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Einleitung

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik (SM) ist ein Modell, mit dem sich die
bekannten Elementarteilchen unter Einfluss der starken, schwachen sowie der elektro-
magnetischen Wechselwirkung beschreiben lassen. Insbesondere die Quantenelektrody-
namik (QED) und die Quantenchromodynamik (QCD), die Prozesse unter Einfluss der
elektromagnetischen beziehungsweise der starken Wechselwirkung beschreiben, haben
sich als duflerst erfolgreiche Theorien erwiesen. Da die QCD im Gegensatz zur QED
nicht abelsch ist, wechselwirken auch die Austauschteilchen der Wechselwirkung mit-
einander, wodurch die Kopplung mit steigenden Energien abnimmt. Dies fiihrt dazu,
dass storungstheoretische Berechnungen fiir kleine Energien nicht moglich sind.
Alternativ ist jedoch eine Beschreibung der QCD durch Computersimulationen im
Rahmen der Gitterfeldtheorie moglich, die 1974 von K. G. Wilson formuliert wurde
[1]. Dabei wird die Raum-Zeit durch ein vierdimensionales Gitter approximiert, sodass
nur endliche Groflen auftreten. Die Gitterfeldtheorie liefert beeindruckende Ergebnisse,

wie zum Beispiel die ab-initio Berechnung der Massen von Elementarteilchen:

2000+

f ~0
1500 =

4 = E’El z*

> ] . o 2 éﬂ A

S _

= 1000- A Y

= . E p

500 ] el —— experiment
i == width
i o input
el ¢ QCD
0

Abbildung 0.1.: Gitterberechnungen des Spektrums der leichten Hadronen der QCD

im Vergleich mit experimentellen Werten. Abbildung aus [2].

Neben dem Erfolg des Standardmodells bei der Beschreibung eines Grofiteils der mess-



Einleitung

baren Elementarteilchenprozesse gibt es vermehrt Hinweise auf eine Physik jenseits
dieses Modells. Da das Konzept der Symmetrie in der Elementarteilchenphysik &u-
Berst erfolgreich ist, scheint es plausibel, auch die Physik jenseits des Standardmodells
durch eine zusatzliche Symmetrie zu erkléaren. Eine mogliche Erweiterung des Stan-
dardmodells ist die Supersymmetrie (SUSY). Dabei wird die Raum-Zeit-Symmetrie
der Poincaré-Gruppe um zusétzliche Symmetrietransformationen erweitert.

Alle Elementarteilchen lassen sich anhand des Verhaltens eines quantenmechanischen
Systemzustands unter Vertauschung zweier gleichartiger Teilchen klassifizieren. Wah-
rend sich der Systemzustand bei Vertauschung zweier gleichartiger Bosonen nicht an-
dert, dndert sich das Vorzeichen der quantenmechanischen Wellenfunktion des Systems
bei Vertauschung gleichartiger Fermionen. Bosonen vermitteln die Wechselwirkungen,
wahrend die Materie aus Fermionen aufgebaut ist.

1975 wurde von R. Haag, J. T. Lopuszanski und M. Sohnius gezeigt [3], dass die
einzige mogliche Erweiterung der Poincaré-Algebra, die mit den Symmetrien der S-
Matrix vertraglich ist, die sogenannte Super-Poincaré-Algebra ist. Diese erweitert die
Poincaré-Algebra um Symmetrien zwischen Bosonen und Fermionen. Durch die zu-
sitzliche Symmetrie-Transformation ldsst sich zu jedem Teilchen des Standardmodells
ein sogenannter Superpartner erzeugen. Dann hat jedes Boson einen fermionischen
und jedes Fermion einen bosonischen Superpartner. Die Supersymmetrie verdoppelt
demnach die Anzahl der Elementarteilchen. Das einfachste supersymmetrische Modell
wurde 1974 von J. Wess und B. Zumino aufgestellt [4].

Supersymmetrie kann keine exakte Symmetrie sein, bei der Teilchen und Superpart-
ner jeweils gleiche Massen héatten. Da noch kein supersymmetrisches Teilchen bisher
experimentell entdeckt wurde, muss die Supersymmetrie so gebrochen sein. Die super-
symmetrischen Teilchen miissen groffere Massen als ihre jeweiligen Partner haben.

Bis jetzt steht der experimentelle Nachweis eines supersymmetrischen Teilchens noch
aus. So liefern unter anderem die aktuellsten Auswertungen der ATLAS-Kollaboration
[5] und der CMS-Kollaboration [6] der Daten des Large Hadron Collider in CERN noch
keine Hinweise auf supersymmetrische Teilchen.

Und doch bringt diese Theorie vielversprechende Erweiterungen der bestehenden
physikalischen Theorien mit sich. So liefert die Supersymmetrie Kandidaten fiir dunkle
Materie, durch die sich der Materieiiberschuss im Universum erklaren liee [7]. Dartiber
hinaus ergibt sich daraus eine mogliche Vereinheitlichung von Gravitation mit den drei
Grundkréften des Standardmodells durch die Supergravitation, die 1973 nach D. V.
Volkov und V. A. Soroka [8] und 1976 nach D. Z. Freedman, P. van Nieuwenhuizen

und S. Ferrara [9] formuliert wurde.

Supersymmetrische Prozesse lassen sich dhnlich den Prozessen der QCD beschreiben.
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Insbesondere sind diese Prozesse damit im Rahmen der Gitterfeldtheorie beschreibbar.
In dieser Arbeit wird eine Verbesserung der Gittereichtheorie untersucht, die in der
QCD erfolgreich angewendet wird. Im Wesentlichen ist diese Verbesserung vom soge-
nannten Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten cg, abhéngig, der fiir die QCD bereits
mit verschiedenen Methoden, wie zum Beispiel der Storungstheorie nach R. Wohlert
[10] und S. Aoki und Y. Kuramashi [I1], berechnet wurde.

Diese Rechnung wird auf das supersymmetrische Modell iibertragen. Dazu werden
zuerst das verwendete Modell sowie die Grundziige der Gitterfeldtheorie vorgestellt.
AnschlieBend erfolgen die Ubertragung der Verbesserung der QCD auf dieses Modell
und es werden die benotigten Feynman-Regeln zur storungstheoretischen Rechnung
bereitgestellt. SchlieBlich wird der entsprechende Koeffizient berechnet.

Die Grundlagen der Quantenfeldtheorie und insbesondere des Lagrange-Formalismus
werden vorausgesetzt. Wie tiblich werden natiirliche Einheiten & = 1 und ¢ = 1 verwen-
det, beziiglich derer Massen und Energien gleiche Einheiten und Langen und Zeiten

dazu inverse Einheiten haben.






1. Die N =1 Super-Yang-Mills-

Theorie

Grundlage der Beschreibung einer Yang-Mills-Theorie ist die Wirkung der Theorie.
Diese wird zuerst fiir eine allgemeine Yang-Mills-Theorie im Kontinuum bestimmt und
auf ein supersymmetrisches Modell tibertragen. Anschliefend werden die Grundziige
der Gittereichtheorie vorgestellt und die Wirkung des supersymmetrischen Modells fiir
diese Theorie bestimmt. Dies erfolgt ausfithrlich, da viele Ausdriicke von Konventionen
abhéngig sind, und so der Vergleich mit Rechnungen anderer Konventionen gewahr-

leistet ist.

1.1. Die N =1 Super-Yang-Mills-Theorie im

Kontinuum

Ein mogliches Modell zur Beschreibung von Supersymmetrie ist die Beschreibung im
Rahmen einer Yang-Mills-Theorie. Die Wirkung dieses Modells wird im Folgenden
zuerst fiir Dirac-Fermionen bestimmt und dann auf ein supersymmetrisches Modell

mit Majorana-Fermionen in adjungierter Darstellung tibertragen.

1.1.1. Wirkung einer Yang-Mills-Theorie fiir die Eichgruppe
SU(Ne)

In diesem Abschnitt wird die Wirkung einer Yang-Mills-Theorie fiir die Eichgruppe
SU(N,) im Kontinuum nach [12] konstruiert. Fermionen wie zum Beispiel Quarks wer-
den durch Dirac-Felder ! (z) mit i = 1,..., N, und dem Dirac-Index o = 1,2,3,4
beschrieben. Die Dirac-Gleichung ist fiir diese Felder erfiillt, falls der kinetische Term
.,Q”F(O) der Lagrange-Dichte durch

.,%EEO)(:U) = @(x) (i ;’y“aﬂ — m) P(z) (1.1)
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1. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie

gegeben ist. Dabei sind

U(z) = ¢l (a)” (1.2)

das zu ¢ adjungierte Feld und (y*),s die Dirac-Matrizen nach .

Gebundene Zustande in der QED und der QCD sind invariant unter Transformatio-
nen der unitaren Gruppe U(1) beziehungsweise der speziellen unitaren Gruppe SU(3).
Die Achsenrichtungen in diesem sogenannten Farbraum miissen an beliebigen Raum-
Zeit-Punkten frei wihlbar sein, da sie unbeobachtet sind. Diese Uberlegung fiihrt zum
physikalischen Postulat der Invarianz der fundamentalen Lagrange-Dichte unter loka-

len Eichtransformationen der Dirac-Felder im Farbraum mit U(z) € SU(N,):

Y'(2) = (@)U ()", (1.3)

Der kinetische Term der Lagrange-Dichte ist unter diesen Transformationen nicht in-
variant, da sie lokal sind. Deshalb wird durch diesen Term nur die Bewegung freier
Fermionen beschrieben. Um eine eichinvariante Lagrange-Dichte zu konstruieren, wer-
den zusétzliche Felder, die Eichbosonen, eingefithrt. In der QED entsprechen diese
den Photonen und in der QCD den Gluonen. Die Eichbosonen werden im Folgenden
allgemein als Gluonen bezeichnet. Diese werden durch Eichfelder Af(z) mit dem Farb-
Index! ¢ = 1,..., N> — 1 und dem Lorentz-Index? ;1 = 0,1,2,3 beschrieben. Die
Eichfelder entsprechen den N2 — 1 linear unabhingigen Erzeugenden der Eichgruppe
SU(N,):
N2-1

Au(z) = z_jl A2 ()T (1.4)

Dabei sind (7)% die Generatoren der Gruppe SU(N,), die nach (A.20]) eine Drehim-

pulsalgebra mit

N2-1

7T =1 feere (1.5)
c=1
erzeugen'. Die lokalen Eichtransformationen der Eichfelder werden durch
i
A,() = U@ AU @) = U () (.U () (1.6)

L1Tm Folgenden werden alle Farb-Indizes durch lateinische Kleinbuchstaben a, b, c, . .. gekennzeichnet.
12T orentz-Indizes werden durch griechische Kleinbuchstaben pu, v, p, ... gekennzeichnet.
13[A, B]_ = AB — BA bezeichnet den Kommutator und [A, B], = AB + BA den Antikommutator.

12



1.1. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

definiert. Diese Felder koppeln durch die kovariante Ableitung
D,(z) =0, +igA,(x) (1.7)

an die Dirac-Felder. Dabei ist ¢ eine dimensionslose Kopplungskonstante analog der
elektrischen Ladung in der QED. Damit lédsst sich der eichinvariante Fermionen-Anteil

% der Lagrange-Dichte fiir Dirac-Fermionen konstruieren:
~ 3
Ly (x) = () |1)_1"Du(z) —m | ¥(2)
n=0
B 3 N2-1
= () (i > oA ((9# +ig Y. AZ(m)T“) — m) Y(z). (1.8)
/I‘:O a=1
Daraus ergeben sich nach den Euler-Lagrange-Gleichungen die Feldgleichungen:
3
i) "Dyu(z) —m | ¢(z) =0,
n=0
~ 3
Y(z) [1> +"Du(z) —m | = 0. (1.9)
©n=0

Damit die Eichfelder A, keine dufleren, vorgegebenen Felder sind, muss es einen zu-
sitzlichen Anteil an der Lagrange-Dichte fiir Eichbosonen geben. Dazu wird der Feld-

starketensor F),, analog zur Elektrodynamik durch die Eichfelder definiert:

= 0, Ay (1) — 0, Au(x) +ig[Ayu(z), Ay ()] (1.10)
Die Komponenten dieser spurlosen, hermiteschen Matrix sind im Farbraum nach ([1.4))

definiert durch:

N2-1
Fu(z)= Y Fo ()T,
a=1

Fo(2) = 0,A%(z) — 0,A%(z) —g 3" [P AL (2)A%(x). (111)

b,c=1

Dabei kommt der nicht-abelsche Charakter der Farbgruppe fiir N, > 2 zum Ausdruck.
Unter lokalen Eichtransformationen ([1.6) mit U(z) € SU(N,) gilt:
i
Euwz—ﬂm@mmm]:UuMMmmmﬁ (1.12)

13



1. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie

Daraus lésst sich der eichinvariante Eichanteil Z der Lagrange-Dichte konstruieren:

Zo(x) = ! > Spur (F*(z)F,(x))

2 H,v=0
N2-1 3

> X P (a)F, (o). (1.13)

a=1 p,v=0

1
4
Insgesamt ist die eichinvariante Lagrange-Dichte . fir Dirac-Fermionen und Eichbo-

sonen gegeben durch:
L(r) = La(x) + L (x)

= 0 3 Spur (F(a) () + () (i > "Dale) - m) vla).  (114)

w,v=0

Daraus ergibt sich die Wirkung einer Yang-Mills-Theorie fiir Dirac-Fermionen mit der
Eichgruppe SU(N,):

—|—/ZE(SC) (i > 4"Dy(z) — m) U(z)d'e. (1.15)

1.1.2. Wirkung der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie im

Kontinuum

Das hier betrachtete supersymmetrische Modell der N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie
verwendet einen supersymmetrischen Generator. Die Beschreibung dieses Modells im
Rahmen einer Yang-Mills-Theorie wurde 1973 von S. Ferrara und B. Zumino [13], [14]
entwickelt und 1974 von A. Salam und J. Strathdee [I5] auf nicht-abelsche Eichgrup-
pen iibertragen. Sie konstruierten eine Lagrange-Dichte, die sowohl unter Yang-Mills-
Transformationen als auch unter supersymmetrischen Transformationen invariant ist.

Die einfachste Lagrange-Dichte dieses Modells enthélt den Eichanteil der La-
grange-Dichte und die entsprechenden fermionischen Superpartner der Gluonen, die
Gluinos. Der Fermionen-Anteil der Lagrange-Dichte enthélt neben den Eichfeldern
Al (z) die Gluino-Felder Aj(x). Damit die Eichfelder und die Fermionen-Felder die
gleiche Anzahl an Freiheitsgraden besitzen, werden die Gluino-Felder durch Majorana-

Felder X in adjungierter Darstellung beschrieben. Diese Fermionen-Felder sind Elemen-

14



1.1. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

te der Lie-Algebra mit den Komponenten

Mz) = Zl 2 (2)T",
A (z) = 2 Spur (A(z)T?) (1.16)

nach (A.12), deren adjungierte Felder ([1.2)) die Majorana-Eigenschaft
Mz) =\ (2)C (1.17)

mit der Ladungskonjugationsmatrix C' = iy, erfiillen. Dadurch sind Felder und ad-
jungierte Felder nicht mehr unabhéngig, wodurch die Anzahl der Freiheitsgrade halbiert
wird. Fiir Felder in der adjungierten Darstellung sind die lokalen Eichtransformationen
mit U(z) € SU(N,) gegeben durch:

N(x) = U(x)Mx)U(x)' (1.18)

Unter diesen Transformationen ist der Fermionen-Anteil der Lagrange-Dichte mit der
kovarianten Ableitung ((1.7]) nicht invariant. Deshalb wird die Kopplung fiir Felder in

der adjungierten Darstellung durch die symmetrische kovariante Ableitung
D) 1= B\ (@) + ig[Au(@), A(w)] (1.19)

beschrieben. Die Komponenten dieser kovarianten Ableitung sind nach (1.4]), (|1.16))
und (A.20)) definiert durch:

N2-1
D, A(z) = Y D A(z)T,
a=1 Ng_l
D\ (z) = 9\ (z) —g > f“bCAZ(x))\C(:v). (1.20)
b,c=1

Unter lokalen Eichtransformationen (1.18) und (1.6) mit U(z) € SU(N.) gilt:

DN () = 9N () +ig[A),(x), X (2)] = U(x) (DuA()) U(x)". (1.21)

Daraus lésst sich der eichinvariante Fermionen-Anteil .Z& der Lagrange-Dichte fiir ad-

jungierte Majorana-Fermionen konstruieren:

Zr(x) = Spur (i/_\(:c) > "DuA(z) — mj\(a:))\(x))

n=0
i N2-1 3 B m N2-1 .
=3 X XN DN () - 5 X M @)X (@), (1.22)
a=1 p=0 a=1

15



1. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie

Der Massenterm bricht die Supersymmetrie weich. Die vollstandige Lagrange-Dichte er-
gibt sich aus diesem Fermionen-Anteil und dem Eichanteil (1.13). Der Fermionen-Anteil
und der Eichanteil sind dabei unabhangig voneinander. Deshalb ist eine Beschreibung
in der adjungierten Darstellung fiir Fermionen und in der fundamentalen Darstellung
fiir Eichbosonen méglich.

Daraus ergibt sich die Wirkung einer Super-Yang-Mills-Theorie fiir adjungierte Ma-
jorana-Fermionen mit der Eichgruppe SU(N,):

S[A, A = Sc[A] + Sr[A, )]

= —; > /Spur (F*™(z)F,,(x)) d'z

=0

—I—i/Spur ()\(x) Zv“Du/\(x)) d*z — m/Spur (5\(1,‘))\(:10)) d*z.  (1.23)

pu=0

1.1.3. Pfadintegrale und euklidische Raum-Zeit

Zur Ubertragung der Theorie von der kontinuierlichen Raum-Zeit auf eine diskrete
Raum-Zeit wird die Minkowski-Raum-Zeit durch die euklidische Raum-Zeit ersetzt.
Dann entsprechen Abstédnde euklidischen Abstdnden, wodurch Computersimulationen
ermoglicht werden. Die folgenden Uberlegungen sind [16] und [17] entnommen.

Der Erwartungswert einer quantenmechanischen Observablen O in Abhéangigkeit ei-

nes Felds ¢ ist mit dem erzeugenden Funktional Z durch das Pfadintegral

(0) = 5 [ explis™[6))0[¢] Dlo),
2 = [ exp(iS®[g]) Dl (1.24)

gegeben. Dabei bezeichnet S™ die Wirkung in der Minkowski-Raum-Zeit. In der
Minkowski-Raum-Zeit hat das Pfadintegral fiir das Feld ¢ das Maf

Dl¢] =[] do(x). (1.25)

Haben die Generatoren der Zeittranslation ein positives Energiespektrum, ist eine

analytische Fortsetzung t — —it der Zeit maoglich. Fiir kontravariante Orte (™) =

(x0T (M2 5 (M)3) iy Minkowiski-Raum-Zeit werden die euklidischen Kompo-

nenten fir ¢ = 1, 2, 3 definiert durch:

@i .— 0D 4. {000 (1.26)

16



1.1. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

Dann entsprechen raum-zeitliche Abstédnde euklidischen Absténden und Skalarproduk-

te dem euklidisches Skalarprodukt

4
Z E)“—Z5x

pn=1 p,v=1

Z—Z” M) by () v __Zx (1.27)

p,v=0

mit der Metrik d,,. Kovariante und kontravariante Komponenten sind im Euklidischen
fir alle p = 1,2, 3,4 identisch:

xLE) = gBnr, (1.28)

Diese Transformationen gelten fiir alle kovarianten Vektorfelder, wie zum Beispiel fiir
Eichfelder A,. Werden die Dirac-Matrizen (A.4]) in der euklidischen Raum-Zeit mit
t =1,2,3 durch

E .
iy

%EE) = (M0 (1.29)

(M)

definiert, so gelten:

n=0 pn=1
3 4
S MDHAGD 37 40 A®) (1.30)
pn=0 p=1
Daraus folgen
3 4
iz fy(M)“D/(LM) (x) = — Z V,SE)DLE) (x) (1.31)
p=0 p=1
fiir die kovariante Ableitung und
4
S P () PO (2 Z () (1.32)
p,v=0 p,v=0

fiir den Feldstérketensor (T.10]). Damit ldsst sich die euklidische Wirkung nach S =
—iS™ aus der Minkowski-Wirkung (1.23) fiir adjungierte Majorana-Fermionen be-

stimmen:

S(E /Spur ( Z FE)F ) d*z®

=1

4
+/Spur (5\ > % DLE)A) d*z® 4 m/Spur (5\)\) d'z™. (1.33)
p=1

17



1. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie

Der Erwartungswert einer Observablen O ist dann allgemein durch
1
(0) = % [ exp(=$®1¢])0l6] Dlg),
2 = [ exp(~S"[g]) Dl (1.34)

gegeben. Im Folgenden werden alle Groflen nur noch in der euklidischen Raum-Zeit mit

dem Lorentz-Index 1 = 1,2, 3,4 angegeben. Die Kennzeichnung (E) wird unterdriickt.

1.2. Die N =1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem
Gitter

Die Gitterfeldtheorie stellt eine mathematisch wohldefinierte Moglichkeit zur Berech-
nung einer Quantenfeldtheorie dar. Dabei wird die Raum-Zeit durch ein Gitter mit dis-
kreten Abstdnden zwischen den einzelnen Gitterpunkten diskretisiert. Dadurch ergibt
sich eine minimale Wellenlédnge und so eine Ultraviolett-Regulierung, die die Berech-
nung ermoglicht. Bei der Diskretisierung der Raum-Zeit ist es zweckmafig, alle Groflen
in der euklidischen Raum-Zeit zu betrachten, in der sich zeitliche und raumliche Ko-
ordinaten gleich verhalten. Die folgende Einfiihrung in die Gitterfeldtheorie orientiert
sich an den Darstellungen nach [I8] und [19].

Zur Diskretisierung der Raum-Zeit wird das vierdimensionale Gitter
Ay = {n = (n1,n9,n3,n4) €Z*: 0 < n, < N, — 1} (1.35)

mit N := |Ay| = Ny NoN3 Ny Gitterpunkten definiert. Jedem Punkt dieses Gitters lésst
sich durch

T, =n,a (1.36)

fir p = 1,2,3,4 ein Punkt = = (z1, 29, x3,24) der Raum-Zeit zuordnen. So wird die
Raum-Zeit durch dieses Gitter mit dquidistanten Punkten mit einem Gitterabstand a
approximiert. Im Folgenden sei Ny = Ny = N3 = Ny.

Mit einem solchen Gitter lisst sich ein physikalisches Volumen L3T mit konstanten
Langen L = aNy, und T = aN4 durch den Kontinuumsgrenzwert beschreiben. Dabei
lauft der Gitterabstand a gegen Null und die Anzahl N der Gitterpunkte entsprechend
gegen Unendlich, sodass L und T konstant bleiben. Dadurch wird die kontinuierliche

Raum-Zeit des Volumens LT durch das Gitter {x : z = na,n € Ay} angenéhert.

1.2.1. Funktionen auf dem Gitter

Eine beliebige stetige Funktion f auf dem Raum-Zeit-Volumen L3T ldsst sich durch

eine entsprechende Funktion f : Ay — R auf dem Gitter approximieren. Ist i der
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1.2. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Einheitsvektor in Richtung p auf dem Gitter, so werden die partielle Rechtsableitung
(95 und die partielle Linksableitung 85 der Funktion f auf dem Gitter definiert durch:

fin+p)— f(n)

Opf(n) 1= B R
0" f(n) := f(n) = iz(” — ) (1.37)

Damit werden die partielle Ableitung 0, der Funktion f in Richtung p und der d’A-
lembert-Operator [J auf dem Gitter definiert durch:

Ouf (n) = ; (07 f(n) + 0L f(n)) = f(n+ ) 2—af<n — i)
o0 = S = £ A AEIOD, gy

Sowohl die partielle Rechts- bez1ehungswelse Linksableitung als auch die partielle Ab-
leitung konvergieren im Kontinuumsgrenzwert mit a — 0 fiir stetige Funktionen gegen
die partielle Ableitung im Kontinuum. Der Umstand, dass sich Grofien im Kontinu-
um nicht eindeutig durch bestimmte Groflen auf dem Gitter beschreiben lassen, ist
wesentlich fiir die Verbesserung der Wirkung in den folgenden Kapiteln. Die parti-
elle Ableitung auf dem Gitter approximiert die partielle Ableitung mit der Ordnung
O(a?), wogegen die partielle Rechts- und Linksableitung diese nur mit der Ordnung
O(a) approximieren.

Das Integral der Funktion f auf dem Gitter ergibt sich durch die Riemannsche Sum-
me

Jim Y //L d3xdx4_/f (1.39)

a—0 NEAN
wobei Ax = a der Abstand der Gitterpunkte ist und

4 Np—1

> =11 X (1.40)

neAn p=1n,=0
verwendet wurde. Weiterhin wird das zu Ay zugehorige Impulsgitter definiert durch:
2m (
aN,

Fiir ein gegebenes physikalisches Volumen und einen Gitterabstand a haben die Impulse

_ N N,
Ay = {p = (P12, p3,p1) €Z' i py = Ryt 0u), ="+ 1< ke < 2“} - (1.41)

einen Cut-Off —% < p, < 7 und dadurch eine natiirliche Regularisierung durch das
Gitter.
Die Fourier-Transformation f : Ay — R einer Funktion f: Ay — R auf dem Gitter

lasst sich auf dem Impuls-Gitter mit p - n = Zﬁzl DPuly = %’r Zi:l kfvn“ definieren:
i

(p):==a* > f(n)e ?m (1.42)

neA N
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1. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie

Es gelten
i Z ei(p—p’).na = 5pp/a
N neAN
1 . /
N Z elp~(n—n )a — 671,71” (143)
pEKN
wobei
4 Nu/2
Y1 (141
peAN #=1ky==Ny/2+1

verwendet wurde. Damit ist die inverse Fourier-Transformation gegeben durch:
1 ry ip-na
fn) = = X F)err. (1.45)
PEAN

Fiir einen festen Gitterabstand a und ein festes physikalisches Volumen ergibt sich

i 3 7052 = [ o) 5 (145)

N—oo = 4 - —m/a 4’
R ) / (27)
wobei Ap,, = a%{,“ﬂ der Abstand der Punkte des Impulsgitters ist. Die Fourier-Trans-
formation auf dem Gitter entspricht in diesem Grenzwert der Fourier-Transformation
im Kontinuum, bei der die Impulse auf die Brillouin-Zone (-7, 7] beschrénkt sind.
Deshalb werden im Folgenden auf dem Gitter die Notationen
/ﬂ/a d*p 1 Z
—r/a (2m)4 T adN =
fa 2m)t - alN ==
2m)*(p,p') == a’Népy = a* > el(p=p)na (1.47)

neAn

verwendet.

1.2.2. Naive Diskretisierung der Fermionen-Wirkung

Wie bereits fiir die Wirkung im Kontinuum wird zunachst die Wirkung einer Yang-
Mills-Theorie fiir die Eichgruppe SU(N,) fiir Dirac-Felder 4,(n) und Eichfelder A% (n)
auf dem Gitter konstruiert. Fiir freie Fermionen ergibt sich eine naive Fermionen-
Wirkung auf dem Gitter mit den Diskretisierungen der partiellen Ableitung
und des Integrals direkt aus der Lagrange-Dichte fiir freie Fermionen im

Kontinuum:

SO, 9] =at Y (z/?(n) il%w(” A=Y= f) mw(n)w(n)) . (1.48)

neA N
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1.2. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Auf dem Gitter entsprechen die lokalen Eichtransformationen (|1.3)) der Dirac-Felder

den Transformationen

V' (n) = ¥(n)U(n)! (1.49)

mit U(n) € SU(NN,). Jedoch sind die diskretisierten Ableitungen in der naiven Fer-
mionen-Wirkung im Allgemeinen nicht invariant unter diesen Transformationen. Zur
Konstruktion einer eichinvarianten Fermionen-Wirkung auf dem Gitter werden des-
halb Felder U,(n) € SU(N.) der Eichgruppe eingefiihrt, die auf jedem Gitterpunkt
definiert sind und von einem Richtungsindex p abhéngen. Sie werden als Linkvariablen
bezeichnet, da sie den Gitterpunkt n mit dem Gitterpunkt n+ /i verbinden. Dabei wird
zusétzlich Uy(n) := 1 definiert. Die Linkvariable U_,(n), die auch auf dem Punkt n
definiert ist, verbindet diesen Punkt hingegen mit dem Punkt n — fi in entgegengesetz-
ter Richtung. Insbesondere verbindet das Produkt der Linkvariablen U,(n — 1) und
U_,(n) den Gitterpunkt n — i mit sich selbst. Aus Griinden der Konsistenz wird daher

U_y(n) = Un(n — o' (1.50)

gefordert. Linkvariablen entsprechen deshalb Paralleltransportern auf den Gitterkan-

F+ > +7+ﬂ n—ﬁ+ +7

Abbildung 1.1.: Linkvariablen U, (n) und U_,(n)

ten.

A

Sie lassen sich als diskretisierte Version der Eichtransporter interpretieren, die im Kon-
tinuum zwei Raum-Zeit-Punkte miteinander verbinden. Zu einer Linkvariable U,(n) €
SU(N,) existiert nach (A.9) ein Feld A,(n) € su(N.) mit

U,(n) = exp (iagA,(n)). (1.51)

Damit wird das Integral des Pfades von n nach n + i durch agA,(n) angendhert. Es
zeigt sich, dass die Felder A,(n) den Eichfeldern auf dem Gitter entsprechen. Nach

folgt:
AL(n) = —Aun = ). (1.52)

Die Kopplung der Eichfelder durch die Linkvariablen an die Dirac-Felder wird durch

die kovariante Ableitung
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1. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie

beschrieben. Mit der Entwicklung U,(n) = 1 + iagA,(n) + O(a?) nach (1.51)) und der
Taylor-Entwicklung ¢ (n + i) = ¢¥(n) + O(a) zeigt sich, dass diese eine Diskretisierung
der kovarianten Ableitung (1.7) im Kontinuum ist:

Dy(z)d(z) = (Ou +igAu(n)) ¥(n) + O(a). (1.54)
Dies bestétigt die Interpretation der Felder A, (n) als Eichfelder auf dem Gitter. Damit
lasst sich mit y_, := —~, die eichinvariante naive Fermionen-Wirkung auf dem Gitter
konstruieren:

Se[, 9, Ul =a" 3 v(n)

(Z L Ualmbln+ )~ U vn =) ww)

e 2a
—a' Y b(n) (21 _Zﬂwum)wmmmwn)). (1.55)

Im naiven Kontinuumsgrenzwert fiir a — 0 konvergiert diese gegen die entsprechende
Fermionen-Wirkung (1.15)) im Kontinuum.

1.2.3. Wilsonsche Fermionen-Wirkung

Der Fermionen-Propagator, der sich aus der naiven Fermionen-Wirkung ergibt,
hat zusatzlich zum Pol des entsprechenden Propagators im Kontinuum 15 weitere Pole
in den Ecken der Brioullin-Zone. Jedoch stimmt nur der Pol p = (0,0,0,0) mit dem
einzelnen Fermion tiberein, das durch den Propagator im Kontinuum beschrieben wird.
Diese 15 zusatzlichen, unphysikalischen Teilchen fiir Impulskomponenten p, = 0 oder
pu = m/a werden als Doppler bezeichnet.

Nach dem no-go Theorem nach H. B. Nielsen und M. Ninomiya [20] von 1981 ist es
nicht moglich, eine Wirkung auf dem Gitter zu konstruieren, die die Doppler entfernt
und die chirale Symmetrie erhalt. Eine Mdoglichkeit, die Doppler zu entfernen, ist die
Verwendung von Wilson-Fermionen nach K. G. Wilson. Dabei wird ein weiterer Term

zur Fermionen-Wirkung hinzugefiigt, durch den die zusétzlichen Pole verschwinden:

Selv vl =a' 3 (m+ ) b))

neEAN
+4
+at Y () (21 > m—rm(n)wnw)). (1.56)
neAN n==1

Dabei ist r der sogenannte Wilson-Parameter. Diese Wirkung ist eichinvariant, erhélt
den physikalischen Pol und entspricht fiir » = 0 der naiven Fermionen-Wirkung. Der
zusatzliche Term entspricht dem Hinzufiigen eines Teilchens der Masse m + %’". Deshalb

verschwindet das Teilchen im Kontinuumsgrenzwert aus dem physikalischen Spektrum
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1.2. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

und die Wilsonsche Fermionen-Wirkung konvergiert gegen die Wirkung (|1.15]) im Kon-
tinuum.
Diese Wirkung lasst sich durch den Wilson-Dirac-Operator Dyyjgon fiir Dirac-Fermi-

onen ausdricken:

Se[U, 1, ¢ =a’ Z ¢ ) Dwitson (12|m)10(m),

n,meANN
4r 1
Dwitson(n|m) = (m + ) S + = > (Y = 1) Uu(n) bt m- (1.57)
a 2a =11
Wird der Wilson-Parameter nach [21] durch

gewahlt, so werden Zustande mit unphysikalischen Energien beseitigt.

1.2.4. Wilsonsche Eichwirkung

Da die Linkvariablen auf dem Gitter den Eichtransportern im Kontinuum entsprechen,
liegt es nahe, aus diesen eine Eichwirkung auf dem Gitter zu konstruieren. Dazu wird
ein Produkt von Paralleltransportern entlang einer geschlossenen Bahn betrachtet. Im
einfachsten Fall einer solchen Bahn auf dem Gitter, einem Quadrat, ist dies durch die
Plaketten

Uw(n) == Uu(n)Uy(n + Q)U_p(n + fi+ 2)U_,(n + D)
= U,(n)U,(n+ 2)U,(n+0)'U,(n) (1.59)

gegeben.
Aus diesen Plaketten konstruierte K. G. Wilson [I] 1974 eine eichinvariante Eichwir-

kung auf dem Gitter fir die Eichgruppe SU(V,):

_ % Z Z Re Spur (1 — U, (n))

g neAy p,v=1
u#v

=6 Z (1—ReSpurUm,( )) (1.60)

neAn p,v=1
p<v

Dabei enthélt der Parameter 3 = 2N./g* die Kopplung. Mit der Entwicklung der
Linkvariablen nach (1.51)) lassen sich auch die Plaketten entwickeln:

U (n) = exp (ian (QLAy(n) —0,A,(n) +ig[A,(n), Al,(n)L) + O(a3))
=1+ id’gF,,(n) — C%ngW(nf + O(a®). (1.61)
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1. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie

Daher konvergiert die Wilsonsche Eichwirkung wie die Fermionen-Wirkung auf dem
Gitter im naiven Kontinuumsgrenzwert fiir a — 0 gegen die entsprechende Eichwirkung
im Kontinuum. Insgesamt ist die eichinvariante Wirkung fiir Dirac-Fermionen
und Eichbosonen auf dem Gitter mit gegeben durch:

4

SclU] + SelU, ¥, 9] = % > > ReSpur(l—U(n))
neAy p,r=1
HFV

+at Z ¥(n) Dwiison (n|m) o (m). (1.62)

n,meNN

1.2.5. Wirkung der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem
Gitter

Zur Konstruktion der Wirkung der N/ = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter
werden analog zu den Dirac-Feldern die Majorana-Felder A(n) nach (1.16) in adjun-

gierter Darstellung

N2-1

A(n) = 2—21 A (n)T* (1.63)

auf dem Gitter betrachtet. Auf dem Gitter entsprechen die lokalen Eichtransformatio-
nen (|1.18)) dieser Felder den Transformationen

N(n) = Un)X\(n)U(n)! (1.64)

mit U(n) € SU(N,). Analog zur kovarianten Ableitung (1.53) fiir Dirac-Felder auf dem
Gitter wird die Kopplung der Eichfelder an die adjungierten Majorana-Felder durch
die kovariante Ableitung

U(mA( + U0 = U_u(m)A(n = @)U, ()

D, A(n) = 50 (1.65)

beschrieben. Mit der Entwicklung U,(n) = 1 + iagA,(n) + O(a*) nach (1.5I)) und
der Taylor-Entwicklung ¢(n + fi) = ¥(n) + O(a) zeigt sich auch hier, dass diese eine
Diskretisierung der kovarianten Ableitung ((1.19)) im Kontinuum ist:

D,A(n) = 0uA(n) +ig[A,(n), A(n)]_ + O(a). (1.66)
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1.2. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Damit lasst sich wie nach ([1.68)) die eichinvariante Wilsonsche Fermionen-Wirkung fiir

adjungierte Majorana-Fermionen konstruieren:

: B +4
£l M) S (3 — ) Spur (T?U, (m) TV (n)')X2(n + ).

p==x1

(1.67)

Diese Wirkung entspricht den in [22], [23] verwendeten Wirkungen, deren Verbesserung
in dieser Arbeit untersucht wird. Wie im Fall der Dirac-Fermionen lasst sich diese Wir-
kung durch den Wilson-Dirac-Operator Dyjson fiir adjungierte Majorana-Fermionen

ausdricken:

N2-1

Se[V, Al :; > at > A(n)Dwikon(n|m)* A (m),

b,a=1 n,mEAN

4r 1
DWilson(n|m)ba - (m + CL) 5n,m56a + % Z (7# - T)V:a(n>6n+ﬂ,m' (168)
p==x1

Dabei wird die Matrix V), verwendet, deren Komponenten durch
Vlf“(n) = 2 Spur (Tqu(n)T“Uu(n)T> = 2 Spur (Uu(n)TTbUM(n)T“) (1.69)

definiert sind. Diese Matrix entspricht den Linkvariablen (1.51]) in der adjungierten
Darstellung (A.42). Fur diese gilt nach ((1.50)):

VELn) = 28pur (T°U_u(m)T°U(n)')

= 28pur (T*U,(n — @) T°U,(n — )
=V¥(n—p)t. (1.70)
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1. Die N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie

Insgesamt ist die eichinvariante Wirkung fiir adjungierte Majorana-Fermionen und
Eichbosonen auf dem Gitter mit der Eichwirkung nach (1.60]) gegeben durch:

Sl + SV =3 Y Y (1= 3 ReSpur U, (n)

neAy p,v=1
p<v

+— a4 > Z (m—|—4r> “(n)\*(n)

TLEAN a=1
1 +4
—l— Z S Mn 2 > (fy“—r)Vlf“(n))\“(n+/j). (1.71)
ba 1 neAn a p==x1

Im naiven Kontinuumsgrenzwert fiir a — 0 konvergiert diese gegen die entsprechende
Wirkung (1.23) im Kontinuum.

1.2.6. Pfadintegrale auf dem Gitter

Wie im Kontinuum ergibt sich der Erwartungswert einer quantenmechanischen Obser-
vablen O in Abhéngigkeit der Gluino-Felder A und der Eichfelder U mit dem erzeugen-
den Funktional Z durch das Pfadintegral

(0) = 5 [ O\ Ul exp(~SI\, U DIND[U],

z;/@mpﬁpimDmDWJ (1.72)
mit

= 11 ITdxm)

neAy o,a

= II I] dU.(n). (1.73)

neAy p=1

Dabei muss die Majorana-Eigenschaft der Fermionen berticksichtigt werden. Erwar-
tungswerte von Produkten von Fermionen-Feldern sind weiterhin unter Vertauschun-
gen der Quanten-Zahlen n, a, a antisymmetrisch. Dies wird durch die Verwendung von
GraBmann-Zahlen beriicksichtigt. Fiir Einzelheiten sei an dieser Stelle nur auf [I§] oder

[16] verwiesen.
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2. O(a)-Verbesserung der

Fermionen-Wirkung

Jede Diskretisierung der Wirkung einer Yang-Mills-Theorie fithrt zu unerwiinschten
Diskretisierungseffekten. Diese verschwinden zwar im Kontinuumsgrenzwert fir a — 0,
jedoch sind Simulationen mit beliebig kleinen Gitterabsténden sehr aufwendig. Bei der
hier betrachteten Diskretisierung sind diese Effekte nach der Ordnung O(a) bei
der Fermionen-Wirkung und nach der Ordnung O(a?) bei der Eichwirkung.
Die Beschreibung von Funktionen auf dem Gitter, die zum selben Kontinuumsgrenz-
wert fithrt, ist nicht eindeutig. K. Symanzik kam deshalb 1983 auf die Idee, zur Wirkung
einer gewéhlten Diskretisierung Terme hinzuzufiigen, die im Kontinuumsgrenzwert ver-
schwinden [24], [25]. Durch die Wahl passender Terme lassen sich die Diskretisierungsef-
fekte verringern. Diese Effekte der Fermionen-Wirkung der Ordnung O(a) sollen durch
Hinzuftigen eines geeigneten Terms um eine Ordnung verringert werden. Fiir die QCD
mit Wilson-Fermionen wurde dies 1985 von B. Sheikholeslami und R. Wohlert systema-
tisch formuliert [21]. Insgesamt ergeben sich dann Diskretisierungseffekte der Ordnung

O(a?). Eine solche Verbesserung heiit O(a)-Verbesserung.

2.1. Symanzik-Verbesserung

Zuerst wird die O(a)-Verbesserung fir Dirac-Fermionen vorgestellt, die sich wesent-
lich an der Beschreibung in [I8] orientiert. Dies wird dann auf adjungierte Majorana-
Fermionen tbertragen. Der Ausgangspunkt einer solchen Verbesserung der Fermionen-
Wirkung ist die einfache Diskretisierung . Die moglichen Korrekturterme werden
im Kontinuum identifiziert und nach Symmetrien und ihrer Dimension geordnet. Dann
werden diskretisierte Versionen der Korrekturterme mit passenden Koeffizienten so hin-
zugefiigt, dass die Korrekturen bis zur gewiinschten Ordnung verschwinden. Aufgrund
der Nichtlinearitdat der Theorie und der notwendigen Renormalisierung lassen sich die
zu bestimmenden Koeffizienten nur storungstheoretisch oder mit anderen aufwandigen
Methoden bestimmen.

Die effektive Theorie lasst sich im Kontinuum durch eine Lagrange-Dichte fiir Dirac-
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2. O(a)-Verbesserung der Fermionen-Wirkung

Fermionen beschreiben, die sich in eine Potenzreihe in der Gitterkonstanten a entwick-

len lasst:
ZL(x) = L(v) + a i (x) + > L(2) . .. (2.1)

Dabei ist %, die Lagrange-Dichte fiir Dirac-Fermionen im Kontinuum. Die Terme
% fur k > 1 sind zusétzliche Korrekturterme hoherer Ordnung. Diese werden so
aus Produkten von Fermionen- und Eichbosonenfeldern zusammengesetzt, dass sie die
Dimension 4+ k haben. Dann haben die Terme a*.%}; die Dimension der unverbesserten
Lagrange-Dichte.

Fiir eine O(a)-Verbesserung werden nur Terme erster Ordnung hinzugefiigt. In der

allgemeinsten Form kann der fithrende Korrekturterm . als Linearkombination
cfl (37) == 0101 (l’) + CQOQ(ZL‘) + 6303(1') + C404(£L’) + C505($) (22)

von Operatoren

( Z Ty Fn( )@D(w)

uul

=m (Zl Du(w)iﬁ(xm) () — mip(x) (Zl %Du(iv)@b(x))

Os(x) = m*y(2)y () (2.3)

der Dimension 5 ausgedriickt werden. Dies sind alle Terme dieser Dimension, die die
Symmetrien der Wirkung haben. Dabei sind F},, der Feldstarketensor (|1.10))

Flu(z) = _E[Du<x)v Dy(z)] (2.4)
und o, definiert durch
1
O-p,l/ = 5[7}1771}]7‘ (25)

Durch Anwenden der Feldgleichung ergeben sich mit d,, = 7,7, — 0, nach (A.3) zwei

Relationen zwischen diesen Termen:

02(1') = Ol<$> -+ 205(1}),
Ou(z) = —205(2). (2.6)
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2.2. Der Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizient cgwy

Dadurch lassen sich die Operatoren O, und O, eliminieren:
Zi(x) = (1 + ¢2)O1(x) + c303(x) + (c5 + 2¢9 — 2¢4)O5(x). (2.7)

Die Terme O3 und Os sind bis auf die Vorfaktoren bereits in der unverbesserten
Lagrange-Dichte enthalten, sodass diese durch Neudefinition der nackten Para-
meter m und g eingebunden werden kénnen. Deshalb ist es fiir eine O(a)-Verbesserung
der Wirkung ausreichend, den Pauli-Term O; mit dem einzigen verbleibenden Koeffizi-
enten ¢ := 2(c; 4+ ¢3) zum Fermionen-Anteil der Lagrange-Dichte fiir Dirac-Fermionen

in fundamentaler Darstellung hinzuzufiigen:

zﬂmzﬁm(zpmmw+m)w>+% ( 5 OBz )wm.@&

,uyl

2.2. Der Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizient cgy

Zur Diskretisierung der O(a)-Verbesserung der Wirkung wird eine symmetrisierte Dis-
kretisierung des Feldstarketensors ((1.10]) auf dem Gitter benétigt. Dazu wird die sym-

metrisierte Summe

Quu (1) 1= Uy (1) + Uy (1) + Ve (0) + Uy () (2.9)

von Plaketten (1.59)) in der u-v-Ebene verwendet. Diese lassen sich nach (1.61)) in der

Form

Qu () = Quu(n) = iag? ( Fyu (n) + Fo(0) & Fyy (n) + o)

= Fup(n) = Fues 1) = o) = Py () + O(a?))
(2.10)
entwickeln. Dabei gelten
Fo(n) = ~Fou(n)
Fy o) = —Fy(n) + O(a) (2.11)
mit 9_,A4,(n) = —9,A,(n) nach (1.38) und A_,(n) = —A4,(n)+O(a) nach (1.52)). Eine

mogliche symmetrisierte Dlskretlslerung des Feldstarketensors ist deswegen gegeben
durch

Fuy(n) = — (Quv(n) = Quu(n)) + O(a). (2.12)

8a2
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2. O(a)-Verbesserung der Fermionen-Wirkung

_1 1n—|—19 l_

Uy, -u(n) Upw (1)

Uy (n) Uy pu(n)

1 T T

Abbildung 2.1.: Grafische Darstellung der Summe @Q,,(n) der Plaketten in der p-v-
Ebene

Da die Form dieser Terme an ein Kleeblatt erinnert, wird dies auch als Clover-Term
und die O(a)-Verbesserung der Wirkung als Clover-Verbesserung bezeichnet. Die Fer-
mionen-Wirkung fiir diese Verbesserung lasst sich auf dem Gitter durch einen Dirac-

Operator D fiir Dirac-Fermionen ausdriicken:

SelU. 9] =a* Y0 w(n)D(n|m)i(m),

n,meNN

D(n\m) = DWilSOH(n|m) + DClover(n‘m)- (213)
Zusétzlich zum Wilson-Dirac-Operator ([1.57)) ist

Csw 1 4

DClover(nlm) - _%E U,uu (Quu(n) - QVM(”))én,m (214)
p,v=1

der Dirac-Operator des Clover-Terms. Der Koeffizient cgyw heifit nach den Autoren von
[21] Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizient.

Bei der Beschreibung von adjungierten Majorana-Fermionen wird aufgrund des an-
deren Transformationsverhaltens auch fir die Linkvariablen und damit fiir die

Plaketten in der Diskretisierung des Feldstérketensors die adjungierte Darstellung
ba o . ANt t ba
Vi (n) = (Vum)V(n + @)Vu(n + 2)'V,(n)?) (2.15)

verwendet. Mit gy — 3¢sw”! gilt dann fiir die Fermionen-Wirkung (1.68)) fir adjun-

21Durch diese Wahl des Koeffizienten stimmen der Wert fiir Dirac-Fermionen und adjungierte

Majorana-Fermionen auf Tree-Level tiberein.
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2.2. Der Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizient cgwy

gierte Fermionen mit Clover-Verbesserung:

Sel f@4§: §j<m+f”) “()A%(n)

nEAN a=1
1 +4
s Ty Y J5o S (= TVRX o+ )
ba 1 neAn a’u +1
1 N2-1 4

22} S L S o, (@) - Q)N (). (2.16)

b,a=1 neAn 2(1 16 w,r=1

Diese Wirkung lésst sich durch einen Dirac-Operator ausdriicken:

N21

E: > N(n)D(n|m)" X (m),

ba 1 n,meAN

D(n|m)ba = DWilson(n|m) + DClover(n|m)ba- (2.17)
Zuséatzlich zum Dirac-Operator Dwison ist

4
ba _ _ Csw i ba _ ba
Deover (n]m) _—Qamuyfw(uxm b.(n)) Onm (2.18)
der Dirac-Operator des Clover-Terms fiir adjungierte Majorana-Fermionen.
Der Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizient cqy soll im Folgenden storungstheoretisch so

bestimmt werden, dass die Diskretisierungseffekte der Ordnung O(a) verschwinden.
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3. Storungstheorie der N =
Super-Yang-Mills-Theorie auf
dem Gitter

Bereits durch die Diskretisierung durch das Gitter werden nicht-storungstheoretische
Berechnungen erméglicht. Dennoch ist die Storungstheorie auch auf dem Gitter ein
hilfreiches Instrument. Dabei kommt es zu einer zuséatzlichen Regularisierung dhnlich
der Storungstheorie im Kontinuum, zu der es jedoch wesentliche Unterschiede gibt.

Im Rahmen der Stérungstheorie wird die Wirkung in Ordnungen der Kopplungskon-
stanten g entwickelt. Prozesse beliebiger Ordnungen lassen sich dann entsprechend der
Feynman-Regeln aus den Propagatoren und Wechselwirkungsvertizes konstruieren. Im
Gegensatz zur Storungstheorie im Kontinuum ergeben sich auf dem Gitter zuséatzliche
Wechselwirkungsvertizes in jeder Ordnung von g und es muss die Beschrankung der
Impulse auf die erste Brillouin-Zone berticksichtigt werden.

Um den Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten storungstheoretisch bis zur 1-Loop-
Ordnung zu berechnen, werden Wechselwirkungsvertizes bis zur dritter Ordnung in g

benotigt. Ausgangspunkt zur Bestimmung dieser Vertizes sind die Wilsonsche Eichwir-

kung
—% > Z ReSpur (1 — Uy, (n)) (3.1)

g neAy p,r=1
HFEV

und die Wilsonsche Fermionen-Wirkung (2.17))

N21

Z > A (n)D(n|m)** X (m) (3.2)

20021 nmenn
mit Clover-Verbesserung. Die Wechselwirkung ist in diesen Wirkungen in den Linkva-
riablen enthalten. Diese lassen sich in den Eichfeldern entwickeln, wodurch sich eine
Storreihe in g ergibt. AnschlieBend werden die Eichfelder durch die Fourier-Kompo-
nenten flu nach ausgedriickt:

3 ekt ba d'k
Aun) = [ A0 o (3.3)
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3. Storungstheorie der N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Da die Eichfelder durch die Linkvariablen benachbarte Gitterpunkte verbinden, wird
die Fourier-Transformation der Eichfelder auf dem Gitter zwischen den Gitterpunkten
definiert. Durch die Wahl des Vorzeichens der Fourier-Transformation der Eichfelder
sind Eichbosonen grundsétzlich in die Vertizes einlaufend.

Die Entwicklung der Eichwirkung kann vollstandig von [16] iibernommen werden, da
fiir das in dieser Arbeit betrachtete Modell dieselbe Eichwirkung verwendet wird. Die
Fermionen-Wirkung wird analog zum Vorgehen in [16] entwickelt. Dabei wird zusatzlich
der Clover-Term entwickelt. Die adjungierte Darstellung der Fermionen-Felder wird in
den Vertizes berticksichtigt.

Die Majorana-Eigenschaft kann auf verschiedene Weisen berticksichtigt werden. Die
von C. Gebert [26] vorgestellte Moglichkeit verwendet zusétzliche fermionenzahlverlet-
zende Vertizes. Dies ist jedoch bei Rechnungen in der 1-Loop-Ordnung &duflerst aufwan-
dig. Alternativ konnen die Feynman-Regeln nach [16] um die Feynman-Regeln nach A.
Denner, E. Eck, O. Hahn und J. Kiiblbeck [27], [28] ergénzt werden. Danach kénnen
der gewohnliche Fermionen-Propagator und Vertizes ohne explizite Ladungskonjugati-
onsmatrix verwendet werden. Es zeigt sich, dass diese die Rechnungen bis zur 1-Loop-
Ordnung unverdndert lassen. In der folgenden Herleitung der Gluonen-Gluino-Vertizes
wird deshalb im Vergleich zu den Gluonen-Quark-Vertizes fiir Dirac-Fermionen nur die

Darstellung der Generatoren angepasst.

3.1. Entwicklung der Eichwirkung

Der Gluonen-Propagator und die Gluonen-Vertizes ergeben sich aus der Entwicklung
der Plaketten (1.59) nach (1.51)) aus der Wilsonschen Eichwirkung ([1.60)). Zusétzlich

muss auch eine Eichfixierung

Sar[A] = icf1 > 24: Re Spur (8£Au(n))2

= —ia‘* > > ReSpur (Au(n)afﬁffly(n))? (3.4)

Q0 peAy pr=1

in Abhangigkeit eines Parameters «q beriicksichtigt werden. Damit ldsst sich die Eich-

wirkung in eine Reihe
SalAl + Sar[A] = S¢[A] + 3 56 A (3.5)
s=3

entwickeln. Weitere Anteile sind durch die Transformation von Linkvariablen zu Eich-
feldern im Integrationsmaf} und die Faddev-Popov-Determinante gegeben. Diese liefern

jedoch nur Beitriage, die bis zu der hier betrachteten 1-Loop-Ordnung nicht auftreten.
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3.1. Entwicklung der Eichwirkung

3.1.1. Gluonen-Propagator der Wilsonschen Eichwirkung

Der freie Anteil der Eichwirkung (3.5]) 1dsst sich darstellen als

N21

Z Z Yo As(n)Q(nfm)i AL (m), (3.6)

ab 1 p,v=1 n,meAN

wobei sich die Matrix

Q(nfm), = ( 5,0+ (1 _ ) aRaL> 55, (3.7)

(&%)

mit den partiellen Rechts- und Linksableitungen (|1.37) und dem d’Alembert-Operator
(1.38) auf dem Gitter ergibt. Damit lasst sich der freie Anteil der Eichwirkung durch
die Fourier-Komponenten nach (3.3) ausdriicken:
Ak d'K
Q(k[K") Ab (k' : 3.8
2 3 // (HELALK) 57 i (3.8)

a,b=1 p,v=1

Die Matrix

Q(k|k‘,)zby = q* Z eik"(""‘%)ag(n|m)zl;AV(m)eik’.(m+%)a
n,meAN
— (2m)*8(k + k') 6% (@w%? _ (1 - ) oy )

(&%)

= (2m)*0(k + K')0°°D,,, (k)" (3.9)

ergibt sich direkt aus der Matrix Q(n|m). Dabei ist

1 kK,

Do) = 75 (30— (1= ) 237) (310)

der Gluonen-Propagator, wobei die Definitionen

~ 2
k, = —sin (WZ) ,
a 2
4 &, kya
= Cﬁ;sm <2> (3.11)

benutzt wurden. Im Folgenden werden die Feynman-Eichung mit cg = 1 und die No-

tation
Dw(@ = D(k>5ul/=
1
D(k) := ? (3.12)
verwendet.
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3. Storungstheorie der N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

3.1.2. 3-Gluonen-Vertex der Wilsonschen Eichwirkung

In der niedrigsten Ordnung enthélt die Wirkung (3.5) die Wechselwirkung von drei

Gluonen:

SP[A Z ST ( )+ SO As(n )) (97AL(n)) A, (n)d,, f. (3.13)
a,b,c=1 p,v,p=1 neAn
Dadurch kommt die Selbstwechselwirkung der Gluonen durch die nicht-abelsche Eich-

gruppe zum Ausdruck. Die Eichfelder werden durch die Fourier-Komponenten nach

(3.3) ausgedriickt:

Z 5 / / (K AS(K") (2m) 5 (k + K + k)

a,b,c=1 p,v,p=1 7r/a
d*k Atk Atk
k kj k/l abc .
V" KK Gyt Gyt ()

(3.14)

Fir den 3-Gluonen-Vertex gilt symmetrisiert in den Gluonen-Impulsen k, &', k", Lo-

rentz-Indizes pu, v, p und Farbindizes a, b, c:
2 kK —k "
V(3 (k, k' k”)zll’fp = —i% < sin <( 5 )pa> Ccos (‘f) O
k

2 . (K =FK)ua e
+ asm (2“> cos ( 5 ) dup

2 . (k B k”)Va/ o0 abe
(B0 (K] Vo o

Dabei lasst sich der von den Impulsen abhéngige Anteil des Vertex vom Farbfaktor

trennen:

VE (ke K R) = VD (e KR f 2. (3.16)

wvp

3.2. Entwicklung der Fermionen-Wirkung

Um den Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten storungstheoretisch zu bestimmen, wer-
den der Gluino-Propagator und die Wechselwirkungsvertizes der Wilsonschen Fermio-
nen-Wirkung ([2.17)) mit der Clover-Verbesserung fiir adjungierte Majorana-Fermionen

benotigt. Der Dirac-Operator dieser Wirkung lésst sich in einen freien Anteil

1 +4
DO (n|m) — <m + )5ba5nm = Y O = 1) nsim, (3.17)
p==x1
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3.2. Entwicklung der Fermionen-Wirkung

aus dem sich der Gluino-Propagator ergibt, und einen Anteil

+4

a ]' a
DI nfm)™ = 5 37 (3 =) (Va(m) = 1) dnsjm
p==1
Jewl o (@ (n) — Q%(n))s (3.18)
2a 16 o=, 1\ vu n,m

der Wechselwirkung, aus dem sich die Wechselwirkungsvertizes ergeben, zerlegen. Der
Anteil der Wechselwirkung lésst sich nach der Entwicklung (1.51]) der Linkvariablen

wiederum in eine Reihe in der Kopplungskonstanten g entwickeln:

D(WW nlm Z ( Wllson n’m)ba + DClover(n|m)ba)‘ (319>

s=1

Zusétzlich zu den Eichfeldern werden auch die Fermionen-Felder durch ihre Fourier-
Komponenten A und X nach (T.45) ausgedriickt:

T/a d4p
A :/ 2\ ip-ma
(m)= ] M (p) 2n)"
_ 7T/(l ~ . d4p/
_ Ne~P'na — L 9
Ao = [ Spge e O (3.20

Hier sind die Vorzeichen der Fourier-Transformationen so gewahlt, dass die Gluinos
A in die Vertizes einlaufend und die adjungierten Gluinos A aus den Vertizes heraus-
laufend sind. Damit lésst sich die Fermionen-Wirkung durch die Fourier-Komponenten

darstellen:

/a_N ba s dtp dYy
Z // D)™ X(0) (7 Gy

w/a

(p |p) =q* Z e P '”“D(n|m)b“eip'm“. (3.21)

nmeNN

Die Wilsonsche Fermionen-Wirkung und der Clover-Term werden getrennt voneinander

betrachtet und die entsprechenden Gluon-Gluino-Vertizes bestimmt.

37



3. Storungstheorie der N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

3.2.1. Gluino-Propagator der Wilsonschen Fermionen-

Wirkung
Nach 3.21 und (1.43) gilt fir den freien Anteil (3.17) des Dirac-Operators:
(p ‘p Z e—lp naD (n‘m)ba ip-ma
n,meAN
i 4 1 & :
:CL4 Z efl(P *p)'naéba <m+ ’f‘) 4 = Z (V,LL _T)elpua
neAn 2a p==1
4
= (2m)*o(p/, p)o™ (m + 2 Z (1 —cos(pua)) + — Z Yy sin(pua ))
p=1 u 1
= (2m)*3(p', p)8" Sp(p) . (3.22)
Dabei ist
~ M(p) — 154~ sin(p,a
Sr(p) = ( )2 b (p2) (3.23)
M(p> + a2 Z#:l Sln (pﬂa)
nach (A.6) der Gluino-Propagator, wobei
M(p) :==m+ ~ Z (1 — cos(pa)) (3.24)

u 1

die vom Impuls abhéngige Masse ist, in der der Wilson-Term berticksichtigt wird.

3.2.2. Gluon-Gluino-Vertizes der Wilsonschen Fermionen-
Wirkung

Zur Bestimmung der Gluon-Gluino-Vertizes der Wilsonschen Fermionen-Wirkung wird

die Entwicklung

c=1

N2-1 ba
(Vi(n) — ]l) = exp (1ag Z Al (n a‘fdJ) — e

)s N2-1

Z At (n) . A (n) (T . T;(;J)“ (3.25)

_ i (iag
s=1 $|
der Linkvariablen nach (1.51)) in adjunglerter Darstellung mit (A.45)) verwendet. Mit

dieser Entwicklung folgt fiir den Anteil des Wilson-Dirac-Operators am Anteil ((3.18])
der Wechselwirkung:

D\(if)ilson(n|m)ba

B 1 (lag)s N3*1 +4

XX AR m) A () (T2 - T;(;J)“(%—r)(sw,m.
(3.26)

2a s!
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3.2. Entwicklung der Fermionen-Wirkung

Wiederum nach (3.21)) gilt

D%Vllson (p |p Z e*‘p naDVf/)llson (n|m)baeip-ma
n,meAN
N2-1

-y oy /- 7 ) A

C1y..ycs=1 p==%1

1 (iag)®
2a s!

2m)*(p —p. k4 ...+ k)

(3 = r)ed e (T3 Tg)
d'k, d'k,
(2m)* " (2m)*

(3.27)

wobei die Eichfelder durch ihre Fourier-Komponenten (3.3|) ersetzt wurden und

@)@ —pki+...+k)=a" D e iP' == (ki ths))ma (3.28)

neAy

nach ((1.43)) verwendet wurde. Damit lassen sich nach (3.31) die Summanden

D/s;\s/)ilson (p,‘pym
1 N2 ' Cl Ae (s) \ab;cy...c
8' Z Z / / A kl Auss (kS)VWilson(p7p )ul’...us °
€1y Cs=1 11,y

d*k, d*k,
(2m)* " (2m)4

@2m)*6(p" —p.kr+ ...+ k) (3.29)

durch die Gluon-Gluino-Vertizes

)ab ;C1...Cs

VWllson (p p

lag = a s -1 pa c1 Cs ba
- 2a) (O = )2 @0t — (1) (4 r)e 2 @H00) (T3 Ti) ™ (3.30)

ausdriicken, wobei
A (k) = —A, (k). (3.31)

nach ((1.50) verwendet wurde. Fiir diese Vertizes erster, zweiter und dritter Ordnung

gelten:

/ 4+
Vitteon (07 )i = 9 (i% cos (W) + rsin <<7’2p)“a>> , (3.32)
/ /
V\g\/?l)lson(pap/)w/ = —a92 (YY,U, sin (W) — T COS (W)) 5#“’7 (333)
: +7 : + 7/
V\;?lison(pap/)lﬂ’l’ = _a’293 (1’)/# COS (W) + 7 sin (W)) 5MV5HP' (334)
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3. Storungstheorie der N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Wie fiir den 3-Gluonen-Vertex wurden dabei die symmetrisierten Farbfaktoren von den

von den Impulsen abhéngigen Anteilen der Vertizes getrennt:

ab;c

1 1 c ba
VV(Vi)lson (p7 p/)ﬂ = VV(Vi)lson (p’ p/>ﬂ (Tadj) ’
2 ab;c 2 1 c c \oe
VV(Vi)lson (p’ p/>,ulz)/’ 4= VV(Vi)lson (p7 p,)ﬁw 5 (Tadj Tz;ldj + ngj Tadj) )
(3) 1\ ab;cde (3) / 1 c d e e c d d e c
VWilson (p7 p ),pr = VWilson (p7 p )HVPE (Tadj Tadj Tadj + Tadj Tadj Tadj + Tadj Tadj Tadj
ba
+ TzfdjngjTacdj + Tafdijdjngj + T:djTacdjT;dj> :

(3.35)

3.2.3. Gluon-Gluino-Vertizes des Clover-Terms

Analog zum Anteil des Wilson-Dirac-Operators an der Wechselwirkung lasst sich der
Clover-Term ([2.18]) durch Gluon-Gluino-Vertizes darstellen:

DE) o (D)

R mle & i (s) b
YD / /_ o A ) A RV R

s! ClyomCs=1 p1,epts=1
'k Ak,
(2m)t T (2m)Y
Die Gluon-Gluino-Vertizes des Clover-Terms fiir adjungierte Majorana-Fermionen er-

geben sich aus den Gluon-Gluino-Vertizes (A.57), (A.58) und (A.59)) des Clover-Terms

fiir Dirac-Fermionen in der fundamentalen Darstellung. Da beim Ubergang von Pla-

@2m)*(p —p k1 + ... + k) (3.36)

ketten in der fundamentalen Darstellung zu Plaketten in der adjungierten Darstellung
nur die Generatoren gedndert werden, miissen auch in den Vertizes nur die Genera-
toren in der fundamentalen Darstellung durch die entsprechenden Generatoren (|A.45)
in der adjungierten Darstellung ersetzt werden. Fiir diese Vertizes erster und zweiter

Ordnung gelten:

kua

4
1 abie & . . \ba
Viwer ()i = =93 cos (2 ) > o sin (k,a) (Tig) (3.37)

Vit (s K )i

Clover

w ]{7 ]{Z/ 4
= agQCST (sin <(+2)”a> 2:1 Oup (sin(k;a) - sin(k:pa)>5w,
p:

+ (4 cos <W> oS (kl'a> cos <M> cos (/{:La>
2 2 2 2

k k! 1 ba
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3.2. Entwicklung der Fermionen-Wirkung

Die Farbfaktoren lassen sich direkt separieren:

c c \ba
Ve )3 = Viiower (R (T

Clover n = VClover
2 ab:e 2 1 c c ba
Vc(lgver(kv k,),ul;; 4= ((chzver<k7 k/)HV§ (Tadsz;ldj - Ta(lejTadj) : (339)

Da sich vom Vertex dritter Ordnung nicht insgesamt ein Farbfaktor separieren lasst,
wird dieser in zwei Summanden Wé?olvlr und Wé?oilr aufgeteilt, fiir die sich Farbfaktoren

separieren lassen:

Viower (e, K )

prp
= W e (e K K)ot WD (K e B Yebicde W) (KK ) abicde,
W (ke I, K hicie

ba
= W, K ) (T Ty Ty

adj~ adj~ adj
adj~ adj~ adj adj= adj~ adj

1 ba
W omen (kK ) (T T T + T Ty T

WY (kK K

Clover

]{? k?l k// 4 1
= a®g>cey cOS <( i 2+ >“a> > o (6 sin ((k+ k& +£"),a)
T=1

— COS <(k Rl )Ta> cos <W> sin (kTa> >5uu5up7
2 2 2

WE2 (kK K"

2 / 7 / 2 _ L
= a’g’cqy sin <(k + k:2+ u )“a> cos <(k +k 2+ i )”a> cos <(k 2k ),,a) O Opp

/ 1! ! 1
+a’gPcsw <2cos <<k Rk )“a> oS <(k TETE )"a> :

2 2

. (kya (K +E"),a
- S1n <2> COS (2

+ cos (W) sin (W) >ou,,5,,p. (3.40)
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3. Storungstheorie der N' = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

3.3. Propagatoren und Wechselwirkungsvertizes

Zusammengefasst werden die folgenden Propagatoren und Wechselwirkungsvertizes zur

Rechnung in der 1-Loop-Ordnung benétigt.

3.3.1. Gluonen-Propagator und 3-Gluonen-Vertex

k,p,a

Abbildung 3.1.: Gluonen-Propagator D, (k) nach (3.10).

kK, v,b
K" p,c

k,p,a

Abbildung 3.2.: 3-Gluonen-Vertex V{2 (k, K, k") nach (3.15).

wvp

3.3.2. Gluino-Propagator und Gluonen-Gluino-Vertizes

Abbildung 3.3.: Gluino-Propagator Sg(p) nach (3.23).

Die Gluonen-Gluino-Vertizes der Wilsonschen Fermionen-Wirkung und des Clover-

Terms werden zusammengefasst:

Vi (0,15 Ky ey eg) B0 = VEL L (0,00 o V) (e, k) 2Loes . (3.41)
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3.3. Propagatoren und Wechselwirkungsvertizes

k, p,c
p,a

Abbildung 3.4.: 1-Gluon-Gluino-Vertex VF(l)(p,p/ ;K)o nach (3.32) und (3.37).

p,b k,p,c

D, a K, v,d

Abbildung 3.5.: 2-Gluonen-Gluino-Vertex VF(Q) (p,p'; k, k)% nach ([3.33)) und (3.38)).

uv

p/ b k?/'L7C
K, v,d
pa k', p,e

Abbildung 3.6.: 3-Gluonen-Gluino-Vertex Vi (p, p's k, ¥ JK7)ebede nach  (3.34) und
B.40).

43






4. Berechnung des Sheikholeslami-
Wohlert-Koeffizienten

Der Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizient der Fermionen-Wirkung mit Clover-Ver-
besserung lasst sich durch verschiedene Methoden so optimieren, dass die Diskretisie-
rungseffekte der Ordnung O(a) verschwinden. In einer storungstheoretischen Rechnung
wurde dies bereits 1987 von R. Wohlert fiir Dirac-Fermionen in fundamentaler Dar-
stellung der Eichgruppe SU(N,) fir N, = 2 und N, = 3 durchgefiithrt [10] und 1993
von S. Naik bestatigt [29]. Bei diesen Berechnungen wurde die Vertex-Funktion bis zur
1-Loop-Ordnung stérungstheoretisch entwickelt und der Koeffizient so gewahlt, dass
Effekte der Ordnung O(a) entfernt werden. Dabei wurden verdrehte antiperiodische
Randbedingungen zur Infrarot-Regularisierung verwendet. Unabhéngig davon wurde
das Ergebnis 1996 von M. Liischer und P. Weisz in einer storungstheoretischen O(a)-
Verbesserung des axialen Stroms bestétigt [30]. Weitere erwdhnenswerte Rechnungen
stammen von M. Liischer. S. Sint, R. Sommer, P. Weisz und U. Wolff [31] von 1996
sowie von T. R. Klassen [32] von 1997, bei denen die Optimierung des Koeffizien-
ten durch nicht-storungstheoretische Berechnungen mit dem Schrodinger-Funktional
durchgefiithrt wurden.

Diese Arbeit orientiert sich hingegen wesentlich an der Rechnung von S. Aoki und Y.
Kuramashi [I1] von 2003. Dabei wurden wie schon bei R. Wohlert die Vertex-Funktion
bis zur 1-Loop-Ordnung storungstheoretisch entwickelt und Effekte der Ordnung O(a)
entfernt. Jedoch wurden zur Infrarot-Regularisierung keine verdrehten antiperiodischen
Randbedingungen verwendet, sondern es wird eine virtuelle Gluonen-Masse eingefiihrt.

Die Vertex-Funktion A fiir ein einlaufendes Gluino mit einem Impuls p und einem
Farbindex a und ein auslaufendes Gluino mit einem Impuls p’ und einem Farbindex
b bei der Streuung an einem einlaufenden Gluon mit einem Farbindex ¢ und einem

Lorentz-Index p lasst sich storungstheoretisch in eine Reihe der Form
Alp, o)y = 3 A® ()i (4.1)
s=0
entwickeln, wobei A®®) ohne O(a)-Verbesserung der Ordnung ¢?*** ist. Die Diskretisie-

rungseffekte der Ordnung O(a) lassen sich Ordnung fiir Ordnung entfernen, wenn der
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4. Berechnung des Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten

Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizient cgy als Storreihe in der Kopplungskonstanten g der

Form
Cow = Z QZSCSQ)V (4.2)
s=0

angesetzt wird. Im Folgenden wird die Vertex-Funktion storungstheoretisch bis zur

1-Loop-Ordnung entwickelt. Damit werden cé?,% auf Tree-Level und cé& in 1-Loop-

Ordnung bestimmt.

4.1. Koeffizient c\)) auf Tree-Level

Auf Tree-Level hat nur der 1-Gluon-Gluino-Vertex nach Abbildung einen Beitrag
zur Vertex-Funktion (4.1)):

AO (p, p)e = VI (p, p')ebe. (4.3)

Der Vertex wird nach (A.60) in den duBeren Impulsen p + p’ und p’ — p entwickelt und
csw nach (4.2)) auf Tree-Level verwendet:

AO(p, p)sbe

=g (i'Yu + (;(p +pl)u - CSTW Z UW(]?’ - p)l/) a + O(QQ)) (Tacdj>ba + 0(93) (4.4)

v=1

Daraus folgt mit den on-shell Gluino-Zustinden u® und u®:

@ (p") A (p, )2 u’ (p)

= a'(p)) (g (m + §<p +p)ua (r— ) + o<a2>) (T:dj)b“) u'(p) + O(g%).  (4.5)

Dabei wurde die Gordon-Identitét
4
a(p') Y 0w (P = p),ut(p) = @ () (p + p), u*(p) (4.6)
v=1

verwendet, die sich direkt aus den Feldgleichungen (1.9) unter Anwendung von (A.3))

ergibt. Wie fiir Dirac-Fermionen in fundamentaler Darstellung verschwinden die Effek-
te der Ordnung O(a) auf Tree-Level, wenn der Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizient in
dieser Ordnung durch den Wilson-Parameter ([1.58|)

) =y (4.7)

SW

gewahlt wird. Nach B. Sheikholeslami und R. Wohlert [21I] wird der Wert r = 1 ver-

wendet.
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4.2. Koeffizient cgl‘zv in 1-Loop-Ordnung

4.2. Koeffizient c{}) in 1-Loop-Ordnung

In 1-Loop-Ordnung hat die Vertex-Funktion (4.1)) im Allgemeinen die Form
(1) /\ab;c
AV (p,p);

4
= g3 <1’)/MF1 + Z (71/'7;1qu2 + /yu%/p/uFi;)a

v=1

1 1 ba
+5 (0 +)uaG + S0 —pual + OW*, 0% p-p) + O(a2)> (Tey)" (48)
wobei die Groflen Fy, Fy, F3, G und H unabhéngig von den dufleren Impulsen p, p’ und
dem Gitterabstand a sind. Fiir masselose Gluinos verschwinden die Beitrage F5 und

F3 durch Anwenden der Feldgleichung mit on-shell Gluino-Zustéinden @® und u?:

4
ab(p/> Z ’YV’Yupuua<p)F2 =0,

v=1

@) Y Yuwpou (p) Fs = 0. (4.9)

v=1

Der Anteil H tritt aus Symmetriegriinden nie auf, da sich der Operator, aus dem
die Beitriige zu H stammen, unter Ladungskonjugation anders verhilt als A(x)y,\(x)
(vgl. [11]). Insgesamt bleiben daher nur die Anteile F; und G an der Vertex-Funktion in
dieser Ordnung. Mit der Entwicklung cqw = 9 4 9208,3 + O(g*) nach haben der
1-Gluon-Gluino-Vertex des Clover-Terms und die Vertex-Funktion A Beitrage

zur Ordnung ¢>:
(1)

ﬁb(p/) <g3 (_CS2W<p+p/)HOJ) (T;dj)ba +A(1)(p7p/)zb;c) ua<p>

v 1,
=a"(p)) (93 (%Fl + 50+ (G~ &)

HOW 1, p 1) + O(a) ) (Tey) ™ (). (110

Hier wurde wieder die Gordon-Identitat (4.6) angewendet. Damit verschwinden die
Effekte der Ordnung O(a) in der 1-Loop-Ordnung, wenn der Sheikholeslami-Wohlert-
Koeffizient in dieser Ordnung durch

D =a (4.11)

SW

gegeben ist. Zu G tragen die sechs moglichen Diagramme der 1-Loop-Ordnung bei.
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4. Berechnung des Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten

p',0 p',0
g+
q k,p,c k,p,c
q+tp
b, a D, a
Abbildung 4.1.: Diagramme (a) und (b) nach [10], [I1].
', b ', b
D, q D, q
k? u,c k, o, C
¢+p—yp
D, a D, a
Abbildung 4.2.: Diagramme (c) und (d) nach [10], [I1].
b p',b
k,u,c
q+p q q+p q
k,p,c
p,a p,a

Abbildung 4.3.: Diagramme (e) und (f) nach [10], [T1].

Von diesen Diagrammen treten (a) und (b) auch im Kontinuum auf. Die Diagramme (c),
(d), (e) und (f) enthalten Gluon-Gluino-Vertizes hoherer Ordnung und kommen deshalb
nur auf dem Gitter vor. Es werden nun die einzelnen Beitrige A9 der Diagramme ()

zur Vertex-Funktion A® bestimmt:

1 abye __ 1,3 ab;c
AD(p, pyare = A (p, plyabe,
i=a,...,f
) m/a ) d4q
AL /wm:/’ T (o gyabse L9 4.12
(p,0)} . (p, 0’5 9); o) (4.12)

Dabei sind 109 (p, p/ ;q)Zb?c die zugehorigen Integranden, die sich aus den Feynman-

Regeln auf dem Gitter nach S. Capitani [33] ergeben. Daraus folgen dann die Anteile
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4.2. Koeffizient cgl‘zv in 1-Loop-Ordnung

G= Y GU. (4.13)

4.2.1. Beitriage der Diagramme (a), (b), (c), (e) und (f)

Bei den Diagrammen (a), (b), (c¢), (e) und (f) lassen sich die Farbfaktoren ohne explizite
Berechnung der Gittersummen von den Integranden separieren. Deshalb werden nach-
folgend nur die entsprechenden Farbfaktoren C’?gj fiir die adjungierte Darstellung aus
den Feynman-Regeln bestimmt. Fiir die fundamentale beziehungsweise die Darstellung
ergeben sich diese Faktoren aus den Relationen ((A.34]) und fir Produkte der
Generatoren.

Die benétigten Gittersummen werden direkt von [11] iibernommen. Teilweise treten
konventionsbedingt andere Vorzeichen und Vorfaktoren auf, die von den Farbfaktoren
separiert und mit den Gittersummen verrechnet werden.

Jedes dieser Diagramme hat divergente Gittersummen. In der Summe verschwinden
die Divergenzen der einzelnen Diagramme fiir die fundamentale Darstellung, und es
wird an geeigneter Stelle gezeigt, dass dies auch fir die adjungierte Darstellung der
Fall ist.

Nach S. Aoki, Y. Kayaba und Y. Kuramashi [34], [II], [35] findet die Infrarot-
Regularisierung durch Einfithrung einer virtuellen Gluonen-Masse A statt. Dadurch
konnen die Rechnungen in der gewohnlichen Stérungstheorie durchgefithrt werden. Die
Infrarot-Divergenzen werden durch einen Ausdruck 7 (p,p'; ¢, \), extrahiert, der ana-

lytisch integrierbar ist und dasselbe Infrarot-Verhalten wie 149 (p, p'; q),, hat:

A (p,p)), = /m 0(Q* — ¢*) I (p,p';q, \) &'
’ K —7/a e " (277')4
w/a . ~ . d4q
1(177’) /. _ 9 2 _ 2 [(171) /. )\ .
+ _W/a( (75 9)n = 0(Q* = )T (p, 90, M) o 27
(4.14)

Dabei wird die Heavyside-Funktion 6(Q? — ¢?) mit einem Cut-Off Q < 7/a eingefiihrt,
um das Integrationsgebiet auf eine Hyperkugel mit dem Radius () zu beschranken, wo-
durch das Integral analytisch losbar wird. Da nur Beitriage der Ordnung O(g%a) relevant
sind, konnen die Integranden T (p,p'; ¢, A), aus Entwicklungen der Propagatoren und
Vertizes bis zur Ordnung O(a) zusammengesetzt werden. Wie die Gittersummen wer-

den auch diese Beitrage in Abhangigkeit von

1 w2
L:=——1
1672 . 22

(4.15)
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4. Berechnung des Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten

direkt von [11] iibernommen. Die folgende Separation der Farbfaktoren erfolgt fiir alle

Diagramme nach dem gleichen Schema.

4.2.1.1. Dijagramm (a)

Nach Abbildung [4.] gilt:

N2-1 4 _
1", = > YW + a0 -0l e +q)
de,f=1v=1
Vi (p+ a0 + ;9 — p)sSe(p + q)
Vil (p,p + ¢:0)2°/ D(q)
NZ-1 bd de ea
= . P ), Z (Tafdj> (Tafdj) (ngj) : (4.16)
d,e, f=1
Daraus ergibt sich nach (A.34)):
NZ2-1 N2-1
< f bd . \de Fyee ¢ - I ba_Nc c \ba
Z (Tadj) (Tadj) (Tadj) - (TadjTadjTadj) - 7 (Tadj) )
de, f=1 f=1
. N
adj . c
C(a) .o 7. (4.17)
Damit hat das Diagramm (a) an G den Beitrag
G = ([-0,02743(1)] + L) Ci) (4.18)
mit
L™ =—2(1-2) L. (4.19)
4.2.1.2. Diagramm (b)
Nach Abbildung [4.1] gilt:
N2-1 4
ab;c 1 f o
Ippigte= Y S V0 —a.0:0™ Sk — q)
d.e,f=1v,p=1
Vil(p.p' — i’ —p— i D(g+p — 1)
VP — ' + ¢, —¢.9 — p)L D(q)
N1 bd da
—_ J(1b) (p’p/; q)ui Z fcef (Tafdj> (T;dj) . (4.20)
de, f=1
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4.2. Koeffizient c( ) in 1-Loop-Ordnung

Daraus ergibt sich nach (A.34):

NZ-1 NZ-1 N
i Z fcef( ad_]) ( ad_]) = —i Z et (T;dJT;dJ) = 76 (T;dj
de,f=1 e, f=1
C?S)j = ]\276

Damit hat das Diagramm (b) an G den Beitrag
G® = (=[-0,05541(2)] + L) C)
mit
L® =3 (1-2¢9) L.

4.2.1.3. Diagramm (c)

Nach Abbildung [£.2] gilt:

N2-1
1) (p,plsq)abe = 3 Z Vi (p, 030 — p— 4,9)%%D(q +p — 1)
d,e=1 v,p=1
VW —poa+p—p,—0)% D(q)
] N2_1 ab
= I\(Nlls)on p p q ,u2 Z dee (T:dJT;dJ T:dJngJ)
d,e=1
; N2-1

1,c cde e e ab
+[((310\26r p p q u2 Z f ¢ (ngJTadJ TadJTade) :

d,e=1

Daraus ergibt sich nach (A.34):

; N2-1
a Z dee (TadeTaedJ TaedJTafldJ) =0
de 1
. N2 1
ba Nc ba
5 dzl dee (TafldJT;dJ T;dJTaC.ldJ> = 7 (Tadj) )
: N,
adj . 76
Col = -

Damit hat das Diagramm (c) an G den Beitrag
C 1 c adj
G — (2[0,10844(4)] yy >> o
mit

LY = -30L.

SW

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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4. Berechnung des Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten

4.2.1.4. Diagramm (e)

Nach Abbildung [£.3] gilt:

N2-1 4 _
1990, p59)% = 3 S VW + ¢,0; —) S (0 + q)
d,e=1v=1

Vi (p,p' + ¢;9' — p,q)°%D(q)

(Le) ! 1 Ng_l e bd c e e c da
= IWilSOn(p7p ) q),u§ Z (Tadj) (TadjTadj + TadjTadj)
d,e=1
(1,e) / 1 Ngil e bd c e e c da
+IC10ver<p7p ) Q),ui Z (Tadj) (TadjTadj - TadjTadj> : (428>
d,e=1

Daraus ergibt sich nach (A.34):

1]\[62*1 bd da 1N371 ba
5 ; (Taedj> (TacdjT;dj + T:djTacdj> =5 1 (dejTacdjT:dj + T;djT;djTa?dJ
e=1 o—
5 (G o) ()",
C’(ae(%j,VVilson = ; (C?j)j + C;dj) )
N2-1 u N2-1 o
;dZ (T:dj)bd (TacdjT;dj - T:djT;ded = ; . (dejTacdijdj - T;djT:djTacdj)b
,e=1 e=
5 (G- (1)
C?e%j,Clover = ; (C?-j)j - Czadj) . (4.29)

Damit hat das Diagramm (e) an G' den Beitrag

G = (=[~0,011266(7)] + Lihon) Codiyinon

1 0 Yo
+ (5100643901 + LG ) Cilcrne (430
mit

Lg;})ilson = _L7
L) = —cOL. (4.31)

Clover
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4.2. Koeffizient c( ) in 1-Loop-Ordnung

4.2.1.5. Diagramm (f)

Nach Abbildung [4.3] gilt:

N2-1 4
109(p, 3 )2 = 3 S VP (p+ 4,050 — b —0) % Se(p + q)
d,e=1v=1
V(l) . ad;eD
v (0.0 + 49,7 D(g+p)
@ 1 N2-1 bl
1, . c e e rc e %@
= Wilson(p7p,a q),u§ Z (TadjTadj + TadJTadJ> (Tadj)
d,e=1
(1,f) 1 Ngil bd da
+IC10ver(p7p/; Q)H§ Z (TachT;dJ T;dJTach) (T;dj) : (432>
d,e=1
Daraus ergibt sich nach (A.34)):
N2 1 bd . 1 N2-1 ba
5 Z (TaCdJT;dJ T:dJTaCdJ) (Tzfdj> = 5 Z (T;dJT:dJT;dJ TadJT;dJT;dJ)
de 1 e=1
1/ ot o\
5 ( a ! + ) adJ) 3
1
Wllson = 5

Z (TachT:dJT;dJ T Taai T ) :

adj— adj~ adj

ez e ).
N2-1 da =
;dzzz (TaCdJTaedJ T:dJT;dJ)bd< aedj> e=1
( adJ > T;dj> aa

(cah — oat. (1.33)

Clover =

[\D\»—‘M"_‘ L\D\

Damit hat das Diagramm (f) an G den Beitrag
G = (~[=0.011266(7)) + LiFheon) Cf wion
+ (=5 000483901 + L8, ) Cilre (4.34)
mit
Lg\;ilson =—L,

Lo =0 (4.35)

Clover

4.2.2. Beitrag des Diagramms (d)

Das Diagramm (d) héngt in nichttrivialer Weise von den Farbfaktoren des 3-Gluonen-
Gluino-Vertex ab und wird deshalb explizit berechnet. Nach Abbildung gilt:

N2—1 4

1Y (p,p's q)se = Z SV (0,050 — p, —4,9) 5D (q). (4.36)

d=1 v=1
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4. Berechnung des Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten

Die Farbfaktoren (3.35) des Vertex der Wilsonschen Fermionen-Wirkung lassen sich
nach (|A.34)) separieren:

1 ¢ d md d e md d d e \o 1 adj adj ¢ \be
6 dZ_:l (2TadjTadjTadj + 2741 i Lag; + 2TadjTadjTadj) =3 (202 '+ C(a)J) (Tadj) .
(4.37)
Daraus folgt mit dem Impulsanteil (A.65))
N2-1 4
3 ab;c
Z Z V\Z(Vi)lson<p7p/)ulrj/’ydd
d=1 v=1
T 1 adi N, ba
= —ag? (it Lo+ pa) 5 (20574 57) (To)" + 0@ (439)

Der Vertex des Clover-Terms wird nach (3.40) in zwei Summanden aufgeteilt. Fiir die
Farbfaktoren der auftretenden Permutationen der Farbindizes gelten nach ({A.34):

N2-1

(3) 1 1.\ absedd
Z WClover(k:7 k ) k );wu
d=1

1

(T, T T )b“

2
i

= WY (kK K"

Clover adj*adj* adj
d=1
) 1 N1 b
3,2 c c @
+W((Jlover(k? kl? k//)ul”/§ (TadjT;ldjTaddj + T;ldj Ta(lejTadj)
d=1
; ba
= (WG (kK K+ WEZ, (ko K),0) C38(T2)™, (4.30)
N2-1
D Wower (K b )
d=1
(3,1) NZ1 ba
= WCI(’)ver<kH7 k’ kl)’/l“/ Z (ngjT;djT;ldj)
d=1
32) 1 NZ2-1 "
3,2 c c @
FWeiover (K", F, kl)vuu§ (TafldjTadjngj + T;ldjTadjT:dj)
d=1
; ba
= (Wiover (ks K K" Yo+ Wi (kK K)o ) Co (Tiyg) (4.40)
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4.2. Koeffizient c( ) in 1-Loop-Ordnung

N2-1
Z WClover(k/ k// k)g%dc
d=1
G1) N2-1
3,1 c ba
= WClover(klﬂ kﬂ? k)w/,u Z (T:dJngJTadJ)
d=1
1 N2-1
(3,2 c c ba
WClov)er(klv ku? k)VVH§ Z (Tz:ldJngJTadJ TadJT;ldJngJ>
d=1
ba
(WC?oizzar(k/’ kﬂ’ k)VVM + WC?O%)er(k:/’ kﬁ? k)VVM) OadJ ( adJ) : (441)

Damit lassen sich nun alle im Anhang bestimmten Beitrdage (A.69), (A.70), (A.71)),
(A.72) und (A.73) mit den zugehérigen Farbfaktoren aufsummieren:

N2-1 4

Z Z V(g?czver(p/ - D=9 q)Zl;Ide
d=1 v=1
a ba
_agcsw< )Zam - aC’dJ<adJ)
2 ba
—|—CL g CSW2 ZUHT p p) a sin ( 2 >Cdj( ad])
o3 (1 1 adj ba
+agcsw 6_2_1)20_”7]7 p) CLC (adJ)
T=1
+a?¢*c0(1 +2) Z 0, (p — p),yasin® ( ) CadJ ( adj)ba
: ba
+a g CSW6 Z U,ur p p) aCadJ (Tacdj)
2 qTa ad]j c ba 4
+a*g® CSW2 ZJW p' — p)rasin ( >C’2 (Tadj> + O(a”)

) ! 4 adj c
= WZ p p 3 (C -

2
+a? g CSW Zam p)rasin (q;a>

Sowohl bei dem Anteil der Wilsonschen Fermionen-Wirkung als auch bei dem Anteil
des Clover-Terms treten nur zwei Typen an Gittersummen auf. Im Gegensatz zu den

Gittersummen der vorherigen Diagramme gibt es bei diesen keine Infrarot-Divergenzen.

5}



4. Berechnung des Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten

Die Werte werden von [I1] iibernommen:

w/a 1 d4
a* / 4 — 10,15493339(1)),
—m/a 4373 sin? (M> (2m)
m/a sin® (&% Jq4 1
at / (%) I~ —0,0625). (4.43)
—r/a 4371, sin? (%) (2m)* 4.4
Der Anteil
Aiieon (0. )5
w/a d4q
— I ab;c
/ Wllson p p Q) (271_)4
d'q
- 174S) abiedd 1)
dz:l ;:1/ Wilson p p)uw/ ( ) (27’(’)4
15/ a adj (e )%
=59 (m + 5(p + p')ua> [0,15493339(1)] = (20 U ) (Tey)
+0(a") (4.44)

der Wilsonschen Fermionen-Wirkung an der Vertex-Funktion liefert den Beitrag

Gl = —r[0,15493339(1)]= ( 2059 + CY) (4.45)
zu G. Fir den Anteil des Clover-Terms gilt:
w/a d4
(1,d) abjc __ (1,d) abc q
AClover(p7p/>,u - /_ﬂ_/ ]Clover(p p q) (27’(’)4
1 Nc2*1 4 w/a d4q
- V. o o ab cddD
2 dZ::l = /—7r/ Clover(p b, Q7q),u1/1/ ( ) (271')4
C 9 4 4 ; ba
= a’g" " Y 0 (0 — p)-al0,15493339(1)]5 (G5 — O ) (T
T=1
2 BCS\)A)/ - / adJ adj T 4
+a*6* 2" 3 04 (' — p)-a[0,0625] (c5Y +3c)) ( adj) +O(ah).
T=1
(4.46)

Mit on-shell Gluino-Zustinden u® und u® gilt unter Anwendung der Gordon-Identitét

[E9):

B (0 ALy (0, ) P (p)
(0)
= 2@ (p')u (p)(p + p)ua (?[0,1549333% )

Lo W~

(o)) ()"
(0)

+a?g*u’ (p)u(p)(p + p)ua (C;W[O,O625] (CadJ + 30&‘?)) (T;dj>ba + O(a*). (4.47)
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4.2. Koeffizient c( ) in 1-Loop-Ordnung

Daraus ergibt sich der Beitrag

G = c90,15493339(1)]

Clover

4 ad, adj (0) ad, adj
g(CJ Cil) +e10,0625] (C59 +3CLY)  (4.48)

des Clover-Terms an G. Insgesamt hat das Diagramm (d) mit (4.7) an G den Beitrag:

G(d) == Gg)(\i])ﬂson + GCIOVGI“
= 0.15493330(1)] (— (203 + €2l + 5 (€3 - ez
+[0,0625] (C5% + 302?)

= [0,15493339(1)] <CadJ - gc(jj) +[0,0625] (C59 + 3C7) . (4.49)

4.2.3. Summen der einzelnen Beitrige

In der Summe der Infrarot-Divergenzen aller Diagramme héngen nur die beiden Farb-

faktoren C2%Y und C'(aa)J von der gewahlten Darstellung ab:

> L0y =2 (1 -240) LCRY

——
#4.19) (14.17)

Ly (Cr+ o) g (e - o)

(14.31)

(14.29)) - (4.29)
1 ad]j adj (0) adj ad]j
L3 (@"+C )LCS,W_L,Q(C - W)
(14.33) .35 (4.33)
adj adj 3Nc
frg (Cg\)}\/ — ].) L <C’2dJ + 30(5)J - 2 ) (450)

Insgesamt verschwinden hier auch fiir beliebige Darstellungen genau dann die Infrarot-
Divergenzen der einzelnen Diagramme in der Summe, wenn cgy, auf Tree-Level
passend gewéhlt wird. Aus den Beitragen aller Diagramme ergibt sich nun direkt der
Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizient in der 1-Loop-Ordnung nach fiir Majorana-
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4. Berechnung des Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten

Fermionen in der adjungierten Darstellung:

W= ¥ ¢

= [0,02743(1)] C{
\—,—/

—[—0,05541(2)] (Jf‘ J
~—~—
(4.22)
]_ .
+51[0,10844(4)] C7
2 NI
{4-26) "
T ( Ccadi ) [0,15493339(1)] + (CadJ + BC(a)) [0,0625]
4.49
_[_07011266(7)] C’(ae(;j,Wﬂson 2 [O O6439<1>] Cac;JClover
(14.30) @.29) (@-30) (4.29)

—[—0,011266(7)] C{witson — [o 06439(1)] e

(4.34) @33) 37) @33)

(4.51)

Clover *

Die Konstanten in den Beitrdgen G® sind unabhingig von N, oder der Darstellung.
Nur die beiden Farbfaktoren C’?}f)j und C(asj sind darstellungsunabhéngig. Werden die
anderen Farbfaktoren durch die entsprechenden Faktoren C(; der fundamentalen Dar-
stellung nach ersetzt, wird dadurch das Ergebnis fiir ¢l nach [10] und [I1]
reproduziert.

Mit und lasst sich der Ausdruck fiir die adjungierte Darstellung fiir

beliebige N, stark vereinfachen:
(1) Nc 1
Cow =5 [—0,02743(1)] — [—0,05541(2)] — 5[0,10844(4)]
1 1
+§[0,15493339(1)] + 5[0,0625] — 3[—0,011266(7)] — 2[0,06439(1)])
N,
= 7[0736533(3)]. (4.52)

Die Unsicherheit des Wertes wurde nach der Gauflschen Fehlerfortpflanzung aus den
Unsicherheiten der einzelnen Summanden bestimmt, die ausschlieflich aus den Unsi-

cherheiten der numerischen Berechnung der Gittersummen stammen.
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Zusammenfassung und Ausblick

Die Ergebnisse und der storungstheoretischen Berechnung des Sheikholesla-
mi-Wohlert-Koeffizienten cqyw reproduzieren fiir die Farbfaktoren in der fundamentalen
Darstellung die Ergebnisse der stérungstheoretischen Rechnungen [10], [29], [30], [11]
und der nicht-storungstheoretischen Simulationen [31], [32]. Fir Majorana-Fermionen

in der adjungierten Darstellung ergibt sich insbesondere fiir N, = 2 der Wert:
csw = 1+ 0,36533(3)g> + O(g%). (4.53)

Da die Majorana-Eigenschaft fiir die verwendeten Diagramme bis zur 1-Loop-Ordnung
keinen Einfluss hat, ist dieses Ergebnis mit der nicht-pertubativen Berechnung von T.
Karavirta, K. Tuominen, A. Mykkanen, J. Rantaharju und K. Rummukainen [36] von

2010 fir Fermionen in der adjungierten Darstellung vergleichbar:

3 T T | T T T | T | T | T

® lattice simulations
— fit

Abbildung 4.4.: 4 fiir Fermionen in der adjungierten Darstellung in Abhéingigkeit der
Kopplung 3 = 2N../g*. Abbildung aus [36].
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4. Berechnung des Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten

Dabei wurde c§

4 durch Simulationen so bestimmt, dass Diskretisierungseffekte der
Ordnung O(a) von Korrelationsfunktionen verschwinden. Die Interpolation ergibt den
Fit

1+ 0,032653¢2 — 0,0028444"

adj — 4.54
Cow 1—0,314153¢2 ’ (4.54)
aus dem
A% =14 (0,314153 + 0,032653)g* + O(g*)
=1+ 0,3468069> + O(g") (4.55)

folgt. Dieser Wert hat eine Abweichung von etwa 5% von dem Ergebnis des storungs-
theoretischen Ergebnisses dieser Arbeit.

In den bisherigen Rechnungen wurden nur Eichwirkungen mit Plaketten verwen-
det. Die stérungstheoretische O(a)-Verbesserung nach [I1] liefert auch Ergebnisse fur
verschiedene verbesserte Eichwirkungen. Dies sollte analog zu dieser Arbeit auch auf
adjungierte Majorana-Fermionen iibertragbar sein, durch die entsprechende Modelle

verbessert werden konnen.
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A. Anhang

A.1. Dirac-Matrizen

Fir die Dirac-Matrizen (*),s werden die Konventionen nach [I8] verwendet. In der Min-

kowski-Raum-Zeit erfiillen diese fiir u = 0, 1, 2,3 die Relation

Explizit sind diese Matrizen hier gegeben durch

(M)0

(M)2

o = O O

o O O

—1

[’Y(M) roA My

0

_= o O O
o O O =
o O =

—
(@)

i

0

o O
o O

purAl ]lA.2_
M1 _
-1
M)3 _
-1
0

= o o O

|

—
o o ~ o
o o o =

(A.1)

(A.2)

o O O =
o

In der euklidischen Raum-Zeit sind diese fir ¢ = 1,2,3 definiert durch ([1.29) und erfiillen
dann fir p = 1,2, 3,4 die Relation

Explizit gelten

4!

73

o O O

o O

—-

0 0 -—i
—i
i

0

-i 0
0 0 i
0 0 O
—i 0 O

72

Y4 =

|
L S o o

= o O

_ o O O

o = O O

o o o =

In dieser Darstellung sind die Dirac-Matrizen hermitesch und unitér:

(A.3)
0 -1
1
0
0
0
1
. (A.4)
0
(A.5)
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A. Anhang

Fiir beliebige reelle Zahlen a, b, gilt mit b = Eﬁ:l bi:

-1
4 -4
. a—1i) 4 'Y;Lbu
a+i E Yubp = £ . (A.6)
( = a? + b2

A.2. Lie-Gruppen SU(N)

Die wesentlichen Eigenschaften der speziellen unitaren Gruppe SU(N) und die fiir diese Arbeit
bendtigten Relationen sind in [19], [12], [37] nachzulesen. Insbesondere die nachfolgenden
Herleitungen werden grofitenteils von [19] iibernommen. Die spezielle unitdre Gruppe SU(N)

ist die Menge aller unitaren N x N-Matrizen U mit Determinante 1:

Ur=u-!,
detU = 1. (A.7)

Diese Menge ist eine Lie-Gruppe, die fiir N > 2 nicht abelsch ist. Die zugehorige Lie-Algebra
su(N) ist (N? — 1)-dimensional. Generatoren der Gruppe SU(N) entsprechen einer Basis
T, ..., TN *~1 der Algebra su(N). Diese kann so gewéhlt werden, dass die Matrizen T fiir
a=1,...,N? — 1 spurlos und hermitesch sind. Die Lie-Algebra su(N) ist eine Drehimpuls-
Algebra mit

NZ-1

[T“,Tb}_ =iy foere, (A.8)

c=1

wobei die Strukturkonstante f¢ der Gruppe in (A.17) und (A.20]) definiert wird. Mit Hilfe

der Generatoren lisst sich jedes Gruppenelement U € SU(N) mit N2 — 1 reellen Parametern

w?® durch

N2-1
U =exp (i Z oﬂT“) (A.9)

a=1

darstellen.

A.2.1. Fundamentale Darstellung

In der fundamentalen Darstellung der Gruppe SU(NV) sind die Generatoren 7% durch

L gab (A.10)

Spur (T“Tb> =5

normiert. Die Matrizen 7%, ..., TV 1 hilden eine Basis der Algebra su(N) und spannen des-

(CNXN

halb einen (N2 — 1)-dimensionalen Untervektorraum des auf. Da die Matrizen spurlos

sind, ist insbesondere 1 53 nicht Element dieses Untervektorraums. Ist 70 := —1_1, so ist

V2N

A37 5 bezeichnet die N x N Einheitsmatrix.
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A.2. Lie-Gruppen SU(N)

die Menge {T°,..., TN 2*1} linear unabhingig und damit eine Basis der Menge CV*¥ aller
komplexen N x N-Matrizen. Eine beliebige Matrix A € CN*V lisst sich deshalb eindeutig
als Linearkombination

N2-1
A= )" AT" (A.11)
a=0

darstellen. Die Komponenten A® der Matrix beziiglich dieser Basis sind durch

N2-1
At =2 Z Ab Spur(T°T*) = 2 Spur(AT?) (A.12)
b=0
gegeben. Da die Menge {7°,..., TV 2*1} eine Basis ist, existieren insbesondere zu dem Pro-

dukt T*T® zweier Generatoren N2 komplexe Zahlen A% mit

ToT® = 1N§:1 A%bere (A.13)
2 c=0 7
wobei
%A“b"’ = 2Spur (T°7°7°) (A.14)

gilt. Weiterhin gilt:

Spur (T°T*T¢) + Spur (T*T*T¢)" 77T % Spur (1) (1) (1)1

Spur (
Spur (T“T”TC) + Spur (TCT”T“)
Spur (T“T”TC) + Spur (TbT“TC)

— a b c
_spur<[T ,TLT). (A.15)
d®c sei definiert als der Realteil und f%° als der Imaginérteil von A®:
1
abc .__ abe __ ~ abc abe\x\ __ a b c
4% .= Re A _2(A + (A ))_zspuqu,TLT), (A.16)
i — iIm A% — 1 (At — (A™)") = 2Spur ([Ta 7’| TC> (A.17)
: 5 I7) . .

dabc

Insbesondere sind vollstindig symmetrisch und ¢ vollstandig antisymmetrisch unter

Vertauschung zweier Indizes. Da [T9,T?), = \/%Tb und [T°, 7% _ = 0 gelten, folgen d*° =
w%é“b und f%0 = 0. Damit ldsst sich ein Produkt zweier Generatoren durch

2
TaTb _ % (;fdablN + A;z_:ll (dabc + ifabc>Tc> (A.18)
ausdriicken. Daraus ergeben sich direkt die Vertauschungsrelationen
e, 1t| = Loy 4 Nildabccrc (A.19)
T l+ N N ot '

N2-1
et =iy peer (A.20)

c=1
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A. Anhang

der Generatoren in der fundamentalen Darstellung.

Im Folgenden werden einige Relationen fiir die Generatoren bestimmt, mit denen sich das
Ergebnis des Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten fiir die fundamentale Darstellung nach
[T1] iiberpriifen ldsst. Zuerst wird der quadratische Casimir-Operator in der fundamentalen
Darstellung berechnet. Dazu sei die Matrix Ay € CNXN fiir alle 1 < k,I < N definiert
durch

Ayt 1= 26 57%, (A.21)
die sich nach (A.11)) in der Form
N2-1
a=0

entwickeln lasst. Nach (A.12) gilt fiir die Komponenten der Matrix beziiglich dieser Basis:

Afyyy = 2Spur (A T*) =2 Z A (T = 4(T)M, (A.23)
,5=1

Mit der Entwicklung nach (A.11]) folgt daraus:

NZ2-1
Agd =4 > (TYI(T")H. (A.24)
a=0

Nach Definition der Matrix A ergibt sich die Relation

N1 U [ U R
a\ij (pa _ = il ik & gt
;(T) (T%) 2(55 3070 ) (A.25)
Daraus folgt:
N2-1  N’-1 N ' .
Z (TaTa)'Lj _ Z (Ta)zk(Ta)kj
a=1 a=1 k=1
N
— Z <15236kk 1 6ik5kj>
k=1 2N
1 1 »
== — — oY
v L a2

Damit ldsst sich der quadratische Casimir-Operator Cs1y in der fundamentalen Darstellung

angeben:

N2-1
> TT* = Chly,

Ch = % (N - ]lv) . (A.27)
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A.2. Lie-Gruppen SU(N)

Dariiber hinaus wird eine benétigte Relation fiir die Strukturkonstante (A.17) bestimmt. Fiir
diese gilt:

N be pbed " b dcb
fa Cf cd _ f caf c
N2-1
=2i Z Spur ({Tb,Tc} Ta) feeb
b,c=1 B
N2-1
=4i Y Spur (TbTCT“) pded
b,c=1
N2-1
=38 Z Spur (TbTCT“) Spur ({Td, Tc} Tb)
b,c=1
N2-1 Kl
=8y Z (T®) (TeTe) ([Td,TC} ) (T (A.28)
b,c=1 1,j,k,l=1 B

Daraus folgt mit (A.25)):

NZ-1 NZ-1 N T y kl
Z fabCfbcd Z Z <51k5]l . N(S”(;lk) (TcTa)]z ({Td’ TC:| )
b,e=1 g,k l=
N2-1 N ij
Z Z TcTa Ji <[Td, Tc] )
4 N2—1 N kk
N X > (1T ([Td,TC] ) . (A.29)
c=1 ik=1 a
Dabei gilt nach :
N kk N2-1
3 ([Td,TC} ) =i Y o Spur(T) = 0. (A.30)
k=1 B b=1
Weiterhin folgt mit und :
N2-1 N2-1 N ij
Z fab(:fbcd — Z Z TcTa ji (|:Td, Tc} _)
b,c=1 c=1 i,5=1
—4 Z (Tc)]k(Ta)kz ((Td>ll(TC)l] o (Tc)zl(Td)l])
=1 ij,kl=1
N2-1 N 1
_9 3 <5jj5kl B 5jk51j> (ki (it
c=1 4,jkl=1 N
N2-1

N 1 A .
Z <5j16kz _ N(S]k(szl) (Ta)kz(Td)lj

=1 ijkl=1
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7N y o1 N y g

_9 (Z (Ta)u(Td)]] _ N Z (Ta)jz(Td)z])
1,j=1 1,j=1

=2 (N — % + le) Spur(7T°T?)

= No™, (A.31)

Mit dieser Relation ergibt sich:

N2-1 1 N2-1 i N2-1 N
Z fabchTc _ 5 Z fabc [Tb,TC:| — 5 Z fabCfbchd — iETa‘ (A32)
b,c=1 b,c=1 B b,c,d=1
Daraus folgt mit (A.20) und (A.27):
N2-1 N2-1
S rhrert = % ([Tb,T“} +T“Tb) T
b=1 b=1 B
N2-1 N2-1
—i Z fbaCTch+Ta Z TbTb
b,c=1 b=1
N 1 1 NE1
=T+ - (N-= )T 707"
Tty (Vo)™ T
1

Zusammengefasst ergeben sich so mit dem Casimir-Operator (A.27)) die benétigten Relationen

fiir Produkte von Generatoren in der fundamentalen Darstellung:

N2-1

Z fabchTc — iETG,
b,c=1 2
N2-1 1
S T TTt = — T,
= 2N
N2-1
> TUTTY = T,
b=1
N2-1
> TTT = CyT. (A.34)
b=1

A.2.1.1. SU(2) in der fundamentalen Darstellung

Die Generatoren 7% der Gruppe SU(2) lassen sich mit Pauli-Matrizen ¢ mit a = 1,2,3

darstellen:

T¢ = ~o°. (A.35)
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A.2. Lie-Gruppen SU(N)

Fiir die Pauli-Matrizen gelten nach [12]:

ol = (O 1) o? = (0 i) o3 = (1 0 ) . (A.36)
10 i 0 0 -1

Die Strukturkonstante ist dann durch das Levi-Civita-Symbol fe¢ = ¢%¢ gegeben und es gilt
debe = 0.
A.2.1.2. SU(3) in der fundamentalen Darstellung

Die Generatoren T der Gruppe SU(3) lassen sich mit Gell-Mann-Matrizen A> mita = 1,...,8

darstellen:

1
Tt =X (A.37)
Fiir die Gell-Mann-Matrizen gelten nach [12]:
010 0 —i 0 1 0 0
M=1[10 0 M=[i 0 o0 M=10 -1 0
000 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 —i 000
M=10 0 0 M=[oo0 o M=o 0 1
10 i 0 0 010
00 0 . 10 0
NM=10 0 —i MW=—101 o0 A.38
i 73 (A.38)
0 i 0 00 —2
abe  f¢ | abe dobe
123 1 118 1/V3

147 1/2 | 146 1/2
156 —1/2 | 157 1/2
246 1/2 | 228 /3
257 1/2 | 247 —1/2
345 1/2 | 256 1/2
367 —1/2 | 338 1//3
458 /3/2 | 344 1/2
678 \/3/2 | 355 1/2
366 —-1/2
377 —1/2
448  —1/(2v/3)
558  —1/(2v/3)
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abe dabe

668 —1/(2v/3)
778 —1/(2V/3)
888  —1/V3

abe fabc

Tabelle A.1.: Unabhingige, nicht verschwindende Komponenten von f®¢ und d*° [12]

A.2.2. Adjungierte Darstellung

Beziiglich einer beliebigen Darstellung D der Lie-Gruppe SU(NV) existieren zu jedem Grup-
penelement U € SU(N) in dieser Darstellung mit Generatoren 7' ,%), e ,Tg *~1 reelle Parame-

ter wf, mit
N2-1
DU) =exp i Z wpTh | . (A.39)
a=1
Dabei erfiillen die Generatoren wiederum die Relation (A.20) fiir eine Drehimpuls-Algebra.
Jedoch ist die Spur abhéngig von der Darstellung;:
dim(D) -
Spurp (T5) = > (TB)". (A.40)
i=1

Um die adjungierte Darstellung zu konstruieren, werden die Komponenten der Matrix Vp €

CN*N definiert durch die Transformation

N2-1
DWU)'THDU) = > VA'T) (A.41)
b=1

der Generatoren in der Darstellung D. Nach ((A.12) folgt
V! = 28pury, (D(U)ITHD(U)TH) (A.42)

fiir die Komponenten dieser Matrix. In Abhéngigkeit eines Parameters x sei D(U)(x) definiert
durch:

N2-1
D(U)(z) := exp (i Z w%T%x) . (A.43)
a=1
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A.2. Lie-Gruppen SU(N)

Damit gilt:

N2-1

=i Y wh (TeVo(@)” (A.44)

c=1

Dabei ist die Matrix T%

adj € C(V?=1)x(N*~1) definiert durch

(T)" 1= —if, (A.45)

mit der sich die Differentialgleichung

(’3 N2-1
835 —1 Z (UD ad_] (A46)

ergibt. Diese wird geldst, falls gilt:

N2-1
Vp =exp Z wpTags | - (A.47)

Zu einem beliebigen Gruppenelement U in der Darstellung D lésst sich die Matrix Vp beziig-
lich der Matrizen T;f; mit denselben Parametern w?, in der Form darstellen. Deshalb
sind TaldJ7 .. Tﬁj
unabhangig von der Darstellung D gegeben durch . Aus der Symmetrie der Struktur-

konstanten (A.17]) folgt

~1 die Generatoren dieser adjungierten Darstellung. Die Generatoren sind

;dj = —( :dj)* - —( ;dj)T' (A-48)

Deshalb sind die Gruppenelemente V in der adjungierten Darstellung hermitesch und ortho-

gonal:

Vp =V,
Ve =vyt. (A.49)

Wie bereits fiir die fundamentale Darstellung werden dieselben Relationen fiir die Generato-

ren in der adjungierten Darstellung bestimmt. Zur Bestimmung des quadratischen Casimir-
Operator in der adjungierten Darstellung werden (A.45)) und (A.31)) verwendet:

N2-1 N2-1 N2-1
> (TaTig) = Y (L) (Tig)™ = = Y f™fee =N (A50)
a=1 a,d=1 a,d=1
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Damit lédsst sich der quadratische Casimir-Operator C’Qadj]l n2_1 in der adjungierten Darstel-

lung direkt angeben:

N2-1 "
Z adj adJ C; Inz_q,
C3V = . (A.51)
Weiterhin gilt mit (A.20)):
N2-1 N2-1
b b
Z adJ ad] adj Z (|:Tadja adj} + aadjTadj) Tadj
b=1
N2-1 N2-1
b
=1 Z f e ;dj adJ adJ Z adJ adJ' (A52)
b,c=1

Dabei gilt wiederum mit (A.20) und (A.31):

2 2 2_
N-—1 N -1 1N 1 N

i) Ty Ty = B Z fbac[ adj> zfdJ =75 DR A A T =5 Tag-  (A53)

b,c=1 b,c=1 b,c,d=1

Damit folgt mit (A.51)):

N2-1
N N
Z adJ :dj adj — <_2+N) adJ 2 a?dj' (A54)

Insgesamt gelten mit dem Casimir-Operator (A.51) in der adjungierten Darstellung:

N2-1
Z fabc c -NTa
adJ adj — 9 adj>
b,c=1
N2-1
a N a
Z d_] adj adJ 2 adj>
N2 1
adj
Z dJTadJ adJ C2 adJa
N2 1 N
adj
Z adJ adJ 02 adJ (A55)

A.2.2.1. SU(2) in der adjungierten Darstellung

Die Generatoren der Gruppe SU(2) ergeben sich in der adjungierten Darstellung direkt aus

(TSdJ)bC —_ _isabc:
00 0 0 —i
Tai=10 0 —i Toi=10 00 T3i=1i 0o of. (A.56)
0 i 0 —i 0 0 0
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A.3. Gluon-Quark-Vertizes des Clover-Terms fiir Dirac-Fermionen

A.3. Gluon-Quark-Vertizes des Clover-Terms fiir
Dirac-Fermionen

Die Gluon-Quark-Vertizes erster und zweiter Ordnung des Clover-Terms fiir Dirac-Fermionen

in der fundamentalen Darstellung sind nach [10], [11I] gegeben durch:

4
(1) a __ Csw k#a . a
VClover(k)u =9 9 COs ( 9 ) Vz::l O pp SH1 (kya)T s (A57)

VD oyt — a2 [ (EH e in(k/ in(k,a))o
Clover (K )/w =ag 5 sin s ZUW (sm( pa) — sin( pa)) v
=1

p
/ / k;,
2 2 2 2
kﬂa kllla’ 1 arb ba
—2cos<2>cos( . )>a,w>2(TT —TPT) . (A58)

Fiir den Gluon-Quark-Vertex dritter Ordnung wird der Farbanteil direkt separiert:

S

V(3) (k‘, k?l, k;l/)abc

Clover uvp
= W o (B K R0+ WD (K B K + W (KK )be,
3
WC(ch)wer(kv k/> k,/)zll),cp
3,1 “ c
= ((jlov)er(k’ k,a k:”),uup (T TbT )

1
+WC(§§I)er(k’ K, kﬂ),uz/p§ (TaTbTC + TCTbTa’> ,

W er (s K K

Clover
k+k +k' 4 1
= azggcsw cos <( + 2+ )“a) Z Our (6 sin ((k +E 4+ k”)ra)
T=1

k k/ k// - k// _ k - k/
— CoS (( + 2+ ) a) cos <(2)a) sin <;a> )5#,,5#,,
W2 (kKK ) e

Clover
’ " / " — K"
(k+2K +k )Ha) o <(/<: +k +k )ya> o <(k"k)va> 1O

2 2
/ " / "
(k+ K +k )”a>cos<(k+k +k )ya>‘

= a2g3csw sin <

2 2

. (kuva (K + k") a
() con (1)

/ / 1!
+ cos (W) sin (W) )Jw,d,,p (A.59)

+a29305W (2 cos <
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A.4. Entwicklungen zu Diagramm (d)

Zur Berechnung des Beitrags des Diagramms (d) zum Sheikholeslami-Wohlert-Koeffizienten
in 1-Loop-Ordnung wird eine Entwicklung des Impulsanteils des 3-Gluonen-Gluino-Vertex

nach Abbildung in den auferen Impulsen p und p’ benotigt. Dazu werden die Taylor-

Entwicklungen
sin(z) = %x + O (A.60)
cos(x) = 14 O(x?) (A.61)
und die Additionstheoreme
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y) (A.62)
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) (A.63)
sin(z) cos(x) = %Sm(m) (A.64)

verwendet.

A.4.1. Entwicklung des 3-Gluonen-Gluino-Vertex der

Wilsonschen Fermionen-Wirkung

Der 3-Gluonen-Gluino-Vertex ((3.34) der Wilsonschen Fermionen-Wirkung lésst sich direkt

im dufleren Impuls p + p’ entwickeln:

4 . /
Z V\/(\?i)lson(p>p/)uuu == —a2g3 (i’yu COS (W) —+7r sin <(p+§)ﬂa) )

v=1
(A.61) (A.60)
. T
— a2 (m + Lt pat (’)(a2)> . (A.65)

A.4.2. Entwicklung des 3-Gluonen-Gluino-Vertex des Clover-

Terms

Zur Entwicklung des Impulsanteils Wé?olv)er des 3-Gluonen-Gluino-Vertex des Clover Terms

nach (3.39) im &uBeren Impuls k& + k' + k" = p’ — p werden zuerst die trigonometrischen

Funktionen in p’ — p entwickelt und dann die Additionstheoreme angewendet:

W(S’l) (ka kla k”)ul/p

Clover
/ 4
P —pual :
= a’g3csw cos <(2)“) 6 > oursin ((p = p)ra)buwdyu,
=1
on) (A.60)
/ 4 / " /
_ ) K'—k)ra\ . [k
—a29303w COs <(pzp)“a> 7;0/“- COSs <(p2p)a) COSs <(2)a) sin (;a>5uy(sﬂp
(A.61) (A.61)
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A.4. Entwicklungen zu Diagramm (d)

4
1
= a2g3cswé Z am(p' — D)0 0,

=1
4 Vi !
K'— k), k
—a?g3esw Z Opur COS ((2)a> sin (;a)éﬂ,ﬁ”p + O(a4)
T=1
(A.63)
1A
= a2g3cswé Z am(p' — P)70u0,p
T=1
4 / "
k- k k
—a?giesw Z Opur COS (2a> sin <;a> cos (;a)éwé“p
=1
4
k. L k!
—a’g’csw Y oprsin (;) sin <;a> sin (;a>5/ﬂ/5up + O(a?). (A.66)
T=1

Wie auch bei den anderen Termen werden beim Impulsanteil Wé?oi)er des 3-Gluonen-Gluino-

Vertex des Clover Terms nach alle zyklischen Permutationen von (k,p), (k¥',v) und
(K", p) benotigt. Dabei stimmen jeweils zwei Lorentz-Indizes iiberein. Deshalb verschwin-
det die Permutation Wé?f(’i)er(k:’,kz” yk)vuu wegen o, = 0 vollstindig. Bei der Permutation
Wé?oi)er(k, k', k") verschwindet der Summand mit 0,0, = 0 und bei Wé?;(’)i)er(k” NN

der Summand mit ,,,0,, = 0.
Mit k" = —k gilt fiir die Permutation w2 (K E" k)

Clover

o /
Wé'?l’a) (k, k/7 k”)uyy — a293CSW2 cos <(]7Wl) CcOoS <(]929)Va) Sin (ky(l/) CcOSs (O) O'/“/
over 2 2 2 ) ——

1

(N (NG

2 /
+a?gcsw cos (Wk)“a) sin (0) oy
2 ——

0

ky
= a?¢Pcsw2sin (za) o + O(a?). (A.67)

Fir die Permutation Wé?foi)er

(K" ke K )y gilt:

3,2
W2 (K ke K )y

Clover
;- / ’ N/
—(p p2—|— i )Va) CcoS <(p 2p)ua> CoS ((k 5 )“a> o

) (o1) [=63)

= a2g?’csw sin (

73



A. Anhang

!/ y k k/ k//a
= a’gcw sin ((p;o)a) oS (’éa) Ccos (5(1) cos <( 2” Oup

ﬂ

/

+a*g>csw cos

1»

p — k k! k!
+a293csw sin ( > sin <;a) cos <§a> sin <;a> Oup

i

+a? g Cgw COS

-
1 K k'a
= a29365w§(p/ — p)yacos (“a> oS ( ;a) cos (g Tup

k k//a
+a293csw Cos (;a> sin ( 2a) cos (; Ouvp
1 k! kla
+a293csw§(p’ — p)yasin <’§CL> cos ( §a> sin (g Tuu

/ k?”
+a%g>cw sin (/{:ga> sin <k‘§a> sin <;a> ouu + O(at). (A.68)

Im Folgenden werden die einzelnen zyklischen Permutationen der Impulskonfiguration & =

p' —p, ¥ = —¢ und k” = ¢ nach Abbildung in die Impulsanteile des Vertex eingesetzt

und weiter im dufleren Impuls p’ — p entwickelt.
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A.4. Entwicklungen zu Diagramm (d)

A4.2.1. WE (0 — Py =, Q)

Clover

Fiir die Permutation W (k, k', k") wov von ([A.66) gilt:

Clover

Z lover —q, q)l“”/

4
=a’ g Csw— ZU}L’T _p)’ra
T=1
+a2ggc Za cos <(p’—p)Ta) sin (qTa> cos (qTa>
SWT:1 Ut 2 2 2
(A.61)
+a2s8 24: . ((p/p)Ta> . (QTG> . <q7a)+0( 4)
a“g°c oyrsin | ————— | sin [ — | sin (| — a
g SWT:1 ur 5 B) 5
(A.60)

1
- anchWE Z JW(p' —p)ra

4
+ a2g3csw Z Opr Sin (q;a> cos (q;a>

T=1

ey S 00 (3 — p)rasin? w? (%) + 0(a). (A.69)

=1

Mit 0,0, = 0 gilt fiir (A.67):

/
3,2) P —pa
Z ((jlover —-q, Q)/uju = (l g CSW2 Z Oy sin <(2)V>
v=1
(A.60)
4
= d’gPcsw Y o (' — p)ra+ O(a?). (A.70)
v=1
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A. Anhang

A.4.2.2. WClover(q?p — D, q)'/l“/

Fiir die Permutation Wé?())ver(k” ki, k) von ([AL66) gilt mit cos?(z) = 1 — sin?(x):

4
(3,1) 1
Z WClOVCf (@0 =P = Qv = a293CSWE Z 0ur (P — p)ra
2 3 i (qfa) . ((p/ _p)Ta> (qra)
—agec OurCoS| — ) sin{ ——— | cos
9o T=1 o 2 2 2
243 - 4ra (»' —p)ra q-a
+a“g cszZZIU,” sin (2> sin (2> sin < 5 )
+ (’)(a4)
4
= a’g’esw Zaw P —p)ra
=1

4

_ag CSW ZUMP _p)
=1

+ a?gPesw Z 0.7 () — p)rasin? (q;a) + O(a%). (A.71)

T=1

Mit 0,6, = 0 und cos?(z) = 1 — sin?(z) gilt fiir (A.68):

Z 1over p/ - D _q)VMV

/_
=a? g Csw 3 z o p *p)l,CLCOS <q‘; >COS (W) cos (Wl)

o~ 2
o
[&.61)
! q p —Phva
—i—achWZaVMcos(“)sm( V)cos( )
o~ 2
o
(A.60)
13 P’ —Dp)a q,,a
_ angcsW§ Z:l ouu (' — p)yasin ( ) cos ( Y ) sin (’5)
v= —Uv;w
4
— d’Pesw Z Oy Sin <qHa> sin < P-p ,,a) s1n< ) + O(ah)
o~ 2
o
(A.60)
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A.4. Entwicklungen zu Diagramm (d)

4
1 a
= —a2g3CSW5 Z gw(p/ _p)ya cos? (;)
v=1
13 a
_ a293csw§ Z Uuu(p/ p)ya cos? (;)
v=1
1< qua
+ a2g3cSw§ > 0w (@ — p)rasin’ (2>
v=1
2s 1L / o (qua 4
+a‘g Csw Zaw(p — p)yasin 5 + O(a”)
v=1
4
_ .23 22 (0 — p)oasin? qua@
= a4 g Csw Opv(P — P)yasim 5
v=1
4
- a2.g3cSW Z Uuu(p/ - p)ua + O(CL4). (A72)
v=1

A.4.2.3. W(3) (_q9 q, p/ - p)uuu

Clover

Fiir die Permutation Wé?f())ver(k’ K" k), von (A.6GO) gilt:

4
3,1
Z Wélov)er(_Q7 Q7p/ - p)m/u
v=1

1A
— GQQSCSWB Z Jm(p' —p)ra

T=1
25w gra\ . (ga (p' —p)ra
—ag CSW;U#TCOS 7 S 7 COS T
[61)
2 3 ! qra qra (p/ —p)ra 4
+a‘g CSWTZZIUW sin (2) sin <2) sin (2> + O(a”)
(A.60)
1 4
= azggcswg Z U,uT(p/ —p)ra
=1
. qra qra
_ a2g3csw 7;1 07 COS (;) sin <;)
1< qra
+ a2g3cSW§ Z 0.7 () — p)rasin? (;) + O(a). (A.73)
=1
(3,2)

Die Permutation W,

Crower (K5 k" k), verschwindet wegen o, = 0 vollsténdig.
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