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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Stringtheorie

Unter Stringtheorie versteht man einerseits die relativistische Quantentheorie eindimensio-
naler ausgedehnter Objekte im allgemeinen und andererseits eine Theorie, die die konkrete
physikalische Struktur der Welt auf dem kosmologischen und auf dem Elementarteilchenniveau
beschreiben soll. Im Gegensatz zur ,normalen® Quantenfeldtheorie gibt es keine scharfe Tren-
nung zwischen der ,allgemeinen Theorie quantisierter Strings“ (in Analogie zur ,,general theory
of quantized fields“) und der Suche nach speziellen Theorien fiir konkrete Phanomene: Auf-
grund der wesentlich restriktiveren Konsistenzbedingungen gibt es nur wenige Stringtheorien,
von denen eine einzige, die heterotische Stringtheorie, fiir die Beschreibung des uns bekannten
Universums in Frage kommt. Allerdings ist es bisher nicht gelungen, die Stringtheorie axioma-
tisch, etwa durch die Angabe eines feldtheoretischen Wirkungsprinzips, in geschlossener Form
zu definieren. Gelungen ist hingegen die Konstruktion einer bisher uniibersehbaren Fiille von
Losungen der Stringtheorie. Der Begriff Losung ist angesichts des Fehlens einer vollstandigen
Definition der Theorie erkldrungsbediirftig: Man versteht darunter Modelle oder Theorien, die
die Propagation und Wechselwirkung von Strings in einem fixierten Raum—Zeit—Hintergrund,
etwa dem vierdimensionalen Minkowski-Raum, und mit fixierter Eichgruppe beschreiben. Die
Interpretierbarkeit all dieser Theorien als Lésungen einer einzigen Theorie ergibt sich daraus,
dafl Stringtheorien automatisch immer auch Gravitationstheorien sind: Das Spektrum enthélt
einen masselosen Spin—-2-Zustand, der wie ein Graviton an den vollen Energie-Impuls—Tensor
koppelt. In der vollstindigen Stringtheorie ist daher die Geometrie der Raum—Zeit keine un-
abhangige, sondern eine abhangige Grofle, die durch die Dynamik festgelegt wird. Damit stellt
sich automatisch die Aufgabe, eine Synthese von Quanten- und Gravitationstheorie zu fin-
den. Weiter erzwingen die Konsistenzbedingungen der Stringtheorie die Einfithrung zusétzlicher
innerer Freiheitsgrade oder zusitzlicher, kompaktifizierter Raumdimensionen, deren Struktur
oder Geometrie einerseits in der vollen Theorie durch die Dynamik festgelegt wird und die an-
dererseits, wenn man sie als fixierten Hintergrund betrachtet, ihrerseits die Eichgruppe und das
Spektrum der Theorie fixieren. Nicht nur die Raum-Zeit—Struktur, sondern auch das Spektrum
und die Eichwechselwirkungen sind damit abhingige Gréfen. Da auflerdem auch die Super-
symmetrie, in ihrer lokalen Ausprigung als Supergravitation eine Konsistenzbedingung zu
sein scheint, beinhaltet und verallgemeinert die Stringtheorie alle aus Quantentheorie, Quan-
tenfeldtheorie und Gravitationstheorie bekannten Symmetrien. Dies macht es plausibel, dafl
die noch unverstandene volle Theorie auf einem neuen fundamentalen Naturprinzip beruht, das
Quanten- und Gravitationtheorie auf konsistente Weise in sich schliefit.

Neben solchen systematischen und strukturellen Griinden, die dafiir sprechen, Stringtheorien
zu untersuchen, gibt es eine zweite, mehr an der konkreten Elementarteilchenphysik orientierte
Motivkette. Der Ausgangspunkt ist dabei das Standard—Modell der Elementarteilchenphysik,
das alle bekannten Krifte mit Ausnahme der Gravitation durch die Wechselwirkungen elemen-
tarer Quarks, Leptonen und Eichbosonen beschreibt, wobei die Massen der Fermionen und der
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massiven Eichbosonen durch den Higgs—Mechanismus erzeugt werden. Trotz seines grofien Er-
folges weist das Standard—-Modell eine Reihe von redundanten Ziigen auf, die auf die Existenz
einer fundamentaleren Theorie hindeuten: Der Materiesektor besteht aus drei Familien, die sich
nur durch ihre Massen unterscheiden, die Massen aller Teilchen sind freie Parameter, und es gibt
drei unabhéingige Kopplungskonstanten, weil die Eichgruppe keine einfache Gruppe ist. Da sie
dariiber hinaus auch nicht halbeinfach ist, 1st noch nicht einmal klar, warum das Verhéaltnis der
elektrischen Ladungen von Quarks und Leptonen rational ist, d.h. warum es eine einheitliche
Elementarladung gibt.

Fir die Physik jenseits des Standard—Modells gibt es zwei Ansétze: Zum einen kénnten
die Quarks und Leptonen aus gemeinsamen Bausteinen aufgebaut sein, zum anderen kénnten
hohere, verborgene Symmetrien existieren. Die zweite Denkrichtung flihrt auf natiirliche Weise
zu den Stringtheorien und soll kurz verfolgt werden. Unter hdéherer Symmetrie ist zunéchst
eine einfache Lie—Gruppe zu verstehen, die grof genug ist, um die Eichgruppe des Standard-
Modells zu beinhalten, etwa SU(5), SO(10) oder E(6). Man spricht in diesem Zusammenhang
von grofien vereinheitlichten Theorien oder kurz von GUT-Theorien (GUT = grand unified
theory). Da die Eichgruppe einfach ist, gibt es nur eine Kopplungskonstante und alle Ladungen
sind gequantelt. Auflerdem konnen nun beide Arten von Fermionen, die Quarks und die Lepto-
nen, in den gleichen Multipletts liegen. Das GUT—Szenario wird dadurch gestiitzt, dafl sich die
laufenden Kopplungen des Standard—Modells bei etwa 10'° GeV approximativ treffen. Zugleich
stellt sich aber das Hierarchieproblem, das heif3t man braucht einen natiirlichen Mechanis-
mus, der die Symmetriebrechungsskalen der vereinheitlichten Gruppe und die der elektroschwa-
chen Gruppe gegeneinander stabilisiert. Gelingt das nicht, so kann man nicht erklaren, warum
leichte Teilchen mit Massen von einigen MeV oder GeV in einer Theorie existieren, deren ty-
pische Energieskala 15 Groflenordnungen hoher liegt. Eine Losung ist die Supersymmetrie,
die Fermionen (Materie) und Bosonen (Kraft) in gemeinsamen Multipletts vereinigt. Sie ist
zudem die einzige Erweiterung der Poincaré-Symmetrie, die kein direktes Produkt ist. Bei N—
fach erweiterten Supersymmetrien tritt zusatzlich die Gruppe SO(N) als Symmetriegruppe auf.
Damit bietet sich im Prinzip die Moglichkeit, alle inneren und &ufleren Symmetrien durch eine
erweiterte Supersymmetrie zu einer Symmetrie zusammenzufassen. Die maximale Erweiterung,
die Darstellungen mit Spin < 2 hat!, ist aber N=8, und in die SO(8) kann die Standard-Modell
Eichgruppe nicht eingebettet werden?. Neu stellt sich auch das Problem der Supersymmetrie—
Brechung, da die Natur offensichtlich nicht manifest supersymmetrisch ist. Sie mufy natiirlich so
erfolgen, dafl das Hierarchieproblem weiterhin gelést wird. Durch die Supersymmetrie wird das
Ultraviolett—Verhalten von Quantenfeldtheorien so weit verbessert, dafl sogar endliche Theorien
existieren. Damit ergibt sich die Chance, auch Theorien mit Spin 2, z.B. die Gravitationstheorie
neu in Angriff zu nehmen. Dies fiihrt zu Theorien mit lokalen Realisierungen der Supersym-
metrie, den Supergravitationstheorien. Trotz anfanglicher Hoffnungen ist aber heute deren
Endlichkeit bzw. Renormierbarkeit fraglich. Auf der Suche nach einer Vereinheitlichung aller
Wechselwirkungen einschlieBlich der Gravitation wurde auch an die von Kaluza und Klein vor-
geschlagene Einfiithrung zusétzlicher, kompaktifizierter Raumdimensionen angekniipft. Dabei
werden Supergravitationstheorien in héheren Dimensionen formuliert und anschliefend fiir die
zusatzlichen Dimensionen eine kompakte Mannigfaltigkeit, z.B. ein Torus, eine Sphéare oder
homogene Raume von Lie-Gruppen gewahlt. Wahrend vom hoéherdimensionalen Standpunkt
aus alle Teilchen ein einziges Supergravitationsmultiplett bilden, gibt es in vier Dimensionen
mehrere Multipletts, Eichsymmetrien und Supersymmetrie. Zusitzlich zum Problem der End-
lichkeit (renormierbar kénnen diese Theorien nicht sein) ist es schwierig, geeignete Eichgruppen
und insbesondere chirale Fermionen zu bekommen, und es mufl erklart werden, wie die Kom-
paktifizierung dynamisch zustande kommt. Trotz grofler Anstrengungen gab es auch hier nur
partielle Erfolge, ein grofler Durchbruch gelang jedoch nicht.

1Die dabei auftretenden Teilchen mit Spin > 1 sind das Graviton (Spin 2) und das Gravitino (Spin 3/2). Die
Supersymmetrie ist dann automatisch als lokale Symmetrie realisiert (s.u.). Beschrankt man sich auf Teilchen
mit Spin < 1, so ist N < 4 [105].

?Es gibt allerdings die Mdglichkeit hoherer, nichtlinear realisierter Symmetrien, etwa mit der Eichgruppe
SU(8), die die Standard—Modell-Eichgruppe enthélt. Hier ist aber das Problem der Symmetriebrechung sehr
schwierig [105].
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Die nachste und bisher letzte Erhéhung der Symmetrie stellt die Stringtheorie dar. Wie be-
reits erwdahnt wurde, und in der Arbeit erldutert wird, treten alle genannten Symmetrien sowie
zusitzliche Raumdimensionen in ihr automatisch auf. Zugleich werden sie auf noch nicht vollig
verstandene Weise immens vergréflert und verallgemeinert: Bereits bei der Beschreibung von
Strings in einem festen Raum—Zeit—Hintergrund treten unendlich—-dimensionale Lie-Algebren
auf. In einem gewissen Sinn stellen Stringtheorien das Maximum an erreichbarer Symmetrie
dar, denn sowohl Theorien mit punktférmigen Objekten als auch solche mit hoherdimensionalen
ausgedehnten Objekten haben weniger Symmetrien. Das liegt an dem zusdtzlichen Auftreten
der konformen Invarianz auf der verallgemeinerten Weltlinie: Verzichtet man auf die geometri-
sche Interpretation, so sind die Losungen der Stringtheorie zweidimensionale konform invari-
ante Quantenfeldtheorien mit einigen zusétzlichen Eigenschaften. Der enge Zusammenhang mit
konformen Feldtheorien hat auch methodisch grofie Bedeutung, da in diesem Fall ein immenses
Arsenal an zusétzlichen Hilfsmitteln zur Verfligung steht.

Beide zur Stringtheorie fiihrenden Argumentationsketten besitzen zwar ihre innere Logik,
sind aber zugegebenerweise spekulativ. Ich mochte daher darauf hinweisen, daf sich die Auf-
gabe einer Theorie nicht darin erschépfen kann, bekannte Phinomene zu beschreiben. Das
Verhiltnis von Theorie und Experiment ist vielmehr wechselseitig, denn ohne einen theore-
tischen Hintergrund gibt es keine formulierbaren Fragen und damit keine Experimente. Die
reiche innere Struktur der Stringtheorie qualifiziert sie als eine Rahmentheorie innerhalb derer
sinnvolle Fragen gestellt und beantwortet werden kénnen. Die dabei entstehenden mathema-
tischen und theoretisch-methodischen Nebenprodukte, wie Vertexoperator—Darstellungen von
Kac-Moody—Algebren oder ein alternativer Blick auf konforme Feldtheorien im speziellen, auf
die Quantenfeldtheorie im allgemeinen oder auf das Problem der Quantengravitation sind durch-
aus sehenswert.

Die Antwort auf die Frage, ob denn Stringtheorien derzeit erfolgreiche empirische Voraussa-
gen machen kénnen bzw. falsifizierbar sind, hangt davon ab, welche Anspriiche man dabei stellt.
Zwar gibt es eine bisher uniibersehbare Fiille vierdimensionaler Stringtheorien mit den verschie-
densten Spektren und Eichgruppen, aber dies gilt in wesentlich héherem Mafe fiir die Quanten-
feldtheorie, in der unendlich viele stérungstheoretisch renormierbare und Anomalie—freie Theo-
rien mit verschiedenen Spektren und Eichgruppen existieren. Jede Losung der Stringtheorie
kann fiir niedrige Energien durch eine effektive Quantenfeldtheorie approximiert werden, aber
die Menge der Quantenfeldtheorien, die von der Stringtheorie als effektive Theorien induziert
werden, ist verschwindend klein. Angesichts der sehr restriktiven Konsistenzbedingungen ist
es nicht trivial, daf§ Stringtheorien iiberhaupt konsistent sind bzw. noch nicht als inkonsistent
nachgewiesen wurden, und die Tatsache, dafy es moglich erscheint, das Standard—Modell in die
Stringtheorie einzubetten, kann bei exzessiver Auslegung des Begriffs als erfolgreiche empiri-
sche Vorhersage gewertet werden. Weiterhin ist es in der Stringtheorie mit erstaunlich geringem
Aufwand moglich, Lésungen zu finden, die dem Standard-Modell nahe kommen. Insbesondere
ist es moglich, Theorien mit chiralen Fermion—Familien zu konstruieren. Auch verglichen mit
Kaluza—Klein—Supergravitationstheorien sind Stringtheorien also phanomenologisch erfolgreich.
Durch das stdndig wachsende Wissen iiber die vierdimensionalen Losungen kénnen auch im-
mer grofiere Teile des Losungsraums identifiziert werden, in denen das Standard—Modell nicht
liegen kann [53]. Die Theorie wird somit immer schérferen Tests unterworfen und kann sehr
wohl an der Erfahrung scheitern. Die Hoffnung, schon demnichst das Standard-Modell aus
der Stringtheorie herleiten zu kénnen oder die Probleme der Quantengravitation zu 16sen, ist
angesichts der Komplexitat der Probleme freilich iibertrieben optimistisch. Dennoch hat es in
den letzten Jahren einen stetigen, wenn auch nicht mehr explosionsartigen Fortschritt gegeben.
Und schlieBlich lehrt auch ein Blick in die Wissenschaftsgeschichte, dafl nur eine bessere Theorie
eine vorhandene ersetzen kann, und die ist bisher nicht in Sicht.

1.2 Zur Themenstellung

Mit dieser Arbeit soll ein Beitrag zum Studium vierdimensionaler Lésungen der heterotischen
Stringtheorie geleistet werden. Gerade hier ist der Zusammenhang zwischen fundamentalen und
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phanomenologischen Aspekten der Stringtheorie besonders eng: Einerseits werden die Losun-
gen und ihre Abhingigkeit von kontinuierlichen Parametern (Moduli genannt) untersucht, um
AufschluB iiber die fundamentalen Symmetrien und Eigenschaften der vollen Theorie zu gewin-
nen, andererseits versucht man Symmetriebrechungsmuster zu finden, die zu Standard—Modell—-
artigen Losungen fiihren.

Die einfachsten vierdimensionalen Losungen der heterotischen Stringtheorie erhélt man
durch die Kompaktifizierung der zusitzlichen Raumdimensionen mittels toroidaler oder getwi-
steter toroidaler Randbedingungen. In diesen Féllen bleibt die Theorie exakt 16sbar. Im Falle
der Kompaktifizierung auf Orbifolds gibt es zudem viele semirealistische, Standard—Modell-
artige Losungen. Obwohl heute auch iiber wesentlich kompliziertere Losungen viel bekannt ist,
gibt es hier eine Reihe von Fragen und Problemen, die in der Literatur bisher nicht behandelt
worden sind. Dies betrifft insbesondere die Rolle von konstanten Hintergrund—FEichfeldern, soge-
nannten Wilsonlinien. Sie sind vor allem deshalb interessant, weil sie die realisierte Eichgruppe
mafgeblich mitbestimmen.

Im einzelnen wird in dieser Arbeit untersucht, wie die Wilsonlinien mit ihren 96 kontinu-
ierlichen Parametern in toroidalen Kompaktifizierungen die Eichgruppe festlegen, brechen und
erweitern. Darauf aufbauend wird die Frage gestellt, welche Werte der Wilsonlinien und der
anderen Hintergrundfelder mit getwisteten Randbedingungen in den kompaktifizierten Dimen-
sionen vertraglich sind und wie dadurch die Eichgruppe modifiziert wird.

1.3 Gliederung der Arbeit

In den beiden folgenden Kapiteln 2 und 3 gebe ich eine Einfiihrung in die Stringtheorie. In
Kapitel 2 werden an Hand der bosonischen Stringtheorie die wichtigsten Prinzipien und Ei-
gentiimlichkeiten von Stringtheorien erldutert: Die verschiedenen Methoden der Quantisierung,
das Auftreten von Anomalien, die die Zahl der Raum—Zeit—Dimensionen fixieren, die Beschrei-
bung von Wechselwirkungen mit Hilfe von Vertexoperatoren, die Charakterisierung klassischer
Lésungen durch zweidimensionale konforme Feldtheorien und der Zusammenhang zwischen
Stringtheorien und der Gravitation. In Kapitel 3 werden die fiir fermionische Stringtheorien
notigen Modifikationen beschrieben. Dabei spielt die Supersymmetrie eine Schliisselrolle. In
Kapitel 4 wird die Kompaktifizierung auf Tori zunéchst an Hand der bosonischen Theorie be-
schrieben. Die Kompaktifizierung fithrt auf einem natiirlichen Weg zu nichtabelschen Eichsym-
metrien. Weitere Aspekte sind die Dualitatssymmetrie zwischen grofien und kleinen Radien,
der Higgs—Effekt und das Auftreten von Kac-Moody—Algebren. Zugleich werden alle Hilfsmit-
tel eingefithrt, die man zur Konstruktion heterotischer Stringtheorien, zunichst in 10, dann
in 4 Raum-Zeit-Dimensionen bendtigt. Am Ende gebe ich einen Uberblick iiber die bisher
in der Literatur dokumentierten Resultate in Bezug auf toroidale Kompaktifizierungen der he-
terotischen Stringtheorie und stelle die dabei offen bleibenden Fragen zusammen. In Kapitel
5 priasentiere ich dann die Ergebnisse meiner Untersuchungen zu diesen Fragen. Dabei wird
mit Hilfe mathematischer Hilfsmittel aus der Theorie der Lie-Algebren ein systematisches und
konstruktives Verfahren beschrieben und in mehreren Beispielen angewendet, das den Zusam-
menhang zwischen den Hintergrundfeldern und der Eichgruppe transparent macht. Der Zusam-
menhang mit der sogenannten Verschiebungsvektor-Methode wird aufgeklirt. In Kapitel 6 gebe
ich einen Uberblick iiber die Konstruktion vierdimensionaler heterotischer Stringtheorien mit
Hilfe getwisteter toroidaler Randbedingungen und erldutere, wann diese Konstruktion als Kom-
paktifizierung auf einem sogenannten Orbifold interpretiert werden kann. Es folgt eine syste-
matische Darstellung des Zusammenhanges zwischen Orbifolds, Lie-Algebra—Automorphismen
und getwisteten Kac-Moody—Algebren. Dieser Teil ist ausfiihrlich gehalten, weil die darin zu-
sammengefaiten Ergebnisse in der Literatur auf etwa ein Dutzend Arbeiten verstreut sind,
wodurch die Zusammenhinge ziemlich im dunkeln bleiben. Insbesondere gebe ich eine ein-
fache Realisierung fiir getwistete Versionen von affinen Kac-Moody—Algebren mit Hilfe von
Vertexoperatoren an, die leicht zu finden ist, in der mir bekannten Literatur aber nirgendwo
vollstandig durchgefiithrt wurde. Abschlieflend fasse ich den bisherigen Kenntnisstand iiber die
Rolle von Hintergrundfeldern in Orbifold-Kompaktifizierungen zusammen. In Kapitel 7 werden
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die allgemeinen Konsistenzbedingungen zwischen einem symmetrischen Twist und den Hinter-
grundfeldern hergeleitet. Dann werden sie fiir ein etwas eingeschréanktes Problem gelést und
geometrisch interpretiert. Der Zusammenhang zwischen der Eichgruppe und kontinuierlichen
und diskreten Wilsonlinien wird an Hand eines Beispiels illustriert, bei dem fiir zwei neun-
dimensionale Teilrdume des Moduliraumes der Zs—Orbifolds die realisierbaren FEichgruppen
klassifiziert werden. In Kapitel 8 werden die Ergebnisse der Arbeit zusammengefafit. Nach ei-
nem Uberblick iiber die anderen Methoden der Konstruktion vierdimensionaler Stringtheorien,
konnen sie in die gegenwartige Forschungssituation eingebettet werden. Abschliefend werden
mogliche Anwendungen und Verallgemeinerungen vorgeschlagen.

Um die Arbeit weitgehend selbstkonsistent zu machen, habe ich in den drei Anhéngen die
wichtigsten mathematischen Hilfsmittel zusammengestellt. Von zentraler Bedeutung ist die
Theorie der Lie-Algebren, sowohl die der endlich—dimensionalen, als auch die der Kac-Moody—
Algebren. Dieser Anhang ist ausfiithrlich gehalten, da die benétigten Ergebnisse aus mehreren
Quellen zusammengesucht werden miissen. Insbesondere werden die in der Arbeit verwendeten
Konventionen erldutert und ihr Zusammenhang mit anderen in der Literatur {iblichen Kon-
ventionen offengelegt. In Anhang A werden die an verschiedenen Stellen benétigten Begriffe
Kozykel und zentrale Erweiterung erlautert. Anhang C enthalt die fiir die Arbeit notwendigen
Informationen {iber euklidische und pseudoeuklidische Gitter.
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KAPITEL 1.

EINLEITUNG



Kapitel 2

Bosonische Stringtheorien

In diesem Kapitel werden die wichtigsten Konzepte und Methoden der Stringtheorie eingefiihrt!.
Dies geschieht am Beispiel der bosonischen Stringtheorie, die, wie der Name andeutet, nur
bosonische Zustédnde besitzt. Kompliziertere Stringtheorien, die auch Fermionen beschreiben,
kénnen als Verallgemeinerungen der bosonischen Theorie unter Hinzunahme eines weiteren
Prinzips, der Supersymmetrie, konstruiert werden. Es ist daher vorteilhaft, zundchst die einfa-
chere bosonische Theorie zu studieren.

2.1 Klassische bosonische Strings

2.1.1 Die Weltfliche

Als erstes soll ein knapper Abrifi der klassischen relativistischen Mechanik eines eindimensio-
nalen Objektes, eines Srtings (einer Saite), gegeben werden, der sich ohne Wechselwirkung
im flachen D-dimensionalen Minkowski-Raum M” bewegt. Es werden natiirliche Einheiten
verwendet (¢ = h = 1); der metrische Tensor wird in der Stringtheorie (wie auch in der Gravita-
tionstheorie, aber im Gegensatz zu den in der Elementarteilchenphysik iiblichen Konventionen)
als

-1
(77;“/) = 1 (21)

gewihlt?. Ein String wird durch eine parametrisierte Kurve
X6 Xo), ce0,n],i=1,...,D—1, (2.2)
beschrieben. Es konnen sowohl geschlossene Strings,
Xi(o+7m) = X'(o), (2.3)

als auch offene Strings, bei denen Anfangs- und Endpunkt verschieden sind, betrachtet werden.
Beobachter in einem Inertialsystem kénnen einen String zur Zeit ¢ durch die Vierervektoren

X = (t,X'(c,t)), o€l0,7], (2.4)

charakterisieren. Durch die Zeitentwicklung ergibt sich eine Fliche, die verallgemeinerte Welt-
linie oder Weltfliche (world-sheet) des Strings. Um zu einer kovarianten Formulierung zu
gelangen sind zwei Verallgemeinerungen noétig:

INeben dem Standard-Lehrbuch [1] eignen sich auch [2],[3],[4] als Einfiihrungen in die Stringtheorie.
?Man beachte, dafl in dieser Metrik zeitartige GréBen, z.B. der Impuls, ein negatives Normquadrat haben.

11
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1. Die Beschreibung der Weltflache soll manifest Poincaré-invariant, und nicht nur
Rotations— und Translationsinvariant sein. Durch einen Lorentzboost geht die Nullkom-
ponente des Vierervektors (2.4) in eine Funktion X® von o und ¢ iiber. Diese Form ist
dann Poincaré—kovariant.

2. Vom geometrischen Standpunkt ist es natiirlich, { durch einen mit o gleichberechtigten
Flachenparameter 7 zu ersetzen. Die Beschreibung der Flache wird dadurch kovariant
beziiglich Reparametrisierungen. Da die Weltfliche aber in jedem Punkt eine raumartige
und eine zeitartige Tangente haben muf}, wird vereinbart, dal ¢ eine raumartige, 7 eine
zeitartige Koordinate ist:

. L . OXH
X?=XFX, <0, X*:= 5 TE (=00, 00), (2.5)
OXH
2 _ —
X/ = X/NXL > 0, X/N = 8—0" o € [0,71']. (26)

Die beziiglich der Raum—Zeit und beziiglich der Weltfliche kovariante Beschreibung der Tra-
Jektorie eines Strings ist also gegeben durch ein D—tupel von Abbildungen,

X:2—M: (0,1)—X(o,7) = (XO(O',T),...,XD_l(O',T)). (2.7)

Der Definitionsbereich dieser Abbildungen kann als eine abstrakte zweidimensionale reelle C'*°—
Mannigfaltigkeit 3 aufgefalSt werden. Sie besitzt die Topologie eines unendlichen Streifens
R x I bzw., bei geschlossenen Strings, die eines unendlichen Zylinders R x S'. Das Bild dieser
Mannigfaltigkeit unter X beschreibt ihre Einbettung in den D—dimensionalen Minkowski-Raum
und damit die Bahn eines Strings.

Die spezielle Parametrisierung (2.4) erhilt man durch die Forderung, dal X°(o, 7) gleich der
in einem bestimmten Inertialsystem gemessenen Zeit ¢ ist, die zugleich als zeitartige Koordinate

auf der Weltflache dient.

2.1.2 Die Nambu—-Goto—Wirkung
Auf der eingebetteten Flache wird durch die Minkowski-Metrik n,, die Metrik

hag(T,0) = 0 XH(1,0)03 X" (T, 0) N (2.8)

induziert. Dabei beziehen sich die Indizes «, 8 = 0,1 auf die Weltflache, die Indizes p,v =
0,...,D — 1 auf die Raum—Zeit. Mit Hilfe der induzierten Metrik kénnen ein Fldchenelement
auf und damit der Flacheninhalt der Weltflache definiert werden. Da das Wirkungsfunktional
fiir ein freies relativistisches Punktteilchen durch die Linge seiner Weltlinie (multipliziert mit

der Masse) gegeben ist, ist es naheliegend, als Wirkung fiir einen freien relativistischen String
die Nambu—-Goto—Wirkung [65], [43]

Sye = T/./_ det(has) = T/dadr\/(X~X’)2 (X)X (2.9)

zu postulieren. Weil das Integral gerade den Flidcheninhalt der Weltfliche liefert, hat der
Parameter 7" die Dimension Energie zum Quadrat oder Energie pro Lange und wird als String-
spannung interpretiert. Er ist der einzige fundamentale Parameter der Theorie.

Die Nambu—-Goto-Wirkung ist sowohl invariant unter Reparametrisierungen der Weltflache
als auch unter Poincaré-Transformationen der Raum-Zeit. Daraus ergibt sich die folgende
Komplikation: Bildet man die zu den Koordinaten X* kanonisch konjugierten Impulse

oL — 7Y — Y N2 212
=T, (o) L=Ty/(X - X)? - (X)2X7, (2.10)

so sind diese nicht unabhangig, sondern es gilt die Identitat

I,(r,o) =

-1+ 72X’ - X' = 0. (2.11)
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Da keine 7-Ableitungen auftreten, ist dies keine Bewegungsgleichung, sondern eine
Zwangsbedingung?®. Aus ihr folgt unmittelbar, daff die Lagrangedichte L singuldr ist, d.h.
die zugehorige Hamiltondichte verschwindet:

H=I-X—-1=0. (2.12)

Singulidre Lagrangedichten und Zwangsbedingungen treten in der Mechanik und Feldtheorie
typischerweise dann auf, wenn der Wunsch, Symmetrien (relativistische Kovarianz, Repara-
metrisierungsinvarianz oder Eichsymmetrien) manifest zu machen, um den Preis redundanter
Freiheitsgrade erkauft wird [127]. Durch die Zwangsbedingung kommt zum Ausdruck, dafl der
physikalische Phasenraum ein echter Teilraum des zur kovarianten Beschreibung des Systems
benutzten Phasenraumes ist.

Bemerkung: Das vielleicht einfachste Beispiel fiir diesen Sachverhalt ist das freie relativistische
Teilchen [2]. Eine manifest Poincaré-invariante Beschreibung beziiglich der Raum-Zeit und repara-
metrisierungsinvariante Beschreibung beziiglich der Weltlinie (mit Kurvenparameter 7) ist durch die

Wirkung
S = /LdT = m/ \/ —x2(t)dr, x= (xo,f) (2.13)

gegeben. Hier ist der kanonische Impuls gleich dem kinetischen und die Zwangsbedingung ist gerade
die Massenschalenbedingung

H=p*’+m’=0. (2.14)
Will man eine nicht—singulare Lagrangedichte, so mufl man auf die Kovarianz verzichten: Da die kova-
riante Lagrangedichte homogen vom Grade 1 in den Koordinaten ist, liegt es nahe, durch Ubergang zu
homogenen Koordinaten eine Koordinate zu eliminieren [94]. Man wahlt etwa #° = t als Kurvenpara-
meter und erhilt die nicht-kovariante Wirkung

S':/L'dt:m/\/l—{?dt, 7= Ccll—”;. (2.15)

Der kanonische Impuls beziiglich dieser Wirkung (mit fixierter Parametrisierung) besteht aus den raum-
lichen Komponenten § des relativistischen Impulses, die Hamiltondichte ist gerade dessen Nullkompo-
nente, also die Energie:
' [ i m 0
H=p.-v—-L Vit p E. (2.16)
Auf die physikalische Interpretation der Zwangsbedingungen beim relativistischen String werde ich
spéter (in Abschnit 2.2) ausfithrlich eingehen. Weitere Beispiele fiir Systeme mit Zwangsbedingungen

(constrained systems) sind die allgemeine Relativitdtstheorie und die lokalen Eichtheorien [127].

2.1.3 Die Polyakov—Wirkung

Die Einfiihrung der Polyakov—Wirkung erm&glicht es, die Stringtheorie mit den Methoden der
(zweidimensionalen) Feldtheorie zu behandeln. Fafit man nicht die Minkowski-Raum-—Zeit,
sondern die abstrakte Weltflachen—-Mannigfaltigkeit ¥ als das priméare Objekt auf, so sind
die Koordinaten X*#(r, o) Skalarfelder auf dieser Mannigfaltigkeit, deren Wertebereich (tar-
get space) der Minkowski-Raum ist. Vom Standpunkt der Weltfliche aus betrachtet ist die
Poincaré-Symmetrie des Minkowski—Raumes eine globale innere Symmetrie. Fiihrt man auf
der Weltflache eine intrinsische (pseudo-) Riemannsche Metrik gog(7, o) ein, so wird sie zu
einer (pseudo-) Riemannschen Mannigfaltigkeit, d.h. physikalisch gesprochen zu einer zweidi-
mensionalen Raum—Zeit, mit der Metrik als Gravitationsfeld*. Die natiirliche Wirkung fiir die

3Dirac bemerkte als erster, dafl die Analyse von Zwangsbedingungen mechanischer und feldtheoretischer
Systeme fiir die Definition der quantisierten Theorie wesentlich ist. Der von ihm entwickelte Formalismus
[100] wurde von einer Vielzahl von Autoren auf Eichtheorien [113] und geometrische Theorien (relativistisches
Punktteilchen, relativistischer String, allgemeine Relativitétstheorie) angewendet [127] und weiterentwickelt [94],
[101], [102]. Fiir eine allgemein Einfiihrung in die ,,constrained dynamics* siehe [127].

4Vergleicht man die geometrische Struktur der Gravitationstheorie mit der von Eichtheorien [106], so erscheint
es angemessen, den Kriimmungstensor als Gravitationsfeld, die Zusammenhangsform (Christoffel-Symbole) als
Gravitationspotential zu bezeichnen. Da in dieser Arbeit aber fast immer die Metrik auftritt, bezeichne ich sie
als Gravitationsfeld.
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Skalarfelder ist dann die Polyakov—Wirkung [73]

T
Sp = E/deU\/ﬁgo‘ﬁﬁaXuﬁﬁX”nW, (2.17)

mit
(9°°) = (gap) ™" und g = | det(gap)|- (2.18)

An dieser Stelle liegt es nahe, zur Wirkung einen Einstein—Hilbert— Term

SEH :/deO'\/gR (219)

zu addieren, der die Dynamik des Gravitationsfeldes beschreibt (R ist dabei der der Metrik
zugeordnete Kriimmungsskalar). In zwei Dimensionen ist dieser Term aber eine Konstante,
genauer eine topologische Invariante der Mannigfaltigkeit, und zwar ein Vielfaches der Euler—
Zahl [1]. Zweidimensionale klassische Gravitationsfelder sind daher nicht dynamisch und die
Polyakov—Wirkung beschreibt Skalarfelder in einem , Hintergrund“-Gravitationsfeld. Die Be-
wegungsgleichung fiir g.gs, die sich durch Variation der Polyakov-Wirkung ergibt, enthélt keine
Zeit—Ableitung und ist daher eine Zwangsbedingung:

dS

M—“Z =0 gop = hap. (2.20)
Die Polyakov—Wirkung wird beziiglich der intrinsischen Metrik extremal, wenn diese mit der
induzierten iibereinstimmt. Benutzt man dies, um g.g aus der Polyakov-Wirkung zu eliminie-
ren, so erhilt man die Nambu-Goto—Wirkung, d.h. beide Wirkungen beschreiben die gleiche
Physik [1]. Der Vorteil der Polyakov—Wirkung ist, dafl sie die Gestalt einer freien zweidimen-
sionalen Feldtheorie hat. Insbesondere eignet sie sich fiir die Pfadintegralquantisierung, da die
zugehorige Zustandssumme beziiglich der Koordinatenfelder auf ein Gaufisches Integral fiihrt.

Indem der geometrische Standpunkt durch den feldtheoretischen ergénzt wird, ergeben sich

neue Einsichten in die Struktur der Theorie. Die Grofle

2 §Sp
T fg 6g°P

ist z.B. gerade der Energie-Impuls—Tensor der zweidimensionalen Feldtheorie®. Sein Verschwin-
den laut Gleichung (2.20) bedeutet nicht, dal die betrachtete Theorie trivial ist, denn die
Gleichung gilt nicht im gesamten Phasenraum, sondern stellt eine Nebenbedingung dar, die
zusitzlich zur dynamischen Bewegungsgleichung dSp/6X#* = 0 erfiillt sein muf}. Das Ver-
schwinden des Energie-Impuls—Tensors in diesem ,,schwachen® Sinn ist die notwendige Folge
einer Symmetrie der Polyakov—Wirkung, ndmlich der Reparametrisierungsinvarianz.

Neben der Invarianz unter Reparametrisierungen und globalen Poincaré-Transformationen,
die die Polyakov—Wirkung mit der Nambu—Goto-Wirkung teilt, besitzt sie noch eine weitere
Symmetrie, ndmlich die unter Weyl-Transformation, d.h. unter ortsabhidngigen Skalentransfor-
mationen der Metrik

0)

1 .
= 0aXH 05X, = 50050700, X105, 294 (2.21)

Gap(T,0) = g;ﬁ(r, o) = exp(A(T,0))gas(T, 0). (2.22)

Diese Transformationen werden auch als konforme Transformationen bezeichnet. Es handelt
sich dabei um aktive Transformationen, die die metrische Struktur der WF-Mannigfaltigkeit
dndern, indem Langen lokal reskaliert werden, aber die konforme Struktur (die Winkel) re-
spektieren. Sie sind zu unterscheiden von den konformen Koordinatentransformationen, d.h.
denjenigen Koordinatentransformationen,

T,O—T,0, (2.23)

5In der Feldtheorie wird der Energie-Impuls—Tensor meist mit Hilfe des Noether—Theorems definiert [98]. Die
hier verwendete Definition ist allgemeiner und wird in der Gravitationstheorie [114] und in der Feldtheorie in
gekriimmten Rdumen [97] verwendet. Im flachen Raum unterscheiden sich beide Definitionen héchstens um eine
totale Ableitung. Der ,normale“ feldtheoretischen Energie—-Impuls—Tensorist im allgemeinen nicht symmetrisch,
der hier verwendete ist es per definitionem.
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die die koordinatenabhéangige Darstellung der Metrik gemafl

ga,@(T, U) - gocﬁ (?’ 5-) = eXp(A(T, U))gaﬁ(T, U) (2'24)

andern. Aus der Weyl-Invarianz der Polyakov—Wirkung folgt, ohne Benutzung der Bewegungs-
gleichungen, die Spurfreiheit des Energie-Impuls—Tensors

Spur(T) = g** T, = 0. (2.25)

Die Weyl-Invarianz der Polyakov—Wirkungstellt eine Auszeichnung der Stringtheorie gegeniiber
Theorien mit Punktteilchen, Membranen und héher-dimensionalen ausgedehnten Objekten dar:
Wirkungen vom Polyakov—Typ kann man fiir beliebige ,,p-Branen® (p = 0,1, 2, ...) formulieren,
aber nur fiir Strings (p = 1) ist die Wirkung nicht nur Poincaré- und Reparametrisierungs—
invariant sondern auch noch Weyl-invariant. Stringtheorien bieten also ein Maximum an Sym-
metrie [1].
Bemerkung: Konforme Invarianz in klassischen Feldtheorien.

Bei der Diskussion der konformen Invarianz ist es wichtig, zu unterscheiden, ob man sich im flachen oder
im gekrimmten Raum befindet, und ob man eine klassische oder eine quantisierte Theorie untersucht.
Wir betrachten zunéchst ein klassisches, masseloses Skalarfeld ® in der gekrimmten d-dimensionalen
Raum—Zeit, mit der in ® bilinearen Wirkung

S = /ddx\/g(g“”a@ay@ + ¢RD?). (2.26)

Diese ist genau dann konform invariant, wenn gilt [97]:

_1d-2

Konforme Invarianz in d > 2 Dimensionen erfordert also eine nichttriviale Kopplung an den
Krimmungsskalar R. (Fir eine geometrische Interpretation als Theorie d — 1-dimensionaler Objekte
braucht man aber § = 0, daher ist nur die Stringtheorie Weyl-invariant.) Im flachen d-dimensionalen
Minkowski—-Raum reduziert sich die Wirkung auf die eines freien masselosen Skalarfeldes

S = /ddxa,@a“@, (2.28)

die fiir beliebiges d konform invariant ist [119], [60]. Ahnliche Unterschiede gibt es beim masselosen
Spin—1-Feld, das im gekriimmten Raum nur in 4 Dimensionen konform invariant ist [97].

Eine konform invariante physikalische Theorie ist insbesondere skaleninvariant; in einer konform
invarianten Welt sind Langen rein konventionelle Gréflen, nur die konforme Struktur ist observabel,
nicht die metrische. Durch die Einfithrung von Massentermen wird die Skaleninvarianz und damit die
konforme Invarianz explizit gebrochen. Dies 143t sich an der Spur des Energie-Impuls—Tensors ablesen,
die daher auch als konforme Anomalie bezeichnet wird. Jede massive Theorie enthilt einen observablen
Langenparameter (die inverse Masse) und ist somit sensitiv fiir die metrische Struktur der Raum—Zeit.
In der Stringtheorie sind die konforme und metrische Struktur der Weltflache reine Hilfskonstruktionen
und nicht observabel. Die Weyl-Invarianz ist aber eine wichtige zusdtzliche Symmetrie, die dazu
fithrt, dafl die klassischen Losungen der Stringtheorie konforme Feldtheorien sind. (Siehe Abschnitte
2.2.4, 2.3.1 und 2.4.3; dort werden auch die durch die Quantisierung einer konformen Feldtheorie
hinzukommenden Aspekte behandelt.)

Dimensionsanalye

Das Skalenverhalten physikalischer Groflen wird durch die Zuordnung einer Dimension beschrie-
ben. Einer Grofle, die beziiglich Skalentransformation eine homogene Funktion vom Grade n ist,
wird die Dimension (Lange)™ zugeordnet. Dieser Dimensionsbegriff fallt (auf klassischem Ni-
veau) mit dem der Dimension im Sinne eines Einheitensystems zusammen, wenn manc = A = 1
setzt. Die Wirkung ist dann dimensionslos, wihrend Massen die Dimension einer inversen Lénge

haben.
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In der Stringtheorie treten zwei Arten von Skalentransformationen, damit zwei Dimensions-
begriffe auf. Betrachtet man Skalentransformationen der Raum—Zeit-Koordinaten X# (geome-
trischer Standpunkt), so sind die Weltflachenkoordinaten dimensionslos, wiahrend die Stringko-
ordinaten die Dimension Linge haben. Um die Wirkung dimensionslos zu machen, mufl daher
die Stringspannung die Dimension einer inversen Flache, bzw. Energie pro Lange haben. Im
feldtheoretischen Formalismus wird die Weltfliche als zweidimensionale Raum—Zeit betrachtet;
man betrachtet Skalentransformationen der Weltflichenkoordinaten, die also die Dimension
Lange haben. Die Raum—Zeit—-Koordinaten sind Skalarfelder und damit in zwei Dimensionen
(naiv®) dimensionslos. Die Stringspannung ist ein dimensionsloser Vorfaktor der Wirkung.

2.1.4 Die Bewegungsgleichungen

Da die Polyakov—Wirkung unter drei lokalen (d.h. ortsabhingigen) Transformationen, ndmlich
den Reparametrisierungen
T 7(r0), c—=5(r0) (2.29)
und den Weyl-Transformationen ist, kann man die Weltflichenmetrik gos(7, o) lokal (d.h. in
einer Umgebung jedes beliebigen Punktes”) auf die Form einer zweidimensionalen Minkowski—
-1
Metrik 74 = transformieren [1]. Man iibernimmt die in Eichtheorien iibliche

1

Terminologie und bezeichnet diese Parametrisierung als die kovariante Eichung. Die eichfi-
xierte Wirkung ist [1]

T
Spov = E/drda NP0, X" 05X, (2.30)
Die zugehérige Euler-Lagrange—Gleichung ist eine zweidimensionale Wellengleichung;:
dSkov 0? 0?
=0=0x*" =(—5%+— ) X* =0. 2.31
oy, =) ( 572 T g07) X' (1) (2:31)

Zunichst sei betont, weil dies nicht offensichtlich ist, daBl man das gleiche Ergebnis erhilt,
wenn man zuerst die eichinvariante Polyakov- oder Nambu—-Goto-Wirkung variiert und dann
die kovariante Eichung wahlt [82]. Die eichfixierte Wirkung ist aber nur dann der eichinvari-
anten Wirkung dquivalent, wenn man gleichzeitig die Zwangsbedingung T,5(7, o) = 0 (also die
Bewegungsgleichung des durch die Eichfixierung eliminierten Feldes) fordert.

Vom geometrischen Standpunkt ist die Bewegungsgleichung aus folgendem Grund plausibel:
Aus der Differentialgeometrie ist bekannt, dafi Minimalflichen dadurch lokal charakterisiert
werden, dafl sie harmonisch sind [142]; das Minkowski-Raum—Analogon dieser Eigenschaft ist
Jja gerade die Wellengleichung.

Randbedingungen

Bei der Variation der eichfixierten Wirkung treten auch Randterme auf. Im Falle offener Strings
verschwinden sie bei der Wahl der natiirlichen Randbedingungen

X" =0, firc =0, . (2.32)

Da X’ der Impulsflufl auf der Weltflache ist, garantiert diese Bedingung die Impulserhaltung an
den Randern der Weltfliche. Fiir geschlossene Strings folgt das Verschwinden der Randterme
aus den periodischen Randbedingungen

XH(r,0) = X*(r 0+ 7). (2.33)

6In einer quantisierten Theorie ist das Skalenverhalten im allgemeinen anders als in der klassischen. Dies
wird dann durch anomale Dimensionen beschrieben. Die Raum—Zeit—-Koordinaten X # haben in der quantisierten
Theorie iiberhaupt kein definiertes Skalenverhalten mehr (siehe 2.4.1).

"Fiir einen Zylinder oder Streifen gilt das offensichtlich auch global, d.h. auf der ganzen Weltflichen—
Mannigfaltigkeit. Spéter werden wir aber andere Weltflichen betrachten miissen, die nicht intrinsisch flach
sind und diese Eichung nur lokal zulassen.
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Die allgemeine Losung der zweidimensionalen Wellengleichung ist die Summe zweier belie-
biger (hinreichend glatter) Funktionen in den Lichtkegel-Koordinaten 7+ o

XH(ryo)=XE(r—0)+ XF(T+0). (2.34)

Im Falle geschlossener Strings braucht man Losungen mit periodischen Randbedingungen und
findet durch einen Fourier—Ansatz:

XH(r,o) = x* + PpPr 4+ 4= lZa“ —2in(r-0) lZa“ —2in(r+0o) (2.35)
n#0 n#0
Xp(r—o) = 1gv“—l—ll2 (t—0) —lZ—a“ —2in(r-o) (2.36)
B 2 2
n#0
Xi(r+o0)= lx“ + l12 H(r+ o) —ZZ —oz“ —2in(r+o), (2.37)
L 2 2 i

Man beachte, dafl in 7—Richtung keine Randbedingungen zu erfiillen sind; daher ist ein in 7
linearer Term zuléssig. Die hier gewiahlte Parametrisierung der Losung ergibt sich aus der im
folgenden erlduterten physikalischen Interpretation.

e ' ist der Ort des Schwerpunktes des Strings zur Weltflichenzeit 7 = 0:
re(r=0)= / XH(r=0,0)do = z". (2.38)

o p* ist der Gesamtimpuls des Strings. Aus der Translationsinvarianz der Polyakov—
Wirkung (beziiglich des Minkowski-Raumes) ergibt sich der erhaltene Gesamtimpuls P#
nach der Noether-Methode [1]:

Pt = / X“ (r,0)do = p¥, mit I* = (2.39)

7T

Der durch die Stringspannung 7" ausdriickbare fundamentale Laingenparameter [ wurde
in die Lésung eingefiigt, um p* die Dimension eines Impulses zu geben. (7 ist in der
Raum-Zeit-Interpretation dimensionslos!) Durch die Setzung | = & = ¢ = 1 erhilt
man ein Einheitensystem in dem alle physikalischen Groflen Vielfache von fundamenta-
len Naturkonstanten sind. Darauf kommen wir zuriick, wenn Stringtheorien spiter als
(Quanten-)Gravitationstheorien interpretiert werden sollen (siehe 2.3.3).

e Der Schwerpunkt des Strings bewegt sich auf einer Geraden
1 ™
rs(r) = —/ XH(r,0)do = " + p*IT. (2.40)
T™Jo

Dies entspricht der Bewegung eines freien relativistischen Teilchens.

e Die nichtkonstanten, periodischen Terme beschreiben Schwingungen, genauer entkoppelte
rechts- und linkslaufende Wellen auf dem String. Ein relativistischer String muf} offen-
sichtlich schwingen, da es keinen relativistischen starren Kérper geben kann. Aus der
Realitat von X* folgen die Beziehungen

=a_,, 4, =d&_, (2.41)

zwischen den Fourierkoeffizienten. Die hier gew&dhlte Parametrisierung entspricht der
in der Stringtheorie iiblichen Konvention. Insbesondere werden die Fourierkoeflizienten
durch Herausziehen eines Faktors [ dimensionslos gemacht.
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Die Losung der Bewegungsgleichung fiir offene Strings kann man durch formale Verdopplung
des Definitionsbereiches von ¢ aus der des geschlossenen Strings extrahieren [1]. Es ergibt sich

1 .
Xt =gt 4 Pprr 4+ il E —ale™ cosno. (2.42)
n
n#0

Hier iiberlagern sich links- und rechtslaufende Wellen zu stehenden Wellen.
Aus der Invarianz der Polyakov—Wirkung unter Lorentz—Transformationen folgt die Erhal-
tung (d.h. Divergenzfreiheit) des relativistischen Drehimpulstensors [1]

JH = T/ do(XFXv — XHXY). (2.43)
0

Die relativistische Drehimpulserhaltung bedeutet Erhaltung des Drehimpulses und ,, Erhaltung®,
d.h. freie Bewegung, des Schwerpunktes [124]. Indem man eine geeignete rotierende String-
konfiguration betrachtet, kann man zeigen, dafl T tatséchlich die Stringspannung, d.h. die pro
Lingeneinheit gespeicherte Energie ist [1]. Die Betrachtung einer anderen Konfiguration lehrt,
daf der maximale mégliche totale Drehimpuls eines Strings proportional zum Massenquadrat®
ist [1]:

(2.44)

Jyax = o’'m?, mit o = —.
’ 2nT

Die Grofie o wird als Regge-Parameter (Regge slope) bezeichnet. Da das Spektrum der Ha-
dronen in einer gewissen Naherung ein Regge—Verhalten zeigt, kann man Stringtheorien als

(effektive) Theorien der starken Wechselwirkung zwischen Hadronen benutzen. Dies war histo-
risch auch der AnlaB zu ihrer Entdeckung [1].

2.1.5 Die Zwangsbedinungen

Wir kommen nun zur Diskussion der Zwangsbedingungen
Top(r,0) =0, (2.45)

die zusdtzlich zu den dynamischen Bewegungsgleichungen erfiillt werden miissen. Zunéchst ist
klar, daff der zweidimensionale Energie-Impuls—Tensor 7,5 unabhéngig von den Bewegungs-
gleichungen symmetrisch und spurfrei ist:

NP Top =0, Tup = Tpa. (2.46)

Dadurch reduziert sich die Zahl der unabhédngigen Komponenten auf zwei. Auflerdem folgt aus
der Invarianz der Wirkung unter zweidimensionalen Translationen, d.h. unter Translationen
der Weltflachenparameter 7 und o, dafi der Energie-Impuls—Tensor erhalten ist:

9%Tys = 0. (2.47)

Wertet man diese Relationen beziiglich der Lichtkegelkoordinaten o =

zwel Komponenten, die jeweils nur Funktionen einer Variablen sind:

T =+ o aus, so hat T},

1
Ty =Ty (o), <T++ = 5 (Too +T01)) : (2.48)

T__ =T _(c7), (T__ = %(T00 - Tm)) . (2.49)

8 Masse ist dabei die Gesamtenergie im Ruhesystem. Eine Formel fiir die Masse wird im n#chsten Abschnitt
angegeben.
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Bei geschlossenen Strings sind diese Komponenten, wenn man Losungen der Bewegungsglei-

chungen einsetzt (,on shell“) periodisch in ¢ und in 7 und damit auch in ot. Aus jeder

Komponente kann man daher unendlich viele Erhaltungsgrofien konstruieren [1]:

QN = [ dof(e T (o) mit £(2) = J(o + ) (250)

0

denn aus der Periodizitdt von f und T34 folgt

d
—Q=0. (2.51)

Ublicherweise wihlt man die Erhaltungsgrofien als Fourierkomponenten des Energie-Impuls—
Tensors zur Weltflichen—Zeit 7 = 0: Fiir geschlossene Strings erhidlt man mit

T ..
f(z) = fm(z) = 562”’”, meZ (2.52)
die Erhaltungsgrofien
r " —2imo 1 EOO
Lm = 5/0 (& T _do= Hn:_ooam_n sy, M E Z, (253)
T T (" imo 1 . 5 5
Ly = 5/0 e? T+_|_d0' = ang_ooam_n cQy, mE L. (254)

Bei offenen Strings koppeln die rechts- und linkslaufenden Freiheitsgrade iiber die Randbedin-
gungen und es gibt nur eine Familie von Erhaltungsgrofien:

. . 1 &
Ly = T/do-(elmaT++ +eTT_ ) = 1 Z Qn * Q. (2.55)

Aus der Realitit des Energie-Impuls—Tensors folgt:
L =L_pmund L7, = L_,,. (2.56)

Damit ist zweierlei gezeigt. Zum einen folgen aus dem Verschwinden des Energie-Impuls—
Tensors unendlich viele Bedingungen an die Losungen der dynamischen Bewegungsgleichungen:

Lyn=1Ln=0 mez (2.57)

Zweitens sind diese Bedingungen mit der Zeitentwicklung vertrédglich, da es sich um Erhal-
tungsgréffen handelt. Es macht daher Sinn, sie als Anfangsbedingungen zu stellen, denn sie
sind genau dann immer erfiillt, wenn sie zu irgend einer Zeit erfiillt sind.

Das Auftreten der unendlich vielen Erhaltungsgréfien Ly, hingt mit einer Symmetrie der
eichfixierten Wirkung zusammen [1]: Die Wirkung Sk, ist zwar nicht mehr unter beliebigen
Reparametrisierungen invariant, aber immer noch invariant unter Reparametrisierungen der
Form

ot =5t =5T(ct), 67 =G5 =5 (07), (2.58)

wenn diese mit einer geeigneten Weyl-Transformation kombiniert werden. Diese Reparame-
trisierungen sind nadmlich konforme Koordinatentransformationen d.h., sie dndern die Metrik
nur um eine positive Funktion und durch die anschlieende Weyl-Transformation kann die Me-
trik wieder auf die Form 7.5 gebracht werden. Anders ausgedriickt: Die kovariante Eichung
ist keine vollstdndige Eichfixierung; es gibt noch eine Restsymmetrie unter konformen Trans-
formationen. In ein und zwei Dimensionen bilden die (lokalen®) konformen Transformationen

?Lokal bedeutet hier, daB8 die Transformation nicht global, d.h. auf der ganzen Mannigfaltigkeit, sondern nur
auf einer offenen Menge wohldefiniert sein mufi.
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im Gegensatz zu hoheren Dimensionen eine unendlich dimensionale Gruppe. Genauer gesagt
gilt folgendes: Die infinitesimalen konformen Transformationen {,,,m € Z in einer Dimension
erfiillen die unendlich—dimensionale Witt—Algebra

U, ln] =i(m —n)lmyn, myn €Z. (2.59)

In zwei Dimensionen erhélt man eine direkte Summe von zwei Witt—Algebren. Durch Expo-
nentiation infinitesimaler Transformationen erhilt man lokale konforme Transformationen, die
aber nicht notwendig global, d.h. auf der ganzen betrachteten Mannigfaltigkeit definiert sein
miissen. Ein typisches Beispiel fiir eine sogar in beliebiger Dimension konforme Transformation,
die keine Isometrie ist, ist die Raum—Inversion, bei der der Koordinaten—Ursprung ins Unend-
liche abgebildet wird. Im Zusammenhang mit globalen konformen Transformationen fiigt man
daher auf geeignete Weise unendlich ferne Punkte hinzu [60], [117].

Beispiel 1 In einer Dimension ist das Standard-Beispiel der Kreis S'. Parametrisiert man ihn
durch eine Winkelvariable @ € [0, 2], so werden die infinitesimalen konformen Transformationen

durch die Vektorfelder

o d
lm — ime 2 7 2.
e oy me (2.60)
erzeugt. In diesem Fall fiihren alle infinitesimalen Transformationen zu globalen Transforma-
tionen, d.h. die globale konforme Gruppe besteht aus allen Diffeomorphismen von S'. Der
eindimensionale Fall ist besonders einfach, weil die Metrik nur eine Komponente hat. Damit
sind alle global definierten Transformationen automatisch konform.

Beispiel 2 In zweil Dimensionen kann man bei euklidischer Metrik lokal komplexe Koordinaten
z = ¢+ 1y, Z = « — iy einfilhren. Aus der Funktionentheorie ist bekannt, daff gerade die
holomorphen und antiholomorphen Abbildungen konform sind'®. Die erzeugenden Vektorfelder
sind

Ly = zm+1%, Iy = zm+1%, meZ. (2.61)

Wohldefinierte globale Transformationen erhélt man auf der Riemannschen Zahlenkugel S? ~
C = CU{oo}. Die globale konforme Gruppe wird durch die Vektorfelder generiert, die sowohl
in 0 als auch in oo (anti-) holomorph sind. Dies ist fiir m = —1,0, 1 der Fall. Die Gruppe ist
Sl(2,C) [1].

Beispiel 3 Die lokalen konformen Transformationen im zweidimensionalen Minkowski—-Raum
sind die Diffeomorphismen in den Lichtkegelkoordinaten ¢ = 7+ ¢. Auch hier zerfillt die
Lie-Algebra der infinitesimalen konformen Transformationen in eine direkte Summe zweier
Witt—Algebren. Die globale konforme Gruppe, die auf der konformen Kompaktifizierung des
zweidimensionalen Minkowski-Raumes operiert ist SI(2, R) ®SI(2,R) [60]. Der Unterschied
zum euklidischen Fall ergibt sich dadurch, daf man jeweils verschiedene reelle Formen'! der
Witt—Algebra bzw. ihrer A;—Unteralgebra wéhlen muf.

Die Weltfliche R x St des geschlossenen Strings besitzt die gleichen infinitesimalen konformen
Transformationen wie der zweidimensionale Minkowski—Raum. Die erzeugenden Vektorfelder
sind
imot O ~ imo— O

| — 2imo — 2imo )

m= e dot’ T do=
Der Zusammenhang zwischen den infinitesimalen konformen Transformationen und den erhalte-
nen Fourier-Koeffizienten L,,, L,, des Energie-Impuls—Tensors ergibt sich folgendermafien: Die

(2.62)

10 Als antiholomorph bezeichnet man die Komposition einer holomorphen Abbildungen mit der komplexen
Konjugation.
I1Siehe Anhang B.1.4.
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Poisson-Klammern der Stringtheorie (sowohl als einer Theorie eines eindimensionalen Kontinu-
ums im Sinne der Mechanik als auch, was in Bezug auf die kanonische Struktur nur ein anderer
Name ist, als einer zweidimensionalen Feldtheorie) sind [127]:

o ” JA B B JA
(A, o), B(r, o)l = Zu: / do ((51_[“(7', o) 6 X, (T, 0") B OMIH (7, 0") 60X (T, 0'”)) - (2.63)

Dabei spielt ¢ die Rolle eines kontinuierlichen Index. Die L, erfiillen beziiglich dieser Poisson—
Klammern die Witt—Algebra

[Lon, Lnlp = i(m = n)Lomgn, [Lm, Ln]lp = i(m — 1) Ly (2.64)

und generieren daher die infinitesimalen konformen Transformationen der klassischen Observa-
blen.

Bemerkung: Die klassische konforme Gruppe in d > 2 Dimensionen [60], [117], [97].

In mehr als zwei Dimensionen gibt es wesentlich weniger infinitesimale konforme Transformationen,
weill die Bedingung, dafi die Metrik nur um einen multiplikativen Faktor geAndert werden darf, restrikti-
ver ist. Betrachtet man den R¢ mit einer Metrik vom Typ (p,q), p+q = d so erfiillen die infinitesimalen
konformen Transformationen die Lie—Algebra so(p+ 1,q+ 1). Im Falle eines d—dimensionalen Euklidi-
schen Raumes bzw. einer d-dimensionalen Minkowski-Raum—Zeit erhilt man speziell so(d+ 1,1) bzw.
so(d, 2). Wohldefinierte globale konforme Transformationen erhélt man auf 5% bzw. S9! x R. Die
globale konforme Gruppe ist SO(p + 1,9 + 1). Die zweidimensionale globale konforme Gruppe ergibt
sich als Spezialisierung mittels der lokalen'® Isomorphismen:

p=q=1:50(2,2) ~SO0(2,1) ©S0(1,2), SO(2,1) ~SO(1,2) ~ SI(2,R), (2.65)
p=2,g=0:50(3,1) ~ SI(2,C). (2.66)

Die Bedingungen an die Fouriermoden des Energie-Impuls—Tensors haben eine direkte phy-
sikalische Bedeutung. Zum Beispiel ergibt sich aus der Bedingung Ly = 0 fiir offene Strings

durch Auflésen nach dem Impuls p# und mit Hilfe der Massenschalenbedingung p? + M? = 0
eine Formel fiir die Masse M:

1
M?* = 57 D Cn O (2.67)
n#0

Fiir geschlossene Strings erhilt man auf die gleiche Weise aus Ly + Lo = 0:

M? = = D (acn - an + Gy - dn). (2.68)
n#0

Aus der Zwangsbedingung Ly — Lo=0 folgt, daf die links- und rechtslaufenden Anregungen
symmetrisch zur Masse beitragen. Da Ly — Ly der Generator der starren Translationen in o ist,
gibt es auch eine geometrische Interpretation: Auf einem geschlossenen String gibt es keinen
ausgezeichneten Punkt, die Wahl eines Koordinatenursprunges ist konventionell.

Die Bedeutung der anderen Virasoro-Bedingungen wird in Abschnitt 2.2.2 erlautert.

2.2 Die Quantisierung der bosonischen Stringtheorie

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der Stringtheorie und der ,,normalen® Quantenfeldtheo-
rie besteht darin, dafl in der Stringtheorie iiberwiegend der Formalismus der ersten Quantisie-
rung und nicht der der zweiten oder Feld—Quantisierung verwendet wird!3. Es ist daher an

121,0kal isomorphe Lie-Gruppen besitzen zwar die gleiche Lie-Algebra, kénnen sich aber um zentrale diskrete
Untergruppen und damit in ihren globalen topologischen Eigenschaften unterscheiden. Siehe auch Anhang B.1.5.

¥ Manche Autoren halten die Vorstellung, man miisse eine Quantentheorie durch die ,,Quantisierung® einer
klassischen Theorie definieren, fiir tiberholt [120], [108]. Bei der Aufstellung konkreter Theorien, insbesondere
in der relativistischen Quantentheorie, ist das Konzept der Quantisierung bisher aber nicht eliminierbar. Auch
in der Stringtheorie wird allgemein davon ausgegangen, dafl es sich um ein sinnvolles heuristisches Verfahren
zur Definition von Theorien handelt. Das beinhaltet aber keine Vorentscheidung in Bezug auf strittige Interpre-
tationsfragen der Quantentheorie, wie z.B. den Sinn der Begriffe Korrespondenzprinzip, klassischer Limes oder
Quantisierung [160], [161], [163].
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dieser Stelle niitzlich, sich die vier grundlegenden Quantisierungs—Verfahren in Erinnerung zu
rufen, die sich aus einer zweifachen Alternative ergeben. Die erste Wahlméoglichkeit besteht
darin, daBl man von einer Theorie der klassischen (relativistischen) Mechanik oder von einer
klassischen (relativistischen) Feldtheorie ausgehen kann. Die Entdeckung, daff man von bei-
den Startpunkten, also von physikalisch indquivalenten klassischen Theorien zur selben Quan-
ten(feld)theorie gefiihrt wird, wird gerne als Uberwindung des Teilchen-/Feld-Dualismus der
klassischen Physik gedeutet. Die zweite Wahlmoglichkeit besteht darin, fiir die klassische Theo-
rie den Hamilton- oder den Lagrange-Formalismus zu Grunde zu legen. Das erste fiilhrt zur
Operator-Quantisierung, das zweite zur Pfadintegral- bzw. Funktionalintegral-Quantisierung.
Durch Kombination dieser zwei Optionen ergeben sich vier Grundschemata.

Diese Schemata lassen sich am Beispiel des massiven Teilchens, bzw. des massiven Skalarfeldes
illustrieren.

1. Bei der Operatorquantisierung eines Teilchens [2], [127] werden die Koordinate und der kanoni-
sche Impuls durch Operatoren z* und p* ersetzt, fiir die man die kanonischen Vertauschungsre-
lationen

[2",p"] = in"" (2.69)
fordert. Die Vertauschungsrelationen folgen aus den Poisson—Klammern der klassischen Theorie
durch die Ersetzungsvorschrift [,]p — —i[,].

2. Bei der Pfadintegralquantisierung des klassischen Teilchens [103] postuliert man, dafl nicht nur
die klassischen Bahnen, die die klassische Wirkung stationdr machen, sondern alle Bahnen, ge-
wichtet mit einem aus der Wirkung zu berechnenden Faktor, zu jedem Prozefl beitragen. Durch
die analytische Fortsetzung zu imaginiren Zeiten kann die Minkowski-Raum—-Quantentheorie
auf ein System der statistischen Physik im euklidischen Raum abgebildet werden (euklidische
Formulierung) [107], [123]. Diese Vorschrift soll hier durch die Zustandssumme

Z:/Dxe_s[m] (2.70)

reprasentiert werden.

3. Bei der Operator—Quantisierung eines klassischen Feldes werden das Feld, als tiberabzahlba-
rer Satz von verallgemeinerten Koordinaten eines physikalischen Systems mit unendlich vielen
Freiheitsgraden, und der dazu kanonisch konjugierte Impuls durch Operatoren (genauer opera-
torwertige Distributionen [107], [136]) ®(z), II(z) ersetzt, fiir die die kanonischen Vertauschungs-
relationen

gelten sollen [110], [98] (oder jedes andere Lehrbuch der Quantenfeldtheorie).

4. In der Funktionalintegral-Quantisierung wird das Feld zu einer verallgemeinerten Zufallsvariable*

[123], Uber die im Funktionalintegral integriert wird:

Z :/Dq>e—5”>]. (2.72)

Die Wohldefiniertheit und Aquivalenz dieser vier Schemata kann zunéchst nur fiir die freie
Theorie nachgewiesen werden. Bereits hier erfordert aber die mathematisch korrekte Defini-
tion der oben verwendeten Symbole einigen Aufwand. In der wechselwirkenden Theorie gibt
es keine allgemeine und einfache Lésung. Man kann aber Fallweise mittels Durchfithrung des
Renormierungsprogrammes die Existenz einer Theorie sichern und sie zugleich (auf ziemlich
implizite Weise) definieren. Um begriffliche Verwirrungen bei der Diskussion der Quantisie-
rung von Stringtheorien zu vermeiden, ist die hier gegebene formale Gegeniiberstellung aber
ausreichend.

4Das ,Feld“ ® hat also mindestens viererlei verschiedene Bedeutung: Es reprisentiert das klassische Feld, in
3 den Feldoperator, in 4 ein stochastisches Feld und in 1 den Zustandsvektor |®) in der Ortsdarstellung: ®(z) =
{z|®). Diese miissen durch die Notation unterschieden werden, wenn der Sinn nicht aus dem Zusammenhang
klar ist.
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Ein wichtiger Unterschied zwischen der Teilchen- und der Feld-Quantisierung besteht darin,
das erstere zunéchst nur zur Einteilchen—Theorie, letztere aber (etwa {iber den Fockraum in Ver-
fahren 3) unmittelbar zu einer Vielteilchen-Theorie fithrt. Dariiberhinaus lassen sich im Rah-
men der Feld—Quantisierung wechselwirkende Theorien auf geschlossene und natiirliche Weise
durch ein Wirkungsfunktional mit nichtlinearen Bewegungsgleichungen (zumindest formal) defi-
nieren. In der Stringtheorie erweist sich die Feld—Quantisierung als sehr kompliziert. Klassische
Stringfelder ®(C,¢) hdngen nicht von Punkten, sondern von Kurven C ab, sind also Funk-
tionen von unendlich vielen Variablen. Daher ist bereits der Hilbertraum der Zustédnde eines
Strings von iiberabzihlbarer Dimension. Trotz grofier Anstrengungen ist die Stringfeldtheorie!®
noch nicht soweit entwickelt wie der Zugang iiber die erste Quantisierung, der in diesem Ab-
schnitt behandelt werden wird. Die Definition von Wechselwirkungen im Rahmen der ersten
Quantisierung ist umstandlich: Man definiert die Matrixelemente des S-Operators explizit in
Form einer ,,Stérungs-“Reihe, ohne die volle Theorie geschlossen charakterisieren zu kénnen.
Die Wechselwirkungen werden in der Operator-Quantisierung (Verfahren 1) durch sogenannte
Vertexoperatoren, in der Pfadintegralquantisierung (Verfahren 2) durch die Topologie der
Weltflache, d.h. durch das Sichverzweigen und Sichvereinigen von Weltflichen—Zylindern, bzw.
Weltflaichen—Streifen beschrieben. Die zweite Variante entspricht der Zufallspfad—Darstellung
[104] der Quantenfeldtheorie.

Bei der Diskussion der Quantisierung kann auf feldtheoretische Methoden zuriickgegriffen
werden, da sich die Stringtheorie, wie beschrieben wurde, als zweidimensionale Feldtheorie
reinterpretieren 148t. Die erste Quantisierung einer Theorie ausgedehnter Objekte entspricht
der zweiten Quantisierung der assoziierten Feldtheorie. (Die oben erwdhnten Probleme der
ersten Quantisierung werden dadurch natiirlich nicht beseitigt.)

Ahnlich wie in Eichtheorien [98], [123], [127] und in der Gravitationstheorie [114], [125] gibt
es in der Stringtheorie aufgrund der lokalen Symmetrien der Wirkung einen Konflikt zwischen
manifester Poincaré-Kovarianz und manifester Unitaritdt [1], [2]. Quantisiert man die Theorie
in einer kovarianten Eichung, muf} die Unitaritdt nachgewiesen werden. Fixiert man die Eichung
vollstandig, so ist zwar die Unitaritdt der Theorie manifest, aber die Kovarianz muf} gezeigt
werden.

2.2.1 Die kovariante Operator—Quantisierung

Bei der kovarianten Operator-Quantisierung ist der Ausgangspunkt die Polyakov—Wirkung
(oder auch die Nambu-Goto-Wirkung) in der kovarianten Eichung. Wir setzen ab jetzt
l=c=h=1,(dh T =1/m o = 1/2) und fordern fiir die Stringkoordinaten und die
konjugierten Impulse die kanonischen Vertauschungsrelationen

[M*(o), X" (0')]r=7 = —ib(0 — o). (2.73)

Dabei tritt auf der rechten Seite die periodische d—Funktion mit Periode m auf. Durch Ein-
setzen der Fourierentwicklung erhdlt man die entsprechenden Vertauschungsrelationen fiir die
Operatoren des Schwerpunkts, des Impulses und der Schwingungsmoden:

[o#, p"] = in*, (2.74)

[ak,, an] = mOman ™, m,n#0. (2.75)

Bei geschlossenen Strings gelten entsprechende Relationen fiir die &#,. Da das klassische X*—
Feld reell ist, soll das quantisierte hermitesch sein. Daraus folgen die Hermitizitéatsrelationen

it =gk pht =ph alt =at . (2.76)

Wir kommen nun zur Interpretation der Vertauschungsrelationen. Die Relation zwischen den
Nullmoden des X*#-Feldes, d.h. zwischen Schwerpunkt und Impuls ist genau dieselbe wie fir

I5Fiir eine Einfiihrung siehe [85], sowie [1], [2] und die dort zitierte Literatur. Eine der wichtigsten Arbeiten
auf diesem Gebiet ist [91]. Wegen der in letzter Zeit gemachten Fortschritte siehe [93].
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ein freies relativistisches Teilchen. Entsprechend kann man bei der Konstruktion des Zustands-
raumes vorgehen: Der Grundzustand |0} soll translationsinvariant sein, also definiert man ihn

durch
p*|0) = 0. (2.77)

Durch Anwendung des Operatores exp(ik - x) kénnen dann Impulseigenzustinde erzeugt wer-
den:

p*|k) = k*|k), wobei [k) := e™*>|0). (2.78)

Die Vertauschungsrelationen zwischen den Fourierkoeffizienten a,, und a_,, = oz;l,; sind, wenn
man von der Normierung und dem Auftreten des —Tensors anstelle eines Kronecker—Symbols
absieht, die eines harmonischen Oszillators. Daher wird o, m > 0 als Erzeuger, o, m > 0
als Vernichter eines Schwingungsquantums der m-ten Schwingungsmode des Strings beziiglich

der p—ten Raum—Zeit—Richtung interpretiert. Der Schwingungsgrundzustand mufl dann
ah 10y =0, Ym >0 (2.79)

erfiillen. Der Gesamt—Fockraum eines freien Strings ist also das Tensorprodukt des Fockraumes
eines relativistischen Teilchens mit unendlich vielen Oszillator—Fockrdumen. Aus dem Auftreten
der indefiniten Minkowski—Metrik in den Vertauschungsrelationen folgt aber, daf es auf diesem
Fockraum kein (lorentzinvariantes) Skalarprodukt, sondern nur eine indefinite Bilinearform gibt;
man betrachte etwa
(al,,10), % ,[0)) = (Olag,a”,10) = mn*" 6 _n 0(0]0). (2.80)

Dieser Ausdruck nimmt fiir m = n, g = v sowohl positive als auch negative Werte an. Ein
analoges Problem ergibt sich bei der kovarianten Operator-Quantisierung von Eichtheorien,
z.B. der Quantenelektrodynamik. Dort kann man, indem man die Lorentz—Eichbedingung in
»schwacher® Form fiir physikalische Zusténde fordert, einen Unterraum Fp5y, des Fockraums F
definieren, der zumindest positiv semidefinit ist. Den eigentlichen Hilbertraum erhélt man dann
durch Aquivalenzklassenbildung modulo Norm-Null Zustéinde (Gupta—Bleuler—Verfahren, [98]).
Bei der kovarianten Quantisierung der Stringtheorie kann man analog vorgehen [1]. An die Stelle
der Lorentz—Bedingung treten dabei die Nebenbedingungen L,, = Ly = 0. Es war iibrigens von
vornherein zu erwarten, daf sie in irgendeiner Form auf dem Fockraum implementiert werden
miissen, denn die Polyakov—Wirkung in der kovarianten Eichung (2.30) ist nur zusammen mit
diesen Nebenbedingungen der urspriinglichen, reparametrisierungsinvarianten Wirkung (2.17)
aquivalent. B

Die Operatoren L,,, L,, sind, wie bei der Diskussion der klassischen Theorie gezeigt wurde,
bilineare Funktionen des Impulses und der Oszillatoren. Bei der Quantisierung konnen daher
Anordnungs—Mehrdeutigkeiten auftreten. Fiir m # 0 folgt aber aus den Vertauschungsrelatio-
nen, daf} die Operatoren L,, automatisch normalgeordnet sind:

L, = %n:ij:oo Qe Oy = nij:lam_n S (2.81)

Wir diskutieren daher zunéchst den Fall m # 0.
Zunichst kann man sich tiberzeugen, dafl es nicht sinnvoll ist, die Nebenbedingungen als
starke Gleichungen zu implementieren: Fordert man namlich

Lp|®) =0 VYm € ZVY|®) € Fynys, (2.82)

so folgt aus den Vertauschungsrelationen, daf} alle Zustande der Form o, |k) unphysikalisch
sind. Um einen sinnvollen Raum F,pys physikalischer Zustdnde zu definieren, werden die Ne-
benbedingungen nur in schwacher Form gefordert:

Lp|®)=0 Vm > 0V|®) € Fpnys. (2.83)
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Dies ist immer noch hinreichend dafiir, dal Matrix—Elemente aller L,,, m # 0 zwischen physi-
kalischen Zusténden verschwinden, da L}t = L_,, ist.
Bei dem Operator L tritt ein Normalordnungsproblem auf: Der normalgeordnete Operator

1,
Lo = gp +nz_:1a_nan (2.84)

unterscheidet sich von dem urspriinglichen formal um eine unendliche Konstante. Auflerdem
kann noch eine endliche Konstante a hinzukommen, die, wie der Casimir—Effekt [110] lehrt,
durchaus physikalische Bedeutung haben kann. Der endliche Teil der Normalordnungskon-
stante soll hier als freier Parameter angesetzt werden; sie wird nicht in Ly, sondern in die
Nebenbedingung hineindefiniert:

(Lo — a)|®) =0 V|®) € Fppys. (2.85)

Bei offenen Strings ergibt sich aus dieser Gleichung die Masse des physikalischen Zustandes |®),
denn

oQ
M?=—=2a+2) a_po, (2.86)
n=1
ist der Massenquadratoperator.
Auch bei der Quantisierung des relativistischen Teilchens mufl die Massenschalen—Bedingung als Neben-
bedingung implementiert werden [2], [127]. Der Fockraum ist dabei der gleiche wie der der Nullmoden
¥, p" eines Strings.
|®) € Fphys < (P2 + m2)|(I)> =0. (2.87)

Wertet man diese Bedingung in der Ortsdarstellung aus, so erhalt man die Klein—Gordon—Gleichung:
(O 4+ m*)®(2,t) = 0, mit B(&,t) = (7|D),. (2.88)

Diese Gleichung 148t sich gruppentheoretisch interpretieren: Der Fockraum tragt eine nicht—unitére,
unendlich—dimensionale Darstellung der Lorentz—Gruppe, der durch die Klein-Gordon—Gleichung defi-
nierte Unterraum (bei komplexen Feldern nach Trennung von Teilchen und Antiteilchen) eine unitdre
Darstellung der Poincaré—Gruppe mit Masse m und Spin 0. Analoge Charakterisierungen gibt es fiir
Teilchen mit Spin > 0. Da ein String aufler Masse und Spin auch noch innere Anregungen besitzt,
ist die mit den L,,—Zwangsbedingungen verbundene algebraische Struktur, die wir unten kennenlernen
werden, sehr viel reicher.

Bei geschlossenen Strings existieren zwei Familien von Zwangsbedingungs—Operatoren. Da
in der klassischen Theorie die linkslaufenden und die rechtslaufenden Freiheitsgrade symme-
trisch zur Masse beitragen, liegt es nahe, das gleiche in der Quantentheorie zu verlangen. Dann
muf} die Normalordnungskonstante fiir Rechts- und Linkslaufer die gleiche sein:

(Lo — a)|®) = (Lo — a)|®) = 0. (2.89)
Daraus ergibt sich die Massenformel fiir geschlossene Strings:
M?=-8a+8) a_no,=-8a+8 d_ndy (2.90)
n=1 n=1
Auch die Algebra der L,, wird durch die Quantisierung modifiziert. Eine sorgfiltige Analyse

zeigt, dafl ein anomaler c—Zahl-Term hinzukommt:

1
[Ln, Ln] = (m —n) Logn + ED(m3 L) [ (2.91)

Diese Algebra ist eine zentrale Erweiterung'® der Witt—Algebra und wird als Virasoro—
Algebra bezeichnet. Auf dem Fockraum F wird das zentrale Element ¢ durch die Zahl

16Der Begriff der zentralen Erweiterung wird in Anhang A erklart. Die Virasoro—Algebra ist (bis auf Isomor-
phie) die einzige zentrale Erweiterung der Witt—Algebra [40].
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D = n*" 1,4, also durch die Dimension der Raum-Zeit dargestellt. Bei geschlossenen Strings
erhdlt man eine direkte Summe zweier Virasoro—Algebren. Die iiberragende Bedeutung der
Virasoro—Algebra fiir die Stringtheorie ergibt sich dadurch, da§ die Virasoro-Bedingungen das
physikalische Spektrum definieren. Der Grundzustand |0) des Fockraums ist kein physikalischer
Zustand, da er die Massenschalenbedingung nicht erfiillt. Den physikalischen Grundzustand der
Stringtheorie werden wir im Rahmen der Lichtkegelquantisierung kennenlernen. Der Zustand
|0} wird als feldtheoretisches Vakuum bezeichnet und erfiillt

Lm|0y=0, m>—1. (2.92)

Aufgrund des anomalen Terms in den Vertauschungsrelationen ist er nicht unter der vollen
Virasoro—Algebra, sondern nur unter der von L_1, Lo, L1 und im Falle von geschlossenen Strings
zusitzlich unter der von E_l, Eo, El erzeugten Unteralgebra invariant.

Um zu beweisen, dafl der Raum Fppys positiv semidefinit ist und um den eigentlichen Hil-
bertraum zu konstruieren, bedient man sich der Darstellungstheorie der Virasoro-Algebra. Der
Beweis [13], [41] (siche auch [1], [40]) ist ziemlich aufwendig und zeigt, daf die Unitaritat auf
subtile Weise von der Raum—Zeit-Dimension abhingt:

Satz 2.2.1 [No ghost theorem] Der Raum F,5y s der physikalischen Zusténde ist genau dann positiv
semidifinit, wenn gilt:

(a) D=26,a=1,

oder
(b)) D <25, a<1.

Im Fall (a) spricht man auch von kritischen Strings, da 26 die maximale Raum-Zeit—Dimension
ist, in der unitire Stringtheorien existieren konnen. Dieser Fall ist gegeniiber (b) mehrfach
ausgezeichnet. So kann etwa der Unitaritatsbeweis auf héhere Ordnungen der spater zu definie-
renden Storungstheorie ausgedehnt werden. Ferner existiert eine maximale Anzahl masseloser
Zustdnde und es sind genau die transversalen Anregungen physikalisch, d.h. man erhélt das
gleiche Ergebnis wie bei der Quantisierung in der Lichtkegel-Eichung. Die meisten Arbeiten
auf dem Gebiet der Stringtheorie beschiftigen sich mit diesem Fall. Uber die nichtkritischen
Strings, (b) ist sehr viel weniger bekannt, obwohl sie in den letzten Jahren im Zusammenhang
mit der Liouville-Theorie und der zweidimensionalen Quantengravitation starkes Interesse ge-
funden haben [3]. In dieser Arbeit werden nur kritische Strings betrachtet und es soll untersucht
werden, wie man durch die Kompaktifizierung der zusétzlichen Raum-Dimensionen zu einer
Theorie in vier Raum—Zeit—Dimensionen kommt.

In der kovarianten Quantisierung sind die eigentlichen Zustande, die Elemente des Hilbert-
raumes, Aquivalenzklassen von Zustinden aus Fphys- Ein besonders anschauliches System von
Représentanten erhélt man durch die Lichtkegel-Eichung.

2.2.2 Die Lichtkegel-Quantisierung und das physikalische Spektrum

Bei der Lichtkegel-Quantisierung wird vor der Quantisierung die in der kovarianten Eichung
noch bestehende Restsymmetrie durch eine weitere Eichbedingung fixiert [1]. Die Bedingung
wird mit Hilfe der Lichtkegelkoordinaten

1
Xt = (X xP!
VoL )
formuliert:
Xt(o,7) =2t +ptr. (2.93)

Durch Einsetzen der Virasoro-Bedingungen kann dann X~ eliminiert werden. In dieser Eichung
bleiben nur noch die transversalen Schwingungsmoden iibrig. Wiahrend bei Punktteilchen nur
masselose Teilchen rein transversal sein konnen, ist dies fir Strings unabhangig von der Masse
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moglich. Durch die Eliminierung der zeitartigen und longitudinalen Moden ist die Unitaritat
der Theorie jetzt manifest. Der Hilbertraum wird durch die Zustinde

Qltatn k), =1, D=2, m >0, K2+ M2 =0 (2.94)

—my —Mn

aufgespannt. (Bei geschlossenen Strings treten auch noch die & —Oszillatoren auf.) Der Mas-
senoperator fiir offene Strings ist

M?=-2a+2N, NE Y ol al. (2.95)
m=1

Dabei ist @ wieder eine Normalordnungskonstante, die als Parameter behandelt wird'”. Der
Operator N wird aufgrund seiner Vertauschungsrelationen mit den Oszillatoren

[N,a" ] =ma’, (2.96)
als Anzahloperator bezeichnet. Fiir geschlossene Strings existieren zwei Anzahloperatoren,
je einer fiir die links- und die rechtslaufenden Moden. Die Massenformel lautet:

M? = —8a+8N = —8a+8N. (2.97)

Der Preis, den man fiir die manifeste Unitaritdt der Theorie zahlt, ist, dal die Theorie aufgrund
der zusitzlichen Eichbedingung nicht mehr manifest Lorentz—kovariant ist. Man mufl daher
die Lorentz—Kovarianz nachweisen, in dem man die Wirkung der Generatoren der Lorentz—
Transformationen auf dem Hilbertraum studiert und nachweist, daff man eine Darstellung der
Lorentzgruppe erhélt. Es stellt sich heraus, dafl im allgemeinen eine Anomalie auftritt und die
Lorentz—Algebra nur schliefit, wenn ¢ = 1 und D = 26 gewihlt wird [1].

Die gefundenen physikalischen Zustinde bilden Multipletts der transversalen Drehgruppe
SO(D — 2). Um sie bestimmten Elementarteilchen zuordnen zu kénnen, mufi man sie zu Mul-
tipletts der Poincaré-Gruppe ISO(1, D — 1) zusammenfassen. Irreduzible Darstellungen der
Poincaré-Gruppe sind durch ihre Masse, (d.h. durch ihr Verhalten unter der Translations—
Untergruppe) und durch die Darstellung der sogenannten kleinen Gruppe gegeben, durch die
die betrachtete Darstellung der Poincaré-Gruppe induziert wird [108], [128], [124]. Die kleine
Gruppe ist im Falle masseloser Darstellungen die transversale Drehgruppe SO(D—2), bei massi-
ven Darstellungen die Drehgruppe SO(D —1) [137], [146]. Das kann man sich dadurch plausibel
machen und merken, dafl masselose Teilchen sich nur auf dem Lichtkegel bewegen konnen, der
unter einer SO(D — 2)-Untergruppe invariant ist, wihrend massive Teilchen ein Ruhesystem
besitzen, dafi unter SO(D — 1)-Drehungen fest bleibt.

Was in unserem Fall zu tun bleibt, ist, die gegebenen SO(24)-Multipletts bei den mas-
siven Zustdnden zu SO(25)-Multipletts zusammenzusetzen. Solange nicht zu viele Zusténde
existieren 148t sich das leicht, etwa mit Hilfe von Young-Tableaux [146], [141], vollzichen. Die
niedrigsten Anregungszustidnde eines offenen Strings sind z.B.:

Anregung Zustand SO(24)-Darstellung | M? Interpretation
N=0 |0; k) Skalar —2 | Skalares Tachyon
N=1 o/_1|0;k> Vektor 0 Eichboson
N=2 Ozi_loz‘i1|0; k) Tensor 2.Stufe +2 | Massives ,Spin 2“-

0/_2 |0; k) Vektor +2 Teilchen

Der Grundzustand ist ein Tachyon-Skalar. Die damit verbundenen Probleme [124] werden im
folgenden ignoriert, da der Einbau fermionischer Freiheitsgrade diesen Zustand auf natiirliche

17Eine Berechnung von a mit Hilfe der (-Funktion—Regularisierung liefert a = 1 [1]. Dies ist wie im Text
erortert wird, der einzige Wert, der zu einer Poincaré—kovarianten Theorie fiihrt.
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Weise aus der Theorie eliminiert. Da ein masseloses Vektorteilchen (in der normalen Quan-
tenfeldtheorie) immer an erhaltene Strome koppeln mufl, wird der erste angeregte Zustand
als Eichboson (,Photon®) interpretiert. Der zweite angeregte Zustand ist massiv, wobei der
SO(24)-Vektor die notwendigen longitudinalen Freiheitsgrade beisteuert. Die Kennzeichnung
als Spin 2 ist cum grano salis zu nehmen, da das Konzept des Spins sich zunichst einmal
auf vier Raum—Zeit—Dimensionen bezieht. Reduziert man das zugehorige Poincaré-Multiplett
beziiglich einer seiner ISO(1, 3)-Untergruppe aus, so ist der maximale auftretende Spin gleich

2.

Die leichtesten Anregungen eines geschlossenen Strings sind hingegen

Anregung Zustand SO(24)-Darstellung | M? Interpretation

N =0 |0; k) Skalar -8 Tachyon
N=1 o/_lo?‘i1|0; k) Tensor 2.Stufe 0 Graviton, Skalar
(,,Dilaton®) und
antisymmetrischer
Tensor

Wieder ist der Grundzustand ein Tachyon—Skalar. Der erste angeregte Zustand ist ein masse-
loser SO(24)-Tensor zweiter Stufe. Seine irreduziblen Anteile sind der spurfrei-symmetrische
Anteil, die Spur selbst und der antisymmetrische Anteil. Ein masseloser symmetrischer spur-
freier Tensor beschreibt in vier Raum—Zeit—Dimensionen ein Spin—2-Teilchen, das die Gravitati-
onswechselwirkung vermittelt, das sogenannte Graviton. Darauf werde ich spéter ausfiihrlicher
zuriickkommen.

Die kovariante Beschreibung des Spektrums

An dieser Stelle mochte ich noch erlautern, wie man mit Hilfe der Virasoro-Bedingungen phy-
sikalische Zustdnde im kovarianten Formalismus beschreiben kann. Als Beispiel betrachte man
den Zustand

@) :=&ualik) & ER (2.98)

und werte die Virasoro-Bedingungen aus. Die erste Bedingung ist
(Lo — 1)|®) = 0 < k*|®) = 0. (2.99)
Dies liefert also die Massenschalenbedingung k? = 0. Die zweite Bedingung liefert
L|®) = 0 & £,.k7 D) = 0, (2.100)

wahrend die weiteren Bedingungen (m > 1) identisch erfiillt sind. Da &, die Polarisation des
Zustandes |®) beschreibt, ist die zweite Bedingung die Transversalititsbedingung fiir ei-
nen masselosen Vektorzustand. Analog erhilt man bei komplizierteren Anregungen aus der
Ly—Bedingung die Massenschalenbedingung und aus den anderen Bedingungen kovarianten Po-
larisationsbedingungen, die die unphysikalischen Anregungen eliminieren.

2.2.3 Vertexoperatoren

Die Beschreibung von Wechselwirkungen im Rahmen der 1. Quantisierung 148t sich nicht, wie
bei der 2., der Feldquantisierung, durch eine Modifikation des Wirkungsprinzipes erreichen.
Wechselwirkungsprozesse zwischen Strings sollten offensichtlich durch Weltflachen beschrieben
werden, bei denen zwel oder mehrere einlaufende Weltflichenzylinder oder Weltflichenstreifen,
die Anfangszustidnde, sich vereinigen und wieder trennen. Dabei ist die Wechselwirkung nir-
gendwo auf der Welflache lokalisiert, denn diese ist, welche Topologie man auch wahlt, immer
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eine differenzierbare Mannigfaltigkeit!®. Das Wirkungsprinzip sollte auch fiir die Weltflichen
giiltig sein, die Wechselwirkungen beschreiben; um einen gewissen Streuprozefl zu beschreiben,
muf} man {iber alle méglichen Weltflichen, insbesondere iiber alle Topologien summieren, die zu
diesemn Prozefl beitragen. Es stellt sich nun aber die Frage, wie man die einlaufenden und aus-
laufenden Zustdnde beschreibt. Dieses Problem wird durch das Konzept des Vertexoperators
geldst. Ein Vertexoperator V (7, o;k, A) ist ein lokales Weltflichen—Feld, dafl die Erzeugung
oder Vernichtung eines freien Zustandes mit Impuls k und sonstigen Quantenzahlen A am
Weltflachenort (7, o) beschreibt. Es scheint zundchst dem Grundkonzept einer Stringtheorie
zu widersprechen, einen Wechselwirkungsprozefl durch eine lokalen Operator zu beschreiben.
Die dahinter steckende Idee ist, dafl man mit Hilfe konformer Transformationen die ein- und
auslaufenden Streifen oder Zylinder stets auf Punktierungen abbilden kann, in denen sich dann
Operatoren mit den Quantenzahlen des ein- oder auslaufenden Zustandes befinden'?. Ver-
texoperatoren fiir offene Strings kénnen sich nur auf den Réndern der Weltfliche befinden,
Vertexoperatoren fiir geschlossene Strings nur im Inneren. Um Ubergangsamplituden zu defi-
nieren, mufl man tiber alle moglichen Lokalisierungen der lokalen Vertexoperatoren integrieren
und erhilt Operatoren der Form

Vik,A) :/ drdeV(r, ok, A) baw. V(k,A) = / drV(r;k, A). (2.101)
b %
N-Teilchen—Streuamplituden der Stringtheorie kénnen dann als Vakuumerwartungswerte der
korrespondierenden zweidimensionalen Feldtheorie berechnet werden:

Alky, Ags ok, Ay) = (0[V (K, Aq) - Viky, Ax)[0). (2.102)

Dieses Postulat definiert auf implizite Weise (ndmlich durch die Angabe von on shell S-
Matrixelementen), was wir unter einer wechselwirkenden Stringtheorie verstehen. Es erscheint
(und ist in einem gewissen Sinne) als eine ad—hoc—Setzung, die sich aber zumindest a posterori
an Hand der Eigenschaften der Streuamplituden rechtfertigen 148t. Diese besitzen alle fiir S—
Matrixelemente notwendigen Eigenschaften und ein besonders ,, weiches® Ultraviolett—Verhalten
[1], [2]. Historisch wurden zuerst die Amplituden an Hand dieser Eigenschaften definiert und
erst nachtraglich durch Nambu und Goto festgestellt, dal sie durch eine Stringtheorie reali-
siert werden konnen. Eines der wichtigsten Ziele ist natiirlich weiterhin, eine Beschreibung
im Formalismus der zweiten Quantisierung zu finden. Dies wiirde dann das Studium der ,off
shell“~Eigenschaften ermoglichen.

Ein Weltflichen—Feld ist nur dann ein zul&ssiger Vertexoperator, wenn es die beiden folgen-
den Eigenschaften besitzt:

1. Die Streuamplituden miissen reparametrisierungsinvariant und damit im Rahmen der
kovarianten Eichung konform invariant sein. Daraus folgt, daf die integrierten Vertex-
operatoren ebenfalls invariant sein miissen, was implizit das kovariante Transformations-
verhalten der lokalen Vertexoperatoren festlegt [1].

2. Die lokalen Vertexoperatoren sollen physikalische Zustande erzeugen, d.h. solche, die die
Virasoro—Bedingungen erfiillen. Dies impliziert bestimmte Vertauschungsrelationen mit
den Virasoro—Generatoren.

Da die Virasoro—Generatoren nicht nur das Spektrum definieren, sondern auch die konformen
Transformationen erzeugen, sind beide Probleme miteinander verwandt. Um die simultane

18 Dies ist bei Punktteilchen ganz anders: Dort muf in der wechselwirkenden Theorie iiber Graphen summiert
werden [1], [2], [104]. Die Wechselwirkung ist dabei in den Vertizes lokalisiert. Im Prinzip kann fiir jede Art
von Vertizes eine eigene Kopplung eingefiihrt werden: Es gibt also unendlich viele verschiedene relativistische
Punktteilchentheorien. In der bosonischen Stringtheorie besteht diese Willkiir nicht, da die Wechselwirkung
nicht lokalisiert ist. Alle Kopplungskonstanten lassen sich durch die Stringspannung parametrisieren [1], [2].
Die einzigen Wahlmoglichkeiten sind die zwischen offenen und geschlossenen sowie zwischen orientierten und
nicht—orientierten Strings, sieche Abschnitt 2.2.6.

198pater wird erldutert, dafl die konforme Invarianz gerade die klassischen Lésungen der Stringtheorie charak-
terisiert. Daher sind die ein- und auslaufende Zustidnde auf der Massenschale, und folglich kann man in diesem
Formalismus nur on shell S-Matrix—Elemente definieren und berechnen.
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Lésung anzugeben, brauchen wir den Begriff der konformen Dimension oder des konformen
Gewichtes eines Operators. Zunichst sei gesagt, dafl die Konstruktion von Vertexoperatoren
immer auf Felder zuriickgefiihrt werden kann, die nur von einer WF-Koordinate abhéngen.
Vertexoperatoren fiir offene Strings sind ja am Rand der Weltfliche lokalisiert und héngen
daher nur von der Zeitkoordinate 7 ab. Weiter kann der Fockraum geschlossener Strings
auf ein Tensorprodukt von Fockrdumen offener Strings zuriickgefiihrt werden (vgl. Abschnitt
2.2.2). Entsprechend werden die Vertexoperatoren Produkte von Vertexoperatoren fiir links-
und rechtslaufende Anregungen sein, die dann Funktionen einer der Lichtkegelkoordinaten o®
sind. Transformiert nun ein Operator V(z) unter Transformationen x — Z(x) geméaf

Vi) = (%)va), (2.103)

so sagt man, er habe das konforme Gewicht oder die konforme Dimension J. Bei geschlossenen
Strings gibt es je ein konformes Gewicht fiir die Links- und Rechtsldufer. Betrachtet man
speziell die durch L,, erzeugte infinitesimale Transformation  — & — €ie’™® so erfillt ein

Operator mit konformem Gewicht J die Vertauschungsrelation [1]

[Lm,V@m]::me<—¢§é4—mJ)&ny (2.104)
Die integrierten Vertexoperatoren sind offensichtlich genau dann konform invariant, wenn die
lokalen Vertexoperatoren das konforme Gewicht 1 bzw. (1,1) haben. Es stellt sich heraus, daf
diese Bedingung auch hinreichend dafiir ist, daf} die Vertexoperatoren physikalische Zustédnde er-
zeugen [1]. Die Vertauschungsrelation (2.104) ist also das Analogon der Virasoro—-Bedingungen
fiir Vertexoperatoren.

Als einfachstes Beispiel soll nun der Vertexoperator fiir den Grundzustand des offenen
Strings konstruiert werden. Da der Grundzustand ein Skalar ist, hat der einfachste Ansatz
die Form einer verallgemeinerten ebenen Welle:

V(r,o =0;k) =: exp (k- X(7,0)) : . (2.105)

Der explizite Ausdruck fiir die normalgeordnete Exponentialfunktion ist

H . . . H .
exp (_ku Z O;l—"e_””) B X RPT oy (_ku Z O;l—"e_””) . (2.106)

n<0 n>0

Die Vertauschungsrelation mit dem Impulsoperator zeigt, dafl der Vertexoperator tatsdchlich
den Impuls k aus dem Vakuum erzeugt??:

[p#,:exp (ik - X(7,0)) ;] = k* s exp (ik - X(1,0)) : . (2.107)

Damit die Beschreibung durch Vertexoperatoren mit der Beschreibung durch Fockraum-—
Zusténde konsistent ist, mufl die Anwendung des Vertexoperators in der unendlichen Vergan-
genheit 7 — —oo gerade den Zustand |k) erzeugen. Mit Hilfe einer geeigneten ,ie—Vorschrift®
fiir diesen Limes findet man tatséchlich

. . . a . . _ ikx —

!g% Tl}r_noo exp (tk - X(1 —i€,0)) : |0) = "%|0) = |k). (2.108)
Das Ausfiithren der Kommutatoren mit den L, zeigt, daBl V(r, ¢ = 0;k) genau dann ein phy-
sikalischer Vertexoperator, d.h. vom konformen Gewicht 1 ist, wenn der Impuls k die Massen-
schalenbedingung fiir das Tachyon erfiillt. Man stellt ganz allgemein fest, daff das konforme
Gewicht eines normalgeordneten Exponentials

1
J =K (2.109)

20Bei Verwendung innerhalb von Streuamplituden bedeutet die Erzeugung von k auf der Weltflache, dafl ein
duBlerer Zustand mit einlaufendem Impuls k von der Weltflache absorbiert oder ein Zustand mit auslaufendem
Impuls —k von der Weltflache emittiert wird.
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ist. Aus J = 1 folgt dann k? = 2, d.h. M? = —2. Um héher angeregte Zustinde zu erzeugen,
ben6tigt man das normalgeordnete Exponential, um den entsprechenden Impuls zu beschreiben.
Hinzu kommen weitere Operatoren, die den Spin des Zustandes spezifizieren. Durch Ausprobie-
ren findet man z.B. folgende Operatoren fiir offene und geschlossene Strings, die sich im Limes
T — —oo auf die angegebenen Zusténde reduzieren:

Zustand Vertexoperator

offene Strings

ot k) 9, X HelkX
0”1 k) | 9, X719, X*cHX
o, k) OZXH kX

geschlossene Strings

ot v k) Oy XHO_XVekX

Allgemein kann man zeigen, dafl X# kein wohldefiniertes konformes Gewicht besitzt?!, wohin-
gegen ein n—fach differenziertes Feld das Gewicht n hat. Damit ein Operator der Form

CF(X, X, .. exp (ik - X(7,0)) : (2.110)

das vorgeschriebene konforme Gewicht 1 hat, muf}; wenn insgesamt N Ableitungen auftreten,
der Impuls die Massenschalenbedingung fiir das N-te Anregungsniveau,

M? = —k* =2(N — 1), (2.111)

erfilllen. Durch das Auswerten der Virasorobedingung fiir Vertexoperatoren (2.104) erhalt man
auch die zu einer kovarianten Charakterisierung des Spektrums gehorenden Polaristionsglei-
chungen. So ist etwa der Vertexoperator

Virk, &) =&, 0- X exp 7k - X(7,0)) :;, &, € R, (2.112)

genau dann physikalisch, wenn aufler der Massenschalenbedingung k? = 0 auch die Transversa-
litdtsbedingung & -k = 0 erfiillt ist. Dies ist dann der lokale Vertexoperator fiir die Beschreibung
des masselosen Vektorzustandes mit Polarisation &.

2.2.4 Die Pfadintegralquantisierung der bosonischen Stringtheorie

Die grundlegende Idee der Pfadintegralquantisierung ist das von R. Feynman angegebene Prin-
zip der Summation iiber alle Pfade [103]. Es besagt, dafl man die quantenmechanische Am-
plitude fiir einen Vorgang erhilt, indem man iiber alle moglichen , Pfade“, die Anfangs- und
Endzustand verbinden, summiert (summation over histories) und jeden Pfad mit einem Faktor
exp %S gewichtet, wobei S die Wirkung des Pfades ist. Das Wort Pfad ist dabei teils, z.B.
beim nichtrelativistischen Teilchen wortlich, teils im Sinne von Konfiguration gemeint, z.B. bei
relativistischen Quantenfeldtheorien, bei denen iiber alle Werte der Felder an jedem Raum-—
Zeit—Punkt integriert wird. Eine mathematisch befriedigende Definition von Pfadintegralen er-
fordert die analytische Fortsetzung der betrachteten Quantentheorie zu rein imaginéren Zeiten,
d.h. die Verwendung der euklidischen Formulierung [107], [123]. Die euklidische Formulierung
einer D—dimensionalen Quantenfeldtheorie definiert einen verallgemeinerten stochastischen Pro-
zel in D euklidischen Raumdimensionen. Pfadintegrale sind dann stochastische Integrale mit
einem (dank der euklidischen Fortsetzung) positiven Mafl. Alle physikalischen Eigenschaften
der Theorie kénnen aus den Momenten dieses Mafles gewonnen werden, z.T. direkt, z.T. nach

21 Als klassische Koordinate hat X* das konforme Gewicht 0, aber der zugehérige Operator transformiert
anomal unter der Virasoro—Algebra [1].
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analytischer Fortsetzung in die Minkowski—-Raum-Zeit. Die prazise Definition des Mafles ist ein
schwieriges Problem und beinhaltet im Falle einer wechselwirkenden Theorie alle Probleme der
(nichtstérungstheoretischen) Renormierung.

Anstelle des Mafles wird meist die Zustandssumme angegeben, die als Pfadintegral iiber alle
geschlossenen Pfade ausgedriickt werden kann. Die Quantisierung der Nambu—Goto-Wirkung
ist z.B. durch

7= /DXe_SNG[X] (2.113)

gegeben. Dabei ist DXe™%V6[X] eine formale Schreibweise fiir das Mafl bei der Integration
iiber alle Pfade, d.h. iiber alle moglichen Einbettungen der Weltflachenmannigfaltigkeit in die
Raum-Zeit, bzw. den Raum?2. Dasich die Integration iiber alle geschlossenen Pfade erstrecken
soll, mufl dabei auch iiber alle mdéglichen Topologien der Weltfliche summiert werden.

Anstelle der Nambu-Goto-Wirkung kann man auch die Polyakov—Wirkung zu Grunde legen.
Hierbei muf} dann zusétzlich iiber die Weltflichen—Metrik integriert werden.

Z = /DgDXe_SP[g’X]. (2.114)

Da die beiden klassischen Wirkungen dquivalent sind, erwartet man, dafl auch die zugehérigen
Quantentheorien dquivalent sind. Dies scheint auch so zu sein, ist aber noch kontrovers, da, wie
angedeutet, die prazise Definition des Mafles schwierig ist [64]. Da die Polyakov—Wirkung den
grofien Vorteil hat, daf§ die X-Integration auf ein GauBsches (Funktional-)Integral fithrt, wird sie
allgemein bevorzugt. Fiir die Auswertung der Zustandssumme und allgemeinerer Pfadintegrale
gibt es zwei Strategien:

1. Das Pfadintegral wird durch formale Umformungen im Kontinuum in einen mathematisch
wohldefinierten Ausdruck umgeformt. Diese Methode besitzt eine grofie Ahnlichkeit zur
Faddeev-Popov—Methode [119], [110] bei nichtabelschen Eichtheorien. Da einige fiir uns
wesentliche Resultate aus ihr resultieren, soll sie gleich beschrieben werden.

2. Man betrachtet zundchst diskretisierte Zufallsflichen und versucht dann den Kontinu-
umslimes auszufithren [3], [104]. Diese Methode ist neu und wird zur Zeit viel untersucht.
Da wir von ihr keinen Gebrauch machen miissen, gehe ich nicht weiter auf sie ein.

Ich méchte im Folgenden skizzieren, wie man durch die Verwendung von Resultaten der Dif-
ferentialgeometrie und komplexen Analysis die Zustandssumme in einen wohldefinierten Aus-
druck umformt?3.

Bei der Ausfithrung des Pfadintegrales stéfit man auf das gleiche Problem wie bei Funk-
tionalintegralen in Eichtheorien: Die Wirkung ist invariant unter lokalen Symmetrietransfor-
mationen (Reparametrisierungen und Weyltransformationen bzw. Eichtransformationen) und
man muf} bei der Integration sicherstellen, dafi jede physkalisch indquivalente Konfiguration
genau einmal gezdhlt wird. Um das Mitzdhlen von Kopien zu verhindern, stellt man Eichbe-
dingungen und versucht das Pfadintegral in ein Integral tiber die Eichorbits und eines tiber
die physikalisch indquivalenten Konfigurationen zu zerlegen. Aufgrund der Eichinvarianz der
Wirkung faktorisiert das Integral {iber die Eichorbits und liefert einen unendlichen Faktor, der
als Volumen der Eichgruppe interpretiert werden kann. Er kann daher durch eine unendliche
Normierungskonstante kompensiert werden?*. Diese von Faddeev und Popov fiir Eichtheorien
erfundene Methode 148t sich auch auf die Stringtheorie anwenden. Es sei hier noch erinnert,
daB im allgemeinen folgende zwei Probleme auftreten kénnen [110], [119]:

2?Man setzt hier sowohl die Weltfliche als auch die Raum—Zeit ins Euklidische fort.

23Ein sehr guter Ubersichtsartikel iiber Pfadintegrale in der Stringtheorie ist [18]. Eine Ubersicht iiber die
in der Stringtheorie relevanten Teile der Theorie Riemannscher Flachen findet man in dem Buch [158]. Beide
Werke geben zugleich einen Uberblick iiber die sonstige relevante Literatur. Knappere Darstellungen findet man
in den Lehrbiichern [1], [2], [4] der Stringtheorie.

24Bei einer sorgfiltigeren Behandlung miifite man die betrachtete Theorie zunichst so regularisieren, dafl
alle betrachteten Gréfien endlich sind, dann die angegebenen Umformungen durchfilhren und abschlieend die
urspriingliche Theorie in einem geeigneten Limes wiedergewinnen. Der Einfachheit halber soll hier aber formal
mit divergenten Groflen hantiert werde.
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1. In Eichtheorien gibt es im allgemeinen keine global eindeutigen Eichfixierungen. Es treten
Gribov—Kopien auf, die zwar bei der storungstheoretischen Behandlung ignoriert werden
koénnen, prinzipiell aber die Giiltigkeit des Verfahrens in Frage stellen.

2. Eine Symmetrie der klassischen Wirkung braucht nicht unbedingt zu einer Symmetrie des
Pfadintegralmafles und damit der Quantentheorie zu fithren. Man spricht dann von einer
Anomalie.

Zur besseren Orientierung sind einige mathematischen Vorbemerkungen angebracht. Auf
der Weltflichenmannigfaltigkeit spielen die folgenden fiinf Strukturen eine Rolle:

1. Die topologische Struktur: Bei geschlossenen Strings mufl iiber alle kompakten ori-
entierbaren Flachen summiert werden. Diese werden durch eine einzige topologische In-
variante, das Genus oder Geschlecht, beschrieben, die alle nichtnegativen ganzen Zahlen
durchlduft [159]. Eine Fliche mit Genus 0 besitzt die Topologie einer Kugel?®| Flichen mit
komplizierterer Topologie entstehen durch das Anheften von g > 0 Hantel an eine Kugel.
Fiir ¢ = 1 erhélt man z.B. einen Torus. Die Hanteln interpretiert man als quantenmecha-
nische Selbstwechselwirkung. Dies ist analog zu einer quantenfeldtheoretischen Zustands-
summe, die als Summe tiber alle Feynman—Graphen ohne duflere Zustande geschrieben
werden kann [122]. Auch hier beschreiben die Graphen mit Schleifen die Quantenfluktua-
tionen. Bei offenen Strings summiert man entsprechend iiber berandete Flichen, wobei
die Rénder die Endpunkte des Strings beschreiben. Die einfachsten dabei auftretenden
Flachen sind die Kreisscheibe, der Kreisring und (falls man den offenen String nicht mit
einer Orientierung versieht) das Mébiusband [1].

2. Die differenzierbare Struktur: Jede zweidimensionale reelle topologische Mannigfal-
tigkeit kann man auf genau eine Weise zu einer differenzierbaren C'*°— Mannigfaltigkeit
machen [158]. Wir haben von Anfang an davon Gebrauch gemacht, daf die Einfiihrung
einer differenzierbaren Struktur auf der Weltfliche eindeutig und méglich ist.

3. Die komplexe Struktur: FEine orientierbare 25 zweidimensionale reelle C>-—

Mannigfaltigkeit kann immer zu einer Riemannschen Flache, d.h. zu einer komplex—
eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit gemacht werden [158]. Die Einfiihrung
einer komplexen Struktur ist aber im allgemeinen nicht eindeutig. Die inaquivalenten
komplexen Strukturen auf einer Flache mit fester Topologie werden durch kontinuierli-
che komplexe Parameter, die Moduli beschrieben. Auf der Kugel gibt es 0 Moduli, also
nur eine komplexe Struktur, auf dem Torus (g = 1) einen Modulus, und fiir die hoheren
Genera (g > 2) exisieren 3g — 3 Moduli. Die Moduli bilden einen komplexen Raum, den
sogenannten Moduli-Raum M, [158]. Diese und die folgenden Uberlegungen beziehen
sich auf geschlossene Strings. Die Verallgemeinerungen fiir offene (und nicht-orientierte
geschlossene) Strings bendtigen wir nicht, da alle spater zu betrachtenden Theorien nur
geschlossene, orientierte Strings beinhalten.

4. Die konforme Struktur: Identifiziert man zwei Metriken auf einer Mannigfaltigkeit
genau dann, wenn sie sich um eine Weyl-Transformation unterscheiden, so definiert jede
dieser Aquivalenzklassen eine konforme Struktur. Mit Hilfe der konformen Struktur lassen
sich Winkel definieren, aber keine Langen. Bei Riemannschen Flachen entsprechen sich
die komplexen und die konformen Strukturen eineindeutig, da genau die holomorphen
Abbildungen konform sind. Die Moduli parametrisieren also auch die infdquivalenten
konformen Strukturen [2].

25Wir hatten oben gesehen, daB die Weltfliche eines freien geschlossenen Strings ein unendlicher Zylingder ist.
Dieser ist topologisch dquivalent zu einer zweifach punktierten Kugel, wobei die Punktierungen die Erzeugung
des Anfangs- und die Vernichtung des Endzustandes beschreiben. Anfangs- und Endzustand wiren dabei im
Pfadintegral durch die Spezifizierung von Randbedingungen anzugeben. Bei der Zustandssumme wird iiber alle
Zustande, d.h. iiber alle Randbedingungen summiert, d.h. die Punktierungen fallen weg und man erhélt eine
Kugel.

26 Geschlossene Strings sind a priori orientiert, da man rechts- und linkslaufende Anregungen unterscheiden
kann. Dies definiert die Orientierung der Weltflache.
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5. Die metrische Struktur: Jede differenzierbare Mannigfaltigkeit kann durch die
Einfiilhrung einer Riemannschen Metrik zu einer Riemannschen Mannigfaltigkeit gemacht
werden [155]. Schon ganz am Anfang hatten wir die Weltfliche mit einer intrinsischen
Metrik versehen. Da im Pfadintegral iiber alle Metriken integriert wird, miissen wir nach
einer Eichbedingung Ausschau halten, die es uns ermdoglicht, diese Integration im Rahmen
des Faddeev—Popov—Verfahrens zu faktorisieren. Wie bereits erwahnt, ist es im allgemei-
nen nicht moglich die Metrik global, d.h. auf der ganzen Flache, auf die Form gop = dap
zu transformieren (das kann ja hochstens auf intrinsisch flachen Mannigfaltigkeiten ge-
hen, also z.B. nicht auf einer Kugel.). Es ist in zwei Dimensionen aber immer maglich,
die Metrik global auf die konform flache Form

Gop = €%64ap (2.115)

zu transformieren, wobei ¢ eine C'°—Funktion und ga.s eine Metrik mit konstanter
Kriimmung ist (d.h. der zugehdrigen Kriimmungsskalar ist konstant) [2], [158]. Mit-
tels dieser sogenannten konformen Eichung ist also eine globale Eichfixierung méglich;
in der Stringtheorie tritt daher keine Gribov—Ambiguitdt auf. AuBlerdem existiert in je-
der konformen Aquivalenzklasse von Metriken genau eine Metrik konstanter Kriimmung.
Diese Metriken werden also ebenfalls durch die Moduli parametrisiert.

Wir wenden nun die Faddeev—Popov-Methode auf die Zustandssumme fiir geschlossene
Strings an. Dabei ist es zweckmiBig, die Summation iiber die Topologien explizit zu machen:

oQ

7= Zy= ZNg/DgDXe_S[g’X]. (2.116)
g=0 g

=0

Uber die Normierungkonstanten Ny soll spater verfligt werden, um das faktorisierte Volumen
der Eichgruppe zu kompensieren. Die Summation iiber die Genera wird als Stérungsreihe
interpretiert.

Um die Faddeev—Popov-Methode anwenden zu kénnen, mufl die Integration iiber alle Me-
triken in eine Integration iiber Symmetrietransformationen, d.h. iiber Reparametrisierungen
und Weyl-Transformationen verwandelt werden. Dies ist moglich, wenn man folgende Punkte
beriicksichtigt [2]:

o Die Metrik kann in einen Spurteil s,s und in einen spurfreien symmetrischen Anteil h,g
zerlegt werden.

JaB = Sap + hag, (2.117)
1
Sap = 5(%69“5)%/3, hap = gop — Sap- (2.118)

e Es gibt Deformationen der Metrik, die nicht durch Reparametrisierungen erzeugt werden
kénnen. Der Raum dieser Deformationen ist isomorph zum Moduli-Raum der komplexen
Strukturen.

e Es gibt Reparametrisierungen, die den Spurteil der Metrik &ndern. Die global definierten
Reparametrisierungen mit dieser Eigenschaft sind gerade die globalen konformen Trans-
formationen.

e Abgesehen von den beiden vorhergehenden Ausnahmen gibt es eine eineindeutige Bezie-
hung zwischen Reparametrisierungen und Weyltransformationen einerseits und spurfreien
und Spur—Deformationen der Metrik andererseits.

Man kann daher die Integration iiber die Metriken in eine Integration iiber die Reparametrisie-
rungen und Weyl-Transformationen umwandeln, wenn man wie folgt vorgeht [2]:
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e Beim Umschreiben der Integration tritt eine Jacobiante auf, die in Analogie zu den
Eichtheorien als Faddeev—Popov-Determinante bezeichnet wird. Sie kann als (¢-
regularisierte?”) Determinante eines Differentialoperators oder als Pfadintegral iiber die
Faddeev—Popov-Geistfelder ¢® und bng geschrieben werden [1], [2]:

J = /Dche‘fd%ﬂg“WWW (2.119)

Die Integration iiber die Reparametrisierungen und Weyl-Transformationen faktorisiert
von der X—Integration, da die Wirkung invariant ist und liefert eine divergente Konstante,
die man durch eine divergente Normierungskonstante kompensiert.

e Uber die nicht durch Reparametrisierungen erzeugbaren Deformationen der Metrik muf
zusétzlich integriert werden. Das Integrationsmafl ist das natiirliche Mafl auf dem Moduli—-
Raum, das sogenannte Weyl-Peterson-Mafl dyu(m) [2], [158]. Dieses Integral kann als
ein Integral iiber alle komplexen bzw. konformen Strukturen der Weltflache aufgefaf3t
werden, d.h. als ein Integral iiber alle Riemannschen Flichen mit gegebener Topologie.
Es faktorisiert nicht, da das X-Integral von den Moduli abhingt (s.u.).

e Bei der Integration iiber die Metriken werden die globalen konformen Transformationen
einmal gezdhlt, bei der Integration iiber die Symmetriegruppe doppelt, da sie sowohl
von den Weyl-Transformationen als auch von gewissen Reparametrisierungen erzeugt
werden. Die Variablentransformation fiithrt zu einer zusatzlichen (je nach Fall endlichen
oder unendlichen) Konstante VG_Il(G wobel Vgie als Volumen der globalen konformen
Gruppe interpretiert werden kann. Diese Konstante hdngt nur von der Topologie, nicht
von den Moduli ab und faktorisiert daher [2], [1].

Nach Ausfithrung der g—Integration lautet die Zustandssumme fiir Genus ¢:

Z, = NgVRepxweylvg,iG/ du(m)J(m)/DXe_S[g(m)’X]. (2.120)

g

Abschlielend kann die X-Integration durchgefiihrt werden, da es sich um ein Gauf3sches Integral
handelt. Das Ergebnis ist im wesentlichen die Quadratwurzel der inversen Determinante des
Laplace—Operators beziiglich der Metrik g(m). Dabei mufi man zuvor die Nullmoden des
Laplace-Operators in Form einer divergenten Konstante Vrz abfaktorisieren, die als Volumen
der Raum—Zeit gedeutet werden kann [2]. Die Determinante des Laplace-Operators ist als das
¢-regularisierte Produkt aller nichtverschwindenden Eigenwerte (die alle positiv sind) definiert.
Als weiterer, endlicher Normierungsfaktor tritt das Volumen der Weltflache

Vivr = /dzaﬁ (2.121)

auf. Diese Konstante kann, im Gegensatz zu Vgrz nicht aus dem Integral herausgezogen wer-
den, da sie von den Moduli abhéngt [2]. Insgesamt liefert die X-Integration (bis auf weitere,
irrelevante, endliche Konstanten)

D/2

/DX@‘S[g'(m)’X] = Vrz (Vivr(det'Ayg)™") (2.122)

2"Die ¢~Funktion-Regularisierung [42], [121] erm&glicht es divergenten Summen und Produkten durch analy-
tische Fortsetzung einen eindeutigen, endlichen Wert zuzuweisen. Sie ist konform [1] und modular [4] invariant.
Da elliptische Differentialoperatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten (verallgemeinerte Laplace—Operatoren)
ein diskretes positives Spektrum und einen endlich-dimensionalen Kern und Ko—Kern besitzen [135], kénnen
(bei getrennter Behandlung der Nullmoden) mit dieser Methode Determinanten von unbeschrénkten Operatoren
definiert werden. Durch ,,Quadratwurzelziehen“ kénnen auch die Determinanten von Differentialoperatoren er-
ster Ordnung definiert werden, wie sie z.B. bei den FP—Geistfeldern auftreten. Der Prototyp dieser Konstruktion
ist die ,,Quillen-Determinante von 8 [165].
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Die konforme Anomalie

Die obige Darstellung ist unter der Voraussetzung korrekt, dal die Integration iiber die Weyl—
Transformationen faktorisiert, was aber nur unter gewissen zusitzlichen Bedingungen der Fall
ist. Im allgemeinen tritt eine Anomalie, die konforme Anomalie auf, d.h. die auf klassischem
Niveau vorhandene konforme Symmetrie wird durch Quanteneffekte gebrochen. Im Funktional-
integralformalismus manifestiert sich das dadurch, dal zwar die klassische Wirkung, nicht aber
das Integrationsmaf} konform invariant ist. Obwohl die Weltflichenmetrik g,s auf klassischem
Niveau ein reiner Eichfreiheitsgrad ist, wird durch die konforme Anomalie der Spurfreiheitsgrad
® in der quantisierten Theorie zu einem physikalischen Freiheitsgrad, dessen Dynamik durch

die Liouville-Wirkung [2]

Slg, @) = /d%ﬁ (%g“ﬂa@aﬁ@ 412 (e® = 1) + Rg@) (2.123)

beschrieben wird. Im Falle der krititschen Stringtheorie, d.h. in 26 Dimensionen verschwindet
die konforme Anomalie aufgrund eines dimensionsabhéngigen Vorfaktors. Nur in dieser Dimen-
sionszahl faktorisiert die Integration iiber die Weyl-Transformationen wie oben angegeben.

Bemerkung: Liouville-Theorie, zweidimensionale Quantengravitation und nicht—kritische Strings.
Der Name der Liouville-Wirkung rithrt daher, daf§ die zugehorigen Bewegungsgleichung die Liouville—
Gleichung

Ap =e? (2.124)
ist. Die durch die Liouville-Wirkung definierte Quantenheorie ist in den letzten Jahren aus zwei
Grinden der Gegenstand vieler Arbeiten gewesen [6]: Zum einen besteht eine weitgehende Analo-
gie zwischen der Liouville-Theorie und (Quanten-)Gravitationstheorien in hdheren Dimensionen. Sie
wird daher auch als zweidimensionale Quantengravitation bezeichnet. Die Quantisierung wird dadurch
erschwert, dafl die klassische Wirkung aufgrund der exponentiellen Selbstwechselwirkung ihr Mini-
mum fir & — —oo annimmt. FEin physikalisch interessanter Gesichtspunkt ergibt sich, wenn man
hoherdimensionale Quantengravitationstheorien im Hamilton—Formalismus mit Hilfe der Wheeler—de—
Witt—Gleichung studiert, die eine Art Schrédinger—Gleichung fiir die rdumlichen Komponenten der
Metrik ist [116]. Hierbei tritt auBer den beiden dynamischen Freiheitsgraden der Metrik (den beiden
Polarisationen des Gravitons, in feldtheoretischer Sprechweise) ein weiterer Freiheitsgrad auf, der dem
Liouville-Feld entspricht und mit der (kosmischen) Zeit (in einem hinreichend symmetrischen Univer-
sum) identifiziert wird. Dies ist moglicherweise ein Schritt im Rahmen des Programmes Raum und
Zeit als semiklassische Groflen im Rahmen einer Quantengravitationstheorie zu rekonstruieren.

Der zweite Grund ist der Versuch, nicht—kritische Stringtheorien, d.h. solche in D # 26, zu konstru-
ieren. Hier stellt sich das zusatzliche Problem der physikalischen Interpretation des Liouville-Feldes
im Rahmen der Stringtheorie und der Klarung des Zusammenhanges zwischen Stringtheorie und zwei-
dimensionaler Quantengravitation. Dabei ist z.B. versucht worden, Liouville-Strings als Strings in
einem speziellen Raum—Zeit—Hintergrund zu interpretieren, wobei das Liouville-Feld die Rolle der Ein-
bettungszeit X° spielt (in diesem Beispiel ergibt sich die Minkowski-Signatur automatisch). Dieses
Beispiel suggeriert, dafl kritische und nicht—kritische Strings verschiedene Zustande innerhalb einer ein-
zigen Theorie beschreiben und ist ferner auch ein weiteres Indiz fir der Zusammenhang von Strings
und D-dimensionaler Quantengravitation [9], [72].

Die modulare Invarianz

Eine weitere fiir die Stringtheorie wichtige Symmetrie, die Invarianz unter modularen Transfor-
mationen, soll an dieser Stelle noch explizit diskutiert werden; implizit spielte sie bereits bei der
Auswertung der Zustandssumme eine Rolle. Auf mehrfach zusammenhéngenden Weltflichen
existieren globale Transformationen, die nicht kontinuierlich mit der identischen Transforma-
tion verbunden sind: Man kann die Mannigfaltigkeit, bildlich gesprochen, entlang einer nicht—
kontrahierbaren Kurve aufschneiden, um einen vollen Winkel verdrehen und wieder verkleben
[1], [158]. Die Beriicksichtigung der modularen Invarianz ist nicht nur fiir die Stringtheorie,
sondern auch fiir konforme Feldtheorien auf allgemeinen Riemannschen Flichen und fiir Sy-
steme der statistischen Mechanik mit entsprechenden Randbedingungen eine wichtige und sehr
einschneidende Konsistenzbedingung [42].
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Bei der Integration iiber die Moduli in der Zustandssumme ist darauf zu achten, dal Rie-
mannsche Flachen, die durch modulare Transformationen ineinander iibergehen, nur einmal
gezdhlt werden. Die Integration iiber Reparametrisierungen wird aber auf eine Integration
iiber infinitesimale Reparametrisierungen zuriickgefiihrt?®, die keine modularen Transformatio-
nen erzeugen koénnen. Entsprechend wird bei der Restintegration iiber infinitesimale Deforma-
tionen der komplexen Struktur zunichst iiber einen Uberlagerungsraum des Moduli-Raumes
My, den Teichmiillerraum 7, integriert. Bezeichnet man mit Diff, bzw Diffy die Gruppen der
differenzierbaren Reparametrisierungen, bzw. diejenige Zusammenhangskomponente, die die
identische Transformation enthélt, so gilt

Metriken Metriken

M= Difx Weyl' ¢ ™ Diffy x Weyl

(2.125)
Die Gruppe der modularen Transformationen, auch Abbildungsklassengruppe genannt, ist
dann:
Diff
Diffy
Um die modularen Kopien zu eliminieren, mufl man die Integration tiber den Teichmiiller-
raum auf einen Fundamentalbereich beziiglich modularer Transformationen einschranken, der
dann dem Moduliraum aAquivalent ist. Sowohl der Teichmiiller- als auch der Moduli-Raum
kénnen als Untermengen eines geeigneten CV reprisentiert werden, wobei die genaue Spezifi-
zierung der Rander sehr kompliziert ist [2]. Insbesondere tragt der Moduli-Raum zwar selbst
eine komplexe Stuktur, ist aber keine Mannigfaltigkeit [158]. Fiir die Genera g > 2 ist die Be-
schreibung des Moduli-Raumes zwar im Prinzip bekannt, aber so implizit, dafl kaum explizite
Rechnungen méglich sind.
Abschlielend soll das Endergebnis der Faddeev—Popov—Methode fiir geschlossene Strings
angegeben werden. Durch geeignete Wahl der Normierungskonstanten N, eliminiert man die
abseparierten Symmetriefaktoren und erhilt:

A\ "DP2
Zyg :/ dp(m)J(m) (%) . (2.127)

Mit Hilfe des Mumford—Theorems [158] kann die Zustandssumme (fiir D = 26) auf eine andere
Form umgeschrieben werden, in der nur noch komplex—analytische Gréflen auftreten:

_ nAT
Zy= /Mg o) (2.128)

Dabei ist 7 eine bestimmte holomorphe 3g—3 Form auf dem Moduliraum und €2 die Periodenma-
trix [144] der Riemannschen Fléche. Die Tatsache, daf der Integrand in einen holomorphen und
einen antiholomorphen Anteil zerféllt, wird als holomorphe Faktorisierung bezeichnet. Physika-
lisch bedeutet das, dafl auch fiir hohere Genera die links- und die rechtslaufenden Anregungen
eines geschlossenen Strings entkoppeln; dies ist wesentlich bei der spiter zu diskutierenden
Konstruktion heterotischer Stringtheorien. Fiir D # 26 gilt dies nicht, da hier die sogenannte
holomorphe Anomalie auftritt [11]. Thr Verschwinden fiir D = 26 ist eine Aussage des Mumford-
Theorems.

MOD =

(2.126)

2.2.5 Wechselwirkungen im Pfadintegralformalismus

Im Pfadintegralformalismus gibt es eine elegante Definition fiir die Ubergangsamplituden, die im
Prinzip auch off shell Zustdnde zuldfit: Man integriere iiber alle méglichen Flachen mit entspre-
chenden Randbedingungen. Bei einer N-String—Amplitude fiir geschlossene Strings reprisen-
tiert man die dufleren Zustidnde durch das Herausschneiden von N Kreisscheiben und muf,
fiir jedes Genus, iiber den Moduli-Raum M, p, ., der Riemannschen Flachen mit Randern

28Fiir die Diskussion von Details sei noch einmal auf die Literatur verwiesen.
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b;,i = 1,..., N integrieren und anschliefend iiber alle Topologien sprich Genera summieren?’

[19], [12]. Dieses Integral ist ein Funktional der auf den N kreisformigen Randern zu spezifizie-
renden Randbedingungen. Schematisch:

Z/ m)J(m) [ DXe %, (2.129)

RB

Es stellt sich natiirlich die Frage, welche Randbedingungen den on shell Zustidnden der
Operator-Quantisierung entsprechen. Die Antwort 1st einfach: Man ziehe die Rdnder zu Punk-
tierungen p; zusammen und lokalisiere dort die entsprechenden Vertexoperatoren [19], [12]. Um
die Ubergangsamplitude zwischen on shell Zustinden zu berechnen, muf man also folgendes
tun:

1. Fiir festes Genus und feste komplexe Struktur berechnet man die Korrelationsfunktion der
lokalen Vertexoperatoren V;(z,Z;)= V(zi,Zi; ki, A;). Dabei sind die z; lokale komplexe
Koordinaten auf der Weltfliche und die z; die komplex—konjugierten Groflen. Aufgrund
der holomorphen Faktorisierung zerfallen die Vertexoperatoren in chirale Felder, die ana-
lytisch in z; bzw. Z; sind und linkslaufende bzw. rechtslaufende Anregungen beschreiben.
Die Jacobiante wird dabei als Integral tiber die Faddeev—Popov—Geistfelder ausgedriickt.

Vi(z1,71), .., VN (2N, ZN))gm = (2.130)

/DchDXe_S[g(m)’X’b’C] Vi(z1,71), -, Vv (2w, ZN).

Dies 1st die Korrelationsfunktion gewisser zusammengesetzter Felder einer konformen
Feldtheorie auf einer festen Riemannschen Fliche und hangt sowohl von der Topologie,
als auch von den Moduli ab.

2. Anschliefilend integriert man iiber die Lokalisierungen (z;,%;) der Vertexoperatoren und
erhalt die Korrelationsfunktion der entsprechenden integrierten Vertexoperatoren V; =
V(k;, A;), die nur noch eine Funktion der Topologie, der Moduli und der ein- und auslau-
fenden Zustédnde ist.

(Vi VaYgm :/dﬂ(zl,...,zN)m(zl,zl)...vN(zN,zN»g,m. (2.131)

3. Schlieflich muf tiber den Moduliraum integriert und iiber die Genera summiert werden:
Z/ dp(m Vg m- (2.132)

Die Korrelationsfunktion kann selbst als Funktionalintegral oder mit Hilfe des (euklidischen)
Operatorkalkiils (siehe 2.4.1) berechnet werden. Fiir die hoheren Genera sind konkrete Rech-
nungen bisher kaum moglich. Bei der zweiten Methode brduchte man einen bisher erst in
Ansitzen vorhandenen globalen Operatorkalkiil, der die Struktur der Weltflache beriicksichtigt
[158]. In jedem Fall mufl die Integration iiber die Moduli ausgefiihrt werden.

Die Zustandssumme kann fiir festes Genus und feste komplexe Struktur durch die Einfiihrung
von Quelltermen fiir die Vertexoperatoren als erzeugendes Funktional der Korrelationsfunktio-
nen der korrespondierenden konformen Feldtheorie aufgefafit werden. Auch nach Differentiation
nach den Quellen bleibt das Funktionalintegral gauffisch und kann exakt (und nichtperturba-
tiv) ausgefiihrt werden. Die volle Zustandssumme ist hingegen, wenn man die Weltflichen
als Feynman—Graphen auffafit, das erzeugende Funktional aller zusammenh&ngenden Graphen
der Stringtheorie. Die Summation iiber die Genera wird als Stérungstheorie interpretiert. Es

29Diese Vorschrift 148t sich auch fiir offene Stringtheorien formulieren [54]. Hier treten zwei Arten von WF—
Réandern auf: Raumartige Rander beschreiben Anfangs- und Endzustédnde, zeitartige Rander sind die Bahnen
der Anfangs- und Endpunkte von Strings.
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ist dartiber spekuliert worden, wie nichtperturbative Effekte beschrieben werden konnen, etwa
durch Flachen vom Genus oo [2]. Einen anderer Zugang zu nichtperturbativen Grofien stellt die
Summation iiber diskretisierte Zufallsflichen dar, da hier nicht nach der Topologie sortiert wird.
7 ist auch proportional zur (quantenmechanisch induzierten) kosmologischen Konstanten, die
Ja durch die Energiedichte der Quantenfluktuationen und damit durch die Vakuumdiagramme
der Theorie gegeben ist [129]. Bei der Integration iiber die Moduli beschreiben die Beitrige vom
Rand des Moduli-Raumes das Faktorisieren einer gegebenen Fliche in solche von niedrigerem
Genus [158]. Mit Hilfe des Pfadintegralformalismus kann man zeigen, dafl die Amplituden auch
fiir hoheres Genus alle notwendigen Eigenschaften besitzen; dazu gehdren insbesondere auch
die Faktorisierungseigenschaften [1], [2]. Schwierigkeiten macht noch der exakte Beweis der
vermuteten Endlichkeit der Amplituden fiir alle Genera. Im Falle der bosonischen Theorie wird
diese Eigenschaft durch das Auftreten des Tachyons auf jeden Fall zerstort; man hofft aber, sie

wenigstens fiir supersymmetrische Stringtheorien zeigen zu kénnen3°.

2.2.6 Ubersicht iiber bosonische Stringtheorien

Aus der Betrachtung der bosonischen Stringtheorie fiir hdhere Genera ergeben sich Konsistenz-
bedingungen, die die Anzahl der konsistenten Theorien (von der Endlichkeit / Renormierbar-
keit einmal abgesehen) einschranken. Zu Anfang waren Theorien mit offenen und geschlos-
senen Strings eingefithrt worden; erstere sind a priori nicht orientiert, letztere a priori orien-
tiert. Indem man bei offenen Strings explizit eine Orientierung einfiihrt bzw. bei geschlossenen
Strings den Fockraum symmetrisiert, ergeben sich insgesamt vier Mdoglichkeiten. Aber nicht
alle Méglichkeiten sind konsistent, denn:

e Theorien mit offenen Strings miissen immer auch geschlossene Strings einschliefien, und

e Theorien mit nicht—orientierten geschlossenen Strings miissen immer auch offene Strings
einschlieflen.

Dies ergibt sich daraus, dafl durch die Beitrdge der hoheren Genera zu den Streuamplituden
automatisch entsprechende Pole auftreten. Geometrisch entspricht dem, dafl bei der Pfadinte-
gration Fliachen auftreten, die on shell Propagatoren fiir die entsprechenden Stringmoden sind
[1]. Diese Beitrage kommen von den Réndern des Moduliraumes, wo diejenigen Flichen lokali-
siert sind, die in Flachen von niedrigerem Genus faktorisieren, die durch einen langen Streifen
bzw. Zylinder verbunden sind.

Auf diese Weise gibt es hochstens®! drei bosonische Stringtheorien: Die erste besteht aus
unorientierten offenen und geschlossenen, die zweite aus orientierten offenen und geschlossenen
Strings und die dritte aus orientierten geschlossenen Strings.

2.3 Hintergrundfelder und Gravitation

2.3.1 Hintergrund—Gravitationsfelder

Bisher haben wir die Propagation von Strings in einem flachen D—dimensionalen Minkowski—
Raum betrachtet. Ersetzt man in der Polyakov-Wirkung die flache Metrik 7, durch eine
Riemannsche Metrik G, (X),

§ = / drdo /59 (v, )00 X" (7, 0) 95 X" (7, ) G (X), (2.133)

so kann man statt dessen die Propagation von Strings in einer allgemeinen Raum-—Zeit be-
schreiben [1]. Eine Riemannsche Metrik bzw. ihr Abweichen von der flachen Minkowski-Form
beschreibt ein klassisches Gravitationsfeld

G (X) = + fu (X). (2.134)

30Siehe hierzu [61].
31Die zweite der im folgenden genannten Méglichkeiten entfillt aufgrund von Eichanomalien, siche Kapitel 3

und [1].
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Im folgenden wird f,, als Gravitationsfeld bezeichnet. Genau wie in der normalen Quantenfeld-
theorie kann ein klassisches Gravitationsfeld als kohédrenter Zustand von Gravitonen, masselosen
Spin—2-Teilchen, beschrieben werden. Vergleicht man ndmlich die zur Polyakov—Wirkung S und
die zu der verallgemeinerten Wirkung 5" gehorenden Zustandssumme, so findet man

7' = /DgDXe—S' = /DgDXe_S expV, (2.135)
wobel V|
V= /drda\/ﬁgo‘ﬁﬁaXuﬁﬁX”fW(X) (2.136)

der Vertexoperator fiir Gravitonen mit der Wellenfunktion f,, ist®?. Folglich ist exp(V) der
Vertexoperator fiir einen koharenten Zustand von Gravitonen mit dieser Wellenfunktion.

Wir bemerken an dieser Stelle eine Eigentiimlichkeit der Stringtheorie. Das Gravitationsfeld
geht, zumindest in unserer Beschreibung, auf zweierlei Weise ein. Zum einen spezifiziert man
die Raum—Zeit als Hintergrund in der verallgemeinerten Polyakov—Wirkung explizit, zum ande-
ren tritt im Spektrum der Theorie das Graviton auf. In der noch zu bestimmenden endgiiltigen
Form der Stringtheorie muf3 dieser Dualismus iiberwunden werden, wahrscheinlich in Form
einer Quantengravitationstheorie, in der die Raum—Zeit—Struktur aus fundamentaleren Prin-
zipien hergeleitet wird. In der hier zur Verfiigung stehenden Formulierung kann lediglich die
Konsistenz der Stringpropagation mit dem Hintergrund iiberpriift werden.

Der wesentliche Unterschied zwischen den Wirkungen S und S’ besteht darin, dafi die Wir-
kung S keine freie Theorie ist. In der kovarianten Eichung erhilt man die Wirkung eines
allgemeinen nichtlinearen o—Modells [33], [132], mit der Riemannschen Raum-Zeit als , target
space®,

Shop = /drda@aX“ﬁo‘X”GW(X). (2.137)

Zusatzlich 1st das Verschwinden des Energie-Impuls—Tensors zu fordern, um die Aquivalenz mit
der reparametrisierungsinvarianten Wirkung zu sichern. Wihrend im flachen Raum aufgrund
der Weyl-Invarianz die Spur des Energie-Impuls—Tensors verschwindet, tritt im gekriimmten
Raum eine Anomalie auf. Die Ursache ist der Zusammenbruch der Skaleninvarianz des nichtli-
nearen o—Modells. Er kommt, wie immer in solchen Féllen [99], [132], dadurch zustande, daf
die Renormierung eine Skala in die urspriinglich skaleninvariante Theorie einfiihrt®3. Diese Bre-
chung kann durch die f—Funktion ausgedriickt werden, die die Abhéngigkeit der Kopplung von
der Renormierungsskala mifit. In unserem o—Modell ist G, (X) als ortsabhéngige Kopplung
aufzufassen, daher ist auch die f~Funktion eine Funktion 8, (X) des Ortes. Die Bewegungs-
gleichung 75,5 = 0 der Stringtheorie kann nur erfiillt sein, wenn die #-Funktion verschwindet.
Berechnet man die g—Funktion in der Ein-Schleifen-Ordnung (der o—Modell-Stérungstheorie,
wobei die Weltfliche die Sphire, also die filhrende Ordnung der Stringstérungstheorie, ist), so
findet man [1]

Top =0= B (X) =0 = R,,(X) = 0. (2.138)

Dabei ist 1, der Ricci-Tensor der D-dimensionalen Raum-Zeit, d.h. aus der Forderung nach
Skalen- und damit konformer Invarianz auf der Weltflache folgen die Einstein—Gleichungen im
Vakuum, also die klassische Bewegungsgleichung des Gravitationsfeldes bzw. des Gravitons.

Allgemeiner kann man argumentieren, dafl jedes konform invariante c—Modell eine klas-
sische Losung der Stringtheorie beschreibt [1]: Das Charakteristikum einer Losung der
Stringtheorie ist, dafl die Vertexoperatoren aller physikalischen Zustdnde verschwindende FEr-
wartungswerte haben

(Vy=0. (2.139)

32V\‘/'ir hatten frither den Vertexoperator fiir Gravitonen kennengelernt, deren Wellenfunktion eine ebene Welle
&uv e X ist. Durch lineare Superposition erhilt man allgemeinere Vertexoperatoren.
33Dies ist von der oben besprochen konformen Anomalie zu unterscheiden.
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Man kann zeigen, dafl dies fur die Weltfliche mit Genus 0, und nur fiir diese, dquivalent zur
konformen Invarianz der WF-Feldtheorie ist. Da die Genus 0 Weltfliche als ,,Baumgraph® inter-
pretiert wird, beschreiben konform invariante Theorien klassische Losungen der Stringtheorie.

Wenn man hohere Schleifenordnungen der f—Funktion berechnet, werden die Einstein—
Gleichungen durch weitere Terme modifiziert, die aus dem Kriimmungstensor gebildet wer-
den; jede hohere Ordnung ist dabei gegeniiber der vorhergehenden um eine Potenz des Regge—
Parameters o’ unterdriickt®*. Auf diese Weise erhilt man stringtheoretische Korrekturen zur
allgemeinen Relativitatstheorie [1]. Dahinter sollte sich ein neues geometrisches Prinzip verber-
gen, das dasjenige der klassischen Gravitationstheorie ablést; leider ist es bisher nicht méoglich,
die Potenzreihe fiir die f—Funktion zu summieren.

2.3.2 Andere Hintergrundfelder

Als weitere Verallgemeinerung kann man auch andere Zustinde der Stringtheorie als Hinter-
grundfelder verwenden. Als Beispiel sollen hier die beiden anderen masselosen Moden des
geschlossenen Strings, das Dilaton und der antisymmetrische Tensor, betrachtet werden. Man
kann zeigen, dafl das Dilaton in Form eines Zusatzterms

S[®] = / drdo/g®(X)R (2.140)

zur Wirkung beriicksichtigt werden muf; R(*) ist der zweidimensionale Kriimmungsskalar. Das
Dilaton spielt eine dhnliche Rolle wie der Brans—Dicke—Skalar [114], [125] in nichtminimalen
Skalar—Tensor—Theorien der Gravitation [1]: Dies ergibt sich, wenn man die Frage stellt, ob bei
der Beschreibung von Stringwechselwirkungen eine zweite fundamentale Konstante, namlich
eine Kopplungskonstante x, eingefiihrt werden mufl. Eine N-Teilchen Genus-g-Amplitude
miifite eigentlich M + g — 2 Potenzen dieser Konstante tragen, M — 2 fiir die dufleren Zustande
und ¢ fiir die ,,Schleifen®. Da zu den Wechselwirkung u.a. die Gravitation gehort, ist «
im wesentlichen die Gravitationskonstante. Wire diese von o’ unabhingig, so gibe es eine
willkiirliche fundamentale Konstante O//K?l/6, durch die eine einparametrige Schar inaquivalen-
ter Stringtheorien parametrisiert wird. Dies i1st jedoch nicht der Fall: Man kann zeigen, dafl
& durch den Vakuumerwartungswert des Dilatonfeldes ausgedriickt werden kann3®. Verschie-
dene Kopplungskonstanten beschreiben also nicht verschiedene Theorien, sondern verschiedene
Vakua (Grundzustinde) einer Theorie. Es sei noch darauf hingewiesen, daf§ auch der Vakuu-
merwartungswert des Gravitons eine physkalische Bedeutung hat, ndmlich die der Raum—Zeit—
Metrik; er spezifiziert also den Raum-Zeit—Hintergrund.

Wahrend das Dilaton und das Graviton schon aus der konventionellen Gravitations- und
Quantenfeldtheorie bekannt sind, ist das antisymmetrische Tensorfeld eine stringtypisches No-
vum, das spater im Zusammenhang mit kompaktifizierten Raumdimensionen noch ausfiihrlich
behandelt wird. Als Hintergrundfeld im o—Modell kann es durch einen Zusatzterm

S[B] = / drdoe*? 9, X" 05 X" By, (X) (2.141)

in der Wirkung beriicksichtigt werden. Fordert man nun die konforme Invarianz (das Ver-
schwinden der S-Funktion ) fiir die o-Modell-Wirkung mit allen drei Hintergrundfeldern, so
erhdlt man bereits in niedrigster Ordnung drei gekoppelte Bewegungsgleichungen fiir Graviton,
Dilaton und antisymmetrischen Tensor. Anstelle der Gleichungen mochte ich hier eine 26—
dimensionale feldtheoretische Wirkung angeben, aus der sie als Euler-Lagrange—Gleichungen

folgen [1]:

__

(26) — _
s 2k2

1
/d%x\/ée_m (R — 4D, ®D P + EHM,HW) : (2.142)

34 An dieser Stelle muff man das natiirliche Einheitensystem verlassen, um einen Entwicklungsparameter zu
haben. Der eigentliche, dimensionslose Entwicklungsparameter der oc—Modell-Storungstheorie ist der inverse
Hauptkrimmungsradius der betrachteten Stelle im target space gemessen in Einheiten von Vol [1].

35Die feldabhingige Gravitationskonstante ist eine typische Eigenschaft von Skalar—Tensor—Theorien der
Gravitation.
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Dabei ist D, die kovariante Ableitung in der Raum-Zeit und
Hypp = 0uBup+ 0y Buy + 0, Byp (2.143)

der Feldstirkentensor des B—Feldes. Die Wirkung S(*%) definiert eine effektive Feldtheorie,
die die Dynamik der drei beriicksichtigten Stringzustiande im Limes o — 0, also in fiihrender
Ordnung beschreibt. Das Studium effektiver Feldtheorien ist ein wichtiges Hilfsmittel bei der
Analyse phdnomenologischer Aspekte der Stringtheorie.

2.3.3 Strings und Gravitation

Nachdem sich gezeigt hat, dal Hintergrund—Gravitationsfelder in der Stringtheorie die Einstein-
schen Gleichungen (plus Korrekturen) erfiillen miissen, soll als néchstes die Wechselwirkung
zwischen den im Spektrum auftretenden masselosen Spin—2-Zustédnden untersucht werden, um
festzustellen, ob es sich tatsdchlich um Gravitonen handelt. Dazu mufl zundchst daran erin-
nert werden, wie man (etwa) die Dreigravitonenkopplung in der normalen Quantenfeldtheorie
definiert. Dies geschieht mit Hilfe einer feldtheoretischen Umformulierung der Einsteinschen
Gravitationstheorie [125], [114].

Man betrachtet zunichst die freie, klassische Feldtheorie eines masselosen Spin—2-Teilchens,
beschrieben durch ein symmetrisches Tensorfeld ¢, . Die Wirkung ist

S = /d%apzpwaww + Serojs (2.144)

wobel Sp,.; auf die Komponenten mit der Helizitdt +2 projiziert. Die Wirkung ist invariant
unter lokalen Eichtransformationen

Y = Vv + Ay + A, (2.145)

Daraus folgt, daBl das iy—Feld nur an einen erhaltenen, symmetrischen Tensor zweiter Stufe
koppeln kann,

Sint = —HZ/d‘*wWT“”. (2.146)

Es kann gezeigt werden [125], [114], daB8 die einzige sinnvolle®® Wahl der volle Energie-Impuls—
Tensor, gebildet aus allen Feldern einschliefilich des ¢—Feldes, ist. Im feldtheoretischen Forma-
lismus mufl man immer héhere Selbstkopplungen des Gravitons einfithren und kann die Selbst-
wechselwirkungsterme schliefilich zur vollen nichtpolynomialen Einstein—Hilbert—Wirkung auf-
summieren. Man erhilt auch das Aquivalenzprinzip und die Universalitit der Gravitation (die
Existenz von nur einer Kopplungskonstanten) als Folgerungen. Die Eichsymmetrie der Wir-
kung ist eine lokale Poincaré-Symmetrie. Obwohl die urspriingliche Theorie in einem flachen
Minkowski-Raum formuliert wurde, ist aufgrund der Eichsymmetrie in der vollen Theorie nur

noch die Grofle
Nuw + 26°%u = g (2.147)

beobachtbar. g,, ist die Riemannsche Metrik der allgemeinen Relativitdtstheorie, und die
Kopplungskonstante x kann durch die Newtonsche Gravitationskonstante G ausgedriickt wer-

den:
87G
Kk =1/ o (2.148)

Bemerkung: Die Tatache, dal die Einsteinsche Gravitationstheorie als Feldtheorie in einer fla-

chen, nichtobservablen Raum-Zeit formuliert werden kann, ist auch unter wissenschaftstheoretischen
Gesichtspunkten interessant. Finstein legt einen empirischen Geometriebegriff zu Grunde, d.h. Raum
ist fiir ihn etwas, daffi mit physikalischen Gegenstdnden ausgemessen werden kann. Dabei mufi man
die verwendeten Mafistabe als a priori invariant voraussetzen; die Frage welche Geometrie der Raum

36Ls ist bisher nicht bewiesen, daf§ die Gravitationstheorie die einzige konsistente Theorie fiir ein masseloses
Spin—2-Teilchen ist. Alle anderen bisher in Erwigung gezogenen Méglichkeiten sind aber ,,pathologisch“[1].



2.3. HINTERGRUNDFELDER UND GRAVITATION 43

hat, ist eine empirische Frage und Einsteins Theorie behauptet, dafi diese Geometrie eine Riemannsche
ist [163]. Daneben gibt es aber auch apriorische Geometrieauffassungen, z.B. Kants Philosophie, Poin-
carés Konventionalismus [163] oder die zeitgendssische konstruktivistische Wissenschaftstheorie [162].
In diesem Rahmen kann man die feldtheoretische Version der Gravitationstheorie so interpretieren,
daf die Raum—Zeit a priori (d.h. unabhingig von aller Erfahrung) die flache Minkowski—Form besitzt.
Mit endlichen physikalischen Objekten 148t sich diese (Geometrie aber nicht realisieren, da das Gravi-
tationsfeld alle Mafistdbe deformiert. Obwohl beide Theorien in allen empirischen Aussagen (modulo
Fragen nach der globalen Struktur der Raum-Zeit) vollkommen iibereinstimmen, sind sie realistisch
interpretiert verschieden [163], [125], [114]. Natiirlich ist bereits die Frage, ob es sich hier iiberhaupt um
verschiedene Theorien handelt, eine Facette des philosophischen Realismusproblems. Die These, daf} es
zu jeder Menge von Sinnes- oder Beobachtungsdaten mehrere (unendlich viele) indquivalente Theorien
gibt, ist von Duhem und insbesondere von Quine [165] vertreten worden [166]. Die Haltung der meisten
Physiker angesichts dieser philosophischen Fragen ist pragmatisch: Man verwendet den geometrischen
oder den feldtheoretischen Formalismus, je nachdem, welcher fiir eine gegebene Fragestellung bequemer
oder anschaulicher ist [114], [125].

Die feldtheoretische Formulierung der Gravitationstheorie kann nun mit den iiblichen Metho-
den quantisiert werden. Insbesondere kann man Storungstheorie betreiben und Feynmanregeln
angeben. Es stellt sich heraus, dafl die Theorie im storungstheoretischen Sinn weder renormier-
bar noch endlich ist [116]. Dies ist ein (technischer) Aspekt des Problems der Quantisierung der
Gravitation®”. Es ist also nicht méglich, iiber das Niveau von Baumgraphen hinauszugehen®®.

Man kann nun die Struktur der Graviton—Graviton (oder Graviton-Materie) Wechselwir-
kung in der quantisierten Gravitationstheorie und der Stringtheorie miteinander vergleichen.
Dabei kann man sich einen beliebigen Vertex aussuchen, da in beiden Theorien die Wechsel-
wirkungen universell sind und jeweils nur eine Kopplungskonstante, k bzw. o', existieren. Die
Kopplungsstruktur der Stringtheorie extrahiert man aus Korrelationsfunktionen von Vertexope-
ratoren auf der Genus—0—-Weltflache, die im Rahmen der Stringtheorie die Baumgraphenordnung
beschreibt. Es ergibt sich folgendes [1]:

e Die Struktur beider Kopplungen ist in fiihrender Ordnung dieselbe, wobei die Stringtheo-
rie zusatzliche Terme liefert, die von hoherer Ordnung in o’ sind. Dieser Befund ist der
gleiche wie bei den Hintergrundfeldern.

e Die Starke der Wechselwirkungen ist in filhrender Ordnung gleich, wenn in natiirlichen
Einheiten (A = ¢ = 1) der Regge-Parameter (bis auf irrelevante numerische Faktoren)
gleich der Newtonschen Gravitationskonstante ist3°

o~ G (2.149)

Durch die Forderung, daf} die Gravitationswechselwirkung die richtige Stérke hat, 188t sich
also der einzige in der Stringtheorie auftretende dimensionsbehaftete Parameter fixieren.

An dieser Stelle ist es angebracht, den fundamentalen Parameter der Stringtheorie in den in
der Elementarteilchenphysik iiblichen Einheiten anzugeben, damit wir uns eine Vorstellung von
der typischen Anregungsenergie eines Strings machen kénnen. Zuvor mdéchte ich aber einige
Bemerkungen iiber Einheitensysteme machen:

Im natiirlichen Einheitensystem der Elementarteilchenphysik setzt man ¢ = A = 1 und mifit
alle Groflen in Einheiten der Energie. Masse und Energie haben z.B. die gleiche Dimension und
Langen sowie Zeiten die Dimension (Energie)_l. Es stellt sich nun die Frage, ob es eine weitere
Naturkonstante gibt, die es dann erméglicht alle physikalischen Gréflen in Natur—gegebenen

37 Auch eine stérungstheoretisch renormierbare Gravitationstheorie, so niitzlich sie wire, wiirde natiirlich nicht
automatisch die immensen physikalischen und begrifflichen Probleme einer Quantengravitationstheorie 16sen.
Die storungstheoretische Renormierbarkeit der QCD beantwortet ja auch nicht die Frage nach der Physik der
starken Wechselwirkung auf dem Niveau der Hadronen.

38Kine Ubersicht iiber die verschiedenen bei der Quantisierung der Gravitation auftretenden Probleme gibt
[116]. Neuere Ansitze im Rahmen der Hamiltonschen Formulierung werden in [126] besprochen.

39Die Beobachtung, daf Stringtheorien bei dieser Wahl Gravitationstheorien sind, wurde zuerst von J. Scherk
und J. Schwarz gemacht [83].
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(natiirlichen) Einheiten auszudriicken. Bereits Max Planck wufite, daf dies mit Hilfe der New-
tonschen Gravitationskonstante moglich ist [118]. Die natiirlichen MaBstiabe fiir Masse, Energie
und Linge sind dann

h
Mp, = ,/5‘3 ~ 2,2 1078y = 22ug, (2.150)
Mpic? =1,2-10%%eV = 1,2-101°GeV, (2.151)
Lp = E ~1.6 10—33 ~ 89 10—20 -1 _ 1 .. o
P =\ 5 ~16 em o~ 8,2 (GeV)™" =Mp;, firh=c=1. (2.152)

Bemerkenswerterweise erlaubt auch die Stringtheorie die Definition eines natiirlichen Einheiten-
systems. Sie enthélt einen fundamentalen Parameter mit einer geeigneten Dimension, ndmlich
wahlweise die Stringspannung 7', mit der Dimension Energie pro Linge oder (mit i = ¢ = 1)
inverse Fliache, den Regge—Parameter o, mit der Dimension Flache, oder den Langenparameter

l:
1 1
- = 2.1
C T VT (2.153)

Da, wie oben argumentiert, der Reggeparameter von der Ordnung der Newton—Konstanten sein
muf, kénnen die Stringparameter jetzt in S7- oder Hochenergie-Einheiten angegeben werden:

Mpl 62
Pl

T~

=1,2-10%J/m ~ M}, (2.154)

o m6,67-1073(GeV) 2= L% ImnLp (R=c=1). (2.155)

Durch Wiedereinsetzen des Regge—Parameters in die Massenformel kann man die typischen
Anregungsenergie eines Strings bestimmen. Sie ist von der Groflenordnung der Planck—Energie,
d.h. die leichteste Anregung eines Strings besitzt die Masse eines Staubkornes.

Diese Tatsache 148t es zun&chst unrealistisch erscheinen, massive Elementarteilchen im Rah-
men der Stringtheorie zu beschreiben. Es ist aber zu bedenken, dafl die im Standardmodell
auftretenden Massen verglichen mit der Planck—Masse ungeféhr 0 sind. Man kann daher versu-
chen, alle bekannten Elementarteilchen dem masselosen Spektrum der Stringtheorie zuzuord-
nen und hoffen, dafl die auftretenden kleinen Massen durch noch zu findende Quanten- oder
Symmetriebrechungseffekten zu Stande kommen. Wir werden spéter Stringtheorien kennenler-
nen, deren masseloses Spektrum reichhaltig genug ist, um das Standard—Modell beinhalten zu
kénnen. AuBlerdem wird im Zusammenhang mit der Kompaktifizierung von Raumdimensionen
gezeigt werden, dafl auch kleine Massendifferenzen zwischen Stringzustédnden auftreten.

Eine weitere, verwandte Parallele zwischen Gravitations- und Stringtheorie ist das Auftreten
einer minimalen Lidngenskala. Sie ergibt sich im Rahmen der Quantengravitation auf folgende

Weise:

e Durch ein Gedankenexperiment, bei der an einem Teilchen in der Riemannschen Raum-—
Zeit eine Ortsmessung vorgenommen wird, kann man plausibel machen, daf}; wenn man
die Giiltigkeit von Quantentheorie und Relativitatstheorie voraussetzt, die beste mogliche
Ortsauflosung von der Ordnung der Plancklange ist [116]. Dies ist paradox, weil in keiner
der beiden verwendeten Theorien Platz fiir eine solche Minimallénge ist. Sie sollte also in
einer libergreifenden Theorie erklart werden.

e In einer Quantengravitationstheorie erwartet man, dafl Fluktuationen der Geometrie und
Topologie auftreten. Die natiirliche Skala, bei der solche Effekte wirksam werden soll-
ten, ist dadurch definiert, daf die Compton—Wellenldnge h/mc eines Elementarteilchen
gleich dem Schwarzschildradius 2Gm/c? wird. Auch diese Linge ist von der Ordnung der
Planck-Lénge. (Genauer gesagt ist sie gleich v/2Lp;.)

Diese Argumente sind natiirlich heuristisch, weil ja ohne die iibergreifende Theorie gar nicht
klar ist, was Fluktuationen der Raum-—Zeit sein sollen, etc. (Es sei daran erinnert, dafl einige
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Viter der Quantentheorie die Verwendung der Begriffe Raum und Zeit bereits in der nichtrela-
tivistischen Quantentheorie fiir problematisch hielten [161].)

In der Stringtheorie treten analoge Effekte auf. So kann man, durch eine (wiederum heuri-
stische) Auswertung der Streuung von Strings bei kleinen Winkeln und hohen Energien zeigen,
daB es in der Stringtheorie eine, wiederum durch die Plancklange gegebene, kleinste auflésbare
Linge gibt [3]. Bei der Besprechung der Kompaktifizierung von Raumdimensionen wird sich
ebenfalls zeigen, dafl auch hier dieselbe kleinste Lange auftritt (Abschnitt 4.1.5).

Es sind zwei extreme Standpunkte denkbar:

e Das Auftreten einer Minimallénge in der Stringtheorie ist eine Folge der endlichen Aus-
dehnung von Strings, hat aber nichts mit der Struktur der Raum—Zeit ,,an sich“ zu tun.

e Betrachtet man Raum und Zeit als empirisch gegeben, so wird es in einer durch die
Stringtheorie beschriebenen Welt der Raumbegriff modifiziert.

Beide Standpunkte gehen von verschiedenen erkenntnistheoretischen Pramissen aus. Eine rein
empirische Entscheidung ist daher unméglich. Im Laufe der Weiterentwicklung der Theorie
konnte sich aber einer der Standpunkte als der natiirlichere und effektivere durchsetzen. Die
Stringtheorie wird sich aber noch weiter entwickeln miissen, ehe diese Fragen préziser gestellt
und untersucht werden kénnen.

2.4 Stringtheorie und zweidimensionale konforme Feld-
theorie

2.4.1 Der euklidische Operatorformalismus

In der Stringtheorie, wie auch in der zweidimensionalen konformen Feldtheorie, sind Operator-
produktentwicklungen ein sehr wichtiges Hilfsmittel [2], [3], [4], [42]. Im Gegensatz zu anderen
Anwendungsgebieten dieser Methode [119] arbeitet man ausschliefllich im Ortsraum, und zwar
in der euklidischen Formulierung, d.h. bei imaginiren Zeiten. In der Stringtheorie dient der
Operatorformalismus unter anderem zur Konstruktion der Vertexoperatoren und der Genera-
toren von Eichgruppen. Die auftretenden algebraische Strukturen werden in diesem Zugang
besonders transparent.

Als Beispiel wihlen wir die geschlossene bosonische Stringtheorie. Die Fortsetzung zu ima-
gindren Weltflichenzeiten geschieht durch die Ersetzung

2

T — —ic?, 1,02 € [-00,], =o', o0 €0, (2.156)

1 0? parametrisieren einen Weltflichen—Zylinder mit euklidischer Metrik.
Durch die Einfiihrung der komplex—konjugierten Koordinaten

Die Koordinaten o

2(02+i01)

|7 = 2ot (2.157)
wird dieser auf die im Ursprung punktierte komplexe Ebene C* = C — {0} abgebildet. Diese
entspricht der in z = 0 und z = co punktierten Riemannschen Zahlenkugel C= CU{o0o}, die die
Topologie einer zweidimensionalen Sphire S? hat. Die Sphire ist die Weltfliche mit minimalem
Genus und beschreibt die Propagation eines geschlossenen Strings*’, die Punktierungen in der
unendlichen euklidischen Vergangenheit 02 = —00 < z = 0 und in der unendlichen euklidischen
Zukunft 02 = co < z = oo beschreiben den asymptotischen Anfangs- und Endzustand.

Die Modenentwicklung des Koordinatenfeldes nimmt im Euklidischen die folgende Gestalt
an:

XA (2,7) = %(X“(z) +XME). (2.158)

40Beitrage mit hdherem Genus beschreiben ,,Strahlungskorrekturen®.



46 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIEN

1 1
XH(z) = eh —iphlog(z) 41 > TR XE(Z) = 2k — iphlog(z) 41 Y “RETR, (2.159)
n
m#Q n#0

1
o =2 = 2" und pf = pl = §p“. (2.160)

Die Aufspaltung in links- und rechtslaufende Anregungen driickt sich in der komplexen Ebene
durch die funktionale Abhingigkeit von z bzw. Z aus. Aufgrund der Faktorisierung kénnen wir
ohne Beschrankung der Allgemeinheit nur den linkslaufende Anteil X*#(z) betrachten.

Bei einer Operatorprodukt—Entwicklung (OPE) [110], [119] wird das Produkt zweier Ope-
ratoren durch eine im allgemeinen unendliche Reihe von normalgeordneten Operatoren darge-
stellt. Alle im Operatorprodukt auftretenden Singularitdten stecken dabei in den Koeffizienten,
die singuldre Funktionen (Distributionen) sind. Das Beispiel des Koordinatenfeldes ist insofern
untypisch, als man bei diesem freien Feld das Produkt mit Hilfe der Vertauschungsrelationen

[zp, pL] = 6", [of,, af] = md* 6nin o0 (2.161)

exakt ausfithren kann. Die Normalordnung wird dadurch definiert, dafl die Operatoren, die den
Grundzustand |0) ,vernichten®, also pf und o, m > 0, nach rechts umgeordnet werden. Wir
vergleichen nun das Operatorprodukt und das normalgeordnete Operatorprodukt und finden:

—-n

XH(2) XY (w)— : XF(2) XY (w) = —i[p}, 2f]log(z) +i% > > [ak, al (2.162)

m>0n<0

n

Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen der Oszillatoren kann in der Doppelsumme eine Sum-
mation ausgefithrt werden. Die zweite Summe konvergiert nur, wenn das Operatorprodukt

radialgeordnet 1st:
3 s (ﬂ)m — _log (1 . —) fiir |2] > |wl. (2.163)
m>

(m o\ z
Zusammen mit dem Beitrag der Nullmoden erhalten wir:
XH(2) XY (w) = =" log(z — w)+ : X*(2) XV (w) : . (2.164)

Die iibliche Form der Operatorprodukt-Entwicklung wiirden wir erhalten, wenn wir den nor-
malgeordneten bilokalen Operator auf der rechten Seite um %(z + w) entwickeln. Man erhielte
dann normalgeordnete Produkte von beliebig hohen Ableitungen. Die hier angegebene Formel
ist nicht nur kompakter, sondern auch ausreichend, da es vor allem auf den singuldren Anteil
der OPE ankommt, aus dem sich die Zweipunktfunktion des X#—Feldes ergibt. Beriicksichtigt

man noch den Beitrag des rechtslaufenden Anteils X*#(Z), so findet man
1
(XH(2,2) XY (w, W) = —ZW log (|z — w|?), (2.165)

da der Erwartungswert eines normalgeordneten Feldes per Definition verschwindet. Die OPE
hat den richtigen zweidimensionalen Propagator geliefert, denn

1
G(z) = —log |2|? (2.166)
ist die Greensche Funktion des zweidimensionalen Laplace-Operators, d.h. es gilt
AG(z) =33 (z), (2.167)

wie man durch Fourier-Entwicklung oder Integration mit geeigneten Testfunktionen zeigen
kann. Sowohl die Korrelationsfunktion, als auch die chiralen Korrelationsfunktionen und die
Modenentwicklungen der Koordinaten enthalten den Logarithmus, der keine auf der ganzen
Ebene global wohldefinierte Funktion ist. Daraus ergibt sich als physikalische Konsequenz, dafl
der Feldoperator eines freien masselosen Skalarfeldes in zwei Dimensionen nicht wohldefiniert
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ist. In der Minkowski—Formulierung manifest sich dies durch Infrarot—Divergenzen, die die
Wightman—Positivitdt zerstoren [95]. Bereits frither war erwahnt worden, dafi das quantisierte
X#-Feld kein wohldefiniertes konformes Gewicht hat.

Trotzdem lassen sich mit Hilfe des Koordinatenfeldes wohldefinierte Groflen bilden und
zwar durch Differentiation und Exponentiation. Bei den OPE dieser Gréflen, die wir gleich
berechnen werden, treten als Singularitaten keine Verzweigungspunkte, sondern héchstens Pole
auf; man sagt, die Theorie sei lokal. Wahrend die Lokalitdt der vollen Korrelationsfunktion
eine notwendige Bedingung fiir eine wohldefinierte Theorie ist, kénnte man {ibrigens bei den
chiralen Korrelationsfunktionen Verzweigungspunkte endlicher Ordnung zulassen, solange sich
diese in der vollen Korrelationsfunktion gegenseitig kompensieren. Dieser kompliziertere Fall
tritt in allgemeineren konformen Feldtheorien tatsichlich auf [42].

Den ersten Typ wohldefinierter konformer Felder erhilt man durch (Wirtinger-) Differen-
tiation, z.B.

0:XM(2) = 0, X"(2,7) = —i 3 alz"7 (2.168)

n=—oQ

wobei

ab =pf (2.169)
gesetzt wurde. Die OPE fiir 9, X*(z) kann mit Hilfe der Vertauschungsrelationen oder durch
Differentiation der OPE von X*(z) berechnet werden:

G XH(2)0p XV (w) = —+: G, XH(2) 0w XV (w) . (2.170)

(= —w)

Diesmal erhélt man eine wohldefinierte Schwingerfunktion, d.h. euklidische Zweipunktfunktion
eines Quantenfeldes. Sie ist insbesondere symmetrisch in den Argumenten z und w, wie es
bei einer bosonischen Zweipunktfunktion im Euklidischen sein muf [107], [123]. Da die chirale
OPE diesmal lokal, d.h. eine Reihe in ganzzahligen Potenzen von z, ist, kann man aus dem
singuldren Teil der OPE durch radialgeordnete Kurvenintegration alle Vertauschungsre-
lationen zwischen den Moden af, rekonstruieren.

Bevor ich diese Methode vorfithre, sei zunédchst daran erinnert, dafl der Minkowski—
Operator—Formalismus sich nicht einfach ins Euklidische fortsetzen 1a8t. Oben hatten wir ja
an einem einfache Beispiel gesehen, dafl iiberhaupt nur radialgeordnete Produkte definierbar
sind. Daher kann man keine euklidischen Vertauschungsrelationen fiir Feldoperatoren aufstel-
len. Dies zeigt sich auch daran, dafi die ins Euklidische fortgesetzten Korrelationsfunktionen
bosonischer Felder symmetrisch sind. Daher interpretiert man die euklidischen Felder iiblicher-
weise nicht als Operatorfelder, sondern als verallgemeinerte stochastische Variablen und die
Korrelationsfunktionen als Momente eines Wahrscheinlichkeitsmafles [123]. In diesem Zugang
verwendet man dann den Funktionalintegralformalismus. In der Stringtheorie und zweidimen-
sionalen konformen Feldtheorie hat man einen euklidischen Operatorkalkiil entwickelt, fiir den
die Existenz der radialgeordneten euklidischen Operatorprodukte ausreicht. Um daraus Vertau-
schungsrelationen zu konstruieren, bedient man sich eines Kunstgriffes, den ich jetzt an Hand
des Feldes 0, X*#(z) erlautern werde [2], [42].

Zunichst kann man durch geeignete komplexe Kurvenintegrale aus einer Potenzreihe jeden
Koeffizienten extrahieren. Aus der Moden-Entwicklung (2.168) erhélt man

]{ d—z,iﬁzX“(z)zm =ah,. (2.171)

—p 2m

Dabei integriert man auf einem kleinen Kreis um die Singularitdt bei z = 0. Um die Kommu-
tatoren der Moden zu berechnen, interpretiert man das Integral

[al, ab] = []{ d—z,iﬁzX“(z)zm,]{ d—z,iﬁwX”(w)zw (2.172)

—p 2m —p 2m
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als

dw dz dz
. U . v m—1 . I . v n—1
}{}:0 e (é:o,w _QFiR(ZaZX (2)i0w XY (w))z ﬁ:o _QFiR(ZaZX (2)i0w XV (w))w ) )
(2.173)

R bezeichnet das radialgeordnete Produkt. Im ersten Summanden fithrt man die z—Integration
auf einem Kreis um z = 0 aus, der die Singularititen bei z = w mit umschliefit, das radialge-
ordnete Operatorprodukt kann durch die OPE (2.168) mit |z| > |w| ersetzt werden. Im zweiten
Fall liegt die Singularitit bei z = w auflerhalb des Intgrationsweges der z-Integration. Durch
die Differenzbildung wird der Beitrag der Singularitaten bei z = w isoliert und tbrig bleibt

dw dz =" ot
foamf o (e ) 1

Der fiir z — w reguldre Anteil (der oben durch --- angedeutet ist) liefert keinen Beitrag zum
Integral. Der Beitrag des singuldren Teils der OPE kann mit der Cauchyschen Integralformel
berechnet werden. Die z—Integration liefert

dw d dw
— " (=" [ —— 2z, = —— Y mtm L 2.175
f{,zo o () ( dz" )Z:w f{,zo omi (2.175)

Durch Ausfithren der w-Integration erhalten wir schlieflich die Vertauschungsrelation
lah,, ab] = Mbpgn 06", (2.176)

Als zweites Beispiel betrachten wir den Energie-Impuls—Tensor. Den Lichtkegel—

Komponenten Ty (¢7) und T__ (o~ ) entsprechen beziiglich der komplexen Koordinaten die
Felder

T(z) = —% 10, X109, X, :, T(Z)= —% D 0F XM 07X (2.177)

Die Normalordnung kann statt durch das Umordnen von Moden auch durch die allgemeinere
Vorschrift, den singulidren Teil der OPE zu subtrahieren, definiert werden:

. -1
:6ZXN82XN : (Z) :uljllyz (82)(“(2)82)(“(10)— m) . (2178)
Diese Vorschrift kann benutzt werden, um aus beliebigen, nicht notwendig freien, Feldern neue,
zusammengesetzte Felder zu konstruieren. Fiir beliebige Energie-Impuls—Tensoren zweidime-
sionaler konformer Feldtheorien kann allgemein gezeigt werden, dafl die OPE die Form
e/2 2 1

T+ ST (w) + ——0,T(w) (2.179)

Z—w

T(2)T(w) =

(z —w) (z —w)

hat*l. Der reelle Parameter ¢ wird als zentrale Ladung bezeichnet. Jedes freie bosonische
Feld tragt einen Beitrag von 1 zu ¢ bei, wie man durch explizite Rechnung nachweisen kann.
In der bosonischen Stringtheorie ist die zentrale Ladung der Koordinatenfelder gleich der Di-
mensionszahl D = §*¥d,,. Da der Energie-Impuls—Tensor die Reparametrisierungen, also bei
festgehaltener komplexer Struktur (d.h. in der konformen Eichung) die analytischen und damit
konformen Transformationen

z = w(z), 7-ow7) (2.180)

erzeugt, legt die OPE eines Feldes ®(z,7) mit den beiden Komponenten des Energie-Tmpuls-
Tensors das Transformationsverhalten des Feldes fest. Felder die unter konformen Transforma-
tionen als Tensoren vom Typ (h, h) transformieren,

o7 0w = (2" () o) 281

41Der einzige mir bekannte vollstindig ausformulierte Beweis [60] bedient sich allerdings der Wightmanschen
Formulierung. Berechnet wird dann der Kommutator zwischen den Lichtkegelkomponenten der Energie-Impuls—
Tensors, der mit der OPE (2.179) aquivalent ist.
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werden als konforme Felder oder primére Felder bezeichnet. Die Gréien (A, E) werden als
konforme Dimensionen oder konforme Gewichte bezeichnet. Wihlt man als konforme
Transformationen speziell Skalentransformationen 2z’ = Az, A € RT oder Drehungen 2’ = ¢'%z,
so erkennt man, dal & + A’ das Skalengewicht und i — h’ der ,,Spin® beziiglich der euklidischen
Lorentz—Gruppe SO(2) ist. Besonders einfach sind chirale Felder, d.h. solche mit A’ = 0
oder mit h = 0. Sie hingen offensichtlich von nur einer der Koordinaten z,Z ab. Aufgrund
der in der geschlossenen Stringtheorie und in der zweidimensionalen konformen Feldtheorie
auftretenden Faktorisierung in links- und rechtslaufende Freiheitsgrade, kann man alle OPE
und Korrelationsfunktionen auf chirale OPE und Korrelationsfunktionen zuriickfiithren [42].

Mit Hilfe der Kurvenintegral-Methode kann man zeigen, dafl ein Feld genau dann ein kon-
formes Feld mit Gewicht (h,0) ist, wenn es die OPE

d(w) n O ®(w)

T(2)®(w) = h ~ (2.182)

(z —w) z—w

mit dem Energie-Impuls—Tensor hat. Dieser ist selbst ein Beispiel fiir ein Feld, dafl ein kom-
plizierteres Transformationsverhalten aufweist und kein primares Feld ist. Das Auftreten des
zustzlichen Pols vierter Ordnung in der OPE des Energie-Impuls—Tensors mit sich selbst fiihrt
namlich dazu, daf 7'(z) nicht als priméres Feld mit Gewicht (2,0) sondern mit einem zusétzli-
chen anomalen Term transformiert

T(z) — (Cfl—l:) T(w) + 11—25(10, z)e. (2.183)

Dabei bezeichnet S(w, z) die Schwartzsche Ableitung [10], [145]:

(£2) 5 )’

(@ (C%_w) . (2.184)
Die durch Differentiation aus dem Koordinatenfeld gewonnenen Felder 0,X*, 0zX* sind
primére Felder mit den Gewichten (1,0) bzw. (0,1). Durch weiteres Ableiten gewinnt man
Felder, deren Gewichte durch die Anzahl der Ableitungen d, bzw. 07 gegeben sind. Die so
erzeugten Felder sind aber, wie der Energie-Impuls—Tensor keine priméren Felder. Unsere Bei-
spiele sind auch insofern typisch, als alle auftretenden nicht—priméren, ,sekundédren“ Felder aus
den priméren durch Differentiation, OPE, etc. erzeugt werden kénnen. Die primé&ren chiralen
Felder sind die einfachsten Bausteine einer konformen Feldtheorie (sieche Abschnitt 2.4.2).

Die OPE des Energie-Impuls—Tensors mit sich selbst ist Aquivalent zur Virasoro—Algebra.
Diese Konstruktion ist universell und hingt nicht davon ab, welche zweidimensionale konforme
Feldtheorie man betrachtet. Man definiert nur die Laurentkoeffizienten des Energie-Impuls—
Tensors durch

S(w, z) =

N | Qo

L = ]{ d—Z,T(z)zm‘H (2.185)

2m

und erhalt dann mit der Kurvenintegrations—Methode die Virasoro—Algebra

1
[Lin, Ln) = (m = n) Lign + —c(m® — m)dmqno. (2.186)

3¢
Der Wert der zentralen Ladung c ist natiirlich modellabhangig. Fiir die Koordinatenfelder, die
ja freie Skalarfelder sind, kann man, wie schon erwéhnt, z.B. durch die Vertauschungsrelationen
der Moden, zeigen, daf ¢ gleich der Dimensionszahl ist.

Durch geeignete Kurvenintegrale kann man auch die Wirkung der Virasoro—Generatoren auf
einem chiralen Feld mit Gewicht & berechnen:

[Lin, ®n(2)] = h(m+ 1)z" @y (2) + 210,04 (2). (2.187)

In dem man in der Formel (2.181) fiir konforme Transformationen speziell z — z + 2™ setzt,
erhdlt man in fithrender Ordnung gerade die rechte Seite von (2.187). Die Virasoro-Generatoren
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erzeugen also tatsichlich die konformen Transformationen der priméren Felder (siehe auch
Abschnitt 2.2.3).

Die zweite, bisher noch nicht erwéhnte Sorte wohldefinierter Felder, die aus dem Koordina-
tenfeld X* konstruiert werden kann, sind die normalgeordneten Exponentialfelder, die auch in
der Minkowski—Formulierung schon als Bausteine der Vertexoperatoren aufgetreten waren:

X0 = exp (— Z k- anz_") ceikxe  kpr exp (— Z k- anz_") . (2.188)

n>0 n<0

Die OPE mit dem Energie-Impuls—Tensor zeigt, daf es sich um ein chirales priméares Feld mit
dem Gewicht %kz

T(z) : XX = %kz LX) 4o = %kz (2.189)
handelt. Die Berechnung der OPE mit Hilfe der Vertauschungsrelationen wére in diesem Fall
sehr mithsam. Es ist einfacher, die dquivalente OPE fiir das X*-Feld zusammen mit dem Wick-
schen Theorem fiir normalgeordnete Produkte zu verwenden. Man mufl dann nur alle méglichen
Kontraktionen zwischen den Bestandteilen zweier normalgeordneter, zusammengesetzter Felder
ausfithren [98].

Fiir spater notieren wir noch die OPE zwischen zwei normalgeordneten Exponentialfeldern:
SR X (2) X (w) = (z—w)Kt RXEHIAR ) )KL DX ) () (2.190)

Im euklidischen Operatorkalkiil lassen sich auch die Vertexoperatoren besonders leicht hand-
haben. Ein integrierter Vertexoperator in der geschlossenen Stringtheorie hat im Euklidischen
die Form

Vik) = / dz;\idZV(z,z;k). (2.191)
Er ist genau dann konform invariant definiert, wenn der Integrand eine komplexe (1,1)-Form,
d.h. wenn der lokale Vertexoperator ein priméres Feld vom Typ (1,1) ist. Dieses Transformati-
onsverhalten ist Aquivalent zu den Virasoro-Bedingungen fiir Vertexoperatoren (vgl. 2.2.3). In
der offenen Stringtheorie sind die Vertexoperatoren an den Randern der Weltfliche lokalisiert,
die lokalen Vertexoperatoren sind primére Felder vom Gewicht 1 auf den R&ndern.

Die lokalen Vertexoperatoren der geschlossenen Stringstheorie zerfallen in zwei chirale An-
teile. Der linkslaufende Teil ist ein (1,0)-Feld, der rechtslaufende ein (0,1)-Feld. Es reicht
also, chirale Felder vom Gewicht 1 zu betrachten. Jeder chirale Vertexoperator besitzt einen
Exponentialanteil zur Erzeugung des Impulses:

Vi(z: k) =: @h/(z)eika(z) : (2.192)

Dabei ist @5+ ein Feld mit Gewicht A’. Da das Gesamtgewicht von Vi (z;kr) gleich 1 sein muf,
gilt:

1 '

51{% +h =1 M?=-ki =2(h -1). (2.193)

Bei offenen Strings ist dies die Massenformel. Bei geschlossenen Strings gibt es eine entspre-
chende Formel fiir den rechtslaufenden Teil des Gesamt—Vertexoperators und man erhilt die
Massenformel und die Balance-Beziehung, wenn man fiir den Eigenwert des Anzahloperators
das konforme Gewicht des Feldes @/ einsetzt. In der bosonischen Stringtheorie sind die &
Polynome in den Wirtinger—Ableitungen des Koordinatenfeldes. Die Polarisationsbedingungen
erhélt man ebenfalls aus der OPE mit dem Energie-Impuls—Tensor, indem man das Verschwin-
den von Koeffizienten von Polen hoherer als zweiter Ordnung fordert. Zum Beispiel beim
masselosen Vektor der offenen Stringtheorie:

T(z) - € O X(w)e™X®) = ¢ .k 4= k=0. (2.194)

(z —w)?
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Der Zusammenhang zwischen den Vertexoperatoren und den Zustinden des Fockraumes
148t sich auf zweierlei Weise herstellen. Entweder man wertet den Vertexoperator im Limes
z — 0, der ja der euklidischen Zeit 0? — —oco entspricht, aus oder man integriert auf einer
geeigneten Kontur in der komplexen Ebene:

dz
~10Y = lim 8, X - = Ya, XH 2.1
o110 = lim 9. X*(2)/0) ]{:0 © 0. XM (:)]0), (2.195)
k) = lim : e®XG) 1|0y = ]{ A2 18X () g (2.196)
z—0 =0 27

2.4.2 Zweldimensionale konforme Feldtheorie

Bereits im vorigen Abschnitt war an mehreren Stellen darauf hingewiesen worden, wie der
euklidische Operatorformalismus auf allgemeine zweidimensionale konforme Feldtheorien ange-
wandt werden kann. Fiir die spétere Diskussion vierdimensionaler Stringtheorien sind einige
allgemeine Bemerkungen iiber konforme Feldtheorien notig??.

Die Konstruktion zweidimensionaler konformer Feldtheorien kann als ein darstellungstheore-
tisches Problem formuliert werden [10], [40], [42]. Durch die Anwendung eines chiralen priméren
Feldes @4 (z) mit konformem Gewicht h auf den feldtheoretischen Grundzustand |0},

Lm|0)=0, m>—1 (2.197)

mittels

|h) = @,,(0)]0) (2.198)

erhdlt man Zustdnde hochsten Gewichtes der Virasoro—Algebra:
L |hYy =0, fir m >0, Lglh) = h|h). (2.199)

Mit Hilfe der Absteigeoperatoren L_,,, m > 0 ergibt sich daraus eine hochste Gewichts—
Darstellung der Virasoro—Algebra die von den Zustédnden

Loy Lomylh), m; >0 (2.200)

aufgespannt wird.

Eine Quantenfeldtheorie ist durch die Angabe aller N-Punkt—Funktionen vollstandig defi-
niert. Im Falle zweidimensionaler konformer Feldtheorien ist es mit Hilfe von Ward-Identitaten
moglich, alle Korrelationsfunktionen auf solche zwischen chiralen primaren Feldern zuriick-
zufiihren [10]. Diese wiederum lassen sich auf Dreipunkt—Funktionen zuriickfiihren. Da jedes
primére chirale Feld eine Darstellung der Virasoro—Algebra generiert, ist die Berechnung der
Dreipunkt—Funktion dquivalent zu dem darstellungstheoretischen Problem ein Tensorprodukt
von Darstellungen in irreduzible Darstellungen zu zerlegen. Eine konforme Feldtheorie ist durch
den Wert der zentralen Ladung ¢ und die Gewichte der priméren chiralen Felder eindeutig fest-
gelegt. Da man aus physikalischen Griinden nur an unitiren Darstellungen interessiert ist*3,
entspricht die Klassifikation aller zweidimensionalen konformen Feldtheorien der aller unitaren
héchsten Gewichtsdarstellungen der Virasoro—Algebra.

Bemerkung: Die quantenmechanische konforme Gruppe
Wenn die zentrale Ladung c ungleich 0 ist, ist der Grundzustand nicht unter der gesamten Virasoro—
Algebra, sondern nur unter der durch L_;, Lo, L1 und L_q, Lo, L1 erzeugten Unteralgebra invariant.
Diese ist isomorph zu sl(2,C) in der euklidischen bzw. zu sl(2,R) @ sl(2, R) in der Minkowski-
Formulierung. Daher ist die Virasoro—Algebra in der konformen Feldtheorie keine Symmetrie—Algebra,

42Djeses Gebiet ist in schneller Entwicklung begriffen. Einen Ubersicht iiber die wichtigsten fiir die Stringtheo-
rie relevanten Aspekte bietet [3].

43Unter Umsténden ist man auch an nicht-unitiren Theorien interessiert, z.B. im Zusammenhang mit der
zweidimensionalen Quantengravitation (hier ist die Zeitentwicklung méglicherweise nicht—unitir) oder bei den
Faddeev—Popov—QCeistfeldern der Stringtheorie (siehe Abschnitt 2.4.3).
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sondern eine Spektrum-erzeugende Algebra** [60]. Die quantenmechanische konforme Gruppe (in der
Minkowski-Formulierung) ist die universelle Uberlagerungsgruppe 56(2, 1H® g\()(l7 2) der klassischen
globalen konformen Gruppe, die auf der unendlich-blattrigen Uberlagerung R x S des Minkowski—
Raumes operiert [60].

In d > 2 Dimensionen ist die quantenmechanische konforme Gruppe ubrigens §6(p +1,9+1),
d = p + q und operiert auf R x §971.
Die Klassifikation der zweidimensionalen konformen Feldtheorien ist bereits teilweise gelungen
[40]. Unitdre Theorien existieren nur fiir ¢ > 0 und fiir ¢ = 0 ist nur die triviale Darstellung
unitidr. Fir 0 < ¢ < 1 existiert eine diskrete Schar unitdrer Theorien, die als minimale Modelle
bezeichnet werden. Das einfachste Modell besitzt ¢ = 1/2 und beschreibt ein freies chirales mas-
seloses Fermion. Es ist mit dem kritischen zweidimensionalen Ising—Modell dquivalent [42]. In
der minimalen Reihe treten weitere i.a. nicht freie Feldtheorien auf, die die kritischen Punkte an-
derer bekannter Systeme der statistischen Mechanik, z.B. des Dreizustand—Potts—Modells, sind.
Die minimalen Modelle sind alle exakt 16sbar. Fiir ¢ > 1 existiert ein Kontinuum von Theorien.
Die zugehorigen Deformationsparameter werden als Moduli bezeichnet. Modelle mit ¢ > 1 sind
im allgemeinen nur dann 18sbar, wenn zusitzliche Symmetrien existieren [76]: Beispiele fiir sol-
che erweiterten chiralen Algebren sind die WF-Supersymmetrie und die Kac-Moody—Algebren,
die wir noch kennenlernen werden. Die Lésbarkeit beruht darauf, dafi beziiglich der erweiterten
chiralen Algebra nur endlich viele primére Felder existieren, was beziiglich der Virasoro—Algebra
alleine fiir ¢ > 1 nicht mehr der Fall ist. Theorien mit endlich vielen priméren Feldern werden
als rationale Theorien bezeichnet, da die zentrale Ladung dann nur rationale Werte annehmen
kann [3]. Fiir die Konstruktion nichtminimaler konformer Feldtheorien existiert eine grofie Zahl
von Konstruktionsverfahren. Eine vollstandige Klassifikation ist bisher nicht gegliickt.

2.4.3 Stringtheorien und konforme Feldtheorien

Die Stringtheorie im flachen Minkowski—Raum wird durch eine sehr speziell konforme Feldtheo-
rie, ndmlich durch D freie Skalarfelder beschrieben, deren jedes die zentrale Ladung 1 tragt.
Genauer gesagt sind die Skalarfelder selber keine konformen Felder, wohl aber die Vertexopera-
toren der physikalischen Zustdnde. Jeder physikalische Zustand ist per Definition ein héchster
Gewichts—Zustand mit Gewicht 1 der Virasoro-Algebra. Die Bildung der Aquivalenzklassen
stellt sicher, dafl man eine unitdre Darstellung erhilt. Obwohl die konforme Weltflichen—
Feldtheorie weder eine minimale noch eine rationale Theorie ist, ist sie trivialerweise 16sbar, da
es sich (im flachen Minkowski-Raum) um eine freie Theorie handelt.

Frither war betont worden, daf Stringtheorien in der kritischen Dimension konform invariant
sind. Wie ist dies mit dem Auftreten einer zentralen Ladung ¢ # 0 im Fockraum zu vereinbaren,
die ja dazu fithrt, daf§ die Virasoro—Algebra keine Symmetrie-Algebra ist 7 Um die konforme
Symmetrie manifest zu machen, mufl man den Fockraum der Koordinatenfelder um denjeni-
gen der Faddeev—Popov-Geistfelder erweitern, etwa im Rahmen der BRS-Quantisierung®®. Die
Geistfelder bilden eine nichtunitére konforme Feldtheorie mit der zentralen Ladung ¢ = —26
[2], [4]. Die Abwesenheit der zentralen Ladung in diesem Zugang entspricht dem Verschwinden
der konformen Anomalie im Pfadintegral. Zur Kompensation des Beitrages der Geister mufl
man eine Theorie mit ¢ = 26 hinzunehmen, z.B. 26 freie, als Raum—Zeit—Koordinaten interpre-
tierbare Skalarfelder. Kombiniert man dies mit der Beobachtung, dafl konforme Feldtheorien
klassische Losungen der Stringtheorie sind, so kann man die allgemeinsten vierdimensionalen
Lésungen charakterisieren: Sie enthalten vier Koordinatenfelder und eine interne konforme
Feldtheorie mit ¢ = 22, um den Beitrag der Geister zur konformen Anomalie zu kompensie-

44Tn der Stringtheorie ist der Fall etwas anders gelagert, siehe 2.4.3.

450bwohl die BRS-Symmetrie meist im Zusammenhang mit der Faddeev—Popov-Prozedur bei der Pfadin-
tegralquantisierung von Eichtheorien diskutiert wird [110], [119], handelt es sich hier um ein Verfahren der
Operatorquantisierung, bei dem Kovarianz und Unitaritdt gleichzeitig manifest sind. Anwendungsgebiete sind
naturgemif nichtabelsche Eichtheorien [96], [113], relativistische Teilchen und relativistische Strings, sowie deren
supersymmetrische Verallgemeinerungen, siehe [2] und die dort aufgefiihrte Literatur. Die Geister kompensieren
dabei die Beitriage der unphysikalischen Moden, die die Kovarianz sichern. Physikalische Zustidnde werden als
Kohomologieklassen des nilpotenten BRS—Operators definiert [1].
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ren. Die zusatzlichen Felder miissen nicht unbedingt kompaktifizierte Koordinaten sein. Im
allgemeinen Fall interpretiert man sie besser als innere Freiheitsgrade.
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Kapitel 3

Fermionische und
supersymmetrische
Stringtheorien

3.1 Fermionische Stringtheorien

Der Einbau fermionischer Freiheitsgrade in die Stringtheorie ist unverzichtbar, wenn man alle
Elementarteilchen als Anregungszustande von Strings beschreiben will. Dabei wird man zwin-
gend auf die Supersymmetrie als Konsistenzbedingung gefiihrt. Genauer gesagt, gibt es in der
Stringtheorie zwei Arten von Supertransformationen, solche beziiglich der Raum-Zeit (RZ-
Supersymmetrie) und solche beziiglich der Weltfliche (WF-Supersymmetrie). Beide Arten der
Supersymmetrie treten auf und sind, wie wir sehen werden, miteinander verwoben.

Fir die Einfithrung von Fermionen gibt es zwei Methoden, die sich im nachhinein als dqui-
valent erweisen: Beim Green—Schwarz—Superstring [84] werden zur Wirkung Felder mit RZ-
Spinorindizes hinzugefiigt, beim Ramond-Neveu-Schwarz—String [75], [70] werden Fermionen
beziiglich der Weltflache eingefiihrt. Ich skizziere im folgenden die zweite Methode.

3.1.1 Von der eichinvarianten Wirkung zum RNS—Modell

Einen systematischen Weg, die Polyakov—Wirkung zu einer lokal supersymmetrischen Wirkung
zu verallgemeinern, bietet der Superraum-Formalismus'. Man ersetzt die Weltfliche durch
eine Supermannigfaltigkeit mit lokalen Koordinaten (r,0;60%,0%?). Die bosonischen (reellen)
Koordinaten bilden einen Vektor, die fermionischen (reell-Grafimannwertigen) einen Majorana—
Spinor:

F=(c"c')=(r,0), 0=(0"0%. (3.1)

Reparametrisierungen im Superraum beinhalten die normalen Reparametrisierungen, die boso-
nische und fermionische Koordinaten nicht mischen, und die Supertransformationen, die gerade
das tun. An die Stelle der Skalarfelder X#(r, ) treten die reellen Superfelder X*(r,0;8,0);
dabei ist es bequem, an Stelle der #%, den Spinor 6 und den adjungierten Spinor @ als fermioni-
sche Variablen zu wéhlen. Da die fermionischen Koordinaten antikommutierende Gréfien sind,
bricht die Taylor—Entwicklung eines Superfeldes nach dem dritten Term ab:

XH(1,0:0,0) = XF(1,0) + 0" (1,0) + 00C* (1, 0). (3.2)

'Das Standard-Lehrbuch der Supersymmetrie ist [131]. Eine knappe Darstellung der wichtigsten Elemente
samt einem historischen Uberblick findet man in [105]. Fiir eine Diskusion der phdnomenologischen Aspekte
siehe [115].

55
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Das Feld ¢* = (¢#), a = 1,2 ist ein WF-Majorana—Spinor, der einen RZ-Vektorindex tragt.
Das WF-Skalarfeld C'* ist ein nichtdynamisches Hilfsfeld, das eingefiihrt wird, damit die Sym-
metrien der Wirkung ohne Benutzung der Bewegungsgleichungen (off shell) bestehen.

Um die Spinorfelder an die zweidimensionale Gravitation zu koppeln, mufl man die Gravi-
tationstheorie in eine lokale Eichtheorie der Lorentz—Gruppe umformulieren?.

Das Zweibein ist durch
Jap(T,0) = b (T, 0)ed (T, 0)Nps (3.3)
definert. €% (r, o) ist die p-te Komponente des Tangentialvektors an die a—Richtung im Punkt

mit den Koordinaten (7,¢). Das 2-Bein besitzt eine supersymmetrische Verallgemeinerung,
das Super—2-Bein

e e
(B = N (3.4)
eOé ea

Dabei beschreiben die Komponenten e, das WF-Graviton und die gemischten Komponenten
dessen supersymmetrischen Partner, das WF-Gravitino, ein masseloses Spin®-3/2 WF-Feld
Jaa(T, o). Die restlichen Komponenten sind die fiir die off shell Realisierung der Supersymmetrie
benotigten Hilfsfelder. Das WF-Gravitino koppelt an den supersymmetrischen Partner des
WF-Energie-Tmpuls-Tensors, den (erhaltenen) WF-Superstrom TU) (7, 7).

Mit Hilfe des Super—2-Beins und dessen Superdeterminate E kénnen kovariante Superfeld-
ableitungen V4 und das invariante Volumenelement auf der Super—Weltfliche definiert werden.

Die supersymmetrisierte Polyakov—Wirkung [113]

S = %/d%dzeﬁwxuvf‘x“ (3.5)
ist eine superkonforme Supergravitationstheorie, d.h. sie ist invariant unter lokalen Super-
reparametrisierungen (Reparametrisierungen und Supertransformationen) und Super—Weyl-
Transformationen. Sie ist einfacher als analoge Theorien in héheren Dimensionen: Graviton
und Gravitino sind keine dynamischen Freiheitsgrade, da fiir sie keine kinetischen Terme ein-
gefithrt werden konnen. Auflerdem treten keine zusitzlichen Krimmungsterme auf, die man
sonst braucht, um die Symmetrien zu realisieren [1].

Die Wirkung kann auf zweierlei Weise vereinfacht werden, wenn man auf manifeste Sym-
metrie verzichtet.

e Man kann die Integration iiber die GraBmannvariablen durchfithren und die
Supersymmetrie-Hilfsfelder mittels ihrer Bewegungsgleichungen eliminieren. Dadurch
erhélt man eine Wirkung, die zwar noch die gleichen Symmetrien besitzt, aber nur noch
bei Beriicksichtigung der Bewegungsgleichungen (on shell).

e Dadas WF-Graviton und das WF-Gravitino keine dynamischen Freiheitsgrade sind, kann
man sie mit Hilfe der superkonformen Eichung

Jop = Nap; YGaa = 0 (36)
eliminieren.

Kombiniert man diese Moglichkeiten, so ergibt sich eine eichfixierte Wirkung, die das RNS—
Modell definiert [75], [70]:

1 —
SRNS = ﬁ/dz(f (UaﬁﬁaXuﬁﬁXu - Z¢upa3a1/’u) : (3.7)

?Die normale kovariante Ableitung beziiglich des Riemann-Christoffel-Zusammenhanges besitzt nur Vektor-
indizes und kann nur auf Tensorfeldern, nicht auf Spinorfeldern operieren. Man kann aber statt dessen den Levi—
Civita—Zusammenhang verwenden, der nicht auf dem Tangentialbiindel, mit der Strukturgruppe SO(1,d — 1),
sondern auf dem Spinbiindel mit der Strukturgruppe Spin(1,d — 1) operiert. Siehe z.B. [1].

3Der Begriff Spin bezieht sich auf die realisierte Darstellung der Strukturgruppe Spin(1,1), s.u.
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Sie beschreibt freie WF-Skalare und WF-Majorana—Spinoren und ist nur noch unter super-
konformen Transformationen, d.h. unter konformen Transformationen* und globalen WF-
Supertransformationen invariant. Die zweidimensionalen Spinmatritzen

=1 r=1 (3.8)

sind rein imagindr. Folglich ist der Diracoperator ip®d, reell, was fiir die Konsistenz der
Majorana—Bedingung notwendig ist. Die Generatoren einer zweidimensionalen Majorana—
Darstellung der zweidimensionalen Lorentz—Gruppe SO(1, 1) sind

|
pas = 5lpaspals po = nasp’. (3.9)

Die Gruppe SO(1, 1) ist abelsch (eine nichtkompakte reelle Form® der Gruppe U(1)); alle ihre
irreduziblen Darstellungen sind daher eindimensional und werden durch ganze Zahlen, die Spi-
nordarstellungen durch halbganze Zahlen klassifiziert. Da es in einer zweidimensionalen Raum-—
Zeit keine kontinuierliche Drehgruppe gibt, bezeichnet man diese Grofie als Spin oder Helizitét.

Damit die eichfixierte Wirkung der ursprpiinglichen dquivalent bleibt, sind die Bewegungs-
gleichungen fiir die eliminierten Freiheitsgrade als Nebenbedingungen zu fordern:

Top(r,0) =0, TE)(r0)=0, (3.10)
wobei [1] . .
Tup = 0aX 95 X4 70" padsth + 0" psdathy — Spur (3.11)
und
1) = 207 05X, (3.12)

3.1.2 Das klassische RNS—Modell

In der RNS-Wirkung koppeln die bosonsischen und fermionischen Felder nicht. Die Diskussion
des X#—Feldes liefert also die gleichen Ergebnisse wie in der bosonischen Theorie und wir
brauchen im folgenden nur das #—Feld zu betrachten. Durch Variation der RNS-Wirkung
erhalten wir die klassischen Bewegungsgleichungen, die in Lichtkegelkoordinaten eine besonders
einfache Form annehmen:

POt =0 & Opt =0 i =0, (3.13)
mit der allgemeinen Losung

1 =U(0"), vRp=vL(e7). (3.14)

Der Majorana—Spinor ¢# zerfillt in zwei einkomponentige Majorana—Weyl-Spinoren®:

W (o7)
P (T, o) = , (3.15)
U (o)

4Das Wortpaar global-lokal wird in (mindestens) zwei Bedeutungen gebraucht. In Eichtheorien unterscheidet
man globale (=starre, rigid) Transformationen, die ortsunabhingig sind, von lokalen, bei denen die gew&hlte

Transformation von Ort zu Ort stetig variieren kann. Die konformen Transformationen sind in diesem Sinne
global. Andererseits unterscheidet man globale Transformationen, die auf der ganzen Mannigfaltigkeit wohlde-
finiert sind, von lokalen Transformationen, die nur auf einer offenen Menge wohldefiniert zu sein brauchen und
infinitesimalen, die im Tangentialraum an einen Punkt (punktual) definiert sind. In diesem Sinn meinen wir
hier infinitesimale und lokale Transformationen. Ob und welche von ihnen global definiert sind, hdngt von der
Topologie der Weltflache ab.

5Siehe Anhang B.1.4.

6 Majorana—Weyl-Spinoren existieren nur, wenn die Signatur der Raum-Zeit modulo 8 gleich 0 ist [105], also
z.B. im zehn- und im zweidimensionalen Minkowski—Raum und im achtdimensionalen euklidischen Raum.
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d.h. auch hier entkoppeln links- und rechtslaufende Anregungen.

Als néchstes sind die bei der Variation der Wirkung auftretenden Randterme zu untersuchen.
Fordert man ihr Verschwinden, so legt dies bei offenen Strings nur das relative Vorzeichen von
¥4 und ¥_ an einem der beiden Enden fest, wihrend am anderen Ende zwel indquivalente
Moglichkeiten bestehen [1]:

Yh(r,0) =2 (7,0), Yi(r,m) =Pt (r, 7). (3.16)

Die erste Wahl definiert den Ramond- die zweite den Neveu—Schwarz—Sektor des Modells. Die
(verallgemeinerten) Fourierreihen fiir die Lésungen sind dann

(R) vk = Zd“ —in(rFo) (3.17)
nEZ
(NS) ¢k =— Z premir(7F) (3.18)
7‘€Z+2

Aus der Majorana—Bedingung folgt
dres =d" o b =" (3.19)

Auch der Weltflichen—Superstrom hat zwei Arten von Fourier—-Moden

(R) f/ (e T 4 emimo )y (3.20)

(NS) G, f/ (T 4 emiro ), (3.21)

Die Fourierkoeffizienten des Energie-Impuls—Tensors erhalten sowohl von den Bosonen als auch
von den Fermionen Beitrage:

Ly =L 4 L), (3.22)
Die Fourierkomponenten von 75,5 und TO((F) sind erhaltene Ladungen und generieren die su-
perkonformen Transformationen. Die Nebenbedingungen fordern, daf§ sie fiir Losungen der
klassischen Bewegungsgleichungen verschwinden miissen.

Bei geschlossenen Strings konnen wir fiir die Rechts- und Linksldufer unabhéngig voneinan-
der periodische oder antiperiodische Randbedingungen fordern. Dies fiihrt zu den Modenent-
wicklungen

(R) o = dhe™m0=o) gl = N " glte=2n(=0), (3.23)
nezZ nezZ
( _ Z bu —2ir(t—0) Z bu —2ir(7+0) (324)
7‘€Z+2 7‘€Z+2

Diese Theorie hat demzufolge vier Sektoren und vier Arten von WF-Superladungen (Fp,, Fiy,
Gy, G,).

3.1.3 Das quantisierte RNS—Modell

Die kovariante Operator-Quantisierung erfolgt nach dem gleichen Schema wie im bosonischen
Fall. Ich konzentriere mich im folgenden auf die durch das )—Feld neu hinzukommenden Aspekte
und beginne mit dem NS—Sektor bei offenen Strings.
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Der NS—Sektor

Aus der kanonischen Anti—Vertauschungsrelation

{1/)5 (T’ O-)a 1/);;(7—’ U/)} = 71-77“1/6(166(0' - 0'/) (325)
fiir die fermionischen Felder folgen die Antikommutatoren der Moden:

(08,89} = 1" 6,y (3.26)

ryvs

Der Grundzustand des NS—Sektors mufl zusétzlich zu den bosonischen Bedingungen
bEI0Yy =0, » >0, (3.27)

erfiilllen. Die Super—Virasoro-Bedingungen definieren die physikalischen Zustdnde. Aus der
Bedingung
(Lo—a)|®)=0 (3.28)

folgt wieder die Massenschalenbedingung
M? = 2(N — a). (3.29)

Der Operator Ly enthélt jetzt auch fermionische Beitrage:

Lo=N+ %pz, N =N 4 O, (3.30)

Dabei ist p der Impulsoperator, N(®) der Anzahloperator der bosonischen Oszillatoren und

NO =3 rb_, b, (3.31)
r=1/2
der Anzahloperator der b—Moden:
NG b ] = b . (3.32)

Die weiteren Bedingungen an physikalische Zustande sind:
Lyp|®y=0, m>0; G.|® =0, r>0. (3.33)

Insgesamt generieren die Operatoren L,,, G, eine Darstellung der Super—Virasoro—Algebra
auf dem NS—-Fockraum:

(L, Ln] = (m —n) Limyn + A(M)dpin,

[Lin, Gr] = (%m —7)Gmgr, (3.34)
{Gra Gs} = 2L7‘+s + B(r)6r+8a
mit
A(m) = éD(m?’ —-m), B(r)= %D(r2 - %) (3.35)

Diese Darstellung ist unitar, d.h. der Raum der physikalischen Zustande ist positiv semidefinit,
wenn

D=10und a = % (3.36)

gewidhlt wird [1]. Die kritische Dimensionszahl fiir RNS-Strings ist also 10 und nicht 26.
Reprisentanten fiir die physikalischen Zusténde findet man wieder durch Ubergang zur Licht-
kegeleichung

(NS) |®)y=a™, - o0 b k), my,me >0, kK24 M? = 0. (3.37)

—my —mp”—T1
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Um die zugehdrigen Teilchen (Poincaré-Multipletts) zu bestimmen, miissen bei massiven
Zustanden die SO(8)-Multipletts zu Multipletts der kleinen Gruppe SO(9) zusammengefafit
werden. Als leichteste Zustédnde findet man:

Anregung | Zustand SO(8)-Darstellung M? | Interpretation
N=0 |k} Skalar —1 | Skalares Tachyon
N=1 bi_1/2|k> Vektor 0 | Masseloser Vektor
N=1 o/_1|k> Vektor 1 | Antisym.
bi_l/zb‘il/2|k> antisym. Tensor 1 | Tensor
bi_3/2|k> Vektor 2 | Sym. spurf. Tensor 2. Stufe
N=2 o/_lb‘7_1/2|k> Tensor 2. Stufe 2 | und
bi_l/zb]_l/zblil/ﬂk} Antisym. Tensor 3. Stufe 2 | Antisym. Tensor 3. Stufe

Der R—Sektor

Im R-Sektor erhélt man fiir die d-Moden die Anti—Vertauschungsrelationen
{dh, dit = 0" dmn 0. (3.38)
Insbesondere erzeugen die Nullmoden df die Clifford—Algebra C'(1,9)
{dfy, dy} = nt. (3.39)

Da sie mit den das Spektrum definierenden Operatoren L,,, F,,, kommutieren, ist auf den phy-
sikalischen Zustdnden eine Darstellung dieser Algebra realisiert. Der Grundzustand ist ein
Majorana-Spinor der RZ-Lorentzgruppe SO(1,9) und wird daher als |a), a = 1,...,2P/? = 32
bezeichnet”. Da alle Moden RZ—-Vektor-Indizes tragen, sind die Zustinde im Ramond—Sektor
RZ-Fermionen. Der Grundzustand erfiillt

dilay =10, m>0. (3.40)
Die Massenschalenbedingung lautet
(Lo —a)|¥) =0= M? = %(N—Ei), (3.41)
mit )
Lo=N+ 5p2, N =N 4 N (3.42)

N(@ ist der Anzahloperator der d-Moden:

ND =N"md_p, dp, [N d",]=md",,. (3.43)

m=1
Die weiteren Bedingungen an physikalische Zustdnde sind
Lyp|¥Y =0, Fp|¥)=0,m >0 (3.44)

und

(Fo — p)[¥) =0, (3.45)

7Die Darstellungen von Clifford-Algebren und ihr Zusammenhang mit Spinordarstellungen von Drehgruppen
werden in [105] vollstandig abgehandelt.
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wobei die Konstante p aufgrund der Normalordnungsmehrdeutigkeit von Fj eingefiithrt wird.
Die Operatoren L, Fi,, erzeugen eine Darstellung der Super—Virasoro—Algebra auf dem R-
Fockraum

(L, Ln] = (m —n) Limyn + A(M)dpin,
1
[Lin, Fr] = (im — 1) Fimtn, (3.46)
{Fma Fn} = 2Lm+n + C(m)6m+na
mit ) )
A(m) = gDm3, C(m) = gsz. (3.47)
Die Theorie ist unitér, wenn
D=10,a=0, u=0 (3.48)

gewahlt wird [1]. Da sich die gleiche kritische Dimension D = 10 ergibt, kann das RNS—Modell
sowohl RZ-Bosonen als auch RZ—Fermionen beschreiben. Reprasentanten der physikalischen
Zustédnde liefert wieder die Lichtkegeleichung

W)y =alt, -oa® o dl dle [ka), my,ng >0, KP4+ M2 =0. (3.49)
Die leichtesten Zustinde im Ramond-Sektor sind demnach®:
Anregung | Zustand | SO(8)-Darstellung M? | Interpretation
N=0 |k, a) Majorana—Spinor 0 Masseloser M—Spinor
N=1 al |k, a) | M—Vektor-Spinor u. M-Spinor | 2 M-Vektor—Spinor
d",|k,a) | M—Vektor-Spinor u. M—Spinor | 2 M-Vektor—Spinor

Geschlossene Strings

Bei der Quantisierung geschlossener RNS-Strings mufl die gleiche Prozedur wie bei offenen
Strings auf die Links- und die Rechtsldufer angewendet werden. Die Massenformel lautet:

M? =8(Np —a) =8(Ng —a), a= f EZ)S) (3.50)

Das tachyonische und masselose Spektrum fiir geschlossene RNS-Strings ergibt sich durch die
Kombination aller Zustdnde aus den vier Sektoren, die der Massenformel (insbesondere der
Balance-Beziehung zwischen Rechts- und Linksldufern) geniigen:

Anregung | Zustand SO(8)-Darstellung M? | Interpretation
N=0 k) ® |k} Skalar -4 | Tachyon
bi_1/2|k> ® b{1/2|k> Tensor 2. Stufe 0 | Graviton, antisymmetrischer
Tensor, Skalar
N=1 bi_1/2|k> ® |k, a) Vektor—Spinor und Spinor 0 | Gravitino und Spinor
k, a) ® b{1/2|k> Vektor—Spinor und Spinor 0 | Gravitino und Spinor
|k, a) ® |k, b) Spinor 2. Stufe 0 | Je ein antisymmetrischer Tensor

jeder moglichen Stufe

8Wie in der Physik {iblich, spreche ich von Spinordarstellungen der SO(n) statt von Darstellungen der Uber-
lagerungsgruppe Spin(n).
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3.2 Superstrings

Weder das Spektrum der geschlossenen noch das der offenen fermionischen Stringtheorie ist
Tachyon—frei oder RZ—supersymmetrisch. Aus dem Spektrum der geschlossenen Stringtheorie
ergibt sich eine weitere Quelle méglicher Inkonsistenzen: Das Auftreten von ,,Gravitinos®, d.h.
von masselosen Vektor—Spinoren (,,Spin 3/2“). Gravitinos miissen an einen erhaltenen Strom,
den RZ-Superstrom, koppeln, der natiirlich nur in einer RZ-supersymmetrischen Theorie er-
halten ist. Dies sollte dann zu einer lokal RZ-supersymmetrischen, d.h. einer Supergravita-
tionstheorie fiihren [105].

Es ist daher ein sinnvoller Ansatz, nach einer Projektion zu suchen, die das Spektrum
RZ-supersymmetrisch macht. Dabei miissen insbesondere alle RZ-Bosonen mit ganzer An-
regungszahl, also auch das Tachyon, eliminiert werden. Um diese Projektion zu bestimmen,
betrachten wir die masselosen Zustdnde des offenen fermionischen Strings: Hier tritt ein Vek-
tor (8 bosonische Freiheitsgrade) und ein Majorana—Spinor (16 fermionischen Freiheitsgrade)
auf. Da in 10 RZ-Dimensionen die Majorana- und die Weyl-Bedingung gleichzeitig gestellt
werden konnen, fordert man, daff der Grundzustand des Ramond-Sektors eine definierte (po-
sitive) Chiralitdt hat, und kann dann den Vektor und den Majorana—Weyl-Spinor zu einem
Vektor-Supermultiplett zusammenfassen. Es sei T' der Chiralitéits-Operator:

o) = |aF)y @ |7y mit Ta®)y = £]a®). (3.51)

Dann ist der gesuchte Projektor fiir masselose Zustinde %(1 + ). Dies kann aber noch nicht
der gesuchte Projektor im R—Sektor sein, da massive Spinoren nicht chiral sind, also die Weyl-
Bedingung nicht erfiillen kénnen. Der von Gliozzi, Scherk und Olive gefundene richtige ,,GSO—
Projektor ist [39]:

1 — oo 8 4 gt
Paso = 5(1+T)(=1)2mm 2oims ot (3.52)

Er kommutiert mit allen Spektrumsbedingungen und ist auch fiir massive Zustinde konsistent.

Das folgende Beispiel illustriert dies fiir das leichteste massive RZ—Fermion®:

ai—1|ka Cl> — ai—1|kaa(+)>

' ' Massiver Spinor. (3.53)
d2—1|ka Cl> — dl—1|kaa(_)>

Im NS—-Sektor miissen alle Zustinde mit ganzer Anregungszahl eliminiert werden: Anders ge-
sagt, muf} jeder Zustand eine ungerade Anzahl an &~Moden enthalten. Dies leistet der Projektor

Paso = —(~1)2rms Lm0, (354

Wir bemerken noch, dafi der Grundzustand der durch die GSO-Projektion definierten offenen
Superstring—Theorie ein U(1)-Super—Yang—Mills—Multiplett ist und gehen zum Fall geschlosse-
ner Strings iiber. Es stellt sich heraus, dafl hier 3 konsistente Varianten der GSO-Projektion
existieren [1].

1. Es werden im links- und im rechtslaufenden Sektor R-Grundzustdnde verschiedener
Chiralitdt gewdhlt. Dann bilden die masselosen Zustdnde ein sogenanntes II-A-
Supergravitations—Multiplett, das als RZ-Bosonen neben dem Graviton, dem antisym-
metrischen Tensor und dem Dilaton noch einen Vektor und einen antisymmetrischen
Tensor 3. Stufe enthilt. Die auftretenden RZ-Fermionen sind zwei Gravitinos (Vektor-
Spinoren) und zwei Spinoren jeweils verschiedener Chiralitat. Insgesamt treten folgende

SO(8)-Darstellungen auf:

B © 3brG28r® 1r G 8y & 56
osonen R R D 1R @OV Vo L A-SuGra (3.55)

Fermionen: 565 @ 56¢ ® 85 D 8¢

9Die beiden Weyl-Spinoren gehdren zwar zu zwei irreduziblen Darstellungen der eingeschrankten Dreh-
gruppe, sind aber keine Darstellungen der vollen Drehgruppe, da sie bei Raumspiegelungen aufeinander abge-
bildet werden. Zusammen bilden sie eine irreduzible Darstellung der vollen Drehgruppe (einen Dirac—Spionor).
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Die Reihenfolge der Darstellungen entspricht der im Text. Es wird jeweils die Dimension
der Darstellung und ihre Konjugationsklasse angegeben!®. Da zwei Gravitinos auftreten,
miissen zwel erhaltene RZ—Superstrome existieren. Das masselose Spektrum ist nicht
chiral (nicht—chirale N=2-Supergravitation).

2. Es werden im links- und rechtslaufenden Sektor R—Grundzustdnde gleicher Chiralitit
gewidhlt. Diesmal ergibt sich ein II-B-Supergravitationsmultiplett, mit einem Gravi-
ton, einem selbstdualen antisymmetrischen Tensor vierte Stufe, zwei antisymmetrischen
Tensoren und zwei Skalaren, sowie zwei Gravitinos und zwei Spinoren mit gleicher Chi-
ralitdt (chirale N=2-Supergravitation). Der SO(8) Inhalt eines ITI-B-Supergravitations—
Multipletts ist:

B L 3@ g @ g 28 @ 28
osonen RETORT IR AR ISR TR L B SuGra (3.56)

Fermionen: 565 @ 565 ® 85 @ 85

Hier sind zwei darstellungstheoretische Bemerkungen angebracht: Zun&chst kénnte man
auch einen Spinorgrundzustand der entgegengesetzten Chiralitdt wihlen. Dies macht
sich bemerkbar, sobald wir den Spinorkonjugationsklassen die physikalischen Attribute
linkshandig und rechtshandig zuweisen. Zweitens tritt hier eine Besonderheit von SO(8)-
Darstellungen auf [86]: In der R-Konjugationsklasse gibt es drei verschiedene 35—
dimensionale Darstellungen, den symmetrischen Tensor zweiter Stufe, sowie den selbst-
dualen und den antiselbstdualen antisymmetrischen Tensor vierter Stufe. Viele Autoren
bezeichnen diese Darstellungen mit 35y, 355 und 35¢. Dieser Konvention schliefle ich
mich nicht an, weil diese Darstellungen wie gesagt der Konjugationsklasse der adjungier-
ten Darstellung angehéren. Auflerdem ist es verwirrend, eine RZ—-bosonische Darstellung
mit dem Index S = Spinor zu versehen.

3. Im zweiten Fall kann man das Spektrum auch noch beziiglich der Vertauschung von Links-
und Rechtsldufern symmetrisieren. Dann erh&lt man ein chirales N=1-Supergravitations—
Multiplett aus Graviton, antisymmetrischem Tensor und Skalar, sowie Gravitino und
einem Spinor:

Bosonen: 35pP28rP 1
SRR L SuGra (3.57)

Fermionen: 565 @ &g

Diese Variante fiithrt, im Gegensatz zu den beiden vorherigen, zu nicht—orientierten ge-
schlossenen Strings [1].

Um zu iiberpriifen, ob die GSO-Projektion wirklich fiir alle Massenniveaus dazu fiihrt,
daB gleich viele RZ—Bosonen und RZ-Fermionen auftreten, bendtigt man ein Hilfsmittel, die
Zustandssumme, die als

Z(8) = Spur (¢=PH) =3 (@]e~PH|) (3.58)

definiert ist. Die Spurbildung bzw. Summation erstreckt sich tiber alle Zustande des jeweils be-
trachteten Modells. H ist der Hamilton—Operator, in unserem Fall der WF-Hamilton—-Operator
(Generator der 7—Translationen) Ly — a fiir offene, Ly 4+ Lo — @’ fiir geschlossene Strings. Die
Normalordnungskonstanten a, a’ hangen von den Randbedingungen (offen - geschlossen, NS - R)
ab. Der Parameter 3 ist in der stochastischen Interpretation des Modells die inverse Temperatur
(kp = 1). Die Gleichheit der Zustandssummen des Neveu—-Schwarz- und des Ramond—Sektors
bei offenen Strings,

Z20(8) = 2N (8), (3.59)

st Aquivalent zu der Aussage, dafl auf jedem Massenniveau gleich viele R- und NS-Zustande
existieren. Denn die Summation, die explizit ausgefiihrt werden kann, liefert eine Potenzreihe in

10Djie Einordnung von Darstellungen in Konjugationsklassen wird in den Anhéngen B und C erliutert.
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e~# mit einem durch die Masse bestimmten Exponenten und der Anzahl der Zustinde gegebe-
ner Masse als Koeffizienten. In diesem Zusammenhang ist es iiblich, die fermionische Zustands-
summe mit einem relativen Minuszeichen zu definieren. Die Gesamtzustandssumme wird dann
zu einer Superspur iiber den Zustandsraum, deren Verschwinden RZ-Supersymmetrie signali-
siert. Dieses Vorzeichen kann auch physiklisch interpretiert werden: Die Zustandssumme héngt
eng mit der Vakuumenergie und der kosmologischen Konstanten zusammen, zu der RZ-Bosonen
und RZ-Fermionen mit umgekehrtem Vorzeichen beitragen. Insbesondere verschwinden diese
Groflen in RZ—supersymmetrischen Theorien.

Die Zustandssumme des urspriinglichen RNS—Modells ist, wie wir schon an Hand der nied-
rigsten Anregungen feststellen konnten, nicht supersymmetrisch. Beriicksichtigt man jedoch

die GSO-Projektion durch
ZA)(8) = Spur 4 (e_ﬁH(A)PGSO) A=NS R, (3.60)

so folgt das Verschwinden der supersymmetrischen Zustandssumme aufgrund der 1829 von Ja-
cobi gefundenen ,aequatio identica satis abstrusa® [1]. Fiir die drei Varianten von geschlossenen
Superstrings 1aft sich die Supersymmetrie des Spektrums auf analoge Weise zeigen.

Die Gleichheit der Anzahl bosonischer und fermionischer Zustidnde gegebener Masse ist
natiirlich nur eine notwendige Bedingung fiir eine RZ-supersymmetrische Theorie. Man mufl
zeigen, dafl auf dem Hilbertraum eine Darstellung der Super—Poincare-Gruppe realisiert ist, und
insbesondere die Generatoren der Supertransformationen, die RZ—Superladungen konstruieren.
Dies kann mit Hilfe des Vertexoperator-Kalkiils durchgefithrt werden, vergleiche Abschnitt 3.3.

Es sei noch erwahnt, dafl die in der Green—Schwarz—Formulierung auftretenden Probleme
dual zu denen in der RNS-Formulierung sind. Der Green—Schwarz—Superstring ist manifest
RZ-supersymmetrisch, aber die Theorie liefl sich urspriinglich nur in der Lichtkegel-Eichung
formulieren und quantisieren [1]. Inzwischen existiert eine RZ—kovariante Verallgemeinerung,
in der zahlreiche Hilfsfelder eingefiihrt werden miissen. Obwohl beide Formulierungen der Su-
perstringtheorie(n) dquivalent sind, existiert bisher keine vereinheitlichte Formulierung, in der
alle WF- und RZ-Symmetrien (off shell) manifest sind.

3.2.1 Pfadintegralquantisierung

Die Pfadintegralquantisierung der Superstringtheorie verlauft formal nach dem gleichen Schema
wie die der bosonischen. Allerdings ist die Mathematik der zahlreichen benétigten supersymme-
trischen Verallgemeinerungen iiblicher Begriffe (Super-Mannigfaltigkeit, Super—Riemannsche
Flachen, etc.) noch nicht voll entwickelt und der Formalismus ist sehr kompliziert (siche [2]
und dort zitierte Literatur). Ich werde daher auf diese Dinge nicht systematisch eingehen,
sondern nur einige Aspekte herausheben, die fir das Verstiandnis der Theorie niitzlich sind.

Als erstes soll der Zusammenhang zwischen der oben im Operatorformalismus eingefiihrten
Zustandssumme und der frither mit Hilfe von Funktionalsintegralen definierten Zustandssumme
erklart werden. Dazu betrachten wir zunéchst als Vorbereitung eine skalare Quantenfeldtheorie.
Hier definiert man die Zustandssumme als Funktionalintegral iiber das Mafl mit periodischen
Randbedingungen in Zeit—Richtung [122]. Die Periode ist dann die inverse Temperatur der sto-
chastischen Formulierung. Dieses Funktionalintegral kann mit Hilfe der Feynman-Kac—Formel
[123], [107] in den Operator-Formalismus tibersetzt werden, und man erhalt die Spur des eu-
klidischen Zeitentwicklungsoperators bzw. des , Boltzmann—Gewichtes®:

/ D®e= 5] = Spur (e_ﬁH) . (3.61)
t~t+8

Die geschlossene bosonische Stringtheorie kann als zweidimensionale skalare Feldtheorie mit
periodischen Randbedingungen in Raum—Richtung aufgefait werden. Das Stellen von peri-
odischen Randbedingungen in Raum- und Zeit—Richtung entspricht einer Weltfliche mit der
Topologie eines Torus. Die im String—Operator—-Formalismus als Spur iiber den Zustandsraum
definierte Zustandssumme entspricht daher der Genus—1-Zustandssumme des Pfadintegralfor-
malismus. Wir konnen jetzt auch den Parameter J geometrisch deuten. Frither war erwahnt
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worden, dafl die Zustandssummen fiur hohere Genera von der komplexen Struktur, d.h. von
den Moduli der Weltfliche abhéngen. Im Falle des Torus (Genus 1) gibt es einen komplexen
Modulus. Wenn man den Torus als Parallelogramm in der komplexen Ebene mit periodischen
Randbedingungen darstellt, so kann dieses Parallelogramm durch konforme (=holomorphe)
Transformationen auf eine Standardgestalt gebracht werden, bei der die vier Eckpunkte die
Zahlen 0,1,7, 7+ 1, §(7) > 0 sind. Die Zahl 7 ist dann der komplexe Strukturmodulus®.
Bei dieser Parametrisierung sind die Skalarfelder X*# aber nicht beziiglich der Zeitrichtung (der
imaginéren Richtung in der komplexen Ebenen) sondern beziiglich der 7—Richtung periodisch:

Xz, y) = X2+ 1,y) = X' (e +R(r),y + (7). (3.62)

Im  Operatorformalismus werden diese ,schiefen® Randbedingungen durch den WF-
Impulsoperator P = Ly — Ly implementiert, der die Translationen in der Raumrichtung (der
reellen Richtung in der komplexen Ebene) erzeugt:

Z1(7) = Spur (TROPHSOM ) = gpur (fomighon) g = (369)

Die Zustandssumme wurde im zweiten Schritt so umgeschrieben, dafl die holomorphe Fakto-
risierung sichtbar ist. Dies erlaubt es, die entsprechende Zustandssumme fir einen offenen
bosonischen String abzulesen (die hier zu betrachtende Weltfliche wire eine Kreisring mit dem
Verhiltnis der Radien als Modulus):

Z1(q) = Spur (qL”_l) = Spur (e_ﬁH) , mit H= Ly —1und e™# = ¢ = 2", (3.64)

Wir kommen nun zur Verallgemeinerung fiir Superstrings. In der Quantenfeldtheorie eines
Spinorfeldes mufl man bei der Berechnung der Zustandssumme in der Pfadintegralformel an-
tiperiodische Randbedingungen in Zeitrichtung wihlen. Die Randbedingungen in der rdum-
lichen Richtung sind im RNS—Modell entweder periodisch oder antiperiodisch, wobei wir bei
geschlossenen Strings rechts- und linkslaufende WF-Fermionen getrennt betrachten koénnen.
Dem Einschieben des GSO-Projektors in die Spur der Operatorformel entspricht im Pfadint-
geral eine Anderung der Randbedingungen in Zeitrichtung von periodisch auf antiperiodisch
und vice versa. Damit treten bei der Berechnung der Zustandssumme fiir Superstrings alle
vier moglichen Kombinationen von Randbedingungen auf. Dabei entspricht jede Wahl von
Randbedingungen einer Spinstruktur.

Spinstrukturen

Bisher wurde stillschweigend vorausgesetzt, dal WF-Spinorfelder auch auf Flachen von hoherem
Genus global definierbar sind. Dies ist aber nicht selbstverstdndlich: Eine orientierbare N—
dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit mufl zusétzliche Bedingungen erfiillen, damit sie
eine oder mehrere Spinstrukturen besitzt [155]. Spinstrukturen sind Aquivalenzklassen von
Spinbiindeln, und Spinbiindel werden ausgehend vom N-Bein-Biindel konstruiert, indem man
die reduzierte Strukturgruppe SO(N) durch deren zweifache Uberlagerungsgruppe Spin(N)
ersetzt. Die moglichen Obstruktionen sind Elemente der Zs—wertigen zweiten Kohomologie-
gruppe H?(M;Z>) der Mannigfaltigkeit [155]. Das Problem besteht kurz gesagt darin, dafBl
man das richtige Transformationsverhalten von Spinorfeldern unter Koordinatentransformatio-
nen nachrechnen muf}. Die dabei moglicherweise auftretenden ,,Anomalien® sind, mathematisch
ausgedriickt, Cech-Kozykeln [145]*2. In zwei Dimensionen liaft sich diese Bedingung einfacher
ausdriicken [145]: Die betrachtete Mannigfaltigkeit, in unserem Fall die Weltfliche, muf} eine
gerade Euler—Zahl besitzen. Dies ist fiir kompakte geschlossene Riemannsche Fléchen, d.h. fiir
die Weltflachen geschlossener orientierter Strings immer erfiillt.

T eider wird auch die zeitartige Koordinate in der Minkowski-Formulierung mit 7 bezeichnet. Eine Verwechs-
lung kann aber kaum auftreten, da die geometrischen Aspekte der Weltflache in der euklidischen Formulierung
behandelt werden.

12Die Kohomologie-theoretischen Begriffe werden in Anhang A erklart.
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Wenn tiberhaupt Spinstrukturen auf einer orientierbaren Mannigfaltigkeit existieren, gibt
es im allgemeinen mehrere indquivalente. Sie werden durch die Generatoren der ersten Za—
wertigen Kohomologiegruppe klassifiziert [1]. Eine dquivalente Charakterisierung ist die Spezi-
fizierung periodischer oder antiperiodischer Randbedingungen entlang der Generatoren der 1.
Homologiegruppe, also entlang einer Menge von Generatoren von Représentanten derjenigen
geschlossenen Kurven, die keine Rénder sind. Auf einer kompakten Riemannschen Fléiche vom
Genus g, gibt es 2g Homologiegeneratoren und damit 229 iniquivalente Spinstrukturen. Im
Falle des Torus gibt es die vier oben angegebenen Méglichkeiten.

In Theorien mit nichtorientierten Strings treten auch nichtorientierbare WF-Mannigfaltigkeiten
auf, z.B. die Kleinsche Flasche. Hier i1st die Konstruktion von Spinorfeldern aufwendiger, da
die reduzierte Strukturgruppe O(N) mehrere Zusammenhangskomponenten und damit meh-
rere in Frage kommende Uberlagerungsgruppen besitzt. Ein explizites Beispiel fiir Spinoren auf
einer nicht-orientierbaren Mannigfaltigkeit findet man in [135]. In der mir bekannten Litera-
tur werden diese Probleme dadurch umgangen, dafl man zur Berechnung der entsprechenden
Amplituden den Green—Schwarz—Formalismus verwendet.

In Theorien mit offenen Strings besitzt die WF-Mannigfaltigkeit zudem Rénder. Aufgrund
der Randbedingungen lassen sich aber der links- und der rechtslaufende Anteil eines RNS—
Fermions zu einem periodischen oder antiperiodischen Spinorfeld zusammenfassen, das auf einer
verdoppelten Weltfliche definiert ist [1]. Die verdoppelte Weltflache ist dann wieder geschlossen
(randlos). Die auf ihr definierte Theorie besitzt eine diskrete Zs—Symmetrie. Theorien mit
offenen Strings lassen sich so auf Theorien mit geschlossenen Strings zurlickfiihren [27].

Wir kénnen nun erkldren, wieso die RZ—Supersymmetrie bei fermionischen Stringtheorien
eine Konsistenzbedingung ist!3. Die (Super-)Reparametrisierung auf der Weltfliche schliefit
fiir die hoheren Genera die Invarianz unter globalen Reparametrisierungen, die wir als modu-
laren Transformationen bezeichnen, ein. Diese Transformationen haben die Eigenschaft die
Spinstrukturen zu mischen. Im Falle des Torus wird die modularen Gruppe durch die Trans-
formationen [1]

ToT+1, T—)% (3.65)
des modularen Parameters erzeugt. Die zweite Transformation vertauscht die reelle und die
imaginére Richtung des Parallelogramms. Durch explizite Transformation der Zustandssumme
erkennt man, dafl nur die Spinstruktur (+4), mit periodischen Randbedingungen in beiden
Richtungen, invariant ist, wihrend die anderen drei aufeinander abgebildet werden. Will man
RZ-Bosonische und RZ—-Fermionische Zustédnde in der Theorie, so muf} iiber alle Spinstruktu-
ren summiert werden, und diese Summation entspricht der GSO-Projektion des Operatorfor-
malismus. Bei der Summation bleiben gewisse Phasenfaktoren frei. Durch Untersuchung der
modularen Transformationen fiir die héheren Genera reduziert sich die Wahlmaéglichkeiten auf
die drei oben gefundenen Theorien [1], [4].

Im Rahmen der Pfadintegralquantisierung lassen sich auch andere Konsistenzbedingungen
der Theorie formulieren. Genau wie in der bosonischen Theorie sind offene und geschlos-
sene Stringtheorien nicht unabhéngig, und man kann nur unorientierte offene und geschlossene
Strings oder orientierte geschlossene Strings haben. Fiir Theorien mit geschlossenen, orientier-
ten Superstrings (Typ-TI-Theorien) wurde kiirzlich gezeigt, dafl die Amplituden Ordnung fiir
Ordnung endlich sind [61].

3.2.2 Ubersicht iiber Superstringtheorien

Unter Beriicksichtigung aller Konsistenzbedingungen kann man 3 verschiedene Superstringtheo-
rien konstruieren. Aufler den Alternativen offen - geschlossen und orientiert - nicht orientiert
kann man noch zwischen den 3 Varianten der GSO—-Projektion, d.h. zwischen ein oder zwei
RZ-Superladungen und zwischen chiralen und nicht chiralen Theorien wahlen. Allerdings sind
diese Alternativen nicht unabhéngig voneinander [1].

13Es werden im folgenden der Einfachheit halber nur geschlossene orientierte Strings betrachtet.



3.3. DER EUKLIDISCHE OPERATORFORMALISMUS 67

e Theorien mit offenen Superstrings enthalten ein masseloses Super—YM-Multiplett. Durch
Einfiilhrung von Ladungen an den Enden des Strings kann man versuchen, eine Eichgruppe
einzufiihren. Die Forderung der Anomalie-Freiheit 148t aber nur eine Eichgruppe, SO(32),
zu [1]. Die Theorie besteht automatisch aus nichtorientierten Strings. Auflerdem mufi man
die entsprechenden nichtorientierten geschlossenen Strings mit aufnehmen. Diese Theorie
wird als die Typ I Superstringtheorie bezeichnet, da sie N=1-RZ-Supersymmetrie besitzt.

e Theorien, in denen nur geschlossene Strings auftreten, sind immer N=2-RZ-
supersymmetrisch und werden daher als Typ II Theorien bezeichnet. Sie bestehen aus
orientierten Strings und es ist nicht moglich eine Eichgruppe einzufiihren. Die nicht—
chirale Variante wird als II-A| die chirale als II-B bezeichnet.

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die konsistenten Superstringtheorien und ihre
Eigenschaften.

Typ | offen/geschlossen | orientiert | chiral | Masseloses Spektrum

I beides nein ja N=1-Supergravitation und
SO(32)-Super—Yang-Mills

IT A | geschlossen ja nein IT A-Supergravitation

IT B | geschlossen ja ja IT B-Supergravitation

3.3 Der euklidische Operatorformalismus

Einige Elemente des euklidischen Operatorformalismus fiir WF-Fermionen und fiir superkon-
forme Feldtheorien sind zum Verstdndnis fermionischer Stringtheorien niitzlich oder werden
spater verwendet.

Auf dem Minkowski- oder dem euklidischen WF-Zylinder sind die R—Fermionen periodisch,
die NS—Fermionen antiperiodisch. Geht man durch eine konforme Transformation in die kom-
plexe Ebene, so gilt genau das Umgekehrte, wie eine explizite Rechnung leicht zeigt. Die
Bewegungsgleichung fiir ein chirales periodisches Fermion in der z—Ebene ist

ozt = 0. (3.66)
Die Greensche Funktion G(z) = 7T1—Z legt den singulédren Teil der OPE fest:

_§mw

P (2)9Y (w) = +o (3.67)

Z—w

Der Energie-Impuls—Tensor fiir die WF-Fermionen ist

T(:) = 5 (@07 ()ula) £ (3.68)
Die OPE ) ) .
T(z)" (w) = §mw<w) + O (w) + -, (3.69)
a2z
T(2)T(w) = TEREEnTREE (3.70)

zeigen, daB jedes Fermion das konforme Gewicht 1/2 und die zentrale Ladung 1/2 trigt.

Eine bemerkenswerte Eigenschaft zweidimensionaler Feldtheorien ist, dafl Fermionen als
nichtlineare Funktionen von Bosonen realisiert werden kénnen (Bose- / Fermiquuivalenz)M.
Dies hdngt damit zusammen, dafl in zwei Dimensionen kein Spin im iiblichen Sinn existiert

14 Fiir eine allgemeine Diskusion siehe [95].
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und der Zusammenhang zwischen ,Spin“ und Statisik komplizierter ist als in vier Dimensio-
nen (Zopf-Statistik statt Permutations—Statistik [2]). Bei einer geraden Anzahl d = 2n freier
Fermionen wahlt man zunéchst eine komplexe Basis

i1 1

V2

Die einzige singuldre OPE ist dann

WP (—y* +aptmh), T = — (W i), i=1,...,n, p=2i (3.71)

S

2

5k

W () (w) = (3.72)

Z—w

Dann wihlt man n freie Bosefelder X7 (z) und bildet die Operatoren [56]:
VE(2) = eiin(z)cj (3.73)
mit d
¢j = (_1)N1+...+Nj—1 und N; = ]{ Q_Zlazxj(z). (3.74)
i
Dann erfiillen die Operatoren V*! die gleichen OPE wie die ¢**. Da nicht nur der Propagator
sondern auch die konformen Gewichte und zentralen Ladungen und damit die gesamte Struktur
der @—Theorie reproduziert wird, sind beide Formulierungen adquivalent.

Die ,, Kozykeloperatoren® ¢; dienen nur der Entfernung unerwiinschter Phasenfaktoren. Die
im néichsten Kapitel durchgefiithrte Dikussion toroidaler Kompaktifzierungen zeigt, dai die
Werte der Felder X' als Koordinaten des Torus R"/27Z" interpretiert werden kénnen. Anti-
periodische Randbedingungen konnen durch die Halbierung des Radius implementiert werden.

Allgemein kann der Ubergang von periodischen zu antiperiodischen Randbedingungen und
damit vom NS- in zum R-Sektor durch ein sogenanntes Spinfeld S%(z) beschrieben werden
[34]. Fiir seine Konstruktion werden die Faddeev—Popov—Supergeistfelder und Methoden der
BRS—Quantisierung benotigt. Die Anwendung des Spinfeldes auf den sl(2, R)-Grundzustand
des NS—Sektors, liefert den Grundzustand des R—Sektors

la) = S%(0)]0). (3.75)

Die Super—Virasoro—Algebra kann durch die OPE des Energie-Impuls—Tensors und des WF-
Superstroms formuliert werden [2], [4]. Durch Hinzunahme des Spinfeldes kann der Zusammen-
hang zwischen WF-Supersymmetrie und RZ-Supersymmetrie aufgeklirt werden [8], [57]. Die
in den zitierten Arbeiten aufgefiihrten Argumente beruhen auf der Struktur der OPE und gelten
auch fiir allgemeine vierdimensionale Stringtheorien, bei denen die inneren Freiheitsgrade durch
ein konforme Feldtheorie realisiert werden. Die notwendigen und hinreichenden Bedingung fir
die verschiedenen méglichen RZ—Supersymmetrien in geraden Dimensionszahlen sind eine (je-
weils verschiedene) erweiterte globale WF-Supenersymmetrie zusammen mit einer zusétzlichen
Symmetrie beziiglich einer exzeptionellen Lie-Algebra [57].



Kapitel 4

Toroidale Kompaktifizierungen
und heterotische Stringtheorien

Das Haupthindernis bei der physikalischen Interpretation von Stringtheorien ist das Auftreten
zusitzlicher Raumdimensionen. Das Studium von Theorien mit verborgenen Dimensionen ist
aber an sich nichts neues; tatsiachlich hat ihre Einflihrung eine Tradition, die mindestens in
das Jahr 1921 zuriickreicht. Damals hatte T. Kaluza [111] bemerkt, daf die vierdimensionale
Einsteinsche Gravitationstheorie sich mit der Maxwellschen Theorie des Elektromagnetismus
vereinigen 148t, wenn man eine fiinfdimensionale Version der Gravitationstheorie betrachtet und
die flinfte Dimension auf einem Kreis mit hinreichend kleinem Radius kompaktifiziert. Diese
Idee wurde von O. Klein [112] weiterentwickelt, und auch Einstein beschiftigte sich in den
letzten 30 Jahren seines Lebens immer wieder mit ihr [164].

Die Ideen von Kaluza und Klein wurden spiter im Zusammenhang mit den Supergravita-
tionstheorien [105] wieder aufgegriffen. Dabei sollte eine héherdimensionale (zehn- oder elfdi-
mensionale) Supergravitationstheorie als vereinheitlichte Theorie aller Wechselwirkungen eta-
bliert werden. Durch die Kompaktifizierung der zusitzlichen Dimensionen ergibt sich in vier
Dimensionen eine Supergravitationstheorie und eine Super—Yang—Mills—Theorie, deren Eich-
gruppe, diejenigen der starken und elektroschwachen beinhalten sollte!. Vom h&herdimensio-
nalen Standpunkt aus betrachtet, gibt es nur eine Kraft, die Gravitation, und alle Teilchen
stammen aus einem einzigen Super—Multiplett. Die Probleme dieses Ansatzes sind so grof},
wie die Idee dsthetisch: Die Renormierbarkeit oder Endlichkeit konnte nicht bewiesen wer-
den und gilt inzwischen als zweifelhaft; bei der Kompaktifizierung bekommt man nicht die
gewlinschten vereinheitlichten Eichgruppen, man hat Schwierigkeiten chirale Fermionen zu er-
halten und weder der Mechanismus der Kompaktifizierung noch der der Symmetriebrechung ist
vollig verstanden? .

Im Rahmen der Stringtheorie ist man gezwungen, diese Fragen wieder aufzugreifen. Dabei
ergeben sich neue, String—spezifische Aspekte, ohne dafl freilich die oben angesprochenen Pro-
bleme schon gelést wiren. Dennoch lassen sich in der Stringtheorie bereits mit vergleichsweise
Weise geringem Aufwand ,semirealistische® Spektren realisieren, d.h. solche mit drei oder vier
Generationen chiraler Fermionen und Eichgruppen, die die des Standardmodells als direkten
Faktor enthalten.

IBei der Kompaktifizierung auf Rdumen mit konstanter Kriitmmung ist die manifeste Eichgruppe die Gruppe
der Isometrien der internen Mannigfaltigkeit, also im Falle der Torus T¢ die Gruppe U(l)d7 im Falle der Sphéare
S die Gruppe SO(d+1). Die Eichgruppe kann aber durchaus grifier sein, etwa bei nichtlinearen Realisierungen
[105].

2Fiir eine Ubersicht siche [105].
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4.1 Die Kompaktifizierung des geschlossenen bosoni-
schen Strings

Viele wesentliche Aspekte der Kompaktifizierung lassen sich bereits am einfachsten Beispiel,
der Theorie geschlossener bosonischer Strings, erkldren. Da alle Theorien mit semirealistischen
Spektren aus orientierten geschlossenen Strings bestehen, werden im folgenden keine offenen
Strings mehr betrachtet. Als interne Mannigfaltigkeit wird die einfachste Moglichkeit, der
Torus, gewahlt. Folgende Punkte sollen erlautert werden:

e In Theorien mit geschlossenen Strings kan man durch toroidale Kompaktifizierung nicht-
abelsche Eichgruppen erhalten. Der Rang der Eichgruppe ist gleich der Anzahl der
internen Dimensionen. Es sei daran erinnert, dafl geschlossene Stringtheorien in der ma-
ximalen Dimension keine Eichgruppen zulielen; das masselose Spektrum war ein reines
Gravitations—Multiplett.

e Die Abhéngigkeit des Spektrums und insbesondere der Eichgruppe von der Geometrie
der kompakten Dimensionen kann explizit angegeben werden. Sie wird durch kontinuier-
liche Parameter beschrieben, die als Moduli® bezeichnet werden. Die Moduli hingen mit
den Vakuumerwartungswerten gewisser masseloser Skalarfelder zusammen. Verschiedene
Kompaktifizierungen werden daher nicht als verschiedene Theorien, sondern als verschie-
den ,Vakua“ oder klassische Lésungen einer Theorie interpretiert. Es gibt kritische
Werte der Moduli, fiir die die Symmetrie des Spektrums besonders grof} ist.

e Es gibt eine sogenannte Dualititssymmetrie zwischen kleinen und grofien Kompakti-
fizierungsradien. Sie legt nahe, daf die kleinste sinnvolle Lange in der Theorie von der
Ordnung der Planck-Lénge ist.

4.1.1 Die klassische Theorie
Die toroidale Geometrie der internen Dimensionen

Wir betrachten jetzt den geschlossenen bosonischen String nicht mehr im 26-dimensionalen
Minkowski-Raum M?® sondern in einer Raum-Zeit der Form M?%~% x T¢ und konzentrieren
uns auf den kompakten Teil, den Torus T¢:
d
+« R

=2 (4.1)

A ist ein d-dimensionales Gitter, dafi durch die Vektoren {e;|i = 1,...,d} aufgespannt wird:
A=(eli=1,...,d)z = {mie;|m' € Z}. (4.2)

Die Gitterbasis von A ist natiirlich auch eine R—Basis des R?. Wir bendtigen im folgenden
auch noch eine Orthonormalbasis {e,|p = 1,...,d}. Die Matrix der Skalarprodukte der Git-
terbasisvektoren,

Gij =€y ~ej, (43)

wird auch als Gittermetrik bezeichnet; genauer gesagt ist sie die Matrix der Standard-Metrik
beziiglich der Gitterbasis:

v,we Ry v=1le = vhe,, w=w'e; = whe,
=>v-w=vwGj;=v"w"d,. (4.4)

Héufig wird die folgende, dquivalente Formulierung benutzt: Die Kompaktifizierung erfolgt
auf dem d-dimensionalen Einheitsgitter Z? aber der R? wird mit einer Nichtstandard—
Metrik mit Matrix G; versehen. Die Gitterbasisvektoren e; sind in dieser Formulierung an

3Diese Moduli sind von den WF-Moduli, die die komplexe Strukturen der Weltfliche parametrisieren, zu
unterscheiden.
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sich, d.h. beziiglich der Standard—Metrik, orthonormiert, werden aber durch ein konstantes
Gravitationsfeld* verzerrt, dafi die Standardmetrik deformiert. Beide Formulierungen sind
gleichwertig, weil, wie frither erldutert wurde, Raum—Zeit—Struktur und Graviatationsfeld nicht
empirisch, sondern nur konventionell getrennt werden kénnen®. Man kénnte auch Kompaktifi-
zierungen auf nichtorthonormierten Gittern in einer Raum—Zeit mit konstantem Gravitations-
feld betrachten, aber dies fithrt nur zum Auftreten redundanter Parameter.

Die zweite Formulierung habe ich vor allem eingefiihrt, weil sie es erlaubt, die geometrischen
Parameter G;;, die das Gitter A eindeutig charakterisieren®, physikalisch zu interpretieren. Die
G;j sind die d* rein internen Komponenten der 26-dimensionalen Metrik, d.h. des Vakuumer-
wartungswertes des 26—dimensionalen Gravitons beziiglich der d kompakten Dimensionen. Vom
(26 — d)—dimensionalen Standpunkt, also von der nichtkompakten Raum-Zeit her betrachtet,
sind diese Komponenten die Vakuumerwartungswerte masselose Skalarfelder. Dies legt es nahe,
auch Vakuumerwartungswerte fiir die anderen masselosen Skalarfelder einzufithren, was spéter
geschehen wird.

Die Losungen der klassischen Bewegungsgleichungen

Die Kompaktifizierung auf dem Torus kann exakt behandelt werden, da ein Torus keine (int-
rinsische) Kriimmung besitzt, und die Bewegungsgleichungen linear bleiben; genauer gesagt
andern sich die Bewegungsgleichungen iiberhaupt nicht; es treten lediglich allgemeinere Rand-
bedingungen auf, da ein geschlossener String nur noch modulo Gittervektoren periodisch sein
muf3:

X(oc4m,7)=X(o,7)+27v, vEA, X=(X)L,. (4.5)
Die Modenentwicklung enthélt dann auch einen in o linearen Term [1]:
_ i An —2in(740) i OZ_” —2in(r—0)
X(O’,T)—X—|—pT—|—2WO'—|—QZ¢:On6 —1—2%%716 . (4.6)

Der neu aufgetretene Vektor w € A beschreibt die verschiedenen nun méoglichen Windungs-
zustinde und wird daher als Windungsvektor bezeichnet. Seine Komponenten w' beziiglich
der Gitterbasis sind ganzzahlig und geben die Windungszahlen des Strings beziiglich der inter-
nen Dimension an.

Das Koordinatenfeld kann, wie frither, in den links- und den rechtslaufenden Anteil zerlegt
werden:

1
X(o, 1) = §(XL(T—|—O') + Xpg(r—0)), (4.7
o .
X — . “n —2in(r40) )
L(r+0) XL+2pL(T+0')+ZZn6 , (4.8)
n#0
_ _ _ . d_” —2in(r—0)
Xg(r—o0) =xgr+2pr(T U)—|—ZT§:O e . (4.9)

Der Zusammenhang zwischen den rechts- und linkslaufenden Koordinaten xg 7 und Impul-
sen pg,r einerseits und dem Schwerpuktsimpuls p, der Schwerpunktskoordinate x und dem
Windungsvektor w andererseits ist:

1
x =5 (xL+Xr), P=PL+Pr 2W=PL — PR, (4.10)
1 1
PL=5PTW, PrR=3p—W. (4.11)

Bemerkung: Die zu w kanonisch konjugierte Variable tritt nicht in der Modenentwicklung
auf. Die chiralen Koordinaten xg, xz sind daher nicht eindeutig bestimmt.

4 Als Gravitationsfeld bezeichne ich hier der Einfachheit halber wieder die Differenz zwischen dem metrischen
Tensor und dem Minkowski——Tensor. Vgl. Abschnitt 2.3.3.

5Dies wurde in Abschnitt 2.3.3 erlautert.

8 Orthogonale Transformationen von A im R¢ #ndern die Geometrie der Raum—Zeit nicht.
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Die klassische Wirkung

In der Wirkung fiir die d kompakten Dimensionen sollen die rein internen Komponenten aller
masselosen Zustdnde durch konstante Hintergrundfelder beriicksichtigt werden. Neben dem
symmetrischen Tensor (Graviton und Dilaton) enthilt das Spektrum der 26-dimensionalen
geschlossenen bosonischen Stringtheorie noch einen antisymmetrischen Tensor. Aufler der sym-
metrischen Matrix G;; hat man noch eine antisymmetrische Matrix B;; einzufiihren, die die
Komponenten des antisymmetrischen Tensorfeldes beziiglich der Gitterbasis enthilt. Die Wir-
kung fiir die d freien Weltflichenskalarfelder ist dann die allgemeinste bilineare aus den ersten
Ableitungen konstruierbare und lautet (in Gitterkoordinaten) [67]:

1 . ) . )
Snsw = ﬁ/drda((;ija“xzaﬁxfnaﬁ + Bij 0, X"'05X7 7). (4.12)

Der zweite Summand in der Wirkung ist lokal eine totale Ableitung und &ndert die Bewegungs-
gleichungen nicht. Er macht sich aber durch eine relative Verschiebung von kinetischem Impuls
p und kanonischem Impuls p¥4?" bemerkbar:

s 1 oL 1. . ,
=0 b Ok o)+ A1
500X = am 00T — 5 \CuP 2Bl + (4.13)

= pi AN = Gy + 2B’ (4.14)

Die Ungleichheit von kinetischem und kanonischem Impuls hat wichtige Konsequenzen fiir die
Quantentheorie, denn bei der kanonischen Quantisierung wird der kanonische Impuls durch den
Impulsoperator ersetzt (besser gesagt erfiillt der quantisierte kanonische Impuls die einfachen
kanonischen Vertauschungsrelationen und nicht unbedingt der quantisierte kinetische Impuls).

Da fiir die Quantisierung der Theorie der kanonische Impuls wichtig ist, ist es zweckmaBig,
mittels Gleichung (4.14) den kinetischen Impuls zu eliminieren:

Xi(r,0) =o'+ (GVpi Y = 26V Bjgwt)r 4 200" + - (4.15)

Die zu (G;;) inverse Matrix (G%/) kann auch durch die Basis {e*'} des zu A dualen Gitters A*
ausgedriickt werden:

G = e* . e" | wobei e -e; = (5} (4.16)

Auch die links- und rechtslaufenden Impulse kénnen durch den kanonischen statt durch den
kinetischen Impuls ausgedriickt werden:

1 R y .
pZL = 5])2 —|— wl = §G”p§(AN —_ G”Bjk:wk + wla (417)
i L i L i kAN ij k i
PR= P —w' = §G P; — GYBjpw™ —w'. (4.18)

4.1.2 Kanonische Quantisierung und Fockraum

Bei der kanonischen Quantisierung werden die Poissonklammern der klassischen Theorie durch
Kommutatoren, multipliziert mit —¢, ersetzt (A = 1). Beziiglich einer Gitterbasis von A erhalt
man, wenn man den kanonischen Impuls durch den Impulsoperator ersetzt”:

[« p/] = iGY. (4.19)

Auch dem Windungsvektor soll in der Quantentheorie ein Operator zugeordnet werden; da aber
die zu w kanonisch konjugierte Gréfien in der Theorie (bisher) nicht auftritt, kommutiert er mit
allen anderen Operatoren. Geht man zu den chiralen Koordinaten und Impulsen iiber, so sind
deren Vertauschungsrelationen unterbestimmt. FEine plausible Losung des Problems besteht
darin, daff man postuliert, dafl

7Es sei daran erinnert, dal man auch in der nichtrelativistischen Quantenmechanik, bei der Schridingerglei-
chung fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld, so vorgehen muf3.
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1. links- und rechtslaufende Gréflen miteinander kommutieren, und

2. links- und rechtslaufende Grofien jeweils unter sich die gleichen Vertauschungsrelationen
erfiillen.

Dies fithrt zu den Relationen®:

[0, pL] = iGY,  [eg, pg] = iGY, (4.20)
die wieder die kanonische Form haben. Wie in der nicht kompaktifizierten Theorie hat man
ferner die folgenden Vertauschungsrelationen fiir die Oszillatoren:

[al,, al] = Mmsn, oG, [ah,, 6] = mbpin 0GY. (4.21)
Da die Operatoren in zwei miteinander kommutierende Familien, die der linkslaufenden und
die der rechtslaufenden zerfallen, kénnen wir den Fockraum der inneren Anregungen als Ten-

sorprodukt zweier isomorpher Fockraume konstruieren
F=FrL®Fr (4.22)
und betrachten zunéchst nur Fr. Der linkslaufende Grundzustand |0}z wird durch
pLl0)r, @a,[0)r, m >0 (4.23)

definiert. Durch Anwendung des Operators e’¥2 XL erhilt man Eigenzustinde |kz) des links-
laufenden Impulsoperators pr mit dem Eigenwert ky :

pilkr) =ple |0y = ket > (0) =k |kL). (4.24)

Schwingungen in den internen Dimensionen erzugt man durch Anwendung der Operatoren o'

m > 0. Da der Fockraum der rechtslaufenden Anregungen die gleiche Struktur hat, erzeugen
die Vektoren ' '

ot ooead o |(kp,kR)) (4.25)

—m

den Fockraum der inneren Anregungen. Durch Anwendung der Formeln (4.17), (4.18) auf die
Eigenwerte des links- und rechtslaufenden Impulses,

N T g Y g :
k’ZL = §G”k’j - G”Bjkwk + w', ]{7% = 5G”k’j - G”Bjkwk —uw', (426)

sieht man, dafl ein Zustand mit den Quantenzahlen (kz ,kgr) den Windungsvektor w und den
internen Impuls k trigt. Wir kénnen nun auch den zum Windungszahloperator W kanonisch
konjugierten Operator V7 angeben®. Der Windungszahloperator selbst, sowie der Impulsope-
rator p und der Ortsoperator x sind bereits durch die Gleichungen (4.10),(4.17) und (4.18)
festgelegt:

1 . 1 .
v = Ll 4ol W= S — ), (1.27)
P =plL + PR+ GIBi(p] + k). (4.28)

Den Operator Vi kann man durch Auflésen der Gleichung
kL~XL—|—kR~XR£k~X—|—W~V (429)

bestimmen und erhalt ' ' ' N
Vi=at — b 4 GU B (2f + %), (4.30)

8Manche Autoren definieren die chiralen Koordinaten ohne den Faktor % in Formel (4.10), was zu einem

Faktor % in den Vertauschungsrelationen fiihrt. Auflerdem gibt es andere sinnvolle Mglichkeiten, die Nullmoden

zu quantisieren [77]. Fiir unsere Zwecke ist die hier verwendete Standard—Variante am bequemsten.
9In der quantisierten Theorie bezeichnen k, v, w die Eigenwerte der Operatoren p, V, W.
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Durch Nachrechnen mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (4.20) erhdlt man tatséchlich
(o, 1] = G = [V, W] (4.31)

Der Operator
ez’(k~x+w~V) — ei(kL'XL-l'kR'xR) (432)

erzeugt also Zustdnde mit Impuls k und Windung w, die den chiralen Impulsen k; und kg
entsprechen.

Das Impulsgitter

Aus der Quantentheorie ist bekannt, dafi der Impulsoperator bei periodischen Randbedingun-
gen, wie sie z.B. in der Festkorperphysik auftreten, ein diskretes Spektrum besitzt. Das Gleiche
geschieht in der Stringtheorie bei toroidalen (also periodischen) Randbedingungen beziiglich
der d kompaktifizierten Raumdimensionen. Wir haben sicherzustellen, dafl der Vertexoperator,
der die (kz, kr)-Eigenzustinde erzeugt, wohldefiniert ist. Dieser Vertexoperator wird mit der
quantisierten Version der Losung der klassischen Bewegungsgleichungen mit toroidalen Rand-
bedingungen konstruiert und enthélt daher einen in o linearen Anteil im Exponenten, der zu
einer nicht-trivialen Bedingung fiihrt:

ei(kL~XL(T,0)+kR~XL(T,0)) :' ei(ikL'XL(7'70+7T)+kR'XL(TvU+7T)) = ezm(kL'pL_kR'pR) =1 (433)
Diese Bedingung gilt auf dem ganzen internen Fockraum, wenn sie fiir alle Zustdnde der Form
|(k/ ; k) erfiillt ist, da die Impulsoperatoren mit den Oszillatoren vertauschen. Damit erhélt

man ) '
ePrilin Lk Pr)| (1) Kp)) = |(k 5 K))

& (kr;kgr) - (ki ;kg) =k -k —kgr -k €Z (4.34)

Die Menge aller links- und rechtslaufenden Impulse der Theorie mufl also beziiglich eines in-
definiten Skalarproduktes mit der Signatur (+)4(—)? ganzzahlig sein. Diese Menge ist daher
diskret und bildet ein ganzzahliges Gitter'’. Indem man die links- und rechtslaufenden
Impulse durch die Impuls- und Windungszahlen ausdriickt, erhédlt man

(kp;kg) - (K ;kg)=w XK +k-w' e Z (4.35)

Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn alle Impulse ganzzahlige Skalarprodukte mit allen
Windungsvektoren haben. Beweis: Die Bedingung ist notwendig, denn wenn man sie fiir einen
beliebigen Impulseigenzustand ohne Windung (w = 0) und einen beliebigen Windungseigenzu-
stand ohne Impuls (k/ = 0) auswertet, erhilt man

Vw eA: k-w eZ. (4.36)

Die Bedingung ist offensichtlich auch hinreichend. Sie zeigt gleichzeitig, dafl das Impulsgitter
ein gerades Gitter ist, d.h. alle Skalarprodukte von Vektoren mit sich selbst sind beziiglich
des indefiniten Skalarproduktes gerade Zahlen.

Damit ist gezeigt, daBl die internen Impulse k in dem zum Raumgitter A dualen Gitter A*
liegen,

keAN  oVweA: k- weZ, (4.37)

genau wie das auch in der Festkdrperphysik bei periodischen Randbedingungen der Fall ist!!.
Die Komponenten k; des Impulses beziiglich der dualen Gitterbasis {e*'} sind ganzzahlig und
zidhlen die Impulsquanten beziiglich der i—ten kompakten Raumrichtung.

10Djie hier verwendeten Begriffe aus der Theorie euklidischer und pseudoeuklidischer Gitter werden in Anhang
C erklart.

HDer Eindeutigkeit des Vertexoperators entspricht dabei die Forderung nach Eindeutigkeit der
Wellenfunktion.
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Wir kénnen nun noch einen naheren Blick auf das Impulsgitter, d.h. durch das von den links-
und rechtslaufenden Impulsen gebildete, 2d—dimensionale Gitter werfen. Es tréigt eine indefinite
Metrik der Signatur (+)%(—)¢ und wird daher im folgenden als ['z4 bezeichnet. Da jeder
Vektor des Impulsgitters durch Windungs- und Impulsvektoren (sowie die Hintergrundfelder)
ausgediickt werden kann, liegt es nahe, eine Gitterbasis fiir I'y,4 ausgehend von den Gitterbasen
von A und A* zu konstruieren. An Hand der Formeln (4.14) kann man zeigen, dafl die Vektoren

. 1 1 . _ . .
k' = (—e*l' §e*l) , k= (ei + Bjje*; —e; + Bije*]) , i=1,....d, (4.38)

eine Z—Basis von I'gq bilden. Ihre Skalarprodukte sind:
K k=0 k k=6, ki -k;=0. (4.39)

Wie man sieht, geht das B;;—Feld nicht in die Skalarprodukte ein. Die Entwicklungskoeffizien-
ten eines beliebigen Gittervektors beziiglich dieser Basis sind die (ganzzahligen) Impuls- und
Windungsquantenzahlen:

(kL;kL) = k’lkl + ijj. (440)

Mit Hilfe der Basis (4.38) kann man auch noch zeigen, dafl das Impulsgitter nicht nur ganzzahlig
und gerade, sondern auch selbstdual ist:

RS (4.41)

Ein Blick auf die Skalarprodukte (4.39) zeigt nimlich, daf die Basisvektoren k' und k; zueinan-
der dual sind; die Selbstdualitét ist also manifest. Die Selbstdualitat ist eine sehr starke Eigen-
schaft, von der an vielen Stellen Gebrauch gemacht werden wird. AuBlerdem ist die Selbstdua-
litat des Impulsgitters dquivalent zur modularen Invarianz der Zustandssumme [71]. Es stellt
sich damit die Frage, ob wir mit unserer Konstruktion alle gerade selbstdualen Gitter vom Typ
(+)4(—)¢ erhalten konnen, denn jedes solche Gitter definiert eine konsistente Theorie (mo-
dulo der schon in der nicht-kompakten bosonischen Stringtheorie auftretenden Probleme). Um
dies beantworten zu kénnen, benutzen wir, dafl selbstduale gerade Gitter mit nichteuklidischer
Metrik nur existieren, wenn die Signatur modulo 8 verschwindet, dann aber, fiir feste Dimen-
sion und Signatur isometrisch sind [58]. Mit anderen Worten erhidlt man in unserem Fall alle
zuléssigen Impulsgitter aus einem gegebenen durch O(d; d)-Transformationen. Drehungen des
linken oder rechten Teiles des Gitters andern aber die Physik des Modells nicht (der Fockraum
bleibt derselbe) und Gitter, die sich nur um eine O(d) ® O(d)-Transformationen unterscheiden,
konnen identifiziert werden. Nur ,,Boosts®, die durch die Elemente des homogenen Raumes

O(d; d)
—_ 4.42
O(d) ® O(d) ( )
reprasentiert werden, fithren zu physikalisch indquivalenten Modellen [58]. Spiter werden wir
sehen, dafl der Moduli-Raum der toroidalen Kompaktifizierungen nur lokal isomorph zu (4.42)
ist. Die Dimension des Moduli-Raumes ist

%2d(2d —1)=2 (%d(d - 1)) =d2. (4.43)

Da die Hintergrundfelder G;; und B;; zusammen gerade d” kontinuierliche Parameter enthalten,
und (wie wir gleich sehen werden) diese Parameter voneinander unabhéngig sind (in dem Sinne,
daB die mit ihrer Anderung verbundenen Anderungen der Physik unabhiingig voneinander sind)
hat die oben durchgefiihrte Konstruktion tatséchlich alle konsistenten Kompaktifizierungen
geliefert.

Den Prototyp fiir ein selbstduales gerades Gitter der Dimension 2d und Signatur 0 erhilt
man, wenn man speziell By; = 0 und G;; = J;; setzt. Die Wahl der Gittermetrik entspricht der
Wahl eines kubischen Einheitsgitters fiir A. Das so entehende Impulsgitter besteht aus d Kopien
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des zweidimensionalen pseudo—euklidischen Standard-Gitters Dy,;. Man erhalt es als Spezialfall
der Englert—-Neveu—Konstruktion [58], indem man zwei Kopien des , Gewichtsgitters!?¢ D; der
zweifachen Uberlagerungsgruppe Spin(2) der SO(2) nimmt, und die diagonale Kombinationen
(R; R), (V;V), (S;5) und (C; C) der Konjugationsklassen wihlt:

Paa =d- Dy, Dig = (DiD1)(riR),(viv),(5:9),(C5C)- (4.44)

4.1.3 Untersuchung des Spektrums

Der Gesamt—Fockraum der kompaktifizierten Theorie ist das Produkt des im vorigen Abschnitt
behandelten Fockraums der d kompaktifizierten inneren Freiheitsgrade mit dem Fockraum
der 26 —d nicht kompaktifizierten Raum—Zeit—Freiheitsgrade. In der kovarianten Operator—
Quantisierung miissen die physikalischen Zustinde die Virasoro-Bedingungen erfiillen. Ande-
rungen gegeniiber der nicht kompaktifizierten Theorie ergeben sich bei der Massenschalen- und
bei der Balance—Relation

(Lo+ Lo —2)|®) =0, (Lo— Lo)|®) =0. (4.45)
26—d—1
©=0
nen links- und rechtslaufenden Impulsoperatoren py, pr und die Anzahloperatoren N, N aus-
gedriickt werden:

Die Operatoren Lg, Ly konnen durch den RZ-Impulsoperator pry = (p*) , die inter-

1 1
Ly = gP%Z + §PL2 + N, (4.46)
~ 1 9 1 9 ~
Die Begriffe Masse und Spin beziehen sich jetzt auf die 26 — d dimensionale Raum—Zeit. Daraus
ergibt sich mit M? = —k%, die Massenformel
1. 5 1.5, 1, ~
ZM = 5kR + §kL + N+ N -2 (4.48)

Die Balanceformel, die nur Zustiande zuldfit, bei denen die rechts- und linkslaufenden Anre-
gungen gleich viel zur Masse beitragen, lautet:

1 -1
N + 5kf =N+ ikﬁ. (4.49)

Bemerkung: Da die Spektren der Anzahloperatoren ganzzahlig sind, muff k? — k7 ebenfalls
ganzzahlig sein. Auch hieraus folgt, daff das Impulsgitter ganzzahlig sein muf.

Die physikalischen Zustdnde, bzw. einen Satz von Reprisentanten, erhdlt man wieder
durch die transversalen Moden, also in der Lichtkegeleichung. Eine Basis fiir die transversalen
Zustande ist

a®t ~~~Ozi1 ~~~&b_1k1~~~&7_1l1 ~~~|(kL;kR),kRz>, mi,ni,ki,li > 0. (450)

—my —na

Die transversalen RZ-Indizes a;,b; durchlaufen die Werte 1 bis 26 — d — 2, die internen Indi-
zes ig, ji die Werte 1 bis d. Den RZ-Impuls kgz werde ich in Zukunft bei der Angabe von
Zustanden nicht mehr mitschreiben, da er aus der Massenformel jederzeit rekonstruiert werden
kann.

Fir die ,Phdnomenologie“ ist das masselose Spektrum maflgeblich, da die typische Mas-
senskala fiir Anregungen die Planck-Masse i1st. Die kontinuierlichen Symmetrien der effektiven
Feldtheorie werden durch die masselosen Vektorbosonen der Stringtheorie festgelegt (da diese an
erhaltene Stréme koppeln sollten). Daher soll nun das masselose Spektrum analysiert werden.

12Der Begriff des Gewichtsgitters ist eigentlich nur fiir nichtabelsche, halbeinfache Lie—Algebren definiert. Das
D1—Gitter besteht aber aus allen halbganzen Zahlen, parametrisiert also die Darstellungen und Spinordarstel-
lungen der Gruppe SO(2). Naheres zu den in diesem Kapitel auftretenden Lie-Algebra—Gittern erfihrt man in
Anhang C.
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Es gibt zwel Arten von masselosen Zustinden: Die erste Klasse existiert immer, unabhingig
von der Wahl der Hintergrundfelder, und besteht aus Zustédnden bei denen je ein links- und
rechtslaufender Oszillator der niedrigsten Schwingungsmode angewendet wird. Der links- und
rechtslaufende Impuls, bzw. Windungszahl und innerer Impuls miissen dann verschwinden:

N=N=1lund M’=0=k, =kp=0w=k=0. (4.51)

Die generischen masselosen Zustinde einer kompaktifizierten Theorie geschlossener bosonischer
Strings sind damit:

Zustande SO(24-d)-Darstellungen Interpretation

a®,a%,](0;0)) | Spurfreier symmetrischer Ten- | Graviton, antisymmetrischer
sor, antisymmetrischr Tensor | Tensor, Dilaton

2.Stufe, Skalar

a®,a” ,](0;0)) | d Vektoren U(1)?~Eichbosonen
a 1@% 11(0;0)) | d Vektoren U(1)4-Eichbosonen
a’ & ](0;0)) | d? Skalare d? Skalare

Der ,,Spin“ eines Zustdndes wird durch die kleine Gruppe, also bei masselosen Zustanden durch
die transversale Drehgruppe SO(24—d), definiert. Betrachtet man speziell eine vierdimensionale
Raum-Zeit, also d = 22, so hat das Graviton zwei Komponenten mit den Helizitdten 42 und
der antisymmetrische Tensor hat eine Komponente und ist dquivalent zu einem Pseudoskalar!3.
Fiir ihn hat sich die Bezeichnung Axion'* eingebiirgert. Durch die Kompaktifizierung haben
sich die gemischten Komponenten des 26—dimensionalen Gravitons in 2d masselose Vektor-
bosonen verwandelt. Dieser Effekt ist typisch fiir die Kompaktifizierung héherdimensionaler
Gravitationstheorien und tritt auch in normalen Feldtheorien auf. Daher stammt die Bezeich-
nung als Kaluza—Klein-Bosonen. Die Interpretation als Eichbosonen wird weiter unten durch
die Konstruktion einer Darstellung der Eichgruppe gerechtfertigt. Die generische Eichgruppe
einer geschlossenen bosonischen Stringtheorie mit d kompakten Dimensionen ist also

G=GroGr=U) % U1)% (4.52)

Die zweite Klasse von masselosen Zustdnden ergibt sich aus den drei weiteren Losungen der
Gleichung M? =0
N=0, k2=2 N=1, kg=0
oder N=1, k, =0, N=0, ki=2 (4.53)

oder N=0, k=2 N=0, ki=2.

12Die Paritit eines Zustandes ergibt sich aus der Kenntnis der vorliegenden Tensordarstellung der SO(3)
[146]. Die masselosen Darstellungen der ISO(1,3) miissen dazu in massive eingebettet werden. Physikalisch
entspricht dies der Hinzunahme eines Massentermes. Dadurch erhdht sich die Zahl der Freiheitsgrade und man
erhilt statt der betrachteten SO(2)-Darstellung die durch sie induzierte SO(3)-Darstellung. Die zusétzlichen
Freiheitsgrade entkoppeln im Limes verschwindender Masse. Im hier vorliegenden Fall liefert die Einbettung der
antisymmetrischen Tensordarstellung der SO(2) den antisymmetrischen Tensor zweiter Stufe der SO(3), mit
drei Komponenten. Diese Darstellung ist zur Vektordarstellung der SO(3) dquivalent, transformiert aber unter
Paritatstransformationen mit einem zusatzlichen Vorzeichen. Der Ersatzvektor fiir einen antisymmetrischen
Tensor ist ein Axialvektor. Geht man jetzt wieder zu Darstellungen der SO(2) iiber, so entkoppeln die Kompo-
nenten mit den Helizitéiten +1. Ubrig bleibt die Komponente mit Helizitét 0, die unter Paritéitstransformationen
mit einem zuséatzlichen Vorzeichen transformiert, also ein Pseudoskalar.

4 Durch das Studium der vierdimensionalen effektiven Feldtheorie und der String-Propagation in nichtkon-
stanten Hintergrundfeldern kann gezeigt werden, dafl dieses Feld wie ein Peccei-Quinn—Axion an den Yang—
Mills—Sektor koppelt. Seine Anwesenheit im Gravitationsmultiplett ist Teil eines subtilen Mechanismus, der
(sowohl in zehn alsauch in vier Dimensionen) die Anomaliefreiheit der Theorie garantiert. In Folge der axio-
nische Kopplung erhilt es durch Instanton—Beitrige eine Masse, die in unserer Formulierung nicht festgestellt
werden kann. (Ahnliches gilt fiir das Dilaton.) Siehe [1].
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Diesen Zustdnden ist gemeinsam, daB sie nichtverschwindende Windungs- und Impuls—
Quantenzahlen tragen. Die Bedingung fiir masselose Zustdnde kann nur erfiillt werden, wenn
entsprechende Vektoren im Impulsgitter existieren. Daher existieren sie nur, wenn die Hinter-
grundfelder G;; und B;;, bzw. das Raumgitter A und das B;;—Feld, bzw. das Impulsgitter I'z.q
auf spezielle Weise gewidhlt werden. Die zugehorigen Werte der Hintergrundfelder werden als
kritische Werte bezeichnet. Im nichsten Kapitel werde ich ein systematisches Verfahren zur
Konstruktion kritischer Hintergrundfelder angeben.

Der erste Typ von nichtgenerischen masselosen Zustanden existiert, wenn das Impulsgitter
Vektoren der Form

(kr;0), mit k7 =0 (4.54)
enthélt. Die Zustédnde sind:
Zustande SO(24-d)-Darstellungen Interpretation
a®,|(kr;0)) | Vektor Eichboson mit der Ladung k;,
all(kr;0)) | d Skalare d Skalare mit der Ladung ki,
Higgsteilchen

Es treten zusétzliche Eichbosonen auf| die diskrete ladungsartige Quantenzahlen, namlich Im-
puls und Windung, tragen. Dies ist ein stringspezifischer Effekt; da bei punktférmigen Teilchen
keine Windungszusténde existieren. Die Quantenzahlen kénnen tatsichlich mit denen von Eich-
bosonen in einer nichtabelschen Fichtheorie identifiziert werden. Dies sieht man wie folgt: Die
Vektoren (kpr;0) liegen in dem ganzzahligen Gitter I'g.q; daher sind insbesondere alle Skalar-
produkte der k; untereinander ganzzahlig, denn

(kp:0) - (K;0) = ky - K. (4.55)

wobei auf der linken Seite das indefinite Skalarprodukt auf dem Impulsgitter, auf der rechten
Seite das euklidische Skalarprodukt auf der linken Teilgitter gebildet wird. Da weiter k% = 2 ist,
nehmen diese Skalarprodukte nur die Werte 0, 41,42 an. (Hier kann die Schwarzsche Unglei-
chung verwendet werden, da das Skalarprodukt auf dem betrachteten Teilraum positiv definit
ist.) Damit folgt, dal das von den kj erzeugte euklidische Untergitter das Wurzelgitter T'g
einer halbeinfachen Lie-Algebra g ist; die kz sind die Wurzeln, d.h. die Ladungen (Eigenwert-
vektoren) der adjungierten Darstellung!®. Dies rechtfertigt die Bezeichnung der zusétzlichen
Vektorbosonen als geladene Eichbosonen. Der Rang [ der Eichgruppe ist durch die maximale
Zahl linear unabhéngiger Wurzeln gegeben. Offensichtlich ist

1 <! =Rang(g) < d. (4.56)

Die Zahl [ ist zugleich die Dimension des Wurzelgitters. Die diesen Richtungen zugeordne-
ten ! ungeladenen Eichbosonen vervollstandigen die adjungierte Darstellung. Die vergrofierte
Eichgruppe, bzw. ihr linker Anteil, ist

G, =GY U+, (4.57)

wobei G eine halbeinfache, reelle, kompakte Lie-Gruppe vom Rang [ ist. Da die Wurzeln
aufgrund der Bedingung fiir masselose Zustédnde alle die gleiche Lénge haben, gehért die Gruppe
zum ,einfach verbundenen® (simply laced) Typ. Thre (komplexifizierte) Lie-Algebra ist eine
direkte Summe von einfachen komplexen ,ADE“~Lie-Algebren A;;l > 1, Dyl > 2, FEg, E7,
oder Fg. Zusammen mit den Eichbosonen treten masselose Skalare auf, die ebenfalls nach
der adjungierten Darstellung der Eichgruppe transformieren. Wenn die erhéhte Symmetrie
durch eine kleine Deformation der Hintergrundfelder gestort wird, werden einige Vektorbosonen
massiv und die Skalare mit den gleichen Quantenzahlen werden von ihnen ,,gefressen®, d.h. sie

15Dje relevanten Aussagen iiber Lie—Algebren und ihre Wurzel- und Gewichtsgitter sind in den Anhingen B
und C zusammengestellt.
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verwandeln sich in den longitudinalen Freiheitsgrad des Vekorteilchens. Wir interpretieren die
Skalare daher als Higgs—Teilchen (s.u.).

Die Diskussion der Zustdnde mit Quantenzahlen (0;kg) verlauft genau analog. Wir kénnen
dariiber hinaus zeigen, dafl im rechten Teilgitter genau dieselben Wurzeln auftreten miissen wie
im linken. Beweis: Das Impulsgitter ist selbstdual, d.h. ein Vektor liegt genau dann im Gitter,
wenn er mit allen Gittervektoren ein ganzzahliges Skalarprodukt hat. Es reicht natiirlich, diese
Eigenschaft an Hand einer Gitterbasis nachzupriifen. Hat aber ein Vektor (k; 0) ein ganzzahliges

Skalarprodukt mit den Basisvektoren k', k; so auch der Vektor (0;k) und umgekehrt:
Laga=T% = (k0)€Tlagqs (0;k) € Lya. (4.58)

Also enthalten insbesondere das linke und rechte Teilgitter die gleichen Wurzeln, ged.
Damit folgt auch, dafl die linke und die rechte Eichgruppe isomorph sind. Die erweiterte
Eichgruppe ist
G=G,0Gr=GloUun)'ocW e U (4.59)

Der dritte Typ von nichtgenerischen masselosen Zustéinden besteht aus Impuls- / Windungs-
zustdnden ohne Oszillatoren

Zustande | SO(24-d)-Darstellungen Interpretation

|(kr;kr)) | Skalare Higgsteilchen

Bei Modellen mit erhéhter Eichsymmetrie erhdlt man fiir jedes Paar von linken und rechten
Wurzeln einen weiteren masselosen Skalar. Alle masselosen Teilchen, ohne das Dilaton, bilden
eine irreduzible Darstellung der Eichgruppe, die isomorph zum direkten Produkt der adjungier-
ten Darstellungen der linken und rechten Komponente ist!®.

4.1.4 Der Higgs—Effekt

Durch O(d)©O(d)-Transformationen konnen Wurzeln (kg ;0), k? = 2 des Gitters kontinuierlich
in Gittervektoren der Form (kz;kg) mit k%— k% = 2 deformiert werden. Das der Wurzel
zugeordnete Fichboson wird dadurch massiv:

~ ~ . 1
&% |(kr; 0)) — @, |k ; kg)), mit M? = 451{% = 2k7. (4.60)
Da gleichzeitig die d Skalare a* ,|(k%;0)) die gleiche Masse erhalten,
al|(kr;0)) — &L |k kg)), mit M? = 2k%, (4.61)

wurden sie oben bereits als Higgsteilchen interpretiert. In der Lichtkegel-Formulierung ist
allerdings nicht klar, welcher der Skalare sich in den longitudinalen Freiheitsgrad des Eichbo-
sons verwandelt. Um die Zustdnde in Multipletts der kleinen Gruppe massiver Zustidnde, der
SO(25 — d), einzuordnen, miissen wir zur kovarianten Formulierung tibergehen und betrachten
die Zustdnde

&na (ks kg)), p=0,...,24—4d (4.62)

und '
Galyl(krskg)), i=1,....d. (4.63)
Linearkombinationen von &*. und &* ; sind keine Zustande, weil sie unterschiedliche 26 — d
1 1

dimensionale Spins mischen.) Die Auswertung der Polarisationsbedingung E_1|<I>> = 0 liefert
die Transversalitdtsbedingungen

€.k, =0 baw. £k =0 (4.64)

16Das Tensorprodukt einer irreduziblen Darstellung einer Gruppe G- mit sich selbst ist als Darstellung von
G im allgemeinen reduzibel, aber als Darstellung von G ® G irreduzibel. Die adjungierte Darstellung eines
direkten Produktes ist die direkte Summe der adjungierten Darstellungen der Faktoren.
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Die erste dieser kovarianten Nebenbedingungen eliminiert den Spin 0 Anteil des SO(26 — d)
Vektors a* ;. Ubrig bleiben die 25 — d Komponenten eines massiven Vektors. Die zweite
Nebenbedingung zeigt, dafl von den d massiven Skalaren, die einen Vektor beziiglich der internen
SO(d)-Gruppe (der Tangentialraumgruppe des internen d—dimensionalen RZ-Torus) bilden,
nur die d — 1 transversalen Kombinationen physikalisch sind. In der Lichtkegeleichung werden
die zwei Polarisationsbedingungen durch die Eliminierung von zwei Raumdimensionen ersetzt.
Durch Vergleich beider Formulierungen schlieen wir, da8 der longitudinale Freiheitsgrad des
massiven Vektors dabei in die longitudinale Kombination der internen Skalare iibergeht!”.

Die Aquivalenz der Virasoro-Bedingungen mit der Lichtkegeleichung ist ein Spezifikum der
Stringtheorie und die Durchfithrung des Beweises ist sehr aufwendig. Vom Standpunkt normaler
Feldtheorien aus ist es iiberraschend, dafl auch das massive Spektrum einer Lorentz—kovarianten
Theorie rein transversal sein kann.

4.1.5 Die Dualitdtssymmetrie

Das Spektrum einer kompaktifizierten Stringtheorie besitzt eine Symmetrie, die sich am leichte-
sten am Beispiel der eindimensionalen Kompaktifizierung aufspiiren 148t. Die hier auftretenden
eindimensionalen Impuls- und Windungsvektoren koénnen durch den Radius R der internen
Dimension und durch die Impuls- und die Windungsquantenzahl parametrisiert werden.

k:E’ w=wR, kwelZ (4.65)
Der Radius ist offensichtlich der einzige kontinuierliche Parameter (Modulus) einer eindimensio-
nalen Kompaktifizierung. Setzt man diese Parametrisierung in die Massenformel ein, so erhilt
man

1, 1(1k P11k : ~
Die Massenformel ist manifest invariant unter der diskreten Transformation [37]
R— L &k (4.67)
R Y , .

bei der grofle auf kleine Abstiande abgebildet und Impuls- und Windungsquantenzahlen gegen-
einander ausgetauscht werden. Der Fixpunkt dieser Dualtititstransformtion ist

R= %ﬂ (4.68)
Da jede Kompaktifizierung auf einem Kreis mit Radius R < %\/5 zu einer Kompaktifizierung
mit R > %\/5 dquivalent ist, ist die geometrische Interpretation zweideutig. Der kritische
Radius R = %\/5 ist von der Ordnung der Planck-Lange und wird daher als die kleinste in der
Stringtheorie sinnvolle Langeneinheit gedeutet.
Die Dualitatssymmetrie 148t sich auf mehrdimensionale toroidale Kompaktifizierungen ver-
allgemeinern [37]. Dort existieren weitere diskrete Symmetrietransformationen. Insgesamt be-
sitzt der Narain—-Moduliraum die diskrete Symmetriegruppe

O(d,d;Z)
O(d;Z)®O(d, Z)’

(4.69)

die meist als ,modulare Gruppe des Target—-Raumes“ bezeichnet wird.

Die Dualtitdtssymmetrie tritt auch in allgemeineren Stringkompaktifizierungen auf und ist
in den letzten Jahren sehr intensiv untersucht worden. Dabei bemiiht man sich herauszufinden,
ob sie wirklich eine fundamentale Symmetrie der Stringtheorie ist, und die Symmetriegruppen

1"Die Kompaktifizierung einer 26—dimensionalen massiven Vektordarstellung wiirde ein anderes Resultat er-
geben, ndmlich einen massiven Vektor und d zusitzliche Skalare. Dies illustriert noch einmal, daff Windungs-
zustidnde ein Spezifikum der Stringtheorie sind.
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der Moduliraume allgemeinerer Kompaktifizierungen explizit zu bestimmen. Aus der Dualiats-
symmetrie kénnen im Rahmen effektiver Feldtheorien Konsistenzbedingungen hergeleitet wer-
den, die auch von phanomenologischem Interesse sind, da sie sagen, auf welche Weise man das
Standard—-Modell nicht aus der Stringtheorie herleiten kann.

4.1.6 Der Frenkel-Kac—Konstruktion

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dal auf dem Fockraum einer kompaktifizierten
Stringtheorie eine Darstellung der an Hand des Spektrums identifizierten Eichgruppe G =
G ® Gpg realisiert 1st. Wir betrachten oBdA nur den linkslaufenden kompaktifzierten Sektor
und zeigen als erstes, dafl die Eichgruppe mindestens Gy = U(l)d ist. Die Konstruktion der
Darstellung erfolgt mit Hilfe des euklidischen Operatorkalkiils'®.

Zunachst erinnern wir uns daran, daf§ die Strome

HE(2) =10, X"(z), p=1,...,d (4.70)

die OPE »
HA(2) HY (w) = ——— (4.71)

(= —w)?

erfilllen. (Die Indizes p, v beziehen sich auf eine Orthonormalbasis fiir die d kompaktifizierten
Dimensionen.) Durch Kurvenintegrale definiert man nun die Ladungen

d
H* :]{ L HR ()2 = ok, meZ, (4.72)
z=0 27
deren Vertauschungsrelationen
[HY,, HY] = m8pmin.0d"” (4.73)

sind. Diese Algebra ist offensichtlich Z-graduiert. Die Grad-0-Unteralgebra ist die d—
dimensionale abelsche Lie-Algebra u(1)%:

[HE HY) = 0. (4.74)

Die durch die Relationen (4.73) definierte unendlich dimensionale Lie-Algebra ist eine zentrale
Erweiterung (1)¢ der Loop—Algebra u(1)¢, d.h. der Lie-Algebra der Gruppe Diff(S*, U/(1)%)
[157], [150]:

(1) = w(1)* @ (k). (4.75)

Auf dem Fockraum wird das zentrale Element & durch den Einheitsoperator dargestellt, d.h. es
handelt sich um eine Level-1-Darstellung (siche auch Anhang B). Die Virasoro—Algebra wird
in unserer Theorie auf eine spezielle Weise realisert, namlich mit Hilfe einer Darstellung der
erweiterten chiralen Algebra @(1)?. Die Virasoro-Generatoren sind bilineare Ausdriicke in den

HE (vgl. (2.53)):

d
1
Ln =5 SO> iHEHY (4.76)
H=1lneZ

Die Virasoro—Algebra und die %(1)¢ bilden eine semidirekte Summe, wobei die Virasoro—Algebra
gemaf
[LmaHﬁ] = _nHﬁq+n (477)

auf der chiralen Algebra operiert. Die Grad—0-Unteralgebra u(1)? kommutiert sogar mit der
Virasoro—Algebra,
[Lm, HY]1=0 (4.78)

18Tn die frither abgeleiteten Formel sind jetzt die links- und rechtslaufende Impulse der kompaktifizierten
Theorie einzusetzen.
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und ist daher eine Symmetrie-Algebra, d.h. sie besteht aus Symmetrie-Transformationen des
physikalischen Spektrums. Da
1Y = alt = pl (1.79)

ist, ist die Ladung eines Zustandes durch den linkslaufenden Impuls kj gegeben. Diese Ladung
kann durch die diskreten Windungs- und Impulsquantenzahlen ausgedriickt werden.

In einem weiteren Schritt kann man auch noch durch die Berechnung von Korrelationsfunk-
tionen die Wechselwirkung der Eichbosonen o ||k}, k? = 0 mit geladenen Zustinden unter-
suchen. In fiihrender Ordnung in o’ erhdlt man die gleiche Kopplung wie in einer abelschen
Eichtheorie, was die Bezeichnung Eichboson endgiiltig rechtfertigt. Genau wie beim Graviton
gibt es hohere, String—spezifische Korrekturen [1].

Bemerkung: Die WF-Felder H*(z) sind erhaltene Strome, denn aus der euklidischen
Bewegungsgleichung

AXH(2,7) = 0,0:X"(2,2) =0 (4.80)

folgt, daB die chiralen Stréme 8, X*(z) und 0zX*(Z) divergenzfrei, also ,erhalten® sind. Die
Groflen HE, sind die zugehorigen erhaltenen Ladungen, denn die Integration entlang einem Kreis
|z| = const. entspricht einer Integration iiber eine zeitartige Hyperfliche in der Minkowski—
Formulierung.

In der euklidischen Formulierung ist es bequem, den Differentialformen—Kalkiil zu verwenden. Die
erhaltenen Strome repréasentieren dann komplexe (1,0) bzw. (0,1)-Formen:

OX"(2) = 8. X"(2)dz, X™Z) = 3:X"(7)dz. (4.81)
Aus der Bewegungsgleichung folgt, dafl sie geschlossen sind
AXH(2,2) =08 dX*(2,7) =0 = dOX* =doX* =0. (4.82)

Durch die Singularititen in z = 0 sind sie aber in Umgebungen von 0 nicht exakt. Die Integration
entlang von Wegen, die z = 0 einmal im positiven Sinn umschlieflen, liefert daher nicht 0, sondern das
Residuum.

Wir kommen nun zur Frenkel-Kac-Konstruktion [140] (siehe auch [150] und [40]), mit der
man die Darstellung einer vergroBerten nichtabelschen Eichgruppe Gy = G @ U(1)4! kon-
struieren kann, wenn das linke Impulsgitter ein l-dimensionales Wurzelgitter FR(g(l)) enthalt.
Die Wurzeln der Lie-Algebra g() seien die Vektoren

A=1{k]1 ..} ={klk? =2 und (k;0) € I'qq}. (4.83)

Aus A kann eine maximal linear unabhingige Menge aus 1 einfachen Wurzeln ausgewihlt
werden:

= {ai=1,...,0}. (4.84)

Die Vertexoperatoren : exp(ikX(z)) : der geladenen Eichbosonen |(k;0)) haben fiir k* = 2 das
konforme Gewicht 1. Wir kénnen daher versuchen sie als die erhaltenen Stréme der vergroferten
Eichsymmetrie aufzufassen. Die OPE mit den Stromen H#(z) zeigt, dafi es sich um geladene
Strome mit den Ladungen k € A handelt:
, 1
H(Z) esz(w) -k

Z—w

kX)L (4.85)
Die natiirlichen Kanidaten fiir die Generatoren der erweiterten chiralen Algebra sind

4k :}{ Az () m (1.86)

m -
—g 2mi

wobei die Operatoren A¥ die Wurzelgeneratoren der nichtabelschen halbeinfachen Lie-Algebra
g sein sollten. Um diese Vermutung zu priifen, ist es hinreichend, die Chevalley-Generatoren
Hei) EF* ) E~% § = 1,...,l zu konstruieren. Hierzu betrachten wir die Strome H%i(z) =
a; - H(z) und : exp(ie; X (2)) :. Aus der OPE

Q; -

J gioyXw) . (4.87)

Z—w

ik (Z) eiocj~X(w) —
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folgen die Vertauschungsrelationen

[Hw, AN ] = (i - ay) Aply, (4.88)
und die entsprechenden Relationen fiir die AR %

Da (a; - O‘j)i’,jﬂ die Cartan-Matrix der halbeinfachen Lie-Algebra g(®) ist, erhalt man fiir
m = 0 = n die richtigen Vertauschungsrelationen zwischen den Cartan—Generatoren Hg* und
den Wurzel-Generatoren von g() beziiglich einer Chevalley-Basis. Damit bleiben nur noch
die Vertauschungsrelationen der Wurzel-Generatoren untereinander zu priifen. Die OPE der

geladenen Strome untereinander sind

X)L X (W) = ()R DX ) i [2] > ), (4.89)
GIX(W) | RX(G) — g(k 1) (2 — w)Ked CFDX@) iy 2] < ], (4.90)
(4.91)

mit S(k,1) = (—1)¥l. Falls das Skalarprodukt kl ungerade ist, ist die OPE nicht symmetrisch,
sondern antisymmetrisch unter Vertauschung der Argumente. In diesem Fall erhélt man keine
Vertauschungs- sondern Antivertauschungsrelationen zwischen den Generatoren

At falls kl = —1,
Ak AL — ()R Al Ak = k.H ) = 4.92
m<in n<tm — : m+n +m m+n, 0, falls kl = _2a ( . )
0, falls kKl = 0, 1,2.

Um zu Vertauschungsrelationen zu gelangen mufi man Operatoren c¢(k), k € A finden, die die
Gleichung
c(k)e(l) = S(k,De(l)e(k) (4.93)

erfiillen, denn dann bestitzen die modifizierten Vertexoperatoren
E(k, z) = ¢*XE) (k) (4.94)

eine symmetrische OPE. Eine Lésung der Gleichung (4.93) ist dquivalent zu dem gruppentheo-
retischen Problem eine zentrale Erweiterung (fR, ) des Wurzelgitters (I'g,+) ~ (Z!,+) mit
gruppentheoretischem Kommutator S(k,1), k,1 € T'r zu finden [140] (siche auch Anhang A).
Der Kern der Erweiterung ist die (multiplikativ geschriebene) Gruppe (Zs, -) Die (nichtabelsche)
Multiplikation in fR héngt mit der Addition in T' durch einen 2-Kozyklel ¢(k,1) zusammen:

c(k)e(l) = e(k, De(k+1), e(k,1)e(L k)~ = S(k,1). (4.95)

Der Kommutator S(-, -) und der Kozykel €(-, -) nehmen Werte in der zentralen Z;—Untergruppe
von T an.

Sobald diese Konstruktion gegliickt ist, kann die OPE der modifizierten Vertexoperatoren
berechnet werden:

E(k,2) E(,w) = (z — w)e(k, ) E(k +1,w) + - - - fiir |2] # |w| mit e(k,1) = £1. (4.96)

Die Vertauschungsrelationen fiir die zugehérigen Moden EX sind

e(k, 1) Ext! falls kl = —1

( 3 m+n> 3

[EX,EN =14 k-Hpupn + momin o, falls kl =—2, (4.97)
0, falls k1 = 0, 1, 2,

und

[HS, EX] = (ai - K) EXy. (4.98)
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Um zu zeigen, daf die Operatoren E¥ Wurzelgeneratoren von g sind, ist es hinreichend, die
3l Chevalley—Generatoren anzugeben. Wir brauchen nur noch die Vertauschungsrelationen der
Operatoren ESEO" zu priifen (siehe B.1.14):

[E5, Eo_aj] = dij Hy", (adEgl)l_Clegj =0,1#], (adE()_al)l_CleO_aj =0,i#].

(4.99)
Dabei ist C; = a; - «; die Cartan-Matrix. Statt die Kommutatoren auszufiihren, ist es be-
quemer, die entsprechenden OPE zu betrachten. Beitrige zu Kommutatoren kénnen nur durch
Pole 1. Ordnung erzeugt werden. Beriicksichtigt man noch die Skalarprodukte der einfachen
Wurzeln untereinander, so sieht man mit Hilfe von (4.91), dal alle Bedingungen fiir ¢ # j
erfiillt sind. Im Falle ¢ = j stellt nur die erste Gleichung eine Bedingung. Die OPE beginnt in
diesem (und nur in diesem) Fall mit einem Pol zweiter Ordnung und man muf} das Exponential

entwickeln:
eioc,~X(z) . e—ioc,~X(w) — (Z _ w)Zeioc,~X(z)—ioc,~X(w)

1 1

=(z—w)” (14 (z — w)ic; - O X" (w) + ) = 2

HY(w) +---.  (4.100)

(z —w) Z—w
Diese OPE liefert nach Integration den gesuchten Kommutator. Insbesondere erhdlt man keine
weiteren Bedingung an den 2-Kozykel €(-, -), d.h. jede Wahl, die das in Anhang A beschriebene
gruppentheoretische Problem 16st, liefert konsistente, ganzzahlige Strukturkonstanten. Dafl
man keine zusétzlichen Bedingungen an die e(k,1) erhilt, liegt daran, daf die Jacobi-Identitét
aus der Kozykeleigenschaft folgt. Die iibrigen Wurzel-Generatoren der Lie-Algebra erhilt man
als iterierte Kommutatoren aus den ESEO“.

Damit ist bewiesen, daf die Operatoren HS*, EX i=1,... 1, k € A eine Darstellung der
Lie-Algebra gV auf dem Fockraum realisieren. Die durch die Operatoren H* =o' und
E¥, = exp(ikpy) erzeugten Zustinde o’ (|0) und |(k;0)) transformieren nach der adjungierten
Darstellung, was iher Bezeichnung als Eichbosonen rechtfertigt!®.

Die Operatoren HZi, EX erzeugen die erweiterte chirale Algebra. Aufgrund der Vertau-
schungsrelationen schliefilen wir, daf es sich um die Standardrealisierung g der ungetwisteten

affine Kac-Moody—Algebra gl handeln muf (siche Anhang B.2.3),
g = (Omezt™ © g) © (k) @ (d), (4.101)

bei der das zentrale Element & durch den 1-Operator dargestellt wird (Level-1-Darstellung).
Den letzten noch fehlenden Generator, die Derivation d kann man mit Hilfe der Sugawara—

Konstruktion [88] (siehe auch [150] und [40]) erhalten.

4.1.7 Die Sugawara—Konstruktion

Die Sugawara—Konstruktion kann durchgefiihrt werden, wenn auf dem Hilbertraum einer
Stringtheorie oder zweidimensionalen Feldtheorie die Level-k—-Darstellung einer affinen Kac—
Moody—Algebra realisiert ist:

[T, T2} = £

m+4n

+ kM pgn.00°0. (4.102)

In unserem Fall ist & = 1 und die Orthonormalbasis T3 der Kac-Moody—Algebra kénnte aus
den Generatoren HZi, EX konstruiert werden?’. Mit Hilfe der Symmetriegeneratoren erhilt

man die erhaltenen Strome
Jz)= > Tez"h (4.103)
meN

19Tm nichsten Abschnitt wird gezeigt, dal man nicht nur eine Darstellung auf dem Fockraum, sondern auf
dem Hilbertraum der physikalischen Zusténde hat, der durch die Virasoro—Bedingungen definiert ist.

20Dje Generatoren Hyt, E,lfl sind beziiglich der durch die Killing—Form auf der Kac—-Moody—Algebrainduzier-
ten komplexen Bilinearform so normiert, daf3 die Strukturkonstanten eine besonders einfache Form annehmen.
Solche Basen sind weder fiir endlich dimensionale Lie—Algebren noch fiir Kac-Moody—Algebren orthonormal. In
beiden Fillen kann man sich aber leicht eine Orthonormalbasis der ,, kompakten reellen Form* beschaffen, siehe
[150] und fiir endlich—dimensionale Lie—Algebren Anhang B.
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Die Vertauschungsrelationen der Kac-Moody—Algebra sind dquivalent zu den OPE

k’éab abe
+ / Je

20z —w)?  z—w

T )b (w) =

(W) + - (4.104)

Sugawaras Idee bestand darin, den Energie-Impuls—Tensor T'(z) aus den erhaltenen Stromen
zu rekonstruieren:
Ts(z) =N J2)J(2) : . (4.105)

Die Laurent—Koeflizienten

Lon=NY N 18, 1%, (4.106)

nezZ a
erfiillen genau dann die Virasoro—Algebra

Lo, L] = (M= n) Loy + —

T 3 — m)dmtno, (4.107)

(m

wenn die Normierungskonstante N als

1

N = =
2k + 2h

(4.108)

gewidhlt wird, wobei k der Level und I die duale Coxeterzahl der einfachen Lie-Algebra g ist,
zu der die Kac-Moody—Algebra korrespondiert. Der Wert der zentralen Ladung ist dann

_ kdim(g) .

= s 4.109
k+h ( )

In unserem Fall besitzt die Lie-Algebra nur Wurzeln von einer Linge und die duale Coxeter—
Zahl?! ist: A l
b= %, (I = rang(g)). (4.110)
Mit k& = 1 folgt:
c=1. (4.111)

Andererseits erzeugt auch der aus den [ internen WF-Bosonen konstruierte Standard—Energie—
Impuls—Tensor eine Virasoro—Algebra mit ¢ = [. Die Standard-Konstruktion kann als
Sugawara—Konstruktion beziiglich der Cartan—Subalgebra u(1)! von g interpretiert werden:

dim(u(1)!) =1, h=0, k=1=c=1. (4.112)

Da beide Darstellungen der Virasoro—Algebra unitar sind und die gleiche zentrale Ladung ¢ tra-
gen, konnen sie sich nur um eine unitire Darstellung mit ¢ = 0, d.h. um die triviale Darstellung
unterscheiden. Daher sind die Standard- und die Sugawara—Form des Energie-Impuls—Tensors
und der Virasoro—Algebra auf dem Hilbertraum dquivalent und konnen identifiziert werden
(,Quanten—Aquivalenztheorem® [40])

T(z) = Ts(z), Lm = Lm. (4.113)

Aus der Sugawara—Konstruktion ergibt sich, dafl die Kac-Moody—-Algebra und die Virasoro—
Algebra eine semidirekte Summe bilden:

(L, T] = =0Ty - (4.114)
Damit ist der noch fehlende Kac-Moody—Generator, die Derivation d, gefunden:
d=—Ly = [d, T}] = mT}. (4.115)

?1Siehe Anhang B.
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Die restlichen Chevalley—Generatoren der Kac-Moody—Algebra g sind:
Hy=—-Hi" 4+ k, By = E{%", Fy=FE2Y, (4.116)

Hy = HY", E; = ES, Fy = B, (4.117)

mit i =1,...,{, vgl. (B.118). ay ist die héchste Wurzel von g.

Aus (4.114) folgt auch, daf die halbeinfache Unteralgebra g von g mit der das Spektrum de-
finierenden Virasoro—Algebra vertauscht, und damit eine Symmetrie-Algebra ist. Die physikali-
schen Zustinde einer kompaktifizierten Stringtheorie bilden daher Multipletts der vergroBerten
Eichgruppe G, wenn das Impulsgitter die Wurzeln dieser Gruppe enthélt.

In einem weiteren Schritt kann die Kopplung der Eichbosonen untereinander und an andere
geladene Teilchen untersucht werden. Man findet, analog zum Fall des Gravitons, dal die
Kopplungen in fithrender Ordnung wie bei einer Yang—Mills—Theorie sind [1]. Hinzu kommen
dann String-spezifische Korrekturen. Als Ergebnis dieses Abschnittes mochte ich festhalten,
daBl durch die Kompaktifizierung von Raumdimensionen in einer Theorie geschlossener Strings
auf natiirliche Weise nichtabelsche Eichsymmetrien entstehen.

4.2 Heterotische Stringtheorien

4.2.1 Heterotische Stringtheorien in zehn Dimensionen

An dieser Stelle wire es zu erwarten, dafl nun die toroidale Kompaktifizierung von supersym-
metrischen Stringtheorien behandelt wird. Man kann aber zeigen, dafl (unter sehr schwachen
Voraussetzungen) beliebige Kompaktifizierungen der Superstringtheorien zwar vierdimensionale
Supergravitationstheorien zusammen mit Super—Yang—Mills—Theorien und supersymmetrischer
Materie liefern, aber niemals das Spektrum des supersymmetrisierten Standard—Modells (in der
masselosen Approximation) reproduzieren kénnen [20].

Dies wiirde Stringtheorien als Theorien der Elementarteilchenphysik ausschlieflen, wenn es
nicht einen weiteren Typ von Stringtheorien gébe, mit denen dieses ,,no—go—theorem® umgangen
werden kann. Bei der Konstruktion heterotischer Stringtheorien wird von der Beobachtung
Gebrauch gemacht, daff kompaktifizierte bosonische Koordinaten und fermionische Koordina-
ten vollstdndig in links- und rechtslaufende Anteile faktorisieren. Man versucht daher eine
linkslaufende bosonische Stringtheorie mit einer rechtslaufenden Superstringtheorie zu kombi-
nieren. Neben den 10 bosonischen Koordinaten X*#(r, o) enthilt eine heterotische Stringtheo-
rie 10 rechtslaufende WF—Fermionen ¢/ (c~) und 16 kompaktifizierte linkslaufende bosonische
Koordinaten X/ (o). Man erhalt also eine Theorie von geschlossenen Strings im zehndimen-
sionalen Minkowski-Raum, wobei die 16 zusitzlichen WF-Bosonen als innere Freiheitsgrade
interpretiert werden. Spiter werden wir Kompaktifizierungen dieser Theorie betrachten.

Es muB natiirlich gezeigt werden, daf§ die Eliminierung der linkslaufende Anteile der WF-
Fermionen und der rechtslaufenden Anteile der kompaktifizierten WF-Bosonen auf reparame-
trisierungsinvariante Weise vorgenommen werden kann. Das geringere Problem sind dabei die
Fermionen, weil hier die Faktorisierung mit einem darstellungstheoretischen Phinomen, der
Existenz von (Majorana-)Weyl-Darstellungen zusammenhéngt. Bei nichtkompaktifizierten bo-
sonischen Koordinaten faktorisieren die Nullmoden z# und p*, die die Bewegung des Schwer-
punktes beschreiben, nicht spontan und konnen nur durch Vergroflerung des Phasenraumes
getrennt werden. Bei kompaktifizierten bosonischen Koordinaten mufl die zur Windungszahl
konjugierte Variable hinzugenommen werden.

Gross, Harvey, Martinec und Rohm [44], [45] konnten eine Wirkung angeben, bei der
durch entsprechende Lagrange—Parameter die unerwiinschten rechtslaufenden kompaktifizier-
ten Bosonen iiber ihre Bewegungsgleichungen entfernt werden. Die Wirkung ist Poincaré—
invariant, reparametrisierungsinvariant und invariant unter lokalen Supertransformationen der
rechtslaufenden Freiheitsgrade. Die chirale Variante der WF-Supersymmetrie wird als (0,1)-
Supersymmetrie bezeichnet, weil keine linkslaufende und eine rechtslaufende WF-Superladung
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existiert. Mit Hilfe des Superraum-Formalismus kann man die lokalen Symmetrien als chi-
rale Superreparametrisierungen auf einer chiralen Super—Weltfliche interpretieren [5]. In der
superkonformen Eichung reduziert sich die Wirkung auf:

S= % / drdo (99 X"0uX,, + 0 X! 00 X1 + it p= 0_tby + Ai(9_X")?) (4.118)

mit den Bewegungsgleichungen
OoxX*=0,0x'=0,0_XI=0, p~o_v*=0. (4.119)

Das Feld A; ist der Lagrange-Parameter fiir die Eliminierung der X%(o7). Bei der Quantisie-
rung der Theorie mufl diese Nebenbedingung als starke, d.h. als Operatoridentitit realisiert
werden, um X% als Freiheitsgrad der Quantentheorie zu eliminieren. Im Rahmen der Opera-
torquantisierung kann dies mit Hilfe von Dirac—-Klammern geschehen [44]. Der Fockraum der
Theorie ist dann, wie beabsichtigt, das Produkt aus dem linkslaufenden Fockraum eines bosoni-
schen Strings mit 16 kompakten und 10 nichtkompakten Koordinaten und dem rechtslaufenden
Fockraum eines zehndimensionalen Superstrings.

Die linkslaufenden Virasoro- und rechtslaufenden Super—Virasoro—Bedingungen liefern wie-
der die Massenschalen- und Balance-Bedingung, sowie Polarisationsbedingungen. Die Massen-
schalenbedingung ist:

1 ~ 1
ZJ\42:Jv+zv+§ki—1. (4.120)

Dabei ist N der Anzahloperator fiir alle linkslaufenden und N der Anzahloperator fiir alle
(bosonischen und fermionischen) rechtslaufenden Moden. Die Normalordnungskonstante des
rechtslaufenden N S-Sektors wurde dabei in die Definition von N aufgenommen. Der Beitrag
der linkslaufenden diskreten Impulse ist %k% und —1 ist die Normalordnungskonstante des
linkslaufenden bosonischen Sektors. Die Balance-Bedingung lautet:

~ 1
N:N—1+§k§. (4.121)

Da das Spektrum der Anzahloperatoren ganzzahlig ist, mufl der linkslaufende diskrete Impuls
ein gerades Normquadrat besitzen. Weil es keine rechtslaufenden diskreten Impulse gibt, bilden
die diskreten Impulse ein 16—dimensionales Gitter I'yg mit euklidischer Signatur. Das Impuls-
gitter muf}, wie wir gerade gesehen haben, ein gerades Gitter sein. Aus der Forderung nach
modularer Invarianz der Torus—Zustandssumme ergibt sich, wie bei kompaktifizierten bosoni-
schen Theorien, dafl das Impulsgitter selbstdual sein muf} [44]:

[yg =T (4.122)

Gerade selbstduale Gitter mit euklidischer Signatur gibt es nur, wenn die Zahl der Dimensio-
nen ein Vielfaches von 8 ist??. In 16 Dimensionen existierten bis auf Drehungen genau zwei
solche Gitter, ndmlich das Wurzelgitter der Lie-Algebra Es @ Eg und das aus den Wurzeln und
Spinorgewichten der Lie-Algebra D gebildete Gitter Dg?)(s). Es gibt daher zwei verschiedene
Theorien mit den Eichgruppen E(8) @ E(8) und SO(32)%3.

Aufgrund der GSO-Projektion im rechtslaufenden Sektor gibt es kein Tachyon und die
leichtesten Zustdnde sind masselos und bilden ein Supergravitations- und ein Super—Yang—
Mills—Multiplett mit einer der beiden zuldssigen Eichgruppen. Die Représentanten beziiglich
der Lichtkegel-Eichung sind:

22Sijehe Anhang C.

23 Genauer gesagt ist die Eichgruppe die Gruppe Spin(32)/Zs, eine Gruppe, die sich von SO(32) um diskrete
Faktoren unterscheidet. Auf dem Fockraum macht sich das dadurch bemerkbar, dafl die auftretenden Darstel-
lungen in den Konjugationsklassen der adjungierten Darstellung und der Spinor—Darstellung positiver Chiralit&t
liegen [137], siehe auch Anhang B.
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Anregung Zustande SO(8)-Darstellung | G-Darstellung

35y (Graviton)

N=1 al 110)y® b{1/2|0> 28 (Antis. Tensor)

N = 1 (Dilaton) 1

k; =0 , 565 (Gravitino)

al1|0) @ [a) -
85 (Dilatino)
N=1,N=0 ol 10y ® b{1/2|0> 8y (Eichboson)
k; =0 ol 110) @ |a) 85 (Eichbosino)
~ ; . Ad =496

N=0,N=0| |k)® b‘7_1/2|0> 8y (Eichboson)

ki =2 kr) ® |a) 85 (Eichbosino)

Die adjungierten Darstellungen beider Eichgruppen haben die gleiche Dimension 496. Dies
héngt damit zusammen, dal beide Gitter 480 Wurzeln haben. Durch Berechnung der Zu-
standssumme kann man zeigen, dafl beide Theorien sogar auf jedem beliebigen Massenniveau
gleich viele Zustande besitzen.

Der Beweis der modularen Invarianz kann auch auf die hdheren Genera ausgedehnt werden.
Sie wird wesentlich dadurch garantiert, dafl die bosonische bzw. die Superstringtheorie die
Eigenschaft der holomorphen Faktorisierung besitzen, so dafl Links- und Rechts—Liufer auch
auf den Weltflachen von héherem Genus entkoppeln [44], [18]. Nur dadurch ist die Konstruktion
heterotischer Strings durch die Kombination von bosonischen und supersymmetrischen Strings
auch auf dem Quanten—Niveau konsistent.

Da sich bei der Diskussion der Kompaktifizierung zeigen wird, dafl man, sobald minde-
stens eine Dimension kompaktifiziert wird, zwischen den Eichgruppen E(8) ® E(8) und SO(32)
kontinuierlich interpolieren kann, ist es méoglich, beide Theorien als verschiedene zehndimen-
sionale Losungen einer einzigen Theorie zu interpretieren. Die allgemeinsten vierdimensiona-
len Losungen der Theorie kénnen wieder durch die interne konforme Feldtheorie charakteri-
siert werden. Die Konsistenzbedingungen sind neben der modulare Invarianz die lokale (0,1)
WF-Supersymmetrie und zentrale Ladungen (22,9). Die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir RZ—Supersymmetrie in vier Dimensionen sind ebenfalls bekannt: Die Existenz
einer N = 1,2,4 RZ-Supersymmetrie ist dquivalent zu einer erweiterten globalen (0,2) WF-
Supersymmetrie zusammen mit der Existenz einer Es, E7 bzw. FEg— Symmetrie im rechtslau-
fenden Sektor [8], [57].

Eine weitergehende Frage ist, wie viele verschiedene Stringtheorien es {iberhaupt gibt. Es
ist z.B. der Versuch unternommen worden, supersymmetrische und heterotische Stringtheorien
als spezielle Losungen der bosonischen Stringtheorie aufzufassen [35], [26]. Wenn dies geldnge,
gabe es nur noch eine orientierte Stringtheorie mit geschlossenen und eine nicht—orientierte mit
offenen und geschlossenen Strings. Aber auch zwischen diesen beiden Theorien gibt es eine
Verbindung: Einerseits bildet die orientierte Stringtheorie einen Sektor der nichtorientierten,
andererseits kann man offene Strings mit den in Kapitel 6 eingefiihrten Methoden als getwistete
geschlossene Strings interpretieren [27]. Moglicherweise gibt es also nur eine Stringtheorie.
Aber selbst, wenn es doch ein halbes Dutzend verschiedene konsistente Stringtheorien gibt, so
ist dies immer noch ein grofler Unterschied zur Quantenfeldtheorie mit ihren unendlich vielen
konsistenten Theorien. Und nur eine der Stringtheorien, die heterotische, hat Aussichten, die
uns bekannte Elementarteilchenphysik beschreiben zu koénnen.

4.2.2 Die Kompaktifizierung des heterotischen Strings

Wir kommen nun zum eigentlichen Untersuchungsgegenstand dieser Arbeit, den vierdimen-
sionalen heterotischen Stringtheorien. Das einfachste Konstruktionsverfahren besteht in der
toroidalen Kompaktifizierung von sechs Dimensionen der zehndimensionalen Theorie. Die vier
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bosonischen Koordinaten X*(r, o) bilden zusammen mit den vier chiralen Fermionen /(o)
den Raum-—Zeit—Sektor der Theorie. Der interne Sektor der Theorie besteht aus den sechs
kompaktifizierten Koordinaten X'(r, o), den sechs internen WF-Fermionen ¢/ (o~) und den
sechszehn zusitzlichen chiralen WF-Bosonen X’ (oT). Die rechtslaufenden bosonischen Koor-
dinaten X7 und X% sind jeweils durch WF-Supertransformationen vom Typ (0,1) mit ihren
fermionischen Partnern verkniipft.

Der sechsdimensionale Torus wird durch ein sechsdimensionales Gitter A definiert:

R6

X=(X)eT= A

(4.123)
Wir kénnen nun die bei der Kompaktifizierung bosonischer Strings und bei der Konstruktion
heterotischer Strings gewonnenen Resultate kombinieren und die Impuls- und Windungsquan-
tenzahlen durch ein Impulsgitter beschreiben:

(K", ki k) € Tis @ T = Tasge. (4.124)

Dabei ist I's.¢ durch A und das Hintergrundfeld B;; gegeben. In dieser Formulierung sind die
Gitter I'yg und I's;s zueinander orthogonal und jedes fiir sich ist gerade und selbstdual. Diese
Forderung 1483t sich aber abschwéchen: K.S. Narain konnte beweisen, das man eine konsistente,
d.h. modular invariante Theorie bereits dann erhélt, wenn das gesamte Impulsgitter I'so.6
gerade und selbstdual beziiglich einer Metrik vom Typ (4)?2(—)° ist [66]. Alle Gitter dieses
Types sind isometrisch und der Raum der physikalisch indquivalenten Theorien wird daher
(lokal) durch den homogenen Raum

0(22;6)

0(22) @ O(6) (4.125)

parametrisiert. Die im Narain—-Modell neu hinzukommenden Loésungen erh&lt man durch
0(22;6)-Boosts, die die internen chiralen Koordinaten X} und X% mit den sechszehn zusétz-
lichen Feldern X! mischen:

R22+6

(X7, X3, XE) e 7?6 = (4.126)

Ia2:6

In einer spateren Arbeit zeigten Narain, Sarmadi und Witten, dafl sich das Narain—-Modell als
Kompaktifizierung der Koordinaten X auf dem Standard—Torus R®/27Z° in Gegenwart von
Hintergrundfeldern reinterpretieren 148t [67]. Aus der Besprechung der bosonischen Theorie
kennen wir bereits die Hintergrundfelder (;; und B;;, die den O(6; 6)-Boosts des Impulsgitters
zugeordnet werden. Sie liefern aber nur 36 der insgesamt (16 + 6) - 6 = 132 kontinuierlichen
Parameter. Ein Blick auf das Spektrum der zehndimensionalen Theorie lehrt, dafi die fehlenden
96 Parameter Hintergrund—FEichfelder parametrisieren miissen.

Die Wahl konstanter Hintergrundfelder stellt sicher, dafl man Vakuum-Lé&sungen der
Stringtheorie erhilt, da die zugehdrigen Feldstdrken, der Riemann—Christoffel-Tensor R;j;u
und der Feldstidrkentensor ;;; verschwinden. Man mufl daher nach Eichfeldern mit Feldstarke
Null suchen. Der Feldstarkentensor einer Yang—Mills—Theorie kann als eine Lie-Algebra—wertige
1-Form aufgefafit werden [106]:

F = Fyda' Ada, Fiy = FT,, (4.127)

wobei die T, Generatoren der Lie-Algebra g der Eichgruppe G = F(8) ® E(8) oder SO(32)

sind. Das Eichfeld ist dann eine g—wertige 1-Form, deren kovariante duflere Ableitung F ist:
F=DA =dA+AANA. (4.128)

Eichfelder, die sich nur um eine Eichtransformation unterscheiden, liefern die gleiche Feldstarke
und konnen identifiziert werden:

A~A oA =gAg ' +gdg™!, geG. (4.129)
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Reine Eichfelder A = gdg~! konnen durch eine Eichtransformation eliminiert werden. Um
Vakuum-Eichfelder F = DA = 0 zu finden, fordern wir zunichst das Verschwinden des inho-
mogenen Beitrags A A A zur Feldstirke. Da

1 . .
ANA = 5[A¢,Aj]dl‘l/\dl‘] (4130)

ist, mussen die Eichfelder dann Werte in einer Cartan—Subalgebra h von g annehmen. Zu 16sen
bleibt dann
dA = 0. (4.131)

Aus dieser Gleichung folgt, dal A lokal ein reines Eichfeld ist. Global gilt dieses aber nur,
wenn der Raum, auf dem das Eichfeld definiert ist einfach zusammenhéngend ist. Wahrend
also die Minkowski—-Raum—Komponenten des Eichfeldes trivial sind, gilt dies nicht fiir die sechs
internen Raumrichtungen. Die nichttrivialen Losungen, also geschlossene aber nicht exakte
Eichfelder, stehen in eineindeutigen Zusammenhang mit den Generatoren ~; der Fundamen-
talgruppe 71 (T®) des Torus. Durch die Normierung mit Hilfe eichinvarianter Kurvenintegrale
entlang der nichtkontrahierbaren Richtungen,

A =g A (4.132)
Ch

konnen die nichtiquivalenten nichttrivialen Losungen A® | i = 1,...,6 durch sechs Elemente
A, der Cartan—Subalgebra parametrisiert werden. Da die Cartan—Subalgebra einer reellen Lie—
Algebra vom Rang 16 isomorph zum R'6 ist, kénnen wir sie nach einer Basiser I =1,...,16
entwickeln,

A; = Ale; (4.133)

und erhalten die gesuchten Parameter, die alle nichtdquivalenten Vakuum-—Eichfelder beschrei-
ben [67]. Bereits aus der Quantenmechanik ist bekannt, dal quantisierte Eichfelder durch ihre
Feldstdrken unterbestimmt sind. Insbesondere gibt es in topologisch nichttrivialen Situationen
observable Effekte bei verschwindender Feldstédrke, z. B. beim Aharonov—Bohm—Effekt.

Um das Narain—Modell durch ein Wirkungsfunktional zu beschreiben, miissen die Hinter-
grundeichfelder in die Wirkung aufgenommen werden. Die von Narain, Sarmadi und Witten
gefundene Wirkung fiir die internen WF-Bosonen ist [67]:

1 . : . :
Snsw = ﬁ/dza (Gijn*P 9, X095 X7 + Byje*P 9, X' 05 X7 .

40P 0u X105 X1 + €*P AL, X" 05 X 1) (4.134)

Durch die Hintergrundfelder verschiebt sich, wie bereits an Hand der bosonischen Theorie
erlautert wurde, der kanonische Impuls relativ zum kinetischen. Dadurch dndert sich auch der
Zusammenhang zwischen den links- und rechtslaufenden Impulsen einerseits und den Windungs-
und Impulsquantenzahlen andererseits. Wenn man das Impulsgitter I's2.6 mit Hilfe der Gitter-
basen e; von A und ey von I'js parametrisiert, erhdlt man

(kp;kr) = (kler + kie;; kihe;) € Taag, (4.135)
mit '
KL =k AT, (4.136)
. 1 . - 1 - 1 - .
ky = ok - G Bjpw® — EGUG”kIA“f - ZGIJ(;M]IAgwk 4w, (4.137)
. 1 . . 1 . 1 . .
kp = 5h' = GYBju® = SGrGUR AT — 2GLGYATATw — ', (4.138)

Die Spezifizierung der Gittermetriken

Gij=ei-ej, GV=e".e7 Gry=es-ey, (4.139)
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ist aquivalent zur Angabe der Gitter A, I'ys selbst, wobei fiir I'yg aber nur zwei diskrete
Wahlméglichkeiten bestehen, wihrend A kontinuierlich deformiert werden darf. Es gibt drei
dquivalente Beschreibungen

Taos ¢ (A, Bij, Al) & (Giy, Biy, Al (4.140)

als interne konforme Feldtheorie mit Impulsgitter I'so.6 und als Kompaktifizierung auf dem
Gitter A oder als Kompaktifizierung auf dem Gitter Z¢ mit den jeweiligen Hintergrundfeldern.
Da alle gerade selbstdualen Gitter I's9.6 isometrisch sind, sind es insbesondere auch die Gitter

Es @ Bs @ Lo und D{EY) @ Tg6 mit Do = Il (4.141)

d.h. man kann zwischen den Kompaktifizierungen der beiden zehndimensionalen Theorien
kontinuierlich interpolieren??.

Wir kénnen jetzt das masselose Spektrum einer beliebigen Narain—Kompaktifizierung ange-
ben. Masselose linkslaufende Zusténde erh&lt man in der Lichtkegeleichung durch die Anwen-
dung eines Oszillators a®,, a = 1,2 beziiglich der beiden transversalen nichtkompaktifzierten
Richtungen oder durch die Anwendung eines der internen Oszillatoren o' |, i =1,...,6, ol |,
I=1,...,16. Die Einordnung in Poincaré-Multipletts erfolgt wieder durch die Zuordnung zu
einer Darstellung der kleinen Gruppe masseloser Teilchen. Durch die Kompaktifizierung dndert
sich die kleine Gruppe von SO(8) zu SO(2). Die Aufteilung der Indizes in RZ-Indizes und in-
terne Indizes entspricht gruppentheoretisch der Ausreduktion der Vektordarstellung beziiglich

der Untergruppe SO(2) ® SO(6):
8y = (2v, 1) D (1, Gv) . (4142)

Die SO(6) ist die Tangentialraumgruppe des internen Raumes T® und damit eine innere Sym-
metrie der kompaktifizierten Theorie. Thre Rolle werden wir im Zusammenhang mit den
Rechtsldufern aufkldren konnen. Die kleine Gruppe SO(2) ist abelsch und ihre irreduziblen
Darstellungen daher eindimensional. Sie werden bei Vektordarstellungen durch ganzzahlige, bei
Spinordarstellungen durch halbzahlige Helizitaten klassifiziert; ein masseloser Vektor hat z. B.
zwel Komponenten mit den Helizitaten +1. Falls das Impulsgitter Wurzeln der Form (kg ; 0) hat,
existierten zusidtzliche masselose Zustinde. Bei den rechtslaufenden Zustdnden mufl zwischen
dem NS-Sektor und dem R—Sektor unterschieden werden. Der NS—Sektor enthilt RZ—Bosonen
und die Kompaktifizierung des Grundzustandes ergibt einen Vektor und sechs Skalare. Bei
der Kompakifizierung des R—Grundzustandes, der ein RZ—Spinor ist, muf} die achtdimensionale
Majorana—Weyl-Darstellung von SO(8) beziiglich der SO(2) ® SO(6) ausreduziert werden:

1 1
85:(—1—5,45)@(—5,40) (4143)
und man erhilt Weyl-Spinoren beziiglich der Gruppen SO(2) und SO(6). Alle Anregungen
mit internen rechtslaufenden Impulsen sind massiv. Damit ist das rechtslaufende masselose
Spektrum universell und hangt nicht von der Wahl des Impulsgitters ab. Insgesamt gibt es die
folgenden chiralen masselosen Zusténde:

Zustand | SO(2) | SO(6) | SO(8) || Zustand | SO(2) | SO(6) | SO(8)
o™ 10) +1 1 b7 1,10) +1 1
R SV . SV
a’ 110 0 6y b 1510) 0 6y
ol 1 10) 0 1 U | e a)) | 45 | 4s o
S
|(k£;0)) | 0 1 1| Hei,a3)) | -5 | 4c

24P, Ginsparg hat eine explizite Realisierung angegeben. In seiner Arbeit werden die O(22;6)-
Transformationen durch die Hintergrundfelder ausgedriickt [38].
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Bei der Zusammensetzung dieser chiralen Anregungen zu masselosen Zustanden ergeben sich
zwei Multipletts der N=4 Super—Poincaré—Gruppe [105]. Diese ist eine supersymmetrische Er-
weiterung der Poincaré—Gruppe mit 4 fermionischen Generatoren (Superladungen). Der bosoni-
sche Teil besteht aus der Poincaré-Gruppe und einer internen Symmetrie-Gruppe, der SO(6).
Sie entsteht durch Kompaktifizierung der zehndimensionalen N=1 Super—Poincaré-Gruppe,
wobeil die Tangentialraumgruppe der internen Mannigfaltigkeit zur inneren Symmetriegruppe
wird. Alle Zustande, die einen linkslaufenden RZ—Oszillator enthalten, bilden zusammen ein
Supergravitations—Multiplett:

Zustand Helizitat | SO(6) | Interpretation
+2 1 Graviton
a™ 10y ® b’il/2|0> 0 1 Dilaton
0(-) 1 Axion
a™ 0y ® bi_1/2|0> +1 6y 6 Vektorbosonen
+32 4s
om0)® |(a1|', a;)> —; 4g 4 Gravitinos,
—1—% 40 4 Dilatinos
aTy[0)@ [(ay, a3)) 3
~3 40
N=4 Supergravitation

Zusammen mit dem Graviton tritt wie immer das Dilaton und der antisymmetrische Tensor
auf, der in vier Dimensionen nur eine unabhéangige Komponente hat und zu einem Pseudo-
skalar, dem Axion Aquivalent ist. In Folge der erweiterten Supersymmetrie gibt es zusétzlich
6 Eichbosonen. Der fermionische Anteil besteht aus 4 Gravitinos und 4 Spin 1/2 Teilchen
(,, Dilatinos®).

Zustande, die eine skalare linkslaufende Anregung |L} enthalten, bilden N=4 Vektor-
Supermultipletts.

Zustand Helizitat | SO(6) | Interpretation
|L)y @™ /,|0) +1 1 Eichboson
L)y ® bi_1/2|0> 0 6y 6 Eichskalare
|LY @ |(a}, af +1 4q

Al 1_ 2_)> i 4 Eichbosinos
IL) @ |(ar ,a5)) -3 4c

N=4 Vektor-Supermultiplett

Jedes Eichboson wird durch 6 Skalare und 4 Spin 1/2 Eichbosinos begleitet. Falls nicht-
abelsche Eichsymmetrien existieren, kénnen die Vektor-Supermultipletts zu entsprechenden
N=4 Super-Yang-Mills—-Multipletts zusammengefait werden. Wie wir sehen, kommen alle
Eichsymmetrien aus dem linkslaufenden, die RZ-Supersymmetrien aus dem rechtslaufenden
Sektor. Wéahrend die letzteren universell sind, hangen die Eichsymmetrien von der Wahl des
Impulsgitters ab.

4.2.3 Eichsymmetrie und Hintergrundfelder: Bestandsaufnahme und
Problemstellung

Uber die Eichgruppe G einer Narain-Kompaktifizierung kénnen unmittelbar bzw. unter Hin-
zuziehung der Literatur folgenden Aussagen gemacht werden:
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e Bei einer generischen Wahl der Hintergrundfelder existieren keine Wurzeln im Gitter,
denn die kontinuierlichen Parameter sind bei zufélliger Wahl mit der Wahrscheinlichkeit
1 irrationale Zahlen. Die generische Eichgruppe ist daher

G =U(1)*. (4.144)

Wenn [ linear unabhéngige Wurzeln existieren, hat die Eichgruppe einen halbeinfachen
Faktor vom Rang I:
G=GYeu@?»! (4.145)

In diesem Fall spricht man von kritischen Hintergrundfeldern. Der Rang der Eichgruppe
ist durch die Anzahl der internen rechtslaufenden Koordinaten gegeben und daher immer

gleich 22.

e Kompaktifiziert man eine der beiden zehndimensionalen Theorien bei generischen Werten
von G;; und B;;, aber ohne Wilsonlinien, A; = 0, so ist das Impulsgitter von der Form
I'is @ I's.6 und die Eichgruppe ist

G=E®)® E®)@U(1)° baw. G = SO(32) @ U(1)°. (4.146)
Durch das Einschalten der Wilsonlinien wird der halbeinfache Teil gebrochen.

o Fiir gewisse ,multikritische® Wilsonlinien wird die Eichgruppe nicht kleiner, sondern
groBer. Ginsparg gibt Werte fiir die Hintergrundfelder an, die zu den Eichgruppen

G=S0(32+2k)@U(1)° % k=1,...,6 (4.147)

filhren [38]. Es ist insbesondere méglich, die halbeinfache Eichgruppe G = SO(44) zu
realisieren.

o Wahlt man A; = 0 und setzt G;; gleich der Cartan-Matrix einer halbeinfachen Lie-
Gruppe G vom ADE-Typ und mit Rang [ < 6 und B;; modulo 1/2 gleich Gj, so ist
die Eichgruppe

G=GYgaheu() (4.148)

Man kann also zusitzlich zu GU9) = E(8)® E(8) oder SO(32) jede beliebige halbeinfache
ADE-Lie-Gruppe (plus abelsche Faktoren) mit Rang < 6 bekommen [38].

Daraus ergeben sich die folgenden Fragen und Probleme: Die kritischen Werte der Felder
G;; und B;; hingen auf eindeutige Weise mit der die Symmetrie-Gruppe charakterisierenden
Cartan—Matrix zusammen. Da man weif}, dafl jede iiberhaupt denkbare Gruppe realisiert wer-
den kann, sind die Kenntnisse iiber diese Felder auch vollstdndig. Im Falle der Wilsonlinien ist
das Wissen weder systematisch noch vollsténdig, da in der Literatur nur Beispiele aufgefiihrt
werden. Die Wilsonlinien sind aber gerade deswegen interessant, weil sie die bei der Kom-
paktifizierung ohne Wilsonlinien auftretenden Eichgruppen G('®) nicht nur erweitern, sondern
auch brechen koénnen. Dies ist natiirlich notwendig, um den Kontakt zum Standard—Modell
mit seiner Eichgruppe SU(3) ® SU(2) ® U(1) oder zu den GUT-Eichgruppen wie z.B. SU(5),
SO(10) und E(6) herstellen zu kénnen. Im néchsten Kapitel werde ich eine systematische und
konstruktive Methode vorstellen, mit der die Symmetriebrechung und Symmetrieerweiterung
durch Wilsonlinien behandelt werden kann.
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Kapitel 5

Toroidale Kompaktifizierungen
mit beliebigen
Hintergrundfeldern

5.1 Die Parametrisierung des Gitters

Die 6konomischte Charakterisierung des Impulsgitters ist die Angabe einer Gitter—Basis. Fiir
die Beschreibung gerader selbstdualer pseudoeuklidischer Gitter gibt es eine Standardbasis, die
die Durchfiihrung der folgenden Untersuchungen wesentlich erleichtert. Diese Standardbasis
wird mit Hilfe der Gitterbasen {e;|i = 1,...,6}, {e*’|i=1,...,6} und {ea]A =1,...,16} der
Gitter A, A* und T'ys konstruiert. Zunichst betrachtet man die Kompaktifizierung auf A ohne
Hintergrundfelder, d.h. mit B;; = 0 und A; = 0. Das Impulsgitter zerféllt dann in zwei Teile,
die jeder fiir sich selbstdual sind

226 =T'16 @ Le;. (5.1)

Die natiirliche Basis dieses speziellen Gitters ist [38]:

k_<0,§e 5€ ),

EZ' = (0, €;; —ei) s (5'2)

lA = (eA, 0; 0) .
Die nichtverschwindenden pseudoeuklidischen Skalarprodukte zwischen den Basisvektoren sind
k'k; =65, lalp = Gas, (5.3)

wobei G 4p die Gittermetrik von I'is ist. Das Einschalten der Hintergrundfelder B;; und A;
entspricht geometrisch der Anwendung von O(22;6)-Boosts, also von Isometrien auf das Im-
pulsgitter. Daher bleiben die Relationen (5.3) zwischen den Basisvektoren erhalten. Was sich
andert, ist der Zusammenhang zwischen dem Impulsgitter und den anderen Gittern und damit
auch der Zusammenhang zwischen den Basisvektoren. Die Standard-Basisvektoren des neuen

Gitters sind [38]:
. 1 1 .
k/z — (0’ §e*l; 58*2) ,

-1 . 1 .
k; = (Ai, —Bjie*] — Z(A] ~Ai)e*‘7 + (ST —Bjie*] — Z(A] ~Ai)e*‘7 - ei) ; (54)
! 1 *1 1 *1
V', = eA,—§(eA~Ai)e ;—§(eA~Ai)e .
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Durch Variation der Hintergrundfelder kann jedes Impulsgitter vom Typ I's2.6 erzeugt werden.
Bei einem selbstdualen Gitter ist es besonders einfach zu priifen, ob ein gegebener Vektor (z.B.
ein bestimmter Wurzelvektor) im Gitter liegt: Ein Vektor liegt genau dann im Gitter, wenn
er ganzzahlige Skalarprodukte mit allen Gittervektoren hat. Es ist natiirlich hinreichend, diese
Bedingung an Hand einer Gitterbasis zu iiberpriifen.

Durch das Einschalten von Wilsonlinien wird die vorher prisente Eichgruppe G(1%) gebro-
chen. Um die durch die Variation der 96 Parameter A! entstehenden Méglichkeiten der Sym-
metriebrechung unter Kontrolle zu bekommen, kann auf die von Dynkin entwickelte Theorie
der Unteralgebren halbeinfacher Lie-Algebren zuriickgegriffen werden.

5.2 Regulire Unteralgebren halbeinfacher Lie-Algebren

Jede halbeinfache Lie-Algebra g kann in eine Cartan—Subalgebra h und in die eindimensionalen
Wurzelrdume g, zerlegt werden, die den Wurzelvektoren o € A der Lie-Algebra zugeordnet
sind?

g=ha P g (5.5)

a€EA

Die Wurzeln sind eine linear abhéngige Menge I-dimensionaler Vektoren, wobei | der Rang von
g ist. Sie lassen sich als ganzzahlige Linearkombinationen von | linear unabhéngigen einfachen
Wurzeln

M=A{wli=1,...,1} (5.6)

ausdriicken. Die Kenntnis der Langenverhéltnisse und der Winkel zwischen den einfachen Wur-
zeln ist hinreichend und notwendig, um eine halbeinfache Lie—Algebra bis auf Isomorphie fest-
zulegen. Diese Information kann mit Hilfe der Cartan—Matrix oder durch Dynkin-Diagramme
auf kompakte Weise codiert werden.

Eine Unteralgebra g’ von g wird regulér genannt, wenn sie die Zerlegung (5.5) respektiert,
d.h. wenn h' C h und A’ C A ist. Mit Hilfe von Wilsonlinien kénnen, wie noch gezeigt wird,
auf kontrollierte Weise Wurzeln entfernt werden, wéhrend die von den internen Oszillatoren
erzeugte Cartan—Subalgebra immer die gleiche bleibt. Es werden also reguldre Unteralgebren
auftreten. Irregulére Unteralgebren respektieren die Zerlegung (5.5) nicht. Man erhilt sie
durch Einbettung kleinerer Lie-Algebren mittels Darstellungen. So besteht z.B. die dreidimen-
sionale Darstellung von su(2) aus so(3) Matrizen, die eine Unteralgebra von su(3) bilden. Dies
definiert dann eine irregulire su(2)-Unteralgebra von su(3) [138]. Da bei irreguldren Unter-
algebren die Cartan—Subalgebra der Oberalgebra mit Wurzelriumen gemischt wird, kann dies
nicht durch Wilsonlinien auf dem Hilbertraum der Stringzustdnde implementiert werden.

Um die Unteralgebren einer halbeinfachen Lie—Algebra systematisch zu erfassen, bendtigt
man einen weiteren Begriff. Eine Unteralgebra g’ heifit eine maximale Unteralgebra von g,
wenn es ,,zwischen® den beiden keine weiteren Unteralgebren gibt, d.h. fiir alle Unteralgebren
g gilt:

gcgCcg=g=g oderg=g. (5.7)
Die Unteralgebren einer halbeinfachen Lie—Algebra miissen natiirlich nicht selbst halbeinfach
sein. Da wir im Zusammenhang mit nichtabelschen Eichsymmetrien aber primér an halbeinfa-
chen Unteralgebren interessiert sind, suchen wir nach maximalen halbeinfachen Unteralge-
bren, d.h. nach denen, die maximal in der Kategorie der halbeinfachen Unteralgebren sind.

Um die Unteralgebren halbeinfacher Lie—Algebren zu klassifizieren, reicht es natiirlich, Un-
teralgebren einfacher Lie—Algebren zu betrachten. AuBlerdem kann man Unteralgebren mitein-
ander identifizieren, wenn sie zueinander konjugiert sind, also durch innere Automorphismen
ineinander iiberfithrt werden kdénnen. Solche Unteralgebren sind auf die gleiche Weise in g
eingebettet, nur beziiglich verschiedener Cartan—Zerlegungen (5.5). Isomorphe Unteralgebren,

L Alle bendtigten Hilfsmittel aus der Theorie der Lie-Algebren werden in Anhang B1 bereitgestellt. Die in
diesem Abschnitt gegebene Dargestellung der Theorie regulirer Unteralgebren folgt [138] unter Zuhilfenahme
von [143] und [153].
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die durch aufiere Automorphismen verkniipft sind, diirfen nicht identifiziert werden, weil sie auf
verschiedene Weise in g eingebettet sind. Dies kann sich zum Beispiel bei der Ausreduktion
von Darstellungen bemerkbar machen.

Das Problem der Klassifizierung der halbeinfachen reguldren Unteralgebren einer einfachen
Lie—Algebra wurde von Dynkin gelost [139]. Die Regeln lassen sich auf elegante und iibersicht-
liche Weise mit Hilfe von Dynkin-Diagrammen formulieren:

Satz 5.2.1 Wenn man aus dem erweiterten Dynkin—Diagramm von g einen Punkt entfernt, so
erhdlt man das Dynkin-Diagramm einer maximalen reguldren halbeinfachen Unteralgebra von g
oder g selbst. Entfernt man auf jede mdgliche Weise einen Punkt aus dem erweiterten Dynkin—
Diagramm, so erhalt man alle maximalen reguldren halbeinfachen Unteralgebren. Iteriert man diese
Prozedur, so erhdlt man alle reguldren Unteralgebren maximalen Ranges.

Dynkins Beweis dieser Regel war liickenhaft, und es gibt 5 Ausnahmefille bei denen man keine
maximale Unteralgebra, sondern die maximale Unteralgebra einer maximalen Unteralgebra
erhdlt. Daher muf} die folgende Zusatzregel beachtet werden [143]:

Satz 5.2.2 Die in der linken Spalte der folgenden Tabelle auftretenden Lie—Algebren ergeben sich
zwar durch Eliminierung eines Punktes aus dem erweiterten Dynkin—Diagramm der jeweils rechts
stehenden Lie—Algebra, sind aber nicht maximal. Sie sind maximale Unteralgebren der jeweils in der
Mitte angegebenen maximalen Unteralgebren.

As®As® Ay C Dsd A1 C  Er,
Az @ Ds C Dg C Es

A1 Ay @ As C A2dFEs C L, (5.8)
AL @ Az C At b7 C Bs,
Az @ Ay C By C Fi.

Um die halbeinfachen reguldren Unteralgebren nicht-maximalen Ranges zu konstruieren,
bendtigt man eine weitere Regel [153]:

Satz 5.2.3 Entfernt man k Punkte, 0 < & < [ aus dem Dynkin—Diagramm einer einfachen Lie—
Algebra g vom Range |, so erhdlt man das Dynkin—Diagramm einer regularen halbeinfachen Unteral-
gebra vom Rang {— k. Indem man auf alle m&glichen Weisen k Punkte aus den Dynkin—Diagrammen
aller Unteralgebren maximalen Ranges von g entfernt, erhdlt man alle reguldren halbeinfachen Un-
teralgebren vom Range [ — k.

Fiir die Anwendungen im Narain—Modell ist die Klassifizierung der halbeinfachen Unteral-
gebren ausreichend, weil die allgemeinsten Lie-Algebren, die auftreten kénnen von der Form
halbeinfach @ abelsch sind. Eine einfache Lie-Algebra besitzt zwar auch auflésbare und nilpo-
tente Unteralgebren, aber diese sind beziiglich der Cartan—Zerlegung (5.5) dadurch charakteri-
siert, daBl zwar der Wurzelraum gq, nicht aber g_, auftritt. Dies kann im Narain—-Modell nicht
passieren, da das Impulsgitter, wie jedes Gitter, mit einem Vektor a immer auch —« enthélt.
Physikalisch kommen nilpotente und auflésbare Lie—Gruppen auch deswegen nicht in Frage,
weil ja zu gewissen Eichbosonen mit Ladung « die jeweiligen Antiteilchen fehlen wiirden. Dies
verletzt u.a. die CPT-Symmetrie?.

Die Strategie, die sich anbietet, ist, nach Wilsonlinien zu suchen, die die Lie-Algebra Es@® Eg
oder Dyg auf eine gegebene Unteralgebra brechen. Die Wilsonlinien kénnen dabei nur den Rang
des halbeinfachen Teiles redzuieren. Die halbeinfache Unteralgebra wird von so vielen abelschen
Idealen begleitet, dafl der Rang unverdndert bleibt.

?Es ist allerdings nicht a priori klar, daB das CPT-Theorem in der Stringtheorie seine Giiltigkeit behalt. In
einer kiirzlich erschienen Arbeit wird sogar argumentiert, daf in der Stringtheorie die CPT—Symmetrie gebrochen
wird und dafl sich das méglicherweise sogar im K°K°%-System beobachten 148t [25]. Diese Effekte fithren aber
nicht zur Nicht—Existenz des Antiteilchens sondern nur zu einer Lebensdauer, die sich von der des Teilchens
unterscheidet.
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5.3 Toroidale Kompaktifizierungen mit einer Wilsonli-
nie
5.3.1 Formulierung des Symmetriebrechungsproblems

Der Ausgangspunkt der Untersuchung ist eine Kompaktifizierung mit B;; = 0 und A/ = 0. Das
Impulsgitter ist von der Form I';¢ @ I's;s und der halbeinfache Teil G(1%) der Eichgruppe ist je
nach Wahl von T'y5 entweder F(8) @ E(8) oder SO(32). Als erstes sollen die Wurzelvektoren der
Eichgruppe durch die Basis des Impulsgitters ausgedriickt werden, um dann deren ,,Schicksal®
bei einer Variation der Wilsonlinien verfolgen zu kénnen.

1. Fall: Ty = Eg @ Es. Dieses Gitter ist das Wurzelgitter einer Lie-Algebra und daher
bilden die einfachen Wurzeln a4, A = 1,...,16 eine Gitterbasis. Damit ist:

es =ayund ly = («4,0;0). (5.9)

2. Fall: T'jg = Dg?)’(s). Dieses Gitter wird durch die Wurzeln und die Spinorgewichte
positiver Chriralitdt von SO(32) erzeugt. Die einfachen Wurzeln a4 generieren nur das
Untergitter Dglg). Um eine Gitterbasis von I'1s zu erhalten, kann man 15 einfache Wurzeln
und ein davon linear unabhingiges Spinorgewicht wihlen [137]:

8
1
elzi;ak‘\—la eA:O[A,AZQ,...,l(S. (510)

Die fehlende einfache Wurzel erhdlt man als ganzzahlige Linearkombination:
7
(o5 — 281 - Z €24+41- (511)
A=1

In beiden Fallen erhalt man durch Einbettung der einfachen I'ig—Wurzeln in das Impulsgitter
eine maximal linear unabhingige Menge von Wurzeln des Impulsgitters

aA:(OzA,O;O), (512)

die die anderen Wurzeln erzeugen. Ich bezeichne sie daher als die einfachen Wurzeln des Im-
pulsgitters. Beide Wahlmdglichkeiten fiir I';g kénnen weitgehend parallel behandelt werden,
da die Eichgruppe alleine durch die Wurzeln des Impulsgitters festgelegt wird. Die SO(32)-
Spinorgewichte sind zwar fiir die Selbstdualitat des Gitters unerlafilich, machen sich im Spek-
trum aber nur dadurch bemerkbar, welche Darstellungen der Eichgruppe auftreten.

Um mit einem moglichst einfachen Problem zu beginnen, soll zun&chst nur eine Wilsonlinie
A; eingeschaltet werden. Diejenige Richtung e; auf dem Torus Tg, der die Wilsonlinie zuge-
ordnet ist soll aulerdem orthogonal zu den anderen fiinf Richtungen sein. Dann faktorisiert
das Impulsgitter immer noch in der Form

Lo = I'izn @ s, (5.13)

und wir kénnen den I's.;s—Summanden vorerst ignorieren. I'y7.; wird durch die Vektoren k' k;
und 14 erzeugt. Zur Deformation des Gitters stehen immerhin 17 Parameter zur Verfiigung,
die 16 Wilson—Parameter A‘f‘ und der Radius \/e; - e der 1-Richtung von TS. Bei Variationen
der Wilsonlinie bleibt der Basisvektor kq invariant. Die Bilder der einfachen Wurzeln a4 des
urspriinglichen Gitter T im mit Ay geboosteten Gitters IV = T'(A4) sind:

~ 1 N 1 N ~
aly = (ozA,—§(ozA -Aj)e 1;—§(a,4 -Aj)e 1) =as— (aa ~A1)k1. (5.14)
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Aus der Invarianz von k! folgt, da8 die Wurzel @4 von I' genau dann auch im neuen Gitter I
auftritt, wenn das Skalarprodukt a4 - A; ganzzahlig ist:

aael S ay A €T (5.15)

Beweis: Wenn das Skalarprodukt ganzzahlig ist, ist &4 eine ganzzahlige Linearkombination der
Vektoren a’y, k! € T" und damit selbst ein Vektor des Gitter I'. Ist das Skalarprodukt a4 - Aq
nicht ganzzahlig, so ist auch das pseudoeuklidische Skalarprodukt des Vektors a4 € I' mit dem
Vektor Ell € T’ nicht ganzzahlig. Da T’ selbstdual ist, folgt daraus a4 & T”.

Aus Dynkins Regeln kann hergeleitet werden, unter welchen Bedingungen die Wilsonlinie A
die urspriingliche Lie-Algebra g('®) zu einer maximalen reguliren halbeinfachen Unteralgebra
bricht. Die Vorschrift, einen Punkt aus dem erweiterten Dynkin—Diagramm zu entfernen,
bedeutet, dal die diesem Punkt zugeordnete einfache Wurzel entfernt werden muf. Gleichzeitig
mufl aber dafiir gesorgt werden, dafl die niedrigste Wurzel ag = —ay, nicht eliminiert wird.
Ohne diesen Zusatz wiirde sich die Anzahl der einfachen Wurzeln verringern und damit auch
der Rang des halbeinfachen Teils der Lie-Algebra. Dynkins Regel garantiert, dafl man nicht
nur eine Unteralgebra maximalen Ranges, sondern sogar eine maximale Unteralgebra erhalt.

Das Bild der eingebetteten héchsten Wurzel @, von g% ist

ol = ap — (an - A1) kb (5.16)
Die Implementierung von Dynkins Regel fiir maximale Unteralgebren ist damit klar:

Satz 5.3.1 Wenn die Wilson—Linie A; die Lie-Algebra g(1®) auf diejenige Unteralgebra gl/] bricht,
die durch Eliminierung der I-ten einfachen Wurzel aus dem erweiterten Dynkin-Diagramm von g('®)
definiert ist, dann gilt:

ar- A1 €7, (5.17)
ag Al €7, (A;é[) (518)
ap A €Z. (5.19)

Das Problem, Losungen dieser (Un-)Gleichungen zu finden, bezeichne ich als das Symme-
triebrechungsproblem. Ich werde nun zeigen wie die Gesamtheit seiner Lésungen konstruiert
werden kann.

5.3.2 Die Standard—-Lésung des Symmetriebrechungsproblems

Die Existenz von Losungen des Symmetriebrechungsproblems (5.17) - (5.19) zu beweisen, ist
einfach: Zusammengenommen besagen die Gleichungen, dafl Ay ein Gewichtsvektor der Unter-
algebra g’ = gl!l, aber kein Gewichtsvektor der Algebra g = g(1%) ist:

A€ Fw(g/) — Fw(g) (520)

Solche Vektoren existieren immer, denn zwischen den Wurzel- und Gewichtsgittern einer Lie—
Algebra und einer Unteralgebra bestehen die folgenden Inklusionen:

Tr(g) CTr(g) CTw(g) C Tw(g). (5.21)

Fiir die praktischen Anwendungen und fiir spétere Verallgemeinerungen wird aber eine explizite
Lésung bendtigt. Ich werde zunéchst eine spezielle Lésung, die Standard—Lésung konstru-
ieren. Dies soll ganz allgemein fiir eine beliebige einfache ,einfach verbundene “ Lie-Algebra
vom Rang [ geschehen. Die Verallgemeinerung auf den halbeinfachen Fall ist dann trivial.

Es sei g eine einfache, einfach verbundene Lie-Algebra vom Range [ mit einfachen Wurzel
{1, ..., a;} und hochster Wurzel «y,. Sei ferner g’ die halbeinfache regulire Unteralgebra vom
Rang [, die die einfachen Wurzeln

{ﬁl, . ..,ﬁl} = {Ozl, e, 01, —Qp, 141, . ..,al} (522)



100 KAPITEL 5. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGEN

besitzt. Zunachst ist klar, dafl jede Wilsonlinie der Form
Ay =paj, p¢Z (5.23)

die Gleichungen (5.17) und (5.18) erfiillt und den I-ten Punkt aus dem Dynkin-Diagramm
eliminiert. Dies definiert aber nur eine Unteralgebra vom Rang [ — 1, weil nicht klar ist, wann
auch Gleichung (5.19) gilt. Die Situation wird iibersichtlicher, wenn alle auftretenden Gréfien
durch Wurzeln und Gewichte der gesuchten Unteralgebra ausgedriickt werden.

Wenn die Gleichungen (5.18) und (5.19) erfiillt sind, ist A; ein Gewichtsvektor von g’ und
damit eine ganzzahlige Linearkombination der fundamentalen Gewichte 8% von g’:

l

A=) a’py, ot €L (5.24)
A=1

Die hochste Wurzel o, von g ist eine ganzzahlige Linearkombination der einfachen Wurzeln von
g, bei der die Kac-Label k4 als Koeffizienten auftreten:

l
ap =Y klas, k*eZE>1 (5.25)
A=1

Mit Hilfe dieser Gleichungen kénnen die einfachen Wurzeln von g als rationale Linearkombina-
tionen der einfachen Wurzeln der Unteralgebra g’ geschrieben werden:

1 A 1 A
aI:k_I Ozh—Zk’ QA :k’_I —ﬁ[—Zk’ ﬁA ; (526)
AAT AAT
OzA:ﬁA, fUI'A;éI (527)

Falls k7 = 1 ist, ist a; eine Wurzel von g’ und damit g’ = g. Diese Situation entspricht den
Fallen in Dynkins Regel, bei denen man keine echte Unteralgebra, sondern g selbst erhalt. Falls
kT > 1 ist, sind die Gleichungen (5.18) und (5.19) erfiillt. Da nach Definition 8% - 85 = dap
ist, ergibt sich durch Einsetzen von (5.24) in (5.17):

1 5 kAat
Qg - A1 = ——ICl - 7 (528)
k = k
Durch die Wahl Ay = 57, d.h. at = 8,7 folgt
1
aI~A]:—k—I¢Z, (529)

weil nach Voraussetzung k' > 1 ist. Diese Losung des Symmetriebrechungsproblems ist beson-
ders natiirlich, weil als Wilsonlinie dann das einzige fundamentale Gewicht

A= (5.30)

von g’ gewihlt wird, das kein Gewicht von g ist. Diese Ldsung bezeichne ich daher als die
Standard—-Losung. Auch die ausprojizierte Wurzel kann als Gewicht der Unteralgebra aus-
gedriickt werden. Unmittelbar aus dem Dynkin—Diagramm liest man ab:

l
-1, fallsay- 0,
OZI:ZmAﬁZ, wobel my = 104 #
A=1 0, falls ay - B4 = 0.

(5.31)

Insbesondere ist ay zwar keine Wurzel, aber immer ein Gewicht von g’. Um den Formalismus
zu illustrieren, soll je ein Beispiel fiir jede der beiden g(1®)~Algebren durchgerechnet werden.
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ag ﬁS
— o I *— o o o o ° I *— o o o o
a1 @y s a4 a5 Qg Q7 Qg Bz PBs Bs Ba Pz P2 B

Abbildung 5.1: Durch die Wilsonlinie A; wird die Lie-Algebra Eg durch Eliminierung der Wur-
zel ag aus dem erweiterten Dynkin—Diagramm auf eine maximale Dg—Unteralgebra gebrochen.

Beispiel 1: Es sei g1% = Fg @& Es. Da diese Lie-Algebra halbeinfach ist, reicht es, einen
der beiden Summanden g = FEg zu betrachten. Wenn man den der ersten einfachen Wurzel
zugeordneten Punkt aus dem erweiterten Dynkin-Diagramm streicht, erhdlt man das Dynkin—
Diagramm von Dg, der komplexifizierten Lie-Algebra der Gruppe SO(16). Dies wird in der
Abbildung (5.1) illustriert, die auch die Numerierung der einfachen Wurzeln von Eg und Dsg
festlegt.

Sieben der einfachen Wurzeln der Dg Unteralgebra sind auch einfache Wurzeln der FEj.
Beziiglich der Standard-Numerierung der Wurzeln gilt:

ﬁz = Qv, ﬁ32a6,...ﬁ6 = 3 und ﬁg:ag. (532)

An die Stelle der Fg—Wurzel «ay tritt jedoch die niedrigste Wurzel von Eg als erste Wurzel von

Dg:
8
i =ag=— (Z k’AOéA) : (5.33)
A=1

Die Koeffizienten k4 kénnen auf folgende Weise gefunden werden: Die héchste Wurzel ist das
hochste Gewicht der adjungierten Darstellung. Falls man sie nicht explizit konstruieren will, was
nach dem in dem Buch von Cahn [138] angegebenen Algorithmus geschehen kdnnte, entnimmt
man einer Darstellungstabelle dieses Gewicht als Funktion der fundamentalen Gewichte o, die
durch

Ozj"OzB:(SAB (534)

definiert sind. Im Fall der Fg ergibt sich ap = a%. Die gleiche Information ergibt sich auch
durch einen Blick auf das erweiterte Dynkin—-Diagramm, der ja zeigt, dafl die niedrigste Wurzel
ag orthogonal zu allen Wurzeln aufler a7 ist, und mit a7 das Skalarprodukt —1 hat. Damit
folgt:

ap = —ag = k. (5.35)

Bei einer einfach verbundenen Lie—Algebra ist die Cartan—Matrix zugleich die Metrik im Ge-
wichtsraum, und die Zeilen der inversen Cartan—Matrix sind die Entwicklungskoeffizienten der
fundamentalten Gewichte nach den einfachen Wurzeln:

os =3 Clg)zhos. (5.36)

Will man sich die Matrixinversion sparen, so kann man im Anhang F des Buches von Cornwell
[137] nachschlagen. Aus der siebten Zeile der inversen Cartanmatrix von Eg ergeben sich dann
die Koeffizienten:

ag = — (20 + das + 6az + by + das + 3as + 207 + 3as) . (5.37)
Die Standard—Wilsonlinie, die die Symmetriebrechung Fs — Dg bewirkt, ist
Ay = p1. (5.38)
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Man beachte, dafl zwar 1 = «ag, aber 8] # «f ist, weil der reziproke Vektor einmal beziiglich
der ay, das andere mal beziiglich der j3; gebildet wird. Explizit ist

8
Br =" C(Ds)isBa (5.39)
A=1
und
8
af = —ay=— > C(Hs)7 0a. (5.40)
A=1
Insbesondere ist

af oy = —ah - ap =0, (5.41)

aber

) . (1 ®L kA 1
Ay -ar =001 =—f7 §ﬁ1+27ﬁ‘4 :—§¢Z~ (5.42)
A=2

Insgesamt hat dieses Beispiel gezeigt, wie man die auftretenden Wurzeln a;, 8; mit Hilfe von
Cartan—Matrizen ineinander umrechnen kann. Diese Charakterisierung ist gleichzeitig explizit
und Skonomisch. Es ware vollkommen iiberflissig und verwirrend, die einfachen Wurzeln durch
konkrete achtdimensionale Vektoren zu realisieren, obwohl das natiirlich leicht moglich ist.
Bedenkt man auflerdem, dafl die Lie—Algebra Eg 240 Wurzeln besitzt und 248-dimensional ist,
so ist klar welchen Vorteil es bedeutet, mit 8 einfachen Wurzeln und dem Dynkin—-Diagramm
auskommen zu konnen.

Durch die Anwendung anderer Standard—Wilsonlinien kann man auch jede beliebige andere
einfache Wurzel aus dem erweiterten Dynkin—-Diagramm von Fg eliminieren. Insgesamt gibt es
die folgenden acht Méglichkeiten:

Wurzel oy Qs as Qg
Unteralgebra Ds AL @ Ar A @A @ As Ay ® Ay
Eichgruppe SO(16) SU(2) @ SU(B) | SU(3) @ SU(2) ® SU(6) | SU(5) @ SU(5)
Wurzel as ag az asg
Unteralgebra Ds @ As FEs® Ao Erd Ay Asg
Eichgruppe | SO(10) @ SU(4) | E(6) @ SU(3) E(7) @ SU(2) SU(9)

Dabei treten 3 der 5 Ausnahmen zu Dynkins Regel auf: Die Unteralgebren 2, 3 und 5 sind
nicht maximal, sondern Unteralgebren der Unteralgebren 7, 6 und 1. Die Auswirkungen auf
den Symmetriebrechungsformalismus werden spéter untersucht.

Beispiel 2: Es sei g% = Djg. Durch Entfernung der achten Wurzel aus dem erweiterten
Dynkin—Diagramm zerfallt Dig in die direkte Summe zweier Dg—Algebren. Die eleganteste
Beschreibung ermdglichen wieder die in Abbildung (5.2) gezeigten Dynkin-Diagramme. Die
Eichgruppe ist SO(16) ® SO(16).

Die gleiche Eichgruppe erhilt man ausgehend vom FEs & Eg—Modell, wenn man in jeder
der beiden FEg—Algebren die erste einfache Wurzel entfernt. P. Ginsparg [38] hat gezeigt,
wie man zwischen den Kompaktifizierungen der Eg ¢ Eg—Theorie und der Dig—Theorie in-
terpolieren kann. Dabei driickt er die verwendeten Hintergrundfelder explizit durch SO(17;1)-
Transformationen aus. Der Wechsel zwischen den beiden T'jg—Basen erfordert eine SO(17)-
Drehung, die die linkslaufenden Eich- und Kompaktifizierungsfreiheitsgrade mischt und wieder
trennt.

Aus dem Dynkin-Diagramm geht hervor, wie die Dig—Algebra aus zwei zueinander ortho-
gonalen Dg—Algebren zusammengesetzt werden kann: Aus den einfachen Wurzeln (84, 0) und
(0,v4), A =1,...,8 der Dg @ Dg erhilt man die Wurzeln ag, B = 0,...,7,9,...,16, also
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Abbildung 5.2: Die Wilsonlinie A; bricht die Lie-Algebra Di¢ auf die maximale Unteralgebra
Dg & Ds

die niedrigste Wurzel von Dig und alle einfachen Wurzeln aufler ag. Die Wurzel ag verkniipft
die beiden Dg-Lie-Algebren zu der grofieren einfachen Lie—Algebra Dy, weil sie mit je einer
einfachen Wurzeln beider Unteralgebren ein nichtverschwindendes Skalarprodukte hat®. Sie ist
Darstellungstheoretisch ein Vektorgewicht beziiglich jeder der beiden Unteralgebren.

Umgekehrt kann die Djg zu ithrer maximalen Dg @ Ds Unteralgebra gebrochen werden,
indem man die Wurzel ag durch eine Wilsonlinie ausprojiziert. Die Standardlosung besteht
darin, den reziproken Vektor der bei der Brechung neu hinzukommenden einfachen Wurzel zu
nehmen, also

AL = (5,0). (5.43)

Dieser Vektor ist ein Spinorgewicht der ersten Dg—Unteralgebra und hat damit (wie die oben
entwickelte allgemeine Theorie bereits bewiesen hat) ein nichtganzzahliges Skalarprodukt mit
ag. Das Beispiel zeigt auch, dafl viele weitere Losungen des Symmetriebrechungsproblems
existieren, denn offensichtlich hat jedes Gewicht aus der (S,R)-Konjugationsklasse von Dg@® Dg
diese Eigenschaft. Aus der Symmetrie des erweiterten Dynkin—Diagramms von Djg folgt, daf3
auch

Al =(0,%) (5.44)

und damit jedes Gewicht aus der (R,S)-Konjugationsklasse eine Lésung ist. Bevor ich die
Klassifizierung der Losungen durchfiihre, sollen noch die maximalen Unteralgebren von Dig
aufgelistet werden. Aus Symmetriegriinden gibt es nur 8 verschiedene Moglichkeiten, einen
Punkt aus dem erweiterten Dynkin—Diagramm zu entfernen.

Wurzel oy Qs as Qg
Unteralgebra Die A1 @ AL @ Dy A3 ® D3 Dy D1
Eichgruppe S0(32) SU(2) @ SU(2) @ SO(28) | SU(4) ® SO(26) | SO(8) ® SO(24)
Wurzel as ag ay asg
Unteralgebra Ds @ Dy, Ds & Do D7 ® Dy Ds & Ds
Eichgruppe | SO(10) ® SO(22) SO(12) © SO(20) S0O(14) © SO(18) | SO(16) © SO(16)

3Man kann natiirlich nicht beliebige Dynkin-Diagramme auf diese Art miteinander verkniipfen. Es muf}
insgesamt wieder ein zuldssiges Dynkin—Diagramm entstehen.
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5.3.3 Alle Lésungen des Symmetriebrechungsproblems

Als néchstes stellt sich die Frage, wie viele weitere Lésungen des Symmetriebrechungsproblems
(5.17) - (5.19) existieren. Da die Wilsonlinie auf jeden Fall ein Gewichtsvektor der Unteralgebra
g’ sein muf, ist die allgemeine Losung von der Form:

Ay =B;+v, mitvelw(g). (5.45)

Es sei nun ' das urspriingliche Gitter ohne Wilsonlinie, I das Gitter der Standard-Losung
v = 0 und T das Gitter einer anderen Losung mit v # 0. Die einfachste Art, diese Gitter
miteinander zu vergleichen, ist, ihre Basen zu betrachten. Zunichst gibt es eine Reihe von
Basisvektoren, die invariant sind und daher in allen drei Gittern liegen:

K'=K'=k'Vi, X =k, =k, fiir i # 1, (5.46)
as=ay =a’y = (aa,0;0), fiir A#T. (5.47)

Die I-te Wurzel von g ist hingegen nicht invariant:

&I = (OzI,O;O), (548)
o~/ 1 1 1 *1
ay = (ar,~{ar- 8 ge i —(ar-57) e ) (5.49
~ 1 * 1 *
af = (aI, (a7 - B7 + ag - V)ie =L ;—(ar- BT+ a1~v)§e 1) . (5.50)

Im Falle T'y6 = D16 gibt es einen Basisvektor 1y, der keine Wurzel, sondern ein Spinorgewicht

ist. Ich werde zunédchst den Eg ® Es—Fall untersuchen und die zusédtzliche Komplikation spater

behandeln. Weiter brauchen wir die Bilder der héchsten Wurzel @, von I' in den beiden anderen
Gittern:

ajy = ap + (—ap ~ﬁ;)k1 =a, + ki, (5.51)

ay =ap+ (1 —a ~v)k1, wobel —ayp v € Z. (5.52)

SchlieBlich gibt es einen weiteren nicht invarianten Basisvektor, ndmlich

k1 = (0,81; —el) ; (553)
1 1 1 1
= (ﬂ?a —5(5?)2?3*1 t+ e —5(5?)259*1 - 81) ; (5.54)
il * Lo nl Lo o L
k, = <ﬂ1+v,—§((ﬂ1+v) )§e —|—e1;—§((ﬁ1—|—v) )§e —e1) ) (5.55)

Um die Analyse zu vereinfachen, beginne ich mit einem Spezialfall und nehme an, daff v nicht
nur ein Gewicht von g’ sondern sogar ein Gewicht von g ist. Dann ist oy -v € Z, und da somit
die Vektoren & und @/ beide in I' N T liegen, unterscheiden sich die Gitter IV, I/ nur um die
Basisvektoren Ell, Ell Falls v aulerdem im Wurzelgitter von g’ ist, kann nach den einfachen
Wurzeln BA der Unteralgebra entwickelt werden:

{ {

v =(v,0;0) Z (84,0;0)= > v B4, mit v* €2, (5.56)

A=1 A=1

und damit ist v € I'/. Da v im Wurzelgitter und 3} im Gewichtsgitter von g’ ist, gilt v? € 27,
v - f7 € Z und somit

Lo, (5.57)

Elll—EllzG—(ﬁ}“~v—|—2

Da diese Differenz in I'" liegt, folgt auch Ell € T'”. Damit liegen alle Basisvektoren von I
in T und umgekehrt und somit sind die beiden Gitter gleich. Indquivalente Lésungen des
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Symmetriebrechungsproblems erhdlt man nur wenn v &€ T'r(g’) ist. Lésungen, die sich nur um
Elemente von Tr(g') unterscheiden, definieren das gleiche Gitter und damit sind die Spektren
der zugehdrigen Theorien gleich.

Bisher war zusitzlich vorausgesetzt worden, dafl v ein Gewichtsvektor von g ist. Laft man
diese Annahme fallen, kénnen sich T” und T* auch in den Basisvektoren &4, &/ unterscheiden.
Nun ist

o =a—(ar- 7 +ar-v)kt =ay — (a7 - v)kh (5.58)

Falls ar - v € Z d.h. v¢Tw(g) ist, gilt af € T’ und damit T" # T'. Es ist aber stets v €
T'w (g") und mit (5.26)

Klar=—8 - k*Ba € Tr(g)). (5.59)
AZI
Daraus folgt
m
ar-v=.7 mod Z, Ime {1,... k'}. (5.60)

Da «ay und v Gewichte von g’ sind werden ihre Skalarprodukte modulo Z durch ihre Kon-
jugationsklassen bestimmt [58]. Betrachtet man jetzt noch den Fall I'jg = Dig, so kann der
Basisvektor 1; genauso behandelt werden wie zuvor k;. Das Bild von 1; i1st namlich

=1 — (e -A))k'. (5.61)

Da e; ein (Spinor-)Gewicht von T'yg ist, ist er insbesondere ein Gewicht von g’, genau wie
A,. Wieder kommt es nur darauf an in welcher Restklasse von T'y(g’) modulo T'r(g’) die
Wilsonlinie ist. In jedem Fall legt bereits die Wahl dieser Restklasse das Gitter vollstandig fest.
Also gilt:

Satz 5.3.2 Die indquivalenten L3sungen des Symmetriebrechungsproblems (5.17) - (5.19) werden
durch die Elemente der Gruppe der Konjugationsklassen von Darstellungen der Unteralgebra g’

T'w(g')/Tr(g) (5.62)
parametrisiert. Insbesondere gibt es nur endlich viele indquivalente Losungen.

Ein Spezialfall mufl gesondert betrachtet werden, der Fall m = 1 in Gleichung (5.60). Denn
dann gilt:

a1~v:kiI:>0q~ﬁ;—|—aI~V:0:>a1€F”. (5.63)
Damit sind alle Wurzeln von g in T und die Symmetriealgebra ist nicht g’ sondern g. Das
liegt daran, daf die Bedingung (5.17), durch die die Wurzel o eliminiert wird, nicht erfiillt ist,
denn A1=87+v € I'w(g). Fiir m = 1 erhélt man daher keine Losung des Symmetriebrechungs-
problems. Falls A;€ T'r(g), sind alle Basisvektoren von I in T' und da beide Gitter selbstdual
sind, folgt daraus bereits T = T'. Falls A; ¢ T'r(g), sind zwar die Wurzeln und damit die
Eichgruppen beider Theorien gleich, nicht aber die Gitter insgesamt, d.h. die Spektren sind
verschieden. Dieses Beispiel erinnert daran, dafl

A elw (g/) —I'w (g) (564)

eine notwendige Bedingung dafiir ist, dal die Symmetrie wirklich gebrochen wird. Wenn
g’ eine maximale Unteralgebra ist, gibt es keine Unteralgebren ,zwischen® g und g’, und die
Bedingung ist auch hinreichend dafiir, dafi die Symmetriealgebra g’ ist, da sie eine echte
Unteralgebra von g definiert, die g’ enthilt.
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5.3.4 Halbeinfache Unteralgebren maximalen Ranges

Durch die Iteration des Dynkinschen Verfahrens kénnen nach und nach alle halbeinfachen Un-
teralgebren maximalen Ranges gwonnen werden. Auch das Symmetriebrechungsproblem und
die Standardlésung konnen natiirlich iteriert werden, was ich spéter an Beispielen zeigen werde.
Der Rechenaufwand, obwohl er mit Unterstiitzung durch ein algebraisches Rechenprogramm
kein Problem darstellen diirfte, steigt dabei wie bei jedem iterativen Verfahren von Stufe zu
Stufe. Um Arbeit zu sparen und die Ubersicht zu behalten, ist eine Verallgemeinerung der
Umformulierung (5.64) des Symmetriebrechungsproblems von Nutzen.

Zunichst st klar, daf jede halbeinfache Unteralgebra maximalen Ranges von g zu minde-
stens einer Kette von maximalen halbeinfachen Unteralgebren

gogMog®o. .. (5.65)
gehort. Da fiir die Wurzel- und Gewichtsgitter von einfach verbundenen Lie—Algebren
TR CTw =T% (5.66)
ist, induziert jede Kette (5.65) von maximalen Unteralgebren eine Kette von Gittern
~Tr(g?) CTr(g") CTr(g) C Iw(g) C lw(g™) C Tw(g®)-- (5.67)

Jede Wahl
A €Ty (g™ —Tw(g™ ) (5.68)

einer Wilsonlinie bricht g auf die Unteralgebra g(®), falls diese in nur einer Kette der Form
(5.65) auftritt. Beweis: Da A, ein Gewicht von g(®) ist, haben alle Wurzeln von g™ ein
ganzzahliges Skalarprodukt mit Ell und damit mit allen Basisvektoren von I, dem durch A,
definierten Impulsgitter. Da das Impulsgitter selbstdual ist, sind sie damit Gittervektoren

A a€eZ =k aeZ=acl. (5.69)
Die zu I gehérende Lie-Algebra enthilt also g’. Da andererseits A; kein Gewicht von g(?—1)
ist, gibt es mindestens eine Wurzel von g(®~1| die nicht in I liegt und die Lie-Algebra ist
kleiner als g(*~". Da g(®) eine maximale Unteralgebra von g(®~%) ist, ist die ungebrochene
Lie-Algebra g(™).

Falls eine Unteralgebra in mehreren Inklusionsketten auftritt, muff man in (5.68) die Ge-
wichtsgitter aller Oberalgebren der gewiinschten ungebrochenen Lie—Algebra ausschliefen. Ein
wirkungsvoller Test, ob eine unerwartete Symmetrieerhéhung vorliegt, besteht darin, die Di-
mension der adjungierten Darstellung mit der Gesamtzahl der Wurzeln von T” zu vergleichen.
Stimmen sie {iberein, so kann man sicher sein, daf§ die richtige Lie-Algebra vorliegt; iiberse-
hene Symmetrieerweiterungen machen sich durch zusédtzliche Wurzeln bemerkbar. Als Beispiel
dafiir, daB die Menge der Unteralgebren einer einfachen Lie—Algebra beziiglich Inklusion nicht
linear geordnet ist, mag die Rang 8 Unteralgebra A; & A; & Dg von Eg dienen. Mit Hilfe der
Dynkinschen Regel folgen die Inklusionen (als jeweils maximale Unteralgebren)

AoA©Ds C Dg C FEs,
Al A ®dDs C E;dpA C FEs.

(5.70)

Das gleiche Problem tritt bei den 5 Ausnahmen zu Dynkins Regel auf, von denen 4 fiir die
Brechungen von FEg relevant sind. Da bei der Formulierung des Symmetriebrechungsproblems
genau die Dynkinsche Regel implementiert wurde, ist hier nicht klar, ob eine gegebene Losung
von (5.17) — (5.19) die Lie-Algebra g auf die nichtmaximale Unteralgebra bricht, die Dynkins
Regel angibt, oder die zwischen dieser Unteralgebra und g liegende Lie—Algebra. Diese Frage
soll in dem folgenden Beispiel untersucht werden, in dem auflerdem explizit vorgefithrt wird,
wie man das fiir maximale Unteralgebren entwickelte Verfahren iteriert.
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Abbildung 5.3: Die Wilsonlinie Ay = 8* = —a?% eliminiert die siebte Wurzel von Eg. Dadurch
entsteht die Unteralgebra F7; @ A;.
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Abbildung 5.4: Durch Addition von ~7 zur Wilsonlinie wird die E7 weiter zur A7 gebrochen.
Der A;—Summand bleibt davon unbertihrt und ist in dieser Abbildung nicht eingezeichnet.

Beispiel: Ausgangspunkt sei die Lie—Algebra Eg mit den einfachen Wurzeln o, =1,...,8
und der héchsten Wurzel aj, = o%. Durch Entfernen der siebten einfachen Wurzel erhdlt man
die maximale Unteralgebra E7 & A;, siche Abbildung (5.3).

Die einfachen Wurzeln der Unteralgebra koénnen durch die der Fg ausgedriickt werden:
Er: Ba=aa, A=1,...,6,87=as, A1: =—a5. (5.71)

Die Standard—Wilsonlinie ist, wie immer, der duale Vektor der neuen einfachen Wurzel, wobei
sich dual auf die E7 & A;-Unteralgebra bezieht:

E3 ﬁ
A =p"=—. 5.72
70 (5.72)
Um die E; weiter zu brechen, betrachtet man das erweiterte Dynkin-Diagramm von E;. Die
hochste Wurzel ist 87, Durch Entfernung der siebten einfachen Wurzel 37 entsteht die maximale
Unteralgebra A7, wie in Abbildung (5.4) gezeigt.

Die einfachen Wurzeln der A7 & A;—Unteralgebra von E7 & A; sind:

7
At mi=—=0 = C(E)4Ba, va=Paci, A=2,....T, Ar: B (5.73)
A=1

Die Standard—Wilsonlinie fiir die Brechung Fs — A7 @ A; ist daher

7
A =0"+91, M= Z C(A7) 474 (5.74)
A=1

Die Unteralgebra A7 @ A; C FEg ist eine der Ausnahmen zu Dynkins Regel, da sie nicht maxi-
mal ist, aber durch die Entfernung der zweiten einfachen Wurzel aus dem erweiterten Dynkin—
Diagramm von Ejg erzeugt werden kann. Die durch die Dynkin—Regel definierte A7 & A; Un-
teralgebra besitzt, wie man Abbildung (5.5) entnimmt, die folgenden einfachen Wurzeln:

A7yl =ag, Yy = a1, A=2,...,6,9, = —ak, Ay B =a, (5.75)
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as " —(74)"
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Abbildung 5.5: Auch durch die Eliminierung der zweiten Wurzel von Fg erhilt man eine A7 @
Ay Unteralgebra. Falls die Wilsonlinie das A7—Gewicht —(v4)* nicht ausprojiziert, wird die
ungebrochene Algebra zur F7 ¢ A; erweitert.

und die Standard—Wilsonlinie ist
7
AL = ()" = CA7) a7 (5.76)
A=1

Man beachte, dafl diese Unteralgebra nicht mit der vorhin konstruierten identisch ist, da sie
verschiedene Wurzeln besitzen?. Da A; @ A; keine maximale Unteralgebra ist, ist aber nicht
klar, ob die Standard—Wilsonlinie Fg wirklich auf A7&® A; bricht oder ob zusidtzliche Wurzeln
die Projektion iiberleben und die Symmetrie auf E7 & Ay vergroflern. Um dies festzustellen,
miissen wir die einfachen Wurzeln dieser Oberalgebra finden. Ein Blick auf die relevanten
Dynkin—Diagramme zeigt, dafl das Dynkin—-Diagramm von Ay durch die Hinzunahme des Ge-
wichtes —(v4)* zum erweiterten Dynkin—Diagramm von F7 wird®. Anders ausgedriickt bilden
die A7—Gewichte —(v4)*, ¥4,. . ., 7> ein System von einfachen Wurzeln der E7. Dies wird durch
Abbildung (5.5) illustriert.

Der Vektor (74)* liegt genau dann im Impulsgitter, wenn (v4)* ein ganzzahliges Skalarpro-
dukt mit vy und mit der Wilsonlinie A; hat, denn die einzigen Basisvektoren mit denen (74)*

moglicherweise ein nicht ganzzahliges Skalarprodukt hat sind &% und Ell. Aus

7

(Ya)" oz =Y O(A7)ga(a - a2) = C(AD) 5 (1) = Z(-1) = -1 € Z (5.77)

folgt, daBl es nur von der Wilsonlinie abhéngt. Die Standardwahl A; = (v4)* ergibt

AL GA) = (4" () = Ol = S ¢ 2, (5.78)

und die Symmetrie wird auf A7 & A; gebrochen.
Als Beispiel fiir eine hohere Symmetrie diene die Wilsonlinie A; = 2(v4)*. Sie eliminiert
zwar die zweite einfache Wurzel der Eg, da

2 1

294)" a0 = 20(Ar)7, (1) =22 = L ¢z, (5.79)
ist aber vertrdglich mit der F7—Wurzel —(v})*:
A AN 4
2)" () =25 = 1€ (5.80)

4Die beiden A7 @ A; Unteralgebren sind verschieden, aber konjugiert, d.h. sie kénnen durch innere Automor-
phismen ineinander iiberfiihrt werden [143]. Sie sind daher auf die gleiche Weise in die Eg eingebettet. Daher
gelingt es im Text auch, die F7 @ A; Oberalgebra der von den W;; erzeugten A7 @ A; zu konstruieren.

5Die (offensichtliche) Umkehrung von Dynkins Regel lautet: Eine halbeinfache Lie-Algebra kann genau
dann in eine andere halbeinfache Lie—Algebra als maximale Unteralgebra eingebettet werden, wenn sie ein
Gewicht besitzt, das das Dynkin—Diagramm der Unteralgebra zum erweiterten Dynkin—Diagram der Oberalgebra
erweitert. Dabei sind die fiinf Ausnahmefélle zu beriicksichtigen.
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Die ungebrochene Algebra ist also By @ A;.

Im Falle der Eg ist es einfach, alle halbeinfachen Unteralgebren maximalen Ranges nieder-
zuschreiben. Das Verfahren bricht spitestens im vierten Iterationsschritt ab, und es gibt nur
19 nichtisomorphe echte Rang—8-Unteralgebren von Ejg. Thre Zahl hélt sich nicht zuletzt des-
wegen in Grenzen, weil einfache Lie-Algebren vom Typ A; iiberhaupt keine echten reguliren
Unteralgebren maximalen Ranges besitzen: Durch Streichen eines beliebigen Punktes aus dem
erweiterten Dynkin—Diagramm erhélt man immer nur das alte Dynkin-Diagramm. Trotzdem
gibt es auch hier interessante Symmetriebrechungsmaoglichkeiten, die zu maximalen Unteralge-
bren mit einem abelschen Summanden fithren. Symmetriebrechungen, bei denen sich der Rang
des halbeinfachen Teils verringert, werden im nichsten Abschnitt besprochen.

5.3.5 Unteralgebren beliebigen Ranges und kontinuierliche Parame-
ter

Aufgrund der Ergebnisse der beiden vorangehenden Abschnitte ist eine diskrete® Menge von
Punkten im Narain—-Moduliraum bekannt, an denen die Symmetriealgebra eine Unteralgebra
maximalen Ranges der urspriinglichen Algebra g(1) ist. Ein Vorteil des Arbeitens mit Ba-
sisvektoren ist, daBl die Abhéangigkeit des Impulsgitters und damit des Spektrums von den
Hintergrundfeldern explizit bekannt ist. Dies soll jetzt benutzt werden, um zwischen kritischen
Punkten vom Typ 16 kontinuierlich zu interpolieren.

Es sei g}m) diejenige Unteralgebra von g, die man durch Streichen der I-ten Wurzel aus
dem erweiterten Dynkin—Diagramm erhalt. Die Standard-Wilsonlinie ist dann 87 und es bietet

sich an, eine einparametrige Schar von Wilsonlinien

zu betrachten, die zwischen dem Modell ohne Hintergrundfelder und dem mit der Standard—
Wilsonlinie interpolieren. Die Basisvektoren des deformierten Impulsgitter T'(p) sind

k) = (pﬂla_§p2(ﬂl '51)53 ' +e1;—§p2(ﬁ1 '51)53 ' —el) ) (5.82)
~ pl 1. P 1 x1 ) _ -~ P
O/I = (O[I, ﬁie 5 ﬁie = a5+ k_Ik ; (583)
@14:(044,0,0):&,4, A;é[, (584)
o = la 1 *1, l *1 ) _ =~ kl
h — hap2e ,p2€ = Qyp +p ) (585)

wobel ich darauf verzichtet habe, die invarianten Basisvektoren mit aufzulisten.
Fir p ¢ Z sind weder &y noch aj in T'(p). Die ungebrochene Symmetriealgebra ist

g(p) = g}ls) & u(l), (5.86)
wobei ggls) diejenige halbeinfache Rang 15 Unteralgebra ist, die man durch Entfernung des
I-ten Punktes aus dem Dynkin-Diagramm (nicht dem erweiterten!) erhélt. Die Wilsonlinie
erfiilllt zwar die Gleichungen (5.17) und (5.18) des Symmetriebrechungsproblems, nicht aber
(5.19). Dadurch wird Dynkins zweite Regel implementiert.

Fiir ganzzahlige Werte von p erhoht sich der Rang des halbeinfachen Teils wieder auf 16.
Fiir p = 1 ergibt sich natiirlich die Standard-Losung, da jetzt auch Gleichung (5.19) erfiillt
ist, und die niedrigste Wurzel von g{'®) das Dynkin-Diagramm von g}ls) zu dem von g}m)
erweitert:

g(1) =g, (5.87)

8Der Radius der 1-Richtung wird ja zur Zeit konstant gehalten.
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Ein anderer Wert von herausgehobener Bedeutung ist p = k7. Denn es ist

* 1 *
ﬁ1~aI:—k—IundﬁI~aJ:0,VJ;éI (5.88)
und damit g7 = —k%oz?. Damit ist
A =—kpB =a) €Tw(g). (5.89)

In diesem Fall sind sowohl aj als auch aj im Gitter und daher gilt
g(k) = g. (5.90)

Das gleiche gilt fiir alle ganzzahligen Vielfachen von k1. Die Gitter I'(0) und I'(k) sind genau
dann gleich, wenn aj€ Tg(g) ist. In jedem Fall existiert eine Zahl M € Z, so dafl Maj € Tr(g).
Zusammenfassend gilt

gnk!) =g, (Yn€Z), T(MkK)=T, 3AM € ZT). (5.91)

Fiir alle ganzzahligen Werte von p, die keine Vielfachen von k! sind, ist die realisierte Lie—
Algebra nur ggm). Ob T'(p) dann gleich T'(1) ist, hangt davon ab, ob 8- 8} eine ganze Zahl ist
oder nicht.

Man gelangt also, egal in welche der 16 linear unabhéngigen Richtungen A7 man sich be-
wegt, bei endlichen Parametern zum urspriinglichen Gitter zuriick. Offensichtlich gibt es einen
beschriankten Fundamentalbereich, der bereits alle indquivalenten Gitter und Modelle enthélt.
Es ist wohlbekannt, dafl der Narain-Moduliraum (wie auch alle anderen bekannten Modu-
lirdaume konformer Feldtheorien) diskrete Symmetrien besitzen, so dal der homogene Raum
0(22;6) / (0(22) ® 0O(6)) die Theorienschar nur lokal charakterisiert. Ein expliziter Vergleich
der hier gefundenen Kopien mit den durch Dualitatstransformationen gefundenen wéare daher
winschenswert.

Fiir alle nichtganzzahligen Werte von p wird der halbeinfache Teil der Eichgruppe reduziert.
Durch die Parametrisierung mittels der Standard—Wilsonlinien ist es gelungen, diejenigen Rich-
tungen zu identifizieren, in denen der Rang nur um 1 sinkt und genau eine bestimmte einfache
Wurzel entfernt wird. Es ist natiirlich nicht nétig, sich auf die maximalen Unteralgebren von
g zu beschranken. Wenn é; die einfachen Wurzeln irgendeiner der Unteralgebren maximalen
Ranges ist, die wie im letzten Abschnitt gezeigt, alle konstruiert werden konnen, so wird durch
eine Wilsonlinie proportional zu 07 genau die I-te Wurzel entfernt. Auf diese Weise kdnnen
nach Dynkins zweiter Regel alle Rang 15 Unteralgebren von g erzeugt werden. Sie treten in
einparametrige Scharen auf, die kritische Punkte besitzen, an denen der Rang sich auf 16 erhoht.

Beispiel: Es sei gl'®) = Fg @ Fs. Durch Entfernung der sechsten Wurzel aus dem Dynkin—
Diagramm einer der beiden Eg—Algebren erhilt man eine Fg @ A; (Abbildung 5.6), die sich an
kritischen Punkten auf eine Eg & Aa vergrofert (Abbildung 5.7). Bezeichnet man die Wurzeln
dieser maximalen Unteralgebra mit 51, ..., s, 71, 72, so ist die Standard—-Wilsonlinie A; = ~7.
Da der sechtste Koeffizient der héchsten Wurzel von Ejy gleich 3 ist, erhélt man fiir A} = 3]
wieder die volle Eg—Symmetrie. Da die Lie-Algebra Eg nur eine Konjugationsklasse besitzt,
sind alle Gewichte auch Wurzeln. Daher erhédlt man wieder das urspriingliche Gitter.

Durch Iteration des Verfahrens kann der Rang des halbeinfachen Teils immer weiter gesenkt
werden, wobei sich die Zahl der kontinuierlich variierbaren Parameter entsprechend erhéht. Das
Symmetriebrechungsproblem (5.17) - (5.19) wurde so formuliert, dafl man es auch fiir halbein-
fache Unteralgebren beliebigen Ranges stellen und 16sen kann. An die Stelle von I'1¢ tritt dabei
das von den einfachen Wurzeln der betreffenden Lie-Algebra erzeugte Wurzelgitter. Aus Dyn-
kins zweiter Regel folgt, dal man alle Unteralgebren vom Typ halbeinfach & abelsch realisieren
kann. Beispiele fiir Multiparameterfamilien von Unteralgebren nichtmaximalen Ranges werde
ich spater im Zusammenhang mit allgemeineren Hintergrundfeldern betrachten.
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Abbildung 5.6: Durch die Wilsonline Ay = py7, die die sechste Wurzel ag = (5, —73) aus
dem Dynkin—Diagramm von FEg gestrichen. Ubrig bleibt die Rang 7 Unteralgebra Es& A;. Mit
B, v werden dabei die einfachen Wurzeln der maximalen Fg @ A; Unteralgebra bezeichnet.

ag ﬁ6
— o I *— o o o o — o I *— o — o
a1 s a3 a4 @y g Qa7 Qg B1 P2 Bz Pa Ps Y2 M

Abbildung 5.7: Fiir kritische Wilsonlinien A; = p~7 erhoht sich die ungebrochene Symmetrie
auf Fg @ As. Falls p € 3Z 1st, erhdlt man die Ejg.

5.3.6 Symmetrievergréflerung mit einer Wilsonlinie

Unter , kritischen“ oder ,mulitkritischen* Wilsonlinien versteht man im allgemeinen Werte der
Wilsonlinien, die den Rang der halbeinfachen Eichgruppe auf Werte gréfler als 16 erhdhen.
Auch dies ist bisher nicht systematisch untersucht worden. Das von Ginsparg angegebene Bei-
spiel zeigt, wie die Dqg zur Di7 erweitert werden kann, bzw. zur Digyq, wenn d Wilsonlinien
verwendet werden. Ich werde ein allgemeineres Problem behandeln, beschrianke mich aber vor-
erst auf Impulsgitter der Form I'y17,1 @ I's;5 und damit auf den Fall einer nicht-verschwindenden
Wilsonlinie. Im Eichsektor sei irgendeine halbeinfache Lie-Algebra vom Rang [ < 16 realisiert,
d.h. die Wilsonlinie ist so gew#hlt, daf3 1 einfache Wurzeln der Form

aA:(OzA,O;O), A:l,...,l (592)
im Gitter liegen. Wir kénnen nun nach einer zusitzlichen Wurzel der Form
i1 = (v, w;0) (5.93)

suchen, die das Wurzelsystem erweitert. Dies ist genau dann der Fall, wenn die [ + 1 linear
unabhéngigen Wurzeln die Cartan—Matrix einer halbeinfachen Lie-Algebra vom Range [ + 1
realisieren:

as-ap=CYEY, A B=1,.. 1+1, (5.94)

Ein Blick auf die Gitterbasis zeigt, dafl der allgemeinste Ansatz fiir die zusdtzliche Wurzel
al+1 = El + mkl, m e / (595)

1 1 1 1 1 1
= (Al, —§(A1 . A1)§e*1 +eq; —§(A1 . Al)ie*l - e1) +m (O, §e*1; §e*1)
ist. Da R?/27A der Torus ist, auf dem die sechs zusitzlichen Raumdimensionen kompalktifi-
ziert wurden, ist die Quadratwurzel aus e; - e; der Radius der 1-Richtung auf dem Torus, die
orthogonal zu den anderen fiinf Richtungen gewahlt wird. Damit gilt:

1
el -ep =R el.el = T el = R%e*!. (5.96)
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Es ist niitzlich Ell umzuschreiben:

_ 1 1 1
Kk, = <A1,2e1 + Die*l;DEe*l) , D=2 (—Rz — 7 (As 'Al)) ) (5.97)

denn nun sieht man unmittelbar, da @;y; nur dann im Impulsgitter T’ liegen kann, wenn
D=-meZ (5.98)
ist, und daBl die zuséitzliche einfache Wurzel die Gestalt
Q1 = (A4, 2e1;0) (5.99)
haben mufl. Damit dieser Vektor wirklich eine Wurzel ist, muf3 gelten:
Qg1 -1 = Ay - Aq +4dep e = 2. (5.100)

Aus (5.98) und (5.100) folgen zwei Bedingungen an die kontinuierlichen Parameter R und A;:
1
2R* + SAL- AL =mETZ, (5.101)

AR+ A - A =2. (5.102)

Zusammen implizieren sie m = 1 und eine Relation zwischen dem Radius der 1-Richtung und
der Norm der Wilsonlinie

1 1

2

=——-A; A, Nl
R=1la 4, (5.103)
Dies zeigt, daB die Symmetrieerhéhung nur fiir spezielle Werte des Radius R auftritt. Da R? > 0

und Aj - Ay > 0, miissen die folgenden Schranken respektiert werden:
1
0<R< Eﬁ’ 0< A -A <2 (5.104)

Eine obere Schranke fiir den Radius, die wegen der Verwendung natiirlicher Einheiten von der
Ordnung der Planck—Lange ist, erscheint zun&chst kontraintuitiv. Es sei daher daran erin-
nert, dafl die geometrische Interpretation einer Stringtheorie aufgrund der Dualitatssymmetrie
zwischen kleinen und groflen Abstdnden mehrdeutig ist. Auch fiir die hier betrachtete Schar
von Modellen mit kleinem Radius R gibt es eine dquivalente Geometrie, in der der Radius der
1-Richtung R’ = 1/2R ist.

Um die Bedingung (5.94) weiter analysieren zu kénnen, mufl die Art der Symmetrieerwei-
terung naher spezifiziert werden.

1. Wenn die Extra—Wurzel mit genau einer der 1 anderen Wurzeln, z.B. der I-ten, ein nicht-
verschwindendes Skalarprodukt hat, so gilt

aH_l~aA:A1~OzA:—(5A]:>A1:—Oz?—|—V, (5105)
wobei v orthogonal zu den 1 Wurzeln aq, ..., «a; ist.

2. Wenn die Extra—Wurzel ein verschwindendes Skalarprodukt mit allen ! anderen einfa-
chen Wurzeln hat, wird die Lie-Algebra um einen direkten 4; Summanden erweitert. Ist
insbesondere A; = 0, so folgt R = 1/4/2. Dieser Fall ist aus eindimensionalen Kompak-
tifizierungen und konformen Feldtheorien mit ¢ = 1 wohlbekannt [1],[42].

3. Wenn die Wilson—Linie ein nichtverschwindendes Skalarprodukt mit mehr als einer der
anderen einfachen Wurzeln haben soll, mufl sie eine geeignete Linearkombination aus
fundamentalen Gewichten von g(*) und einem beliebigen dazu orthogonalen Anteil sein.
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Abbildung 5.8: Das Dynkin—Diagramm von Dig kann zu dem von Di; erweitert werden. Die
zusitzliche Wurzel mufl von der Form (—af, 1) sein.

Zur Illustration mogen die folgenden beiden Beispiele dienen.
Beispiel: Es sei g(16) = Dig und A = 0. Die zusitzliche Wurzel ist dann von der Form

a17 = (0, 281; 0) ; (5106)

m 2e1 = (V2,0) . (5.107)

Diese einfache Wurzel erzeugt eine A; Algebra. Der Radius der 1-Richtung ist
R=lei| = =V?2, (5.108)

also liegt der Standardfall der SymmetrieerhShung bei eindimensionaler Kompaktifizierung vor.
Die Symmetriealgebra ist insgesamt

g = Dis & Ay (5.109)

Beispiel: Es sei wieder g(1%) aber diesmal soll das Beispiel von Ginsparg reproduziert
werden, also die Symmetrieerh6hung D1 — Di7. Die zusitzliche Wurzel mufl, wie in der
Abbildung (5.8) gezeigt in das Dynkin-Diagramm eingebaut werden. Die zusitzliche Wurzel
st also

G17 = (-@,(1,6);0). (5.110)
Diesmal ist der Radius der 1-Richtung

-,

1 1
R= 2 denn e; = 5(1,0). (5.111)

Ein komplizierteres Beispiel, das zum dritten der aufgelisteten Félle gehort, wird spéter
angegeben. Ubrigens haben wir jetzt spezielle Werte fiir alle 17 Moduli von I'y7.1, die Wilsonlinie
und den Radius gefunden. Der nédchste Schritt kann daher nur das Studium allgemeinerer
Hintergrundfelder sein.

5.4 Symmetriebrechung und Symmetrieerh6hung mit
beliebigen Hintergrundfeldern

In diesem Abschnitt kehren wir zum allgemeinen Fall zuriick und lassen beliebige Hintergrund-
felder zu. Jetzt konnen die 6 + 6 Dimensionen des Kompaktifizierungssektors mit den 16
Dimensionen des Fichsektors so gemischt werden, dafl das Impulsgitter nicht mehr faktorisiert.
Die direkteste Verallgemeinerung der bisher erarbeiteten Resultate besteht darin, die Rolle, die
bisher von einer Wilsonlinie gespielt wurde, auf mehrere Wilsonlinien zu verteilen. Da es aber
bereits mit einer Wilsonlinie méglich ist, g{'®) auf eine beliebige Unteralgebra zu brechen, fiihrt
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dies nicht zu neuen Eichgruppen sondern nur zu anderen Spektren. Ich konzentriere mich daher
auf die neuen Moglichkeiten der Symmetrieerhhung und Symmetriebrechung, die nun méglich
werden.

Die Untersuchung soll in zwel Schritten erfolgen. Als erstes wird festgestellt, fiir welche
Werte der Hintergrundfelder zusétzliche Wurzeln im Kompaktifizierungssektor auftreten. In
einem zweiten Schritt werden die Auswirkungen auf den Eichsektor untersucht. Aus der folgen-
den Parametrisierung der Gitterbasis kann direkt abgelesen werden, wie zusdtzliche Wurzeln
zu Stande kommen kénnen:

: 1 .1 . .
k" = (O,§e*l;§e*l) =k’, (5.112)
— 1 i 1 i
ki = A;2e; + Dij §e ];Dijie J , (5113)
/ 1 *k 1 *k
Uy =lea, —(ea Ak)ie ;—(eA~Ak)§e , (5.114)
mit .
Dij =2 (BU — Gij— 7 (A Aj)) . (5.115)

Die einzigen Kandidaten fiir zusitzliche Wurzeln sind die Linearkombinationen

Q1641 = K; — Di; K7 = (A, 2e;;0). (5.116)

Sie liegen genau dann im Impulsgitter T, wenn
Dij cZ. (5.117)

Die zusatzlichen Wurzeln erzeugen genau dann das Wurzelsystem einer halbeinfachen einfach
verbundenen Lie-Algebra mit der Cartan—Matrix Cj;, wenn gilt:

a16+i : a16+]’ =A; ~Aj + 4Gij = C” (5118)

Dabei ist zu beachten, daff die in der Mitte auftretenden Matrizen nicht beliebige Werte anneh-
men diirfen: G;; ist die Gittermetrik von A und daher positiv definit, A; - A; ist eine Matrix
von Skalarprodukten und daher positiv semidefinit. Daher gibt es zum Beispiel keine zuléssigen
Lésungen von (5.118), wenn eine der Wilsonlinien ein Normquadrat > 2 hat, denn dann hat
G;; einen nichtpositiven Eigenwert.

Um sicherzustellen, dafl die zusatzlichen Wurzeln im Impulsgitter liegen, mufl D;; ganzzahlig
sein. Kombiniert man (5.115) und (5.118), so ist dies dquivalent zu

1 1 1
Bij = Gij + ZAZ . Aj = ZC” mod 5 (5119)
Diese Bedingung an das antisymmetrische Hintergrundfelder kann immer erfiillt werden, weil
bei der Cartan—Matrix Cj; einer einfach verbundenen Lie-Algebra die Diagonalelemente gleich
2 und die Nichtdiagonalelemente gleich —1 oder 0 sind. Daher ist die Cartan—Matrix modulo 2
antisymmetrisch und (5.119) ist immer lésbar. Die Standard-Lésung ist [38]

Bij =19 —iCy, i>j, (5.120)
0, 1 =]

Aber die Transformationen

1
Bij = Bij + 5 Mij, Mij = —M;i € Z (5.121)
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und
Bij — —Bij (5122)

fiithren auf das gleiche Impulsgitter und damit auf die gleiche Theorie. Diese Transformationen
sind ein Beispiel fiir die verallgemeinerten Dualitétstransformationen, die in mehrdimensionalen
Kompaktifizierungen mit Hintergrundfeldern auftreten.

Die Bedingung (5.118) an den symmetrischen Teil

Diijy = =2 (Gij + %AZ» : Aj) = —%Cij (5.123)
von D;; fixiert die Wahl von G;; und der A; nicht vollstdndig, sondern 148t uns die Freiheit,
die Metrik kontinuierlich zu deformieren und dies durch eine Anderung der Wilsonlinien zu
kompensieren oder umgekehrt. Modelle mit erhéhter Symmetrie im Kompaktifizierungssektor
bilden daher Hyperflachen im Narain—Moduliraum.

Folgende Spezialfalle sind interessant:

e Setzt man speziell A; = 0 so wird das alte Ergebnis [38] iiber Symmetrieerhéhung durch
das Bjj—Feld reproduziert. Das Gitter ist von der Form I'i¢® I's;s und im Kompaktifi-
zierungssektor tritt eine zusétzliche halbeinfache Eichgruppe vom Rang [ < 6 auf. Die
Hintergrundfelder sind:

1 1 1

Das RZ-Gitter A ist proportional zum Wurzelgitter der Eichgruppe:
1
A= §FR. (5.125)

Man kompaktifiziert sozusagen auf dem maximalen Torus der Eichgruppe. Die Gesamt—
Eichgruppe ist:
G=GYgaheu() (5.126)

e Andererseits kann man auch B;; = 0 setzen und versuchen, Extra-Wurzeln allein mit
Hilfe der Wilsonlinien und der Gittermetrik zu konstruieren. Wenn (5.118) und D;; € Z
ohne B;; erfiillt werden sollen, darf die Cartan-Matrix keine Nebendiagonaleintrige —1
besitzen. Denn

Bi; =0=C;; =0mod 2 = Cj; =0 fiir ¢ £ j. (5.127)

Die im Kompaktifizierungssektor entstehende Lie—Algebra ist daher eine direkte Summe
von A;—Algebren. Die Eichgruppe des Eichsektors wird im allgemeinen gebrochen.

G=GWag(SU©2) U2l (5.128)

Kombiniert man die Effekte aller Arten von Hintergrundfeldern miteinander, so treten Symme-
triebrechung und Symmetrieerhchung durch die Wilsonlinien und Symmetriebrechung durch
das B;;—Feld auf. Wenn Extra-Wurzeln (5.116) mittels nichtverschwindender Wilsonlinien
konstruiert werden, so werden diese die Symmetriealgebra g(1®) des Eichsektors im allgemeinen
brechen. Die Wilsonlinien kénnen aber auch ganzzahlige Skalarprodukte mit den dabei iibrig
bleibenden Wurzeln haben und so die Wurzelsysteme des Fichsektors und des Kompaktifizie-
rungssektors zu einem grofleren zusammenschliefen.

Die Symmetriebrechung im Eichsektor 148t sich noch ganz allgemein diskutieren: Eine Wur-
zel

a=(x,0;0) (5.129)

ist genau dann im neuen Gitter I, wenn gilt

a A €Z (i=1,...6), (5.130)
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denn das Impulsgitter ist selbstdual. Wahlt man die Wilsonlinien so, dafl sie im Kompaktifizie-
rungssektor zusitzliche Wurzeln erzeugen, so werden sie im allgemeinen g(®) nicht nur zu einer
maximalen Unteralgebra oder Unteralgebra maximalen Ranges brechen, sondern den Rang des
halbeinfachen Teils reduzieren, denn fiir die Brechung zu einer maximalen Unterlgebra miissen
die zusatzlichen Bedingungen (5.17) - (5.19) erfiillt sein. Die Situation 148t sich am besten an
Hand des folgenden Beispiels analysieren, das typisch fiir Modelle mit zwei Wilsonlinien 1ist.

Beispiel: Wir beginnen mit g('®) = D¢ und wihlen zwei nichtverschwindende Wilsonlinien
A; und A,. Die Metrik G;; wird blockdiagonal gewahlt, so dal die 1- und 2- Richtung auf dem
Torus orthogonal zu den anderen vier Richtungen ist. Im Kompaktifizierungssektor kénnen wir
die beiden einfach verbundenen halbeinfachen Lie-Algebren vom Rang 2 realisieren, A1 & A
und A,. Dafiir setzt man B;; auf seinen kritischen Wert (5.119) und 16st (5.118) mit

2 0 2 -1
CZ»(AI@AI) = oder C’Z»(f2) = ) (5.131)
0 2 -1 2

Beide Fille konnen parallel untersucht werden. Die verbleibende Freiheit bei der Wahl der
Wilsonlinien soll genutzt werden, um Djg auf die Unteralgebra As & As & Dig zu brechen.
Dazu soll die erste Wilsonlinie die dritte Wurzel aus dem erweiterten Dynkin—Diagramm von
D1 entfernen, was zu der maximalen Unteralgebra Az @ D13 fithrt. Die zweite Wilsonlinie
muf} dann die dritte Wurzel aus dem erweiterten Dynkin-Diagramm der D3 entfernen. Die
einfachen Wurzeln der so entstehenden As & As & Do Algebra sollen mit v1,...,73, va,---,7s,
Y7, ...,%v16 bezeichnet werden. Beziiglich dieser Basis kann das Symmetriebrechungsproblem

durch die Wilsonlinien
AL =7, A=~} (5.132)

gelost werden. Durch Einsetzen der Skalarprodukte

* * 3
Al . Al — ’73 . ’73 = Z’ (5133)
* * 3
Ay Ay=aioai =G (5.134)
und
AL Ay =75 v =0 (5.135)
in Gleichung (5.118) ergibt sich, daf§ die Metrik G;; als
1 5 0
2
IR 1
(Gijij=1 = 1¢ 0 s (5.136)
bzw.
1 5 —4
Gij)ij=1 = — : 5.137
( ])z,]_l 16 4 5 ( )

gewihlt werden mufl. Beide Losungen sind positiv definit und daher zulédssig. Aus den Skalar-
produkten zwischen den Extra—Wurzeln

Y17 = —(73,2e1;0), (5.138)

Y18 = — (75, 2€2;0) (5.139)
und den einfachen Wurzeln 44, A = 1,...,16 von A3z & A3z & Dig

YA 17 = =74 Y3 = —6as, (5.140)

Va4 Y18 = =4 Y = —0as (5.141)
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Abbildung 5.9: Durch zwei Wilsonlinien kann die Lie-Algebra Dig auf die Unteralgebra As &
As @ D1g gebrochen werden.
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Y1 72 73 Y17 Y4 s Y6 Y18 7 72 Y17 Y4 s Y18

Abbildung 5.10: W&hlt man die Wilsonlinien so, da im Kompaktifizierungssektor eine zusitz-
lich A; @& A; Lie-Algebra entsteht, so wird der As § A3 Summand der Symmetriealgebra des
Eichsektors zur A4 @& Ay erweitert. Eine kleine Deformation der Wilsonlinien projiziert zwei
einfache Wurzeln des Eichsektors aus, und die Symmetrie wird zu As P A; & A2 P A; gebrochen.

folgt, daf die einfachen Wurzeln insgesamt das Wurzelsystem von A4 ® Ay ® D1 bzw. As® Dig
erzeugen. Bemerkenswerterweise hat der halbeinfache Teil der neuen Lie-Algebra einen héheren
Rang als die urspriingliche Lie—Algebra D¢, ist aber nicht durch einfache Erweiterung des alten
Wurzelsystems zustande gekommen. Das Beispiel zeigt, wie die Effekte der Symmetriebrechung
und Symmetrieerh6hung kombiniert werden kénnen. Dabei konnen aus den einfachen Wurzeln
des Eich- und des Kompaktifizierungssektors neue einfache Lie—Algebren gebildet werden, die
durchaus zu interessanten Eichgruppen, wie hier zu SU(5) und SU(9) fiihren.
Als néchstes soll die durch

Al =p1vs, Ao =pavs (5.142)

definierte zweiparametrige Familie von Modellen untersucht werden. Falls beide p; ¢ Z sind,
werden die Wurzeln v3 und s ausprojiziert und die Symmetrie reduziert sich auf

Ay @ Ay
As@ As®Dig@< (5.143)

As.

Man erhilt eine zweidimensionale kritische Hyperflache von Rang—16-Modellen im Moduli-
raum. Wenn einer der beiden Parameter ganzzahlig gewahlt wird, ergeben sich kritische Linien
von Rang—-17-Modellen auf dieser Flidche. Sie schneiden sich in den Punkten, in denen beide
Parameter ganzzahlig sind. Dort ist der Rang der halbeinfachen Eichgruppe 18. Um die globale
Geometrie der kritischen Flache zu untersuchen, mufi die Bedingung, dal G;; positiv definit
ist, ausgewertet werden. Sie schréankt den Bereich der Parameter ein, und zwar auf

0<p?<§, i=1,2 (5.144)
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[ ® ® ® ® ® ® ® [ ® *—o *—o
ga! Y2 Y3 V1T Y18 Y6 Vs V4 ga! Y2 Y17 718 V5 Y4

Abbildung 5.11: W&hlt man die Wilsonlinien so, da im Kompaktifizierungssektor eine zusatz-
liche Ay Lie-Algebra entsteht, so wird der Az & A3 Summand der Symmetriealgebra des Eich-
sektors zur As erweitert. Eine kleine Deformation der Wilsonlinien projiziert zwei einfache
Wurzeln des Eichsektors aus, und die Symmetrie wird zu As & As & Ay gebrochen.

m A; & A;-Fall und auf

0<pi< 8 and (2 - §p§) (2 - §p§) -1>0 (5.145)
3 4 4
mm As—Fall.

Es 1st klar, dafl das hier untersuchte Beispiel typisch fiir die bei allgemeinen Hintergrundfel-
dern auftretenden PhiAnomene ist. Eine interessante Verallgemeinerung ist der Fall in dem der
RZ-Torus das Produkt von drei SU(3)-Tori ist und sechs Wilsonlinien eingeschaltet werden.
Dieser Bereich des Narain—-Moduliraumes ist der natiirliche Ausgangspunkt fir die Konstruk-
tion von Zs—Orbifolds mit kontinuierlichen Wilsonlinien. Darauf komme ich spéter zuriick.

Es stellt sich nun die Frage, ob jede Symmetrieerweiterung im Kompaktifizierungssektor,
bei der Wilsonlinien beteiligt sind, mit jeder Symmetriebrechung im Eichsektor vertraglich
ist. Dazu werde ich die einfachste nichttriviale Méglichkeit vollstandig analysieren. Es gebe
daher eine nichtverschwindende Wilsonlinie A; und die Extra-Wurzel (A, 2e1;0) habe ein
nichtverschwindendes Skalarprodukt mit genau einer der anderen Extra—Wurzeln (0, 2e;;0),
t=2,...,1 <6. Die einzige zu erfiillende Bedingung ist, dal die Matrix

2—a2 —1 0
1 -1 2 *
Gij = —(Cij — Ai - Aj) = 1 . . (5.146)

*

2

positiv definit sein muB, mit a2 = A;- A; > 0. Diejenige Matrix, die sich durch Streichen
der ersten Zeile und Spalte ergibt, ist die Cartan—Matrix einer halbeinfachen Lie—Algebra und
daher positiv definit. Daher miissen wir nur noch priifen, ob und wann die Determinante von
G;; positiv ist. Die Lie-Algebra g(®) des Kompaktifizierungssektors ist eine der Lie-Algebren

Al Xey, 1<1<6, D& Xe_y, 4<1<6, Fs, (5.147)

wobei Xg_; ein direkter Summand ist, dessen einfache Wurzeln alle orthogonal zu (A1, 2eq)
sind. Durch Entwickeln kénnen die Determinante von Gj; durch a® und die Determinanten
der Cartan—Matrizen der Unteralgebren von g'®) ausgedriickt werden. Die Quadratwurzel der
Determinante der Cartan—Matrix einer einfach verbundenen Lie-Algebra ergibt das Volumen
der durch die einfachen Wurzeln aufgespannten Fundamentalzelle des Wurzelgitters

vol(T'r) = v/det C(g). (5.148)

Das Gewichtsgitter ist zum Wurzelgitter dual, das Produkt der Volumina der Fundamentalzellen
beider Gitter ist daher 1, und somit gilt:

1

Vdet C(g)

vol(T'w) = (5.149)
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Andererseits ist der Quotient beider Gitter (als abelsche Gruppen mit der Vektoraddition als
Verkniipfung) die endliche Gruppe der Konjugationsklassen, deren Méchtigkeit die Anzahl N
der Konjugationsklassen ist. Daraus folgt [58]:

_ (M)_l _ (m)z — det C(g). (5.150)

vol(T'r)

Ty

N =|—
‘FR

Da die Anzahl der Konjugationsklassen bekannt ist, kann die Determinante der Cartan—Matrix
einer beliebigen einfachen einfach verbundenen Lie-Algebra ohne Rechung angegeben werden:

det C(4;)) = (14 1), detC(Dy) =4, detC(Eg78) =3,2,1. (5.151)
Die Determinante von G;; kann jetzt Fall fiir Fall ausgerechnet werden:
1. g(6) =A@ Xs_y, mit I > 3. Dann ist
det(Gi;) = (1 —a®)l + 1) - det C'(Xo_y), (5.152)

wie man durch explizite Entwicklung der entsprechenden Determinante zeigt. Da
det C(Xs_;) positiv ist, gilt

I+1
det(Gyj) > 0 & a’ < +T; 3<1<6. (5.153)

2. g(6) = A P Xs_;, mit [ = 1,2. Dann ergibt sich:
[=1: det(Gyj) = (2 —a?) - det C(X5), (5.154)
[=2: det(Gy;)= (3 — 2a”) - det C'(X4). (5.155)
3. 99 =Dy @ X, 1 >4. (Es gilt ja:D3 = Az, Dy = Ay @ A;.) Dann ist
det(Gij) = 4(1 — a®) - det C(Xs_y), (5.156)

also

det(Gy5) > 0 < a < 1. (5.157)

4. ¢®) = F5. Entwickeln liefert

det(Gyj) = (2 — a?) - det C(Ds) — det C(Ag) = (2 — a®)4 — 5. (5.158)
Damit gilt
13
det G > 0 & a” < T (5.159)

Das Endergebnis sind die folgenden oberen Schranken an a:

H—Tla g(6) :Al @X6—la
det(Gi;) > 0 & a’ < 1, g® =D& Xe_y, (5.160)
%’ g(6) = Es.

Diese Schranken koénnen jetzt mit den minimalen Langen verglichen werden, die die Wilsonlinie
haben muB, um g('®) zu einer gegebenen Unteralgebra zu brechen. Fiir alle Unteralgebren, die
durch Entfernen eines Punktes aus dem erweiterten Dynkin-Diagramm von g('®) entstehen,
ist die Standard-Wilsonlinie der duale Vektor der niedrigsten Wurzel von g(*®) beziiglich der
jeweiligen Unteralgebra. Ihre Linge kann daher aus der inversen Cartan—-Matrix der Unter-
algebra abgelesen werden. Die niedrigste Wurzel ist beziiglich der Unteralgebra, wie sich aus
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den Dynkin—Diagrammen ergibt, entweder Teil einer A—Typ Lie-Algebra oder einer D-Typ
Lie-Algebra.

Im ersten Fall ist sie die erste oder letzte Wurzel
Cap=fi=1l= A= i=1, (5.161)
und das duale Gewicht hat das Normquadrat I/(l + 1) < 1, denn es gilt

l

ClA)E =CA);t = 1

(5.162)
Die Gleichung (5.160) kann dann fiir jede Wahl von g®) erfiillt werden.

Im zweiten Fall ist die niedrigste Wurzel von g('®) immer die letzte oder vorletzte Wurzel
der D-Typ Subalgebra.

—ap = 1=l Ll A =4, 1=1-11 (5.163)
Nun ist
- _ l
C(Dl)l—ll,l—l = C(Dl)ul v (5.164)

also ist das Normquadrat der Standard—Wilsonlinie gleich [/4, also groler oder gleich 1 fiir I > 4.
Man kann versuchen, dieses Problem durch Nichtstandard-Losungen des Symmetriebrechungs-
problems zu 16sen. So ist z.B. die Differenz zwischen letztem und vorletztem fundamentalen
Gewicht der D-Unteralgebra eine Losung des Symmetriebrechungsproblems mit Normquadrat
1, denn

(s = B0 (o = B7) = CD) oy = 20D + D) = 4 =22 4 =1, (5.169)
Fiir { > 4 ist das aber schon die minimale Lénge eines Gewichtes, denn modulo 2 ist das
Normquadrat eines Gewichtes aus der Konjugationklasse der adjungierten Darstellung gleich 2,
das eines Vektorgewichtes gleich 1 und das eines Spinorgewichtes gleich {/4. Daraus folgt, daf im
zwelten Fall g(6) nicht vom Typ D; ® Xg_; sein kann. Selbst bei nur einer Wilsonlinie existieren
also bereits Fille, in denen Symmetriebrechung im FEichsektor und Symmetrieerhéhung im
Kompaktifizierungssektor nicht beliebig kombinierbar sind.

5.5 Kritische Hintergrundfelder und Verschiebungsvek-
toren

Die sogenannte Verschiebungsvektor-Methode [58], [81] ist genau wie die hier entwickelte Me-
thode zur Konstruktion kritischer Wilsonlinien ein Verfahren, das es ermoglicht, Eichgruppen
zu brechen und zu erweitern. Daher sollen jetzt der Zusammenhang zwischen beiden Methoden
hergestellt und ihre Vor- und Nachteile gegeneinander abgewogen werden.

Die Verschiebungsvektor-Methode kann immer angewendet werden, wenn eine Theorie
durch ein gerades selbstduales Gitter I',.,, beschrieben wird. Man startet mit einem Gitter
[' und w&hlt einen , Verschiebungsvektor® s € I', mit Ns € I', wobei N positiv und minimal
sein soll. Das definiert das ,invariante Untergitter I'y von I,

Iy={vellv-secZ}. (5.166)

Falls s2 = 2m/N, mit m € Z ist, dann ist das Gitter

Z

k=0
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genau dann gerade und selbstdual, wenn I' gerade und selbstdual ist. Wendet man mehrere
Verschiebungsvektoren nacheinander an, so hingt das Ergebnis im allgemeinen von der Reihen-
folge ab. Nur wenn alle Skalarprodukte zwischen den Verschiebungsvektoren ganzzahlig sind,
ist die Reihenfolg egal; die Verschiebungsvektoren werden dann ,kompatibel genannt. Dann
sind alle Verschiebungsvektoren Elemente von I', was sonst nur fiir den zuletzt angewandten
Verschiebungsvektor gilt.

Beim Vergleich dieser Methode mit der Abhéngigkeit von Gitterbasen von den Hintergrund-
feldern ist es naheliegend, diejenigen Basisvektoren, die sich &ndern, als Verschiebungsvektoren
zu benutzen. Da die Basisvektoren immer ganzzahlige Skalarprodukte untereinander und gera-
des Normquadrat haben, sind sie automatisch kompatibel im oben eingefithrten Sinn. Auch die
Forderung an das Normquadrat von Verschiebungsvektoren ist automatisch erfiillt. Ein durch
die Deformation von Hintergrundfeldern erzeugtes Gitter kann nur dann aus dem urspriinglichen
durch Verschiebungsvektoren hervorgehen, wenn die neuen Basisvektoren rationale Linearkom-
binationen der alten sind, denn die Konstruktion von I' beruht darauf, dafl ein Vielfaches des
Verschiebungsvektors in I' liegt. Die Hintergrundfelder miissen daher rationale Werte anneh-
men. Es sei nun I' ein Impulsgitter, I ein weiteres, das durch die Hinzunahme rationaler
Hintergrundfelder entsteht, und I' dasjenige Gitter, das aus I' durch die Anwendung der neuen
Basisvektoren von I” als Verschiebungsvektoren entsteht. Da alle Basisvektoren von IV in T
liegen, gilt N

I'cr. (5.168)

Die dualen Gitter erfiillen dann

I’ > I (5.169)
Da die Gitter I" und T' selbstdual sind folgt
I'>T (5.170)

und damit

I'=T. (5.171)

Beide Methoden liefern also, wie erwartet, das gleiche Ergebnis.

Eine Gegeniiberstellung der Vor- und Nachteile beider Methoden zeigt, dafl sie sich gut
erginzen koénnen. Vollstdndig verloren geht bei der Verschiebungsvektormethode die Infor-
mation iiber die kontinuierlichen Parameter. Dies ist der Hauptnachteil gegeniiber meiner
Methode. Die konkrete Konstruktion von I' erfolgt durch Auflisten aller Konjugationsklassen
und wird um so aufwendiger, je kleiner die Eichgruppe wird. Selbst um nur die Eichgruppe zu
bestimmen, muf} im Prinzip das Gitter explizit konstruiert werden, was auf die Auflistung von
Hunderten oder sogar Tausenden von Konjugationsklassen hinauslduft. Bei praktischen An-
wendungen versucht man mit einer erzeugenden Liste von Konjugationsklassen auszukommen.
Durch Abschéitzung der minimalen Lange von Gewichten einer Konjugationsklasse kann man
versuchen, sich auf diejenigen zu beschrinken, die zum masselosen Spektrum beitragen.

Mit der Angabe einer Basis als Funktion der Hintergrundfelder hat man natiirlich auto-
matisch eine erzeugende Liste der Konjugationsklassen in Hénden, zusatzlich aber noch die
explizite Abhéngigkeit von den Moduli. Hat man nur die Basis, so kann das ganze Gitter
auch in Form einer Konjugationsklassenliste angegeben werden. Die Starke der Verschiebungs-
vektormethode ist, dal man sehr leicht durch entsprechende Wahl von Verschiebungsvektoren
unerwiinschte Zustédnde ausprojizieren oder erwiinschte Vektoren in das Gitter hineinbringen
kann. Bei Symmetrieerhéhungen und beim Kombinieren von Faktoren aus dem Eich- und Kom-
paktifizierungssektor ist es meiner Erfahrung nach leichter, passende Verschiebungsvektoren zu
finden, als die entsprechenden Hintergrundfelder anzugeben. So kann man etwa mit einem
Verschiebungsvektor vom Eg @ Fg Modell zum D;s Modell kommen, wihrend die Bestimmung
der entsprechenden Hintergrundfelder schwierig ist. Allerdings ist gerade die Abh&ngigkeit von
den Moduli heute eine der begehrtesten Informationen. Die Bestimmung eines Verschiebungs-
vektors kann natiirlich beim Auffinden der entsprechenden Hintergrundfelder helfen, allerdings
kenne ich bisher kein allgemeines Verfahren. Der umgekehrte Ubergang ist, wie oben ausgefiihrt,
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immer moglich. Die Brechung der Fg @ Fg und Dyg auf beliebige Unteralgebren, kann im Ver-
schiebungsvektorformalismus mit Hilfe der alternativen Formulierung des Symmetriebrechungs-
problems durchgefiihrt werden. Dabei muf der Verschiebungsvektor (wie sonst die Wilsonlinie)
so gewahlt werden, dafl unerwiinschte Wurzeln ausprojiziert werden und erwiinschte Wurzeln
nicht. Wenn der Verschiebungsvektor Eintrige im Kompaktifizierungssektor des Impulsgitters
hat, kann man auch zusitzliche Wurzeln erzeugen, was in der Regel nicht erwiinscht ist.
Insgesamt erganzen sich die beiden Methoden also gut. Das driickt sich auch darin aus, dafl
ich in diesem Kapitel nicht nur Dynkin—Diagramme sondern auch die erstmals im Rahmen der
Verschiebungsvektormethode angewandte Konjugationsklassen—Arithmetik angewendet habe.



Kapitel 6

Orbifold—-Kompaktifizierungen

Die toroidalen Kompaktifizierungen der heterotischen Stringtheorie sind fiir die Elementarteil-
chenphysik aus mehreren Griinden unbefriedigend. Die RZ-Supersymmetrie ist nicht in ihrer
minimalen Form, sondern als erweiterte N=4 Supersymmetrie realisiert. Ansatze fiir Element-
arteilchenphysik jenseits des Standardmodells verwenden die Supersymmetrie zur Losung des
Hierarchieproblems und zur Verbesserung des Ultraviolett—Verhaltens. Weitere strukturelle
und #sthetische Griinde sind die Vereinigung von Kraft (Bosonen) und Materie (Fermionen)
sowie die Einbeziehung der Gravitation. All dies ist auch mit der minimalen Supersymmetrie
moglich. Erweiterte Supersymmetrien erhéhen die Anzahl der vorhergesagten neuen Teilchen,
ohne eine erkennbare Funktion zu erfiillen'. Die Probleme der Supersymmetriebrechung werden
natiirlich gréfer. Aulerdem gibt es in Theorien mit erweiterter Supersymmetrie keine chiralen
Fermionen, das heifit es ist nicht mdoglich, dal die links- und rechtshdndigen Komponenten in
verschiedenen, nicht zueinander isomorphen Darstellungen der Eichgruppe liegen. Da das Stan-
dardmodell aber in diesem Sinne chiral ist, spricht das gegen erweiterte Supersymmetrien?. Ein
weiterer Nachteil des Narain—Modells ist, dafl sich zwar die Eichgruppe brechen 148t ihr Rang
aber immer 22 bleibt, was verglichen mit dem Rang 4 der Standardmodell-Eichgruppe viel zu
hoch ist. Auflerdem fehlen bisher akzeptable Kandidaten fiir die Materie-Multipletts. Erstaun-
licherweise lassen sich alle diese Forderungen, minimale Supersymmetrie, chirale Fermionen,
eine GUT-Eichgruppe und Materie in interessanten Darstellungen der Eichgruppe, durch eine
relativ einfache Modifikation, die Kompaktifizierung auf Orbifolds, 16sen. Ein Vorteil dieser
minimalen Verallgemeinerung ist, dafl die Stringtheorie exakt 16sbar bleibt.

6.1 Orbifolds: Grundlegende Definitionen

Ein d-dimensionaler toroidaler Orbitraum oder Orbifold® O ist ein Quotientenraum des
R? mit einer diskreten Teilgruppe S der euklidischen Gruppe Euk(d) des R?

Rd

o4 & (6.1)

I Erweiterte Supersymmetrien kénnen freilich dazu fiihren, daf sich in einer Quantenfeldtheorie alle auftreten-
den Divergenzen ohne Renormierung wegheben. Das gilt allerdings nicht fiir die Supergravitation [105]. Daher
erscheint es heute plausibel, dafl die Ultraviolett—Probleme sich nur im Rahmen der vollen Stringtheorie und
nicht durch die Supersymmetrie allein 16sen lassen.

2Es ist natiirlich denkbar, daf§ die erweiterte Supersymmetrie so gebrochen wird, daB die chiralen Partner
der beobachteten Fermionen ,Spiegelfamilien” sehr hoher Masse bilden. Das wird indirekt dadurch gestiitzt,
daf} es bisher nicht méglich war, chirale Fermionen in befriedigender Weise im Rahmen der Gitterfeldtheorie zu
behandeln, was wiederum die Existenz chiraler Eichtheorien im nichtstérungstheoretischen Sinn in Frage stellt.
Andererseits ist nur sicher, dafy in der Natur auf die eine oder andere Weise chirale Fermionen realisiert sind.
Daher ist es sicher sinnvoll nach Stringkompaktifizierungen zu suchen, die dies beschreiben.

3Die grundlegenden Arbeiten iiber Stringtheorien und Orbifolds sind [23], [24] und [68]. Die Bezeichnung
Orbifold wurde in [23] eingefiihrt.

123
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Die euklidische Gruppe ist das semidirekte Produkt der Drehgruppe O(d) mit der Translati-
onsgruppe T(d)~ (R%, +)
Euk(d) = O(d) ® T(d). (6.2)

Falls S nicht frei auf dem R? operiert, sondern Fixpunkte besitzt, so hat O% dort konische
Singularititen und ist keine Mannigfaltigkeit; allerdings ist O¢ auBerhalb dieser Punkte flach,
so daf die Bewegungsgleichungen der Stringtheorie 16sbar bleiben. Ein Element g € .S operiert
auf dem R? gemiB

gx=0x+v, 0€0(d), veR, (6.3)

d.h. x € R? wird gedreht und verschoben.
Die Untergruppe

A={geslg=(L,v)}<S (6.4)
von S ist ein Gitter, und
4_ RY

ist der zugehorige Torus. Die Gruppe
P={0€0(d))3IveR?: (0,v) €S} (6.6)

wird als Punktgruppe bezeichnet; sie ist eine Untergruppe der Automorphismengruppe von
A, aber im allgemeinen keine Untergruppe von S, da (#,0) nicht unbedingt in S liegen muf.
Dennoch kann man O stets als Quotienten des Torus T¢ mit einer diskreten Gruppe P schrei-
ben,

Td
0% ==—, (6.7)
P
indem man g
P== :
A <S5 (6.8)
verwendet. P entsteht aus S durch die Identifizierung
(fu)=(f,v) ou—veEA. (6.9)

In der Stringtheorie gibt es zwei ,, Philosophien® bei der Konstruktion von Orbifolds mit
dem Narain-Modell als Startpunkt. Die erste Moglichkeit [23], [24] besteht darin, den Torus
R6
6
T® = I (6.10)
mit einer Gruppe S(®) zu twisten. Das Twisten ist hier im Ortsraum definiert, Ausgangspunkt
ist eine Kompalktifizierung der 10-dimensionalen heterotischen Theorie, die geometrische In-
terpretation als Kompaktifizierung der zehndimensionalen Theorie auf O° ist manifest. Damit
interessante Theorien mit nicht zu grofler Eichgruppe und Materiemultipletts in nichttrivialen
Darstellungen dieser Eichgruppe entstehen, mufl der Twist auf die 16 internen Freiheitsgrade,
den Kompaktifizierungssektor, erweitert werden. Dies geschieht in einem zweiten gesonderten
Schritt. Diese Vorgehensweise werde ich als den geometrischen Standpunkt bezeichnen.
Der andere, der algebraische Standpunkt geht vom Impulsraum und vom Impulsgitter I'so.6

aus: Hier wird der Torus
2246 R22+6

getwistet [68]. Diese Methode ist allgemeiner, da Rechtslaufer und Linkslaufer ohne Riicksicht
auf eine geometrische Interpretation getrennt getwistet werden kénnen?. Die 16 zusitzlichen

Linkslaufer werden nicht gesondert behandelt, aber es ist natiirlich nicht zuldssig, dafl der

4Natiirlich sind die Twists nicht beliebig. Die Konsistenzbedingungen werden sp#ter untersucht.
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Twist Links- und Rechtslaufer miteinander mischt (holomorphe Faktorisierung und modulare
Invarianz); daher ist die Twistgruppe von der Form

S =555 (6.12)

Diese Impulsraumkonstruktion kann auch symmetrisch durchgefiihrt werden und ist dann aqui-
valent zur Ortsraumkonstruktion. Dazu wahlt man man eine Twistgruppe der speziellen Form

S =519 g 59 o s mit 519 = 5l (6.13)

Da jetzt die Felder Xi und X% ¢t =1,...,6 auf die gleiche Weise behandelt werden, kdnnen sie zu
einer internen Koordinate X' zusammengefait werden und die oben beschriebene geometrische
Interpretation ist wieder moglich. Durch die Ortsraumkonstruktion oder die symmetrische Im-
pulsraumkonstruktion erhilt man symmetrische Orbifolds. Die durch die allgemeine, nicht
symmetrische Impulsraumkonstruktion konstruierten Modelle werden hingegen als asymme-
trische Orbifolds bezeichnet. Sie wurden bisher in der Literatur weniger untersucht, da bei
thnen zusétzliche technische Probleme auftreten. Narain, Sarmadi und Vafa konnten allerdings
zeigen [68], daB sich asymmetrische Orbifolds im Prinzip auf symmetrische zuriickfithren lassen.
Dazu verdoppelt man die Zahl der Freiheitsgrade und bettet das Gitter ;9.6 in ein symmetri-
sches Gitter I'sa46,2246 ein. Die symmetrischen Orbifolds heterotischer Stringtheorien lassen
sich in einem gewissen Sinn als asymmetrische Orbifolds auffassen, da die sechzehn internen
Bosonen keine rechtslaufenden Partner besitzen. Die Konstruktion des Hilbertraumes fiir die
internen Bosonen mufl daher nach dem asymmetrischen Formalismus erfolgen, nicht nach dem
symmetrischen (siehe 6.3.2).

Es werden noch einige weitere Definitionen bendtigt: Man spricht von einem abelschen
Orbifold, wenn die Punktgruppe P abelsch ist; dabei ist zu beachten, daf§ die Twistgruppe
S dann durchaus nichtabelsch sein kann. Da man immer voraussetzt, daff die auftretenden
diskreten Gruppen von endlicher Ordnung sind, ist P ein Produkt endlich vieler zyklischer
Gruppen:

P="T, @@L, . (6.14)

Im einfachsten Fall ist P = Zy (Zn—Orbifold). Orbifolds mit nichtabelschem P (nichtabel-
sche Orbifolds) sind bisher in der Literatur kaum diskutiert worden, da sie sehr kompliziert
sind (siehe [24], [31]). Wenn die Twistgruppe durch Translationen (1, v) erzeugt wird, sagt man,
der Twist sei durch Verschiebungen realisiert. Wird sie hingegen durch Rotationen (#,0) gene-
riert, so spricht man von der Rotations- oder Drehungsrealisierung, oder da dann ja 6 € Aut(A)
ist, von der Realisierung durch Gitterautomorphismen.

Die geometrische und algebraische Konstruktion von Orbifolds haben je eine wichtige Ver-
allgemeinerung. Im geometrischen Zugang ist dies die Kompaktifizierung auf Orbifolds von
allgemeinen sechsdimensionalen Mannigfaltigkeiten. Fiir die Stringtheorie sind dabei die soge-
nannten Calabi-Yau-Riume von Bedeutung [14]. Diese reduzieren sich in einem Limes, bei
dem die Kriimmung auf diskrete Punkte konzentriert wird, auf toroidale Orbifolds. Da CY—
Kompaktifizierungen nicht mehr exakt lésbar sind, spielen die toroidalen Orbifolds auch als
Grenzfille dieser allgemeineren Konstruktion eine Rolle. Vom algebraischen Standpunkt aus
spricht man auch von den Orbifolds einer konformen Feldtheorie [42]. Tst eine Zustandssumme
mit einer gewissen diskreten Symmetrie gegeben, so kann diese ,ausdividiert” werden. Asym-
metrische Orbifolds fallen in diese Kategorie. Auch toroidale Kompaktifizierungen sind in die-
sem allgemeinen Sinne Orbifolds, bei denen eine diskrete Untergruppe der Translationsgruppe
ausdividiert wird.

Der allgemeinste Ansatz fiir die inneren Freiheitsgrade einer vierdimensionalen heterotischen
Stringtheorie ist eine konforme Feldtheorie mit lokaler (0,1) WF-Supersymmetrie und zentralen
Ladungen (22,9). Auch hier kann eine gegebene Theorie durch das Ausdividieren diskreter
Symmetrien verandert werden.
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6.2 Die Geometrie von Zy—Orbifolds

In diesem Abschnitt wird die Geometrie eines d—dimensionalen Orbifolds

Td
P

beschrieben, bei dem die Gruppe P von einer Drehung der Ordnung N erzeugt wird [23], [68]:
P =(0)=Zy, mit © = (4,0) € O(d) < Euk(d) und O~ = 1. (6.16)

Das Gitter sei I', der Torus T¢ = R4/2xI. Je nachdem, ob die Ortsraum- oder die Impuls-
raumkonstruktion betrachtet, ob bosonische oder heterotischen Stringtheorien oder einzelne
chirale Sektoren konstruiert werden sollen, steht I' stellvertretend fiir das Ortsraumgitter A,
das vollstandige Impulsgitter I'r,g oder dessen chirale Teile I'r, I'r. Die im folgenden ange-
stellten Uberlegungen lassen sich in allen Fillen anwenden.

Im hier betrachteten Fall ist offensichtlich P = P = Zyx, und © muB ein Automorphismus
des Gitters I' sein. Daher sind die Wahlméglichkeiten fiir N eingeschrankt. Im Falle d = 2
gibt es z.B., wie aus der Kristallographie bekannt ist, nur die Moglichkeiten N = 1,2,3,4,6,
d.h. die Identitit, die Spiegelung und 3-, 4- oder 6-zdhlige Symmetrieachsen. Fiir d = 6 gilt
N =1,...,10,12,14,15,18, 20, 24, 30 [24]. Die singuldren Punkte des Orbifolds entsprechen den
Fixpunkten der Wirkung von © auf dem Torus; diese sind Lésungen der Fixpunktgleichung

Ox =x—27mv, vel. (6.17)
Uber ihre Losungen miissen wir folgendes wissen [68]:
1. Fall: det(1 — ©) # 0. Dann existiert (1 — ©)~! und es gilt:
x; =27(1—0) v, (6.18)

Ersetzt man v € T durch v = v +(1 — ©)we ', mit w € T, so erhdlt man den gleichen
Fixpunkt auf dem Torus T?

x} :271'(1—@)_1v—|—27rngf. (6.19)

Eine eindeutige Charakterisierung der Fixpunkte erhélt man also durch

r
. 6.20
)& =g (620
Thre Anzahl folgt aus dem Fixpunktsatz von Lefshetz:
f{zs} = det(l — O). (6.21)

2. Fall: det(1—0) = 0. Dann ist die Zahl 1 ein Eigenwert von ©, d.h. es existieren invariante
Richtungen und folglich Fixtori und nicht nur diskrete Fixpunkte. Da aber Eigenrdume
zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind, kann man © auf das orthogonale Komple-
ment des 1-Eigenraumes einschrianken und so den 2. Fall auf den 1. zuriickfiihren. Die
Charakterisierung der Fixpunkte im Unterraum erfordert noch eine kleine Uberlegung:
Der ,invariante Teil“ I von I' besteht aus den punktweise invarianten Gittervektoren

I={veT|ov=v}. (6.22)
Als ,nicht invarianten Teil“ N bezeichnet man das orthogonale Komplement von I in I':
N={weTl|lw-I=0} (6.23)

Die direkte Summe der beiden ist im allgemeinen ein echtes Untergitter von T’

IGNCT. (6.24)
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Ein Beispiel fiir das Nichtbestehen der Gleichheit ist das Gitter
I'=(A2E6)k K (6.25)

mit den Konjugationsklassen (R, R), (F,F) und (F, F), wenn © auf dem A,—Teil eine
Drehung um 120 Grad und auf dem Eg—Teil die Identitat ist. Denn dann gilt:

I=(0,R), N=(R,0). (6.26)

Von [ und N zu unterscheiden sind auch die Projektionen T und N von I auf die I- bzw.
N-Richtung. Diese erfiillen o
rcienN. (6.27)

Im obigen Beispiel gilt
I=(0,R)+(0,F)+(0,F), N =(R,0)+(F,0)+(F,0). (6.28)
Fiir die Charakterisierung von Fixpunkten ist folgende Aussage entscheidend:

1
v:ﬁ(l—G))xf, vell = wveN. (6.29)

Beweis: Sei u € I, beliebig und v wie oben. Dann ist

1 1 _
u~V:ﬁu~(1—®)Xf:ﬁ<u~Xf—® 'u-x;) =0 (Vuel). (6.30)

Daher ist v € N, qed.
Da im Falle 1 (det(1 — @) #0), T = N (und I = {0}) ist, gilt in beiden Fillen:

N

>~ 6.31
(b= o (6:31)
WEeil die rechte Seite eine endliche abelsche Gruppe ist, kann man auf der Menge der Fixpunkte
eine Gruppenstruktur definieren und erhilt so die Fixpunktgruppe, die bei der Beschreibung
von Stringwechselwirkungen [22], [47], und der Konstruktion des Hilbertraumes auftritt [24],

[68].

6.3 Symmetrische Z,y—Orbifolds: Die Konstruktion des
Hilbertraumes

6.3.1 Der ungetwistete Sektor

In diesem Abschnitt wird fiir die symmetrischen Zy Orbifolds bosonischer und heterotischer
Stringtheorien der Hilbertraum konstruiert, um die physikalischen Zustinde zu identifizieren.
Es werden keine Wilsonlinien zugelassen, A; = 0. Das Impulsgitter faktorisiert also in der Form
16 @ ['s. Wir beginnen mit d bosonischen Freiheitsgraden, also mit einer bosonischen Theorie
oder den WF-bosonischen Freiheitsgraden der heterotischen.

Ausgangspunkt der Konstruktion [24] sind der Ortsraumtorus

Rd
d
= — 6.32
27A ( )
und eine Gruppe von Automorphismen des Gitters A:
P=P=(0)=Zy. (6.33)

Durch die Identifizierung
X=0X+2rv, veA (6.34)



128 KAPITEL 6. ORBIFOLD-KOMPAKTIFIZIERUNGEN

entsteht der Orbifold

Td
04=—. 6.35
2 (6.35)
Der Hilbertraum H 7 des Torus—Modells, der durch Anwendung der Oszillatoren o’ , & auf

den Grundzustand |0}, bzw auf die Impuls—/Windungszustande |kz,kg) entsteht, mufl jetzt
auf die unter © invarianten Zustinde projiziert werden. Um die Wirkung

ol 0l | (0Y) e 0(d) (6.36)

auf die Oszillatoren moglichst einfach zu beschreiben, kann ausgenutzt werden, daf sich jede
orthogonale Matrix durch eine unitire Transformation (alsoi.a. durch Ubergang ins Komplexel)
diagonalisieren 1483t:

O =UeUt, UeU(d), (6.37)
mit
627Ti¢1

6—27Ti¢1

o = ~1 . (6.38)

Die Eigenwerte 1 entsprechen den invarianten Richtungen, die Eigenwerte -1 charakterisieren
Richtungen in den O als reine Spiegelung wirkt. Den Richtungen, in den der Twist als Drehung
(oder Drehspiegelung) wirkt, sind Paare von komplex konjugierten Eigenwerten zugeordnet.
In diesen Richtungen miissen die reellen® Koordinatenfelder X’ zu komplexen Koordinatenfel-
dern X4 X% = (X%)* zusammengefafit werden. Da ©Y = 1 ist, sind alle Eigenwerte N—te
Einheitswurzel.

Die Projektion auf invariante Zustdnde wird am giinstigsten so ausgefiihrt, dafl man zuné&chst
sowohl im linken als auch im rechten Hilbertraum Eigenzustédnde von © konstruiert und dann die
invarianten Kombinationen (unter Beachtung der Massenformel und der Balance-Bezichung)
bildet. Im linken Hilbertraum Hj erhilt man die Eigenzustande, indem man die komplexen
Koordinatenfelder nach Oszillatoren entwickelt:

Eigenzustand: 5%,]0), Eigenwert: ¢27i%a
: ﬁ— . ’ ) (6.39)
Eigenzustand: 3¢,]0), Eigenwert: e~ 2mida,

mit @ =1,2,3 und @ = 1,2, 3. Die kanonischen Vertauschungsrelationen beziiglich der komple-
xen Koordinaten sind

(82, B8] = m8®6min 0. (6.40)

Als Standardbeispiel betrachte ich im folgenden die Kompaktifizierung von 2 Dimensionen
der bosonischen oder heterotischen Stringtheorie auf dem Wurzelgitter der Lie-Algebra As mit
nichtkritischem B;;~Feld. Als Automorphismus wird dabei eine Drehung um 120 Grad gewé&hlt,
die die erste einfache Wurzel a4 auf die zweite einfache Wurzel a5 abbildet. Als erstes wird
diese Drehung diagonalisiert:

927/3 n(2r/3 21i/3 0
cos(2n/3) - sin@r/3) o [ € ). (6.41)
—sin(2r/3) cos(2n/3) 0 e—2mi/3

0=

5Die Charakterisierung ,,reell“ ist immer als ,reell in der Minkowski-Formulierung zu lesen.
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Die Oszillatoren beziiglich der Diagonalbasis sind:

B = ! (ol +ia?), (6.42)

R
Bl = —(at —ia?). (6.43)

und entsprechende Rechtslaufer. Man erkennt, dafl die generische U(1)7 @U (1)%-Symmetrie der
bosonischen Theorie gebrochen wird, da die Eichbosonen Kombinationen aus nicht-invarianten
internen Oszillatoren und invarianten Oszillatoren mit vierdimensionalen Raum—Zeit Indizes
sind:

BLLE|0Y 2B 1A, (6.44)
BLLEM 10y e 2B £ (6.45)

und entsprechend fiir die U(1)%-Eichbosonen. Im Falle der heterotischen Theorie gilt, wie wir
noch sehen werden, das gleiche fiir die generischen U(1)? = U(1)7 Eichgruppe.

Bei der allgemeinen Diskusion der Projektion wurden bisher die links- und rechtslaufenden
Impulseigenzustande |kr;kgr) ausgeklammert. (Ich betrachte der Einfachheit halber nur die
Linksldufer.) Sie transformieren ,dual® zu den Koordinatenfeldern, denn es gilt:

exp(ky, - X(2)) = exp(kr - 0X(2)) = exp(0~ 'k, - X(2)). (6.46)

In den Richtungen, in denen © nicht identisch wirkt, sind die Zustdnde |kz) nicht invariant.
Daher werden auch geladene Eichbosonen

|kz) ® RZ-Vektor, (6.47)

die bei kritischen Werten von B;; auftreten (k7 = 2), i.a. ausprojiziert. Allerdings kann man
durch Summation iiber die Orbits von © immer invariante Linearkombinationen erhalten, denn

Z@ﬂkm (6.48)

ist offensichtlich invariant. Durch Bilden weiterer, komplexer Linearkombinationen kann man
wie bei den Oszillatoren alle Zustdnde zu Eigenzustinden von © zusammenfassen und dann
aus den links— und rechtslaufenden Zusténden invariante Kombinationen bilden. Falls © keine
Fixrichtungen besitzt, existieren genau d invariante Kombinationen, die eine u(1)%-Algebra
erzeugen. Falls dariiber hinaus 0 <! < d invariante Richtungen existieren, gibt es auch geladene
invariante Zustiande und die erzeugte Algebra ist g(¥) & u(1)%~"!, wobei g eine halbeinfache
Lie-Algebra vom Range | ist® [46]. Die durch das Twisten erzielte Brechung der Eichgruppe
(bei kritischem B;;—Feld) ist also

GYeGl o (GVeU1)), ®(GY e U(1) ") (bosonisch),

(6.49)
G — GO g U(l)d_l (heterotisch).

Als Beispiel betrachten wir den zweidimensionalen Zz—Orbifold, mit kritischem B;;-Feld
[59]. Dann enthilt der linkslaufende Teil des Torus—Modells 6 geladenene masselose Zustinde,
die den 6 Wurzeln +ay, +as, +(a1 + az) der Lie-Algebra A, zugeordnet sind. Unter ©
transfomieren diese Zustdnde wie folgt:

|a1> — | — (Oél + a2)> — |a2> — |OZ1> — - (650)

|—a1>—>|(a1+a2)>—>|—Oz2>%|—a1>—>~~~ (651)

6Die allgemeine Diskussion erfolgt in Abschnitt 6.4.
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Die Eigenzustande und ihre Eigenwerte sind:

o) + |as) + | — (1 + a2)) EW: 1

(6.52)
| — a1y + | — a2+ |or +az) EW: 1
lo1) + €27/3|ag) + 4T3 — (ay + ) EW: e27i/3 6.53)
| — 1) + e27/3] — an) + 4730y + as)  EW: e27i/3
lo1) + e47/3]as) + e27/3| — (a1 + a2)) EW: e47i/3 6.54)
| — 1) + e473] — an) + 2730y + ap)  EW: etmi/3
Es gibt zwei invariante (ungeladene) Zustinde. Die Symmetriebrechung ist
SU(3)L — U(1)3, (6.55)
wie es die oben referierte allgemeine Theorie voraussagt. Eine vierdimensionale Zs—
Orbifoldtheorie erhdlt man durch die Kompaktifizierung auf dem Gitter
A=Ay d Ar & Ay, (6.56)

wobei der Twist jetzt auf jedem der As—Gitter auf die oben beschriebene Weise wirkt. Dieses
Modell ist der am meisten studierte, der Standard—Orbifold.

Um die fiir uns eigentlich interessanten heterotischen Orbifoldtheorien zu konstruieren, mufl
noch die Wirkung des Twistes auf die WF-Fermionen festgelegt werden. Sie wird durch die For-
derung nach ungebrochener WF-Supersymmetrie, die eine unaufgebbare Konsistenzbedingung
ist, bestimmt [24] (siehe auch [81] und [58]). Die drei komplexen rechtslaufenden WF-Bosonen
X (%) bilden zusammen mit den drei entsprechenden komplexen Fermionen ¢®(%z) den WF-
Superstrom

Tr(Z) = "0 X7 + ¥ 0:X,. (6.57)

Aus der Twist—Invarianz von Tr folgt, dal die WF-Fermionen wie ihre bosonischen Partner
transformieren:

O 1 W — IMiGay?, (6.58)

Fiir die WF—Fermionen kénnen periodische oder antiperiodische Randbedingungen gestellt wer-
den, es gibt daher einen RZ-bosonischen NS—Sektor und einen RZ—fermionischen R-Sektor. Um
das Transformationsverhalten der zugehorigen Zustande zu bestimmen, mufl man nur wissen,
zu welcher Darstellung der internen SO(6)-Gruppe sie gehéren. Der Rotationsteil des Twistes
erzeugt eine diskrete Untergruppe dieser SO(6), die ja die Drehgruppe der kompaktifizierten
Dimensionen ist. Der Translationsanteil wirkt sich nicht auf das Feld 9zX® und damit auch
nicht auf den Superstrom und die WF-Fermionen aus. Die Fermionen transformiern also unter
dem Twist gemé&f der durch den Rotationsanteil induzierten Darstellung der internen Dreh-
gruppe. Wieder kann man im Komplexen Linearkombinationen bilden, die beziiglich dieser
Wirkung diagonal sind und als Eigenzustdnde mit einer Phase transformieren, die eine N-te
oder bei Spinordarstellungen eine 2N-te Einheitswurzel ist [24], [46].

Als Beispiel konstruiere ich nun den universellen Teil des Spektrums eines vierdimensionalen
heterotischen Zs—Orbifolds, d.h. den Teil, der nicht davon abhéngt, wie der Twist als Eichtwist
auf die 16 internen Bosonen X’ (z) fortgesetzt wird. Es ist also

Gij = C(AT®)ij, Bij =0, Ai =0 (6.59)

und

A=Tg(AT?) Tas6=T1i6® Tsp. (6.60)

(Die Hintergrundfelder kénnen auch allgemeiner gewihlt werden. Die Feststellung der dabei
zuléssigen Werte wird im néchsten Kapitel Gegenstand einer ausfiihrlichen Untersuchung sein.)
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Das Verhalten der bosonischen Oszillatoren ist bereits bestimmt worden. Das Gleiche gilt
fiir die fermionischen NS- und R- Moden. Gruppentheoretisch liegt diesen Uberlegungen die
Einbettungskette

Zs C SU(3) C SO(6) (6.61)

zu Grunde. Die Einbettung SU(3) C SO(6) kommt dadurch zustande, dafi die diagonalisierte
Twistmatrix mit der U(3)-Matrix

g2mid 0 0
0 g2mide 0 (6.62)
0 0 627Ti¢3

identifiziert. In unserem Fall ist ¢1 = ¢ = ¢35 = % Da die Determinante gleich 1 ist, liegt die
Twistmatrix sogar in der SU(3). Die Twistmatrix generiert dann offensichtlich eine zentrale Zz—
Untergruppe der SU(3). Die RZ-Oszillatoren sind SO(6)-Skalare und damit Twist—invariant.
Sie sind Vektoren beztiglich der kleinen Gruppe SO(2) der vierdimensionalen Poincaré-Gruppe.
Die internen Oszillatoren sind dagegen Vektoren der SO(6) und RZ-Skalare. Die Vektordar-
stellung zerfallt beziiglich der SU(3) als

6v = 3r @ 3y, (6.63)

wobei die diagonalisierten Zustiande der 3 mit der Phase ¢27/3 und die der 3% mit der Phase
e~2™/3 unter dem Twist transformieren. Insgesamt gilt fiir die WF-bosonischen masselosen

Zustande: (ohne Impuls-/Windungszustinde und Eichsektor)

Zustand YA SU(3) | SO(2) || Zustand YA SU(3) | SO(2)
o™, |0) ! 1 2 LA 1 2 660
Ba0y | €23 | 3p 1 b, ,0) | €7™% | 3p 1
BELN0) | emmB ) 35 L[0T, ,[0) | e /P | 35 1
Der Grundzustand |(a(1+ ( )b |( (2 ))> des R—Sektors einer toroidalen Kompakti-

fizierung transformiert bekannthch nach Darstellung (1,45)® (—3,4¢) der Gruppe SO(2) ©
SO(6). Die Bestimmung des Twistverhaltens kann mit Hilfe des lokalen Isomorphismus

SU(4) = SO(6) (6.65)

dadurch erfolgen, dafi die SU(4)-Darstellungen in SU(3)-Darstellungen zerlegt werden. Die
SU(4)-Darstellungen zerfallen gemaf

45 =3rp1, (666)

40 =351, (6.67)

wobei die twistdiagonalen Linearkombinationen der SU(3) Darstellungen 1, 3r, 37 mit den
Phasen 1,e2™/3 ¢=27i/3 transformieren. Die masselosen R—Zusténde sind daher:

Zustand YA SU(3) | SO(2)
|(+3,3p)) | €2/3 | 3p +1
b1 | 1 |1 | 43 (6.68)
(4300 [P | 3 | -3
[(=3.1)) 1 1 —3
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Der universelle Teil des masselosen Spektrums entsteht durch das Bilden invarianter Kom-
bination aus den obigen links- und rechtslaufenden Zustidnden. Zunichst gibt es die Zustdnde

Zustand Helizitét | Interpretation
+2 Graviton

o/flbﬁl/2|0> 0 Dilaton (6.69)
0(-) Axion

o/fﬂ(—l—%, 3r)) :I:% Gravitino

a™|(-3,37) | *3 Dilatino

Das Graviton und das Gravitino bilden eine N=1 Supergravitationsmultiplett. Durch das Twi-
sten ist also die erweiterte auf die minimale RZ—Supersymmetrie gebrochen worden. Das Di-
latino bildet zusammen mit dem Dilaton und dem Axion zwei konjugierte chirale Supermulti-
pletts, die weiterhin als String—spezifischen Besonderheit das Graviton begleiten.

Mit Hilfe der internen Oszillatoren kénnen supersymmetrische Materiemultipletts konstru-
lert werden:

9 Skalare

Zustand Helizitat Interpretation
BT 1,10) 0 9 Skalare
Be(— %, 3%)) —% 9 linkshandige Spinoren (6.70)

BILBY 1510) 0
AL |(+5,3r)) | +3

Das sind 18 konjugierte chirale Supermulipletts; die 9 Familien von masselosen Fermionen und
ihre supersymmetrischen Partner beschreiben. Sie tragen keine weiteren Quantenzahlen, sind
also ungeladen. Die innere Symmetriegruppe der N=4 RZ-Supersymmetrie wird durch das
Twisten zum Organisator einer Familienstruktur bei den neu entstehenden Materiemultipletts
umfunktioniert. Bei Z3—Orbifolds ist die Anzahl der so entstehenden Familien ein Vielfaches
von 37.

Bisher nicht beriicksichtigt wurden die Zustdnde des Eichsektors. Thr Transformationsver-
halten hingt davon ab, wie die Twistwirkung auf die Felder X! mit ihrem Gitter I';5 fortgesetzt
wird. Um einen Eindruck zu geben, referiere ich auch hier fiir ein Standard—Beispiel. Man wahlt
A; = 0 und das Impulsgitter ist

9 rechtshéndige Spinoren

[16 @ L6 (6.71)

Als Eichgruppe wird G119 = F(8) @ E(8) gewihlt. Die Twistgruppe Zs muf in die auf den
X1 operierende euklidische Gruppe Euk(16) eingebettet werden. Diese nehmen ihre Werte auf
dem Torus

R16
R T

an. Realisiert man den Twist als eine Drehung, so muf} dieser auf I';g als Automorphismus
wirken. Da I'yg das Gewichtsgitter der Eichgruppe ist, definiert das wiederum einen Automor-
phismus von F(8) ® F(8). Der Twist mufl die Ordnung 3 haben. Die Standardwahl besteht
darin, einen Automorphismus zu wihlen, der auf einem der A?S Untergitter von I'1¢ genau so
operiert, wie der Ortsraumtwist, also durch eine Drehung um 120 Grad. Die Twistgruppe ist
in die alte Eichgruppe F(8) als Zentrum einer SU(3) Untergruppe eingebettet:

T (6.72)

Zs C SU(3) C (SU(3))* C SU(3) @ E(6) C E(8). (6.73)

"Vielleicht liegt hier die Antwort auf die Frage eines verbliifften Physikers bei der Entdeckung des Myons
(“Who ordered that?”) verborgen, wobei natiirlich zu kldren wére, ob Z;—Kompaktifizierungen in der
Stringtheorie dynamisch bevorzugt sind.
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Die unter dem dadurch definierten Lie-Algebra—Automorphismus invariante Unteralgebra ist
[46]:
gém) = AP Es P Es. (674)

Die Eichgruppe des Orbifold-Modells ist daher SU(3) @ E(6) ® FE(8). Fiir dieses Modell gibt es,
wie fiir jeden zu einem inneren Lie-Algebra—Automorphismus fithrenden Twist, eine dquivalente
Verschiebungs—Realisierung durch eine Translation (1, v) im R® [24], [46]. Da fiir die X? bereits
toroidale Randbedingungen beziiglich I'1g gefordert wurden, wird hier insgesamt durch

T16
((1,v))

ein neuer Torus definiert. Da der Twist von N-ter Ordnung sein mufi (N=3 im hier betrach-
teten Beispiel) gilt Nv € T'j6. Daher ist der neue Torus wohldefiniert, was nicht der Fall,
ware, wenn die alten und die neuen toroidalen Randbedingungen inkommensurabel sind. Die
Verschiebungs—Realisierung hangt iibrigens mit der friither beschriebenen Verschiebungsvektor—
Methode eng zusammen (siche 6.4).

Wir kénnen nun den Beitrag des Eichsektors zum Spektrum angeben. Die adjungierte
Darstellung der E(8)® E(8) zerfallt beziiglich der invarianten Untergruppe SU(3)® E(6)® F(8)

lIl8

016 — T/16 —

(6.75)

Das Twist—Transformationsverhalten hingt von der Konjugationsklasse der SU(3)-Darstellung

ab: Zustinde in der R, I, T Konjugationsklasse transformieren mit der Phase 1,¢27/3 ¢=27i/3,
Damit gibt es folgende Twist—invariante Zustande:
Links Rechts Helizitat Supermultiplett
(8r,1,1) b’fl/2|0> +1 Super—Y M—-Multiplett
(1r,78,1) |(—|—%, 1)) —1—% mit Eichgruppe
(n1.248) | [(—h1) | —5 | SUG) @ EE) o BE) -
(3r,27p,1) b§1/2|0> 0 3 geladene chirale
[(— %, 3%) — % Supermultipletts
(3%,277,1) b‘il/2|0> 0 3 geladene chirale
|(—|—%, 3r)) —1—% Supermultipletts

Es gibt also aufler den Eichbosonen 3 Familien von Fermionen in der fundamentalen Darstel-
lung (3F,27) der SU(3) ® E(6) und die supersymmetrischen Partner, Eichbosinos und Skalare.
Interpretiert man die SU(3) als horizontale (Familien-) Symmetrie, so gibt es 9 Familien in
der fundamentalen Darstellung 27 der Gruppe E(6). Dies schlagt die Briicke von den String-
kompaktifizierungen zur GUT-Ph&nomenologie, denn die E(6) ist eine der favorisierten GUT-
Eichgruppen. Da die 27 Darstellung komplex (nicht selbstkonjugiert), also nicht zu 274
isomorph ist, sind die Fermionfamilien chiral. Der Teilcheninhalt des Standard-Modells 148t
sich in eine vereinheitlichte E(6)-Theorie einbetten. Die ungebrochene E(8) koppelt nur iiber
die Gravitation an die normale Materie und tritt nur als ,Schattenmaterie in Erscheinung?®.
Mit vergréfertem Aufwand bei der Konstruktion lassen sich noch wesentlich  realistischere®
Kompaktifizierungen erzeugen. Angesichts des Umstandes, dafl die Konstruktion so einfach

8Diese Zerlegung erhilt man, wie alle anderen in dieser Arbeit angegebenen auch, entweder durch Nach-
schlagen in Tabellen [86], [154] oder durch die in [138] und [137] angegebenen Methoden. Die Kenntnis des in
den Anhédngen B und C zusammengestellten Materials ist im Prinzip ebenfalls hinreichend, obwohl ich dort auf
Zerfallungsregeln (branching rules) nicht explizit eingehe.

?Damit ist neuer Kandidat fiir dunkle Materie im Universum gefunden.
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ist, daBl die Bewegungsgleichungen der Stringtheorie exakt 16sbar bleiben und verglichen mit
Kaluza—Klein—Supergravitationstheorien ist das ein grofler Erfolg der Stringtheorie.

Bereits friiher war gezeigt worden, daf die generische U(1)°-~Eichgruppe des Kompaktifi-
zierungssektors durch das Twisten vollstandig gebrochen wird. (Der einzige Rest dieser Sym-
metrie ist die diskrete Zg—Invarianz unter den Twists.) Dadurch reduziert sich der Rang der
Eichgruppe von 22 auf 16. Falls kritische Hintergrundfelder gew#hlt werden,

1 1 1 1
-Cy &A= §FR, Bi; = Zcij mOdi’ (6.78)

Gij:4

vergroflert sich die Eichgruppe im Kompaktifizierungssektor des toroidalen Modell auf
G=GVYeUu@s (6.79)

Der Twist bricht die U(1) Faktoren vollstandig, von der halbeinfachen Eichgruppe iiberlebt
aber mindestens eine U(1)'~Untergruppe. Die tatsichliche Eichgruppe muf fallweise bestimmt
werden, genau wie bei der Eichgruppe des Eichsektors. Beim Standard-Zs—Orbifold gilt:

G=(SUBNY oUW * sGa=U0)*, k=1,2,3, (6.80)

Jje nachdem, ob die Hintergrundfelder beziiglich 1,2 oder 3 der A;—Tori kritisch sind. Da sich
der Rang der Eichgruppe wieder auf bis zu 22 erhoht, sind diese Modelle weniger von phino-
menologischem als vielmehr von systematischem Interesse. Modelle mit erhéhter Symmetrie
spielen eine wichtige Rolle fiir die Struktur des Moduliraums.

Einige Ziige des hier gew&hlten Beispieles sind nicht reprisentativ fiir allgemeine Orbifold—
Kompaktifizierungen: Zum einen kann die RZ-Supersymmetrie vollstiandig gebrochen werden,
zum anderen kann die Tachyon—Freiheit verloren gehen. Fiir Zs—Orbifolds kann allgemein
gezeigt werden, dafl ungebrochene RZ—-Supersymmetrie und Tachyon—Freiheit d&quivalent sind

[24].

6.3.2 Die getwisteten Sektoren

Mit der Projektion des toroidalen Hilbertraumes auf die twistinvarianten Zustinde ist die Kon-
struktion des Hilbertraumes einer Orbifold-Kompaktifizierung noch nicht abgeschlossen, da
das durch die Projektion definierte Modell nicht modular invariant ist. Die Forderung nach
modularer Invarianz der Genus—1-Zustandssumme erzwingt die Einbeziehung weiterer ,,getwi-
steter” Sektoren!®. Die Argumente, die dazu fiihren, dhneln denen, die bei der Diskusion der
Spinstrukturen gebraucht wurden. Die Projektion auf ©-invariante Zustdnde entspricht der
Summation iiber alle getwisteten Randbedingungen in zeitlicher Richtung auf dem WF-Torus:

X(z+71)= @ZX(Z) mod 27A. (6.81)

Durch die Transformation 7 ——1/7 werden die raumartige und die zeitartige Richtung auf dem
WF-Torus vertauscht. Die Zustandssumme des projizierten Modells ist daher nicht modular in-
variant. Der einfachste Ausweg besteht darin, iiber alle getwisteten Randbedingungen in Raum-
und Zeitrichtung zu summieren. Falls die Operation der modularen Gruppe in mehrere Orbits
zerfallt, z.B. bei Z xy—Orbifolds, bei denen N keine Primzahl ist, konnte man auch einzelne Orbits
wihlen oder relative Phasen (,,diskrete Torsion“) einfiihren [42], [90]. Das entspricht zusétz-
lichen Projektionen im unten erlduterten Hilbertraum—Formalismus. Normalerweise summiert
man {iber alle Randbedingungen. Bei Primzahl-Z y—Orbifolds ist das auch die einzige Lésung.
Die modulare Invarianz der Genus—1-Zustandssumme ist bei abelschen Orbifolds nicht nur not-
wendig, sondern auch hinreichend fir die modulare Invarianz auf Weltflachen von beliebigem
Genus. Bei nichtabelschen Orbifolds kommen zusétzliche Bedingungen hinzu [31], [32].

Die Summation iiber alle Randbedingungen muf} nun in die Konstruktion des Hilbertraumes
iibersetzt werden. Die Gesamt—Hilbertraum Ho eines Orbifold—Modells ist dann eine direkte

10Siehe [24], sowie fiir allgemeine Orbifolds konformer Feldtheorien [42].
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Summe von Hilbertraumen #;,
Ho = P H:, (6.82)

wobel

1. ) der Raum #; aus Feldern mit den Randbedingungen
X(o' 4 7,0°%) = @iX(Ul, o) 4 27v (Minkowski-Formulierung) (6.83)

bzw.
X(ezmz, 6_27”7) = @iX(z,E) + 27v (Euklidische Formulierung) (6.84)

konstruiert wird, was der Summation iiber alle Randbedingungen in Raumrichtung ent-
spricht, und

2. ) in jedem der Raume #; auf ©-invariante Zustinde projiziert wird, was der Summation
iiber alle Randbedingungen in Zeitrichtung entspricht.

Um Verwechslungen mit dem modularen Parameter 7 zu vermeiden, habe ich die Koordinaten
auf dem Minkowski-WF-Zylinder mit 0%, o' bezeichnet. Man beachte auch, dafi in Formel
(6.84) die euklidische Weltflache die komplexe Ebene, nicht der Torus ist.

Die Konstruktion des 0. oder ungetwisteten Sektors wurde im vorigen Abschnitt durch-
gefithrt. Als repréisentatives Beispiel fiir die getwisteten Sektoren diskutierte ich im folgenden
den 1. getwisteten Sektor. Die Konstruktion der anderen Sektoren ist danach klar.

Um die Gestalt des Koordinatenfeldes im 1. Sektor zu bestimmen mufl der allgemeine
Ansatz ] ] ] ) ] )

X(2,7) = x — %kL log 7 — %kR log 7 + % 3 e+ % 3 R (6.85)
p#0 q#0
fiir die Modenentwicklung in die Gleichung

X(e?™ 2 e7?™7) = 0X(2,7) 4 27V (6.86)
fiir die Randbedingungen eingesetzt werden. Durch Vergleich der logarithmischen Terme folgt:
Ok, =k; Okgr =kg. (6.87)

d.h. nur (punktweise) invariante Impulse sind erlaubt: Interne Impulse und Windungen sind
entlang der Richtungen, auf die © nicht—trivial wirkt, verboten. Der Vergleich der konstanten
Terme liefert:

x+ n(ky —kg) = 0x + 27v. (6.88)

Falls es keine invarianten Richtungen gibt, ist k; = kr = 0, und wir erhalten die schon bekannte
Fixpunktgleichung. Die Lage des Schwerpunktes des Strings ist demnach in den getwisteten Sek-
toren quantisiert und muf gleich einem der Fixpunkte sein; insbesondere ist jedem Fixpunkt x;
ein Grundzustand |0, x;) zugeordnet und alle diese Grundzustande sind entartet, solange keine
Wilsonlinien auftreten. Falls invariante Richtungen existieren, gilt eine modifizierte Fixpunkt-
gleichung. Entlang der invarianten Richtungen sind nichttriviale Windungszustdnde erlaubt
und der Schwerpunkt verschiebt sich um einen Betrag

n(kr —kr) = 27w, (6.89)

der proportional zum Windungsvektor w ist.
Die Betrachtung der Potenzterme liefert schlieflich Gleichungen fiir die Oszillatoren. Wir
betrachten nur den linkslaufenden, holomorphen Anteil

08, = e 2™Pg, (6.90)
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wobel p € %Z, da ja ©Y = 1 sein mufl. Durch Ausschreiben in Komponenten (beziiglich einer
komplexen Diagonalbasis) erhélt man daraus

(08,)" = ¢2mi%a gt = =2MPgY = — 6, (mod Z) (6.91)

und durch Betrachtung der komplex konjugierten Linerarkombination
(@ﬁp)ﬁ — e—2m’¢>aﬁg - e—ZWiPﬁg = p=d, (mod Z). (6.92)

Beziiglich der Diagonalbasis sind die auftretenden Indizes in jeder Richtun um ein gewisses
Vielfaches von 1/N verschoben. Das in die Konstruktion der Vertexoperatoren (fiir Nicht—
Windungszustande) eingehende Feld 0X ist jetzt keine eindeutige, sondern eine N-deutige
Funktionen in der komplexen Ebene mit Verzweigungspunkten bei 0 und oo:

i0. X7 (2) = Z Byt = Z AN (6.93)
PEZ—da /N meZ

0.X(z) = > BT =Y B, N (6.94)
peli+ga /N meZ

Damit ist jetzt klar, wie der getwistete linkslaufende Hilbertraum zu konstruieren ist: Er
entsteht durch Anwendung der ,Oszillatoren® g2, ﬁfp auf die den Fixpunkten zugeordneten
Grundzustdnde. Die kanonische Quantisierung liefert die gewohnten Vertauschungsrelationen
fiir die Oszillatoren, allerdings jetzt mit gebrochen—zahligen Indizes:

(X0, ), PP’ 7)] = 6% (o — o) (6.95)

= [ g, ﬁg] = p6a56p+q, 0- (696)

Der zu 7 adjungierte Zustand ist also

(Bp)* =52, (6.97)
Die Massenformel besitzt die allgemeine Form
1. 5 ~
gM =N+a=N+a. (6.98)

Der aus den gebrochenzahligen Oszillatoren konstruierte Anzahl-Operator erfiillt die gewohnte
Vertauschungsrelation

[N, B_p] = PB—p. (6.99)

Die Normalordnungskonstante ¢ mufi neu (mit Hilfe der (-Funktion—-Regularisierung) berechnet
werden: Fiir jedes Feld X oder X% (die komplex konjugierten Felder miissen extra gezihlt
werden!) erhidlt man einen Beitrag

1 ¢a a
b——ﬂ—l—W(l—W) (6.100)
zu a [42]. Ein normales (d.h. ungetwistetes) reelles Koordinatenfeld liefert also b = —1/24 was

bei 24 Feldern (bosonische Stringtheorie in der Lichtkegeleichung) den bekannten Wert a = 1
liefert. In der heterotischen Stringtheorie miissen analoge Betrachtungen fiir die WF—Fermionen
Y%, Y% angestellt werden. Auch hier gibt es dann getwistete Moden—Operatoren. Die bereits
ohne Twist halbzahligen Moden der NS-Fermionen sind dabei als zusitzlicher Za—Twist zu
behandeln. Der Beitrag eines getwisteten Fermions zur Normalordnungskonstante ist genau
—b. Im R-Sektor kompensieren sich daher die Normalordnungskonstanten von WF-Bosonen
und WF-Fermionen. Bei den WF-Fermionen schlieffit die Summation tiber alle getwisteten
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Randbedingungen eine Summation iiber alle Spinstrukturen ein. Man spricht daher auch von
der verallgemeinerten GSO-Projektion.

Falls der Twist Fixrichtungen besitzt, sind beziiglich dieser auch diskrete Impuls- / Win-
dungszustdnde moglich. Da in diesen Richtungen auch die Modenentwicklung ganzzahlig ist,
entspricht die Hilbertraumkonstruktion hier der bei einer toroidalen Kompaktifizierung (siehe
6.4). Es ist wichtig zu bemerken, daf§ das Gitter A im allgemeinen nicht orthogonal ist. Daher
faktorisiert ein Orbifold mit Fixrichtungen im allgemeinen nicht in das Produkt eines Orbifolds
ohne Fixrichtungen und eines Torus. Entsprechend faktorisiert auch der Hilbertraum nicht,
und die Impuls- / Windungszustinde sind fixrichtungsabhingig [68].

Eine weitere Modifikation des Formalismus ist beim Twisten der Eichfreiheitsgrade zu be-
trachten. Das Fehlen der rechtslaufenden chiralen Anteile, macht sich bei der Diskusion der
Nullmoden, d.h. der Fixpunkte, bemerkbar [24]. Die Konstruktion des Hilbertraums kann
als Spezialfall der Konstruktion asymmetrischer Orbifolds behandelt werden [68]. Zun&chst
konstruiert man einen normalen, nicht—chiralen Orbifold mit Gitter I';g,16. Der Hilbertraum
zerfillt in einen links- und einen rechtslaufenden Anteil, und man mochte den rechtslaufenden
weglassen. Um diese Prozedur (das ,,Quadratwurzelziehen aus dem Hilbertraum*) auf den Fix-
punktsektor auszudehnen, muf} die Darstellungstheorie der Fixpunktgruppe zu Hilfe genommen
werden. Man kann zeigen, dafl die Zahl der Fixpunkte eine Quadratzahl ist, und das jedem
chiralen Sektor gerade soviele Fixpunkte zugeordnet werden miissen, wie die Wurzel aus der
Anzahl der geometrischen Fixpunkte betrdgt. Versdumt man das, so ist die Darstellung der
Fixpunktgruppe in der chiralen Theorie reduzibel, und die zusédtzlichen Zustinde zerstéren die
modulare Invarianz [68].

Nachdem man sowohl den links- als auch den rechtslaufenden Hilbertraum konstruiert hat,
erfolgt die Projektion auf ©—invariante Zustdnde wieder durch Bilden aller invarianten Kombi-
nationen aus rechten und linken Eigenzustdnden. Die anderen getwisteten Hilbertraume erh&lt
man offensichtlich, indem man statt © die entsprechenden hdheren Potenzen in den obigen
Uberlegungen zu Grunde legt.

Die Einfithrung der getwisteten Sektoren bereichert das Spektrum eines Orbifold-Modells
um zusatzliche Materiemultipletts. Im Fall des Standard—Zs—Orbifolds gibt es 3-3 -3 = 27 Fix-
punkte. Getwistete Zustdnde sind daher 27—fach entartet. Beide getwisteten Sektoren liefern
zusammen 27 masselose Fermionfamilien in der (1,27,1) und 3 -27 = 81 masselose Fermionfa-
milien in der (34,1, 1) Darstellung der Eichgruppe, sowie die skalaren Superpartner. Dadurch
gewinnt das Modell natiirlich nicht gerade an phanomenologischer Attraktivitat. Es sei aber
noch einmal darauf hingewiesen, dafl sich durch aufwendigere Konstruktionen noch wesentlich
realistischere Spektren erzielen lassen.

6.3.3 Modulare Invarianz

Die Einbeziehung der getwisteten Sektoren ist zwar notwendig, aber noch nicht hinreichend fiir
die modulare Invarianz der Stringtheorie. Die zusdtzlichen Bedingungen die ein allgemeiner,
asymmetrischer Twist erfiillen muB, wurden von Narain, Sarmadi und Vafa angegeben [68],
[69]. Wir bnotigen dieses Ergebnis fiir den Fall, dafl der Twist eine reine Drehung ist, d.h.

O =(0r,0r) € 0(22) ® O(6). (6.101)
Die Twistordnung sei N und die Eigenwerte von ©p und Op seien:
2 /N ynd 227N mitm=1,...,11, i =1,2,3. (6.102)
Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

1. N € 2Z. Dann miissen die Eigenwerte des Twistes die Gleichung

i(zm)2 =0 mod N (6.103)

m=1

erfiillen.
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2. N € 2Z + 1. Dann miissen die Eigenwerte des Twistes die Gleichungen

11 3
> (lm)? = 0mod 2N und > (r;)* = 0 mod 2 (6.104)
m=1 i=1

erfiillen und es muf} zusétzlich gelten:

Vv € Pans . v-ON2v =0 mod 2. (6.105)

6.4 Orbifolds und Lie-Algebra—Automorphismen

Als néachstes mochte ich die Besonderheiten naher erldutern, die auftreten, wenn das zu twi-
stende Narain—Modell eine halbeinfache Lie-Algebra als Symmetrie-Algebra besitzt. Dieser
Fall tritt immer auf, wenn die Hintergrundfelder krititsche Werte annehmen. Darunter fallt
auch die Situation mit verschwindenden Wilsonlinien, da dann I'y6 ein Lie-Algebra—Gitter ist
und (mindestens) eine Lie-Algebra vom Range 16 realisiert wird. Zunichst sollen die bendtigten
Fakten iiber Lie-Algebra—Automorphismen'! zusammengestellt werden; anschliefend werden
die Konsequenzen fiir die Konstruktion von Orbifolds diskutiert.

6.4.1 Lie—Algebra—Automorphismen

Im folgenden sei g eine reelle, einfache Lie—Algebra vom kompakten Typ und G die zugehorige
reelle; einfache und einfach zusammenhéngende Lie-Gruppe. Ein Automorphismus

© € Aut(g) (6.106)
von g ist ein Vektorraum—Isomorphismus, der die Lie-Algebra—Struktur respektiert, d.h.
[©(a),0(0)] = O([a,b]) Va,beg. (6.107)
Wir betrachten nur Automorphismen der endlichen Ordnung N:
INeEN: N =1. (6.108)

Die Lie-Algebra g kann im Komplexen in Eigenrdume des Twistes zerlegt werden:

N-1
8= @ gm Wobel Z,, € gm < Ouy, = 27N (6.109)

m=0

Bei Orbifold-Kompalktifizierungen wird die Symmetrie-Algebra g der toroidalen Kompaktifi-
zierung auf die ©-invariante Unteralgebra go gebrochen.

Eine wichtige Untergruppe von Aut(g) sind die inneren Automorphismen, d.h. diejenigen
Automorphismen, die durch Konjugation mit Elementen aus G beschrieben werden kénnen:

O € Int(g) & JA € GVa € g ¥(a) = AaA™ . (6.110)

Zwel Automorphismen heiflen zueinander konjugiert, wenn sie durch Konjugation mit einem
inneren Automorphismus ineinander iiberfithrt werden kénnen:

O=0 & 3Ibcint(g): © = PO~ (6.111)

Durch Konjugation kénnen Lie-Algebra—Automorphismen auf eine bestimmte Standardgestalt
gebracht werden [137]. Es gibt nur endlich viele Konjugationsklassen von Automorphismen,
wobel jede Klasse durch einen ,Hauptautomorphismus® reprasentiert werden kann. Durch

I Fiir die Mathematik siehe [137], [150], [134] und [149]. Von Physikern geschriebene Zusammenfassungen der
relevanten Fakten sind in [81] und [46] enthalten.
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Klassifikation der Hauptautomorphismen gewinnt man daher einen vollstindigen Uberblick
tiber Aut(g).

In den Stringtheorien werden zwei Methoden benutzt, um Automorphismen von Lie—
Algebren zu konstruieren. Die sogenanne kanonische Realisierung entspricht dem Fall der
Orbifold-Konstruktion, bei dem der Twist durch eine Drehung realisiert wird, der ein Au-
tomorphismus des Gitters sein mufl. Die Verschiebungs—Realisierung tritt auf, wenn die
Verschiebungsvektor-Methode verwendet wird oder ein Orbifold—Twist als Verschiebung reali-
siert, was, wie wir sehen werden im wesentlichen dasselbe ist.

Zuerst soll die kanonische Realisierung beschrieben werden. Falls das Gitter ein Lie-
Algebra—Gitter ist, also im Falle kritischer Hintergrundfelder, erhilt man den zu einem Gitter-
automorphismus gehérenden Lie-Algebra—Automorphismus durch die folgende Konstruktion:
Zunichst sei [137]

R=0(d)NnS(A) (6.112)

die Menge aller Dehungen, die die Wurzeln A untereinander permutieren. Eine wichtige Un-
tergruppe von R ist die Weylgruppe W, die von den Reflektionen r; an den Hyperflachen
orthogonal zu den einfachen Wurzeln «a; erzeugt wird:
. Aoy
W= {(r,i=1,..., =rang(g)), mn(A\)=A-2 ;. (6.113)

Q- Qg

Tatsachlich ist W sogar ein Normalteiler von R; die Quotientengruppe R/W wird weiter un-

ten untersucht. Die Weylgruppe kann zu einer diskreten Untergruppe W von G ,geliftet”
werden[81]; auf diese Weise definiert jeder ,, Weyltwist“ w € W einen inneren Automorphismus

von G. W wird durch die Lifte 7; der Weylspiegelungen r; generiert. Der Standardlift von r;
ist [81]

~ o

T; = exp (7(EO“ + E—a,)) . (6.114)
Der zugehorige Automorphismus kann durch seine Wirkung auf die Cartan—Subalgebra und auf
die Generatoren der Wurzelrdume charakterisiert werden. Durch die Einbettung des Wurzel-
gitters in den Gewichtsraum h* operiert der Twist auf den Gewichten A. Die Wirkung auf das
einem Gewicht zugeordnete Element H) der Cartan—Subalgebra ist:

FHAFT =T [ D N Has | 7= (i) Hy ). (6.115)
j j

Die Koordinaten A = (A;) bezliglich der Basis Hg: sind, wie sich spater herausstellen wird,
im Zusammenhang mit inneren Automorphismen besonders zweckmifig. Die Wurzelrdume
werden durch den Automorphismus gemif r; rotiert, wobei allerdings Phasen auftreten, die im
allgemeinen nicht alle gleich 1 gew&hlt werden kénnen [81]:
FiBaT !t = ci(a) By o) ei(a)]? = 1. (6.116)
Die fiir die Klassifizierung der Weyl-Automorphismen entscheidende Aussage ist, daf kon-
Jugierte Elemente der Weylgruppe konjugierte Automorphismen definieren. Die Klassifizierung
der Konjugationsklassen der Weylgruppen der einfachen Lie—Algebren ist bekannt und kann
mit Hilfe sogenannter Carter—Diagramme diagrammatisch angegeben werden[149], [81], [134].
(Die bekannten Dynkin-Diagramme sind Spezialfille von Carter-Diagrammen und beschreiben
die sogenannten Coxeter—Twists, bei denen sukzessive an allen einfachen Wurzeln gespiegelt
wird. Der Standard-Zs—Twist ist der Coxeter—Twist von As: Die Drehung, die die erste auf
die zweite einfache Wurzel abbildet, entsteht durch Weyl-Spiegelungen beziiglich der beiden
einfachen Wurzeln.)
Nach dieser Untersuchung der Weylgruppe bleibt noch die Behandlung der Quotienten-
gruppe R/W iibrig. Hier stellt sich heraus, daf} sie alle dufleren Automorphismen modulo
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innerer Automorphismen beschreibt, denn es gilt [137]:

R Aut(g)

W Int(g)

(6.117)

Die Elemente von R/W koénnen als Automorphismen des Dynkin—Diagrammes von g realisiert
werden. Im Falle der Lie-Algebra Dy ist diese Gruppe daher die Permutationsgruppe von 3
Objekten; in allen anderen Fillen besitzt das Dynkindiagramm entweder eine Symmetrieachse
oder iiberhaupt keine Symmetrie: Die zugehorigen Gruppen sind Zs bzw. die triviale (da ein-
elementige) Gruppe. Falls der bei der Orbifold-Konstruktion gewahlte Gitter-Automorphismus
kein Weyl-Automorphismus ist, induziert er einen dufleren Automorphismus. Ein Beispiel dafiir
wird spater auftreten.

Mit Hilfe der Verschiebungsrealisierung kann man alle inneren, aber keine dufleren Automor-
phismen von g konstruieren. Dabei wihlt man das dem Automorphismus zugeordnete Grup-
penelement w im maximalen Torus von G, was durch Konjugation stets zu erreichen ist, denn
die Konjugation eines inneren Automorphismen bedeutet die Konjugation des den Automor-
phismus beschreibenden Gruppenelementes und jedes Gruppenelement kann in den maximalen
Torus konjugiert werden. Die Cartan—Subalgebra ist dann (punktweise) invariant, wihrend die
Wurzelraume g, auf sich abbgebildet werden. Die Standardform fiur das Gruppenelement ist

@=exp | 2mi Yy AjHa: | . (6.118)
j

Dabei wird der Koordinatenvektor X = (A1,...,A) € Rl als Verschiebungsvektor bezeichnet.
Die Wirkung des Twistes auf eine Basis H?, F* von g ist

O\(H)) =aH' & ", (6.119)
ONE*) =exp | 2mi Y AjHor | Egexp | =2mi Y AjHoe (6.120)
Jj=1 Jj=1

l
= exp 271'2'2 Aj(aj,a) | By = 2mN g
j=1

wobel in der letzten Zeile A = > A; aj € h™ 1st. Der Verschiebungsvektor ist offensichtlich nur
bis auf die Addition von Gewichten X € Ty festgelegt. Den Standard—Reprisentanten erhilt
man, wenn man verlangt, dafy die Lange von A minimal und A ein dominantes Gewicht ist, also
ein positives Skalarprodukt mit allen einfachen Wurzeln besitzt.

Die Beschreibung des durch A definierten inneren Automorphismus kann in zwei Stufen
weiter vereinfacht werden. Zunéchst wird die Wirkung des Twistes bereits durch die Wirkung
auf die 31 Chevalley—Generatoren festgelegt:

OH' = H', OF = Ms/Npl @Fi == 2ms/Npt =1 1L (6.121)

Die Zahlen s; hiangen mit dem Standard—Verschiebungsvektor offensichtlich durch

.

A= Nla;‘ (6.122)
zusammen. Diese Charakterisierung ist jedoch nur ein Zwischenschritt. Da bereits die [ 4+ 1
Generatoren E°, E' ganz g erzeugen, braucht man nicht die Wirkung auf H* und F?, sondern
nur auf £ und E° spezifizieren, letztere durch

OFE" = ¢2miso/N, (6.123)
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Kac konnte zeigen, welche Wahlen von s =(s;)!_; zu indquivalenten inneren Automorphismen
fithren und so alle inneren Automorphismen klassifizieren [150]. Definiert man den Twist durch
einen Verschiebungsvektor, so ist so durch

S0

—=ap-d 6.124
v = o (6.124)
festgelegt. Man kann fiir jedes indquivalente s—Tupel einen Verschiebungsvektor finden.

Ein Vorteil der Verschiebungs- gegeniiber der kanonischen Realisierung ist, dafl die Basis-

vektoren von g die Twist-Eigenraume aufspannen:

go={{H E*i=1,- [, a €A, -6 €LY}, (6.125)
1
gr={F"a-d€Z+ 1) (6.126)
und "
gn=({E%a-d€Z+ ), m=2,.. . N-1 (6.127)

Insbesondere kann die invariante Unteralgebra go direkt angeben werden. Man sieht z.B. sofort,
daB jeder innere Automorphismus immer mindestens eine (1)’ invariant it und daf folglich
go immer den gleichen Rang wie g hat. Es gibt iibrigens auch eine diagrammatische Charakete-
risierung von gp: Trégt man die Koeffizienten s in das erweiterte Dynkin—-Diagramm von g ein
und streicht alle Punkte mit s; # 0, so erhélt man das Dynkin-Diagramm des halbeinfachen
Teils von gg.

Die Kacsche Klassifizierung der inneren Automorphismen kann mit der der dufleren zu einer
Aussage zusammengefafit werden [150]:

Satz 6.4.1 [Kacscher Klassifikationssatz fiir Lie-Algebra—Automorphismen] Jeder Automorphismus
kann durch Konjugation auf die Form

O = ¢, exp(ad(H)) (6.128)

gebracht werden. Dabei ist ¢, der dem Diagrammautomorphismus 7 € R/W zugeordnete duBere
Automorphismus von g, H € h ein Element der Cartan—Subalgebra und ad steht fiir die adjungierte
Darstellung. Es sei £ = 1,2 oder 3 die minimale Zahl, so daB ©" ein innerer Automorphismus ist,
wadhrend s = (sg,...,s;) die Eigenwerte auf den Wurzelrdumen charakterisiere. Jeder Automor-
phismus © = O ;, ist durch seine Eigenwerte auf den Eigenrdumen g,, und g_,,, und die Potenz
k eindeutig festgelegt. Einen nicht redundanten Satz von Repréasentanten der Konjugationsklassen
von Aut(g) der Ordnung N erh3lt man, indem man auf jede mdgliche Weise Zahlen s; positiv und
teilerfremd und so wahlt, da

l
kY hisi=N (6.129)
i=0

gilt. Zwei Automorphismen Og; und O s sind genau dann konjugiert, wenn k& = k' gilt und es
einen Diagramm—Automorphismus von g gibt, der das Tupel s auf das Tupel s’ abbildet.

6.4.2 Reinterpretation von speziellen Orbifolds als Tori

Aus dem Klassifikationstheorem folgt insbesondere, dafl jeder durch einen Weyltwist definierte
innere Automorphismus in die Verschiebungsvektorform iiberfiithrt werden kann. Dies geschieht
durch eine Basistransformation

HYEY = H" E'® i=1,...,1, a € A, (6.130)

bei der im allgemeinen ein gestrichener Generator eine Linearkombination aus beiden Arten
von ungestrichenen Generatoren ist [78], [79], [81]. Mit anderen Worten wird die Cartan—
Subalgebra bei der Transformation mit Wurzelrdumen gemischt. Die kanonische Realisierung
von inneren Automorphismen entspricht der Drehungsrealisierung eines Orbifold-Twists, falls
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das Impulsgitter ein Lie-Algebra—Gitter und der Twist ein Element der Weyl-Gruppe ist. Ein
Unterschied in der Notation ergibt sich, wenn der Twist im Ortsraum definiert wird, da er dann
auf den Feldern X, d.h. auf der Cartan—Subalgebra (bzw. auf einer Darstellung derselben)
definiert ist, statt auf deren Dualraum, wie in der mathematischen Literatur iiblich. Dies
fiihrt dazu, dafl die Zustinde der Stringtheorie mit ©~! statt mit © transformieren (vergleiche
(6.115), (6.116) mit (6.46) ); die Konstruktionen sind sozusagen dual zueinander.

X = 0X = k) = |07'k), (6.131)

denn

k) = X)), (6.132)

Die Basistransformation der Lie-Algebra (6.130) entspricht einer Basistransformation der
darstellenden Vertexoperatoren

X" exp (ik-X) = X" Jexp (ik-X'), i=1,...,l, a € A, (6.133)

die den Automorphismus auf dem Fockraum in die Verschiebungsvektorform bringt. Da bei
der Transformation die .X? mit den Exponentialfeldern gemischt werden, handelt es sich dabei
nicht um eine Basistransformation im Ortsraum.
In der neuen Basis operiert der Automorphismus durch Verschiebungen statt durch Dre-
hungen [79]:
X 50X +— X' — X' 427 (6.134)

In beiden Fillen miissen die getwisteten Sektoren beriicksichtigt werden, um die modulare Inva-
rianz zu gewéhrleisten. In der neuen Basis sind die getwisteten Randbedingungen modifizierte
toroidale Randbedingungen, d.h. es ergeben sich Identifizierungen zwischen Kompaktifizierun-
gen auf Tori mit solchen auf toroidalen Orbifolds [79]:

X(e¥™z) = 0™ X(z) ¢ X/ (¥ 2) = X(2) + 2mmA. (6.135)

Die Bestimmung des Impulsgitters T der toroidalen Realisierung geschieht nach dem Muster
der Konstruktion des Orbifold-Hilbertraumes: Die Projektion auf invariante Zustédnde unter
dem Automorphismus entspricht der Projektion

I»To={vel:v-AeZ} (6.136)

Durch Beriicksichtigung der getwisteten Sektoren erhilt man insgesamt
N—1
I'=>"To+nA (6.137)
n=0

Diese Konstruktion ist wie angekiindigt mit der friither vorgestellten Verschiebungsvektor—
Konstruktion identisch.

Unsere Uberlegungen kénnen auch auf den Fall verallgemeinert werden, daB der Twist nur
auf einem Teil des Impulsgitters als Weyl-Automorphismus realisiert ist. Die oben beschriebene
Basis—Transformation kann dann nur auf den entsprechenden Teil des Hilbertraumes angewandt
werden. Die Orbifold-Randbedingungen kénnen in ein Gemisch von Orbifold- und toroidalen
Randbedingungen umgewandelt werden, wobei die Dimension des Torus durch den Rang der
Weyl-getwisteten Lie—Algebra gegeben ist'? [79], [78]:

0% - T! x 041, (6.138)

Damit ergeben sich einige wichtige Folgerungen in Bezug auf toroidale und Orbifoldkom-
paktifizierungen in der Stringtheorie:

12Es ist wichtig, die Projektion auf invariante Zusténde im Gesamt-Hilbertraum durchzufithren: Tut man
dies fiir den Torus- und den Orbifold—Sektor separat iibersieht man unter Umstidnden invariante Zustinde, die
fiir die modulare Invarianz unverzichtbar sind.
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e Zunachst folgt, daBl das Twisten eines beliebigen Narain—Modells mit einer reinen Ver-
schiebung wieder ein Narain—Modell ergibt. Um die RZ—Supersymmetrie zu reduzieren
und den Rang der Eichgruppe von 22 auf héchstens 16 zu reduzieren, wiahlt man den
Twist im Kompaktifizierungssektor als Drehung. Bei Modellen ohne Wilsonlinien ist das
Impulsgitter von der Form I'is @ I's.s. Da I'ig immer ein Lie-Algebra—Gitter ist, kann der
Eichtwist auf dquivalente Weise als Gitterautomorphismus oder als Verschiebung realisiert
werden. Die Verschiebungsrealisierung ist wesentlich einfacher und wird daher bevorzugt.
Weiterhin gibt es im Moduliraum kritische Punkte, an denen der Rang der Eichgruppe
sich auf 22 erhoht. Wenn I's;s ein Lie-Algebra Gitter ist, kann auch hier der Twist als
Verschiebung realisiert werden. Diese multikritischen Orbifolds besitzen aber im allgemei-
nen keine N=4 RZ-Supersymmetrie und sind daher nicht dquivalent zu Narain-Modellen.
Zum Teil konnen sie durch sogenannte kovariante Gitter beschrieben werden.

e Die kovarianten Gitter [58] definieren eine Klasse von Gittermodellen, die das Narain—
Modell auf algebraische Weise verallgemeinern. Sie machen von der in zweidimensio-
nalen Feldtheorien moglichen Bosonisierung von Fermionen Gebrauch. Bosonisiert man
die sechs internen WF-Fermionen, so erhilt man ein vergréflertes Impulsgitter der Form
I'32.9. Dieses wird aus technischen Griinden in ein Gitter der Form I's2.14 eingebettet,
das als kovariantes Gitter bezeichnet wird. Durch Anwendung der Verschiebungsvektor—
Methode erhilt man Modelle, die keine toroidalen Kompaktifizierungen mehr sind, da die
je 6 internen WF-Bosonen und -Fermionen jetzt durch 9 nicht mehr zuriickiibersetzbare
WF-Bosonen ersetzt sind. Die fiir die Konsistenz der Stringtheorie unaufgebbare (0,1)-
WF-Supersymmetrie kann auch mit den 9 WF-Bosonen realisiert werden. Durch kovari-
ante Gitter definierte Modelle haben zwar Eichgruppen mit maximalem Rang 22, aber die
RZ-Supersymmetrie kann auf N = 0, 1, 2 reduziert werden, und es sind chirale Fermionfa-
milien moglich. Schellekens und Warner haben Argumente dafiir angegeben, daf alle ko-
varianten Gitter Modelle mit N > 1 RZ—Supersymmetrie zu Rang—22-Orbifoldmodellen
Aquivalent sind [81]. Dabei kann jedem kovarianten Gitter ein Narain—Gitter und ein
Weyltwist im Kompaktifizierungssektor zugeordnet werden. Ein explizites Beispiel fir
die Aquivalenz eines mulitkritischen Zs—Orbifolds mit einem kovarianten Gitter Modell
findet man in [59]. Fiir die Einbettung in den Orbifold-Moduliraum wire es niitzlich,
die Werte der Hintergrundfelder im Narain—Modell und damit im durch den Twist ent-
stehenden Orbifoldmodell zu kennen. Dieser zweite Teil des Einbettungsproblems wird
durch meinen Formalismus fiir die Hintergrundfelder partiell gelost. N&tig wére noch ein
Algorithmus, der Verschiebungsvektoren in Hintergrundfelder {ibersetzt.

e Auch bei Orbifoldmodellen mit nichtmaximalem Rang kann die Aquivalenz der Rotations-
und der Verschiebungsrealisierung von Lie-Algebra—Automorphismen ausgenutzt werden.
Sobald nur ein Teilgitter ein Lie-Algebra—Gitter und der Twist ein Gitterautomorphismus
ist, kann der Twist im entsprechenden Sektor durch Verschiebungen realisiert werden, die
sich einfacher behandeln lassen. Oben hatten wir den FEichsektor bei verschwindenden
Wilsonlinien als Beispiel.

e Die Aquivalenz von Stringkompaktifizierungen auf verschiedenen internen RiAumen mit-
einander und mit vierdimensionalen Stringtheorien die rein algebraisch definiert sind, ist
ein weiteres Indiz dafiir, dal der (empirische) Raumbegriff der Stringtheorie ein ande-
rer als der klassische ist. Es ist bemerkenswert, dafl RAume mit verschiedener Topologie
identifiziert werden kénnen. Vielleicht kann die volle Stringtheorie auch Anderungen der
Topologie beschreiben, ein Problem, dafl fiir die Quantengravitation wesentlich ist und
zum Beispiel im Rahmen der Geometrodynamik nicht geldst werden konnte [114].

e Die Aquivalenz beider Konstruktionen von Automorphismen ist auch fiir die Aufklarung
der globalen Geometrie des Moduliraums wichtig. Punkte erhShter Symmetrie, die durch
zwel im allgemeinen indquivalente Twists erreicht werden kénnen, sind Kandidaten fir
Schnittpunkte zwischen verschiedenen Theoriescharen [42].
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6.4.3 Getwistete Kac-Moody—Algebren

Durch chirale Skalarfelder X(z), die getwisteten Randbedingungen geniigen, konnen
Vertexoperator-Darstellungen getwisteter Kac-Moody—Algebren konstruiert werden. In der
Literatur wurde das von Lepowski [152] sowie von Kac und Peterson [151] und in einer mehr an
der Physik orientierten Formulierung von Altschiiler et alt. [7] und von Sorba und Toresani [87]
im Rahmen der Drehungsrealisierung durchgefiithrt. In Anlehnung an das Buch von Kac ist fiir
innere Automorphismen eine wesentliche einfachere Realisierung durch Verschiebungsvektoren
moglich, die aber in der mir bekannten Literatur nirgends ausgefithrt wurde, und die ich daher
an dieser Stelle prasentieren méchte.

Wir betrachten zunéchst die Frenkel-Kac—Realisierung der Kac—-Moody—Algebra g durch
chirale Skalarfelder X(z) mit den Randbedingungen

X(ze?™) = X(z) mod 27Ty (g). (6.139)
Die Generatoren der Kac-Moody—Algebra sind die Laurent—Koeffizienten der Vertexoperatoren
Hi(z),eo"x(z), i=1,...,1, I =rang(g), a€A. (6.140)

Es sei nun © ein innerer Automorphismus von g mit Standard—Verschiebungsvektor A. Die
Felder sollen jetzt den modifizierten toroidalen Randbedingungen

X(ze?™) = X(2) — 27\ mod 27Ty (6.141)

gentigen. Fiir die Vertexoperatoren folgt:

27'”)

Hi(zeZﬂ'i) — HZ(Z) und eioc~X(ze — eioc,X(z)e—Zwiop)\. (6142)

Die Exponentialfelder mit o - A € Z sind nicht einwertig, aber das kann durch die gebrochene
z—Potenz z** kompensiert werden. Die Integrale

ey dz m;
HY = o7 i -0X(2) (6.143)
und p
« _ 2 n_aA to-X(z)
n+a-A 27”2 < € Co (6144)

sind daher wohldefiniert. Mit Hilfe der Kurvenintegral-Methode erhdlt man die
Vertauschungsrelationen!?

[Hy, HE] =0, (6.145)
(3 By ) = (0 B) By (6.146)
HE .+ Mmbmino, falls o - 8 = =2,
B Erapal = § ela B)ESHE Lo, fallsa - f =1, (6.147)

0, sonst.

Aufgrund der Eigenschaften von Wurzelsystemen und der Wahl von A als minimal und domi-
nant, konnen alle Generatoren durch Kommutatoren der Chevalley—Generatoren

H = HY 4 5,1, (6.148)
E'=E&y, F'=EI%,, (6.149)

13Djese Vertauschungsrelationen tauchen in verschiedenen Arbeiten auf, z.B. in [40], allerdings ohne daf eine
Realisierung durch Vertexoperatoren angegeben wird. Die Charakterisierung durch Chevalley—Generatoren und
der genaue Zusammenhange mit Typ—s—Graduierungen wird meines Wissens nur von Kac [150] beschrieben.
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t=0,...,l erhalten werden: Zunachst erhalt man alle Generatoren IS , durch Kommutatoren
der F;, F; mit ¢ = 1,...,1. Mit Hilfe der Operatoren Ey und Fy kénnen dann die Wurzelgene-
ratoren 7.\, m € Z gebildet werden. Als Beispiel konstruiere ich E~ i 0. Man

beachte, dafl

—s /N+1’

l
g = —ag = — (Z ka) (6.150)
i=1

und |

> kisi=N, mit & =1 (6.151)
1st. Daher ist

!

H(ad(Ef/N rimdis ESDD/N (6.152)

o
proportional zu

_a;0+z kjsj—s El_ si/N " (6153)

Analog erhélt man alle £ ,  , und durch Kommutatoren der Wurzelgeneratoren die restlichen
Generatoren H .
Die Chevalley—Generatoren erfiillen die Vertauschungsrelationen

(B, F) =8 (HS + si1) = 6;; H' (6.154)

und

[H' B = Ci; EY, [H', F/) = —Ci; FY, (6.155)

fir i =0,...,] wobei Cj; die Cartan-Matrix der affinen ungetwisteten Kac-Moody-Algebra g
ist. Aus dem in Anhang B angegebenen Kriterium (B.2.3) folgt'*, dafl die soeben konstruierte
getwistete Kac-Moody—Algebra g® isomorph zur ungetwisteten ist:

g® ~g~gll (6.156)

Trotz der Isomorphie gibt es mathematische und physikalische Unterschiede zwischen die-
sen beiden Kac-Moody—Algebren, die sich zeigen, wenn wir die Virasoro—Algebra hinzuneh-
men. Aus den OPE des Energie-Impuls—Tensors 7'(z) folgen durch Kurvenintegrale die Ver-
tauschungsrelationen

(L, Hrlz] = _nHrZ;,-|—ma (6.157)
[L ETOLC-I—Oc A] (TL +oa- A) m4n4a-X* (6158)

Die in der jeweiligen Theorie realisierte Symmetrie-Algebra ist diejenige Unteralgebra, die mit
der Virasoro vertauscht, also die Grad—0-Unteralgebra, und das ist in der ungetwisteten Theorie
g, aber in der getwisteten nur die Twist—invarianten Unteralgebra go.

Dieser Unterschied kann auch mathematisch gefafit werden: g und g® sind isomorph, aber
auf verschiedene Weise graduiert. Die normierte Derivation d der getwisteten Kac-Moody—
Algebra ist

d=—NLg. (6.159)

Aus den Vertauschungsrelationen mit den anderen Generatoren
[d H] =0, [d E)=sFE [d F]=—sF" (6.160)

folgt, daB hier eine Darstellung der Typ s—Realisierung g(s) von gl vorliegt (siche B.2.4). Das
zentrale Element k& wird wieder durch den 1-Operator dargestellt.

14 Dje ,, Abbruchrelationen* fiir die Wurzelgeneratoren folgen unmittelbar aus der Geometrie des Wurzelsystems
und der daraus resultierenden Struktur der OPE.
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Man beachte, da3 der Darstellungsraum der getwisteten Kac-Moody— Algebra nicht der
physikalische Hilbertraum ist, da nicht alle Generatoren Twist—invariant sind und nur die Grad-
0—Unteralgebra mit der Virasoro—Algebra kommutiert. Die letztere Eigenschaft teilt sie mit der
ungetwisteten Kac-Moody—Algebra der normalen Frenkel-Kac-Konstruktion. Beide Algebren
sind nicht Symmetrien sondern erweiterte chirale Algebren, die die Anzahl der unabhéngigen
Korrelationsfunktionen reduzieren und die Berechnungen der restlichen vereinfachen und in
vielen Fallen erst ermoglichen. In unserem Fall konnte man einwenden, daf eine freie Theorie
auch geldst werden kann, ohne diese algebraischen Strukturen zu beachten. Der umgekehrte
Standpunkt ist fruchtbarer: Es ist die zusitzliche Symmetrie; die eine Realisierung durch freie
Felder méglich macht. Deformiert man das Gitter infinitesimal, so daf} es kein Lie-Algebra—
Gitter mehr ist, so kann der Twist nur als Drehung realisiert werden. Der Rechenaufwand
ist dann wesentlich grofler. Auflerdem werden die Grundzustande der getwisteten Sektoren
durch Twistfelder erzeugt, die im allgemeinen keine freien Felder sind. Zwar kénnen auch die
Twistfeld-Korrelatoren noch exakt gelést werden, bereiten aber viel Miithe [55]. AuBerdem ist
zu bedenken, dafl die in letzter Zeit gemachten Fortschritte in der konformen Feldtheorie aus
der Einsicht in algebraische Strukturen resultieren. Fiir die Entdeckung von Strukturen und die
Entwicklung von Methoden eigenen sich einfache, geloste oder ,triviale® Theorien offensichtlich
besser, als komplizierte und bisher nicht lésbare.

6.5 Orbifold-Kompaktifizierungen mit Wilsonlinien:
Bestandsaufnahme und offene Fragen

Alle bisherigen Uberlegungen mit Ausnahme der in Kapitel 6.4 angestellten und insbeson-
dere die vorgestellten Beispiele bezogen sich auf Orbifold-Modelle ohne Wilsonlinien. Durch
die Hinzunahme von Wilsonlinien wird die Handhabung von Orbifold-Modellen (im Fall der
Drehungs—Realisierung) wesentlich aufwendiger und komplizierter. Ich referiere im Folgenden
die wichtigsten Resultate der bisherigen Literatur [51], [50], [48], um auf die offen bleiben-
den Fragen hinzuweisen. Im nichsten Kapitel werde ich iiber die Ergebnisse meiner eigenen
Untersuchungen zu einigen dieser Fragen berichten.

Bereits frither wurde ausgefiihrt, dafi der Twist im Kompaktifizierungssektor immer als Dre-
hung realisiert wird, um den Rang der Eichgruppe und die Zahl der RZ-Supersymmetrien zu
reduzieren. In den meisten Arbeiten, und insbesondere in den Arbeiten, in denen Spektren
oder Kopplungen von Orbifold-Modellen systematisch untersucht werden, wird der Twist im
Eichsektor als Verschiebung realisiert. Dies hat ausschlieBlich pragmatische Griinde, da der
Arbeitsaufwand sonst wesentlich grofier wire [48]. Da aber nur das Ausdividieren von Dre-
hungen gegeniiber dem Narain-Modell neue Effekte hervorbringt, handelt es sich eigentlich um
eine Hybrid-Konstruktion aus Orbifold und toroidaler Kompaktifizierung, die nur ganz spezielle
Punkte im Orbifold-Moduliraum erreichen kann. Der Einbau von Wilsonlinien in diese Modelle
kann so interpretiert werden, daf} die sechsdimensionale Translationsgruppe in die sechszehndi-
mensionale Translationsgruppe und dadurch mittelbar in den maximalen Torus der Eichgruppe
eingebettet wird [51]:

i:(l,e) = (1,A;) = A, (6.161)

Zusammen mit der Einbettung der Ortsraumtwistgruppe!® wird so die sechsdimensionale
Raumgruppe in die Eichgruppe eingebettet:

(6,0) = (1,v) = v. (6.162)

Die Wilsonlinien wirken in dieser Formulierung wie zusétzliche Verschiebungsvektoren. Da der
Twist von N-ter Ordnung sein soll, folgt [48]:

NA; e€l'g Nvels. (6163)

15Die Verschiebungs—Realisierung des Twistes setzt natiirlich mindestens voraus, da die Punktgruppe abelsch
ist. Wir betrachten hier aber nur Modelle, bei denen die Twistgruppe sogar zyklisch ist.
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Daraus folgt, daf3 fiir die Wilsonlinien nur diskrete Werte erlaubt sind. Eine weitere Konsi-
stenzbedingung ist, dal Twist und Einbettung kommutieren miissen [48]:

! ! (6.164)
Hei — Age i@Ai

Weil die Wilsonlinien nicht mehr unabhéngig gew#hlt werden diirfen, verringert sich die Zahl
der frei wiahlbaren Parameter.

Da die Wilsonlinien wie zusétzliche Verschiebungsvektoren wirken, ergeben sich zusétzliche
Projektionen, die die Eichgruppe brechen, ohne den Rang erniedrigen zu konnen. In den getwi-
steten Sektoren wird die Entartung der Fixpunkte aufgehoben: Das Spektrum der angeregten
Zusténde ist jetzt in jedem Fixpunktsektor gesondert zu bestimmen [50].

Insgesamt kann durch die Hinzunahme von Wilsonlinien das Spektrum eines Orbifoldmo-
dells, innerhalb der beschriebenen Grenzen, dem des Standard-Modells weiter angen&dhert
werden [48]. Die Grenzen des Verfahrens riihren offenbar daher, dafi die Wilsonlinien erst
nachtréglich, sozusagen als zusitzliche Eichtwists eingefiihrt werden. Natiirlicher ware der um-
gekehrte Weg, bei dem man einen beliebigen Punkt, oder einen ganzen Unterraum des Narain—
Moduliraumes betrachtet, und dann fragt, welche Twists mit den realisierten Hintergrund-
feldern vertriglich sind. Diese Vorgehensweise ist bei Verwendung der Drehungsrealisierung
moglich und wird spéter zu Grunde gelegt werden.

Die Drehungsrealisierung eines Eichtwistes ist, solange keine Wilsonlinien zugelassen wer-
den, aufgrund des Kacschen Theorems mit der Verschiebungsrealisierung dquivalent. Die Un-
terschiede machen sich bemerkbar, sobald Wilsonlinien hinzutreten. Diesmal wird durch

(6,0) = (©,0), (1,e;) = (1,Ay) (6.165)

die sechsdimensionale Raumgruppe in die sechszehndimensionale eingebettet [48], [50]. Selbst
bei abelschen Punktgruppen ist die Raumgruppe im allgemeinen nicht abelsch, und der Rang
der Eichgruppe sinkt. In diesem Formalismus sind auch kontinuierliche Wilsonlinien méoglich.
Genauer gesagt, darf der unter dem Twist nicht invariante Teil einer Wilsonlinie kontinuierlich
variiert werden, wihrend der invariante Teil diskret ist [48]. Als weitere Verallgemeinerung
kann man die Konstruktion asymmetrischer Orbifolds ansehen [68]. Da hier ein beliebiges
Narain—Gitter der Ausgangspunkt sein darf, treten implizit auch Wilsonlinien auf.

Fiir die systematische Untersuchung von Modellen mit Hintergrundfeldern ist vor allem
wichtig,

e welche Hintergrundfelder mit einem gegebenen Twist vertriaglich sind,

e wieviele unabhingige Parameter (Hintergrundfelder) ein Orbifoldmodell charakterisieren
und welche davon kontinuierlich, welche nur diskret variiert werden diirfen,

e wie die Eichgruppe von den Hintergrundfeldern abhéngt.

Diese Fragen werden in der bisherigen Literatur nicht vollstandig geldst. In [48] wird das
Problem, welche Hintergrundfelder mit einem gegebenen Twist vertréglich sind fiir alle oben
erwahnten Typen von Orbifolds systematisch angegangen. Die dort gefundenen Konsistenzbe-
dingungen werden jedoch nicht bis zu dem Punkt ausgewertet, an dem fiir die Zahl der Moduli
eine geschlossene Formel angegeben werden oder die Konsistenzbedingungen in auch intuitiv
einleuchtende geometrische Aussagen iibersetzt werden kénnen'®. Die Idee, die Konsistenz-
bedingungen zwischen Twist und Hintergrundfeldern mittels einer Basis des Impulsgitters zu
formulieren, habe ich iibernommen, insbesondere weil sie sich ja auch bei der Behandlung von
Wilsonlinien im Narain—Modell bewéhrt hat.

16Djes mag daran liegen, daB die Konstruktion, fiir die ich weitergehende Resultate vorlegen werde, zwar
erwahnt, aber nicht explizit durchgerechnet wurde.
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Fir den Fall symmetrischer bosonischer Z—Orbifolds bzw. heterotischer Orbifolds ohne
Wilsonlinien wurden die mit einem gegebenen Twist vertridglichen Hintergrundfelder in [28]
bestimmt. Insbesondere kénnen Formeln fiir die Dimension des Moduliraumes angegeben wer-
den. Ich werde im néchsten Kapitel zeigen, wie diese Resultate auf Orbifolds mit Wilsonlinien

verallgemeinert werden kdnnen.



Kapitel 7

Symmetrische Orbifolds mit
kontinuierlichen
Hintergrundfeldern

In diesem Kaptitel soll die Frage geklédrt werden, welches die allgemeinsten Hintergrundfelder
sind, die mit einem gegebenen symmetrischen Twist vertréglich sind. Der Twist wird dabei im
Eichsektor ebenfalls als Drehung realisiert werden.

Zunichst sei A das sechsdimensionale Ortsraumgitter und I'y6 eines der beiden euklidischen,
geraden selbstdualen Gitter der Dimension 16. Ich beschrianke mich auf Zn—Orbifolds und wihle
zwel Drehungen, den Ortsraumtwist 6§ € O(6), der den Orbifold, auf dem kompaktifiziert wird,
definiert und den Eichtwist ¢ € O(16); beide sollen von der Ordnung N sein. Die Wirkung des
Twistes auf die Basisvektoren e;, e und ey, i = 1,...,6, A =1,...,16 von A, A* und T's
kann durch Matrizen beschrieben werden:

€; — fe; = Hi]ej,
O e*i N ge*i — gije*j’ (71)
! _ B
eq — 0 ey = GA ep.

Da die e; im allgemeinen keine Orthonormalbasis bilden, sind die Matrizen (Hij) und (Hij) (i.a.)
nicht orthogonal, obwohl die durch sie beschriebene Abbildung es ist.

Das zu twistende Narain—Modell ist durch sein Impulsgitter I's2.6 eindeutig charakterisiert.
Dieses kann wiederum durch seine Basis spezifiziert werden. Eine besonders zweckmiBige Wahl
ist wie frither die folgende:

k' = <O,§e 5@ ) , (7.2)
k; = (AZ,QeZ —|—D” ”2 ) (7.3)
1 k 1 *k
la=(ea,—(ea- Ak)§ —(ea - Ak)§ ; (7.4)
mit
1
Dy; =2 (Bij -Gy — Z(AZ . A])) . (7.5)

Damit durch das Twisten dieses Narain—Modells wieder ein konsistentes Modell entsteht, mufl
der Twist eine Symmetrie des Hilbertraumes sein, d.h. Zustdnde auf Zustdnde abbilden. Im
vorliegenden Fall heifit das, dafi die durch € und ' induzierte Isometrie ein Automorphismus

149
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des Impulsgitters sein mufl. Die sich daraus ergebenden Bedingungen an die Hintergrundfel-
der sollen im folgenden ausgearbeitet werden. Zugleich soll die Matrix des Narain—Twistes ©
beziiglich der Standardbasis durch den Ortsraum— und den Eichtwist sowie die Hintergrundfel-
der ausgedriickt werden.

7.1 Bestimmung der Konsistenzbedingungen

7.1.1 Untersuchung der Basisvektoren k'

Eine Moglichkeit, die Konsistenz von Twist und Hintergrundfeldern sicherzustellen, ist die For-
derung, dal das Bild jedes Basisvektors von I's2.6 unter dem Twist © wieder ein Gittervektor,
also eine ganzzahlige Linearkombination von Gittervektoren ist. Angewendet auf die Basisvek-
toren k' ergibt sich:

. I
ok’ = (0, 592je*‘7; §Hlje*‘7) (7.6)

= MK + Mk; + M1y,
mit Mij, MU, M4 € Z. Aus der Gestalt der Basisvektoren folgt sofort:
MY =65, MY =0, M*=0. (7.7)

Die Ganzzahligkeit der Matrix 9} impliziert, dafl # ein Automorphismus von (A* und damit von)

A sein muf3. Die geometrische Bedeutung dieser Bedingung ist offensichtlich: Der Ortsraumtwist

muf eine Symmetrie des Ortsraumtorus sein, um einen wohldefinierten Orbitraum zu definieren.
Um die Konsistenzgleichung

0 € Aut(A) (7.8)

in eine Bedingung an die Hintergrundfelder umzuwandeln, verwendet man die Definition der
Gittermetrik G;; und daf ¢ isometrisch ist:

Gij =€ -€e; = Hei ~9€j = gilgjkle. (79)
Die Matrizen (Hij) und (Hij) erfiillen eine verallgemeinerte Orthogonalitatsrelation:

Durch Kombinieren der beiden letzten Gleichungen ergibt sich die gesuchte Konsistenzbedin-
gung zwischen Twist und Hintergrundfeld:

G0, — 07 G = 0. (7.11)

Umgekehrt folgt aus (7.11), dal @ eine orthogonale Abbildung ist. Zusammen mit der Ganzzah-
ligkeit der Matrizen folgt dann, dafl @ ein Gitterautomorphismus von A und A* ist. Etwas lax
ausgedriickt miissen der Ortsraumtwist und die Metrik kommutieren. (Diese Aussage ist genau
dann buchstédblich wahr, wenn man die Gleichung auf ein orthonormales Koordinatensystem

bezieht. Siehe auch Abschnitt 7.2.2.)

7.1.2 Untersuchung der Basisvektoren k;

Fiir den zweiten Satz von Basisvektoren muf die folgende Gleichung gelten:

— ) 1 . 1 .
ok; = (9’AZ», 207 e; + 5Dijevfke*k; 5192»]»9‘7,@*’6) (7.12)

é Mijkj + M/Ej + MZ»AIA,
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mit M;;, Mij, M4 € Z. Durch Einsetzen der Definition der Basisvektoren erhilt man drei

Gleichungen, eine fiir die ersten 16 Komponenten und je eine fiir die beiden folgenden Sechser-
gruppen. Die Differenz der zweiten und dritten Gleichung lautet:

20/ e; = 2M; e;. (7.13)
Da die e; linear unabhéngig sind, folgt
0] = M, (7.14)

und dies ist dquivalent zu der bereits oben gefundenen Bedingung ¢ € Aut(A). Unter Beriick-
sichtigung dieser Beziehung nehmen die erste und die dritte Gleichung die folgende Gestalt
an:

0A; =0/A; + M ey, (7.15)
D0 — 07 Dj = My, — M;*(ea - Ag). (7.16)

Damit sind zwei neue Konsistenzbedingungen gefunden: Die Wilsonlinien miissen unter dem
Eichtwist bis auf einen Vektor aus I';g genau so transformieren wie die ihnen zugeordneten
Basisvektoren des Ortsraumgitters unter dem Ortsraumtwist. Dies beschreibt die Einbettung
der sechsdimensionalen Translationsgruppe in die sechszehndimensionale Raumgruppe, bzw. in
die Eichgruppe. Zweitens erfiillen die D-Matrix und der Twist eine verallgemeinerte Vertau-
schungsrelation (im oben eingefiihrten Sinne), diesmal mit nichtverschwindender rechter Seite.
Die weitere Untersuchung der beiden neu gefundenen Konsistenzgleichungen soll aufgescho-
ben werden, bis alle Konsistenzgleichungen gefunden sind. Abschlieflend sollen sie aber noch
nach den in ihnen implizit auftretenden M-Parametern aufgelést werden, um die Matrix des
Narain—Twistes angeben zu kénnen. Zur Bestimmung von M;# benutzt man, daf

eA~eB:GAB (717)

die Metrik des Gitters I'1g ist. Die Komponenten der inversen Matrix seien G4¥. Die Gleichung
(7.15) kann dann aufgelést werden:

MA = GAB ((H’AZ» —07A;) ~eB) . (7.18)
Setzt man dies in (7.16) ein, so erhdlt man auch noch My:

M, = Dijgjk — Hl»ijk + (H/AZ — Hl»jAj) A, (719)

7.1.3 Untersuchung der Basisvektoren 14

Als Konsistenzbedingung ergibt sich diesmal

1 | o
Ol = (9’e,4, —§(e,4 A;)0" e —5(9,4 'Ai)glje*]) (7.20)

= Mak' + M ik; + M Plp,

mit Ma;, M}, M P € Z. Komponentenweise gelesen ergeben sich wieder drei Gleichungen. Die
Differenz der zweiten und dritten Gleichung lautet:

0= Mj2e;. (7.21)
Aus der linearen Unabhangigkeit der e; folgt
M, =0. (7.22)
Beriicksichtigt man dies, so erhalt man aus der ersten Gleichung

0'es =MpPeg, (7.23)
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d.h. der Eichtwist 8’ mufl ein Automorphismus von T'j¢ sein. Mit (7.1) kann man auch
MP=0f (7.24)

schreiben. Unter Beriicksichtigung der bisher gefundenen Resultate kann man die dritte Glei-
chung umformen:

ea (071A; — Aif';) = My;. (7.25)

Diese Gleichung besagt, daf (¢/~1A;— Aiﬁij) ein Vektor aus I'15 sein mufl. Dies ist aber keine
neue Bedingung, da sie aus (7.15) folgt, wenn man beriicksichtigt, daf mit 6’ auch ¢'~! ein
Automorphismus ist. Zum Beweis wendet man ¢ N —2 mal auf Gleichung (7.15) an und erhalt

ONTIA — 070 Ay €T (7.26)
N——’
N-1 Faktoren

Nun folgt aus

N =1, 67---0f =4/ (7.27)
N—_——
N Faktoren
mit (7.10) dafl '
gNt =0t 67 0)f =6 (7.28)
N—_——

N-1 Faktoren

und damit

0~ A — Aif'; € Ty, (7.29)

was aufgrund der Selbstdualitdt von T'1¢ zu (7.25) dquivalent ist.

Damit sind alle M—Koeffizienten bestimmt und alle Konsistenzbedingenen gefunden: Der
Ortsraumtwist und der Eichtwist miissen Automorphismen von A bzw I'ig sein und es miissen
die verallgemeinerte Einbettungsgleichung (7.15) und die verallgemeinerte Vertauschungsrela-
tion (7.16) zwischen Twist und D-Feld erfiillt sein.

7.2 Untersuchung der Konsistenzgleichungen

7.2.1 Diskrete und kontinuierliche Wilsonlinien

Bei den in der Literatur behandelten Beispielen von Orbifolds, bei denen der Eichtwist als Git-
terautomorphismus realisiert wird, treten die oben gefundenen Konsistenzgleichungen in einfa-
cherer Form auf. Nach dem Vorbild der Einbettung des Spinzusammenhanges (des sechsdimen-
sionalen kompakten Raumes) in den Eichzusammenhang, wie er bei den Calabi—Yau-Modellen
auftritt, wiahlt man ein zu A isomorphes Untergitter (oder zwei, was aus Dimensionsgriinden
auch noch méglich ist) und definiert den Eichtwist dadurch, dal man auf diesem Untergitter
den Ortsraumtwist operieren laBt. Dies wurde am Beispiel der Zs—Orbifolds in der Literatur
erortert [50]. Bei dieser Konstruktion transformieren die Wilsonlinien unter dem Eichtwist ex-
akt (nicht nur modulo Gittervektoren) so wie die ihnen zugeordneten Richtungen unter dem
Ortsraumtwist (Einbettung der Raumgruppe in die Eichgruppe):

0'A; =0/A;. (7.30)

Dadurch vereinfachen sich die Gleichungen fiir die drei folgenden M—Koeffizienten:
M4 = My; =0, (7.31)
My, = D07, — 07 Dy (7.32)

Es stellt sich jetzt die Frage, ob Losungen der oben gefundenen allgemeineren Gleichungen
existieren.
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Als ersten Schritt zur Untersuchung der inhomogenen Gleichung (7.15) werden die Wilsonli-
nien in einen invarianten und einen nicht invarianten Teil zerlegt. Da beide Teile in verschiede-
nen Eigenrdumen des Eichtwistes liegen, ist diese Zerlegung orthogonal und direkt (eindeutig).

A=A +A; 0A =A,, (7.33)

Ai-A; =0 Vi, j (7.34)

Durch entsprechende Zerlegung des inhomogenen Terms M;# e4 erhélt man zwei Gleichungen:
0'A; =0/A; +,, (7.35)

0A; =0/A;+7;. (7.36)

Eine weitere Vereinfachung kann erreicht werden, wenn man annimmt, dafl die Matrix des
Ortsraumtwistes beziiglich der Gitterbasis auf die folgende Form gebracht werden kann:

. 0 0
(07) = , (7.37)
0 4n

wobei 6% nicht den Eigenwert 1 besitzt. Diese Blockgestalt ist zwar beziiglich einer Eigen-
vektorbasis stets moglich, beziiglich der Gitterbasis aber nicht immer. Dieser Spezialfall kann
als Kompaktifizierung auf einem Produktraum aus einem Torus und einem Orbifold aufgefafit
werden. Aufgrund der Blockgestalt des Twistes zerfallen die beiden obigen Gleichungen in vier
entkoppelte Gleichungen.

1. Nicht invariante Wilsonlinie einer nicht invarianten Richtung:
A, —0A, =, (7.38)

Die homogene Gleichung (v,= 0) besitzt ein Kontinuum von Ldsungen, wenn man den
Eichtwist durch Einbettung definiert.

2. Invariante Wilsonline einer nicht invarianten Richtung:
A, —0LAL =7, (7.39)
Die linke Seite verschwindet nur, wenn alle ;&a identisch verschwinden, da 6 nicht den
Eigenwert 1 besitzt. Die homogene Gleichung hat also nur die triviale Losung. Daraus
folgt, daBl diese Art von Wilsonlinien nur diskrete Werte annehmen kann.
3. Nicht invariante Wilsonlinie einer invarianten Richtung

0 A — Ay = V. (7.40)

Auch hier kann die linke Seite nur trivial verschwinden, denn Km hat keinen invarianten
Anteil. Diese Sorte von Wilsonlinien ist ebenfalls diskret.

4. Invariante Wilsonlinien einer invarianten Richtung
0 A — Ay =0=7,y,. (7.41)

Diese Art von Wilsonlinien ist also kontinuierlich und durch den Twist nicht eingeschrankt,
sondern beliebig wahlbar.
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Damit ist eine Klasse von Losungen der allgemeineren, inhomogenen Einbettungsgleichung
(7.15) gefunden. Gleichzeitig wurde ermittelt, wann Wilsonlinien diskrete und wann kon-
tinulerliche Werte annehmen diirfen. Diese Ldsungen beschreiben die Situation in der der
sechsdimensionale Kompaktifizierungsraum das Produkt eines twistinvarianten Torus und ei-
nes fixtorusfreien Orbifolds ist; dies ist nicht der allgemeine Fall. Die (nicht-)invarianten Teile
von Wilsonlinien von (nicht-)invarianten Richtungen kénnen kontinuierlich variiert werden; im
Fall 1 sind die Wilsonlinien durch die Einbettung voneinander abhéangig, was die Anzahl kon-
tinuierlicher Parameter reduziert. Thre genaue Anzahl soll spater bestimmt werden. Fall 4 ent-
spricht einer simplen toroidalen Kompaktifizierung. Daher sind die Wilsonlinien hier iiberhaupt
nicht eingeschrankt. Auflerdem besteht die Moglichkeit, sozusagen iiber Kreuz, nichtinvarian-
ten Richtungen invariante Wilsonlinien zuzuordnen und umgekehrt. In diesem Fall sind aber
nur diskrete Werte moglich. Die Bestimmung des Wertebereiches soll als nachstes erfolgen. Fall
2 dhnelt der Realisierung des Eichtwistes durch Verschiebungsvektoren.

Um den zuldssigen Wertebereich fiir die diskreten Wilsonlinien zu bestimmen, geht man von
der verallgemeinerten Einbettungsgleichung (7.15) aus, die verlangt, daf sich ' A; und 6/ A;
nur durch eine Vektor aus I';g unterscheiden diirfen. Dies kann auch so ausgedriickte werden:

es-(0'A; —0/A;) e Z VA (7.42)

Durch Zerlegung in den invarianten und den nicht invarianten Anteil folgt daraus fiir Wilson-
linien nichtinvarianter Richtungen:

er- (A, +A,—0(Ay+Ay)) €Z YA, a. (7.43)

Analoge Gleichungen gelten fiir die Potenzen 6, n=1,..., N des Twistes. Als nichstes benutzt
man, dal die Summe der ersten N Potenzen das N—fache des Projektors auf den 1-Eigenraum
ist

1 N
~ >0 =T, (7.44)
n=1

Das gleiche gilt fiir die Matrix (6,). Da sie aber nach Voraussetzung keinen Eigenwert 1 besitzt
gilt:
0L +0500 4. 08---0f =o0. (7.45)

a

N——
N Faktoren

Durch Addition der Gleichungen fiir alle Twistpotenzen ergibt sich daher:
es-NA,€Z VYA, a. (7.46)

Da A, auBerdem twistinvariant ist, folgt:

~ 1
Aa _I ) 747
€ 1T ( )

wobei Ir,,, daB invariante Untergitter von I'1¢ ist.
Wiederholt man diese Uberlegung fiir eine twistinvariante Richtung, so erhélt man

~ 1
A,, € —Nr,.. 7.48
S N I'ie ( )

Nr,, ist das nichtinvariante Untergitter von I';g. Bei diesen Rechnungen fallen die (nicht-)
invarianten Wilsonlinien zu (nicht-)invarianten Richtungen heraus. Sie unterliegen also, wie
schon oben gezeigt wurde, keinen Bedingungen, die eine Beschrinkung auf diskrete Werte
erzwingen.
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7.2.2 Die Lésung der verallgemeinerten Kommutatorgleichung
Untersuchung und Vereinfachung der Kommutatorgleichung

Das wichtigste Resultat bei der Untersuchung der Konsistenzbedingungen zwischen Twist (mit
Einbettung) und Hintergrundfeldern war die verallgemeinerte Kommutatorgleichung (7.16),
die nach Einsetzen der verallgemeinerten Einbettungsgleichung (7.15) die folgende Gestalt an-
nimmt: ' ' '

D07, — 07 Dj, = M — (0'Ai — 07 Aj) - Ay, (7.49)
Die Bedeutung dieser Gleichung liegt darin, daf sie (im wesentlichen) die Anzahl der Moduli
festlegt. In der vorliegenden Form ist sie nicht gut handhabbar, da der Eichtwist explizit
auftritt und die Wilsonlinien nicht nur iiber das D-Feld, sondern auch noch in dem zweiten
Term auf der rechten Seite auftreten. In dem hier untersuchten Fall, dafl Fixtori (wenn sie
tiberhaupt auftreten) faktorisieren, kann die Gleichung jedoch auf die einfachere Form einer
verallgemeinerten Kommutatorgleichung mit konstanter rechter Seite umgeformt werden. Man
hat dann eine lineare, inhomogene Matrixgleichung fiir D, die sich 16sen 148t. Mit Hilfe einer
Fallunterscheidung soll nun gezeigt werden, dafl sich der stérende zweite Term auf der rechten
Seite durch Redefinitionen des D-Feldes bzw. der M;,—Matrix absorbieren lafit. Die vier zu
untersuchenden Fille ergeben sich dadurch, dal jeder der beiden Matrixindizes entweder zu
einer invarianten oder zu einer nicht—invarianten Richtung gehoren kann.

1. nicht—invariant/nicht—invariant
Daj0 —0IDjp = May, — (Ag — 0AL) - Ay . (7.50)

1
M,

Da die ;&a nur diskrete Werte annehmen, kann man den zweiten Term auf der rechten
Seite, nach dem man feste Werte gewahlt hat, durch eine Redefinition von M, absor-
bieren. (Diese Matrix ist dann nicht mehr ganzzahlig, aber hier kommt es nur auf die
Vereinfachung der Gleichung an.)

2. invariant/invariant
D8y = 6. Dyp = 0= Myy — (0’ Ay — A - A, (7.51)

Diese Gleichung liefert keine Bedingung an D. Da die linke Seite identisch verschwindet,
besitzt sie bereits die gewiinschte Form. Man erhélt aber eine Bedingung an die diskreten
Wilsonlinien A,,.

3. nicht-invariant/invariant
Damd™ — 0Dy = May — (Ay — 0°A4) - A,,. (7.52)

Diesmal treten auf der rechten Seite auch kontinuierliche Wilsonlinen auf. Daher wird
diesmal der storende Term auf die andere Seite gebracht:

(Dam + Ag - Ap) 8™ — 08 (Dyn + Ay - Ay) = My, (7.53)
—_——
Dim Dy,

Diesmal muf3 also das D-Feld redefiniert werden.
4. invariant/nicht—invariant
Dinel — 8" Dy = Myy — (6' Ay — Ay) - Ay, (7.54)

Auch hier treten rechts kontinuierliche Freiheitsgrade, namlich die A, auf. Da diese die
Einbettungsgleichung ohne I'yg—Term erfiillen, gilt:

OAy Ap=A, -0 'Ay=A,, A0 (7.55)
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Genau wie im dritten Fall kann man durch Redefinition des D-Feldes die Gleichung
vereinfachen:

(D + (A - A)) 05 — 6,7 (D + (A - Ap)) = Mpp. (7.56)

i i
Dmc Dnb

Damit ist gezeigt, daB es keine Einschriankung der Allgemeinheit darstellt, sich auf die Gleichung
D¢, — 6/ Dy, = M; (7.57)

zu beschriinken, die ja dem Spezialfall M;# = 0 entspricht. Der allgemeine Fall unterscheidet
sich nur durch das zusitzliche Auftreten diskreter Wilsonlinien und kann durch die oben ermit-
telten Substitutionen mit behandelt werden. Insbesondere héngt die Anzahl der Moduli nicht
von M;# ab, da ja das zugehdrige homogene Gleichungssystem dasselbe ist.

Die Gleichung (7.57) ist die Verallgemeinerung analoger Gleichungen fiir das G— und das
B-Feld [28] im Falle der Realisierung des Eichtwistes durch Verschiebungen und soll nun gelost
werden. Als Vorbereitung sind einige Uberlegungen iiber den Zusammenhang zwischen der
Gitterbasis und einer Orthonormalbasis nétig.

Gitterbasis und Orthonormalbasis

Die Matrizen der orthogonalen Abbildung 6 beziiglich der Basen e; und e* sollen mit ¥ = (Hij)
und ¢* = (6”]») bezeichnet werden. Sie sind invertierbar, aber nicht orthogonal, aufler wenn die
Gitterbasis selbst eine Orthonormalbasis ist. Sie erfiillen die verallgemeinerte Orthogonalitats-
relation

0 =977 (7.58)

die die Orthogonalitéit der Abbildung # ausdriickt. Ferner sind sie ganzzahlig, da 6 ein Gitter-
automorphismus von A und A* ist und haben die Determinante £1. Die Kommutatorgleichung
lautet in Matrixnotation

DY* — ¥D = M, (7.59)

mit D = (D”) und M = (M”)
Nun sei e, eine beliebige Othonormalbasis und T, ST seien die durch

e; =1T"e,, (7.60)
e” =e'S) (7.61)
definierten Basiswechselmatritzen. Es gilt
TS =1. (7.62)
Die Matrix von @ bezuglich der Othonormalbasis ist dann
¢ =T 9T =S 19°S. (7.63)

Sie ist orthogonal, aber im allgemeinen nicht ganzzahlig. Transformiert man die verallgemei-
nerte Kommutatorgleichung in die Orthonormalbasis, so erhélt man eine echte Kommutator-
gleichung:

DY — D' =M, (7.64)

wobei D’ = T~!DS und M’ = T~!MS ist. Beziiglich einer Orthonormalbasis lit sich die
allgemeine Losung der homogenen Gleichung

D', 9] =0 (7.65)

besonders leicht bestimmen.
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Die Lésung der homogenen Kommutatorgleichung

Die folgenden Uberlegungen sind eine Verallgemeinerung der in [28] fiir symmetrische und an-
tisymmetrische Matrizen angestellten Betrachtungen. Die Matrix ¢ ist eine reelle orthogonale
d x d Matrix mit der Eigenschaft ¥V = 1. Das Spektrum kann also aus reellen Eigenwerten 41
und aus Paaren komplex—konjugierter N-ter Einheitswurzeln bestehen. Um zunichst die reellen
Eigenwerte zu behandeln, wahlt man die e, so, dafl ¥’ die folgende Blockgestalt annimmt:

T 0 0
=10 -1, 0 (7.66)
0 0 1n
mit
T € S0(2n),det(1 —7) #0,det(14+7) #0 2n4+m+{=d. (7.67)

Diese Wahl ist im Reellen mittels einer orthogonalen Basistransformation stets méglich. Dann
macht man fiir D’ einen entsprechenden Blockansatz und setzt in die Kommutatorgleichung
ein. Aus den sich daraus ergebenden 9 Matrixgleichungen folgt

d 0 0
D'=| 0 p 0 |- (7.68)
0 0 q

Waihrend die [ x | Matrix p und die m x m Matrix q nicht weiter eingeschréankt sind, muf} die
2n x 2n Matrix d mit der Matrix 7 kommutieren,

[d,r] =0, (7.69)

die nur noch die komplexen Eigenwerte des Twistes enthélt.

Um dieses reduzierte Problem zu 16sen, wihlt man die Orthonormalbasis so, dafl die Drehung
T ihre reelle Standardform annimmt. Dies ist durch eine orthogonale Transformation stets
erreichbar:

Tl .. 0
0 .. Tn
Dabei gehért der 2 x 2-Block 7, zu dem a-ten Paar komplex—konjugierter Eigenwerte
exp(2miky), 0 < ko < 1, ko # %, Nkoy=1,a=1,....n:
To = , Cq = cos(2miky), o = sin(2miky). (7.71)
Fiir d wird nun ein Ansatz mit n? 2 x 2 Blécken Dag, o, B =1,...,n gemacht. Die blockweise
Ausfiithrung des Kommutators fithrt dann zu den Gleichungen
DaﬁTﬁ — TaDaﬁ = 0 Va,ﬁ. (772)

Setzt man fiir beliebiges, festes a, 3

Deop = , (7.73)
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so ergibt sich ein homogenes, lineares Gleichungssystem von vier Gleichungen fiir die vier Un-
bekannten p,q,r,t:

cg — Ca 58 Sq 0 p
—5 cg— ¢ 0 s
Tt . 1= (7.74)
—Sq 0 Cg — Cq sB r
0 —8q —5g €g — Ca ¢

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz nichttrivialer Losungen dieser
Gleichung ist das Verschwinden der Koeffizientendeterminante. Durch Entwickeln der Deter-
minante und Verwendung der Eigenschaften trigonometrischer Funktionen reduziert sich diese
Bedingung auf

Co = CB. (7.75)

Hieraus folgt unmittelbar

Sq = Esg. (7.76)
Es gibt also zwei Typen von Lésungen.

o Im ersten Fall ist s, = sg und damit k, = kg und durch Einsetzen folgt

g=—-r, p=L. (7.77)

g=7r, p=—L. (7.78)

Der Fall s, = £s5 = 0,d.h. ko = kg = %, der einer Drehung um m entspricht (zwei Eigenwerte
—1), wurde bereits oben untersucht und kann hier nicht mehr auftreten. In dem reduzierten
Problem liefert jeder nichtverschwindende 2 x 2 Block 2 kontinuierliche Parameter. Die Ma-
trizen p, q unterlagen keinen weiteren Einschrinkungen und liefern m? bzw. [? kontinuierliche
Parameter.

Damit sind wir jetzt in der Lage, die Dimension Mp des Losungsraumes der homogenen
Kommutatorgleichung anzugeben:

Mp=m’+01"+2 > (s+wnx)’ (7.79)
keQlo<k<i

Dabei ist v die Anzahl von 2 x 2 Blécken 7, mit gegebenem k. Da vy + v1_g die Anzahl
der komplexen Eigenwertpaare exp(2mik) fiir gegebenes k ist, gilt fiir die Dimensionen der
Eigenrdume zu komplexen Eigenwerten

dy =di_p = vy + 11k (780)

Daher kann Mp durch die Dimensionen der Eigenraume ausgedriickt werden:

Mp=di+di+2 Y di= Y d. (7.81)
keQo<k< keQlo<k<1

Diese Beziehungen verallgemeinern die in [28] angegebenen Formeln auf den Fall mit kontinu-
lerlichen Wilsonlinien. Allerdings ist in unserem Fall die Bestimmung der Anzahl der Moduli
noch nicht beendet, da erstens bei konstantem D-Feld Metrik und Wilsonlinien relativ zuein-
ander variiert werden kénnen und zweitens nur die Matrix der Skalarprodukte der Wilsonlinien,
also ihre Lange und relative Orientierung, nicht aber ihre absoluten Werte durch die Kommu-
tatorgleichung eingeschrinkt werden. Die zugehérigen kontinuierlichen Parameter sollen spater
bestimmt werden. Zuvor méchte ich noch ein Ergebnis aus [28] zitieren, das die Bestimmung
einer speziellen Losung der inhomogenen Kommutatorgleichung ermoglicht.
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Losung der inhomogenen Kommutatorgleichung

Zur vollstandigen Lésung der inhomogenen Kommutatorgleichung fehlt noch die Angabe einer
speziellen Losung bei gegebener Inhomogenitat. Hierfiir kann die Losung von [28] {ibernommen
werden kann. (Dort wurden nur symmetrische und antisymmetrischen Matrizen untersucht,
aber diese Einschrinkung ist fiir die folgenden Uberlegungen unwesentlich.) Das Lésungsver-
fahren startet mit der inhomogenen Gleichung (in Matrixschreibweise)

Dy* — 9D =M, (7.82)
die sich auf die Gitterbasis bezieht. Man definiert
Q=79 und R =v""M. (7.83)
Linksmutiplikation der Gleichung (7.82) mit ¥*7 ergibt:
Q'DQ-D=R. (7.84)
Da QY =1 ergibt sich die notwendige Bedingung
R+Q'RQ+---(QNH)"'RQY =0. (7.85)

Diese ist auch hinreichend, denn wenn sie erfiillt ist, ist

N-2

Diry= ) (”;1 - 1) (Q")"RQ" (7.86)

n=0

eine Losung, wie man durch Einsetzen bestitigt.

7.2.3 Bestimmung der Anzahl der Moduli

Die bisher erarbeiteten Resultate ermoglichen es; nunmehr die Bestimmung der Moduli in An-
griff zu nehmen. Da Fixtori ohnehin nur in faktorisierender Form behandelt werden kénnen,
nehme ich im folgenden an, daf sie gar nicht auftreten; diese Situation kénnte ja durch Verzicht
auf die Kompaktifizierung der entsprechenden Dimensionen erreicht werden. Der Eichtwist sei
durch das folgende Verfahren definiert, das durch Abstraktion aus der in [50] fiir Zs—Orbifolds
durchgefiihrten Konstruktion folgt: T'js enthalte ein Untergitter A’, so daf eine bijektive Ein-
bettungsabbildung

p: A= ANClig: e, > e (7.87)

existiert. Der von I'i aufgespannte R'® kann orthogonal zerlegt werden:
R = (I1g)r = (A)r & (A')%. (7.58)

Nun wahlt man den Eichtwist so, daB er auf A’ gleich dem Ortsraumtwist und auf dem ortho-
gonalen Komplement gleich der Identitat ist:

O'[(AYr =0, 0'|(AYg=1. (7.89)

Mit anderen Worten: Die Matrix von ¢, eingeschrankt auf (A’)r beziiglich der Basis €; ist
gerade 6.:

M(0)ge, = (67) = M(0') (6, (7.90)
Noch anders ausgedriickt: Der Eichtwist entsteht durch Liften des Ortsraumtwistes:
0 =gl ' & 1. (7.91)

In dieser Formulierung ist die Konsistenzbedingung besonders einfach zu formulieren: Die Ein-
bettungsabbildung ¢ mufl mit dem Twist kommutieren,

0' ¢ = 0. (7.92)



160 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDS

In der Literatur tritt noch eine zweite , Einbettungsabbildung“ auf, die als Einbettung der
Translationsgruppe des Ortsraumes in die Eichgruppe gedeutet wird [50]:

x: RE 5 RY%: ¢ — A;. (7.93)

Aus der Forderung nach Vertriglichkeit dieser zweiten Art von Einbettung mit dem Twist folgt
die Gleichung (7.15) in ihrer homogenen Form (M;#* = 0). Die oben angestellten Uberlegungen
haben gezeigt, daf das Auftreten inhomogener Terme (M;# # 0) mit der Méglichkeit diskreter
Wilsonlinien zusammenhingt und dafl diskrete Wilsonlinien Werte in (A’)% kontinuierliche
Werte in (A"} annehmen. (Hier wird davon Gebrauch gemacht, dafl Fixtori nicht auftreten. Die
Verallgemeinerung auf faktorisierende Fixtori ist aber offensichtlich.) Da die Dimension des
Lésungsraumes nur von der homogenen Kommutatorgleichung abhangt, kénnen wir uns auf
den Fall mit rein kontinuierlichen Wilsonlinien beschranken.
Damit nehmen die Konsistenzgleichungen die einfachere Form

0'A; =07 A, (7.94)

D), — 6/ Dy, = M; (7.95)

an. (Bemerkung: Wenn D;; ganzzahlig ist, sind die Hintergrundfelder kritisch, denn es existie-
ren dann Kandidaten fiir zusétzliche Wurzeln im Narain—Modell. Auch der zugehorige Orbifold
sollte eine erh6hte Symmetrie im Spektrum aufweisen. Diese kritischen Werte erfiillen offen-
sichtlich trivialerweise immer die Kommutatorgleichung)

Um die Moduli zu bestimmen, mufl D;; wieder in die urspriinglichen Hintergrundfelder
zerlegt werden:

1
D;; =2 (sz -Gy — Z(Ai . Aj)) ) (7.96)

Am einfachsten erhalt man die kontinuierlichen Freiheitsgrade des B-Feldes: Man zerlegt die
Kommutatorgleichung in ihren symmetrischen und ihren antisymmetrischen Anteil. Da B pro-
portional zum antisymmetrischen Teil von D ist, ergibt sich

. . 1
Byt = 0 Bjx = 5 My, (7.97)

Dieselbe Gleichung tritt auch bei Modellen ohne Wilsonlinien auf. Die Dimension des Losungs-
raumes der zugehdrigen homogenen Gleichung kann durch Spezialisierung der Uberlegung zum
D-Feld auf den Fall antisymmetrischer Matrizen erhalten oder einfach der Literatur [28] ent-
nommen werden:

di
Mg = S+ Y ) (7.98)

2 keQlo<k<d

Der symmetrische Anteil von D;; erfiillt eine entsprechende Kommutatorgleichung. Allerdings
hat man bei festem D;; noch die Moglichkeit, die relativen Anteile der Gittermetrik und der
Wilsonlinien zu verdndern, wodurch sich die Anzahl der Moduli verdoppelt. Dies 148t sich
auch anders ausdriicken: Da 6 ein Automorphismus von A ist, mufl der Ortsraumtwist mit der
Gittermetrik kommutieren. Daher miissen die beiden folgenden Gleichungen erfiillt sein:

Gt — 079G =0, (7.99)

(Ai A, — 07 (A - Ay) = —2Mp,. (7.100)

Die Anzahl der zugehorigen Moduli kann wieder der Literatur entnommen [28] oder durch
Spezialisierung gewonnen werden:

d%—l-l
2

Mg =My, = S (ki) (7.101)

keQlo<k<i
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Neben den Moduli, die Deformationen des Ortsraumgitters und des B-Feldes beschreiben,
gibt es also Moduli, die Deformationen der Langen und der relativen Winkel der Wilsonlinien
beschreiben, letztere mochte ich metrische A-Moduli nennen. Bisher nicht beriicksichtigt wurde
die Moglichkeit, die Wilsonlinien bei festen Lidngen und Winkeln, also durch eine Isometrie,
relativ zu I'j5 zu rotieren.

Um die Anzahl dieser ,,isometrischen A-Moduli“ zu bestimmen, gehen wir von Werten der
A; aus, die die Konsistenzgleichungen erfiilllen und suchen die allgemeinste kontinuierlich mit
der Identitdt verbundene Schar von invertierbaren Abbildungen p, die wieder zu Losungen
fiihrt. Jede invertierbare Abbildung kann in das Produkt einer orthogonalen und einer symme-
trischen zerlegt werden (reelle Polarzerlegung). Der symmetrische Anteil ist genau der nicht—
isometrische, der mit den metrischen A-Moduli zusammenhéngt und oben bereits untersucht
wurde. Daher lassen wir nur orthogonale Abbildungen zu. Der Definitions— und Wertebereich
von p ist der Teilraum von (T'16), auf dem ¢ nicht—trivial operiert:

p <A/>R — <A/>R, <A/>R = <62|Z = 1, ey 6>R<AZ|Z = 1, ey 6>R (7102)
Die Matrix der Abbildung p beziiglich der Basis A; sei Rij:
pA; = R/ A;. (7.103)

Damit die neuen Wilsonlinien pA; wieder die Einbettungsgleichung erfiillen, muf} der Eichtwist
¢’ mit der Deformation p kommutieren:

0p=pt, 6/R}=R6}. (7.104)

Die Kommutatorgleichung ist automatisch weiter erfiillt, da p orthogonal ist. (92»‘7 st laut
Einbettungsgleichung die Matrix des Eichtwistes, eingeschrankt auf (A’) beziiglich der Basis
A;. Siehe auch Anfang dieses Abschnitts.)

Wenn aber zwei Drehungen miteinander vertauschen , sind sie simultan diagonalisierbar,
bzw, im Reellen, blockdiagonalisierbar. In der entsprechenden Basis nimmt die Gleichung
(7.104) eine besonders einfache Form an:

6, 0 --- 0 R, 0 - 0
0 65 --- 0 0 Ry -+ 0

, . o . =0. (7.105)
0 0 - —1 0 0 -+ R_y

Die 2 x 2 Matrizen 6, gehoren zu den komplexen Eigenwerten exp(2mik,) des Eichtwistes, die
per Konstruktion mit denen des Ortsraumtwistes iibereinstimmen. Sie beschreiben den Twist
durch diskrete Drehungen in paarweise orthogonalen Ebenen (2-Hyperflachen). Die Anzahl [
der Eigenwerte —1 ist ebenfalls genauso grofl wie bei 8, und einen 1-Eigenraum gibt es im hier
betrachteten Teilraum nicht. Die 2 x 2 Blécke R, beschreiben kontinuierliche Drehungen der
ausgezeichneten Ebenen und charakterisieren die gesuchten Moduli:

Ry = [ (P sinfea) ) (7.106)

—sin(py) cos(pq)
Sie parametrisieren die zulassigen Drehungen der Wilsonlinien relativ zu A’ durch die Drehwin-
kel ¢, . Fiir jedes komplex—konjugierte Paar von Eigenwerten hat man einen Drehwinkel frei.

Der —1 Eigenraum 148t eine beliebige orthogonale ! x [ Matrix E_; zu und liefert so weitere
%l(l — 1) Moduli. Die Anzahl der isometrischen A-Moduli ist damit bestimmt:

4

1 1
My = Z Vi + 5[(1 — 1) = Z §dk + ,

kEQIo<k<1,k#£L keQ|o<k<1,k#£3

(7.107)
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Die Gesamtzahl der Wilsonlinien—Moduli ist:

My = dZ% + Z (I/k—l—ljl_k)z—l—ljk—l—ljl_k. (7108)
keQlo<k<i

Sie kann auch durch die Anzahl der Eigenwerte ausgedriickt werden:

Ma=di+ D> (df+dy). (7.109)
keQlo<k<i
Die doppelte Einbettung

Aus Dimensionsgriinden ist es méglich, durch eine zweite Einbettungsabbildung

¢ A= A" CTlig A LA, (7.110)
den Eichtwist auf einem zwolfdimensionalen Untergitter von I'1s zu definieren:

O =¢0¢" '@ ¢'0¢ " B 1. (7.111)

Dadurch verdoppelt sich die Anzahl der Wilson—-Moduli. Beispiele sind Z3—Orbifolds mit einem
A?67Twist der Eg & Eg (s.u.).

7.2.4 Modulare Invarianz

Fiir Modelle mit Einbettungskonstruktion kénnen die allgemeinen Formeln (6.103) fiir die mo-
dulare Invarianz in asymmetrischen Orbifold—Theorien spezialisiert werden. Die Eigenwerte des
Eichtwists sind die gleichen wie die des Ortsraumtwists, daher gilt bei geeigneter Numerierung:

Li=wr, fire=123, lsgy;=r1=1,2,3
l6+i =T oder l6+i =0 firz= 1a2a3’ (7112)
I; = 0 fiir j = 10, 11.

Gilt nun
3

> () =m, (7.113)
i=1
so ist der Beitrag der & Kopien im Eichsektor km. Aus Dimensionsgriinden ist £ = 1,2. Die
modifizierten mod N Bedingungen sind dann

m(l + k) =0 mod N bzw. mod 2N. (7.114)

Beispiel: Im Fall des A?SfTwistes ist m = 3 und die Bedingung fiir die modulare Invarianz
ist fiir beliebiges k erfiillt. Interessanterweise ist umgekehrt die (einfache oder doppelte) Einbet-
tung auch notwendig fiir die modulare Invarianz. Twistet man ! = 1,...,8 Ay Unteralgebren
der Eg @ Es und laBt damit alle inneren Automorphismen dritter Ordnung zu, so ist

i(zmﬁ =1 (7.115)

Die Gleichung
m+1{ =3 mod 3 (7.116)

gilt, da m = 3 ist, genau dann, wenn auch [ ein Vielfaches von 3 ist. Daher miissen immer
A?S Unteralgebren getwistet werden, was eine Definition des Eichtwistes durch Einbettung im
Sinne von (7.89) erzwingt.
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7.3 Z5;—Orbifolds mit kontinuierlichen und diskreten
Wilsonlinien

7.3.1 Die geometrische Interpretation der metrischen Moduli

Zur Illustration der erarbeiteten Resultate soll der Moduliraum der Z3—Orbifolds dienen. Als
erstes sollen die aus der Wahl des Ortsraumtwistes resultierenden Einschrankungen an die
Gittermetrik G;; geometrisch interpretiert werden. Dazu konnte die Standardform der Metrik
beziiglich der Orthonormalbasis in die Gitterbasis transformiert werden. Esist aber illustrativer
und Skonomischer das Ergebnis in der Gitterbasis fiir diesen Spezialfall neu herzuleiten. Dazu
sei ;, 2= 1,...,6 eine Gitterbasis von A und der Twist sei durch

ezi_1—>e2i—>—(e2i_1 —|—e2i), 1=1,2,3 (7117)

definiert. Die Matrix des Twistes beziiglich der Gitterbasis ist dann

6/7) = 0 0 : (7.118)

Die Gittermetrik ist die Matrix der Skalarprodukte der Basisvektoren. Wir fragen zunéchst
welchen Einschrankungen die drei 2 x 2 Hauptdiagonal-Untermatritzen unterworfen sind. Da
feq;_1 = eq; usw., folgt:

€9, 1 €ni_1 = €3; - €y; Und e9;_1 - €95 = €9; - (—e9i_1 — ey;) (7.119)

und damit
€9 1 -€3,_1 = €9; €9 = —2 €y_1 €. (7.120)

Die Basisvektoren es;_; und ey; miissen also die gleiche Lange R; haben und einen Winkel von
120 Grad einschlieen. Der einzige kontinuierliche Parameter ist der gemeinsame Radius R;
des zugehérigen As—Torus. Die Hauptdiagonalkéstchen der Gittermetrik haben die Form

- : (7.121)

sind also proportional zur Cartan—Matrix von As. Als Beispiel fiir eine Nebendiagonal-
Untermatrix der Gittermetrik betrachten wir

€1 -e3 €] -€e4

(7.122)
er-e3 €3-€y4
Da der Twist eine Isometrie und 63 = 1 ist, gilt:
el -es=ey-e4, e -e4=ep -fe3, es-e3=0e; -e3=e; 0 es. (7.123)
Um zu einer geometrischen Interpretation zu gelangen, erinnnern wir uns, dafl
COS @55 = o O (7.124)

(ei -ei)(e; - ej)
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der Cosinus des zwischen e; und e; eingeschlossenen Winkels ¢;; ist. Das Nebendiagonal—-
Késtchen der Gittermetrik hat dann die Form

COS COS
RiRs #1s fu ) (7.125)

—COoS ¢13 — COS P14 COS P13

Die beiden neu auftretenden Moduli beschreiben die relative Lage der (1,2) und der (3,4) Ebene.
Die drei Ay—Tori miissen also nicht paarweise orthogonal sein. In den anderen Nebendiagonal-
Untermatritzen treten noch vier weitere Winkel ¢15, @16, @35, ¢36 auf. Die Gesamtzahl der
Moduli ist

3
> (2k—1)=32=9. (7.126)
k=1
Um mit der allgemeinen Theorie zu vergleichen, bemerken wir, daf§ der Twist die jeweils
dreifach entarteten, komplex konjugierten Eigenwerte e¥27/3 besitzt. Realisiert man den Twist
durch Drehungen um 120 Grad in allen drei Rotationsebenen, so ist

1/1/3 = 3, 1/2/3 =0. (7127)

Aber auch wenn man, was fiir WF-Fermionen einen Unterschied macht, in einer oder mehreren
Ebenen um -240 Grad dreht, ist immer

V1/3+I/2/3: 3 (7128)

und damit

Ma= > (n+nw)’=>(3)7=09. (7.129)

keQlo<k<d 1/3

Durch eine explizite Basistransformation von der Orthonormal- in die Gitterbasis kann man
zeigen, dafl nicht nur die Zahl der Moduli gleich ist, sondern dafi die gleichen Moduli nur
verschieden parametrisiert werden. AbschlieBend mochte ich bemerken, dafl die hier ange-
stellten Uberlegungen sich direkt auf die metrischen Wilson-Moduli iibertragen lassen. Dort
beschreiben die Moduli die Lange und die relativen Winkel zwischen den nicht-invarianten,
kontinuierlich verdnderbaren Teilen der Wilsonlinien.

7.3.2 Zs;—Twists ohne Wilsonlinien

Die Disskusion des Eichsektors soll fiir den Fall I'yg = Es® Es Modells erfolgen, da alle bekann-
ten Modelle mit semirealistischen Spektren aus dieser Klasse stammen. Als Eichtwist stehen
in einem Modell ohne Wilsonlinien alle Automorphismen von Eg @ Eg zur Verfiigung, die von
dritter Ordnung sind (6’ = 1) und die zusitzlichen Bedingungen erfiillen, die die modulare
Invarianz garantieren. Um zunéchst eine Liste der Kandidaten aufzustellen, braucht man alle
Automorphismen dritter Ordnung der Lie-Algebra g [46]: Die Eg besitzt keine dufieren Au-
tomorphismen. Die Weylgruppe hat 696729600 Elemente, die 112 Konjugationsklassen bilden
[137], [46]. Da jede Konjugationsklasse einen indquivalenten inneren Automorphismus definiert,
gibt es 112 Weylautomorphismen von Eg (und damit 12544 von Es & Fg). Die 112 Automor-
phismen und die zugehérigen Verschiebungsvektoren und die invarianten Unteralgebren wurden
von Hollowood und Myhill klassifiziert [46]. Darunter sind nur 4 Automorphismen dritter Ord-
nung, die durch einen simultanen Coxeter—Twist in je 1,2,3 oder 4 paarweise orthogonalen
As—Unteralgebren der Fg definiert sind. Die invarianten Unteralgebren sind:

Twist As A?Z A?S A?Al
Invar. Unteralgebra || E7 @ u(1) D7z @ u(l) Ees & As As (7.130)
Eichgruppe E(MeU) | SO(14)eU1) | E6) 2 SU(3) | SU(9)
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Abbildung 7.1: Die Zerlegung der E5 beziiglich einer maximalen As & As A, Unteralgebra.
Die dritte einfache Eg—Wurzel d35 = w = —aj — 8] — 77 verbindet die drei A, Unteralgebren
miteinander. Die niedrigste Eg—Wurzel ist bei der hier gewéhlten Parametrisierung dg = 2.

o6

€eg

[ 4 L 4 I L 4 ®---0---06—0
01 0 03 04 s v €2 €1

Abbildung 7.2: Die Zerlegung der Eg beziiglich einer ihrer maximalen Unteralgebren Fg & Aa.
Die sechste einfache Wurzel der Eg ist v = —3; — €}, die niedrigste Wurzel ist €;.

Damit gibt es 4 - 4 = 16 Weyl-Automorphismen dritter Ordnung der Fg & Es. Von diesen
fiilhren genau die zu einer modular invarianten Theorie, bei denen die Anzahl der getwisteten
Ay Unteralgebren ein Vielfaches von 3 ist. Damit bleiben nur vier indquivalente Modelle iibrig.

Twist | Invariante Unteralgebra Eichgruppe
AP3ADO Es@® Ay @ Eg E(6)® SU(3) @ E(8)
AP2ASY | Diu(l) @ Erdu(l) | SO(14) @ E(T) @ U(1)? (7.131)
APrAD? As & D7 & u(1) SU(9) ® SO(14) @ U(1)
APIATE | Eg @ Ay @ Eo D Ay E(6)? @ SU(3)?

Obwohl diese invarianten Unteralgebren in der Literatur nachgeschlagen werden konnen, ist
es instruktiv ihre Bestimmung an einem Beispiel nachzuvollziehen, um das Verfahren dann auf
die allgemeine Situation mit Wilsonlinien verallgemeinern zu kénnen®. Die hierfiir benétigte Pa-
rametrisierung der Eg beziiglich ihrer Unteralgebren Fg@ A5 und A?Al wird in den Abbildungen
7.2 und 7.1 spezifiziert.

Das einfachste Beispiel ist der A;—Twist in einer Es. Unmittelbar einzusehen ist die Wirkung
eines Twistes auf eine geeignet gewahlte maximale Unteralgebra Fg & As. Der Twist bricht
die A5 zu einer u(l)z, wéhrend die Eg invariant ist. Die invariante Unteralgebra der vollen
FEg ist aber nicht Fg ¢ u(1)? sondern E7 & u(1). Woher kommen die zusitzlichen invarianten
Zustinde? Ein Blick auf das relevante Dynkin—-Diagramm zeigt, dafl die sechste einfache Wurzel,
die orthogonalen Unteralgebren Eg und Ay zu einer Eg—Algebra ,verklebt®. Diese Wurzel ist
beziiglich der maximalen Eg @ A Unteralgebra ein Gewicht

ag = —f5 =1, (7.132)
das der (27, 3) Darstellung und damit der (F, F)-Konjugationsklasse angehort. Die 248 Gene-
ratoren der Eg entstehen also dadurch, dafl man zu den Generatoren der maximalen Unteralge-
bra alle Gewichte mit Normquadrat 2 hinzunimmt. Das erhdlt man auch durch die Zerlegung

1Fiir die nachfolgenden Uberlegungen benétigt man die Anhinge B und C, sowie die Daten aus Anhang F
von [137].
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der adjungierten Darstellung beziiglich der maximalen Unteralgebra:
248 = (78,1) 4 (1,8) & (27,3) & (27, 3). (7.133)

Die die jeweils drei Gewichte der As—Darstellungen 3, 3 unter der 120 Grad Rotation des As—
Gewichtsgitter aufeinander abgebildet werden, kann man bei festem Eg—Gewicht einen invari-
anten Orbit von Generatoren bilden. Daher existieren zusétzliche 2-27 invariante Generatoren.
Insgesamt gibt es

T84+ 2427+ 27 =134 (7.134)

invariante Generatoren. Die invariante Unteralgebra besitzt also die Dimension 134. Auflerdem
ist sie eine Oberalgebra der Es & u(1)?. Die einzigen in Frage kommenden Einbettungsketten
sind

Es®u(1)> C Brou(l) C Br® A C By (7.135)

und

Es®u(1)> C Bs® Ay @ u(l) C Bs @ Ay C Fs. (7.136)

Betrachtet man die Dimensionen der in Frage kommenden Unteralgebren, so hat nur die E7 &
u(1) die richtige Dimension 133 + 1 = 134. Durch die Kenntnis aller Unteralgebren vom Typ
halbeinfach ¢ abelsch und ihrer Dimensionen kann man sich, in diesem wie in vielen andern
Féllen die explizite Konstruktion der invarianten Unteralgebra sparen.
Wenn in mehr als einer As—Unteralgebra getwistet wird, betrachtet man zunéchst die Un-
teralgebra
Ay ® Ay B Ay D Ay C Es® As C Es. (7.137)

Die Einbettung der maximalen A?S Unteralgebra in die Fg kann wieder dem Dynkin-Diagramm
entnommen werden: Die sechs einfachen Wurzeln «;, 3;,7; ¢ = 1, 2 werden durch das Gewicht

w=—af— 8] -4 (7.138)

zu einem Eg—Wurzelsystem erweitert. Dieses Gewicht gehort zur (3,3,3) Darstellung und
damit zur (F, F', F') Konjugationsklasse der A?S. Zusammen mit der konjugierten Darstellung
(3,3,3) gibt es 227 zusitzliche Generatoren, die zusammen mit den 3 -8 Generatoren der A?S
die

24427427 =178 (7.139)
Generatoren der Fg bilden. Fiir spéter bendtigen wir nicht nur die Zerlegung der adjungierten,
sondern auch die der fundamentalen und der konjugierten Darstellung von Fg beziiglich der A?S.
Dem Dynkin-Diagramm und den Tabellen entnimmt man leicht, dafl das hochste Gewichte der

27

(3,0,—73) (7.140)
ist. Es gehort der (F, R, F') Konjugtionklasse an. Das hichste Gewicht der 27 ist

(0,55, —73) (7.141)

und liegt in der (R, F, F) Konjugationsklasse. Damit ergeben sich die Zerlegungen der Fg-
Konjugationklassen

R=(R,R,R)+ (F,F,F)+ (F,F,F), (7.142)
F=(F,R,F)+(F, F,R)+ (R, F,F), (7.143)
F=(RF,F)+(F,F,R)+ (F,R,T). (7.144)

Daraus folgen die Zerlgungsformeln fiir die dre1 Es—Darstellungen
78 = (8,1,1)+(1,8,1)+(1,1,8) + (3,3,3) + (3,3, 3)), (7.145)
27=(3,1,3)+(3,3,1) + (1,3, 3), (7.146)
27 =(3,1,3)+(3,3,1)+ (1,3, 3) (7.147)
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Als Anwendungsbeispiel soll in allen drei A Unteralgebren der Fg ein simultaner Coxeter—Twist
durchgefiihrt werden. Aus den 24 A?S Generatoren kénnen 24242 = 6 invariante Kombinatio-
nen gebildet werden, die eine u(1)?~Algebra erzeugen. Aus den 2-27 zusitzlichen Fg—Gewichten
kénnen 2 -9 = 18 weitere invariante Generatoren gebildet werden. Die invariante Unteralgebra
der Eg hat also die Dimension 6 + 18 = 24. Zugleich muf sie eine u(1)%Unteralgebra haben,
also den Rang 6 besitzen. Die beiden maximalen Unteralgebren der Eg sind die 24—dimensionale
A?S und die 38-dimensionale A5 & A;. Unter den Unteralgebren von As & A;, die vom Typ
halbeinfach @ abelsch sind, gibt es genau eine, die A4, die die richtige Dimension 24 besitzt.
Da der Rang aber 4 # 6 ist, gibt es nur eine in Frage kommende Unteralgebra der Eg, ndmlich
die maximale Unteralgebra A?S.

Der hier untersuchte FEg—Automorphismus kann zu einem FEg Automorphismus erweitert
werden. Die invariante Unteralgebra der maximalen Unteralgebra Eg & As ist dann A?Ll, Um
die invariante Unteralgebra der Fg zu bestimmen, miissen die von der sechsten einfachen Eg—
Wurzel erzeugten Es @ As Gewichte betrachtet werden. Diese bilden, wie oben erwahnt wurde,
die Darstellungen (27, 3) und (27, 3) der maximalen Unteralgebra. Daraus lassen sich 2-3 -9
invariante Generatoren betrachten. Da die invariante Unteralgebra eine Oberalgebra der A?Al
sein muf, ist der einzige Kandidat die Fg & As. Die Zahl der invarianten Generatoren nimmt
tatséchlich den richtigen Wert an:

4.84+2-27=86="T8+8. (7.148)

Damit haben wir auch fiir den A?SfTwist der Fg die invariante Unteralgebra bestimmt.

7.3.3 Brechung der FEg durch kontinuierliche Wilsonlinien im Z3—
Orbifold mit AP*~Twist

Die durch kontinuierliche Wilsonlinien neu hinzukommenden Mdoglichkeiten sollen am Beispiel
des A?SfTwistes der EFg untersucht werden. Dieses Orbifold—Modell ist aus zwei Griinden das
am meisten untersuchte: Zum einen tritt eine der interessantesten GUT-Gruppen, die F(6) auf.
Zum anderen handelt es sich um den Grenzfall der Kompaktifizierung auf einer Calabi-Yau—
Mannigfaltigkeit und schlagt so die Briicke zu einer gréfieren Klasse von Kompaktifizierungen,
die ebenfalls reich an semirealistischen Modellen ist. Ich méchte nun, als eigenen Beitrag, erste
Schritte zu einer systematischen Beriicksichtigung kontinuierlicher Wilsonlinien unterneh-
men.

Da der Twist beziiglich einer AJ?® Unteralgebra definiert wird, empfiehlt es sich im Lichte
der mit toroidalen Kompaktifizierungen gemachten Erfahrungen, die sechs kontinuierlichen Wil-
sonlinien durch Gewichte dieser Unteralgebra zu parametrisieren. Unter Beriicksichtigung der
Konsistenzbedingungen und unter Verzicht auf die Variation der isometrischen Moduli gibt es
neun unabhéngige freie Parameter:

A = pal +qB8] + 7, (7.149)

Ay =plo] —a1) +q(B] = B1) + 701 =),
Az =zal +ypi + 297,

Ay =x(a] —o1) +y(B7 = B1) + 2001 =),
As = aa] + ] + 77,

As = a(a] — a1) + b(B] — B1) +c(r] — ). (7.154

Die Bilder der sechs einfachen Wurzeln der A?S in dem durch diese Wilsonlinien deformierten
Narain—Gitter sind:

o' =a—(a- Ak (7.155)

Im einzelnen ist

o) = a; — pk' + pk? — 2k® + 2k? — ak® + ak®, (7.156)
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&l = 4y — pk® — 2k* — ak®, (7.157)
Bl = B1 — qk! + gk? — yk® + yk* — bk + bkS, (7.158)
BL = By — qk? — yk* — bk, (7.159)
P =9 — rk' 4 rk? — 2k® 4 2k — ck® + kS, (7.160)
=75 — rk? — 2k* — ck®. (7.161)

Eine gegebene Wurzel ist genau dann auch eine Wurzel des deformierten Gitters, wenn alle
Koeffizienten der ki ganzzahlig ist. Wenn die Wilsonlinien so gewihlt sind, daf8 die einfachen
Wurzeln a;, ¢ = 1,2 im deformierten Gitter liegen, werde ich sie a—kritisch nennen. Die
zugehorige As—Unteralgebra der Fg bezeichne ich als A§. Entsprechend wird mit den anderen
As—Unteralgebren verfahren. Die drei Grundtypen kritischer Wilsonlinien sind demnach:

a—kritisch: ao; €Y & p,x,a€Z,
f—kritisch: B, €' < q,y, b€ Z, (7.162)
~—kritisch: v, €V < r z,c€Z.

Fiir die Symmetriebrechungen der AS @A’g @ AJ Unteralgebra gibt es vier indquivalente Typen:

1. Fall: Die Wilsonlinien sind (e, 8, v)—kritisch. Dann ist die Symmetriebrechung:
AP u(1)°. (7.163)

(Vor dem Pfeil steht die Symmetrie des Torus—Modells mit Wilsonlinien, hinter ihm die des
Orbifold-Modells mit den gleichen, kontinuierlichen Wilsonlinien.) Man erhélt diskrete
Punkte in dem neundimensionalen Teil des Moduliraumes, den wir betrachten.

2. Fall: Die Wilsonlinien sind («, 8)-kritisch (oder (e, y)—kritisch oder (8, v)—kritisch). Dann
ist die Symmetriebrechung

APu(1)? — u(1)*. (7.164)

Da jeweils drei Bedingungen wegfallen, gibt es drei dreidimensionale Hyperflichen mit
diesen Symmetrien in den jeweiligen Modulirdumen. Sie schneiden sich in den kritischen
Punkten.

3. Die Wilsonlinien sind a—kritisch (oder f—kritisch oder y—kritisch). Dann ist die Symme-
triebrechung

Ay @ u(1)* — u(1)2 (7.165)

Es gibt drei sechsdimensionale Hyperflichen mit diesen Symmetrien. Sie schneiden sich
in den drei dreidimensionalen Hyperflichen des vorigen Falles.

4. Fall: Die Wilsonlinien sind nicht kritisch. Dann ist die Symmetriebrechung
u(1)® — Zs. (7.166)

Dies ist der Fall, wenn alle neun Parameter generisch gewdhlt werden. Die kritischen
Hyperflachen sind Untermengen vom Mafi Null.

Von Fall zu Fall wird die Symmetrie sowohl des Torus- als auch des Orbifold-Modells geringer,
wéhrend die Zahl der frei wihlbaren Parameter entsprechend ansteigt.

Um die Brechungen der Eg—Algebra zu untersuchen, die aus der A ¢ A’g & Al durch die
Hinzunahme des Gewichtes

w=—a] — 37—+ (7.167)

entsteht, miissen wir das Bild von w in dem durch die Wilsonlinien deformierten Gitter I/
betrachten. Es ist '
w=w-—(w-A)k' = (7.168)
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~ 1 1 1
=W — g(p—l— q+r)(2k' — k?) — g(x +y+2)(2k° —k*) — g(a +b4c)(2k° — k%),
Die Wilsonlinien sind genau dann w—kritisch, d.h. w liegt in T’, wenn gilt:
ptrg+redZundr+y+z€3%Zund a+b+c€ 37 (7.169)

Zusammen mit der Fallunterscheidung fiir kritische Wilsonlinien beziiglich der A?S Unteralge-
bra, ergeben sich folgende zusétzliche Moglichkeiten der Eg—Brechung:

1. Fall: Die Wilsonlinien sind (w, «, 8, v) —kritisch. Dann vergréfert sich die Symmetrie im
Torus—Modell auf Es. Die Brechung durch den Twist ist schon oben behandelt worden:
Man erhilt eine AJ?.

Es — AP (7.170)

Da alle neun Parameter nur diskrete Werte annehmen diirfen, erhdlt man eine Menge
diskreter Punkte im Moduliraum, die die gleiche Eichgruppe haben, wie das Modell ohne
Wilsonlinien.

2. Fall: Die Wilsonlinien sind (w,a, 8)-kritisch (oder (w,a,~y)-kritisch oder (w,j,~v)-
kritisch). Dieser Fall kann nicht auftreten. Sind namlich die Wilsonlinien schon (e, 3)-
kritisch, so sind insbesondere p,¢ € Z und r € Z. Dann kann aber nicht gleichzeitig
p—+ g+ 7 € 3Z gelten, also sind die Wilsonlinien nicht w—kritisch.

3. Fall: Die Wilsonlinien sind (w, «)—kritisch (oder (w, 3)-kritisch oder (w,~)-kritisch ).
Dann gibt es zusétzlich zu der ungebrochenen A5 des a—kritischen Falls weitere invariante
Zustinde. Diesmal sind es jedoch nicht alle 2 - 27 Zustéinde der (3,3, 3) und der (3,3, 3)
Darstellung, da die Wurzeln von A’g und AJ nicht im Gitter liegen. Sie brauchte man
aber, um aus w und —w die genannten 2 -27 Gewichte zu erzeugen. Da Wilsonlinien und
Twist kompatibel sind, liegen aber alle Gewichte, die zum Twist—Orbit von +w gehoren,
im Gitter, also gibt es mindestens 6 zusitzliche Wurzeln.

£ (—al =1 =), ez + 5 +7%), ] —as+ 57 =85+ —13). (7171

Da aulerdem die A5 Wurzeln im Gitter liegen, kann man sie zum a—Anteil dieser Wurzeln
addieren und so diesen Anteil, unabhingig vom Rest als beliebiges 3 bzw 3 Gewicht der
AS wihlen.

+(aj+v)el = £(—al+vV), £(ab—aj+v)el. (7.172)

Die AS ¢ u(1)* wird also um 18 Wurzeln erweitert. Die neue Symmetriealgebra ist eine
Oberalgebra von AS & u(1)?, eine Unteralgebra von Eg, hat den Rang 6, die Dimension
30 und 24 Wurzeln. Die einzige Méglichkeit ist daher Ds ¢ u(1)?. Durch Anwendung
des Twistes wird die A§—Unteralgebra zur u(1)?, die u(1)* wird véllig gebrochen und
aus den 18 zusatzlichen Wurzel-Generatoren lassen sich 6 invariante Orbits bilden. Die
Symmetriealgebra des getwisteten Modells hat daher den Rang 2 und die Dimension §,
was nur die A, zulafit.

Da insgesamt vier Bedingungen an die neun Parameter gestellt werden, gibt es drei fiinf-
dimensionale Hyperflachen mit Modellen dieser Symmetrie. Sie liegen in den drei sechsdi-
mensionalen Hyperflichen mit a—kritischen, S—kritischen oder ~v—kritischen Wilsonlinien.

4. Fall: Die Wilsonlinien sind w—kritisch. Da nun keine A§ Wurzeln mehr im Gitter sind,
gibt es nur 6 zusétzliche Wurzeln. Sie erweitern die generische u(1)° zu einer zwdlfdimen-
sionalen Rang 6 Lie-Algebra mit 6 Wurzeln, also zur Asu(1)*. Der Twist bricht die u(1)°
Unteralgebra vollstdndig und 148t von den sechs zusétzlichen Generatoren zwei invariante
Kombinationen iibrig. Es bleibt also eine u(1)%.

Asu(1)* — u(1)?. (7.174)

Da die neun Parameter drei Gleichungen erfiillen miissen um w—kritisch zu sein, gibt es
je eine sechsdimensionale Hyperflache im Torus- und im Orbifoldmoduliraum.
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Die Fille, in denen die Wilsonlinien nicht w—kritisch sind, wurden bereits frither untersucht.
Damit sind jetzt alle Moglichkeiten zur Brechung der Es—Unteralgebra klassifiziert. Da uns
aber eigentlich die Brechungen der Eg interessieren, sind wir noch nicht fertig. Die bisher
betrachtete £ wird mit der A§ durch das Gewicht

e = Vv =—0; — ¢, (7.175)

also durch die sechste einfache Eg-Wurzel zur Eg erweitert. Durch Zerlegung des E2 Gewichtes
—6% beziiglich der A?S Unteralgebra, kann man eg als Gewicht der A?Al Unteralgebra der Eg
ausdriicken:

v=—05+7 — €. (7.176)

Wir miissen nun feststellen, wann sich v auch im deformierten Narain—Gitter befindet. Nun ist

V=v-—(v Ak = (7.177)

~ 1 1 1
=v+ g(q —r)(k' 4+ k) + g(y —2)(K® + k) + §(b —¢)(k° + k°).
Die Wilsonlinien sind also genau dann v—kritisch, wenn gilt
(¢—7)€3Zund (y —z) € 3Z und (b —¢) € 3Z. (7.178)

Durch Kombination mit den Symmetriebrechungen der Eg Unteralgebra ergeben sich folgende
Méglichkeiten

1. Fall: Die Wilsonlinien sind (v, w,«, 8,7)- kritisch. Dann wird die Lie-Algebra Fg im
Torus—Modell realisiert und durch den Twist, wie friither gezeigt, zur Fg & Ay gebrochen:

Es ergibt sich eine diskrete Menge von Modellen, die die gleiche Eichgruppe haben wie
das Modell ohne Wilsonlinien.

2. Fall: Die Wilsonlinien sind (v, «, 8, v)-kritisch. Im Torus—Modell gibt es eine ungebro-
chene A?Al Unteralgebra, die durch zusitzliche Wurzeln erweitert wird. Die einzige Un-
teralgebra der Eg, die eine Oberalgebra der A?Al ist, 1st die A5 B Eg. Obwohl damit die
ungebrochene Symmetrie des Torus—Modells gefunden ist, ist es instruktiv, etwas ins De-
tail zu gehen. Zunichst ist o; - v = 0, d.h. die A§ Unteralgebra ist ein direkter Summand.
Durch Addition der Wurzeln von Ag, AJ und A§ zu v erhilt man alle 227 Gewichte der
(3,3,3) und der (3, 3,3) Darstellung. Sie erweitern die A’g & AJ & A§ zu einer Fs. Beim
Twisten bleibt die A5 ungebrochen, die anderen drei A, Unteralgebren werden zu einer
u(1)® gebrochen. Aus den 2 - 27 zusiitzlichen Generatoren koénnen 2 -9 = 18 invariante
Kombinationen gebildet werden. Die ungebrochene Symmetriealgebra dieses Orbifoldmo-
dells ist eine Unteralgebra der Ay @ Fg, besitzt den Rang 8, die Dimension 6 +8+ 18 = 32
und 6 + 18 = 24 Wurzeln. Daher handelt es sich um die Dy & u(1)*:

Auch hierbei handelt es sich um eine diskrete Menge von Modellen. Da, wie wir en passant
bemerkten, die AS faktorisiert, ergibt sich der néchste Fall ohne weitere Uberlegungen.

3. Fall: Die Wilsonlinien sind (v, 3, v)-kritisch.
u(1)? ® Fg — Dy @ u(1)?. (7.181)

Hier entfallen die drei Bedingungsgleichungen an p,z,a, d.h. es gibt drei frei wihlbare
Parameter. Die sechs anderen Parameter konnen nur diskrete Werte annehmen, d.h. es
ergibt sich je eine dreidimensionale Hyperflache.
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4. Fall: Die Wilsonlinien sind v—kritisch. Die generische u(1)% & A§ Symmetrie des Torus—
Modells wird nur durch die aus v konstruierbaren zuséitzlichen Wurzeln erweitert. Aus
dem Twist—Orbit von v erhédlt man sechs zusétzliche Wurzeln und da man noch A
Wurzeln addieren kann, gibt es insgesamt 18. Die vergroflerte Lie-Algebra besitzt insge-
samt 6+ 18 = 24 Wurzeln, die Dimension 6+8418 = 32 und den Rang 8. AuBlerdem mufl
sie eine Unteralgebra der u(1)?4 Es und eine Oberalgebra der u(1)® ¢ A§ sein. Damit
bleibt nur Dy @ u(1)*. Durch den Twist wird die u(1)® @ A§ zur A5 gebrochen, und aus
den 18 zusitzliche Generatoren kann man 6 invariante Orbits bilden. Die ungebrochene
Symmetriealgebra des Orbifold-Modells hat die Dimension 8 + 6 = 14. Ferner muf} sie
den Rang zwel haben, zwolf Wurzeln besitzen, eine Oberalgebra von As und eine Unter-
algebra von Dy sein. Die einzige Lie-Algebra, die diese Voraussetzungen erfiillt, ist die
exzeptionelle Lie—Algebra Ga. Sie ist, im Gegensatz zu allen anderen bisher aufgetretenen
Lie-Algebren, nicht einfach verbunden, besitzt also Wurzeln zweierlei Lange, und ist zwar
eine reguldre Oberalgebra der As (man erhilt sie durch Eliminierung der kurzen Wurzeln)
aber eine nicht-reguldre Unteralgebra von D4. Der Grund fiir dieses neue Phénomen ist,
dafl der Twist kein innerer, sondern ein duflerer Automorphismus der Dy ist. Genauer
gesagt ist die Dy die einzige einfache Lie-Algebra, die einen dufleren Automorphismus
dritter Ordnung besitzt, und die invariante, nicht reguldre Unteralgebra ist die Gy. Alle
anderen einfachen Lie—Algebren besitzten entweder keine dufleren Automorphismen oder
- bis auf Konjugation - nur einen dufleren Automorphismus zweiter Ordnung. Die Sym-
metriebrechung ist

Dy @ u(1)®* — Go. (7.182)

Insgesamt miissen die neun Parameter drei Gleichungen erfiillen, d.h. die Dimension der
Modellscharen ist sechs.

5. Fall: Die Wilsonlinien sind (v, «) kritisch. Da, wie bereits erwdhnt, die A§ faktorisiert,

ergibt sich aus den Resultaten des vorangegangenen Falls
AS @ Dy @ u(1)? — u(1)* @ Ga. (7.183)

Man erhilt eine dreidimensionale kritische Hyperflache innerhalb der sechsdimensionalen
Flache des vorangegangenen Falls.

6. Fall: Die Wilsonlinien sind (v, w)-kritisch. Da w - v = 0 sind die zusétzlichen Wurzeln
zueinander orthogonal. Durch die Kombination schon behandelter Fille ergibt sich:

As @ Dy ®u(1)? — u(1)* @ Ga. (7.184)
Es gibt drei freie Parameter, da sechs Gleichungen erfiillt werden miissen.

7. Fall: Die Wilsonlinien sind (v, w, a)-kritisch. Auch dieser Fall 148t sich auf zuvor behan-
delte zuriickfiihren.

Es gibt keine freien Parameter.

8. Fall: Die Wilsonlinien sind nicht v—kritisch. Dann faktorisiert die A5 Unteralgebra. Man
erhdlt alle moglichen Unterfélle, indem man die bei der Brechung der Fg auftretenden
Lie—Algebren jeweils um diese Ay erweitert. Die generische Situation, in der alle Moduli
nicht kritisch sind, ist z.B.

u(1)® @ Ay — As. (7.186)

In dieser Liste wurden diejenigen Fille ausgelassen, bei denen die Wilsonlinien nicht alle ge-
forderten Bedingungen gleichzeitig erfiillen kénnen. So kénnen v—kritische Wilsonlinien nicht
gleichzeitig (o, y)-kritisch oder (a, 8)-kritisch oder a—kritisch oder g—kritisch sein, da die ent-
sprechenden Ganzzahligkeitsbedingungen nicht mit der modulo 3 Bedingung konsistent sind.
Bei (v, w)-kritischen Wilsonlinien miissen zusétzlich die modulo 3 Bedingungen fiir v beachtet
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werden. Die insgesamt moglichen Symmetriebrechungen durch kontinuierliche Wilsonlinien in
dem gewé&hlten neunparametrigen Unterraum stelle ich in der Tabelle 7.3 zusammen. Dort wer-
den, geordnet nach dem Typ der Kritizitdt der Wilsonlinien, die Symmetriealgebren des Torus-
und Orbifold-Modells, die Eichgruppe des Orbifolds und die Anzahl der noch kontinuierlich
varilerbaren Moduli angegeben.

Unter den Orbifold-Eichgruppen tritt die Eichgruppe des Standard—Modells nicht auf,
dafiir aber einige Gruppen, die eine SU(3) @ SU(2) ® U(1) Untergruppe besitzen, ndmlich
Fs, G(2) ® SU(3) und SU(3) ® SU(3). Zu deren weiterer Brechung stehen immer noch drei
weitere Moduli, ndmlich die isometrischen Wilson—Moduli zur Verfiigung, also Rotationen der
Wilsonlinien relativ zum A?S Gitter. Als néchstes kann man inhomogene Losungen der ver-
allgemeinerten Kommutatorgleichung untersuchen, also zu den kontinuierlichen Wilsonlinien
diskrete addieren, die eine zusatzliche Symmetriebrechung im «, 3,y Sektor bewirken. Aufler-
dem kann die A5 durch diskrete Wilsonlinien gebrochen werden. Diesen Fall méchte ich noch
analysieren, um auch fiir die Symmetriebrechung durch diskrete Wilsonlinien ein Beispiel zu
geben. Wenn wir weiterhin die zweite Fg ignorieren, so nehmen die diskreten Teile A; der
Wilsonlinien A; Werte in dem von ¢, €2 aufgespannten Unterraum an. Die mdglichen Werte
der A; waren bereits frither bestimmt worden. Angewandt auf unser Beispiel gilt:

A; € %IES = éAgR% (7.187)

Weiterhin miissen die diskreten Wilsonlinien modulo I, wie die thnen zugeordneten Richtungen
von A transformieren. Da sie twistinvariant sind gilt:

0A; —07A; = (57 —07)A; € ALY (7.188)
Durch Einsetzen von 92»‘7 gemaf (7.118) folgt:
-:& i— _-‘f&zeA(R)a
T (7.189)
Asi_1+2Ay € A(z ),

mit ¢ = 1,2,3. Durch geeignete Addition bzw. Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt
3A, €A k=1,...6. Da

Agi_1 +2A,; = (;‘122’—1 - ;‘122) + 3A.;, (7.190)
ist ein dquivalenter Satz von Bedingungsgleichungen durch
(1)

3A, € ALY, k=1,...,6,

Anici—Ag e AV i=1,23,

(7.191)

gegeben. Anders ausgedriickt: Wilsonlinien, die durch den Ortsraumtwist aufeinander abgebil-
deten Richtungen von A zugeordnet sind, miissen in der selben Nebenklasse des Gitter %A(zR)
beziiglich des Untergitters A(ZR) liegen. Es gibt 3?2 = 9 solche Nebenklasse. Die kanonischen
Représentanten sind m N

361—1—562, m,n=20,1,2. (7.192)
Nur drei dieser Vektoren sind Gewichte der A§ nédmlich
2 1 1 2
§a1 + §a2 =aj, §a1 + §a2 = o und 0. (7.193)

Nur wenn alle sechs A; modulo %A(ZR) diese Werte annehmen, wird die A5 im Torus—Modell

nicht gebrochen, und im getwisteten Modell erscheint eine entsprechende u(1)%. Solche Wil-
sonlinien sind also e—kritisch. Sobald ein Wilsonlinienpaar Werte in einer anderen Restklasse
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annimmt, werden die A5 Wurzeln ausprojiziert. Die As wird durch die diskreten Wilsonlinien
zur u(1)?, und durch den anschlieBenden Twist vollstindig gebrochen.

Im allgemeinen werden die Wilsonlinien A; = KZ + ;‘;Z sowohl diskrete als auch kontinuierli-
che Anteile besitzen. Fiir alle Wilsonlinien die nicht v—kritisch sind, ist die Verallgemeinerung
einfach: In den frither gefundenen Fille dndert sich die Eichgruppe nicht, falls der diskrete
Teil e—kritisch ist. Ist er es nicht, so ersetzt man bei der Lie-Algebra des Torus—Modells, die
A§ durch eine u(1)? und streicht bei der Lie-Algebra des Orbifold-Modells eine u(1)?. Da
der Vektor v ein nichttriviales Gewicht der A§ ist, mufl die Definition des Begriffes v—kritisch

verallgemeinert werden. Die diskreten Teile der Wilsonlinien seien, modulo A(zR):

~ ~ m n ~ ~ m n ~ ~ m n
A1 >~ A2 = ?161 + 3162, A3 >~ A4 = ?261 + 3262, A5 >~ A6 = ?361 + 3362. (7194)

Die kontinuierlichen Teile werden wie frither parametrisiert. Dann sind die Wilsonlinien genau
dann v—kritisch, d.h. ¥ ist im deformierten Narain—Gitter, wenn gilt

(g—r—mng) €3Z und (y— z—n2) € 3Z und (b — ¢ — n3) € 3Z. (7.195)

Da die n; ganzzahlig sind, bleibt die alte Fallunterscheidung fir v—kritische Wilsonlinien giiltig.
In allen Féllen, in denen die Wilsonlinien sowohl v—kritisch als auch e-kritisch sind, erh&lt
man die gleichen Eichgruppen wie frither. Anderungen ergeben sich nur, wenn die diskreten
Wilsonlinien die A§ brechen.

1. Fall: Die Wilsonlinien sind (v, w, «, 8,7) kritisch, aber nicht e-kritisch. Zunéchst gibt es
eine Eg & u(1)?~Unteralgebra. Da die A5-Wurzeln nicht mehr im Gitter liegen, kénnen
ausgehend von +v nicht mehr 2 - 27 sondern nur noch 2 -3 -3 = 18 zusatzliche Wurzeln
konstruiert werden. Durch Addition von Gewichten der (3,3, 3) und (3,3, 3) Darstellung
der A%@Ag@A; verdreifacht sich diese Zahl auf 54. Das Ergebnis ist eine 7845442 = 134
dimensionale Unteralgebra von Ejg, die 126 Wurzeln besitzt und eine Oberalgebra von
Ee@®u(1)? ist: Die E7 @ u(1). Beim Twisten wird die A?S @ u(1)? Unteralgebra zu einer
u(1)® gebrochen. Aus den restlichen 2 -54 = 108 Wurzelgeneratoren kann man 2 - 18 = 36
invariante Generatoren konstruieren. Die Lie—Algebra des getwisteten Modells hat die
Dimension 36+ 8 = 44, sie ist sowohl eine Unteralgebra (via Twist) der E7®u(1) als auch
(via Wilsonlinien) der Eg® A;. Wie immer gibt es nur eine Moglichkeit, die A5 @ A2 ®u(l).
Die dabei verwendeten Einbettungsketten sind:

As & Ay C E7 und A5@U(1) CAs® A C Es. (7196)
Insgesamt hat man
Torus: Es dﬂ)L E7 & u(l)
1 { (7.197)

Orbifold: Es Ay SN 450 4y @ (1)

2. Fall: Die Wilsonlinien sind (v, o, 3,7) kritisch, aber nicht e-kritisch. Die Unteralgebra
A’g & A @ u(1)? wird durch 2 -3 - 3 = 18 zusitzliche Wurzeln erweitert. Die vergroferte
Lie—Algebra hat die Dimension 18 + 18 = 36 und 18 + 12 = 30 Wurzeln. Da sie zudem
eine Unteralgebra der Fg sein muf, handelt es sich um die As & u(1). Hinzu kommt noch
die A§. Der Twist bricht die As @ u(1) zu einer 6 + 6 = 12 dimensionalen Unteralgebra,
die eine simultane Unteralgebra von Dy @ u(1)? und As & u(1) sein muB. Die einzige
Méglichkeit ist As @ u(1)*. Insgesamt ergibt sich:

Torus: As @ Fg dﬂ)L Az ® As @ u(l)
1 1 (7.198)

Orbifold: w(1)*® Dy SN (1) A,
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3. Fall: Die Wilsonlinien sind (v, 3,v) kritisch, aber nicht e—kritisch. Da die A§ im vorhe-
rigen Beispiel faktorisiert, folgt sofort:

Torus: u(1)? @ Es dﬂ)L u(1)? @ As & u(1)
! ) (7.199)
Orbifold: w(1)?@ Dy M 1)z e A,

4. Fall: Die Wilsonlinien sind (v, &t)—kritisch oder (v, w)—kritisch oder (v, w, o)—kritisch oder
v—kritisch, aber nicht e-kritisch. Alle diese Félle kénnen, aufgrund der aus den Ortho-
gonalidtsrelationen v - w = 0 und v - o resultierenden Faktorisierungen von Teilgittern,
gleichzeitig behandeln. Sobald die A5-Wurzeln nicht mehr im Gitter liegen, kann man
aus £v nur 2 -3 = 6 zusitzliche Wurzeln konstruieren, die aufgrund der Orthogonalitits-
relationen zu einer As gehdren miissen, die der Twist dann zu einer u(1)? bricht. Die in
all diesen Féllen vorzunehmende Substitution gegeniiber dem e—kritischen Fall ist:

Torus: D, dﬂ)L As @ u(1)?
{ 1l (7.200)

Orbifold: Gy IWF 1)

5. Fall: Die Wilsonlinien sind weder v—kritisch noch e—kritisch. Hier muf} lediglich gegeniiber
den entsprechenden Fillen mit e-kritischen Wilsonlinien die A§ durch eine u(1)? ersetzt
werden. Diese wird durch den Twist nicht gebrochen. Dies ist zugleich der generische

Fall.

Die Ergebnisse werden in der Tabelle 7.4 zusammengefasst.

Die vollstandige Klassifikation der Eichgruppen von Zs—Orbifolds mit Standard—Einbettung
und allgemeinen Wilsonlinien wiirde jetzt noch die Hinzunahme inhomogener Losungen der ver-
allgemeinerten Kommutatorgleichung und der isometrischen Wilsonmoduli erfordern. Zu einer
phédnomenologischen Analyse wiirde dariiber hinaus die Bestimmung des vollen Spektrums,
die Berechnung von Korrelationsfunktionen?, die Aufstellung einer effektiven Wirkung usw.
gehoren. Dies kann hier aus verstdndlichen Griinden nicht geleistet werden. Dennoch hat
das Beispiel gezeigt, dafl die von mir adaptierten bzw. neu entwickelten Methoden, eine sy-
stematische und hinsichtlich der Bestimmung der Eichgruppe Skonomische Untersuchung der
Modulirdume von Orbifold-Modellen mit kontinuierlichen Wilsonlinien ermdoglichen.

?Die Berechnung von Korrelationsfunktionen erfolgt mit Hilfe der konformen WEF-Feldtheorie mit den in [47]
und [22] entwickelten Methoden. Fiir eine Verallgemeinerung auf Orbifolds mit Hintergrundfeldern siehe [55].
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Kritizitat Lie-Algebra, Torus | Lie-Algebra, Orbifold Eichgruppe Moduli
v, w,a, 3,y Es Es® Ay E(6) ® SU(3) 0
v,a, 8,5 As @ Es Dy @ u(1)* SO(8) @ U(1)? 0
w,a, 3,y Ee @ As Ay @ Ay @ Ay @ Ay (SU(3))* 0
a, B,y A @ Ay @ Az D Ay u(1)® @ A, SUB)eU(1)° 0
vV, W, Dy @ Dy ®u(1)? As & G G(2) @ SU(3) 0
v, w Ay @ Dy b u(1)? Go @ u(1)? G(2) o U(1)? 3
v,a Ay @ Dy b u(1)? Go @ u(1)? G(2) o U(1)? 3
v, 8,5 u(1)? @ Es Dy & u(1)? SO(8) ® U(1)? 3
@, Az ® Ay D u(1)2 @ Az u(1)* @ As SU(3) e U(L)* 3
o,y As @ As b u(1)? & As u(1)* &4 A, SU(3) e U(L)* 3
B,v Az ® Ay D u(1)2 @ Az u(1)* @ As SU(3) e U(L)* 3
W, Dy@u(1)? & Ay Ay @ A SU(3) @ SU(3) 5
w, Dy@u(1)? & Ay Ay @ As SU(3) ® SU(3) 5
w, Dy@u(1)? & Ay Ay Ay SU(3) ® SU(3) 5
w A du(1)* & A, u(1)? @ A, SU(3) @ U(1)* 6
o A du(1)* & A, u(1)? @ A, SU(3) @ U(1)* 6
8 Ay @ u(1)* @ As u(1)? @ As SU(3) @ U(1)? 6
¥ A du(1)* & A, u(1)? @ A, SU(3) @ U(1)* 6
v Dy & u(1)? Gy G(2) 6
- u(1)® @ As Ay SU(3) 9

Abbildung 7.3: Diese Tabelle enthilt alle Méglichkeiten der Symmetriebrechung des Standard
Zs—Orbifolds durch metrische Wilsonmoduli. Die zweite Eg bleibt dabei ungebrochen.
Spalte ,, Kritizitat“ bezieht sich auf die im Text beschriebenen Klassifizierung von Wilsonlinien.
Aufler den Lie-Algebren des Torus- und des Orbifold-Modells und der Eichgruppe des Orbi-
folds wird in der Spalte ,Moduli“ die Anzahl der noch kontinuierlich variierbaren metrischen
Wilsonmoduli, d.h. die Dimension der betreffenden Hyperflache im Moduliraum angegeben.

Die
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Kritizitat Lie-Algebra, Torus | Lie-Algebra, Orbifold Eichgruppe Moduli
v, W, 3,y Er & u(l) As @ Ay @ u(l) SU(6) @ SU3) @ U(1) 0
v, o, B8,y Ay @ As @ u(1) u(1)% @ A, SU(3) @ U(1)° 0
w,a, 3,7 Es @ u(1)? As ® As @ As @ u(1)? (SU(3))* @ U(1)? 0
a, B,y Ay ® As ® As & u(l)? u(1)® U(1)3 0
v, W, a Dy& Ay @ u(1)? As @ u(1)? SU(3) @ U(1)? 0
v, w Ay @ Az b u(1)? u(1)? U(1)4 3
v, Ay @ Az b u(1)? u(1)? U(1)4 3
v, B,y u(1)® @ As As @ u(1)? SU(3) @ U(1)? 3
a, Ay @ Az b u(1)? u(1)° U(1)° 3
o,y Ay @ Az b u(1)? u(1)° U(1)° 3
B,y A & Ay & u(1)? u(1)8 U(1)8 3
W, o Dy & u(1)? As @ u(1)? SU(3) @ U(1)? 5
w, 3 Dy & u(1)? As @ u(1)? SU(3) @ U(1)? 5
W, Dy & u(1)? & u(1)? As @ u(1)? SU(3) @ U(1)? 5
w As du(1)° u(1)? U(1)4 6
o As du(1)° u(1)? U(1)4 6
B Az @ u(1)" u(1)* U1y 6
~ As du(1)° u(1)? U(1)4 6
v As du(1)° u(1)? U(1)4 6
— u(1)® u(1)? U(1)? 9

Abbildung 7.4: Diese Tabelle enthilt alle Méglichkeiten der Symmetriebrechung des Standard
Z5—Orbifolds durch metrische Wilsonmoduli, bei Anwesenheit von diskreten Wilsonlininen, die
die twistinvariante A5 brechen.




Kapitel 8

Diskussion der Ergebnisse

In diesem letzten Kapitel werden die in den vorangegangenen Kapiteln erarbeiteten Resul-
tate zusammengefaft. Danach werden sie durch einen Uberblick iiber die heute bekannten
vierdimensionalen Losungen der Stringtheorie in den Gesamtzusammenhang eingeordnet. Ab-
schliefend diskutiere ich die daraus resultierenden Anwendungsmoglichkeiten, mogliche Verall-
gemeinerungen und offenen Fragen.

8.1 Zusammenfassung der Ergebnisse

In dieser Arbeit wurden toroidale und Orbifold-Kompaktifizierungen der heterotischen
Stringtheorie daraufhin untersucht, wie die realisierte Eichgruppe von den kontinuierlich
verdnderbaren Parametern, den Moduli, abhingt. Der Zusammenhang konnte durch Herausar-
beiten der in diesen Modellen realisierten (Lie-) algebraischen Strukturen transparent gemacht
werden.

Durch toroidale Kompaktifizierungen,

M — M* x T, (8.1)

erhdlt man die einfachsten vierdimensionalen Losungen der heterotischen Stringtheorie. Die
Geometrie der sechs internen Dimensionen wird durch das Ortsraumgitter A beschrieben:

R6
6

T° = TS (8.2)
Durch die Reinterpretation als Kompaktifizierung auf einem orthogonalen Torus in Anwesen-
heit eines konstanten Gravitationsfeldes G; # d;; kénnen die dabei méglichen kontinuierlichen
Deformationen von T® parametrisiert werden. Im allgemeinen Fall existieren weitere Hinter-
grundfelder, ndmlich der antisymmetrische Tensor B;; und die Hintergrund-Eichfelder A;, die
sogenannten Wilsonlinien. Zusammen parametrisieren die drei Arten von Hintergrundfeldern
alle physikalisch indquivalenten Deformationen des Impulsgitters

To9.6 = T'a0:6(Gij, Bij, Ai), (8.3)

das aus den ladungsartigen Quantenzahlen aller Zustdnde besteht. In Kapitel 5 wurde die
Abhéngigkeit der Eichgruppe von den Moduli untersucht. Den Ausgangspunkt bildeten dabei
Kompaktifizierungen ohne zusétzliche Hintergrundfelder, die die Eichgruppe

G =G g U(1)s, (8.4)

mit

GU19 = E(8) ® E(8) oder G119 = SO(32) (8.5)

177
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besitzen. Zuerst wurden die durch die Hinzunahme von Wilsonlinien moglichen Symmetrie-
brechungen charakterisiert. Dazu wurde auf die von Dynkin entwickelte Theorie der reguliren
Unteralgebren von Lie-Algebren mit ihrem eleganten diagrammatischen Formalismus zuriick-
gegriffen. Durch Implementierung der ,Methode der erweiterten Dynkin-Diagramme® wurde
gezeigt, daf die Lie-Algebren g = Es@® Fg und g = D14 der beiden urspriinglichen Eichgruppen
auf jede maximale reguldre Unteralgebra gebrochen werden kénnen. Die notwendige und hinrei-
chende Bedingung dafiir ist, dafl die Wilsonlinien zwar Gewichte der maximalen Unteralgebra
g’, aber nicht alle auch Gewichte der urspriinglichen Lie-Algebra sind:

A, clw (g/) —I'w (g) (8.6)

Solche Wilsonlinien kénnen explizit durch die Basisvektoren der auftretenden Gitter aus-
gedriickt werden. Im allgemeinen existieren mehrere Méglichkeiten der Brechung auf die gleiche
maximale Unteralgebra, die sich durch ihr sonstiges Spektrum unterscheiden. Die indquivalen-
ten Loésungen kénnen durch die endliche Menge

I'w(g')/Tr(g") (8.7)

der Nebenklassen beziiglich des Wurzelgitters parametrisiert werden.
Durch die Tteration des Verfahrens erhilt man alle reguldren Unteralgebren maximalen Ran-
ges. Um die n—te Unteralgebra in einer Kette maximaler regulirer Unteralgebren

g5gl5g® 5 .. (8.8)

zu realisieren, wihlt man die Wilsonlinien als Gewichte von g{™) | aber so, daB sie keine Gewichte
der néchstgréferen Unteralgebra sind:

A; €Ty (g™) —Tw (g™ Y). (8.9)

Da die Menge der Unteralgebren beziiglich der Inklusion nur partiell geordnet ist, gibt es Un-
teralgebren, die in mehreren Einbettungsketten auftreten. Dies kann zwar zu unerwiinschten
Symmetrievergroflerungen fithren, ist aber in der Praxis kein Problem, da es sich durch Zahlen
der im Spektrum auftretenden Eichbosonen leicht feststellen und durch eine andere Wahl der
Wilsonlinien beheben 148t.

Ausgehend von den regularen Unteralgebren maximalen Ranges kénnen alle reguldren Un-
teralgebren des Typs halbeinfach @ abelsch konstruiert werden. Auch hier wird eine von Dynkin
angegebene Regel implementiert und gezeigt, daf fiir jede Unteralgebra des maximalen Ranges
explizit angebbare einparametrige kontinuierliche Deformationen der Wilsonlinien existieren,
die den Rang des halbeinfachen Teils der Lie—Algebra um eins auf 15 senken. Durch Iteration
des Verfahrens kann der Rang dann immer weiter reduziert werden, wobei jede Verringerung um
eins einen weiteren kontinuierlichen Parameter pro Wilsonlinie liefert. Insgesamt ergibt sich so
eine Hierarchie kritischer Unterrdume des Moduliraumes, deren Dimension in dem Mafle steigt,
in dem die Eichgruppe kleiner wird.

Durch die Hinzunahme der anderen Hintergrundfelder ergeben sich ganz neue Méglichkeiten,
da man die urspriingliche Eichgruppe zunachst vergrofiern und dann wieder brechen kann. Die
generische Eichgruppe U(1)% des Kompaktifizierungssektors kann zu jeder Gruppe der Form

GO =gl U (8.10)
erweitert werden, wobei G() eine halbeinfache Lie-Gruppe vom Rang [ mit einer Lie-Algebra
vom ADE-Typ ist. Die notwendige und hinreichende Bedingung an die Hintergrundfelder ist

1 1 1
Gij + ZAZ . Aj = ZC” ~ Bij mod 5 (811)
Dabei ist Cj; die Cartan—Matrix von G und die zweite Gleichung braucht nur modulo 1/2
erfiillt werden. In der bisherigen Literatur wurden nur die Spezialfille A; = 0 und B;; = 0
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diskutiert. Im ersten Fall wird die Eichgruppe G(%) nicht gebrochen, was aber im allgemei-
nen Fall sehr wohl stattfindet. Im zweiten Fall kann G®) nur aus SU(2) Faktoren bestehen
oder G bildet zusammen mit G(*®) eine grofere einfache Lie-Gruppe. Die vielfiltigen neuen
Méglichkeiten, die sich durch eine Kombination symmetriebrechender und symmetrieerweitern-
der Effekte im allgemeinen Fall ergeben, konnen an einem Beispiel illustriert werden, in dem
nicht nur G(1%) gebrochen und G(®) erweitert wird, sondern aus den einfachen Faktoren beider
Gruppen gréfiere einfache Gruppen, zum Beispiel SU(5)-Gruppen, gebildet werden. Auch hier
gibt es fiir diskrete Werte der Moduli Modelle mit maximaler Symmetrie, die als Ausgangs-
punkt weiterer Symmetriebrechungen dienen konnen. Dies flihrt wiederum zu einer Hierarchie
kritischer Hyperflichen im Moduliraum.

Der Zusammenhang der von mir entwickelten Methode mit der Verschiebungsvektor—
Methode ist in Kapitel 5.5 beschrieben worden. Beide Methoden ergédnzen sich in ihren Vor-
und Nachteilen. Der Hauptvorteil des Arbeitens mit kritischen Hintergrundfeldern ist, daf} die
Abhéngigkeit von den Moduli explizit ist und sich die Eichgruppe leichter bestimmen oder vor-
geben 1d6t. Die Konjugationsklassen—Arithmetik der Verschiebungsvektor-Methode erméglicht
eine leichte Konstruktion des vollstandigen Spektrums und erleichtert heuristische Uberlegun-
gen, wenn alle Arten von Hintergrundfeldern gleichzeitig présent sind.

Toroidale Kompaktifizierungen der heterotischen Stringtheorie fiithren zu vierdimensionalen
Modellen mit vierfach erweiterter Supersymmetrie, die keine chiralen Fermionen zulassen. Der
Anschlufl an die Phanomenologie grofler vereinheitlichter Theorien gelingt durch die Kompak-
tifizierung auf sechsdimensionalen Orbifolds,

M — M* x 0°, (8.12)

die durch das Ausdividieren einer diskreten Untergruppe S(®) der sechsdimensionalen euklidi-

schen Gruppe definiert sind:
R6
6 _
rGE (8.13)
Die in dieser Arbeit betrachteten Orbifolds kénnen dquivalent durch das Ausdividieren einer
zyklischen Gruppe von Drehungen bei einem Torus realisiert werden:

o T°
0" = 77 0 € 0(6). (8.14)

Der erzeugende Twist hat die endliche Ordung N,
oY =1. (8.15)

Der Twist wird auf die Eichfreiheitsgrade ausgedehnt, um die Eichgruppe G zu brechen
und um insbesondere ihren Rang zu verkleinern, was in toroidalen Kompaktifizierungen nicht
moglich ist. Durch Orbifold-Kompaktifizierungen erhilt man semirealistische Modelle mit ein-
facher Supersymmetrie, chiralen Fermionen, einer Familienstruktur und interessanten verein-
heitlichten Eichgruppen, z. B. E(6). In der bisherigen Literatur war jedoch das Studium von
Hintergrundfeldern, insbesondere von Wilsonlinien, nicht systematisch betrieben worden. Un-
ter Benutzung der in Kaptitel 5 gewonnen Ergebnisse iiber Hintergrundfelder in toroidalen
Kompaktifizierungen wurden in Kapitel 7 die Konsistenzbedingungen zwischen Twist und Hin-
tergrundfeldern formuliert und untersucht. Aus der Literatur war bekannt, dafl der durch den
Ortsraumtwist § und den Eichtwist ¢ induzierte Twist © des Impulsgitters I'ss.5 ein Gitter-
automorphismus sein mufl. Um zu einer expliziten Charakterisierung der bei einem gegebenen
Twist zulassigen Hintergrundfelder zu gelangen, wurde nach dem Vorbild von [48] gepriift, wann
das Bild eines Basisvektors von I's2.6 eine ganzzahlige Linearkombination von Basisvektoren ist.
Es ergaben sich vier unabhéngige Bedingungen:

e Der Ortsraumtwist mufl ein Automorphismus des Ortsraumgitters sein:

6 € Aut(A). (8.16)
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Eine aquivalente Charakterisierung ist, dafl das Hintergrund—Gravitationsfeld eine verall-
gemeinerte Vertauschungsrelation mit den Matrizen von # beziiglich der Standardbasen
von A und A* erfiillt: ' '

G0, —07G =0 (8.17)

Diese Bedingung tritt auch bei Orbifolds der bosonischen Stringtheorie auf [55].

e Der Eichtwist # muf} ein Automorphismus des Gitters I'yg der 16 Eichfreiheitsgrade sein:
= Aut(F16). (818)

Diese Bedingung stellt sicher, daff in der getwisteten Theorie eine Trennung der links-
laufenden Freiheitsgrade in Eichfreiheitsgrade und Koordinaten des inneren Raumes T°
moglich ist.

e Der Eichtwist operiert auf den Wilsonlinien bis auf Vektoren aus I';g so, wie der Orts-
raumtwist auf den entsprechenden Richtungen von T operiert:

0'A; =07 A; mod T'ys. (8.19)

In der bisherigen Literatur wurde immer verlangt, dafl diese Relation exakt gilt. Sie wurde
dann als Einbettung der sechsdimensionalen Translationsgruppe in die sechszehndimen-
sionale interpretiert. Dies ist aber nicht die allgemeinste Losung.

e Die Twistmatrizen und die Kombination
1
Di; =2 (Bij -Gy — Z(AZ . Aj)) (8.20)
der Hintergrundfelder miissen die verallgemeinerte Kommutatorgleichung
Dy, — 0/ Dy = My, — M2 (fa - Ag) (8.21)

mit ganzzahligen M—Matrizen erfiillen. LaBt man die Wilsonlinien weg, so erhilt man
einfachere separate Gleichungen fiir das G;;— und das B;;-Feld. Dieselben Gleichun-
gen treten bei Orbifolds der bosonischen Stringtheorie auf [55]. Heterotische Orbifolds
mit Wilsonlinien sind komplizierter, da die Wilsonlinien auf beiden Seiten der Gleichung
auftreten.

In Kapitel 7 wurden die Einbettungs- und die Kommutatorgleichung fiir etwas spezialisierte
Klassen von Twists allgemein gelost. Dazu wird zunéchst jede Wilsonlinie in einen unter dem
Eichtwist invarianten und einen dazu orthogonalen nichtinvarianten Teil zerlegt:

A=A, A, (8.22)

Auflerdem werden die Wilsonlinien in zwei Gruppen eingeteilt, die sich aus dem Verhalten
der ihnen zugeordneten Richtungen des Torus T® unter dem Ortsraumtwist ergeben. Mit A,
werden die einer invarianten Richtung zugeordneten Wilsonlinien bezeichnet, mit A, diejenigen,
die zu einer nichtinvarianten Richtung gehoéren. Diese Unterscheidung ist zwar stets moglich,
fiihrt aber nur dann zu einer Vereinfachung, wenn alle auftretenden invarianten Richtungen
parallel zu Gittervektoren sind. Geometrisch entspricht dies dem Spezialfall, dafl der Fixtorus
des Ortsraumtwistes faktorisiert:

0% = OF x TOF, (8.23)

Dies ist jedoch nicht immer der Fall, da es Beispiele von nichtfaktorisierenden Fixtori gibt
[29]. Dennoch ist die Einschrankung, dafi nur faktorisierende Fixtori zugelassen werden, nicht
zu restriktiv, da bei sehr vielen interessanten Modellen, z.B. beim Standard—Zs—Orbifold und
allgemeiner bei allen Orbifolds mit Coxeter—Twists iberhaupt keine Fixtori auftreten.

Wenn nur faktorisierende Fixtori oder gar keine auftreten, kann die Matrix des Twistes
beziiglich der Gitterbasis auf Blockdiagonalgestalt gebracht werden, und die Gleichung (8.18)
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zerféiAHt in vier entkoppelte Gleichungen fiir Wilsonlinien Ka, ;&a, Km und ;&m Die ;‘:a und
die A, kénnen nur diskrete Werte annehmen. Genauer gesagt, mufl der mit der Twistordnung
N multiplizierte Vektor im invarianten bzw. im nichtinvarianten Teil der Gitters ' liegen:

NA, €I, NA, € Nr,,. (8.24)

Die anderen Wilsonlinien A, und A,, kénnen hingegen kontinuierlich variiert werden. Wahrend
die A4 durch den Eichtwist miteinander verkniipft werden und daher nicht unabhéngig variiert
werden konnen, gibt es fiir die A,, keine weiteren Einschriankungen. Die aus (8.18) folgen-
den Bedingungen an die Ka werden durch die unten beschriebene Einbettungskonstruktion
automatisch erfillt.

Falls (8.23) gilt, kann die gerade beschriebene Zerlegung der Wilsonlinien auch dazu benutzt
werden, die Kommutatorgleichung (8.21) auf die einfachere Form

D¢, — 6/ Dy, = M; (8.25)

zu transformieren. Eine spezielle Losung dieser inhomogenen Gleichung kann der Literatur ent-
nommen werden, die homogene Gleichung wurde in Kapitel 7 allgemein geldst. Die Dimension
des Losungsraumes kann durch die Dimensionen dj, der Eigenrdume zum Eigenwert e27/N
ausgedriickt werden:

Mp=di+di+2 Y = ) di (8.26)
keQo<k< keQ|o<k<1

Der 1-Eigenraum des Twistes beschreibt einen Fixtorus, der nach Voraussetzung faktorisiert.
Die thm zugeordneten Hintergrundfelder unterliegen, wie immer bei toroidalen Kompaktifizie-
rungen, keinen zusitzlichen Bedingungen. Um die Zahl der Orbifold-Moduli zu bestimmen,
muf die Definition des Eichtwistes konkretisiert werden. Dazu spezifiziere ich die Vorstellung,
der Eichtwist solle durch Einbettung des Ortsraumtwistes in die Eichfreiheitsgrade definiert
werden, durch die Vorschrift, den Ortsraumtwist durch eine Bijektion ¢ von A auf ein Unter-
gitter von I'1s in den Eichtwist zu verwandeln:

0 =¢hop 1. (8.27)

In diesem Fall sind die zuldssigen Deformationen des G;;- und des B;;—Feldes die gleichen wie
in der bosonischen Theorie. Die Zahl der Moduli ist daher [55]:

Sd, Mp= S S (3w)

keQlo<k<t 2 keQlo<k<d

d%—l-l
2

Mo =

Bei den Wilsonlinien gibt es zwei Arten von Deformationen: metrische, bei denen sich die
Matrix (A; - A;) &ndert und isometrische, bei denen sich diese Matrix nicht &ndert und die
Wilsonlinien starr relativ zum Gitter rotiert werden. Die Anzahl der metrischen Wilsonmoduli

ist gleich der der G;;—Moduli

di +1
Mam=| 2 + Y di (8.29)
2 keQlo<k<i

Die Zahl der isometrischen Wilsonmoduli ist

dy
Ma; = g

, + Y e (8.30)

2 keQlo<k<i

Geometrisch beschreiben die G;;—Moduli und die metrischen Wilsonmoduli die kontinuierliche
Anderung gewisser Radien und bestimmter Winkel zwischen den entsprechenden Richtungen.
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Die isometrischen Wilsonmoduli entsprechen hingegen Drehwinkeln zwischen den Wilsonlinien
und den Rotationsachsen des Fichtwistes. Aus Dimensionsgriinden ist auch eine doppelte Ein-
bettung des Ortsraumtwistes moglich. Dann verdoppelt sich die Zahl der Wilsonmoduli.

Um die modulare Invarianz der Orbifold-Kompaktifizierung zu garantieren, miissen gewisse
Relationen zwischen den Eigenwerten des Gesamt—Twistes © erfiillt sein. Fiir die Einbettungs-
konstruktion kénnen diese Bedingungen vereinfacht werden. Insbesondere sind kontinuierliche
Deformationen modular invarianter Modelle wieder modular invariant.

Durch die Wilsonmoduli, die in der bisherigen Literatur nur am Rande und nicht systema-
tisch beriicksichtigt wurden, ergeben sich Méglichkeiten der Symmetriebrechung, die mit den in
Kapitel 5 entwickelten Methoden behandelt werden konnen. Als Beispiel wurde der Standard-—
Z3—Orbifold betrachtet, und dabei wurden alle Moglichkeiten der Brechung der Eichgruppe
E(6) ® SU(3) ®F(8) durch die neun metrischen Wilsonmoduli klassifiziert. Dabei ergibt sich
eine Vielzahl kritischer Hyperflichen im betrachteten Teil des Orbifold-Moduliraumes, die hier-
archisch ineinandergeschachtelt sind oder sich in Unterrdumen héherer Symmetrie schneiden.
Diese Strukturen korrespondieren mit entsprechenden Strukturen im zugeordneten Teil des
toroidalen Moduliraumes. Die Klassifikation kann unmittelbar auf den Fall mit zus&tzlichen
diskreten Wilsonlinien iibertragen werden. Der Gebrauch von Dynkin—Diagrammen erlaubt
es, wie in Kapitel 5, systematisch vorzugehen. Durch die Kombination von Einbettungs- und
Dimensionsargumenten kénnen in allen Féllen die Orbifold—Eichgruppen eindeutig festgelegt
werden, ohne sie explizit zu konstruieren, was wesentlich aufwendiger ware.

Insgesamt ergibt sich das folgende Bild der Modulirdume von Orbifold und Torus—
Kompaktifizierungen: Jeder Twist definiert iiber die Konsistenzbedingung gewisse Teilrdume
des toroidalen Moduliraumes, in denen er eine Symmetrie der dort liegenden Modelle ist und
ausdividiert werden kann. Durch den Twist erhdlt man einen korrespondierenden Orbifold—
Moduliraum mit der gleichen Dimension und der gleichen Geometrie der kritischen Unterrdume
hoéherer Symmetrie. Die zuldssigen Hintergrundfelder parametrisieren dabei die erlaubten De-
formationen. Durch Twists, diskrete Wilsonlinien und spezielle Losungen der inhomogenen
Einbettungs- und Kommutatorgleichung werden verschiedene Modulirdume aufeinander abge-
bildet und zwar durch Twists Teile des toroidalen Moduliraums auf Orbifold-Modulirdume
und durch diskrete Parameter verschiedene Orbifold-Modulirdume und die korrespondierenden
Torus—Teilmodulirdume jeweils aufeinander. Dabei werden kritische Unterrdume wieder auf
kritische Unterraume abgebildet.

Insgesamt wurde gezeigt, dafl und wie man bei toroidalen und Orbifold-Kompaktifizierungen
durch Herausarbeiten der algebraischen Struktur einen Uberblick iiber die verwirrende Viel-
zahl der Modelle gewinnen kann. In Kapitel 6 wurden zudem die Zusammenhénge zwischen
Orbifold-Twists, Lie-Algebra—Automorphismen und getwisteten Kac-Moody—Algebren aufge-
arbeitet, durch die Orbifold-Kompaktifizierungen als spezielle konforme Feldtheorien und damit
als spezielle vierdimensionale Losungen der heterotischen Stringtheorie charakterisiert werden
konnen.

Um meine Ergebnisse in die aktuelle Forschungssituation auf diesem Gebiet einzubetten,
gebe ich anschliefend einen knappen Uberblick iiber die anderen bekannten Losungen.

8.2 Ubersicht iiber vierdimensionale Stringtheorien

8.2.1 Calabi—Yau—Kompaktifizierungen

Der allgemeinste Ansatz fiir die Kompaktifizierung der zehndimensionalen heterotischen
Stringtheorie ist die Ersetzung des zehndimensionalen Minkowski-Raumes durch das Produkt
eines vierdimensionalen Minkowski-Raumes und einer internen, sechsdimensionalen kompakten
Mannigfaltigkeit.

M — M* x K°. (8.31)

Die interne Mannigfaltigkeit K® muf eine Lésung der Vakuum-Einstein—Gleichungen, also
Ricci—flach sein. Bei einer generischen Wahl von K° wird die RZ-Supersymmetrie vollstindig
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gebrochen und es gibt im allgemeinen keine chiralen Fermionfamilien. Obwohl die uns experi-
mentell zugidngliche Welt nicht manifest supersymmetrisch ist, wird zur Losung des Hierarchie—
Problems in vereinheitlichten Eichtheorien eine auf geeignete Weise zu brechende N=1 Super-
symmetrie postuliert. Im Rahmen der Stringtheorie versucht man zun&chst supersymmetri-
sche vierdimensionale Losungen zu finden und die Supersymmetrie-Brechung in einem zweiten
Schritt zu behandeln. Dabei mufl gleichzeitig die Tachyon—Freiheit des Spektrums gewahrlei-
stet und ein zu grofier Wert der kosmologischen Konstanten [130] vermieden werden. Fordert
man, dafl die Kompaktifizierung eine RZ-Supersymmetrie ungebrochen 14t, so fithrt dies,
zusammen mit einigen ,technischen® Zusatzannahmen, zwingend dazu, dal K°® eine Calabi—
Yau—Mannigfaltigkeit! sein muf [1].

Dies ergibt sich auf folgende Weise [1]: Die N=1 Supersymmetrie impliziert eine Ein-
schrankung an die Wahl der Holonomie—Gruppe. Diese besteht aus allen Transformationen,
die sich beim Paralleltransport eines Tangentialvektors entlang geschlossener Kurven auf der
Mannigfaltigkeit ergeben. Bei einer generischen sechsdimensionalen Riemannschen Mannigfal-
tigkeit ist sie SO(6) ~ SU(4). Die Forderung nach ungebrochener Supersymmetrie schrankt
sie auf eine SU(3)-Untergruppe ein. Weiter ergibt sich, dafl K° eine komplexe und sogar
eine Kahler—Mannigfaltigkeit sein muf}, d.h. die Metrik wird durch die zweifache Dif-
ferentiation einer Potentialfunktion erzeugt. Calabi—Yau—Mannigfaltigkeiten sind kompakte
komplexe Kahlermannigfaltigkeiten mit Holonomiegruppe SU (3), also ist K¢ eine Calabi-Yau-
Mannigfaltigkeit. Tori sind Spezialfélle von Calabi—Yau—Mannigfaltigkeiten. Sie sind allerdings
vollig untypisch, da allgemeine Calabi—Yau-Mannigfaltigkeiten eine hochgradig nichttriviale
Geometrie besitzen, die zur Folge hat, dafl die zugeordnete Stringtheorie nicht mehr exakt
l6sbar ist. Manchmal werden sie daher in der Definition explizit ausgeschlossen [92].

Aus den Bewegungsgleichungen der Stringtheorie ergibt sich eine weitere Konsistenzbedin-
gung, die es erzwingt, die Holonomiegruppe in die Eichgruppe einzubetten. Bei der sogenannten
Standard-Einbettung wird sie mit dem SU(3)-Faktor der maximalen Untergruppe SU(3)@FE(6)
einer der beiden E(8) Gruppen der E(8) ® F(8)-Theorie identifiziert. Dadurch wird die Eich-
gruppe auf F(6) ® F(8) gebrochen und man erhélt mit der F(6) eine phdnomenologisch inter-
essante vereinheitlichte Eichgruppe mit komplexen Darstellungen, die chirale Fermionfamilien
zuldfit. Die vereinheitlichte Eichgruppe F(6) mufl natiirlich weiter gebrochen werden. Dies kann
auch hier mit Hilfe von Wilsonlinien geschehen. Dabei gibt es Beispiele, in denen die Eichgruppe
des Standard-Modells reproduziert wird, wobei allerdings immer zuséatzliche Symmetrien und
zustzliche Teilchen auftreten.

Das Hauptproblem bei der Calabi—Yau-Kompaktifizierung ist, dafl man die Metrik im all-
gemeinen nicht explizit angeben kann. Durch Kombination von mathematischen Methoden aus
der komplexen Differentialgeometrie, algebraischen Geometrie und der algebraischen Topologie
mit Methoden der Quantenfeldtheorie konnten trotzdem eine Fiille von Einsichten gewonnen
werden (siehe z.B. [92]). Physikalische Eigenschaften der Stringtheorie kénnen durch topologi-
sche Eigenschaften von K° ausgedriickt werden: So ist z.B. die Zahl der chiralen E(6)-Fermion-—
Familie gleich der Hilfte der Fuler—Zahl. Es sind Modelle mit drei oder vier Familien bekannt.
Eine Calabi-Yau—Mannigfaltigkeit wird durch ihre Topologie und ihre komplexe und Kéhler-
struktur eindeutig festgelegt. Die beiden letzteren Strukturen kénnen kontinuierlich deformiert
werden. Die zugehérigen Parameter bezeichnet man als Moduli. Da gewisse Korrelations-
funktionen exakt ausgerechnet werden koénnen, kann man die entsprechenden Kopplungen als
Funktion der komplexen und Kahler—-Moduli angeben. Eine zur Zeit intensiv untersuchte und an
vielen Beispielen belegte Vermutung ist, dafl Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten Paare bilden, die
jeweils die gleiche Stringtheorie beschreiben [92] (Spiegel-Hypothese). Dabei vertauschen die
komplexen und die Kdhler-Moduli ihre Rollen, wodurch sich die Zahl der exakt berechenbaren
Korrelationsfunktionen verdoppelt.

Fiir die Konstruktion von Calabi—Yau—Mannigfaltigkeiten gibt es zwei Methoden [15]:

e Durch algebraische Gleichungen kénnen Hyperflichen in komplexen projektiven Raumen
(CP™) oder verallgemeinerten gewichteten komplexen projektiven Rdumen (WCP") de-

!Eine Einfithrung in die Mathematik der Calabi-Yau-R#ume findet man in [15].
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finiert werden, die Calabi-Yau—Mannigfaltigkeiten sind.

e Toroidale Orbifolds kénnen Grenzfille von Calabi—Yau-Mannigfaltigkeiten sein, bei denen
die Krimmung auf die diskreten Fixpunkte konzentriert wird [63], [29]. Der Standard-Zs—
Orbifold ist der Grenzfall einer Calabi—Yau-Mannigfaltigkeit mit Standard-Einbettung.
Die Holonomie-Gruppe SU (3) entartet dabei zu einer Zs, der diskreten Holonomiegruppe
des Orbifolds. Umgekehrt erhdlt man durch das ,, Aufblasen® von Orbifold-Singularitéten
Calabi-Yau—Mannigfaltigkeiten. Dazu werden zunichst die Singularitéten herausge-
schnitten und an ihrer Stelle sogenannte Eguchi-Hanson—-Raume eingefiigt. Wenn dies
so geschieht, daB keine globalen Obstruktionen der komplexen und der Kéahlerstruktur
auftreten, erhilt man eine Calabi—Yau-Mannigfaltigkeit.

Aus einer gegebenen Calabi—Yau-Mannigfaltigkeit lassen sich durch das Ausdividieren diskreter
Symmetriegruppen neue Losungen fiir K& erzeugen. Dadurch 148t sich die bei vielen Modellen
sehr hohe Zahl von Fermion—Familien reduzieren. Falls die Twistgruppe nicht frei operiert, ist
der Faktorraum keine Mannigfaltigkeit mehr, sondern besitzt, wie bei den toroidalen Orbifolds,
singuldre Punkte.

8.2.2 Konforme Feldtheorien und vierdimensionale Stringtheorien

Bereits frither ist erortert worden, dafl die Bewegungsgleichungen der Stringtheorie dquiva-
lent sind zur konformen Invarianz der zweidimensionalen WF-Feldtheorie. Die allgemeinsten
klassischen Losungen der Stringtheorie sind daher zweidimensionale konforme Feldtheorien mit
gewissen zusitzlichen Eigenschaften. Bei den allgemeinsten RZ—supersymmetrischen vierdimen-
sionalen Losungen der heterotischen Stringtheorie werden die internen Freiheitsgrade durch eine
modular invariante lokal (0,1) und global (0,2) WF-supersymmetrische konforme Feldtheorie
mit den zentralen Ladungen (22,9) beschrieben.

Zur Konstruktion interner WF-Feldtheorien gibt es aufler der Kompaktifizierung eine Fiille
weiterer Verfahren. Bereits frither erwdhnt wurden die asymmetrischen Orbifolds toroidaler
Kompaktifizierungen und die kovarianten Gitter.

Aufler freien und getwisteten freien Feldtheorien gibt es eine bisher nicht iiberschaubare Viel-
zahl konformer Feldtheorien mit allen notwendigen Eigenschaften. Eine Klassifizierung gilt als
wiinschenswert und méglich. Da zur Zeit eine wachsende Fiille verschiedenster Konstruktionen
existiert, kann ich nur einige Beispiele nennen.

e Gepner hat eine Methode entwickelt, durch die Bildung von Tensorprodukten von Model-
len der minimalen superkonformen Serie modular invariante Theorien mit globaler (2,2)
WF-Supersymmetrie zu konstruieren [36], [3]. Ein Erfolg dieser Methode ist, daff gewisse
Gepner—Modelle Paaren von Calabi—Yau-Kompaktifizierungen entsprechen. Dies fiihrte
dann zur Aufstellung der Spiegel-Hypothese [92]. Die Klassen der Standard-Calabi—Yau—
Kompaktifizierungen und der (2,2) superkonformen Feldtheorien scheinen sich weitgehend
zu decken.

e Dadie zentralen Ladungen der internen konformen Feldtheorie groler als 1 sind, kann man
nur solche Theorien exakt 16sen, die eine erweiterte chirale Algebra, also eine Erweiterung
der Virasoro—Algebra besitzen. Mit freien Bosonen kann man Level-1-Darstellungen von
Kac-Moody—Algebren realisieren. Allgemeinere Level-k—Darstellungen erhilt man u.a.
durch Wess-Zumino-Witten—Modelle, bei denen die Felder Werte in einer Lie-Gruppe
annehmen.

e Mit Hilfe der Goddard—Kent—-Olive-Konstruktion kénnen aus Level k Darstellungen von
Kac-Moody-Algebren (oder Super-Kac-Moody-Algebren) durch Ausdividieren von Un-
teralgebren neue Theorien konstruiert werden. Moglicherweise liefert diese Konstruktion
sogar alle rationalen konformen Feldtheorien. Bei jeder Konstruktion kann man immer
wieder nach diskreten Symmetriegruppen suchen und durch (modular invariantes) Aus-
dividieren neue Theorien konstruieren [3].
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8.2.3 Moduli und marginale Operatoren

Eine weitere typische Eigenschaft konformer Feldtheorien mit zentraler Ladung ¢ > 1 ist die
Existenz kontinuierlicher Deformationen. Solche Deformationen, die ja die konforme Invarianz
nicht brechen, sind im Sinne der Wilsonschen Renormierunsgruppe marginal. Die zugehorigen
Parameter werden als Moduli bezeichnet. Infinitesimale marginale Deformationen werden durch
Operatoren vom konformen Gewicht (1,1) erzeugt. Die Deformation kann stérungstheoretisch
untersucht werden, indem man den betreffenden Operator zur Wirkung addiert. Endliche
marginale Deformationen und damit eine durch Moduli parametrisierte Schar von Theorien
erzeugen aber nur die integrablen marginalen Operatoren, d.h. diejenigen, die auch in der
deformierten Theorie marginal bleiben [42].

Beispiel: Wir betrachten eine kompaktifizierte Stringkoordinate. Bei generischer Wahl
des Radius gibt es nur einen marginalen Operator X[, (2)0Xg(%). Er beschreibt offensichtlich
Deformationen des Radius, da er proportional zur Wirkung eines freien Bosons ist. Fiir die
spezielle Wahl R = +/2 gehéren auch die marginalen Operatoren

eTIV2X L (2)2iV2XR(3) ’ e TiV2XL (z)EXR(E)’ e (Z)eﬂ\/iXR(z) (8.32)

zur konformen Feldtheorie des WF-Bosefeldes. Durch den Frenkel-Kac-Mechanismus wird
gleichzeitig eine A; @ A; Kac-Moody—Algebra realisiert. Die zusitzlichen marginalen Opera-
toren sind zwar integrabel, liegen aber in dem gleichen Ay @& A; Multiplett wie 3XL(Z)5XR (Z).
Daher erzeugen alle 9 Operatoren die gleiche Deformation. Man sagt, die zusétzlichen margi-
nalen Operatoren seien redundant [42].

Beispiel: Im Narain—Modell sind die 22-6 Operatoren G;;0X*(2)0.X7 (%), B;;0X*(2)0X7 (%)
und Af@XI(z)ng (Z) marginal und erzeugen die Deformationen der Hintergrundfelder bzw.
des Narain—Gitters [42].

Beispiel: In toroidalen Orbifold-Modellen existieren marginale Operatoren sowohl in den
ungetwisteten als auch in den getwisteten Sektoren. Die Moduli des ungetwisteten Sektors
beschreiben die zulédssigen Deformationen der Hintergrundfelder, die des getwisteten Sektors
sind ,, Aufblase-Moduli“, d.h. sie beschreiben den kontinuierlichen Ubergang zu Calabi-Yau-
Kompaktifizierungen durch Glitten der Singularitaten [14]. Sie hingen daher mit den Moduli
der komplexen und der Kahler-Struktur der Calabi—Yau—Mannigfaltigkeit zusammen.

Da die Moduli konformer Feldtheorien zugleich die klassischen Losungen der Stringtheorie
parametrisieren, sind diese Modulirdume in den letzten Jahren intensiv untersucht worden
[27]. Der Schwerpunkt lag dabei auf diskreten Symmetrien, wie der Dualitit und der Spiegel—
Symmetrie. Die Dualitdtssymmetrie identifiziert im Falle einer kompakten Stringkoordinate die
Radien R und 1/(2R) miteinander. Im Narain-Moduli-Raum ist die Symmetriegruppe, die als
modulare Gruppe des Targetraums bezeichnet wird.

o(d,d, Z)
0(d,Z) ® O(d,Z)’

(8.33)

Ahnliche Symmetrien gibt es in den Modulirdumen toroidaler Orbifolds [89]. Auf die bei Calabi-
Yau—Modellen auftretende Spiegel-Symmetrie bin ich bereits oben eingegangen.

Ein anderer wichtiger Punkt ist die Variation der Symmetrien, d.h. der FEichgruppe und der
erweiterten chiralen Algebra mit den Moduli. Am Beipiel einer kompaktifizierten Stringkoordi-
nate, d.h. der konformen Feldtheorie mit zentralen Ladungen (1,1), ist explizit gezeigt worden,
daB fiir alle rationalen Werte des Radius Erweiterungen der Virasoro—Algebra auftreten [42].
Viele dieser speziellen Punkte beschreiben das kritische Verhalten von zweidimensionalen Mo-
dellen der statistischen Mechanik, etwa des Ising- , Potts- oder diverser Vertex—Modelle. Die
groBte dieser Erweiterungen ist die Kac-Moody—Algebra bei R = /2. Dieses Modell ist auf-
grund der Dualitdtssymmetrie mit dem bei R = 1/(2\/5) dquivalent. Die Eichgruppe vergréfiert
sich an diesen beiden Punkten des Moduliraumes von U(1)? auf SU(2).

Obwohl die Modulirdume konformer Feldtheorien lokal Mannigfaltigkeiten sind, ist der
Gesamt—Moduliraum nicht die disjunkte Vereinigung aller dieser Mannigfaltigkeiten, da sich
die diversen Moduliraume schneiden konnen. Auf den Schnittflachen steigt die Anzahl der
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nicht-redundanten Operatoren und damit die lokale Dimension des Moduliraumes, der daher
keine globale Mannigfaltigkeit sein kann.

Beispiel: Der Moduliraum der konformen Feldtheorien mit ¢ = 1 [16], [42]. Aus der Theorie
eines kompakten freien Bosons kénnen diskrete Symmetrien ausdividiert werden. Die generi-
sche Symmetrie ist eine Z», bei der auf dem Kreis jeweils gegeniiberliegende Punkte identifiziert
werden. Da die Symmetrieachse den Kreis in zwei Punkten schneidet, gibt es zwei Fixpunkte.
Die getwistete Theorie beschreibt die eindimensionale Kompaktifizierung auf dem Zs—Orbifold
eines Kreises. Auch hier ist der Radius fast iiberall der einzige Modulus. Beide Modulirdume
sind Geraden, bzw. bei Beriicksichtigung der Dualitdtssymmetrie Halbgeraden. Ein spezielles
Ph#nomen tritt auf, wenn der Twist bei dem Wert R = /2 des Radius ausgefiihrt wird, an dem
die A; & A; Kac-Moody—Algebra realisert wird. Da der Twist dann ein Automorphismus der
Lie—Algebra A; ist, gibt es eine dquivalente Realisierung des Twistes durch einen Verschiebungs-
vektor. Das Twisten mit Verschiebungsvektoren bedeutet aber das Skalieren des Kreis—Radius
mit einer rationalen Zahl, in unserem Fall die Halbierung. Die Kompaktifizierung auf dem Kreis
mit B = %\/5 ist also dquivalent zur Kompaktifizierung auf dem getwisteten Kreis mit R = /2.
Die beiden Geraden schneiden sich in diesem Punkt. Ausgedriickt durch marginale Operatoren
gibt es im Kreis-Moduliraum an diesem Punkt einen zusatzlichen marginalen Operator, der
aufgrund der gebrochenen A;—Symmetrie nicht dquivalent zu dem generischen ist. Der zusitz-
liche Operator generiert dann Deformationen in die Orbifold-Richtung. Im Orbifold-Modell ist
die Situation genau spiegelbildlich.

Zwei Punkte sind fiir Verallgemeinerungen wichtig: 1.) Die Identifizierung kommt auf-
grund der Aquivalenz der Rotations- mit der Verschiebungsrealisierung des Twistes zustande
und ergibt sich aus einer zusétzlichen Struktur, im vorliegenden Beispiel aus der Lie-Algebra—
Struktur. 2.) Der Schnittpunkt ist ein Punkt erhdhter Symmetrie. Er ist aber kein Punkt
maximaler Symmetrie, sondern kann vielmehr von einem Punkt maximaler Symmetrie aus auf
zwel im allgemeinen indquivalenten Wegen erreicht werden. Auflerdem ist er ein Fixpunkt der
Dualitatssymmetrie (des Kreis—-Modells), denn R = %\/5 erfiillt die Gleichung R = (2R)~!. Fiir
konforme Feldtheorien mit ¢ = 3/2 kann eine dhnliche Analyse durchgefiihrt werden. Dabei
ergeben sich mehrere Geraden und mehrere Schnittpunkte [21]. Tm Falle ¢=2 gibt es bereits
vier generische marginale Deformationen. Der Moduliraum verzweigt sich in gewissen kriti-
schen Unterrdumen auf komplizierte Weise [17]. Fiir ¢ > 2 gibt es bisher keine vergleichsweise
vollstandigen Untersuchungen, aber einige allgemeine Resultate.

8.3 Ausblick

Aus den Ergebnissen der Kapitel 5 - 7 ergibt sich im Lichte des soeben gegebenen Uberblicks
eine Reihe von offenen Fragen, Anwendungen, Erweiterungen und Verallgemeinerungen, mit
deren Nennung ich die Arbeit beschliefen méochte.

e Die Rolle der isometrischen Wilsonmoduli und der inhomogenen Lésungen der Kommu-
tatorgleichung bei der Symmetriebrechung in Orbifold-Modellen mufl untersucht werden.

e Die Auswirkung kontinuierlicher Wilsonlinien auf das gesamte Spektrum einschliefSlich
des getwisteten Sektors mufl ebenfalls untersucht werden.

e Der Fall nicht—faktorisierender Fixtori sollte sich mit erhohtem Aufwand explizit 16sen
lassen.

e Es kénnen Orbifolds mit allgemeinen abelschen Punktgruppen Zy ® Zys ® - - - und nicht-
abelsche Orbifolds betrachtet werden. Eine notwendige Konsistenzbedingung zwischen
Twistgruppe und Hintergrundfeldern ist, dafl der Twist mit allen Generatoren der Twist-
gruppe kompatibel ist, d.h. man erhilt je einen Satz von Konsistenzgleichungen fiir jeden
Generator. Es stellt sich aber die Frage, ob dies auch hinreichend ist, oder ob, wie im
Falle der modularen Invarianz bei nichtabelschen Punktgruppen, zusétzliche Konsistenz-
bedingungen existieren.
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e Es kann versucht werden, die Konsistenzgleichungen zwischen Twist und Hintergrund-
feldern fiir asymmetrische Orbifolds zu lésen. Dies erscheint besonders in Hinblick auf
die Ergebnisse iiber die Symmetriegruppen toroidaler Kompaktifizierungen wiinschens-
wert, denn durch die Mischung von FEich- und Kompaktifizierungsfreiheitsgraden erge-
ben sich interessante Fichgruppen. Aus solchen Modellen sind aber kaum symmetri-
sche Orbifolds zu konstruieren, da die Unterscheidung von Ortsraum- und Eichtwist die
Kompaktifizierungs- und Eichfreiheitsgrade automatisch trennt. Das manifestiert sich
u.a. darin, daf} der Eichtwist ein Automorphismus des I';5—Gitters sein muf.

e Andererseits kann die geometrische Struktur symmetrischer Orbifolds und ihr Zusam-
menhang mit Calabi—Yau-Mannigfaltigkeiten ausgenutzt werden. Es ware zu klaren, ob
die Préasenz kontinuierlicher Wilsonlinien mit dem Aufblasen der Orbifold-Singularitéten
vertriglich ist, und wenn ja, wieviel Information man tiber die so entstehenden Modelle ge-
winnen kann. Da die kontinuierlichen Wilsonlinien die im Falle der Standard—-Einbettung
vorhandene Es—Fichgruppe und damit die linkslaufende globale WF-Supersymmetrie bre-
chen, wire das auch ein Beitrag zu einem besseren Verstdndnis der (0,2) superkonformen
Feldtheorien und der Einbettung der (2,2) Theorien in die grofiere Klasse.

e Durch die Konstruktion kritischer Werte der Wilsonlinien erhélt man zugleich Mo-
delle erhdhter Symmetrie und Kandidaten fiir Modelle, die aufgrund der Aquivalenz
der Verschiebungs- und der Rotationsrealisierung von Lie-Algebra—Automorphismen mit
anderen Modelle identifiziert werden kénnen. Dadurch kénnen Schnittflichen zwischen
verschiedenen Modulirdumen gefunden werden. Ein moglicher Ansatz wére die Frage,
wieviele nicht-redundante marginale Operatoren an Punkten oder auf Flichen erhShter
Symmetrie existieren. Hierfiir sollte eine darstellungstheoretische Charakterisierung exi-
stieren. Die zweite Frage ist dann, wie die zusitzlichen Deformationen das Modell &ndern
bzw. in welchen anderen Moduliraum man durch die Extra-Moduli gelangt.

e Mit Hilfe der Aquivalenz zwischen Verschiebungs- und Rotationsrealisierung sollte es
moglich sein, alle Orbifolds mit Verschiebungsrealisierung des Eichtwists und wahrschein-
lich auch alle durch kovariante Gitter definierten Modelle in die Moduliraume der Orbi-
folds mit Drehungsrealisierung einzubetten. Diese wiren dann spezielle Punkte erhohter
Symmetrie. Sie sind nicht nur aus den oben genannten Griinden interessant, sondern
auch, weil sich der Aufwand bei der Berechnung von Korrelationsfunktionen vereinfacht,
sobald der Twist als Verschiebung realisiert werden kann. Das liegt nicht nur an der
Unhandlichkeit der invarianten Orbits, sondern auch daran, dafl die Twistfelder, die die
Grundzustande der getwisteten Sektoren aus dem SI(2, C)-Vakuum erzeugen, im allge-
meinen keine freien Felder sind. Nur in den Féllen, in denen eine Verschiebungsrealisie-
rung existiert, konnen sie als Exponentiale freier WF-Bosonen realisiert werden. Falls
die Orbifold—Eichgruppe nicht den maximalen Rang hat, kann man natiirlich nicht die
gesamte Theorie, wohl aber den Teil mit erhchter Symmetrie vollstandig durch freie Bo-
sonen beschreiben. Durch die Kenntnis spezieller Punkte erhéhter Symmetrie und der
Moduli-Abhangigkeit kann vielleicht auch Information iiber die Theorie abseits der kriti-
schen Punkte gewonnen werden.

e Da kritische Wilsonlinien mit Symmetriebrechung zu tun haben, stellt sich die Frage
nach dem Zusammenhang mit dem Higgs—Mechanismus. Falls die Symmetriebrechung
durch kontinuierliche Deformationen erfolgt, mufl zusammen mit jedem Eichboson auch
ein Skalarfeld massiv werden. Die Lorentz—Invarianz der Stringtheorie garantiert im Prin-
zip, dafl dies auch geschieht, sagt aber nicht, welche Skalarfelder sich in die longitudinalen
Freiheitsgrade der Eichbosonen verwandeln. Der stringtheoretische Higgs—Effekt ist in der
Literatur mit Hilfe der effektiven Feldtheorie untersucht worden. Insbesondere in einer su-
persymmetrischen Theorie ist das von Vorteil, weil dann das Superpotential zur Verfiigung
steht. Am Beispiel der bosonischen Theorie habe ich beschrieben, wie der Higgs—Effekt im
Rahmen der kovarianten Quantisierung behandelt werden kann. Wenn sich dies auf den
heterotischen Fall verallgemeinern 1aft, hatte dies den Vorteil, dafl man im Prinzip das
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ganze Spektrum betrachten und auch grofie Deformationen bis zum néchsten kritischen
Punkt explizit behandeln kann. Zwar wéchst die Zahl der Zustdnde mit steigender Masse
stark an, aber zumindest entlang kritischer Linien sollte sich kontrollieren lassen, was ,in
der N&he®“ des masselosen Spektrums vor sich geht.

Neben dem Problem der Brechung der Fichgruppe stellt sich das der Supersymmetrie-
brechung. Gibt es phdnomenologisch akzeptable kontinuierliche Deformationen, z.B. via
Extra-Moduli, in Richtung von (0,1) konformen Feldtheorien ohne RZ—Supersymmetrie?

An verschiedenen Stellen war bemerkt worden, dafi durch endliche Transformationen ent-
lang gewisser Richtungen im Moduliraum wieder ein mit dem urspriinglichen identisches
Modell erreicht wird. Diese Transformationen sind entweder Elemente der bekannten Dua-
litdtsgruppen oder erweitern diese. Der genaue Zusammenhang sollte untersucht werden.



Anhang A

Elemente der Kohomologie- und
Erweiterungstheorie

Dieser Anhang dient zur Erlduterung der in der Arbeit an mehreren Stellen gebrauchten Be-
griffe , Kozykel“ und ,zentrale Erweiterung®. Als erstes werden einige Begriffe aus der alge-
braischen Kohomologie-Theorie eingefiihrt!. Die folgenden Aussagen beziehen sich auf diskrete
Gruppen, sie konnen aber unter Erhalt der algebraischen Struktur auch auf Lie-Gruppen und
Lie-Algebren iibertragen werden, sowie auf die Homologie- und Kohomologiegruppen reeller
und komplexer Mannigfaltigkeiten (Hodge/ de Rham bzw. Dolbeault—Theorie [155]).

Definition A.0.1 Es sei (G, ) eine Gruppe und (A, +) eine abelsche Gruppe. Dann heifit eine
Abbildung @, € C*"(G,A), n >0

an : X"G = A (g1, 90) = an(91, - ) (A.1)

eine n—-Ko—Kette von G mit Werten in A. Diese Ko—Ketten konnen konnen als formale Line-
rarkombinationen von n—Tupeln aus G mit Koeffizienten in A betrachtet werden.

Die Menge C"(G, A) ist eine abelsche Gruppe. Es sei C°(G, A) = A. Durch eine Abbildung
o: G — Aut(A) (A.2)
operiere G auf A.

Definition A.0.2 Durch

(dan)(g1, .-, 9n+1) = 0(g1)an(g2, - -, Gnt1)+ (A.3)

Z(_l)nan(gla s 9ic Gid1, - 'agn-l-l) + (_1)n+1an(g1a .. ~,gn)
i=1

wird eine formale duflere Ableitung
§:C"(G,A) = C"T(G,A), §*=0 (A.4)
definiert. d,, sei die Einschrinkung von § auf ein bestimmtes n. Die Elemente von
77 = Kern(dy) (A.5)
heiflen (A-wertige) n—-Kozykeln, die Elemente von
BY =Bild(d,-1) (A.6)

heiflen n—-Ko—Rander.

1 Hierbei stiitze ich mich auf [133].
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Es sei 0 die triviale Gruppe und é_; der triviale Homomorphismus von 0 nach A. Die Sequenz

0274 (G, A) 2% (G, A) (A7)
erfiillt
Bild(dp+1d,) und Bild(d,,) C Kern(dp41). (A.8)

Da in der zweiten Relation im allgemeinen keine Gleichheit besteht ist die Sequenz nicht exakt.
Die Abweichung von der Exaktheit wird durch die Faktorgruppen

H3(G,A) =75 (G, A)/B; (G, A) (A.9)

gemessen, die als n—te Kohomologie—Gruppen bezeichnet werden. Kohomologie—Gruppen sind
wichtige Hilfsmittel bei der Untersuchung globaler geometrischer und topologischer Eigenschaf-
ten von Mannigfaltigkeiten und bei der Erweiterung algebraischer Strukturen. In der Physik
treten sie da auf, wo Rdume mit nichttrivialer Topologie oder wo projektive Darstellungen bzw.
Erweiterungen von Symmetriestrukturen eine Rolle spielen. Letzters ist bei der Frenkel-Kac—
Konstruktion der Fall.

Mit den soeben eingefiihrten Begriffen kann das folgende Erweiterungsproblem? geldst wer-
den: Es werde eine Gruppe G gesucht, so dal A eine Untergruppe und G die zugehorige
Faktorgruppe ist. R R

A <G, G=G/A. (A.10)

Die Gruppe G ist dann eine Erweiterung von G mit dem (abelschen) Kern A. Da A in die im

allgemeinen nichtabelsche Gruppe G eingebettet wird, soll sie ab jetzt multiplikativ geschrieben
werden. Das Problem kann auch so formuliert werden, dafl die Sequenz

15A5G5G o1 (A.11)

exakt sein muf}; denn dies ist zu (A.10) dquivalent. A wird mit der Untergruppe ¢(A) identifi-
ziert. Da die Gruppe G im allgemeinen nicht als Untergruppe in G eingebettet werden kann,
kann G ist nicht zum direkten Produkt von G und A isomorph. Um G zu konstruieren be-
trachtet man zunachst das kartesische Produkt, das als triviales Faserbiindel mit Basis G und
Fasern A aufgefat werden kann. G kann durch die Wahl eines Schnittes

5:G—>(A3‘r, mit s = Idg (A.12)

mit einer Untermenge s(G) von G identifiziert werden. Der Schnitt wird so normiert, daf er
das 1-Element von G auf dasjenige von G abbildet.

Das Ziel ist nun, G durch die Angabe einer Gruppenstruktur auf dem Biindel unter Beach-
tung von (A.10) zu definieren. Fiir das Produkt zweier Bilder unter dem Schnitt mufi dann
gelten:

s(g) - s(9’) =€(g,9")s(g - ¢') mit e(g,4’) € A. (A.13)
Die Erweiterung G operiert auf ihrer abelschen Untergruppe durch Automorphismen:

5 :G — Ant(A). (A.14)

Die allgemeinste bei einer Erweiterung mit abelschem Kern auftretende Operation kann auf die
Wirkung o von G auf A zuriickgefiihrt werden.
Da die Multiplikation in G assoziativ sein muf}, kann gezeigt werden, daf3

(9,9 elg-9',9") =(s(g))eld’, 9") - €(g.9" - 9") (A.15)
gelten mufl. Dies ist dquivalent zu

0e)(g.9",9") = ¢, (A.16)

2 Auch dieser Teil ist eine Zusammenfassung von Material aus [133].
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d.h. € ist ein A—wertiger 2-Kozykel. Aus der Normierung des Schnittes ergibt sich die Normie-
rung

c(g,e) =¢€le,g) = €(e,e) = e (A.17)

des Kozykels. Die Wahl des Schnittes s und der Abbildung ¢ legen die Gruppenstruktur der
Erweiterung bereits fest:

(a,9) - (d',g") = (ad(s(g)](a")e(g,9"), 9 - 9')- (A.18)

Verschiedene Wahlen des Schnittes kdnnen zu isomorphen Erweiterungen fithren. Dies ist genau
dann der Fall, wenn zwei normierte Schnitte s und s’ sich um eine normierte 1-Kokette ¢
unterscheiden:

s'(9) = c(g) - s(9), c€CHG,A), cle) =e. (A.19)
Die entsprechenden Kozykeln ¢ und ¢’ hangen dann so zusammen:
€(9.9") = c(9)5(9)lc(s")]e(g, 9")elg - 9) (A-20)
Daraus folgt, daBl sich ¢ und ¢ nur um den A—wertigen Ko—Rand de unterscheiden:
€(g.9') elg,9") " = c(9)a(9)le(g ey - 9) ™" = (dc)(g.9)- (A-21)

Beide Kozykeln reprisentieren also dasselbe Element von HZ(G, A) und es gilt:

Satz A.0.1 Die indquivalenten Erweiterungen von G mit Kern A und Wirkung o werden durch
die Elemente der Kohomologiegruppe H2(G, A) parametrisiert.

Es gibt drei wichtige Spezialfille:

1. o wirkt trivial, Vg € G : o(9) = Id. Dann ist A eine zentrale Untergruppe,
liegt also 1im Zentrum von G. Die Erweiterung wird dann als zentrale Erweite-
rung bezeichnet. Die indquivalenten zentralen Erweiterungen werden durch die Gruppe
H?*(G,A) := H},(G, A) kKlassifiziert. Ein Beispiel werden wir im Rahmen der Frenkel-
Kac-Konstruktion kennenlernen.

2. Der Kozykel €(-, -) ist trivial, das heifit ein Ko-Rand. Dann ,splittet* die Sequenz, d.h.
sie besitzt eine partielle Umkehrung:

GEG1. (A.22)

In diesem Fall ist s(G) eine Untergruppe von é, im allgemeinen aber kein Normalteiler.
Wir identifizieren G mit s(G). Die Untergruppe A ist abelsch und somit automatisch ein
Normalteiler. G operiert auf A durch ¢. Die Gruppe G ist ein semidirektes Produkt:

G=Go,A. (A.23)

Die bekanntesten Beispiele sind die euklidische Gruppe Euk(d) = O(d) ® T(d) und die
Poincare-Gruppe P(d) = O(1,d—1)®T(d), bei der die Translationsgruppe T'(d) unter der
Drehgruppe bzw Lorentzgruppe gemé&fl der d-dimensionalen Darstellung transformiert.
Die infiquivalenten semidirekten Erweiterungen werden durch die Elemente von H1(G, A)
parametrisiert.

3. Sowohl der Kozykel als auch die G-Wirkung sind trivial. Dann ist die Sequenz in beiden
Richtungen exakt, d.h. es existiert eine zweite exakte Sequenz

1« A« GEGe1 (A.24)
Jetzt sind sowohl G als auch A Normalteiler von é‘r, und G ist ein direktes Produkt:

G=G®A. (A.25)



192 ANHANG A. ELEMENTE DER KOHOMOLOGIE- UND ERWEITERUNGSTHEORIE

Zwei abschlieBende Bemerkungen zur allgemeinen Theorie:

1. Die Begriffe zentrale, direkte und semidirekte Erweiterung lassen sich direkt auf Lie—
Gruppen und Lie—Algebren iibertragen.

2. Erweiterungen einer Gruppe G mit einer nichtabelschen Gruppe K existieren nicht immer.
Die méglichen Obstruktionen werden durch die Gruppe H2(G,K) parametrisiert: Die
Lésbarkeit des allgemeinen Erweiterungsproblems ist zur Trivialitdt eines gewissen 3—
Kozykels dquivalent. In diesem Fall kann das Erweiterungsproblem auf ein abelsches
zuriickfithrt werden.

Die Kohomologietheorie besitzt nicht nur in der Mathematik sondern auch in der theo-
retischen Physik zahlreiche Anwendungen, etwa die Klassifizierung von Anomalien und die
BRS—-Quantisierung.

Im Falle der Frenkel-Kac-Konstruktion ist die zu erweiternde Gruppe ein d-dimensionales
Gitter

(T, 4) ~ (2%, 4), (A.26)

der Kern ist (Z2, ), und in der erweiterten Gruppe (f, -) muf} gelten:
s(v)s(w) = S(v,w)s(w)s(v) mit S(v,w) = (=1)V'W (A.27)

Die Gruppenstruktur auf T wird also durch Vorgabe des Kommutators definiert. Die Erweite-
rung ist zentral. Der Zusammenhang zwischen Kommutator und Kozykel ergibt sich aus dem
Multiplikationsgesetz in T

s(v) - s(w) = e(v,w)s(v+w) = S(v,w)s(w) - s(v) = S(v,w)e(w, v)s(v + w). (A.28)
Daher braucht man einen Kozykel mit der Eigenschaft
e(v,wle(w,v)" ' = S(v,w) = (-1)VW. (A.29)

Die Kozykelgleichung ergibt sich aus der Spezialisierung der allgemeinen Formel auf den zen-
tralen Fall oder wieder direkt aus der Foderung nach Assoziativitdt der Multiplikation in I':

e(v,wle(v + w,x) = e(w,x)e(v, w + x). (A.30)

Man beachte, daf in der Gruppe (Z2, -) gilt: a=! = a. Der Kozykel kann oBdA normiert werden
(die Normierung kann durch einen 1-Ko-Rand erzielt werden und dndert die Kohomologieklasse
nicht):

€(v,0) = ¢(0,w) = 1. (A.31)
Frenkel und Kac (genauer gesagt der ,referee ihrer Arbeit) bemerkten, dafi im vorliegenden
Fall der Kozykel bimultiplikativ realisiert werden kann [140]:

e(v+w,x) = e(v,x)e(w, x), (A.32)

(v, w+x) = e(v,w)e(v, x). (A.33)

Die Kozykelbedingung 1st dann automatisch erfiillt, und der Kozykel kann durch seine Werte
auf einer Gitterbasis definiert werden. Im Falle des Wurzelgitters einer Lie-Algebra sind das
die einfachen Wurzeln «;. Eine mogliche Wahl ist

—1, fallsa;-a; = —1und i < j,
e(ai, o) = d ! (A.34)
+1, sonst.

Definiert man ein Produkt [1]

VW = E v'wla; - ay, (A.35)
i,7l7>i
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so kann man eine geschlossene Formel fir den Kozykel angeben:
e(v,w) = (-1)V*W (A.36)

Im Rahmen der Frenkel-Kac-Konstruktion werden die Elemente s(v) von T mit Hilfe der
Impulsoperators p durch die Operatoren

c(v) = (=P (A.37)

auf dem Hilbertraum realisert. Thre Kommutatoren S(v,w) kompensieren die stdrenden
Phasenfaktoren in den OPE der Vertexoperatoren und ermdglichen so die Konstruktion von
Vertexoperator-Darstellungen von Lie-Algebren.
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Anhang B

Lie—Algebren

B.1 Endlich—-dimensionale Lie—Algebren

B.1.1 Grundbegriffe

In diesem Abschnitt mochte ich einen knappen Abriff der algebraischen Aspekte (endlich-
dimensionaler) Lie-Algebren geben. Dabei folge ich [148].

Definition B.1.1 Eine Lie-Algebra L ist ein Vektorraum zusammen mit einem bilinearen,
antisymmetrischen Produkt [, ]
[,]:LxL—L,

von dem zusétzlich verlangt wird, dal es die Jacobi-Identitit
Va,b,ce L :la,[b ]+ [b,[¢, al] + [c, [a,0]] = 0
erfiillt.

Bemerkung 1 Unter der Dimension einer Lie-Algebra wird ihre Dimension als Vektorraum
verstanden. Wir betrachten hier zundchst nur endlich dimensionale Lie—Algebren.

Bemerkung 2 Alle in dieser Arbeit auftretenden Lie-Algebren haben als Grundkérper K die
reellen Zahlen R oder die komplexen Zahlen C. Die Aussagen dieses Abschnittes gelten aber
iiber beliebigen Képern der Charakteristik 0.

Bemerkung 3 Die Jacobi-Identitdt ist offensichtlich eine Modifikation des Assosiati-
vitatsaxioms, das bei ,normalen®, (d.h. assoziativen) Algebren gefordert wird. Andere in
der Physik auftretende nicht—assoziative Algebren sind z.B. die Jordan—Algebren.

Beispiele:

1. Ein schon aus der Schule bekanntes Beispiel einer Lie-Algebra ist der R3, zusammen mit
dem Vektorprodukt x.

2. Zu jeder assozativen Algebra A, mit Produkt - erhédlt man durch die Definition
[a,b]=a-b—b-a

eine Lie-Algebra. Das Lie-Produkt wird in diesem Fall aus offensichtlichen Griinden als
Kommutator bezeichnet. Sperzielle Beispiele fiir diese Konstruktion sind die linearen
Lie—Algebren, d.h. Lie-Algebren von Endomorphismen eines endlich—dimensionalen
Vektorraumes V', bzw., was ja im endlich-dimensionalen Fall gleichwertig ist, Lie—
Algebren quadratischer Matritzen.
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3. Auch fiir Vektorfelder auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit kann, z.B. durch
die Darstellung in lokalen Koordinaten, ein Kommutator und damit eine Lie—Algebra—
Struktur definiert werden. Betrachtet man speziell linksinvariante Vektorfelder auf einer
Lie—Gruppe, so ist diese Lie-Algebra isomorph zum Tangentialraum an das Einselement
und legt die gesamte lokale Struktur der Gruppe fest: Zu jeder Lie—Gruppe gehort eine
Lie-Algebra, und umgekehrt zu jeder Lie-Algebra mehrere Lie-Gruppen, die sich aber
nur durch ihre globale, topologische Struktur unterscheiden [135].

Auf die explizite Definition der Begriffe (Lie-Algebra—)Homomorphismus, Isomorphismus,
Automorphismus und Unter(-Lie—)Algebra mochte ich verzichten, da sie offensichtlich sind.
Der nachste wichtige Begriff ist der des Ideals, der bei Lie-Algebren eine analoge Rolle zu dem
des Normalteilers in der Gruppentheorie spielt.

Definition B.1.2 Eine Unteralgebra [ einer Lie-Algebra L heifit genau dann ein Ideal oder
eine invariante Unteralgebra, wenn gilt?!:

(L. 1)1,
d.h. wenn sie unter der adjungierten Wirkung der Lie—Algebra invariant ist.

Beispiel: Wenn L eine Matrix—Lie—Algebra ist, die nicht nur spurfreie Matritzen enthilt, so
bildet die die Menge der skalaren Matritzen

S, K)={M e M(n,K)|M=c E, cecK} (B.1)

ein Ideal. (F ist die Einheitsmatrix.)

Aus gegebenen Lie—Algebren kénnen durch die Bildung von Quotienten und Summen? neue
konstruiert werden. Die Menge L/I der Nebenklassen moduluo I ist genau dann beziiglich
des induzierten Lie-Produktes, eine Lie—Algebra wenn I ein Ideal ist. Bei Summen von Lie—
Algebren L, L', wird der direkten Summe der Vektorrdume eine Lie-Algebra—Struktur auf-
gepragt. Das einfachste Beispiel ist die direkte Summe L & L’. Hierbei setzt man:

Va,be L: Yd',b' € L': [(a,d),(b,b")] = ([a,d'], [b, b]) (B.2)

Wihrend hier sowohl L als auch L’ als Ideale in die Summe eingebettet sind, ist dies bei
semidirekten® Summen nur fiir einen der Summanden der Fall. Ist z.B. L’ = A abelsch (s.u.)
und p ein Lie-Algebra-—Homomorphismus von L in die Automorphismen von A, so wird durch
die Definition

Va,b e LVa' b € Al(a,d’), (b,b")] = ([a,b], p(b)a’ — p(a)b’) (B.3)

eine semidirekte Summe L W, A definiert. Beispiele: Die Lie-Algebren der Poincaré-Gruppe
oder der Euklidischen Gruppen.
Ubersicht iiber die Haupttypen von Lie—Algebren

Die einfachsten Lie—-Algebren sind die abelschen, bei denen die Lie-Algebra Struktur sozusagen
trivial ist.

Definition B.1.3 Eine Lie-Algebra L heifit genau dann abelsch, wenn gilt
[L,L]=0
d.h. wenn alle ihre Elemente paarweise kommutieren.

Beispiel 4 Die Lie-Algebra D(n, K) aller diagonalen n x n Matritzen ist abelsch. Jede abelsche
Lie-Algebra ist isomorph zu einer D(n, K).

ch verwende hier an Stelle des Allquantors die suggestive und kompaktere Komplex—Schreibweise. Die in
der Definition gegebene Formel bedeutet z.B. Va € L Vi € I[a,i] € I.

?Manche Autoren verwenden hier den Begriff Produkt.

3Der allgemeine Fall kann mit den Instrumenten aus Anhang A gemeistert werden [133].
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Beispiel 5 Die Lie-Algebra (1) der Lie-Gruppe U(1) ist abelsch, ndmlich R mit dem Kom-
mutator als Lie-Produkt. Jede abelsche Lie~Algebra der Dimension n ist isomorph zur n—fachen
direkten Summe «(1)” von «(1) mit sich selbst (und natiirlich isomorph zu D(n, R)).

Eine etwas grofiere Klasse bilden die nilpotenten Lie—Algebren. Die induktiv definierten
Ideale L?,

=1L, L' =[L LY, i=0,1,... (B.4)
bilden die absteigende zentrale Serie von L.
Definition B.1.4 Eine Lie-Algebra L heifit genau dann nilpotent, wenn gilt
dneN: L"=0
Beispiel 6 Die Lie—Algebra N (n, K),
Nn,K)={M e Mn K)|M;; =0,1<j<i<n} (B.5)

der echten oberen Dreiecksmatritzen ist nilpotent. Jede nilpotente lineare Lie—Algebra ist
isomorph zu einer Unteralgebra einer geeigneten N (n, K) (Satz von Engel).

Bemerkung 4 Offensichtlich ist jede abelsche Lie-Algebra nilpotent, aber die Umkehrung gilt
im allgemeinen nicht.

Bemerkung 5 Die aus der Quantenphysik bekannte Heisenberg—Lie—Algebra
[a,a*] =1 (B.6)

ist dreidimensional und nilpotent. Aus Wielandts Theorem [147] folgt, dafi mindestens einer
der beiden Operatoren a,a® unbeschrinkt sein mufl. Daher besitzt diese Lie—Algebra keine
endlich dimensionalen Darstellungen und ist nicht linear.

Durch eine weitere Abschwichung kommt man zu dem Begriff der auflésbaren Lie-Algebra.
Die induktiv definierten Ideale L)

LO=pr p0+) =[O 1) i=01,... (B.7)

bilden die derivierte Serie von L. Insbesondere wird [L, L], also die von allen Kommutatoren
erzeugt Lie—Algebra, die derivierte Algebra von L genannt.

Definition B.1.5 Eine Lie-Algebra L heifit auflésbar, wenn gilt
IneN: LW =0
Beispiel 7 Die Lie-Algebra 7 (n, K),
Tn,K)y={M e M(n,K)|M;; =0,1<j<i<n} (B.8)

der oberen Dreiecksmatritzen ist auflésbar. Jede lineare auflésbare Lie—Algebra ist isomorph
zu einer Unteralgebra einer geeigneten 7 (n, K) (Satz von Lie).

Bemerkung 6 Jede nilpotente Lie-Algebra ist auflésbar, aber nicht umgekehrt.

Eine Lie-Algebra ist im allgemeinen nicht auflésbar, z.B. sind ¢g{(V) = End(V), die Lie-
Algebra der Endomorphismen des Vektorraumes V und gl(n,K) = M (n,K), die Lie-Algebra
aller n X n Matritzen nicht auflosbar. Jede Lie—Algebra besitzt aber ein eindeutig bestimmtes
maximales auflésbares Ideal, das Radikal R =Rad(L) von L. Bei auflésbaren Lie-Algebren ist
L = R. Der andere Extremfall soll nun betrachtet werden.

Definition B.1.6 Eine Lie-Algebra L heifit genau dann halbeinfach, wenn gilt Rad(L) = 0.
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Bemerkung 7 Eine halbeinfache Lie—Algebra ist in dem Sinne maximal nicht—abelsch, dafl
[L,L] = L ist, d.h. die die derivierte Algebra ist gleich der urspriinglichen und nicht wie im
allgemeinen Falle kleiner oder wie im abelschen Fall 0.

Eine dquivalente Charakterisierung fiir halbeinfach ist:

Satz B.1.1 Eine Lie-Algebra L ist genau dann halbeinfach, wenn sie keine abelschen Ideal auBer

dem O—ldeal 0 = {0} besitzt.
Dieser Sachverhalt legt eine neue Definition nahe:

Definition B.1.7 Eine Lie—Algebra L heifit einfach, genau dann wenn sie keine nichttrivialen
Ideale besitzt und die derivierte Algebra ungleich 0 ist. Als triviale Ideale gelten 0 und L.

Bemerkung 8 Jede einfache Lie-Algebra ist halbeinfach, aber die Umkehrung ist im allge-
meinen falsch. Die zweite Bedingung der Definition schliefit abelsche Lie-Algebren aus. Wiirde
man auf sie verzichten waren eindimensionale Lie-Algebren einfach, und zwar aus dem trivia-
len Grunde, dafl eine eindimensionale Lie—Algebra gar keine nichttrivialen Ideale besitzen kann.
Sie ist zudem automatisch abelsch; somit wiren eindimensionale abelsche Lie—-Algebren ein-
fach, héherdimensionale abelsche Lie—Algebren hingegen weder einfach noch halbeinfach. Mit
der hier gewidhlten Definition sind alle abelschen Lie—Algebren werder einfach noch halbeinfach,
was sicher sinnvoller ist?.

Der Begriff der Einfachheit erweist sich dadurch als sinnvoll, dafl nun jede halbeinfache Lie—
Algebra in kleinste Bausteine zerlegt werden kann.

Satz B.1.2 [Cartan, Killing] Jede halbeinfache Lie—Algebra L ist eine direkte Summe einfacher
Ideale L;.

Beispiel 8 Die Lie-Algebra su(n) der spurfreien, komplexen, antihermiteschen Matritzen und
die Lie-Algebren sl(n,K), der spurfreien, so(n,K) der spurfreien, antisymmetrischen und
sp(n, K) der spurfreien, symplektischen Matritzen iiber K sind einfach. Direkte Summen dieser
Lie-Algebren sind halbeinfach. Die im Standard—Modell der Elementarteilchenphysik auftre-
tende Lie-Algebra su(3)® su(2) ® u(1) ist nicht halbeinfach, da die u(1) ein abelsches Ideal

1st.

Unsere Uberlegungen kommen dadurch zu einem Abschlufl, da man auch die Struktur
einer allgemeinen, d.h. weder auflésbaren noch halbeinfachen Lie-Algebra L angeben kann.

Der Ausgangspunkt ist dabei die Tatsache, dafi der Quotient L/Rad(L) halbeinfach ist [133]:

Satz B.1.3 [Levi, Malcev] Jede Lie-Algebra ist isomorph zur semidirekten Summe einer aufldsbaren
und einer halbeinfachen Lie—Algebra, namlich des Radikals und der dazu gehdrenden Quotienten—

Lie—Algebra:

= Rad(D) W Rad(L).

Darstellungen von Lie—Algebren

Definition B.1.8 Unter einer Darstellung (V, ®) einer Lie—Algebra L versteht man einen K-
Vektorraum V', zusammen mit einem Lie—Algebra Homomorphismus von L in die Endomor-
phismen von V.

$: L —gl(V).

4 Allerdings finden sich in der Literatur auch andere Definitionen fiir einfach und halbeinfach, sogar solche,
nach denen eindimensionale Lie—Algebren zwar einfach, aber nicht halbeinfach sind!
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Beispiel 9 Die adjungierte Darstellung (L, ad) von L ist d efiniert durch ¥V = I und
ad:a— ada, ada(b)=[a,b], a,be L. (B.9)
Bemerkung 9 Definiert man mit Hilfe der Darstellung ein Produkt
2 LxV—V a-v=0(av a€ L, veV, (B.10)

so erhalt V die Struktur eines L-Moduls, denn das Produkt ist bilinear und mit dem Lie—
Produkt vertraglich:

[a,b] - v=a-b-v—b-a-vfirallea,be L,veV.

Die wichtigsten Begriffe der Darstellungstheorie seien schnell wiederholt: Eine Darstellung heift
irreduzibel, wenn der Darstellungsraum keine echten invarianten Teilrdume besitzt, andern-
falls heifit sie reduzibel. Zerfillt der Darstellungsraum in eine direkte Summe invarianter
Teilrdume so wird die Darstellung vollreduzibel genannt. In einer irreduziblen Darstellung
gilt: Wenn ein Endomorphismus ¥ € ¢/(V) mit alle ®(a) vertauscht, so ist er konstant (Schur-
sches Lemma).

Generatoren und Relationen

Eine wohlbekannte Beschreibung von Lie-Algebren ist die folgende: Man wahlt eine
Vektorraum-Basis t4,a = 1,...,d, d = dém(L) von L und bildet alle Kommutatoren:

[taatb] = fabctc (Bll)

Die (Basisabhingigen) Strukturkonstanten fgp € K charakterisieren dann L vollstindig. Al-
lerdings ist diese Beschreibung in hohem Mafle redundant: So ist z.B. die Lie-Algebra FEg
248—dimensional, kann aber bereits durch 9 geeignet gewéhlte Generatoren erzeugt werden.
Dieses Verfahren empfiehlt sich natiirlich auch aus konomischen Griinden. Um es verstehen
und anwenden zu kénnen, brauchen wir den Begriff der freien Lie—Algebra und die Charak-
terisierung einer Lie—Algebra durch Generatoren und Relationen.

Definition B.1.9 Die freie Lie-Algebra F = F(m,K) in m Generatoren iiber K wird wie
folgt konstruiert: Man nehme m Objekte a;, genannt Buchstaben. F(m, K) besteht dann aus
allen Wértern, die man durch Bildung von Kommutatoren und K-Linearkombinationen bilden
kann. Zwei Worter werden dabei genau dann identifiziert, wenn sie durch Anwendung der
Lie-Algebra—Axiome ineinander iiberfiihrt werden kénnen.

Auf diese Weise ist F eine Lie—Algebra mit minimaler Struktur, in dem Sinne, dafl eine maximale
Anzahl von Wortern verschieden ist. Man kann weitere Identifizierungen vornehmen, indem
man gewisse Worter, Relationen genannt, mit 0 identifiziert, und kann so der Lie-Algebra
mehr Struktur aufpragen. Durch die Wahl einer geeigneten freien Lie-Algebra und geeigneter
Relationen rg 22 0 kann jede Lie-Algebra in der Form

Lo~ Ff (B.12)

realisiert werden. Ohne Relationen existieren im allgemeinen beliebig lange Worte, die von
den kiirzeren Wortern linear unabhéngig sind. Eine freie Lie-Algebra ist daher in der Regel
unendlich dimensional.

B.1.2 Die Struktur der einfachen komplexen Lie-Algebren
Cartan—Subalgebren und Wurzeln

In diesem Abschnitt soll die Struktur einer einfachen komplexen Lie-Algebra g beschrieben
werden®. (Die folgenden Uberlegungen gelten auch fiir Lie-Algebren iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charaketeristik 0.) Zun#chst verschafft man sich eine maglichst
grofle abelsche Unteralgebra.

5Fiir den Rest von Anhang B1 verwende ich [137] und insbesondere [138].
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Definition B.1.10 Ein Unteralgebra h von g heifit genau dann eine Cartan—Subalgebra,
wenn sie eine maximale abelsche Unteralgebra und die adjungierte Darstellung auf ihr vollre-
duzibel ist.

Satz B.1.4 Jede einfache komplexe Lie—Algebra besitzt eine Cartan—Subalgebra, und diese ist
eindeutig bis auf Konjugation mit Gruppenelementen.

Bemerkung 10 Hierbei wird benutzt, dafl jede Lie-Algebra g die Lie—Algebra einer Lie—
Gruppe G ist, und dafi die adjungierte Wirkung der Gruppe auf sich, eine entsprechende
Wirkung auf der Lie-Algebra induziert (xr — gzg~!, z € g, g € G).

Definition B.1.11 Die Dimension der Cartan—Subalgebra wird als der Rang der Lie-Algebra
bezeichnet.
rang(g) = dim(h).

Um die Cartan—Zerlegung einer einfachen komplexen Lie-Algebra angeben zu koénnen, wird
noch der Begriff des Gewichtes bendtigt.

Definition B.1.12 Der Dualraum h* von h heifit der Gewichtsraum von g, seine Elemente
Gewichte.

Man kann nun die adjungierte Darstellung von g betrachten. Wahlt man eine Basis h;, ¢ =
1,...,l der Cartan—Subalgebra, so kann man sie derart zu einer Basis der Lie-Algebra ergénzen,
dafl die weiteren Basisvektoren e,, a € A, A diskrete, endliche Indexmenge, simultane Eigen-
vektoren zu alle ad h; sind. Die Eigenwerte N; . die e, als Eigenvektor der ad h; charakterisie-

ren,

adhi(ea) = [hla eoé] = Ni,oceoca (B13)

definieren gerade ein Funktional auf h. Da dariiber hinaus alle diese Funktionale paarweise
verschieden sind, werden sie als Indexmenge verwendet: A C h*,

a €A alhy) = N;,. (B.14)
Insgesamt gilt:
Satz B.1.5 [Cartan] Jede einfache komplexe Lie—Algebra g ist als direkte Summe

g:h@@ga

Q€A
darstellbar. Dabei ist h eine Cartan—Subalgebra und die Raume g, sind eindimensional. Wahlt man
eine Basis i, eq,2=1,...,1, a € A, so lauten die Vertauschungsrelationen der Lie—Algebra:
[hi, hi] =0,
[hi, ea] = alhi)eq, (B.15)
Nogeats, falls o« + 8 € A,
[eares] =< SO, a(hi)hi, falls o+ 8 =0.
0, sonst,

Ng,g € C. Die Funktionale o € A heiBen die Wurzeln von g. Die Kenntnis der Wurzeln legt die
Lie—Algebra bereits eindeutig fest.

In dieser Darstellung existieren zwei Arten von bisher unbestimmten Strukturkonstanten:
Die a(h;) charakterisieren die Lie-Algebra vollstandig. Fiir die Klassifikation ist dabei nach-
teilig, daB die Funktionale « linear abhéngig ist. Die Angabe aller Wurzeln ist in hohem Mafe
redundant. So hat die Lie-Algebra Fg 240 Wurzeln, der Gewichtsraum ist aber nur achtdi-
mensional. Tatséchlich ist die Angabe von 8 | einfachen® Wurzeln hinreichend, um die gesamte
Algebra zu konstruieren. Um dies zu verstehen, miissen wir uns zuvor mit Bilinearformen
und der Geometrie des Wurzelsystems beschéftigen. Die N, g enthalten hingegen keine wei-
tere Information. Einige von ihnen kénnen frei gew&hlt werden; der Rest wird dann durch die
Jacobi-Identitat fixiert.
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Bilinearformen und Wurzeln

Definition B.1.13 Die symmetrische und invariante Bilinearform
K:LxL—K: K(a,b) = Sp(ada adb)

auf einer K-Lie-Algebra L heifit die Killing-Form von L. Als Invarianz oder Assoziativitat (im
Sinne der Jacobi-Identitét) bezeichnet man dabei die Eigenschaft

Va,byc € L: K([a,b],¢) = K(a,[b,]).

In der allgemeinen Theorie kann man mit Hilfe der Killing—Form ein niitzliches Kriterium fir
die Halbeinfachheit formulieren.

Satz B.1.6 [Cartans 2. Kriterium] Ein Lie-Algebra L ist genau dann halbeinfach, wenn die Killing—
Form nicht entartet ist.

Wir wenden uns jetzt wieder den einfachen komplexen Lie—Algebren zu. Da die Einschrankung
der Killingform auf die Cartan—Subalgebra h ebenfalls eine symmetrische, invariante und nicht
entartete Bilinearform ist, definiert die Gleichung

Vheh: K(hg, h)=a(h) (B.16)

fiir jedes feste @ € h* ein eineindeutig bestimmtes h, € h, d.h. es existiert ein natiirlicher
Isomorphismus zwischen Gewichtsraum und Cartan—Subalgebra:

h* -h: a— h,. (B.17)

Durch
(a, BY := K(ho, hg) = a(hp) (B.18)

wird dann eine symmetrische, invariante, nicht entartete Bilinearform auf h* definiert.
Betrachtet man die Bilinearform (-, -) speziell auf den Wurzeln von g so ergibt sich:

Satz B.1.7 [Rationalititseigenschaft der Wurzeln] Fiir o, 8 € A gilt:

(o, B) € Q, {a,a) > 0.

*

W3hlt man aus den Wurzeln eine Basis 3;,¢ = 1,...,{ aus [ = rang(g) h
Wourzel als rationale Linearkombination schreiben.

aus, so |aBt sich jede

Bildet man nun die reellen linearen Hiillen (die Mengen der reellen Linearkombinationen) der ;
und der hg,, so erhélt man reelle Unterrdume von h*, h auf denen die Bilinearformen positiv
definit sind. Es gilt:

Satz B.1.8 Der reelle Unterraum

hy = <{h/@l|i: 1,...,l}>

der Cartan—Subalgebra ist unabhangig von der Wahl der ;. Die Einschrinkungen der Killing—Form
K auf hy und der Bilinearform (-, -} auf hj sind reelle Skalarprodukte.

Als Vorbereitung der weiteren Schritte mufl nun eine Ordnungsrelation auf hf eingefiihrt
werden. Dazu wahlt man eine Basis 3; aus den Wurzeln aus und definiert:
Definition B.1.14 Seien v = 22:1 giBi und § = 22:1 d;B; Vektoren aus hj (d.h. g;,d; € R).
Dann ist ¥ > 4, genau dann wenn g; — by > 0 oder g3 = by und gy — b2 > 0 oder usw. ist.
Insbesondere heifit ein Vektor positiv bzw. negativ, wenn er grofier bzw. kleiner als 0 ist. Mit
AT, A~ werden die Mengen der positiven bzw. negativen Wurzeln bezeichnet.
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Die Gestalt der Vertauschungsrelationen vereinfacht sich bei Benutzung der eingefiihrten
Bilinearformen:

[ha,es] = {a, B)eg, (B.19)
[ea; o] = K(€a,e—a)ha, (B.20)
lea, €8] = Na geaqts, fiir o+ € A, (B.21)

mit K (eq,e—o) = Bo € C — {0} und N, 3 € C — {0}.
Da man zeigen kann, daf} fiir alle Wurzeln K(eq,eq) = 0 ist, kann man die Killing-Form
nicht benutzen, um die e, zu normieren. Eine Analyse der verbleibenden Willkiir ergibt [137]:

Satz B.1.9 Fiir beliebige B, kann man erreichen, daB entweder fiir alle Wurzeln Ny g = N_4 _3
ist oder daB fiir alle Wurzeln N, g = —N_, _g ist. Will man alle N, g reell wahlen, so muB man
im ersten Fall alle B, negativ, im zweiten Fall alle B, positiv wahlen. Zwei Standardwahlen sind
dann B, = —1 (Konvention A, Cornwell) und B, = 1 (Konvention B, Helgason).

Im folgenden wird Konvention A verwendet. Die so normierten Wurzelgeneratoren e, bilden
zusammen mit einer Basis der Cartan—Subalgebra eine Cartan—Weyl-Basis von g. Die Vertau-
schungsrelationen sind:

[H,eo)| = a(H)e, VH €h, (B.22)
lea, e8] = Nopeatp, o+ 8 €A, (B.23)
[ea;€—a] = —ha. (B.24)

Da die hy linear abhéngig sind, gibt es keine natiirliche Wahl fiir eine Basis von h. Eine
Wahlmdoglichkeit sind die Bilder hg, einer Basis §; des Gewichtsraumes. Eine andere Wahl
der Basis von h ist fiir viele physikalische Anwendungen sinnvoll und erlaubt zugleich eine
geometrische Reinterpretation des Wurzelsystems, die auch rein mathematisch wichtig ist. Da
die Killing—Form eingeschriankt auf hg ein reelles Skalarprodukt ist, kann man durch

K(hi, h;) =6 (B.25)

eine reelle Orthonormalbasis von hg definieren und nach dem Gramm-Schmidt—Verfahren kon-
struieren (diese ist natiirlich dann eine C-Basis der Cartan—Subalgebra). Die Entwicklung eines
beliebigen h,,a € hy ist dann

ha = Zl:oz(hz)hl (B26)

In der physikalischen Literatur (und in der algebraischen Theorie der Wurzelsysteme) wird fiir
a € A der Vektor
(a(hy),...,a(h)) € R (B.27)

selbst als Wurzel (oder als Wurzelvektor) bezeichnet. Die folgende begriffliche Klarung ist
angebracht, um Mifiverstandnissen vorzubeugen:

Vereinbarung iiber die Beschreibung von Wurzeln: Es sei ¢; eine Orthonormalbasis
und «a; eine weitere, beliebige Basis von hj. Die Entwicklung eines beliebigen reellen Gewichtes

o sel
!

l
o= Z a0 = Z Ti€; (B.28)
i=1

i=1

Durch den (nicht kanonischen!) isometrischen Vektorraum-Isomorphismus
ho >R : ¢ o e (B.29)

wird der Wurzel o € hj der Wurzelvektor & € R! zugeordnet:

l l
a= Zam‘fl = Zl‘zez (B30)
i=1 i=1
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(Dabei sind die &; die Bilder der o; unter dem Isomorphismus.) Im allgemeinen fithrt es
zu keinen Schwierigkeiten, wenn man beide Réume identifiziert und die Vektorpfeile weglafit.
Allerdings mufl man, insbesondere bei Verwendung von nicht orthogonalen Basen, die Vektoren
a, @ von ihren Komponenten beziiglich gewihlter Basen in h, R!, die ihrerseits wieder Vektoren
im R' sind, zu unterscheiden. In unserem Fall ist

a = ()i = (Mya,)(@))izy = (Ma,y(@))izy, (B.31)

= (2:)iz1 = (Mye}(@))izr = (Mie3(@))izs- (B.32)
Bei einer Koordinatentransformation (Basistransformation) ¢; — «; bleiben die Vektoren o, &
fest, wahrend sich ihre Komponenten gemiafl £ — a dndern. Da, wie sich bei der Diskussion
der Cartan—Matrix herausstellen wird, alle Information in den Skalarprodukten der Wurzeln

steckt, also Basis—invariant ist, kann man sich die jeweils bequemste Beschreibung aussuchen.
Die Skalarprodukte sind:

|&

(a0, y=d-F=a"Gb (B.33)

Der letzte Term 1st im Sinne des Matrix—Kalkiils zu lesen, wobei die Koordinatenvektoren als
Spaltenvektoren (I x 1 Matritzen) gemeint sind. G ist die Matrix des Skalarproduktes beziiglich
der gewahlten Basis; wahlt man eine nicht orthonormale Basis, so ist sie von der Einheitsmatrix
verschieden.

Neben den Cartan—Weyl-Basen gibt es auch noch Chevalley—Basen, die sich dadurch
auszeichnen, daf alle Strukturkonstanten ganze Zahlen sind. Durch die Umskalierung

B, = )ea, E_,:=— e_q, fiira >0 (B.34)

(a, (a, )
werden zunéchst die N, g ganzzahlig. Diese Wahl von Wurzelgeneratoren entspricht den Kon-
ventionen von Bourbaki bzw. Chevalley je nachdem ob bei den Cartan—Weyl-Generatoren B,
negativ oder positiv gewahlt worden ist. Die passend normierten Cartan—Generatoren erhilt
man, indem man die h, gemafl

H, = h, fir a >0 (B.35)

(v, )
reskaliert. (Dabei wird eine Basis von hf aus positiven Wurzeln gewéhlt.) Man beachte, daf
im Gegensatz zu den h,,

Hopp# Ho+ Hp (B.36)

ist, wenn « und S Wurzeln unterschiedlicher Léange sind.
Die Vertauschungsrelationen der reskalierten Generatoren sind:

(o, B3] = (1) Es = 2{22) 5, (B.37)
[Ea, E_o] = Ha, (B.38)
[Ea, Eg] = Né”@Ea_l_/@ falls « + 8 € A, (B.39)

mit B(Ha.), N/, s €L Uber die Bestimmung der Strukturkonstanten und die Wahl einer Basis
fiir die Cartan—Subalgebra wird weiter unten berichtet. An dieser Stelle bemerken wir, daf§ fiir
jede Wurzel o die Generatoren H,, F,, £_, die Algebra

[Hoy Exo] = £2E4,, [Eo, E_o]= H, (B.40)

erfiillen. Diese komplexe einfache Lie-Algebra wird als A; bezeichnet und ist die gemeinsame
Komplexifizierung der rellen einfachen Lie-Algebren su(2) und s{(2, R). Offensichtlich sind alle
einfachen komplexen Lie-Algebren aus A; Unteralgebren zusammengesetzt. Die von den obigen
Generatoren erzeugte reelle Lie-Algebra ist s/(2, R), trotzdem wird in der Literatur manchmal
auch von su(2) Unteralgebren gesprochen.
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Die Cartan—Matrix

Die Klassifizierung der einfachen komplexen Lie—Algebren wurde von Cartan mit Hilfe der von
eingefiithrten Cartan—Matritzen durchgefiihrt. Zu ihrer Definition ben6tigt man den wichtigen
Begriff ist der einfachen Wurzel.

Definition B.1.15 Eine positive Wurzel heifit genau dann einfach, wenn sie nicht als Summe
zweler anderer positiver Wurzeln geschrieben werden kann.

Der Begriff einfach hingt, wie der Begriff positiv, von der Auswahl einer Basis aus den Wur-
zel ab. Insbesondere kann jede Wurzel als einfache Wurzel gewdhlt wrden. Die Bedeutung
der einfachen Wurzeln liegt daran, daf} sie die elementaren Bausteine des Wurzelsystems sind.
Genauer gilt:

Satz B.1.10 Jedes System einfacher Wurzeln {a;} = TI bildet eine R—Basis von h{ (und damit
eine C—Basis von h*. Insbesondere gibt es genau [ = rang(g) einfache Wurzeln und diese sind
linear unabhangig. Jede Wurzel ist als ganzzahlige Linearkombination der einfachen Wurzeln, mit
entweder nur nichtnegativen oder nur nichtpositiven Entwicklungskoeffizienten darstellbar:

l
oz::I:Zaiai, a; € N.

i=1
Die Wurzeln mit den nichtnegativen Koeffizienten sind genau die positiven Wurzeln.
Mit Hilfe der einfachen Wurzeln kann nun die Cartan—Matrix definiert werden.
Definition B.1.16 Die aus den einfachen Wurzeln gebildete Matrix

C. . = 9lai aj)
Z,] -

(i, o)
heifit die Cartan—Matrix der Lie-Algebra g.
Die iiberragende Bedeutung der Cartan—Matrix ergibt sich aus dem folgenden Satz:

Satz B.1.11 Die Cartan—Matrix hangt nicht von der Wahl der einfachen Wurzeln ab, d.h. zu
Jeder einfachen, komplexen Lie—Algebra gehdrt genau eine Cartan—Matrix. Jede Cartan—Matrix hat
die folgenden Eigenschaften: Cj; = 2, C3; # 0 = Cj; # 0, C3; € {0,—1,—2,—-3} und alle
Hauptminoren sind positiv. Jede Matrix, die diese vier Bedingungen erfiillt, ist die Cartan—Matrix
einer Lie-Algebra und zu jeder Cartan—Matrix, die nicht direkte Summe zweier Cartan—Matritzen
ist, gehdrt genau eine einfache komplexe Lie-Algebra. (Direkte Summen von Cartan—Matritzen
beschreiben halbeinfache komplexe Lie-Algebren und man kann alle diese Lie-Algebren so erhalten.)

Bemerkung 11 In dem Buch [138] findet man einen Algorithmus, der es erlaubt aus einer
gegebenen Cartan—Matrix alle Wurzeln und damit die die Lie-Algebra selbst zu rekonstruieren.

Eine geometrische Interpretation der Cartan—Matrix ergibt sich, wenn man die Wurzeln,
wie oben erliutert, als Vektoren im R! auffaBt. Dies dient nicht nur zur Veranschaulichung,
sondern kann auch bei der Lésung des Klassifikationsproblems benutzt werden. Zuné&chst sei

daran erinnert, daB eine Spiegelung r,, an der Hyperebene P, senkrecht zu einem Vektor o € R/
6

P,={B€R!B a=0} (B.41)
durch
ro B = ro(B)=8—- Qﬁia (B.42)
oo

beschrieben wird. Dann gilt [148]:

6Wie oben angedeutet, werden hg und R' identifiziert, d.h. Vektorpfeile weggelassen.



B.1. ENDLICH-DIMENSIONALE LIE-FALGEBREN 205

Satz B.1.12 Jedes Wurzelsystem A einer halbeinfachen Lie-Algebra besitzt die folgenden Eigen-
schaften

L |Al< oo, 0 ¢ A, (A)r =R
2. e Aund ma €A =m==1
3. a € A =r, bildet A auf A ab.
4. a,fE€ A= C(B,0) =222 c Z

Umgekehrt ist jedes solche System von Vektoren ein Wurzelsystem. Die Winkel zwischen den
Wourzeln sind Vielfache von 30 Grad oder von 45 Grad. Es gibt hochstens zwei verschiedene Langen
von Wurzeln. Das Verhaltnis der Normquadrate zweier Wurzeln ist stets gleich 1 oder 2 oder 3.

Um auch noch die einfachen Wurzeln geometrisch charakterisieren zu kénnen, mufl wieder eine
Ordnungsrelation eingefithrt werden. Zunéchst soll aber noch der Begriff der Weyl-Kammer
eingefiihrt werden:

Definition B.1.17 Die Zusammenhangskomponenten der Menge R!— U.ea Pa heifien die
(offenen)Weylkammern von A. Ein Vektor v € R heifit genau dann regulér, wenn er in
einer Weylkammer liegt.

Zwei Vektoren liegen genau dann in derselben Weyl-Kammer, wenn sie auf der selben Seite jeder
der Hyperflichen P, liegen. Wi#hlt man einen beliebigen reguldren Vektor v , so nennt man
einen Vektor genau dann positiv (negativ), wenn sein Skalarprodukt mit 4 positiv (negativ) ist.
A zerfillt dann in zwei gleichgrofe, disjunkte Teilmengen. Diese Zerlegung hangt nur von der
gewdhlten Weyl-Kammer ab. Eine einfache Wurzel ist dann wieder eine positive Wurzel, die
man nicht als Summe zweier anderer positiver Wurzeln schreiben kann. Jede Wahl einer Weyl—
Kammer definiert genau ein System einfacher Wurzeln und alle diese Systeme sind verschieden.
Die dem System IT = {a;|i = 1,...,l} zugeordnete Weyl-Kammer ist dadurch charakterisiert,
daf} alle in ihr liegenden Vektoren positive Skalarprodukte mit allen einfachen Wurzeln haben.
Die wichtigsten Eigenschaften der einfachen Wurzeln sind:

Satz B.1.13 Jedes System Il einfacher Wurzeln einer halbeinfachen Lie—Algebra besitzt folgende
Eigenschaften

1. TI ist eine R—Basis von R!.

2. Jede Wurzel ist eine ganzzahlige Linearkombination mit entweder nur nichtnegativen oder nur
nichtpositiven Koeffizienten.

Umgekehrt ist jedes System von Vektoren mit diesen Eigenschaften ein System einfacher Vektoren
einer halbeinfachen Lie—Algebra. Die aus den einfachen Wurzeln konstruierte Matrix

Ozi~0zj

CijZQ

)

B.4
(73RN0 73 ( 3)
ist gerade die Cartan—Matrix der Lie—Algebra. Der Winkel zwischen zwei einfachen Wurzeln betréagt
90, 120, 135 oder 150 Grad.

Bemerkung 12 Wurzelsysteme, die nicht in disjunkte kleinere Wurzelsysteme zerlegt werden
kénnen, heiflen irreduzibel. Sie gehdren zu einfachen Lie-Algebren, die anderen zu halbeinfa-
chen.

Da bereits die einfachen Wurzeln {«;|i = 1,...,1}, genauer die Cartan—Matrix, die Lie—
Algebra eindeutig (bis auf Isomorphie) festlegen, liegt die Vermutung nahe, dafl bereits die
Generatoren H,,,, E,,, E_,, ausreichen um die gesamte Lie—Algebra zu erzeugen, obwohl sie
bei weitem keine Vektorraum—Basis bilden. Die nichttriviale Frage ist dann, welche Relationen
man fiir eine Menge von 3! Generatoren fordern muf}, damit sie eine gegeben einfache Lie—
Algebra vom Range | generieren. Die Antwort liefert der folgende Satz [148].
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Satz B.1.14 [Serre] Sei A ein Wurzelsystem mit einfachen Wurzeln TI = {«;}. Sei g die Lie-
Algebra, die von 3/ Generatoren mit den folgenden Relationen erzeugt wird:

1 [Hy, Hjl=0, [B,Fy]=3d;H,
2. [Hi, Bj] = CyEy,  [Hi, Fj] = =Cy;F,
3. (adEi)l_C’j Ej =0, (adFi)l_C’j Fj =0, Z;é 7,

wobei Cj; = 2(«; - ;) / (o - @;). Dann ist g eine halbeinfache Lie-Algebra mit Wurzelsystem A
und Cartan—Matrix Cj;.

Die Chevalley—Generatoren zu einer Chevalley—Basis von g sind H; = H,,, E; = Fq,
und F; = E_,,. Die letaten beiden Relationen (3) sind uns im Gegensatz zu den anderen
bisher nicht begegnet. Lafit man sie weg, so erhalt man eine unendlich dimensionale Lie—
Algebra, da man beliebig grole Worte aus den Generatoren Ei,, bilden. Nimmt man diese
Endlichkeitsbedingungen hinzu, so ist ein Wort der Form

(Bas [Fay, ) o] ]
genau dann ungleich 0, wenn
ai+oj+ ... Fap=a€A

ist und alle Worte mit gleicher ,Quersumme® « sind linear abhéngig. Hierdurch wird die
Lie-Algebra endlich dimensional. Der normierte Generator F, des eindimensionalen Wur-
zelraumes g, ergibt sich als iterierter Kommutator von Chevalley—Generatoren Fi,, unter
Beriicksichtigung der Strukturkonstanten e(a, 3). Eine Moglichkeit der konsistenten Wahl ist
der Frenkel-Kac-Kozykel. Die gesamte Lie-Algebra g kann mit nur [ 4+ 1 Generatoren erzeugt
werden. Dazu kann man zum Beispiel die [ Wurzeloperatoren E,, und den der niedrigsten
Wurzel —a g zugeordneten normierten Generator E_, . In der adjungierten Darstellung kann
man zeigen, dafl durch iterierte Anwendung der Aufsteige-Operatoren E,, auf den niedrigsten
Gewichts—Zustand (Vakuum) F_,,, die ganze Darstellung erzeugt wird [150].
Aus Serres Theorem folgt ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz [148].

Satz B.1.15 Zu jedem Wurzelsystem A existiert eine halbeinfache Lie—Algebra mit A als Wurzel-
system. Sind zwei Wurzelsysteme isomorph, so sind es auch die zugehdrigen Lie—Algebren.

Welche Isomorphismen gibt es iiberhaupt? Offensichtlich kann man bei einem Wurzelsystem
alle Wurzeln mit der gleichen Konstante skalieren ohne die Cartan—Matrix zu dndern, da in
die Cartan—Matrix nur Verhiltnisse von Skalarprodukten eingehen. Geometrisch gesprochen
kommt es nicht auf die Lange der Wurzelvektoren, sondern nur auf die Winkel zwischen ithnen
und auf das Langenverhaltnis zwischen langen und kurzen Wurzeln an. (Abgesehen von der
Uber-alles—Skalierung kann man noch die Nummerierung der einfachen Wurzeln &ndern. Das ist
aber offensichtlich die gesamte Freiheit, die man hat.) Will man mit Werten fiir Skalarprodukte
rechnen, so normiert man die Lange einer Wurzelsorte, gewohnlich die der langen Wurzeln. Die
Matrix der Skalarprodukte der einfachen Wurzeln ergibt sich aus der Cartan—Matrix durch
Multiplikation mit einer Diagonalmatrix deren Eintridge die Zahlen 6;1 = «; - «;/2 sind.

Q- Qg Ozi~0zj

2

2 Q- Qg

Gij:ozi~ozj:

Fiir die Normierung der Skalarprodukte gibt es zwei Konventionen. Die eine Méglichkeit be-
steht darin, das Normquadrat der langen Wurzeln auf 2 zu normieren. Diese Wahl ist besonders
bei den sogenannten einfach verbundenen (,,simply laced“) Lie-Algebren natiirlich, die eine sym-
metrischen Cartan—Matrix besitzen. Bei ihnen definiert dann die Cartan—Matrix selbst das Ska-
larprodukt. Die in dieser Arbeit als Symmetrie-Algebren auftretenden Lie—Algebren gehoren
zu diesem Typ. Auflerdem tritt diese Normierung auf natiirliche Weise in den Vertexoperator—
Darstellungen von halbeinfachen Lie—Algebren auf. Sie wird daher in dieser Arbeit gewahlt.
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Eine andere Konvention ergibt sich, wenn man fordert, dal das Skalarprodukt im Gewichts-
raum nicht nur proportional sondern gleich der durch die Killing—Form induzierten Bilinearform
sein soll. Das Normquadrat einer lange Wurzel ist dann das inverse h~1 der sogenannten dualen

Coxeter Zahl h:
1
oo = 5 a lange Wurzel. (B.45)

h kann durch den Rang [, die Anzahl nyp, ng der langen und kurzen Wurzeln und durch das
Verhiltnis der Normquadrate af - ar , ag - ag von langen und kurzen Wurzeln ausgedriickt
werden [40]:

~ 1 .
h=1 (nL 2528 nS) . (B.46)

Dieser Ausdruck ist offensichtlich eine Invariante der Lie—Algebra.

Dynkin—-Diagramme

Eine niitzliche graphische Codierung der gesamten Information, die in der Cartan—Matrix bzw.
in den einfachen Wurzeln enthalten ist, sind die Dynkin—Diagramme. Dabei zeichnet man
fiir jede einfache Wurzel einen Punkt und verbindet die Punkte mit 0,1,2 oder 3 Strichen, je
nachdem, ob der Winkel zwischen den beiden Wurzeln 90, 120, 135 oder 150 Grad betragt.
Falls Wurzeln von zweierlei Linge existieren, orientiert man die Linien zwischen langen und
kurzen Wurzeln so, dafl sie von der langen Wurzel zur kurzen fiihren (oder bezeichnet die
langen Wurzeln durch schwarze, die kurzen durch weifile Punkte). Bei einer einfachen Lie-
Algebra ist das Dynkin-Diagramm (im topologischen Sinne) zusammenhingend. Mit dem
Dynkin—Diagramm ist nun auch eine Charakterisierung gefunden, die keine Freiheiten mehr
1aft. (Abgesehen davon, dal man das Diagramm, wenn man will, stetig deformieren kann . ..)

Als néchstes soll die Liste aller einfachen, komplexen Lie-Algebren angegeben werden (In
der Liste steht { wie immer fiir den Rang):

1. A, L = 1,..., die gemeinsame Komplexifizierung von su(l + 1), su(!l + 1 — n,n) und

sll + 1, R).
2. By, 1 =1,... die gemeinsame Komplexifizierung von so(2l 4+ 1), so(2l + 1 — n, n).
3. C, I =1,..., die gemeinsame Komplexifizierung von sp(l), sp({ — n,n).
4. Dy, 1 =3, ..., die gemeinsame Komplexifizierung von so(2!), so(2l — n,n).

5. Aufler diesen vier Serien, den sogenannten klassischen Lie—Algebren, gibt es noch fiinf
weitere einfache, komplexe Lie—Algebren, die exzeptionellen Lie—Algebren Fg, Fr,
Eg, F4 und Gz.

Bemerkung 13 Es gilt Ay ~ By ~ (4, By =~ (3 und Az ~ Ds. Ansonsten sind alle in
der Liste aufgefiihrten einfachen komplexen Lie-Algebren paarweise nicht-isomorph. Ferner ist

Dy ~ Ay @ Ay nicht einfach, aber halbeinfach.

Bei den Lie-Algebren A;, Dy und E; besitzen alle Wurzeln die gleiche Lange. Der Winkel
zwischen je zwei einfachen Wurzeln betragt 90 oder 120 Grad, d.h. im Dynkin-Diagramm sind
je zwei Punkte entweder nicht oder durch eine Linie verbunden. Diese Lie-Algebren heifien
simply laced, was ich mit einfach verbunden iibersetze. Die Cartan—Matrix ist in diesem Fall
symmetrisch und proportional zur Matrix der Skalarprodukte zwischen den einfachen Wurzeln.
Da wir die langen Wurzeln auf 2 normieren sind beide Matritzen sogar gleich.



208 ANHANG B. LIE-ALGEBREN

Die Lie—Algebren A;, D; und E;

Die Vertauschungsrelationen der einfach verbundenen Lie-Algebren ergeben sich aus dem all-
gemeinen Fall mit den zusétzlichen Beziehungen

2

Q- Qg

=1, h,=H,. (B.47)

Ozi~OszCij, € =

Daraus ergibt sich auch ein vereinfachtes Kriterium dafiir, wann die Summe zweier Wurzeln
wieder eine Wurzel ist:

at+feA Sa-f=-1,
OZ,ﬁEA:> a:—ﬁEA <:>a~ﬁ:—2’ (B48)
a+B¢AU{0} ©a-4=0,1,2.
Fiir die in der Arbeit durchgefithrten Rechnungen mufl die Anordnung der einfachen Wurzeln

spezifiziert werden. Ich gebe daher am Ende dieses Anhangs die Dynkin—-Diagramme der einfach
verbundenen Lie-Algebren an.

B.1.3 Darstellungen komplexer, einfacher Lie—Algebren

Es ist ebenfalls moglich eine Ubersicht iiber die endlich dimensionalen irreduziblen Darstel-
lungen zu bekommen. (Reduzible Darstellungen sind iibrigens vollreduzibel, zerfallen also in
direkte Summen reduzibler Darstellungen.) Gegeben sei nun eine endlich dimensionale irre-
duzible Darstellung (V,®). Bei der Untersuchung der Struktur der Lie-Algebra wurde die
adjungierte Darstellung betrachtet. Bei der Darstellungstheorie kann man &hnlich vorgehen.
Zunéchst kann man Unterrdume finden, auf denen die Cartan—Subalgebra diagonal operiert.

Definition B.1.18 Sei w € h* ein Gewicht. Dann heifit ein Unterraum V4, von V' genau dann
Gewichtsraum zum Gewicht w, wenn gilt:

Vheh: Yoy € Vg 1 ®(h)vw = W(h)vw (B.49)

Im Gegensatz zu den Wurzelriumen der adjungierten Darstellung kann die Dimension eines
Gewichtsraumes im allgemeinen auch grofler als 1 sein. Als néchstes bestimmt man die Wirkung
der Wurzeloperatoren E,. Es ergibt sich, daf diese die Gewichtsraume aufeinander abbilden:

B(Eq) : Vie = Virga (B.50)

Die Operatoren ®(F4,), a € AT kénnen als Auf- und Absteigeoperatoren interpretiert werden.
Das Analogon des Vakuums ist dabei der Vektor hochsten Gewichtes.

Definition B.1.19 Ein Vektor vw € V heifit genau dann Vektor héchsten Gewichtes,
wenn er von alle Aufsteigeoperatoren vernichtet wird, d.h.

Va e AT S (Fy)vw =0

Satz B.1.16 In einer endlich dimensionalen irreduziblen Darstellung gibt es genau ein hdchstes
Gewicht und der Gewichtsraum Viy ist eindimensional. Durch wiederholte Anwendung der Abstei-
geoperatoren ®(F_ ) erhilt man die ganze Darstellung, die folglich durch ihr hdchstes Gewicht (bis
auf Isomorphie) bereits eindeutig bestimmt ist.

Es existiert iibrigens auch ein Vektor niedrigsten Gewichts, der von allen Absteigeoperatoren
vernichtet wird. Das Analogon der Cartan—Zerlegung ist

V= Viw. (B.51)
(@)
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Um die irreduziblen Darstellungen zu klassifizieren, ordnet man den Gewichten w sogenannte
Dynkin-Koeffizienten A(w)’, i = 1,...,lzu. Diese Bildung ist der Cartan-Matrix nachemfun-
den: '

Aw) =220 e (B.52)

Qg - Qg

Die Dynkin-Koeffizienten der Wurzeln, also der Gewichte der adjungierten Darstellung sind
gerade die Elemente der Cartan—Matrix. Aber auch die Dynkin-Koeffizienten von Gewichten
anderer Darstellungen haben die bemerkenswerte Eigenschaft stets ganzzahlig zu sein.
Betrachtet man speziell einfach verbundene Lie-Algebren, so sind sie einfach die Entwick-
lungskoeffizienten des Gewichtes beziiglich der zu «; dualen oder reziproken Basis von h*:

!
Aw)=w-a,=vw' & w= Zwia;‘ (B.53)

i=1
Die duale Basis ist dabel durch

K3

Ozs»F cay = (Sij (B54)
definiert. Offensichtlich gilt:
g -0 = Aij = Oz:»F ~Oz; = (A_l)ij. (B55)

Die a} werden als fundamentale Gewichte bezeichnet, da alle Gewichte sich als ganzzahlige
Linearkombination schreiben lassen. Dies gilt insbesondere fiir die einfachen Wurzeln; die
Entwicklungskoeffizienten sind dann die Elemente der Cartan—Matrix

{
Q; = ZA”Q; (B56)
Jj=1

Die Menge aller Gewichte aller Darstellungen, also die Menge aller ganzzahligen Linearkombi-
nationen der fundamentalen Gewichte, wird als das Gewichtsgitter der Lie-Algebra bezeichnet.
Es enthalt als Untergitter das Wurzelgitter, das aus den ganzzahligen Linearkombinationen der
einfachen Wurzeln besteht:

Aw :<Oz:f,i: 1,...,l>, AR:<OzZ',i: 1,...,l>, Ar C Aw. (B57)

Beide Gitter konnen als Gitter im R/ realisiert werden. Oben wurde gezeigt, daf die Cartan—
Subalgebra die Gewichtsrdume invariant 148t, wahrend die Leiteroperatoren Gewichte immer
um Wurzeln dndern. In einer irreduziblen Darstellung ist die Differenz zweier Gewichte also
immer eine Wurzel. Folglich liegen alle Gewichte einer irreduziblen Darstellung in der gleichen
Nebenklasse von Ay nach Agr und die Menge der irreduziblen Darstellungen zerfallt entspre-
chend in als Konjugationsklassen von Darstellungen bezeichnete Nebenklassen. Diese Menge
ist endlich. Ay und Ap sind abelsche Gruppen und als solche isomorph zu Z‘. Mit der
Quotientengruppenstruktur ist Ty /T g eine endliche abelsche Gruppe, die Gruppe der Kon-
Jjugationsklassen (von Darstellungen) [58]. Fiir die nicht einfach verbundenen Lie-Algebren
gelten analoge Resultate mit etwas komplizierteren Formeln, die in dieser Arbeit nicht benotigt
werden.

Wir kommen nun auf das Klassifikationsproblem zuriick: Eine irreduzible Darstellung ist
durch die Dynkin—Koeffizienten ihres héchsten Gewichtes eindeutig festgelegt. Welche Gewichte
sind nun aber hochste Gewichte von Darstellungen?

Satz B.1.17 Ein Gewicht w ist genau dann hdchstes Gewicht einer irreduziblen Darstellung, wenn
alle seine Dynkin—Koeffizienten nichtnegativ sind. Solche Gewichte heiBen dominant und liegen in der
fundamentalen Weyl-Kammer. Hochste Gewichte mit verschiedenen Dynkin—Koeffizienten liefern
inaquivalente Darstellungen. Man erhalt also alle inaquivalenten irreduziblen endlich dimensionalen
Darstellungen, in dem man auf jede mogliche Weise nichtnegative Dynkin—Koeffizienten wahlt.
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Von besonderer Bedeutung ist das hochste Gewicht der adjungierten Darstellung, die héch-
ste Wurzel ayg. Trigt man ihr negatives a¢ in das Dynkin—Diagramm ein, so erhilt man
das erweiterte Dynkin-Diagramm, mit dessen Hilfe alle regulidren Unteralgebren sowie die
Verzweigungsregeln (branching rules) fiir das Ausreduzieren von Darstellungen beziiglich einer
reguliren Unteralgebra gefunden werden kénnen [138].

B.1.4 Reelle einfache und halbeinfache Lie—Algebren

Die Theorie der einfachen und halbeinfachen reellen Lie-Algebren wurde von Cartan und Killing
auf die der entsprechenden komplexen Lie-Algebren zuriickgefiihrt. Die Verbindung zwischen
reellen und komplexen Lie-Algebren wird durch die Begriffe der Komplexifizierung und der
reellen Form hergestellt. Zundchst mufl man sich klar machen, daf§ die in der Physik auftre-
tenden Lie—Algebren, wie su(2), sl(2,R), sl(2, C), reelle Lie-Algebren sind, auch wenn sie aus
komplexen Matritzen bestehen. Entscheidend ist ja der Koeffizientenkorper. Die naive Me-
thode der Komplexifizierung besteht darin, zu komplexen Linearkombinationen {iberzugehen.
Dies liefert zum Beispiel im Falle der reell dreidimensionalen (nichtisomorphen) Lie-Algebren
su(2) und sl(2,R) dieselbe komplexe Lie-Algebra A;. Das Verfahren funktioniert nicht, wenn
eine reelle Lie-Algebra keine Basis besitzt, die auch {iber C linear unabhingig ist. Dies ist bei
der reell sechsdimensionalen Lie-Algebra s{(2, C) der Fall, die durch Ubergang zu komplexen
Koeffizienten nicht grofler wird.

Im allgemeinen ist die Komplexifizierung auf dhnlich Weise zu definieren, wie man C selbst
aus dem R? konstruiert: Man priagt dem Cartesischen Produkt g, x g, die Struktur einer
komplexen Lie-Algebra auf [138]. Dort wo das naive Verfahren funktioniert, stimmt es mit dem
allgemeinen tiberein. Im Fall der s/(2, C) erhilt man als Komplexifizierung tibrigens die komplex
sechsdimensionale Lie-Algebra A1@® A;. Dieses Beispiel zeigt auch, dal die Komplexifizierung
einer einfachen Lie-Algebra mitunter halbeinfach ist; sie ist dann aber stets die direkte Summen
zweiler isomorpher einfacher Lie-Algebren.

Umgekehrt heifit jede reelle Unteralgebra g, einer komplexen Lie—Algebra g. eine reelle
Form von g. wenn ihre Komplexifizierung eben g. ist. Offensichtlich ist jede reelle Lie-Algbra
eine reelle Form, ndmlich eine reelle Form ihrer eigenen Komplexifizierung.

Es gibt zwei Arten von reellen Lie-Algebren:

Definition B.1.20 Eine reelle Lie-Algebra heifit genau dann vom kompakten Typ oder einfach
kompakt, wenn die Killing—Form negativ definit ist.

Diese Definition ist zunéchst irritierend, da jede reelle Lie-Algebra als topolgischer Vektorraum
isomorph zu R¢, d = dim(g,), also nicht kompakt ist. Thre Rechtfertigung erfihrt sie durch
den folgenden Satz:

Satz B.1.18 [Weyl] Sie G eine zusammenhingende, halbeinfache, reelle, lineare Lie-Gruppe.
Dann ist G genau dann kompakt, wenn ihre Lie—Algebra vom kompakten Typ ist.

Die Klassifikation der kompakten, reellen, einfachen Lie-Algebren reduziert sich durch den
folgenden Satz auf die der komplexen, einfachen Lie-Algebren:

Satz B.1.19 Jede komplexe, einfache Lie—Algebra besitzt genau eine kompakte reelle Form g,\.
Eine Basis von g, ist:

ihoc]'aeoc +e—ocai(606 - e—Oé)aj = 1’ M .,Z,O[ E A+ (B58)

Eine Orthonormalbasis beziiglich des Skalarproduktes (,) = —K(,) ist gegeben durch

1 i

iH; —(eq+e_0),—=(ea—e_a),j=1,....[,a € AT, B.59
e+ o). (e = ). (B.59)
Die kompakten, reellen Formen der klassischen, einfachen, komplexen Lie—Algebren
Ay, ..., D; sind die bekannten unitdren, orthogonalen und symplektischen Lie-Algebren
su(n), so(n), sp(n, R).
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Nichtkompakte reelle Formen gibt es im allgemeinen mehrere. Fiir jede reelle Form kann
man eine Basis a; derart wihlen, dafl sie pseudo—orthonormal beziiglich der Killing—Form ist,
d.h.

K(ai,aj) = 7ij- (BGO)

Dabei ist n;; eine Diagonalmatrix mit p Eintrdgen 1 und ¢ = d — p Eintrdgen —1. Falls die
Signatur s = p — ¢ gleich —n 1ist, ist die reelle Form kompakt, sonst nicht kompakt. Gegeben
die kompakte reelle Form, kann man alle nichtkompakten reellen Formen durch involutorischen
Automorphismen der reellen kompakten Form konstruieren:

Satz B.1.20 Sei g. eine komplexe, einfache Lie—Algebra und g,i ihre kompakte reelle Form mit
der Basis a;. Sei ¢ ein involutorischer Automorphismus von g, d.h. ¥? = id. Wahlt man eine
Basis aus Eigenvektoren, so ist

a; = Njag, mit A; = £1 (B61)

und

a;, falls \; =1,
b; = (B.62)
ta;, falls \; = —1,

die Basis einer nichtkompakten reellen Form g, von g.. AuBerdem kann jede nichtkompakte reelle
Form so erzeugt werden. Erweitert man ¢ zu einem Automorphismus von g. so wird durch

(a,b) = —K(a, D) (B.63)
ein Skalarprodukt auf g,, definiert.

Eine Liste aller nichtkompakten, reellen, einfachen Lie-Algebren findet man in dem Buch von
Cornwell. Zu den nichtkompakten reellen Formen der klassischen, einfachen, komplexen Lie—
Algebren Ay, ..., D; gehoren neben den speziellen linearen, pseudounitaren, pseudoorthogonalen
und pseudosymplektischen Lie-Algebren sl(n, R), su(p, q), so(p, q), sp(p, ¢, R) auch noch einige
weitere.

B.1.5 Reelle Lie—-Gruppen

Aus der Klassifizierung der reellen Lie-Algebren ergibt sich auch die der reellen Lie-Gruppen
[137].

Satz B.1.21 Zu jeder reellen, halbeinfachen Lie-Algebra g, gibt es eine eine zusammenhéngende,
lineare, halbeinfache reelle Lie-Gruppe G mit der folgenden Eigenschaft: Wenn G’ eine zusam-
menh&ngende, lineare, reelle Lie—=Gruppe mit der gleichen Lie—Algebra g, ist, gilt

o~

G

Gl:?’

wobei Z’ eine diskrete Untergruppe des Zentrums von G ist.

Um jede zusammenhéngende Lie-Gruppe mit Lie-Algebra g, zu bekommen, muffi man die
universelle Uberlagerungsgruppe G von G bilden.

Satz B.1.22 Sei G eine zusammenhingende, reelle Lie—=Gruppe mit Lie—Algebra g,. Dann ist

G
G:E,

wobei Z’ eine diskrete Untergruppe des Zentrums von G ist.

Im Falle von kompakten Lie-Algebren ist dies tiberflissig:
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Satz B.1.23 Wenn g, kompakt ist, so ist G einfach zusammenhangend, d.h. G = G. Insbeson-
dere ist jede kompakte, reelle Lie-Gruppe linear. Wenn g, nicht kompakt ist, so ist G eine diskrete,
zentrale Erweiterung von G.

Bemerkung 14 Nicht zusammenhéngende Lie-Gruppen erhélt man als diskrete Erweiterun-
gen zusammenhangender Lie-Gruppen.

In der Arbeit werden die Elemente der universellen linearen Gruppe einer kompakten Lie—
Algebra durch Exponentiation der Lie-Algebra, bzw. der darstellenden Operatoren der adjun-
gierten Darstellung reprasentiert. Die Darstellung eines Elementes ¢ € T des maximalen Torus
ist dann

{
t=exp |21y Ajha, |, A ER. (B.64)

j=1

Da die Exponentialfunktion fiir imagindre Argumente periodisch ist, ist die Parametrisierung
von T durch den Koordinatenvektor X = (A;)i_; mehrdeutig. Um diese Periodizitit zu be-
schreiben, benutzt man dafl exp(H) H € hg genau dann das Einselement 1 € (G repréisentiert,
wenn es auf jeder Darstellung die 1 € G darstellt [137]. Durch die Anwendung von exp(H)
auf einen Zustand mit dem beliebigen Gewicht w € Ay, w = > w;af, w; € Z folgt:

1

{ {

exp QFiZ/\jhaj |w) = exp | 2mi Z Aj (g, ai)w; | |w) = |w) (B.65)
j=1 i,j=1
& (A w) €Z & AE A} =Ag, wobei A=) Aoy, (B.66)
Der maximale Torus von G ist folglich
Rl
T = —. B.67
. (B.67)

Er ist als Gruppe isomorph zu U (1)! und als Mannigfaltigkeit homéomorph zu (S)!. Besonders
interessant sind noch die Elemente des Zentrums Z von G. Falls exp(H) ein Element des
Zentrums darstellt, gilt

exp(H) A exp(—H)= A, VAe€G. (B.68)

Eine offensichtlich notwendige und hinreichende Bedingung ist (Man schreibe A = exp a mit
a € g, und entwickle):
exp(H)Eq,exp(—H)=E,, i=1,...,L (B.69)

Durch Ausrechnen der linken Seite erhalt man
2N ) =1,i=1,...,le XA, =Aw, (B.70)

d.h. die Elemente des Zentrums besitzten Koordinatenvektoren, die im Gewichtsgitter liegen.
Als Korollar folgt

Z=—
AR

(B.71)
Das Zentrum von G ist also isomorph zur Gruppe der Konjugationsklassen [40], [137].
Beispiel: Wihrend die Gruppe SU(n) einfach zusammenhéngend ist, gilt das nicht fiir die
Gruppe SO(n). Die universelle Uberlagerungsgruppe wird mit Spin(n) bezeichnet. Fiir n = 3
gilt Spin(3) = SU(2), aber das ist ein Ausnahmefall”. Die Gruppe Spin(2n) mit der komplexen
Lie-Algebra D,, besitzt vier Konjugationsklassen von Darstellungen, die der adjungierten Dar-
stellung (R), die der Vektordarstellung (V) und die der beiden Spinordarstellungen (S) und (C).
Das Zentrum von Spin(2n) ist isomorph zu Zy fiir gerades und isomorph zu Zs ® Z4 fiir ungera-
des n. Die Gruppe SO(2n) entsteht durch Ausdividieren einer zentralen Zs Untergruppe. Fiir

"Die Konstruktion fiir den allgemeinen Fall wird in [137] beschrieben.



B.2. KAC-MOODY-ALGEBREN 213

ungerades n wird dabei die diagonale Untergruppe des Zentrums ausdividiert. Alle Darstellun-
gen in den Spinorkonjugationsklassen sind projektive Darstellungen von SO(2n) aber normale
Darstellungen von Spin(2n). Die Gruppe Spin(32) / Zs entsteht ebenfalls durch das Faktorisie-
ren einer zentralen Z, Untergruppe. Es handelt sich aber um eine andere Untergruppe als bei
der Konstruktion von SO(32) [137]. Alle Darstellungen in den Konjugationsklassen (R) und
(S) sind (nichtprojektive) Darstellungen dieser Gruppe.

Bemerkung: Eine konkrete Realisierung der universellen linearen Gruppe einer reellen
Lie-Algebra kann stets durch Exponentiation einer geeigneten Darstellung konstruiert werden

[137].

B.1.6 Darstellungen reeller Lie—Algebren und reeller Lie-Gruppen

Durch geeignete Einschrankung der Darstellungen komplexer (halb-) einfacher Lie-Algebren
erhdlt man die Darstellungen ihrer reellen Formen [137]. Die endlich-dimensionalen Darstel-
lungen reeller kompakter Lie-Algebren und Lie-Gruppen sind unitdr, diejenigen der nicht-
kompakten reellen Formen nicht®. Da in der Quantenphysik Symmetrien immer unitéir (oder
anitunitir®) realisiert werden miissen, sind die auftretenden Darstellungen nichtkompakter Lie—
Gruppen, insbesondere der Poincaré—Gruppe unendlich—dimensionale Darstellungen auf Funk-
tionenraumen'?. Innere Symmetrien (Eichsymmetrien) werden im allgemeinen durch kompakte
Lie-Gruppen mit endlich-dimensionalen unitiren Darstellungen beschrieben.

B.2 Kac—-Moody—Algebren

B.2.1 Verallgemeinerte Cartan—Matrizen

Die Beobachtung, dal man nicht nur jede einfache Lie-Algebra durch eine Cartan—Matrix cha-
rakterisieren kann, sondern auch umgekehrt zu jeder Matrix mit den geeigneten Eigenschaften
ein einfache Lie-Algebra konstruieren kann, war der Ausgangspunkt fiir die Suche nach Ver-
allgemeinerungen. V. Kac und unabhéngig von thm R.V. Moody konstruierten ausgehend von
verallgemeinerten Cartan—Matrizen unendlich dimensionale Lie—Algebren. Ich fasse hier
die fiir den Hauptteil der Arbeit benotigten Resultate aus [150] zusammen.

Definition B.2.1 Eine quadratische ganzzahlige Matrix C = (Cj;) heift genau dann eine
verallgemeinerte Cartan—-Matrix, wenn gilt:

1. Cii =2,
2.i£j=C;; €{0,-1,-2,.. .},
3.1 £ = (Cij =0 Cj;=0).
Es gibt drei Klassen von verallgemeinerten Cartan—Matrizen:

1. Es ist Det(C) = 0. Dann handelt es sich um eine gewohnliche Cartan—Matrix. Die
zugehorigen Lie—Algebren sind die halbeinfachen Lie—Algebren, die in diesem Zusammen-
hang auch endliche Kac—Moody—Algebren genannt werden.

2. Esist Dim(C) = Rang(C) 4+ 1. Die verallgemeinerte Cartan—Matrix ist nicht invertierbar,
aber positiv semidefinit. Thnen entsprechen die affinen Kac—-Moody—Algebren, die
auch als Euklidische Lie—Algebren bezeichnet werden.

8Die Darstellungen der nichtkompakten Lie-Gruppen und Lie-Algebren kénnen durch analytische Fortset-
zung aus denen ihrer kompakten Formen erhalten werden (,unitarer Trick“). Nichtkompakte halbeinfache
Lie-Gruppe besitzen aufier der trivialen Darstellung keine unitiren endlich—dimensionalen Darstellungen [137].
Nichtkompakte nicht halbeinfache Lie—Gruppen kénnen sehr wohl nichttriviale unitare endlich—dimensionale
Darstellungen besitzen: Dies ist z.B. bei der Gruppe (R, +) der Fall.

9 Antiunitdre Symmetrien sind immer diskret [120].

10Tn freien Quantenfeldtheorien werden unendlich-dimensionale unitire Darstellungen der Poincaré-Gruppe
auf dem Fockraum realisiert [124], [120], [108§].
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3. In allen anderen Fallen ist die verallgemeinerte Cartan—Matrix indefinit. Die zugehorigen
indefiniten oder hyperbolischen Kac—Moody—Algebren werden wir im folgenden
nicht betrachten.

Zu jeder verallgemeinerten Cartan—Matrix gibt es eine Kac-Moody—Algebra und zwei Kac—
Moody—Algebren sind genau dann isomorph wenn ihre Cartan—Matrizen durch das Vertau-
schen von Zeilen und Spalten ineinander umgeformt werden kénnen. Wenn man durch sol-
che Umformungen die Cartan—Matrix als direkte Summe kleinerer Cartan—Matrizen schreiben
kann, zerfallt auch die Kac-Moody—Algebra direkt; daher reicht es aus unzerlegbare Cartan—
Matrizen und Kac-Moody—Algebren zu betrachten.

Die Struktur- und Darstellungstheorie der affinen Kac-Moody—Algebren dhnelt der der end-
lichen sehr und ist daher gut bekannt. Da in der Stringtheorie und konformen Feldtheorie nur
affine Kac-Moody—Algebren auftreten, werden wir diesen Fall betrachten. Die affinenen Kac—
Moody—Algebren sind vollstandig klassifiziert und zerfallen in zwei Typen, die ungetwisteten
und die getwisteten. Bei den ungetwisteten kann die Cartan—Matrix auf die Form

Coo Cor -+ Cuy
Cio Cun -+ Cy
C= , o (B.72)
Co Cu - Cy
gebracht werden, wobei
(of, )
CiJZQW, Ly=1...1 (B.73)

die Cartan—Matrix einer einfachen Lie-Algebra g vom Range [ mit den einfachen Wurzeln
I = {af]i = 1,...,1} ist. Die restlichen Matrix—Elemente sind

(! o) (. o)
=2 0 = 2 , ;= 2—". B.74
Coo =2, Co=200 0 = 2t ) (B.74)

Dabei ist «f die niedrigste Wurzel von g

l

ap = —aly, oy = Zkiag. (B.75)

i=1
Zu jeder einfachen Lie-Algebra g gibt es also genau eine ungetwistete affine Kac—-Moody—
Algebra gl deren Dynkin-Diagramm das erweiterte Dynkin-Diagramm von g ist. Die ein-
fachen Wurzeln ag, a1, ..., a; der Kac-Moody—Algebra sind linear unabhangig und von den
Wurzeln «f der zugeordneten einfachen Lie-Algebra zu unterscheiden, von denen ja nur je
! linear unabhéngig sind. Die getwisteten affinen Kac-Moody—Algebren erhilt man aus den

ungetwisteten durch das Twisten mit Automorphismen.

B.2.2 Affine ungetwistete Kac—Moody—Algebren

Der naheliegende Ansatz zur Definition ungetwisteter affiner Kac-Moody—Algebren ist der fol-
gende: Die Lie-Algebra soll durch 3({ + 1) Generatoren Hy,, Fq,, F_q,, i = 0,...,1 erzeugt
werden, die den in Serres Theorem spezifizierten Relationen geniigen. Die so definierte Lie—
Algebra besitzt aber nicht die gewiinschten Eigenschaften: Um die Strukturtheorie der einfa-
chen Lie-Algebren verallgemeinern zu kénnen braucht man eine mit Hilfe der Cartan—Matrix
definerte, nicht entartete Bilinearformen auf der Cartan—Subalgebra und im Gewichtsraum, so
wie einen kanonischen Isomorphismus zwischen diesen beiden R&umen. Dies geht aber nicht,
da die Cartan—Matrix nicht invertierbar ist. Das Problem la8it sich aber dadurch 16sen, dafl
man einen weiteren Cartan—Generator hinzunimmt und auch den Gewichtsraum entsprechend
vergroflert. Bevor dies erortert wird, zitiere ich noch die Kacsche Definition, die fiir beliebige
Kac-Moody—Algebren gilt:
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Definition B.2.2 Essei (Cj;) eine verallgemeinerte Cartan-Matrix und g(C) eine Lie-Algebra
mit Generatoren H;, E;, F;, die den Relationen (1) und (2) aus Serres Theorem geniigen. Es
sei r das maximale Ideal, das die Cartan—Subalgebra von g(C) trivial schneidet. Dann ist

g(C) = (B.76)

die Kac-Moody—Algebra mit Cartan—Matrix C.

Da diese abstrakte Definition sich nicht gut handhaben 148t, werde ich als nichstes fiir den
Fall einer ungetwisteten affinen Kac-Moody—Algebra die Struktur des Wurzelsystems und der
CSA beschreiben, um die Cartan—Weyl-Zerlegung, den kanonischen Isomorphismus, etc. ange-
ben zu kénnen. Auf diese Weise lassen sich auch Kriterien formulieren, um eine Kac-Moody—
Algebra an Hand von Generatoren und Relationen zu definieren. Diese Kriterien werden in
der Arbeit benutzt, um zu zeigen, dafl die Vertexoperatoren einer Stringtheorie Darstellungen
von affinen Kac-Moody—Algebren auf dem Hilbertraum der Stringzustdnde erzeugen. Als er-
stes miissen mit Hilfe der Cartan—Matrix Bilinearformen auf der Cartan—Subalgebra h und im
Dualraum h* definiert werden.

Wir betrachten zunéchst einen [+ 1 dimensionalen C—Vektorraum h’ und dessen Dualraum
h”*. Um die Cartan—Matrix zu realisieren wahlt man Basen H,, und «;, i =0,... [, mit

aj(Hal) = C” (B77)

Jede affine Cartan—-Matrix ist diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Diagonalmatrix ¢ mit
nichtverschwindenden Eintragen ¢;, so daf3

ist. Da ( )
s
Ciy =220 %) G0, B.79
=2 (B.79)
gelten soll, folgt
2

(B.80)

a;, ) =Giund ¢ = ———.
(i, ) i " o, o)
Dadurch sind die Bilinearform in h’* und die Faktoren ¢; bis auf eine multiplikative Konstante
definiert. Wir normieren die Bilinearform zweckméfig so, dafl die langen Wurzeln das Norm-
quadrat 2 haben. Da die Matrix G;; nicht invertierbar ist, gibt es im R—Spann der einfachen
Wurzeln einen Nullvektor

l
§=> ka;mit (6,0,) =0 i=0,...,L (B.81)

i=0

Die Koeffizienten k' werden als Kac—Label von gl! bezeichnet. Es ist #° = 1 und die &,
¢t =1,...,0 sind die Koeffizienten der héchsten Wurzel der einfachen Lie-Algebra g beziiglich
der einfachen Wurzeln:

l
oy =Y kal. (B.82)
i=1

Der Zusammenhang zwischen den Wurzeln «; und den [ + 1 Cartan—Generatoren H,, wird
durch die Cartan—Matrix definiert:
aj(Hal) = Cz (B83)

Definlert man neue Generatoren

(B.84)
so wird diese Relation symmetrisch:

aj(ha;) = Gij = Gji = ai(ha,), (B.85)
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so dafBl der spater zu definierende Isomorphismus «o; und h,, aufeinander abbilden wird. Eine
zweckméBige Definition und Normierung der Bilinearform auf dem Erzeugnis h' der [4+1 Cartan—
Generatoren ist daher:

(hoc,, haj) = Gij = (HO(” Haj) = EZ'GJ'GZ']'. (B86)

Um den kanonischen Isomorphismus definieren zu kénnen, brauchen wir zwei nicht entartete
Bilinearformen auf h und h* und fithren daher einen weiteren Cartan—Generator d und ein
welteres Funktional Ag ein.

h=h'@(d), h*=h"a(Ay). (B.87)

Um die Bilinearform auf die vergréferte CSA erweitern zu konnen, identifiziert man die Null-
richtung der Metrik auf h’ und findet, dafl das sogenannte zentrale Element k,

l

l .
. %
k= k' hy, = — .
’ o Z —Ha (B.88)
=0 1=0
ein Nullvektor ist:
(kyhe,) =0=(k,Hy,)i=0,...,L (B.89)
Durch die Definitionen
(d,d) =0, (d,k)=1, (dha,) =0, i =1,...,1, (B.90)

erhiilt man dann eine nicht entartete Bilinearform auf h. Zur besseren Ubersicht stelle ich die
Werte der Bilinearform tabellarisch zusammen:

ho hi - h d|k
ho || Goo Gor -+ Ga 1|0
hi| Gio Gun -+ Gu 010
(B.91)
h | Go G - Gy 010
d 1 o -~ 0 011
k 0 o --- 0 110
Das zusétzliche Funktional Ay wird so definiert:
1
AO(Hoc,) :60i<:>A0(hoc,) :602'—, i:O,...,l, Ao(d) =0. (B92)
€
Die Wirkung des Gewichtsraums auf der Cartan—Subalgebra ist damit
Hy Hy --- H d| hg hi - h k
ag || Coo Cro -+ Cio 1| Goo Gio -+ G| 0
ai [[Cor C11 -+ Cn 0| Gy Gup -+ G| O
(B.93)
a | Cuy Cy -+ Cyp 0| Gu Gy -+ Gu| 0
Ag 1 0 -+ 0 0|1l/ep O -+ 0 |1/e
0 0 o -~ 0 1 0 o --- 0 0
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Jetzt kann der Isomorphismus zwischen Gewichtsraum und Cartan—Subalgebra definiert

werden

Insbesondere gilt:

t:h* = h:

& = hg mit (he, H) = a(H), VH € h.

1
a; — hy = —HZ',
€

K3

1
Ay = —d und folglich § — &.
€0

(B.94)

(B.95)

Das induzierte Skalarprodukt im Gewichtsraum hat aufgrund der oben gewdhlten Normierung

die folgende Form:

Qg aq g Ao 4
ap || Goo  Gor Gou 1l/eg| O
ay || Gio Gn Gy 0 0
(B.96)
ap | Gio Gn Gy 0 0
Ao 1/60 0 0 0 1/60
s o o 0 1/ | 0

Mit der Hilfe der auf der Cartan—Subalgebra und im Gewichtsraum eingefithrten Strukturen
kann die Strukturtheorie fiir ungetwistete affine Kac-Moody—Algebren nach dem Muster der
einfachen Lie-Algebren entwickelt werden. Um die Cartan—Matrix durch Wurzelvektoren im
R/*! zu realisieren, wihlt man einfach

a; = (0,a),i=1,...,01 ag=(1,—a%y), (B.97)

wobei der ersten Komponente eine Nullrichtung der Metrik entspricht. Die lichtartige Wurzel
0 wird also durch

§=(1,0) (B.98)

realisiert. Durch Einbettung kénnen die 1 einfachen Wurzeln von g mit den entsprechende Wur-
zeln der Kac-Moody—Algebra identifiziert werden. Dabei mufl man die niedrigste Wurzel —a g
von g von der zusétzlichen einfachen Wurzel 6 — apg der Kac-Moody—Algebra unterscheiden:
Beides wird in der Literatur gelegentlich mit o bezeichnet. Das Wurzelsystem A von gl'l 148t
sich durch das Wurzelsystem A’ von g und die lichtartige Wurzel ausdriicken:

Satz B.2.1 Die Wurzeln einer ungetwisteten affinen Kac—Moody—Algebra gl sind
A={mé+a=(ma)meZ, ac A} (B.99)

A besteht also aus unendlich vielen Kopien von A’, die entlang der Null-Richtung aneinan-
dergefiigt werden. Obwohl es unendlich viele Wurzeln gibt, ist ihre Linge beschriankt, da die
Projektion auf die Nullrichtung nicht zur Lange beitragt. Die lichtartigen Wurzeln mé, m € Z
werden von Kac als die imagindren Wurzeln, die anderen als die reellen Wurzeln bezeichnet.

Satz B.2.2 Eine affine ungetwistete Kac—Moody—Algebra kann in die Cartan—Subalgebra und in
Waurzelrdume zerlegt werden: Die Cartan—Zerlegung von gl'l ist:

a€EA

(B.100)

Die Gewichtsrdaume der reellen Wurzeln sind eindimensional, die der imaginaren Wurzeln sind |-
dimensional, wobei | der Rang der entsprechenden einfachen Lie—Algebra g ist.
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gl ist eine unendlich-dimensionale Lie-Algebra, die die einfache Lie-Algebra g als Unter-
algebra enthilt. Da sie ein eindimensionales Zentrum besitzt, dafi von dem zentralen Element &
aufgespannt wird, ist die affine Kac-Moody—Algebra selbst weder einfach noch halbeinfach. Um
festzustellen, ob eine gegebene konkrete Lie-Algebra isomorph zu gl ist, und um Darstellun-
gen zu identifzieren, ist das folgende Kriterium niitzlich, dafl es erlaubt, eine affine ungetwistete
Kac-Moody-Algebra an Hand von Generatoren und Relationen zu identifizieren [Kac, 9.11]:

Satz B.2.3 [Kacsches Kriterium] Es sei g eine Lie—Algebra mit Cartan—Subalgebra h, Cartan—

Generatoren Hy,, 2 = 0,...,l und H;;1, den weiteren Generatoren F,, und F_,, und den Rela-
tionen

[Fai, B_a,] = dijHa, (B.101)

[H,Fi1s]) = oy (H)Ey1,,, VH €h, (B.102)

(ad Bi,,)' % =0, (B.103)

wobei Cj; die erweiterte Cartan—Matrix einer einfachen Lie—Algebra g ist. Dann ist
g ~ gl (B.104)
d.h. g ist eine ungetwistete affine Kac—-Moody—Algebra mit Cartan—Matrix Cj;.

Diese Konstruktion stellt auch den Zusammenhang mit dem ersten Definitionsversuch her: Die
derivierte Algebra g’ von g ist eine Lie—Algebra mit 31 Generatoren H,,, F.,, F_,, die den
Relationen in Serres Theorem geniigen. Umgekehrt ist g eine semidirekte Erweiterung von g’
mit dem zusétzlichen Cartan—Generator Hyq1.

B.2.3 Die Standardrealisierung einer affinen ungetwisteten Kac—
Moody—Algebra

Ausgehend von den im vorigen Abschnitt erlduterten Resultaten kann die Standard-
Realisierung von gl!! konstruiert werden. Man beginnt mit der einachen Lie-Algebra g und
bildet die Loop—Algebra g, die von allen g—wertigen Laurent—Polynomen in einer Variablen ¢
erzeugt wird:
g=C[t,t " og. (B.105)
g ist die komplexifizierte Lie-Algebra der Loop-Gruppe Diff(S', G), wobei G eine endlich
dimensionale reelle Lie-Gruppe mit komplexer Lie-Algbra g ist. Die Lie-Algebra—Struktur der
Loop—Algebra ist durch
[f(t) @z, 9(t) @yl = ft)g(t) @ [, 4] (B.106)
definiert. Die Standard-Realisierung g von gl!! erhilt man, indem man eine zentrale Erweite-
rung mit einem Generator k& und eine semidirekte Erweiterung mit einem Generator d vornimmt:

g =g (k) & (d), (B.107)

mit
[F() @2 a,9(t) © y & B = F(0)g(t) © [2, 9] & (x, ykres (F(1)'g(2) (B.108)
[d, f)@xPa] =tf'(t) @ . (B.109)

Dabei sind a,b € (k), (-,-) ist die Killing-Form auf g, res das Residuum und ’ die formale
Ableitung. Der Generator d operiert auf den Polynomen als der formale Differentialoperator
t% und wird daher als ,die* Derivation auf der Kac-Moody—Algebra bezeichnet.

Eine Basis der Kac-Moody—Algebra bilden die Elemente,

T2 =t"eT* k,dmitmeZ, a=1,...,dim(g), (B.110)

wobei die T* Generatoren von g sind. Die nichtverschwindenden Vertauschungsrelationen zwi-
schen diesen Generatoren sind:

[T, T = f°T5;

m+4n

O kM yno (T, T, (B.111)
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[d,T%] = mTC. (B.112)

Wahlt man fir die 7% Cartan—Weyl-Generatoren hy,, [ =1,...,1, e, « € A’ von g, so erhilt
man:

[Hﬁfbl’ ng] = km6m+n;0Gija (B113)
[Ho' Ef] = (i, @) Efy (B.114)
e(a, BYESE falls o + B8 € A/,
[Eg, EQ1 =3 HE,, +kmbpino, fallsa+8=0, (B.115)
0, sonst.

Durch Vergleich mit den Resultaten des vorigen Abschnittes ergibt sich:

1. H* ¢ = 1,...,1, k und d erzeugen die ! + 2 dimensionale Cartan—Subalgebra. Das
Element k erzeugt das eindimensionale Zentrum.

2. Die Generatoren HS, ¢ = 1,...,l, m € 7Z erzeugen eine unendlich dimensionale
Heisenberg-Lie—Algebra, die Heisenberg—Subalgebra. Sie erfiillen fiir £ = 1 die gleichen
Vertauschungsrelationen wie die Fourier-Moden eines Strings.

3. Die Generatoren H5', m # 0 spannen die l-dimensionalen Wurzelrdume der imaginéren
Waurzeln md auf. Die Generatoren E2,, m € Z spannen die eindimensionalen Wurzelrdume

der reellen Wurzeln auf:
gms = (Hy'), 8mota = () (B.116)

Um zu zeigen, daff die Lie-Algebren gl!! und g tatsichlich isomorph sind, miissen 3 + 4
Generatoren von g gefunden werden, die das Kacsche Kriterium (B.2.3) erfiillen. Dazu beginnt
man mit einer Chevalley—Basis H,,, Eo,, E_q, ¢t = 1,...,l von g. Es ist stets moglich zwei
weitere Wurzelgeneratoren E,,, € go,, und E_,,, € g_,, zu finden, die so normiert sind, daf

(Bap, Feoy)=—1und damit [Fo,, F_o,] = —Hay (B.117)
gilt. Dann setzt man [Kac,7.4]:
Eo=t®@F oy, Ei=10FEy,t=1,...1

Fo=t"'"@FE,,, F=10FE_,,i=1,...,1, (B.118)
Hiy=-1®@Hy, Bk, Hi=10H,,1=1,...)l, H41 =d.

2

Diese Generatoren erfiillen einerseits die Bedingungen im Kacschen Kriterium (B.2.3), sind also
Chevalley-Generatoren von gl!l, andererseits erzeugen sie ganz g. Also sind beide Lie-Algebren
tatsiachlich isomorph.

Auf der Kac-Moody—Algebra g existieren aufier der Derivation d = dy noch viele weitere
Derivationen. Eine besonders wichtige Lie—Algebra d von Derivationen auf g wird durch die
Generatoren

d
dp = 1" — B.119
o (B.119)
erzeugt, die die Witt—Algebra
[dm,dn] = (n — M)dmin (B.120)

erfiillen. Als komplexe Lie-Algebra ist sie isomorph zur Lie-Algebra der reguldren Vektor-
felder auf C* = C — {0}. Als reelle Lie-Algebra ist sie isomorph zur Lie-Algebra Diff(S?)
der Diffeomorphismen des Kreises. Auch die Generatoren von konformen Transformationen
in ein und zwei Dimensionen gehorchen der Witt—Algebra. Die Derivationen—Lie-Algebra d
operiert so auf der Loop—Algebra g, daBl beide Lie—Algebren eine semidirekte Summe bilden.
In der Stringtheorie und in den zweidimensionalen konformen Feldtheorien tritt eine zentrale
Erweiterung der Witt—Algebra, die Virasoro—Algebra auf. Man kann zeigen, dafl sie bis auf
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Isomorphie die einzige zentrale Erweiterung der Witt—Algebra ist [40]. Aus den Generatoren
einer Kac-Moody—Algebra kénnen mit Hilfe einer feldtheoretischen Methode, der Sugawara—
Konstruktion, Virasoro—Generatoren gewonnen werden. Auch hier bilden beide Algebren eine
semidirekte Summe und die zentralen Elemente kénnen zueinander in Beziehung gesetzt werden

(siche 4.1.7).

B.2.4 Getwistete Kac—-Moody—Algebren

Definition B.2.3 Es sei g eine Lie-Algebra und A eine abelsche Gruppe. Dann heifit g genau
dann A-graduiert, wenn gilt

1. g ist ein graduierter Vektorraum, d.h. es existiert eine direkte Zerlegung
g=P s (B.121)
aEA

und eine Abbildung, der Grad
deg:g — A, (B.122)

so dafl g, gerade der Unterraum aller homogenen Elemente vom Grad a, deg(z) = a ist.

2. Die Graduierung ist mit der Lie-Algebra—Struktur kompatibel,
(84, 86] C Bas- (B.123)

Die Virasoro- und die Kac-Moody—Algebren in der Standard—Realisierung sind offensichtlich
Z—graduiert. Auf einer affinen Kac-Moody—Algebra existieren verschiedene weitere Graduie-
rungen, die sogenannten Typ s Graduierungen. Sie werden durch die Festlegung des Grades
der Chevalley—Generatoren definiert. Dazu sei

s = (sg,$1,...,8) mit s; >0, s; € Z. (B.124)
Alle Cartan—Generatoren sollen den Grad 0 haben, ferner soll gelten
deg(El) = —deg(Fi) = 5;. (B125)

Da die Relationen zwischen den Generatoren die Grade additiv verkniipfen, wird so eine Z-—
Graduierung auf der ganzen KMA induziert. Explizit ist

g=Ps;s), (B.126)
jel
mit

gi(s) = P g« (B.127)

O(GA]'

und
Aj={oeAa=) da;, Y ds =} (B.128)

In der Standard—Realisierung und damit bei der Frenkel-Kac—Darstellung einer affinen unge-
twisteten Kac—-Moody—Algebra durch Vertexoperatoren ist die Graduierung vom Typ

s=(1,0,...,0). (B.129)

Dies zeigt man so: Die natiirliche Z—Graduierung der Standard—Realisierung g ist gegeben

durch

deg(t) =1, deg(x) =0, fiir alle z € g, deg(k) =0, deg(d)=0. (B.130)
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Da d = tdilt ist, kann der Grad eines homogenen Elementes durch den Kommutator mit d
bestimmt werden:

deg(X)=j < [d,X]=jX. (B.131)
Die Grade der Chevalley—Generatoren der Standard—Realisierung sind:
deg(HZ) = 0, deg(El) = (52'0, deg(FZ) = —(52'0, 1= 0, .. .,l, (B132)

daher ist diese Graduierung vom Typ (1,0,...,0).
Um andere Typ—s—Graduierungen zu konstruieren, betrachtet man gewisse Unteralgebren
der Standard—Realisierung. Zunéchst sei © ein Automorphismus der Ordnung N der einfachen

Lie-Algebra g. Dann kann g in die Eigenrdume g, zum Eigenwert e2™/N zerlegt werden:

N—1
g=Pen (B.133)
m=0
Dann definiert man die getwistete Kac—Moody—Algebra g© als die Unteralgebra
g% =Pt @ gy @ (k) & (d) (B.134)
meZ

von g. (m|N steht fiir ,m modulo N¥.)
Es sind zwei Fille zn unterscheiden'!:
1. © ist ein innerer Automorphismus von g. Dann existiert eine Basis, in der die Cartan—
Subalgebra invariant ist, wihrend die Wurzeloperatoren F, mit dem Eigenwert e«
transformieren. Der den Automorphismus charakterisierende Verschiebungsvektor sei

A= Z_;SN@ (B.135)
d.h. es gilt
si=Nag- A, i=0,1,... 1L (B.136)

Die Chevalley—Generatoren von g® sind

El =t"®E,, F =t"%@F_,, H§:1®Hm@A%k, 1=0,... L H,, =d
(B.137)

Die Normierungs—Konstante A kann so gewahlt werden, dafl
(B, Fj] = d;;H] (B.138)

ist. Falls g einfach verbunden ist, ist A = 1. Berechnet man ihre Kommutatoren, so stellt
man fest, daf sie nach dem Kacschen Kriterium Chevalley-Generatoren von gl sind. Also
sind die getwistete und die ungetwistete Kac-Moody—Algebra isomorph. Andererseits gilt:

deg(H])=0,i=0,...,0+ 1 und deg(F}) = —deg(F/) = s;,: =0, ..., (B.139)

Die mit einem inneren Automorphismus getwistete Kac-Moody—Algebra besitzt eine Typ—
s-Graduierung und wird daher als Typ-s—Realisierung von gl bezeichnet. Da die De-
rivation in der Frenkel-Kac—Darstellung proportional zu Weltflichen-Hamiltonoperator
ist, fithren verschiedene Graduierungen zu Modellen mit verschiedenen physikalischen Ei-
genschaften.

2. © ist ein dulerer Automorphismus von g. Dann kann er in einen inneren Automorphis-
mus und einen Diagramm-Automorphismus des Dynkin—-Diagrammes zerlegt werden. Die
Ordnung k des Diagramm-Automorphismus kann nur gleich 2 oder 3 sein. Zu jedem
Diagramm-Automorphismus gibt es eine getwistete affine Kac-Moody—Algebra gl*! und
jede getwistete affine Kac-Moody—Algebra kann so konstruiert werden. Je nach Wahl des
inneren Automorphismus erhalt man eine bestimmte Typ-s—Realisierung von gl*1.

1T je~Algebra—Automorphismen werden in Kapitel 6.4 diskutiert.
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Getwistete Loop—Algebren

Ein anderer Zugang zu den getwisteten Kac-Moody—Algebren ergibt sich tiber die getwisteten
Loop—Gruppen und Loop—Algebren [157]. Die getwistete Loop—Gruppe ist durch

G® = {¢:R - G|o(1) = ©¢(0)} (B.140)

definiert, wobei © ein Automorphismus N—-ter Ordnung der endlich—dimensionalen halbeinfa-
chen Lie-Gruppe G ist. Die zugehorige Lie—Algebra ist isomorph zu

g = @ "IN @ g (B.141)
mEZ

Solche Loop—Algebren bzw. ihre zentralen Erweiterungen lassen sich besonders leicht durch
chirale Skalarfelder X(z) mit getwisteten Randbedingungen

X(ze?™) = OX(z) (B.142)

realisieren (© bezeichnet aufler dem Lie-Gruppen— Automorphismus auch den Lie—Algebra-
Automorphismus und den entsprechenden Automorphismus des Wurzelgitters). Insbesondere
liefern die Vertauschungsrelationen der Moden ay,/n eine Level-1-Darstellung der Cartan—
Subalgebra B

ha{c) (B.143)

Darstellungen der vollen Algebra mit getwisteten Feldern kénnen der Literatur entnommen
werden. Durch die Derivataion t% wird wieder eine semidirekte Erweiterung definiert und
auf dem Darstellungsraum gilt d = —Lo. Durch die Reskalierung ¢ — tV erhilt man die
oben beschriebene andere Realisierung. Der Zugang iiber getwistete Loop—Gruppen mit seiner
%Z Graduierung ist besonders natiirlich, wenn man mit getwisteten Feldern arbeitet, z.B. einen
Orbifold-Twist als Drehung realisiert. Die getwisteten Grade geben insbesondere die konformen
Gewichte der Operatoren richtig wieder. Die im vorherigen Abschnitt beschriebene Realisierung
ist einfacher und entspricht der Verschiebungsrealisierung von Orbifold-Twists.

B.2.5 Darstellungen von Kac—Moody—Algebren

Die nichttrivialen Darstellungen von Kac-Moody—Algebren sind naturgemifi unendlich—
dimensional. Eine wichtige Klasse sind die hochsten Gewichts Darstellungen (highest weight re-
presentations), die ausgehend von einem hochsten Gewicht durch die Anwendung von Absteige—
Operatoren erzeugt werden koénnen. Es ist moglich, den Begriff der kompakten reellen
Form zu verallgemeinern und so unitére Darstellungen zu konstruieren. Die Vertexoperator—
Darstellungen waren in der Physik schon bekannt, bevor Kac und Moody begannen, die nach
thnen benannten Lie-Algebren zu studieren. Frenkel und Kac haben die Vertexoperator—
Darstellungen spéter mathematisch prézisiert. Die Vertexoperatoren sind formale Operatoren,
die nicht auf dem mathematischen Hilbertraum sondern auf dessen formaler Komplettierung
operieren. Die durch Kurvenintegration gewonnen Kac-Moody—Generatoren sind aber wohlde-
finerte Operatoren auf dem Hilbertraum. Bei der Frenkel-Kac-Konstruktion wir das zentrale
Element k& immer durch die Zahl 1 dargestellt (Level-1-Darstellung). Darstellungen mit ande-
ren Leveln kénnen mit Hilfe anderer konformer Feldtheorien, z.B. mit Wess—Zumino-Witten—
Modellen [2] (konform invarianten o—Modellen mit Gruppenmannigfaltigkeiten als target space)
realisiert werden.
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B.3 Dynkin—Diagramme

aq an a1

Abbildung B.1: Das Dynkin-Diagramm von A;

aj
[ @ ---- I @
aq an a2 Q1

Abbildung B.2: Das Dynkin—-Diagramm von D

Qg
[ @ I @ @
aq an a3 g a5

Abbildung B.3: Das Dynkin—Diagramm von Fg
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o7
@ 4 4 4 ]
a1 a9 a3 Qg Qs Qg
Abbildung B.4: Das Dynkin-Diagramm von E;
as
@ 4 4 4 4 ]
a1 a9 a3 Qg s Qg a7
Abbildung B.5: Das Dynkin—Diagramm von FEg
o

aq an a1

Abbildung B.6: Das erweiterte Dynkin—Diagramm von A, ist zugleich das Dynkin—-Diagramm
von Aj.

ap a

[ ---- @
aq an a2 Q1

Abbildung B.7: Das erweiterte Dynkin—-Diagramm von D ist zugleich das Dynkin—-Diagramm

von Dj. a0

Qg

Abbildung B.8: Das erweiterte Dynkin-Diagramm von Fj ist zugleich das Dynkin-Diagramm
von Fs.
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a7

Abbildung B.9: Das erweiterte Dynkin-Diagramm von E7 ist zugleich das Dynkin-Diagramm
von F7.

arg

Abbildung B.10: Das erweiterte Dynkin-Diagramm von Eg ist zugleich das Dynkin-Diagramm
von FI's
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Anhang C

Gitter

Die im Zusammenhang mit der Stringtheorie wichtigen Aussagen iiber euklidische und pseu-
doeuklidische Gitter findet man in [58].

C.1 Euklische und pseudoeuklidische Gitter

Definition C.1.1 Ein n-dimensionales Gitter im R™ ist der Z-Spann einer Basis {e;} von R”
I'={mle]m' €Z, i=1,...,1}. (C.1)

Die e; bilden eine Gitterbasis (Z-Basis) von I'. Je nachdem, ob der R™ mit einem defini-
ten oder indefiniten Skalarprodukt versehen wird, spricht man von einem euklidischen bzw.
pseudoeuklidischen Gitter. Die Matrix G,

Gij = €; ~ej (CQ)

wird als die Gittermetrik bezeichnet. Isometrische Gitter werden identifiziert. Das (verallge-
meinerte) Volumen der Einheitszelle von T ist

vol(T') = /| det G|. (C.3)

Definition C.1.2 Das duale Gitter I'* besteht aus allen Vektoren, die ein ganzzahliges Ska-
larprodukt mit allen Vektoren aus I' haben:

I"={weR"\v-weZ VveTl}. (C.4)

Die kanonische Basis von I'* ist die Dualbasis e** zu e;:

e -e; = 4. (C.5)
Die Gittermetrik von I'* beziiglich der Dualbasis ist die zu G;; inverse Matrix
el et =G (C.6)
und es gilt
vol(T)vol(T™) = 1. (C.7)

Wir interessieren uns fiir die folgenden speziellen Typen von Gittern:

Definition C.1.3

I' ganzzahlig & T CI*&Vv,selv-weZ,
I unimodular < vol(T') = 1,
(C.8)
[ selbstdual <« I =1* < I' ganzzahlig und unimodular,
I' gerade & Vvelv-ve?2Z

227
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Die in der Stringtheorie wichtigen Gitter sind gerade, selbstduale euklidische und pseudoeukli-
dische Gitter. In der Arbeit werden die folgenden beiden Aussagen gebraucht:

Satz C.1.1 Gerade selbstduale euklidische Gitter existieren nur in Dimensionen die Vielfache von
8 sind. In 8 Dimensionen gibt es nur ein solches Gitter, das Wurzelgitter der Lie—Algebra Es. In
16 Dimensionen gibt es zwei verschiedene gerade selbstduale Gitter, ndmlich das Wurzelgitter von
Es @& Eg und das Gewichtsgitter Dglg,s)
Chiralitat der Lie—Algebra D;s besteht.

, das aus den Wurzeln und den Spinorgewichten positiver

Satz C.1.2 Selbstduale, gerade pseudoeuklidische Gitter existieren nur, wenn die Signatur ein
Vielfaches von 8 ist. Es gibt dann bis auf Isometrien genau ein Gitter. Ist die Metrik vom Typ (p.q),
mit p=8m+nund ¢ =n, n < 8§, soist I' isometrisch zu

EJ™ & DYY (C.9)

wobei Eg das Wurzelgitter von Eg und Dy | das zweidimensionale pseudoeuklidische Standard—Gitter
ist.

Durch Aquivalenklassenbildung in T' beziiglich eines Untergitters maximaler Dimension I
erhilt man eine endliche Gruppe, die Konjugationsklassengruppe von I' beziiglich T'. In der
Fundamentalzelle von TV gibt es genau einen Reprasentanten jeder Konjugationsklasse. Die
Michtigkeit N der Konjugationsklassengruppe ist daher

vol(T”)
vol(T')

N = (C.10)

C.2 Lie—Algebra Gitter

Eine besondere Kategorie von Gittern sind die Gewichtsgitter I'yy und die Wurzelgitter I'r von
Lie-Algebren. Da die Wurzeln die Gewichte der adjungierten Darstellung sind, gilt

I'rCIw. (C.11)

Die Konjugationsklassengruppe parametrisiert die Konjugationsklassen von Darstellungen der
zugehorigen Lie-Algebra g und ist isomorph zum Zentrum Z der universellen linearen Gruppe
G

Z=Tw/Txg. (C.12)

Falls die Lie-Algebra einfach verbunden ist, kann man alle Wurzeln auf 2 normieren. Dann gilt:
I'w =TF%. (C.13)

Die Gittermetriken sind die Cartan—Matrix bzw. deren Inverse. Enthilt ein Gitter eine Menge
von Vektoren mit Normquadrat 2 und ganzzahligen Skalarprodukten untereinander, so ist das
von ihnen erzeugt Untergitter das Wurzelgitter einer einfach verbundenen Lie-Algebra. Ist das
Gitter zudem ganzzahlig, so sind alle anderen Gittervektoren Gewichte dieser Algebra. Wurzel-
und Gewichtsgitter und deren Untergitter werden durch das Symbol fiir die entsprechende
komplexe Lie-Algebra und die Angabe der auftretenden Konjugationsklassen bezeichnet

I'=(g1®  ®gn)Kk- (C.14)

Man beachte, daBl solch ein Lie-Algebra—Gitter im allgemeinen keine direkte Summe ist. Das
gilt nur fiir spezielle Wahlen der Liste K K der Konjugationsklassen. Fiir das Rechnen mit Kon-
Jjugationsklassen von Lie-Algebra—Gittern, also mit Gewichtsvektoren modulo Wurzelvektoren
gelten zwei Regeln:

1. Das Skalarprodukt zweier Gewichtsvektoren hingt modulo 1 nur von den jeweiligen Kon-
Jugationsklassen ab.
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2. Das Normquadrat eines Gewichtsvektors hangt modulo 2 nur von der Konjugationsklasse

ab.

In der Stringtheorie ist man speziell an selbstdualen Lie-Algebra—Gittern interessiert. Um diese
Eigenschaft nachzuweisen, benutzt man das folgenden Kriterium fiir die Unimodularitédt: Aus

I'r Cl'w = FE (C.15)

folgt mit (C.7)
1
vol(T'r) = V/N und vol(T'w) = \/—N, (C.16)
wobei N die Anzahl der Konjugationsklassen ist. Das volle Gewichtsgitter ist im allgemeinen
zu grof3, das Wurzelgitter zu klein, um selbstdual zu sein. Daher versucht man durch Auswahl

von N’ < N Konjugationsklassen ein unimodulares Gitter I zu konstruieren. Nun ist

vol(T'r) VN
N TN
Falls die Gesamtzahl N der Konjugationsklassen eine Quadratzahl ist, kann man durch Auswahl

von N’ = +/N Konjugationsklassen eine unimodulares Gitter erhalten. Falls es gleichzeitig
ganzzahlig ist, ist es selbstdual.

vol(I'') = (C.17)

C.2.1 Spezielle Lie—Algebra—Gitter

Fiir die in der Arbeit benutzten Gitter sollen Realisierungen angegeben werden.

Das Gitter von A;
Das Wurzelgitter der Lie-Algebra A; ist

AP = {r = mV2|m € Z}, (C.18)
das Gewichtsgitter ist
AN = fw = gmn ez} =AF 4+ 4P, (C.19)

Die Gewichte mit geradem n gehdren zu den Vektordarstellungen, die mit ungeradem n zu den
Spinordarstellungen von su(2). Die Dimension der Darstellung mit dem hochsten Gewichte
3V2ist n4 1, d.h. | = 7 ist die Spinquantenzahl.

Die Gitter von As und Fg

Das Wurzelgitter A(ZR) der Lie-Algebra As wird durch die beiden einfachen Wurzeln o; ¢ = 1,2
erzeugt, die die Cartan—Matrix

C(Ay) = (C.20)

realisieren, d.h.

ay - = C(Az)” (021)
Eine mogliche Wahl ist
1 1
ar = (V2,0), ay = (‘if’ 5%6). (C.22)

Die anderen vier Wurzeln sind —aq, —ag a1 + as und —ay — ag. Zusammen mit dem zweifach
entarteten Gewicht O bilden sie die acht Gewichte der adjungierten Darstellung 8. Die dualen
Vektoren

01 = (5v3, £VE), 03 = (0,56) (C.23)
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sind die hochsten Gewichte der Darstellungen 3 und 3 und erzeugen die beiden anderen Kon-
Jugationsklassen F' und F'. Sie realisieren offensichtlich die inverse Cartan—Matrix:

o121
Cl =g 1] (C.24)

Die Gewichte der beiden dreidimensionalen Darstellungen sind:

3: aj,—a3, —a] +ab, (C.25)

3: af,—al,af —aj. (C.26)
Den Zusammenhang mit der in der Physik, z.B. im Quarkmodell, iiblichen Parametrisierung
dieser und anderer Darstellungen brauchen wir nicht explizit. Die Umrechnung ist einfach,
siehe auch [138], [137], [86].

Ein besonderes Phianomen tritt bei dem Gewichtsgitter
(A2 @ Az @ A)w (C.27)

auf. Die Gewichte der Konjugationsklassen (F, F, F) und (F, F, F) haben modulo 2 das Nor-

mquadrat 2 und ganzzahlige Skalarprodukte untereinander und mit der Konjugationsklasse

(R, R, R). Da die aus diesen 3 Klassen bestehende Menge beziiglich der Konjugationsklassen—

Addition abgeschlossen ist, entspricht ihr ein ganzzahliges gerades Untergitter. Die Vektoren

minimaler Lange in den beiden zusitzlichen Konjugationsklassen sind die Gewichte der Dar-

stellungen (3,3,3) und (3,3,3). Sie besitzen in dieser Ausnahmesituation das Normquadrat
2

3 -5 = 2 und sind daher Wurzeln, die das Wurzel-System von A?S zu dem der exzeptionellen

Lie-Algebra FEg erweitern. Diese hat 24 + 2 - 27 = 72 Wurzeln. Das Wurzelgitter von Fg
EéR) = (A Ay & Az)(R,R,R),(F,F,F),(F,F,F) (C.28)

ist offensichtlich zwar ein Untergitter von (A?S)W, aber keine direkte Summe von A;—Gittern,
denn dazu miifiten auch die Konjugationsklassen (F, R, R), ... 1im Gitter liegen.

Die Gitter der Lie—Algebren A;, { > 2 brauchen wir nicht explizit. Man kann sie aber
induktiv konstruieren, indem man die Gewichte beziiglich der maximalen Unteralgebra 4;_1 &
u(1) zerlegt, die bekannten A;_;-Gewichte einsetzt und das u(1)-Gewicht entsprechend wéhlt.
Die Lie-Algebra A; hat [ + 1 Konjugationsklassen.

Die Gitter D,, und Fj

Das Gewichtsgitter der Lie-Algebra D, , n > 3 besteht aus den folgenden 4 Konjugationsklassen:

R =a = {(m',...,m")|m’ €2, 3, mi €22},
v o=AF 4 1,0,...,0)  ={(m!,... m")|mi €Z, S, mi €2Z+ 1}, 20)
S =AY+ (540 h), |
C =AT 4 (=54 b
Die Gewichtsvektoren minimaler Linge gehoren zu den folgenden Darstellungen:
1. Die Wurzeln
(£1,4+1,0,...,0),...,(£1,0,...,0,%1),...,(0,...,0,£1,£1) (C.30)

gehoren zu der adjungierten Darstellung. Es kénnen 1 einfache Wurzeln ausgew&hlt wer-
den.
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2. Die 2n Gewichte
(£1,0,...,0),...,(0,...,£1) (C.31)
gehoren zur Vektordarstellung.

3. Die Gewichte

1.1 1
— =, .t .32
(2525 43) (©32)
gehoren, je nachdem ob die Anzahl der ,,—“ Zeichen gerade oder ungerade ist, zu der

fundamentalen Spinordarstellung positiver oder negativer Chriralitat.

Da die Zahl der Konjugationsklassen immer die Quadratzahl 4 ist, lassen sich stets unimodulare
Untergitter finden. Ein spezieller Fall ergibt sich fiir n = 8, da dann die Spinorgewichte das
Normquadrat 2 haben und zusétzliche Wurzeln sind. Da die Spinorkonjugationsklassen unter-
einander kein ganzzahliges Skalarprodukt haben, mufl man sich fiir eine Chiralitét entscheiden.
Wir wahlen oBdA die S—Klasse. Das so entstehende Gitter ist das Wurzelgitter der Lie-Algebra
Eg:

Eg = DSOS, (C.33)

Es 1st offensichtlich unimodular und, wie die Konjugationsklassen—Arithmetik zeigt, auch ganz-
zahlig, also selbstdual. Da es ein Wurzelgitter ist, ist es automatisch gerade. Eine Menge von
einfachen Wurzeln wird in der Arbeit beschrieben. Dort erscheint auch eine alternative Kon-
struktion mit Hilfe des Es @ Ay Gitters. Das Gitter Dglg)(s) ist ebenfalls gerade und selbstdual,
aber die Spinorgewichte sind keine Wurzeln. Es handelt sich um das Gewichtsgitter der Gruppe
Spin(32)/Z,. Es® Es und Dglg)(s) sind die beiden einzigen geraden selbstdualen euklidischen
Gitter in 16 Dimensionen.

Die Definition der D,—Gitter bleibt auch fiir die Fille n = 1,2 sinnvoll. Fiir n = 2 erhalt
man das Gewichtsgitter von Dy = A; @ A;. Fiir n = 1 besitzt das Gitter keine Wurzeln
(Vektoren mit Normquadrat 2), ist also kein Lie-Algebra—Gitter.

C.2.2 Pseudoeuklidische Lie—Algebra—Gitter

Gitter der Form I'p.4, bei denen das rechte und linke Teilgitter aus Gewichten von Lie-Algebren
bestehen, heiflen pseudoeuklidische Lie-Algebra—Gitter. Die Impuls—Gitter der toroidalen
Stringkompaktifizierungen sind solche Gitter oder enthalten solche Gitter fiir kritische Werte
der Hintergrundfelder. Da die Regeln der Konjugationsklassen—Arithmetik auch fiir den pseu-
doeuklidischen Fall giiltig bleiben, kann man sie fiir die Konstruktion selbstdualer pseudoeu-
klidischer Gitter und im Rahmen der Verschiebungsvektor-Methode benutzen. Vektoren mit
pseudoeuklidischem Normquadrat 2 sind aber im allgemeinen nicht Wurzeln von Lie-Algebren,
d.h. pseudoeuklidische Lie-Algebra—Gitter sind keine Gewichts- oder Wurzelgitter von Lie-
Algebren. Als Wurzeln werden Vektoren der Form (v,0) und (0;v) bezeichnet, bei denen v
das euklidische Normquadrat 2 hat. Sie sind Wurzeln von Lie-Algebren und die von ihnen
erzeugten euklidischen Untergitter sind Wurzelgitter.

Eine Standard—Methode zur Konstruktion gerader selbstdualer pseudoeuklidischer Gitter
ist die Englert-Neveu—Konstruktion. Man wahlt das Gewichtsgitter I'y, einer halbeinfachen
Lie-Algebra und w&hlt bei dem verdoppelten Gitter

(Com @ Ti)w (C.34)

die diagonale Kombination

(K1, K1), (Ks, Ks), . .. (C.35)

der Konjugationsklassen. Dieses Gitter ist immer gerade und selbstdual beziiglich der Metrik
vom Typ (m,m). Das zweidimensionale pseudoeuklidische Standard-Gitter ist z.B.

DlEyjlv — (Dl &) Dl)(R,R),(V,V),(S,S),(C,C). (036)
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