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Kapitel 1Einleitung1.1 StringtheorieUnter Stringtheorie versteht man einerseits die relativistis
he Quantentheorie eindimensio-naler ausgedehnter Objekte im allgemeinen und andererseits eine Theorie, die die konkretephysikalis
he Struktur der Welt auf dem kosmologis
hen und auf dem Elementarteil
henniveaubes
hreiben soll. Im Gegensatz zur "normalen\ Quantenfeldtheorie gibt es keine s
harfe Tren-nung zwis
hen der "allgemeinen Theorie quantisierter Strings\ (in Analogie zur "general theoryof quantized �elds\) und der Su
he na
h speziellen Theorien f�ur konkrete Ph�anomene: Auf-grund der wesentli
h restriktiveren Konsistenzbedingungen gibt es nur wenige Stringtheorien,von denen eine einzige, die heterotis
he Stringtheorie, f�ur die Bes
hreibung des uns bekanntenUniversums in Frage kommt. Allerdings ist es bisher ni
ht gelungen, die Stringtheorie axioma-tis
h, etwa dur
h die Angabe eines feldtheoretis
hen Wirkungsprinzips, in ges
hlossener Formzu de�nieren. Gelungen ist hingegen die Konstruktion einer bisher un�ubersehbaren F�ulle vonL�osungen der Stringtheorie. Der Begri� L�osung ist angesi
hts des Fehlens einer vollst�andigenDe�nition der Theorie erkl�arungsbed�urftig: Man versteht darunter Modelle oder Theorien, diedie Propagation und We
hselwirkung von Strings in einem �xierten Raum{Zeit{Hintergrund,etwa dem vierdimensionalen Minkowski{Raum, und mit �xierter Ei
hgruppe bes
hreiben. DieInterpretierbarkeit all dieser Theorien als L�osungen einer einzigen Theorie ergibt si
h daraus,da� Stringtheorien automatis
h immer au
h Gravitationstheorien sind: Das Spektrum enth�alteinen masselosen Spin{2{Zustand, der wie ein Graviton an den vollen Energie{Impuls{Tensorkoppelt. In der vollst�andigen Stringtheorie ist daher die Geometrie der Raum{Zeit keine un-abh�angige, sondern eine abh�angige Gr�o�e, die dur
h die Dynamik festgelegt wird. Damit stelltsi
h automatis
h die Aufgabe, eine Synthese von Quanten- und Gravitationstheorie zu �n-den. Weiter erzwingen die Konsistenzbedingungen der Stringtheorie die Einf�uhrung zus�atzli
herinnerer Freiheitsgrade oder zus�atzli
her, kompakti�zierter Raumdimensionen, deren Strukturoder Geometrie einerseits in der vollen Theorie dur
h die Dynamik festgelegt wird und die an-dererseits, wenn man sie als �xierten Hintergrund betra
htet, ihrerseits die Ei
hgruppe und dasSpektrum der Theorie �xieren. Ni
ht nur die Raum{Zeit{Struktur, sondern au
h das Spektrumund die Ei
hwe
hselwirkungen sind damit abh�angige Gr�o�en. Da au�erdem au
h die Super-symmetrie, in ihrer lokalen Auspr�agung als Supergravitation eine Konsistenzbedingung zusein s
heint, beinhaltet und verallgemeinert die Stringtheorie alle aus Quantentheorie, Quan-tenfeldtheorie und Gravitationstheorie bekannten Symmetrien. Dies ma
ht es plausibel, da�die no
h unverstandene volle Theorie auf einem neuen fundamentalen Naturprinzip beruht, dasQuanten- und Gravitationtheorie auf konsistente Weise in si
h s
hlie�t.Neben sol
hen systematis
hen und strukturellen Gr�unden, die daf�ur spre
hen, Stringtheorienzu untersu
hen, gibt es eine zweite, mehr an der konkreten Elementarteil
henphysik orientierteMotivkette. Der Ausgangspunkt ist dabei das Standard{Modell der Elementarteil
henphysik,das alle bekannten Kr�afte mit Ausnahme der Gravitation dur
h die We
hselwirkungen elemen-tarer Quarks, Leptonen und Ei
hbosonen bes
hreibt, wobei die Massen der Fermionen und der5



6 KAPITEL 1. EINLEITUNGmassiven Ei
hbosonen dur
h den Higgs{Me
hanismus erzeugt werden. Trotz seines gro�en Er-folges weist das Standard{Modell eine Reihe von redundanten Z�ugen auf, die auf die Existenzeiner fundamentaleren Theorie hindeuten: Der Materiesektor besteht aus drei Familien, die si
hnur dur
h ihre Massen unters
heiden, die Massen aller Teil
hen sind freie Parameter, und es gibtdrei unabh�angige Kopplungskonstanten, weil die Ei
hgruppe keine einfa
he Gruppe ist. Da siedar�uber hinaus au
h ni
ht halbeinfa
h ist, ist no
h ni
ht einmal klar, warum das Verh�altnis derelektris
hen Ladungen von Quarks und Leptonen rational ist, d.h. warum es eine einheitli
heElementarladung gibt.F�ur die Physik jenseits des Standard{Modells gibt es zwei Ans�atze: Zum einen k�onntendie Quarks und Leptonen aus gemeinsamen Bausteinen aufgebaut sein, zum anderen k�onntenh�ohere, verborgene Symmetrien existieren. Die zweite Denkri
htung f�uhrt auf nat�urli
he Weisezu den Stringtheorien und soll kurz verfolgt werden. Unter h�oherer Symmetrie ist zun�a
hsteine einfa
he Lie{Gruppe zu verstehen, die gro� genug ist, um die Ei
hgruppe des Standard{Modells zu beinhalten, etwa SU(5), SO(10) oder E(6). Man spri
ht in diesem Zusammenhangvon gro�en vereinheitli
hten Theorien oder kurz von GUT{Theorien (GUT = grand uni�edtheory). Da die Ei
hgruppe einfa
h ist, gibt es nur eine Kopplungskonstante und alle Ladungensind gequantelt. Au�erdem k�onnen nun beide Arten von Fermionen, die Quarks und die Lepto-nen, in den glei
hen Multipletts liegen. Das GUT{Szenario wird dadur
h gest�utzt, da� si
h dielaufenden Kopplungen des Standard{Modells bei etwa 1015 GeV approximativ tre�en. Zuglei
hstellt si
h aber das Hierar
hieproblem, das hei�t man brau
ht einen nat�urli
hen Me
hanis-mus, der die Symmetriebre
hungsskalen der vereinheitli
hten Gruppe und die der elektros
hwa-
hen Gruppe gegeneinander stabilisiert. Gelingt das ni
ht, so kann man ni
ht erkl�aren, warumlei
hte Teil
hen mit Massen von einigen MeV oder GeV in einer Theorie existieren, deren ty-pis
he Energieskala 15 Gr�o�enordnungen h�oher liegt. Eine L�osung ist die Supersymmetrie,die Fermionen (Materie) und Bosonen (Kraft) in gemeinsamen Multipletts vereinigt. Sie istzudem die einzige Erweiterung der Poin
ar�e{Symmetrie, die kein direktes Produkt ist. Bei N{fa
h erweiterten Supersymmetrien tritt zus�atzli
h die Gruppe SO(N) als Symmetriegruppe auf.Damit bietet si
h im Prinzip die M�ogli
hkeit, alle inneren und �au�eren Symmetrien dur
h eineerweiterte Supersymmetrie zu einer Symmetrie zusammenzufassen. Die maximale Erweiterung,die Darstellungen mit Spin � 2 hat1, ist aber N=8, und in die SO(8) kann die Standard{ModellEi
hgruppe ni
ht eingebettet werden2. Neu stellt si
h au
h das Problem der Supersymmetrie{Bre
hung, da die Natur o�ensi
htli
h ni
ht manifest supersymmetris
h ist. Sie mu� nat�urli
h soerfolgen, da� das Hierar
hieproblem weiterhin gel�ost wird. Dur
h die Supersymmetrie wird dasUltraviolett{Verhalten von Quantenfeldtheorien so weit verbessert, da� sogar endli
he Theorienexistieren. Damit ergibt si
h die Chan
e, au
h Theorien mit Spin 2, z.B. die Gravitationstheorieneu in Angri� zu nehmen. Dies f�uhrt zu Theorien mit lokalen Realisierungen der Supersym-metrie, den Supergravitationstheorien. Trotz anf�angli
her Ho�nungen ist aber heute derenEndli
hkeit bzw. Renormierbarkeit fragli
h. Auf der Su
he na
h einer Vereinheitli
hung allerWe
hselwirkungen eins
hlie�li
h der Gravitation wurde au
h an die von Kaluza und Klein vor-ges
hlagene Einf�uhrung zus�atzli
her, kompakti�zierter Raumdimensionen angekn�upft. Dabeiwerden Supergravitationstheorien in h�oheren Dimensionen formuliert und ans
hlie�end f�ur diezus�atzli
hen Dimensionen eine kompakte Mannigfaltigkeit, z.B. ein Torus, eine Sph�are oderhomogene R�aume von Lie{Gruppen gew�ahlt. W�ahrend vom h�oherdimensionalen Standpunktaus alle Teil
hen ein einziges Supergravitationsmultiplett bilden, gibt es in vier Dimensionenmehrere Multipletts, Ei
hsymmetrien und Supersymmetrie. Zus�atzli
h zum Problem der End-li
hkeit (renormierbar k�onnen diese Theorien ni
ht sein) ist es s
hwierig, geeignete Ei
hgruppenund insbesondere 
hirale Fermionen zu bekommen, und es mu� erkl�art werden, wie die Kom-pakti�zierung dynamis
h zustande kommt. Trotz gro�er Anstrengungen gab es au
h hier nurpartielle Erfolge, ein gro�er Dur
hbru
h gelang jedo
h ni
ht.1Die dabei auftretendenTeil
hen mit Spin > 1 sind das Graviton (Spin 2) und das Gravitino (Spin 3/2). DieSupersymmetrie ist dann automatis
h als lokale Symmetrie realisiert (s.u.). Bes
hr�ankt man si
h auf Teil
henmit Spin � 1, so ist N � 4 [105℄.2Es gibt allerdings die M�ogli
hkeit h�oherer, ni
htlinear realisierter Symmetrien, etwa mit der Ei
hgruppeSU(8), die die Standard{Modell{Ei
hgruppe enth�alt. Hier ist aber das Problem der Symmetriebre
hung sehrs
hwierig [105℄.



1.2. ZUR THEMENSTELLUNG 7Die n�a
hste und bisher letzte Erh�ohung der Symmetrie stellt die Stringtheorie dar. Wie be-reits erw�ahnt wurde, und in der Arbeit erl�autert wird, treten alle genannten Symmetrien sowiezus�atzli
he Raumdimensionen in ihr automatis
h auf. Zuglei
h werden sie auf no
h ni
ht v�olligverstandene Weise immens vergr�o�ert und verallgemeinert: Bereits bei der Bes
hreibung vonStrings in einem festen Raum{Zeit{Hintergrund treten unendli
h{dimensionale Lie{Algebrenauf. In einem gewissen Sinn stellen Stringtheorien das Maximum an errei
hbarer Symmetriedar, denn sowohl Theorien mit punktf�ormigen Objekten als au
h sol
he mit h�oherdimensionalenausgedehnten Objekten haben weniger Symmetrien. Das liegt an dem zus�atzli
hen Auftretender konformen Invarianz auf der verallgemeinerten Weltlinie: Verzi
htet man auf die geometri-s
he Interpretation, so sind die L�osungen der Stringtheorie zweidimensionale konform invari-ante Quantenfeldtheorien mit einigen zus�atzli
hen Eigens
haften. Der enge Zusammenhangmitkonformen Feldtheorien hat au
h methodis
h gro�e Bedeutung, da in diesem Fall ein immensesArsenal an zus�atzli
hen Hilfsmitteln zur Verf�ugung steht.Beide zur Stringtheorie f�uhrenden Argumentationsketten besitzen zwar ihre innere Logik,sind aber zugegebenerweise spekulativ. I
h m�o
hte daher darauf hinweisen, da� si
h die Auf-gabe einer Theorie ni
ht darin ers
h�opfen kann, bekannte Ph�anomene zu bes
hreiben. DasVerh�altnis von Theorie und Experiment ist vielmehr we
hselseitig, denn ohne einen theore-tis
hen Hintergrund gibt es keine formulierbaren Fragen und damit keine Experimente. Dierei
he innere Struktur der Stringtheorie quali�ziert sie als eine Rahmentheorie innerhalb derersinnvolle Fragen gestellt und beantwortet werden k�onnen. Die dabei entstehenden mathema-tis
hen und theoretis
h{methodis
hen Nebenprodukte, wie Vertexoperator{Darstellungen vonKa
{Moody{Algebren oder ein alternativer Bli
k auf konforme Feldtheorien im speziellen, aufdie Quantenfeldtheorie im allgemeinen oder auf das Problem der Quantengravitation sind dur
h-aus sehenswert.Die Antwort auf die Frage, ob denn Stringtheorien derzeit erfolgrei
he empiris
he Voraussa-gen ma
hen k�onnen bzw. falsi�zierbar sind, h�angt davon ab, wel
he Anspr�u
he man dabei stellt.Zwar gibt es eine bisher un�ubersehbare F�ulle vierdimensionaler Stringtheorien mit den vers
hie-densten Spektren und Ei
hgruppen, aber dies gilt in wesentli
h h�oherem Ma�e f�ur die Quanten-feldtheorie, in der unendli
h viele st�orungstheoretis
h renormierbare und Anomalie{freie Theo-rien mit vers
hiedenen Spektren und Ei
hgruppen existieren. Jede L�osung der Stringtheoriekann f�ur niedrige Energien dur
h eine e�ektive Quantenfeldtheorie approximiert werden, aberdie Menge der Quantenfeldtheorien, die von der Stringtheorie als e�ektive Theorien induziertwerden, ist vers
hwindend klein. Angesi
hts der sehr restriktiven Konsistenzbedingungen istes ni
ht trivial, da� Stringtheorien �uberhaupt konsistent sind bzw. no
h ni
ht als inkonsistentna
hgewiesen wurden, und die Tatsa
he, da� es m�ogli
h ers
heint, das Standard{Modell in dieStringtheorie einzubetten, kann bei exzessiver Auslegung des Begri�s als erfolgrei
he empiri-s
he Vorhersage gewertet werden. Weiterhin ist es in der Stringtheorie mit erstaunli
h geringemAufwand m�ogli
h, L�osungen zu �nden, die dem Standard{Modell nahe kommen. Insbesondereist es m�ogli
h, Theorien mit 
hiralen Fermion{Familien zu konstruieren. Au
h vergli
hen mitKaluza{Klein{Supergravitationstheorien sind Stringtheorien also ph�anomenologis
h erfolgrei
h.Dur
h das st�andig wa
hsende Wissen �uber die vierdimensionalen L�osungen k�onnen au
h im-mer gr�o�ere Teile des L�osungsraums identi�ziert werden, in denen das Standard{Modell ni
htliegen kann [53℄. Die Theorie wird somit immer s
h�arferen Tests unterworfen und kann sehrwohl an der Erfahrung s
heitern. Die Ho�nung, s
hon demn�a
hst das Standard{Modell ausder Stringtheorie herleiten zu k�onnen oder die Probleme der Quantengravitation zu l�osen, istangesi
hts der Komplexit�at der Probleme freili
h �ubertrieben optimistis
h. Denno
h hat es inden letzten Jahren einen stetigen, wenn au
h ni
ht mehr explosionsartigen Forts
hritt gegeben.Und s
hlie�li
h lehrt au
h ein Bli
k in die Wissens
haftsges
hi
hte, da� nur eine bessere Theorieeine vorhandene ersetzen kann, und die ist bisher ni
ht in Si
ht.1.2 Zur ThemenstellungMit dieser Arbeit soll ein Beitrag zum Studium vierdimensionaler L�osungen der heterotis
henStringtheorie geleistet werden. Gerade hier ist der Zusammenhang zwis
hen fundamentalen und
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hen Aspekten der Stringtheorie besonders eng: Einerseits werden die L�osun-gen und ihre Abh�angigkeit von kontinuierli
hen Parametern (Moduli genannt) untersu
ht, umAufs
hlu� �uber die fundamentalen Symmetrien und Eigens
haften der vollen Theorie zu gewin-nen, andererseits versu
ht man Symmetriebre
hungsmuster zu �nden, die zu Standard{Modell{artigen L�osungen f�uhren.Die einfa
hsten vierdimensionalen L�osungen der heterotis
hen Stringtheorie erh�alt mandur
h die Kompakti�zierung der zus�atzli
hen Raumdimensionen mittels toroidaler oder getwi-steter toroidaler Randbedingungen. In diesen F�allen bleibt die Theorie exakt l�osbar. Im Falleder Kompakti�zierung auf Orbifolds gibt es zudem viele semirealistis
he, Standard{Modell{artige L�osungen. Obwohl heute au
h �uber wesentli
h kompliziertere L�osungen viel bekannt ist,gibt es hier eine Reihe von Fragen und Problemen, die in der Literatur bisher ni
ht behandeltworden sind. Dies betri�t insbesondere die Rolle von konstanten Hintergrund{Ei
hfeldern, soge-nannten Wilsonlinien. Sie sind vor allem deshalb interessant, weil sie die realisierte Ei
hgruppema�gebli
h mitbestimmen.Im einzelnen wird in dieser Arbeit untersu
ht, wie die Wilsonlinien mit ihren 96 kontinu-ierli
hen Parametern in toroidalen Kompakti�zierungen die Ei
hgruppe festlegen, bre
hen underweitern. Darauf aufbauend wird die Frage gestellt, wel
he Werte der Wilsonlinien und deranderen Hintergrundfelder mit getwisteten Randbedingungen in den kompakti�zierten Dimen-sionen vertr�agli
h sind und wie dadur
h die Ei
hgruppe modi�ziert wird.1.3 Gliederung der ArbeitIn den beiden folgenden Kapiteln 2 und 3 gebe i
h eine Einf�uhrung in die Stringtheorie. InKapitel 2 werden an Hand der bosonis
hen Stringtheorie die wi
htigsten Prinzipien und Ei-gent�umli
hkeiten von Stringtheorien erl�autert: Die vers
hiedenen Methoden der Quantisierung,das Auftreten von Anomalien, die die Zahl der Raum{Zeit{Dimensionen �xieren, die Bes
hrei-bung von We
hselwirkungen mit Hilfe von Vertexoperatoren, die Charakterisierung klassis
herL�osungen dur
h zweidimensionale konforme Feldtheorien und der Zusammenhang zwis
henStringtheorien und der Gravitation. In Kapitel 3 werden die f�ur fermionis
he Stringtheorienn�otigen Modi�kationen bes
hrieben. Dabei spielt die Supersymmetrie eine S
hl�usselrolle. InKapitel 4 wird die Kompakti�zierung auf Tori zun�a
hst an Hand der bosonis
hen Theorie be-s
hrieben. Die Kompakti�zierung f�uhrt auf einem nat�urli
hen Weg zu ni
htabels
hen Ei
hsym-metrien. Weitere Aspekte sind die Dualit�atssymmetrie zwis
hen gro�en und kleinen Radien,der Higgs{E�ekt und das Auftreten von Ka
{Moody{Algebren. Zuglei
h werden alle Hilfsmit-tel eingef�uhrt, die man zur Konstruktion heterotis
her Stringtheorien, zun�a
hst in 10, dannin 4 Raum{Zeit{Dimensionen ben�otigt. Am Ende gebe i
h einen �Uberbli
k �uber die bisherin der Literatur dokumentierten Resultate in Bezug auf toroidale Kompakti�zierungen der he-terotis
hen Stringtheorie und stelle die dabei o�en bleibenden Fragen zusammen. In Kapitel5 pr�asentiere i
h dann die Ergebnisse meiner Untersu
hungen zu diesen Fragen. Dabei wirdmit Hilfe mathematis
her Hilfsmittel aus der Theorie der Lie{Algebren ein systematis
hes undkonstruktives Verfahren bes
hrieben und in mehreren Beispielen angewendet, das den Zusam-menhang zwis
hen den Hintergrundfeldern und der Ei
hgruppe transparent ma
ht. Der Zusam-menhang mit der sogenannten Vers
hiebungsvektor{Methode wird aufgekl�art. In Kapitel 6 gebei
h einen �Uberbli
k �uber die Konstruktion vierdimensionaler heterotis
her Stringtheorien mitHilfe getwisteter toroidaler Randbedingungen und erl�autere, wann diese Konstruktion als Kom-pakti�zierung auf einem sogenannten Orbifold interpretiert werden kann. Es folgt eine syste-matis
he Darstellung des Zusammenhanges zwis
hen Orbifolds, Lie{Algebra{Automorphismenund getwisteten Ka
{Moody{Algebren. Dieser Teil ist ausf�uhrli
h gehalten, weil die darin zu-sammengefa�ten Ergebnisse in der Literatur auf etwa ein Dutzend Arbeiten verstreut sind,wodur
h die Zusammenh�ange ziemli
h im dunkeln bleiben. Insbesondere gebe i
h eine ein-fa
he Realisierung f�ur getwistete Versionen von aÆnen Ka
{Moody{Algebren mit Hilfe vonVertexoperatoren an, die lei
ht zu �nden ist, in der mir bekannten Literatur aber nirgendwovollst�andig dur
hgef�uhrt wurde. Abs
hlie�end fasse i
h den bisherigen Kenntnisstand �uber dieRolle von Hintergrundfeldern in Orbifold{Kompakti�zierungen zusammen. In Kapitel 7 werden



1.3. GLIEDERUNG DER ARBEIT 9die allgemeinen Konsistenzbedingungen zwis
hen einem symmetris
hen Twist und den Hinter-grundfeldern hergeleitet. Dann werden sie f�ur ein etwas einges
hr�anktes Problem gel�ost undgeometris
h interpretiert. Der Zusammenhang zwis
hen der Ei
hgruppe und kontinuierli
henund diskreten Wilsonlinien wird an Hand eines Beispiels illustriert, bei dem f�ur zwei neun-dimensionale Teilr�aume des Moduliraumes der Z3{Orbifolds die realisierbaren Ei
hgruppenklassi�ziert werden. In Kapitel 8 werden die Ergebnisse der Arbeit zusammengefa�t. Na
h ei-nem �Uberbli
k �uber die anderen Methoden der Konstruktion vierdimensionaler Stringtheorien,k�onnen sie in die gegenw�artige Fors
hungssituation eingebettet werden. Abs
hlie�end werdenm�ogli
he Anwendungen und Verallgemeinerungen vorges
hlagen.Um die Arbeit weitgehend selbstkonsistent zu ma
hen, habe i
h in den drei Anh�angen diewi
htigsten mathematis
hen Hilfsmittel zusammengestellt. Von zentraler Bedeutung ist dieTheorie der Lie{Algebren, sowohl die der endli
h{dimensionalen, als au
h die der Ka
{Moody{Algebren. Dieser Anhang ist ausf�uhrli
h gehalten, da die ben�otigten Ergebnisse aus mehrerenQuellen zusammengesu
ht werden m�ussen. Insbesondere werden die in der Arbeit verwendetenKonventionen erl�autert und ihr Zusammenhang mit anderen in der Literatur �ubli
hen Kon-ventionen o�engelegt. In Anhang A werden die an vers
hiedenen Stellen ben�otigten Begri�eKozykel und zentrale Erweiterung erl�autert. Anhang C enth�alt die f�ur die Arbeit notwendigenInformationen �uber euklidis
he und pseudoeuklidis
he Gitter.
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Kapitel 2Bosonis
he StringtheorienIn diesem Kapitel werden die wi
htigsten Konzepte und Methoden der Stringtheorie eingef�uhrt1.Dies ges
hieht am Beispiel der bosonis
hen Stringtheorie, die, wie der Name andeutet, nurbosonis
he Zust�ande besitzt. Kompliziertere Stringtheorien, die au
h Fermionen bes
hreiben,k�onnen als Verallgemeinerungen der bosonis
hen Theorie unter Hinzunahme eines weiterenPrinzips, der Supersymmetrie, konstruiert werden. Es ist daher vorteilhaft, zun�a
hst die einfa-
here bosonis
he Theorie zu studieren.2.1 Klassis
he bosonis
he Strings2.1.1 Die Welt
�a
heAls erstes soll ein knapper Abri� der klassis
hen relativistis
hen Me
hanik eines eindimensio-nalen Objektes, eines Srtings (einer Saite), gegeben werden, der si
h ohne We
hselwirkungim 
a
hen D{dimensionalen Minkowski{Raum MD bewegt. Es werden nat�urli
he Einheitenverwendet (
 = �h = 1); der metris
he Tensor wird in der Stringtheorie (wie au
h in der Gravita-tionstheorie, aber im Gegensatz zu den in der Elementarteil
henphysik �ubli
hen Konventionen)als (���) = 0BBB� �1 1 . . . 1CCCA (2:1)gew�ahlt2. Ein String wird dur
h eine parametrisierte KurveXi : � ! Xi(�); � 2 [0; �℄; i = 1; . . . ; D � 1; (2:2)bes
hrieben. Es k�onnen sowohl ges
hlossene Strings,Xi(� + �) = Xi(�); (2:3)als au
h o�ene Strings, bei denen Anfangs- und Endpunkt vers
hieden sind, betra
htet werden.Beoba
hter in einem Inertialsystem k�onnen einen String zur Zeit t dur
h die VierervektorenX = �t;Xi(�; t)� ; � 2 [0; �℄; (2:4)
harakterisieren. Dur
h die Zeitentwi
klung ergibt si
h eine Fl�a
he, die verallgemeinerte Welt-linie oder Welt
�a
he (world{sheet) des Strings. Um zu einer kovarianten Formulierung zugelangen sind zwei Verallgemeinerungen n�otig:1Neben dem Standard{Lehrbu
h [1℄ eignen si
h au
h [2℄,[3℄,[4℄ als Einf�uhrungen in die Stringtheorie.2Man bea
hte, da� in dieser Metrik zeitartige Gr�o�en, z.B. der Impuls, ein negatives Normquadrat haben.11



12 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIEN1. Die Bes
hreibung der Welt
�a
he soll manifest Poin
ar�e{invariant, und ni
ht nurRotations{ und Translationsinvariant sein. Dur
h einen Lorentzboost geht die Nullkom-ponente des Vierervektors (2.4) in eine Funktion X0 von � und t �uber. Diese Form istdann Poin
ar�e{kovariant.2. Vom geometris
hen Standpunkt ist es nat�urli
h, t dur
h einen mit � glei
hbere
htigtenFl�a
henparameter � zu ersetzen. Die Bes
hreibung der Fl�a
he wird dadur
h kovariantbez�ugli
h Reparametrisierungen. Da die Welt
�a
he aber in jedem Punkt eine raumartigeund eine zeitartige Tangente haben mu�, wird vereinbart, da� � eine raumartige, � einezeitartige Koordinate ist:_X2 = _X� _X� < 0; _X� := �X��� ; � 2 (�1;1); (2:5)X02 = X 0�X0� > 0; X 0� := �X��� ; � 2 [0; �℄: (2:6)Die bez�ugli
h der Raum{Zeit und bez�ugli
h der Welt
�a
he kovariante Bes
hreibung der Tra-jektorie eines Strings ist also gegeben dur
h ein D{tupel von Abbildungen,X : � �!MD : (�; � ) �! X(�; � ) = �X0(�; � ); . . . ; XD�1(�; � )� : (2:7)Der De�nitionsberei
h dieser Abbildungen kann als eine abstrakte zweidimensionale reelle C1{Mannigfaltigkeit � aufgefa�t werden. Sie besitzt die Topologie eines unendli
hen StreifensR� I bzw., bei ges
hlossenen Strings, die eines unendli
hen Zylinders R� S1. Das Bild dieserMannigfaltigkeit unter X bes
hreibt ihre Einbettung in den D{dimensionalenMinkowski{Raumund damit die Bahn eines Strings.Die spezielle Parametrisierung (2.4) erh�alt man dur
h die Forderung, da�X0(�; � ) glei
h derin einem bestimmten Inertialsystem gemessenen Zeit t ist, die zuglei
h als zeitartige Koordinateauf der Welt
�a
he dient.2.1.2 Die Nambu{Goto{WirkungAuf der eingebetteten Fl�a
he wird dur
h die Minkowski{Metrik ��� die Metrikh��(�; �) = ��X�(�; �)��X� (�; �)��� (2:8)induziert. Dabei beziehen si
h die Indizes �; � = 0; 1 auf die Welt
�a
he, die Indizes �; � =0; . . . ; D � 1 auf die Raum{Zeit. Mit Hilfe der induzierten Metrik k�onnen ein Fl�a
henelementauf und damit der Fl�a
heninhalt der Welt
�a
he de�niert werden. Da das Wirkungsfunktionalf�ur ein freies relativistis
hes Punktteil
hen dur
h die L�ange seiner Weltlinie (multipliziert mitder Masse) gegeben ist, ist es naheliegend, als Wirkung f�ur einen freien relativistis
hen Stringdie Nambu{Goto{Wirkung [65℄, [43℄SNG = T Z q� det(h��) = T Z d�d�q( _X �X0)2 � ( _X)2X02 (2:9)zu postulieren. Weil das Integral gerade den Fl�a
heninhalt der Welt
�a
he liefert, hat derParameter T die Dimension Energie zum Quadrat oder Energie pro L�ange und wird als String-spannung interpretiert. Er ist der einzige fundamentale Parameter der Theorie.Die Nambu{Goto{Wirkung ist sowohl invariant unter Reparametrisierungen der Welt
�a
heals au
h unter Poin
ar�e{Transformationen der Raum{Zeit. Daraus ergibt si
h die folgendeKomplikation: Bildet man die zu den Koordinaten X� kanonis
h konjugierten Impulse��(�; �) = �L� _X� = T _X�(�; �); L = Tq( _X �X0)2 � ( _X)2X02; (2:10)so sind diese ni
ht unabh�angig, sondern es gilt die Identit�at� �� + T 2X0 �X0 = 0: (2:11)



2.1. KLASSISCHE BOSONISCHE STRINGS 13Da keine �{Ableitungen auftreten, ist dies keine Bewegungsglei
hung, sondern eineZwangsbedingung3. Aus ihr folgt unmittelbar, da� die Lagrangedi
hte L singul�ar ist, d.h.die zugeh�orige Hamiltondi
hte vers
hwindet:H = � � _X� L = 0: (2:12)Singul�are Lagrangedi
hten und Zwangsbedingungen treten in der Me
hanik und Feldtheorietypis
herweise dann auf, wenn der Wuns
h, Symmetrien (relativistis
he Kovarianz, Repara-metrisierungsinvarianz oder Ei
hsymmetrien) manifest zu ma
hen, um den Preis redundanterFreiheitsgrade erkauft wird [127℄. Dur
h die Zwangsbedingung kommt zum Ausdru
k, da� derphysikalis
he Phasenraum ein e
hter Teilraum des zur kovarianten Bes
hreibung des Systemsbenutzten Phasenraumes ist.Bemerkung: Das viellei
ht einfa
hste Beispiel f�ur diesen Sa
hverhalt ist das freie relativistis
heTeil
hen [2℄. Eine manifest Poin
ar�e{invariante Bes
hreibung bez�ugli
h der Raum{Zeit und repara-metrisierungsinvariante Bes
hreibung bez�ugli
h der Weltlinie (mit Kurvenparameter �) ist dur
h dieWirkung S = Z Ld� =mZ p� _x2(�)d�; x = �x0; ~x� (2:13)gegeben. Hier ist der kanonis
he Impuls glei
h dem kinetis
hen und die Zwangsbedingung ist geradedie Massens
halenbedingung H = p2 +m2 = 0: (2:14)Will man eine ni
ht{singul�are Lagrangedi
hte, so mu� man auf die Kovarianz verzi
hten: Da die kova-riante Lagrangedi
hte homogen vom Grade 1 in den Koordinaten ist, liegt es nahe, dur
h �Ubergang zuhomogenen Koordinaten eine Koordinate zu eliminieren [94℄. Man w�ahlt etwa x0 = t als Kurvenpara-meter und erh�alt die ni
ht{kovariante WirkungS0 = Z L0dt = mZ p1� ~v2dt; ~v = d~xdt : (2:15)Der kanonis
he Impuls bez�ugli
h dieser Wirkung (mit �xierter Parametrisierung) besteht aus den r�aum-li
hen Komponenten ~p des relativistis
hen Impulses, die Hamiltondi
hte ist gerade dessen Nullkompo-nente, also die Energie: H 0 = ~p � ~v � L0 = mp1� ~v2 = p0 = E: (2:16)Auf die physikalis
he Interpretation der Zwangsbedingungen beim relativistis
hen String werde i
hsp�ater (in Abs
hnit 2.2) ausf�uhrli
h eingehen. Weitere Beispiele f�ur Systeme mit Zwangsbedingungen(
onstrained systems) sind die allgemeine Relativit�atstheorie und die lokalen Ei
htheorien [127℄.2.1.3 Die Polyakov{WirkungDie Einf�uhrung der Polyakov{Wirkung erm�ogli
ht es, die Stringtheorie mit den Methoden der(zweidimensionalen) Feldtheorie zu behandeln. Fa�t man ni
ht die Minkowski{Raum{Zeit,sondern die abstrakte Welt
�a
hen{Mannigfaltigkeit � als das prim�are Objekt auf, so sinddie Koordinaten X�(�; �) Skalarfelder auf dieser Mannigfaltigkeit, deren Werteberei
h (tar-get spa
e) der Minkowski{Raum ist. Vom Standpunkt der Welt
�a
he aus betra
htet ist diePoin
ar�e{Symmetrie des Minkowski{Raumes eine globale innere Symmetrie. F�uhrt man aufder Welt
�a
he eine intrinsis
he (pseudo-) Riemanns
he Metrik g��(�; �) ein, so wird sie zueiner (pseudo-) Riemanns
hen Mannigfaltigkeit, d.h. physikalis
h gespro
hen zu einer zweidi-mensionalen Raum{Zeit, mit der Metrik als Gravitationsfeld4. Die nat�urli
he Wirkung f�ur die3Dira
 bemerkte als erster, da� die Analyse von Zwangsbedingungen me
hanis
her und feldtheoretis
herSysteme f�ur die De�nition der quantisierten Theorie wesentli
h ist. Der von ihm entwi
kelte Formalismus[100℄ wurde von einer Vielzahl von Autoren auf Ei
htheorien [113℄ und geometris
he Theorien (relativistis
hesPunktteil
hen, relativistis
her String, allgemeineRelativit�atstheorie) angewendet [127℄ und weiterentwi
kelt [94℄,[101℄, [102℄. F�ur eine allgemein Einf�uhrung in die "
onstrained dynami
s\ siehe [127℄.4Verglei
htman die geometris
heStrukturder Gravitationstheoriemit der von Ei
htheorien [106℄, so ers
heintes angemessen, den Kr�ummungstensor als Gravitationsfeld, die Zusammenhangsform (Christo�el{Symbole) alsGravitationspotential zu bezei
hnen. Da in dieser Arbeit aber fast immer die Metrik auftritt, bezei
hne i
h sieals Gravitationsfeld.



14 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENSkalarfelder ist dann die Polyakov{Wirkung [73℄SP = T2 Z d�d�pgg����X���X����; (2:17)mit (g��) = (g��)�1 und g = j det(g��)j: (2:18)An dieser Stelle liegt es nahe, zur Wirkung einen Einstein{Hilbert{ TermSEH = Z d�d�pgR (2:19)zu addieren, der die Dynamik des Gravitationsfeldes bes
hreibt (R ist dabei der der Metrikzugeordnete Kr�ummungsskalar). In zwei Dimensionen ist dieser Term aber eine Konstante,genauer eine topologis
he Invariante der Mannigfaltigkeit, und zwar ein Vielfa
hes der Euler{Zahl [1℄. Zweidimensionale klassis
he Gravitationsfelder sind daher ni
ht dynamis
h und diePolyakov{Wirkung bes
hreibt Skalarfelder in einem "Hintergrund\-Gravitationsfeld. Die Be-wegungsglei
hung f�ur g��, die si
h dur
h Variation der Polyakov{Wirkung ergibt, enth�alt keineZeit{Ableitung und ist daher eine Zwangsbedingung:ÆSPÆg�� = 0, g�� = h��: (2:20)Die Polyakov{Wirkung wird bez�ugli
h der intrinsis
hen Metrik extremal, wenn diese mit derinduzierten �ubereinstimmt. Benutzt man dies, um g�� aus der Polyakov{Wirkung zu eliminie-ren, so erh�alt man die Nambu{Goto{Wirkung, d.h. beide Wirkungen bes
hreiben die glei
hePhysik [1℄. Der Vorteil der Polyakov{Wirkung ist, da� sie die Gestalt einer freien zweidimen-sionalen Feldtheorie hat. Insbesondere eignet sie si
h f�ur die Pfadintegralquantisierung, da diezugeh�orige Zustandssumme bez�ugli
h der Koordinatenfelder auf ein Gau�s
hes Integral f�uhrt.Indem der geometris
he Standpunkt dur
h den feldtheoretis
hen erg�anzt wird, ergeben si
hneue Einsi
hten in die Struktur der Theorie. Die Gr�o�eT�� := 2Tpg ÆSPÆg�� = ��X���X� � 12g��g
Æ�
X��ÆX� (2:20)= 0 (2:21)ist z.B. gerade der Energie{Impuls{Tensor der zweidimensionalen Feldtheorie5. Sein Vers
hwin-den laut Glei
hung (2.20) bedeutet ni
ht, da� die betra
htete Theorie trivial ist, denn dieGlei
hung gilt ni
ht im gesamten Phasenraum, sondern stellt eine Nebenbedingung dar, diezus�atzli
h zur dynamis
hen Bewegungsglei
hung ÆSP =ÆX� = 0 erf�ullt sein mu�. Das Ver-s
hwinden des Energie{Impuls{Tensors in diesem "s
hwa
hen\ Sinn ist die notwendige Folgeeiner Symmetrie der Polyakov{Wirkung, n�amli
h der Reparametrisierungsinvarianz.Neben der Invarianz unter Reparametrisierungen und globalen Poin
ar�e{Transformationen,die die Polyakov{Wirkung mit der Nambu{Goto{Wirkung teilt, besitzt sie no
h eine weitereSymmetrie, n�amli
h die unter Weyl{Transformation, d.h. unter ortsabh�angigen Skalentransfor-mationen der Metrik g��(�; �)! g0��(�; �) = exp(�(�; �))g��(�; �): (2:22)Diese Transformationen werden au
h als konforme Transformationen bezei
hnet. Es handeltsi
h dabei um aktive Transformationen, die die metris
he Struktur der WF{Mannigfaltigkeit�andern, indem L�angen lokal reskaliert werden, aber die konforme Struktur (die Winkel) re-spektieren. Sie sind zu unters
heiden von den konformen Koordinatentransformationen, d.h.denjenigen Koordinatentransformationen,�; � ! e� ; e�; (2:23)5In der Feldtheorie wird der Energie{Impuls{Tensormeist mit Hilfe des Noether{Theorems de�niert [98℄. Diehier verwendete De�nition ist allgemeiner und wird in der Gravitationstheorie [114℄ und in der Feldtheorie ingekr�ummten R�aumen [97℄ verwendet. Im 
a
hen Raum unters
heiden si
h beide De�nitionen h�o
hstens um einetotale Ableitung. Der "normale\ feldtheoretis
henEnergie{Impuls{Tensor ist im allgemeinenni
ht symmetris
h,der hier verwendete ist es per de�nitionem.



2.1. KLASSISCHE BOSONISCHE STRINGS 15die die koordinatenabh�angige Darstellung der Metrik gem�a�g��(�; �)! eg��(e� ; e�) = exp(�(�; �))g��(�; �) (2:24)�andern. Aus der Weyl{Invarianz der Polyakov{Wirkung folgt, ohne Benutzung der Bewegungs-glei
hungen, die Spurfreiheit des Energie{Impuls{TensorsSpur(T ) = g��T�� = 0: (2:25)DieWeyl{Invarianz der Polyakov{Wirkung stellt eine Auszei
hnung der Stringtheorie gegen�uberTheorien mit Punktteil
hen, Membranen und h�oher{dimensionalen ausgedehnten Objekten dar:Wirkungen vomPolyakov{Typ kann man f�ur beliebige "p{Branen\ (p = 0; 1; 2; . . .) formulieren,aber nur f�ur Strings (p = 1) ist die Wirkung ni
ht nur Poin
ar�e- und Reparametrisierungs{invariant sondern au
h no
h Weyl{invariant. Stringtheorien bieten also ein Maximum an Sym-metrie [1℄.Bemerkung: Konforme Invarianz in klassis
hen Feldtheorien.Bei der Diskussion der konformen Invarianz ist es wi
htig, zu unters
heiden, ob man si
h im 
a
hen oderim gekr�ummten Raum be�ndet, und ob man eine klassis
he oder eine quantisierte Theorie untersu
ht.Wir betra
hten zun�a
hst ein klassis
hes, masseloses Skalarfeld � in der gekr�ummten d{dimensionalenRaum{Zeit, mit der in � bilinearen WirkungS = Z ddxpg(g�������� + �R�2): (2:26)Diese ist genau dann konform invariant, wenn gilt [97℄:� = 14 d � 2d � 1 : (2:27)Konforme Invarianz in d > 2 Dimensionen erfordert also eine ni
httriviale Kopplung an denKr�ummungsskalar R. (F�ur eine geometris
he Interpretation als Theorie d � 1{dimensionaler Objektebrau
ht man aber � = 0, daher ist nur die Stringtheorie Weyl{invariant.) Im 
a
hen d{dimensionalenMinkowski{Raum reduziert si
h die Wirkung auf die eines freien masselosen SkalarfeldesS = Z ddx������; (2:28)die f�ur beliebiges d konform invariant ist [119℄, [60℄. �Ahnli
he Unters
hiede gibt es beim masselosenSpin{1{Feld, das im gekr�ummten Raum nur in 4 Dimensionen konform invariant ist [97℄.Eine konform invariante physikalis
he Theorie ist insbesondere skaleninvariant; in einer konforminvarianten Welt sind L�angen rein konventionelle Gr�o�en, nur die konforme Struktur ist observabel,ni
ht die metris
he. Dur
h die Einf�uhrung von Massentermen wird die Skaleninvarianz und damit diekonforme Invarianz explizit gebro
hen. Dies l�a�t si
h an der Spur des Energie{Impuls{Tensors ablesen,die daher au
h als konforme Anomalie bezei
hnet wird. Jede massive Theorie enth�alt einen observablenL�angenparameter (die inverse Masse) und ist somit sensitiv f�ur die metris
he Struktur der Raum{Zeit.In der Stringtheorie sind die konforme und metris
he Struktur der Welt
�a
he reine Hilfskonstruktionenund ni
ht observabel. Die Weyl{Invarianz ist aber eine wi
htige zus�atzli
he Symmetrie, die dazuf�uhrt, da� die klassis
hen L�osungen der Stringtheorie konforme Feldtheorien sind. (Siehe Abs
hnitte2.2.4, 2.3.1 und 2.4.3; dort werden au
h die dur
h die Quantisierung einer konformen Feldtheoriehinzukommenden Aspekte behandelt.)DimensionsanalyeDas Skalenverhalten physikalis
her Gr�o�en wird dur
h die Zuordnung einer Dimension bes
hrie-ben. Einer Gr�o�e, die bez�ugli
h Skalentransformation eine homogene Funktion vomGrade n ist,wird die Dimension (L�ange)n zugeordnet. Dieser Dimensionsbegri� f�allt (auf klassis
hem Ni-veau) mit dem der Dimension im Sinne eines Einheitensystems zusammen, wenn man 
 = �h = 1setzt. Die Wirkung ist dann dimensionslos, w�ahrend Massen die Dimension einer inversen L�angehaben.



16 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENIn der Stringtheorie treten zwei Arten von Skalentransformationen, damit zwei Dimensions-begri�e auf. Betra
htet man Skalentransformationen der Raum{Zeit{KoordinatenX� (geome-tris
her Standpunkt), so sind die Welt
�a
henkoordinaten dimensionslos, w�ahrend die Stringko-ordinaten die Dimension L�ange haben. Um die Wirkung dimensionslos zu ma
hen, mu� daherdie Stringspannung die Dimension einer inversen Fl�a
he, bzw. Energie pro L�ange haben. Imfeldtheoretis
hen Formalismus wird die Welt
�a
he als zweidimensionale Raum{Zeit betra
htet;man betra
htet Skalentransformationen der Welt
�a
henkoordinaten, die also die DimensionL�ange haben. Die Raum{Zeit{Koordinaten sind Skalarfelder und damit in zwei Dimensionen(naiv6) dimensionslos. Die Stringspannung ist ein dimensionsloser Vorfaktor der Wirkung.2.1.4 Die Bewegungsglei
hungenDa die Polyakov{Wirkung unter drei lokalen (d.h. ortsabh�angigen) Transformationen, n�amli
hden Reparametrisierungen � ! e� (�; �); �! e�(�; �) (2:29)und den Weyl{Transformationen ist, kann man die Welt
�a
henmetrik g��(�; �) lokal (d.h. ineiner Umgebung jedes beliebigen Punktes7) auf die Form einer zweidimensionalen Minkowski{Metrik �ab = 0� �1 00 1 1A transformieren [1℄. Man �ubernimmt die in Ei
htheorien �ubli
heTerminologie und bezei
hnet diese Parametrisierung als die kovariante Ei
hung. Die ei
h�-xierte Wirkung ist [1℄ Skov = T2 Z d�d� �����X���X�: (2:30)Die zugeh�orige Euler{Lagrange{Glei
hung ist eine zweidimensionale Wellenglei
hung:ÆSkovÆX� = 0) 2X�(�; �) = �� �2��2 + �2��2�X�(�; �) = 0: (2:31)Zun�a
hst sei betont, weil dies ni
ht o�ensi
htli
h ist, da� man das glei
he Ergebnis erh�alt,wenn man zuerst die ei
hinvariante Polyakov- oder Nambu{Goto{Wirkung variiert und danndie kovariante Ei
hung w�ahlt [82℄. Die ei
h�xierte Wirkung ist aber nur dann der ei
hinvari-anten Wirkung �aquivalent, wenn man glei
hzeitig die Zwangsbedingung T��(�; �) = 0 (also dieBewegungsglei
hung des dur
h die Ei
h�xierung eliminierten Feldes) fordert.Vom geometris
hen Standpunkt ist die Bewegungsglei
hung aus folgendemGrund plausibel:Aus der Di�erentialgeometrie ist bekannt, da� Minimal
�a
hen dadur
h lokal 
harakterisiertwerden, da� sie harmonis
h sind [142℄; das Minkowski{Raum{Analogon dieser Eigens
haft istja gerade die Wellenglei
hung.RandbedingungenBei der Variation der ei
h�xierten Wirkung treten au
h Randterme auf. Im Falle o�ener Stringsvers
hwinden sie bei der Wahl der nat�urli
hen RandbedingungenX0� = 0; f�ur � = 0; �: (2:32)Da X0 der Impuls
u� auf der Welt
�a
he ist, garantiert diese Bedingung die Impulserhaltung anden R�andern der Welt
�a
he. F�ur ges
hlossene Strings folgt das Vers
hwinden der Randtermeaus den periodis
hen RandbedingungenX�(�; �) = X�(�; � + �): (2:33)6In einer quantisierten Theorie ist das Skalenverhalten im allgemeinen anders als in der klassis
hen. Dieswird dann dur
h anomaleDimensionenbes
hrieben. Die Raum{Zeit{KoordinatenX� haben in der quantisiertenTheorie �uberhaupt kein de�niertes Skalenverhalten mehr (siehe 2.4.1).7F�ur einen Zylinder oder Streifen gilt das o�ensi
htli
h au
h global, d.h. auf der ganzen Welt
�a
hen{Mannigfaltigkeit. Sp�ater werden wir aber andere Welt
�a
hen betra
hten m�ussen, die ni
ht intrinsis
h 
a
hsind und diese Ei
hung nur lokal zulassen.



2.1. KLASSISCHE BOSONISCHE STRINGS 17Die allgemeine L�osung der zweidimensionalen Wellenglei
hung ist die Summe zweier belie-biger (hinrei
hend glatter) Funktionen in den Li
htkegel{Koordinaten � � �:X�(�; �) = X�R(� � �) +X�L(� + �): (2:34)Im Falle ges
hlossener Strings brau
ht man L�osungen mit periodis
hen Randbedingungen und�ndet dur
h einen Fourier{Ansatz:X�(�; �) = x� + l2p�� ++ i2 lXn6=0 ~��ne�2in(���) + i2 lXn6=0��ne�2in(�+�); (2:35)X�R(� � �) = 12x� + 12 l2p�(� � �) + i2 lXn6=0 1n ~��ne�2in(���); (2:36)X�L(� + �) = 12x� + 12 l2p�(� + �) + i2 lXn6=0 1n ��ne�2in(�+�): (2:37)Man bea
hte, da� in �{Ri
htung keine Randbedingungen zu erf�ullen sind; daher ist ein in �linearer Term zul�assig. Die hier gew�ahlte Parametrisierung der L�osung ergibt si
h aus der imfolgenden erl�auterten physikalis
hen Interpretation.� x� ist der Ort des S
hwerpunktes des Strings zur Welt
�a
henzeit � = 0:x�S(� = 0) = 1� Z �0 X�(� = 0; �)d� = x�: (2:38)� p� ist der Gesamtimpuls des Strings. Aus der Translationsinvarianz der Polyakov{Wirkung (bez�ugli
h des Minkowski{Raumes) ergibt si
h der erhaltene Gesamtimpuls P�na
h der Noether{Methode [1℄:P � = T Z �0 _X�(�; �)d� = p�; mit l2 = 1�T : (2:39)Der dur
h die Stringspannung T ausdr�u
kbare fundamentale L�angenparameter l wurdein die L�osung eingef�ugt, um p� die Dimension eines Impulses zu geben. (� ist in derRaum{Zeit{Interpretation dimensionslos!) Dur
h die Setzung l = �h = 
 = 1 erh�altman ein Einheitensystem in dem alle physikalis
hen Gr�o�en Vielfa
he von fundamenta-len Naturkonstanten sind. Darauf kommen wir zur�u
k, wenn Stringtheorien sp�ater als(Quanten-)Gravitationstheorien interpretiert werden sollen (siehe 2.3.3).� Der S
hwerpunkt des Strings bewegt si
h auf einer Geradenx�S(� ) = 1� Z �0 X�(�; �)d� = x� + p�l2�: (2:40)Dies entspri
ht der Bewegung eines freien relativistis
hen Teil
hens.� Die ni
htkonstanten, periodis
hen Terme bes
hreiben S
hwingungen, genauer entkoppeltere
hts- und linkslaufende Wellen auf dem String. Ein relativistis
her String mu� o�en-si
htli
h s
hwingen, da es keinen relativistis
hen starren K�orper geben kann. Aus derRealit�at von X� folgen die Beziehungen��n = ��n; ~��n = ~��n (2:41)zwis
hen den FourierkoeÆzienten. Die hier gew�ahlte Parametrisierung entspri
ht derin der Stringtheorie �ubli
hen Konvention. Insbesondere werden die FourierkoeÆzientendur
h Herausziehen eines Faktors l dimensionslos gema
ht.



18 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENDie L�osung der Bewegungsglei
hung f�ur o�ene Strings kann man dur
h formale Verdopplungdes De�nitionsberei
hes von � aus der des ges
hlossenen Strings extrahieren [1℄. Es ergibt si
hX� = x� + l2p�� + ilXn6=0 1n ��ne�in� 
osn�: (2:42)Hier �uberlagern si
h links- und re
htslaufende Wellen zu stehenden Wellen.Aus der Invarianz der Polyakov{Wirkung unter Lorentz{Transformationen folgt die Erhal-tung (d.h. Divergenzfreiheit) des relativistis
hen Drehimpulstensors [1℄J�� = T Z �0 d�(X� _X� � _X�X�): (2:43)Die relativistis
he Drehimpulserhaltung bedeutet Erhaltung des Drehimpulses und "Erhaltung\,d.h. freie Bewegung, des S
hwerpunktes [124℄. Indem man eine geeignete rotierende String-kon�guration betra
htet, kann man zeigen, da� T tats�a
hli
h die Stringspannung, d.h. die proL�angeneinheit gespei
herte Energie ist [1℄. Die Betra
htung einer anderen Kon�guration lehrt,da� der maximale m�ogli
he totale Drehimpuls eines Strings proportional zum Massenquadrat8ist [1℄: JMAX = �0m2; mit �0 = 12�T : (2:44)Die Gr�o�e �0 wird als Regge{Parameter (Regge slope) bezei
hnet. Da das Spektrum der Ha-dronen in einer gewissen N�aherung ein Regge{Verhalten zeigt, kann man Stringtheorien als(e�ektive) Theorien der starken We
hselwirkung zwis
hen Hadronen benutzen. Dies war histo-ris
h au
h der Anla� zu ihrer Entde
kung [1℄.2.1.5 Die ZwangsbedinungenWir kommen nun zur Diskussion der ZwangsbedingungenT��(�; �) = 0; (2:45)die zus�atzli
h zu den dynamis
hen Bewegungsglei
hungen erf�ullt werden m�ussen. Zun�a
hst istklar, da� der zweidimensionale Energie{Impuls{Tensor T�� unabh�angig von den Bewegungs-glei
hungen symmetris
h und spurfrei ist:���T�� = 0; T�� = T��: (2:46)Dadur
h reduziert si
h die Zahl der unabh�angigen Komponenten auf zwei. Au�erdem folgt ausder Invarianz der Wirkung unter zweidimensionalen Translationen, d.h. unter Translationender Welt
�a
henparameter � und �, da� der Energie{Impuls{Tensor erhalten ist:��T�� = 0: (2:47)Wertet man diese Relationen bez�ugli
h der Li
htkegelkoordinaten �� = � � � aus, so hat T��zwei Komponenten, die jeweils nur Funktionen einer Variablen sind:T++ = T++(�+); �T++ := 12(T00 + T01)� ; (2:48)T�� = T��(��); �T�� := 12(T00 � T01)� : (2:49)8Masse ist dabei die Gesamtenergie im Ruhesystem. Eine Formel f�ur die Masse wird im n�a
hsten Abs
hnittangegeben.



2.1. KLASSISCHE BOSONISCHE STRINGS 19Bei ges
hlossenen Strings sind diese Komponenten, wenn man L�osungen der Bewegungsglei-
hungen einsetzt ("on shell\) periodis
h in � und in � und damit au
h in ��. Aus jederKomponente kann man daher unendli
h viele Erhaltungsgr�o�en konstruieren [1℄:Q(f) = Z �0 d�f(�+)T++(�+) mit f(x) = f(x + �); (2:50)denn aus der Periodizit�at von f und T++ folgtdd� Q = 0: (2:51)�Ubli
herweise w�ahlt man die Erhaltungsgr�o�en als Fourierkomponenten des Energie{Impuls{Tensors zur Welt
�a
hen{Zeit � = 0: F�ur ges
hlossene Strings erh�alt man mitf(x) = fm(x) = T2 e2imx; m 2 Z (2:52)die Erhaltungsgr�o�enLm = T2 Z �0 e�2im�T��d� = 14�0 1Xn=�1�m�n � �n; m 2 Z; (2:53)eLm = T2 Z �0 e2im�T++d� = 14�0 1Xn=�1 ~�m�n � ~�n; m 2 Z: (2:54)Bei o�enen Strings koppeln die re
hts- und linkslaufenden Freiheitsgrade �uber die Randbedin-gungen und es gibt nur eine Familie von Erhaltungsgr�o�en:Lm = T Z d�(eim�T++ + e�im�T��) = 14�0 1Xn=�1�m�n � �n: (2:55)Aus der Realit�at des Energie{Impuls{Tensors folgt:L�m = L�m und ~L�m = ~L�m: (2:56)Damit ist zweierlei gezeigt. Zum einen folgen aus dem Vers
hwinden des Energie{Impuls{Tensors unendli
h viele Bedingungen an die L�osungen der dynamis
hen Bewegungsglei
hungen:Lm = eLm = 0; m 2 Z: (2:57)Zweitens sind diese Bedingungen mit der Zeitentwi
klung vertr�agli
h, da es si
h um Erhal-tungsgr�o�en handelt. Es ma
ht daher Sinn, sie als Anfangsbedingungen zu stellen, denn siesind genau dann immer erf�ullt, wenn sie zu irgend einer Zeit erf�ullt sind.Das Auftreten der unendli
h vielen Erhaltungsgr�o�en Lm h�angt mit einer Symmetrie derei
h�xierten Wirkung zusammen [1℄: Die Wirkung Skov ist zwar ni
ht mehr unter beliebigenReparametrisierungen invariant, aber immer no
h invariant unter Reparametrisierungen derForm �+ ! e�+ = e�+(�+); �� ! e�� = e��(��); (2:58)wenn diese mit einer geeigneten Weyl{Transformation kombiniert werden. Diese Reparame-trisierungen sind n�amli
h konforme Koordinatentransformationen d.h., sie �andern die Metriknur um eine positive Funktion und dur
h die ans
hlie�ende Weyl{Transformation kann die Me-trik wieder auf die Form ��� gebra
ht werden. Anders ausgedr�u
kt: Die kovariante Ei
hungist keine vollst�andige Ei
h�xierung; es gibt no
h eine Restsymmetrie unter konformen Trans-formationen. In ein und zwei Dimensionen bilden die (lokalen9) konformen Transformationen9Lokal bedeutet hier, da� die Transformation ni
ht global, d.h. auf der ganzen Mannigfaltigkeit, sondern nurauf einer o�enen Menge wohlde�niert sein mu�.



20 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENim Gegensatz zu h�oheren Dimensionen eine unendli
h dimensionale Gruppe. Genauer gesagtgilt folgendes: Die in�nitesimalen konformen Transformationen lm;m 2 Z in einer Dimensionerf�ullen die unendli
h{dimensionaleWitt{Algebra[lm; ln℄ = i(m � n)lm+n; m; n 2 Z: (2:59)In zwei Dimensionen erh�alt man eine direkte Summe von zwei Witt{Algebren. Dur
h Expo-nentiation in�nitesimaler Transformationen erh�alt man lokale konforme Transformationen, dieaber ni
ht notwendig global, d.h. auf der ganzen betra
hteten Mannigfaltigkeit de�niert seinm�ussen. Ein typis
hes Beispiel f�ur eine sogar in beliebiger Dimension konforme Transformation,die keine Isometrie ist, ist die Raum{Inversion, bei der der Koordinaten{Ursprung ins Unend-li
he abgebildet wird. Im Zusammenhang mit globalen konformen Transformationen f�ugt mandaher auf geeignete Weise unendli
h ferne Punkte hinzu [60℄, [117℄.Beispiel 1 In einer Dimension ist das Standard{Beispiel der Kreis S1. Parametrisiert man ihndur
h eine Winkelvariable � 2 [0; 2�℄, so werden die in�nitesimalen konformen Transformationendur
h die Vektorfelder lm = ieim� dd� ;m 2 Z (2:60)erzeugt. In diesem Fall f�uhren alle in�nitesimalen Transformationen zu globalen Transforma-tionen, d.h. die globale konforme Gruppe besteht aus allen Di�eomorphismen von S1. Dereindimensionale Fall ist besonders einfa
h, weil die Metrik nur eine Komponente hat. Damitsind alle global de�nierten Transformationen automatis
h konform.Beispiel 2 In zwei Dimensionen kann man bei euklidis
her Metrik lokal komplexe Koordinatenz = x + iy, z = x � iy einf�uhren. Aus der Funktionentheorie ist bekannt, da� gerade dieholomorphen und antiholomorphen Abbildungen konform sind10. Die erzeugenden Vektorfeldersind lm = zm+1 ��z ; elm = zm+1 ��z ; m 2 Z: (2:61)Wohlde�nierte globale Transformationen erh�alt man auf der Riemanns
hen Zahlenkugel S2 'bC = C [ f1g. Die globale konforme Gruppe wird dur
h die Vektorfelder generiert, die sowohlin 0 als au
h in 1 (anti-) holomorph sind. Dies ist f�ur m = �1; 0; 1 der Fall. Die Gruppe istSl(2;C) [1℄.Beispiel 3 Die lokalen konformen Transformationen im zweidimensionalen Minkowski{Raumsind die Di�eomorphismen in den Li
htkegelkoordinaten �� = � � �. Au
h hier zerf�allt dieLie{Algebra der in�nitesimalen konformen Transformationen in eine direkte Summe zweierWitt{Algebren. Die globale konforme Gruppe, die auf der konformen Kompakti�zierung deszweidimensionalen Minkowski{Raumes operiert ist Sl(2;R) 
Sl(2;R) [60℄. Der Unters
hiedzum euklidis
hen Fall ergibt si
h dadur
h, da� man jeweils vers
hiedene reelle Formen11 derWitt{Algebra bzw. ihrer A1{Unteralgebra w�ahlen mu�.Die Welt
�a
he R� S1 des ges
hlossenen Strings besitzt die glei
hen in�nitesimalen konformenTransformationen wie der zweidimensionale Minkowski{Raum. Die erzeugenden Vektorfeldersind lm = ie2im�+ ���+ ; elm = ie2im�� ���� : (2:62)Der Zusammenhang zwis
hen den in�nitesimalen konformen Transformationen und den erhalte-nen Fourier{KoeÆzienten Lm; eLm des Energie{Impuls{Tensors ergibt si
h folgenderma�en: Die10Als antiholomorph bezei
hnet man die Komposition einer holomorphen Abbildungen mit der komplexenKonjugation.11Siehe Anhang B.1.4.



2.2. DIE QUANTISIERUNG DER BOSONISCHEN STRINGTHEORIE 21Poisson{Klammern der Stringtheorie (sowohl als einer Theorie eines eindimensionalen Kontinu-ums im Sinne der Me
hanik als au
h, was in Bezug auf die kanonis
he Struktur nur ein andererName ist, als einer zweidimensionalen Feldtheorie) sind [127℄:[A(�; �); B(�; �0)℄P :=X� Z d�00� ÆAÆ��(�; �00) ÆBÆX�(�; �00) � ÆBÆ��(�; �00) ÆAÆX�(�; �00)� : (2:63)Dabei spielt � die Rolle eines kontinuierli
hen Index. Die Lm erf�ullen bez�ugli
h dieser Poisson{Klammern die Witt{Algebra[Lm; Ln℄P = i(m � n)Lm+n; [eLm; eLn℄P = i(m � n)Lm+n (2:64)und generieren daher die in�nitesimalen konformen Transformationen der klassis
hen Observa-blen.Bemerkung: Die klassis
he konforme Gruppe in d > 2 Dimensionen [60℄, [117℄, [97℄.In mehr als zwei Dimensionen gibt es wesentli
h weniger in�nitesimale konforme Transformationen,weil die Bedingung, da� die Metrik nur um einen multiplikativen Faktor ge�andert werden darf, restrikti-ver ist. Betra
htet man den Rd mit einer Metrik vom Typ (p; q), p+q = d so erf�ullen die in�nitesimalenkonformen Transformationen die Lie{Algebra so(p+1; q+ 1). Im Falle eines d{dimensionalen Euklidi-s
hen Raumes bzw. einer d{dimensionalen Minkowski{Raum{Zeit erh�alt man speziell so(d+1; 1) bzw.so(d; 2). Wohlde�nierte globale konforme Transformationen erh�alt man auf Sd bzw. Sd�1 � R. Dieglobale konforme Gruppe ist SO(p + 1; q + 1). Die zweidimensionale globale konforme Gruppe ergibtsi
h als Spezialisierung mittels der lokalen12 Isomorphismen:p = q = 1 : SO(2; 2) ' SO(2; 1)
 SO(1; 2); SO(2; 1) ' SO(1; 2) ' Sl(2;R); (2:65)p = 2; q = 0 : SO(3; 1) ' Sl(2;C): (2:66)Die Bedingungen an die Fouriermoden des Energie{Impuls{Tensors haben eine direkte phy-sikalis
he Bedeutung. Zum Beispiel ergibt si
h aus der Bedingung L0 = 0 f�ur o�ene Stringsdur
h Au
�osen na
h dem Impuls p� und mit Hilfe der Massens
halenbedingung p2 +M2 = 0eine Formel f�ur die Masse M : M2 = 12�0Xn6=0��n � �n: (2:67)F�ur ges
hlossene Strings erh�alt man auf die glei
he Weise aus L0 + eL0 = 0:M2 = 1�0 Xn6=0(��n ��n + e��n � e�n): (2:68)Aus der Zwangsbedingung L0 � eL0 = 0 folgt, da� die links- und re
htslaufenden Anregungensymmetris
h zur Masse beitragen. Da L0� eL0 der Generator der starren Translationen in � ist,gibt es au
h eine geometris
he Interpretation: Auf einem ges
hlossenen String gibt es keinenausgezei
hneten Punkt, die Wahl eines Koordinatenursprunges ist konventionell.Die Bedeutung der anderen Virasoro{Bedingungen wird in Abs
hnitt 2.2.2 erl�autert.2.2 Die Quantisierung der bosonis
hen StringtheorieEin wesentli
her Unters
hied zwis
hen der Stringtheorie und der "normalen\ Quantenfeldtheo-rie besteht darin, da� in der Stringtheorie �uberwiegend der Formalismus der ersten Quantisie-rung und ni
ht der der zweiten oder Feld{Quantisierung verwendet wird13. Es ist daher an12Lokal isomorphe Lie{Gruppen besitzen zwar die glei
he Lie{Algebra, k�onnen si
h aber um zentrale diskreteUntergruppen und damit in ihren globalen topologis
henEigens
haften unters
heiden. Siehe au
h Anhang B.1.5.13Man
he Autoren halten die Vorstellung, man m�usse eine Quantentheorie dur
h die "Quantisierung\ einerklassis
hen Theorie de�nieren, f�ur �uberholt [120℄, [108℄. Bei der Aufstellung konkreter Theorien, insbesonderein der relativistis
hen Quantentheorie, ist das Konzept der Quantisierung bisher aber ni
ht eliminierbar. Au
hin der Stringtheorie wird allgemein davon ausgegangen, da� es si
h um ein sinnvolles heuristis
hes Verfahrenzur De�nition von Theorien handelt. Das beinhaltet aber keine Vorents
heidung in Bezug auf strittige Interpre-tationsfragen der Quantentheorie, wie z.B. den Sinn der Begri�e Korrespondenzprinzip, klassis
her Limes oderQuantisierung [160℄, [161℄, [163℄.



22 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENdieser Stelle n�utzli
h, si
h die vier grundlegenden Quantisierungs{Verfahren in Erinnerung zurufen, die si
h aus einer zweifa
hen Alternative ergeben. Die erste Wahlm�ogli
hkeit bestehtdarin, da� man von einer Theorie der klassis
hen (relativistis
hen) Me
hanik oder von einerklassis
hen (relativistis
hen) Feldtheorie ausgehen kann. Die Entde
kung, da� man von bei-den Startpunkten, also von physikalis
h in�aquivalenten klassis
hen Theorien zur selben Quan-ten(feld)theorie gef�uhrt wird, wird gerne als �Uberwindung des Teil
hen-/Feld-Dualismus derklassis
hen Physik gedeutet. Die zweite Wahlm�ogli
hkeit besteht darin, f�ur die klassis
he Theo-rie den Hamilton- oder den Lagrange{Formalismus zu Grunde zu legen. Das erste f�uhrt zurOperator{Quantisierung, das zweite zur Pfadintegral- bzw. Funktionalintegral{Quantisierung.Dur
h Kombination dieser zwei Optionen ergeben si
h vier Grunds
hemata.Diese S
hemata lassen si
h am Beispiel des massiven Teil
hens, bzw. des massiven Skalarfeldesillustrieren.1. Bei der Operatorquantisierung eines Teil
hens [2℄, [127℄ werden die Koordinate und der kanoni-s
he Impuls dur
h Operatoren x� und p� ersetzt, f�ur die man die kanonis
hen Vertaus
hungsre-lationen [x�; p� ℄ = i��� (2:69)fordert. Die Vertaus
hungsrelationen folgen aus den Poisson{Klammern der klassis
hen Theoriedur
h die Ersetzungsvors
hrift [; ℄P ! �i[; ℄.2. Bei der Pfadintegralquantisierung des klassis
hen Teil
hens [103℄ postuliert man, da� ni
ht nurdie klassis
hen Bahnen, die die klassis
he Wirkung station�ar ma
hen, sondern alle Bahnen, ge-wi
htet mit einem aus der Wirkung zu bere
hnenden Faktor, zu jedem Proze� beitragen. Dur
hdie analytis
he Fortsetzung zu imagin�aren Zeiten kann die Minkowski{Raum{Quantentheorieauf ein System der statistis
hen Physik im euklidis
hen Raum abgebildet werden (euklidis
heFormulierung) [107℄, [123℄. Diese Vors
hrift soll hier dur
h die ZustandssummeZ = Z Dxe�S[x℄ (2:70)repr�asentiert werden.3. Bei der Operator{Quantisierung eines klassis
hen Feldes werden das Feld, als �uberabz�ahlba-rer Satz von verallgemeinerten Koordinaten eines physikalis
hen Systems mit unendli
h vielenFreiheitsgraden, und der dazu kanonis
h konjugierte Impuls dur
h Operatoren (genauer opera-torwertige Distributionen [107℄, [136℄) �(x), �(x) ersetzt, f�ur die die kanonis
hen Vertaus
hungs-relationen [�(t; ~x);�(t; ~y)℄ = iÆ(~x� ~y) (2:71)gelten sollen [110℄, [98℄ (oder jedes andere Lehrbu
h der Quantenfeldtheorie).4. In der Funktionalintegral{Quantisierung wird das Feld zu einer verallgemeinerten Zufallsvariable14[123℄, �uber die im Funktionalintegral integriert wird:Z = Z D�e�S[�℄: (2:72)Die Wohlde�niertheit und �Aquivalenz dieser vier S
hemata kann zun�a
hst nur f�ur die freieTheorie na
hgewiesen werden. Bereits hier erfordert aber die mathematis
h korrekte De�ni-tion der oben verwendeten Symbole einigen Aufwand. In der we
hselwirkenden Theorie gibtes keine allgemeine und einfa
he L�osung. Man kann aber Fallweise mittels Dur
hf�uhrung desRenormierungsprogrammes die Existenz einer Theorie si
hern und sie zuglei
h (auf ziemli
himplizite Weise) de�nieren. Um begri�i
he Verwirrungen bei der Diskussion der Quantisie-rung von Stringtheorien zu vermeiden, ist die hier gegebene formale Gegen�uberstellung aberausrei
hend.14Das "Feld\ � hat also mindestens viererlei vers
hiedene Bedeutung: Es repr�asentiert das klassis
he Feld, in3 den Feldoperator, in 4 ein sto
hastis
hes Feld und in 1 den Zustandsvektor j�i in der Ortsdarstellung: �(x) =hxj�i. Diese m�ussen dur
h die Notation unters
hieden werden, wenn der Sinn ni
ht aus dem Zusammenhangklar ist.
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htiger Unters
hied zwis
hen der Teil
hen- und der Feld{Quantisierung besteht darin,das erstere zun�a
hst nur zur Einteil
hen{Theorie, letztere aber (etwa �uber den Fo
kraum in Ver-fahren 3) unmittelbar zu einer Vielteil
hen{Theorie f�uhrt. Dar�uberhinaus lassen si
h im Rah-men der Feld{Quantisierung we
hselwirkende Theorien auf ges
hlossene und nat�urli
he Weisedur
h ein Wirkungsfunktional mit ni
htlinearen Bewegungsglei
hungen (zumindest formal) de�-nieren. In der Stringtheorie erweist si
h die Feld{Quantisierung als sehr kompliziert. Klassis
heStringfelder �(C; t) h�angen ni
ht von Punkten, sondern von Kurven C ab, sind also Funk-tionen von unendli
h vielen Variablen. Daher ist bereits der Hilbertraum der Zust�ande einesStrings von �uberabz�ahlbarer Dimension. Trotz gro�er Anstrengungen ist die Stringfeldtheorie15no
h ni
ht soweit entwi
kelt wie der Zugang �uber die erste Quantisierung, der in diesem Ab-s
hnitt behandelt werden wird. Die De�nition von We
hselwirkungen im Rahmen der erstenQuantisierung ist umst�andli
h: Man de�niert die Matrixelemente des S{Operators explizit inForm einer "St�orungs-\Reihe, ohne die volle Theorie ges
hlossen 
harakterisieren zu k�onnen.Die We
hselwirkungen werden in der Operator{Quantisierung (Verfahren 1) dur
h sogenannteVertexoperatoren, in der Pfadintegralquantisierung (Verfahren 2) dur
h die Topologie derWelt
�a
he, d.h. dur
h das Si
hverzweigen und Si
hvereinigen von Welt
�a
hen{Zylindern, bzw.Welt
�a
hen{Streifen bes
hrieben. Die zweite Variante entspri
ht der Zufallspfad{Darstellung[104℄ der Quantenfeldtheorie.Bei der Diskussion der Quantisierung kann auf feldtheoretis
he Methoden zur�u
kgegri�enwerden, da si
h die Stringtheorie, wie bes
hrieben wurde, als zweidimensionale Feldtheoriereinterpretieren l�a�t. Die erste Quantisierung einer Theorie ausgedehnter Objekte entspri
htder zweiten Quantisierung der assoziierten Feldtheorie. (Die oben erw�ahnten Probleme derersten Quantisierung werden dadur
h nat�urli
h ni
ht beseitigt.)�Ahnli
h wie in Ei
htheorien [98℄, [123℄, [127℄ und in der Gravitationstheorie [114℄, [125℄ gibtes in der Stringtheorie aufgrund der lokalen Symmetrien der Wirkung einen Kon
ikt zwis
henmanifester Poin
ar�e{Kovarianz und manifester Unitarit�at [1℄, [2℄. Quantisiert man die Theoriein einer kovarianten Ei
hung, mu� die Unitarit�at na
hgewiesen werden. Fixiert man die Ei
hungvollst�andig, so ist zwar die Unitarit�at der Theorie manifest, aber die Kovarianz mu� gezeigtwerden.2.2.1 Die kovariante Operator{QuantisierungBei der kovarianten Operator{Quantisierung ist der Ausgangspunkt die Polyakov{Wirkung(oder au
h die Nambu{Goto{Wirkung) in der kovarianten Ei
hung. Wir setzen ab jetztl = 
 = �h = 1, (d.h. T = 1=�, �0 = 1=2) und fordern f�ur die Stringkoordinaten und diekonjugierten Impulse die kanonis
hen Vertaus
hungsrelationen[��(�); X�(�0)℄�=� 0 = �iÆ(� � �0)��� : (2:73)Dabei tritt auf der re
hten Seite die periodis
he Æ{Funktion mit Periode � auf. Dur
h Ein-setzen der Fourierentwi
klung erh�alt man die entspre
henden Vertaus
hungsrelationen f�ur dieOperatoren des S
hwerpunkts, des Impulses und der S
hwingungsmoden:[x�; p�℄ = i��� ; (2:74)[��m; ��n℄ = mÆm+n��� ; m; n 6= 0: (2:75)Bei ges
hlossenen Strings gelten entspre
hende Relationen f�ur die e��m. Da das klassis
he X�{Feld reell ist, soll das quantisierte hermites
h sein. Daraus folgen die Hermitizit�atsrelationenx�+ = x�; p�+ = p�; ��+m = ���m: (2:76)Wir kommen nun zur Interpretation der Vertaus
hungsrelationen. Die Relation zwis
hen denNullmoden des X�{Feldes, d.h. zwis
hen S
hwerpunkt und Impuls ist genau dieselbe wie f�ur15F�ur eine Einf�uhrung siehe [85℄, sowie [1℄, [2℄ und die dort zitierte Literatur. Eine der wi
htigsten Arbeitenauf diesem Gebiet ist [91℄. Wegen der in letzter Zeit gema
hten Forts
hritte siehe [93℄.



24 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENein freies relativistis
hes Teil
hen. Entspre
hend kann man bei der Konstruktion des Zustands-raumes vorgehen: Der Grundzustand j0i soll translationsinvariant sein, also de�niert man ihndur
h p�j0i = 0: (2:77)Dur
h Anwendung des Operatores exp(ik � x) k�onnen dann Impulseigenzust�ande erzeugt wer-den: p�jki = k�jki; wobei jki := eik�xj0i: (2:78)Die Vertaus
hungsrelationen zwis
hen den FourierkoeÆzienten �m und ��m = �+m sind, wennman von der Normierung und dem Auftreten des �{Tensors anstelle eines Krone
ker{Symbolsabsieht, die eines harmonis
hen Oszillators. Daher wird ���m, m > 0 als Erzeuger, ��m, m > 0als Verni
hter eines S
hwingungsquantums der m-ten S
hwingungsmode des Strings bez�ugli
hder �{ten Raum{Zeit{Ri
htung interpretiert. Der S
hwingungsgrundzustand mu� dann��mj0i = 0; 8m > 0 (2:79)erf�ullen. Der Gesamt{Fo
kraum eines freien Strings ist also das Tensorprodukt des Fo
kraumeseines relativistis
hen Teil
hens mit unendli
h vielen Oszillator{Fo
kr�aumen. Aus dem Auftretender inde�niten Minkowski{Metrik in den Vertaus
hungsrelationen folgt aber, da� es auf diesemFo
kraum kein (lorentzinvariantes) Skalarprodukt, sondern nur eine inde�nite Bilinearform gibt;man betra
hte etwa (���mj0i; ���nj0i) = h0j��m���nj0i = m���Æm�n;0h0j0i: (2:80)Dieser Ausdru
k nimmt f�ur m = n, � = � sowohl positive als au
h negative Werte an. Einanaloges Problem ergibt si
h bei der kovarianten Operator{Quantisierung von Ei
htheorien,z.B. der Quantenelektrodynamik. Dort kann man, indem man die Lorentz{Ei
hbedingung in"s
hwa
her\ Form f�ur physikalis
he Zust�ande fordert, einen Unterraum Fphys des Fo
kraums Fde�nieren, der zumindest positiv semide�nit ist. Den eigentli
hen Hilbertraum erh�alt man danndur
h �Aquivalenzklassenbildung modulo Norm{Null Zust�ande (Gupta{Bleuler{Verfahren, [98℄).Bei der kovarianten Quantisierung der Stringtheorie kann man analog vorgehen [1℄. An die Stelleder Lorentz{Bedingung treten dabei die Nebenbedingungen Lm = eLm = 0. Es war �ubrigens vonvornherein zu erwarten, da� sie in irgendeiner Form auf dem Fo
kraum implementiert werdenm�ussen, denn die Polyakov{Wirkung in der kovarianten Ei
hung (2.30) ist nur zusammen mitdiesen Nebenbedingungen der urspr�ungli
hen, reparametrisierungsinvarianten Wirkung (2.17)�aquivalent.Die Operatoren Lm; eLm sind, wie bei der Diskussion der klassis
hen Theorie gezeigt wurde,bilineare Funktionen des Impulses und der Oszillatoren. Bei der Quantisierung k�onnen daherAnordnungs{Mehrdeutigkeiten auftreten. F�ur m 6= 0 folgt aber aus den Vertaus
hungsrelatio-nen, da� die Operatoren Lm automatis
h normalgeordnet sind:Lm = 12 1Xn=�1�m�n ��n = 1Xn=1�m�n � �n: (2:81)Wir diskutieren daher zun�a
hst den Fall m 6= 0.Zun�a
hst kann man si
h �uberzeugen, da� es ni
ht sinnvoll ist, die Nebenbedingungen alsstarke Glei
hungen zu implementieren: Fordert man n�amli
hLmj�i = 0 8m 2 Z 8j�i 2 Fphys; (2:82)so folgt aus den Vertaus
hungsrelationen, da� alle Zust�ande der Form ���mjki unphysikalis
hsind. Um einen sinnvollen Raum Fphys physikalis
her Zust�ande zu de�nieren, werden die Ne-benbedingungen nur in s
hwa
her Form gefordert:Lmj�i = 0 8m > 0 8j�i 2 Fphys: (2:83)
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h hinrei
hend daf�ur, da� Matrix{Elemente aller Lm, m 6= 0 zwis
hen physi-kalis
hen Zust�anden vers
hwinden, da L+m = L�m ist.Bei dem Operator L0 tritt ein Normalordnungsproblem auf: Der normalgeordnete OperatorL0 = 18p2 + 1Xn=1��n�n (2:84)unters
heidet si
h von dem urspr�ungli
hen formal um eine unendli
he Konstante. Au�erdemkann no
h eine endli
he Konstante a hinzukommen, die, wie der Casimir{E�ekt [110℄ lehrt,dur
haus physikalis
he Bedeutung haben kann. Der endli
he Teil der Normalordnungskon-stante soll hier als freier Parameter angesetzt werden; sie wird ni
ht in L0, sondern in dieNebenbedingung hineinde�niert:(L0 � a)j�i = 0 8j�i 2 Fphys: (2:85)Bei o�enen Strings ergibt si
h aus dieser Glei
hung die Masse des physikalis
hen Zustandes j�i,denn M2 = �2a+ 2 1Xn=1��n�n (2:86)ist der Massenquadratoperator.Au
h bei der Quantisierung des relativistis
hen Teil
hens mu� die Massens
halen{Bedingung als Neben-bedingung implementiert werden [2℄, [127℄. Der Fo
kraum ist dabei der glei
he wie der der Nullmodenx�; p� eines Strings. j�i 2 Fphys, (p2 +m2)j�i = 0: (2:87)Wertet man diese Bedingung in der Ortsdarstellung aus, so erh�alt man die Klein{Gordon{Glei
hung:(2 +m2)�(~x; t) = 0, mit �(~x; t) = h~xj�it: (2:88)Diese Glei
hung l�a�t si
h gruppentheoretis
h interpretieren: Der Fo
kraum tr�agt eine ni
ht{unit�are,unendli
h{dimensionale Darstellung der Lorentz{Gruppe, der dur
h die Klein{Gordon{Glei
hung de�-nierte Unterraum (bei komplexen Feldern na
h Trennung von Teil
hen und Antiteil
hen) eine unit�areDarstellung der Poin
ar�e{Gruppe mit Masse m und Spin 0. Analoge Charakterisierungen gibt es f�urTeil
hen mit Spin > 0. Da ein String au�er Masse und Spin au
h no
h innere Anregungen besitzt,ist die mit den Lm{Zwangsbedingungen verbundene algebrais
he Struktur, die wir unten kennenlernenwerden, sehr viel rei
her.Bei ges
hlossenen Strings existieren zwei Familien von Zwangsbedingungs{Operatoren. Dain der klassis
hen Theorie die linkslaufenden und die re
htslaufenden Freiheitsgrade symme-tris
h zur Masse beitragen, liegt es nahe, das glei
he in der Quantentheorie zu verlangen. Dannmu� die Normalordnungskonstante f�ur Re
hts- und Linksl�aufer die glei
he sein:(L0 � a)j�i = (~L0 � a)j�i = 0: (2:89)Daraus ergibt si
h die Massenformel f�ur ges
hlossene Strings:M2 = �8a+ 8 1Xn=1��n�n = �8a + 8 1Xn=1 ~��n~�n (2:90)Au
h die Algebra der Lm wird dur
h die Quantisierung modi�ziert. Eine sorgf�altige Analysezeigt, da� ein anomaler 
{Zahl{Term hinzukommt:[Lm; Ln℄ = (m � n)Lm+n + 112D(m3 �m)Æm+n : (2:91)Diese Algebra ist eine zentrale Erweiterung16 der Witt{Algebra und wird als Virasoro{Algebra bezei
hnet. Auf dem Fo
kraum F wird das zentrale Element 
 dur
h die Zahl16Der Begri� der zentralen Erweiterung wird in Anhang A erkl�art. Die Virasoro{Algebra ist (bis auf Isomor-phie) die einzige zentrale Erweiterung der Witt{Algebra [40℄.
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h die Dimension der Raum{Zeit dargestellt. Bei ges
hlossenen Stringserh�alt man eine direkte Summe zweier Virasoro{Algebren. Die �uberragende Bedeutung derVirasoro{Algebra f�ur die Stringtheorie ergibt si
h dadur
h, da� die Virasoro{Bedingungen dasphysikalis
he Spektrum de�nieren. Der Grundzustand j0i des Fo
kraums ist kein physikalis
herZustand, da er die Massens
halenbedingung ni
ht erf�ullt. Den physikalis
hen Grundzustand derStringtheorie werden wir im Rahmen der Li
htkegelquantisierung kennenlernen. Der Zustandj0i wird als feldtheoretis
hes Vakuum bezei
hnet und erf�ulltLmj0i = 0; m � �1: (2:92)Aufgrund des anomalen Terms in den Vertaus
hungsrelationen ist er ni
ht unter der vollenVirasoro{Algebra, sondern nur unter der von L�1; L0; L1 und imFalle von ges
hlossenen Stringszus�atzli
h unter der von eL�1; eL0; eL1 erzeugten Unteralgebra invariant.Um zu beweisen, da� der Raum Fphys positiv semide�nit ist und um den eigentli
hen Hil-bertraum zu konstruieren, bedient man si
h der Darstellungstheorie der Virasoro{Algebra. DerBeweis [13℄, [41℄ (siehe au
h [1℄, [40℄) ist ziemli
h aufwendig und zeigt, da� die Unitarit�at aufsubtile Weise von der Raum{Zeit{Dimension abh�angt:Satz 2.2.1 [No ghost theorem℄ Der Raum Fphys der physikalis
hen Zust�ande ist genau dann positivsemidi�nit, wenn gilt: (a) D = 26; a = 1;oder (b) D � 25; a � 1:Im Fall (a) spri
ht man au
h von kritis
hen Strings, da 26 die maximale Raum{Zeit{Dimensionist, in der unit�are Stringtheorien existieren k�onnen. Dieser Fall ist gegen�uber (b) mehrfa
hausgezei
hnet. So kann etwa der Unitarit�atsbeweis auf h�ohere Ordnungen der sp�ater zu de�nie-renden St�orungstheorie ausgedehnt werden. Ferner existiert eine maximale Anzahl masseloserZust�ande und es sind genau die transversalen Anregungen physikalis
h, d.h. man erh�alt dasglei
he Ergebnis wie bei der Quantisierung in der Li
htkegel{Ei
hung. Die meisten Arbeitenauf dem Gebiet der Stringtheorie bes
h�aftigen si
h mit diesem Fall. �Uber die ni
htkritis
henStrings, (b) ist sehr viel weniger bekannt, obwohl sie in den letzten Jahren im Zusammenhangmit der Liouville{Theorie und der zweidimensionalen Quantengravitation starkes Interesse ge-funden haben [3℄. In dieser Arbeit werden nur kritis
he Strings betra
htet und es soll untersu
htwerden, wie man dur
h die Kompakti�zierung der zus�atzli
hen Raum{Dimensionen zu einerTheorie in vier Raum{Zeit{Dimensionen kommt.In der kovarianten Quantisierung sind die eigentli
hen Zust�ande, die Elemente des Hilbert-raumes, �Aquivalenzklassen von Zust�anden aus Fphys. Ein besonders ans
hauli
hes System vonRepr�asentanten erh�alt man dur
h die Li
htkegel{Ei
hung.2.2.2 Die Li
htkegel{Quantisierung und das physikalis
he SpektrumBei der Li
htkegel{Quantisierung wird vor der Quantisierung die in der kovarianten Ei
hungno
h bestehende Restsymmetrie dur
h eine weitere Ei
hbedingung �xiert [1℄. Die Bedingungwird mit Hilfe der Li
htkegelkoordinatenX� = 1p2(X0 �XD�1)formuliert: X+(�; � ) = x+ + p+�: (2:93)Dur
h Einsetzen der Virasoro{Bedingungen kann dannX� eliminiert werden. In dieser Ei
hungbleiben nur no
h die transversalen S
hwingungsmoden �ubrig. W�ahrend bei Punktteil
hen nurmasselose Teil
hen rein transversal sein k�onnen, ist dies f�ur Strings unabh�angig von der Masse
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h. Dur
h die Eliminierung der zeitartigen und longitudinalen Moden ist die Unitarit�atder Theorie jetzt manifest. Der Hilbertraum wird dur
h die Zust�ande�i1�m1 � � ��in�mn jki; ij = 1; . . . ; D � 2; mk > 0; k2 +M2 = 0 (2:94)aufgespannt. (Bei ges
hlossenen Strings treten au
h no
h die e� {Oszillatoren auf.) Der Mas-senoperator f�ur o�ene Strings istM2 = �2a+ 2N; N def= 1Xm=1�i�m�im: (2:95)Dabei ist a wieder eine Normalordnungskonstante, die als Parameter behandelt wird17. DerOperator N wird aufgrund seiner Vertaus
hungsrelationen mit den Oszillatoren[N;�i�m℄ = m�i�m (2:96)als Anzahloperator bezei
hnet. F�ur ges
hlossene Strings existieren zwei Anzahloperatoren,je einer f�ur die links- und die re
htslaufenden Moden. Die Massenformel lautet:M2 = �8a+ 8N = �8a+ 8 ~N: (2:97)Der Preis, den man f�ur die manifeste Unitarit�at der Theorie zahlt, ist, da� die Theorie aufgrundder zus�atzli
hen Ei
hbedingung ni
ht mehr manifest Lorentz{kovariant ist. Man mu� daherdie Lorentz{Kovarianz na
hweisen, in dem man die Wirkung der Generatoren der Lorentz{Transformationen auf dem Hilbertraum studiert und na
hweist, da� man eine Darstellung derLorentzgruppe erh�alt. Es stellt si
h heraus, da� im allgemeinen eine Anomalie auftritt und dieLorentz{Algebra nur s
hlie�t, wenn a = 1 und D = 26 gew�ahlt wird [1℄.Die gefundenen physikalis
hen Zust�ande bilden Multipletts der transversalen DrehgruppeSO(D � 2). Um sie bestimmten Elementarteil
hen zuordnen zu k�onnen, mu� man sie zu Mul-tipletts der Poin
ar�e{Gruppe ISO(1; D � 1) zusammenfassen. Irreduzible Darstellungen derPoin
ar�e{Gruppe sind dur
h ihre Masse, (d.h. dur
h ihr Verhalten unter der Translations{Untergruppe) und dur
h die Darstellung der sogenannten kleinen Gruppe gegeben, dur
h diedie betra
htete Darstellung der Poin
ar�e{Gruppe induziert wird [108℄, [128℄, [124℄. Die kleineGruppe ist im Falle masseloser Darstellungen die transversale Drehgruppe SO(D�2), bei massi-ven Darstellungen die Drehgruppe SO(D�1) [137℄, [146℄. Das kann man si
h dadur
h plausibelma
hen und merken, da� masselose Teil
hen si
h nur auf dem Li
htkegel bewegen k�onnen, derunter einer SO(D � 2){Untergruppe invariant ist, w�ahrend massive Teil
hen ein Ruhesystembesitzen, da� unter SO(D � 1){Drehungen fest bleibt.Was in unserem Fall zu tun bleibt, ist, die gegebenen SO(24){Multipletts bei den mas-siven Zust�anden zu SO(25){Multipletts zusammenzusetzen. Solange ni
ht zu viele Zust�andeexistieren l�a�t si
h das lei
ht, etwa mit Hilfe von Young{Tableaux [146℄, [141℄, vollziehen. Dieniedrigsten Anregungszust�ande eines o�enen Strings sind z.B.:Anregung Zustand SO(24)-Darstellung M2 InterpretationN = 0 j0;ki Skalar �2 Skalares Ta
hyonN = 1 �i�1j0;ki Vektor 0 Ei
hbosonN = 2 �i�1�j�1j0;ki Tensor 2.Stufe +2 Massives "Spin 2\-�i�2j0;ki Vektor +2 Teil
henDer Grundzustand ist ein Ta
hyon{Skalar. Die damit verbundenen Probleme [124℄ werden imfolgenden ignoriert, da der Einbau fermionis
her Freiheitsgrade diesen Zustand auf nat�urli
he17Eine Bere
hnung von a mit Hilfe der �{Funktion{Regularisierung liefert a = 1 [1℄. Dies ist wie im Texter�ortert wird, der einzige Wert, der zu einer Poin
ar�e{kovarianten Theorie f�uhrt.



28 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENWeise aus der Theorie eliminiert. Da ein masseloses Vektorteil
hen (in der normalen Quan-tenfeldtheorie) immer an erhaltene Str�ome koppeln mu�, wird der erste angeregte Zustandals Ei
hboson ("Photon\) interpretiert. Der zweite angeregte Zustand ist massiv, wobei derSO(24){Vektor die notwendigen longitudinalen Freiheitsgrade beisteuert. Die Kennzei
hnungals Spin 2 ist 
um grano salis zu nehmen, da das Konzept des Spins si
h zun�a
hst einmalauf vier Raum{Zeit{Dimensionen bezieht. Reduziert man das zugeh�orige Poin
ar�e{Multiplettbez�ugli
h einer seiner ISO(1; 3){Untergruppe aus, so ist der maximale auftretende Spin glei
h2. Die lei
htesten Anregungen eines ges
hlossenen Strings sind hingegenAnregung Zustand SO(24)-Darstellung M2 InterpretationN = 0 j0;ki Skalar �8 Ta
hyonN = 1 �i�1~�j�1j0;ki Tensor 2.Stufe 0 Graviton, Skalar("Dilaton\) undantisymmetris
herTensorWieder ist der Grundzustand ein Ta
hyon{Skalar. Der erste angeregte Zustand ist ein masse-loser SO(24){Tensor zweiter Stufe. Seine irreduziblen Anteile sind der spurfrei{symmetris
heAnteil, die Spur selbst und der antisymmetris
he Anteil. Ein masseloser symmetris
her spur-freier Tensor bes
hreibt in vier Raum{Zeit{Dimensionen ein Spin{2{Teil
hen, das die Gravitati-onswe
hselwirkung vermittelt, das sogenannte Graviton. Darauf werde i
h sp�ater ausf�uhrli
herzur�u
kkommen.Die kovariante Bes
hreibung des SpektrumsAn dieser Stelle m�o
hte i
h no
h erl�autern, wie man mit Hilfe der Virasoro{Bedingungen phy-sikalis
he Zust�ande im kovarianten Formalismus bes
hreiben kann. Als Beispiel betra
hte manden Zustand j�i := �����1jki �� 2 R (2:98)und werte die Virasoro{Bedingungen aus. Die erste Bedingung ist(L0 � 1)j�i = 0, k2j�i = 0: (2:99)Dies liefert also die Massens
halenbedingung k2 = 0. Die zweite Bedingung liefertL1j�i = 0, ��k�j�i = 0; (2:100)w�ahrend die weiteren Bedingungen (m > 1) identis
h erf�ullt sind. Da �� die Polarisation desZustandes j�i bes
hreibt, ist die zweite Bedingung die Transversalit�atsbedingung f�ur ei-nen masselosen Vektorzustand. Analog erh�alt man bei komplizierteren Anregungen aus derL0{Bedingung die Massens
halenbedingung und aus den anderen Bedingungen kovarianten Po-larisationsbedingungen, die die unphysikalis
hen Anregungen eliminieren.2.2.3 VertexoperatorenDie Bes
hreibung von We
hselwirkungen im Rahmen der 1. Quantisierung l�a�t si
h ni
ht, wiebei der 2., der Feldquantisierung, dur
h eine Modi�kation des Wirkungsprinzipes errei
hen.We
hselwirkungsprozesse zwis
hen Strings sollten o�ensi
htli
h dur
h Welt
�a
hen bes
hriebenwerden, bei denen zwei oder mehrere einlaufende Welt
�a
henzylinder oder Welt
�a
henstreifen,die Anfangszust�ande, si
h vereinigen und wieder trennen. Dabei ist die We
hselwirkung nir-gendwo auf der Wel
�a
he lokalisiert, denn diese ist, wel
he Topologie man au
h w�ahlt, immer



2.2. DIE QUANTISIERUNG DER BOSONISCHEN STRINGTHEORIE 29eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit18. Das Wirkungsprinzip sollte au
h f�ur die Welt
�a
heng�ultig sein, die We
hselwirkungen bes
hreiben; um einen gewissen Streuproze� zu bes
hreiben,mu� man �uber alle m�ogli
hen Welt
�a
hen, insbesondere �uber alle Topologien summieren, die zudiesem Proze� beitragen. Es stellt si
h nun aber die Frage, wie man die einlaufenden und aus-laufenden Zust�ande bes
hreibt. Dieses Problem wird dur
h das Konzept des Vertexoperatorsgel�ost. Ein Vertexoperator V (�; �;k;�) ist ein lokales Welt
�a
hen{Feld, da� die Erzeugungoder Verni
htung eines freien Zustandes mit Impuls k und sonstigen Quantenzahlen � amWelt
�a
henort (�; �) bes
hreibt. Es s
heint zun�a
hst dem Grundkonzept einer Stringtheoriezu widerspre
hen, einen We
hselwirkungsproze� dur
h eine lokalen Operator zu bes
hreiben.Die dahinter ste
kende Idee ist, da� man mit Hilfe konformer Transformationen die ein- undauslaufenden Streifen oder Zylinder stets auf Punktierungen abbilden kann, in denen si
h dannOperatoren mit den Quantenzahlen des ein- oder auslaufenden Zustandes be�nden19. Ver-texoperatoren f�ur o�ene Strings k�onnen si
h nur auf den R�andern der Welt
�a
he be�nden,Vertexoperatoren f�ur ges
hlossene Strings nur im Inneren. Um �Ubergangsamplituden zu de�-nieren, mu� man �uber alle m�ogli
hen Lokalisierungen der lokalen Vertexoperatoren integrierenund erh�alt Operatoren der FormV (k;�) = Z� d�d� V (�; �;k;�) bzw. V (k;�) = Z�� d� V (� ;k;�): (2:101)N{Teil
hen{Streuamplituden der Stringtheorie k�onnen dann als Vakuumerwartungswerte derkorrespondierenden zweidimensionalen Feldtheorie bere
hnet werden:A(k1;�1; . . . ;kN ;�N) = h0jV (k1;�1) � � �V (kN ;�N )j0i: (2:102)Dieses Postulat de�niert auf implizite Weise (n�amli
h dur
h die Angabe von on shell S{Matrixelementen), was wir unter einer we
hselwirkenden Stringtheorie verstehen. Es ers
heint(und ist in einem gewissen Sinne) als eine ad{ho
{Setzung, die si
h aber zumindest a posterorian Hand der Eigens
haften der Streuamplituden re
htfertigen l�a�t. Diese besitzen alle f�ur S{Matrixelemente notwendigen Eigens
haften und ein besonders "wei
hes\ Ultraviolett{Verhalten[1℄, [2℄. Historis
h wurden zuerst die Amplituden an Hand dieser Eigens
haften de�niert underst na
htr�agli
h dur
h Nambu und Goto festgestellt, da� sie dur
h eine Stringtheorie reali-siert werden k�onnen. Eines der wi
htigsten Ziele ist nat�urli
h weiterhin, eine Bes
hreibungim Formalismus der zweiten Quantisierung zu �nden. Dies w�urde dann das Studium der "o�shell\{Eigens
haften erm�ogli
hen.Ein Welt
�a
hen{Feld ist nur dann ein zul�assiger Vertexoperator, wenn es die beiden folgen-den Eigens
haften besitzt:1. Die Streuamplituden m�ussen reparametrisierungsinvariant und damit im Rahmen derkovarianten Ei
hung konform invariant sein. Daraus folgt, da� die integrierten Vertex-operatoren ebenfalls invariant sein m�ussen, was implizit das kovariante Transformations-verhalten der lokalen Vertexoperatoren festlegt [1℄.2. Die lokalen Vertexoperatoren sollen physikalis
he Zust�ande erzeugen, d.h. sol
he, die dieVirasoro{Bedingungen erf�ullen. Dies impliziert bestimmte Vertaus
hungsrelationen mitden Virasoro{Generatoren.Da die Virasoro{Generatoren ni
ht nur das Spektrum de�nieren, sondern au
h die konformenTransformationen erzeugen, sind beide Probleme miteinander verwandt. Um die simultane18Dies ist bei Punktteil
henganz anders: Dort mu� in der we
hselwirkendenTheorie �uberGraphen summiertwerden [1℄, [2℄, [104℄. Die We
hselwirkung ist dabei in den Vertizes lokalisiert. Im Prinzip kann f�ur jede Artvon Vertizes eine eigene Kopplung eingef�uhrt werden: Es gibt also unendli
h viele vers
hiedene relativistis
hePunktteil
hentheorien. In der bosonis
hen Stringtheorie besteht diese Willk�ur ni
ht, da die We
hselwirkungni
ht lokalisiert ist. Alle Kopplungskonstanten lassen si
h dur
h die Stringspannung parametrisieren [1℄, [2℄.Die einzigen Wahlm�ogli
hkeiten sind die zwis
hen o�enen und ges
hlossenen sowie zwis
hen orientierten undni
ht{orientierten Strings, siehe Abs
hnitt 2.2.6.19Sp�ater wird erl�autert, da� die konforme Invarianz gerade die klassis
hen L�osungen der Stringtheorie 
harak-terisiert. Daher sind die ein- und auslaufende Zust�ande auf der Massens
hale, und folgli
h kann man in diesemFormalismus nur on shell S{Matrix{Elemente de�nieren und bere
hnen.



30 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENL�osung anzugeben, brau
hen wir den Begri� der konformen Dimension oder des konformenGewi
htes eines Operators. Zun�a
hst sei gesagt, da� die Konstruktion von Vertexoperatorenimmer auf Felder zur�u
kgef�uhrt werden kann, die nur von einer WF{Koordinate abh�angen.Vertexoperatoren f�ur o�ene Strings sind ja am Rand der Welt
�a
he lokalisiert und h�angendaher nur von der Zeitkoordinate � ab. Weiter kann der Fo
kraum ges
hlossener Stringsauf ein Tensorprodukt von Fo
kr�aumen o�ener Strings zur�u
kgef�uhrt werden (vgl. Abs
hnitt2.2.2). Entspre
hend werden die Vertexoperatoren Produkte von Vertexoperatoren f�ur links-und re
htslaufende Anregungen sein, die dann Funktionen einer der Li
htkegelkoordinaten ��sind. Transformiert nun ein Operator V (x) unter Transformationen x! ex(x) gem�a�V (x)! �dxdex�J V (x); (2:103)so sagt man, er habe das konforme Gewi
ht oder die konforme Dimension J . Bei ges
hlossenenStrings gibt es je ein konformes Gewi
ht f�ur die Links- und Re
htsl�aufer. Betra
htet manspeziell die dur
h Lm erzeugte in�nitesimale Transformation x ! x � �ieimx, so erf�ullt einOperator mit konformem Gewi
ht J die Vertaus
hungsrelation [1℄[Lm; V (x)℄ = eimx��i ddx +mJ�V (x): (2:104)Die integrierten Vertexoperatoren sind o�ensi
htli
h genau dann konform invariant, wenn dielokalen Vertexoperatoren das konforme Gewi
ht 1 bzw. (1,1) haben. Es stellt si
h heraus, da�diese Bedingung au
h hinrei
hend daf�ur ist, da� die Vertexoperatoren physikalis
he Zust�ande er-zeugen [1℄. Die Vertaus
hungsrelation (2.104) ist also das Analogon der Virasoro{Bedingungenf�ur Vertexoperatoren.Als einfa
hstes Beispiel soll nun der Vertexoperator f�ur den Grundzustand des o�enenStrings konstruiert werden. Da der Grundzustand ein Skalar ist, hat der einfa
hste Ansatzdie Form einer verallgemeinerten ebenen Welle:V (�; � = 0;k) =: exp (ik �X(�; 0)) : : (2:105)Der explizite Ausdru
k f�ur die normalgeordnete Exponentialfunktion istexp �k�Xn<0 ��nn e�in�! eik�xeik�p� exp �k�Xn>0 ��nn e�in�! : (2:106)Die Vertaus
hungsrelation mit dem Impulsoperator zeigt, da� der Vertexoperator tats�a
hli
hden Impuls k aus dem Vakuum erzeugt20:[p�; : exp (ik �X(�; 0)) :℄ = k� : exp (ik �X(�; 0)) : : (2:107)Damit die Bes
hreibung dur
h Vertexoperatoren mit der Bes
hreibung dur
h Fo
kraum{Zust�ande konsistent ist, mu� die Anwendung des Vertexoperators in der unendli
hen Vergan-genheit � ! �1 gerade den Zustand jki erzeugen. Mit Hilfe einer geeigneten "i�{Vors
hrift\f�ur diesen Limes �ndet man tats�a
hli
hlim�!0 lim�!�1 : exp (ik �X(� � i�; 0)) : j0i = eik�xj0i = jki: (2:108)Das Ausf�uhren der Kommutatoren mit den Lm zeigt, da� V (�; � = 0;k) genau dann ein phy-sikalis
her Vertexoperator, d.h. vom konformen Gewi
ht 1 ist, wenn der Impuls k die Massen-s
halenbedingung f�ur das Ta
hyon erf�ullt. Man stellt ganz allgemein fest, da� das konformeGewi
ht eines normalgeordneten ExponentialsJ = 12k2 (2:109)20Bei Verwendung innerhalb von Streuamplituden bedeutet die Erzeugung von k auf der Welt
�a
he, da� ein�au�erer Zustand mit einlaufendem Impuls k von der Welt
�a
he absorbiert oder ein Zustand mit auslaufendemImpuls �k von der Welt
�a
he emittiert wird.



2.2. DIE QUANTISIERUNG DER BOSONISCHEN STRINGTHEORIE 31ist. Aus J = 1 folgt dann k2 = 2, d.h. M2 = �2. Um h�oher angeregte Zust�ande zu erzeugen,ben�otigt man das normalgeordnete Exponential, um den entspre
henden Impuls zu bes
hreiben.Hinzu kommen weitere Operatoren, die den Spin des Zustandes spezi�zieren. Dur
h Ausprobie-ren �ndet man z.B. folgende Operatoren f�ur o�ene und ges
hlossene Strings, die si
h im Limes� !�1 auf die angegebenen Zust�ande reduzieren:Zustand Vertexoperatoro�ene Strings���1jki ��X�eik�X���1���1jki ��X���X�eik�X���2jki �2�X�eik�Xges
hlossene Strings���1e���1jki �+X���X�eik�XAllgemein kann man zeigen, da� X� kein wohlde�niertes konformes Gewi
ht besitzt21, wohin-gegen ein n{fa
h di�erenziertes Feld das Gewi
ht n hat. Damit ein Operator der Form: F ( _X; �X; . . .) exp (ik �X(�; 0)) : (2:110)das vorges
hriebene konforme Gewi
ht 1 hat, mu�, wenn insgesamt N Ableitungen auftreten,der Impuls die Massens
halenbedingung f�ur das N-te Anregungsniveau,M2 = �k2 = 2(N � 1); (2:111)erf�ullen. Dur
h das Auswerten der Virasorobedingung f�ur Vertexoperatoren (2.104) erh�alt manau
h die zu einer kovarianten Charakterisierung des Spektrums geh�orenden Polaristionsglei-
hungen. So ist etwa der VertexoperatorV (� ;k; �) := �� : ��X� exp (ik �X(�; 0)) :; �� 2 R; (2:112)genau dann physikalis
h, wenn au�er der Massens
halenbedingung k2 = 0 au
h die Transversa-lit�atsbedingung � �k = 0 erf�ullt ist. Dies ist dann der lokale Vertexoperator f�ur die Bes
hreibungdes masselosen Vektorzustandes mit Polarisation �.2.2.4 Die Pfadintegralquantisierung der bosonis
hen StringtheorieDie grundlegende Idee der Pfadintegralquantisierung ist das von R. Feynman angegebene Prin-zip der Summation �uber alle Pfade [103℄. Es besagt, da� man die quantenme
hanis
he Am-plitude f�ur einen Vorgang erh�alt, indem man �uber alle m�ogli
hen "Pfade\, die Anfangs- undEndzustand verbinden, summiert (summation over histories) und jeden Pfad mit einem Faktorexp i�hS gewi
htet, wobei S die Wirkung des Pfades ist. Das Wort Pfad ist dabei teils, z.B.beim ni
htrelativistis
hen Teil
hen w�ortli
h, teils im Sinne von Kon�guration gemeint, z.B. beirelativistis
hen Quantenfeldtheorien, bei denen �uber alle Werte der Felder an jedem Raum{Zeit{Punkt integriert wird. Eine mathematis
h befriedigende De�nition von Pfadintegralen er-fordert die analytis
he Fortsetzung der betra
hteten Quantentheorie zu rein imagin�aren Zeiten,d.h. die Verwendung der euklidis
hen Formulierung [107℄, [123℄. Die euklidis
he FormulierungeinerD{dimensionalen Quantenfeldtheorie de�niert einen verallgemeinerten sto
hastis
hen Pro-ze� in D euklidis
hen Raumdimensionen. Pfadintegrale sind dann sto
hastis
he Integrale miteinem (dank der euklidis
hen Fortsetzung) positiven Ma�. Alle physikalis
hen Eigens
haftender Theorie k�onnen aus den Momenten dieses Ma�es gewonnen werden, z.T. direkt, z.T. na
h21Als klassis
he Koordinate hat X� das konforme Gewi
ht 0, aber der zugeh�orige Operator transformiertanomal unter der Virasoro{Algebra [1℄.
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her Fortsetzung in die Minkowski{Raum{Zeit. Die pr�azise De�nition des Ma�es ist eins
hwieriges Problem und beinhaltet im Falle einer we
hselwirkenden Theorie alle Probleme der(ni
htst�orungstheoretis
hen) Renormierung.Anstelle des Ma�es wird meist die Zustandssumme angegeben, die als Pfadintegral �uber alleges
hlossenen Pfade ausgedr�u
kt werden kann. Die Quantisierung der Nambu{Goto{Wirkungist z.B. dur
h Z = Z DXe�SNG [X℄ (2:113)gegeben. Dabei ist DXe�SNG [X℄ eine formale S
hreibweise f�ur das Ma� bei der Integration�uber alle Pfade, d.h. �uber alle m�ogli
hen Einbettungen der Welt
�a
henmannigfaltigkeit in dieRaum{Zeit, bzw. den Raum22. Da si
h die Integration �uber alle ges
hlossenen Pfade erstre
kensoll, mu� dabei au
h �uber alle m�ogli
hen Topologien der Welt
�a
he summiert werden.Anstelle der Nambu{Goto{Wirkung kann man au
h die Polyakov{Wirkung zu Grunde legen.Hierbei mu� dann zus�atzli
h �uber die Welt
�a
hen{Metrik integriert werden.Z = Z DgDXe�SP [g;X℄: (2:114)Da die beiden klassis
hen Wirkungen �aquivalent sind, erwartet man, da� au
h die zugeh�origenQuantentheorien �aquivalent sind. Dies s
heint au
h so zu sein, ist aber no
h kontrovers, da, wieangedeutet, die pr�azise De�nition des Ma�es s
hwierig ist [64℄. Da die Polyakov{Wirkung dengro�en Vorteil hat, da� dieX{Integration auf ein Gau�s
hes (Funktional-)Integral f�uhrt, wird sieallgemein bevorzugt. F�ur die Auswertung der Zustandssumme und allgemeinerer Pfadintegralegibt es zwei Strategien:1. Das Pfadintegral wird dur
h formale Umformungen im Kontinuum in einen mathematis
hwohlde�nierten Ausdru
k umgeformt. Diese Methode besitzt eine gro�e �Ahnli
hkeit zurFaddeev{Popov{Methode [119℄, [110℄ bei ni
htabels
hen Ei
htheorien. Da einige f�ur unswesentli
he Resultate aus ihr resultieren, soll sie glei
h bes
hrieben werden.2. Man betra
htet zun�a
hst diskretisierte Zufalls
�a
hen und versu
ht dann den Kontinu-umslimes auszuf�uhren [3℄, [104℄. Diese Methode ist neu und wird zur Zeit viel untersu
ht.Da wir von ihr keinen Gebrau
h ma
hen m�ussen, gehe i
h ni
ht weiter auf sie ein.I
h m�o
hte im Folgenden skizzieren, wie man dur
h die Verwendung von Resultaten der Dif-ferentialgeometrie und komplexen Analysis die Zustandssumme in einen wohlde�nierten Aus-dru
k umformt23.Bei der Ausf�uhrung des Pfadintegrales st�o�t man auf das glei
he Problem wie bei Funk-tionalintegralen in Ei
htheorien: Die Wirkung ist invariant unter lokalen Symmetrietransfor-mationen (Reparametrisierungen und Weyltransformationen bzw. Ei
htransformationen) undman mu� bei der Integration si
herstellen, da� jede physkalis
h in�aquivalente Kon�gurationgenau einmal gez�ahlt wird. Um das Mitz�ahlen von Kopien zu verhindern, stellt man Ei
hbe-dingungen und versu
ht das Pfadintegral in ein Integral �uber die Ei
horbits und eines �uberdie physikalis
h in�aquivalenten Kon�gurationen zu zerlegen. Aufgrund der Ei
hinvarianz derWirkung faktorisiert das Integral �uber die Ei
horbits und liefert einen unendli
hen Faktor, derals Volumen der Ei
hgruppe interpretiert werden kann. Er kann daher dur
h eine unendli
heNormierungskonstante kompensiert werden24. Diese von Faddeev und Popov f�ur Ei
htheorienerfundene Methode l�a�t si
h au
h auf die Stringtheorie anwenden. Es sei hier no
h erinnert,da� im allgemeinen folgende zwei Probleme auftreten k�onnen [110℄, [119℄:22Man setzt hier sowohl die Welt
�a
he als au
h die Raum{Zeit ins Euklidis
he fort.23Ein sehr guter �Ubersi
htsartikel �uber Pfadintegrale in der Stringtheorie ist [18℄. Eine �Ubersi
ht �uber diein der Stringtheorie relevanten Teile der Theorie Riemanns
her Fl�a
hen �ndet man in dem Bu
h [158℄. BeideWerke geben zuglei
h einen �Uberbli
k �uber die sonstige relevante Literatur. Knappere Darstellungen �ndet manin den Lehrb�u
hern [1℄, [2℄, [4℄ der Stringtheorie.24Bei einer sorgf�altigeren Behandlung m�u�te man die betra
htete Theorie zun�a
hst so regularisieren, da�alle betra
hteten Gr�o�en endli
h sind, dann die angegebenen Umformungen dur
hf�uhren und abs
hlie�end dieurspr�ungli
he Theorie in einem geeigneten Limes wiedergewinnen. Der Einfa
hheit halber soll hier aber formalmit divergenten Gr�o�en hantiert werde.



2.2. DIE QUANTISIERUNG DER BOSONISCHEN STRINGTHEORIE 331. In Ei
htheorien gibt es im allgemeinen keine global eindeutigen Ei
h�xierungen. Es tretenGribov{Kopien auf, die zwar bei der st�orungstheoretis
hen Behandlung ignoriert werdenk�onnen, prinzipiell aber die G�ultigkeit des Verfahrens in Frage stellen.2. Eine Symmetrie der klassis
hen Wirkung brau
ht ni
ht unbedingt zu einer Symmetrie desPfadintegralma�es und damit der Quantentheorie zu f�uhren. Man spri
ht dann von einerAnomalie.Zur besseren Orientierung sind einige mathematis
hen Vorbemerkungen angebra
ht. Aufder Welt
�a
henmannigfaltigkeit spielen die folgenden f�unf Strukturen eine Rolle:1. Die topologis
he Struktur: Bei ges
hlossenen Strings mu� �uber alle kompakten ori-entierbaren Fl�a
hen summiert werden. Diese werden dur
h eine einzige topologis
he In-variante, das Genus oder Ges
hle
ht, bes
hrieben, die alle ni
htnegativen ganzen Zahlendur
hl�auft [159℄. Eine Fl�a
he mit Genus 0 besitzt die Topologie einer Kugel25, Fl�a
hen mitkomplizierterer Topologie entstehen dur
h das Anheften von g > 0 Hantel an eine Kugel.F�ur g = 1 erh�alt man z.B. einen Torus. Die Hanteln interpretiert man als quantenme
ha-nis
he Selbstwe
hselwirkung. Dies ist analog zu einer quantenfeldtheoretis
hen Zustands-summe, die als Summe �uber alle Feynman{Graphen ohne �au�ere Zust�ande ges
hriebenwerden kann [122℄. Au
h hier bes
hreiben die Graphen mit S
hleifen die Quanten
uktua-tionen. Bei o�enen Strings summiert man entspre
hend �uber berandete Fl�a
hen, wobeidie R�ander die Endpunkte des Strings bes
hreiben. Die einfa
hsten dabei auftretendenFl�a
hen sind die Kreiss
heibe, der Kreisring und (falls man den o�enen String ni
ht miteiner Orientierung versieht) das M�obiusband [1℄.2. Die di�erenzierbare Struktur: Jede zweidimensionale reelle topologis
he Mannigfal-tigkeit kann man auf genau eine Weise zu einer di�erenzierbaren C1{ Mannigfaltigkeitma
hen [158℄. Wir haben von Anfang an davon Gebrau
h gema
ht, da� die Einf�uhrungeiner di�erenzierbaren Struktur auf der Welt
�a
he eindeutig und m�ogli
h ist.3. Die komplexe Struktur: Eine orientierbare 26, zweidimensionale reelle C1{Mannigfaltigkeit kann immer zu einer Riemanns
hen Fl�a
he, d.h. zu einer komplex{eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit gema
ht werden [158℄. Die Einf�uhrungeiner komplexen Struktur ist aber im allgemeinen ni
ht eindeutig. Die in�aquivalentenkomplexen Strukturen auf einer Fl�a
he mit fester Topologie werden dur
h kontinuierli-
he komplexe Parameter, die Moduli bes
hrieben. Auf der Kugel gibt es 0 Moduli, alsonur eine komplexe Struktur, auf dem Torus (g = 1) einen Modulus, und f�ur die h�oherenGenera (g � 2) exisieren 3g � 3 Moduli. Die Moduli bilden einen komplexen Raum, densogenannten Moduli{RaumMg [158℄. Diese und die folgenden �Uberlegungen beziehensi
h auf ges
hlossene Strings. Die Verallgemeinerungen f�ur o�ene (und ni
ht{orientierteges
hlossene) Strings ben�otigen wir ni
ht, da alle sp�ater zu betra
htenden Theorien nurges
hlossene, orientierte Strings beinhalten.4. Die konforme Struktur: Identi�ziert man zwei Metriken auf einer Mannigfaltigkeitgenau dann, wenn sie si
h um eine Weyl{Transformation unters
heiden, so de�niert jededieser �Aquivalenzklassen eine konforme Struktur. Mit Hilfe der konformen Struktur lassensi
h Winkel de�nieren, aber keine L�angen. Bei Riemanns
hen Fl�a
hen entspre
hen si
hdie komplexen und die konformen Strukturen eineindeutig, da genau die holomorphenAbbildungen konform sind. Die Moduli parametrisieren also au
h die in�aquivalentenkonformen Strukturen [2℄.25Wir hatten oben gesehen, da� die Welt
�a
he eines freien ges
hlossenen Strings ein unendli
her Zylingder ist.Dieser ist topologis
h �aquivalent zu einer zweifa
h punktierten Kugel, wobei die Punktierungen die Erzeugungdes Anfangs- und die Verni
htung des Endzustandes bes
hreiben. Anfangs- und Endzustand w�aren dabei imPfadintegral dur
h die Spezi�zierung von Randbedingungen anzugeben. Bei der Zustandssumme wird �uber alleZust�ande, d.h. �uber alle Randbedingungen summiert, d.h. die Punktierungen fallen weg und man erh�alt eineKugel.26Ges
hlossene Strings sind a priori orientiert, da man re
hts- und linkslaufende Anregungen unters
heidenkann. Dies de�niert die Orientierung der Welt
�a
he.



34 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIEN5. Die metris
he Struktur: Jede di�erenzierbare Mannigfaltigkeit kann dur
h dieEinf�uhrung einer Riemanns
hen Metrik zu einer Riemanns
hen Mannigfaltigkeit gema
htwerden [155℄. S
hon ganz am Anfang hatten wir die Welt
�a
he mit einer intrinsis
henMetrik versehen. Da im Pfadintegral �uber alle Metriken integriert wird, m�ussen wir na
heiner Ei
hbedingung Auss
hau halten, die es uns erm�ogli
ht, diese Integration im Rahmendes Faddeev{Popov{Verfahrens zu faktorisieren. Wie bereits erw�ahnt, ist es im allgemei-nen ni
ht m�ogli
h die Metrik global, d.h. auf der ganzen Fl�a
he, auf die Form g�� = Æ��zu transformieren (das kann ja h�o
hstens auf intrinsis
h 
a
hen Mannigfaltigkeiten ge-hen, also z.B. ni
ht auf einer Kugel.). Es ist in zwei Dimensionen aber immer m�ogli
h,die Metrik global auf die konform 
a
he Formbg�� = e�Æ�� (2:115)zu transformieren, wobei � eine C1{Funktion und bg�� eine Metrik mit konstanterKr�ummung ist (d.h. der zugeh�origen Kr�ummungsskalar ist konstant) [2℄, [158℄. Mit-tels dieser sogenannten konformen Ei
hung ist also eine globale Ei
h�xierung m�ogli
h;in der Stringtheorie tritt daher keine Gribov{Ambiguit�at auf. Au�erdem existiert in je-der konformen �Aquivalenzklasse von Metriken genau eine Metrik konstanter Kr�ummung.Diese Metriken werden also ebenfalls dur
h die Moduli parametrisiert.Wir wenden nun die Faddeev{Popov{Methode auf die Zustandssumme f�ur ges
hlosseneStrings an. Dabei ist es zwe
km�a�ig, die Summation �uber die Topologien explizit zu ma
hen:Z = 1Xg=0Zg = 1Xg=0Ng Z DgDXe�S[g;X℄: (2:116)�Uber die Normierungkonstanten Ng soll sp�ater verf�ugt werden, um das faktorisierte Volumender Ei
hgruppe zu kompensieren. Die Summation �uber die Genera wird als St�orungsreiheinterpretiert.Um die Faddeev{Popov{Methode anwenden zu k�onnen, mu� die Integration �uber alle Me-triken in eine Integration �uber Symmetrietransformationen, d.h. �uber Reparametrisierungenund Weyl{Transformationen verwandelt werden. Dies ist m�ogli
h, wenn man folgende Punkteber�u
ksi
htigt [2℄:� Die Metrik kann in einen Spurteil s�� und in einen spurfreien symmetris
hen Anteil h��zerlegt werden. g�� = s�� + h��; (2:117)s�� = 12(g
Æg
Æ)Æ�� ; h�� = g�� � s�� : (2:118)� Es gibt Deformationen der Metrik, die ni
ht dur
h Reparametrisierungen erzeugt werdenk�onnen. Der Raum dieser Deformationen ist isomorph zum Moduli{Raum der komplexenStrukturen.� Es gibt Reparametrisierungen, die den Spurteil der Metrik �andern. Die global de�niertenReparametrisierungen mit dieser Eigens
haft sind gerade die globalen konformen Trans-formationen.� Abgesehen von den beiden vorhergehenden Ausnahmen gibt es eine eineindeutige Bezie-hung zwis
hen Reparametrisierungen und Weyltransformationen einerseits und spurfreienund Spur{Deformationen der Metrik andererseits.Man kann daher die Integration �uber die Metriken in eine Integration �uber die Reparametrisie-rungen und Weyl{Transformationen umwandeln, wenn man wie folgt vorgeht [2℄:
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hreiben der Integration tritt eine Ja
obiante auf, die in Analogie zu denEi
htheorien als Faddeev{Popov{Determinante bezei
hnet wird. Sie kann als (�{regularisierte27) Determinante eines Di�erentialoperators oder als Pfadintegral �uber dieFaddeev{Popov{Geistfelder 
� und b�� ges
hrieben werden [1℄, [2℄:J = Z DbD
e� R d2�pgg��

r�b�
 : (2:119)Die Integration �uber die Reparametrisierungen und Weyl{Transformationen faktorisiertvon der X{Integration, da die Wirkung invariant ist und liefert eine divergente Konstante,die man dur
h eine divergente Normierungskonstante kompensiert.� �Uber die ni
ht dur
h Reparametrisierungen erzeugbaren Deformationen der Metrik mu�zus�atzli
h integriert werden. Das Integrationsma� ist das nat�urli
he Ma� auf demModuli{Raum, das sogenannte Weyl{Peterson{Ma� d�(m) [2℄, [158℄. Dieses Integral kann alsein Integral �uber alle komplexen bzw. konformen Strukturen der Welt
�a
he aufgefa�twerden, d.h. als ein Integral �uber alle Riemanns
hen Fl�a
hen mit gegebener Topologie.Es faktorisiert ni
ht, da das X{Integral von den Moduli abh�angt (s.u.).� Bei der Integration �uber die Metriken werden die globalen konformen Transformationeneinmal gez�ahlt, bei der Integration �uber die Symmetriegruppe doppelt, da sie sowohlvon den Weyl{Transformationen als au
h von gewissen Reparametrisierungen erzeugtwerden. Die Variablentransformation f�uhrt zu einer zus�atzli
hen (je na
h Fall endli
henoder unendli
hen) Konstante V �1GKG wobei VGKG als Volumen der globalen konformenGruppe interpretiert werden kann. Diese Konstante h�angt nur von der Topologie, ni
htvon den Moduli ab und faktorisiert daher [2℄, [1℄.Na
h Ausf�uhrung der g{Integration lautet die Zustandssumme f�ur Genus g:Zg = NgVRep�WeylV �1GKG ZMg d�(m)J(m) Z DXe�S[ĝ(m);X℄: (2:120)Abs
hlie�end kann dieX{Integration dur
hgef�uhrt werden, da es si
h um ein Gau�s
hes Integralhandelt. Das Ergebnis ist im wesentli
hen die Quadratwurzel der inversen Determinante desLapla
e{Operators bez�ugli
h der Metrik bg(m). Dabei mu� man zuvor die Nullmoden desLapla
e{Operators in Form einer divergenten Konstante VRZ abfaktorisieren, die als Volumender Raum{Zeit gedeutet werden kann [2℄. Die Determinante des Lapla
e{Operators ist als das�{regularisierte Produkt aller ni
htvers
hwindenden Eigenwerte (die alle positiv sind) de�niert.Als weiterer, endli
her Normierungsfaktor tritt das Volumen der Welt
�a
heVWF = Z d2�pg (2:121)auf. Diese Konstante kann, im Gegensatz zu VRZ ni
ht aus dem Integral herausgezogen wer-den, da sie von den Moduli abh�angt [2℄. Insgesamt liefert die X{Integration (bis auf weitere,irrelevante, endli
he Konstanten)Z DXe�S[ĝ(m);X℄ = VRZ �VWF (det04g;ĝ)�1�D=2 : (2:122)27Die �{Funktion{Regularisierung [42℄, [121℄ erm�ogli
ht es divergenten Summen und Produkten dur
h analy-tis
he Fortsetzung einen eindeutigen, endli
henWert zuzuweisen. Sie ist konform [1℄ und modular [4℄ invariant.Da elliptis
he Di�erentialoperatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten (verallgemeinerte Lapla
e{Operatoren)ein diskretes positives Spektrum und einen endli
h{dimensionalen Kern und Ko{Kern besitzen [135℄, k�onnen(bei getrennterBehandlung der Nullmoden) mit dieser Methode Determinantenvon unbes
hr�ankten Operatorende�niert werden. Dur
h "Quadratwurzelziehen\ k�onnen au
h die Determinanten von Di�erentialoperatoren er-ster Ordnung de�niert werden, wie sie z.B. bei den FP{Geistfeldern auftreten. Der Prototyp dieser Konstruktionist die "Quillen{Determinante\ von � [165℄.



36 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENDie konforme AnomalieDie obige Darstellung ist unter der Voraussetzung korrekt, da� die Integration �uber die Weyl{Transformationen faktorisiert, was aber nur unter gewissen zus�atzli
hen Bedingungen der Fallist. Im allgemeinen tritt eine Anomalie, die konforme Anomalie auf, d.h. die auf klassis
hemNiveau vorhandene konforme Symmetrie wird dur
h Quantene�ekte gebro
hen. Im Funktional-integralformalismus manifestiert si
h das dadur
h, da� zwar die klassis
he Wirkung, ni
ht aberdas Integrationsma� konform invariant ist. Obwohl die Welt
�a
henmetrik g�� auf klassis
hemNiveau ein reiner Ei
hfreiheitsgrad ist, wird dur
h die konforme Anomalie der Spurfreiheitsgrad� in der quantisierten Theorie zu einem physikalis
hen Freiheitsgrad, dessen Dynamik dur
hdie Liouville{Wirkung [2℄S[g;�℄ = Z d2�pg�12g��������+ �2(e� � 1) +Rg�� (2:123)bes
hrieben wird. Im Falle der kritits
hen Stringtheorie, d.h. in 26 Dimensionen vers
hwindetdie konforme Anomalie aufgrund eines dimensionsabh�angigen Vorfaktors. Nur in dieser Dimen-sionszahl faktorisiert die Integration �uber die Weyl{Transformationen wie oben angegeben.Bemerkung: Liouville{Theorie, zweidimensionale Quantengravitation und ni
ht{kritis
he Strings.Der Name der Liouville{Wirkung r�uhrt daher, da� die zugeh�origen Bewegungsglei
hung die Liouville{Glei
hung �� = e� (2:124)ist. Die dur
h die Liouville{Wirkung de�nierte Quantenheorie ist in den letzten Jahren aus zweiGr�unden der Gegenstand vieler Arbeiten gewesen [6℄: Zum einen besteht eine weitgehende Analo-gie zwis
hen der Liouville{Theorie und (Quanten-)Gravitationstheorien in h�oheren Dimensionen. Siewird daher au
h als zweidimensionale Quantengravitation bezei
hnet. Die Quantisierung wird dadur
hers
hwert, da� die klassis
he Wirkung aufgrund der exponentiellen Selbstwe
hselwirkung ihr Mini-mum f�ur � ! �1 annimmt. Ein physikalis
h interessanter Gesi
htspunkt ergibt si
h, wenn manh�oherdimensionale Quantengravitationstheorien im Hamilton{Formalismus mit Hilfe der Wheeler{de{Witt{Glei
hung studiert, die eine Art S
hr�odinger{Glei
hung f�ur die r�aumli
hen Komponenten derMetrik ist [116℄. Hierbei tritt au�er den beiden dynamis
hen Freiheitsgraden der Metrik (den beidenPolarisationen des Gravitons, in feldtheoretis
her Spre
hweise) ein weiterer Freiheitsgrad auf, der demLiouville{Feld entspri
ht und mit der (kosmis
hen) Zeit (in einem hinrei
hend symmetris
hen Univer-sum) identi�ziert wird. Dies ist m�ogli
herweise ein S
hritt im Rahmen des Programmes Raum undZeit als semiklassis
he Gr�o�en im Rahmen einer Quantengravitationstheorie zu rekonstruieren.Der zweite Grund ist der Versu
h, ni
ht{kritis
he Stringtheorien, d.h. sol
he in D 6= 26, zu konstru-ieren. Hier stellt si
h das zus�atzli
he Problem der physikalis
hen Interpretation des Liouville{Feldesim Rahmen der Stringtheorie und der Kl�arung des Zusammenhanges zwis
hen Stringtheorie und zwei-dimensionaler Quantengravitation. Dabei ist z.B. versu
ht worden, Liouville{Strings als Strings ineinem speziellen Raum{Zeit{Hintergrund zu interpretieren, wobei das Liouville{Feld die Rolle der Ein-bettungszeit X0 spielt (in diesem Beispiel ergibt si
h die Minkowski{Signatur automatis
h). DiesesBeispiel suggeriert, da� kritis
he und ni
ht{kritis
he Strings vers
hiedene Zust�ande innerhalb einer ein-zigen Theorie bes
hreiben und ist ferner au
h ein weiteres Indiz f�ur der Zusammenhang von Stringsund D{dimensionaler Quantengravitation [9℄, [72℄.Die modulare InvarianzEine weitere f�ur die Stringtheorie wi
htige Symmetrie, die Invarianz unter modularen Transfor-mationen, soll an dieser Stelle no
h explizit diskutiert werden; implizit spielte sie bereits bei derAuswertung der Zustandssumme eine Rolle. Auf mehrfa
h zusammenh�angenden Welt
�a
henexistieren globale Transformationen, die ni
ht kontinuierli
h mit der identis
hen Transforma-tion verbunden sind: Man kann die Mannigfaltigkeit, bildli
h gespro
hen, entlang einer ni
ht{kontrahierbaren Kurve aufs
hneiden, um einen vollen Winkel verdrehen und wieder verkleben[1℄, [158℄. Die Ber�u
ksi
htigung der modularen Invarianz ist ni
ht nur f�ur die Stringtheorie,sondern au
h f�ur konforme Feldtheorien auf allgemeinen Riemanns
hen Fl�a
hen und f�ur Sy-steme der statistis
hen Me
hanik mit entspre
henden Randbedingungen eine wi
htige und sehreins
hneidende Konsistenzbedingung [42℄.



2.2. DIE QUANTISIERUNG DER BOSONISCHEN STRINGTHEORIE 37Bei der Integration �uber die Moduli in der Zustandssumme ist darauf zu a
hten, da� Rie-manns
he Fl�a
hen, die dur
h modulare Transformationen ineinander �ubergehen, nur einmalgez�ahlt werden. Die Integration �uber Reparametrisierungen wird aber auf eine Integration�uber in�nitesimale Reparametrisierungen zur�u
kgef�uhrt28, die keine modularen Transformatio-nen erzeugen k�onnen. Entspre
hend wird bei der Restintegration �uber in�nitesimale Deforma-tionen der komplexen Struktur zun�a
hst �uber einen �Uberlagerungsraum des Moduli{RaumesMg, den Tei
hm�ullerraum Tg integriert. Bezei
hnet man mit Di�, bzw Di�0 die Gruppen derdi�erenzierbaren Reparametrisierungen, bzw. diejenige Zusammenhangskomponente, die dieidentis
he Transformation enth�alt, so giltMg = MetrikenDi��Weyl ; Tg = MetrikenDi�0 �Weyl : (2:125)Die Gruppe der modularen Transformationen, au
h Abbildungsklassengruppe genannt, istdann: MOD = Di�Di�0 : (2:126)Um die modularen Kopien zu eliminieren, mu� man die Integration �uber den Tei
hm�uller-raum auf einen Fundamentalberei
h bez�ugli
h modularer Transformationen eins
hr�anken, derdann dem Moduliraum �aquivalent ist. Sowohl der Tei
hm�uller- als au
h der Moduli{Raumk�onnen als Untermengen eines geeigneten CN repr�asentiert werden, wobei die genaue Spezi�-zierung der R�ander sehr kompliziert ist [2℄. Insbesondere tr�agt der Moduli{Raum zwar selbsteine komplexe Stuktur, ist aber keine Mannigfaltigkeit [158℄. F�ur die Genera g > 2 ist die Be-s
hreibung des Moduli{Raumes zwar im Prinzip bekannt, aber so implizit, da� kaum expliziteRe
hnungen m�ogli
h sind.Abs
hlie�end soll das Endergebnis der Faddeev{Popov{Methode f�ur ges
hlossene Stringsangegeben werden. Dur
h geeignete Wahl der Normierungskonstanten Ng eliminiert man dieabseparierten Symmetriefaktoren und erh�alt:Zg = ZMg d�(m)J(m) det0(4g;ĝ)R d2�pbg !�D=2 : (2:127)Mit Hilfe des Mumford{Theorems [158℄ kann die Zustandssumme (f�ur D = 26) auf eine andereForm umges
hrieben werden, in der nur no
h komplex{analytis
he Gr�o�en auftreten:Zg = ZMg � ^ �(Im
)13 : (2:128)Dabei ist � eine bestimmte holomorphe 3g�3 Form auf demModuliraumund 
 die Periodenma-trix [144℄ der Riemanns
hen Fl�a
he. Die Tatsa
he, da� der Integrand in einen holomorphen undeinen antiholomorphen Anteil zerf�allt, wird als holomorphe Faktorisierung bezei
hnet. Physika-lis
h bedeutet das, da� au
h f�ur h�ohere Genera die links- und die re
htslaufenden Anregungeneines ges
hlossenen Strings entkoppeln; dies ist wesentli
h bei der sp�ater zu diskutierendenKonstruktion heterotis
her Stringtheorien. F�ur D 6= 26 gilt dies ni
ht, da hier die sogenannteholomorphe Anomalie auftritt [11℄. Ihr Vers
hwinden f�urD = 26 ist eine Aussage des Mumford{Theorems.2.2.5 We
hselwirkungen im PfadintegralformalismusImPfadintegralformalismus gibt es eine elegante De�nition f�ur die �Ubergangsamplituden, die imPrinzip au
h o� shell Zust�ande zul�a�t: Man integriere �uber alle m�ogli
hen Fl�a
hen mit entspre-
henden Randbedingungen. Bei einer N{String{Amplitude f�ur ges
hlossene Strings repr�asen-tiert man die �au�eren Zust�ande dur
h das Herauss
hneiden von N Kreiss
heiben und mu�,f�ur jedes Genus, �uber den Moduli{RaumMg;b1;...bN der Riemanns
hen Fl�a
hen mit R�andern28F�ur die Diskussion von Details sei no
h einmal auf die Literatur verwiesen.



38 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENbi; i = 1; . . . ; N integrieren und ans
hlie�end �uber alle Topologien spri
h Genera summieren29[19℄, [12℄. Dieses Integral ist ein Funktional der auf den N kreisf�ormigen R�andern zu spezi�zie-renden Randbedingungen. S
hematis
h:A(1; . . . ; N ) =Xg ZMg;b1;...;bN d�(m)J(m) ZRBDXe�S : (2:129)Es stellt si
h nat�urli
h die Frage, wel
he Randbedingungen den on shell Zust�anden derOperator{Quantisierung entspre
hen. Die Antwort ist einfa
h: Man ziehe die R�ander zu Punk-tierungen pi zusammen und lokalisiere dort die entspre
henden Vertexoperatoren [19℄, [12℄. Umdie �Ubergangsamplitude zwis
hen on shell Zust�anden zu bere
hnen, mu� man also folgendestun:1. F�ur festes Genus und feste komplexe Struktur bere
hnet man die Korrelationsfunktion derlokalen Vertexoperatoren Vi(zi; zi)= V (zi; zi;ki;�i). Dabei sind die zi lokale komplexeKoordinaten auf der Welt
�a
he und die zi die komplex{konjugierten Gr�o�en. Aufgrundder holomorphen Faktorisierung zerfallen die Vertexoperatoren in 
hirale Felder, die ana-lytis
h in zi bzw. zi sind und linkslaufende bzw. re
htslaufende Anregungen bes
hreiben.Die Ja
obiante wird dabei als Integral �uber die Faddeev{Popov{Geistfelder ausgedr�u
kt.hV1(z1; z1); . . . ; VN (zN ; zN )ig;m = (2:130)Z DbD
DXe�S[ĝ(m);X;b;
℄V1(z1; z1); . . . ; VN (zN ; zN ):Dies ist die Korrelationsfunktion gewisser zusammengesetzter Felder einer konformenFeldtheorie auf einer festen Riemanns
hen Fl�a
he und h�angt sowohl von der Topologie,als au
h von den Moduli ab.2. Ans
hlie�end integriert man �uber die Lokalisierungen (zi; zi) der Vertexoperatoren underh�alt die Korrelationsfunktion der entspre
henden integrierten Vertexoperatoren Vi =V (ki;�i), die nur no
h eine Funktion der Topologie, der Moduli und der ein- und auslau-fenden Zust�ande ist.hV1 � � �VN ig;m = Z d�(z1; . . . ; zN )hV1(z1; z1) � � �VN (zN ; zN )ig;m: (2:131)3. S
hlie�li
h mu� �uber den Moduliraum integriert und �uber die Genera summiert werden:A(1; . . . ; N ) = 1Xg=0 ZMg d�(m)hV1 � � �VN ig;m: (2:132)Die Korrelationsfunktion kann selbst als Funktionalintegral oder mit Hilfe des (euklidis
hen)Operatorkalk�uls (siehe 2.4.1) bere
hnet werden. F�ur die h�oheren Genera sind konkrete Re
h-nungen bisher kaum m�ogli
h. Bei der zweiten Methode br�au
hte man einen bisher erst inAns�atzen vorhandenen globalen Operatorkalk�ul, der die Struktur der Welt
�a
he ber�u
ksi
htigt[158℄. In jedem Fall mu� die Integration �uber die Moduli ausgef�uhrt werden.Die Zustandssumme kann f�ur festes Genus und feste komplexe Struktur dur
h die Einf�uhrungvon Quelltermen f�ur die Vertexoperatoren als erzeugendes Funktional der Korrelationsfunktio-nen der korrespondierenden konformen Feldtheorie aufgefa�t werden. Au
h na
h Di�erentiationna
h den Quellen bleibt das Funktionalintegral gau�is
h und kann exakt (und ni
htperturba-tiv) ausgef�uhrt werden. Die volle Zustandssumme ist hingegen, wenn man die Welt
�a
henals Feynman{Graphen au�a�t, das erzeugende Funktional aller zusammenh�angenden Graphender Stringtheorie. Die Summation �uber die Genera wird als St�orungstheorie interpretiert. Es29Diese Vors
hrift l�a�t si
h au
h f�ur o�ene Stringtheorien formulieren [54℄. Hier treten zwei Arten von WF{R�andern auf: Raumartige R�ander bes
hreiben Anfangs- und Endzust�ande, zeitartige R�ander sind die Bahnender Anfangs- und Endpunkte von Strings.



2.3. HINTERGRUNDFELDER UND GRAVITATION 39ist dar�uber spekuliert worden, wie ni
htperturbative E�ekte bes
hrieben werden k�onnen, etwadur
h Fl�a
hen vomGenus1 [2℄. Einen anderer Zugang zu ni
htperturbativen Gr�o�en stellt dieSummation �uber diskretisierte Zufalls
�a
hen dar, da hier ni
ht na
h der Topologie sortiert wird.Z ist au
h proportional zur (quantenme
hanis
h induzierten) kosmologis
hen Konstanten, dieja dur
h die Energiedi
hte der Quanten
uktuationen und damit dur
h die Vakuumdiagrammeder Theorie gegeben ist [129℄. Bei der Integration �uber die Moduli bes
hreiben die Beitr�age vomRand des Moduli{Raumes das Faktorisieren einer gegebenen Fl�a
he in sol
he von niedrigeremGenus [158℄. Mit Hilfe des Pfadintegralformalismus kann man zeigen, da� die Amplituden au
hf�ur h�oheres Genus alle notwendigen Eigens
haften besitzen; dazu geh�oren insbesondere au
hdie Faktorisierungseigens
haften [1℄, [2℄. S
hwierigkeiten ma
ht no
h der exakte Beweis dervermuteten Endli
hkeit der Amplituden f�ur alle Genera. Im Falle der bosonis
hen Theorie wirddiese Eigens
haft dur
h das Auftreten des Ta
hyons auf jeden Fall zerst�ort; man ho�t aber, siewenigstens f�ur supersymmetris
he Stringtheorien zeigen zu k�onnen30.2.2.6 �Ubersi
ht �uber bosonis
he StringtheorienAus der Betra
htung der bosonis
hen Stringtheorie f�ur h�ohere Genera ergeben si
h Konsistenz-bedingungen, die die Anzahl der konsistenten Theorien (von der Endli
hkeit / Renormierbar-keit einmal abgesehen) eins
hr�anken. Zu Anfang waren Theorien mit o�enen und ges
hlos-senen Strings eingef�uhrt worden; erstere sind a priori ni
ht orientiert, letztere a priori orien-tiert. Indem man bei o�enen Strings explizit eine Orientierung einf�uhrt bzw. bei ges
hlossenenStrings den Fo
kraum symmetrisiert, ergeben si
h insgesamt vier M�ogli
hkeiten. Aber ni
htalle M�ogli
hkeiten sind konsistent, denn:� Theorien mit o�enen Strings m�ussen immer au
h ges
hlossene Strings eins
hlie�en, und� Theorien mit ni
ht{orientierten ges
hlossenen Strings m�ussen immer au
h o�ene Stringseins
hlie�en.Dies ergibt si
h daraus, da� dur
h die Beitr�age der h�oheren Genera zu den Streuamplitudenautomatis
h entspre
hende Pole auftreten. Geometris
h entspri
ht dem, da� bei der Pfadinte-gration Fl�a
hen auftreten, die on shell Propagatoren f�ur die entspre
henden Stringmoden sind[1℄. Diese Beitr�age kommen von den R�andern des Moduliraumes, wo diejenigen Fl�a
hen lokali-siert sind, die in Fl�a
hen von niedrigerem Genus faktorisieren, die dur
h einen langen Streifenbzw. Zylinder verbunden sind.Auf diese Weise gibt es h�o
hstens31 drei bosonis
he Stringtheorien: Die erste besteht ausunorientierten o�enen und ges
hlossenen, die zweite aus orientierten o�enen und ges
hlossenenStrings und die dritte aus orientierten ges
hlossenen Strings.2.3 Hintergrundfelder und Gravitation2.3.1 Hintergrund{GravitationsfelderBisher haben wir die Propagation von Strings in einem 
a
hen D{dimensionalen Minkowski{Raum betra
htet. Ersetzt man in der Polyakov{Wirkung die 
a
he Metrik ��� dur
h eineRiemanns
he Metrik G��(X),S0 = Z d�d�pgg��(�; �)��X�(�; �)��X�(�; �)G��(X); (2:133)so kann man statt dessen die Propagation von Strings in einer allgemeinen Raum{Zeit be-s
hreiben [1℄. Eine Riemanns
he Metrik bzw. ihr Abwei
hen von der 
a
hen Minkowski{Formbes
hreibt ein klassis
hes GravitationsfeldG��(X) = ��� + f��(X): (2:134)30Siehe hierzu [61℄.31Die zweite der im folgenden genannten M�ogli
hkeiten entf�allt aufgrund von Ei
hanomalien, siehe Kapitel 3und [1℄.



40 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENIm folgenden wird f�� als Gravitationsfeld bezei
hnet. Genau wie in der normalen Quantenfeld-theorie kann ein klassis
hes Gravitationsfeld als koh�arenter Zustand von Gravitonen, masselosenSpin{2{Teil
hen, bes
hrieben werden. Verglei
ht man n�amli
h die zur Polyakov{WirkungS unddie zu der verallgemeinerten Wirkung S0 geh�orenden Zustandssumme, so �ndet manZ0 = Z DgDXe�S0 = Z DgDXe�S expV; (2:135)wobei V , V = Z d�d�pgg����X���X�f��(X) (2:136)der Vertexoperator f�ur Gravitonen mit der Wellenfunktion f�� ist32. Folgli
h ist exp(V ) derVertexoperator f�ur einen koh�arenten Zustand von Gravitonen mit dieser Wellenfunktion.Wir bemerken an dieser Stelle eine Eigent�umli
hkeit der Stringtheorie. Das Gravitationsfeldgeht, zumindest in unserer Bes
hreibung, auf zweierlei Weise ein. Zum einen spezi�ziert mandie Raum{Zeit als Hintergrund in der verallgemeinerten Polyakov{Wirkung explizit, zum ande-ren tritt im Spektrum der Theorie das Graviton auf. In der no
h zu bestimmenden endg�ultigenForm der Stringtheorie mu� dieser Dualismus �uberwunden werden, wahrs
heinli
h in Formeiner Quantengravitationstheorie, in der die Raum{Zeit{Struktur aus fundamentaleren Prin-zipien hergeleitet wird. In der hier zur Verf�ugung stehenden Formulierung kann ledigli
h dieKonsistenz der Stringpropagation mit dem Hintergrund �uberpr�uft werden.Der wesentli
he Unters
hied zwis
hen den Wirkungen S und S0 besteht darin, da� die Wir-kung S0 keine freie Theorie ist. In der kovarianten Ei
hung erh�alt man die Wirkung einesallgemeinen ni
htlinearen �{Modells [33℄, [132℄, mit der Riemanns
hen Raum{Zeit als "targetspa
e\, S0kov = Z d�d���X���X�G��(X): (2:137)Zus�atzli
h ist das Vers
hwinden des Energie{Impuls{Tensors zu fordern, um die �Aquivalenz mitder reparametrisierungsinvarianten Wirkung zu si
hern. W�ahrend im 
a
hen Raum aufgrundder Weyl{Invarianz die Spur des Energie{Impuls{Tensors vers
hwindet, tritt im gekr�ummtenRaum eine Anomalie auf. Die Ursa
he ist der Zusammenbru
h der Skaleninvarianz des ni
htli-nearen �{Modells. Er kommt, wie immer in sol
hen F�allen [99℄, [132℄, dadur
h zustande, da�die Renormierung eine Skala in die urspr�ungli
h skaleninvariante Theorie einf�uhrt33. Diese Bre-
hung kann dur
h die �{Funktion ausgedr�u
kt werden, die die Abh�angigkeit der Kopplung vonder Renormierungsskala mi�t. In unserem �{Modell ist G��(X) als ortsabh�angige Kopplungaufzufassen, daher ist au
h die �{Funktion eine Funktion ��� (X) des Ortes. Die Bewegungs-glei
hung T�� = 0 der Stringtheorie kann nur erf�ullt sein, wenn die �{Funktion vers
hwindet.Bere
hnet man die �{Funktion in der Ein{S
hleifen{Ordnung (der �{Modell{St�orungstheorie,wobei die Welt
�a
he die Sph�are, also die f�uhrende Ordnung der Stringst�orungstheorie, ist), so�ndet man [1℄ T�� = 0) ��� (X) = 0 1 loop=) R��(X) = 0: (2:138)Dabei ist R�� der Ri

i{Tensor der D{dimensionalen Raum{Zeit, d.h. aus der Forderung na
hSkalen- und damit konformer Invarianz auf der Welt
�a
he folgen die Einstein{Glei
hungen imVakuum, also die klassis
he Bewegungsglei
hung des Gravitationsfeldes bzw. des Gravitons.Allgemeiner kann man argumentieren, da� jedes konform invariante �{Modell eine klas-sis
he L�osung der Stringtheorie bes
hreibt [1℄: Das Charakteristikum einer L�osung derStringtheorie ist, da� die Vertexoperatoren aller physikalis
hen Zust�ande vers
hwindende Er-wartungswerte haben hV i = 0: (2:139)32Wir hatten fr�uher den Vertexoperator f�ur Gravitonen kennengelernt, derenWellenfunktion eine ebene Welle��� eik�X ist. Dur
h lineare Superposition erh�alt man allgemeinere Vertexoperatoren.33Dies ist von der oben bespro
hen konformen Anomalie zu unters
heiden.



2.3. HINTERGRUNDFELDER UND GRAVITATION 41Man kann zeigen, da� dies f�ur die Welt
�a
he mit Genus 0, und nur f�ur diese, �aquivalent zurkonformen Invarianz der WF{Feldtheorie ist. Da die Genus 0 Welt
�a
he als "Baumgraph\ inter-pretiert wird, bes
hreiben konform invariante Theorien klassis
he L�osungen der Stringtheorie.Wenn man h�ohere S
hleifenordnungen der �{Funktion bere
hnet, werden die Einstein{Glei
hungen dur
h weitere Terme modi�ziert, die aus dem Kr�ummungstensor gebildet wer-den; jede h�ohere Ordnung ist dabei gegen�uber der vorhergehenden um eine Potenz des Regge{Parameters �0 unterdr�u
kt34. Auf diese Weise erh�alt man stringtheoretis
he Korrekturen zurallgemeinen Relativit�atstheorie [1℄. Dahinter sollte si
h ein neues geometris
hes Prinzip verber-gen, das dasjenige der klassis
hen Gravitationstheorie abl�ost; leider ist es bisher ni
ht m�ogli
h,die Potenzreihe f�ur die �{Funktion zu summieren.2.3.2 Andere HintergrundfelderAls weitere Verallgemeinerung kann man au
h andere Zust�ande der Stringtheorie als Hinter-grundfelder verwenden. Als Beispiel sollen hier die beiden anderen masselosen Moden desges
hlossenen Strings, das Dilaton und der antisymmetris
he Tensor, betra
htet werden. Mankann zeigen, da� das Dilaton in Form eines ZusatztermsS[�℄ = Z d�d�pg�(X)R(2) (2:140)zur Wirkung ber�u
ksi
htigt werden mu�; R(2) ist der zweidimensionale Kr�ummungsskalar. DasDilaton spielt eine �ahnli
he Rolle wie der Brans{Di
ke{Skalar [114℄, [125℄ in ni
htminimalenSkalar{Tensor{Theorien der Gravitation [1℄: Dies ergibt si
h, wenn man die Frage stellt, ob beider Bes
hreibung von Stringwe
hselwirkungen eine zweite fundamentale Konstante, n�amli
heine Kopplungskonstante �, eingef�uhrt werden mu�. Eine N{Teil
hen Genus{g{Amplitudem�u�te eigentli
hM + g� 2 Potenzen dieser Konstante tragen, M � 2 f�ur die �au�eren Zust�andeund g f�ur die "S
hleifen\. Da zu den We
hselwirkung u.a. die Gravitation geh�ort, ist �im wesentli
hen die Gravitationskonstante. W�are diese von �0 unabh�angig, so g�abe es einewillk�urli
he fundamentale Konstante �0=�1=6, dur
h die eine einparametrige S
har in�aquivalen-ter Stringtheorien parametrisiert wird. Dies ist jedo
h ni
ht der Fall: Man kann zeigen, da�� dur
h den Vakuumerwartungswert des Dilatonfeldes ausgedr�u
kt werden kann35. Vers
hie-dene Kopplungskonstanten bes
hreiben also ni
ht vers
hiedene Theorien, sondern vers
hiedeneVakua (Grundzust�ande) einer Theorie. Es sei no
h darauf hingewiesen, da� au
h der Vakuu-merwartungswert des Gravitons eine physkalis
he Bedeutung hat, n�amli
h die der Raum{Zeit{Metrik; er spezi�ziert also den Raum{Zeit{Hintergrund.W�ahrend das Dilaton und das Graviton s
hon aus der konventionellen Gravitations- undQuantenfeldtheorie bekannt sind, ist das antisymmetris
he Tensorfeld eine stringtypis
hes No-vum, das sp�ater im Zusammenhang mit kompakti�zierten Raumdimensionen no
h ausf�uhrli
hbehandelt wird. Als Hintergrundfeld im �{Modell kann es dur
h einen ZusatztermS[B℄ = Z d�d������X���X�B��(X) (2:141)in der Wirkung ber�u
ksi
htigt werden. Fordert man nun die konforme Invarianz (das Ver-s
hwinden der �{Funktion ) f�ur die �{Modell{Wirkung mit allen drei Hintergrundfeldern, soerh�alt man bereits in niedrigster Ordnung drei gekoppelte Bewegungsglei
hungen f�ur Graviton,Dilaton und antisymmetris
hen Tensor. Anstelle der Glei
hungen m�o
hte i
h hier eine 26{dimensionale feldtheoretis
he Wirkung angeben, aus der sie als Euler{Lagrange{Glei
hungenfolgen [1℄: S(26) = � 12�2 Z d26xpGe�2��R� 4D��D�� + 112H���H���� : (2:142)34An dieser Stelle mu� man das nat�urli
he Einheitensystem verlassen, um einen Entwi
klungsparameter zuhaben. Der eigentli
he, dimensionslose Entwi
klungsparameter der �{Modell{St�orungstheorie ist der inverseHauptkr�ummungsradius der betra
hteten Stelle im target spa
e gemessen in Einheiten von p�0 [1℄.35Die feldabh�angige Gravitationskonstante ist eine typis
he Eigens
haft von Skalar{Tensor{Theorien derGravitation.



42 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENDabei ist D� die kovariante Ableitung in der Raum{Zeit undH��� = ��B�� + ��B�� + ��B�� (2:143)der Feldst�arkentensor des B{Feldes. Die Wirkung S(26) de�niert eine e�ektive Feldtheorie,die die Dynamik der drei ber�u
ksi
htigten Stringzust�ande im Limes �0 ! 0, also in f�uhrenderOrdnung bes
hreibt. Das Studium e�ektiver Feldtheorien ist ein wi
htiges Hilfsmittel bei derAnalyse ph�anomenologis
her Aspekte der Stringtheorie.2.3.3 Strings und GravitationNa
hdem si
h gezeigt hat, da� Hintergrund{Gravitationsfelder in der Stringtheorie die Einstein-s
hen Glei
hungen (plus Korrekturen) erf�ullen m�ussen, soll als n�a
hstes die We
hselwirkungzwis
hen den im Spektrum auftretenden masselosen Spin{2{Zust�anden untersu
ht werden, umfestzustellen, ob es si
h tats�a
hli
h um Gravitonen handelt. Dazu mu� zun�a
hst daran erin-nert werden, wie man (etwa) die Dreigravitonenkopplung in der normalen Quantenfeldtheoriede�niert. Dies ges
hieht mit Hilfe einer feldtheoretis
hen Umformulierung der Einsteins
henGravitationstheorie [125℄, [114℄.Man betra
htet zun�a
hst die freie, klassis
he Feldtheorie eines masselosen Spin{2{Teil
hens,bes
hrieben dur
h ein symmetris
hes Tensorfeld  �� . Die Wirkung istS = Z d4x�� ���� �� + SProj; (2:144)wobei SProj auf die Komponenten mit der Helizit�at �2 projiziert. Die Wirkung ist invariantunter lokalen Ei
htransformationen �� !  �� + ���� + ����: (2:145)Daraus folgt, da� das  {Feld nur an einen erhaltenen, symmetris
hen Tensor zweiter Stufekoppeln kann, Sint = ��2 Z d4x ��T�� : (2:146)Es kann gezeigt werden [125℄, [114℄, da� die einzige sinnvolle36 Wahl der volle Energie{Impuls{Tensor, gebildet aus allen Feldern eins
hlie�li
h des  {Feldes, ist. Im feldtheoretis
hen Forma-lismus mu� man immer h�ohere Selbstkopplungen des Gravitons einf�uhren und kann die Selbst-we
hselwirkungsterme s
hlie�li
h zur vollen ni
htpolynomialen Einstein{Hilbert{Wirkung auf-summieren. Man erh�alt au
h das �Aquivalenzprinzip und die Universalit�at der Gravitation (dieExistenz von nur einer Kopplungskonstanten) als Folgerungen. Die Ei
hsymmetrie der Wir-kung ist eine lokale Poin
ar�e{Symmetrie. Obwohl die urspr�ungli
he Theorie in einem 
a
henMinkowski{Raum formuliert wurde, ist aufgrund der Ei
hsymmetrie in der vollen Theorie nurno
h die Gr�o�e ��� + 2�2 �� = g�� (2:147)beoba
htbar. g�� ist die Riemanns
he Metrik der allgemeinen Relativit�atstheorie, und dieKopplungskonstante � kann dur
h die Newtons
he Gravitationskonstante G ausgedr�u
kt wer-den: � =r8�G
2 : (2:148)Bemerkung: Die Tata
he, da� die Einsteins
he Gravitationstheorie als Feldtheorie in einer 
a-
hen, ni
htobservablen Raum{Zeit formuliert werden kann, ist au
h unter wissens
haftstheoretis
henGesi
htspunkten interessant. Einstein legt einen empiris
hen Geometriebegri� zu Grunde, d.h. Raumist f�ur ihn etwas, da� mit physikalis
hen Gegenst�anden ausgemessen werden kann. Dabei mu� mandie verwendeten Ma�st�abe als a priori invariant voraussetzen; die Frage wel
he Geometrie der Raum36Es ist bisher ni
ht bewiesen, da� die Gravitationstheorie die einzige konsistente Theorie f�ur ein masselosesSpin{2{Teil
hen ist. Alle anderen bisher in Erw�agung gezogenen M�ogli
hkeiten sind aber "pathologis
h\[1℄.



2.3. HINTERGRUNDFELDER UND GRAVITATION 43hat, ist eine empiris
he Frage und Einsteins Theorie behauptet, da� diese Geometrie eine Riemanns
heist [163℄. Daneben gibt es aber au
h aprioris
he Geometrieau�assungen, z.B. Kants Philosophie, Poin-
ar�es Konventionalismus [163℄ oder die zeitgen�ossis
he konstruktivistis
he Wissens
haftstheorie [162℄.In diesem Rahmen kann man die feldtheoretis
he Version der Gravitationstheorie so interpretieren,da� die Raum{Zeit a priori (d.h. unabh�angig von aller Erfahrung) die 
a
he Minkowski{Form besitzt.Mit endli
hen physikalis
hen Objekten l�a�t si
h diese Geometrie aber ni
ht realisieren, da das Gravi-tationsfeld alle Ma�st�abe deformiert. Obwohl beide Theorien in allen empiris
hen Aussagen (moduloFragen na
h der globalen Struktur der Raum{Zeit) vollkommen �ubereinstimmen, sind sie realistis
hinterpretiert vers
hieden [163℄, [125℄, [114℄. Nat�urli
h ist bereits die Frage, ob es si
h hier �uberhaupt umvers
hiedene Theorien handelt, eine Fa
ette des philosophis
hen Realismusproblems. Die These, da� eszu jeder Menge von Sinnes- oder Beoba
htungsdaten mehrere (unendli
h viele) in�aquivalente Theoriengibt, ist von Duhem und insbesondere von Quine [165℄ vertreten worden [166℄. Die Haltung der meistenPhysiker angesi
hts dieser philosophis
hen Fragen ist pragmatis
h: Man verwendet den geometris
henoder den feldtheoretis
hen Formalismus, je na
hdem, wel
her f�ur eine gegebene Fragestellung bequemeroder ans
hauli
her ist [114℄, [125℄.Die feldtheoretis
he Formulierung der Gravitationstheorie kann nun mit den �ubli
hen Metho-den quantisiert werden. Insbesondere kann man St�orungstheorie betreiben und Feynmanregelnangeben. Es stellt si
h heraus, da� die Theorie im st�orungstheoretis
hen Sinn weder renormier-bar no
h endli
h ist [116℄. Dies ist ein (te
hnis
her) Aspekt des Problems der Quantisierung derGravitation37. Es ist also ni
ht m�ogli
h, �uber das Niveau von Baumgraphen hinauszugehen38.Man kann nun die Struktur der Graviton{Graviton (oder Graviton{Materie) We
hselwir-kung in der quantisierten Gravitationstheorie und der Stringtheorie miteinander verglei
hen.Dabei kann man si
h einen beliebigen Vertex aussu
hen, da in beiden Theorien die We
hsel-wirkungen universell sind und jeweils nur eine Kopplungskonstante, � bzw. �0, existieren. DieKopplungsstruktur der Stringtheorie extrahiert man aus Korrelationsfunktionen von Vertexope-ratoren auf der Genus{0{Welt
�a
he, die imRahmen der Stringtheorie die Baumgraphenordnungbes
hreibt. Es ergibt si
h folgendes [1℄:� Die Struktur beider Kopplungen ist in f�uhrender Ordnung dieselbe, wobei die Stringtheo-rie zus�atzli
he Terme liefert, die von h�oherer Ordnung in �0 sind. Dieser Befund ist derglei
he wie bei den Hintergrundfeldern.� Die St�arke der We
hselwirkungen ist in f�uhrender Ordnung glei
h, wenn in nat�urli
henEinheiten (�h = 
 = 1) der Regge{Parameter (bis auf irrelevante numeris
he Faktoren)glei
h der Newtons
hen Gravitationskonstante ist39�0 � G: (2:149)Dur
h die Forderung, da� die Gravitationswe
hselwirkung die ri
htige St�arke hat, l�a�t si
halso der einzige in der Stringtheorie auftretende dimensionsbehaftete Parameter �xieren.An dieser Stelle ist es angebra
ht, den fundamentalen Parameter der Stringtheorie in den inder Elementarteil
henphysik �ubli
hen Einheiten anzugeben, damit wir uns eine Vorstellung vonder typis
hen Anregungsenergie eines Strings ma
hen k�onnen. Zuvor m�o
hte i
h aber einigeBemerkungen �uber Einheitensysteme ma
hen:Im nat�urli
hen Einheitensystem der Elementarteil
henphysik setzt man 
 = �h = 1 und mi�talle Gr�o�en in Einheiten der Energie. Masse und Energie haben z.B. die glei
he Dimension undL�angen sowie Zeiten die Dimension (Energie)�1. Es stellt si
h nun die Frage, ob es eine weitereNaturkonstante gibt, die es dann erm�ogli
ht alle physikalis
hen Gr�o�en in Natur{gegebenen37Au
h eine st�orungstheoretis
h renormierbareGravitationstheorie, so n�utzli
h sie w�are, w�urde nat�urli
h ni
htautomatis
h die immensen physikalis
hen und begri�i
hen Probleme einer Quantengravitationstheorie l�osen.Die st�orungstheoretis
he Renormierbarkeit der QCD beantwortet ja au
h ni
ht die Frage na
h der Physik derstarken We
hselwirkung auf dem Niveau der Hadronen.38Eine �Ubersi
ht �uber die vers
hiedenen bei der Quantisierung der Gravitation auftretenden Probleme gibt[116℄. Neuere Ans�atze im Rahmen der Hamiltons
hen Formulierung werden in [126℄ bespro
hen.39Die Beoba
htung, da� Stringtheorien bei dieser Wahl Gravitationstheorien sind, wurde zuerst von J. S
herkund J. S
hwarz gema
ht [83℄.



44 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIEN(nat�urli
hen) Einheiten auszudr�u
ken. Bereits Max Plan
k wu�te, da� dies mit Hilfe der New-tons
hen Gravitationskonstante m�ogli
h ist [118℄. Die nat�urli
hen Ma�st�abe f�ur Masse, Energieund L�ange sind dann MPl =r�h
G � 2; 2 � 10�8kg = 22�g; (2:150)MPl
2 = 1; 2 � 1028eV = 1; 2 � 1019GeV; (2:151)LPl =r�hG
3 � 1; 6 � 10�33
m ' 8; 2 � 10�20(GeV )�1 = M�1Pl ; f�ur �h = 
 = 1: (2:152)Bemerkenswerterweise erlaubt au
h die Stringtheorie die De�nition eines nat�urli
hen Einheiten-systems. Sie enth�alt einen fundamentalen Parameter mit einer geeigneten Dimension, n�amli
hwahlweise die Stringspannung T , mit der Dimension Energie pro L�ange oder (mit �h = 
 = 1)inverse Fl�a
he, den Regge{Parameter �0, mit der Dimension Fl�a
he, oder den L�angenparameterl: �0 = 12�T ; l = 1p�T : (2:153)Da, wie oben argumentiert, der Reggeparameter von der Ordnung der Newton{Konstanten seinmu�, k�onnen die Stringparameter jetzt in SI- oder Ho
henergie{Einheiten angegeben werden:T � MPl
2LPl = 1; 2 � 1044J=m ' M2Pl ; (2:154)�0 � 6; 67 � 10�39(GeV )�2 = L2Pl l � LPl (�h = 
 = 1): (2:155)Dur
h Wiedereinsetzen des Regge{Parameters in die Massenformel kann man die typis
henAnregungsenergie eines Strings bestimmen. Sie ist von der Gr�o�enordnung der Plan
k{Energie,d.h. die lei
hteste Anregung eines Strings besitzt die Masse eines Staubkornes.Diese Tatsa
he l�a�t es zun�a
hst unrealistis
h ers
heinen, massive Elementarteil
hen im Rah-men der Stringtheorie zu bes
hreiben. Es ist aber zu bedenken, da� die im Standardmodellauftretenden Massen vergli
hen mit der Plan
k{Masse ungef�ahr 0 sind. Man kann daher versu-
hen, alle bekannten Elementarteil
hen dem masselosen Spektrum der Stringtheorie zuzuord-nen und ho�en, da� die auftretenden kleinen Massen dur
h no
h zu �ndende Quanten- oderSymmetriebre
hungse�ekten zu Stande kommen. Wir werden sp�ater Stringtheorien kennenler-nen, deren masseloses Spektrum rei
hhaltig genug ist, um das Standard{Modell beinhalten zuk�onnen. Au�erdem wird im Zusammenhang mit der Kompakti�zierung von Raumdimensionengezeigt werden, da� au
h kleine Massendi�erenzen zwis
hen Stringzust�anden auftreten.Eine weitere, verwandte Parallele zwis
hen Gravitations- und Stringtheorie ist das Auftreteneiner minimalen L�angenskala. Sie ergibt si
h im Rahmen der Quantengravitation auf folgendeWeise:� Dur
h ein Gedankenexperiment, bei der an einem Teil
hen in der Riemanns
hen Raum{Zeit eine Ortsmessung vorgenommen wird, kann man plausibel ma
hen, da�, wenn mandie G�ultigkeit von Quantentheorie und Relativit�atstheorie voraussetzt, die beste m�ogli
heOrtsau
�osung von der Ordnung der Plan
kl�ange ist [116℄. Dies ist paradox, weil in keinerder beiden verwendeten Theorien Platz f�ur eine sol
he Minimall�ange ist. Sie sollte also ineiner �ubergreifenden Theorie erkl�art werden.� In einer Quantengravitationstheorie erwartet man, da� Fluktuationen der Geometrie undTopologie auftreten. Die nat�urli
he Skala, bei der sol
he E�ekte wirksam werden soll-ten, ist dadur
h de�niert, da� die Compton{Wellenl�ange �h=m
 eines Elementarteil
henglei
h dem S
hwarzs
hildradius 2Gm=
2 wird. Au
h diese L�ange ist von der Ordnung derPlan
k{L�ange. (Genauer gesagt ist sie glei
h p2LPl .)Diese Argumente sind nat�urli
h heuristis
h, weil ja ohne die �ubergreifende Theorie gar ni
htklar ist, was Fluktuationen der Raum{Zeit sein sollen, et
. (Es sei daran erinnert, da� einige



2.4. STRINGTHEORIE UND ZWEIDIMENSIONALE KONFORME FELDTHEORIE 45V�ater der Quantentheorie die Verwendung der Begri�e Raum und Zeit bereits in der ni
htrela-tivistis
hen Quantentheorie f�ur problematis
h hielten [161℄.)In der Stringtheorie treten analoge E�ekte auf. So kann man, dur
h eine (wiederum heuri-stis
he) Auswertung der Streuung von Strings bei kleinen Winkeln und hohen Energien zeigen,da� es in der Stringtheorie eine, wiederum dur
h die Plan
kl�ange gegebene, kleinste au
�osbareL�ange gibt [3℄. Bei der Bespre
hung der Kompakti�zierung von Raumdimensionen wird si
hebenfalls zeigen, da� au
h hier dieselbe kleinste L�ange auftritt (Abs
hnitt 4.1.5).Es sind zwei extreme Standpunkte denkbar:� Das Auftreten einer Minimall�ange in der Stringtheorie ist eine Folge der endli
hen Aus-dehnung von Strings, hat aber ni
hts mit der Struktur der Raum{Zeit "an si
h\ zu tun.� Betra
htet man Raum und Zeit als empiris
h gegeben, so wird es in einer dur
h dieStringtheorie bes
hriebenen Welt der Raumbegri� modi�ziert.Beide Standpunkte gehen von vers
hiedenen erkenntnistheoretis
hen Pr�amissen aus. Eine reinempiris
he Ents
heidung ist daher unm�ogli
h. Im Laufe der Weiterentwi
klung der Theoriek�onnte si
h aber einer der Standpunkte als der nat�urli
here und e�ektivere dur
hsetzen. DieStringtheorie wird si
h aber no
h weiter entwi
keln m�ussen, ehe diese Fragen pr�aziser gestelltund untersu
ht werden k�onnen.2.4 Stringtheorie und zweidimensionale konforme Feld-theorie2.4.1 Der euklidis
he OperatorformalismusIn der Stringtheorie, wie au
h in der zweidimensionalen konformen Feldtheorie, sind Operator-produktentwi
klungen ein sehr wi
htiges Hilfsmittel [2℄, [3℄, [4℄, [42℄. Im Gegensatz zu anderenAnwendungsgebieten dieser Methode [119℄ arbeitet man auss
hlie�li
h im Ortsraum, und zwarin der euklidis
hen Formulierung, d.h. bei imagin�aren Zeiten. In der Stringtheorie dient derOperatorformalismus unter anderem zur Konstruktion der Vertexoperatoren und der Genera-toren von Ei
hgruppen. Die auftretenden algebrais
he Strukturen werden in diesem Zugangbesonders transparent.Als Beispiel w�ahlen wir die ges
hlossene bosonis
he Stringtheorie. Die Fortsetzung zu ima-gin�aren Welt
�a
henzeiten ges
hieht dur
h die Ersetzung� !�i�2; �; �2 2 [�1;1℄; � ! �1; �; �1 2 [0; �℄: (2:156)Die Koordinaten �1; �2 parametrisieren einen Welt
�a
hen{Zylinder mit euklidis
her Metrik.Dur
h die Einf�uhrung der komplex{konjugierten Koordinatenz = e2(�2+i�1); z = e2(�2�i�1) (2:157)wird dieser auf die im Ursprung punktierte komplexe Ebene C� = C � f0g abgebildet. Dieseentspri
ht der in z = 0 und z =1 punktierten Riemanns
hen Zahlenkugel bC = C[f1g, die dieTopologie einer zweidimensionalen Sph�are S2 hat. Die Sph�are ist die Welt
�a
he mit minimalemGenus und bes
hreibt die Propagation eines ges
hlossenen Strings40, die Punktierungen in derunendli
hen euklidis
hen Vergangenheit �2 = �1, z = 0 und in der unendli
hen euklidis
henZukunft �2 =1 , z =1 bes
hreiben den asymptotis
hen Anfangs- und Endzustand.Die Modenentwi
klung des Koordinatenfeldes nimmt im Euklidis
hen die folgende Gestaltan: X�(z; z) = 12 (X�(z) +X�(z)) : (2:158)40Beitr�age mit h�oherem Genus bes
hreiben "Strahlungskorrekturen\.



46 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENX�(z) = x�L � ip�L log(z) + iXm 6=0 ��mm z�m; X�(z) = x�R � ip�R log(z) + iXn6=0 e��nn z�n; (2:159)mit x�L = x�R = x� und p�L = p�R = 12p�: (2:160)Die Aufspaltung in links- und re
htslaufende Anregungen dr�u
kt si
h in der komplexen Ebenedur
h die funktionale Abh�angigkeit von z bzw. z aus. Aufgrund der Faktorisierung k�onnen wirohne Bes
hr�ankung der Allgemeinheit nur den linkslaufende Anteil X�(z) betra
hten.Bei einer Operatorprodukt{Entwi
klung (OPE) [110℄, [119℄ wird das Produkt zweier Ope-ratoren dur
h eine im allgemeinen unendli
he Reihe von normalgeordneten Operatoren darge-stellt. Alle im Operatorprodukt auftretenden Singularit�aten ste
ken dabei in den KoeÆzienten,die singul�are Funktionen (Distributionen) sind. Das Beispiel des Koordinatenfeldes ist insofernuntypis
h, als man bei diesem freien Feld das Produkt mit Hilfe der Vertaus
hungsrelationen[x�L; p�L℄ = iÆ�� ; [��m; ��n℄ = mÆ��Æm+n;0 (2:161)exakt ausf�uhren kann. Die Normalordnung wird dadur
h de�niert, da� die Operatoren, die denGrundzustand j0i "verni
hten\, also p�L und ��m, m > 0, na
h re
hts umgeordnet werden. Wirverglei
hen nun das Operatorprodukt und das normalgeordnete Operatorprodukt und �nden:X�(z)X�(w)� : X�(z)X� (w) := �i[p�L; x�L℄ log(z) + i2 Xm>0Xn<0[��m; ��n℄z�mm w�nn : (2:162)Mit Hilfe der Vertaus
hungsrelationen der Oszillatoren kann in der Doppelsumme eine Sum-mation ausgef�uhrt werden. Die zweite Summe konvergiert nur, wenn das Operatorproduktradialgeordnet ist: Xm>0 1m �wz �m = � log�1� wz � ; f�ur jzj > jwj: (2:163)Zusammen mit dem Beitrag der Nullmoden erhalten wir:X�(z)X� (w) = �Æ�� log(z � w)+ : X�(z)X�(w) : : (2:164)Die �ubli
he Form der Operatorprodukt{Entwi
klung w�urden wir erhalten, wenn wir den nor-malgeordneten bilokalen Operator auf der re
hten Seite um 12 (z +w) entwi
keln. Man erhieltedann normalgeordnete Produkte von beliebig hohen Ableitungen. Die hier angegebene Formelist ni
ht nur kompakter, sondern au
h ausrei
hend, da es vor allem auf den singul�aren Anteilder OPE ankommt, aus dem si
h die Zweipunktfunktion des X�{Feldes ergibt. Ber�u
ksi
htigtman no
h den Beitrag des re
htslaufenden Anteils X�(z), so �ndet manhX�(z; z)X�(w;w)i = �14Æ�� log �jz � wj2� ; (2:165)da der Erwartungswert eines normalgeordneten Feldes per De�nition vers
hwindet. Die OPEhat den ri
htigen zweidimensionalen Propagator geliefert, dennG(z) = 1� log jzj2 (2:166)ist die Greens
he Funktion des zweidimensionalen Lapla
e{Operators, d.h. es gilt�G(z) = Æ(2)(z); (2:167)wie man dur
h Fourier{Entwi
klung oder Integration mit geeigneten Testfunktionen zeigenkann. Sowohl die Korrelationsfunktion, als au
h die 
hiralen Korrelationsfunktionen und dieModenentwi
klungen der Koordinaten enthalten den Logarithmus, der keine auf der ganzenEbene global wohlde�nierte Funktion ist. Daraus ergibt si
h als physikalis
he Konsequenz, da�der Feldoperator eines freien masselosen Skalarfeldes in zwei Dimensionen ni
ht wohlde�niert
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h dies dur
h Infrarot{Divergenzen, die dieWightman{Positivit�at zerst�oren [95℄. Bereits fr�uher war erw�ahnt worden, da� das quantisierteX�{Feld kein wohlde�niertes konformes Gewi
ht hat.Trotzdem lassen si
h mit Hilfe des Koordinatenfeldes wohlde�nierte Gr�o�en bilden undzwar dur
h Di�erentiation und Exponentiation. Bei den OPE dieser Gr�o�en, die wir glei
hbere
hnen werden, treten als Singularit�aten keine Verzweigungspunkte, sondern h�o
hstens Poleauf; man sagt, die Theorie sei lokal. W�ahrend die Lokalit�at der vollen Korrelationsfunktioneine notwendige Bedingung f�ur eine wohlde�nierte Theorie ist, k�onnte man �ubrigens bei den
hiralen Korrelationsfunktionen Verzweigungspunkte endli
her Ordnung zulassen, solange si
hdiese in der vollen Korrelationsfunktion gegenseitig kompensieren. Dieser kompliziertere Falltritt in allgemeineren konformen Feldtheorien tats�a
hli
h auf [42℄.Den ersten Typ wohlde�nierter konformer Felder erh�alt man dur
h (Wirtinger-) Di�eren-tiation, z.B. �zX�(z) = �zX�(z; z) = �i 1Xn=�1��nz�n�1; (2:168)wobei ��0 := p�L (2:169)gesetzt wurde. Die OPE f�ur �zX�(z) kann mit Hilfe der Vertaus
hungsrelationen oder dur
hDi�erentiation der OPE von X�(z) bere
hnet werden:�zX�(z)�wX�(w) = �1(z � w)2+ : �zX�(z)�wX�(w) : : (2:170)Diesmal erh�alt man eine wohlde�nierte S
hwingerfunktion, d.h. euklidis
he Zweipunktfunktioneines Quantenfeldes. Sie ist insbesondere symmetris
h in den Argumenten z und w, wie esbei einer bosonis
hen Zweipunktfunktion im Euklidis
hen sein mu� [107℄, [123℄. Da die 
hiraleOPE diesmal lokal, d.h. eine Reihe in ganzzahligen Potenzen von z, ist, kann man aus demsingul�aren Teil der OPE dur
h radialgeordnete Kurvenintegration alle Vertaus
hungsre-lationen zwis
hen den Moden ��m rekonstruieren.Bevor i
h diese Methode vorf�uhre, sei zun�a
hst daran erinnert, da� der Minkowski{Operator{Formalismus si
h ni
ht einfa
h ins Euklidis
he fortsetzen l�a�t. Oben hatten wir jaan einem einfa
he Beispiel gesehen, da� �uberhaupt nur radialgeordnete Produkte de�nierbarsind. Daher kann man keine euklidis
hen Vertaus
hungsrelationen f�ur Feldoperatoren aufstel-len. Dies zeigt si
h au
h daran, da� die ins Euklidis
he fortgesetzten Korrelationsfunktionenbosonis
her Felder symmetris
h sind. Daher interpretiert man die euklidis
hen Felder �ubli
her-weise ni
ht als Operatorfelder, sondern als verallgemeinerte sto
hastis
he Variablen und dieKorrelationsfunktionen als Momente eines Wahrs
heinli
hkeitsma�es [123℄. In diesem Zugangverwendet man dann den Funktionalintegralformalismus. In der Stringtheorie und zweidimen-sionalen konformen Feldtheorie hat man einen euklidis
hen Operatorkalk�ul entwi
kelt, f�ur dendie Existenz der radialgeordneten euklidis
hen Operatorprodukte ausrei
ht. Um daraus Vertau-s
hungsrelationen zu konstruieren, bedient man si
h eines Kunstgri�es, den i
h jetzt an Handdes Feldes �zX�(z) erl�autern werde [2℄, [42℄.Zun�a
hst kann man dur
h geeignete komplexe Kurvenintegrale aus einer Potenzreihe jedenKoeÆzienten extrahieren. Aus der Moden{Entwi
klung (2.168) erh�alt manIz=0 dz2�i i�zX�(z)zm = ��m: (2:171)Dabei integriert man auf einem kleinen Kreis um die Singularit�at bei z = 0. Um die Kommu-tatoren der Moden zu bere
hnen, interpretiert man das Integral[��m; ��n℄ = �Iz=0 dz2�i i�zX�(z)zm; Iw=0 dz2�i i�wX� (w)zw� (2:172)



48 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENalsIw=0 dw2�i �Iz=0;w dz2�iR(i�zX�(z)i�wX� (w))zm�1 � Iz=0 dz2�iR(i�zX�(z)i�wX�(w))wn�1� :(2:173)R bezei
hnet das radialgeordnete Produkt. Im ersten Summanden f�uhrt man die z{Integrationauf einem Kreis um z = 0 aus, der die Singularit�aten bei z = w mit ums
hlie�t, das radialge-ordnete Operatorprodukt kann dur
h die OPE (2.168) mit jzj > jwj ersetzt werden. Im zweitenFall liegt die Singularit�at bei z = w au�erhalb des Intgrationsweges der z{Integration. Dur
hdie Di�erenzbildung wird der Beitrag der Singularit�aten bei z = w isoliert und �ubrig bleibtIw dw2�i Iz=w dz2�i � �Æ��(z � w)2 zm�1wn�1 + � � �� : (2:174)Der f�ur z ! w regul�are Anteil (der oben dur
h � � � angedeutet ist) liefert keinen Beitrag zumIntegral. Der Beitrag des singul�aren Teils der OPE kann mit der Cau
hys
hen Integralformelbere
hnet werden. Die z{Integration liefertIw=0 dw2�iwn(�Æ��)�� ddz zm�z=w = Iw=0 dw2�iÆ��mwn+m�1: (2:175)Dur
h Ausf�uhren der w{Integration erhalten wir s
hlie�li
h die Vertaus
hungsrelation[��m; ��n℄ = mÆm+n;0Æ�� : (2:176)Als zweites Beispiel betra
hten wir den Energie{Impuls{Tensor. Den Li
htkegel{Komponenten T++(�+) und T��(��) entspre
hen bez�ugli
h der komplexen Koordinaten dieFelder T (z) = �12 : �zX��zX� :; T (z) = �12 : �zX��zX� : : (2:177)Die Normalordnung kann statt dur
h das Umordnen von Moden au
h dur
h die allgemeinereVors
hrift, den singul�aren Teil der OPE zu subtrahieren, de�niert werden:: �zX��zX� : (z) = limw!z��zX�(z)�zX�(w)� �1(z � w)2� : (2:178)Diese Vors
hrift kann benutzt werden, um aus beliebigen, ni
ht notwendig freien, Feldern neue,zusammengesetzte Felder zu konstruieren. F�ur beliebige Energie{Impuls{Tensoren zweidime-sionaler konformer Feldtheorien kann allgemein gezeigt werden, da� die OPE die FormT (z)T (w) = 
=2(z �w)4 + 2(z �w)2T (w) + 1z � w�wT (w) (2:179)hat41. Der reelle Parameter 
 wird als zentrale Ladung bezei
hnet. Jedes freie bosonis
heFeld tr�agt einen Beitrag von 1 zu 
 bei, wie man dur
h explizite Re
hnung na
hweisen kann.In der bosonis
hen Stringtheorie ist die zentrale Ladung der Koordinatenfelder glei
h der Di-mensionszahl D = Æ��Æ�� . Da der Energie{Impuls{Tensor die Reparametrisierungen, also beifestgehaltener komplexer Struktur (d.h. in der konformen Ei
hung) die analytis
hen und damitkonformen Transformationen z ! w(z); z ! w(z) (2:180)erzeugt, legt die OPE eines Feldes �(z; z) mit den beiden Komponenten des Energie{Impuls{Tensors das Transformationsverhalten des Feldes fest. Felder die unter konformen Transforma-tionen als Tensoren vom Typ (h; h) transformieren,�(z; z)! �0(w;w) = �dwdz �h�dwdz �h �(w;w); (2:181)41Der einzige mir bekannte vollst�andig ausformulierte Beweis [60℄ bedient si
h allerdings der Wightmans
henFormulierung. Bere
hnetwird dann der Kommutator zwis
hen den Li
htkegelkomponentender Energie{Impuls{Tensors, der mit der OPE (2.179) �aquivalent ist.
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hnet. Die Gr�o�en (h; h) werden alskonforme Dimensionen oder konforme Gewi
hte bezei
hnet. W�ahlt man als konformeTransformationen speziell Skalentransformationen z0 = �z, � 2 R+ oder Drehungen z0 = ei�z,so erkennt man, da� h+h0 das Skalengewi
ht und h� h0 der "Spin\ bez�ugli
h der euklidis
henLorentz{Gruppe SO(2) ist. Besonders einfa
h sind 
hirale Felder, d.h. sol
he mit h0 = 0oder mit h = 0. Sie h�angen o�ensi
htli
h von nur einer der Koordinaten z; z ab. Aufgrundder in der ges
hlossenen Stringtheorie und in der zweidimensionalen konformen Feldtheorieauftretenden Faktorisierung in links- und re
htslaufende Freiheitsgrade, kann man alle OPEund Korrelationsfunktionen auf 
hirale OPE und Korrelationsfunktionen zur�u
kf�uhren [42℄.Mit Hilfe der Kurvenintegral{Methode kann man zeigen, da� ein Feld genau dann ein kon-formes Feld mit Gewi
ht (h; 0) ist, wenn es die OPET (z)�(w) = h �(w)(z � w)2 + �w�(w)z �w + � � � (2:182)mit dem Energie{Impuls{Tensor hat. Dieser ist selbst ein Beispiel f�ur ein Feld, da� ein kom-plizierteres Transformationsverhalten aufweist und kein prim�ares Feld ist. Das Auftreten deszus�atzli
hen Pols vierter Ordnung in der OPE des Energie{Impuls{Tensors mit si
h selbst f�uhrtn�amli
h dazu, da� T (z) ni
ht als prim�ares Feld mit Gewi
ht (2; 0) sondern mit einem zus�atzli-
hen anomalen Term transformiertT (z)! �dwdz �2 T (w) + 112S(w; z)
: (2:183)Dabei bezei
hnet S(w; z) die S
hwartzs
he Ableitung [10℄, [145℄:S(w; z) = �d3wdz3 ��dwdz � � 32  d2wdz2dwdz !2 : (2:184)Die dur
h Di�erentiation aus dem Koordinatenfeld gewonnenen Felder �zX�, �zX� sindprim�are Felder mit den Gewi
hten (1; 0) bzw. (0; 1). Dur
h weiteres Ableiten gewinnt manFelder, deren Gewi
hte dur
h die Anzahl der Ableitungen �z bzw. �z gegeben sind. Die soerzeugten Felder sind aber, wie der Energie{Impuls{Tensor keine prim�aren Felder. Unsere Bei-spiele sind au
h insofern typis
h, als alle auftretenden ni
ht{prim�aren, "sekund�aren\ Felder ausden prim�aren dur
h Di�erentiation, OPE, et
. erzeugt werden k�onnen. Die prim�aren 
hiralenFelder sind die einfa
hsten Bausteine einer konformen Feldtheorie (siehe Abs
hnitt 2.4.2).Die OPE des Energie{Impuls{Tensors mit si
h selbst ist �aquivalent zur Virasoro{Algebra.Diese Konstruktion ist universell und h�angt ni
ht davon ab, wel
he zweidimensionale konformeFeldtheorie man betra
htet. Man de�niert nur die LaurentkoeÆzienten des Energie{Impuls{Tensors dur
h Lm = I dz2�iT (z)zm+1 (2:185)und erh�alt dann mit der Kurvenintegrations{Methode die Virasoro{Algebra[Lm; Ln℄ = (m � n)Lm+n + 112
(m3 �m)Æm+n;0: (2:186)Der Wert der zentralen Ladung 
 ist nat�urli
h modellabh�angig. F�ur die Koordinatenfelder, dieja freie Skalarfelder sind, kann man, wie s
hon erw�ahnt, z.B. dur
h die Vertaus
hungsrelationender Moden, zeigen, da� 
 glei
h der Dimensionszahl ist.Dur
h geeignete Kurvenintegrale kann man au
h die Wirkung der Virasoro{Generatoren aufeinem 
hiralen Feld mit Gewi
ht h bere
hnen:[Lm;�h(z)℄ = h(m+ 1)zm�h(z) + zm+1�z�h(z): (2:187)In dem man in der Formel (2.181) f�ur konforme Transformationen speziell z ! z + �zm setzt,erh�alt man in f�uhrender Ordnung gerade die re
hte Seite von (2.187). Die Virasoro{Generatoren
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hli
h die konformen Transformationen der prim�aren Felder (siehe au
hAbs
hnitt 2.2.3).Die zweite, bisher no
h ni
ht erw�ahnte Sorte wohlde�nierter Felder, die aus dem Koordina-tenfeld X� konstruiert werden kann, sind die normalgeordneten Exponentialfelder, die au
h inder Minkowski{Formulierung s
hon als Bausteine der Vertexoperatoren aufgetreten waren:: eik�X(z) := exp �Xn>0k � �nz�n! � eikxL � zkpL � exp �Xn<0k � �nz�n! : (2:188)Die OPE mit dem Energie{Impuls{Tensor zeigt, da� es si
h um ein 
hirales prim�ares Feld mitdem Gewi
ht 12k2 T (z) : eik�X(w) := 12k2 : eik�X(w) : + � � � ) h = 12k2 (2:189)handelt. Die Bere
hnung der OPE mit Hilfe der Vertaus
hungsrelationen w�are in diesem Fallsehr m�uhsam. Es ist einfa
her, die �aquivalente OPE f�ur das X�{Feld zusammen mit demWi
k-s
hen Theorem f�ur normalgeordnete Produkte zu verwenden. Man mu� dann nur alle m�ogli
henKontraktionen zwis
hen den Bestandteilen zweier normalgeordneter, zusammengesetzter Felderausf�uhren [98℄.F�ur sp�ater notieren wir no
h die OPE zwis
hen zwei normalgeordneten Exponentialfeldern:: eikX : (z) : eilX : (w) = (z�w)kl : eikX(z)+ilX(w) := (z�w)kl : ei(k+l)X(w)(1+� � �) : : (2:190)Im euklidis
hen Operatorkalk�ul lassen si
h au
h die Vertexoperatoren besonders lei
ht hand-haben. Ein integrierter Vertexoperator in der ges
hlossenen Stringtheorie hat im Euklidis
hendie Form V (k) = Z dz ^ dz2i V (z; z;k): (2:191)Er ist genau dann konform invariant de�niert, wenn der Integrand eine komplexe (1,1){Form,d.h. wenn der lokale Vertexoperator ein prim�ares Feld vom Typ (1,1) ist. Dieses Transformati-onsverhalten ist �aquivalent zu den Virasoro{Bedingungen f�ur Vertexoperatoren (vgl. 2.2.3). Inder o�enen Stringtheorie sind die Vertexoperatoren an den R�andern der Welt
�a
he lokalisiert,die lokalen Vertexoperatoren sind prim�are Felder vom Gewi
ht 1 auf den R�andern.Die lokalen Vertexoperatoren der ges
hlossenen Stringstheorie zerfallen in zwei 
hirale An-teile. Der linkslaufende Teil ist ein (1,0){Feld, der re
htslaufende ein (0,1){Feld. Es rei
htalso, 
hirale Felder vom Gewi
ht 1 zu betra
hten. Jeder 
hirale Vertexoperator besitzt einenExponentialanteil zur Erzeugung des Impulses:VL(z;kL) =: �h0(z)eikLX(z) : (2:192)Dabei ist �h0 ein Feld mit Gewi
ht h0. Da das Gesamtgewi
ht von VL(z;kL) glei
h 1 sein mu�,gilt: 12k2L + h0 != 1,M2 = �k2L = 2(h0 � 1): (2:193)Bei o�enen Strings ist dies die Massenformel. Bei ges
hlossenen Strings gibt es eine entspre-
hende Formel f�ur den re
htslaufenden Teil des Gesamt{Vertexoperators und man erh�alt dieMassenformel und die Balan
e{Beziehung, wenn man f�ur den Eigenwert des Anzahloperatorsdas konforme Gewi
ht des Feldes �h0 einsetzt. In der bosonis
hen Stringtheorie sind die �h0Polynome in den Wirtinger{Ableitungen des Koordinatenfeldes. Die Polarisationsbedingungenerh�alt man ebenfalls aus der OPE mit dem Energie{Impuls{Tensor, indem man das Vers
hwin-den von KoeÆzienten von Polen h�oherer als zweiter Ordnung fordert. Zum Beispiel beimmasselosen Vektor der o�enen Stringtheorie:T (z) : � � �wX(w)eikX(w) := � � k 1(z �w)3 + � � � ) � � k != 0: (2:194)



2.4. STRINGTHEORIE UND ZWEIDIMENSIONALE KONFORME FELDTHEORIE 51Der Zusammenhang zwis
hen den Vertexoperatoren und den Zust�anden des Fo
kraumesl�a�t si
h auf zweierlei Weise herstellen. Entweder man wertet den Vertexoperator im Limesz ! 0, der ja der euklidis
hen Zeit �2 ! �1 entspri
ht, aus oder man integriert auf einergeeigneten Kontur in der komplexen Ebene:���1j0i = limz!0 i�zX�(z)j0i = Iz=0 dz2�iz�1i�zX�(z)j0i; (2:195)jki = limz!0 : eikX(z) : j0i = Iz=0 dz2�iz�1eikX(z)j0i: (2:196)2.4.2 Zweidimensionale konforme FeldtheorieBereits im vorigen Abs
hnitt war an mehreren Stellen darauf hingewiesen worden, wie dereuklidis
he Operatorformalismus auf allgemeine zweidimensionale konforme Feldtheorien ange-wandt werden kann. F�ur die sp�atere Diskussion vierdimensionaler Stringtheorien sind einigeallgemeine Bemerkungen �uber konforme Feldtheorien n�otig42.Die Konstruktion zweidimensionaler konformer Feldtheorien kann als ein darstellungstheore-tis
hes Problem formuliert werden [10℄, [40℄, [42℄. Dur
h die Anwendung eines 
hiralen prim�arenFeldes �h(z) mit konformem Gewi
ht h auf den feldtheoretis
hen Grundzustand j0i,Lmj0i = 0; m � �1 (2:197)mittels jhi := �h(0)j0i (2:198)erh�alt man Zust�ande h�o
hsten Gewi
htes der Virasoro{Algebra:Lmjhi = 0; f�ur m > 0; L0jhi = hjhi: (2:199)Mit Hilfe der Absteigeoperatoren L�m, m > 0 ergibt si
h daraus eine h�o
hste Gewi
hts{Darstellung der Virasoro{Algebra die von den Zust�andenL�m1 � � �L�mN jhi; mi > 0 (2:200)aufgespannt wird.Eine Quantenfeldtheorie ist dur
h die Angabe aller N{Punkt{Funktionen vollst�andig de�-niert. Im Falle zweidimensionaler konformer Feldtheorien ist es mit Hilfe von Ward{Identit�atenm�ogli
h, alle Korrelationsfunktionen auf sol
he zwis
hen 
hiralen prim�aren Feldern zur�u
k-zuf�uhren [10℄. Diese wiederum lassen si
h auf Dreipunkt{Funktionen zur�u
kf�uhren. Da jedesprim�are 
hirale Feld eine Darstellung der Virasoro{Algebra generiert, ist die Bere
hnung derDreipunkt{Funktion �aquivalent zu dem darstellungstheoretis
hen Problem ein Tensorproduktvon Darstellungen in irreduzible Darstellungen zu zerlegen. Eine konforme Feldtheorie ist dur
hden Wert der zentralen Ladung 
 und die Gewi
hte der prim�aren 
hiralen Felder eindeutig fest-gelegt. Da man aus physikalis
hen Gr�unden nur an unit�aren Darstellungen interessiert ist43,entspri
ht die Klassi�kation aller zweidimensionalen konformen Feldtheorien der aller unit�arenh�o
hsten Gewi
htsdarstellungen der Virasoro{Algebra.Bemerkung: Die quantenme
hanis
he konforme GruppeWenn die zentrale Ladung 
 unglei
h 0 ist, ist der Grundzustand ni
ht unter der gesamten Virasoro{Algebra, sondern nur unter der dur
h L�1; L0; L1 und eL�1; eL0; eL1 erzeugten Unteralgebra invariant.Diese ist isomorph zu sl(2;C) in der euklidis
hen bzw. zu sl(2;R) � sl(2;R) in der Minkowski{Formulierung. Daher ist die Virasoro{Algebra in der konformen Feldtheorie keine Symmetrie{Algebra,42Dieses Gebiet ist in s
hneller Entwi
klung begri�en. Einen �Ubersi
ht �uber die wi
htigsten f�ur die Stringtheo-rie relevanten Aspekte bietet [3℄.43Unter Umst�anden ist man au
h an ni
ht{unit�aren Theorien interessiert, z.B. im Zusammenhang mit derzweidimensionalen Quantengravitation (hier ist die Zeitentwi
klung m�ogli
herweise ni
ht{unit�ar) oder bei denFaddeev{Popov{Geistfeldern der Stringtheorie (siehe Abs
hnitt 2.4.3).



52 KAPITEL 2. BOSONISCHE STRINGTHEORIENsondern eine Spektrum{erzeugende Algebra44 [60℄. Die quantenme
hanis
he konforme Gruppe (in derMinkowski{Formulierung) ist die universelle �Uberlagerungsgruppe fSO(2; 1)
 fSO(1; 2) der klassis
henglobalen konformen Gruppe, die auf der unendli
h{bl�attrigen �Uberlagerung R � S1 des Minkowski{Raumes operiert [60℄.In d > 2 Dimensionen ist die quantenme
hanis
he konforme Gruppe �ubrigens fSO(p + 1; q + 1),d = p+ q und operiert auf R� Sd�1.Die Klassi�kation der zweidimensionalen konformen Feldtheorien ist bereits teilweise gelungen[40℄. Unit�are Theorien existieren nur f�ur 
 � 0 und f�ur 
 = 0 ist nur die triviale Darstellungunit�ar. F�ur 0 < 
 < 1 existiert eine diskrete S
har unit�arer Theorien, die als minimale Modellebezei
hnet werden. Das einfa
hste Modell besitzt 
 = 1=2 und bes
hreibt ein freies 
hirales mas-seloses Fermion. Es ist mit dem kritis
hen zweidimensionalen Ising{Modell �aquivalent [42℄. Inder minimalenReihe treten weitere i.a. ni
ht freie Feldtheorien auf, die die kritis
hen Punkte an-derer bekannter Systeme der statistis
hen Me
hanik, z.B. des Dreizustand{Potts{Modells, sind.Die minimalen Modelle sind alle exakt l�osbar. F�ur 
 � 1 existiert ein Kontinuum von Theorien.Die zugeh�origen Deformationsparameter werden als Moduli bezei
hnet. Modelle mit 
 � 1 sindim allgemeinen nur dann l�osbar, wenn zus�atzli
he Symmetrien existieren [76℄: Beispiele f�ur sol-
he erweiterten 
hiralen Algebren sind die WF{Supersymmetrie und die Ka
{Moody{Algebren,die wir no
h kennenlernen werden. Die L�osbarkeit beruht darauf, da� bez�ugli
h der erweiterten
hiralen Algebra nur endli
h viele prim�are Felder existieren, was bez�ugli
h der Virasoro{Algebraalleine f�ur 
 � 1 ni
ht mehr der Fall ist. Theorien mit endli
h vielen prim�aren Feldern werdenals rationale Theorien bezei
hnet, da die zentrale Ladung dann nur rationale Werte annehmenkann [3℄. F�ur die Konstruktion ni
htminimaler konformer Feldtheorien existiert eine gro�e Zahlvon Konstruktionsverfahren. Eine vollst�andige Klassi�kation ist bisher ni
ht gegl�u
kt.2.4.3 Stringtheorien und konforme FeldtheorienDie Stringtheorie im 
a
hen Minkowski{Raumwird dur
h eine sehr speziell konforme Feldtheo-rie, n�amli
h dur
h D freie Skalarfelder bes
hrieben, deren jedes die zentrale Ladung 1 tr�agt.Genauer gesagt sind die Skalarfelder selber keine konformen Felder, wohl aber die Vertexopera-toren der physikalis
hen Zust�ande. Jeder physikalis
he Zustand ist per De�nition ein h�o
hsterGewi
hts{Zustand mit Gewi
ht 1 der Virasoro{Algebra. Die Bildung der �Aquivalenzklassenstellt si
her, da� man eine unit�are Darstellung erh�alt. Obwohl die konforme Welt
�a
hen{Feldtheorie weder eine minimale no
h eine rationale Theorie ist, ist sie trivialerweise l�osbar, daes si
h (im 
a
hen Minkowski{Raum) um eine freie Theorie handelt.Fr�uher war betont worden, da� Stringtheorien in der kritis
hen Dimension konform invariantsind. Wie ist dies mit dem Auftreten einer zentralen Ladung 
 6= 0 im Fo
kraum zu vereinbaren,die ja dazu f�uhrt, da� die Virasoro{Algebra keine Symmetrie{Algebra ist ? Um die konformeSymmetrie manifest zu ma
hen, mu� man den Fo
kraum der Koordinatenfelder um denjeni-gen der Faddeev{Popov{Geistfelder erweitern, etwa im Rahmen der BRS{Quantisierung45. DieGeistfelder bilden eine ni
htunit�are konforme Feldtheorie mit der zentralen Ladung 
 = �26[2℄, [4℄. Die Abwesenheit der zentralen Ladung in diesem Zugang entspri
ht dem Vers
hwindender konformen Anomalie im Pfadintegral. Zur Kompensation des Beitrages der Geister mu�man eine Theorie mit 
 = 26 hinzunehmen, z.B. 26 freie, als Raum{Zeit{Koordinaten interpre-tierbare Skalarfelder. Kombiniert man dies mit der Beoba
htung, da� konforme Feldtheorienklassis
he L�osungen der Stringtheorie sind, so kann man die allgemeinsten vierdimensionalenL�osungen 
harakterisieren: Sie enthalten vier Koordinatenfelder und eine interne konformeFeldtheorie mit 
 = 22, um den Beitrag der Geister zur konformen Anomalie zu kompensie-44In der Stringtheorie ist der Fall etwas anders gelagert, siehe 2.4.3.45Obwohl die BRS{Symmetrie meist im Zusammenhang mit der Faddeev{Popov{Prozedur bei der Pfadin-tegralquantisierung von Ei
htheorien diskutiert wird [110℄, [119℄, handelt es si
h hier um ein Verfahren derOperatorquantisierung, bei dem Kovarianz und Unitarit�at glei
hzeitig manifest sind. Anwendungsgebiete sindnaturgem�a� ni
htabels
heEi
htheorien [96℄, [113℄, relativistis
heTeil
hen und relativistis
heStrings, sowie derensupersymmetris
he Verallgemeinerungen, siehe [2℄ und die dort aufgef�uhrte Literatur. Die Geister kompensierendabei die Beitr�age der unphysikalis
hen Moden, die die Kovarianz si
hern. Physikalis
he Zust�ande werden alsKohomologieklassen des nilpotenten BRS{Operators de�niert [1℄.
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hen Felder m�ussen ni
ht unbedingt kompakti�zierte Koordinaten sein. Imallgemeinen Fall interpretiert man sie besser als innere Freiheitsgrade.
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Kapitel 3Fermionis
he undsupersymmetris
heStringtheorien3.1 Fermionis
he StringtheorienDer Einbau fermionis
her Freiheitsgrade in die Stringtheorie ist unverzi
htbar, wenn man alleElementarteil
hen als Anregungszust�ande von Strings bes
hreiben will. Dabei wird man zwin-gend auf die Supersymmetrie als Konsistenzbedingung gef�uhrt. Genauer gesagt, gibt es in derStringtheorie zwei Arten von Supertransformationen, sol
he bez�ugli
h der Raum{Zeit (RZ{Supersymmetrie) und sol
he bez�ugli
h der Welt
�a
he (WF{Supersymmetrie). Beide Arten derSupersymmetrie treten auf und sind, wie wir sehen werden, miteinander verwoben.F�ur die Einf�uhrung von Fermionen gibt es zwei Methoden, die si
h im na
hhinein als �aqui-valent erweisen: Beim Green{S
hwarz{Superstring [84℄ werden zur Wirkung Felder mit RZ{Spinorindizes hinzugef�ugt, beim Ramond{Neveu{S
hwarz{String [75℄, [70℄ werden Fermionenbez�ugli
h der Welt
�a
he eingef�uhrt. I
h skizziere im folgenden die zweite Methode.3.1.1 Von der ei
hinvarianten Wirkung zum RNS{ModellEinen systematis
hen Weg, die Polyakov{Wirkung zu einer lokal supersymmetris
hen Wirkungzu verallgemeinern, bietet der Superraum{Formalismus1. Man ersetzt die Welt
�a
he dur
heine Supermannigfaltigkeit mit lokalen Koordinaten (�; �; �1; �2). Die bosonis
hen (reellen)Koordinaten bilden einen Vektor, die fermionis
hen (reell{Gra�mannwertigen) einen Majorana{Spinor: ~� = (�0; �1) = (�; �); � = (�1; �2): (3:1)Reparametrisierungen im Superraum beinhalten die normalen Reparametrisierungen, die boso-nis
he und fermionis
he Koordinaten ni
ht mis
hen, und die Supertransformationen, die geradedas tun. An die Stelle der Skalarfelder X�(�; �) treten die reellen Superfelder X�(�; �; �; �);dabei ist es bequem, an Stelle der �a, den Spinor � und den adjungierten Spinor � als fermioni-s
he Variablen zu w�ahlen. Da die fermionis
hen Koordinaten antikommutierende Gr�o�en sind,bri
ht die Taylor{Entwi
klung eines Superfeldes na
h dem dritten Term ab:X�(�; �; �; �) = X�(�; �) + � �(�; �) + ��C�(�; �): (3:2)1Das Standard{Lehrbu
h der Supersymmetrie ist [131℄. Eine knappe Darstellung der wi
htigsten Elementesamt einem historis
hen �Uberbli
k �ndet man in [105℄. F�ur eine Diskusion der ph�anomenologis
hen Aspektesiehe [115℄. 55



56 KAPITEL 3. FERMIONISCHE UND SUPERSYMMETRISCHE STRINGTHEORIENDas Feld  � = ( �a ); a = 1; 2 ist ein WF{Majorana{Spinor, der einen RZ{Vektorindex tr�agt.Das WF{Skalarfeld C� ist ein ni
htdynamis
hes Hilfsfeld, das eingef�uhrt wird, damit die Sym-metrien der Wirkung ohne Benutzung der Bewegungsglei
hungen (o� shell) bestehen.Um die Spinorfelder an die zweidimensionale Gravitation zu koppeln, mu� man die Gravi-tationstheorie in eine lokale Ei
htheorie der Lorentz{Gruppe umformulieren2.Das Zweibein ist dur
h g��(�; �) = e��(�; �)e��(�; �)��� (3:3)de�nert. e��(�; �) ist die �{te Komponente des Tangentialvektors an die �{Ri
htung im Punktmit den Koordinaten (�; �). Das 2{Bein besitzt eine supersymmetris
he Verallgemeinerung,das Super{2{Bein (ERA ) = 0� e�� e�aer� era 1A : (3:4)Dabei bes
hreiben die Komponenten e�� das WF{Graviton und die gemis
hten Komponentendessen supersymmetris
hen Partner, das WF{Gravitino, ein masseloses Spin3{3/2 WF{Feldg�a(�; �). Die restli
hen Komponenten sind die f�ur die o� shell Realisierung der Supersymmetrieben�otigten Hilfsfelder. Das WF{Gravitino koppelt an den supersymmetris
hen Partner desWF{Energie{Impuls{Tensors, den (erhaltenen) WF{Superstrom T (F )(�; �).Mit Hilfe des Super{2{Beins und dessen Superdeterminate E k�onnen kovariante Superfeld-ableitungen rA und das invariante Volumenelement auf der Super{Welt
�a
he de�niert werden.Die supersymmetrisierte Polyakov{Wirkung [113℄S = 12� Z d2�d2�pErAX�rAX� (3:5)ist eine superkonforme Supergravitationstheorie, d.h. sie ist invariant unter lokalen Super-reparametrisierungen (Reparametrisierungen und Supertransformationen) und Super{Weyl{Transformationen. Sie ist einfa
her als analoge Theorien in h�oheren Dimensionen: Gravitonund Gravitino sind keine dynamis
hen Freiheitsgrade, da f�ur sie keine kinetis
hen Terme ein-gef�uhrt werden k�onnen. Au�erdem treten keine zus�atzli
hen Kr�ummungsterme auf, die mansonst brau
ht, um die Symmetrien zu realisieren [1℄.Die Wirkung kann auf zweierlei Weise vereinfa
ht werden, wenn man auf manifeste Sym-metrie verzi
htet.� Man kann die Integration �uber die Gra�mannvariablen dur
hf�uhren und dieSupersymmetrie{Hilfsfelder mittels ihrer Bewegungsglei
hungen eliminieren. Dadur
herh�alt man eine Wirkung, die zwar no
h die glei
hen Symmetrien besitzt, aber nur no
hbei Ber�u
ksi
htigung der Bewegungsglei
hungen (on shell).� Da das WF{Graviton und das WF{Gravitino keine dynamis
hen Freiheitsgrade sind, kannman sie mit Hilfe der superkonformen Ei
hungg�� = ���; g�a = 0 (3:6)eliminieren.Kombiniert man diese M�ogli
hkeiten, so ergibt si
h eine ei
h�xierte Wirkung, die das RNS{Modell de�niert [75℄, [70℄:SRNS = 12� Z d2� ������X���X� � i ����� �� : (3:7)2Die normale kovariante Ableitung bez�ugli
h des Riemann{Christo�el{Zusammenhanges besitzt nur Vektor-indizes und kann nur auf Tensorfeldern, ni
ht auf Spinorfeldern operieren. Man kann aber statt dessen den Levi{Civita{Zusammenhang verwenden, der ni
ht auf dem Tangentialb�undel, mit der Strukturgruppe SO(1; d � 1),sondern auf dem Spinb�undel mit der Strukturgruppe Spin(1; d� 1) operiert. Siehe z.B. [1℄.3Der Begri� Spin bezieht si
h auf die realisierte Darstellung der Strukturgruppe Spin(1;1), s.u.
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hreibt freie WF{Skalare und WF{Majorana{Spinoren und ist nur no
h unter super-konformen Transformationen, d.h. unter konformen Transformationen4 und globalen WF{Supertransformationen invariant. Die zweidimensionalen Spinmatritzen�0 = 0� 0 �ii 0 1A �1 = 0� 0 ii 0 1A (3:8)sind rein imagin�ar. Folgli
h ist der Dira
operator i�a�a reell, was f�ur die Konsistenz derMajorana{Bedingung notwendig ist. Die Generatoren einer zweidimensionalen Majorana{Darstellung der zweidimensionalen Lorentz{Gruppe SO(1; 1) sind��� = 12[�a; ��℄; �� = ����� : (3:9)Die Gruppe SO(1; 1) ist abels
h (eine ni
htkompakte reelle Form5 der Gruppe U(1)); alle ihreirreduziblen Darstellungen sind daher eindimensional und werden dur
h ganze Zahlen, die Spi-nordarstellungen dur
h halbganze Zahlen klassi�ziert. Da es in einer zweidimensionalen Raum{Zeit keine kontinuierli
he Drehgruppe gibt, bezei
hnet man diese Gr�o�e als Spin oder Helizit�at.Damit die ei
h�xierte Wirkung der ursprp�ungli
hen �aquivalent bleibt, sind die Bewegungs-glei
hungen f�ur die eliminierten Freiheitsgrade als Nebenbedingungen zu fordern:T��(�; �) = 0; T (F )�a (�; �) = 0; (3:10)wobei [1℄ T�� = ��X���X� + i4 ����� � + i4 ����� � � Spur (3:11)und T (F )�a = 12���� �a��X�: (3:12)3.1.2 Das klassis
he RNS{ModellIn der RNS{Wirkung koppeln die bosonsis
hen und fermionis
hen Felder ni
ht. Die Diskussiondes X�{Feldes liefert also die glei
hen Ergebnisse wie in der bosonis
hen Theorie und wirbrau
hen im folgenden nur das  �{Feld zu betra
hten. Dur
h Variation der RNS{Wirkungerhalten wir die klassis
hen Bewegungsglei
hungen, die in Li
htkegelkoordinaten eine besonderseinfa
he Form annehmen: ���� � = 0, �+ �� = �� �+ = 0; (3:13)mit der allgemeinen L�osung  �L =  �+(�+);  �R =  ��(��): (3:14)Der Majorana{Spinor  �� zerf�allt in zwei einkomponentige Majorana{Weyl{Spinoren6: �(�; �) = 0�  ��(��) �+(�+) 1A ; (3:15)4DasWortpaar global{lokal wird in (mindestens) zwei Bedeutungen gebrau
ht. In Ei
htheorien unters
heidetman globale (=starre, rigid) Transformationen, die ortsunabh�angig sind, von lokalen, bei denen die gew�ahlteTransformation von Ort zu Ort stetig variieren kann. Die konformen Transformationen sind in diesem Sinneglobal. Andererseits unters
heidet man globale Transformationen, die auf der ganzen Mannigfaltigkeit wohlde-�niert sind, von lokalen Transformationen, die nur auf einer o�enen Menge wohlde�niert zu sein brau
hen undin�nitesimalen, die im Tangentialraum an einen Punkt (punktual) de�niert sind. In diesem Sinn meinen wirhier in�nitesimale und lokale Transformationen. Ob und wel
he von ihnen global de�niert sind, h�angt von derTopologie der Welt
�a
he ab.5Siehe Anhang B.1.4.6Majorana{Weyl{Spinoren existieren nur, wenn die Signatur der Raum{Zeit modulo 8 glei
h 0 ist [105℄, alsoz.B. im zehn- und im zweidimensionalen Minkowski{Raum und im a
htdimensionalen euklidis
hen Raum.



58 KAPITEL 3. FERMIONISCHE UND SUPERSYMMETRISCHE STRINGTHEORIENd.h. au
h hier entkoppeln links- und re
htslaufende Anregungen.Als n�a
hstes sind die bei der Variation der Wirkung auftretenden Randterme zu untersu
hen.Fordert man ihr Vers
hwinden, so legt dies bei o�enen Strings nur das relative Vorzei
hen von + und  � an einem der beiden Enden fest, w�ahrend am anderen Ende zwei in�aquivalenteM�ogli
hkeiten bestehen [1℄: �+(�; 0) =  ��(�; 0);  �+(�; �) = � ��(�; �): (3:16)Die erste Wahl de�niert den Ramond- die zweite den Neveu{S
hwarz{Sektor des Modells. Die(verallgemeinerten) Fourierreihen f�ur die L�osungen sind dann(R)  �� = 1p2Xn2Z d�ne�in(���); (3:17)(NS)  �� = 1p2 Xr2Z+ 12 b�r e�ir(���): (3:18)Aus der Majorana{Bedingung folgtd��m = d��m; b��r = b��r: (3:19)Au
h der Welt
�a
hen{Superstrom hat zwei Arten von Fourier{Moden(R) Fm = p2� Z �0 d�(eim�T (F )+ + e�im�T (F )� ); (3:20)(NS) Gr = p2� Z �0 d�(eir�T (F )+ + e�ir�T (F )� ): (3:21)Die FourierkoeÆzienten des Energie{Impuls{Tensors erhalten sowohl von den Bosonen als au
hvon den Fermionen Beitr�age: Lm = L(X)m + L( )m : (3:22)Die Fourierkomponenten von T�� und T (F )� sind erhaltene Ladungen und generieren die su-perkonformen Transformationen. Die Nebenbedingungen fordern, da� sie f�ur L�osungen derklassis
hen Bewegungsglei
hungen vers
hwinden m�ussen.Bei ges
hlossenen Strings k�onnen wir f�ur die Re
hts- und Linksl�aufer unabh�angig voneinan-der periodis
he oder antiperiodis
he Randbedingungen fordern. Dies f�uhrt zu den Modenent-wi
klungen (R)  �� = Xn2Z d�ne�2in(���);  �+ = Xn2Z ed�ne�2in(���); (3:23)(NS)  �� = Xr2Z+ 12 b�r e�2ir(���);  �+ = Xr2Z+ 12 eb�r e�2ir(�+�): (3:24)Diese Theorie hat demzufolge vier Sektoren und vier Arten von WF{Superladungen (Fm, eFm,Gr, eGr).3.1.3 Das quantisierte RNS{ModellDie kovariante Operator{Quantisierung erfolgt na
h dem glei
hen S
hema wie im bosonis
henFall. I
h konzentriere mi
h im folgenden auf die dur
h das  {Feld neu hinzukommendenAspekteund beginne mit dem NS{Sektor bei o�enen Strings.



3.1. FERMIONISCHE STRINGTHEORIEN 59Der NS{SektorAus der kanonis
hen Anti{Vertaus
hungsrelationf �a (�; �);  �b (�; �0)g = ����ÆabÆ(� � �0) (3:25)f�ur die fermionis
hen Felder folgen die Antikommutatoren der Moden:fb�r ; b�sg = ���Ær+s: (3:26)Der Grundzustand des NS{Sektors mu� zus�atzli
h zu den bosonis
hen Bedingungenb�r j0i = 0; r > 0; (3:27)erf�ullen. Die Super{Virasoro{Bedingungen de�nieren die physikalis
hen Zust�ande. Aus derBedingung (L0 � a)j�i = 0 (3:28)folgt wieder die Massens
halenbedingungM2 = 2(N � a): (3:29)Der Operator L0 enth�alt jetzt au
h fermionis
he Beitr�age:L0 = N + 12p2; N = N (�) + N (b): (3:30)Dabei ist p der Impulsoperator, N (�) der Anzahloperator der bosonis
hen Oszillatoren undN (b) = 1Xr=1=2 rb�r � br (3:31)der Anzahloperator der b{Moden: [N (b); b��r℄ = rb��r: (3:32)Die weiteren Bedingungen an physikalis
he Zust�ande sind:Lmj�i = 0; m > 0; Grj�i = 0; r > 0: (3:33)Insgesamt generieren die Operatoren Lm; Gr eine Darstellung der Super{Virasoro{Algebraauf dem NS{Fo
kraum: [Lm; Ln℄ = (m � n)Lm+n + A(m)Æm+n ;[Lm; Gr℄ = (12m � r)Gm+r ; (3:34)fGr; Gsg = 2Lr+s + B(r)Ær+s;mit A(m) = 18D(m3 �m); B(r) = 12D(r2 � 14): (3:35)Diese Darstellung ist unit�ar, d.h. der Raum der physikalis
hen Zust�ande ist positiv semide�nit,wenn D = 10 und a = 12 (3:36)gew�ahlt wird [1℄. Die kritis
he Dimensionszahl f�ur RNS{Strings ist also 10 und ni
ht 26.Repr�asentanten f�ur die physikalis
hen Zust�ande �ndet man wieder dur
h �Ubergang zur Li
ht-kegelei
hung(NS) j�i = �i1�m1 � � ��ib�mbbj1�r1 � � �bj
�r
 jki; ml; rk > 0; k2 +M2 = 0: (3:37)



60 KAPITEL 3. FERMIONISCHE UND SUPERSYMMETRISCHE STRINGTHEORIENUm die zugeh�origen Teil
hen (Poin
ar�e{Multipletts) zu bestimmen, m�ussen bei massivenZust�anden die SO(8){Multipletts zu Multipletts der kleinen Gruppe SO(9) zusammengefa�twerden. Als lei
hteste Zust�ande �ndet man:Anregung Zustand SO(8){Darstellung M2 InterpretationN = 0 jki Skalar �1 Skalares Ta
hyonN = 12 bi�1=2jki Vektor 0 Masseloser VektorN = 1 �i�1jki Vektor 1 Antisym.bi�1=2bj�1=2jki antisym. Tensor 1 Tensorbi�3=2jki Vektor 2 Sym. spurf. Tensor 2. StufeN = 2 �i�1bj�1=2jki Tensor 2. Stufe 2 undbi�1=2bj�1=2bk�1=2jki Antisym. Tensor 3. Stufe 2 Antisym. Tensor 3. StufeDer R{SektorIm R{Sektor erh�alt man f�ur die d{Moden die Anti{Vertaus
hungsrelationenfd�m; d�ng = ���Æm+n;0: (3:38)Insbesondere erzeugen die Nullmoden d�0 die Cli�ord{Algebra C(1; 9)fd�0 ; d�0g = ��� : (3:39)Da sie mit den das Spektrum de�nierenden Operatoren Lm; Fm kommutieren, ist auf den phy-sikalis
hen Zust�anden eine Darstellung dieser Algebra realisiert. Der Grundzustand ist einMajorana{Spinor der RZ{Lorentzgruppe SO(1; 9) und wird daher als jai, a = 1; . . . ; 2D=2 = 32bezei
hnet7 . Da alle Moden RZ{Vektor{Indizes tragen, sind die Zust�ande im Ramond{SektorRZ{Fermionen. Der Grundzustand erf�ulltd�mjai = 0; m > 0: (3:40)Die Massens
halenbedingung lautet(L0 � ea)j	i = 0)M2 = 12(N � ea); (3:41)mit L0 = N + 12p2; N = N (�) +N (d): (3:42)N (d) ist der Anzahloperator der d{Moden:N (d) = 1Xm=1md�m � dm; [N (d); d��m℄ = md��m: (3:43)Die weiteren Bedingungen an physikalis
he Zust�ande sindLmj	i = 0; Fmj	i = 0;m > 0 (3:44)und (F0 � �)j	i = 0; (3:45)7Die Darstellungen von Cli�ord{Algebren und ihr Zusammenhangmit Spinordarstellungen von Drehgruppenwerden in [105℄ vollst�andig abgehandelt.



3.1. FERMIONISCHE STRINGTHEORIEN 61wobei die Konstante � aufgrund der Normalordnungsmehrdeutigkeit von F0 eingef�uhrt wird.Die Operatoren Lm; Fm erzeugen eine Darstellung der Super{Virasoro{Algebra auf dem R{Fo
kraum [Lm; Ln℄ = (m � n)Lm+n + A(m)Æm+n ;[Lm; Fn℄ = (12m� n)Fm+n; (3:46)fFm; Fng = 2Lm+n + C(m)Æm+n;mit A(m) = 18Dm3; C(m) = 18Dm2: (3:47)Die Theorie ist unit�ar, wenn D = 10; ea = 0; � = 0 (3:48)gew�ahlt wird [1℄. Da si
h die glei
he kritis
he Dimension D = 10 ergibt, kann das RNS{Modellsowohl RZ{Bosonen als au
h RZ{Fermionen bes
hreiben. Repr�asentanten der physikalis
henZust�ande liefert wieder die Li
htkegelei
hungj	i = �i1�m1 � � ��ib�mbdj1�n
 � � �dj
�n
 jk; ai; ml; nk > 0; k2 +M2 = 0: (3:49)Die lei
htesten Zust�ande im Ramond{Sektor sind demna
h8:Anregung Zustand SO(8){Darstellung M2 InterpretationN = 0 jk; ai Majorana{Spinor 0 Masseloser M{SpinorN = 1 �i�1jk; ai M{Vektor{Spinor u. M{Spinor 2 M{Vektor{Spinordi�1jk; ai M{Vektor{Spinor u. M{Spinor 2 M{Vektor{SpinorGes
hlossene StringsBei der Quantisierung ges
hlossener RNS{Strings mu� die glei
he Prozedur wie bei o�enenStrings auf die Links- und die Re
htsl�aufer angewendet werden. Die Massenformel lautet:M2 = 8(NL � a) = 8(NR � a); a = 8<: 12 (NS)0 (R) (3:50)Das ta
hyonis
he und masselose Spektrum f�ur ges
hlossene RNS{Strings ergibt si
h dur
h dieKombination aller Zust�ande aus den vier Sektoren, die der Massenformel (insbesondere derBalan
e{Beziehung zwis
hen Re
hts- und Linksl�aufern) gen�ugen:Anregung Zustand SO(8){Darstellung M2 InterpretationN = 0 jki 
 jki Skalar -4 Ta
hyonbi�1=2jki 
 bj�1=2jki Tensor 2. Stufe 0 Graviton, antisymmetris
herTensor, SkalarN = 1 bi�1=2jki 
 jk; ai Vektor{Spinor und Spinor 0 Gravitino und Spinorjk; ai 
 bj�1=2jki Vektor{Spinor und Spinor 0 Gravitino und Spinorjk; ai 
 jk; bi Spinor 2. Stufe 0 Je ein antisymmetris
her Tensorjeder m�ogli
hen Stufe8Wie in der Physik �ubli
h, spre
he i
h von Spinordarstellungen der SO(n) statt von Darstellungen der �Uber-lagerungsgruppe Spin(n).



62 KAPITEL 3. FERMIONISCHE UND SUPERSYMMETRISCHE STRINGTHEORIEN3.2 SuperstringsWeder das Spektrum der ges
hlossenen no
h das der o�enen fermionis
hen Stringtheorie istTa
hyon{frei oder RZ{supersymmetris
h. Aus dem Spektrum der ges
hlossenen Stringtheorieergibt si
h eine weitere Quelle m�ogli
her Inkonsistenzen: Das Auftreten von "Gravitinos\, d.h.von masselosen Vektor{Spinoren ("Spin 3/2\). Gravitinos m�ussen an einen erhaltenen Strom,den RZ{Superstrom, koppeln, der nat�urli
h nur in einer RZ{supersymmetris
hen Theorie er-halten ist. Dies sollte dann zu einer lokal RZ{supersymmetris
hen, d.h. einer Supergravita-tionstheorie f�uhren [105℄.Es ist daher ein sinnvoller Ansatz, na
h einer Projektion zu su
hen, die das SpektrumRZ{supersymmetris
h ma
ht. Dabei m�ussen insbesondere alle RZ{Bosonen mit ganzer An-regungszahl, also au
h das Ta
hyon, eliminiert werden. Um diese Projektion zu bestimmen,betra
hten wir die masselosen Zust�ande des o�enen fermionis
hen Strings: Hier tritt ein Vek-tor (8 bosonis
he Freiheitsgrade) und ein Majorana{Spinor (16 fermionis
hen Freiheitsgrade)auf. Da in 10 RZ{Dimensionen die Majorana- und die Weyl{Bedingung glei
hzeitig gestelltwerden k�onnen, fordert man, da� der Grundzustand des Ramond{Sektors eine de�nierte (po-sitive) Chiralit�at hat, und kann dann den Vektor und den Majorana{Weyl{Spinor zu einemVektor{Supermultiplett zusammenfassen. Es sei � der Chiralit�ats{Operator:jai = ja(+)i � ja(�)i mit �ja(�)i = �ja(�)i: (3:51)Dann ist der gesu
hte Projektor f�ur masselose Zust�ande 12 (1 + �). Dies kann aber no
h ni
htder gesu
hte Projektor im R{Sektor sein, da massive Spinoren ni
ht 
hiral sind, also die Weyl{Bedingung ni
ht erf�ullen k�onnen. Der von Gliozzi, S
herk und Olive gefundene ri
htige "GSO{Projektor\ ist [39℄: PGSO = 12(1 + �)(�1)P1n=1P8i=1 di�ndin : (3:52)Er kommutiert mit allen Spektrumsbedingungen und ist au
h f�ur massive Zust�ande konsistent.Das folgende Beispiel illustriert dies f�ur das lei
hteste massive RZ{Fermion9:�i�1jk; ai �! �i�1jk; a(+)idi�1jk; ai �! di�1jk; a(�)i 9=; Massiver Spinor: (3:53)Im NS{Sektor m�ussen alle Zust�ande mit ganzer Anregungszahl eliminiert werden: Anders ge-sagt, mu� jeder Zustand eine ungerade Anzahl an b{Moden enthalten. Dies leistet der ProjektorPGSO = �(�1)P1r=1=2P8i=1 bi�rbir : (3:54)Wir bemerken no
h, da� der Grundzustand der dur
h die GSO{Projektion de�nierten o�enenSuperstring{Theorie ein U(1){Super{Yang{Mills{Multiplett ist und gehen zum Fall ges
hlosse-ner Strings �uber. Es stellt si
h heraus, da� hier 3 konsistente Varianten der GSO{Projektionexistieren [1℄.1. Es werden im links- und im re
htslaufenden Sektor R{Grundzust�ande vers
hiedenerChiralit�at gew�ahlt. Dann bilden die masselosen Zust�ande ein sogenanntes II{A{Supergravitations{Multiplett, das als RZ{Bosonen neben dem Graviton, dem antisym-metris
hen Tensor und dem Dilaton no
h einen Vektor und einen antisymmetris
henTensor 3. Stufe enth�alt. Die auftretenden RZ{Fermionen sind zwei Gravitinos (Vektor{Spinoren) und zwei Spinoren jeweils vers
hiedener Chiralit�at. Insgesamt treten folgendeSO(8){Darstellungen auf:Bosonen: 35R � 28R � 1R � 8V � 56VFermionen: 56S � 56C � 8S � 8C 9=; II-A-SuGra (3:55)9Die beiden Weyl{Spinoren geh�oren zwar zu zwei irreduziblen Darstellungen der einges
hr�ankten Dreh-gruppe, sind aber keine Darstellungen der vollen Drehgruppe, da sie bei Raumspiegelungen aufeinander abge-bildet werden. Zusammen bilden sie eine irreduzible Darstellung der vollen Drehgruppe (einen Dira
{Spionor).



3.2. SUPERSTRINGS 63Die Reihenfolge der Darstellungen entspri
ht der im Text. Es wird jeweils die Dimensionder Darstellung und ihre Konjugationsklasse angegeben10. Da zwei Gravitinos auftreten,m�ussen zwei erhaltene RZ{Superstr�ome existieren. Das masselose Spektrum ist ni
ht
hiral (ni
ht{
hirale N=2{Supergravitation).2. Es werden im links- und re
htslaufenden Sektor R{Grundzust�ande glei
her Chiralit�atgew�ahlt. Diesmal ergibt si
h ein II{B{Supergravitationsmultiplett, mit einem Gravi-ton, einem selbstdualen antisymmetris
hen Tensor vierte Stufe, zwei antisymmetris
henTensoren und zwei Skalaren, sowie zwei Gravitinos und zwei Spinoren mit glei
her Chi-ralit�at (
hirale N=2{Supergravitation). Der SO(8) Inhalt eines II{B{Supergravitations{Multipletts ist:Bosonen: 35R � 350R � 1R � 1R � 28R � 28RFermionen: 56S � 56S � 8S � 8S 9=; II-B-SuGra (3:56)Hier sind zwei darstellungstheoretis
he Bemerkungen angebra
ht: Zun�a
hst k�onnte manau
h einen Spinorgrundzustand der entgegengesetzten Chiralit�at w�ahlen. Dies ma
htsi
h bemerkbar, sobald wir den Spinorkonjugationsklassen die physikalis
hen Attributelinksh�andig und re
htsh�andig zuweisen. Zweitens tritt hier eine Besonderheit von SO(8){Darstellungen auf [86℄: In der R{Konjugationsklasse gibt es drei vers
hiedene 35{dimensionale Darstellungen, den symmetris
hen Tensor zweiter Stufe, sowie den selbst-dualen und den antiselbstdualen antisymmetris
hen Tensor vierter Stufe. Viele Autorenbezei
hnen diese Darstellungen mit 35V , 35S und 35C. Dieser Konvention s
hlie�e i
hmi
h ni
ht an, weil diese Darstellungen wie gesagt der Konjugationsklasse der adjungier-ten Darstellung angeh�oren. Au�erdem ist es verwirrend, eine RZ{bosonis
he Darstellungmit dem Index S = Spinor zu versehen.3. Im zweiten Fall kann man das Spektrum au
h no
h bez�ugli
h der Vertaus
hung von Links-und Re
htsl�aufern symmetrisieren. Dann erh�alt man ein 
hirales N=1{Supergravitations{Multiplett aus Graviton, antisymmetris
hem Tensor und Skalar, sowie Gravitino undeinem Spinor: Bosonen: 35R � 28R � 1RFermionen: 56S � 8S 9=; I-SuGra (3:57)Diese Variante f�uhrt, im Gegensatz zu den beiden vorherigen, zu ni
ht{orientierten ge-s
hlossenen Strings [1℄.Um zu �uberpr�ufen, ob die GSO{Projektion wirkli
h f�ur alle Massenniveaus dazu f�uhrt,da� glei
h viele RZ{Bosonen und RZ{Fermionen auftreten, ben�otigt man ein Hilfsmittel, dieZustandssumme, die als Z(�) = Spur �e��H � =X� h�je��H j�i (3:58)de�niert ist. Die Spurbildung bzw. Summation erstre
kt si
h �uber alle Zust�ande des jeweils be-tra
hteten Modells. H ist der Hamilton{Operator, in unserem Fall der WF{Hamilton{Operator(Generator der �{Translationen) L0 � a f�ur o�ene, L0 + eL0 � a0 f�ur ges
hlossene Strings. DieNormalordnungskonstanten a; a0 h�angen von den Randbedingungen (o�en - ges
hlossen, NS - R)ab. Der Parameter � ist in der sto
hastis
hen Interpretation des Modells die inverse Temperatur(kB = 1). Die Glei
hheit der Zustandssummen des Neveu{S
hwarz- und des Ramond{Sektorsbei o�enen Strings, Z(R)(�) = Z(NS)(�); (3:59)ist �aquivalent zu der Aussage, da� auf jedem Massenniveau glei
h viele R- und NS{Zust�andeexistieren. Denn die Summation, die explizit ausgef�uhrt werden kann, liefert eine Potenzreihe in10Die Einordnung von Darstellungen in Konjugationsklassen wird in den Anh�angen B und C erl�autert.



64 KAPITEL 3. FERMIONISCHE UND SUPERSYMMETRISCHE STRINGTHEORIENe�� mit einem dur
h die Masse bestimmten Exponenten und der Anzahl der Zust�ande gegebe-ner Masse als KoeÆzienten. In diesem Zusammenhang ist es �ubli
h, die fermionis
he Zustands-summe mit einem relativen Minuszei
hen zu de�nieren. Die Gesamtzustandssumme wird dannzu einer Superspur �uber den Zustandsraum, deren Vers
hwinden RZ{Supersymmetrie signali-siert. Dieses Vorzei
hen kann au
h physiklis
h interpretiert werden: Die Zustandssumme h�angteng mit der Vakuumenergie und der kosmologis
hen Konstanten zusammen, zu der RZ{Bosonenund RZ{Fermionen mit umgekehrtem Vorzei
hen beitragen. Insbesondere vers
hwinden dieseGr�o�en in RZ{supersymmetris
hen Theorien.Die Zustandssumme des urspr�ungli
hen RNS{Modells ist, wie wir s
hon an Hand der nied-rigsten Anregungen feststellen konnten, ni
ht supersymmetris
h. Ber�u
ksi
htigt man jedo
hdie GSO{Projektion dur
hZ(A)(�) = Spur(A) �e��H(A)PGSO� A = NS;R; (3:60)so folgt das Vers
hwinden der supersymmetris
hen Zustandssumme aufgrund der 1829 von Ja-
obi gefundenen "aequatio identi
a satis abstrusa\ [1℄. F�ur die drei Varianten von ges
hlossenenSuperstrings l�a�t si
h die Supersymmetrie des Spektrums auf analoge Weise zeigen.Die Glei
hheit der Anzahl bosonis
her und fermionis
her Zust�ande gegebener Masse istnat�urli
h nur eine notwendige Bedingung f�ur eine RZ{supersymmetris
he Theorie. Man mu�zeigen, da� auf dem Hilbertraum eine Darstellung der Super{Poin
are{Gruppe realisiert ist, undinsbesondere die Generatoren der Supertransformationen, die RZ{Superladungen konstruieren.Dies kann mit Hilfe des Vertexoperator{Kalk�uls dur
hgef�uhrt werden, verglei
he Abs
hnitt 3.3.Es sei no
h erw�ahnt, da� die in der Green{S
hwarz{Formulierung auftretenden Problemedual zu denen in der RNS{Formulierung sind. Der Green{S
hwarz{Superstring ist manifestRZ{supersymmetris
h, aber die Theorie lie� si
h urspr�ungli
h nur in der Li
htkegel{Ei
hungformulieren und quantisieren [1℄. Inzwis
hen existiert eine RZ{kovariante Verallgemeinerung,in der zahlrei
he Hilfsfelder eingef�uhrt werden m�ussen. Obwohl beide Formulierungen der Su-perstringtheorie(n) �aquivalent sind, existiert bisher keine vereinheitli
hte Formulierung, in deralle WF- und RZ{Symmetrien (o� shell) manifest sind.3.2.1 PfadintegralquantisierungDie Pfadintegralquantisierung der Superstringtheorie verl�auft formal na
h dem glei
hen S
hemawie die der bosonis
hen. Allerdings ist die Mathematik der zahlrei
hen ben�otigten supersymme-tris
hen Verallgemeinerungen �ubli
her Begri�e (Super{Mannigfaltigkeit, Super{Riemanns
heFl�a
hen, et
.) no
h ni
ht voll entwi
kelt und der Formalismus ist sehr kompliziert (siehe [2℄und dort zitierte Literatur). I
h werde daher auf diese Dinge ni
ht systematis
h eingehen,sondern nur einige Aspekte herausheben, die f�ur das Verst�andnis der Theorie n�utzli
h sind.Als erstes soll der Zusammenhang zwis
hen der oben im Operatorformalismus eingef�uhrtenZustandssumme und der fr�uher mit Hilfe von Funktionalsintegralen de�nierten Zustandssummeerkl�art werden. Dazu betra
hten wir zun�a
hst als Vorbereitung eine skalare Quantenfeldtheorie.Hier de�niert man die Zustandssumme als Funktionalintegral �uber das Ma� mit periodis
henRandbedingungen in Zeit{Ri
htung [122℄. Die Periode ist dann die inverse Temperatur der sto-
hastis
hen Formulierung. Dieses Funktionalintegral kann mit Hilfe der Feynman{Ka
{Formel[123℄, [107℄ in den Operator{Formalismus �ubersetzt werden, und man erh�alt die Spur des eu-klidis
hen Zeitentwi
klungsoperators bzw. des "Boltzmann{Gewi
htes\:Zt't+�D�e�S[�℄ = Spur �e��H� : (3:61)Die ges
hlossene bosonis
he Stringtheorie kann als zweidimensionale skalare Feldtheorie mitperiodis
hen Randbedingungen in Raum{Ri
htung aufgefa�t werden. Das Stellen von peri-odis
hen Randbedingungen in Raum- und Zeit{Ri
htung entspri
ht einer Welt
�a
he mit derTopologie eines Torus. Die im String{Operator{Formalismus als Spur �uber den Zustandsraumde�nierte Zustandssumme entspri
ht daher der Genus{1{Zustandssumme des Pfadintegralfor-malismus. Wir k�onnen jetzt au
h den Parameter � geometris
h deuten. Fr�uher war erw�ahnt



3.2. SUPERSTRINGS 65worden, da� die Zustandssummen f�ur h�ohere Genera von der komplexen Struktur, d.h. vonden Moduli der Welt
�a
he abh�angen. Im Falle des Torus (Genus 1) gibt es einen komplexenModulus. Wenn man den Torus als Parallelogramm in der komplexen Ebene mit periodis
henRandbedingungen darstellt, so kann dieses Parallelogramm dur
h konforme (=holomorphe)Transformationen auf eine Standardgestalt gebra
ht werden, bei der die vier E
kpunkte dieZahlen 0; 1; �; � + 1, =(� ) > 0 sind. Die Zahl � ist dann der komplexe Strukturmodulus11.Bei dieser Parametrisierung sind die Skalarfelder X� aber ni
ht bez�ugli
h der Zeitri
htung (derimagin�aren Ri
htung in der komplexen Ebenen) sondern bez�ugli
h der �{Ri
htung periodis
h:X�(x; y) = X�(x+ 1; y) = X�(x+<(� ); y + =(� )): (3:62)Im Operatorformalismus werden diese "s
hiefen\ Randbedingungen dur
h den WF{Impulsoperator P = L0 � eL0 implementiert, der die Translationen in der Raumri
htung (derreellen Ri
htung in der komplexen Ebene) erzeugt:Z1(� ) = Spur�e2�i(<(�)P+i=(�)H)� = Spur �qL0�1qeL0�1� ; q = e2�i� : (3:63)Die Zustandssumme wurde im zweiten S
hritt so umges
hrieben, da� die holomorphe Fakto-risierung si
htbar ist. Dies erlaubt es, die entspre
hende Zustandssumme f�ur einen o�enenbosonis
hen String abzulesen (die hier zu betra
htende Welt
�a
he w�are eine Kreisring mit demVerh�altnis der Radien als Modulus):Z1(q) = Spur �qL0�1� = Spur �e��H� ; mit H = L0 � 1 und e�� = q = e2�i� : (3:64)Wir kommen nun zur Verallgemeinerung f�ur Superstrings. In der Quantenfeldtheorie einesSpinorfeldes mu� man bei der Bere
hnung der Zustandssumme in der Pfadintegralformel an-tiperiodis
he Randbedingungen in Zeitri
htung w�ahlen. Die Randbedingungen in der r�aum-li
hen Ri
htung sind im RNS{Modell entweder periodis
h oder antiperiodis
h, wobei wir beiges
hlossenen Strings re
hts- und linkslaufende WF{Fermionen getrennt betra
hten k�onnen.Dem Eins
hieben des GSO{Projektors in die Spur der Operatorformel entspri
ht im Pfadint-geral eine �Anderung der Randbedingungen in Zeitri
htung von periodis
h auf antiperiodis
hund vi
e versa. Damit treten bei der Bere
hnung der Zustandssumme f�ur Superstrings allevier m�ogli
hen Kombinationen von Randbedingungen auf. Dabei entspri
ht jede Wahl vonRandbedingungen einer Spinstruktur.SpinstrukturenBisher wurde stills
hweigend vorausgesetzt, da�WF{Spinorfelder au
h auf Fl�a
hen von h�oheremGenus global de�nierbar sind. Dies ist aber ni
ht selbstverst�andli
h: Eine orientierbare N{dimensionale di�erenzierbare Mannigfaltigkeit mu� zus�atzli
he Bedingungen erf�ullen, damit sieeine oder mehrere Spinstrukturen besitzt [155℄. Spinstrukturen sind �Aquivalenzklassen vonSpinb�undeln, und Spinb�undel werden ausgehend vom N{Bein{B�undel konstruiert, indem mandie reduzierte Strukturgruppe SO(N ) dur
h deren zweifa
he �Uberlagerungsgruppe Spin(N )ersetzt. Die m�ogli
hen Obstruktionen sind Elemente der Z2{wertigen zweiten Kohomologie-gruppe H2(M ;Z2) der Mannigfaltigkeit [155℄. Das Problem besteht kurz gesagt darin, da�man das ri
htige Transformationsverhalten von Spinorfeldern unter Koordinatentransformatio-nen na
hre
hnen mu�. Die dabei m�ogli
herweise auftretenden "Anomalien\ sind, mathematis
hausgedr�u
kt, �Ce
h{Kozykeln [145℄12. In zwei Dimensionen l�a�t si
h diese Bedingung einfa
herausdr�u
ken [145℄: Die betra
htete Mannigfaltigkeit, in unserem Fall die Welt
�a
he, mu� einegerade Euler{Zahl besitzen. Dies ist f�ur kompakte ges
hlossene Riemanns
he Fl�a
hen, d.h. f�urdie Welt
�a
hen ges
hlossener orientierter Strings immer erf�ullt.11Leider wird au
h die zeitartigeKoordinate in der Minkowski{Formulierungmit � bezei
hnet. Eine Verwe
hs-lung kann aber kaum auftreten, da die geometris
hen Aspekte der Welt
�a
he in der euklidis
hen Formulierungbehandelt werden.12Die Kohomologie{theoretis
hen Begri�e werden in Anhang A erkl�art.



66 KAPITEL 3. FERMIONISCHE UND SUPERSYMMETRISCHE STRINGTHEORIENWenn �uberhaupt Spinstrukturen auf einer orientierbaren Mannigfaltigkeit existieren, gibtes im allgemeinen mehrere in�aquivalente. Sie werden dur
h die Generatoren der ersten Z2{wertigen Kohomologiegruppe klassi�ziert [1℄. Eine �aquivalente Charakterisierung ist die Spezi-�zierung periodis
her oder antiperiodis
her Randbedingungen entlang der Generatoren der 1.Homologiegruppe, also entlang einer Menge von Generatoren von Repr�asentanten derjenigenges
hlossenen Kurven, die keine R�ander sind. Auf einer kompakten Riemanns
hen Fl�a
he vomGenus g, gibt es 2g Homologiegeneratoren und damit 22g in�aquivalente Spinstrukturen. ImFalle des Torus gibt es die vier oben angegebenen M�ogli
hkeiten.In Theorien mit ni
htorientierten Strings treten au
h ni
htorientierbare WF{Mannigfaltigkeitenauf, z.B. die Kleins
he Flas
he. Hier ist die Konstruktion von Spinorfeldern aufwendiger, dadie reduzierte Strukturgruppe O(N ) mehrere Zusammenhangskomponenten und damit meh-rere in Frage kommende �Uberlagerungsgruppen besitzt. Ein explizites Beispiel f�ur Spinoren aufeiner ni
ht{orientierbaren Mannigfaltigkeit �ndet man in [135℄. In der mir bekannten Litera-tur werden diese Probleme dadur
h umgangen, da� man zur Bere
hnung der entspre
hendenAmplituden den Green{S
hwarz{Formalismus verwendet.In Theorien mit o�enen Strings besitzt die WF{Mannigfaltigkeit zudem R�ander. Aufgrundder Randbedingungen lassen si
h aber der links- und der re
htslaufende Anteil eines RNS{Fermions zu einem periodis
hen oder antiperiodis
hen Spinorfeld zusammenfassen, das auf einerverdoppelten Welt
�a
he de�niert ist [1℄. Die verdoppelte Welt
�a
he ist dann wieder ges
hlossen(randlos). Die auf ihr de�nierte Theorie besitzt eine diskrete Z2{Symmetrie. Theorien mito�enen Strings lassen si
h so auf Theorien mit ges
hlossenen Strings zur�u
kf�uhren [27℄.Wir k�onnen nun erkl�aren, wieso die RZ{Supersymmetrie bei fermionis
hen Stringtheorieneine Konsistenzbedingung ist13. Die (Super-)Reparametrisierung auf der Welt
�a
he s
hlie�tf�ur die h�oheren Genera die Invarianz unter globalen Reparametrisierungen, die wir als modu-laren Transformationen bezei
hnen, ein. Diese Transformationen haben die Eigens
haft dieSpinstrukturen zu mis
hen. Im Falle des Torus wird die modularen Gruppe dur
h die Trans-formationen [1℄ � ! � + 1; � ! 1� (3:65)des modularen Parameters erzeugt. Die zweite Transformation vertaus
ht die reelle und dieimagin�are Ri
htung des Parallelogramms. Dur
h explizite Transformation der Zustandssummeerkennt man, da� nur die Spinstruktur (++), mit periodis
hen Randbedingungen in beidenRi
htungen, invariant ist, w�ahrend die anderen drei aufeinander abgebildet werden. Will manRZ{Bosonis
he und RZ{Fermionis
he Zust�ande in der Theorie, so mu� �uber alle Spinstruktu-ren summiert werden, und diese Summation entspri
ht der GSO{Projektion des Operatorfor-malismus. Bei der Summation bleiben gewisse Phasenfaktoren frei. Dur
h Untersu
hung dermodularen Transformationen f�ur die h�oheren Genera reduziert si
h die Wahlm�ogli
hkeiten aufdie drei oben gefundenen Theorien [1℄, [4℄.Im Rahmen der Pfadintegralquantisierung lassen si
h au
h andere Konsistenzbedingungender Theorie formulieren. Genau wie in der bosonis
hen Theorie sind o�ene und ges
hlos-sene Stringtheorien ni
ht unabh�angig, und man kann nur unorientierte o�ene und ges
hlosseneStrings oder orientierte ges
hlossene Strings haben. F�ur Theorien mit ges
hlossenen, orientier-ten Superstrings (Typ{II{Theorien) wurde k�urzli
h gezeigt, da� die Amplituden Ordnung f�urOrdnung endli
h sind [61℄.3.2.2 �Ubersi
ht �uber SuperstringtheorienUnter Ber�u
ksi
htigung aller Konsistenzbedingungen kann man 3 vers
hiedene Superstringtheo-rien konstruieren. Au�er den Alternativen o�en - ges
hlossen und orientiert - ni
ht orientiertkann man no
h zwis
hen den 3 Varianten der GSO{Projektion, d.h. zwis
hen ein oder zweiRZ{Superladungen und zwis
hen 
hiralen und ni
ht 
hiralen Theorien w�ahlen. Allerdings sinddiese Alternativen ni
ht unabh�angig voneinander [1℄.13Es werden im folgenden der Einfa
hheit halber nur ges
hlossene orientierte Strings betra
htet.



3.3. DER EUKLIDISCHE OPERATORFORMALISMUS 67� Theorien mit o�enen Superstrings enthalten ein masseloses Super{YM{Multiplett. Dur
hEinf�uhrung von Ladungen an den Enden des Strings kann man versu
hen, eine Ei
hgruppeeinzuf�uhren. Die Forderung der Anomalie{Freiheit l�a�t aber nur eine Ei
hgruppe, SO(32),zu [1℄. Die Theorie besteht automatis
h aus ni
htorientierten Strings. Au�erdemmu�mandie entspre
henden ni
htorientierten ges
hlossenen Strings mit aufnehmen. Diese Theoriewird als die Typ I Superstringtheorie bezei
hnet, da sie N=1{RZ{Supersymmetrie besitzt.� Theorien, in denen nur ges
hlossene Strings auftreten, sind immer N=2{RZ{supersymmetris
h und werden daher als Typ II Theorien bezei
hnet. Sie bestehen ausorientierten Strings und es ist ni
ht m�ogli
h eine Ei
hgruppe einzuf�uhren. Die ni
ht{
hirale Variante wird als II{A, die 
hirale als II{B bezei
hnet.Die folgende Tabelle gibt eine �Ubersi
ht �uber die konsistenten Superstringtheorien und ihreEigens
haften.Typ o�en/ges
hlossen orientiert 
hiral Masseloses SpektrumI beides nein ja N=1{Supergravitation undSO(32){Super{Yang{MillsII A ges
hlossen ja nein II A{SupergravitationII B ges
hlossen ja ja II B{Supergravitation3.3 Der euklidis
he OperatorformalismusEinige Elemente des euklidis
hen Operatorformalismus f�ur WF{Fermionen und f�ur superkon-forme Feldtheorien sind zum Verst�andnis fermionis
her Stringtheorien n�utzli
h oder werdensp�ater verwendet.Auf dem Minkowski- oder dem euklidis
hen WF{Zylinder sind die R{Fermionen periodis
h,die NS{Fermionen antiperiodis
h. Geht man dur
h eine konforme Transformation in die kom-plexe Ebene, so gilt genau das Umgekehrte, wie eine explizite Re
hnung lei
ht zeigt. DieBewegungsglei
hung f�ur ein 
hirales periodis
hes Fermion in der z{Ebene ist�z � = 0: (3:66)Die Greens
he Funktion G(z) = 1�z legt den singul�aren Teil der OPE fest: �(z) � (w) = �Æ��z � w + � � � : (3:67)Der Energie{Impuls{Tensor f�ur die WF{Fermionen istT (z) = 12 : (�z �(z)) �(z) : : (3:68)Die OPE T (z) �(w) = 12 1(z �w)2 �(w) + 1z �w�w �(w) + � � � ; (3:69)T (z)T (w) = d=22(z �w)4 + � � � ; (3:70)zeigen, da� jedes Fermion das konforme Gewi
ht 1/2 und die zentrale Ladung 1/2 tr�agt.Eine bemerkenswerte Eigens
haft zweidimensionaler Feldtheorien ist, da� Fermionen alsni
htlineare Funktionen von Bosonen realisiert werden k�onnen (Bose- / Fermi{�Aquivalenz)14.Dies h�angt damit zusammen, da� in zwei Dimensionen kein Spin im �ubli
hen Sinn existiert14F�ur eine allgemeine Diskusion siehe [95℄.



68 KAPITEL 3. FERMIONISCHE UND SUPERSYMMETRISCHE STRINGTHEORIENund der Zusammenhang zwis
hen "Spin\ und Statisik komplizierter ist als in vier Dimensio-nen (Zopf{Statistik statt Permutations{Statistik [2℄). Bei einer geraden Anzahl d = 2n freierFermionen w�ahlt man zun�a
hst eine komplexe Basis i = 1p2(� � + i ��1);  �i = 1p2( � + i ��1); i = 1; . . . ; n; � = 2i: (3:71)Die einzige singul�are OPE ist dann j(z) �k(w) = Æjkz � w + � � � : (3:72)Dann w�ahlt man n freie Bosefelder Xj (z) und bildet die Operatoren [56℄:V �i(z) = e�iXj (z)
j (3:73)mit 
j = (�1)N1+���+Nj�1 und Nj = I dz2�i�zXj(z): (3:74)Dann erf�ullen die Operatoren V �i die glei
hen OPE wie die  �i. Da ni
ht nur der Propagatorsondern au
h die konformen Gewi
hte und zentralen Ladungen und damit die gesamte Strukturder  {Theorie reproduziert wird, sind beide Formulierungen �aquivalent.Die "Kozykeloperatoren\ 
j dienen nur der Entfernung unerw�uns
hter Phasenfaktoren. Dieim n�a
hsten Kapitel dur
hgef�uhrte Dikussion toroidaler Kompaktifzierungen zeigt, da� dieWerte der Felder Xi als Koordinaten des Torus Rn=2�Zn interpretiert werden k�onnen. Anti-periodis
he Randbedingungen k�onnen dur
h die Halbierung des Radius implementiert werden.Allgemein kann der �Ubergang von periodis
hen zu antiperiodis
hen Randbedingungen unddamit vom NS- in zum R{Sektor dur
h ein sogenanntes Spinfeld Sa(z) bes
hrieben werden[34℄. F�ur seine Konstruktion werden die Faddeev{Popov{Supergeistfelder und Methoden derBRS{Quantisierung ben�otigt. Die Anwendung des Spinfeldes auf den sl(2;R){Grundzustanddes NS{Sektors, liefert den Grundzustand des R{Sektorsjai = Sa(0)j0i: (3:75)Die Super{Virasoro{Algebra kann dur
h die OPE des Energie{Impuls{Tensors und des WF{Superstroms formuliert werden [2℄, [4℄. Dur
h Hinzunahme des Spinfeldes kann der Zusammen-hang zwis
hen WF{Supersymmetrie und RZ{Supersymmetrie aufgekl�art werden [8℄, [57℄. Diein den zitierten Arbeiten aufgef�uhrten Argumente beruhen auf der Struktur der OPE und geltenau
h f�ur allgemeine vierdimensionale Stringtheorien, bei denen die inneren Freiheitsgrade dur
hein konforme Feldtheorie realisiert werden. Die notwendigen und hinrei
henden Bedingung f�urdie vers
hiedenen m�ogli
hen RZ{Supersymmetrien in geraden Dimensionszahlen sind eine (je-weils vers
hiedene) erweiterte globale WF{Supenersymmetrie zusammen mit einer zus�atzli
henSymmetrie bez�ugli
h einer exzeptionellen Lie{Algebra [57℄.



Kapitel 4Toroidale Kompakti�zierungenund heterotis
he StringtheorienDas Haupthindernis bei der physikalis
hen Interpretation von Stringtheorien ist das Auftretenzus�atzli
her Raumdimensionen. Das Studium von Theorien mit verborgenen Dimensionen istaber an si
h ni
hts neues; tats�a
hli
h hat ihre Einf�uhrung eine Tradition, die mindestens indas Jahr 1921 zur�u
krei
ht. Damals hatte T. Kaluza [111℄ bemerkt, da� die vierdimensionaleEinsteins
he Gravitationstheorie si
h mit der Maxwells
hen Theorie des Elektromagnetismusvereinigen l�a�t, wenn man eine f�unfdimensionale Version der Gravitationstheorie betra
htet unddie f�unfte Dimension auf einem Kreis mit hinrei
hend kleinem Radius kompakti�ziert. DieseIdee wurde von O. Klein [112℄ weiterentwi
kelt, und au
h Einstein bes
h�aftigte si
h in denletzten 30 Jahren seines Lebens immer wieder mit ihr [164℄.Die Ideen von Kaluza und Klein wurden sp�ater im Zusammenhang mit den Supergravita-tionstheorien [105℄ wieder aufgegri�en. Dabei sollte eine h�oherdimensionale (zehn- oder elfdi-mensionale) Supergravitationstheorie als vereinheitli
hte Theorie aller We
hselwirkungen eta-bliert werden. Dur
h die Kompakti�zierung der zus�atzli
hen Dimensionen ergibt si
h in vierDimensionen eine Supergravitationstheorie und eine Super{Yang{Mills{Theorie, deren Ei
h-gruppe, diejenigen der starken und elektros
hwa
hen beinhalten sollte1. Vom h�oherdimensio-nalen Standpunkt aus betra
htet, gibt es nur eine Kraft, die Gravitation, und alle Teil
henstammen aus einem einzigen Super{Multiplett. Die Probleme dieses Ansatzes sind so gro�,wie die Idee �asthetis
h: Die Renormierbarkeit oder Endli
hkeit konnte ni
ht bewiesen wer-den und gilt inzwis
hen als zweifelhaft; bei der Kompakti�zierung bekommt man ni
ht diegew�uns
hten vereinheitli
hten Ei
hgruppen, man hat S
hwierigkeiten 
hirale Fermionen zu er-halten und weder der Me
hanismus der Kompakti�zierung no
h der der Symmetriebre
hung istv�ollig verstanden2.Im Rahmen der Stringtheorie ist man gezwungen, diese Fragen wieder aufzugreifen. Dabeiergeben si
h neue, String{spezi�s
he Aspekte, ohne da� freili
h die oben angespro
henen Pro-bleme s
hon gel�ost w�aren. Denno
h lassen si
h in der Stringtheorie bereits mit verglei
hsweiseWeise geringem Aufwand "semirealistis
he\ Spektren realisieren, d.h. sol
he mit drei oder vierGenerationen 
hiraler Fermionen und Ei
hgruppen, die die des Standardmodells als direktenFaktor enthalten.1Bei der Kompakti�zierung auf R�aumen mit konstanter Kr�ummung ist die manifeste Ei
hgruppe die Gruppeder Isometrien der internen Mannigfaltigkeit, also im Falle der Torus Td die Gruppe U(1)d, im Falle der Sph�areSd die Gruppe SO(d+1). Die Ei
hgruppe kann aber dur
haus gr�o�er sein, etwa bei ni
htlinearenRealisierungen[105℄.2F�ur eine �Ubersi
ht siehe [105℄. 69



70 KAPITEL 4. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGEN4.1 Die Kompakti�zierung des ges
hlossenen bosoni-s
hen StringsViele wesentli
he Aspekte der Kompakti�zierung lassen si
h bereits am einfa
hsten Beispiel,der Theorie ges
hlossener bosonis
her Strings, erkl�aren. Da alle Theorien mit semirealistis
henSpektren aus orientierten ges
hlossenen Strings bestehen, werden im folgenden keine o�enenStrings mehr betra
htet. Als interne Mannigfaltigkeit wird die einfa
hste M�ogli
hkeit, derTorus, gew�ahlt. Folgende Punkte sollen erl�autert werden:� In Theorien mit ges
hlossenen Strings kan man dur
h toroidale Kompakti�zierung ni
ht-abels
he Ei
hgruppen erhalten. Der Rang der Ei
hgruppe ist glei
h der Anzahl derinternen Dimensionen. Es sei daran erinnert, da� ges
hlossene Stringtheorien in der ma-ximalen Dimension keine Ei
hgruppen zulie�en; das masselose Spektrum war ein reinesGravitations{Multiplett.� Die Abh�angigkeit des Spektrums und insbesondere der Ei
hgruppe von der Geometrieder kompakten Dimensionen kann explizit angegeben werden. Sie wird dur
h kontinuier-li
he Parameter bes
hrieben, die alsModuli3 bezei
hnet werden. Die Moduli h�angen mitden Vakuumerwartungswerten gewisser masseloser Skalarfelder zusammen. Vers
hiedeneKompakti�zierungen werden daher ni
ht als vers
hiedene Theorien, sondern als vers
hie-den "Vakua\ oder klassis
he L�osungen einer Theorie interpretiert. Es gibt kritis
heWerte der Moduli, f�ur die die Symmetrie des Spektrums besonders gro� ist.� Es gibt eine sogenannte Dualit�atssymmetrie zwis
hen kleinen und gro�en Kompakti-�zierungsradien. Sie legt nahe, da� die kleinste sinnvolle L�ange in der Theorie von derOrdnung der Plan
k{L�ange ist.4.1.1 Die klassis
he TheorieDie toroidale Geometrie der internen DimensionenWir betra
hten jetzt den ges
hlossenen bosonis
hen String ni
ht mehr im 26{dimensionalenMinkowski{RaumM26, sondern in einer Raum-Zeit der Form M26�d � Td und konzentrierenuns auf den kompakten Teil, den Torus Td:Td = Rd2�� : (4:1)� ist ein d-dimensionales Gitter, da� dur
h die Vektoren feiji = 1; . . . ; dg aufgespannt wird:� = heiji = 1; . . . ; diZ := fmieijmi 2 Zg: (4:2)Die Gitterbasis von � ist nat�urli
h au
h eine R{Basis des Rd. Wir ben�otigen im folgendenau
h no
h eine Orthonormalbasis fe�j� = 1; . . . ; dg. Die Matrix der Skalarprodukte der Git-terbasisvektoren, Gij := ei � ej ; (4:3)wird au
h alsGittermetrik bezei
hnet; genauer gesagt ist sie die Matrix der Standard{Metrikbez�ugli
h der Gitterbasis:v;w 2 Rd;v = viei = v�e�; w = wiei = w�e�) v �w = viwjGij = v�w�Æ�� : (4:4)H�au�g wird die folgende, �aquivalente Formulierung benutzt: Die Kompakti�zierung erfolgtauf dem d{dimensionalen Einheitsgitter Zd, aber der Rd wird mit einer Ni
htstandard{Metrik mit Matrix Gij versehen. Die Gitterbasisvektoren ei sind in dieser Formulierung an3Diese Moduli sind von den WF{Moduli, die die komplexe Strukturen der Welt
�a
he parametrisieren, zuunters
heiden.



UND HETEROTISCHE STRINGTHEORIEN 71si
h, d.h. bez�ugli
h der Standard{Metrik, orthonormiert, werden aber dur
h ein konstantesGravitationsfeld4 verzerrt, da� die Standardmetrik deformiert. Beide Formulierungen sindglei
hwertig, weil, wie fr�uher erl�autert wurde, Raum{Zeit{Struktur und Graviatationsfeld ni
htempiris
h, sondern nur konventionell getrennt werden k�onnen5. Man k�onnte au
h Kompakti�-zierungen auf ni
htorthonormierten Gittern in einer Raum{Zeit mit konstantem Gravitations-feld betra
hten, aber dies f�uhrt nur zum Auftreten redundanter Parameter.Die zweite Formulierung habe i
h vor allem eingef�uhrt, weil sie es erlaubt, die geometris
henParameter Gij, die das Gitter � eindeutig 
harakterisieren6, physikalis
h zu interpretieren. DieGij sind die d2 rein internen Komponenten der 26{dimensionalen Metrik, d.h. des Vakuumer-wartungswertes des 26{dimensionalen Gravitons bez�ugli
h der d kompakten Dimensionen. Vom(26 � d){dimensionalen Standpunkt, also von der ni
htkompakten Raum{Zeit her betra
htet,sind diese Komponenten die Vakuumerwartungswerte masselose Skalarfelder. Dies legt es nahe,au
h Vakuumerwartungswerte f�ur die anderen masselosen Skalarfelder einzuf�uhren, was sp�aterges
hehen wird.Die L�osungen der klassis
hen Bewegungsglei
hungenDie Kompakti�zierung auf dem Torus kann exakt behandelt werden, da ein Torus keine (int-rinsis
he) Kr�ummung besitzt, und die Bewegungsglei
hungen linear bleiben; genauer gesagt�andern si
h die Bewegungsglei
hungen �uberhaupt ni
ht; es treten ledigli
h allgemeinere Rand-bedingungen auf, da ein ges
hlossener String nur no
h modulo Gittervektoren periodis
h seinmu�: X(� + �; � ) = X(�; � ) + 2�v; v 2 �; X = (Xi)di=1: (4:5)Die Modenentwi
klung enth�alt dann au
h einen in � linearen Term [1℄:X(�; � ) = x + p� + 2w� + i2Xn6=0 �nn e�2in(�+�) + i2Xn6=0 ~�nn e�2in(���): (4:6)Der neu aufgetretene Vektor w 2 � bes
hreibt die vers
hiedenen nun m�ogli
hen Windungs-zust�ande und wird daher als Windungsvektor bezei
hnet. Seine Komponenten wi bez�ugli
hder Gitterbasis sind ganzzahlig und geben die Windungszahlen des Strings bez�ugli
h der inter-nen Dimension an.Das Koordinatenfeld kann, wie fr�uher, in den links- und den re
htslaufenden Anteil zerlegtwerden: X(�; � ) = 12 (XL(� + �) +XR(� � �)) ; (4:7)XL(� + �) = xL + 2pL(� + �) + iXn6=0 �nn e�2in(�+�); (4:8)XR(� � �) = xR + 2pR(� � �) + iXn6=0 ~�nn e�2in(���): (4:9)Der Zusammenhang zwis
hen den re
hts- und linkslaufenden Koordinaten xR;L und Impul-sen pR;L einerseits und dem S
hwerpuktsimpuls p, der S
hwerpunktskoordinate x und demWindungsvektor w andererseits ist:x = 12 (xL + xR) ; p = pL + pR; 2w = pL � pR; (4:10)pL = 12p+w; pR = 12p�w: (4:11)Bemerkung: Die zu w kanonis
h konjugierte Variable tritt ni
ht in der Modenentwi
klungauf. Die 
hiralen Koordinaten xR, xL sind daher ni
ht eindeutig bestimmt.4Als Gravitationsfeld bezei
hne i
h hier der Einfa
hheit halber wieder die Di�erenz zwis
hen dem metris
henTensor und dem Minkowski{�{Tensor. Vgl. Abs
hnitt 2.3.3.5Dies wurde in Abs
hnitt 2.3.3 erl�autert.6Orthogonale Transformationen von � im Rd �andern die Geometrie der Raum{Zeit ni
ht.



72 KAPITEL 4. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENDie klassis
he WirkungIn der Wirkung f�ur die d kompakten Dimensionen sollen die rein internen Komponenten allermasselosen Zust�ande dur
h konstante Hintergrundfelder ber�u
ksi
htigt werden. Neben demsymmetris
hen Tensor (Graviton und Dilaton) enth�alt das Spektrum der 26{dimensionalenges
hlossenen bosonis
hen Stringtheorie no
h einen antisymmetris
hen Tensor. Au�er der sym-metris
hen Matrix Gij hat man no
h eine antisymmetris
he Matrix Bij einzuf�uhren, die dieKomponenten des antisymmetris
hen Tensorfeldes bez�ugli
h der Gitterbasis enth�alt. Die Wir-kung f�ur die d freien Welt
�a
henskalarfelder ist dann die allgemeinste bilineare aus den erstenAbleitungen konstruierbare und lautet (in Gitterkoordinaten) [67℄:SNSW = 12� Z d�d�(Gij��Xi��Xj��� + Bij��Xi��Xj���): (4:12)Der zweite Summand in der Wirkung ist lokal eine totale Ableitung und �andert die Bewegungs-glei
hungen ni
ht. Er ma
ht si
h aber dur
h eine relative Vers
hiebung von kinetis
hem Impulsp und kanonis
hem Impuls pKAN bemerkbar:�i � ÆSÆ�0Xi = 12� �L��0Xi = 1� (Gijpj + 2Bijwj) + � � � (4:13)) pKANi = Gijpj + 2Bijwj : (4:14)Die Unglei
hheit von kinetis
hem und kanonis
hem Impuls hat wi
htige Konsequenzen f�ur dieQuantentheorie, denn bei der kanonis
hen Quantisierung wird der kanonis
he Impuls dur
h denImpulsoperator ersetzt (besser gesagt erf�ullt der quantisierte kanonis
he Impuls die einfa
henkanonis
hen Vertaus
hungsrelationen und ni
ht unbedingt der quantisierte kinetis
he Impuls).Da f�ur die Quantisierung der Theorie der kanonis
he Impuls wi
htig ist, ist es zwe
km�a�ig,mittels Glei
hung (4.14) den kinetis
hen Impuls zu eliminieren:Xi(�; �) = xi + (GijpKANj � 2GijBjkwk)� + 2�wi + � � � : (4:15)Die zu (Gij) inverse Matrix (Gij) kann au
h dur
h die Basis fe�ig des zu � dualen Gitters ��ausgedr�u
kt werden: Gij = e�i � e�j; wobei e�i � ej = Æij : (4:16)Au
h die links- und re
htslaufenden Impulse k�onnen dur
h den kanonis
hen statt dur
h denkinetis
hen Impuls ausgedr�u
kt werden:piL = 12pi + wi = 12GijpKANj �GijBjkwk +wi; (4:17)piR = 12pi �wi = 12GijpKANj � GijBjkwk �wi: (4:18)4.1.2 Kanonis
he Quantisierung und Fo
kraumBei der kanonis
hen Quantisierung werden die Poissonklammern der klassis
hen Theorie dur
hKommutatoren, multipliziert mit �i, ersetzt (�h = 1). Bez�ugli
h einer Gitterbasis von � erh�altman, wenn man den kanonis
hen Impuls dur
h den Impulsoperator ersetzt7 :[xi; pj℄ = iGij: (4:19)Au
h demWindungsvektor soll in der Quantentheorie ein Operator zugeordnet werden; da aberdie zu w kanonis
h konjugierte Gr�o�en in der Theorie (bisher) ni
ht auftritt, kommutiert er mitallen anderen Operatoren. Geht man zu den 
hiralen Koordinaten und Impulsen �uber, so sindderen Vertaus
hungsrelationen unterbestimmt. Eine plausible L�osung des Problems bestehtdarin, da� man postuliert, da�7Es sei daran erinnert, da� man au
h in der ni
htrelativistis
hen Quantenme
hanik, bei der S
hr�odingerglei-
hung f�ur ein Teil
hen im elektromagnetis
hen Feld, so vorgehen mu�.
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htslaufende Gr�o�en miteinander kommutieren, und2. links- und re
htslaufende Gr�o�en jeweils unter si
h die glei
hen Vertaus
hungsrelationenerf�ullen.Dies f�uhrt zu den Relationen8:[xiL; piL℄ = iGij; [xiR; piR℄ = iGij; (4:20)die wieder die kanonis
he Form haben. Wie in der ni
ht kompakti�zierten Theorie hat manferner die folgenden Vertaus
hungsrelationen f�ur die Oszillatoren:[�im; �jn℄ = mÆm+n;0Gij; [~�im; ~�jn℄ = mÆm+n;0Gij: (4:21)Da die Operatoren in zwei miteinander kommutierende Familien, die der linkslaufenden unddie der re
htslaufenden zerfallen, k�onnen wir den Fo
kraum der inneren Anregungen als Ten-sorprodukt zweier isomorpher Fo
kr�aume konstruierenF = FL 
FR (4:22)und betra
hten zun�a
hst nur FL. Der linkslaufende Grundzustand j0iL wird dur
hpLj0iL; �imj0iL; m > 0 (4:23)de�niert. Dur
h Anwendung des Operators eikL�xL erh�alt man Eigenzust�ande jkLi des links-laufenden Impulsoperators pL mit dem Eigenwert kL:piLjkLi � piLeikL�xL j0i = kiLeikL�xL j0i � kiLjkLi: (4:24)S
hwingungen in den internen Dimensionen erzugt man dur
h Anwendung der Operatoren �i�m,m > 0. Da der Fo
kraum der re
htslaufenden Anregungen die glei
he Struktur hat, erzeugendie Vektoren �i�m � � � ~�j�n � � � j(kL;kR)i (4:25)den Fo
kraum der inneren Anregungen. Dur
h Anwendung der Formeln (4.17), (4.18) auf dieEigenwerte des links- und re
htslaufenden Impulses,kiL = 12Gijkj � GijBjkwk + wi; kiR = 12Gijkj � GijBjkwk � wi; (4:26)sieht man, da� ein Zustand mit den Quantenzahlen (kL ;kR) den Windungsvektor w und deninternen Impuls k tr�agt. Wir k�onnen nun au
h den zum Windungszahloperator W i kanonis
hkonjugierten Operator V i angeben9. Der Windungszahloperator selbst, sowie der Impulsope-rator p und der Ortsoperator x sind bereits dur
h die Glei
hungen (4.10),(4.17) und (4.18)festgelegt: xi = 12(xiL + xiR); W i = 12(piL � piR); (4:27)pi = piL + piR +GijBjk(pkL + pkR): (4:28)Den Operator V i kann man dur
h Au
�osen der Glei
hungkL � xL + kR � xR != k � x+w �V (4:29)bestimmen und erh�alt V i = xiL � xiR + GijBjk(xkL + xkR): (4:30)8Man
he Autoren de�nieren die 
hiralen Koordinaten ohne den Faktor 12 in Formel (4.10), was zu einemFaktor 12 in den Vertaus
hungsrelationen f�uhrt. Au�erdem gibt es andere sinnvolle M�ogli
hkeiten, die Nullmodenzu quantisieren [77℄. F�ur unsere Zwe
ke ist die hier verwendete Standard{Variante am bequemsten.9In der quantisierten Theorie bezei
hnen k, v, w die Eigenwerte der Operatoren p, V, W.
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h Na
hre
hnen mit Hilfe der Vertaus
hungsrelationen (4.20) erh�alt man tats�a
hli
h[xi; pj℄ = iGij = [V i;W j℄ (4:31)Der Operator ei(k�x+w�V) = ei(kL�xL+kR�xR) (4:32)erzeugt also Zust�ande mit Impuls k und Windung w, die den 
hiralen Impulsen kL und kRentspre
hen.Das ImpulsgitterAus der Quantentheorie ist bekannt, da� der Impulsoperator bei periodis
hen Randbedingun-gen, wie sie z.B. in der Festk�orperphysik auftreten, ein diskretes Spektrum besitzt. Das Glei
heges
hieht in der Stringtheorie bei toroidalen (also periodis
hen) Randbedingungen bez�ugli
hder d kompakti�zierten Raumdimensionen. Wir haben si
herzustellen, da� der Vertexoperator,der die (kL; kR){Eigenzust�ande erzeugt, wohlde�niert ist. Dieser Vertexoperator wird mit derquantisierten Version der L�osung der klassis
hen Bewegungsglei
hungen mit toroidalen Rand-bedingungen konstruiert und enth�alt daher einen in � linearen Anteil im Exponenten, der zueiner ni
ht{trivialen Bedingung f�uhrt:ei(kL�XL(�;�)+kR �XL(�;�)) != ei(ikL�XL(�;�+�)+kR�XL(�;�+�)) ) e2�i(kL�pL�kR�pR) = 1 (4:33)Diese Bedingung gilt auf dem ganzen internen Fo
kraum, wenn sie f�ur alle Zust�ande der Formj(k0L;k0R)i erf�ullt ist, da die Impulsoperatoren mit den Oszillatoren vertaus
hen. Damit erh�altman e2�i(kL�pL�kR �pR)j(k0L;k0R)i != j(k0L;k0R)i, (kL;kR) � (k0L;k0R) := kL � k0L � kR � k0R 2 Z (4:34)Die Menge aller links- und re
htslaufenden Impulse der Theorie mu� also bez�ugli
h eines in-de�niten Skalarproduktes mit der Signatur (+)d(�)d ganzzahlig sein. Diese Menge ist daherdiskret und bildet ein ganzzahliges Gitter10. Indem man die links- und re
htslaufendenImpulse dur
h die Impuls- und Windungszahlen ausdr�u
kt, erh�alt man(kL;kR) � (k0L;k0R) = w � k0 + k �w0 2 Z: (4:35)Diese Bedingung ist genau dann erf�ullt, wenn alle Impulse ganzzahlige Skalarprodukte mit allenWindungsvektoren haben. Beweis: Die Bedingung ist notwendig, denn wenn man sie f�ur einenbeliebigen Impulseigenzustand ohne Windung (w = 0) und einen beliebigen Windungseigenzu-stand ohne Impuls (k0 = 0) auswertet, erh�alt man8w0 2 � : k �w0 2 Z: (4:36)Die Bedingung ist o�ensi
htli
h au
h hinrei
hend. Sie zeigt glei
hzeitig, da� das Impulsgitterein gerades Gitter ist, d.h. alle Skalarprodukte von Vektoren mit si
h selbst sind bez�ugli
hdes inde�niten Skalarproduktes gerade Zahlen.Damit ist gezeigt, da� die internen Impulse k in dem zum Raumgitter � dualen Gitter ��liegen, k 2 �� :, 8w 2 � : k �w 2 Z; (4:37)genau wie das au
h in der Festk�orperphysik bei periodis
hen Randbedingungen der Fall ist11.Die Komponenten ki des Impulses bez�ugli
h der dualen Gitterbasis fe�ig sind ganzzahlig undz�ahlen die Impulsquanten bez�ugli
h der i{ten kompakten Raumri
htung.10Die hier verwendeten Begri�e aus der Theorie euklidis
her und pseudoeuklidis
herGitter werden in AnhangC erkl�art.11Der Eindeutigkeit des Vertexoperators entspri
ht dabei die Forderung na
h Eindeutigkeit derWellenfunktion.



UND HETEROTISCHE STRINGTHEORIEN 75Wir k�onnen nun no
h einen n�aheren Bli
k auf das Impulsgitter, d.h. dur
h das von den links-und re
htslaufenden Impulsen gebildete, 2d{dimensionale Gitter werfen. Es tr�agt eine inde�niteMetrik der Signatur (+)d(�)d und wird daher im folgenden als �d;d bezei
hnet. Da jederVektor des Impulsgitters dur
h Windungs- und Impulsvektoren (sowie die Hintergrundfelder)ausged�u
kt werden kann, liegt es nahe, eine Gitterbasis f�ur �d;d ausgehend von den Gitterbasenvon � und �� zu konstruieren. An Hand der Formeln (4.14) kann man zeigen, da� die Vektorenki = �12e�i; 12e�i� ; ki = �ei +Bije�j;�ei +Bije�j� ; i = 1; . . . ; d; (4:38)eine Z{Basis von �d;d bilden. Ihre Skalarprodukte sind:ki � kj = 0; ki � kj = Æij ; ki � kj = 0: (4:39)Wie man sieht, geht das Bij{Feld ni
ht in die Skalarprodukte ein. Die Entwi
klungskoeÆzien-ten eines beliebigen Gittervektors bez�ugli
h dieser Basis sind die (ganzzahligen) Impuls- undWindungsquantenzahlen: (kL;kL) = kiki + wjkj : (4:40)Mit Hilfe der Basis (4.38) kann man au
h no
h zeigen, da� das Impulsgitter ni
ht nur ganzzahligund gerade, sondern au
h selbstdual ist:�d;d = ��d;d: (4:41)Ein Bli
k auf die Skalarprodukte (4.39) zeigt n�amli
h, da� die Basisvektoren ki und ki zueinan-der dual sind; die Selbstdualit�at ist also manifest. Die Selbstdualit�at ist eine sehr starke Eigen-s
haft, von der an vielen Stellen Gebrau
h gema
ht werden wird. Au�erdem ist die Selbstdua-lit�at des Impulsgitters �aquivalent zur modularen Invarianz der Zustandssumme [71℄. Es stelltsi
h damit die Frage, ob wir mit unserer Konstruktion alle gerade selbstdualen Gitter vom Typ(+)d(�)d erhalten k�onnen, denn jedes sol
he Gitter de�niert eine konsistente Theorie (mo-dulo der s
hon in der ni
ht{kompakten bosonis
hen Stringtheorie auftretenden Probleme). Umdies beantworten zu k�onnen, benutzen wir, da� selbstduale gerade Gitter mit ni
hteuklidis
herMetrik nur existieren, wenn die Signatur modulo 8 vers
hwindet, dann aber, f�ur feste Dimen-sion und Signatur isometris
h sind [58℄. Mit anderen Worten erh�alt man in unserem Fall allezul�assigen Impulsgitter aus einem gegebenen dur
h O(d; d){Transformationen. Drehungen deslinken oder re
hten Teiles des Gitters �andern aber die Physik des Modells ni
ht (der Fo
kraumbleibt derselbe) und Gitter, die si
h nur um eine O(d)
O(d){Transformationen unters
heiden,k�onnen identi�ziert werden. Nur "Boosts\, die dur
h die Elemente des homogenen RaumesO(d; d)O(d)
 O(d) (4:42)repr�asentiert werden, f�uhren zu physikalis
h in�aquivalenten Modellen [58℄. Sp�ater werden wirsehen, da� der Moduli{Raum der toroidalen Kompakti�zierungen nur lokal isomorph zu (4.42)ist. Die Dimension des Moduli{Raumes ist122d(2d� 1)� 2�12d(d� 1)� = d2: (4:43)Da die Hintergrundfelder Gij und Bij zusammen gerade d2 kontinuierli
he Parameter enthalten,und (wie wir glei
h sehen werden) diese Parameter voneinander unabh�angig sind (in dem Sinne,da� die mit ihrer �Anderung verbundenen �Anderungen der Physik unabh�angig voneinander sind)hat die oben dur
hgef�uhrte Konstruktion tats�a
hli
h alle konsistenten Kompakti�zierungengeliefert.Den Prototyp f�ur ein selbstduales gerades Gitter der Dimension 2d und Signatur 0 erh�altman, wenn man speziell Bij = 0 und Gij = Æij setzt. Die Wahl der Gittermetrik entspri
ht derWahl eines kubis
hen Einheitsgitters f�ur �. Das so entehende Impulsgitter besteht aus d Kopien



76 KAPITEL 4. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENdes zweidimensionalen pseudo{euklidis
hen Standard{GittersD1;1. Man erh�alt es als Spezialfallder Englert{Neveu{Konstruktion [58℄, indem man zwei Kopien des "Gewi
htsgitters12\ D1 derzweifa
hen �Uberlagerungsgruppe Spin(2) der SO(2) nimmt, und die diagonale Kombinationen(R;R), (V ;V ), (S;S) und (C;C) der Konjugationsklassen w�ahlt:�d;d = d �D1;1; D1;1 = (D1D1)(R;R);(V ;V );(S;S);(C;C): (4:44)4.1.3 Untersu
hung des SpektrumsDer Gesamt{Fo
kraum der kompakti�zierten Theorie ist das Produkt des im vorigen Abs
hnittbehandelten Fo
kraums der d kompakti�zierten inneren Freiheitsgrade mit dem Fo
kraumder 26�d ni
ht kompakti�ziertenRaum{Zeit{Freiheitsgrade. In der kovarianten Operator{Quantisierung m�ussen die physikalis
hen Zust�ande die Virasoro{Bedingungen erf�ullen. �Ande-rungen gegen�uber der ni
ht kompakti�zierten Theorie ergeben si
h bei der Massens
halen- undbei der Balan
e{Relation(L0 + ~L0 � 2)j�i = 0; (L0 � ~L0)j�i = 0: (4:45)Die Operatoren L0; ~L0 k�onnen dur
h den RZ{Impulsoperator pRZ = (p�)26�d�1�=0 , die inter-nen links- und re
htslaufenden Impulsoperatoren pL;pR und die Anzahloperatoren N; eN aus-gedr�u
kt werden: L0 = 18p2RZ + 12p 2L +N; (4:46)~L0 = 18p2RZ + 12p 2R + ~N: (4:47)Die Begri�e Masse und Spin beziehen si
h jetzt auf die 26�d dimensionale Raum{Zeit. Darausergibt si
h mitM2 = �k2RZ die Massenformel14M2 = 12k 2R + 12k 2L +N + ~N � 2: (4:48)Die Balan
eformel, die nur Zust�ande zul�a�t, bei denen die re
hts- und linkslaufenden Anre-gungen glei
h viel zur Masse beitragen, lautet:N + 12k 2L = ~N + 12k 2R: (4:49)Bemerkung: Da die Spektren der Anzahloperatoren ganzzahlig sind, mu� k 2L � k 2R ebenfallsganzzahlig sein. Au
h hieraus folgt, da� das Impulsgitter ganzzahlig sein mu�.Die physikalis
hen Zust�ande, bzw. einen Satz von Repr�asentanten, erh�alt man wiederdur
h die transversalen Moden, also in der Li
htkegelei
hung. Eine Basis f�ur die transversalenZust�ande ist �a1�m1 � � ��i1�n1 � � � e�b1�k1 � � � e�j1�l1 � � � j(kL;kR);kRZi; mi; ni; ki; li > 0: (4:50)Die transversalen RZ{Indizes ai; bi dur
hlaufen die Werte 1 bis 26 � d � 2, die internen Indi-zes ik; jk die Werte 1 bis d. Den RZ{Impuls kRZ werde i
h in Zukunft bei der Angabe vonZust�anden ni
ht mehr mits
hreiben, da er aus der Massenformel jederzeit rekonstruiert werdenkann.F�ur die "Ph�anomenologie\ ist das masselose Spektrum ma�gebli
h, da die typis
he Mas-senskala f�ur Anregungen die Plan
k-Masse ist. Die kontinuierli
hen Symmetrien der e�ektivenFeldtheorie werden dur
h die masselosen Vektorbosonen der Stringtheorie festgelegt (da diese anerhaltene Str�ome koppeln sollten). Daher soll nun das masselose Spektrum analysiert werden.12Der Begri� des Gewi
htsgitters ist eigentli
h nur f�ur ni
htabels
he, halbeinfa
he Lie{Algebren de�niert. DasD1{Gitter besteht aber aus allen halbganzen Zahlen, parametrisiert also die Darstellungen und Spinordarstel-lungen der Gruppe SO(2). N�aheres zu den in diesem Kapitel auftretenden Lie{Algebra{Gittern erf�ahrt man inAnhang C.



UND HETEROTISCHE STRINGTHEORIEN 77Es gibt zwei Arten von masselosen Zust�anden: Die erste Klasse existiert immer, unabh�angigvon der Wahl der Hintergrundfelder, und besteht aus Zust�anden bei denen je ein links- undre
htslaufender Oszillator der niedrigsten S
hwingungsmode angewendet wird. Der links- undre
htslaufende Impuls, bzw. Windungszahl und innerer Impuls m�ussen dann vers
hwinden:N = eN = 1 und M2 = 0) kL = kR = 0, w = k = 0: (4:51)Die generis
hen masselosen Zust�ande einer kompakti�zierten Theorie ges
hlossener bosonis
herStrings sind damit:Zust�ande SO(24-d){Darstellungen Interpretation�a�1e�b�1j(0; 0)i Spurfreier symmetris
her Ten-sor, antisymmetris
hr Tensor2.Stufe, Skalar Graviton, antisymmetris
herTensor, Dilaton�a�1e�j�1j(0; 0)i d Vektoren U (1)d{Ei
hbosonen�i�1e�b�1j(0; 0)i d Vektoren U (1)d{Ei
hbosonen�i�1e�j�1j(0; 0)i d2 Skalare d2 SkalareDer "Spin\ eines Zust�andes wird dur
h die kleine Gruppe, also bei masselosen Zust�anden dur
hdie transversale Drehgruppe SO(24�d), de�niert. Betra
htet man speziell eine vierdimensionaleRaum{Zeit, also d = 22, so hat das Graviton zwei Komponenten mit den Helizit�aten �2 undder antisymmetris
he Tensor hat eine Komponente und ist �aquivalent zu einem Pseudoskalar13.F�ur ihn hat si
h die Bezei
hnung Axion14 eingeb�urgert. Dur
h die Kompakti�zierung habensi
h die gemis
hten Komponenten des 26{dimensionalen Gravitons in 2d masselose Vektor-bosonen verwandelt. Dieser E�ekt ist typis
h f�ur die Kompakti�zierung h�oherdimensionalerGravitationstheorien und tritt au
h in normalen Feldtheorien auf. Daher stammt die Bezei
h-nung als Kaluza{Klein{Bosonen. Die Interpretation als Ei
hbosonen wird weiter unten dur
hdie Konstruktion einer Darstellung der Ei
hgruppe gere
htfertigt. Die generis
he Ei
hgruppeeiner ges
hlossenen bosonis
hen Stringtheorie mit d kompakten Dimensionen ist alsoG = GL 
GR = U (1)d 
 U (1)d: (4:52)Die zweite Klasse von masselosen Zust�anden ergibt si
h aus den drei weiteren L�osungen derGlei
hung M2 = 0 N = 0; k2L = 2; eN = 1; kR = 0oder N = 1; kL = 0; eN = 0; k2R = 2oder N = 0; k2L = 2; eN = 0; k2R = 2: (4:53)13Die Parit�at eines Zustandes ergibt si
h aus der Kenntnis der vorliegenden Tensordarstellung der SO(3)[146℄. Die masselosen Darstellungen der ISO(1;3) m�ussen dazu in massive eingebettet werden. Physikalis
hentspri
ht dies der Hinzunahme eines Massentermes. Dadur
h erh�oht si
h die Zahl der Freiheitsgrade und manerh�alt statt der betra
hteten SO(2){Darstellung die dur
h sie induzierte SO(3){Darstellung. Die zus�atzli
henFreiheitsgrade entkoppeln im Limes vers
hwindenderMasse. Im hier vorliegendenFall liefert die Einbettung derantisymmetris
hen Tensordarstellung der SO(2) den antisymmetris
hen Tensor zweiter Stufe der SO(3), mitdrei Komponenten. Diese Darstellung ist zur Vektordarstellung der SO(3) �aquivalent, transformiert aber unterParit�atstransformationen mit einem zus�atzli
hen Vorzei
hen. Der Ersatzvektor f�ur einen antisymmetris
henTensor ist ein Axialvektor. Geht man jetzt wieder zu Darstellungen der SO(2) �uber, so entkoppeln die Kompo-nentenmit den Helizit�aten �1. �Ubrig bleibt die Komponentemit Helizit�at 0, die unter Parit�atstransformationenmit einem zus�atzli
hen Vorzei
hen transformiert, also ein Pseudoskalar.14Dur
h das Studium der vierdimensionalen e�ektiven Feldtheorie und der String{Propagation in ni
htkon-stanten Hintergrundfeldern kann gezeigt werden, da� dieses Feld wie ein Pe

ei{Quinn{Axion an den Yang{Mills{Sektor koppelt. Seine Anwesenheit im Gravitationsmultiplett ist Teil eines subtilen Me
hanismus, der(sowohl in zehn alsau
h in vier Dimensionen) die Anomaliefreiheit der Theorie garantiert. In Folge der axio-nis
he Kopplung erh�alt es dur
h Instanton{Beitr�age eine Masse, die in unserer Formulierung ni
ht festgestelltwerden kann. (�Ahnli
hes gilt f�ur das Dilaton.) Siehe [1℄.



78 KAPITEL 4. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENDiesen Zust�anden ist gemeinsam, da� sie ni
htvers
hwindende Windungs- und Impuls{Quantenzahlen tragen. Die Bedingung f�ur masselose Zust�ande kann nur erf�ullt werden, wennentspre
hende Vektoren im Impulsgitter existieren. Daher existieren sie nur, wenn die Hinter-grundfelder Gij und Bij , bzw. das Raumgitter � und das Bij{Feld, bzw. das Impulsgitter �d;dauf spezielle Weise gew�ahlt werden. Die zugeh�origen Werte der Hintergrundfelder werden alskritis
he Werte bezei
hnet. Im n�a
hsten Kapitel werde i
h ein systematis
hes Verfahren zurKonstruktion kritis
her Hintergrundfelder angeben.Der erste Typ von ni
htgeneris
hen masselosen Zust�anden existiert, wenn das ImpulsgitterVektoren der Form (kL; 0); mit k2L = 0 (4:54)enth�alt. Die Zust�ande sind:Zust�ande SO(24-d){Darstellungen Interpretatione�a�1j(kL; 0)i Vektor Ei
hboson mit der Ladung kLe�i�1j(kL; 0)i d Skalare d Skalare mit der Ladung kL,Higgsteil
henEs treten zus�atzli
he Ei
hbosonen auf, die diskrete ladungsartige Quantenzahlen, n�amli
h Im-puls und Windung, tragen. Dies ist ein stringspezi�s
her E�ekt, da bei punktf�ormigen Teil
henkeine Windungszust�ande existieren. Die Quantenzahlen k�onnen tats�a
hli
h mit denen von Ei
h-bosonen in einer ni
htabels
hen Ei
htheorie identi�ziert werden. Dies sieht man wie folgt: DieVektoren (kL; 0) liegen in dem ganzzahligen Gitter �d;d; daher sind insbesondere alle Skalar-produkte der kL untereinander ganzzahlig, denn(kL; 0) � (k0L; 0) = kL � k0L: (4:55)wobei auf der linken Seite das inde�nite Skalarprodukt auf dem Impulsgitter, auf der re
htenSeite das euklidis
he Skalarprodukt auf der linken Teilgitter gebildet wird. Da weiter k2L = 2 ist,nehmen diese Skalarprodukte nur die Werte 0;�1;�2 an. (Hier kann die S
hwarzs
he Unglei-
hung verwendet werden, da das Skalarprodukt auf dem betra
hteten Teilraum positiv de�nitist.) Damit folgt, da� das von den kL erzeugte euklidis
he Untergitter das Wurzelgitter �Reiner halbeinfa
hen Lie{Algebra g ist; die kL sind die Wurzeln, d.h. die Ladungen (Eigenwert-vektoren) der adjungierten Darstellung15. Dies re
htfertigt die Bezei
hnung der zus�atzli
henVektorbosonen als geladene Ei
hbosonen. Der Rang l der Ei
hgruppe ist dur
h die maximaleZahl linear unabh�angiger Wurzeln gegeben. O�ensi
htli
h ist1 � l = Rang(g) � d: (4:56)Die Zahl l ist zuglei
h die Dimension des Wurzelgitters. Die diesen Ri
htungen zugeordne-ten l ungeladenen Ei
hbosonen vervollst�andigen die adjungierte Darstellung. Die vergr�o�erteEi
hgruppe, bzw. ihr linker Anteil, istGL = G(l) 
 U (1)d�l; (4:57)wobei G(l) eine halbeinfa
he, reelle, kompakte Lie{Gruppe vom Rang l ist. Da die Wurzelnaufgrund der Bedingung f�ur masselose Zust�ande alle die glei
he L�ange haben, geh�ort die Gruppezum "einfa
h verbundenen\ (simply la
ed) Typ. Ihre (komplexi�zierte) Lie{Algebra ist einedirekte Summe von einfa
hen komplexen "ADE\{Lie{Algebren Al; l � 1, Dl ; l � 2, E6, E7,oder E8. Zusammen mit den Ei
hbosonen treten masselose Skalare auf, die ebenfalls na
hder adjungierten Darstellung der Ei
hgruppe transformieren. Wenn die erh�ohte Symmetriedur
h eine kleine Deformation der Hintergrundfelder gest�ort wird, werden einige Vektorbosonenmassiv und die Skalare mit den glei
hen Quantenzahlen werden von ihnen "gefressen\, d.h. sie15Die relevanten Aussagen �uber Lie{Algebren und ihre Wurzel- und Gewi
htsgitter sind in den Anh�angen Bund C zusammengestellt.



UND HETEROTISCHE STRINGTHEORIEN 79verwandeln si
h in den longitudinalen Freiheitsgrad des Vekorteil
hens. Wir interpretieren dieSkalare daher als Higgs{Teil
hen (s.u.).Die Diskussion der Zust�ande mit Quantenzahlen (0;kR) verl�auft genau analog. Wir k�onnendar�uber hinaus zeigen, da� im re
hten Teilgitter genau dieselben Wurzeln auftreten m�ussen wieim linken. Beweis: Das Impulsgitter ist selbstdual, d.h. ein Vektor liegt genau dann im Gitter,wenn er mit allen Gittervektoren ein ganzzahliges Skalarprodukt hat. Es rei
ht nat�urli
h, dieseEigens
haft an Hand einer Gitterbasis na
hzupr�ufen. Hat aber ein Vektor (k; 0) ein ganzzahligesSkalarprodukt mit den Basisvektoren ki, ki so au
h der Vektor (0;k) und umgekehrt:�d;d = ��d;d =) (k; 0) 2 �d;d , (0;k) 2 �d;d: (4:58)Also enthalten insbesondere das linke und re
hte Teilgitter die glei
hen Wurzeln, qed.Damit folgt au
h, da� die linke und die re
hte Ei
hgruppe isomorph sind. Die erweiterteEi
hgruppe ist G = GL 
GR =G(l) 
 U (1)d�l 
G(l) 
 U (1)d�l: (4:59)Der dritte Typ von ni
htgeneris
hen masselosen Zust�anden besteht aus Impuls- / Windungs-zust�anden ohne OszillatorenZust�ande SO(24-d){Darstellungen Interpretationj(kL;kR)i Skalare Higgsteil
henBei Modellen mit erh�ohter Ei
hsymmetrie erh�alt man f�ur jedes Paar von linken und re
htenWurzeln einen weiteren masselosen Skalar. Alle masselosen Teil
hen, ohne das Dilaton, bildeneine irreduzible Darstellung der Ei
hgruppe, die isomorph zum direkten Produkt der adjungier-ten Darstellungen der linken und re
hten Komponente ist16.4.1.4 Der Higgs{E�ektDur
h O(d)
O(d){Transformationen k�onnen Wurzeln (kL; 0), k2L = 2 des Gitters kontinuierli
hin Gittervektoren der Form (kL;kR) mit k2L� k2R = 2 deformiert werden. Das der Wurzelzugeordnete Ei
hboson wird dadur
h massiv:e�a�1j(kL; 0)i �! e�a�1jkL;kR)i; mitM2 = 412k2R = 2k2R: (4:60)Da glei
hzeitig die d Skalare e�i�1j(k2L; 0)i die glei
he Masse erhalten,e�i�1j(kL; 0)i �! e�i�1jkL;kR)i; mitM2 = 2k2R; (4:61)wurden sie oben bereits als Higgsteil
hen interpretiert. In der Li
htkegel{Formulierung istallerdings ni
ht klar, wel
her der Skalare si
h in den longitudinalen Freiheitsgrad des Ei
hbo-sons verwandelt. Um die Zust�ande in Multipletts der kleinen Gruppe massiver Zust�ande, derSO(25� d), einzuordnen, m�ussen wir zur kovarianten Formulierung �ubergehen und betra
htendie Zust�ande ��e���1j(kL;kR)i; � = 0; . . . ; 24� d (4:62)und �ie�i�1j(kL;kR)i; i = 1; . . . ; d: (4:63)(Linearkombinationen von e���1 und e�i�1 sind keine Zust�ande, weil sie unters
hiedli
he 26 � ddimensionale Spins mis
hen.) Die Auswertung der Polarisationsbedingung eL�1j�i = 0 liefertdie Transversalit�atsbedingungen ��k�RZ = 0 bzw. �iki = 0 (4:64)16Das Tensorprodukt einer irreduziblen Darstellung einer Gruppe G mit si
h selbst ist als Darstellung vonG im allgemeinen reduzibel, aber als Darstellung von G 
 G irreduzibel. Die adjungierte Darstellung einesdirekten Produktes ist die direkte Summe der adjungierten Darstellungen der Faktoren.



80 KAPITEL 4. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENDie erste dieser kovarianten Nebenbedingungen eliminiert den Spin 0 Anteil des SO(26 � d)Vektors e���1. �Ubrig bleiben die 25 � d Komponenten eines massiven Vektors. Die zweiteNebenbedingung zeigt, da� von den dmassiven Skalaren, die einen Vektor bez�ugli
h der internenSO(d){Gruppe (der Tangentialraumgruppe des internen d{dimensionalen RZ{Torus) bilden,nur die d� 1 transversalen Kombinationen physikalis
h sind. In der Li
htkegelei
hung werdendie zwei Polarisationsbedingungen dur
h die Eliminierung von zwei Raumdimensionen ersetzt.Dur
h Verglei
h beider Formulierungen s
hlie�en wir, da� der longitudinale Freiheitsgrad desmassiven Vektors dabei in die longitudinale Kombination der internen Skalare �ubergeht17.Die �Aquivalenz der Virasoro{Bedingungen mit der Li
htkegelei
hung ist ein Spezi�kum derStringtheorie und die Dur
hf�uhrung des Beweises ist sehr aufwendig. Vom Standpunkt normalerFeldtheorien aus ist es �uberras
hend, da� au
h das massive Spektrum einer Lorentz{kovariantenTheorie rein transversal sein kann.4.1.5 Die Dualit�atssymmetrieDas Spektrum einer kompakti�zierten Stringtheorie besitzt eine Symmetrie, die si
h am lei
hte-sten am Beispiel der eindimensionalen Kompakti�zierung aufsp�uren l�a�t. Die hier auftretendeneindimensionalen Impuls- und Windungsvektoren k�onnen dur
h den Radius R der internenDimension und dur
h die Impuls- und die Windungsquantenzahl parametrisiert werden.k = kR; w = wR; k;w 2 Z: (4:65)Der Radius ist o�ensi
htli
h der einzige kontinuierli
he Parameter (Modulus) einer eindimensio-nalen Kompakti�zierung. Setzt man diese Parametrisierung in die Massenformel ein, so erh�altman 14M2 = 12 �12 kR + Rw�2 + 12 �12 kR � Rw�2 +N + eN � 2: (4:66)Die Massenformel ist manifest invariant unter der diskreten Transformation [37℄R! 12R; w $ k; (4:67)bei der gro�e auf kleine Abst�ande abgebildet und Impuls- und Windungsquantenzahlen gegen-einander ausgetaus
ht werden. Der Fixpunkt dieser Dualtit�atstransformtion istR = 12p2: (4:68)Da jede Kompakti�zierung auf einem Kreis mit Radius R < 12p2 zu einer Kompakti�zierungmit R > 12p2 �aquivalent ist, ist die geometris
he Interpretation zweideutig. Der kritis
heRadius R = 12p2 ist von der Ordnung der Plan
k{L�ange und wird daher als die kleinste in derStringtheorie sinnvolle L�angeneinheit gedeutet.Die Dualit�atssymmetrie l�a�t si
h auf mehrdimensionale toroidale Kompakti�zierungen ver-allgemeinern [37℄. Dort existieren weitere diskrete Symmetrietransformationen. Insgesamt be-sitzt der Narain{Moduliraum die diskrete SymmetriegruppeO(d; d;Z)O(d;Z)
O(d;Z) ; (4:69)die meist als "modulare Gruppe des Target{Raumes\ bezei
hnet wird.Die Dualtit�atssymmetrie tritt au
h in allgemeineren Stringkompakti�zierungen auf und istin den letzten Jahren sehr intensiv untersu
ht worden. Dabei bem�uht man si
h herauszu�nden,ob sie wirkli
h eine fundamentale Symmetrie der Stringtheorie ist, und die Symmetriegruppen17Die Kompakti�zierung einer 26{dimensionalen massiven Vektordarstellung w�urde ein anderes Resultat er-geben, n�amli
h einen massiven Vektor und d zus�atzli
he Skalare. Dies illustriert no
h einmal, da� Windungs-zust�ande ein Spezi�kum der Stringtheorie sind.



UND HETEROTISCHE STRINGTHEORIEN 81der Modulir�aume allgemeinerer Kompakti�zierungen explizit zu bestimmen. Aus der Duali�ats-symmetrie k�onnen im Rahmen e�ektiver Feldtheorien Konsistenzbedingungen hergeleitet wer-den, die au
h von ph�anomenologis
hem Interesse sind, da sie sagen, auf wel
he Weise man dasStandard{Modell ni
ht aus der Stringtheorie herleiten kann.4.1.6 Der Frenkel{Ka
{KonstruktionIn diesem Abs
hnitt soll gezeigt werden, da� auf dem Fo
kraum einer kompakti�ziertenStringtheorie eine Darstellung der an Hand des Spektrums identi�zierten Ei
hgruppe G =GL 
GR realisiert ist. Wir betra
hten oBdA nur den linkslaufenden kompaktifzierten Sektorund zeigen als erstes, da� die Ei
hgruppe mindestens GL = U (1)d ist. Die Konstruktion derDarstellung erfolgt mit Hilfe des euklidis
hen Operatorkalk�uls18.Zun�a
hst erinnern wir uns daran, da� die Str�omeH�(z) := i�zX�(z); � = 1; . . . ; d (4:70)die OPE H�(z) H�(w) = Æ��(z � w)2 (4:71)erf�ullen. (Die Indizes �; � beziehen si
h auf eine Orthonormalbasis f�ur die d kompakti�ziertenDimensionen.) Dur
h Kurvenintegrale de�niert man nun die LadungenH�m := Iz=0 dz2�iH�(z)zm = ��m; m 2 Z; (4:72)deren Vertaus
hungsrelationen [H�m;H�n℄ = mÆm+n;0Æ�� (4:73)sind. Diese Algebra ist o�ensi
htli
h Z{graduiert. Die Grad{0{Unteralgebra ist die d{dimensionale abels
he Lie{Algebra u(1)d:[H�0 ;H�0 ℄ = 0: (4:74)Die dur
h die Relationen (4.73) de�nierte unendli
h dimensionale Lie{Algebra ist eine zentraleErweiterung bu(1)d der Loop{Algebra eu(1)d, d.h. der Lie{Algebra der Gruppe Di�(S1; U (1)d)[157℄, [150℄: bu(1)d = eu(1)d � hki: (4:75)Auf dem Fo
kraum wird das zentrale Element k dur
h den Einheitsoperator dargestellt, d.h. eshandelt si
h um eine Level{1{Darstellung (siehe au
h Anhang B). Die Virasoro{Algebra wirdin unserer Theorie auf eine spezielle Weise realisert, n�amli
h mit Hilfe einer Darstellung dererweiterten 
hiralen Algebra bu(1)d. Die Virasoro{Generatoren sind bilineare Ausdr�u
ke in denH�m (vgl. (2.53)): Lm = 12 dX�=1Xn2Z : H�m+nH��n : : (4:76)Die Virasoro{Algebra und die bu(1)d bilden eine semidirekte Summe, wobei die Virasoro{Algebragem�a� [Lm;H�n℄ = �nH�m+n (4:77)auf der 
hiralen Algebra operiert. Die Grad{0{Unteralgebra u(1)d kommutiert sogar mit derVirasoro{Algebra, [Lm;H�0 ℄ = 0 (4:78)18In die fr�uher abgeleiteten Formel sind jetzt die links- und re
htslaufende Impulse der kompakti�ziertenTheorie einzusetzen.



82 KAPITEL 4. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENund ist daher eine Symmetrie{Algebra, d.h. sie besteht aus Symmetrie{Transformationen desphysikalis
hen Spektrums. Da H�L = ��0 = p�L (4:79)ist, ist die Ladung eines Zustandes dur
h den linkslaufenden Impuls kL gegeben. Diese Ladungkann dur
h die diskreten Windungs- und Impulsquantenzahlen ausgedr�u
kt werden.In einem weiteren S
hritt kann man au
h no
h dur
h die Bere
hnung von Korrelationsfunk-tionen die We
hselwirkung der Ei
hbosonen ���1jki, k2 = 0 mit geladenen Zust�anden unter-su
hen. In f�uhrender Ordnung in �0 erh�alt man die glei
he Kopplung wie in einer abels
henEi
htheorie, was die Bezei
hnung Ei
hboson endg�ultig re
htfertigt. Genau wie beim Gravitongibt es h�ohere, String{spezi�s
he Korrekturen [1℄.Bemerkung: Die WF{Felder H�(z) sind erhaltene Str�ome, denn aus der euklidis
henBewegungsglei
hung 4X�(z; z) = �z�zX�(z; z) = 0 (4:80)folgt, da� die 
hiralen Str�ome �zX�(z) und �zX�(z) divergenzfrei, also "erhalten\ sind. DieGr�o�enH�m sind die zugeh�origen erhaltenen Ladungen, denn die Integration entlang einem Kreisjzj = 
onst: entspri
ht einer Integration �uber eine zeitartige Hyper
�a
he in der Minkowski{Formulierung.In der euklidis
hen Formulierung ist es bequem, den Di�erentialformen{Kalk�ul zu verwenden. Dieerhaltenen Str�ome repr�asentieren dann komplexe (1,0) bzw. (0,1){Formen:�X�(z) = �zX�(z)dz; �X�(z) = �zX�(z)dz: (4:81)Aus der Bewegungsglei
hung folgt, da� sie ges
hlossen sind�X�(z; z) = 0, ��X�(z; z) = 0) d�X� = d�X� = 0: (4:82)Dur
h die Singularit�aten in z = 0 sind sie aber in Umgebungen von 0 ni
ht exakt. Die Integrationentlang von Wegen, die z = 0 einmal im positiven Sinn ums
hlie�en, liefert daher ni
ht 0, sondern dasResiduum.Wir kommen nun zur Frenkel{Ka
{Konstruktion [140℄ (siehe au
h [150℄ und [40℄), mit derman die Darstellung einer vergr�o�erten ni
htabels
hen Ei
hgruppe GL = G(l) 
 U (1)d�l kon-struieren kann, wenn das linke Impulsgitter ein l{dimensionales Wurzelgitter �R(g(l)) enth�alt.Die Wurzeln der Lie{Algebra g(l) seien die Vektoren� = fk; l; . . .g = fkjk2 = 2 und (k; 0) 2 �d;dg: (4:83)Aus � kann eine maximal linear unabh�angige Menge aus l einfa
hen Wurzeln ausgew�ahltwerden: � = f�iji = 1; . . . ; lg: (4:84)Die Vertexoperatoren : exp(ikX(z)) : der geladenen Ei
hbosonen j(k; 0)i haben f�ur k2 = 2 daskonformeGewi
ht 1. Wir k�onnen daher versu
hen sie als die erhaltenen Str�ome der vergr�o�ertenEi
hsymmetrie aufzufassen. Die OPE mit den Str�omen H�(z) zeigt, da� es si
h um geladeneStr�ome mit den Ladungen k 2 � handelt:H(z) eikX(w) = k 1z � weikX(w) + � � � : (4:85)Die nat�urli
hen Kanidaten f�ur die Generatoren der erweiterten 
hiralen Algebra sindAkm = Iz=0 dz2�ieikX(w)zm; (4:86)wobei die Operatoren Ak0 die Wurzelgeneratoren der ni
htabels
hen halbeinfa
hen Lie{Algebrag(l) sein sollten. Um diese Vermutung zu pr�ufen, ist es hinrei
hend, die Chevalley{GeneratorenH�i , E�i , E��i i = 1; . . . ; l zu konstruieren. Hierzu betra
hten wir die Str�ome H�i(z) =�i �H(z) und : exp(i�iX(z)) :. Aus der OPEH�i(z) ei�j�X(w) = �i � �jz �w ei�j�X(w) + � � � (4:87)
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hungsrelationen[H�im ; A�jn ℄ = (�i ��j) A�jm+n (4:88)und die entspre
henden Relationen f�ur die A��jn .Da (�i � �j)li;j=1 die Cartan{Matrix der halbeinfa
hen Lie{Algebra g(l) ist, erh�alt man f�urm = 0 = n die ri
htigen Vertaus
hungsrelationen zwis
hen den Cartan{Generatoren H�i0 undden Wurzel{Generatoren von g(l) bez�ugli
h einer Chevalley{Basis. Damit bleiben nur no
hdie Vertaus
hungsrelationen der Wurzel{Generatoren untereinander zu pr�ufen. Die OPE dergeladenen Str�ome untereinander sindeikX(z) � eilX(w) = (z � w)klei(k+l)X(w) + � � � f�ur jzj > jwj; (4.89)eilX(w) � eikX(z) = S(k; l)(z � w)klei(k+l)X(w) � � � f�ur jzj < jwj; (4.90)(4.91)mit S(k; l) = (�1)kl. Falls das Skalarprodukt kl ungerade ist, ist die OPE ni
ht symmetris
h,sondern antisymmetris
h unter Vertaus
hung der Argumente. In diesem Fall erh�alt man keineVertaus
hungs- sondern Antivertaus
hungsrelationen zwis
hen den GeneratorenAkmAln � (�1)klAlnAkm =8>>><>>>: Ak+lm+n; falls kl = �1;k �Hm+n +mÆm+n; 0; falls kl = �2;0; falls kl = 0; 1; 2: (4:92)Um zu Vertaus
hungsrelationen zu gelangen mu� man Operatoren 
(k), k 2 � �nden, die dieGlei
hung 
(k)
(l) = S(k; l)
(l)
(k) (4:93)erf�ullen, denn dann bestitzen die modi�zierten VertexoperatorenE(k; z) = eikX(z)
(k) (4:94)eine symmetris
he OPE. Eine L�osung der Glei
hung (4.93) ist �aquivalent zu dem gruppentheo-retis
hen Problem eine zentrale Erweiterung (b�R; �) des Wurzelgitters (�R;+) ' (Zl;+) mitgruppentheoretis
hem Kommutator S(k; l), k; l 2 �R zu �nden [140℄ (siehe au
h Anhang A).Der Kern der Erweiterung ist die (multiplikativ ges
hriebene) Gruppe (Z2; �) Die (ni
htabels
he)Multiplikation in b�R h�angt mit der Addition in � dur
h einen 2{Kozyklel �(k; l) zusammen:
(k)
(l) = �(k; l)
(k+ l); �(k; l)�(l;k)�1 = S(k; l): (4:95)Der Kommutator S(�; �) und der Kozykel �(�; �) nehmen Werte in der zentralen Z2{Untergruppevon b� an.Sobald diese Konstruktion gegl�u
kt ist, kann die OPE der modi�zierten Vertexoperatorenbere
hnet werden:E(k; z) E(l; w) = (z � w)kl�(k; l)E(k+ l; w) + � � � f�ur jzj 6= jwj mit �(k; l) = �1: (4:96)Die Vertaus
hungsrelationen f�ur die zugeh�origen Moden Ekm sind[Ekm; Eln℄ = 8>>><>>>: �(k; l)Ek+lm+n; falls kl = �1;k �Hm+n +mÆm+n; 0; falls kl = �2;0; falls kl = 0; 1; 2; (4:97)und [H�im ; Ekn℄ = (�i � k)Ekm+n: (4:98)



84 KAPITEL 4. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENUm zu zeigen, da� die Operatoren Ek0 Wurzelgeneratoren von g(l) sind, ist es hinrei
hend, die3l Chevalley{Generatoren anzugeben. Wir brau
hen nur no
h die Vertaus
hungsrelationen derOperatoren E��i0 zu pr�ufen (siehe B.1.14):[E�i0 ; E��j0 ℄ = ÆijH�i0 ; (adE�i0 )1�CijE�j0 = 0; i 6= j; (adE��i0 )1�CijE��j0 = 0; i 6= j:(4:99)Dabei ist Cij = �i � �j die Cartan{Matrix. Statt die Kommutatoren auszuf�uhren, ist es be-quemer, die entspre
henden OPE zu betra
hten. Beitr�age zu Kommutatoren k�onnen nur dur
hPole 1. Ordnung erzeugt werden. Ber�u
ksi
htigt man no
h die Skalarprodukte der einfa
henWurzeln untereinander, so sieht man mit Hilfe von (4.91), da� alle Bedingungen f�ur i 6= jerf�ullt sind. Im Falle i = j stellt nur die erste Glei
hung eine Bedingung. Die OPE beginnt indiesem (und nur in diesem) Fall mit einem Pol zweiter Ordnung und man mu� das Exponentialentwi
keln: ei�i�X(z) � e�i�i�X(w) = (z � w)2ei�i�X(z)�i�i�X(w)= (z �w)2 (1 + (z �w)i�i � �wX�(w) + � � �) = 1(z � w)2 + 1z � wH�i(w) + � � � : (4:100)Diese OPE liefert na
h Integration den gesu
hten Kommutator. Insbesondere erh�alt man keineweiteren Bedingung an den 2{Kozykel �(�; �), d.h. jede Wahl, die das in Anhang A bes
hriebenegruppentheoretis
he Problem l�ost, liefert konsistente, ganzzahlige Strukturkonstanten. Da�man keine zus�atzli
hen Bedingungen an die �(k; l) erh�alt, liegt daran, da� die Ja
obi{Identit�ataus der Kozykeleigens
haft folgt. Die �ubrigen Wurzel{Generatoren der Lie{Algebra erh�alt manals iterierte Kommutatoren aus den E��i0 .Damit ist bewiesen, da� die Operatoren H�i0 , Ek0 , i = 1; . . . ; l, k 2 � eine Darstellung derLie{Algebra g(l) auf dem Fo
kraum realisieren. Die dur
h die Operatoren H�i�1 = �i�1 undEk�1 = exp(ikpL) erzeugten Zust�ande �i�1j0i und j(k; 0)i transformieren na
h der adjungiertenDarstellung, was iher Bezei
hnung als Ei
hbosonen re
htfertigt19.Die Operatoren H�im , Ekm erzeugen die erweiterte 
hirale Algebra. Aufgrund der Vertau-s
hungsrelationen s
hlie�en wir, da� es si
h um die Standardrealisierung bg der ungetwistetenaÆne Ka
{Moody{Algebra g[1℄ handeln mu� (siehe Anhang B.2.3),g[1℄ = (�m2Ztm 
 g)� hki � hdi; (4:101)bei der das zentrale Element k dur
h den 1{Operator dargestellt wird (Level{1{Darstellung).Den letzten no
h fehlenden Generator, die Derivation d kann man mit Hilfe der Sugawara{Konstruktion [88℄ (siehe au
h [150℄ und [40℄) erhalten.4.1.7 Die Sugawara{KonstruktionDie Sugawara{Konstruktion kann dur
hgef�uhrt werden, wenn auf dem Hilbertraum einerStringtheorie oder zweidimensionalen Feldtheorie die Level{k{Darstellung einer aÆnen Ka
{Moody{Algebra realisiert ist:[T am; T bn℄ = fab
T 
m+n + kmÆm+n;0Æab: (4:102)In unserem Fall ist k = 1 und die Orthonormalbasis T am der Ka
{Moody{Algebra k�onnte ausden Generatoren H�im , Ekm konstruiert werden20. Mit Hilfe der Symmetriegeneratoren erh�altman die erhaltenen Str�ome Ja(z) = Xm2NT anz�n�1: (4:103)19Im n�a
hsten Abs
hnitt wird gezeigt, da� man ni
ht nur eine Darstellung auf dem Fo
kraum, sondern aufdem Hilbertraum der physikalis
hen Zust�ande hat, der dur
h die Virasoro{Bedingungen de�niert ist.20Die GeneratorenH�im , Ekm sind bez�ugli
h der dur
h die Killing{Form auf der Ka
{Moody{Algebra induzier-ten komplexen Bilinearform so normiert, da� die Strukturkonstanten eine besonders einfa
he Form annehmen.Sol
he Basen sind weder f�ur endli
h dimensionale Lie{Algebren no
h f�ur Ka
{Moody{Algebren orthonormal. Inbeiden F�allen kann man si
h aber lei
ht eine Orthonormalbasis der "kompakten reellen Form\ bes
ha�en, siehe[150℄ und f�ur endli
h{dimensionale Lie{Algebren Anhang B.
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hungsrelationen der Ka
{Moody{Algebra sind �aquivalent zu den OPEJa(z)Jb(w) = kÆab2(z �w)2 + fab
z �wJ
(w) + � � � : (4:104)Sugawaras Idee bestand darin, den Energie{Impuls{Tensor T (z) aus den erhaltenen Str�omenzu rekonstruieren: TS(z) = NXa : Ja(z)Ja(z) : : (4:105)Die Laurent{KoeÆzienten Lm = NXn2ZXa : T am+nT a�n : (4:106)erf�ullen genau dann die Virasoro{Algebra[Lm;Ln℄ = (m � n)Lm+n + 
12(m3 �m)Æm+n;0; (4:107)wenn die Normierungskonstante N als N = 12k + 2eh (4:108)gew�ahlt wird, wobei k der Level und eh die duale Coxeterzahl der einfa
hen Lie{Algebra g ist,zu der die Ka
{Moody{Algebra korrespondiert. Der Wert der zentralen Ladung ist dann
 = kdim(g)k + eh : (4:109)In unserem Fall besitzt die Lie{Algebra nur Wurzeln von einer L�ange und die duale Coxeter{Zahl21 ist: eh = dim(g)� ll ; (l = rang(g)): (4:110)Mit k = 1 folgt: 
 = l: (4:111)Andererseits erzeugt au
h der aus den l internen WF{Bosonen konstruierte Standard{Energie{Impuls{Tensor eine Virasoro{Algebra mit 
 = l. Die Standard{Konstruktion kann alsSugawara{Konstruktion bez�ugli
h der Cartan{Subalgebra u(1)l von g interpretiert werden:dim(u(1)l) = l; eh = 0; k = 1) 
 = l: (4:112)Da beide Darstellungen der Virasoro{Algebra unit�ar sind und die glei
he zentrale Ladung 
 tra-gen, k�onnen sie si
h nur um eine unit�are Darstellung mit 
 = 0, d.h. um die triviale Darstellungunters
heiden. Daher sind die Standard- und die Sugawara{Form des Energie{Impuls{Tensorsund der Virasoro{Algebra auf dem Hilbertraum �aquivalent und k�onnen identi�ziert werden("Quanten{�Aquivalenztheorem\ [40℄)T (z) = TS(z); Lm = Lm: (4:113)Aus der Sugawara{Konstruktion ergibt si
h, da� die Ka
{Moody{Algebra und die Virasoro{Algebra eine semidirekte Summe bilden:[Lm; T an ℄ = �nT am+n: (4:114)Damit ist der no
h fehlende Ka
{Moody{Generator, die Derivation d, gefunden:d = �L0 ) [d; T am℄ = mT am: (4:115)21Siehe Anhang B.



86 KAPITEL 4. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENDie restli
hen Chevalley{Generatoren der Ka
{Moody{Algebra bg sind:H0 = �H�H0 + k; E0 = E��H1 ; F0 = E�H�1 ; (4:116)Hi = H�i0 ; Ei = E�i0 ; Fi = E�i0 ; (4:117)mit i = 1; . . . ; l, vgl. (B.118). �H ist die h�o
hste Wurzel von g.Aus (4.114) folgt au
h, da� die halbeinfa
he Unteralgebra g von bg mit der das Spektrum de-�nierenden Virasoro{Algebra vertaus
ht, und damit eine Symmetrie{Algebra ist. Die physikali-s
hen Zust�ande einer kompakti�zierten Stringtheorie bilden daher Multipletts der vergr�o�ertenEi
hgruppe G, wenn das Impulsgitter die Wurzeln dieser Gruppe enth�alt.In einem weiteren S
hritt kann die Kopplung der Ei
hbosonen untereinander und an anderegeladene Teil
hen untersu
ht werden. Man �ndet, analog zum Fall des Gravitons, da� dieKopplungen in f�uhrender Ordnung wie bei einer Yang{Mills{Theorie sind [1℄. Hinzu kommendann String{spezi�s
he Korrekturen. Als Ergebnis dieses Abs
hnittes m�o
hte i
h festhalten,da� dur
h die Kompakti�zierung von Raumdimensionen in einer Theorie ges
hlossener Stringsauf nat�urli
he Weise ni
htabels
he Ei
hsymmetrien entstehen.4.2 Heterotis
he Stringtheorien4.2.1 Heterotis
he Stringtheorien in zehn DimensionenAn dieser Stelle w�are es zu erwarten, da� nun die toroidale Kompakti�zierung von supersym-metris
hen Stringtheorien behandelt wird. Man kann aber zeigen, da� (unter sehr s
hwa
henVoraussetzungen) beliebige Kompakti�zierungen der Superstringtheorien zwar vierdimensionaleSupergravitationstheorien zusammen mit Super{Yang{Mills{Theorien und supersymmetris
herMaterie liefern, aber niemals das Spektrum des supersymmetrisierten Standard{Modells (in dermasselosen Approximation) reproduzieren k�onnen [20℄.Dies w�urde Stringtheorien als Theorien der Elementarteil
henphysik auss
hlie�en, wenn esni
ht einen weiteren Typ von Stringtheorien g�abe, mit denen dieses "no{go{theorem\ umgangenwerden kann. Bei der Konstruktion heterotis
her Stringtheorienwird von der Beoba
htungGebrau
h gema
ht, da� kompakti�zierte bosonis
he Koordinaten und fermionis
he Koordina-ten vollst�andig in links- und re
htslaufende Anteile faktorisieren. Man versu
ht daher einelinkslaufende bosonis
he Stringtheorie mit einer re
htslaufenden Superstringtheorie zu kombi-nieren. Neben den 10 bosonis
hen Koordinaten X�(�; �) enth�alt eine heterotis
he Stringtheo-rie 10 re
htslaufende WF{Fermionen  �R(��) und 16 kompakti�zierte linkslaufende bosonis
heKoordinaten X�L(�+). Man erh�alt also eine Theorie von ges
hlossenen Strings im zehndimen-sionalen Minkowski{Raum, wobei die 16 zus�atzli
hen WF{Bosonen als innere Freiheitsgradeinterpretiert werden. Sp�ater werden wir Kompakti�zierungen dieser Theorie betra
hten.Es mu� nat�urli
h gezeigt werden, da� die Eliminierung der linkslaufende Anteile der WF{Fermionen und der re
htslaufenden Anteile der kompakti�zierten WF{Bosonen auf reparame-trisierungsinvariante Weise vorgenommen werden kann. Das geringere Problem sind dabei dieFermionen, weil hier die Faktorisierung mit einem darstellungstheoretis
hen Ph�anomen, derExistenz von (Majorana-)Weyl{Darstellungen zusammenh�angt. Bei ni
htkompakti�zierten bo-sonis
hen Koordinaten faktorisieren die Nullmoden x� und p�, die die Bewegung des S
hwer-punktes bes
hreiben, ni
ht spontan und k�onnen nur dur
h Vergr�o�erung des Phasenraumesgetrennt werden. Bei kompakti�zierten bosonis
hen Koordinaten mu� die zur Windungszahlkonjugierte Variable hinzugenommen werden.Gross, Harvey, Martine
 und Rohm [44℄, [45℄ konnten eine Wirkung angeben, bei derdur
h entspre
hende Lagrange{Parameter die unerw�uns
hten re
htslaufenden kompakti�zier-ten Bosonen �uber ihre Bewegungsglei
hungen entfernt werden. Die Wirkung ist Poin
ar�e{invariant, reparametrisierungsinvariant und invariant unter lokalen Supertransformationen derre
htslaufenden Freiheitsgrade. Die 
hirale Variante der WF{Supersymmetrie wird als (0,1){Supersymmetrie bezei
hnet, weil keine linkslaufende und eine re
htslaufende WF{Superladung



UND HETEROTISCHE STRINGTHEORIEN 87existiert. Mit Hilfe des Superraum{Formalismus kann man die lokalen Symmetrien als 
hi-rale Superreparametrisierungen auf einer 
hiralen Super{Welt
�a
he interpretieren [5℄. In dersuperkonformen Ei
hung reduziert si
h die Wirkung auf:S = 12� Z d�d� ���X���X� + ��XI��XI + i ����� � + �I(��XI )2� ; (4:118)mit den Bewegungsglei
hungen2X� = 0; 2XI = 0; ��XI = 0; ���� � = 0: (4:119)Das Feld �I ist der Lagrange{Parameter f�ur die Eliminierung der XIR(��). Bei der Quantisie-rung der Theorie mu� diese Nebenbedingung als starke, d.h. als Operatoridentit�at realisiertwerden, um XIR als Freiheitsgrad der Quantentheorie zu eliminieren. Im Rahmen der Opera-torquantisierung kann dies mit Hilfe von Dira
{Klammern ges
hehen [44℄. Der Fo
kraum derTheorie ist dann, wie beabsi
htigt, das Produkt aus dem linkslaufenden Fo
kraum eines bosoni-s
hen Strings mit 16 kompakten und 10 ni
htkompakten Koordinaten und dem re
htslaufendenFo
kraum eines zehndimensionalen Superstrings.Die linkslaufenden Virasoro- und re
htslaufenden Super{Virasoro{Bedingungen liefern wie-der die Massens
halen- und Balan
e{Bedingung, sowie Polarisationsbedingungen. Die Massen-s
halenbedingung ist: 14M2 = N + eN + 12k2L � 1: (4:120)Dabei ist N der Anzahloperator f�ur alle linkslaufenden und eN der Anzahloperator f�ur alle(bosonis
hen und fermionis
hen) re
htslaufenden Moden. Die Normalordnungskonstante desre
htslaufenden NS{Sektors wurde dabei in die De�nition von eN aufgenommen. Der Beitragder linkslaufenden diskreten Impulse ist 12k2L und �1 ist die Normalordnungskonstante deslinkslaufenden bosonis
hen Sektors. Die Balan
e{Bedingung lautet:eN = N � 1 + 12k2L: (4:121)Da das Spektrum der Anzahloperatoren ganzzahlig ist, mu� der linkslaufende diskrete Impulsein gerades Normquadrat besitzen. Weil es keine re
htslaufenden diskreten Impulse gibt, bildendie diskreten Impulse ein 16{dimensionales Gitter �16 mit euklidis
her Signatur. Das Impuls-gitter mu�, wie wir gerade gesehen haben, ein gerades Gitter sein. Aus der Forderung na
hmodularer Invarianz der Torus{Zustandssumme ergibt si
h, wie bei kompakti�zierten bosoni-s
hen Theorien, da� das Impulsgitter selbstdual sein mu� [44℄:�16 = ��16: (4:122)Gerade selbstduale Gitter mit euklidis
her Signatur gibt es nur, wenn die Zahl der Dimensio-nen ein Vielfa
hes von 8 ist22. In 16 Dimensionen existierten bis auf Drehungen genau zweisol
he Gitter, n�amli
h das Wurzelgitter der Lie{Algebra E8�E8 und das aus den Wurzeln undSpinorgewi
hten der Lie{Algebra D16 gebildete Gitter D(R)(S)16 . Es gibt daher zwei vers
hiedeneTheorien mit den Ei
hgruppen E(8)
 E(8) und SO(32)23.Aufgrund der GSO{Projektion im re
htslaufenden Sektor gibt es kein Ta
hyon und dielei
htesten Zust�ande sind masselos und bilden ein Supergravitations- und ein Super{Yang{Mills{Multiplett mit einer der beiden zul�assigen Ei
hgruppen. Die Repr�asentanten bez�ugli
hder Li
htkegel{Ei
hung sind:22Siehe Anhang C.23Genauer gesagt ist die Ei
hgruppe die Gruppe Spin(32)=Z2, eine Gruppe, die si
h von SO(32) um diskreteFaktoren unters
heidet. Auf dem Fo
kraum ma
ht si
h das dadur
h bemerkbar, da� die auftretenden Darstel-lungen in den Konjugationsklassen der adjungiertenDarstellung und der Spinor{Darstellung positiver Chiralit�atliegen [137℄, siehe au
h Anhang B.



88 KAPITEL 4. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENAnregung Zust�ande SO(8){Darstellung G{Darstellung35V (Graviton)N = 1 �i�1j0i 
 bj�1=2j0i 28 (Antis. Tensor)eN = 0 1 (Dilaton) 1kL = 0 56S (Gravitino)�i�1j0i 
 jai 8S (Dilatino)N = 1, eN = 0 �I�1j0i 
 bj�1=2j0i 8V (Ei
hboson)kL = 0 �I�1j0i 
 jai 8S (Ei
hbosino)N = 0, eN = 0 jkLi 
 bj�1=2j0i 8V (Ei
hboson) Ad = 496k2L = 2 jkLi 
 jai 8S (Ei
hbosino)Die adjungierten Darstellungen beider Ei
hgruppen haben die glei
he Dimension 496. Diesh�angt damit zusammen, da� beide Gitter 480 Wurzeln haben. Dur
h Bere
hnung der Zu-standssumme kann man zeigen, da� beide Theorien sogar auf jedem beliebigen Massenniveauglei
h viele Zust�ande besitzen.Der Beweis der modularen Invarianz kann au
h auf die h�oheren Genera ausgedehnt werden.Sie wird wesentli
h dadur
h garantiert, da� die bosonis
he bzw. die Superstringtheorie dieEigens
haft der holomorphen Faktorisierung besitzen, so da� Links- und Re
hts{L�aufer au
hauf den Welt
�a
hen von h�oherem Genus entkoppeln [44℄, [18℄. Nur dadur
h ist die Konstruktionheterotis
her Strings dur
h die Kombination von bosonis
hen und supersymmetris
hen Stringsau
h auf dem Quanten{Niveau konsistent.Da si
h bei der Diskussion der Kompakti�zierung zeigen wird, da� man, sobald minde-stens eine Dimension kompakti�ziert wird, zwis
hen den Ei
hgruppen E(8) 
 E(8) und SO(32)kontinuierli
h interpolieren kann, ist es m�ogli
h, beide Theorien als vers
hiedene zehndimen-sionale L�osungen einer einzigen Theorie zu interpretieren. Die allgemeinsten vierdimensiona-len L�osungen der Theorie k�onnen wieder dur
h die interne konforme Feldtheorie 
harakteri-siert werden. Die Konsistenzbedingungen sind neben der modulare Invarianz die lokale (0,1)WF{Supersymmetrie und zentrale Ladungen (22,9). Die notwendigen und hinrei
henden Be-dingungen f�ur RZ{Supersymmetrie in vier Dimensionen sind ebenfalls bekannt: Die Existenzeiner N = 1; 2; 4 RZ{Supersymmetrie ist �aquivalent zu einer erweiterten globalen (0,2) WF{Supersymmetrie zusammen mit der Existenz einer E6; E7 bzw. E8{ Symmetrie im re
htslau-fenden Sektor [8℄, [57℄.Eine weitergehende Frage ist, wie viele vers
hiedene Stringtheorien es �uberhaupt gibt. Esist z.B. der Versu
h unternommen worden, supersymmetris
he und heterotis
he Stringtheorienals spezielle L�osungen der bosonis
hen Stringtheorie aufzufassen [35℄, [26℄. Wenn dies gel�ange,g�abe es nur no
h eine orientierte Stringtheorie mit ges
hlossenen und eine ni
ht{orientierte mito�enen und ges
hlossenen Strings. Aber au
h zwis
hen diesen beiden Theorien gibt es eineVerbindung: Einerseits bildet die orientierte Stringtheorie einen Sektor der ni
htorientierten,andererseits kann man o�ene Strings mit den in Kapitel 6 eingef�uhrten Methoden als getwisteteges
hlossene Strings interpretieren [27℄. M�ogli
herweise gibt es also nur eine Stringtheorie.Aber selbst, wenn es do
h ein halbes Dutzend vers
hiedene konsistente Stringtheorien gibt, soist dies immer no
h ein gro�er Unters
hied zur Quantenfeldtheorie mit ihren unendli
h vielenkonsistenten Theorien. Und nur eine der Stringtheorien, die heterotis
he, hat Aussi
hten, dieuns bekannte Elementarteil
henphysik bes
hreiben zu k�onnen.4.2.2 Die Kompakti�zierung des heterotis
hen StringsWir kommen nun zum eigentli
hen Untersu
hungsgegenstand dieser Arbeit, den vierdimen-sionalen heterotis
hen Stringtheorien. Das einfa
hste Konstruktionsverfahren besteht in dertoroidalen Kompakti�zierung von se
hs Dimensionen der zehndimensionalen Theorie. Die vier
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hen Koordinaten X�(�; �) bilden zusammen mit den vier 
hiralen Fermionen  �R(��)den Raum{Zeit{Sektor der Theorie. Der interne Sektor der Theorie besteht aus den se
hskompakti�zierten Koordinaten Xi(�; �), den se
hs internen WF{Fermionen  �R(��) und dense
hszehn zus�atzli
hen 
hiralen WF{Bosonen XI (�+). Die re
htslaufenden bosonis
hen Koor-dinaten X�R und XiR sind jeweils dur
h WF{Supertransformationen vom Typ (0,1) mit ihrenfermionis
hen Partnern verkn�upft.Der se
hsdimensionale Torus wird dur
h ein se
hsdimensionales Gitter � de�niert:X = (Xi)6i=1 2 T6 = R62�� : (4:123)Wir k�onnen nun die bei der Kompakti�zierung bosonis
her Strings und bei der Konstruktionheterotis
her Strings gewonnenen Resultate kombinieren und die Impuls- und Windungsquan-tenzahlen dur
h ein Impulsgitter bes
hreiben:(kI ; kiL; kiR) 2 �16 � �6;6 = �22;6: (4:124)Dabei ist �6;6 dur
h � und das Hintergrundfeld Bij gegeben. In dieser Formulierung sind dieGitter �16 und �6;6 zueinander orthogonal und jedes f�ur si
h ist gerade und selbstdual. DieseForderung l�a�t si
h aber abs
hw�a
hen: K.S. Narain konnte beweisen, das man eine konsistente,d.h. modular invariante Theorie bereits dann erh�alt, wenn das gesamte Impulsgitter �22;6gerade und selbstdual bez�ugli
h einer Metrik vom Typ (+)22(�)6 ist [66℄. Alle Gitter diesesTypes sind isometris
h und der Raum der physikalis
h in�aquivalenten Theorien wird daher(lokal) dur
h den homogenen Raum O(22; 6)O(22)
O(6) (4:125)parametrisiert. Die im Narain{Modell neu hinzukommenden L�osungen erh�alt man dur
hO(22; 6){Boosts, die die internen 
hiralen Koordinaten XiL und XiR mit den se
hszehn zus�atz-li
hen Feldern XI mis
hen: (XI ; XiL;XiR) 2 T22;6 = R22+6�22;6 : (4:126)In einer sp�ateren Arbeit zeigten Narain, Sarmadi und Witten, da� si
h das Narain{Modell alsKompakti�zierung der Koordinaten Xi auf dem Standard{Torus R6=2�Z6 in Gegenwart vonHintergrundfeldern reinterpretieren l�a�t [67℄. Aus der Bespre
hung der bosonis
hen Theoriekennen wir bereits die Hintergrundfelder Gij und Bij , die den O(6; 6){Boosts des Impulsgitterszugeordnet werden. Sie liefern aber nur 36 der insgesamt (16 + 6) � 6 = 132 kontinuierli
henParameter. Ein Bli
k auf das Spektrum der zehndimensionalen Theorie lehrt, da� die fehlenden96 Parameter Hintergrund{Ei
hfelder parametrisieren m�ussen.Die Wahl konstanter Hintergrundfelder stellt si
her, da� man Vakuum{L�osungen derStringtheorie erh�alt, da die zugeh�origen Feldst�arken, der Riemann{Christo�el{Tensor Rijklund der Feldst�arkentensor Hijk vers
hwinden. Man mu� daher na
h Ei
hfeldern mit Feldst�arkeNull su
hen. Der Feldst�arkentensor einer Yang{Mills{Theorie kann als eine Lie{Algebra{wertige1{Form aufgefa�t werden [106℄:F = Fijdxi ^ dxj; Fij = F aijTa; (4:127)wobei die Ta Generatoren der Lie{Algebra g der Ei
hgruppe G = E(8) 
 E(8) oder SO(32)sind. Das Ei
hfeld ist dann eine g{wertige 1{Form, deren kovariante �au�ere Ableitung F ist:F = DA = dA+A ^A: (4:128)Ei
hfelder, die si
h nur um eine Ei
htransformation unters
heiden, liefern die glei
he Feldst�arkeund k�onnen identi�ziert werden:A ' A0 , A0 = gAg�1 + g dg�1; g 2 G: (4:129)



90 KAPITEL 4. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENReine Ei
hfelder A = g dg�1 k�onnen dur
h eine Ei
htransformation eliminiert werden. UmVakuum{Ei
hfelder F = DA = 0 zu �nden, fordern wir zun�a
hst das Vers
hwinden des inho-mogenen Beitrags A ^A zur Feldst�arke. DaA ^A = 12[Ai; Aj ℄dxi ^ dxj (4:130)ist, m�ussen die Ei
hfelder dann Werte in einer Cartan{Subalgebra h von g annehmen. Zu l�osenbleibt dann dA = 0: (4:131)Aus dieser Glei
hung folgt, da� A lokal ein reines Ei
hfeld ist. Global gilt dieses aber nur,wenn der Raum, auf dem das Ei
hfeld de�niert ist einfa
h zusammenh�angend ist. W�ahrendalso die Minkowski{Raum{Komponenten des Ei
hfeldes trivial sind, gilt dies ni
ht f�ur die se
hsinternen Raumri
htungen. Die ni
httrivialen L�osungen, also ges
hlossene aber ni
ht exakteEi
hfelder, stehen in eineindeutigen Zusammenhang mit den Generatoren 
i der Fundamen-talgruppe �1(T6) des Torus. Dur
h die Normierung mit Hilfe ei
hinvarianter Kurvenintegraleentlang der ni
htkontrahierbaren Ri
htungen,ICk A(i) = ÆikAi; (4:132)k�onnen die ni
ht�aquivalenten ni
httrivialen L�osungen A(i), i = 1; . . . ; 6 dur
h se
hs ElementeAi der Cartan{Subalgebra parametrisiert werden. Da die Cartan{Subalgebra einer reellen Lie{Algebra vom Rang 16 isomorph zum R16 ist, k�onnen wir sie na
h einer Basis eI I = 1; . . . ; 16entwi
keln, Ai = AIi eI (4:133)und erhalten die gesu
hten Parameter, die alle ni
ht�aquivalenten Vakuum{Ei
hfelder bes
hrei-ben [67℄. Bereits aus der Quantenme
hanik ist bekannt, da� quantisierte Ei
hfelder dur
h ihreFeldst�arken unterbestimmt sind. Insbesondere gibt es in topologis
h ni
httrivialen Situationenobservable E�ekte bei vers
hwindender Feldst�arke, z. B. beim Aharonov{Bohm{E�ekt.Um das Narain{Modell dur
h ein Wirkungsfunktional zu bes
hreiben, m�ussen die Hinter-grundei
hfelder in die Wirkung aufgenommen werden. Die von Narain, Sarmadi und Wittengefundene Wirkung f�ur die internen WF{Bosonen ist [67℄:SNSW = 12� Z d2� �Gij�����Xi��Xj + Bij�����Xi��Xj :+�����XI��XI + ���AIi ��Xi��XI� (4:134)Dur
h die Hintergrundfelder vers
hiebt si
h, wie bereits an Hand der bosonis
hen Theorieerl�autert wurde, der kanonis
he Impuls relativ zum kinetis
hen. Dadur
h �andert si
h au
h derZusammenhang zwis
hen den links- und re
htslaufenden Impulsen einerseits und den Windungs-und Impulsquantenzahlen andererseits. Wenn man das Impulsgitter �22;6 mit Hilfe der Gitter-basen ei von � und eI von �16 parametrisiert, erh�alt man(kL;kR) = �kILeI + kiLei; kiRei� 2 �22;6; (4:135)mit kIL = kI +AIiwi; (4:136)kiL = 12ki � GijBjkwk � 12GIJGijkIAJj � 14GIJGijAIjAJkwk +wi; (4:137)kiR = 12ki � GijBjkwk � 12GIJGijkIAJj � 14GIJGijAIjAJkwk �wi: (4:138)Die Spezi�zierung der GittermetrikenGij = ei � ej ; Gij = e�i � e�j ; GIJ = eI � eJ ; (4:139)



UND HETEROTISCHE STRINGTHEORIEN 91ist �aquivalent zur Angabe der Gitter �, �16 selbst, wobei f�ur �16 aber nur zwei diskreteWahlm�ogli
hkeiten bestehen, w�ahrend � kontinuierli
h deformiert werden darf. Es gibt drei�aquivalente Bes
hreibungen �22;6$ ��; Bij; AIi �$ �Gij; Bij; AIi � ; (4:140)als interne konforme Feldtheorie mit Impulsgitter �22;6 und als Kompakti�zierung auf demGitter � oder als Kompakti�zierung auf dem Gitter Zd mit den jeweiligen Hintergrundfeldern.Da alle gerade selbstdualen Gitter �22;6 isometris
h sind, sind es insbesondere au
h die GitterE8 � E8 � �6;6 und D(R)(S)16 � �6;6 mit �6;6 = ��6;6; (4:141)d.h. man kann zwis
hen den Kompakti�zierungen der beiden zehndimensionalen Theorienkontinuierli
h interpolieren24.Wir k�onnen jetzt das masselose Spektrum einer beliebigen Narain{Kompakti�zierung ange-ben. Masselose linkslaufende Zust�ande erh�alt man in der Li
htkegelei
hung dur
h die Anwen-dung eines Oszillators �a�1, a = 1; 2 bez�ugli
h der beiden transversalen ni
htkompaktifziertenRi
htungen oder dur
h die Anwendung eines der internen Oszillatoren �i�1, i = 1; . . . ; 6; �I�1,I = 1; . . . ; 16. Die Einordnung in Poin
ar�e{Multipletts erfolgt wieder dur
h die Zuordnung zueiner Darstellung der kleinen Gruppe masseloser Teil
hen. Dur
h die Kompakti�zierung �andertsi
h die kleine Gruppe von SO(8) zu SO(2). Die Aufteilung der Indizes in RZ{Indizes und in-terne Indizes entspri
ht gruppentheoretis
h der Ausreduktion der Vektordarstellung bez�ugli
hder Untergruppe SO(2) 
 SO(6): 8V = (2V ;1)� (1;6V ) : (4:142)Die SO(6) ist die Tangentialraumgruppe des internen Raumes T6 und damit eine innere Sym-metrie der kompakti�zierten Theorie. Ihre Rolle werden wir im Zusammenhang mit denRe
htsl�aufern aufkl�aren k�onnen. Die kleine Gruppe SO(2) ist abels
h und ihre irreduziblenDarstellungen daher eindimensional. Sie werden bei Vektordarstellungen dur
h ganzzahlige, beiSpinordarstellungen dur
h halbzahlige Helizit�aten klassi�ziert; ein masseloser Vektor hat z. B.zwei Komponenten mit den Helizit�aten �1. Falls das ImpulsgitterWurzeln der Form (kL; 0) hat,existierten zus�atzli
he masselose Zust�ande. Bei den re
htslaufenden Zust�anden mu� zwis
hendem NS{Sektor und dem R{Sektor unters
hieden werden. Der NS{Sektor enth�alt RZ{Bosonenund die Kompakti�zierung des Grundzustandes ergibt einen Vektor und se
hs Skalare. Beider Kompaki�zierung des R{Grundzustandes, der ein RZ{Spinor ist, mu� die a
htdimensionaleMajorana{Weyl{Darstellung von SO(8) bez�ugli
h der SO(2) 
 SO(6) ausreduziert werden:8S = (+12 ;4S)� (�12 ;4C) (4:143)und man erh�alt Weyl{Spinoren bez�ugli
h der Gruppen SO(2) und SO(6). Alle Anregungenmit internen re
htslaufenden Impulsen sind massiv. Damit ist das re
htslaufende masseloseSpektrum universell und h�angt ni
ht von der Wahl des Impulsgitters ab. Insgesamt gibt es diefolgenden 
hiralen masselosen Zust�ande:Zustand SO(2) SO(6) SO(8) Zustand SO(2) SO(6) SO(8)�m�1j0i �1 1 bm�1=2j0i �1 1�i�1j0i 0 6V 8V bi�1=2j0i 0 6V 8V�I�1j0i 0 1 1 j(a+1 ; a+2 )i +12 4Sj(kL;0)i 0 1 1 j(a�1 ; a�2 )i �12 4C 8S24P. Ginsparg hat eine explizite Realisierung angegeben. In seiner Arbeit werden die O(22; 6){Transformationen dur
h die Hintergrundfelder ausgedr�u
kt [38℄.



92 KAPITEL 4. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENBei der Zusammensetzung dieser 
hiralen Anregungen zu masselosen Zust�anden ergeben si
hzwei Multipletts der N=4 Super{Poin
ar�e{Gruppe [105℄. Diese ist eine supersymmetris
he Er-weiterung der Poin
ar�e{Gruppe mit 4 fermionis
hen Generatoren (Superladungen). Der bosoni-s
he Teil besteht aus der Poin
ar�e{Gruppe und einer internen Symmetrie{Gruppe, der SO(6).Sie entsteht dur
h Kompakti�zierung der zehndimensionalen N=1 Super{Poin
ar�e{Gruppe,wobei die Tangentialraumgruppe der internen Mannigfaltigkeit zur inneren Symmetriegruppewird. Alle Zust�ande, die einen linkslaufenden RZ{Oszillator enthalten, bilden zusammen einSupergravitations{Multiplett:Zustand Helizit�at SO(6) Interpretation�2 1 Graviton�m�1j0i 
 bn�1=2j0i 0 1 Dilaton0(�) 1 Axion�m�1j0i 
 bi�1=2j0i �1 6V 6 Vektorbosonen+32 4S�m�1j0i
 j(a+1 ; a+2 )i �12 4S 4 Gravitinos,+12 4C 4 Dilatinos�m�1j0i
 j(a�1 ; a�2 )i �32 4CN=4 SupergravitationZusammen mit dem Graviton tritt wie immer das Dilaton und der antisymmetris
he Tensorauf, der in vier Dimensionen nur eine unabh�angige Komponente hat und zu einem Pseudo-skalar, dem Axion �aquivalent ist. In Folge der erweiterten Supersymmetrie gibt es zus�atzli
h6 Ei
hbosonen. Der fermionis
he Anteil besteht aus 4 Gravitinos und 4 Spin 1/2 Teil
hen("Dilatinos\).Zust�ande, die eine skalare linkslaufende Anregung jLi enthalten, bilden N=4 Vektor{Supermultipletts. Zustand Helizit�at SO(6) InterpretationjLi 
 bm�1=2j0i �1 1 Ei
hbosonjLi 
 bi�1=2j0i 0 6V 6 Ei
hskalarejLi 
 j(a+1 ; a+2 )i +12 4SjLi 
 j(a�1 ; a�2 )i �12 4C 4 Ei
hbosinosN=4 Vektor{SupermultiplettJedes Ei
hboson wird dur
h 6 Skalare und 4 Spin 1/2 Ei
hbosinos begleitet. Falls ni
ht-abels
he Ei
hsymmetrien existieren, k�onnen die Vektor{Supermultipletts zu entspre
hendenN=4 Super{Yang{Mills{Multipletts zusammengefa�t werden. Wie wir sehen, kommen alleEi
hsymmetrien aus dem linkslaufenden, die RZ{Supersymmetrien aus dem re
htslaufendenSektor. W�ahrend die letzteren universell sind, h�angen die Ei
hsymmetrien von der Wahl desImpulsgitters ab.4.2.3 Ei
hsymmetrie und Hintergrundfelder: Bestandsaufnahme undProblemstellung�Uber die Ei
hgruppe G einer Narain{Kompakti�zierung k�onnen unmittelbar bzw. unter Hin-zuziehung der Literatur folgenden Aussagen gema
ht werden:



UND HETEROTISCHE STRINGTHEORIEN 93� Bei einer generis
hen Wahl der Hintergrundfelder existieren keine Wurzeln im Gitter,denn die kontinuierli
hen Parameter sind bei zuf�alliger Wahl mit der Wahrs
heinli
hkeit1 irrationale Zahlen. Die generis
he Ei
hgruppe ist daherG = U (1)22: (4:144)Wenn l linear unabh�angige Wurzeln existieren, hat die Ei
hgruppe einen halbeinfa
henFaktor vom Rang l: G = G(l) 
 U (1)22�l: (4:145)In diesem Fall spri
ht man von kritis
hen Hintergrundfeldern. Der Rang der Ei
hgruppeist dur
h die Anzahl der internen re
htslaufenden Koordinaten gegeben und daher immerglei
h 22.� Kompakti�ziert man eine der beiden zehndimensionalen Theorien bei generis
hen Wertenvon Gij und Bij , aber ohne Wilsonlinien, Ai = 0, so ist das Impulsgitter von der Form�16 � �6;6 und die Ei
hgruppe istG = E(8)
 E(8)
 U (1)6 bzw. G = SO(32) 
 U (1)6: (4:146)Dur
h das Eins
halten der Wilsonlinien wird der halbeinfa
he Teil gebro
hen.� F�ur gewisse "multikritis
he\ Wilsonlinien wird die Ei
hgruppe ni
ht kleiner, sonderngr�o�er. Ginsparg gibt Werte f�ur die Hintergrundfelder an, die zu den Ei
hgruppenG = SO(32 + 2k)
 U (1)6�k; k = 1; . . . ; 6 (4:147)f�uhren [38℄. Es ist insbesondere m�ogli
h, die halbeinfa
he Ei
hgruppe G = SO(44) zurealisieren.� W�ahlt man Ai = 0 und setzt Gij glei
h der Cartan{Matrix einer halbeinfa
hen Lie{Gruppe G(l) vom ADE{Typ und mit Rang l � 6 und Bij modulo 1/2 glei
h Gij, so istdie Ei
hgruppe G = G(16) 
G(l) 
 U (1)6�l: (4:148)Man kann also zus�atzli
h zu G(16) = E(8)
 E(8) oder SO(32) jede beliebige halbeinfa
heADE{Lie{Gruppe (plus abels
he Faktoren) mit Rang � 6 bekommen [38℄.Daraus ergeben si
h die folgenden Fragen und Probleme: Die kritis
hen Werte der FelderGij und Bij h�angen auf eindeutige Weise mit der die Symmetrie{Gruppe 
harakterisierendenCartan{Matrix zusammen. Da man wei�, da� jede �uberhaupt denkbare Gruppe realisiert wer-den kann, sind die Kenntnisse �uber diese Felder au
h vollst�andig. Im Falle der Wilsonlinien istdas Wissen weder systematis
h no
h vollst�andig, da in der Literatur nur Beispiele aufgef�uhrtwerden. Die Wilsonlinien sind aber gerade deswegen interessant, weil sie die bei der Kom-pakti�zierung ohne Wilsonlinien auftretenden Ei
hgruppen G(16) ni
ht nur erweitern, sondernau
h bre
hen k�onnen. Dies ist nat�urli
h notwendig, um den Kontakt zum Standard{Modellmit seiner Ei
hgruppe SU(3) 
 SU(2) 
 U(1) oder zu den GUT{Ei
hgruppen wie z.B. SU(5),SO(10) und E(6) herstellen zu k�onnen. Im n�a
hsten Kapitel werde i
h eine systematis
he undkonstruktive Methode vorstellen, mit der die Symmetriebre
hung und Symmetrieerweiterungdur
h Wilsonlinien behandelt werden kann.
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Kapitel 5Toroidale Kompakti�zierungenmit beliebigenHintergrundfeldern5.1 Die Parametrisierung des GittersDie �okonomis
hte Charakterisierung des Impulsgitters ist die Angabe einer Gitter{Basis. F�urdie Bes
hreibung gerader selbstdualer pseudoeuklidis
her Gitter gibt es eine Standardbasis, diedie Dur
hf�uhrung der folgenden Untersu
hungen wesentli
h erlei
htert. Diese Standardbasiswird mit Hilfe der Gitterbasen feiji = 1; . . . ; 6g, fe�iji = 1; . . . ; 6g und feAjA = 1; . . . ; 16g derGitter �, �� und �16 konstruiert. Zun�a
hst betra
htet man die Kompakti�zierung auf � ohneHintergrundfelder, d.h. mit Bij = 0 und Ai = 0. Das Impulsgitter zerf�allt dann in zwei Teile,die jeder f�ur si
h selbstdual sind �22;6 = �16 � �6;6: (5:1)Die nat�urli
he Basis dieses speziellen Gitters ist [38℄:ki = �0; 12e�i; 12e�i� ;ki = (0; ei;�ei) ; (5:2)lA = (eA; 0; 0) :Die ni
htvers
hwindenden pseudoeuklidis
hen Skalarprodukte zwis
hen den Basisvektoren sindkikj = Æij ; lAlB = GAB; (5:3)wobei GAB die Gittermetrik von �16 ist. Das Eins
halten der Hintergrundfelder Bij und Aientspri
ht geometris
h der Anwendung von O(22; 6){Boosts, also von Isometrien auf das Im-pulsgitter. Daher bleiben die Relationen (5.3) zwis
hen den Basisvektoren erhalten. Was si
h�andert, ist der Zusammenhang zwis
hen dem Impulsgitter und den anderen Gittern und damitau
h der Zusammenhang zwis
hen den Basisvektoren. Die Standard{Basisvektoren des neuenGitters sind [38℄: k0i = �0; 12e�i; 12e�i� ;k0i = �Ai;�Bjie�j � 14(Aj �Ai)e�j + ei;�Bjie�j � 14(Aj �Ai)e�j � ei� ; (5:4)l0A = �eA;�12(eA �Ai)e�i;�12(eA �Ai)e�i� :95
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h Variation der Hintergrundfelder kann jedes Impulsgitter vom Typ �22;6 erzeugt werden.Bei einem selbstdualen Gitter ist es besonders einfa
h zu pr�ufen, ob ein gegebener Vektor (z.B.ein bestimmter Wurzelvektor) im Gitter liegt: Ein Vektor liegt genau dann im Gitter, wenner ganzzahlige Skalarprodukte mit allen Gittervektoren hat. Es ist nat�urli
h hinrei
hend, dieseBedingung an Hand einer Gitterbasis zu �uberpr�ufen.Dur
h das Eins
halten von Wilsonlinien wird die vorher pr�asente Ei
hgruppe G(16) gebro-
hen. Um die dur
h die Variation der 96 Parameter AIi entstehenden M�ogli
hkeiten der Sym-metriebre
hung unter Kontrolle zu bekommen, kann auf die von Dynkin entwi
kelte Theorieder Unteralgebren halbeinfa
her Lie{Algebren zur�u
kgegri�en werden.5.2 Regul�are Unteralgebren halbeinfa
her Lie{AlgebrenJede halbeinfa
he Lie{Algebra g kann in eine Cartan{Subalgebra h und in die eindimensionalenWurzelr�aume g� zerlegt werden, die den Wurzelvektoren � 2 � der Lie{Algebra zugeordnetsind1 g = h�M�2� g�: (5:5)Die Wurzeln sind eine linear abh�angige Menge l{dimensionaler Vektoren, wobei l der Rang vong ist. Sie lassen si
h als ganzzahlige Linearkombinationen von l linear unabh�angigen einfa
henWurzeln � = f�iji = 1; . . . ; lg (5:6)ausdr�u
ken. Die Kenntnis der L�angenverh�altnisse und der Winkel zwis
hen den einfa
hen Wur-zeln ist hinrei
hend und notwendig, um eine halbeinfa
he Lie{Algebra bis auf Isomorphie fest-zulegen. Diese Information kann mit Hilfe der Cartan{Matrix oder dur
h Dynkin{Diagrammeauf kompakte Weise 
odiert werden.Eine Unteralgebra g0 von g wird regul�ar genannt, wenn sie die Zerlegung (5.5) respektiert,d.h. wenn h0 � h und �0 � � ist. Mit Hilfe von Wilsonlinien k�onnen, wie no
h gezeigt wird,auf kontrollierte Weise Wurzeln entfernt werden, w�ahrend die von den internen Oszillatorenerzeugte Cartan{Subalgebra immer die glei
he bleibt. Es werden also regul�are Unteralgebrenauftreten. Irregul�are Unteralgebren respektieren die Zerlegung (5.5) ni
ht. Man erh�alt siedur
h Einbettung kleinerer Lie{Algebren mittels Darstellungen. So besteht z.B. die dreidimen-sionale Darstellung von su(2) aus so(3) Matrizen, die eine Unteralgebra von su(3) bilden. Diesde�niert dann eine irregul�are su(2){Unteralgebra von su(3) [138℄. Da bei irregul�aren Unter-algebren die Cartan{Subalgebra der Oberalgebra mit Wurzelr�aumen gemis
ht wird, kann diesni
ht dur
h Wilsonlinien auf dem Hilbertraum der Stringzust�ande implementiert werden.Um die Unteralgebren einer halbeinfa
hen Lie{Algebra systematis
h zu erfassen, ben�otigtman einen weiteren Begri�. Eine Unteralgebra g0 hei�t eine maximale Unteralgebra von g,wenn es "zwis
hen\ den beiden keine weiteren Unteralgebren gibt, d.h. f�ur alle Unteralgebren~g gilt: g0 � ~g � g =) ~g = g0 oder ~g = g: (5:7)Die Unteralgebren einer halbeinfa
hen Lie{Algebra m�ussen nat�urli
h ni
ht selbst halbeinfa
hsein. Da wir im Zusammenhang mit ni
htabels
hen Ei
hsymmetrien aber prim�ar an halbeinfa-
hen Unteralgebren interessiert sind, su
hen wir na
h maximalen halbeinfa
hen Unteralge-bren, d.h. na
h denen, die maximal in der Kategorie der halbeinfa
hen Unteralgebren sind.Um die Unteralgebren halbeinfa
her Lie{Algebren zu klassi�zieren, rei
ht es nat�urli
h, Un-teralgebren einfa
her Lie{Algebren zu betra
hten. Au�erdem kann man Unteralgebren mitein-ander identi�zieren, wenn sie zueinander konjugiert sind, also dur
h innere Automorphismenineinander �uberf�uhrt werden k�onnen. Sol
he Unteralgebren sind auf die glei
he Weise in geingebettet, nur bez�ugli
h vers
hiedener Cartan{Zerlegungen (5.5). Isomorphe Unteralgebren,1Alle ben�otigten Hilfsmittel aus der Theorie der Lie{Algebren werden in Anhang B1 bereitgestellt. Die indiesem Abs
hnitt gegebene Dargestellung der Theorie regul�arer Unteralgebren folgt [138℄ unter Zuhilfenahmevon [143℄ und [153℄.
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h �au�ere Automorphismen verkn�upft sind, d�urfen ni
ht identi�ziert werden, weil sie aufvers
hiedene Weise in g eingebettet sind. Dies kann si
h zum Beispiel bei der Ausreduktionvon Darstellungen bemerkbar ma
hen.Das Problem der Klassi�zierung der halbeinfa
hen regul�aren Unteralgebren einer einfa
henLie{Algebra wurde von Dynkin gel�ost [139℄. Die Regeln lassen si
h auf elegante und �ubersi
ht-li
he Weise mit Hilfe von Dynkin{Diagrammen formulieren:Satz 5.2.1 Wenn man aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm von g einen Punkt entfernt, soerh�alt man das Dynkin{Diagramm einer maximalen regul�aren halbeinfa
hen Unteralgebra von goder g selbst. Entfernt man auf jede m�ogli
he Weise einen Punkt aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm, so erh�alt man allemaximalen regul�aren halbeinfa
hen Unteralgebren. Iteriert man dieseProzedur, so erh�alt man alle regul�aren Unteralgebren maximalen Ranges.Dynkins Beweis dieser Regel war l�u
kenhaft, und es gibt 5 Ausnahmef�alle bei denen man keinemaximale Unteralgebra, sondern die maximale Unteralgebra einer maximalen Unteralgebraerh�alt. Daher mu� die folgende Zusatzregel bea
htet werden [143℄:Satz 5.2.2 Die in der linken Spalte der folgenden Tabelle auftretenden Lie{Algebren ergeben si
hzwar dur
h Eliminierung eines Punktes aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm der jeweils re
htsstehenden Lie{Algebra, sind aber ni
ht maximal. Sie sind maximale Unteralgebren der jeweils in derMitte angegebenen maximalen Unteralgebren.A3 �A3 � A1 � D6 �A1 � E7;A3 �D5 � D8 � E8A1 �A2 � A5 � A2 � E6 � E8;A1 �A7 � A1 � E7 � E8;A3 �A1 � B4 � F4: (5:8)Um die halbeinfa
hen regul�aren Unteralgebren ni
ht{maximalen Ranges zu konstruieren,ben�otigt man eine weitere Regel [153℄:Satz 5.2.3 Entfernt man k Punkte, 0 < k < l aus dem Dynkin{Diagramm einer einfa
hen Lie{Algebra g vom Range l, so erh�alt man das Dynkin{Diagramm einer regul�aren halbeinfa
hen Unteral-gebra vom Rang l�k. Indem man auf alle m�ogli
hen Weisen k Punkte aus den Dynkin{Diagrammenaller Unteralgebren maximalen Ranges von g entfernt, erh�alt man alle regul�aren halbeinfa
hen Un-teralgebren vom Range l � k.F�ur die Anwendungen im Narain{Modell ist die Klassi�zierung der halbeinfa
hen Unteral-gebren ausrei
hend, weil die allgemeinsten Lie{Algebren, die auftreten k�onnen von der Formhalbeinfa
h � abels
h sind. Eine einfa
he Lie{Algebra besitzt zwar au
h au
�osbare und nilpo-tente Unteralgebren, aber diese sind bez�ugli
h der Cartan{Zerlegung (5.5) dadur
h 
harakteri-siert, da� zwar der Wurzelraum g�, ni
ht aber g�� auftritt. Dies kann im Narain{Modell ni
htpassieren, da das Impulsgitter, wie jedes Gitter, mit einem Vektor � immer au
h �� enth�alt.Physikalis
h kommen nilpotente und au
�osbare Lie{Gruppen au
h deswegen ni
ht in Frage,weil ja zu gewissen Ei
hbosonen mit Ladung � die jeweiligen Antiteil
hen fehlen w�urden. Diesverletzt u.a. die CPT{Symmetrie2.Die Strategie, die si
h anbietet, ist, na
h Wilsonlinien zu su
hen, die die Lie{Algebra E8�E8oder D16 auf eine gegebene Unteralgebra bre
hen. Die Wilsonlinien k�onnen dabei nur den Rangdes halbeinfa
hen Teiles redzuieren. Die halbeinfa
he Unteralgebra wird von so vielen abels
henIdealen begleitet, da� der Rang unver�andert bleibt.2Es ist allerdings ni
ht a priori klar, da� das CPT{Theorem in der Stringtheorie seine G�ultigkeit beh�alt. Ineiner k�urzli
h ers
hienenArbeit wird sogar argumentiert, da� in der Stringtheoriedie CPT{Symmetrie gebro
henwird und da� si
h das m�ogli
herweise sogar im K0K0{System beoba
hten l�a�t [25℄. Diese E�ekte f�uhren aberni
ht zur Ni
ht{Existenz des Antiteil
hens sondern nur zu einer Lebensdauer, die si
h von der des Teil
hensunters
heidet.



98 KAPITEL 5. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGEN5.3 Toroidale Kompakti�zierungen mit einer Wilsonli-nie5.3.1 Formulierung des Symmetriebre
hungsproblemsDer Ausgangspunkt der Untersu
hung ist eine Kompakti�zierung mit Bij = 0 und AIi = 0. DasImpulsgitter ist von der Form �16 � �6;6 und der halbeinfa
he Teil G(16) der Ei
hgruppe ist jena
h Wahl von �16 entweder E(8)
E(8) oder SO(32). Als erstes sollen die Wurzelvektoren derEi
hgruppe dur
h die Basis des Impulsgitters ausgedr�u
kt werden, um dann deren "S
hi
ksal\bei einer Variation der Wilsonlinien verfolgen zu k�onnen.1. Fall: �16 = E8 � E8. Dieses Gitter ist das Wurzelgitter einer Lie{Algebra und daherbilden die einfa
hen Wurzeln �A, A = 1; . . . ; 16 eine Gitterbasis. Damit ist:eA = �A und lA = (�A;0;0) : (5:9)2. Fall: �16 = D(R);(S)16 . Dieses Gitter wird dur
h die Wurzeln und die Spinorgewi
htepositiver Chriralit�at von SO(32) erzeugt. Die einfa
hen Wurzeln �A generieren nur dasUntergitter D(R)16 . Um eine Gitterbasis von �16 zu erhalten, kann man 15 einfa
he Wurzelnund ein davon linear unabh�angiges Spinorgewi
ht w�ahlen [137℄:e1 = 12 8XA=1�2A�1; eA = �A; A = 2; . . . ; 16: (5:10)Die fehlende einfa
he Wurzel erh�alt man als ganzzahlige Linearkombination:�1 = 2e1 � 7XA=1 e2A+1: (5:11)In beiden F�allen erh�alt man dur
h Einbettung der einfa
hen �16{Wurzeln in das Impulsgittereine maximal linear unabh�angige Menge von Wurzeln des Impulsgittersb�A = (�A; 0; 0); (5:12)die die anderen Wurzeln erzeugen. I
h bezei
hne sie daher als die einfa
hen Wurzeln des Im-pulsgitters. Beide Wahlm�ogli
hkeiten f�ur �16 k�onnen weitgehend parallel behandelt werden,da die Ei
hgruppe alleine dur
h die Wurzeln des Impulsgitters festgelegt wird. Die SO(32){Spinorgewi
hte sind zwar f�ur die Selbstdualit�at des Gitters unerl�a�li
h, ma
hen si
h im Spek-trum aber nur dadur
h bemerkbar, wel
he Darstellungen der Ei
hgruppe auftreten.Um mit einem m�ogli
hst einfa
hen Problem zu beginnen, soll zun�a
hst nur eine WilsonlinieA1 einges
haltet werden. Diejenige Ri
htung e1 auf dem Torus T6, der die Wilsonlinie zuge-ordnet ist soll au�erdem orthogonal zu den anderen f�unf Ri
htungen sein. Dann faktorisiertdas Impulsgitter immer no
h in der Form�22;6 = �17;1 � �5;5; (5:13)und wir k�onnen den �5;5{Summanden vorerst ignorieren. �17;1 wird dur
h die Vektoren k1, k1und lA erzeugt. Zur Deformation des Gitters stehen immerhin 17 Parameter zur Verf�ugung,die 16 Wilson{Parameter AA1 und der Radius pe1 � e1 der 1{Ri
htung von T6. Bei Variationender Wilsonlinie bleibt der Basisvektor k1 invariant. Die Bilder der einfa
hen Wurzeln b�A desurspr�ungli
hen Gitter � im mit A1 geboosteten Gitters �0 = �(A1) sind:b�0A = ��A;�12(�A �A1)e�1;�12(�A �A1)e�1� = b�A � (�A �A1)k1: (5:14)



MIT BELIEBIGEN HINTERGRUNDFELDERN 99Aus der Invarianz von k1 folgt, da� die Wurzel b�A von � genau dann au
h im neuen Gitter �0auftritt, wenn das Skalarprodukt �A �A1 ganzzahlig ist:b�A 2 �0 , �A �A1 2 Z: (5:15)Beweis: Wenn das Skalarprodukt ganzzahlig ist, ist b�A eine ganzzahlige Linearkombination derVektoren b�0A;k1 2 �0 und damit selbst ein Vektor des Gitter �0. Ist das Skalarprodukt �A �A1ni
ht ganzzahlig, so ist au
h das pseudoeuklidis
he Skalarprodukt des Vektors b�A 2 � mit demVektor k01 2 �0 ni
ht ganzzahlig. Da �0 selbstdual ist, folgt daraus b�A 62 �0.Aus Dynkins Regeln kann hergeleitet werden, unter wel
hen Bedingungen die WilsonlinieA1die urspr�ungli
he Lie{Algebra g(16) zu einer maximalen regul�aren halbeinfa
hen Unteralgebrabri
ht. Die Vors
hrift, einen Punkt aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm zu entfernen,bedeutet, da� die diesem Punkt zugeordnete einfa
he Wurzel entfernt werden mu�. Glei
hzeitigmu� aber daf�ur gesorgt werden, da� die niedrigste Wurzel �0 = ��h ni
ht eliminiert wird.Ohne diesen Zusatz w�urde si
h die Anzahl der einfa
hen Wurzeln verringern und damit au
hder Rang des halbeinfa
hen Teils der Lie{Algebra. Dynkins Regel garantiert, da� man ni
htnur eine Unteralgebra maximalen Ranges, sondern sogar eine maximale Unteralgebra erh�alt.Das Bild der eingebetteten h�o
hsten Wurzel b�h von g(16) istb�0h = b�h � (�h �A1)k1: (5:16)Die Implementierung von Dynkins Regel f�ur maximale Unteralgebren ist damit klar:Satz 5.3.1 Wenn die Wilson{Linie A1 die Lie{Algebra g(16) auf diejenige Unteralgebra g[I℄ bri
ht,die dur
h Eliminierung der I{ten einfa
hen Wurzel aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm von g(16)de�niert ist, dann gilt: �I �A1 62 Z; (5:17)�A �A1 2 Z; (A 6= I) (5:18)�h �A1 2 Z: (5:19)Das Problem, L�osungen dieser (Un-)Glei
hungen zu �nden, bezei
hne i
h als das Symme-triebre
hungsproblem. I
h werde nun zeigen wie die Gesamtheit seiner L�osungen konstruiertwerden kann.5.3.2 Die Standard{L�osung des Symmetriebre
hungsproblemsDie Existenz von L�osungen des Symmetriebre
hungsproblems (5.17) - (5.19) zu beweisen, isteinfa
h: Zusammengenommen besagen die Glei
hungen, da� A1 ein Gewi
htsvektor der Unter-algebra g0 = g[I℄, aber kein Gewi
htsvektor der Algebra g = g(16) ist:A1 2 �W (g0)� �W (g): (5:20)Sol
he Vektoren existieren immer, denn zwis
hen den Wurzel- und Gewi
htsgittern einer Lie{Algebra und einer Unteralgebra bestehen die folgenden Inklusionen:�R(g0) � �R(g) � �W (g) � �W (g0): (5:21)F�ur die praktis
hen Anwendungen und f�ur sp�atere Verallgemeinerungen wird aber eine expliziteL�osung ben�otigt. I
h werde zun�a
hst eine spezielle L�osung, die Standard{L�osung konstru-ieren. Dies soll ganz allgemein f�ur eine beliebige einfa
he "einfa
h verbundene \ Lie{Algebravom Rang l ges
hehen. Die Verallgemeinerung auf den halbeinfa
hen Fall ist dann trivial.Es sei g eine einfa
he, einfa
h verbundene Lie{Algebra vom Range l mit einfa
hen Wurzelf�1; . . . ; �lg und h�o
hster Wurzel �h. Sei ferner g0 die halbeinfa
he regul�are Unteralgebra vomRang l, die die einfa
hen Wurzelnf�1; . . . ; �lg = f�1; . . . ; �I�1;��h; �I+1; . . . ; �lg (5:22)
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hst ist klar, da� jede Wilsonlinie der FormA1 = p��I ; p 62 Z (5:23)die Glei
hungen (5.17) und (5.18) erf�ullt und den I{ten Punkt aus dem Dynkin{Diagrammeliminiert. Dies de�niert aber nur eine Unteralgebra vom Rang l � 1, weil ni
ht klar ist, wannau
h Glei
hung (5.19) gilt. Die Situation wird �ubersi
htli
her, wenn alle auftretenden Gr�o�endur
h Wurzeln und Gewi
hte der gesu
hten Unteralgebra ausgedr�u
kt werden.Wenn die Glei
hungen (5.18) und (5.19) erf�ullt sind, ist A1 ein Gewi
htsvektor von g0 unddamit eine ganzzahlige Linearkombination der fundamentalen Gewi
hte ��A von g0:A1 = lXA=1 aA��A; aA 2 Z: (5:24)Die h�o
hste Wurzel �h von g ist eine ganzzahlige Linearkombination der einfa
hen Wurzeln vong, bei der die Ka
{Label kA als KoeÆzienten auftreten:�h = lXA=1 kA�A; kA 2 Z; kA � 1: (5:25)Mit Hilfe dieser Glei
hungen k�onnen die einfa
hen Wurzeln von g als rationale Linearkombina-tionen der einfa
hen Wurzeln der Unteralgebra g0 ges
hrieben werden:�I = 1kI 0��h �XA6=I kA�A1A = 1kI 0���I �XA6=I kA�A1A ; (5:26)�A = �A; f�ur A 6= I: (5:27)Falls kI = 1 ist, ist �I eine Wurzel von g0 und damit g0 = g. Diese Situation entspri
ht denF�allen in Dynkins Regel, bei denen man keine e
hte Unteralgebra, sondern g selbst erh�alt. FallskI > 1 ist, sind die Glei
hungen (5.18) und (5.19) erf�ullt. Da na
h De�nition ��A � �B = ÆABist, ergibt si
h dur
h Einsetzen von (5.24) in (5.17):�I �A1 = � 1kI aI �XA6=I kAaAkI : (5:28)Dur
h die Wahl A1 = ��I , d.h. aA = ÆAI folgt�I �AI = � 1kI 62 Z; (5:29)weil na
h Voraussetzung kI > 1 ist. Diese L�osung des Symmetriebre
hungsproblems ist beson-ders nat�urli
h, weil als Wilsonlinie dann das einzige fundamentale Gewi
htA1 = ��I (5:30)von g0 gew�ahlt wird, das kein Gewi
ht von g ist. Diese L�osung bezei
hne i
h daher als dieStandard{L�osung. Au
h die ausprojizierte Wurzel kann als Gewi
ht der Unteralgebra aus-gedr�u
kt werden. Unmittelbar aus dem Dynkin{Diagramm liest man ab:�I = lXA=1mA��A; wobei mA = 8<: �1; falls �I � �A 6= 0;0; falls �I � �A = 0: (5:31)Insbesondere ist �I zwar keine Wurzel, aber immer ein Gewi
ht von g0. Um den Formalismuszu illustrieren, soll je ein Beispiel f�ur jede der beiden g(16){Algebren dur
hgere
hnet werden.



MIT BELIEBIGEN HINTERGRUNDFELDERN 101t t t t t t t tt�1 �2 �3 �4 �5 �6 �7 �0�8 - t t t t t t tt�7 �6 �5 �4 �3 �2 �1�8Abbildung 5.1: Dur
h die WilsonlinieA1 wird die Lie{Algebra E8 dur
h Eliminierung der Wur-zel �1 aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm auf eine maximale D8{Unteralgebra gebro
hen.Beispiel 1: Es sei g(16) = E8 � E8. Da diese Lie{Algebra halbeinfa
h ist, rei
ht es, einender beiden Summanden g = E8 zu betra
hten. Wenn man den der ersten einfa
hen Wurzelzugeordneten Punkt aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm strei
ht, erh�alt man das Dynkin{Diagramm von D8, der komplexi�zierten Lie{Algebra der Gruppe SO(16). Dies wird in derAbbildung (5.1) illustriert, die au
h die Numerierung der einfa
hen Wurzeln von E8 und D8festlegt.Sieben der einfa
hen Wurzeln der D8 Unteralgebra sind au
h einfa
he Wurzeln der E8.Bez�ugli
h der Standard{Numerierung der Wurzeln gilt:�2 = �7; �3 = �6; . . .�6 = �2 und �8 = �8: (5:32)An die Stelle der E8{Wurzel �1 tritt jedo
h die niedrigste Wurzel von E8 als erste Wurzel vonD8: �1 = �0 = � 8XA=1 kA�A! : (5:33)Die KoeÆzienten kA k�onnen auf folgendeWeise gefunden werden: Die h�o
hste Wurzel ist dash�o
hste Gewi
ht der adjungierten Darstellung. Falls man sie ni
ht explizit konstruieren will, wasna
h dem in dem Bu
h von Cahn [138℄ angegebenen Algorithmus ges
hehen k�onnte, entnimmtman einer Darstellungstabelle dieses Gewi
ht als Funktion der fundamentalen Gewi
hte ��A, diedur
h ��A � �B = ÆAB (5:34)de�niert sind. Im Fall der E8 ergibt si
h �h = ��7. Die glei
he Information ergibt si
h au
hdur
h einen Bli
k auf das erweiterte Dynkin{Diagramm, der ja zeigt, da� die niedrigste Wurzel�0 orthogonal zu allen Wurzeln au�er �7 ist, und mit �7 das Skalarprodukt �1 hat. Damitfolgt: �h = ��0 = ��7: (5:35)Bei einer einfa
h verbundenen Lie{Algebra ist die Cartan{Matrix zuglei
h die Metrik im Ge-wi
htsraum, und die Zeilen der inversen Cartan{Matrix sind die Entwi
klungskoeÆzienten derfundamentalten Gewi
hte na
h den einfa
hen Wurzeln:��A =XB C(g)�1AB�B : (5:36)Will man si
h die Matrixinversion sparen, so kann man im Anhang F des Bu
hes von Cornwell[137℄ na
hs
hlagen. Aus der siebten Zeile der inversen Cartanmatrix von E8 ergeben si
h danndie KoeÆzienten:�0 = � (2�1 + 4�2 + 6�3 + 5�4 + 4�5 + 3�6 + 2�7 + 3�8) : (5:37)Die Standard{Wilsonlinie, die die Symmetriebre
hung E8 ! D8 bewirkt, istA1 = ��1 : (5:38)
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hte, da� zwar �1 = �0, aber ��1 6= ��0 ist, weil der reziproke Vektor einmal bez�ugli
hder �i, das andere mal bez�ugli
h der �i gebildet wird. Explizit ist��1 = 8XA=1C(D8)�11A�A (5:39)und ��0 = ���7 = � 8XA=1C(E8)�17A�A: (5:40)Insbesondere ist ��0 � �1 = ���7 � �1 = 0; (5:41)aber A1 � �1 = ��1 � �1 = ���1 � 12�1 + 8XA=2 kA2 �A! = �12 62 Z: (5:42)Insgesamt hat dieses Beispiel gezeigt, wie man die auftretenden Wurzeln �i, �i mit Hilfe vonCartan{Matrizen ineinander umre
hnen kann. Diese Charakterisierung ist glei
hzeitig explizitund �okonomis
h. Es w�are vollkommen �uber
�ussig und verwirrend, die einfa
hen Wurzeln dur
hkonkrete a
htdimensionale Vektoren zu realisieren, obwohl das nat�urli
h lei
ht m�ogli
h ist.Bedenkt man au�erdem, da� die Lie{Algebra E8 240 Wurzeln besitzt und 248{dimensional ist,so ist klar wel
hen Vorteil es bedeutet, mit 8 einfa
hen Wurzeln und dem Dynkin{Diagrammauskommen zu k�onnen.Dur
h die Anwendung anderer Standard{Wilsonlinien kann man au
h jede beliebige andereeinfa
he Wurzel aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm von E8 eliminieren. Insgesamt gibt esdie folgenden a
ht M�ogli
hkeiten:Wurzel �1 �2 �3 �4Unteralgebra D8 A1 � A7 A2 � A1 �A5 A4 � A4Ei
hgruppe SO(16) SU (2) 
 SU (8) SU (3) 
 SU (2) 
 SU (6) SU (5) 
 SU (5)Wurzel �5 �6 �7 �8Unteralgebra D5 �A3 E6 � A2 E7 � A1 A8Ei
hgruppe SO(10) 
 SU (4) E(6)
 SU (3) E(7)
 SU (2) SU (9)Dabei treten 3 der 5 Ausnahmen zu Dynkins Regel auf: Die Unteralgebren 2, 3 und 5 sindni
ht maximal, sondern Unteralgebren der Unteralgebren 7, 6 und 1. Die Auswirkungen aufden Symmetriebre
hungsformalismus werden sp�ater untersu
ht.Beispiel 2: Es sei g(16) = D16. Dur
h Entfernung der a
hten Wurzel aus dem erweitertenDynkin{Diagramm zerf�allt D16 in die direkte Summe zweier D8{Algebren. Die elegantesteBes
hreibung erm�ogli
hen wieder die in Abbildung (5.2) gezeigten Dynkin{Diagramme. DieEi
hgruppe ist SO(16)
 SO(16).Die glei
he Ei
hgruppe erh�alt man ausgehend vom E8 � E8{Modell, wenn man in jederder beiden E8{Algebren die erste einfa
he Wurzel entfernt. P. Ginsparg [38℄ hat gezeigt,wie man zwis
hen den Kompakti�zierungen der E8 � E8{Theorie und der D16{Theorie in-terpolieren kann. Dabei dr�u
kt er die verwendeten Hintergrundfelder explizit dur
h SO(17;1){Transformationen aus. Der We
hsel zwis
hen den beiden �16{Basen erfordert eine SO(17){Drehung, die die linkslaufenden Ei
h- und Kompakti�zierungsfreiheitsgrade mis
ht und wiedertrennt.Aus dem Dynkin{Diagramm geht hervor, wie die D16{Algebra aus zwei zueinander ortho-gonalen D8{Algebren zusammengesetzt werden kann: Aus den einfa
hen Wurzeln (�A;0) und(0; 
A), A = 1; . . . ; 8 der D8 � D8 erh�alt man die Wurzeln �B, B = 0; . . . ; 7; 9; . . . ; 16, also
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1 
2 
3 
4 
5 
6 
7
8?Abbildung 5.2: Die Wilsonlinie A1 bri
ht die Lie{Algebra D16 auf die maximale UnteralgebraD8 �D8die niedrigste Wurzel von D16 und alle einfa
hen Wurzeln au�er �8. Die Wurzel �8 verkn�upftdie beiden D8{Lie{Algebren zu der gr�o�eren einfa
hen Lie{Algebra D16, weil sie mit je einereinfa
hen Wurzeln beider Unteralgebren ein ni
htvers
hwindendes Skalarprodukte hat3. Sie istDarstellungstheoretis
h ein Vektorgewi
ht bez�ugli
h jeder der beiden Unteralgebren.Umgekehrt kann die D16 zu ihrer maximalen D8 � D8 Unteralgebra gebro
hen werden,indem man die Wurzel �8 dur
h eine Wilsonlinie ausprojiziert. Die Standardl�osung bestehtdarin, den reziproken Vektor der bei der Bre
hung neu hinzukommenden einfa
hen Wurzel zunehmen, also A1 = (��8 ;0): (5:43)Dieser Vektor ist ein Spinorgewi
ht der ersten D8{Unteralgebra und hat damit (wie die obenentwi
kelte allgemeine Theorie bereits bewiesen hat) ein ni
htganzzahliges Skalarprodukt mit�8. Das Beispiel zeigt au
h, da� viele weitere L�osungen des Symmetriebre
hungsproblemsexistieren, denn o�ensi
htli
h hat jedes Gewi
ht aus der (S,R){Konjugationsklasse von D8�D8diese Eigens
haft. Aus der Symmetrie des erweiterten Dynkin{Diagramms von D16 folgt, da�au
h A01 = (0; 
�8) (5:44)und damit jedes Gewi
ht aus der (R,S){Konjugationsklasse eine L�osung ist. Bevor i
h dieKlassi�zierung der L�osungen dur
hf�uhre, sollen no
h die maximalen Unteralgebren von D16aufgelistet werden. Aus Symmetriegr�unden gibt es nur 8 vers
hiedene M�ogli
hkeiten, einenPunkt aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm zu entfernen.Wurzel �1 �2 �3 �4Unteralgebra D16 A1 � A1 �D14 A3 �D13 D4 �D12Ei
hgruppe SO(32) SU (2) 
 SU (2) 
 SO(28) SU (4) 
 SO(26) SO(8) 
 SO(24)Wurzel �5 �6 �7 �8Unteralgebra D5 �D11 D6 �D10 D7 �D9 D8 �D8Ei
hgruppe SO(10)
 SO(22) SO(12) 
 SO(20) SO(14) 
 SO(18) SO(16) 
 SO(16)3Man kann nat�urli
h ni
ht beliebige Dynkin{Diagramme auf diese Art miteinander verkn�upfen. Es mu�insgesamt wieder ein zul�assiges Dynkin{Diagramm entstehen.



104 KAPITEL 5. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGEN5.3.3 Alle L�osungen des Symmetriebre
hungsproblemsAls n�a
hstes stellt si
h die Frage, wie viele weitere L�osungen des Symmetriebre
hungsproblems(5.17) - (5.19) existieren. Da die Wilsonlinie auf jeden Fall ein Gewi
htsvektor der Unteralgebrag0 sein mu�, ist die allgemeine L�osung von der Form:A1 = ��I + v; mit v 2 �W (g0): (5:45)Es sei nun � das urspr�ungli
he Gitter ohne Wilsonlinie, �0 das Gitter der Standard{L�osungv = 0 und �00 das Gitter einer anderen L�osung mit v 6= 0. Die einfa
hste Art, diese Gittermiteinander zu verglei
hen, ist, ihre Basen zu betra
hten. Zun�a
hst gibt es eine Reihe vonBasisvektoren, die invariant sind und daher in allen drei Gittern liegen:k00i = k0i = ki 8i; k00i = k0i = ki f�ur i 6= 1; (5:46)b�A = b�0A = b�00A = (�A; 0; 0); f�ur A 6= I: (5:47)Die I{te Wurzel von g ist hingegen ni
ht invariant:b�I = (�I;0;0) ; (5:48)b�0I = ��I ;�(�I � ��I )12e�1;�(�I � ��I )12e�1� ; (5:49)b�00I = ��I ;�(�I � ��I + �I � v)12e�1;�(�I � ��I + �I � v)12e�1� : (5:50)Im Falle �16 = D16 gibt es einen Basisvektor l1, der keine Wurzel, sondern ein Spinorgewi
htist. I
h werde zun�a
hst den E8�E8{Fall untersu
hen und die zus�atzli
he Komplikation sp�aterbehandeln. Weiter brau
hen wir die Bilder der h�o
hsten Wurzel b�h von � in den beiden anderenGittern: b�0h = b�h + (��h � ��I )k1 = b�h + k1; (5:51)b�00h = b�h + (1� �h � v)k1; wobei � �h � v 2 Z: (5:52)S
hlie�li
h gibt es einen weiteren ni
ht invarianten Basisvektor, n�amli
hk1 = (0; e1;�e1) ; (5:53)k01 = ���I ;�12(��I )2 12e�1 + e1;�12(��I )2 12e�1 � e1� ; (5:54)k001 = ���I + v;�12((��I + v)2)12e�1 + e1;�12((��I + v)2)12e�1 � e1� : (5:55)Um die Analyse zu vereinfa
hen, beginne i
h mit einem Spezialfall und nehme an, da� v ni
htnur ein Gewi
ht von g0 sondern sogar ein Gewi
ht von g ist. Dann ist �I �v 2 Z, und da somitdie Vektoren b�0I und b�00I beide in �0\�00 liegen, unters
heiden si
h die Gitter �0, �00 nur um dieBasisvektoren k01, k001 . Falls v au�erdem im Wurzelgitter von g0 ist, kann na
h den einfa
henWurzeln b�A der Unteralgebra entwi
kelt werden:bv � (v;0;0) = lXA=1 vA(�A;0;0) � lXA=1 vA b�A; mit vA 2 Z; (5:56)und damit ist bv 2 �00. Da v im Wurzelgitter und ��I im Gewi
htsgitter von g0 ist, gilt v2 2 2Z,v � ��I 2 Z und somit k001 � k01 = bv � (��I � v + 12v2)k1: (5:57)Da diese Di�erenz in �00 liegt, folgt au
h k01 2 �00. Damit liegen alle Basisvektoren von �0in �00 und umgekehrt und somit sind die beiden Gitter glei
h. In�aquivalente L�osungen des
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hungsproblems erh�alt man nur wenn v 62 �R(g0) ist. L�osungen, die si
h nur umElemente von �R(g0) unters
heiden, de�nieren das glei
he Gitter und damit sind die Spektrender zugeh�origen Theorien glei
h.Bisher war zus�atzli
h vorausgesetzt worden, da� v ein Gewi
htsvektor von g ist. L�a�t mandiese Annahme fallen, k�onnen si
h �0 und �00 au
h in den Basisvektoren b�0I, b�00I unters
heiden.Nun ist b�00I = b�� (�I � ��I + �I � v)k1 = b�0I � (�I � v)k1: (5:58)Falls �I � v 62 Z d.h. v 62�W (g) ist, gilt b�00I 62 �0 und damit �00 6= �0. Es ist aber stets v 2�W (g0) und mit (5.26) kI�I = ��I �XA6=I kA�A 2 �R(g0): (5:59)Daraus folgt �I � v = mkI mod Z; 9m 2 f1; . . . ; kIg: (5:60)Da �I und v Gewi
hte von g0 sind werden ihre Skalarprodukte modulo Z dur
h ihre Kon-jugationsklassen bestimmt [58℄. Betra
htet man jetzt no
h den Fall �16 = D16, so kann derBasisvektor l1 genauso behandelt werden wie zuvor k1. Das Bild von l1 ist n�amli
hl01 = l1 � (e1 �A1)k1: (5:61)Da e1 ein (Spinor-)Gewi
ht von �16 ist, ist er insbesondere ein Gewi
ht von g0, genau wieA1. Wieder kommt es nur darauf an in wel
her Restklasse von �W (g0) modulo �R(g0) dieWilsonlinie ist. In jedem Fall legt bereits die Wahl dieser Restklasse das Gitter vollst�andig fest.Also gilt:Satz 5.3.2 Die in�aquivalenten L�osungen des Symmetriebre
hungsproblems (5.17) - (5.19) werdendur
h die Elemente der Gruppe der Konjugationsklassen von Darstellungen der Unteralgebra g0�W (g0)=�R(g0) (5:62)parametrisiert. Insbesondere gibt es nur endli
h viele in�aquivalente L�osungen.Ein Spezialfall mu� gesondert betra
htet werden, der Fall m = 1 in Glei
hung (5.60). Denndann gilt: �I � v = 1kI ) �I � ��I + �I � v = 0) b�I 2 �00: (5:63)Damit sind alle Wurzeln von g in �00 und die Symmetriealgebra ist ni
ht g0, sondern g. Dasliegt daran, da� die Bedingung (5.17), dur
h die die Wurzel �I eliminiert wird, ni
ht erf�ullt ist,denn A1=��I +v 2 �W (g). F�ur m = 1 erh�alt man daher keine L�osung des Symmetriebre
hungs-problems. Falls A12 �R(g), sind alle Basisvektoren von �00 in � und da beide Gitter selbstdualsind, folgt daraus bereits �00 = �. Falls A1 62 �R(g), sind zwar die Wurzeln und damit dieEi
hgruppen beider Theorien glei
h, ni
ht aber die Gitter insgesamt, d.h. die Spektren sindvers
hieden. Dieses Beispiel erinnert daran, da�A1 2 �W (g0) � �W (g) (5:64)eine notwendige Bedingung daf�ur ist, da� die Symmetrie wirkli
h gebro
hen wird. Wenng0 eine maximale Unteralgebra ist, gibt es keine Unteralgebren "zwis
hen\ g und g0, und dieBedingung ist au
h hinrei
hend daf�ur, da� die Symmetriealgebra g0 ist, da sie eine e
hteUnteralgebra von g de�niert, die g0 enth�alt.
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he Unteralgebren maximalen RangesDur
h die Iteration des Dynkins
hen Verfahrens k�onnen na
h und na
h alle halbeinfa
hen Un-teralgebren maximalen Ranges gwonnen werden. Au
h das Symmetriebre
hungsproblem unddie Standardl�osung k�onnen nat�urli
h iteriert werden, was i
h sp�ater an Beispielen zeigen werde.Der Re
henaufwand, obwohl er mit Unterst�utzung dur
h ein algebrais
hes Re
henprogrammkein Problem darstellen d�urfte, steigt dabei wie bei jedem iterativen Verfahren von Stufe zuStufe. Um Arbeit zu sparen und die �Ubersi
ht zu behalten, ist eine Verallgemeinerung derUmformulierung (5.64) des Symmetriebre
hungsproblems von Nutzen.Zun�a
hst ist klar, da� jede halbeinfa
he Unteralgebra maximalen Ranges von g zu minde-stens einer Kette von maximalen halbeinfa
hen Unteralgebreng � g(1) � g(2) � � � � (5:65)geh�ort. Da f�ur die Wurzel- und Gewi
htsgitter von einfa
h verbundenen Lie{Algebren�R � �W = ��R (5:66)ist, induziert jede Kette (5.65) von maximalen Unteralgebren eine Kette von Gittern� � ��R(g(2)) � �R(g(1)) � �R(g) � �W (g) � �W (g(1)) � �W (g(2)) � � � (5:67)Jede Wahl A1 2 �W (g(n)) � �W (g(n�1)) (5:68)einer Wilsonlinie bri
ht g auf die Unteralgebra g(n), falls diese in nur einer Kette der Form(5.65) auftritt. Beweis: Da A1 ein Gewi
ht von g(n) ist, haben alle Wurzeln von g(n) einganzzahliges Skalarprodukt mit k01 und damit mit allen Basisvektoren von �0, dem dur
h A1de�nierten Impulsgitter. Da das Impulsgitter selbstdual ist, sind sie damit GittervektorenA1 � � 2 Z =) k01 � b� 2 Z =) b� 2 �0: (5:69)Die zu �0 geh�orende Lie{Algebra enth�alt also g0. Da andererseits A1 kein Gewi
ht von g(n�1)ist, gibt es mindestens eine Wurzel von g(n�1), die ni
ht in �0 liegt und die Lie{Algebra istkleiner als g(n�1). Da g(n) eine maximale Unteralgebra von g(n�1) ist, ist die ungebro
heneLie{Algebra g(n).Falls eine Unteralgebra in mehreren Inklusionsketten auftritt, mu� man in (5.68) die Ge-wi
htsgitter aller Oberalgebren der gew�uns
hten ungebro
henen Lie{Algebra auss
hlie�en. Einwirkungsvoller Test, ob eine unerwartete Symmetrieerh�ohung vorliegt, besteht darin, die Di-mension der adjungierten Darstellung mit der Gesamtzahl der Wurzeln von �0 zu verglei
hen.Stimmen sie �uberein, so kann man si
her sein, da� die ri
htige Lie{Algebra vorliegt; �uberse-hene Symmetrieerweiterungen ma
hen si
h dur
h zus�atzli
he Wurzeln bemerkbar. Als Beispieldaf�ur, da� die Menge der Unteralgebren einer einfa
hen Lie{Algebra bez�ugli
h Inklusion ni
htlinear geordnet ist, mag die Rang 8 Unteralgebra A1 � A1 �D6 von E8 dienen. Mit Hilfe derDynkins
hen Regel folgen die Inklusionen (als jeweils maximale Unteralgebren)A1 �A1 �D6 � D8 � E8;A1 �A1 �D6 � E7 �A1 � E8: (5:70)Das glei
he Problem tritt bei den 5 Ausnahmen zu Dynkins Regel auf, von denen 4 f�ur dieBre
hungen von E8 relevant sind. Da bei der Formulierung des Symmetriebre
hungsproblemsgenau die Dynkins
he Regel implementiert wurde, ist hier ni
ht klar, ob eine gegebene L�osungvon (5:17)� (5:19) die Lie{Algebra g auf die ni
htmaximale Unteralgebra bri
ht, die DynkinsRegel angibt, oder die zwis
hen dieser Unteralgebra und g liegende Lie{Algebra. Diese Fragesoll in dem folgenden Beispiel untersu
ht werden, in dem au�erdem explizit vorgef�uhrt wird,wie man das f�ur maximale Unteralgebren entwi
kelte Verfahren iteriert.
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hentsteht die Unteralgebra E7 � A1.t t t t t t tt�0 �1 �2 �3 �4 �5 �6�7 - t t t t t t t
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7Abbildung 5.4: Dur
h Addition von 
�1 zur Wilsonlinie wird die E7 weiter zur A7 gebro
hen.Der A1{Summand bleibt davon unber�uhrt und ist in dieser Abbildung ni
ht eingezei
hnet.Beispiel: Ausgangspunkt sei die Lie{Algebra E8 mit den einfa
hen Wurzeln �i, i = 1; . . . ; 8und der h�o
hsten Wurzel �h = ��7. Dur
h Entfernen der siebten einfa
hen Wurzel erh�alt mandie maximale Unteralgebra E7 �A1, siehe Abbildung (5.3).Die einfa
hen Wurzeln der Unteralgebra k�onnen dur
h die der E8 ausgedr�u
kt werden:E7 : �A = �A; A = 1; . . . ; 6; �7 = �8; A1 : � = ���7: (5:71)Die Standard{Wilsonlinie ist, wie immer, der duale Vektor der neuen einfa
hen Wurzel, wobeisi
h dual auf die E7 � A1{Unteralgebra bezieht:A1 = �� = �� � � : (5:72)Um die E7 weiter zu bre
hen, betra
htet man das erweiterte Dynkin{Diagramm von E7. Dieh�o
hste Wurzel ist ��1 . Dur
h Entfernung der siebten einfa
hen Wurzel �7 entsteht die maximaleUnteralgebra A7, wie in Abbildung (5.4) gezeigt.Die einfa
hen Wurzeln der A7 � A1{Unteralgebra von E7 �A1 sind:A7 : 
1 = ���1 = 7XA=1C(E7)�11A�A; 
A = �A�1; A = 2; . . . ; 7; A1 : �: (5:73)Die Standard{Wilsonlinie f�ur die Bre
hung E8 ! A7 � A1 ist daherA1 = �� + 
�1 ; 
�1 = 7XA=1C(A7)�11A
A: (5:74)Die Unteralgebra A7 � A1 � E8 ist eine der Ausnahmen zu Dynkins Regel, da sie ni
ht maxi-mal ist, aber dur
h die Entfernung der zweiten einfa
hen Wurzel aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm von E8 erzeugt werden kann. Die dur
h die Dynkin{Regel de�nierte A7 � A1 Un-teralgebra besitzt, wie man Abbildung (5.5) entnimmt, die folgenden einfa
hen Wurzeln:A7 : 
01 = �8; 
0A = �A+1; A = 2; . . . ; 6; 
07 = ���7; A1 : �0 = �1; (5:75)



108 KAPITEL 5. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENt t t t t t t tt�1 �2 �3 �4 �5 �6 �7 �0�8 - t t tt t t t t t�0 
02 
03 
04 
05 
06 
07�(
04)�
01Abbildung 5.5: Au
h dur
h die Eliminierung der zweiten Wurzel von E8 erh�alt man eine A7 �A1 Unteralgebra. Falls die Wilsonlinie das A7{Gewi
ht �(
04)� ni
ht ausprojiziert, wird dieungebro
hene Algebra zur E7 �A1 erweitert.und die Standard{Wilsonlinie istA1 = (
07)� = 7XA=1C(A7)�17A
0A: (5:76)Man bea
hte, da� diese Unteralgebra ni
ht mit der vorhin konstruierten identis
h ist, da sievers
hiedene Wurzeln besitzen4. Da A7 � A1 keine maximale Unteralgebra ist, ist aber ni
htklar, ob die Standard{Wilsonlinie E8 wirkli
h auf A7� A1 bri
ht oder ob zus�atzli
he Wurzelndie Projektion �uberleben und die Symmetrie auf E7 � A1 vergr�o�ern. Um dies festzustellen,m�ussen wir die einfa
hen Wurzeln dieser Oberalgebra �nden. Ein Bli
k auf die relevantenDynkin{Diagramme zeigt, da� das Dynkin{Diagramm von A7 dur
h die Hinzunahme des Ge-wi
htes �(
04)� zum erweiterten Dynkin{Diagramm von E7 wird5. Anders ausgedr�u
kt bildendie A7{Gewi
hte �(
04)�, 
02,. . ., 
07 ein System von einfa
hen Wurzeln der E7. Dies wird dur
hAbbildung (5.5) illustriert.Der Vektor (b
04)� liegt genau dann im Impulsgitter, wenn (
04)� ein ganzzahliges Skalarpro-dukt mit �2 und mit der Wilsonlinie A1 hat, denn die einzigen Basisvektoren mit denen (b
04)�m�ogli
herweise ein ni
ht ganzzahliges Skalarprodukt hat sind b�02 und k01. Aus(
04)� � �2 = 7XA=1C(A7)�14A(
0A � �2) = C(A7)�142 (�1) = 88(�1) = �1 2 Z (5:77)folgt, da� es nur von der Wilsonlinie abh�angt. Die Standardwahl A1 = (
07)� ergibtA1 � (
04)� = (
07)� � (
04)� = C(A7)�174 = 48 62 Z; (5:78)und die Symmetrie wird auf A7 �A1 gebro
hen.Als Beispiel f�ur eine h�ohere Symmetrie diene die Wilsonlinie A1 = 2(
07)�. Sie eliminiertzwar die zweite einfa
he Wurzel der E8, da2(
07)� ��2 = 2C(A7)�172 (�1) = 228 = 12 62 Z: (5:79)ist aber vertr�agli
h mit der E7{Wurzel �(
04)�:2(
07)� � (
04)� = 248 = 1 2 Z (5:80)4Die beiden A7�A1 Unteralgebren sind vers
hieden, aber konjugiert, d.h. sie k�onnen dur
h innere Automor-phismen ineinander �uberf�uhrt werden [143℄. Sie sind daher auf die glei
he Weise in die E8 eingebettet. Dahergelingt es im Text au
h, die E7 � A1 Oberalgebra der von den 
0A erzeugten A7 � A1 zu konstruieren.5Die (o�ensi
htli
he) Umkehrung von Dynkins Regel lautet: Eine halbeinfa
he Lie{Algebra kann genaudann in eine andere halbeinfa
he Lie{Algebra als maximale Unteralgebra eingebettet werden, wenn sie einGewi
ht besitzt, das das Dynkin{Diagrammder Unteralgebra zumerweitertenDynkin{Diagramder Oberalgebraerweitert. Dabei sind die f�unf Ausnahmef�alle zu ber�u
ksi
htigen.
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hene Algebra ist also E7 �A1.Im Falle der E8 ist es einfa
h, alle halbeinfa
hen Unteralgebren maximalen Ranges nieder-zus
hreiben. Das Verfahren bri
ht sp�atestens im vierten Iterationss
hritt ab, und es gibt nur19 ni
htisomorphe e
hte Rang{8{Unteralgebren von E8. Ihre Zahl h�alt si
h ni
ht zuletzt des-wegen in Grenzen, weil einfa
he Lie{Algebren vom Typ Al �uberhaupt keine e
hten regul�arenUnteralgebren maximalen Ranges besitzen: Dur
h Strei
hen eines beliebigen Punktes aus demerweiterten Dynkin{Diagramm erh�alt man immer nur das alte Dynkin{Diagramm. Trotzdemgibt es au
h hier interessante Symmetriebre
hungsm�ogli
hkeiten, die zu maximalen Unteralge-bren mit einem abels
hen Summanden f�uhren. Symmetriebre
hungen, bei denen si
h der Rangdes halbeinfa
hen Teils verringert, werden im n�a
hsten Abs
hnitt bespro
hen.5.3.5 Unteralgebren beliebigen Ranges und kontinuierli
he Parame-terAufgrund der Ergebnisse der beiden vorangehenden Abs
hnitte ist eine diskrete6 Menge vonPunkten im Narain{Moduliraum bekannt, an denen die Symmetriealgebra eine Unteralgebramaximalen Ranges der urspr�ungli
hen Algebra g(16) ist. Ein Vorteil des Arbeitens mit Ba-sisvektoren ist, da� die Abh�angigkeit des Impulsgitters und damit des Spektrums von denHintergrundfeldern explizit bekannt ist. Dies soll jetzt benutzt werden, um zwis
hen kritis
henPunkten vom Typ 16 kontinuierli
h zu interpolieren.Es sei g(16)I diejenige Unteralgebra von g, die man dur
h Strei
hen der I{ten Wurzel ausdem erweiterten Dynkin{Diagrammerh�alt. Die Standard{Wilsonlinie ist dann ��I und es bietetsi
h an, eine einparametrige S
har von WilsonlinienA1 = p��I ; p 2 R; (5:81)zu betra
hten, die zwis
hen dem Modell ohne Hintergrundfelder und dem mit der Standard{Wilsonlinie interpolieren. Die Basisvektoren des deformierten Impulsgitter �(p) sindk01 = �p��I ;�12p2(��I � ��I )12e�1 + e1;�12p2(��I � ��I )12e�1 � e1� ; (5:82)b�0I = ��I ; pkI 12e�1; pkI 12e�1� = b�I + pkI k1; (5:83)b�0A = (�A;0;0) = b�A; A 6= I; (5:84)b�0h = ��h; p12e�1; p12e�1� = b�h + pk1; (5:85)wobei i
h darauf verzi
htet habe, die invarianten Basisvektoren mit aufzulisten.F�ur p 62 Z sind weder b�I no
h b�h in �(p). Die ungebro
hene Symmetriealgebra istg(p) = g(15)I � u(1); (5:86)wobei g(15)I diejenige halbeinfa
he Rang 15 Unteralgebra ist, die man dur
h Entfernung desI{ten Punktes aus dem Dynkin{Diagramm (ni
ht dem erweiterten!) erh�alt. Die Wilsonlinieerf�ullt zwar die Glei
hungen (5.17) und (5.18) des Symmetriebre
hungsproblems, ni
ht aber(5.19). Dadur
h wird Dynkins zweite Regel implementiert.F�ur ganzzahlige Werte von p erh�oht si
h der Rang des halbeinfa
hen Teils wieder auf 16.F�ur p = 1 ergibt si
h nat�urli
h die Standard{L�osung, da jetzt au
h Glei
hung (5.19) erf�ulltist, und die niedrigste Wurzel von g(16) das Dynkin{Diagramm von g(15)I zu dem von g(16)Ierweitert: g(1) = g(16)I : (5:87)6Der Radius der 1{Ri
htung wird ja zur Zeit konstant gehalten.



110 KAPITEL 5. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENEin anderer Wert von herausgehobener Bedeutung ist p = kI . Denn es ist��I � �I = � 1kI und ��I � �J = 0; 8J 6= I (5:88)und damit ��I = � 1kI��I . Damit istA1 = �kI��I = ��I 2 �W (g): (5:89)In diesem Fall sind sowohl b�I als au
h b�h im Gitter und daher giltg(kI) = g: (5:90)Das glei
he gilt f�ur alle ganzzahligen Vielfa
hen von kI . Die Gitter �(0) und �(kI) sind genaudann glei
h, wenn ��I2 �R(g) ist. In jedem Fall existiert eine ZahlM 2 Z, so da�M��I 2 �R(g).Zusammenfassend giltg(nkI) = g; (8n 2 Z); �(MkI) = �; (9M 2 Z+): (5:91)F�ur alle ganzzahligen Werte von p, die keine Vielfa
hen von kI sind, ist die realisierte Lie{Algebra nur g(16)I . Ob �(p) dann glei
h �(1) ist, h�angt davon ab, ob ��I � ��I eine ganze Zahl istoder ni
ht.Man gelangt also, egal in wel
he der 16 linear unabh�angigen Ri
htungen ��I man si
h be-wegt, bei endli
hen Parametern zum urspr�ungli
hen Gitter zur�u
k. O�ensi
htli
h gibt es einenbes
hr�ankten Fundamentalberei
h, der bereits alle in�aquivalenten Gitter und Modelle enth�alt.Es ist wohlbekannt, da� der Narain{Moduliraum (wie au
h alle anderen bekannten Modu-lir�aume konformer Feldtheorien) diskrete Symmetrien besitzen, so da� der homogene RaumO(22;6) / (O(22) 
 O(6)) die Theoriens
har nur lokal 
harakterisiert. Ein expliziter Verglei
hder hier gefundenen Kopien mit den dur
h Dualit�atstransformationen gefundenen w�are daherw�uns
henswert.F�ur alle ni
htganzzahligen Werte von p wird der halbeinfa
he Teil der Ei
hgruppe reduziert.Dur
h die Parametrisierung mittels der Standard{Wilsonlinien ist es gelungen, diejenigen Ri
h-tungen zu identi�zieren, in denen der Rang nur um 1 sinkt und genau eine bestimmte einfa
heWurzel entfernt wird. Es ist nat�urli
h ni
ht n�otig, si
h auf die maximalen Unteralgebren vong zu bes
hr�anken. Wenn ÆI die einfa
hen Wurzeln irgendeiner der Unteralgebren maximalenRanges ist, die wie im letzten Abs
hnitt gezeigt, alle konstruiert werden k�onnen, so wird dur
heine Wilsonlinie proportional zu Æ�I genau die I{te Wurzel entfernt. Auf diese Weise k�onnenna
h Dynkins zweiter Regel alle Rang 15 Unteralgebren von g erzeugt werden. Sie treten ineinparametrige S
haren auf, die kritis
he Punkte besitzen, an denen der Rang si
h auf 16 erh�oht.Beispiel: Es sei g(16) = E8�E8. Dur
h Entfernung der se
hsten Wurzel aus dem Dynkin{Diagramm einer der beiden E8{Algebren erh�alt man eine E6�A1 (Abbildung 5.6), die si
h ankritis
hen Punkten auf eine E6 �A2 vergr�o�ert (Abbildung 5.7). Bezei
hnet man die Wurzelndieser maximalen Unteralgebra mit �1; . . . ; �6, 
1, 
2, so ist die Standard{WilsonlinieA1 = 
�1 .Da der se
htste KoeÆzient der h�o
hsten Wurzel von E8 glei
h 3 ist, erh�alt man f�ur A1 = 3
�1wieder die volle E8{Symmetrie. Da die Lie{Algebra E8 nur eine Konjugationsklasse besitzt,sind alle Gewi
hte au
h Wurzeln. Daher erh�alt man wieder das urspr�ungli
he Gitter.Dur
h Iteration des Verfahrens kann der Rang des halbeinfa
hen Teils immer weiter gesenktwerden, wobei si
h die Zahl der kontinuierli
h variierbaren Parameter entspre
hend erh�oht. DasSymmetriebre
hungsproblem (5.17) - (5.19) wurde so formuliert, da� man es au
h f�ur halbein-fa
he Unteralgebren beliebigen Ranges stellen und l�osen kann. An die Stelle von �16 tritt dabeidas von den einfa
hen Wurzeln der betre�enden Lie{Algebra erzeugte Wurzelgitter. Aus Dyn-kins zweiter Regel folgt, da� man alle Unteralgebren vom Typ halbeinfa
h � abels
h realisierenkann. Beispiele f�ur Multiparameterfamilien von Unteralgebren ni
htmaximalen Ranges werdei
h sp�ater im Zusammenhang mit allgemeineren Hintergrundfeldern betra
hten.
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2Abbildung 5.6: Dur
h die Wilsonline A1 = p
�1 , die die se
hste Wurzel �6 = (���5 ;�
�2) ausdem Dynkin{Diagrammvon E8 gestri
hen. �Ubrig bleibt die Rang 7 Unteralgebra E6�A1. Mit�i, 
i werden dabei die einfa
hen Wurzeln der maximalen E6 �A2 Unteralgebra bezei
hnet.t t t t t t t tt�1 �2 �3 �4 �5 �6 �7 �0�8 - t t t t tt t t�1 �2 �3 �4 �5�6 
2 
1Abbildung 5.7: F�ur kritis
he Wilsonlinien A1 = p
�1 erh�oht si
h die ungebro
hene Symmetrieauf E6 �A2. Falls p 2 3Z ist, erh�alt man die E8.5.3.6 Symmetrievergr�o�erung mit einer WilsonlinieUnter "kritis
hen\ oder "mulitkritis
hen\ Wilsonlinien versteht man im allgemeinen Werte derWilsonlinien, die den Rang der halbeinfa
hen Ei
hgruppe auf Werte gr�o�er als 16 erh�ohen.Au
h dies ist bisher ni
ht systematis
h untersu
ht worden. Das von Ginsparg angegebene Bei-spiel zeigt, wie die D16 zur D17 erweitert werden kann, bzw. zur D16+d, wenn d Wilsonlinienverwendet werden. I
h werde ein allgemeineres Problem behandeln, bes
hr�anke mi
h aber vor-erst auf Impulsgitter der Form �17;1��5;5 und damit auf den Fall einer ni
ht{vers
hwindendenWilsonlinie. Im Ei
hsektor sei irgendeine halbeinfa
he Lie{Algebra vom Rang l � 16 realisiert,d.h. die Wilsonlinie ist so gew�ahlt, da� l einfa
he Wurzeln der Formb�A = (�A;0;0) ; A = 1; . . . ; l (5:92)im Gitter liegen. Wir k�onnen nun na
h einer zus�atzli
hen Wurzel der Formb�l+1 = (v;w;0) (5:93)su
hen, die das Wurzelsystem erweitert. Dies ist genau dann der Fall, wenn die l + 1 linearunabh�angigen Wurzeln die Cartan{Matrix einer halbeinfa
hen Lie{Algebra vom Range l + 1realisieren: b�A � b�B = C(l+1)AB ; A;B = 1; . . . ; l + 1; (5:94)Ein Bli
k auf die Gitterbasis zeigt, da� der allgemeinste Ansatz f�ur die zus�atzli
he Wurzelb�l+1 = k1 +mk1; m 2 Z (5:95)= �A1;�12(A1 �A1)12e�1 + e1;�12(A1 �A1)12e�1 � e1�+m�0; 12e�1; 12e�1�ist. Da Rd=2�� der Torus ist, auf dem die se
hs zus�atzli
hen Raumdimensionen kompakti�-ziert wurden, ist die Quadratwurzel aus e1 � e1 der Radius der 1{Ri
htung auf dem Torus, dieorthogonal zu den anderen f�unf Ri
htungen gew�ahlt wird. Damit gilt:e1 � e1 = R2; e�1 � e�1 = 1R2 ; e1 = R2e�1: (5:96)
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h k01 umzus
hreiben:k01 = �A1; 2e1 +D12e�1;D12e�1� ; D = 2��R2 � 14(A1 �A1)� ; (5:97)denn nun sieht man unmittelbar, da� b�l+1 nur dann im Impulsgitter �0 liegen kann, wennD = �m 2 Z (5:98)ist, und da� die zus�atzli
he einfa
he Wurzel die Gestaltb�l+1 = (A1; 2e1;0) (5:99)haben mu�. Damit dieser Vektor wirkli
h eine Wurzel ist, mu� gelten:b�l+1 � b�l+1 = A1 �A1 + 4e1 � e1 = 2: (5:100)Aus (5.98) und (5.100) folgen zwei Bedingungen an die kontinuierli
hen Parameter R und A1:2R2 + 12A1 �A1 = m 2 Z; (5:101)4R2 +A1 �A1 = 2: (5:102)Zusammen implizieren sie m = 1 und eine Relation zwis
hen dem Radius der 1{Ri
htung undder Norm der Wilsonlinie R2 = 12 � 14A1 �A1: (5:103)Dies zeigt, da� die Symmetrieerh�ohung nur f�ur spezielle Werte des RadiusR auftritt. DaR2 > 0und A1 �A1 � 0, m�ussen die folgenden S
hranken respektiert werden:0 < R � 12p2; 0 � A1 �A1 � 2: (5:104)Eine obere S
hranke f�ur den Radius, die wegen der Verwendung nat�urli
her Einheiten von derOrdnung der Plan
k{L�ange ist, ers
heint zun�a
hst kontraintuitiv. Es sei daher daran erin-nert, da� die geometris
he Interpretation einer Stringtheorie aufgrund der Dualit�atssymmetriezwis
hen kleinen und gro�en Abst�anden mehrdeutig ist. Au
h f�ur die hier betra
htete S
harvon Modellen mit kleinem Radius R gibt es eine �aquivalente Geometrie, in der der Radius der1{Ri
htung R0 = 1=2R ist.Um die Bedingung (5.94) weiter analysieren zu k�onnen, mu� die Art der Symmetrieerwei-terung n�aher spezi�ziert werden.1. Wenn die Extra{Wurzel mit genau einer der l anderen Wurzeln, z.B. der I{ten, ein ni
ht-vers
hwindendes Skalarprodukt hat, so giltb�l+1 � b�A = A1 � �A = �ÆAI ) A1 = ���I + v; (5:105)wobei v orthogonal zu den l Wurzeln �1; . . . ; �l ist.2. Wenn die Extra{Wurzel ein vers
hwindendes Skalarprodukt mit allen l anderen einfa-
hen Wurzeln hat, wird die Lie{Algebra um einen direkten A1 Summanden erweitert. Istinsbesondere A1 = 0, so folgt R = 1=p2. Dieser Fall ist aus eindimensionalen Kompak-ti�zierungen und konformen Feldtheorien mit 
 = 1 wohlbekannt [1℄,[42℄.3. Wenn die Wilson{Linie ein ni
htvers
hwindendes Skalarprodukt mit mehr als einer deranderen einfa
hen Wurzeln haben soll, mu� sie eine geeignete Linearkombination ausfundamentalen Gewi
hten von g(l) und einem beliebigen dazu orthogonalen Anteil sein.



MIT BELIEBIGEN HINTERGRUNDFELDERN 113t�17 t t t t t t t t t t t t t t tt�1 �2 �3 �4 �5 �6 �7 �8 �9 �10 �11 �12 �13 �14 �15�16Abbildung 5.8: Das Dynkin{Diagramm von D16 kann zu dem von D17 erweitert werden. Diezus�atzli
he Wurzel mu� von der Form (���1; 1) sein.Zur Illustration m�ogen die folgenden beiden Beispiele dienen.Beispiel: Es sei g(16) = D16 und A1 = 0. Die zus�atzli
he Wurzel ist dann von der Formb�17 = (0; 2e1;0) ; (5:106)mit 2e1 = �p2;~0� : (5:107)Diese einfa
he Wurzel erzeugt eine A1 Algebra. Der Radius der 1{Ri
htung istR = je1j = 12p2; (5:108)also liegt der Standardfall der Symmetrieerh�ohung bei eindimensionaler Kompakti�zierung vor.Die Symmetriealgebra ist insgesamt g(17) = D16 �A1: (5:109)Beispiel: Es sei wieder g(16), aber diesmal soll das Beispiel von Ginsparg reproduziertwerden, also die Symmetrieerh�ohung D16 ! D17. Die zus�atzli
he Wurzel mu�, wie in derAbbildung (5.8) gezeigt in das Dynkin{Diagramm eingebaut werden. Die zus�atzli
he Wurzelist also b�17 = ����1; (1;~0);0� : (5:110)Diesmal ist der Radius der 1{Ri
htungR = 12 ; denn e1 = 12(1;~0): (5:111)Ein komplizierteres Beispiel, das zum dritten der aufgelisteten F�alle geh�ort, wird sp�aterangegeben. �Ubrigens haben wir jetzt spezielle Werte f�ur alle 17 Moduli von �17;1, die Wilsonlinieund den Radius gefunden. Der n�a
hste S
hritt kann daher nur das Studium allgemeinererHintergrundfelder sein.5.4 Symmetriebre
hung und Symmetrieerh�ohung mitbeliebigen HintergrundfeldernIn diesem Abs
hnitt kehren wir zum allgemeinen Fall zur�u
k und lassen beliebige Hintergrund-felder zu. Jetzt k�onnen die 6 + 6 Dimensionen des Kompakti�zierungssektors mit den 16Dimensionen des Ei
hsektors so gemis
ht werden, da� das Impulsgitter ni
ht mehr faktorisiert.Die direkteste Verallgemeinerung der bisher erarbeiteten Resultate besteht darin, die Rolle, diebisher von einer Wilsonlinie gespielt wurde, auf mehrere Wilsonlinien zu verteilen. Da es aberbereits mit einer Wilsonlinie m�ogli
h ist, g(16) auf eine beliebige Unteralgebra zu bre
hen, f�uhrt



114 KAPITEL 5. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENdies ni
ht zu neuen Ei
hgruppen sondern nur zu anderen Spektren. I
h konzentriere mi
h daherauf die neuen M�ogli
hkeiten der Symmetrieerh�ohung und Symmetriebre
hung, die nun m�ogli
hwerden.Die Untersu
hung soll in zwei S
hritten erfolgen. Als erstes wird festgestellt, f�ur wel
heWerte der Hintergrundfelder zus�atzli
he Wurzeln im Kompakti�zierungssektor auftreten. Ineinem zweiten S
hritt werden die Auswirkungen auf den Ei
hsektor untersu
ht. Aus der folgen-den Parametrisierung der Gitterbasis kann direkt abgelesen werden, wie zus�atzli
he Wurzelnzu Stande kommen k�onnen: k0i = �0; 12e�i; 12e�i� = ki; (5:112)k0i = �Ai; 2ei +Dij 12e�j;Dij 12e�j� ; (5:113)l0A = �eA;�(eA �Ak)12e�k;�(eA �Ak)12e�k� ; (5:114)mit Dij = 2�Bij � Gij � 14(Ai �Aj)� : (5:115)Die einzigen Kandidaten f�ur zus�atzli
he Wurzeln sind die Linearkombinationenb�16+i � k0i �Dijk0j = (Ai; 2ei;0) : (5:116)Sie liegen genau dann im Impulsgitter �0, wennDij 2 Z: (5:117)Die zus�atzli
hen Wurzeln erzeugen genau dann das Wurzelsystem einer halbeinfa
hen einfa
hverbundenen Lie{Algebra mit der Cartan{Matrix Cij, wenn gilt:b�16+i � b�16+j = Ai �Aj + 4Gij = Cij: (5:118)Dabei ist zu bea
hten, da� die in der Mitte auftretenden Matrizen ni
ht beliebige Werte anneh-men d�urfen: Gij ist die Gittermetrik von � und daher positiv de�nit, Ai �Aj ist eine Matrixvon Skalarprodukten und daher positiv semide�nit. Daher gibt es zum Beispiel keine zul�assigenL�osungen von (5.118), wenn eine der Wilsonlinien ein Normquadrat � 2 hat, denn dann hatGij einen ni
htpositiven Eigenwert.Um si
herzustellen, da� die zus�atzli
hen Wurzeln im Impulsgitter liegen, mu�Dij ganzzahligsein. Kombiniert man (5.115) und (5.118), so ist dies �aquivalent zuBij = Gij + 14Ai �Aj = 14Cij mod 12 (5:119)Diese Bedingung an das antisymmetris
he Hintergrundfelder kann immer erf�ullt werden, weilbei der Cartan{Matrix Cij einer einfa
h verbundenen Lie{Algebra die Diagonalelemente glei
h2 und die Ni
htdiagonalelemente glei
h �1 oder 0 sind. Daher ist die Cartan{Matrix modulo 2antisymmetris
h und (5.119) ist immer l�osbar. Die Standard{L�osung ist [38℄Bij = 8>>><>>>: 14Cij; i < j;�14Cij; i > j;0; i = j: (5:120)Aber die Transformationen Bij ! Bij + 12Mij; Mij = �Mji 2 Z (5:121)



MIT BELIEBIGEN HINTERGRUNDFELDERN 115und Bij !�Bij (5:122)f�uhren auf das glei
he Impulsgitter und damit auf die glei
he Theorie. Diese Transformationensind ein Beispiel f�ur die verallgemeinerten Dualit�atstransformationen, die in mehrdimensionalenKompakti�zierungen mit Hintergrundfeldern auftreten.Die Bedingung (5.118) an den symmetris
hen TeilD(ij) = �2�Gij + 14Ai �Aj� != �12Cij (5:123)von Dij �xiert die Wahl von Gij und der Ai ni
ht vollst�andig, sondern l�a�t uns die Freiheit,die Metrik kontinuierli
h zu deformieren und dies dur
h eine �Anderung der Wilsonlinien zukompensieren oder umgekehrt. Modelle mit erh�ohter Symmetrie im Kompakti�zierungssektorbilden daher Hyper
�a
hen im Narain{Moduliraum.Folgende Spezialf�alle sind interessant:� Setzt man speziell Ai = 0 so wird das alte Ergebnis [38℄ �uber Symmetrieerh�ohung dur
hdas Bij{Feld reproduziert. Das Gitter ist von der Form �16� �6;6 und im Kompakti�-zierungssektor tritt eine zus�atzli
he halbeinfa
he Ei
hgruppe vom Rang l � 6 auf. DieHintergrundfelder sind:Gij = 14Cij; Bij = 14Cij mod 12 ; Ai = 0: (5:124)Das RZ{Gitter � ist proportional zum Wurzelgitter der Ei
hgruppe:� = 12�R: (5:125)Man kompakti�ziert sozusagen auf dem maximalen Torus der Ei
hgruppe. Die Gesamt{Ei
hgruppe ist: G = G(16) 
G(l) 
 U (1)6�l: (5:126)� Andererseits kann man au
h Bij = 0 setzen und versu
hen, Extra{Wurzeln allein mitHilfe der Wilsonlinien und der Gittermetrik zu konstruieren. Wenn (5.118) und Dij 2 Zohne Bij erf�ullt werden sollen, darf die Cartan{Matrix keine Nebendiagonaleintr�age �1besitzen. Denn Bij = 0) Cij = 0 mod 2) Cij = 0 f�ur i 6= j: (5:127)Die im Kompakti�zierungssektor entstehende Lie{Algebra ist daher eine direkte Summevon A1{Algebren. Die Ei
hgruppe des Ei
hsektors wird im allgemeinen gebro
hen.G = G0(k) 
 (SU (2))l 
 U (1)22�k�l: (5:128)Kombiniert man die E�ekte aller Arten von Hintergrundfeldern miteinander, so treten Symme-triebre
hung und Symmetrieerh�ohung dur
h die Wilsonlinien und Symmetriebre
hung dur
hdas Bij{Feld auf. Wenn Extra{Wurzeln (5.116) mittels ni
htvers
hwindender Wilsonlinienkonstruiert werden, so werden diese die Symmetriealgebra g(16) des Ei
hsektors im allgemeinenbre
hen. Die Wilsonlinien k�onnen aber au
h ganzzahlige Skalarprodukte mit den dabei �ubrigbleibenden Wurzeln haben und so die Wurzelsysteme des Ei
hsektors und des Kompakti�zie-rungssektors zu einem gr�o�eren zusammens
hlie�en.Die Symmetriebre
hung im Ei
hsektor l�a�t si
h no
h ganz allgemein diskutieren: Eine Wur-zel b� = (�;0;0) (5:129)ist genau dann im neuen Gitter �0, wenn gilt� �Ai 2 Z (i = 1; . . . ; 6); (5:130)



116 KAPITEL 5. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENdenn das Impulsgitter ist selbstdual. W�ahlt man die Wilsonlinien so, da� sie im Kompakti�zie-rungssektor zus�atzli
he Wurzeln erzeugen, so werden sie im allgemeinen g(16) ni
ht nur zu einermaximalen Unteralgebra oder Unteralgebra maximalen Ranges bre
hen, sondern den Rang deshalbeinfa
hen Teils reduzieren, denn f�ur die Bre
hung zu einer maximalen Unterlgebra m�ussendie zus�atzli
hen Bedingungen (5.17) - (5.19) erf�ullt sein. Die Situation l�a�t si
h am besten anHand des folgenden Beispiels analysieren, das typis
h f�ur Modelle mit zwei Wilsonlinien ist.Beispiel: Wir beginnen mit g(16) = D16 und w�ahlen zwei ni
htvers
hwindende WilsonlinienA1 und A2. Die Metrik Gij wird blo
kdiagonal gew�ahlt, so da� die 1- und 2- Ri
htung auf demTorus orthogonal zu den anderen vier Ri
htungen ist. Im Kompakti�zierungssektor k�onnen wirdie beiden einfa
h verbundenen halbeinfa
hen Lie{Algebren vom Rang 2 realisieren, A1 � A1und A2. Daf�ur setzt man Bij auf seinen kritis
hen Wert (5.119) und l�ost (5.118) mitC(A1�A1)ij = 0� 2 00 2 1A oder C(A2)ij = 0� 2 �1�1 2 1A : (5:131)Beide F�alle k�onnen parallel untersu
ht werden. Die verbleibende Freiheit bei der Wahl derWilsonlinien soll genutzt werden, um D16 auf die Unteralgebra A3 � A3 � D10 zu bre
hen.Dazu soll die erste Wilsonlinie die dritte Wurzel aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm vonD16 entfernen, was zu der maximalen Unteralgebra A3 � D13 f�uhrt. Die zweite Wilsonliniemu� dann die dritte Wurzel aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm der D13 entfernen. Dieeinfa
hen Wurzeln der so entstehenden A3�A3 �D10 Algebra sollen mit 
1; . . . ; 
3, 
4; . . . ; 
6,
7; . . . ; 
16 bezei
hnet werden. Bez�ugli
h dieser Basis kann das Symmetriebre
hungsproblemdur
h die Wilsonlinien A1 = 
�3 ; A2 = 
�6 (5:132)gel�ost werden. Dur
h Einsetzen der SkalarprodukteA1 �A1 = 
�3 � 
�3 = 34 ; (5:133)A2 �A2 = 
�6 � 
�6 = 34 (5:134)und A1 �A2 = 
�3 � 
�6 = 0 (5:135)in Glei
hung (5.118) ergibt si
h, da� die Metrik Gij als(Gij)2i;j=1 = 116 0� 5 00 5 1A (5:136)bzw. (Gij)2i;j=1 = 116 0� 5 �4�4 5 1A : (5:137)gew�ahlt werden mu�. Beide L�osungen sind positiv de�nit und daher zul�assig. Aus den Skalar-produkten zwis
hen den Extra{Wurzelnb
17 = �(
�3 ; 2e1; 0); (5:138)b
18 = �(
�6 ; 2e2; 0) (5:139)und den einfa
hen Wurzeln b
A, A = 1; . . . ; 16 von A3 �A3 �D10b
A � b
17 = �
A � 
�3 = �ÆA3; (5:140)b
A � b
18 = �
A � 
�6 = �ÆA6 (5:141)
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h zwei Wilsonlinien kann die Lie{Algebra D16 auf die Unteralgebra A3 �A3 �D10 gebro
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18Abbildung 5.10: W�ahlt man die Wilsonlinien so, da� im Kompakti�zierungssektor eine zus�atz-li
h A1 � A1 Lie{Algebra entsteht, so wird der A3 � A3 Summand der Symmetriealgebra desEi
hsektors zur A4 � A4 erweitert. Eine kleine Deformation der Wilsonlinien projiziert zweieinfa
he Wurzeln des Ei
hsektors aus, und die Symmetrie wird zu A2�A1 � A2�A1 gebro
hen.folgt, da� die einfa
hen Wurzeln insgesamt das Wurzelsystem von A4�A4�D10 bzw. A8�D10erzeugen. Bemerkenswerterweise hat der halbeinfa
he Teil der neuen Lie{Algebra einen h�oherenRang als die urspr�ungli
he Lie{Algebra D16, ist aber ni
ht dur
h einfa
he Erweiterung des altenWurzelsystems zustande gekommen. Das Beispiel zeigt, wie die E�ekte der Symmetriebre
hungund Symmetrieerh�ohung kombiniert werden k�onnen. Dabei k�onnen aus den einfa
hen Wurzelndes Ei
h- und des Kompakti�zierungssektors neue einfa
he Lie{Algebren gebildet werden, diedur
haus zu interessanten Ei
hgruppen, wie hier zu SU(5) und SU(9) f�uhren.Als n�a
hstes soll die dur
h A1 = p1
�3 ; A2 = p2
�6 (5:142)de�nierte zweiparametrige Familie von Modellen untersu
ht werden. Falls beide p1 62 Z sind,werden die Wurzeln 
3 und 
6 ausprojiziert und die Symmetrie reduziert si
h aufA2 � A2 �D10 �8<: A1 � A1;A2: (5:143)Man erh�alt eine zweidimensionale kritis
he Hyper
�a
he von Rang{16{Modellen im Moduli-raum. Wenn einer der beiden Parameter ganzzahlig gew�ahlt wird, ergeben si
h kritis
he Linienvon Rang{17{Modellen auf dieser Fl�a
he. Sie s
hneiden si
h in den Punkten, in denen beideParameter ganzzahlig sind. Dort ist der Rang der halbeinfa
hen Ei
hgruppe 18. Um die globaleGeometrie der kritis
hen Fl�a
he zu untersu
hen, mu� die Bedingung, da� Gij positiv de�nitist, ausgewertet werden. Sie s
hr�ankt den Berei
h der Parameter ein, und zwar auf0 < p2i < 83 ; i = 1; 2 (5:144)
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4Abbildung 5.11: W�ahlt man die Wilsonlinien so, da� im Kompakti�zierungssektor eine zus�atz-li
he A2 Lie{Algebra entsteht, so wird der A3 �A3 Summand der Symmetriealgebra des Ei
h-sektors zur A8 erweitert. Eine kleine Deformation der Wilsonlinien projiziert zwei einfa
heWurzeln des Ei
hsektors aus, und die Symmetrie wird zu A2 � A2 � A2 gebro
hen.im A1 � A1{Fall und auf0 < p21 < 83 and �2� 34p21��2� 34p22�� 1 > 0 (5:145)im A2{Fall.Es ist klar, da� das hier untersu
hte Beispiel typis
h f�ur die bei allgemeinen Hintergrundfel-dern auftretenden Ph�anomene ist. Eine interessante Verallgemeinerung ist der Fall in dem derRZ{Torus das Produkt von drei SU(3){Tori ist und se
hs Wilsonlinien einges
haltet werden.Dieser Berei
h des Narain{Moduliraumes ist der nat�urli
he Ausgangspunkt f�ur die Konstruk-tion von Z3{Orbifolds mit kontinuierli
hen Wilsonlinien. Darauf komme i
h sp�ater zur�u
k.Es stellt si
h nun die Frage, ob jede Symmetrieerweiterung im Kompakti�zierungssektor,bei der Wilsonlinien beteiligt sind, mit jeder Symmetriebre
hung im Ei
hsektor vertr�agli
hist. Dazu werde i
h die einfa
hste ni
httriviale M�ogli
hkeit vollst�andig analysieren. Es gebedaher eine ni
htvers
hwindende Wilsonlinie A1 und die Extra{Wurzel (A1; 2e1;0) habe einni
htvers
hwindendes Skalarprodukt mit genau einer der anderen Extra{Wurzeln (0; 2ei;0),i = 2; . . . ; l � 6. Die einzige zu erf�ullende Bedingung ist, da� die MatrixGij = 14(Cij �Ai �Aj) = 14 0BBBBBB� 2� a2 �1 0 � � ��1 2 �... � . . . 2 1CCCCCCA (5:146)positiv de�nit sein mu�, mit a2 = A1� A1 > 0. Diejenige Matrix, die si
h dur
h Strei
hender ersten Zeile und Spalte ergibt, ist die Cartan{Matrix einer halbeinfa
hen Lie{Algebra unddaher positiv de�nit. Daher m�ussen wir nur no
h pr�ufen, ob und wann die Determinante vonGij positiv ist. Die Lie{Algebra g(6) des Kompakti�zierungssektors ist eine der Lie{AlgebrenAl �X6�l; 1 � l � 6; Dl �X6�l; 4 � l � 6; E6; (5:147)wobei X6�l ein direkter Summand ist, dessen einfa
he Wurzeln alle orthogonal zu (A1; 2e1)sind. Dur
h Entwi
keln k�onnen die Determinante von Gij dur
h a2 und die Determinantender Cartan{Matrizen der Unteralgebren von g(6) ausgedr�u
kt werden. Die Quadratwurzel derDeterminante der Cartan{Matrix einer einfa
h verbundenen Lie{Algebra ergibt das Volumender dur
h die einfa
hen Wurzeln aufgespannten Fundamentalzelle des Wurzelgittersvol(�R) =pdetC(g): (5:148)Das Gewi
htsgitter ist zumWurzelgitter dual, das Produkt der Volumina der Fundamentalzellenbeider Gitter ist daher 1, und somit gilt:vol(�W ) = 1pdetC(g) : (5:149)



MIT BELIEBIGEN HINTERGRUNDFELDERN 119Andererseits ist der Quotient beider Gitter (als abels
he Gruppen mit der Vektoraddition alsVerkn�upfung) die endli
he Gruppe der Konjugationsklassen, deren M�a
htigkeit die Anzahl Nder Konjugationsklassen ist. Daraus folgt [58℄:N = �����W�R ���� = �vol(�W )vol(�R) ��1 = �pdetC(g)�2 = detC(g): (5:150)Da die Anzahl der Konjugationsklassen bekannt ist, kann die Determinante der Cartan{Matrixeiner beliebigen einfa
hen einfa
h verbundenen Lie{Algebra ohne Re
hung angegeben werden:detC(Al) = (l + 1); detC(Dl) = 4; detC(E6;7;8) = 3; 2; 1: (5:151)Die Determinante von Gij kann jetzt Fall f�ur Fall ausgere
hnet werden:1. g(6) = Al �X6�l, mit l � 3. Dann istdet(Gij) = ((1� a2)l + 1) � detC(X6�l); (5:152)wie man dur
h explizite Entwi
klung der entspre
henden Determinante zeigt. DadetC(X6�l) positiv ist, giltdet(Gij) > 0, a2 < l + 1l ; 3 � l � 6: (5:153)2. g(6) = Al �X6�l, mit l = 1; 2. Dann ergibt si
h:l = 1 : det(Gij) = (2 � a2) � detC(X5); (5:154)l = 2 : det(Gij) = (3� 2a2) � detC(X4): (5:155)3. g(6) = Dl �X, l � 4. (Es gilt ja:D3 = A3; D2 = A1 � A1.) Dann istdet(Gij) = 4(1� a2) � detC(X6�l); (5:156)also det(Gij) > 0, a2 < 1: (5:157)4. g(6) = E6. Entwi
keln liefertdet(Gij) = (2 � a2) � detC(D5) � detC(A4) = (2� a2)4� 5: (5:158)Damit gilt detG > 0, a2 < 134 : (5:159)Das Endergebnis sind die folgenden oberen S
hranken an a2:det(Gij) > 0, a2 < 8>>><>>>: l+1l ; g(6) = Al �X6�l;1; g(6) = Dl �X6�l;134 ; g(6) = E6: (5:160)Diese S
hranken k�onnen jetzt mit den minimalen L�angen vergli
hen werden, die die Wilsonliniehaben mu�, um g(16) zu einer gegebenen Unteralgebra zu bre
hen. F�ur alle Unteralgebren, diedur
h Entfernen eines Punktes aus dem erweiterten Dynkin{Diagramm von g(16) entstehen,ist die Standard{Wilsonlinie der duale Vektor der niedrigsten Wurzel von g(16) bez�ugli
h derjeweiligen Unteralgebra. Ihre L�ange kann daher aus der inversen Cartan{Matrix der Unter-algebra abgelesen werden. Die niedrigste Wurzel ist bez�ugli
h der Unteralgebra, wie si
h aus



120 KAPITEL 5. TOROIDALE KOMPAKTIFIZIERUNGENden Dynkin{Diagrammen ergibt, entweder Teil einer A{Typ Lie{Algebra oder einer D{TypLie{Algebra.Im ersten Fall ist sie die erste oder letzte Wurzel� �h = �i; i = 1; l) A = ��i i = 1; l (5:161)und das duale Gewi
ht hat das Normquadrat l=(l + 1) < 1, denn es giltC(Al)�111 = C(Al)�1ll = ll + 1 : (5:162)Die Glei
hung (5.160) kann dann f�ur jede Wahl von g(6) erf�ullt werden.Im zweiten Fall ist die niedrigste Wurzel von g(16) immer die letzte oder vorletzte Wurzelder D{Typ Subalgebra.� �h = �i; 1 = l � 1; l) A1 = ��i ; 1 = l � 1; l: (5:163)Nun ist C(Dl)�1l�1;l�1 = C(Dl)�1ll = l4 ; (5:164)also ist das Normquadrat der Standard{Wilsonlinie glei
h l=4, also gr�o�er oder glei
h 1 f�ur l � 4.Man kann versu
hen, dieses Problem dur
h Ni
htstandard{L�osungen des Symmetriebre
hungs-problems zu l�osen. So ist z.B. die Di�erenz zwis
hen letztem und vorletztem fundamentalenGewi
ht der D{Unteralgebra eine L�osung des Symmetriebre
hungsproblems mit Normquadrat1, denn(��l�1���l ) � (��l�1 ���l ) = C(Dl)�1l�1;l�1�2C(Dl)�1l +C(Dl)�1ll = l4 �2 l � 24 + l4 = 1: (5:165)F�ur l � 4 ist das aber s
hon die minimale L�ange eines Gewi
htes, denn modulo 2 ist dasNormquadrat eines Gewi
htes aus der Konjugationklasse der adjungierten Darstellung glei
h 2,das eines Vektorgewi
htes glei
h 1 und das eines Spinorgewi
htes glei
h l=4. Daraus folgt, da� imzweiten Fall g(6) ni
ht vom Typ Dl�X6�l sein kann. Selbst bei nur einer Wilsonlinie existierenalso bereits F�alle, in denen Symmetriebre
hung im Ei
hsektor und Symmetrieerh�ohung imKompakti�zierungssektor ni
ht beliebig kombinierbar sind.5.5 Kritis
he Hintergrundfelder und Vers
hiebungsvek-torenDie sogenannte Vers
hiebungsvektor{Methode [58℄, [81℄ ist genau wie die hier entwi
kelte Me-thode zur Konstruktion kritis
her Wilsonlinien ein Verfahren, das es erm�ogli
ht, Ei
hgruppenzu bre
hen und zu erweitern. Daher sollen jetzt der Zusammenhang zwis
hen beiden Methodenhergestellt und ihre Vor- und Na
hteile gegeneinander abgewogen werden.Die Vers
hiebungsvektor{Methode kann immer angewendet werden, wenn eine Theoriedur
h ein gerades selbstduales Gitter �p;q bes
hrieben wird. Man startet mit einem Gitter� und w�ahlt einen "Vers
hiebungsvektor\ s 62 �, mit Ns 2 �, wobei N positiv und minimalsein soll. Das de�niert das "invariante Untergitter\ �0 von �,�0 = fv 2 �jv � s 2 Zg: (5:166)Falls s2 = 2m=N , mit m 2 Z ist, dann ist das Gittere� = N�1Xk=0 (�0 + ks) (5:167)



MIT BELIEBIGEN HINTERGRUNDFELDERN 121genau dann gerade und selbstdual, wenn � gerade und selbstdual ist. Wendet man mehrereVers
hiebungsvektoren na
heinander an, so h�angt das Ergebnis im allgemeinen von der Reihen-folge ab. Nur wenn alle Skalarprodukte zwis
hen den Vers
hiebungsvektoren ganzzahlig sind,ist die Reihenfolg egal; die Vers
hiebungsvektoren werden dann "kompatibel\ genannt. Dannsind alle Vers
hiebungsvektoren Elemente von e�, was sonst nur f�ur den zuletzt angewandtenVers
hiebungsvektor gilt.Beim Verglei
h dieser Methode mit der Abh�angigkeit von Gitterbasen von den Hintergrund-feldern ist es naheliegend, diejenigen Basisvektoren, die si
h �andern, als Vers
hiebungsvektorenzu benutzen. Da die Basisvektoren immer ganzzahlige Skalarprodukte untereinander und gera-des Normquadrat haben, sind sie automatis
h kompatibel im oben eingef�uhrten Sinn. Au
h dieForderung an das Normquadrat von Vers
hiebungsvektoren ist automatis
h erf�ullt. Ein dur
hdie Deformation von Hintergrundfeldern erzeugtes Gitter kann nur dann aus dem urspr�ungli
hendur
h Vers
hiebungsvektoren hervorgehen, wenn die neuen Basisvektoren rationale Linearkom-binationen der alten sind, denn die Konstruktion von e� beruht darauf, da� ein Vielfa
hes desVers
hiebungsvektors in � liegt. Die Hintergrundfelder m�ussen daher rationale Werte anneh-men. Es sei nun � ein Impulsgitter, �0 ein weiteres, das dur
h die Hinzunahme rationalerHintergrundfelder entsteht, und e� dasjenige Gitter, das aus � dur
h die Anwendung der neuenBasisvektoren von �0 als Vers
hiebungsvektoren entsteht. Da alle Basisvektoren von �0 in e�liegen, gilt �0 � e�: (5:168)Die dualen Gitter erf�ullen dann �0� � e��: (5:169)Da die Gitter �0 und e� selbstdual sind folgt�0 � e� (5:170)und damit �0 = e�: (5:171)Beide Methoden liefern also, wie erwartet, das glei
he Ergebnis.Eine Gegen�uberstellung der Vor- und Na
hteile beider Methoden zeigt, da� sie si
h guterg�anzen k�onnen. Vollst�andig verloren geht bei der Vers
hiebungsvektormethode die Infor-mation �uber die kontinuierli
hen Parameter. Dies ist der Hauptna
hteil gegen�uber meinerMethode. Die konkrete Konstruktion von e� erfolgt dur
h Au
isten aller Konjugationsklassenund wird um so aufwendiger, je kleiner die Ei
hgruppe wird. Selbst um nur die Ei
hgruppe zubestimmen, mu� im Prinzip das Gitter explizit konstruiert werden, was auf die Au
istung vonHunderten oder sogar Tausenden von Konjugationsklassen hinausl�auft. Bei praktis
hen An-wendungen versu
ht man mit einer erzeugenden Liste von Konjugationsklassen auszukommen.Dur
h Abs
h�atzung der minimalen L�ange von Gewi
hten einer Konjugationsklasse kann manversu
hen, si
h auf diejenigen zu bes
hr�anken, die zum masselosen Spektrum beitragen.Mit der Angabe einer Basis als Funktion der Hintergrundfelder hat man nat�urli
h auto-matis
h eine erzeugende Liste der Konjugationsklassen in H�anden, zus�atzli
h aber no
h dieexplizite Abh�angigkeit von den Moduli. Hat man nur die Basis, so kann das ganze Gitterau
h in Form einer Konjugationsklassenliste angegeben werden. Die St�arke der Vers
hiebungs-vektormethode ist, da� man sehr lei
ht dur
h entspre
hende Wahl von Vers
hiebungsvektorenunerw�uns
hte Zust�ande ausprojizieren oder erw�uns
hte Vektoren in das Gitter hineinbringenkann. Bei Symmetrieerh�ohungen und beim Kombinieren von Faktoren aus dem Ei
h- und Kom-pakti�zierungssektor ist es meiner Erfahrung na
h lei
hter, passende Vers
hiebungsvektoren zu�nden, als die entspre
henden Hintergrundfelder anzugeben. So kann man etwa mit einemVers
hiebungsvektor vom E8�E8 Modell zum D16 Modell kommen, w�ahrend die Bestimmungder entspre
henden Hintergrundfelder s
hwierig ist. Allerdings ist gerade die Abh�angigkeit vonden Moduli heute eine der begehrtesten Informationen. Die Bestimmung eines Vers
hiebungs-vektors kann nat�urli
h beim AuÆnden der entspre
henden Hintergrundfelder helfen, allerdingskenne i
h bisher kein allgemeines Verfahren. Der umgekehrte �Ubergang ist, wie oben ausgef�uhrt,
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h. Die Bre
hung der E8 �E8 und D16 auf beliebige Unteralgebren, kann im Ver-s
hiebungsvektorformalismus mit Hilfe der alternativen Formulierung des Symmetriebre
hungs-problems dur
hgef�uhrt werden. Dabei mu� der Vers
hiebungsvektor (wie sonst die Wilsonlinie)so gew�ahlt werden, da� unerw�uns
hte Wurzeln ausprojiziert werden und erw�uns
hte Wurzelnni
ht. Wenn der Vers
hiebungsvektor Eintr�age im Kompakti�zierungssektor des Impulsgittershat, kann man au
h zus�atzli
he Wurzeln erzeugen, was in der Regel ni
ht erw�uns
ht ist.Insgesamt erg�anzen si
h die beiden Methoden also gut. Das dr�u
kt si
h au
h darin aus, da�i
h in diesem Kapitel ni
ht nur Dynkin{Diagramme sondern au
h die erstmals im Rahmen derVers
hiebungsvektormethode angewandte Konjugationsklassen{Arithmetik angewendet habe.



Kapitel 6Orbifold{Kompakti�zierungenDie toroidalen Kompakti�zierungen der heterotis
hen Stringtheorie sind f�ur die Elementarteil-
henphysik aus mehreren Gr�unden unbefriedigend. Die RZ{Supersymmetrie ist ni
ht in ihrerminimalen Form, sondern als erweiterte N=4 Supersymmetrie realisiert. Ans�atze f�ur Element-arteil
henphysik jenseits des Standardmodells verwenden die Supersymmetrie zur L�osung desHierar
hieproblems und zur Verbesserung des Ultraviolett{Verhaltens. Weitere strukturelleund �asthetis
he Gr�unde sind die Vereinigung von Kraft (Bosonen) und Materie (Fermionen)sowie die Einbeziehung der Gravitation. All dies ist au
h mit der minimalen Supersymmetriem�ogli
h. Erweiterte Supersymmetrien erh�ohen die Anzahl der vorhergesagten neuen Teil
hen,ohne eine erkennbare Funktion zu erf�ullen1. Die Probleme der Supersymmetriebre
hung werdennat�urli
h gr�o�er. Au�erdem gibt es in Theorien mit erweiterter Supersymmetrie keine 
hiralenFermionen, das hei�t es ist ni
ht m�ogli
h, da� die links- und re
htsh�andigen Komponenten invers
hiedenen, ni
ht zueinander isomorphen Darstellungen der Ei
hgruppe liegen. Da das Stan-dardmodell aber in diesem Sinne 
hiral ist, spri
ht das gegen erweiterte Supersymmetrien2. Einweiterer Na
hteil des Narain{Modells ist, da� si
h zwar die Ei
hgruppe bre
hen l�a�t, ihr Rangaber immer 22 bleibt, was vergli
hen mit dem Rang 4 der Standardmodell{Ei
hgruppe viel zuho
h ist. Au�erdem fehlen bisher akzeptable Kandidaten f�ur die Materie{Multipletts. Erstaun-li
herweise lassen si
h alle diese Forderungen, minimale Supersymmetrie, 
hirale Fermionen,eine GUT{Ei
hgruppe und Materie in interessanten Darstellungen der Ei
hgruppe, dur
h einerelativ einfa
he Modi�kation, die Kompakti�zierung auf Orbifolds, l�osen. Ein Vorteil dieserminimalen Verallgemeinerung ist, da� die Stringtheorie exakt l�osbar bleibt.6.1 Orbifolds: Grundlegende De�nitionenEin d{dimensionaler toroidaler Orbitraum oder Orbifold3 Od ist ein Quotientenraum desRd mit einer diskreten Teilgruppe S der euklidis
hen Gruppe Euk(d) des RdOd = RdS : (6:1)1Erweiterte Supersymmetrien k�onnen freili
h dazu f�uhren, da� si
h in einer Quantenfeldtheorie alle auftreten-den Divergenzen ohne Renormierung wegheben. Das gilt allerdings ni
ht f�ur die Supergravitation [105℄. Daherers
heint es heute plausibel, da� die Ultraviolett{Probleme si
h nur im Rahmen der vollen Stringtheorie undni
ht dur
h die Supersymmetrie allein l�osen lassen.2Es ist nat�urli
h denkbar, da� die erweiterte Supersymmetrie so gebro
hen wird, da� die 
hiralen Partnerder beoba
hteten Fermionen "Spiegelfamilien\ sehr hoher Masse bilden. Das wird indirekt dadur
h gest�utzt,da� es bisher ni
ht m�ogli
h war, 
hirale Fermionen in befriedigender Weise im Rahmen der Gitterfeldtheorie zubehandeln, was wiederum die Existenz 
hiraler Ei
htheorien im ni
htst�orungstheoretis
hen Sinn in Frage stellt.Andererseits ist nur si
her, da� in der Natur auf die eine oder andere Weise 
hirale Fermionen realisiert sind.Daher ist es si
her sinnvoll na
h Stringkompakti�zierungen zu su
hen, die dies bes
hreiben.3Die grundlegenden Arbeiten �uber Stringtheorien und Orbifolds sind [23℄, [24℄ und [68℄. Die Bezei
hnungOrbifold wurde in [23℄ eingef�uhrt. 123



124 KAPITEL 6. ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGENDie euklidis
he Gruppe ist das semidirekte Produkt der Drehgruppe O(d) mit der Translati-onsgruppe T(d)' (Rd;+) Euk(d) = O(d)�T(d): (6:2)Falls S ni
ht frei auf dem Rd operiert, sondern Fixpunkte besitzt, so hat Od dort konis
heSingularit�aten und ist keine Mannigfaltigkeit; allerdings ist Od au�erhalb dieser Punkte 
a
h,so da� die Bewegungsglei
hungen der Stringtheorie l�osbar bleiben. Ein Element g 2 S operiertauf dem Rd gem�a� gx = �x + v; � 2 O(d); v 2 Rd; (6:3)d.h. x 2 Rd wird gedreht und vers
hoben.Die Untergruppe � = fg 2 Sjg = (1;v)g < S (6:4)von S ist ein Gitter, und Td = Rd� (6:5)ist der zugeh�orige Torus. Die GruppeP = f� 2 O(d)j9v 2 Rd : (�;v) 2 Sg (6:6)wird als Punktgruppe bezei
hnet; sie ist eine Untergruppe der Automorphismengruppe von�, aber im allgemeinen keine Untergruppe von S, da (�;0) ni
ht unbedingt in S liegen mu�.Denno
h kann manOd stets als Quotienten des Torus Td mit einer diskreten Gruppe P s
hrei-ben, Od = TdP ; (6:7)indem man P = S� < S (6:8)verwendet. P entsteht aus S dur
h die Identi�zierung(�;u) �= (�;v), u� v 2 �: (6:9)In der Stringtheorie gibt es zwei "Philosophien\ bei der Konstruktion von Orbifolds mitdem Narain{Modell als Startpunkt. Die erste M�ogli
hkeit [23℄, [24℄ besteht darin, den TorusT6 = R6� (6:10)mit einer Gruppe S(6) zu twisten. Das Twisten ist hier im Ortsraum de�niert, Ausgangspunktist eine Kompakti�zierung der 10{dimensionalen heterotis
hen Theorie, die geometris
he In-terpretation als Kompakti�zierung der zehndimensionalen Theorie auf O6 ist manifest. Damitinteressante Theorien mit ni
ht zu gro�er Ei
hgruppe und Materiemultipletts in ni
httrivialenDarstellungen dieser Ei
hgruppe entstehen, mu� der Twist auf die 16 internen Freiheitsgrade,den Kompakti�zierungssektor, erweitert werden. Dies ges
hieht in einem zweiten gesondertenS
hritt. Diese Vorgehensweise werde i
h als den geometris
hen Standpunkt bezei
hnen.Der andere, der algebrais
he Standpunkt geht vom Impulsraum und vom Impulsgitter �22;6aus: Hier wird der Torus T22+6 = R22+6�22;6 (6:11)getwistet [68℄. Diese Methode ist allgemeiner, da Re
htsl�aufer und Linksl�aufer ohne R�u
ksi
htauf eine geometris
he Interpretation getrennt getwistet werden k�onnen4. Die 16 zus�atzli
henLinksl�aufer werden ni
ht gesondert behandelt, aber es ist nat�urli
h ni
ht zul�assig, da� der4Nat�urli
h sind die Twists ni
ht beliebig. Die Konsistenzbedingungen werden sp�ater untersu
ht.



ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGEN 125Twist Links- und Re
htsl�aufer miteinander mis
ht (holomorphe Faktorisierung und modulareInvarianz); daher ist die Twistgruppe von der FormS = S(22)L 
 S(6)R : (6:12)Diese Impulsraumkonstruktion kann au
h symmetris
h dur
hgef�uhrt werden und ist dann �aqui-valent zur Ortsraumkonstruktion. Dazu w�ahlt man man eine Twistgruppe der speziellen FormS = S(16)L 
 S(6)L 
 S(6)R mit S(6)L �= S(6)R : (6:13)Da jetzt die FelderXiL undXiR i = 1; . . . ; 6 auf die glei
heWeise behandelt werden, k�onnen sie zueiner internen Koordinate Xi zusammengefa�t werden und die oben bes
hriebene geometris
heInterpretation ist wieder m�ogli
h. Dur
h die Ortsraumkonstruktion oder die symmetris
he Im-pulsraumkonstruktion erh�alt man symmetris
he Orbifolds. Die dur
h die allgemeine, ni
htsymmetris
he Impulsraumkonstruktion konstruierten Modelle werden hingegen als asymme-tris
he Orbifolds bezei
hnet. Sie wurden bisher in der Literatur weniger untersu
ht, da beiihnen zus�atzli
he te
hnis
he Probleme auftreten. Narain, Sarmadi und Vafa konnten allerdingszeigen [68℄, da� si
h asymmetris
he Orbifolds im Prinzip auf symmetris
he zur�u
kf�uhren lassen.Dazu verdoppelt man die Zahl der Freiheitsgrade und bettet das Gitter �22;6 in ein symmetri-s
hes Gitter �22+6;22+6 ein. Die symmetris
hen Orbifolds heterotis
her Stringtheorien lassensi
h in einem gewissen Sinn als asymmetris
he Orbifolds au�assen, da die se
hzehn internenBosonen keine re
htslaufenden Partner besitzen. Die Konstruktion des Hilbertraumes f�ur dieinternen Bosonen mu� daher na
h dem asymmetris
hen Formalismus erfolgen, ni
ht na
h demsymmetris
hen (siehe 6.3.2).Es werden no
h einige weitere De�nitionen ben�otigt: Man spri
ht von einem abels
henOrbifold, wenn die Punktgruppe P abels
h ist; dabei ist zu bea
hten, da� die TwistgruppeS dann dur
haus ni
htabels
h sein kann. Da man immer voraussetzt, da� die auftretendendiskreten Gruppen von endli
her Ordnung sind, ist P ein Produkt endli
h vieler zyklis
herGruppen: P = Zm1 
 � � � 
 Zmk : (6:14)Im einfa
hsten Fall ist P = ZN (ZN{Orbifold). Orbifolds mit ni
htabels
hem P (ni
htabel-s
he Orbifolds) sind bisher in der Literatur kaum diskutiert worden, da sie sehr kompliziertsind (siehe [24℄, [31℄). Wenn die Twistgruppe dur
h Translationen (1;v) erzeugt wird, sagt man,der Twist sei dur
h Vers
hiebungen realisiert. Wird sie hingegen dur
h Rotationen (�;0) gene-riert, so spri
ht man von der Rotations- oder Drehungsrealisierung, oder da dann ja � 2 Aut(�)ist, von der Realisierung dur
h Gitterautomorphismen.Die geometris
he und algebrais
he Konstruktion von Orbifolds haben je eine wi
htige Ver-allgemeinerung. Im geometris
hen Zugang ist dies die Kompakti�zierung auf Orbifolds vonallgemeinen se
hsdimensionalen Mannigfaltigkeiten. F�ur die Stringtheorie sind dabei die soge-nannten Calabi{Yau{R�aume von Bedeutung [14℄. Diese reduzieren si
h in einem Limes, beidem die Kr�ummung auf diskrete Punkte konzentriert wird, auf toroidale Orbifolds. Da CY{Kompakti�zierungen ni
ht mehr exakt l�osbar sind, spielen die toroidalen Orbifolds au
h alsGrenzf�alle dieser allgemeineren Konstruktion eine Rolle. Vom algebrais
hen Standpunkt ausspri
ht man au
h von den Orbifolds einer konformen Feldtheorie [42℄. Ist eine Zustandssummemit einer gewissen diskreten Symmetrie gegeben, so kann diese "ausdividiert\ werden. Asym-metris
he Orbifolds fallen in diese Kategorie. Au
h toroidale Kompakti�zierungen sind in die-sem allgemeinen Sinne Orbifolds, bei denen eine diskrete Untergruppe der Translationsgruppeausdividiert wird.Der allgemeinste Ansatz f�ur die inneren Freiheitsgrade einer vierdimensionalen heterotis
henStringtheorie ist eine konforme Feldtheorie mit lokaler (0,1) WF{Supersymmetrie und zentralenLadungen (22,9). Au
h hier kann eine gegebene Theorie dur
h das Ausdividieren diskreterSymmetrien ver�andert werden.



126 KAPITEL 6. ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGEN6.2 Die Geometrie von ZN{OrbifoldsIn diesem Abs
hnitt wird die Geometrie eines d{dimensionalen OrbifoldsOd = TdP (6:15)bes
hrieben, bei dem die Gruppe P von einer Drehung der Ordnung N erzeugt wird [23℄, [68℄:P = h�i �= ZN ; mit � � (�;0) 2 O(d) < Euk(d) und �N = 1: (6:16)Das Gitter sei �, der Torus Td = Rd=2��. Je na
hdem, ob die Ortsraum- oder die Impuls-raumkonstruktion betra
htet, ob bosonis
he oder heterotis
hen Stringtheorien oder einzelne
hirale Sektoren konstruiert werden sollen, steht � stellvertretend f�ur das Ortsraumgitter �,das vollst�andige Impulsgitter �L;R oder dessen 
hirale Teile �L, �R. Die im folgenden ange-stellten �Uberlegungen lassen si
h in allen F�allen anwenden.Im hier betra
hteten Fall ist o�ensi
htli
h P = P = ZN , und � mu� ein Automorphismusdes Gitters � sein. Daher sind die Wahlm�ogli
hkeiten f�ur N einges
hr�ankt. Im Falle d = 2gibt es z.B., wie aus der Kristallographie bekannt ist, nur die M�ogli
hkeiten N = 1; 2; 3; 4;6,d.h. die Identit�at, die Spiegelung und 3-, 4- oder 6-z�ahlige Symmetriea
hsen. F�ur d = 6 giltN = 1; . . . ; 10;12; 14;15; 18; 20; 24; 30 [24℄. Die singul�aren Punkte des Orbifolds entspre
hen denFixpunkten der Wirkung von � auf dem Torus; diese sind L�osungen der Fixpunktglei
hung�x = x� 2�v; v 2 �: (6:17)�Uber ihre L�osungen m�ussen wir folgendes wissen [68℄:1. Fall: det(1� �) 6= 0. Dann existiert (1� �)�1 und es gilt:xf = 2�(1� �)�1v: (6:18)Ersetzt man v 2 � dur
h v0 = v +(1 � �)w2 �, mit w 2 �, so erh�alt man den glei
henFixpunkt auf dem Torus Tdx0f = 2�(1� �)�1v + 2�w �= xf : (6:19)Eine eindeutige Charakterisierung der Fixpunkte erh�alt man also dur
hfxfg $ �(1� �)� : (6:20)Ihre Anzahl folgt aus dem Fixpunktsatz von Lefshetz:℄fxfg = det(1 ��): (6:21)2. Fall: det(1��) = 0. Dann ist die Zahl 1 ein Eigenwert von �, d.h. es existieren invarianteRi
htungen und folgli
h Fixtori und ni
ht nur diskrete Fixpunkte. Da aber Eigenr�aumezu vers
hiedenen Eigenwerten orthogonal sind, kann man � auf das orthogonale Komple-ment des 1{Eigenraumes eins
hr�anken und so den 2. Fall auf den 1. zur�u
kf�uhren. DieCharakterisierung der Fixpunkte im Unterraum erfordert no
h eine kleine �Uberlegung:Der "invariante Teil\ I von � besteht aus den punktweise invarianten GittervektorenI = fv 2 �j�v = vg: (6:22)Als "ni
ht invarianten Teil\ N bezei
hnet man das orthogonale Komplement von I in �:N = fw 2 �jw � I = 0g: (6:23)Die direkte Summe der beiden ist im allgemeinen ein e
htes Untergitter von �I �N � �: (6:24)



ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGEN 127Ein Beispiel f�ur das Ni
htbestehen der Glei
hheit ist das Gitter� = (A2E6)KK (6:25)mit den Konjugationsklassen (R;R), (F; F ) und (F; F ), wenn � auf dem A2{Teil eineDrehung um 120 Grad und auf dem E6{Teil die Identit�at ist. Denn dann gilt:I = (0; R); N = (R; 0): (6:26)Von I und N zu unters
heiden sind au
h die Projektionen eI und eN von � auf die I- bzw.N -Ri
htung. Diese erf�ullen � � eI � eN: (6:27)Im obigen Beispiel gilteI = (0; R) + (0; F ) + (0; F ); eN = (R; 0) + (F; 0) + (F ; 0): (6:28)F�ur die Charakterisierung von Fixpunkten ist folgende Aussage ents
heidend:v = 12� (1� �)xf ; v 2 � ) v 2 N: (6:29)Beweis: Sei u 2 I, beliebig und v wie oben. Dann istu � v = 12�u � (1� �)xf = 12� �u � xf ���1u � xf� = 0 (8u 2 I): (6:30)Daher ist v 2 N , qed.Da im Falle 1 (det(1� �) 6= 0), � = N (und I = f0g) ist, gilt in beiden F�allen:fxfg �= N(1� �)� : (6:31)Weil die re
hte Seite eine endli
he abels
he Gruppe ist, kann man auf der Menge der Fixpunkteeine Gruppenstruktur de�nieren und erh�alt so die Fixpunktgruppe, die bei der Bes
hreibungvon Stringwe
hselwirkungen [22℄, [47℄, und der Konstruktion des Hilbertraumes auftritt [24℄,[68℄.6.3 Symmetris
he ZN{Orbifolds: Die Konstruktion desHilbertraumes6.3.1 Der ungetwistete SektorIn diesem Abs
hnitt wird f�ur die symmetris
hen ZN Orbifolds bosonis
her und heterotis
herStringtheorien der Hilbertraum konstruiert, um die physikalis
hen Zust�ande zu identi�zieren.Es werden keine Wilsonlinien zugelassen, Ai = 0. Das Impulsgitter faktorisiert also in der Form�16 � �6. Wir beginnen mit d bosonis
hen Freiheitsgraden, also mit einer bosonis
hen Theorieoder den WF{bosonis
hen Freiheitsgraden der heterotis
hen.Ausgangspunkt der Konstruktion [24℄ sind der OrtsraumtorusTd = Rd2�� (6:32)und eine Gruppe von Automorphismen des Gitters �:P = P = h�i �= ZN : (6:33)Dur
h die Identi�zierung X � �X + 2�v; v 2 � (6:34)



128 KAPITEL 6. ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGENentsteht der Orbifold Od = TdP : (6:35)Der Hilbertraum HT des Torus{Modells, der dur
h Anwendung der Oszillatoren �i�n, e�i�n aufden Grundzustand j0i, bzw auf die Impuls{/Windungszust�ande jkL;kRi entsteht, mu� jetztauf die unter � invarianten Zust�ande projiziert werden. Um die Wirkung�i�n ! �ij�j�n; (�ij) 2 O(d) (6:36)auf die Oszillatoren m�ogli
hst einfa
h zu bes
hreiben, kann ausgenutzt werden, da� si
h jedeorthogonale Matrix dur
h eine unit�are Transformation (also i.a. dur
h �Ubergang ins Komplexe!)diagonalisieren l�a�t: �0 = U�U+; U 2 U (d); (6:37)mit �0 = 0BBBBBBBBBBBBBBBB� e2�i�1 e�2�i�1 . . . �1 .. . 1 . . .
1CCCCCCCCCCCCCCCCA : (6:38)Die Eigenwerte 1 entspre
hen den invarianten Ri
htungen, die Eigenwerte -1 
harakterisierenRi
htungen in den � als reine Spiegelung wirkt. Den Ri
htungen, in den der Twist als Drehung(oder Drehspiegelung) wirkt, sind Paare von komplex konjugierten Eigenwerten zugeordnet.In diesen Ri
htungen m�ussen die reellen5 Koordinatenfelder Xi zu komplexen Koordinatenfel-dern Xa, Xa = (Xa)� zusammengefa�t werden. Da �N = 1 ist, sind alle Eigenwerte N{teEinheitswurzel.Die Projektion auf invariante Zust�ande wird am g�unstigsten so ausgef�uhrt, da� man zun�a
hstsowohl im linken als au
h im re
hten Hilbertraum Eigenzust�ande von � konstruiert und dann dieinvarianten Kombinationen (unter Bea
htung der Massenformel und der Balan
e{Beziehung)bildet. Im linken Hilbertraum HL erh�alt man die Eigenzust�ande, indem man die komplexenKoordinatenfelder na
h Oszillatoren entwi
kelt:Eigenzustand: �a�nj0i; Eigenwert: e2�i�a ;Eigenzustand: �a�nj0i; Eigenwert: e�2�i�a ; (6:39)mit a = 1; 2; 3 und a = 1; 2; 3. Die kanonis
hen Vertaus
hungsrelationen bez�ugli
h der komple-xen Koordinaten sind [�am; �bn℄ = mÆabÆm+n; 0: (6:40)Als Standardbeispiel betra
hte i
h im folgenden die Kompakti�zierung von 2 Dimensionender bosonis
hen oder heterotis
hen Stringtheorie auf dem Wurzelgitter der Lie{Algebra A2 mitni
htkritis
hem Bij{Feld. Als Automorphismus wird dabei eine Drehung um 120 Grad gew�ahlt,die die erste einfa
he Wurzel �1 auf die zweite einfa
he Wurzel �2 abbildet. Als erstes wirddiese Drehung diagonalisiert:� = 0� 
os(2�=3) sin(2�=3)� sin(2�=3) 
os(2�=3) 1A! �0 = 0� e2�i=3 00 e�2�i=3 1A : (6:41)5Die Charakterisierung "reell\ ist immer als "reell in der Minkowski{Formulierung\ zu lesen.



ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGEN 129Die Oszillatoren bez�ugli
h der Diagonalbasis sind:�1 = 1p2(�1 + i�2); (6:42)�1 = 1p2(�1 � i�2): (6:43)und entspre
hende Re
htsl�aufer. Man erkennt, da� die generis
he U (1)2L
U (1)2R{Symmetrie derbosonis
hen Theorie gebro
hen wird, da die Ei
hbosonen Kombinationen aus ni
ht{invarianteninternen Oszillatoren und invarianten Oszillatoren mit vierdimensionalen Raum{Zeit Indizessind: �1�1e���1j0i : e2�i=3 � 1 6= 1; (6:44)�1�1e���1j0i : e�2�i=3 � 1 6= 1 (6:45)und entspre
hend f�ur die U (1)2R{Ei
hbosonen. Im Falle der heterotis
hen Theorie gilt, wie wirno
h sehen werden, das glei
he f�ur die generis
hen U (1)2 = U (1)2L Ei
hgruppe.Bei der allgemeinen Diskusion der Projektion wurden bisher die links- und re
htslaufendenImpulseigenzust�ande jkL;kRi ausgeklammert. (I
h betra
hte der Einfa
hheit halber nur dieLinksl�aufer.) Sie transformieren "dual\ zu den Koordinatenfeldern, denn es gilt:exp(kL �X(z))! exp(kL ��X(z)) = exp(��1kL �X(z)): (6:46)In den Ri
htungen, in denen � ni
ht identis
h wirkt, sind die Zust�ande jkLi ni
ht invariant.Daher werden au
h geladene Ei
hbosonenjkLi 
 RZ{Vektor; (6:47)die bei kritis
hen Werten von Bij auftreten (k2L = 2), i.a. ausprojiziert. Allerdings kann mandur
h Summation �uber die Orbits von � immer invariante Linearkombinationen erhalten, dennNXi=1�ijkLi (6:48)ist o�ensi
htli
h invariant. Dur
h Bilden weiterer, komplexer Linearkombinationen kann manwie bei den Oszillatoren alle Zust�ande zu Eigenzust�anden von � zusammenfassen und dannaus den links{ und re
htslaufenden Zust�anden invariante Kombinationen bilden. Falls � keineFixri
htungen besitzt, existieren genau d invariante Kombinationen, die eine u(1)d{Algebraerzeugen. Falls dar�uber hinaus 0 < l � d invariante Ri
htungen existieren, gibt es au
h geladeneinvariante Zust�ande und die erzeugte Algebra ist g(l) � u(1)d�l, wobei g(l) eine halbeinfa
heLie{Algebra vom Range l ist6 [46℄. Die dur
h das Twisten erzielte Bre
hung der Ei
hgruppe(bei kritis
hem Bij{Feld) ist alsoG(d)L 
G(d)R ! (G(l) 
 U (1)d�l)L 
 (G(l) 
 U (1)d�l)R (bosonis
h);G(d) ! G(l) 
 U (1)d�l (heterotis
h): (6:49)Als Beispiel betra
hten wir den zweidimensionalen Z3{Orbifold, mit kritis
hem Bij{Feld[59℄. Dann enth�alt der linkslaufende Teil des Torus{Modells 6 geladenene masselose Zust�ande,die den 6 Wurzeln ��1, ��2, �(�1 + �2) der Lie{Algebra A2 zugeordnet sind. Unter �transfomieren diese Zust�ande wie folgt:j�1i ! j � (�1 + �2)i ! j�2i ! j�1i ! � � � (6:50)j � �1i ! j(�1 + �2)i ! j � �2i ! j � �1i ! � � � (6:51)6Die allgemeine Diskussion erfolgt in Abs
hnitt 6.4.



130 KAPITEL 6. ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGENDie Eigenzust�ande und ihre Eigenwerte sind:j�1i + j�2i+ j � (�1 + �2)i EW: 1j � �1i+ j � �2i + j�1 + �2i EW: 1 (6:52)j�1i+ e2�i=3j�2i + e4�i=3j � (�1 + �2)i EW: e2�i=3j � �1i+ e2�i=3j � �2i+ e4�i=3j�1 + �2i EW: e2�i=3 (6:53)j�1i+ e4�i=3j�2i + e2�i=3j � (�1 + �2)i EW: e4�i=3j � �1i+ e4�i=3j � �2i+ e2�i=3j�1 + �2i EW: e4�i=3 (6:54)Es gibt zwei invariante (ungeladene) Zust�ande. Die Symmetriebre
hung istSU (3)L ! U (1)2L; (6:55)wie es die oben referierte allgemeine Theorie voraussagt. Eine vierdimensionale Z3{Orbifoldtheorie erh�alt man dur
h die Kompakti�zierung auf dem Gitter� = A2 � A2 �A2; (6:56)wobei der Twist jetzt auf jedem der A2{Gitter auf die oben bes
hriebene Weise wirkt. DiesesModell ist der am meisten studierte, der Standard{Orbifold.Um die f�ur uns eigentli
h interessanten heterotis
hen Orbifoldtheorien zu konstruieren, mu�no
h die Wirkung des Twistes auf die WF{Fermionen festgelegt werden. Sie wird dur
h die For-derung na
h ungebro
hener WF{Supersymmetrie, die eine unaufgebbare Konsistenzbedingungist, bestimmt [24℄ (siehe au
h [81℄ und [58℄). Die drei komplexen re
htslaufenden WF{BosonenXa(z) bilden zusammen mit den drei entspre
henden komplexen Fermionen  a(z) den WF{Superstrom TF (z) =  a�zXa +  a�zXa: (6:57)Aus der Twist{Invarianz von TF folgt, da� die WF{Fermionen wie ihre bosonis
hen Partnertransformieren: � :  a ! e2�i�a a: (6:58)F�ur die WF{Fermionen k�onnen periodis
he oder antiperiodis
he Randbedingungen gestellt wer-den, es gibt daher einen RZ{bosonis
hen NS{Sektor und einen RZ{fermionis
hen R{Sektor. Umdas Transformationsverhalten der zugeh�origen Zust�ande zu bestimmen, mu� man nur wissen,zu wel
her Darstellung der internen SO(6){Gruppe sie geh�oren. Der Rotationsteil des Twisteserzeugt eine diskrete Untergruppe dieser SO(6), die ja die Drehgruppe der kompakti�ziertenDimensionen ist. Der Translationsanteil wirkt si
h ni
ht auf das Feld �zXa und damit au
hni
ht auf den Superstrom und die WF{Fermionen aus. Die Fermionen transformiern also unterdem Twist gem�a� der dur
h den Rotationsanteil induzierten Darstellung der internen Dreh-gruppe. Wieder kann man im Komplexen Linearkombinationen bilden, die bez�ugli
h dieserWirkung diagonal sind und als Eigenzust�ande mit einer Phase transformieren, die eine N-teoder bei Spinordarstellungen eine 2N-te Einheitswurzel ist [24℄, [46℄.Als Beispiel konstruiere i
h nun den universellen Teil des Spektrums eines vierdimensionalenheterotis
hen Z3{Orbifolds, d.h. den Teil, der ni
ht davon abh�angt, wie der Twist als Ei
htwistauf die 16 internen Bosonen XI (z) fortgesetzt wird. Es ist alsoGij = C(A�32 )ij ; Bij = 0; Ai = 0 (6:59)und � = �R(A�32 ) �22;6 = �16 � �6;6: (6:60)(Die Hintergrundfelder k�onnen au
h allgemeiner gew�ahlt werden. Die Feststellung der dabeizul�assigen Werte wird im n�a
hsten Kapitel Gegenstand einer ausf�uhrli
hen Untersu
hung sein.)



ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGEN 131Das Verhalten der bosonis
hen Oszillatoren ist bereits bestimmt worden. Das Glei
he giltf�ur die fermionis
hen NS- und R- Moden. Gruppentheoretis
h liegt diesen �Uberlegungen dieEinbettungskette Z3 � SU (3) � SO(6) (6:61)zu Grunde. Die Einbettung SU (3) � SO(6) kommt dadur
h zustande, da� die diagonalisierteTwistmatrix mit der U (3){Matrix0BBB� e2�i�1 0 00 e2�i�2 00 0 e2�i�3 1CCCA (6:62)identi�ziert. In unserem Fall ist �1 = �2 = �3 = 13 . Da die Determinante glei
h 1 ist, liegt dieTwistmatrix sogar in der SU (3). Die Twistmatrix generiert dann o�ensi
htli
h eine zentrale Z3{Untergruppe der SU(3). Die RZ{Oszillatoren sind SO(6){Skalare und damit Twist{invariant.Sie sind Vektoren bez�ugli
h der kleinen Gruppe SO(2) der vierdimensionalen Poin
ar�e{Gruppe.Die internen Oszillatoren sind dagegen Vektoren der SO(6) und RZ{Skalare. Die Vektordar-stellung zerf�allt bez�ugli
h der SU(3) als6V = 3F � 3F ; (6:63)wobei die diagonalisierten Zust�ande der 3 mit der Phase e2�i=3 und die der 3F mit der Phasee�2�i=3 unter dem Twist transformieren. Insgesamt gilt f�ur die WF{bosonis
hen masselosenZust�ande: (ohne Impuls-/Windungszust�ande und Ei
hsektor)Zustand Z3 SU (3) SO(2) Zustand Z3 SU (3) SO(2)�m�1j0i 1 1 2 bm�1=2j0i 1 1 2�a�1j0i e2�i=3 3F 1 ba�1=2j0i e2�i=3 3F 1�a�1j0i e�2�i=3 3F 1 ba�1=2j0i e�2�i=3 3F 1 (6:64)Der Grundzustand j(a(+)1 ; a(+)2 )i� j(a(�)1 ; a(�)2 )i des R{Sektors einer toroidalen Kompakti-�zierung transformiert bekanntli
h na
h Darstellung (12 ;4S)� (�12 ;4C) der Gruppe SO(2) 
SO(6). Die Bestimmung des Twistverhaltens kann mit Hilfe des lokalen IsomorphismusSU (4) ' SO(6) (6:65)dadur
h erfolgen, da� die SU(4){Darstellungen in SU(3){Darstellungen zerlegt werden. DieSU(4){Darstellungen zerfallen gem�a� 4S = 3F � 1; (6:66)4C = 3F � 1; (6:67)wobei die twistdiagonalen Linearkombinationen der SU(3) Darstellungen 1, 3F , 3F mit denPhasen 1; e2�i=3; e�2�i=3 transformieren. Die masselosen R{Zust�ande sind daher:Zustand Z3 SU (3) SO(2)j(+12 ;3F )i e2�i=3 3F +12j(+12 ;1)i 1 1 +12j(�12 ;3F )i e�2�i=3 3F �12j(�12 ;1)i 1 1 �12 (6:68)



132 KAPITEL 6. ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGENDer universelle Teil des masselosen Spektrums entsteht dur
h das Bilden invarianter Kom-bination aus den obigen links- und re
htslaufenden Zust�anden. Zun�a
hst gibt es die Zust�andeZustand Helizit�at Interpretation�2 Graviton�m�1bn�1=2j0i 0 Dilaton0(�) Axion�m�1j(+12 ;3F )i �32 Gravitino�m�1j(�12 ;3F )i �12 Dilatino (6:69)Das Graviton und das Gravitino bilden eine N=1 Supergravitationsmultiplett. Dur
h das Twi-sten ist also die erweiterte auf die minimale RZ{Supersymmetrie gebro
hen worden. Das Di-latino bildet zusammen mit dem Dilaton und dem Axion zwei konjugierte 
hirale Supermulti-pletts, die weiterhin als String{spezi�s
hen Besonderheit das Graviton begleiten.Mit Hilfe der internen Oszillatoren k�onnen supersymmetris
he Materiemultipletts konstru-iert werden: Zustand Helizit�at Interpretation�a�1bb�1=2j0i 0 9 Skalare�a�1j(�12 ;3F )i �12 9 linksh�andige Spinoren�a�1bb�1=2j0i 0 9 Skalare�a�1j(+12 ;3F )i +12 9 re
htsh�andige Spinoren (6:70)Das sind 18 konjugierte 
hirale Supermulipletts, die 9 Familien von masselosen Fermionen undihre supersymmetris
hen Partner bes
hreiben. Sie tragen keine weiteren Quantenzahlen, sindalso ungeladen. Die innere Symmetriegruppe der N=4 RZ{Supersymmetrie wird dur
h dasTwisten zum Organisator einer Familienstruktur bei den neu entstehenden Materiemultiplettsumfunktioniert. Bei Z3{Orbifolds ist die Anzahl der so entstehenden Familien ein Vielfa
hesvon 37.Bisher ni
ht ber�u
ksi
htigt wurden die Zust�ande des Ei
hsektors. Ihr Transformationsver-halten h�angt davon ab, wie die Twistwirkung auf die Felder XI mit ihrem Gitter �16 fortgesetztwird. Um einen Eindru
k zu geben, referiere i
h au
h hier f�ur ein Standard{Beispiel. Man w�ahltAi = 0 und das Impulsgitter ist �16 � �6;6: (6:71)Als Ei
hgruppe wird G(16) = E(8) 
 E(8) gew�ahlt. Die Twistgruppe Z3 mu� in die auf denXI operierende euklidis
he Gruppe Euk(16) eingebettet werden. Diese nehmen ihre Werte aufdem Torus T16 = R16�16 (6:72)an. Realisiert man den Twist als eine Drehung, so mu� dieser auf �16 als Automorphismuswirken. Da �16 das Gewi
htsgitter der Ei
hgruppe ist, de�niert das wiederum einen Automor-phismus von E(8) 
 E(8). Der Twist mu� die Ordnung 3 haben. Die Standardwahl bestehtdarin, einen Automorphismus zu w�ahlen, der auf einem der A�32 Untergitter von �16 genau sooperiert, wie der Ortsraumtwist, also dur
h eine Drehung um 120 Grad. Die Twistgruppe istin die alte Ei
hgruppe E(8) als Zentrum einer SU (3) Untergruppe eingebettet:Z3 � SU (3) � (SU (3))4 � SU (3) 
E(6) � E(8): (6:73)7Viellei
ht liegt hier die Antwort auf die Frage eines verbl�u�ten Physikers bei der Entde
kung des Myons(\Who ordered that?") verborgen, wobei nat�urli
h zu kl�aren w�are, ob Z3{Kompakti�zierungen in derStringtheorie dynamis
h bevorzugt sind.



ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGEN 133Die unter dem dadur
h de�nierten Lie{Algebra{Automorphismus invariante Unteralgebra ist[46℄: g(16)0 = A2 � E6 � E8: (6:74)Die Ei
hgruppe des Orbifold{Modells ist daher SU (3)
E(6)
E(8). F�ur dieses Modell gibt es,wie f�ur jeden zu einem inneren Lie{Algebra{Automorphismus f�uhrenden Twist, eine �aquivalenteVers
hiebungs{Realisierung dur
h eine Translation (1;v) imR16 [24℄, [46℄. Da f�ur dieXI bereitstoroidale Randbedingungen bez�ugli
h �16 gefordert wurden, wird hier insgesamt dur
hO16 = T016 = T16h(1;v)i (6:75)ein neuer Torus de�niert. Da der Twist von N{ter Ordnung sein mu� (N=3 im hier betra
h-teten Beispiel) gilt Nv 2 �16. Daher ist der neue Torus wohlde�niert, was ni
ht der Fall,w�are, wenn die alten und die neuen toroidalen Randbedingungen inkommensurabel sind. DieVers
hiebungs{Realisierung h�angt �ubrigens mit der fr�uher bes
hriebenen Vers
hiebungsvektor{Methode eng zusammen (siehe 6.4).Wir k�onnen nun den Beitrag des Ei
hsektors zum Spektrum angeben. Die adjungierteDarstellung der E(8)
E(8) zerf�allt bez�ugli
h der invarianten Untergruppe SU (3)
E(6)
E(8)in8(248;1)�(1;248) = (8R;1;1)�(1R;78;1)�(1R;1;248)�(3F ;27F ;1)�(3F ;27F ;1): (6:76)Das Twist{Transformationsverhalten h�angt von der Konjugationsklasse der SU(3){Darstellungab: Zust�ande in der R;F; F Konjugationsklasse transformieren mit der Phase 1; e2�i=3, e�2�i=3.Damit gibt es folgende Twist{invariante Zust�ande:Links Re
hts Helizit�at Supermultiplett(8R;1;1) bm�1=2j0i �1 Super{YM{Multiplett(1R;78;1) j(+12 ;1)i +12 mit Ei
hgruppe(1R;1;248) j(�12 ;1)i �12 SU (3) 
 E(6)
E(8)(3F ;27F ;1) ba�1=2j0i 0 3 geladene 
hiralej(�12 ;3F i �12 Supermultipletts(3F ;27F ;1) ba�1=2j0i 0 3 geladene 
hiralej(+12 ;3F )i +12 Supermultipletts (6:77)Es gibt also au�er den Ei
hbosonen 3 Familien von Fermionen in der fundamentalen Darstel-lung (3F ;27) der SU(3) 
 E(6) und die supersymmetris
hen Partner, Ei
hbosinos und Skalare.Interpretiert man die SU(3) als horizontale (Familien-) Symmetrie, so gibt es 9 Familien inder fundamentalen Darstellung 27 der Gruppe E(6). Dies s
hl�agt die Br�u
ke von den String-kompakti�zierungen zur GUT{Ph�anomenologie, denn die E(6) ist eine der favorisierten GUT{Ei
hgruppen. Da die 27F Darstellung komplex (ni
ht selbstkonjugiert), also ni
ht zu 27Fisomorph ist, sind die Fermionfamilien 
hiral. Der Teil
heninhalt des Standard{Modells l�a�tsi
h in eine vereinheitli
hte E(6){Theorie einbetten. Die ungebro
hene E(8) koppelt nur �uberdie Gravitation an die normale Materie und tritt nur als "S
hattenmaterie\ in Ers
heinung9.Mit vergr�o�ertem Aufwand bei der Konstruktion lassen si
h no
h wesentli
h "realistis
here\Kompakti�zierungen erzeugen. Angesi
hts des Umstandes, da� die Konstruktion so einfa
h8Diese Zerlegung erh�alt man, wie alle anderen in dieser Arbeit angegebenen au
h, entweder dur
h Na
h-s
hlagen in Tabellen [86℄, [154℄ oder dur
h die in [138℄ und [137℄ angegebenen Methoden. Die Kenntnis des inden Anh�angen B und C zusammengestelltenMaterials ist im Prinzip ebenfalls hinrei
hend, obwohl i
h dort aufZerf�allungsregeln (bran
hing rules) ni
ht explizit eingehe.9Damit ist neuer Kandidat f�ur dunkle Materie im Universum gefunden.



134 KAPITEL 6. ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGENist, da� die Bewegungsglei
hungen der Stringtheorie exakt l�osbar bleiben und vergli
hen mitKaluza{Klein{Supergravitationstheorien ist das ein gro�er Erfolg der Stringtheorie.Bereits fr�uher war gezeigt worden, da� die generis
he U (1)6{Ei
hgruppe des Kompakti�-zierungssektors dur
h das Twisten vollst�andig gebro
hen wird. (Der einzige Rest dieser Sym-metrie ist die diskrete Z3{Invarianz unter den Twists.) Dadur
h reduziert si
h der Rang derEi
hgruppe von 22 auf 16. Falls kritis
he Hintergrundfelder gew�ahlt werden,Gij = 14Cij , � = 12�R; Bij = 14Cij mod12 ; (6:78)vergr�o�ert si
h die Ei
hgruppe im Kompakti�zierungssektor des toroidalen Modell aufG = G(l) 
 U (1)6�l: (6:79)Der Twist bri
ht die U (1) Faktoren vollst�andig, von der halbeinfa
hen Ei
hgruppe �uberlebtaber mindestens eine U (1)l{Untergruppe. Die tats�a
hli
he Ei
hgruppe mu� fallweise bestimmtwerden, genau wie bei der Ei
hgruppe des Ei
hsektors. Beim Standard{Z3{Orbifold gilt:G = (SU (3))k 
 U (1)6�2k !G = U (1)2k; k = 1; 2; 3; (6:80)je na
hdem, ob die Hintergrundfelder bez�ugli
h 1,2 oder 3 der A2{Tori kritis
h sind. Da si
hder Rang der Ei
hgruppe wieder auf bis zu 22 erh�oht, sind diese Modelle weniger von ph�ano-menologis
hem als vielmehr von systematis
hem Interesse. Modelle mit erh�ohter Symmetriespielen eine wi
htige Rolle f�ur die Struktur des Moduliraums.Einige Z�uge des hier gew�ahlten Beispieles sind ni
ht repr�asentativ f�ur allgemeine Orbifold{Kompakti�zierungen: Zum einen kann die RZ{Supersymmetrie vollst�andig gebro
hen werden,zum anderen kann die Ta
hyon{Freiheit verloren gehen. F�ur Z3{Orbifolds kann allgemeingezeigt werden, da� ungebro
hene RZ{Supersymmetrie und Ta
hyon{Freiheit �aquivalent sind[24℄.6.3.2 Die getwisteten SektorenMit der Projektion des toroidalen Hilbertraumes auf die twistinvarianten Zust�ande ist die Kon-struktion des Hilbertraumes einer Orbifold{Kompakti�zierung no
h ni
ht abges
hlossen, dadas dur
h die Projektion de�nierte Modell ni
ht modular invariant ist. Die Forderung na
hmodularer Invarianz der Genus{1{Zustandssumme erzwingt die Einbeziehung weiterer "getwi-steter\ Sektoren10. Die Argumente, die dazu f�uhren, �ahneln denen, die bei der Diskusion derSpinstrukturen gebrau
ht wurden. Die Projektion auf �{invariante Zust�ande entspri
ht derSummation �uber alle getwisteten Randbedingungen in zeitli
her Ri
htung auf dem WF{Torus:X(z + � ) = �iX(z) mod 2��: (6:81)Dur
h die Transformation � !�1=� werden die raumartige und die zeitartige Ri
htung auf demWF{Torus vertaus
ht. Die Zustandssumme des projizierten Modells ist daher ni
ht modular in-variant. Der einfa
hste Ausweg besteht darin, �uber alle getwisteten Randbedingungen in Raum-und Zeitri
htung zu summieren. Falls die Operation der modularen Gruppe in mehrere Orbitszerf�allt, z.B. bei ZN{Orbifolds, bei denen N keine Primzahl ist, k�onnte man au
h einzelne Orbitsw�ahlen oder relative Phasen ("diskrete Torsion\) einf�uhren [42℄, [90℄. Das entspri
ht zus�atz-li
hen Projektionen im unten erl�auterten Hilbertraum{Formalismus. Normalerweise summiertman �uber alle Randbedingungen. Bei Primzahl{ZN{Orbifolds ist das au
h die einzige L�osung.Die modulare Invarianz der Genus{1{Zustandssumme ist bei abels
hen Orbifolds ni
ht nur not-wendig, sondern au
h hinrei
hend f�ur die modulare Invarianz auf Welt
�a
hen von beliebigemGenus. Bei ni
htabels
hen Orbifolds kommen zus�atzli
he Bedingungen hinzu [31℄, [32℄.Die Summation �uber alle Randbedingungen mu� nun in die Konstruktion des Hilbertraumes�ubersetzt werden. Die Gesamt{Hilbertraum HO eines Orbifold{Modells ist dann eine direkte10Siehe [24℄, sowie f�ur allgemeine Orbifolds konformer Feldtheorien [42℄.



ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGEN 135Summe von Hilbertr�aumen Hi, HO = N�1Mi=0 Hi; (6:82)wobei1. ) der Raum Hi aus Feldern mit den RandbedingungenX(�1 + �; �0) = �iX(�1; �0) + 2�v (Minkowski{Formulierung) (6:83)bzw. X(e2�iz; e�2�iz) = �iX(z; z) + 2�v (Euklidis
he Formulierung) (6:84)konstruiert wird, was der Summation �uber alle Randbedingungen in Raumri
htung ent-spri
ht, und2. ) in jedem der R�aume Hi auf �{invariante Zust�ande projiziert wird, was der Summation�uber alle Randbedingungen in Zeitri
htung entspri
ht.Um Verwe
hslungen mit dem modularen Parameter � zu vermeiden, habe i
h die Koordinatenauf dem Minkowski{WF{Zylinder mit �0; �1 bezei
hnet. Man bea
hte au
h, da� in Formel(6.84) die euklidis
he Welt
�a
he die komplexe Ebene, ni
ht der Torus ist.Die Konstruktion des 0. oder ungetwisteten Sektors wurde im vorigen Abs
hnitt dur
h-gef�uhrt. Als repr�asentatives Beispiel f�ur die getwisteten Sektoren diskutierte i
h im folgendenden 1. getwisteten Sektor. Die Konstruktion der anderen Sektoren ist dana
h klar.Um die Gestalt des Koordinatenfeldes im 1. Sektor zu bestimmen mu� der allgemeineAnsatz X(z; z) = x� i2kL log z � i2kR log z + i2Xp 6=0 1p�pz�p + i2Xq 6=0 1q e�qz�q (6:85)f�ur die Modenentwi
klung in die Glei
hungX(e2�iz; e�2�iz) = �X(z; z) + 2�v (6:86)f�ur die Randbedingungen eingesetzt werden. Dur
h Verglei
h der logarithmis
hen Terme folgt:�kL = kL �kR = kR: (6:87)d.h. nur (punktweise) invariante Impulse sind erlaubt: Interne Impulse und Windungen sindentlang der Ri
htungen, auf die � ni
ht{trivial wirkt, verboten. Der Verglei
h der konstantenTerme liefert: x + �(kL � kR) = �x + 2�v: (6:88)Falls es keine invarianten Ri
htungen gibt, ist kL = kR = 0, und wir erhalten die s
hon bekannteFixpunktglei
hung. Die Lage des S
hwerpunktes des Strings ist demna
h in den getwisteten Sek-toren quantisiert und mu� glei
h einem der Fixpunkte sein; insbesondere ist jedem Fixpunkt xfein Grundzustand j0;xf i zugeordnet und alle diese Grundzust�ande sind entartet, solange keineWilsonlinien auftreten. Falls invariante Ri
htungen existieren, gilt eine modi�zierte Fixpunkt-glei
hung. Entlang der invarianten Ri
htungen sind ni
httriviale Windungszust�ande erlaubtund der S
hwerpunkt vers
hiebt si
h um einen Betrag�(kL � kR) = 2�w; (6:89)der proportional zum Windungsvektor w ist.Die Betra
htung der Potenzterme liefert s
hlie�li
h Glei
hungen f�ur die Oszillatoren. Wirbetra
hten nur den linkslaufenden, holomorphen Anteil��p = e�2�ip�p; (6:90)



136 KAPITEL 6. ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGENwobei p 2 1N Z, da ja �N = 1 sein mu�. Dur
h Auss
hreiben in Komponenten (bez�ugli
h einerkomplexen Diagonalbasis) erh�alt man daraus(��p)a = e2�i�a�ap != e�2�ip�ap ) p = ��a (mod Z) (6:91)und dur
h Betra
htung der komplex konjugierten Linerarkombination(��p)a = e�2�i�a�ap != e�2�ip�ap ) p = �a (mod Z): (6:92)Bez�ugli
h der Diagonalbasis sind die auftretenden Indizes in jeder Ri
htun um ein gewissesVielfa
hes von 1/N vers
hoben. Das in die Konstruktion der Vertexoperatoren (f�ur Ni
ht{Windungszust�ande) eingehende Feld �X ist jetzt keine eindeutige, sondern eine N{deutigeFunktionen in der komplexen Ebene mit Verzweigungspunkten bei 0 und 1:i�zXaL(z) = Xp2Z��a=N �ap z�p = Xm2Z �am��a=N z�p; (6:93)i�zXa(z) = Xp2Z+�a=N �ap z�p = Xm2Z �am+�a=N z�p: (6:94)Damit ist jetzt klar, wie der getwistete linkslaufende Hilbertraum zu konstruieren ist: Erentsteht dur
h Anwendung der "Oszillatoren\ �a�p, �a�p auf die den Fixpunkten zugeordnetenGrundzust�ande. Die kanonis
he Quantisierung liefert die gewohnten Vertaus
hungsrelationenf�ur die Oszillatoren, allerdings jetzt mit gebro
hen{zahligen Indizes:[Xa(�; � ); P b(�0; � )℄ = ÆabÆ(� � �0) (6:95)) [�ap ; �bq ℄ = pÆabÆp+q; 0: (6:96)Der zu �ap adjungierte Zustand ist also (�ap )+ = �a�p: (6:97)Die Massenformel besitzt die allgemeine Form18M2 = N + a = eN + ea: (6:98)Der aus den gebro
henzahligen Oszillatoren konstruierte Anzahl{Operator erf�ullt die gewohnteVertaus
hungsrelation [N; ��p℄ = p��p: (6:99)Die Normalordnungskonstante amu� neu (mit Hilfe der �{Funktion{Regularisierung) bere
hnetwerden: F�ur jedes Feld Xa oder Xa (die komplex konjugierten Felder m�ussen extra gez�ahltwerden!) erh�alt man einen Beitragb = � 124 + �aN �1� �aN � (6:100)zu a [42℄. Ein normales (d.h. ungetwistetes) reelles Koordinatenfeld liefert also b = �1=24 wasbei 24 Feldern (bosonis
he Stringtheorie in der Li
htkegelei
hung) den bekannten Wert a = 1liefert. In der heterotis
hen Stringtheorie m�ussen analoge Betra
htungen f�ur die WF{Fermionen a;  a angestellt werden. Au
h hier gibt es dann getwistete Moden{Operatoren. Die bereitsohne Twist halbzahligen Moden der NS{Fermionen sind dabei als zus�atzli
her Z2{Twist zubehandeln. Der Beitrag eines getwisteten Fermions zur Normalordnungskonstante ist genau�b. Im R{Sektor kompensieren si
h daher die Normalordnungskonstanten von WF{Bosonenund WF{Fermionen. Bei den WF{Fermionen s
hlie�t die Summation �uber alle getwisteten



ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGEN 137Randbedingungen eine Summation �uber alle Spinstrukturen ein. Man spri
ht daher au
h vonder verallgemeinerten GSO{Projektion.Falls der Twist Fixri
htungen besitzt, sind bez�ugli
h dieser au
h diskrete Impuls- / Win-dungszust�ande m�ogli
h. Da in diesen Ri
htungen au
h die Modenentwi
klung ganzzahlig ist,entspri
ht die Hilbertraumkonstruktion hier der bei einer toroidalen Kompakti�zierung (siehe6.4). Es ist wi
htig zu bemerken, da� das Gitter � im allgemeinen ni
ht orthogonal ist. Daherfaktorisiert ein Orbifold mit Fixri
htungen im allgemeinen ni
ht in das Produkt eines Orbifoldsohne Fixri
htungen und eines Torus. Entspre
hend faktorisiert au
h der Hilbertraum ni
ht,und die Impuls- / Windungszust�ande sind �xri
htungsabh�angig [68℄.Eine weitere Modi�kation des Formalismus ist beim Twisten der Ei
hfreiheitsgrade zu be-tra
hten. Das Fehlen der re
htslaufenden 
hiralen Anteile, ma
ht si
h bei der Diskusion derNullmoden, d.h. der Fixpunkte, bemerkbar [24℄. Die Konstruktion des Hilbertraums kannals Spezialfall der Konstruktion asymmetris
her Orbifolds behandelt werden [68℄. Zun�a
hstkonstruiert man einen normalen, ni
ht{
hiralen Orbifold mit Gitter �16;16. Der Hilbertraumzerf�allt in einen links- und einen re
htslaufenden Anteil, und man m�o
hte den re
htslaufendenweglassen. Um diese Prozedur (das "Quadratwurzelziehen aus dem Hilbertraum\) auf den Fix-punktsektor auszudehnen, mu� die Darstellungstheorie der Fixpunktgruppe zu Hilfe genommenwerden. Man kann zeigen, da� die Zahl der Fixpunkte eine Quadratzahl ist, und das jedem
hiralen Sektor gerade soviele Fixpunkte zugeordnet werden m�ussen, wie die Wurzel aus derAnzahl der geometris
hen Fixpunkte betr�agt. Vers�aumt man das, so ist die Darstellung derFixpunktgruppe in der 
hiralen Theorie reduzibel, und die zus�atzli
hen Zust�ande zerst�oren diemodulare Invarianz [68℄.Na
hdem man sowohl den links- als au
h den re
htslaufenden Hilbertraum konstruiert hat,erfolgt die Projektion auf �{invariante Zust�ande wieder dur
h Bilden aller invarianten Kombi-nationen aus re
hten und linken Eigenzust�anden. Die anderen getwisteten Hilbertr�aume erh�altman o�ensi
htli
h, indem man statt � die entspre
henden h�oheren Potenzen in den obigen�Uberlegungen zu Grunde legt.Die Einf�uhrung der getwisteten Sektoren berei
hert das Spektrum eines Orbifold{Modellsum zus�atzli
he Materiemultipletts. Im Fall des Standard{Z3{Orbifolds gibt es 3 �3 �3 = 27 Fix-punkte. Getwistete Zust�ande sind daher 27{fa
h entartet. Beide getwisteten Sektoren liefernzusammen 27 masselose Fermionfamilien in der (1;27;1) und 3 � 27 = 81 masselose Fermionfa-milien in der (3F ;1;1) Darstellung der Ei
hgruppe, sowie die skalaren Superpartner. Dadur
hgewinnt das Modell nat�urli
h ni
ht gerade an ph�anomenologis
her Attraktivit�at. Es sei aberno
h einmal darauf hingewiesen, da� si
h dur
h aufwendigere Konstruktionen no
h wesentli
hrealistis
here Spektren erzielen lassen.6.3.3 Modulare InvarianzDie Einbeziehung der getwisteten Sektoren ist zwar notwendig, aber no
h ni
ht hinrei
hend f�urdie modulare Invarianz der Stringtheorie. Die zus�atzli
hen Bedingungen die ein allgemeiner,asymmetris
her Twist erf�ullen mu�, wurden von Narain, Sarmadi und Vafa angegeben [68℄,[69℄. Wir bn�otigen dieses Ergebnis f�ur den Fall, da� der Twist eine reine Drehung ist, d.h.� = (�L;�R) 2 O(22)
O(6): (6:101)Die Twistordnung sei N und die Eigenwerte von �L und �R seien:e�2�ilm=N und e�2�iri=N mit m = 1; . . . ; 11; i = 1; 2; 3: (6:102)Es sind zwei F�alle zu unters
heiden:1. N 2 2Z. Dann m�ussen die Eigenwerte des Twistes die Glei
hung11Xm=1(lm)2 = 0 mod N (6:103)erf�ullen.



138 KAPITEL 6. ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGEN2. N 2 2Z+ 1. Dann m�ussen die Eigenwerte des Twistes die Glei
hungen11Xm=1(lm)2 = 0 mod 2N und 3Xi=1(ri)2 = 0 mod 2 (6:104)erf�ullen und es mu� zus�atzli
h gelten:8v 2 �22;6 : v ��N=2v = 0 mod 2: (6:105)6.4 Orbifolds und Lie{Algebra{AutomorphismenAls n�a
hstes m�o
hte i
h die Besonderheiten n�aher erl�autern, die auftreten, wenn das zu twi-stende Narain{Modell eine halbeinfa
he Lie{Algebra als Symmetrie{Algebra besitzt. DieserFall tritt immer auf, wenn die Hintergrundfelder kritits
he Werte annehmen. Darunter f�alltau
h die Situation mit vers
hwindenden Wilsonlinien, da dann �16 ein Lie{Algebra{Gitter istund (mindestens) eine Lie{Algebra vomRange 16 realisiert wird. Zun�a
hst sollen die ben�otigtenFakten �uber Lie{Algebra{Automorphismen11 zusammengestellt werden; ans
hlie�end werdendie Konsequenzen f�ur die Konstruktion von Orbifolds diskutiert.6.4.1 Lie{Algebra{AutomorphismenIm folgenden sei g eine reelle, einfa
he Lie{Algebra vom kompakten Typ und G die zugeh�origereelle, einfa
he und einfa
h zusammenh�angende Lie{Gruppe. Ein Automorphismus� 2 Aut(g) (6:106)von g ist ein Vektorraum{Isomorphismus, der die Lie{Algebra{Struktur respektiert, d.h.[�(a);�(b)℄ = �([a; b℄) 8 a; b 2 g: (6:107)Wir betra
hten nur Automorphismen der endli
hen Ordnung N :9N 2 N : �N = 1: (6:108)Die Lie{Algebra g kann im Komplexen in Eigenr�aume des Twistes zerlegt werden:g = N�1Mm=0gm wobei xm 2 gm , �xm = e2�im=Nxm: (6:109)Bei Orbifold{Kompakti�zierungen wird die Symmetrie{Algebra g der toroidalen Kompakti�-zierung auf die �{invariante Unteralgebra g0 gebro
hen.Eine wi
htige Untergruppe von Aut(g) sind die inneren Automorphismen, d.h. diejenigenAutomorphismen, die dur
h Konjugation mit Elementen aus G bes
hrieben werden k�onnen:� 2 Int(g), 9A 2G 8a 2 g  (a) = AaA�1: (6:110)Zwei Automorphismen hei�en zueinander konjugiert, wenn sie dur
h Konjugation mit eineminneren Automorphismus ineinander �uberf�uhrt werden k�onnen:� �= �0 , 9� 2 Int(g) : �0 = ����1: (6:111)Dur
h Konjugation k�onnen Lie{Algebra{Automorphismen auf eine bestimmte Standardgestaltgebra
ht werden [137℄. Es gibt nur endli
h viele Konjugationsklassen von Automorphismen,wobei jede Klasse dur
h einen "Hauptautomorphismus\ repr�asentiert werden kann. Dur
h11F�ur die Mathematik siehe [137℄, [150℄, [134℄ und [149℄. Von Physikern ges
hriebene Zusammenfassungen derrelevanten Fakten sind in [81℄ und [46℄ enthalten.



ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGEN 139Klassi�kation der Hauptautomorphismen gewinnt man daher einen vollst�andigen �Uberbli
k�uber Aut(g).In den Stringtheorien werden zwei Methoden benutzt, um Automorphismen von Lie{Algebren zu konstruieren. Die sogenanne kanonis
he Realisierung entspri
ht dem Fall derOrbifold{Konstruktion, bei dem der Twist dur
h eine Drehung realisiert wird, der ein Au-tomorphismus des Gitters sein mu�. Die Vers
hiebungs{Realisierung tritt auf, wenn dieVers
hiebungsvektor{Methode verwendet wird oder ein Orbifold{Twist als Vers
hiebung reali-siert, was, wie wir sehen werden im wesentli
hen dasselbe ist.Zuerst soll die kanonis
he Realisierung bes
hrieben werden. Falls das Gitter ein Lie{Algebra{Gitter ist, also im Falle kritis
her Hintergrundfelder, erh�alt man den zu einem Gitter-automorphismus geh�orenden Lie{Algebra{Automorphismus dur
h die folgende Konstruktion:Zun�a
hst sei [137℄ R = O(d) \ S(�) (6:112)die Menge aller Dehungen, die die Wurzeln � untereinander permutieren. Eine wi
htige Un-tergruppe von R ist die Weylgruppe W , die von den Re
ektionen ri an den Hyper
�a
henorthogonal zu den einfa
hen Wurzeln �i erzeugt wird:W = hri; i = 1; . . . ; l = rang(g)i; ri(�) = � � 2 � � �i�i � �i�i: (6:113)Tats�a
hli
h ist W sogar ein Normalteiler von R; die Quotientengruppe R=W wird weiter un-ten untersu
ht. Die Weylgruppe kann zu einer diskreten Untergruppe fW von G "geliftet\werden[81℄; auf diese Weise de�niert jeder "Weyltwist\ w 2 W einen inneren Automorphismusvon G. fW wird dur
h die Lifte eri der Weylspiegelungen ri generiert. Der Standardlift von riist [81℄ eri = exp� i�2 (E�i +E��i)� : (6:114)Der zugeh�orige Automorphismus kann dur
h seine Wirkung auf die Cartan{Subalgebra und aufdie Generatoren der Wurzelr�aume 
harakterisiert werden. Dur
h die Einbettung des Wurzel-gitters in den Gewi
htsraum h� operiert der Twist auf den Gewi
hten �. Die Wirkung auf daseinem Gewi
ht zugeordnete Element H� der Cartan{Subalgebra ist:eriH�er�1i = eri0�Xj �jH��j1Aer�1i =Xj (ri�)jHrj(�): (6:115)Die Koordinaten ~� = (�i) bez�ugli
h der Basis H��i sind, wie si
h sp�ater herausstellen wird,im Zusammenhang mit inneren Automorphismen besonders zwe
km�a�ig. Die Wurzelr�aumewerden dur
h den Automorphismus gem�a� ri rotiert, wobei allerdings Phasen auftreten, die imallgemeinen ni
ht alle glei
h 1 gew�ahlt werden k�onnen [81℄:eriE�er�1i = 
i(�)Eri(�) j
i(�)j2 = 1: (6:116)Die f�ur die Klassi�zierung der Weyl{Automorphismen ents
heidende Aussage ist, da� kon-jugierte Elemente der Weylgruppe konjugierte Automorphismen de�nieren. Die Klassi�zierungder Konjugationsklassen der Weylgruppen der einfa
hen Lie{Algebren ist bekannt und kannmit Hilfe sogenannter Carter{Diagramme diagrammatis
h angegeben werden[149℄, [81℄, [134℄.(Die bekannten Dynkin{Diagramme sind Spezialf�alle von Carter{Diagrammen und bes
hreibendie sogenannten Coxeter{Twists, bei denen sukzessive an allen einfa
hen Wurzeln gespiegeltwird. Der Standard{Z3{Twist ist der Coxeter{Twist von A2: Die Drehung, die die erste aufdie zweite einfa
he Wurzel abbildet, entsteht dur
h Weyl{Spiegelungen bez�ugli
h der beideneinfa
hen Wurzeln.)Na
h dieser Untersu
hung der Weylgruppe bleibt no
h die Behandlung der Quotienten-gruppe R=W �ubrig. Hier stellt si
h heraus, da� sie alle �au�eren Automorphismen modulo



140 KAPITEL 6. ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGENinnerer Automorphismen bes
hreibt, denn es gilt [137℄:RW = Aut(g)Int(g) : (6:117)Die Elemente von R=W k�onnen als Automorphismen des Dynkin{Diagrammes von g realisiertwerden. Im Falle der Lie{Algebra D4 ist diese Gruppe daher die Permutationsgruppe von 3Objekten; in allen anderen F�allen besitzt das Dynkindiagramm entweder eine Symmetriea
hseoder �uberhaupt keine Symmetrie: Die zugeh�origen Gruppen sind Z2 bzw. die triviale (da ein-elementige) Gruppe. Falls der bei der Orbifold{Konstruktion gew�ahlte Gitter{Automorphismuskein Weyl{Automorphismus ist, induziert er einen �au�eren Automorphismus. Ein Beispiel daf�urwird sp�ater auftreten.Mit Hilfe der Vers
hiebungsrealisierung kann man alle inneren, aber keine �au�eren Automor-phismen von g konstruieren. Dabei w�ahlt man das dem Automorphismus zugeordnete Grup-penelement ew im maximalen Torus von G, was dur
h Konjugation stets zu errei
hen ist, denndie Konjugation eines inneren Automorphismen bedeutet die Konjugation des den Automor-phismus bes
hreibenden Gruppenelementes und jedes Gruppenelement kann in den maximalenTorus konjugiert werden. Die Cartan{Subalgebra ist dann (punktweise) invariant, w�ahrend dieWurzelr�aume g� auf si
h abbgebildet werden. Die Standardform f�ur das Gruppenelement istew = exp0�2�iXj �jH��j1A : (6:118)Dabei wird der Koordinatenvektor ~� = (�1; . . . ; �l) 2 Rl alsVers
hiebungsvektorbezei
hnet.Die Wirkung des Twistes auf eine Basis Hi; E� von g ist��(Hi) = ewHi ew�1; (6:119)��(E�) = exp0�2�iXj=1 �jH��j1AE� exp0��2�iXj=1�jH��j1A (6:120)= exp0�2�i lXj=1�j(��j ; �)1AE� = e2�i(�;�)E�;wobei in der letzten Zeile � =P�j��j 2 h� ist. Der Vers
hiebungsvektor ist o�ensi
htli
h nurbis auf die Addition von Gewi
hten �0 2 �W festgelegt. Den Standard{Repr�asentanten erh�altman, wenn man verlangt, da� die L�ange von � minimal und � ein dominantes Gewi
ht ist, alsoein positives Skalarprodukt mit allen einfa
hen Wurzeln besitzt.Die Bes
hreibung des dur
h � de�nierten inneren Automorphismus kann in zwei Stufenweiter vereinfa
ht werden. Zun�a
hst wird die Wirkung des Twistes bereits dur
h die Wirkungauf die 3l Chevalley{Generatoren festgelegt:�Hi = Hi; �Ei = e2�isi=NEi; �F i = e�2�isi=NF i i = 1; . . . ; l: (6:121)Die Zahlen si h�angen mit dem Standard{Vers
hiebungsvektor o�ensi
htli
h dur
h� = siN ��i (6:122)zusammen. Diese Charakterisierung ist jedo
h nur ein Zwis
hens
hritt. Da bereits die l + 1Generatoren E0; Ei ganz g erzeugen, brau
ht man ni
ht die Wirkung auf Hi und F i, sondernnur auf Ei und E0 spezi�zieren, letztere dur
h�E0 = e2�is0=N : (6:123)
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 konnte zeigen, wel
he Wahlen von s =(si)li=1 zu in�aquivalenten inneren Automorphismenf�uhren und so alle inneren Automorphismen klassi�zieren [150℄. De�niert man den Twist dur
heinen Vers
hiebungsvektor, so ist s0 dur
hs0N = �0 � Æ (6:124)festgelegt. Man kann f�ur jedes in�aquivalente s{Tupel einen Vers
hiebungsvektor �nden.Ein Vorteil der Vers
hiebungs- gegen�uber der kanonis
hen Realisierung ist, da� die Basis-vektoren von g die Twist{Eigenr�aume aufspannen:g0 = hfHi; E�ji = 1; � � � ; l; � 2 �; � � Æ 2 Zgi; (6:125)g1 = hfE�j� � Æ 2 Z + 1N gi (6:126)und gm = hfE�j� � Æ 2 Z + mN gi; m = 2; . . . ; N � 1: (6:127)Insbesondere kann die invariante Unteralgebra g0 direkt angeben werden. Man sieht z.B. sofort,da� jeder innere Automorphismus immer mindestens eine u(1)l invariant l�a�t und da� folgli
hg0 immer den glei
hen Rang wie g hat. Es gibt �ubrigens au
h eine diagrammatis
he Charakete-risierung von g0: Tr�agt man die KoeÆzienten s in das erweiterte Dynkin{Diagramm von g einund strei
ht alle Punkte mit si 6= 0, so erh�alt man das Dynkin{Diagramm des halbeinfa
henTeils von g0.Die Ka
s
he Klassi�zierung der inneren Automorphismen kann mit der der �au�eren zu einerAussage zusammengefa�t werden [150℄:Satz 6.4.1 [Ka
s
her Klassi�kationssatz f�ur Lie{Algebra{Automorphismen℄ Jeder Automorphismuskann dur
h Konjugation auf die Form � =  � exp(ad(H)) (6:128)gebra
ht werden. Dabei ist  � der dem Diagrammautomorphismus � 2 R=W zugeordnete �au�ereAutomorphismus von g, H 2 h ein Element der Cartan{Subalgebra und ad steht f�ur die adjungierteDarstellung. Es sei k = 1; 2 oder 3 die minimale Zahl, so da� �k ein innerer Automorphismus ist,w�ahrend s = (s0; . . . ; sl) die Eigenwerte auf den Wurzelr�aumen 
harakterisiere. Jeder Automor-phismus � = �s;k ist dur
h seine Eigenwerte auf den Eigenr�aumen g�i und g��H und die Potenzk eindeutig festgelegt. Einen ni
ht redundanten Satz von Repr�asentanten der Konjugationsklassenvon Aut(g) der Ordnung N erh�alt man, indem man auf jede m�ogli
he Weise Zahlen si positiv undteilerfremd und so w�ahlt, da� k lXi=0 kisi = N (6:129)gilt. Zwei Automorphismen �s;k und �s0 ;k0 sind genau dann konjugiert, wenn k = k0 gilt und eseinen Diagramm{Automorphismus von g gibt, der das Tupel s auf das Tupel s0 abbildet.6.4.2 Reinterpretation von speziellen Orbifolds als ToriAus dem Klassi�kationstheorem folgt insbesondere, da� jeder dur
h einen Weyltwist de�nierteinnere Automorphismus in die Vers
hiebungsvektorform �uberf�uhrt werden kann. Dies ges
hiehtdur
h eine BasistransformationHi; E� =) H0i; E0�; i = 1; . . . ; l; � 2 �; (6:130)bei der im allgemeinen ein gestri
hener Generator eine Linearkombination aus beiden Artenvon ungestri
henen Generatoren ist [78℄, [79℄, [81℄. Mit anderen Worten wird die Cartan{Subalgebra bei der Transformation mit Wurzelr�aumen gemis
ht. Die kanonis
he Realisierungvon inneren Automorphismen entspri
ht der Drehungsrealisierung eines Orbifold{Twists, falls



142 KAPITEL 6. ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGENdas Impulsgitter ein Lie{Algebra{Gitter und der Twist ein Element der Weyl{Gruppe ist. EinUnters
hied in der Notation ergibt si
h, wenn der Twist im Ortsraum de�niert wird, da er dannauf den Feldern X, d.h. auf der Cartan{Subalgebra (bzw. auf einer Darstellung derselben)de�niert ist, statt auf deren Dualraum, wie in der mathematis
hen Literatur �ubli
h. Diesf�uhrt dazu, da� die Zust�ande der Stringtheorie mit ��1 statt mit � transformieren (verglei
he(6.115), (6.116) mit (6.46) ); die Konstruktionen sind sozusagen dual zueinander.X! �X) jki ! j��1ki; (6:131)denn jki = eik�X(0)j0i: (6:132)Die Basistransformation der Lie{Algebra (6.130) entspri
ht einer Basistransformation derdarstellenden Vertexoperatoren�Xi; exp (ik �X)! �X 0i; exp (ik �X0) ; i = 1; . . . ; l; � 2 �; (6:133)die den Automorphismus auf dem Fo
kraum in die Vers
hiebungsvektorform bringt. Da beider Transformation die �Xi mit den Exponentialfeldern gemis
ht werden, handelt es si
h dabeini
ht um eine Basistransformation im Ortsraum.In der neuen Basis operiert der Automorphismus dur
h Vers
hiebungen statt dur
h Dre-hungen [79℄: X! �X !X0 ! X0 + 2��: (6:134)In beiden F�allen m�ussen die getwisteten Sektoren ber�u
ksi
htigt werden, um die modulare Inva-rianz zu gew�ahrleisten. In der neuen Basis sind die getwisteten Randbedingungen modi�ziertetoroidale Randbedingungen, d.h. es ergeben si
h Identi�zierungen zwis
hen Kompakti�zierun-gen auf Tori mit sol
hen auf toroidalen Orbifolds [79℄:X(e2�iz) = �mX(z) ! X0(e2�iz) = X(z) + 2�m�: (6:135)Die Bestimmung des Impulsgitters �0 der toroidalen Realisierung ges
hieht na
h dem Musterder Konstruktion des Orbifold{Hilbertraumes: Die Projektion auf invariante Zust�ande unterdem Automorphismus entspri
ht der Projektion�! �0 = fv 2 � : v � � 2 Zg (6:136)Dur
h Ber�u
ksi
htigung der getwisteten Sektoren erh�alt man insgesamt�0 = N�1Xn=0 �0 + n�: (6:137)Diese Konstruktion ist wie angek�undigt mit der fr�uher vorgestellten Vers
hiebungsvektor{Konstruktion identis
h.Unsere �Uberlegungen k�onnen au
h auf den Fall verallgemeinert werden, da� der Twist nurauf einem Teil des Impulsgitters als Weyl{Automorphismus realisiert ist. Die oben bes
hriebeneBasis{Transformation kann dann nur auf den entspre
henden Teil des Hilbertraumes angewandtwerden. Die Orbifold{Randbedingungen k�onnen in ein Gemis
h von Orbifold- und toroidalenRandbedingungen umgewandelt werden, wobei die Dimension des Torus dur
h den Rang derWeyl{getwisteten Lie{Algebra gegeben ist12 [79℄, [78℄:Od ! Tl �Od�l: (6:138)Damit ergeben si
h einige wi
htige Folgerungen in Bezug auf toroidale und Orbifoldkom-pakti�zierungen in der Stringtheorie:12Es ist wi
htig, die Projektion auf invariante Zust�ande im Gesamt{Hilbertraum dur
hzuf�uhren: Tut mandies f�ur den Torus- und den Orbifold{Sektor separat �ubersieht man unter Umst�anden invariante Zust�ande, dief�ur die modulare Invarianz unverzi
htbar sind.
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hst folgt, da� das Twisten eines beliebigen Narain{Modells mit einer reinen Ver-s
hiebung wieder ein Narain{Modell ergibt. Um die RZ{Supersymmetrie zu reduzierenund den Rang der Ei
hgruppe von 22 auf h�o
hstens 16 zu reduzieren, w�ahlt man denTwist im Kompakti�zierungssektor als Drehung. Bei Modellen ohne Wilsonlinien ist dasImpulsgitter von der Form �16��6;6. Da �16 immer ein Lie{Algebra{Gitter ist, kann derEi
htwist auf �aquivalenteWeise als Gitterautomorphismus oder als Vers
hiebung realisiertwerden. Die Vers
hiebungsrealisierung ist wesentli
h einfa
her und wird daher bevorzugt.Weiterhin gibt es im Moduliraum kritis
he Punkte, an denen der Rang der Ei
hgruppesi
h auf 22 erh�oht. Wenn �6;6 ein Lie{Algebra Gitter ist, kann au
h hier der Twist alsVers
hiebung realisiert werden. Diese multikritis
hen Orbifolds besitzen aber im allgemei-nen keine N=4 RZ{Supersymmetrie und sind daher ni
ht �aquivalent zu Narain{Modellen.Zum Teil k�onnen sie dur
h sogenannte kovariante Gitter bes
hrieben werden.� Die kovarianten Gitter [58℄ de�nieren eine Klasse von Gittermodellen, die das Narain{Modell auf algebrais
he Weise verallgemeinern. Sie ma
hen von der in zweidimensio-nalen Feldtheorien m�ogli
hen Bosonisierung von Fermionen Gebrau
h. Bosonisiert mandie se
hs internen WF{Fermionen, so erh�alt man ein vergr�o�ertes Impulsgitter der Form�22;9. Dieses wird aus te
hnis
hen Gr�unden in ein Gitter der Form �22;14 eingebettet,das als kovariantes Gitter bezei
hnet wird. Dur
h Anwendung der Vers
hiebungsvektor{Methode erh�alt man Modelle, die keine toroidalen Kompakti�zierungen mehr sind, da dieje 6 internen WF{Bosonen und -Fermionen jetzt dur
h 9 ni
ht mehr zur�u
k�ubersetzbareWF{Bosonen ersetzt sind. Die f�ur die Konsistenz der Stringtheorie unaufgebbare (0,1){WF{Supersymmetrie kann au
h mit den 9 WF{Bosonen realisiert werden. Dur
h kovari-ante Gitter de�nierte Modelle haben zwar Ei
hgruppen mit maximalemRang 22, aber dieRZ{Supersymmetrie kann auf N = 0; 1; 2 reduziert werden, und es sind 
hirale Fermionfa-milien m�ogli
h. S
hellekens und Warner haben Argumente daf�ur angegeben, da� alle ko-varianten Gitter Modelle mit N � 1 RZ{Supersymmetrie zu Rang{22{Orbifoldmodellen�aquivalent sind [81℄. Dabei kann jedem kovarianten Gitter ein Narain{Gitter und einWeyltwist im Kompakti�zierungssektor zugeordnet werden. Ein explizites Beispiel f�urdie �Aquivalenz eines mulitkritis
hen Z3{Orbifolds mit einem kovarianten Gitter Modell�ndet man in [59℄. F�ur die Einbettung in den Orbifold{Moduliraum w�are es n�utzli
h,die Werte der Hintergrundfelder im Narain{Modell und damit im dur
h den Twist ent-stehenden Orbifoldmodell zu kennen. Dieser zweite Teil des Einbettungsproblems wirddur
h meinen Formalismus f�ur die Hintergrundfelder partiell gel�ost. N�otig w�are no
h einAlgorithmus, der Vers
hiebungsvektoren in Hintergrundfelder �ubersetzt.� Au
h bei Orbifoldmodellenmit ni
htmaximalemRang kann die �Aquivalenz der Rotations-und der Vers
hiebungsrealisierung von Lie{Algebra{Automorphismen ausgenutzt werden.Sobald nur ein Teilgitter ein Lie{Algebra{Gitter und der Twist ein Gitterautomorphismusist, kann der Twist im entspre
henden Sektor dur
h Vers
hiebungen realisiert werden, diesi
h einfa
her behandeln lassen. Oben hatten wir den Ei
hsektor bei vers
hwindendenWilsonlinien als Beispiel.� Die �Aquivalenz von Stringkompakti�zierungen auf vers
hiedenen internen R�aumen mit-einander und mit vierdimensionalen Stringtheorien die rein algebrais
h de�niert sind, istein weiteres Indiz daf�ur, da� der (empiris
he) Raumbegri� der Stringtheorie ein ande-rer als der klassis
he ist. Es ist bemerkenswert, da� R�aume mit vers
hiedener Topologieidenti�ziert werden k�onnen. Viellei
ht kann die volle Stringtheorie au
h �Anderungen derTopologie bes
hreiben, ein Problem, da� f�ur die Quantengravitation wesentli
h ist undzum Beispiel im Rahmen der Geometrodynamik ni
ht gel�ost werden konnte [114℄.� Die �Aquivalenz beider Konstruktionen von Automorphismen ist au
h f�ur die Aufkl�arungder globalen Geometrie des Moduliraums wi
htig. Punkte erh�ohter Symmetrie, die dur
hzwei im allgemeinen in�aquivalente Twists errei
ht werden k�onnen, sind Kandidaten f�urS
hnittpunkte zwis
hen vers
hiedenen Theories
haren [42℄.
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{Moody{AlgebrenDur
h 
hirale Skalarfelder X(z), die getwisteten Randbedingungen gen�ugen, k�onnenVertexoperator{Darstellungen getwisteter Ka
{Moody{Algebren konstruiert werden. In derLiteratur wurde das von Lepowski [152℄ sowie von Ka
 und Peterson [151℄ und in einer mehr ander Physik orientierten Formulierung von Alts
h�uler et alt. [7℄ und von Sorba und Toresani [87℄im Rahmen der Drehungsrealisierung dur
hgef�uhrt. In Anlehnung an das Bu
h von Ka
 ist f�urinnere Automorphismen eine wesentli
he einfa
here Realisierung dur
h Vers
hiebungsvektorenm�ogli
h, die aber in der mir bekannten Literatur nirgends ausgef�uhrt wurde, und die i
h daheran dieser Stelle pr�asentieren m�o
hte.Wir betra
hten zun�a
hst die Frenkel{Ka
{Realisierung der Ka
{Moody{Algebra bg dur
h
hirale Skalarfelder X(z) mit den RandbedingungenX(ze2�i) = X(z) mod 2��W (g): (6:139)Die Generatoren der Ka
{Moody{Algebra sind die Laurent{KoeÆzienten der VertexoperatorenHi(z); e��X(z); i = 1; . . . ; l; l = rang(g); � 2 �: (6:140)Es sei nun � ein innerer Automorphismus von g mit Standard{Vers
hiebungsvektor �. DieFelder sollen jetzt den modi�zierten toroidalen RandbedingungenX(ze2�i) = X(z) � 2�� mod 2��W (6:141)gen�ugen. F�ur die Vertexoperatoren folgt:Hi(ze2�i) = Hi(z) und ei��X(ze2�i) = ei�i�X(z)e�2�i���: (6:142)Die Exponentialfelder mit � � � 62 Z sind ni
ht einwertig, aber das kann dur
h die gebro
henez{Potenz z��� kompensiert werden. Die IntegraleH�m = I dz2�i zmi� � �X(z) (6:143)und E�n+��� = I dz2�i znz���ei��X(z)
� (6:144)sind daher wohlde�niert. Mit Hilfe der Kurvenintegral{Methode erh�alt man dieVertaus
hungsrelationen13 [H�m;H�n ℄ = 0; (6:145)[H�m; E�n+���℄ = (� � �)E�m+n+���; (6:146)[E�m+���; E�n+���℄ = 8>>><>>>: H�m+n +mÆm+n;0; falls � � � = �2;�(�; �)E�+�m+n+(�+�)��; falls � � � = �1;0; sonst: (6:147)Aufgrund der Eigens
haften von Wurzelsystemen und der Wahl von � als minimal und domi-nant, k�onnen alle Generatoren dur
h Kommutatoren der Chevalley{GeneratorenHi = H�i0 + si1; (6:148)Ei = E�isi=N ; F i = E��i�si=N ; (6:149)13Diese Vertaus
hungsrelationen tau
hen in vers
hiedenen Arbeiten auf, z.B. in [40℄, allerdings ohne da� eineRealisierung dur
h Vertexoperatoren angegeben wird. Die Charakterisierung dur
h Chevalley{Generatoren undder genaue Zusammenhange mit Typ{s{Graduierungen wird meines Wissens nur von Ka
 [150℄ bes
hrieben.
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hst erh�alt man alle Generatoren E���� dur
h Kommutatorender Ei; Fi mit i = 1; . . . ; l. Mit Hilfe der Operatoren E0 und F0 k�onnen dann die Wurzelgene-ratoren E�m+���, m 2 Z gebildet werden. Als Beispiel konstruiere i
h E��i�si=N+1, i 6= 0. Manbea
hte, da� �0 = ��H = � lXi=1 ki�i! (6:150)und Xi=0 kisi = N; mit k0 = 1 (6:151)ist. Daher ist lYj=1(ad(E�jsj=N ))kj�ÆijE�0s0=N (6:152)proportional zu E��i1N (s0+Plj=1 kjsj�si) = E��i1�si=N : (6:153)Analog erh�alt man alle E�m+��� und dur
h Kommutatoren der Wurzelgeneratoren die restli
henGeneratoren Him.Die Chevalley{Generatoren erf�ullen die Vertaus
hungsrelationen[Ei; F j℄ = Æij(H�i0 + si1) = ÆijHi (6:154)und [Hi; Ej℄ = CijEj ; [Hi; F j℄ = �CijF j; (6:155)f�ur i = 0; . . . ; l wobei Cij die Cartan{Matrix der aÆnen ungetwisteten Ka
{Moody{Algebra bgist. Aus dem in Anhang B angegebenen Kriterium (B.2.3) folgt14, da� die soeben konstruiertegetwistete Ka
{Moody{Algebra bg� isomorph zur ungetwisteten ist:bg� ' bg ' g[1℄: (6:156)Trotz der Isomorphie gibt es mathematis
he und physikalis
he Unters
hiede zwis
hen die-sen beiden Ka
{Moody{Algebren, die si
h zeigen, wenn wir die Virasoro{Algebra hinzuneh-men. Aus den OPE des Energie{Impuls{Tensors T (z) folgen dur
h Kurvenintegrale die Ver-taus
hungsrelationen [Lm;Hin℄ = �nHin+m; (6:157)[Lm; E�n+���℄ = �(n+ � � �)E�m+n+���: (6:158)Die in der jeweiligen Theorie realisierte Symmetrie{Algebra ist diejenige Unteralgebra, die mitder Virasoro vertaus
ht, also die Grad{0{Unteralgebra, und das ist in der ungetwisteten Theorieg, aber in der getwisteten nur die Twist{invarianten Unteralgebra g0.Dieser Unters
hied kann au
h mathematis
h gefa�t werden: bg und bg� sind isomorph, aberauf vers
hiedene Weise graduiert. Die normierte Derivation d der getwisteten Ka
{Moody{Algebra ist d = �NL0: (6:159)Aus den Vertaus
hungsrelationen mit den anderen Generatoren[d;Hi℄ = 0; [d;Ei℄ = siEi; [d; F i℄ = �siF i; (6:160)folgt, da� hier eine Darstellung der Typ s{Realisierung bg(s) von g[1℄ vorliegt (siehe B.2.4). Daszentrale Element k wird wieder dur
h den 1{Operator dargestellt.14Die "Abbru
hrelationen\ f�ur dieWurzelgeneratoren folgen unmittelbaraus der Geometriedes Wurzelsystemsund der daraus resultierenden Struktur der OPE.
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hte, da� der Darstellungsraum der getwisteten Ka
{Moody{ Algebra ni
ht derphysikalis
he Hilbertraum ist, da ni
ht alle Generatoren Twist{invariant sind und nur die Grad{0{Unteralgebra mit der Virasoro{Algebra kommutiert. Die letztere Eigens
haft teilt sie mit derungetwisteten Ka
{Moody{Algebra der normalen Frenkel{Ka
{Konstruktion. Beide Algebrensind ni
ht Symmetrien sondern erweiterte 
hirale Algebren, die die Anzahl der unabh�angigenKorrelationsfunktionen reduzieren und die Bere
hnungen der restli
hen vereinfa
hen und invielen F�allen erst erm�ogli
hen. In unserem Fall k�onnte man einwenden, da� eine freie Theorieau
h gel�ost werden kann, ohne diese algebrais
hen Strukturen zu bea
hten. Der umgekehrteStandpunkt ist fru
htbarer: Es ist die zus�atzli
he Symmetrie, die eine Realisierung dur
h freieFelder m�ogli
h ma
ht. Deformiert man das Gitter in�nitesimal, so da� es kein Lie{Algebra{Gitter mehr ist, so kann der Twist nur als Drehung realisiert werden. Der Re
henaufwandist dann wesentli
h gr�o�er. Au�erdem werden die Grundzust�ande der getwisteten Sektorendur
h Twistfelder erzeugt, die im allgemeinen keine freien Felder sind. Zwar k�onnen au
h dieTwistfeld{Korrelatoren no
h exakt gel�ost werden, bereiten aber viel M�uhe [55℄. Au�erdem istzu bedenken, da� die in letzter Zeit gema
hten Forts
hritte in der konformen Feldtheorie ausder Einsi
ht in algebrais
he Strukturen resultieren. F�ur die Entde
kung von Strukturen und dieEntwi
klung von Methoden eigenen si
h einfa
he, gel�oste oder "triviale\ Theorien o�ensi
htli
hbesser, als komplizierte und bisher ni
ht l�osbare.6.5 Orbifold{Kompakti�zierungen mit Wilsonlinien:Bestandsaufnahme und o�ene FragenAlle bisherigen �Uberlegungen mit Ausnahme der in Kapitel 6.4 angestellten und insbeson-dere die vorgestellten Beispiele bezogen si
h auf Orbifold{Modelle ohne Wilsonlinien. Dur
hdie Hinzunahme von Wilsonlinien wird die Handhabung von Orbifold{Modellen (im Fall derDrehungs{Realisierung) wesentli
h aufwendiger und komplizierter. I
h referiere im Folgendendie wi
htigsten Resultate der bisherigen Literatur [51℄, [50℄, [48℄, um auf die o�en bleiben-den Fragen hinzuweisen. Im n�a
hsten Kapitel werde i
h �uber die Ergebnisse meiner eigenenUntersu
hungen zu einigen dieser Fragen beri
hten.Bereits fr�uher wurde ausgef�uhrt, da� der Twist im Kompakti�zierungssektor immer als Dre-hung realisiert wird, um den Rang der Ei
hgruppe und die Zahl der RZ{Supersymmetrien zureduzieren. In den meisten Arbeiten, und insbesondere in den Arbeiten, in denen Spektrenoder Kopplungen von Orbifold{Modellen systematis
h untersu
ht werden, wird der Twist imEi
hsektor als Vers
hiebung realisiert. Dies hat auss
hlie�li
h pragmatis
he Gr�unde, da derArbeitsaufwand sonst wesentli
h gr�o�er w�are [48℄. Da aber nur das Ausdividieren von Dre-hungen gegen�uber dem Narain{Modell neue E�ekte hervorbringt, handelt es si
h eigentli
h umeine Hybrid{Konstruktion aus Orbifold und toroidaler Kompakti�zierung, die nur ganz speziellePunkte im Orbifold{Moduliraum errei
hen kann. Der Einbau von Wilsonlinien in diese Modellekann so interpretiert werden, da� die se
hsdimensionale Translationsgruppe in die se
hszehndi-mensionale Translationsgruppe und dadur
h mittelbar in den maximalen Torus der Ei
hgruppeeingebettet wird [51℄: i : (1; ei)! (1;Ai)! Ai: (6:161)Zusammen mit der Einbettung der Ortsraumtwistgruppe15 wird so die se
hsdimensionaleRaumgruppe in die Ei
hgruppe eingebettet:(�;0)! (1;v)! v: (6:162)Die Wilsonlinien wirken in dieser Formulierung wie zus�atzli
he Vers
hiebungsvektoren. Da derTwist von N{ter Ordnung sein soll, folgt [48℄:NAi 2 �16 Nv 2 �16: (6:163)15Die Vers
hiebungs{Realisierung des Twistes setzt nat�urli
h mindestens voraus, da� die Punktgruppe abels
hist. Wir betra
hten hier aber nur Modelle, bei denen die Twistgruppe sogar zyklis
h ist.



ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGEN 147Daraus folgt, da� f�ur die Wilsonlinien nur diskrete Werte erlaubt sind. Eine weitere Konsi-stenzbedingung ist, da� Twist und Einbettung kommutieren m�ussen [48℄:ei i! Ai =: Aei# #�ei i! A�ei != �Ai (6:164)Weil die Wilsonlinien ni
ht mehr unabh�angig gew�ahlt werden d�urfen, verringert si
h die Zahlder frei w�ahlbaren Parameter.Da die Wilsonlinien wie zus�atzli
he Vers
hiebungsvektoren wirken, ergeben si
h zus�atzli
heProjektionen, die die Ei
hgruppe bre
hen, ohne den Rang erniedrigen zu k�onnen. In den getwi-steten Sektoren wird die Entartung der Fixpunkte aufgehoben: Das Spektrum der angeregtenZust�ande ist jetzt in jedem Fixpunktsektor gesondert zu bestimmen [50℄.Insgesamt kann dur
h die Hinzunahme von Wilsonlinien das Spektrum eines Orbifoldmo-dells, innerhalb der bes
hriebenen Grenzen, dem des Standard{Modells weiter angen�ahertwerden [48℄. Die Grenzen des Verfahrens r�uhren o�enbar daher, da� die Wilsonlinien erstna
htr�agli
h, sozusagen als zus�atzli
he Ei
htwists eingef�uhrt werden. Nat�urli
her w�are der um-gekehrte Weg, bei dem man einen beliebigen Punkt, oder einen ganzen Unterraum des Narain{Moduliraumes betra
htet, und dann fragt, wel
he Twists mit den realisierten Hintergrund-feldern vertr�agli
h sind. Diese Vorgehensweise ist bei Verwendung der Drehungsrealisierungm�ogli
h und wird sp�ater zu Grunde gelegt werden.Die Drehungsrealisierung eines Ei
htwistes ist, solange keine Wilsonlinien zugelassen wer-den, aufgrund des Ka
s
hen Theorems mit der Vers
hiebungsrealisierung �aquivalent. Die Un-ters
hiede ma
hen si
h bemerkbar, sobald Wilsonlinien hinzutreten. Diesmal wird dur
h(�;0)! (�;0); (1; ei)! (1;Ai) (6:165)die se
hsdimensionale Raumgruppe in die se
hszehndimensionale eingebettet [48℄, [50℄. Selbstbei abels
hen Punktgruppen ist die Raumgruppe im allgemeinen ni
ht abels
h, und der Rangder Ei
hgruppe sinkt. In diesem Formalismus sind au
h kontinuierli
he Wilsonlinien m�ogli
h.Genauer gesagt, darf der unter dem Twist ni
ht invariante Teil einer Wilsonlinie kontinuierli
hvariiert werden, w�ahrend der invariante Teil diskret ist [48℄. Als weitere Verallgemeinerungkann man die Konstruktion asymmetris
her Orbifolds ansehen [68℄. Da hier ein beliebigesNarain{Gitter der Ausgangspunkt sein darf, treten implizit au
h Wilsonlinien auf.F�ur die systematis
he Untersu
hung von Modellen mit Hintergrundfeldern ist vor allemwi
htig,� wel
he Hintergrundfelder mit einem gegebenen Twist vertr�agli
h sind,� wieviele unabh�angige Parameter (Hintergrundfelder) ein Orbifoldmodell 
harakterisierenund wel
he davon kontinuierli
h, wel
he nur diskret variiert werden d�urfen,� wie die Ei
hgruppe von den Hintergrundfeldern abh�angt.Diese Fragen werden in der bisherigen Literatur ni
ht vollst�andig gel�ost. In [48℄ wird dasProblem, wel
he Hintergrundfelder mit einem gegebenen Twist vertr�agli
h sind f�ur alle obenerw�ahnten Typen von Orbifolds systematis
h angegangen. Die dort gefundenen Konsistenzbe-dingungen werden jedo
h ni
ht bis zu dem Punkt ausgewertet, an dem f�ur die Zahl der Modulieine ges
hlossene Formel angegeben werden oder die Konsistenzbedingungen in au
h intuitiveinleu
htende geometris
he Aussagen �ubersetzt werden k�onnen16. Die Idee, die Konsistenz-bedingungen zwis
hen Twist und Hintergrundfeldern mittels einer Basis des Impulsgitters zuformulieren, habe i
h �ubernommen, insbesondere weil sie si
h ja au
h bei der Behandlung vonWilsonlinien im Narain{Modell bew�ahrt hat.16Dies mag daran liegen, da� die Konstruktion, f�ur die i
h weitergehende Resultate vorlegen werde, zwarerw�ahnt, aber ni
ht explizit dur
hgere
hnet wurde.



148 KAPITEL 6. ORBIFOLD{KOMPAKTIFIZIERUNGENF�ur den Fall symmetris
her bosonis
her ZN{Orbifolds bzw. heterotis
her Orbifolds ohneWilsonlinien wurden die mit einem gegebenen Twist vertr�agli
hen Hintergrundfelder in [28℄bestimmt. Insbesondere k�onnen Formeln f�ur die Dimension des Moduliraumes angegeben wer-den. I
h werde im n�a
hsten Kapitel zeigen, wie diese Resultate auf Orbifolds mit Wilsonlinienverallgemeinert werden k�onnen.



Kapitel 7Symmetris
he Orbifolds mitkontinuierli
henHintergrundfeldernIn diesem Kaptitel soll die Frage gekl�art werden, wel
hes die allgemeinsten Hintergrundfeldersind, die mit einem gegebenen symmetris
hen Twist vertr�agli
h sind. Der Twist wird dabei imEi
hsektor ebenfalls als Drehung realisiert werden.Zun�a
hst sei � das se
hsdimensionale Ortsraumgitter und �16 eines der beiden euklidis
hen,geraden selbstdualen Gitter der Dimension 16. I
h bes
hr�anke mi
h auf ZN{Orbifolds und w�ahlezwei Drehungen, den Ortsraumtwist � 2 O(6), der den Orbifold, auf dem kompakti�ziert wird,de�niert und den Ei
htwist �0 2 O(16); beide sollen von der Ordnung N sein. Die Wirkung desTwistes auf die Basisvektoren ei, e�i und eA, i = 1; . . . ; 6, A = 1; . . . ; 16 von �, �� und �16kann dur
h Matrizen bes
hrieben werden:� : 8>>><>>>: ei ! �ei = � ji ej;e�i ! �e�i = �ije�j;eA ! �0eA = � BA eB: (7:1)Da die ei im allgemeinen keine Orthonormalbasis bilden, sind die Matrizen (� ji ) und (�ij) (i.a.)ni
ht orthogonal, obwohl die dur
h sie bes
hriebene Abbildung es ist.Das zu twistende Narain{Modell ist dur
h sein Impulsgitter �22;6 eindeutig 
harakterisiert.Dieses kann wiederum dur
h seine Basis spezi�ziert werden. Eine besonders zwe
km�a�ige Wahlist wie fr�uher die folgende: ki = �0; 12e�i; 12e�i� ; (7:2)ki = �Ai; 2ei +Dij 12e�j ;Dij 12e�j� ; (7:3)lA = �eA;�(eA �Ak)12e�k;�(eA �Ak)12e�k� ; (7:4)mit Dij = 2�Bij � Gij � 14(Ai �Aj)� : (7:5)Damit dur
h das Twisten dieses Narain{Modells wieder ein konsistentes Modell entsteht, mu�der Twist eine Symmetrie des Hilbertraumes sein, d.h. Zust�ande auf Zust�ande abbilden. Imvorliegenden Fall hei�t das, da� die dur
h � und �0 induzierte Isometrie ein Automorphismus149



150 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSdes Impulsgitters sein mu�. Die si
h daraus ergebenden Bedingungen an die Hintergrundfel-der sollen im folgenden ausgearbeitet werden. Zuglei
h soll die Matrix des Narain{Twistes �bez�ugli
h der Standardbasis dur
h den Ortsraum{ und den Ei
htwist sowie die Hintergrundfel-der ausgedr�u
kt werden.7.1 Bestimmung der Konsistenzbedingungen7.1.1 Untersu
hung der Basisvektoren kiEine M�ogli
hkeit, die Konsistenz von Twist und Hintergrundfeldern si
herzustellen, ist die For-derung, da� das Bild jedes Basisvektors von �22;6 unter dem Twist � wieder ein Gittervektor,also eine ganzzahlige Linearkombination von Gittervektoren ist. Angewendet auf die Basisvek-toren ki ergibt si
h: �ki = �0; 12�ije�j; 12�ije�j� (7:6)!= M ijkj +M ijkj +M iAlA;mitM ij, M ij, M iA 2 Z. Aus der Gestalt der Basisvektoren folgt sofort:M ij = �ij ; M ij = 0; M iA = 0: (7:7)Die Ganzzahligkeit der Matrix �ij impliziert, da� � ein Automorphismus von (�� und damit von)� sein mu�. Die geometris
he Bedeutung dieser Bedingung ist o�ensi
htli
h: Der Ortsraumtwistmu� eine Symmetrie des Ortsraumtorus sein, um einen wohlde�nierten Orbitraum zu de�nieren.Um die Konsistenzglei
hung � 2 Aut(�) (7:8)in eine Bedingung an die Hintergrundfelder umzuwandeln, verwendet man die De�nition derGittermetrik Gij und da� � isometris
h ist:Gij = ei � ej = �ei � �ej = � li � kj Glk: (7:9)Die Matrizen (� ji ) und (�ij) erf�ullen eine verallgemeinerte Orthogonalit�atsrelation:Æij = e�i � ej = �il� kj e�l � ek = �ik� kj : (7:10)Dur
h Kombinieren der beiden letzten Glei
hungen ergibt si
h die gesu
hte Konsistenzbedin-gung zwis
hen Twist und Hintergrundfeld:Gij�jk � � ji Gjk = 0: (7:11)Umgekehrt folgt aus (7.11), da� � eine orthogonale Abbildung ist. Zusammen mit der Ganzzah-ligkeit der Matrizen folgt dann, da� � ein Gitterautomorphismus von � und �� ist. Etwas laxausgedr�u
kt m�ussen der Ortsraumtwist und die Metrik kommutieren. (Diese Aussage ist genaudann bu
hst�abli
h wahr, wenn man die Glei
hung auf ein orthonormales Koordinatensystembezieht. Siehe au
h Abs
hnitt 7.2.2.)7.1.2 Untersu
hung der Basisvektoren kiF�ur den zweiten Satz von Basisvektoren mu� die folgende Glei
hung gelten:�ki = ��0Ai; 2� ji ej + 12Dij�jke�k; 12Dij�jke�k� (7:12)!= Mijkj +M ji kj +M Ai lA;



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 151mit Mij , M ji , M Ai 2 Z. Dur
h Einsetzen der De�nition der Basisvektoren erh�alt man dreiGlei
hungen, eine f�ur die ersten 16 Komponenten und je eine f�ur die beiden folgenden Se
hser-gruppen. Die Di�erenz der zweiten und dritten Glei
hung lautet:2� ji ej = 2M ji ej: (7:13)Da die ei linear unabh�angig sind, folgt � ji = M ji ; (7:14)und dies ist �aquivalent zu der bereits oben gefundenen Bedingung � 2 Aut(�). Unter Ber�u
k-si
htigung dieser Beziehung nehmen die erste und die dritte Glei
hung die folgende Gestaltan: �0Ai = � ji Aj +M Ai eA; (7:15)Dij�jk � � ji Djk = Mik �M Ai (eA �Ak): (7:16)Damit sind zwei neue Konsistenzbedingungen gefunden: Die Wilsonlinien m�ussen unter demEi
htwist bis auf einen Vektor aus �16 genau so transformieren wie die ihnen zugeordnetenBasisvektoren des Ortsraumgitters unter dem Ortsraumtwist. Dies bes
hreibt die Einbettungder se
hsdimensionalen Translationsgruppe in die se
hszehndimensionale Raumgruppe, bzw. indie Ei
hgruppe. Zweitens erf�ullen die D{Matrix und der Twist eine verallgemeinerte Vertau-s
hungsrelation (im oben eingef�uhrten Sinne), diesmal mit ni
htvers
hwindender re
hter Seite.Die weitere Untersu
hung der beiden neu gefundenen Konsistenzglei
hungen soll aufges
ho-ben werden, bis alle Konsistenzglei
hungen gefunden sind. Abs
hlie�end sollen sie aber no
hna
h den in ihnen implizit auftretenden M-Parametern aufgel�ost werden, um die Matrix desNarain{Twistes angeben zu k�onnen. Zur Bestimmung von M Ai benutzt man, da�eA � eB = GAB (7:17)die Metrik des Gitters �16 ist. Die Komponenten der inversen Matrix seien GAB. Die Glei
hung(7.15) kann dann aufgel�ost werden:M Ai = GAB �(�0Ai � � ji Aj) � eB� : (7:18)Setzt man dies in (7.16) ein, so erh�alt man au
h no
h Mik:Mik = Dij�jk � � ji Djk + (�0Ai � � ji Aj) �Ak: (7:19)7.1.3 Untersu
hung der Basisvektoren lAAls Konsistenzbedingung ergibt si
h diesmal�lA = ��0eA;�12(eA �Ai)�ije�j;�12(eA �Ai)�ije�j� (7:20)!= MAiki +M iAki +M BA lB;mitMAi, M iA, M BA 2 Z. Komponentenweise gelesen ergeben si
h wieder drei Glei
hungen. DieDi�erenz der zweiten und dritten Glei
hung lautet:0 =M iA2ei: (7:21)Aus der linearen Unabh�angigkeit der ei folgtM iA = 0: (7:22)Ber�u
ksi
htigt man dies, so erh�alt man aus der ersten Glei
hung�0eA = M BA eB ; (7:23)



152 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSd.h. der Ei
htwist �0 mu� ein Automorphismus von �16 sein. Mit (7.1) kann man au
hM BA = � BA (7:24)s
hreiben. Unter Ber�u
ksi
htigung der bisher gefundenen Resultate kann man die dritte Glei-
hung umformen: eA � (�0�1Aj �Ai�ij) = MAj : (7:25)Diese Glei
hung besagt, da� (�0�1Aj� Ai�ij) ein Vektor aus �16 sein mu�. Dies ist aber keineneue Bedingung, da sie aus (7.15) folgt, wenn man ber�u
ksi
htigt, da� mit �0 au
h �0�1 einAutomorphismus ist. Zum Beweis wendet man �0 N �2 mal auf Glei
hung (7.15) an und erh�alt�0N�1Ai � � ji � � �� kj| {z }N-1 FaktorenAk 2 �16: (7:26)Nun folgt aus �0N = 1; � ji � � �� kj| {z }N Faktoren = Æ ki (7:27)mit (7.10) da� �0N�1 = �0�1; � ji � � �� kj| {z }N-1 Faktoren = � ik (7:28)und damit �0�1Aj �Ai�ij 2 �16; (7:29)was aufgrund der Selbstdualit�at von �16 zu (7.25) �aquivalent ist.Damit sind alle M{KoeÆzienten bestimmt und alle Konsistenzbedingenen gefunden: DerOrtsraumtwist und der Ei
htwist m�ussen Automorphismen von � bzw �16 sein und es m�ussendie verallgemeinerte Einbettungsglei
hung (7.15) und die verallgemeinerte Vertaus
hungsrela-tion (7.16) zwis
hen Twist und D{Feld erf�ullt sein.7.2 Untersu
hung der Konsistenzglei
hungen7.2.1 Diskrete und kontinuierli
he WilsonlinienBei den in der Literatur behandelten Beispielen von Orbifolds, bei denen der Ei
htwist als Git-terautomorphismus realisiert wird, treten die oben gefundenen Konsistenzglei
hungen in einfa-
herer Form auf. Na
h dem Vorbild der Einbettung des Spinzusammenhanges (des se
hsdimen-sionalen kompakten Raumes) in den Ei
hzusammenhang, wie er bei den Calabi{Yau{Modellenauftritt, w�ahlt man ein zu � isomorphes Untergitter (oder zwei, was aus Dimensionsgr�undenau
h no
h m�ogli
h ist) und de�niert den Ei
htwist dadur
h, da� man auf diesem Untergitterden Ortsraumtwist operieren l�a�t. Dies wurde am Beispiel der Z3{Orbifolds in der Literaturer�ortert [50℄. Bei dieser Konstruktion transformieren die Wilsonlinien unter dem Ei
htwist ex-akt (ni
ht nur modulo Gittervektoren) so wie die ihnen zugeordneten Ri
htungen unter demOrtsraumtwist (Einbettung der Raumgruppe in die Ei
hgruppe):�0Ai = � ji Aj : (7:30)Dadur
h vereinfa
hen si
h die Glei
hungen f�ur die drei folgenden M{KoeÆzienten:M Ai =MAi = 0; (7:31)Mik = Dij�jk � � ji Djk: (7:32)Es stellt si
h jetzt die Frage, ob L�osungen der oben gefundenen allgemeineren Glei
hungenexistieren.



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 153Als ersten S
hritt zur Untersu
hung der inhomogenen Glei
hung (7.15) werden die Wilsonli-nien in einen invarianten und einen ni
ht invarianten Teil zerlegt. Da beide Teile in vers
hiede-nen Eigenr�aumen des Ei
htwistes liegen, ist diese Zerlegung orthogonal und direkt (eindeutig).Ai = bAi + eAi �0 eAi = eAi; (7:33)bAi � eAj = 0 8i; j: (7:34)Dur
h entspre
hende Zerlegung des inhomogenen TermsM Ai eA erh�alt man zwei Glei
hungen:�0 eAi = � ji eAj + evi; (7:35)�0 bAi = � ji bAj + bvi: (7:36)Eine weitere Vereinfa
hung kann errei
ht werden, wenn man annimmt, da� die Matrix desOrtsraumtwistes bez�ugli
h der Gitterbasis auf die folgende Form gebra
ht werden kann:(� ji ) = 0� � ba 00 Æ nm 1A ; (7:37)wobei � ba ni
ht den Eigenwert 1 besitzt. Diese Blo
kgestalt ist zwar bez�ugli
h einer Eigen-vektorbasis stets m�ogli
h, bez�ugli
h der Gitterbasis aber ni
ht immer. Dieser Spezialfall kannals Kompakti�zierung auf einem Produktraum aus einem Torus und einem Orbifold aufgefa�twerden. Aufgrund der Blo
kgestalt des Twistes zerfallen die beiden obigen Glei
hungen in vierentkoppelte Glei
hungen.1. Ni
ht invariante Wilsonlinie einer ni
ht invarianten Ri
htung:�0 bAa � � ba bAb = bva: (7:38)Die homogene Glei
hung (bva= 0) besitzt ein Kontinuum von L�osungen, wenn man denEi
htwist dur
h Einbettung de�niert.2. Invariante Wilsonline einer ni
ht invarianten Ri
htung:eAa � � ba eAb = eva: (7:39)Die linke Seite vers
hwindet nur, wenn alle eAa identis
h vers
hwinden, da � ba ni
ht denEigenwert 1 besitzt. Die homogene Glei
hung hat also nur die triviale L�osung. Darausfolgt, da� diese Art von Wilsonlinien nur diskrete Werte annehmen kann.3. Ni
ht invariante Wilsonlinie einer invarianten Ri
htung�0 bAm � bAm = bvm: (7:40)Au
h hier kann die linke Seite nur trivial vers
hwinden, denn bAm hat keinen invariantenAnteil. Diese Sorte von Wilsonlinien ist ebenfalls diskret.4. Invariante Wilsonlinien einer invarianten Ri
htung�0 eAm � eAm = 0 = evm: (7:41)Diese Art vonWilsonlinien ist also kontinuierli
h und dur
h den Twist ni
ht einges
hr�ankt,sondern beliebig w�ahlbar.



154 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSDamit ist eine Klasse von L�osungen der allgemeineren, inhomogenen Einbettungsglei
hung(7.15) gefunden. Glei
hzeitig wurde ermittelt, wann Wilsonlinien diskrete und wann kon-tinuierli
he Werte annehmen d�urfen. Diese L�osungen bes
hreiben die Situation in der derse
hsdimensionale Kompakti�zierungsraum das Produkt eines twistinvarianten Torus und ei-nes �xtorusfreien Orbifolds ist; dies ist ni
ht der allgemeine Fall. Die (ni
ht-)invarianten Teilevon Wilsonlinien von (ni
ht-)invarianten Ri
htungen k�onnen kontinuierli
h variiert werden; imFall 1 sind die Wilsonlinien dur
h die Einbettung voneinander abh�angig, was die Anzahl kon-tinuierli
her Parameter reduziert. Ihre genaue Anzahl soll sp�ater bestimmt werden. Fall 4 ent-spri
ht einer simplen toroidalen Kompakti�zierung. Daher sind die Wilsonlinien hier �uberhauptni
ht einges
hr�ankt. Au�erdem besteht die M�ogli
hkeit, sozusagen �uber Kreuz, ni
htinvarian-ten Ri
htungen invariante Wilsonlinien zuzuordnen und umgekehrt. In diesem Fall sind abernur diskrete Werte m�ogli
h. Die Bestimmung des Werteberei
hes soll als n�a
hstes erfolgen. Fall2 �ahnelt der Realisierung des Ei
htwistes dur
h Vers
hiebungsvektoren.Um den zul�assigen Werteberei
h f�ur die diskreten Wilsonlinien zu bestimmen, geht man vonder verallgemeinerten Einbettungsglei
hung (7.15) aus, die verlangt, da� si
h �0 Ai und � ji Ajnur dur
h eine Vektor aus �16 unters
heiden d�urfen. Dies kann au
h so ausgedr�u
kte werden:eA � (�0Ai � � ji Aj) 2 Z 8A: (7:42)Dur
h Zerlegung in den invarianten und den ni
ht invarianten Anteil folgt daraus f�ur Wilson-linien ni
htinvarianter Ri
htungen:eA � (�0 bAa + eAa � � ba ( bAb + eAb)) 2 Z 8A; a: (7:43)Analoge Glei
hungen gelten f�ur die Potenzen �0n, n= 1; . . . ; N des Twistes. Als n�a
hstes benutztman, da� die Summe der ersten N Potenzen das N{fa
he des Projektors auf den 1{Eigenraumist 1N NXn=1 �0n = �(1): (7:44)Das glei
he gilt f�ur die Matrix (� ba ). Da sie aber na
h Voraussetzung keinen Eigenwert 1 besitztgilt: � ba + � 
a � b
 + � � � � 
a � � � � bd| {z }N Faktoren = 0: (7:45)Dur
h Addition der Glei
hungen f�ur alle Twistpotenzen ergibt si
h daher:eA �N eAa 2 Z 8A; a: (7:46)Da eAa au�erdem twistinvariant ist, folgt:eAa 2 1N I�16 ; (7:47)wobei I�16 , da� invariante Untergitter von �16 ist.Wiederholt man diese �Uberlegung f�ur eine twistinvariante Ri
htung, so erh�alt manbAm 2 1N N�16 : (7:48)N�16 ist das ni
htinvariante Untergitter von �16. Bei diesen Re
hnungen fallen die (ni
ht-)invarianten Wilsonlinien zu (ni
ht-)invarianten Ri
htungen heraus. Sie unterliegen also, wies
hon oben gezeigt wurde, keinen Bedingungen, die eine Bes
hr�ankung auf diskrete Werteerzwingen.



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 1557.2.2 Die L�osung der verallgemeinerten Kommutatorglei
hungUntersu
hung und Vereinfa
hung der Kommutatorglei
hungDas wi
htigste Resultat bei der Untersu
hung der Konsistenzbedingungen zwis
hen Twist (mitEinbettung) und Hintergrundfeldern war die verallgemeinerte Kommutatorglei
hung (7.16),die na
h Einsetzen der verallgemeinerten Einbettungsglei
hung (7.15) die folgende Gestalt an-nimmt: Dij�jk � � ji Djk = Mik � (�0Ai � � ji Aj) �Ak: (7:49)Die Bedeutung dieser Glei
hung liegt darin, da� sie (im wesentli
hen) die Anzahl der Modulifestlegt. In der vorliegenden Form ist sie ni
ht gut handhabbar, da der Ei
htwist explizitauftritt und die Wilsonlinien ni
ht nur �uber das D{Feld, sondern au
h no
h in dem zweitenTerm auf der re
hten Seite auftreten. In dem hier untersu
hten Fall, da� Fixtori (wenn sie�uberhaupt auftreten) faktorisieren, kann die Glei
hung jedo
h auf die einfa
here Form einerverallgemeinerten Kommutatorglei
hung mit konstanter re
hter Seite umgeformt werden. Manhat dann eine lineare, inhomogene Matrixglei
hung f�ur D, die si
h l�osen l�a�t. Mit Hilfe einerFallunters
heidung soll nun gezeigt werden, da� si
h der st�orende zweite Term auf der re
htenSeite dur
h Rede�nitionen des D{Feldes bzw. der Mik{Matrix absorbieren l�a�t. Die vier zuuntersu
henden F�alle ergeben si
h dadur
h, da� jeder der beiden Matrixindizes entweder zueiner invarianten oder zu einer ni
ht{invarianten Ri
htung geh�oren kann.1. ni
ht{invariant/ni
ht{invariantDaj�jb � � jaDjb = Mab � ( eAa � � 
a eA
) � eAb| {z }M 0ab : (7:50)Da die eAa nur diskrete Werte annehmen, kann man den zweiten Term auf der re
htenSeite, na
h dem man feste Werte gew�ahlt hat, dur
h eine Rede�nition von Mab absor-bieren. (Diese Matrix ist dann ni
ht mehr ganzzahlig, aber hier kommt es nur auf dieVereinfa
hung der Glei
hung an.)2. invariant/invariantDmnÆnp � Æ nmDnp = 0 = Mmp � (�0 bAm � bAm) � bAp: (7:51)Diese Glei
hung liefert keine Bedingung an D. Da die linke Seite identis
h vers
hwindet,besitzt sie bereits die gew�uns
hte Form. Man erh�alt aber eine Bedingung an die diskretenWilsonlinien bAm.3. ni
ht{invariant/invariantDamÆmn � � baDbn = Man � ( eAa � � ba eAb) � eAn: (7:52)Diesmal treten auf der re
hten Seite au
h kontinuierli
he Wilsonlinen auf. Daher wirddiesmal der st�orende Term auf die andere Seite gebra
ht:(Dam + eAa � eAm)| {z }D0am Æmn � � ba (Dbn + eAb � eAn)| {z }D0bn = Man: (7:53)Diesmal mu� also das D{Feld rede�niert werden.4. invariant/ni
ht{invariantDm
�
b � Æ nmDnb = Mmb � (�0 bAm � bAm) � bAb: (7:54)Au
h hier treten re
hts kontinuierli
he Freiheitsgrade, n�amli
h die bAa auf. Da diese dieEinbettungsglei
hung ohne �16{Term erf�ullen, gilt:�0 bAm � bAb = bAm � �0�1 bAb = bAm � bA
�
b: (7:55)



156 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSGenau wie im dritten Fall kann man dur
h Rede�nition des D{Feldes die Glei
hungvereinfa
hen: (Dm
 + ( bAm � bA
))| {z }D0m
 �
b � Æ nm (Dnb + ( bAn � bAb))| {z }D0nb = Mmb: (7:56)Damit ist gezeigt, da� es keine Eins
hr�ankung der Allgemeinheit darstellt, si
h auf die Glei
hungDij�jk � � ji Djk = Mik (7:57)zu bes
hr�anken, die ja dem Spezialfall M Ai = 0 entspri
ht. Der allgemeine Fall unters
heidetsi
h nur dur
h das zus�atzli
he Auftreten diskreter Wilsonlinien und kann dur
h die oben ermit-telten Substitutionen mit behandelt werden. Insbesondere h�angt die Anzahl der Moduli ni
htvon M Ai ab, da ja das zugeh�orige homogene Glei
hungssystem dasselbe ist.Die Glei
hung (7.57) ist die Verallgemeinerung analoger Glei
hungen f�ur das G{ und dasB{Feld [28℄ im Falle der Realisierung des Ei
htwistes dur
h Vers
hiebungen und soll nun gel�ostwerden. Als Vorbereitung sind einige �Uberlegungen �uber den Zusammenhang zwis
hen derGitterbasis und einer Orthonormalbasis n�otig.Gitterbasis und OrthonormalbasisDie Matrizen der orthogonalen Abbildung � bez�ugli
h der Basen ei und e�i sollen mit # = (� ji )und #� = (�ij) bezei
hnet werden. Sie sind invertierbar, aber ni
ht orthogonal, au�er wenn dieGitterbasis selbst eine Orthonormalbasis ist. Sie erf�ullen die verallgemeinerte Orthogonalit�ats-relation #� = #T �1; (7:58)die die Orthogonalit�at der Abbildung � ausdr�u
kt. Ferner sind sie ganzzahlig, da � ein Gitter-automorphismus von � und �� ist und haben die Determinante �1. Die Kommutatorglei
hunglautet in Matrixnotation D#� � #D =M; (7:59)mit D = (Dij) und M = (Mij).Nun sei e� eine beliebige Othonormalbasis und T, ST seien die dur
hei = T �i e�; (7:60)e�i = e��S i� (7:61)de�nierten Basiswe
hselmatritzen. Es gilt TST = 1: (7:62)Die Matrix von � bez�ugli
h der Othonormalbasis ist dann#0 = T�1#T = S�1#�S: (7:63)Sie ist orthogonal, aber im allgemeinen ni
ht ganzzahlig. Transformiert man die verallgemei-nerte Kommutatorglei
hung in die Orthonormalbasis, so erh�alt man eine e
hte Kommutator-glei
hung: D0#0 � #0D0 =M0; (7:64)wobei D0 = T�1DS und M0 = T�1MS ist. Bez�ugli
h einer Orthonormalbasis l�a�t si
h dieallgemeine L�osung der homogenen Glei
hung[D0; #0℄ = 0 (7:65)besonders lei
ht bestimmen.



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 157Die L�osung der homogenen Kommutatorglei
hungDie folgenden �Uberlegungen sind eine Verallgemeinerung der in [28℄ f�ur symmetris
he und an-tisymmetris
he Matrizen angestellten Betra
htungen. Die Matrix #0 ist eine reelle orthogonaled�dMatrix mit der Eigens
haft #0N = 1. Das Spektrum kann also aus reellen Eigenwerten �1und aus Paaren komplex{konjugierter N{ter Einheitswurzeln bestehen. Um zun�a
hst die reellenEigenwerte zu behandeln, w�ahlt man die e� so, da� #0 die folgende Blo
kgestalt annimmt:#0 = 0BBB� � 0 00 �1l 00 0 1m 1CCCA (7:66)mit � 2 SO(2n); det(1� � ) 6= 0; det(1 + � ) 6= 0 2n+m + l = d: (7:67)Diese Wahl ist im Reellen mittels einer orthogonalen Basistransformation stets m�ogli
h. Dannma
ht man f�ur D0 einen entspre
henden Blo
kansatz und setzt in die Kommutatorglei
hungein. Aus den si
h daraus ergebenden 9 Matrixglei
hungen folgtD0 = 0BBB� d 0 00 p 00 0 q 1CCCA : (7:68)W�ahrend die l � l Matrix p und die m�m Matrix q ni
ht weiter einges
hr�ankt sind, mu� die2n� 2n Matrix d mit der Matrix � kommutieren,[d; � ℄ = 0; (7:69)die nur no
h die komplexen Eigenwerte des Twistes enth�alt.Um dieses reduzierte Problem zu l�osen, w�ahlt man die Orthonormalbasis so, da� die Drehung� ihre reelle Standardform annimmt. Dies ist dur
h eine orthogonale Transformation stetserrei
hbar: � = 0BBB� �1 � � � 0... . . . ...0 � � � �n 1CCCA : (7:70)Dabei geh�ort der 2 � 2{Blo
k �� zu dem �{ten Paar komplex{konjugierter Eigenwerteexp(2�ik�), 0 < k� < 1, k� 6= 12 , Nk� = 1, � = 1; . . . ; n:�� = 0� 
� �s�s� 
� 1A ; 
� = 
os(2�ik�); s� = sin(2�ik�): (7:71)F�ur d wird nun ein Ansatz mit n2 2� 2 Bl�o
ken D��, �; � = 1; . . . ; n gema
ht. Die blo
kweiseAusf�uhrung des Kommutators f�uhrt dann zu den Glei
hungenD���� � ��D�� = 0 8�; �: (7:72)Setzt man f�ur beliebiges, festes �; � D�� = 0� p qr t 1A ; (7:73)



158 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSso ergibt si
h ein homogenes, lineares Glei
hungssystem von vier Glei
hungen f�ur die vier Un-bekannten p; q; r; t: 0BBBBBB� 
� � 
� s� s� 0�s� 
� � 
� 0 s��s� 0 
� � 
� s�0 �s� �s� 
� � 
� 1CCCCCCA0BBBBBB� pqrt 1CCCCCCA = 0: (7:74)Die notwendige und hinrei
hende Bedingung f�ur die Existenz ni
httrivialer L�osungen dieserGlei
hung ist das Vers
hwinden der KoeÆzientendeterminante. Dur
h Entwi
keln der Deter-minante und Verwendung der Eigens
haften trigonometris
her Funktionen reduziert si
h dieseBedingung auf 
� = 
�: (7:75)Hieraus folgt unmittelbar s� = �s� : (7:76)Es gibt also zwei Typen von L�osungen.� Im ersten Fall ist s� = s� und damit k� = k� und dur
h Einsetzen folgtq = �r; p = t: (7:77)� Im zweiten Fall ist s� = �s� , d.h. k� = 1� k� undq = r; p = �t: (7:78)Der Fall s� = �s� = 0, d.h. k� = k� = 12 , der einer Drehung um � entspri
ht (zwei Eigenwerte�1), wurde bereits oben untersu
ht und kann hier ni
ht mehr auftreten. In dem reduziertenProblem liefert jeder ni
htvers
hwindende 2 � 2 Blo
k 2 kontinuierli
he Parameter. Die Ma-trizen p;q unterlagen keinen weiteren Eins
hr�ankungen und liefern m2 bzw. l2 kontinuierli
heParameter.Damit sind wir jetzt in der Lage, die Dimension MD des L�osungsraumes der homogenenKommutatorglei
hung anzugeben:MD = m2 + l2 + 2 Xk2Qj0<k<12 (�k + �1�k)2: (7:79)Dabei ist �k die Anzahl von 2 � 2 Bl�o
ken �k mit gegebenem k. Da �k + �1�k die Anzahlder komplexen Eigenwertpaare exp(2�ik) f�ur gegebenes k ist, gilt f�ur die Dimensionen derEigenr�aume zu komplexen Eigenwertendk = d1�k = �k + �1�k: (7:80)Daher kann MD dur
h die Dimensionen der Eigenr�aume ausgedr�u
kt werden:MD = d21 + d212 + 2 Xk2Qj0<k<12 d2k = Xk2Qj0�k<1d2k: (7:81)Diese Beziehungen verallgemeinern die in [28℄ angegebenen Formeln auf den Fall mit kontinu-ierli
hen Wilsonlinien. Allerdings ist in unserem Fall die Bestimmung der Anzahl der Modulino
h ni
ht beendet, da erstens bei konstantem D{Feld Metrik und Wilsonlinien relativ zuein-ander variiert werden k�onnen und zweitens nur die Matrix der Skalarprodukte der Wilsonlinien,also ihre L�ange und relative Orientierung, ni
ht aber ihre absoluten Werte dur
h die Kommu-tatorglei
hung einges
hr�ankt werden. Die zugeh�origen kontinuierli
hen Parameter sollen sp�aterbestimmt werden. Zuvor m�o
hte i
h no
h ein Ergebnis aus [28℄ zitieren, das die Bestimmungeiner speziellen L�osung der inhomogenen Kommutatorglei
hung erm�ogli
ht.



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 159L�osung der inhomogenen Kommutatorglei
hungZur vollst�andigen L�osung der inhomogenen Kommutatorglei
hung fehlt no
h die Angabe einerspeziellen L�osung bei gegebener Inhomogenit�at. Hierf�ur kann die L�osung von [28℄ �ubernommenwerden kann. (Dort wurden nur symmetris
he und antisymmetris
hen Matrizen untersu
ht,aber diese Eins
hr�ankung ist f�ur die folgenden �Uberlegungen unwesentli
h.) Das L�osungsver-fahren startet mit der inhomogenen Glei
hung (in Matrixs
hreibweise)D#� � #D =M; (7:82)die si
h auf die Gitterbasis bezieht. Man de�niertQ = #� und R = #�TM: (7:83)Linksmutiplikation der Glei
hung (7.82) mit #�T ergibt:QTDQ�D = R: (7:84)Da QN = 1 ergibt si
h die notwendige BedingungR+QTRQ+ � � � (QT )N�1RQN�1 = 0: (7:85)Diese ist au
h hinrei
hend, denn wenn sie erf�ullt ist, istD(R) = N�2Xn=0 �n+ 1N � 1� (QT )nRQn (7:86)eine L�osung, wie man dur
h Einsetzen best�atigt.7.2.3 Bestimmung der Anzahl der ModuliDie bisher erarbeiteten Resultate erm�ogli
hen es, nunmehr die Bestimmung der Moduli in An-gri� zu nehmen. Da Fixtori ohnehin nur in faktorisierender Form behandelt werden k�onnen,nehme i
h im folgenden an, da� sie gar ni
ht auftreten; diese Situation k�onnte ja dur
h Verzi
htauf die Kompakti�zierung der entspre
henden Dimensionen errei
ht werden. Der Ei
htwist seidur
h das folgende Verfahren de�niert, das dur
h Abstraktion aus der in [50℄ f�ur Z3{Orbifoldsdur
hgef�uhrten Konstruktion folgt: �16 enthalte ein Untergitter �0, so da� eine bijektive Ein-bettungsabbildung � : �! �0 � �16 : ei ! bei (7:87)existiert. Der von �16 aufgespannte R16 kann orthogonal zerlegt werden:R16 = h�16iR = h�0iR � h�0i?R: (7:88)Nun w�ahlt man den Ei
htwist so, da� er auf �0 glei
h dem Ortsraumtwist und auf dem ortho-gonalen Komplement glei
h der Identit�at ist:�0jh�0iR = �; �0jh�0i?R = 1: (7:89)Mit anderen Worten: Die Matrix von �0, einges
hr�ankt auf h�0iR bez�ugli
h der Basis bei istgerade � ji : M (�)feig = (� ji ) = M (�0)fêig: (7:90)No
h anders ausgedr�u
kt: Der Ei
htwist entsteht dur
h Liften des Ortsraumtwistes:�0 = ����1 � 1: (7:91)In dieser Formulierung ist die Konsistenzbedingung besonders einfa
h zu formulieren: Die Ein-bettungsabbildung � mu� mit dem Twist kommutieren,�0� = ��: (7:92)



160 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSIn der Literatur tritt no
h eine zweite "Einbettungsabbildung\ auf, die als Einbettung derTranslationsgruppe des Ortsraumes in die Ei
hgruppe gedeutet wird [50℄:� : R6 ! R16 : ei ! Ai: (7:93)Aus der Forderung na
h Vertr�agli
hkeit dieser zweiten Art von Einbettung mit dem Twist folgtdie Glei
hung (7.15) in ihrer homogenenForm (M Ai = 0). Die oben angestellten �Uberlegungenhaben gezeigt, da� das Auftreten inhomogener Terme (M Ai 6= 0) mit der M�ogli
hkeit diskreterWilsonlinien zusammenh�angt und da� diskrete Wilsonlinien Werte in h�0i? kontinuierli
heWerte in h�0i annehmen. (Hier wird davon Gebrau
h gema
ht, da� Fixtori ni
ht auftreten. DieVerallgemeinerung auf faktorisierende Fixtori ist aber o�ensi
htli
h.) Da die Dimension desL�osungsraumes nur von der homogenen Kommutatorglei
hung abh�angt, k�onnen wir uns aufden Fall mit rein kontinuierli
hen Wilsonlinien bes
hr�anken.Damit nehmen die Konsistenzglei
hungen die einfa
here Form�0Ai = � ji Aj ; (7:94)Dij�jk � � ji Djk = Mik (7:95)an. (Bemerkung: Wenn Dij ganzzahlig ist, sind die Hintergrundfelder kritis
h, denn es existie-ren dann Kandidaten f�ur zus�atzli
he Wurzeln im Narain{Modell. Au
h der zugeh�orige Orbifoldsollte eine erh�ohte Symmetrie im Spektrum aufweisen. Diese kritis
hen Werte erf�ullen o�en-si
htli
h trivialerweise immer die Kommutatorglei
hung)Um die Moduli zu bestimmen, mu� Dij wieder in die urspr�ungli
hen Hintergrundfelderzerlegt werden: Dij = 2�Bij � Gij � 14(Ai �Aj)� : (7:96)Am einfa
hsten erh�alt man die kontinuierli
hen Freiheitsgrade des B{Feldes: Man zerlegt dieKommutatorglei
hung in ihren symmetris
hen und ihren antisymmetris
hen Anteil. Da B pro-portional zum antisymmetris
hen Teil von D ist, ergibt si
hBij�jk � � ji Bjk = 12M[ik℄: (7:97)Dieselbe Glei
hung tritt au
h bei Modellen ohne Wilsonlinien auf. Die Dimension des L�osungs-raumes der zugeh�origen homogenen Glei
hung kann dur
h Spezialisierung der �Uberlegung zumD{Feld auf den Fall antisymmetris
her Matrizen erhalten oder einfa
h der Literatur [28℄ ent-nommen werden: MB = 0� d 122 1A + Xk2Qj0<k<12 (�k + �1�k)2: (7:98)Der symmetris
he Anteil von Dij erf�ullt eine entspre
hende Kommutatorglei
hung. Allerdingshat man bei festem Dij no
h die M�ogli
hkeit, die relativen Anteile der Gittermetrik und derWilsonlinien zu ver�andern, wodur
h si
h die Anzahl der Moduli verdoppelt. Dies l�a�t si
hau
h anders ausdr�u
ken: Da � ein Automorphismus von � ist, mu� der Ortsraumtwist mit derGittermetrik kommutieren. Daher m�ussen die beiden folgenden Glei
hungen erf�ullt sein:Gij�jk � � ji Gjk = 0; (7:99)(Ai �Aj)�jk � � ji (Aj �Ak) = �2M(ik): (7:100)Die Anzahl der zugeh�origen Moduli kann wieder der Literatur entnommen [28℄ oder dur
hSpezialisierung gewonnen werden:MG = MA;m = 0� d 12 + 12 1A+ Xk2Qj0<k<12 (�k + �1�k)2: (7:101)



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 161Neben den Moduli, die Deformationen des Ortsraumgitters und des B{Feldes bes
hreiben,gibt es also Moduli, die Deformationen der L�angen und der relativen Winkel der Wilsonlinienbes
hreiben, letztere m�o
hte i
h metris
he A{Moduli nennen. Bisher ni
ht ber�u
ksi
htigt wurdedie M�ogli
hkeit, die Wilsonlinien bei festen L�angen und Winkeln, also dur
h eine Isometrie,relativ zu �16 zu rotieren.Um die Anzahl dieser "isometris
hen A{Moduli\ zu bestimmen, gehen wir von Werten derAi aus, die die Konsistenzglei
hungen erf�ullen und su
hen die allgemeinste kontinuierli
h mitder Identit�at verbundene S
har von invertierbaren Abbildungen �, die wieder zu L�osungenf�uhrt. Jede invertierbare Abbildung kann in das Produkt einer orthogonalen und einer symme-tris
hen zerlegt werden (reelle Polarzerlegung). Der symmetris
he Anteil ist genau der ni
ht{isometris
he, der mit den metris
hen A{Moduli zusammenh�angt und oben bereits untersu
htwurde. Daher lassen wir nur orthogonale Abbildungen zu. Der De�nitions{ und Werteberei
hvon � ist der Teilraum von h�16i, auf dem �0 ni
ht{trivial operiert:� : h�0iR ! h�0iR; h�0iR = hbeiji = 1; . . . ; 6iRhAiji = 1; . . . ; 6iR: (7:102)Die Matrix der Abbildung � bez�ugli
h der Basis Ai sei R ji :�Ai = R ji Aj: (7:103)Damit die neuen Wilsonlinien �Ai wieder die Einbettungsglei
hung erf�ullen, mu� der Ei
htwist�0 mit der Deformation � kommutieren:�0� = ��0; � ji R kj = R ji � kj : (7:104)Die Kommutatorglei
hung ist automatis
h weiter erf�ullt, da � orthogonal ist. (� ji ist lautEinbettungsglei
hung die Matrix des Ei
htwistes, einges
hr�ankt auf h�0i bez�ugli
h der BasisAi. Siehe au
h Anfang dieses Abs
hnitts.)Wenn aber zwei Drehungen miteinander vertaus
hen , sind sie simultan diagonalisierbar,bzw, im Reellen, blo
kdiagonalisierbar. In der entspre
henden Basis nimmt die Glei
hung(7.104) eine besonders einfa
he Form an:266666640BBBBBB� �1 0 � � � 00 �2 � � � 0... ... . . . ...0 0 � � � �1l 1CCCCCCA ;0BBBBBB� R1 0 � � � 00 R2 � � � 0... ... . . . ...0 0 � � � R�1 1CCCCCCA37777775 = 0: (7:105)Die 2� 2 Matrizen �� geh�oren zu den komplexen Eigenwerten exp(2�ik�) des Ei
htwistes, dieper Konstruktion mit denen des Ortsraumtwistes �ubereinstimmen. Sie bes
hreiben den Twistdur
h diskrete Drehungen in paarweise orthogonalen Ebenen (2{Hyper
�a
hen). Die Anzahl lder Eigenwerte �1 ist ebenfalls genauso gro� wie bei �, und einen 1{Eigenraum gibt es im hierbetra
hteten Teilraum ni
ht. Die 2 � 2 Bl�o
ke R� bes
hreiben kontinuierli
he Drehungen derausgezei
hneten Ebenen und 
harakterisieren die gesu
hten Moduli:R� = 0� 
os('�) sin('�)� sin('�) 
os('�) 1A : (7:106)Sie parametrisieren die zul�assigen Drehungen der Wilsonlinien relativ zu �0 dur
h die Drehwin-kel '�. F�ur jedes komplex{konjugierte Paar von Eigenwerten hat man einen Drehwinkel frei.Der �1 Eigenraum l�a�t eine beliebige orthogonale l � l Matrix R�1 zu und liefert so weitere12 l(l � 1) Moduli. Die Anzahl der isometris
hen A{Moduli ist damit bestimmt:MA;i = Xk2Qj0<k<1;k 6=12 �k + 12 l(l � 1) = Xk2Qj0<k<1;k 6=12 12dk +0� d 122 1A : (7:107)



162 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSDie Gesamtzahl der Wilsonlinien{Moduli ist:MA = d212 + Xk2Qj0<k<12 (�k + �1�k)2 + �k + �1�k: (7:108)Sie kann au
h dur
h die Anzahl der Eigenwerte ausgedr�u
kt werden:MA = d212 + Xk2Qj0<k<12 (d2k + dk): (7:109)Die doppelte EinbettungAus Dimensionsgr�unden ist es m�ogli
h, dur
h eine zweite Einbettungsabbildung�0 : �! �00 � �16 �00 ? �0; (7:110)den Ei
htwist auf einem zw�olfdimensionalen Untergitter von �16 zu de�nieren:�0 = ����1 � �0��0�1 � 1: (7:111)Dadur
h verdoppelt si
h die Anzahl der Wilson{Moduli. Beispiele sind Z3{Orbifolds mit einemA�62 {Twist der E8 �E8 (s.u.).7.2.4 Modulare InvarianzF�ur Modelle mit Einbettungskonstruktion k�onnen die allgemeinen Formeln (6.103) f�ur die mo-dulare Invarianz in asymmetris
hen Orbifold{Theorien spezialisiert werden. Die Eigenwerte desEi
htwists sind die glei
hen wie die des Ortsraumtwists, daher gilt bei geeigneter Numerierung:li = ri; f�ur i = 1; 2; 3; l3+i = ri i = 1; 2; 3;l6+i = ri oder l6+i = 0 f�ur i = 1; 2; 3;lj = 0 f�ur j = 10; 11: (7:112)Gilt nun 3Xi=1(ri)2 = m; (7:113)so ist der Beitrag der k Kopien im Ei
hsektor km. Aus Dimensionsgr�unden ist k = 1; 2. Diemodi�zierten mod N Bedingungen sind dannm(1 + k) = 0 mod N bzw. mod 2N: (7:114)Beispiel: Im Fall des A�32 {Twistes ist m = 3 und die Bedingung f�ur die modulare Invarianzist f�ur beliebiges k erf�ullt. Interessanterweise ist umgekehrt die (einfa
he oder doppelte) Einbet-tung au
h notwendig f�ur die modulare Invarianz. Twistet man l = 1; . . . ; 8 A2 Unteralgebrender E8 � E8 und l�a�t damit alle inneren Automorphismen dritter Ordnung zu, so ist11Xm=4(lm)2 = l: (7:115)Die Glei
hung m + l = 3 mod 3 (7:116)gilt, da m = 3 ist, genau dann, wenn au
h l ein Vielfa
hes von 3 ist. Daher m�ussen immerA�32 Unteralgebren getwistet werden, was eine De�nition des Ei
htwistes dur
h Einbettung imSinne von (7.89) erzwingt.



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 1637.3 Z3{Orbifolds mit kontinuierli
hen und diskretenWilsonlinien7.3.1 Die geometris
he Interpretation der metris
hen ModuliZur Illustration der erarbeiteten Resultate soll der Moduliraum der Z3{Orbifolds dienen. Alserstes sollen die aus der Wahl des Ortsraumtwistes resultierenden Eins
hr�ankungen an dieGittermetrik Gij geometris
h interpretiert werden. Dazu k�onnte die Standardform der Metrikbez�ugli
h der Orthonormalbasis in die Gitterbasis transformiert werden. Es ist aber illustrativerund �okonomis
her das Ergebnis in der Gitterbasis f�ur diesen Spezialfall neu herzuleiten. Dazusei ei, i = 1; . . . ; 6 eine Gitterbasis von � und der Twist sei dur
he2i�1! e2i!�(e2i�1 + e2i); i = 1; 2; 3 (7:117)de�niert. Die Matrix des Twistes bez�ugli
h der Gitterbasis ist dann(� ji ) = 0BBBBBBBBBBBB� 0 1�1 �1 0 00 0 1�1 �1 00 0 0 1�1 �1 1CCCCCCCCCCCCA : (7:118)Die Gittermetrik ist die Matrix der Skalarprodukte der Basisvektoren. Wir fragen zun�a
hstwel
hen Eins
hr�ankungen die drei 2� 2 Hauptdiagonal{Untermatritzen unterworfen sind. Da�e2i�1 = e2i usw., folgt:e2i�1 � e2i�1 = e2i � e2i und e2i�1 � e2i = e2i � (�e2i�1 � e2i) (7:119)und damit e2i�1 � e2i�1 = e2i � e2i = �2 e2i�1 � e2i: (7:120)Die Basisvektoren e2i�1 und e2i m�ussen also die glei
he L�ange Ri haben und einen Winkel von120 Grad eins
hlie�en. Der einzige kontinuierli
he Parameter ist der gemeinsame Radius Rides zugeh�origen A2{Torus. Die Hauptdiagonalk�ast
hen der Gittermetrik haben die FormR2i2 0� 2 �1�1 2 1A ; (7:121)sind also proportional zur Cartan{Matrix von A2. Als Beispiel f�ur eine Nebendiagonal{Untermatrix der Gittermetrik betra
hten wir0� e1 � e3 e1 � e4e2 � e3 e2 � e4 1A : (7:122)Da der Twist eine Isometrie und �3 = 1 ist, gilt:e1 � e3 = e2 � e4; e1 � e4 = e1 � �e3; e2 � e3 = �e1 � e3 = e1 � �2e3: (7:123)Um zu einer geometris
hen Interpretation zu gelangen, erinnnern wir uns, da�
os�ij = ei � ejp(ei � ei)(ej � ej) (7:124)



164 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSder Cosinus des zwis
hen ei und ej einges
hlossenen Winkels �ij ist. Das Nebendiagonal{K�ast
hen der Gittermetrik hat dann die FormR1R30� 
os�13 
os�14� 
os �13 � 
os�14 
os�13 1A : (7:125)Die beiden neu auftretenden Moduli bes
hreiben die relative Lage der (1,2) und der (3,4) Ebene.Die drei A2{Tori m�ussen also ni
ht paarweise orthogonal sein. In den anderen Nebendiagonal{Untermatritzen treten no
h vier weitere Winkel �15; �16; �35; �36 auf. Die Gesamtzahl derModuli ist 3Xk=1(2k � 1) = 32 = 9: (7:126)Um mit der allgemeinen Theorie zu verglei
hen, bemerken wir, da� der Twist die jeweilsdreifa
h entarteten, komplex konjugierten Eigenwerte e�2�i=3 besitzt. Realisiert man den Twistdur
h Drehungen um 120 Grad in allen drei Rotationsebenen, so ist�1=3 = 3; �2=3 = 0: (7:127)Aber au
h wenn man, was f�ur WF{Fermionen einen Unters
hied ma
ht, in einer oder mehrerenEbenen um -240 Grad dreht, ist immer�1=3 + �2=3 = 3 (7:128)und damit MG = Xk2Qj0<k<12 (�k + �1�k)2 =X1=3(3)2 = 9: (7:129)Dur
h eine explizite Basistransformation von der Orthonormal- in die Gitterbasis kann manzeigen, da� ni
ht nur die Zahl der Moduli glei
h ist, sondern da� die glei
hen Moduli nurvers
hieden parametrisiert werden. Abs
hlie�end m�o
hte i
h bemerken, da� die hier ange-stellten �Uberlegungen si
h direkt auf die metris
hen Wilson{Moduli �ubertragen lassen. Dortbes
hreiben die Moduli die L�ange und die relativen Winkel zwis
hen den ni
ht{invarianten,kontinuierli
h ver�anderbaren Teilen der Wilsonlinien.7.3.2 Z3{Twists ohne WilsonlinienDie Disskusion des Ei
hsektors soll f�ur den Fall �16 = E8�E8 Modells erfolgen, da alle bekann-ten Modelle mit semirealistis
hen Spektren aus dieser Klasse stammen. Als Ei
htwist stehenin einem Modell ohne Wilsonlinien alle Automorphismen von E8 � E8 zur Verf�ugung, die vondritter Ordnung sind (�03 = 1) und die zus�atzli
hen Bedingungen erf�ullen, die die modulareInvarianz garantieren. Um zun�a
hst eine Liste der Kandidaten aufzustellen, brau
ht man alleAutomorphismen dritter Ordnung der Lie{Algebra E8 [46℄: Die E8 besitzt keine �au�eren Au-tomorphismen. Die Weylgruppe hat 696729600 Elemente, die 112 Konjugationsklassen bilden[137℄, [46℄. Da jede Konjugationsklasse einen in�aquivalenten inneren Automorphismus de�niert,gibt es 112 Weylautomorphismen von E8 (und damit 12544 von E8 � E8). Die 112 Automor-phismen und die zugeh�origen Vers
hiebungsvektoren und die invarianten Unteralgebren wurdenvon Hollowood und Myhill klassi�ziert [46℄. Darunter sind nur 4 Automorphismen dritter Ord-nung, die dur
h einen simultanen Coxeter{Twist in je 1,2,3 oder 4 paarweise orthogonalenA2{Unteralgebren der E8 de�niert sind. Die invarianten Unteralgebren sind:Twist A2 A�22 A�32 A�42Invar. Unteralgebra E7 � u(1) D7 � u(1) E6 �A2 A8Ei
hgruppe E(7)
 U (1) SO(14) 
 U (1) E(6)
 SU (3) SU (9) (7:130)



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 165t t t t tttÆ1 Æ2 Æ3 Æ4 Æ5Æ6Æ0 = t t t t ttt�2 �1 w �1 �2
1
2Abbildung 7.1: Die Zerlegung der E2 bez�ugli
h einer maximalen A2 � A2 A2 Unteralgebra.Die dritte einfa
he E6{Wurzel Æ3 = w = ���1 � ��1 � 
�1 verbindet die drei A2 Unteralgebrenmiteinander. Die niedrigste E6{Wurzel ist bei der hier gew�ahlten Parametrisierung Æ0 = 
2.t t t t t t t tte1 e2 e3 e4 e5 e6 e7 e0e8 = t t t t t t t ttÆ1 Æ2 Æ3 Æ4 Æ5 v �2 �1Æ6Abbildung 7.2: Die Zerlegung der E8 bez�ugli
h einer ihrer maximalen Unteralgebren E6 �A2.Die se
hste einfa
he Wurzel der E8 ist v = �Æ�5 � ��2, die niedrigste Wurzel ist �1.Damit gibt es 4 � 4 = 16 Weyl{Automorphismen dritter Ordnung der E8 � E8. Von diesenf�uhren genau die zu einer modular invarianten Theorie, bei denen die Anzahl der getwistetenA2 Unteralgebren ein Vielfa
hes von 3 ist. Damit bleiben nur vier in�aquivalente Modelle �ubrig.Twist Invariante Unteralgebra Ei
hgruppeA�32 A�02 E6 �A2 � E8 E(6)
 SU (3) 
 E(8)A�22 A�12 D7 � u(1)�E7 � u(1) SO(14) 
E(7) 
 U (1)2A�42 A�22 A8 �D7 � u(1) SU (9) 
 SO(14) 
 U (1)A�32 A�32 E6 �A2 � E6 � A2 E(6)2 
 SU (3)2 (7:131)Obwohl diese invarianten Unteralgebren in der Literatur na
hges
hlagen werden k�onnen, istes instruktiv ihre Bestimmung an einem Beispiel na
hzuvollziehen, um das Verfahren dann aufdie allgemeine Situation mitWilsonlinien verallgemeinern zu k�onnen1. Die hierf�ur ben�otigte Pa-rametrisierung der E8 bez�ugli
h ihrer Unteralgebren E6�A2 und A�42 wird in den Abbildungen7.2 und 7.1 spezi�ziert.Das einfa
hste Beispiel ist der A2{Twist in einer E8. Unmittelbar einzusehen ist die Wirkungeines Twistes auf eine geeignet gew�ahlte maximale Unteralgebra E6 � A2. Der Twist bri
htdie A2 zu einer u(1)2, w�ahrend die E6 invariant ist. Die invariante Unteralgebra der vollenE8 ist aber ni
ht E6 � u(1)2 sondern E7 � u(1). Woher kommen die zus�atzli
hen invariantenZust�ande? Ein Bli
k auf das relevante Dynkin{Diagrammzeigt, da� die se
hste einfa
he Wurzel,die orthogonalen Unteralgebren E6 und A2 zu einer E8{Algebra "verklebt\. Diese Wurzel istbez�ugli
h der maximalen E6 � A2 Unteralgebra ein Gewi
ht�6 = ���5 � 
�1 ; (7:132)das der (27;3) Darstellung und damit der (F ; F ){Konjugationsklasse angeh�ort. Die 248 Gene-ratoren der E8 entstehen also dadur
h, da� man zu den Generatoren der maximalen Unteralge-bra alle Gewi
hte mit Normquadrat 2 hinzunimmt. Das erh�alt man au
h dur
h die Zerlegung1F�ur die na
hfolgenden �Uberlegungen ben�otigt man die Anh�ange B und C, sowie die Daten aus Anhang Fvon [137℄.



166 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSder adjungierten Darstellung bez�ugli
h der maximalen Unteralgebra:248 = (78;1)� (1;8)� (27;3)� (27;3): (7:133)Die die jeweils drei Gewi
hte der A2{Darstellungen 3, 3 unter der 120 Grad Rotation des A2{Gewi
htsgitter aufeinander abgebildet werden, kann man bei festem E6{Gewi
ht einen invari-anten Orbit von Generatoren bilden. Daher existieren zus�atzli
he 2 �27 invariante Generatoren.Insgesamt gibt es 78 + 2 + 27+ 27 = 134 (7:134)invariante Generatoren. Die invariante Unteralgebra besitzt also die Dimension 134. Au�erdemist sie eine Oberalgebra der E6 � u(1)2. Die einzigen in Frage kommenden Einbettungskettensind E6 � u(1)2 � E7 � u(1) � E7 � A1 � E8 (7:135)und E6 � u(1)2 � E6 � A1 � u(1) � E6 �A2 � E8: (7:136)Betra
htet man die Dimensionen der in Frage kommenden Unteralgebren, so hat nur die E7 �u(1) die ri
htige Dimension 133 + 1 = 134. Dur
h die Kenntnis aller Unteralgebren vom Typhalbeinfa
h � abels
h und ihrer Dimensionen kann man si
h, in diesem wie in vielen andernF�allen die explizite Konstruktion der invarianten Unteralgebra sparen.Wenn in mehr als einer A2{Unteralgebra getwistet wird, betra
htet man zun�a
hst die Un-teralgebra A2 � A2 �A2 � A2 � E6 � A2 � E8: (7:137)Die Einbettung der maximalenA�32 Unteralgebra in die E6 kann wieder dem Dynkin{Diagrammentnommen werden: Die se
hs einfa
hen Wurzeln �i; �i; 
i i = 1; 2 werden dur
h das Gewi
htw = ���1 � ��1 � 
�1 (7:138)zu einem E6{Wurzelsystem erweitert. Dieses Gewi
ht geh�ort zur (3;3;3) Darstellung unddamit zur (F ; F; F ) Konjugationsklasse der A�32 . Zusammen mit der konjugierten Darstellung(3;3;3) gibt es 2 �27 zus�atzli
he Generatoren, die zusammen mit den 3 �8 Generatoren der A�32die 24 + 27 + 27 = 78 (7:139)Generatoren der E6 bilden. F�ur sp�ater ben�otigen wir ni
ht nur die Zerlegung der adjungierten,sondern au
h die der fundamentalen und der konjugierten Darstellung vonE6 bez�ugli
h der A�32 .Dem Dynkin{Diagrammund den Tabellen entnimmt man lei
ht, da� das h�o
hste Gewi
hte der27 (��2;0;�
�2) (7:140)ist. Es geh�ort der (F ;R; F ) Konjugtionklasse an. Das h�o
hste Gewi
ht der 27 ist(0; ��2 ;�
�2 ) (7:141)und liegt in der (R;F; F) Konjugationsklasse. Damit ergeben si
h die Zerlegungen der E6{Konjugationklassen R = (R;R;R) + (F; F; F )+ (F; F; F ); (7:142)F = (F;R; F ) + (F; F;R) + (R;F; F); (7:143)F = (R;F; F ) + (F ; F;R) + (F;R; F): (7:144)Daraus folgen die Zerlgungsformeln f�ur die drei E6{Darstellungen78 = (8;1;1) + (1;8;1) + (1;1;8) + (3;3;3) + (3;3;3)); (7:145)27 = (3;1;3) + (3;3;1) + (1;3;3); (7:146)27 = (3;1;3) + (3;3;1) + (1;3;3): (7:147)



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 167Als Anwendungsbeispiel soll in allen drei A2 Unteralgebren der E6 ein simultaner Coxeter{Twistdur
hgef�uhrt werden. Aus den 24 A�32 Generatoren k�onnen 2+2+2 = 6 invariante Kombinatio-nen gebildet werden, die eine u(1)2{Algebra erzeugen. Aus den 2�27 zus�atzli
hen E6{Gewi
htenk�onnen 2 � 9 = 18 weitere invariante Generatoren gebildet werden. Die invariante Unteralgebrader E6 hat also die Dimension 6 + 18 = 24. Zuglei
h mu� sie eine u(1)6{Unteralgebra haben,also den Rang 6 besitzen. Die beiden maximalen Unteralgebren der E6 sind die 24{dimensionaleA�32 und die 38{dimensionale A5 � A1. Unter den Unteralgebren von A5 � A1, die vom Typhalbeinfa
h � abels
h sind, gibt es genau eine, die A4, die die ri
htige Dimension 24 besitzt.Da der Rang aber 4 6= 6 ist, gibt es nur eine in Frage kommende Unteralgebra der E6, n�amli
hdie maximale Unteralgebra A�32 .Der hier untersu
hte E6{Automorphismus kann zu einem E8 Automorphismus erweitertwerden. Die invariante Unteralgebra der maximalen Unteralgebra E6 � A2 ist dann A�42 . Umdie invariante Unteralgebra der E8 zu bestimmen, m�ussen die von der se
hsten einfa
hen E8{Wurzel erzeugten E6�A2 Gewi
hte betra
htet werden. Diese bilden, wie oben erw�ahnt wurde,die Darstellungen (27;3) und (27;3) der maximalen Unteralgebra. Daraus lassen si
h 2 � 3 � 9invariante Generatoren betra
hten. Da die invariante Unteralgebra eine Oberalgebra der A�42sein mu�, ist der einzige Kandidat die E6 � A2. Die Zahl der invarianten Generatoren nimmttats�a
hli
h den ri
htigen Wert an:4 � 8 + 2 � 27 = 86 = 78 + 8: (7:148)Damit haben wir au
h f�ur den A�32 {Twist der E8 die invariante Unteralgebra bestimmt.7.3.3 Bre
hung der E8 dur
h kontinuierli
he Wilsonlinien im Z3{Orbifold mit A�32 {TwistDie dur
h kontinuierli
he Wilsonlinien neu hinzukommenden M�ogli
hkeiten sollen am Beispieldes A�32 {Twistes der E8 untersu
ht werden. Dieses Orbifold{Modell ist aus zwei Gr�unden dasammeisten untersu
hte: Zum einen tritt eine der interessantesten GUT{Gruppen, die E(6) auf.Zum anderen handelt es si
h um den Grenzfall der Kompakti�zierung auf einer Calabi{Yau{Mannigfaltigkeit und s
hl�agt so die Br�u
ke zu einer gr�o�eren Klasse von Kompakti�zierungen,die ebenfalls rei
h an semirealistis
hen Modellen ist. I
h m�o
hte nun, als eigenen Beitrag, ersteS
hritte zu einer systematis
hen Ber�u
ksi
htigung kontinuierli
herWilsonlinien unterneh-men.Da der Twist bez�ugli
h einer A�32 Unteralgebra de�niert wird, emp�ehlt es si
h im Li
hteder mit toroidalen Kompakti�zierungen gema
hten Erfahrungen, die se
hs kontinuierli
henWil-sonlinien dur
h Gewi
hte dieser Unteralgebra zu parametrisieren. Unter Ber�u
ksi
htigung derKonsistenzbedingungen und unter Verzi
ht auf die Variation der isometris
hen Moduli gibt esneun unabh�angige freie Parameter: A1 = p��1 + q��1 + r
�1 ; (7:149)A2 = p(��1 � �1) + q(��1 � �1) + r(
�1 � 
1); (7:150)A3 = x��1 + y��1 + z
�1 ; (7:151)A4 = x(��1 � �1) + y(��1 � �1) + z(
�1 � 
1); (7:152)A5 = a��1 + b��1 + 

�1 ; (7:153)A6 = a(��1 � �1) + b(��1 � �1) + 
(
�1 � 
1): (7:154)Die Bilder der se
hs einfa
hen Wurzeln der A�32 in dem dur
h diese Wilsonlinien deformiertenNarain{Gitter sind: b�0 = b�� (� �Ai)ki: (7:155)Im einzelnen ist b�01 = b�1 � pk1 + pk2 � xk3 + xk4 � ak5 + ak6; (7:156)



168 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSb�02 = b�2 � pk2 � xk4 � ak6; (7:157)b�01 = b�1 � qk1 + qk2 � yk3 + yk4 � bk5 + bk6; (7:158)b�02 = b�2 � qk2 � yk4 � bk6; (7:159)b
01 = b
1 � rk1 + rk2 � zk3 + zk4 � 
k5 + 
k6; (7:160)b
02 = b
2 � rk2 � zk4 � 
k6: (7:161)Eine gegebene Wurzel ist genau dann au
h eine Wurzel des deformierten Gitters, wenn alleKoeÆzienten der ki ganzzahlig ist. Wenn die Wilsonlinien so gew�ahlt sind, da� die einfa
henWurzeln �i, i = 1; 2 im deformierten Gitter liegen, werde i
h sie �{kritis
h nennen. Diezugeh�orige A2{Unteralgebra der E8 bezei
hne i
h als A�2 . Entspre
hend wird mit den anderenA2{Unteralgebren verfahren. Die drei Grundtypen kritis
her Wilsonlinien sind demna
h:�{kritis
h: �i 2 �0 , p; x; a 2 Z;�{kritis
h: �i 2 �0 , q; y; b 2 Z;
{kritis
h: 
i 2 �0 , r; z; 
 2 Z: (7:162)F�ur die Symmetriebre
hungen der A�2 �A�2 �A
2 Unteralgebra gibt es vier in�aquivalente Typen:1. Fall: Die Wilsonlinien sind (�; �; 
){kritis
h. Dann ist die Symmetriebre
hung:A�32 �! u(1)6: (7:163)(Vor dem Pfeil steht die Symmetrie des Torus{Modells mitWilsonlinien, hinter ihmdie desOrbifold{Modells mit den glei
hen, kontinuierli
hen Wilsonlinien.) Man erh�alt diskretePunkte in dem neundimensionalen Teil des Moduliraumes, den wir betra
hten.2. Fall: DieWilsonlinien sind (�; �){kritis
h (oder (�; 
){kritis
h oder (�; 
){kritis
h). Dannist die Symmetriebre
hung A�22 u(1)2 �! u(1)4: (7:164)Da jeweils drei Bedingungen wegfallen, gibt es drei dreidimensionale Hyper
�a
hen mitdiesen Symmetrien in den jeweiligen Modulir�aumen. Sie s
hneiden si
h in den kritis
henPunkten.3. Die Wilsonlinien sind �{kritis
h (oder �{kritis
h oder 
{kritis
h). Dann ist die Symme-triebre
hung A2 � u(1)4 �! u(1)2: (7:165)Es gibt drei se
hsdimensionale Hyper
�a
hen mit diesen Symmetrien. Sie s
hneiden si
hin den drei dreidimensionalen Hyper
�a
hen des vorigen Falles.4. Fall: Die Wilsonlinien sind ni
ht kritis
h. Dann ist die Symmetriebre
hungu(1)6 �! Z3: (7:166)Dies ist der Fall, wenn alle neun Parameter generis
h gew�ahlt werden. Die kritis
henHyper
�a
hen sind Untermengen vom Ma� Null.Von Fall zu Fall wird die Symmetrie sowohl des Torus- als au
h des Orbifold{Modells geringer,w�ahrend die Zahl der frei w�ahlbaren Parameter entspre
hend ansteigt.Um die Bre
hungen der E6{Algebra zu untersu
hen, die aus der A�2 � A�2 � A
2 dur
h dieHinzunahme des Gewi
htes w = ���1 � ��1 � 
�1 (7:167)entsteht, m�ussen wir das Bild von bw in dem dur
h die Wilsonlinien deformierten Gitter �0betra
hten. Es ist bw0 = bw � (w �Ai)ki = (7:168)



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 169= bw � 13(p+ q + r)(2k1 � k2)� 13(x+ y + z)(2k3 � k4)� 13(a+ b+ 
)(2k5 � k6):Die Wilsonlinien sind genau dann w{kritis
h, d.h. bw liegt in �0, wenn gilt:p+ q + r 2 3Z und x+ y + z 2 3Z und a + b+ 
 2 3Z: (7:169)Zusammen mit der Fallunters
heidung f�ur kritis
he Wilsonlinien bez�ugli
h der A�32 Unteralge-bra, ergeben si
h folgende zus�atzli
he M�ogli
hkeiten der E6{Bre
hung:1. Fall: Die Wilsonlinien sind (w; �; �; 
) {kritis
h. Dann vergr�o�ert si
h die Symmetrie imTorus{Modell auf E6. Die Bre
hung dur
h den Twist ist s
hon oben behandelt worden:Man erh�alt eine A�32 . E6 �! A�32 : (7:170)Da alle neun Parameter nur diskrete Werte annehmen d�urfen, erh�alt man eine Mengediskreter Punkte im Moduliraum, die die glei
he Ei
hgruppe haben, wie das Modell ohneWilsonlinien.2. Fall: Die Wilsonlinien sind (w; �; �){kritis
h (oder (w; �; 
){kritis
h oder (w; �; 
){kritis
h). Dieser Fall kann ni
ht auftreten. Sind n�amli
h die Wilsonlinien s
hon (�; �){kritis
h, so sind insbesondere p; q 2 Z und r 62 Z. Dann kann aber ni
ht glei
hzeitigp+ q + r 2 3Z gelten, also sind die Wilsonlinien ni
ht w{kritis
h.3. Fall: Die Wilsonlinien sind (w; �){kritis
h (oder (w; �){kritis
h oder (w; 
){kritis
h ).Dann gibt es zus�atzli
h zu der ungebro
henen A�2 des �{kritis
hen Falls weitere invarianteZust�ande. Diesmal sind es jedo
h ni
ht alle 2 � 27 Zust�ande der (3;3;3) und der (3;3;3)Darstellung, da die Wurzeln von A�2 und A
2 ni
ht im Gitter liegen. Sie br�au
hte manaber, um aus w und �w die genannten 2 �27 Gewi
hte zu erzeugen. Da Wilsonlinien undTwist kompatibel sind, liegen aber alle Gewi
hte, die zum Twist{Orbit von �w geh�oren,im Gitter, also gibt es mindestens 6 zus�atzli
he Wurzeln.� (���1 � ��1 � 
�1 ); �(��2 + ��2 + 
�2 ); �(��1 � ��2 + ��1 � ��2 + 
�1 � 
�2 ): (7:171)Da au�erdem die A�2 Wurzeln im Gitter liegen, kann man sie zum �{Anteil dieser Wurzelnaddieren und so diesen Anteil, unabh�angig vom Rest als beliebiges 3 bzw 3 Gewi
ht derA�2 w�ahlen. � (��1 + v) 2 �0 )�(���2 + v); �(��2 � ��1 + v) 2 �0: (7:172)Die A�2 � u(1)4 wird also um 18 Wurzeln erweitert. Die neue Symmetriealgebra ist eineOberalgebra von A�2 � u(1)4, eine Unteralgebra von E6, hat den Rang 6, die Dimension30 und 24 Wurzeln. Die einzige M�ogli
hkeit ist daher D4 � u(1)2. Dur
h Anwendungdes Twistes wird die A�2{Unteralgebra zur u(1)2, die u(1)4 wird v�ollig gebro
hen undaus den 18 zus�atzli
hen Wurzel{Generatoren lassen si
h 6 invariante Orbits bilden. DieSymmetriealgebra des getwisteten Modells hat daher den Rang 2 und die Dimension 8,was nur die A2 zul�a�t. D4 � u(1)2 �! A2: (7:173)Da insgesamt vier Bedingungen an die neun Parameter gestellt werden, gibt es drei f�unf-dimensionale Hyper
�a
hen mit Modellen dieser Symmetrie. Sie liegen in den drei se
hsdi-mensionalen Hyper
�a
hen mit �{kritis
hen, �{kritis
hen oder 
{kritis
hen Wilsonlinien.4. Fall: Die Wilsonlinien sind w{kritis
h. Da nun keine A�2 Wurzeln mehr im Gitter sind,gibt es nur 6 zus�atzli
he Wurzeln. Sie erweitern die generis
he u(1)6 zu einer zw�olfdimen-sionalen Rang 6 Lie{Algebra mit 6 Wurzeln, also zur A2u(1)4. Der Twist bri
ht die u(1)6Unteralgebra vollst�andig und l�a�t von den se
hs zus�atzli
hen Generatoren zwei invarianteKombinationen �ubrig. Es bleibt also eine u(1)2.A2u(1)4 �! u(1)2: (7:174)Da die neun Parameter drei Glei
hungen erf�ullen m�ussen um w{kritis
h zu sein, gibt esje eine se
hsdimensionale Hyper
�a
he im Torus- und im Orbifoldmoduliraum.



170 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSDie F�alle, in denen die Wilsonlinien ni
ht w{kritis
h sind, wurden bereits fr�uher untersu
ht.Damit sind jetzt alle M�ogli
hkeiten zur Bre
hung der E6{Unteralgebra klassi�ziert. Da unsaber eigentli
h die Bre
hungen der E8 interessieren, sind wir no
h ni
ht fertig. Die bisherbetra
htete EÆ6 wird mit der A�2 dur
h das Gewi
hte6 := v = �Æ�5 � ��2; (7:175)also dur
h die se
hste einfa
he E8{Wurzel zur E8 erweitert. Dur
h Zerlegung des EÆ6 Gewi
htes�Æ�5 bez�ugli
h der A�32 Unteralgebra, kann man e6 als Gewi
ht der A�42 Unteralgebra der E8ausdr�u
ken: v = ���2 + 
�2 � ��2: (7:176)Wir m�ussen nun feststellen, wann si
h bv au
h im deformierten Narain{Gitter be�ndet. Nun istbv0 = bv � (v �Ai)ki = (7:177)= bv + 13(q � r)(k1 + k2) + 13(y � z)(k3 + k4) + 13(b� 
)(k5 + k6):Die Wilsonlinien sind also genau dann v{kritis
h, wenn gilt(q � r) 2 3Z und (y � z) 2 3Z und (b� 
) 2 3Z: (7:178)Dur
h Kombination mit den Symmetriebre
hungen der E6 Unteralgebra ergeben si
h folgendeM�ogli
hkeiten1. Fall: Die Wilsonlinien sind (v;w; �; �; 
)- kritis
h. Dann wird die Lie{Algebra E8 imTorus{Modell realisiert und dur
h den Twist, wie fr�uher gezeigt, zur E6�A2 gebro
hen:E8 �! E6 �A2: (7:179)Es ergibt si
h eine diskrete Menge von Modellen, die die glei
he Ei
hgruppe haben wiedas Modell ohne Wilsonlinien.2. Fall: Die Wilsonlinien sind (v; �; �; 
){kritis
h. Im Torus{Modell gibt es eine ungebro-
hene A�42 Unteralgebra, die dur
h zus�atzli
he Wurzeln erweitert wird. Die einzige Un-teralgebra der E8, die eine Oberalgebra der A�42 ist, ist die A2 � E6. Obwohl damit dieungebro
hene Symmetrie des Torus{Modells gefunden ist, ist es instruktiv, etwas ins De-tail zu gehen. Zun�a
hst ist �i �v = 0, d.h. die A�2 Unteralgebra ist ein direkter Summand.Dur
h Addition der Wurzeln von A�2 , A
2 und A�2 zu �v erh�alt man alle 2 �27 Gewi
hte der(3;3;3) und der (3;3;3) Darstellung. Sie erweitern die A�2 �A
2 �A�2 zu einer E6. BeimTwisten bleibt die A�2 ungebro
hen, die anderen drei A2 Unteralgebren werden zu eineru(1)6 gebro
hen. Aus den 2 � 27 zus�atzli
hen Generatoren k�onnen 2 � 9 = 18 invarianteKombinationen gebildet werden. Die ungebro
hene Symmetriealgebra dieses Orbifoldmo-dells ist eine Unteralgebra der A2�E6, besitzt den Rang 8, die Dimension 6+8+18 = 32und 6 + 18 = 24 Wurzeln. Daher handelt es si
h um die D4 � u(1)4:A2 � E6 �! D4 � u(1)4: (7:180)Au
h hierbei handelt es si
h um eine diskrete Menge von Modellen. Da, wie wir en passantbemerkten, die A�2 faktorisiert, ergibt si
h der n�a
hste Fall ohne weitere �Uberlegungen.3. Fall: Die Wilsonlinien sind (v; �; 
){kritis
h.u(1)2 �E6 �! D4 � u(1)2: (7:181)Hier entfallen die drei Bedingungsglei
hungen an p; x; a, d.h. es gibt drei frei w�ahlbareParameter. Die se
hs anderen Parameter k�onnen nur diskrete Werte annehmen, d.h. esergibt si
h je eine dreidimensionale Hyper
�a
he.



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 1714. Fall: Die Wilsonlinien sind v{kritis
h. Die generis
he u(1)6 � A�2 Symmetrie des Torus{Modells wird nur dur
h die aus v konstruierbaren zus�atzli
hen Wurzeln erweitert. Ausdem Twist{Orbit von �v erh�alt man se
hs zus�atzli
he Wurzeln und da man no
h A�2Wurzeln addieren kann, gibt es insgesamt 18. Die vergr�o�erte Lie{Algebra besitzt insge-samt 6+18 = 24 Wurzeln, die Dimension 6+8+18 = 32 und den Rang 8. Au�erdem mu�sie eine Unteralgebra der u(1)2� E6 und eine Oberalgebra der u(1)6 � A�2 sein. Damitbleibt nur D4 � u(1)4. Dur
h den Twist wird die u(1)6 � A�2 zur A�2 gebro
hen, und ausden 18 zus�atzli
he Generatoren kann man 6 invariante Orbits bilden. Die ungebro
heneSymmetriealgebra des Orbifold{Modells hat die Dimension 8 + 6 = 14. Ferner mu� sieden Rang zwei haben, zw�olf Wurzeln besitzen, eine Oberalgebra von A2 und eine Unter-algebra von D4 sein. Die einzige Lie{Algebra, die diese Voraussetzungen erf�ullt, ist dieexzeptionelle Lie{Algebra G2. Sie ist, im Gegensatz zu allen anderen bisher aufgetretenenLie{Algebren, ni
ht einfa
h verbunden, besitzt also Wurzeln zweierlei L�ange, und ist zwareine regul�are Oberalgebra der A2 (man erh�alt sie dur
h Eliminierung der kurzen Wurzeln)aber eine ni
ht{regul�are Unteralgebra von D4. Der Grund f�ur dieses neue Ph�anomen ist,da� der Twist kein innerer, sondern ein �au�erer Automorphismus der D4 ist. Genauergesagt ist die D4 die einzige einfa
he Lie{Algebra, die einen �au�eren Automorphismusdritter Ordnung besitzt, und die invariante, ni
ht regul�are Unteralgebra ist die G2. Alleanderen einfa
hen Lie{Algebren besitzten entweder keine �au�eren Automorphismen oder- bis auf Konjugation - nur einen �au�eren Automorphismus zweiter Ordnung. Die Sym-metriebre
hung ist D4 � u(1)�4 �! G2: (7:182)Insgesamt m�ussen die neun Parameter drei Glei
hungen erf�ullen, d.h. die Dimension derModells
haren ist se
hs.5. Fall: Die Wilsonlinien sind (v; �) kritis
h. Da, wie bereits erw�ahnt, die A�2 faktorisiert,ergibt si
h aus den Resultaten des vorangegangenen FallsA�2 �D4 � u(1)2 �! u(1)2 �G2: (7:183)Man erh�alt eine dreidimensionale kritis
he Hyper
�a
he innerhalb der se
hsdimensionalenFl�a
he des vorangegangenen Falls.6. Fall: Die Wilsonlinien sind (v;w){kritis
h. Da w � v = 0 sind die zus�atzli
hen Wurzelnzueinander orthogonal. Dur
h die Kombination s
hon behandelter F�alle ergibt si
h:A2 �D4 � u(1)2 �! u(1)2 � G2: (7:184)Es gibt drei freie Parameter, da se
hs Glei
hungen erf�ullt werden m�ussen.7. Fall: Die Wilsonlinien sind (v;w; �){kritis
h. Au
h dieser Fall l�a�t si
h auf zuvor behan-delte zur�u
kf�uhren. D4 �D4 � u(1)2 �! A2 � G2: (7:185)Es gibt keine freien Parameter.8. Fall: Die Wilsonlinien sind ni
ht v{kritis
h. Dann faktorisiert die A�2 Unteralgebra. Manerh�alt alle m�ogli
hen Unterf�alle, indem man die bei der Bre
hung der E6 auftretendenLie{Algebren jeweils um diese A2 erweitert. Die generis
he Situation, in der alle Modulini
ht kritis
h sind, ist z.B. u(1)6 � A2 �! A2: (7:186)In dieser Liste wurden diejenigen F�alle ausgelassen, bei denen die Wilsonlinien ni
ht alle ge-forderten Bedingungen glei
hzeitig erf�ullen k�onnen. So k�onnen v{kritis
he Wilsonlinien ni
htglei
hzeitig (�; 
){kritis
h oder (�; �){kritis
h oder �{kritis
h oder �{kritis
h sein, da die ent-spre
henden Ganzzahligkeitsbedingungen ni
ht mit der modulo 3 Bedingung konsistent sind.Bei (v;w){kritis
hen Wilsonlinien m�ussen zus�atzli
h die modulo 3 Bedingungen f�ur v bea
htet



172 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDSwerden. Die insgesamt m�ogli
hen Symmetriebre
hungen dur
h kontinuierli
he Wilsonlinien indem gew�ahlten neunparametrigen Unterraum stelle i
h in der Tabelle 7.3 zusammen. Dort wer-den, geordnet na
h dem Typ der Kritizit�at der Wilsonlinien, die Symmetriealgebren des Torus-und Orbifold{Modells, die Ei
hgruppe des Orbifolds und die Anzahl der no
h kontinuierli
hvariierbaren Moduli angegeben.Unter den Orbifold{Ei
hgruppen tritt die Ei
hgruppe des Standard{Modells ni
ht auf,daf�ur aber einige Gruppen, die eine SU (3) 
 SU (2) 
 U (1) Untergruppe besitzen, n�amli
hE6, G(2) 
 SU (3) und SU (3) 
 SU (3). Zu deren weiterer Bre
hung stehen immer no
h dreiweitere Moduli, n�amli
h die isometris
hen Wilson{Moduli zur Verf�ugung, also Rotationen derWilsonlinien relativ zum A�32 Gitter. Als n�a
hstes kann man inhomogene L�osungen der ver-allgemeinerten Kommutatorglei
hung untersu
hen, also zu den kontinuierli
hen Wilsonliniendiskrete addieren, die eine zus�atzli
he Symmetriebre
hung im �; �; 
 Sektor bewirken. Au�er-dem kann die A�2 dur
h diskrete Wilsonlinien gebro
hen werden. Diesen Fall m�o
hte i
h no
hanalysieren, um au
h f�ur die Symmetriebre
hung dur
h diskrete Wilsonlinien ein Beispiel zugeben. Wenn wir weiterhin die zweite E8 ignorieren, so nehmen die diskreten Teile eAi derWilsonlinien Ai Werte in dem von �1; �2 aufgespannten Unterraum an. Die m�ogli
hen Werteder eAi waren bereits fr�uher bestimmt worden. Angewandt auf unser Beispiel gilt:eAi 2 13IE8 = 13A(R)2 : (7:187)Weiterhin m�ussen die diskreten Wilsonlinienmodulo IE8 wie die ihnen zugeordneten Ri
htungenvon � transformieren. Da sie twistinvariant sind gilt:�0 eAi � � ji eAj = (Æ ji � � ji ) eAj 2 A(R)2 : (7:188)Dur
h Einsetzen von � ji gem�a� (7.118) folgt:8<: eA2i�1 � eA2i 2 A(R)2 ;eA2i�1 + 2 eA2i 2 A(R)2 ; (7:189)mit i = 1; 2; 3. Dur
h geeignete Addition bzw. Subtraktion dieser beiden Glei
hungen folgt3 eAk 2 A(R)2 k = 1; . . . ; 6. DaeA2i�1 + 2 eA2i = ( eA2i�1 � eA2i) + 3 eA2i; (7:190)ist ein �aquivalenter Satz von Bedingungsglei
hungen dur
h8<: 3Ak 2 A(R)2 ; k = 1; . . . ; 6;A2i�1 �A2i 2 A(R)2 ; i = 1; 2; 3; (7:191)gegeben. Anders ausgedr�u
kt: Wilsonlinien, die dur
h den Ortsraumtwist aufeinander abgebil-deten Ri
htungen von � zugeordnet sind, m�ussen in der selben Nebenklasse des Gitter 13A(R)2bez�ugli
h des Untergitters A(R)2 liegen. Es gibt 32 = 9 sol
he Nebenklasse. Die kanonis
henRepr�asentanten sind m3 �1 + n3 �2; m; n = 0; 1; 2: (7:192)Nur drei dieser Vektoren sind Gewi
hte der A�2 n�amli
h23�1 + 13�2 = ��1; 13�1 + 23�2 = ��2 und 0: (7:193)Nur wenn alle se
hs eAi modulo 13A(R)2 diese Werte annehmen, wird die A�2 im Torus{Modellni
ht gebro
hen, und im getwisteten Modell ers
heint eine entspre
hende u(1)2. Sol
he Wil-sonlinien sind also �{kritis
h. Sobald ein Wilsonlinienpaar Werte in einer anderen Restklasse



MIT KONTINUIERLICHEN HINTERGRUNDFELDERN 173annimmt, werden die A�2 Wurzeln ausprojiziert. Die A2 wird dur
h die diskreten Wilsonlinienzur u(1)2, und dur
h den ans
hlie�enden Twist vollst�andig gebro
hen.Im allgemeinen werden die WilsonlinienAi = bAi+ eAi sowohl diskrete als au
h kontinuierli-
he Anteile besitzen. F�ur alle Wilsonlinien die ni
ht v{kritis
h sind, ist die Verallgemeinerungeinfa
h: In den fr�uher gefundenen F�alle �andert si
h die Ei
hgruppe ni
ht, falls der diskreteTeil �{kritis
h ist. Ist er es ni
ht, so ersetzt man bei der Lie{Algebra des Torus{Modells, dieA�2 dur
h eine u(1)2 und strei
ht bei der Lie{Algebra des Orbifold{Modells eine u(1)2. Dader Vektor v ein ni
httriviales Gewi
ht der A�2 ist, mu� die De�nition des Begri�es v{kritis
hverallgemeinert werden. Die diskreten Teile der Wilsonlinien seien, modulo A(R)2 :eA1 ' eA2 = m13 �1 + n13 �2; eA3 ' eA4 = m23 �1 + n23 �2; eA5 ' eA6 = m33 �1 + n33 �2: (7:194)Die kontinuierli
hen Teile werden wie fr�uher parametrisiert. Dann sind die Wilsonlinien genaudann v{kritis
h, d.h. bv ist im deformierten Narain{Gitter, wenn gilt(q � r � n2) 2 3Z und (y � z � n2) 2 3Z und (b� 
� n3) 2 3Z: (7:195)Da die ni ganzzahlig sind, bleibt die alte Fallunters
heidung f�ur v{kritis
he Wilsonlinien g�ultig.In allen F�allen, in denen die Wilsonlinien sowohl v{kritis
h als au
h �{kritis
h sind, erh�altman die glei
hen Ei
hgruppen wie fr�uher. �Anderungen ergeben si
h nur, wenn die diskretenWilsonlinien die A�2 bre
hen.1. Fall: Die Wilsonlinien sind (v;w; �; �; 
) kritis
h, aber ni
ht �{kritis
h. Zun�a
hst gibt eseine E6 � u(1)2{Unteralgebra. Da die A�2{Wurzeln ni
ht mehr im Gitter liegen, k�onnenausgehend von �v ni
ht mehr 2 � 27 sondern nur no
h 2 � 3 � 3 = 18 zus�atzli
he Wurzelnkonstruiert werden. Dur
h Addition von Gewi
hten der (3;3;3) und (3;3;3) Darstellungder A�2�A�2�A
2 verdreifa
ht si
h diese Zahl auf 54. Das Ergebnis ist eine 78+54+2 = 134dimensionale Unteralgebra von E8, die 126 Wurzeln besitzt und eine Oberalgebra vonE6� u(1)2 ist: Die E7� u(1). Beim Twisten wird die A�32 � u(1)2 Unteralgebra zu eineru(1)8 gebro
hen. Aus den restli
hen 2 � 54 = 108 Wurzelgeneratoren kann man 2 � 18 = 36invariante Generatoren konstruieren. Die Lie{Algebra des getwisteten Modells hat dieDimension 36+8 = 44, sie ist sowohl eine Unteralgebra (via Twist) der E7�u(1) als au
h(viaWilsonlinien) der E6�A2. Wie immer gibt es nur eine M�ogli
hkeit, die A5�A2�u(1).Die dabei verwendeten Einbettungsketten sind:A5 �A2 � E7 und A5 � u(1) � A5 � A1 � E6: (7:196)Insgesamt hat man Torus: E8 d.WL�! E7 � u(1)# #Orbifold: E6 �A2 d.WL�! A5 � A2 � u(1) (7:197)2. Fall: Die Wilsonlinien sind (v; �; �; 
) kritis
h, aber ni
ht �{kritis
h. Die UnteralgebraA�2 � A
2 � u(1)2 wird dur
h 2 � 3 � 3 = 18 zus�atzli
he Wurzeln erweitert. Die vergr�o�erteLie{Algebra hat die Dimension 18 + 18 = 36 und 18 + 12 = 30 Wurzeln. Da sie zudemeine Unteralgebra der E6 sein mu�, handelt es si
h um die A5�u(1). Hinzu kommt no
hdie A�2 . Der Twist bri
ht die A5 � u(1) zu einer 6 + 6 = 12 dimensionalen Unteralgebra,die eine simultane Unteralgebra von D4 � u(1)2 und A5 � u(1) sein mu�. Die einzigeM�ogli
hkeit ist A2 � u(1)4. Insgesamt ergibt si
h:Torus: A2 � E6 d.WL�! A2 � A5 � u(1)# #Orbifold: u(1)4 �D4 d.WL�! u(1)6 �A2 (7:198)



174 KAPITEL 7. SYMMETRISCHE ORBIFOLDS3. Fall: Die Wilsonlinien sind (v; �; 
) kritis
h, aber ni
ht �{kritis
h. Da die A�2 im vorhe-rigen Beispiel faktorisiert, folgt sofort:Torus: u(1)2 �E6 d.WL�! u(1)2 � A5 � u(1)# #Orbifold: u(1)2 �D4 d.WL�! u(1)2 �A2 (7:199)4. Fall: Die Wilsonlinien sind (v; �){kritis
h oder (v;w){kritis
h oder (v;w; �){kritis
h oderv{kritis
h, aber ni
ht �{kritis
h. Alle diese F�alle k�onnen, aufgrund der aus den Ortho-gonali�atsrelationen v �w = 0 und v � �i resultierenden Faktorisierungen von Teilgittern,glei
hzeitig behandeln. Sobald die A�2{Wurzeln ni
ht mehr im Gitter liegen, kann manaus �v nur 2 � 3 = 6 zus�atzli
he Wurzeln konstruieren, die aufgrund der Orthogonalit�ats-relationen zu einer A2 geh�oren m�ussen, die der Twist dann zu einer u(1)2 bri
ht. Die inall diesen F�allen vorzunehmende Substitution gegen�uber dem �{kritis
hen Fall ist:Torus: D4 d.WL�! A2 � u(1)2# #Orbifold: G2 d.WL�! u(1)2 (7:200)5. Fall: Die Wilsonlinien sind weder v{kritis
h no
h �{kritis
h. Hier mu� ledigli
h gegen�uberden entspre
henden F�allen mit �{kritis
hen Wilsonlinien die A�2 dur
h eine u(1)2 ersetztwerden. Diese wird dur
h den Twist ni
ht gebro
hen. Dies ist zuglei
h der generis
heFall.Die Ergebnisse werden in der Tabelle 7.4 zusammengefasst.Die vollst�andige Klassi�kation der Ei
hgruppen von Z3{Orbifolds mit Standard{Einbettungund allgemeinenWilsonlinien w�urde jetzt no
h die Hinzunahme inhomogener L�osungen der ver-allgemeinerten Kommutatorglei
hung und der isometris
hen Wilsonmoduli erfordern. Zu einerph�anomenologis
hen Analyse w�urde dar�uber hinaus die Bestimmung des vollen Spektrums,die Bere
hnung von Korrelationsfunktionen2, die Aufstellung einer e�ektiven Wirkung usw.geh�oren. Dies kann hier aus verst�andli
hen Gr�unden ni
ht geleistet werden. Denno
h hatdas Beispiel gezeigt, da� die von mir adaptierten bzw. neu entwi
kelten Methoden, eine sy-stematis
he und hinsi
htli
h der Bestimmung der Ei
hgruppe �okonomis
he Untersu
hung derModulir�aume von Orbifold{Modellen mit kontinuierli
hen Wilsonlinien erm�ogli
hen.
2Die Bere
hnung von Korrelationsfunktionen erfolgt mit Hilfe der konformenWF{Feldtheorie mit den in [47℄und [22℄ entwi
kelten Methoden. F�ur eine Verallgemeinerung auf Orbifolds mit Hintergrundfeldern siehe [55℄.
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Kritizit�at Lie{Algebra, Torus Lie{Algebra, Orbifold Ei
hgruppe Moduliv;w; �; �; 
 E8 E6 � A2 E(6)
 SU (3) 0v; �; �; 
 A2 � E6 D4 � u(1)4 SO(8) 
 U (1)2 0w; �; �; 
 E6 �A2 A2 �A2 � A2 �A2 (SU (3))4 0�; �; 
 A2 � A2 �A2 � A2 u(1)6 � A2 SU (3) 
 U (1)6 0v;w; � D4 �D4 � u(1)2 A2 �G2 G(2)
 SU (3) 0v;w A2 �D4 � u(1)2 G2 � u(1)2 G(2)
 U (1)2 3v; � A2 �D4 � u(1)2 G2 � u(1)2 G(2)
 U (1)2 3v; �; 
 u(1)2 �E6 D4 � u(1)2 SO(8) 
 U (1)2 3�; � A2 �A2 � u(1)2 � A2 u(1)4 � A2 SU (3) 
 U (1)4 3�; 
 A2 �A2 � u(1)2 � A2 u(1)4 � A2 SU (3) 
 U (1)4 3�; 
 A2 �A2 � u(1)2 � A2 u(1)4 � A2 SU (3) 
 U (1)4 3w; � D4 � u(1)2 �A2 A2 � A2 SU (3) 
 SU (3) 5w; � D4 � u(1)2 �A2 A2 � A2 SU (3) 
 SU (3) 5w; 
 D4 � u(1)2 �A2 A2 � A2 SU (3) 
 SU (3) 5w A2 � u(1)4 �A2 u(1)2 � A2 SU (3) 
 U (1)2 6� A2 � u(1)4 �A2 u(1)2 � A2 SU (3) 
 U (1)2 6� A2 � u(1)4 �A2 u(1)2 � A2 SU (3) 
 U (1)2 6
 A2 � u(1)4 �A2 u(1)2 � A2 SU (3) 
 U (1)2 6v D4 � u(1)4 G2 G(2) 6� u(1)6 �A2 A2 SU (3) 9Abbildung 7.3: Diese Tabelle enth�alt alle M�ogli
hkeiten der Symmetriebre
hung des StandardZ3{Orbifolds dur
h metris
he Wilsonmoduli. Die zweite E8 bleibt dabei ungebro
hen. DieSpalte "Kritizit�at\ bezieht si
h auf die im Text bes
hriebenen Klassi�zierung von Wilsonlinien.Au�er den Lie{Algebren des Torus- und des Orbifold{Modells und der Ei
hgruppe des Orbi-folds wird in der Spalte "Moduli\ die Anzahl der no
h kontinuierli
h variierbaren metris
henWilsonmoduli, d.h. die Dimension der betre�enden Hyper
�a
he im Moduliraum angegeben.
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Kritizit�at Lie{Algebra, Torus Lie{Algebra, Orbifold Ei
hgruppe Moduliv;w; �; �; 
 E7 � u(1) A5 � A2 � u(1) SU (6) 
 SU (3) 
 U (1) 0v; �; �; 
 A2 �A5 � u(1) u(1)6 �A2 SU (3) 
 U (1)6 0w; �; �; 
 E6 � u(1)2 A2 �A2 � A2 � u(1)2 (SU (3))3 
 U (1)2 0�; �; 
 A2 � A2 �A2 � u(1)2 u(1)8 U (1)8 0v;w; � D4 � A2 � u(1)4 A2 � u(1)2 SU (3) 
 U (1)2 0v;w A2 �A2 � u(1)4 u(1)4 U (1)4 3v; � A2 �A2 � u(1)4 u(1)4 U (1)4 3v; �; 
 u(1)3 � A5 A2 � u(1)2 SU (3) 
 U (1)2 3�; � A2 �A2 � u(1)4 u(1)6 U (1)6 3�; 
 A2 �A2 � u(1)4 u(1)6 U (1)6 3�; 
 A2 �A2 � u(1)4 u(1)6 U (1)6 3w; � D4 � u(1)4 A2 � u(1)2 SU (3) 
 U (1)2 5w; � D4 � u(1)4 A2 � u(1)2 SU (3) 
 U (1)2 5w; 
 D4 � u(1)2 � u(1)2 A2 � u(1)2 SU (3) 
 U (1)2 5w A2 � u(1)6 u(1)4 U (1)4 6� A2 � u(1)6 u(1)4 U (1)4 6� A2 � u(1)6 u(1)4 U (1)4 6
 A2 � u(1)6 u(1)4 U (1)4 6v A2 � u(1)6 u(1)4 U (1)4 6� u(1)8 u(1)2 U (1)2 9Abbildung 7.4: Diese Tabelle enth�alt alle M�ogli
hkeiten der Symmetriebre
hung des StandardZ3{Orbifolds dur
h metris
he Wilsonmoduli, bei Anwesenheit von diskreten Wilsonlininen, diedie twistinvariante A�2 bre
hen.



Kapitel 8Diskussion der ErgebnisseIn diesem letzten Kapitel werden die in den vorangegangenen Kapiteln erarbeiteten Resul-tate zusammengefa�t. Dana
h werden sie dur
h einen �Uberbli
k �uber die heute bekanntenvierdimensionalen L�osungen der Stringtheorie in den Gesamtzusammenhang eingeordnet. Ab-s
hlie�end diskutiere i
h die daraus resultierenden Anwendungsm�ogli
hkeiten, m�ogli
he Verall-gemeinerungen und o�enen Fragen.8.1 Zusammenfassung der ErgebnisseIn dieser Arbeit wurden toroidale und Orbifold{Kompakti�zierungen der heterotis
henStringtheorie daraufhin untersu
ht, wie die realisierte Ei
hgruppe von den kontinuierli
hver�anderbaren Parametern, den Moduli, abh�angt. Der Zusammenhang konnte dur
h Herausar-beiten der in diesen Modellen realisierten (Lie-) algebrais
hen Strukturen transparent gema
htwerden.Dur
h toroidale Kompakti�zierungen,M10 !M4 � T6; (8:1)erh�alt man die einfa
hsten vierdimensionalen L�osungen der heterotis
hen Stringtheorie. DieGeometrie der se
hs internen Dimensionen wird dur
h das Ortsraumgitter � bes
hrieben:T6 = R62�� : (8:2)Dur
h die Reinterpretation als Kompakti�zierung auf einem orthogonalen Torus in Anwesen-heit eines konstanten Gravitationsfeldes Gij 6= Æij k�onnen die dabei m�ogli
hen kontinuierli
henDeformationen von T6 parametrisiert werden. Im allgemeinen Fall existieren weitere Hinter-grundfelder, n�amli
h der antisymmetris
he Tensor Bij und die Hintergrund{Ei
hfelder Ai, diesogenannten Wilsonlinien. Zusammen parametrisieren die drei Arten von Hintergrundfeldernalle physikalis
h in�aquivalenten Deformationen des Impulsgitters�22;6 = �22;6(Gij; Bij ;Ai); (8:3)das aus den ladungsartigen Quantenzahlen aller Zust�ande besteht. In Kapitel 5 wurde dieAbh�angigkeit der Ei
hgruppe von den Moduli untersu
ht. Den Ausgangspunkt bildeten dabeiKompakti�zierungen ohne zus�atzli
he Hintergrundfelder, die die Ei
hgruppeG = G(16) 
 U (1)6; (8:4)mit G(16) = E(8)
 E(8) oder G(16) = SO(32) (8:5)177



178 KAPITEL 8. DISKUSSION DER ERGEBNISSEbesitzen. Zuerst wurden die dur
h die Hinzunahme von Wilsonlinien m�ogli
hen Symmetrie-bre
hungen 
harakterisiert. Dazu wurde auf die von Dynkin entwi
kelte Theorie der regul�arenUnteralgebren von Lie{Algebren mit ihrem eleganten diagrammatis
hen Formalismus zur�u
k-gegri�en. Dur
h Implementierung der "Methode der erweiterten Dynkin{Diagramme\ wurdegezeigt, da� die Lie{Algebren g = E8�E8 und g = D16 der beiden urspr�ungli
hen Ei
hgruppenauf jede maximale regul�are Unteralgebra gebro
hen werden k�onnen. Die notwendige und hinrei-
hende Bedingung daf�ur ist, da� die Wilsonlinien zwar Gewi
hte der maximalen Unteralgebrag0, aber ni
ht alle au
h Gewi
hte der urspr�ungli
hen Lie{Algebra sind:Ai 2 �W (g0) � �W (g): (8:6)Sol
he Wilsonlinien k�onnen explizit dur
h die Basisvektoren der auftretenden Gitter aus-gedr�u
kt werden. Im allgemeinen existieren mehrere M�ogli
hkeiten der Bre
hung auf die glei
hemaximale Unteralgebra, die si
h dur
h ihr sonstiges Spektrum unters
heiden. Die in�aquivalen-ten L�osungen k�onnen dur
h die endli
he Menge�W (g0)=�R(g0) (8:7)der Nebenklassen bez�ugli
h des Wurzelgitters parametrisiert werden.Dur
h die Iteration des Verfahrens erh�alt man alle regul�aren Unteralgebren maximalen Ran-ges. Um die n{te Unteralgebra in einer Kette maximaler regul�arer Unteralgebreng � g(1) � g(2) � � � � (8:8)zu realisieren, w�ahlt man die Wilsonlinien als Gewi
hte von g(n), aber so, da� sie keine Gewi
hteder n�a
hstgr�o�eren Unteralgebra sind:Ai 2 �W (g(n)) � �W (g(n�1)): (8:9)Da die Menge der Unteralgebren bez�ugli
h der Inklusion nur partiell geordnet ist, gibt es Un-teralgebren, die in mehreren Einbettungsketten auftreten. Dies kann zwar zu unerw�uns
htenSymmetrievergr�o�erungen f�uhren, ist aber in der Praxis kein Problem, da es si
h dur
h Z�ahlender im Spektrum auftretenden Ei
hbosonen lei
ht feststellen und dur
h eine andere Wahl derWilsonlinien beheben l�a�t.Ausgehend von den regul�aren Unteralgebren maximalen Ranges k�onnen alle regul�aren Un-teralgebren des Typs halbeinfa
h� abels
h konstruiert werden. Au
h hier wird eine von Dynkinangegebene Regel implementiert und gezeigt, da� f�ur jede Unteralgebra des maximalen Rangesexplizit angebbare einparametrige kontinuierli
he Deformationen der Wilsonlinien existieren,die den Rang des halbeinfa
hen Teils der Lie{Algebra um eins auf 15 senken. Dur
h Iterationdes Verfahrens kann der Rang dann immer weiter reduziert werden, wobei jede Verringerung umeins einen weiteren kontinuierli
hen Parameter pro Wilsonlinie liefert. Insgesamt ergibt si
h soeine Hierar
hie kritis
her Unterr�aume des Moduliraumes, deren Dimension in dem Ma�e steigt,in dem die Ei
hgruppe kleiner wird.Dur
h die Hinzunahme der anderen Hintergrundfelder ergeben si
h ganz neue M�ogli
hkeiten,da man die urspr�ungli
he Ei
hgruppe zun�a
hst vergr�o�ern und dann wieder bre
hen kann. Diegeneris
he Ei
hgruppe U (1)6 des Kompakti�zierungssektors kann zu jeder Gruppe der FormG(6) = G(l) 
 U (1)6�l (8:10)erweitert werden, wobei G(l) eine halbeinfa
he Lie{Gruppe vom Rang l mit einer Lie{Algebravom ADE{Typ ist. Die notwendige und hinrei
hende Bedingung an die Hintergrundfelder istGij + 14Ai �Aj = 14Cij ' Bij mod 12 : (8:11)Dabei ist Cij die Cartan{Matrix von G(l) und die zweite Glei
hung brau
ht nur modulo 1/2erf�ullt werden. In der bisherigen Literatur wurden nur die Spezialf�alle Ai = 0 und Bij = 0



8.1. ZUSAMMENFASSUNG DER ERGEBNISSE 179diskutiert. Im ersten Fall wird die Ei
hgruppe G(16) ni
ht gebro
hen, was aber im allgemei-nen Fall sehr wohl statt�ndet. Im zweiten Fall kann G(l) nur aus SU (2) Faktoren bestehenoder G(l) bildet zusammen mit G(16) eine gr�o�ere einfa
he Lie{Gruppe. Die vielf�altigen neuenM�ogli
hkeiten, die si
h dur
h eine Kombination symmetriebre
hender und symmetrieerweitern-der E�ekte im allgemeinen Fall ergeben, k�onnen an einem Beispiel illustriert werden, in demni
ht nur G(16) gebro
hen und G(6) erweitert wird, sondern aus den einfa
hen Faktoren beiderGruppen gr�o�ere einfa
he Gruppen, zum Beispiel SU(5){Gruppen, gebildet werden. Au
h hiergibt es f�ur diskrete Werte der Moduli Modelle mit maximaler Symmetrie, die als Ausgangs-punkt weiterer Symmetriebre
hungen dienen k�onnen. Dies f�uhrt wiederum zu einer Hierar
hiekritis
her Hyper
�a
hen im Moduliraum.Der Zusammenhang der von mir entwi
kelten Methode mit der Vers
hiebungsvektor{Methode ist in Kapitel 5.5 bes
hrieben worden. Beide Methoden erg�anzen si
h in ihren Vor-und Na
hteilen. Der Hauptvorteil des Arbeitens mit kritis
hen Hintergrundfeldern ist, da� dieAbh�angigkeit von den Moduli explizit ist und si
h die Ei
hgruppe lei
hter bestimmen oder vor-geben l�a�t. Die Konjugationsklassen{Arithmetik der Vers
hiebungsvektor{Methode erm�ogli
hteine lei
hte Konstruktion des vollst�andigen Spektrums und erlei
htert heuristis
he �Uberlegun-gen, wenn alle Arten von Hintergrundfeldern glei
hzeitig pr�asent sind.Toroidale Kompakti�zierungen der heterotis
hen Stringtheorie f�uhren zu vierdimensionalenModellen mit vierfa
h erweiterter Supersymmetrie, die keine 
hiralen Fermionen zulassen. DerAns
hlu� an die Ph�anomenologie gro�er vereinheitli
hter Theorien gelingt dur
h die Kompak-ti�zierung auf se
hsdimensionalen Orbifolds,M10 !M4 �O6; (8:12)die dur
h das Ausdividieren einer diskreten Untergruppe S(6) der se
hsdimensionalen euklidi-s
hen Gruppe de�niert sind: O6 = R6S(6) : (8:13)Die in dieser Arbeit betra
hteten Orbifolds k�onnen �aquivalent dur
h das Ausdividieren einerzyklis
hen Gruppe von Drehungen bei einem Torus realisiert werden:O6 = T6h�i ; � 2 O(6): (8:14)Der erzeugende Twist hat die endli
he Ordung N ,�N = 1: (8:15)Der Twist wird auf die Ei
hfreiheitsgrade ausgedehnt, um die Ei
hgruppe G(16) zu bre
henund um insbesondere ihren Rang zu verkleinern, was in toroidalen Kompakti�zierungen ni
htm�ogli
h ist. Dur
h Orbifold{Kompakti�zierungen erh�alt man semirealistis
he Modelle mit ein-fa
her Supersymmetrie, 
hiralen Fermionen, einer Familienstruktur und interessanten verein-heitli
hten Ei
hgruppen, z. B. E(6). In der bisherigen Literatur war jedo
h das Studium vonHintergrundfeldern, insbesondere von Wilsonlinien, ni
ht systematis
h betrieben worden. Un-ter Benutzung der in Kaptitel 5 gewonnen Ergebnisse �uber Hintergrundfelder in toroidalenKompakti�zierungen wurden in Kapitel 7 die Konsistenzbedingungen zwis
hen Twist und Hin-tergrundfeldern formuliert und untersu
ht. Aus der Literatur war bekannt, da� der dur
h denOrtsraumtwist � und den Ei
htwist �0 induzierte Twist � des Impulsgitters �22;6 ein Gitter-automorphismus sein mu�. Um zu einer expliziten Charakterisierung der bei einem gegebenenTwist zul�assigen Hintergrundfelder zu gelangen, wurde na
h dem Vorbild von [48℄ gepr�uft, wanndas Bild eines Basisvektors von �22;6 eine ganzzahlige Linearkombination von Basisvektoren ist.Es ergaben si
h vier unabh�angige Bedingungen:� Der Ortsraumtwist mu� ein Automorphismus des Ortsraumgitters sein:� 2 Aut(�): (8:16)



180 KAPITEL 8. DISKUSSION DER ERGEBNISSEEine �aquivalente Charakterisierung ist, da� das Hintergrund{Gravitationsfeld eine verall-gemeinerte Vertaus
hungsrelation mit den Matrizen von � bez�ugli
h der Standardbasenvon � und �� erf�ullt: Gij�jk � � ji Gjk = 0 (8:17)Diese Bedingung tritt au
h bei Orbifolds der bosonis
hen Stringtheorie auf [55℄.� Der Ei
htwist �0 mu� ein Automorphismus des Gitters �16 der 16 Ei
hfreiheitsgrade sein:�0 2 Aut(�16): (8:18)Diese Bedingung stellt si
her, da� in der getwisteten Theorie eine Trennung der links-laufenden Freiheitsgrade in Ei
hfreiheitsgrade und Koordinaten des inneren Raumes T6m�ogli
h ist.� Der Ei
htwist operiert auf den Wilsonlinien bis auf Vektoren aus �16 so, wie der Orts-raumtwist auf den entspre
henden Ri
htungen von T6 operiert:�0Ai = � ji Aj mod �16: (8:19)In der bisherigen Literatur wurde immer verlangt, da� diese Relation exakt gilt. Sie wurdedann als Einbettung der se
hsdimensionalen Translationsgruppe in die se
hszehndimen-sionale interpretiert. Dies ist aber ni
ht die allgemeinste L�osung.� Die Twistmatrizen und die KombinationDij = 2�Bij � Gij � 14(Ai �Aj)� (8:20)der Hintergrundfelder m�ussen die verallgemeinerte Kommutatorglei
hungDij�jk � � ji Djk =Mik �M Ai (fA �Ak) (8:21)mit ganzzahligen M{Matrizen erf�ullen. L�a�t man die Wilsonlinien weg, so erh�alt maneinfa
here separate Glei
hungen f�ur das Gij� und das Bij{Feld. Dieselben Glei
hun-gen treten bei Orbifolds der bosonis
hen Stringtheorie auf [55℄. Heterotis
he Orbifoldsmit Wilsonlinien sind komplizierter, da die Wilsonlinien auf beiden Seiten der Glei
hungauftreten.In Kapitel 7 wurden die Einbettungs- und die Kommutatorglei
hung f�ur etwas spezialisierteKlassen von Twists allgemein gel�ost. Dazu wird zun�a
hst jede Wilsonlinie in einen unter demEi
htwist invarianten und einen dazu orthogonalen ni
htinvarianten Teil zerlegt:Ai = eAi � bAi: (8:22)Au�erdem werden die Wilsonlinien in zwei Gruppen eingeteilt, die si
h aus dem Verhaltender ihnen zugeordneten Ri
htungen des Torus T6 unter dem Ortsraumtwist ergeben. Mit Amwerden die einer invarianten Ri
htung zugeordneten Wilsonlinien bezei
hnet, mitAa diejenigen,die zu einer ni
htinvarianten Ri
htung geh�oren. Diese Unters
heidung ist zwar stets m�ogli
h,f�uhrt aber nur dann zu einer Vereinfa
hung, wenn alle auftretenden invarianten Ri
htungenparallel zu Gittervektoren sind. Geometris
h entspri
ht dies dem Spezialfall, da� der Fixtorusdes Ortsraumtwistes faktorisiert: O6 = Ok � T6�k: (8:23)Dies ist jedo
h ni
ht immer der Fall, da es Beispiele von ni
htfaktorisierenden Fixtori gibt[29℄. Denno
h ist die Eins
hr�ankung, da� nur faktorisierende Fixtori zugelassen werden, ni
htzu restriktiv, da bei sehr vielen interessanten Modellen, z.B. beim Standard{Z3{Orbifold undallgemeiner bei allen Orbifolds mit Coxeter{Twists �uberhaupt keine Fixtori auftreten.Wenn nur faktorisierende Fixtori oder gar keine auftreten, kann die Matrix des Twistesbez�ugli
h der Gitterbasis auf Blo
kdiagonalgestalt gebra
ht werden, und die Glei
hung (8.18)
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hungen f�ur Wilsonlinien bAa, eAa, bAm und eAm. Die eAa unddie bAm k�onnen nur diskrete Werte annehmen. Genauer gesagt, mu� der mit der TwistordnungN multiplizierte Vektor im invarianten bzw. im ni
htinvarianten Teil der Gitters �16 liegen:N eAa 2 I�16 ; N bAm 2 N�16 : (8:24)Die anderen Wilsonlinien bAa und eAm k�onnen hingegen kontinuierli
h variiert werden. W�ahrenddie bAa dur
h den Ei
htwist miteinander verkn�upft werden und daher ni
ht unabh�angig variiertwerden k�onnen, gibt es f�ur die eAm keine weiteren Eins
hr�ankungen. Die aus (8.18) folgen-den Bedingungen an die bAa werden dur
h die unten bes
hriebene Einbettungskonstruktionautomatis
h erf�ullt.Falls (8.23) gilt, kann die gerade bes
hriebene Zerlegung der Wilsonlinien au
h dazu benutztwerden, die Kommutatorglei
hung (8.21) auf die einfa
here FormDij�jk � � ji Djk = Mik (8:25)zu transformieren. Eine spezielle L�osung dieser inhomogenen Glei
hung kann der Literatur ent-nommen werden, die homogene Glei
hung wurde in Kapitel 7 allgemein gel�ost. Die Dimensiondes L�osungsraumes kann dur
h die Dimensionen dk der Eigenr�aume zum Eigenwert e2�ik=Nausgedr�u
kt werden: MD = d21 + d212 + 2 Xk2Qj0<k<12 d2k = Xk2Qj0�k<1d2k: (8:26)Der 1{Eigenraum des Twistes bes
hreibt einen Fixtorus, der na
h Voraussetzung faktorisiert.Die ihm zugeordneten Hintergrundfelder unterliegen, wie immer bei toroidalen Kompakti�zie-rungen, keinen zus�atzli
hen Bedingungen. Um die Zahl der Orbifold{Moduli zu bestimmen,mu� die De�nition des Ei
htwistes konkretisiert werden. Dazu spezi�ziere i
h die Vorstellung,der Ei
htwist solle dur
h Einbettung des Ortsraumtwistes in die Ei
hfreiheitsgrade de�niertwerden, dur
h die Vors
hrift, den Ortsraumtwist dur
h eine Bijektion � von � auf ein Unter-gitter von �16 in den Ei
htwist zu verwandeln:�0 = ����1 � 1: (8:27)In diesem Fall sind die zul�assigen Deformationen des Gij- und des Bij{Feldes die glei
hen wiein der bosonis
hen Theorie. Die Zahl der Moduli ist daher [55℄:MG = 0� d 12 + 12 1A+ Xk2Qj0<k<12 d2k; MB = 0� d 122 1A + Xk2Qj0<k<12 d2k: (8:28)Bei den Wilsonlinien gibt es zwei Arten von Deformationen: metris
he, bei denen si
h dieMatrix (Ai � Aj) �andert und isometris
he, bei denen si
h diese Matrix ni
ht �andert und dieWilsonlinien starr relativ zum Gitter rotiert werden. Die Anzahl der metris
hen Wilsonmoduliist glei
h der der Gij{ModuliMA;m = 0� d 12 + 12 1A + Xk2Qj0<k<12 d2k: (8:29)Die Zahl der isometris
hen Wilsonmoduli istMA;i = 0� d 122 1A+ Xk2Qj0<k<12 dk: (8:30)Geometris
h bes
hreiben die Gij{Moduli und die metris
hen Wilsonmoduli die kontinuierli
he�Anderung gewisser Radien und bestimmter Winkel zwis
hen den entspre
henden Ri
htungen.
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hen Wilsonmoduli entspre
hen hingegen Drehwinkeln zwis
hen den Wilsonlinienund den Rotationsa
hsen des Ei
htwistes. Aus Dimensionsgr�unden ist au
h eine doppelte Ein-bettung des Ortsraumtwistes m�ogli
h. Dann verdoppelt si
h die Zahl der Wilsonmoduli.Um die modulare Invarianz der Orbifold{Kompakti�zierung zu garantieren, m�ussen gewisseRelationen zwis
hen den Eigenwerten des Gesamt{Twistes � erf�ullt sein. F�ur die Einbettungs-konstruktion k�onnen diese Bedingungen vereinfa
ht werden. Insbesondere sind kontinuierli
heDeformationen modular invarianter Modelle wieder modular invariant.Dur
h die Wilsonmoduli, die in der bisherigen Literatur nur am Rande und ni
ht systema-tis
h ber�u
ksi
htigt wurden, ergeben si
h M�ogli
hkeiten der Symmetriebre
hung, die mit den inKapitel 5 entwi
kelten Methoden behandelt werden k�onnen. Als Beispiel wurde der Standard{Z3{Orbifold betra
htet, und dabei wurden alle M�ogli
hkeiten der Bre
hung der Ei
hgruppeE(6) 
 SU (3) 
E(8) dur
h die neun metris
hen Wilsonmoduli klassi�ziert. Dabei ergibt si
heine Vielzahl kritis
her Hyper
�a
hen im betra
hteten Teil des Orbifold{Moduliraumes, die hier-ar
his
h ineinanderges
ha
htelt sind oder si
h in Unterr�aumen h�oherer Symmetrie s
hneiden.Diese Strukturen korrespondieren mit entspre
henden Strukturen im zugeordneten Teil destoroidalen Moduliraumes. Die Klassi�kation kann unmittelbar auf den Fall mit zus�atzli
hendiskreten Wilsonlinien �ubertragen werden. Der Gebrau
h von Dynkin{Diagrammen erlaubtes, wie in Kapitel 5, systematis
h vorzugehen. Dur
h die Kombination von Einbettungs- undDimensionsargumenten k�onnen in allen F�allen die Orbifold{Ei
hgruppen eindeutig festgelegtwerden, ohne sie explizit zu konstruieren, was wesentli
h aufwendiger w�are.Insgesamt ergibt si
h das folgende Bild der Modulir�aume von Orbifold und Torus{Kompakti�zierungen: Jeder Twist de�niert �uber die Konsistenzbedingung gewisse Teilr�aumedes toroidalen Moduliraumes, in denen er eine Symmetrie der dort liegenden Modelle ist undausdividiert werden kann. Dur
h den Twist erh�alt man einen korrespondierenden Orbifold{Moduliraummit der glei
hen Dimension und der glei
hen Geometrie der kritis
hen Unterr�aumeh�oherer Symmetrie. Die zul�assigen Hintergrundfelder parametrisieren dabei die erlaubten De-formationen. Dur
h Twists, diskrete Wilsonlinien und spezielle L�osungen der inhomogenenEinbettungs- und Kommutatorglei
hung werden vers
hiedene Modulir�aume aufeinander abge-bildet und zwar dur
h Twists Teile des toroidalen Moduliraums auf Orbifold{Modulir�aumeund dur
h diskrete Parameter vers
hiedene Orbifold{Modulir�aume und die korrespondierendenTorus{Teilmodulir�aume jeweils aufeinander. Dabei werden kritis
he Unterr�aume wieder aufkritis
he Unterr�aume abgebildet.Insgesamt wurde gezeigt, da� und wie man bei toroidalen und Orbifold{Kompakti�zierungendur
h Herausarbeiten der algebrais
hen Struktur einen �Uberbli
k �uber die verwirrende Viel-zahl der Modelle gewinnen kann. In Kapitel 6 wurden zudem die Zusammenh�ange zwis
henOrbifold{Twists, Lie{Algebra{Automorphismen und getwisteten Ka
{Moody{Algebren aufge-arbeitet, dur
h die Orbifold{Kompakti�zierungen als spezielle konforme Feldtheorien und damitals spezielle vierdimensionale L�osungen der heterotis
hen Stringtheorie 
harakterisiert werdenk�onnen.Um meine Ergebnisse in die aktuelle Fors
hungssituation auf diesem Gebiet einzubetten,gebe i
h ans
hlie�end einen knappen �Uberbli
k �uber die anderen bekannten L�osungen.8.2 �Ubersi
ht �uber vierdimensionale Stringtheorien8.2.1 Calabi{Yau{Kompakti�zierungenDer allgemeinste Ansatz f�ur die Kompakti�zierung der zehndimensionalen heterotis
henStringtheorie ist die Ersetzung des zehndimensionalen Minkowski{Raumes dur
h das Produkteines vierdimensionalen Minkowski{Raumes und einer internen, se
hsdimensionalen kompaktenMannigfaltigkeit. M10 !M4 �K6: (8:31)Die interne Mannigfaltigkeit K6 mu� eine L�osung der Vakuum{Einstein{Glei
hungen, alsoRi

i{
a
h sein. Bei einer generis
hen Wahl von K6 wird die RZ{Supersymmetrie vollst�andig
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hen und es gibt im allgemeinen keine 
hiralen Fermionfamilien. Obwohl die uns experi-mentell zug�angli
he Welt ni
ht manifest supersymmetris
h ist, wird zur L�osung des Hierar
hie{Problems in vereinheitli
hten Ei
htheorien eine auf geeignete Weise zu bre
hende N=1 Super-symmetrie postuliert. Im Rahmen der Stringtheorie versu
ht man zun�a
hst supersymmetri-s
he vierdimensionale L�osungen zu �nden und die Supersymmetrie{Bre
hung in einem zweitenS
hritt zu behandeln. Dabei mu� glei
hzeitig die Ta
hyon{Freiheit des Spektrums gew�ahrlei-stet und ein zu gro�er Wert der kosmologis
hen Konstanten [130℄ vermieden werden. Fordertman, da� die Kompakti�zierung eine RZ{Supersymmetrie ungebro
hen l�a�t, so f�uhrt dies,zusammen mit einigen "te
hnis
hen\ Zusatzannahmen, zwingend dazu, da� K6 eine Calabi{Yau{Mannigfaltigkeit1 sein mu� [1℄.Dies ergibt si
h auf folgende Weise [1℄: Die N=1 Supersymmetrie impliziert eine Ein-s
hr�ankung an die Wahl der Holonomie{Gruppe. Diese besteht aus allen Transformationen,die si
h beim Paralleltransport eines Tangentialvektors entlang ges
hlossener Kurven auf derMannigfaltigkeit ergeben. Bei einer generis
hen se
hsdimensionalen Riemanns
hen Mannigfal-tigkeit ist sie SO(6) ' SU (4). Die Forderung na
h ungebro
hener Supersymmetrie s
hr�anktsie auf eine SU (3){Untergruppe ein. Weiter ergibt si
h, da� K6 eine komplexe und sogareine K�ahler{Mannigfaltigkeit sein mu�, d.h. die Metrik wird dur
h die zweifa
he Dif-ferentiation einer Potentialfunktion erzeugt. Calabi{Yau{Mannigfaltigkeiten sind kompaktekomplexe K�ahlermannigfaltigkeiten mit Holonomiegruppe SU (3), also ist K6 eine Calabi{Yau{Mannigfaltigkeit. Tori sind Spezialf�alle von Calabi{Yau{Mannigfaltigkeiten. Sie sind allerdingsv�ollig untypis
h, da allgemeine Calabi{Yau{Mannigfaltigkeiten eine ho
hgradig ni
httrivialeGeometrie besitzen, die zur Folge hat, da� die zugeordnete Stringtheorie ni
ht mehr exaktl�osbar ist. Man
hmal werden sie daher in der De�nition explizit ausges
hlossen [92℄.Aus den Bewegungsglei
hungen der Stringtheorie ergibt si
h eine weitere Konsistenzbedin-gung, die es erzwingt, die Holonomiegruppe in die Ei
hgruppe einzubetten. Bei der sogenanntenStandard{Einbettung wird sie mit dem SU (3){Faktor der maximalenUntergruppe SU (3)
E(6)einer der beiden E(8) Gruppen der E(8) 
 E(8){Theorie identi�ziert. Dadur
h wird die Ei
h-gruppe auf E(6)
 E(8) gebro
hen und man erh�alt mit der E(6) eine ph�anomenologis
h inter-essante vereinheitli
hte Ei
hgruppe mit komplexen Darstellungen, die 
hirale Fermionfamilienzul�a�t. Die vereinheitli
hte Ei
hgruppe E(6) mu� nat�urli
h weiter gebro
hen werden. Dies kannau
h hier mit Hilfe von Wilsonlinien ges
hehen. Dabei gibt es Beispiele, in denen die Ei
hgruppedes Standard{Modells reproduziert wird, wobei allerdings immer zus�atzli
he Symmetrien undzus�atzli
he Teil
hen auftreten.Das Hauptproblem bei der Calabi{Yau{Kompakti�zierung ist, da� man die Metrik im all-gemeinen ni
ht explizit angeben kann. Dur
h Kombination von mathematis
hen Methoden ausder komplexen Di�erentialgeometrie, algebrais
hen Geometrie und der algebrais
hen Topologiemit Methoden der Quantenfeldtheorie konnten trotzdem eine F�ulle von Einsi
hten gewonnenwerden (siehe z.B. [92℄). Physikalis
he Eigens
haften der Stringtheorie k�onnen dur
h topologi-s
he Eigens
haften vonK6 ausgedr�u
kt werden: So ist z.B. die Zahl der 
hiralen E(6){Fermion{Familie glei
h der H�alfte der Euler{Zahl. Es sind Modelle mit drei oder vier Familien bekannt.Eine Calabi{Yau{Mannigfaltigkeit wird dur
h ihre Topologie und ihre komplexe und K�ahler-struktur eindeutig festgelegt. Die beiden letzteren Strukturen k�onnen kontinuierli
h deformiertwerden. Die zugeh�origen Parameter bezei
hnet man als Moduli. Da gewisse Korrelations-funktionen exakt ausgere
hnet werden k�onnen, kann man die entspre
henden Kopplungen alsFunktion der komplexen und K�ahler{Moduli angeben. Eine zur Zeit intensiv untersu
hte und anvielen Beispielen belegte Vermutung ist, da� Calabi{Yau{Mannigfaltigkeiten Paare bilden, diejeweils die glei
he Stringtheorie bes
hreiben [92℄ (Spiegel{Hypothese). Dabei vertaus
hen diekomplexen und die K�ahler{Moduli ihre Rollen, wodur
h si
h die Zahl der exakt bere
henbarenKorrelationsfunktionen verdoppelt.F�ur die Konstruktion von Calabi{Yau{Mannigfaltigkeiten gibt es zwei Methoden [15℄:� Dur
h algebrais
he Glei
hungen k�onnen Hyper
�a
hen in komplexen projektiven R�aumen(CPn) oder verallgemeinerten gewi
hteten komplexen projektiven R�aumen (WCPn) de-1Eine Einf�uhrung in die Mathematik der Calabi{Yau{R�aume �ndet man in [15℄.



184 KAPITEL 8. DISKUSSION DER ERGEBNISSE�niert werden, die Calabi{Yau{Mannigfaltigkeiten sind.� Toroidale Orbifolds k�onnen Grenzf�alle von Calabi{Yau{Mannigfaltigkeiten sein, bei denendie Kr�ummung auf die diskreten Fixpunkte konzentriert wird [63℄, [29℄. Der Standard{Z3{Orbifold ist der Grenzfall einer Calabi{Yau{Mannigfaltigkeit mit Standard{Einbettung.Die Holonomie{Gruppe SU (3) entartet dabei zu einer Z3, der diskreten Holonomiegruppedes Orbifolds. Umgekehrt erh�alt man dur
h das "Aufblasen\ von Orbifold{Singularit�atenCalabi{Yau{Mannigfaltigkeiten. Dazu werden zun�a
hst die Singularit�aten herausge-s
hnitten und an ihrer Stelle sogenannte Egu
hi{Hanson{R�aume eingef�ugt. Wenn diesso ges
hieht, da� keine globalen Obstruktionen der komplexen und der K�ahlerstrukturauftreten, erh�alt man eine Calabi{Yau{Mannigfaltigkeit.Aus einer gegebenen Calabi{Yau{Mannigfaltigkeit lassen si
h dur
h das Ausdividieren diskreterSymmetriegruppen neue L�osungen f�ur K6 erzeugen. Dadur
h l�a�t si
h die bei vielen Modellensehr hohe Zahl von Fermion{Familien reduzieren. Falls die Twistgruppe ni
ht frei operiert, istder Faktorraum keine Mannigfaltigkeit mehr, sondern besitzt, wie bei den toroidalen Orbifolds,singul�are Punkte.8.2.2 Konforme Feldtheorien und vierdimensionale StringtheorienBereits fr�uher ist er�ortert worden, da� die Bewegungsglei
hungen der Stringtheorie �aquiva-lent sind zur konformen Invarianz der zweidimensionalen WF{Feldtheorie. Die allgemeinstenklassis
hen L�osungen der Stringtheorie sind daher zweidimensionale konforme Feldtheorien mitgewissen zus�atzli
hen Eigens
haften. Bei den allgemeinsten RZ{supersymmetris
hen vierdimen-sionalen L�osungen der heterotis
hen Stringtheorie werden die internen Freiheitsgrade dur
h einemodular invariante lokal (0,1) und global (0,2) WF{supersymmetris
he konforme Feldtheoriemit den zentralen Ladungen (22,9) bes
hrieben.Zur Konstruktion interner WF{Feldtheorien gibt es au�er der Kompakti�zierung eine F�ulleweiterer Verfahren. Bereits fr�uher erw�ahnt wurden die asymmetris
hen Orbifolds toroidalerKompakti�zierungen und die kovarianten Gitter.Au�er freien und getwisteten freien Feldtheorien gibt es eine bisher ni
ht �ubers
haubare Viel-zahl konformer Feldtheorien mit allen notwendigen Eigens
haften. Eine Klassi�zierung gilt alsw�uns
henswert und m�ogli
h. Da zur Zeit eine wa
hsende F�ulle vers
hiedenster Konstruktionenexistiert, kann i
h nur einige Beispiele nennen.� Gepner hat eine Methode entwi
kelt, dur
h die Bildung von Tensorprodukten von Model-len der minimalen superkonformen Serie modular invariante Theorien mit globaler (2,2)WF{Supersymmetrie zu konstruieren [36℄, [3℄. Ein Erfolg dieser Methode ist, da� gewisseGepner{Modelle Paaren von Calabi{Yau{Kompakti�zierungen entspre
hen. Dies f�uhrtedann zur Aufstellung der Spiegel{Hypothese [92℄. Die Klassen der Standard{Calabi{Yau{Kompakti�zierungen und der (2,2) superkonformen Feldtheorien s
heinen si
h weitgehendzu de
ken.� Da die zentralen Ladungen der internen konformen Feldtheorie gr�o�er als 1 sind, kann mannur sol
he Theorien exakt l�osen, die eine erweiterte 
hirale Algebra, also eine Erweiterungder Virasoro{Algebra besitzen. Mit freien Bosonen kann man Level{1{Darstellungen vonKa
{Moody{Algebren realisieren. Allgemeinere Level{k{Darstellungen erh�alt man u.a.dur
h Wess{Zumino{Witten{Modelle, bei denen die Felder Werte in einer Lie{Gruppeannehmen.� Mit Hilfe der Goddard{Kent{Olive{Konstruktion k�onnen aus Level k Darstellungen vonKa
{Moody{Algebren (oder Super{Ka
{Moody{Algebren) dur
h Ausdividieren von Un-teralgebren neue Theorien konstruiert werden. M�ogli
herweise liefert diese Konstruktionsogar alle rationalen konformen Feldtheorien. Bei jeder Konstruktion kann man immerwieder na
h diskreten Symmetriegruppen su
hen und dur
h (modular invariantes) Aus-dividieren neue Theorien konstruieren [3℄.



8.2. �UBERSICHT �UBER VIERDIMENSIONALE STRINGTHEORIEN 1858.2.3 Moduli und marginale OperatorenEine weitere typis
he Eigens
haft konformer Feldtheorien mit zentraler Ladung 
 > 1 ist dieExistenz kontinuierli
her Deformationen. Sol
he Deformationen, die ja die konforme Invarianzni
ht bre
hen, sind im Sinne der Wilsons
hen Renormierunsgruppe marginal. Die zugeh�origenParameter werden als Moduli bezei
hnet. In�nitesimale marginale Deformationen werden dur
hOperatoren vom konformen Gewi
ht (1,1) erzeugt. Die Deformation kann st�orungstheoretis
huntersu
ht werden, indem man den betre�enden Operator zur Wirkung addiert. Endli
hemarginale Deformationen und damit eine dur
h Moduli parametrisierte S
har von Theorienerzeugen aber nur die integrablen marginalen Operatoren, d.h. diejenigen, die au
h in derdeformierten Theorie marginal bleiben [42℄.Beispiel: Wir betra
hten eine kompakti�zierte Stringkoordinate. Bei generis
her Wahldes Radius gibt es nur einen marginalen Operator �XL(z)�XR(z). Er bes
hreibt o�ensi
htli
hDeformationen des Radius, da er proportional zur Wirkung eines freien Bosons ist. F�ur diespezielle Wahl R = p2 geh�oren au
h die marginalen Operatorene�ip2XL(z)�ip2XR(z); e�ip2XL(z)�XR(z); �XL(z)e�ip2XR(z) (8:32)zur konformen Feldtheorie des WF{Bosefeldes. Dur
h den Frenkel{Ka
{Me
hanismus wirdglei
hzeitig eine A1 � A1 Ka
{Moody{Algebra realisiert. Die zus�atzli
hen marginalen Opera-toren sind zwar integrabel, liegen aber in dem glei
hen A1�A1 Multiplett wie �XL(z)�XR(z).Daher erzeugen alle 9 Operatoren die glei
he Deformation. Man sagt, die zus�atzli
hen margi-nalen Operatoren seien redundant [42℄.Beispiel: Im Narain{Modell sind die 22�6 Operatoren Gij�Xi(z)�Xj(z), Bij�Xi(z)�Xj(z)und AIj�XI (z)�Xj(z) marginal und erzeugen die Deformationen der Hintergrundfelder bzw.des Narain{Gitters [42℄.Beispiel: In toroidalen Orbifold{Modellen existieren marginale Operatoren sowohl in denungetwisteten als au
h in den getwisteten Sektoren. Die Moduli des ungetwisteten Sektorsbes
hreiben die zul�assigen Deformationen der Hintergrundfelder, die des getwisteten Sektorssind "Aufblase{Moduli\, d.h. sie bes
hreiben den kontinuierli
hen �Ubergang zu Calabi{Yau{Kompakti�zierungen dur
h Gl�atten der Singularit�aten [14℄. Sie h�angen daher mit den Modulider komplexen und der K�ahler{Struktur der Calabi{Yau{Mannigfaltigkeit zusammen.Da die Moduli konformer Feldtheorien zuglei
h die klassis
hen L�osungen der Stringtheorieparametrisieren, sind diese Modulir�aume in den letzten Jahren intensiv untersu
ht worden[27℄. Der S
hwerpunkt lag dabei auf diskreten Symmetrien, wie der Dualit�at und der Spiegel{Symmetrie. Die Dualit�atssymmetrie identi�ziert im Falle einer kompakten Stringkoordinate dieRadien R und 1=(2R) miteinander. Im Narain{Moduli{Raum ist die Symmetriegruppe, die alsmodulare Gruppe des Targetraums bezei
hnet wird.O(d; d;Z)O(d;Z)
 O(d;Z) : (8:33)�Ahnli
he Symmetrien gibt es in den Modulir�aumen toroidaler Orbifolds [89℄. Auf die bei Calabi{Yau{Modellen auftretende Spiegel{Symmetrie bin i
h bereits oben eingegangen.Ein anderer wi
htiger Punkt ist die Variation der Symmetrien, d.h. der Ei
hgruppe und dererweiterten 
hiralen Algebra mit den Moduli. Am Beipiel einer kompakti�zierten Stringkoordi-nate, d.h. der konformen Feldtheorie mit zentralen Ladungen (1,1), ist explizit gezeigt worden,da� f�ur alle rationalen Werte des Radius Erweiterungen der Virasoro{Algebra auftreten [42℄.Viele dieser speziellen Punkte bes
hreiben das kritis
he Verhalten von zweidimensionalen Mo-dellen der statistis
hen Me
hanik, etwa des Ising- , Potts- oder diverser Vertex{Modelle. Diegr�o�te dieser Erweiterungen ist die Ka
{Moody{Algebra bei R = p2. Dieses Modell ist auf-grund der Dualit�atssymmetrie mit dem bei R = 1=(2p2) �aquivalent. Die Ei
hgruppe vergr�o�ertsi
h an diesen beiden Punkten des Moduliraumes von U (1)2 auf SU (2).Obwohl die Modulir�aume konformer Feldtheorien lokal Mannigfaltigkeiten sind, ist derGesamt{Moduliraum ni
ht die disjunkte Vereinigung aller dieser Mannigfaltigkeiten, da si
hdie diversen Modulir�aume s
hneiden k�onnen. Auf den S
hnitt
�a
hen steigt die Anzahl der



186 KAPITEL 8. DISKUSSION DER ERGEBNISSEni
ht{redundanten Operatoren und damit die lokale Dimension des Moduliraumes, der daherkeine globale Mannigfaltigkeit sein kann.Beispiel: Der Moduliraum der konformen Feldtheorien mit 
 = 1 [16℄, [42℄. Aus der Theorieeines kompakten freien Bosons k�onnen diskrete Symmetrien ausdividiert werden. Die generi-s
he Symmetrie ist eine Z2, bei der auf dem Kreis jeweils gegen�uberliegende Punkte identi�ziertwerden. Da die Symmetriea
hse den Kreis in zwei Punkten s
hneidet, gibt es zwei Fixpunkte.Die getwistete Theorie bes
hreibt die eindimensionale Kompakti�zierung auf dem Z2{Orbifoldeines Kreises. Au
h hier ist der Radius fast �uberall der einzige Modulus. Beide Modulir�aumesind Geraden, bzw. bei Ber�u
ksi
htigung der Dualit�atssymmetrie Halbgeraden. Ein speziellesPh�anomen tritt auf, wenn der Twist bei dem Wert R = p2 des Radius ausgef�uhrt wird, an demdie A1 � A1 Ka
{Moody{Algebra realisert wird. Da der Twist dann ein Automorphismus derLie{Algebra A1 ist, gibt es eine �aquivalente Realisierung des Twistes dur
h einen Vers
hiebungs-vektor. Das Twisten mit Vers
hiebungsvektoren bedeutet aber das Skalieren des Kreis{Radiusmit einer rationalen Zahl, in unserem Fall die Halbierung. Die Kompakti�zierung auf dem Kreismit R = 12p2 ist also �aquivalent zur Kompakti�zierung auf dem getwisteten Kreis mit R = p2.Die beiden Geraden s
hneiden si
h in diesem Punkt. Ausgedr�u
kt dur
h marginale Operatorengibt es im Kreis{Moduliraum an diesem Punkt einen zus�atzli
hen marginalen Operator, deraufgrund der gebro
henen A1{Symmetrie ni
ht �aquivalent zu dem generis
hen ist. Der zus�atz-li
he Operator generiert dann Deformationen in die Orbifold{Ri
htung. Im Orbifold{Modell istdie Situation genau spiegelbildli
h.Zwei Punkte sind f�ur Verallgemeinerungen wi
htig: 1.) Die Identi�zierung kommt auf-grund der �Aquivalenz der Rotations- mit der Vers
hiebungsrealisierung des Twistes zustandeund ergibt si
h aus einer zus�atzli
hen Struktur, im vorliegenden Beispiel aus der Lie{Algebra{Struktur. 2.) Der S
hnittpunkt ist ein Punkt erh�ohter Symmetrie. Er ist aber kein Punktmaximaler Symmetrie, sondern kann vielmehr von einem Punkt maximaler Symmetrie aus aufzwei im allgemeinen in�aquivalenten Wegen errei
ht werden. Au�erdem ist er ein Fixpunkt derDualit�atssymmetrie (des Kreis{Modells), denn R = 12p2 erf�ullt die Glei
hung R = (2R)�1. F�urkonforme Feldtheorien mit 
 = 3=2 kann eine �ahnli
he Analyse dur
hgef�uhrt werden. Dabeiergeben si
h mehrere Geraden und mehrere S
hnittpunkte [21℄. Im Falle 
=2 gibt es bereitsvier generis
he marginale Deformationen. Der Moduliraum verzweigt si
h in gewissen kriti-s
hen Unterr�aumen auf komplizierte Weise [17℄. F�ur 
 > 2 gibt es bisher keine verglei
hsweisevollst�andigen Untersu
hungen, aber einige allgemeine Resultate.8.3 Ausbli
kAus den Ergebnissen der Kapitel 5 - 7 ergibt si
h im Li
hte des soeben gegebenen �Uberbli
kseine Reihe von o�enen Fragen, Anwendungen, Erweiterungen und Verallgemeinerungen, mitderen Nennung i
h die Arbeit bes
hlie�en m�o
hte.� Die Rolle der isometris
hen Wilsonmoduli und der inhomogenen L�osungen der Kommu-tatorglei
hung bei der Symmetriebre
hung in Orbifold{Modellen mu� untersu
ht werden.� Die Auswirkung kontinuierli
her Wilsonlinien auf das gesamte Spektrum eins
hlie�li
hdes getwisteten Sektors mu� ebenfalls untersu
ht werden.� Der Fall ni
ht{faktorisierender Fixtori sollte si
h mit erh�ohtem Aufwand explizit l�osenlassen.� Es k�onnen Orbifolds mit allgemeinen abels
hen Punktgruppen ZN 
ZM 
� � � und ni
ht{abels
he Orbifolds betra
htet werden. Eine notwendige Konsistenzbedingung zwis
henTwistgruppe und Hintergrundfeldern ist, da� der Twist mit allen Generatoren der Twist-gruppe kompatibel ist, d.h. man erh�alt je einen Satz von Konsistenzglei
hungen f�ur jedenGenerator. Es stellt si
h aber die Frage, ob dies au
h hinrei
hend ist, oder ob, wie imFalle der modularen Invarianz bei ni
htabels
hen Punktgruppen, zus�atzli
he Konsistenz-bedingungen existieren.



8.3. AUSBLICK 187� Es kann versu
ht werden, die Konsistenzglei
hungen zwis
hen Twist und Hintergrund-feldern f�ur asymmetris
he Orbifolds zu l�osen. Dies ers
heint besonders in Hinbli
k aufdie Ergebnisse �uber die Symmetriegruppen toroidaler Kompakti�zierungen w�uns
hens-wert, denn dur
h die Mis
hung von Ei
h- und Kompakti�zierungsfreiheitsgraden erge-ben si
h interessante Ei
hgruppen. Aus sol
hen Modellen sind aber kaum symmetri-s
he Orbifolds zu konstruieren, da die Unters
heidung von Ortsraum- und Ei
htwist dieKompakti�zierungs- und Ei
hfreiheitsgrade automatis
h trennt. Das manifestiert si
hu.a. darin, da� der Ei
htwist ein Automorphismus des �16{Gitters sein mu�.� Andererseits kann die geometris
he Struktur symmetris
her Orbifolds und ihr Zusam-menhang mit Calabi{Yau{Mannigfaltigkeiten ausgenutzt werden. Es w�are zu kl�aren, obdie Pr�asenz kontinuierli
her Wilsonlinien mit dem Aufblasen der Orbifold{Singularit�atenvertr�agli
h ist, und wenn ja, wieviel Informationman �uber die so entstehenden Modelle ge-winnen kann. Da die kontinuierli
hen Wilsonlinien die im Falle der Standard{Einbettungvorhandene E6{Ei
hgruppe und damit die linkslaufende globaleWF{Supersymmetrie bre-
hen, w�are das au
h ein Beitrag zu einem besseren Verst�andnis der (0,2) superkonformenFeldtheorien und der Einbettung der (2,2) Theorien in die gr�o�ere Klasse.� Dur
h die Konstruktion kritis
her Werte der Wilsonlinien erh�alt man zuglei
h Mo-delle erh�ohter Symmetrie und Kandidaten f�ur Modelle, die aufgrund der �Aquivalenzder Vers
hiebungs- und der Rotationsrealisierung von Lie{Algebra{Automorphismen mitanderen Modelle identi�ziert werden k�onnen. Dadur
h k�onnen S
hnitt
�a
hen zwis
henvers
hiedenen Modulir�aumen gefunden werden. Ein m�ogli
her Ansatz w�are die Frage,wieviele ni
ht{redundante marginale Operatoren an Punkten oder auf Fl�a
hen erh�ohterSymmetrie existieren. Hierf�ur sollte eine darstellungstheoretis
he Charakterisierung exi-stieren. Die zweite Frage ist dann, wie die zus�atzli
hen Deformationen das Modell �andernbzw. in wel
hen anderen Moduliraum man dur
h die Extra{Moduli gelangt.� Mit Hilfe der �Aquivalenz zwis
hen Vers
hiebungs- und Rotationsrealisierung sollte esm�ogli
h sein, alle Orbifolds mit Vers
hiebungsrealisierung des Ei
htwists und wahrs
hein-li
h au
h alle dur
h kovariante Gitter de�nierten Modelle in die Modulir�aume der Orbi-folds mit Drehungsrealisierung einzubetten. Diese w�aren dann spezielle Punkte erh�ohterSymmetrie. Sie sind ni
ht nur aus den oben genannten Gr�unden interessant, sondernau
h, weil si
h der Aufwand bei der Bere
hnung von Korrelationsfunktionen vereinfa
ht,sobald der Twist als Vers
hiebung realisiert werden kann. Das liegt ni
ht nur an derUnhandli
hkeit der invarianten Orbits, sondern au
h daran, da� die Twistfelder, die dieGrundzust�ande der getwisteten Sektoren aus dem Sl(2;C){Vakuum erzeugen, im allge-meinen keine freien Felder sind. Nur in den F�allen, in denen eine Vers
hiebungsrealisie-rung existiert, k�onnen sie als Exponentiale freier WF{Bosonen realisiert werden. Fallsdie Orbifold{Ei
hgruppe ni
ht den maximalen Rang hat, kann man nat�urli
h ni
ht diegesamte Theorie, wohl aber den Teil mit erh�ohter Symmetrie vollst�andig dur
h freie Bo-sonen bes
hreiben. Dur
h die Kenntnis spezieller Punkte erh�ohter Symmetrie und derModuli{Abh�angigkeit kann viellei
ht au
h Information �uber die Theorie abseits der kriti-s
hen Punkte gewonnen werden.� Da kritis
he Wilsonlinien mit Symmetriebre
hung zu tun haben, stellt si
h die Fragena
h dem Zusammenhang mit dem Higgs{Me
hanismus. Falls die Symmetriebre
hungdur
h kontinuierli
he Deformationen erfolgt, mu� zusammen mit jedem Ei
hboson au
hein Skalarfeld massiv werden. Die Lorentz{Invarianz der Stringtheorie garantiert im Prin-zip, da� dies au
h ges
hieht, sagt aber ni
ht, wel
he Skalarfelder si
h in die longitudinalenFreiheitsgrade der Ei
hbosonen verwandeln. Der stringtheoretis
he Higgs{E�ekt ist in derLiteratur mit Hilfe der e�ektiven Feldtheorie untersu
ht worden. Insbesondere in einer su-persymmetris
hen Theorie ist das von Vorteil, weil dann das Superpotential zur Verf�ugungsteht. Am Beispiel der bosonis
hen Theorie habe i
h bes
hrieben, wie der Higgs{E�ekt imRahmen der kovarianten Quantisierung behandelt werden kann. Wenn si
h dies auf denheterotis
hen Fall verallgemeinern l�a�t, h�atte dies den Vorteil, da� man im Prinzip das
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hten und au
h gro�e Deformationen bis zum n�a
hsten kritis
henPunkt explizit behandeln kann. Zwar w�a
hst die Zahl der Zust�ande mit steigender Massestark an, aber zumindest entlang kritis
her Linien sollte si
h kontrollieren lassen, was "inder N�ahe\ des masselosen Spektrums vor si
h geht.� Neben dem Problem der Bre
hung der Ei
hgruppe stellt si
h das der Supersymmetrie-bre
hung. Gibt es ph�anomenologis
h akzeptable kontinuierli
he Deformationen, z.B. viaExtra{Moduli, in Ri
htung von (0,1) konformen Feldtheorien ohne RZ{Supersymmetrie?� An vers
hiedenen Stellen war bemerkt worden, da� dur
h endli
he Transformationen ent-lang gewisser Ri
htungen im Moduliraum wieder ein mit dem urspr�ungli
hen identis
hesModell errei
ht wird. Diese Transformationen sind entweder Elemente der bekannten Dua-lit�atsgruppen oder erweitern diese. Der genaue Zusammenhang sollte untersu
ht werden.



Anhang AElemente der Kohomologie- undErweiterungstheorieDieser Anhang dient zur Erl�auterung der in der Arbeit an mehreren Stellen gebrau
hten Be-gri�e "Kozykel\ und "zentrale Erweiterung\. Als erstes werden einige Begri�e aus der alge-brais
hen Kohomologie{Theorie eingef�uhrt1. Die folgenden Aussagen beziehen si
h auf diskreteGruppen, sie k�onnen aber unter Erhalt der algebrais
hen Struktur au
h auf Lie{Gruppen undLie{Algebren �ubertragen werden, sowie auf die Homologie- und Kohomologiegruppen reellerund komplexer Mannigfaltigkeiten (Hodge/ de Rham bzw. Dolbeault{Theorie [155℄).De�nition A.0.1 Es sei (G; �) eine Gruppe und (A;+) eine abels
he Gruppe. Dann hei�t eineAbbildung an 2 Cn(G;A), n > 0an : �nG! A : (g1; . . . ; gn)! an(g1; . . . ; gn) (A:1)eine n{Ko{Kette von G mit Werten in A. Diese Ko{Ketten k�onnen k�onnen als formale Line-rarkombinationen von n{Tupeln aus G mit KoeÆzienten in A betra
htet werden.Die Menge Cn(G;A) ist eine abels
he Gruppe. Es sei C0(G;A) = A. Dur
h eine Abbildung� :G! Aut(A) (A:2)operiere G auf A.De�nition A.0.2 Dur
h(Æan)(g1; . . . ; gn+1) = �(g1)an(g2; . . . ; gn+1)+ (A:3)nXi=1(�1)nan(g1; . . . ; gi � gi+1; . . . ; gn+1) + (�1)n+1an(g1; . . . ; gn)wird eine formale �au�ere AbleitungÆ : Cn(G;A)! Cn+1(G;A); Æ2 = 0 (A:4)de�niert. Æn sei die Eins
hr�ankung von Æ auf ein bestimmtes n. Die Elemente vonZn� = Kern(Æn) (A:5)hei�en (A{wertige) n{Kozykeln, die Elemente vonBn� = Bild(Æn�1) (A:6)hei�en n{Ko{R�ander.1Hierbei st�utze i
h mi
h auf [133℄. 189



190 ANHANG A. ELEMENTE DER KOHOMOLOGIE- UND ERWEITERUNGSTHEORIEEs sei 0 die triviale Gruppe und Æ�1 der triviale Homomorphismus von 0 na
h A. Die Sequenz0 Æ�1�! C0(G;A) Æ0�! C1(G;A) Æ1�! � � � (A:7)erf�ullt Bild(Æn+1Æn) und Bild(Æn) � Kern(Æn+1): (A:8)Da in der zweiten Relation im allgemeinen keine Glei
hheit besteht ist die Sequenz ni
ht exakt.Die Abwei
hung von der Exaktheit wird dur
h die FaktorgruppenHn� (G;A) = Zn� (G;A)=Bn� (G;A) (A:9)gemessen, die als n{te Kohomologie{Gruppen bezei
hnet werden. Kohomologie{Gruppen sindwi
htige Hilfsmittel bei der Untersu
hung globaler geometris
her und topologis
her Eigens
haf-ten von Mannigfaltigkeiten und bei der Erweiterung algebrais
her Strukturen. In der Physiktreten sie da auf, wo R�aume mit ni
httrivialer Topologie oder wo projektive Darstellungen bzw.Erweiterungen von Symmetriestrukturen eine Rolle spielen. Letzters ist bei der Frenkel{Ka
{Konstruktion der Fall.Mit den soeben eingef�uhrten Begri�en kann das folgende Erweiterungsproblem2 gel�ost wer-den: Es werde eine Gruppe bG gesu
ht, so da� A eine Untergruppe und G die zugeh�origeFaktorgruppe ist. A < bG; G = bG=A: (A:10)Die Gruppe bG ist dann eine Erweiterung von G mit dem (abels
hen) Kern A. Da A in die imallgemeinen ni
htabels
he Gruppe bG eingebettet wird, soll sie ab jetzt multiplikativ ges
hriebenwerden. Das Problem kann au
h so formuliert werden, da� die Sequenz1! A i! bG �!G! 1 (A:11)exakt sein mu�, denn dies ist zu (A.10) �aquivalent. A wird mit der Untergruppe i(A) identi�-ziert. Da die Gruppe G im allgemeinen ni
ht als Untergruppe in bG eingebettet werden kann,kann bG ist ni
ht zum direkten Produkt von G und A isomorph. Um bG zu konstruieren be-tra
htet man zun�a
hst das kartesis
he Produkt, das als triviales Faserb�undel mit Basis G undFasern A aufgefa�t werden kann. G kann dur
h die Wahl eines S
hnittess :G! bG; mit � s = IdG (A:12)mit einer Untermenge s(G) von bG identi�ziert werden. Der S
hnitt wird so normiert, da� erdas 1{Element von G auf dasjenige von bG abbildet.Das Ziel ist nun, bG dur
h die Angabe einer Gruppenstruktur auf dem B�undel unter Bea
h-tung von (A.10) zu de�nieren. F�ur das Produkt zweier Bilder unter dem S
hnitt mu� danngelten: s(g) � s(g0) = �(g; g0)s(g � g0) mit �(g; g0) 2 A: (A:13)Die Erweiterung bG operiert auf ihrer abels
hen Untergruppe dur
h Automorphismen:b� : bG! Ant(A): (A:14)Die allgemeinste bei einer Erweiterung mit abels
hem Kern auftretende Operation kann auf dieWirkung � von G auf A zur�u
kgef�uhrt werden.Da die Multiplikation in bG assoziativ sein mu�, kann gezeigt werden, da��(g; g0) � �(g � g0; g00) = b�(s(g))�(g0 ; g00) � �(g; g0 � g00) (A:15)gelten mu�. Dies ist �aquivalent zu (Æ�)(g; g0; g00) = e; (A:16)2Au
h dieser Teil ist eine Zusammenfassung von Material aus [133℄.



191d.h. � ist ein A{wertiger 2{Kozykel. Aus der Normierung des S
hnittes ergibt si
h die Normie-rung �(g; e) = �(e; g) = �(e; e) = e (A:17)des Kozykels. Die Wahl des S
hnittes s und der Abbildung � legen die Gruppenstruktur derErweiterung bereits fest: (a; g) � (a0; g0) = (ab�[s(g)℄(a0)�(g; g0); g � g0): (A:18)Vers
hiedene Wahlen des S
hnittes k�onnen zu isomorphen Erweiterungen f�uhren. Dies ist genaudann der Fall, wenn zwei normierte S
hnitte s und s0 si
h um eine normierte 1{Kokette 
unters
heiden: s0(g) = 
(g) � s(g); 
 2 C1(G;A); 
(e) = e: (A:19)Die entspre
henden Kozykeln � und �0 h�angen dann so zusammen:�0(g; g0) = 
(g)b�(g)[
(g0)℄�(g; g0)
(g � g0)�1: (A:20)Daraus folgt, da� si
h � und �0 nur um den A{wertigen Ko{Rand Æ
 unters
heiden:�0(g; g0) � �(g; g0)�1 = 
(g)b�(g)[
(g0)℄
(g � g0)�1 = (Æ
)(g; g0): (A:21)Beide Kozykeln repr�asentieren also dasselbe Element von H2�(G;A) und es gilt:Satz A.0.1 Die in�aquivalenten Erweiterungen von G mit Kern A und Wirkung � werden dur
hdie Elemente der Kohomologiegruppe H2�(G;A) parametrisiert.Es gibt drei wi
htige Spezialf�alle:1. � wirkt trivial, 8g 2 G : �(g) = Id. Dann ist A eine zentrale Untergruppe,liegt also im Zentrum von bG. Die Erweiterung wird dann als zentrale Erweite-rung bezei
hnet. Die in�aquivalenten zentralen Erweiterungen werden dur
h die GruppeH2(G;A) := H2Id(G;A) klassi�ziert. Ein Beispiel werden wir im Rahmen der Frenkel{Ka
{Konstruktion kennenlernen.2. Der Kozykel �(�; �) ist trivial, das hei�t ein Ko{Rand. Dann "splittet\ die Sequenz, d.h.sie besitzt eine partielle Umkehrung: bG s G 1: (A:22)In diesem Fall ist s(G) eine Untergruppe von bG, im allgemeinen aber kein Normalteiler.Wir identi�zieren G mit s(G). Die Untergruppe A ist abels
h und somit automatis
h einNormalteiler. G operiert auf A dur
h �. Die Gruppe bG ist ein semidirektes Produkt:bG = G�� A: (A:23)Die bekanntesten Beispiele sind die euklidis
he Gruppe Euk(d) = O(d) � T (d) und diePoin
are{Gruppe P (d) = O(1; d�1)�T (d), bei der die Translationsgruppe T (d) unter derDrehgruppe bzw Lorentzgruppe gem�a� der d{dimensionalen Darstellung transformiert.Die in�aquivalenten semidirekten Erweiterungen werden dur
h die Elemente vonH1�(G;A)parametrisiert.3. Sowohl der Kozykel als au
h die G{Wirkung sind trivial. Dann ist die Sequenz in beidenRi
htungen exakt, d.h. es existiert eine zweite exakte Sequenz1 A bG s G 1: (A:24)Jetzt sind sowohl G als au
h A Normalteiler von bG, und bG ist ein direktes Produkt:bG = G
A: (A:25)



192 ANHANG A. ELEMENTE DER KOHOMOLOGIE- UND ERWEITERUNGSTHEORIEZwei abs
hlie�ende Bemerkungen zur allgemeinen Theorie:1. Die Begri�e zentrale, direkte und semidirekte Erweiterung lassen si
h direkt auf Lie{Gruppen und Lie{Algebren �ubertragen.2. Erweiterungen einer GruppeGmit einer ni
htabels
hen GruppeK existieren ni
ht immer.Die m�ogli
hen Obstruktionen werden dur
h die Gruppe H3�(G;K) parametrisiert: DieL�osbarkeit des allgemeinen Erweiterungsproblems ist zur Trivialit�at eines gewissen 3{Kozykels �aquivalent. In diesem Fall kann das Erweiterungsproblem auf ein abels
heszur�u
kf�uhrt werden.Die Kohomologietheorie besitzt ni
ht nur in der Mathematik sondern au
h in der theo-retis
hen Physik zahlrei
he Anwendungen, etwa die Klassi�zierung von Anomalien und dieBRS{Quantisierung.Im Falle der Frenkel{Ka
{Konstruktion ist die zu erweiternde Gruppe ein d{dimensionalesGitter (�;+) ' (Zd;+); (A:26)der Kern ist (Z2; �), und in der erweiterten Gruppe (b�; �) mu� gelten:s(v)s(w) = S(v;w)s(w)s(v) mit S(v;w) = (�1)v�w (A:27)Die Gruppenstruktur auf b� wird also dur
h Vorgabe des Kommutators de�niert. Die Erweite-rung ist zentral. Der Zusammenhang zwis
hen Kommutator und Kozykel ergibt si
h aus demMultiplikationsgesetz in b�.s(v) � s(w) = �(v;w)s(v +w) = S(v;w)s(w) � s(v) = S(v;w)�(w;v)s(v +w): (A:28)Daher brau
ht man einen Kozykel mit der Eigens
haft�(v;w)�(w;v)�1 = S(v;w) = (�1)v�w: (A:29)Die Kozykelglei
hung ergibt si
h aus der Spezialisierung der allgemeinen Formel auf den zen-tralen Fall oder wieder direkt aus der Foderung na
h Assoziativit�at der Multiplikation in b�:�(v;w)�(v +w;x) = �(w;x)�(v;w+ x): (A:30)Man bea
hte, da� in der Gruppe (Z2; �) gilt: a�1 = a. Der Kozykel kann oBdA normiert werden(die Normierung kann dur
h einen 1{Ko{Rand erzielt werden und �andert die Kohomologieklasseni
ht): �(v;0) = �(0;w) = 1: (A:31)Frenkel und Ka
 (genauer gesagt der "referee\ ihrer Arbeit) bemerkten, da� im vorliegendenFall der Kozykel bimultiplikativ realisiert werden kann [140℄:�(v +w;x) = �(v;x)�(w;x); (A:32)�(v;w + x) = �(v;w)�(v;x): (A:33)Die Kozykelbedingung ist dann automatis
h erf�ullt, und der Kozykel kann dur
h seine Werteauf einer Gitterbasis de�niert werden. Im Falle des Wurzelgitters einer Lie{Algebra sind dasdie einfa
hen Wurzeln �i. Eine m�ogli
he Wahl ist�(�i; �j) = 8<: �1; falls �i � �j = �1 und i < j;+1; sonst: (A:34)De�niert man ein Produkt [1℄ v �w = Xi;jjj>iviwj�i � �j; (A:35)



193so kann man eine ges
hlossene Formel f�ur den Kozykel angeben:�(v;w) = (�1)v�w (A:36)Im Rahmen der Frenkel{Ka
{Konstruktion werden die Elemente s(v) von b� mit Hilfe derImpulsoperators p dur
h die Operatoren
(v) = (�1)p�v (A:37)auf dem Hilbertraum realisert. Ihre Kommutatoren S(v;w) kompensieren die st�orendenPhasenfaktoren in den OPE der Vertexoperatoren und erm�ogli
hen so die Konstruktion vonVertexoperator{Darstellungen von Lie{Algebren.
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Anhang BLie{AlgebrenB.1 Endli
h{dimensionale Lie{AlgebrenB.1.1 Grundbegri�eIn diesem Abs
hnitt m�o
hte i
h einen knappen Abri� der algebrais
hen Aspekte (endli
h{dimensionaler) Lie{Algebren geben. Dabei folge i
h [148℄.De�nition B.1.1 Eine Lie{Algebra L ist ein Vektorraum zusammen mit einem bilinearen,antisymmetris
hen Produkt [ ; ℄ [ ; ℄ : L � L �! L;von dem zus�atzli
h verlangt wird, da� es die Ja
obi{Identit�at8a; b; 
 2 L : [a; [b; 
℄℄+ [b; [
; a℄℄+ [
; [a; b℄℄ = 0erf�ullt.Bemerkung 1 Unter der Dimension einer Lie{Algebra wird ihre Dimension als Vektorraumverstanden. Wir betra
hten hier zun�a
hst nur endli
h dimensionale Lie{Algebren.Bemerkung 2 Alle in dieser Arbeit auftretenden Lie{Algebren haben als Grundk�orper K diereellen Zahlen R oder die komplexen Zahlen C. Die Aussagen dieses Abs
hnittes gelten aber�uber beliebigen K�opern der Charakteristik 0.Bemerkung 3 Die Ja
obi{Identit�at ist o�ensi
htli
h eine Modi�kation des Assosiati-vit�atsaxioms, das bei "normalen\, (d.h. assoziativen) Algebren gefordert wird. Andere inder Physik auftretende ni
ht{assoziative Algebren sind z.B. die Jordan{Algebren.Beispiele:1. Ein s
hon aus der S
hule bekanntes Beispiel einer Lie{Algebra ist der R3, zusammen mitdem Vektorprodukt �.2. Zu jeder assoziativen Algebra A, mit Produkt � erh�alt man dur
h die De�nition[a; b℄ = a � b� b � aeine Lie{Algebra. Das Lie{Produkt wird in diesem Fall aus o�ensi
htli
hen Gr�unden alsKommutator bezei
hnet. Spezielle Beispiele f�ur diese Konstruktion sind die linearenLie{Algebren, d.h. Lie{Algebren von Endomorphismen eines endli
h{dimensionalenVektorraumes V , bzw., was ja im endli
h{dimensionalen Fall glei
hwertig ist, Lie{Algebren quadratis
her Matritzen. 195



196 ANHANG B. LIE{ALGEBREN3. Au
h f�ur Vektorfelder auf einer di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit kann, z.B. dur
hdie Darstellung in lokalen Koordinaten, ein Kommutator und damit eine Lie{Algebra{Struktur de�niert werden. Betra
htet man speziell linksinvariante Vektorfelder auf einerLie{Gruppe, so ist diese Lie{Algebra isomorph zum Tangentialraum an das Einselementund legt die gesamte lokale Struktur der Gruppe fest: Zu jeder Lie{Gruppe geh�ort eineLie{Algebra, und umgekehrt zu jeder Lie{Algebra mehrere Lie{Gruppen, die si
h abernur dur
h ihre globale, topologis
he Struktur unters
heiden [135℄.Auf die explizite De�nition der Begri�e (Lie{Algebra{)Homomorphismus, Isomorphismus,Automorphismus und Unter({Lie{)Algebra m�o
hte i
h verzi
hten, da sie o�ensi
htli
h sind.Der n�a
hste wi
htige Begri� ist der des Ideals, der bei Lie{Algebren eine analoge Rolle zu demdes Normalteilers in der Gruppentheorie spielt.De�nition B.1.2 Eine Unteralgebra I einer Lie{Algebra L hei�t genau dann ein Ideal odereine invariante Unteralgebra, wenn gilt1: [L; I℄ � I;d.h. wenn sie unter der adjungierten Wirkung der Lie{Algebra invariant ist.Beispiel: Wenn L eine Matrix{Lie{Algebra ist, die ni
ht nur spurfreie Matritzen enth�alt, sobildet die die Menge der skalaren MatritzenS(n;K) = fM 2M (n;K)jM = 
 �E; 
 2 Kg (B:1)ein Ideal. (E ist die Einheitsmatrix.)Aus gegebenen Lie{Algebren k�onnen dur
h die Bildung von Quotienten und Summen2 neuekonstruiert werden. Die Menge L=I der Nebenklassen moduluo I ist genau dann bez�ugli
hdes induzierten Lie{Produktes, eine Lie{Algebra wenn I ein Ideal ist. Bei Summen von Lie{Algebren L, L0, wird der direkten Summe der Vektorr�aume eine Lie{Algebra{Struktur auf-gepr�agt. Das einfa
hste Beispiel ist die direkte Summe L� L0. Hierbei setzt man:8a; b 2 L : 8a0; b0 2 L0 : [(a; a0); (b; b0)℄ = ([a; a0℄; [b; b0℄) (B:2)W�ahrend hier sowohl L als au
h L0 als Ideale in die Summe eingebettet sind, ist dies beisemidirekten3 Summen nur f�ur einen der Summanden der Fall. Ist z.B. L0 = A abels
h (s.u.)und � ein Lie{Algebra{Homomorphismus von L in die Automorphismen von A, so wird dur
hdie De�nition 8a; b 2 L8a0; b0 2 A[(a; a0); (b; b0)℄ = ([a; b℄; �(b)a0� �(a)b0) (B:3)eine semidirekte Summe L ℄� A de�niert. Beispiele: Die Lie{Algebren der Poin
ar�e{Gruppeoder der Euklidis
hen Gruppen.�Ubersi
ht �uber die Haupttypen von Lie{AlgebrenDie einfa
hsten Lie{Algebren sind die abels
hen, bei denen die Lie{Algebra Struktur sozusagentrivial ist.De�nition B.1.3 Eine Lie{Algebra L hei�t genau dann abels
h, wenn gilt[L;L℄ = 0d.h. wenn alle ihre Elemente paarweise kommutieren.Beispiel 4 Die Lie{Algebra D(n;K) aller diagonalen n�nMatritzen ist abels
h. Jede abels
heLie{Algebra ist isomorph zu einer D(n;K).1I
h verwende hier an Stelle des Allquantors die suggestive und kompaktere Komplex{S
hreibweise. Die inder De�nition gegebene Formel bedeutet z.B. 8a 2 L 8i 2 I[a; i℄ 2 I.2Man
he Autoren verwenden hier den Begri� Produkt.3Der allgemeine Fall kann mit den Instrumenten aus Anhang A gemeistert werden [133℄.



B.1. ENDLICH{DIMENSIONALE LIE{ALGEBREN 197Beispiel 5 Die Lie{Algebra u(1) der Lie{Gruppe U (1) ist abels
h, n�amli
h R mit dem Kom-mutator als Lie{Produkt. Jede abels
he Lie{Algebra der Dimension n ist isomorph zur n{fa
hendirekten Summe u(1)n von u(1) mit si
h selbst (und nat�urli
h isomorph zu D(n;R)).Eine etwas gr�o�ere Klasse bilden die nilpotenten Lie{Algebren. Die induktiv de�niertenIdeale Li, L0 = L; Li+1 = [L;Li℄; i = 0; 1; . . . (B:4)bilden die absteigende zentrale Serie von L.De�nition B.1.4 Eine Lie{Algebra L hei�t genau dann nilpotent, wenn gilt9n 2N : Ln = 0Beispiel 6 Die Lie{Algebra N (n;K),N (n;K) = fM 2M (n;K)jMij = 0; 1 � j � i � ng (B:5)der e
hten oberen Dreie
ksmatritzen ist nilpotent. Jede nilpotente lineare Lie{Algebra istisomorph zu einer Unteralgebra einer geeigneten N (n;K) (Satz von Engel).Bemerkung 4 O�ensi
htli
h ist jede abels
he Lie{Algebra nilpotent, aber die Umkehrung giltim allgemeinen ni
ht.Bemerkung 5 Die aus der Quantenphysik bekannte Heisenberg{Lie{Algebra[a; a+℄ = 1 (B:6)ist dreidimensional und nilpotent. Aus Wielandts Theorem [147℄ folgt, da� mindestens einerder beiden Operatoren a; a+ unbes
hr�ankt sein mu�. Daher besitzt diese Lie{Algebra keineendli
h dimensionalen Darstellungen und ist ni
ht linear.Dur
h eine weitere Abs
hw�a
hung kommtman zu dem Begri� der au
�osbaren Lie{Algebra.Die induktiv de�nierten Ideale L(i)L(0) = L; L(i+1) = [L(i); L(i)℄; i = 0; 1; . . . (B:7)bilden die derivierte Serie von L. Insbesondere wird [L;L℄, also die von allen Kommutatorenerzeugt Lie{Algebra, die derivierte Algebra von L genannt.De�nition B.1.5 Eine Lie{Algebra L hei�t au
�osbar, wenn gilt9n 2 N : L(n) = 0Beispiel 7 Die Lie{Algebra T (n;K),T (n;K) = fM 2M (n;K)jMij = 0; 1 � j < i � ng (B:8)der oberen Dreie
ksmatritzen ist au
�osbar. Jede lineare au
�osbare Lie{Algebra ist isomorphzu einer Unteralgebra einer geeigneten T (n;K) (Satz von Lie).Bemerkung 6 Jede nilpotente Lie{Algebra ist au
�osbar, aber ni
ht umgekehrt.Eine Lie{Algebra ist im allgemeinen ni
ht au
�osbar, z.B. sind gl(V ) = End(V ), die Lie{Algebra der Endomorphismen des Vektorraumes V und gl(n;K) = M (n;K), die Lie{Algebraaller n� n Matritzen ni
ht au
�osbar. Jede Lie{Algebra besitzt aber ein eindeutig bestimmtesmaximales au
�osbares Ideal, das Radikal R =Rad(L) von L. Bei au
�osbaren Lie{Algebren istL = R. Der andere Extremfall soll nun betra
htet werden.De�nition B.1.6 Eine Lie{Algebra L hei�t genau dann halbeinfa
h, wenn gilt Rad(L) = 0.



198 ANHANG B. LIE{ALGEBRENBemerkung 7 Eine halbeinfa
he Lie{Algebra ist in dem Sinne maximal ni
ht{abels
h, da�[L;L℄ = L ist, d.h. die die derivierte Algebra ist glei
h der urspr�ungli
hen und ni
ht wie imallgemeinen Falle kleiner oder wie im abels
hen Fall 0.Eine �aquivalente Charakterisierung f�ur halbeinfa
h ist:Satz B.1.1 Eine Lie{Algebra L ist genau dann halbeinfa
h, wenn sie keine abels
hen Ideal au�erdem 0{Ideal 0 = f0g besitzt.Dieser Sa
hverhalt legt eine neue De�nition nahe:De�nition B.1.7 Eine Lie{Algebra L hei�t einfa
h, genau dann wenn sie keine ni
httrivialenIdeale besitzt und die derivierte Algebra unglei
h 0 ist. Als triviale Ideale gelten 0 und L.Bemerkung 8 Jede einfa
he Lie{Algebra ist halbeinfa
h, aber die Umkehrung ist im allge-meinen fals
h. Die zweite Bedingung der De�nition s
hlie�t abels
he Lie{Algebren aus. W�urdeman auf sie verzi
hten w�aren eindimensionale Lie{Algebren einfa
h, und zwar aus dem trivia-len Grunde, da� eine eindimensionale Lie{Algebra gar keine ni
httrivialen Ideale besitzen kann.Sie ist zudem automatis
h abels
h; somit w�aren eindimensionale abels
he Lie{Algebren ein-fa
h, h�oherdimensionale abels
he Lie{Algebren hingegen weder einfa
h no
h halbeinfa
h. Mitder hier gew�ahlten De�nition sind alle abels
hen Lie{Algebren werder einfa
h no
h halbeinfa
h,was si
her sinnvoller ist4.Der Begri� der Einfa
hheit erweist si
h dadur
h als sinnvoll, da� nun jede halbeinfa
he Lie{Algebra in kleinste Bausteine zerlegt werden kann.Satz B.1.2 [Cartan, Killing℄ Jede halbeinfa
he Lie{Algebra L ist eine direkte Summe einfa
herIdeale Li. L = mMi=1 Li:Beispiel 8 Die Lie{Algebra su(n) der spurfreien, komplexen, antihermites
hen Matritzen unddie Lie{Algebren sl(n;K), der spurfreien, so(n;K) der spurfreien, antisymmetris
hen undsp(n;K) der spurfreien, symplektis
hen Matritzen �uber K sind einfa
h. Direkte Summen dieserLie{Algebren sind halbeinfa
h. Die im Standard{Modell der Elementarteil
henphysik auftre-tende Lie{Algebra su(3)� su(2) � u(1) ist ni
ht halbeinfa
h, da die u(1) ein abels
hes Idealist.Unsere �Uberlegungen kommen dadur
h zu einem Abs
hlu�, da� man au
h die Struktureiner allgemeinen, d.h. weder au
�osbaren no
h halbeinfa
hen Lie{Algebra L angeben kann.Der Ausgangspunkt ist dabei die Tatsa
he, da� der Quotient L=Rad(L) halbeinfa
h ist [133℄:Satz B.1.3 [Levi, Mal
ev℄ Jede Lie{Algebra ist isomorph zur semidirekten Summe einer au
�osbarenund einer halbeinfa
hen Lie{Algebra, n�amli
h des Radikals und der dazu geh�orenden Quotienten{Lie{Algebra: L = LRad(L) ℄Rad(L):Darstellungen von Lie{AlgebrenDe�nition B.1.8 Unter einer Darstellung (V;�) einer Lie{Algebra L versteht man einen K{Vektorraum V , zusammen mit einem Lie{Algebra Homomorphismus von L in die Endomor-phismen von V . � : L �! gl(V ):4Allerdings �nden si
h in der Literatur au
h andere De�nitionen f�ur einfa
h und halbeinfa
h, sogar sol
he,na
h denen eindimensionale Lie{Algebren zwar einfa
h, aber ni
ht halbeinfa
h sind!



B.1. ENDLICH{DIMENSIONALE LIE{ALGEBREN 199Beispiel 9 Die adjungierte Darstellung (L; ad) von L ist d e�niert dur
h V = L undad : a! ad a; ad a(b) = [a; b℄; a; b 2 L: (B:9)Bemerkung 9 De�niert man mit Hilfe der Darstellung ein Produkt� : L� V �! V a � v = �(a)v a 2 L; v 2 V; (B:10)so erh�alt V die Struktur eines L{Moduls, denn das Produkt ist bilinear und mit dem Lie{Produkt vertr�agli
h: [a; b℄ � v = a � b � v � b � a � v f�ur alle a; b 2 L; v 2 V:Die wi
htigsten Begri�e der Darstellungstheorie seien s
hnell wiederholt: Eine Darstellung hei�tirreduzibel, wenn der Darstellungsraum keine e
hten invarianten Teilr�aume besitzt, andern-falls hei�t sie reduzibel. Zerf�allt der Darstellungsraum in eine direkte Summe invarianterTeilr�aume so wird die Darstellung vollreduzibel genannt. In einer irreduziblen Darstellunggilt: Wenn ein Endomorphismus 	 2 gl(V ) mit alle �(a) vertaus
ht, so ist er konstant (S
hur-s
hes Lemma).Generatoren und RelationenEine wohlbekannte Bes
hreibung von Lie{Algebren ist die folgende: Man w�ahlt eineVektorraum{Basis ta; a = 1; . . . ; d, d = dim(L) von L und bildet alle Kommutatoren:[ta; tb℄ = fab
t
 (B:11)Die (Basisabh�angigen) Strukturkonstanten fab
 2 K 
harakterisieren dann L vollst�andig. Al-lerdings ist diese Bes
hreibung in hohem Ma�e redundant: So ist z.B. die Lie{Algebra E8248{dimensional, kann aber bereits dur
h 9 geeignet gew�ahlte Generatoren erzeugt werden.Dieses Verfahren emp�ehlt si
h nat�urli
h au
h aus �okonomis
hen Gr�unden. Um es verstehenund anwenden zu k�onnen, brau
hen wir den Begri� der freien Lie{Algebra und die Charak-terisierung einer Lie{Algebra dur
h Generatoren und Relationen.De�nition B.1.9 Die freie Lie{Algebra F = F(m;K) in m Generatoren �uber K wird wiefolgt konstruiert: Man nehme m Objekte ai, genannt Bu
hstaben. F(m;K) besteht dann ausallen W�ortern, die man dur
h Bildung von Kommutatoren und K{Linearkombinationen bildenkann. Zwei W�orter werden dabei genau dann identi�ziert, wenn sie dur
h Anwendung derLie{Algebra{Axiome ineinander �uberf�uhrt werden k�onnen.Auf diese Weise istF eine Lie{Algebra mitminimaler Struktur, in dem Sinne, da� eine maximaleAnzahl von W�ortern vers
hieden ist. Man kann weitere Identi�zierungen vornehmen, indemman gewisse W�orter, Relationen genannt, mit 0 identi�ziert, und kann so der Lie{Algebramehr Struktur aufpr�agen. Dur
h die Wahl einer geeigneten freien Lie{Algebra und geeigneterRelationen rk �= 0 kann jede Lie{Algebra in der FormL ' F= �= (B:12)realisiert werden. Ohne Relationen existieren im allgemeinen beliebig lange Worte, die vonden k�urzeren W�ortern linear unabh�angig sind. Eine freie Lie{Algebra ist daher in der Regelunendli
h dimensional.B.1.2 Die Struktur der einfa
hen komplexen Lie{AlgebrenCartan{Subalgebren und WurzelnIn diesem Abs
hnitt soll die Struktur einer einfa
hen komplexen Lie{Algebra g bes
hriebenwerden5. (Die folgenden �Uberlegungen gelten au
h f�ur Lie{Algebren �uber einem algebrais
habges
hlossenen K�orper der Charaketeristik 0.) Zun�a
hst vers
ha�t man si
h eine m�ogli
hstgro�e abels
he Unteralgebra.5F�ur den Rest von Anhang B1 verwende i
h [137℄ und insbesondere [138℄.



200 ANHANG B. LIE{ALGEBRENDe�nition B.1.10 Ein Unteralgebra h von g hei�t genau dann eine Cartan{Subalgebra,wenn sie eine maximale abels
he Unteralgebra und die adjungierte Darstellung auf ihr vollre-duzibel ist.Satz B.1.4 Jede einfa
he komplexe Lie{Algebra besitzt eine Cartan{Subalgebra, und diese isteindeutig bis auf Konjugation mit Gruppenelementen.Bemerkung 10 Hierbei wird benutzt, da� jede Lie{Algebra g die Lie{Algebra einer Lie{Gruppe G ist, und da� die adjungierte Wirkung der Gruppe auf si
h, eine entspre
hendeWirkung auf der Lie{Algebra induziert (x! gxg�1, x 2 g, g 2G).De�nition B.1.11 Die Dimension der Cartan{Subalgebra wird als der Rang der Lie{Algebrabezei
hnet. rang(g) = dim(h):Um die Cartan{Zerlegung einer einfa
hen komplexen Lie{Algebra angeben zu k�onnen, wirdno
h der Begri� des Gewi
htes ben�otigt.De�nition B.1.12 Der Dualraum h� von h hei�t der Gewi
htsraum von g, seine ElementeGewi
hte.Man kann nun die adjungierte Darstellung von g betra
hten. W�ahlt man eine Basis hi; i =1; . . . ; l der Cartan{Subalgebra, so kann man sie derart zu einer Basis der Lie{Algebra erg�anzen,da� die weiteren Basisvektoren e�, � 2 �, � diskrete, endli
he Indexmenge, simultane Eigen-vektoren zu alle ad hi sind. Die Eigenwerte Ni;� die e� als Eigenvektor der ad hi 
harakterisie-ren, ad hi(e�) = [hi; e�℄ = Ni;�e�; (B:13)de�nieren gerade ein Funktional auf h. Da dar�uber hinaus alle diese Funktionale paarweisevers
hieden sind, werden sie als Indexmenge verwendet: � � h�,� 2 � : �(hi) := Ni;�: (B:14)Insgesamt gilt:Satz B.1.5 [Cartan℄ Jede einfa
he komplexe Lie{Algebra g ist als direkte Summeg = h�M�2�g�darstellbar. Dabei ist h eine Cartan{Subalgebra und die R�aume g� sind eindimensional. W�ahlt maneine Basis hi; e�,i = 1; . . . ; l, � 2 �, so lauten die Vertaus
hungsrelationen der Lie{Algebra:[hi; hj℄ = 0;[hi; e�℄ = �(hi)e�; (B:15)[e�; e� ℄ =8>>><>>>: N�;�e�+� ; falls �+ � 2 �;Pli=1 �(hi)hi; falls �+ � = 0:0; sonst,N�;� 2 C. Die Funktionale � 2 � hei�en die Wurzeln von g. Die Kenntnis der Wurzeln legt dieLie{Algebra bereits eindeutig fest.In dieser Darstellung existieren zwei Arten von bisher unbestimmten Strukturkonstanten:Die �(hi) 
harakterisieren die Lie{Algebra vollst�andig. F�ur die Klassi�kation ist dabei na
h-teilig, da� die Funktionale � linear abh�angig ist. Die Angabe aller Wurzeln ist in hohem Ma�eredundant. So hat die Lie{Algebra E8 240 Wurzeln, der Gewi
htsraum ist aber nur a
htdi-mensional. Tats�a
hli
h ist die Angabe von 8 "einfa
hen\ Wurzeln hinrei
hend, um die gesamteAlgebra zu konstruieren. Um dies zu verstehen, m�ussen wir uns zuvor mit Bilinearformenund der Geometrie des Wurzelsystems bes
h�aftigen. Die N�;� enthalten hingegen keine wei-tere Information. Einige von ihnen k�onnen frei gew�ahlt werden; der Rest wird dann dur
h dieJa
obi{Identit�at �xiert.



B.1. ENDLICH{DIMENSIONALE LIE{ALGEBREN 201Bilinearformen und WurzelnDe�nition B.1.13 Die symmetris
he und invariante BilinearformK : L� L �!K : K(a; b) = Sp(ad a ad b)auf einer K{Lie{Algebra L hei�t die Killing{Form von L. Als Invarianz oder Assoziativit�at (imSinne der Ja
obi{Identit�at) bezei
hnet man dabei die Eigens
haft8a; b; 
 2 L : K([a; b℄; 
) = K(a; [b; 
℄):In der allgemeinen Theorie kann man mit Hilfe der Killing{Form ein n�utzli
hes Kriterium f�urdie Halbeinfa
hheit formulieren.Satz B.1.6 [Cartans 2. Kriterium℄ Ein Lie{Algebra L ist genau dann halbeinfa
h, wenn die Killing{Form ni
ht entartet ist.Wir wenden uns jetzt wieder den einfa
hen komplexen Lie{Algebren zu. Da die Eins
hr�ankungder Killingform auf die Cartan{Subalgebra h ebenfalls eine symmetris
he, invariante und ni
htentartete Bilinearform ist, de�niert die Glei
hung8h 2 h : K(h�; h) = �(h) (B:16)f�ur jedes feste � 2 h� ein eineindeutig bestimmtes h� 2 h, d.h. es existiert ein nat�urli
herIsomorphismus zwis
hen Gewi
htsraum und Cartan{Subalgebra:h� ! h : �! h�: (B:17)Dur
h h�; �i := K(h�; h�) = �(h�) (B:18)wird dann eine symmetris
he, invariante, ni
ht entartete Bilinearform auf h� de�niert.Betra
htet man die Bilinearform h�; �i speziell auf den Wurzeln von g so ergibt si
h:Satz B.1.7 [Rationalit�atseigens
haft der Wurzeln℄ F�ur �; � 2 � gilt:h�; �i 2 Q; h�; �i > 0:W�ahlt man aus den Wurzeln eine Basis �i; i = 1; . . . ; l aus l = rang(g) h� aus, so l�a�t si
h jedeWurzel als rationale Linearkombination s
hreiben.Bildet man nun die reellen linearen H�ullen (die Mengen der reellen Linearkombinationen) der �iund der h�i , so erh�alt man reelle Unterr�aume von h�, h auf denen die Bilinearformen positivde�nit sind. Es gilt:Satz B.1.8 Der reelle Unterraum h0 = hfh�i ji = 1; . . . ; lgider Cartan{Subalgebra ist unabh�angig von der Wahl der �i. Die Eins
hr�ankungen der Killing{FormK auf h0 und der Bilinearform h�; �i auf h�0 sind reelle Skalarprodukte.Als Vorbereitung der weiteren S
hritte mu� nun eine Ordnungsrelation auf h�0 eingef�uhrtwerden. Dazu w�ahlt man eine Basis �i aus den Wurzeln aus und de�niert:De�nition B.1.14 Seien 
 =Pli=1 gi�i und Æ =Pli=1 di�i Vektoren aus h�0 (d.h. gi; di 2 R).Dann ist 
 > Æ, genau dann wenn g1 � b1 > 0 oder g1 = b1 und g2 � b2 > 0 oder usw. ist.Insbesondere hei�t ein Vektor positiv bzw. negativ, wenn er gr�o�er bzw. kleiner als 0 ist. Mit�+, �� werden die Mengen der positiven bzw. negativen Wurzeln bezei
hnet.



202 ANHANG B. LIE{ALGEBRENDie Gestalt der Vertaus
hungsrelationen vereinfa
ht si
h bei Benutzung der eingef�uhrtenBilinearformen: [h�; e�℄ = h�; �ie� ; (B:19)[e�; e��℄ = K(e�; e��)h�; (B:20)[e�; e�℄ = N�;�e�+� ; f�ur �+ � 2 �; (B:21)mit K(e�; e��) = B� 2 C � f0g und N�;� 2 C� f0g.Da man zeigen kann, da� f�ur alle Wurzeln K(e�; e�) = 0 ist, kann man die Killing{Formni
ht benutzen, um die e� zu normieren. Eine Analyse der verbleibenden Willk�ur ergibt [137℄:Satz B.1.9 F�ur beliebige B� kann man errei
hen, da� entweder f�ur alle Wurzeln N�;� = N��;��ist oder da� f�ur alle Wurzeln N�;� = �N��;�� ist. Will man alle N�;� reell w�ahlen, so mu� manim ersten Fall alle B� negativ, im zweiten Fall alle B� positiv w�ahlen. Zwei Standardwahlen sinddann B� = �1 (Konvention A, Cornwell) und B� = 1 (Konvention B, Helgason).Im folgenden wird Konvention A verwendet. Die so normierten Wurzelgeneratoren e� bildenzusammen mit einer Basis der Cartan{Subalgebra eine Cartan{Weyl{Basis von g. Die Vertau-s
hungsrelationen sind: [H; e�℄ = �(H)e� 8H 2 h; (B:22)[e�; e�℄ = N�;�e�+� ; �+ � 2 �; (B:23)[e�; e��℄ = �h�: (B:24)Da die h� linear abh�angig sind, gibt es keine nat�urli
he Wahl f�ur eine Basis von h. EineWahlm�ogli
hkeit sind die Bilder h�i einer Basis �i des Gewi
htsraumes. Eine andere Wahlder Basis von h ist f�ur viele physikalis
he Anwendungen sinnvoll und erlaubt zuglei
h einegeometris
he Reinterpretation des Wurzelsystems, die au
h rein mathematis
h wi
htig ist. Dadie Killing{Form einges
hr�ankt auf h0 ein reelles Skalarprodukt ist, kann man dur
hK(hi; hj) = Æi;j (B:25)eine reelle Orthonormalbasis von h0 de�nieren und na
h dem Gramm{S
hmidt{Verfahren kon-struieren (diese ist nat�urli
h dann eine C{Basis der Cartan{Subalgebra). Die Entwi
klung einesbeliebigen h�; � 2 h0 ist dann h� = lXi=1 �(hi)hi: (B:26)In der physikalis
hen Literatur (und in der algebrais
hen Theorie der Wurzelsysteme) wird f�ur� 2 � der Vektor (�(h1); . . . ; �(hl)) 2 Rl (B:27)selbst als Wurzel (oder als Wurzelvektor) bezei
hnet. Die folgende begri�i
he Kl�arung istangebra
ht, um Mi�verst�andnissen vorzubeugen:Vereinbarung �uber die Bes
hreibung von Wurzeln: Es sei �i eine Orthonormalbasisund �i eine weitere, beliebige Basis von h�0. Die Entwi
klung eines beliebigen reellen Gewi
htes� sei � = lXi=1 ai�i = lXi=1 xi�i (B:28)Dur
h den (ni
ht kanonis
hen!) isometris
hen Vektorraum{Isomorphismush0 ! Rl : �i ! ei (B:29)wird der Wurzel � 2 h�0 der Wurzelvektor ~� 2 Rl zugeordnet:~� = lXi=1 ai~�i = lXi=1 xiei: (B:30)



B.1. ENDLICH{DIMENSIONALE LIE{ALGEBREN 203(Dabei sind die ~�i die Bilder der �i unter dem Isomorphismus.) Im allgemeinen f�uhrt eszu keinen S
hwierigkeiten, wenn man beide R�aume identi�ziert und die Vektorpfeile wegl�a�t.Allerdings mu� man, insbesondere bei Verwendung von ni
ht orthogonalen Basen, die Vektoren�; ~� von ihren Komponenten bez�ugli
h gew�ahlter Basen in h�0,Rl, die ihrerseits wieder Vektorenim Rl sind, zu unters
heiden. In unserem Fall ista := (ai)li=1 = (Mf~�ig(~�))li=1 = (Mf�ig(�))li=1; (B:31)x := (xi)li=1 = (Mfeig(~�))li=1 = (Mf�ig(�))li=1: (B:32)Bei einer Koordinatentransformation (Basistransformation) �i ! �i bleiben die Vektoren �, ~�fest, w�ahrend si
h ihre Komponenten gem�a� x ! a �andern. Da, wie si
h bei der Diskussionder Cartan{Matrix herausstellen wird, alle Information in den Skalarprodukten der Wurzelnste
kt, also Basis{invariant ist, kann man si
h die jeweils bequemste Bes
hreibung aussu
hen.Die Skalarprodukte sind: h�; �i = ~� � ~� = aTGb (B:33)Der letzte Term ist im Sinne des Matrix{Kalk�uls zu lesen, wobei die Koordinatenvektoren alsSpaltenvektoren (l�1 Matritzen) gemeint sind. G ist die Matrix des Skalarproduktes bez�ugli
hder gew�ahlten Basis; w�ahlt man eine ni
ht orthonormale Basis, so ist sie von der Einheitsmatrixvers
hieden.Neben den Cartan{Weyl{Basen gibt es au
h no
h Chevalley{Basen, die si
h dadur
hauszei
hnen, da� alle Strukturkonstanten ganze Zahlen sind. Dur
h die UmskalierungE� :=s 2(�; �)e�; E�� := �s 2(�; �)e��; f�ur � > 0 (B:34)werden zun�a
hst die N�;� ganzzahlig. Diese Wahl von Wurzelgeneratoren entspri
ht den Kon-ventionen von Bourbaki bzw. Chevalley je na
hdem ob bei den Cartan{Weyl{Generatoren B�negativ oder positiv gew�ahlt worden ist. Die passend normierten Cartan{Generatoren erh�altman, indem man die h� gem�a� H� := 2(�; �)h� f�ur � > 0 (B:35)reskaliert. (Dabei wird eine Basis von h�0 aus positiven Wurzeln gew�ahlt.) Man bea
hte, da�im Gegensatz zu den h� H�+� 6= H� +H� (B:36)ist, wenn � und � Wurzeln unters
hiedli
her L�ange sind.Die Vertaus
hungsrelationen der reskalierten Generatoren sind:[H�; E�℄ = �(H�)E� = 2(�; �)(�; �)E�; (B:37)[E�; E��℄ = H�; (B:38)[E�; E�℄ = N 0�;�E�+� falls �+ � 2 �; (B:39)mit �(H�), N 0�;� 2 Z. �Uber die Bestimmung der Strukturkonstanten und die Wahl einer Basisf�ur die Cartan{Subalgebra wird weiter unten beri
htet. An dieser Stelle bemerken wir, da� f�urjede Wurzel � die Generatoren H�; E�; E�� die Algebra[H�; E��℄ = �2E��; [E�; E��℄ = H� (B:40)erf�ullen. Diese komplexe einfa
he Lie{Algebra wird als A1 bezei
hnet und ist die gemeinsameKomplexi�zierung der rellen einfa
hen Lie{Algebren su(2) und sl(2;R). O�ensi
htli
h sind alleeinfa
hen komplexen Lie{Algebren aus A1 Unteralgebren zusammengesetzt. Die von den obigenGeneratoren erzeugte reelle Lie{Algebra ist sl(2;R), trotzdem wird in der Literatur man
hmalau
h von su(2) Unteralgebren gespro
hen.



204 ANHANG B. LIE{ALGEBRENDie Cartan{MatrixDie Klassi�zierung der einfa
hen komplexen Lie{Algebren wurde von Cartan mit Hilfe der voneingef�uhrten Cartan{Matritzen dur
hgef�uhrt. Zu ihrer De�nition ben�otigt man den wi
htigenBegri� ist der einfa
henWurzel.De�nition B.1.15 Eine positive Wurzel hei�t genau dann einfa
h, wenn sie ni
ht als Summezweier anderer positiver Wurzeln ges
hrieben werden kann.Der Begri� einfa
h h�angt, wie der Begri� positiv, von der Auswahl einer Basis aus den Wur-zel ab. Insbesondere kann jede Wurzel als einfa
he Wurzel gew�ahlt wrden. Die Bedeutungder einfa
hen Wurzeln liegt daran, da� sie die elementaren Bausteine des Wurzelsystems sind.Genauer gilt:Satz B.1.10 Jedes System einfa
her Wurzeln f�ig = � bildet eine R{Basis von h�0 (und damiteine C{Basis von h�. Insbesondere gibt es genau l = rang(g) einfa
he Wurzeln und diese sindlinear unabh�angig. Jede Wurzel ist als ganzzahlige Linearkombination der einfa
hen Wurzeln, mitentweder nur ni
htnegativen oder nur ni
htpositiven Entwi
klungskoeÆzienten darstellbar:� = � lXi=1 ai�i; ai 2N:Die Wurzeln mit den ni
htnegativen KoeÆzienten sind genau die positiven Wurzeln.Mit Hilfe der einfa
hen Wurzeln kann nun die Cartan{Matrix de�niert werden.De�nition B.1.16 Die aus den einfa
hen Wurzeln gebildete MatrixCi;j = 2 h�i; �jih�i; �iihei�t die Cartan{Matrix der Lie{Algebra g.Die �uberragende Bedeutung der Cartan{Matrix ergibt si
h aus dem folgenden Satz:Satz B.1.11 Die Cartan{Matrix h�angt ni
ht von der Wahl der einfa
hen Wurzeln ab, d.h. zujeder einfa
hen, komplexen Lie{Algebra geh�ort genau eine Cartan{Matrix. Jede Cartan{Matrix hatdie folgenden Eigens
haften: Cii = 2, Cij 6= 0 ) Cji 6= 0, Cij 2 f0;�1;�2;�3g und alleHauptminoren sind positiv. Jede Matrix, die diese vier Bedingungen erf�ullt, ist die Cartan{Matrixeiner Lie{Algebra und zu jeder Cartan{Matrix, die ni
ht direkte Summe zweier Cartan{Matritzenist, geh�ort genau eine einfa
he komplexe Lie{Algebra. (Direkte Summen von Cartan{Matritzenbes
hreiben halbeinfa
he komplexe Lie{Algebren und man kann alle diese Lie{Algebren so erhalten.)Bemerkung 11 In dem Bu
h [138℄ �ndet man einen Algorithmus, der es erlaubt aus einergegebenen Cartan{Matrix alle Wurzeln und damit die die Lie{Algebra selbst zu rekonstruieren.Eine geometris
he Interpretation der Cartan{Matrix ergibt si
h, wenn man die Wurzeln,wie oben erl�autert, als Vektoren im Rl au�a�t. Dies dient ni
ht nur zur Verans
hauli
hung,sondern kann au
h bei der L�osung des Klassi�kationsproblems benutzt werden. Zun�a
hst seidaran erinnert, da� eine Spiegelung r� an der Hyperebene P� senkre
ht zu einem Vektor � 2 Rl6 P� = f� 2 Rlj� � � = 0g (B:41)dur
h r� : � ! r�(�) = � � 2� � �� � �� (B:42)bes
hrieben wird. Dann gilt [148℄:6Wie oben angedeutet, werden h0 und Rl identi�ziert, d.h. Vektorpfeile weggelassen.



B.1. ENDLICH{DIMENSIONALE LIE{ALGEBREN 205Satz B.1.12 Jedes Wurzelsystem � einer halbeinfa
hen Lie{Algebra besitzt die folgenden Eigen-s
haften1. j�j <1; 0 62 �; h�iR = Rl.2. � 2 � und m� 2 �) m = �1.3. � 2 �) r� bildet � auf � ab.4. �; � 2 �) C(�; �) := 2 ������ 2 Z.Umgekehrt ist jedes sol
he System von Vektoren ein Wurzelsystem. Die Winkel zwis
hen denWurzeln sind Vielfa
he von 30 Grad oder von 45 Grad. Es gibt h�o
hstens zwei vers
hiedene L�angenvon Wurzeln. Das Verh�altnis der Normquadrate zweier Wurzeln ist stets glei
h 1 oder 2 oder 3.Um au
h no
h die einfa
hen Wurzeln geometris
h 
harakterisieren zu k�onnen, mu� wieder eineOrdnungsrelation eingef�uhrt werden. Zun�a
hst soll aber no
h der Begri� der Weyl{Kammereingef�uhrt werden:De�nition B.1.17 Die Zusammenhangskomponenten der Menge Rl� S�2� P� hei�en die(o�enen)Weylkammern von �. Ein Vektor 
 2 R hei�t genau dann regul�ar, wenn er ineiner Weylkammer liegt.Zwei Vektoren liegen genau dann in derselben Weyl{Kammer, wenn sie auf der selben Seite jederder Hyper
�a
hen P� liegen. W�ahlt man einen beliebigen regul�aren Vektor 
 , so nennt maneinen Vektor genau dann positiv (negativ), wenn sein Skalarprodukt mit 
 positiv (negativ) ist.� zerf�allt dann in zwei glei
hgro�e, disjunkte Teilmengen. Diese Zerlegung h�angt nur von dergew�ahlten Weyl{Kammer ab. Eine einfa
he Wurzel ist dann wieder eine positive Wurzel, dieman ni
ht als Summe zweier anderer positiver Wurzeln s
hreiben kann. Jede Wahl einer Weyl{Kammer de�niert genau ein System einfa
her Wurzeln und alle diese Systeme sind vers
hieden.Die dem System � = f�iji = 1; . . . ; lg zugeordnete Weyl{Kammer ist dadur
h 
harakterisiert,da� alle in ihr liegenden Vektoren positive Skalarprodukte mit allen einfa
hen Wurzeln haben.Die wi
htigsten Eigens
haften der einfa
hen Wurzeln sind:Satz B.1.13 Jedes System � einfa
her Wurzeln einer halbeinfa
hen Lie{Algebra besitzt folgendeEigens
haften1. � ist eine R{Basis von Rl.2. Jede Wurzel ist eine ganzzahlige Linearkombination mit entweder nur ni
htnegativen oder nurni
htpositiven KoeÆzienten.Umgekehrt ist jedes System von Vektoren mit diesen Eigens
haften ein System einfa
her Vektoreneiner halbeinfa
hen Lie{Algebra. Die aus den einfa
hen Wurzeln konstruierte MatrixCi;j = 2�i � �j�i � �i (B:43)ist gerade die Cartan{Matrix der Lie{Algebra. Der Winkel zwis
hen zwei einfa
hen Wurzeln betr�agt90, 120, 135 oder 150 Grad.Bemerkung 12 Wurzelsysteme, die ni
ht in disjunkte kleinere Wurzelsysteme zerlegt werdenk�onnen, hei�en irreduzibel. Sie geh�oren zu einfa
hen Lie{Algebren, die anderen zu halbeinfa-
hen.Da bereits die einfa
hen Wurzeln f�iji = 1; . . . ; lg, genauer die Cartan{Matrix, die Lie{Algebra eindeutig (bis auf Isomorphie) festlegen, liegt die Vermutung nahe, da� bereits dieGeneratoren H�i, E�i, E��i ausrei
hen um die gesamte Lie{Algebra zu erzeugen, obwohl siebei weitem keine Vektorraum{Basis bilden. Die ni
httriviale Frage ist dann, wel
he Relationenman f�ur eine Menge von 3l Generatoren fordern mu�, damit sie eine gegeben einfa
he Lie{Algebra vom Range l generieren. Die Antwort liefert der folgende Satz [148℄.



206 ANHANG B. LIE{ALGEBRENSatz B.1.14 [Serre℄ Sei � ein Wurzelsystem mit einfa
hen Wurzeln � = f�ig. Sei g die Lie{Algebra, die von 3l Generatoren mit den folgenden Relationen erzeugt wird:1. [Hi;Hj℄ = 0; [Ei; Fj℄ = ÆijHi,2. [Hi; Ej℄ = CijEj; [Hi; Fj℄ = �CijFj,3. (adEi)1�Cij Ej = 0; (adFi)1�Cij Fj = 0; i 6= j;wobei Cij = 2(�i � �j) / (�i � �i). Dann ist g eine halbeinfa
he Lie{Algebra mit Wurzelsystem �und Cartan{Matrix Cij.Die Chevalley{Generatoren zu einer Chevalley{Basis von g sind Hi = H�i, Ei = E�iund Fi = E��i. Die letzten beiden Relationen (3) sind uns im Gegensatz zu den anderenbisher ni
ht begegnet. L�a�t man sie weg, so erh�alt man eine unendli
h dimensionale Lie{Algebra, da man beliebig gro�e Worte aus den Generatoren E��i bilden. Nimmt man dieseEndli
hkeitsbedingungen hinzu, so ist ein Wort der Form[E�i; [E�j; [. . . ; E�k℄ . . .℄genau dann unglei
h 0, wenn �i + �j + . . . + �k = � 2 �ist und alle Worte mit glei
her "Quersumme\ � sind linear abh�angig. Hierdur
h wird dieLie{Algebra endli
h dimensional. Der normierte Generator E� des eindimensionalen Wur-zelraumes g� ergibt si
h als iterierter Kommutator von Chevalley{Generatoren E��i unterBer�u
ksi
htigung der Strukturkonstanten �(�; �). Eine M�ogli
hkeit der konsistenten Wahl istder Frenkel{Ka
{Kozykel. Die gesamte Lie{Algebra g kann mit nur l + 1 Generatoren erzeugtwerden. Dazu kann man zum Beispiel die l Wurzeloperatoren E�i und den der niedrigstenWurzel ��H zugeordneten normierten Generator E��H . In der adjungierten Darstellung kannman zeigen, da� dur
h iterierte Anwendung der Aufsteige{Operatoren E�i auf den niedrigstenGewi
hts{Zustand (Vakuum) E��H die ganze Darstellung erzeugt wird [150℄.Aus Serres Theorem folgt ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz [148℄.Satz B.1.15 Zu jedem Wurzelsystem � existiert eine halbeinfa
he Lie{Algebra mit � als Wurzel-system. Sind zwei Wurzelsysteme isomorph, so sind es au
h die zugeh�origen Lie{Algebren.Wel
he Isomorphismen gibt es �uberhaupt? O�ensi
htli
h kann man bei einem Wurzelsystemalle Wurzeln mit der glei
hen Konstante skalieren ohne die Cartan{Matrix zu �andern, da indie Cartan{Matrix nur Verh�altnisse von Skalarprodukten eingehen. Geometris
h gespro
henkommt es ni
ht auf die L�ange der Wurzelvektoren, sondern nur auf die Winkel zwis
hen ihnenund auf das L�angenverh�altnis zwis
hen langen und kurzen Wurzeln an. (Abgesehen von der�Uber{alles{Skalierung kann man no
h die Nummerierung der einfa
hen Wurzeln �andern. Das istaber o�ensi
htli
h die gesamte Freiheit, die man hat.) Will man mitWerten f�ur Skalarproduktere
hnen, so normiert man die L�ange einer Wurzelsorte, gew�ohnli
h die der langen Wurzeln. DieMatrix der Skalarprodukte der einfa
hen Wurzeln ergibt si
h aus der Cartan{Matrix dur
hMultiplikation mit einer Diagonalmatrix deren Eintr�age die Zahlen ��1i = �i � �i=2 sind.Gij = �i � �j = �i ��i2 2�i � �j�i � �i = ��1i Cij (B:44)F�ur die Normierung der Skalarprodukte gibt es zwei Konventionen. Die eine M�ogli
hkeit be-steht darin, das Normquadrat der langen Wurzeln auf 2 zu normieren. Diese Wahl ist besondersbei den sogenannten einfa
h verbundenen ("simply la
ed\) Lie{Algebren nat�urli
h, die eine sym-metris
hen Cartan{Matrix besitzen. Bei ihnen de�niert dann die Cartan{Matrix selbst das Ska-larprodukt. Die in dieser Arbeit als Symmetrie{Algebren auftretenden Lie{Algebren geh�orenzu diesem Typ. Au�erdem tritt diese Normierung auf nat�urli
he Weise in den Vertexoperator{Darstellungen von halbeinfa
hen Lie{Algebren auf. Sie wird daher in dieser Arbeit gew�ahlt.



B.1. ENDLICH{DIMENSIONALE LIE{ALGEBREN 207Eine andere Konvention ergibt si
h, wenn man fordert, da� das Skalarprodukt im Gewi
hts-raum ni
ht nur proportional sondern glei
h der dur
h die Killing{Form induzierten Bilinearformsein soll. Das Normquadrat einer lange Wurzel ist dann das inverse eh�1 der sogenannten dualenCoxeter Zahl eh: � �� = 1eh; � lange Wurzel: (B:45)eh kann dur
h den Rang l, die Anzahl nL, nS der langen und kurzen Wurzeln und dur
h dasVerh�altnis der Normquadrate �L � �L , �S � �S von langen und kurzen Wurzeln ausgedr�u
ktwerden [40℄: eh = 1l �nL + �S ��S�L ��LnS� : (B:46)Dieser Ausdru
k ist o�ensi
htli
h eine Invariante der Lie{Algebra.Dynkin{DiagrammeEine n�utzli
he graphis
he Codierung der gesamten Information, die in der Cartan{Matrix bzw.in den einfa
hen Wurzeln enthalten ist, sind die Dynkin{Diagramme. Dabei zei
hnet manf�ur jede einfa
he Wurzel einen Punkt und verbindet die Punkte mit 0,1,2 oder 3 Stri
hen, jena
hdem, ob der Winkel zwis
hen den beiden Wurzeln 90, 120, 135 oder 150 Grad betr�agt.Falls Wurzeln von zweierlei L�ange existieren, orientiert man die Linien zwis
hen langen undkurzen Wurzeln so, da� sie von der langen Wurzel zur kurzen f�uhren (oder bezei
hnet dielangen Wurzeln dur
h s
hwarze, die kurzen dur
h wei�e Punkte). Bei einer einfa
hen Lie{Algebra ist das Dynkin{Diagramm (im topologis
hen Sinne) zusammenh�angend. Mit demDynkin{Diagramm ist nun au
h eine Charakterisierung gefunden, die keine Freiheiten mehrl�a�t. (Abgesehen davon, da� man das Diagramm, wenn man will, stetig deformieren kann . . . )Als n�a
hstes soll die Liste aller einfa
hen, komplexen Lie{Algebren angegeben werden (Inder Liste steht l wie immer f�ur den Rang):1. Al, l = 1; . . ., die gemeinsame Komplexi�zierung von su(l + 1), su(l + 1 � n; n) undsl(l + 1;R).2. Bl, l = 1; . . ., die gemeinsame Komplexi�zierung von so(2l + 1), so(2l + 1� n; n).3. Cl, l = 1; . . ., die gemeinsame Komplexi�zierung von sp(l), sp(l � n; n).4. Dl, l = 3; . . ., die gemeinsame Komplexi�zierung von so(2l), so(2l � n; n).5. Au�er diesen vier Serien, den sogenannten klassis
hen Lie{Algebren, gibt es no
h f�unfweitere einfa
he, komplexe Lie{Algebren, die exzeptionellen Lie{Algebren E6, E7,E8, F4 und G2.Bemerkung 13 Es gilt A1 ' B1 ' C1, B2 ' C2 und A3 ' D3. Ansonsten sind alle inder Liste aufgef�uhrten einfa
hen komplexen Lie{Algebren paarweise ni
ht{isomorph. Ferner istD2 ' A1 � A1 ni
ht einfa
h, aber halbeinfa
h.Bei den Lie{Algebren Al; Dl und El besitzen alle Wurzeln die glei
he L�ange. Der Winkelzwis
hen je zwei einfa
hen Wurzeln betr�agt 90 oder 120 Grad, d.h. im Dynkin{Diagramm sindje zwei Punkte entweder ni
ht oder dur
h eine Linie verbunden. Diese Lie{Algebren hei�ensimply la
ed, was i
h mit einfa
h verbunden �ubersetze. Die Cartan{Matrix ist in diesem Fallsymmetris
h und proportional zur Matrix der Skalarprodukte zwis
hen den einfa
hen Wurzeln.Da wir die langen Wurzeln auf 2 normieren sind beide Matritzen sogar glei
h.



208 ANHANG B. LIE{ALGEBRENDie Lie{Algebren Al; Dl und ElDie Vertaus
hungsrelationen der einfa
h verbundenen Lie{Algebren ergeben si
h aus dem all-gemeinen Fall mit den zus�atzli
hen Beziehungen�i � �j = Cij; �i = 2�i ��i = 1; h� = H�: (B:47)Daraus ergibt si
h au
h ein vereinfa
htes Kriterium daf�ur, wann die Summe zweier Wurzelnwieder eine Wurzel ist:�; � 2 � =)8>>><>>>: �+ � 2 � , � � � = �1;� = �� 2 � , � � � = �2;�+ � 62 � [ f0g , � � � = 0; 1; 2: (B:48)F�ur die in der Arbeit dur
hgef�uhrten Re
hnungen mu� die Anordnung der einfa
hen Wurzelnspezi�ziert werden. I
h gebe daher amEnde dieses Anhangs die Dynkin{Diagramme der einfa
hverbundenen Lie{Algebren an.B.1.3 Darstellungen komplexer, einfa
her Lie{AlgebrenEs ist ebenfalls m�ogli
h eine �Ubersi
ht �uber die endli
h dimensionalen irreduziblen Darstel-lungen zu bekommen. (Reduzible Darstellungen sind �ubrigens vollreduzibel, zerfallen also indirekte Summen reduzibler Darstellungen.) Gegeben sei nun eine endli
h dimensionale irre-duzible Darstellung (V;�). Bei der Untersu
hung der Struktur der Lie{Algebra wurde dieadjungierte Darstellung betra
htet. Bei der Darstellungstheorie kann man �ahnli
h vorgehen.Zun�a
hst kann man Unterr�aume �nden, auf denen die Cartan{Subalgebra diagonal operiert.De�nition B.1.18 Sei w 2 h� ein Gewi
ht. Dann hei�t ein Unterraum Vw von V genau dannGewi
htsraum zum Gewi
ht w, wenn gilt:8h 2 h : 8vw 2 Vw : �(h)vw = w(h)vw (B:49)Im Gegensatz zu den Wurzelr�aumen der adjungierten Darstellung kann die Dimension einesGewi
htsraumes im allgemeinen au
h gr�o�er als 1 sein. Als n�a
hstes bestimmtman die Wirkungder Wurzeloperatoren E�. Es ergibt si
h, da� diese die Gewi
htsr�aume aufeinander abbilden:�(E�) : Vw ! Vw+� (B:50)Die Operatoren �(E��); � 2 �+ k�onnen als Auf- und Absteigeoperatoren interpretiert werden.Das Analogon des Vakuums ist dabei der Vektor h�o
hsten Gewi
htes.De�nition B.1.19 Ein Vektor vW 2 V hei�t genau dann Vektor h�o
hsten Gewi
htes,wenn er von alle Aufsteigeoperatoren verni
htet wird, d.h.8� 2 �+ : �(E�)vW = 0Satz B.1.16 In einer endli
h dimensionalen irreduziblen Darstellung gibt es genau ein h�o
hstesGewi
ht und der Gewi
htsraum VW ist eindimensional. Dur
h wiederholte Anwendung der Abstei-geoperatoren �(E��) erh�alt man die ganze Darstellung, die folgli
h dur
h ihr h�o
hstes Gewi
ht (bisauf Isomorphie) bereits eindeutig bestimmt ist.Es existiert �ubrigens au
h ein Vektor niedrigsten Gewi
hts, der von allen Absteigeoperatorenverni
htet wird. Das Analogon der Cartan{Zerlegung istV = Mw2W(�)Vw: (B:51)



B.1. ENDLICH{DIMENSIONALE LIE{ALGEBREN 209Um die irreduziblen Darstellungen zu klassi�zieren, ordnet man den Gewi
hten w sogenannteDynkin{KoeÆzienten �(w)i, i = 1; . . . ; lzu. Diese Bildung ist der Cartan{Matrix na
hemfun-den: �(w)i := 2w � �i�i � �i ; �i 2 �: (B:52)Die Dynkin{KoeÆzienten der Wurzeln, also der Gewi
hte der adjungierten Darstellung sindgerade die Elemente der Cartan{Matrix. Aber au
h die Dynkin{KoeÆzienten von Gewi
htenanderer Darstellungen haben die bemerkenswerte Eigens
haft stets ganzzahlig zu sein.Betra
htet man speziell einfa
h verbundene Lie{Algebren, so sind sie einfa
h die Entwi
k-lungskoeÆzienten des Gewi
htes bez�ugli
h der zu �i dualen oder reziproken Basis von h�:�(w)i = w � �i = wi , w = lXi=1 wi��i (B:53)Die duale Basis ist dabei dur
h ��i � �j = Æij (B:54)de�niert. O�ensi
htli
h gilt: �i � �j = Aij ) ��i � ��j = (A�1)ij: (B:55)Die ��i werden als fundamentale Gewi
hte bezei
hnet, da alle Gewi
hte si
h als ganzzahligeLinearkombination s
hreiben lassen. Dies gilt insbesondere f�ur die einfa
hen Wurzeln; dieEntwi
klungskoeÆzienten sind dann die Elemente der Cartan{Matrix�i = lXj=1Aij��j : (B:56)Die Menge aller Gewi
hte aller Darstellungen, also die Menge aller ganzzahligen Linearkombi-nationen der fundamentalen Gewi
hte, wird als das Gewi
htsgitter der Lie{Algebra bezei
hnet.Es enth�alt als Untergitter das Wurzelgitter, das aus den ganzzahligen Linearkombinationen dereinfa
hen Wurzeln besteht:�W = h��i ; i = 1; . . . ; li; �R = h�i; i = 1; . . . ; li; �R � �W : (B:57)Beide Gitter k�onnen als Gitter im Rl realisiert werden. Oben wurde gezeigt, da� die Cartan{Subalgebra die Gewi
htsr�aume invariant l�a�t, w�ahrend die Leiteroperatoren Gewi
hte immerum Wurzeln �andern. In einer irreduziblen Darstellung ist die Di�erenz zweier Gewi
hte alsoimmer eine Wurzel. Folgli
h liegen alle Gewi
hte einer irreduziblen Darstellung in der glei
henNebenklasse von �W na
h �R und die Menge der irreduziblen Darstellungen zerf�allt entspre-
hend in als Konjugationsklassen von Darstellungen bezei
hnete Nebenklassen. Diese Mengeist endli
h. �W und �R sind abels
he Gruppen und als sol
he isomorph zu Zl. Mit derQuotientengruppenstruktur ist �W =�R eine endli
he abels
he Gruppe, die Gruppe der Kon-jugationsklassen (von Darstellungen) [58℄. F�ur die ni
ht einfa
h verbundenen Lie{Algebrengelten analoge Resultate mit etwas komplizierteren Formeln, die in dieser Arbeit ni
ht ben�otigtwerden.Wir kommen nun auf das Klassi�kationsproblem zur�u
k: Eine irreduzible Darstellung istdur
h die Dynkin{KoeÆzienten ihres h�o
hsten Gewi
htes eindeutig festgelegt. Wel
he Gewi
htesind nun aber h�o
hste Gewi
hte von Darstellungen?Satz B.1.17 Ein Gewi
ht w ist genau dann h�o
hstes Gewi
ht einer irreduziblen Darstellung, wennalle seine Dynkin{KoeÆzienten ni
htnegativ sind. Sol
he Gewi
hte hei�en dominant und liegen in derfundamentalen Weyl{Kammer. H�o
hste Gewi
hte mit vers
hiedenen Dynkin{KoeÆzienten liefernin�aquivalente Darstellungen. Man erh�alt also alle in�aquivalenten irreduziblen endli
h dimensionalenDarstellungen, in dem man auf jede m�ogli
he Weise ni
htnegative Dynkin{KoeÆzienten w�ahlt.



210 ANHANG B. LIE{ALGEBRENVon besonderer Bedeutung ist das h�o
hste Gewi
ht der adjungierten Darstellung, die h�o
h-ste Wurzel �H . Tr�agt man ihr negatives �0 in das Dynkin{Diagramm ein, so erh�alt mandas erweiterte Dynkin{Diagramm, mit dessen Hilfe alle regul�aren Unteralgebren sowie dieVerzweigungsregeln (bran
hing rules) f�ur das Ausreduzieren von Darstellungen bez�ugli
h einerregul�aren Unteralgebra gefunden werden k�onnen [138℄.B.1.4 Reelle einfa
he und halbeinfa
he Lie{AlgebrenDie Theorie der einfa
hen und halbeinfa
hen reellen Lie{Algebren wurde von Cartan und Killingauf die der entspre
henden komplexen Lie{Algebren zur�u
kgef�uhrt. Die Verbindung zwis
henreellen und komplexen Lie{Algebren wird dur
h die Begri�e der Komplexi�zierung und derreellen Form hergestellt. Zun�a
hst mu� man si
h klar ma
hen, da� die in der Physik auftre-tenden Lie{Algebren, wie su(2), sl(2;R), sl(2;C), reelle Lie{Algebren sind, au
h wenn sie auskomplexen Matritzen bestehen. Ents
heidend ist ja der KoeÆzientenk�orper. Die naive Me-thode der Komplexi�zierung besteht darin, zu komplexen Linearkombinationen �uberzugehen.Dies liefert zum Beispiel im Falle der reell dreidimensionalen (ni
htisomorphen) Lie{Algebrensu(2) und sl(2;R) dieselbe komplexe Lie{Algebra A1. Das Verfahren funktioniert ni
ht, wenneine reelle Lie{Algebra keine Basis besitzt, die au
h �uber C linear unabh�angig ist. Dies ist beider reell se
hsdimensionalen Lie{Algebra sl(2;C) der Fall, die dur
h �Ubergang zu komplexenKoeÆzienten ni
ht gr�o�er wird.Im allgemeinen ist die Komplexi�zierung auf �ahnli
h Weise zu de�nieren, wie man C selbstaus dem R2 konstruiert: Man pr�agt dem Cartesis
hen Produkt gr � gr die Struktur einerkomplexen Lie{Algebra auf [138℄. Dort wo das naive Verfahren funktioniert, stimmt es mit demallgemeinen �uberein. Im Fall der sl(2;C) erh�alt man als Komplexi�zierung �ubrigens die komplexse
hsdimensionale Lie{Algebra A1� A1. Dieses Beispiel zeigt au
h, da� die Komplexi�zierungeiner einfa
hen Lie{Algebra mitunter halbeinfa
h ist; sie ist dann aber stets die direkte Summenzweier isomorpher einfa
her Lie{Algebren.Umgekehrt hei�t jede reelle Unteralgebra gr einer komplexen Lie{Algebra g
 eine reelleForm von g
 wenn ihre Komplexi�zierung eben g
 ist. O�ensi
htli
h ist jede reelle Lie{Algbraeine reelle Form, n�amli
h eine reelle Form ihrer eigenen Komplexi�zierung.Es gibt zwei Arten von reellen Lie{Algebren:De�nition B.1.20 Eine reelle Lie{Algebra hei�t genau dann vom kompakten Typ oder einfa
hkompakt, wenn die Killing{Form negativ de�nit ist.Diese De�nition ist zun�a
hst irritierend, da jede reelle Lie{Algebra als topolgis
her Vektorraumisomorph zu Rd, d = dim(gr), also ni
ht kompakt ist. Ihre Re
htfertigung erf�ahrt sie dur
hden folgenden Satz:Satz B.1.18 [Weyl℄ Sie G eine zusammenh�angende, halbeinfa
he, reelle, lineare Lie{Gruppe.Dann ist G genau dann kompakt, wenn ihre Lie{Algebra vom kompakten Typ ist.Die Klassi�kation der kompakten, reellen, einfa
hen Lie{Algebren reduziert si
h dur
h denfolgenden Satz auf die der komplexen, einfa
hen Lie{Algebren:Satz B.1.19 Jede komplexe, einfa
he Lie{Algebra besitzt genau eine kompakte reelle Form grk.Eine Basis von grk ist: ih�j ; e� + e��; i(e� � e��); j = 1; . . . ; l; � 2 �+: (B:58)Eine Orthonormalbasis bez�ugli
h des Skalarproduktes (; ) = �K(; ) ist gegeben dur
hiHj; 1p2(e� + e��); ip2(e� � e��); j = 1; . . . ; l; � 2 �+: (B:59)Die kompakten, reellen Formen der klassis
hen, einfa
hen, komplexen Lie{AlgebrenAl; . . . ; Dl sind die bekannten unit�aren, orthogonalen und symplektis
hen Lie{Algebrensu(n); so(n); sp(n;R).
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htkompakte reelle Formen gibt es im allgemeinen mehrere. F�ur jede reelle Form kannman eine Basis ai derart w�ahlen, da� sie pseudo{orthonormal bez�ugli
h der Killing{Form ist,d.h. K(ai; aj) = �ij: (B:60)Dabei ist �ij eine Diagonalmatrix mit p Eintr�agen 1 und q = d � p Eintr�agen �1. Falls dieSignatur s = p � q glei
h �n ist, ist die reelle Form kompakt, sonst ni
ht kompakt. Gegebendie kompakte reelle Form, kann man alle ni
htkompakten reellen Formen dur
h involutoris
henAutomorphismen der reellen kompakten Form konstruieren:Satz B.1.20 Sei g
 eine komplexe, einfa
he Lie{Algebra und grk ihre kompakte reelle Form mitder Basis ai. Sei  ein involutoris
her Automorphismus von grk, d.h.  2 = id. W�ahlt man eineBasis aus Eigenvektoren, so ist  ai = �iai; mit �i = �1 (B:61)und bi = 8<: ai; falls �i = 1;iai; falls �i = �1; (B:62)die Basis einer ni
htkompakten reellen Form grn von g
. Au�erdem kann jede ni
htkompakte reelleForm so erzeugt werden. Erweitert man  zu einem Automorphismus von g
 so wird dur
h(a; b) = �K(a;  b) (B:63)ein Skalarprodukt auf grn de�niert.Eine Liste aller ni
htkompakten, reellen, einfa
hen Lie{Algebren �ndet man in dem Bu
h vonCornwell. Zu den ni
htkompakten reellen Formen der klassis
hen, einfa
hen, komplexen Lie{Algebren Al; . . . ; Dl geh�oren neben den speziellen linearen, pseudounit�aren, pseudoorthogonalenund pseudosymplektis
hen Lie{Algebren sl(n;R), su(p; q), so(p; q), sp(p; q;R) au
h no
h einigeweitere.B.1.5 Reelle Lie{GruppenAus der Klassi�zierung der reellen Lie{Algebren ergibt si
h au
h die der reellen Lie{Gruppen[137℄.Satz B.1.21 Zu jeder reellen, halbeinfa
hen Lie{Algebra gr gibt es eine eine zusammenh�angende,lineare, halbeinfa
he reelle Lie{Gruppe bG mit der folgenden Eigens
haft: Wenn G0 eine zusam-menh�angende, lineare, reelle Lie{Gruppe mit der glei
hen Lie{Algebra gr ist, giltG0 ' bGZ0 ;wobei Z0 eine diskrete Untergruppe des Zentrums von bG ist.Um jede zusammenh�angende Lie{Gruppe mit Lie{Algebra gr zu bekommen, mu� man dieuniverselle �Uberlagerungsgruppe eG von bG bilden.Satz B.1.22 Sei G eine zusammenh�angende, reelle Lie{Gruppe mit Lie{Algebra gr. Dann istG ' eGZ0 ;wobei Z0 eine diskrete Untergruppe des Zentrums von eG ist.Im Falle von kompakten Lie{Algebren ist dies �uber
�ussig:



212 ANHANG B. LIE{ALGEBRENSatz B.1.23 Wenn gr kompakt ist, so ist bG einfa
h zusammenh�angend, d.h. bG = eG. Insbeson-dere ist jede kompakte, reelle Lie{Gruppe linear. Wenn gr ni
ht kompakt ist, so ist eG eine diskrete,zentrale Erweiterung von bG.Bemerkung 14 Ni
ht zusammenh�angende Lie{Gruppen erh�alt man als diskrete Erweiterun-gen zusammenh�angender Lie{Gruppen.In der Arbeit werden die Elemente der universellen linearen Gruppe einer kompakten Lie{Algebra dur
h Exponentiation der Lie{Algebra, bzw. der darstellenden Operatoren der adjun-gierten Darstellung repr�asentiert. Die Darstellung eines Elementes t 2 T des maximalen Torusist dann t = exp0�2�i lXj=1�jh�j1A ; �j 2 R: (B:64)Da die Exponentialfunktion f�ur imagin�are Argumente periodis
h ist, ist die Parametrisierungvon T dur
h den Koordinatenvektor ~� = (�i)li=1 mehrdeutig. Um diese Periodizit�at zu be-s
hreiben, benutzt man da� exp(H) H 2 h0 genau dann das Einselement 1 2 G repr�asentiert,wenn es auf jeder Darstellung die 1 2 G darstellt [137℄. Dur
h die Anwendung von exp(H)auf einen Zustand mit dem beliebigen Gewi
ht w 2 �W , w =Pwi��i , wi 2 Z folgt:exp0�2�i lXj=1 �jh�j1A jwi = exp0�2�i lXi;j=1�j(�j; �i)wi1A jwi != jwi (B:65), (�;w) 2 Z, � 2 ��W = �R; wobei � =X�i�i: (B:66)Der maximale Torus von G ist folgli
h Tl = Rl�R : (B:67)Er ist als Gruppe isomorph zu U (1)l und als Mannigfaltigkeit hom�oomorph zu (S1)l. Besondersinteressant sind no
h die Elemente des Zentrums Z von G. Falls exp(H) ein Element desZentrums darstellt, gilt exp(H) A exp(�H) = A; 8A 2G: (B:68)Eine o�ensi
htli
h notwendige und hinrei
hende Bedingung ist (Man s
hreibe A = exp a mita 2 gr und entwi
kle): exp(H)E�i exp(�H) = E�i i = 1; . . . ; l: (B:69)Dur
h Ausre
hnen der linken Seite erh�alt mane2�i(�;�i) = 1; i = 1; . . . ; l , � 2 ��R = �W ; (B:70)d.h. die Elemente des Zentrums besitzten Koordinatenvektoren, die im Gewi
htsgitter liegen.Als Korollar folgt Z = �W�R : (B:71)Das Zentrum von bG ist also isomorph zur Gruppe der Konjugationsklassen [40℄, [137℄.Beispiel: W�ahrend die Gruppe SU(n) einfa
h zusammenh�angend ist, gilt das ni
ht f�ur dieGruppe SO(n). Die universelle �Uberlagerungsgruppe wird mit Spin(n) bezei
hnet. F�ur n = 3gilt Spin(3) = SU(2), aber das ist ein Ausnahmefall7. Die Gruppe Spin(2n) mit der komplexenLie{Algebra Dn besitzt vier Konjugationsklassen von Darstellungen, die der adjungierten Dar-stellung (R), die der Vektordarstellung (V) und die der beiden Spinordarstellungen (S) und (C).Das Zentrum von Spin(2n) ist isomorph zu Z4 f�ur gerades und isomorph zu Z2
Z2 f�ur ungera-des n. Die Gruppe SO(2n) entsteht dur
h Ausdividieren einer zentralen Z2 Untergruppe. F�ur7Die Konstruktion f�ur den allgemeinen Fall wird in [137℄ bes
hrieben.



B.2. KAC{MOODY{ALGEBREN 213ungerades n wird dabei die diagonale Untergruppe des Zentrums ausdividiert. Alle Darstellun-gen in den Spinorkonjugationsklassen sind projektive Darstellungen von SO(2n) aber normaleDarstellungen von Spin(2n). Die Gruppe Spin(32) / Z2 entsteht ebenfalls dur
h das Faktorisie-ren einer zentralen Z2 Untergruppe. Es handelt si
h aber um eine andere Untergruppe als beider Konstruktion von SO(32) [137℄. Alle Darstellungen in den Konjugationsklassen (R) und(S) sind (ni
htprojektive) Darstellungen dieser Gruppe.Bemerkung: Eine konkrete Realisierung der universellen linearen Gruppe einer reellenLie{Algebra kann stets dur
h Exponentiation einer geeigneten Darstellung konstruiert werden[137℄.B.1.6 Darstellungen reeller Lie{Algebren und reeller Lie{GruppenDur
h geeignete Eins
hr�ankung der Darstellungen komplexer (halb-) einfa
her Lie{Algebrenerh�alt man die Darstellungen ihrer reellen Formen [137℄. Die endli
h{dimensionalen Darstel-lungen reeller kompakter Lie{Algebren und Lie{Gruppen sind unit�ar, diejenigen der ni
ht-kompakten reellen Formen ni
ht8. Da in der Quantenphysik Symmetrien immer unit�ar (oderanitunit�ar9) realisiert werden m�ussen, sind die auftretenden Darstellungen ni
htkompakter Lie{Gruppen, insbesondere der Poin
ar�e{Gruppe unendli
h{dimensionale Darstellungen auf Funk-tionenr�aumen10. Innere Symmetrien (Ei
hsymmetrien) werden im allgemeinen dur
h kompakteLie{Gruppen mit endli
h{dimensionalen unit�aren Darstellungen bes
hrieben.B.2 Ka
{Moody{AlgebrenB.2.1 Verallgemeinerte Cartan{MatrizenDie Beoba
htung, da� man ni
ht nur jede einfa
he Lie{Algebra dur
h eine Cartan{Matrix 
ha-rakterisieren kann, sondern au
h umgekehrt zu jeder Matrix mit den geeigneten Eigens
haftenein einfa
he Lie{Algebra konstruieren kann, war der Ausgangspunkt f�ur die Su
he na
h Ver-allgemeinerungen. V. Ka
 und unabh�angig von ihm R.V. Moody konstruierten ausgehend vonverallgemeinerten Cartan{Matrizen unendli
h dimensionale Lie{Algebren. I
h fasse hierdie f�ur den Hauptteil der Arbeit ben�otigten Resultate aus [150℄ zusammen.De�nition B.2.1 Eine quadratis
he ganzzahlige Matrix C = (Cij) hei�t genau dann eineverallgemeinerte Cartan{Matrix, wenn gilt:1. Cii = 2;2. i 6= j =) Cij 2 f0;�1;�2; . . .g;3. i 6= j =) (Cij = 0, Cji = 0) :Es gibt drei Klassen von verallgemeinerten Cartan{Matrizen:1. Es ist Det(C) = 0. Dann handelt es si
h um eine gew�ohnli
he Cartan{Matrix. Diezugeh�origen Lie{Algebren sind die halbeinfa
hen Lie{Algebren, die in diesem Zusammen-hang au
h endli
he Ka
{Moody{Algebren genannt werden.2. Es ist Dim(C) = Rang(C)+1. Die verallgemeinerte Cartan{Matrix ist ni
ht invertierbar,aber positiv semide�nit. Ihnen entspre
hen die aÆnen Ka
{Moody{Algebren, dieau
h als Euklidis
he Lie{Algebren bezei
hnet werden.8Die Darstellungen der ni
htkompakten Lie{Gruppen und Lie{Algebren k�onnen dur
h analytis
he Fortset-zung aus denen ihrer kompakten Formen erhalten werden ("unit�arer Tri
k\). Ni
htkompakte halbeinfa
heLie{Gruppe besitzen au�er der trivialen Darstellung keine unit�aren endli
h{dimensionalen Darstellungen [137℄.Ni
htkompakte ni
ht halbeinfa
he Lie{Gruppen k�onnen sehr wohl ni
httriviale unit�are endli
h{dimensionaleDarstellungen besitzen: Dies ist z.B. bei der Gruppe (R;+) der Fall.9Antiunit�are Symmetrien sind immer diskret [120℄.10In freien Quantenfeldtheorien werden unendli
h{dimensionale unit�are Darstellungen der Poin
ar�e{Gruppeauf dem Fo
kraum realisiert [124℄, [120℄, [108℄.



214 ANHANG B. LIE{ALGEBREN3. In allen anderen F�allen ist die verallgemeinerte Cartan{Matrix inde�nit. Die zugeh�origeninde�niten oder hyperbolis
hen Ka
{Moody{Algebren werden wir im folgendenni
ht betra
hten.Zu jeder verallgemeinerten Cartan{Matrix gibt es eine Ka
{Moody{Algebra und zwei Ka
{Moody{Algebren sind genau dann isomorph wenn ihre Cartan{Matrizen dur
h das Vertau-s
hen von Zeilen und Spalten ineinander umgeformt werden k�onnen. Wenn man dur
h sol-
he Umformungen die Cartan{Matrix als direkte Summe kleinerer Cartan{Matrizen s
hreibenkann, zerf�allt au
h die Ka
{Moody{Algebra direkt; daher rei
ht es aus unzerlegbare Cartan{Matrizen und Ka
{Moody{Algebren zu betra
hten.Die Struktur- und Darstellungstheorie der aÆnen Ka
{Moody{Algebren �ahnelt der der end-li
hen sehr und ist daher gut bekannt. Da in der Stringtheorie und konformen Feldtheorie nuraÆne Ka
{Moody{Algebren auftreten, werden wir diesen Fall betra
hten. Die aÆnenen Ka
{Moody{Algebren sind vollst�andig klassi�ziert und zerfallen in zwei Typen, die ungetwistetenund die getwisteten. Bei den ungetwisteten kann die Cartan{Matrix auf die FormC = 0BBBBBB� C00 C01 � � � C0lC10 C11 � � � C1l... ... ... ...Cl0 Cl1 � � � Cll 1CCCCCCA (B:72)gebra
ht werden, wobei Cij = 2(�0i; �0j)(�0i�0i) ; i; j = 1; . . . ; l (B:73)die Cartan{Matrix einer einfa
hen Lie{Algebra g vom Range l mit den einfa
hen Wurzeln�0 = f�0iji = 1; . . . ; lg ist. Die restli
hen Matrix{Elemente sindC00 = 2; Ci0 = 2(�0i; �00)(�0i; �0i) ; C0i = 2 (�00; �0i)(�00; �00) : (B:74)Dabei ist �00 die niedrigste Wurzel von g�00 = ��0H ; �0H = lXi=1 ki�0i: (B:75)Zu jeder einfa
hen Lie{Algebra g gibt es also genau eine ungetwistete aÆne Ka
{Moody{Algebra g[1℄, deren Dynkin{Diagramm das erweiterte Dynkin{Diagramm von g ist. Die ein-fa
hen Wurzeln �0; �1; . . . ; �l der Ka
{Moody{Algebra sind linear unabh�angig und von denWurzeln �0i der zugeordneten einfa
hen Lie{Algebra zu unters
heiden, von denen ja nur jel linear unabh�angig sind. Die getwisteten aÆnen Ka
{Moody{Algebren erh�alt man aus denungetwisteten dur
h das Twisten mit Automorphismen.B.2.2 AÆne ungetwistete Ka
{Moody{AlgebrenDer naheliegende Ansatz zur De�nition ungetwisteter aÆner Ka
{Moody{Algebren ist der fol-gende: Die Lie{Algebra soll dur
h 3(l + 1) Generatoren H�i, E�i, E��i, i = 0; . . . ; l erzeugtwerden, die den in Serres Theorem spezi�zierten Relationen gen�ugen. Die so de�nierte Lie{Algebra besitzt aber ni
ht die gew�uns
hten Eigens
haften: Um die Strukturtheorie der einfa-
hen Lie{Algebren verallgemeinern zu k�onnen brau
ht man eine mit Hilfe der Cartan{Matrixde�nerte, ni
ht entartete Bilinearformen auf der Cartan{Subalgebra und im Gewi
htsraum, sowie einen kanonis
hen Isomorphismus zwis
hen diesen beiden R�aumen. Dies geht aber ni
ht,da die Cartan{Matrix ni
ht invertierbar ist. Das Problem l�a�t si
h aber dadur
h l�osen, da�man einen weiteren Cartan{Generator hinzunimmt und au
h den Gewi
htsraum entspre
hendvergr�o�ert. Bevor dies er�ortert wird, zitiere i
h no
h die Ka
s
he De�nition, die f�ur beliebigeKa
{Moody{Algebren gilt:



B.2. KAC{MOODY{ALGEBREN 215De�nition B.2.2 Es sei (Cij) eine verallgemeinerte Cartan{Matrix und eg(C) eine Lie{Algebramit Generatoren Hi, Ei, Fi, die den Relationen (1) und (2) aus Serres Theorem gen�ugen. Essei r das maximale Ideal, das die Cartan{Subalgebra von eg(C) trivial s
hneidet. Dann istg(C) = eg(C)r (B:76)die Ka
{Moody{Algebra mit Cartan{Matrix C.Da diese abstrakte De�nition si
h ni
ht gut handhaben l�a�t, werde i
h als n�a
hstes f�ur denFall einer ungetwisteten aÆnen Ka
{Moody{Algebra die Struktur des Wurzelsystems und derCSA bes
hreiben, um die Cartan{Weyl{Zerlegung, den kanonis
hen Isomorphismus, et
. ange-ben zu k�onnen. Auf diese Weise lassen si
h au
h Kriterien formulieren, um eine Ka
{Moody{Algebra an Hand von Generatoren und Relationen zu de�nieren. Diese Kriterien werden inder Arbeit benutzt, um zu zeigen, da� die Vertexoperatoren einer Stringtheorie Darstellungenvon aÆnen Ka
{Moody{Algebren auf dem Hilbertraum der Stringzust�ande erzeugen. Als er-stes m�ussen mit Hilfe der Cartan{Matrix Bilinearformen auf der Cartan{Subalgebra h und imDualraum h� de�niert werden.Wir betra
hten zun�a
hst einen l+1 dimensionalenC{Vektorraum h0 und dessen Dualraumh0�. Um die Cartan{Matrix zu realisieren w�ahlt man Basen H�i und �i, i = 0; . . . ; l, mit�j(H�i) = Cij: (B:77)Jede aÆne Cartan{Matrix ist diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Diagonalmatrix � mitni
htvers
hwindenden Eintr�agen �i, so da�Cij = �iGij mit Gij = Gji (B:78)ist. Da Cij = 2(�i; �j)(�i; �i) ; i; j = 0; . . . ; l (B:79)gelten soll, folgt (�i; �j) = Gij und �i = 2(�i; �i) : (B:80)Dadur
h sind die Bilinearform in h0� und die Faktoren �i bis auf eine multiplikative Konstantede�niert. Wir normieren die Bilinearform zwe
km�a�ig so, da� die langen Wurzeln das Norm-quadrat 2 haben. Da die Matrix Gij ni
ht invertierbar ist, gibt es im R{Spann der einfa
henWurzeln einen Nullvektor Æ = lXi=0 ki�i mit (Æ; �i) = 0 i = 0; . . . ; l: (B:81)Die KoeÆzienten ki werden als Ka
{Label von g[1℄ bezei
hnet. Es ist k0 = 1 und die ki,i = 1; . . . ; l sind die KoeÆzienten der h�o
hsten Wurzel der einfa
hen Lie{Algebra g bez�ugli
hder einfa
hen Wurzeln: �0H = lXi=1 ki�0i: (B:82)Der Zusammenhang zwis
hen den Wurzeln �i und den l+ 1 Cartan{Generatoren H�i wirddur
h die Cartan{Matrix de�niert: �j(H�i) = Cij: (B:83)De�niert man neue Generatoren h�i = 1�iH�i ; (B:84)so wird diese Relation symmetris
h:�j(h�i) = Gij = Gji = �i(h�j ); (B:85)



216 ANHANG B. LIE{ALGEBRENso da� der sp�ater zu de�nierende Isomorphismus �i und h�i aufeinander abbilden wird. Einezwe
km�a�ige De�nition und Normierung der Bilinearformauf demErzeugnis h0 der l+1 Cartan{Generatoren ist daher: (h�i; h�j ) = Gij , (H�i;H�j) = �i�jGij: (B:86)Um den kanonis
hen Isomorphismus de�nieren zu k�onnen, brau
hen wir zwei ni
ht entarteteBilinearformen auf h und h� und f�uhren daher einen weiteren Cartan{Generator d und einweiteres Funktional �0 ein. h = h0 � hdi; h� = h0� � h�0i: (B:87)Um die Bilinearform auf die vergr�o�erte CSA erweitern zu k�onnen, identi�ziert man die Null-ri
htung der Metrik auf h0 und �ndet, da� das sogenannte zentrale Element k,k = lXi=0 kih�i = lXi=0 ki�iH�i; (B:88)ein Nullvektor ist: (k; h�i) = 0 = (k;H�i) i = 0; . . . ; l: (B:89)Dur
h die De�nitionen (d; d) = 0; (d; k) = 1; (d; h�i) = 0; i = 1; . . . ; l; (B:90)erh�alt man dann eine ni
ht entartete Bilinearform auf h. Zur besseren �Ubersi
ht stelle i
h dieWerte der Bilinearform tabellaris
h zusammen:h0 h1 � � � hl d kh0 G00 G01 � � � G0l 1 0h1 G10 G11 � � � G1l 0 0... ... ...hl Gl0 Gl1 � � � Gll 0 0d 1 0 � � � 0 0 1k 0 0 � � � 0 1 0 (B:91)Das zus�atzli
he Funktional �0 wird so de�niert:�0(H�i) = Æ0i , �0(h�i) = Æ0i 1�i ; i = 0; . . . ; l; �0(d) = 0: (B:92)Die Wirkung des Gewi
htsraums auf der Cartan{Subalgebra ist damitH0 H1 � � � Hl d h0 h1 � � � hl k�0 C00 C10 � � � Cl0 1 G00 G10 � � � Gl0 0�1 C01 C11 � � � Cl1 0 G01 G11 � � � Gl1 0... ... ...�l C0l C1l � � � Cll 0 G0l G1l � � � Gll 0�0 1 0 � � � 0 0 1=�0 0 � � � 0 1=�0Æ 0 0 � � � 0 1 0 0 � � � 0 0 (B:93)



B.2. KAC{MOODY{ALGEBREN 217Jetzt kann der Isomorphismus zwis
hen Gewi
htsraum und Cartan{Subalgebra de�niertwerden i : h� ! h : �! h� mit (h�;H) = �(H); 8H 2 h: (B:94)Insbesondere gilt: �i ! hi = 1�iHi; �0 ! 1�0 d und folgli
h Æ ! k: (B:95)Das induzierte Skalarprodukt im Gewi
htsraum hat aufgrund der oben gew�ahlten Normierungdie folgende Form: �0 �1 . . . �l �0 Æ�0 G00 G01 . . . G0l 1=�0 0�1 G10 G11 . . . G1l 0 0... ... ...�l Gl0 Gl1 . . . Gll 0 0�0 1=�0 0 . . . 0 0 1=�0Æ 0 0 . . . 0 1=�0 0 (B:96)Mit der Hilfe der auf der Cartan{Subalgebra und im Gewi
htsraum eingef�uhrten Strukturenkann die Strukturtheorie f�ur ungetwistete aÆne Ka
{Moody{Algebren na
h dem Muster dereinfa
hen Lie{Algebren entwi
kelt werden. Um die Cartan{Matrix dur
h Wurzelvektoren imRl+1 zu realisieren, w�ahlt man einfa
h�i = (0; �0i); i = 1; . . . ; l �0 = (1;��0H); (B:97)wobei der ersten Komponente eine Nullri
htung der Metrik entspri
ht. Die li
htartige WurzelÆ wird also dur
h Æ = (1;0) (B:98)realisiert. Dur
h Einbettung k�onnen die l einfa
hen Wurzeln von g mit den entspre
hende Wur-zeln der Ka
{Moody{Algebra identi�ziert werden. Dabei mu� man die niedrigste Wurzel ��Hvon g von der zus�atzli
hen einfa
hen Wurzel Æ � �H der Ka
{Moody{Algebra unters
heiden:Beides wird in der Literatur gelegentli
h mit �0 bezei
hnet. Das Wurzelsystem � von g[1℄ l�a�tsi
h dur
h das Wurzelsystem �0 von g und die li
htartige Wurzel ausdr�u
ken:Satz B.2.1 Die Wurzeln einer ungetwisteten aÆnen Ka
{Moody{Algebra g[1℄ sind� = fmÆ + � = (m;�)jm 2 Z; � 2 �0g: (B:99)� besteht also aus unendli
h vielen Kopien von �0, die entlang der Null{Ri
htung aneinan-dergef�ugt werden. Obwohl es unendli
h viele Wurzeln gibt, ist ihre L�ange bes
hr�ankt, da dieProjektion auf die Nullri
htung ni
ht zur L�ange beitr�agt. Die li
htartigen Wurzeln mÆ, m 2 Zwerden von Ka
 als die imagin�aren Wurzeln, die anderen als die reellen Wurzeln bezei
hnet.Satz B.2.2 Eine aÆne ungetwistete Ka
{Moody{Algebra kann in die Cartan{Subalgebra und inWurzelr�aume zerlegt werden: Die Cartan{Zerlegung von g[1℄ ist:g[1℄ = h�M�2�g�: (B:100)Die Gewi
htsr�aume der reellen Wurzeln sind eindimensional, die der imagin�aren Wurzeln sind l{dimensional, wobei l der Rang der entspre
henden einfa
hen Lie{Algebra g ist.



218 ANHANG B. LIE{ALGEBRENg[1℄ ist eine unendli
h{dimensionale Lie{Algebra, die die einfa
he Lie{Algebra g als Unter-algebra enth�alt. Da sie ein eindimensionales Zentrum besitzt, da� von dem zentralen Element kaufgespannt wird, ist die aÆne Ka
{Moody{Algebra selbst weder einfa
h no
h halbeinfa
h. Umfestzustellen, ob eine gegebene konkrete Lie{Algebra isomorph zu g[1℄ ist, und um Darstellun-gen zu identifzieren, ist das folgende Kriterium n�utzli
h, da� es erlaubt, eine aÆne ungetwisteteKa
{Moody{Algebra an Hand von Generatoren und Relationen zu identi�zieren [Ka
, 9.11℄:Satz B.2.3 [Ka
s
hes Kriterium℄ Es sei bg eine Lie{Algebra mit Cartan{Subalgebra h, Cartan{Generatoren H�i , i = 0; . . . ; l und Hl+1, den weiteren Generatoren E�i und E��i und den Rela-tionen [E�i; E��i℄ = ÆijH�j ; (B:101)[H;E��i℄ = ��i(H)E��i ; 8H 2 h; (B:102)(ad E��i)1�Cij = 0; (B:103)wobei Cij die erweiterte Cartan{Matrix einer einfa
hen Lie{Algebra g ist. Dann istbg ' g[1℄ (B:104)d.h. bg ist eine ungetwistete aÆne Ka
{Moody{Algebra mit Cartan{Matrix Cij.Diese Konstruktion stellt au
h den Zusammenhang mit dem ersten De�nitionsversu
h her: Diederivierte Algebra bg0 von bg ist eine Lie{Algebra mit 3l Generatoren H�i, E�i, E��i die denRelationen in Serres Theorem gen�ugen. Umgekehrt ist bg eine semidirekte Erweiterung von bg0mit dem zus�atzli
hen Cartan{Generator Hl+1.B.2.3 Die Standardrealisierung einer aÆnen ungetwisteten Ka
{Moody{AlgebraAusgehend von den im vorigen Abs
hnitt erl�auterten Resultaten kann die Standard{Realisierung von g[1℄ konstruiert werden. Man beginnt mit der eina
hen Lie{Algebra g undbildet die Loop{Algebra eg, die von allen g{wertigen Laurent{Polynomen in einer Variablen terzeugt wird: eg = C[t; t�1℄
 g: (B:105)eg ist die komplexi�zierte Lie{Algebra der Loop{Gruppe Di�(S1;G), wobei G eine endli
hdimensionale reelle Lie{Gruppe mit komplexer Lie{Algbra g ist. Die Lie{Algebra{Struktur derLoop{Algebra ist dur
h [f(t) 
 x; g(t)
 y℄ = f(t)g(t) 
 [x; y℄ (B:106)de�niert. Die Standard{Realisierung bg von g[1℄ erh�alt man, indem man eine zentrale Erweite-rung mit einemGenerator k und eine semidirekte Erweiterung mit einemGenerator d vornimmt:bg = eg � hki � hdi; (B:107)mit [f(t) 
 x� a; g(t)
 y � b℄ = f(t)g(t) 
 [x; y℄� (x; y)kres (f(t)0g(t)) ; (B:108)[d; f(t)
 x� a℄ = tf 0(t) 
 x: (B:109)Dabei sind a; b 2 hki, (�; �) ist die Killing{Form auf g, res das Residuum und 0 die formaleAbleitung. Der Generator d operiert auf den Polynomen als der formale Di�erentialoperatort ddt und wird daher als "die\ Derivation auf der Ka
{Moody{Algebra bezei
hnet.Eine Basis der Ka
{Moody{Algebra bilden die Elemente,T am = tm 
 T a; k; d mit m 2 Z; a = 1; . . . ; dim(g); (B:110)wobei die T a Generatoren von g sind. Die ni
htvers
hwindenden Vertaus
hungsrelationen zwi-s
hen diesen Generatoren sind:[T am; T bn℄ = fab
 T 
m+n � kmÆm+n;0(T a; T b); (B:111)



B.2. KAC{MOODY{ALGEBREN 219[d; T am℄ = mT am: (B:112)W�ahlt man f�ur die T a Cartan{Weyl{Generatoren h�i, l = 1; . . . ; l, e�, � 2 �0 von g, so erh�altman: [H�im ;H�jn ℄ = kmÆm+n;0Gij; (B:113)[H�im ; E�n ℄ = (�i; �)E�m+n; (B:114)[E�m; E�n℄ = 8>>><>>>: �(�; �)E�+�m+n; falls �+ � 2 �0;H�m+n + kmÆm+n;0; falls �+ � = 0;0; sonst. (B:115)Dur
h Verglei
h mit den Resultaten des vorigen Abs
hnittes ergibt si
h:1. H�i , i = 1; . . . ; l, k und d erzeugen die l + 2 dimensionale Cartan{Subalgebra. DasElement k erzeugt das eindimensionale Zentrum.2. Die Generatoren H�im , i = 1; . . . ; l, m 2 Z erzeugen eine unendli
h dimensionaleHeisenberg{Lie{Algebra, die Heisenberg{Subalgebra. Sie erf�ullen f�ur k = 1 die glei
henVertaus
hungsrelationen wie die Fourier{Moden eines Strings.3. Die Generatoren H�im , m 6= 0 spannen die l{dimensionalen Wurzelr�aume der imagin�arenWurzelnmÆ auf. Die Generatoren E�m,m 2 Z spannen die eindimensionalenWurzelr�aumeder reellen Wurzeln auf: gmÆ = hH�im i; gmÆ+� = hE�mi (B:116)Um zu zeigen, da� die Lie{Algebren g[1℄ und bg tats�a
hli
h isomorph sind, m�ussen 3l + 4Generatoren von bg gefunden werden, die das Ka
s
he Kriterium (B.2.3) erf�ullen. Dazu beginntman mit einer Chevalley{Basis H�i , E�i , E��i i = 1; . . . ; l von g. Es ist stets m�ogli
h zweiweitere Wurzelgeneratoren E�H 2 g�H und E��H 2 g��H zu �nden, die so normiert sind, da�(E�H ; E��H) = �1 und damit [E�H ; E��H ℄ = �H�H (B:117)gilt. Dann setzt man [Ka
,7.4℄:E0 = t
E��H ; Ei = 1
 E�i; i = 1; . . . ; l;F0 = t�1 
E�H ; Fi = 1
 E��i; i = 1; . . . ; l; (B:118)H0 = �1 
H�H � k; Hi = 1
H�i; i = 1; . . . ; l; Hl+1 = d:Diese Generatoren erf�ullen einerseits die Bedingungen im Ka
s
hen Kriterium (B.2.3), sind alsoChevalley{Generatoren von g[1℄, andererseits erzeugen sie ganz bg. Also sind beide Lie{Algebrentats�a
hli
h isomorph.Auf der Ka
{Moody{Algebra bg existieren au�er der Derivation d = d0 no
h viele weitereDerivationen. Eine besonders wi
htige Lie{Algebra d von Derivationen auf bg wird dur
h dieGeneratoren dm = tm+1 ddt (B:119)erzeugt, die die Witt{Algebra [dm; dn℄ = (n�m)dm+n (B:120)erf�ullen. Als komplexe Lie{Algebra ist sie isomorph zur Lie{Algebra der regul�aren Vektor-felder auf C� = C � f0g. Als reelle Lie{Algebra ist sie isomorph zur Lie{Algebra Di�(S1)der Di�eomorphismen des Kreises. Au
h die Generatoren von konformen Transformationenin ein und zwei Dimensionen gehor
hen der Witt{Algebra. Die Derivationen{Lie{Algebra doperiert so auf der Loop{Algebra eg, da� beide Lie{Algebren eine semidirekte Summe bilden.In der Stringtheorie und in den zweidimensionalen konformen Feldtheorien tritt eine zentraleErweiterung der Witt{Algebra, die Virasoro{Algebra auf. Man kann zeigen, da� sie bis auf



220 ANHANG B. LIE{ALGEBRENIsomorphie die einzige zentrale Erweiterung der Witt{Algebra ist [40℄. Aus den Generatoreneiner Ka
{Moody{Algebra k�onnen mit Hilfe einer feldtheoretis
hen Methode, der Sugawara{Konstruktion, Virasoro{Generatoren gewonnen werden. Au
h hier bilden beide Algebren einesemidirekte Summe und die zentralen Elemente k�onnen zueinander in Beziehung gesetzt werden(siehe 4.1.7).B.2.4 Getwistete Ka
{Moody{AlgebrenDe�nition B.2.3 Es sei g eine Lie{Algebra und A eine abels
he Gruppe. Dann hei�t g genaudann A{graduiert, wenn gilt1. g ist ein graduierter Vektorraum, d.h. es existiert eine direkte Zerlegungg = Ma2Aga (B:121)und eine Abbildung, der Grad deg : g! A; (B:122)so da� ga gerade der Unterraum aller homogenen Elemente vom Grad a, deg(x) = a ist.2. Die Graduierung ist mit der Lie{Algebra{Struktur kompatibel,[ga;gb℄ � ga+b: (B:123)Die Virasoro- und die Ka
{Moody{Algebren in der Standard{Realisierung sind o�ensi
htli
hZ{graduiert. Auf einer aÆnen Ka
{Moody{Algebra existieren vers
hiedene weitere Graduie-rungen, die sogenannten Typ s Graduierungen. Sie werden dur
h die Festlegung des Gradesder Chevalley{Generatoren de�niert. Dazu seis = (s0; s1; . . . ; sl) mit si � 0; si 2 Z: (B:124)Alle Cartan{Generatoren sollen den Grad 0 haben, ferner soll geltendeg(Ei) = �deg(Fi) = si: (B:125)Da die Relationen zwis
hen den Generatoren die Grade additiv verkn�upfen, wird so eine Z{Graduierung auf der ganzen KMA induziert. Explizit istg =Mj2Zgj(s); (B:126)mit gj(s) = M�2�j g� (B:127)und �j = f� 2 �j� =Xai�i; X aisi = jg: (B:128)In der Standard{Realisierung und damit bei der Frenkel{Ka
{Darstellung einer aÆnen unge-twisteten Ka
{Moody{Algebra dur
h Vertexoperatoren ist die Graduierung vom Typs = (1; 0; . . . ; 0): (B:129)Dies zeigt man so: Die nat�urli
he Z{Graduierung der Standard{Realisierung bg ist gegebendur
h deg(t) = 1; deg(x) = 0; f�ur alle x 2 g; deg(k) = 0; deg(d) = 0: (B:130)



B.2. KAC{MOODY{ALGEBREN 221Da d = t ddt ist, kann der Grad eines homogenen Elementes dur
h den Kommutator mit dbestimmt werden: deg(X) = j , [d;X℄ = jX: (B:131)Die Grade der Chevalley{Generatoren der Standard{Realisierung sind:deg(Hi) = 0; deg(Ei) = Æi0; deg(Fi) = �Æi0; i = 0; . . . ; l; (B:132)daher ist diese Graduierung vom Typ (1; 0; . . . ; 0).Um andere Typ{s{Graduierungen zu konstruieren, betra
htet man gewisse Unteralgebrender Standard{Realisierung. Zun�a
hst sei � ein Automorphismus der Ordnung N der einfa
henLie{Algebra g. Dann kann g in die Eigenr�aume gm zum Eigenwert e2�im=N zerlegt werden:g = N�1Mm=0gm: (B:133)Dann de�niert man die getwistete Ka
{Moody{Algebra bg� als die Unteralgebrabg� = Mm2Z tm 
 gmjN � hki � hdi (B:134)von bg. (mjN steht f�ur "m modulo N\.)Es sind zwei F�alle zu unters
heiden11 :1. � ist ein innerer Automorphismus von g. Dann existiert eine Basis, in der die Cartan{Subalgebra invariant ist, w�ahrend die Wurzeloperatoren E� mit dem Eigenwert e2�i���transformieren. Der den Automorphismus 
harakterisierende Vers
hiebungsvektor sei� = lXi=1 siN ��i ; (B:135)d.h. es gilt si = N�i � �; i = 0; 1; . . .; l: (B:136)Die Chevalley{Generatoren von bg� sindE0i = tsi 
 E�i; F 0i = t�si 
E��i ; H0i = 1
H�i �A siN k; l = 0; . . . ; l;H0l+1 = d:(B:137)Die Normierungs{Konstante A kann so gew�ahlt werden, da�[E0i; F 0j℄ = ÆijH0i (B:138)ist. Falls g einfa
h verbunden ist, ist A = 1. Bere
hnet man ihre Kommutatoren, so stelltman fest, da� sie na
h demKa
s
hen KriteriumChevalley{Generatoren von g[1℄ sind. Alsosind die getwistete und die ungetwistete Ka
{Moody{Algebra isomorph. Andererseits gilt:deg(H 0i) = 0; i = 0; . . . ; l + 1 und deg(E0i) = �deg(F 0i ) = si; i = 0; . . . ; l: (B:139)Die mit einem inneren Automorphismus getwistete Ka
{Moody{Algebra besitzt eine Typ{s{Graduierung und wird daher als Typ{s{Realisierung von g[1℄ bezei
hnet. Da die De-rivation in der Frenkel{Ka
{Darstellung proportional zu Welt
�a
hen{Hamiltonoperatorist, f�uhren vers
hiedene Graduierungen zu Modellen mit vers
hiedenen physikalis
hen Ei-gens
haften.2. � ist ein �au�erer Automorphismus von g. Dann kann er in einen inneren Automorphis-mus und einen Diagramm{Automorphismus des Dynkin{Diagrammes zerlegt werden. DieOrdnung k des Diagramm{Automorphismus kann nur glei
h 2 oder 3 sein. Zu jedemDiagramm{Automorphismus gibt es eine getwistete aÆne Ka
{Moody{Algebra g[k℄ undjede getwistete aÆne Ka
{Moody{Algebra kann so konstruiert werden. Je na
h Wahl desinneren Automorphismus erh�alt man eine bestimmte Typ{s{Realisierung von g[k℄.11Lie{Algebra{Automorphismen werden in Kapitel 6.4 diskutiert.



222 ANHANG B. LIE{ALGEBRENGetwistete Loop{AlgebrenEin anderer Zugang zu den getwisteten Ka
{Moody{Algebren ergibt si
h �uber die getwistetenLoop{Gruppen und Loop{Algebren [157℄. Die getwistete Loop{Gruppe ist dur
heG� = f� : R!Gj�(1) = ��(0)g (B:140)de�niert, wobei � ein Automorphismus N{ter Ordnung der endli
h{dimensionalen halbeinfa-
hen Lie{Gruppe G ist. Die zugeh�orige Lie{Algebra ist isomorph zueg� = Mm2Z tm=N 
 gmjN (B:141)Sol
he Loop{Algebren bzw. ihre zentralen Erweiterungen lassen si
h besonders lei
ht dur
h
hirale Skalarfelder X(z) mit getwisteten RandbedingungenX(ze2�i) = �X(z) (B:142)realisieren (� bezei
hnet au�er dem Lie{Gruppen{ Automorphismus au
h den Lie{Algebra{Automorphismus und den entspre
henden Automorphismus des Wurzelgitters). Insbesondereliefern die Vertaus
hungsrelationen der Moden �m=N eine Level{1{Darstellung der Cartan{Subalgebra eh� h
i (B:143)Darstellungen der vollen Algebra mit getwisteten Feldern k�onnen der Literatur entnommenwerden. Dur
h die Derivataion t ddt wird wieder eine semidirekte Erweiterung de�niert undauf dem Darstellungsraum gilt d = �L0. Dur
h die Reskalierung t ! tN erh�alt man dieoben bes
hriebene andere Realisierung. Der Zugang �uber getwistete Loop{Gruppen mit seiner1NZ Graduierung ist besonders nat�urli
h, wenn manmit getwisteten Feldern arbeitet, z.B. einenOrbifold{Twist als Drehung realisiert. Die getwisteten Grade geben insbesondere die konformenGewi
hte der Operatoren ri
htig wieder. Die im vorherigen Abs
hnitt bes
hriebene Realisierungist einfa
her und entspri
ht der Vers
hiebungsrealisierung von Orbifold{Twists.B.2.5 Darstellungen von Ka
{Moody{AlgebrenDie ni
httrivialen Darstellungen von Ka
{Moody{Algebren sind naturgem�a� unendli
h{dimensional. Eine wi
htige Klasse sind die h�o
hsten Gewi
hts Darstellungen (highest weight re-presentations), die ausgehend von einem h�o
hsten Gewi
ht dur
h die Anwendung von Absteige{Operatoren erzeugt werden k�onnen. Es ist m�ogli
h, den Begri� der kompakten reellenForm zu verallgemeinern und so unit�are Darstellungen zu konstruieren. Die Vertexoperator{Darstellungen waren in der Physik s
hon bekannt, bevor Ka
 und Moody begannen, die na
hihnen benannten Lie{Algebren zu studieren. Frenkel und Ka
 haben die Vertexoperator{Darstellungen sp�ater mathematis
h pr�azisiert. Die Vertexoperatoren sind formale Operatoren,die ni
ht auf dem mathematis
hen Hilbertraum sondern auf dessen formaler Komplettierungoperieren. Die dur
h Kurvenintegration gewonnen Ka
{Moody{Generatoren sind aber wohlde-�nerte Operatoren auf dem Hilbertraum. Bei der Frenkel{Ka
{Konstruktion wir das zentraleElement k immer dur
h die Zahl 1 dargestellt (Level{1{Darstellung). Darstellungen mit ande-ren Leveln k�onnen mit Hilfe anderer konformer Feldtheorien, z.B. mit Wess{Zumino{Witten{Modellen [2℄ (konform invarianten �{Modellen mit Gruppenmannigfaltigkeiten als target spa
e)realisiert werden.



B.3. DYNKIN{DIAGRAMME 223B.3 Dynkin{Diagrammeu u u u�1 �2 �l�1 �lAbbildung B.1: Das Dynkin{Diagramm von Aluu u u u�1 �2 �l�2 �l�1�lAbbildung B.2: Das Dynkin{Diagramm von Dlu u u u uu�1 �2 �3 �4 �5�6 Abbildung B.3: Das Dynkin{Diagramm von E6



224 ANHANG B. LIE{ALGEBRENu u u u u uu�1 �2 �3 �4 �5 �6�7 Abbildung B.4: Das Dynkin{Diagramm von E7u u u u u u uu�1 �2 �3 �4 �5 �6 �7�8 Abbildung B.5: Das Dynkin{Diagramm von E8u u u u�1 �2 �l�1 �lu""""""""bbbbbbbb�0Abbildung B.6: Das erweiterte Dynkin{Diagramm von Al ist zuglei
h das Dynkin{Diagrammvon bAl. uu u u u�1 �2 �l�2 �l�1�lu�0Abbildung B.7: Das erweiterte Dynkin{Diagramm von Dl ist zuglei
h das Dynkin{Diagrammvon bDl.u u u u uuu�1 �2 �3 �4 �5�6�0Abbildung B.8: Das erweiterte Dynkin{Diagramm von E6 ist zuglei
h das Dynkin{Diagrammvon bE6.
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u u u u u u uu�0 �1 �2 �3 �4 �5 �6�7Abbildung B.9: Das erweiterte Dynkin{Diagramm von E7 ist zuglei
h das Dynkin{Diagrammvon bE7.
u u u u u u u uu�1 �2 �3 �4 �5 �6 �7 �0�8Abbildung B.10: Das erweiterte Dynkin{Diagrammvon E8 ist zuglei
h das Dynkin{Diagrammvon bE8.
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Anhang CGitterDie im Zusammenhang mit der Stringtheorie wi
htigen Aussagen �uber euklidis
he und pseu-doeuklidis
he Gitter �ndet man in [58℄.C.1 Euklis
he und pseudoeuklidis
he GitterDe�nition C.1.1 Ein n{dimensionales Gitter imRn ist der Z{Spann einer Basis feig von Rn� = fmieijmi 2 Z; i = 1; . . . ; lg: (C:1)Die ei bilden eine Gitterbasis (Z{Basis) von �. Je na
hdem, ob der Rn mit einem de�ni-ten oder inde�niten Skalarprodukt versehen wird, spri
ht man von einem euklidis
hen bzw.pseudoeuklidis
hen Gitter. Die Matrix G,Gij = ei � ej (C:2)wird als die Gittermetrik bezei
hnet. Isometris
he Gitter werden identi�ziert. Das (verallge-meinerte) Volumen der Einheitszelle von � istvol(�) =pj detGj: (C:3)De�nition C.1.2 Das duale Gitter �� besteht aus allen Vektoren, die ein ganzzahliges Ska-larprodukt mit allen Vektoren aus � haben:�� = fw 2 Rnjv �w 2 Z; 8v 2 �g: (C:4)Die kanonis
he Basis von �� ist die Dualbasis e�i zu ei:ei� � ej = Æij : (C:5)Die Gittermetrik von �� bez�ugli
h der Dualbasis ist die zu Gij inverse Matrixe�i � e�j = Gij; (C:6)und es gilt vol(�)vol(��) = 1: (C:7)Wir interessieren uns f�ur die folgenden speziellen Typen von Gittern:De�nition C.1.3� ganzzahlig , � � �� , 8v; s 2 �v �w 2 Z;� unimodular , vol(�) = 1;� selbstdual , � = �� , � ganzzahlig und unimodular;� gerade , 8v 2 �v � v 2 2Z: (C:8)227



228 ANHANG C. GITTERDie in der Stringtheorie wi
htigen Gitter sind gerade, selbstduale euklidis
he und pseudoeukli-dis
he Gitter. In der Arbeit werden die folgenden beiden Aussagen gebrau
ht:Satz C.1.1 Gerade selbstduale euklidis
he Gitter existieren nur in Dimensionen die Vielfa
he von8 sind. In 8 Dimensionen gibt es nur ein sol
hes Gitter, das Wurzelgitter der Lie{Algebra E8. In16 Dimensionen gibt es zwei vers
hiedene gerade selbstduale Gitter, n�amli
h das Wurzelgitter vonE8 � E8 und das Gewi
htsgitter D(R;S)16 , das aus den Wurzeln und den Spinorgewi
hten positiverChiralit�at der Lie{Algebra D16 besteht.Satz C.1.2 Selbstduale, gerade pseudoeuklidis
he Gitter existieren nur, wenn die Signatur einVielfa
hes von 8 ist. Es gibt dann bis auf Isometrien genau ein Gitter. Ist die Metrik vom Typ (p,q),mit p = 8m+ n und q = n, n < 8, so ist � isometris
h zuE�m8 �D�n1;1 (C:9)wobei E8 das Wurzelgitter von E8 und D1;1 das zweidimensionale pseudoeuklidis
he Standard{Gitterist.Dur
h �Aquivalenklassenbildung in � bez�ugli
h eines Untergitters maximaler Dimension �0erh�alt man eine endli
he Gruppe, die Konjugationsklassengruppe von � bez�ugli
h �0. In derFundamentalzelle von �0 gibt es genau einen Repr�asentanten jeder Konjugationsklasse. DieM�a
htigkeit N der Konjugationsklassengruppe ist daherN = vol(�0)vol(�) : (C:10)C.2 Lie{Algebra GitterEine besondere Kategorie von Gittern sind die Gewi
htsgitter �W und die Wurzelgitter �R vonLie{Algebren. Da die Wurzeln die Gewi
hte der adjungierten Darstellung sind, gilt�R � �W : (C:11)Die Konjugationsklassengruppe parametrisiert die Konjugationsklassen von Darstellungen derzugeh�origen Lie{Algebra g und ist isomorph zum Zentrum Z der universellen linearen GruppebG Z = �W =�R: (C:12)Falls die Lie{Algebra einfa
h verbunden ist, kann man alle Wurzeln auf 2 normieren. Dann gilt:�W = ��R: (C:13)Die Gittermetriken sind die Cartan{Matrix bzw. deren Inverse. Enth�alt ein Gitter eine Mengevon Vektoren mit Normquadrat 2 und ganzzahligen Skalarprodukten untereinander, so ist dasvon ihnen erzeugt Untergitter das Wurzelgitter einer einfa
h verbundenen Lie{Algebra. Ist dasGitter zudem ganzzahlig, so sind alle anderen Gittervektoren Gewi
hte dieser Algebra. Wurzel-und Gewi
htsgitter und deren Untergitter werden dur
h das Symbol f�ur die entspre
hendekomplexe Lie{Algebra und die Angabe der auftretenden Konjugationsklassen bezei
hnet� = (g1 � � � � � gn)KK : (C:14)Man bea
hte, da� sol
h ein Lie{Algebra{Gitter im allgemeinen keine direkte Summe ist. Dasgilt nur f�ur spezielle Wahlen der Liste KK der Konjugationsklassen. F�ur das Re
hnen mit Kon-jugationsklassen von Lie{Algebra{Gittern, also mit Gewi
htsvektoren modulo Wurzelvektorengelten zwei Regeln:1. Das Skalarprodukt zweier Gewi
htsvektoren h�angt modulo 1 nur von den jeweiligen Kon-jugationsklassen ab.



C.2. LIE{ALGEBRA GITTER 2292. Das Normquadrat eines Gewi
htsvektors h�angt modulo 2 nur von der Konjugationsklasseab.In der Stringtheorie ist man speziell an selbstdualen Lie{Algebra{Gittern interessiert. Um dieseEigens
haft na
hzuweisen, benutzt man das folgenden Kriterium f�ur die Unimodularit�at: Aus�R � �W = ��R (C:15)folgt mit (C.7) vol(�R) = pN und vol(�W ) = 1pN ; (C:16)wobei N die Anzahl der Konjugationsklassen ist. Das volle Gewi
htsgitter ist im allgemeinenzu gro�, das Wurzelgitter zu klein, um selbstdual zu sein. Daher versu
ht man dur
h Auswahlvon N 0 < N Konjugationsklassen ein unimodulares Gitter �0 zu konstruieren. Nun istvol(�0) = vol(�R)N 0 = pNN 0 (C:17)Falls die GesamtzahlN der Konjugationsklassen eine Quadratzahl ist, kann man dur
h Auswahlvon N 0 = pN Konjugationsklassen eine unimodulares Gitter erhalten. Falls es glei
hzeitigganzzahlig ist, ist es selbstdual.C.2.1 Spezielle Lie{Algebra{GitterF�ur die in der Arbeit benutzten Gitter sollen Realisierungen angegeben werden.Das Gitter von A1Das Wurzelgitter der Lie{Algebra A1 istA(R)1 = fr = mp2jm 2 Zg; (C:18)das Gewi
htsgitter ist A(W )1 = fw = n2p2jn 2 Zg = A(R)1 +A(S)1 : (C:19)Die Gewi
hte mit geradem n geh�oren zu den Vektordarstellungen, die mit ungeradem n zu denSpinordarstellungen von su(2). Die Dimension der Darstellung mit dem h�o
hsten Gewi
hten2p2 ist n+ 1, d.h. l = n2 ist die Spinquantenzahl.Die Gitter von A2 und E6Das Wurzelgitter A(R)2 der Lie{Algebra A2 wird dur
h die beiden einfa
hen Wurzeln �i i = 1; 2erzeugt, die die Cartan{Matrix C(A2) = 0� 2 �1�1 2 1A (C:20)realisieren, d.h. �i � �j = C(A2)ij: (C:21)Eine m�ogli
he Wahl ist �1 = (p2; 0); �2 = (�12p2; 12p6): (C:22)Die anderen vier Wurzeln sind ��1, ��2 �1+�2 und ��1��2. Zusammen mit dem zweifa
hentarteten Gewi
ht 0 bilden sie die a
ht Gewi
hte der adjungierten Darstellung 8. Die dualenVektoren ��1 = (12p2; 16p6); ��2 = (0; 13p6) (C:23)



230 ANHANG C. GITTERsind die h�o
hsten Gewi
hte der Darstellungen 3 und 3 und erzeugen die beiden anderen Kon-jugationsklassen F und F . Sie realisieren o�ensi
htli
h die inverse Cartan{Matrix:C(A2)�1 = 13 0� 2 11 2 1A : (C:24)Die Gewi
hte der beiden dreidimensionalen Darstellungen sind:3 : ��1;���2;���1 + ��2; (C:25)3 : ��2;���1; ��1 � ��2: (C:26)Den Zusammenhang mit der in der Physik, z.B. im Quarkmodell, �ubli
hen Parametrisierungdieser und anderer Darstellungen brau
hen wir ni
ht explizit. Die Umre
hnung ist einfa
h,siehe au
h [138℄, [137℄, [86℄.Ein besonderes Ph�anomen tritt bei dem Gewi
htsgitter(A2 � A2 �A2)W (C:27)auf. Die Gewi
hte der Konjugationsklassen (F; F; F ) und (F ; F; F ) haben modulo 2 das Nor-mquadrat 2 und ganzzahlige Skalarprodukte untereinander und mit der Konjugationsklasse(R;R;R). Da die aus diesen 3 Klassen bestehende Menge bez�ugli
h der Konjugationsklassen{Addition abges
hlossen ist, entspri
ht ihr ein ganzzahliges gerades Untergitter. Die Vektorenminimaler L�ange in den beiden zus�atzli
hen Konjugationsklassen sind die Gewi
hte der Dar-stellungen (3;3;3) und (3;3;3). Sie besitzen in dieser Ausnahmesituation das Normquadrat3 � 23 = 2 und sind daher Wurzeln, die das Wurzel{System von A�32 zu dem der exzeptionellenLie{Algebra E6 erweitern. Diese hat 24 + 2 � 27 = 72 Wurzeln. Das Wurzelgitter von E6E(R)6 = (A2 �A2 � A2)(R;R;R);(F;F;F );(F ;F;F ) (C:28)ist o�ensi
htli
h zwar ein Untergitter von (A�32 )W , aber keine direkte Summe von A2{Gittern,denn dazu m�u�ten au
h die Konjugationsklassen (F;R;R); . . . im Gitter liegen.Die Gitter der Lie{Algebren Al, l > 2 brau
hen wir ni
ht explizit. Man kann sie aberinduktiv konstruieren, indem man die Gewi
hte bez�ugli
h der maximalen Unteralgebra Al�1 �u(1) zerlegt, die bekannten Al�1{Gewi
hte einsetzt und das u(1){Gewi
ht entspre
hend w�ahlt.Die Lie{Algebra Al hat l + 1 Konjugationsklassen.Die Gitter Dn und E8Das Gewi
htsgitter der Lie{AlgebraDn, n � 3 besteht aus den folgenden 4 Konjugationsklassen:R = A(R)2 = f(m1; . . . ;mn)jmi 2 Z; Pimi 2 2Zg;V = A(R)2 + (1; 0; . . . ; 0) = f(m1; . . . ;mn)jmi 2 Z; Pimi 2 2Z+ 1g;S = A(R)2 + (12 ; 12 ; . . . ; 12 );C = A(R)2 + (�12 ; 12 ; . . . ; 12): (C:29)Die Gewi
htsvektoren minimaler L�ange geh�oren zu den folgenden Darstellungen:1. Die Wurzeln (�1;�1; 0; . . .; 0); . . . ; (�1; 0; . . . ; 0;�1); . . . ; (0; . . . ; 0;�1;�1) (C:30)geh�oren zu der adjungierten Darstellung. Es k�onnen l einfa
he Wurzeln ausgew�ahlt wer-den.



C.2. LIE{ALGEBRA GITTER 2312. Die 2n Gewi
hte (�1; 0; . . . ; 0); . . . ; (0; . . . ;�1) (C:31)geh�oren zur Vektordarstellung.3. Die Gewi
hte ��12 ;�12 ; . . . ;�12� (C:32)geh�oren, je na
hdem ob die Anzahl der "{\ Zei
hen gerade oder ungerade ist, zu derfundamentalen Spinordarstellung positiver oder negativer Chriralit�at.Da die Zahl der Konjugationsklassen immer die Quadratzahl 4 ist, lassen si
h stets unimodulareUntergitter �nden. Ein spezieller Fall ergibt si
h f�ur n = 8, da dann die Spinorgewi
hte dasNormquadrat 2 haben und zus�atzli
he Wurzeln sind. Da die Spinorkonjugationsklassen unter-einander kein ganzzahliges Skalarprodukt haben, mu� man si
h f�ur eine Chiralit�at ents
heiden.Wir w�ahlen oBdA die S{Klasse. Das so entstehende Gitter ist das Wurzelgitter der Lie{AlgebraE8: E8 = D(R)(S)8 : (C:33)Es ist o�ensi
htli
h unimodular und, wie die Konjugationsklassen{Arithmetik zeigt, au
h ganz-zahlig, also selbstdual. Da es ein Wurzelgitter ist, ist es automatis
h gerade. Eine Menge voneinfa
hen Wurzeln wird in der Arbeit bes
hrieben. Dort ers
heint au
h eine alternative Kon-struktion mit Hilfe des E6�A2 Gitters. Das Gitter D(R)(S)16 ist ebenfalls gerade und selbstdual,aber die Spinorgewi
hte sind keine Wurzeln. Es handelt si
h um das Gewi
htsgitter der GruppeSpin(32)=Z2. E8 � E8 und D(R)(S)16 sind die beiden einzigen geraden selbstdualen euklidis
henGitter in 16 Dimensionen.Die De�nition der Dn{Gitter bleibt au
h f�ur die F�alle n = 1; 2 sinnvoll. F�ur n = 2 erh�altman das Gewi
htsgitter von D2 = A1 � A1. F�ur n = 1 besitzt das Gitter keine Wurzeln(Vektoren mit Normquadrat 2), ist also kein Lie{Algebra{Gitter.C.2.2 Pseudoeuklidis
he Lie{Algebra{GitterGitter der Form �p;q , bei denen das re
hte und linke Teilgitter aus Gewi
hten von Lie{Algebrenbestehen, hei�en pseudoeuklidis
he Lie{Algebra{Gitter. Die Impuls{Gitter der toroidalenStringkompakti�zierungen sind sol
he Gitter oder enthalten sol
he Gitter f�ur kritis
he Werteder Hintergrundfelder. Da die Regeln der Konjugationsklassen{Arithmetik au
h f�ur den pseu-doeuklidis
hen Fall g�ultig bleiben, kann man sie f�ur die Konstruktion selbstdualer pseudoeu-klidis
her Gitter und im Rahmen der Vers
hiebungsvektor{Methode benutzen. Vektoren mitpseudoeuklidis
hem Normquadrat 2 sind aber im allgemeinen ni
ht Wurzeln von Lie{Algebren,d.h. pseudoeuklidis
he Lie{Algebra{Gitter sind keine Gewi
hts- oder Wurzelgitter von Lie{Algebren. Als Wurzeln werden Vektoren der Form (v;0) und (0;v) bezei
hnet, bei denen vdas euklidis
he Normquadrat 2 hat. Sie sind Wurzeln von Lie{Algebren und die von ihnenerzeugten euklidis
hen Untergitter sind Wurzelgitter.Eine Standard{Methode zur Konstruktion gerader selbstdualer pseudoeuklidis
her Gitterist die Englert{Neveu{Konstruktion. Man w�ahlt das Gewi
htsgitter �m einer halbeinfa
henLie{Algebra und w�ahlt bei dem verdoppelten Gitter(�m � �m)W (C:34)die diagonale Kombination (K1;K1); (K2;K2); . . . (C:35)der Konjugationsklassen. Dieses Gitter ist immer gerade und selbstdual bez�ugli
h der Metrikvom Typ (m,m). Das zweidimensionale pseudoeuklidis
he Standard{Gitter ist z.B.DEN1;1 = (D1 �D1)(R;R);(V;V );(S;S);(C;C): (C:36)
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