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Einleitung

Von den vier Grundkriften der Physik (elektromagnetische Wechselwirkung, starke
Kernkraft, schwache Kernkraft, Gravitation) lassen sich die ersten drei genannten mit
Hilfe des Standardmodells der Elementarteilchenphysik verstehen. Einzig die Gravitati-
on entzieht sich dieser Beschreibung, da Gegenstand ihrer Theorie nicht in Raum und
Zeit eingebettete Felder sind, sondern die Raumzeit selbst die Quelle der Bewegung
darstellt.

Durch diesen Umstand ist es noch nicht gegliickt, eine verallgemeinerte Theorie der
Quantengravitation zu finden. Da eine Beschreibung im Rahmen der Quantenfeldtheo-
rien versagt, wurde nach alternativen Ansatzen gesucht, eine Quantentheorie der Gra-
vitation anzugeben. Eine Moglichkeit ist die Diskretisierung der Raumzeit im Rahmen
des Regge-Kalkiils.

Der Regge-Kalkiil diente historisch zunachst dazu, komplexe Probleme zum Zweck
der numerischen Simulation auf wenige Freiheitsgrade zu reduzieren; er kann jedoch
mit dem Pfadintegralformalismus als Ausgangspunkt fiir eine Quantengravitation die-
nen. Im Regge-Kalkiil wird die Raumzeit mit (vierdimensionalen) Simplizialkomplexen
trianguliert.

In dieser Diplomarbeit wird die vierdimensionale Mannigfaltigkeit in einen dreidi-
mensionalen, diskretisierten Raum und eine kontinuierliche zeitliche Untermannigfal-
tigkeit separiert. Die Diskretisierung des Raumes wird dadurch erreicht, dass dieser
mit bestimmten Platonischen Korpern, in diesem Falle mit Tetraedern, tiberdeckt und
damit trianguliert wird. Dann kann der metrische Tensor, der die Geometrie der Raum-
zeit angibt, allein durch die Kantenldngen der gewahlten Triangulierung ausgedriickt
werden. Ist der metrische Tensor bekannt, so lasst sich die Einstein-Hilbert-Wirkung
angeben, aus der die Bewegungsgleichungen der Allgemeinen Relativitéitstheorie her-
geleitet werden konnen.

Es wird zunéchst die Einstein-Hilbert-Wirkung fiir eine Metrik in Blockgestalt, die
die oben genannte Bedingung der Aufteilung in 341 Dimensionen erfillt, im kontinu-
ierlichen Fall berechnet. Diese spezielle Form der Metrik wird mit dem Begriff | syn-
chronisiertes Bezugssystem*“ bezeichnet. Anhand zweier bekannter Spezialfille wird

daraufhin die Giiltigkeit dieses Ausdrucks gezeigt. Schliellich wird die Wirkung in eine
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diskretisierte Form gebracht. Die dafiir benétigten mathematischen Voraussetzungen

werden in den ersten Kapiteln bereitgestellt.



1. Allgemeine Relativitatstheorie

Um das Phénomen der Gravitation zu beschreiben, bedient man sich der Allgemeinen
Relativitétstheorie (ART). Anders als in den tbrigen Feldtheorien, werden die Felder
hier nicht als in Raum und Zeit eingebettet verstanden, sondern es ist die Raumzeit
selbst, die als dynamisches Feld wirkt. Dies wird durch die Kriimmungseigenschaft
erreicht und ist in den Einsteinschen Feldgleichungen beschrieben. In diesem Kapi-
tel werden die grundlegenden Aussagen und Definitionen zusammengefasst, die fiir
die Aufstellung dieser Gleichungen notig sind. Die Kenntnis der Speziellen Relativi-
tatstheorie (SRT) wird vorausgesetzt. Zur Vereinfachung der Rechnungen wird mit
nattirlichen Einheiten gerechnet: ¢ = 1. Griechische Indizes («, 8,7, ...) bezeichnen die
Komponenten 0,1, 2, 3; lateinische Indizes (a,b,1, j,...) beziehen sich auf die rdumli-
chen Komponenten 1,2, 3. Zudem gilt die Einsteinsche Summenkonvention, das heifit,
dass tiber einen Index summiert wird, wenn dieser sowohl oben (kontravariant) als auch

unten (kovariant) steht. Das Summenzeichen wird dann weggelassen:
3

Tyt =) (Z :cm,y“”) . (1.1)

v=0

1.1. Prinzipien und Konzepte

Die folgenden Aussagen dienen zur Veranschaulichung der wesentlichen Konzepte in
der ART und lassen sich in vielen Lehrbiichern finden. Die hier aufgefiithrten sind

hauptséchlich [1] entnommen.

1.1.1. Zusammenhang mit der SRT

In der SRT werden Phédnomene in Inertialsystemen beschrieben. Inertialsysteme (IS)
bezeichnen eine Klasse von Bezugssystemen, die nicht zueinander beschleunigt sind.

Die zugehorige Raumzeit ist der Minkowski-Raum, in dem das Linienelement die Form

ds? = 1gp de™ de? (1.2)

besitzt. 1,5 bezeichnet den metrischen Tensor einer flachen Raumzeit:



1. Allgemeine Relativitdtstheorie

1 0 0 0
0 -1 0 O
afB — y 1.3
nos = | 10 (1.3)
0 0 -1
wobei die Signatur (+,—, —, —) von der gewihlten Konvention abhéngt!!. &~ ist

eine Kurzschreibweise fiir den Vierer-Vektor, der jedem Punkt der (flachen) Raumzeit
einen Wert zuweist. Gemeint ist das Tupel (£°,&1 €2 €3) oder auch (t,z,y,2). Die
Gesetze der SRT sind lorentzkovariant formuliert, das heifft, dass sie unter Lorentz-
Transformationen dieselbe Form besitzen.

In der ART behandelt man im Allgemeinen beschleunigte Bezugssysteme, die nur
lokal (also in einer hinreichend kleinen Umgebung eines Raumzeitpunktes) als IS auf-

gefasst werden konnen. Die Koordinatentransformation in das Koordinatensystem KS

liefert den metrischen Tensor
o0& 9¢P
v — TaB~ 1.5
gM (l’) 77 Baxu 81;1, ( )
und damit das Linienelement
ds® = gop dv™ da” (1.6)

fiir einen Riemannschen Raum, der im Allgemeinen nicht global in einen Minkowski-
Raum transformiert werden kann.

Im lokalen Grenzfall geht die ART hingegen in die SRT tiber, so dass die Gesetze
der ART - wie die der SRT - ebenfalls lorentzkovariant formuliert sein miissen. Der

mathematische Rahmen hierfiir ist in Kapitel 1.2. beschrieben.

1.1.2. Aquivalenzprinzip

Das Aquivalenzprinzip liefert den Grundgedanken zur Aufstellung der ART. Hiufig
wird es in zwei Félle gegliedert:

Das schwache Aquivalenzprinzip driickt aus, dass schwere Masse m, und trige
Masse m; gleich sind: m; = m,. Bereits in der Newtonschen Gravitationstheorie ist

das Verhéltnis von trager zu schwerer Masse 't konstant und es ist plausibel, ihre

L1Einen Uberblick iiber die verschiedenen Vorzeichenkonventionen fiir relevante Grofen in der ART

bietet der Einband von [2] fiir ausgewéhlte Autoren.

10



1.1. Prinzipien und Konzepte

Gleichheit anzunehmen. Durch eine geeignete Koordinatentransformation in ein be-
schleunigtes Bezugsystem konnen Gravitationskréfte in Tragheitskrafte umgeschrieben
werden (vgl. Abb. 1.1). Ein Beobachter in einem frei fallenden Labor spiirt dementspre-
chend keine Gravitation. Dies definiert aber gerade ein lokales Inertialsystem, sofern die
Ausdehnung des Labors klein genug ist, damit Inhomogenitdten im Gravitationsfeld,

die sich als Gezeitenkrifte bemerkbar machen, keine Rolle spielen.

—_—————

NE S

SL| ds? = 1o d&*d&P

Koordinaten-
transformation

KS: ds? = g, (x) dx*dx"

Abbildung 1.1.: Das Aquivalenzprinzip driickt aus, dass im Satellitenlabor SL die glei-
chen Gesetze ohne Gravitation gelten wie im KS mit Gravitation (auf
der Erde), wenn eine allgemeine Koordinatentransformation durchge-
fithrt wird (aus [1, Kap. 10])

Geht man nun davon aus, dass sowohl die Tréagheitskréfte als auch die Gravitations-
krafte nur Auspragungen einer gemeinsamen Ursache darstellen, wird die Unterschei-
dung von tréager und schwerer Masse von vornherein aufgehoben. Albert Einstein erwei-
terte das Prinzip: Nicht nur die Gesetze der Mechanik sollen sich derart transformieren,
sondern alle physikalischen Gesetze laufen in einem frei fallenden Koordinatensystem
so ab, als ob kein Gravitationsfeld vorhanden sei.

Anders ausgedriickt: Lokal ist das frei fallende Koordinatensystem ein Inertialsystem.
Dies wird als das starke Aquivalenzprinzip oder auch Einsteinsche Aquivalenz-
prinzip bezeichnet: In einem Gravitationsfeld kann in jedem Weltpunkt ein lokales
Inertialsystem so gewahlt werden, so dass alle physikalischen Gesetze (abgesehen von

der gravitativen Wechselwirkung) wie in der speziellen Relativitatstheorie gelten.

1.1.3. Korrespondenzprinzip

Bei der Formulierung einer neuen Theorie ist es notig, dass bekannte Theorien, die
richtige Ergebnisse geliefert haben, in die neue Theorie eingebettet sein miissen. Bei-

spielsweise liefert die SRT fiir kleine Geschwindigkeiten die gleichen Vorhersagen wie die

11



1. Allgemeine Relativitdtstheorie

Newtonsche Mechanik. Die ART ist eine Erweiterung dieser beiden Theorien und ent-
halt die Newtonsche Gravitation als Grenzfall schwacher Felder und die SRT in kleinen
Raumzeitbereichen durch das Aquivalenzprinzip. Die Beziehung zur Quantenmechanik
erweist sich jedoch als problematisch. Beide Theorien sind in ihrem jeweiligen Giil-
tigkeitsbereich sehr erfolgreich, eine Vereinigung ist bislang aber noch nicht gelungen.
Das liegt an der Nichtlinearitdt der Feldgleichungen und an den nichtphysikalischen
Freiheitsgraden in der Metrik (siche [1, S.126]). Es wird jedoch angenommen, dass
sich beide im Rahmen einer tibergeordneten Theorie ebenfalls als Grenzfall integrieren

lassen.

1.1.4. Kovarianzprinzip

An die Gesetze der ART werden aufgrund des Aquivalenzprinzips bestimmte Bedingun-
gen gestellt. Zum einen wird eine Kovarianz unter allgemeinen (also auch nichtlinearen)
Koordinatentransformationen gefordert, was bedeutet, dass die Gesetze als Riemann-
Tensorgleichung (siehe Kapitel 1.2) formuliert werden miissen. Zum anderen muss nach
dem Ubergang in ein lokales Inertialsystem das entsprechende Gesetz der SRT repro-
duziert werden. Dieser Sachverhalt wird als allgemeine Kovarianz bezeichnet. Die
fiir die Aufstellung solcher Gesetze benotigten mathematischen Gréfien und Operatio-
nen werden im folgenden Kapitel eingefiihrt. Eine Ausnahme bildet die Theorie der
Gravitation selbst, da fiir diese kein vergleichbares Gesetz in der SRT vorhanden ist
und das Kovarianzprinzip nicht direkt anwendbar ist. In Kapitel 1.3. ist formuliert,

welche Gleichungen stattdessen benutzt werden.

1.2. Differentialgeometrische Grundlagen der ART

In diesem Kapitel werden die mathematischen Werkzeuge bereit gestellt, mit denen
die ART behandelt werden kann. Der Grofiteil der Formeln und Gesetze wurde [3]
entnommen; auf eine mathematisch vollstandige Herleitung des Begriffes der pseudo-
Riemannsche Mannigfaltigkeiten wurde jedoch aus Griinden der Ubersichtlichkeit ver-
zichtet. In [4], [5] sowie [6] konnen die dafiir benétigten Definitionen nachgelesen wer-

den.

1.2.1. Metrischer Tensor und pseudo-Riemannsche

Mannigfaltigkeit

In Kap. 1.1.1. wurde bereits der Riemannsche Raum durch das Wegelement (1.6) einge-
fithrt. Mit der dadurch definierten Metrik lassen sich auf einer Mannigfaltigkeit Abstéan-

12



1.2. Differentialgeometrische Grundlagen der ART

de und Winkel angeben. Sie beschreibt also die Geometrie der betrachteten Raumzeit
und ist aus diesem Grund invariant gegentiber allgemeinen Koordinatentransformatio-

nen. Wenn die Determinante

det(gas) = g (1.7)

nicht verschwindet, was gefordert wird, dann gibt es eine zu g, inverse Metrik g2

gomg“ﬁ = 55. (1.8)

Fir den Abstand zweier Raumzeit-Punkte (auch Ereignisse genannt) gibt es die

folgende Unterscheidung:

> (0 zeitartig
ds® = Gy da dz” S =0 lichtartig - (1.9)

< 0 raumartig

Diese Eigenschaft der Metrik, dass auch negative (damit raumartige) Abstiande zu-
gelassen sind, ist der Grund, weshalb der Begriff der pseudo-Riemannschen Mannigfal-
tigkeit streng genommen treffender ist, da die Metrik in einem Riemannschen Raum
immer positiv-definit sein muss [4, S.25]. Die Raumzeit der ART wird also mit einer
pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit beschrieben.

Physikalische Groflen werden durch Tensorfelder beschrieben, die Abbildungen auf
der Mannigfaltigkeit darstellen. Wie diese definiert sind, zeigt das folgende Kapitel.

1.2.2. Transformationsverhalten physikalischer Groflen

Wie in der SRT werden auch in der ART Groéflen danach definiert, wie sich ihre Kom-
ponenten unter Koordinatentransformationen von einem Koordinatensystem KS mit
Koordinaten z* ins Koordinatensystem KS’ mit Koordinaten z/* verhalten.

Fir Skalarfelder gilt:

¢'(¢") = ¢'(2'(z)) = ¢(x), (1.10)

d.h., dass Skalare ihren Wert bei allen Koordinatentransformationen beibehalten.

Fir Vektoren V und Vektorfelder V(z) gibt es zwei verschiedene Darstellungen.
Wenn von , kontravarianten Vektoren V#“ die Rede ist, sind eigentlich die kontravari-
anten Komponenten des Vektors V = V°&, mit den Basisvektoren &, gemeint. Daneben

gibt es auch die kovarianten Komponenten V,,. Jede Grofe, die sich wie

13



1. Allgemeine Relativitdtstheorie

ox'¥
=YV 1.
1% e 1% (1.11)

transformiert, wird als kontravarianter Vektor bezeichnet. Die Transformation fiir

kovariante Vektoren ist wie folgt gegeben:

oz
ox'+

Die Ableitung eines Skalarfeldes liefert einen kovarianten Vektor:

V=

v, (1.12)

i ,  Ox¥ 0¢
oxh”  Ox'r O

Die kovarianten Komponenten eines Vektors kénnen durch Uberschiebung aus den

(1.13)

kontravarianten gewonnen werden:

A, = guA”. (1.14)

Ein Tensor r-ter Stufe ist eine Grofe mit N Komponenten (N bezeichnet die Di-
mension, in der ART gilt normalerweise N = 4), die sich beziiglich jedem unteren
Index wie ein kovarianter Vektor transformiert und beziiglich jedem oberen wie ein
kontravarianter Vektor:

! Tm HaP1 Bn
To b — gﬁal ...gﬁam g;f,m g;” o, (1.15)

Héaufig werden Tensoren mit zwei Indizes betrachtet; fiir diese seien die entsprechen-

den Transformationsregeln explizit genannt:

Oz Oz s

T _ 525 B , (1.16)
ox® 0zP
/I“/ = 781:/# al‘/l/ afly (117)
sowie
ox'* OxP
=% o (1.18)

v 9z Qo P
Fir den letzten Fall gibt es eine Einschrankung: Tm Allgemeinen gilt 7%, # 7,7, die In-
dizes dirfen nur dann iibereinander geschrieben werden, wenn der Tensor symmetrisch
ist. Bei allen in dieser Arbeit vorkommenden Grofien ist dies jedoch der Fall (wenn
nicht anders gekennzeichnet).

Dartiberhinaus ist die Verjiingung eines Tensors als Kontraktion zweier Indizes defi-

niert. Aus einem Tensor zweiter Stufe ergibt sich nach Verjiingung ein Skalar:

14



1.2. Differentialgeometrische Grundlagen der ART

T =T¢ (1.19)

Dies gilt auch fiir Tensoren hoherer Stufe (vgl. Kap. 1.2.4).
Fiir Tensoren gelten die iiblichen Rechengesetze (Linearkombination, direktes Pro-
dukt). Fir die Differentiation ist jedoch eine weitere, neue Operation nétig, die im

folgenden Abschnitt eingefithrt wird.

1.2.3. Kovariante Ableitung und affiner Zusammenhang

Da die (partielle) Ableitung eines Skalarfeldes ein kovariantes Vektorfeld ergibt, konnte
die Idee entstehen, dass die Ableitung eines Vektorfeldes ein Tensorfeld liefert. Dies ist
im Allgemeinen jedoch nicht der Fall. Um den Tensorcharakter bei Transformationen
zu erhalten und damit die Forderungen des Aquivalenzprinzips zu erfiillen, miissen
gewohnliche Ableitungen 8% auf kovariante Ableitungen erweitert werden. Fiur die
explizite Berechnung dieser wird wie folgt vorgegangen: Zunéchst betrachte man die
partielle Ableitung im lokalen IS und transformiere diese nach den Regeln im vorherigen
Abschnitt. Das impliziert, dass sich kovariante Ableitungen im lokalen IS auf partielle
Ableitungen reduzieren.

Dafiir ist es sinnvoll, vorher die Koeffizienten des affinen Zusammenhangs, die auch

als Christoffel-Symbole bezeichnet werden, zu definieren:

gy)\ gsx Jax Jop
v _ 9" (0 0gar _ 0
Fas = 2 <0xa dzf  ox* ) (1.20)

Diese sind nur von den ersten Ableitungen der Metrik abhéngig und geben Auskunft

iiber die geometrische Struktur. Sie erfiillen folgende Symmetrierelation:

[ =17, (1.21)
Es ergeben sich folgende kovariante Ableitungen:

e [ur einen kovarianten Vektor:

av,

V,u;y = O - Fl/),jv,\ (122)
e [ur einen kontravarianten Vektor:
oVH
VE = o+ e v (1.23)

e Fiir einen Tensor zweiter Stufe, dessen beide Indizes kontravariant sind:

oTH
oz

T = + T3, TP + I%, 1" (1.24)

15



1. Allgemeine Relativitdtstheorie

e Fiir einen Tensor zweiter Stufe, dessen beide Indizes kovariant sind:

;T

72 S BIe) — FZ)\TPV — Fle)\TMP (125)

e Und schlieBlich einen Tensor zweiter Stufe mit gemischten Indizes (wobei auch

hier vorausgesetzt wird, dass T'u” symmetrisch ist):

m o1y B op P

Fir die kovariante Ableitung gelten die tiblichen, fiir Ableitungen bekannten Re-
chenregeln; insbesondere auch die Kettenregel. Analog zu der kovarianten Ableitung .

kann die partielle Ableitung mit = bezeichnet werden:

0A
Qar N

Die Christoftel-Symbole Fl’)y sind keine Tensoren. Dies wird nach einer Koordinaten-

(1.27)

transformation durch die Betrachtung der Komponenten deutlich:

o dx™ 97
m9gx Qx'rox’v
B 0z 0zP O [ Ox" OE*
~ Ozr 0@ Qam <8x”’ 8x7>
_ Oa" O [ O?x™  9¢Y  OxT 0x° X

~ Ozr 0o | Qa0 OxT - Ox! dx'M Dz dxT
0z 9z Q%" 9> O’ Ox” Ox” )

= . 1.28
Dz D€ DDz DT | Dwr Dan Oz O (1.28)
Da
oz &Y
07O _ sp 1.29
ocx oz T (1.29)
gibt dieses:
r oz dz° Ox™ , ox"  9%xr ‘ (1.30)
H OxP Ox'* Ox'v OxP Ox'mOx'v
Die Existenz des zweiten Summanden zerstort den Tensorcharakter.
Eine weitere Eigenschaft ist
V,u;/\ = guu‘/;i7 (131>

was bedeutet, dass die Operation der kovarianten Ableitung mit der Operation des

Uberschiebens eines Index vertauscht werden darf.

16



1.2. Differentialgeometrische Grundlagen der ART

Fiir den metrischen Tensor existieren die folgenden Relationen:

Guuix

0, (1.32)
gy 0.

(1.33)

Die zweiten Ableitungen der Metrik verschwinden im Allgemeinen jedoch nicht; diese
Tatsache ist geometrischen Ursprungs und wird in der Definition des Kriimmungsten-
sors (Kap. 1.2.4) ausgedriickt.

Mit diesen Regeln ist die Bedingung, dass Tensorgleichungen kovariant unter allge-
meinen Koordinatentransformationen sein sollen, erfiillt, da alle physikalischen Grofien
und die Ableitung als Operator kovariant formuliert sind. Damit haben solche Glei-

chungen dieselbe Form in lokalen IS wie in KS mit Gravitation.

1.2.4. Paralleltransport und Kriimmungstensor

Das Konzept der Kriimmung lésst sich gut mittels des Paralleltransports veranschau-
lichen. Im euklidischen, nicht gekriimmten Raum wird ein Vektor entlang eines ge-
schlossenen Weges wieder in sich selbst iiberfihrt (Abb. 1.2 (a)). Auf einer gekrimm-
ten Flache, wie beispielsweise der Kugeloberflache, fiihrt der Paralleltransport eines
Vektors entlang einer geschlossenen Kurve zu einer Anderung des Vektors (Abb. 1.2
(b)). Dies gilt ebenso fir einen pseudo-Riemannschen Raum (Abb. 1.2 (c)) Es ist dabei

von Bedeutung, auf welchem Weg die Parallelverschiebung stattfindet.

Il N
U i » Hﬁfﬁﬁ”

Abbildung 1.2.: Der Paralleltransport: (a) in einem euklidischen Raum, (b) auf einer

<~

—

(b)

Kugeloberfliche, (¢) in einem pseudo-Riemannschen Raum, aus [3, S.
224]

Es kann gezeigt werden ([1, Kap. 16]), dass das Maf fiir die Abweichung der End-
vektoren bei Vertauschung der Reihenfolge durch den Kriimmungstensor ng gegeben

ist:
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1. Allgemeine Relativitédtstheorie

f(SA ?{r Agda = —§Rﬁ Agd e, (1.34)

ayk
Hierbei umgrenzt das Kurvenintegral eine infinitesimale Flache d 7, innerhalb de-
rer der Vektor A, parallelverschoben wird. Alternativ lasst sich dieses auch mit der
kovarianten Ableitung ausdriicken:
Ve, = Ve, =R5,V (1.35)
Mit dem Riemannschen Krimmungstensor lasst sich eine Aussage dariiber treffen,
ob die Raumzeit gekriimmt ist oder nicht. Verschwindet er in einem KS (R§ s = 0) ,
so ist er aufgrund der Kovarianz in allen KS gleich Null: Die Raumzeit ist euklidisch.
Besitzt er einen von Null verschiedenen Wert, so ist die Raumzeit unabhangig vom
gewahlten KS gekriimmt.

Eine weitere Definition des Kriimmungstensors ist durch

_ory,, oy,
BT 9B O
gegeben. Da er eine Kombination aus ersten und zweiten Ableitungen der (geometrisch

R

+ T2 %5 — Tasl3, (1.36)

vorgegebenen) Metrik darstellt, gibt er die (innere) Kriimmung als intrinsische Ei-
genschaft der Mannigfaltigkeit an (anders als die zweidimensionale Mantelfliche eines
Zylinders, die durch die Einbettung in drei Dimensionen ihre Kriimmung erhilt).

Er ist antisymmetrisch in Vertauschung der beiden letzten Indizes:

R, =—R’ (1.37)

By — ayB*

Um weitere Symmetrieeigenschaften zu erhalten, ist es von Vorteil, den vollstandig

kovarianten Tensor zu betrachten:

o
RH)\/J,Z/ = Gko Apv

1
= B) (grw)\,u + Gy = G — Grvdu) T Gpo (Fp 3 Fﬁupgu) : (1.38)

Daraus folgen dann direkt die folgenden Relationen:

R/@)\,u,u = R,ul/n/\- (139>
RI{)\MV = _R)\nuu = _an\uu = R)\m/;r (140)
Rn)\;w + Rn,uy)\ + Rmx)\,u = 0. (]-41>
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1.2. Differentialgeometrische Grundlagen der ART

Eine weitere wichtige Eigenschaft wird als Bianchi-Identitdt bezeichnet:

Rnkuy;a + Rﬁ)\au;u + R/@Al/a;,u, =0. (142)

Die Gesamtheit dieser Relationen liefert 236 Bedingungen fiir die 256 Komponenten
des Kriimmungstensors. Es verbleiben nur noch 20 unabhangige Komponenten.
Aus dem Kriimmungstensor lassen sich noch zwei weitere Gréflen herleiten. Der

Ricci-Tensor R,p ergibt sich als Verjingung des Riemannschen Kriimmungstensors:

Ra/j - Rgpﬁ
ore,  ore
_ ap o A A
= a0 axpﬂ + )05, — 0,155 (1.43)

Dartiber hinaus erhélt man den Kriimmungsskalar R durch die Verjiingung des Ricci-

Tensors, weshalb diese Grofie auch als Ricci-Skalar bezeichnet wird:

R=g"R,, (1.44)

Fir den Ricci-Tensor gibt es ebenfalls eine Bianchi-Identitét:

1
(RW - 29“”R> =0 (1.45)
s
und er ist symmetrisch:
R" = R"M. (1.46)

Wie ein Raum gekriimmt ist, wird eindeutig durch die Einsteinschen Feldgleichungen
(siche Kapitel 1.3.) festgelegt. Der Ricci-Tensor und der Krimmungsskalar gehen beide

in diese Gleichungen ein.

1.2.5. Geodatengleichung

Ein Teilchen, auf das keine auleren Krifte!? wirken, bewegt sich auf einer geodétischen
Linie. Geodéten sind Linien zwischen zwei Raumzeitpunkten A und B, deren Lange - im
Verhéltnis zu allen méglichen Linien zwischen diesen beiden Punkten - minimal wird.
Das kann mit einem Variationsprinzip wie in der analytischen Mechanik ausgedriickt

werden:

B
5/A ds = 0, (1.47)

L2Damit sind beispielsweise elektromagnetische Kriifte gemeint. Die gravitative Wechselwirkung ist

eine Konsequenz aus der Raumzeit-Kriimmung und hier nicht gemeint.
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1. Allgemeine Relativitdtstheorie

Der Weg, den ein Teilchen in der Raumzeit beschreibt, wird Weltlinie genannt. Fir
die explizite Berechnung der Bewegungsgleichungen muss eine beliebige Weltlinie pa-
rametrisiert werden. Als Beispiel sei hier die Eigenzeit 7 verwendet; die gesuchte Kurve

ist dann x*(7):

B dxt dav
5/A w,w(x)dT —dr=0. (1.48)

Der Integrand hat die Form einer Lagrange-Funktion und kann mit dem Hamilton-
schen Prinzip berechnet werden. Als Bewegungsgleichungen ergeben sich dann:
d?z" da# dx”
=-I%, ——. 1.49
dr2 modr dr ( )

Auf einer Mannigfaltigkeit sind in jedem Punkt Geodéten in jeder Richtung definiert.

Daher ist es notwendig, Anfangsbedingungen vorzugeben, um eine eindeutige Losung

fir z#(7) angeben zu konnen.

1.3. Theorie der Gravitation

Das Kovarianzprinzip besagt, dass ein Gesetz der ART aus dem entsprechenden Gesetz
in der SRT abgeleitet werden kann. Fiir die Gravitation gelingt dies jedoch nicht (siehe
[1, S. 113 f.]). An die Feldgleichungen der Gravitation kénnen aber bestimmte Forde-
rungen gestellt werden, um daraus ein entsprechendes Gesetz aufzustellen. Wéhrend
im letzten Kapitel ein besonderer Fokus auf die Kriimmung und damit die mathema-
tische Struktur der Raumzeit gelegt wurde, soll nun die diese Kriimmung bewirkende

Energiedichte naher betrachtet werden.

1.3.1. Energie-Impuls-Tensor

Im Energie-Impuls-Tensor T* werden alle auftretenden Energieformen, die als Quellen
fiir das Gravitationsfeld wirken, zusammengefasst. Der explizite Ausdruck des Tensors
ist von der Wahl der betrachteten Quellen abhéngig. Fiir materielle Systeme wird sich

die Wahl des Energie-Impuls-Tensors einer idealen Fliissigkeit

Ty = (p+p)uu” — g"'p (1.50)

anbieten, da sich der Anwendungsbereich iiber Systeme erstreckt, die sich durch eine
Massendichte p, ein Geschwindigkeitsfeld «* und isotropen Druck p beschreiben lassen
[7, Kap 6.5].

Der aus der SRT bekannte Erhaltungssatz T%’B = 0 fiir ein abgeschlossenes System

erweitert sich in der ART auf die kovariante Form: T%ﬂ =0.
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1.3. Theorie der Gravitation

Eine Methode, um den entsprechenden Energie-Impuls-Tensor fiir ein System zu

finden, ist durch das Wirkungsintegral gegeben (siehe Kap. 1.3.4).

1.3.2. Einsteinsche Feldgleichungen

In Kapitel 1.2.5 wurde festgelegt, wie sich Materie aufgrund der Geometrie bewegt.
Nun soll geklart werden, wie der Raum durch die Materie gekriimmt wird. Dies ist
in den zentralen Einsteinschen Feldgleichungen beschrieben. Fiir die Herleitung dieser

werden folgende Annahmen getroffen:

e Die Gleichungen sollen aufgrund des Aquivalenzprinzips als kovariante Tensor-

gleichungen formuliert sein.

e Alle Quellen des Gravitationsfeldes sind durch den symmetrischen Energie-Impuls-

Tensor der Materie- und Feldverteilung angegeben.

e Wie alle Feldgleichungen sollen es partielle Differentialgleichungen von hochstens
zweiter Ordnung fir die Funktionen g, sein. In den zweiten Ableitungen sind sie

linear.

Eine weitere Forderung an die Feldgleichungen ist, dass sie im Grenzfall schwacher
Felder und fiir Geschwindigkeiten v < ¢ in die Poisson-Gleichung aus Newtons Gravi-

tationstheorie iibergehen sollen:

AP = 4nGp (1.51)

mit dem Gravitationspotential ®, der Gravitationskonstante G und der Materiedichte

p. Die Form der Gleichungen muss demnach

G, = 87GT,, (1.52)

lauten. Man stellt fest, dass die Forderungen an das G, durch eine Kombination des
Ricci-Tensors R, und des Krimmungsskalars R erfillt werden. Tatséchlich ist die

einzige Gleichung, die alle Bedingungen erfiillt,

R
R, — 59,“, +Agu = KTy, (1.53)

mit einer kosmologischen Konstante A und einer Gravitationskonstante x. A wurde
zunachst nur als Art Integrationskonstante eingefiihrt, dessen Wert experimentell zu
bestimmen ist. Es zeigte sich jedoch, dass diese Grofle fiir die Kosmologie von entschei-
dender Bedeutung ist (siehe Kapitel 1.4)
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1. Allgemeine Relativitdtstheorie

Aufgrund der Symmetrierelation

R =Ry, (1.54)

sind nur 10 der 16 Gleichungen unabhéngig voneinander. Das Ziel ist es, die 10 Kom-
ponenten der Metrik g,, zu einem gegebenen Energie-Impuls-Tensor zu finden. Das
Problem hierbei ist jedoch die Unterbestimmtheit, die durch die Bianchi-Identitaten

G =0 (1.55)

bewirkt wird. Allerdings sind auch die g, nicht vollstdndig bestimmt, da sie der Frei-
heit der Koordinatenwahl unterliegen. Damit konnen Bedingungen an den metrischen

Tensor gestellt werden, unter denen sich die Feldgleichungen 16sen lassen ([8, Kap. 13]).

1.3.3. Losungen der Einsteinschen Feldgleichungen

Wegen der Nichtlinearitdt der Feldgleichungen ist das Auffinden einer Losung eine
nichttriviale Aufgabe, da das Superpositionsprinzip hier nicht gilt. Es gibt mehrere
Moglichkeiten, um dennoch eine passende Metrik zu finden, die die Gleichungen erfiillt.
Ein Verfahren ist das Linearisieren der Feldgleichungen fiir schwache Gravitationsfelder
G = Ny + hyw mit |hy,| < 1 ([3, Kap. 12]), das jedoch die Riickkopplung des Gra-
vitationsfelder auf seine Quellen vernachlassigt. Daher sind diese Losungen nur unter
der Voraussetzung, dass anndhernd flache Raumgebiete betrachtet werden, eine gute

Néherung.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, der gesuchten Metrik bestimmte Symmetrien
aufzuerlegen, um die Unterbestimmtheit zu umgehen. Die erste geschlossene Losung
wurde von Schwarzschild aufgestellt und beschreibt das Auflenfeld einer kugelsymme-

trischen Materieverteilung; damit ist sie die giangige Metrik fiir stellare Objekte:

-1
ds? = (1 _ T) Adt — <1 _ T) dr? — 72 4?2 (1.56)
r r
mit dem Schwarzschild-Radius rg. Ein weiterer Spezialfall ist die Robertson-Walker-
Metrik, die im Kapitel 1.4 genauer untersucht wird. Sie beschreibt das Universum als
Gesamtes, indem von einer homogenen und isotropen Materieverteilung ausgegangen

wird.
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1.3. Theorie der Gravitation

1.3.4. Herleitung der Einsteinschen Feldgleichungen aus

einem Variationsprinzip

Fiir lorentzinvariante Feldtheorien gilt, dass sich die Feldgleichungen aus einem Varia-
tionsprinzip herleiten lassen ([9, Kap. 3.4]). Die folgende Rechnung ist an [6] und [3]
angelehnt.

Das Wirkungsfunktional ist durch

W= /ﬁd‘*a: - /\/—_ng4a: (1.57)

(9 = det(g,,)) gegeben. Es wird nach den dynamischen Variablen g, variiert:

5/G (—R+ KkL)y/—gd'z = 0. (1.58)

Auf dem Rand OG des Integrationsgebietes gelten die Bedingungen dg,, = 0 und
0guwx = 0. Das Wirkungsfunktional ist kovariant, weil es sich aus dem kovarianten
Volumenelement /—g d*z und einer skalaren Gréfle zusammensetzt.

Es ist von Vorteil, die Wirkung in zwei Teile aufzuspalten. Es soll zuerst die Gravi-
tationswirkung [ R\/—g d*z variiert werden:

0(RV=g) = V=9(Ruwdg" + g"oR) + Ré\/=yg. (1.59)

Dann berechnet man

dg,ul/ — _guagﬁué‘gaﬁ (160)

und

0R,, = oIt — ol + (oI5 )0, + 17 0%, — (617, )T, —I7,01%,

wpv Kv,p
= ((5Fﬁp,y — Fzyéng) — (5Fﬁy7p + Iy 007, — 17,017, — ngéFZp)
= (5FZp)§V - (5Fﬁu);p’ (1-61)

wobei im ersten Schritt die Definition 1.36 eingesetzt wurde, im zweiten Schritt die
Terme sortiert wurden und im dritten Schritt die Gesetze fiir kovariante Ableitungen
aus Abschnitt 1.2.3 ausgenutzt wurde. Dieser letzte Schritt ist jedoch nur moglich, weil

die 5I’2V Tensoren sind, anders als die Christoffel-Symbole Fﬁy allein.
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1. Allgemeine Relativitdtstheorie

Damit erhalt man soweit

V=99" 6 Ry = V=3 [(9"0T%,)0 — (9017, )] (1.62)
was auch als Identitadt von Palatini bekannt ist.

Fiir die Variation der Quadratwurzel der Metrikdeterminante gilt

o/—g = 7‘2_990‘5 0Gas- (1.63)

Setzt man diese Relationen in die Gravitationswirkung ein, so ergibt sich
1
5/ (—Ry/—g) diz = / (R = 6°7R) dgas V=g 'z, (1.64)

was schon Ahnlichkeiten mit den Feldgleichungen besitzt.
Nun wird das Materie-Wirkungsintegral [ x£./—gd*z untersucht. Dazu:

J (\/__gﬁ) - 8(8\/%59#1/ + @(sgw’va

nuv ag,uu,a
0(V/—gL
59,“/ + ( ( J )5g;w>

0G0

_ [w——gz) (aw——gc))

aguu ag;w,a

_ f5<}/_—95)5gw N (fs(\/_—g@(;gw) (1.65)

72 6g,u,u,oz

wobei im letzten Schritt die Variationsableitung

of  Of (8]“)

= — 1.66
0w  OGuw 09uv.0 (1.66)

eingefiihrt wurde.

Letztlich ergibt sich der folgende Ausdruck fiir das Wirkungsintegral

1 Kk 0(/—gL
/(Raﬁ—anﬁR—{— = (5959 )>5ga5\/—gd4x:(). (1.67)

Da die Metrik g, beliebig gewéhlt werden kann, reduziert sich dieser Zusammenhang

mit

1 0(v/—gL
7o = (v=9£) (1.68)
V=4 59&5
auf Gleichung (1.53). Aus der letzten Relation folgt bei bekanntem Amnsatz der
Lagrange-Dichte £ ein Ausdruck fiir den Energie-Impuls-Tensor 7%, wie in 1.3.1 be-

reits erwahnt wurde.
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1.4. Kosmologie als Anwendung der ART

1.4. Kosmologie als Anwendung der ART

Die Kosmologie befasst sich mit dem Universum, einem einmaligen Objekt, von dem
wir nur einen kleinen Teilbereich kennen. Die Unkenntnis des gesamten Universums
erwzingt, dass sich eine dafiir geeignete Theorie auf plausible Annahmen stiitzen muss
([3, Kap. 14]). Eine wesentliche Annahme ist die Tatsache, dass die einzige auf grofien
Skalen wirkende Kraft die Gravitation sein muss, da sich elektromagnetische Krafte
auf diesen Skalen kompensieren und die beiden Kernkrafte zu kurzreichweitig sind, um
in kosmologischen Gréflenordnungen eine Rolle zu spielen. Deshalb muss die Dynamik

des Universums mit den Einsteinschen Feldgleichungen beschrieben werden.

1.4.1. Robertson-Walker-Metrik und Friedmann-Gleichungen

Eine weitere, wichtige Annahme ist das kosmologische Prinzip. Es besagt, dass das
Universum auf hinreichend grofler Skala fiir jeden Beobachter unter gleichen Voraus-
setzungen im Mittel gleich aussieht. Man kann sagen, dass das Universum im Mittel
homogen und isotrop ist, wobei die Homogenitéat schon aus der Isotropie folgt ([9, Kap.
5.1]).

Es lasst sich zeigen ((z.B. [8])), dass aus dieser Annahme eine spezielle Form der Me-
trik folgt, die als Robertson-Walker-Metrik bezeichnet wird. In dieser ist die Raumzeit
fiir t = 0 konstant gekriimmt, was aus der Isotropie folgt. Das zugehorige Linienelement

ist dann:

dr?

1 —kr?

ds? = dt* — a*(t) ( +1r? d6? + r’sin®(0) d¢2> : (1.69)

Hierbei ist a(t) explizit zeitabhingig und heiit kosmischer Skalenfaktor. Der Para-

meter k£ beschreibt die Geometrie:

e Fir den Fall £ = 1 ist der Raum eine dreidimensionale Hyperkugel (Sphére).
Bei r = 1 besitzt diese eine Koordinatensingularitat, die sich aber nicht auf die
Eigenschaften des Raumes auswirkt ([1]). Ein solches Universum besitzt endliches

Volumen (dazu Kapitel 4.2), die Topologie ist geschlossen.

e [st der Parameter k = 0, so liegt ein unendlich ausgedehnter, euklidischer Raum

vor, die Topologie entspricht dem des R?, ist also offen.

e Fiir k£ = —1 ist der Raum ein dreidimensionales Hyperboloid im vierdimensiona-
len Minkowski-Raum. Das dreidimensionale Volumen ist unendlich, die Topologie

ist offen.
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1. Allgemeine Relativitdtstheorie

Wird diese Metrik in die Einsteinschen Feldgleichungen (1.53) eingesetzt, so ergeben
sich daraus die Friedmann-Gleichungen, wenn der Energie-Impuls-Tensor fiir eine ideale

Flissigkeit verwendet wird:

, (1.70)

wobei p die totale Energiedichte und p den Druck bezeichnen. Diese Relation gilt
allerdings nur im Ruhesystem der Fliissigkeit. In beliebigen Systemen gilt Relation

(1.50). Die Friedmann-Gleichungen lauten:

k+ a?
kp+A=3 p (1.71)
und
2 . .2
kp— N = _aa+a2a+k‘ (1.72)

Zusammen mit der Zustandsgleichung p = p(p) kénnen daraus p(t), p(t) und a(t)
bestimmt werden. Fiir kosmologische Modelle muss die Energie-Impuls-Dichte des Va-
kuums, die kosmologische Konstante A, mit beriicksichtigt werden. Dies hat zum einen
den Grund, dass das Vakuum aufgrund von Erzeugung und Vernichtung virtueller
Teilchenpaare zu einem Energiebeitrag fithrt und zum anderen, dass sonst kein Abso-
lutbeitrag fiir die Energiedichte bestimmt werden kann, was aber in der ART benotigt
wird ([9]).

In den Feldgleichungen stellt sich die Kosmologische Konstante als perfektes Fluid
mit negativem Druck dar und ist eine auflergewdhnliche Form von Materie bzw. Ener-
gie. Die heutige Bezeichnung dafiir ist dunkle Energie und sie bildet den grofiten Teil
(Qx = 0,693 £ 0,019, aus [10] ) der Energiedichte unseres heutigen Universums.

Gleichung (1.71) kann in

,  kpa®

1
12 = — k+ -Ad® 1.
a 3 +3 a (1.73)

umgeschrieben werden. Diese Gleichung driickt aus, welche Terme die Entwicklung

des Universums dominieren. Fiir den Fall druckfreier, inkohérenter Materie ist p = 0;
dieser beschreibt ein materiedominiertes Universum und ist eine gute Néherung fiir
das jetzige Universum. Gilt hingegen p = £, so liegt der Fall eines strahlungsdominier-
ten Universums vor: Dieser ist eine zuléssige Beschreibung fiir die frithe Phase (siehe
Kap. 1.4.2.). Dominiert in Gleichung (1.73) der Term in k, so heiBt das Universum

kriitmmungsdominiert, tiberweigt der letzte Term, so dominiert die dunkle Energie.
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1.4. Kosmologie als Anwendung der ART

Moégliche Szenarien fiir die Entwicklung von a in Abhéngigkeit der Parameter A und
k sind in Abb. 1.3 gezeigt.

(i

A>0 A=0 A<O
R R
1
— /
e S t
(i (ii) (iii
R R Einstein-
/ de Sitter
II
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‘o >t t
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m A>A A
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(iic) Eddington—
Lemaitre
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(iii)
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(V)

Abbildung 1.3.: Die verschiendenen Friedmann-Modelle in Abhéngigkeit der Parameter
A und k (aus [8]).

Diese bilden die Klasse der Friedmann-Modelle und kénnen im Einzelnen bei [8, S.
484 ff.] nachgelesen werden. Alle Friedmann-Modelle gehen von einer Expansion des

Universums aus, was eine Anfangssingularitét

a0 (1.74)

zur Folge hat, welche als Urknall oder Big Bang bezeichnet wird. Die Expansion des
Universums ist ein experimenteller Befund, was im Hubble-Gesetz formuliert ist. Es
besagt, dass Galaxien mit zunehmender Entfernung eine linear wachsende Rotverschie-
bung in den Spektrallinien aufweisen. Die Proportialitdtskonstante wird auch Hubble-
Konstante Hy genannt und ist eine der sechs Parameter des Lambda-CDM-Modells, das

derzeit das beste Modell zur Beschreibung der Entwicklung des Universums darstellt.

1.4.2. Evolutionsszenario

Mit der Hubble-Zeit

tr= — (1.75)

27



1. Allgemeine Relativitédtstheorie

kann eine Hochstgrenze fiir das Alter des Universums angegeben werden ([3, Kap.
19.2]). Sie betrégt nach aktuellen Messdaten aus der Planck-Kollaboration [10] 13,796+
0,058 - 10° a. Wird in der Zeit zuriick gegangen, so bewirkt die Verringerung des Ska-
lenfaktors eine Aufheizung des Universums (siche Abb.1.4). Der Zustand des Univer-
sums zum Zeitpunkt des Urknalls entzieht sich der Beschreibung durch die Gesetze der
Physik, weil diese in dieser Singularitit nicht bekannt sind. Auch in der Planck-Ara
bis tp = 5,31 - 107* s nach dem Urknall sind keine Aussagen moglich, weil die ART
ohne Annahmen der Quantentheorie auskommt, in dieser GréBenordnung aber Quan-
teneffekte berticksichtigt werden miissen [3, Kap. 21.2]. In Abb. 1.4 sind die Stadien

schematisch eingezeichnet, die das Universum nach der Planck-Ara durchlauft.

log T/K
<~—— Strahlungsdominanz — | «— Materiedominanz =~—
| i T T |
107*s 10°s la 10°a to !
14
12 + Wopplung der Neutrinos
P Paarerzenouno
lU [ Eluuessstadag - Sy - ]
8 L Kernreaktionen
6 |- Plasma-Strahlungs-Gleichgewicht
4r .Strahlung und Materie entkoppeln
2 L ) Neutrale Atome
i 2.73 K Strahlung
B Tmat
o |
l I | | |
—12 -8 —4 0 log R/Ro

Abbildung 1.4.: Die Temperatur 1" des Universums in Abhéngigkeit von der relativen
Grofe R%. Hierbei bezeichnet R den Skalenfaktor (im Text a genannt),
Ry ist der heutige Wert. Am oberen Rand ist die Zeitskala R = R(t)
gezeigt. Nach der Entkopplung von Strahlung und Materie sind die

jeweiligen Temperaturentwicklungen einzeln aufgetragen (aus [1]).
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2. Einfihrung in den Regge-Kalkiil

In diesem Kapitel werden die grundsatzlichen Konzepte des Regge-Kalkiils vorgestellt,
der einen Ansatzpunkt dafiir bildet, die Einsteinsche Gravitationstheorie in einem dis-
kretisierten Zusammenhang zu betrachten. Die hier vorgestellten Aussagen sind [2,

Kap. 42] sowie [11] und [12] entnommen.

2.1. Motivation

Die Kontinuums-ART liefert analytische Losungen nur fiir Raumzeiten, die in ihrer
Komplexizitit eingeschrankt sind, beispielsweise die kugelsymmetrische Schwarzschild-
Metrik oder das isotrope Friedmann-Universum. Will man jedoch Situationen betrach-
ten, die keine Symmetrie aufweisen und keinen storungstheoretischen Zugang zulassen,
werden neue Methoden benotigt. Der Regge-Kalkiil liefert eine solche Methode, indem
komplexe Probleme auf eine endliche Anzahl von Freiheitsgraden reduziert werden. Dies
geschieht mittels einer Annéherung kontinuierlicher, glatter Geometrien mit Skelett-
artigen Strukturen. Wegen der endlichen Freiheitsgrade ist es dann moglich, numerische
Simulationen durchzufiihren. Ein weiterer Grund, den Regge-Kalkiil zu betrachten, ist
die Moglichkeit einer Theorie der Quantengravitation, wenn der Pfadintegralformalis-
mus zugrunde gelegt wird. Mit diesem Formalismus lassen sich Quantenfeldtheorien
diskretisiert behandeln.

2.2. Triangulierung und Defizitwinkel

Die in der ART betrachteten Mannigfaltigkeiten sind stets kontinuierlich, jedem Raum-
zeitpunkt kann ein Wert zugeordnet werden. Die erforderliche Diskretisierung wird da-
durch erzielt, dass der Raumzeit eine Gitterstruktur durch Triangulierung auferlegt
wird. Dies soll fir den Fall zweier Dimensionen (d = 2) verdeutlicht werden: Eine ur-
spriinglich kontinuierliche, beliebige zweidimensionale Flache kann mit einem Polyeder
angenahert werden, der aus Dreiecken zusammengesetzt ist. Die Approximation ist
umso besser, je kleiner die einzelnen Dreiecke und damit je grofler die Anzahl benutzer

Dreiecke ist.
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2. Einfiihrung in den Regge-Kalkiil

DEFICIT ANGLE

Abbildung 2.1.: Eine 2-dimensionale gekriimmte Oberfliche, einmal kontinuierlich, ein-
mal trianguliert dargestellt. ,,Deficit angle“ bezeichnet den Defizitwin-
kel 0, der die Krimmung innerhalb der Figur ABC'D angibt (aus [2,
Kap. 42]).

Das in Abb. 2.1 gezeigte Objekt kann mit Dreiecken angendhert werden. Die Fi-
gur ABCD, die einen Teil der Triangulierung bildet, ist sowohl als Polyeder auf der
gekrimmten Oberflache, als auch aufgeklappt auf eine flache Ebene dargestellt. Es
hat zunachst den Anschein, als sei die Krimmung entlang der Kanten enthalten. Dies
ist jedoch nicht der Fall; die gesamte Kriimmung ist in den Vertices d-funktionsartig

enthalten.

Mithilfe der Parallelverschiebung eines Vektors lédsst sich dies verdeutlichen: Wird
ein Vektor von A iiber B und C nach D parallel verschoben, so andert sich seine
Ausrichtung nicht. Klappt man die Figur beispielsweise zwischen dem Dreieck A und
dem Dreieck B auf, so wiirde ein Paralleltransport von B tiber C' und D ebenfalls keine

Anderung ergeben.

Erst bei einem vollen Umlauf, indem beispielsweise von A nach B transportiert wird,
dann Dreieck A zu D geklappt wird, so dass der Defizitwinkel zwischen A und B vorliegt
und schlieBlich den restlichen Weg von B nach A parallelverschoben wird, d&ndert sich
die Richtung des Vektors. Nach Kapitel 1.2.4 bedeutet dies, dass der Kriimmungstensor
einen von Null verschiedenen Wert besitzt und die betrachtete Flache damit gekriimmt

ist.

In diesem Fall entspricht die Summe der Defizitwinkel iiber alle Vertices genau dem

halben Integral iiber die kontinuierlich verteilte Skalarkrimmung;:
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2.2. Triangulierung und Defizitwinkel

1
>, Gi=j

Skelett-Geometrie

/ R@d(Oberfléche) = 4. (2.1)
glatte Geometrie

Im Fall dreier Dimensionen ist der flache Baustein der Triangulierung durch Tetra-
eder gegeben. Dann ist die Kriimmung in den Kanten konzentriert. Der Beitrag der
Kriimmung ist durch die Summe der Kantenldngen multipliziert mit den Defizitwin-
keln tiber eine kleinen Bereich gegeben, der Kontinuumsgrenzwert ist der Ausdruck
RO fg0s.

Dies setzt sich fiir hohere Dimensionen fort. Im vierdimensionalen Fall der ART
geschieht die Triangulierung mit Simplizes®!, welche nicht mehr veranschaulicht werden

konnen.

21Eine genaue Definition von Simplizes und Simplizialkomplexen findet sich z.B. in [13]
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3. Berechnung der Einstein-
Hilbert-Wirkung Sy im

Kontinuum

In diesem Teil soll - im Rahmen der kontinuierlichen ART - die Einstein-Hilbert-Wir-
kung fiir einen metrischen Tensor berechnet werden, der die folgende Blockgestalt be-

sitzt:

goo o1 Yoz Jos 1 0 0 0
Jgio gu Y12 913 0 71 M2 M3 1 0
uv = = = . . (3 1)
920 921 G22 923 0 721 722 723 0 (2, t)
g3 931 932 9g33 0 31 732 733

Diese Metrik wird in [14, §99] als synchronisiertes Bezugssystem bezeichnet. Um
kenntlich zu machen, dass die rdumlichen Komponenten der Matrix 7,;(Z,t) jeweils
abhangig von dem Vierervektor x* sind, wird dieser hier in expliziter Form in einen
rdaumlichen Anteil £ und einen zeitlichen ¢ ausgeschrieben. Bei einigen Autoren ist es
iiblich, dass die rdumlichen Komponenten mit einem negativen Vorzeichen versehen
werden. Dies wird hier der Ubersichtlichkeit halber weggelassen, da die Rechnungen
dadurch nicht beeinflusst werden.

Bei der Berechnung der Einstein-Hilbert-Wirkung wird schrittweise vorgegangen.
Zunéchst werden die Christoffel-Symbole berechnet, danach die Komponenten des Rie-
mannschen Krimmungstensors, schliefllich die Komponenten des Ricci-Tensors und des

Krimmungsskalars. Dieser geht letztlich in die gesuchte Wirkung ein.

3.1. Berechnung der Christoffel-Symbole I');

In der Definition der Christoffel-Symbole (1.20) treten Ableitungen der Metrik auf.

Trivialerweise gilt

@Lgoy = Ougvo = 0. (32)
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3. Berechnung der Einstein-Hilbert-Wirkung Sggy im Kontinuum

Die nicht-trivialen Ableitungen lauten wie folgt:

sowie

8kgij = ak%’j-

(3.4)

Die Symmetrie der Christoffel-Symbole (1.21) wird in den Rechnungen fiir diesen

Spezialfall verifiziert.

Es ist zweckmafBig, die insgesamt 64 Christoffel-Symbole in acht verschiedene Félle zu

unterscheiden. Dabei wird so vorgegangen, dass zeitliche und rdumliche Anteile separat

betrachtet werden. Dieses gibt die folgenden Christoffel-Symbole:

o _ 970A dgox i 9gon _ 9900
00 \2/ oxV 0z oz
#0, falls A=0
_ 9700 9900 . 9900  Ogoo
2 | 920  09z% 0O
N N N~
=0, (3.5)
o — ﬂ dgox 4 0gix _ dgi0
0 \2/ oxt oz Oz
#0, falls A=0
_ 9700 9900 . O0gio _ 9gi0
2 | Ozt 020 OO
—_—. = =~
=0, (3.6)
o — @ dgjx . Ogox - 9go;
07 \2/ oxY oxJ oz
#0, falls A=0
_ 9700 dgj0 | Ogoo _ 9go;
2 | 920  Oz7  OzY
~—— = ——
=0, (3.7)
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3.1. Berechnung der Christoffel-Symbole T'} 4

und

O (g g Dgis
- 2 (9;5+ 9r gi>
\2/ ozt ori  Ox

#0, falls A=0

900 agjo X 9gi0 _ agij

2 | Ozt  OxF  OxY
L 2
=0 =0 (3.3)
1.
= —5%‘37 (3-8)

rk — gi/\ 9gox 4 9gox _ 9900
00 2 0xY oz Oz
<~
#0, falls A#0
_ ﬂ 9900 | 990a _ 9900
2 | 920 020  Oz°
e N N~
=0, (3.9)
Ik — ﬁ 9gox I 9gin _ 9gi0
0 2 or’ oz Oz
<~
#0, falls A#0
_ ﬁ 990a n 0Gia _ 9gi0
2 oxt  0x°  Oz@
N~ N~ N——"
=0 (@33 =0
1 ka :
= 5'}/ Yias (3.10)
Ik — ﬁ Igix 4 dgox _ dgo;
07 2 00 ord  Ox*
~—
#0, falls A#0

_gka agja 990a ang
-2 T Qui

02z Oz Ox@
L i N
(3.3) =0 =0
1 .
= §’Vk Yja = Ffm (3~11)
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3. Berechnung der Einstein-Hilbert-Wirkung Sggy im Kontinuum

Ik — g" dgix 4 9gix _ 9gi
K 2 ort  Oxd  Ox?
~—
#0, falls A#0

_. Tk (3.12)

Die vom letzten Ausdruck auftretenden zeitlichen Ableitungen werden mit fffj ge-

kennzeichnet.

3.2. Berechnung der Komponenten des

J

Riemannschen Kriimmungstensors R ;.

Nachdem die verschiedenen Christoffel-Symbole im vorherigen Abschnitt berechnet
worden sind, sollen nun die Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors er-
mittelt werden. Wie zuvor ist es sinnvoll, die insgesamt 256 verschiedenen Eintrige
des Tensors in 16 verschiedene Félle zu gliedern, bei denen jeweils nach zeitlichen und
rdumlichen Komponenten unterschieden wird.

Es zeigt sich, dass es ntitzlich ist, folgende Vereinfachung zu benutzen:

’Ymiﬁ)/il = 6lma
BQ . .
=A™+ = 0,

Diese Nebenrechnung ermoglicht es, die auftretenden Terme auf folgende Weise zu

vereinfachen:

WM%k ij%'l = —VM%'WWW
N——
(3.13)
= — Yy Ay™
—
=4§
J

= — ™. (3.14)

Die 16 unterschiedlichen Félle werden nun mit Hilfe der allgemeinen Definition (1.36)
berechnet. Zudem wird sich in den Rechnungen zeigen, dass die Symmetrieeigenschaft

(1.37) des Riemannschen Kriimmungstensors erfiillt wird.
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3.2. Berechnung der Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors Rim

o, ITgy

Rgoo = 920 920 + F())\OF(/{O - F(/}OF(/{O
=0 j =0 =0
=0 (3.15)
ory,  ore,
R?oo = 895(? - 8x% +F;\0£%q_r§\0£&oj
= = 3%
=0 (3.16)
ory orY,
joo = &EOJQ - 3;0 + T ng - F())\j %
= = =
=0 (3.17)
orY ory
% 5 =0 =0
= 0= —Ryy (3.18)

oy, ory,

RYy = —~& g, - Ty
07 dxi 9 0N 3\:%9
=0 3g) 70 falls 320
1.
= —0o <—2’in) + E%/E%/
(3.10) (3.8)

_1..+<1ba.> (1)
- 27]1 27 Yia 27b]

[
= Vi Ty ViV (3.19)

o _ Oy _OrG,

Rioy, = +T% D% — Tal%
! 0x0  Oxk E Nl
55 5 Iy #0, falls A0
1
Ca( )
2 —
(3.10) (3.8)
_ 1 (]‘ ba : ) ( 1 . )
- 2711@ 27 Yia 2"ka
I 1 . .
= _§’Vik + Zyb YiaYok = — Rrg (3.20)
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3. Berechnung der Einstein-Hilbert-Wirkung Sggy im Kontinuum

Ry = Ori  Ouk + Fékrgj - Féjrgk
-0 -0 #£0, falls A£0 0, falls A#£0
(3.11) (3.8)  (3.11) (3-8)
= (37m) - (=gm) = (375) - (-3
- 27 Yka 2'7b] 27 7]a 27bk
I e/ .
= E’Yb (Yja Yok — YraTb;) (3.21)
oro. ary,
R?jkz - 89; - 8;’“ Fg\krgj - Fg\jrgk
N , ~—— ~——
(3.8) (3.8) #0, falls A#0  #0, falls A#£0
1. 1.
=0, <—%k> — O <—%‘j) + Iy ng - Ffj T
2 2 A e G N
(3.12) (3.8)  (3.11) (3.8)
1. . 1_ . ~ 1. = 1.
= §ak%‘j - 581‘%% + Ik <—2%j) - Fij (‘27bk) (3.22)
or: or'
B = 520 = g50 +£§9F§° - Eé,‘lrl*“
"V"ZO "V"ZO =0 =0
=0 (3.23)
Réoo = &U(? - 8;()) +F2\0Fl>\0 - F;\ori\o
N— =0
=0 wegen (1.21)
=0 (3.24)
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3.2. Berechnung der Komponenten des Riemannschen Kriimmungstensors Rim

+ T ng 5T
——
-0 (3,10) R #0, falls A0
1 ..
2 ~~
(3.11) (3-10)
1 -la -+ a - 1 a - ]' C -
= D) (’Vl Yja +’Yl ’Vja) - (2’Yb ’Yja) : (271 ’ch>

(3.14)

L as as Lo i
= —5 (5"*%5a +7"%a) + hia¥
Loow 1 .
= _nyjafyl — iryl fyja

8x0 ok
~—~—

(3 11) -0
= 80( vy %a) + ng Féo
NN
(3.11) (3.10)

ROOk

+ Toelh — T M
N—— ~~

#0, falls A#0 =0

1(7 Yea + VA, )+<17”‘W )-(17% )
9 ka ka 9 ka 9 be

(3.14)

1/, la - la - 1. . la
— 5 (’Y Vka + Y ’Yka) - 17]«17
1. 1 .
= Z’yl Yeka + 571 Via = _Rg)k()

ort,  or

! 0 _ 2 ATl Al

RZ]O 8$J 81‘0 + FZOF/\j — FijFAO
—~ ~——

(3 10)  (3.12) 70 falls AF0 0, falls A0

= 0; < Y %a> - 8ofé-i + F?OFéj - F?jré()
. < 1 4o \ = ~n (1 ..
= 553' (7 a%‘a) -+ (27b %’a) Iy — Iy <27l %a>

orl, _or,
8950 oxk
——

(3.12) (3.11)

= aof\m ak ( v ’Vza) + Fbkzré() FfIZOF%Jk

ATl Al
Rz()k FikFAO - Fiﬂr)\k
—— ——

#0, falls \A£0 0, falls A£0

- Fik - *ak ('7 %a) + F (7 Vba) <;7ba%a> fék Rsz

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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3. Berechnung der Einstein-Hilbert-Wirkung Sggy im Kontinuum

ark, o,

Xl X Tl
RO]k 8:51 Ok FOkF)\j - FOjF/\k
(3 11) (3.10) #0, falls AA0  #0, falls A#0
=9, ( v m) 8k< v %a) + gy, Ty — g Ty
~ N~~~
(3.11) (3.12)  (3.11) (3:12)
1 la - 1 la : 1 ba - al 1 ba - ml
5@ (7 wm) - *ak (7 %a) + (27 m) Iy — (27 m) Do
. 1 la - ba l R
D) [aj (7 'Yka) Ok ( ) +y ('Ykarbj Vjarbk)] (3-29)
8F2k 81“11 Al Al
Rz;k B (%j’f + Iy — T

8Fﬁk aFlZ a T a 1 0 1l 0
Ori axjk + szr - FZjFak +Fikr0j - FijFOk
- Rijk
1 1 1 1
=1 . la - . la -
= R (=gia) (373) = (=33) - (37"0)
1 . o

lek + 47 * (Vi Vka — YikVia) (3.30)

3.3. Berechnung der Komponenten des

Ricci-Tensors R,z

Analog zu dem Vorgehen in den vorherigen Kapiteln soll nun der Ricci-Tensor (1.43)
errechnet werden. Es wird wiederum unterschieden zwischen raumlichen und zeitlichen
Komponenten, was sich bei den 16 Eintragen in vier verschiedenen Kombinationen

auflert. Die vier verschiedenen Komponentenarten werden im Folgenden berechnet:

Roo = Rgp()
ar't, arv,

+ Iy rgp ngrgo

Oz oxY
=0 0, falls p£0 = #0, falls p,A\£0

— d d e
- —30 1—‘dO - I‘06 1—‘dO
~~~ ~~ O~~~

(3.10)  (3.11) (3.10)

1 4. 1 ..
= —0o ( Y ’Yda) - (Q’Vd ’Vea> (2’7 b’de)

1

=3 ("Y “Yda + ’Yda’?da)

1 a . e
4vd S (3.31)
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3.3. Berechnung der Komponenten des Ricci-Tensors R,

— RP

R’iO — Ripo
p o
ory oy
0
oxP ox N
#0, falls p£0 0, falls p#£0 #0, falls p,A#£0  #0, falls p,\#0

= adrgi - aopgi + Fgergi - F(C)lerfh'

+ F;\O I_\,())\p - Fz)\pri()
——

1 3 ~ 1 - 1
=00 (5750) ~ Tl T (575) T (37"5) . (332)
R(]j - Rgp]
ory. ore,
= aﬂj - 8:17[; + TRI%, — Tg,I%,
N , S—— ~——

£0, falls p£0 0, falls p£0 #0, falls p,A#0  #0, falls p,A#0

= adr;lo - ajrgo + Fgerjo - F;'lercel()
1 da - 1 da - rd 1 ea d 1 ea s
=00 (37"%e) =0 (370 ) Tl (3770) =15 (3770) . 39

sowie

Rij = Ri,;
_ GFfj B 6F2i
oxP oxd

= (30F?i + adr;'li) — ;TG + FZAF;\i - (F?AFSZ- + F?)\Fﬁl\z)

A TP AP
+ 5%, = Tl

1 -~ ~
=0y <—2”'in) + adF;li — ;g + (FZOF?Z- + Fgerji)

- KF?OF&' + F‘}J&) + (F;lﬂrgi + F?ersﬁ)] (3.34)
- —;ﬁﬂ + 04l — 0;Tg; + K;’Vda"yda) (—;%‘1) + fﬁefzz’]

- H(;’%) (;’Yea%aﬂ + [(;Vda%'a> (—;%@') + f?efzi:|:| (335)
- _;%’i + 0L, — 9,14 — inaW“m + T4

+ i’?je’yea%a + le’Yda"Yja"Ydi - fj'leffh- (3.36)

Alternativ lassen sich die Ricci-Tensoren mit den Ergebnissen aus dem letzten Ab-

schnitt berechnen:
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3. Berechnung der Einstein-Hilbert-Wirkung Sggy im Kontinuum

R()O:R(p)p()
:R800+R]5k0
e
(3.15)  (3.25)
1. & 1 e
S R 3.37
TR (3.37)

R = R

1p0

= Rgoo + Rfko
(3.16)  (3.27)

1 N : e \ o = (1 e
= §3k <7k %‘a) - F’;;i + (27b %‘a) 'Flsz - F?k (27k %a) ) (3-38)

R[)j == Rgpj
k

= Rng + Rij

N——" N——

(3.18)  (3.29)

= ; {&g (Vka%'a) —9; (Wka%a) + (%’aflsz - %affj)} : (3.39)
und schlieBlich
Rij = R,
= Rjy; + Riy;

—~
(3.20)  (3.30)

I bas T
= T T Y eyt R + 17

Die Ergebnisse (3.37) bis (3.40) entsprechend den Ergebnissen (3.31) bis (3.36), wenn

alle Indizes d in k sowie alle e in b umgenannt werden, die Symmetrien der Christoffel-

ke (YieVia — Fijka) - (3.40)

Symbole und die Beziehung (3.14) ausgenutzt werden.
Es bleibt die Frage, ob die berechneten Ricci-Tensoren die Symmetrierelation (1.46)
erfiillen. Dies ist der Fall:

e R fihrt auf Ry; (siehe A.1).
e R;; liefert bei Vertauschung von ¢ und j dasselbe Resultat.

Mit Hilfe dieser Ricci-Tensoren lédsst sich im néchsten Kapitel die Skalarkriimmung

ermitteln.
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3.4. Berechnung des Kriimmungsskalars R und der Einstein-Hilbert-Wirkung Sgy

3.4. Berechnung des Kriimmungsskalars R und der

Einstein-Hilbert-Wirkung Sgy

Mittels (1.44) kann durch wiederholte Verjiingung der Ricci-Skalar berechnet werden.

In dem hier untersuchten Fall lautet er:

R=g"R,,

= 900 ROO + 907‘ ROT‘ + ng RmO + gmr Rmr
~ ~ ~— ~
=1 =0 =0 =7"" (3.40)

= Roo + v Rys

. e 1 gas mr [ 1. 1 . . ~ I e, . . .
= 7’7k’a7k - *’Yk Vka + Y <_/Ymr + 7’7b Yma Vbr + Rfukr + 7’7k (’mG’%“a - ’Ymr’)/ka)

4 2 2 4 4

— _17 ,-yka_l,yka;y . lfymr,)/ + l,ymr,yba;y 'Y
1 ka 9 ka 9 mr 4 ma’ |br
werden zusammengefasst =7i*yaw“”, vgl. (3.14)
mr 1 mr . ka : 1 mr . ka :
+ v ankr + = 'Yk TYmkVra — 57 Vk YmrVka
- =—19ra¥Fe, val. (3.14)

__1. cka _ kax _1. . ab ~_1 mr _ka - : 41
= =5 ¥ =Y ke — I A R = 0" o a. (3.41)

Eine Umbenennung der Zéhlindizes liefert schlieBlich den folgenden Ausdruck fiir

den Krimmungsskalar:

_ 3 . sab ab », 1 . ab\ 2
R == wd® =1+ B = (1a7”) (3.42)

Die Einsteinschen Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitédtstheorie konnen aus

einem Variationsprinzip hergeleitet werden. Das Wirkungsintegral ist durch

Sex = / {21% (R—2A) + cM} V=g diz (3.43)
M

iiber die betrachtete Mannigfaltigkeit M gegeben, wobei k = 82’20 die Einstein-
sche Gravitationskonstante, R den Ricci-Skalar, A die Vakuumenergiedichte, £y die
Lagrange-Dichte und g die Determinante der Metrik bezeichnet. In dieser Arbeit soll
ein freies Gravitationsfeld T;;, = 0 angenommen werden; in diesem Fall verschwindet

die Lagrange-Dichte Ly;:

1

_ o — 4
SEH,() = 2/{//\[ (R QA) vV gd xZ. (344)
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3. Berechnung der Einstein-Hilbert-Wirkung Sggy im Kontinuum

Mit Hilfe der Berechnungen aus den vorherigen Kapiteln kann also die Einstein-

Hilbert-Wirkung explizit angegeben werden:

1

~ 2
Semo = 5 / (— 3303 =1+ B (™)’ —20) v=rdle. (3.45)

Aus der analytischen Mechanik ist bekannt, dass das Wirkungsfunktional mechani-

scher Systeme haufig die Form

(1)) = / L( ),t) dt (3.46)
besitzt. Vergleicht man nun das Ergebnis dieses Abschnittes damit, so fallt auf, dass
der zweite Summand des Ricci-Skalars eine zweite Ableitung nach der Zeit enthélt.
Deshalb soll versucht werden, diesen Term mit Hilfe von partieller Integration auf eine
Form zu bringen, die nur erste Ableitungen nach der Zeit enthélt.

Es ist zweckmaBig, sich dafiir die Ableitung der Determinante der Metrik 0,9 genauer

anzusehen. Die folgende Formel ist [14, Kap. 86.4] entnommen:

0,9 = 9" 9°°0u0as

=g | " 9ug00 + 90, 9i0 + 9% 9,905 + g 9, i,
0 0 0 ” "/
= = = ¥ ij

=g-vY 1 Yig (3.47)
Mit g = det(g;;) = det(1) - det(r;;) =: v erhdlt man so einen Ausdruck fir die

Ableitung der Determinante:

0wy = 77" iy, (3.48)

mit dem Spezialfall der zeitlichen Ableitung:

oy =7
= 17 945- (3.49)

Wegen des Satzes von Fubini darf das vierdimensionale Integral in die folgende Form

gebracht werden:

1 B 1 7 ab -
o [ v =5 [ [ eyt | a (3.50)
M T \Ms
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3.5. Invarianz der Einstein-Hilbert-Wirkung Sgy unter rdumlichen Transformationen

Der Integrand, der dem L aus Gleichung (3.46) entspricht, ist selbst ein Integral tiber
die drei Raumdimensionen und lasst sich unter Ausnutzung der Kettenregel umschrei-

ben:

/ Vab;yab\/__’ydsx = / |fif (’yabvab\/__V) - ;}/abgt (Vab\/__ﬁ)/)] d3x
M3

M3
= — / o bg (Vab\/—v) dBr + d / Ay —y &Pz | . (3.51)
K “ ot dt ¢
3 3

Ebenfalls aus der analytischen Mechanik ist bekannt, dass eine mechanische Eichtrans-

formation der Form

d
L L+ —F .52
— +dt (3.52)

die Bewegungsgleichung unverandert lasst (siehe [15, Kap. 2.5]). Deshalb kann der
zweite Summand hinter dem letzten Gleichheitszeichen vernachléssigt werden. Das ers-
te Integral kann (nach wiederholter Vertauschung der Integrationsgebiete) weiter um-

geformt werden:

B B B Y

- ’V’Yij%j dt
2v—y

[ ea [ )
—— [Vt = [ qar™sv=ia e (3.53)

== / ’yab’j/ab\/__rydt_ /’j/abfyab

Mit Hilfe dieser Umformung vereinfacht sich die Einstein-Hilbert-Wirkung zu dem
folgenden Ausdruck:

_ 1 1 . cab 1 . ab 2 B 4
SEno = 2/{/\4 <47aw + 1 (%W ) + R - 2A> v—ydiz. (3.54)

3.5. Invarianz der Einstein-Hilbert-Wirkung Sgg

unter raumlichen Transformationen

Die Einstein-Hilbert-Wirkung sollte unter rein rdumlichen Transformationen invariant
sein. Diese Eigenschaft wird in den spéteren Berechnungen im Regge-Kalkiil eine not-
wendige Voraussetzung sein, weshalb nun getestet wird, ob sie fiir den vorliegenden

Ausdruck der Wirkung gegeben ist.

45



3. Berechnung der Einstein-Hilbert-Wirkung Sggy im Kontinuum

Die Wirkung setzt sich im Wesentlichen aus drei Summanden zusammen: einem
Ausdruck mit zeitlichen Ableitungen der Metrik 4,9, einem Ausdruck ("yabfy“b)Q,
der quadratisch in den zeitlichen Ableitungen ist und dem auf den rdumlichen Anteil
reduzierten Ricci-Kritmmungsskalar R. Vorfaktoren werden nicht berticksichtigt, weil
sie fiir das Transformationsverhalten keine Rolle spielen.

Beim rein raumlichen Ricci-Kriimmungsskalar R ist die Invarianz bereits aufgrund
der Tatsache gegeben, dass dieser auf die dreidimensionale Untermannigfaltigkeit be-
schrankt ist. Nicht ganz so augenscheinlich ist dies fiir die Ausdriicke mit zeitlichen
Ableitungen. Hier miissen die Invarianzen explizit nachgerechnet werden. Wie in Kapi-
tel 1.2.2. erldutert, werden Tensoren bei einer Koordinatentransformation von z* nach
x'* wie folgt transformiert:

oz 0x°
G = Gy = B G 0 (3.55)

Die Transformationen sind derart, dass die Zeit ¢ dabei invariant bleibt:
t—t =t (3.56)

Fiir die Transformation der rein rdumlichen Koordinaten (a,b = 1,2,3)

z® — 2" = 2 (2?) (3.57)

muss deshalb gelten, dass diese einzig von den rein rdumlichen Koordinaten der alten

Basis 2° abhingig sind (und nicht etwa zusitzlich noch von der Zeit t). Der auf die

dreidimensionale Untermannigfaltigkeit reduzierte metrische Tensor 7,, transformiert
sich demnach wie folgt:

0z¢ Ozt
Yab = Vop = Bpa g el (3.58)
————

unabhéingig von t

Fiir die Ableitung dieser Metrik gilt:

o 0 /
Vab = a’yab

0 [ 0x° oz?
ot (893’“ @:17”’%d>
oz¢ 0z 0
81"“@@7“1
Ox¢ 0z

= ax/a @’ycd7 (359)

so dass sich auch die 7,, wie Tensoren 2. Stufe transformieren.
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3.5. Invarianz der Einstein-Hilbert-Wirkung Sgy unter rdumlichen Transformationen

Nun die kontravarianten Indizes:

la b
0z’ Oz od
oxc Oxd
———

unabhéngig von t

(3.60)

Analog zu 4!, wird auch das Transformationsverhalten der zeitlichen Ableitung 4/

betrachtet:

. lab lab

_9

0 (et
Ot \ Ox° 8xd7
B 8:B/a 8$/b o

- Oxe 8xd7

(3.61)

Es miissen nun nur noch die in der Einstein-Hilbert-Wirkung auftretenden Terme

zusammengesetzt werden:

e Ox¢ Ozt 020"
f}/abfy - ’ch
ox'e Ox'* ' Oxc Oz
_ Ox° Ox® 0x'* Oz’ od
9z’ 9x’® dxe Oxld Ved
=1

= AoV (3.62)

Der Term ~4,7% ist also invariant unter rdumlichen Transformationen und damit

auch (Fay®)2.
Gleiches gilt fiir den Ausdruck Aq;%:

e Ox¢ Ot Oz,

’Yabry - al‘/a ax,b’%d @xc al‘dv
_ Ox° Oxd 0x'* 9z .,
9z’ 9z’ dxe Oxld ed

=1

= AoV (3.63)

Somit ist die Wirkung insgesamt unter rein raumlichen Transformationen invariant.
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4. Spezialfalle der untersuchten
Einstein-Hilbert-Wirkung

Nachdem im vorherigen Abschnitt die allgemeine Form der Einstein-Hilbert-Wirkung
fiir eine Metrik in Blockgestalt berechnet wurde, soll diese in zwei Spezialfallen tiber-
priift werden. Zunéchst wird der Fall eines statischen Universums betrachtet; danach
soll die Robertson-Walker-Metrik untersucht werden, die als exakte Losung der Ein-

steinschen Feldgleichungen ein homogenes und isotropes Universum beschreibt.

4.1. Statisches Universum

Ein statisches Universum zeichnet sich dadurch aus, dass keine zeitliche Entwicklung
stattfindet. Aus der Kosmologie ist jedoch bekannt, dass dies keine Beschreibung un-
seres Universums sein kann, da das Standardmodell der Kosmologie, welches unserem
derzeitigen Wissenstand entspricht, von einem zeitlich expandierenden, veranderlichen
Universum ausgeht. Dieser Fall kann jedoch zunachst als Vereinfachung angenommen
werden.

In einem statischen Universum ist die Metrik konstant, die Ableitungen der Metrik

nach der Zeit verschwinden:

Yij = 0, (4.1)

so dass fiir die Einstein-Hilbert-Wirkung sofort gilt:

Sert s = 5 | (R—24) V=7d's. (1.2
M

Die Wirkung ist also nur noch von dem auf die rdumlichen Komponenten reduzierten

Ricci-Skalar R sowie der kosmologischen Konstanten A abhéingig.
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4. Spezialfille der untersuchten Einstein-Hilbert-Wirkung

4.2. Robertson-Walker-Metrik

Ein weiterer Spezialfall ist durch die RW-Metrik gegeben. Wie in Kapitel 1.4. beschrie-
ben, kann der Faktor k£ die Werte 41, —1 oder 0 annehmen. Da hier ein sphéarisches
Universum untersucht werden soll, wird in der Metrik der Wert k = 1 gesetzt.

Das Linienelement

dr?

ds* = dt* — a*(t) L + 7 (d92 + sin®0 d(bz)] (4.3)

2
beschreibt eine Diagonalmetrik, so dass die inverse Metrik ¢"” bereits durch die

Inversen der Eintrdge von g, gegeben ist. Explizit ermittelt man

1—r?
R rg (4.4)
1
22
i a?(t)r?’ (4.5)
1
33
= — 4.
7 a®(t)r2sin?’ (4.6)
und als Ableitungen
) 2a(t)a(t)
"1 = T2 (4.7)
Yoo = —2a(t)a(t)r?, (4.8)
A3 = —2a(t)a(t)r’sinf; (4.9)
sowie
1—r?
M= 2a(t 4.10
1 = 2(t) (410)
1
= 2a(t 4.11
gl (l( )a3(t)r27 ( )
1
V3 = 2a4(t) . 4.12
7 o )a3(t)7"281n29 (4.12)
Die Determinante 7y ist das Produkt der Diagonaleintrage:
a’(t) 204\,.2 205,200 2 a’(t)r'sin®(0)
v = det(Vap) = (—1 — .3 (—a (t)r ) (—a (t)r“sin (9)) e (4.13)

und damit ist das kovariante Volumenelement durch den Ausdruck
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4.2. Robertson-Walker-Metrik

a®(t)r3sin(0)
ey dlr = ————" s 4.14
gegeben. Fiir die Berechnung des Integranden aus der Wirkung wird der auf den
Raumanteil reduzierte Ricci-Skalar benétigt. Dazu findet man in [14, Kap. XI, §106]

den folgenden Ausdruck:

~ 6k 6
RW = aT(t) = (1) (4.15)

Da in [14] eine andere Vorzeichenkonvention fiir den Riemannschen Kriimmungsten-

sor als in dieser Arbeit vorliegt, muss Rpw in den folgenden Rechnungen mit einem
negativen Vorzeichen versehen werden.

Vergleicht man den Integranden aus (3.54) mit (3.43), so gilt fiir den geometrischen
Anteil Ry hier die folgende Beziehung:

Lo L
RW = *%w“r*(%w b) + Rrw

4 4
= ot + 5 0™’ =
() )
a(t) at))  a*(t)
=6H? — a;zt) (4.16)
mit dem Hubble-Parameter H(t) := % Von der ersten zur zweiten Zeile wurde

ausgenutzt, dass die Metrik nur auf der Diagonalen von Null verschiedene Eintriage
enthilt, weshalb die Summation v,,7* in die Summation 7,,7%* iibergeht.

Insgesamt erhalt man das folgende Integral:

SEH, RW :/\[ [21/1 <6H2 — afét) — 2/\) + EM‘| w dz. (4.17)

Um nachzuweisen, dass die RW-Metrik mit den Ergebnissen der letzten Abschnitte

auf die Friedmann-Gleichungen fiithrt, gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Das Wirkungsintegral wird mit Hilfe der Metrik berechnet. Mit den Euler-Lagrange-

Gleichungen erhélt man die Friedmann-Gleichungen.

2. Die berechneten Grofen fir R und R, werden in die Einsteinschen Feldgleichun-

gen eingesetzt und in die Friedmann-Gleichungen tberfiihrt.

Im Folgenden wird die Zeitabhéngigkeit des Skalenfaktors a(t) nicht mehr ausge-
schrieben.
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4. Spezialfille der untersuchten Einstein-Hilbert-Wirkung

4.2.1. Herleitung mit den Euler-Lagrange-Gleichungen

Die Materiefelder werden hier vernachléssigt, da hier nur die geometrische Seite der
Friedmann-Gleichungen (rechte Seite in (1.71) bzw. (1.72)) betrachtet werden soll.
Deshalb wird £y = 0 gesetzt.

r?sin(6)

m

1
Seraw = 5 / (662a — 6a — 2Ad®) dt dr df d¢
M

= L [ [T (62 2ha?)dt] ———d

—%77/0 [/0 (6a“a — 6a — 2Aa”)dt —— dr
T2 oo

- / (632a — 6a — 2Ad®) dt (4.18)
2K Jo

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass

L g 4.19
| =de=1 (4.19)
weil die Koordinate 7 in der RW-Metrik nur von [0, 1) definiert ist.
Mit den Euler-Lagrange-Gleichungen
d oL 0L
i 4.20
dt da  Oa (4:20)
kann man aus dieser Wirkung die Bewegungsgleichung herleiten:
doL 0L
—— — — =12(a*+ad) — (6a*> — 6 — 6Aa* 4.21
%9 Pa (a + aa) (6@ 6 — 6Aa ) (4.21)
= 12ad + 64° + 6 + 6Aa®, (4.22)

was genau die Friedmann-Gleichung (1.72) liefert, setzt man diesen letzten Ausdruck
gleich 0 und teilt durch 6a?.

4.2.2. Einsetzen in die Einsteinschen Feldgleichungen

Die partielle Integration zusammen mit der mechanischen Eichtransformation aus Ka-
pitel 3.4. lasst die Bewegungsgleichungen invariant, wenn weiterhin die Herleitung mit-
tels der Wirkung zugrunde gelegt wird. Entnimmt man dem Integranden jedoch direkt
Terme, so bleiben die Bewegungsgleichungen nicht zwangslaufig gleich. Deshalb muss
die Konsistenzpriifung mithilfe der Einsteinschen Feldgleichungen vor dem Umschrei-
ben der Wirkung mit dem Ausdruck (3.45) geschehen.
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4.2. Robertson-Walker-Metrik

Dazu werden noch die zweiten Ableitungen benotigt:

2 (a2 + ai)

Y11 = — 4.23
711 1,2 ( )
Yoz = —2 (d2 + ad) r’, (4.24)
Sy = —2 (a2 T ad) r2sin20); (4.25)
Die in (3.45) enthaltenen Summanden sind die folgenden:
3. .. ab = U AN
R= _nyab'y b— Y bfyab +R— Z <7ab7 b)
a a a a
a?+aa+1
Einsetzen in die Einsteinschen Feldgleichungen fiihrt zu folgendem Resultat:
R
Roo — 5 J00 + Agoo = —KToo
. . 2 . 1
a a a a
a2 1 A K
-+t =4+=-=— 4.27
a2 + o2 + 3 37 (4.27)

wobei fiir Ry ein ensprechender Ausdruck aus [1, Kap. 53] mit angepasstem Vorzei-
chen entnommen wurde. Man erkennt, dass (4.27) genau (1.71) entspricht. Die Uber-
priifung durch direktes Einsetzen in die Einsteinschen Feldgleichungen liefert somit

ebenfalls das gewiinschte Resultat.
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5. Uberfithrung der
Einstein-Hilbert-Wirkung in den
Regge-Kalkiil

Nach den Berechnungen der letzten Kapitel soll nun der bislang kontinuierliche metri-
sche Tensor in eine diskretisierte Form gebracht werden. Um das konzeptionelle Ge-
riist des Regge-Kalkiils zu veranschaulichen, wird anfanglich eine gekrimmte Fléache
in zwei Dimensionen betrachtet. Dabei spielt es keine Rolle, ob diese in drei Dimensio-
nen eingebettet ist oder nicht. Nachdem die Methoden der Flachengeometrie auf diese
aufgewendet wurden, konnen die Ergebnisse auf hohere Dimensionen verallgemeinert

werden.

5.1. Flachengeometrische Voriiberlegungen fiir den

zweidimensionalen Fall

Man betrachte nun eine triangulierte, gekrimmte Flache. Wie in Kapitel 2 erlautert,
ist die gesammte Kriimmung in den Vertices konzentriert und nicht - wie es zunéchst
den Anschein hat - in den Kanten. Der diese Kriimmung beschreibende Defizitwinkel
0 kann mittels Paralleltransport erhalten werden. Die Geometrie der Oberfliache lasst
sich eindeutig iiber die Kantenlangen [;; ausgedriicken. Hier soll zunachst der metrische

Tensor fir das Innere der Dreiecke gefunden werden (siche Abb. 5.1).

Fir das Dreieck Agjo kann eine (nicht orthogonale) Basis mit den Kantenlingen-
Vektoren lz)l und l:)g gewahlt werden, da diese linear unabhéangig sind. Fiir einen Vektor

Z innerhalb des Dreiecks Ago gilt damit:

=l + 2% lgs. (5.1)

Das Skalarprodukt zweier Vektoren # und ¥ ergibt sich zu:
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5. Uberfiihrung der Einstein-Hilbert-Wirkung in den Regge-Kalkiil

0

Abbildung 5.1.: Zwei Dreiecke mit Vektoren l_;j als Kantenlangen (eigene Zeichnung)

T f = Yy’

= flylf()lft)l + $1y2l31l?)2 + x2y1§)1%2 + $2y2132%2- (5.2)

Daraus folgt fiir die Metrik 7, , mit deren Hilfe das Skalarprodukt berechnet werden
kann, folgender Ausdruck:

- = 2
l01l02 loz

2. o
%bz( oo 02)- (5.3)

Mit dieser Vorgehensweise lésst sich also eine Metrik fiir die triangulierte Mannig-

faltigkeit konstruieren. Sie ist innerhalb der Dreiecke konstant.

5.2. Diskretisierung der Metrik im

dreidimensionalen Fall

Analog zu dem Fall zweier Dimensionen kann nun ein Vektor Z in einem dreidimensio-

nalen Tetraeder mit der Basis {lo1, lo2, los} (siche Abb. 5.2) untersucht werden:

= IIE)1 + xﬁ{n + x3ﬁ)3. (54)
Fir das Skalarprodukt zweier Vektoren & und # ergibt sich analog:

e dd

€T - — ’)/abxayb (55)
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5.2. Diskretisierung der Metrik im dreidimensionalen Fall

0

Abbildung 5.2.: Ein Tetraeder mit Vektoren l_;j als Kantenlangen (eigene Zeichnung)

mit

lorloy lorloz lonlos
Yab = %117)2 fOJM 57325?)3 : (5.6)

loalos losloz loslos
Problematisch an dieser Metrik sind die Eintrage mit gemischten Vektoren wie bei-
spielsweise l_(,nfm' Da es das Ziel ist, einen Ausdruck zu finden, der auch fiir eine dy-
namische Triangulierung (also verdnderliche Kantenldangen) giiltig ist, darf dieser nur
die reinen Kantenlangen /;; enthalten. Das Skalarprodukt zweier Vektoren héngt aber
zuséatzlich von den Winkeln zwischen ihnen ab und eignet sich daher nicht zur Be-
schreibung. Deshalb muss die Grofle lT)llT)g, die hier beispielhaft verwendet wurde, um-

geschrieben werden:

he =l — Ion
& =15+ - 21lo2

|
< loiloz = B (181 + 15 — l%Q) : (5.7)

Dies kann analog mit allen auftretenden Termen dieser Form durchgefithrt werden.

Als Ergebnis enthélt man eine Metrik, die nur quadratische Eintrage enthalt:

16 5 (G + 160 —13) 5 (I + 155 — 13)
Yab = % (lgl + l%z - Z%Q) 1(2)2 % (532 + 133 - 153) . (5.8)
% (1§ + 183 — 133) % (162 + 155 — 133) 183

Diese Metrik ist Ausgangspunkt fiir die Formulierung der in Kapitel 3.4. gefunde-
2 ~
nen Wirkung Sgno = i <411"Yab7ab + i (%wab) +R— 2A) /=7y d*z in Abhangig-
M

keit von den Kantenlédngen der gewahlten Triangulierung. Dafiir werden noch die zeit-
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5. Uberfiihrung der Einstein-Hilbert-Wirkung in den Regge-Kalkiil

liche Ableitung der Metrik 4,5 , die Inverse der Metrik v = 4! und deren Ableitung
4% benotigt®!.

Die inverse Matrix zur Metrik 7,, erhalt man mit folgender Relation:

Y =gt = adj(Vap)- (5.9)

det(Pyab)
Die Adjunkte adj(v,) wird fiir die bessere Lesbarkeit in drei Spaltenvektoren aufge-

teilt:

18al5s — 1(I5e + I55 — 135)?
adj(va1) = i(l(Z)l + l(2)3 - l%3)(l32 + l(%?, - l§3) - %(%1 + l32 - Z%Q)lgza ) (5.10)
1
2

(1§ + 182 — ) (1o + 155 — 135) — %(131 + 153 — 133)15,

i(lgl + 153 — B3) (5o + 163 — 133) — %(l(zn + 18, — 115)15s
adj(va2) = l(2)1l(2)3 - i(l(%l + l(%:a - l%g)Q ) (5.11)

i(lgl + 15 — 1) (1§ + 18, — 132) — %(132 + 133 — 133)15,
sowie
(81 + 152 — 1) (o + 185 — 135) — 5 (151 + 183 — [35)15,

(I3 + 16 — 1) (I3 + 16, — 1a) — 506y + 15 — 13515, | - (5.12)

15,105, — i(lgl + 15, — 13,)?

1
4
adj(Va3) = i

Fir die Determinante det(7,) findet man den folgenden Ausdruck:

1
det(vap) = lgllgzlg:a - 1%1(182 + l(2)3 - l§3>2
1 1
- Zlg2(l§1 +l55 — 135)* — 1583(%1 + 15y — 13,)?
1
+ 3061 + Uy = 12) (g + Uy — 153) (G + s — i)- (5.13)

Fiir 44, werden die einzelnen Eintrage nach der Zeit abgeleitet:

2101l(.)1 lml(ﬁ + ZOQZ(;Q — 112l1.2 501l(;1 + l03l(;3 — 51311.3
Yab = | lorlor + lo2loz — lialia 2lp2lp2 loaloz + loslos — laslas | - (5.14)
lorlor + loslos — lislis  loaloa + loglos — laslas 2loslos

51Der in der Wirkung auftretende Summand R wird hier nicht diskretisiert. Der entsprechende Aus-

druck dafiir kann in [16] gefunden werden.
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5.2. Diskretisierung der Metrik im dreidimensionalen Fall

Die Ableitung der inversen Metrik v* kann mit der Quotientenregel ermittelt werden.
Fiir jeden Eintrag in der Ableitung ergibt sich die gleiche Struktur (hierbei werden die

zeitlichen Ableitungen mit adj’ sowie det’ gekennzeichnet):

cab adj,(Vab) : det(Vab) — adj (’Yab) : det,(%zb)
5 b _ Aot . (5.15)

Die Ableitungen adj'(74) der einzelnen Adjunkten-Eintrige sind die folgenden Ter-

me:

adj'(v11) = 2502503(%2%3 + 102163)
— I8y + 185 — 155) (loaloz + loslos — laslas), (5.16)

‘ 1 . . .
adj’ (y12) = 5(501l01 + loslos — lislis) (135 + 135 — 135)
1 . . .
+ 5(102502 + loglog — l23l23)(l(2)1 + l(2)3 — l%g)

— (loalor + loaloz — hali2)12
— (13 + 12y — B)loslos

= adj'(721), (5.17)

. 1 . . .
adj’ (v13) = 5(101l01 + loolos — l12l12)(l32 + l§3 — l%g)
1 . . .
+ 5(102502 + loglos — l23l23)(l31 + l§2 - l%g)

- (l01l(;1 + 503163 - 11351.3)132
— (13 + 135 — 12 lozlon

= adj'(y31), (5.18)

adj,(’hz) = 2501103(l61l03 + l01l(;3)
— (Igy + I3 — 135) (orlor + loslos — lishs), (5.19)
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5. Uberfiihrung der Einstein-Hilbert-Wirkung in den Regge-Kalkiil

. 1 . . )
adj'(y23) = 5(501l01 + loslos — lishis) (1§ + 15 — 1)
1 . . .
+ 5([01[01 + 102102 — lmlm)(l%l + l§3 — Z%S)

- (lozl(;z + 1031(;3 — lzslés)lgl
— Iy + I — 133)lor lon

= adj(732), (5.20)

adj’ (ys3) = 2lo1loa(lo1loz + lorloa)
— (131 + 152 — 175) (orlor + lozloz — lholha).- (5.21)

Die Ableitung der Determinante det’(v,) liefert den folgenden Term:

det' (yap) = 2l01l02103(l(;1l02103 + loaloalos + l01l02l(;3)
— (lge + 15 — lg?,)[;lmlél(lgz + 155 — 133) + 15, - (lozlon + loslos — laslas)
— 5B+ By — ) (orlon + Tonlep — holis)
—%ﬁ%rﬁMQmMéHé4@+@«m@+m@—mm>
- ;(lé + 18, — 135) (lozlo + loslos — laslas)]
%&+@—@@m@%+%—@Hﬁwa+@m—mM
— S 1y — o) Uonn + sl — ishi)] (5.22)

Um nun die gewiinschten Terme aus der Wirkung zu erhalten, miissen die Matrizen
schlieBlich miteinander multipliziert werden. Die expliziten Ausdriicke fiir 4., und
(Yap7™)? befinden sich im Anhang A.2.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Das Ziel dieser Arbeit war es, die Einstein-Hilbert-Wirkung fiir eine spezielle Klasse

von Metriken, namlich solche mit einem Linienelement
ds* = dt* + 7;;(Z, t)da’da?,

zu berechnen und anschlieffend fiir die Behandlung im Rahmen des Regge-Kalkiils zu

diskretisieren. Das Ergebnis

SeHo = 21/ (1%171(11) + ! (%wab)Q +R— 2A> vV—ydiz
K 4 4

weist Symmetrie unter raumlichen Transformationen auf und wurde in zwei Spezialfal-

len auf seine Giiltigkeit tiberpriift. Im Falle des statischen Universums mit 4 = 0 folgt

ein Ausdruck, der in der Arbeit von [16] beziiglich seiner Einbettung in den Regge-

Kalkiil untersucht wird. Wird die Robertson-Walker-Metrik in die Wirkung eingesetzt,

ergeben sich - wie erwartet - die Friedmann-Gleichungen.

Der zweite Teil der Arbeit beschéftigte sich mit der Frage, wie diese Wirkung in eine
diskretisierte Form gebracht werden kann. Durch die vorgegebene Geometrie der Metrik
bot es sich an, die Raumzeit in drei Raumdimensionen und eine (kontinuierliche) Zeit zu
separieren. Die dreidimensionale Untermannigfaltigkeit wurde, analog zum Vorgehen
im Regge-Kalkiil, in einer mit Tetraedern triangulierten Form betrachtet. Mit einer
geeigneten Wahl des Koordinatensystems lassen sich die Terme 44,7 und (f’yab'y“bf aus
der errechneten Wirkung in Abhéangigkeit der Kantenléngen der Tetraeder schreiben.

Der nachste Schritt wére, den erzielten Ausdruck dazu zu nutzen, die zeitliche Ent-
wicklung der betrachteten Raumzeit zu studieren. Dazu kénnten numerische Analysen
benutzt werden, da zeitliche Ableitungen der Kantenléngen in die erhaltenen Terme

eingehen.

61






A. Anhang

A.1. Nachweis der Symmetrie zwischen R;; und Ry,

Vergleicht man die Terme aus (3.38) mit denen in (3.39), so stellt man fest, dass sich
drei Summanden bereits gleichen, wenn in (3.39) anstelle des Index j der Index i

geschrieben wird. Diese sind
° %ak (”Yka%‘a)a
o (%717“%1) T, und
L ffk (%Vka%a)

Es soll nun gezeigt werden, dass f";z mit %@» (’yk“%a) identisch ist. Dazu setzt man

in die Definition der Christoffel-Symbole ein und formt gemafl der Produktregel um:

Ak 9 [y

Thi = 5, <2 (OnYia + OiYka — @ﬁki)) (A1)
= ; (Wkaak%a + Y0 Aia + Y0 Vka + V" 0i ke — 7 OaYii — Vkaﬁawm-) (A.2)
- ; (%aaﬂka + Vk“aﬂka) (A.3)
= ; (5a07™ + 7" Oika ) (A.4)
- ;ai (7"ka) - (A.5)

Dieser letzte Ausdruck entspricht genau dem gesuchten Term, wenn j durch den

Index 7 ersetzt wird.

A.2. Die expliziten Werte der Einstein-Hilbert-
Wirkung im diskretisierten Fall

Die expliziten Werte fiir die Terme in der Einstein-Hilbert-Wirkung sind im Folgenden

angegeben.
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A. Anhang

Fiir 457 erhilt man:

a7 = A1 + A2 + sy
+ A1 4 Ao + Aogy
+ 3173 + Y3232 + A3 (A.6)

mit

Ayt = 2lo1lo1 - (2l02l03(l(;2103 + 102163) - det(vap)

1 /
— (1l — 3R + By — 1)) det () (A7)

A9 = lolor + loaloz — lialio - <(2(101l01 + loglos — 113113)(l32 + l§3 — 133)
1 . . .
+ 5(102[02 + l()glog — ngng)(l(Q)l + Z(Q)S — l%g)

- (1011(;1 + 102162 - l1zli2)133
— (Igy +lo2 — l%2>103l(;3)det(7ab)

1 1
- (Z(l?n + 153 — 1) (Igo + U — 135) — §(Z(2)1 + 15y — l%z)lgzz)det/(%b)) (A.8)

mwwzmm+m@—hhy«¢mm+mm—mmmé+%—%)
1 . . .
+ 5(102%2 + lozlos — l23l23)(581 + 5(2)2 — l%z)

- (1015(;1 + 503563 — ll3li3)lgg
— (181 + 185 — By)loolo2 ) det(vap)

1 1
— (G + By~ By + By — B) — 50+ By — Bl)det' () ) (A9)

Y172t = lotlor + loaloz — lializ - ((2(501101 + loglos — lislis) (1§, + I3 — 135)
(l02102 + 103103 - 123123)(Zg1 + l l%g)

i)
— (1 orlor + lo2lo2 - l12l12)l03
— (I - lf2)l03l03)det(%b)

1
- Z(lgl + lgs — U53) (lfe + U3 — 135) — 5(131 + 15y — l%zﬂ%s) det/(%b)) (A.10)

64



A.2. Die expliziten Werte der FEinstein-Hilbert-Wirkung im diskretisierten Fall

a9y = 2loalos - ((2501503(161%3 + lorlos)
- (l§1 + 133 - l%g)(lml[;l + lo3l(;3 - l13li3)>det(7ab)

1
- (lgllgs - Z(Zgl + 13 — 1%3)2)det/(’7ab)) (A.11)

Fa37™* = loalon + loslos — laalas ((2<z01z01 +loslos — lishs) () + 18 — 132)
(101101 + loalos — Liali2) (I3, + 35 — 133)

t3
— (1 02502 + loslos - 123l23)l01
— (13, - 533)101101)(1613(%17)

1
- Z(lgl + 133 — Ut3) gy + 5o — 1) — 5(@2 + 13 — 133)581>det,(’)’ab)) (A.12)

Y315 = lorlor + loslos — lizlis - ((2(501501 + lozloz — lialia) (15, + 15 — 135)
§(l02l02 + loslos — 123123)(531 + 15— 135)

— (lorlor + loslos — islis)I2,

— (161 + 15 — 133)lo2loz ) det(var)

1 :
-%4&Hé4@%+&—@%?%+@—@%ﬁam@<Am

Y327 = looloz + loslos — laslas - ((2(l01l01 + loglos — lislis) (12, + 12, — 13,)
1 . . .
+ 5(101101 + loglos — lialia) (1§ + 155 — 175)

- (102562 + 503563 — 123lé3)l(2)1
— (I + 155 — 153)101561>det(%b)

1 1
— (G By = B @+ By = By) = (B + By~ BB )det (7)) (A14)

Y339 = 2lslos - ((2101102(161102 + lorlo2)
— (I3 + 135 — 135) (onlon + Lotz — lialr) )det(yas)

1
— (1B, — 3R + By — 1)) det () (A.15)
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Auch fiir (4,47%)? ergibt sich folgender Ausdruck:

mit

(%w“b)2 —

Y11

Y12

Y13

Va1

Yoz

(%1711 + Y127 + F137"°
+ Fa17?" + A2 + Aoy
2

+ /.}/31’731 + ’3/32’732 + ’3/33’}/33>

1
ooy (madi) + usadine) +Hraadj
(det(’yab))2 <’711 J(’Yu) 712 J('YIQ) Y13 J(’Ylg)
+ Yo1adj(V21) + Fa2adj(Yo2) + Y23adj(y23)

2
+ Ja1adj(ys1) + Fs2adj(vs2) + J33ad] (733))

. . 1
: adJ(’Yn) = 2lo1lo1 - 132l33 - 1(132 + l§3 - 133)2

-adj(y12) = 501161 + 1025(;2 - 51211.2
1
: 1(131 + 155 — 135) (13, + 155 — 135)

1
R AT

cadj(ms) = lorlor + loslos — lislis
1
L, - )

1
- 5@31 + 155 — 135)15,

cadj(v21) = 101161 + 102162 - l12li2
1
: 1(1(2)1 + U5s — 133) (15, + 153 — 135)
1
R

. . 1
: adJ(”722) = 2lo2lo2 - lgllg?» - 1@31 + lgg - 133)2

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)



A.2. Die expliziten Werte der FEinstein-Hilbert-Wirkung im diskretisierten Fall

Vo3

Y31

Va2

Y33

-adj(yes) = 502162 + lo3l(;3 - l2zlé3

E
1

1
- 5(132 + I5s — 133)15

~adj(y31) = lorlor + loslos — lislis

1
A = )+
1
- 5(131 + 155 — 135)15,

-adj(y32) = loalos + loslos — laalas

1
4

1
- 5(5(2)2 + 155 — 135)13,

(131 + 165 — 133) (15, + 13,

(I + s — 1) (15, + 15, —

— i)

— I3)

1)

) . 1
-adj(ys3) = 2lo3los - l(2)1l(2]2 - 1(l(2)1 + l(QJz - l%2)2

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)
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