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EinleitungEs ist seit jeher ein Traum der Mens
hheit, mit einigen wenigen einfa
hen Gesetzen dieNatur zu bes
hreiben und zu erkl�aren, warum die Dinge gerade so sind wie sie sind. Amlei
htesten l�a�t si
h dieser Traum verwirkli
hen, wenn man die im Universum vorkom-mende Materie untersu
ht.S
hon die Grie
hen interessierten si
h f�ur den Aufbau des Universums. Sie nahmen an,da� dieses aus winzigen, unzerteilbaren Teil
hen, den sogenannten Atomen1, besteht. DieseVorstellung hat au
h heute no
h, na
h zweitausend Jahren, ni
ht an Bedeutung verloren.Allerdings entspre
hen die Atome der Grie
hen heute den bekannten Elementen, die si
hin einen Atomkern mit einer Elektronenh�ulle zerlegen lassen. Der Kern wiederum setztsi
h zusammen aus Protonen, die eine positive Elementarladung tragen und Neutronendie, wie der Name s
hon sagt, keine Ladung tragen. Aber au
h das ist no
h ni
ht alles.Obwohl man lange Zeit si
her war, damit nun die wirkli
hen Fundamentalteil
hen gefun-den zu haben, zeigte si
h 1968, da� au
h die Protonen und Neutronen wieder aus je dreiQuarks bestehen. Ob diese Quarks ebenfalls eine Substruktur haben, kann zur Zeit wederausges
hlossen, no
h best�atigt werden. Einige Experimente s
heinen auf eine Substruk-tur hinzuweisen, do
h bis jetzt ist no
h kein signi�kantes Signal aufgetreten. Zus�atzli
hzu den massebehafteten Teil
hen gibt es nat�urli
h au
h no
h die masselosen Teil
hen,wie zum Beispiel das Photon (Vermittler der elektromagnetis
hen Kraft), das Graviton(Vermittler der Gravitationskraft) und das Neutrino. Desweiteren �nden si
h no
h einigekurzlebige Teil
hen in der kosmis
hen H�ohenstrahlung. Die gro�en Bes
hleuniger k�onnenzudem no
h etli
he Teil
hen mit no
h k�urzeren Lebensdauern erzeugen.All diese vers
hiedenen Elementarteil
hen unterliegen o�enbar nur vier vers
hiedenenWe
hselwirkungen. Zum einen gibt es die Gravitationskraft, die auf alle Teil
hen wirktund unter anderem verantwortli
h daf�ur ist, da� alle Gegenst�ande, die wir fallen lassen,zu Boden gehen. Die elektromagnetis
he Kraft wirkt auf alle Teil
hen, die eine Ladung be-sitzen, und wirkt so zum Beispiel zwis
hen Elektronen und Atomkernen. Damit bestimmtsie die 
hemis
hen und physikalis
hen Eigens
haften von Festk�orpern, Fl�ussigkeiten undGasen. Sowohl die Gravitationskraft wie au
h die elektromagnetis
he Kraft haben, ver-gli
hen mit den beiden Kernkr�aften, eine gro�e Rei
hweite (vgl. Tabelle (2)). Die starkeKraft hat eine Rei
hweite von 
a. 10�15 Metern und ist im Atomkern verantwortli
h daf�ur,da� Protonen und Neutronen zusammen bleiben. Zu guter letzt gibt es no
h die s
hwa
he1Das Wort Atom leitet si
h von dem grie
his
hen Wort atomos ab und bedeutet unteilbar.



2 EinleitungTeil
henzooTeil
henart Teil
hen Ladung Masse in MeV/
2 Lebensdauer in sLepton (Spin 1/2) e -1 0,5109906 1Lepton (Spin 1/2) �e 0 < 0,0000051 1Lepton (Spin 1/2) � -1 105,658389 2; 197 � 10�6Lepton (Spin 1/2) �� 0 < 0,27 1Lepton (Spin 1/2) � -1 1777,1 2; 956 � 10�13Lepton (Spin 1/2) �� 0 < 31 1Ei
hboson (Spin 1) Gluon (g) 0 0 1Ei
hboson (Spin 1) Photon (
) 0 0 1Ei
hboson (Spin 1) W� �1 81,800 80,22Ei
hboson (Spin 1) Z0 0 92,600 91,187Baryon (Spin 1/2) p +1 938,27231 1Baryon (Spin 1/2) n 0 939,56563 887Baryon (Spin 1/2) � 0 1115,684 2; 632 � 10�10Baryon (Spin 1/2) �+ +1 1189,37 0; 799 � 10�10Baryon (Spin 1/2) �0 0 1192,55 7; 4 � 10�20Baryon (Spin 1/2) �� -1 1197,436 1; 479 � 10�10Mesonen (Spin 0) �� �1 139,56995 2; 603 � 10�8Mesonen (Spin 0) �0 0 134,9764 8; 4 � 10�17Mesonen (Spin 0) K� �1 493,677 1; 2371 � 10�8Tabelle 1: Einige Elementarteil
hen mit ihren physikalis
hen Eigens
haften.Kraft mit einer Rei
hweite unter 10�17 Metern. Diese ist zum Beispiel an dem �-Zerfallbeteiligt, der Grundlage der Kernfusion in der Sonne ist.Will man versu
hen, die Welt zu verstehen, so l�auft dies zwangsweise auf eine Art derVereinheitli
hung heraus. Letztendli
h m�o
hte man eine Theorie (GUT) haben, die alleNaturgesetze erkl�aren kann. Das bedeutet, da� es eine urspr�ungli
he Kraft gibt, die si
hin die vier beoba
htbaren Kr�afte aufsplittet.Da es in dieser Arbeit um Quantenfeldtheorie geht, sollen hierzu ein paar erkl�arendeWorte geliefert werden. Die Quantenfeldtheorie entstand auf nat�urli
he Weise, als manversu
hte, die spezielle Relativit�atstheorie mit der Quantenme
hanik zu verbinden. Na
hder Einsteins
hen Relativit�atstheorie ist die Li
htges
hwindigkeit daf�ur verantwortli
h,da� si
h kein Signal, und somit au
h keine Kraft, s
hneller als mit Li
htges
hwindig-keit ausbreiten kann. Wird also auf ein Teil
hen eine Kraft ausge�ubt (z. B. dur
h einenSto�), so bedingt die Relativit�atstheorie eine Verz�ogerung. Glei
hwohl m�ussen nat�urli
hdie klassis
hen Erhaltungss�atze wie Energie- und Impulserhaltung ihre G�ultigkeit beibe-halten. Die Vorstellung der Physiker ist nun, da� das angesto�ene Teil
hen ein Feld um



Einleitung 3si
h herum hervorruft, das den Impuls und die Energie des Sto�es aufnimmt und dur
hden Raum auf das bena
hbarte Teil
hen �ubertr�agt. Der Unters
hied der klassis
hen Me-
hanik zur Quantenme
hanik besteht darin, da� Gr�o�en wie Energie und Impuls in derQuantenme
hanik nur in diskreten Quanten auftreten k�onnen. Diese werden in der Quan-tenfeldtheorie mit elementaren Teil
hen identi�ziert. Somit erkl�art die Quantenfeldtheoriedie We
hselwirkung zwis
hen Elementarteil
hen dur
h den Austaus
h von virtuellen2, ele-mentaren Botenteil
hen.Die Rei
hweiten der vier Grundkr�afte, die in Tabelle (2) angegeben sind, ergeben si
h ausder Orts-Impuls-Uns
h�arferelation. Daraus folgt, da� die Rei
hweite einer Kraft umge-kehrt proportional zur Masse des Botenteil
hens ist. Da das Photon keine Masse besitztist die Rei
hweite der elektromagnetis
hen Kraft proportional zu 10 !1.Gravitation Elektro- starke s
hwa
heMagnetismus Kraft KraftRei
hweite 1 1 10�15m < 10�17mSt�arke GNewton e2 = 1137 g2 � 1 GFermi= 5; 9 � 10�39 = 1; 02 � 10�5Tabelle 2: Rei
hweiten der vier vers
hiedenen Grundkr�afte mit ihren St�arken, die dur
hdimensionslose Zahlen 
harakterisiert werden, die jeweils auf die g�angigen Beoba
htungs-bedingungen abgestimmt sind.S
hon immer haben Symmetrien einen gro�en Ein
u� auf die Entwi
klung physikalis
herTheorien gehabt. Viele Feldglei
hungen in der Quantenfeldtheorie werden mittels Symme-trieprinzipien aufgestellt. Dies ist eng mit dem sogenannten Noether-Theorem verbun-den. Dana
h existiert zu jeder kontinuierli
hen Symmetrie einer Feldtheorie eine erhalteneGr�o�e. Am bekanntesten sind wohl die r�aumli
hen bzw. geometris
hen Symmetrien. Allge-mein werden Symmetrien in zwei Gruppen unterteilt: die globalen und die lokalen Symme-trien. Bei globalen Symmetrien mu� eine Symmetrie-Transformation glei
hzeitig �uberallwirken. Ist eine Ei
htheorie invariant unter einer lokalen Symmetrie-Transformation, sobleibt diese au
h dann unver�andert, wenn an unters
hiedli
hen Orten und zu unters
hied-li
hen Zeiten vers
hiedene Transformationen dur
hgef�uhrt werden.Inspiriert dur
h die Eleganz der elektromagnetis
hen Theorie und der Gravitationstheorie,die dur
h die lokale Symmetrie verursa
ht wird, versu
hten C. N. Yang undR. L. Mills(und unabh�angig von ihnen au
h R. Shaw) 1954 eine Ei
htheorie f�ur die starke We
h-selwirkung aufzustellen. Dabei gingen sie von einer globalen Symmetrie, der Isospin-Symmetrie, aus und versu
hten, daraus eine lokale Theorie zu entwi
keln. Die Isospin-Symmetrie bedeutet, da� man alle Protonen im Universum dur
h Neutronen ersetzt und2Virtuell, weil die We
hselwirkungsteil
hen nur sehr kurzlebig sind.



4 Einleitungalle Neutronen dur
h Protonen, ohne da� si
h die starke We
hselwirkung �andert. Dabeisetzt man voraus, da� die positive Ladung des Protons f�ur diese Betra
htung ausges
hal-tet ist. Sie ruft nur eine geringe Abwei
hung von der exakten Isospin-Symmetrie hervor.Dur
h die Einf�uhrung von mehreren Vektorfeldern l�a�t si
h aus der globalen Symmetrieeine lokale Symmetrie ma
hen. Dies ges
hieht in Anlehnung an das elektris
he Feld. Dabeitreten neben Feldern, die das Photon bes
hreiben, au
h Felder auf, die das elektris
he undmagnetis
he Feld geladener Vektorteil
hen bes
hreiben.In der Yang-Mills-Theorie entspri
ht die lokale Symmetrie-Transformation einer Drehungdes Isospin-Vektors. Dabei ist jedo
h bei mehreren Transformationen die Reihenfolge ent-s
heidend. Man spri
ht daher von einer ni
ht-abels
hen Ei
htheorie, im Gegensatz zu einerabels
hen Ei
htheorie bei der die Reihenfolge der Transformationen beliebig ist.Quarks Leptonenu up e Elektron1. Familie d down �e Elektron Neutrino
 
harm � Myon2. Familie s strange �� Myon Neutrinot top � Tau3. Familie b bottom �� Tau NeutrinoTabelle 3: �Ubersi
ht �uber die drei Teil
henfamilien na
h dem Standardmodell.Ein gro�es Problem der Yang-Mills-Theorie in dieser Form ist, da� sie eine exakte Sym-metrie des Isospins voraussagt. Demna
h d�urfte es keine Unters
hiede zwis
hen Protonenund Neutronen geben, was aber bedingt dur
h die Protonladung ni
ht der Fall ist. Weits
hwerwiegender sind die Konsequenzen, die si
h aus einem masselosen geladenen Pho-ton ergeben. Da ein sol
hes Teil
hen ni
ht existiert, hat man den geladenen Photoneneine Masse gegeben und damit die Rei
hweite der zugeh�origen Felder einges
hr�ankt. DieMassen wurden entspre
hend ho
h gew�ahlt, so da� die Rei
hweite nur sehr kurz ist. Dieneutralen Yang-Mills-Felder hingegen haben eine gro�e Rei
hweite. Damit konnte der Un-ters
hied zwis
hen Proton und Neutron wieder erkl�art werden: er mu� in der Ladung derTeil
hen bestehen. Dur
h die bes
hriebenen Ver�anderungen der Yang-Mills-Theorie ist dielokale Isospin-Symmetrie ni
ht mehr exakt erf�ullt. Dies ist aber ein in der Natur h�au�gvorkommendes Ph�anomen.S�amtli
hes Wissen �uber die Struktur der Materie wird gegenw�artig dur
h das sogenannteStandardmodell bes
hrieben. Dieses bes
hreibt die Elementarteil
hen und drei der vierKr�afte. Obwohl es dur
h mehrere Experimente in vielen wi
htigen Punkten best�atigtwurde, hat es erhebli
he M�angel. So s
hlie�t das Standardmodell Einsteins allgemeineRelativit�atstheorie ni
ht ein. Zudem ist es gegenw�artig ein absolutes Mysterium, warum



Einleitung 5es zwei "unn�otige\ extra Familien gibt (siehe Tabelle 3), wo do
h zur Erkl�arung der imUniversum typis
herweise auftretenden Teil
hen wie Protonen, Neutronen und Elektronenallein die erste Familie gen�ugen w�urde. Passend dazu gibt es ein Zitat von Isaa
 Rabi:"Wer hat eigentli
h das Myon bestellt?\Das Higgs-Teil
hen, das laut dem Higgs-Me
hanismus daf�ur sorgt, da� die Teil
hen ihreMasse erhalten, konnte bislang ni
ht experimentell na
hgewiesen werden.
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Abbildung 1: Laufende Kopplungen f�ur das Standardmodell und das minimal supersym-metris
he Standardmodell (MSSM) mit zwei Higgs Dubletts f�ur MSUSY = MZ . MZ be-zei
hnet die Masse des Z-Bosons [34℄.In den allumfassenden Theorien l�ost die Supersymmetrie das sogenannte Hierar
hie-Problem. Die drei Ei
hkopplungen des Standardmodells sind abh�angig von der Energie-skala, bei der sie gemessen werden. Man bezei
hnet sie daher au
h als laufende Kopp-



6 Einleitunglungen. In den allumfassenden Theorien geht man davon aus, da� si
h die drei Kopplun-gen bei h�oheren Energien s
hneiden werden. Re
hnungen zeigen, da� dies beim Standard-modell ni
ht der Fall ist. Dadur
h wird erneut best�atigt, da� das Standardmodell keineendg�ultige Theorie darstellt, sondern allenfalls als Niederenergie-Limes einer allumfassen-den Theorie verstanden werden kann. Die Abbildung (1) skizziert den Verlauf der dreiEi
hkopplungen �1, �2 und �3 in Abh�angigkeit von der Skala f�ur das Standardmodellund f�ur das minimale supersymmetris
he Standardmodell. Es gibt no
h eine Vielzahl ano�enen Fragen, von denen hier nur ein paar aufgegri�en wurden.Eine Verbesserung des Standardmodells bietet die Theorie der Supersymmetrie (SUSY).Diese stellt eine Beziehung zwis
hen Teil
hen mit unters
hiedli
hen Spins her und vereintso Fermionen und Bosonen in Symmetrie-Multipletts. Ein Vorteil der lokalen Supersym-metrie ist die automatis
he Erfassung der Gravitation. Zudem rei
hen weniger Parameterzur Bes
hreibung der Elementarteil
hen aus als beim Standardmodell. Au
h wenn die Vor-hersagen weit von den experimentell beoba
htbaren entfernt sind3, ers
heint die Theorieder Supersymmetrie sehr vielverspre
hend. Um diese Theorie soll es in der vorliegendenArbeit gehen.Diese Arbeit, die im Rahmen der DESY-M�unster-Kollaboration angefertigt wurde, die1996 I. Montvay und G. M�unster ins Leben riefen, gliedert si
h in zwei Teile. In demersten Part wird zun�a
hst dur
h Kapitel 1 eine Einf�uhrung in die Theorie der Supersym-metrie gegeben. Dabei wird speziell die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie bes
hrieben.Dana
h folgt in Kapitel 2 eine Diskussion �uber Gitterphysik wobei wieder insbesonderedie N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie aufgegri�en wird. Kapitel 3 bes
h�aftigt si
h mitder Grassmann-Natur der Fermionen und nimmt insbesondere R�u
ksi
ht auf die spezielleNatur der Majorana-Fermionen. F�ur diese werden Integrationsregeln und Formeln f�ur Er-wartungswerte aufgestellt. Das na
hfolgende Kapitel 4 greift einige wi
htige Aspekte derGruppentheorie auf und bes
hreibt besonders die Gruppen SO(3) und SU(2). Der zweiteTeil des Kapitels 4 bes
h�aftigt si
h mit Regeln f�ur die Gruppenintegration SU(2) in An-lehnung an ein vonM. Creutz entwi
keltes Verfahren. Dabei stellte si
h heraus, da� f�urSU(2) abwei
hend von SU(N) zus�atzli
her Re
henaufwand erforderli
h war und, da� dasvonM. Creutz bere
hnete Verfahren ni
ht direkt f�ur N = 2 angewendet werden konnte.Diese Re
hnungen erwiesen si
h damit als komplizierter als zun�a
hst angenommen wurde.Die vorangegangenen Kapitel dienen der Vorbereitung f�ur Kapitel 5. In diesem wird eineHoppingparameter-Entwi
klung f�ur die fermionis
he Wirkung des N = 1 Super-Yang-Mills-Modells dur
hgef�uhrt. Abs
hlie�end zum analytis
hen Teil der Arbeit wird mittelsder Hoppingparameter-Entwi
klung die Masse des Gluino-Glue-Teil
hens in erster N�ahe-rung dur
h Kapitel 6 bestimmt.In dem numeris
hen Part �ndet zun�a
hst eine Einf�uhrung in Monte-Carlo-Methoden undderen Anwendung auf eine N = 1 SUSY-Yang-Mills-Theorie statt. Kapitel 7 stellt kurz3Na
h Gerard `t Hooft "war das bei der ersten Yang-Mills-Theorie 1954 au
h ni
ht anders\.



Einleitung 7das C++ Projekt, das in unserer Kollaboration dur
hgef�uhrt wurde, vor. In dem na
h-folgenden Kapitel wird dann auf unters
hiedli
hen Gittergr�o�en die String-Spannung ausdem Potential bere
hnet. Kapitel 9 bes
h�aftigt si
h mit der numeris
hen Bere
hnung derMasse des 0�+-Glueballs. Abs
hlie�end wird ein Ausbli
k auf zuk�unftige Fors
hungser-gebnisse gegeben.Im Anhang �nden si
h zun�a
hst Erg�anzungen zum analytis
hen Teil der Arbeit undim Anhang D und E weitere numeris
he Ergebnisse f�ur die String-Spannung und den0�+-Glueball.





Kapitel 1Theorie der SupersymmetrieDie Theorie der Supersymmetrie stellt eine Symmetrie zwis
hen Fermionen und Boso-nen her. Sie fordert eine Lagrangedi
hte, die invariant unter Transformationen ist, diebosonis
he und fermionis
he Freiheitsgrade mis
hen. In den supersymmetris
hen Theo-rien bilden die Fermionen und Bosonen mit glei
hen inneren Quantenzahlen sogenannteSupermultipletts. Bei einer ungebro
henen Symmetrie h�atten die Teil
hen und ihre Su-perpartner die glei
he Masse. Da dieses experimentell ni
ht best�atigt werden kann, mu�die Supersymmetrie gebro
hen sein. Das bedeutet, da� die supersymmetris
hen Partnereine wesentli
h h�ohere Masse haben als die bislang beoba
htbaren Teil
hen.1.1 Gebro
hene SupersymmetrieDie Supersymmetrie bes
hreibt Transformationen, die bosonis
he Zust�ande in fermionis
heZust�ande umwandeln und umgekehrt. Diese Transformationen werden dur
h die super-symmetris
hen Generatoren Q� vermittelt:Q�jFermioni � jBosoni; Q�jBosoni � jFermioni: (1.1)Ist eine Symmetrie spontan gebro
hen, respektiert der Generator G einer Transformati-on, die mit dem Hamilton-Operator kommutiert [H;G℄ = 0, den Grundzustand dieserSymmetrie ni
ht: Gj0i 6= 0: (1.2)Bei einer exakten Symmetrie bleibt der Grundzustand unter der Symmetrie invariant undes gilt: Gj0i = 0: (1.3)Mit Hilfe des Witten-Indexes [63℄ 4 = n0b � n0f ; (1.4)



10 KAPITEL 1. THEORIE DER SUPERSYMMETRIEl�a�t si
h eindeutig feststellen, ob die Supersymmetrie exakt oder gebro
hen ist. Dabeigeben n0b und n0f die Anzahl der bosonis
hen und fermionis
hen Zust�ande bei der EnergieE = 0 an. Bei gebro
hener Symmetrie treten alle Zust�ande gepaart auf und es gilt4 = 0.Ist die Supersymmetrie exakt, bleibt der Grundzustand ungepaart und derWitten-Indexlautet 4 = 1. Formal de�niert si
h der Witten-Index zu4 := Tr (�1)NF : (1.5)Der Operator (�1)NF , der den Teil
henzahl-Operator im Exponenten enth�alt, besitztden Eigenwert +1 wenn er auf einen bosonis
hen Zustand (Nf gerade) wirkt und denEigenwert �1 wenn er auf einen fermionis
hen Zustand (Nf ungerade) angewendet wird.Mit Hilfe des Witten-Indexes l�a�t si
h die Boson-Fermion-Regel ableiten. Diese besagt,da� die Anzahl der bosonis
hen und fermionis
hen Zust�ande in einem supersymmetris
henModell �ubereinstimmen mu�.1.2 Poin
ar�e-SuperalgebraIn diesem Abs
hnitt wird die Poin
ar�e-Superalgebra hergeleitet und die daraus resultie-renden Supermultipletts abgeleitet. Hierzu wird zun�a
hst der mathematis
he Begri� derGraduierung ben�otigt.1.2.1 GraduierungEine graduierte Algebra ist eine Algebra, die aus einem Vektorraum L besteht, der si
hin eine direkte Summe aus n Unterr�aumen Li zerlegen l�a�t:L = L0 � L1 � � � � � Ln�1: (1.6)Desweiteren mu� ein Produkt mit den folgenden Eigens
haften:xj Æ xk 2 Lj+kmodn 8xi 2 Li; (1.7)bestehen. Diese Algebra bezei
hnet man als Zn graduierte Algebra. Insbesondere gilt f�urn = 2: L = L0 � L1: (1.8)F�ur das Produkt folgt x1 Æ x2 2 L0 8x1; x2 2 L0; (1.9)x Æ y 2 L1 8x 2 L0; 8y 2 L1; (1.10)y1 Æ y2 2 L0 8y1; y2 2 L1: (1.11)Das ist die bekannte Z2 graduierte Algebra.



1.2. POINCAR�E-SUPERALGEBRA 11Ausgehend von einer Z2 graduierten Algebra gelangt man zu einer graduierten Lieal-gebra, wenn das in den Glei
hungen (1.9), (1.10) und (1.11) de�nierte Produkt au�er derGraduierung no
h die folgenden Eigens
haften hat:Supersymmetrie: xi Æ xj = � (�1)i�j xj Æ xi; (1.12)Ja
obi-Identit�at: xk Æ (xl Æ xm) (�1)k�m + xl Æ (xm Æ xk) (�1)l�k+ xm Æ (xk Æ xl) (�1)m�l = 0; (1.13)mit xi 2 Li und i = 0; 1. Das Produkt kann na
h Glei
hung (1.12) sowohl symmetris
hals au
h antisymmetris
h sein. Dieses Verhalten wird Supersymmetrie genannt.Wie s
hon ganz zu Beginn des Kapitels angedeutet wurde, stellt die Supersymmetrie eineErweiterung der Poin
ar�e-Algebra dar. Das bedeutet, da� der Unterraum L0 von den zehnGeneratoren P� und M�� aufgespannt wird. Diese Generatoren stellen mit �; � = 1; 2; 3; 4die Raum-Zeit Rotationen und Translationen dar. Der Unterraum L0 wird nun dur
hdie supersymmetris
hen Generatoren Qa, (a = 1; : : : ; 4N) erweitert. Die einfa
hste Formder Supersymmetrie stellt si
h f�ur den Fall N = 1 mit vier spinorartigen GeneratorenQa dar. Im Fall N > 1 spri
ht man von einer N -fa
h erweiterten Supersymmetrie. Daein Dira
-Spinor vier komplexe Eintr�age besitzt und somit a
ht Freiheitsgrade hat, einMajorana-Spinor jedo
h nur �uber die H�alfte der Freiheitsgrade verf�ugt, liegt es nahe, Qaals einen Majorana-Spinor aufzufassen. F�ur diesen gilt:Q = C QT ; Q = QT C: (1.14)F�ur die Produkte in und zwis
hen den beiden Unterr�aumen L0 und L1 kann man nundie folgenden Relationen ableiten. Das Produkt in dem Unterraum L0 entspri
ht demProdukt der Poin
ar�e-Algebra und es gilt:L0 � L0 ! L0 : [P �; P �℄ = 0; (1.15)[P �;M��℄ = i�g��P � � g��P ��; (1.16)[M�� ;M��℄ = �i�g��M�� � g��M�� � g��M��+g��M���: (1.17)Beim Produkt L0 � L1 m�ussen die Vertaus
hungen von Q� mit P � und M�� de�niertwerden. Im Fall der Translation kann man die triviale Transformation w�ahlen und f�ur dieLorentztransformation ergibt si
h die 4� 4 Matrix ���ab = i2 [
�; 
�℄:L0 � L1 ! L1 : [P �; Qa℄ = 0; (1.18)[M�� ; Qa℄ = ����ab Qb: (1.19)F�ur das dritte Produkt �ndet man unter Zuhilfenahme der Ja
obi-Identit�at (1.13)L1 � L1 ! L0 : �Qa; Qb	 = 2 
�ab P�: (1.20)



12 KAPITEL 1. THEORIE DER SUPERSYMMETRIEDur
h die Glei
hungen (1.15)-(1.20) ist die Poin
ar�e-Superalgebra eindeutig festgelegt.Da� diese Algebra s
hon die allgemeinste Lie-Superalgebra von Symmetrien der S-Matrixist, die konsistent mit relativistis
hen Quantenfeldtheorien ist, konnte 1975 von den Her-ren R. Haag, J. T. Lopuszanski undM. Sohnius [26℄ bewiesen werden. Zuvor hatten1967 S. Coleman und J. Mandula [15℄ ein no-go-Theorem aufgestellt, was besagt, da�die Poin
ar�e-Algebra s
hon die allgemeinste, einfa
he Liealgebra zur Bes
hreibung vonSymmetrien der S-Matrix ist. Eine Umgehung dieses no-go-Theorems unter physikalis
hsinnvollen Gesi
htspunkten gelingt nur, wenn man den Begri� der Liegruppe dur
h anti-kommutierende Generatoren erweitert. Dies wurde 1971 erstmals von Y. Golfand undE. Likhtman [23℄ dur
h die gradierten Algebren vorges
hlagen, die in diesem Kapitelbehandelt wurden.1.2.2 Weyl-SpinorenIn der Literatur ist es �ubli
h, statt Majorana-Spinoren Qa, Weyl-Spinoren QA als super-symmetris
he Generatoren zu w�ahlen:Qa = �QA�Q _A� : (1.21)Die Poin
ar�e-Superalgebra besteht dann in der indexfreien Notation aus der Poin
ar�e-Algebra (1.15)-(1.17) und [Q;P �℄ = � �Q;P �� = 0; (1.22)[Q;M�� ℄ = ��� Q; (1.23)�Q; �Q	 = 2 �� P �; (1.24)fQ;Qg = � �Q; �Q	 = 0: (1.25)1.3 Supersymmetris
hes Teil
henspektrumDie supersymmetris
hen Teil
hen leiten si
h aus den irreduziblen Darstellungen der Poin-
ar�e-Superalgebra ab.1.3.1 Casimir-OperatorenUnter einem Casimir-Operator versteht man einen Operator, der mit allen Generatorenvertaus
ht.Eine relativistis
he Verallgemeinerung des Spinvektors stellt der Pauli-Lubanski-VektorW� dar: W� = 12 ����� P �M��: (1.26)



1.3. SUPERSYMMETRISCHES TEILCHENSPEKTRUM 13Dieser Vektor erf�ullt folgende Vertaus
hungsrelation:[W�;W�℄ = i ����� P �W �: (1.27)Den Pauli-Lubanski-Vektor kann man verallgemeinern, so da� er ni
ht nur von den Ge-neratoren P und M abh�angt, sondern zudem no
h von den Spinoren Q. Die einfa
hsteM�ogli
hkeit besteht in der Bildung eines Vierervektors aus den Weyl-Spinoren Q und �Q:X� = Q�� �Q; (1.28)der dann zu W � addiert wird. W�ahlt man einen Vorfaktor von � 14 f�ur X�, so ergibt si
hY � := W � � 14 X�: (1.29)
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Abbildung 1.1: Graphis
he Darstellung des Supermultipletts.F�ur den Kommutator folgt [Y�; Y�℄ = i ����� P � Y �: (1.30)Dieser besitzt die glei
he Struktur wie die relativistis
he Drehimpulsalgebra (1.27) undnimmt im Ruhesystem P � = (m; 0; 0; 0) die folgende Form an[Y�; Y�℄ = im ���� Y �: (1.31)Den verallgemeinerten Drehimpuls 1mY nennt man Superspin. Er besitzt die Eigenwerte�Ym�2 = y(y + 1) mit y = 0; 12 ; 1; : : : : (1.32)Die supersymmetris
he Algebra besitzt damit die beiden Casimir-OperatorenP 2 = P � P� und (1.33)C2 = C�� C�� mit C�� := Y �P � � Y �P �: (1.34)



14 KAPITEL 1. THEORIE DER SUPERSYMMETRIEDie Eigenwerte von C2 lautenC2 = �2m4 y(y + 1) mit y = 0; 12 ; 1; : : : : (1.35)Somit wird jede massive Darstellung dur
h die Masse m und den Superspin y 
harakteri-siert. Innerhalb eines sol
hen Supermultipletts werden die Zust�ande na
h den Eigenwertenmy3 und ms3 des Superspins Y 3 und des Spins W 3 in z-Ri
htung klassi�ziert. Graphis
hist das Supermultiplett in Abbildung (1.1) dargestellt.1.3.2 Das 
hirale SupermultiplettDie einfa
hste Darstellung der Supersymmetrie-Algebra ergibt si
h f�ur y = 0. Dieses
hirale Supermultiplett, das in Abbildung (1.2) zu sehen ist, wird im sogenannten Wess-Zumino-Modell realisiert. Das Multiplett besteht aus einem Spin-12-Teil
hen, einem skala-ren und einem pseudoskalaren Teil
hen, die den Spin 0 haben. Ein Pseudoskalar verh�altsi
h bez�ugli
h der Lorentztransformation wie ein Skalar, �andert jedo
h bei Raumspie-gelungen sein Vorzei
hen. Das 
hirale Multiplett bes
hreibt Materiefelder: Quarks undLeptonen sowie ihre Superpartner, die Squarks und Sleptonen.
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Abbildung 1.2: Graphis
he Darstellung des 
hiralen Supermultipletts.
1.3.3 Das Vektor-SupermultiplettDie n�a
hst h�ohere Darstellung, die das Vektor-Multiplett bildet, �ndet man f�ur y = 12 .Es besteht aus zwei Spin-12-Teil
hen, einem Vektorteil
hen mit Spin 1 und einem pseudo-skalaren Teil
hen mit Spin 0. Dieses ist in Abbildung (1.3) dargestellt. Man benutzt dasVektor-Multiplett zur Bes
hreibung der Ei
hbosonen und ihrer Superpartner: Photonen,W-Bosonen, Z-Bosonen, Gluonen bzw. Photinos, Winos, Zinos und Gluinos.1.4 Darstellung im Raum der SuperfelderEine Vereinfa
hung in der Bes
hreibung von supersymmetris
hen Theorien stellt die Ein-f�uhrung des Superraum-Formalismus dar [6, 7℄. Dazu betra
htet man anstelle gew�ohnli-
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Abbildung 1.3: Graphis
he Darstellung des Vektor-Supermultipletts.
her Felder, die nur von den Raum-Zeit-Koordinaten x abh�angen, sogenannte Superfel-der S(x; �; ��), die zus�atzli
h eine Funktion der antikommutierenden Grassmann-Variablensind. Na
hdem die supersymmetris
he Algebra dur
h die Glei
hungen (1.15)-(1.20) fest-gelegt ist, kann jedes endli
he Element der zugeh�origen Gruppe ges
hrieben werden alsG(x�; �; ��) = exp �i ��Q + �� �Q� x�P��� : (1.36)Da f�ur das Produkt zweier sol
her Gruppenelemente mit Hilfe der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel folgendes gilt:G(x�; �; ��)G(a�; �; ��) = G(x� + a� � i����� + i�����; � + �; �� + ��); (1.37)ist eine supersymmetris
he Translation in dem Superraum de�niert dur
h(x�; �; ��)! (x� + a� � i����� + i�����; � + �; �� + ��): (1.38)Die Wirkung der supersymmetris
hen Algebra S(x�; �; ��) bezogen auf die Superfeldertransformiert si
h demna
h zuS(x�; �; ��) ! exp �i ��Q+ �� �Q� a�P���S(x�; �; ��); (1.39)und wird generiert dur
h P� = i ��; (1.40)i Q� = ���� � i ��� _� �� _� ��; (1.41)i �Q _� = � ���� _� + i �� ��� _� ��: (1.42)



16 KAPITEL 1. THEORIE DER SUPERSYMMETRIEDas allgemeine Superfeld F(x�; �; ��) l�a�t si
h in eine Potenzreihe in � und �� entwi
keln.Dabei treten nur Terme zweiter Ordnung in � und �� auf, da � und �� zweikomponentigeGrassmann-Variablen sind:F(x�; �; ��) = f(x) + � �(x) + �� ��(x) + � �M(x)+�� �� N(x) + � �� �� A�(x) + � � �� ��(x)+�� �� � �(x) + � � �� �� D(x): (1.43)Der Teil
hengehalt des Supermultipletts ergibt si
h aus den Komponentenfeldern. Fordertman, da� das Superfeld selbst ein Lorentzskalar ist, ergibt si
h daraus das Verhalten dereinzelnen Komponentenfelder unter Lorentztransformationen. Man �ndet dann� 4 komplexe skalare Felder: f(x), M(x), N(x), D(x),� 2 linksh�andige Weyl-Spinorfelder: �(x), �(x),� 2 re
htsh�andige Weyl-Spinorfelder: ��(x), ��(x),� 1 komplexes Vektorfeld: A�(x).Insgesamt gibt es damit 16 reelle bosonis
he und 16 reelle fermionis
he Freiheitsgrade.Dur
h die Glei
hung (1.43) hat man eine lineare Darstellung der supersymmetris
henAlgebra konstruiert. Um von der reduziblen Darstellung zu irreduziblen Darstellungenzu gelangen, betra
htet man nur sol
he Superfelder, die bestimmten kovarianten Beding-ungen gen�ugen. So k�onnen beispielsweise fermionis
he Ableitungen, die mit den auf dieSuperfelder wirkenden Generatoren antikommutieren, wie folgt de�niert werden:D� = ���� + i ��� ���� ��; (1.44)�D _� = � ���� _� + i (~�� �) _� ��: (1.45)Die erweiterten Pauli-Matrizen sind dabei gegeben dur
h ~�� 2 (1l;��1;��2;��3). Diekovarianten Ableitungen erf�ullen die folgende Algebra:fD; �Dg = �2 i �� ��; (1.46)fD;Dg = f �D; �Dg = 0: (1.47)�Uber diese Ableitungen unters
heidet man 
hirale und anti
hirale Superfelder:� 
hirales Superfeld: �D _�� = 0;� anti
hirales Superfeld: D��y = 0.



1.4. DARSTELLUNG IM RAUM DER SUPERFELDER 171.4.1 Chirale SuperfelderDie allgemeinste L�osung f�ur ein 
hirales Superfeld ist� = �(y�; �); (1.48)mit der komplexen Raumkoordinate y� = x� + i � �� ��. Die Taylorentwi
klung na
h Po-tenzen von � und �� ergibt�(y�; �) = '(y) +p2 �  (y) + � � F (y): (1.49)Dabei sind ' und F skalare Felder und  ist ein linksh�andiges Weyl-Spinor-Feld. Imreellen Superraum (x; �; ��) nimmt das 
hirale Superfeld die folgende Form an:�(x�; �; ��) = '(x) +p2 �  (x) + � � F (y) + i ��'(x) � �� ��+ip2 � �� (x) � �� �� � 12 ����'(x) � �� ��� �� ��: (1.50)Benutzt man Majorana-Fermionen anstelle der Weyl-Fermionen, so stimmt das obige Mul-tiplett mit dem Wess-Zumino-Modell [61℄ �uberein, was unter anderem in meiner Diplom-arbeit [38℄ ausf�uhrli
h diskutiert wird.1.4.2 Vektor-SuperfelderDas Vektor-Superfeld erf�ullt die folgende kovariante Bedingung:V (x; �; ��) = V y(x; �; ��): (1.51)Es besitzt zwei Weyl-Spinorfelder � und �, von denen jedes zwei komplexe Komponentenhat, also a
ht reelle fermionis
he Freiheitsgrade. Bei den bosonis
hen Feldern gibt es zweireelle Felder f und d, ein komplexes Feld M und ein reelles Vektorfeld A�. Man hat alsowieder a
ht reelle Freiheitsgrade. Das Vektor-Superfeld ist invariant unter einer speziellenEi
htransformation mit 
hiralen und anti
hiralen Feldern:V ! V 0 = V + �� + �y� : (1.52)Dabei verh�alt si
h das reelle Vektorfeld wie bei der lokalen Ei
htransformation ( (x) !ei�(x)  (x)): A� ! A� � 2��� mit � = Im': (1.53)Ebenso ist der ei
hinvariante Feldst�arketensor F�� invariant.In der Wess-Zumino-Ei
hung nimmt das Vektor-Superfeld die FormVWZ(x; �; ��) = � �� �� A� + i � � �� ��� i �� �� � � + � � �� �� D (1.54)an. Dur
h diese Ei
hung wird die Zahl der 16 Freiheitsgrade auf die H�alfte reduziert.Das Multiplett besteht dann aus einem reellen skalaren Feld D(x), einem komplexenWeyl-Spinorfeld �(x) und einem reellen Vektorfeld A�(x). Dieses werden im folgenden dieZutaten f�ur die in dieser Arbeit betra
hteten N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie sein.



18 KAPITEL 1. THEORIE DER SUPERSYMMETRIE1.5 Supersymmetris
he Lagrangedi
htenAus den vorangegangenen linearen Darstellungen der supersymmetris
hen Algebra wer-den in diesem Abs
hnitt Wirkungen konstruiert, die invariant unter supersymmetris
henTransformationen sind: S = Z d4xL mit (1.55)Æ�S = 0: (1.56)Bei der Konstruktion der supersymmetris
hen Lagrangedi
hte ist zu ber�u
ksi
htigen, da�si
h die h�o
hsten Komponenten eines Superfeldes wie Viererdivergenzen transformieren.Speziell f�ur das allgemeine Superfeld F(x; �; ��) und das 
hirale Superfeld �(y; �) sind diesegegeben dur
h: ÆD = i2 �� �� �� �� ��� �� ; (1.57)ÆF = ip2 �� (� ~�� ) : (1.58)Dabei sind � und �Weyl-spinorielle Parameter. Man unters
heidet die Felder na
h F - undD-Feldern je na
hdem, ob sie zur ������-Komponente oder zur ��-Komponente geh�oren.Verkn�upft man Superfelder mittels Addition oder Multiplikation, ergeben si
h wiederSuperfelder, von denen si
h die h�o
hste Komponente ebenfalls unter supersymmetris
henTransformationen wie eine Viererdivergenz transformiert. Das Raum-Zeit-Integral �ubereine Viererdivergenz tr�agt nur mit einem Ober
�a
hen-Term bei, der bei gen�ugend ausge-dehnten Raumberei
hen vers
hwindet. Die Lagrangedi
hte supersymmetris
her Theorienzei
hnet si
h somit dur
h die h�o
hste Komponente der Superfelder oder die h�o
hste Kom-ponente von Produkten von Superfeldern aus:L = (Superfelder) ��������� + (
hirale Superfelder) ����� y!x +HC: (1.59)Die h�o
hste Komponente ist dur
h den vertikalen Stri
h gekennzei
hnet. Um eine reelleLagrangedi
hte zu erhalten, werden zum S
hlu� no
h alle hermites
h konjugierten Termeaddiert.Konstruiert man eine Lagrangedi
hte aus F -Termen von 
hiralen Superfeldern und D-Termen von Vektorsuperfeldern, so ist die zugeh�orige Wirkung automatis
h invariant.Die Lagrangedi
hte f�ur Vektor-Superfelder wird, ausgehend von dem supersymmetris
henFeldst�arketensor WA(y; �; ��) = �14 (D �D)DA V (x; �; ��); (1.60)konstruiert zu L = 14WAWA����� y!x +HC: (1.61)



1.6. NICHT-ABELSCHE EICHTHEORIE: YANG-MILLS-THEORIE 19Mit V (x; �; ��) wird das supersymmetris
he Potential bes
hrieben. Betra
htet man dieh�o
hste Komponente von WAWA, ergibt si
h na
h einigen Umformungen die Lagrange-di
hte zu L = � i2 �� �� �� + � ~�� ���� 14 F��F �� + 2D2: (1.62)Diese Lagrangedi
hte ist wegen der Ei
hinvarianz der masselosen Felder �; F�� und Debenfalls ei
hinvariant. Die Ei
hinvarianz wird zerst�ort, wenn ein Massenterm der FormLm := m22 A�A� (1.63)hinzugef�ugt wird.1.6 Ni
ht-abels
he Ei
htheorie: Yang-Mills-TheorieZur Vorbereitung auf die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie wird zun�a
hst ein kurzer Ein-bli
k in die gew�ohnli
he Yang-Mills-Theorie gegeben (siehe z. B. [49℄).In der Yang-Mills-Theorie wird der Feldst�arke-Tensor bes
hrieben dur
h:F a�� = ��Aa� � ��Aa� + g0fab
Ab�A
� : (1.64)Dabei ist g0 die na
kte Kopplungskonstante und fab
 die Strukturkonstante f�ur eine unit�areEi
hgruppe G. Ein Element g aus G kann mittels Generatoren parametrisiert werden zug = ei!aTa: (1.65)Die hermites
hen Matrizen T a stellen die Generatoren der Gruppe dar und !a sind Para-meter. Die Strukturkonstanten werden �uber die Kommutatorrelation de�niert:[T a; T b℄ = ifab
T 
: (1.66)Die Generatoren sind in der Regel orthonormiert und es giltTr �T aT b� = 12 Æab: (1.67)F�ur die Gruppe SU(2) werden die Generatoren dur
h die Pauli-Matrizen de�niertT a = 12�a; (1.68)fab
 = �ab
: (1.69)Die kovariante Ableitung ist in der ni
ht-abels
hen Theorie de�niert dur
h(D�F��)a = ��F a�� + g0fab
Ab�F 
�� : (1.70)



20 KAPITEL 1. THEORIE DER SUPERSYMMETRIEMit Hilfe der Gruppengeneratoren werden A� und F�� wie folgt de�niert:A� = �igAa�T a; (1.71)F�� = �igF a��T a (1.72)oder umgekehrt Aa� = 2 ig Tr (T aA�) : (1.73)Dr�u
kt man F�� dur
h A� aus gilt:F�� = ��A� � ��A� + [A�; A�℄: (1.74)S
hlie�li
h ergibt si
h f�ur die Yang-Mills-WirkungSYM = � 12g2 Z d4xTrF��F�� = 14 Z d4xF a��F a��: (1.75)Im ni
ht-abels
hen Fall wird eine Ei
htransformation de�niert dur
h die Abbildung desRaums auf die Ei
hgruppe. Mit jedem Punkt wird ein Gruppenelement g(x) assoziiert.Das Matrixpotential transformiert si
h dann unter einer Ei
htransformation zuA� 7! g�1A�g + ig0g�1��g: (1.76)Der Feldst�arketensor verh�alt si
h unter Ei
htransformationen wie:F�� 7! g�1F��g: (1.77)1.7 N = 1 Super-Yang-Mills-TheorieDie Wirkung f�ur eine N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie hat formal �Ahnli
hkeit mit derWirkung der Quanten
hromodynamik. Allerdings bes
hreibt die supersymmetris
he Theo-rie Gluinos und Gluonen. Dies f�uhrt dazu, da� man in der Wirkung einen gew�ohnli
henEi
hanteil und einen Anteil f�ur das Majorana-Fermion in der adjungierten Darstellung�ndet. Die Wirkung formuliert si
h dann wie folgt:L = �14 F a��F ��a + i2  a
�D� a: (1.78)Die kovariante Ableitung D� de�niert si
h analog zum ni
ht-supersymmetris
hen Fall, derin Glei
hung (1.70) behandelt wird:D� a = �� a + g fab
Ab�  
: (1.79)



1.7. N = 1 SUPER-YANG-MILLS-THEORIE 21Die in Glei
hung (1.78) angegebene Lagrangedi
hte bes
hreibt eine gew�ohnli
he SU(2)Yang-Mills-Theorie mit einem Majorana-Fermion in der adjungierten Darstellung. Wies
hon aus dem vorangegangenen allgemeinen Teil �uber Supersymmetrie bekannt ist, wirddie Supersymmetrie gebro
hen, wenn man den Teil
hen eine Masse gibt. F�ur das Gluinoentspr�a
he das einem Massenterm der FormLm = m~g �  � : (1.80)Dadur
h wird die Supersymmetrie wei
h gebro
hen, was bedeutet, da� elementare Ei-gens
haften, wie zum Beispiel das Ni
ht-Renormierungs-Theorem und die Aufhebung vonDivergenzen, erhalten bleiben.Betra
htet man no
hmal den masselosen Fall m~g = 0, so ist die N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie invariant unter der 
hiralen U(1)-Transformation: ! e�i�
5 ;  !  e�i�
5 : (1.81)Im Superraum entspri
ht dies einer Transformation der Superkoordinaten � und ���A ! ei��A; ��! e�i� ��: (1.82)Diese Symmetrie besitzt in der quantentheoretis
hen Bes
hreibung eine Anomalie, so da�der zugeh�orige Noether-Strom j5� =  
�
5 ni
ht erhalten ist. Im Fall einer SU(N
)-Theorie bleibt jedo
h f�ur den anomalen Strom eine Z2N
 Symmetrie �ubrig:� = �k = k�N
 mit k = 0; 1; : : : ; 2N
 � 1: (1.83)Desweiteren bri
ht, analog zur QCD, ein ni
ht-vers
hwindendes Gluino-Kondensath��i 6= 0; (1.84)die verbleibende Z2N
 Symmetrie weiter auf eine Z2 Symmetrie �! �� herunter. Es gibtau
h Argumente, die f�ur eine 
hiral-symmetris
he Phase mit vers
hwindendem Gluino-Kondensat spre
hen [33, 52℄.Instanton-Re
hnungen zeigen, da� es im Fall SU(2) zwei entartete Grundzust�ande gibt,die si
h im Vorzei
hen des Gluino-Kondensats unters
heiden [3℄. Hat man nun eine von nullvers
hiedene Gluino-Masse, so wird je na
h Vorzei
hen der eine oder der andere Zustandeingenommen. Beim �Ubergang m~g ! 0 erwartet man daher einen Phasen�ubergang ersterOrdnung.1.7.1 Supersymmetris
he TransformationenDie aus der Glei
hung (1.78) folgende Wirkung ist invariant unter den folgenden super-symmetris
hen Transformationen:ÆAa� = 2 i � 
�  a; (1.85)Æ a = �i ���F ��a �; (1.86)Æ a = i � ���F ��a: (1.87)



22 KAPITEL 1. THEORIE DER SUPERSYMMETRIEDabei ist � ein Raum-Zeit-unabh�angiger antikommutierender Majorana-Spinor. Ein de-taillierter Beweis �ndet si
h in meiner Diplomarbeit [38℄.F�uhrt man eine imagin�are Zeit ein, um so in den euklidis
hen Raum �uberzugehen, ge-langt man zu der euklidis
hen Lagrangedi
hte:L = 14 F a��F ��a + 12  a
�D� a: (1.88)1.7.2 MassenmultiplettsZur Bes
hreibung von Symmetrien und Niederenergie-Spektren ist es sinnvoll, e�ektiveWirkungen, die aus geeigneten farblosen Operatoren zusammengesetzt sind, auszunutzen.Bei einer vers
hwindenden Gluino-Masse m~g = 0, wodur
h der supersymmetris
he Punktde�niert ist, erwartet man analog zur Quanten
hromodynamik farblose Bindungszust�andezwis
hen Gluonen und/oder Gluinos, die supersymmetris
he Multipletts bilden.Das niedrigste Supermultiplett besteht na
h der e�ektiven Wirkung von G. Venezianound S. Yankielowi
z [59℄ aus den folgenden Teil
hen:1.  
5 ' pseudoskalares Boson, das si
h aus zwei Gluinos zusammensetzt. Es besitztdie Masse m0�~g~g und hat den Spin 0. In der Quanten
hromodynamik (QCD) gibt eseinen analogen Zustand, der mit � 0 bezei
hnet wird. Analog erh�alt das supersym-metris
he Teil
hen den Namen: a� � 0, wobei das a f�ur die adjungierte Darstellungsteht.2.   ' skalares Boson, das ebenfalls aus zwei Gluinos besteht und den Spin 0 hat.Die Masse betr�agt m0+~g~g . In Analogie zur QCD bekommt das Teil
hen den Namena� f0.3. F�����  ' Majorana-Fermion, das aus einem Gluon und einem Gluino besteht undden Spin 12 hat. Die Masse lautet mg~g. F�ur dieses Teil
hen gibt es kein Analogon inder QCD, man bezei
hnet den Zustand au
h als Gluino-Glueball.Das Problem der Veneziano-Yankielowi
z-Wirkung ist, da� sie keine dynamis
henFreiheitsgrade enth�alt, die rein gluonis
hen Gr�o�en entspre
hen. Es gibt aber keine physi-kalis
he Begr�undung, warum es ni
ht au
h Gluon-Gluon-Zust�ande (sogenannte Glueballs)geben sollte. Desweiteren werden dynamis
he E�ekte verna
hl�assigt, die dur
h die Kopp-lung von Glueb�allen an a� � 0 und a� f0 Zust�anden auftreten k�onnen.Die L�osung besteht in einer e�ektiven Wirkung vonG. R. Farrar, G. Gabadadze undM. S
hwetz [22℄, die aus zwei 
hiralen Supermultiplett-Operatoren besteht. Diese Wir-kung sagt zwei vers
hiedene Multipletts voraus, in denen die Massen der einzelnen Teil-
hen jeweils �ubereinstimmen. Die beiden Multipletts selbst haben vers
hiedene Massen;



1.8. EXPERIMENTELLE BEOBACHTUNGEN 23es gibt ein lei
htes und ein s
hweres Multiplett. Letzteres stimmt mit dem Veneziano-Yankielowi
z-Multiplett �uberein. Das lei
htere Supermultiplett besteht aus den Teil-
hen:1. F��F �� ' 0+ Glueball,2. F�������F �� ' 0� Glueball,3. Gluino-Glueball-Grundzustand, in Analogie zur Veneziano-Yankielowi
z-Wir-kung.Dur
h die Einf�uhrung einer ni
ht-vers
hwindenden Gluino-Massem~g 6= 0, wird die Super-symmetrie wei
h gebro
hen und die beiden Supermultipletts spalten in ihre unters
hied-li
hen Massen auf. Dies ist in Abbildung (1.4) zu sehen.
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0 m~gAbbildung 1.4: Graphis
he Darstellung der Massen na
h der e�ektiven Wirkung von G.R. Farrar, G. Gabadadze und M. S
hwetz.
1.8 Experimentelle Beoba
htungenNa
h den einleitenden Abs
hnitten �uber Supersymmetrie mag es verwundern, da� es bis-lang keine eindeutigen experimentellen Resultate gibt, die die Supersymmetrie best�atigen.Bislang ist es so, da� es zwar einige Hinweise gibt, die zeigen, da� das Standardmodellunzul�angli
h ist und die si
h mit Hilfe von supersymmetris
hen Theorien erkl�aren lassen,es konnten aber no
h keine supersymmetris
hen Teil
hen experimentell in Bes
hleunigern
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hgewiesen werden. Die experimentelle Best�atigung der Supersymmetrie soll im Jahre2005 erfolgen. Dann wird der 27 km lange, kreisf�ormige Tunnel unter der franz�osis
h-s
hweizeris
hen Grenze bei Genf fertig gebaut sein. Mit diesem Detektor (LHC = LargeHadron Collider) sollen Protonen mit 99,999999 Prozent der Li
htges
hwindigkeit frontalzusammenprallen. Die dadur
h hervorgerufenen Quarkkollisionen haben si
h s
hon einmal10�12 Sekunden na
h dem Urknall ereignet. Man erho�t si
h damit Hinweise auf super-symmetris
he Teil
hen und das Higgs-Boson. Der LHC wird einen Energieberei
h von 14TeV abde
ken. Details �nden si
h in [5℄.Ein sehr interessantes, ganz aktuelles Ergebnis konnte ein internationales Fors
herteamam Brookhaven National Laboratory in Upton/New York vor kurzem bekannt geben. Ineinem dreij�ahrigen Experiment haben Wissens
haftler aus den USA, Ru�land, Japan undDeuts
hland am Brookhaven National Laboratory die Spin-Anomalie des Myons genauerals je zuvor bestimmt. Dabei ergab si
h ein verbl�u�endes Ergebnis, denn der Wert wargeringf�ugig gr�o�er als die theoretis
h bere
hnete Spin-Anomalie, die mit Hilfe des Stan-dardmodells ermittelt wurde. Legt man supersymmetris
he Re
hnungen zugrunde, l�a�tsi
h diese Abwei
hung dur
h supersymmetris
he Teil
hen erkl�aren.Bei der Su
he na
h den supersymmetris
hen Partnern der elektros
hwa
hen Ei
hboso-nen und Higgs-Bosonen, den Charginos und Neutralinos, s
haut man si
h die Reaktionenbei Elektron-Positron-Kollisionen an. Dort werden Charginos und Neutralinos paarwei-se erzeugt: e+e� ! ~�+ ~�� und ~�0 ~�0. Da sie in ni
ht-detektierbare lei
htere Neutralinoszerfallen, su
ht man bei Chargino-Ereignissen na
h Leptonpaaren plus einer fehlendenEnergie. Die untere Massengrenze, die auf diese Weise bei dem LEP (Large Ele
tron-Positron Collider) gewonnen wurde, liegt bei m(~��) � 100 GeV [27℄.Ein gro�es Interesse gilt dem lei
htesten Neutralino ~�01, da dieses Teil
hen ein bevorzug-ter Kandidat f�ur kalte dunkle Materie im Universum ist [20℄. F�ur dieses Teil
hen kannman aufbauend auf theoretis
hen �Uberlegungen eine Massengrenze von m(~�01) � 37 GeVangeben.Die Sleptonen werden auf dem glei
hen Weg erzeugt wie im vorangegangenen Fall: e+e� !~l+~l�. Die Massengrenzen stimmen daher ungef�ahr mit den Charginos �uberein.Die Squarks und Gluinos tragen Farbladungen und lassen si
h daher in Hadron
ollidernerzeugen. Wieder ist das Hauptmerkmal ihrer Entde
kung die fehlende Energie und derfehlende Impuls. Gegenw�artig liegen die Grenzen bei m(~q) � m(~g) � 200 GeV.Ein gro�er Vorteil der Supersymmetrie ist die Einbindung der Gravitation. Dur
h die loka-le Ei
hinvarianz wird die Einf�uhrung von masselosen Vektorfeldern erzwungen. �Ubertr�agtman dieses Konzept auf die Supersymmetrie, so erzwingt dies die Existenz eines Spin-32-Feldes und eines masselosen Spin-2-Feldes. Dieses Spin-2-Feld kann mit dem Gravitations-feld identi�ziert werden. Dadur
h stellt die Supersymmetrie eine ni
ht-triviale Verbindungzwis
hen Elementarteil
hen und Gravitation dar.
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hlie�li
h l�a�t si
h der im Standardmodell k�unstli
h eingef�uhrte Higgs-Me
hanismus insupersymmetris
hen Theorien dynamis
h ableiten. Die supersymmetris
hen Partner derHiggs-Teil
hen erlauben zudem weitere Me
hanismen des Proton-Zerfalls, so da� die theo-retis
h erwartete Lebensdauer des Protons mit den experimentellen Befunden �uberein-stimmt. Ohne den Austaus
h der supersymmetris
hen Teil
hen liegen die theoretis
henVorhersagen weit �uber dem experimentellen Sensitivit�atsberei
h.





Kapitel 2Supersymmetris
he Feldtheorien aufdem GitterDie Quanten
hromodynamik, die die We
hselwirkung zwis
hen den Quarks bes
hreibt,sollte au
h den Quark-Eins
hlu� erkl�aren. Die Su
he na
h einer theoretis
hen Erkl�arung,warum die Quarks nie einzeln, sondern nur als Bestandteil des Protons und vieler an-derer Elementarteil
hen auftreten, wird dur
h die komplizierte mathematis
he Strukturder QCD sehr ers
hwert. F�ur gew�ohnli
h werden Probleme dieser Art bew�altigt, indemman st�orungstheoretis
he Re
hnungen anstellt, um so genaue L�osungen zu erhalten. F�urdie Bes
hreibung des Farbfeldes zwis
hen zwei Quarks l�a�t si
h die Feldst�arke mit einerSt�orungsreihe jedo
h ni
ht beliebig genau n�ahern. Der Grund ist, da� die St�orungsrei-he ni
ht wie sonst �ubli
h gegen einen konstanten Wert konvergiert. Da die Korrektu-ren f�ur die Vakuum
uktuationen ni
ht mit zunehmender Ordnung vers
hwinden, k�onnensol
he Prozesse ni
ht st�orungstheoretis
h bere
hnet werden. Eine Methode, die kom-plexen Fluktuationen des quantenme
hanis
hen Feldes zu ber�u
ksi
htigen, wurde 1974 vonK. G. Wilson mit der Gitterei
htheorie eingef�uhrt. Ausgangspunkt ist dabei ein vierdi-mensionales kubis
hes Gitter in Raum und Zeit. Dur
h den �Ubergang zu einer diskretenRaum-Zeit k�onnen nun Re
hnungen dur
hgef�uhrt werden, die im Kontinuum unm�ogli
hsind. Nat�urli
h mu� diese Regularisierung sp�ater wieder r�u
kg�angig gema
ht werden, in-dem man dur
h Verkleinern des Gitterabstandes zur Kontinuumsphysik zur�u
kkehrt. Dieentspre
henden Teil
hen werden in der Gittertheorie auf den Gitterpl�atzen de�niert, wo-hingegen die Feldst�arken auss
hlie�li
h auf den Verbindungslinien leben.Die Gitterformulierung stellt eine sehr gute M�ogli
hkeit dar, Quantenfeldtheorien ni
ht-perturbativ zu untersu
hen. Insbesondere wird der enge Zusammenhang zwis
hen Feld-theorie und statistis
her Physik wegen der Pfadintegraldarstellung na
h Feynman dur
hdas Gitter si
htbar.Damit eine Theorie auf dem Gitter bes
hrieben werden kann, mu� man von der min-kowskis
hen Form der Wirkung �ubergehen zur euklidis
hen Formulierung, in der man dieimagin�are Zeit einf�uhrt. In der euklidis
hen Raum-Zeit ist ein Pfadintegral �aquivalentzur Zustandssumme eines analogen statistis
hen Systems. K. G. Wilson`s Formulierung



28 KAPITEL 2. SUPERSYMMETRISCHE FELDTHEORIEN AUF DEM GITTERberuht auf dem Konzept von Ei
hfeldern als pfadabh�angige Phasenfaktoren. Bei einerni
ht-abels
hen Ei
htheorie assoziiert man mit jedem Weg ein Element der Ei
hgruppe.Betra
htet man einen Weg x�(s); s 2 [0; 1℄ (2.1)der dur
h s parametrisiert ist, kann man ein Gruppenelement f�ur den Anteil des Wegesvon x�(0) bis x�(s) dur
h folgende Glei
hung de�nieren:ddsU(s) = �dx�ds A�(x�(s))U(s): (2.2)Mit der Anfangsbedingung U(0) = 1; (2.3)ergibt si
h die L�osung von Glei
hung (2.2) na
h Dyson`s Formel zuU(s) = P e� R s0 ds dx�ds A� (2.4)� P e� R s0 dx�A�: (2.5)Dur
h das P wird gekennzei
hnet, da� es si
h hier um pfadgeordnete Integrale f�ur dieni
ht-kommutierenden Matrizen A� handelt.Unter einer lokalen Ei
htransformation transformiert si
h U(s) wie folgtU(s) 7! g�1 (x�(s)) U(s) g (x�(0)) : (2.6)2.1 Der GitterformalismusUm �uber die St�orungstheorie hinaus zu gehen, nutzt man die Pfadintegral-Formulierungvon Quantenfeldtheorien. Man kann sie dann in ein Problem aus der statistis
hen Me-
hanik �uberf�uhren. F�ur diesen Zwe
k mu� man von der realen Zeit zur imagin�aren Zeit�ubergehen, t ! �it. Mit Hilfe dieses euklidis
hen Tri
ks verwandelt si
h der Phasenfak-tor exp(�iS) einer gegebenen Feldkon�guration in ein reelles Gewi
ht, das bereits alsein klassis
hes Boltzmann-Gewi
ht interpretiert werden kann. Die Vorgehensweise ist da-her wie folgt: Man bestimmt das Pfadintegral dur
h die Erzeugung eines repr�asentativenEnsembles von Feldkon�gurationen, die der Boltzmann-Verteilung gen�ugenP (�) ' e�S[�℄: (2.7)Dieses ges
hieht dur
h einen sto
hastis
hen Proze�. In diesem Ensemble k�onnen nun Ob-servablen "gemessen\ werden. Die Diskretisierung der Raum-Zeit impliziert eine Gitter-regularisierung und daher eine passende De�nition der eigentli
hen Kontinuumstheorie.Auf einem hyperkubis
hen Gitter� = aZ = �x����x�a 2 Z� (2.8)



2.1. DER GITTERFORMALISMUS 29mit der Gitterkonstanten a werden die skalaren Felder f(x) nur auf den Gitterpl�atzende�niert.Im Gegensatz zur Kontinuumsableitung gibt es auf dem Gitter sowohl eine Vorw�arts- wieau
h eine R�u
kw�arts-Ableitung4f�f(x) := 1a�f(x+ â�)� f(x)�; (2.9)4b�f(x) := 1a�f(x)� f(x� a�̂)�: (2.10)Dabei bes
hreibt �̂ einen Einheitsvektor in �-Ri
htung (� 2 f1; 2; 3; 4g).

Gitterabstand a- �̂6̂� -U�(x) -6�?U��(x)
Abbildung 2.1: Anordnung der Ei
hfelder auf dem Gitter. Mit di
ken Linienist eine Linkvariable U�(x) und eine Plaquette UP = U��(x) dargestellt. �̂ und�̂ geben die Einheitsvektoren in Ri
htung � und � an.Im Gegensatz zum Kontinuum, wo die Ei
hfelder als Paralleltransporter entlang in�ni-tesimaler Distanzen de�niert sind, ist die kleinstm�ogli
he Distanz auf dem Gitter dieGitterkonstante a. Die elementaren Paralleltransporter auf dem Gitter sind daher die, diemit den Verbindungen assoziiert werden, die n�a
hste Na
hbargitterpunkte miteinanderverbinden. Ein Paralleltransporter wird ges
hrieben alsU�(x) = U(x + a�̂; x) 2 Ei
hgruppe; (2.11)und erf�ullt U(x; y) = U�1(y; x) = U y(y; x): (2.12)Dazu kann man folgende graphis
he Darstellung verwenden:s s-x x+a�̂U�(x) s s�x x+a�̂U y�(x)



30 KAPITEL 2. SUPERSYMMETRISCHE FELDTHEORIEN AUF DEM GITTERDe�niert man den Paralleltransporter au
h f�ur negative Ri
htungen, gilt analog:U��(x) � U(x� a�̂; x) = U y�(x� a�̂): (2.13)s s�x�a�̂ xU��(x)2.2 Gitterei
htheorieDie Gitterformulierung f�ur die reine Ei
hwirkung wurde zuerst von K. G. Wilson formu-liert. Analog zum Kontinuum, wo zur Bere
hnung des Feldst�arketensors das Integral (2.5)auf einem in�nitesimalen Re
hte
k der Gr�o�e dx � dy ausgewertet wird, betra
htet manauf dem Gitter das kleinst m�ogli
he Re
hte
k. Dieses Re
hte
k mit den E
kpunktenx; x+a�̂; x+a�̂+a�̂ und x+a�̂ (�; � 2 f1; 2; 3; 4g) ist zum Beispiel in Abbildung (2.1)zu sehen. Die dur
h das Re
hte
k de�nierte Plaquette lautetUP = U�� = U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x + a�̂)U�(x): (2.14)
t
s s

s- 6�?x
x+a�̂

x+a�̂U�(x) U�(x + a�̂) ,U y�(x+ a�̂)U y�(x)
F�ur negative Ri
htungen hat man analogU����(x) = U y��(x)U y��(x� a�̂)U��(x� a�̂)U��(x)= U�(x� a�̂)U�(x� a�̂ � a�̂)U y�(x� a�̂� a�̂)U y�(x� a�̂): (2.15)

s
s t

s- 6�?x�a�̂�a�̂
x�a�̂

x�a�̂
x

U y��(x� a�̂)U
y��(x)U��(x)U��(x� a�̂)



2.2. GITTEREICHTHEORIE 31Damit lautet die Wilson-Wirkung f�ur ein SU(N) Ei
hfeldS[U ℄ = � �XP � 12Tr 1l �TrUP + TrU�1P �� 1�= �XP �1� 1NReTrUP� : (2.16)Die Summe �uber alle Plaquetten P geht nur �uber Plaquetten mit der glei
hen Orientie-rung: XP � Xx X1��<��4 : (2.17)Mit U�(x) � e�aA�(x) = 1l� aA�(x) + a22 A�(x)2 � � � � ; (2.18)A�(x + a�̂) = A�(x) + a4f�A�(x); (2.19)und der Campbell-Baker-Hausdorff-Formelex ey = ex+y+ 12 [x;y℄+���; (2.20)zeigt man U��(x) = e�a2G��(x): (2.21)Dabei ist G�� gegeben dur
h: G��(x) = F��(x) +O(a): (2.22)Der Feldst�arketensor de�niert si
h auf dem Gitter analog zum Kontinuum dur
hF��(x) = 4f�A�(x) +4f�A�(x) + [A�(x); A�(x)℄: (2.23)Entwi
kelt man nun die Gitterwirkung (2.16) na
h der Gitterkonstanten a, so erh�alt manTr �UP + U�1P � = 2Tr 1l + a4TrF��(x)2 +O(a5): (2.24)Die Spur �uber das Quadrat des Feldst�arketensors kann umges
hrieben werden zuXP TrF��(x)2 = 12 Xx;�;�TrF��(x)2: (2.25)



32 KAPITEL 2. SUPERSYMMETRISCHE FELDTHEORIEN AUF DEM GITTERDamit folgt f�ur die Wilson-WirkungS = � �4N Xx a4 Tr (F��(x)F ��(x)) +O(a5): (2.26)Die Gitterwirkung geht somit im Limes a 7! 0 �uber in die Kontinuumstheorie, wenn� = 2Ng2 (2.27)gilt. Mit g wird die na
kte Kopplungskonstante der Gittertheorie bezei
hnet.2.3 Nielsen-Ninomiya-TheoremNa
hdem nun mit Glei
hung (2.16) die Wirkung f�ur das Ei
hfeld in diskreter Form vor-liegt, mu� no
h der fermionis
he Teil der Wirkung diskretisiert werden. Bringt man aberFermionen auf ein Gitter, so stellt si
h einem immer das Fermionverdopplungs-Problem:Statt einem Fermion erh�alt man 2d Fermionen auf dem Gitter, wobei d die Anzahl der Di-mensionen bezei
hnet. Betra
htet man zum Beispiel das 3+ 1 dimensionale naive Modellder Weyl-Glei
hung auf dem Gitter und startet mit der Weyl-Glei
hung im Kontinuum,so ist diese gegeben dur
h: i ��t u(~x) = 1i ~� �u(~x)�~x : (2.28)In der naiven Diskretisierung in der man die Ableitungen dur
h Di�erenzen ersetzt, gehtdie Glei
hung (2.28) �uber in1i ��t u(~x) = 3Xi=1 12i �i fu(~x+ ~ni)� u(~x� ~ni)g : (2.29)In der Impulsdarstellung erh�alt man die folgende Glei
hungi ��t ~u(~p) = 3Xi=1 �i sin(pi) ~u(~p): (2.30)Der Term �i sin(pi) entspri
ht dem r�aumli
hen Anteil des inversen Fermionpropagators.Dieser ist wegen der sin-Funktion eine periodis
he Funktion mit der Periode 2�. Be-s
hr�ankt man si
h auf eine Brillouin-Zone von ��; � � � ;+� stellt si
h einem das fol-gende Problem: Da ein Teil
hen zu den Nullstellen des inversen Propagators korrespon-diert und die sin-Funktion au�er bei p = 0 au
h no
h Nullstellen an den E
ken derBrillouin-Zone hat, gibt es auf dem Gitter nun statt einem Fermion a
ht Fermionen2.1Bei diesem Beispiel wird nur der Raum diskretisiert, die Zeit bleibt kontinuierli
h.2Die Punkte �� und +� sind identis
h.



2.3. NIELSEN-NINOMIYA-THEOREM 33In vier Dimensionen hat man ni
ht nur Pole bei p = (0; 0; 0; 0) sondern au
h no
h beip = (�; 0; 0; 0); � � � (�; �; �; �). Das sind insgesamt 16 Pole und damit 16 Fermionen. EineM�ogli
hkeit, dieses Problem zu l�osen, besteht in der Wahl eines inversen Propagators,der einen endli
hen Sprung �uber der Impulsa
hse hat. Dies impliziert jedo
h eine ni
ht-lokale Gitterwirkung. Ni
htlokalit�aten weisen bei der numeris
hen Implementierung erheb-li
he S
hwierigkeiten auf und man ist daher bem�uht sol
he Wirkungen zu vermeiden. ImWilson-Formalismus wird dieses Problem mit Hilfe des sogenannten Wilson-Parameters rgel�ost. Dieser wird in den na
hfolgenden Re
hnungen auf 1 �xiert. Dur
h die Einf�uhrungeines Wilson-Terms werden die Fermion-Doppler im Kontinuumslimes beseitigt. Dabeigibt man den zus�atzli
hen Fermionen eine Masse, die proportional zur inversen Gitter-konstanten a ist. Im Kontinuumslimes a ! 0 werden diese Massen dann unendli
h gro�und vers
hwinden somit aus dem Spektrum. Die Einf�uhrung sol
h eines Massentermsbri
ht nat�urli
h explizit die 
hirale Symmetrie der Wirkung.Das Fazit des oben Bepro
henen ist, da� eine Regularisierung von Theorien mit Weyl-Fermionen, zum Beispiel dur
h das Gitter, erhebli
he S
hwierigkeiten bereitet. Na
hH. B. Nielsen und M. Ninomiya [47, 48℄ gibt es ein no-go Theorem f�ur die Regu-larisierung des 
hiralen Teils des Standardmodells. F�ur die �Ubertragung der s
hwa
henWe
hselwirkung auf das Gitter ist unter einigen wenigen milden Annahmen das Auftau-
hen von glei
h vielen re
hts- und links-h�andigen Weyl-Fermionen eine unvermeidbareKonsequenz der Gittertheorie. Diese Annahmen bzw. Voraussetzungen, die �uber die Wir-kung gema
ht werden, lauten wie folgt:� Lokalit�at der We
hselwirkung: Der Hamilton-Operator H(~x� ~y) geht s
hnell genuggegen null wenn j~x� ~yj gro� wird in dem Sinne, da� die Fouriertransformierte vonH(x) eine kontinuierli
he erste Ableitung hat.� Translations-Invarianz auf dem Gitter.� Hermitezit�at des N �N Hamilton-Operators.Die Konsequenz des no-go Theorems f�ur die Gitter QCD ist, da� die 
hirale Invarianzni
ht erhalten werden kann. Unter 
hiraler Symmetrie versteht man im masselosen Falldie Invarianz unter der Transformation 7! ei�
5 ; mit 
5 = 
1
2
3
4: (2.31)Na
h dem Noether-Theorem ist damit ein erhaltener Stromj5� =  
�
5 (2.32)verbunden.



34 KAPITEL 2. SUPERSYMMETRISCHE FELDTHEORIEN AUF DEM GITTER2.4 Konstruktion der Gitterwirkung f�ur Majorana-FermionenF�ur die Bes
hreibung einer Yang-Mills-Theorie mit einem Majorana-Fermion auf demGitter bietet si
h zun�a
hst eine Betra
htung der glei
hen Theorie mit gew�ohnli
hen Dira
-Fermionen an [40℄. Die Gitterwirkung ist dann f�ur die Formulierung mit Wilson-Fermionenaus [43℄ gut bekannt. Bezei
hnet man die fermionis
hen Grassmann-Felder in der adjun-gierten Darstellung mit  a(x) und  a(x), wobei a der Index der adjungierten Darstellungist (a = 1; : : : ; N2
 �1 f�ur SU(N
)), so ist der fermionis
he Teil der Gitterwirkung gegebendur
h:Sf = Xx n a(x) a(x)�K 4X�=1 h a(x+ �̂)V abx� (1 + 
�) b(x) +  a(x) �V T �abx� (1� 
�) b(x+ �̂)io:(2.33)Dabei ist K der Hoppingparameter und V die Matrix f�ur das Ei
hfeld in der adjungiertenDarstellung: K = 12aM0 + 8r ; (2.34)V abx� � V abx� [U ℄ � 2Tr �U y�(x)T aU�(x)T b� = (V �)abx� = �V �1T �abx� : (2.35)F�ur die Konstruktion einer Gitterwirkung mit Majorana-Fermionen werden zun�a
hst dieMajorana-Feldkomponenten�(1) � 1p2 � + C T� ; �(2) � ip2 �� + C T� ; (2.36)mit der Ladungskonjugationsmatrix C eingef�uhrt. Diese erf�ullen die Majorana-Bedingung�(j) = �(j)TC; (j = 1; 2): (2.37)Die inverse Relation zu (2.36) ist: = 1p2 ��(1) + i�(2)� ;  
 � C T = 1p2 ��(1) � i�(2)� : (2.38)Mit Hilfe von zwei Majorana-Feldern kann die Fermionwirkung Sf in Glei
hung (2.33)ges
hrieben werden als:Sf = 12Xx 2Xj=1 n�(j)ax �(j)ax �K 4X�=1 h�(j)ax+�̂V abx� (1 + 
�)�(j)bx +�(j)ax �V T �abx� (1� 
�)�(j)bx+�̂io: (2.39)



2.4. KONSTRUKTION DER GITTERWIRKUNG F�UR MAJORANA-FERMIONEN 35An dieser Stelle bietet es si
h an, die Fermionmatrix Q einzuf�uhren:Qabyx � Qabyx[U ℄= ÆyxÆab �K 4X�=1 hÆy;x+�̂ (1 + 
�)V abx� + Æy+�̂;x (1� 
�) �V T �aby� i: (2.40)Ausgedr�u
kt dur
h die Fermionmatrix ergibt si
h f�ur die Wirkung Sf :Sf = Xxy;ab ayQabyx bx (2.41)= 12 2Xj=1 Xxa;yb�(j)ay Qabyx�(j)bx : (2.42)Das fermionis
he Pfadintegral kann dann, wie im folgenden Kapitel gezeigt wird, ges
hrie-ben werden als: Z �d d � e�Sf = Z �d d � e� Q = detQ (2.43)= 2Yj=1 Z �d�(j)� e� 12�(j)Q�(j): (2.44)F�ur Majorana-Felder rei
ht im Pfadintegral ein d�(j). Die Glei
hung (2.44) impliziert f�ur� � �(1) oder � � �(2) Z [d�℄ e� 12�Q� = �pdetQ: (2.45)Die Festlegung des Vorzei
hens ist zun�a
hst ni
ht so einfa
h. Es kann zum Beispiel f�ur einegegebene Ei
hkon�guration �uber die Pfa�s
he Form der Fermionmatrix ges
hehen [40℄.Dabei entspri
ht die Wurzel der Determinante gerade einer Pfa�s
hen Form. Diese kannf�ur eine allgemeine komplexe antisymmetris
he Matrix M�� = �M�� mit einer geradenAnzahl von Dimensionen (1 � �; � � 2N) dur
h ein Grassmann-Integral wie folgt de�-niert werden: pf(M) � Z [d�℄e� 12 ��M���� (2.46)= 12NN ! ��1�1:::�N�NM�1�1 : : :M�N�N : (2.47)Dabei ist � wieder der total antisymmetris
he Einheitstensor und [d�℄ � d�2N : : : d�1. Mitdem oben angewendeten Verdopplungstri
k der Grassmann-Variablen kann man lei
htzeigen [45℄, da� �pf (M) �2 = detM (2.48)



36 KAPITEL 2. SUPERSYMMETRISCHE FELDTHEORIEN AUF DEM GITTERgilt. Dur
h diese Glei
hung wird der Zusammenhang zwis
hen der Pfa�s
hen Form undder Determinante bewiesen.Mit dem oben Bere
hneten kann man nun die Wirkung f�ur ein Majorana-Fermion �r(x)in der adjungierten Darstellung wie folgt de�nieren:Sf = 12�Q� (2.49)= 12Xx n�(j)ax �(j)ax�K 4X�=1 h�(j)ax+�̂V abx� (1 + 
�)�(j)bx + �(j)ax �V T �abx� (1� 
�)�(j)bx+�̂io: (2.50)Das Pfadintegral �uber � wird dur
h die Pfa�s
he Formpf (CQ) = �pdet(CQ) = �pdetQ (2.51)de�niert. Da si
h das Vorzei
hen dur
h Glei
hung (2.47) eindeutig bestimmen l�a�t, gibtes keine Vorzei
henwahl. Zusammenfassend ergibt si
h somit die Wirkung f�ur die N = 1Super-Yang-Mills-Theorie als Summe der reinen Ei
hwirkung (2.16) und der fermionis
henWirkung (2.50).



Kapitel 3Grassmann-AlgebraDie Elemente  1;  2; : : : ;  N werden Generatoren einer Grassmann-Algebra genannt, wennsie untereinander antikommutieren:f i;  jg =  i j +  j i = 0; i; j = 1; : : : ; N: (3.1)Aus dieser De�nition folgt:  2i = 0: (3.2)Ein gew�ohnli
hes Element einer Grassmann-Algebra ist de�niert dur
h eine Potenzreihein den  `s. Diese hat jedo
h wegen (3.2) nur eine endli
he Anzahl von Termen. So kannman zum Beispiel die Funktion f( ) = e�PNi;j=1  iAij j ; (3.3)s
hreiben als f( ) = Yi;j e� iAij j = NYi;j=1i6=j (1�  iAij j) : (3.4)Im folgenden soll eine Grassmann-Algebra bestehend aus 2�N Generatoren 1; � � � ;  N ;  1; � � � ;  N ; (3.5)betra
htet werden, wobei  und  unabh�angig voneinander sind. F�ur die Gau�-Funktionh, die von den beiden Variablen  und  abh�angt, gilt nun analog:h( ;  ) = e�Pi;j  iAij j= NYi;j=1 �1�  iAij j� : (3.6)Dieser Ausdru
k enth�alt jedo
h im Unters
hied zu (3.4) au
h Diagonalelemente.



38 KAPITEL 3. GRASSMANN-ALGEBRA3.1 Integration �uber Grassmann-VariablenF�ur die Bere
hnung eines beliebigen Grassmann-Integrals werden die folgenden Regelnde�niert: Z d i = 0; (3.7)Z d i  i = 1: (3.8)Bei der Bere
hnung von Mehrfa
hintegralen ist darauf zu a
hten, da� die Integrationsma�esowohl mit si
h selbst antikommutieren wie au
h mit allen  i,fd i; d jg = fd i;  jg = 0; 8i; j: (3.9)Die obigen Integrationsregeln rei
hen aus, um eine Pfadintegraldarstellung f�ur fermioni-s
he Greens
he-Funktionen zu erhalten. Als Beispiel soll das folgende Integral betra
htetwerden: I[A℄ = Z NYl=1 d ld l e�PNi;j=1  iAij j : (3.10)F�ur die Bere
hnung dieses Integrals wird (3.10) zun�a
hst auf die na
hstehende Formgebra
ht: e�PNi;j=1  iAij j = NYi=1 e� iPNj=1 Aij j : (3.11)Da  2i = 0 gilt, geben bei der Entwi
klung der Exponentialfunktion nur die ersten beidenTerme einen Beitrag. Es ergibt si
h also:e�PNi;j=1  iAij j = �1�  1A1i1 i1� �1�  2A2i2 i2� : : : �1�  NANiN iN � ; (3.12)wobei �uber glei
he Indi
es il (l = 1; : : : ; N) summiert wird. Na
h den Grassmannre-geln (3.7) und (3.8) mu� der Integrand (3.10) das Produkt von allen Grassmann Variablenenthalten. Zur Bere
hnung rei
ht somit die Betra
htung des folgenden Terms:M( ;  ) = Xi1;::: ;iN  i1 1 i2 2 � � � iN NA1i1A2i2 � � �ANiN : (3.13)Das Minuszei
hen, das in Glei
hung (3.12) auftritt, wurde in der obigen Formel mit Hilfevon  k ik = � ik k eliminiert. Die Summation enth�alt nat�urli
h nur Terme, bei de-nen alle Indi
es i1; : : : ; iN vers
hieden sind. Da das Produkt von Grassmann-Variablenin (3.13) antisymmetris
h unter dem We
hsel von Indexpaaren il und il0 ist, kann (3.13)ges
hrieben werden als:M( ;  ) =  1 1 2 2 � � � N N Xi1;::: ;iN �i1i2:::iNA1i1A2i2 � � �ANiN ; (3.14)



3.2. MAJORANA-FERMIONEN 39mit dem �-Tensor �i1i2:::iN in N Dimensionen. Mit Hilfe der Standarddarstellung f�ur dieDeterminante der Matrix A �ndet man:M( ;  ) = (detA) 1 1 2 2 � � � N N : (3.15)Ersetzt man nun die Exponentialfunktion in (3.10) dur
h diesen Ausdru
k, so erh�alt manI[A℄ = " NYl=1 Z d ld l  l l#detA = detA: (3.16)Zusammenfassend ergibt si
h somit:Z D(  ) e�PNi;j=1  iAij j = detA; (3.17)D(  ) = NYl=1 d ld l: (3.18)3.2 Majorana-FermionenBei Majorana-Fermionen handelt es si
h um Grassmann-Variablen � und �, die ni
ht un-abh�angig voneinander sind. Sie sind �uber die Beziehung � = �TC miteinander verkn�upft.Verglei
ht man somit die einzelnen Komponenten von � mit �, so stellt letzteres ledigli
heinen transponierten �-Spinor mit umsortierten Komponenten dar, die abwe
hselnd einpositives oder negatives Vorzei
hen besitzen. Damit sind au
h die Ableitungen ÆÆ� undÆÆ� voneinander abh�angig. Anders als bei den gew�ohnli
hen Grassmann-Variablen erh�altman daher f�ur die Ableitungen Æ�Æ� und Æ�Æ� einen von null vers
hiedenen Wert. Der genaueZusammenhang �ndet si
h im Anhang (A.1).F�ur Majorana-Fermionen ist das erzeugende Funktional mit einer Quelle gegeben dur
h:Z0[�℄ = 1ZM Z DUD� e�Sg� 12�Q�+� �: (3.19)Dabei bes
hreibt Sg � Sg[U ℄ die reine Ei
hwirkung und ZM ist de�niert als:ZM = Z DUD� e�Sg� 12�Q� = � Z DU e�SgpdetQ: (3.20)Das Ziel ist es nun, einen Ausdru
k f�ur die Glei
hung (3.19) zu �nden derart, da� dieIntegration �uber � ausgef�uhrt werden kann. Identi�ziert manP (�) = �12�Q� + � �; (3.21)



40 KAPITEL 3. GRASSMANN-ALGEBRAso wird dieser Ausdru
k minimiert dur
h den folgenden �-Wert:�m = Q�1 �: (3.22)) �m = �TmC = �T �Q�1�T C = � C�1 �Q�1�T C= � Q�1: (3.23)Dabei wurde vorausgesetzt, da� die Matrix Q ein Inverses besitzt. Dieses ist aber dur
hdie De�nition der Fermionmatrix lei
ht ersi
htli
h. Der kleinste Wert von P ist danngegeben dur
h Pm(�m) = �12�mQ�m + � �m (3.24)= 12� Q�1 �: (3.25)Mit Hilfe von Pm l�a�t si
h P wie folgt s
hreiben:P (�) = Pm(�m)� 12 ��� �m�Q (�� �m) : (3.26)Mit diesem Ausdru
k f�ur P erh�alt man das erzeugende Funktionalintegral zu:Z0[�℄ = 1ZM Z DUD� e�Sg e� 12(���m)Q(���m) e 12 � Q�1 � (3.27)= 1ZM Z DU e�Sg ��pdetQ� e 12 � Q�1 �: (3.28)In dem letzten S
hritt wurde der Term e 12 � Q�1 � au�erhalb des Integrals �uber D� gestellt,da Pm unabh�angig von � bzw. � ist. Die verbleibende Integration �uber die Exponenti-alfunktion wurde mit Hilfe von Glei
hung (2.45) aus Kapitel 2 gel�ost. F�ur die folgendenRe
hnungen bes
hr�anke i
h mi
h bei dem Vorzei
hen auf den positiven Fall.3.3 Integrale �uber Majorana-FermionenIn diesem Abs
hnitt sollen Integrale �uber mehrere Majorana-Fermionen gebildet werden.Diese werden in dem Kapitel 5 bei der Hoppingparameter-Entwi
klung ben�otigt und sindBestandteil jeder Reihenentwi
klung in einem supersymmetris
hen Modell. Betra
htetwerden dazu Integrale, die von der FormZ Y�;a d a�(x) e� 12 P3b=1  b(x) b(x) 

(x) � � � f�(x) (3.29)sind. Analog zu (3.19) wird die folgende Zustandsfunktion de�niert:1Z0[�℄ := Z Y�;a d a� e� 12 P
;Æ;a  a
C
Æ aÆ+P�;�b �b�C�� b� (3.30)= Z0[0℄ e 12 P�;�;d �d�C���d� : (3.31)1Da die Majorana-Teil
hen � und � abh�angig voneinander sind, rei
ht eine Quelle zur Bes
hreibungdes Funktionalintegrals aus.



3.3. INTEGRALE �UBER MAJORANA-FERMIONEN 41Na
h (2.45) l�a�t si
h Z0[0℄ bere
hnen zu:Z0[0℄ = �pdetC: (3.32)Das Vorzei
hen von Z0[0℄ l�a�t si
h mit (A.10) oder den Glei
hungen (A.8) und (A.20)eindeutig bestimmen und es ergibt si
hZ0[�℄ = � e 12 P�;�;d �d�C���d� : (3.33)Ableiten der obigen Zustandsfunktion na
h der Quelle � ergibt die einzelnen Erwartungs-werte. ÆZ0[�℄Æ�

 = �12X�;�a �C�1
Æ Æ�ÆÆ
aC���a� � �a�C��C�1
Æ ÆÆ�Æa
� e 12 P�;�;a �a�C���a� (3.34)= � Z Y�;a d a� e� 12  �X�;�b C
ÆÆ�ÆÆb
C�� b��eP�;�;d �d�C�� d� (3.35)Æ2Z0[�℄Æ�t� Æ�

 �����=0= �12X�;�a �C�1
Æ Æ�ÆÆ
aC��C�1�� Æ��Æat � C�1�� Æ��ÆatC��C�1
Æ ÆÆ�Æa
� (3.36)= �12X�;� �C�1
�C��C�1�� Æ
t � C�1��C��C�1
� Æ
t� (3.37)= �12 (C
� � C�
) Æ
t = �C
� Æ
t (3.38)= � Z Y�;a d a� e� 12  �X�;�b C
ÆÆ�ÆÆb
C�� b���X�;�d C��Æ��ÆdtC�� d�� (3.39)= � Z Y�;a d a� e� 12  �X�;� C
�C�� 
���X�;� C��C�� t�� (3.40)= � Z Y�;a d a� e� 12  X� 1l
� 
�X� 1l�� t� (3.41)= � Z Y�;a d a� e� 12   

 t� (3.42)Z Y�;a d a� e� 12   

 t� = C
�Æt
 (3.43)Dur
h aufwendiges Ableiten bere
hnen si
h die h�oheren Erwartungswerte zu:Æ4Z0[�℄Æ�dÆÆ�s�Æ�t� Æ�

 �����=0 = Z Y�;a d a� e� 12   

 t� s� dÆ= �C
�C�ÆÆ
tÆsd + C
�C�ÆÆ
sÆtd + C
ÆC��Æ
dÆts: (3.44)



42 KAPITEL 3. GRASSMANN-ALGEBRAAbgek�urzt kann der obige Ausdru
k au
h in Form eines ��Tensors ges
hrieben werden,bei dem die Farben paarweise glei
h sein m�ussen.Z Y�;a d a� e� 12   

 t� s� dÆ = �
tsd
��Æ: (3.45)Dabei ist �
tsd
��Æ de�niert als�
tsd
��Æ = �C
�C�ÆÆ
tÆsd + C
�C�ÆÆ
sÆtd + C
ÆC��Æ
dÆts: (3.46)Der Erwartungswert f�ur se
hs Majorana-Fermionen ergibt si
h zu:Æ6Z0[�℄Æ�j�Æ�i�Æ�dÆÆ�s�Æ�t�Æ�

 �����=0 = � Z Y�;a d a� e� 12   

 t� s� dÆ i� j�= ��� C
�Æ
t �sdij�Æ�� + C
�Æ
s �tdij�Æ�� � C
ÆÆ
d �tsij����+C
�Æ
i �tsdj��Æ� � C
�Æ
j �tsdi��Æ��: (3.47)3.4 Erwartungswerte f�ur Majorana-Fermion-FelderDas in dem letzten Abs
hnitt diskutierte Verfahren l�a�t si
h auf beliebige Matrizen erwei-tern. Man erh�alt dann die Erwartungswerte von Majorana-Fermion-Feldern, wie in derQCD, dur
h mehrfa
hes Ableiten des Funktionalintegrals na
h den Quellen.ÆnZ0[�℄Æ�(xn) Æ�(yn) � � � Æ�(x1) Æ�(y1) ������=0 =1ZM Z DUD��(y1)�(x1) � � ��(yn)�(xn) e�Sg�Sf� 
�(y1)�(x1) � � ��(yn)�(xn)� (3.48)Mit Glei
hung (3.28) sollen im folgenden die Ableitungen na
h den Quellen bere
hnetwerden. Die erste Ableitung na
h �� ergibt si
h zu:ÆZ0[�℄Æ��(y1) = 1ZM Z DU e�SgpdetQ ÆÆ��(y1) �12 �
(y)Q�1y
;xÆ �Æ(x)� e 12 � Q�1yx �= 1ZM Z DU e�SgpdetQ �12Q�1y1�;x��Æ(x)� 12�
(y)Q�1y
;y1�C���� e 12 � Q�1yx �: (3.49)



3.4. ERWARTUNGSWERTE F�UR MAJORANA-FERMION-FELDER 43Leitet man nun no
h na
h �� ab, so erh�alt man:Æ2Z0[�℄Æ��(x1)Æ��(y1) = 1ZM Z DU e�SgpdetQ (�12Q�1y1�;x1� � 12C��Q�1x1�;y1�C�1�� �� e 12 � Q�1yx ���12Q�1y1�;xÆ�Æ(x)� 12�
(y)Q�1y
;y1�C�1�� ���12C��Q�1x1�;xÆ�Æ(x)� 12�
(y)Q�1y
;x1�� e 12 � Q�1yx �):(3.50)Nullsetzen der Quellen f�uhrt zuÆ2Z0[�℄Æ��(x1)Æ��(y1) ������=0 = 1ZM Z DU e�SgpdetQ 0B�12Q�1y1�;x1� + 12 C��|{z}=C�1�� �Q�1y1�;x1��T C��1CA=(3:23) 1ZM Z DU e�SgpdetQ �12Q�1y1�;x1� + 12Q�1y1�;x1��= 1ZM Z DU e�SgpdetQ Q�1y1�;x1�: (3.51)F�ur n = 1 hat man somit
�(y)�(x)� = 1ZM Z DU e�SgpdetQ Q�1yx : (3.52)Um den wi
htigen Fall n = 2 zu bere
hnen, ben�otigt man die Ableitung des Funktional-integrals bis zur vierten Ordnung:Æ3Z0[�℄Æ� ~�(y2)Æ��(x1)Æ��(y1) =1ZM Z DU e�SgpdetQ (Q�1y1�;x1� �12Q�1y2 ~�;xÆ�Æ(x)� 12�
(y)Q�1y
;y2�C�~�� e 12 � Q�1yx �� �12C� ~�Q�1y1�;y2� � 12Q�1y2 ~�;y1�C��� �12C��Q�1x1�;xÆ�Æ(x)� 12�
(y)Q�1y
;x1��� e 12 � Q�1yx �+ �12Q�1y1�;xÆ�Æ(x)� 12�
(y)Q�1y
;y1�C��� �12C��Q�1x1�;y2�C� ~� � 12Q�1y2 ~�;x1��� e 12 � Q�1yx � + O(�2)): (3.53)



44 KAPITEL 3. GRASSMANN-ALGEBRAÆ4Z0[�℄Æ�~�(x2)Æ��(y2)Æ��(x1)Æ��(y1) ������=0 =1ZM Z DU e�SgpdetQ (Q�1y1�;x1� �12Q�1y2 ~�;x2 ~� � 12C~��Q�1x2�;y2�C�~��� �12C� ~�Q�1y1�;y2� � 12Q�1y2 ~�;y1�C��� �12C��Q�1x1�;x2 ~� � 12C~��Q�1x2�;x1��+ �12Q�1y1�;x2 ~� � 12C~��Q�1x2�;y1�C��� �12C��Q�1x1�;y2�C� ~� � 12Q�1y2 ~�;x1��):(3.54)Dur
h Umformung der Glei
hung C�1 (Q�1)T C ergibt si
h�Q�1�T C = CQ�1 (3.55)und damit Æ4Z0[�℄Æ�~�(x2)Æ��(y2)Æ��(x1)Æ��(y1) ������=0 = 1ZM Z DU e�SgpdetQn Q�1y1�;x1� Q�1y2 ~�;x2 ~�+Q�1y2 ~�;y1�C��C��Q�1x1�;x2 ~��Q�1y1�;x2 ~� Q�1y2 ~�;x1�o: (3.56)Man erh�alt somit f�ur n = 2:
�(y1)�(x1)�(y2)�(x2)� = 1ZM Z DU e�SgpdetQ��Q�1y1x1Q�1y2x2 + �Q�1C�y2y1 �CQ�1�x1x2�Q�1y1x2Q�1y2x1�: (3.57)



Kapitel 4Einige Aspekte der GruppentheorieDieses Kapitel bes
h�aftigt si
h mit den Begri�en Transformation einer Gruppe und ih-ren Darstellungen, wobei insbesondere die beiden Gruppen SO(3) und SU(2) betra
htetwerden. Na
h einigen allgemeinen gruppentheoretis
hen Erl�auterungen werden Integrati-onsregeln f�ur vers
hiedene Arten von Gruppenintegralen hergeleitet.4.1 Abels
he und ni
ht-abels
he GruppenSeit der Einf�uhrung der Relativit�atstheorie hat der Begri� der Transformationen zwis
henInertialsystemen spezielle mathematis
he Strukturen angenommen. So geben zwei na
h-einander ausgef�uhrte Transformationen aus dem Satz von Transformationen P wieder eineTransformation aus P. Au�erdem gibt es zu jeder Transformation aus P genau eine inver-se Transformation, die wiederum in P liegt. Der Satz von Transformationen P formuliertsomit eine Gruppe, in der die Gruppen-Multiplikationsregeln dur
h die Verkn�upfungender Transformationen festgelegt sind.Allgemein versteht man unter einer Gruppe G einen Satz von Elementen fg; h; : : :g, wobeijedem geordneten Paar (g; h) von Elementen ein Produkt gh in P zugeordnet wird, soda� die folgenden Gruppen-Axiome erf�ullt sind:1. (g1g2) g3 = g1 (g2g3).2. Es gibt ein Element e 2 G , so da� eg = ge = g f�ur alle g 2 G.3. F�ur jedes Element g 2 G gibt es ein Element g�1 2 G , so da� g�1g = gg�1 = e gilt.Eine Gruppe hei�t abels
he oder kommutative Gruppe, wenn �uberall in G gilt gh = hg.Andernfalls spri
ht man von einer ni
ht-abels
hen Gruppe.4.1.1 Morphismen und DarstellungenDie Abbildung einer Gruppe G auf eine Gruppe D(G) hei�t homomorph bzw. stellt einenHomomorphismus dar, wenn jedem Element g 2 G eindeutig ein Element D(g) 2 D(G)



46 KAPITEL 4. EINIGE ASPEKTE DER GRUPPENTHEORIEzugeordnet ist derart, da� folgendes giltgh 7! D(g)D(h) = D(gh): (4.1)Unter einer Darstellung einer gegebenen Gruppe G versteht man einen Homomorphismusdieser Gruppe auf eine andere Gruppe ~G, die dur
h Matrizen realisiert ist. Normalerweiseist die Gruppe ~G eine bekannte oder einfa
here Gruppe, �uber die man dann mehr von dereigentli
hen Gruppe G erf�ahrt.Die einzelnen Darstellungen kann man in reduzible und irreduzible Darstellungen unter-teilen. Handelt es si
h um eine kompakte Gruppe, erm�ogli
ht eine reduzible DarstellungD(g) f�ur alle g eine S
hreibweise in der Blo
k-Diagonalform:D(g) = 0� D1(g) 0 00 D2(g) 00 0 D3(g) 1A : (4.2)Andernfalls hei�t die Darstellung irreduzibel. Jede Gruppe verf�ugt �uber eine unendli
heAnzahl von Darstellungen, die aber alle aus irreduziblen Darstellungen konstruiert werdenk�onnen. Zur Erl�auterung des Begri�s der Darstellung betra
htet man zum Beispiel dieLorentzgruppe. Die Lorentzgruppe ist eine Gruppe von Transformationen. Das bedeutet,da� es zu jedem Gruppenelement eine Lorentztransformation L(g) gibt, so da� folgendesgilt: �ui = Lik(g) uk; �u = L(g) u; (4.3)mit (ui) = (u0; u1; u2; u3)T und (�ui) = (�u0; �u1; �u2; �u3)T : (4.4)Dabei bleiben skalare Produkte invariant:u 7! L(g) u; v 7! L(g) v; u v = (L(g) u)(L(g) v): (4.5)Per De�nition des Produktes g1g2 zweier Gruppenelemente wird dieses abstrakte Elementder Produkt-Transformation L(g1)L(g2) zugewiesen:g1 $ L(g1); g2 $ L(g2); g1g2 $ L(g1)L(g2): (4.6)Das Einheitselement e der abstrakten Gruppe geh�ort zu der Identit�ats-TransformationE = L(e) und das inverse Element g�1 von g geh�ort zu der inversen Transformati-on L(g�1) = L�1(g). Nimmt man nun die abstrakte Gruppe als Anfangsobjekt, stelltdie Zuweisung g 7! L(g) eine Realisierung der abstrakten Gruppe als eine Gruppe vonTransformationen, die auf einen Raum wirkt, dar. Diese Zuweisung, die die folgendenEigens
haften hat:g1 7! L(g1); g2 7! L(g2); g1g2 7! L(g1)L(g2); e 7! id; (4.7)
harakterisiert, per De�nition, eine allgemeine Gruppen-Wirkung. id stellt die identis
heTransformation des Raumes dar. In dem obigen Fall ist der Raum ein Vektorraum unddie Realisierung ges
hieht dur
h lineare Transformationen des Vektorraumes. Eine lineareRealisierung der diskutierten Art wird Darstellung der Gruppe genannt.



4.2. ROTATIONSGRUPPE SO(3) 474.1.2 Liegruppen und LiealgebraIm folgenden sollen die Begri�e Liealgebra und Liegruppen eingef�uhrt werden. Dazu wirdzun�a
hst der Begri� der Mannigfaltigkeit ben�otigt. Man nennt eine Menge M eine Man-nigfaltigkeit, wenn jeder Punkt vonM eine o�ene Umgebung Ui hat, f�ur die es eine stetigeeindeutige Abbildung �i auf eine o�ene Untermenge U 0i des Rn gibt. M ist mindestenslokal so wie der Rn und hat die Dimension n. Unter einer Liegruppe versteht man einedi�erenzierbare Mannigfaltigkeit, die lokal wie der Rn ist.Wenn eine Liegruppe von mehreren Parametern �i abh�angt, lassen si
h ihre Elementes
hreiben als U = ei�iJi: (4.8)Dabei werden die Generatoren mit Ji bezei
hnet. Die obige Exponentialfunktion bildet dasBindeglied zwis
hen der Liealgebra und der Liegruppe. Damit die Elemente U eine Grup-pe bilden, mu� das Produkt zweier Gruppenelemente ebenfalls ein Element na
h (4.8)ergeben. Diese Bedingung fordert f�ur den Kommutator zweier Generatoren[Ji; Jj℄ = i fijk Jk: (4.9)�Uber die Vertaus
hungsrelationen der Generatoren wird die der Liegruppe zugrundeliegen-de Liealgebra eindeutig 
harakterisiert. Die KoeÆzienten fijk bezei
hnet man als Struk-turkonstanten.4.2 Rotationsgruppe SO(3)Der einfa
hste Vertreter einer ni
ht-abels
hen Liegruppe ist die Gruppe SO(3)1. Unterder Rotationsgruppe versteht man die Gruppe der homogenen linearen Transformationen~x 0 = R~x (4.10)eines euklidis
hen dreidimensionalen Vektorraums in si
h selbst, die L�ange und Orientie-rung erhalten.4.2.1 Darstellungen der Gruppe SO(3)Im folgenden werden einige Darstellungen der Gruppe SO(3) mit ihren Generatoren vor-gestellt.j = 0: Einzige eindimensionale Darstellung, die au
h triviale Darstellung genannt wird,da die drei Generatoren alle null sindJ = 0: (4.11)1Die Matrizen des Ei
hfeldes sind Elemente der Gruppe SO(3).



48 KAPITEL 4. EINIGE ASPEKTE DER GRUPPENTHEORIEj = 1: Dreidimensionale Darstellung, die mit de�nierender Darstellung bezei
hnet wird.In dieser Darstellung wird jedem Gruppenelement eine reelle, orthogonale 3 � 3Matrix zugeordnet. Aufgrund der Orthogonalit�atsforderung, RRT = 1l, sind nurdrei der neun Matrixeintr�age frei w�ahlbar. Bezei
hnet man die freien Parameter mit'1, '2 und '3, besitzt die Drehmatrix die folgende FormR = exp 3Xi=1 'iJi! : (4.12)Die Generatoren haben die folgende FormJ1 = 0� 0 0 00 0 �10 1 0 1A ; J2 = 0� 0 0 10 0 0�1 0 0 1A ;
J3 = 0� 0 �1 01 0 00 0 0 1A : (4.13)Da diese Darstellung mit (Ji)jk = � �ijk (4.14)�uber die Strukturkonstanten festgelegt wird, stimmt sie mit der adjungierten Dar-stellung �uberein.Die fundamentalen Vertaus
hungsrelationen f�ur die Generatoren der Drehgruppelauten: [Ji; Jj℄ = �ijk Jk: (4.15)Die Drehmatrix kann umges
hrieben werden zuR = e~'J; (4.16)wenn man die drei Drehwinkel 'i zu einem Vektor ~' = ~n' zusammenfa�t. Dabeibes
hreibt ~n den Einheitsvektor in Ri
htung der Dreha
hse und ' den Drehwinkelum die entspre
hende A
hse.Geht man �uber zur Quantenme
hanik, so verwendet man statt J die hermites
henOperatoren J 0 = iJ um so eine unit�are Form der adjungierten Darstellung zu be-kommen: R = e�i~'J 0: (4.17)F�ur die hermites
hen Generatoren gilt(J 0i )jk = �i �ijk; (4.18)�J 0i ; J 0j � = i �ijk J 0k: (4.19)



4.3. SU(2) 49j = 12 : Zweidimensionale Spinor-Darstellung, die die Pauli-Matrizen als Generatoren be-sitzt, J = 1=2 ��1 = � 0 11 0 � ; �2 = � 0 �ii 0 � ; �3 = � 1 00 �1 � : (4.20)4.3 SU(2)Die Matrizengruppe SU(2) bildet die spezielle unit�are Gruppe in zwei Dimensionen. F�urdie komplexen 2� 2 Matrizen mit den Eigens
haftenU yU = 1l und detU = 1; (4.21)�ndet man die folgende Form U = � a b�b� a� � ; (4.22)mit jaj2 + jbj2 = 1: (4.23)Wie bei der Gruppe SO(3) hat man zwei komplexe Zahlen a, b und eine Bedingung (4.23)und somit drei unabh�angige reelle Parameter.In der Spinor-Darstellung w�ahlt man als Generatoren die Pauli-Matrizen und erh�alt f�urdie Gruppenelemente U = e� i2 ~'J 0: (4.24)Obwohl SO(3) und SU(2) die glei
hen Liealgebren haben, unters
heiden si
h ihre Grup-penelemente um einen Faktor 1=2 im ExponentenR = e�i~'J 0; U = e� i2 ~'J 0: (4.25)Die Konsequenzen sind, da� f�ur einen Winkel ' = 2� einerseits R(2�) = R(0) = 1l gilt,andererseits U(2�) = �1l folgt. Das bedeutet, da� die Gruppe SO(3) eine 2�-Periodizit�atbesitzt, wohingegen die Gruppe SU(2) eine 4�-Periodizit�at aufweist. Die beiden vers
hie-denen Elemente U(0) und U(2�) aus der Gruppe SU(2) werden auf ein Element, n�amli
hauf das Einselement, der Gruppe SO(3) abgebildet. Das hei�t, da� der Kern des Homo-morphismus' SU(2) 7! SO(3) aus zwei Elementen�� 1 00 1 � ; � �1 00 �1 �� ; (4.26)besteht, die die Untergruppe Z2 bilden. Mathematis
h lautet die Beziehung zwis
henSO(3) und SU(2): SO(3) �= SU(2)=Z2: (4.27)



50 KAPITEL 4. EINIGE ASPEKTE DER GRUPPENTHEORIEWi
htig f�ur die Teil
henphysik ist die Aussage, da� die Gruppe SU(2) keine Spiegelungenbes
hreibt. Weiterf�uhrende Informationen �nden si
h zum Beispiel in [29℄ oder [53℄.Es gibt no
h eine weitere M�ogli
hkeit, die Elemente der Gruppen SO(3) und SU(2) inZusammenhang zu bringen. Die Methode, die diesem Verfahren zugrunde liegt, ist zur�u
k-zuf�uhren auf Hamilton (1843), der bei der Su
he na
h einer Erweiterung der komplexenZahlen die Quaternionen entde
kte [29℄. Dabei wird jedem Vektor eine 2�2 Matrix zuge-ordnet. Das Resultat ist ein Zusammenhang zwis
hen der Tensor- und Spinor-Darstellung:Rkj = 12 Tr ��k U �j U y�= 12 Tr ��k U �j U�1� : (4.28)Ersetzt man in der obigen Glei
hung die Pauli-Matrizen dur
h die Generatoren 2T , folgtGlei
hung (2.35) f�ur die Ei
hfeld-Matrix V .Nat�urli
h ist es au
h umgekehrt m�ogli
h U in Form von R auszudr�u
ken, da f�ur jede 2�2Matrix M die folgende Identit�at gilt��M �� = 2TrM � 1l�M: (4.29)Multipliziert man die folgende Glei
hung mit ��R�� �� = U �� U y = U �� U�1; (4.30)ergibt si
h mit (4.29) R�� �� �� = U �2TrU y � 1l� U y� : (4.31)Bildet man s
hlie�li
h die Spur, f�uhrt dies zu2 (Tr(U))2 = 2 (1 + Tr(R)) (4.32)und damit auf U = � 1l +R�� ����2p1 + Tr(R) : (4.33)4.4 GruppenintegrationDieser Abs
hnitt bes
h�aftigt si
h mit einigen allgemeinen Eigens
haften von invariantenIntegralen �uber kompakte Liegruppen. Dabei werden speziell f�ur die Gruppe SU(2) einigeIntegrale explizit bere
hnet. Sol
he Integrale spielen in dem no
h folgenden Kapitel 5 einegro�e Rolle bei der Hoppingparameter-Entwi
klung. Zudem l�auft jede Reihenentwi
klungder Zustandsfunktion auf eine Integration �uber die Ei
hgruppe hinaus. Die kommendenAbs
hnitte bilden die Grundlage f�ur Re
hnungen dieser Art.



4.4. GRUPPENINTEGRATION 51F�ur jede kompakte Liegruppe gibt es ein Integrationsma� mit den folgenden Eigens
haf-ten: Z dU f(U) = Z dU f(U0UU1) = Z dU f(U�1); (4.34)Z dU = 1: (4.35)Dabei ist U das Gruppenelement �uber das integriert wird, f(U) ist eine beliebige Funktionvon U und U0 und U�1 sind willk�urli
h festgelegte Gruppenelemente. Insbesondere f�urdie Gruppe SU(N) repr�asentiert U eine unit�are N � N Matrix mit Determinante eins2.Im folgenden soll es um die Bere
hnung von Integralen des TypsI = Z dU Ui1j1 � � �UinjnU�1k1l1 � � �U�1kmlm (4.36)gehen. Die Matrixindi
es von U bzw. U�1 sind in dem obigen Integral explizit gekenn-zei
hnet. F�ur sol
he Integrale kann man eine erzeugende FunktionW (J;K) = Z dU eTr(JU+KU�1) (4.37)mit beliebigen N �N Matrizen einf�uhren. Integrale, die von der Form (4.36) sind, erh�altman aus W (J;K) dur
h Di�erentiationI = � ��Jj1i1 � � � ��Jjnin ��Kl1k1 � � � ��KlmkmW (J;K)� �����J=K=0: (4.38)Wegen der Invarianz des Gruppenma�es erh�altW die folgenden Symmetrie-Eigens
haften:W (J;K) = W (K; J) = W (U�10 JU1; U�11 KU0): (4.39)Die erzeugende Funktion erf�ullt ein wi
htiges System von Di�erentialglei
hungen. WegenUU�1 = 1 hat man ��Kik ��JkjW (J;K) = Æij: (4.40)2Au
h die Elemente der Gruppe SO(N) sind Matrizen dieses Typs.



52 KAPITEL 4. EINIGE ASPEKTE DER GRUPPENTHEORIEZudem gilt det ��JW (J;K) = 1; (4.41)da die Determinante einer SU(N) Matrix eins ist. Zusammen mit der AnfangsbedingungW (0; 0) = 1; (4.42)gen�ugen diese Di�erentialglei
hungen zur Bestimmung von W . Im Limes f�ur gro�e N istdieses Problem s
hon vor einigen Jahren von Brower und Nauenberg (1980) [12℄ undBars (1981) [10℄ betra
htet worden. Hier sollen diese Glei
hungen iterativ in Potenzenvon J und K gel�ost werden. Au�erdem wird ein graphis
her Algorithmus zur Bere
hnungder KoeÆzienten in dieser Entwi
klung angegeben.Zun�a
hst wird die K-Abh�angigkeit in W dur
h das Ausdr�u
ken von U�1 dur
h die Ko-faktoren von U eliminiertU�1ij = �
of(U)�ij= 1(N � 1)! �j;i1;��� ;iN�1�i;j1;��� ;jN�1Ui1j1 � � �UiN�1jN�1 : (4.43)Man kann nun Glei
hung (4.40) l�osen, indem man die Ableitungen na
h K dur
h Ablei-tungen na
h J ersetzt:W (J;K) = eTr(K
of ��J )W (J) (4.44)W (J) = W (J;K = 0) = Z dU eTrJU : (4.45)F�ur die Entwi
klung von W (J) brau
ht man die Invarianzbeziehung (4.39), die si
h jetzts
hreiben l�a�t als: W (J) = W (U�10 JU1): (4.46)1978 hat M. Creutz bewiesen, da� jede analytis
he Funktion von J , die die obigenSymmetrieeigens
haften erf�ullt, nur von der Determinante abh�angt [16℄. Man kann deshalbJ als Potenzreihe in der Determinante von J entwi
keln:W (J) = 1Xi=0 ai (detJ)i : (4.47)Wegen der Normierung des Integrationsma�es gilta0 = 1: (4.48)Man kann nun eine Rekursionsformel f�ur weitere ai aufstellen. W (J) mu� die folgende
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hung erf�ullen: �det ��J�W (J) = W (J): (4.49)Eine aufwendige kombinatoris
he Re
hnung von M. Creutz [17℄ ergibt�det ��J� (det J)i = (i +N � 1)!(i� 1)! (det J)i�1: (4.50)Aus den Glei
hungen (4.47), (4.49) und (4.50) erh�alt manai = (i� 1)!(i+N � 1)! ai�1: (4.51)Diese Glei
hung wird mit (4.48) gel�ost dur
hai = 2!3! � � � (N � 1)!i!(i + 1)! � � � (i+N � 1)! : (4.52)S
hlie�li
h lautet die Potenzreihe f�ur W (J):W (J) = 1Xi=0 2! � � � (N � 1)!i! � � � (i +N � 1)! (det J)i: (4.53)Die Determinante einer Matrix kann dur
h den antisymmetris
hen �-Tensor ausgedr�u
ktwerden: det J = 1N ! �i1���iN �j1���jN Ji1j1 � � �JiN jN : (4.54)Um die Ableitungen in (4.38) bere
hnen zu k�onnen, bietet si
h eine graphis
he Notationan. Dabei werden Gruppenelemente dur
h geri
htete Linien dargestellt. In Abbildung (4.1)repr�asentieren na
h oben geri
htete Linien Faktoren von U und na
h unten geri
htete Li-nien Faktoren von U�1. An den Linienenden stehen die Matrixindi
es der entspre
hendenElemente. Die Abbildung (4.2) zeigt wie das allgemeine Integral (4.36) in dieser Notationaussieht.
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Uij = j6i U�1kl = k?lAbbildung 4.1: Graphis
he Repr�asentation von U und U�1 na
h M. Creutz [17℄.
I = j16i1 � � �

jn6in
k1?l1 � � �

km?lmAbbildung 4.2: Graphis
he Repr�asentation des Standardintegrals (4.36).Das Krone
ker-Delta-Symbol Æij wird dur
h eine ungeri
htete Linie gekennzei
hnet, diedie Punkte i und j miteinander verbindet und ist in Abbildung (4.3) zu sehen.In der Entwi
klung der Gruppenintegrale treten sehr oft Produkte von �-Termen auf. Ei-nige wi
htige Identit�aten sind:�i1���iN �i1���iN = N ! ; (4.55)�i;i1���iN�1 �j;i1���iN�1 = (N � 1)! Æij ; (4.56)�i;j;i1���iN�2 �k;l;i1���iN�2 = (N � 2)! (Æik Æjl � Æil Æjk) : (4.57)Das obige Verfahren erm�ogli
ht einem nun die Bere
hnung der Gruppenintegrale, in-dem die geri
hteten Linien in der Abbildung (4.2) dur
h Verti
es und ungeri
htete Linienersetzt werden, um so ein Ergebnis in Form von �- und Æ-Termen zustande kommen zulassen. Dabei wandelt man zun�a
hst alle na
h unten geri
htete Linien mit Hilfe von Glei-
hung (4.43) in na
h oben geri
htete Linien um. Gibt es in dem Integral zu Beginn einegr�o�ere Anzahl von na
h unten geri
hteten Linien im Verglei
h zu den na
h oben geri
hte-ten Linien, ist es sinnvoll zun�a
hst alle Ri
htungen umzudrehen. Dieses simultane �Andernder Pfeilri
htungen wird dur
h die Glei
hung (4.34) ausgedr�u
kt. Wenn alle Linien dieglei
he Ri
htung haben, benutzt man die Glei
hungen (4.53) und (4.54), um das Integralin eine Summe von antisymmetris
hen Tensoren zu zerlegen. Wie lei
ht zu erkennen ist,vers
hwindet das Integral automatis
h, wenn die Anzahl der Linien kein Vielfa
hes von



4.4. GRUPPENINTEGRATION 55N ist. Æij = i jAbbildung 4.3: Graphis
he Repr�asentation des Krone
ker Symbols.�i1���in = HH������ �#Abbildung 4.4: Graphis
he Repr�asentation des antisymmetris
hen Tensors.Nimmt man an, da� es Np Linien gibt, wobei p eine ganze Zahl ist, kann (4.36) graphis
hdur
h die Abbildung (4.5) dargestellt werden. 6 6� � � 6!p = 2! 3! ��� (N�1)!(p+1)! ��� (p+N�1)!  HH������ �#�����HH� �" !p + Permutationen
Abbildung 4.5: Graphis
he Entwi
klung des Standardintegrals (4.36).Betra
htet man die Gruppe SU(2), sind in der Summe �uber die Permutationen alle topo-logis
h vers
hiedenen Arten, wie die Gruppenindi
es zu Paaren von Verti
es zusammen-gefa�t werden k�onnen, enthalten. Die Vorgehensweise ist dabei die folgende: Zun�a
hstverkn�upft man die unteren Indi
es auf jede erdenkli
he Weise. Dabei ist zu bea
hten,da� zu jeder Permutation der unteren Indi
es die glei
he Permutation der obigen Indi
esgeh�ort. Ein Mis
hen der vers
hiedenen Verkn�upfungen f�uhrt ni
ht zu topologis
h unter-s
hiedli
hen Permutationen. Sie werden daher in der Summe aus Abbildung (4.5) ni
htber�u
ksi
htigt. Speziell f�ur die Gruppe SU(2), in der der antisymmetris
he �-Tensor nurzwei Indi
es hat, gibt es in der obigen Summe genau (2p)!=(p!2p) Terme.Ein Beispiel ist die Bere
hnung des Integrals R dU Ui1j1U�1k1l1Ui2j2U�1k2l2 . Es gilt mit (4.43)U�1k1l1 = �l1t �k1sUts; (4.58)U�1k2l2 = �l2u �k2vUuv: (4.59)



56 KAPITEL 4. EINIGE ASPEKTE DER GRUPPENTHEORIEDie Verwendung von Abbildung (4.5) liefertZ dU Ui1j1U�1k1l1Ui2j2U�1k2l2 = 16 �l1t �k1s �l2u �k2v � �i1t �i2u �j1s �j2v+ �i1i2 �tu �j1j2 �sv+ �i1u �ti2 �j1v �sj2�: (4.60)Unter Ausnutzung der �-Identit�aten (4.55), (4.56) und (4.57) ergibt si
h s
hlie�li
h:Z dU Ui1j1U�1k1l1Ui2j2U�1k2l2 = 13 �Æi1l1Æj1k1Æi2l2Æj2k2 + Æi2l1Æj2k1Æi1l2Æj1k2�� 16 �Æi1l1Æj1k2Æi2l2Æj2k1 + Æi2l1Æj1k1Æi1l2Æj2k2�: (4.61)Dieses Ergebnis kann man au
h aus den na
hstehenden �Uberlegungen erhalten. Da dieÆ-Distributionen anf�angli
h nur dur
h eine ungerade Anzahl von �-Verti
es verkn�upftwerden k�onnen, ist es unm�ogli
h, da� ein Krone
ker Æ die Indi
es i1 und i2 oder j1 und j2miteinander verbindet. Man kann daher s
hon s
hlie�en, da� das Integral folgende Gestalthaben mu�: I = a�Æi1l1Æj1k1Æi2l2Æj2k2 + Æi2l1Æj2k1Æi1l2Æj1k2�+ b�Æi1l1Æj1k2Æi2l2Æj2k1 + Æi2l1Æj1k1Æi1l2Æj2k2�: (4.62)Die KoeÆzienten erh�alt man dur
h Multiplikation mit Æj1k1 und Ausnutzung der Abbil-dung (4.6). Z dU Ui1j1U�1k1l1 = 1N Æj1k1Æi1l1 (4.63)j16i1
k1
?l1 = 1N ����

Abbildung 4.6: Graphis
he Repr�asentation des Integrals R dU Ui1j1U�1k1l1 .Die Bere
hnung des Integrals R dU Ui1j1U�1k1l1Ui2j2U�1k2l2 mit der oben genannten graphi-s
hen Methode funktioniert so f�ur die Gruppe SU(2) ohne Probleme [17℄. Die graphis
heRepr�asentation ist in Abbildung (4.7) zu sehen.Eine S
hwierigkeit tritt erst auf, wenn man das n�a
hsth�ohere Integral bere
hnen will. Aufanalytis
hem Weg ist diese Re
hnung zwar etwas langatmig, f�uhrt aber zum Ziel und manerh�alt:



4.4. GRUPPENINTEGRATION 57R dU Ui1j1U�1k1l1 Ui2j2U�1k2l2
= j16i1

k1
?l1

j26i2
k2
?l2= 13  Æ
Æ
����+ � �Æ
� ��� !

� 16  Æ
Æ
� ��� + ����� �Æ
 !
Abbildung 4.7: Graphis
he Entwi
klung des Integrals R dU Ui1j1U�1k1l1 Ui2j2U�1k2l2 f�ur dieGruppe SU(2). Z dU Ui1j1U�1k1l1 Ui2j2U�1k2l2 Ui3j3U�1k3l3 =16 Æi1l1Æi2l2Æi3l3Æj1k1Æj2k2Æj3k3 + Permutationen� 124 Æi1l1Æi2l2Æi3l3Æj1k1Æj2k3Æj3k2 + Permutationen: (4.64)Versu
ht man das Integral graphis
h zu l�osen, gibt es, wie s
hon oben erw�ahnt, Proble-me bei der Bestimmung der KoeÆzienten. Die graphis
he Repr�asentation des IntegralsR dU Ui1j1U�1k1l1Ui2j2U�1k2l2Ui3j3U�1k3l3 ist in Abbildung (4.8) zu sehen. Multipliziert man diesenAusdru
k mit Æj1k1 und benutzt die Abbildung (4.7), so erh�alt man das Glei
hungssystemaus Abbildung (4.9). Wie man dur
h eine Re
hnung sieht, lassen si
h die KoeÆzientenhieraus ni
ht sinnvoll bestimmen. Dieses gelingt f�ur allgemeinesN , ni
ht jedo
h f�urN = 2.Verantwortli
h hierf�ur sind die speziellen Eigens
haften der Gruppe SU(2). Nutzt mandie folgende, nur f�ur SU(2) geltende, Glei
hung aus�j1j2j3 �k1k2k3 = Æj1k1Æj2k2Æj3k3 � Æj1k1Æj2k3Æj3k2 � Æj1k2Æj2k1Æj3k3 +Æj1k2Æj2k3Æj3k1 � Æj1k3Æj2k2Æj3k1 + Æj1k3Æj2k1Æj3k2 != 0; (4.65)und ersetzt die entspre
henden Terme in dem dur
h die Abbildung (4.9) dargestelltenGlei
hungssystem, so erh�alt man das analytis
he Ergebnis (4.64) mit A = 16 , B = � 124und C = 0.
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� �� �� �!Abbildung 4.8: Entwi
klung des Integrals R dU Ui1j1U�1k1l1 Ui2j2U�1k2l2 Ui3j3U�1k3l3
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� �� �� �!Abbildung 4.9: Bestimmungsglei
hung f�ur die KoeÆzienten des IntegralsR dU Ui1j1U�1k1l1 Ui2j2U�1k2l2 Ui3j3U�1k3l3 .In meinen Re
hnungen sind die auftretenden Integrationen Integrale �uber mehrere V 's.Da si
h jedes V na
h Glei
hung (2.35) zerlegen l�a�t in einen Teil, der proportional zu Uund einen Teil, der proportional zu U�1 ist, erh�alt man Integrale, die mit den anfangsbes
hriebenen Mitteln bere
hnet werden k�onnen. Die Integrale �uber mehrere V 's ergebendabei Integrale �uber die doppelte Anzahl von U 's und es wird somit immer s
hwieriger,sie zu bere
hnen. Da die Matrizen V der Gruppe SO(3) angeh�oren, entspri
ht eine Inte-gration �uber V der Integration �uber die Gruppe SO(3). S
haut man si
h die Herleitungder oben angegebenen Regeln in dem Artikel [17℄ an, so stellt man fest, da� es keinen Un-ters
hied ma
ht, ob man die Gruppe SU(3) oder SO(3) betra
htet. Es ist also einfa
her,die auftretenden Integrale �uber V direkt auszure
hnen und sie ni
ht erst in Integrale �uber



4.5. GRUPPEN-CHARAKTER-FUNKTION 61U zu zerlegen. Dabei nutzt man aus, da�V T = V �1 (4.66)gilt.Mit dieser Methode ergeben si
h die folgenden L�osungen:Z dU V a1b1 = 0; (4.67)Z dU V a1b1V a2b2 = 13 Æa1a2Æb1b2 ; (4.68)Z dU V a1b1V a2b2V a3b3 = 16 �a1a2a3�b1b2b3 ; (4.69)Z dU V a1b1V a2b2V a3b3V a4b4 = 18 (Æa1a2Æa3a4Æb1b2Æb3b4 + Æa1a4Æa2a3Æb1b4Æb2b3)� 124 (Æa1a2Æa3a4Æb1b4Æb2b3 + Æa1a4Æa2a3Æb1b2Æb3b4) ;(4.70)Z dU V a1b1V a2b2V a3b3V a4b4V a5b5V a6b6 = 7120 T1 � 140 T2 + 160 T3: (4.71)Dabei ergeben si
h T1, T2 und T3 na
h Abbildung (4.6) wie folgt:T1 = Æa1a2Æa3a4Æa5a6Æb1b2Æb3b4Æb5b6 + � � � ; (4.72)T2 = Æa1a2Æa3a4Æa5a6Æb1b2Æb3b6Æb4b5 + � � � ; (4.73)T3 = Æa1a2Æa3a4Æa5a6Æb1b6Æb2b3Æb4b5 + � � � : (4.74)4.5 Gruppen-Charakter-FunktionIn diesem Abs
hnitt sollen einige Aspekte �uber die Charakter -Funktion aufgegri�en wer-den. Bezei
hnet man mit j eine unit�are Darstellung einer kompakten Liegruppe G, so sinddie zugeh�origen Matrizen, die die Gruppenelemente U repr�asentieren, gegeben dur
hD(j)(U): (4.75)Unter dem Charakter von j versteht man die Funktion�j(U) � Tr �D(j)(U)� : (4.76)Bei 1l hat diese Funktion den Wert �j(1l) = dj; (4.77)
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ht damit der Dimension der Darstellung j. F�ur SU(2) werden die irreduziblenDarstellungen mit j = 0; 12 ; 1; 32 ; : : : bezei
hnet und besitzen die Dimensionen dj = 2j+1.Charaktere sind invariante Funktionen bzw. Klassen-Funktionen bez�ugli
h der Gruppe.Das bedeutet �j(V UV �1) = �j(U); U; V 2 G: (4.78)Eine besondere Bedeutung kommt den unit�aren irreduziblen Darstellungen und ihrenCharakteren zu. Im folgenden wird mit Ĝ der Satz aller ni
ht-�aquivalenten, unit�aren,irreduziblen Darstellungen von G bezei
hnet. Sind j und k aus Ĝ, gilt wegen der Ortho-gonalit�at der Charaktere Z dU �j(U)�k(U) = Æjk: (4.79)4.5.1 IntegrationsregelnVon den Gruppen-Integrationsregeln aus Kapitel 4.4 lassen si
h mit Hilfe der Charakter-Funktionen allgemeinere Regeln ableiten, die Integrationen �uber gro�e Graphen stark ver-einfa
hen [44℄. Unter einem Graphen G versteht man eine Abbildung, die jeder PlaquetteP eine Darstellung rP zuordnet. Die Anzahl der Plaquetten in einem Graphen wird dur
hjGj de�niert: P 2 jGj , rP 6= 0: (4.80)Im Zusammenhang mit der in Kapitel 5 folgenden Starkkopplungsentwi
klung treten Gra-phen auf, wobei diesen Graphen Plaquetten bestimmter Darstellung zugeordnet werden.Dies f�uhrt zu Integration �uber Plaquett-Variablen. So gilt zum Beispiel bei einem re
ht-e
kigen Graphen f�ur die innere Integration �uber UZ dU df Tr (UV1) df Tr �U�1V2� = df Tr (V1V2) : (4.81)Graphis
h ist diese Integrationsregel in Abbildung (4.10) zu sehen. In dem obigen Fall
R dU V1 U V2rr6 6? = V1 V2rr 6?Abbildung 4.10: Graphis
he Darstellung der Integrationsregel (4.81).be�nden si
h die Plaquette-Variablen in der Fundamentaldarstellung, was dur
h df ge-kennzei
hnet ist. F�ur die Gruppe SU(2) ergibt die Glei
hung (4.81)Z dU Tr (UV1) Tr �U�1V2� = 12 Tr (V1V2) : (4.82)
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h l�a�t si
h die obige Integration au
h mit den Regeln aus Abs
hnitt 4.4 l�osen.Die Re
hnungen sind etwas aufwendiger, f�uhren aber auf das glei
he Ergebnis wie Glei-
hung (4.82).Allgemein gilt die folgende Regel f�ur die Integration zweier Charakter-FunktionenZ dU �j(V U)�j 0(U�1W ) = Æjj 0 1dj �j(VW ): (4.83)Dabei nutzt man zum einen aus, da� die IntegrationZ dU �j(U) = Æj;0 (4.84)keinen Beitrag gibt, wenn ni
ht die triviale Darstellung enthalten ist, was mit Glei-
hung (4.35) �ubereinstimmt. Im Fall SU(2) gelten die folgenden Matrixdarstellungen f�urdie Gruppenelemente: �0(U) = 1; (4.85)� 12 (U) = Tr(U); (4.86)�1(U) = Tr(V ): (4.87)Zum anderen kann man das Quadrat zweier Charakter-Funktionen in der Fundamen-taldarstellung zusammenfassen zu� 12 (U)� 12 (U) = 1 + �1(U); (4.88), Tr(U) Tr(U) = 1 + Tr(V ): (4.89)





Kapitel 5Hoppingparameter-Entwi
klungDie Behandlung von Fermionen auf dem Gitter ist seit jeher ein gro�es Problem. Inder reinen Ei
htheorie k�onnen Korrelationsfunktionen numeris
h mit Hilfe von Monte-Carlo-Methoden bere
hnet werden (siehe Kapitel 7). Bei Pfadintegralen, die Grassmann-variablen enthalten, ist dieses zun�a
hst ni
ht m�ogli
h. Gel�ost wird das Problem, indemman zuerst die Fermionen ausintegriert, wodur
h si
h das Pfadintegral in einen Aus-dru
k verwandelt, der nur no
h bosonis
he Variablen enth�alt. Dieses kann dann mittelsMonte-Carlo-Verfahren simuliert werden. Die ben�otigte CPU-Zeit ist allerdings trotz derNutzung von Parallelre
hnern sehr ho
h. Um mehr �uber die Dynamik der Fermionen zulernen, su
ht man einen analytis
hen Weg zur Bere
hnung der E�ekte von dynamis
henFermionen auf physikalis
he Observablen. Eine sinnvolle Alternative zur St�orungstheoriebietet si
h in einer Entwi
klung um den Hoppingparameter K = 0 an. Der Hoppingpa-rameter bes
hreibt die Kopplung zwis
hen den Feldern bena
hbarter Gitterpunkte. Dadiese Entwi
klung nur legitim f�ur kleine Werte von K ist, was einer gro�en Masse M0entspri
ht, be�ndet man si
h weit entfernt vom Kontinuumslimes der f�ur M0 = M
r er-rei
ht wird. Wegen der Analogie zur statistis
hen Me
hanik wird diese Entwi
klung in derLiteratur oft als Ho
htemperatur-Entwi
klung bezei
hnet.Im Limes K = 0 ist die Theorie "exakt\ l�osbar und die fermionis
he WirkungSf = 12Xx n ax ax�K 4X�=1 h ax+�̂V abx� (1 + 
�) bx +  ax �V T �abx� (1� 
�) bx+�̂io (5.1):= 12Xx;y n ay Æyx  ax �K ayMabyx  bxo (5.2)reduziert si
h auf eine Summe ni
ht-we
hselwirkender TermeSf = 12Xx  ax ax: (5.3)



66 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGDie Zustandsfunktion faktorisiert somit in ein Produkt von Zustandsfunktionen, die nurvon einem Gitterplatz abh�angen:Zf = Yx Z1 = (Z1)V ; Z1 = Z d e� 12 a a: (5.4)In �ahnli
her Weise faktorisieren au
h die Greens
hen Funktionen.Bei den na
hfolgenden Re
hnungen bes
hr�anke i
h mi
h bei der Hoppingparameter-Ent-wi
klung zun�a
hst auf den Fall � = 0. Dies f�uhrt dazu, da� die Ei
hwirkungSg =XP �� � 12Tr1l �TrUP + TrU�1P �� 1� (5.5)keinen Beitrag liefert.Im folgenden soll der Boltzmann-Faktor in ein Produkt �uber Kanten hxyi ges
hriebenwerden. Dies erfordert eine Anpassung der Fermionmatrix Mya;xb. Dabei ist darauf zua
hten, da� jede Kante nur einmal gez�ahlt wird. Legt man nun zwei bena
hbarte Punktex und y auf dem Gitter fest, kann man zun�a
hst o�en lassen ob x gr�o�er oder kleinerals y sein soll. y ist gr�o�er als x, wenn der Di�erenzvektor nur positive Eintr�age hat. MitHilfe der Majorana-Eigens
haft (A.1) und den Majorana-Re
henregeln aus [38℄ l�a�t si
hder We
hselwirkungsteil der Fermionwirkung wie folgt umformen:Sw = � K2 Xx 4X�=1 n ax+�̂V abx� (1 + 
�) bx +  ax �V T �abx� (1� 
�) bx+�̂o (5.6)= �KXx 4X�=1 n ax+�̂V abx� (1 + 
�) bxo = �KXx 4X�=1 n ax �V T �abx� (1� 
�) bx+�̂o :(5.7)Die Glei
hung (5.7) kann mit der Einf�uhrung der FermionmatrixM als eine Summe �uberPaare hxyi bena
hbarter Gitterpunkte x; y mit y = x+ a�̂ ges
hrieben werden:Sw = �K X<xy>n ayV abx� (1 + 
�) bxo = � K2 X<xy> ayMabyx  bx; mit (5.8)Mabyx = 2 4X�=1 Æy;x+a�̂ V abx� (1 + 
�): (5.9)Bes
hr�ankt man si
h auf den Fall y gr�o�er x besteht die Fermionmatrix nur aus einemTerm der proportional zu Æy;x+�̂ ist. Da sie damit eindeutig festgelegt ist, verzi
hte i
h inden na
hfolgenden Re
hnungen auf den Zusatz des Æ-Symbols in der Fermionmatrix. Beider Summenbildung �uber die Gitterpunkte x und y kommt nun jede Kante hxyi genaueinmal vor und zwar f�ur den Fall y = x + a�̂.



5.1. SUPERSYMMETRISCHES MODELL OHNE FARBE 675.1 Supersymmetris
hes Modell ohne FarbeF�ur die allgemeine Struktur ist es sinnvoll, si
h zun�a
hst mit einem vereinfa
hten Modellzu bes
h�aftigen. Die na
hfolgenden �Uberlegungen bes
hr�anken si
h daher auf eine super-symmetris
he Yang-Mills-Theorie ohne Farbe auf einem zweidimensionalen Gitter. In derWirkung entf�allt damit die Summation �uber die Farbindi
es und die Integration �uber dieFarbgruppe SU(2):Zf = Z Yx d (x)Yx e� 12 (x) (x) Y<xy> eK2  (y)M(y;x) (x) (5.10)= Z Yx;� d �(x)Yx e� 12 P4�;
=1  �(x)C�
 
(x) Y<xy> eK2 P4Æ;�=1  Æ(y)DÆ�(y;x) �(x); (5.11)mit � 2 f1; 2; 3; 4g. Dabei ist DÆ� de�niert dur
hDÆ� = Xk CÆkMk�: (5.12)Das Produkt Q<xy> steht f�ur ein Produkt �uber alle Kanten auf dem Gitter, ohne Dop-pelz�ahlung. F�uhrt man eine Reihenentwi
klung f�ur die erste Exponentialfunktion dur
h,so bri
ht diese, wegen der Grassmann-Natur der Fermionen, na
h dem dritten Term ab.Man kann maximal vier vers
hiedene  �'s auf einem Gitterplatz haben. Aus dem glei
henGrund ergibt die Entwi
klung des zweiten Terms na
h Potenzen von K nur Beitr�age biszur Ordnung K4:Zf = Z Yx;� d �(x)�Yx �1� 12X�;
  �(x)C�
 
(x) + 18 XÆ;�;';� Æ(x)CÆ� �(x) '(x)C'� �(x)�� Y<x;y>�1 + K2 X�;�  � (y)D��(y; x) �(x)+K28 X�̂;�̂;
̂;Æ̂  �̂(y)D�̂�̂(y; x) �̂(x) 
̂(y)D
̂Æ̂(y; x) Æ̂(x)+K348 X~�;~�;~
;~Æ;~�; ~' ~�(y)D~�~�(y; x) ~�(x) ~
(y)D~
~Æ(y; x) ~Æ(x)� ~�(y)D~�~'(y; x) ~'(x)+K4384 X_�; _�; _
; _Æ; _�; _'; _�; _�  _�(y)D _� _�(y; x) _�(x) _
(y)D _
 _Æ(y; x) _Æ(x)� _�(y)D _� _'(y; x) _'(x)  _� (y)D _� _�(y; x) _�(x)�: (5.13)



68 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGMit Hilfe dieser Entwi
klung ergeben si
h unters
hiedli
he Graphen G zu den einzel-nen Ordnungen von K. Unter einem Graphen versteht man eine Kollektion von Kanten,die einen ni
ht-vers
hwindenden Beitrag zur Zustandsfunktion geben. Dabei sind Multi-plizit�aten der einzelnen Kanten erlaubt. Somit stellen die einem Graphen zugeordnetenKanten eine Abbildung in die nat�urli
hen Zahlen dar, wobei die Abbildung gerade derMultiplizit�at entspri
ht. Es bietet si
h daher no
h eine etwas andere S
hreibweise f�ur dieZustandsfunktion an:Zf = Z Yx;� d �Yx P ( (x))XG �K2 �jGj 
(G) Y<xy>2G �(y)D�;�(y; x) �(x):(5.14)Dabei ist P ( (x)) = e� 12 P4�;�=1  �C�� �(x) (5.15)= 1� 12  (x) (x) + 12! �12  (x) (x)�2 (5.16)und 
(G) = Y<xy>2G 1m(x; y)! ; (5.17)wobei m(x; y) die Multiplizit�at einer Kante hxyi in dem Graphen G angibt. Mit jGj wirddie Anzahl der Kanten in einem Graphen angegeben.5.1.1 Ordnung K0Der leere Graph G0 = ; f�uhrt zu einem Integral, bei dem man vier  `s an jedem Gitter-punkt hat1.N0 = Z Y� d �(x) P ( (x)) (5.18)= Z d 1(x)d 2(x)d 3(x)d 4(x) �1� 12 4X�;�=1 �(x)C�� �(x)+18 4X�;�;
;Æ=1 �(x)C�� �(x)  
(x)C
Æ Æ(x)�= 18 Z d 1(x)d 2(x)d 3(x)d 4(x) 4X�;�;
;Æ=1 �(x)C�� �(x)  
(x)C
Æ Æ(x)= 18(�8) Z d 1(x)d 2(x)d 3(x)d 4(x)  1(x) 2(x) 3(x) 4(x)= �1 (5.19)1Da es keinen Farbindex gibt, existieren insgesamt vier vers
hiedene  's.



5.1. SUPERSYMMETRISCHES MODELL OHNE FARBE 69Eine alternative Form, das obige Ergebnis zu erhalten, besteht in der Benutzung derFormel (A.10). F�ur die Zustandsfunktion gilt dann:Z0 = Yx N0 = NV0 = (�1)V : (5.20)5.1.2 Ordnung K2Der Graph der Ordnung K2 besteht aus zwei Kanten:G2 : } }
N2 = Z d 1(x)d 2(x)d 3(x)d 4(x) d 1(y)d 2(y)d 3(y)d 4(y)��� 12 �(x)C�� �(x)� �� 12 
(y)C
Æ Æ(y)�� K28 4X~�;~�;~
;~Æ=1 ~�(y)D~�~�(y; x) ~�(x)  ~
(y)D~
~Æ(y; x) ~Æ(x) (5.21)= K24 n� (D11D22 �D12D21) + (D13D24 �D23D14) + (D31D42 �D41D32)� (D33D44 �D43D34)o (5.22)= �K28 X�;~�;�;~�D�~�D� ~�h�12�� � �34��ih�12~� ~� � �34~�~�i (5.23)Das Auftreten der �-Tensoren liegt an der Entwi
klung vone� 12  = 1�  1 2 +  3 4 � O( i j k l): (5.24)Der Ausdru
k �12�� � �34�� stimmt exakt mit der Ladungskonjugationsmatrix C�� �uberein.Im folgenden werden daher s�amtli
he �-Tensoren in Form von C-Matrizen ges
hrieben.F�ur N2 gilt dann: N2 = �K28 X�;~�;�;~�D�~�D� ~� C��C~�~�: (5.25)Da es f�ur die Plazierung von N2 auf einem zweidimensionalen Gitter mit Volumen Vgenau 2V M�ogli
hkeiten gibt, erh�alt man f�ur den Beitrag zur Zustandsfunktion:Z2 =  Yx62G2N0! 2V N2 = NV �20 2V N2 = 2V Z0N2N20 � 2V Z0�(G2): (5.26)



70 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNG5.1.3 Ordnung K4G14 : } } } }N14 = N2(x; y)N2(v; w) (5.27)G14 besteht aus zwei Teil-Graphen. F�ur den ersten gibt es wieder 2V M�ogli
hkeiten. Derzweite Graph darf den ersten weder ber�uhren, no
h direkt auf ihm liegen. Deshalb gibtes f�ur diesen nur (2V � 7) M�ogli
hkeiten. Das Produkt mu� s
hlie�li
h no
h dur
h zweigeteilt werden, um eine Doppelz�ahlung glei
her Graphen zu vermeiden.Z14 = 2V (2V � 7)2 Z0N14N40 (5.28)
G24 : } }N24 = Z d 1(x)d 2(x)d 3(x)d 4(x) d 1(y)d 2(y)d 3(y)d 4(y)� K4384 X�;�;
;Æ;~�;~�;~
;~Æ  ~�(y)D~��(y; x) �(x)  ~�(y)D~��(y; x) �(x)� ~
(y)D~

(y; x) 
(x)  ~Æ(y)D~ÆÆ(y; x) Æ(x) (5.29)= K4384 X�;�;
;Æ;~�;~�;~
;~Æ ���
Æ �~�~�~
~ÆD~��(y; x)D~��(y; x)D~

(y; x)D~ÆÆ(y; x) (5.30)�Ahnli
h wie f�ur G2 gibt es genau 2V M�ogli
hkeiten f�ur die Verteilung von G24 auf einemGitter mit dem Volumen V .Z24 = Z02V �(G24) = 2V Z0N24N20 (5.31)
G34 : } } }



5.1. SUPERSYMMETRISCHES MODELL OHNE FARBE 71N34 = Z Y� d �(x) d �(y)d �(z) �12 (x) (x)��12 (z) (z)�� 0�K28 4X�;�;~�;~�=1 �(y)D�~� ~�(x)  �(y)D� ~�(y; x) ~�(x)1A� 0�K28 4X
Æ;~
;~Æ=1 ~
(z)D~

(z; y) 
(y)  ~Æ(z)D~ÆÆ(z; y) Æ(y)1A (5.32)= K464 X�;�;
;Æ;~�;~�;~
;~Æ ���
Æ D�~�(y; x)D� ~�(y; x)D~

(z; y)D~ÆÆ(z; y)�C~�~�C~
~Æ (5.33)Man kann G34 auf se
hs unters
hiedli
he Arten darstellen. Auf einem Gitter mit VolumenV gibt es somit 6V M�ogli
hkeiten.Z34 = Z06V �(G34) = 6V Z0N34N30 (5.34)Bere
hnet man die Anzahl der obigen drei M�ogli
hkeiten f�ur zwei "Doppelbonds\, soerh�alt man (2V 2 + V ) M�ogli
hkeiten. Dieses Ergebnis stimmt mit der Anzahl der kom-binatoris
hen M�ogli
hkeiten f�ur die Verteilung von zwei "Doppelbonds\ auf einem Gittermit dem Volumen V �uberein: 2V (2V�1)2 + 2V .G44 : } }} }N44 = Z Y� d �(x) d �(y)d �(v)d �(w)��12 (x) (x)��12 (y) (y)��12 (v) (v)��12 (w) (w)�� K416 4X�;�;
;Æ;~�;~�;~
;~Æ=1 �(y)D�~�(y; x) ~�(x)  
(w)D
�(w; y) �(x)� ~
(v)D~
Æ(v; w) Æ(w)  ~�(x)D~�~Æ(x; v) ~Æ(v)= K416 X�;�;
;Æ;~�;~�;~
;~ÆD�~�(y; x)D
�(w; y)D~
Æ(v; w)D~�~Æ(x; v)�C~�~�C~
~ÆC��C
Æ (5.35)G44 l�a�t si
h V mal auf einem Gitter mit Volumen V verteilen.Z44 = Z0V �(G44) = V Z0N44N40 (5.36)



72 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGF�ur K4 ergibt si
h damit insgesamt:Z = Z0 ��(G2)2 V (2V � 7) + �(G24) 2V + �(G34) 6V + �(G44)V 	 : (5.37)5.1.4 Bere
hnung der freien EnergieZf = Z00�1 + 2V �(G2) + V (2V � 7)�(G2)2 + 2V �(G24) + 6V �(G34) + V �(G44)| {z }�A 1A+O(K6) (5.38)lnZf = lnZ0|{z}=0 + ln(1 + A) = A� 12A2 + 13A3 +O(A3) (5.39)= 2V �(G2) + V (2V � 7)�(G2)2 + 2V �(G24) + 6V �(G34) + V �(G44)�12(2V )2�(G2)2 + O(K6) (5.40)lnZfV = 2�(G2) + 2�(G24) + 6�(G34) + �(G44)� 7�(G2)2 + O(K6) (5.41)Die freie Energie wird de�niert dur
h F = � lnZfV und ist demna
h gegeben dur
h denfolgenden Ausdru
k:F = �(G2) (7�(G2)� 2)� 2�(G24)� 6�(G34)� �(G44) + O(K6): (5.42)5.1.5 Ordnung K6Im FallK6 gibt es wieder mehrere M�ogli
hkeiten f�ur die einzelnen Graphen. Zun�a
hst tra-gen drei "Doppelbonds\, die si
h ni
ht ber�uhren, zur Ordnung K6 bei. Bei der Abz�ahlungdieser Graphen auf einem Gitter mu� man drei F�alle unters
heiden:� Zwei der drei "Doppelbonds\ liegen ni
ht nebeneinander und be�nden si
h au
hni
ht im Abstand von einem Gitterpunkt zueinander:} } } } } }Die Anzahl der M�ogli
hkeiten diese Graphen auf einem Gitter zu verteilen betr�agtdann 13! 2V (2V � 7� 14� 2)(2V � 14).� Zwei der drei "Doppelbonds\ be�nden si
h im Abstand von einem Gitterpunktzueinander: } }} } } }



5.1. SUPERSYMMETRISCHES MODELL OHNE FARBE 73Diese Graphen kann man auf 13! 2V 14 (2V �13) Arten auf einem Gitter mit VolumenV verteilen.� Zwei der drei "Doppelbonds\ liegen nebeneinander:} }} } } }F�ur diese Graphen gibt es 13! 2V 2 (2V � 12) M�ogli
hkeiten.Insgesamt ergibt si
h damit f�ur Z16 :Z16 = �(2V )33! � 14V 2 + 2323! V �Z0N16N60 ; (5.43)N16 = N2 �N2 �N2 (5.44)= �K6512 0� X�;�;~�;~�D�~�D� ~�C��C~�~�1A0�X
;Æ;~
;~ÆD
~
DÆ~ÆC
ÆC~
~Æ1A� 0�X�;�;~�;~�D�~�D�~�C��C~�~�1A : (5.45)
Man kann au
h einen Graphen konstruieren, bei dem alle drei "Doppelbonds\ mitein-ander verkn�upft sind: G26 : } } } }Daf�ur gibt es 18V M�ogli
hkeiten. Zus�atzli
h zu diesen Graphen gibt es no
h 4V M�ogli
h-keiten f�ur den folgenden Graphen:G36 : } }} }Da dieser jedo
h keinen Beitrag zu � gibt, gilt:Z26 = 18V Z0�(G26) = 18V Z0N26N40 : (5.46)



74 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGN26 = Z Y� d �(x) d �(y)d �(v) d �(w) �12 (x) (x)��12 (w) (w)���K28 4X�;�;
;Æ=1 �(y)D��(y; x) �(x)  
(y)D
Æ(y; x) Æ(x)���K28 4X~�;~�;~
;~Æ=1 ~�(v)D~�~�(v; y) ~�(y)  ~
(v)D~
~Æ(v; y) ~Æ(y)���K28 4X�̂;�̂;
̂;Æ̂=1 �̂(v)D�̂�̂(v; y) �̂(y)  
̂(v)D
̂Æ̂(v; y) Æ̂(y)�= �K6512 X�;�;
;Æ;~�;~�;~
;~Æ ���
Æ �~�~�~
~ÆD��̂(y; x)D��̂(y; x)D~�
(v; y)D~�Æ(v; y)�D
̂~
(w; v)DÆ̂~Æ(w; v)C�̂�̂C
̂Æ̂: (5.47)Ber�uhren si
h nur zwei der drei "Doppelbonds\, so gibt es daf�ur genau 6V (2V � 10)M�ogli
hkeiten. G46 : } } } } }Z46 = (12V 2 � 60V )Z0�(G46) (5.48)= (12V 2 � 60V )Z0N46N50 (5.49)N46 = N24 �N2 (5.50)Weitere Graphen, die si
h aus drei "Doppelbonds\ konstruieren lassen, gibt es auf einemzweidimensionalen Gitter ni
ht. Es besteht jedo
h no
h die M�ogli
hkeit, einen vierer Bondmit einem "Doppelbond\ zu kombinieren oder aber ein Quadrat aus einzelnen Bonds inKombination mit einem "Doppelbond\ zu verkn�upfen.G56 : } } } }F�ur diesen Graphen gibt es 2V (2V � 7) M�ogli
hkeiten.Z56 = (4V 2 � 14V )Z0�(G56) (5.51)= (4V 2 � 14V )Z0N56N40 (5.52)N56 = N34 �N2 (5.53)



5.1. SUPERSYMMETRISCHES MODELL OHNE FARBE 75G66 : } }} } } }Z66 = (2V 2 � 12V )Z0�(G66) (5.54)= (2V 2 � 12V )Z0N66N60 (5.55)N66 = N44 �N2 (5.56)
G76 : } }} } }

Z76 = 8V Z0�(G66) = 8V Z0N76N50 ; (5.57)N76 = Z Y� d �(x) d �(y)d �(v) d �(w)d �(a) �12 (a) (a)�� K416 4X�;�;
;Æ;~�;~�;~
;~Æ=1 �(y)D��(y; x) �(x)  
(w)D
Æ(w; y) Æ(y)� ~�(v)D~�~�(v; w) ~�(w)  ~
(x)D~
~Æ(x; v) ~Æ(v)� K28 4X�̂;�̂;
̂;Æ̂=1 �̂(a)D�̂�̂(a; y) �̂(y)  
̂(a)D
̂Æ̂(a; y) Æ̂(y) (5.58)= �K6128 X�;�;
;Æ ���
Æ D��̂(y; x)D
̂�(w; y)D~�Æ̂(v; w)D�̂ ~�(x; v)�D~

(a; y)D~ÆÆ(a; y)C�̂�̂C
̂Æ̂C~�~�C~
~Æ (5.59)
G86 : } }} }
Z86 = 4V Z0�(G76) = 4V Z0N86N40 ; (5.60)



76 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGN86 = Z Y� d �(x) d �(y)d �(v) d �(w) �12 (x) (x)��12 (v) (v)�� K416 4X�;�;
;Æ;~�;~�;~
;~Æ=1 �(y)D��(y; x) �(x)  
(w)D
Æ(w; y) Æ(y)� ~�(v)D~�~�(v; w) ~�(w)  ~
(x)D~
~Æ(x; v) ~Æ(v)� K28 4X�̂;�̂;
̂;Æ̂=1 �̂(w)D�̂�̂(w; y) �̂(y)  
̂(w)D
̂Æ̂(w; y) Æ̂(y) (5.61)= �K6128 X�;�;
;Æ;~�;~�;~
;~Æ ���
Æ �~�~�~
~ÆD��̂(y; x)D~��(w; y)D
̂ ~�(v; w)D�̂Æ̂(x; v)�D~

(w; y)D~ÆÆ(w; y)C�̂�̂C
̂Æ̂ (5.62)Z(K6) = Z0�(G16) 13!(2V )3 +O(V 2; V ) (5.63)= Z0��(G2)�3 13!(2V )3 +O(V 2; V ) (5.64)Die Terme, die in den einzelnen Graphen auftreten, sind denen im na
hfolgenden Ab-s
hnitt sehr �ahnli
h. Die expliziten Re
hnungen verlaufen daher analog.5.2 Supersymmetris
hes Modell mit FarbeNimmt man nun, ausgehend von dem bisher betra
hteten Modell, die Farbe als zus�atz-li
hen Parameter hinzu, so k�onnen si
h an einem Gitterpunkt statt vier vers
hiedener 's nun zw�olf Majorana-Spinoren glei
hzeitig aufhalten2. Die Integration in (5.11) wirddeshalb zu einer Integration �uber zw�olf  's:Zf = Z dU Yx;�;a d a�(x)Yx e� 12 Pa  a(x) a(x) Y<xy> eK2 P�;�;a;b  a�(y)Dab��(y;x) b�(x) (5.65)= Z dU Yx;�;a d a�(x)Yx P ( (x))XG �K2 �jGj 
(G) Y<xy>2G a�(y)Dab��(y; x) b�(x);(5.66)mit � 2 f1; 2; 3; 4g und a; b 2 f1; 2; 3g. Die Matrix Dab�� ist de�niert dur
hDab�� = Xk C�kMabk�: (5.67)2Es gibt wegen der Dira
-Indi
es vier vers
hiedene  's, die jeweils in drei unters
hiedli
hen Farbenauftreten k�onnen.



5.2. SUPERSYMMETRISCHES MODELL MIT FARBE 77Die einzelnen Graphen entspre
hen den unters
hiedli
hen Ordnungen in der Entwi
klungder beiden in der Zustandsfunktion auftretenden Exponentialfunktionen. Die Vorgehens-weise ist dabei wie folgt: Zun�a
hst betra
htet man die Entwi
klung des We
hselwirkungs-terms. Die Anzahl der Majorana-Fermionen die aus der ersten Exponentialfunktion stam-men, wird dann entspre
hend erg�anzt, so da� si
h an jedem Gitterpunkt des Graphenszw�olf Fermionen be�nden. Jetzt kann man si
h ausgehend von der Entwi
klung �uberlegen,wie die  's aussehen, die aus dem We
hselwirkungsterm stammen. Dieses Verfahren wirdam Beispiel von N2 erl�autert.Eine andere M�ogli
hkeit, die einem mehr algebrais
hen Zugang entspri
ht, besteht inder Bere
hnung von Majorana-Erwartungswerten mittels Quelltermen. Dadur
h entf�allteine explizite Entwi
klung der ersten Exponentialfunktion und die Methode ers
heint ma-thematis
h eleganter. Die entspre
henden Bere
hnungen hierzu �nden si
h in Kapitel 3.Zun�a
hst ist es jedo
h physikalis
h ans
hauli
her, wenn man die Majorana-Fermionenaus der Entwi
klung der Exponentialreihe ans
haut, um so einen Eindru
k �uber dievorhandenen Farbkombinationen zu bekommen. Diese Entwi
klung wird dur
h die Glei-
hung (A.19) bes
hrieben. Daran kann man zum Beispiel f�ur den Graphen N2 ablesen, da�die zwei Fermionen, die si
h jeweils an dem Gitterpunkt x und y be�nden, zum einen dieglei
he Farbe haben m�ussen und zum anderen entweder dur
h + 1  2 oder � 3 4 (plusPermutationen) dargestellt werden k�onnen. Mit der Ladungskonjugationsmatrix, bei dernur die Eintr�age C12 = 1; C21 = �1; C34 = �1 und C43 = 1 von null vers
hieden sind,wird dieses Verhalten exakt bes
hrieben.Im folgenden wird mit N̂ ji der Wert eines Graphen vor der U -Integration angegeben.5.2.1 Ordnung K0Der leere Graph f�uhrt in diesem Fall auf ein Integral, bei dem si
h zw�olf  's an jedemGitterpunkt be�nden:N̂0 = 16! �12�6 3Xa=1 2 a1 a2 � 2 a3 a4!6= � Z d 11d 12d 13d 14d 21d 22d 23d 24d 31d 32d 33d 34� 11 12 13 14 21 22 23 24 31 32 33 34= �1: (5.68)Integriert man den leeren Graphen �uber U; so ergibt si
h na
h (4.35):Z dUN̂0 = �1; Z0 = (�1)V : (5.69)



78 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNG5.2.2 Ordnung K2In der zweiten Ordnung gibt es, genau wie in dem Modell ohne Farbe, einen Graphen dereinen Beitrag liefert. An den Gitterpunkten be�nden si
h jetzt allerdings statt zwei  'szehn  's: G2 : } }x yN̂2 = Z Y�;a d a�(x)d a�(y) 15!  �12 3X
=1  
(x) 
(x)!5 15!  �12 3Xd=1  d(y) d(y)!5� K28 X�;�;
;Æ Xa;b;
;d a�(y)Dab��(y; x) b�(x) 

(y)D
d
Æ(y; x) dÆ (x)= �K28 X�;�;
;ÆXa;b Dab��(y; x)Dab
Æ(y; x)C�
C�Æ= �K28 X�;�;
;ÆXa;b (CMabyx)��(CMabyx)
Æ C�
C�Æ= �K28 X�;�;
;ÆXa;b (CMabyxC)�Æ (C2Mabyx)�Æ= +K28 X�;�;
;ÆXa;b (CT (MTyx)abCT )Æ� (Mabyx)�Æ= +K28 X�;�;
;ÆXa;b Tr �Mabyx C(MTyx)abC	 : (5.70)Sowohl die Spur wie au
h die Transposition wirken nur auf die Dira
-Indi
es. Transpo-niert man die Fermionmatrix bez�ugli
h ihrer Dira
-Indi
es und multipliziert sie dann vonbeiden Seiten mit der Ladungskonjugationsmatrix, ergibt si
h:3C(MT )abC = 2C(1 + 
�)TC V ab= 2 (C2 + C
T�C)V ab: (5.71)Unter Ausnutzung von Glei
hung (A.6) und (A.7) erh�alt man daraus:C(MT )abC = �2�(1� 
�)V ab	= � ~Mab: (5.72)3Der �Ubersi
hthalber fehlt die (hier irrelevante) Summe �uber � in den folgenden Re
hens
hritten.



5.2. SUPERSYMMETRISCHES MODELL MIT FARBE 79Dabei wird ~M analog zur Fermionmatrix M de�niert, jedo
h mit negativem �:~Mab = 2 4X�=1(1� 
�)V ab: (5.73)F�ur N̂2 folgt mit (5.72): N̂2 = �K28 Xa;b Tr(Mab ~Mab): (5.74)Die Spur �uber die beiden Matrizen M und ~M ergibt si
h zu:Tr(Mab ~Mab) = 22Tr �(1 + 
�)(1� 
�)V abV ab	= 4Tr �1� 
� + 
� � 
2�	V abV ab= 4Tr f1� 1g = 0: (5.75)N2 gibt somit keinen Beitrag. Desweiteren erkennt man, da� Graphen mit sogenanntenSpitzen keinen Beitrag geben. Damit ist folgendes gemeint: Hat man bei einem Grapheneine einlaufende Linie in Ri
htung � und mu� ohne Umwege wieder in diese Ri
htungzur�u
k, so ergibt dieser Graph keinen Beitrag, da dann das Produkt (1+
�) � (1�
�) be-re
hnet werden mu�, was na
h (5.75) null ergibt. Die si
h daraus ergebenden graphis
henVerfahren werden ausf�uhrli
h in den n�a
hsten Ordnungen von K erl�autert.5.2.3 Der total antisymmetris
he Tensor vierter StufeDas Ausre
hnen des obigen Graphen ist deshalb so einfa
h, weil es zu jeder D-Matrix jeeine C-Matrix gibt. Die Summation �uber alle Dira
-Indi
es f�uhrt s
hlie�li
h zur Bildungder Spur �uber die Fermionmatrix. Bei den Graphen h�oherer Ordnung treten allerdings,wie s
hon im vorangegangenen Kapitel gezeigt, ni
ht nur C-Matrizen, sondern h�au�gau
h �-Tensoren auf. Damit wird die Symmetrie, die dur
h die Multiplikation der La-dungskonjugationsmatrix mit einer D-Matrix entsteht, zerst�ort. Eine Zusammenfassungder entspre
henden Terme gelingt jetzt ni
ht mehr. Da si
h die Eintr�age der C-Matrixauf 0, 1 und �1 bes
hr�anken, liegt es nahe, f�ur den Levi-Civita-Tensor eine Darstellung inForm von (zwei) Ladungskonjugationsmatrizen zu su
hen, die die Indi
es des Levi-Civita-Tensors tragen. Na
h einigen Experimenten ergab si
h die na
hstehende Glei
hung:���
Æ = �C��C
Æ + C�
C�Æ + C�ÆC
�: (5.76)Die G�ultigkeit dieser Glei
hung l�a�t si
h zum Beispiel mit den Grassmann-Integrationsre-geln f�ur Majorana-Fermionen aus Kapitel 3 best�atigen, wenn man die Farbindi
es verna
h-l�assigt. Die Glei
hung (3.46) stimmt dann mit der obigen Glei
hung (5.76) �uberein. DieseGlei
hung erm�ogli
ht einem nun die explizite Bere
hnung der Graphen h�oherer Ordnung.Da jedo
h mit den Glei
hungen (3.43), (3.44) und (3.47) einfa
here Verfahren zur L�osungdes Integrationsproblems zur Verf�ugung stehen, wird in den folgenden Re
hnungen aufdiese zur�u
kgegri�en, ohne allerdings auf die ans
hauli
he Bedeutung der Integration zuverzi
hten.



80 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNG5.2.4 Ordnung K4Der einfa
hste Graph der Ordnung K4 besteht aus zwei Graphen G2:G14 : }x }y} v} wN̂14 = N̂2 � N̂2 = 0: (5.77)Der zweite Graph, der zur Ordnung K4 geh�ort, besteht aus vier �ubereinanderliegendenKanten: G24 : } }x yN̂24 = Z Y�;a d a�(x)d a�(y) e� 12 P3e=1  e(x) e(x) e� 12 P3f=1  f (y) f (y)� K4384 X�;�;��� ;~Æa;b;��� ; ~d  ~a~�(y)D~aa~��(y; x) a�(x) ~b~�(y)D~bb~��(y; x) b�(x)� ~
~
(y)D~

~

(y; x) 

(x) ~d~Æ (y)D ~dd~ÆÆ (y; x) dÆ (x)= K4384 X�;�;��� ;~Æa;b;��� ; ~d D~aa~��(y; x)D~bb~��(y; x)D~

~

(y; x)D ~dd~ÆÆ (y; x)� Z Y�;a d a�(x) ~a~�(x) ~b~�(x) ~
~
(x) ~d~Æ (x) e� 12 P3e=1  e(x) e(x)� Z Y�;e d e�(y) a�(y) b�(y) 

(y) dÆ (y) e� 12 P3f=1  f (y) f (y): (5.78)Mit Hilfe der Integrationsregeln f�ur vier Majorana-Fermionen (3.44) ergibt si
h f�ur dieIntegration �uber d (x) und d (y):N̂24 = K4384 X�;�;��� ;~Æa;b;��� ; ~d D~aa~��(y; x)D~bb~��(y; x)D~

~

(y; x)D ~dd~ÆÆ (y; x) �ab
d��
Æ �~a~b~
 ~d~�~�~
~Æ: (5.79)



5.2. SUPERSYMMETRISCHES MODELL MIT FARBE 81Der in der Glei
hung vorkommende �-Tensor wurde in Kapitel 3 in der Glei
hung (3.46)de�niert. Damit ergibt si
h f�ur das Produkt zweier �-Tensoren:N̂24 = K4384 X�;�;��� ;~Æa;b;��� ; ~d D~aa~��(y; x)D~bb~��(y; x)D~

~

(y; x)D ~dd~ÆÆ (y; x)�n C��C
ÆC~�~�C~
~Æ Æab Æ
d Æ~a~b Æ~
 ~d�C��C
ÆC~�~
C~�~Æ Æab Æ
d Æ~a~
 Æ~b ~d�C��C
ÆC~�~ÆC~
 ~� Æab Æ
d Æ~a ~d Æ~b~
�C�
C�ÆC~�~�C~
~Æ Æa
 Æbd Æ~a~b Æ~
 ~d+C�
C�ÆC~�~
C~�~Æ Æa
 Æbd Æ~a~
 Æ~b ~d+C�
C�ÆC~�~ÆC~
 ~� Æa
 Æbd Æ~a ~d Æ~b~
�C�ÆC
�C~�~�C~
~Æ Æad Æb
 Æ~a~b Æ~
 ~d+C�ÆC
�C~�~
C~�~Æ Æad Æb
 Æ~a~
 Æ~b ~d+C�ÆC
�C~�~ÆC~
 ~� Æad Æb
 Æ~a ~d Æ~b~
o: (5.80)Dur
h Umbezei
hnen der Indi
es und unter Ausnutzung der Transponierbarkeit der C-Matrix (Cij = �Cji) reduzieren si
h die obigen neun Terme auf nur no
h zwei Terme.Diese werden im folgenden bere
hnet.N̂24 = K4384 X�;�;��� ;~Æa;b;��� ; ~d n3D~aa~��(y; x)D~bb~��(y; x)D~

~

(y; x)D ~dd~ÆÆ (y; x)C��C
ÆC~�~�C~
~Æ Æab Æ
d Æ~a~b Æ~
 ~d�6D~aa~��(y; x)D~bb~��(y; x)D~

~

(y; x)D ~dd~ÆÆ (y; x)C��C
ÆC~�~
C~�~Æ Æab Æ
d Æ~a~
 Æ~b ~do(5.81)
rrrr rrrrx yÆ
�� ~Æ~
~�~�Abbildung 5.1: Spinor-Notation zur graphis
hen Darstellung der Fermion-Integration f�urden Graphen N24 .�Ubersi
htshalber k�urze i
h in den na
hfogenden Re
hnungen die Summe �uber die Dira
-und Farbindi
es mit P Dira
Colour ab. Damit ist eine Summenbildung �uber die in dem jeweili-gen Ausdru
k vorhandenen Indi
es gemeint. Diese k�onnen in den einzelnen Termen ver-s
hieden sein! Die S
hreibweise ist daher ni
ht ganz korrekt, f�uhrt aber aufgrund der



82 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGdetaillierten Re
hnung ni
ht zu Mi�verst�andnissen.N̂24 = K4384 XDira
Colour n3 �CM ~aaC�~��M~bb~�� �CM ~

C�~
ÆM ~dd~
Æ Æab Æ
d Æ~a~b Æ~
 ~d�6 �CM ~aaC�~��M~bb~Æ�M ~

~�
 �CM ~ddC�~Æ
 Æab Æ
d Æ~a~
 Æ~b ~do= K4384 XColourn 3Tr�M ~aa ~M ~aa�Tr�M ~

 ~M ~

��6Tr�M~ba ~M ~aaM ~a
 ~M~b
�o= 0 (5.82)Das Resultat der re
ht aufwendigen obigen Re
hnung kann man einfa
her dur
h ein gra-phis
hes Verfahren erhalten. Dazu betra
htet man den Graphen N24 und versieht dieeinzelnen Kanten mit Spinor-Indi
es. Dies ist in Abbildung (5.1) zu sehen.
1)
 2)
 3)


4)
 5)
 6)


7)
 8)
 9)


Abbildung 5.2: Graphis
he Darstellung der Fermion-Integration f�ur den Graphen G24 unterBer�u
ksi
htigung der Notation aus Abbildung (5.1).Na
h den Regeln f�ur die Majorana-Fermion-Integration (3.44) ergeben si
h f�ur den Gra-phen N24 neun Terme, die in Glei
hung (5.80) bere
hnet wurden. Graphis
h entspre
hendie unters
hiedli
hen Terme vers
hiedenen Verkn�upfungen der Spinor-Indi
es. Wie man



5.2. SUPERSYMMETRISCHES MODELL MIT FARBE 83aus der Abbildung (5.2) sieht, gibt es zwei vers
hiedene Graphentypen. Die Graphen 1),5) und 9) entspre
hen dem Ausdru
k Tr(M ~M )Tr(M ~M ) und geben somit keinen Beitrag.Die anderen se
hs Graphen 2), 3), 4), 6), 7) und 8) sind proportional zu dem Ausdru
kTr(M ~MM ~M) und sind damit ebenfalls null. Man kann diesen graphis
hen Sa
hverhaltau
h so formulieren, da� Graphen generell keinen Beitrag geben, wenn sie sol
he Spitzenenthalten, wie sie in Abbildung (5.2) zu sehen sind.G44 : } }} }x yv w
N̂44 = Z Y�;a d a�(x)d a�(y)d a�(v)d a�(w) e 12 P3b=1  e(x) e(x)� e� 12 P3e=1  e(y) e(y) e� 12 P3f=1  f (v) f (v) e� 12 P3g=1  g(w) g(w)� K416 X�;�;��� ;~Æa;b;��� ; ~d  a�(y)Da~a�~�(y; x) ~a~�(x) b�(w)Db~b� ~�(w; y) ~b~�(y)� 

(v)D
~

~
(v; w) ~
~
(w) dÆ (x)Dd ~dÆ~Æ (x; v) ~v~Æ (v)= K416 X�;�;��� ;~Æa;b;��� ; ~d Da~a�~�(y; x)Db~b� ~�(w; y)D
~

~
(v; w)Dd ~dÆ~Æ (x; v)� Z Y�;a d a�(x) ~a~�(x) dÆ (x) e 12 P3b=1  e(x) e(x)� Z Y�;r d r�(y) a�(y) ~b~�(y) e� 12 P3e=1  e(y) e(y)� Z Y�;a d a�(w) b�(w) ~
~
(w) e� 12 P3f=1  e(v) e(v)� Z Y�;a d a�(v) 

(y) ~d~Æ (w) e� 12 P3g=1  e(w) e(w) (5.83)Mit (3.43) ergibt die Integration �uber die Majorana-Fermionen:N̂44 = K416 X�;�;��� ;~Æa;b;��� ; ~d Da~a�~�(y; x)Db~b� ~�(w; y)D
~

~
(v; w)Dd~dÆ~Æ (x; v)�C�~�C~aÆC�~
C
~Æ Æa~b Æ~ad Æb~
 Æ
 ~d: (5.84)



84 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGBei der U -Integration mu� jeweils �uber eine Kante und damit �uber ein V integriert werden:N44 � Z dU1 V a~a1 Z dU2 V b~b2 Z dU3 V 
~
3 Z dU4 V d ~d4 : (5.85)Da diese Integrale na
h Glei
hung (4.68) null sind, gibt der Graph G44 keinen Beitrag.5.2.5 Ordnung K6G86 : } }} }x yv w
N̂86 = Z Y�;a d a�(x)d a�(y)d a�(v)d a�(w) e� 12 P3e=1  e(x) e(x)� e� 12 P3f=1  f (y) f (y) e� 12 P3g=1  g(v) g (v) e� 12 P3h=1  h(w) h(w)� K348 X�;�;
;Æ;�;�a;b;
;d;e;f  a�(w)Dab��(w; y) b�(y) 

(w)D
d
Æ(w; y) dÆ (y)� e� (w)Def��(w; y) f�(y)� K38 X~�;~�;��� ;Æ̂~a;~b;��� ;d̂  ~a~�(y)D~a~b~�~�(y; x) ~b~�(x) â̂�(v)Dâb̂�̂�̂(v; w) b̂̂�(w)� 
̂̂
(x)D
̂d̂
̂ Æ̂(x; v) d̂̂Æ (v)= �K6384 X�;�;��� ;~�a;b;��� ; ~f Da~a�~�(y; x)Db~b� ~�(w; y)D
~

~
(w; y)Dd~dÆ~Æ (w; y)De~e�~� (v; w)Df ~f�~�(v; x)� Z Y�;a d a�(x) ~a~�(x) ~f~�(x) e� 12 P3e=1  e(x) e(x)� Z Y�;a d a�(v) e�(v) f�(v) e� 12 P3g=1  g(v) g(v)� Z Y�;a d a�(w) b�(w) 

(w) dÆ (w) ~e~� e� 12 P3h=1  h(w) h(w)� Z Y�;r d r�(y) a�(y) ~b~�(y) ~
~
(y) ~d~Æ (y) e� 12 P3f=1  f (y) f (y) (5.86)
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r r~� �rr~�� r r� ~�
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Abbildung 5.3: Spinor-Notation zur graphis
hen Darstellung der Fermion-Integration f�urden Graphen G86.
1)
 2)
 3)


4)
 5)
 6)


7)
 8)
 9)


Abbildung 5.4: Graphis
he Darstellung der Fermion-Integration des Graphens G86 unterBer�u
ksi
htigung der Notation in Abbildung (5.3).



86 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGMit Hilfe von (3.43) und (3.44) ergibt si
h f�ur die Integration der  's:N̂86 = �K6384 X�;�;��� ;~�a;b;��� ; ~f Da~a�~�(y; x)Db~b� ~�(w; y)D
~

~
(w; y)Dd~dÆ~Æ (w; y)De~e�~� (v; w)Df ~f�~�(v; x)�C~�~� Æ~a ~f C�� Æef �b
d~e�
Æ~� �a~b~
 ~d�~�~
~Æ : (5.87)Wie au
h s
hon bei dem vorangegangenen Graphen ergibt eine Integration �uber U keinenBeitrag. Eine M�ogli
hkeit dies zu verhindern besteht in der Au��ullung des Graphens mitPlaquetten aus der Ei
hwirkung. Eine graphis
he Integration des Graphens zeigt jedo
h,da� die Fermion-Integration null ergibt. Die insgesamt neun vers
hiedenen Beitr�age, wiesie in Abbildung (5.4) zu sehen sind, sind proportional zuN̂86 � 
1Tr�MabyxM 
awy ~M 
dwv ~Mdbvx�Tr�M efwy ~M efwy�+ 
2Tr�MabyxM 
awy ~M 
dwyM edwy ~M efwv ~Mfbvx� : (5.88)Dabei sind die Graphen 3), 5) und 7) aus der Abbildung (5.4) proportional zu dem erstenTerm der Glei
hung (5.88) und die Graphen 1), 2), 4), 6), 8) und 9) sind proportional zudem zweiten Term.Wie au
h s
hon die vorangegangenen Re
hnungen gezeigt haben, gibt dieser Graph auf-grund der auftretenden Spitzen keinen Beitrag und vers
hwindet somit s
hon allein wegender Fermion-Integration.Ein weiterer Graph der von null vers
hieden sein k�onnte ist G96.G96 : } }x yN̂96 = Z Y�;a d a�(x)d a�(y) e� 12 P3e=1  e(x) e(x) e� 12 P3f=1  f (y) f (y)� K66! � 64 X�;�;��� ;~Æa;b;��� ; ~d  a�(y)Da~a�~�(y; x) ~a~�(y) b�(y)Db~b� ~�(y; x) ~b~�(y)� 

(y)D
~

~
(y; x) ~
~
(y) dÆ (y)Dd ~dÆ~Æ (y; x) ~d~Æ (y)� e� (y)De~e�~� (y; x) ~e~�(y) f�(y)Df ~f�~�(y; x) ~f~f (y) (5.89)



5.2. SUPERSYMMETRISCHES MODELL MIT FARBE 87N̂96 = � K66! � 64 X�;�;��� ;~�a;b;��� ; ~f D~aa~��(y; x)D~bb~��(y; x)D~

~

(y; x)D ~dd~ÆÆ (y; x)D~ee~�� (y; x)D ~ff~��(y; x)� Z Y�;a d a�(x) a�(x) b�(x) 

(x) dÆ (x) e�(x) f�(x) e� 12 P3e=1  e(x) e(x)� Z Y�;a d a�(y) ~a~�(x) ~b~�(x) ~
~
(x) ~d~Æ (x) ~e~� (x) ~f~�(x) e� 12 P3f=1  f (y) f (y)(5.90)
1)
 2)
 3)


Abbildung 5.5: Graphis
he Darstellung der Fermion-Integration f�ur den Graphen G96.Die Integration �uber die Majorana-Fermionen ergibt mit (3.47):N̂96 = � K66! � 64 X�;�;��� ;~�a;b;��� ; ~f D~aa~��(y; x)D~bb~��(y; x)D~

~

(y; x)D ~dd~ÆÆ (y; x)D~ee~�� (y; x)D ~ff~��(y; x)�n� C�� Æab �
def
Æ�� + C�
 Æa
 �bdef�Æ�� � C�Æ Æad �b
ef�
��+C�� Æae �b
df�
Æ� � C�� Æaf �b
de�
Æ�o�n� C~�~� Æ~a~b �~
 ~d~e ~f~
~Æ~�~� + C~�~
 Æ~a~
 �~b ~d~e ~f~�~Æ~�~� � C~�~Æ Æ~a ~d �~b~
~e ~f~�~
~�~�+C~�~� Æ~a~e �~b~
 ~d ~f~�~
~Æ ~� � C~�~� Æ~a ~f �~b~
 ~d~e~�~
~Æ~�o: (5.91)Die obigen 225 Terme lassen si
h mit Glei
hung (3.46) dur
h Umsortieren der einzelnenAusdr�u
ke und dur
h Umbenennungen zusammenfassen zu:N̂96 = � K66! � 64 X�;�;��� ;~�a;b;��� ; ~f D~aa~��(y; x)D~bb~��(y; x)D~

~

(y; x)D ~dd~ÆÆ (y; x)D~ee~�� (y; x)D ~ff~��(y; x)� 3 � 5C��C
ÆC��n� C~�~� Æ~a~b �~
 ~d~e ~f~
~Æ~�~� + 2C~�~
 �~b ~d~e ~f~�~Æ~�~�+2C~�~� Æ~a~e �~b~
 ~d ~f~�~
~Æ ~�o: (5.92)



88 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGAuswerten der unters
hiedli
hen Terme f�uhrt zu:N̂96 = �15 �K66! � 64 XDira
Colour n �CM ~aaC�~��M~bb~�� �CM ~

C�~
ÆM ~dd~
Æ �CM ~eeC�~��M ~ff~��� Æab Æ
d Æef Æ~a~b Æ~
 ~d Æ~e ~f+6 �CM ~aaC�~��M~bb~�� �CM ~

C�~
ÆM ~dd~�Æ M ~ee~
� �CM ~ffC�~��� Æab Æ
d Æef Æ~a~b Æ~
~e Æ ~d ~f�8 �CM ~aaC�~��M~bb~��M ~

~�
 �CM ~ddC�~Æ
 �CM ~eeC�~��M ~ff~Æ�� Æab Æ
d Æef Æ~a~
 Æ~b~e Æ ~d ~fo= �15 �K66! � 64 XColourn Tr�M ~aa ~M ~aa�Tr�M ~

 ~M ~

�Tr�M ~ee ~M ~ee��6Tr�M ~aa ~M ~aa�Tr�M ~d
 ~M ~

M ~
e ~M ~de�+8Tr�M~ba ~M ~aaM ~ae ~M ~deM ~d
 ~M~b
�o= 0: (5.93)Au
h dieses Ergebnis l�a�t si
h einfa
h aus der graphis
hen Formulierung der Fermion-Integration in Abbildung (5.5) ableiten. Daran erkennt man, da� es unm�ogli
h ist dieeinzelnen Kanten so miteinander zu verbinden, da� es kein Produkt (1 + 
�) � (1 � 
�)gibt. Insgesamt treten nur drei unters
hiedli
he Graphentypen auf, die den algebrais
henAusdr�u
ken1) = nTr�(1 + 
�)(1� 
�)�o3; (5.94)2) = Tr�(1 + 
�)(1� 
�)�Tr�(1 + 
�)(1� 
�)(1 + 
�)(1� 
�)�; (5.95)3) = Tr�(1 + 
�)(1� 
�)(1 + 
�)(1� 
�)(1 + 
�)(1� 
�)�; (5.96)entspre
hen.5.2.6 Ordnung K8In der a
hten Ordnung gibt es genau einen Graphen der von null vers
hiedenen ist undau
h ohne Korrekturen von Plaquette-Termen aus der Ei
hwirkung einen Beitrag gibt.G8 : } }} }x yv w



5.2. SUPERSYMMETRISCHES MODELL MIT FARBE 89Der Beitrag des Graphens G8 bere
hnet si
h wie folgt:N̂8 = Z Y�;a d a�(x)d a�(y)d a�(v)d a�(w) e� 12 P3b=1  e(x) e(x)� e� 12 P3e=1  e(y) e(y) e� 12 P3f=1  f (v) f (v) e� 12 P3g=1  g(w) g(w)� �K28 �4 X�;�;��� ;~Æa;b;��� ; ~d  a�(y)Da~a�~�(y; x) ~a~�(x) b�(y)Db~b� ~�(y; x) ~b~�(x)� â̂�(w)Dâ
�̂
(w; y) 

(y) b̂̂�(w)Db̂d̂�Æ(w; y) dÆ(y)� 
̂̂
(w)D
̂e
̂�(w; v) e�(v) d̂̂Æ (w)Dd̂fÆ̂�(w; v) f�(v)� r�(v)Dr~
�~
(v; x) ~
~
(x) t� (v)Dt ~d� ~Æ(v; x) ~d~Æ (x)= �K88 �4 XDira
Colour Da~a�~�(y; x)Db~b� ~�(y; x)Dâ
�̂
(w; y)Db̂d̂�Æ(w; y)�D
̂e
̂�(w; v)Dd̂fÆ̂�(w; v)Dr~
�~
(v; x)Dt ~d� ~Æ(v; x)� �ab
d��
Æ �~a~b~
 ~d~�~�~
~Æ �âb̂
̂d̂�̂�̂
̂Æ̂ �efrt���� : (5.97)

rrrr rr ~Æ~
 ��
rr r
̂� rÆ̂�rr~�~� ��

rr rr�� Æ̂̂

Abbildung 5.6: Spinor-Notation zur graphis
hen Darstellung der Fermion-Integration f�urden Graphen G8.Glei
hung (5.97) liefert insgesamt 81 Terme. Analog zu den anderen Graphen kann mansi
h wieder unter Zuhilfenahme der graphis
hen Methode �uberlegen, wel
he Terme vonden 81 �uberhaupt einen von null vers
hiedenen Beitrag liefern. Da alle Graphen mitsogenannten Spitzen null ergeben, tragen alle Terme, die proportional sind zu C~�~�, C��,C
Æ, C�̂�̂, C
̂Æ̂, C��, C�� oder C~
~Æ, ni
ht zum Ergebnis bei. Dies kann man lei
ht mit derin Abbildung (5.6) angegebenen Notation na
hvollziehen. Es gibt dann nur 16 Graphen,die einen Beitrag geben. Ihre graphis
he Darstellung ist in Abbildung (5.7) zu sehen. Sie



90 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGsind von der folgenden algebrais
hen Form:N̂8 = �K88 �4 XDira
Colour Da~a�~�(y; x)Db~b� ~�(y; x)Dâ
�̂
(w; y)Db̂d̂�Æ(w; y)�D
̂e
̂�(w; v)Dd̂fÆ̂�(w; v)Dr~
�~
(v; x)Dt ~d� ~Æ(v; x)�n C�
 Æa
 C�Æ ÆbdC~�~
 Æ~a~
C~�~Æ Æ~b ~d C�̂
̂ Æâ
̂C�̂Æ̂ Æb̂d̂ C�� Æer C�� Æft+C�
 Æa
C�Æ ÆbdC~�~
 Æ~a~
C~�~Æ Æ~b ~dC�̂
̂ Æâ
̂C�̂Æ̂ Æb̂d̂C�� ÆetC�� Æfr+C�
 Æa
C�Æ ÆbdC~�~
 Æ~a~
C~�~Æ Æ~b ~dC�̂Æ̂ Æâd̂ C
̂�̂ Æb̂
̂C�� Æer C�� Æft+C�
 Æa
C�Æ ÆbdC~�~
 Æ~a~
C~�~Æ Æ~b ~dC�̂Æ̂ Æâd̂ C
̂�̂ Æb̂
̂C�� ÆetC�� Æfr+C�
 Æa
C�Æ ÆbdC~�~Æ Æ~a ~d C~
 ~� Æ~b~
C�̂
̂ Æâ
̂C�̂Æ̂ Æb̂d̂C�� Æer C�� Æft+C�
 Æa
C�Æ ÆbdC~�~Æ Æ~a ~d C~
 ~� Æ~b~
C�̂
̂ Æâ
̂C�̂Æ̂ Æb̂d̂C�� ÆetC�� Æfr+C�
 Æa
C�Æ ÆbdC~�~Æ Æ~a ~d C~
 ~� Æ~b~
C�̂Æ̂ Æâd̂ C
̂�̂ Æb̂
̂C�� Æer C�� Æft+C�
 Æa
C�Æ ÆbdC~�~Æ Æ~a ~d C~
 ~� Æ~b~
C�̂Æ̂ Æâd̂ C
̂�̂ Æb̂
̂C�� ÆetC�� Æfr+C�Æ Æad C
� Æb
C~�~
 Æ~a~
C~�~Æ Æ~b ~dC�̂
̂ Æâ
̂C�̂Æ̂ Æb̂d̂C�� Æer C�� Æft+C�Æ Æad C
� Æb
C~�~
 Æ~a~
C~�~Æ Æ~b ~dC�̂
̂ Æâ
̂C�̂Æ̂ Æb̂d̂C�� ÆetC�� Æfr+C�Æ Æad C
� Æb
C~�~
 Æ~a~
C~�~Æ Æ~b ~dC�̂Æ̂ Æâd̂ C
̂�̂ Æb̂
̂C�� Æer C�� Æft+C�Æ Æad C
� Æb
C~�~
 Æ~a~
C~�~Æ Æ~b ~dC�̂Æ̂ Æâd̂ C
̂�̂ Æb̂
̂C�� ÆetC�� Æfr+C�Æ Æad C
� Æb
C~�~Æ Æ~a ~d C~
 ~� Æ~b~
C�̂
̂ Æâ
̂C�̂Æ̂ Æb̂d̂C�� Æer C�� Æft+C�Æ Æad C
� Æb
C~�~Æ Æ~a ~d C~
 ~� Æ~b~
C�̂
̂ Æâ
̂C�̂Æ̂ Æb̂d̂C�� ÆetC�� Æfr+C�Æ Æad C
� Æb
C~�~Æ Æ~a ~d C~
 ~� Æ~b~
C�̂Æ̂ Æâd̂ C
̂�̂ Æb̂
̂C�� Æer C�� Æft+C�Æ Æad C
� Æb
C~�~Æ Æ~a ~d C~
 ~� Æ~b~
C�̂Æ̂ Æâd̂ C
̂�̂ Æb̂
̂C�� ÆetC�� Æfro= �K88 �4 � 8 XColourn Tr�Ma~ayx ~M t~avx ~M âtwvM âawy�Tr�M b~byx ~M r~bvx ~M b̂rwvM b̂bwy��Tr�Ma~ayx ~M r~avx ~M b̂rwvM b̂bwyM b~byx ~M t~bvx ~M âtwvM âawy�o: (5.98)Im folgenden soll der Wert des Graphens f�ur zwei bestimmte aber beliebige Gamma-Matrizen 
� und 
� mit � 6= � bere
hnet werden.N8 = �K88 �4 � 8 XColourn h24Tr�(1 + 
�)(1� 
�)(1� 
�)(1 + 
�)�i2�V a~ayx V t~avx V âtwv V âawy V b~byx V r~bvx V b̂rwv V b̂bwy�28Tr�(1 + 
�)(1� 
�)(1� 
�)(1 + 
�)� (1 + 
�)(1� 
�)(1� 
�)(1 + 
�)��V a~ayx V r~avx V b̂rwv V b̂bwy V b~byx V t~bvx V âtwv V âawyo (5.99)
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1)
 2)
 3)
 4)


5)
 6)
 7)
 8)


9)
 10)
 11)
 12)


13)
 14)
 15)
 16)


Abbildung 5.7: Graphis
he Darstellung der Fermion-Integration f�ur den Graphen G8.
N8 = �K88 �4 � 8 XColourn 24 � (�8)V a~ayx V t~avx V âtwv V âawy � 24 � (�8)V b~byx V r~bvx V b̂rwv V b̂bwy�28 � 32V a~ayx V r~avx V b̂rwv V b̂bwy V b~byx V t~bvx V âtwv V âawyo (5.100)Eine Integration �uber U ergibt mit den Gruppenintegrationsregeln (4.69)N8 = K8 XColour� 32 � Z dU V a~a V b~b Z dU V t~a V r~b Z dU V ât V b̂r Z dU V âa V b̂b�16 � Z dU V a~a V b~b Z dU V r~a V t~b Z dU V b̂r V ât Z dU V b̂b V âa�(5.101)



92 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGN8 = K8 XColour� 3234 � Æab Æ~a~b Ætr Æ~a~b Æâb̂ Ætr Æâb̂ Æab�1634 � Æab Æ~a~b Ært Æ~a~b Æb̂â Ært Æb̂â Æab�= 16K8: (5.102)5.3 Graphen mit von null vers
hiedenem �In diesem Abs
hnitt sollen Graphen betra
htet werden, die nur aus einzelnen Kantenbestehen. Da eine Integration �uber U zwangsweise null ergeben w�urde, ben�otigt man ausder Ei
hwirkung Plaquette-Terme, um dies zu vermeiden. Das ist glei
hbedeutend miteiner Entwi
klung der Ei
hwirkung in Abh�angigkeit von der Ei
hkopplung �. Im folgenden�ndet daher eine Doppelentwi
klung na
h dem Hoppingparameter und der Ei
hkopplungstatt. Dabei werden Graphen bis zur Ordnung K8 bere
hnet, wobei zu einer festen K-Ordnung Graphen der niedrigsten Ordnung und der ersten Korrektur in � ber�u
ksi
htigtwerden.5.3.1 Ordnung K4, �2Der einfa
hste Graph l�a�t si
h aus vier Kanten bilden und wurde s
hon in dem letztenAbs
hnitt dur
h G44 bere
hnet:N̂44 = � K416 Tr�Ma~ayx ~M ~
~avx ~M b~
wvM bawy�= � K416 � 24Tr�(1 + 
�)(1� 
�)(1� 
�)(1 + 
�)��Tr�Vyx V Tvx V Twv Vwy�= 8K4Tr�Vyx Vwy V Twv V Tvx�: (5.103)Damit dieser Graph einen Beitrag gibt, mu� er mit zwei Plaquetten aus der Ei
hwirkunggef�ullt werden. Dies ist in Abbildung (5.8) zu sehen. Eine Entwi
klung der Ei
hwirkungna
h der Kopplungskonstante f�uhrt f�ur die Ei
hgruppe SU(2) zu:e�S[U ℄ = e��PPf1� 12TrUPg= 1� � �1� 12Tr(UP )�+ 12 �2�1� 12Tr(UP )�2�16 �3�1� 12Tr(UP )�3 + 124 �4�1� 12Tr(UP )�4 + � � � : (5.104)In niedrigster Ordnung in � mu� der Graph N̂44 na
h Glei
hung (5.104) mit dem Term
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Abbildung 5.8: Graphis
he Darstellung des Graphens G44. Die fett gezei
hneten Linienkennzei
hnen V1�V4, die d�unneren Linien stellen die entspre
henden Ei
hplaquetten dar.18 �2 (Tr(UP ))2 multipliziert werden, damit er einen Beitrag gibt. F�ur N44 ergibt si
h dann:N44 = 8K4 �28 Z 4Yi=1 dUiTr �V1 V2 V T3 V T4 � �Tr(UP )�2: (5.105)F�ur die L�osung dieses Integrals gibt es vers
hiedene M�ogli
hkeiten. Nat�urli
h ist es m�ogli
h,das obige Integral mit den Glei
hungen (2.35) und (2.14) in vier Integrale zu zerlegen undjedes dann mit der Integrationsregel (4.61) zu l�osen. In Anbetra
ht der Tatsa
he, da� dieIntegrationsregeln mit zunehmender Anzahl der U 's immer komplexer werden, wird hierallerdings na
h Kapitel 4 auf die Charakter-Funktion zur�u
kgegri�en.In dem Integral (5.105) kann man eine Umbenennung dur
hf�uhren, indem man folgendeU - bzw. V -Matrizen de�niert: U := UP ; (5.106)V := V1 V2 V T3 V T4 : (5.107)Damit l�a�t si
h das Integral (5.105) s
hreiben als:N44 = K4 �2 Z dU Tr(V ) �Tr(U)�2: (5.108)Mit der Charakter-Funktion folgtN44 = K4 �2 Z dU Tr(V ) �1 + �1(U)�= K4 �2 Z dU Tr(V ) �1 + Tr(V )�= K4 �2 Z dU �Tr(V )�2= K4 �2: (5.109)



94 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGAuf einem vierdimensionalen Gitter mit Volumen V gibt es 6V M�ogli
hkeiten f�ur diePlazierung des Graphens G44.5.3.2 Ordnung K4; �4Die erste Erg�anzung zu dem Graphen G44 erh�alt man dur
h das Hinzuf�ugen einer weiterenDoppelplaquette. Die Entwi
klung der Ei
hwirkung ergibt na
h Glei
hung (5.104) einenFaktor 1384 �4 �Tr(UP)�4: (5.110)

Abbildung 5.9: Graphis
he Darstellung des Graphens G45. Die vier fett gezei
hneten Linienbezei
hnet man mit V und die d�unneren Linien stellen die vier Ei
hplaquetten U dar.Dieser Graph G54, der in Abbildung (5.9) zu sehen ist, bere
hnet si
h damit wie folgt:N̂54 = 8K4 1384 �4Tr(V )�Tr(U)�4= 148 K4 �4 Tr(V )�1 + 2Tr(V ) + �Tr(V )�2�: (5.111)F�ur die U -Integration bleiben die folgenden zwei Integrale zu l�osen:N54 = 148 K4 �4 �2 Z dU �Tr(V )�2 + Z dU �Tr(V )�3� : (5.112)Das erste Integral ist s
hon aus der vorherigen Re
hnung f�ur den Graphen G44 bekannt.Das zweite Integral ergibt si
h mit den Glei
hungen (4.69) und (4.55) zu:Z dU �Tr(V )�3 = Z dU V aa V bb V 

= 16 �ab
 �ab
 = 1: (5.113)



5.3. GRAPHEN MIT VON NULL VERSCHIEDENEM � 95Somit gibt es f�ur den Graphen G54 das na
hstehende Ergebnis:N54 = 148 K4 �4 � 3 = 116 K4 �4: (5.114)Die n�a
hsth�oheren Korrekturen in � sind von der Ordnung �6 und werden ni
ht mehrber�u
ksi
htigt.5.3.3 Ordnung K6; �4Der erste Graph der Ordnung K6 ist doppelt so gro� wie G44 und ist in Abbildung (5.10)zu sehen. Die Bere
hnung des Graphens vor der U -Integration ergibt:N̂16 = �K2 �6 XDira
Colour Da~
�~
(y; x)D~ab~��(z; y)D~e~b~�~�(w; z)D ~fr~��(w; v)Dte��(v;m)Df ~d�~Æ(m; x)�C�� ÆabC
Æ Æ~
 ~dC~�~� Æ~a~bC~�~� Æ~e ~f C�� ÆrtC�� Æef� �18 �2�2 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2= �K2 �6 XColourTr�Ma~
yx ~M e~
mx ~M revm ~M ~erwvM ~e~awzM ~aazy �� �18 �2�2 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2= �K2 �6 � 26 Tr�(1 + 
�)(1� 
�)(1� 
�)(1� 
�)(1 + 
�)(1 + 
�)�� XColour V a~
yx V e~
mx V revm V ~erwv V ~e~awz V ~aazy� �18 �2�2 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2: (5.115)P1 und P2 kennzei
hnen die zwei vers
hiedenen Ei
hplaquetten, die in dem Graphen G16vorkommen. N̂16 = �24K6 Tr �Vyx V Tmx V Tvm V Twv Vwz Vzy�� �18 �2�2 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2= �24K6 Tr �Vyx Vzy Vwz V Twv V Tvm V Tmx�� �18 �2�2 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2� �24K6 Tr (V1 V2)�18 �2�2 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2: (5.116)
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Abbildung 5.10: Graphis
he Darstellung des Graphens G16. Die drei dur
hgezogenen Linienstellen V1 bzw. U1 dar, wohingegen V2 und U2 dur
h drei gestri
helte Linien gekennzei
hnetsind. Die gepunkteten Linien stehen stellvertretend f�ur U und U�1.
U1;2 und V1;2 werden in Abbildung (5.10) de�niert. Bei der Ei
hfeldintegration geht mannun so vor, da� zun�a
hst die inneren Links ausintegriert werden:N16 = �24K6�18 �2�2 Z dU1 dU2 dU �Tr(UU1)�2�Tr(U�1U2)�2Tr(V1V2)= �24K6�18 �2�2 Z dU1 dU2 dU �1 + �1(UU1)��1 + �1(U�1U2)�Tr(V1V2)= �24K6�18 �2�2 Z dU1 dU2 dU �1 + �1(UU1)�1(U�1U2)�Tr(V1V2)= �24K6�18 �2�2 Z dU1 dU2 �1 + 13 �1(U1U2)� Tr(V1V2)=~U:=U1U2~V :=~V1V2 �24K6�18 �2�2 Z d ~U �1 + 13 �1( ~U)� Tr( ~V )= �24K6�18 �2�2 Z d ~U �Tr( ~V ) + 13 �Tr( ~V )�2�= �24K6�18 �2�2 Z d ~U 13 �Tr( ~V )�2= �24K6�18 �2�2 13 = �18 K6 �4: (5.117)Na
h [9℄ gibt es f�ur diesen Graphen G16 auf einem vierdimensionalen Gitter 60V vers
hie-dene M�ogli
hkeiten der Plazierung.



5.3. GRAPHEN MIT VON NULL VERSCHIEDENEM � 975.3.4 Regeln zur Bere
hnung von Graphen mit einzelnen Kan-tenAus den obigen Graphen lassen si
h einige allgemeine Regeln zur Bere
hnung von Gra-phen ableiten, die aus einer beliebigen Anzahl von einzelnen Kanten bestehen. Die na
h-folgenden Regeln geben den analytis
hen Ausdru
k f�ur einen gew�ahlten Graphen vor derU -Integration an.� Pro Kante gibt es einen Faktor K.� Generell hat der Graph ein Minuszei
hen.� F�ur jede positive Ri
htung gibt es einen Faktor +(1 + 
�).� F�ur jede negative Ri
htung gibt es einen Faktor �(1� 
�).� �Uber alle Dira
-Terme ist die Spur zu bilden:Tr�(1 + 
�)(1� 
�) � � � �: (5.118)� Ebenso bildet man die Farbspur �uber die zugeh�origen V -Matrizen. Dabei gibt es f�urpositive Ri
htungen je ein V und f�ur negative Ri
htungen je ein V T :Tr �V V T � � � � : (5.119)5.3.5 Ordnung K6; �6Die einfa
hste M�ogli
hkeit einen Graphen der Ordnung K6 und �6 zu konstruieren bestehtin dem Hinzuf�ugen einer Doppelplaquette in eine H�alfte des Graphens G16. Dieser GraphG26, der in der Abbildung (5.11) dargestellt ist, ergibt si
h zu:N26 = �24K6 18�2 1384 �4 Z dU dU1 dU2Tr(V1 V2) �Tr(U U1)�2 �Tr(U�1 U2)�4= � 1128 K6 �6 Z dU dU1 dU2 Tr(V1 V2)�1 + �1(U U1)	�n1 + 2�1(U�1 U2) + ��1(U�1 U2)�2o: (5.120)F�ur die Integration �uber U gibt es vier Integrale, die von null vers
hieden sind. F�ur daserste Integral gilt: Z dU ��1(U�1 U2)�2 = Z dU �Tr(V T V2)�2= Z dU V ba V ba2 V d
 V d
2= V ba2 V d
2 13 Æbd Æa
= 13 Tr(V2 V T2 ): (5.121)
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Abbildung 5.11: Graphis
he Darstellung des Graphens G26. Die Bezei
hnung der einzelnenKanten ist analog zu dem Graphen G26. Die dur
hgezogenen Linien stellen V1 und U1 dar,die gestri
helten Linien kennzei
hnen V2 und U2 und die gepunkteten Linien geben U undU�1 an.Das zweite Integral �uber U ergibt2 Z dU �1(U U1)�1(U�1 U2) = 23 �1(U1 U2): (5.122)Das dritte U -Integral lautet:Z dU �1(U U1) ��1(U�1 U2)�2 = Z dU Tr(V V1) Tr(V T V2) Tr(V T V2)= Z dU V ab V ba1 V d
 V d
2 V fe V fe2= V ba1 V d
2 V fe2 16 �adf �b
e: (5.123)Die vierte Integration Z dU 1 = 1; (5.124)tr�agt mit einem Faktor eins bei. Damit gilt f�ur den Graphen G26N26 = � 1128 K6 �6 Z dU1 dU2Tr(V1 V2)��1 + 13 Tr(V2 V T2 ) + 23 Tr(V1 V2) + 16 �adf �b
e V ba1 V d
2 V fe2 �: (5.125)Zun�a
hst soll die Integration �uber U1 ausgef�uhrt werden. Es gibt zwei von null vers
hiedeneIntegrale. Das erste Integral bere
hnet si
h zuI1U1 = 23 Z dU1 �Tr(V1 V2)�2 = 23 Z dU1 V gh1 V hg2 V ab1 V ba2= 23 V hg2 V ba2 13 Æga Æhb = 29 Tr(V2V T2 ): (5.126)



5.3. GRAPHEN MIT VON NULL VERSCHIEDENEM � 99F�ur das zweite Integral gilt:I1U1 = 16 �adf �b
e Z dU1Tr(V1 V2)V ba1 V d
2 V fe2 = 16 �adf �b
e Z dU1 V gh1 V hg2 V ba1 V d
2 V fe2= 16 �adf �b
e V hg2 V d
2 V fe2 13 Ægb Æah = 118 �adf �b
e V ab2 V d
2 V fe2 : (5.127)Der Graph G26 besteht jetzt nur no
h aus einem Integral �uber U2:N26 = � 1128 K6 �6 Z dU2 �29 Tr(V2 V T2 ) + 118 �adf �b
e V ab2 V d
2 V fe2 � : (5.128)F�ur diese beiden Integrale gilt:I1U2 = 29 Z dU2Tr(V2 V T2 ) = 29 Z dU2 V ab2 V ab2= 29 � 13 Æaa Æbb = 23 ;I2U2 = 118 �adf �b
e Z dU2 V ab2 V d
2 V fe2 = 118 �adf �b
e 16 �adf �b
e= 13 : (5.129)Der Graph G26 lautet somitN26 = � 1128 K6 �6 � �23 + 13� = � 1128 K6 �6: (5.130)Einen weiteren Graphen der Ordnung K6 und �6, der von null vers
hieden ist, zeigtdie Abbildung (5.12). Mit den oben genannten Regeln bere
hnet si
h dieser Graph zu:N̂36 = �K6 (�1)3 Tr ((1 + 
�)(1 + 
�)(1� 
�)(1� 
�)(1� 
�)(1 + 
�))�Tr �V T3 V T4 V T5 V6V1V2�� ��28 �3 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2�Tr(UP3)�2= �16K6Tr �V T3 V T4 V T5 V6V1V2�� �18 �2�3 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2�Tr(UP3)�2: (5.131)Die Integration �uber die Ei
hplaquetten teilen si
h auf in drei innere Integrationen undeine �au�ere Integration �uber den Rand des Graphens G36. Im folgenden sollen zun�a
hst
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Abbildung 5.12: Graphis
he Darstellung des Graphens G36. Die di
ken Linien kennzei
hnenV1 � V6 und die d�unneren Linien bezei
hnen die zugeh�origen Ei
hplaquetten.die inneren Integrationen ausgef�uhrt werden. Die erste Integration �uber U ergibt si
h zu:Z dU�Tr�UÛ�1U�15 U6��2�Tr�U�1U1U2 _U�1U�1��2= Z dU�1 + �1�UÛ�1U�15 U6���1 + �1�U�1U1U2 _U�1��= Z dU�1 + �1�UÛ�1U�15 U6��1�U�1U1U2 _U�1��= 1 + 13 �1�Û�1U�15 U6U1U2 _U�1�= 1 + 13 �1� _U�1Û�1U�15 U6U1U2�: (5.132)Die zweite und dritte Integration �uber _U und Û k�onnen zu einer Integration �uber ~Uzusammengefa�t werden, wenn folgende Variablenumbenennung dur
hgef�uhrt wird:~U := Û _U und ~U�1 := _U�1 Û�1: (5.133)Es ergibt si
h dann das folgende Integral:Z d ~U�Tr� ~UU�13 U�14 ��2�1 + 13 �1� ~U�1U�15 U6U1U2��= Z d ~U�1 + �1� ~UU�13 U�14 ���1 + 13 �1� ~U�1U�15 U6U1U2��= Z d ~U�1 + 13 �1� ~UU�13 U�14 ��1� ~U�1U�15 U6U1U2�� = 1 + 19 �1�U�13 U�14 U�15 U6U1U2�:(5.134)



5.3. GRAPHEN MIT VON NULL VERSCHIEDENEM � 101Zum S
hlu� wird das Integral �uber den Rand des Graphens G36 bere
hnet. Dazu f�uhrtman die folgende Notation ein:�U := U�13 U�14 U�15 U6U1U2; (5.135)�V := V T3 V T4 V T5 V6V1V2: (5.136)Damit ergibt si
hZ d �U�1 + 19 �1( �U)�Tr( �V ) = Z d �U�1 + 19 Tr( �U)�Tr( �V )= Z d �U 19�Tr( �U)�2 = 19 : (5.137)Somit bere
hnet si
h der Graph G36 zuN36 = �16K6 ��28 �3 19 = � 1288 K6 �6: (5.138)F�ur diesen Graphen gibt es auf einem vierdimensionalen Gitter laut [9℄ 32V M�ogli
hkeitender Plazierung. Der n�a
hsth�ohere Graph ist von der Ordnung �8. Da er zwei Gr�o�enord-nungen �uber dem kleinsten Graphen G16 liegt, der von der Ordnung �4 ist, wird er ni
htmehr ber�u
ksi
htigt.5.3.6 Ordnung K8; �2F�ugt man zu dem Graphen G8 eine Doppelplaquette hinzu entsteht ein Graph G18, dervon der Ordnung K8 und �2 ist.

Abbildung 5.13: Graphis
he Darstellung des Graphens G18. Die di
ken Linien kennzei
hnendie V -Matrizen und die d�unnen Linien bezei
hnen die Ei
hplaquetten.Der Beitrag dieses Graphens, der dur
h die Abbildung (5.13) skizziert wird, lautet wiefolgt: N18 = K8 Z dU n32Tr(V ) Tr(V )� 16Tr(V V )o �28 �Tr(U)�2: (5.139)



102 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGDie beiden auftretenden Integrale ergeben:I1 = Z dU �Tr(V )�2 �Tr(U)�2= Z dU �Tr(V )�2 + Z dU �Tr(V )�3 = 2; (5.140)I2 = Z dU Tr(V V ) �Tr(U)�2= Z dU Tr(V V ) + Z dU Tr(V V ) Tr(V )= 1 + Z dU V ab V ba V 

= 1 + 16 �ab
 �ba
= 1� 1 = 0: (5.141)Damit ergibt si
h f�ur den Graphen G18N18 = 32K8 �28 � 2 = 8K8�2: (5.142)5.3.7 Ordnung K8; �4Die n�a
hsth�ohere Ordnung in � ergibt si
h, wenn man eine weitere Doppelplaquette inden Graphen G18 legt. Dieser Graph wird dur
h die Abbildung (5.14) skizziert.

Abbildung 5.14: Graphis
he Darstellung des Graphens G28. Die einzelnen V -Matrizen sindwieder dur
h fett gezei
hnete Linien gekennzei
hnet und die d�unnen Linien stellen dievier Ei
hplaquetten dar.Der Wert des Graphens G48 bere
hnet si
h mit den s
hon bekannten Integrationsregeln



5.3. GRAPHEN MIT VON NULL VERSCHIEDENEM � 103zu:N28 = K8 1384 �4 Z dU �32Tr(V ) Tr(V )� 16Tr(V V )� �Tr(U)�4= K8 1384 �4 Z dU �32 �Tr(V )�2 � 16Tr(V V )��1 + 2Tr(V ) + �Tr(V )�2�= K8 1384 �4 n32 Z dU �Tr(V )�2 + 64 Z dU �Tr(V )�3 + 32 Z dU �Tr(V )�4�16 Z dU Tr(V V )� 32 Z dU Tr(V V ) Tr(V )� 16 Z dU Tr(V V ) �Tr(V )�2o= K8 1384 �4 �32 + 64 + 32 � 2� 16 + 32� 16 � 54�= 1332 K8 �4: (5.143)Die letzte Integration wurde mit der Glei
hung (4.71) auf folgendem Weg gel�ost:Z dU Tr(V V ) �Tr(V )�2 = Z dU V ab V ba V 

 V dd= 18 (Æab Æ
d Æab Æ
d + Æad Æb
 Æbd Æa
 )� 124 (Æab Æ
d Æad Æb
 + Æad Æb
 Æab Æ
d )= 18 (9 + 9)� 124 (3 + 3) = 54 : (5.144)Ein anderer Graph besteht aus zwei Teilgraphen G44, die beliebig auf dem Gitter ver-teilt sein k�onnen: N38 = �K4 �2�2 = K8 �4: (5.145)Bei der Abz�ahlung der M�ogli
hkeiten f�ur den Graphen G38 auf einem vierdimensionalenGitter gibt es zun�a
hst 6V M�ogli
hkeiten f�ur einen Teilgraphen G44. F�ur den zweitenTeilgraphen gibt es (6V � 1 � 52 � 20) M�ogli
hkeiten, da dieser ni
ht auf dem erstenTeilgraphen liegen darf, den ersten Teilgraphen an keiner E
ke ber�uhren soll und keineKanten der beiden Graphen �ubereinanderliegen d�urfen. Damit gibt es f�ur den Graphen G38auf einem vierdimensionalen Gitter 6V (6V �1�52�20)=2 = 3V (6V �73) M�ogli
hkeiten.Ber�uhren si
h die beiden Teilgraphen G44 an einer E
ke ergibt si
h der in Abbildung (5.15)dargestellte Graph G48. Die Fermion-Integration an den E
ken des Graphens ergibt jeweilseinen Faktor C�� Æab. An der Stelle wo si
h vier Kanten tre�en ergibt die Integration den



104 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNG�-Tensor �ab
d��
Æ. F�ur diesen Graphen G48 gilt dann:N̂48 = �K22 �8 XDira
Colour Da~a�~�(y; x)Db~b� ~�(q; y)D
~

~
(q; p)Dd ~dÆ~Æ (p; x)�De~e�~� (z; y)Dr~r�~�(z; w)Df ~f�~�(w; v)Dt~t� ~�(y; v)�C~�~Æ Æ~a ~dC�
 Æb
C~
Æ Æ~
dC�� Æer C~�� Æ~rf C~�~� Æ ~f~t �a~b~et�~�~��� ��28 �2 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2: (5.146)
q
p


x
 y


v
 w


z


Abbildung 5.15: Graphis
he Darstellung des Graphens G48. Die vier oberen fett gezei
hne-ten Linien werden mit V1 abgek�urzt und die vier unteren di
keren Linien bezei
hnen V2.Die d�unneren Linien stellen die entspre
henden Ei
hplaquetten dar.
N48 = �K22 �8 n� (24)2 � (�8)2Tr(V1) Tr(V2) + 2 � 28 � 64Tr(V1 V2)o� ��28 �2 �Tr(U1)�2 �Tr(U2)�2: (5.147)Die Indi
es 1 und 2 kennzei
hnen die beiden unters
hiedli
hen Plaquetten des GraphensG48. F�ur die Integration �uber U1 und U2 gibt es zwei vers
hiedene Integrale. Das erste ist
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hon bekannt und es gilt:I1 = Z dU1 dU2Tr(V1) �Tr(U1)�2Tr(V2)�Tr(U2)�2 = 1: (5.148)Das zweite Integral lautet:I2 = Z dU1 dU2Tr(V1 V2) �Tr(U1)�2 �Tr(U2)�2= Z dU2 dU1Tr(V1 V2) �1 + Tr(V1)� �Tr(U2)�2= Z dU2 dU1Tr(V1 V2) Tr(V1) �Tr(U2)�2= Z dU2 dU1 V ab1 V ba2 V 

1 �Tr(U2)�2= Z dU2 13 Æa
 Æb
 V ba2 �Tr(U2)�2= Z dU2 13 Tr(V2) �Tr(U2)�2 = 13 : (5.149)Zusammenfassend ergibt si
h somit f�ur den Graphen G48:N48 = K8 ��28 �2 �� 64 + 1283 � = � 13 K8 �4: (5.150)F�ur G48 gibt es auf einem vierdimensionalen Gitter 6V �52=2 M�ogli
hkeiten der Plazierung.Ber�uhren si
h zwei Kanten der Graphen G44 entsteht ein weiterer Graph, der in Abbil-dung (5.16) zu sehen ist. F�ur diesen gibt die Fermionintegration an den vier E
ken jeweilseinen Faktor C�� Æab. Die Integration �uber die beiden mittleren Gitterpunkte f�uhrt zu zweivierdimensionalen �-Tensoren, da �uber vier Majorana-Fermionen integriert werden mu�.N̂58 = �K22 �8 XDira
Colour Da~a�~�(y; x)Db~b� ~�(v; y)D
~

~
(v;m)Dd ~dÆ~Æ (m; x)�De~e�~� (z; y)Dr~r�~�(w; z)Df ~f�~�(w; v)Dt~t�~�(v; y)�C~�~Æ Æ~a ~d C~
Æ Æ~
dC�~� Æe~r C�� Ærf �a~b~et�~�~�� �b
 ~ft�
 ~��� ��28 �2 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2 (5.151)Da Graphen mit sogenannten Spitzen keinen Beitrag geben, tragen Terme die proportional
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Abbildung 5.16: Graphis
he Darstellung des Graphens G58. Die vier linken Kanten werdenmit V1 bezei
hnet und die vier re
hten Kanten mit V2. Analog verh�alt es si
h mit denEi
hplaquetten.zu C�
 C~�� oder C�~� C~�~� ni
ht bei. Die restli
hen vier Terme ergeben si
h zu:N̂58 = �K22 �8 2 XColourn Tr�Ma~ayx Ma~bvy ~M~b~
vm ~M ~
~amx� Tr�Md ~dyx M ~d~evy ~M ~e ~fvm ~M ~f ~dmx�+Tr� ~M b
yxM e
pxMfeqp ~Mfgqy ~Mgryv M srwvM tszw ~M tbzy�o� ��28 �2 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2= �K22 �8 2n256 (�8)2Tr(V1) Tr(V2) + 256 � 32Tr(V1 V2)o� ��28 �2 �Tr(U1)�2�Tr(U2)�2: (5.152)Eine Integration �uber U1 und U2 gibt mit den s
hon bekannten Regeln:N58 = �K22 �8 2 �256 (�8)2 + 256 � 32 � 13� ��28 �2= 73 K8 �4: (5.153)Auf einem vierdimensionalen Gitter mit dem Volumen V gibt es 6V � 20=2 M�ogli
hkeitender Plazierung.
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hnung der freien EnergieAnalog zu dem Modell ohne Farbe kann au
h hier die freie Energie bere
hnet werden. DieZustandsfunktion bis zur Ordnung K8 ergibt si
h zu:ZfZ0 = 1 + �6V K4 �2 + 6V 116 K4 �4 + O(�6)���60V 18 K6 �4 + 60V 1128 K6 �6 + 32V 1288 K6�6 + O(�8)�+�6V 16K8 + 6V 8K8 �2 + 6V 1332 K8 �4 + 3V (6V � 73)K8 �4�156V 13 K8 �4 + 60V 73 K8 �4 + O(�6)� + O(K10)= 1 +K4 V �6 �2 + 38 �4 + O(�6)��K6 V �152 �4 + 167288 �6 + O(�8)�+K8 V �96 + 48 �2 + 18V �4 � 205716 �4 + O(�6)� + O(K10): (5.154)Bildet man den Logarithmus des obigen Ausdru
ks und entwi
kelt diesen in einer Taylor-reihe, so erh�alt man:ln ZfZ0V = K4 �6 �2 + 38 �4 + O(�6)��K6 �152 �4 + 167288 �6 + O(�8)�+K8 �96 + 48 �2 + 18V �4 � 205716 �4 + O(�6)�� 12V ��6V K4 �2�2 + O(�8)�+ O(K10)= K4 �6 �2 + 38 �4 + O(�6)��K6 �152 �4 + 167288 �6 + O(�8)�+K8 �96 + 48 �2 � 205716 �4 + O(�6)�+ O(K10): (5.155)Die freie Energie F bere
hnet si
h dana
h zu:F = � ln ZfZ0V (5.156)= �K4 �6 �2 + 38 �4 + O(�6)�+K6 �152 �4 + 167288 �6 + O(�8)��K8 �96 + 48 �2 � 205716 �4 + O(�6)�+ O(K10): (5.157)



108 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGIm Limes � ! 0 geht die freie Energie �uber inF =�!0 � 96K8 + O(K10): (5.158)Der Erwartungswert des We
hselwirkungsterms SW :=  a(y)Mab(y; x) b(x) bere
hnetsi
h aus der Zustandsfunktion wie folgt:hSW i = 2 ��K lnZfZ0 (5.159)hSW iV = �2 ��KF (5.160)= K3�(48 �2 + 3 �4 + O(�6)�)�K5�90 �4 + 16724 �6 + O(�8)�+K7�1536 + 768 �2 � 2057 �4 + O(�6)�+ O(K9) (5.161)hSW iV =�!0 1536K7 + O(K9): (5.162)In den vorangegangenen Abs
hnitten wurde die Methodik der Starkkopplungsentwi
klungerarbeitet. Dabei wurde zun�a
hst mit der Entwi
klung der Zustandssumme begonnen, diedie Grundlage f�ur die in Kapitel 6 folgende Massenbestimmung bildet. Mit Hilfe des inGlei
hung (5.161) bere
hneten Erwartungswertes hSW i k�onnen Monte-Carlo-Programmeweit weg von der kritis
hen Linie getestet werden. Ber�u
ksi
htigt man no
h weitere Termein dem Erwartungswert, kann eine Reihenanalyse zur Lokalisierung der Phasen�ubergangs-linie K
 dur
hgef�uhrt werden.5.3.9 Ordnung K8; �6In diesem Abs
hnitt sollen zwei interessante Graphen der Ordnung K8 und �6 bere
hnetwerden. Der einfa
hste Graph dieser Ordnung besteht aus einer Verl�angerung des Gra-phens G16 um eine Plaquette und ist in Abbildung (5.17) zu sehen. Mit den angegebenenRegeln l�a�t si
h dieser Graph wie folgt bere
hnen:N̂68 = �K8 (�1)4Tr�(1 + 
�)3(1 + 
�)(1� 
�)3(1� 
�)��Tr�Vvx Vzv Voz Vno V Tnm V Tml V Tlk V Tkx�� �18 �2�3 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2�Tr(UP3)�2= 128K8Tr�Vvx Vzv Voz Vno V Tnm V Tml V Tlk V Tkx�� �18 �2�3 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2�Tr(UP3)�2: (5.163)
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Abbildung 5.17: Graphis
he Darstellung des Graphens G68. Die fett gezei
hneten Linienstellen die V -Matrizen dar und die d�unnen Linien kennzei
hnen die U -Matrizen.Die U -Integration f�ur diesen Graphen verl�auft analog zu der von G16. Um die Re
hnungm�ogli
hst �ubersi
htli
h zu gestalten, werden die einzelnen U -Integrationen wieder na
h-einander dur
hgef�uhrt. Die erste Integration l�auft �uber U :Z dU �Tr �UU�11 U�12 U3� �2 �Tr(U�1U4 ~UU�18 )�2= Z dU �1 + �1�UU�11 U�12 U3�� �1 + �1�U�1U4 ~UU�18 ��= Z dU �1 + �1�UU�11 U�12 U3��1�U�1U4 ~UU�18 ��= 1 + 13 �1�U�11 U�12 U3U4 ~UU�18 �: (5.164)Bei der zweiten Integration wird �uber ~U integriert:Z d ~U �1 + 13 �1�U�18 U�11 U�12 U3U4 ~U���Tr� ~U�1U5U6U�17 ��2= Z d ~U �1 + 13 �1�U�18 U�11 U�12 U3U4 ~U��1� ~U�1U5U6U�17 ��= 1 + 19 �1�U�18 U�11 U�12 U3U4U5U6U�17 �= 1 + 19 �1�U3U4U5U6U�17 U�18 U�11 U�12 �: (5.165)Die letzte Integration geht s
hlie�li
h �uber alle Links, die den Rand des Graphens N68bilden. Dieser besteht aus U3; U4; U5; U6; U�17 ; U�18 ; U�11 und U�12 . F�uhrt man eine Varia-blenumbenennung der folgenden Form dur
hÛ := U3U4U5U6U�17 U�18 U�11 U�12 ; (5.166)V̂ := V3V4V5V6V T7 V T8 V T1 V T2 ; (5.167)



110 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNGbleibt das na
hstehende Integral zu l�osenZ dÛ �1 + 19 �1�Û��Tr�V̂ � = Z dÛ 19�Tr�V̂ ��2= 19 : (5.168)Mit diesem Ergebnis bere
hnet si
h der Graph G68 zuN68 = 1289 K8 �18 �2�3= 136 K8 �6: (5.169)F�ur diesen Graphen G68 gibt es auf einem vierdimensionalen Gitter na
h [9℄ 300V unter-s
hiedli
he M�ogli
hkeiten der Plazierung.Einen weiteren Graphen der Ordnung K8; �6 erh�alt man, wenn man die eine E
ke desGraphens G68 na
h unten oder oben klappt. Dieser Graph ist in in Abbildung (5.18) zusehen.
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Abbildung 5.18: Graphis
he Darstellung des Graphens G78. Mit di
ken Linien sind wie-der die jeweiligen V -Matrizen gekennzei
hnet und die d�unnen Linien bes
hreiben die U -Matrizen.



5.3. GRAPHEN MIT VON NULL VERSCHIEDENEM � 111Der Beitrag des Graphens G78 ergibt si
h zu:N̂78 = �K8 (�1)4Tr�(1 + 
�)(1� 
�)(1 + 
�)(1 + 
�)2(1� 
�)2(1� 
�)��Tr�Vyx V Tyz Vwz Vvw Vov V Ton V Tnm V Tmx�� �18 �2�3 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2�Tr(UP3)�2= 64K8 Tr�Vyx V Tyz Vwz Vvw Vov V Ton V Tnm V Tmx�� �18 �2�3 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2�Tr(UP3)�2: (5.170)Der Graph G78 unters
heidet si
h bez�ugli
h der U -Integration ni
ht von dem Graphen G68.In beiden F�allen wird zun�a
hst �uber die innenliegenden Links integriert, um dann denRand des Graphens mit der zugeh�origen Spur �uber die V -Matrizen auszuintegrieren. Eswird daher auf eine detaillierte Re
hnung verzi
htet. F�ur den Graphen G78 gilt:N78 = 649 K8 �18 �2�3= 172 K8 �6: (5.171)Dieser Graph G78 kann na
h [9℄ 504V mal auf einem vierdimensionalen Gitter mit demVolumen V vorkommen.5.3.10 Ordnung K8; �8Dieser Abs
hnitt bes
h�aftigt si
h mit zwei Graphen, die von der Ordnung K8 und �8 sind.Ein Graph, der si
h aus a
ht Kanten und vier doppelten Ei
hplaquetten konstruieren l�a�t,besteht aus einem Quadrat, das einen viermal so gro�en Fl�a
heninhalt hat wie der GraphG44. Dargestellt wird dieser dur
h die Abbildung (5.19).N̂88 = �K8 (�1)4Tr�(1 + 
�)2(1 + 
�)2(1� 
�)2(1� 
�)2��Tr�Vyx Vyz Voz Vmo V Tmw V Twv V Tvn V Tnx�� �18 �2�4 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2�Tr(UP3)�2�Tr(UP4)�2= 128K8Tr�Vyx Vyz Voz Vmo V Tmw V Twv V Tvn V Tnx�� 128K8Tr�V4 V5 V6 V7 V T8 V T1 V T2 V T3 � (5.172)Bei dem obigen Graphen m�ussen zun�a
hst vier innere Links ausintegriert werden. Diessoll im folgenden der Reihe na
h ges
hehen.
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Abbildung 5.19: Graphis
he Darstellung des Graphens N88 . Die a
ht V -Matrizen sinddur
h di
ke Linien gekennzei
hnet, wohingegen die U -Matrizen dur
h d�unne Linien dar-gestellt sind.Die erste Integration wird �uber U dur
hgef�uhrt:Z dU �Tr�U�11 U�12 _UU��2�Tr�U�1 ~UU7U�18 ��2= 1 + 13 �1�U�11 U�12 _U ~UU7U�18 � = 1 + 13 �1�U7U�18 U�11 U�12 _U ~U�: (5.173)Die zweite Integration geht �uber Û :Z dÛ �Tr� _U�1U�13 U4Û��2�Tr�Û�1U5U6 ~U�1��2= 1 + 13 �1� _U�1U�13 U4U5U6 ~U�1� = 1 + 13 �1� ~U�1 _U�1U�13 U4U5U6�: (5.174)Die dritte und vierte innere Integration geht �uber _U und ~U . Diese beiden Integrationenlassen si
h zu einer Integration �uber U 0 mitU 0 := _U Û und (U 0)�1 := Û�1 _U�1 (5.175)



5.3. GRAPHEN MIT VON NULL VERSCHIEDENEM � 113zusammenfassen. Es gilt dann:Z dU 0 �1 + 13 �1�U7U�18 U�11 U�12 U 0���1 + 13 �1� (U 0)�1 U�13 U4U5U6��= Z dU 0 �1 + 19 �1�U7U�18 U�11 U�12 U 0��1� (U 0)�1 U�13 U4U5U6��= 1 + 127 �1�U7U�18 U�11 U�12 U�13 U4U5U6�: (5.176)Zu guter Letzt bleibt die Integration �uber den Rand des Graphens. Dazu wird zun�a
hsteine Variablenumbenennung der folgenden Form vorgenommen:�U := U7U�18 U�11 U�12 U�13 U4U5U6; (5.177)�V := V7V T8 V T1 V T2 V T3 V4V5V6: (5.178)Damit ergibt si
hZ d �U �1 + 127 �1� �U��Tr( �V ) = Z d �U 127 �Tr� �V ��2= 127 : (5.179)Mit den obigen Ergebnissen erh�alt man f�ur den Graphen G88 das na
hstehende Resultat:N88 = 128K8 127 �18 �2�4= 1864 K8 �8: (5.180)Diesen Graphen G88 kann man na
h [9℄ auf 102V vers
hiedene Arten auf einem vierdi-mensionalen Gitter mit dem Volumen V darstellen.Abs
hlie�end soll no
h ein weiterer interessanter Graph bere
hnet werden. Dieser GraphG98, der in Abbildung (5.20) zu sehen ist, besteht aus einem Rand, der aus a
ht V 's be-steht, und vier Doppelplaquetten. Die einzelnen Plaquetten werden wieder mit P1, P2, P3und P4 bezei
hnet.Der Graph G98 bere
hnet si
h zu:N̂98 = �K8 (�1)4 Tr�(1 + 
�)(1 + 
�)(1 + 
�)(1� 
�)(1� 
�)(1� 
�)� (1� 
�)(1 + 
�)��Tr �V1V2V3V T4 V T5 V T6 vT7 V8�� �18 �2�4 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2�Tr(UP3)�2�Tr(UP4)�2= 32K8Tr �V1V2V3V T4 V T5 V T6 vT7 V8�� �18 �2�4 �Tr(UP1)�2�Tr(UP2)�2�Tr(UP3)�2�Tr(UP4)�2: (5.181)
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Abbildung 5.20: Graphis
he Darstellung des Graphens G98. Die di
ken Linien kennzei
hnenV1 � V8 und die d�unneren Linien bezei
hnen die zugeh�origen Ei
hplaquetten.Die Integration �uber die Ei
hplaquetten verl�auft analog zu dem Graphen G88. Es gibtinsgesamt drei vers
hiedene innere Integrationen4 die je mit einem Faktor 13 beitragen.Die Integration �uber den Rand tr�agt dann no
h mit einem Faktor eins bei. Demna
herh�alt man einen Faktor 1=27 und f�ur den Graphen G98 gilt:N98 = 32K8 �18 �2�4 127 = 13456 K8 �8: (5.182)F�ur diesen Graphen gibt es auf einem vierdimensionalen Gitter na
h [9℄ 768 vers
hiedeneM�ogli
hkeiten.

4Zwei von den vier Integrationen lassen si
h zu einer zusammenfassen.



Kapitel 6MassenbestimmungEine sehr interessante Gr�o�e im Zusammenhang mit der Hoppingparameter-Entwi
klungist der Massensprung (mass gap). Diesen extrahiert man am einfa
hsten aus dem ex-ponentiellen Abfall der Korrelationsfunktion zwis
hen zwei ei
hinvarianten Operatoren,die dur
h eine gro�e Distanz separiert sind. Betra
htet man in der QCD die Korrelationzwis
hen zwei Plaquetten, studiert man letztli
h die E�ekte der Glueball-We
hselwirkungzwis
hen zwei ei
hinvarianten Operatoren. Interessiert man si
h in unserer Theorie f�ur denGluino-Glueball, so entspri
ht dies einer Plaquette mit einem Majorana-Fermion an einerE
ke. Studiert man zun�a
hst nur den Fall � = 0, so �ndet man lei
ht, da� die Verbindungzwis
hen den Operatoren aus drei Kanten bestehen mu�: Mit einer Kante w�urde die U -Integration keinen Beitrag geben und bei zwei Kanten w�are die Fermion-Integration anden beiden Endpunkten null. In f�uhrender Ordnung hat man also den in Abbildung (6.1)gezeigten Graphen.

t=0
w

t = �
w ~q  q̂

Abbildung 6.1: Korrelationsfunktion zur Bestimmung der Masse des Gluino-Glue-Teil
hens.Der einfa
hste Graph besteht aus � Teilst�u
ken. Korrekturen zu diesem Graphen �nden



116 KAPITEL 6. MASSENBESTIMMUNGsi
h im Anhang B.6.1 Korrelationsfunktionen f�ur kleine T -DistanzenIn diesem Abs
hnitt sollen einige Graphen f�ur kurze Distanzen analytis
h bere
hnet wer-den. Dabei zei
hne i
h wieder zwei bestimmte aber beliebige Ri
htungen � bzw. � aus.6.1.1 Graph 1Der kleinste Graph bei � = 1 besteht aus drei Kanten mit je einem Gluino-Glue-Operatoran den Endpunkten der von einer Kante ums
hlossen wird. Ein einfa
hes Anh�angen desOperators an die drei Kanten w�urde aufgrund der  -Integration vers
hwinden. Der ent-spre
hende Graph ist in Abbildung (6.2) zu sehen.

x
 y
 z
 v


p
 q
 r
 s


Abbildung 6.2: Zu � = 1 geh�origer Graph mit drei Kanten. Die gestri
helten Linienkennzei
hnen die Ei
hplaquette aus dem Gluino-Glue-Operator und die gepunktete Liniedie Plaquette aus der Ei
hwirkung. An den Gitterpunkten x und v be�ndet si
h je einMajorana-Fermion.Links und re
hts an dem Graphen be�ndet si
h der Gluino-Glue-Operator, der in derKontinuumsphysik de�niert ist dur
hO(x) = ��� F a��  a(x): (6.1)Auf dem Gitter wird dieser Operator analog zu [21℄ gew�ahlt:O(x) = X�;� Tr (U��  (x))= X�;� Tr (U�� T a) a(x): (6.2)



6.1. KORRELATIONSFUNKTIONEN F�UR KLEINE T -DISTANZEN 117Damit die U -Integration einen Beitrag liefert, be�ndet si
h an der Stelle des Operatorsno
h je eine Plaquette aus der Ei
hwirkung:Tr (UPlleft) = Tr �U�1(y; x)U�1(q; y)U(q; p)U(p; x)� : (6.3)In den folgenden Re
hnungen gilt die Einsteins
he Summenkonvention, d.h. �uber doppeltvorkommende Indi
es wird summiert. Es gilt dann:Tr (UPlleft) = U�1~g~h (y; x)U�1~h~i (q; y)U~i~j(q; p)U~j~g(p; x); (6.4)Tr �UPlright� = Tr �U�1(v; z)U�1(s; v)U(s; r)U(r; z)�= U�1~r~s (v; z)U�1~s~t (s; v)U~t ~w(s; r)U ~w~r(r; z): (6.5)Mit diesen De�nitionen gilt dann f�ur den in Abbildung (6.2) gezeigten Graphen vor derU -Integration:N̂1 = Z Y�;a d a�(x) d a�(y) d a�(z) d a�(v) d a�(p) d a�(q) d a�(r) d a�(s)�K28 XDira
Colour  a�(y)Da~a�~�(y; x) ~a~�(x) b�(y)Db~b� ~�(y; x) ~b~�(x)� K2 XDira
Colour  

(p)D
~a
~
(p; x) ~
~
(x) K2 XDira
Colour  dÆ (q)Dd ~dÆ~Æ (q; p) ~d~Æ (x)� K2 XDira
Colour  e� (q)De~e�~� (q; y) ~e~�(y)� K348 XDira
Colour  â̂�(z)Dâ _a�̂ _�(z; y) _a_�(y) b̂̂�(z)Db̂ _b̂� _�(z; y) _b_�(y) 
̂̂
(z)D
̂ _

̂ _
(z; y) _
_
(y)� K28 XDira
Colour  d̂̂Æ (v)Dd̂ _dÆ̂ _Æ (v; z) _d_Æ (z) ê̂� (v)Dê _e�̂ _� (v; z) _e_� (z)� K2 XDira
Colour  f̂̂�(r)Df̂ _f�̂ _�(r; z) _f_�(z) K2 XDira
Colour  r̂̂�(s)Dr̂ _r̂� _�(s; r) _r_�(r)� K2 XDira
Colour  t̂̂� (s)Dt̂ _t̂� _� (s; v) _t_�(v)�Tr (UPlleft) Tr �UPlleft T ~q� ~q~�(x) 12 ��Tr �UPlright� Tr �UPlright T _q� _q_�(v) 12 �: (6.6)In den letzten beiden Termen wird wie gewohnt �uber die Farbindi
es ~q und _q summiert.Die Spinor-Indi
es ~� und _� k�onnen die Werte 1,2,3 und 4 annehmen.



118 KAPITEL 6. MASSENBESTIMMUNGF�uhrt man in dem obigen Ausdru
k (6.6) die Integration �uber die  's aus, so erh�alt man:N̂1 = K133 � 216 XDira
Colour Da~a�~�(y; x)Db~b� ~�(y; x)D
~

~
(p; x)Dd ~dÆ~Æ (q; p)De~e�~� (q; y)Dâ _a�̂ _�(z; y)Db̂_b̂� _�(z; y)�D
̂ _

̂ _
(z; y)Dd̂ _dÆ̂ _Æ (v; z)Dê _e�̂ _� (v; z)Df̂ _f�̂ _�(r; z)Dr̂ _r�̂ _�(s; r)Dt̂ _t̂� _� (s; v)�C
~Æ Æ
 ~dCÆ� ÆdeC�̂ _� Æf̂ _r C�̂�̂ Ær̂t̂ �~a~b~
~q~� ~�~
 ~� �d̂ê _t _qÆ̂�̂ _� _���� C�� Æab �~e _a _b _
~� _� _� _
 + C�~� Æa~e �b _a _b _
� _� _� _
 � C� _� Æa _� �b~e_b _
�~� _� _
+C� _� Æa_b �b~e _a _
�~� _� _
 � C� _
 Æa _
 �b~e _a _b�~� _� _����� C�̂�̂ Æâb̂ �
̂ _d _e _f
̂ _Æ _� _� + C�̂
̂ Æâ
̂ �b̂ _d _e _f�̂ _Æ _� _� � C�̂ _Æ Æâ _d �b̂
̂ _e _f�̂
̂ _� _�+C�̂ _� Æâ _e �b̂
̂ _d _f�̂
̂ _Æ _� � C�̂ _� Æâ _f �b̂
̂ _d _eb̂
̂ _Æ _���Tr (UPlleft) Tr �UPlleft T ~q� 12 ��Tr �UPlright� Tr �UPlright T _q� 12 �: (6.7)Nutzt man nun aus, da� sogenannte Spitzen in dem Graphen keinen Beitrag geben, re-duziert si
h der Ausdru
k von N̂1 zu:N̂1 = K1312 � 216 XDira
Colour Da~a�~�(y; x)Db~b� ~�(y; x)D
~

~
(p; x)Dd ~dÆ~Æ (q; p)De~e�~� (q; y)Dâ _a�̂ _�(z; y)Db̂_b̂� _�(z; y)�D
̂ _

̂ _
(z; y)Dd̂ _dÆ̂ _Æ (v; z)Dê _e�̂ _� (v; z)Df̂ _f�̂ _�(r; z)Dr̂ _r�̂ _�(s; r)Dt̂ _t̂� _� (s; v)�C
~Æ Æ
 ~d CÆ� ÆdeC�̂ _� Æf̂ _r C�̂�̂ Ær̂t̂ �~a~b~
~q~�~�~
 ~� �d̂ê _t _qÆ̂�̂ _� _���� C� _� Æa _� �C� _� Æb_b C~� _
 Æ~e _
 + C� _
 Æb _
C_b~� Æ_b~e�+C� _� Æa_b (C� _� Æb _a Æb _a C~� _
 Æ~e _
 + C� _
 Æb _
C _�~�)�C� _
 Æa _
 �C� _� Æb _a C~� _� Æ~e_b + C� _� Æb_bC _�~� Æ _a~e� ���� C�̂ _Æ Æâ _d �C�̂ _� Æb̂ _e C
̂ _� Æ
̂ _f + C�̂ _� Æb̂ _f C _�
̂ Æ _e
̂�+C�̂ _� Æâ _e �C�̂ _Æ Æb̂ _dC
̂ _� Æ
̂ _f + C�̂ _� Æb̂ _f C _Æ
̂ Æ _d
̂��C�̂ _� Æâ _f �Cb̂ _Æ Æb̂ _dC
̂ _� Æ
̂~e + C�̂ _� Æb̂ _eC _Æ
̂ Æ _d
̂���Tr (UPlleft) Tr �UPlleft T ~q� ��Tr �UPlright� Tr �UPlright T _q� �: (6.8)Aufgrund der Summation �uber die vorkommenden Dira
- und Colour-Indi
es lassen si
h
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Abbildung 6.3: Vier bez�ugli
h der  -Integration vers
hiedene Graphentypen mit je vierunters
hiedli
hen Randbedingungen, die dur
h die gestri
helten und gepunkteten Linienan dem linken und dem re
hten Ende des Graphens gekennzei
hnet sind. Die s
hwarzenPunkte stehen stellvertretend f�ur die Spinor-Indi
es: (von links na
h re
hts; von oben na
hunten) ~�; ~
; ~�; ~�; ~�; �; �; _�; _�; _
; �̂; �̂; 
̂; _�; _Æ; _�; _� ; Æ̂; �̂; _� und ihren zugeh�origen Farbindi
es.



120 KAPITEL 6. MASSENBESTIMMUNGdie no
h verbleibenden Terme wie folgt zusammenfassen:N̂1 = K1312 � 216 XDira
Colour Da~a�~�(y; x)Db~b� ~�(y; x)D
~

~
(p; x)Dd ~dÆ~Æ (q; p)De~e�~� (q; y)Dâ _a�̂ _�(z; y)Db̂_b̂� _�(z; y)�D
̂ _

̂ _
(z; y)Dd̂ _dÆ̂ _Æ (v; z)Dê _e�̂ _� (v; z)Df̂ _f�̂ _�(r; z)Dr̂ _r�̂ _�(s; r)Dt̂ _t̂� _� (s; v)�C
~Æ Æ
 ~d CÆ� ÆdeC�̂ _� Æf̂ _r C�̂�̂ Ær̂t̂ �~a~b~
~q~�~�~
 ~� �d̂ê _t _qÆ̂�̂ _� _�� �6C� _� Æa _� C� _� Æb_b C~� _
 Æ~e _
 + 6C� _� Æa _�C� _
 Æb _
C_b~� Æ_b~e�� �2C�̂ _Æ Æâ _dC�̂ _� Æb̂ _eC
̂ _� Æ
̂ _f + C�̂ _� Æâ _f C�̂ _Æ Æb̂ _d C
̂ _� Æ
̂ _e��Tr (UPlleft) Tr �UPlleft T ~q� ��Tr �UPlright� Tr �UPlright T _q� �: (6.9)Hinsi
htli
h der Majorana-Fermionen gibt es somit vier ni
ht-vers
hwindende, vers
hie-dene Graphentypen mit je vier unters
hiedli
hen "Randbedingungen\. Diese sind in Ab-bildung (6.3) zu sehen. Die Kontraktion �uber die Spinor-Indi
es f�uhrt mit (5.12) zuN̂1 = K133 � 216 XDira
Colour nTr� ~Ma~ayx ~M âazy ~M f̂ ârz ~M r̂f̂sr M r̂ _tsvM _t _dvzM _d_bzy ~Md_bqy Md
qp M 
~apx�� � ~M b~qyx ~M 
̂bzy ~M _q
̂vz C�~� _�+� ~M b~qyx ~M 
̂bzy ~M ê
̂vz ~M t̂êsvM t̂ _rsrM _r _frz M _f _azy M _a~ayx ~M 
~apx ~Md
qp�Md~eqy ~M b̂~ezy ~M _qb̂vz C�~� _�+� ~Ma~qyx ~M âazy ~M f̂ ârz ~M r̂f̂sr M r̂ _tsvM _t _dvzM _d_bzy ~M e_bqyM e ~dqp ~M ~d~
px� ~M b~
yx ~M 
̂bzy ~M _q
̂vz C�~� _�+� ~Ma~qyx ~M âazy ~M f̂ ârz ~M r̂f̂sr M r̂ _tsvM _t _evzM _e _
zyM _
~byx ~M 
~bpx ~Md
qp�Md~eqy ~M b̂~ezy ~M _qb̂vz C�~� _�+Tr� ~Ma~ayx ~M âazy ~M f̂ âvz ~M r̂f̂sv M r̂ _t(s; r)M _t _drz�M _d _bzy ~Md_bqy Md
qp M 
~apx�� � ~Ma~qyx ~M bazy ~M _qbvz C�~� _�+� ~Ma~qyx ~M bazy ~M 
bvz ~Md
sv Mdesr M eârz M â~ezy ~M 
̂~eqyM 
̂~aqp M ~a~bpx� ~M ~e~byx ~M b̂~ezy ~M _qb̂vz C�~� _��Tr (UPlleft) Tr �UPlleft T ~q�Tr �UPlright� Tr �UPlright T _q� �2o: (6.10)



6.1. KORRELATIONSFUNKTIONEN F�UR KLEINE T -DISTANZEN 121Mit Hilfe von (5.9) und (5.73) und unter Ausnutzung der Eigens
haften der 
-Matrizen(A.12), (A.13) und (A.14) ergibt si
h na
h einiger Re
hnungN̂1 = K13215 221 �2 ((1� 
�)C)~� _�� XColourn� 2V a~qyx V bazy V _qbvz Tr�V Tyx V Tzy V Tvz V Tsv Vsr Vrz Vzy V Tqy Vqp Vpx��V a~qyx V bazy V 
bvz V d
sv V desr V efrz V fgzy V hfqy V hiqp V ijpx V kjyx V lkzy V _qlvz+2V a~qyx V bazy V _qbvz Tr�V Tyx V Tzy V Trz V Tsr Vsv Vvz Vzy V Tqy Vqp Vpx�+V a~qyx V bazy V 
bvz V d
sv V desr V efrz V fgzy V ghyx V ihpx V jiqp V jkqy V lkzy V _qlvz�V a~qyx V bazy V 
brz V d
sr V desv V efvz V fgzy V ghyx V ihpx V jiqp V jkqy V lkzy V _qlvz+V a~qyx V bazy V 
brz V d
sr V desv V efvz V fgzy V hgqy V hiqp V ijpx V kjyx V lkzy V _qlvzo�Tr (UPlleft) Tr �UPlleft T ~q�Tr �UPlright� Tr �UPlright T _q� : (6.11)Integriert man zun�a
hst nur die drei Kanten die von dem Punkt x na
h y gehen, folgt:Z dUzy N̂1 = 64K13 �2 ((1� 
�)C)~� _�� XColourn� 26 �bei �a
j V a~qyx V _qbvz V 
dyx V fevz V gfsv V ghsr V hirz V kjqy V klqp V ldpx+ 26 �bei �a
j V a~qyx V _qbvz V 
dyx V ferz V gfsr V ghsv V hivz V kjqy V klqp V ldpx� 16 �bfl �agk V a~qyx V 
bvz V d
sv V desr V efrz V hgqy V hiqp V ijpx V kjyx V _qlvz+ 16 �bfl �agk V a~qyx V 
bvz V d
sv V desr V efrz V ghyx V ihpx V jiqp V jkqy V _qlvz� 16 �bfl �agk V a~qyx V 
brz V d
sr V desv V efvz V ghyx V ihpx V jiqp V jkqy V _qlvz+ 16 �bfl �agk V a~qyx V 
brz V d
sr V desv V efvz V hgqy V hiqp V ijpx V kjyx V _qlvzo�Tr (UPlleft) Tr �UPlleft T ~q�Tr �UPlright� Tr �UPlright T _q�= � 2566 K13 �2 ((1� 
�)C)~� _�� XColourn �bei �a
j V a~qyx V _qbvz V 
dyx V fevz V gfsv V ghsr V hirz V kjqy V klqp V ldpx+�bfl �agk V a~qyx V 
bvz V d
sv V desr V efrz V hgqy V hiqp V ijpx V kjyx V _qlvzo�Tr (UPlleft) Tr �UPlleft T ~q�Tr �UPlright� Tr �UPlright T _q� : (6.12)Im folgenden werde i
h der Reihe na
h die einzelnen U-Integrationen �uber die unter-s
hiedli
hen V - und U -Matrizen dur
hf�uhren. Dazu werden die folgenden Spuren �uber die



122 KAPITEL 6. MASSENBESTIMMUNGOperatoren bzw. Plaquetten benutzt:Tr �UPlleft T ~q� = �Upx~a~b ��1 �U qp~b ~d ��1 U qy~d~e Uyx~e ~f T ~q~f~a; (6.13)Tr (UPlleft) = �Uyx~g~h��1 �U qy~h~i ��1 U qp~i~j Upx~j~g ; (6.14)Tr �UPlright T _q� = �U rz~k~l ��1 �U sr~l ~m��1 U sv~m~n Uvz~n~o T _q~o~k; (6.15)Tr �UPlright� = (Uvz~r~s )�1 �U sv~s~t ��1 U sr~t ~w U rz~w~r: (6.16)Damit folgt f�ur die Integrale des ersten Terms aus (6.12)Z dU V ld U~j~g U�1~a~b = 2T d̂ab̂ T l̂
d̂ Z dU Ub̂
̂ U�1d̂â U~j~g U�1~a~b= 23 T d̂ab̂ T l̂
d̂ Æb̂~b Æâ~j Æ
̂~a Æd̂~g= 23 T d~j~b T l~a~g: (6.17)Aufgrund der Spurfreiheit der SU(2)-Generatoren gibt das obige Integral mit (4.61) nureinen einzigen Term. Die anderen Integrale bere
hnen si
h analog zuZ dU V kl U~i~j U�1~b ~d = 23 T l~i ~d T k~b~j; (6.18)Z dU V kj U ~d~e U�1~h~i = 23 T j~d~i T k~h~e; (6.19)Z dU V hi U ~w~r U�1~k~l = 23 T i~w~l T h~k~r; (6.20)Z dU V gh U~z ~w U�1~l ~m = 23 T h~t ~m T g~l ~w; (6.21)Z dU V gf U ~m~n U�1~s~t = 23 T f~m~t T g~s~n: (6.22)Bei den beiden Integralen, die aus zwei V -Matrizen und zwei U -Matrizen bestehen, ergibt
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h wegen (2.35) und (4.64) das folgende Ergebnis:Z dU V a~q V 
d U~e ~f U�1~g~h = 4T ~q̂ab̂ T â
d̂ T d̂ef̂ T 
̂gĥ Z dU Ub̂
̂ U�1d̂â Uf̂ ĝ U�1ĥê U~e ~f U~g~h= 4T ~q̂ab̂ T â
d̂ T d̂ef̂ T 
̂gĥ�16 � Æb̂êÆâf̂Æ~e~hÆ
̂ĥÆd̂ĝÆ ~f~g+ Æb̂~hÆâf̂Æ~eêÆ
̂~gÆd̂ĝÆĥ ~f+ Æb̂êÆâ~eÆf̂~hÆ
̂ĥÆd̂ ~fÆĝ~g �� 124 � Æb̂êÆâf̂Æ~e~hÆ
̂~gÆd̂ĝÆĥ ~f+ Æb̂êÆâf̂Æ~e~hÆ
̂ĥÆd̂ ~fÆĝ~g+ Æb̂~hÆâf̂Æ~eêÆ
̂ĥÆd̂ĝÆ ~f~g+ Æb̂êÆâ~eÆf̂~hÆ
̂ĥÆd̂ĝÆ ~f~g ��= 23 � T ~q̂f ê T âhĝ T d̂ef̂ T 
̂gĥ Æ~e~h Æ ~f~g+T ~q̂f~h T a~gĝ T d~ef̂ T 
̂g ~f+T ~q~eê T âh ~f T d̂e~h T 
~gĥ ��16� T ~q̂f ê T a~gĝ T d̂ef̂ T 
̂g ~f Æ~e~h+T ~q̂f ê T âh ~f T d̂ef̂ T 
~gĥ Æ~e~h+T ~q̂f~h T âhĝ T d~ef̂ T 
̂gĥ Æ ~f~g+T ~q~eê T âhĝ T d̂e~h T 
̂gĥ Æ ~f~g �= 23 � Tr �T ~qT d�Tr (T aT 
) Æ~e~h Æ~g ~f+ �T dT ~q�~e~h (T aT 
)~g ~f+ �T ~qT d�~e~h (T 
T a)~g ~f ��16� Tr �T ~qT d� (T aT 
)~g ~f Æ~e~h+Tr �T dT ~q� (T 
T a)~g ~f Æ~e~h+ �T dT ~q�~e~hTr (T aT 
) Æ ~f~g+ �T ~qT d�~e~hTr (T 
T a) Æ ~f~g �: (6.23)Die Re
hnung f�ur das zweite Integral mit zwei V - und zwei U -Matrizen verl�auft analog



124 KAPITEL 6. MASSENBESTIMMUNGzu der obigen und es ergibt si
hZ dU V _qb V fe U~n~o U�1~r~s = 23 � Tr �T bT e�Tr �T _qT f� Æ~n~s Æ~o~r+ �T eT b�~n~s �T _qT f�~r~o+ �T bT e�~n~s �T fT _q�~r~o ��16� Tr �T bT e� �T _qT f�~r~o Æ~n~s+Tr �T bT e� �T fT _q�~r~o Æ~n~s+ �T eT b�~n~s Tr �T _qT f� Æ~o~r+ �T bT e�~n~s Tr �T _qT f� Æ~o~r �: (6.24)Ausintegriert ergibt der erste Term aus (6.12) mit den Glei
hungen (6.17 - 6.24)Z Yi dUinV a~qyx V _qbvz V 
dyx V fevz V gfsv V ghsr V hirz V kjqy V klqp V ldpx�Tr (UPlleft) Tr �UPlleft T ~q�Tr �UPlright� Tr �UPlright T _q�o= �23�6Tr �T dT k�Tr �T iT g�Tr �T lT j�Tr �T hT f�T l~a~g T h~k~r T k~h~e T g~s~n�� 212 Æ~qd Æa
 Æ~e~h Æ ~f~g + 23 (T aT 
)~g ~f �T dT ~q�~e~h + 23 �T ~qT d�~e~h (T 
T a)~g ~f� 112 Æ~qd Æ~e~h� (T aT 
)~g ~f + (T 
T a)~g ~f �� 112 Æa
 Æ ~f~g� �T dT ~q�~e~h + �T ~qT d�~e~h ���� 212 Æbe Æ _qf Æ~n~s Æ~o~r + 23 �T eT b�~n~s �T _qT f�~r~o + 23 �T fT _q�~r~o �T bT e�~n~s� 112 Æ _qf Æ~o~r� �T eT b�~n~s + �T bT e�~n~s � 112 Æbe Æ~n~s� �T _qT f�~r~o + �T fT _q�~r~o ���T ~q~f~a T _q~o~k= �23�6 �12�4 Ædk Æig Ælj Æhf �T ~qT l� ~f~g �T _qT h�~o~r T k~h~e T g~s~n��23 (T aT 
)~g ~f �T dT ~q�~e~h + 23 �T ~qT d�~e~h (T 
T a)~g ~f� 112 Æ ~f~g Æa
 �T dT ~q�~e~h � 112 Æ ~f~g Æa
 �T ~qT d�~e~h���23 �T eT b�~n~s �T _qT f�~r~o + 23 �T fT _q�~r~o �T bT e�~n~s� 112 Æ _qf Æ~o~r �T eT b�~n~s � 112 Æ _qf Æ~o~r �T bT e�~n~s�



6.1. KORRELATIONSFUNKTIONEN F�UR KLEINE T -DISTANZEN 125= �23�6 �12�4 Ædk Æig Ælj Æhf�� 23 Tr �T ~qT lT aT 
� Tr �T kT dT ~q�+ 23 Tr �T 
T aT ~qT l� Tr �T ~qT dT k�� 112 Tr �T _qT l� Æ~g ~f hTr �T eT bT g�+ Tr �T bT eT g� i��� 23 Tr �T eT bT g� Tr �T _qT fT _qT h�+ 23 Tr �T bT eT g� Tr �T fT _qT _qT h�� 112 Tr �T _qT h� Æ~g ~f hTr �T eT bT g�+ Tr �T bT eT g� i�: (6.25)Mit den folgenden Spurglei
hungen f�ur die Gruppe SU(2)Tr (T a) = 0; (6.26)Tr �T aT bT 
� = 14 i �ab
; (6.27)Tr �T aT bT 
T d� = �18 �abe �
de + 112 Æab Æ
d; (6.28)gilt f�ur die Glei
hung (6.25)(6:25) = �23�6 �12�4 Ædk Æig Ælj Æhf��23 14 i �kd~q ��18 �a
z �~qlz + 112 Æa
 Æ~ql� + 23 14 i �~qdk ��18 �
ay �~qly + 112 Æa
 Æ~ql����23 14 i �ebg ��18 � _qfw � _qhw + 112 Æ _qf Æ _qh + 18 �f _qw � _qhw � 112 Æ _qf Æ _qh��� (
1 �kd~q + 
2 �~qdk) Ædk� �kk~q= 0: (6.29)�Ahnli
he Re
hnungen zeigen f�ur den zweiten Term aus (6.12), da� au
h dieser null ergibt.Der in Abbildung (6.2) skizzierte Graph ergibt somit keinen Beitrag. Demna
h s
heintdie Konstruktion einer Triplett-Kante, die zwei Gluon-Gluino-Operatoren miteinanderverbindet, ni
ht so einfa
h zu sein. Ob dies �uberhaupt m�ogli
h ist, soll im n�a
hsten Ab-s
hnitt untersu
ht werden.6.1.2 Graph 2Eine andere M�ogli
hkeit, einen Graphen mit drei Kanten zu konstruieren, ist in Abbil-dung (6.4) zu sehen. Dieser Graph verh�alt si
h bez�ugli
h der  -Integration genauso wieder zuvor bere
hnete Graph N1. Es gilt daher:
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Abbildung 6.4: Zu T = 1 geh�origer Graph der Ordnung �6. Der Operator wird dur
hgestri
helte Linien dargestellt, wohingegen die Ei
hplaquetten dur
h gepunktete Liniengekennzei
hnet sind.N2 = �23 K13 ((1� 
�)C)~� _�� Z Yi dUi�� �bei �a
j V a~qyx V _qbvz V 
dyx V fevz V gfsv V ghsr V hirz V kjqy V klqp V ldpx+ �bfl �agk V a~qyx V 
bvz V 
dsv V desr V efrz V hgqy V hiqp V ijpx V kjyx V _qlvz��Tr �UPlleftT ~q� Tr (UPlleft) (Tr (UPlle))2 �3�Tr �UPlrightT _q� Tr �UPlright� (Tr (UPlri))2 �3�: (6.30)Die Kennzei
hnungen der Plaquette-Variablen mit ri, right, le und left beziehen si
h aufdie r�aumli
he Lage der einzelnen Plaquetten und be�nden si
h in der Abbildung (6.4) aufder linken bzw. re
hten Seite.Da die U -Integration �uber den Gluino-Glue-Operator und einer Ei
hplaquette unabh�angigvon den anderen U -Integrationen ist, kann sie zuerst ausgef�uhrt werden. Dazu benutztman die De�nition der Plaquette-Variable (2.14). Damit folgt:Tr �UPlT ~q� = �U4ij��1 �U3jk��1 U2kl U1lm T ~qmi: (6.31)Da die Spur invariant unter symmetris
hen Vertaus
hungen ist, giltTr (UPl) = �U1op��1 �U2pr��1 U3rs U4so: (6.32)



6.2. ANALYTISCHE ERG�ANZUNGEN 127F�ur die U -Integration hat man dann:Z Yi dUiTr �UPlT ~q�TrUPl = Z dU Uso U�1ij Z dU Urs U�1jk� Z dU Ukl U�1pr Z dU Ulm U�1op T ~qmi= �12�4 Æsj Æoi Æsj Ærk Ælp Ækr Æmo Ælm T ~qmi= �12�4 23 ÆimT ~qmi= 12 Tr �T ~q� : (6.33)Wie die obige Re
hnung zeigt, f�uhrt diese Integration auf die Spur des Generators derGruppe SU(2) hinaus. Da dies die spurfreien Pauli-Matrizen sind, ergibt die U -Integrationkeinen Beitrag, und der Graph N2 vers
hwindet ebenso wie N1. Ein Hinzuf�ugen weitererPlaquetten mit h�oherer Ordnung in � �andert ni
hts an diesem Verhalten. Dies s
heint dieTatsa
he widerzuspiegeln, da� es ni
ht m�ogli
h ist, eine Vereinigung von drei Majorana-Fermionen, die je einer Kante zugeordnet sind, mit einem festen Majorana-Fermion zuerrei
hen.6.2 Analytis
he Erg�anzungenIn diesem Abs
hnitt sollen erg�anzende Re
hnungen zu vers
hiedenen Graphen mit dreiKanten und je einem Operator an den Enden angestellt werden. Dazu �uberlegt man si
h,wel
he M�ogli
hkeiten es no
h gibt, um einen Graphen von der Form (6.1) zu erzeugen.Insbesondere wei� man aus den vorangegangenen Re
hnungen, da� der Operator niemalsalleine auftreten darf, d.h. ohne eine oder mehrere Kanten. Eine Kante um den Operatorwird dur
h den Graphen aus Abbildung (6.2) bes
hrieben. Betra
htet man nur die U -Integration an einem Ende des Graphens mit einem Operator, so ergibt si
h in Anlehnungan Abbildung (6.5) Z dU1 dU2 V ab1 V b
2 V de2 Tr (U1U2) Tr (U1U2T e)=U:=U1U2;V :=V1V2 Z dU dU2 V a
 V de2 Tr (U) Tr (UT e)= Z dU V a
 Tr (U) Tr (UT e) Z dU2 V de2| {z }=0= 0: (6.34)Dieses Ergebnis ist die Kurzform von Glei
hung (6.29).
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V
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Abbildung 6.5: Graphis
he Darstellung f�ur den Fall, da� der Operator, der dur
h gestri-
helte Linien gekennzei
hnet ist, von einer Kante ums
hlossen wird. Mit V1 werden diedrei �au�eren Kanten abgek�urzt und V2 steht jeweils f�ur eine untere Kante. Analog de-�nieren si
h die U -Matrizen. Die Ei
hplaquetten werden wie gewohnt dur
h gepunkteteLinien dargestellt.Genauso zeigt man, da� der Graph bei dem zwei Kanten um den Operator gehen (sieheAbbildung (6.6)), keinen Beitrag gibt:Z dU1 dU2 V ab2 V bg1 V 
e2 Tr (U2U1)Tr (U2U1T e)=U:=U2U1;V :=V2V1 Z dU V ag Tr (U) Tr (UT e) Z dU2 V 
e2| {z }=0= 0: (6.35)

V
2

ab


V
1

bg


V
2

ce


Abbildung 6.6: Diese Graphik bes
hreibt den Fall, da� der Operator von zwei Kanteneinges
hlossen wird. V2 steht stellvertretend f�ur die drei �au�eren Kanten und V1 bezei
hnetdie untere Kante. Analog verh�alt es si
h mit den Ei
hmatrizen.In h�oherer Ordnung in � kommt au
h der in Abbildung (6.7) skizzierte Fall in Frage.
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Abbildung 6.7: Diese Abbildung zeigt den Operator, wenn nur eine U -Matrix Kontakt zueiner Kante hat. Die Bezei
hnungen wurden analog zur Abbildung (6.5) gew�ahlt.Dieser bere
hnet si
h wie folgt:Z dU1 dU2 dU3 V ab1 V b
2 V de2 Tr (U1U2)Tr (U1U2)Tr (U2U3) Tr (U2U3T e)=U:=U1U2;V :=V1V2 Z dU dU2 dU3 V a
 V de2 Tr (U) Tr (U) Tr (U2U3) Tr (U2U3T e)=~U:=U2U3;~V :=V2V3 Z dU V a
Tr (U) Tr (U) Z d ~U ~V df Tr( ~U) Tr( ~UT e) Z dU3 �V fe3 ��1| {z }=0= 0: (6.36)Die letzte Umformung gelingt wegen~V ab = V a
2 V 
b3 (6.37)) V a
2 = ~V ab �V b
3 ��1 : (6.38)Abs
hlie�end gibt es no
h die in (6.8) abgebildete M�ogli
hkeit. Daf�ur gilt:Z dU1 dU2 dU3 V ab1 V b
2 V de3 Tr (U1U2)Tr (U1U2)Tr (U3U2) Tr (U3U2T e)=U:=U1U2;V :=V1V2 Z dU dU2 dU3 V a
 V de3 Tr (U) Tr (U) Tr (U3U2) Tr (U3U2T e)=~U:=U3U2;~V :=V3V2 Z dU V a
Tr (U) Tr (U) Z d ~U ~V df Tr( ~U) Tr( ~UT e) Z dU2 �V fe2 ��1| {z }=0= 0: (6.39)Aus diesen �Uberlegungen kann man s
hlie�en, da� im Fall dreier Kanten bei der U -Integration immer eine Kante �ubrig bleibt, �uber die alleine integriert werden mu�. Da
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Abbildung 6.8: Graphis
he Darstellung f�ur den Fall, da� der Operator von einer Kanteums
hlossen ist und die verbleibenden Kanten mit Plaquetten aus der Ei
hwirkung auf-gef�ullt sind. Mit V1 werden die oberen drei Kanten zusammengefa�t, V2 bezei
hnet diemittlerer Kante und V3 steht stellvertretend f�ur die unteren drei Kanten.Integrale dieser Art jedo
h null sind, geben sol
he Graphen keinen Beitrag. Es ist daherprinzipiell ni
ht m�ogli
h, die Masse des Gluino-Glue-Teil
hens dur
h eine Korrelations-funktion bestehend aus drei Kanten zu bestimmen. Ein numeris
hes Verfahren soll imn�a
hsten Abs
hnitt diese Vermutung untermauern.6.3 Numeris
her WegDie vorangegangenen Bere
hnungen der einzelnen Teilgraphen zeigen zum einen die Kom-plexit�at der Re
hnungen und zum anderen s
heinen sie darauf hin zu deuten, da� Gra-phen mit drei Kanten keinen Beitrag geben. Eine M�ogli
hkeit, den dominanten Anteildes in Abbildung (6.1) gezeigten Graphen zu bekommen, besteht in der Bere
hnung desgr�o�ten Eigenwertes der Matrix, die die zeitli
he Entwi
klung des Systems bes
hreibt.Der Graph (6.1) besteht aus je einem Operator an den Enden und einer Matrix S� da-zwis
hen. � gibt die zeitli
he Distanz zwis
hen den Operatoren an. Insgesamt gilt somitf�ur den Graphen (6:1) = �O; ( �S)�O� : (6.40)Das Vorgehen ist analog zum Transfermatrix-Formalismus. Dur
h den Ausdru
k (6.40)wird die zeitli
he Entwi
klung des Systems bes
hrieben. Ausgedr�u
kt dur
h die Eigenwertelautet er (6:1) = Xi j
ij2��i ; (6.41)



6.3. NUMERISCHER WEG 131wobei �i die Eigenwerte von �S sind. Wird die Anzahl der Zeits
heiben unendli
h gro�,dominiert der gr�o�te Eigenwert �0 den Ausdru
k (6.40):(6:1) = ��0 � h1 +O �e�� ln �0�1 �i : (6.42)Bere
hnet man die Erweiterung des Graphens (6.1) um eine Kante, indem man si
h ei-ne beliebige Stelle x heraus greift und dort eine neue Kante einsetzt, erh�alt man einenAusdru
k f�ur die Matrix zwis
hen den Operatoren.� � � }x� 1 x} }x+ 1 � � �Mit Hilfe der Grassmann-Integrationsregeln (3.47) aus dem Anhang erh�alt man f�ur ei-ne sol
he Erweiterung den folgenden mathematis
hen Ausdru
k:x}= 1Z0[0℄ Z Y�;r d r�(x) e 12 (x) (x) a�(x) b�(x) 

(x) dÆ (x) e� (x) f�(x)�K348 D~ad~�Æ(x + 1; x)D~be~��(x+ 1; x)D~
f~
�(x + 1; x)= �K348 D~ad~�ÆD~be~��D~
f~
� �� C��Æab �
def
Æ�� + C�
Æa
 �bdef�Æ�� � C�ÆÆad �b
ef�
��+C��Æae �b
df�
Æ� � C��Æaf �b
de�
Æ��= �K348 n� ~Ma~

 ~� �CM ~
e ~M~be�~
 ~� C��Æab � ~M~b

 ~� �CM ~ad ~M ~
d�~�~
 C��Æab+ ~M ~


~
 �CM ~ad ~M~bd�~�~� C��Æab+ ~M ~ab�~� �CM ~
e ~M~be�~
 ~� C�
Æa
 � ~M~bb� ~� �CM ~
d ~M ~ad�~
 ~�C�
Æa
+ ~M ~
b�~
 �CM~be ~M ~ae� ~�~�C�
Æa
� ~M ~aa�~� �CM ~
e ~M~be�~
 ~� C�
Æb
 � ~M ~aa�~� ~M~bb� ~� ~M ~


~
 + ~M ~aa�~� ~M~b

 ~� ~M ~
b�~
+ ~M~ba�~� �CM ~
d ~M ~ad�~
 ~�C�
Æb
 + ~M ~ab�~� ~M~ba�~� ~M ~


~
 � ~M ~a

 ~� ~M~ba�~� ~M ~
b�~
� ~M ~
a�~
 �CM~be ~M ~ae� ~�~�C�
Æb
 � ~M ~ab�~� ~M~b

 ~� ~M ~
a�~
 + ~M ~a

 ~� ~M~bb� ~� ~M ~
a�~
o:= �K348 Ŝab
 ~a~b~
��
 ~�~�~
 : (6.43)



132 KAPITEL 6. MASSENBESTIMMUNGDer Faktor 1=Z0[0℄ mu� wegen der Normierung des Erwartungswertes eingef�ugt werden.Eine ausf�uhrli
he Diskussion �ndet si
h in Abs
hnitt 6.4.Da Graphen mit sogenannten Spitzen keinen Beitrag geben reduziert si
h die obige Matrixauf: Ŝab
 ~a~b~
��
 ~�~�~
 = � ~M ~aa�~� ~M~bb� ~� ~M ~


~
 + ~M ~aa�~� ~M~b

 ~� ~M ~
b�~
 + ~M ~ab�~� ~M~ba�~� ~M ~


~
� ~M ~a

 ~� ~M~ba�~� ~M ~
b�~
 � ~M ~ab�~� ~M~b

 ~� ~M ~
a�~
 + ~M ~a

 ~� ~M~bb� ~� ~M ~
a�~
 : (6.44)Eine Integration �uber U ergibt mit (4.69) und (5.73):Z dU Ŝab
 ~a~b~
��
 ~�~�~
 = �43 �ab
 �~a~b~
(1� 
�)�~�(1� 
�)� ~�(1� 
�)
~
+43 �a
b �~a~b~
(1� 
�)�~�(1� 
�)
 ~�(1� 
�)�~
+43 �~a~b~
 �ba
(1� 
�)�~�(1� 
�)�~�(1� 
�)
~
�43 �
ab �~a~b~
(1� 
�)
 ~�(1� 
�)�~�(1� 
�)�~
�43 �~a~b~
 �b
a(1� 
�)�~�(1� 
�)
 ~�(1� 
�)�~
+43 �~a~b~
 �
ba(1� 
�)
 ~�(1� 
�)� ~�(1� 
�)�~
 : (6.45)

Abbildung 6.9: Bere
hnung des Eigenwertes mittels Vektoriteration.



6.3. NUMERISCHER WEG 133Eine Addition aller oben bere
hneter Terme ergibt die Matrix Sab
 ~a~b~
��
 ~�~�~
. Diese h�angt vonzw�olf Parametern ab. Damit S = Sij numeris
h bere
hnet werden kann, mu� eine Abbil-dung der folgenden Art gefunden werdenf��
 ab
g �! i; f~� ~�~
 ~a~b~
g �! j: (6.46)F�ur S ergibt si
h dadur
h eine 123� 123 Matrix. Das ist eine Matrix mit fast drei Millio-nen Eintr�agen. Numeris
h lassen si
h diese Eintr�age mit ein wenig Geduld bere
hnen.Die Matrix S ist im allgemeinen weder symmetris
h no
h orthogonal. Zur Bere
hnungdes f�uhrenden Terms in (6.40) ben�otigt man den Eigenwert der Matrix �S. Da die Eigen-werte von S mit den Eigenwerten von �S �ubereinstimmen, wie im Anhang C zu sehen ist,rei
ht es aus den gr�o�ten Eigenwert von S zu bere
hnen. Bei einer so gro�en Matrix bietetsi
h dazu die Potenzmethode (Vektoriteration) an. Hierf�ur betra
htet man zun�a
hst einekomplexe n� n Matrix mit Eigenwerten �1 � � ��n,j�1j > j�2j > � � � > j�nj; (6.47)und Eigenvektoren x1; � � � ; xn.Ausgehend von einem zuf�allig gew�ahlten Startvektor x(0) werden na
heinander die Vek-toren xk+1 gebildet: x(k+1) := Sx(k) = Skx(0) ; k = 0; 1; � � � : (6.48)Die Eigenvektoren xi von S bilden eine Basis des Cn und es gibt einen Vektor
 = (
1; � � � ; 
n)T 2 Cn; (6.49)mit x(0) = nXi=1 
ixi: (6.50)Aus (6.48) und (6.50) folgt f�ur x(k)x(k) = nXi=1 
i�ki xi = �k1(
1x1 + �k): (6.51)Dabei ist �k �k := nXi=2 ��i�1�k 
ixi = O �����2�1 ����k! (6.52)so gew�ahlt, da� �k �! 0 f�ur k �!1: (6.53)



134 KAPITEL 6. MASSENBESTIMMUNGUm �1 zu bere
hnen w�ahlt man einen komplexen Vektor d 2 Cn und bildet�(k) := �x(k); d� : (6.54)Aus (6.51) folgt dann�(k+1)�(k) = �x(k+1); d�(x(k); d) = �1 +O �����2�1 ����k! �! �1 f�ur k �!1: (6.55)Die Konvergenzges
hwindigkeit ist um so s
hneller, je weiter die Eigenwerte voneinandergetrennt sind. F�ur die behandelte Matrix S konvergiert dieses Verfahren s
hon na
h we-nigen Iterationss
hritten, was au
h aus der Abbildung (6.9) hervorgeht.k �(k)=�(k�1)2 -8.00003 -288.00004 -288.00005 -288.0000Die 1728 Eintr�age der Startvekoren x(0) und d wurden wie folgt gew�ahltx(0) = (0; 0; 0; 0; 0; 1; 0; � � � ; 0)T = d: (6.56)Mittels der Vektoriteration wird der betragsm�a�ig gr�o�te Eigenwert bere
hnet. Die m�ogli-
herweise positiven, zahlenm�a�ig gr�o�eren Eigenwerte werden dabei ni
ht ber�u
ksi
htigt.Bere
hnet man das Eigenwertspektrum mit Hilfe vonMathemati
a, so ergeben si
h diemehrfa
h entarteten Eigenwerte 0 und -288. Unter Ber�u
ksi
htigung des Vorfaktors �K348aus Glei
hung (6.43) ergeben si
h damit die Eigenwerte�1 = 6K3; (6.57)�2 = 0: (6.58)Das numeris
he Ergebnis best�atigt somit den Eigenwert null. Wel
he Bedeutung der an-dere Eigenwert 6K3 hat, kann ni
ht erkl�art werden. M�ogli
herweise entspri
ht dieser Ei-genwert Graphen mit ni
ht-ei
hinvarianten Operatoren. Die analytis
hen �Uberlegungendeuten darauf hin, da� Graphen der obigen Form mit ei
hinvarianten Operatoren zumEigenwert null geh�oren. Bei diesem Eigenwert gibt der Graph aus Abbildung (6.1) keinenBeitrag. Es s
heint daher ni
ht m�ogli
h zu sein, auf diese Weise die Masse des Gluino-Glue-Teil
hens zu bestimmen.



6.4. GLUINO-GLUE-MASSE 1356.4 Gluino-Glue-MasseZiel der letzten Abs
hnitte war es einen Graphen zu konstruieren, der keine �-Abh�angig-keit aufweist. Dies s
heint na
h den vorangegangenen �Uberlegungen ni
ht m�ogli
h zu sein.Nimmt man eine �-Abh�angigkeit in Kauf, kann man einen �ahnli
hen Graphen wie in derQCD konstruieren. Dieser besteht dann aus einem S
hlau
h von Plaquetten mit einer � -langen Kante aus V -Matrizen und ist in Abbildung (6.10) zu sehen. An den beiden Endendes Graphens be�ndet si
h je ein Gluino-Glue-Operator.

x


z


Abbildung 6.10: Graph zur Bestimmung des Massensprungs. An den Enden des Graphensbe�ndet si
h je ein gestri
helt gekennzei
hneter Operator. Die V -Kante ist wieder fetteingezei
hnet. Die Seiten der quadratis
hen R�ohre m�ussen no
h mit Plaquetten aus derEi
hwirkung ausgef�ullt werden.Die Bere
hnung des Graphens kann man in vers
hiedene Teilre
hnungen zerlegen.1. Zun�a
hst gibt es aus den beiden Operatoren zwei Plaquetten, die am Punkt x undam Punkt z ein Majorana-Fermion haben:O�(x) = Tr (U1 T e) e� (x); (6.59)O~�(z) = Tr �U2 T ~e� ~e~�(z): (6.60)2. Desweiteren gibt es eine Kette von � Kanten. Diese enth�alt insgesamt � MatrizenD = CM und 2� + 2 Majorana-Fermionen, wobei die zwei �au�eren Fermionen ausden beiden Operatoren stammen.
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~G � �K2 ��  e�(x)0�X��ab  a�(y)Dab��(y; x) b�(x)1A0�X
Æ
d  

(v)D
d
Æ(v; y) dÆ (y)1A � � �� 0�X��rt  r�(z)Drt�� (z; w) t� (w)1A ~e~� (z) (6.61)Jede Kante kann f�ur die  -Integration wie folgt umgeformt werden1X�;�a;b  a�(y)Dab��(y; x) b�(x) = �X�;�a;b  b�(x)Dab��(y; x) a�(y)= �X�;�a;b  b�(x) �DT �ba�� (x; y) a�(y): (6.62)Die transponierte D-Matrix hat wegen (5.12) und (5.9) die folgende Gestalt�DT �ba�� = 2 [C (1 + 
�)℄T�� �V T �ba= 2 ��1 + 
T� �CT ��� �V T �ba= �2 ��C + 
T�C���� �V T �ba=(A:7) �2 [C (1� 
�)℄�� �V T �ba : (6.63)Die obige Umformung f�uhrt somit zuX�;�a;b  a�(y)Dab��(y; x) b�(x) = 2X�;�a;b  b�(x) [C (1� 
�)℄�� �V T �ba  a�(y)= 2X�;�a;b  a�(x) [C (1� 
�)℄�� �V T �ab  b�(y)= X�;�a;b  a�(x)D̂ab��(x; y) b�(y): (6.64)Die Matrix D̂ wird de�niert dur
hD̂ = 2 [C (1� 
�)℄V T : (6.65)1Diese Umformungen sind ni
ht zwingend n�otig; sie ma
hen die Re
hnung jedo
h �ubersi
htli
her.



6.4. GLUINO-GLUE-MASSE 137F�ur den Graphen ~G aus Glei
hung (6.61) ergibt si
h dann~G = �K2 ��  e� (x)0B�X�;�a;b  a�(x)D̂ab��(x; y) b�(y)1CA0B�X
;Æ
;d  

(y)D̂
d
Æ(y; v) dÆ (v)1CA � � �� 0�X�;�r;t  r�(w)D̂rt�� (w; z) t� (z)1A ~e~�(z): (6.66)Die Fermion-Integration an jedem Gitterpunkt f�uhrt wegen (3.43) zuĜ � Z Y�;f d f�(x) e� 12 (x) (x) Y�;k d k�(y) e� 12 (y) (y) � � �Y�;i d i�(z) e� 12 (z) (z) ~G= �K2 �� XDira
Colour C�� Æea D̂ab��(x; y)C�
 Æb
 D̂
d
Æ(y; v) � � � D̂rt�� (w; z)C�~� Æt~e: (6.67)Jede Matrix D̂ setzt si
h aus der Ladungskonjugationsmatrix C und der Fermion-matrix M̂ zusammen: D̂ = C M̂: (6.68)Dabei gilt in Anlehnung an (6.65)M̂ = 2 (1� 
�)V T : (6.69)Da das Quadrat der Ladungskonjugationsmatrix �1l ergibt, bere
hnet si
h Ĝ zuĜ = (�1)� �K2 �� �M̂x;y M̂y;v � � � M̂w;z C�e~e�~� : (6.70)Mit (6.69) folgt̂G = (�1)� K� 2��1 [(1� 
�)C℄�~� �V TV T � � �V T �e~e| {z }�(V T3 )e~e : (6.71)3. S
hlie�li
h ist der gesamte S
hlau
h no
h mit Plaquetten ausgef�ullt, die von derForm �2 Tr (UP) (6.72)sind.Klappt man den Graphen aus Abbildung (6.10) auf, so entsteht eine � � 4 Fl�a
he.



138 KAPITEL 6. MASSENBESTIMMUNG

Abbildung 6.11: Graphis
he Darstellung des aufgeklappten Graphen aus Abbildung (6.10).�Uber alle innenliegenden Plaquetten mu� zun�a
hst integriert werden. F�ur jede innereIntegration gilt Z dU Tr (UU6) Tr �U�1U7� = 12 Tr (U6U7) : (6.73)Integriert man zuerst jede Zeile aus Abbildung (6.11), ohne den Rand zu ber�u
k-si
htigen, erh�alt man einen Faktor �12�4(��1). Dann bleiben no
h drei Integrationenzwis
hen den vier Zeilen �ubrig, die mit einem Faktor �12�3 beitragen. Somit folgt f�urdie U -Integration des Graphens (6.10), ohne den Rand aus Abbildung (6.11),Z Yinnen dUinnen Ĝ3 = �12�4(��1) �12�3 Tr �U3U2U�13 U1� : (6.74)Mit den obigen drei Punkten ergibt si
h f�ur den Graphen aus Abbildung (6.10) vor derIntegration �uber den RandG = Z dU1 dU2 dU3 (�1)� K� 2��1 [(1� 
�)C℄�~� V ~ee3 ��2�4� �12�4��1�Tr �U�11 U3U�12 U�13 � Tr �U1T ~e� Tr (U2T e)= Z dU1 dU2 dU3 (�1)� K� 2��1 [(1� 
�)C℄�~� V ~ee3 ��2�4� �12�4��1� Xi;j;k;lU�11ij U3jkU�12klU�13li Xm;o U1moT ~eom Xq;r U2qrT erq: (6.75)Die einzelnen Integrationen bere
hnen si
h mit den Glei
hungen (4.63), (2.35) und (4.61)



6.4. GLUINO-GLUE-MASSE 139wie folgt Z dU1 U�11ij U1mo = 12 Æoi Æmj; (6.76)Z dU2 U�12klU2qr = 12 Ærk Æql; (6.77)Z dU3 V ~ee3 U�13li U3jk = 2T ~eb
 T eda Z dU3 U�13abU3
dU�13li U3jk= 2T ~eb
 T eda� 13 Æji Æ
b Ækl Æda + 13 Æka Æld Æjb Æi
�16 Ækl Æda Æjb Æi
 � 16 Æji Æ
b Æka Æld�= 23 T ~eb
 T eda Æka Æld Æjb Æi
: (6.78)Damit geht die Glei
hung (6.75) �uber inG = (�1)� K� 2��1 [(1� 
�)C℄�~� ��2�4� �12�4��1 16 T ~emo T eqr T ~eom T erq= (�1)� K� 2��1 [(1� 
�)C℄�~� ��2�4� �12�4��1 16 Tr �T ~eT ~e�Tr (T eT e) :(6.79)Mit Glei
hung (1.67) und Summenbildung �uber die Farbindi
es ergibt si
hG = (�1)� K� 2��1 [(1� 
�)C℄�~� ��2�4� �12�4��1 16 � 94= (�1)� K� 2��1 [(1� 
�)C℄�~� ��2�4� �12�4��1 38 : (6.80)Abs
hlie�end ist no
h die Normierung der Erwartungswerte zu ber�u
ksi
htigen2. Allge-mein gilt f�ur den Erwartungswert von einer beliebigen geraden Anzahl von Fermionenh a�(x) � � � dÆ (x)i = 1Z0[0℄ Z Y�;b d b�(x) e� 12  (x) (x)  a� � � � dÆ (x): (6.81)Das bedeutet, jede Fermion-Integration an einem Gitterpunkt tr�agt no
h mit einem Faktor1=Z0[0℄ bei. F�ur diesen Normierungsfaktor gilt na
h Glei
hung (3.33)Z0[0℄ = �1: (6.82)2Handelt es si
h, wie bei den in Kapitel 5 bere
hneten Graphen, um Graphen mit einer geraden Anzahlvon Gitterpunkten, tr�agt die obige Normierung mit einem Faktor eins bei.



140 KAPITEL 6. MASSENBESTIMMUNGDiese Normierung ist notwendig, da f�ur den Erwartungswert gelten mu�h1ix � 1: (6.83)Der Graph G lautet dann in der endg�ultigen VersionG = (�1)�(�1)�+1 K� 2��1 [(1� 
�)C℄�~� ��2�4� �12�4��1 38= �K� 2��1 [(1� 
�)C℄�~� ��2�4� �12�4��1 38 : (6.84)Verzi
htet man in dem Anfangsausdru
k auf die Umformung (6.62), so ergibt si
h f�ur denGraphen G der folgende Ausdru
kG = K� 2��1 [(1 + 
�)C℄~�� ��2�4� �12�4��1 38 : (6.85)Wie man si
h lei
ht �uberzeugen kann gilt[(1 + 
�)C℄~�� = � [(1� 
�)C℄�~� : (6.86)Das Ergebnis aus Glei
hung (6.84) stimmt damit mit Glei
hung (6.85) �uberein.F�ur eine gro�e Anzahl von Zeits
heiben � f�allt die Gluino-Glue-Gluino-Glue-Korrelations-funktion exponentiell mit der Masse ab:hTr (UP1 (x)) Tr (UP2 (z)) = Ae�m� : (6.87)Somit gilt Ae�m� = G= K� 2� ��2�4� �12�4� �12��1 38 2�1 [(1 + 
�)C℄~��| {z }�A= AK� �4� 2�7� : (6.88)Die Masse des Gluino-Glue-Teil
hens bere
hnet si
h damit zum = � 1� n ln �K��+ ln ��4��+ ln �2�7��om = � lnK � 4 ln� + 7 ln 2: (6.89)In diesem Kapitel wurde die Methode entwi
kelt mit der Massen mittels der Hoppingpara-meter-Entwi
klung bere
hnet werden k�onnen. Die aufgef�uhrten analytis
hen Re
hnungenstellen eine Erg�anzung zu den oft sehr aufwendigen Monte-Carlo-Verfahren dar. Da dieTeil
henmassen sehr wi
htig sind, ist man au
h an einem analytis
hen Zugang interessiert.



6.4. GLUINO-GLUE-MASSE 141Aufbauend auf den in diesem Kapitel erstellten Grundlagen, sind weitere Korrekturen zurGluino-Glue-Masse und die Bere
hnung weiterer Teil
henmassen geplant.Das in Glei
hung (6.89) erhaltene Ergebnis f�ur die Gluino-Glue-Masse stellt eine erstegrobe Abs
h�atzung dar und gilt nur f�ur kleine K-Werte. Je n�aher man zum kritis
henHoppingparameterwert kommt, um so mehr Korrekturen m�ussen ber�u
ksi
htigt werden.Betra
htet man den 0++-Glueball in der reinen Ei
htheorie, ist der f�uhrende Term na
h [44℄m(Glueball) = �4 ln �4 = �4 ln� + 8 ln 2: (6.90)Der Gluino-Glueball unters
heidet si
h somit von dem Glueball dur
hm(Gluino-Glueball) = m(Glueball)� lnK � ln 2= m(Glueball) + ln 12K : (6.91)Da diese Abs
h�atzung nur f�ur kleine K-Werte gilt, mu� der Kehrwert 1=K sehr gro�werden. Nimmt man f�ur 1=K den Wert 5:55 an, giltm(Gluino-Glueball) = m(Glueball) + 1: (6.92)Das Ergebnis pa�t sehr gut zu den numeris
hen Massen, die in Abbildung (10.1) zusehen sind. Dana
h ist der 0�+-Gluino-Glueball bei einem Hoppingparameterwert von1=K = 5:55 um einen Faktor eins gr�o�er als der 0++-Glueball und stimmt somit mit derGlei
hung (6.92) �uberein.





Kapitel 7Monte-Carlo-Methoden in derPhysik
Bei der Bes
hreibung der Gitter-Supersymmetrie bin i
h in den vorangegangenen Kapi-teln der Idee von G. Cur
i und G. Veneziano gefolgt [18℄. Mit der Einf�uhrung desGitters gibt es das folgende Problem: Es gibt keine Gittertheorie, die die Supersymmetrieexakt erh�alt. Die Gr�unde liegen zum einen an dem Gitter selbst, das die Lorentzinvari-anz und damit die Supersymmetrie bri
ht. Benutzt man zudem no
h Wilson-Fermionenzur Bes
hreibung der Gluinos, bri
ht derWilson-Term die 
hirale Symmetrie und damitau
h die Supersymmetrie.Eine L�osung bietet si
h in der Benutzung von perfekten Wirkungen an. Diese enthaltenallerdings ni
ht-lokale We
hselwirkungen, die numeris
h sehr s
hwer zu implementierensind. Insbesondere s
heiden sie auf Parallelre
hnern, wie der T3E, aus. Eine verbesserteWirkung zummasselosen Gluino-Limes stellt dieNeuberger-Wirkung dar, die masseloseQuarks auf dem Gitter exakt bes
hreibt [46℄. Aber, genauso wie die perfekten Wirkungen,hat au
h diese ni
ht-lokale We
hselwirkungsterme.Die Idee von G. Cur
i und G. Veneziano ist, mit einer einfa
hen ni
ht-supersym-metris
hen Gitter-Wirkung zu starten und die Supersymmetrie erst im Kontinuumslimeswieder herzustellen. Dieses Problem ist der 
hiralen Symmetriebre
hung in der QCD dur
hWilson-Fermionen sehr �ahnli
h und kann daher auf die glei
he Weise behandelt werden.Man mu� also nur die na
kten Parameter korrekt einstellen, um den supersymmetris
henPunkt zu �nden. Im Fall der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie gibt es zwei Parameter,die angepa�t werden k�onnen. Das ist zum einen die Ei
hkopplung � und zum anderen dieGluino-Masse m~g.Die 
hirale Symmetrie wird wieder hergestellt wenn der Hoppingparameter K auf K
r
hiraleingestellt wird. Dies ist �aquivalent zu einer vers
hwindenden Gluino-Masse. Im Kontinu-um ges
hieht die Wiederherstellung der Supersymmetrie ebenfalls dur
h diese Einstellung.



144 KAPITEL 7. MONTE-CARLO-METHODEN IN DER PHYSIKDas bedeutet: K
r
hiral = K
rSUSY: (7.1)In ni
ht-abels
hen Feldtheorien wird der Kontinuumslimes errei
ht dur
h � ! 1. Derkritis
he Hoppingparameter ist eine Funktion der Ei
hkopplung wobei giltlim�!1K
r = 18 : (7.2)Betra
htet man die Ei
hgruppe SU(2), rei
ht es aus �-Werte zwis
hen 2.0 und 3.0 zurExtraktion der Kontinuumsphysik zu betra
hten. Da hohe �-Werte die numeris
he Simu-lation sehr teuer ma
hen, haben wir in unserer Kollaboration immer den Wert � = 2:3gew�ahlt. In der Gitter-Wirkung (2.16) und (2.33) wird die na
kte Ei
hkopplung konven-tionell dur
h � = 2N
g2 repr�asentiert und die na
kte Gluino-Masse wird dur
h den Hop-pingparameter K ausgedr�u
kt (2.34). In der (�;K)-Ebene gibt es eine kritis
he Linie,die mit vers
hwindener Gluino-Masse korrespondiert. Die erwartete Phasenstruktur ist inAbbildung (7.1) zu sehen.
K

β

1
8−

<λλ> >0

<λλ> < 0

Abbildung 7.1: Graphis
he Darstellung des Phasendiagramms f�ur eine SU(2) Ei
htheoriemit Gluinos in der adjungierten Darstellung. Zwis
hen den beiden Phasen kann es einenPhasen�ubergang oder einen "
ross-over\ Berei
h geben.Die Wirkung von G. Cur
i und G. Veneziano galt es nun zu implementieren. Dazu be-nutzt man die sogenannten Monte-Carlo-Algorithmen. Dana
h werden Feldkon�guratio-nen erzeugt, mit denen dann physikalis
h interessante Objekte gemessen werden k�onnen.Letztendli
h stellt die Computersimulation ein numeris
hes Verfahren zur Bere
hnung des



7.1. MULTI-BOSONISCHER ALGORITHMUS MIT KORREKTUREN 145Pfadintegrals zur Verf�ugung.Die Ber�u
ksi
htigung von Fermionenfeldern bei der Simulation wird ers
hwert dur
h dieTatsa
he, da� Grassmann-wertige Felder im Re
hner nur dur
h Matrizen dargestellt wer-den. Somit sind sie f�ur numeris
he Zwe
ke ni
ht brau
hbar. Die L�osung liegt in der Aus-integration der Fermionfelder, was in physikalis
h relevanten Theorien immer m�ogli
hist. Dies f�uhrt zur sogenannten Fermiondeterminante, die ein Funktional in den �ubrigenFeldern ist. Dabei unters
heidet man "quen
hed\ und "unquen
hed\ Simulationen. Beider ersten Methode wird die Fermiondeterminante auf eins �xiert. Somit wird sie beimUpdating der Felder ni
ht mehr ber�u
ksi
htigt [32℄. Dur
h diese Methode wird jedo
h dieSupersymmetrie hart gebro
hen.7.1 Multi-bosonis
her Algorithmus mit KorrekturenZur Monte-Carlo-Simulation [55℄ von Fermionen auf einem Gitter entwi
kelteM. L�us
her1993 den multi-bosonis
hen Algorithmus [37℄. In der Originalversion f�urNf Dira
-Fermion-Flavours betra
htet man die Approximation der Fermiondeterminantej det(Q)jNf = �det(QyQ)�Nf=2 ' 1detPn(QyQ) ; (7.3)wobei die Folge von Polynomen Pn die folgende Eigens
haft hatlimn!1Pn(x) = x�Nf=2: (7.4)Das Intervall [�; �℄ de
kt das komplette Spektrum von QyQ ab. Das Problem des Vor-zei
hens der Determinante wird f�ur ein Majorana-Fermion (Nf = 12) in Kapitel (2.4)behandelt. Weitere detaillierte Ausf�uhrungen �nden si
h in [13℄.F�ur die multi-bosonis
he Darstellung der Fermiondeterminante benutzt man die Wurzelndes Polynoms rj, (j = 1; 2; : : : ; n)Pn(QyQ) = Pn( ~Q2) = r0 nYj=1 � ~Q2 � rj� : (7.5)Geht man davon aus, da� die Wurzeln als komplex konjugierte Paare auftreten, kann manau
h die folgende Form w�ahlenPn( ~Q2) = r0 nYj=1 h( ~Q� �j)2 + �2j i = r0 nYj=1( ~Q� ��j)(Q� �j); (7.6)mit rj � (�j + i�j)2 und �j � �j + i�j. Mit Hilfe von komplexen skalaren Feldern �jxkann man folgende Approximation vornehmennYj=1 det h( ~Q� ��j)(Q� �j)i�1 / Z [d�℄ exp(� nXj=1Xx;y �+jy h( ~Q� ��j)(Q� �j)iyx�jx) :(7.7)



146 KAPITEL 7. MONTE-CARLO-METHODEN IN DER PHYSIKDa die obige Approximation f�ur endli
he Polynome vom Grad n ni
ht exakt ist, m�u�teman eigentli
h die Resultate zu n!1 extrapolieren. Einfa
her ist es die n-Abh�angigkeitzu untersu
hen, um dann zu zeigen, da� der systematis
he Fehler, der dur
h die Endli
h-keit des Polynoms verursa
ht wird, gegen�uber dem statistis
hen Fehler verna
hl�assigbarist.Die S
hwierigkeit f�ur kleine Fermion-Massen in gro�en physikalis
hen Volumen ist dasAnsteigen der Konditionszahl �=� � (104� 106). Dadur
h werden immer h�ohere Ordnun-gen n = O(103) f�ur eine gute Approximation n�otig, was viel Spei
herplatz beanspru
ht.Zudem wird die Autokorrelation s
hle
hter, da diese proportional zu n ist. Verbesserungendieser Probleme bieten si
h in der Einf�uhrung einer Zwei-S
hritt-Polynom-Approximationan [40, 41℄. In diesem Zwei-S
hritt-multi-bosonis
hen Verfahren wird die Glei
hung (7.7)ersetzt dur
h limn2!1P (1)n1 (x)P (2)n2 (x) = x�Nf=2 mit x 2 [�; �℄: (7.8)Die multi-bosonis
he Darstellung wird nur f�ur das erste Polynom P (1)n1 benutzt. Dadur
herh�alt man eine grobe Abs
h�atzung und kann daher die Ordnung n1 relativ niedrig hal-ten. Der Korrekturfaktor P (2)n2 wird in einem sto
hastis
hen Noisy-Korrrektur-S
hritt miteiner globalen a

ept-reje
t Bedingung w�ahrend des Update-Prozesses dur
hgef�uhrt. Umeinen exakten Algorithmus zu erhalten, mu� in diesem Fall der Grenzwert n2 ! 1 be-tra
htet werden. Dabei stellt si
h heraus, da� es f�ur sehr kleine Fermionmassen, wie beiden Gluinos, praktis
her ist, ein gro�es n2 zu �xieren und eine weitere kleine Korrektur inder Bere
hnung der Erwartungswerte dur
h eine Neugewi
htung mit einem no
h feinerenPolynom dur
hzuf�uhren.7.2 Update der FelderDie Idee f�ur das Updating der Felder besteht in einem sto
hastis
hen Korrektur-S
hrittanstelle von Approximationen mit gro�en Polynomen der Ordnung n. Dieses Verfahrenwird sehr ausf�uhrli
h in [40℄ vorgestellt. Hier sollen nur die wi
htigsten S
hritte dokumen-tiert werden.In dem Zwei-S
hritt-Verfahren f�ur Nf Fermion-Flavour ist der Betrag der Determinantegegeben dur
h j det(Q)jNf ' 1detP (1)n1 ( ~Q)2 detP (2)n2 ( ~Q)2 : (7.9)Bei einem multi-bosonis
hen Verfahren mit n1 skalaren Pseudo-Fermionfeldern wird dasUpdate der skalaren Felder mit einem Heatbath- oder Overrelaxation-Algorithmus unddas Update der Ei
hfelder mittels eines Metropolis-Algorithmus dur
hgef�uhrt. Na
h einemMetropolis-S
hritt f�ur das Ei
hfeld wird ein globaler a

ept-reje
t-S
hritt eingef�uhrt, umdie Verteilung der Ei
hfelder U gem�a� der re
hten Seite von Glei
hung (7.9) zu erhalten.



7.2. UPDATE DER FELDER 147Der Noisy-Korrektur-S
hritt generiert einen Zufallsvektor � gem�a� der normierten Gau�-Verteilung e��yP (2)n2 ( ~Q[U ℄2)�R [d�℄e��yP (2)n2 ( ~Q[U ℄2)� ; (7.10)und akzeptiert den �Ubergang [U 0℄ [U ℄ mit einer Wahrs
heinli
hkeitmin f1; A(�; [U 0℄ [U ℄)g; (7.11)mit A(�; [U 0℄ [U ℄) = expn��yP (2)n2 ( ~Q[U 0℄2)� � �yP (2)n2 ( ~Q[U ℄2)�o : (7.12)Den Vektor � kann man aus � 0 gewinnen, da � 0 Gau�-verteilt iste�� 0y� 0R [d�0℄e�� 0y� 0 (7.13)und folgende Zuordnung gilt � = P (2)n2 ( ~Q[U 0℄2) 12� 0: (7.14)Zur Bere
hnung der inversen Wurzel aus ( ~Q[U 0℄2) bieten si
h zwei vers
hiedene M�ogli
h-keiten an. Zum einen gilt mit x � ~Q2P (2)n2 (x)� 12 ' Rn3(x) ' xNf=4Sns[P (1)n1 (x)℄: (7.15)Dabei bes
hreibt SnS(P ) ' P 12 (7.16)eine Approximation der Funktion P 12 auf dem Intervall P 2 [��Nf=2; ��Nf=2℄. Die Polynom-Approximationen Rn3 und Sns k�onnen auf die glei
he Weise festgelegt werden wie P (1)n1und P (2)n2 . Diese Approximationen sind lei
hter dur
hzuf�uhren als zum Beispiel P (1)n1 , dabei einer gegeben Ordnung eine h�ohere Pr�azision erzielt wird.Eine andere M�ogli
hkeit, eine passende Approximation f�ur die Glei
hung (7.14) zu �nden,ist die Wahl der zweiten Zerlegung aus Glei
hung (7.6) mit der De�nitionP (1=2)n2 ( ~Q) � pr0 n2Yj=1( ~Q� �j); P (2)n2 ( ~Q2) = P (1=2)n2 ( ~Q)yP (1=2)n2 ( ~Q): (7.17)Der Noise-Vektor � kann dann aus dem Gau�-Vektor � 0 erzeugt werden na
h� = P (1=2)n2 ( ~Q)�1� 0: (7.18)Dabei ist P (1=2)n2 ( ~Q)�1 gegeben dur
hP (1=2)n2 ( ~Q)�1 = P (1=2)n2 ( ~Q)yP (2)n2 ( ~Q2) ' Pn3( ~Q2)P (1=2)n2 ( ~Q)y: (7.19)Das in dieser Glei
hung auftretende Polynom Pn3 bezei
hnet eine Approximation f�ur dasInverse des Polynoms P (2)n2 in dem Intervall [�; �℄.



148 KAPITEL 7. MONTE-CARLO-METHODEN IN DER PHYSIK7.3 Me�korrekturenDer multi-bosonis
he Algorithmus wird nur im Grenzwert sehr hoher Polynomordnungenn2 !1 (7.8) exakt. Anstatt die Abh�angigkeit der Polynomordnung dur
h mehrere Simu-lationen zu untersu
hen, ist es besser, eine hohe Ordnung f�ur die Simulation festzuhaltenund eine weitere Korrektur in der Messung der Erwartungswerte dur
h feinere Polyno-me dur
hzuf�uhren. Dies ges
hieht dur
h eine Neugewi
htung der Kon�gurationen in derMessung von unters
hiedli
hen Gr�o�en.F�ur allgemeine Nf wird dieses Verfahren in [30℄ vorgestellt. Es fu�t auf einer Polynom-Approximation P (4)n4 , f�ur die folgendes giltlimn4!1P (1)n1 (x)P (2)n2 (x)P (4)n4 (x) = x�Nf=2 mit x 2 [� 0; �℄: (7.20)Das Intervall [� 0; �℄ kann zum Beispiel wie folgt gew�ahlt werden� 0 = 0 und � = �max: (7.21)Dabei stellt �max eine obere Grenze f�ur die Eigenwerte von QyQ = ~Q2 dar. In diesemSinne ist der Grenzwert n4 ! 1 auf einer beliebigen Ei
hkon�guration exakt. F�ur dieHerleitung von P (4)n4 kann man n4-abh�angige Rekursionsformeln verwenden, die dur
h dieBeoba
htung des Konvergenzverhaltens abgebro
hen werden. Na
h einer Neugewi
htungnimmt der Erwartungswert einer Me�gr�o�e A die na
hstehende Form anhAi = hA expf�y[1� P (4)n4 (QyQ)℄�giU;�hexpf�y[1� P (4)n4 (QyQ)℄�giU;� : (7.22)Wenn das zweite Polynom eine gute Approximation liefert �andert der Korrekturfaktor denErwartungswert ni
ht. In diesen F�allen dient die Me�korrektur ledigli
h der Best�atigungder Ergebnisse.7.4 Pr�akonditionierungDie S
hwierigkeit einer numeris
hen Simulation nimmt mit steigender Konditionszahl �=�zu. Die Konditionszahl legt das Eigenwertspektrum der fermionis
hen Matrizen auf ty-pis
hen Ei
hfeld-Kon�gurationen fest. Eine M�ogli
hkeit die Konditionszahl zu erniedri-gen, bietet das Verfahren der Pr�akonditionierung an. Die even-odd-Zerlegung f�ur multi-bosonis
he Algorithmen wurde 1997 von B. Jegerlehner aufgestellt [28℄. Dana
h wirddie hermites
he Fermionmatrix ~Q in Unterr�aume aufgeteilt, die nur gerade beziehungs-weise nur ungerade Gitterpunkte enthalten:~Q = 
5Q = � 
5 �K
5Moe�K
5Meo 
5 � : (7.23)F�ur die Fermiondeterminante giltdet ~Q = det Q̂ mit Q̂ = 
5 �K2
5MoeMeo : (7.24)



7.4. PR�AKONDITIONIERUNG 149Der Vorteil der Matrix Q̂2 ist ihre kleinere Konditionszahl vergli
hen mit ~Q2.Weitere detailliertere Erl�auterungen der in unserer Kollaboration benutzten numeris
henVerfahren �nden si
h zum Beispiel in [13℄, [51℄ oder [56℄.





Kapitel 8String-SpannungDie String-Spannung ist ein wi
htiger Parameter, da ihr Wert die beiden Phasen Con�ne-ment und S
reening kennzei
hnet. In vielen numeris
hen und analytis
hen Bere
hnungenvon Gitter-Ei
htheorien w�ahlt man die String-Spannung als einen Ordnungsparameter.8.1 Statis
hes PotentialIn einer Ei
htheorie ist das Potential zwis
hen statis
hen Farbladungen eine physika-lis
h sehr interessante Gr�o�e, da es 
harakteristis
h f�ur die Dynamik des Ei
hfeldes ist.Wenn si
h die Quellen in der fundamentalen Darstellung der Ei
hgruppe be�nden be-zei
hnet man sie au
h als statis
he Quarks. Das statis
he Potential eines Quark-Antiquark-Paares (QQ) kann aus den Wilson-Loops bere
hnet werden, wobei jedo
h unters
hiedli
heAns�atze hierzu existieren. Ein Wilson-Loop ist ein geordnetes Produkt von Link-Variablenentlang eines ges
hlossenen re
hte
kigen Weges mit dem r�aumli
hen Abstand R und derzeitli
hen Ausdehnung T . Man kann ihn als "Weltbogen\ eines QQ-Paares interpretieren:Zur euklidis
hen Zeit � = 0 wird ein Erzeugungsoperator�yR = Q(0)U(0! R)Qy(R) (8.1)mit einem ei
hkovarianten Paralleltransporter U(0 ! R) auf den Vakuumszustand j0iangewendet. In der Anwesenheit eines Hintergrundfeldes propagiert das QQ-Paar dur
hstatis
he Wilson-Linien zu � = T , und wird s
hlie�li
h dur
h die Anwendung von �Ranhiliert. Eine Spektralzerlegung der Wilson-Loops weist folgendes Verhalten auf:hW (R; T )i = Tr��RT T�yRT LT�T�Tr (T LT ) (8.2)= 1Pm e�EmLT Xm;n j hm j�R jn;Ri j2 e�Vn(R)T e�Em(LT�T ) (8.3)= Xn j dn(R) j2 e�Vn(R)T � �1 +O(e�E1(LT�T ))� ; (8.4)



152 KAPITEL 8. STRING-SPANNUNGwobei T die Transfermatrix bezei
hnet und T jni = e�En j ni und dn(R) = h0 j�R jn;Rigilt. j n;Ri ist der n-te Eigenzustand in dem geladenen Sektor des Hilbertraumes mitni
ht vers
hwindendem �Uberlapp auf den Erzeugungsoperator �yR, w�ahrend jni der n-teEigenzustand des ungeladenen Sektors ist. Vn(R) bezei
hnet die n-te Anregung des QQ-Zustandes; die Vakuumsenergie E0 wurde auf null gesetzt. E1 ist die Massenl�u
ke (massgap) und entspri
ht somit der Masse des A+1 Glueballs.8.1.1 Verbesserung des GrundzustandesDas physikalis
h interessante Grundzustandspotential V (R) = V0(R), kann man imGrenz-wert f�ur gro�e T erhalten:hW (R; T )i =Xn Cn(R) e�Vn(R)T T!17�! C0(R) e�V (R)T : (8.5)Die �Uberlappungen Cn(R) =j dn(R) j2� 0 gen�ugen der folgenden Normierungsbedingung:Xn Cn(R) = 1: (8.6)Der Weg des Paralleltransporters U(0 ! R), der f�ur die Konstruktion des QQ-Erzeu-gungs-Operators gebrau
ht wird, beeintr�a
htigt ni
ht die Eigenwerte der Transfermatrixund ist auf keinen Fall eindeutig. Diese Freiheit kann man ausnutzen, um die �Uberlap-pung des Grundzustandes dur
h geeignete Superpositionen sol
her Wege zu verbessern,mit dem Ziel C0(R) � 1 zu erhalten. F�ur jeden Wert von R dient dann die Abwei
hungdes Wertes C0(R) von eins als �Uberwa
hung f�ur die Unterdr�u
kung von Beitr�agen ange-regter Zust�ande, die auf diesem Weg errei
ht werden. Eine ausf�uhrli
here Bes
hreibung�ndet si
h in dem Abs
hnitt 8.7 �uber Smearing.Das Grundzustandspotential erh�alt man nun je na
h De�nition des statis
hen Potentialsaus (8.4): hW (R; T )i = j d0 j2 e�V0(R)T + j d1 j2 e�V1(R)T + � � � (8.7)= j d0 j2 e�V0(R)T �1 + j d1 j2j d0 j2 e�[V1(R)�V0(R)℄T + � � �� : (8.8)Anwenden der Logarithmus-Reihe ergibt:loghW (R; T )i = log j d0 j2 �V0(R) T+ j d1 j2j d0 j2 e�[V1(R)�V0(R)℄T + � � � (8.9)



8.1. STATISCHES POTENTIAL 153log� hW (R; T )ihW (R; T + 1)i� = loghW (R; T )i � loghW (R; T + 1)i (8.10)= V0(R) + j d1 j2j d0 j2 e�[V1(R)�V0(R)℄T� �1 � e�V1(R)�V0(R) + � � � � : (8.11)Mit der De�nition f�ur das statis
he PotentialV (R; T ) = log� hW (R; T )ihW (R; T + 1)i� ; (8.12)erh�alt man somit f�ur V0(R) den folgenden Fit-Ansatz:V (R; T ) = V0(R) + j d1 j2j d0 j2 e�[V1(R)�V0(R)℄T (8.13)= V0(R) + 
1(R) e�
2(R) T : (8.14)Dabei bes
hreibt V0(R) die Energie des Ei
hfeldes zwis
hen zwei statis
hen Farbladungen(Quark-Antiquark-Paar) die si
h im Abstand R voneindander entfernt be�nden.F�uhrt man folgende Abk�urzungen einh(R; T ) = e�4V (R)T �1� e�4V (R)� und 4V (R) = V1(R)� V0(R); (8.15)ist die Form des Potentials konsistent mit der S
hreibweise von G. S. Bali, K. S
hil-ling und Ch. S
hli
hter [8℄.Eine weitere m�ogli
he De�nition f�ur V (R; T ) ist die folgende:~V (R; T ) := � 1T logW (R; T ): (8.16)Daraus ergibt si
h f�ur V0(R)1, unter Benutzung von (8.9), der na
hstehende Fit-Ansatz:~V (R; T ) = V0(R) � log (j d0 j2)T (8.17)= V0(R) � 
3(R)T : (8.18)Ents
heidend bei den obigen De�nitionen des Potentials (8.12) und (8.16) ist, da� si
hdie zugeh�origen Wilson-Loops W (R; T ) in der fundamentalen Darstellung be�nden. Siesind de�niert als Erwartungswerte ges
hlossener re
hte
kiger R� T S
hleifen.1Aus Gr�unden der �Ubersi
ht wird im folgenden V0(R) dur
h V (R) ersetzt.



154 KAPITEL 8. STRING-SPANNUNG8.2 Bestimmung der String-SpannungEine Methode, die String-Spannung zu bestimmen, ist das Auseinanderziehen eines Quark-Antiquark-Paares. Bei gen�ugend gro�em Abstand R ergibt si
h die String-Spannung ausdem Potential zu � � limR!1 1RV (R): (8.19)Wenn die String-Spannung unglei
h null ist, w�a
hst das Potential linear in R an:V (R)R!1� �R: (8.20)Herrs
ht eine konstante Kraft � zwis
hen weit getrennten Farbquellen, so spri
ht man vonstatis
hem Con�nement. Gro�e Wilson-Loops gehor
hen dann der sogenannten Fl�a
hen-regel [62℄ W (R; T )R;T!1� Ce��RT : (8.21)Quark-Con�nement ist eine Konsequenz der ni
ht-abels
hen Natur der Ei
hwe
hselwir-kung in der QCD. Man erwartet, da� die Quarks in einem Hadron Quellen von 
hromoelek-tris
hen Fl�ussen sind. Diese konzentrieren si
h in engen S
hl�au
hen, die die Konstituentenmiteinander verbinden. Da si
h die Energie ni
ht ausbreiten kann, wird bei dem Versu
hdas Quark-Antiquark-Paar zu separieren, ihr Potential so lange ansteigen, bis Vakuum-Polarisations-E�ekte ihre Farbladung abs
hirmen. Bei einer gen�ugend gro�en Separationder Quarks wird allerdings die in den S
hl�au
hen gespei
herte Energie reelle Quark-Paareproduzieren und die Energie des Systems wird dur
h den �Ubergang in einen neuen ha-dronis
hen Zustand, der aus farblosen neutralen Hadronen besteht, verringert.Ein Vers
hwinden der String-Spannung w�urde eine Abs
hirmung von fundamentalen Farb-ladungen dur
h eine Wolke dynamis
her Gluinos bedeuten. Dieses S
reening wird in zweiDimensionen f�ur unsere N = 1 SYM-Theorie im Fall von masselosen Gluinos theoretis
hvorausgesagt [24℄. Eine Verallgemeinerung auf vier Dimensionen bleibt jedo
h no
h frag-li
h. Na
h [54℄ erwartet man hier Con�nement f�ur statis
he Quarks. Eine "softe\ Bre
hungder Supersymmetrie dur
h eine Gluino-Masse f�uhrt zu einem Vers
hwinden des S
reeningsund das gew�ohnli
he Con�nement tritt wieder auf. Der Me
hanismus des S
reenings in [24℄bezieht si
h auf die 
hirale Anomalie und s
heint spezi�s
h f�ur zwei Dimensionen zu sein.8.3 Creutz-RatiosBei einer Gittersimulation ist die Bestimmung der String-Spannung wegen der Endli
hkeitdes Gitters nur dur
h eine Extrapolation zu R; T !1 m�ogli
h. Ein Verfahren bietet si
hmit den Creutz-Ratios an. Diese sind wie folgt de�niert:�(R; T ) = � log�W (R; T )W (R� 1; T � 1)W (R; T � 1)W (R� 1; T )� : (8.22)



8.4. POTENTIAL-FIT 155Dur
h eine Extrapolation zu gro�en R; T l�a�t si
h aus den Creutz-Ratios die String-Spannung ers
hlie�en. Allerdings ist diese Methode ni
ht zu favorisieren, da der Fit, derletztli
h an die Punkte gelegt wird, keine physikalis
he Motivation enth�alt. F�ur das 83�16Gitter (K = 0:19) stimmen die Werte aus diesem Fit jedo
h erstaunli
h gut mit denanderen Methoden �uberein.

Abbildung 8.1: Diese Abbildung ist in Zusammenarbeit mit K. Spanderen angefertigtworden. Sie zeigt die Wurzel der String-Spannung � in Abh�angigkeit des Indexes des zu-grundeliegenden Creutz-Ratios �(i; i). Der Wert der String-Spannung f�ur die reine SU(2)Ei
htheorie ist dem Artikel [3℄ entnommen.
8.4 Potential-FitEine andere M�ogli
hkeit die String-Spannung zu bestimmen, liegt in einem einfa
hen Po-tential-Fit, wie er in Abbildung 8.2 zu sehen ist. Dazu tr�agt man f�ur jeweils konstantes Tdas entspre
hende Potential ~V (R; T ) = � 1T logW (R; T ) (8.23)auf. Dur
h diese Werte legt man dann einen Fit, der dur
h die Stark-Kopplungstheoriemotiviert ist V (R) = � aR + �R + V0: (8.24)
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Abbildung 8.2: Statis
hes Potential V (R; T ) � � 1T logW (R; T ) f�ur vers
hie-dene Werte von T . Um eine �Uberlappung der einzelnen Potentiale V (R; T )zu vermeiden, wurde auf die einzelnen Me�werte eine T -abh�angige Konstanteaddiert. Im unteren Bild sieht man die aus den obigen Fits erhaltene String-Spannung in Abh�angigkeit von T . Die letzten Punkte bei h�oheren T -Wertenzeigen deutli
he Finite-Size-E�ekte.



8.5. ZWEI-FIT-VERFAHREN 157Dieser rotationsinvariante Ansatz wird au
h als Cornell -Ansatz bezei
hnet [19℄.Man erwartet aus der QCD, da� das statis
he Quark-Antiquark-Potential bei kurzenDistanzen R dur
h einen Coulomb-artigen Term dominiert wirdV (R) ' V0 � �R: (8.25)F�ur gro�e Distanzen sollte es einen linear anwa
hsenden Term geben:V (R) ' V0 + �R: (8.26)Mit (8.24) erh�alt man f�ur jedes T einen zugeh�origen Wert f�ur die String-Spannung. EineExtrapolation zu T !1 liefert s
hlie�li
h das korrekte Ergebnis. Wie man jedo
h s
honan der Abbildung (8.2) sieht, ist dieses Verfahren sehr ungenau und stark fehlerbelastet.Es gibt somit nur einen groben S
h�atzwert f�ur die String-Spannung an.8.5 Zwei-Fit-VerfahrenDas Zwei-Fit-Verfahren ges
hieht in Anlehnung an eine Arbeit vonG.S. Bali, K. S
hil-ling und CH. S
hli
hter [8℄. Zun�a
hst bestimmt man aus dem Potential V (R; T ), dasna
h (8.12) de�niert ist, das Potential V (R) dur
h einen Fit der T -Abh�angigkeit gem�a�V (R; T ) = V (R) + 
1e�
2T ; (8.27)bzw. V (R; T ) = V (R) + 
T : (8.28)Das aus den obigen Fits erhaltene Potential V (R) ist in der Abbildung (8.3) in Abh�angig-keit von T f�ur die R-Werte 1-6 auf einem 83�16 Gitter zu sehen. Auf dem 123�24 Gitterist das Potential f�ur R-Werte von 1-9 bere
hnet worden und in Abbildung (8.4) dargestellt.Na
h der Entwi
klung (8.9) ers
heint zun�a
hst nur der erste Fit-Ansatz sinnvoll. Es zeigtsi
h aber dur
h die Abbildungen (8.3) und (8.4), da� die Unters
hiede, der aus den ver-s
hiedenen Fit-Ans�atzen erhaltenen Werte f�ur V (R), bei gro�en R-Werten immer gerin-ger werden. Insbesondere wird deutli
h, da� die Werte f�ur die String-Spannung, die inAbh�angigkeit von den obigen Werten ermittelt wurden, kaum voneinander abwei
hen.Bei den weiterf�uhrenden Diskussionen und Abbildungen wird jedo
h auss
hlie�li
h dererste Fit (8.27) behandelt. Da wie in den Abbildungen (8.3) und (8.4) zu sehen ist, dieFehler f�ur T > 6 signi�kant anwa
hsen, wird 1 � T � 6 als das beste Fit-Intervall aufdem Gitter gew�ahlt. Auf dem kleineren 83 � 16 Gitter gibt es f�ur T -Werte die zwis
heneins und vier oder eins und f�unf liegen konsistente Ergebnisse.Auf diesem Weg wurde das Potential V (R) f�ur 1 � R � 6 auf dem 83 � 16 Gitter undf�ur 1 � R � 9 auf dem 123 � 24 Gitter bere
hnet. Die Fehler werden mit wa
hsendem Rimmer gr�o�er und liefern daher keine glaubw�urdigen Ergebnisse mehr. Dies liegt an denFinite-Size-E�ekten, die bei R-Werten R > L=2 erwartet werden und mit wa
hsendem Ransteigen. Das Potential wird in den Abbildungen (8.8), (8.9) und (8.10) auf einem 83�16Gitter beiK = 0:19 undK = 0:1925 und auf einem 123�24 Gitter beiK = 0:1925 gezeigt.



158 KAPITEL 8. STRING-SPANNUNG

Abbildung 8.3: Diese Abbildung zeigt die Abh�angigkeit des Potentials von T bei vers
hie-denen Werten f�ur R auf einem 83 � 16 Gitter. Zum Verglei
h wurde sowohl ein 1=T -Fit,sowie ein Exponential�t dur
h die Punkte gelegt. Das Fit-Intervall erstre
kt si
h �uber diePunkte eins bis f�unf.
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Abbildung 8.4: Diese Abbildung zeigt die Abh�angigkeit des Potentials von T bei vers
hie-denen Werten f�ur R auf einem 123� 24 Gitter. Zum Verglei
h wurde sowohl ein 1=T -Fit,sowie ein Exponential�t dur
h die Punkte gelegt. Das Fit-Intervall erstre
kt si
h �uber diePunkte eins bis se
hs.



160 KAPITEL 8. STRING-SPANNUNGDie String-Spannung � ergibt si
h daraus, indem man V (R) gegen R auftr�agt und dur
hdiese Punkte den s
hon bekannten Potential-Fit (8.24) legt. Die Ergebnisse dieses Ver-fahrens sind in den Abbildungen (8.8), (8.9) und (8.10) zu sehen. Man erkennt das f�urCon�nement typis
he Bild. Der Wert der String-Spannung h�angt von dem R-Berei
h ab,der f�ur den Fit genommen wird. F�ur gew�ohnli
h nimmt die String-Spannung ab, wennder gr�o�te R-Wert hinzugenommen wird. Dies sollte jedo
h ni
ht mi�verstanden und alsS
reening gedeutet werden. Man erwartet, da� si
h das Potential aufgrund von Finite-Size-E�ekten f�ur gr�o�ere R Werte wieder na
h unten neigt. Auf diese E�ekte wird imn�a
hsten Abs
hnitt detaillierter eingegangen. Zusammenfassend sind die Ergebnisse derString-Spannung f�ur unters
hiedli
he R-Fit-Intervalle in der Tabelle (8.1) dargestellt.Gitter K R-Fit-Intervall ap� �83 � 16 0.19 1-4 0.22(1) 0.23(2)83 � 16 0.19 1-5 0.21(1) 0.25(1)83 � 16 0.1925 1-4 0.21(1) 0.23(2)83 � 16 0.1925 1-5 0.19(1) 0.25(2)123 � 24 0.1925 1-6 0.17(1) 0.25(2)123 � 24 0.1925 1-7 0.16(1) 0.26(2)123 � 24 0.1925 1-8 0.13(2) 0.31(4)Tabelle 8.1: �Ubersi
ht �uber die String-Spannung � in Gittereinheiten und der Cou-lombst�arke �, die aus dem Fit V (R) = V0� �R+�R bei unters
hiedli
hen R-Fit-Intervallenbestimmt wurden.8.6 GitterproblemeIn diesem Abs
hnitt sollen einige Probleme erl�autert werden, die mit der Einf�uhrung desGitters verbunden sind.8.6.1 Finite-Size-E�ekteIn numeris
hen Simulationen auf dem Gitter ist die Anzahl der Gitterpunkte dur
h die zurVerf�ugung stehende CPU-Leistung bes
hr�ankt. Um eine realistis
he Kontinuumstheoriezu realisieren, versu
ht man nun einerseits den Gitterabstand in Bezug auf die Korrela-tionsl�ange so klein zu w�ahlen, da� ein Skalierungsverhalten approximativ errei
ht wird.Andererseits sollte die Korrelationsl�ange ni
ht zu gro� sein, da sonst das endli
he Gittereinen gro�en Ein
u� auf viele me�bare Gr�o�en hat.Ist das simulierte Volumen sehr klein (kleiner oder verglei
hbar mit der Gr�o�e eines ha-dronis
hen Grundzustandes), wird die Wellenfunktion des Grundzustandes zusammenge-dr�u
kt und ihre Energie wird angehoben. F�ur gen�ugend kleines L zeigt die Energie einSkalenverhalten von 1L .



8.7. SMEARING 161Hat man ein gr�o�eres aber kein unendli
hes Volumen, wird es eine kleine Vers
hiebung derEnergien in Folge von Vakuum-Polarisations-E�ekten geben. Die Vakuum-Polarisationenergeben einen additiven Beitrag zu den Teil
hen-Propagatoren, der na
h L�us
her [35℄speziell f�ur die reine Gitter QCD gegeben ist dur
h:m(L)�m(1)m(1) ' � �2m(1)Le�p32 m(1)L: (8.29)Dabei ist � eine e�ektive niederenergetis
he Kopplung, die si
h auf einen Streuphasen-Shift bezieht.8.6.2 Gittere�ekteNeben den Finite-Size-E�ekten gibt es no
h weitere E�ekte, die auf die endli
he Git-terkonstante a zur�u
kzuf�uhren sind. Einige dieser Gittereigens
haften sollen in diesemAbs
hnitt erkl�art werden. Wenn der Gitterabstand von null vers
hieden ist, passierenzwei Dinge. Zum einen wird die Rotationsinvarianz verletzt und zum anderen unters
hei-den si
h die Formulierungen der Gitter- und der Kontinuumstheorie dur
h Terme derOrdnung a; a2; : : : . Die Verletzung der Rotationsinvarianz bedeutet, da� Zust�ande, dieim Kontinuumslimes Mitglieder von vers
hiedenen Darstellungen der kubis
hen Gruppesind und somit zu unters
hiedli
hen mJ geh�oren, ni
ht entartet sein werden. Die Termeder Ordnung a in der Wirkung liefern eine ganze Reihe von E�ekten. Unter anderem istdie asymptotis
he Skalierung gebro
hen. Au�erdem geht die Universalit�at verloren, so da�das Spektrum von der Art der Fermionen (staggered, Wilson, ...) und von der spezi�s
henForm der Ei
hwirkung abh�angig wird.8.7 SmearingBei der Bestimmung der Glueball-Korrelationsfunktionen ist das Signal-zu-Raus
h-Ver-h�altnis immer ein Problem. Dies liegt an dem s
hle
hten �Uberlapp der einzelnen Opera-toren mit der Grundzustandswellenfunktion. Eine L�osung bietet si
h mit einer ei
hinvari-anten Vers
hmierung der einzelnen Links vor der Messung an. In den Bere
hnungen desPotentials wurden s�amtli
he Wilson-Loops mit Hilfe von Smearing-Routinen bere
hnet.Andernfalls ist die Projektion auf den Grundzustand so ungen�ugend, da� man kaum einSignal erh�alt.Die vers
hiedenen Smearing-Verfahren unters
heiden imWesentli
hen zwis
hen dem APE-Smearing und dem Teper-Blo
king.8.7.1 Teper-Blo
kingDas Verfahren des Teper-Blo
kings ist iterativ na
h der Vors
hrift in Abbildung (8.5)de�niert. F�ur die N-te Rekursion werden die Links UNx;� aus den Links UN�1x;� des (N-1)-ten Rekursionss
hrittes bere
hnet und dann wieder in die Gruppe der SU(N
)-Matrizen
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6 66 -6

6�= +P��; �� 6= 4; � 6= �UNx;� UN�1x;�UN�1x+2N�1�̂;�
UN�1x;� UN�1x+2N�1�̂;�

UN�1x+2N�1�̂+2N�1�̂;�UN�1 yx+2N �̂;�

Abbildung 8.5: Graphis
he Darstellung des Blo
king-S
hemas na
h Teper.Die ges
hmierten Links sind iterativ de�niert und werden in jedem Iterations-s
hritt um einen Faktor zwei l�anger.
- - 6

?
-
-?6= + � + ����� -���������� -�����Abbildung 8.6: Graphis
he Darstellung des iterativen APE-Smearings.zur�u
kprojiziert:UNx;�  UN�1x+2N�1�̂;� UN�1x;� + X��;�;� 6=4;� 6=� UN�1 yx+2N �̂;� UN�1x+2N�1�̂+2N�1�̂;� UN�1x+2N�1 �̂;� UN�1x;� : (8.30)Die e�ektive L�ange der ges
hmierten Linkvariablen nimmt in jedem S
hritt um einenFaktor zwei zu. Damit haben au
h die Plaquetten eine gr�o�ere Ausdehnung und k�onnen soden Grundzustand besser herausprojizieren. Den Dur
hmesser des Grundzustandes erh�altman als grobe Abs
h�atzung aus der L�ange 2Nopt, die si
h aus der Anzahl der Blo
king-s
hritte ergibt. Der optimale Blo
king-Level wiederum ist im wesentli
hen abh�angig vonder Ei
hkopplung und der Gittergr�o�e und kann mit einem Variationsverfahren bestimmtwerden [51℄.



8.8. AUSWERTUNG 1638.7.2 APE-SmearingDas APE-Smearing stellt eine Alternative zum Teper-Blo
king dar, das gerade f�ur dieProgrammierung auf einem Parallelre
hner sehr attraktiv ist [1, 56℄. Bei diesem iterativenVerfahren wird jeder r�aumli
he Link dur
h die Summe aus si
h selbst und vier "Klam-mern\ in beiden Raumri
htungen quer zur Link-Ri
htung ersetzt. Dabei gewi
htet mandie Klammern mit einem Faktor � und projiziert den Link zum S
hlu� wieder in dieGruppe der SU(N
)-Matrizen:Ux;�  Ux;� + � X�=1;2;3� 6=� �U yx+�̂;� Ux+�̂;� Ux;� + Ux+�̂��̂;� Ux��̂;� U yx��̂;�� : (8.31)Man wiederholt diesen Vorgang N -mal f�ur das gesamte Gitter. Bei moderaten Werten von� stimmt dieses Verfahren mit dem numeris
hen L�osen einer Di�usionsglei
hung �uberein.Dementspre
hend ist der Di�usions- bzw. Smearing-Radius gegeben dur
hRS = N �: (8.32)Im Gegensatz zum Teper-Blo
king ist der Smearing-Radius somit klar festgelegt undkann di�erenzierter justiert werden. Es gibt no
h zahlrei
he Modi�kationen dieses Ver-fahrens [25℄, von denen jedo
h keines deutli
he Vorteile bietet.8.8 AuswertungZun�a
hst ist bei beiden Gittergr�o�en das Finden des optimalen Smearing-Radius wi
htig,um einen guten �Uberlapp mit dem Grundzustand zu bekommen. Eine Studie der unter-s
hiedli
hen Smearingradien ergab einen Vorteil des Smearingradiuses, der in der Regionum drei liegt, gegen�uber anderen Werten. Auf einem 83�16 Gitter wurden Messungen beiSmearingradien von 3.3, 4.42 und 5.25 dur
hgef�uhrt. Bei dem 123� 24 Gitter wurden dieSmearingradien 2, 3, 4 und 5 getestet. Das Potential f�ur unters
hiedli
he Smearingradienist in Abbildung (8.7) zu sehen. Ein Verglei
h mit der Abbildung (8.10) zeigt, da� derSmearingradius drei das beste Ergebnis liefert.Die Abbildungen (8.3) und (8.4) ma
hen den Qualit�atsunters
hied zwis
hen dem 1=T -Fitund dem e�T -Fit deutli
h. Zwar ergibt si
h, abh�angig vom T -Fit, kaum ein Unters
hied indem letztli
h erhaltenen Wert f�ur die String-Spannung �, der Fit des statis
hen PotentialsVR(T ) gelingt jedo
h mit dem e�T -Fit sehr viel besser.Auf dem 83� 16 Gitter liefert das Zwei-Fit-Verfahren f�ur K = 0:19 eine String-Spannungvon p� = 0:22(1). Je na
hdem wie man das T-Fit-Intervall legt, bekommt man lei
htvoneinander abwei
hende Werte, die aber innerhalb der Fehler konsistent sind. Dies be-legen die Abbildungen (8.8) und (8.9). Bezei
hnet man das Intervall 1 � R � L2 als
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Abbildung 8.7: Drei-Parameter-Fit f�ur das statis
he Potential: V (R) = V0 + �R � �Rauf dem Gitter 123 � 24 bei K = 0:1925 f�ur unters
hiedli
he Smearingradien (SR). F�ureinen sinnvollen Verglei
h der Smearingradien untereinander wurde ein einheitli
hes T-Fit-Intervalle von eins bis se
hs gew�ahlt.glaubw�urdig, so erh�alt man die folgenden Ergebnisse f�ur die String-Spannung:ap� = 0:22(1) f�ur K = 0:1900; 83 � 16; (8.33)ap� = 0:21(1) f�ur K = 0:1925; 83 � 16; (8.34)ap� = 0:17(1) f�ur K = 0:1925; 123 � 24: (8.35)Damit f�allt die in Gittereinheiten gemessene String-Spannung, wenn man si
h der kriti-s
hen Linie ann�ahert, was mit den Vorhersagen �ubereinstimmt. Erwartet wird ein Pha-sen�ubergang bei einem Hoppingparameter, der in der Gegend um K
 = 0:1955 liegt. DasAbnehmen der String-Spannung wird haupts�a
hli
h dur
h die Renormierung der Ei
h-kopplung infolge virtueller Gluino-Loop-E�ekte, die bei abnehmender Gitterkonstante ao�enkundig werden, verursa
ht. Ein Verglei
h der Resultate auf dem 83�16- und 123�24-Gitter zeigt, da� Finite-Size-E�ekte s
heinbar immer no
h eine gro�e Auswirkung haben.Dieses war allerdings au
h zu erwarten, da f�ur die r�aumli
he Gitterausdehnung L = 12afolgendes Ergebnis vorliegt Lp� ' 2:1. In der QCD mit p� ' 0:54 GeV w�urde diesesmit L ' 1fm �ubereinstimmen. Das 83 � 16 Gitter gibt daher bei K = 0:1925 f�ur gro�eR-Werte keine brau
hbaren Ergebnisse mehr, wie die Abbildung (8.9) deutli
h zeigt. Aus-gel�ost dur
h die Finite-Size-E�ekte ergibt si
h eine zu geringe String-Spannung, die ni
htauf S
reening-E�ekte hindeutet.Der KoeÆzient � des Coulomb-Terms ist sehr nah an dem universellen L�us
her-Wert



8.8. AUSWERTUNG 165von �=12 = 0:26 [36℄. Diese "Kopplungskonstante\ ist universell, das hei�t sie h�angt vonkeinem anderen Parameter ab.Mit den numeris
hen Resultaten f�ur die 0++-Glueballmasse aus [13℄ erh�alt man f�ur dasVerh�altnis der skalaren Glueballmasse 0++ und der Wurzel aus der String-Spannung fol-gende Werte: m(0++)=p� = 3:4(7) f�ur K = 0:1900; L = 8; (8.36)m(0++)=p� = 3:0(4) f�ur K = 0:1925; L = 8; (8.37)m(0++)=p� = 3:1(7) f�ur K = 0:1925; L = 12: (8.38)Die Fehler f�ur die obigen Werte sind zwar ni
ht sehr klein, sie sind aber in diesem Intervallkonsistent mit einer Konstanten, die unabh�angig von K ist. Die Verh�altnisse sind von derglei
hen Gr�o�enordnung, nur etwas kleiner als in der reinen SU(2) Ei
htheorie. Dort erh�altman f�ur � = 2:5 je na
h Gittergr�o�e m(0++)=p� = 3:6� 3:8.
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Abbildung 8.8: Drei-Parameter-Fit f�ur das statis
he Potential: V (R) = V0 + �R � �R aufdem Gitter 83 � 16 bei (K = 0:19) f�ur unters
hiedli
he T-Fit-Intervalle. Das gew�ahlteIntervall f�ur den drei-Parameter-Fit be�ndet si
h jeweils hinter den numeris
hen Ergeb-nissen f�ur die String-Spannung. Innerhalb der numeris
hen Unsi
herheiten stimmen dieErgebnisse f�ur die String-Spannung �uberein.
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Abbildung 8.9: Drei-Parameter-Fit f�ur das statis
he Potential: V (R) = V0 + �R � �R aufdem Gitter 83 � 16 bei K = 0:1925 f�ur unters
hiedli
he T-Fit-Intervalle. Da deutli
heFinite-Size-E�ekte zu erkennen sind, deutet der kleine Wert f�ur die String-Spannung keinSreening an.
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Abbildung 8.10: Drei-Parameter-Fit f�ur das statis
he Potential: V (R) = V0 + �R� �R aufdem Gitter 123 � 24 bei (K = 0:1925) f�ur unters
hiedli
he T-Fit-Intervalle. Bei gr�o�erenR-Werten treten signi�kante Fehler auf.



Kapitel 9Massenbestimmung des0�+-Glueballs
9.1 Lei
hte GrundzustandsmassenDie ni
ht vers
hwindene String-Spannung, die im vorherigen Kapitel beoba
htet wur-de, stimmt mit den allgemeinen Erwartungen [3℄ und [50℄ �uberein, wona
h die Yang-Mills-Theorie mit Gluinos Con�nement zeigt. Die asymptotis
hen Zust�ande sind daherFarbsingletts, �ahnli
h den Hadronen in der QCD. Die Struktur des lei
hten Hadronen-Spektrums ist eng mit dem theoretis
hen Fall der QCD eines einzigen Quark-Flavoursverwandt, in der die 
hirale Symmetrie dur
h die Anomalie gebro
hen wird.Da si
h sowohl die Gluonen wie au
h die Gluinos bez�ugli
h der adjungierten (hier Trip-lett-) Darstellung transformieren, ist es m�ogli
h, interpolierende Farbsinglett-Felder vonjeder beliebigen Anzahl von Gluonen und Gluinos zu erzeugen. Die Anzahl der Gluo-nen und Gluinos mu� nur gr�o�er als zwei sein. Aus den Erfahrungen, die man in derQCD gewonnen hat, erwartet man, da� si
h die lei
htesten Zust�ande sehr gut dur
h in-terpolierende Felder darstellen lassen, die aus einer geringen Anzahl von Konstituentenbestehen. Sehr einfa
he Beispiele hierf�ur sind die Glueb�alle, die aus der reinen Yang-Mills-Theorie bekannt sind und die Gluinob�alle, die pseudoskalaren Mesonen entspre
hen.In dem hier verwendeten Modell der SU(2) Super-Yang-Mills-Theorie wird der einfa
hstepseudoskalare Gluinoball, der aus zwei Gluinos besteht, a��0 genannt. Dabei erinnert dieBezei
hnung a daran, da� si
h s�amtli
he Konstituenten in der adjungierten Darstellungbe�nden. �0 steht f�ur das korrespondierende �0-Meson in der QCD. Gemis
hte Gluino-Glueball-Zust�ande k�onnen aus unters
hiedli
hsten Anzahlen von Gluonen und Gluinoserzeugt werden. Im einfa
hsten Fall bestehen sie nur aus einem Gluon und einem Gluino.9.2 Glueball-Zust�andeGenauso wie die Glueballzust�ande sind die Methoden zur Bere
hnung ihrer Massen innumeris
hen Monte-Carlo-Simulationen aus der reinen Ei
htheorie sehr gut bekannt.
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hteste Zustand ist der JP = 0+ Glueball, der aus symmetris
hen Kombinationenvon raumartigen Plaquetten, die einen Gitterpunkt ber�uhren, erzeugt werden kann. F�ureine Optimierung des Signals benutzt man geblo
kte oder vers
hmierte Links anstelle derurspr�ungli
hen Links. Um einen ersten �Uberbli
k �uber die Massen zu bekommen rei
hteine Bere
hnung von e�ektiven Massen m(t1; t2; T ) aus1. Die e�ektiven Massen werdenbei einer gegebenen Gitter-Zeitausdehnung T und festen Zeits
heiben-Paaren t1 und t2de�niert. Man kann dann na
h Zeitintervallen su
hen, in denen die e�ektiven Massenann�ahernd konstant sind und einen Ein-Massen-Fit in diesem Intervall dur
hf�uhren. Inden F�allen, in denen die Statistik ho
h genug ist und die zugeh�origen Fehler klein sind,k�onnen au
h Zwei-Massen-Fits stabil sein und Informationen �uber den n�a
hst h�oherenangeregten Zustand geben.Im Kontinuum werden Glueball-Zust�ande klassi�ziert dur
h ihre Lorentz-Kovarianz-Ei-gens
haften: Impuls p, Masse m, Spin J , Parit�at P und ihre Ladungskonjugation C. DerSpin eines Zustandes wird allgemein dur
h die unit�are irreduzible Darstellung der GruppeSU(2) festgelegt und speziell f�ur bosonis
he Zust�ande dur
h die Rotationsgruppe SO(3)bes
hrieben. Auf einem euklidis
hen hyperkubis
hen Gitter wird die Rotationssymmetriezur Symmetriegruppe des W�urfels, der kubis
hen Gruppe O, herunter gebro
hen. Dieseist eine exakte Symmetriegruppe f�ur die Gittertheorie und die Eigenzust�ande des Hamil-tonoperators m�ussen bez�ugli
h der unit�aren irreduziblen Darstellungen von O klassi�ziertwerden.Die kubis
he Gruppe O hat 24 Elemente, die eindeutig zu den Permutationen der vierRaumdiagonalen eines W�urfels korrespondieren. Es gibt f�unf irreduzible Darstellungenvon O. Benutzt man die Standardnotation f�ur Punktgruppen [2℄, so sind A1 und A2 dieeindimensionalen Darstellungen, E die zweidimensionale Darstellung und T1 und T2 sinddie dreidimensionalen Darstellungen. A1 ist die triviale Darstellung und T1 ist die Vektor-darstellung. Wenn DJ die Spin J Darstellung von SO(3) f�ur ganzzahlige Spins ist, werdenihre Elemente ebenfalls dur
hDJ repr�asentiert weil die kubis
he Gruppe eine Untergruppevon SO(3) ist. Als Darstellung von O betra
htet, f�uhrt dies zur einges
hr�ankten Darstel-lung DOJ . Diese wird im allgemeinen ni
ht mehr irreduzibel sein und kann in die irredu-ziblen Darstellungen von O zerlegt werden. Bis zu J = 12 �ndet man die einges
hr�anktenDarstellungen in den Tabellen von [2℄. F�ur die ersten einges
hr�ankten Darstellungen bisJ = 4 erh�alt man DO0 = A1; (9.1)DO1 = T1; (9.2)DO2 = E � T2; (9.3)DO3 = A2 � T1 � T2; (9.4)DO4 = A1 � E � T1 � T2: (9.5)1Ausf�uhrli
he Erl�auterungen hierzu sind im n�a
hsten Teilabs
hnitt zu �nden.



9.3. MASSENBESTIMMUNG AUF DEM GITTER 171Die physikalis
he Bedeutung erkennt man zum Beispiel bei der Betra
htung eines Spin-2-Teil
hens. Im Kontinuum wird dieses dur
h ein Quintuplett von entarteten Zust�andenbes
hrieben. Die Gitter-Regularisierung wird dieses Multiplett na
h (9.3) in ein DublettE und ein Triplett T2 aufteilen. Man kann also im Prinzip, wenn das Spektrum f�ur alle ODarstellungen exakt bekannt ist, diese in SU(2) Multipletts anordnen. Innerhalb der Dar-stellungen E und T2 werden die Massen immer no
h entartet sein. Es wird aber zwis
hendiesen Darstellungen eine Aufspaltung statt�nden. Man �ndet daher vers
hiedene Mas-sen m(E) und m(T2). Da der Kontinuumslimes dur
h Abstimmen der na
kten Kopplungg ! 0 errei
ht wird, mu� das Massenverh�altnis m(E)=m(T2) gegen eins konvergieren.Andernfalls w�are die euklidis
he Symmetrie ni
ht vollst�andig erhalten. Obwohl die volleeuklidis
he Kontinuumsinvarianz ni
ht explizit in der Gitter-Re
hnung enthalten ist, er-wartet man, da� die Konsequenzen (wie zum Beispiel die Beziehung zwis
hen Energie undImpuls E2 = m2 + p2) besser reproduziert werden, wenn der Gitterabstand a verkleinertwird.Erg�anzend gibt es folgenden Aspekt. Wendet man einen Gitteroperator, der si
h bez�ugli
heiner irreduziblen Darstellung R der kubis
hen Gruppe transformiert, auf das Vakuuman, so wird er einen Zustand erzeugen, der eine Superposition von vers
hiedenen Eigen-zust�anden des Hamilton-Operators ist: R =X� 
R� �: (9.6)Im Kontinuumslimes geh�ort jeder Zustand  � zu einem Spin J Multiplett. In diesem Sinneenth�alt  R unters
hiedli
he Spins J . Der Spin J tau
ht nur dann in der Superposition auf,wenn R in DOJ enthalten ist. So enth�alt zum Beispiel A1 Spin 0, Spin 4 und h�ohere Spins.Am wi
htigsten ist jedo
h der niedrigste Spin, der in R enthalten ist, da er normalerweisezur niedrigsten Masse geh�ort und daher in der Korrelationsfunktion dominiert.Zus�atzli
h zu den Transformationen der kubis
hen Gruppe gibt es no
h zwei weitereSymmetrien. Die erste ist die totale Raum-Spiegelung mit den Parit�ats-Eigenwerten P =�1. Die kubis
he Gruppe bildet zusammen mit der Raum-Spiegelung die 48-elementigeGruppe Oh = O� Z2. Diese Darstellungen werden mit RP bezei
hnet.S
hlie�li
h gibt es no
h die Ladungskonjugation mit den C-Parit�ats-Eigenwerten C = �1.Diese ist �aquivalent zur komplexen Konjugation von Wilson-Loops. Die Zust�ande geh�orenzu einer irreduziblen Darstellung der Gitter-Symmetrie-Gruppe und werden deshalb mitRPC bezei
hnet.9.3 Massenbestimmung auf dem GitterAuf einem endli
hen Gitter werden Teil
henmassen gew�ohnli
h mit Hilfe von Zeits
heiben-Korrelationsfunktionen bestimmt. Die sogenannten Zeits
heiben-Felder sind Felder, dienur von Feldvariablen mit der Zeitkoordinate x4 = t abh�angen. In Gittereinheiten erh�altman die Massen aus dem Verhalten f�ur gro�e Zeitdistanzen von Zeits
heiben-Korrelati-



172 KAPITEL 9. MASSENBESTIMMUNG DES 0�+-GLUEBALLSonsfunktionen mit vers
hwindendem Impuls:(St+t0St0) ' C0 + C1 �e�mt + e�m(T�t)� : (9.7)Der Operator St steht stellvertretend f�ur SRPC (t), der zu einer linearen Kombinationgeh�ort, die si
h auf eine Darstellung RPC bezieht.Da die obige Glei
hung (9.7) nur das asymptotis
he Verhalten f�ur t; T !1 bes
hreibt, istes s
hwierig, den exakten Wert der Masse m zu bestimmen. Einfa
her ist es die e�ektivenMassen zu betra
hten, die bei einer gegebenen Zeitausdehnung T und festen Zeits
heiben-Paaren t1; t2 de�niert ist. Betra
htet man zun�a
hst den Fall C0 = 0 und de�niert C1 undm(t1; t2; T ) dur
h die L�osung des na
hfolgenden Glei
hungssystems,(St1+t0St0) = C1 �e�m(t1;t2;T )t1 + e�m(t1;t2;T )(T�t1)� ; (9.8)(St2+t0St0) = C1 �e�m(t1 ;t2;T )t2 + e�m(t1;t2;T )(T�t2)� ; (9.9)so ergibt si
h der Wert f�ur die Masse zu:m = limt1;t2;T!1m(t1; t2; T ): (9.10)Die e�ektive Masse m(t1; t2; T ) ergibt si
h numeris
h aus dem na
hstehenden Verh�alt-nis [42℄ r12 � (St2+t0St0)(St2+t0St0) = e�m(t1;t2;T )t2 + e�m(t1;t2;T )(T�t2)e�m(t1;t2;T )t2 + e�m(t1;t2;T )(T�t2) : (9.11)Mit den Bezei
hnungen �i � �12T � ti� ; x � e�m(t1;t2;T ); (9.12)folgt daraus: r12 �x�2 + x��2� = �x�1 + x��1� : (9.13)Dieses kann f�ur x numeris
h sehr einfa
h gel�ost werden und es ergibt si
hm(t1; t2; T ) = � log x: (9.14)Speziell f�ur �2 = 0, r12 ! r1 erh�alt manm(t1; T2 ; T ) = ��11 log hr1 + �r21 � 1� 12 i : (9.15)Gibt es in der Glei
hung (9.7) eine ni
ht-vers
hwindende Konstante C0, so kann diesedur
h eine Subtraktion des Wertes der Korrelationsfunktion zu einer dritten Zeit t3 be-seitigt werden. Nimmt man f�ur die dritte Zeit zum Beispiel t3 = 12(t1 + t2), so erh�alt manf�ur die numeris
h zu l�osenden Glei
hung folgenden Ausdru
k:(r13 � 1)(x�2 + x��2 � x�3 � x��3) = (r23 � 1)(x�1 + x��1 � x�3 � x��3): (9.16)Somit unters
heidet man auf dem Gitter bei der Bestimmung der Massen zwis
hen einemZwei-Punkt- oder einem Drei-Punkt-Fit.



9.4. OPERATOR F�UR DEN 0�+-GLUEBALL 1739.4 Operator f�ur den 0�+-GlueballNa
h den Vorhersagen vonG. R. Farrar,G. Gabadadze undM. S
hwetz gibt es ne-ben dem skalaren Meson 0++ no
h einen weiteren Glueball, den sogenannten 0�+-Glueball.Da der 0++-Glueball s
hon dur
h unsere Kollaboration numeris
h bestimmt wurde, wiezum Beispiel in [13℄ zu sehen ist, bes
h�aftigt si
h dieses Kapitel mit der Implementierungund Bestimmung des 0�+-Glueballs.Um einen pseudoskalaren Glueball aus dem Vakuum mit einem Operator, der aus ge-s
hlossenen Loops besteht, auf dem Gitter zu erzeugen, ben�otigt man Loops, die ni
ht inihre Spiegelbilder gedreht werden k�onnen. F�ur die Ei
hgruppe SU(2) ist die Spur �uberLoop-Variablen reell und unters
heidet die beiden Orientierungen der Loops ni
ht. Derkleinste Loop der die gew�uns
hten Eigens
haften besitzt, besteht aus a
ht Links und ent-spri
ht dem Operator f�ur die A�+1 Darstellung [11℄. Eine andere M�ogli
hkeit besteht darin
?� � 6-����� -�����Abbildung 9.1: Ges
hlossener Weg, der als 0�+-Glueball-Operator verwendet wird.die einfa
hste Gitterversion von Tr(�����F ��F ��) zu nehmen. Diese enth�alt jedo
h zweiorthogonale Plaquetten und kann daher ni
ht auf einer einzigen Zeits
heibe bere
hnetwerden. Daher nimmt man den in Abbildung (9.1) gezeigten Loop.Der Zeits
heiben-Operator f�ur den pseudoskalaren Glueball ist dann gegeben dur
h:S(t) =XR �TrU(C)� TrU(PC)�: (9.17)Dabei geht die Summe �uber alle Rotationen R in der kubis
hen Gittergruppe und PC istdas Spiegelbild von C.9.5 Fehlerbestimmung von sekund�aren Gr�o�enIn numeris
hen Simulationen erzeugt der Updating-Proze� ein Kon�gurationen-Sample[�n℄, (n = 1; 2; : : : ; N). Auf diesem Sample sollen Erwartungswerte von unters
hiedli
henGr�o�en gemessen werden. Die einfa
hste Art von Gr�o�en werden dur
h eine Funktionder Feldvariablen A[�℄ de�niert. Ein S
h�atzwert f�ur ihren Erwartungswert ist dur
h den



174 KAPITEL 9. MASSENBESTIMMUNG DES 0�+-GLUEBALLSMittelwert A des Samples gegeben A � 1N NXn=1 A[�n℄: (9.18)Eine Mittelung �uber eine unendli
h gro�e Anzahl von Sample oder �uber ein unendli
hgro�es Sample (N !1), ergibt den Mittelwert des Ensembles, der mit dem Erwartungs-wert �ubereinstimmt: =A= hAi. Die oben bes
hriebenen Gr�o�en, die man direkt als Erwar-tungswerte erh�alt, nennt man prim�are Gr�o�en im Gegensatz zu sekund�aren Gr�o�en, dieals Funktionen von Erwartungswerten de�niert sind. Die im vorangegangenen Abs
hnittbespro
hene e�ektive Masse m(t1; t2; T ) ist zum Beispiel so eine sekund�are Gr�o�e.Im Idealfall sind alle Kon�gurationen in einem Sample statistis
h unabh�angig und derErwartungswert A ist normal verteilt um den Mittelwert =A mit folgender Varianz�2A = A2 � A2N � 1 = �A� A�2N � 1 : (9.19)Dieses ist eine Konsequenz des zentralen Grenzwert-Theorems [58℄. Es gilt unter eini-gen re
ht milden Annahmen �uber die Verteilung der numeris
h gemessenen Werte derprim�aren Gr�o�en (An � 1; 2; : : : ; N). In diesem Fall ist der Fehler des Sample Mittelwer-tes =A= A� �A.Die Abs
h�atzung des Fehlers in (9.19) ist normalerweise zu optimistis
h, da die aufein-ander folgenden Kon�gurationen innerhalb eines Updates sehr viele �Ahnli
hkeiten habenund somit ni
ht unabh�angig sind. Man bezei
hnet diese Korrelation, die dur
h das Erzeu-gen der Kon�gurationen hervorgerufen wird, als Autokorrelation. F�ur eine prim�are Gr�o�eist die Autokorrelation de�niert als(AnAn+� ) � hAn; An+�i � hAnihAn+�i= hAnAn+� i � hAi2= h�An � A� �An+� � A�i: (9.20)In den obigen Umformungen gilt hAni = hAi = hAi. 2Mit Hilfe der Autokorrelation ergibt si
h somit die tats�a
hli
he Varianz von A zu�2A = *" 1N NXn=1 (An � hAi)#2+= NX�=�N N � j� jN2 (AnAn+� )N!17�! (AA) 2�int;AN ' �A2 � A2� 2�int;AN : (9.21)2Die Zeit � bes
hreibt hier ni
ht die euklidis
h Zeit t = x4, sondern steht f�ur die ben�otigte CPU-Zeit.



9.5. FEHLERBESTIMMUNG VON SEKUND�AREN GR�OSSEN 175Dabei ist die integrierte (oder e�ektive) Autokorrelationszeit �int;A de�niert als�int;A � 12 +1X�=�1 (AnAn+� )(AA) : (9.22)Ein Verglei
h von (9.19) mit (9.21) zeigt, da� die e�ektive Anzahl von unabh�angigenMessungen aufgrund der Autokorrelation N=(2�int;A) betr�agt. Somit sollte man bei einersehr zeitintensiven numeris
hen Messung einer Variablen 2�int;A Kon�gurationen zwis
henden Messungen weglassen.9.5.1 Ja
kknife-AnalyseEine Methode zur Bestimmung von Fehlern sekund�arer Gr�o�en ist die sogenannte Ja
k-knife-Analyse. Dazu betra
htet man ein ni
ht zu gro�es Sample von unabh�angigen Mes-sungen einer prim�aren Gr�o�e A. Mit den gemessenen Werten A1; A2; : : : ; ANS ergibt si
hder Mittelwert des Sample zu: A � 1NS NSXS=1AS: (9.23)Der beste S
h�atzwert f�ur eine sekund�are Gr�o�e ist y = y(A). Einen si
heren S
h�atzwertf�ur y erh�alt man aus den Ja
kknife-Mittelwerten, die dur
h Weglassen einer einzelnenMessung aus dem Sample erzeugt werden:A(J)S � 1NS � 1Xr 6=S Ar: (9.24)Die zugeh�origen Werte f�ur die sekund�are Gr�o�e sind die Ja
kknife-S
h�atzwerte y(J)S �y �A(J)S�. Diese haben folgenden Mittelwert:y(J) � 1NS NSXS=1 y(J)S : (9.25)Die Varianz des Ja
kknife-S
h�atzwertes bere
hnet si
h zu�2(J)y � NS � 1NS NSXS=1 �y(J)S � y(J)�2 : (9.26)Dieses Ergebnis stimmt f�ur prim�are Gr�o�en mit der einfa
hen Varianz in (9.19) �uberein:�(J)A = �A. Bei sekund�aren Gr�o�en ist jedo
h der S
h�atzwert der Ja
kknife-Varianz zu-verl�assiger: =y= y � �(J)y .



176 KAPITEL 9. MASSENBESTIMMUNG DES 0�+-GLUEBALLS9.6 AuswertungDie pseudoskalare Glueball-Masse wurde von der Zeits
heiben-Korrelationsfunktion alseine e�ektive Masse mit Distanzen 1 und 2 bei optimalem Smearingradius gemessen. Aufdem 63� 12-Gitter erh�alt man einen guten Smearingradius bei dem die Werte sehr stabilsind f�ur RS = 4 oder 5. Dieses ist sehr s
h�on in den Abbildungen (9.2) und (9.3) zusehen. Da� man mit K = 0:185 no
h zu weit von dem kritis
hen Hoppingparameter ent-fernt ist, zeigt die Abbildung (9.4). Die unters
hiedli
hen �-Werte in diesen Abbildungenwurden na
h der Glei
hung (8.32) dur
h den Smearingradius und die Anzahl der APE-Iterationss
hritte festgelegt.Auf dem 83�16-Gitter ist in den einzelnen Smearings
hritten kein eindeutiges Plateau zuerkennen. Dies liegt an der geringen Statistik, die auf diesem Gitter zur Verf�ugung steht.Im Verglei
h zum 63 � 12-Gitter ist die vorhandene Statistik auf dem 83 � 16-Gitter nuretwa halb so gro�. Trotzdem ers
heinen die Resultate f�ur einen Smearingradius zwis
hen5 und 8 re
ht stabil. Dieses Verhalten wird in Abbildung (9.5) deutli
h.In Gittereinheiten erh�alt man f�ur die 0�+-Masse:am(0�+) = 1:5 (3) f�ur K = 0:1850; 63 � 12; (9.27)am(0�+) = 1:45 (10) f�ur K = 0:1900; 63 � 12; (9.28)am(0�+) = 1:3 (1) f�ur K = 0:1925; 63 � 12; (9.29)am(0�+) = 1:1 (1) f�ur K = 0:1925; 83 � 16: (9.30)Der pseudoskalare Glueball s
heint na
h den obigen Daten doppelt so s
hwer zu sein wieder skalare Glueball. Dieses Ergebnis ist der reinen SU(2) Ei
htheorie sehr �ahnli
h, beider m(0�+)=m(0++) = 1:8(2) [57℄ gilt.
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Abbildung 9.2: E�ektive Masse des pseudoskalaren 0�+-Glueballs aus demZwei-Punkt-Fit in Abh�angigkeit vom APE-Smearingradius auf einem 63� 12-Gitter bei K = 0:1925.
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Abbildung 9.3: In dieser Abbildung ist die e�ektive Masse des pseudos-kalaren 0�+-Glueballs aus dem Zwei-Punkt-Fit in Abh�angigkeit vom APE-Smearingradius auf einem 63 � 12-Gitter bei K = 0:19 aufgetragen.
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Abbildung 9.4: Die obige Abbildung bes
hreibt die e�ektive Masse des pseu-doskalaren 0�+-Glueballs aus dem Zwei-Punkt-Fit in Abh�angigkeit vom APE-Smearingradius auf einem 63 � 12-Gitter bei K = 0:185.
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Abbildung 9.5: E�ektive Masse des pseudoskalaren 0�+-Glueballs in Abh�angig-keit vom Smearingradius auf einem 83 � 16-Gitter bei K = 0:1925.





Kapitel 10Zusammenfassung und Ausbli
kBei den numeris
hen Monte-Carlo-Simulationen, die unter anderem in dieser Arbeit vorge-stellt wurden1, handelt es si
h um die ersten Bere
hnungen dieser Art in einer Yang-Mills-Theorie mit lei
hten Gluinos. Ein gro�er Teil der Arbeit wurde daher in algorithmis
heStudien und Tuning von Parametern investiert.Die numeris
hen Ergebnisse aus Kapitel 8 und 9 vervollst�andigen die Arbeiten unsererKollaboration und geben interessante Hinweise auf eine neue Art der Physik, die dur
hdas Hinzunehmen supersymmetris
her Theorien entsteht. Dabei zeigte si
h, da� au
h dieSupersymmetrie von dem f�ur die QCD typis
hen Verhalten des Con�nements dominiertwird. Die zus�atzli
hen Gluino-Teil
hen f�uhren in diesem Fall ni
ht zu einer anderen Physik,wie zuvor vermutet wurde. Dies liegt an den supersymmetris
hen Partnern der Gluonen,denen es ni
ht gelingt die Farbladungen der Quarks dur
h die Bildung einer Gluino-Wolkeabzus
hirmen.Die in Kapitel 9 bere
hnete Masse eines Glueballs best�atigt die Vermutungen von G.F. Farrar, G. Gabadadze und M. S
hwetz, da� eine supersymmetris
he Theorieau
h dynamis
he Freiheitsgrade enth�alt, die rein gluonis
hen Gr�o�en entspre
hen. In un-seren numeris
hen Simulationen bestehen die lei
htesten Zust�ande aus einem 0�-Glueball(a � �0), einem 0+-Glueball und einem Spin 1=2-Gluino-Glueball. In Gittereinheiten lie-gen die Massen dieser Teil
hen bei einem Hoppingparameter-Wert von K = 0:1925 inder Region um am = 0:5. Die s
hwerere Gruppe, die aus dem 0+-Glueball (a � f0), dem0�-Glueball und dem s
hweren Spin 1=2-Gluino-Glueball besteht, liegt mit K = 0:1925bei einem Massenwert von ungef�ahr am = 1:0. Beide Multipletts zeigen ni
ht die von [22℄oder [59℄ vorges
hlagene Struktur, wie in Abbildung (10.1) zu sehen ist. Dies wird weitereRe
hnungen auf gr�o�eren Gittern mit einer h�oheren Zeitausdehnung notwendig ma
hen.Zudem m�ussen bessere Smearing-Algorithmen f�ur das (a�f0)-Teil
hen entwi
kelt werden.Eine Untersu
hung im Intervall bis K � 0:20 liefert erste Anzei
hen f�ur einen Pha-sen�ubergang erster Ordnung, der bei vers
hwindender Gluinomasse erwartet wird [31℄.Unsere derzeitige Vermutung f�ur die Lokalisierung des Phasen�uberganges bei � = 2:31Andere Resultate unserer Kollaboration sind in den Ver�o�entli
hungen [13℄ und [31℄ zu �nden.



186 KAPITEL 10. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICKliegt bei K0 = 0:1955(5). In Gittereinheiten erh�alt man dann f�ur die na
kte Gluinomasseam0 � 12 � 1K � 1K0� (10.1)bei K = 0:1925 den Wert am0 ' 0:04. Mit dem numeris
hen Ergebnis der String-Spannung aus Kapitel 8 erh�alt man m0=p� ' 0:2. Verwendet man QCD Einheiten undverna
hl�assigt den Massen-Renormierungsfaktor Zm der Ordnung 1, entspri
ht dies einerlei
hten Gluinomasse von ungef�ahr 100 MeV . Selbstverst�andli
h gibt dieser Wert nur dieGr�o�enordnung an, da es si
h bei der Super-Yang-Mills-Theorie und der QCD um zweiunters
hiedli
he Theorien handelt. Um eine Verbindung zwis
hen m0 und der hadroni-s
hen Skala herzustellen mu� man eine Bere
hnung na
h [14℄ mit masselosen Gluinosdur
hf�uhren.

Abbildung 10.1: Diese Abbildung zeigt die lei
htesten Grundzustandsmassen in Gitterein-heiten als eine Funktion des Hoppingparameters 1=K. Die gestri
helte Region stimmt mitdem Berei
h vers
hwindender Gluino-Masse �uberein, in der die Supersymmetrie erwartetwird [31℄.Die analytis
hen Re
hnungen, die in dieser Arbeit dur
hgef�uhrt wurden, bilden eineGrundlage f�ur weiterf�uhrende Untersu
hungen, die auf einer Hoppingparameter-Entwi
k-lung des N = 1 Super-Yang-Mills-Modells aufbauen. Interessant w�are in diesem Zusam-menhang si
herli
h eine konsequente Doppelentwi
klung der Zustandsfunktion na
h dem



187Hoppingparamter K und der Ei
hkopplung �. Die dazu notwendigen Integrationen �uberdie Ei
hgruppe lassen si
h mit Kapitel 4 lei
ht bestimmen. Analog verh�alt es si
h mitder Fermionintegration, deren Fundament in Kapitel 3 gelegt wurde. Die si
h darausergebenden Integrationsregeln lassen si
h ausf�uhrli
h in Kapitel 5 na
hs
hlagen. Mit Hil-fe des in Kapitel 6 gelegten Fundaments zur analytis
hen Massenbestimmung mittels derHoppingparameter-Entwi
klung sollen in naher Zukunft, neben dem Gluino-Glueball, wei-tere Teil
henmassen bere
hnet werden.Abs
hlie�end bleibt zu bemerken, da� ein zweifelsfreier Beweis der Existenz der Super-symmetrie wohl erst im Jahre 2005 am LHC in Genf erbra
ht werden kann. Wenn si
haber die Fors
her in ihrem dreij�ahrigen Experiment am Brookhaven National Laboratoryni
ht geirrt haben, bleibt das folgende Zitat von L. Roberts bestehen:"Viele Leute meinen, da� die Entde
kung der Supersymmetrie s
hon hinter der n�a
hstenE
ke wartet. Viellei
ht haben wir das erste kleine Fenster zu dieser Welt ge�o�net.\





Anhang AMajorana-Fermionen
A.1 Ableitungen von Majorana-SpinorenF�ur die einzelnen Komponenten eines Majorana-Spinors gilt:�� = ��TC�� = �T�C�� = ��C��; (A.1)ÆÆ�� = C�� ÆÆ�� ; (A.2)ÆÆ�� = C�1�� ÆÆ�� ; (A.3)= C�� ÆÆ�� = �C�1�� ÆÆ�� : (A.4)Dabei ist C die Ladungskonjugationsmatrix, die die folgenden Eigens
haften besitzt:CT = �C = C�1; (A.5)C2 = �1l; (A.6)C
T�C = +
�; (A.7)detC = +1: (A.8)Die in dieser Arbeit verwendete Darstellung der C-Matrix ist gegeben dur
hC = 0BB� 0 1 0 0�1 0 0 00 0 0 �10 0 1 0 1CCA : (A.9)



190 ANHANG A. MAJORANA-FERMIONENDie Pfa�s
he Form von C l�a�t si
h mit Glei
hung (2.47) zupf(C) = 12!22 ��1�1�2�2 C�1�1 C�2�2= 18 n�1234 C12C34 + �1243 C12C43 + �2134 C21C34 + �2143 C21 C43+�3412 C34 C12 + �3421 C34C21 + �4312 C43C12 + �4321 C43C21o= �1 (A.10)bestimmen.A.2 
-MatrizenF�ur die in der Arbeit benutzten Gamma-Matrizen wurde die folgende Darstellung gew�ahlt:
1 = 0BB� 0 0 0 �i0 0 �i 00 i 0 0i 0 0 0 1CCA ; 
2 = 0BB� 0 0 0 �10 0 1 00 1 0 0�1 0 0 0 1CCA ;

3 = 0BB� 0 0 �i 00 0 0 ii 0 0 00 �i 0 0 1CCA ; 
4 = 0BB� 0 0 1 00 0 0 11 0 0 00 1 0 0 1CCA : (A.11)Diese erf�ullen die na
hstehenden Glei
hungen
� 
� + 
� 
� = 2 Æ��; (A.12)(
�)2 = 1l; (A.13)Tr (
�) = 0; (A.14)Tr (
� 
�) = 0 f�ur � 6= �: (A.15)A.3 FermionmatrixIn der fermionis
hen Wirkung ist die antisymmetris
he Matrix gegeben dur
h Q = CQ.Damit gilt: (CQ)T = �CQ (A.16), QTCT = �CQ, QTC = CQ, QT = CQC�1, Q = �CT ��1QTCT = C�1QTC: (A.17)



A.4. ENTWICKLUNG DER EXPONENTIALREIHE 191Aus der Glei
hung (A.17) ergibt si
h ein analoger Zusammenhang f�ur die inverse MatrixQ�1: Q�1 = C�1 �QT ��1 C = C �QT ��1C�1: (A.18)A.4 Entwi
klung der ExponentialreiheIm folgenden wird die Exponentialreihe von e� 12 P3a=1  a a := e� 12A gebildet.exp �12 3Xa=1  a a! = 1� 3Xa=1 ( a1 a2 �  a3 a4)+12 3Xa;b=1 � a1 a2 b1 b2 �  a1 a2 b3 b4 �  a3 a4 b1 b2 +  a3 a4 b3 b4�� 148A3 + 1384A4 � 13840A5 + 146080A6: (A.19)Mit dieser Entwi
klung ist es nun m�ogli
h, die Majorana-Integration �uber die Exponen-tialreihe dur
hzuf�uhren.Z Y�;a d a�(x) e� 12 P3b=1  b b = Z Y�;a d a�(x)� n 11(x) 12(x) 13(x) 14(x)� 21(x) 22(x) 23(x) 24(x)� 31(x) 32(x) 33(x) 34(x)o= �1 (A.20)





Anhang BKorrekturen zur MassenbestimmungIn diesem Abs
hnitt werden Korrekturen zu dem einfa
hsten Graphen (6.1) aufgezeigt.Die jeweiligen Gewi
htungsfaktoren f�ur ein zweidimensionales Gitter be�nden si
h re
htsneben den einzelnen Graphen.Korrekturen der Ordnung K2:1. } } � � � }} 6TK2� � � } }2. } } � � � } } � � � TK2} }Korrekturen der Ordnung K4:1. } } � � � }}� � � }}� � � 6T (T�1)2 K4} }
2. } } � � � }} 15TK4} � � � } }
3. } } � � � }} } � � � 30TK4} }



194 ANHANG B. KORREKTUREN ZUR MASSENBESTIMMUNG4. } } � � � } }� � � }}� � � 6T (T � 2)K4} }
5. } } � � � } }} � � � 12TK4} }6. } } � � � } } } � � � TK4} }7. } } � � � } } � � � TK4} }
8. } } � � � }} 6TK4� � � } }9. } } � � � } }� � � } }� � � 12T (T � 2)K4} }



Anhang CLineare AlgebraDe�nition:Zwei Matrizen A;B 2 M(n� n;K) hei�en �ahnli
h, wenn es ein S 2 GL(n;K) 1 gibt mitB = SAS�1: (C.1)Lemma:Sind A;B 2M(n�n;K) �ahnli
he Matrizen, so ist PA = PB. Dabei ist PA de�niert dur
hPA := det(A� �1l) 2 K[�℄.Beweis:Dur
h eine formale Re
hnung ergibt si
hS�1lS�1 = �1l: (C.2)Somit ist B � �1l = SAS�1 � S�1lS�1 = S(A� �1l)S�1: (C.3)Anwenden der Determinante ergibtdet(B � �1l) = detS det(A� �1l)(detS)�1 = det(A� �1l): (C.4)

1GL(n;K) := fA 2M(n� n;K) : A ist invertierbarg





Anhang DNumeris
he Ergebnisse f�ur dieString-Spannung
Gitter: 83 � 16, K = 0:19, SR=3.3T-Fit-Intervall R-Fit-Intervall ap� �1-4 1-4 0.22 (1) 0.23 (2)1-4 1-5 0.21 (1) 0.25 (1)1-5 1-4 0.22 (1) 0.24 (1)1-5 1-5 0.22 (1) 0.24 (1)1-6 1-4 0.23 (1) 0.23 (1)1-6 1-5 0.21 (1) 0.25 (1)1-7 1-4 0.22 (1) 0.23 (1)1-7 1-5 0.20 (1) 0.26 (1)Tabelle D.1: Ergebnisse f�ur die Wurzel der String-Spannung und dem KoeÆzienten � ausdem Coulomb-Term in Abh�angigkeit der R- und T -Fit-Intervalle auf einem 83�16-Gitterbei K = 0:19 und einem Smearingradius von 3.3.



198 ANHANG D. NUMERISCHE ERGEBNISSE F�UR DIE STRING-SPANNUNG
Gitter: 83 � 16, K = 0:1925, SR=4.42T-Fit-Intervall R-Fit-Intervall ap� �1-4 1-4 0.21 (1) 0.23 (2)1-4 1-5 0.19 (1) 0.25 (2)1-5 1-4 0.22 (1) 0.22 (1)1-5 1-5 0.18 (2) 0.27 (4)1-6 1-4 0.22 (1) 0.23 (1)1-6 1-5 0.18 (1) 0.27 (1)1-7 1-4 0.24 (1) 0.24 (1)1-7 1-5 0.16 (1) 0.28 (1)Tabelle D.2: Ergebnisse f�ur die Wurzel der String-Spannung und dem KoeÆzienten � ausdem Coulomb-Term in Abh�angigkeit der R- und T -Fit-Intervalle auf einem 83�16-Gitterbei K = 0:1925 und einem Smearingradius von 4.42.
Gitter: 123 � 24, K = 0:1925, SR=3T-Fit-Intervall R-Fit-Intervall ap� �1-6 1-6 0.17 (1) 0.25 (2)1-6 1-7 0.16 (1) 0.26 (2)1-6 1-8 0.13 (2) 0.31 (4)1-7 1-6 0.17 (3) 0.26 (6)1-7 1-7 0.16 (2) 0.26 (4)1-8 1-6 0.18 (1) 0.26 (2)1-8 1-7 0.14 (2) 0.30 (4)Tabelle D.3: Ergebnisse f�ur die Wurzel der String-Spannung und dem KoeÆzienten � ausdem Coulomb-Term in Abh�angigkeit der R- und T -Fit-Intervalle auf einem 123�24-Gitterbei K = 0:1925 und einem Smearingradius von 3.



Anhang EResultate f�ur den pseudoskalaren0�+-Glueball
Massen f�ur den 0�+-GlueballGitter Hoppingparameter Smearingradius 0�+-Glueball63 � 12 0.185 2.24 1.5 (4)63 � 12 0.185 3.50 1.5 (3)63 � 12 0.185 4.00 1.5 (3)63 � 12 0.185 5.01 1.5 (3)63 � 12 0.185 5.88 1.5 (3)Tabelle E.1: E�ektive Masse des pseudoskalaren 0�+-Glueballs f�ur vers
hiedene APE-Smearingradien aus dem Zwei-Punkt-Fit der Zeits
heibenkorrelationsfunktion auf einem63 � 12-Gitter bei K = 0:185.Massen f�ur den 0�+-GlueballGitter Hoppingparameter Smearingradius 0�+-Glueball63 � 12 0.19 2.24 1.5 (1)63 � 12 0.19 3.50 1.5 (1)63 � 12 0.19 4.00 1.45 (10)63 � 12 0.19 5.01 1.45 (10)63 � 12 0.19 5.88 1.45 (10)Tabelle E.2: E�ektive Masse des pseudoskalaren 0�+-Glueballs f�ur vers
hiedene APE-Smearingradien aus dem Zwei-Punkt-Fit der Zeits
heibenkorrelationsfunktion auf einem63 � 12-Gitter bei K = 0:19.



200 ANHANG E. RESULTATE F�UR DEN PSEUDOSKALAREN 0�+-GLUEBALL
Massen f�ur den 0�+-GlueballGitter Hoppingparameter Smearingradius 0�+-Glueball63 � 12 0.1925 2.24 1.3 (1)63 � 12 0.1925 3.50 1.3 (1)63 � 12 0.1925 4.00 1.3 (1)63 � 12 0.1925 5.01 1.3 (1)63 � 12 0.1925 5.88 1.3 (1)Tabelle E.3: E�ektive Masse des pseudoskalaren 0�+-Glueballs f�ur vers
hiedene APE-Smearingradien aus dem Zwei-Punkt-Fit der Zeits
heibenkorrelationsfunktion auf einem63 � 12-Gitter bei K = 0:1925.

Massen f�ur den 0�+-GlueballGitter Hoppingparameter Smearingradius 0�+-Glueball83 � 16 0.1925 3.00 1.4 (2)83 � 16 0.1925 4.00 1.2 (2)83 � 16 0.1925 5.18 1.15 (10)83 � 16 0.1925 6.02 1.1 (1)83 � 16 0.1925 7.00 1.1 (1)83 � 16 0.1925 7.98 1.1 (1)Tabelle E.4: E�ektive Masse des pseudoskalaren 0�+-Glueballs f�ur vers
hiedene APE-Smearingradien aus dem Zwei-Punkt-Fit der Zeits
heibenkorrelationsfunktion auf einem83 � 16-Gitter bei K = 0:1925.
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