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Einleitung

Es ist seit jeher ein Traum der Menschheit, mit einigen wenigen einfachen Gesetzen die
Natur zu beschreiben und zu erkldren, warum die Dinge gerade so sind wie sie sind. Am
leichtesten 148t sich dieser Traum verwirklichen, wenn man die im Universum vorkom-
mende Materie untersucht.

Schon die Griechen interessierten sich fiir den Aufbau des Universums. Sie nahmen an,
daf dieses aus winzigen, unzerteilbaren Teilchen, den sogenannten Atomen!, besteht. Diese
Vorstellung hat auch heute noch, nach zweitausend Jahren, nicht an Bedeutung verloren.
Allerdings entsprechen die Atome der Griechen heute den bekannten Elementen, die sich
in einen Atomkern mit einer Elektronenhiille zerlegen lassen. Der Kern wiederum setzt
sich zusammen aus Protonen, die eine positive Elementarladung tragen und Neutronen
die, wie der Name schon sagt, keine Ladung tragen. Aber auch das ist noch nicht alles.
Obwohl man lange Zeit sicher war, damit nun die wirklichen Fundamentalteilchen gefun-
den zu haben, zeigte sich 1968, daf3 auch die Protonen und Neutronen wieder aus je drei
Quarks bestehen. Ob diese Quarks ebenfalls eine Substruktur haben, kann zur Zeit weder
ausgeschlossen, noch bestétigt werden. Einige Experimente scheinen auf eine Substruk-
tur hinzuweisen, doch bis jetzt ist noch kein signifikantes Signal aufgetreten. Zuséitzlich
zu den massebehafteten Teilchen gibt es natiirlich auch noch die masselosen Teilchen,
wie zum Beispiel das Photon (Vermittler der elektromagnetischen Kraft), das Graviton
(Vermittler der Gravitationskraft) und das Neutrino. Desweiteren finden sich noch einige
kurzlebige Teilchen in der kosmischen Hohenstrahlung. Die grolen Beschleuniger kénnen
zudem noch etliche Teilchen mit noch kiirzeren Lebensdauern erzeugen.

All diese verschiedenen Elementarteilchen unterliegen offenbar nur vier verschiedenen
Wechselwirkungen. Zum einen gibt es die Gravitationskraft, die auf alle Teilchen wirkt
und unter anderem verantwortlich dafiir ist, daf} alle Gegensténde, die wir fallen lassen,
zu Boden gehen. Die elektromagnetische Kraft wirkt auf alle Teilchen, die eine Ladung be-
sitzen, und wirkt so zum Beispiel zwischen Elektronen und Atomkernen. Damit bestimmt
sie die chemischen und physikalischen Eigenschaften von Festkorpern, Fliissigkeiten und
Gasen. Sowohl die Gravitationskraft wie auch die elektromagnetische Kraft haben, ver-
glichen mit den beiden Kernkriften, eine grofle Reichweite (vgl. Tabelle (2)). Die starke
Kraft hat eine Reichweite von ca. 107 Metern und ist im Atomkern verantwortlich dafiir,
dafl Protonen und Neutronen zusammen bleiben. Zu guter letzt gibt es noch die schwache

!Das Wort Atom leitet sich von dem griechischen Wort atomos ab und bedeutet unteilbar.
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Teilchenzoo
Teilchenart Teilchen | Ladung | Masse in MeV/c? | Lebensdauer in s
Lepton (Spin 1/2) e -1 0,5109906 00
Lepton (Spin 1/2) Ve 0 < 0,0000051 00
Lepton (Spin 1/2) 1 -1 105,658389 2,197-10°°
Lepton (Spin 1/2) vy 0 < 0,27 00
Lepton (Spin 1/2) T -1 1777,1 2,956 -10"13
Lepton (Spin 1/2) Vr 0 < 31 00
FEichboson (Spin 1) || Gluon (g) 0 0 00
FEichboson (Spin 1) || Photon (v) 0 0 00
FEichboson (Spin 1) W+ +1 81,800 80,22
FEichboson (Spin 1) Al 0 92,600 91,187
Baryon (Spin 1/2) p +1 938,27231 00
Baryon (Spin 1/2) n 0 939,56563 887
Baryon (Spin 1/2) A 0 1115,684 2,632 -10710
Baryon (Spin 1/2) rt +1 1189,37 0,799 -10~10
Baryon (Spin 1/2) ¥0 0 1192,55 7,4-10720
Baryon (Spin 1/2) - -1 1197,436 1,479-10° 10
Mesonen (Spin 0) S +1 139,56995 2,603 -10°8
Mesonen (Spin 0) 0 0 134,9764 8,4-10° 17
Mesonen (Spin 0) K* +1 493,677 1,2371-107%

Tabelle 1: Einige Elementarteilchen mit ihren physikalischen Eigenschaften.

Kraft mit einer Reichweite unter 1077 Metern. Diese ist zum Beispiel an dem 3-Zerfall
beteiligt, der Grundlage der Kernfusion in der Sonne ist.

Will man versuchen, die Welt zu verstehen, so lduft dies zwangsweise auf eine Art der
Vereinheitlichung heraus. Letztendlich méchte man eine Theorie (GUT) haben, die alle
Naturgesetze erkldren kann. Das bedeutet, dafl es eine urspriingliche Kraft gibt, die sich
in die vier beobachtbaren Krifte aufsplittet.

Da es in dieser Arbeit um Quantenfeldtheorie geht, sollen hierzu ein paar erkldrende
Worte geliefert werden. Die Quantenfeldtheorie entstand auf natiirliche Weise, als man
versuchte, die spezielle Relativitdtstheorie mit der Quantenmechanik zu verbinden. Nach
der Einsteinschen Relativitdtstheorie ist die Lichtgeschwindigkeit dafiir verantwortlich,
daf sich kein Signal, und somit auch keine Kraft, schneller als mit Lichtgeschwindig-
keit ausbreiten kann. Wird also auf ein Teilchen eine Kraft ausgeiibt (z. B. durch einen
StoB), so bedingt die Relativitatstheorie eine Verzogerung. Gleichwohl miissen natiirlich
die klassischen Erhaltungssétze wie Energie- und Impulserhaltung ihre Giiltigkeit beibe-
halten. Die Vorstellung der Physiker ist nun, dafl das angestoflene Teilchen ein Feld um
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sich herum hervorruft, das den Impuls und die Energie des Stofles aufnimmt und durch
den Raum auf das benachbarte Teilchen iibertrdgt. Der Unterschied der klassischen Me-
chanik zur Quantenmechanik besteht darin, da} Groflen wie Energie und Impuls in der
Quantenmechanik nur in diskreten Quanten auftreten konnen. Diese werden in der Quan-
tenfeldtheorie mit elementaren Teilchen identifiziert. Somit erklart die Quantenfeldtheorie
die Wechselwirkung zwischen Elementarteilchen durch den Austausch von virtuellen?, ele-
mentaren Botenteilchen.

Die Reichweiten der vier Grundkréfte, die in Tabelle (2) angegeben sind, ergeben sich aus
der Orts-Impuls-Unschérferelation. Daraus folgt, dal die Reichweite einer Kraft umge-
kehrt proportional zur Masse des Botenteilchens ist. Da das Photon keine Masse besitzt
ist die Reichweite der elektromagnetischen Kraft proportional zu % — 00.

Gravitation Elektro- starke schwache
Magnetismus | Kraft Kraft
Reichweite 00 00 107%m | <107'"m
Starke GNewton e? = 1_;)7 92 ~1 GFermi
=5,9-10"% =1,02-10°

Tabelle 2: Reichweiten der vier verschiedenen Grundkrifte mit ihren Starken, die durch
dimensionslose Zahlen charakterisiert werden, die jeweils auf die géngigen Beobachtungs-
bedingungen abgestimmt sind.

Schon immer haben Symmetrien einen grofien Einflufl auf die Entwicklung physikalischer
Theorien gehabt. Viele Feldgleichungen in der Quantenfeldtheorie werden mittels Symme-
trieprinzipien aufgestellt. Dies ist eng mit dem sogenannten NOETHER-THEOREM verbun-
den. Danach existiert zu jeder kontinuierlichen Symmetrie einer Feldtheorie eine erhaltene
GrofBe. Am bekanntesten sind wohl die raumlichen bzw. geometrischen Symmetrien. Allge-
mein werden Symmetrien in zwei Gruppen unterteilt: die globalen und die lokalen Symme-
trien. Bei globalen Symmetrien muf} eine Symmetrie-Transformation gleichzeitig iiberall
wirken. Ist eine Eichtheorie invariant unter einer lokalen Symmetrie-Transformation, so
bleibt diese auch dann unverédndert, wenn an unterschiedlichen Orten und zu unterschied-
lichen Zeiten verschiedene Transformationen durchgefiihrt werden.

Inspiriert durch die Eleganz der elektromagnetischen Theorie und der Gravitationstheorie,
die durch die lokale Symmetrie verursacht wird, versuchten C. N. YANG und R. L.. MILLS
(und unabhéngig von ihnen auch R. SHAW) 1954 eine Eichtheorie fiir die starke Wech-
selwirkung aufzustellen. Dabei gingen sie von einer globalen Symmetrie, der Isospin-
Symmetrie, aus und versuchten, daraus eine lokale Theorie zu entwickeln. Die Isospin-
Symmetrie bedeutet, dal man alle Protonen im Universum durch Neutronen ersetzt und

2Virtuell, weil die Wechselwirkungsteilchen nur sehr kurzlebig sind.
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alle Neutronen durch Protonen, ohne daf sich die starke Wechselwirkung dndert. Dabei
setzt man voraus, daf die positive Ladung des Protons fiir diese Betrachtung ausgeschal-
tet ist. Sie ruft nur eine geringe Abweichung von der exakten Isospin-Symmetrie hervor.
Durch die Einfithrung von mehreren Vektorfeldern 148t sich aus der globalen Symmetrie
eine lokale Symmetrie machen. Dies geschieht in Anlehnung an das elektrische Feld. Dabei
treten neben Feldern, die das Photon beschreiben, auch Felder auf, die das elektrische und
magnetische Feld geladener Vektorteilchen beschreiben.

In der Yang-Mills-Theorie entspricht die lokale Symmetrie-Transformation einer Drehung
des Isospin-Vektors. Dabei ist jedoch bei mehreren Transformationen die Reihenfolge ent-
scheidend. Man spricht daher von einer nicht-abelschen Eichtheorie, im Gegensatz zu einer
abelschen Eichtheorie bei der die Reihenfolge der Transformationen beliebig ist.

‘ ‘ Quarks ‘ Leptonen ‘
uw up e Elektron
1. Familie
d down | v, Elektron Neutrino
¢ charm 1 Myon
2. Familie
s strange | v, Myon Neutrino
t top 7 Tau
3. Familie
b bottom v, Tau Neutrino

Tabelle 3: Ubersicht iiber die drei Teilchenfamilien nach dem Standardmodell.

Ein grofles Problem der Yang-Mills-Theorie in dieser Form ist, daf} sie eine exakte Sym-
metrie des Isospins voraussagt. Demnach diirfte es keine Unterschiede zwischen Protonen
und Neutronen geben, was aber bedingt durch die Protonladung nicht der Fall ist. Weit
schwerwiegender sind die Konsequenzen, die sich aus einem masselosen geladenen Pho-
ton ergeben. Da ein solches Teilchen nicht existiert, hat man den geladenen Photonen
eine Masse gegeben und damit die Reichweite der zugehorigen Felder eingeschriankt. Die
Massen wurden entsprechend hoch gewé&hlt, so dal die Reichweite nur sehr kurz ist. Die
neutralen Yang-Mills-Felder hingegen haben eine grofie Reichweite. Damit konnte der Un-
terschied zwischen Proton und Neutron wieder erklart werden: er muf} in der Ladung der
Teilchen bestehen. Durch die beschriebenen Verdnderungen der Yang-Mills-Theorie ist die
lokale Isospin-Symmetrie nicht mehr exakt erfiillt. Dies ist aber ein in der Natur hiufig
vorkommendes Phénomen.

Samtliches Wissen iiber die Struktur der Materie wird gegenwértig durch das sogenannte
Standardmodell beschrieben. Dieses beschreibt die Elementarteilchen und drei der vier
Krifte. Obwohl es durch mehrere Experimente in vielen wichtigen Punkten bestitigt
wurde, hat es erhebliche Méngel. So schliefit das Standardmodell Einsteins allgemeine
Relativitdtstheorie nicht ein. Zudem ist es gegenwértig ein absolutes Mysterium, warum
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es zwei ,unnotige* extra Familien gibt (siehe Tabelle 3), wo doch zur Erkldrung der im
Universum typischerweise auftretenden Teilchen wie Protonen, Neutronen und Elektronen
allein die erste Familie geniigen wiirde. Passend dazu gibt es ein Zitat von ISAAC RABI:
, Wer hat eigentlich das Myon bestellt?

Das Higgs-Teilchen, das laut dem Higgs-Mechanismus dafiir sorgt, daf} die Teilchen ihre
Masse erhalten, konnte bislang nicht experimentell nachgewiesen werden.

100

- Standard Model -

40 60 80

20

log,, 1 (GeV)

100

Supersymmetric Standard Model

80

SuUsy z

40

20

o 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

log,, 1 (GeV)

Abbildung 1: Laufende Kopplungen fiir das Standardmodell und das minimal supersym-
metrische Standardmodell (MSSM) mit zwei Higgs Dubletts fiir Msysy = Mz. My be-
zeichnet die Masse des Z-Bosons [34].

In den allumfassenden Theorien 16st die Supersymmetrie das sogenannte Hierarchie-
Problem. Die drei Eichkopplungen des Standardmodells sind abhingig von der Energie-
skala, bei der sie gemessen werden. Man bezeichnet sie daher auch als laufende Kopp-
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lungen. In den allumfassenden Theorien geht man davon aus, dafl sich die drei Kopplun-
gen bei hoheren Energien schneiden werden. Rechnungen zeigen, daf} dies beim Standard-
modell nicht der Fall ist. Dadurch wird erneut bestétigt, dal das Standardmodell keine
endgiiltige Theorie darstellt, sondern allenfalls als Niederenergie-Limes einer allumfassen-
den Theorie verstanden werden kann. Die Abbildung (1) skizziert den Verlauf der drei
Eichkopplungen a;, as und as in Abhéngigkeit von der Skala fiir das Standardmodell
und fiir das minimale supersymmetrische Standardmodell. Es gibt noch eine Vielzahl an
offenen Fragen, von denen hier nur ein paar aufgegriffen wurden.

Eine Verbesserung des Standardmodells bietet die Theorie der Supersymmetrie (SUSY).
Diese stellt eine Beziehung zwischen Teilchen mit unterschiedlichen Spins her und vereint
so Fermionen und Bosonen in Symmetrie-Multipletts. Ein Vorteil der lokalen Supersym-
metrie ist die automatische Erfassung der Gravitation. Zudem reichen weniger Parameter
zur Beschreibung der Elementarteilchen aus als beim Standardmodell. Auch wenn die Vor-
hersagen weit von den experimentell beobachtbaren entfernt sind?, erscheint die Theorie
der Supersymmetrie sehr vielversprechend. Um diese Theorie soll es in der vorliegenden
Arbeit gehen.

Diese Arbeit, die im Rahmen der DESY-Miinster-Kollaboration angefertigt wurde, die
1996 I. MoNTVAY und G. MUNSTER ins Leben riefen, gliedert sich in zwei Teile. In dem
ersten Part wird zundchst durch Kapitel 1 eine Einfiihrung in die Theorie der Supersym-
metrie gegeben. Dabei wird speziell die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie beschrieben.
Danach folgt in Kapitel 2 eine Diskussion iiber Gitterphysik wobei wieder insbesondere
die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie aufgegriffen wird. Kapitel 3 beschéftigt sich mit
der Grassmann-Natur der Fermionen und nimmt insbesondere Riicksicht auf die spezielle
Natur der Majorana-Fermionen. Fiir diese werden Integrationsregeln und Formeln fiir Er-
wartungswerte aufgestellt. Das nachfolgende Kapitel 4 greift einige wichtige Aspekte der
Gruppentheorie auf und beschreibt besonders die Gruppen SO(3) und SU(2). Der zweite
Teil des Kapitels 4 beschiftigt sich mit Regeln fiir die Gruppenintegration SU(2) in An-
lehnung an ein von M. CREUTZ entwickeltes Verfahren. Dabei stellte sich heraus, daf fiir
SU(2) abweichend von SU(N) zusitzlicher Rechenaufwand erforderlich war und, daf§ das
von M. CREUTZ berechnete Verfahren nicht direkt fiir N = 2 angewendet werden konnte.
Diese Rechnungen erwiesen sich damit als komplizierter als zundchst angenommen wurde.
Die vorangegangenen Kapitel dienen der Vorbereitung fiir Kapitel 5. In diesem wird eine
Hoppingparameter-Entwicklung fiir die fermionische Wirkung des N = 1 Super-Yang-
Mills-Modells durchgefiihrt. Abschliefend zum analytischen Teil der Arbeit wird mittels
der Hoppingparameter-Entwicklung die Masse des Gluino-Glue-Teilchens in erster Nahe-
rung durch Kapitel 6 bestimmt.

In dem numerischen Part findet zun&chst eine Einfiihrung in Monte-Carlo-Methoden und
deren Anwendung auf eine N = 1 SUSY-Yang-Mills-Theorie statt. Kapitel 7 stellt kurz

3Nach Gerard ‘t Hooft ,war das bei der ersten Yang-Mills-Theorie 1954 auch nicht anders®.
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das C™" Projekt, das in unserer Kollaboration durchgefiihrt wurde, vor. In dem nach-
folgenden Kapitel wird dann auf unterschiedlichen Gittergréf8en die String-Spannung aus
dem Potential berechnet. Kapitel 9 beschéftigt sich mit der numerischen Berechnung der
Masse des 0~ "-Glueballs. Abschlieend wird ein Ausblick auf zukiinftige Forschungser-
gebnisse gegeben.

Im Anhang finden sich zunéchst Ergdnzungen zum analytischen Teil der Arbeit und

im Anhang D und E weitere numerische Ergebnisse fiir die String-Spannung und den
0~ "-Glueball.






Kapitel 1

Theorie der Supersymmetrie

Die Theorie der Supersymmetrie stellt eine Symmetrie zwischen Fermionen und Boso-
nen her. Sie fordert eine Lagrangedichte, die invariant unter Transformationen ist, die
bosonische und fermionische Freiheitsgrade mischen. In den supersymmetrischen Theo-
rien bilden die Fermionen und Bosonen mit gleichen inneren Quantenzahlen sogenannte
Supermultipletts. Bei einer ungebrochenen Symmetrie hiatten die Teilchen und ihre Su-
perpartner die gleiche Masse. Da dieses experimentell nicht bestdtigt werden kann, muf}
die Supersymmetrie gebrochen sein. Das bedeutet, dafl die supersymmetrischen Partner
eine wesentlich h6here Masse haben als die bislang beobachtbaren Teilchen.

1.1 Gebrochene Supersymmetrie

Die Supersymmetrie beschreibt Transformationen, die bosonische Zusténde in fermionische
Zustidnde umwandeln und umgekehrt. Diese Transformationen werden durch die super-
symmetrischen Generatoren @), vermittelt:

Qo|Fermion) ~ |Boson), @Q,|Boson) ~ |Fermion). (1.1)

Ist eine Symmetrie spontan gebrochen, respektiert der Generator G einer Transformati-
on, die mit dem Hamilton-Operator kommutiert [H,G] = 0, den Grundzustand dieser
Symmetrie nicht:

G|0) + 0. (1.2)

Bei einer exakten Symmetrie bleibt der Grundzustand unter der Symmetrie invariant und
es gilt:

G|0) = 0. (1.3)
Mit Hilfe des WITTEN-Indexes [63]

A = n)—nf, (1.4)
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148t sich eindeutig feststellen, ob die Supersymmetrie exakt oder gebrochen ist. Dabei
geben n) und n?, die Anzahl der bosonischen und fermionischen Zustédnde bei der Energie
E = 0 an. Bei gebrochener Symmetrie treten alle Zustinde gepaart auf und es gilt A = 0.
Ist die Supersymmetrie exakt, bleibt der Grundzustand ungepaart und der WITTEN-Index
lautet A = 1. Formal definiert sich der WITTEN-Index zu

A= Tr(-1)"". (1.5)

Der Operator (—l)NF , der den Teilchenzahl-Operator im Exponenten enthilt, besitzt
den Eigenwert +1 wenn er auf einen bosonischen Zustand (N; gerade) wirkt und den
Eigenwert —1 wenn er auf einen fermionischen Zustand (N ungerade) angewendet wird.
Mit Hilfe des WITTEN-Indexes 148t sich die Boson-Fermion-Regel ableiten. Diese besagt,
daf die Anzahl der bosonischen und fermionischen Zustédnde in einem supersymmetrischen
Modell iibereinstimmen muf3.

1.2 Poincaré-Superalgebra

In diesem Abschnitt wird die Poincaré-Superalgebra hergeleitet und die daraus resultie-
renden Supermultipletts abgeleitet. Hierzu wird zunichst der mathematische Begriff der
Graduierung benotigt.

1.2.1 Graduierung

Eine graduierte Algebra ist eine Algebra, die aus einem Vektorraum L besteht, der sich
in eine direkte Summe aus n Unterrdumen L; zerlegen 148t:

L = LoDLD---DLy . (1.6)
Desweiteren mufl ein Produkt mit den folgenden Eigenschaften:
TjoTy € £j+kmodn Vx; € Ei, (17)

bestehen. Diese Algebra bezeichnet man als Z,, graduierte Algebra. Insbesondere gilt fiir
n =2

L = LoD L. (1.8)
Fiir das Produkt folgt
Tr1 00X € EO Vxl,xQ € EO, (19)
roy €L Ve € Lo,Vy € Ly, (1.10)
yioys €Ly Vyi,y2 € Ly. (1.11)

Das ist die bekannte Z, graduierte Algebra.
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Ausgehend von einer Z, graduierten Algebra gelangt man zu einer graduierten Lieal-
gebra, wenn das in den Gleichungen (1.9), (1.10) und (1.11) definierte Produkt aufler der
Graduierung noch die folgenden Eigenschaften hat:

Supersymmetrie: zioz; = —(=1)7zj0u;, (1.12)
Jacobi-Identitét: 2 0 (20 L) (=1)*™ 4+ 270 (2 0 ) (—1)"*
+ o (z 0 ) ()™ = 0, (1.13)

mit z; € £; und ¢ = 0,1. Das Produkt kann nach Gleichung (1.12) sowohl symmetrisch
als auch antisymmetrisch sein. Dieses Verhalten wird Supersymmetrie genannt.

Wie schon ganz zu Beginn des Kapitels angedeutet wurde, stellt die Supersymmetrie eine
Erweiterung der Poincaré-Algebra dar. Das bedeutet, dal der Unterraum £, von den zehn
Generatoren P, und M, aufgespannt wird. Diese Generatoren stellen mit u,v = 1,2, 3,4
die Raum-Zeit Rotationen und Translationen dar. Der Unterraum L, wird nun durch
die supersymmetrischen Generatoren @,, (a =1,...,4N) erweitert. Die einfachste Form
der Supersymmetrie stellt sich fiir den Fall N = 1 mit vier spinorartigen Generatoren
@, dar. Im Fall N > 1 spricht man von einer N-fach erweiterten Supersymmetrie. Da
ein Dirac-Spinor vier komplexe Eintrage besitzt und somit acht Freiheitsgrade hat, ein
Majorana-Spinor jedoch nur iiber die Hélfte der Freiheitsgrade verfiigt, liegt es nahe, @,
als einen Majorana-Spinor aufzufassen. Fiir diesen gilt:

Q = cQ', 0 =0q7C. (1.14)

Fiir die Produkte in und zwischen den beiden Unterrdumen £, und £; kann man nun
die folgenden Relationen ableiten. Das Produkt in dem Unterraum L, entspricht dem
Produkt der Poincaré-Algebra und es gilt:

EO X EO — ﬁg : [P“,PV] = O, (115)
[P*, M| = i(g" P’ — g"" P?), (1.16)

[M’“’, Mpa] — —i(g“”M”” _ g;wMVp _ g””M’“’
+g"7 MH*). (1.17)

Beim Produkt Ly X £; miissen die Vertauschungen von ), mit P* und M* definiert
werden. Im Fall der Translation kann man die triviale Transformation wahlen und fiir die
Lorentztransformation ergibt sich die 4 x 4 Matrix o}y = 3[v*,7"]:

ﬁg X 51 — El : [P”,Qa] = 0, (118)
[MIW,Qa] = _Uab Qb (1.19)

Fiir das dritte Produkt findet man unter Zuhilfenahme der Jacobi-Identitét (1.13)

L1 XLy — Ly {Qa, @y} = 2% Py (1.20)
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Durch die Gleichungen (1.15)-(1.20) ist die Poincaré-Superalgebra eindeutig festgelegt.
Daf} diese Algebra schon die allgemeinste Lie-Superalgebra von Symmetrien der S-Matrix
ist, die konsistent mit relativistischen Quantenfeldtheorien ist, konnte 1975 von den Her-
ren R. HAAG, J. T. LorPUszZANSKI und M. SOHNIUS [26] bewiesen werden. Zuvor hatten
1967 S. COLEMAN und J. MANDULA [15] ein no-go-Theorem aufgestellt, was besagt, daf3
die Poincaré-Algebra schon die allgemeinste, einfache Liealgebra zur Beschreibung von
Symmetrien der S-Matrix ist. Eine Umgehung dieses no-go-Theorems unter physikalisch
sinnvollen Gesichtspunkten gelingt nur, wenn man den Begriftf der Liegruppe durch anti-
kommutierende Generatoren erweitert. Dies wurde 1971 erstmals von Y. GOLFAND und
E. LIKHTMAN [23] durch die gradierten Algebren vorgeschlagen, die in diesem Kapitel
behandelt wurden.

1.2.2 Weyl-Spinoren

In der Literatur ist es iiblich, statt Majorana-Spinoren (Q,, Weyl-Spinoren @) 4 als super-
symmetrische Generatoren zu wahlen:

Qu = (gﬁ) . (1.21)

Die Poincaré-Superalgebra besteht dann in der indexfreien Notation aus der Poincaré-
Algebra (1.15)-(1.17) und

Q,P*] = [Q,P"] =0,
Q,M™] = o"Q,
{Q,Q} = 20, P
{Q.Q = {Q.Q} =0

1.3 Supersymmetrisches Teilchenspektrum

Die supersymmetrischen Teilchen leiten sich aus den irreduziblen Darstellungen der Poin-
caré-Superalgebra ab.

1.3.1 Casimir-Operatoren

Unter einem Casimir-Operator versteht man einen Operator, der mit allen Generatoren
vertauscht.

Eine relativistische Verallgemeinerung des Spinvektors stellt der PAULI-LUBANSKI-Vektor
W, dar:

1
Wi = 5 o P"M*. (1.26)
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Dieser Vektor erfiillt folgende Vertauschungsrelation:
(W, W,] = i€umas P> WP, (1.27)

Den Pauli-Lubanski-Vektor kann man verallgemeinern, so dafl er nicht nur von den Ge-
neratoren P und M abhéngt, sondern zudem noch von den Spinoren (). Die einfachste
Moglichkeit besteht in der Bildung eines Vierervektors aus den Weyl-Spinoren @ und Q:

Xt = Qo*Q, (1.28)
der dann zu W* addiert wird. W&hlt man einen Vorfaktor von — i fiir X*, so ergibt sich

1
Y= W X (1.29)

Abbildung 1.1: Graphische Darstellung des Supermultipletts.

Fiir den Kommutator folgt
Y, Y, = i€, PPY". (1.30)

Dieser besitzt die gleiche Struktur wie die relativistische Drehimpulsalgebra (1.27) und
nimmt im Ruhesystem P® = (m,0,0,0) die folgende Form an

Y,,Y,] = ime”7Y". (1.31)

Den verallgemeinerten Drehimpuls %Y nennt man Superspin. Er besitzt die Eigenwerte

+ mi1 e .
y\y Yy ) 2, )
Die supersymmetrische Algebra besitzt damit die beiden Casimir—Operatoren

P? = P*P, und (1.33)
c? = C,C" mitC" = Y*P’ -Y"P" (1.34)
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Die Eigenwerte von C? lauten

1
C?* = —2m'yly+1) mity =0,2,1,... . (1.35)
Somit wird jede massive Darstellung durch die Masse m und den Superspin y charakteri-
siert. Innerhalb eines solchen Supermultipletts werden die Zustédnde nach den Eigenwerten
my® und ms® des Superspins Y2 und des Spins W? in z-Richtung klassifiziert. Graphisch
ist das Supermultiplett in Abbildung (1.1) dargestellt.

1.3.2 Das chirale Supermultiplett

Die einfachste Darstellung der Supersymmetrie-Algebra ergibt sich fiir y = 0. Dieses
chirale Supermultiplett, das in Abbildung (1.2) zu sehen ist, wird im sogenannten Wess-
Zumino-Modell realisiert. Das Multiplett besteht aus einem Spin—%—Teilchen, einem skala-
ren und einem pseudoskalaren Teilchen, die den Spin 0 haben. Ein Pseudoskalar verhélt
sich beziiglich der Lorentztransformation wie ein Skalar, d&ndert jedoch bei Raumspie-
gelungen sein Vorzeichen. Das chirale Multiplett beschreibt Materiefelder: Quarks und
Leptonen sowie ihre Superpartner, die Squarks und Sleptonen.

(m,0)

s,=0 skalares Teilchen
/33:"' ',
= Spin-1/_-Teilchen
o S T
s,=0 pseudoskalares Teilchen

Abbildung 1.2: Graphische Darstellung des chiralen Supermultipletts.

1.3.3 Das Vektor-Supermultiplett

Die néchst hohere Darstellung, die das Vektor-Multiplett bildet, findet man fiir y = %
Es besteht aus zwei Spin—%—Teilchen, einem Vektorteilchen mit Spin 1 und einem pseudo-
skalaren Teilchen mit Spin 0. Dieses ist in Abbildung (1.3) dargestellt. Man benutzt das
Vektor-Multiplett zur Beschreibung der Eichbosonen und ihrer Superpartner: Photonen,
W-Bosonen, Z-Bosonen, Gluonen bzw. Photinos, Winos, Zinos und Gluinos.

1.4 Darstellung im Raum der Superfelder

Eine Vereinfachung in der Beschreibung von supersymmetrischen Theorien stellt die Ein-
fiilhrung des Superraum-Formalismus dar [6, 7]. Dazu betrachtet man anstelle gew6hnli-
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Boson

/1/2 '/, Fermion
1 1 }

Fermion

Boson

Y3=- 1/2 § 1 1
-/, ',  Fermion

Abbildung 1.3: Graphische Darstellung des Vektor-Supermultipletts.

/-1/2 ', Fermion
_— 0 01 }

cher Felder, die nur von den Raum-Zeit-Koordinaten z abhéngen, sogenannte Superfel-
der S(z,8,0), die zusitzlich eine Funktion der antikommutierenden Grassmann-Variablen
sind. Nachdem die supersymmetrische Algebra durch die Gleichungen (1.15)-(1.20) fest-
gelegt ist, kann jedes endliche Element der zugehdrigen Gruppe geschrieben werden als

G(z",0,0) = exp (z (0Q +0Q — x”PH)) i (1.36)

Da fiir das Produkt zweier solcher Gruppenelemente mit Hilfe der BAKER-CAMPBELL-
HAUSDORFF-Formel folgendes gilt:

G(z",0,0)G(a",(, () = G(z"+ a* —iCotf + 0", 0+ (,0+ ), (1.37)
ist eine supersymmetrische Translation in dem Superraum definiert durch
(z",0,0) — (z* + a* — iCo™d + 00", 0 + ¢, 0+ C). (1.38)

Die Wirkung der supersymmetrischen Algebra S(z*,6,6) bezogen auf die Superfelder
transformiert sich demnach zu

S(z*,6,0) — exp(i(¢CQ+(Q — a*P,)) S(z*,6,0), (1.39)

und wird generiert durch

P, = id,, (1.40)
: 0 . 4 7

1Qa = %—zafx‘dﬁ s (1.41)
@d:miﬂm%@ (1.42)

o062
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Das allgemeine Superfeld F(z*, 6, 8) 148t sich in eine Potenzreihe in 6 und 6 entwickeln.
Dabei treten nur Terme zweiter Ordnung in € und # auf, da # und 6 zweikomponentige
Grassmann-Variablen sind:
F(z,0,0) = f(z)+0¢(z)+0x(z) +06M()
+00N(z)+ 60" 0 A,(x) +6000\(x)
+§9‘9 (z)+ 0666 D(z). (1.43)
Der Teilchengehalt des Supermultipletts ergibt sich aus den Komponentenfeldern. Fordert

man, dafl das Superfeld selbst ein Lorentzskalar ist, ergibt sich daraus das Verhalten der
einzelnen Komponentenfelder unter Lorentztransformationen. Man findet dann

e 4 komplexe skalare Felder: f(z), M(z), N(z), D(x),
e 2 linkshdndige Weyl-Spinorfelder: ¢(z), a(x),

e 2 rechtshindige Weyl-Spinorfelder: y(z), A(z),

e 1 komplexes Vektorfeld: A,(z).

Insgesamt gibt es damit 16 reelle bosonische und 16 reelle fermionische Freiheitsgrade.
Durch die Gleichung (1.43) hat man eine lineare Darstellung der supersymmetrischen
Algebra konstruiert. Um von der reduziblen Darstellung zu irreduziblen Darstellungen
zu gelangen, betrachtet man nur solche Superfelder, die bestimmten kovarianten Beding-
ungen geniigen. So konnen beispielsweise fermionische Ableitungen, die mit den auf die
Superfelder wirkenden Generatoren antikommutieren, wie folgt definiert werden:

o _
Do = zoo+i (6" 6), Oy, (1.44)
_ 0 _

Dd = — ﬁ +1 (0'“ H)d 8M. (145)

Die erweiterten Pauli-Matrizen sind dabei gegeben durch 6* € (1, —o', —0?, —0?). Die
kovarianten Ableitungen erfiillen die folgende Algebra:

{D,D} = —2i0"8,, (1.46)
(D,D} = {D,D} = o. (1.47)

Uber diese Ableitungen unterscheidet man chirale und antichirale Superfelder:
e chirales Superfeld: D@ = 0,

e antichirales Superfeld: D, ®' = 0.
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1.4.1 Chirale Superfelder
Die allgemeinste Losung fiir ein chirales Superfeld ist
3 = B(y",9), (1.48)

mit der komplexen Raumkoordinate y* = z# + 46 o* 6. Die Taylorentwicklung nach Po-
tenzen von # und @ ergibt

d(y",0) = o(y)+V209(y) + 060 F(y). (1.49)

Dabei sind ¢ und F' skalare Felder und ¢ ist ein linkshdndiges Weyl-Spinor-Feld. Im
reellen Superraum (z,6,60) nimmt das chirale Superfeld die folgende Form an:

d(z",0,0) = o(z)+vV20%(zx) +00F(y) +id,p(zx)0o"
-1 _ _
+ivV2600,3(x) 00" 0 — 5 Oudup(z) 00" 89 0" 6. (1.50)
Benutzt man Majorana-Fermionen anstelle der Weyl-Fermionen, so stimmt das obige Mul-

tiplett mit dem Wess-Zumino-Modell [61] iiberein, was unter anderem in meiner Diplom-
arbeit [38] ausfiihrlich diskutiert wird.

1.4.2 Vektor-Superfelder
Das Vektor-Superfeld erfiillt die folgende kovariante Bedingung:
V(z,0,0) = Vi(z,6,0). (1.51)

Es besitzt zwei Weyl-Spinorfelder ¢ und A, von denen jedes zwei komplexe Komponenten
hat, also acht reelle fermionische Freiheitsgrade. Bei den bosonischen Feldern gibt es zwei
reelle Felder f und d, ein komplexes Feld M und ein reelles Vektorfeld A,. Man hat also
wieder acht reelle Freiheitsgrade. Das Vektor-Superfeld ist invariant unter einer speziellen
Eichtransformation mit chiralen und antichiralen Feldern:
VoV =V+(®+2). (1.52)
Dabei verhilt sich das reelle Vektorfeld wie bei der lokalen Eichtransformation (¢(z) —
M) ()
A, — A, —20,A mitA = Imep. (1.53)

Ebenso ist der eichinvariante Feldstdrketensor F),, invariant.

In der Wess-Zumino-Eichung nimmt das Vektor-Superfeld die Form
Viwz(2,0,0) = 00"0A,+i000X—i000X+06000D (1.54)

an. Durch diese Eichung wird die Zahl der 16 Freiheitsgrade auf die Héilfte reduziert.
Das Multiplett besteht dann aus einem reellen skalaren Feld D(z), einem komplexen
Weyl-Spinorfeld A(z) und einem reellen Vektorfeld A,(z). Dieses werden im folgenden die
Zutaten fiir die in dieser Arbeit betrachteten N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie sein.
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1.5 Supersymmetrische Lagrangedichten

Aus den vorangegangenen linearen Darstellungen der supersymmetrischen Algebra wer-
den in diesem Abschnitt Wirkungen konstruiert, die invariant unter supersymmetrischen
Transformationen sind:

S = /d4xﬁ mit (1.55)
6.8 = 0. (1.56)

Bei der Konstruktion der supersymmetrischen Lagrangedichte ist zu beriicksichtigen, daf}
sich die h6chsten Komponenten eines Superfeldes wie Viererdivergenzen transformieren.
Speziell fiir das allgemeine Superfeld F(z, #, #) und das chirale Superfeld ®(y, #) sind diese
gegeben durch:

0D = %Qt (ed" X —aote), (1.57)
OF = V20, (e5")). (1.58)

Dabei sind € und € Weyl-spinorielle Parameter. Man unterscheidet die Felder nach F- und
D-Feldern je nachdem, ob sie zur #666-Komponente oder zur #f-Komponente gehoren.

Verkniipft man Superfelder mittels Addition oder Multiplikation, ergeben sich wieder
Superfelder, von denen sich die h6chste Komponente ebenfalls unter supersymmetrischen
Transformationen wie eine Viererdivergenz transformiert. Das Raum-Zeit-Integral iiber
eine Viererdivergenz tragt nur mit einem Oberflichen-Term bei, der bei geniigend ausge-
dehnten Raumbereichen verschwindet. Die Lagrangedichte supersymmetrischer Theorien
zeichnet sich somit durch die hochste Komponente der Superfelder oder die héchste Kom-
ponente von Produkten von Superfeldern aus:

L = (Superfelder) - + (chirale Superfelder) + HC. (1.59)

00 y—z

Die hochste Komponente ist durch den vertikalen Strich gekennzeichnet. Um eine reelle
Lagrangedichte zu erhalten, werden zum Schlufl noch alle hermitesch konjugierten Terme
addiert.

Konstruiert man eine Lagrangedichte aus F-Termen von chiralen Superfeldern und D-
Termen von Vektorsuperfeldern, so ist die zugehorige Wirkung automatisch invariant.

Die Lagrangedichte fiir Vektor-Superfelder wird, ausgehend von dem supersymmetrischen
Feldstérketensor

_ 1 _ _
Wa(y,0,0) = ~1 (DD)D,V(z,0,0), (1.60)
konstruiert zu

1
L = ZWA Wa + HC. (1.61)

00 y—zx
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Mit V(z,6,0) wird das supersymmetrische Potential beschrieben. Betrachtet man die
hochste Komponente von W4 Wy, ergibt sich nach einigen Umformungen die Lagrange-
dichte zu

o

S 1
L= - ()\0”8)\4-)\&“8)\)—ZFM,,F“”+2D2. (1.62)

Diese Lagrangedichte ist wegen der Eichinvarianz der masselosen Felder A, F},, und D
ebenfalls eichinvariant. Die Eichinvarianz wird zerstort, wenn ein Massenterm der Form

2

Lo = %AHA” (1.63)

hinzugefiigt wird.

1.6 Nicht-abelsche Eichtheorie: Yang-Mills-Theorie

Zur Vorbereitung auf die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie wird zunéchst ein kurzer Ein-
blick in die gewdhnliche Yang-Mills-Theorie gegeben (siehe z. B. [49]).

In der Yang-Mills-Theorie wird der Feldstdrke-Tensor beschrieben durch:
F;V = 8HA$ - aVAZ + gOfabcAzAi- (164)

Dabei ist g die nackte Kopplungskonstante und f,;. die Strukturkonstante fiir eine unitére
Eichgruppe G. Ein Element g aus G kann mittels Generatoren parametrisiert werden zu

g = ', (1.65)

Die hermiteschen Matrizen T* stellen die Generatoren der Gruppe dar und w® sind Para-
meter. Die Strukturkonstanten werden iiber die Kommutatorrelation definiert:

[TaaTb] = 7;fabcT'c- (166)
Die Generatoren sind in der Regel orthonormiert und es gilt
1
Tr (T°T%) = 5 Jab- (1.67)

Fiir die Gruppe SU(2) werden die Generatoren durch die Pauli-Matrizen definiert

1
= o, (1.68)
fabc = €gbc- (169)

Die kovariante Ableitung ist in der nicht-abelschen Theorie definiert durch

(DpFuu)a = 8MF:1/ + gOfabcAb F; (170)

ptopy
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Mit Hilfe der Gruppengeneratoren werden A, und F),, wie folgt definiert:

A, = —igAjTe, (1.71)
Fon = —igk,T" (1.72)
oder umgekehrt
a Z a
A, = 2§Tr(T A,). (1.73)

Driickt man F), durch A, aus gilt:
F. = 0,A, —0,A,+[A, A (1.74)

Schliefllich ergibt sich fiir die Yang-Mills-Wirkung

1 1
Sym = —= [ d*zTvF,F,, = 1 / d*z F2 F° (1.75)

_292 pt pve

Im nicht-abelschen Fall wird eine Eichtransformation definiert durch die Abbildung des
Raums auf die Eichgruppe. Mit jedem Punkt wird ein Gruppenelement g(z) assoziiert.
Das Matrixpotential transformiert sich dann unter einer Eichtransformation zu

, (.
A, =g lA“g + %g 16”9. (1.76)

Der Feldstarketensor verhalt sich unter Eichtransformationen wie:

Fu = g 'Fug. (1.77)

1.7 N =1 Super-Yang-Mills-Theorie

Die Wirkung fiir eine N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie hat formal Ahnlichkeit mit der
Wirkung der Quantenchromodynamik. Allerdings beschreibt die supersymmetrische Theo-
rie Gluinos und Gluonen. Dies fiihrt dazu, dal man in der Wirkung einen gewhnlichen
Eichanteil und einen Anteil fiir das Majorana-Fermion in der adjungierten Darstellung
findet. Die Wirkung formuliert sich dann wie folgt:

1 a va I —a a
L = —FoFe 4 3"y D,y (1.78)

Die kovariante Ableitung D, definiert sich analog zum nicht-supersymmetrischen Fall, der
in Gleichung (1.70) behandelt wird:

Dup® = 9u0° + g fape AD Y°. (1.79)
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Die in Gleichung (1.78) angegebene Lagrangedichte beschreibt eine gewohnliche SU(2)
Yang-Mills-Theorie mit einem Majorana-Fermion in der adjungierten Darstellung. Wie
schon aus dem vorangegangenen allgemeinen Teil {iber Supersymmetrie bekannt ist, wird
die Supersymmetrie gebrochen, wenn man den Teilchen eine Masse gibt. Fiir das Gluino
entspriache das einem Massenterm der Form

Lo = my(Yy). (1.80)

Dadurch wird die Supersymmetrie weich gebrochen, was bedeutet, dal} elementare Ei-
genschaften, wie zum Beispiel das Nicht-Renormierungs-Theorem und die Aufhebung von
Divergenzen, erhalten bleiben.

Betrachtet man nochmal den masselosen Fall m; = 0, so ist die N = 1-Super-Yang-
Mills-Theorie invariant unter der chiralen U(1)-Transformation:
Y e By, h e, (1.81)
Im Superraum entspricht dies einer Transformation der Superkoordinaten # und 6
04— €90y, 06— e 0. (1.82)

Diese Symmetrie besitzt in der quantentheoretischen Beschreibung eine Anomalie, so daf
der zugehdrige Noether-Strom 5% = t7,75¢ nicht erhalten ist. Im Fall einer SU(N,)-
Theorie bleibt jedoch fiir den anomalen Strom eine Z5y, Symmetrie iibrig:

k
6 = ¢n = o mith=0,1,... 2N~ 1. (1.83)
Desweiteren bricht, analog zur QCD, ein nicht-verschwindendes Gluino-Kondensat
(AX) # 0, (1.84)

die verbleibende Z;y. Symmetrie weiter auf eine Z; Symmetrie A — —\ herunter. Es gibt
auch Argumente, die fiir eine chiral-symmetrische Phase mit verschwindendem Gluino-
Kondensat sprechen [33, 52].

Instanton-Rechnungen zeigen, dafl es im Fall SU(2) zwei entartete Grundzustinde gibt,
die sich im Vorzeichen des Gluino-Kondensats unterscheiden [3]. Hat man nun eine von null
verschiedene Gluino-Masse, so wird je nach Vorzeichen der eine oder der andere Zustand
eingenommen. Beim Ubergang mg — 0 erwartet man daher einen Phaseniibergang erster
Ordnung.

1.7.1 Supersymmetrische Transformationen

Die aus der Gleichung (1.78) folgende Wirkung ist invariant unter den folgenden super-
symmetrischen Transformationen:

A% = 2iEr, Y, (1.85)
Jy° —i0,, F*%e, (1.86)

a

0" = i€o, F (1.87)
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Dabei ist € ein Raum-Zeit-unabhéngiger antikommutierender Majorana-Spinor. Ein de-
taillierter Beweis findet sich in meiner Diplomarbeit [38].

Fiihrt man eine imaginére Zeit ein, um so in den euklidischen Raum iiberzugehen, ge-
langt man zu der euklidischen Lagrangedichte:

1 a va l—a a
L = JFoF™ + D,y (1.88)

1.7.2 Massenmultipletts

Zur Beschreibung von Symmetrien und Niederenergie-Spektren ist es sinnvoll, effektive
Wirkungen, die aus geeigneten farblosen Operatoren zusammengesetzt sind, auszunutzen.
Bei einer verschwindenden Gluino-Masse m; = 0, wodurch der supersymmetrische Punkt
definiert ist, erwartet man analog zur Quantenchromodynamik farblose Bindungszustidnde
zwischen Gluonen und/oder Gluinos, die supersymmetrische Multipletts bilden.

Das niedrigste Supermultiplett besteht nach der effektiven Wirkung von G. VENEZIANO
und S. YANKIELOWICZ [59] aus den folgenden Teilchen:

1. 1ys1) ~ pseudoskalares Boson, das sich aus zwei Gluinos zusammensetzt. Es besitzt
die Masse mg; und hat den Spin 0. In der Quantenchromodynamik (QCD) gibt es
einen analogen Zustand, der mit n’ bezeichnet wird. Analog erhilt das supersym-
metrische Teilchen den Namen: a — 7', wobei das a fiir die adjungierte Darstellung
steht.

2. Y1) ~ skalares Boson, das ebenfalls aus zwei Gluinos besteht und den Spin 0 hat.
Die Masse betrégt mg;. In Analogie zur QCD bekommt das Teilchen den Namen

(l—fg.

3. F,,0., 9% ~ Majorana-Fermion, das aus einem Gluon und einem Gluino besteht und
den Spin % hat. Die Masse lautet mg;. Fiir dieses Teilchen gibt es kein Analogon in
der QCD, man bezeichnet den Zustand auch als Gluino-Glueball.

Das Problem der VENEZIANO-YANKIELOWICZ-Wirkung ist, dafl sie keine dynamischen
Freiheitsgrade enthélt, die rein gluonischen Gréflen entsprechen. Es gibt aber keine physi-
kalische Begriindung, warum es nicht auch Gluon-Gluon-Zusténde (sogenannte Glueballs)
geben sollte. Desweiteren werden dynamische Effekte vernachléssigt, die durch die Kopp-
lung von Gluebéllen an a — ' und a — fy Zustinden auftreten kénnen.

Die Losung besteht in einer effektiven Wirkung von G. R. FARRAR, G. GABADADZE und
M. SCHWETZ [22], die aus zwei chiralen Supermultiplett-Operatoren besteht. Diese Wir-
kung sagt zwei verschiedene Multipletts voraus, in denen die Massen der einzelnen Teil-
chen jeweils iibereinstimmen. Die beiden Multipletts selbst haben verschiedene Massen;
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es gibt ein leichtes und ein schweres Multiplett. Letzteres stimmt mit dem VENEZIANO-
YANKIELOWICZ-Multiplett iiberein. Das leichtere Supermultiplett besteht aus den Teil-
chen:

1. F,F* ~ 0" Glueball,
2. F,,e"P?Fr? ~ 0~ Glueball,

3. Gluino-Glueball-Grundzustand, in Analogie zur VENEZIANO-YANKIELOWICZ-Wir-
kung.

Durch die Einfiihrung einer nicht-verschwindenden Gluino-Masse m; # 0, wird die Super-
symmetrie weich gebrochen und die beiden Supermultipletts spalten in ihre unterschied-
lichen Massen auf. Dies ist in Abbildung (1.4) zu sehen.

A

Mass

gluino-glueball

glueball
gluino-glueball

glueball

softly broken SUSY
SUSY with
mass-mixing ‘0 mg-

SUSY without mixing !

Abbildung 1.4: Graphische Darstellung der Massen nach der effektiven Wirkung von G.
R. FARRAR, G. GABADADZE und M. SCHWETZ.

1.8 Experimentelle Beobachtungen

Nach den einleitenden Abschnitten iiber Supersymmetrie mag es verwundern, dafl es bis-
lang keine eindeutigen experimentellen Resultate gibt, die die Supersymmetrie bestatigen.
Bislang ist es so, dafl es zwar einige Hinweise gibt, die zeigen, dafl das Standardmodell
unzulénglich ist und die sich mit Hilfe von supersymmetrischen Theorien erkldren lassen,
es konnten aber noch keine supersymmetrischen Teilchen experimentell in Beschleunigern
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nachgewiesen werden. Die experimentelle Bestétigung der Supersymmetrie soll im Jahre
2005 erfolgen. Dann wird der 27 km lange, kreisformige Tunnel unter der franzosisch-
schweizerischen Grenze bei Genf fertig gebaut sein. Mit diesem Detektor (LHC = Large
Hadron Collider) sollen Protonen mit 99,999999 Prozent der Lichtgeschwindigkeit frontal
zusammenprallen. Die dadurch hervorgerufenen Quarkkollisionen haben sich schon einmal
10~'2 Sekunden nach dem Urknall ereignet. Man erhofft sich damit Hinweise auf super-
symmetrische Teilchen und das Higgs-Boson. Der LHC wird einen Energiebereich von 14
TeV abdecken. Details finden sich in [5].

Ein sehr interessantes, ganz aktuelles Ergebnis konnte ein internationales Forscherteam
am Brookhaven National Laboratory in Upton/New York vor kurzem bekannt geben. In
einem dreijdhrigen Experiment haben Wissenschaftler aus den USA, Ruflland, Japan und
Deutschland am Brookhaven National Laboratory die Spin-Anomalie des Myons genauer
als je zuvor bestimmt. Dabei ergab sich ein verbliiffendes Ergebnis, denn der Wert war
geringfiigig grofler als die theoretisch berechnete Spin-Anomalie, die mit Hilfe des Stan-
dardmodells ermittelt wurde. Legt man supersymmetrische Rechnungen zugrunde, 148t
sich diese Abweichung durch supersymmetrische Teilchen erkliren.

Bei der Suche nach den supersymmetrischen Partnern der elektroschwachen Eichboso-
nen und Higgs-Bosonen, den Charginos und Neutralinos, schaut man sich die Reaktionen
bei Elektron-Positron-Kollisionen an. Dort werden Charginos und Neutralinos paarwei-
se erzeugt: ete”™ — YTy~ und x°%°. Da sie in nicht-detektierbare leichtere Neutralinos
zerfallen, sucht man bei Chargino-Ereignissen nach Leptonpaaren plus einer fehlenden
Energie. Die untere Massengrenze, die auf diese Weise bei dem LEP (Large Electron-
Positron Collider) gewonnen wurde, liegt bei m(x*) > 100 GeV [27].

Ein grofles Interesse gilt dem leichtesten Neutralino %!, da dieses Teilchen ein bevorzug-
ter Kandidat fiir kalte dunkle Materie im Universum ist [20]. Fiir dieses Teilchen kann
man aufbauend auf theoretischen Uberlegungen eine Massengrenze von m(x?) > 37 GeV
angeben.

Die Sleptonen werden auf dem gleichen Weg erzeugt wie im vorangegangenen Fall: ete” —
[T1~. Die Massengrenzen stimmen daher ungefihr mit den Charginos iiberein.

Die Squarks und Gluinos tragen Farbladungen und lassen sich daher in Hadroncollidern
erzeugen. Wieder ist das Hauptmerkmal ihrer Entdeckung die fehlende Energie und der
fehlende Impuls. Gegenwértig liegen die Grenzen bei m(§) ~ m(g) ~ 200 GeV.

Ein grofler Vorteil der Supersymmetrie ist die Einbindung der Gravitation. Durch die loka-
le Eichinvarianz wird die Einfiihrung von masselosen Vektorfeldern erzwungen. Ubertrigt
man dieses Konzept auf die Supersymmetrie, so erzwingt dies die Existenz eines Spin—%—
Feldes und eines masselosen Spin-2-Feldes. Dieses Spin-2-Feld kann mit dem Gravitations-
feld identifiziert werden. Dadurch stellt die Supersymmetrie eine nicht-triviale Verbindung
zwischen Elementarteilchen und Gravitation dar.
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Schliellich 148t sich der im Standardmodell kiinstlich eingefiihrte Higgs-Mechanismus in
supersymmetrischen Theorien dynamisch ableiten. Die supersymmetrischen Partner der
Higgs-Teilchen erlauben zudem weitere Mechanismen des Proton-Zerfalls, so dafl die theo-
retisch erwartete Lebensdauer des Protons mit den experimentellen Befunden iiberein-
stimmt. Ohne den Austausch der supersymmetrischen Teilchen liegen die theoretischen
Vorhersagen weit iiber dem experimentellen Sensitivitatsbereich.






Kapitel 2

Supersymmetrische Feldtheorien auf
dem Gitter

Die Quantenchromodynamik, die die Wechselwirkung zwischen den Quarks beschreibt,
sollte auch den Quark-Einschlufl erklaren. Die Suche nach einer theoretischen Erkldrung,
warum die Quarks nie einzeln, sondern nur als Bestandteil des Protons und vieler an-
derer Elementarteilchen auftreten, wird durch die komplizierte mathematische Struktur
der QCD sehr erschwert. Fiir gewohnlich werden Probleme dieser Art bewéltigt, indem
man stérungstheoretische Rechnungen anstellt, um so genaue Losungen zu erhalten. Fiir
die Beschreibung des Farbfeldes zwischen zwei Quarks 148t sich die Feldstdrke mit einer
Storungsreihe jedoch nicht beliebig genau ndhern. Der Grund ist, dafl die Storungsrei-
he nicht wie sonst iiblich gegen einen konstanten Wert konvergiert. Da die Korrektu-
ren fiir die Vakuumfluktuationen nicht mit zunehmender Ordnung verschwinden, kénnen
solche Prozesse nicht stérungstheoretisch berechnet werden. Eine Methode, die kom-
plexen Fluktuationen des quantenmechanischen Feldes zu beriicksichtigen, wurde 1974 von
K. G. WILSON mit der Gittereichtheorie eingefiihrt. Ausgangspunkt ist dabei ein vierdi-
mensionales kubisches Gitter in Raum und Zeit. Durch den Ubergang zu einer diskreten
Raum-Zeit kénnen nun Rechnungen durchgefiihrt werden, die im Kontinuum unméglich
sind. Natiirlich muf} diese Regularisierung spédter wieder riickgéngig gemacht werden, in-
dem man durch Verkleinern des Gitterabstandes zur Kontinuumsphysik zuriickkehrt. Die
entsprechenden Teilchen werden in der Gittertheorie auf den Gitterpldtzen definiert, wo-
hingegen die Feldstirken ausschliefilich auf den Verbindungslinien leben.

Die Gitterformulierung stellt eine sehr gute Moglichkeit dar, Quantenfeldtheorien nicht-
perturbativ zu untersuchen. Insbesondere wird der enge Zusammenhang zwischen Feld-
theorie und statistischer Physik wegen der Pfadintegraldarstellung nach FEYNMAN durch
das Gitter sichtbar.

Damit eine Theorie auf dem Gitter beschrieben werden kann, mufl man von der min-
kowskischen Form der Wirkung iibergehen zur euklidischen Formulierung, in der man die
imagindre Zeit einfiihrt. In der euklidischen Raum-Zeit ist ein Pfadintegral dquivalent
zur Zustandssumme eines analogen statistischen Systems. K. G. WILSON‘s Formulierung
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beruht auf dem Konzept von Eichfeldern als pfadabhidngige Phasenfaktoren. Bei einer
nicht-abelschen Eichtheorie assoziiert man mit jedem Weg ein Element der Eichgruppe.
Betrachtet man einen Weg

z,(s), s€][0,1] (2.1)

der durch s parametrisiert ist, kann man ein Gruppenelement fiir den Anteil des Weges
von z,(0) bis z,(s) durch folgende Gleichung definieren:

d dz,
TU(s) = ——LA2(s) U(s). (2.2)

Mit der Anfangsbedingung
Uuo) = 1, (2.3)
ergibt sich die Lésung von Gleichung (2.2) nach DYSoN‘s Formel zu

Us) = Pe s
= Pe Jodwudn,
Durch das P wird gekennzeichnet, dafl es sich hier um pfadgeordnete Integrale fiir die
nicht-kommutierenden Matrizen A, handelt.
Unter einer lokalen Eichtransformation transformiert sich U(s) wie folgt

U(s) = g~ (zu(5)) U(s) g (24(0)). (2.6)

2.1 Der Gitterformalismus

Um iiber die Storungstheorie hinaus zu gehen, nutzt man die Pfadintegral-Formulierung
von Quantenfeldtheorien. Man kann sie dann in ein Problem aus der statistischen Me-
chanik iiberfiihren. Fiir diesen Zweck mufl man von der realen Zeit zur imaginédren Zeit
iibergehen, t — —it. Mit Hilfe dieses euklidischen Tricks verwandelt sich der Phasenfak-
tor exp(—iS) einer gegebenen Feldkonfiguration in ein reelles Gewicht, das bereits als
ein klassisches Boltzmann-Gewicht interpretiert werden kann. Die Vorgehensweise ist da-
her wie folgt: Man bestimmt das Pfadintegral durch die Erzeugung eines reprisentativen
Ensembles von Feldkonfigurationen, die der Boltzmann-Verteilung geniigen

P(¢p) ~ e 59 (2.7)

Dieses geschieht durch einen stochastischen Prozef3. In diesem Ensemble kénnen nun Ob-
servablen ,gemessen“ werden. Die Diskretisierung der Raum-Zeit impliziert eine Gitter-
regularisierung und daher eine passende Definition der eigentlichen Kontinuumstheorie.
Auf einem hyperkubischen Gitter

A:aZ:{x

%‘ € z} (2.8)
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mit der Gitterkonstanten a werden die skalaren Felder f(z) nur auf den Gitterpldtzen
definiert.

Im Gegensatz zur Kontinuumsableitung gibt es auf dem Gitter sowohl eine Vorwérts- wie
auch eine Riickwérts-Ableitung

(f(z +am) - f(z)), (2.9)
(f(x) ~ fla—ap)). (2.10)

Al f(z) =

AZf(m) =

QIR |-

Dabei beschreibt £ einen Einheitsvektor in u-Richtung (¢ € {1,2,3,4}).

>

Gitterabstand a
Uy (z)

o
Abbildung 2.1: Anordnung der Eichfelder auf dem Gitter. Mit dicken Linien

ist eine Linkvariable U, (z) und eine Plaquette Up = U, (z) dargestellt. /1 und
v geben die Einheitsvektoren in Richtung p und v an.

Im Gegensatz zum Kontinuum, wo die Eichfelder als Paralleltransporter entlang infini-
tesimaler Distanzen definiert sind, ist die kleinstmdgliche Distanz auf dem Gitter die
Gitterkonstante a. Die elementaren Paralleltransporter auf dem Gitter sind daher die, die
mit den Verbindungen assoziiert werden, die nichste Nachbargitterpunkte miteinander
verbinden. Ein Paralleltransporter wird geschrieben als

Uuz) = U(zr+ap,z) € Eichgruppe, (2.11)
und erfiillt
U(z,y) = U '(y,z) = Ul(y,x). (2.12)

Dazu kann man folgende graphische Darstellung verwenden:

——> o ——<«—
z Ult (.T) z+afi z U;L(m) z+af
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Definiert man den Paralleltransporter auch fiir negative Richtungen, gilt analog:

U_(z)=U(z —ap,x) = Ul(x — afi). (2.13)

r—<e e
et Uy °

2.2 Gittereichtheorie

Die Gitterformulierung fiir die reine Eichwirkung wurde zuerst von K. G. WILSON formu-
liert. Analog zum Kontinuum, wo zur Berechnung des Feldstérketensors das Integral (2.5)
auf einem infinitesimalen Rechteck der Griofle dzr x dy ausgewertet wird, betrachtet man
auf dem Gitter das kleinst mogliche Rechteck. Dieses Rechteck mit den Eckpunkten
r,x+af,z+afp+av und z+av  (p,v € {1,2,3,4}) ist zum Beispiel in Abbildung (2.1)
zu sehen. Die durch das Rechteck definierte Plaquette lautet

Up = Uw = Ul(z)Ul(z + a) Uy(z + aft) Uu(z). (2.14)

otad U;L(x + ab)

Uj(x) 1 Uz +ap),

v

Fiir negative Richtungen hat man analog

U_po(z) = UL (2) U (x — at) U_(z — aji) U_,(x)
= U,z —ad)Uu(z — av — afi) U} (z — afi — abd) U;ﬂ(x — ajl).
(2.15)
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Damit lautet die Wilson-Wirkung fiir ein SU(N) Eichfeld
1
= —B) {7 (Tr TrU;') — 1
SRJ] B — {QTYﬂ_( Ub-+ Ué ) }

> <1 - %ReTr UP> : (2.16)

Die Summe iiber alle Plaquetten P geht nur iiber Plaquetten mit der gleichen Orientie-
rung:

o= Y . (2.17)

z 1<p<v<4
Mit
2
Uuz) = e %@ = 1—qd,(z)+ %Au(mf S (2.18)
Az +ap) = Az)+arfA(z), (2.19)

und der CAMPBELL-BAKER-HAUSDORFF-Formel

eV = ertytslmulte (2.20)
zeigt man
Upy(z) = e @Cw, (2.21)
Dabei ist G, gegeben durch:
Guw(r) = Fu(z)+ O0(a). (2.22)

Der Feldstirketensor definiert sich auf dem Gitter analog zum Kontinuum durch

Fu(@) = ALA)+ ALAL () + [Au(e), A, ()] (2.23)

Entwickelt man nun die Gitterwirkung (2.16) nach der Gitterkonstanten a, so erhilt man

Tt (Up+Up') = 2Tr1+a*TrF,(z)* + O(a’). (2.24)
Die Spur iiber das Quadrat des Feldstédrketensors kann umgeschrieben werden zu
1
XP: Tr F,(2)? = 3 > TrF,(z). (2.25)

T,V
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Damit folgt fiir die WiLsoN-Wirkung

B 4 Qv 5
S = —W;a Tr (F,, (2) F* (z)) + O(a®). (2.26)

Die Gitterwirkung geht somit im Limes a — 0 iiber in die Kontinuumstheorie, wenn

2N

gilt. Mit g wird die nackte Kopplungskonstante der Gittertheorie bezeichnet.

2.3 Nielsen-Ninomiya-Theorem

Nachdem nun mit Gleichung (2.16) die Wirkung fiir das Eichfeld in diskreter Form vor-
liegt, mufl noch der fermionische Teil der Wirkung diskretisiert werden. Bringt man aber
Fermionen auf ein Gitter, so stellt sich einem immer das Fermionverdopplungs-Problem:
Statt einem Fermion erhilt man 2¢ Fermionen auf dem Gitter, wobei d die Anzahl der Di-
mensionen bezeichnet. Betrachtet man zum Beispiel das 3 + 1 dimensionale naive Modell
der Weyl-Gleichung auf dem Gitter und startet mit der Weyl-Gleichung im Kontinuum,
so ist diese gegeben durch:

.0 1 _ ou(Z)

z&u(x) = 0 57
In der naiven Diskretisierung in der man die Ableitungen durch Differenzen ersetzt, geht
die Gleichung (2.28) {iber in'

(2.28)

z%u(f) = Z%ai {u(Z+7;) —u(Z —1;)}. (2.29)

i=1

In der Impulsdarstellung erhilt man die folgende Gleichung
5 3
i W) = > " oy sin(p;) i(p). (2.30)
i=1

Der Term o; sin(p;) entspricht dem rdumlichen Anteil des inversen Fermionpropagators.
Dieser ist wegen der sin-Funktion eine periodische Funktion mit der Periode 27. Be-
schrankt man sich auf eine Brillouin-Zone von —m,---,+m stellt sich einem das fol-
gende Problem: Da ein Teilchen zu den Nullstellen des inversen Propagators korrespon-
diert und die sin-Funktion aufler bei p = 0 auch noch Nullstellen an den Ecken der
Brillouin-Zone hat, gibt es auf dem Gitter nun statt einem Fermion acht Fermionen?.

! Bei diesem Beispiel wird nur der Raum diskretisiert, die Zeit bleibt kontinuierlich.
?Die Punkte —7 und 4= sind identisch.
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In vier Dimensionen hat man nicht nur Pole bei p = (0,0,0,0) sondern auch noch bei
p=(m0,0,0),---(m,m,m, m). Das sind insgesamt 16 Pole und damit 16 Fermionen. Eine
Moglichkeit, dieses Problem zu 16sen, besteht in der Wahl eines inversen Propagators,
der einen endlichen Sprung iiber der Impulsachse hat. Dies impliziert jedoch eine nicht-
lokale Gitterwirkung. Nichtlokalitdten weisen bei der numerischen Implementierung erheb-
liche Schwierigkeiten auf und man ist daher bemiiht solche Wirkungen zu vermeiden. Im
Wilson-Formalismus wird dieses Problem mit Hilfe des sogenannten Wilson-Parameters r
gelost. Dieser wird in den nachfolgenden Rechnungen auf 1 fixiert. Durch die Einfiihrung
eines Wilson-Terms werden die Fermion-Doppler im Kontinuumslimes beseitigt. Dabei
gibt man den zusédtzlichen Fermionen eine Masse, die proportional zur inversen Gitter-
konstanten a ist. Im Kontinuumslimes a — 0 werden diese Massen dann unendlich grof}
und verschwinden somit aus dem Spektrum. Die Einfiihrung solch eines Massenterms
bricht natiirlich explizit die chirale Symmetrie der Wirkung.

Das Fazit des oben Beprochenen ist, dal eine Regularisierung von Theorien mit Weyl-
Fermionen, zum Beispiel durch das Gitter, erhebliche Schwierigkeiten bereitet. Nach
H. B. NIELSEN und M. NINOMIYA [47, 48] gibt es ein no-go Theorem fiir die Regu-
larisierung des chiralen Teils des Standardmodells. Fiir die Ubertragung der schwachen
Wechselwirkung auf das Gitter ist unter einigen wenigen milden Annahmen das Auftau-
chen von gleich vielen rechts- und links-h&ndigen Weyl-Fermionen eine unvermeidbare
Konsequenz der Gittertheorie. Diese Annahmen bzw. Voraussetzungen, die {iber die Wir-
kung gemacht werden, lauten wie folgt:

e Lokalitit der Wechselwirkung: Der Hamilton-Operator H(Z — ) geht schnell genug
gegen null wenn |Z — | grof wird in dem Sinne, daf} die Fouriertransformierte von
H(z) eine kontinuierliche erste Ableitung hat.

e Translations-Invarianz auf dem Gitter.

e Hermitezitdt des N x N Hamilton-Operators.

Die Konsequenz des no-go Theorems fiir die Gitter QCD ist, dafl die chirale Invarianz
nicht erhalten werden kann. Unter chiraler Symmetrie versteht man im masselosen Fall
die Invarianz unter der Transformation

Y = €Oy, mit 5 = V172737 (2.31)

Nach dem Noether-Theorem ist damit ein erhaltener Strom

Jn = WY (2.32)

verbunden.
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2.4 Konstruktion der Gitterwirkung fiir Majorana-
Fermionen

Fiir die Beschreibung einer Yang-Mills-Theorie mit einem Majorana-Fermion auf dem
Gitter bietet sich zunichst eine Betrachtung der gleichen Theorie mit gewohnlichen Dirac-
Fermionen an [40]. Die Gitterwirkung ist dann fiir die Formulierung mit Wilson-Fermionen
aus [43] gut bekannt. Bezeichnet man die fermionischen Grassmann-Felder in der adjun-
gierten Darstellung mit ¢*(z) und ¥"(z), wobei a der Index der adjungierten Darstellung
ist (a =1,...,N?—1fiir SU(N,)), so ist der fermionische Teil der Gitterwirkung gegeben
durch:

S = Y {F' @) v

T
4

—Kz[ (2 + ) Vet (14 3) (@) + 6°(2) (VT)o0 (1= ) @'z + )] .

(2.33)

Dabei ist K der Hoppingparameter und V die Matrix fiir das Eichfeld in der adjungierten
Darstellung:

1
K = ——— 2.34
2aMy + 8r "’ ( )

V= VEU) = 2Tr (Ul (@) TUu(2)T") = (Vo = (VIT)D . (2.35)

Fiir die Konstruktion einer Gitterwirkung mit Majorana-Fermionen werden zunéchst die
Majorana-Feldkomponenten
AW =

Y+ C% ) A@ —p+ CET) , (2.36)

\/_( E%(

mit der Ladungskonjugationsmatrix C' eingefiihrt. Diese erfiillen die Majorana-Bedingung

WWo— aOTe (=1,2). (2.37)
Die inverse Relation zu (2.36) ist:
1 —T 1
p=-—=MV4+id®) g.=0% == (U -ix®), (2.38)
V2 V2

Mit Hilfe von zwei Majorana-Feldern kann die Fermionwirkung Sy in Gleichung (2.33)
geschrieben werden als:

4
- ey -x Y [ e
z j=1

T+

P WITEEAPYIA LS (2.39)
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An dieser Stelle bietet es sich an, die Fermionmatriz (Q einzufiihren:

L= Q]
4
= Gyadar — KD [Syaen (L+7) Vil + 8y e (1= 7) (VI)i0 | (2.40)

p=1

Ausgedriickt durch die Fermionmatrix ergibt sich fiir die Wirkung Sy:

Sy o= ) Q00 (2.41)
zy,ab
2
. 2U)agab ()b 9.42
S DRI 242)
i=1 za,yd

Das fermionische Pfadintegral kann dann, wie im folgenden Kapitel gezeigt wird, geschrie-
ben werden als:

/ [dypdip] e 1 / [dpdip] e = detQ (2.43)

2 1 .
=11 / [dAD] =37 A (2.44)
j=1

Fiir Majorana-Felder reicht im Pfadintegral ein dA). Die Gleichung (2.44) impliziert fiir
A =AM oder A = \O®

/ [d) e 29 = +./detQ. (2.45)

Die Festlegung des Vorzeichens ist zunédchst nicht so einfach. Es kann zum Beispiel fiir eine
gegebene Eichkonfiguration iiber die Pfaffsche Form der Fermionmatrix geschehen [40].
Dabei entspricht die Wurzel der Determinante gerade einer Pfaffschen Form. Diese kann
fiir eine allgemeine komplexe antisymmetrische Matrix M,3 = —Mp, mit einer geraden
Anzahl von Dimensionen (1 < o, < 2N) durch ein Grassmann-Integral wie folgt defi-
niert werden:

pE(M) ﬂwwﬂmmﬂ (2.46)

1

W Ea1ﬁ1...0tNﬁNMalﬁ1 - 'MOLNﬂN' (2'47)

Dabei ist € wieder der total antisymmetrische Einheitstensor und [d¢] = d¢ay . . . dp;. Mit
dem oben angewendeten Verdopplungstrick der Grassmann-Variablen kann man leicht
zeigen [45], daB

[pf(M)]* = detM (2.48)
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gilt. Durch diese Gleichung wird der Zusammenhang zwischen der Pfaffschen Form und
der Determinante bewiesen.

Mit dem oben Berechneten kann man nun die Wirkung fiir ein Majorana-Fermion \"(z)
in der adjungierten Darstellung wie folgt definieren:

S; = Q) (2.49)

4 ] '
K3 [V 0 R ) 0 2 a0

Das Pfadintegral iiber A wird durch die Pfaffsche Form

pf(CQ) = £+/det(CQ) = ++/detQ (2.51)

definiert. Da sich das Vorzeichen durch Gleichung (2.47) eindeutig bestimmen 148t, gibt
es keine Vorzeichenwahl. Zusammenfassend ergibt sich somit die Wirkung fiir die N =1
Super-Yang-Mills-Theorie als Summe der reinen Eichwirkung (2.16) und der fermionischen
Wirkung (2.50).



Kapitel 3

Grassmann-Algebra

Die Elemente 11, ¥s, . .. , ¥y werden Generatoren einer Grassmann-Algebra genannt, wenn
sie untereinander antikommutieren:
{vi,;} = ivj + i =0, i,j=1,...,N. (3.1)

Aus dieser Definition folgt:

Y? = 0. (3.2)

)

Ein gewohnliches Element einer Grassmann-Algebra ist definiert durch eine Potenzreihe
in den %‘s. Diese hat jedoch wegen (3.2) nur eine endliche Anzahl von Termen. So kann
man zum Beispiel die Funktion

F) = e Shim Vidij¥; (3.3)
schreiben als
N
f('éb) — He_'l/)iAij'l/)j — H (1 — dh'Aij"ébj)- (3.4)
i,j i,j=1
itj

Im folgenden soll eine Grassmann-Algebra bestehend aus 2 x N Generatoren

d)la"'ad}N,Jl,"'aJNa (35)

betrachtet werden, wobei ¢ und ¥ unabhéngig voneinander sind. Fiir die Gau-Funktion
h, die von den beiden Variablen ¢ und % abhingt, gilt nun analog:

h(,§) = e Tui it
N

= ] @ -d45¢). (3.6)

i.j=1

Dieser Ausdruck enthélt jedoch im Unterschied zu (3.4) auch Diagonalelemente.
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3.1 Integration iiber Grassmann-Variablen

Fiir die Berechnung eines beliebigen Grassmann-Integrals werden die folgenden Regeln
definiert:

/ dy; = 0, (3.7)
/ Qi = 1. (3.9)

Bei der Berechnung von Mehrfachintegralen ist darauf zu achten, daf} die Integrationsmafle
sowohl mit sich selbst antikommutieren wie auch mit allen ),

{dvi, dy;} = {di, 1} =0, Vi, j. (3.9)

Die obigen Integrationsregeln reichen aus, um eine Pfadintegraldarstellung fiir fermioni-
sche Greensche-Funktionen zu erhalten. Als Beispiel soll das folgende Integral betrachtet
werden:

N
I[A] = / Hd@,du}, e Thj=1 Vidi¥s (3.10)
=1

Fiir die Berechnung dieses Integrals wird (3.10) zunichst auf die nachstehende Form
gebracht:

N
o Thim Vidijh; HB%ELAW_ (3.11)
=1

Da E? = 0 gilt, geben bei der Entwicklung der Exponentialfunktion nur die ersten beiden
Terme einen Beitrag. Es ergibt sich also:

e~ Tihim Vidiati = (1 — A vs) (1 — ¥pdait,) ... (1 — Yy Aniytiy ), (3.12)

wobei iiber gleiche Indices 4; (I = 1,...,N) summiert wird. Nach den Grassmannre-
geln (3.7) und (3.8) muf der Integrand (3.10) das Produkt von allen Grassmann Variablen
enthalten. Zur Berechnung reicht somit die Betrachtung des folgenden Terms:

M%) = > iuius iy Asi, Aziy - Aniy- (3.13)

i1y iN

Das Minuszeichen, das in Gleichung (3.12) auftritt, wurde in der obigen Formel mit Hilfe
von ;, = —;, 1, eliminiert. Die Summation enthiilt natiirlich nur Terme, bei de-
nen alle Indices 4q,...,iy verschieden sind. Da das Produkt von Grassmann-Variablen
in (3.13) antisymmetrisch unter dem Wechsel von Indexpaaren 7; und i, ist, kann (3.13)
geschrieben werden als:

M%) = ity NGy Y CirininAriy Asiy - Aniy, (3.14)

B1yeeiN
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mit dem e-Tensor €;,;, ;, in N Dimensionen. Mit Hilfe der Standarddarstellung fiir die
Determinante der Matrix A findet man:

M, ) = (detA) ithathy - - - YN (3.15)

Ersetzt man nun die Exponentialfunktion in (3.10) durch diesen Ausdruck, so erhilt man

N
I[A] = lH / dipydipy i, | det A = detA. (3.16)
=1
Zusammenfassend ergibt sich somit:
/ D(y) e Zh=¥eti¥ = detd, (3.17)
p— N J—
Dy) = []dddin (3.18)

=1

3.2 Majorana-Fermionen

Bei Majorana-Fermionen handelt es sich um Grassmann-Variablen A und X, die nicht un-
abhiingig voneinander sind. Sie sind iiber die Beziehung A = A”C miteinander verkniipft.
Vergleicht man somit die einzelnen Komponenten von A mit X, so stellt letzteres lediglich
einen transponierten A-Spinor mit umsortierten Komponenten dar, die abwechselnd ein

positives oder negatives Vorzeichen besitzen. Damit sind auch die Ableitungen % und
% voneinander abhéngig. Anders als bei den gewdhnlichen Grassmann-Variablen erhilt

man daher fiir die Ableitungen % und % einen von null verschiedenen Wert. Der genaue
Zusammenhang findet sich im Anhang (A.1).

Fiir Majorana-Fermionen ist das erzeugende Funktional mit einer Quelle gegeben durch:

1 o
Zolm) = 7. | PUDA e~ 5o 3 QM (3.19)

Dabei beschreibt S, = S,[U] die reine Eichwirkung und Z,, ist definiert als:

Zy = / DUDM e S 22 = + / DU e 594/detQ. (3.20)

Das Ziel ist es nun, einen Ausdruck fiir die Gleichung (3.19) zu finden derart, daf§ die
Integration iiber A ausgefiihrt werden kann. Identifiziert man

1—

P(\) = —§>\Q>\ + 7, (3.21)
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so wird dieser Ausdruck minimiert durch den folgenden A-Wert:
A = Q7'm. (3.22)
=2 = MO =" (@M C =7q07(Q)
= Q" (3.23)
Dabei wurde vorausgesetzt, dafl die Matrix @) ein Inverses besitzt. Dieses ist aber durch

die Definition der Fermionmatrix leicht ersichtlich. Der kleinste Wert von P ist dann
gegeben durch

Po(Am) = _%XmQ/\m +7 Am (3.24)
= %ﬁ Q™" n. (3.25)
Mit Hilfe von P, 148t sich P wie folgt schreiben:
PO) = Pu(n) 5 (A= A0) Q4 An). (3.26)
Mit diesem Ausdruck fiir P erhilt man das erzeugende Funktionalintegral zu:
Zo[n) = % / DUDA e~ 55 ¢=2(3"2m)QA=Am) 37Q 711 (3.27)
= % /DUeSs (i det Q) 3@, (3.28)

In dem letzten Schritt wurde der Term e279 7 auferhalb des Integrals iiber DA gestellt,
da P,, unabhingig von A bzw. X ist. Die verbleibende Integration iiber die Exponenti-
alfunktion wurde mit Hilfe von Gleichung (2.45) aus Kapitel 2 gelost. Fiir die folgenden
Rechnungen beschréinke ich mich bei dem Vorzeichen auf den positiven Fall.

3.3 Integrale iiber Majorana-Fermionen

In diesem Abschnitt sollen Integrale iiber mehrere Majorana-Fermionen gebildet werden.
Diese werden in dem Kapitel 5 bei der Hoppingparameter-Entwicklung benétigt und sind
Bestandteil jeder Reihenentwicklung in einem supersymmetrischen Modell. Betrachtet
werden dazu Integrale, die von der Form

—1 3 7 xTr xTr c
[T avsia)e dEv @@y @) (@) (3.29)
sind. Analog zu (3.19) wird die folgende Zustandsfunktion definiert:!
Zoln) = / [ dve e = Svsa 3Crs¥5+ Sany e Costs (3.30)
= Z,[0] e ZomamiCorn?, (3.31)

!Da die Majorana-Teilchen 5 und 7 abhingig voneinander sind, reicht eine Quelle zur Beschreibung
des Funktionalintegrals aus.
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Nach (2.45) 148t sich Z[0] berechnen zu:
Zo[0] = +vdetC. (3.32)

Das Vorzeichen von Zy[0] 148t sich mit (A.10) oder den Gleichungen (A.8) und (A.20)
eindeutig bestimmen und es ergibt sich

Zoln) = —er praiCorts, (3.33)

Ableiten der obigen Zustandsfunktion nach der Quelle 77 ergibt die einzelnen Erwartungs-
werte.

5Z a a
5%£77] = -3 E aﬁécacaﬂnﬁ C C 555 5ac) ez Z""B'“ na Cap (334)
y

= dys e 5% Cyaéaaabc Capthh ) eXesaCestl (3.35)
H 5

52 Z[n ] 1 ) ) .
ST | —§; (€4 0a50:aCagCr, 0pa0at — Cr )} 0pa0utCasCly 0ss0ac)  (3.36)
— __Z o CapCrgber — Cr CapClyict) (3.37)
1
= —5 (C'yT - CT’)’) 5ct = —077-5675 (338)

= - / | (ZCWS 50be aﬁ;bﬂ)(ZCTp&peédtCewg) (3-39)
a,a b

s
d

_ / T ave e+ (Z CraCastls) (3 CreCugtih) (3.40)
a,a €,¢

= - / [Tdve e =9 tpus > 1,40 (3.41)
a,a B é

= [ Tave e ¥t (3.42)
[T ave e ¥ousut = o (3.43)

Durch aufwendiges Ableiten berechnen sich die hoheren Erwartungswerte zu:

§*Z [77]
STROT 0T 0T, |

= [T ave e ™ usuivzg

= —C&,TC’,,,;éctésd + C»YPCTJ(SCS(Std + C&,,;C’précdéts. (3.44)
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Abgekiirzt kann der obige Ausdruck auch in Form eines e—Tensors geschrieben werden,
bei dem die Farben paarweise gleich sein miissen.

—l_ (64 S ClS
/ T dve e #Pycypiysyd = esd (3.45)

T3 ctsd :
Dabei ist €% definiert als

ECtSd = —Cerpﬁ(sct(sSd + C’prTJ(Scs(std + C'yJCpT(scd(stS' (346)

YT pd

Der Erwartungswert fiir sechs Majorana-Fermionen ergibt sich zu:

5620 [’I’]] / 17 . .
— = - s e 2 VPPl s Y]
077,075 0750775077, 0 | 5=0 H * B ¢
= —(= Cyla Ezggg + Cyples Eiﬁg — Cys0cd Etrifég
+ Cha0ci ermge — Chelejelgy). (3.47)

3.4 Erwartungswerte fiir Majorana-Fermion-Felder

Das in dem letzten Abschnitt diskutierte Verfahren 148t sich auf beliebige Matrizen erwei-
tern. Man erhdlt dann die Erwartungswerte von Majorana-Fermion-Feldern, wie in der
QCD, durch mehrfaches Ableiten des Funktionalintegrals nach den Quellen.

8" Zo ]
6n(wn) 60(yn) - - - 0n(z1) 67(y1)

% / DUDI ()N (1) - - M) M) €55

= (AM)A@1) - Ayn)A(@n)) (3.48)

Mit Gleichung (3.28) sollen im folgenden die Ableitungen nach den Quellen berechnet
werden. Die erste Ableitung nach 7, ergibt sich zu:

5Z0[ﬁ] 1 _s 5 (1_ B ) -
= - — [ DUe™ ydetQ ——= {5 €T e2MQya 1
5ﬁa(yl) ZM m (Sﬁa(yl) 92 nfy(y) Qy’y,zé 776( )
1 B 1 1 )
= —ZM /DUe Sq \/m {§Qy11a,w775(x) — 5777@) yvl’ylecm}

x e31e 1, (3.49)
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Leitet man nun noch nach 7g ab, so erhélt man:

6% 27 1 s Lo oo, oo
— ) B E/,DUB g\/m <§ yla,m1ﬁ_§cﬂ¢Qz1¢,y1€Cfa

6n(21)07, (11

« e3TQuz1

-

_ 1_ _ _
lela,mﬁnts(x) - 5777(3/) yfyl,yleoe;)

N | —

]_ _ ]__ _ 1-n—1

Nullsetzen der Quellen fiihrt zu

0° Zo[7) /
— = DU e 50 \/det Q Q 1am + Cm Q1 - C
o1 (1) 074, (41) o y1on21f - (Qpremig) Cin

- —C

(333) /DUe ‘ detQ < Qymmﬂ Qymmﬂ)

= /DUe 94/det Q yla e (3.51)

Fiir n = 1 hat man somit
— 1
Ay Mz)) = DU e % \/det Q ya (3.52)
Zn

Um den wichtigen Fall n = 2 zu berechnen, benétigt man die Ableitung des Funktional-
integrals bis zur vierten Ordnung:

0° Zy[7) _
0N (y2)dns(21)07, (41)

1 _ 1_ B 1o -1
Zu DU e /det Q { yia,z1 8 ( Qyza ws5() = 5777(3/) y'yl,yzucud> ez vz
1 -1 1
Valeaysz - iQyzﬁ,yKC‘fa CBPlep zéné( ) Q y7,218
X % Qym
1_ -1
lea 1:6775( ) 5777(?;) y’y,yu—rCﬁa CﬁPQmp sz - yga z18

x e2MQusn 4 (’)(nQ)}. (3.53)
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8 Zo[m]
0m5(22)0M, (y2)ms (21)07, (y1)

7=0

9 1 —_ —
/DU@ detQ { yia, wlﬂ < Qy a$26 C,BT zaT, y2ﬂc’ﬂa>
-1 C 1C~ -1
o ”D‘lea,yzlf o 5Qy2&,y1€ e szlp 20 ﬁ¢QE2¢,$1B

14 1 1 1,
- (5 y1a,z2ﬁ~ o _C,BO' T20, y1sC > <§Cﬂsz1p’y21—CTd - 5 yzimﬂ) }

(3.54)
Durch Umformung der Gleichung C 1 (Q )" C ergibt sich
@")'c = cQ™ (3.55)
und damit
8 Zy[m
5 (m)éna(m)ggy;(xl)éna(yl ) 7 | PV Vi
{ Qs U
+Qy2la yie Cea Cpp Qzlp o2f
Q' Qi B}. (3.56)
Man erhélt somit fiir n = 2:
M) Mz A ()N (za)) = / DU e\ /det O

{lezl Y22 + (Qilc)ywl (CQil)mzz

_Q;1;2Q;21m } (3.57)



Kapitel 4

Einige Aspekte der Gruppentheorie

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit den Begriffen Transformation einer Gruppe und ih-
ren Darstellungen, wobei insbesondere die beiden Gruppen SO(3) und SU(2) betrachtet
werden. Nach einigen allgemeinen gruppentheoretischen Erlduterungen werden Integrati-
onsregeln fiir verschiedene Arten von Gruppenintegralen hergeleitet.

4.1 Abelsche und nicht-abelsche Gruppen

Seit der Einfiihrung der Relativitdtstheorie hat der Begriff der Transformationen zwischen
Inertialsystemen spezielle mathematische Strukturen angenommen. So geben zwei nach-
einander ausgefiihrte Transformationen aus dem Satz von Transformationen P wieder eine
Transformation aus P. Auflerdem gibt es zu jeder Transformation aus P genau eine inver-
se Transformation, die wiederum in P liegt. Der Satz von Transformationen P formuliert
somit eine Gruppe, in der die Gruppen-Multiplikationsregeln durch die Verkniipfungen
der Transformationen festgelegt sind.

Allgemein versteht man unter einer Gruppe G einen Satz von Elementen {g, h, ...}, wobei
jedem geordneten Paar (g,h) von Elementen ein Produkt gh in P zugeordnet wird, so
daf} die folgenden Gruppen-Axiome erfiillt sind:

L. (9192) 95 = 91 (9293)-
2. Es gibt ein Element e € G , so dafl eg = ge = g fiir alle g € G.
3. Fiir jedes Element g € G gibt es ein Element g~ € G , so dafl g~'g = g9~ ! = e gilt.

Eine Gruppe heif3t abelsche oder kommutative Gruppe, wenn iiberall in G gilt gh = hg.
Andernfalls spricht man von einer nicht-abelschen Gruppe.

4.1.1 Morphismen und Darstellungen

Die Abbildung einer Gruppe G auf eine Gruppe D(G) heifit homomorph bzw. stellt einen
Homomorphismus dar, wenn jedem Element g € G eindeutig ein Element D(g) € D(G)
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zugeordnet ist derart, daf folgendes gilt
gh > D(g)D(h) = Di(gh). (4.1)

Unter einer Darstellung einer gegebenen Gruppe G versteht man einen Homomorphismus
dieser Gruppe auf eine andere Gruppe G, die durch Matrizen realisiert ist. Normalerweise
ist die Gruppe G eine bekannte oder einfachere Gruppe, iiber die man dann mehr von der
eigentlichen Gruppe G erfiahrt.

Die einzelnen Darstellungen kann man in reduzible und irreduzible Darstellungen unter-
teilen. Handelt es sich um eine kompakte Gruppe, ermoglicht eine reduzible Darstellung
D(g) fiir alle g eine Schreibweise in der Block-Diagonalform:

D'(g) 0 0
D(g) = 0 D*g) O : (4.2)
0 0 Dg)

Andernfalls heifit die Darstellung irreduzibel. Jede Gruppe verfiigt {iber eine unendliche
Anzahl von Darstellungen, die aber alle aus irreduziblen Darstellungen konstruiert werden
konnen. Zur Erlduterung des Begriffs der Darstellung betrachtet man zum Beispiel die
Lorentzgruppe. Die Lorentzgruppe ist eine Gruppe von Transformationen. Das bedeutet,
daB es zu jedem Gruppenelement eine Lorentztransformation L(g) gibt, so daf§ folgendes
gilt:

@ = Li(gu*, a = L(gu (4.3)
mit
(W) = (uut,u? u®)T und (z') = (a° @', a? a)7. (4.4)
Dabei bleiben skalare Produkte invariant:
v — L(g)u, v — L(g)v, uv = (L(g)u)(L(g)v). (4.5)

Per Definition des Produktes g, g, zweier Gruppenelemente wird dieses abstrakte Element
der Produkt-Transformation L(g;)L(g2) zugewiesen:

g1 < L(g1), g2 < L(g2), 192 <> L(91)L(g2)- (4.6)
Das Einheitselement e der abstrakten Gruppe gehort zu der Identitdts-Transformation
E = L(e) und das inverse Element ¢! von g gehort zu der inversen Transformati-

on L(g7') = L7'(g). Nimmt man nun die abstrakte Gruppe als Anfangsobjekt, stellt
die Zuweisung g — L(g) eine Realisierung der abstrakten Gruppe als eine Gruppe von
Transformationen, die auf einen Raum wirkt, dar. Diese Zuweisung, die die folgenden
Eigenschaften hat:

¢ — L), g2 — L(92), 9192 — L(91)L(g2), e — id, (4.7)

charakterisiert, per Definition, eine allgemeine Gruppen-Wirkung. id stellt die identische
Transformation des Raumes dar. In dem obigen Fall ist der Raum ein Vektorraum und
die Realisierung geschieht durch lineare Transformationen des Vektorraumes. Eine lineare
Realisierung der diskutierten Art wird Darstellung der Gruppe genannt.
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4.1.2 Liegruppen und Liealgebra

Im folgenden sollen die Begriffe Liealgebra und Liegruppen eingefiihrt werden. Dazu wird
zundchst der Begriff der Mannigfaltigkeit benttigt. Man nennt eine Menge M eine Man-
nigfaltigkeit, wenn jeder Punkt von M eine offene Umgebung U; hat, fiir die es eine stetige
eindeutige Abbildung ¢; auf eine offene Untermenge U, des R"™ gibt. M ist mindestens
lokal so wie der R™ und hat die Dimension n. Unter einer Liegruppe versteht man eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit, die lokal wie der R™ ist.

Wenn eine Liegruppe von mehreren Parametern «; abhéngt, lassen sich ihre Elemente
schreiben als

U = e/ (4.8)

Dabei werden die Generatoren mit J; bezeichnet. Die obige Exponentialfunktion bildet das
Bindeglied zwischen der Liealgebra und der Liegruppe. Damit die Elemente U eine Grup-
pe bilden, muf§ das Produkt zweier Gruppenelemente ebenfalls ein Element nach (4.8)
ergeben. Diese Bedingung fordert fiir den Kommutator zweier Generatoren

[Ji, ;) =i fijk Jk- (4.9)

Uber die Vertauschungsrelationen der Generatoren wird die der Liegruppe zugrundeliegen-
de Liealgebra eindeutig charakterisiert. Die Koeffizienten f;;; bezeichnet man als Struk-
turkonstanten.

4.2 Rotationsgruppe SO(3)

Der einfachste Vertreter einer nicht-abelschen Liegruppe ist die Gruppe SO(3)'. Unter
der Rotationsgruppe versteht man die Gruppe der homogenen linearen Transformationen

Z' = RZF (4.10)

eines euklidischen dreidimensionalen Vektorraums in sich selbst, die Ldnge und Orientie-
rung erhalten.

4.2.1 Darstellungen der Gruppe SO(3)

Im folgenden werden einige Darstellungen der Gruppe SO(3) mit ihren Generatoren vor-
gestellt.

j = 0: Einzige eindimensionale Darstellung, die auch triviale Darstellung genannt wird,
da die drei Generatoren alle null sind

J =0 (4.11)

!Die Matrizen des Eichfeldes sind Elemente der Gruppe SO(3).
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j = 1: Dreidimensionale Darstellung, die mit definierender Darstellung bezeichnet wird.
In dieser Darstellung wird jedem Gruppenelement eine reelle, orthogonale 3 x 3
Matrix zugeordnet. Aufgrund der Orthogonalititsforderung, R RT = 1, sind nur
drei der neun Matrixeintrdge frei wahlbar. Bezeichnet man die freien Parameter mit
1, P2 und @3, besitzt die Drehmatrix die folgende Form

R = exp (i <piJi>. (4.12)

Die Generatoren haben die folgende Form

00 O 0 01

Jp = 00 -1, Jo= 0 00 ],
01 0 -1 00
0 -1 0

Js = 1 0 0]. (4.13)
0 0 0

Da diese Darstellung mit
(J)je = —c€ijk (4.14)

iiber die Strukturkonstanten festgelegt wird, stimmt sie mit der adjungierten Dar-
stellung iiberein.

Die fundamentalen Vertauschungsrelationen fiir die Generatoren der Drehgruppe
lauten:

[Jis il = €iji i (4.15)
Die Drehmatrix kann umgeschrieben werden zu
R = 7, (4.16)

wenn man die drei Drehwinkel ¢; zu einem Vektor ¢ = np zusammenfaflt. Dabei
beschreibt 7 den Einheitsvektor in Richtung der Drehachse und ¢ den Drehwinkel
um die entsprechende Achse.

Geht man iiber zur Quantenmechanik, so verwendet man statt J die hermiteschen
Operatoren J' = 4J um so eine unitire Form der adjungierten Darstellung zu be-
kommen:

R = e %7 (4.17)

Fiir die hermiteschen Generatoren gilt

(T = —iein, (4.18)
[Jz-l,le] = ZEZJ]{,J,; (419)
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j = %: Zweidimensionale Spinor-Darstellung, die die Pauli-Matrizen als Generatoren be-
sitzt, J =1/20

o (V) = (V) e (1) am

4.3 SU(2)

Die Matrizengruppe SU(2) bildet die spezielle unitdre Gruppe in zwei Dimensionen. Fiir
die komplexen 2 x 2 Matrizen mit den Eigenschaften

U'U = 1  und  detU = 1, (4.21)

findet man die folgende Form

U = ( e ; > , (4.22)

mit

la> +b* = 1. (4.23)
Wie bei der Gruppe SO(3) hat man zwei komplexe Zahlen a, b und eine Bedingung (4.23)
und somit drei unabhéngige reelle Parameter.

In der Spinor-Darstellung wahlt man als Generatoren die Pauli-Matrizen und erhalt fiir
die Gruppenelemente

U = 397 (4.24)

Obwohl SO(3) und SU(2) die gleichen Liealgebren haben, unterscheiden sich ihre Grup-
penelemente um einen Faktor 1/2 im Exponenten

R = e WY U = e 297", (4.25)

Die Konsequenzen sind, daf§ fiir einen Winkel ¢ = 27 einerseits R(27) = R(0) = 1 gilt,
andererseits U(27) = —1 folgt. Das bedeutet, da§ die Gruppe SO(3) eine 27-Periodizitét
besitzt, wohingegen die Gruppe SU(2) eine 4w-Periodizitit aufweist. Die beiden verschie-
denen Elemente U(0) und U(27) aus der Gruppe SU(2) werden auf ein Element, ndmlich
auf das Einselement, der Gruppe SO(3) abgebildet. Das heifit, dafl der Kern des Homo-
morphismus’ SU(2) — SO(3) aus zwei Elementen

1) (0 51 w20

besteht, die die Untergruppe Z, bilden. Mathematisch lautet die Beziehung zwischen
SO(3) und SU(2):

SO@B3) = SU(2)/2s. (4.27)
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Wichtig fiir die Teilchenphysik ist die Aussage, dafl die Gruppe SU(2) keine Spiegelungen
beschreibt. Weiterfiihrende Informationen finden sich zum Beispiel in [29] oder [53].

Es gibt noch eine weitere Moglichkeit, die Elemente der Gruppen SO(3) und SU(2) in
Zusammenhang zu bringen. Die Methode, die diesem Verfahren zugrunde liegt, ist zuriick-
zufiihren auf HAMILTON (1843), der bei der Suche nach einer Erweiterung der komplexen
Zahlen die Quaternionen entdeckte [29]. Dabei wird jedem Vektor eine 2 x 2 Matrix zuge-
ordnet. Das Resultat ist ein Zusammenhang zwischen der Tensor- und Spinor-Darstellung:

, 1 ,
kj = k jrrt
RY = ST (o* U0 UT)
= %Tr(akUajU_l). (4.28)

Ersetzt man in der obigen Gleichung die Pauli-Matrizen durch die Generatoren 27, folgt
Gleichung (2.35) fiir die Eichfeld-Matrix V.

Natiirlich ist es auch umgekehrt méglich U in Form von R auszudriicken, da fiir jede 2 x 2
Matrix M die folgende Identitdt gilt

o,Mo, = 2TcrM -1 — M. (4.29)
Multipliziert man die folgende Gleichung mit o,
R,o0, = Uos, U = Uo,U™" (4.30)
ergibt sich mit (4.29)
R,o,0, = U(TU-1-U"). (4.31)
Bildet man schliellich die Spur, fiihrt dies zu
2(Tx(U))*> = 2(1+ Tr(R)) (4.32)

und damit auf

v o~ 41t Buwouy (4.33)

2/1+Tr(R)
4.4 Gruppenintegration

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit einigen allgemeinen Eigenschaften von invarianten
Integralen iiber kompakte Liegruppen. Dabei werden speziell fiir die Gruppe SU(2) einige
Integrale explizit berechnet. Solche Integrale spielen in dem noch folgenden Kapitel 5 eine
grofle Rolle bei der Hoppingparameter-Entwicklung. Zudem lauft jede Reihenentwicklung
der Zustandsfunktion auf eine Integration {iber die Eichgruppe hinaus. Die kommenden
Abschnitte bilden die Grundlage fiir Rechnungen dieser Art.
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Fiir jede kompakte Liegruppe gibt es ein Integrationsmafl mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

/de(U) = /de(UOUUl) = /de(U—l), (4.34)
/ U = 1. (4.35)

Dabei ist U das Gruppenelement {iber das integriert wird, f(U) ist eine beliebige Funktion
von U und Uy und U~ sind willkiirlich festgelegte Gruppenelemente. Insbesondere fiir
die Gruppe SU(N) reprisentiert U eine unitire N x N Matrix mit Determinante eins?.
Im folgenden soll es um die Berechnung von Integralen des Typs

I = /dU Ui, -~ -UinjnUk’l}l X -Uk’w}lm (4.36)

gehen. Die Matrixindices von U bzw. U~! sind in dem obigen Integral explizit gekenn-
zeichnet. Fiir solche Integrale kann man eine erzeugende Funktion

W(J,K) = / dU ™VUHKUTY) (4.37)

mit beliebigen N x N Matrizen einfiihren. Integrale, die von der Form (4.36) sind, erhilt
man aus W (J, K) durch Differentiation

I = < o .0 o_ .. 0 W(JJ())

. . 4.38
(9Jj1i1 8Jjnin 6Kl1k1 6Klmkm ( )

J=K=0

Wegen der Invarianz des Gruppenmafles erhélt W die folgenden Symmetrie-Eigenschaften:
W(J,K) = W(K,J)=W U, 'JU, U7 KU,). (4.39)

Die erzeugende Funktion erfiillt ein wichtiges System von Differentialgleichungen. Wegen
UU ! =1 hat man

0o 0

W(JL,K) = & (4.40)

2Auch die Elemente der Gruppe SO(N) sind Matrizen dieses Typs.



52 KAPITEL 4. EINIGE ASPEKTE DER GRUPPENTHEORIE

Zudem gilt

G,
det — K) = 1 4.41
et =W (J, K) , (4.41)

da die Determinante einer SU(N) Matrix eins ist. Zusammen mit der Anfangsbedingung
W(0,0) = 1, (4.42)

geniigen diese Differentialgleichungen zur Bestimmung von W. Im Limes fiir grofle N ist
dieses Problem schon vor einigen Jahren von BROWER und NAUENBERG (1980) [12] und
BARS (1981) [10] betrachtet worden. Hier sollen diese Gleichungen iterativ in Potenzen
von J und K gelost werden. Auflerdem wird ein graphischer Algorithmus zur Berechnung
der Koeffizienten in dieser Entwicklung angegeben.

Zunichst wird die K-Abhingigkeit in W durch das Ausdriicken von U ! durch die Ko-
faktoren von U eliminiert

Uj' = (COf(U))z’j
1
D)) s

Usjr U

IN—1JN-1"

(4.43)

Man kann nun Gleichung (4.40) 16sen, indem man die Ableitungen nach K durch Ablei-
tungen nach J ersetzt:

W, K) = eT(Kelsm)w (g (4.44)
W(J) = W(J,K=0) = /dUeT”U. (4.45)

Fiir die Entwicklung von W (J) braucht man die Invarianzbeziehung (4.39), die sich jetzt
schreiben 148t als:

W(J) = W(U;'J0). (4.46)

1978 hat M. CREUTZ bewiesen, dafl jede analytische Funktion von J, die die obigen
Symmetrieeigenschaften erfiillt, nur von der Determinante abhéngt [16]. Man kann deshalb
J als Potenzreihe in der Determinante von J entwickeln:

w(J) = i a; (detJ)" . (4.47)

i=0
Wegen der Normierung des Integrationsmafles gilt
a = 1. (4.48)

Man kann nun eine Rekursionsformel fiir weitere a; aufstellen. W (J) muf} die folgende
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Differentialgleichung erfiillen:

0
det = \W(J) = W(J). (4.49)
oJ
Eine aufwendige kombinatorische Rechnung von M. CREUTZ [17] ergibt

<det %) (det J)F = (Z(J;]f—l_)'l)' (det J)F . (4.50)

Aus den Gleichungen (4.47), (4.49) und (4.50) erh&lt man

i — 1)!
a; = (i(—l-N——)l)!ai_l' (4.51)

Diese Gleichung wird mit (4.48) geldst durch

2131 (N — 1)!
“T GG N ) (4.52)

SchlieBlich lautet die Potenzreihe fiir W (J):

W) = Zz_f!_'_'(;g{vjv__l)l!)!(deu)i. (4.53)

=

Die Determinante einer Matrix kann durch den antisymmetrischen e-Tensor ausgedriickt
werden:

1

detJ = ﬁ €iyin Ejroin Ji1j1 o

INJN*

(4.54)

Um die Ableitungen in (4.38) berechnen zu kénnen, bietet sich eine graphische Notation
an. Dabei werden Gruppenelemente durch gerichtete Linien dargestellt. In Abbildung (4.1)
reprdsentieren nach oben gerichtete Linien Faktoren von U und nach unten gerichtete Li-
nien Faktoren von U~!. An den Linienenden stehen die Matrixindices der entsprechenden
Elemente. Die Abbildung (4.2) zeigt wie das allgemeine Integral (4.36) in dieser Notation
aussieht.
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S
oyl

Uy = U,' =

Abbildung 4.1: Graphische Représentation von U und U~! nach M. CREUTZ [17].

jl ]n kl km

Abbildung 4.2: Graphische Reprisentation des Standardintegrals (4.36).

Das Kronecker-Delta-Symbol §;; wird durch eine ungerichtete Linie gekennzeichnet, die
die Punkte ¢ und j miteinander verbindet und ist in Abbildung (4.3) zu sehen.

In der Entwicklung der Gruppenintegrale treten sehr oft Produkte von e-Termen auf. Ei-
nige wichtige Identitdten sind:

€i1oviy €ipoviy = N! y (455)
€ii1in_1 €ji1inoy = (N - 1)' 51’3’ y (456)
€igir-in_s €kl i1-in_a — (N - 2)' (5zk (5]'[ - 5il 5]k) . (457)

Das obige Verfahren ermoglicht einem nun die Berechnung der Gruppenintegrale, in-
dem die gerichteten Linien in der Abbildung (4.2) durch Vertices und ungerichtete Linien
ersetzt werden, um so ein Ergebnis in Form von e- und §-Termen zustande kommen zu
lassen. Dabei wandelt man zun&chst alle nach unten gerichtete Linien mit Hilfe von Glei-
chung (4.43) in nach oben gerichtete Linien um. Gibt es in dem Integral zu Beginn eine
groflere Anzahl von nach unten gerichteten Linien im Vergleich zu den nach oben gerichte-
ten Linien, ist es sinnvoll zunichst alle Richtungen umzudrehen. Dieses simultane Andern
der Pfeilrichtungen wird durch die Gleichung (4.34) ausgedriickt. Wenn alle Linien die
gleiche Richtung haben, benutzt man die Gleichungen (4.53) und (4.54), um das Integral
in eine Summe von antisymmetrischen Tensoren zu zerlegen. Wie leicht zu erkennen ist,
verschwindet das Integral automatisch, wenn die Anzahl der Linien kein Vielfaches von
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N ist.

51']' = 3
Abbildung 4.3: Graphische Représentation des Kronecker Symbols.

€ipoviyy, — \q

Abbildung 4.4: Graphische Représentation des antisymmetrischen Tensors.

Nimmt man an, dafl es Np Linien gibt, wobei p eine ganze Zahl ist, kann (4.36) graphisch
durch die Abbildung (4.5) dargestellt werden.

P .. \P
. _ 213! (N—1)! < '
( T T T ) T (el (p+N-1)! ( ) + Permutationen

Abbildung 4.5: Graphische Entwicklung des Standardintegrals (4.36).

Betrachtet man die Gruppe SU(2), sind in der Summe iiber die Permutationen alle topo-
logisch verschiedenen Arten, wie die Gruppenindices zu Paaren von Vertices zusammen-
gefafit werden konnen, enthalten. Die Vorgehensweise ist dabei die folgende: Zuné&chst
verkniipft man die unteren Indices auf jede erdenkliche Weise. Dabei ist zu beachten,
daf zu jeder Permutation der unteren Indices die gleiche Permutation der obigen Indices
gehort. Ein Mischen der verschiedenen Verkniipfungen fiihrt nicht zu topologisch unter-
schiedlichen Permutationen. Sie werden daher in der Summe aus Abbildung (4.5) nicht
beriicksichtigt. Speziell fiir die Gruppe SU(2), in der der antisymmetrische e-Tensor nur
zwei Indices hat, gibt es in der obigen Summe genau (2p)!/(p!2?) Terme.

Ein Beispiel ist die Berechnung des Integrals [ dU U, ;, UIC:_]l-1 Ui,j» Uk;}z. Es gilt mit (4.43)

Uk_l}l = €t EklsUtsa (458)

Uv];;_;2 = elgueknguv- (459)
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Die Verwendung von Abbildung (4.5) liefert

1
-1 -1 _
/ dU Uiljl Uklll Uizjz Ukzlz = 6 €l1t 6k13 Elzu Gkgv ( €i1t Gigu 6]'13 6]'211

+ €i1i2 €tu Ej1j2 €sv

+ €i1u €tin €j1v 63]'2) . (460)
Unter Ausnutzung der e-Identitédten (4.55), (4.56) und (4.57) ergibt sich schliefilich:

/dU Ui1j1Uk_1%1 Uizszk;}2 (6i1l151'1k16i2l25]'2k2 + 62’2!16]'2/6151'1125]'1’62)

| = W =

(52'11151'179252'2125]'2791 + 5i2115j1k15i1125j2k2) . (461)

Dieses Ergebnis kann man auch aus den nachstehenden Uberlegungen erhalten. Da die
0-Distributionen anfianglich nur durch eine ungerade Anzahl von e-Vertices verkniipft
werden konnen, ist es unmoglich, dafl ein Kronecker § die Indices 7; und i; oder j; und j,
miteinander verbindet. Man kann daher schon schlieflen, dafl das Integral folgende Gestalt
haben muf:

I = a <5i1l161'1k16i2l26]'2k2 + 62’2!16]'2/6162'1!25]'1/02)
+b (52'11151'179252'2125]'2791 + 5i2115j1k15i1125j2k2) . (462)

Die Koeffizienten erhélt man durch Multiplikation mit d;,z, und Ausnutzung der Abbil-
dung (4.6).

1
/dU Ui1j1 Ul;l}l = N 5j1k15i1l1 (463)
ik )
_ 1
o a8
11 Il

Abbildung 4.6: Graphische Reprisentation des Integrals [ dU U;,;, Uk_jl.

Die Berechnung des Integrals [ dU U;, ;U %lUizszk; }2 mit der oben genannten graphi-
schen Methode funktioniert so fiir die Gruppe SU(2) ohne Probleme [17]. Die graphische
Reprisentation ist in Abbildung (4.7) zu sehen.

Eine Schwierigkeit tritt erst auf, wenn man das niachsthéhere Integral berechnen will. Auf
analytischem Weg ist diese Rechnung zwar etwas langatmig, fiihrt aber zum Ziel und man
erhilt:
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[ U Ui, Uy 1, Uiy Uy,

o ki g2 ke

i L i2 ly

: -

N M (Y
(\JU \U))

(YY)

_|_

(YN N M

=

Abbildung 4.7: Graphische Entwicklung des Integrals [ dU Ui,y Uy, }1 Uiy, Uy, }2 fiir die
Gruppe SU(2).

/dU Ui1j1 Uk—1%1 Uizjz U};L Uis]'sUk__o}g -
1
6
1
24

Versucht man das Integral graphisch zu 16sen, gibt es, wie schon oben erwdhnt, Proble-
me bei der Bestimmung der Koeflizienten. Die graphische Représentation des Integrals
[dU U;,;,Ui 3 Uiy, U1, Uia s Uy, st in Abbildung (4.8) zu sehen. Multipliziert man diesen
Ausdruck mit §;,x, und benutzt die Abbildung (4.7), so erhdlt man das Gleichungssystem
aus Abbildung (4.9). Wie man durch eine Rechnung sieht, lassen sich die Koeffizienten
hieraus nicht sinnvoll bestimmen. Dieses gelingt fiir allgemeines N, nicht jedoch fiir N = 2.
Verantwortlich hierfiir sind die speziellen Eigenschaften der Gruppe SU(2). Nutzt man
die folgende, nur fiir SU(2) geltende, Gleichung aus

5i1l15i2l25i3l35j1k15j2k25j3k3 + Permutationen

Oivty 0igly Oigly O s ky Ojoks Ojsk, + Permutationen. (4.64)

€j1j2js Ckikoks = 5j1k15]'2k25]'3k3 - 5j1k1512k35]'3k2 - 5j1k25j2k1513k3 +
!
évj1k25]’21635]':«’,161 - 5]'11635]'27925]'3791 + 5]'17935]'27915]'3792 =0, (465)
und ersetzt die entsprechenden Terme in dem durch die Abbildung (4.9) dargestellten

Gleichungssystem, so erhélt man das analytische Ergebnis (4.64) mit A = =, B =
und C' = 0.

24
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Abbildung 4.8: Entwicklung des Integrals [ dU U;,;,Uy1, UsyjyUs 1, Usgja Ul
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Abbildung 4.9: Bestimmungsgleichung fiir die Koeffizienten des Integrals
[dU Uille,;l}l Ui, js Uk;}z Uiastk;}y

In meinen Rechnungen sind die auftretenden Integrationen Integrale iiber mehrere V'’s.
Da sich jedes V nach Gleichung (2.35) zerlegen 148t in einen Teil, der proportional zu U
und einen Teil, der proportional zu U~! ist, erhdlt man Integrale, die mit den anfangs
beschriebenen Mitteln berechnet werden kénnen. Die Integrale iiber mehrere V’s ergeben
dabei Integrale iiber die doppelte Anzahl von U’s und es wird somit immer schwieriger,
sie zu berechnen. Da die Matrizen V' der Gruppe SO(3) angehdoren, entspricht eine Inte-
gration iiber V' der Integration iiber die Gruppe SO(3). Schaut man sich die Herleitung
der oben angegebenen Regeln in dem Artikel [17] an, so stellt man fest, daf} es keinen Un-
terschied macht, ob man die Gruppe SU(3) oder SO(3) betrachtet. Es ist also einfacher,
die auftretenden Integrale {iber V' direkt auszurechnen und sie nicht erst in Integrale tiber
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U zu zerlegen. Dabei nutzt man aus, daf3

vt = vyt (4.66)
gilt.
Mit dieser Methode ergeben sich die folgenden L6sungen:
/ dUuvetr = o, (4.67)
a1b azb 1
/dUV etz — 3 OayasObibs s (4.68)
1
/dU Va1b1 Vazbzva3b3 — 6 €a1azas Ebibrbs (469)
1
/dU Valbl Va2b2 Va3b3 Va4b4 - g (5a1a25a3a45b1b25b3b4 + 5a1a4éaza3 5b1b4552b3)
1
_ﬁ (501025030451)11)451)21)3 + 5010450203 5b1b25b3b4) )
(4.70)
/ dU v yebyashsyab et yosss — g Lop 1 (4.71)
1207 4077 60" '
Dabei ergeben sich 77, T, und T3 nach Abbildung (4.6) wie folgt:
Tl = 5a1a25a3a45a5a65b1b25b3b45b5b6 +eee (472)
T2 = 5a1a25a3a46a5a65b1b25b3b66b4b5 +oeee (473)
T3 = 5a1a2 50304505065b1b65b2b35b4b5 Tt (4'74)

4.5 Gruppen-Charakter-Funktion

In diesem Abschnitt sollen einige Aspekte iiber die Charakter-Funktion aufgegriffen wer-
den. Bezeichnet man mit j eine unitdre Darstellung einer kompakten Liegruppe G, so sind
die zugehorigen Matrizen, die die Gruppenelemente U reprédsentieren, gegeben durch

DUN(T). (4.75)
Unter dem Charakter von j versteht man die Funktion
x(U) = T (DO)). (4.76)
Bei 1 hat diese Funktion den Wert
xi(1) = dj, (4.77)
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und entspricht damit der Dimension der Darstellung j. Fiir SU(2) werden die irreduziblen
Darstellungen mit j = 0,3,1,2,... bezeichnet und besitzen die Dimensionen d; = 25 +1.
Charaktere sind invariante Funktionen bzw. Klassen-Funktionen beziiglich der Gruppe.

Das bedeutet
x;(VOV™Y = x;(U), UV eaq. (4.78)

Eine besondere Bedeutung kommt den unitdren irreduziblen Darstellungen und ihren
Charakteren zu. Im folgenden wird mit G der Satz aller nicht-dquivalenten, unitéren,
irreduziblen Darstellungen von G bezeichnet. Sind ;7 und £ aus G, gilt wegen der Ortho-
gonalitdt der Charaktere

[Wx @) = 5 (4.79)

4.5.1 Integrationsregeln

Von den Gruppen-Integrationsregeln aus Kapitel 4.4 lassen sich mit Hilfe der Charakter-
Funktionen allgemeinere Regeln ableiten, die Integrationen iiber grole Graphen stark ver-
einfachen [44]. Unter einem Graphen G versteht man eine Abbildung, die jeder Plaquette
P eine Darstellung rp zuordnet. Die Anzahl der Plaquetten in einem Graphen wird durch
|G| definiert:

Pelgl & rp#0. (4.80)

Im Zusammenhang mit der in Kapitel 5 folgenden Starkkopplungsentwicklung treten Gra-
phen auf, wobei diesen Graphen Plaquetten bestimmter Darstellung zugeordnet werden.
Dies fiihrt zu Integration {iber Plaquett-Variablen. So gilt zum Beispiel bei einem recht-
eckigen Graphen fiir die innere Integration iiber U

/dUdfTr(le) di Tr (U™'Vs) = d;Tr (ViVa). (4.81)

Graphisch ist diese Integrationsregel in Abbildung (4.10) zu sehen. In dem obigen Fall

JdUu Y AU AV = Viy AV

Abbildung 4.10: Graphische Darstellung der Integrationsregel (4.81).

befinden sich die Plaquette-Variablen in der Fundamentaldarstellung, was durch d; ge-
kennzeichnet ist. Fiir die Gruppe SU(2) ergibt die Gleichung (4.81)

/ dUT(UV) Tr (U™'V,) = %Tr(vlvz). (4.82)
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Natiirlich 148t sich die obige Integration auch mit den Regeln aus Abschnitt 4.4 16sen.
Die Rechnungen sind etwas aufwendiger, fiihren aber auf das gleiche Ergebnis wie Glei-
chung (4.82).

Allgemein gilt die folgende Regel fiir die Integration zweier Charakter-Funktionen

[ WO W) =y (W), (489

Dabei nutzt man zum einen aus, daf§ die Integration
[ = s (4.89)
keinen Beitrag gibt, wenn nicht die triviale Darstellung enthalten ist, was mit Glei-

chung (4.35) iibereinstimmt. Im Fall SU(2) gelten die folgenden Matrixdarstellungen fiir
die Gruppenelemente:

xo(U) = 1, (4.85)
x1(U) = Tx(U), (4.86)
x1(U) = Tx(V). (4.87)

Zum anderen kann man das Quadrat zweier Charakter-Funktionen in der Fundamen-
taldarstellung zusammenfassen zu






Kapitel 5

Hoppingparameter-Entwicklung

Die Behandlung von Fermionen auf dem Gitter ist seit jeher ein grofies Problem. In
der reinen Eichtheorie konnen Korrelationsfunktionen numerisch mit Hilfe von Monte-
Carlo-Methoden berechnet werden (siehe Kapitel 7). Bei Pfadintegralen, die Grassmann-
variablen enthalten, ist dieses zunéchst nicht mdéglich. Gelést wird das Problem, indem
man zuerst die Fermionen ausintegriert, wodurch sich das Pfadintegral in einen Aus-
druck verwandelt, der nur noch bosonische Variablen enthélt. Dieses kann dann mittels
Monte-Carlo-Verfahren simuliert werden. Die benotigte CPU-Zeit ist allerdings trotz der
Nutzung von Parallelrechnern sehr hoch. Um mehr iiber die Dynamik der Fermionen zu
lernen, sucht man einen analytischen Weg zur Berechnung der Effekte von dynamischen
Fermionen auf physikalische Observablen. Eine sinnvolle Alternative zur Stérungstheorie
bietet sich in einer Entwicklung um den Hoppingparameter K = 0 an. Der Hoppingpa-
rameter beschreibt die Kopplung zwischen den Feldern benachbarter Gitterpunkte. Da
diese Entwicklung nur legitim fiir kleine Werte von K ist, was einer groflen Masse M)
entspricht, befindet man sich weit entfernt vom Kontinuumslimes der fiir My = M., er-
reicht wird. Wegen der Analogie zur statistischen Mechanik wird diese Entwicklung in der
Literatur oft als Hochtemperatur-Entwicklung bezeichnet.

Im Limes K = 0 ist die Theorie ,exakt“ l6sbar und die fermionische Wirkung
1 —a .,
- b
K [ Ve ) vl 3 (VIS (=) 9hs] b (50)
p=1
]- —a a —a a
= 5> {¢y Sya 2 — Kby M2 ng} (5.2)
z,y
reduziert sich auf eine Summe nicht-wechselwirkender Terme

S = 5 S v (53)
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Die Zustandsfunktion faktorisiert somit in ein Produkt von Zustandsfunktionen, die nur
von einem Gitterplatz abhdngen:

[12.=)Y, 2z = /dq/;e—%@“w“. (5.4)

In dhnlicher Weise faktorisieren auch die Greenschen Funktionen.

Bei den nachfolgenden Rechnungen beschrénke ich mich bei der Hoppingparameter-Ent-
wicklung zunéchst auf den Fall 8 = 0. Dies fiihrt dazu, dafl die Eichwirkung

Sg=> -8 {ﬁ (TeUp + TeURY) — 1} (5.5)

P

keinen Beitrag liefert.

Im folgenden soll der Boltzmann-Faktor in ein Produkt iiber Kanten (zy) geschrieben
werden. Dies erfordert eine Anpassung der Fermionmatrix My, .. Dabei ist darauf zu
achten, dafl jede Kante nur einmal gezdhlt wird. Legt man nun zwei benachbarte Punkte
z und y auf dem Gitter fest, kann man zunichst offen lassen ob x grofler oder kleiner
als y sein soll. y ist grofler als z, wenn der Differenzvektor nur positive Eintrége hat. Mit
Hilfe der Majorana-Eigenschaft (A.1) und den Majorana-Rechenregeln aus [38] 148t sich
der Wechselwirkungsteil der Fermionwirkung wie folgt umformen:

Su = ——ZZ{ TV (L) 00+ 4 (V)0 (1) ¥} (5.6)
= —KZZ{ VeV (1+7) ¢b}——KZZ{ o (=) w}
(5.7)

Die Gleichung (5.7) kann mit der Einfiihrung der Fermionmatrix M als eine Summe {iber
Paare (zy) benachbarter Gitterpunkte =,y mit y = z + aji geschrieben werden:

K=o . .
Sw = —K Z{ yvza: 1+’YM)1/}2:} = _? Z 1/}yMy1l:] z’ mit (58)
<zy> <zy>
4
M2 = 23 byoran Vi (L4 7,)- (5.9)
p=1

Beschriankt man sich auf den Fall y gréfler x besteht die Fermionmatrix nur aus einem
Term der proportional zu d ., ist. Da sie damit eindeutig festgelegt ist, verzichte ich in
den nachfolgenden Rechnungen auf den Zusatz des §-Symbols in der Fermionmatrix. Bei
der Summenbildung iiber die Gitterpunkte z und y kommt nun jede Kante (zy) genau
einmal vor und zwar fiir den Fall y = = + aji.
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5.1 Supersymmetrisches Modell ohne Farbe

Fiir die allgemeine Struktur ist es sinnvoll, sich zunéchst mit einem vereinfachten Modell
zu beschiftigen. Die nachfolgenden Uberlegungen beschriinken sich daher auf eine super-
symmetrische Yang-Mills-Theorie ohne Farbe auf einem zweidimensionalen Gitter. In der
Wirkung entfillt damit die Summation iiber die Farbindices und die Integration iiber die
Farbgruppe SU(2):

z; = / [ do (@) [[ e #7@¥@ ] eFromwar (5.10)

z z <zy>
/Hd% He § b ¥a(@)Carin (o) T e Shem vsPselvlve@) | (5.11)
z,0 <zy>
mit o € {1,2,3,4}. Dabei ist Ds, definiert durch
> Co M. (5.12)
k

Das Produkt H<zy> steht fiir ein Produkt iiber alle Kanten auf dem Gitter, ohne Dop-
pelzdhlung. Fiihrt man eine Reihenentwicklung fiir die erste Exponentialfunktion durch,
so bricht diese, wegen der Grassmann-Natur der Fermionen, nach dem dritten Term ab.
Man kann maximal vier verschiedene 1,’s auf einem Gitterplatz haben. Aus dem gleichen
Grund ergibt die Entwicklung des zweiten Terms nach Potenzen von K nur Beitrédge bis
zur Ordnung K*:

/ [Téva(o)
XH(l__Z% P)Cpntn(@) + 5 3 Ya(0)Cathelm) Yo () Conin(2))

6 JE5PX

X H <1+ Zd)r TO' ya )wa(x)

S a0 Dasv, 252 45 0) Dy, 210

><¢e( )Dep(y, )¥5(2)
L Z Va(Y)Das(y, ©)s(x) ¥3(y) Dis(y, 2)s(x)

’IB );Y)J’é’@’{-’o.'

XYe(y)Dep(y, ) () ¥ (y) Dis (y, x)l/)a(x)) . (5.13)



68 KAPITEL 5. HOPPINGPARAMETER-ENTWICKLUNG

Mit Hilfe dieser Entwicklung ergeben sich unterschiedliche Graphen G zu den einzel-
nen Ordnungen von K. Unter einem Graphen versteht man eine Kollektion von Kanten,
die einen nicht-verschwindenden Beitrag zur Zustandsfunktion geben. Dabei sind Multi-
plizitdten der einzelnen Kanten erlaubt. Somit stellen die einem Graphen zugeordneten
Kanten eine Abbildung in die natiirlichen Zahlen dar, wobei die Abbildung gerade der
Multiplizitat entspricht. Es bietet sich daher noch eine etwas andere Schreibweise fiir die
Zustandsfunktion an:

G|
2 = [TanTlPeenS (5) @) TT vaDasabiato)

<zy>€EG
(5.14)
Dabei ist
P(y(z)) = e_%Zi,B:N/’aCanB(“’) (5.15)
2
= 1T + g (5 V) (5.16)
und
1
c(G) = <m£[€Gm(x,y)!, (5.17)

wobei m(z,y) die Multiplizitat einer Kante (zy) in dem Graphen G angibt. Mit |G| wird
die Anzahl der Kanten in einem Graphen angegeben.

5.1.1 Ordnung K°

Der leere Graph G = () fiihrt zu einem Integral, bei dem man vier ‘s an jedem Gitter-
punkt hat!.

N = [TLdvale) P (@) (5.18)

4

= /d¢1(x)d¢2($)d¢3($)d¢4($) (1 _% Z Ya(2)Captp(z)

a,f=1
b D Yal@)Casts @) b (2) o))
a,B,7,0=1
= 5 [ W@t dine) 3 vale)Castale) (2)Crsta(a)
a,B,y,0=1
= 508 [ dur(e)dbala)dun(o)dbale) a(o)a(o)i (@bl
= -1 (5.19)

!Da es keinen Farbindex gibt, existieren insgesamt vier verschiedene 1)’s.
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Eine alternative Form, das obige Ergebnis zu erhalten, besteht in der Benutzung der
Formel (A.10). Fiir die Zustandsfunktion gilt dann:

HN0 NY = (-1)". (5.20)

5.1.2 Ordnung K?
Der Graph der Ordnung K? besteht aus zwei Kanten:

G, @@

N, — / iy ()i () s () () i ()l ()i () (1)
< (= 5t Casts@) (38 W)Crots(w))

1(2
e > ¥a(y)Dss(y, 2)v5(x) 5 (y) Dys(y, 2)¢b5(z) (5.21)
&,8,74,0=1
1(2

= T{ — (D11D3y — D13Ds;) + (D13D2y — D23 D14) + (D31 Dyg — Dy Do)

— (D33Dys — DagDsa) } (5.22)
_ 12 12 34
_ Z DaaDyj |kl — €] [l — €24 (5.23)

@,&,8,8

Das Auftreten der e-Tensoren liegt an der Entwicklung von

T3 = 1 — ey + Ysths £ O(bbth). (5.24)

Der Ausdruck el — €3} stimmt exakt mit der Ladungskonjugationsmatrix Cyg iiberein.
Im folgenden werden daher sdmtliche e-Tensoren in Form von C-Matrizen geschrieben.
Fiir N, gilt dann:

ml»—\

2
— Y DaaDgy; CapCls. (5.25)

ay&’,@yg

Da es fiir die Plazierung von N, auf einem zweidimensionalen Gitter mit Volumen V'
genau 2V Moglichkeiten gibt, erhélt man fiir den Beitrag zur Zustandsfunktion:

N,

N? = 2V Z,®(Gs). (5.26)

Zy, = (H N0> QVN, = N/722VN, = 2VZy—
rZGa
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5.1.3 Ordnung K*
i 0@ @@

N = Ny(z,y) No(v, w) (5.27)

G} besteht aus zwei Teil-Graphen. Fiir den ersten gibt es wieder 2V Méglichkeiten. Der
zweite Graph darf den ersten weder beriihren, noch direkt auf ihm liegen. Deshalb gibt
es fiir diesen nur (2V — 7) Moglichkeiten. Das Produkt muf schliefilich noch durch zwei
geteilt werden, um eine Doppelzdhlung gleicher Graphen zu vermeiden.

2V(2V —7) , N}
7 = fzoﬁé (5.28)

AN =

N2 = / i () () s ()l () i () () () ()
X2 S a(y) Daalts 2)ale) ¥5(u) Dy, 2)s(2)

a’l@ 171616’5’;?’5

X 5 (y) Dy (y, 2) ¢y () ¥5(y) Dss(y, ©)¢s(z) - (5.29)
K4

~ 334 Z~ ~€a/375E&B&SD&a(y’$)Déﬁ(y,x)D%(y’x)DSJ(y’x) (5.30)
a’/B”Y’J’&’IB’:Y’J

Ahnlich wie fiir G, gibt es genau 2V Moglichkeiten fiir die Verteilung von G auf einem
Gitter mit dem Volumen V.

72 = Z2V®(G2) =2V 7N (5.31)

2
NO

¢i:- OO @
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= [T e @t (550we) (G560e)

4

KZ
X ? Z ¢a(y)Da&¢&($) ¢ﬂ(y)DﬁB(ya$)¢é(m)
a,B,&,6=1
KZ
< | 5 Z ¥3(2) Diy (2, 9)y(9) U5(2) Dss (2, 9)¥s (y) | (5:32)
¥6,7,6=1
K4
= a Z €apyé Dad(y,m)DgB(y,m)D:Y’Y(Z’y)DSJ(z,y)
a,3,7,9,&,8,7,0
X C35C=5 (5.33)

Man kann G3 auf sechs unterschiedliche Arten darstellen. Auf einem Gitter mit Volumen
V gibt es somit 6V Moglichkeiten.

7= Z6VO(GE) = 6V 7y (5.34)
0

Berechnet man die Anzahl der obigen drei Moglichkeiten fiir zwei ,,Doppelbonds®, so
erhilt man (2V2 + V') Méglichkeiten. Dieses Ergebnis stimmt mit der Anzahl der kom-
binatorischen Moglichkeiten fiir die Verteilung von zwei ,Doppelbonds* auf einem Gitter
mit dem Volumen V iiberein: &;/71) + 2V.

e

[ T dvalio) dvalw)vae)dvatw)

X 5 (v) Dss (v, w)bs(w) ¥5(z) Dgz(z, v)vh5(v)

K4
= - Z Da&(y’m)D’Yﬂ(w’y)D’yJ(an)DBS(x’U)
a!ﬂ’v’ﬁ’&)B)’?)g
X C&BC;YSCQBCw (5.35)

G4 188t sich V mal auf einem Gitter mit Volumen V verteilen.

N4

Zi = Z,Ve(G)) = VZ0N4

(5.36)
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Fiir K* ergibt sich damit insgesamt:

Z = Zo{®(G:)’V(2V —7)+ ®(G}) 2V + ®(G}) 6V + ®(G}) V}.  (5.37)

5.1.4 Berechnung der freien Energie

S

Zy = Zo | 1+2V8(Gy) + V(2V = 1)®(G,)* + 2VP(GY) + 6V &(G)) + VO(GY)

=A
+ O(K®) (5.38)
InZ; = InZ +1n(1+A):A—1A2+1A3+0(A3) (5.39)
f \/‘9 2 3 ’
=0
= 2VO(G,) +V(2V — 1)®(G,)? + 2VO(G3) + 6VO(G3) + VI(G))

1

—5(2V)2<I>(G2)2 + O(K?®) (5.40)
InZ

% = 20(G,) +2®(G3) + 62(G3) + ®(G}) — T(G2)* + O(K®) (5.41)
Die freie Energie wird definiert durch F' = —anZf und ist demnach gegeben durch den

folgenden Ausdruck:

F = ®(G,) (T9(Gy) — 2) — 28(G3%) — 60(G3) — (Gy) + O(K®).  (5.42)

5.1.5 Ordnung K°

Im Fall K¢ gibt es wieder mehrere Moglichkeiten fiir die einzelnen Graphen. Zunéchst tra-
gen drei , Doppelbonds®, die sich nicht beriihren, zur Ordnung K°® bei. Bei der Abzihlung
dieser Graphen auf einem Gitter mufl man drei Falle unterscheiden:

e Zwei der drei ,,Doppelbonds“ liegen nicht nebeneinander und befinden sich auch
nicht im Abstand von einem Gitterpunkt zueinander:

e 6o oo

Die Anzahl der Moglichkeiten diese Graphen auf einem Gitter zu verteilen betragt
dann 52V (2V — 7 — 14 — 2)(2V — 14).

e Zwei der drei ,Doppelbonds®“ befinden sich im Abstand von einem Gitterpunkt

zueinander:
[ I [ N )
o o
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Diese Graphen kann man auf 3; 2V 14 (2V —13) Arten auf einem Gitter mit Volumen
V verteilen.

e Zwei der drei ,,Doppelbonds“ liegen nebeneinander:

Fiir diese Graphen gibt es 5; 2V 2 (2V — 12) Méglichkeiten.

Insgesamt ergibt sich damit fiir Z¢:

L [((V)? , 232 N}
A <T_14V +5V ZOFS" (5.43)
KG
= 13 Y DaaDyiCasCas | | D DayDsiChiCi
8,8, 787,
X Z~D65D¢$CE¢C€¢; : (5.45)
61¢1E’¢

Man kann auch einen Graphen konstruieren, bei dem alle drei ,,Doppelbonds®“ mitein-
ander verkniipft sind:

RN BN BN BN

Dafiir gibt es 18V Moglichkeiten. Zusédtzlich zu diesen Graphen gibt es noch 4V Moglich-
keiten fiir den folgenden Graphen:

G%i.iui.

Da dieser jedoch keinen Beitrag zu ® gibt, gilt:

N2
7 = 18V20¢>(G§):18VZOF3. (5.46)

0
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N2 = [ 1] dvale) dvalu)dba(o) dent) (55()0(0)) (50 )0(w)

a
4

(B S D0, )50) v 0Dy 0,505 0))
&,6,4,6=1

Kﬁ
~ TE12 Z €apys €446 Daa(y,$)D53(y,x)DM(v,y)D6~6(v,y)

a,B,7,6,6,8,7,8
X Ds5(w,v)Dsz(w, v) Cy5C.5. (5.47)

Beriihren sich nur zwei der drei ,Doppelbonds“, so gibt es dafiir genau 6V (2V — 10)
Moglichkeiten.

G OO0 6O

Zy = (12V% - 60V)Z,®(Gy) (5.48)
N4

= (12V? — Zy—2 4

(12V2 — 60V Z, N (5.49)

Ny = NZ-N, (5.50)

Weitere Graphen, die sich aus drei ,,Doppelbonds® konstruieren lassen, gibt es auf einem
zweidimensionalen Gitter nicht. Es besteht jedoch noch die Moglichkeit, einen vierer Bond
mit einem ,Doppelbond“ zu kombinieren oder aber ein Quadrat aus einzelnen Bonds in
Kombination mit einem ,Doppelbond“ zu verkniipfen.

G- 0 @@
Fiir diesen Graphen gibt es 2V (2V — 7) Moglichkeiten.
Zy = (4V? —14V)Zy®(G}) (5.51)
= (4V? - 14V)Zo%i (5.52)

N = N} N, (5.53)
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-33
oo

Z§ = (2V? —12V)Zy®(GY) (5.54)
NG
= (2V2—-12V)Zy-& N (5.55)
N¢ = N} N, (5.56)
28
N7
Zi = 8VZOCI>(G2):8VZOF65, (5.57)
0
N = [ TT o) b)) )i (5700t

4

< T Y a0 Dasly ms(a) () Dy, 9)95(0)

@,8,7,8,8,8,7,6=1
X Ya(v) Dyg(v, w)z(w) 15 (x) Dsg(z, v)Y5(v)

K2 &

x> %a()Daslay)¥5(y) ¥4(a)Dysla, y)5(y) (5.58)
6,8,4,0=1
K6
= _1—28 Z €afvé Dad(ya .T)D,yg(w, y)D&S(v, w)DﬁB(x, 1))
o,0,7,0
X Ds,(a,y)Dss(a, y) 0650%05!50’75 (5.59)

31

N8
78 = AVZ,®(G}) =4V 7,2

N (5.60)
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N = [ ] dvale) dval)dba(v) dun(w) (50()06@) (550)00))

(6]

XK?Q > walw)Dys(w, y)us(y) 3 (w)Dss(w, y)ws(y) (5.61)

BA,6=1
K6
= 1% > €aprs €443 Daa(y, @) Dag(w, y) Dss(v, w)Dgs(x, v)
a,ﬁ,7,6,6,~,'"y,5
X D:Y’Y(w’ y)DSJ(w’ y)caﬂc'yﬁ (562)
Z(K°) = (Gl) <2V) +0O(V2,V) (5.63)
= Z(9(Ga))’ (2V) +0O(V3,V) (5.64)

Die Terme, die in den einzelnen Graphen auftreten, sind denen im nachfolgenden Ab-
schnitt sehr dhnlich. Die expliziten Rechnungen verlaufen daher analog.

5.2 Supersymmetrisches Modell mit Farbe

Nimmt man nun, ausgehend von dem bisher betrachteten Modell, die Farbe als zusédtz-
lichen Parameter hinzu, so kénnen sich an einem Gitterpunkt statt vier verschiedener
¥’s nun zwolf Majorana-Spinoren gleichzeitig aufhalten®. Die Integration in (5.11) wird
deshalb zu einer Integration iiber zwolf v’s:

Z; = /dU H d;/)g(x)He—%EaW’”)’/’“(”) H o5 Lagan Ve (¥) Daj(y:2) ¥h(2) (5.65)

a0 z <1‘?|J;
= / dUHdwzmHP(w(x))Z(%) ) I vewDiy )5 (@),
B ’ (5.66)

mit o« € {1,2,3,4} und a,b € {1,2,3}. Die Matrix D2} ist definiert durch

> CorMgh. (5.67)
k

2Es gibt wegen der Dirac-Indices vier verschiedene v’s, die jeweils in drei unterschiedlichen Farben
auftreten kénnen.
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Die einzelnen Graphen entsprechen den unterschiedlichen Ordnungen in der Entwicklung
der beiden in der Zustandsfunktion auftretenden Exponentialfunktionen. Die Vorgehens-
weise ist dabei wie folgt: Zun&chst betrachtet man die Entwicklung des Wechselwirkungs-
terms. Die Anzahl der Majorana-Fermionen die aus der ersten Exponentialfunktion stam-
men, wird dann entsprechend erginzt, so daf sich an jedem Gitterpunkt des Graphens
zwoOlf Fermionen befinden. Jetzt kann man sich ausgehend von der Entwicklung iiberlegen,
wie die ¢’s aussehen, die aus dem Wechselwirkungsterm stammen. Dieses Verfahren wird
am Beispiel von N, erlautert.

Eine andere Moglichkeit, die einem mehr algebraischen Zugang entspricht, besteht in
der Berechnung von Majorana-Erwartungswerten mittels Quelltermen. Dadurch entfallt
eine explizite Entwicklung der ersten Exponentialfunktion und die Methode erscheint ma-
thematisch eleganter. Die entsprechenden Berechnungen hierzu finden sich in Kapitel 3.
Zunichst ist es jedoch physikalisch anschaulicher, wenn man die Majorana-Fermionen
aus der Entwicklung der Exponentialreihe anschaut, um so einen Eindruck iiber die
vorhandenen Farbkombinationen zu bekommen. Diese Entwicklung wird durch die Glei-
chung (A.19) beschrieben. Daran kann man zum Beispiel fiir den Graphen N, ablesen, dafl
die zwei Fermionen, die sich jeweils an dem Gitterpunkt x und y befinden, zum einen die
gleiche Farbe haben miissen und zum anderen entweder durch -+ 1o oder —t314 (plus
Permutationen) dargestellt werden kénnen. Mit der Ladungskonjugationsmatrix, bei der
nur die Eintrage C5 = 1, Cy; = —1, (34 = —1 und C43 = 1 von null verschieden sind,
wird dieses Verhalten exakt beschrieben.

Im folgenden wird mit Nf der Wert eines Graphen vor der U-Integration angegeben.

5.2.1 Ordnung K°

Der leere Graph fiihrt in diesem Fall auf ein Integral, bei dem sich zwdlf ¢’s an jedem
Gitterpunkt befinden:

A 1 /1 6 3 6
5 = 5 (5) (Z_;wws—wm>
_ / ALyl dytdy2dydy3dydy dyddysdy?
R N e
_— (5.68)

Integriert man den leeren Graphen iiber U, so ergibt sich nach (4.35):

/dUNO = -1, Zy = (-1)V. (5.69)
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5.2.2 Ordnung K*?

In der zweiten Ordnung gibt es, genau wie in dem Modell ohne Farbe, einen Graphen der
einen Beitrag liefert. An den Gitterpunkten befinden sich jetzt allerdings statt zwei v’s
zehn 9’s:

N, = /Hdwa )dyg (y (—%Zac(x)l/)c(x)) %<—%Zid(y)¢d(y)>

c=1

><— Z > Va(y) Dab(y, )b () 5 (y) Dis(y, 2)¢5 ()

a,B,7,0 a,b,c,d
- Z ZDQB Y,z 75(3/,1') Ca’yCﬂJ
a,B,v,0 a,b
K? b )
= _? Z Z(CM;z)aﬂ(CM;z)’yﬁ Ca'yCﬂJ
a,B,v,0 a,b
KZ
= 5 2 D (CMEC)as (C*M3)as
’161716 ab
- S SO (4
’161716 ab
= Z > Tr{My C(M)*C}. (5.70)
’161716 ab

Sowohl die Spur wie auch die Transposition wirken nur auf die Dirac-Indices. Transpo-
niert man die Fermionmatrix beziiglich ihrer Dirac-Indices und multipliziert sie dann von
beiden Seiten mit der Ladungskonjugationsmatrix, ergibt sich:®

C(MT)*C = 2C(1+~)"CV®
= 2(C*+CyjC) V™. (5.71)

Unter Ausnutzung von Gleichung (A.6) und (A.7) erhilt man daraus:

CMM)*C = —2{(1-)V*"}
= —M®. (5.72)

3Der Ubersichthalber fehlt die (hier irrelevante) Summe iiber y in den folgenden Rechenschritten.
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Dabei wird M analog zur Fermionmatrix M definiert, jedoch mit negativem pu:

4

M® = 23 (1—7,) V™ (5.73)
p=1
Fiir N, folgt mit (5.72): i
\; _ ab 1 rab
Ny = —— ;Tr(M M), (5.74)

Die Spur iiber die beiden Matrizen M und M ergibt sich zu:
Tr(M®M®) = 22Tr {(1+7,)(1 —7,)V*V*}
= 4Tr {1 — Y+ Y — 'yi} yabyab
4Tr {1 -1} = 0. (5.75)

N, gibt somit keinen Beitrag. Desweiteren erkennt man, dafl Graphen mit sogenannten
Spitzen keinen Beitrag geben. Damit ist folgendes gemeint: Hat man bei einem Graphen
eine einlaufende Linie in Richtung g und mufl ohne Umwege wieder in diese Richtung
zuriick, so ergibt dieser Graph keinen Beitrag, da dann das Produkt (1++y,)- (1 —7,) be-
rechnet werden muf}; was nach (5.75) null ergibt. Die sich daraus ergebenden graphischen
Verfahren werden ausfiihrlich in den n&chsten Ordnungen von K erldutert.

5.2.3 Der total antisymmetrische Tensor vierter Stufe

Das Ausrechnen des obigen Graphen ist deshalb so einfach, weil es zu jeder D-Matrix je
eine C-Matrix gibt. Die Summation iiber alle Dirac-Indices fiihrt schliefflich zur Bildung
der Spur iiber die Fermionmatrix. Bei den Graphen héherer Ordnung treten allerdings,
wie schon im vorangegangenen Kapitel gezeigt, nicht nur C'-Matrizen, sondern h&ufig
auch e-Tensoren auf. Damit wird die Symmetrie, die durch die Multiplikation der La-
dungskonjugationsmatrix mit einer D-Matrix entsteht, zerstort. Eine Zusammenfassung
der entsprechenden Terme gelingt jetzt nicht mehr. Da sich die Eintrage der C-Matrix
auf 0, 1 und —1 beschrianken, liegt es nahe, fiir den Levi-Civita-Tensor eine Darstellung in
Form von (zwei) Ladungskonjugationsmatrizen zu suchen, die die Indices des Levi-Civita-
Tensors tragen. Nach einigen Experimenten ergab sich die nachstehende Gleichung:

€afys — _CaﬂC'yJ + Ca'yCﬂJ + CaJC'yﬂ- (576)

Die Giiltigkeit dieser Gleichung 148t sich zum Beispiel mit den Grassmann-Integrationsre-
geln fiir Majorana-Fermionen aus Kapitel 3 bestitigen, wenn man die Farbindices vernach-
l4ssigt. Die Gleichung (3.46) stimmt dann mit der obigen Gleichung (5.76) iiberein. Diese
Gleichung ermoglicht einem nun die explizite Berechnung der Graphen héherer Ordnung.
Da jedoch mit den Gleichungen (3.43), (3.44) und (3.47) einfachere Verfahren zur Losung
des Integrationsproblems zur Verfiigung stehen, wird in den folgenden Rechnungen auf
diese zuriickgegriffen, ohne allerdings auf die anschauliche Bedeutung der Integration zu
verzichten.
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5.2.4 Ordnung K*

Der einfachste Graph der Ordnung K* besteht aus zwei Graphen Gs:

i @@ @ ©®
z Y v w
N} = N,-N, = 0. (5.77)

Der zweite Graph, der zur Ordnung K* gehort, besteht aus vier iibereinanderliegenden
Kanten:

N2 = / Hd¢“(x)d¢“(y)e IRV @) -3 S5 W W )

’aK4 ) ) ) )
X251 O Vaw)Dg (v )W (x) ¥(y) Dy, ) ()
o,By,8

% Y2 (y) D (y, 2)y< (2) ¥ (y) D2 (y, )y (x)
- 384 Z D(y,x Bﬂ(y’m)D’Eﬁr(y’x)Dgg(y’x)
/ Hdwa Y (x) 9(z) Yd(x) e 3 T V@V @)

x / TT e (o) 92 ) 5 (y) 62 () 9i(y) e 57 W0 (5.78)

Mit Hilfe der Integrationsregeln fiir vier Majorana-Fermionen (3.44) ergibt sich fiir die
Integration iiber di(z) und dy(y):

N = 5 z Dii(y, ) DY, (y, @) DE5 (y, @) Dl (y, @) eafing €lds. (5.79)

ab d
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Der in der Gleichung vorkommende e-Tensor wurde in Kapitel 3 in der Gleichung (3.46)
definiert. Damit ergibt sich fiir das Produkt zweier e-Tensoren:

\7 K* da b éc 1

N7 = Y DE(,@) DY (y,0) D5 (v,2) Dy,
B, ,8
a,b,---,ci

><{ CasC1Cia5Cls Oab Oea
—CopC6C557C 55 Oap O
— aﬂC'yJCaényB Oap 0,
—CayC55C35C Dac by
+CayCsCisyC5 G Opa O
+Ca70350&50,75 Oac Obd 5&(5 )
—CasCiysCa5C Dad Ore 035 0
+Ca507g0d:,055 Oad Obe 05z 0

+C&50’Y,3 0&5 C;?B 5ad évbc 5&J 555} . (580)

g

=l 3}
v

Durch Umbezeichnen der Indices und unter Ausnutzung der Transponierbarkeit der C-
Matrix (C;; = —Cj;) reduzieren sich die obigen neun Terme auf nur noch zwei Terme.
Diese werden im folgenden berechnet.

\ K* E : aa b éc 1

N42 = @ {3 Dda(y, l’) Dgl;-](ya x)D,w(y, 'T) Dgg(y’ 'T) CaﬂC’ﬂ;CdBC’yg 5‘117 5Cd 6&5 55(1
By 58
a,b,---,zi

—6 D&, (y,) D, (y, ) DE (4, ) DE(y, ) CagCosCaiCss San Gea B O3 |
(5.81)

[

ST

[

™R

8
N

Abbildung 5.1: Spinor-Notation zur graphischen Darstellung der Fermion-Integration fiir
den Graphen N;.

Ubersichtshalber kiirze ich in den nachfogenden Rechnungen die Summe iiber die Dirac-
und Farbindices mit ) piac ab. Damit ist eine Summenbildung iiber die in dem jeweili-

Colour

gen Ausdruck vorhandenen Indices gemeint. Diese konnen in den einzelnen Termen ver-
schieden sein! Die Schreibweise ist daher nicht ganz korrekt, fithrt aber aufgrund der
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detaillierten Rechnung nicht zu Mifiverstdndnissen.

\J K4 aa b éc
R = o DZ {3 (cM™C),, M (CMC)
Colour

—6 (CM™C) ., M2 M (CM¥C) By B b 0% )

& §

56 Mgg Oab Ocd 0 07

K* L i~
— ﬁ Z {3r]:1r<MaaMaa>rIwr(Mchcc)

Colour

—6Tr (MI;GM&GM&CMI;C) }

=0 (5.82)

Das Resultat der recht aufwendigen obigen Rechnung kann man einfacher durch ein gra-
phisches Verfahren erhalten. Dazu betrachtet man den Graphen N? und versieht die
einzelnen Kanten mit Spinor-Indices. Dies ist in Abbildung (5.1) zu sehen.

1) > 2) > 3) >
a) > 5) > 6) >
7 - 8) > ) >

Abbildung 5.2: Graphische Darstellung der Fermion-Integration fiir den Graphen G2 unter
Beriicksichtigung der Notation aus Abbildung (5.1).

Nach den Regeln fiir die Majorana-Fermion-Integration (3.44) ergeben sich fiir den Gra-
phen N? neun Terme, die in Gleichung (5.80) berechnet wurden. Graphisch entsprechen
die unterschiedlichen Terme verschiedenen Verkniipfungen der Spinor-Indices. Wie man
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aus der Abbildung (5.2) sieht, gibt es zwei verschiedene Graphentypen. Die Graphen 1),
5) und 9) entsprechen dem Ausdruck Tr(MM)Tr(MM) und geben somit keinen Beitrag.
Die anderen sechs Graphen 2), 3), 4), 6), 7) und 8) sind proportional zu dem Ausdruck
Tr(M M M M) und sind damit ebenfalls null. Man kann diesen graphischen Sachverhalt
auch so formulieren, dal Graphen generell keinen Beitrag geben, wenn sie solche Spitzen
enthalten, wie sie in Abbildung (5.2) zu sehen sind.

/ H dups( VA (v)dap (w) €3 Sier 9@ @)
X 6_5 Ze 11/) ( )'(be( ) 6_% E?:l Ef(u)'(bf (U) e—% 22:1 Eg(w)f(bg(w)

Z ¥4 (y) D2 (y, ©)¥a(z) ¥ (w) DB (w, ) ¥h(y)

X ¢s<v>Dz%<v, W)yl (w) Y () DX, v) 42 (v)

Z D% (y, z) D(w, y) D% (v, w) D (z, v)

ub d

x / T (o) () () b S ¥ 007

<[ [Tassvio) et 2o
/ HdW w) Y (w) e Ty ¥ W)
[T dwe (e () vi(w) e Za=s ¥ (whvetw) (5.83)

Mit (3.43) ergibt die Integration iiber die Majorana-Fermionen:

Z D22 (y, ®) DY (w,y) D (v, w) D3z, v)
ub d

XCaBCa(ng,yC 0= 5ad6bc56d (5.84)

76 ab
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Bei der U-Integration muf} jeweils {iber eine Kante und damit iiber ein V integriert werden:

N~ / dU, Vad / U, Vb / dU; Ve / AU, v, (5.85)

Da diese Integrale nach Gleichung (4.68) null sind, gibt der Graph G keinen Beitrag.

5.2.5 Ordnung K°

v w
z oy

. 5 T veln
Ng = /H‘wa )dapl (y)dl (v )d¢g(w)e—%ze:1w(m)w()

e AT W ) gL T T 0) o T, T ) )
K3 a al (64 Ci
XI5 > Yl (w)Da(w, y)vh(y) ¥ (w) D (w, v)s (y)

a,B,7,8,6,¢
a,b,c,d,e, f

x Y& (w) DES (w, y) vl (y)
= Z ¥ (y) D2 (y, 2)u% () 8 (v) D2 (v, w) (w)

ab d

x ¢§<x>D§§(x, 0)ufw)

- Z D2 (y,2) Di(w, y) D% (w, y) Did(w, y) DE(v, w) D(v,0)

ab f

/Hdw Yl(a) e F T T @@
. / H A8 (v) e (v) P (v) €73 Tom P00
/ Hdz/)“ w) S (w) ¥ (w) e e PR (L ()

/Hdl/)r (¢ ( )¢C( )d; ( Ye o 325 L e () (5.86)
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€ € Py9
P
&

& ajys

Abbildung 5.3: Spinor-Notation zur graphischen Darstellung der Fermion-Integration fiir
den Graphen G§.

1) < m 2) < 3) <
4) < 5) < 6) -
7) < 8) < m 9) « m

»
» »

Abbildung 5.4: Graphische Darstellung der Fermion-Integration des Graphens G§ unter
Beriicksichtigung der Notation in Abbildung (5.3).
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Mit Hilfe von (3.43) und (3.44) ergibt sich fiir die Integration der ¢’s:

M = 3 Z Dgi(y, z) DYs(w, ) DS (w, y) Dit(w, y) D (v, w) DI (v, 2)
ab f
X Ciy 0z Cep ey st el (5.87)

Wie auch schon bei dem vorangegangenen Graphen ergibt eine Integration iiber U keinen
Beitrag. Eine Moglichkeit dies zu verhindern besteht in der Auffiillung des Graphens mit
Plaquetten aus der Eichwirkung. Eine graphische Integration des Graphens zeigt jedoch,
dafl die Fermion-Integration null ergibt. Die insgesamt neun verschiedenen Beitrige, wie
sie in Abbildung (5.4) zu sehen sind, sind proportional zu

78 ab 3 rca A red A rdb ef nre
N¢ = T (MWMwmeMM) Tr (MwJ;MwJ;)
+eTr (M;ﬁM;‘;M;‘;M;ZM;{MJ;’) . (5.88)

Dabei sind die Graphen 3), 5) und 7) aus der Abbildung (5.4) proportional zu dem ersten
Term der Gleichung (5.88) und die Graphen 1), 2), 4), 6), 8) und 9) sind proportional zu
dem zweiten Term.

Wie auch schon die vorangegangenen Rechnungen gezeigt haben, gibt dieser Graph auf-
grund der auftretenden Spitzen keinen Beitrag und verschwindet somit schon allein wegen
der Fermion-Integration.

Ein weiterer Graph der von null verschieden sein konnte ist G3§.

G =0

z y

Hdwa dwa 6 5 Ze L0 (2)pe () 67%2;:1 Ef(y)'lﬁf(y)

Z e (y) D2 (y, )0 (y) ¥ (y) DY (v, )0 (v)

x ws(yws%(y, 2)5 ) Vi) Dig (v, )95 (v)
X Y (y) Det (y, 2)9E(y) w5 () DiS (v, 2)oh(y)  (5.89)
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v K aa ée / ge f
N = e Z D(y, =) DY, (y, ) DZ (y, ) Dis (y, z) D (y, ) D (y, 2)

a,B,: 4>
a,b,:

/H‘W z) Yb(2) Y2 (2) Y3 (x) YE(z) ) (z) €73 Tema ¥ @97 (@)

></Hd¢;:<y)¢g(x)¢g(x) (@) Yi(2) (o) Yl () 73 20 o)

(5.90)

1) 2) 3)

Abbildung 5.5: Graphische Darstellung der Fermion-Integration fiir den Graphen G§.

Die Integration iiber die Majorana-Fermionen ergibt mit (3.47):

N = Z D (y, ) DY, (y, ) DE (y, ) Diy (y, ) DEt (y, ) D (y, 2)

d bd b

bedf
+ Cae 5ae Eﬂc,ygqg Ca¢ 5af E%C»;l;g}

cdef bdef beef
{ Cai 05 € + Ciay Oz €l — Clag pgents

bcdf bédé
o+ Caz Gas €0 — Ca by e . (5.91)

Die obigen 225 Terme lassen sich mit Gleichung (3.46) durch Umsortieren der einzelnen
Ausdriicke und durch Umbenennungen zusammenfassen zu:

Ny = Z D (y, =) DY, (y, ) D (y, =) Dis (y, z) D (y, z) D (y, z)

cde bdé
X3-H CQIBnyJCed){ Caﬂ 5ab ~5”£ + 20&'7 BJ"{;

+2 Csz 0z ;cd6f¢} (5.92)
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Auswerten der unterschiedlichen Terme fiihrt zu:

15- KS

N = = —
6 6! - 64

> { (en0) M2y (0MF0),, Ml (CMeC) M

Colour
X 5ab 5cd 5ef 5&5 56(5 5éf
i 7 e dd p rée ff
+6 (CM**C) as Map (CM C)% Mgs Mse <CM C) ge
X Oab Ocd Oe f 055 Oze 07
—8 (CM™C) , M2 MZ, (CMJdC) ;

& 5y

(oM=0) ]
X Oab Ocd Oe f Oaz Opz O }

15K6 aa \ raa ¢c y rée ee 1 rée
= —Gred o { To(artere) Ir (arar) T ()

Colour

—6Tr (M&aM&a) Tr (MJcMécMéeMJe)
+8Tr (MI;aM&aM&eMJeMJcMI;C> }
~ 0. (5.93)

Auch dieses Ergebnis 148t sich einfach aus der graphischen Formulierung der Fermion-
Integration in Abbildung (5.5) ableiten. Daran erkennt man, daf8 es unmdglich ist die
einzelnen Kanten so miteinander zu verbinden, daf8 es kein Produkt (1 + v,) - (1 — 7,)
gibt. Insgesamt treten nur drei unterschiedliche Graphentypen auf, die den algebraischen
Ausdriicken

D = (@ +a-w)) (5.99)

2) = Tr((l + ')’u)(l - ’)’u)) Tr((l + ')’u)(l - ’Yu)(l + ’Yu)(l - ’Yu))’ (5-95)

3) = Tr((l + %) (1= %) (T +7.) (1 — ) (1 + 7)) (L — ”Yu))’ (5.96)
entsprechen.

5.2.6 Ordnung K8

In der achten Ordnung gibt es genau einen Graphen der von null verschiedenen ist und
auch ohne Korrekturen von Plaquette-Termen aus der Eichwirkung einen Beitrag gibt.
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Der Beitrag des Graphens Gg berechnet sich wie folgt:

/ [T dva(z)du? (y)dwe (v)dyl (w) ez Zo=r ¥ @07 ()
YT T W W) o~ S5 09 () = 8 B ) (w)

( ) 3 VD)) S D 2150
x wff(w)D‘iw (w, )2 (y) ¥ (w) D5 (w, )95 (y)
X E (w) D (w, v) Y (v) ¥ (w) DY (w, v) s (v)
X 45 (0) D3t (v, 3) Y () Pt (v) D (v, 2)d ()

( )ZDM v>) D (0, ) D (w, 4) D (w, )

Dirac
Colour

X Dée(w U)D(?f(w U)DZ,%(U,&?)D:%(U,CL')

abed _abéd _abéd _efrt
X €afiyd €apas Capis Cepor (5.97)

60—0"}/

o 0
pl |7 o] B
5 16 )

Py
———e (V
B

Abbildung 5.6: Spinor-Notation zur graphischen Darstellung der Fermion-Integration fiir
den Graphen Gjg.

Gleichung (5.97) liefert insgesamt 81 Terme. Analog zu den anderen Graphen kann man
sich wieder unter Zuhilfenahme der graphischen Methode iiberlegen, welche Terme von
den 81 {iberhaupt einen von null verschiedenen Beitrag liefern. Da alle Graphen mit
sogenannten Spitzen null ergeben, tragen alle Terme, die proportional sind zu Caﬂ, Cag,
Css, Caﬁ’ C,yg, Cep, Cpr oder Cyg, nicht zum Ergebnis bei. Dies kann man leicht mit der
in Abbildung (5.6) angegebenen Notation nachvollziehen. Es gibt dann nur 16 Graphen,

die einen Beitrag geben. Thre graphische Darstellung ist in Abbildung (5.7) zu sehen. Sie
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sind von der folgenden algebraischen Form:

Ng >~ Dk (y, z) DYy, v) D (w, y) Dl (w, )
- (5)

Dirac
Colour

{ Cory bac CM 8pa Cas O3 055 555 Cas 8ac Cgs 83 Cep Oer Copr 054
+Cay dac Cps Oba Caz 0az Cjs 03q Cay ae Cg 0pg Cer Oet Cpg O
+Cy 0ac C5 05 Car 825 O3 035 Ciag 02 Cs s 3 Cep Oer Copr Ot
+Cary Sac Css 08a Oy 02z Cgs 034 C s 0 Cy 03 Cer Oet Ciog S5
+Cay bac Cps Oba Ca 054 Csp 05z Cay 0ae Cps 03g Cep Oer Cpr Ot
+Cary dac Cps 0ba Caz 054 Cs 5 05: Caq 0ae Cps 0pg Cer Oet Cog O
+Cary Sac Cg5 042 Cs5 033 Cs O3z Cas 04 Cy 3 035 Cep Ber Cpr O
+Cay dac Cps Oba Cgs 5&& C"ﬁ Opz C&é 5&& nyﬁ 51;@ Cer et Cpg 07
+Cas 8ad Crg Gse Cas 8z Oz 033 Cas 8 Cgs 03 Cop Oer Cipr S5
+Cas 0ad Cyp Obe Caz az Cjs 03q Cay ae Cg 0pg Cer Oet Cpg O
+Cas 0ad Cyp Obe Caz 0az Cgs 044 Ca5 054 Csp 036 Cep Oer Cpr Ot
+Cab 8ad Cyp Ovc Car 825 Cgs 03 Ciag 82 Cs p 03 Cer et Cls O,
+Cus 0ad C»,g 0pe C - 5 5&J C~B 555 Cdry Oae Cﬁé 55(5 Cep Oer C¢T 5ft
+Cab Gad Cyp O Cz5 033 O 0 Cas 0ac Czg 83 Cer et Cls O,
+Cb 8ad Cyp O Cz 033 O 83s Ciag 82 Cs s 3 Cep Oer Cgr Ot
+Cb 8ad Cyp O Cy 033 O 03 Ciag 82 Cs 5 3 Coer Bt Clg 5fr}
4
= () 5 30 { e (g e v e (v i e )
— v (Mg N2 M, MY, MU NS NI M) | (5.98)

Im folgenden soll der Wert des Graphens fiir zwei bestimmte aber beliebige Gamma-
Matrizen v, und v, mit u # v berechnet werden.

Ny = (58> s> {2 1+7M)(1—%)(1—w)(1+%))]2

Colour
x VI Vi yatyae yibyibyeyi
-2° TT((l + ) (1= 7)1 = %) (1 + )
X (14 7)1 = 2)(1 = 7)1+ %))

% Vaa Vra Vbr Vbb Vbb th Vat Vaa} (599)

wy "wy Yy Yve wv ¥ wy



5.2. SUPERSYMMETRISCHES MODELL MIT FARBE 91

1) 2) 3) 4)
5) 6) 7) 8)
9 10) 11) 12)

13) 14) 15) 16)

Abbildung 5.7: Graphische Darstellung der Fermion-Integration fiir den Graphen Gg.

K3\
NS — <_> .8 Z { 24 ( 8) Vaa Vtavat Vaa 24 ( 8) Vbbvrbvbr Vbb

8 wvy Y wy wy ¥ wy
Colour

_28 32 Vaa Vra Vbr Vbb Vbb th Vat Vaa}

wv Ywy 'y “ve Y wu ¥ wy

(5.100)

Eine Integration iiber U ergibt mit den Gruppenintegrationsregeln (4.69)

Ny = K* Y { 32. / dU V@ b / dU vty / dU Vet / dU Ve yib

Colour
~16- / dU vea b / du vyt / dU vy / du v V‘“}

(5.101)
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32
Ng = K® Z { ? " Oab 57113 Otr 5&5 5&5 Ot 5&5 dab

Colour

16
e + Oab 5&5 Ort 5&13 56& Ort 513& 5ab}

= 16 K®. (5.102)

5.3 Graphen mit von null verschiedenem j

In diesem Abschnitt sollen Graphen betrachtet werden, die nur aus einzelnen Kanten
bestehen. Da eine Integration iiber U zwangsweise null ergeben wiirde, bendtigt man aus
der Eichwirkung Plaquette-Terme, um dies zu vermeiden. Das ist gleichbedeutend mit
einer Entwicklung der Eichwirkung in Abhingigkeit von der Eichkopplung 5. Im folgenden
findet daher eine Doppelentwicklung nach dem Hoppingparameter und der Eichkopplung
statt. Dabei werden Graphen bis zur Ordnung K® berechnet, wobei zu einer festen K-
Ordnung Graphen der niedrigsten Ordnung und der ersten Korrektur in £ beriicksichtigt
werden.

5.3.1 Ordnung K*, 2

Der einfachste Graph 1af3t sich aus vier Kanten bilden und wurde schon in dem letzten
Abschnitt durch G} berechnet:

N4 - 54 Tr Maii ME& Mbé Mba
4 — 16 ( yr vz Hwv wy)

= (1) (1= ) (1= ) (1))
X Tt (Vye VEVE Vi)

= 8K*Tr(Vyo Viy Vigoy Vi) - (5.103)
Damit dieser Graph einen Beitrag gibt, mufl er mit zwei Plaquetten aus der Eichwirkung
gefiillt werden. Dies ist in Abbildung (5.8) zu sehen. Eine Entwicklung der Eichwirkung
nach der Kopplungskonstante fiihrt fiir die Eichgruppe SU(2) zu:

oSl — efﬁzp{lféT‘l‘UP}
= 1-8 1—11&-(U ) +162 1—1Tr(U ) 2
B 2\ F 2 2 \F
3 4
—% B° <1 — %Tr(Up)> + 2—14 Bt (1 — %T&«(Uﬂ) 4oL (5.104)

In niedrigster Ordnung in 8 muB der Graph N? nach Gleichung (5.104) mit dem Term
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424 <

Vi Yvvy 442V,
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Abbildung 5.8: Graphische Darstellung des Graphens Gj. Die fett gezeichneten Linien
kennzeichnen V; — V}, die diinneren Linien stellen die entsprechenden Eichplaquetten dar.

L B2 (Tr(Up))? multipliziert werden, damit er einen Beitrag gibt. Fiir N ergibt sich dann:

2 4
Ny = 8K4%/HdUiﬁ(m1@1@va) (Tr(Up))”. (5.105)
i=1

Fiir die Losung dieses Integrals gibt es verschiedene Md&glichkeiten. Natiirlich ist es moglich,
das obige Integral mit den Gleichungen (2.35) und (2.14) in vier Integrale zu zerlegen und
jedes dann mit der Integrationsregel (4.61) zu 16sen. In Anbetracht der Tatsache, daf die
Integrationsregeln mit zunehmender Anzahl der U’s immer komplexer werden, wird hier
allerdings nach Kapitel 4 auf die Charakter-Funktion zuriickgegriffen.

In dem Integral (5.105) kann man eine Umbenennung durchfiihren, indem man folgende
U- bzw. V-Matrizen definiert:

U = Up, (5.106)
V o= WV (5.107)

Damit 148t sich das Integral (5.105) schreiben als:
N} = K* 52/dU (V) (Te(U))*. (5.108)
Mit der Charakter-Funktion folgt
N = K [ aUT) (L)
= K4ﬁ2/dUTr(V) (1+ Tx(V))

= K4ﬁ2/dU (Tr(V))”
= K*p% (5.109)
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Auf einem vierdimensionalen Gitter mit Volumen V gibt es 6 V' Moglichkeiten fiir die
Plazierung des Graphens Gj.

5.3.2 Ordnung K*, g*

Die erste Erginzung zu dem Graphen G4 erhilt man durch das Hinzufiigen einer weiteren
Doppelplaquette. Die Entwicklung der Eichwirkung ergibt nach Gleichung (5.104) einen

Faktor

1 4 4
ﬁﬂ (Tr(Up))". (5.110)

AAAAQL

YYyyvy AAAAp

YYyvvyy

Abbildung 5.9: Graphische Darstellung des Graphens Gi. Die vier fett gezeichneten Linien
bezeichnet man mit V' und die diinneren Linien stellen die vier Eichplaquetten U dar.

Dieser Graph G35, der in Abbildung (5.9) zu sehen ist, berechnet sich damit wie folgt:

5 4L 4 4
N; = 8K 3845 Tr(V)(Tx(U))
1

8 K* 54Tr(V)<1 +2Tr (V) + (Tr(V))2>. (5.111)

Fiir die U-Integration bleiben die folgenden zwei Integrale zu l6sen:

NP = 4—181(454 {2/dU (Tr(V))2+/dU (T‘r(V))3}. (5.112)

Das erste Integral ist schon aus der vorherigen Rechnung fiir den Graphen G bekannt.
Das zweite Integral ergibt sich mit den Gleichungen (4.69) und (4.55) zu:

/ v (Te(v))® = / dU Ve vy

1
= geabceabc = 1L (5113)
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Somit gibt es fiir den Graphen G5 das nachstehende Ergebnis:

1 1

— K'p*.3 = — K*'B* 114
K A3 = K5 (5.114)
Die néichsthéheren Korrekturen in 3 sind von der Ordnung 3® und werden nicht mehr

beriicksichtigt.

N;

5.3.3 Ordnung K% pg*

Der erste Graph der Ordnung K9 ist doppelt so grof§ wie G} und ist in Abbildung (5.10)
zu sehen. Die Berechnung des Graphens vor der U-Integration ergibt:

. K\° . ) " a . ;
Nl = <_> " D2 (y,2) D2(2,y) D (w, 2) D (w,0) D (v,m) D, 2)

Dirac
Colour

xCagéava,;éch’ 5 C 5 C 5rt05¢5ef
< (3) @ (me)y

K 6 aé nreé pgre nrér éa Ga
- <E> Zﬂ(Mszszvavaszzy)

Colour

< (L6 (e (e’

= (3) 2T - =)= R+ )

« Z Vac Vec Ve Ver Vea Vaa

mx Yom Ywv Ywz Vzy
Colour

X (%52> (Tr(Up,))*(Te(Us,)) . (5.115)

P, und P, kennzeichnen die zwei verschiedenen Eichplaquetten, die in dem Graphen G}
vorkommen.

N} = —24K°Tr V ngm{nv,gv Vay)
X < UP1 (UP2))2

= —24K°Tr (Vyo Vay Voo VTVTVT)

wv vm mx

< > Te(Up,))” (Tx(Up,))”

UK T ) (5 ﬁ2> (ToUe) (Te(Te). (5.116)

\/
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Abbildung 5.10: Graphische Darstellung des Graphens G§. Die drei durchgezogenen Linien
stellen Vi bzw. U; dar, wohingegen V5 und U, durch drei gestrichelte Linien gekennzeichnet
sind. Die gepunkteten Linien stehen stellvertretend fiir U und U~!.

Uy 2 und V; 5 werden in Abbildung (5.10) definiert. Bei der Eichfeldintegration geht man
nun so vor, dafl zundchst die inneren Links ausintegriert werden:

N} =  —24K® (% B2> /dU1 AUy dU (Te(UUL))* (Te(U'03))” Te(Va V)
— 24K (% fﬂ)z/dvl AU, dU (1 + x1(UU)) (1 + x1(U™'03)) Tr(Vi Ve)
_ g (% ﬁ2> 2 / 40, dU, dU (1 + o (UTY) xa (U-'a)) Te(ViVh)
_ ok (% B2>2/dUl dU, <1+ —xl(U1U2)> Te(V;V3)
o K (58 )/ a0 (14 3 (0) ™0
=  -24K° (% B2>2 / dU {Tr(V) + % (mv)f}
= e (Lp) [ao ko
_ oo (é 52>2§ ~ Llxeg (5.117)

Nach [9] gibt es fiir diesen Graphen G auf einem vierdimensionalen Gitter 60 V verschie-
dene Moglichkeiten der Plazierung.
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5.3.4 Regeln zur Berechnung von Graphen mit einzelnen Kan-
ten

Aus den obigen Graphen lassen sich einige allgemeine Regeln zur Berechnung von Gra-

phen ableiten, die aus einer beliebigen Anzahl von einzelnen Kanten bestehen. Die nach-

folgenden Regeln geben den analytischen Ausdruck fiir einen gewédhlten Graphen vor der
U-Integration an.

e Pro Kante gibt es einen Faktor K.

Generell hat der Graph ein Minuszeichen.

Fiir jede positive Richtung gibt es einen Faktor +(1 + vy,).

Fiir jede negative Richtung gibt es einen Faktor —(1 — ,).
Uber alle Dirac-Terme ist die Spur zu bilden:
Tr((1 4 72) (1 =) - +)- (5.118)

Ebenso bildet man die Farbspur iiber die zugehdrigen V-Matrizen. Dabei gibt es fiir
positive Richtungen je ein V und fiir negative Richtungen je ein V7:

Tr(VVT--). (5.119)

5.3.5 Ordnung K5, 3°

Die einfachste Moglichkeit einen Graphen der Ordnung K% und 3® zu konstruieren besteht
in dem Hinzufiigen einer Doppelplaquette in eine Hilfte des Graphens G}. Dieser Graph
G2, der in der Abbildung (5.11) dargestellt ist, ergibt sich zu:

N = 2K o st [ U U U (v ) (U ) (15U 1))’
1
x {1 2 (U U) + (xa (U Uz))Q}. (5.120)

Fiir die Integration iiber U gibt es vier Integrale, die von null verschieden sind. Fiir das
erste Integral gilt:

[ @ w)? = [ (mer)
— /deba V&ba Vdc ‘/2dc
ba dc1
— ‘/2 Vv2 §5bd5ac

1
= 3 Tr(Va V). (5.121)
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Abbildung 5.11: Graphische Darstellung des Graphens GZ. Die Bezeichnung der einzelnen
Kanten ist analog zu dem Graphen G2. Die durchgezogenen Linien stellen V; und U; dar,
die gestrichelten Linien kennzeichnen V; und U, und die gepunkteten Linien geben U und
U~ an.

Das zweite Integral {iber U ergibt

2 /del(U Ui (U T,) = gxl(U1 0y). (5.122)
Das dritte U-Integral lautet:
[@a@U) (@ 0)* = [0 ) TV V) TV )
_ / dU Vb yhe e e yrfe yfe
= VvV % €adf Ebee: (5.123)
Die vierte Integration
/dUl = 1, (5.124)

tridgt mit einem Faktor eins bei. Damit gilt fiir den Graphen G2

1
N2 = —— K%

35 /dU1 AU, Tr(V; Va)

1 2 1
X {1 + g TI'(sz VéT) —+ g TI'(Vvl ‘/2) + 6 €adf €bce Vvlba szdc ‘/2fe}' (5125)

Zunéchst soll die Integration iiber U; ausgefiihrt werden. Es gibt zwei von null verschiedene
Integrale. Das erste Integral berechnet sich zu

2 2
o= 5 [anmmw) = D [y
2 hg baa1 2 T
= 3%V gt = TRV, (5.126)
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Fiir das zweite Integral gilt:
1 . 1 0 rde <rfe
Illjl = 6 €adf €bce /dUl TI‘(Vi ‘/2) Vvlba ‘/2dc ‘/2 = 6 €adf €bce /dUl Vvlgh Vv2hg Vvlb ‘/2d ‘/Zf

1 .1 1 b~ rde <o fe
= & Cadf Chee V)9 Ve v gégbaah = g ot €pee VR VI V]C. (5.127)

Der Graph G2 besteht jetzt nur noch aus einem Integral iiber U,:

1 2 1 e
N62 = —@Kﬁﬂﬁ/dUQ {gTr(%VQT)'i‘1_8€adf€bce‘/2abv2dcv2 } (5'128)

Fiir diese beiden Integrale gilt:

2 2
B, = 5 [aenavh) = 5 [anve
2 1 2
= _'_5aa5 = o>
9 3 ™ 3
X = iE € /dU Vabydeyte — i.5 € 1e €
Us — 18 adf €bce 2V 2 2 — 18 adf €bce 6 adf €bce
1
= - 5.129
X (5.129)
Der Graph G2 lautet somit
1 2 1 1
N2 = — — KSpB8.(Z4+2) = — — K836, 1
6 s X P <3+3> s X P (5.130)

Einen weiteren Graphen der Ordnung K® und %, der von null verschieden ist, zeigt
die Abbildung (5.12). Mit den oben genannten Regeln berechnet sich dieser Graph zu:

N = —K°(=1)*Tr (1 + %) (1 + 7)1 = 7)1 = 7)1 = %)(1 + )
x Tr (Vi VIV Ve ViVa)
: <%2> (Tr(Ur,))*(Tx(Up,)) " (Tx(Ur,))°
= 16 K°*Tr (VIVIVIV,ViVs)

x <%52> (Tx(Up,))* (Tx(Up,))* (Tr(Us,)) . (5.131)

Die Integration iiber die Eichplaquetten teilen sich auf in drei innere Integrationen und
eine dufere Integration iiber den Rand des Graphens G32. Im folgenden sollen zunichst
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<

Abbildung 5.12: Graphische Darstellung des Graphens G. Die dicken Linien kennzeichnen
Vi — Vg und die diinneren Linien bezeichnen die zugehorigen Eichplaquetten.

die inneren Integrationen ausgefiihrt werden. Die erste Integration iiber U ergibt sich zu:
/dU(Tr(UU1U51U6))2(Tr(U1U1UQUlU1))2
- /dU(l i Xl(UﬁflUglUﬁ)) (1 + xl(U*IUleU’l))
_ /dU(l+X1(Uﬁ_lUglUﬁ)xl(U‘1U1U20_1)>
= 1+ % x1 (U U Us U ULU )
= 1+ % x1 (U0 U U UL, (5.132)

Die zweite und dritte Integration iiber U und U kénnen zu einer Integration iiber U
zusammengefaflt werden, wenn folgende Variablenumbenennung durchgefiihrt wird:

U := UU undU™! := U0 (5.133)
Es ergibt sich dann das folgende Integral:
~ ~ 2 ~
/dU(T‘r(UUglU41)> (1+ % (0105 UsthU3) )
. . 1 .
_ /dU(l + (00707 (14 30 (0705 G ) )
P T . 1
_ /dU(l + = (005 U7 )xa (07 U5 Usthl) ) = 1+ 5 (U5 U7 UF ' Us U D).
(5.134)
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Zum Schluff wird das Integral iiber den Rand des Graphens G¢ berechnet. Dazu fiihrt
man die folgende Notation ein:

= Uy U U U UL Uy, (5.135)
= VIVIVIVW . (5.136)

<

Damit ergibt sich

/dU(1 + % i (0))Tx(7) = /dU(1 + % (D)) Tx(7)

1, 1
= /dU§(Tr(U))2 =5 (5.137)
Somit berechnet sich der Graph G zu
2\* 1 1
NS = -16K® |[— ) = = ——K°p° 1
6 6 (8) 9 2ss &P (5.138)

Fiir diesen Graphen gibt es auf einem vierdimensionalen Gitter laut [9] 32 V' Moglichkeiten
der Plazierung. Der nichsthéhere Graph ist von der Ordnung 38. Da er zwei Grofienord-
nungen iiber dem kleinsten Graphen G} liegt, der von der Ordnung 3* ist, wird er nicht
mehr beriicksichtigt.

5.3.6 Ordnung K8, 32

Fiigt man zu dem Graphen Gy eine Doppelplaquette hinzu entsteht ein Graph G}, der
von der Ordnung K® und (32 ist.

[ - ]
<

Wyvy ALy
>
»

& 5 -

Abbildung 5.13: Graphische Darstellung des Graphens G}. Die dicken Linien kennzeichnen
die V-Matrizen und die diinnen Linien bezeichnen die Eichplaquetten.

Der Beitrag dieses Graphens, der durch die Abbildung (5.13) skizziert wird, lautet wie
folgt:

Ny = KS/dU{32 Tr(V) Tr(V) — 16 Tr(V V)} %2 (Tr(U))Q. (5.139)
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Die beiden auftretenden Integrale ergeben:

ho= [ (v ()’
— /dU (Tr(V))2+/dU (Te(V))® = 2, (5.140)

I, = /dUTr(VV) (Te(U))”
= /dUTr(V V)+/dUTr(V V) Tr(V)
_ 1+/dUV“”V”“V“

= ]-+_Eaceac
6 be Eb

= 1-1=0. (5.141)

Damit ergibt sich fiir den Graphen G}
52
Ny = 32K* 5 .2 = 8K8p32 (5.142)

5.3.7 Ordnung K8, g*

Die néchsthohere Ordnung in 8 ergibt sich, wenn man eine weitere Doppelplaquette in
den Graphen G} legt. Dieser Graph wird durch die Abbildung (5.14) skizziert.

[ - =)
<
<
<
Wvyvy 444N
>
>
»-
& -

Abbildung 5.14: Graphische Darstellung des Graphens GZ. Die einzelnen V-Matrizen sind
wieder durch fett gezeichnete Linien gekennzeichnet und die diinnen Linien stellen die
vier Eichplaquetten dar.

Der Wert des Graphens G§ berechnet sich mit den schon bekannten Integrationsregeln
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zu:

N2 = K8§14 8" / dU (32 Te(V) Te(V) — 16 Te(V V) ) (Te(V))*

_ K® %4 3 /dU (32 (Tr(V))® = 16 Te(V V)) (1 +2Tr(V) + (Tf(V))Z)
_ K 3%454 {32 / dU (Tr(V))” + 64 / dU (Te(V))* +32 / dU (Tx(vV))"

—16 /dUTr(VV) — 32 /dUTr(VV) Tr(V) — 16 /dUTr(VV) (Tr(V))Z}
_ K8§1454 <32+64+32-2—16+32—16-Z>
= g K® B (5.143)

Die letzte Integration wurde mit der Gleichung (4.71) auf folgendem Weg gelost:

/ dUTH(V V) (Te(V))” = / dU Vet yreyeeyd

1
= g (5ab 5cd 5ab 5cd + 5ad 5bc 5bd 5110 )

1
— ﬂ ((5ab 50(1 5ad 5bc + 5ad 5bc 5ab 5Cd)
1 1 )

Ein anderer Graph besteht aus zwei Teilgraphen G§, die beliebig auf dem Gitter ver-
teilt sein konnen:

N} = (K'B%)° = K*pB (5.145)

Bei der Abzihlung der Méglichkeiten fiir den Graphen G3 auf einem vierdimensionalen
Gitter gibt es zunichst 6V Maoglichkeiten fiir einen Teilgraphen Gj}. Fiir den zweiten
Teilgraphen gibt es (6V — 1 — 52 — 20) Maoglichkeiten, da dieser nicht auf dem ersten
Teilgraphen liegen darf, den ersten Teilgraphen an keiner Ecke beriihren soll und keine
Kanten der beiden Graphen iibereinanderliegen diirfen. Damit gibt es fiir den Graphen G
auf einem vierdimensionalen Gitter 6V (6V —1—52—20)/2 = 3V (6V —73) Moglichkeiten.

Beriihren sich die beiden Teilgraphen G4 an einer Ecke ergibt sich der in Abbildung (5.15)
dargestellte Graph G§. Die Fermion-Integration an den Ecken des Graphens ergibt jeweils
einen Faktor Cyp dqp. An der Stelle wo sich vier Kanten treffen ergibt die Integration den
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e-Tensor €2%%;. Fiir diesen Graphen Gy gilt dann:

\ K2 ° ad b cé 1
= () X oD 05 )

Dirac
Colour

x DE(z,y) Dyy(z, w) DI (w, v) D% (y, v)

¢
X C35 03408y Obe Cs5 0a Cep Oer Cpp 0rp Cgz 0 57 63556;
) 2
x <%> (Te(Up,))* (Tr(Up,)) . (5.146)
p q
z
X y
\ w

Abbildung 5.15: Graphische Darstellung des Graphens G§. Die vier oberen fett gezeichne-
ten Linien werden mit V; abgekiirzt und die vier unteren dickeren Linien bezeichnen V5.
Die diinneren Linien stellen die entsprechenden Eichplaquetten dar.

Ni = (%) { = @2 (-8) Te(Vi) Tx(V) +2-2° - 64 Te(V3 V3) }

(%) (@) ey (5.147)

Die Indices 1 und 2 kennzeichnen die beiden unterschiedlichen Plaquetten des Graphens
G4 Fiir die Integration iiber U; und U, gibt es zwei verschiedene Integrale. Das erste ist
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schon bekannt und es gilt:
I = /dU1 AU, Te(Vi) (Te(Th))® Te(Va) (Te(U))* = 1. (5.148)
Das zweite Integral lautet:
I = [ dUydU, Te(Vi V3) (Te(Th))* (Te(Us))”
AUy dUy Te(Vi V3) (14 Tr(W1)) (Te(U3))*

dUs dU, Te(V; V) Te(V3) (Te(Us))*

dl]é(jl]i ‘qéb ‘éfa Lq?c (1??([]2))2

- [ au, % Sac Ope V3* (Tr(U))?
1 1
= | dUx 3 Tx(Va) (Te(U))* = 5 (5.149)

— — e — Y~

Zusammenfassend ergibt sich somit fiir den Graphen Gj:

2\ 2
128 1
Ny = K® <%> ( 64+T> = —gKSB“. (5.150)

Fiir G gibt es auf einem vierdimensionalen Gitter 6V -52/2 Méglichkeiten der Plazierung.

Beriihren sich zwei Kanten der Graphen Gj entsteht ein weiterer Graph, der in Abbil-
dung (5.16) zu sehen ist. Fiir diesen gibt die Fermionintegration an den vier Ecken jeweils
einen Faktor Cyp 04p. Die Integration {iber die beiden mittleren Gitterpunkte fiihrt zu zwei
vierdimensionalen e-Tensoren, da iiber vier Majorana-Fermionen integriert werden mu$.

Ny = ( ) >~ D (1D (0,) D5 0. m) D, )

Colour
X Dgg(z,y)D;:;(w,z)fo(w,v)Dti(v )
abé bc t
X a5 833 C5 621 Cep Ser i brs ciny €, j i

x <%2> (Tx(Up,))* (Tr(Up,))” (5.151)

Da Graphen mit sogenannten Spitzen keinen Beitrag geben, tragen Terme die proportional
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Abbildung 5.16: Graphische Darstellung des Graphens G§. Die vier linken Kanten werden
mit V7 bezeichnet und die vier rechten Kanten mit V5. Analog verhilt es sich mit den
Eichplaquetten.

zu Cpg, CQ;T oder Caﬁ Cz nicht bei. Die restlichen vier Terme ergeben sich zu:

R K2\°8 ) . e e e e
NP = <7> 2 S { T (Mgl vl atte, W) T (M e NEE, N2

Colour
“rbe ec fe arfg Argr sr ts nrtb
+ Tr (Mym Mpaf: qu Mq; M{/]v va Mzw sz) }
B\’ > 2
(%) (o) (nw,)

) 2 {256 (—8)* Tr(V;) Tr(Va) + 256 - 32 Tr(V; Vz)}

K?
2
(% ) 0)) (Tr(T)” (5.152)
Eine Integration iiber U; und U, gibt mit den schon bekannten Regeln:
Ny = K7 256 (—8)” -+ 256 - 32 - g
8\ 2 3/ \ 8
7
° 5.153
LK (5153)

Auf einem vierdimensionalen Gitter mit dem Volumen V gibt es 6V - 20/2 Moglichkeiten
der Plazierung.
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5.3.8 Berechnung der freien Energie

Analog zu dem Modell ohne Farbe kann auch hier die freie Energie berechnet werden. Die
Zustandsfunktion bis zur Ordnung K?® ergibt sich zu:

Zy

7= 1+ <6VK4ﬂ2+6ViK4B4+ 0(5‘*))
0

16

_(eov ks Bt + 60V 1 g B8 + 32V 1 K®3% + O(B®)

8 128 288
1
+<6V16K8+6V8K852 +6V3—2K8ﬁ4+3V(6V— 73) K8
1 7
—156V 2 K®B3* + 60V 3 K p* + 0(56)> + O(K')
3

= 1+ K'V <662+ §B4+ (9(66)>

6 5 _, 167 g
-K V(;B +@6 +O(ﬂ)>

+K*V (96 +48 8% + 18V B* — %‘27 B+ 0(5%) + O(K'?). (5.154)

Bildet man den Logarithmus des obigen Ausdrucks und entwickelt diesen in einer Taylor-
reihe, so erhilt man:

lng—g 4 2, 3 o 6 6 (15 p4 167 o 8
Vv K <65 +§5 +0(5)>_K (35 +@5 +O(5)>

2
+K8 (96 +48 8% + 18V B* — % B+ 0(56)>

—QL ((6VK4 8% + 0(58)> + O(KY)

= 4 2 3 g 6y) _ g (19 ga, 167 g 8
= & (o lpte o) - K (L8t g 0+ 0"

2057
+K® (96 148 5% — Te B+ O(B6)> + O(K™"). (5.155)
Die freie Energie F' berechnet sich danach zu:

In ?
F = ——=2 5.156
= (5.156)

3 15 167
= —K* <652 + §54 + 0(56)> +K° <7 B+ @56 + 0(58)>

—-K8 <96 + 48 8% — %27 B+ 0(56)> + O(K'). (5.157)
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Im Limes 8 — 0 geht die freie Energie iiber in

F —96 K® + O(K"). (5.158)

B0

Der Erwartungswert des Wechselwirkungsterms Sy := " (y)M®(y, z)1(x) berechnet
sich aus der Zustandsfunktion wie folgt:

(Sw) = 2 a%lnsz (5.159)

@ B 8%17 (5.160)
- K <(48 B*+38%+ (9(66)>) ~- K° (90 B+ % 8%+ (9(68)>

+K7 (1536 + 768 8% — 2057 5* + 0(56)> + O(K®) (5.161)

@ soo 1536 K7+ O(K®). (5.162)

In den vorangegangenen Abschnitten wurde die Methodik der Starkkopplungsentwicklung
erarbeitet. Dabei wurde zunéchst mit der Entwicklung der Zustandssumme begonnen, die
die Grundlage fiir die in Kapitel 6 folgende Massenbestimmung bildet. Mit Hilfe des in
Gleichung (5.161) berechneten Erwartungswertes (Sy ) kénnen Monte-Carlo-Programme
weit weg von der kritischen Linie getestet werden. Beriicksichtigt man noch weitere Terme
in dem Erwartungswert, kann eine Reihenanalyse zur Lokalisierung der Phaseniibergangs-
linie K. durchgefiihrt werden.

5.3.9 Ordnung K8, g%

In diesem Abschnitt sollen zwei interessante Graphen der Ordnung K*® und 3® berechnet
werden. Der einfachste Graph dieser Ordnung besteht aus einer Verlingerung des Gra-
phens G} um eine Plaquette und ist in Abbildung (5.17) zu sehen. Mit den angegebenen
Regeln 148t sich dieser Graph wie folgt berechnen:

NS = K (1" Tr((1+7,)° (1 + %)L — %)% 1 — 7))
X Tt (Vo Vo Vo Vo Vi Ve Vi Vi)
) <% B2> (Te(Up,))* (Tr(Up,))" (Tr(Up, )’

= 128 K8 T‘I'(V;m; szv V:)z Vno Vr’sz anl V;Z Vk’l;)

« <% 62> (Te(Ue)) (Te(Up,))* (Te (Upy)) . (5.163)
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k \A | Vs m Vs n

< < <

< < <

< < <

V, Yvy U 44 yyutl U 44 yy(! VYR
> > >
> > >
> > >
P P P
X V3 Vv V4 Z \/5 0

Abbildung 5.17: Graphische Darstellung des Graphens G§. Die fett gezeichneten Linien
stellen die V-Matrizen dar und die diinnen Linien kennzeichnen die U-Matrizen.

Die U-Integration fiir diesen Graphen verlduft analog zu der von G§. Um die Rechnung
moglichst iibersichtlich zu gestalten, werden die einzelnen U-Integrationen wieder nach-

einander durchgefiihrt. Die erste Integration lduft {iber U:
- 2
/ ( (U Uy 1U3)) (Tr(U*IU4UU8*1))
/ U (14 (U005 05) ) (140 (U000 1))

= /dU (14 (U0 U5 05) xa (U TR 00 ) )

1 -
= 1+3 x1 (U7 U, U ULUUG ). (5.164)
Bei der zweiten Integration wird iiber U integriert:
7 1 —1lyr—177—-1 -1 2
40 (1+ 3 (U U U5 ' OUA0) ) (Te (0105 UsU; ) )

1
= /dU (1+ 32 (U5 U Uy U0 xa (01 Us U ) )
)

1
= 1+ - x1(Us 'UT'U5 ' UsULUsUs U

9

1
= 1+ 5 X1 (U3U4U5U6U;1UglUf1U;1). (5165)

Die letzte Integration geht schlieBlich iiber alle Links, die den Rand des Graphens N¢
bilden. Dieser besteht aus Us, Uy, Us, Us, U, *,Ug ', U; * und U, '. Fiihrt man eine Varia-

blenumbenennung der folgenden Form durch
UsUUsUsU; ' U MU0,
= %w‘%%V7TVv8T‘/1T‘/2T,

(5.166)
(5.167)

<> &
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bleibt das nachstehende Integral zu l6sen

/dﬁ(1+%X1(U)> (V) = /dﬁ%(r‘[‘r(v))2
1
9

= (5.168)
Mit diesem Ergebnis berechnet sich der Graph G§ zu
NS — % K8 l 52 ’
9 8
1
= — K85 5.169
LK (5.169)

Fiir diesen Graphen G§ gibt es auf einem vierdimensionalen Gitter nach [9] 300 V' unter-
schiedliche Méglichkeiten der Plazierung.

Einen weiteren Graphen der Ordnung K%, 8% erhiilt man, wenn man die eine Ecke des
Graphens G§ nach unten oder oben klappt. Dieser Graph ist in in Abbildung (5.18) zu
sehen.

m Vi n Ve o
Vo Yyy U 44 yyUt? 4124V
U
> g v
X Vs y D)
0 -1
A 4
\/4 Yvy Aad VG
>
z Vs w

Abbildung 5.18: Graphische Darstellung des Graphens G§. Mit dicken Linien sind wie-
der die jeweiligen V-Matrizen gekennzeichnet und die diinnen Linien beschreiben die U-

Matrizen.
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Der Beitrag des Graphens G ergibt sich zu:

Ny = =K (=1 Tr((L +7) (1= ) (L + %) (L4 7%)* (L= %)* (L = )
X Tt (Vyo Vo Vioz Vow Voo Vo Voo Vi)

on "nm " mx

< (58) ()’ (1)) (0(08,))’
= 64 K°*Tr(Vyo V. Varo Vo Voo Vo Vi, Vi1

ov Yon "nm " mx

« (%52> (Tr(Up,))? (Te(Up,))(Te (Up,)) . (5.170)

Der Graph G} unterscheidet sich beziiglich der U-Integration nicht von dem Graphen G&.
In beiden Féllen wird zunéchst iiber die innenliegenden Links integriert, um dann den
Rand des Graphens mit der zugehdrigen Spur iiber die V-Matrizen auszuintegrieren. Es
wird daher auf eine detaillierte Rechnung verzichtet. Fiir den Graphen G gilt:

64 1\
M= T (32)

1
= = K®B°. (5.171)

Dieser Graph G§ kann nach [9] 504V mal auf einem vierdimensionalen Gitter mit dem
Volumen V' vorkommen.

5.3.10 Ordnung K8, g8

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit zwei Graphen, die von der Ordnung K® und 38 sind.
Ein Graph, der sich aus acht Kanten und vier doppelten Eichplaquetten konstruieren 1483t,

besteht aus einem Quadrat, das einen viermal so groflen Flidcheninhalt hat wie der Graph
G4. Dargestellt wird dieser durch die Abbildung (5.19).

Ny = —K*(=1)'Tr((1+7)°(1L+7%)° (1 = 7)° (1 = w)?)
X Tt (Vye Viz Voo Vino Vi Vit Vo Vi)

mw " wv " vn T ne
1

< (3) (0 (Te2)) (10, (10(0)

= 128 K* Tt (Vie Vyz Vor Vino Vi View Von Vi)

mw S wv " vn " ne

= 128 K*Tr(VaVs Vs Vo Vi VP VE V) (5.172)

Bei dem obigen Graphen miissen zunéchst vier innere Links ausintegriert werden. Dies
soll im folgenden der Reihe nach geschehen.
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\Y; \ W Ve m
<l <l
- -
A A
Yy 1 A V7
Vo Yyy U 44 u
U U
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Uss ¢y (0 VY WA
» ¢
L Ll
X V, y Vs z

Abbildung 5.19: Graphische Darstellung des Graphens N§. Die acht V-Matrizen sind
durch dicke Linien gekennzeichnet, wohingegen die U-Matrizen durch diinne Linien dar-

gestellt sind.

Die erste Integration wird iiber U durchgefiihrt:

/ dU (T‘r(U11U2lUU)>2(Tr(UlﬁU7U81)>2

1 - 1 -
L2 (U0 U000 ) = 14 2 (U0 000, 100). - (5.173)

Die zweite Integration geht iiber U:

3 4 5V6
1 + —1 X1 (l; 11) 11)3 11)41)5b6) (5144)

1 . -
1+ 3 (U0 U UsUU ) =

Die dritte und vierte innere Integration geht iiber U und U. Diese beiden Integrationen

lassen sich zu einer Integration iiber U’ mit
U':=UU und (U) " := U0 (5.175)
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zusammenfassen. Es gilt dann:

/dU’ (1 + % xl(U7Ug1U;1U;1U')) (1 + % xa ()™ U;1U4U5U6))

1 ~
_ /dU’ (1+ 5 (U030 0 0 ) (U 1Uf;lULJJE,Uﬁ))
1

= l+5x (U:U5 ' U7 U5 U5 UL UsUs). (5.176)
Zu guter Letzt bleibt die Integration iiber den Rand des Graphens. Dazu wird zunéchst
eine Variablenumbenennung der folgenden Form vorgenommen:
= UyUg 'UT U U UL US Us, (5.177)
V o= VVIVIVIVIV, V. (5.178)

]

Damit ergibt sich

— 1 _ _ _ 1 N2
/dU (1450 (0) W) = /dU2—7 (Te(7))
1
= —. 1
o (5.179)
Mit den obigen Ergebnissen erhiilt man fiir den Graphen G das nachstehende Resultat:

1 /1 \*
NS = 128 K% — (=32
8 27 <86

1

Diesen Graphen G% kann man nach [9] auf 102V verschiedene Arten auf einem vierdi-
mensionalen Gitter mit dem Volumen V' darstellen.

Abschlieflend soll noch ein weiterer interessanter Graph berechnet werden. Dieser Graph
Gy, der in Abbildung (5.20) zu sehen ist, besteht aus einem Rand, der aus acht V’s be-
steht, und vier Doppelplaquetten. Die einzelnen Plaquetten werden wieder mit Py, P,, P;
und P, bezeichnet.

Der Graph G§ berechnet sich zu:

Ng = —K° (_1)4 Tr((l + 7#)(1 + 7)1+ 7#)(1 - 7/7)(1 - ”)’u)(l - 7#)
< (1= ) (1+17,)
x Tr (Ve V3V VT Vi o] g)
< (§8) (0 (1e@2))? ((0e,)) (10(0)’
= 32K°*Tr (MVaV3V/ Vi Vi ol V)
1

X <§ 52> (Tr(Up,))*(Tr(Us,))* (Tr(Up,))* (Tx(Us,))*. (5.181)
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Abbildung 5.20: Graphische Darstellung des Graphens Gj. Die dicken Linien kennzeichnen
Vi — Vg und die diinneren Linien bezeichnen die zugehorigen Eichplaquetten.

Die Integration iiber die Eichplaquetten verliuft analog zu dem Graphen G%. Es gibt
insgesamt drei verschiedene innere Integrationen? die je mit einem Faktor % beitragen.
Die Integration iiber den Rand trdgt dann noch mit einem Faktor eins bei. Demnach
erhilt man einen Faktor 1/27 und fiir den Graphen Gj gilt:

1 \*1 1
N? = 32K (=% — = — K838 5.182
8 <8B 7 = sl P ( )

Fiir diesen Graphen gibt es auf einem vierdimensionalen Gitter nach [9] 768 verschiedene
Moglichkeiten.

4Zwei von den vier Integrationen lassen sich zu einer zusammenfassen.



Kapitel 6

Massenbestimmung

Eine sehr interessante Grofle im Zusammenhang mit der Hoppingparameter-Entwicklung
ist der Massensprung (mass gap). Diesen extrahiert man am einfachsten aus dem ex-
ponentiellen Abfall der Korrelationsfunktion zwischen zwei eichinvarianten Operatoren,
die durch eine grofle Distanz separiert sind. Betrachtet man in der QCD die Korrelation
zwischen zwei Plaquetten, studiert man letztlich die Effekte der Glueball-Wechselwirkung
zwischen zwei eichinvarianten Operatoren. Interessiert man sich in unserer Theorie fiir den
Gluino-Glueball, so entspricht dies einer Plaquette mit einem Majorana-Fermion an einer
Ecke. Studiert man zunéchst nur den Fall 5 = 0, so findet man leicht, dafl die Verbindung
zwischen den Operatoren aus drei Kanten bestehen muf}: Mit einer Kante wiirde die U-
Integration keinen Beitrag geben und bei zwei Kanten wéare die Fermion-Integration an
den beiden Endpunkten null. In fithrender Ordnung hat man also den in Abbildung (6.1)
gezeigten Graphen.

-
Qe

<
_Qp

t=0 t=171

Abbildung 6.1: Korrelationsfunktion zur Bestimmung der Masse des Gluino-Glue-
Teilchens.

Der einfachste Graph besteht aus 7 Teilstiicken. Korrekturen zu diesem Graphen finden
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sich im Anhang B.

6.1 Korrelationsfunktionen fiir kleine T-Distanzen

In diesem Abschnitt sollen einige Graphen fiir kurze Distanzen analytisch berechnet wer-
den. Dabei zeichne ich wieder zwei bestimmte aber beliebige Richtungen p bzw. v aus.

6.1.1 Graph1

Der kleinste Graph bei 7 = 1 besteht aus drei Kanten mit je einem Gluino-Glue-Operator
an den Endpunkten der von einer Kante umschlossen wird. Ein einfaches Anhdngen des
Operators an die drei Kanten wiirde aufgrund der -Integration verschwinden. Der ent-
sprechende Graph ist in Abbildung (6.2) zu sehen.

p q r S
¢ ¢
X y z v

Abbildung 6.2: Zu 7 = 1 gehoriger Graph mit drei Kanten. Die gestrichelten Linien
kennzeichnen die Eichplaquette aus dem Gluino-Glue-Operator und die gepunktete Linie
die Plaquette aus der Eichwirkung. An den Gitterpunkten z und v befindet sich je ein
Majorana-Fermion.

Links und rechts an dem Graphen befindet sich der Gluino-Glue-Operator, der in der
Kontinuumsphysik definiert ist durch

O(z) = ou F, (). (6.1)

Auf dem Gitter wird dieser Operator analog zu [21] gewahlt:
O(z) = Y Tr (U ¥(z))
wv
= 3 T (U T R (0). (62)

BV
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Damit die U-Integration einen Beitrag liefert, befindet sich an der Stelle des Operators
noch je eine Plaquette aus der Eichwirkung:

Tr (Upy,,) = T (U '(y,2)U *(q,y)Ulg,p) U(p, ). (6.3)

In den folgenden Rechnungen gilt die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. iiber doppelt
vorkommende Indices wird summiert. Es gilt dann:

Tt (Up) = Uy (y,2) Uy (4,) Us(a,0) Ugg(p, ), (6.4)

Tr (Uplyg) = Tr (U '(v,2)U™'(s,v) U(s,r) U(r, 2))
= Uz (v,2) Uy (5,0) Uy (s, 7) Ui (r, 2). (6.5)
)

Mit diesen Definitionen gilt dann fiir den in Abbildung (6.2) gezeigten Graphen vor der
U-Integration:

/ [T v2(0) o) () o) o) (o) o) ()

Zwa ) D2 (y, ) (x) ¥h (y) Dl (y, 2) v ()

Colour

x = Z V< (p) D (p Z vi(a) D (g, p) 3 (x)

Dirac Dirac
Colour Colour

X—E Ve(9) Dez (a, y)vE(y)
Dirac
Colour

Z VA(2) DEA (2, y)Wi (y) ¥ (2) D (2, )0 (y) ¥4 (2) DEE (2, y) s (v)

Dirac
Colour

« = Z 1/;6 Ddd (v z)d)?(z) ¥E(v)DE (v, 2)Y¢(2)

Colour

X — Z ¢f fo (r,2) 1/}f Z 1/JT D” (s r)¢£(r)

Dirac Dirac
Colour Colour

X = Z YL (s)DE, (s, v)¢k(v)

Dirac
Colour

x Tr (UPlleft) Tr (UPlleft Tq) 1/’?;( )
x Tr (Uplright) Tr (UPI ight Tq) 1/}11( . (66)

In den letzten beiden Termen wird wie gewohnt iiber die Farbindices ¢ und ¢ summiert.
Die Spinor-Indices ¥ und x konnen die Werte 1,2,3 und 4 annehmen.
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Fiihrt man in dem obigen Ausdruck (6.6) die Integration iiber die 9’s aus, so erhilt man:

N = 216 Z D% (y, ) DY (y, ) D (p, 2) D2 (g, p) DEE (q, ) D24 (2, 4) Dy (2, v)
Dirac
Colour

x D55 (2, y) D (v, 2) DEE (v, Z)DU(T 2)Djy(s,7) D (s, v)
x C’Yg 6CJ Cse Ode C 5 C 5 aqu detq

a,B'yx JETX

% (= Cop Ban €28, + Co Bas €48 — Coat s 2,

+ C B 5 beac Ca'y (5 beab )

ab B oy aé ﬂeaﬂ

edef bdef beef
X (= g 8ai €028 + Coan B 5t — Cag Saaen,

LS. bedf béde
+C&55ae€[§’y6¢ Caqb(saf b'yée)
-1
x Tr (UPlleft) Tr (UPlleft Tq) 5 B
1

X Tt (Upiyg,.) Tr (Upnyy, T9) 5 6. (6.7)

Nutzt man nun aus, dafl sogenannte Spitzen in dem Graphen keinen Beitrag geben, re-
duziert sich der Ausdruck von N; zu:

\7 K" ad b cé 1 eé aa bi
Ni = oow 2 Daaly, ) Dy, ) D (p, 2) D5 (a,p) DE (0, ) Dga (2, y) Dy (2,9)

Dirac
Colour

X nyf)’(z, y)nglg(v, Z)DSS(’U, Z)D)ff(r Z)D:;;(s, T)Dg-_(s, v)
X C’YS 5CJ Cse Ode C (5 C 5 abcq detq

~li’vx 557’X
x ( - cad 6ac (Cs3 843 Ces 82s + Ciog 8¢ Cie 632)
B ab (Cﬁa 5ba évba Ce'y 5ec + Cﬁfy évbc Cae)
~Cai 8ot (Cpa B Cog 8+ Clay O3 Cac 8as) )

X (—Cd(;(sad ( 6be 65f+CB¢5I;f Cé,y(séé)
+ Cie Gas ( 04d Csg 0af + Cag 037 Oy 5de)

C 5af (Cbﬁ 5bd C Oce + CBé 5$é C&q 5&@) )
x Tr (UPll ft) Tr (UPII £t Tq) B
X Tr (Uptgne) TT (Upliges TY) B- (6.8)

Aufgrund der Summation iiber die vorkommenden Dirac- und Colour-Indices lassen sich
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X y z v

Abbildung 6.3: Vier beziiglich der -Integration verschiedene Graphentypen mit je vier
unterschiedlichen Randbedingungen, die durch die gestrichelten und gepunkteten Linien
an dem linken und dem rechten Ende des Graphens gekennzeichnet sind. Die schwarzen
Punkte stehen stellvertretend fiir die Spinor-Indices: (von links nach rechts; von oben nach
unten) X;%, d,B; €, a,3; d,ﬁ',”’y; &,B,‘y; g&, 5, €T, 5, €; x und ihren zugehdrigen Farbindices.
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die noch verbleibenden Terme wie folgt zusammenfassen:

R KIS

Ni = 1y O D, 2) D (y,2) D5 (p,) D4, p) D (a,4) D3k (=,4) Dy (2,)
Dirac
Colour

X Dfrfy(z, y)Dgg(v, 2) D% (v, z)D%(r, z)DZZ(s, r)Di’;(s, v)

X C,yg 6cJ Cgs 6de C({S/J 6fr Cijf— (5;5 62%55)2 E?ZZ(

X (6 Cad 5ad Cﬁﬂ 5bi> Cg:y 5éc‘ +6 Cac'x 5ad Cg:y 51,@ CI}E 5136)

X (2C45 044 C: 0 Cy 055+ Cag0af Cas 034 Cai 0cc)

x Tr (UPlleﬂ:) Tr (Uplleﬂ: Tq) B

x Tr (Uplright) Tr (Uplright Td) B (6'9)

Hinsichtlich der Majorana-Fermionen gibt es somit vier nicht-verschwindende, verschie-
dene Graphentypen mit je vier unterschiedlichen ,Randbedingungen®. Diese sind in Ab-
bildung (6.3) zu sehen. Die Kontraktion iiber die Spinor-Indices fiihrt mit (5.12) zu

R K13 s s .. .o B

_ ad A raa fa 7 f 7t td db db dc ca
Ny = 3. 916 E {Tr(Mszzy M Mg Mg, M, M, My, M, Mpm)
Dirac

Colour

e
x (W% st c)
XX
+< WDV ERY S Mfé Mff M f Mf'a A Nred prde
yx *zy oz sv sr rz 2y yr px “gp
dé yrbé 17rdb
x Mg N NI C)
XX
(gt s e gt v i g v
b5 b s
< NItE N NI C)
XX
+< Nred vrée nrfa it atE e aree aeh aret arde
yxr “zy rz sr sv vz Hzy Ty Mpr gp
x Mg N NI C)
XX
+Tr(Mga My MI2 M M™ (s,) My!
db 1rdb de cd
X sz qu qu Mpm)
x (g vt ) -~
(g8 0y 2 e Mz % G 0 04
“réb norbe b
x NIt NI A1 C) -~

x Tr (UPlleft) Tr (UPlleft ch) Tr (UPlright) Tr (UPlright ch) ﬁz} (6'10)
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Mit Hilfe von (5.9) und (5.73) und unter Ausnutzung der Eigenschaften der y-Matrizen
(A.12), (A.13) und (A.14) ergibt sich nach einiger Rechnung

\ K13 21 2
Ny = F2 B ((1_’)’#)0))@"
< 3 2V VR TV VEVEVE Vi Ve Vay Vi Vap Vi)
Colour
af 17ba yreb yyde yyde yref 1/F hf y7hi Y715 Y7kj Y7Lk il
_Vya:q Vx-zy V;Jz Vvsv ‘/sr ‘/rz V:zyg Véy Vip Voa Vymj V;/y ‘/U({z

ap " pz

2 VI Vot Vil T (Vi Vi Vi Vi Veo Vo Vay Vi Vap Vi)

yr 'zy "rz 2Y Vqy
ad y7ba yrcb yyde yyde yref 179 179h vtk Y/ ji 79k 17Uk 1741
Ve Vg Vor Vo Var Ve Vay' Vie Vor Vip Vi Vey Vo

af 17ba yreb yyde yyde yref 1/F h yrih ji ik yrlk jl
_Vqu V/-zy V;"z Vvsr ‘/sv ‘/vz ijyg ‘/yga: ‘/pm Vgp V;]]y V:zy V;;{z
ag y7ba yycb yyde yrde yref v/ f h hi yri7 v7kj 171k Y74l
TV Vay Vi Ve Vo Va2 Vi)V Vap Vo Viid Vay Vqu}
x Tr (UPlleft) Tr (UPlleft Td) Tr (UPl Tr (UPl Td) : (6'11)

Integriert man zunéchst nur die drei Kanten die von dem Punkt = nach y gehen, folgt:

[ v, = 64K 5 (1~ )00

right ) right

2 L . .

_“ ) . 170d y74b yred yrfe vy 9f yy9h vy hi yokg vkl y/ld
30 { = G i o VIV VI VI VIV VEVE VA
Colour

2 S . .
+ 5 €vei €aci Vg VI Vg VIV VS VI Vo) Vi Vi
1

L ag y7cb yydc yrde yref Y7hg Y7hi 1 rif 1/kT 174l
6 €bf1 €agk V;/z Vtuz V;v V;r V;'z V:;y V:;p V;m V;ﬂ V;/'Z
1 . . L .
- ad y7cb ysde yyde yref y79h y/ih y7ji 179k 1741

+ 6 €vfl €agk Vym Viz Voo Ver Vi3 Vym V;w: V;m V;y Vox
1

- ad Y7¢b ysde yrde yref y7gh y/ih Y77t Y75k 1741
6 €bfl €agk Vﬁ V;z Vsr st sz Vym sz V:Jp qu V;/Z

1 .
2 opt o Vg VE VI VAV Vs Vi VI VI VY

qp " px
x Tr (Uplleﬂ:) Tr (UPlleft Tq) Tr (Uplright) Tr (UPlright Td)

256
6 K267 (1= 7)C)g
30 { i Vi VRV VI VI VIV ViV
Colour

ad 17¢b ysde yyde yref y7hg Y/ hi Y715 17k7 1741
+€bfl Eagk V;/w Vtuz V;v V;r V;'z V:]y Vo V, Vyz Vtuz

qp ~ pT
x Tr (Upny,) T (Upne T9) Tr (Upn,,, ) Tr (Up,,,,, T9) -

right ) right

(6.12)

Im folgenden werde ich der Reihe nach die einzelnen U-Integrationen iiber die unter-
schiedlichen V- und U-Matrizen durchfithren. Dazu werden die folgenden Spuren {iber die
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Operatoren bzw. Plaquetten benutzt:

pe\ (77w ay prye
T (Un, ) = (0%)  (02) vzorTL (6.13)
_ ye\ " (v prap Upw 14
Te(Una) = (U5) () UET; (614
rz -1 ST S'U VZ
(UPI ight q) — (Uki) ( irh) U U Tflk, (615)
T (Ura) = (U) " (U3) U Vg (6.16)
Damit folgt fiir die Integrale des ersten Terms aus (6.12)
1d -1 d 1 -1
/dUV Uz Uy = 2TaBT5J/dUUEéUJa U;s Uy
2 rd i
= gTachd5bb5aJ5 a 045
2 1 i
= gTﬁ,Tag- (6.17)

Aufgrund der Spurfreiheit der SU(2)-Generatoren gibt das obige Integral mit (4.61) nur
einen einzigen Term. Die anderen Integrale berechnen sich analog zu

2

/ dUVRUz UG = S TT, (6.18)
) 2

/ VR UG UG = 3T (6.19)
) 2

/ AUV U Ug' = STy T (6.20)

AUV U UL = —Th T? (6.21)

/ Im 3 tm = [y’

AUVY Usa Ut = (6.22)

Bei den beiden Integralen, die aus zwei V-Matrizen und zwei U-Matrizen bestehen, ergibt
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sich wegen (2.35) und (4.64) das folgende Ergebnis:

ad Y7ecd -1 _ a d c ~
/dUVqV Uy UGl = ATL TS T TS, /dUU U LU, U U, Uy

1
— a d C S f0sH, aWld f
= 4T‘1b TchefT {6 ( 5bé5af55h55h5dg5f§
+ 037,04 70¢¢0230,3,0, 7

+ 040020 1,963,079 )
1
24 ( 5be5af5eh5095dg5
+ 53@‘5& f55ﬁ5aﬁ5df5§§
+ 5355&]555@56;15&@5)35
+ 5?)65&55]5?156}}5&@5)55 ) }
2
— G ra d e
= 3 ( T? T8 T2 TS, 655,05,
q a d e
+Tfh ng T~f Tgf
a d c
T4 T TS T, )
1 q a md e -
—=( T, T T T b
a d e
+Tq Thf Tef Tgh di,
q a d e
+Tfh Thg Tef Tgh i

a d e
T TE T TS, 677 )

- g( Tr (T9T%) Tx (T°T°) 8,3 6,7
+ (T7T7) ; (T°T°),
+(TTT7) 5, (T°T*) 55 )
—%( Tr (TITY) (T°T°),; 6,
+Tr (TT7) (T°T*) ;7 6
(TT) ; Tr (T°T°) b,
(T7T?) ;. Tr (T°T*) 657, ). (6.23)

Die Rechnung fiir das zweite Integral mit zwei V- und zwei U-Matrizen verlduft analog
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zu der obigen und es ergibt sich

/dU VOVIeUUS = ( Tr (TbTe) Tr (Tde) 05 Oo7

w| N

+ (T°T”) .. (TT7)..,
+(1'T%),, (T'T7),, )
—%( Tr (T°T¢) (T9T7).. 6
+Tx (T°T°) (T'T?),, s
+ (T°T") . Tx (TTV) 65
+ (TT*). T (T9T) 6, ) . (6.24)

Ausintegriert ergibt der erste Term aus (6.12) mit den Gleichungen (6.17 - 6.24)

vz "yxr Yovz qp " pz

/ H dU Vaq qu Vcd er ng Vgh Vhl Vk] Vkl Vld
x Tr (UPlleft) Tr (Uplleft 17 ) Tr (UPl ght) Tr (UPI ight Td) }

2\ ° i j
_ <§> Tr (T9T*) Tr (I°79) Tx (T'T7) Tx (T"T7) T2, T TE, T4,

9
+ 5 (T7T7) ; (T°T*) 5

(TaTc)éf (Tqu)éﬁ 3

2 2
X {Eéddéacééﬁ 5]?5 + g

1 arc crpa 1 q q
5 Baabeg ((T°T) 37+ (TT%)7 ) = 5 dae Oy ((T°T7) 5 + (Tqu)éﬁ>}
2 2 2 . .
X {E Obe (5410 Ons Osi + g g (Tqu)f-a (TbT )ﬁg
1 e e 1 j j
12 Ogf 557’( (T Tb)ﬁg + (TbT )7‘7,5 19 Oe 57"15( (TqTf)fa + (Tqu)Fé) }
X T;a Tf;]ic
2\° /1\* gl qrrh k g
= |3) (5] Oadigdudns (T°T") 7, (T'T") ,; Th, T

2 aric il 2 q crpa
X {g (T°T°);7 (T9T7) 5, + 3 (TT) , (T°T*)y5

(T°T*) 5 (TT7) 5 +

1 . 1 ,
19 075 Oac (Tqu)é;L T 12 075 ac (Tqu) &h }
A2 @), (1) 4 S (), (T,

1

1
— 15 8ir 0ar (T°T")

— 15 0ar o (T'T°) 5 }
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2\% /1\*
= <§> <§> Ok Oig 01 Ong

X { g’I‘r (T9T'T*T*) Tx (T*TT?) + iﬁ (T°T*TT") Tr (T9TT*)

—%Tr(Tqu) 7 | Tr (T°T'T?) + T (TT°T*) | }

x { g’I‘r (TeT*T9) Tr (TT'TT") + gTr (T*T°T?) Tr (T/TTT")

—%Tr (TT™) 6;; [Tr (T°T*T?) + Tr T”TeTg } (6.25)

Mit den folgenden Spurgleichungen fiir die Gruppe SU(2)

Tr (T*) = 0, (6.26)
1
Tr (T°T*T*) = 7 ¢ €abes (6.27)
1 1
Tr (TaTchTd) - _g €abe Ecde T E éiab évcda (628)

gilt fiir die Gleichung (6.25)

2\°¢ /1\*
(6.25) = <§> <§> Oak Oig 015 Ong
21 1 1 21 1 1
{3 4 i €kdg <_§ €acz €jlz + E 5ac 5(jl> 3 4 v €Gdk <_§ €cay Egly + E évac 5tjl>}

21 1 1 1 1
37 eb | g Cafw Eihu T 5 dgf Ogn + g Cfiw €ahw — 75 df Ogh
~ (c1 €rdg + C2 €5dk) Oar

€kkg
0. (6.29)

Q

Ahnliche Rechnungen zeigen fiir den zweiten Term aus (6.12), daB auch dieser null ergibt.
Der in Abbildung (6.2) skizzierte Graph ergibt somit keinen Beitrag. Demnach scheint
die Konstruktion einer Triplett-Kante, die zwei Gluon-Gluino-Operatoren miteinander
verbindet, nicht so einfach zu sein. Ob dies iiberhaupt moglich ist, soll im nichsten Ab-
schnitt untersucht werden.

6.1.2 Graph 2

Eine andere Moglichkeit, einen Graphen mit drei Kanten zu konstruieren, ist in Abbil-
dung (6.4) zu sehen. Dieser Graph verhélt sich beziiglich der t-Integration genauso wie
der zuvor berechnete Graph Nj. Es gilt daher:
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Abbildung 6.4: Zu T = 1 gehoriger Graph der Ordnung 3. Der Operator wird durch
gestrichelte Linien dargestellt, wohingegen die Eichplaquetten durch gepunktete Linien
gekennzeichnet sind.

XX

2
Ny, = —§K13((1—’Yu)0)~-
qp " pr

x / [1w: { (' et Caes VT VIR VIR VI VIS VIR VI VE Vv

ad y7cb yred yyde yref yyhg Y/ hi yri5 yokT 1741
+Ebfl €agk Vym V;lz V;v V;r erz V:]y Vi V, Vym K}z)

qp " px
x Tr (Upllefth) Tr (UPlleft) (TI‘ (UPlle))2 53
x Tr (UplrightTd) Tr (Uplright) (TI‘ (UPlr;))z 63} (6'30)

Die Kennzeichnungen der Plaquette-Variablen mit ri, right, le und left beziehen sich auf
die rdumliche Lage der einzelnen Plaquetten und befinden sich in der Abbildung (6.4) auf
der linken bzw. rechten Seite.

Da die U-Integration iiber den Gluino-Glue-Operator und einer Eichplaquette unabhingig
von den anderen U-Integrationen ist, kann sie zuerst ausgefiihrt werden. Dazu benutzt
man die Definition der Plaquette-Variable (2.14). Damit folgt:

~ 71 71 ~
Tr (UnT?) = (U;)  (U})  UnULTL. (6.31)
Da die Spur invariant unter symmetrischen Vertauschungen ist, gilt

Tr(Um) = (UL) " (U2) " U3 UL, (6.32)
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Fiir die U-Integration hat man dann:

/ [T aU: Tx (UpiT%) TeUp = / dU U,, U;;* / dU U, U}

Tr (T7). (6.33)

Wie die obige Rechnung zeigt, fiihrt diese Integration auf die Spur des Generators der
Gruppe SU(2) hinaus. Da dies die spurfreien Pauli-Matrizen sind, ergibt die U-Integration
keinen Beitrag, und der Graph N, verschwindet ebenso wie /V;. Ein Hinzufiigen weiterer
Plaquetten mit hherer Ordnung in # dndert nichts an diesem Verhalten. Dies scheint die
Tatsache widerzuspiegeln, dafl es nicht moglich ist, eine Vereinigung von drei Majorana-
Fermionen, die je einer Kante zugeordnet sind, mit einem festen Majorana-Fermion zu
erreichen.

6.2 Analytische Erginzungen

In diesem Abschnitt sollen ergéinzende Rechnungen zu verschiedenen Graphen mit drei
Kanten und je einem Operator an den Enden angestellt werden. Dazu iiberlegt man sich,
welche Moglichkeiten es noch gibt, um einen Graphen von der Form (6.1) zu erzeugen.
Insbesondere weifl man aus den vorangegangenen Rechnungen, dafl der Operator niemals
alleine auftreten darf, d.h. ohne eine oder mehrere Kanten. Eine Kante um den Operator
wird durch den Graphen aus Abbildung (6.2) beschrieben. Betrachtet man nur die U-
Integration an einem Ende des Graphens mit einem Operator, so ergibt sich in Anlehnung
an Abbildung (6.5)

/ dU, dU, V2 Ve VI Tr (U U,) Tr (U ULT®)

U=t U, / dU dU, V* Vi Tr (U) Tr (UT®)

Vi=VyVy

= / dUVeTr (U)Tx (UT®) [ dU, Vi*

—_—
=0

= 0 (6.34)

Dieses Ergebnis ist die Kurzform von Gleichung (6.29).
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***************

Abbildung 6.5: Graphische Darstellung fiir den Fall, dafl der Operator, der durch gestri-
chelte Linien gekennzeichnet ist, von einer Kante umschlossen wird. Mit V; werden die
drei dufleren Kanten abgekiirzt und V5 steht jeweils fiir eine untere Kante. Analog de-
finieren sich die U-Matrizen. Die Eichplaquetten werden wie gewohnt durch gepunktete
Linien dargestellt.

Genauso zeigt man, dafl der Graph bei dem zwei Kanten um den Operator gehen (siehe
Abbildung (6.6)), keinen Beitrag gibt:
/dU1 dU, Vi Vlbg Vye Tr (UyUy) Tr (UULT°)

- / dU Vo Tx (U) Tr (UT®) / AU, Ve

V:=VoVq

N—_——
=0
= 0. (6.35)
b
v, ?
Vce
2 LT
Bk |
e
- & ’ @
L 2 ng L g

Abbildung 6.6: Diese Graphik beschreibt den Fall, dafl der Operator von zwei Kanten
eingeschlossen wird. V; steht stellvertretend fiir die drei dufleren Kanten und V; bezeichnet
die untere Kante. Analog verhélt es sich mit den Eichmatrizen.

In hoherer Ordnung in 8 kommt auch der in Abbildung (6.7) skizzierte Fall in Frage.
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***************

,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 6.7: Diese Abbildung zeigt den Operator, wenn nur eine U-Matrix Kontakt zu
einer Kante hat. Die Bezeichnungen wurden analog zur Abbildung (6.5) gewihlt.

Dieser berechnet sich wie folgt:

/ dU, dU, dUs V2 VEe Ve Te (UL U,) Tr (ULU,) Tr (UyUs) Tr (UyUsT®)

0,05, / AU dUy dU; Vo Ve Tr (U) Tr (U) Tr (UaUs) Tr (U U T®)

Vi=ViVy
7=y, /dU VT (U) Tr (U) /dﬁ VY Te(U) Te(TT®) /dU3 (ng) h
—VaV3 ) N )
= 0 (6.36)
Die letzte Umformung gelingt wegen
Ve = vievst (6.37)
S vab (ngc)—l_ (6.38)

Abschlieflend gibt es noch die in (6.8) abgebildete Moglichkeit. Dafiir gilt:
/ dU, dU, dUs Vi Ve VI Tr (UL Uy) T (ULUy) Tr (UsUs) Tr (UsU,T®)

e / dU dU, dUs Vo VI Tr (U) Tr (U) Tr (UsUs) Tr (UsUT®)
Vi=VyVy

005, / dU V* Tr (U) Tr (U) / dU VY Te(U) Te(UT) / Uy (%fe)_l

V:=V3Vs J P

0

— 0. (6.39)

Aus diesen Uberlegungen kann man schliefen, daf im Fall dreier Kanten bei der U-
Integration immer eine Kante iibrig bleibt, {iber die alleine integriert werden mufl. Da
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ab
Vl
—_—e
° bc
V2
—_—o
fffffffffffffff
,,,,,,,,,,,,,,,
de
V.

Abbildung 6.8: Graphische Darstellung fiir den Fall, daf} der Operator von einer Kante
umschlossen ist und die verbleibenden Kanten mit Plaquetten aus der Eichwirkung auf-
gefiillt sind. Mit V; werden die oberen drei Kanten zusammengefafit, V5 bezeichnet die
mittlerer Kante und V5 steht stellvertretend fiir die unteren drei Kanten.

Integrale dieser Art jedoch null sind, geben solche Graphen keinen Beitrag. Es ist daher
prinzipiell nicht méglich, die Masse des Gluino-Glue-Teilchens durch eine Korrelations-
funktion bestehend aus drei Kanten zu bestimmen. Ein numerisches Verfahren soll im
nichsten Abschnitt diese Vermutung untermauern.

6.3 Numerischer Weg

Die vorangegangenen Berechnungen der einzelnen Teilgraphen zeigen zum einen die Kom-
plexitidt der Rechnungen und zum anderen scheinen sie darauf hin zu deuten, daf3 Gra-
phen mit drei Kanten keinen Beitrag geben. Eine Moglichkeit, den dominanten Anteil
des in Abbildung (6.1) gezeigten Graphen zu bekommen, besteht in der Berechnung des
grofiten Eigenwertes der Matrix, die die zeitliche Entwicklung des Systems beschreibt.
Der Graph (6.1) besteht aus je einem Operator an den Enden und einer Matrix S™ da-
zwischen. 7 gibt die zeitliche Distanz zwischen den Operatoren an. Insgesamt gilt somit
fiir den Graphen

(6.1) = (0,(5)70). (6.40)
Das Vorgehen ist analog zum Transfermatrix-Formalismus. Durch den Ausdruck (6.40)

wird die zeitliche Entwicklung des Systems beschrieben. Ausgedriickt durch die Eigenwerte
lautet er

(61) = > laf'\l, (6.41)
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wobei )\; die Eigenwerte von S sind. Wird die Anzahl der Zeitscheiben unendlich grof,
dominiert der grofite Eigenwert Ao den Ausdruck (6.40):

(6.1) = A7 x [1+0(e‘““§—?)]. (6.42)

Berechnet man die Erweiterung des Graphens (6.1) um eine Kante, indem man sich ei-
ne beliebige Stelle x heraus greift und dort eine neue Kante einsetzt, erhdlt man einen
Ausdruck fiir die Matrix zwischen den Operatoren.

z—1 x z+1

Mit Hilfe der Grassmann-Integrationsregeln (3.47) aus dem Anhang erhilt man fiir ei-
ne solche Erweiterung den folgenden mathematischen Ausdruck:

o—

x

— Zol[o] / ] v () e%%(z)w(z)wg(g;)ng(x)¢;(x)¢g(x)¢g(x)¢£($)

K, ) 5
x5 DB (@ + Lo) DY (@ + 1,0) Dij(x + 1,0)

K” pat pie it def bdef beef
- _4—8Dg5 Déi ng) ( N Caﬂéab E’CYJ;S + Ca'y(sac 665;& — Cab0ad Eﬂc’yedﬁ

bed
+ Caséae 6/3673;;5 - Ca¢5af Egc’;ife)

K® raé ée nrbe “rbe ad yréd
e A (e )ﬁé Capbay — M5 (C M1 )M Cragbat
+ME (C MM 43 Caslar

Carae = M5 (CMPNI™)  Coy e

( Cipr o — M NI NI + NEA N M,
+ “rba CMEdM&d Carbr. + M&b MI;QMEC . M&c MEQMEI)
« 56 B~ Ybe & aB Y Y& aB T BY
“rib 1 rbe 1 réa “rac Y rbb 1 réa
( Clsy e — WIGLNIPS NI + NE2E N2 NiZ2 )

;= L Gabe abe (6.43)
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Der Faktor 1/Z,[0] mufl wegen der Normierung des Erwartungswertes eingefiigt werden.
Eine ausfiihrliche Diskussion findet sich in Abschnitt 6.4.

Da Graphen mit sogenannten Spitzen keinen Beitrag geben reduziert sich die obige Matrix
auf:

Sabe @bé _ “rda 1 rbb 1 réc “rda 1 rbc 1réb “rab 2 rba 1 réc
Gabe 8% — N3 MM NICS + NS NSNS + NIGY NP NI
“rac 1rba 17éb “rab 3 rbc 1 réa “rac 1 rbb 1réa

— NI% NP NI — NI NIYS NI + NP NI N3, (6.44)

Eine Integration iiber U ergibt mit (4.69) und (5.73):

Aop s 4
/dU SZZZZIZV — T3 Cabe €aic(1 = Yudaa (1 — ) g5 (1 = Yu)vs
4
+§ €ach 6655(1 - 7#)01&(1 - 7#)73(1 - ’Yu)ﬂ’y
4
+§ €4 €bac(1 — Vu)pa(l — ')’u)aé(l — Yu)vs
4
g Ceab €ape(1 = Yu)ra(l — 7#)04?(1 — V)87
4
T3 €abe €pea(l — ’Yu)ﬂd(l - 7#)75(1 - ’Yu)a»"y
4
+§ €43 €cba(l — Vu)ya(l — 7#)55(1 — V)i (6.45)
300 oo Tk e e T Tk T Tk 3
250 .
—-200F .
ER: !
c —150 —
) = B
ey » ]
L r ]
—-100 - N
-50F .
O: X Il L L L :
0 2 4 6 8 10

Abbildung 6.9: Berechnung des Eigenwertes mittels Vektoriteration.
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Eine Addition aller oben berechneter Terme ergibt die Matrix SZZCV ‘;ZZ,Y Diese hingt von
zwolf Parametern ab. Damit S = S;; numerisch berechnet werden kann, muf} eine Abbil-

dung der folgenden Art gefunden werden
{aBy abc} — i, {aB7 abe} — j. (6.46)
Fiir S ergibt sich dadurch eine 123 x 123 Matrix. Das ist eine Matrix mit fast drei Millio-

nen Eintrdgen. Numerisch lassen sich diese Eintrdge mit ein wenig Geduld berechnen.

Die Matrix S ist im allgemeinen weder symmetrisch noch orthogonal. Zur Berechnung
des fiihrenden Terms in (6.40) benétigt man den Eigenwert der Matrix S. Da die Eigen-
werte von S mit den Eigenwerten von S {ibereinstimmen, wie im Anhang C zu sehen ist,
reicht es aus den grofiten Eigenwert von S zu berechnen. Bei einer so groflen Matrix bietet
sich dazu die Potenzmethode (Vektoriteration) an. Hierfiir betrachtet man zunéchst eine
komplexe n X n Matrix mit Eigenwerten A; --- A,

A1] > [A2] > -+ > |l (6.47)

und Eigenvektoren xi,--- ,z,.
Ausgehend von einem zufillig gewihlten Startvektor z(®) werden nacheinander die Vek-
toren z**1 gebildet:

B = Gk = Gk —0,1,... . (6.48)
Die Eigenvektoren z; von S bilden eine Basis des C™ und es gibt einen Vektor
c = (c1,--,cn)t €C™ (6.49)
mit

n

2@ = Zczaez (6.50)

i=1

Aus (6.48) und (6.50) folgt fiir z(*)

n

z®) = zci/\fmi = N(cizi + 7). (6.51)

k) (6.52)

7 — 0 fiir &k — oo. (6.53)

Dabei ist 7

NS A2

=2

so gewédhlt, dafl
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Um A; zu berechnen wahlt man einen komplexen Vektor d € C™ und bildet
a®) = (2™ q). (6.54)

Aus (6.51) folgt dann

(k+1) (k+1) 4
o _ (l’ ) ) - M+0 (‘é

k
3 ) — A\ fiir K — oo. (6.55)
1
Die Konvergenzgeschwindigkeit ist um so schneller, je weiter die Eigenwerte voneinander
getrennt sind. Fiir die behandelte Matrix S konvergiert dieses Verfahren schon nach we-
nigen Iterationsschritten, was auch aus der Abbildung (6.9) hervorgeht.

k a(k)/a(kfl)
2 -8.0000

3 -288.0000
4 -288.0000
5 -288.0000

Die 1728 Eintrige der Startvekoren z(®) und d wurden wie folgt gew#hlt
z® = (0,0,0,0,0,1,0,---,0)7 = d. (6.56)

Mittels der Vektoriteration wird der betragsméaflig grofite Eigenwert berechnet. Die mogli-
cherweise positiven, zahlenmiafig grofleren Eigenwerte werden dabei nicht beriicksichtigt.
Berechnet man das Eigenwertspektrum mit Hilfe von MATHEMATICA, so ergeben sich die

mehrfach entarteten Eigenwerte 0 und -288. Unter Beriicksichtigung des Vorfaktors —IZ—;
aus Gleichung (6.43) ergeben sich damit die Eigenwerte
A = 6K°, (6.57)
Ao = 0. (6.58)

Das numerische Ergebnis bestétigt somit den Eigenwert null. Welche Bedeutung der an-
dere Eigenwert 6 K3 hat, kann nicht erklirt werden. Méglicherweise entspricht dieser Ei-
genwert Graphen mit nicht-eichinvarianten Operatoren. Die analytischen Uberlegungen
deuten darauf hin, dal Graphen der obigen Form mit eichinvarianten Operatoren zum
Eigenwert null gehoren. Bei diesem Eigenwert gibt der Graph aus Abbildung (6.1) keinen
Beitrag. Es scheint daher nicht moglich zu sein, auf diese Weise die Masse des Gluino-
Glue-Teilchens zu bestimmen.
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6.4 Gluino-Glue-Masse

Ziel der letzten Abschnitte war es einen Graphen zu konstruieren, der keine S-Abhéngig-
keit aufweist. Dies scheint nach den vorangegangenen Uberlegungen nicht moglich zu sein.
Nimmt man eine S-Abhéngigkeit in Kauf, kann man einen dhnlichen Graphen wie in der
QCD konstruieren. Dieser besteht dann aus einem Schlauch von Plaquetten mit einer 7-
langen Kante aus V-Matrizen und ist in Abbildung (6.10) zu sehen. An den beiden Enden
des Graphens befindet sich je ein Gluino-Glue-Operator.

Abbildung 6.10: Graph zur Bestimmung des Massensprungs. An den Enden des Graphens
befindet sich je ein gestrichelt gekennzeichneter Operator. Die V-Kante ist wieder fett
eingezeichnet. Die Seiten der quadratischen Rohre miissen noch mit Plaquetten aus der
Eichwirkung ausgefiillt werden.

Die Berechnung des Graphens kann man in verschiedene Teilrechnungen zerlegen.

1. Zunéchst gibt es aus den beiden Operatoren zwei Plaquetten, die am Punkt z und
am Punkt z ein Majorana-Fermion haben:

Oc(z) = Tr(UiT°)¢¢(x), (6.59)

O:(2) = Tr(UxT?) 9E(2). (6.60)

2. Desweiteren gibt es eine Kette von 7 Kanten. Diese enthilt insgesamt 7 Matrizen
D = CM und 27 + 2 Majorana-Fermionen, wobei die zwei dufleren Fermionen aus
den beiden Operatoren stammen.
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()
Il

K
( ) (Zzﬁ“ Dg% Y,z lbg ) (Zd}c 75 v,y 1/’5(3/))
(Z ¥p(2)Djr (= w)zbi(w)) vE(2) (6.61)
Jede Kante kann fiir die v-Integration wie folgt umgeformt werden?

Zw“ ) D2 (y, z)Yf(z) = —Zwﬂ ) D2 (y, z)¥2 (y)

= —Z¢g<m> (D7) (@, 0)0%(y).  (6.62)

Die transponierte D-Matrix hat wegen (5.12) und (5.9) die folgende Gestalt

(DT)m = 20C( 4+, (V)™
= 2[(1+9) C"],, (V)
= 2[(C+nO)],, (v
i 200 (=), (V)™ (6.63)

Die obige Umformung fiihrt somit zu

Zw )DL (y, 2)Ph(z) = 2> W) [C (1 — )]s, (V7)™ ¥ (y)
— 2 ngw [C (1 =)0 (VD)™ 65()
= Zw Db (x, y)vh(y). (6.64)

Die Matrix D wird definiert durch

D = 2[C(1—y) VT (6.65)

!Diese Umformungen sind nicht zwingend nétig; sie machen die Rechnung jedoch iibersichtlicher.
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Fiir den Graphen G aus Gleichung (6.61) ergibt sich dann

- )
B @) ve(x) Zwa ) D2l (2, y)¥5(v) de ) D35y, v)¥5 (v)

\
x \Zw’" w) Dyt (w, 2)9k(z) | ¥E(2). (6.66)

Die Fermion-Integration an jedem Gitterpunkt fiihrt wegen (3.43) zu
; /Hd% e 5 [ avkta) 00 - [ avie) 55049 6

K , . )
= <3> Y " Ceabea D2 (2,y) Cpy 0o D4 (y,v) -+ Di(w, 2)Cre by (6.67)

Dirac
Colour

Q
Il

Jede Matrix D setzt sich aus der Ladungskonjugationsmatrix C' und der Fermion-
matrix M zusammen:

N

D = CM. (6.68)
Dabei gilt in Anlehnung an (6.65)
M = 2(1—~,)VT. (6.69)

Da das Quadrat der Ladungskonjugationsmatrix —1 ergibt, berechnet sich G zu

~ K\T7 N N N eé
G = (-1 <7> (Mz,yMy,,,---Mw,zc) B (6.70)
Mit (6.69) folgt
G = (-1 K" 27 [(1—7,)Cl. (VTVT...VT)*, (6.71)
(V)

3. Schliefflich ist der gesamte Schlauch noch mit Plaquetten ausgefiillt, die von der
Form

Tr (Up) (6.72)

N

sind.
Klappt man den Graphen aus Abbildung (6.10) auf, so entsteht eine 7 x 4 Fliche.
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< »
- !

Abbildung 6.11: Graphische Darstellung des aufgeklappten Graphen aus Abbildung (6.10).

Uber alle innenliegenden Plaquetten muB zunéchst integriert werden. Fiir jede innere
Integration gilt

/dUTr(UUﬁ)Tr(U_lU7) = %Tr(UﬁUﬁ. (6.73)

Integriert man zuerst jede Zeile aus Abbildung (6.11), ohne den Rand zu beriick-

sichtigen, erhdlt man einen Faktor (1)4(T_1). Dann bleiben noch drei Integrationen

2
zwischen den vier Zeilen iibrig, die mit einem Faktor (%)3 beitragen. Somit folgt fiir

die U-Integration des Graphens (6.10), ohne den Rand aus Abbildung (6.11),

R 1 4(r-1) 1 3
/HdUinnenGS = <§> <§> ﬂ(U3U2U§1U1) (674)

mnen

Mit den obigen drei Punkten ergibt sich fiir den Graphen aus Abbildung (6.10) vor der
Integration iiber den Rand

) /B 4T 1 4r—1
G = /dUl dUy dUs (=1)" K727 [(1 = ,) Ol V5 <§> <5>
< Tr (U7 Uy U5 ') T (THT) Tx (1)
) /B 4T 1 4r—1
- /dUl dU» dUs (=1)" K7 271 [(1 = ,) C],¢ V5 <§> <§>

x > UL Us, U MU Y UL TE, Y U, T, (6.75)
q,r

i,9,k,l m,o

Die einzelnen Integrationen berechnen sich mit den Gleichungen (4.63), (2.35) und (4.61)
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wie folgt
L 1
dU, U1,»j Ui, = 55 Omjs (6.76)
1
/dU2 Uzkl qur — 2 51'k 5ql, (677)
/ dUs V5°U; ' Us,, = 2

T TS, / dU3 U; 1 Us U3 'Us,,
- 2r7f

1 1
3 0ji Ocb Okt Oga + 3 Oka O1d 0jb Oic

1 1
6 Okt Oda Ojp Oic — 6 i Och Oka 5zd}

2 .
= g T:C T(;a 5ka 5ld 5jb 5ic- (678)

Damit geht die Gleichung (6.75) iiber in

ﬁ 4r 1 4r7—1 1

¢ = oo, (5) (5)  FTRTETLT
s
2

’ <1>4T 1 1Tr(TéTé)Tr(TeTe).

= (=17 K727 [(1 =) Cl; ( 6

(6.79)
Mit Gleichung (1.67) und Summenbildung {iber die Farbindices ergibt sich
- B 4T 1 4r—1 1 9
G = (1)K 20 [(1-9)Cl; |35 = ==
1) a-wele (5) (3) &5
4T 471
1 3
= (-1)" K"27" [(1—7,)C).. (g) <§> S (6.80)

Abschlieflend ist noch die Normierung der Erwartungswerte zu beriicksichtigen®. Allge-
mein gilt fiir den Erwartungswert von einer beliebigen geraden Anzahl von Fermionen

e @) =z [ [lah@e P u uia). 68
B,b

Das bedeutet, jede Fermion-Integration an einem Gitterpunkt tragt noch mit einem Faktor
1/Z,[0] bei. Fiir diesen Normierungsfaktor gilt nach Gleichung (3.33)

Zol0] = —1. (6.82)

2Handelt es sich, wie bei den in Kapitel 5 berechneten Graphen, um Graphen mit einer geraden Anzahl
von Gitterpunkten, trigt die obige Normierung mit einem Faktor eins bei.
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Diese Normierung ist notwendig, da fiir den Erwartungswert gelten muf
(1), = 1. (6.83)

Der Graph G lautet dann in der endgiiltigen Version

o - Lwra-aa, (5)7(5)

= — K721 [(1—7,)C)., <§>4T (%)Lh_l g

Verzichtet man in dem Anfangsausdruck auf die Umformung (6.62), so ergibt sich fiir den
Graphen G der folgende Ausdruck

(6.84)

- B 4T 1 4r—1 3
= K27 11 | = = = :
¢ ek (5) () & (6.5
Wie man sich leicht iiberzeugen kann gilt
[(14+7%)Cl, = —[1—-7%)Cl;. (6.86)

Das Ergebnis aus Gleichung (6.84) stimmt damit mit Gleichung (6.85) iiberein.
Fiir eine grofle Anzahl von Zeitscheiben 7 fillt die Gluino-Glue-Gluino-Glue-Korrelations-
funktion exponentiell mit der Masse ab:

(Tr (Up,(2)) Tr (Up,9p(2)) = Ae ™. (6.87)
Somit gilt
Ae ™ = G
4r 1 4T 1 -1 3
= K27 (g) <§> <§> 5271 [(1+7) Cl,
=4
= AKTp'T27, (6.88)

Die Masse des Gluino-Glue-Teilchens berechnet sich damit zu

m = — %{ In (KT) +1In (647) +In (2_77)}
m = —InK—4Inf+7In2. (6.89)

In diesem Kapitel wurde die Methode entwickelt mit der Massen mittels der Hoppingpara-
meter-Entwicklung berechnet werden kénnen. Die aufgefiihrten analytischen Rechnungen
stellen eine Ergédnzung zu den oft sehr aufwendigen Monte-Carlo-Verfahren dar. Da die
Teilchenmassen sehr wichtig sind, ist man auch an einem analytischen Zugang interessiert.
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Aufbauend auf den in diesem Kapitel erstellten Grundlagen, sind weitere Korrekturen zur
Gluino-Glue-Masse und die Berechnung weiterer Teilchenmassen geplant.

Das in Gleichung (6.89) erhaltene Ergebnis fiir die Gluino-Glue-Masse stellt eine erste
grobe Abschitzung dar und gilt nur fiir kleine K-Werte. Je ndher man zum kritischen
Hoppingparameterwert kommt, um so mehr Korrekturen miissen beriicksichtigt werden.
Betrachtet man den 0**-Glueball in der reinen Eichtheorie, ist der fiihrende Term nach [44]

m(Glueball) = —4 lng = —4Inf+8In2. (6.90)

Der Gluino-Glueball unterscheidet sich somit von dem Glueball durch

m(Gluino-Glueball) = m(Glueball) — In K —In2

1
= Glueball) + In —. 6.91
m(Glueball) + In e (6.91)
Da diese Abschidtzung nur fiir kleine K-Werte gilt, mufl der Kehrwert 1/K sehr grofl
werden. Nimmt man fiir 1/K den Wert 5.55 an, gilt

m(Gluino-Glueball) = m(Glueball) + 1. (6.92)

Das Ergebnis paft sehr gut zu den numerischen Massen, die in Abbildung (10.1) zu
sehen sind. Danach ist der 0 *-Gluino-Glueball bei einem Hoppingparameterwert von
1/K = 5.55 um einen Faktor eins grofler als der 0*-Glueball und stimmt somit mit der
Gleichung (6.92) iiberein.






Kapitel 7

Monte-Carlo-Methoden in der
Physik

Bei der Beschreibung der Gitter-Supersymmetrie bin ich in den vorangegangenen Kapi-
teln der Idee von G. CURcCI und G. VENEZIANO gefolgt [18]. Mit der Einfiihrung des
Gitters gibt es das folgende Problem: Es gibt keine Gittertheorie, die die Supersymmetrie
exakt erhdlt. Die Griinde liegen zum einen an dem Gitter selbst, das die Lorentzinvari-
anz und damit die Supersymmetrie bricht. Benutzt man zudem noch WiILSON-Fermionen
zur Beschreibung der Gluinos, bricht der WILSON-Term die chirale Symmetrie und damit
auch die Supersymmetrie.

Eine Losung bietet sich in der Benutzung von perfekten Wirkungen an. Diese enthalten
allerdings nicht-lokale Wechselwirkungen, die numerisch sehr schwer zu implementieren
sind. Insbesondere scheiden sie auf Parallelrechnern, wie der T3E, aus. Eine verbesserte
Wirkung zum masselosen Gluino-Limes stellt die NEUBERGER-Wirkung dar, die masselose
Quarks auf dem Gitter exakt beschreibt [46]. Aber, genauso wie die perfekten Wirkungen,
hat auch diese nicht-lokale Wechselwirkungsterme.

Die Idee von G. CURcI und G. VENEZIANO ist, mit einer einfachen nicht-supersym-
metrischen Gitter-Wirkung zu starten und die Supersymmetrie erst im Kontinuumslimes
wieder herzustellen. Dieses Problem ist der chiralen Symmetriebrechung in der QCD durch
WILSON-Fermionen sehr dhnlich und kann daher auf die gleiche Weise behandelt werden.
Man muf} also nur die nackten Parameter korrekt einstellen, um den supersymmetrischen
Punkt zu finden. Im Fall der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie gibt es zwei Parameter,
die angepafit werden koénnen. Das ist zum einen die Eichkopplung 8 und zum anderen die
Gluino-Masse m.

Die chirale Symmetrie wird wieder hergestellt wenn der Hoppingparameter K auf K,

eingestellt wird. Dies ist dquivalent zu einer verschwindenden Gluino-Masse. Im Kontinu-
um geschieht die Wiederherstellung der Supersymmetrie ebenfalls durch diese Einstellung.



144 KAPITEL 7. MONTE-CARLO-METHODEN IN DER PHYSIK

Das bedeutet:

chﬁiral = Kg{lsv (7-1)

In nicht-abelschen Feldtheorien wird der Kontinuumslimes erreicht durch 8 — oo. Der
kritische Hoppingparameter ist eine Funktion der Eichkopplung wobei gilt

M Ccr 1

,Blggo K = 1 (7.2)
Betrachtet man die Eichgruppe SU(2), reicht es aus 3-Werte zwischen 2.0 und 3.0 zur
Extraktion der Kontinuumsphysik zu betrachten. Da hohe §-Werte die numerische Simu-
lation sehr teuer machen, haben wir in unserer Kollaboration immer den Wert § = 2.3
gewéhlt. In der Gitter-Wirkung (2.16) und (2.33) wird die nackte Eichkopplung konven-
tionell durch g = % reprasentiert und die nackte Gluino-Masse wird durch den Hop-
pingparameter K ausgedriickt (2.34). In der (3, K)-Ebene gibt es eine kritische Linie,
die mit verschwindener Gluino-Masse korrespondiert. Die erwartete Phasenstruktur ist in
Abbildung (7.1) zu sehen.

A
K
<M><0
1 <> >0
A
B

Abbildung 7.1: Graphische Darstellung des Phasendiagramms fiir eine SU(2) Eichtheorie
mit Gluinos in der adjungierten Darstellung. Zwischen den beiden Phasen kann es einen
Phaseniibergang oder einen ,,cross-over“ Bereich geben.

Die Wirkung von G. CURcI und G. VENEZIANO galt es nun zu implementieren. Dazu be-
nutzt man die sogenannten Monte-Carlo-Algorithmen. Danach werden Feldkonfiguratio-
nen erzeugt, mit denen dann physikalisch interessante Objekte gemessen werden kénnen.
Letztendlich stellt die Computersimulation ein numerisches Verfahren zur Berechnung des
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Pfadintegrals zur Verfiigung.

Die Beriicksichtigung von Fermionenfeldern bei der Simulation wird erschwert durch die
Tatsache, dal Grassmann-wertige Felder im Rechner nur durch Matrizen dargestellt wer-
den. Somit sind sie fiir numerische Zwecke nicht brauchbar. Die Losung liegt in der Aus-
integration der Fermionfelder, was in physikalisch relevanten Theorien immer moglich
ist. Dies fiihrt zur sogenannten Fermiondeterminante, die ein Funktional in den iibrigen
Feldern ist. Dabei unterscheidet man ,,quenched” und ,unquenched“ Simulationen. Bei
der ersten Methode wird die Fermiondeterminante auf eins fixiert. Somit wird sie beim
Updating der Felder nicht mehr beriicksichtigt [32]. Durch diese Methode wird jedoch die
Supersymmetrie hart gebrochen.

7.1 Multi-bosonischer Algorithmus mit Korrekturen

Zur Monte-Carlo-Simulation [55] von Fermionen auf einem Gitter entwickelte M. LUSCHER
1993 den multi-bosonischen Algorithmus [37]. In der Originalversion fiir Ny Dirac-Fermion-
Flavours betrachtet man die Approximation der Fermiondeterminante

Ng/2 1

det Ni = (det(Q' ~ 7.3
wobei die Folge von Polynomen P, die folgende Eigenschaft hat
lim P,(z) = z Ni/2 (7.4)
n—oo
Das Intervall [¢, \] deckt das komplette Spektrum von Q'Q ab. Das Problem des Vor-
zeichens der Determinante wird fiir ein Majorana-Fermion (N; = 1) in Kapitel (2.4)

behandelt. Weitere detaillierte Ausfiithrungen finden sich in [13].

Fiir die multi-bosonische Darstellung der Fermiondeterminante benutzt man die Wurzeln
des Polynoms rj, ( =1,2,...,n)
PAQ'Q) = P@) = n][(@ ). (75)
j=1
Geht man davon aus, dafl die Wurzeln als komplex konjugierte Paare auftreten, kann man
auch die folgende Form wé&hlen

P(Q?) = H[mu» V2| = HQ (@~ pj), (7.6)

mit 7; = (u; + ivj)? und p; = p; + iv;. Mit Hilfe von komplexen skalaren Feldern ®;,
kann man folgende Approximation vornehmen

ﬁdet[@—p;)(cz—pj)]l x [lde) exp{ S Y e, @@ m]ﬁn}.

Jj=1 zy

(7.7)
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Da die obige Approximation fiir endliche Polynome vom Grad n nicht exakt ist, miifite
man eigentlich die Resultate zu n — oo extrapolieren. Einfacher ist es die n-Abhéngigkeit
zu untersuchen, um dann zu zeigen, dafl der systematische Fehler, der durch die Endlich-
keit des Polynoms verursacht wird, gegeniiber dem statistischen Fehler vernachlissighar
ist.

Die Schwierigkeit fiir kleine Fermion-Massen in groflen physikalischen Volumen ist das
Ansteigen der Konditionszahl \/e ~ (10* — 105). Dadurch werden immer héhere Ordnun-
gen n = O(10%) fiir eine gute Approximation nétig, was viel Speicherplatz beansprucht.
Zudem wird die Autokorrelation schlechter, da diese proportional zu n ist. Verbesserungen
dieser Probleme bieten sich in der Einfiihrung einer Zwei-Schritt-Polynom-Approximation
an [40, 41]. In diesem Zwei-Schritt-multi-bosonischen Verfahren wird die Gleichung (7.7)
ersetzt durch

lim P{Y(z)PP(z) = 2 M/ mitz € e, (7.8)

n n
ng—00 2

Die multi-bosonische Darstellung wird nur fiir das erste Polynom P,ﬁ) benutzt. Dadurch
erhdlt man eine grobe Abschidtzung und kann daher die Ordnung n; relativ niedrig hal-
ten. Der Korrekturfaktor P,E';’) wird in einem stochastischen Noisy-Korrrektur-Schritt mit
einer globalen accept-reject Bedingung wéhrend des Update-Prozesses durchgefiihrt. Um
einen exakten Algorithmus zu erhalten, muf} in diesem Fall der Grenzwert ny — oo be-
trachtet werden. Dabei stellt sich heraus, daf} es fiir sehr kleine Fermionmassen, wie bei
den Gluinos, praktischer ist, ein grofies ny zu fixieren und eine weitere kleine Korrektur in
der Berechnung der Erwartungswerte durch eine Neugewichtung mit einem noch feineren
Polynom durchzufiihren.

7.2 Update der Felder

Die Idee fiir das Updating der Felder besteht in einem stochastischen Korrektur-Schritt
anstelle von Approximationen mit groflen Polynomen der Ordnung n. Dieses Verfahren
wird sehr ausfiihrlich in [40] vorgestellt. Hier sollen nur die wichtigsten Schritte dokumen-
tiert werden.

In dem Zwei-Schritt-Verfahren fiir Ny Fermion-Flavour ist der Betrag der Determinante
gegeben durch

1
I ~ o 7.9
| det(Q))| det PV(Q)2 det P2 ()2 "

Bei einem multi-bosonischen Verfahren mit n; skalaren Pseudo-Fermionfeldern wird das
Update der skalaren Felder mit einem Heatbath- oder Overrelaxation-Algorithmus und
das Update der Eichfelder mittels eines Metropolis-Algorithmus durchgefiihrt. Nach einem
Metropolis-Schritt fiir das Eichfeld wird ein globaler accept-reject-Schritt eingefiihrt, um
die Verteilung der Eichfelder U gem&8 der rechten Seite von Gleichung (7.9) zu erhalten.
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Der Noisy-Korrektur-Schritt generiert einen Zufallsvektor 17 geméfl der normierten Gaufl-
Verteilung

o1 P (QIUP)n

[[dn]ePe @12n | (7.10)
und akzeptiert den Ubergang [U’] < [U] mit einer Wahrscheinlichkeit
min {1, A(n; [U'] « [U])}, (7.11)
mit
A U« [U)) = exp {—nTPr(ﬁ)(Q[U']Z’)n - n*Pr(ﬁ)(Q[U]Z’)n} : (7.12)
Den Vektor n kann man aus n’ gewinnen, da ' Gaufl-verteilt ist
iy
W (7.13)
und folgende Zuordnung gilt
n = PPQUTP)n" (7.14)

Zur Berechnung der inversen Wurzel aus (Q[U’]?) bieten sich zwei verschiedene Méglich-

keiten an. Zum einen gilt mit z = Q?
1

PA(z)™2 =~ R, (z) ~ z"7/*S, [PV (z)). (7.15)

n2

Dabei beschreibt

D=

Sns(P) =~ P (7.16)

eine Approximation der Funktion P? auf dem Intervall P € [\ N#/2 ¢ N/2], Die Polynom-
Approximationen R,, und S,, konnen auf die gleiche Weise festgelegt werden wie P,(L})

und P,g). Diese Approximationen sind leichter durchzufiihren als zum Beispiel P,S}), da
bei einer gegeben Ordnung eine héhere Prizision erzielt wird.

Eine andere M6glichkeit, eine passende Approximation fiir die Gleichung (7.14) zu finden,
ist die Wahl der zweiten Zerlegung aus Gleichung (7.6) mit der Definition

PUG) = R[@—p)  PO@) = PYQIPLAQG).  (1.17)
j=1

Der Noise-Vektor  kann dann aus dem Gauf-Vektor n' erzeugt werden nach

n = PLPQ) " (7.18)
Dabei ist P,%/z)(())*l gegeben durch
Py (Q)
Pi(Q?)
Das in dieser Gleichung auftretende Polynom P,, bezeichnet eine Approximation fiir das

Inverse des Polynoms P,g)

PEPQ =

n2

~ P, (Q")PLP Q). (7.19)

in dem Intervall [e, A].
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7.3 Mef3korrekturen

Der multi-bosonische Algorithmus wird nur im Grenzwert sehr hoher Polynomordnungen
ny — oo (7.8) exakt. Anstatt die Abhéingigkeit der Polynomordnung durch mehrere Simu-
lationen zu untersuchen, ist es besser, eine hohe Ordnung fiir die Simulation festzuhalten
und eine weitere Korrektur in der Messung der Erwartungswerte durch feinere Polyno-
me durchzufiihren. Dies geschieht durch eine Neugewichtung der Konfigurationen in der
Messung von unterschiedlichen Groéfien.

Fiir allgemeine N; wird dieses Verfahren in [30] vorgestellt. Es fufit auf einer Polynom-

Approximation Pr(ﬁ), fiir die folgendes gilt
PO @) PO ()P (z) = = ™M/? mitze e\ (7.20)

lim
Nn4—00 n2 n4

Das Intervall [¢’, A] kann zum Beispiel wie folgt gewdhlt werden
e/ = 0 und X\ = Ayax (7.21)

Dabei stellt A\nax eine obere Grenze fiir die Eigenwerte von QfQ = Q? dar. In diesem
Sinne ist der Grenzwert ny, — oo auf einer beliebigen Eichkonfiguration exakt. Fiir die
Herleitung von Pr(zi) kann man n4-abhéngige Rekursionsformeln verwenden, die durch die
Beobachtung des Konvergenzverhaltens abgebrochen werden. Nach einer Neugewichtung
nimmt der Erwartungswert einer Meflgrole A die nachstehende Form an

(A exp{n'[1 — Pr(zj)(QTQ)]nDUJI_
(exp{nf[l — Pﬁi)(QTQ)]nDU,n

Wenn das zweite Polynom eine gute Approximation liefert &ndert der Korrekturfaktor den
Erwartungswert nicht. In diesen Féllen dient die Meflkorrektur lediglich der Bestdtigung
der Ergebnisse.

(4) = (7.22)

7.4 Prikonditionierung

Die Schwierigkeit einer numerischen Simulation nimmt mit steigender Konditionszahl /e
zu. Die Konditionszahl legt das Eigenwertspektrum der fermionischen Matrizen auf ty-
pischen Eichfeld-Konfigurationen fest. Eine Moglichkeit die Konditionszahl zu erniedri-
gen, bietet das Verfahren der Prdkonditionierung an. Die even-odd-Zerlegung fiir multi-
bosonische Algorithmen wurde 1997 von B. JEGERLEHNER aufgestellt [28]. Danach wird
die hermitesche Fermionmatrix @ in Unterrdume aufgeteilt, die nur gerade beziehungs-
weise nur ungerade Gitterpunkte enthalten:

s — K5 Mo
pr— —_— . 7.23
Q /75Q < _K/YSMeo Ys > ( )

Fiir die Fermiondeterminante gilt

detQ = detQ mit Q = 5 — K25 My M., . (7.24)
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Der Vorteil der Matrix Q2 ist ihre kleinere Konditionszahl verglichen mit Q2.

Weitere detailliertere Erlduterungen der in unserer Kollaboration benutzten numerischen
Verfahren finden sich zum Beispiel in [13], [51] oder [56].






Kapitel 8
String-Spannung

Die String-Spannung ist ein wichtiger Parameter, da ihr Wert die beiden Phasen Confine-
ment und Screening kennzeichnet. In vielen numerischen und analytischen Berechnungen
von Gitter-Eichtheorien wiahlt man die String-Spannung als einen Ordnungsparameter.

8.1 Statisches Potential

In einer Eichtheorie ist das Potential zwischen statischen Farbladungen eine physika-
lisch sehr interessante Grofle, da es charakteristisch fiir die Dynamik des Eichfeldes ist.
Wenn sich die Quellen in der fundamentalen Darstellung der Eichgruppe befinden be-
zeichnet man sie auch als statische Quarks. Das statische Potential eines Quark-Antiquark-
Paares (QQ) kann aus den Wilson-Loops berechnet werden, wobei jedoch unterschiedliche
Ansétze hierzu existieren. Ein Wilson-Loop ist ein geordnetes Produkt von Link-Variablen
entlang eines geschlossenen rechteckigen Weges mit dem rdumlichen Abstand R und der
zeitlichen Ausdehnung T'. Man kann ihn als , Weltbogen*“ eines QQ-Paares interpretieren:
Zur euklidischen Zeit 7 = 0 wird ein Erzeugungsoperator

It =Q(0) U0 — R) Q'(R) (8.1)

mit einem eichkovarianten Paralleltransporter U(0 — R) auf den Vakuumszustand |0)
angewendet. In der Anwesenheit eines Hintergrundfeldes propagiert das QQ-Paar durch
statische Wilson-Linien zu 7 = T, und wird schliefllich durch die Anwendung von I'g
anhiliert. Eine Spektralzerlegung der Wilson-Loops weist folgendes Verhalten auf:

Tr (DATTT} T T)
Tr (TEr)

(W(R,T)) (8.2)
DN LTZ| (m|Tg|n, R) [ e (T e FnErD - (3.3)

- Z|d e BT 5 (14 O(e BrEr-T))) | (8.4)
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wobei T die Transfermatrix bezeichnet und 7 |n) = e~ | n) und d,(R) = (0|Tr|n, R)
gilt. | n, R) ist der n-te Eigenzustand in dem geladenen Sektor des Hilbertraumes mit
nicht verschwindendem Uberlapp auf den Erzeugungsoperator I‘Jlf{, wihrend |n) der n-te
Eigenzustand des ungeladenen Sektors ist. V,,(R) bezeichnet die n-te Anregung des QQ-
Zustandes; die Vakuumsenergie Fy, wurde auf null gesetzt. F; ist die Massenliicke (mass
gap) und entspricht somit der Masse des A] Glueballs.

8.1.1 Verbesserung des Grundzustandes

Das physikalisch interessante Grundzustandspotential V(R) = Vp(R), kann man im Grenz-
wert fiir grofle T erhalten:

Zc e AT 2% Cy(R)e VT, (8.5)

Die Uberlappungen C,(R) =| d,(R) |>> 0 geniigen der folgenden Normierungsbedingung:
Y Cu(R)=1. (8.6)

Der Weg des Paralleltransporters U(0 — R), der fiir die Konstruktion des QQ-Erzeu-
gungs-Operators gebraucht wird, beeintrichtigt nicht die Eigenwerte der Transfermatrix
und ist auf keinen Fall eindeutig. Diese Freiheit kann man ausnutzen, um die Uberlap-
pung des Grundzustandes durch geeignete Superpositionen solcher Wege zu verbessern,
mit dem Ziel Cy(R) ~ 1 zu erhalten. Fiir jeden Wert von R dient dann die Abweichung
des Wertes Cy(R) von eins als Uberwachung fiir die Unterdriickung von Beitrigen ange-
regter Zustdnde, die auf diesem Weg erreicht werden. Eine ausfiihrlichere Beschreibung
findet sich in dem Abschnitt 8.7 iiber Smearing.

Das Grundzustandspotential erh&lt man nun je nach Definition des statischen Potentials
aus (8.4):

(W(R,T)) = |do|?e BT 4 gy 2e BT ... (8.7)
d 2
| dy [P eV <1 . : : :2 VAR V(T )  (88)

Anwenden der Logarithmus-Reihe ergibt:

log(W(R,T)) = log|do|* —Vo(R) T
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1°g<<vév(g,]§:i)i)>> = log(W(R,T)) ~log(W(R,T +1)) (8.10)

2
= W(R) + dy | e~ Vi(R)—Vo(R)]T

x (1 — e MEWE 4y (8.11)

Mit der Definition fiir das statische Potential

ViR = s (G o) .12

erhilt man somit fiir Vo(R) den folgenden Fit-Ansatz:

d 2
V(R,T) = Vy(R) + %NWR)WRHT (8.13)
= Vo(R) + c1(R) e =BT, (8.14)

Dabei beschreibt V5(R) die Energie des Eichfeldes zwischen zwei statischen Farbladungen
(Quark-Antiquark-Paar) die sich im Abstand R voneindander entfernt befinden.

Fiihrt man folgende Abkiirzungen ein
MR, T) = e VBT (1 —e2VR)) und AV(R) = Vi(R) — Vo(R), (8.15)

ist die Form des Potentials konsistent mit der Schreibweise von G. S. BALI, K. SCHIL-
LING und CH. SCHLICHTER |[8].

Eine weitere mogliche Definition fiir V (R, T) ist die folgende:

7(R,T) = —% log W (R, T). (8.16)

Daraus ergibt sich fiir V5(R)!, unter Benutzung von (8.9), der nachstehende Fit-Ansatz:

V(R,T) = Vy(R) — % (8.17)
~ Vi(R) — 63;R). (8.18)

Entscheidend bei den obigen Definitionen des Potentials (8.12) und (8.16) ist, daf} sich
die zugehorigen Wilson-Loops W (R, T) in der fundamentalen Darstellung befinden. Sie
sind definiert als Erwartungswerte geschlossener rechteckiger R x T' Schleifen.

! Aus Griinden der Ubersicht wird im folgenden V,(R) durch V (R) ersetzt.
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8.2 Bestimmung der String-Spannung

Eine Methode, die String-Spannung zu bestimmen, ist das Auseinanderziehen eines Quark-
Antiquark-Paares. Bei geniigend grofiem Abstand R ergibt sich die String-Spannung aus
dem Potential zu

o= lim lV(R). (8.19)

R—o0

Wenn die String-Spannung ungleich null ist, wiachst das Potential linear in R an:
V(R)®2~0R. (8.20)

Herrscht eine konstante Kraft o zwischen weit getrennten Farbquellen, so spricht man von
statischem Confinement. Grofle Wilson-Loops gehorchen dann der sogenannten Fldchen-
regel [62]

W(R,T)*"==Ce "FT, (8.21)

Quark-Confinement ist eine Konsequenz der nicht-abelschen Natur der Eichwechselwir-
kung in der QCD. Man erwartet, dafy die Quarks in einem Hadron Quellen von chromoelek-
trischen Fliissen sind. Diese konzentrieren sich in engen Schlduchen, die die Konstituenten
miteinander verbinden. Da sich die Energie nicht ausbreiten kann, wird bei dem Versuch
das Quark-Antiquark-Paar zu separieren, ihr Potential so lange ansteigen, bis Vakuum-
Polarisations-Effekte ihre Farbladung abschirmen. Bei einer geniigend groflen Separation
der Quarks wird allerdings die in den Schlduchen gespeicherte Energie reelle Quark-Paare
produzieren und die Energie des Systems wird durch den Ubergang in einen neuen ha-
dronischen Zustand, der aus farblosen neutralen Hadronen besteht, verringert.

Ein Verschwinden der String-Spannung wiirde eine Abschirmung von fundamentalen Farb-
ladungen durch eine Wolke dynamischer Gluinos bedeuten. Dieses Screening wird in zwei
Dimensionen fiir unsere N = 1 SYM-Theorie im Fall von masselosen Gluinos theoretisch
vorausgesagt [24]. Eine Verallgemeinerung auf vier Dimensionen bleibt jedoch noch frag-
lich. Nach [54] erwartet man hier Confinement fiir statische Quarks. Eine ,,softe“ Brechung
der Supersymmetrie durch eine Gluino-Masse fiihrt zu einem Verschwinden des Screenings
und das gewohnliche Confinement tritt wieder auf. Der Mechanismus des Screenings in [24]
bezieht sich auf die chirale Anomalie und scheint spezifisch fiir zwei Dimensionen zu sein.

8.3 Creutz-Ratios

Bei einer Gittersimulation ist die Bestimmung der String-Spannung wegen der Endlichkeit
des Gitters nur durch eine Extrapolation zu R,T — oo mdglich. Ein Verfahren bietet sich
mit den Creutz-Ratios an. Diese sind wie folgt definiert:

W(R,T)W(R —1,T — 1)> | 8:22)

X(R,T) = —log <W(R,T -~ 1)W(R—1,T)
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Durch eine Extrapolation zu groflen R,T 14t sich aus den Creutz-Ratios die String-
Spannung erschlieffen. Allerdings ist diese Methode nicht zu favorisieren, da der Fit, der
letztlich an die Punkte gelegt wird, keine physikalische Motivation enthélt. Fiir das 8% x 16
Gitter (K = 0.19) stimmen die Werte aus diesem Fit jedoch erstaunlich gut mit den
anderen Methoden iiberein.

Gitter: 8°x16, K=0.19, §=2.3
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Abbildung 8.1: Diese Abbildung ist in Zusammenarbeit mit K. Spanderen angefertigt
worden. Sie zeigt die Wurzel der String-Spannung ¢ in Abhingigkeit des Indexes des zu-
grundeliegenden Creutz-Ratios x(i,4). Der Wert der String-Spannung fiir die reine SU(2)
Eichtheorie ist dem Artikel [3] entnommen.

8.4 Potential-Fit

Eine andere Moglichkeit die String-Spannung zu bestimmen, liegt in einem einfachen Po-
tential-Fit, wie er in Abbildung 8.2 zu sehen ist. Dazu tridgt man fiir jeweils konstantes T’
das entsprechende Potential

IKRJU:—%kgW%&T) (8.23)

auf. Durch diese Werte legt man dann einen Fit, der durch die Stark-Kopplungstheorie
motiviert ist
_a

V(R) =~ +oR + V. (8.24)
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Gitter: 12°x24, K=0.1925, =2.3
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Abbildung 8.2: Statisches Potential V(R,T) = —z log W (R, T) fiir verschie-
dene Werte von 7. Um eine Uberlappung der einzelnen Potentiale V(R,T)
zu vermeiden, wurde auf die einzelnen Meflwerte eine T-abhingige Konstante
addiert. Im unteren Bild sieht man die aus den obigen Fits erhaltene String-
Spannung in Abhéngigkeit von T'. Die letzten Punkte bei hoheren T-Werten
zeigen deutliche Finite-Size-Effekte.
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Dieser rotationsinvariante Ansatz wird auch als Cornell-Ansatz bezeichnet [19].
Man erwartet aus der QCD, dafl das statische Quark-Antiquark-Potential bei kurzen
Distanzen R durch einen Coulomb-artigen Term dominiert wird

V(R) ~ VO—%. (8.25)

Fiir groffe Distanzen sollte es einen linear anwachsenden Term geben:
V(R) ~ Vy+oR. (8.26)

Mit (8.24) erhélt man fiir jedes T einen zugehorigen Wert fiir die String-Spannung. Eine
Extrapolation zu T" — oo liefert schliellich das korrekte Ergebnis. Wie man jedoch schon
an der Abbildung (8.2) sieht, ist dieses Verfahren sehr ungenau und stark fehlerbelastet.
Es gibt somit nur einen groben Schétzwert fiir die String-Spannung an.

8.5 Zwel-Fit-Verfahren

Das Zwei-Fit-Verfahren geschieht in Anlehnung an eine Arbeit von G.S. BALl, K. SCHIL-
LING und CH. SCHLICHTER [8]. Zun&chst bestimmt man aus dem Potential V(R,T), das
nach (8.12) definiert ist, das Potential V(R) durch einen Fit der T-Abhéngigkeit gemif

V(R,T) = V(R) + cie @7, (8.27)
bzw. V(R,T) = V(R)—i—%. (8.28)

Das aus den obigen Fits erhaltene Potential V' (R) ist in der Abbildung (8.3) in Abhingig-
keit von T fiir die R-Werte 1-6 auf einem 83 x 16 Gitter zu sehen. Auf dem 123 x 24 Gitter
ist das Potential fiir R-Werte von 1-9 berechnet worden und in Abbildung (8.4) dargestellt.

Nach der Entwicklung (8.9) erscheint zunéchst nur der erste Fit-Ansatz sinnvoll. Es zeigt
sich aber durch die Abbildungen (8.3) und (8.4), dafl die Unterschiede, der aus den ver-
schiedenen Fit-Ansdtzen erhaltenen Werte fiir V/(R), bei grofien R-Werten immer gerin-
ger werden. Insbesondere wird deutlich, dafl die Werte fiir die String-Spannung, die in
Abhingigkeit von den obigen Werten ermittelt wurden, kaum voneinander abweichen.
Bei den weiterfiihrenden Diskussionen und Abbildungen wird jedoch ausschliefilich der
erste Fit (8.27) behandelt. Da wie in den Abbildungen (8.3) und (8.4) zu sehen ist, die
Fehler fiir T" > 6 signifikant anwachsen, wird 1 < T < 6 als das beste Fit-Intervall auf
dem Gitter gew#hlt. Auf dem kleineren 8% x 16 Gitter gibt es fiir T-Werte die zwischen
eins und vier oder eins und fiinf liegen konsistente Ergebnisse.

Auf diesem Weg wurde das Potential V(R) fiir 1 < R < 6 auf dem 8 x 16 Gitter und
fiir 1 < R <9 auf dem 123 x 24 Gitter berechnet. Die Fehler werden mit wachsendem R
immer grofler und liefern daher keine glaubwiirdigen Ergebnisse mehr. Dies liegt an den
Finite-Size-Effekten, die bei R-Werten R > L/2 erwartet werden und mit wachsendem R
ansteigen. Das Potential wird in den Abbildungen (8.8), (8.9) und (8.10) auf einem 8 x 16
Gitter bei K = 0.19 und K = 0.1925 und auf einem 123 x 24 Gitter bei K = 0.1925 gezeigt.
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Abbildung 8.3: Diese Abbildung zeigt die Abhéngigkeit des Potentials von T bei verschie-
denen Werten fiir R auf einem 8 x 16 Gitter. Zum Vergleich wurde sowohl ein 1/T-Fit,
sowie ein Exponentialfit durch die Punkte gelegt. Das Fit-Intervall erstreckt sich iiber die
Punkte eins bis fiinf.
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Abbildung 8.4: Diese Abbildung zeigt die Abhingigkeit des Potentials von 7" bei verschie-
denen Werten fiir R auf einem 123 x 24 Gitter. Zum Vergleich wurde sowohl ein 1/T-Fit,
sowie ein Exponentialfit durch die Punkte gelegt. Das Fit-Intervall erstreckt sich iiber die
Punkte eins bis sechs.
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Die String-Spannung o ergibt sich daraus, indem man V(R) gegen R auftrigt und durch
diese Punkte den schon bekannten Potential-Fit (8.24) legt. Die Ergebnisse dieses Ver-
fahrens sind in den Abbildungen (8.8), (8.9) und (8.10) zu sehen. Man erkennt das fiir
Confinement typische Bild. Der Wert der String-Spannung h&ngt von dem R-Bereich ab,
der fiir den Fit genommen wird. Fiir gewdhnlich nimmt die String-Spannung ab, wenn
der grofite R-Wert hinzugenommen wird. Dies sollte jedoch nicht mifiverstanden und als
Screening gedeutet werden. Man erwartet, dafl sich das Potential aufgrund von Finite-
Size-Effekten fiir grolere R Werte wieder nach unten neigt. Auf diese Effekte wird im
nichsten Abschnitt detaillierter eingegangen. Zusammenfassend sind die Ergebnisse der
String-Spannung fiir unterschiedliche R-Fit-Intervalle in der Tabelle (8.1) dargestellt.

| Gitter | K | R-Fit-Intervall| ay/o | a |
8§ x 16 | 0.19 14 0.22(1) | 0.23(2)
8% 16 | 0.19 15 0.21(1) | 0.25(1)
8 % 16 | 0.1925 14 0.21(1) | 0.23(2)
8 x 16 | 0.1925 15 0.19(1) | 0.25(2)
12° x 24 | 0.1925 1-6 0.17(1) | 0.25(2)
12° x 24 | 0.1925 17 0.16(1) | 0.26(2)
12° x 24 | 0.1925 18 0.13(2) | 0.31(4)

Tabelle 8.1: Ubersicht iiber die String-Spannung ¢ in Gittereinheiten und der Cou-
lombstéarke o, die aus dem Fit V(R) = V, — % +0 R bei unterschiedlichen R-Fit-Intervallen
bestimmt wurden.

8.6 Gitterprobleme

In diesem Abschnitt sollen einige Probleme erldutert werden, die mit der Einfiihrung des
Gitters verbunden sind.

8.6.1 Finite-Size-Effekte

In numerischen Simulationen auf dem Gitter ist die Anzahl der Gitterpunkte durch die zur
Verfiigung stehende CPU-Leistung beschriankt. Um eine realistische Kontinuumstheorie
zu realisieren, versucht man nun einerseits den Gitterabstand in Bezug auf die Korrela-
tionsldnge so klein zu wéahlen, dafl ein Skalierungsverhalten approximativ erreicht wird.
Andererseits sollte die Korrelationsldnge nicht zu grofl sein, da sonst das endliche Gitter
einen groflen Einfluf} auf viele mefibare Grofien hat.

Ist das simulierte Volumen sehr klein (kleiner oder vergleichbar mit der Grofle eines ha-
dronischen Grundzustandes), wird die Wellenfunktion des Grundzustandes zusammenge-
driickt und ihre Energie wird angehoben. Fiir geniigend kleines L zeigt die Energie ein

1

Skalenverhalten von I
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Hat man ein grofleres aber kein unendliches Volumen, wird es eine kleine Verschiebung der
Energien in Folge von Vakuum-Polarisations-Effekten geben. Die Vakuum-Polarisationen
ergeben einen additiven Beitrag zu den Teilchen-Propagatoren, der nach LUSCHER [35]
speziell fiir die reine Gitter QCD gegeben ist durch:

m(L) — m(oo) ~ A? ﬂm(oo)L

m(oo) ~ m(o0)L (8:29)

Dabei ist A eine effektive niederenergetische Kopplung, die sich auf einen Streuphasen-
Shift bezieht.

8.6.2 Gittereffekte

Neben den Finite-Size-Effekten gibt es noch weitere Effekte, die auf die endliche Git-
terkonstante a zuriickzufithren sind. Einige dieser Gittereigenschaften sollen in diesem
Abschnitt erklidrt werden. Wenn der Gitterabstand von null verschieden ist, passieren
zwei Dinge. Zum einen wird die Rotationsinvarianz verletzt und zum anderen unterschei-
den sich die Formulierungen der Gitter- und der Kontinuumstheorie durch Terme der
Ordnung a,a?,.... Die Verletzung der Rotationsinvarianz bedeutet, dafl Zustéinde, die
im Kontinuumslimes Mitglieder von verschiedenen Darstellungen der kubischen Gruppe
sind und somit zu unterschiedlichen m; gehoren, nicht entartet sein werden. Die Terme
der Ordnung a in der Wirkung liefern eine ganze Reihe von Effekten. Unter anderem ist
die asymptotische Skalierung gebrochen. Auflerdem geht die Universalitdt verloren, so daf§
das Spektrum von der Art der Fermionen (staggered, Wilson, ...) und von der spezifischen
Form der Eichwirkung abhéngig wird.

8.7 Smearing

Bei der Bestimmung der Glueball-Korrelationsfunktionen ist das Signal-zu-Rausch-Ver-
hiltnis immer ein Problem. Dies liegt an dem schlechten Uberlapp der einzelnen Opera-
toren mit der Grundzustandswellenfunktion. Eine Losung bietet sich mit einer eichinvari-
anten Verschmierung der einzelnen Links vor der Messung an. In den Berechnungen des
Potentials wurden sdmtliche Wilson-Loops mit Hilfe von Smearing-Routinen berechnet.
Andernfalls ist die Projektion auf den Grundzustand so ungeniigend, daff man kaum ein
Signal erhélt.

Die verschiedenen Smearing-Verfahren unterscheiden im Wesentlichen zwischen dem A PE-
Smearing und dem Teper-Blocking.

8.7.1 Teper-Blocking

Das Verfahren des Teper-Blockings ist iterativ nach der Vorschrift in Abbildung (8.5)
definiert. Fiir die N-te Rekursion werden die Links U}Y, aus den Links U, ' des (N-1)-
ten Rekursionsschrittes berechnet und dann wieder in die Gruppe der SU(N,)-Matrizen
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Abbildung 8.5: Graphische Darstellung des Blocking-Schemas nach TEPER.
Die geschmierten Links sind iterativ definiert und werden in jedem Iterations-
schritt um einen Faktor zwei ldnger.
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Abbildung 8.6: Graphische Darstellung des iterativen APE-Smearings.

zuriickprojiziert:
N N-1 N-1 Z N-11% N-1 N-1 N-1
U%ll = Uz+2N—1ﬁ,p UE,M + Uz+2Nﬁ,u Uz+2N—117+2N—1;2,p Uz+2N—1f/,p ULV : (830)
fu,u,0#4,
vEp

Die effektive Lénge der geschmierten Linkvariablen nimmt in jedem Schritt um einen
Faktor zwei zu. Damit haben auch die Plaquetten eine groflere Ausdehnung und kénnen so
den Grundzustand besser herausprojizieren. Den Durchmesser des Grundzustandes erhalt
man als grobe Abschitzung aus der Linge 2Vort| die sich aus der Anzahl der Blocking-
schritte ergibt. Der optimale Blocking-Level wiederum ist im wesentlichen abhédngig von
der Eichkopplung und der Gittergréfe und kann mit einem Variationsverfahren bestimmt
werden [51].
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8.7.2 APE-Smearing

Das APE-Smearing stellt eine Alternative zum Teper-Blocking dar, das gerade fiir die
Programmierung auf einem Parallelrechner sehr attraktiv ist [1, 56]. Bei diesem iterativen
Verfahren wird jeder rdumliche Link durch die Summe aus sich selbst und vier ,Klam-
mern“ in beiden Raumrichtungen quer zur Link-Richtung ersetzt. Dabei gewichtet man
die Klammern mit einem Faktor ¢ und projiziert den Link zum Schlufl wieder in die
Gruppe der SU(N,)-Matrizen:

Uzyﬂ A U(L‘,ﬂ + € Z (U(L'T-i-ﬂ,ll Uz‘i_ﬁyﬂ Uz’y + Uz‘l_ﬂ_’?ay Um_ﬁyﬂ U(L‘T—I?,I/) * (8'31)
v=1,2,3
vEp
Man wiederholt diesen Vorgang N-mal fiir das gesamte Gitter. Bei moderaten Werten von
e stimmt dieses Verfahren mit dem numerischen Losen einer Diffusionsgleichung iiberein.
Dementsprechend ist der Diffusions- bzw. Smearing-Radius gegeben durch

Rs= Ne. (8.32)

Im Gegensatz zum Teper-Blocking ist der Smearing-Radius somit klar festgelegt und
kann differenzierter justiert werden. Es gibt noch zahlreiche Modifikationen dieses Ver-
fahrens [25], von denen jedoch keines deutliche Vorteile bietet.

8.8 Auswertung

Zunéchst ist bei beiden Gittergroflen das Finden des optimalen Smearing-Radius wichtig,
um einen guten Uberlapp mit dem Grundzustand zu bekommen. Eine Studie der unter-
schiedlichen Smearingradien ergab einen Vorteil des Smearingradiuses, der in der Region
um drei liegt, gegeniiber anderen Werten. Auf einem 83 x 16 Gitter wurden Messungen bei
Smearingradien von 3.3, 4.42 und 5.25 durchgefiihrt. Bei dem 123 x 24 Gitter wurden die
Smearingradien 2, 3, 4 und 5 getestet. Das Potential fiir unterschiedliche Smearingradien
ist in Abbildung (8.7) zu sehen. Ein Vergleich mit der Abbildung (8.10) zeigt, daf§ der
Smearingradius drei das beste Ergebnis liefert.

Die Abbildungen (8.3) und (8.4) machen den Qualitdtsunterschied zwischen dem 1/7-Fit
und dem e~7-Fit deutlich. Zwar ergibt sich, abhéngig vom T-Fit, kaum ein Unterschied in
dem letztlich erhaltenen Wert fiir die String-Spannung o, der Fit des statischen Potentials
Vr(T) gelingt jedoch mit dem e T-Fit sehr viel besser.

Auf dem 82 x 16 Gitter liefert das Zwei-Fit-Verfahren fiir K = 0.19 eine String-Spannung
von /o = 0.22(1). Je nachdem wie man das T-Fit-Intervall legt, bekommt man leicht

voneinander abweichende Werte, die aber innerhalb der Fehler konsistent sind. Dies be-

legen die Abbildungen (8.8) und (8.9). Bezeichnet man das Intervall 1 < R < £ als
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Gitter: 12°x24 K=0.1925
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Abbildung 8.7: Drei-Parameter-Fit fiir das statische Potential: V(R) = Vy + oR — %
auf dem Gitter 123 x 24 bei K = 0.1925 fiir unterschiedliche Smearingradien (SR). Fiir
einen sinnvollen Vergleich der Smearingradien untereinander wurde ein einheitliches T-
Fit-Intervalle von eins bis sechs gewahlt.

glaubwiirdig, so erhélt man die folgenden Ergebnisse fiir die String-Spannung;:

av/o = 0.22(1) fiir K = 0.1900, 8 x 16, (8.33)
av/o = 0.21(1) fiir K = 0.1925, 8% x 16, (8.34)
av/o = 0.17(1) fiir K =0.1925, 12° x 24. (8.35)

Damit féllt die in Gittereinheiten gemessene String-Spannung, wenn man sich der kriti-
schen Linie anndhert, was mit den Vorhersagen iibereinstimmt. Erwartet wird ein Pha-
seniibergang bei einem Hoppingparameter, der in der Gegend um K. = 0.1955 liegt. Das
Abnehmen der String-Spannung wird hauptsichlich durch die Renormierung der Eich-
kopplung infolge virtueller Gluino-Loop-Effekte, die bei abnehmender Gitterkonstante a
offenkundig werden, verursacht. Ein Vergleich der Resultate auf dem 82 x 16- und 123 x 24-
Gitter zeigt, dafl Finite-Size-Effekte scheinbar immer noch eine grofie Auswirkung haben.
Dieses war allerdings auch zu erwarten, da fiir die rdumliche Gitterausdehnung L = 12a
folgendes Ergebnis vorliegt Ly/o ~ 2.1. In der QCD mit /o ~ 0.54 GeV wiirde dieses
mit L ~ 1fm iibereinstimmen. Das 8 x 16 Gitter gibt daher bei K = 0.1925 fiir grofie
R-Werte keine brauchbaren Ergebnisse mehr, wie die Abbildung (8.9) deutlich zeigt. Aus-
gelost durch die Finite-Size-Effekte ergibt sich eine zu geringe String-Spannung, die nicht
auf Screening-Effekte hindeutet.

Der Koeffizient o des Coulomb-Terms ist sehr nah an dem universellen Liischer-Wert
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von 7/12 = 0.26 [36]. Diese ,, Kopplungskonstante“ ist universell, das heifit sie hdngt von
keinem anderen Parameter ab.

Mit den numerischen Resultaten fiir die 0**-Glueballmasse aus [13] erhélt man fiir das
Verhiltnis der skalaren Glueballmasse 07" und der Wurzel aus der String-Spannung fol-
gende Werte:

m(0*+)/v/o = 3.4(7) fir K =0.1900, L =8, (8.36)
m(0**)/\/o = 3.0(4) fiir K =0.1925, L =8, (8.37)
m(0**)/v/o = 3.1(7) fir K =0.1925, L = 12. (8.38)

Die Fehler fiir die obigen Werte sind zwar nicht sehr klein, sie sind aber in diesem Intervall
konsistent mit einer Konstanten, die unabhéngig von K ist. Die Verhéltnisse sind von der
gleichen Grofenordnung, nur etwas kleiner als in der reinen SU(2) Eichtheorie. Dort erhilt
man fiir 5 = 2.5 je nach Gittergrofie m(07+)/\/o = 3.6 — 3.8.
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Gitter: 8°x16, K=0.19, SR=3.3

Gitter: 8°x16, K=0.19, SR=3.3
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Abbildung 8.8: Drei-Parameter-Fit fiir das statische Potential: V(R) = Vj + ocR — % auf
dem Gitter 8% x 16 bei (K = 0.19) fiir unterschiedliche T-Fit-Intervalle. Das gewihlte
Intervall fiir den drei-Parameter-Fit befindet sich jeweils hinter den numerischen Ergeb-
nissen fiir die String-Spannung. Innerhalb der numerischen Unsicherheiten stimmen die
Ergebnisse fiir die String-Spannung iiberein.
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Abbildung 8.9: Drei-Parameter-Fit fiir das statische Potential: V(R) = Vj + oR — % auf
dem Gitter 8 x 16 bei K = 0.1925 fiir unterschiedliche T-Fit-Intervalle. Da deutliche
Finite-Size-Effekte zu erkennen sind, deutet der kleine Wert fiir die String-Spannung kein

Sreening an.
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Abbildung 8.10: Drei-Parameter-Fit fiir das statische Potential: V(R) = Vj +oR — & auf
dem Gitter 123 x 24 bei (K = 0.1925) fiir unterschiedliche T-Fit-Intervalle. Bei grofieren

R-Werten treten signifikante Fehler auf.



Kapitel 9

Massenbestimmung des
0~ "-Glueballs

9.1 Leichte Grundzustandsmassen

Die nicht verschwindene String-Spannung, die im vorherigen Kapitel beobachtet wur-
de, stimmt mit den allgemeinen Erwartungen [3] und [50] iiberein, wonach die Yang-
Mills-Theorie mit Gluinos Confinement zeigt. Die asymptotischen Zustdnde sind daher
Farbsingletts, dhnlich den Hadronen in der QCD. Die Struktur des leichten Hadronen-
Spektrums ist eng mit dem theoretischen Fall der QCD eines einzigen Quark-Flavours
verwandt, in der die chirale Symmetrie durch die Anomalie gebrochen wird.

Da sich sowohl die Gluonen wie auch die Gluinos beziiglich der adjungierten (hier Trip-
lett-) Darstellung transformieren, ist es moglich, interpolierende Farbsinglett-Felder von
jeder beliebigen Anzahl von Gluonen und Gluinos zu erzeugen. Die Anzahl der Gluo-
nen und Gluinos mufl nur grofler als zwei sein. Aus den Erfahrungen, die man in der
QCD gewonnen hat, erwartet man, dafl sich die leichtesten Zustdnde sehr gut durch in-
terpolierende Felder darstellen lassen, die aus einer geringen Anzahl von Konstituenten
bestehen. Sehr einfache Beispiele hierfiir sind die Gluebdlle, die aus der reinen Yang-
Mills-Theorie bekannt sind und die Gluinobdlle, die pseudoskalaren Mesonen entsprechen.
In dem hier verwendeten Modell der SU(2) Super-Yang-Mills-Theorie wird der einfachste
pseudoskalare Gluinoball, der aus zwei Gluinos besteht, a —n' genannt. Dabei erinnert die
Bezeichnung a daran, dafl sich sdmtliche Konstituenten in der adjungierten Darstellung
befinden. 1 steht fiir das korrespondierende 7' -Meson in der QCD. Gemischte Gluino-
Glueball-Zustinde konnen aus unterschiedlichsten Anzahlen von Gluonen und Gluinos
erzeugt werden. Im einfachsten Fall bestehen sie nur aus einem Gluon und einem Gluino.

9.2 Glueball-Zustinde

Genauso wie die Glueballzustédnde sind die Methoden zur Berechnung ihrer Massen in
numerischen Monte-Carlo-Simulationen aus der reinen Eichtheorie sehr gut bekannt.
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Der leichteste Zustand ist der J¥ = 0+ Glueball, der aus symmetrischen Kombinationen
von raumartigen Plaquetten, die einen Gitterpunkt beriihren, erzeugt werden kann. Fiir
eine Optimierung des Signals benutzt man geblockte oder verschmierte Links anstelle der
urspriinglichen Links. Um einen ersten Uberblick iiber die Massen zu bekommen reicht
eine Berechnung von effektiven Massen m(ty,t,, T) aus'. Die effektiven Massen werden
bei einer gegebenen Gitter-Zeitausdehnung 7" und festen Zeitscheiben-Paaren ¢; und ¢
definiert. Man kann dann nach Zeitintervallen suchen, in denen die effektiven Massen
anndhernd konstant sind und einen Ein-Massen-Fit in diesem Intervall durchfiihren. In
den Fillen, in denen die Statistik hoch genug ist und die zugehérigen Fehler klein sind,
kénnen auch Zwei-Massen-Fits stabil sein und Informationen iiber den néchst héheren
angeregten Zustand geben.

Im Kontinuum werden Glueball-Zustédnde klassifiziert durch ihre Lorentz-Kovarianz-Ei-
genschaften: Impuls p, Masse m, Spin J, Paritdt P und ihre Ladungskonjugation C. Der
Spin eines Zustandes wird allgemein durch die unitére irreduzible Darstellung der Gruppe
SU(2) festgelegt und speziell fiir bosonische Zustdnde durch die Rotationsgruppe SO(3)
beschrieben. Auf einem euklidischen hyperkubischen Gitter wird die Rotationssymmetrie
zur Symmetriegruppe des Wiirfels, der kubischen Gruppe O, herunter gebrochen. Diese
ist eine exakte Symmetriegruppe fiir die Gittertheorie und die Eigenzusténde des Hamil-
tonoperators miissen beziiglich der unitédren irreduziblen Darstellungen von O klassifiziert
werden.

Die kubische Gruppe O hat 24 Elemente, die eindeutig zu den Permutationen der vier
Raumdiagonalen eines Wiirfels korrespondieren. Es gibt fiinf irreduzible Darstellungen
von O. Benutzt man die Standardnotation fiir Punktgruppen [2], so sind A; und A, die
eindimensionalen Darstellungen, F die zweidimensionale Darstellung und 7} und 75 sind
die dreidimensionalen Darstellungen. A, ist die triviale Darstellung und 7} ist die Vektor-
darstellung. Wenn D; die Spin J Darstellung von SO(3) fiir ganzzahlige Spins ist, werden
ihre Elemente ebenfalls durch D; reprisentiert weil die kubische Gruppe eine Untergruppe
von SO(3) ist. Als Darstellung von O betrachtet, fithrt dies zur eingeschrinkten Darstel-
lung D9. Diese wird im allgemeinen nicht mehr irreduzibel sein und kann in die irredu-
ziblen Darstellungen von O zerlegt werden. Bis zu J = 12 findet man die eingeschriankten
Darstellungen in den Tabellen von [2]. Fiir die ersten eingeschrénkten Darstellungen bis
J = 4 erhélt man

DY = A, (9.1)
DP = T, (9.2)
D = EoT, (9.3)
D = AT o, (9.4)
D = ALOEOT 0. (9.5)

! Ausfiihrliche Erliuterungen hierzu sind im nichsten Teilabschnitt zu finden.
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Die physikalische Bedeutung erkennt man zum Beispiel bei der Betrachtung eines Spin-
2-Teilchens. Im Kontinuum wird dieses durch ein Quintuplett von entarteten Zustanden
beschrieben. Die Gitter-Regularisierung wird dieses Multiplett nach (9.3) in ein Dublett
E und ein Triplett T5 aufteilen. Man kann also im Prinzip, wenn das Spektrum fiir alle O
Darstellungen exakt bekannt ist, diese in SU(2) Multipletts anordnen. Innerhalb der Dar-
stellungen E und T, werden die Massen immer noch entartet sein. Es wird aber zwischen
diesen Darstellungen eine Aufspaltung stattfinden. Man findet daher verschiedene Mas-
sen m(E) und m(T3). Da der Kontinuumslimes durch Abstimmen der nackten Kopplung
g — 0 erreicht wird, mufl das Massenverhiltnis m(E)/m(T2) gegen eins konvergieren.
Andernfalls wire die euklidische Symmetrie nicht vollstindig erhalten. Obwohl die volle
euklidische Kontinuumsinvarianz nicht explizit in der Gitter-Rechnung enthalten ist, er-
wartet man, dafl die Konsequenzen (wie zum Beispiel die Beziehung zwischen Energie und
Impuls E? = m? + p?) besser reproduziert werden, wenn der Gitterabstand a verkleinert
wird.

Erginzend gibt es folgenden Aspekt. Wendet man einen Gitteroperator, der sich beziiglich
einer irreduziblen Darstellung R der kubischen Gruppe transformiert, auf das Vakuum
an, so wird er einen Zustand erzeugen, der eine Superposition von verschiedenen Eigen-
zustdnden des Hamilton-Operators ist:

YR =Y o (9.6)

Im Kontinuumslimes gehort jeder Zustand 1), zu einem Spin J Multiplett. In diesem Sinne
enthilt g unterschiedliche Spins J. Der Spin J taucht nur dann in der Superposition auf,
wenn R in D9 enthalten ist. So enthélt zum Beispiel A4; Spin 0, Spin 4 und hhere Spins.
Am wichtigsten ist jedoch der niedrigste Spin, der in R enthalten ist, da er normalerweise
zur niedrigsten Masse gehort und daher in der Korrelationsfunktion dominiert.
Zusétzlich zu den Transformationen der kubischen Gruppe gibt es noch zwei weitere
Symmetrien. Die erste ist die totale Raum-Spiegelung mit den Paritidts-Eigenwerten P =
+1. Die kubische Gruppe bildet zusammen mit der Raum-Spiegelung die 48-elementige
Gruppe Op = O X Z,. Diese Darstellungen werden mit RY bezeichnet.

Schlief8lich gibt es noch die Ladungskonjugation mit den C-Paritdts-Eigenwerten C' = +1.
Diese ist dquivalent zur komplexen Konjugation von Wilson-Loops. Die Zusténde geh6ren
zu einer irreduziblen Darstellung der Gitter-Symmetrie-Gruppe und werden deshalb mit
RFC bezeichnet.

9.3 Massenbestimmung auf dem Gitter

Auf einem endlichen Gitter werden Teilchenmassen gewohnlich mit Hilfe von Zeitscheiben-
Korrelationsfunktionen bestimmt. Die sogenannten Zeitscheiben-Felder sind Felder, die
nur von Feldvariablen mit der Zeitkoordinate x4 = ¢ abhingen. In Gittereinheiten erh&lt
man die Massen aus dem Verhalten fiir grofle Zeitdistanzen von Zeitscheiben-Korrelati-
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onsfunktionen mit verschwindendem Impuls:
(StrtSt) ~ Co + Cy (6™ + e ™T 1) (9.7)

Der Operator S; steht stellvertretend fiir Sgrc(t), der zu einer linearen Kombination
gehort, die sich auf eine Darstellung RPC bezieht.

Da die obige Gleichung (9.7) nur das asymptotische Verhalten fiir ¢, T — oo beschreibt, ist
es schwierig, den exakten Wert der Masse m zu bestimmen. Einfacher ist es die effektiven
Massen zu betrachten, die bei einer gegebenen Zeitausdehnung 7" und festen Zeitscheiben-
Paaren t,ty definiert ist. Betrachtet man zunichst den Fall Cy = 0 und definiert C; und
m(ty,ta, T) durch die Lésung des nachfolgenden Gleichungssystems,

(St 110Sig) = Ca (¢ 00Ty gmitniaNT-0)), 93)
(Styt0Stg) = C (672D 4 g7t DAY (9.9)

so ergibt sich der Wert fiir die Masse zu:
m=lim m(t,t,T). (9.10)

t1,t2,T—00

Die effektive Masse m(t1,t2,T") ergibt sich numerisch aus dem nachstehenden Verhélt-
nis [42]

(Stg o Sto) e*m(tl ,t2 ,T)t2 + e*m(tl ,t2 ,T) (Tftz)

"2 = (SyatoSiy) B 4 o T —5) (611
Mit den Bezeichnungen
1
T = <§T — tz-) , r = e Mt T) (9.12)
folgt daraus:
rp (2”427 7) = (2" +2 ). (9.13)
Dieses kann fiir z numerisch sehr einfach gel6st werden und es ergibt sich
m(tl,t2,T) = —IOg.'IT (914)
Speziell fiir 75 = 0, 715 — 71 erhilt man
T 1
m(ty, 5,T) =17 ' log [rl + (rf - 1)2] . (9.15)

Gibt es in der Gleichung (9.7) eine nicht-verschwindende Konstante Cy, so kann diese
durch eine Subtraktion des Wertes der Korrelationsfunktion zu einer dritten Zeit ¢3 be-
seitigh werden. Nimmt man fiir die dritte Zeit zum Beispiel t3 = (¢; +t3), so erhélt man
fiir die numerisch zu l6senden Gleichung folgenden Ausdruck:

(ri3—1)(@” +2 ™ —2® -2 ) =(roa— )™+ ™ —2™ — 27 ). (9.16)

Somit unterscheidet man auf dem Gitter bei der Bestimmung der Massen zwischen einem
Zwei-Punkt- oder einem Drei-Punkt-Fit.
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9.4 Operator fiir den 0" "-Glueball

Nach den Vorhersagen von G. R. FARRAR, G. GABADADZE und M. SCHWET?Z gibt es ne-
ben dem skalaren Meson 0" noch einen weiteren Glueball, den sogenannten 0~ *-Glueball.
Da der 0""-Glueball schon durch unsere Kollaboration numerisch bestimmt wurde, wie
zum Beispiel in [13] zu sehen ist, beschéftigt sich dieses Kapitel mit der Implementierung
und Bestimmung des 0~ *-Glueballs.

Um einen pseudoskalaren Glueball aus dem Vakuum mit einem Operator, der aus ge-
schlossenen Loops besteht, auf dem Gitter zu erzeugen, benétigt man Loops, die nicht in
ihre Spiegelbilder gedreht werden konnen. Fiir die Eichgruppe SU(2) ist die Spur iiber
Loop-Variablen reell und unterscheidet die beiden Orientierungen der Loops nicht. Der
kleinste Loop der die gewiinschten Eigenschaften besitzt, besteht aus acht Links und ent-
spricht dem Operator fiir die A" Darstellung [11]. Eine andere Moglichkeit besteht darin

< <
¢ ¢

[/

Abbildung 9.1: Geschlossener Weg, der als 0~ *-Glueball-Operator verwendet wird.

die einfachste Gitterversion von Tr(e,, o F**F*?) zu nehmen. Diese enthilt jedoch zwei
orthogonale Plaquetten und kann daher nicht auf einer einzigen Zeitscheibe berechnet
werden. Daher nimmt man den in Abbildung (9.1) gezeigten Loop.

Der Zeitscheiben-Operator fiir den pseudoskalaren Glueball ist dann gegeben durch:

S(t)=> (TxU(C) — TxU(PC)). (9.17)

R

Dabei geht die Summe iiber alle Rotationen R in der kubischen Gittergruppe und PC ist
das Spiegelbild von C.

9.5 Fehlerbestimmung von sekundiren Groflien

In numerischen Simulationen erzeugt der Updating-Prozefl ein Konfigurationen-Sample
[dn], (n=1,2,..., N). Auf diesem Sample sollen Erwartungswerte von unterschiedlichen
GroBlen gemessen werden. Die einfachste Art von Groflen werden durch eine Funktion
der Feldvariablen A[¢] definiert. Ein Schitzwert fiir ihren Erwartungswert ist durch den
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Mittelwert A des Samples gegeben

_ 1 X
A== ;A[qﬁn]. (9.18)

Eine Mittelung iiber eine unendlich grofie Anzahl von Sample oder iiber ein unendlich
grofies Sample (N — o0), ergibt den Mittelwert des Ensembles, der mit dem Erwartungs-

wert iibereinstimmt: A = (A). Die oben beschriebenen Gréfen, die man direkt als Erwar-
tungswerte erhilt, nennt man primdre Groflen im Gegensatz zu sekunddren Gréfien, die
als Funktionen von Erwartungswerten definiert sind. Die im vorangegangenen Abschnitt
besprochene effektive Masse m(ty, s, T) ist zum Beispiel so eine sekundédre Grofe.

Im Idealfall sind alle Konfigurationen in einem Sample statistisch unabhéngig und der

Erwartungswert A ist normal verteilt um den Mittelwert A mit folgender Varianz

Az _ A2 _ 1)
a%:A —A_(4-4) : (9.19)
N -1 N -1

Dieses ist eine Konsequenz des zentralen Grenzwert-Theorems [58]. Es gilt unter eini-
gen recht milden Annahmen iiber die Verteilung der numerisch gemessenen Werte der
primiren Groflen (A, =1,2,..., N). In diesem Fall ist der Fehler des Sample Mittelwer-
tes A= A=+ ox.
Die Abschitzung des Fehlers in (9.19) ist normalerweise zu optimistisch, da die aufein-
ander folgenden Konfigurationen innerhalb eines Updates sehr viele Ahnlichkeiten haben
und somit nicht unabhéngig sind. Man bezeichnet diese Korrelation, die durch das Erzeu-
gen der Konfigurationen hervorgerufen wird, als Autokorrelation. Fiir eine primire Grofle
ist die Autokorrelation definiert als

(Andnir) = (An, Anir) — (An)(Anir)

= (AuAuir) - (AY?

= (A, — 4) (4nir — A4)). (9.20)

In den obigen Umformungen gilt (A4,) = (4) = (A). 2
Mit Hilfe der Autokorrelation ergibt sich somit die tatséchliche Varianz von A zu

i - ([t

N
N — |1
= E , N2| |(AnAn+T)
T=—N

1 N
=D (4 — (4))

n=1

Noreo 2Ting, A o (72 A2 2Tint, A
Yo (AA)T_(A A) hd (9.21)

2Die Zeit T beschreibt hier nicht die euklidisch Zeit t = x4, sondern steht fiir die benstigte CPU-Zeit.
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Dabei ist die integrierte (oder effektive) Autokorrelationszeit Tin: 4 definiert als

1 R (AnAn+T)
; = - —_ . 22
Tint, A 9 T:Z_oo (AA) (9 )

Ein Vergleich von (9.19) mit (9.21) zeigt, da§ die effektive Anzahl von unabhingigen
Messungen aufgrund der Autokorrelation N/(27;,: 4) betrdgt. Somit sollte man bei einer
sehr zeitintensiven numerischen Messung einer Variablen 27;,,; 4 Konfigurationen zwischen
den Messungen weglassen.

9.5.1 Jackknife-Analyse

Eine Methode zur Bestimmung von Fehlern sekundirer Groflen ist die sogenannte Jack-
knife- Analyse. Dazu betrachtet man ein nicht zu groles Sample von unabhéingigen Mes-
sungen einer primdren Grofle A. Mit den gemessenen Werten A;, As, ..., Ay, ergibt sich
der Mittelwert des Sample zu:

Ns

— 1
A= — Ag. 9.23
No ; s (9.23)

Der beste Schitzwert fiir eine sekundiire Grofe ist ¥ = y(A). Einen sicheren Schiitzwert
fiir y erh&dlt man aus den Jackknife-Mittelwerten, die durch Weglassen einer einzelnen
Messung aus dem Sample erzeugt werden:

A(r)s

> A4, (9.24)

5_11'755

Die zugehorigen Werte fiir die sekundidre Grofle sind die Jackknife-Schéitzwerte y.n, =
Y (A(J)S). Diese haben folgenden Mittelwert:

Ni % (9.25)

S=1

k4
Il

Die Varianz des Jackknife-Schiatzwertes berechnet sich zu

Ng— 1 &

S = —\2

U(zj)g = NS Z (y(J)S — y(J)) . (926)
S=1

Dieses Ergebnis stimmt fiir priméire Grofien mit der einfachen Varianz in (9.19) iiberein:
o(yya = 0z Bel sekundéren Grofen ist jedoch der Schétzwert der Jackknife-Varianz zu-

verldssiger: y= Y+ o),
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9.6 Auswertung

Die pseudoskalare Glueball-Masse wurde von der Zeitscheiben-Korrelationsfunktion als
eine effektive Masse mit Distanzen 1 und 2 bei optimalem Smearingradius gemessen. Auf
dem 63 x 12-Gitter erhiilt man einen guten Smearingradius bei dem die Werte sehr stabil
sind fiir Rg = 4 oder 5. Dieses ist sehr schén in den Abbildungen (9.2) und (9.3) zu
sehen. Dafl man mit K = 0.185 noch zu weit von dem kritischen Hoppingparameter ent-
fernt ist, zeigt die Abbildung (9.4). Die unterschiedlichen e-Werte in diesen Abbildungen
wurden nach der Gleichung (8.32) durch den Smearingradius und die Anzahl der APE-
Iterationsschritte festgelegt.

Auf dem 83 x 16-Gitter ist in den einzelnen Smearingschritten kein eindeutiges Plateau zu
erkennen. Dies liegt an der geringen Statistik, die auf diesem Gitter zur Verfiigung steht.
Im Vergleich zum 63 x 12-Gitter ist die vorhandene Statistik auf dem 8% x 16-Gitter nur
etwa halb so grof. Trotzdem erscheinen die Resultate fiir einen Smearingradius zwischen
5 und 8 recht stabil. Dieses Verhalten wird in Abbildung (9.5) deutlich.

In Gittereinheiten erhdlt man fiir die 0~ *-Masse:

am(0~) 1.5 (3) fiir K = 0.1850, 6 x 12, (9.27)
am(0~*) = 1.45 (10) fiir K = 0.1900, 6* x 12, (9.28)
am(0™*) = 1.3 (1) fiir K = 0.1925, 6° x 12, (9.29)
am(0°*) = 11(1) fir K =0.1925, 8* x 16. (9.30)

Der pseudoskalare Glueball scheint nach den obigen Daten doppelt so schwer zu sein wie
der skalare Glueball. Dieses Ergebnis ist der reinen SU(2) Eichtheorie sehr &hnlich, bei
der m(0~*)/m(0F) = 1.8(2) [57] gilt.

Gitter: 6°x12, K=0.1925, g=2.3
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Gitter: 6°x12, K=0,1925, =2.3
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Abbildung 9.2: Effektive Masse des pseudoskalaren 0~ "-Glueballs aus dem
Zwei-Punkt-Fit in Abhingigkeit vom APE-Smearingradius auf einem 63 x 12-
Gitter bei K = 0.1925.
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Gitter: 6°x12, K=0.19, g=2.3

3.0 i
L =0.080 a
® 2.57 € ]
2]
@ L ]
O L 4
= [ ]
2200 % ]
< L % 4
2 r ]
“ sk % t .
1.0L . . ]
0 2
Smearing Radius
1 1 1 1 1 1 1
0 4 8 12 16 20 24
APE Iterationsschritte
Gitter: 6°x12, K=0.19, g=2.3
3.0 ‘ ‘ ‘ ]
L =0.125 a
® 2.57 € ]
2]
@ L ]
O L 4
= [ ]
2 200 ]
< + ]
o I % ]
“ sk ¢ $ 3 .
/‘.07 L L L L ]
0 1 2 3 4
Smearing Radius
1 1 1 1 1 1 1
0 4 8 12 16 20 24
APE Iterationsschritte
Gitter: 6°x12, K=0.19, §=2.3
o[ T rrTTT T rToTTTTT rTTTTTTTT i
L =0.143 a
o 25T € ]
2]
@ L ]
o [ 4
= L ]
4% Z.Oj 7
= + ]
2 r % R
o r ]
1.5 % % % N
/‘.07 L L L L ]
0 1 2 3 4

Smearing Radius
| | | | |
o] 4 8 12 16 20 24

APE Iterationsschritte




9.6. AUSWERTUNG 179

Gitter: 6°x12, K=0.19, 8=2.3
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Abbildung 9.3: In dieser Abbildung ist die effektive Masse des pseudos-
kalaren 0~*-Glueballs aus dem Zwei-Punkt-Fit in Abhéngigkeit vom APE-
Smearingradius auf einem 6% x 12-Gitter bei K = 0.19 aufgetragen.
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Gitter: 6°x12, K=0.185, g=2.3
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Abbildung 9.4: Die obige Abbildung beschreibt die effektive Masse des pseu-
doskalaren 0~ *-Glueballs aus dem Zwei-Punkt-Fit in Abhédngigkeit vom APE-
Smearingradius auf einem 6% x 12-Gitter bei K = 0.185.
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Abbildung 9.5: Effektive Masse des pseudoskalaren 0~ *-Glueballs in Abhéngig-
keit vom Smearingradius auf einem 8% x 16-Gitter bei K = 0.1925.
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Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

Bei den numerischen Monte-Carlo-Simulationen, die unter anderem in dieser Arbeit vorge-
stellt wurden', handelt es sich um die ersten Berechnungen dieser Art in einer Yang-Mills-
Theorie mit leichten Gluinos. Ein grofier Teil der Arbeit wurde daher in algorithmische
Studien und Tuning von Parametern investiert.

Die numerischen Ergebnisse aus Kapitel 8 und 9 vervollstidndigen die Arbeiten unserer
Kollaboration und geben interessante Hinweise auf eine neue Art der Physik, die durch
das Hinzunehmen supersymmetrischer Theorien entsteht. Dabei zeigte sich, dafy auch die
Supersymmetrie von dem fiir die QCD typischen Verhalten des Confinements dominiert
wird. Die zusétzlichen Gluino-Teilchen fiihren in diesem Fall nicht zu einer anderen Physik,
wie zuvor vermutet wurde. Dies liegt an den supersymmetrischen Partnern der Gluonen,
denen es nicht gelingt die Farbladungen der Quarks durch die Bildung einer Gluino-Wolke
abzuschirmen.

Die in Kapitel 9 berechnete Masse eines Glueballs bestitigt die Vermutungen von G.
F. FARRAR, G. GABADADZE und M. SCHWETZ, daf} eine supersymmetrische Theorie
auch dynamische Freiheitsgrade enthilt, die rein gluonischen Gréflen entsprechen. In un-
seren numerischen Simulationen bestehen die leichtesten Zustédnde aus einem 0~-Glueball
(a — 1), einem 07-Glueball und einem Spin 1/2-Gluino-Glueball. In Gittereinheiten lie-
gen die Massen dieser Teilchen bei einem Hoppingparameter-Wert von K = 0.1925 in
der Region um am = 0.5. Die schwerere Gruppe, die aus dem 0"-Glueball (a — fj), dem
0~-Glueball und dem schweren Spin 1/2-Gluino-Glueball besteht, liegt mit K = 0.1925
bei einem Massenwert von ungefihr am = 1.0. Beide Multipletts zeigen nicht die von [22]
oder [59] vorgeschlagene Struktur, wie in Abbildung (10.1) zu sehen ist. Dies wird weitere
Rechnungen auf grofleren Gittern mit einer hoheren Zeitausdehnung notwendig machen.
Zudem miissen bessere Smearing-Algorithmen fiir das (a — fy)-Teilchen entwickelt werden.

Eine Untersuchung im Intervall bis K < 0.20 liefert erste Anzeichen fiir einen Pha-
seniibergang erster Ordnung, der bei verschwindender Gluinomasse erwartet wird [31].
Unsere derzeitige Vermutung fiir die Lokalisierung des Phaseniiberganges bei § = 2.3

! Andere Resultate unserer Kollaboration sind in den Verdffentlichungen [13] und [31] zu finden.
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liegt bei Ky = 0.1955(5). In Gittereinheiten erhilt man dann fiir die nackte Gluinomasse

% {% _ Kio] (10.1)

bei K = 0.1925 den Wert amy ~ 0.04. Mit dem numerischen Ergebnis der String-
Spannung aus Kapitel 8 erhilt man mg/y/0 ~ 0.2. Verwendet man QCD Einheiten und
vernachlédssigt den Massen-Renormierungsfaktor Z,, der Ordnung 1, entspricht dies einer
leichten Gluinomasse von ungefihr 100 MeV'. Selbstverstandlich gibt dieser Wert nur die
Groflenordnung an, da es sich bei der Super-Yang-Mills-Theorie und der QCD um zwei
unterschiedliche Theorien handelt. Um eine Verbindung zwischen mgy und der hadroni-
schen Skala herzustellen mufl man eine Berechnung nach [14] mit masselosen Gluinos
durchfiihren.

amy
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Abbildung 10.1: Diese Abbildung zeigt die leichtesten Grundzustandsmassen in Gitterein-
heiten als eine Funktion des Hoppingparameters 1/ K. Die gestrichelte Region stimmt mit
dem Bereich verschwindender Gluino-Masse iiberein, in der die Supersymmetrie erwartet
wird [31].

Die analytischen Rechnungen, die in dieser Arbeit durchgefiihrt wurden, bilden eine
Grundlage fiir weiterfiihrende Untersuchungen, die auf einer Hoppingparameter-Entwick-
lung des N = 1 Super-Yang-Mills-Modells aufbauen. Interessant wire in diesem Zusam-
menhang sicherlich eine konsequente Doppelentwicklung der Zustandsfunktion nach dem
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Hoppingparamter K und der Eichkopplung 5. Die dazu notwendigen Integrationen iiber
die Eichgruppe lassen sich mit Kapitel 4 leicht bestimmen. Analog verhilt es sich mit
der Fermionintegration, deren Fundament in Kapitel 3 gelegt wurde. Die sich daraus
ergebenden Integrationsregeln lassen sich ausfiihrlich in Kapitel 5 nachschlagen. Mit Hil-
fe des in Kapitel 6 gelegten Fundaments zur analytischen Massenbestimmung mittels der
Hoppingparameter-Entwicklung sollen in naher Zukunft, neben dem Gluino-Glueball, wei-
tere Teilchenmassen berechnet werden.

Abschlielend bleibt zu bemerken, dafl ein zweifelsfreier Beweis der Existenz der Super-
symmetrie wohl erst im Jahre 2005 am LHC in Genf erbracht werden kann. Wenn sich
aber die Forscher in ihrem dreijihrigen Experiment am Brookhaven National Laboratory
nicht geirrt haben, bleibt das folgende Zitat von L.. ROBERTS bestehen:

,, Viele Leute meinen, daf$ die Entdeckung der Supersymmetrie schon hinter der ndchsten
Ecke wartet. Vielleicht haben wir das erste kleine Fenster zu dieser Welt gedffnet.”






Anhang A

Majorana-Fermionen

A.1 Ableitungen von Majorana-Spinoren

Fiir die einzelnen Komponenten eines Majorana-Spinors gilt:

Ao = (ATO), = A;Csa = A3Cpa, (A1)
5 = Crog (A.2)
% _ ca;%, (A.3)

- cﬂa% _— cﬂ;%. (A.4)

Dabei ist C' die Ladungskonjugationsmatrix, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

ct = —Cc =C, (A.5)

c? = -1, (A.6)

CyIC =+ (A7)

detC = +1. (A.8)

Die in dieser Arbeit verwendete Darstellung der C'-Matrix ist gegeben durch

0 10 O
-1 00 O

¢ = 0 00 —1 (A.9)
0 01 O
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Die Pfaffsche Form von C 148t sich mit Gleichung (2.47) zu

1
Pi(C) = 55 Carprasss Carpy Cope
1
= 3 {61234 Ci2 Cs4 + €1243 C12 Cag + €2134 Co1 Csq + €2143 Co1 Cug

+eza12 Cs4 Cra + €3491 C34 Co1 + €4312 Cag Cro + €4321 Cus 021}
= -1 (A.10)

bestimmen.

A.2 ~-Matrizen

Fiir die in der Arbeit benutzten Gamma-Matrizen wurde die folgende Darstellung gew&hlt:

00 0 —1 0 00 —1
B 00 — 0 0 01 O
m=1loio0o o> ™o 10 0 |
i 0 0 O -1 00 O
0 0 —¢ 0 0010
0 0 0 ¢ 0 001
Bl 0o o0 T l1o0o00 (A.11)
0 —i 0 0 0100
Diese erfiillen die nachstehenden Gleichungen
Yu Yo + Y Yo — 2 5;41/, (A12)
() = 1, (A.13)
Te(y) = O, (A14)
Tr(y,v) = 0 firp#wv. (A.15)

A.3 Fermionmatrix

In der fermionischen Wirkung ist die antisymmetrische Matrix gegeben durch Q = CQ.
Damit gilt:

(cQ)" = -CQ (A.16)
s QTCT = —0Q
s Q7c = CQ
. QT = cQC!
XS Q = (CT)'QTCT = ¢c'Q"cC. (A.17)
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Aus der Gleichung (A.17) ergibt sich ein analoger Zusammenhang fiir die inverse Matrix

Q"
Q' = c'(@")'c=c(@)c. (A.18)

A.4 Entwicklung der Exponentialreihe

Im folgenden wird die Exponentialreihe von o3 Xa1 ¥V = 34 gebildet.

3

3
exp (—% ZE‘%/}“) = 1= 3 (s — )
a=1 a=1
3

1
5 2 (Wiusutd — utvsuiel — vsuivtug + vsuiuyl)
a,b=1

1 1 1 1
—— AP A A A4S A.19
TRV 3840 46080 (4.19)

Mit dieser Entwicklung ist es nun mdglich, die Majorana-Integration {iber die Exponen-
tialreihe durchzufiihren.

/ [[ave()e s 50 = / [] dwa(@) — {vi(@) v3(e) i) vie)

AR ACEA
x 43(2) v (e) ¥i(2) $i() }






Anhang B

Korrekturen zur Massenbestimmung

In diesem Abschnitt werden Korrekturen zu dem einfachsten Graphen (6.1) aufgezeigt.
Die jeweiligen Gewichtungsfaktoren fiir ein zweidimensionales Gitter befinden sich rechts
neben den einzelnen Graphen.

Korrekturen der Ordnung K?2:

1. $ m $ 6T K2
2 80— =0  —00 TK?

Korrekturen der Ordnung K*:
6T(T—1
1. $QQ$ (2 ) K4

2. @ . = | 15TK*

3. .E.En . = | 30TK*
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-
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L= == é — = 127K
oo — 6090  —90 0 '«
—o— &  —0 9 TK!
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Anhang C

Lineare Algebra

Definition:
Zwei Matrizen A, B € M(n x n; K) heilen #hnlich, wenn es ein S € GL(n; K) ! gibt mit

B = SAS. (C.1)

Lemma:
Sind A, B € M(n x n; K) dhnliche Matrizen, so ist P4 = Pg. Dabei ist P, definiert durch
Py :=det(A — A1) € K[\

Beweis:
Durch eine formale Rechnung ergibt sich

SALS ' = L. (C.2)
Somit ist
B—-Al = SAS'-Sx1S! = S(A- DS L. (C.3)
Anwenden der Determinante ergibt

det(B— A1) = detSdet(A — A1)(det S) ' = det(4 — A1). (C.4)

'GL(n;K) := {A € M(n x n; K) : A ist invertierbar}






Anhang D

Numerische Ergebnisse fiir die

String-Spannung
Gitter: 8° x 16, K — 0.19, SR=3.3
T-Fit-Intervall | R-Fit-Intervall || ay/o || a
1-4 14 022 (1) | 023 (2)
14 15 021 (1)] 025 (1)
15 14 022 (1) | 024 (1)
15 15 022 (1) | 024 (1)
1-6 1-4 023 (1) ] 023 (1)
1-6 15 021 (1) | 025 (1)
17 14 0.22 (1) | 023 (1)
17 15 0.20 (1) | 026 (1)

Tabelle D.1: Ergebnisse fiir die Wurzel der String-Spannung und dem Koeffizienten o aus
dem Coulomb-Term in Abhéngigkeit der R- und T-Fit-Intervalle auf einem 83 x 16-Gitter
bei K = 0.19 und einem Smearingradius von 3.3.
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Gitter: 8 x 16, K — 0.1925, SR—4.42
T-Fit-Intervall | R-Fit-Intervall || a0 || a

1-4 1-4 021 (1)]] 023 (2)
1-4 15 019 (1)][ 025 (2)
15 14 022 (1) 022 (1)
15 15 018 (2) [ 027 (4)
16 14 022 (1) [ 023 (1)
16 15 018 (1) 027 (1)
1-7 14 024 (1) 024 (1)
1-7 15 016 (1) ]/ 028 (1)

Tabelle D.2: Ergebnisse fiir die Wurzel der String-Spannung und dem Koeffizienten o aus
dem Coulomb-Term in Abhéngigkeit der R- und T-Fit-Intervalle auf einem 8% x 16-Gitter
bei K = 0.1925 und einem Smearingradius von 4.42.

Gitter: 12° x 24, K — 0.1925, SR=3
T-Fit-Intervall | R-Fit-Intervall || ay/o || a
1-6 1-6 017 (1)] 025 (2)
1-6 1-7 0.16 (1)]/0.26 (2)
1-6 1-8 0.13 (2) [ 031 (4)
1-7 1-6 0.17 (3) | 0.26 (6)
1-7 1-7 0.16 (2) [ 0.26 (4)
1-8 1-6 0.18 (1) [ 026 (2)
1-8 1-7 0.14 (2)][0.30 (4)

Tabelle D.3: Ergebnisse fiir die Wurzel der String-Spannung und dem Koeffizienten o aus
dem Coulomb-Term in Abhéngigkeit der R- und T-Fit-Intervalle auf einem 123 x 24-Gitter
bei K = 0.1925 und einem Smearingradius von 3.



Anhang E

Resultate fiir den pseudoskalaren

0~ "-Glueball

Massen fiir den 0~ "-Glueball
Gitter H Hoppingparameter H Smearingradius H 0~*-Glueball
63 x 12 0.185 2.24 1.5 (4)
6% x 12 0.185 3.50 1.5 (3)
6% x 12 0.185 4.00 1.5 (3)
6% x 12 0.185 5.01 1.5 (3)
65 x 12 0.185 5.88 15 (3

Tabelle E.1: Effektive Masse des pseudoskalaren 0~*-Glueballs fiir verschiedene APE-
Smearingradien aus dem Zwei-Punkt-Fit der Zeitscheibenkorrelationsfunktion auf einem

63 x 12-Gitter bei K = 0.185.

Massen fiir den 0~ *-Glueball
Gitter H Hoppingparameter H Smearingradius H 0 *-Glueball
6% x 12 0.19 2.24 1.5 (1)
63 x 12 0.19 3.50 1.5 (1)
6% x 12 0.19 4.00 1.45 (10)
6% x 12 0.19 5.01 1.45 (10)
6% x 12 0.19 5.88 1.45  (10)

Tabelle E.2: Effektive Masse des pseudoskalaren 0~ "-Glueballs fiir verschiedene APE-
Smearingradien aus dem Zwei-Punkt-Fit der Zeitscheibenkorrelationsfunktion auf einem

63 x 12-Gitter bei K = 0.19.
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Tabelle E.3: Effektive Masse des pseudoskalaren 0~*-Glueballs fiir verschiedene APE-
Smearingradien aus dem Zwei-Punkt-Fit der Zeitscheibenkorrelationsfunktion auf einem

Massen fiir den 0~ "-Glueball
Gitter H Hoppingparameter H Smearingradius H 0~ *-Glueball
63 x 12 0.1925 2.24 1.3 (1)
63 x 12 0.1925 3.50 13 (1)
6% x 12 0.1925 4.00 1.3 (1)
65 x 12 0.1925 5.01 13 (1)
63 x 12 0.1925 5.88 1.3 (1)

6% x 12-Gitter bei K = 0.1925.

Massen fiir den 0~ "-Glueball
Gitter H Hoppingparameter H Smearingradius H 0~ *-Glueball
8 x 16 0.1925 3.00 14 (2)
8% x 16 0.1925 4.00 1.2 (2)
8% x 16 0.1925 5.18 115 (10)
85 x 16 0.1925 6.02 T (1)
8 x 16 0.1925 7.00 1 (1)
8 x 16 0.1925 7.98 11 (1)

Tabelle E.4: Effektive Masse des pseudoskalaren 0~*-Glueballs fiir verschiedene APE-
Smearingradien aus dem Zwei-Punkt-Fit der Zeitscheibenkorrelationsfunktion auf einem
8% x 16-Gitter bei K = 0.1925.
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