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1 Einleitung

In einer Arbeit von W.C. Poel [1] wurde das in [2] erstmals vorgestellte RAZAVY-
Potential

52

V(x) o

(%52 cosh(48z) — h(n + 1)§ cosh(2px) — %52) (1.1)
hinsichtlich der exakten Energieeigenwerte untersucht, um anhand dessen eine Ab-
schitzung fiir den sogenannten Faktor IC zu treffen. Dieser tritt bei der Berechnung des
Pfadintegrals zur Bestimmung der Grundzustandsenergieaufspaltung typischer Dop-
pelmuldenpotentiale in quadratischer Ordnung in Form einer Fluktuationsdetermi-
nante auf. In dieser quadratischen Nadherung gehen die Integrale in Gaufische iiber.
Beriicksichtigt man noch héhere Ordnungen, so sind, zumindest nicht ohne weitere
Néherungsannahmen, die Integrale nicht mehr geschlossen losbar. Das interessante an
der Pfadintegralmethode ist, dass sie wie die WKB-Methode, auf die wir spéter auch
noch zu sprechen kommen werden, eine asymptotische Néherung ist. Asymptotisch,
d.h. hier im Grenzfall hoher Wille des Doppelmuldenpotentials, ist die Losung daher
exakt. Der Zusammenhang zwischen der Energieaufspaltung und diesem Faktor I ist
durch AE = 2K e~ #5824l gegeben. Der Exponent in der e-Funktion ist die Wirkung
einer Losung der klassischen (euklidischen) Bewegungsgleichung miy = V' (zy). Die-
ser Faktor bildet den Beitrag 0. Ordnung, d.h. den klassischen Beitrag. Ziel dieser
Arbeit soll es sein, den Faktor U zu berechnen und mit den Abschéatzungen aus der
fritheren Arbeit zu vergleichen.

Praktische Anwendungsgebiete wie z.B. der Ammoniak-Maser wurden in der damaligen
Arbeit schon erortert. Fiir den engen Zusammenhang zu Doppelmuldenpotentialen soll
diese Problemstellung hier noch einmal rekapituliert werden. Beim Ammoniak-Molekiil
bilden die drei Wasserstoffatome die Grundfliche des einem Tetraeder dhnelnden Mo-
lekiils, bei dem das Stickstoffatom an der Spitze sitzt. Trigt man nun die Bindungs-
energie als Funktion des Abstandes = des Stickstoffatoms zur Grundfliche auf, so ist
die Abstoflung bei x = 0, also innerhalb der Fliche lokal am gréfiten. Bei groflen
Abstédnden verhindert die kovalente Bindung zwischen den Elektronen eine weitere
Entfernung des Stickstoffatoms. Infolgedessen gibt es einen idealen Abstand a, fiir den
die Bindungsenergie minimal wird. Aufgrund der Symmetrie des Problems kann sich
das Stickstoffatom allerdings auch genau so gut auf der Seite unterhalb der Fléche bei
—a befinden. Genau dies macht den Charakter von Doppelmuldenpotentialen aus. Da
der abstoflende Potentialwall bei x = 0 endlich ist, besteht quantenmechanisch da-
her eine Wahrscheinlichkeit, dass das Teilchen diesen durchtunnelt. Fiir eine einfache
heuristische Beschreibung nehmen wir zunéchst einmal an, der Wall wire unendlich
hoch. Bekanntermaflen miissen die Wellenfunktionen dann bei x = 0 verschwinden.



Abbildung 1.1: Das Ammoniak-Molekiill N Hs. Der Aufenthaltsort des N-Atoms ist
offensichtlich symmetrisch unter einer Spiegelung an der H — H — H-
Ebene. Zur einfachen quantenmechanischen Beschreibung des Molekiils
als Funktion vom Abstand zur Ebene kann das RAzAvY-Potential her-
angezogen werden.!

Wegen der Symmetrie des Problems reicht es auflerdem aus, sich zunéchst auf eine
Seite (rechts oder links der Symmetrieachse) zu beschranken. Fiir eine Wellenfunktion
n(x), die das Problem fiir x > 0 16st (und fiir z < 0 dementsprechend verschwin-
det), 16st ¢, (—z) das Problem offensichtlich fiir x < 0. Eine Wellenfunktion, die das
gesamte Problem 16st, kann durch diese Konstruktion geschrieben werden als

1
NG

Auf diese Weise hat man die Wellenfunktionen bereits nach gerader und ungerader
Paritét sortiert. Bei der Berechnung der Energien stellt man nun fest

U (2) = —= (Yu(2) £ (1)) . (1.2)

(UHH|S) = B, = (W, [H|V,) . (1.3)

Die Energien sind also entartet. Insbesondere auch der Grundzustand ¥{ und der
erste ,,Angeregte W, . Bei nur endlich hohen Willen miissen nun die zu den oben
mit ¢ bezeichneten korrespondierenden Wellenfunktionen in dem jeweils anderen Be-
reich, z > 0 bzw. £ < 0, nicht mehr notwendigerweise verschwinden. Daraus resultiert,
dass der Energie-Erwartungswert der damit gebildeten symmetrischen und antisym-
metrischen Linearkombinationen nicht mehr identisch ist. Man sagt auch die Energien
spalten auf. In Abbildung 1.2 sind die soeben gemeinten Zusténde nebst dem RAZAVY-
Potential eingezeichnet. Im Allgemeinen bleibt die Aufspaltung allerdings sehr klein,

Lwww.caslab.com
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Abbildung 1.2: Fiir endlich hohe Wille miissen die zu den 1 korrespondieren Wellen-
funktionen in den jeweils anderen Bereichen nicht mehr notwendiger-
weise verschwinden. Eingezeichnet ist auch das RAzZAVY-Potential.?

so dass Naherungsmethoden hier ihre Anwendung finden. Am bekanntesten ist dabei
wohl die zeitunabhéngige nicht-entartete Storungsreihe. Weniger bekannt ist vielleicht
die Tatsache, dass es sich schon bei den einfachsten Beispielen (z.B. anharmonischer
Oszillator V7(z) = Az?) nicht mehr um Potenzreihen im analytischen Sinn handelt.
Vielmehr besitzen diese Reihen Konvergenzradius 0, so dass man hier von asymptoti-
schen Reihen spricht. Anhand des folgenden Beispiels soll verdeutlicht werden, weshalb
es sich nicht um analytische Potenzreihen handeln kann. Betrachtet man das Potential
V(z) = imw?a? + Az* fiir A > 0, so hat das Potential nur ein reelles Extremum (Mi-
nimum) bei z = 0. Die echten Eigenwerte F,, () existieren ¥n € N und E > 0. Bei der
Wabhl einer Entwicklungsbasis bieten sich die Losungen des harmonischen Oszillators
an. Da die Reihe meist nach ein paar Gliedern abgebrochen wird, sollten die Abwei-
chungen der exakten Energiecigenwerte gegeniiber den Eigenwerten des harmonischen
Ostzillators klein sein und fiir A — 0 in diese {ibergehen. Aus diesem Grund wird
die Reihendarstellung der Eigenenergien des anharmonischen Oszillators die Gestalt
E,(N) = >0, EYAF haben. Dies impliziert aber insbesondere, dass die Eigenwerte
des anharmonischen Oszillators fiir jedes n € N lediglich eine Verschiebung gegeniiber
den harmonischen Eigenwerten E!™ = EY) darstellen. Wire diese Reihe nun holo-
morph, d.h. insbesondere analytisch in A, so wiirden auch fiir A < 0 noch innerhalb
des Konvergenzradius Vn € N Energieeigenwerte existieren. Dies steht aber im Wi-
derspruch zur Tatsache, dass fiir A < 0 das Potential die Gestalt wie in Abbildung
1.3 hat, insbesondere nach unten unbeschrédnkt ist und daher gar keine normierbaren
Eigenfunktionen im Hilbertraum existieren kénnen.

Ein weiteres bekanntes Beispiel einer solchen asymptotischen Reihe ist die Quanten-
elektrodynamik, mit dessen Hilfe der anomale gyromagnetische Faktor mit einer rela-

2Quelle: [1]
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Abbildung 1.3: anharmonischer Oszillator V(x) = %mwaQ + Azt fiir A > 0 und A < 0

tiven Genauigkeit von 2.19 - 1071° berechnet wurde. Dies Beispiel zeigt, dass trotz der
Nichtkonvergenz der Storungsreihe, durchaus brauchbare N&herungslosungen erzielt
werden kénnen. Wie es um die Giite der Naherung bestimmt ist, hdngt von der Kopp-
lungskonstante (hier: A, QED: Feinstrukturkonstante «) ab. Je kleiner dessen Wert,
desto brauchbarer ist die Reihe. Im Allgemeinen gibt es eine ideale Ordnung N bis
zu der die Genauigkeit zunimmt. Oberhalb dieser Grenze wird die Ndherung wieder
schlechter. Im Falle der QED z.B. liegt diese Grenze bei N = 137.

Fiir A > 0 und w? < 0 erhilt man bei obigem Beispiel ein Doppelmuldenpotential.
Die Kopplungskonstante A variiert sowohl die Tiefe als auch die Breite der Mulde.
Dabei wéchst der Potentialwall mit abnehmendem A. In fiihrender Ordnung ist die

Energieaufspaltung von der Form AF o« e~ “3* und beim Razavy-Potential AF

e—(n—f—l)arcosh(%) :

wobei hier g = n+r1 die Hohe des Walls veréndert. Beiden gemein
ist, dass sie keine Potenzreihenentwicklung um A = 0 bzw. g = 0 besitzen. Dies ist
bei Doppelmuldenpotentialen allgemein so, was die herkémmliche storungstheoretische
Behandlung unterbindet.

Eine genauere Untersuchung offenbart auch die Hintergriinde. Fiir eine beliebige Funk-
tion kann man anhand der Reihendarstellung eine sogenannte Borel-Transformierte
definieren. Umgekehrt kann man aber auch die Borel-Transformierte vorgeben und ver-
suchen, so die Borel-Summe (also die urspriingliche Funktion) zu berechnen. Es kann
nun allerdings der Fall eintreten, dass die Borel-Transformierte nun innerhalb eines
Konvergenzradius eine gleichméfig konvergente Reihendarstellung besitzt, wahrend
die Borel-Summe und damit die Funktion als Reihendarstellung nicht konvergiert. Ein
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einfaches Beispiel ist die asymptotische (also divergente) Reihe

f(z) = Zn! 2" (1.4)

Die Boreltransformierte ist dann gegeben durch

> 1
BT(z)zzznzl_Z. (1.5)
n=0
Die Borelsumme
() = /0 dt BT (t2) e (1.6)

angewandt auf die Reihendarstellung der Boreltransformierten, liefert wieder obige
asymptotische Reihe. Die Ursache der Divergenz liegt offenbar an der Tatsache, dass
die Reihe nur fiir |tz] < 1 konvergiert. Wahrend im Integral bis unendlich summiert
wird, muss stets |z| < limy_ \ti| sein. Die Reihe hat daher Konvergenzradius 0. Al-
ternativ kann allerdings die auf ganz C\{1} giiltige analytische Fortsetzung der Reihe
herangezogen werden. Auf diese Weise liefert die Borelsumme

&° et 1 1. /1
f(z):/o dtl—tz:;e ZEl(;) : (1.7)

wobei das Integral als cauchyscher Hauptwert zu verstehen und Ei(z) die Integralex-
ponentialfunktion ist. Letztendlich haben wir also eine globale Darstellung gefunden,
die nicht nur fiir kleine z Giiltigkeit besitzt. In der Stérungstheorie kennt man im
Allgemeinen nicht einmal die Boreltransformierte. Man entwickelt die zu suchende
Funktion lediglich in eine Reihe nach dem Stérparameter, die man ohnehin nach ein
paar Termen abbricht. In dem Fall des anharmonischen Oszillators mit w? > 0 gelingt
dies auch recht zufriedenstellend. Andert man jedoch das Vorzeichen des harmonischen
Terms und liisst w? < 0 zu, dann existieren sogar die Entwicklungsfunktionen nicht
mehr, so dass hier die Naherung zusammenbricht. Generell lésst sich festhalten, dass
das Verhalten fiir Doppelmuldenpotentiale (z.B. e~ **™ beim anharmonischen Oszilla-
tor) nicht storungstheoretisch ist. Fiir solche Fille bieten dann die Pfadintegral- und
WKB-Methode u.U. vielversprechende Naherungsverfahren.

Abschlieend sei hier vielleicht noch auf das RAZAvY-Potential selbst eingegangen.
Dies gehort zur Klasse der sogenannten quasi-exakt-losbaren Potentiale. Sie spielen
praktisch eine Ubergangsrolle zwischen den exakt losbaren und der groBen Klasse nicht
analytisch losbarer Potentiale. Die Bezeichnung quasi-exakt kommt daher, dass per De-
finition eine endliche Anzahl an Wellenfunktionen mit zugehérigen Eigenwerten exakt
gefunden werden kénnen. Dabei handelt es sich immer um die energetisch niedrigsten
Zustédnde. Fiir gewohnlich tritt im Hamilton-Operator ein Parameter n auf, der fiir
positiv ganzzahlige Werte eine exakte Losung erlaubt. Bei vielen Losungsansétzen von

12



Potentialproblemen spaltet man zuerst das asymptotische Verhalten ab und fordert
dann fiir den Reihenansatz der verbleibenden Differentialgleichung eine Abbruchbe-
dingung. Dies ist z.B. korrekt fiir Differentialgleichungen vom Typ hypergeometrisch.
Bei komplizierteren DGLs der Fuchsschen Klasse, d.h. bei zunehmender Zahl von Sin-
gularitaten, erhdlt man allerdings mindestens 3-Term-Rekursionen. Dies verkompliziert
das Problem enorm. Das Verhalten des nicht abbrechenden Reihenansatzes fiir Koeffi-
zienten, die z.B. diese 3-Term-Rekursion erfiillen, ist auf dem Konvergenzradius nicht
notwendigerweise divergent, so wie es bei 2-Term-Rekursionen der Fall ist (und was
letztendlich der Grund fiir die Abbruchbedingung dort ist).

Betrachten wir hierfiir eine solche 3-Term-Rekursion mit Koeffizientenfunktionen f,,
gp und h,,.

fruCns1 + GnCn + hncn1 =0 (cc1=0 & c¢p=1). (1.8)

Wiirde man nun fiir solche Reihenanséitze dennoch einen Abbruch nach dem N-ten
Term fordern, so ergébe sich zunéchst ein Gleichungssystem aus N + 1 Gleichungen
mit N + 1 Koeffizienten. Dies kann man in Matrixform mit einer Matrix A schreiben
und nichttriviale Losbarkeit wiirde dann Det A = 0 nach sich ziehen. Dies ist ein
Polynom vom Grade N +1 in dem Eigenparameter €. Fiir den Abbruch muss allerdings
zusétzlich noch hyyicy = 0 erfiillt sein. In den meisten Féllen widerspricht das der
ersten Bedingung Det A = 0. Nur wenn beide Bedingungen erfiillt sind erh&lt man
also ein Polynom aus dem Reihenansatz. Ist es nun moglich den Parameter n so zu
wiéhlen, dass diese Bedingung automatisch erfiillt ist, dann geniigen die Losungen des
charakteristischen Polynoms in e. Man erhélt also eine endliche Anzahl an Losungen
fiir den Eigenparameter ¢ und damit auch fiir die Wellenfunktionen.

13



2 Theoretische Grundlagen

2.1 Energieaufspaltung in Doppelmuldenpotentialen

2.1.1 Die quantenmechanische Ubergangsamplitude

Im Falle von nicht explizit von der Zeit abhidngigen Hamiltonoperatoren ist die Zeit-
entwicklung eines quantenmechanischen Zustands |¢(¢)) durch

() = U(t,to) [ (t)) = e FHE10) [(t)) (2.1)

gegeben. Multipliziert man die Gleichung von links mit einem Bra (x|, so erhélt man
den Zustand in der Ortsdarstellung

wlat) = (alo(®) = [ do’ @it wle!) (]0(00)
- / A’ A (2,27, 1) (2 o) (2.2)

Die Funktion 2" (x,t;2',ty) bezeichnet man als Propagator oder auch quantenmecha-
nische Ubergangsamplitude

H (b2 o) = (x|U(L, to)|2') = <x|6_%ﬁ(t_t°)|x'>. (2.3)

Eine elegante Methode um J# (z,t;2',ty) zu berechnen liefert das Feynman-Pfad-
integral,

N N—-1
2 t) = iSlel _ m )5 +5la)
(@ 6.2 to) /D“f m (27rhie /nl A 7 (24)
wobei
N-1 m X _ 2
Sla] =) e [5 (%) — V() mit (g =2, Ty = ) (2.5)
n=0

und D symbolisch fiir das Integrationsmafl steht. [3]

€= t;\fo ist hier eine zeitgestiickelte Intervaleinheit. Zur praktischen Anwendung ist es
vorteilhaft, (2.4) vorerst fiir imaginére Zeiten zu betrachten, d.h. ¢ — —i7 mit 7 reell,
um anschliefend durch analytische Fortsetzung von 7 in die komplexe Ebene zuriick zu
reellen Zeiten zu gelangen. Diese Vorgehensweise - auch bekannt unter Wick-Rotation
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[3] - hat den entscheidenden Vorteil, dass der Integrand fiir 7 — oo wohldefiniert ist.
Ist eine analytische Fortsetzung zu komplexen Argumenten 7 (insbesondere 7 — it)
moglich, so ist auch das urspriingliche Integral wohldefiniert. Im weiteren rechnen wir
daher ausschlieflich im Wick-rotierten Bild und nach einer Riickbenennung 7 — ¢
schreibt sich die Ubergangsamplitude

Ao, 82/ t0) = (wle 10710 |af) = /Dx e rIEl, (2.6)

wobei der Index FE lediglich die euklidische Variante andeutet. Bis auf ein Vorzeichen
stimmt S mit Sg iiberein

3 [ (21 =) vie,

Lisst man in (2.7) N — oo gehen, so schreibt sich die Riemann-Summe nach Ubergang
zum Integral in der Form

mit (zg =2, 2y =2). (2.7)

3M

Spla] = /t:dt’ Bmx )24V (2 (t’))]
_ / A L (e (1) 5 (1) (2.8)

to

An dieser Stelle ist der Zusammenhang zur Wirkung evident.

2.1.2 Sattelpunktmethode

Offensichtlich ldsst sich das Integral (2.6) zunéchst nicht fiir beliebige V() in geschlos-
sener Form 16sen. Exakt 16sbar ist dieses z.B. fiir Potentiale der Form V(z) oc 2. Den
wesentlichen Beitrag liefert jedoch jenes z(t) fir das Sg[x] minimal wird. Pfade, die
von diesem z(t) abweichen, werden wegen der Exponentialfunktion mehr oder weniger
stark unterdriickt. Es wiirde sich also anbieten, den Pfad z(¢) um das Minimum zu
entwickeln. Bekanntermaflen trifft dies nun aber genau auf den klassischen Pfad xy(t)
zu. Dieser ist nach dem Hamiltonschen Prinzip gerade dadurch definiert, dass er die
Wirkung minimiert. Eine Entwicklung um x) erscheint daher erfolgsversprechend. Bis
zum quadratischen Glied schreibt sich (2.8) mittels Variationsableitung als

Sp 7] ~ Sp [za] + / dt, %S’it[f‘)’] y(th)
y(t2)

/ / dydtz y(t) 6(?53?53[3(]@) _—

= Sg [zu] + 3 /dty( ) ( m% + VvV (:Bkl(t))) y(t). (2.9)

15



Dabei wurde der Variationspfad y(t) = x(t) —x(t) eingefiithrt und ausgenutzt, dass der
erste Term verschwindet. Wéhlt man fiir 2y bereits die Randbedingungen xy(ty) = 2’
sowie xy(t) = x, so muss y(tg) = y(t) = 0 gelten. Im letzten Satz bedeutet ¢ wie
im ersten Abschnitt die Intervalendzeit. Bereits hier soll darauf aufmerksam gemacht
werden, dass der Operator in (2.9) folgende Eigenschaft hat

eV a0) ) ) = (D ) + 22V (g(t)
< ot > ( ot ot

= % (—m% za(t) + V' (Ikl(t)))
. (2.10)

Letztere Gleichheit gilt, weil 24 (¢) die (euklidische) Bewegungsgleichung erfiillt. Damit
ist d(t) eine (nicht normierte) Eigenfunktion zum Eigenwert 0. z4(t) wird auch als
Kink-Losung bezeichnet.

Da bei der Integration iiber alle moglichen Pfade integriert wird und die Transforma-
tion linear ist, kann Dz einfach durch Dy ersetzt werden. Im Folgenden wird, sofern
nicht anders angegeben, der Variationspfad y(t) wieder mit x(t) bezeichnet.

Eine Tiicke sollte hier vielleicht noch erwéhnt werden. Die obige gaufische Naherung
klappt nur dann, wenn das Minimum, um das entwickelt wird, eindeutig ist. Im vor-
liegenden Fall ist aber neben xy(f) auch xy(t — to) fiir beliebige ¢ eine Losung der
Bewegungsgleichung und damit ein Minimum. Dies kann man vergleichen mit einem
Potential, dessen Minimum z.B. radialsymmetrisch um den Ursprung liegt (siche Ab-
bildung 2.1). Am Beispiel der Funktion f(z,y) = (2* + y* — a?)? soll einmal illustriert
werden, auf welche Problematiken man bei solch symmetrischen Potentialen stofit.
Betrachten wir also das folgende Integral

I= /dm dy e~ /@) (2.11)
im Rahmen der Sattelpunktsnéherung. Die Extrema von f(z,y) liegen bei 7= 0 und
o =a Z?ﬁg , wobei 6 beliebig ist. Letzteres Tupel entspricht dem Minimum. Bis

zur quadratischen Ordnung gilt dann

( 7 B ) 8a? cos®’f  8a? sinf cosd T — T
o ¥ 8a? sinf cosd 8a? sin? 6 Y — Yo

(7= 70) " A (7= 7o) . (2.12)

flz,y) ~

Die Matrix A ist symmetrisch und lasst sich diagonalisieren. Die Eigenwerte sind \; =

8a% und )\, = 0. Die Eigenvektoren 7, = cps@ und 7 = | sin 6 bilden die
sin 6 cos

16



Abbildung 2.1: ein radialsymmetrisches Potential verursacht bei der Sattelpunkts-
néherung immer Divergenzen

Transformationsmatrix U = ( ;0> ). Damit schreibt sich (2.12) als
2 f(z,y) = (F— 7o)t A (7 — 7))
= (F— 7o) UA%E U™ (7 — )
— (U™ (7= 7p)) " A%es (U7 (7 — 7))

= (17— 7o) " AT (i = 1)
= A1 (= 11,0)" + Ao (112 = 120)° (2.13)
mit 7 = m ) U'r= o) (2.11) wird schliefllich wegen |det U| =1 zu

B ) (214

Offensichtlich ist in (2.14) wegen Ao = 0 die Integration iiber 7, divergent. Dies
ist die Folge der Nichtexistenz eines ausgezeichneten Minimums. Eine solche Sym-
metrie fithrt immer zu Eigenwerten 0 (sogenannte Nullmoden), die wiederum ver-
antwortlich fiir die Divergenz des Integrals sind. Die obige Hessematrix entspricht
dabei unserem Operator in (2.9). Wie kann nun anhand dieser Darstellung die 7,-
Integration derart transformiert werden, dass diese Symmetrie beriicksichtigt wird?
Um dies zu sehen, erkennen wir, dass bei dem urspriinglichen Problem eine Variablen-
transformation auf Polarkoordinaten (r,¢) lediglich eine Entwicklung der r-Variable
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um das Minimum 7y nach sich ziehen wiirde. Die ¢-Variable bleibt von dieser Sattel-
punktsnidherung somit unberiihrt. Mit diesem Ziel im Ausblick schreibt sich zunéchst
ne = —x sinf +y cosf = r sin(¢p — 0). Analog ist 1 = = cos@+y sinf = r cos(¢p — 0).
Die transformierten Variablen haben also formal dieselbe Darstellung in Polarkoordina-
ten wie die iiblichen kartesischen Koordinaten (x,y), lediglich mit einer anderen Phase.
Dies ist nicht verwunderlich, ist das neue Koordinatensystem gegeniiber dem Alten
ja nur um den Winkel 6 gedreht. Fixiert man die Freiheit in 6 nun derart, dass stets
0 = ¢ gilt, so verschwindet die divergente Variable 7,. Dennoch kann das Differential
dn, definiert werden und mittels der Jacobiante ‘ ] = r haben wir dny = rdf. Fiir
L

‘0 ¢
} g—y = 1 = dm = dr. Ohne die vollstdndige Jacobian-
te der Transformation hinzuschrelben, ist durch Transformation der problematischen
Koordiante auf die Variable # und geschickte Wahl von 6 = ¢ bei der Auswertung der
Jacobiante der Zusammenhang zu Polarkoordinaten nun evident.

11 haben wir entsprechend

I~ / rdrdge 2 =) (2.15)

Nach der Hauptachsentransformation entspricht die n;-Variable anschaulich also der
Radialkomponente. Mit der Wahl der Situation angepasster Koordinaten hitte man
dieses Problem also auch direkt umgehen koénnen. In komplizierteren Féllen ist das
aber nicht immer moglich. Man miisste also auch im (N — 1) - dimensionalen all-
gemeinen Fall durch geschickte Transformation der problematischen Koordinate das
Integral in die Form bringen, die die korrekte Transformation des kompletten Inte-
grationsmafles liefern wiirde. Im Folgenden sollte dies im Falle des uns vorliegenden
Funktionalintegrals deutlicher werden.

2.1.3 Die Grundzustandsenergieaufspaltung

Gleichung (2.6) kann benutzt werden, um die Grundzustandsenergie ndherungsweise
zu bestimmen. Fiigt man in das Ubergangsmatrixelement eine vollstédndige Eins ein,
so erhélt man die spektrale Zerlegung von 5.

Hp(x,tx' ty) = Zq/;n ~ 5 En(t=to) (2.16)

Setzt man hier ¢, = —% und t = -I—% und léasst T' gegen unendlich gehen, so ist we-
gen Fy < E; < Ey < ... der n = 0 Term der Dominierende. Falls jedoch die beiden
niedrigsten Energien sehr nahe beieinander liegen, wie es bei typischen Doppelmulden-
potentialen der Fall ist, so kann der erste Term nicht mehr ohne Weiteres vernachléssigt

werden. Fiir #% erhéilt man daher in guter Ndherung

i (.50~ ) =~ @) BT o)) e HET (217

mit 7" groB.
Ist die linke Seite als Funktion von T' bekannt, kann folglich eine Aussage iiber die
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Energien getroffen werden. In [4] findet man z.B. einen Ausdruck fiir %% in semiklas-
sischer (quadratischer) Ndherung. Da wir an einer Grundzustandsenergieaufspaltung
interessiert sind, sind die fithrenden Beitrige in (2.17) dann am groBten, wenn g
bzw. 1¢; maximal werden. Dies ist offenbar der Fall, wenn man x und 2’ in das Po-
tentialminimum legt, da dort die Wellenfunktionen am stérksten lokalisiert sind. Beim
Doppelmuldenpotential liegen die Minima 0.B.d.A. symmetrisch um den Ursprung und
die Positionen bezeichnen wir mit +a. Nach einer willkiirlichen Verschiebung der Skala
kann man V' (+a) = 0 voraussetzen. Die bendtigten klassischen Losungen zy(t) konnen
dann aus dem euklidischen Energiesatz £ = %mx'Q — V(z) = 0 gewonnen werden. Sie
erfilllen automatisch die Randbedingungen lim; 4. [214(¢)| = a. In Kapitel 2.1.6 wer-
den wir eine solche Losung angeben. Mit dieser Wahl hat %% folgende Gestalt:

T T 1 —($—-R)T —(%+R)T N
He | ta, —;a,—— | = = me ) i e i (a=a) (2.18)
2 2 2V wh e G-RT _ o=(G+RT (a — —a).
Der hier mit dem Buchstaben R (in Anlehnung an eine Rate) bezeichnete Parameter
ist mit dem gesuchten Vorfaktor I bis auf einen Gamowfaktor identisch.

82
2wh Det/ (—m% + V”(llfkl))

— K e~ #SElmx] (2.19)

Um (2.18) zu erhalten, benutzt man den Kontinuumslimes (2.8) und macht von der
soeben eingefiihrten Sattelpunktsniherung Gebrauch.

T T
K <:|:a, 5; a, —5) ~ 6—%515[11(1}

X /Dx exp {—;n—h /: dt 2(t) <—§—; + m_lV”(t)> x(t)}
(2.20)

Der hintere Faktor wird dann auch als Fluktuationsfaktor .#(T") bezeichnet. Wie be-
reits erwahnt, muss der Variationspfad x(t) die Randbedingungen x (%) =x (—%) =0
erfiillen. An dieser Stelle bietet sich an, die Variationspfade nach Eigenfunktionen des
Operators —9? + m~'V"(t) zu entwickeln

o0

2(t) =Y coyn(t) (2.21)

n=0
und anschliefend eine Transformation der Integrationsvariablen Dx — Dc durch-
zufiihren.

Ky = 6—%$E[xk1] /e/VHan exp [—%Z)\n Ci]
n=0 n=0

~r 27h
_ e—%SE[ikl] (/I/ H mT; /dCO exp [—%AO 0(2):| (222)
n=1 n
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Dabei wurde innerhalb des Skalarprodukts die Orthogonalitéit der Eigenfunktionen aus-
genutzt. .4 ist eine nicht weiter zu spezifizierende Konstante, die sowohl die Faktoren,
die in Dz (siehe (2.4)) stecken, als auch die Jacobi-Determinante der Transformation
beinhaltet. Da die Transformation aber linear ist, muss die Jacobiante konstant sein.
Man kann nun einen kleinen Trick anwenden um die Konstante .4 zu eliminieren,
indem man die Eigenwertprodukte eines schon gelosten Problems ausklammert. Da-
bei greifen wir auf das Ergebnis des Fluktuationsfaktors .%,(T") fiir den harmonischen
Oszillator in (2.84) mit (2.86) vor

mw mw wT
Fo(T) = ~ —of 2.3
o(T) \/%h sinh T \/m6 ’ (2.23)

wobei fiir grofle 1" der Sinus-Hyperbolicus durch die Exponentialfunktion ersetzt wurde.

00 o 007 2mh

0 00 2mh
n=0 m/\” H

n=0 mA9
(1)
[ OO 0 [
— 6—%33[%1(1] 777:_;; 6_% n 0 )\TL / dCO
2
—e —3+Sg[zK] /mw Det 61&2 +w /1/ m deg (2.24)
Det 8t2 +m~ 1V” xkl)) 27Th

Das dabei auftretende w hat den Wert mw? = limy 1o, V" (21(t)) = V" (Fa).

Auch wurde hier die ¢y Integration nicht ausgefiihrt, da wegen \g = 0 das zugehorige
Integral keine Dampfung erfihrt und damit formal divergiert. Dies ist iibrigens die
Situation, der wir im vorigen Abschnitt begegnet sind. Dort war es die Rotations-
symmetrie des Minimums von f(x,y), wihrend es hier die Zeit-Translationssymmetrie
des Funktionals Sg [zy] ist, welches ja das Minimum von Sglx] darstellt. Zur Erinne-
rung, dass die Nullmode im Eigenwertprodukt ausgelassen wird, kennzeichnen wir die
Determinante mit einem Strich.

2.1.4 Die Nullmodentransformation

Im letzten Kapitel mussten wir bei der Auswertung des Funktionalintegrals stoppen,
da die Integration iiber die cy-Mode keine Dampfung erfuhr und der Ausdruck somit
divergierte. Wie aber bereits im Abschnitt ,,Sattelpunktsmethode® offenbart, ist diese
Divergenz Ausdruck der naiven Entwicklung der Funktion im Exponenten um ihr Mi-
nimum, wo dieses doch gar nicht eindeutig bestimmt ist. Eine solche Symmetrie fithrt
auch hier zum Eigenwert 0 mit der normierbaren Eigenfunktion 4,(¢). Die Ursache die-
ser Symmetrie liegt in der Translationsinvarianz der klassischen Bewegungsgleichung,
denn fiir jedes t. € Z minimiert xy(t+t.) das Funktional, wobei Z = [-T1'/2,T/2] ist. Ei-
ne geeignete Koordinatentransformation kénnte dieses Problem eliminieren, doch stellt
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sich die Frage wie eine solche Transformation in unserem Fall auszusehen hat. Statt-
dessen transfomiert man pro Symmetriefreiheitsgrad eine Variable derart, so dass das
korrespondierende Integral mit dem korrekt angepasster Koordinaten iibereinstimmt.
Ein Ansatz die cyp-Integration zu ersetzen ist, ausgehend von der Entwicklung des Pfa-
des um die klassische Losung

w(t) = ma(t) + Y catmlt), (2.25)

den Entwicklungsparameter ¢y gegen t. zu tauschen. Um die Analogie noch einmal
aufzugreifen, t. korrespondiert zum Parameter # aus dem Abschnitt Sattelpunktsme-
thode. Die Entwicklung des Variationspfades nach den Eigenfunktionen entspricht der
Linearkombination der Eigenvektoren ¢; und v mit den Koeffizienten 7; und ny fiir
den Variationspfad 7" — 7. Bei dieser Wahl eines ausgezeichneten Minimums, wird das
Verhalten der Funktion im Exponenten der Exponentialfunktion in Richtung o5 je-
doch asymptotisch nicht hinreichend gut beschrieben. Um dieses Fehlverhalten wieder
richtigzustellen, wurde die Variable 7, auf 6 transformiert. Die andere Koordinate 7,
die das Verhalten in radialer Richtung beschreibt, wurde dabei beibehalten. Im Un-
terschied zu vorher wird also nun zu jedem 6, d.h. an jeder Stelle des Minimums, das
Verhalten in radialer Richtung ausgewertet. Gleiches soll nun auch beim Pfadintegral
geschehen. Zu jedem t. wird das Verhalten orthogonal zur Nullmodeneigenfunktion
yo(t) ausgewertet. Wie im Modell zuvor auch die Eigenvektoren von der Symmetrie-
variable # abhingen, hingen nun auch die Eigenfunktionen v, (¢t + t.) von t. ab. Dies
rechtfertigt die Ersetzung cy — t.

x(t) =zt + 1) + i Cn Yn(t + 1) (2.26)

n=1

Da auch t. jeden beliebigen Wert annehmen kann, beriicksichtigt diese Reihe ebenso
simtliche moglichen Pfade. Der Fall . = 0 entspricht offensichtlich der Situation ¢y =
0. Es bietet sich also potentiell an eine Storungsreihe um ¢. = 0 zu bilden. Zunéchst
betrachtet man den Ausdruck

/ dCo (S(CD) = / dtc

Da ¢y aus (2.25) durch Multiplikation mit yo(¢) und anschlieBender Ausintegration
gewonnen werden kann,

dc
8_t2 8(co) = 1. (2.27)

co = /00 dt z(t)yo(t) (2.28)

[e.e]
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ist durch Einsetzen von (2.26) in (2.28) ein Zusammenhang zwischen ¢y und ¢, gegeben.
Die Entwicklung in ¢, bis zum linearen Term ergibt dann

co = w;ﬁtc [/OO dt &2, + icn/m dt da g | + O (2)
oo — oo
— 2, |1+ o i Cntn| + O (£2) (2.29)
n=1
mit den Skalarprodukten
Ty = /OO dt 219 Yn (2.30)
und dem Normierungsintegral
Gy = /Oo dt &3, . (2.31)

Setzt man dies in (2.27) ein, so gelangt man schlieflich zur Jacobideterminante

=V

300
Ot.

L+ e rn] : (2.32)
n=1

Die in ¢, linearen Terme verschwinden bei der Ausintegration in (2.22) in der hier
betrachteten quadratischen Ndherung, da der gesamte Ausdruck ungerade in ¢, ist.
Die cp-Mode in (2.24) liefert somit den Beitrag

/\/>d0_/ ,/ﬁ%dt ,/—md (2.33)

Als Eselsbriicke kann man sich daher merken

1 m

—_— — —algT. 2.34
Vo orh M (2:34)
Fiir endliche T ist auch Ay kein Nulleigenwert. Erst im Limes T" — oo macht sich damit
auch die Divergenz in Ay bemerkbar.

Fiir eine mehr ins Detail gehende Behandlung siehe [4].

2.1.5 Multi-Instantonen

Das Ergebnis (2.24) mit (2.33) gibt allerdings nur die fithrende Ordnung einer zugrun-
deliegenden Reihe an. Fiir eine groflere Genauigkeit miissen weitere semiklassische
Beitrige beriicksichtigt werden. Neben einem einzigen Ubergang kénnen auch soge-
nannte Multi-Instanton-Beitrédge auftreten. Anschaulich kann man sich dies wie folgt
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klar machen. Die klassische Losung zur Energie £ = 0 geht fiir ¢ — 4+o00 gegen +a
oder —a. Die zeitliche Ausdehnung eines einzelnen Kinks ist fiir kleine s aber ledig-
lich von der Groflenordnung = Ln ( ) In typischen physikalischen Anwendungen ist s
zwar relativ klein, aber n1cht 0, da sonst das Potential konstant wére und damit als
Argument des Logarithmus wesentlich kleiner als die gesamte Intervalbreite 7". In dem
betrachteten Limes 7" — oo wird es also moglich sein, eine Vielzahl solcher Kinks und
Antikinks auf der gesamten Zeitachse unterzubringen. Eine ungefdhre Losung eines
solchen Multikinks kann durch das Aneinanderflicken mehrerer Einfachkinks realisiert
werden, ohne von der exakten Losung eines Multikinks zu stark abzuweichen, solan-
ge die einzelnen Kinks hinreichend weit voneinander entfernt sind. Fiir den Abstand

der Zentren zweier benachbarter Instantonen sollte daher At. > @ gelten. Man
spricht in diesem Zusammenhang auch von einem verdiinnten Instantongas. Die Ab-
weichung von der exakten Losung ist dann exponentiell klein, so dass diese Nédherung
annehmbar erscheint. Im folgenden sollen diese sogenannten Multi-Instanton-Beitriage
Beriicksichtigung finden. Im 1-Instanton-Beitrag aus (2.24)

T

_ 02 2 r

Ay =e ~ 7 Splew] /mw \/ Det (~gp +i‘} )/ o 2 / dt.
Det (%2 +m- V’( )) 2mh -z

= /™ % pr (2.35)

wurde zunéchst der in Frage stehende Faktor wie in (2.19) mit R abgekiirzt. Auch
wurde zur Vereinfachung bei spéteren Rechnungen (schon bei der Herleitung) ein
Faktor m herausgezogen. Den Instantonbeitrag eines Teilchens, welches von a nach
—a und zuriick tunnelt erhélt man nun durch Einsetzen einer entsprechenden Kink-
Losung. Fiir die oben angesprochene Approximation erweist sich dabei das rasche
Annihern von xyq an +a als sehr niitzlich. Zur Illustration betrachten wir den 1-Kink
ay [T, :2:[ — [—a,a]. Das Intervall [~%, %] wird nun in 3 Abschnitte unterteilt.

Auf [—— _Z] und [%, %} ist x)q ziemlich 2ger21au um =+a lokalisiert, so dass das Teil-
chen auf diesem Zeitintervall das harmonische Potential $mw?(z 4 a)? spiirt. Lediglich
auf dem Intervall [ T 4} erfahrt z)q eine merkliche Anderung, die aus der kompli-
zierteren Struktur des Potentials folgt. Die gesamte klassische Wirkung wird nun auf
die 3 Bereiche unterteilt. Im Ersten und Dritten gestatten wir den Koordinaten eine
gewisse Freiheit, solange diese in der unmittelbaren Umgebung des Minimums liegen.
Dort ersetzen wir die Wirkung durch die des harmonischen Ostzillators eines Teilchens,

welches sich von x_, nach —a bzw. a nach x, bewegt
Splr] = SE° [1-a] + S5 1] + S5° [za] - (2.36)

Der mittlere Term ist fiir groffe T" auch weiterhin unter Vernachléssigung eines expo-
nentiell kleinen Fehlers die klassische Wirkung des 1-Instanton. Die anderen beiden
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Terme haben fiir ein Teilchen, das sich von Z4, nach x4, bewegt, die Form?

G ) { (@40 F a)" + (F2a F 0)°] cosh (u%)

SHO J =
B [Tl 2 sinh (w%

—2(x1q Fa)(Taa F a)}

mw

N [(xia Fa)?+ (Tae F a)g} ) (2.37)

Da entweder der Anfangspunkt 7., oder der Endpunkt z., gleich +a ist, vereinfacht
sich (2.37) zu

SHO [, ] ~ %(xia Fa)?. (2.38)

Fiir den 2-Instanton-Beitrag fiigt man nun zum Zeitpunkt ¢., an dem zyy ~ —a ist eine
vollstdndige Orts-Eins in das Matrixelement ein und betrachtet nur die wesentlichen
Beitrige x &~ —a. In dieser Naherung lassen sich die Matrixelemente im Integranden
mit, obiger Vereinfachung berechnen und anschlieBend ausintegrieren.

T T : 17
AP <“’_;“’“) = / Ao (ale 771Gl @ |em 10 t5)|g)

2 2
2
= < %) \67%(%*t62)67%<t02+%)1 R2/dl’_a 6_"#(1*‘1'*'“)2

_wT
e 2

or o T2
_ ‘/%e—% R2 5 (2.39)

Der Exponent ist hierbei lediglich als Index fiir die Anzahl der Ubergénge zu verstehen.
Abbildung 2.2 zeigt eine solche Instantonkonfiguration mit den Kink-Losungen (2.48).
Entsprechend (2.39) kann ein Multi-Instantoniibergang der Ordnung n angegeben wer-
den.

T T 2
o (ia, 7 _§> - /dxl coode,_g (:|:a|e_%H<§_tC”>|xn_1>

X <xn71’€_%ﬁ<t0n_t6"71) ’xn,2> ce <I‘1’€_%ﬁ(t°2+%) ’CL>

MW _wr T ten teg

=4 /—e 2 RN/ dt., dt., _, .. / dt.,
mh _T T T

2 2 2

MW _wr ™

=\ ¢ R 2.40
mh €’ n! ( )

Ein solcher ist in 2.3 visualisiert. In (2.40) wurde schon zwischen den Féllen a — a

'Hagen Kleinert - Pfadintegrale / Kap. 17.6 Formel (17.174)
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Abbildung 2.2: Doppel-Instantonkonfiguration mit der Randbedingung 2’ = a und x =
a (Antikink-Kink-Kombination)
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T
. 2 tcl|  tc2 tc3 tcd| tch| tcé tc7

Nl[m
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Abbildung 2.3: ungerade Multi-Instantonkonfiguration mit den Randbedingungen ' =
aund r = —a
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und @ — —a unterschieden. Offenbar ist Ersterer nur fiir eine gerade und Letzterer
nur fiir eine ungerade Anzahl an Ubergéngen moglich. Summiert man nun sémtliche
Beitrége unter Beriicksichtigung dieser Randbedingungen auf,

= \/% ¢*2 cosh(RT) (2.41)

_ Z 2n+1 _ —WT 2n+1
JifE( a5, > no:zf ,/ 22n+1)(RT)

= 4 /% e~ sinh(RT) (2.42)

so erhédlt man schlielich (2.18).
Setzt man in (2.17) entsprechend 2’ = a und x = +a ein, so erhélt man durch Vergleich
mit (2.18) die Energien Ey und Ej.

Eo=h (g - R> (2.43)
B =h <g + R) (2.44)
AE = 2hR (2.45)

Dieses Ergebnis wurde auch schon in der fritheren Arbeit vorgestellt?.

2.1.6 Das Razavy-Potential

SchlieBlich betrachten wir nun die gesuchten Groen konkret fiir das RAzAvY-Potential.
Analog zu [1] wird das mit (1.1) vorgestellte RAzZAVY-Potential der Ubersicht halber
umskaliert. Dabei wird

§
"7 2h(n +1) (240

gesetzt. Nach einer Nullpunktverschiebung nimmt das Potential damit die einfache
Form

52 h2

2m

V(z) = (n +1)? (scosh(28z) — 1)? (2.47)

2W.C. Poel/Kap. 2.3 Formel (2.4), (2.11) und (2.17)
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Abbildung 2.4: Kinklésungen mit w = 2 fiir s = 1, %, %, m

an3

Die (Anti)-Kinklésung zu E = im@? — V(z(t)) = 0 ergab dort*

Pxa(t) = Fartanh [@ / 1 _T_ z tanh (g(t - t0)>] (2.48)

w /1T _ &2

b (t) = 2 . 2.49
Balt) :':1+scoshw(t—t0) (249)
Hier wurde die neue Variable
w B2
i —h(n+1)V1—s? (2.50)
m

eingefithrt. In Abbildung 2.4 sind einige Kinklosungen zu unterschiedlichen s darge-
stellt.

Da wir insbesondere an der Determinante in (2.19) interessiert sind, wird noch V" (xy)
bendtigt. Dies erhalten wir aber direkt aus (2.47) mit Hilfe von (2.48) und liefert mit

3W.C. Poel/Kap. 3
4W.C. Poel/Kap. 4.3.1 Formel (4.27)
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Abbildung 2.5: Potential V" (zq(¢)) mit w = 2 fiir s = 1, 3, 75, 7550505 (von innen nach
auflen)

der Definition z = /X2 tanh (“—’t)

2 2\ 2 2
Y mw o (1+2 I+=2 2
)= — — ) —4 —4
Vi (@a(®)) 4(1 — s?) [88 <1—22) 8(1—22) S]
2 12 1 — 52
_mw [ B n 8(1 —s?) 2] ' (2.51)
4 1+ scoshwt (1 + scoshwt)

Zum Schluss dieses Paragraphen berechnen wir noch den Gamowfaktor fiir das RAZA-
vY-Potential.
Die Riemann-Summe (2.7) schreibt sich im Grenziibergang als Integral

Splra] = /Oo dt (%mx'il + V(:L‘kl(t)))

oo

o0
-2
—0o0

N————

m.ahq

a
= / dZL‘kl mx'kl
—a
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Abbildung 2.6: unnormierte Eigenfunktion yo(t) zum Eigenwert 0 fiir s = 1
von innen nach aufien)

N |—

1
1000 000 (

= / dl’kl 2mV(xk1)

—a

= Bh(n+1) /a dz (1 — scosh(28x))

—a

= h(n+1) [arcosh (1) — m} : (2.52)

S

wobei zweimal der euklidische Energiesatz ausgenutzt wurde und a = % arcosh (%) ist.
Zum Schluss ist vielleicht noch interessant zu wissen, wie die Eigenfunktion yy o< @
und das zugehorige Potential V”(xy) iiberhaupt aussehen. Nach (2.49) hat y, die

Gestalt

C

)= ————
bo(®) 1 + s cosh(wt)

(2.53)
mit einer Normierungskonstanten C.

Abbildung 2.6 zeigt den Verlauf der Funktion fiir unterschiedliche Werte s. Insbeson-
dere kann man der Grafik entnehmen, dass 1y keine Knoten hat, es sich also um die
Grundzustandswellenfunktion handelt.
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2.2 Losungsmethoden fiir Funktionaldeterminanten

2.2.1 Eigenwertprodukte

In (2.19) taucht das Verhéltnis zweier Determinanten von Differentialoperatoren auf.
Zunéchst stellt sich allerdings die Frage, was genau man sich darunter vorstellen soll-
te. Fiir beschrénkte lineare Operatoren, zu denen z.B. endlichdimensionale Matrizen
zéhlen, ist aus der linearen Algebra wohlbekannt, dass die Determinante einer Matrix
dem Produkt der FEigenwerte entspricht. Die Selbstadjungiertheit wird hier voraus-
gesetzt, da diese fiir schrodingerartige Operatoren mit reellen Potentialen, die hier
betrachtet werden, immer erfiillt ist. Fiir eine N x N Matrix Ay gilt also

N
Det Ay = H p (2.54)
n=1
Bei obigen Differentialoperatoren handelt es sich aber um unbeschriankte Operatoren.
Dies verkompliziert das Problem zunéchst. Eine Herangehensweise, dem Begriff der
Determinante auch dort einen Sinn zu geben, bietet sich ganz im Einklang mit der De-
finition des Pfadintegrals durch “Zerstiickelung® in N Segmente und anschlieBendem
Limes N — oo an, d.h. man berechnet das Pfadintegral in der zeitgestiickelten Varian-
te, nachdem man den Exponenten in Matrixschreibweise umgeformt hat. Die Matrix
reprisentiert zwei Operatoren V und V, die durch ihre Wirkung auf die Stiitzstellen
x,, des in Intervalle unterteilten Pfades definiert sind®.

1

_ 1
Vi, =-(x, —x,1) (2.56)
€

Dabeli ist € = *5/© wie in Abschnitt (2.1.1) definiert worden.
Man kann leicht nachrechnen, dass diese Operatoren die gleichen Eigenschaften wie die
herkémmlichen kontinuierlichen Ableitungen haben. Hierunter fillt z.B. auch die par-
tielle Summation, von der in (2.58) Gebrauch gemacht wird. Das Pfadintegral (2.6) mit
(2.7) schreibt sich dann nach der Entwicklung der Wirkung (2.7) um den klassischen

Pfad als

Hp(x, t; 1 1) = e~ #Selml /Dx e~ andlel (2.57)

—_—
=F(t—to)

wobei A[x] durch

N-1

Alz] = Z e [m (Va,)? + V" (zul(t,)) v2]

n=0

N-1
- Z T [ VV+Em™'V 2,  mit (z9=0, 2y =0) (2.58)
€

n=1

SHagen Kleinert - Pfadintegrale / Kap. 2
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gegeben ist. Auerdem wurde der Fluktuationsfaktor .% (t — ty) zur Abkiirzung gleich
mitdefiniert.

Letzte Form ist besonders praktisch, da sie als einfache Matrix geschrieben werden
kann. Fiir ein allgemeines U(t) hat sie folgende Gestalt:

AW = [—EVV +EU(t )}N )
24U, -1 0 .. 0 0 0
-1 24U, -1 .. 0 0 0
- . . . : (2.59)
0 0 0 .. =1 24€eUy_s —1
0 0 0 .. 0 —1 24+ Uy

Wie zu erwarten war, ist Ay_; offensichtlich symmetrisch und daher diagonalisierbar.
(2.58) lasst sich folglich durch

Alx] = - :L'TAN 1= vy A%agl Utz
_ % (uTx)T Agligl (uT ) fTADlag
m N—-1
=— ) )& 2.60
- 21 & (2.60)

ersetzen, wobei hiesiges U die orthogonale Transformationsmatrix und Ay% die Dia-
gonalmatrix zu Ay_; ist. Bei der Variablentransformation z — £ im Integral ist die
Jacobideterminante somit 1.

Der Fluktuationsfaktor .# (t —ty) aus (2.57) ergibt dann mit einem zunéchst allgemei-
nen U, in der zeitgestiickelten Variante

1

N—
| e 1
R e IR\ P= 0 I 6 260
I L
= lim
N—oo \| 2mhe Det An_;
. 1 (2.62)
= lim = :
N—oo \| 2he Det, [—62 VV + €2 U(t)]N—l

Im Allgemeinen ist es sehr schwer, Det Ay_; fiir beliebige U (t) zu bestimmen. Es bietet
sich aber an, sie bei gegebenen U(t) (2.62) auf die Determinante des asymptotischen
Verhaltens von U(t) zu normieren (falls dieses existiert). Dabei bezeichnen wir wieder
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w? = limy_,, U(?)

_ - 1 Det [—€2 VV + €2 w?] N1

F(t—1p) = lim - — .
N—oo \| 27fic Det [—€2 VV + €2 w?] ~_y Det [—e2VV + e U] N1

(2.63)

Entwickelt man nun (2.59) nach der N — 1-ten Zeile, so erhilt man eine Rekursionsre-
lation fiir Dy_; = Det Ay_;

Dy_1=(2+€Uy_1) Dn—2 — Dn_3, (2.64)
die mit den Anfangsbedingungen

D= (2+ € ) (2.65)

Dy=(2+€Us) (2+€U;) — 1 (2.66)

zu l6sen ist.

Fiir U,, = w? = konst. lisst sich dies in geschlossener Form besonders einfach 16sen und
(2.63) reduziert sich nur auf die Bestimmung des Verhéltnisses der zwei Determinanten
(Vgl. (2.86) und (2.24))

Det [—€2VV + €2 w?
F(t —ty) = \/ hiad i [ o (2.67)

l — .
27h sinh w(t — tg) Noo \| Det [—e2VV + e U] N1

An dieser Stelle erkennt man schon deutlich die formale Aquivalenz zum Ausdruck

(2.24) bzw. (2.35). Im Kontinuumslimes (e — 0 und VV — g—;) erhdlt man namlich
sofort den gleichen Ausdruck wie in (2.24). Dennoch ist an dieser Stelle Vorsicht gebo-
ten, denn die Kontinuumsdeterminante (als Produkt der Eigenwerte des Operators) ist
fiir sich ein stark divergenter Ausdruck. Lediglich das Verhéltnis zweier Kontinuums-
determinanten kann so definiert werden, da sich die (konstanten) divergenten Anteile
herauskiirzen.

Desweiteren wurde sich bis dato in keinster Weise iiber mégliche Nullmoden Gedan-
ken gemacht. Offensichtlich enthalten diese Ausdriicke daher noch jene Divergenzenen,
dessen Behandlung wir uns im iiberndchsten Abschnitt widmen. Formal schreiben wir
nun

1. \° Det <—% + w2>
[[,A\  Det (=2 +U®)’

was insbesondere den Fall der Kontinuumsspektren beinhalten soll.
In der Tat ist wegen lim; .., U(t) = w? das Spektrum fiir A > w? kontinuierlich. In [4]

ist auch hierfiir eine Formel angegebenen®.

[T, 22 /OO on  0On
n _ - 1 2.
I = exp ; dk ’ K, nA (2.69)

SHagen Kleinert - Pfadintegrale / Kap. 17 Formel (17.115)

(2.68)

kont
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Dabei ist A = k% + w?.

% in (2.69) bezeichnet die Zustandsdichte, die sich aus den Phasenverschiecbungen
der Streuzustinde berechnen lisst. Fiir A > w? ist das asymptotische Verhalten der
Zusténde y(t) durch cos(k|t|+d,) fiir die Geraden und sin(k|t| +9,,) fiir die Ungeraden
gegeben. Betrachtet man das System zunéchst fiir ein endliches Intervall der Breite T,
so miissen analog zum Teilchen im unendlich hohen Potentialtopf die Wellenfunktionen

an den Enden verschwinden. Es miissen also die Randbedingungen

T 1

k§ +0, = (ng - 5) ny, € N* (2.70)
T .

kE + 0y = TNy n, € N (2.71)

gelten. Bis auf konstante Terme entspricht ngy/, auch schon der Anzahl an Zusténden
fir k2 > 0. Man konnte daher meinen, die Zustandsdichte ergibt sich einfach durch
Ableitung nach k.

Ongu T 1044/,
ok  2r 7w Ok
Eine kleine Raffinesse bleibt bei dieser Betrachtung allerdings unberiicksichtigt.
Das Levinson-Theorem macht eine Aussage iiber den Zusammenhang der Phasenver-
schiebungen an der Stelle k& = 0, also der Schwelle zwischen gebundenen Zustédnden
und Kontinuum, und der Anzahl der gebundenen Zusténde des vorliegenden Potenti-
als. Grob gesprochen ist das Theorem eine Folge der Tatsache, dass ein Potential mit
n gebundenen Zustédnden n weniger Zustdnde im Kontinuum besitzt.
Urspriinglich 1949 formuliert von Levinson fiir den Radialteil der 3-dimensionalen
Schrodingergleichung, veroffentlichten Dong & Ma 1999 eine Version mit Giiltigkeit
fir den streng 1-dimensionalen Fall.[12] Der wesentliche Unterschied liegt darin, dass
hier gerade und ungerade Zustdnde voneinander getrennt behandelt werden miissen.
In diesem Fall lautet das Theorem:

5,(0) = (ng — %) s nicht-kritisch 5.,(0) = Ny T nicht-kritisch
o e (n,+ %) 7 kritisch

Ny kritisch 5

(falsch) (2.72)

Die Bezeichnung kritisch bedeutet, dass das Potential einen geraden bzw. ungeraden
sogenannten halbgebundenen Zustand besitzt. Dieser ist dadurch ausgezeichnet, dass
er asymptotisch endlich bleibt, aber nicht normierbar ist. Ein Beispiel fiir einen halb-
gebundenen Zustand wire die konstante Losung des freien Teilchens o< cos(0). Diese
ist gerade. Die ungerade Losung, sin(0), existiert nicht. Das Levinson-Theorem lautet
dann in diesem Fall §,(0) = 0 und 6,(0) = 0, in Ubereinstimmung mit der Definition,
dass fiir den freien Fall die Phasenverschiebungen verschwinden.
Diese halbgebundenen Zustéinde wirken sich nun auch auf die Zustandsdichten aus.
Existiert dieser, so bekommt die Zustandsdichte einen deltafunktionsartigen Beitrag.
Die korrekte Zustandsdichte lautet daher:

% T N l% N {0 nicht kritisch

(2.73)

ok 2w 7w Ok 5(k) kritisch
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Wie bereits erwéhnt, ist der freie Fall ein sogenannter kritischer. Dort verschwinden
die gewOhnlichen Phasenverschiebungen und die Zustandsdichte ergibt:

Ongju| T {5(k) gerade

ok

(2.74)

0 T om 0 ungerade

V" (x1q) besitzt allerdings im allgemeinen keine solchen halbgebundenen Zusténde. Fiir
das RAzAvy-Potential existieren in dem Intervall [0, 1] genau abzéhlbar unendlich vie-
le Werte s, fiir die ein halbgebundener Zustand auftritt. Dies kann man sich wie folgt
klar machen. Fiir s; = 1 geht V" (z)q) in das sogenannte Pdschl-Teller-Potential iiber,
welches wir in Abschnitt 3.2 kurz behandeln werden. Mit den zugehorigen Parametern
w = 2 und [ = 2 besitzt dieses einen halbgebundenen geraden Zustand. Allgemein
existieren beim PT-Potential halbgebundene Zusténde fiir alle ganzzahligen [.
Verringert man s nun langsam, so weitet sich das Potential immer mehr auf - Vgl.
Abbildung 2.5. Ab einem bestimmten Wert s; < 1, kommt ein zusétzlicher , Figen-
wert“ aus dem Kontinuum herein, der sich zunéchst fiir genau diesen Wert s, jedoch
noch auf der Grenze zwischen Kontinuum und gebunden befindet, d.h. bei A\ = w?.
Fiir diesen Wert A\, hat die zugehorige Eigenfunktion jedoch noch nicht das notwendi-
ge asymptotisch exponentiell abklingende Verhalten. Stattdessen néhert sie sich einer
Konstanten. Erst fiir s < sy ist Ay < w? und die Eigenfunktion somit normierbar. Bei
weiterer Abnahme von s wandert dieser Eigenwert weiter nach unten und ab einem
néchsten Grenzwert s3 wiederholt sich dieser Vorgang. Fin néchster Zustand aus dem
Kontinuum landet auf der Grenze A3 = w?, welcher schlieBlich fiir s < s3 gebunden
wird. Dieses Spiel setzt sich bei immer kleiner werdendem s unendlich oft fort, so dass
sich immer mehr Eigenwerte zwischen 0 und w? tummeln. Das Verschwinden des Poten-
tials fiir s — 0 kann man sich daher als unendlich dichte Ansammlung von Eigenwerten
vorstellen, dem Kontinuum, welches sich von nun an von 0 bis unendlich erstreckt. Bis
zu diesem Punkt existiert jedoch eine Folge s, mit Haufungspunkt 0, deren Werte den
Abschnitt eines zusétzlichen Eigenwerts einleuten. Der Grenzfall s,, = 0 hat iibrigens
die konstante Funktion als halbgebundenen Zustand.

Die gesuchte Grofie nimmt fiir den uns relevanten Fall, dass kein halbgebundener Zu-
stand auftritt dann die Form

Ong/u  Ongu| 1905, | (k) gerade (2.75)
ok ok |, 1 Ok 0 ungerade '
an und Gleichung (2.69) vereinfacht sich zu
[T, A\ 1 / * dog 5 19
= = —— dk —=1 k%) . 2.76
VR R B T n (k) (2.76)

Dabei ist 6 = 0, + 6, die Summe der geraden und ungeraden Phasenverschiebungen.
Da der halbgebundene Zustand auf der Grenze zwischen gebunden und Kontinuum
liegt, i.e. Apg = w?, kann dies auch als Beitrag zum Eigenwertprodukt fiir den halbge-
bundenen Zustand interpretiert werden. Allerdings geht dieser nicht mit A, wie die
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anderen Eigenwerte ein, sondern mit \/)\_hg = w. In Abschnitt 3.2 wird die Differential-
gleichung fiir das RAzZAvVY-Potential aufgestellt und gelost. Die sich dabei ergebenden
Eigenwerte und Phasenverschiebungen erméglichen die direkte Auswertung des Deter-
minantenverhéltnisses (2.69).

2.2.2 Gelfand-Yaglom-Methode
Gleichung (2.64) ldsst sich umschreiben als

1 /D - D Dy — Dy_
2 [__ ( N+1 N Dn N 1) Uy DN:| —0 (2.77)
€ € €

= e (=VV +Uys1) Dy =0, (2.78)

wobei die Operatoren auf den Dimensionsindex N wirkend zu verstehen sind.
Fiihrt man eine sogenannte renormalisierte Funktion definiert iiber

Dren (tN) = 6-DN (279)

ein, so schreibt sich (2.78) im Kontinuumslimes als

(—% + U(t)) Dyen(t) = 0. (2.80)

Fiir diese Funktionen D, (t) existieren die Anfangsbedingungen.

€D1 = Dren<t0) =0 (281)
Dy — €D c .
ey — el — VeD, 10) Dren<t0> -1 (2.82)

€

Lost man also das Anfangswertproblem (2.80) mit (2.81) und (2.82), so ist limy_oo Dy
gegeben durch
1
lim Dy = lm =Dy, (1) (2.83)
N—oo e—0 €
mit ¢ als Endzeit wie in (2.6).
(2.62) ist daher durch Berechnung von D, (t) bestimmt

m 1
FU=0) =\ 5 Dn)

(2.84)

Anzumerken sei vielleicht noch, dass Differentialgleichungen vom Typ (2.80) zwei linear
unabhéngige Losungen f(¢) und g(t) besitzen. Die,(t) als Linearkombination eben
solcher nimmt mit (2.81) und (2.82) daher die Gestalt

f(to)g(t) — f(t)g(to) 1

D) = 5009700 = Flto)glte) ~ W

[f(to)g(t) — f(t)g(to)] (2.85)

35



an. Der Nenner in (2.85) ist dabei die Wronski-Determinante. Fiir DGLs, bei denen
der Koeffizient vor der ersten Ableitung verschwindet, ist sie konstant.

Im einfachen Fall des harmonischen Oszillators, U(t) = w? = konst, bestimmt sich
(2.85) z.B. zu

DY () = 1 sinhw(t — tg) . (2.86)

ren
w

Dieses asymptotisch exponentielle Verhalten fiir grofie ¢ — ¢y ist natiirlich zwingend
erforderlich, vergleicht man dies mit (2.17).

2.2.3 Coleman-Affleck-Methode

Der Ausdruck z.B. in (2.19) soll also den Nulleigenwert des Operators —92 +m~'V"(t)
nicht enthalten. Im Folgenden soll dieser daher aus dem Verhéltnis eliminiert werden.
Dazu betrachtet man zunéchst das Problem fiir endliche ¢t — ¢ty = T, wobei man sym-
metrisch g = —% und ¢t = —|—% setzt. In jedem Fall wandern die Eigenwerte dann ein
wenig nach oben. Insbesondere ist \y ~ 0 nur eine Fast-Nullmode. Unser Ziel ist also,
diese Fast-Nullmode in Abhéngigkeit von 7" zu bestimmen und sie mit dem Verhéltnis
zu multiplizieren. Der Grenzfall 7" — oo miisste dann das gewiinschte Ergebnis liefern.
Nach Gelfand-Yaglom kann das Verhaltnis geschrieben werden als

0 DO T
1L, A, = —= (72,) . (2.87)
Hn )‘n Dren (5)
Ausgehend von der Eigenwertgleichung
92
{—@ + U(t)] Ua(t) = Aa(t) (2.88)
wird diese in eine Integralgleichung
Ya(t) = ¢o(t) + oa(t)
)\ ! ! [~ / ~ / !/
= ¢o(t) — Wl . dt’ [Go()yo(t') — yo(t)To(t')] () (2.89)

umgewandelt. W = yo0:9o — 1o0yo ist wie oben die Wronski-Determinante mit den
beiden linear unabhéngigen Losungen yo und gy zum Eigenwert A = 0. ¢ ist hier eine
beliebige allgemeine Losung zu A = 0, d.h. eine Linearkombination aus yo und .

Um zu sehen, dass 1,(t) aus (2.89) Gleichung (2.88) erfiillt, wenden wir den Operator

36



—0? + U(t) direkt auf ¢, (¢) an

:—gﬁm> U (£)a(t)
:%% / At [o()yo (') — yo(t)dio ()] a(t')

+ U(t)qu(t)

(2.90)

Fiir A = 0 geniigt es nun einmal zu iterieren. Die Bedingung, dass A fiir endliche T
nun ein Eigenwert ist, kann durch

o (5)-

formuliert werden.

Setzt man konkret ¢g(t) = Dien(t) = [3/0(150)?3 (t
(2

(to —Z) und nutzt die Elgenwertbedlngung
tische Verhalten von A\o(7).

(2.91)

0o(t)To(to)] in (2.89) ein

aus, so erhélt man das asympto-

)~y
91)

M(T) W2
Dren (3) % av [ (5) () — 3 (5) (#)]
W (2.92)
B (%) [ dey
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Dabei wurde der zweite Term im Integral vernachldssigt, da dieser fiir grofle T ge-
geniiber dem ersten exponentiell klein ist. In diesem Ausdruck sind die beiden linear
unabhéngigen Losungen 1o und g lediglich bis auf konstante Faktoren festgelegt. Be-
sonders einfach wird der Ausdruck (2.92) daher, wenn man fiir die Eigenfunktion y,
annimmt, dass sie vollstdndig auf 1 normiert ist.

Yo(t) = iy * Bt (2.93)

Fiir das asymptotische Verhalten folgt aus limy 4., U(t) = w?

lim yo(t) = @2 - Ae vl (2.94)

t—+o0

Da nun g, linear unabhéngig ist und die Wronski-Determinante eine Konstante ist,
muss o asymptotisch wie e™“I*l verlaufen. W&hlt man fiir diese Funktion nun den
gleichen konstanten Vorfaktor

_1
lim §o(t) = +.a7, 2 - Ae?lll (2.95)

t—=o0

dann hat die Wronski-Determinante den Wert W = 2w.e7; ' - A%. (2.92) vereinfacht sich
damit weiter zu

Ao(T)
Dien (3)

Fiir den gesuchten Faktor I (2.19) ergibt sich dann das einfache Resultat

. m Dl(r)en( )
K= \/%hﬁfm Dren ( )/\O(T)

_ \/7;2;,4. (2.97)

= dw’ At AT e T (2.96)

|3l
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2.3 WKB-Na&herung

Eine bewiahrte Herangehensweise zur Bestimmung von Energieaufspaltungen ist die
WKB-Methode. Um nicht bei Adam und Eva anzufangen, verweise ich zunéchst auf
die einschlégige Literatur, insbesondere [5] [6] und [7]. Die normierte Wellenfunktion
bei gegebener Energie lautet im klassisch verbotenen Bereich in WKB-N&aherung

: (2.98)

mw 1 [i® , ,
Y(z) =~ ome ()] exp [_ﬁ/a; da’ |p(a”)|

wobei p(z) = \/2m[E — V(z)], w = 2 die klassische Kreisfrequenz der periodischen
Bewegung des Teilchens in einem Potential V' (z) und a(E) der klassische Umkehr-
punkt ist. Fiir £ = 0 stimmt dieser mit dem Minimum des Potentials iiberein. Fiir

den Giiltigkeitsbereich ergibt sich die Forderung a — x > \/%. Auflerdem stellt die

WEKB-Wellenfunktion (2.98) an die Potentiale die Forderung, dass der gesamte Bereich
jenseits eines Umkehrpunkts klassisch verboten ist. Das schlieft deren Anwendung auf
Doppelmuldenpotentiale zunéchst aus. Stellt man allerdings fiir unser Doppelmulden-
potential V' (z) die Schrédingergleichung fiir die beiden niedrigsten Zusténde auf,

() + V() (a) = Bt (a) (299)
I () + V(@) = Eatan(a) (2.100)

so erhalt man durch Linearkombination
1

V2

eine Wellenfunktion, die in guter Ndherung in der rechten Mulde lokalisiert ist (siche
Abbildung 2.7). Dies impliziert, dass ¥y(z) Losung zu einem Potential ist, dass die
Anforderungen der WKB-Wellenfunktion erfiillt, solange der Wall in der Mitte hoch
genug ist, so dass ein Teilchen, welches in einer der Mulden sitzt, nahezu nichts von der
anderen merkt. In dieser Ndherung hat ein Teilchen der Wellenfunktion 1 die Energie

Yo(w) [1(x) + ()] (2.101)

Ey + B

Ey = (tho| H|tbo) = % [(Wl\ + (o) H ([y1) + [1)) | = 7 (2.102)

Die Energie liegt also zwischen den beiden Energien der niedrigsten Zusténde, so wie
man es von einer Aufspaltung erwarten wiirde. Unter der Annahme, dass die Auf-
spaltung sehr klein gegeniiber (2.102) ist, erfiillt auch 1o(x) die Schrodingergleichung
ndherungsweise

—;—mw()’(w) + V(z)tho(x) [Eyi)1(x) + Egtha(x)] = Egtbo(z) . (2.103)

1
V2
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In diesem Zusammenhang spricht man auch oft von asymptotischer Naherung, denn
fiir den letzten Schritt gilt im Limes sehr hoher Barrieren Gleichheit. Multipliziert man
(2.99) mit ¢p(z) und (2.103) mit 91 (x) und subtrahiert anschlieend beide Gleichungen
voneinander, so erhédlt man einen Ausdruck fiir die Energieaufspaltung

h2
[Bo = En] o(@)v1(2) = o~ [tho(2) 1 (@) = i (z)g ()] (2.104)
der nach Integration von 0 bis co mit einmaliger partieller Integration in
h2
Eo — By & —— [1(0)4)(0) — 10(0)},(0)] (2.105)

V2m

iibergeht. Auch an dieser Stelle sei die asymptotische Aquivalenz (also fiir sehr hohe
Barrieren) von (2.105) betont. Da der Grundzustand v, (z) gerade ist, verschwindet

0.5

\ | -0.5

Abbildung 2.7: Die gerade Grundzustandswellenfunktion 11, ungerade Wellenfunkti-

on des ersten angeregten Zustands vy und Linearkombination ¢y =
\% (11 + 19) des in der rechten Mulde lokalisierten Zustands.

der zweite Term und wegen

1
Uy (z) = % [1ho(x) + o (—2)] = ¥1(0) = V21,(0) (2.106)
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kann die Aufspaltung direkt in Relation zu v, gesetzt werden. Fy — 4 berechnet sich
damit zu

ﬁ2
By~ By = " 10(0)04(0)

17 p(0)] 5
= [40(0)]

b)) me NI
T T 2l e"p[ T ”]

A 9 ra(E)
= —— ! N 2.107
— exp[ e 1p<x>\] (2.107)

Analog erhélt man

hew 2 [uB) ,
Ey,— Ey = NCT exp |~ dz’ |p(2")]| , (2.108)
0

womit die WKB-Energieaufspaltung

AE=FEy,— E, = fiw 2 a(E)d/ ! 2.109
= L2 — l_mexp _ﬁ 0 T |p(‘r)| ( )

bestimmt wére. Fine Bemerkung zum Wert von a sei hier vielleicht noch angebracht.
In harmonischer Néherung ist die Grundzustandsenergie ungefihr E; ~ Fy ~ % Der
Umkehrpunkt ist daher gegeben durch

V(EL)—ENM
ST 2
@%KE):L”4<§;). (2.110)

Da a in der unmittelbaren Umgebung des Minimums liegt, kann auch V' (z) in harmo-
nischer Naherung betrachtet werden. Dies liefert

i—a—| (2.111)
mw

Nach einer auf A.K. Garg [6] zuriickgehenden Arbeit, ldsst sich (2.109) auch in einer
einfacher zu handhabenden Form schreiben, da (2.109) in vielen Féllen, wie auch in
diesem Speziellen, auf elliptische Funktionen fithrt und ein direkter Vergleich mit der
Instanton-Methode weniger offensichtlich ist. Allerdings lédsst sich das Integral auch
nicht ohne Weiteres in eine Taylorreihe nach dem Parameter a um a entwickeln, da
simtliche Ableitungen I™ (@) fiir n > 2 nicht existieren. I (@) ist dabei das Integral
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im Exponenten. Zu beachten dabei ist, dass sowohl der Integrand als auch die obere
Grenze von dem Parameter abhéngen.

AE = 2% mwg e e~ wSeleal+o(h) (2.112)
T

a ist dabei wie in (2.52) das tatséchliche Minimum und & steht hier fiir den Ausdruck

1
X = /[ G a_x] dz . (2.113)

2.3.1 WKB-Naherung fiir das RAzavy-Potential

Die wesentliche zu berechnende Grofie ist X.
Mit w und V(z) wie in (2.50) resp. (2.47) schreibt sich X zunéchst als

X/[Qﬁm 1}dx

1—scosh(28z) a—=x

Ba

= [2 artanh ( 1 i—z tanh(@) +1In (fa - x)]
W 1—s2
e

sBa

0

(2.114)

Hierbei sei vielleicht noch anzumerken, dass die obere Grenze als Sa — € mit anschlie-
Bendem € — 0 zu verstehen ist.
Damit erhélt man das Ergebnis fiir die WKB-Energieaufspaltung

AE = 2hw mwa® V1 — s? n+1)[arcosh(é)—x/l—sQ]—i—ﬁ(ﬁ)
wh sBa

1_ D) n+1 .
zzh,/wﬁh v Sﬁs Wi ( i ) (T OVI=SZ+o ) (2.115)

1++V1—s?
B2 4v/2 (1 — s2)
h
2m s/

K

N|w

(n+1)

n+1
(1+m) VS 2119)

Dieses Ergebnis soll wie bereits erwédhnt spéter als Vergleich dienen.
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3 Die semiklassischen Berechnungen

In den folgenden beiden Unterabschnitten soll ein konkretes Ergebnis fiir die Deter-
minante im Fall des RAZAVY-Potentials angegeben werden. Zunéchst soll dies mit der
Gelfand-Yaglom-Methode geschehen, die einen analytischen Zugang bietet. Als zweites
werden die Eigenwertprodukte mit Formel (2.69) direkt ausgewertet. Da bei der direk-
ten Auswertung der Eigenwertprodukte nur Verhéltnisse betrachtet werden kénnen,
wird fiir einen besseren Vergleich auch (2.84) wieder auf DY, (¢) des harmonischen Os-

ren

zillators normiert. Abschliefend wird das Ergebnis der Energieaufspaltung angegeben.

3.1 Gelfand Yaglom

Gesucht ist also das Verhéltnis der Eigenwertprodukte der Operatoren —9? + w? und
—02 + m~V"(t), wobei bei Letzterem der Nulleigenwert ausgelassen werden muss.
Hierfiir haben wir bereits (2.96)

oo ()
T 1o Dy (2) )
2w A?
— 3.1
T (3.1)

fiir U(t) = m='V" (xy(t)) wie in (2.51). Als Néchstes benétigen wir das asymptotische
Verhalten von iy (t) (siche (2.49)).

lim o (f) = SV !
t—+o0 26 1+ scoshwt
WITE

B °

A

Mit A = [ dtag(t) folgt aus (2.52) weiter

oy = w (arcosh (1> -~ m) . (3.3)

S
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Abbildung 3.1: numerischer Wert N (s) des Verhitnisses der beiden Fluktuations-
determinanten

(3.1) wird damit zu

[L A 5 WA (l—=s%) m 1
I x 3252  h(n+1) arcosh (1) — V1 — 52
w? 16(1 — s2)2 5.4
42 [arcosh (1) 1—s2| '
)

Der hier ausgeklammerte Proportionalitéatsfaktor %2 sollte im néchsten Abschnitt kla-
rer werden. Er verkniipft die Eigenwerte der fiir numerische Zwecke dimensionslosen
Differentialgleichung mit denen des Operators —9? +m~1V”(t). In Abbildung 3.1 und
3.2 ist der numerische Wert N (s) schematisch dargestellt.

3.2 Eigenwertmethode

Wie in Kapitel (2.2.1) bereits angedeutet, kann das Determinantenverhéltnis auch di-
rekt bei Kenntnis aller Eigenwerte berechnet werden. Gleichung (2.51) entnimmt man,
dass V" (z1q(t)) beschriinkt ist. Oberhalb mw? ist das Spektrum daher kontinuier-
lich. Abhéngig von s existieren M gebundene Zusténde. Das gesuchte Determinanten-
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Abbildung 3.2: numerischer Wert In N (s) des Verhiitnisses der beiden Fluktuations-
determinanten in logarithmischer Skala

verhéltnis kann daher mit (2.68) und (2.69) in der Form
—1

)0 M-1 P\

H? "= o H A, Hn n

Hn )\n n=0 Hn )\n

geschrieben werden. Fiir die Bestimmung der diskreten Eigenwerte und der notwendi-
gen Phasenverschiebungen ist nun die Differentialgleichung

(3.5)

kont

w? { 12 8(1 — s?)

O+ |4 1 + scosh(wt) * (1+ scosh(wt))Q] y(t) = Ay(?) (3:6)

4

zu losen. Fiir numerische Berechnungen muss diese erst auf eine dimensionslose Form
gebracht werden. Wir setzen wt = 27.

12 N 8(1 — s?)
1+ scosh(27) (1 + scosh(27))

)+ 4 2| o) = vt (3.7)
Dabei haben wir A = ”TQX definiert. Zundchst bemerken wir, dass (3.5) bis auf den
Faktor WIQ mit der numerischen Version A — )\’ iibereinstimmt. Wir beschrianken unsere

weiteren Uberlegungen daher auf diesen Fall und nach einer Riickbenennung in X ist
der Zusammenhang zu obigem N (s) offenkundig.
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Als néchstes geht (3.7) mit einer Substitution der abhéngigen Variablen

u(r)

= 7 3.8
y(7) 1 + scosh(27) (3:8)
in die DGL
4ssinh(27)
") — ————————/ A =0 3.9
wi(r) 1+ scosh(QT)u (7) + Au(7) (39)
bzw.
8s tanh(7)
"(1) — "(T) + A =0 3.10
) = A = (=) tanni(n & ) AU (3.10)
iiber. Hier transformiert man die unabhéngige Variable
z(7) = tanh?(7) (3.11)
_ 3(1—9)22—(10s+4)z+1+s _ A _
7 / S — =0 (3.12
= W)+ 22(1—2)(1+s—(1—9)2) =)+ 4z(1 — 2)? i2) (312)
und fithrt im Anschluss eine weitere Substitution
a(z) = (1 —2)"™ . y(2) (3.13)

mit 7 = —1+ /1 — 2 = —1+ £ durch. Die allgemeine Losung y(7) schreibt sich mit

v (z(7)) dann als

cosh?(7)

= T s o3 cosh(7) ™" v (2(1)) . (3.14)

y(7)

Im weiteren wird es nun darum gehen eine Losung fiir v(z) zu finden.
Im Falle s = 1 geht (3.7) in ein in der Literatur schon ausfiihrlich behandeltes Potential
tiber, das Rosen-Morse-Potential oder auch modifiziertes Poschl-Teller Potential [4]

I(1+1)

—y"(1) + {uﬂ " cost(7)

} y(r) = NPT y(r), (3.15)

hier mit w = 2 und [ = 2. Das Verhiltnis (2.68) fiir (3.15) kann man der Literatur
entnehmen [4].
[1,A) T(w—-DT(w+1+1)
[LAT Twl(w+1)

(3.16)

['(x) ist die Gamma-Funktion, die die Fakultatsfunktion z! auf nicht ganzzahlige Werte
verallgemeinert. In diesem Ausdruck ist der Eigenwert 0 jedoch noch nicht entfernt.

46



Fiir den Fall, dass der Grundzustand ein Fast-Nullmode ist, i.e. w ~ [, lautet der
Eigenwert

M7 =w? =17 (3.17)
Dividiert man diesen Eigenwert aus (3.16) heraus, so erhélt man den fiir w — [ giiltigen
Ausdruck

Y Mw—Il+1)Nw+l+1
LY 0 T +1+1)

[T AT7 ['(w)l(w+1)
Fiir den allgemeinen Fall gelangt man nach Division von Gleichung (3.12) durch 1—s #
0 und der anschliefenden obigen Substitution (3.13) zur sogenannten Heunschen DGL

8]

(3.18)

" Y 0 € / aﬁz —dq
J = 1
viz) + z+z—1+z—a U(Z)+z(z—1)(z—a)v(z) 0 (3:19)
mit der Standardparametrisierung?
-2
a=n= n 5 (3.20)
1 k-1
= Z = 3.21
B=n+g5="— (3.21)
1
i 22
v=3 (3.22)
d=2n+3=Krk+1 (3.23)
€=—2 (3.24)
1+s
= 2
o= (3.25)
-2
q:n(nJrg)a:(ﬂ )4(K+3)a. (3.26)

Die sogenannten Exponenten sind nicht unabhéngig, sondern es gilt die Fuchssche
Relation, die hier die Form o« + 5+ 1 = v + 0 + ¢ annimmt. Die Heunsche DGL
ist im Wesentlichen die Verallgemeinerung der hypergeometrischen DGL. Sie hat 4
Singularititen bei 0, 1, a und oo. Bezeichnet man mit Hl(a, q; «, 8,7, ; z) die lokale
(Frobenius) Losung auf dem Intervall [0, 1] um die Singularitét z = 0, so ist die gerade
und ungerade Losung von (3.7) gegeben durch [11]

h2
Yy(7T) = 1—:ZSTS(£()27‘) cosh(t)™™ Hl(a, q; o, 5,7, 0; tanhQ(T)) (3.27)
2
Yu(T) cosh™(7) cosh(7)™" tanh(7)

T 1+s cosh(27)

x Hi(a,q — (y = 1)(6a+ €);e =y + 1,8 — v+ 1,2 — 7, 0; tanh*(7))
(3.28)

Thttp://dlmf.nist.gov/31.2
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mit k = v/4 — A. Die Koeffizienten ¢,, der Reihenentwicklung von Hl(a, q; o, 3,7, 9; 2)
erfiillen die 3-Term-Rekursion

fruCni1 + gnCp + hpc1 =0 (cc1=0 & ¢=1) (3.29)
wobei

fa=aln+1)(n+7)
gn=—lg+nn—14+7v)(14a)+n(ad + €]
hpy=Mnm—-1+a)(n—1+5).

3.2.1 Eigenwertbedingung

Die Eigenwertbedingung folgt nun aus der Tatsache, dass erlaubte Losungfunktionen
quadratintegrabel sein miissen. Insbesondere muss Hl(a, ¢; o, 3,7, 0; 1) existieren. Fiir
A < 4 hat y,/, dann das typische e™"" Verhalten einer solchen Losungsfunktion. Eine
allgemeine Methode verwendet die Wronski Determinante, um genau die Werte fiir « in
den Koeffizienten zu finden, so dass das asymptotisch korrekte Verhalten gewéhrleistet
ist. Sie beruht darauf, dass jede Losung von (3.7) als Linearkombination zweier Funda-
mentallosungen geschrieben werden kann. Wihlt man fiir das Losungspaar von (3.19)
die beiden Frobeniuslosungen um die Singularitét z = 1, gegeben durch

j:[ll(z) = Hl<1 - a, —q+046;a/,ﬁ,5,7;1 _Z) (330)
Hiy(z) = (1 — 2" HI(1 —a,—q+ (0 — )ya+ (@ — 6 + 1)(B — 5 + 1);
a—0+1,0—-0+1,2—0,v;1—2), (3.31)

so muss also gelten

Yo/u(T) = AG(7T) + Bya(T) . (3.32)

Die geschldngelten Losungen ¢; sind einfach in Analogie zu (3.27) und (3.28) gegeben
durch

cosh?(7) ~

0:i(7) = 17 scosh(2r) cosh(7)™" Hl; (2(1)) . (3.33)

Wegen 1 —6 = —-2n—2=—x

= lim Hl, (1) o cosh®(r) (3.34)
T—00
muss nun aber gy als Losung ausgeschlossen werden, da diese génzlich die Normier-
barkeit zerstoren wiirde. Es muss also B = 0 gelten und damit y,,, o g sein. g; hat
offenbar das korrekte Verhalten fiir z(7) — 1.
Im Weiteren hilft nun folgender Satz:
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Zwei beliebige Lisungen x1(1) # 0 und xo(1) # 0 derselben Differentialgleichung 2.
Ordnung sind genau dann linear abhdngig, wenn fir ein beliebiges 1o € Z

W [xq, xQ]TO = x1(10)2%(70) — 2 (70)x2(70) = 0 (3.35)

gilt.[10] Z ist dabei ein geeignetes Intervall.

Die beiden Losungen der Differentialgleichung sind hier y,,, und ¢;. Es wird also die
Wronski-Determinante W [yg Jus gjl] . gebildet und jene Werte k(\;) gesucht, fir die die-
se verschwindet. Da die Heun-Funktionen in Maple implementiert sind, wurden dort fiir
gegebene s-Werte die Nullstellen von (3.35) numerisch berechnet. Als konkreten Wert
fiir 2y habe ich in Maple % gewdhlt. Die Nullstellen sind gerade die Eigenwerte der sym-

metrischen/antisymmetrischen Eigenfunktionen. Fiir die Beispielwerte s = 1, %, 1io und
Wlooo sind die numerischen Werte mit absolutem Fehler A\ nachfolgend tabelliert.
Ao 0
A1 3

Tabelle 3.1: Eigenwerte zu s = 1 (analytisch 16sbar)

10°AN
Ao 0 —
A 2.40473175 7.63
A 3.85814780 | 12.17

2
| T1, M\ | 9-277810511 |

Tabelle 3.2: Eigenwerte zu s = %

10°AN
)\0 0 —
A 1.20001602 3.81
A2 2.78264399 10.68
A 3.87742107 | 18.58

3
[T, M [ 12947551772 |

Tabelle 3.3: Eigenwerte zu s = &

3.2.2 Phasenverschiebungen

Das gleiche Verfahren kann auch dazu benutzt werden um die Phasen zu bestimmen.
Fiir A > 4 setzen wir k = ik. Wie zuvor kénnen die geraden/ungeraden Eigenfunktio-
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10°AN
Ao 0 —
A1 0.05367879 | 0.23
A2 0.21041278 | 0.94
A3 0.46025985 | 1.81
A4 0.79217463 | 3.38
A5 1.19565218 | 3.06
A6 1.66023889 | 5.35
A7 2.17412342 | 8.93
As 2.72174570 | 6.97
A9 3,27818304 | 9.75
Ao | 3.78834295 | 11.01

| T1, A\ | 0.60074341 | |

Tabelle 3.4: Eigenwerte zu s = —1003 000

nen als Linearkombination der Losungen ¢; und g, geschrieben werden. (vgl. (3.32))
Yg/u(T) = A1 (T) + Bija(7)

cosh?(7)

T 1+s- cosh(27)

x |A-cosh(r) " HI (1—a,—q+aba,pB,6,v1 - tanh*(7))
+ B -cosh(T) ™ HI(1 —a,—q+ (6§ = D)ya+ (a =5+ 1)(B — 6 + 1);

B—0+1,a—6+1,2—671—tanh?*(7))| (3.36)

Im Unterschied zum Fall A < 4 muss jetzt aber g, nicht mehr verworfen werden. Da y, ,,
nun gerade/ungerade und reell ist und ¢; und g» jetzt konjugiert komplex zueinander

sind, miissen die Koeffizienten die Relation A = B~ erfiillen. Schreibt man B, = r, ¢ids
bzw. B, = —ir, e, so ist (3.36) also von der Form
—idg 5 g%
ry (e B0g(r) + €95 (7))
YorulT) = . _iF . : (3.37)
iy (e v (1) — e “yl(T))

Asymptotisch verhélt sich dieser Ausdruck dann wie

cos (k\7'| + 06, — kIn2

Yg/u(T) X _ (3.38)
s sin <k|T|+§u—kln2
Die gesuchten Phasenverschiebungen sind damit
Og/u = Ogju — kIn2. (3.39)
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Abbildung 3.3: gerade Phasenverschiebungen

Auf der anderen Seite kann mit Hilfe der Wronski-Determinante, angewandt auf y, ,
und A g, (1) + B2(7), yg/u auch ganz allgemein dargestellt werden als

yg/u(T) = Z"Zl [W [yg/uagﬂ - gl(T) -W [yg/ua glL_o g2(7_)]

= iAW [ygju i), 51(7) = W [/ ], 55(7)] (3.40)

mit einer reellen Konstanten A, damit die rechte Seite reell ist.
Dabei wurde u.a. W [yg/u,gb]m = (W [yg,gl]m)* benutzt. Ein Vergleich mit (3.37)

zeigt nun, dass W [yg Jus gl]m und eids/u folgendermaflen zusammenhéngen:

W lyg, Gu),, = iy e (3.41)
W [Yu, 1], = £7u e . (3.42)

Die Wronski-Determinanten kénnen nun numerisch implementiert werden. Dies gesch-
ah auch wieder mittels der bereits in Maple integrierten Heun-Funktionen separat fiir
die geraden und ungeraden Phasenverschiebungen. Das Ergebnis fiir , ist in Abbil-
dung 3.3 zu sehen und fiir §, in 3.4.

Hat man die Phasen erst einmal, kann auch schon der Kontinuumsbeitrag zur Fluktua-
tionsdeterminante berechnet werden. Zur einfacheren numerischen Handhabung wurde
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Abbildung 3.4: ungerade Phasenverschiebungen

(2.76) einmal partiell integriert und der Vorfaktor in den Exponenten gezogen.

LA 1 Og(K) + 0u(k) 15 -
Hn)\nkt—exp 2ln4 - ln(k: —i—4)0

L[> (k) + 0u(k)

- 29\ T Tul

+ W/o dk I k
L[ 0,(k)+ du(k)
= M Ind+ — R 4
exp [ n4+ 7T/0 dk B 2k (3.43)

M ist die Anzahl der gebundenen Zusténde (Levinson-Theorem).
Die Ergebnisse der numerischen Integration sind mit absolutem Fehler A, der nume-
risch ermittelt wurde, in Tabelle 3.5 logarithmisch aufgefiihrt. Im Rahmen der nu-

0
n <% kont) A
s=1 In(9-16) -
s=3 6.7513979 | 0.001
s =15 9.2322395 | 0.001
S = Tomag | 272019858 | 0.1

Tabelle 3.5: Kontinuumsbeitrag zur Fluktuationsdeterminante fiir verschiedene s

merischen Genauigkeit konnten allerdings nur k-Werte abhéngig von s kleiner einer
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gegebenen Schranke bestimmt werden. Auf Kosten von Rechenleistung konnte diese
Grenze weiter nach oben verschoben werden. Bei einer 32-Bit Darstellung in Maple
konnte die Integration fiir s = % bis etwa k£ = 80 durchgefiihrt werden. Bei s = % war
dies nur noch bis k£ = 40 moglich. Fiir das verbleibende Intervall musste daher auf die
Bornsche Niherung der Streulosungen zuriickgegriffen werden. Die (eindimensionale)

Lippmann-Schwinger Gleichung fiir die dimensionslose Form

(—% + U(T)) y(1) = k*y(7) (3.44)

lautet

pel(r) = = = | ar U () g (7). (3.45)

Nach einmaliger Iteration erhélt man fiir die Asymptotik in der Bornschen Néherung

() = lim e (1 _ L / h dT'U(T')) | (3.46)

T—00 2k oo

An dieser Darstellung kann man das Verhalten der Phase fiir groe k& direkt ablesen.

klim (04 + du) (k) = arctan <—%/ dr'U (T/)) (3.47)
Fiir U(7) wurde
12 8(1 — s?)

U(r) = (3.48)

"1+ scosh(27) * (1 + scosh(27))?

verwendet. Der Parameter £ = v/ A\ — 4 hat also die gleiche Bedeutung wie der bei der
Losung der Differentialgleichung auftretende.

Fiir sehr kleine s sei vielleicht noch zu erwidhnen, dass die numerische Bestimmung des
Kontinuumbeitrags zu starken Problemen gefiihrt hat, weshalb die exakten Phasen in
obigen Abbildungen auch nicht dargestellt werden konnten. Exemplarisch soll hierfiir
der Wert s = m dienen. Fiir Werte in dieser Gréflenordnung lassen sich die Phasen
nicht mehr ohne Weiteres bestimmen, da die numerischen Ungenauigkeiten exponenti-
ell zunehmen. Eine Moglichkeit diesem Problem zu begegnen, ist die Annéherung des
Potentials an einen Topf. Betrachtet man Abbildung 2.5, so féllt einem fiir zunehmend
kleinere s-Werte die Anndherung des Potentials an einen Topf auf. Man konnte daher
versuchen hier die Phasen des Topfes zu verwenden. Es ist allerdings zu beachten, dass
ein Topf der Breite L = 2a und Tiefe 4 (0 bis 4) keine Nullmode hat. Dies macht sich
wegen Levinsons Theorem in den Streuphasen bemerkbar. Daher muss man ein Po-
tential verwenden, welches bis auf die Nullmode exakt die gleichen Energieeigenwerte
besitzt. Ein solches Potential V' nennt man auch supersymmetrisches Partnerpoten-
tial zu unserem Potential V”. In [8] oder [9] ist eine Methode angegeben dieses zu
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Abbildung 3.5: Superpotential V)'(7) fiir die unterschiedlichen s-Werte

bestimmen. Hier soll es allerdings fiir die weiteren Zwecke nur angegeben werden. Das
supersymmetrische Partnerpotential zu (2.51) ist

4
Vl/ — 4 _ 4
+(7) 1+ scosh (27)’ (3:49)

wobei wie in (3.7) das Dimensionslose verwendet wurde. In 3.5 ist dies fiir die unter-
schiedlichen s abgebildet.
Der entscheidende Schritt ist nun folgende Beobachtung:

Det (—5"—2 + 4) Det (—aa—fg + 4) Det’ (—6—2 '(r )
Det’ (—Z + V(7)) Det’ (=2 + V(7)) Det’ (—Z +V"(r))
Det (—aa—jg + 4) Det ( e (7-)>
" Det’ (= +1/() Dot (— & + V(7))
48 (nach 3.18)
Det (— 2 + V(1)) Det (~ £ +4)
Det (—% + 4) ) Det (—8‘9—722 + VJ’F/(T))

-~

1 (nach 3.16)

N
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82
Det (2 +4)

=16 - .
Det (— 2 + V(7))

(3.50)

Der Schritt von der 1. zur 2. Zeile kann z.B. mittels Gelfand-Yaglom iiberpriift werden.
Der Index 1 deutet dabei den Wert der Determinante fiir s = 1 an. V{", () ist auch
vom Poschl-Teller Typ mit den Parametern w = 2 und [ = 1. An dieser Stelle kann zur
Bestimmung des Kontinuumbeitrags nun der endliche Potentialtopf verwendet werden.
Fiir a wéhlen wir den Punkt, an dem die Steigung extremal wird.

o> (3.51)

1 <\/852+1+1>
a= —arcosh | ———

Fir s = Wlooo bedeutet dies a =~ 7.25433. Die Summe der geraden und ungeraden
Phasenverschiebungen 6 (k) = d,4(k)+ 9, (k) des endlichen Potentialstopfs sind bekannt.
[10]

(3.52)

1 [ VEk2+4 k 5
d(k) = —2ka + arctan [5 ( ’ + \/m) tan (2@\/!{: + 4>

Die numerische Integration mittels Formel (2.76) unter Berticksichtigung des Faktors
16 aus (3.50) lieferte das Ergebnis in Tabelle 3.5 mit dem Fehler der GréBenordnung
A =~ 0.1. Schliellich multiplizieren wir noch die diskreten Eigenwerte mit dem Kon-
tinuumsbeitrag. Eine Gegeniiberstellung mit den exakten Ergebnissen aus (3.4) kann
man Tabelle 3.6 entnehmen.

Eigenwertprodukte | A | Gelfand-Yaglom
s=1 In 48 — In 48
5= % 4.523772289 0.001 4.52380
s = % 6.671332737 0.001 6.67042
— 1
S = To00006 27.7115731 0.1 27.8003

Tabelle 3.6: numerischer Wert der Fluktuationsdeterminante In (H/" ;\\9‘> im Vergleich
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Abbildung 3.6: Mittels Potentialtopf genéherte Phase (0, + 9,,) fiir s = Wlooo

3.3 Energieaufspaltung

Fiir die gesuchte Energieaufspaltung braucht man nach (2.45) nur noch (2.97) mit A
aus (3.2).

AE = 21K e~ #Selewl

= 2h % M e*(nJrl)[arcosh(%)f\/@]
7h ﬂs

—9h \/E mw% ( 5 >n+1 (n+1)VI=s2
Th s 14++/1— g2
2h 4y/2 (1 — 5?)
m s/
£

ot
[SI[e

— B s m (n+1)v1—s2

J/

Ein Vergleich mit (2.116) zeigt die Aquivalenz der WKB- und Pfadintegralniherung.
Wie aber schaut es im direkten Vergleich mit den exakten Ergebnissen aus. In [1]
wurde fiir das quasi-exakt 1osbare Potential die Schrodingergleichung aufgestellt und
fiir verschiedene n in Abhéngigkeit vom Parameter s eine endliche Anzahl der nied-
rigsten Energieeigenwerte bestimmt. Da das Potential fiir s — 1 offensichtlich seinen
Doppelmuldencharakter verliert, wird die hier erhaltene Naherungslosung fiir grofie s
héchstwahrscheinlich zusammenbrechen. Daher betrachten wir vornehmlich den Grenz-
fall s — 0. Hierfiir sind in [1] die Félle n = 1 bis 5 aufgelistet. Die Bestimmung der
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Eigenwerte fiihrt iiber ein charakteristisches Polynom zunehmenden Grades. Bei n = 4
und 5 betrug der Grad bereits 3. Fiir diese Fille ist es noch méglich mittels der Car-
danischen Formeln die exakten Ergebnisse anzugeben. Allgemein betriagt der Grad
des Polynoms allerdings "T“ fiir ungerade n und ”T“ fiir gerade n. Bei weit hoheren
Werten fiir n sind also auch hier leider nur noch numerische Losungen méglich. Fiir
einen symbolischen Ausdruck wie er in Tabelle (3.7) angegeben ist, liegt das numerisch
handhabbare fiir Desktop-PCs in etwa bei n =~ 300. Wiinschenswert wire es also, eine
Methode zu finden auch diesen asymptotischen Bereich moglichst exakt abzudecken.
Genau das leistet die Pfadintegral- bzw. WKB-Methode. Beide fallen in den Bereich
der asymptotischen Analyse, d.h. beide stellen eine asymptotische Ndherung dar. Fiir
das unten definierte Verhaltnis o,, der beiden Korrekturfaktoren bedeutet dies

lim o, =1. (3.54)

n—oo
Dies macht es so lukrativ, diese Methode so genau zu untersuchen, um zu {iberpriifen,
wie es um die Giite der Naherung fiir solche n iiberhaupt steht und wie das Konvergenz-
verhalten aussieht. Die berechneten Ergebnisse der Energieaufspaltungen fiir kleine s
in den Fallen n = 1 bis 7, 21, 61, 101, 121, 141, 161 und 201 sind in 3.7 tabelliert.
In allen Fillen konnte ein exakter rationaler Ausdruck angegeben werden. Ab n = 21
wurden aber zugunsten der Ubersichtlichkeit die numerischen Werte angegeben, da die
exakten Ausdriicke zuviel Platz einnehmen.

52 ﬁ2
AE = o Ae (3.55)

ist dabei der Zusammenhang der numerischen Grofie € zur Energie E fiir die in [1]
das charakteristische Polynom aufgestellt wurde. Die Félle n = 1 bis 5 wurden dort
auch schon abgehandelt und die exakten Ergebnisse angegeben. Losungen fiir hohere
n wurden von mir in Maple [13] implementiert und in fithrender Ordnung, d.h. s — 0,
ausgegeben. Mittels der exakten Werte wurde in [1] auch schon eine Abschétzung fiir
den Faktor K durch Umstellung von Gleichung (3.53)

AESK (] 4 /1 — 52 " —(n+1)V1—s2
Kols) = 2h s ¢

exal n+1
_ B2h Aeakt (1 + M) o (V=52
2m 2

h

getroffen. Den exakten Wert K entnimmt man direkt (3.53).

AR AVE(1 - s

K(s) = Sy T (n+1)2 (3.57)
Bh
= o Kn($) (3.58)
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Um diese beiden Grofien besser zu vergleichen, definieren wir nun das Verhéltnis

n+1
HZ”(S) — AE — QK”(S) S " e(n+1)@ ] (359)
Qn( 8) /\ Fexakt A‘E%xakt 1+ m

In Tabelle 3.8 ist fiir die verschiedenen n der Wert tabelliert. Wie bereits erwahnt wird
mit zunehmendem n die Ndherung immer besser.

Op —
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Agy 0n(8) fin(5)
n=1 8s g % \1/—% %
n=2 36 5%+ O (s*) Lol 1\2/?%
n=3 96 5° + 0 (s°) 2663 1 2y2 1
n—4 % 4 (86) 12:235 % 20\/@%
n=>5 405 5% + O (s7) 160.51 1 B 1
n=6 111766049 6 4 ﬁ(ss) %% 28\\//?%
n—"7 57344 sT+ 0 (s°) i;‘)eg% %%
n=21 | 5110-10°57 + 0 (s®) | 298.939+ | 329.332 %
n=061 [ 5512-10" s + & (s") | 1506.191 ~ | 1558.072 -

n=101]2524-10""s"" + & (s') | 3220.979 - | 3287.761 -
n=121[1.533-10% s + & (s'%) | 4227.603 1 | 4300.706
n =141 [8.925-102 s" + 0 (s'*) | 5321.563 < | 5400.483 -
n =161 | 5.041 - 10% ' + & (s'%) | 6496.372 1 | 6580.707 1
n =201 | 1.507 - 10°! s*' + & (™) | 9068.539 © | 9162.777 1

Tabelle 3.7: Grundzustandsenergieaufspaltung des Razavypotentials (2.47) fiir die
Fille n = 1 bis 7, 21, 61, 101, 121, 141, 161 und 201 im Grenzfall
s — 0 nach der exakten Losung der Schrodinger-Gleichung. g, (s) ist die
Abschétzung des Korrekturfaktors und «,(s) der exakte Korrekturfaktor

On
n=1 |4.169
n=2 | 2313
n=3 | 1815
n=4 | 1.589
n=>5 | 1.460
n = 1.377
n="7 | 1320
n =21 |1.102
n =061 |1.034

n =101 | 1.021
n =121 | 1.017
n = 141 | 1.015
n =161 | 1.013
n =201 | 1.010

Tabelle 3.8: Das Verhéltnis o,, des exakten Werts k,, zur Abschitzung g, im Limes
s—0
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4 Korrekturen hoherer Ordnung

Bei der Berechnung der Energieaufspaltung, insbesondere bei der Auswertung des Pfa-
dintegrals, wurde von der Sattelpunktsndherung Gebrauch gemacht. Bei dieser wurde
die Wirkung im Exponenten bis zur quadratischen Ordnung um das Minimum zy(¢)
entwickelt, wodurch die enstandenen gaufischen Integrale exakt gelost werden konnten.
Diese sogenannte semiklassische Ndherung liefert gute Ergebnisse fiir kleine Kopplungs-
konstanten g = n+r1 Falls einem das noch nicht genug ist, muss man die Entwicklung
von Sg|x] noch hoher treiben. Details hierzu inklusive Beispielrechnungen zum anhar-
monischen Oszillator sind in [4] zu finden.

4.1 Korrelations-Funktionen

Mittels Funktionalableitung erhélt man die Reihenentwicklung ab der 3. Ordnung
1
Vaw= Y [ 4V u0) 4 0), (@.1)
k=3

wobei wir diese mit Vyw abgekiirzt haben, was impliziert, dass wir die hoheren Ord-
nungsbeitrige als Wechselwirkung betrachten. Offenbar féllt der kinetische Term weg,
denn dieser ist quadratisch in x(t). Auch haben wir wieder den Variationspfad mit
y(t) = x(t) — x14(t) bezeichnet. Im Weiteren, wenn nicht anders angegeben, wird dann
allerdings auch wieder die Bezeichnung z(t) verwendet. Das komplette Pfadintegral
erhilt man dann aus (2.8) analog zu (2.20)

1 ca — %LSE[wkl]/ _m / ) _ 1
HKE (:I:a, 53 2) =e Dz exp oF dt z(t) M x(t) hVWW
(4.2)

mit M = —g—; + m~ V" (xy). Eine exakte Losung dieses Integrals ist allerdings in
zweierlei Hinsicht ausgeschlossen. Zum einen sind die Integrale nicht in geschlossener
Form darstellbar und zum anderen, selbst wenn man nur die néchste hohere Ordnung
23(t) mitnehmen wiirde, wire das Integral streng divergent, denn z3(t) ist ungerade
und divergiert an der unteren Grenze, obwohl das Pfadintegral fiir V' () wohldefiniert
ist. Dies ist wiederum eine Folge der naiven Reihenentwicklung. Tatséichlich ist es
allerdings moglich den Integrand e~ #YWW in eine Reihe zu entwickeln

eTRYWW ] — lVWW + L

- 572 Viw+0 (Vi) (4.3)
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und brauchbare Ergebnisse zu erzielen. Hierbei handelt es sich iibrigens auch wieder
um eine asymptotische Reihe. Beschrinkt man sich auf die in Vi linearen und qua-
dratischen Terme, so werden genug Terme fiir die néichst hohere Ordnung erfasst, die
sogenannte 2-Loop-Ordnung. (4.2) nimmt dann folgende Gestalt an

T‘ T _1Sp[ea) 1
%<ia’§7a7_§) e E kl{ ﬁzk'/dtv iL‘kl )

/Dxx exp[ Qh/dm( )Mx(t)] +2_712 k!k’!

k,k'=3

X / dt V® (24(t)) / dt' VE) (z4(t) / Dz 2*(t)z¥ (1)

X exp {—% / dtx(t)Mx(t)} } (4.4)

Der erste Term ist offenbar gerade das Pfadintegral ohne Wechselwirkung - der Fluk-
tuationsfaktor - wihrend die Hinteren die Korrekturen hierzu darstellen. Wie wir be-
reits wissen, mussten wir bei der Normalmodenentwicklung der Variationspfade die
co-Integration auf die Variable t, transformieren. Anschaulich erfolgt damit auch keine
Integration in Richtung der Nullmode mehr. Es wird also nur iiber alle Pfade inte-
griert, die orthogonal zur Nullmode sind. Diesen Funktionenraum bezeichnen wir mit
L. Bei der Transformation selbst trat die Jacobiante (2.32) auf, womit sich obiges
Integrationsmafl Dz als

/Dx:/dtc/D'c Oc
/dt /D’ 8c0

schreibt. Auch hier deutet der Strich an, dass die Integration vollstéindig in J#+ aus-
gefithrt wird. Die Jacobi-Determinante konnen wir nun ein wenig umschreiben

(4.5)

800 .
ot.|

Q{kl 1+%1 chrn]

n=1

— /A 1+%”2ch/ At yo(t) 9 (t)
n=1 -

= Vg |1 — ] 1/2/ dt jo(t) D cnyn(t)

_ o 1= e /_Zdtyo(t)x(t)] | (4.6)

mit den Variationspfaden x(t). Im vorletzten Schritt wurde einmal partiell integriert
und ausgenutzt, dass das Integral ffooo dt 9oyo verschwindet. Setzen wir dies in das
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Pfadintegral in (4.4) ein und ziehen den numerischen Faktor /<7 [ dt. in das Inte-
grationsmafl D'z hinein, so erhélt man fiir den zweiten Term

o |1- et [t )] o0 e |5 [ arato a0
= [ e o [—% [ atatt Mao] - e, [ atinte)
/ D'x 2 (#)2k (1) exp [ e / dtx(t)M:c(t)] (A7)
7) { (0) = ot [ ad o) (a2 (0) } 13
und fiir den Dritten

/ D' {1-% 12 / dt”yo(t”):z:(t”)} ()2 () exp {—% / dtx(t)Mx(t)}

_ / D 2t (t)2” (') exp {—% / dtm(t)Mx(w} — g / dt" go(t")

X /D’x:p(t”)xk(t)xk/(t’) exp{ ;;/dtx( )Mx(t)] (4.9)
— Z(T) { <xk(t)xk’(t’)> — / dt" go(t") <:g(t")x'f(t)xk’(t')> } . (4.10)
Dabei haben wir die Korrelations-Funktion

(z(ty) ... z(ty)) = %/D’zx(tl)...x(tn) exp{ ;';L/dta:( )./\;l:):(t)}
(4.11)

gleich mitdefiniert. Sie ist im Wesentlichen das Analogon zum n-ten Moment in der
Statistischen Physik. Fiir die Ubergangsamplitude (4.4) erhélt man in dieser Notation
dann

% — e hSE[mkl] {1 _ _Z x /dt V(k xkl {< > %{1/2

/ ' go(t') (a(t') ] + ﬁk;?)m / At V® (z4(1))
/ AV (2a(t)) {<xk(t)xk’(t’)> — / dt” o (t")

X <:E(t”)xk(t)xk,(t’)>] } . (4.12)
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4.2 Pfadintegral mit Quellterm und Greensfunktion

Fiir den wohl einfachsten Weg die Momente zu berechnen, fithrt man einen zusétzlichen
Quellterm in dem gaufischen Pfadintegral

m

Z(T) = / D'x exp{ i / At (1) M a(t) + / dt j(t)m(t)] (4.13)

ein. Mit der obigen Konvention den numerischen Faktor /o7 [ dt. in D'z reinzuzie-
hen gilt offensichtlich .%;(T) ‘j:o = .%#(T), denn im urspriinglichen Fluktuationsfaktor
verschwinden die in ¢, linearen Terme der Jacobiante bei der Ausintegration.

Mit Hilfe der Variationsableitung erhélt man dann

)
j(t1)

- / D'z a(ty) exp {_% / dt () Ma(t) + / dt j(t)x(t)} .
— F(T) (a(ty)) (4.14)

F(T)

(o)

Auf die gleiche Weise erhilt man fiir mehrfache Ableitungen

5 5 ,
R - /Dxx(tl)...x(tn)

X exp {_% / dt z(t) M z(t) + / dt j(t)x(t)]
= Z(T) (z(ty) ... x(tn)). (4.15)

J=0

Ist es nun moglich .%;(T) exakt zu berechnen, so kennt man auch die Momente. Dies soll
nun geschehen. Dafiir entwickelt man den Exponenten erneut um sein Minimum z(7, ¢).
Da der Quellterm von der Ordnung 1 ist und sonst auch keine Terme von der Ordnung
> 2 auftreten, ist diese Entwicklung exakt und entspricht lediglich einer Umsortierung
der Terme. Auflerdem fallt der Quellterm bei der zweiten Ableitung weg, womit die
quadratische Ordnung nach der Entwicklung die gleiche Gestalt hat wie vorher und
bei korrekter Wahl der Randbedingungen fiir z(j,¢) (s.u.) das Pfadintegral wieder
zum Fluktuationsfaktor .7 (7T') fithrt. Die wesentliche zu berechnende Grofe ist daher
die erste Variationsableitung, die hier fiir ein allgemeines U(t) anstelle m™'V" (zy)
berechnet wird

/ dt Mftl) {—35 [F2®it) + U] + i)}

= [ a0 {7 [=(0) + U®a(o)] + )}
= {~ T =it + Uz + (1)} (4.16)

An der Stelle z(t) = z(j,t) muss diese verschwinden, woraus sich die inhomogene
Differentialgleichung

(—% + U(t)) 2(j,1) = 7”7(’5) (4.17)
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ergibt. Eine partikuldre Losung x,(j,t) erhdlt man iiber die Greensfunktion G(t,t'),
die die Gleichung

(_% +U(t )) G(t.t') =68(t—1t) (4.18)
erfiillt. Setzt man nun
zp(J,t) = / dt' G(t,t) hﬁ? , (4.19)

so sieht man unmittelbar, dass diese Funktion (4.17) 16st. An die Greensfunktion sind
jedoch mehrere Bedingungen gekniipft. Erstens verschwinden die neuen Variationspfa-
de nur dann an den Réndern, x (—%) =x (%) = 0, wenn das auch die Losungen z (7, t)
tun und zweitens folgt aus der Spektraldarstellung dieser Greensfunktion

) = ZO M , (4.20)

dass sie symmetrisch in ¢ und ¢’ ist. y! (¢) sind die Eigenfunktionen zu —9? 4+ U(t) und
endlichem T'. Das zweite Problem ist nun, wie sich spéater herausstellen wird, kaum ein
Problem, denn hat man erstmal ein G(t,t'), so ldsst sich dies leicht symmetrisieren.
Zum Verschwinden an den Ridndern bemerken wir, dass man zur partikuléren Losung
noch eine beliebige Linearkombination der homogenen Lésungen addieren kann. Die
freien Konstanten koénnen dann dazu benutzt werden, die erforderlichen Randbedin-
gungen zu erfiillen.

Im Weiteren wird die so gefundene Losung z(j, ) fiir U(t) = m™1V” (21q) in die nullte
Ordnung der Entwicklung eingesetzt

[ =g, Ma(Git) + @) ,0) de (4:21)

_ %/j(t)x(j,t) dt
= % / dt / FOG(, ) () dt, (4.22)
womit

FA(T) = F(T exp[ / dt / () (4.23)

bestimmt wére. In dieser Formel fehlt allerdings noch ein entscheidender Punkt. Schon
bevor der Exponent im Pfadintegral mit Quellterm um sein Minimum entwickelt wird,
erfolgt die Integration iiber alle Pfade in s#* orthogonal zur Nullmode. Anhand der
Spektraldarstellung der Greensfunktion (4.20) erkennt man aber, dass das Minimum
z(j,t) im nullten Ordnungbeitrag der Wirkung (4.23) entgegen der Voraussetzung,
Nullmodenkomponenten erzeugt. Wenn wir nun also den Exponenten von .%;(7T") in
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(4.13) erneut um sein Extremum entwickeln, suchen wir diesmal nicht das absolute
Minimum, sondern das unter der Nebenbedingung vollstéindig in #+ zu liegen. In der
Reihenentwicklung des Minimums

o0

(5,0 = anyl () (4.24)

n=1

nach den Eigenfunktionen yI(¢) darf also kein Term proportional zur Nullmode, d.h.
ag Yyt (t), auftreten. Eine Moglichkeit dies zu erreichen bietet das Gram-Schmidtsche-
Orthogonalisierungsverfahren, indem wir den Nullmodenbeitrag vom absoluten Mini-
mum herausprojezieren und von diesem abziehen

(G, 1) = 27, 1) — (1) / A" (i, )T (") (4.25)

Setzt man fiir 2(j,¢) nun die Losungsfunktion ein

2L, )—/dt G(tt)hj (t) /dt”/dth”t hjg) T ()
= /cht’M {G(t,t’) — (¢ )/dt”G (", 1) } (4.26)

m

G/ (')

und fiir G(¢,t') die Spektraldarstellung aus (4.20)

t/
Z yn yn Z yn / dt” yz;(t//)yg“(t//)

=0no

_ i TAQIAG) (4.27)

so erkennt man explizit, dass auch G'(¢,t') vollstindig in '+ liegt. Insbesondere ist
diese Funktion im Limes 7" — oo wohldefiniert. In (4.23) muss man also, mit Blick
auf (4.21) und (4.26) statt (4.19), G(t,t') durch G'(t,t') ersetzen und erhélt fiir die
n-Punkt-Funktionen so

(x(tl)...x(tn)>:6j?t1)...5, expl /dt/ DG (1) )dt’]

Die Anwendung von M auf G’ (t,t") fithrt iibrigens auf die Differentialgleichung
52
(-3 +U0) Gty =t~ )= ani )

ot?
TRt —t) — oty (t) (4.29)

(04 28)
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und die Anwendung auf z*(j,t) liefert die Erkenntnis

(~g +00) G0 = M0 - o [ 2 a

_ , (4.30)

dass man das gleiche Ergebnis direkt erhalten hétte, wenn man bei der Wahl einer Quel-
le schon darauf geachtet héitte dass sie vollsténdig in 5#+ liegt, denn dann wiirde durch
das Skalarprodukt [ j*(#)z(t) d¢ in (4.13) automatisch kein Nullmodenterm iiberleben.
Im Weiteren ist mit j(t) immer eben solche gemeint.

4.3 Wickscher Entwicklungssatz

Die n-Punkt-Funktionen erhélt man mit (4.28) schlicht durch n-malige Anwendung der
Variationsableitungen auf die Erzeugendenfunktion. Fiir die ersten drei Ableitungen
findet man z.B. schnell

57 exp[ /dt/ G (t, )] )dt}
m/G’tl, dtexp[ /dt/ G (t, 1)) )dt]

—0 (4.31)

{ /dt/ )G’ (t,1')] )dt]
5; ) {%/G’ to, t)j(t)dt - exp[ /dt/ )G (t, 1) )dt]}
B h

7=0

- Yo, t2) (4.32)
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- { & / (G (12, 10)G (13,1) + G (1, )G (13, 1) + G (12, 15) G (11, )| 5 (1)t

m2

+H% [ i dt} e |5 [ -]

=0. (4.33)

Anhand dessen ldsst sich das Bildungsgesetz zumindest schon erahnen. Nochmaliges
Anwenden der Variationsableitung an der Stelle j = 0 wiirde nur den ersten Term in
der geschweiften Klammer iibrig lassen, da alle anderen danach mindestens noch ein
j(t) beinhalten und damit verschwinden

5]21)5122) 5323)5] (t) 7 { /dt/ e 1) )dtl

h2 ! ! ! / ! !
= LG (t, 1) G (3, t0) + G (11, 13) G (Lo t0) + G (ta, 13) G (11, u)} L (4.34)

m2

=0

Zuerst stellen wir fest, dass die n-Punkt-Funkionen fiir ungerade n verschwinden.
Dies folgt aus der Tatsache, dass der Exponent ,quadratisch“ in j(t) ist und bei ei-
ner ungeradzahligen Anzahl an Ableitungen in jedem Term mindestens ein Faktor
j(t) iibrig bleibt. Fiir n gerade erhilt man Produkte von Greensfunktionen mit al-
len moglichen Kombinationen der Argumente, die einen unterschiedlichen Ausdruck
liefern. So hat man bei G'(t1,t2)G'(t3,t4) beispielsweise die Moglichkeit o und t3 zu
tauschen = G'(t1,t3)G’(t2,t4). Dies bewirkt auf Grund der Symmetrie der Greens-
funktion dasselbe Ergebnis als wiirde man t; und ¢, tauschen. Eine andere erlaub-
te Moglichkeit ist to > t4 = G'(t1,t4)G'(t3,t2) dquivalent zu t; <> t3. Andere
Kombinationen gibt es hierbei nicht, denn aus denselben Symmetriegriinden fiihrt
eine Vertauschung der Argumente in ein und derselben Greensfunktion nicht zu ei-
nem neuen Beitrag. Beginnend hiermit lassen sich iterativ die Anzahl an Permuta-
tionen bestimmen. Im Ausdruck G'(tq,t2)G’(t3,t4)G'(t5,ts) hat man fur festes t; und
to die drei obigen Moglichkeiten die Argumente der beiden rechten Greensfunktio-
nen zu vertauschen. Weitere drei Permutationen erhilt man fiir die hinteren beiden
Greensfunktionen wenn man zuvor t, mit ¢3 tauscht. Dies kann man so weiter fithren
mit ty <> ty, to <> t5 und ty <> tg. Insgesamt erhélt man also 5 -3 = 15 erlaubte
Kombinationen, womit die zugehorige 6-Punkt-Funktion 15 Summanden der Gestalt
G’ (tp(l),tp(z)) G’ (tp(g), tp(4)) G’ (tp(5),tp(6)) enthélt. Der Index P steht fiir eine er-
laubte Permutation der Argumente. Allgemein gibt es fiir gerades n genau (n — 1)!!
Permutationen und das Ergebnis der n-Punkt-Funktionen kann in dem sogenannten
Wickschen Entwicklungssatz festgehalten werden

(2(ty) ... x(ty)) ( ) ZG’ tra) tr) - G (tp-1), tre) (4.35)

ktoren

=> (o (trw) = (tr)) - (2 (tra-n) @ (trw)) (4.36)
P
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wobei das Ergebnis fiir die 2-Punkt-Funktion (4.32) verwendet wurde. [4]

4.4 Korrektur in 2-Loop-Ordnung

Wie die WKB-Theorie stellt die Pfadintegralndherung effektiv eine Entwicklung der
Wirkung im Exponenten nach Potenzen von h dar

Spla] =Y (ih)" SP[a] . (4.37)

n=0

So gesehen kann die klassische Mechanik als h — 0 Grenzfall der Quantenmechanik auf-
gefasst werden. In der WKB-Theorie liefert die Schrodinger-Gleichung in diesem Grenz-
fall beispielsweise dieselben Ergebnisse wie die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung
der klassischen Mechanik (z.B. Teilchenzahlerhaltung/Kontinuitatsgleichung). Diesel-
be Theorie liefert iibrigens auch eine tiefgreifendere Begriindung fiir das Korrespon-
denzprinzip.

Ohne auf diesen Sachverhalt nun genauer einzugehen (der interessierte Leser moge
z.B. in [4] oder bzgl. WKB-Theorie in [5] nachschlagen) erscheint es wohl plausibel
bei der Entwicklung der Wechselwirkung die Terme nach Potenzen von h zu sortieren.
Betrachten wir den gesamten Exponenten inklusive Vorfaktor 1/A, so ist die klassische
Wirkung ein Term der Ordnung h~!, wiihrend der Fluktuationsfaktor zur nullten Ord-
nung z&hlt. Fir die weiteren Berechnungen miissen wir in (4.12) die Summanden nach
i ordnen. Dem obigen Ergebnis (4.35) entnimmt man, dass eine n-Punkt-Funktion von
der Ordnung 2™? ist. Von den Momenten <xk(t)> des ersten Terms der Reihenentwick-
lung in (4.12) bendtigt man deshalb nur den k& = 4 Term.

= —ﬁ AtV (2 (8)) (4(8))
= —4?:12 /dt v (ma(t)) G™(t,t). (4.38)

Der Faktor 3 kommt von den (4 — 1)!! Summanden bei unterschiedlichen Argumenten
t;. Im zweiten Term der ersten eckigen Klammer braucht man noch £ =3

—-1/2
% / AtV (2a(1)) / dt’ go(t') (= (t)2*(t))

= 2 / At VO (2(t)) / At 4o (t) G (¢, )G (¢, 1) . (4.39)

~ 3Im?2

fQZ

Weitere Terme des in Wy linearen Terms werden nicht benotigt, denn der néchste nicht
verschwindende Term wére mit der 6-Punkt-Funktion von der Ordnung A*~! = h2. In
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der zweiten eckigen Klammer liefert nur der erste Summand einen Beitrag

Fa = ﬁ / AtV (a(t)) / 'V (1)) (2 (8)2"())

= 2771343'3' / At V® (z4(1)) / AtV (2y(t) [9 G'(t, )G (t, )G (¢, 1)
+ 6G’3(t,t’)} , (4.40)

denn alle anderen sind mindestens von der Ordnung h*~2? = h%. Auf diese Weise wird
auch klar, weshalb in (4.3) keine kubischen Terme beriicksichtigt werden miissen. Die
niedrigste Kombination der Monome z*(¢) fiihrt zu einer 9-Punkt-Funktion und ver-
schwindet daher. Die als ndchstes auftretenden 10-Punkt-Funktionen liefern dann eben-
falls einen Term der Ordnung A%~ = h%.

Effektiv fiithrt dieses Verfahren somit zu einem modifizierten Faktor

K=(01+4+5+5)K. (4.41)

4.5 Allgemeine Darstellung der Greensfunktion G'(¢,1')

In diesem Abschnitt soll nun ein allgemeiner Ausdruck fir G'(¢,t') gefunden werden.
Dazu losen wir die Gleichung (4.29) und sorgen anschliefend dafiir, dass die Losung
vollstindig in J#* liegt. Fiir endliche 7' benétigen wir zunichst eine allgemeine Dar-
stellung der Greensfunktion die (4.18) 16st

Ot — ") A(ty, t) A 1) + O
Altg, ty)

=A <_Z Z) - W_2{ A (_%7 %) w2 [@(t i t/)A(t7t/)

t'— ) A(ty, t')A(t, ts)

G(t,t') = (4.42)

272 2
Fott = AW 0]+t (5 ) malonlt) ~ 38 (5 ym(t)ym(t')}
(4.43)

und an den Réndern verschwindet. Die Herleitung dieser Losung ist nicht schwer,
der Kiirze halber soll aber auf [4] Kapitel 3 verwiesen werden. In dieser Notation ist
to=—-T/2,t, = +T/2 und

n Yor(®)yoo(t') — yor (t)yo2(t)
Al ) = Yo1 (t")Po2(t") — P01 (') Yo (t') (4.44)
= % (o1 () yo2 (t') — yor (t)yo2(1)) (4.45)

wobei yo; (t) und yg2(t) die beiden linear unabhiingigen homogenen Losungen zu —d? +
U(t) sind. Beim Schritt von (4.42) auf (4.43) wurde 0.B.d.A. angenommen, dass o (t)
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gerade ist, d.h. proportional zur Nullmode yo(#) ist und yo2(t) ungerade ist. Ansonsten
sind diese Funktionen nur bis auf Konstanten definiert. Eine Losung zu (4.29) kann
dann mit G(t,t") konstruiert werden

G'(t.t) = Gt 1) — v G(t, ") yo(t )yo(t") dt” . (4.46)

~T/2

(. S

Gy (t,t")

(4.46) 16st zwar (4.29) bzgl. der Variable ¢ ist aber noch nicht symmetrisch in ¢ und ¢'.
Insbesondere reproduziert die Anwendung von M bzgl. ¢ nicht (4.29) sondern (4.18).
Der erste naive Ansatz zur Symmetrisierung wére

G'(t,t) = Gt T) — GA(tt) — Gi(t1). (4.47)

Die so definierte Funktion ist symmetrisch, allerdings nicht vollstindig in 5#+. Dies
sicht man, indem man das Skalarprodukt mit yo(¢) oder yo(¢') bildet

T/2 T/2
/ G'(t, ") yo(t') dt’ _/ G(t,t') yo(t') dt’

-T2 —T/2

T/2 T/2
- / G(t,t") yo(t") dt” / ya (t') dt’

-T/2 -T/2

T/2 T2
—yo(t / G(t', ") yo(t )yo(t") dt"dt’
T/2J-1/2

T/2 T/2
_ / Gt ") yo(t") dt" 4 1 — / W2 dt’
—T/2 -T/2

(.

~~

~ C)\o(T)

T/2 T/2
- yo / / t t” yo(t> O(t//) dt”dt’ . (448)
T/2 T/2

J/

¢ ist eine unwesentliche Konstante. An dieser Stelle greifen wir nun auf die Ergebnisse
in 2.2.3 zuriick. In fithrender Ordnung in 7" verhélt sich die Nullmode wie

yo (£) = yo(t) + Ao(T)Go(t) (4.49)

wobei go(t) hier als Abkiirzung fiir den zweiten Term in (2.89) ohne den Faktor A steht
und \o(T') o< e=#7 ist. Fiir das Integral vor dem Klammerausdruck in der ersten Zeile
erhalten wir unter Verwendung der Spektraldarstellung (4.20)

/T/2 G(t, t”) yo(t") d¢" i Z/z;(t) /T/2 yg(t//) yo(t”) d¢" (4.50)
7 2\, (T)
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Fiir n > 1 verschwinden die Integrale im Limes T — oo sdmtlich. Der einzige Term
der einen (divergenten) Beitrag liefert ist n = 0

T/2 T/2
7 | @ = s [ ) - @] (e

M(T) J-1)2 M(T) J-ry2
1 T/2 T/2
241 " ~ " " "
- B+ [ (e d
Ao(T) /T/2 0 —T/2 ’ ’
1 T/2
N ot yo(t") dt" . 451
Ao(T) /—T/2 o) (t) (451)
=T
Der erste Term in (4.48) liefert somit
T/2
cXo(T) G(t, ") yo(t") dt” = cyo(t) . (4.52)
~T/2

Fiir die Konstante ¢ im zweiten Term ergibt sich aus (4.50) mit (4.51)

>\O<T) [1 - )‘O(T> (C - IO)]2 : (453>

Insgesamt hat die Projektion auf den Raum der Nullmode
T/2
/ G (t, ") yo(t') dt' = (¢ — €) yo(t) (4.54)
~T/2

also einen nicht verschwindenden Beitrag. Fiigt man jedoch den Term +% yo(t)yo(t')
hinzu

G'(t,t") = G(t,t") — Gy(t,t") — Gy(t',t) + C yo(t)yo(t') (4.55)

Y Oyn () v Byg () o (W)yo(#)
~ Z )\n<T) )\0<T) B )\O<T) [1 - )‘O(T) (C - IO)]

yo(t)yg (t') Yo(t)yo(t') 2
— = (1= Ao(T) (e — Io)] + W [1 = Xo(T)(c — )]

= >0 ) ) (1~ [ da() (e - D)

)+ 9o(t)yo(t") — Go(O)yo(t') [1 = Xo(T')(c — Io)]
—9o(t)7o(t") [1 — Ao(T)(c — Lo)] + Mo(T) Go(t)Fo(t")

= I ;i)(y;)(t’) +0(N(T)) (4.56)
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so erhilt man eine Greensfunktion G'(¢,t') die die erforderlichen Bedingungen erfiillt
und im Limes T" — oo wohldefiniert ist.
Als Néchstes definieren wir zur Abkiirzung das Normierungsintegral

N72= / Tt yo, () (4.57)

[e.9]

das aus Konvergenzgriinden gleich vervollstdandigt wurde, als auch

T T 2 T T 2C
A (—57 5) = W Yo1 <§) Yoz (5) =W (4.58)

Mit diesen Abkiirzungen und der Ersetzung yo(t) = Nyo1(t) erhilt man fiir Gj(¢,t')

mit
A(5t)a(r-g) - Wi{y (5) m (3 ) G0 O0a(t) ~ s (Ohuale)

+ U (%) yor (t)yor (') — v (%) 902(75)?/02(15/)}
(4.59)

in (4.42) den lénglichen Ausdruck

Gsu,t'):zg;v{ym (3) e (3) [ at"mntOmattyom (0ot 250

o
(3 ) (3) [, @Ry o
vt (3) [0 OO0 @) (1.62)

i (5) [ w1 € (163)
v (B v (£) [ 0 sttt (4.64)
v (D) v (2) [ o vty (a5
v (2) [ 0 omo (4.66)
i (5) [ 4 vt <t'>ym<t">} A

Diesen Ausdruck kann man noch signifikant vereinfachen indem man z.B. (4.62) und

(4.66) zusammenfasst zu fEFT/?? dt” y2, (") = N2 fiir T — oo oder (4.60) drauf addiert
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und wieder abzieht und den subtrahierten Term mit (4.65) zu f 79 At Yo1 (") yo2 (")

zusammenfasst. Da yo;(t) gerade und ypo(t) ungerade ist, verschwindet das Integral
und wird im Weiteren gar nicht mehr angeschrieben. Auch definieren wir der Kiirze
halber die unvollstdndigen Integrale

I(t) = / s you (") (4.68)

—00

Z,(t)

t
[t g, (4.69)

—T/2

wobei Ersteres auf Grund der Konvergenz gleich an der unteren Grenze vervollstandigt
wurde. Auf diese Weise vereinfacht sich der Ausdruck dann zu

Gl 1) = Q/va{ (3 ) e () (O 20

~ 20 (5 ) e (3 ) i 10

+ You (g) Yo2 (g) yor (') yo (H) N2

+ Yoo (g) y01(t)yo1(t/)/\/_2} (4.70)

1
~ 200

{QCN IQ( )y01 (t)ygl(t/) — C\(2N2 Il (t) — 1)1y01(t/)y02(t)

T1(t)
+ Yoo (g) y01(t)3/01(t1)} : (4.71)

Der Ausdruck Ji(t) ist ungerade und geht fiir ¢t — —oo gegen —1 und wegen Z;(o0) =
N2 fiir t — oo gegen +1.

Aus Konvergenzgriinden fithren wir eine weitere Modifikation am Integral Z(¢) durch.
Dazu bemerken wir, dass der Integrand asymptotisch gegen +C geht. Insbesondere ist
C fiir T — 400 eine Konstante. Wir konnen daher das Integral an der unteren Grenze
vervollstindigen, wenn wir diesen Wert dazu addieren und gleich wieder abziehen.

t
IQ (t) = / dt” (yOl (t”)y()Q (t//) + C— C) (472)

-T/2
t t

= / A" (yor (t")yo2(t") + C) — / '’ c (4.73)
— 50 -T/2
’ T

_ / At (yor ("o (") + C) = Ct —C (4.74)

=72 (t)
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Erwahnenswert ist vielleicht, dass die Funktion J5(t) gerade ist und sich asymptotisch
wie £Ct verhilt. Kompakt ldsst sich dann G (t,t’) schreiben als

Gy(t,t') =

SEVY {QCN To(t) yor (t)yor (') — CPN>T you (t)yor ()

= CT O n(®)+ 0 (5 ) o (t)ym(t')} S amw)

mit den konvergenten Ausdriicken J;(t) und J>(t). Die Konstante 4 berechnet sich
dann einfach iiber

€ = dt Gy(t',t) (4.76)

1 T 3
2CW {2CN2 / % dt, jg(t,) Yo1 (t/)2 — C2N2T / r dt, ygl(t/>2

T T\ [%
- C / , dt, jl (t,) Yo1 (t,)y()Q(t,) + y§2 (5) /T dt/ yOl(t/)Z} . (477)

Die Integrale im zweiten und vierten Term liefern ein A/=2. Auch das erste Integral
ist konvergent fiir T — oo. Das Dritte bendtigt noch ein wenig Zuwendung. Dazu
bemerken wir, dass der Integrand gerade ist, denn 7 (¢) ist ungerade, und asymptotisch
gegen C konvergiert. Die gleiche Prozedur wie schon zuvor spaltet die lineare Divergenz
in T" ab.

T

/_QT dt" 71 (') yor () yoa(t') = /_ £ (1) o1 ()yo (') — C +C) (478)
= /OO dt’ (Ji(t") yor (t)yee(t') — C) +CT (4.79)

Auch definieren wir zur Abkiirzung das konvergente Integral

Z, = / h dt’ Jo(t") yor (')? (4.80)

womit € bestimmt wire.

1 T
€ = QCW{%N? Zy — 2C*T — CZl+y02<2>/\/_2} (4.81)
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Diesen Ausdruck fiir ¢ setzen wir nun zusammen mit (4.75) und (4.43) in (4.55) ein

Q1) = ﬁ{cw Ot — )AL, ) + Ot — AL, 1)

T T

+ U <§> yor ()yor () — v (5) Yoz (£)yo2(t)

— 2CN? To(t) yor () yor (') + CPN>T you (£)you (')

+CTOmn ) = 1 (3 ) a0

— 2CN? To(t") yor (¢ )yor (t) + C2NT yor (¢ )you (¢)
T

+ CA) yor (H)yoa(t') — o (§> Yor (t")yor (t)

+ 20N Zy yor () yor (') — 2C2N>T yo1 () you (t')

T

- CN* 2O ) + s (5 ) ym@)ym@')} (4.8

- %{w Ot — )AL 1) + O — DA 1)

1 T

~c Yor (§> Yoz (L) Yo (t') + T1(t) yor () yoz (t) + Ti(t') yor (£)yo2(t)

+ [2N? 25 — 21 = 2 %(t) — 2 ()| NPy (t)ym(t’)} : (4.83)

wobei wiederum yo(t) = Nyo:1(t) im letzten Term in (4.55) benutzt wurde.
Der Ubersicht halber hier nochmal die Abkiirzungen:

T,(t) = /_ ; dt’ y2,(t) (4.84)
Ji(t) =2N?*Ty(t) — 1 ungerade (4.85)
To(t) = / ; dt’ (yo1 (' )yoa(t') +C) — Ct gerade (4.86)
2= [ () () O (4.8)
2, = / Z dt’ Jo(t') yg, (t') (4.88)
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Im Grenziibergang T — oo verschwindet der erste Term in der zweiten Zeile, so dass
(4.83) endgiiltig

G'(t,t) = ﬁ{w Ot — At )+t —t)At', t)]

+ J1(t) yor () yoa(t) + Ti(t") yor (t)yoa (t')
+[2A22y — 2, — 2 5(t) — 2 Ta(t)] N you (E)ymn (t’)} (4.89)

annimmt.
Als Néchstes betrachten wir die Greensfunktion G'(t,t) mit zusammenfallenden Argu-
menten. (4.89) vereinfacht sich zu

G(t:6) = {20000 yn (n(t) + PN 2 = 22— ATO) N2 (0} (4.90)

4.5.1 Greensfunktion fiir das RAzAavy-Potential

Zunéchst bendtigen wir die beiden linear unabhéngigen homogenen (A = 0) Losungen
zu (3.6) bzw. (3.7). Da die Funktionen yoi(¢) und yoo(¢) nur bis auf multiplikative
Konstanten bestimmt sind, wahlen wir diese der Ubersicht halber so, dass die Wronski-

Determinante zu W; = % wird. Auch fithren wir wieder die dimensionslose Variable
7 = < ein. Bis auf den Wronski-Beitrag W, = ¥ vor der Klammer in (4.90) ist das

Ergebnis unabhingig von der gewihlten Parametrisierung. Fiir y5; wéhlen wir nun mit
(2.53)

1

= 4.91
1+ scosh 27 ( )

Yo1(7)

Eine zweite linear unabhéngige Losung findet man nun besonders einfach mit der
Formel von D’Alembert

Y02(7) = you () / ﬁ dr (4.92)

<§ + 1) T + ssinh 27 + % sinh 27 cosh 27

— . 4.93
1+ scosh 27 ( )

Diese Losung erfiillt bereits die gewiinschte Eigenschaft VW, = 1 und die Konstante C
betrigt

1

C= Th_{go Yo1 (T)ym(T) = Z . (4-94)

Die Integrale (4.84)-(4.88) sind zum Teil recht miihselig zu berechnen. Fiir das ein-
fachste Integral (4.84) und daraus folgend N2 ergibt sich unter Verwendung der
Kink-Losung

1 artanh [ i;+§ tanh T]
/ dr = (4.95)
1+ scosh 27 V1 — g2
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dr’

1+scosh27')

ﬂ8

/ s cosh 27 ,
— dr
1—|—scosh27' (1 + scosh 277)?

— d7+ 0 /T ! dr’
§— — dr
1+ s COSh 27! 0s 1+ scosh 27’

artanh [ tanh 7'] + artanh [ i +S
1+s
( > V1 — 52
_ 1 —
—— < artanh i tanh 7| + artanh i
(1 — s ) 1+ s 1+ s

se’” +1

a 4.96
2(1 — s%)(1 + scosh27) (4.96)
1 1—
N2 =7,(00) = —————  2artanh 5 —J1-—s\
(1-s ) 1+s
Daraus berechnet sich (4.85) zu
2 artanh [ %tanh T} _ %
i) = (4.97)

2 artanh [ 1+S — 1 — g2

Zu (4.86) geben wir zundchst das unbestimmte Integral an:

<§ + 1) T+ ssinh 27 + % sinh 27 cosh 27
dr = d
/y01y02 T / (1 + scosh27)? !

=1Ix(7)

$2 - <s + % cosh 27’) sinh 27
=(—=—+4+1 d d
( 2 + ) / (1 4+ scosh 27)? T+/ (14 scosh 27)? T

(. / J/

Vv Vv
121 122

(4.98)

Das Integral Iy lédsst sich mit der Substitution z = cosh 27 recht einfach integrieren

1 3 1
Iy =—=In(1 h2r) - =——m———— 4.99
2= 8 n (1 + s cosh2r) 81+ scosh27 ( )
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Fiir ersteres liefert die Integration in Maple

s2+2 |1, ( —se?T ) 1. ( —seT )
]21 S _L12 _— | — _L12 E—————
2(1 —s2)2 | 4 1—+v1—s2 4 1+v1—s?
In2 V=g VI—s2 s7sinh2
—1—%\/1—82—1— 1 i In (1 + scosh2r) — o _STRMRST

2 1+ scosh 27

1 T e+ /-1
+ 7 arcosh (—) ——-In . (4.100)
s

Liy(z) ist dabei der Dilogarithmus. Sehr niitzlich ist es iibrigens die Aquivalenz der

Ausdriicke
1 1 1 1 1
arcosh(—>:ln<——|— —2—1>:—1n<—— _2_1>
s s s s s
1_
= artanh <\/ 1-— s2> = 2artanh ( T S) (4.101)
s
2T 1 1
1 1\ 1. |¢Tetye—1 1—
—arcosh| — | — = In i = artanh ® tanh 7 (4.102)
2 S 2 e2r 4 1 /1 1+s

auf dem Interval 0 < s < 1 zu kennen. (4.98) ergibt dann

5(r) 249 1L'( —se’m > 1L'( —se*r )
V=——"" i ———— | = ZLip [ ——
2T on e |4 P —viese) 4P ueVIo 2
1 T 62T+§+ s%_]' s24+21n?2
+T7arcosh | - | — =1n 4+
s

e2r 4 1 _ /%_1 1—s52 8

3 s242 :
3 S+ 1 sTsinh 27
m h’l (1 + s COSh 27') — 8 4(1 2) . (4103)

+ 1+ scosh 27

Im Limes 7 — —oo folgt fiir diesen Ausdruck modulo +Cr

. T 3 Ins In2
dim (B4 ) =5 a s (4.104)
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und damit fiir Jo(7)

() s+ 2 1L_( —se%m ) 1L'< —ser )
NN=——" K Ly | ——— | = Liy | ———
’ 21— |4 “\1-vi-s2) 4 2\1+/1-s

A ARV 3 In2
+ 7 arcosh (—) — §ln + s
s

erp L f1_ 81— 52
3 5242 ;
3 § T a(i_s S Tsinh 27
—— In(1 h27) — 4.105
* 8(1 — s2) n (14 s cosh2r) 1+ scosh 27 ( )

Besonders knifflig gestaltet sich die Auswertung der Konstanten Z; und Z,. Da wir
aber ohnehin nur an der Kombination Z = 2N?2Z, — Z; interessiert sind, fassen wir
den Integranden direkt zusammen

Z = /_OO dr i2N2j2(T)ygl(T> — J1(T)yor (T)yoa(7) + C} (4.106)

>3

v~

=In(Z2)

2T 1 1
s+ 2 1 P K iR ViR
2N2J2y§1:

——In
arcosh (1) — /1 — 2 (1+ scosh27)? e2r 1 /1

2

+1L'< —se%" ) lL_( —se%" )+ h(1>

“Lig | ———— | = S Liy [ —— Tarcosh [ —

47 \1-vVI-s2) 4 \1+v1-s 5
3

§\/1—821n§ §\/1—S2 %

4 s242 4 s2+42

_\/1—52 s Tsinh 27 } (4.107)

In (1 + scosh27) —

3
_ 4 42
1+ scosh 271
2 1+ scosh 27

7 s*+2 1 T h !
_ — —arcosh [ =
1 Yo1¥o2 arcosh (1) — v/1— % (1 + scosh27)? 2 §

T 1 1
+Tl e? +§+\/5_2_1 V1—52 stsinh2r
—In

+
egT_i_%_ siz—l 2 1+ scosh 27
2 -1 52 . 1
— (s + 2) s+ T cosh 27 | sinh 27 - arcosh [ —
s

-1 s? €2T+%+\/si2_1
+ (32 + 2) (s + T cosh 27) sinh 27 - In

e 4+1—4/5-1
s2y/1 — s2sinh® 27 (1 4 2 cosh 27
+ (L3 ) : (4.108)
(s2+2) (1 + scosh2r)
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wobei wieder von den Relationen (4.101) und (4.102) Gebrauch gemacht wurde. Ins-
gesamt erhilt man

In(2) = n (1 + scosh2r7)

s24+2 1 {3\/1—32

arcosh (2) — V1 —s? (1 +scosh27)? | 4 52 +2

—|—1L‘( —se ) 1L< —s5e%7 ) T h(l)

— L | ——— | — = — arcos
177\l Vi-9 1++/1=s2 s
+3\/1—s21n%+ V1 —s2
4 5242 4(s%+2)
_ 2 1
—(32+5)}—(s2+2) 1(s+szcosh27'> sinh 27 - arcosh (—)
s

+ (s +2) s+ ZcoshZT sinh 27 - In

2r 4 1 /1
e + < = 1

[(1 + scosh27)® + (1 + s cosh 27)

N arcosh (%) — 1 — g2
4(s?2+2)

B s24+2 1 {3\/1—32

(14 scosh2r)? } (4.109)

n (1 + scosh27)

~ arcosh (3) = v1—s2 (L +scosh2r)? | 4 s> +2 ’
Ti()
—se 1 —se T 1
+ - Ll ——L — arcosh
2( 1—52) <1+\/1—32) (s)
TQ(T)
VIZS [ (2 N
3(In=—1)—(s*+2 -~ (1 h?2
+4( +2){ (ns ) (s + )}+4(S2+2)( + scosh 27)
T5(r) Ti(r)

_ 2 1
— (32 + 2) ! (s + SZ cosh 27’) sinh 27 - arcosh <—>
s

T5‘1’(T)
» §2 eT+i+ /51
+ (82 + 2) (s + T cosh 27) sinh 27 - In
e+ — /51
T5;?’T)
arcosh( )
+m(1+8008h27’) } (4.110)
T5;r(7')

Die T;, wobei Ty = Ts; + T5o + Ts3, sind sémtlich gerade Funktionen und die Berech-
nung der Integrale werden wir jetzt einzeln nachvollzichen. Die einfachsten Beitrége
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T3 und Tj haben wir im Wesentlichen mit (4.95) und (4.96) schon berechnet. Zwecks
Ubersichtlichkeit, insbesondere um bei den komplizierteren Integralen grofie Wurzel-
ausdriicke zu vermeiden, fithren wir schon hier die neue Variable

21 (4.111)

N _ 0<a<l 4.112
§ Cl2+1 e ( )

ein. Die beiden obigen Beitrige T3 und Tj ergeben dann

/°° T3(7) & — [3(In2—1) — (s +2)] [arcosh (2) — V1 — 2
(

_ oo (1 + scosh27)? 4(s242) (1 —s?)
B 3 arcosh (%) ln% —3V1-—¢s2 ln — 3 arcosh (l) +3v1— 52
4(52+2)(1—3 )
arcosh (1) —V1—s2

— - 4.113
4(1— s?) ( )
241 2
§ (2a +1) 1n2a—1n(a2+1)lna+ 5 Ina
8 (a2 — 1) (a* + 4a% + 1) a?+1
a’®—1 a’—1 (a® +1)° a’+1
In (a? — ————~Ina— ————— 4.114
LG 2+1} o1 M i@y

und

+ scosh 27)2 T 4(s2+2) J_o (1 + scosh2r)
_ arcosh (})

= 4.115
A(s? + 2) (4.115)
1 (a®+1)°
— ————__Ina. 4.116
8 a* +4a?+1 e ( )

Um die einzelnen Terme nachher deutlicher zu identifizieren geben wir die wichtigsten
Transformationen an:

2 (a* + 4a® + 1)

s 42 = 4.117
(a2 +1)° ( )
1—a?)?
1-s2= % (4.118)
(14 a?)
2
In==In(a’>+1) —Ina (4.119)
s
1
arcosh (—) =—lIna (4.120)
s
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Das Integral zu 75 16sen wir mit Hilfe der allgemein bekannten Integraldarstellung fiir
den Polylogarithmus

Liy(2) = r(lg;) /Ooo LTS (4.121)

Dazu bemerken wir, dass der letzte Term in T ungerade in 7 ist und das Integral iiber
diesen Term damit verschwindet. Es geniigt also die ersten beiden Terme zu betrachten.
In der Variable ¢ nimmt 75 die Form

1

27
Ty(1) = 1 {L12 (—6—) — Lis (—a 627)} (4.122)
a
an, so dass wir unter Benutzung von (4.121) zunéchst die Darstellung
I te tae’
T =_ — dt
2(7) 4/0 { ela + 27 * eH—aeQT}

2 1 00 t t 27
_a / e dar (4.123)
4 Jo (et+ae?)(eta+e?)

erhalten. Das Integral iiber T; kann dann als Doppelintegral geschrieben werden

o Ty (7) a’>—1 /OO .
dr = te dt
/_OO (14 scosh2r)? ’ 4/ ‘

[e§) 627
X / 5 dr
— (¢! +ae®) (ela+e*) (14 9= cosh 27)
2 1 2 1 2 00
0

8
[e§) 2
X / - 5 dz.
o (e'+az)(eta+2)(az?+a’z+ 2z +a)
Ra(2)
(4.124)

Im letzten Schritt wurde z = e?7 substituiert. Der Integrand kann nun in Partial-
briiche zerlegt und dann einfach integriert werden. Zunéchst liefert die Auswertung
der Partialbruchzerlegung fiir Ry(z)

By(2) = ; 2{26” ~(@+ 1 +2at ol - -]
(a2 —1)" (! = 1) (et —a2)’ (z +a) (¢' — a2) (z + a)
L a1 (2@ -2e@ 1))
(et — a2)2 (et + za) (eta? — 1)2 (za+ 1)

Le@=DE=1) e 1)’ } (4.125)

(eta? —1) (za+1)*  (eta® —1)*(eta + 2)
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die Erkenntnis, dass die einzelnen Stammfunktionen einfach zu finden sind. Bei der
praktischen Auswertung des Integrals musste allerdings ein Cut-Off Z, eingefiihrt wer-
den, weil insbesondere die logarithmischen Terme nur in der Summe fiir Zy — oo ein
endliches Ergebnis liefern. Nach der Limesbildung erhélt man dann

/OoRz(z)dz:— (a>+1)e (' +1)¢t
0 (et —a2)? (eta? —1)* (et — 1)
N (a® —4a*lna —a?) (' +1)+{(2a® +4a® —4a*+4a®>+2)Ina —a® + 1} ¢

(et —a2)? (eta? — 1)* (a2 — 1)°
(4.126)

Das t-Integral handhabt man dhnlich. Wir zerlegen das Ergebnis in Partialbriiche nach
2 2 2

e’ und nach Multiplikation mit dem verbleibenden Faktor % te' in (4.124)

folgt

(@ +1)° (@ -De* (' +1) ,
8 (et —a?)* (eta? —1)* (et — 1)
(a2 +1)° ¢
8 (et — a2)? (eta? — 1)* (a? — 1)2{ (
+[2(a°+26° ~ 20" + 20> + 1) Ina - a* + 1] e' b1t (4.127)

(a®+1)° { 2a> 1 a

f2 (t) = —

_|_

ab —4a4lna—a2) (e%—i— 1)

(@2 —1) (e — 1) + (a2 —17 (¢ —a2)?
242 2 (a? + 1) } 2
T@ D @) @ D@D
1( 1)2{4a21na—a +1 N 2Ina
8 (a? — 1)2 (a? —1)(efa?2 —1) = (eta® — 1)2
N 2a*Ina +a2(a —4lna—1)}
(et —a2)*  (a® —1)(e! —a?)

1 _
8 (a2 —1)?

(4.128)

Den letzten Ausdruck kann man nun mit (4.121) berechnen.

/ Folt) dt = _( +1) 1n3a+(a2+1) n’a ((a2+1) In(1 - a?)

(a2 —1)° 4 (a2 —1)° 2 (a2 — 1)
1 (@+1)° (7 +6Li(a*) )| (@ +1)° (7 — 6Liy (o))
12 (a2 —1)° 24 (a2 — 1)°
(@ +1)°(¢(3) — Lis (a?)) (4.129)
2 (a2 — 1) ‘ '
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Auch in dem néchsten von uns betrachteten Beitrag T5 geniigt es die Terme T5, und
Ts3 zu beriicksichtigen, denn T5; ist ungerade. Der Integrand zu T3 ist eine Konstante
und das Integral daher trivial aber divergent, weshalb wir beim Integral

7’()/2 T
/ 52(7) _dr (4.130)
/2 (14 scosh27)

zunéchst einen Cut-Off 73/2 einfithren. Wir beginnen wieder mit der Ersetzung s =
24 und substituieren z = e*"

a?+1
Tso(7) d a(a2+1)2(4a2z+az2+a—|—4z)(z2—1){ 51
= —2Ina
(1 + scosh 27)2 16(at +4a2+1)z (2 +a)’ (za+ 1)
Rs;,(z)
+n(1+20) —In (1+2) bz, (4.131)
a
worauthin wir die rationale Funktion Rss(z) wie zuvor in Partialbriiche zerlegen
a? +1)? 1 3 (a®+1 1
Rss(2) = (4 >2 - - - ( 5 ) + T
16 (a* +4a%+1) 2 a(z+ N (@-1) 2tg
1 3a (a®+1
+ + (2 ) (4.132)
z+a  (z4a) (a2 —1)

Wie zuvor lésst sich die Integration fiir den ersten Logarithmus in der geschweiften
Klammer in (4.131) einfach durchfiihren, da dieser konstant in z ist

o (a® 1) B 3 (a®+1) 1
/R52(Z)dz_16(a4+4a2+1){ 1n2+a(z+§)(a2—1)+1n<z+a)

3a (a*+1)
(z+a)(a®>—1)

(a®+1)° (Ltatan)) 3@+
{1( ) }

T 16(a* +4a2+1)

+In(z+a)—

za z+a)(a+l)
(4.133)
(4.133) ist invariant unter der Transformation z — %, weshalb der Term
1/Zo
—21na/ Rs2(2)dz =0 (4.134)
Zo
verschwindet.
Die Integrale fiir den zweiten und dritten Term sind von der Gestalt
In(1+ az)
———d >0 4.135
[ e (@.5>0) (4139
In (1
/ n(l+ a;) & (@, 8> 0) (4.136)
(2 +5)
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und lassen sich (bis auf einen konstanten Term) auf folgende Weise l6sen.
Zunéchst (4.135):

In(l+az)  [In(l-af+a(z+p))
/ 2+ dz_/ 2+ 4

_ In l—l—a(i—zm
_/ln(l aﬂ)dz+/ ( 1 B>dz

24+ 0 2+ 0
. oz +
=In (1 — Oéﬁ) In (Z —+ 6) — L12 <_1(——Oéﬁﬁ)> y (4137)
wobei letztes Integral mit der Substitution u = —al(izg) = dz= —17;‘5 du
In(1+ a(i—zm —In(1 -
/ < ! ﬁ)dz:—/—n( u)du
2+ u
__ / Ly (u) 4,
u

— —Li, (u) (4.138)

folgt. Fiir das andere Integral wird einmal partiell integriert
In (1 In (1 1
/n( +aj)dz:—n( ~|—az)+/ 4
(z+5) 2+ (z+8) (= +3)

und der dabei auftretende Integrand in Partialbriiche zerlegt

! a { ! ! } (4.140)

G+8) (z+1) 1-aB 248 z+1

womit auch (4.136) schlieBlich berechnet wére

(4.139)

/ln(l—I—az) __(+azl(ltaz) alhfa(z+8)] (4.141)

C+8?  (1—aB)(z+B) 1 - ap

Die eigentliche Arbeit, das Zusammenfassen aller Terme, iiberlassen wir aber dem
Computer. Der Beitrag (4.131) liefert fiir Zy — 0

1z 1(a® +1)*1
/ R52(2)ln[1+za] dz— Ll nay o
Z

1
0" 8at 1402 + 1

2 2
(a2 + 1) {IHQG

) 1+ 2 8at+4a2+1
, 3(a2 +1)° a*—1
2
+L12(1—G)+W lna—a2+1
+0(Z) , (4.142)
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wobei bemerkt sei, dass an der unteren Grenze keine Konvergenzprobleme auftreten.
Das Integral bzgl. T53 divergiert wie

arcosh (§) /Wd 1(a2+1)21na/1/20 1y
——f T=—— —dz

A(s242) J_ppp  Sat+4da®+1 ), 2z
1(a*+1)°Ina
=-———"—"—1In/Z 4.143
Satt4az+1 0 ( )

mit Zy = e~ und kompensiert damit genau den divergenten Beitrag von Txs. Insge-
samt ergibt sich fiir 75 also (in der Variable a)

o0 T 1 2 1 2
/ 5(7) dT:gM{Liz (1-a?) +1In*a
_ a

s (1 + scosh 27)? 40+ 1
3(a? +1)° a*—1
2 T na-— . 4.144
e M e (4.144)

Auch der letzte Beitrag T; lasst sich analytisch 16sen, wenn auch hier nicht mit ganz
unerheblichem Aufwand. Obwohl der Integrand im Prinzip integrabel ist, d.h. das
Integral nicht divergiert, lief§ sich nicht direkt eine Losung finden. Allerdings kann man
zunéchst partiell integrieren, wodurch aber die Konvergenz der Teilbeitrige zerstort
wird. Aus dem Grunde fithren wir auch hier einen Cut-Off 75/2 ein

/TO/Z Ti(7) d 3v1—52 (™2 In(1+ scosh2r) d
=- T

T =
/2 (14 scosh27)? 4 5242 J .9 (14 scosh2r)?

31— 52 70/2 70/2 2ssinh 27
= — I(r) ————————dr ¢,
" 1+ scosh 27

{ Z(7)In (1 + scosh 27)

4 82 +2 N 77—0/24 ~
Tlr(r7'0) Tl;(,TO)
(4.145)
wobei Z(7) das unbestimmte Integral zu (4.96) ist
1-s
. / 1 . artanh ( 1T tanh 7') ssinh 27
= T = — .
(1 + scosh 27)” (1— 32)% 2(1 —s2)(1+ scosh2r)
(4.146)

Da Z(7) ungerade ist, ist T7; asymptotisch einfach gegeben durch

Thi (o) = 2I (00) (To —In g) + 0 (r9e™)

_ arcosh (%) — V1 —s? (7_0 —ln 2) ny (7_0 e_”’)
s

(152

2 13 2_1 2 1
:%<lna—32+l) (Tg—lna : )+ﬁ(70e—m), (4.147)
a J—
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mit 27 (oc0) = N 2.
Ti5 (7o) schreibt sich nun explizit

70/2 inh 2 1 —
Ty = ;/ _ OBRET 9 artanh ( r i tanh7'> dr

(1- 32)% —rpy2 L+ scosh27 s
Tin
1 T0/2 2 o h2 9
o / TIMIT 4 (4.148)
1—s%J_ 72 (1 + scosh2T)
Tr2s

Den Integranden von 7799 kann man noch etwas modifizieren

s%sinh? 27
(14 scosh27)?
_ s?cosh? 27 — 2
(1 + scosh27)?
(14 scosh (27))* — 2 (1 4 scosh (27)) +1 — 2
(14 scosh2r)?

2 1—s°
—1- + - (4.149)
1+ scosh27 (14 scosh2r)

In (T122) =

so dass die Auswertung auf die Integrale aus (4.95) und (4.96) zuriickgefiihrt wurde

arcosh (%) — 1 — 52

) . /
(152

Thoo = —
1—s2 (1—s?

To arcosh (1) + /1 — s

To 2 arcosh (
)

01| g m

T2 (1— 82)% (4.150)
_(a2+1)27_(a2+1)3 . a2 -1
a (a® — 1)2 0 (a2 — 1)3 (1 a2 + 1) : (4.151)

Konvergente Integrale wurden wie immer direkt vervollstandigt. Fiir T19; benutzen wir
wieder die Relation (4.102)

s arcosh (%) T0/2 sinh 27
Tigg = ————~

(1—32)% —ro2 L+ scosh 2T ’

T0/2 inh 2 627—’—%—}- s%—]_
7 / : jm ;2 In v dr.  (4.152)
(1_82)2 —70/2 S COS T €2T+l— %_1

S S

Das erste Integral verschwindet, da der Integrand ungerade ist. Fiir das verbleibende
Integral ist es zweckmiifiig nun wieder die Variable a einzufithren und z = e?” zu
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substituieren.

2.1 3 1/Z 2 _1q 1
(a;)g/ alz ) {—21na—|—ln{ +aj}} dz (4.153)
2(&2—1) Zo \Z(CE—FZ)(l—I—(IZ)/ 1—1—5

Ri21(2)

T121 =

Die rationale Funktion zerlegen wir wieder in Partialbriiche

1 1 1
R121(Z) = ——+

z zZ+a z+§

(4.154)
und erkennen nach der Integration
o ((Z+a) (HGZ)) ’ (4.155)

az

dass der in In konstante Term in der geschweiften Klammer aus den gleichen Griinden
(z — %) verschwindet wie bei der Berechnung des Beitrages T5; in (4.131). Das somit
letzte Integral kann unter Zuhilfenahme von (4.137) gelost werden, mit dem Ergebnis

a2+ 1) Y% 1+ az
Tio1 = u/ Ri21(2) In [ ]

2(a2 —1)° Jz L+2
a2 +1)° a®+1)° (.
:—ﬁlna-lnzo+ﬁ{Ll2 (1—(12)+1n2a}—|—ﬁ(20)
2 3 2 3
= 2321_33 111@#’0"’82%33{11i2 (1 _a2) +ln2a} +ﬁ(e*m) . (4.156)

Zusammengefasst ergibt sich damit

/Oo L) 4 3@+D@-1) {T11 - le}

o (1+ scosh2r)? 8 a*+4a2+1

3(a*+1)(a®—1)
_ 3 Ty = Tizy + Tioa |
8+ da? +1 {11 121 T 1122

3(a*+1)(a*—1)

8 attdaz+1

(e [ (e D) -

-~

=0

24 1) 2_q 241
_%[(lna—szl)lna i +{Li2(1—a2)+ln2a}
ac — a

1na—|—1} To

+ (1na+ ZZ . 1) ] } +6 (rpe™) (4.157)
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3 (41 (a®+1)°
C 8at+4a®+1 (a2 —1)°

{L12 (1 - a2) + [1 + In (a2 + 1)} Ina

2 _
+[1=In(a®+1) +Ind] Z”i}. (4.158)

Bevor wir die Beitrége nun zusammenfiigen, hier nochmal eine Ubersicht:

T — 3 ((12—1—1)2 (a2+1)2{Li2 (1—@2)+ [1+ln(a2+1)}lna

T 8att4a+1 (a2 — 1)

a?—1
1—In(a®+1)+1 4.159
Pl emd (1150
T — 1(a®2+1)°Ina  (a2+1)°Ina (a2 +1)°In (1 — a?)
76 (a2-1) 4(a? — 1) 2 (a2 —1)°
1 (a®+1)" (72 4 6 Liy (a2)) s (a® + 1) (72 — 6 Lis (a2))
— na
12 (a2 —1)° 24 (a2 — 1)?
2 13 L 2
2(a?2—1)
3 241
T3 =— (2a +1) ln2a—ln(a2—|—1)lna—|— 5 Ina
8 (a2 —1)" (a* + 4a% + 1) a?+1
a—1 a?—1 (a2 +1)° a’+1
In (a? 4+ 1) — — - 4.161
+a2+1 n(a®+1) a2—|—1} 4 (a2 — 1) e 4(a* - 1) ( )
1 (a®+1)°
Ty=——""-—7—1 4.162
! Sattdar+1 (4.162)
1 (2417 | ) ,  3(a®+1) a?—1
T—-—" T2 ), (- 1 T e —
5 S8at+ 4a? + 1 12( a)+na+ (a2_1)2 na a2+ 1
(4.163)
Mit der Definition T (a) =Ty + T + T3 + Ty + T5 folgt schlielich
- (a2+1)° (a2+1)° o' ta’+1 . (1— ) 1 (a2 —1)°
= h(l—a)—-—7F
2(a' +4a2+1) (@2 —1)° | (a2+1)° 4 (a2 +1)°
3(3+1Ina) 3a?—1
X(l—lna)lna+Tlna—Za2+1}
In’a (a> — 1)

[1+lna—2ln(1—a2)}lna— —

+(a2—|—1)3{1 a—1

(@2—1)° |4a®+1
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Beriicksichtigt man auch noch den Vorfaktor

s +2 B 2(a*+4a®+ 1)

arcosh (1) — /1 — s B (a2 41) (Ina — Ziﬁ)

S

in (4.110) und die auf Euler zuriickgehende Identitét

71.2

T Li; (¢*) = In(a®) In(1 — a®) + Li; (1 — a?) , (4.165)

so erhélt man nach einigen Vereinfachungen endlich die gesuchte Grofie

—1 2+1)° [3 5at+2a?+1 21
Z-= i —Lig(l—a2)+—%[1na2—“2 }
(lna— 22;1) (a2 —1)" | 2 4 (a2+1) a?+1
L 2(a* +4a>+1) (a2 41)° In®a  ¢(3) — Lis (a?)
2 (@2 +1)* (Ina — %73) (a® - 1)° 6 2
2 Ii 2
e, ] 100

S

{<<3>mg[<% =l

[arcosh () — V1 — 2] (1 — 32)%

2
arcosh® (l) m* + 6 Lz [(% N SLQ B 1) }
_|_ S

1
5 + 15 arcosh <§> } . (4.167)

Graphisch ist diese Funktion in 4.1 abgebildet. Fiir s — 1 nimmt sie den Wert Z(1) =

—% an. Die Greensfunktion fiir das RAzAvy-Potential lautet in dieser Darstellung

2 1 1
— 0 —ZS [2 arcosh <—> — V1 - 52} + garcosh2 (—) }
S
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Abbildung 4.1: benotigte Konstante Z in der Greensfunktion G'(t,t)

dann

1 1
w (1+ scoshwt) (1 + scoshwt!)

t—t
X wlt' —t) 1 ) + ssinh wt’ (1 +Z Coshwt'> — ssinhwt (1 +Z COShWt)]

G'(t,t) = { 20t —1t)-1] { (s°+2)

(8?2 +2) wt
4

(82 +2) wt’
4

+ (1) { + ssinhwt <1 + Z Coshwtﬂ

+ Ji(t) [ + ssinhwt’ <1 + Z cosh wt’)]

* [Z 2 j2(t) 2 jQ(t/)] arcosh(zl; S_)\;l—iﬁ} (4'168)

mit den beiden oben berechneten Funktionen

1—s wt| _ V1-s?ssinhwt
2 artanh |: 1+s tanh 2 } 1+4s cosh wt

St) = arcosh (1) VI & (4169
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1.5

-10 -5 5 10

Abbildung 4.2: Greensfunktion G’(¢,t) zu gleichen Argumenten mit w = 2
und
s2+2 |1 —s et 1 —sevt
Jo(t) = ———=( - Lis | ———— ) — - Ly | ———=
() 2(1—32)3{4 2<1—\/1—82> 4 2(1+\/1—82>

wt 1 wt e+ 5+ s%_l 3 In2
—|—7arcosh (—) ——1In +-—:

S 4 e‘“t—f—%— siz—l 81— s?
3 5242 :
3 g—i-mswtsmhwt
—In(1 hwt) — . 4.170
+8(1—52) n (14 s coshet) 1+ scoshwt ( )

Wenn man méchte kann man auch noch die Funktionen J; explizit einsetzen und erhélt
nach einigen Vereinfachungen

(2 +2)w(t' — 1)
4

/ N 1 1 /
AUL A w (1+ scoshwt) (1 + s coshwt) { 260 1) - 1] {

+ ssinh wt’ (1 + Z cosh wt') — ssinh wt <1 + Z cosh wt) }
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1 1— t
+ T 2 artanh i tanh “r <1 + s cosh wt)
arcosh (;) — V1 — g2 1+s 2 4

V1 — 52
X ssinhwt — TS[(I + scoshwt)® + (1 + scoshwt) — (s* + 5)}

— | —— ) —Liy | ———— wt arcosh | —
4 \1-V1-s2 \1+vVI-s2 s
3v1 —s2 2
—Tsln(——i—Qcoshwt)]
s

1 1—35s wt! s
+ 2 artanh — tanh — <1 + — cosh wt’)
arcosh(%)—\/l—ﬁ[ ( 1+s 2) 4

1 — s2

x ssinh wt’ —

[(1 + scoshwt')? + (1 + scoshwt') — (s* +5) }

s2+2{L.( —get ) L'( —gevt >+ t’ h(l)]
— g ———— ) —Lip [ ———— wt’ arcosh [ —
4 [P\l v1-s 1+ vI-s? 5
3v1—s2 2
_2vE TS In (— + 2005hwt'> ]

s

(1-s%2 2 } _ (4.171)

Im Plot der Greensfunktion G'(, t) fiir unterschiedliche Parameterwerte s erkennt man,
dass diese asymptotisch gegen eine Konstante (1/2w) geht. Dies bedeutet, dass die zu
berechnenden Integrale divergieren und diese lineare Divergenz spéater vom Ergebnis
abgezogen werden muss. Daher wird in den spéteren Rechnungen zum Korrekturfaktor
ein Cut-Off (£77/2) eingefiihrt werden miissen. Der Ursprung der in 7" linearen Diver-
genz liegt in der Korrektur zum harmonischen Beitrag ez in (2.18). Zur Aufspaltung
tragt diese konstante Hintergrundsenergie daher nicht bei. [4]
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5 Zusammenfassung und Diskussion

Wir rekapitulieren noch einmal die wesentlichen Schritte die zu (3.53) gefiihrt haben
und diskutieren die Ergebnisse.

5.1 Zusammenfassung

Die Ubergangsamplitude (2.3) kann mit Hilfe des Pfadintegrals (2.6) berechnet werden
und wegen (2.16) in Bezug zu den Eigenenergien des RAzAvY-Potentials gestellt wer-
den. Da das Pfadintegral zu diesem Potential allerdings nicht in geschlossener Form
berechnet werden kann, diente die Sattelpunktsmethode als semiklassische Naherung,
bei der die Wirkung im Exponenten des Pfadintegrals um ihr Minimum entwickelt
wurde (2.9) und zu der in (2.20) angegebenen Form fiir das Pfadintegral fithrte. Die
Randbedingungen konnten nun so gewéhlt werden, dass fiir die Variationspfade ein
Verschwinden an den Réndern gefordert wurde. Nun ist das Minimum der Wirkung
aber gerade durch die klassische Losung der Bewegungsgleichung gegeben, die man als
Kink-Losung bezeichnet (sieche Abbildung 2.4). Auf Grund der Zeittranslationsinvari-
anz der Bewegungsgleichung ist das Minimum allerdings gar nicht eindeutig bestimmt.
Hinzu kommt, dass die Ableitung der Kinklosung ein exponentiell abklingendes Ver-
halten besitzt. In dem von uns betrachteten Limes 7" — oo ist 41(¢) daher eine (nicht
normierte) Eigenfunktion, die an den Randern verschwindet und deshalb wegen (2.10)
der zugehorige Eigenwert 0 im Spektrum des Operators liegt.

Um das Pfadintegral zu berechnen, entwickelten wir die Variationspfade nach den
Eigenfunktionen des Operators und transformierten das Integrationsmafl auf die Koef-
fizienten (Dx — Dc). Die verbleibenden Integrale (2.22) gauBscher Natur konnten bis
auf die sogenannte Nullmode ausgefiihrt werden und lieferten ein Produkt von Eigen-
werten, das wir nach Uberlegungen aus der Linearen Algebra mit der Determinante
des Operators identifizierten. Ein Strich kennzeichnete den Umstand, dass wir den Ei-
genwert 0 unberiicksichtigt lassen mussten.

In einem néchsten Schritt transformierten wir die cyg-Integration in eine iiber die Zeit-
translationsvariable. Ferner stellten wir fest, dass das vorldufige Ergebnis (2.35) nur die
fithrende Ordnung der zugrundeliegenden Reihe darstellt. Dies veranlasste uns dazu,
hohere Ordnungen durch sogenannte Multi-Instanton-Beitridge zu berechnen. Grund-
lage dieser Uberlegung war die Annahme, dass innerhalb des groBen Intervalls T' nicht
nur ein einziger Kink Platz hat, sondern auch Losungen konstruiert werden kénnen, bei
denen das Teilchen der Masse m mehrfach zwischen den Werten +a hin- und herlauft.
Eine Beriicksichtigung aller dieser Beitrége ergab schliefllich die Losung (2.18) und fiir

94



die Energieaufspaltung
AFE = 20K e 55l (5.1)

Die verbleibende zu berechnende Grofle R bzw. K beinhaltet die soeben erwihnte
Determinante, fiir deren Berechnung zwei Verfahren vorgestellt wurden: Die Gelfand-
Yaglom-Methode und die direkte Berechnung der Eigenwertprodukte, wobei durch die
Beschrénktheit von V" (zy(t)) das Kontinuum separat beriicksichtigt werden musste.
Ersteres Verfahren musste allerdings zunéchst noch modifiziert werden, um die lastige
Nullmode los zu werden. Nach Coleman-Affleck erhielt man schliellich das einfache
Ergebnis

mw
K== 4, (5.2)

wobei A gegeben war durch Vergleich der abgeleiteten Kink-Losung i (t) mit A e~/
im asymptotischen Limes. Auch wurde mit (3.4) ein Ergebnis des Determinanten-
verhéltnisses angegeben.

Die explizite Berechnung der Eigenwerte gestaltete sich ein wenig schwieriger. Mit
(3.7) hatte man die zu losende Eigenwertgleichung auf eine numerisch handhabbare
Form gebracht. Die Losung (3.14) beinhaltete jedoch die Heun-Funktionen, die in ih-
rer allgemeinen Form keine geschlossene Darstellung besitzen. Leider sind fiir diese
nicht einmal die sogenannten , connection formulae“ bekannt, die eine Lésung um ei-
ne gegebene Singularitéat als Linearkombination zweier Fundamentallésungen um eine
andere Singularitdt ausdriicken. Daher wurde die Wronski-Methode numerisch imple-
mentiert, um sowohl die diskreten Eigenwerte als auch die Phasenverschiebungen zu
bestimmen (siehe Tabelle 3.1-3.4 und Abb. 3.3/3.4). Mit Tab. 3.6 sollte lediglich eine
Gegeniiberstellung beider Herangehensweisen stattfinden. Der Fehler fiir s = m
fallt nur deshalb so grof3 aus, da fiir seine Berechnung noch weitere Naherungen heran-
gezogen wurden. Konkret fanden die Phasenverschiebungen des endlich hohen Poten-
tialtopfes Verwendung, da die Numerik von maple in diesem s-Regime versagte und
fiir solch kleine s-Werte das modifizierte Potential (Abb. 3.5) annéhernd die Gestalt
eines Kastenpotentials hat, insbesondere bei beiden aber auch die gleiche Anzahl an
gebundenen Zusténden auftreten. Dies ist wichtig, da sich die Anzahl der bound-states
in den Phasenverschiebungen bemerkbar machen.

Die Aquivalenz der vielleicht bekannteren WKB-Methode und der Pfadintegral-Me-
thode wurde durch Vergleich von (2.116) mit (3.53) bestétigt.

5.2 Diskussion

Die exakten Energieaufspaltungen Ae in Tabelle 3.7 implizieren ein s — 0 Verhal-
ten proportional zu s”. Ein Vergleich mit (3.53) zeigt daher, dass fiir diesen Grenzfall
die Pfadintegralformel das korrekte Verhalten beschreibt. Insbesondere kann die in [1]
vorhergesagte %—Abhétngigkeit des Korrekturfaktors bestétigt werden. Fiir den ande-
ren Fall s — 1 wurde fiir die Energieaufspaltung ein Verhalten wie n + 3 postuliert,
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Abbildung 5.1: Verhéltnis o,,(s) fiir s > 0 in den Fillen n = 7,21,61, 101

d.h. Ey — Ey nédhert sich dem konstanten Wert n 4 3. Hinsichtlich der Tatsache, dass
fiir s = 1 die Barriere verschwindet, erscheint das Sprechen von einer Aufspaltung
jedoch ein wenig optimistisch. Vielmehr werden sich die Energien mehr oder weniger
dquidistant verteilen. In Anbetracht dessen erscheint die in (2.17) gemachte Néherung,
zwei Terme zu beriicksichtigen, deshalb hinféllig und in der Tat verschwindet in diesem
Fall nach (3.53) die Energieaufspaltung AFE auch. Die dabei erhaltene Grundzustands-
energie Fy ~ % entspricht der des harmonischen Oszillators. Das beobachtete n + 3
Verhalten kann daher nicht bestétigt werden.

Interessant wére es allerdings zu iiberpriifen, wie weit die obige Naherung in den s # 0
Bereich hinausreicht. In Abbildung 5.1 sind fiir den Bereich s > 0 die Fallen = 7, 21,61
und 101 eingezeichnet. Fiir s — 0 hatten wir die Verhéltnisse bereits in Tabelle 3.8
angegeben. Offenbar dehnt sich mit zunehmendem n der Giiltigkeitsbereich immer wei-
ter aus, gefolgt von einem scharfen Peak, um dann fiir s = 1 rasch gegen 0 zu gehen.
Immerhin hat man fiir n = 201 und s = % noch immer nur einen Fehler von ~ 1.79%.
Fir s = % belauft sich die Abweichung bereits auf ~ 3.07%, zu vergleichen mit den
~ 1% im Falle s — 0.

Erwahnenswert ist auch die Beobachtung, dass sich die gendherte Aufspaltung der
Exakten von oben annéhert. Die Ursache liegt darin, dass bei der semiklassischen
Néherung der Exponent bei der Entwicklung nach dem quadratischen Term abgebro-
chen wurde. Dies ist legitim fiir grofie n, fiir kleine n jedoch wird das Integral durch
diese Ndherung vom Wert her iiberschétzt, sofern das Potential fiir x — oo stérker als
harmonisch divergiert, wie man an folgendem einfachen Beispiel sieht. Betrachten wir
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das eindimensionale Integral

[ = / Ao e~ In@) (5.3)

—00

mit der Funktion f,(z) = (n + 1)?(2? + z*). Offenbar divergiert f,(x) stéirker als z*
und miisste damit die Voraussetzungen erfiillen. Die Losung des Integrals lautet

wobei K;(z) die modifizierte Besselfunktion 2. Art ist. Eine Taylorentwicklung der
Funktion f,(z) bis zum quadratischen Term liefert f,(z) & (n+1)%z? und das genéherte
Integral

Iharm ~ ﬁ

n ~ n—_H . (5-5)

Betrachtet man nun die Asymptotik von (5.4)

|
Jokt _ VT _ V4o (—> , (5.6)

n n3

so bemerkt man, dass die fithrende Ordnung gerade (5.5) entspricht. Fiir sehr groe n
ist die Naherung also brauchbar. Ein Blick auf Abbildung 5.2 zeigt aber, dass fiirn — 0
starke Diskrepanzen auftreten. Auch wird deutlich, dass der Wert des Integrals in har-
monischer Naherung {iberschétzt wird. Anschaulich folgt dies aus der Uberlegung, dass
fiir sehr grofle n der Exponent bereits fiir kleine x - noch bevor sich der anharmonische
Term bermerkbar macht - so grofl geworden ist, dass der Integrand stark unterdriickt
ist und im z*-dominanten Bereich nur noch exponentiell kleine Abweichungen her-
vorgerufen werden. Dies trifft auch auf alle anderen Funktionen zu, die asymptotisch
stiarker als 22 divergieren.

Um nun das Konvergenzverhalten von o,, genauer zu analysieren, wurde in Origin [14]
eine Funktion an eine Reihe von Werten mit n > 51 gefittet. Die Wahl fiel auf -, wobei
auch kompliziertere Fitfunktionen ausprobiert wurden. Eine Verbesserung gegeniiber
dieser einfachen Wahl ergab sich jedoch nicht. o, verhélt sich somit vermutlich wie

t o a
0n~1+ﬁ (57)

mit den Parametern a = 2.152+0.003 und b = 1.006 £ 0.004, die nach der least square
method bzw. minimal x*> method bestimmt wurden. x? ist gegeben durch

X2 = Zgn (o0 — 02)2 (5.8)

mit einem Gewichtungsfaktor g,. Der Plot der numerisch berechneten Werte o,, und
der theoretischen Vorhersage o, ist in 5.3 zu sehen. Obwohl der Wert b = 1 nicht im
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Abbildung 5.2: 12kt und /1™ haben das gleiche asymptotische Verhalten. Fiir kleine
n bricht die Ndherung jedoch zusammen.
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20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
n

Abbildung 5.3: least square Fit o an die numerisch berechneten Werte o,
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Rahmen des Fehlers liegt, ist es doch sehr wahrscheinlich, dass dies der exakte Wert
ist, denn der Wert 1.006 liegt fiir verhéltnisméfBig kleine n schon sehr nahe an 1. Fiir
eine genauere Analyse miisste das Verhalten fiir weit grolere n bekannt sein. Leider
betrug die Rechenzeit fiir den Fall n = 201 schon knapp 2 Tage, so dass auf groflere
n verzichtet werden musste. Anhand der hier gemachten Bemerkungen erscheint es
zumindest plausibel, die bereits erwihnte asymptotische Aquivalenz der Pfadintegral-
methode gegeniiber dem exakten Ergebnis zu prognostizieren.

Um dies schliellich fiir den Fall s — 0 zu zeigen, bemerken wir, dass die Koeffizienten
der Entwicklung von Ae, in Tabelle 3.7 durch ein wenig Nachdenken logisch fortgesetzt
werden konnen. Zwar ist dies kein strenger Beweis, da man unendlich viele Folgen fin-
den kann, die endliche viele Testwerte korrekt wiedergeben. Aber die Einfachheit der
Folge und der Faktor n+1, der im RAzAvVY-Potential auftaucht in Zusammenhang mit
der korrekten Wiedergabe fiir grofle n - die bei der Aufstellung des Bildunggesetzes
nicht beriicksichtigt wurden - lassen darauf schlieffen, dass es sich in der Tat um die
richtige Folge handelt. Auf diese Weise erhélt man dann

8n? (n+ 1)"

exak n n+2
A<kt — Sl s"+ 0 (s") (5.9)
und damit
8n? (n+ 1)"
on(s) = Totinls (5.10)
Als néchstes betrachten wir das Verhéltnis
n+1 1 % |
5, = fin(s) _ e (nt 1)z 0l (5.11)
on(s)  V2mn2(n+1)n
und benutzen an dieser Stelle die wohlbekannte Stirlingsche Formel [15]
ny\" 1
~ Vomn (2) exp o 5.12
n an |~ ) exp o ( )
womit sich (5.11) zu
e 1+ 1?2 1
On = 77— 7\n — exp —
(1 + %) n PTon
25 313 1
=1+ — O\ — 5.13
+ 12n + 288n?2 + (n3> (5.13)

vereinfacht. Der Wert % = 2.083 ist zu vergleichen mit a = 2.152 & 0.003, der iiber
den Fit ermittelt wurde.

Insbesondere haben wir daher mit (3.53) eine Losung fiir die Grundzustandsenergieauf-
spaltung des RAzAvy-Potentials gefunden, die fiir hinreichend grofie n einen nahezu
exakten Ausdruck darstellt.
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5.3 Ausblick

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit galt der Berechnung der Energieaufspaltung in
semiklassischer Néherung. Mit Kapitel 4 haben wir aber das notige Werkzeug be-
reitgestellt, um prinzipiell die Korrekturen néchst hoherer Ordnung, d.h. den Korrek-
turfaktor in Gleichung (4.41), anzugehen. Anhand der Komplexitét der auftretenden
Greensfunktion erscheint dies allerdings, wenn denn eine analytische Losung iiberhaupt
in Frage kommt, mit durchaus viel Arbeit verbunden zu sein und die eigentliche Berech-
nung der Integrale wiirde vom Umfang her wohl einer eigenen Arbeit entsprechen. Als
Vorgeschmack zeigt dies bereits die Rechnung zur Konstanten Z. Die Integrale %1, .7,
und .#3 sind jedoch noch von ganz anderem , Kaliber®“. Hier trifft man statt den bereits
begegneten Integralen [ Ji yoiyoe dt und [ Joyd, dt auf z.B. [V& (zy) T2 y2 43, dt
oder [VW (zy) J2yd dt, und mit Blick auf (4.170) wird einem das Ausmaf klar.
Ist allerdings eine analytische Losung nicht moglich, so verbleiben zum eigentlichen
Zweck, die Giite der Pfadintegralndherung am RAzAvVY-Potential zu testen, nur noch
numerische Methoden. Die Arbeit dessen hélt sich dann vermutlich in Grenzen, da die
bereits angegebene Losung zu G'(t,t') dann einfach in den Computer eingegeben wer-
den kann, der zu festem s die Integrale .#; in der Variable 7 = %t 16st und tabellarisch
den Korrekturfaktor gegen s auflistet.
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