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Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit sind Grenzflichen in einer Klasse von zweikomponentigen Syste-
men. Dazu zdhlen z.B. Systeme aus zwei Fluiden oder solche aus Ising-Elementarmagneten
mit zwei diskreten Spinzustinden.

Zur Veranschaulichung denke man dabei konkret an ein Gemisch von Cyclohexan (CgHj2)
und Anilin (C¢H5NHy), wie es 1953 von Atack und Rice (JARS3], [ARA4]) untersucht wurde.
Oberhalb einer kritischen Temperatur von T¢ = 30.9°C bilden die beiden Fluide ein ho-
mogenes Gemisch. Bei tieferen Temperaturen entmischen die Komponenten und bilden zwei
getrennte Phasen aus. Ndhert man sich dem kritischen Punkt von tiefen Temperaturen her,
so beobachtet man zudem in unmittelbarer Ndhe von T die 1869 von Andrews entdeckte
kritische Opaleszenz: Langreichweitige Fluktuationen lassen das gesamte Gemisch milchig
bis undurchsichtig erscheinen (JAn69]). Dieser Phaseniibergang ist in Abb. [ schematisch
dargestellt.

Dem menschlichen Auge stellt sich die Grenzfliche zwischen der Phase reinen Anilins und der
reinen Cyclohexans als scharf lokalisierte zweidimensionale Membran dar, wie in Abb. [ (a)
angedeutet. Genauer betrachtet handelt es sich bei der Grenzfliche aber um einen Bereich, in
dem sich die Dichtedifferenz beider Komponenten in einer Richtung senkrecht zur Grenzfliche
stetig verdndert. Abb. B zeigt qualitativ, wie der Begriff ,Grenzfliche* in diesem Sinne zu
verstehen ist.

Von besonderem Interesse ist dabei die Abhéngigkeit der Dicke der auftretenden Grenzfliche
von den Systemparametern. Betrachtet man ein System, welches in zur Grenzfliche senk-
rechter Richtung unendlich weit ausgedehnt und in den beiden anderen Raumrichtungen auf

Cyclohexan

) homogenes
Grenzflache Gemisch
Anilin
Ty <T¢c T~ 1o T>1Tc

(a) (b) (c)

Abb. 1: Phaseniibergang eines Cyclohexan-Anilin-Gemisches. (a) Unterhalb von T¢ sind die
Komponenten durch einen Grenzflichenbereich getrennt. (b) In unmittelbarer Nihe
von T zeigt das System kritische Opaleszenz. (¢) Oberhalb von T¢ bilden beide
Komponenten ein homogenes Gemisch.
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Abb. 2: Skizze eines Systems mit Grenzfliche. Der augenscheinlichen Trennung in zwei Be-
reiche durch eine scharf lokalisierte Grenzfliche entspricht bei genauer Betrachtung
ein stetiger Verlauf des Ordnungsparameters ¢. Fiir ein bindres Fluidsystem ent-
spricht ¢ der Dichtedifferenz beider Komponenten.

ein Quadrat der Seitenlinge L begrenzt ist, so ist bekannt, dass sich die Grenzfliche auf-
grund von Kapillarwellen logarithmisch mit wachsender Systemgrofe L verbreitert ([BLSG5],
[RW02]). Dieses Phénomen wird als Rauhigkeit bzw. Roughening der Oberfliche bezeichnet.
Im Vergleich zur groffen Wellenléinge der verursachenden Fluktuationen ist die Dicke der
Grenzfliche sehr gering, weshalb zur Beschreibung von Kapillarwellen meist Modelle zum
Einsatz kommen, die eine Grenzflache als scharf lokalisierte Membran, dhnlich einem Trom-
melfell (,drum-head”), beschreiben ([Mal3]). Eine weit verbreitete Moglichkeit, dies mit der
Idee eines stetigen Verlaufs des Ordnungsparameterfeldes zu kombinieren, beruht auf der
Annahme, es bestehe keinerlei Wechselwirkung zwischen dem intrinsischen, also von der
Systemgrofse unabhingigen, Grenzflichenprofil und den Kapillarwellen-Fluktuationen. Die
tatséichliche Grenzfliche stellt man sich in diesem Rahmen als eine Faltung der Membran
mit dem intrinsischen Profil vor. Auch wenn durch solche Kunstgriffe eine gute N#herung
moglich wird, ist damit noch keine befriedigende Theorie des Roughening-Ph&nomens er-
reicht, insbesondere, da die Trennung in ein intrinsisches Profil und ein Kapillarwellenprofil
immer mit einer gewissen Willkiir verbunden ist.

Die statistische Feldtheorie, die den Rahmen dieser Arbeit bildet, beriicksichtigt Fluktuatio-
nen auf allen Grofenordnungen eines zugrundeliegenden physikalischen Systems. Prinzipiell
sollte sich das Roughening also direkt aus der Theorie begriinden lassen, ohne es dem System
ad hoc durch heuristische Argumente aufzuprigen. Zu zeigen, dass diese Herleitung aus First
Principles tatséchlich moglich ist, stellt die zentrale Zielsetzung der vorliegenden Arbeit dar.

Die Tatsache, dass sich, wie eingangs bemerkt, eine ganze Klasse verschiedenartiger Sys-
teme im Rahmen eines einzigen Modells beschreiben ldsst, beruht auf dem Gedanken der
Universalitdt. Dieses Konzept aus der Theorie der kritischen Phidnomene ist ein immer wie-
derkehrendes Motiv der modernen Physik.

Den Grundstein dieser Theorie legte Landau 1937, als er den Zusammenhang zwischen Pha-



seniibergédngen zweiter Art und Symmetrieinderungen des betrachteten Systems erkannte.
Von grofer Bedeutung in der nach ihm benannten Landau-Theorie ist das Konzept des Ord-
nungsparameters ¢, einer physikalischen Grofse, die als Mafs fiir die Symmetriednderung wih-
rend des Phaseniiberganges dient. Fiir ein magnetisches System, zum Beispiel, {ibernimmt
die Magnetisierung die Rolle des Ordnungsparameters. In binédren Fluidsystemen, wie dem zu
Anfang besprochenen Cyclohexan-Anilin-Gemisch, verwendet man stattdessen die Dichtedif-
ferenz der beiden Komponenten abziiglich der kritischen Dichtedifferenz pc des homogenen
Gemisches am kritischen Punkt, also ¢ = Ap—Apc. Mit Erreichen der kritischen Temperatur
Tc des Phaseniiberganges geht der Ordnungsparameter dementsprechend gegen Null.

Je grofer der Betrag des Ordnungsparameters, desto weiter ist das System vom Zustand der
Phase hoherer Symmetrie entfernt. Diesen Zusammenhang zwischen Symmetrie und Ord-
nungsparameter kann man sich sehr gut am Beispiel der Dichtedifferenz veranschaulichen:
Oberhalb von T¢ liegt ein homogenes Gemisch vor, d.h. die Umgebung eines jeden Punktes
in der Fliissigkeit sieht - zumindest fern der Gefiffwinde - gleich aus. Mit anderen Worten:
Es herrscht Translationsinvarianz bzw. -symmetrie. An jedem Punkt in der Fliissigkeit ist
die Dichtedifferenz genau gleich, so dass der Ordnungsparameter verschwindet. Unterhalb
von T¢ hingegen entmischen die Fliissigkeiten und damit geht die Symmetrie verloren. Die
Umgebung eines Punktes im Bereich des reinen Anilins unterscheidet sich nun deutlich von
der eines Punktes im Bereich des reinen Cyclohexans. Dies spiegelt sich in der Grofe des
Ordnungsparameters wieder. Abgesehen von der unmittelbaren Umgebung der Grenzfliche
zwischen den beiden Bereichen ist die Dichtedifferenz im gesamten System ungleich Null.

Landaus Hypothese, welche letztlich die Grundlage des Universalitidtsgedanken darstellt, be-
sagt nun, dass die Form der thermodynamischen Potenziale in der Ndhe des kritischen Punk-
tes allein durch deren Analytizitdt - die Landau voraussetzt - und einfache Symmetrieargu-
mente bestimmt wird. Aufgrund der Analytizitdt némlich lassen sich besagte Potenziale in
Potenzreihen des Ordnungsparameters entwickeln. Zudem lassen sich, da das Potenzial insge-
samt alle Symmetrien des zugrundeliegenden Systems besitzt, Aussagen zu einzelnen Termen
der Reihenentwicklung machen. Das Ising-Modell z.B. ist symmetrisch unter Vertauschung
¢ — —¢, d.h. einer gleichzeitigen Umkehrung der Spins aller Elementarmagnete des Systems.
Eine solche Symmetrie kann nur dann realisiert sein, wenn alle ungeraden Potenzen von ¢
in der Reihenentwicklung verschwinden. Zusammengenommen heifit das, dass sich Systeme
ginzlich verschiedener mikroskopischer Zusammensetzung in der Ndhe der kritischen Tem-
peratur durch ein und dasselbe Potenzial beschreiben lassen, sofern sie in Dimensionalitét,
Zahl der Spinfreiheitsgrade des Ordnungsparameters und ihrer Symmetrie iibereinstimmen.
Systeme, fiir die eine solche Ubereinstimmung vorliegt, bilden zusammen eine Universalitits-
klasse.

Der Giiltigkeitsbereich der Landau-Theorie beschrinkt sich allerdings auf einen Tempera-
turbereich in dem der Ordnungsparameter klein und seine Fluktuationen vernachléssigbar
sind. In unmittelbarer Ndhe des kritischen Punktes, in der sogenannten Fluktuationsumge-
bung ([LL8T|, § 146) dominieren jedoch thermische Schwankungen das kritische Verhalten
des Systems und miissen in einer erweiterten Theorie beriicksichtigt werden. Dies leistet,
fiir das in dieser Arbeit betrachtete Problem, das Landau-Ginzburg-Modell, eine statistische
Feldtheorie des lokalen Ordnungsparameterfeldes, die der ¢*-Quantenfeldtheorie in euklidi-
scher Raumzeit formal fquivalent ist. Diese Aquivalenz erlaubt es, den gesamten Apparat
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der euklidischen Quantenfeldtheorie auf die vorliegende thermodynamische Problemstellung
anzuwenden. Damit gelingt ein Briickenschlag zwischen Bereichen der theoretischen Physik,
die auf den ersten Blick wenig wesensverwandt erscheinen. Es erschliefft sich dabei ein er-
staunlich groker Uberlapp zwischen der Theorie subatomarer Teilchen und der Beschreibung
kritischer Ph&nomene.

In Rahmen der statistischen Feldtheorie sind Systeme mit Grenzflichen ausfiihrlich unter-
sucht worden (siehe z.B. [Ja84]). Die in Abb. Bl gezeigte Ortsabhéngigkeit des Ordnungspara-
meterfeldes entspricht einem nichttrivialen Vakuum in der euklidischen Quantenfeldtheorie,
wie es in der Theorie der Instantonen vorkommt ([Ra82]). Es verwundert deshalb nicht, dass
grofe Fortschritte auf dem Gebiet der statistischen Grenzflichenphysik in den siebziger und
frithen achtziger Jahren gemacht wurden, also zu einer Zeit, in der auch die Instantontheorie
weitgehend ausgearbeitet wurde.

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf dem Grenzflichenprofil, also dem Verlauf des
mittleren Ordnungsparameterfeldes ¢(x) = (#(x)) und seiner Abhiingigkeit von der System-
grofe L. Ausgangspunkt der Untersuchung des Profiles ist die auch als Landau-Approzimation
bekannte Mean-Field-Theorie, bei der thermische Fluktuationen vernachldssigt werden, al-
so praktisch eine Grenzfliche bei T' = 0K betrachtet wird. Zu dem so erhaltenen Profil
werden dann mit Mitteln der statistischen Feldtheorie in einer Entwicklung nach Potenzen
von 37! = kpT Korrekturterme berechnet, was in der Quantenfeldtheorie einer Entwicklung
nach Potenzen des Planck’schen Wirkungsquantums A, also einer Loop-Entwicklung um den
klassischen Grenzfall & = 0 entspricht.

Dazu wird mittels der Gibbs’schen Freien Energie I', die der effektiven Wirkung der Quan-
tenfeldtheorie entspricht, eine Differenzialgleichung fiir das Grenzflichenprofil hergeleitet. T’
ist nur im Rahmen einer Stérungsrechnung zuginglich, die hier bis zur 1-Loop-Ordnung
durchgefiihrt wird.

Es folgt nun ein Uberblick iiber die Gliederung der vorliegenden Arbeit. Im ersten Kapitel
wird der effektive Hamilton-Operator der betrachteten Systemklasse vorgestellt und ein kur-
zer Uberblick iiber die Theorie der Phaseniiberiinge zweiter Art gegeben. Zum Abschluss des
Kapitels werden die Funktionalmethoden der statistischen Feldtheorie bereitgestellt, welche
die Grundlage fiir die folgenden Rechnungen bilden.

Kapitel 2 dient einer kurzen Beschreibung der Theorie der Kapillarwellen. Hier werden gén-
gige Modelle vorgestellt, mit denen die Rauhigkeit von Grenzflichen theoretisch beschrieben
wird.

Nachdem in diesen beiden Kapiteln die theoretischen Grundlagen zusammengefasst wurden,
wird in Kapitel 3 das zu untersuchende System vorgestellt.

Inhalt des vierten Kapitels ist die stérungstheoretische Herleitung einer Feldgleichung fiir das
Grenzflachenprofil, die dann in Kapitel 5 gelost wird.

Das berechnete Profil wird dann im sechsten Kapitel diskutiert, wobei insbesondere die lo-
garithmische Abhéngigkeit der Grenzflichenbreite von der Systemgrife dargestellt und der
Giiltigkeitsbereich der gewédhlten 1-Loop-Approximation abgeschétzt wird. Ein Vergleich mei-
ner Ergebnisse mit Resulaten anderer Arbeiten bildet den Abschluss des Kapitels.



1 Statistische Feldtheorie kritischer
Phanomene

Das in diesem Kapitel vorgestellte Landau-Ginzburg-Modell bildet die Grundlage fiir alle
weiteren Berechnungen in dieser Arbeit. Einen Uberblick iiber das Thema findet man in den

gingigen Biichern iiber statistische Feldtheorie, z. B. in [KSOT]], [LB91], [Z.J02] und [Pa8S].

Fiir den hier verwendeten feldtheoretischen Zugang betrachte ich den Ordnungsparameter
¢(x) als kontinuierliches Skalarfeld im D-dimensionalen Raum, wobei ich mich letzten Endes
fiir den Fall D = 3 interessiere. Auch Systeme aus diskreten Elementen, wie z.B. das drei-
dimensionale Ising-Modell, lassen sich auf diesem Wege beschreiben, wobei ¢(x) dann die
mittlere Magnetisierung am Punkte x angibt:

Z S; exp —M . (1.1)
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Dabei ist ¢ der Radius des der Mittelung zu Grunde liegenden Volumens V, s um z, iiber
dessen Elementarspins S; summiert und gemittelt wird. Dieser muss einerseits grof genug
sein um die Stetigkeit von ¢ zu gewéhrleisten, darf aber andererseits die Korrelationslinge
nicht tiberschreiten. In Abbildung Bl wird die Idee eines Grenzflichenprofils ¢(z) im Rahmen
des Ising-Modells veranschaulicht.
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Abb. 3: Grenzfliche eines zweidimensionalen Ising-Systems. Der Ordnungsparameter ¢ gibt
die gemittelte Magnetisierung als Funktion von z an.
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Im Falle binérer Fluidsysteme fungiert die Dichtedifferenz der beiden Komponenten als lokaler
Ordnungsparameter:

¢(x) = palz) — pa(z) — Apc.
Dabei bezeichnet p;(x) die lokale Dichte der Komponente i. Die Subtraktion der kritischen
Dichtedifferenz Apg, die am kritischen Punkt in der gesamten Fliissigkeit vorliegt, macht
¢(x) zu einem Mafk fiir die Abweichung von der Phase héherer Symmetrie, also zu einem
verniinftigen Ordnungsparameter.

Als Erweiterung der Theorie auf die Fluktuationsumgebung wurde das Landau-Ginzburg-
Modell entwickelt. Dabei handelt es sich um eine statistische Feldtheorie, bei der das Zu-
standsfunktionalintegral um ein Extremum in Potenzen des inversen Boltzmann-Parameters
B~ = kpT entwickelt werden kann. Formal ist dies der semiklassischen Methode in der Quan-
tenfeldtheorie dquivalent, wobei dort das Funktionalintegral nach Potenzen des Planck’schen
Wirkungsquantums A entwickelt wird. Genau wie in diesem Fall, von einem rein klassischen
System bei i = 0 ausgehend, Quantenfluktuationen beriicksichtigt werden, flieffen in die
statistische Feldtheorie thermische Fluktuationen in Form von O(37!)-Termen einer Ent-
wicklung um 7' = 0K ein. Im folgenden Abschnitt wird die Hamiltondichte des Landau-
Ginzburg-Modells vorgestellt und gezeigt, wie in diesem theoretischen Rahmen ein Phasen-
iibergang beschrieben werden kann. Zum Abschluss dieses Kapitels werden dann in Abschnitt
die wichtigsten Methoden der statistischen Feldtheorie vorgestellt.

1.1 Das Landau-Ginzburg-Modell

1.1.1 Die Hamiltondichte des Landau-Ginzburg-Modells

Den Ausgangspunkt bildet eine kanonische Verteilungsfunktion iiber dem Konfigurations-
raum des betrachteten Systems. Eine Konfiguration C wird dabei jeweils durch ein stetiges
Feld ¢(x) eines Punktes x im D-dimensionalen Raum beschrieben. Das statistische Gewicht
einer Konfiguration lautet dann

H(C) = Hlo) = [ (6()

mit der Hamiltondichte Z. Die Zustandssumme lésst sich nun durch ein Funktionalintegral
ausdriicken:

7 = / Do~ BldPn H(6@). (12)
Die Hamiltondichte . im Landau-Ginzburg-Modell ist definiert als
1 p 90
HG) = 5V + 17 + B, (13)
Das Landau-Ginzburg-Modell beschreibt ein System nur in der Nihe des kritischen Punktes
T = T¢ korrekt. Daher lésst sich der Faktor 8 = 1/kpT ~ 1/kpTc als konstant betrachten

und wird in der Literatur hdufig gleich eins gesetzt, ganz &hnlich der Konvention A = 1 in
der Quantenfeldtheorie.



1.1 Das Landau-Ginzburg-Modell

Abb. 4: Das temperaturabhingige Potenzial in Umgebung des Phaseniiberganges.

1.1.2 Landau-Approximation und Phaseniibergang

Vernachldssigt man statistische Fluktuationen und betrachtet nur dasjenige Feld ¢g(z), wel-
ches den Hamiltonian minimal werden ldsst, dann betrachtet man das System in der soge-
nannten Landau-Approximation, die auch als Mean-Field-Naherung bezeichnet wird. In dieser
Niherung entspricht das Feld ¢(z) an allen Punkten seinem Gleichgewichtswert.

Das Minimum des Hamiltonian entspricht dem Minimum des Potenzials

2
Ue) = 50*+ 56"

da jedes nichtkonstante Feld zu einem positiven kinetischen Beitrag (V¢)? fiihrt.

Betrachtet man nun p? als Kontrollparameter, der monoton mit der Temperatur wichst und
bei einer kritischen Temperatur 7' = T¢ einen Nulldurchgang hat, so weist das durch U(¢)
beschriebene System einen Phaseniibergang zweiter Ordnung auf.

Die Situation ist in Abb. B schematisch dargestellt. Fiir ein g? > 0 erhilt man nur ein
Minimum in ¢o = 0. Fiir ein 2 < 0 schreibt man p? — —m2/2 und erhilt ein Maximum in
¢o = 0 sowie zwei entartete Minima in

2
3mg

gbo::l:Uo::l: —_— .
9o

In der Phase mit p? < 0 liegt der klassische Gleichgewichtszustand in einem der beiden
Minima von U(¢). Beziiglich dieses Zustandes handelt es sich bei der Spiegelsymmetrie an
der Ordinate um eine versteckte oder gebrochene Symmetrie (siehe z.B. [Co85], Kapitel 5).
Diese Phase bezeichne ich deshalb im Folgenden kurz als ,gebrochene Phase“ im Gegensatz
zur ,symmetrischen Phase mit p? > 0.



1 Statistische Feldtheorie kritischer Phidnomene

Zweckmaifigerweise normiert man das Potenzial, so dass U(+vg) = 0:
m3 90 3mi
U(p) = ——2¢% + =t 4+ =2,
@) =7+ 0% T35
Damit gilt dann auch
H(+twv) :/de U(twvo) = 0.

Die Hohe der Potenzialbarriere zwischen den beiden entarteten Minima, also

_3mg _ gov (1.4)

héngt von der Kopplungsstirke go und der Masse bzw. inversen Mean-Field-Korrelationsldange

mo ab.

1.2 Funktionalmethoden der SFT

In diesem Abschnitt wird das Handwerkzeug fiir die folgenden Rechnungen vorgestellt. Eine
ausfiihrliche Darstellung der Funktionalmethoden der Quantenfeldtheorie findet man in allen
gingigen Lehrbiichern wie [Br92), [PS95] und [Ry96]. Die enge Beziehung zwischen Quanten-
und statistischer Feldtheorie wird z.B. in [LB91] erlautert.

1.2.1 Erzeugende Funktionale

Durch Addition eines Quellterms J(z)¢(x) zur Hamiltondichte im Zustandsfunktionalintegral
erhélt man das normierte erzeugende Funktional der Korrelationsfunktionen:

1
21 = [76 e {—6 P (- J<m>¢<x>]} (15)
0
Normiert ist Z[J] iiber die Zustandssumme im Falle J = 0, also
Zo = /_% exp {—ﬁ dDa:jf} .

Die n-Punkt Korrelationsfunktionen erhélt man durch n-malige Funktionalableitung von Z[J]
nach der duferen Quelle J(x), wobei man nach erfolgter Ableitung nur den Fall J(z) = 0

betrachtet:
(or)--o(e)) =57 (705 ) (7007 ) 211

Die Zustandssumme ([CH)) lasst sich auch als Reihe darstellen:

(1.6)

J=0

Z[J) = {exp 8 [ dPx T (z)p())

-y %/del o dPa T(21) - T (@) (B(T1) - - Sn)).
n=0



1.2 Funktionalmethoden der SF'T

Ein weiteres erzeugendes Funktional definiert man iiber die Beziehung

BWIJ] =In(Z[J)). (1.7)

Es gilt

SPWJ] B

SI@8Iw) |, Bl{o(x)¢(y)) — (#(x)) (o (y))]
=:fKa(z,y)
und allgemeiner
(5"W[J] _ agn—1

5J(w0) 0T (o) | B K (@1, ), (1.8)

wobei K (z1,...,%,) die Kumulante n-ten Grades bezeichnet. Einen Beweis fiir den allge-

meinen Fall (LX) findet man in [Z102], Kapitel 7.4.1. W[J] ist also das erzeugende Funktional
der verbundenen Korrelationsfunktionen oder Kumulanten.

Fiir den Rest dieses Kapitels setze ich den Faktor § = 1. Von dieser Konvention werde ich
auch spiter nur abweichen, wenn, wie z. B. in Kapitel Hl, die Systematik der Stérungsrechnung
verdeutlicht werden soll.

Zum Schluss dieses Abschnittes sei noch darauf hingewiesen, dass die erzeugenden Funktio-
nale Z[J] und W[J] formale Analoga in der Euklidischen Quantenfeldtheorie besitzen. Diese
sind wie folgt definiert:

ZalJ] = %O /_% exp {—SE +/da: J(x)gb(x)}

0" Zg[J]

= (§(o1) - Bln) = 5

)

J=0
WglJ] = In Zg[J]
= (o(x1) ... d(xn))c = 5¢(;;;WEE;2($ )

Die statistischen Momente entsprechen dort also den n-Punkt-Greensfunktionen

Gn(z1,...,20) = (d(1) ... O(zp))

und die Kumulanten sind die statistischen Analoga der verbundenen Korrelatoren

Ge(xy,. .oy xpn) = (P(x1) ... ¢(xn))C-

Aufgrund dieser formalen Ahnlichkeit werden die Worte ,Kumulante®, ,2-Punkt Greensfunk-
tion“ und ,Propagator® hiufig synonym verwendet. Eine Ubersicht iiber die formalen Identi-
tdten findet sich in Tabelle [



1 Statistische Feldtheorie kritischer Phidnomene

Tab. 1: Formale Identitdt zwischen statistischer Feldtheorie und euklidischer Quantenfeld-

theorie
QFT SFT
Skalarfeld ¢(z) | Lok. Ordnungsparameter, o(x)
Spin-Variable
Lagrangean Z%(¢) | Hamiltondichte H(p)
Euklidische Wirkung Sgl¢] | Hamiltonian H[¢]
Selo) = [ 2(6() H(o] = [P 7(6()
Planck’sches ~ Wirkungsquan- h Temperatur g1
tum
Erzeugendes Funktional der  Z[J] | Erzeugendes Funktional der Z[J]
Korrelatoren Momente
Erzeugendes Funktional der WJJ] | Helmholtzsche Freie Energie, W]J]
verbundenen Korrelatoren erzeugendes Funktional der Ku-
mulanten
Effektive Wirkung I[¢c] | Gibbs’sche Freie Energie I[oc]
inverse Masse m~! | Korrelationslinge &
Lagrangesche Formulierung in Hamiltonsche Formulierung in
d Dimensionen d + 1 Dimensionen
Klassischer Grenzfall Landau-Néherung
Quantenfluktuationen Thermische Fluktuationen

1.2.2 Die effektive Wirkung oder Gibbs’sche freie Energie T'

In diesem Abschnitt soll der zentrale Begriff der effektiven Wirkung eingefiihrt und seine
physikalische Bedeutung erldutert werden. Zunéchst fithrt man das sogenannte ,klassische
Feldfl ¢c(x) ein, welches iiber die Beziehung

SWJ]
definiert ist. ¢c(x) ist also selbst ein Funktional von J mit der Eigenschaft
Spc(x) _ SPWLJ]
= = Ko(z,y).
5w 8l Y
Fiir den Vakuumerwartungswert (VEW) ¢ gilt damit
3(z) = (9(x)) = Iim go(). (1.10)

!Die Bezeichnung ,klassisches Feld ist irrefiihrend, da ¢c(z) Quanten- bzw. statistische Fluktuationen
enthilt. Dennoch hat sie sich in der Literatur durchgesetzt ([PS95],[Ry96]).

10



1.2 Funktionalmethoden der SF'T

¢c(x) ist ein gewichtetes Mittel iiber alle Fluktuationen von ¢(x) und entspricht damit
der Magnetisierung M im magnetischen System, die ein Mittel {iber das Spinfeld ist. W[J]
entspricht in diesem Bild - bis auf das Vorzeichen - der Helmholtzschen freien Energie F(H)
mit M = —g—g, wobei H das externe Magnetfeld ist. Via Legendre-Transformation gelangt
man von ihr zur Gibbs’schen freien Energie G(M):

dF(H) = g—f[dﬂ = —MdH = —d(MH) + HdM

= d(F + MH) = HIM
N——
dG (M)

Die analoge Legendre-Transformation des Funktionals W[J] liefert die effektive Wirkung
Llocl:

SWJ] = /de (j;ZV(E;])] 6J(z) = /de po(x)8J ()

= [aPs5(60(@) @) - [P I@)50c()
(W] —/de b0 (@) (x)) = —/de J(2)060(x). (1.11)

6L [pc]

Im Folgenden soll die physikalische Bedeutung der effektiven Wirkung I'[¢c] herausgestellt
werden. Aus Gl. (LI folgt

6L [pc]
doc(zx)

Die Abwesenheit duferer Quellen entspricht damit laut (CI0) dem Fall ¢c = ¢. An dieser
Stelle gilt

= —J(x). (1.12)

6l [pc]
doc(z)

=0. (1.13)

pc=¢

Diese Gleichung versteht sich als Analogon der klassischen Euler-Lagrange-Gleichung

$=0¢real

wobei ¢eq fiir das realisierte Feld steht, und liefert so eine Feldgleichung fiir den VEW ().
Aquivalent dazu lisst sich (ICT3) als Extremalbedingung an das thermodynamische Potenzial
I, also an die Gibbs’sche freie Energie, lesen. Diese ist bekanntlich im Gleichgewicht extremal.
Fiir die vorliegende Arbeit ist diese Beziehung von zentraler Bedeutung, da die Feldgleichung
fiir das Grenzflichenprofil spiter auf diesem Wege hergeleitet wird.
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1 Statistische Feldtheorie kritischer Phidnomene

4 A

1PI 1PR

Abb. 5: Der linke Graph ist 1PI. Im Gegensatz dazu kann man den rechten Graphen splitten,
indem man die mittlere Linie entfernt. Deshalb ist er one particle reducible (1PR).

Wegen Gl. ([CII) gilt

_ 0 dT[ec]
0T =) =570 S (a)

:/dDw Spc(w)  0°T¢c]
6J(y) dpc(w)dpe(z)

e PW_ 8Tled
57 (4)6.(w) b (w)ddc ()

(W 6T
-~ \6J8J ), \6cO0C ) by
Die letzte Zeile der Umformung versteht sich als symbolische Matrixmultiplikation. Es gilt
also .
2 2F -
OWN__ (T (1.14)
6JoJ dpcopc

Wie bereits (siehe Gl. (L)) erwidhnt wurde, ist W[J] das erzeugende Funktional der verbun-
denen Greensfunktionen bzw. der Kumulanten. Insbesondere gilt

¢ (w) 6. (x)

‘ Kettenregel: 6J(za:)

' o)

62W[J] B
m = Kg(w,y),
womit wegen Gl. ([CT4)
M — _Kfl(x Y) (1.15)
doc(x)dpc(y) 2 '

folgt. Die zweite Funktionalableitung der effektiven Wirkung I" nach dem klassischen Feld
¢c entspricht also der inversen Kumlante.

Fiir die hoheren Ableitungen ldsst sich allgemein beweisen, dass I'[¢c] das erzeugende Funk-
tional der n-Punkt 1PI (one particle irreducible) Korrelatoren darstellt (JAL64]). Damit sind
diejenigen n-Punkt-Graphen gemeint, die sich nicht durch Entfernen einer Linie in zwei Gra-
phen aufsplitten lassen, die beide mit duferen Linien verbunden sind (siehe Abb. Hl). Es gilt

also
§"I[oc]
dpc(z1) ... d¢c(zn)

= <¢(961) . --<75(96n)>1P1-
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2 Kapillarwellen

Die Theorie der Kapillarwellen beschiftigt sich mit Fluktuationen einer Grenzfliche zwi-
schen zwei Komponenten eines Fluidsystems. Die beiden Fluide betrachtet man dabei als
hydrodynamische Kontinua und lidsst mikroskopische Vorgidnge aufier acht. Die Skalen, auf
denen eine solche Betrachtungsweise angemessen ist, sind weit gréfer als die intrinsische
Grenzflichendicke von der Gréfsenordnung einer Korrelationsldnge. Deshalb betrachtet man
die Grenzfliiche in diesem Rahmen nicht als kontinuierlichen Ubergang eines Ordnungspa-
rameterfeldes, sondern als scharf lokalisiert, d.h. als Flache im mathematischen Sinne. Zur
Veranschaulichung stelle man sich eine (unendlich) diinne Membran zwischen den beiden
Komponenten des Systems vor, wie in Abb. Bl dargestellt. Im Gleichgewichtszustand ist diese
vollig plan und thermische Fluktuationen treten als Deformation der Grenzfliche in Erschei-
nung. Diese statistische Verformung, also die Abweichung von der im Gleichgewicht glatten
Gestalt, bezeichnet man als Rauhigkeit ([Mal3]). Jede Deformation der Grenzfliche erfor-
dert den Einsatz einer gewissen Arbeit gegen die Oberflichenspannung ¢ und ein eventuell
vorhandenes duferes Feld, wie zum Beispiel das Gravitationsfeld. Wird die Grenzfliche an
einer Stelle aus ihrer Ruhelage ausgelenkt, so breitet sich diese Stérung in Form von Wellen
iiber die Fliche aus. In der Hydrodynamik unterscheidet man Kapillar- und Schwerewellen,
je nachdem ob ihre Dynamik von der Oberflichenspannung oder von einem &ufleren Feld
dominiert wird. Hier gebrauche ich den Begriff Kapillarwellen aber allgemein fiir langwellige
Fluktuationen, also solche, die sich als Deformationen einer Membran beschreiben lassen.

Abb. 6: Die Grenzfliche als diinne Membran (drum-head) zwischen den beiden Komponen-
ten des Fluidsystems, ,eingespannt” durch periodische Randbedingungen.
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2 Kapillarwellen

2.1 Rauhigkeit und Einfluss der SystemgroRe

Unter Vernachlissigung von Uberhiingen und Volumenfluktuationen (Blasen) stelle man
sich die fluktuierende Grenzfliche nun als Hohenkarte h(zp,x2) vor, also als Abbildung
jedes Punktes ¥ = (x1,x2) der planen Gleichgewichtsgrenzfliche auf eine Auslenkung in
z-Richtung. Nach einer Fouriertransformation lésst sich eine Fluktuation wie folgt schreiben:

h(Z) = / APk R TR (k).

Bei der Betrachtung eines Systems mit endlicher Ausdehnung in z;- und ze-Richtung erhilt
man aufgrund der periodischen Randbedingungen anstelle des Integrals eine Summe und
schreibt

W@ = > TR, (2.1)

Die mit der Deformation h(Z) verbundene Arbeit gegen die Oberflichenspannung héngt
von der Zunahme der Oberfléche gegeniiber dem idealen Gleichgewichtsfall, also der planen
Flache, ab. Diese betréagt

L L 2 2!
sa= [an [lanfre ()4 (22
0 0 axl axQ

In Anwesenheit eines Schwerefeldes betrégt die Arbeit gegen dieses

L L h(Z)
Wg :/ dwl/ dxg/ dz (Ap)gz,
0 0 0

so dass sich die gesamte Arbeit als

L L h(Z) 2 2"
w :/ dxy / dxo / dz (Ap)gz + o [1+ @ + @
0 0 0 0xq 0xy

schreiben ldsst. Entwickelt man die Wurzel im zweiten Summanden dieser Gleichung in Po-
tenzen von 02 h und 92,k bis zur ersten Ordnung und setzt (ZI)) in diese Gleichung ein, so
gewinnt man unter Ausnutzung von

L L
S22 o 2
/ dl‘l/ dxo e'r (Aitm) & — L25ﬁ,,m
0 0

den Ausdruck

1 L [(Ap)g  4r®
w=0A{1+ > h(n)h(—n)[ | (2.2)
ii € 7

wobei A = L? den Inhalt der planen Fliche bezeichnet. Die Wahrscheinlichkeit einer Ampli-
tude h(77) ist dann durch den entsprechenden Boltzmann-Faktor exp(—pw) gegeben. Als Maf
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2.1 Raubhigkeit und Einfluss der Systemgrdofse

fiir die Rauhigkeit der Oberfliche verwendet man deren mittlere quadratische Fluktuation,

die man in der Form .
[(Ap)g 4r® 2}

+ —n

28+ 5 (2.3)

1
(h%) = ——

ﬁUA 71,m;>0
erhdlt. Die Summe iiber die Wellen ldsst sich noch eingrenzen. Die minimale Wellenzahl
ist aufgrund der periodischen Randbedingungen kmin = 27/L. Desweiteren muss eine obere
Grenze kpyax = 27/l festgelegt werden, wobei [ typischerweise in der Grofenordnung der in-
trinsischen Grenzflichendicke gewahlt wird. Mit Beriicksichtigung kleinerer Lingen [ wiirde
man den Giiltigkeitsbereich der Theorie verlassen, in welcher die Grenzflache als Membran
angesehen wird. Den genauen Wert von [ gibt die Theorie jedoch nicht an, so dass seine
Wahl immer mit einer gewissen Willkiir verbunden ist. Fiir die in diesem Abschnitt darge-
stellten Zusammenhénge ist dies aber unerheblich. Fiir hinreichend grofe L geht (23)) in den
Ausdruck

LB
1 12g
h?) ~ In 2.4
) Ao 1+4(Ap)7r2a (24)
L%g

iiber.

Die charakteristische FEigenschaft dieses Ausdruckes ist seine Divergenz fiir L — oo bei ver-
schwindendem g. Diese lasst sich auf zwei Wegen herauszustellen. Zum einen kann man (7))
mit g erweitern und dann den Grenzfall ¢ — 0 betrachten:

Ap)rio
o (0%) =t 1 g+ﬁ—%r— 1 (L .
gli% Ngli% Ar o . (Ap)mio -~ 2nfo i 1) '
g+

(h?) divergiert in diesem Fall also logarithmisch mit L.

Andererseits kann man, wieder von (7)) ausgehend den Limes L — oo bilden, wobei man

lim (h?) = 1 !

L—o0 yiyole

In (1 +4 (2.6)

erhélt. Dieser Ausdruck wiederum divergiert bei Verschwinden des duferen Feldes.

Das asymptotische Verhalten der Grenzflichendicke ldsst sich fiir die beiden betrachteten
Fille also wie folgt zusammenfassen:

1
. 2\ ..
élr%(h ) ~ P In(L) fiir L > 1 (2.7)
. 1 . (Ap)l?
2\
Lhm (h*) ~ o In(g) fiir g < ey (2.8)

Daraus folgt, dass die Grenzfliche entweder durch ein duferes Feld, ein sogenanntes ,pinning
field“, oder durch Finite-Size-Effekte stabilisiert werden muss.
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2 Kapillarwellen

Dimensionsbetrachtung

Die im letzten Abschnitt beschriebene Divergenz von (h?) steht in direktem Zusammenhang
mit der Dimensionalitét des betrachteten Systems. Um diese Beziehung nidher zu beleuchten,
gehe ich vom dreidimensionalen Fall zum D-dimensionalen Problem iiber. Im Gegensatz zur
Rechnung im letzten Abschnitt betrachte ich direkt den thermodynamischen Limes L — oo
und erhalte so anstelle von (Z3)) den Ausdruck

dP1k 1
02) =[5
2m)P-1Qk2+ R
mit R = (Ap)g und Q = o A. Das Integral wird nach oben hin durch einen Cut-Off A = 2xl~!

begrenzt. Dies geschieht genau wie im letzten Abschnitt, um mit der Vorstellung einer un-
endlich diinnen Grenzfliche konsistent zu bleiben. Man findet so

A kDf2

Ry ~ | dk—5——.
) o QK+R

Neben der bereits erwéhnten logarithmischen Divergenz fiir D = 3 findet man fiir D < 3 Po-
tenzgesetze vor. Interessanter ist hier aber der hoherdimensionale Fall: Das Integral konver-
giert fiir D > 3. Offenbar gibt es also in mehr als drei Dimensionen kein Roughening-Problem.

2.2 Die Faltungsndherung

Die in diesem Kapitel vorgestellte Kapillarwellentheorie hat nicht nur die angenehme Eigen-
schaft sehr anschaulich zu sein, sondern befindet sich auch in guter Ubereinstimmung mit
Experimenten und numerischen Simulationen ([Mii(l4]). Vom Ansatz her ist sie aber, wie zu
Eingang des Kapitels bemerkt, vom feldtheoretischen Zugang, der die Grenzfliche mittels
eines stetigen Ordnungsparameterfeldes beschreibt, grundverschieden.

Einen zwar rein heuristischen, aber durchaus erfolgreichen, Ansatz die Idee einer schwingen-
den Grenzfliche mit den Ergebnissen der Feldtheorie zu kombinieren, stellt die Faltungs-
approximation ([[a84]) dar. Grundlage dieser Niaherung ist die Vorstellung, die kapillarwel-
lenartigen Fluktuationen von den intrinsischen Fluktuationen trennen zu konnen. Letztere
beriicksichtigt man im Rahmen der Feldtheorie und ermittelt so ein intrinsisches Profil Gint,
wahrend man die Kapillarwellen getrennt davon als Fluktuationen der Schwerpunkt- oder
Gibbs-Grenzfliche h(Z),# € RP~1 also der in Abb. Bl gezeigten Membran, ansieht. Eine
Momentaufnahme des resultierenden Profils hat dann die Gestalt

$(2) = dint (2 — W(T)).

Eine scharfe Grenzfliche, wie in Abschnitt BZT] beschrieben, entspricht dem Grenzfall eines
stufenformigen intrinsischen Profils ¢int(z) = ©(z) mit der Heaviside’schen Stufenfunktion
©(z). Vorausgesetzt, Feld- und Kapillarwellentheorie seien beide giiltig und miteinander ver-
einbar, miisste nun jede solche Fluktuation mit einer Wahrscheinlichkeit entsprechend der

16



2.2 Die Faltungsnidherung

Boltzmann-Gewichtung der Grenzflichenenergie (Z2) von h(Z) in die Zustandssumme ein-
gehen. Letzten Endes hat das Profil also die Form

45( ¢1nt z — h(f)»h
/ D Gian(z — h(E))pl1]

:/ dh Ging (2 — h) e PCI)

00 H’—/
=: P(h)

= ¢t (2) * P(2)
und entspricht damit einer Faltung des intrinsischen Profils mit dem statistischen Gewicht
der langwelligen Grenzflichenschwingungen. Im Rahmen der Faltungsniherung erhilt man

das Quadrat der Grenzflichendicke als Summe der Dicke des intrinsischen Anteils und des
Kapillarwellenbeitrages, also

1 L
w? = Wi + 7mg B <7> ; (2.9)

wobei wie in Abschnitt Bl die Oberflichenspannung mit ¢ und der Kapillarwellen-Cut-Off
mit [ bezeichnet wird.
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3 Das System mit Grenzflache

Untersucht werden sollen Grenzflichen in Landau-Ginzburg-Systemen, also solchen, die durch
die Hamiltondichte (C3)) beschrieben werden. In Kapitel [l wurde das Landau-Ginzburg-
Modell als Theorie zur Beschreibung kritischer Phinomene ganz allgemein eingefiihrt. In den
beiden Abschnitten dieses Kapitels soll nun konkret das betrachtete Modellsystem vorgestellt
werden.

3.1 Randbedingungen fiir Grenzflachenlosungen

Untersucht werden soll das Roughening von Grenzflichen. Dementsprechend muss ein System
modelliert werden, welches

1. mindestens eine Grenzfliche aufweist und

2. in der Grenzflichenebene endlich ist, damit die in Kapitel Pl beschriebene logarithmische
Systemgrofsenabhéngigkeit untersucht werden kann.

Eine Grenzfliche kann nur in der gebrochenen Phase eines Landau-Ginzburg-Systems vorlie-
gen, bei Vorhandensein zweier Potenzialminima bei ¢ = f+vy. Das System muss sich also in
dieser Phase befinden. Es habe zudem folgende der Fragestellung geniigende Geometrie: In
einer Richtung sei es unendlich ausgedehnt, wihrend es in den dazu senkrechten Richtungen,
auf ein Quadrat mit der Kantenlinge L beschrinkt sei. Zur deutlichen Abgrenzung wéhle
ich die folgende Notation: die Richtung unendlicher Ausdehnung nenne ich die z-Richtung,
wihrend ich die dazu senkrechten Richtungen mit z; und xo bezeichne. Beziehe ich mich nur
auf die x1-z2-Ebene, so schreibe ich ¥ = (z1,x2). Einen beliebigen Punkt des betrachteten
Systems schreibe ich entsprechend als z = (21,72, 2) = (¥, 2) mit Z € [0, L]?,z € R.

Es fehlen nun noch geeignete Randbedingungen. Auch wenn die in x;-z2-Richtung end-
liche Ausdehnung des Systems fiir die vorliegende Fragestellung von zentraler Bedeutung
ist, sollen keine Oberflacheneffekte des L x L x oo-Quaders beriicksichtigt werden. Dement-
sprechend empfiehlt sich die Verwendung periodischer Randbedingungen ¢(x1 + L, z9,2) =
d(x1,29 + L, z) = ¢(x1,x2,2). Um die Existenz einer Grenzfliche zu erzwingen, wihlt man
zudem in z-Richtung die Randbedingungen

¢(g;):{ vo, %7400 (3.1)

—vg, 2 — —00

Diese zu erfiillen erfordert die Ausbildung mindestens eines stetigen Uberganges von ¢ = —vy
nach ¢g = vg. Ein solcher Ubergang ist das, was hier im Sinne von Abb. B als Grenzfliche
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3 Das System mit Grenzfliche

—g

Abb. 7: Die klassische Kink-Lésung beschreibt das Mean-Field-Profil.

bezeichnet wird. Natiirlich konnen die Randbedingungen (BI) im Allgemeinen durch Aus-
bildung jeder ungeraden Anzahl von Grenzflichen erfiillt werden. Da aber jede solche Fliche
mit einem Bereich verbunden ist, in dem das Profil deutlich aufserhalb der Potenzialminima
verliuft - es muss schlieflich bei jedem Ubergang die Potenzialbarriere (4] zwischen den Mi-
nima iiberwinden - werden die energetisch giinstigsten Zustédnde, welche die Statistik wegen
ihres Boltzmann-Gewichtes dominieren, jeweils nur eine einzige Grenzfliche aufweisen.

Nachdem durch die Konstruktion eines geeigneten Systems der Rahmen fiir die weiteren
Untersuchungen gesteckt ist, geht es im Folgenden um die Details des Grenzflichenverlaufes.
Erste Aussagen dazu lassen sich mit Hilfe der Landau-N#herung machen.

3.2 Das Grenzflachenprofil in Landau-Approximation

Im Rahmen der Landau-Approximation wird das System den Zustand maximaler Wahr-
scheinlichkeit annehmen. Gesucht ist also ein Feld ¢g, welches die geforderten Randbedin-
gungen erfiillt und dessen Energie minimal ist. Damit erh&lt man fiir ¢g folgende Bestim-
mungsgleichung:
6H [¢o]
5¢0(.%’)

Mit der Hamiltondichte des Landau-Ginzburg-Modells in der gebrochenen Phase entspricht
dies der Gleichung

= (~V2+12%) go(a) + S10f(@) = 0.

m2
— V260 (x) — oo(x) + T () = 0. (3.2)

Eine mit den Randbedingungen (BII) vertrigliche Losungsmenge entspricht dem bekannten
Cahn-Hilliard-Profil (J[CHAT]) und lautet

qﬁéa)(z) = vp tanh [%(z — a)} , (3.3)

wobei a € R den Schnittpunkt des Grenzflichenprofils mit der z-Achse angibt und beliebig
gewéhlt werden kann. Es bezeichne im Folgenden ¢y ohne einen Index (a) die Lésung mit

a =0, also ¢g := ¢((]0).
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3.2 Das Grenzflichenprofil in Landau-Approximation

Eine Losung der Form (B3)) bezeichnet man als Kink. Sie hat die in Abbildung [0 gezeig-
te Gestalt. Es sei noch erwdhnt, dass bei umgekehrter Wahl der Randbedingungen, also
¢o(z — £00) = Fug, die Losung ¢o(z) = —vg tanh(mz/2) gefunden wird. Diese wird als Anti-
Kink bezeichnet. Auch wenn ich mich im Folgenden auf die Betrachtung der Kink-Lésung
konzentriere, lassen sich alle Resultate natiirlich auf die Anti-Kink-Lésung iibertragen.

Um zu bestimmen, wieviel ein solcher Kink-Ubergang das System energetisch kostet, berech-
ne ich den Hamiltonian H[gb(()a)]. Da sich die z-Integration der Hamiltondichte iiber ganz R
erstreckt, ldsst sich der Parameter a dabei durch eine einfache Substitution eliminieren. Es
gilt deshalb H[gbéa)] = H|[¢o] unabhéngig von der Position des Kinks. Auf diese Translations-
invarianz der Grenzfliche, die direkt mit der Symmetrie des Modellsystems zusammenhéngt,

werde ich Kapitel B ausfiihrlicher zuriickkommen. Die Energie eines Kinks berechne ich zu

1 m g0 3mg
H — [qPs )2 2 My, 2, 90, 4 0
ool = [1P {5 T00? - Zha? + Bt 4 3
1 mg 90 90 3mg
— [q4P RV 1 mo, 90,3\ 90,4 9Ny
/ 96{050( V?) ¢o 2¢0<2¢0 3!¢o 4!¢0 +890
= —V?¢y, siche ([E2)
4 roo
= —LDl%/ dz {tanh4 <@z) — 1}
890 —00 2
3 4 roo
= —LDlﬂ/ dz (1 — 1 — 2sech? (@z) + sech? (@z)) .
890 J oo 2 2
Das Integral im letzen Summanden ergibt
— LD_13—m61/Oodz sech* (@z>
890 -0 2
' Subst. : zeéz%z
3 3 oo
=— LDlﬂ/ dz sech*(2)
490 —00
3md (|1 NS
=— LD1ﬂ< [— tanh(i)sech2(2)] —|——/ dz sech2(2)>. (3.4)
4 3 oo 3/
=0
Damit bleibt also insgesamt
3m34 [
Hio) = LP1210 2 / dz sech?(3)
490 3 —00
md o
= LP71 D tanh(3)
g0 PN
2 3
— P10, (3.5)

g0
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3 Das System mit Grenzfliche

U(©®)
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Abb. 8: Die Kink-Lésung in der Potenziallandschaft

Obwohl ein Kink demnach energetisch hoher liegt als die konstanten Ldsungen ¢g = fuvp,
ist er dennoch stabil, da ein unendlich langer Teil des Profils von einem Minumum iiber
die Potenzialbarriere auf die andere Seite ,gehoben“ werden miisste, um ihn in eine der
beiden energetisch giinstigeren Losungen zu iiberfiihren. Kein endlicher Energieaufwand kann
dies leisten. Man kann auch sagen, dass die Losungen von Gl. (BZ) unter der Bedingung
H[¢] < oo in vier Homotopie-Klassen zerfallen, die verschiedenen Randbedingungen geniigen:
#(z) = twg sowie Kink- und Anti-Kink-Losungen ([Hi78]).

Die Rauhigkeit der Grenzfliche wird, wie in Kapitel ] beschrieben, durch Kapillarwellen,
also Fluktuationen verursacht. Diese werden natiirlich nicht durch eine Mean-Field-Nadherung
beschrieben. Die Beriicksichtigung thermischer Fluktuationen erfolgt deshalb in den néchsten
Kapiteln mittels einer Storungsrechnung.
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4 Die Feldgleichung fiir das
Grenzflachenprofil

Ziel dieses Kapitels ist es, eine Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil ¢ = (¢) herzulei-
ten, in der thermische Fluktuationen beriicksichtigt werden. Dieses gelingt im Rahmen einer
Storungsrechnung, wobei thermische Fluktuationen als Storungen der Mean-Field-Theorie
angesehen werden. Entwickelt wird deshalb in Potenzen von $~! = kpT. Das erzeugende
Funktional der ¢*-Theorie lisst sich in der Form

20 = oo { - [0 (57 55 )} [70 e {5 0.06370) + o)}

0

schreiben. In diesem Ausdruck verwende ich die abkiirzende Schreibweise
(6.6) = [P2 6 (2)u(a)

im Sinne eines Skalarproduktes zweier Felder, die i. Allg. komplexwertig sind.

Wie spater explizit gezeigt wird, ldsst sich der freie Anteil des Funktionalintegrals ausfiihren.
Nach einer Skalierung des Quellfeldes J — (J erhélt man

200 = Zioexp{ /dDmﬁ,%” <5J(Z )>}exp{%(J,ﬁlG0J)}. (4.1)

Wegen der Skalierung des Quellfeldes geht die Vorschrift zur Berechnung der Korrelations-
funktionen ([LCH) iiber in

((x1) ... ¢(xn)) =

J=0

Eine Taylor-Entwicklung des exponenzierten Wechselwirkungshamiltonians fiihrt auf eine
Reihe, deren einzelne Glieder sich durch Feynman-Graphen beschreiben lassen. Jeder Vertex
wird dabei entsprechend Gl. @Il mit 8 und jeder Propagator mit 3~ multipliziert.

Die Zahl der Impulsintegrationen oder Loops hingt nur von der Zahl der Vertizes und der
internen Linien, also der Propagatoren, die zwei Vertizes miteinander verbinden, ab. Ein
Graph mit I internen Linien und n Vertizes hat L = I — (n — 1) Loops. Ist E die Zahl der
externen Linien, so hat der Graph insgesamt die Ordnung = —7+E) —g=(L+1-E) Damit ist
eine Entwicklung von (¢) bis zu einer bestimmten Ordnung von 37! eine Entwicklung bis zu
einer bestimmten Anzahl von Loops. Fiir das Grenzflichenprofil (¢) ist insbesondere E =1
und die auftretenden Graphen haben die Ordnung 5.
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

Die Berechnung des Grenzflichenprofils verlduft nun wie folgt: Zuerst wird das Hamilton-
funktional um die klassische Kink-Losung (B3]) entwickelt. Ein allgemeines Feld ¢ wird dabei
in seinen klassischen Anteil und eine Fluktuationskorrektur ¢ zerlegt, so dass ¢ = ¢g + ¢
gilt. Daraus resultiert eine Feldtheorie fiir die Fluktuation ¢, deren Vakuumerwartungswert
() 1. Allg. von Null verschieden ist. Das Profil der Grenzfliche ist dann gegeben durch

$(z) = (¢(x)) = do(2) + (p(@)).

Die thermischen Fluktuationen werden dann bis zur 1-Loop-Ordnung, also bis zur Ordnung
B~L, berechnet. Dazu ist ein Tadpole-Graph auszuwerten. Es erweist sich jedoch als einfacher,
wie in den Abschnitten und durchgefiihrt, stattdessen aus der effektiven Wirkung
I'[¢c] anhand von Gl. ([CIJ) eine Differenzialgleichung fiir ¢ herzuleiten und diese zu I6sen.
Beide Wege sind dquivalent, wie am Ende von Abschnitt gezeigt wird.

4.1 Storungsrechnung

4.1.1 Die Sattelpunkte des Hamiltonian

In Abschnitt wurde im Rahmen der Landau-N#&herung die Invarianz des Systems gegen-
iiber Translationen der Grenzfliche in z-Richtung festgestellt. Fiir die Losungen der Feldglei-
chungen resultiert daraus ein Freiheitsgrad, was sich in der Freiheit der Wahl des Parameters
a in Gl ([B3) wiederspiegelt. Statt um Minima handelt es sich bei den gefundenen Lésungen
der Extremalbedingung (B2)) also um ein Kontinuum entarteter Sattelpunkte. Um ein Bild
von Rajamaran ([Ra7h]) zu gebrauchen: U[¢] weist ein ,Tal* lokaler Minima auf und die
gbgl) bilden den ,Talboden“. Die korrekte Behandlung des Problems im Rahmen einer Sto-
rungsrechnung um eine Kink-Losung erfordert die Verwendung einer kollektiven Koordinate
nach [GS75). In diesem Fall handelt es sich bei der kollektiven Koordinate um den Parame-
ter a der Translation in z-Richtung. Ohne dieses Hilfsmittel trifft man, wie weiter unten in
Abschnitt gezeigt wird, auf ein divergentes Integral. Berechnungen mit der Methode
der kollektiven Koordinaten wurden zu dem hier betrachteten System in [Mii89)] und [Ho97]
durchgefiihrt. Bevor das Problem aber in Abschnitt explizit behandelt wird, soll es in
diesem Abschnitt zunéchst eingehender beschrieben werden.

Den Ausgangspunkt der Betrachtung bildet die Zustandssumme fiir die gebrochene Phase

2 4
2= [76 {0 [0 | 500 - o) + o) + T2 }.

Dabei wird iiber alle Konfigurationen integriert, die mit den Randbedingungen (siehe Ab-
schnitt BJl) vertréglich sind. Fiir einen Sattelpunkt ¢¢(z) wird das Funktional H[¢] extremal
und erfiillt die Gleichung

SHIg]
6¢(x)

2
- (-7 =752 uta) + (o) = (+2)
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4.1 Stérungsrechnung

deren Losung (B3] zu den betrachteten Randbedingungen in Form der Felder qS((]a) bereits aus
Abschnitt B2 bekannt ist. Im Folgenden mdchte ich explizit zeigen, dass, wie oben angedeutet,
eine kontinuierliche Entartung der Sattelpunkte gb(()a) (x) vorliegt.

Dazu betrachte ich zuerst ein beliebiges Extremum ¢p des Funktionals H[¢] und variiere
¢ — ¢z = ¢p + d¢E wobei ich Vertriglichkeit von ¢ mit der Extremalbedingung fordere:

0HIg) _
56 |y
2
& = V20l — 0l + Dol = 0
2

"0 (0p + 66) + D05 + 00m)° = 0

& — V3 (¢p +6ép) — 70

2y Moy D s g2, T 9 2 a2 3y _
& Vg 2¢E+3!¢E VZ0or 25¢E+3!(3¢E(5¢E) + 3¢50dE + (0¢E)°) = 0.

=0, siehe Gl. (E2)

Fiir eine infinitesimale Verschiebung des Extremums gilt damit ganz allgemein in erster Ord-
nung

2
™m,
—v? = 204 Do} | 6 = 0

@K((ﬁE) 5¢E =0. (4.3)
Dabei ist der sogenannte Fluktuationsoperator K definiert durch

2
m
0+g_0¢2,

_ 2
K() = -v? - 22+ 4

bzw. seinen Kern

2
o

sz(¢) = [vmvy - 9

+ 9—20¢2(x)] CES)
_ [_VQ TG g—°¢2(w)] P (x —y)
x 2 2 '

Jede Nullmodenlosung des Eigenwertproblems (E3)) steht demnach fiir eine infinitesimale
Verriickung der Losung ¢, die auf einen neuen Sattelpunkt fithrt, also fiir eine kontinuierliche
Symmetrie der Losungen der klassischen Feldgleichung. Dieser Zusammenhang gilt allgemein,
unabhéngig von H[¢| und den genauen Randbedingungen. Nun betrachte ich aber speziell
den Fall ¢ = ¢g, also die infinitesimale Verriickung der Kink-Losung. Das Spektrum von
K(¢o) wird Gegenstand von Abschnitt EZ4] sein. Hier sei aber bereits gesagt, dass K(¢p)
genau eine Nullmode W5, (2) ~ sech? (mgz/2) aufweist. Die infinitesimale Variation der
Losung ¢p entspricht im Funktionenraum also einer infinitesimalen Translation in Richtung
dieser Nullmode von K(¢g). Entsprechend ist die mit den Extremalbedingungen vertrégliche

Verschiebung einer Lisung ¢((]a),a € R eine Nullmode des Operators K(gbéa)). Dass eine mit
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

der klassischen Extremalbedingung vertrigliche infinitesimale Variation hier tatséchlich im
Ortsraum einer Translation entlang der z-Achse entspricht, sieht man explizit, wenn man
eine solche infinitesimale Translation durch Anwendung eines Operators 1" beschreibt:

¢o(z +02) = Tgo(2) = (11 + 52%) ¢o(2) = do(2) + 52%vosech2 (%z) .

Dies ist - bis auf konstante Vorfaktoren - die K(¢o)-Eigenfunktion W, (z) und so schreibe
ich

Tgbo(z) = ¢0(Z) + 60(52’) \11650 (Z)

Damit wird folgender Zusammenhang deutlich:

Ortsraum Funktionenraum
Infinitesimale Translation von ¢g «— Infinitesimale Translation von ¢q (4.4)
in z-Richtung in \Ilago—Richtung.

Translationen endlicher Linge Az lassen sich wie iiblich iiber die Exponenzierung des Ope-

rators Az0, darstellen, also

8¢0(z) 1 32¢0(Z)
Az + =

9 * 2 022

bolz+ A2) = o(2) + @92+ =exp{a g bonta)

Eine beliebige Funktion ¢ ldsst sich in der Basis der Eigenfunktionen ¥y von K(¢g) darstellen

" o(x) = i (05, 6) U, = ic»lu.

A A

So schreibe ich mit Zusammenhang (E4]) eine infinitesimale Verschiebung einer Sattelpunkt-

16sung gbéa) in z-Richtung als

A9y = deola) W) = d=0.0{" = d#]|0.0§" [0 = /H]go] d=05), (4.5)

0

wobei \I/gz) die normierte Nullmode des Operators K((béa)) ist und das letzte Gleichheitszei-
0

chen folgt, da Hang(()a)ﬂ = /H|[¢p] unabhiingig von a gilt. Dies zeigt, nachdem a durch eine
Substitution eliminiert wurde, die Rechnung
D 2 _ Mg D 4 (Mo p-12m§
(0290, 0:¢0) Z/d @ (9:90(2))" = — = /d x sech <72) = L7 —
90
= ——, siehe GL
—_— siehe (3922!)
(D-1)/2 | 2m} '
= [|02¢0[| = L N Hgo] - (4.6)

26



4.1 Stérungsrechnung

Bis jetzt habe ich ein System in Abwesenheit einer dufseren Quelle betrachtet. Fiigt man
eine solche hinzu, so gelten dhnliche Zusammenhénge wie im quellfreien Fall. So liefert die
Funktionalableitung von H;[¢] := H[¢] — (J(z), #(x)) die Extremalbedingung

0H (4]
dp(z)

2
Mo

- (-7 =15 vt + ot yta) — T = (47)

Eine Variation ¢g j — ¢67J = ¢o,7 + 0¢p,; ergibt die Funktionalableitung

dH 5[¢]
o)

mo 90 mo
=—V3¢o, — 7¢0,J + +§¢0,J3 —J=V?3¢0,5 — 75¢0,J+
¢, -

= 0, siehe G1. (1)
+ %(3¢0,J(5¢0,J)2 + 302 0¢0.7 + (6¢0.1)°).

Damit ist eine infinitesimale Verschiebung d¢g s, die mit der Extremalbedingung (1) ver-
traglich ist, eine Nullmode des Operators K(¢g, 7):

2
m 0
—v? -2y %q%ﬂ, So.; =0

< K(¢o,7)0¢0,7 = 0.

In Anwesenheit eines duferen Quellfeldes J(z) liegt also nur dann eine kontinuierliche Ent-
artung der Lésung ¢g s vor, falls die Quelle so geartet ist, dass K(¢g ;) mindestens eine
Nullmode besitzt.

Nachdem die Entartung der Sattelpunkte untersucht wurde, kann ich diese nun in der Be-
rechnung der Zustandssumme im folgenden Abschnitt entsprechend beriicksichtigen.

4.1.2 Berechnung des erzeugenden Funktionals

Thermische Fluktuationen werden in der Landau-Approximation vernachléssigt. Sie lassen
sich im Rahmen einer Storungsrechnung beriicksichtigen, wobei man das Feld ¢(z) als um
eine klassische Losung schwankend ansieht. In der symmetrischen Phase, in der die einzige
klassische Losung ¢ = 0 = const. lautet, erhdlt man so die Storungstheorie mit der Hamil-
tondichte (L3). Da diese fiir die Betrachtung von Grenzflichen irrelevant ist, soll in diesem
Abschnitt nur die Stérungsrechnung in der gebrochenen Phase behandelt werden.

Dabei betrachte ich die beiden in Abschnitt beschriebenen Arten von klassischen Lésun-
gen, némlich zum einen die konstanten Felder ¢ = vy und zum anderen die (Anti-)Kink-
Losungen ¢(x) = v tanh(mo(z — a)/2), deren kontinuierliche Entartung Gegenstand des
letzten Abschnittes war. Obwohl nur letztere eine Grenzfliche aufweisen, ist eine Stérungs-
rechnung um eines der konstanten Felder sehr instruktiv, da der Fall mit ortsabhingigem ¢
davon lediglich eine Verallgemeinerung darstellt. Zudem geht die Kink-Losung fiir z — +o0
in die konstanten Felder v iiber.
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

Entwicklung um ¢ = +vg

Ich beginne deshalb mit den konstanten Lésungen ¢ = +wvg, wobei ich mich auf das positive
Vorzeichen beschrinke. Die Rechnung im Falle negativen Vorzeichens verlauft analog. Fiir
die Storungsrechnung fiihre ich die Fluktuation ¢(x) ein, so dass fiir ein beliebiges Feld ¢ die
Beziehung

¢(z) = vo + ¢()

gilt. Eingesetzt in den Hamiltonian der gebrochenen Phase liefert dies
1 mé
D 1 2 My .o 90 4
2 {570 - 067 + 10

1 m2
Z/deﬂ {5 (Ve)? — 2 (06 + 2000 + %) + 90 (o + dvdep + 603 + dug® + s04)}

4!
= [dPx 1(V )Q—m—gv —E% 24 N85 4 90,2 —i—go Ly
= @ 5 V0¥ — %" T grvoe TR+ grvoy” + e
__0 90, 4
3 0T 0}
N—
Z«%”[ 0]
ma \/3
=H[vo]+ { 7+ St + 390 Moy +i°,so4}
D, 2 mg 2
Dabei bezeichnet
v/3g'm
Hily) :/de {7@ 0@3+%@4}

die Wechselwirkungs-Hamiltondichte der Fluktuation (. Mit der Definition des inversen freien
Propagators

Gyl =-V?+m
lasst sich die Zustandssumme in die Form

Zy = /@(JS e_ﬁH[QS] = e*ﬁH[vo] /@SD efﬁHI[@]e_%ﬁ(tp, Galtp)

bringen. Betrachtet man den Fall Hy = 0, also die freie Theorie, so lasst sich deren Zu-
standssumme nach einer Skalierung ¢ — 312 der Integrationsvariable des verbleibenden
Funktionalintegrals zu

209 — o~ BH[vo] / D exp {_

1 _
5 (#: Gy Lo

)} o—BH[vo]

B Jdet G5

berechnen. Als normiertes erzeugendes Funktional erhalte ich nach Einfiihrung eines Quell-
feldes J(x) den Ausdruck

Z[J]:ﬂem){—ﬁ de%”( )}/@(pe 38 (¢, Gy ‘P)"‘ﬁ( )’
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4.1 Stérungsrechnung

wobei ich die Bezeichnung H j[vg] := H[vg] — (J,vo) verwende. Mit der Skalierung J — (J
lasst sich Z[J] umschreiben zu

Z[J]z#(j[m]exp{ -8 d%%ﬂ( >}/@gpe 28 (#:Gole) + (1),

Eine quadratische Ergénzung isoliert den freien Anteil des Funktionalintegrals. Dazu fiihre
ich die Verschiebung

p=p— B 1GoJ

ein und verwende

(0,Gy'¢) = (0,Gyle) — 287 (e, J) + B2(J, Go, J),

um das erzeugende Funktional in die Form

—BHJ[’U] 5 1 _ ~
Z1J] =%exp{_ﬁ de%<5J( )>}eé(w Gol) [956728 (7.Co'9)
2" (v D 5 1(J, 571 Go )
:ZLOe(’O)exp{ 16 dx%((w( )>}e2 0

zu bringen. Mit expliziter Angabe des Wechselwirkungs-Hamiltonians erhalte ich schlieflich

(0) m 3
ZlJ] = — Zo ﬁ(JUO)exp{ @ O/dDw <5Jix)> }X

x exp{—ﬁ%/dl)w/ <5J?x,)> }e% (1,571Go ). (4.8)

Aus diesem Ausdruck lassen sich die Feynman-Regeln fiir eine systematische Entwicklung des
exponenzierten Wechselwirkungs-Hamiltonians direkt ablesen. Die Fluktuationen sind durch
ein massives Feld mit einem Dreier- und einem Vierervertex gegeben. Der freie Propagator
lautet

G Pk M . Golh ! 49
w0 = [mp e = (4.9

Die Vertexfaktoren sind

/‘\ = —/3g0 mo = —govo  und = —9o-

Aus dem Vorhandensein des Dreiervertex resultiert insbesondere ein nichtverschwindender
Beitrag zu (¢) und damit eine Korrektur (¢) = vg + (¢). Entsprechend der aus B8l gefolger-
ten Regeln kann dabei bis zur 1-Loop Ordnung nur ein Diagramm mit einem Dreiervertex
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

auftreten. Ausgedriickt durch Feynman-Graphen bedeutet dies

@ Q+O(62
Z

Es muss demnach ein Tadpole-Diagramm berechnet werden. Ausgehend vom erzeugenden
Funktional (L8]) berechne ich explizit

3 ) o
(oo = 55 <_ﬁg”°/d%l 5fo')3>€2($6 o)

_ o 9o D 7 53
= 3@ (B 2 V0 / - 6J(x’)3) %

x {1 + %ﬁ_l(J, GoJ) + EB‘Q(J, GoJ)(J, GoJ)}

+0(87?)

J=0

=5 By [aPy Golir — 4)Go(0) + O (57
D ik-x .
= —ﬁ_lﬂvoGo(O)/%m /dD?/elk'y +0(57?)
——
= (2m)PsP) (k)

_ 1 .
~871 DuGo(0)— + 0 (87%). (4.10)
o
Der kombinatorische Faktor 1/2 tritt auf, da es drei mogliche Kontraktionen von ¢(x) mit
den drei ¢(y) des Vertex gibt und der Dreier-Wechselwirkungsterm mit dem Faktor 1/3! in
die Rechnung eingeht.

Bei den folgenden Rechnungen verwende ich dimensionale Regularisierung mit D =3 — ¢
Dimensionen, um mit den auftretenden Divergenzen umzugehen. Den Propagator Gy(0) be-
rechne ich via Schwinger-Parametrisierung:

Pk 1 2y, o0 O Y L
Ga(0) = —(k +mg)s :/ ds e~ 08 / dk —k?s
0( ) /(277Dk72+m0 / / 0 o —00 ¢

/

1
_ s—D/2

(47T)D/2

1 > —m2s —D/2
:W/O dse 0°s /

Dabei bezeichnet k eine Komponente des D-Vektors k. Nach der Substitution

s—§=mls, = ds:m52d§, siD/2:m(l]),§*D/2
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4.1 Stérungsrechnung

erhalte ich

D—2
Mo p(_ DY
(4m)D/2 2
In drei Dimensionen ergibt sich wegen I'(—1/2) = —2I'(1/2) = —2/7"

mo
A7’

Go(0) =
Eingesetzt in ([EZI0) liefert dies schlieflich

(p) =820 L0 (p7?)

8mmyg

und damit als Erwartungswert des vollstdndigen Feldes ¢

@ =vo+ 57 L +0 (57

=w {1+67 2} +0(57).

=0

Dabei verwende ich die dimensionslose Kopplung uy = go/my.

(4.11)

Das hier vorgefiihrte Schema der Berechnung von (¢) wird auch im allgemeineren Fall eines
nichttrivialen Vakuums, also eines ortsabhéngigen Vertexfaktors, beibehalten. Wie im fol-

genden Abschnitt gezeigt wird, gestaltet sich die Rechnung dabei aber

Entwicklung um die Kink-L6sung

Nun fithre ich die Stérungsrechnung unter Randbedingungen durch,

deutlich komlizierter.

die eine Grenzflache

erzwingen. Zur Behandlung der in Abschnitt LTIl beschriebenen Entartung fiige ich, ent-
sprechend der Methode der kollektiven Koordinaten nach [GS75] eine Identitdt in das Zu-

standsintegral ein:

Zy = /@qﬁe_ﬁHM = /@qﬁ/dco(a) 5(co(a))e_ﬁH[¢] (4.12)
mit
eola) = (5, 52) \ G = g0l VY = (=)

— / dP (6(z) - do(z — ) g, (= — a)
:/de (¢(x1,...,2p-1,2 +a) — ¢o(2)) ‘1’650(2)'
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

Ich substituiere nun ¢y durch a. Die dabei auftretende Funktionaldeterminante forme ich wie
folgt um:

—

(a)
deo(a) _ (3@@ \I/(a)> + [ @ 8\11650

da Oa ' 0% Oa
. (a)
A ) e,

Oa ~ 0& " Oa

(a)

ovy
a a a 0
— (ang(() )a \I]é'§3)> - QD( )? aZ&)

\I/(‘l)

ov
= VH[%]I - <P(a)7a—0£0
z

Im letzten Schritt nutze ich dabei die Beziehung (X)) aus. Damit lautet die Zustandssumme

ov@
Zo = /da /% VT~ 0, ) 1

X 5{/61% (¢(z1,...,xp_1,2+ a) — ¢o(2)) \11550(2)}e_BH[¢]
- m/da /@¢5{/d% (é(z1,...,2p-1,% +a) —¢o(z))\115§0(z)}e_ﬁH[¢] +A.

Die Grofe A beinhaltet dabei den Term mit (gp(a),a\llé? /0z), der in erster Ordnung ver-
0

nachléssigt werden kann. Da H[¢] invariant gegeniiber Translationen von ¢ ist, ldsst eine
Verschiebung ¢(x) — ¢(x1,...,xp_1,2+a) den Wert des Integrals unverdndert, so dass die-

ser von a unabhéngig ist. Erstreckt sich die Integration des Parameters a iiber ein Intervall
[—T/2,T/2], so ergibt sich

Zo = VAT [205{(1.954) }e P18 [

_T

—TVA] [760{ (. 05,) e PH1
:T\/M/ 9pePHIY], (4.13)
NL

Hierbei bezeichnet das Symbol N+ den zur Nullmode \1’650 senkrechten Unterraum des Raum-

es aller Fluktuationen und fNL@qﬁ ... bedeutet, dass die Funktionalintegration auf eben
diesen Teilraum beschriankt wird. Mit Einfithrung der Identitat in Gleichung [I2) gelingt
es also, den problematischen Teil des Funktionalintegrals durch die einfach handhabbare
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4.1 Stérungsrechnung

Konstante T zu ersetzen. Anschaulich bedeutet dies eine Summation der {iberabzdhlbar un-
endlich vielen Sattelpunkte, von denen jeder einzelne den gleichen, durch das auf Nt be-
schrinkte Funktionalintegral gegebenen, Beitrag zur Zustandssumme liefert. Mit der Zerle-
gung ¢ = ¢g + p schreibe ich H[¢] als Volterra-Reihenentwicklung um ¢, also

2
Hpo + ¢] = H[¢o] +/dDw§§—([x¢)]L o(x) + %/dede’% ) o(z)p(’) + -+
T e 5¢(x)5¢?;f@5¢<$(m) PP g+

Im Falle der ¢*-Theorie hat diese Reihe neben dem ersten Glied H[¢pg] noch genau vier
weitere nichtverschwindende Glieder. Die darin auftretenden Funktionalableitungen haben
in der gebrochenen Phase folgende Gestalt:

?ZT} . = <—V2 - %8) o(x) + %qﬁ%(w),
% . = K—V2 - %%> + %gb%(w)} §(x — ') = Ky (o),
5¢(w)§;@ﬂ¢(x,,) . = gogo(x)d(z — z')é(x — 2"),
6¢(:ﬂ)5¢(;:§Iq£?:]s")5¢(xfff) . g0d(x — 2")(z — a")o(x — a™). (4.14)

In der zweiten Funktionalableitung erkennt man den Kern des aus Abschnitt EET.J] bekannten
Fluktuationsoperators. Die vollstdndige Reihenentwicklung lautet demnach

Hlgo + o] :H[¢0]+/de‘;§—([f)] Sp(x)Jr%
o)

+ %/dl)x bo(z)p> () + %/de ot (x).

(0, K(go)p) +

Diese Reihenentwicklung gilt unabhéngig von der speziellen Wahl von ¢g. Sie hétte also die-
selbe Gestalt, wiirde es sich bei ¢y um eine beliebige Funktion und nicht um eine Extremstelle
von H[¢] handeln. Da aber nun ¢, ein Sattelpunkt des Hamiltonfunktionals ist, verschwindet
der zweite Term der Reihe und es bleibt der Ausdruck

Higo + ¢ = Hlgol + 5 (9, K(60)) + Hilg]. (1.15)

Der Wechselwirkungs-Hamiltonian ist gegeben als Volumenintegral der Dichte

Hix) = Loo(@)e* (@) + o' (@).
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

Setze ich (EEIH) nun in die Zustandssumme (EEI3) ein, so erhalte ich
Zo = T\/H[go] ¢ PH0] / Dy o053 (¢, K(¢o)p) — BH1ly] (4.16)
N-L

Wie bei der Entwicklung um vy betrachte ich an dieser Stelle den freien Fall Hy = 0. Die
Zustandsumme der freien Theorie ZO(O) ist nach Behandlung der Nullmode im Wesentlichen
ein auf N* beschriinktes GauRk’sches Integral, welches sich nach einer Skalierung der Integra-

tionsvariable ¢ — 871/2¢ zu

.@gpe*% (%K,(%)@) - (detK/(¢0))—l/2
NL

auswerten ldsst. Dabei bezeichnet K'(¢o) die Beschrinkung des Operators K(¢g) auf den
Unterraum N+ senkrecht zur Nullmode \11550. Ohne die oben durchgefiihrte Sonderbehandlung
der Nullmode wére {iber den gesamten Raum der Fluktuationen ¢ zu integrieren, so dass der
Ausdruck det(K(¢g))~'/? wegen des Eigenwerts A = 0 gar nicht definiert bzw. das GauR’sche
Integral divergent wire. Die Zustandssumme des hier betrachteten Systems, welches eine in
z-Richtung unendliche Ausdehnung besitzt, also den Limes T" — oo beschreibt, ist natiirlich
trotzdem unendlich. Fiir das freie Feld (Hy = 0) betragt sie

z0 = lim 7'\/H[oo] e BH[b0] (det K/ () /2.

In die Zustandssumme (ETI0) gehen alle Kink-Losungen qS((]a) mit dem gleichen Gewicht ein.
Der Erwartungswert des Feldes ¢ fiir das beschriebende Modellsystem ist deshalb eine Mit-
telung aller Translationen der Grenzfliche, inklusive Fluktationen, entlang der z-Achse:

1 [T/2 @
— lim — [ da (¢f @ (2)).
) = Jim g [ da (6@ + (0))
=: ()"
Aus Symmetriegriinden sind diese Fldchen aber alle formgleich, unterscheiden sich also le-

diglich in ihrer Position a. Im Folgenden soll aber gerade die Form einer solchen Fléche
untersucht werden. Es geniigt deshalb die Betrachtung des Falles a = 0.

Um (¢), = <¢>(f) zu berechnen, formuliere ich eine Stérungstheorie auf dem Raum N+, Thr
erzeugendes Funktional lautet

Z.J] = %0 [ 20 o—BHLE + (] )

mit der Normierung

Zio— / PpeBHLIY]
NL

und dem Hamiltonian

PR (00)o) + B [P o0 (@) + 2 [P0 (o)

2( 4!
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4.2 Berechnung von ') [pc] bis zur 1. Ordnung

Die Wahl des Quellfeldes J(z) erfolgt dabei aus dem Raum derjenigen Quellen, welche keine
Fluktuationen in Richtung der Nullmode \IJ~5 erzeugen. Nach einer quadratischen Ergdnzung
und Skalierung von J, wie in (8 erhalte ich Z [J] in der Form

Z[J] = Zioexp{—ﬁ dPx 74 <5J(§ )>}e% (487K (¢0))

)

D exp {—g (¢, K(¢o)90)} : (4.17)

N+
Nach Auswertung des Gauf’schen Funktionalintegrals bleibt also

_ 1 ool Lo (5 Vb (R (60
G -rm {3 f422 A (557 ) 2 )

Wie bei (LX) handelt es sich auch in diesem Falle um das erzeugende Funktional einer
Storungstheorie mit einem Dreier- und einem Vierervertex, wobei ersterer wieder von der
klassischen Losung abhéngt. Die Faktoren lauten

/K = =V 390 Im0 tanh (%Z> = —go¢o(z) und = —go.

Anders als im Fall der konstanten klassischen Losung ist der Dreier-Vertexfaktor nun also
z-abhiingig. Ebenso ist der Propagator Go(z —2’) = K'_}(¢g) deutlich komplizierter als sein

xx!

Gegenstiick ([E9). Analog zu ([EI0) ist der Erwartungswert der Fluktuation in diesem Falle
gegeben durch

(p)1L = +0(87?)

T

—— 5 [aPs K 0n) K n)en() + O (572). (118)

K(pp) und K'~1(¢g) spielen bei der Bestimmung des Grenzfliichenprofils offensichtlich eine
grofke Rolle, weshalb sie in den Abschnitten B4 und genauer behandelt werden.

4.2 Berechnung von I') [p¢] bis zur 1. Ordnung

Zur Herleitung einer Feldgleichung fiir das Grenzflachenprofil greife ich auf den in Abschnitt
beschriebenen Formalismus der effektiven Wirkung bzw. der Gibbs’schen freien Energie
zuriick. Diese berechne ich mit Hilfe der Sattelpunktmethode, auch bekannt als Methode
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

des steilsten Abfallens (steepest descent) und folge damit letztlich einem Schema von Jackiw
[Ta74]. Dabei entwickle ich das erzeugende Funktional (EEI7) um ein Extremum ¢, also eine
Losung der Gleichung

OHLfpl|  _,
op wJ
2
& —V2p,(z) — %@J(x) n g2—0¢8(m)<pj(x) + %cpi(x) — J(z) =0. (4.19)

Fir J = 0 16st ¢ = 0 diese Gleichung trivial. Dies ist konsistent mit der Definition des
Feldes ¢(x) als Fluktuation um die klassische Kink-Losung ¢o(x). Im Folgenden ziehe ich nur
Quellen J(z) in Betracht, fiir die ¢ ;(x) klein ist, die also nur zu geringfiigigen Abweichungen
von der Kink-Losung fiihren.

Nun soll H; um ¢ entwickelt werden. Dazu schreibe ich ¢(x) = ¢ s(x)+ @(z). Bevor ich auf
die Details der Entwicklung eingehe, mochte ich kurz die Beziehungen zwischen den Feldern
o(z), ¢(x) und @(x) verdeutlichen. Die vollstandige Feldkonfiguration ¢(z) des Systems wur-
de gemah ¢(x) = ¢po(z)+ ¢(z) in die klassische Kink-Losung ¢o(z) sowie eine Korrektur ¢(x)
zerlegt. Dabei wird nur der Fall ¢ € N+ betrachtet. Der Term ¢(z) = ¢ s(x) + @(x) besteht
dabei aus einem Beitrag nullter Ordnung, ¢ (), der angibt, wie sich die Kink-Losung beim
Einschalten eines schwachen &ufseren Feldes verindert, und Fluktuationen ¢(x). Zusammen-
gefasst gilt demnach

¢(x) = do(x) + p(x) = ¢o(x) + ¢ () + ¢.

Die Felder ¢(x) und ¢(x) stimmen in allen aufer der nullten Ordnung iiberein. Schreibe ich
sie als Potenzreihen von $~1, also

<

—~
8

~
I

do(x) + u(z) + B 11 + O (B72),
ps(z)+ B o1(z) + O (B77),

S
—~
8
~
I

so gilt insbesondere ¢1(z) = ¢1(z). Um den 1-Loop-Beitrag zu ¢(x) zu berechnen, muss also
©1(z) bestimmt werden.

Fiir die Entwicklung von H; um ¢; berechne ich eine Volterra-Reihhe analog zu (EI4).
Deren nichtverschwindende Glieder lauten

§°H g

Se@oe@)|

= K—VQ - %%> + @gbg(x)} 5z — a')+

+ godo(a)} (@)(x — 2') + L% (@)o(a — o),

~[(~e- %3> + 2 Gule) + )| 80— )

= KJ}J}’(¢0 + SDJ),
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4.2 Berechnung von ') [pc] bis zur 1. Ordnung

53Hl[90] — x €T x_xl fL'—,%'”
Sp@3p(@)op@)| g0 (¢o(x) + () o( )6 ( )
54 HJ_[(P] _ z— 2N\ — 2"V (x — 2"
do(x)dp(x")dp(x")dp(z") . = god( )o( )o( ).

Damit schreibe ich das erzeugende Funktional in der Form
e—BHL o] _ ~ ~ -
2= 5 [ 960 |5 Ko+ )| exp | -5 [P i) P D),
1,0 NL

wobei ich die Definitionen H | ;lps] := H i [ps] — (J, ) und

Aiae) = 5 [o(@) + 01(@)] 8*(@) + 16" (@)

verwende. Da ¢ klein ist, darf ich annehmen, dass mit K(¢g) auch K(pg + @) auf N+
invertierbar ist. Nach einer quadratischen Erginzung und Skalierung von J, wie in (E8]) und

(ETD) schreibe ich
—BH [p/] 1 1
Z,[J) = c exp {—6 Pz A <L> } LT BTK N o + 0a) )
Z1 v/ det K (¢o + ¢7) 6.J(x)

(4.20)
Um via Legendre-Transformation (CIIl) an die effektive Wirkung in 1-Loop Ordnung zu
gelangen, bilde ich nun das erzeugende Funktional W [J]. Dieses ldsst sich nach Potenzen
von 37! entwickeln, also

WL [J] = WolJ] + 7 W] + B2 WalJ] + ...
Mit (EZ0) und der allgemeinen Beziehung (L) zwischen Z [J] und W [J] finde ich

e—BHL sles]

O —1
ZJ_,O\/detK/((éO"i_SOJ)I)_{— (ﬂ )

BW.J] =In(Z.[J]) =In (

e—BHL slpJ]

O (372).
ZJ_70\/detK/(¢0+(PJ)I>+ (B )

=W, [J]=F""n (

Den Logarithmus-Term schreibe ich wie folgt:

o—BHL slp] BHL los] —n(Z10) 1 | (d K'((;S ))
n - | = —0H1 jlws) —In(Z1 ) — 5 In(det o+ wrs))-
Z1 o\/det K (¢o + ¢.1) 2

Damit erhalte ich das erzeugende Funktional der verbundenen Korrelatoren in 1-Loop-Ord-
nung (Helmholtz’sche Freie Energie)

WJ_[J] = —HJ_,J[QDJ] — ﬁ_l {% ln(detK'(gbo + (pJ)) + In (ZJ_@)} + 0 (ﬁ_Q) .
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

Mit der Legendre-Transformation (CII) lasst sich daraus die effektive Wirkung in erster
Ordnung zu

Lilec] =WilJ] = (J¢c)
=—H, jles] — (J,¢c) — 5*1 {% In(det K’(% +pr) + hl(Zi,o)} +0 (572)

bestimmen. Auf der rechten Seite dieser Gleichung ist die Abhéngigkeit von ¢c noch nicht
explizit. Ich nutze deshalb aus, dass ¢c(z) und ¢ (x) in nullter Ordnung iibereinstimmen
und sich das exakte klassische Feld oc(z) als Potenzreihe von 87! in der Form

oc(z) = @s(x) + B er1(x) + ... (4.21)

schreiben ldsst. Damit bringe ich den Hamiltonian H | ;[¢;] in die Form

Higles)=Hijlpc — B o1 — ... ]

= H, jlec] —/dD$ M;;i(ﬁ)(p] (B toi(z) +...) +

ec
/dD /dD ) H“ x],) (B or(@) +...) (Bl (@) +...) + O (87

P

= Hy slpc] — A" [dPa @1(90)75}{5?[@] _vo@)

— Hilpc = 67! [0 o1 () 2552 o)
T

=0, siehe G1. ([ETI9)

=H, jlec]+0(87?).
Insgesamt erhalte ich damit die effektive Wirkung

L1 pc) =WL[J] = (Jpc)

=—H, jlpc] — (J,oc) — B {% In(det K'(¢o + ¢c)) + In (ZL,O)} +0(67?)
— _Hifpo] - 5! {% In(det K'(¢o + oc)) + In <zl,o>} o). (42

Analog zum Prinzip der kleinsten Wirkung wird nun im folgenden Abschnitt aus diesem
Ausdruck eine Differenzialgleichung fiir das Grenzflichenprofil hergeleitet.

4.3 Die Feldgleichung in erster Ordnung der Loop-Entwicklung

Funktionalableitung der effektiven 1-Loop-Wirkung (E22)) beziiglich des klassischen Feldes
wc(x) liefert
0T Llpc] _  0H.[pc]
dpc(x) dpc(z)

1§
+67 5

2 5o et K (do + ¢0)) + O (872). (4.23)
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4.3 Die Feldgleichung in erster Ordnung der Loop-Entwicklung

Zunichst betrachte ich den ersten Summanden auf der rechten Seite dieser Gleichung:

e onpcta) + Pougtia) + etio) +0(57)
= K/ (60)p(x) + T 60(@)¢5 (@) + 1 (@)+
+ 87 {K (60)¢1(2) + goo(@)ps (@)1 (2) + L5 @) () } +0 (872)

=K'(¢o + ¢)p1(x)
=K'(¢o)pu(x) + g—;¢0($)<ﬂ3(9€) + %@i(ﬂﬁ) + 67K (do + wa)p1(x) + O (B72) .
Mit der bekannten Formel
Indet A=SpInA

schreibe ich dann den zweiten Summanden der rechten Seite von Gleichung ([E2Z3)) als

1 0 1 - 0K (¢o + )
—= InK’ = ——SpK'! — 7
2Sp 5SDC(33) n (¢0 + (PC) 2Sp (¢0 + (PC) 680C
1 D // D I yri—1 oK, /(¢O + (PC)
= — 3 K Il T . 424
2/d ' [d72" K (o + oc) S0 (D) ( )

Dabei ist K;_,;,,(gbo + pc) als ((K’(gbo + goc))ﬂ) _ zu lesen. Fiihre ich die Ableitung aus,

so erhalte ich

w(f @ (V= F 5 (0l@) £ pel@))’) dla’ - ")
=g (d0(z') + po(a)) 8z’ — 2)d(a’ — a”).

Die Berechnung der Integrale iiber 2’ und z” in (E24) liefert
w [aP5! [@Pa KL (00 + ) (on(e') + pola)) o(a’ — a)ola’ ~ o)

:go/dDac' KL (g0 + ¢c) (¢0(2) + c(a)) 8(2 — 2)
= 90K, (@0 + ) (¢o() + po(z))
= goKi! (60 + 1) (b0 (x) + ps(x)) + O (571).
Mit den beschriebenen Umformungen schreibe ich Gleichung (E23]) nun wie folgt:

ol | [pc]
dpc(x)

=K/(¢0)¢ () + Ddo(@)¢% (@) + TS (x) -

3!
= J(x) siehe Gl. ([ET9)
- 87 { TR G0+ 00) (90(@) + 01() + K/ (90 + o)1 () | +
+0(37?).
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

Laut Gleichung (LCIZ) darf auf der rechten Seite dieser Gleichung nur das Quellfeld J(x) ste-
hen, so dass die geschwungene Klammer verschwinden muss. Es bleibt also in erster Ordnung
eine Differenzialgleichung fiir ¢q:

K'(¢0 +¢)p1(2) + STK! (90 + 1) (90(w) + ps(2) = 0. (4.25)

Die Funktionalableitung an der Stelle ¢ = ¢ entspricht dem Fall J(x) — 0. Wie aus der
Definition von J(z) und ¢ (z) in Abschnitt B2 hervorgeht, gilt dann ¢;(z) — 0. Demnach
folgt

oI, [SDC] _ 1 (90 ,/— , B B
W w__ﬂ 1{ 2K 1(¢0) (¢O(x))+K(¢O)<p1(x)}+(f)(ﬁ 2).
und statt der Differenzialgleichung (EEZ0]) erhélt man

K'(¢0)f1(x) + SK, ! (d0)do(@) = (4.26)

Dies ist die gesuchte Feldgleichung fiir das Grenzflachenprofil. Um aus der Fluktuation ¢(z)
das vollsténdige Feld ¢(x) zu erhalten, muss lediglich die klassische Losung addiert werden.
Da ¢(x) und ¢(z) in allen Ordnungen aufer der nullten iibereinstimmen, gilt fiir die 1-Loop-
Korrektur ¢y (x) := @1(x). Damit ist das Grenzflichenprofil durch ¢(z) = ¢o(z)+ 5 1¢1(z)+
O(372) gegeben.

An dieser Stelle sei noch gezeigt, dass diese Gleichung mit dem durch Graphenberechnung
in Abschnitt EETl gewonnenen Ergebnis konsistent ist. Anwendung des Fluktuationsoperators
K'(¢o) auf beiden Seiten von (EEIR) liefert

K/(d0)(¢) 1 (z) = —5~ 1L / dP" KL, (60){(0) L (") bo(2)
s /dD / /de"K’ (G0)KSL (G0 KL, (d0)d0(2)
— 0719 [aPa 50— KL (0)o0(2)
= —37 TR (G0)o ().

Der Erwartungswert der Fluktuationen () definiert ja gerade @ und ldsst sich nach Poten-
zen von 31 entwickeln:

(p)L=B""o1+0(B7?)
Damit folgt

K'(¢0) ()1 (2) = =67 DKL (60)0(2)
& 87K (¢0)di(x) = -8~ 1g°K’ H(d0)go(z) + 0 (872),

was in erster Ordnung wiederum #quivalent ist zur Differenzialgleichung (EZ26]), die als Feld-
gleichung fiir die mittlere Fluktuation (@) bis zur 1-Loop-Ordnung verwendet werden kann.
Damit ist die Konsistenz der Graphenberechnung mit Gl. (26 gezeigt.

Um die Feldgleichung besser zu verstehen und letztlich zu 16sen, untersuche ich im Folgenden
das Eigenwertspektrum des Operators K(¢yp).

40



4.4 Das Spektrum des Fluktuationsoperators K(¢g)

4.4 Das Spektrum des Fluktuationsoperators K(¢y)

Hier betrachte ich K(¢o) mit der um z = 0 zentrierten klassischen Kink-Losung ¢o(x), also

2
K(do) = — V> = =2 + Lf(a)

2
2 2
3
SRR v Mo + @vg tanh? (_mo z) 1;8 _ Mo
2 2 2 %

Das Spektrum von K(¢g) erhdlt man, indem man die Eigenwertgleichung
K(¢o)(2) = M (x)
2
0

E% + ﬂtanhz <@2’)] Y(x) = Mp(z)

_2_
S|IVi-g 3 2

16st. Dieses Eigenwertproblem ist gut verstanden und wird z.B. in [Ho97] ausfiihrlich behan-
delt. Fiir eine detaillierte Darstellung verweise ich auf diese Arbeit sowie die dort genannten
Quellen und fasse hier lediglich die Ergebnisse zusammen.

K(¢o) lasst sich als Summe zweier Operatoren, nédmlich
K(gn) = ~APY K

schreiben, wobei der Operator

2 2
. 3

ausschlieflich von der z-Komponente von x abhiingt. Da das von mir betrachtete System
in allen Richtungen aufer der z-Richtung rdumlich auf die Lénge L begrenzt ist, also ¥ €
[0, L]P~1 gilt, erhilt man fir —AP~1 das diskrete Spektrum

k2 mit k = 2—7777, it € ZP1
L
zu den Eigenfunktionen
Sﬁﬁ(f) _ L(Dfl)/2ei(27r/L)ﬁ-f’ Ze [O,L]Dil.

Jeder Eigenwert k? ist damit I-fach entartet, wobei sich [ nach der Zahl der Kombinationen
der n; richtet, deren Quadrate summiert n? = k2L? /472 ergeben.

Das Eigenwertproblem zu K lésst sich auf ein Problem aus der Quantenmechanik, genauer
gesagt eine Schrédingergleichung, zuriickfiihren:

2 3Im?2
R N L FNEEPYNE

—h? o HPmg 2 (o R
@{maz— ™0 [3tanh (74_1]}%@)_2_%@“2)_
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

Kontinuum

Abb. 9: Das Spektrum von K entspricht dem eines Teilchens im Potenzial (EZT). Es besitzt
zwei gebundene Zustinde sowie ein Kontinuum von Streuzusténden.

Hierbei handelt es sich um die Schrédingergleichung

{ﬁ—z + V(z)} VE(2) = EYp(z)

2m0

mit dem Potenzial

h2m0 AL
V(z) = 1 [3tanh (7,2) - 1} (4.27)
und den Energieeigenwerten
h2
EF=—)X
2m0

Das Spektrum weist sowohl kontinuierliche als auch zwei diskrete Eigenwerte A auf und
ist in Abbildung Bl dargestellt. Zur deutlichen Abgrenzung der diskreten Eigenwerte vom
kontinuierlichen Spektrum bezeichne ich diese mit &; und &. Es gilt also A € {&o, &1, [Mos Ao}
mit £ < & < Ag.

Die diskreten Eigenwerte und ihre Eigenfunktionen sind

3m m
& =0, e, (2) = —80 sech? (7027) ,
3 9 3mg I mo mo
& = 1m0 e, (2) = e tanh <7z) sech (72> .

Das kontinuierliche Spektrum lautet
)\p:mg—i—p? mit p € R,
2

3
Mo _ ~m tanh? (?2’) + Jimgp tanh <%z>]

U, (2) = N7 |20 4 202
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4.5 Die Feldgleichung mit explizitem K1 (¢q)

mit der Normierungskonstanten

N, = [2%(4]94 + 5m8p2 + mé)] -1z .

Diese ist so gewahlt, dass fiir die Eigenfunktionen
[ zu, @, ) = 06—

gilt. Mit diesen Ergebnissen ldsst sich nun das Spektrum des Operators K zusammenstellen.
Fiir die Eigenwerte und Eigenfunktionen gilt dabei

Ain=—5n"+X  Un(r) = pa(D)Ya(2).
Insgesamt erhélt man das folgende Spektrum:

Diskreter Anteil:

Ar? / -
Aiigy = %TF Uieo () o 2/ L)E go 02 <%z>

A 3
g, = %nz + “md Uie, () @/ LET panh ( 20 z) sech <%z>

4
Kontinuierlicher Anteil:

A 2
Aiixn, = L2n —i—mo—i-p

m§ 3
. (1-D)/2 (2n/L)ii-% 1pz Mo 2 2 o
Ui, (z) =L Nye! [2]) + 2m0 tanh ( 5 > +31m0ptanh( 5 z)}

Hier sieht man, dass K(¢¢), wie in den vorangegangenen Abschnitten dieses Kapitels bereits
erwidhnt und beriicksichtigt wurde, mit )‘660 eine Nullmode aufweist, ndmlich

3mg m
_ 7(1=D)/2 |20 2 ("0
i, (%) = L 1/ 3 sech < 5 z)

U~

4.5 Die Feldgleichung mit explizitem K/ (¢)

In die Differenzialgleichung fiir das Grenzflichenprofil ([L20]) geht der inverse Fluktuations-
operator in Form des Ausdrucks K/!(¢g) ein. Nachdem im letzten Abschnitt das Spektrum
von K(¢g) bestimmt wurde, lasst sich dieser nun berechnen. Zunéchst bestimme ich dafiir
ganz allgemein den Operatorkern K;;}(gbo), um mich dann schlieflich auf den Fall zusam-
menfallender Argumente z = z’ zu konzentrieren.
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

Ein beliebiger Operator A besitze ein Spektrum mit diskreten und kontinuierlichen Anteilen.
Seine Eigenwerte heiffen A und die dazugehorigen Eigenfunktionen . Dann gilt fiir seinen

Kern
A — Z:w(g;)wx' A
A
Fiir den Kern seines Inversen A~! gilt die Gleichung

s =Yooy
A

Mit den Eigenwerten und -funktionen aus Abschnitt EE4] erhalte ich den Ausdruck

< 4m2n2 8 2

2
K;;}(qﬁo) :LlD{ Z L 3mo ! /L) (=" g0 oy 2 (%z) sech? <m0 z/) +
A0

3myg i(QW/L)ﬁ,(f_f,)tanh (%z) tanh (%z’)
+ ; 4r? "2 +3m2 4 ¢ cosh (%2z) cosh (%2 2) *

1<2W/L>ﬁ-<f-f’>wp<z>w§p<z’>}.

+/_ dpz47rn

—i—mo—i—p

Fiir zusammenfallende Argumente z = 2’ ergibt sich demnach

L? 3m
-1 _ r1-D Z M0 o ch4
Koo (90) =L { < Am2n? 8 ech <2 >+

A0

3mg tanh? (
" Zn: dr” "2 +3m2 4 cosh? (202)

1
/ dp Z 4m2n?2
—o0 = T2 +

WA,,(Z)P}- (4.28)

Zur besseren Ubersicht ordne ich alle Beitriige zu K/!(¢g) nach Potenzen von sech(mgz/2).
Das Betragsquadrat W)\p (z)|2 schreibe ich dazu folgendermafen:

2 3 2
<2p2 + % — 2m2 tanh? (%Z) + 3imgp tanh <%Z>>‘

WAP(Z){Z =N} 5

9
[ o« 3 m)  (22) - S (12))

9
- ﬁ - { (mg + migp®) sech® (%O ~ Jmisech! <%2) } .

44



4.5 Die Feldgleichung mit explizitem K/_!(¢q)

Eingesetzt in (2] ergibt das

K o) = LID{ Z L %sech‘l <%z) +

1 3myg tanh? (@z)
+§:W# §214mmﬂéa_
n my 2

_/ dp Z 47r2n2 NSX

—i—mo—i—p

9
X [3 (mé‘ + m%pz) sech? (%z) — Zmgsech? <@z)]

4 2
v 0 g
n

Insgesamt kann man also

+m0+p }

tanh? (% )

cosh? (mT z)

=Cy + (Cy + Cy — Co)sech? <7z) + (Cy 4 C3)sech? (%z)

K'.' (¢0) = Co + Cisech? <@z) 1 Cy

5 + Cssech? (@z) + Cysech? <%z)

2

schreiben, wobei ich die Summen und Integrale zu den Koeffizienten C; zusammengefasst
habe. Diese sind entsprechend definiert als

1
Co = ox LD— 1/ deMn
3m0
= LD1247T22

3m0
Cy = LDfl Z 47r2n2 +3m2 4
7

+ mg + p?

my
Cy = — —/ dp N2 (md + m2p?
1 D-1 Z47rn+0+p P(O 0)
1 9 1
Ci=—5—mib [ dpN2Y
! LD14mO/ PN — ATn® L mg 4 p?

Die nichttriviale Berechnung der Koeffizienten wird spéter in Kapitel erfolgen. Um den
Ausdruck fiir K/!(¢g) noch iibersichtlicher zu schreiben, verwende ich die Definitionen

éo = 9—20?)000 (4.29)
él = 9—20?)0(01 +Cy — CQ) (4.30)
@:%m@+@y (4.31)
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4 Die Feldgleichung fiir das Grenzflichenprofil

Damit nimmt die Differenzialgleichung (EZZ0]) eine iiberschaubare Form an:

K(¢o)@1(x) 4 tanh (%z) [C’lsech4 <%z> + Cysech? (%z) + é’o] =0

2
o |- - T L (22) | a0+
+ tanh (%z) [C’lsech4 (%z) + Chsech? (%z) + C’o] =0. (4.32)

Im Folgenden soll nun eine Lésung dieser Gleichung gefunden werden.
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5 Losung der Feldgleichung

Bei Gleichung (fE26]) handelt es sich um eine inhomogene lineare Differenzialgleichung. Der
Losungsraum einer solchen ist i. Allg. ein zur Losungsmenge der homogenen Gleichung affiner
Raum, wobei dessen Stiitzvektor durch eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
gegeben ist. Durch die Einschrinkung der Stérungsrechnung auf N+ besitzt die Gleichung
jedoch keine homogene Losung, denn

K'(¢0)1(z) =0,

wiirde bedeuten, dass K'(¢p) mindestens eine Nullmode besitzt, was per Konstruktion gerade
ausgeschlossen ist. Damit gibt es auf N+ wenn iiberhaupt nur eine inhomogene Losung. Diese
lieke sich zum Beispiel mit Hilfe der Greens-Funktion K'~!(¢g) konstruieren, womit man
wieder genau bei der Graphenberechnung von (¢) ([EZI8) angelangt wéire. Deutlich einfacher
zum Ziel fiihrt aber eine andere Methode: die Variation der Konstanten. Um die Lésung zu
finden, betrachte ich dabei zunéchst eine Erweiterung der Gleichung (26 auf den gesamten
Raum der Fluktuationen, ndmlich

K(¢o)é1(x) = TKL,! (d0)d0(2).

Jede spezielle Losung dieser Gleichung liefe sich nétigenfalls durch Addition eines Vielfachen
von \1'650 auf die spezielle Losung aus N+ verschieben. Per Variation der Konstanten erhélt
man jedoch direkt eine zur Nullmode senkrechte Losung, wie sich im folgenden Abschnitt
zeigen wird.

5.1 Variation der Konstanten

Sei ¢1 = yo eine Losung der homogenen Differenzialgleichung

mé 90
K(¢o)yo =0 = —yo — 703/0 - 5@%?/0 = 0. (5.1)

Dann gilt fiir eine Funktion ¢ = yof mit einer beliebigen Funktion f

" ! gl " mg g 2
K(¢0)(yof) = —yof —2y0f" — vof = =5 Yof + 50000 f

2

=0, siehe Gl. &)

2
m go
= (—y({ — Dy + 5¢3yo> f=2y0f —yof".

/
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5 Lésung der Feldgleichung

Eine Losung der homogenen Gleichung ist die Nullmode \11650(2)' Ich wihle deshalb

mo
yo = sech? (72') ~ W, (2)
und erhalte so

K(¢o)(yof) = 2mp tanh <%z) sech? <%z> f' — sech? (?z) 1. (5.2)

Wenn es gelingt, eine Funktion f(x) zu finden, fiir welche die rechte Seite von Gleichung (5:2)
genau dem Negativen der Inhomogenitat in der Differenzialgleichung (BE32) entspricht, so ist
eine spezielle Losung bestimmt.

Die Inhomogenitit besteht aus drei Summanden. Gesucht sind deshalb drei Ansatzfunktionen
h(z),k(z) und I(z), so dass K(¢o)yoh(z), K(do)yok(z) und K(¢o)yol(z) jeweils einen dieser

Summanden ergeben. Die Funktion ¢(z) = yo(h(z) + k(z) + I(z)) ist dann eine spezielle
Losung.

Der erste Summand der Inhomogenitit ist proportional zu tanh (mgz/2) sech? (mgz/2). Mit
dem Ansatz h(z) = Atanh (mgz/2), erhalte ich wegen

h = A%Sech2 <%z) und A" = —A%g tanh (%z) sech? <%z)

aus Gleichung (B2
— § 2 mo 4 (Mo
K(¢o)(yoh) = 2Am0 tanh <—z> sech (—2 z) )

2
Der zweite Summand ist proportional zu tanh (22 2) sech? (™0z). Der Ansatz f(z) = k(z) =
Bz mit k' = B und k" = 0, ergibt

K (¢0)(yok) = 2Bmg tanh <%z) sech? <%z> .

Den dritten Summanden, proportional zu tanh(mgz/2), erhalte ich mit dem Ansatz

l(z) = % (cosh (%z) sinh (%z) + ?z) .
0

Dann folgt ndmlich

I'= mgo cosh? (?z)

und

" o__ @ 2 @

l —Ctanh< 5 z)cosh < 5 z).
Eingesetzt in Gl. (2) ergibt sich damit

K(¢0)(yol) = C tanh <?z) .
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5.2 Berechnung der Koeftizienten C; und C;

Das heifit, eine Funktion ¢1 = yo(h + k + 1) liefert

K(¢o)p1 = K(do)yo(h + k +1)
= gAm% tanh (%z) sech’ (?z) + 2Bmyg tanh (%z) sech? (%z) +

+ C'tanh (?z) .

Durch Koeffizientenvergleich mit Gleichung (f32) bestimme ich

2C C. s
A=-"1 B=--2 C=-Cy
3mg 2my

und erhalte so die spezielle Losung

ol - - -
ilztanh <@z> + Q(; + 222 <@z) sech? (ﬂz) — igtanh <@z) .
3mg 2 mg - mg 2 2 mg 2

(5.3)

Diese Losung ist offensichtlich aus N+, da alle Summanden von ¢1(z) ungerade sind, die
Nullmode W5, (2) jedoch gerade. Damit folgt

$1(2) = —

(61, ¥ge,) =0 61 L Vg, .

Mit (B3) ist das Grenzflichenprofil nun im Prinzip bekannt: Es hat die Form (2) = ¢o(z) +
B Lp1(2) + O(B72). Allerdings lassen sich keine niheren Aussagen iiber die Eigenschaften
des Profils machen, ohne die darin auftretenden Koeffizienten C; zu berechnen.

5.2 Berechnung der Koeffizienten C; und C;

An dieser Stelle soll die Berechnung der aus Abschnitt Lol bekannten Koeffizienten C; erfolgen.
Die C; enthalten Divergenzen, die sich mit Hilfe dimensionaler Regularisierung in D =3 — ¢
Dimensionen herausstellen und addquat behandeln lassen. In die Differenzialgleichung ([32),
also folglich auch in das Grenzflichenprofil ¢, flieRen die C; in Form der drei in den Gln. (E229)
bis ([E3) definierten C; ein. Wie sich in diesem Abschnitt zeigen wird, kombinieren sie dabei
gerade so, dass sich ihre divergenten Anteile gegenseitig aufheben. Damit sind die physikalisch
relevanten C~’Z letztlich allesamt endlich.
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5 Lésung der Feldgleichung

Der Koeffizient Cy lésst sich wie folgt berechnen:

1
Co=—5— d

T onLD- 3/ dp/ dte (i L%Z S
T

Substitution: v := i

= e 3/ dv/ dt e (1+0%) 3L2tze—4n2n2t
i

[Ho97]: (5.118)

_ @ e—moL
= 4W+O<mOL>+O(e).

Im Limes ¢ — 0 und unter Vernachlissigung von Fehlern der Ordnung exp(—mgoL)/moL
erhalte ich so das Ergebnis

Co=—2 o (Gy=-L0T0 (5.4)

Bei der Berechnung von (' tritt ein Pol in € auf:

L 3m0 3m0 & —4r2n2t
Cr = ID- 1247m _8LD—3/ dtze !
7140 0 7i£0

3m0 /OO |: —4n2n2t 1 :| /1 1
=0 dt [y e (1 —t)——5 | + | dt—5 -
8LD3{ 0 Urt)? ) o (4amt)"E

A0

Die Integration iiber ¢ ldsst sich auswerten zu (sieche C.11 bis C.18 sowie 5.279 bei [Ho97])

o 1
ZO7O ::/ dt [Ze4ﬂ2n2t - 0(1 - t)i_
0

D—-1
R£0 (47Tt) 2 :|

_ 1 VT g

Mit D = 3 — € erhalte ich dann

3 3 !
Oy = ZmoLZoo + “moLe | dt ———.
1= gMoR 200 gmo /0 (dnt)1=/2

Der divergente Anteil 14sst sich in der Form

! 1 In(4nm)
dt ———— = —
/0 (4rt)l=</2 2re * A
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5.2 Berechnung der Koefhizienten C; und C;

darstellen. Damit erhalte ich insgesamt den Ausdruck

3 . 3 ! In(4m)
Cl = ngL Z(]’O —|— ngL {% + T + O(E)} .

Nach dem selben Schema fahre ich mit der Berechnung von C5 fort und finde

1 1 3mo
Cy =
D1 Zﬁ: 4722;12 43,2 4

0

_ 3m L?
~ 4 [D-1 Z 422 4 Qm%Lz

_ 4;7333/ dt e——mOL t Z —472n?
0
D—-1
_ 3WLO /oodt —77710L2 [Z e—47r2n2t]
4L D-3 0 :

nez

= AP (4nt)

Dabei ist A(t) mit Hilfe der Jacobi’schen-Thetafunktion

[e.9]

19(2,77_) _ Z eiﬂn2r+27rinz
definiert:
A(t) =9(0,it) = D e

Unter Ausnutzung der Transformationseigenschaften der Theta-Funktion schreibe ich

AD=1(4t) = (4ret)(1-D)/2 gD-1 <i>
47t

und erhalte so

3m0 o0 _3 2L2t 1 2 At
CQ = 7/ dte 40 —_— e " / .
ALP=E o (4mt) 2 Z

Mit D = 3 — € und nach expliziter Herausstellung des divergenten Anteils wird daraus

3 > 3 _ 6(1 —t) ! 1
ng—moLE / mOLt 4m2n2t R S +/dt
4 0 %Z:Q 47Tt)1_5/2 0 (47Tt)€/2
V3"

3 1 3 ! 1 e~ 2 Mok
=2moLt{ —— In ( 2m3L? /dti - |},
1Mo { = [7%— n<4m0 >}—|— ; (47Tt)16/2+0< T )}
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5 Lésung der Feldgleichung

Die Divergenz hat die bereits aus der Berechnung von C] bekannte Struktur. Unter Verwen-
dung des dort gefundenen Ergebnisses erhalte ich zunéchst

! 1 1 In(4n)
/Odt (4rt)1=</2 ~ 2me 4m +0(9);

und damit insgesamt

V3!

3 . 1 3 5.9 1 In(4m) e 2 Mok
C2= 4m0L { 4 ['y—i—ln <4mOL )} + 2me * 4 o moL' +00).

Die Berechnung von Cf liefert

_ Z mg + mgp
3 LD 1 = 47r n

+md+p > (4294 + 5m3p? + mé)

Mit der Substitution v = p/mg wird daraus
3mg [*°dv 1+02
C3=— —
3 7,01 /_00277 At + 502 + 1 Z 47r n?
7

2

O+mv

Der Summenterm D1 ((2/v/3")V/1 +v2 mgL) lisst sich auswerten zu (siehe [Ho97])

2 2 47

DTty = - L L (2] -2 s )

Mit den beiden Integralen

/Oo 1+ v? T
dv—————— = —
oo AP 4B024+1 2

o 1+ 02 9 3
dv—————In(1+0?) =7l ( 5
/_Oov4v4+5v2—|—1n( T =mnlg)

von denen letzteres mit Hilfe des Programms Maple ([MAP]) berechnet wurde, erhalte ich
fir D=3 —¢

und
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5.2 Berechnung der Koefhizienten C; und C;

Den verbleibenden Koeffizienten C4 bestimme ich zu

C L 9m4/oodp./\/22 !
4= TP
I D-14""0 Cw D — 47222112_|_mg_|_p2

4
-3t / T dpA? / Oodte—<m3+p2)L2t§ it
0 =
n

T 4D-3 e

Substitution: v := —,

NZ = [27 (4p" + bmgp® +my) ] = my* [27 (40" + 50% + 1)] -

2 i
_9 mo /ood_,UDl (F\/l—i-’l)z mQL)

T A4LD3 ) or ot + 502 + 1

Mit den beiden Integralen
& 1 T
e ey
oo Avt4+DBve+1 3
o In(1 + v?) 4 27 9
dv—————=27rIn(2)+ =7In(3) = —In | =
/Oo”4v4+5v2+1 min(2) +3rn@) =3 n<8>’
von denen ich letzteres erneut mit Maple berechnet habe, erhalte ich damit fiir D = 3 — ¢
den Ausdruck

8 [
9 1 In(meL) 1 ln( 9 ) e~mok
= oLt | — — 20 S (4 _\V9J
Co=grmol 15 6 Y Iml+ ——=+ O T | +0(¢)

zngLe Q_E_T—Z[y—ln(47r)]+%ln (g) +(’)<3%> +O(e)}

Nun, da alle C; bestimmt und die auftretenden Divergenzen isoliert wurden, lassen sie sich
zu Ausdriicken fiir die C; kombinieren.

Die Grofke C’l ist im Wesentlichen die Summe Cq 4+ Cy — Cs. Interessant ist nun, wie sich die
Divergenzen der drei beteiligten Grofen auf C7 auswirken. Ich fithre die Berechnung in zwei
Schritten durch und addiere zunéchst C7 und Cjy:

Ot Cr=omore { ta (V) 0 L 0T
i)

8T 2 T2 (Z 4 2 4
1 In(moL) 1 8 e~mol
5~ 5 —4[7—111(477)]—}—5111 <§> —(9( L
3 1 N 1  In(4r) In(meL) 1 8
_ v L€ 21 —1] _
8 {2 (rZ(i))J“e 2 > T3tg)”"
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5 Lésung der Feldgleichung

Von diesem Ergebnis subtrahiere ich dann Cs und erhalte

3 )1 N In(47) 1 In(meL) 1 8
01—1-04—02—@7”0[/ {§IH<F2&))+ 5 +E_T+§ln — |+

+1 [7 +1In <§m3L2>] - % + 2ln(;l7r) +

3 N 2
=—moLl {In| =~ 1 L In( -
vt i (8 ) ity o 3)
oY i )
+O |+ .
Die divergenten Terme heben sich also gerade gegenseitig auf. Betrachte ich den Limes € — 0
und vernachlissige dabei Terme der Ordnung exp(—+v/3'mgL/2)/v/moL", so erhalte ich

2 - 3 N3 2
gToCI =C1+Cy—Cy = 16—7rm0 In (IQ—&)) +v+In <§> +1In(moL)

'

=

_ m%mo {a +In(moL)} . (5.5)

An dieser Stelle ist insbesondere zu bemerken, dass C; logarithmisch von der SystemgroRe
L abhédngt. In Abschnitt wird deutlich werden, dass genau dieser Zusammenhang das
Roughening der Grenzflache beschreibt. Um die Konstante o und vor allem ihre Grofe relativ
zum Beitrag der Systemgrofe In(mgL) etwas greifbarer zu machen, gebe ich ihren ungefahren

numerischen Wert an: S
27’
=ln|-—=—+ ~ —1.832.
«=tn (3tm)

Die Grofke 02 ist im wesentlichen die Summe von C5 und C3 und lisst sich zu

V3!

3 1 3 1 In(4nm) e 2 mol
Co+C3=-moLq —— In ( Sm2L? — O — —
2+ 63 4m0 { 47 ['y+n<4m0 >:|+27T6+ 47 + (vmoL'

3moLE 1 In(moL)
27

3mgL¢ ( (3)
= In{-)—-=
8 2

54



5.3 Renormierung

berechnen. Wie man sieht, heben sich auch diesmal die Divergenzen der beiden Summanden
gegenseitig auf, so dass eine endliche Summe bleibt. Im Grenzfall ¢ — 0 und unter Vernach-
lissigung von Termen der Ordnung exp(—+v/3'/2)/v/moL" ergibt sich dann

In(3)

9
QTQCQ = (Cy 4+ C3 =3my 167 (5.6)

Mit der Berechnung der C; sind die im Grenzflichenprofil (53) auftretenden Grofen allesamt
auf L, mo und gg zuriickgefithrt. Bei den beiden letzten Gréfsen handelt es sich jedoch um
,hackte GroRen“, die erst nach erfolgter Renormierung durch physikalische Gréflen ausge-
driickt werden konnen. Dies ist Gegenstand des folgenden Abschnittes.

5.3 Renormierung

Das Grenzflichenprofil soll nun in Abhéngigkeit von den physikalischen Grofen bestimmt
werden. Dies sind, neben der Systemgrdfse L, die Korrelationsldnge mﬁl und die renormier-
te Kopplung gr. Die Renormierung der ¢*-Storungstheorie in drei Dimensionen wurde von
Gutsfeld, Kiister und Miinster (JGKM96]) fiir die symmetrische und die gebrochene Phase
bis zur 3-Loop-Ordnung durchgefiihrt. Ich iibernehme das dort verwendete Renormierungs-
chema und die Ergebnisse bis zur 1-Loop-Ordnung, der Ordnung meiner Rechnung. In den
folgenden beiden Abschnitten stelle ich das Schema vor und fiihre die Beziehungen zwischen
den nackten Grofen und ihren renormierten Gegenstiicken an. Im Anschluss daran nutze
ich diese Relationen, um das berechnete Grenzflichenprofil durch die physikalischen Grofen
auszudriicken.

5.3.1 Renormierungsschema

Die renormierte Masse ist definiert durch die Beziehung

@
L@ ary” (p)
k=18 [ 02

p=0

Dabei ist F((]2) (p) die Fourier-Transformierte der zweiten Funktionalableitung der effektiven
Wirkung I'[¢c].

Mit der Definition der Korrelationslinge als zweites Moment des 2-Punkt-Korrelators

. _ 9GP D)

&= =160 W)

p=0
und der Relation —F(()Q) = (Gg))*1 (siehe Gl. (LTH)) folgt dann

1
mg = o

&
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5 Lésung der Feldgleichung

Demnach entspricht die renormierte Masse der inversen Korrelationslénge.

Die Feldrenormierung ist durch die Gleichung

2
ot T
R ap2

p=0
definiert.

Das renormierte Gegenstiick zu der bereits in Gl. ([EIT]) eingefiihrten dimensionslosen Kopp-
lung wug definiert man iiber die Relation

4-—D
gr = Mpr UR

und erhélt so fiir D = 3

IR
UR = —.
mgR

5.3.2 Die renormierten GroRen

Der Vakuumerwartungswert des Feldes geht in grofer Entfernung zum Grenzflichenzentrum,
also fiir 2 — 400, in den Erwartungswert der Theorie mit ortsunabhéngigem Vakuum iiber.
Dieser ist durch (¢) = £v gegeben, wobei die Vorzeichen in den Grenzféllen +00 durch die
Orientierung der Grenzfliche bestimmt sind. Durch thermische Fluktuationen unterscheidet

sich v von der entsprechenden Grofe der Mean-Field-Theorie vy (siehe Gl. (EI1)). Es gilt
Uo UR 2
v =19+ (p) :v0+8—ﬂvo:vo{1+8—ﬂ+(’)(uR)}.

Beriicksichtigt man zudem die Feldrenormierung, so erhélt man

—-1/2
URZZR/U.

Zwischen der nackten Kopplung gg und ihrem renormierten Gegenstiick gr gilt in Ein-
Schleifen-Approximation folgende Beziehung:

7uR
= 1+-—>.
go QR{ +487r}

Fiir die Quadrate der Massen findet man die Relation
3u
2 2 R
= 1—=—>5. 5.7
g =it {1- 3m (57)
Um eine Beziehung fiir die Massen mg und mp zu finden, die im Rahmen der N#herung

giiltig ist, ziehe ich auf beiden Seiten von Gl. (B7)) die Wurzel und entwickle die rechte Seite
nach Potenzen von ug. Auf diesem Wege erhalte ich

3uR' 3uR 2
= mry/l— R g1 2R .
o= MR 8 8 mR{ 16 877} +0 (ur)
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5.3 Renormierung

Ahnlich wie mit den Massen muss auch mit der Feldrenormierung Zg verfahren werden. Diese
ist in 1-Loop-Ndherung gegeben als

tritt in den Rechnungen jedoch in der Form Z§1/2 auf. Erneut fithre ich deshalb eine Ent-
wicklung in Potenzen von upr durch und erhalte

,1/2_ 1 UR 2

Im néchsten Abschnitt werden nun die nackten Gréfen im Grenzflichenprofil durch ihre

physikalischen Gegenstiicke ausgedriickt.

5.3.3 Das Grenzflachenprofil ausgedriickt durch renormierte GrélRen

Zuerst driicke ich das Mean-Field-Profil ¢y durch renormierte Grofien aus. Da mg im Ar-
gument des Tangens hyperbolicus auftritt, muss dieser nach Potenzen der dimensionlosen
Kopplung ur entwickelt werden. Insgesamt erhalte ich

_ 3
¢0(z) = v tanh <%z) = vg tanh <%z — 1—62—: (%2) +0 (U2R)>

mR 3 ur /MR 9 (MR 9
= g {tanh <7Z> — 1_68_7'(' <7Z> sech (TZ) + O (UR)} .
Die in Abschnitt Bl berechnete Korrektur des Grenzflichenprofils ¢1 ist bereits ein Ein-
Schleifen-Term. Dementsprechend kénnen die in ¢ auftretenden nackten Grofen direkt durch

ihre renormierten Gegenstiicke ersetzt werden, da der dabei gemachte Fehler von zweiter Ord-
nung ist. Fiir das gesamte 1-Loop-Profil finde ich so den Ausdruck

¢(2) = po(2) + ¢1(2)
:vo{l— Co }tanh <@z> —
v0m2R 2

QOl(L) tanh (mR )
L

2
3mg

= v tanh <%z> —

éo 02 3 UR (mR ) 2 mR
= =] (= h (— ) 5.8
+<m2R+m2 +v1687r 22 sec 2z (5.8)

Fiir die C; setze ich nun die in Abschnitt gefundenen Ergebnisse ein. Da diese alle zur
Korrektur erster Ordnung beitragen, ersetze ich die auftretenden nackten Grofen direkt durch
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5 Lésung der Feldgleichung

ihre renormierten Gegenstiicke. Mit (B:4l), (BE20) und (B2 erhalte ich so

C_  lgr _  um
mé 8T MR 8’
201(L) 1uR
32 =v591 2 + In(mgL) ¢,

Die Klammer vor dem (mgz/2)sech?(mgz/2)-Beitrag fasse ich zusammen zu

7+ 1" 1

éo 62 3 UR UR 3 13
— — Ve — =V — In(3 .
my o My 16 87 8

Zur Abkiirzung definiere ich

13 3
0= 15 = 7 (3) ~ ~0.0115.

Schliefslich ist noch die Feldrenormierung zu beriicksichtigen, womit das vollstdndige renor-
mierte Grenzflichenprofil in erster Ordnung die Form

dr(z L) = Z 2 6(2)

1
- otk (512) 2[5+ et (512 (512

UR mR 2 <7ILR >
g U (TR o2 (2R .
<! ( 5 z) sec 5 } (5.9)

annimmt. Damit ist das Profil komplett auf die physikalischen Grofen L, mg und ugr zu-
riickgefithrt. Durch die Korrelationsldnge mﬁl ist die Skala des Profils bestimmt. Die Form
des Profils hingt neben mp L, also der Systemgrofe in Einheiten der Korrelationsldnge, noch
von der dimensionslosen Kopplung ug ab. Um den Wert dieser Gréfe geht es im folgenden
Abschnitt.

5.3.4 Numerische Werte der Kopplungskonstanten uj

Um die Form des Grenzflichenprofils () zu bestimmen und z.B. grafisch darzustellen be-
nétigt man einen numerischen Wert fiir ug. In der Ndhe der kritischen Temperatur ist dieser
Wert nahezu konstant und kann seinem Tieftemperatur-Fixpunktwert up gleichgesetzt wer-
den. Diesen und andere universelle Grofsen der Ising-Universalitdtsklasse zu bestimmen ist
ein durchaus nichttrivales Problem, welches seit einigen Jahrzehnten einen grofen Kreis von
Forschern beschiftigt. Ahnlich vielfiltig wie die dabei eingesetzten Methoden sind leider auch
die Ergebnisse, so dass man bis heute nicht von dem Literaturwert up sprechen kann. Einen

o8



5.3 Renormierung

Uberblick iiber dieses interessante Feld bieten [BLOT| und [CHI7]. Stellvertretend fiir das
Spektrum der Literaturwerte gebe ich die folgenden drei Werte an:

uf =14.3(1)  [CHIT
uf =15.1(13)  [MIi90]
= 17.1(19)  [Rzwaafl (5.10)

Alle anderen mir bekannten Literaturwerte bewegen sich zwischen 14.3 und 15.1. Von den
genannten Werten ist uf; = 14.3(1) der aktuellste und mit dem geringsten Fehler behaftet.
Alle folgenden grafischen Darstellungen des Profils sind mit diesem Wert gezeichnet. Nume-
rische Werte von Grofsen, die in funktionalem Zusammenhang mit ugr stehen, gebe ich indes
fiir jeden der drei in (BI0) aufgefiithrten Literaturwerte an.

'Die Grofe des Fehlers ist darin begriindet, dass Ruge et al. selbst keinen Wert fiir u} angeben. Der
hier zitierte Wert wurde von Caselle und Hasenbusch in [CH97| nachtriiglich aus mehreren in [RZW94]
angegebenen Werten berechnet. Binder und Luijten zitieren Ruge et al. in [BLOI] in der selben Form.
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6 Diskussion des berechneten Profils

Das berechnete Grenzflichenprofil soll im Folgenden diskutiert werden. Schwerpunktmifig
gehe ich dabei auf die Abhéngigkeit des Profils von der Systemgrofe L ein. Interessant ist
insbesondere die Dicke der Grenzfliche, die aufgrund der in Kapitel B beschriebenen Uberle-
gungen einen Anteil proportional zu In(mgL) besitzen sollte. Nach einer allgemeinen Diskus-
sion der L-Abhiingigkeit des Profils ¢r(z, L) (siehe Gl. (EH)) wird deshalb in Abschnitt
zuniichst ein verniinftiges Maf fiir die Grenzflichendicke, néimlich das zweite Moment (22) be-
ziiglich einer geeigneten Gewichtungsfunktions, festgelegt. Dieses wird dann berechnet und
auf seine L-Abhéngigkeit hin untersucht. Anschliefend wird in Abschnitt der Giiltig-
keitsbereich der gewéhlten 1-Loop-Approximation abgeschétzt. D.h. es wird untersucht, in
welchem Intervall von Systemgrofen L die in ermittelte Grenzflichendicke (22)(L) eine
gute Naherung darstellt. Schlieflich werden in Abschnitt die Resultate der vorliegenden
Arbeit den Ergebnissen anderer Arbeiten gegeniiber gestellt.

6.1 Diskussion der Kurvenschar ¢gr(z, L)

Aus den Gleichungen (B:8)) bzw. (1) ist ersichtlich, dass die Systemgrofe L ausschlieflich
iiber den Koeffizienten des Anteils ~ tanh(mgz/2)sech?(mgz/2) in das Profil der Grenzfliiche
eingeht. Dieser ist proportional zu o + In(mgL) (siehe Abb. [[[) und &ndert sein Vorzeichen
deshalb bei einer Systemgrofe Lg, die ich wie folgt bestimme:
a4+ In (mRLQ) =0
& Lop=e "mg' ~6.25mg".
Fir Grofen L < Lg gibt es einen positiven und fiir L > Ly einen negativen Beitrag
~ tanh(mpgz/2)sech?(mrz/2) zum Grenzflichenprofil. Dabei ist auch zu beachten, dass bei
der Berechnung der Koeffizienten, wie in Abschnitt beschrieben, Terme der Ordnung

exp(—v3'mrL/2)/v/mrL' vernachlissigt wurden. Ob und wie die Groke Lo also physika-
lisch interpretiert werden kann, ist deshalb nicht direkt ersichtlich.

6.1.1 Ableitungen und Extrema des Profils

An dieser Stelle gebe ich die ersten drei Ableitungen des berechneten Grenzflichenprofils an:

Opr(2) _ o R o2 (@2) {1 LR [ <9 n M) (2 — 3sech? <%z>) +

0z 2 2 KU 2 2

e (12 (%) (1)) ] (6.1
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6 Diskussion des berechneten Profils

5 —
= \ ///
4 = v e
g \ //
3E
— \ //
— \ A
2 = \ //
1 2 \\ /
= ~~kd ,/
— AT === === L]
0 ; ..... // ...... . - = = ===
1 = ///
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—cE pat — a+In(mgL)
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Abb. 10: Systemgrokenabhiingigkeit des Beitrages ~ tanh(mgz/2)sech?(mgz/2) zum
Grenzflachenprofil. Der Vorzeichenwechsel findet bei etwa 6.25 Korrelationslan-
gen statt. Die Grofsenordnung der bei der Berechnung vernachlissigten Terme ist
zum Vergleich ebenfalls eingezeichnet.

o (T () 2 (3

a 1
-2 <§ +3 In (mRL)> <3tanh <7z

% = —anfD”sech2 <7z> {?)s;ech2 < 5 > -2+ Z—: [77 <9$ech2 (%z) —6—
—12 <Tz>sech2< 5 )tanh( 5 )+4( 5 z)tanh(%z))—
~2 (5 + gl ) (15 (secnt () — secn (22)) 4 2)

Eine analytische Bestimmung der Extrema als Nullstellen der ersten Ableitung ist in diesem
Fall schwierig. Numerisch, genauer gesagt durch einfaches Plotten und Betrachten des Profils
¢r(z, L) fiir verschiedene L lassen sich aber bereits einige Aussagen treffen. So erkennt man
in Abb. [[1 dass ¢r nur fiir Systemgréfen L mit Ly, < L < Lpax streng monoton ist.
Entspricht L genau einem der beiden Grenzwerte Luyin, Lmax S0 findet man Sattelpunkte.
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6.1 Diskussion der Kurvenschar ¢g(z, L)

Abb. 11: Die unterschiedlichen Formen des Grenzflichenprofils fiir verschiedene Systemgro-
fen L.
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6 Diskussion des berechneten Profils

A _ A
R (2) L = Lin r(z)  [L=0.76 Lnin

UR:

Abb. 12: In den Ausschnitten ist der rechte obere Teil der Grenzfliche dargestellt. Das linke
Bild zeigt einen streng monotonen Verlauf, wihrend in der Mitte der Sattelpunkt
erkennbar ist. Fiir noch kleinere L bildet sich, wie im rechten Bild zu sehen, ein
Huckel aus.

OR(E)Y L 203 Lonas

(e

Abb. 13: Dargestellt ist in diesen Ausschnitten das Zentrum der Grenzfliche. Mit zuneh-
mendem L wird aus einem streng monotonen Verlauf ein Maximum-Minimum-
Paar.

Fiir L = Lpax gibt es genau einen Sattelpunkt in z = 0, wihrend fiir L = Ly, zwei
Sattelpunkte in gleichem Abstand links und rechts von der z-Achse zu finden sind. Sobald
L etwas auferhalb des Intervalls [Lmyin, Lmax] liegt, bildet sich aus den Sattelpunkten jeweils
ein Paar aus Minimum und Maximum. Deren Ausprigung wird umso stérker, je weiter L
auferhalb des Intervalls liegt. Wie sich die Form des Profils rund um die Grenzwerte Ly
und Ly dndert, ist in den Abbn. [ und [ noch einmal detaillierter dargestellt.

Fiir Lyax kann ein exakter Ausdruck angegeben werden. Da ich im Zentrum_des Profils fiir
L = Ly« einen Sattelpunkt erwarte, betrachte ich die erste Ableitung von ¢r (6] an der
Stelle z = 0, wo sie wegen sech(0) = 1 und tanh(0) = 0 durch den einfachen Ausdruck

%L;(o):m%{l—g_i[n_ (%_Wﬂ}
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6.1 Diskussion der Kurvenschar ¢g(z, L)

Tab. 2: Numerische Werte fiir L.y nach (f3) sowie Naherungswerte fiir Liyiy.

v | Lo | L
14.3+0.1 | 0.95+0.05 | 2056+5
15.14+1.3 | 1.03+£0.05 | 170 £+ 48
1714+1.9 | 1.24 +£0.05 | 115+ 38

gegeben ist. Gesucht ist nun ein L, fiir das dieser Ausdruck verschwindet:

Obr ur (o In(mgrLmax)
] - _ D A mmaxs =1 4
9. V=0e-g 3™ 2 g (64)
8
< In (mrLlmax) = 27" ot 2n
UR
8
& Linax = €xp [2—71- —a+ 277} mﬁl. (6.5)
UR

Dass es sich tatséchlich um einen Sattelpunkt handelt, folgt aus den Werten der zweiten und
dritten Ableitungen. Auch diese nehmen an der Stelle z = 0 eine einfache Form an. Wegen
z = 0 und tanh(0) = 0 liest man aus Gleichung (E2) direkt

or .\
072 (0)=0

ab. Die Kriimmung im Ursprung verschwindet also ganz unabhéngig von L, was natiirlich
direkt folgt, da ¢r eine ungerade Funktion ist. Die dritte Ableitung (63]) vereinfacht sich zu

83¢§R m% UR
S (0) = —up—ht {1 + 23y —2(a+1n (mRL))]} .
Fiir die Systemgrofe L.y erhalte ich so
D3or m3 UR a 1
0, Lypax) = —vR—24 1+ — [n— | = + =1 Lunax
525 (0 Lmax) UR4{ +8w[" <2+2n(mR a)>]+
=0, siehe Gl. (64
UR a 1 .
+o [277 -3 (5 +3 In (mRLmax)>:| } ‘ ([B3) einsetzen
3
- o0 250
= —wp—R (3+ 2p).
UR 4 * 87777

Dies ist ungleich null fiir alle ug # —24m/n ~ 6580, also fiir alle interessanten Kopplungs-
konstanten. Damit ist die Stelle z = 0, L = L.x, wie erwartet als Sattelpunkt identifiziert.

Obwohl ich den exakten Wert von L, nicht kenne, kann ich diesen fiir ein gegebenes uf
numerisch ndhern. In Tabelle Blsind Ly, und Ly,ay fiir die drei in Abschnitt B34 genannten
Literaturwerte von u; angegeben. Ly, liegt fiir alle Kopplungskonstanten bei etwa einer Kor-
relationslidnge. Da eine Systemgrofe L ~ 1 mgl eher uninteressant ist und zudem, wie bereits
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6 Diskussion des berechneten Profils

bei der Berechnung von Lo erwithnt, Terme der Grékenordnung exp(—+v/3' mgrL/2)/vmgrL’
vernachléssigt wurden, die fiir derart kleine L bereits relativ grofs sein kdnnten, ist die genaue
Kenntnis der exakten Grofe von Ly, nur von geringem Wert. Aus diesem Grund widme ich
dem unteren Grenzwert des Intervalls hier keine ausfiihrlichere Untersuchung.

6.2 Dicke der Grenzflache

Spricht man iiber die Dicke w einer Grenzfliche, so muss man sich zunéchst auf ein verniinfti-
ges Mak derselben einigen. Ein solches zu finden, ist schwieriger als es zunéchst scheint, und so
findet man in der Literatur verschiedene Varianten (siehe z.B. die entsprechende Diskussion
in [Mii04]). Einfache ad hoc-Definitionen wie die Halbwertsbreite des Grenzflachenprofils sind
nur fiir besonders einfache Fille sinnvoll. Dies liegt zum einen daran, dass nicht-monotone
Profile den halben Maximalwert i. Allg. mehrmals annehmen kénnen. Zum anderen ist auch
die Position des halben Maximums nicht zwingend eine charakteristische Grofe der Grenz-
flache. Mit anderen Worten: Die Form des Profils bleibt weitestgehend unberiicksichtigt.

Ein weiteres mdogliches Maf fiir die Grenzflichendicke w ist die Wurzel des zweiten Momentes
(2?) beziiglich einer geeigneten Gewichtung oder Wahrscheinlichkeitsdichte p(z), also

w? = (%) :/Oodz 22p(2). (6.6)

—00

Die Brauchbarkeit einer solchen Definition héngt natiirlich von der Wahl der Gewichtung
p(z) ab. Buff et al. verwenden in [BLS65] z.B. eine Dichte

e
0z

p1(z) ~ ¢’ (6.7)
Durch die Ableitung wird die Form des gesamten Profils beriicksichtigt und das so definierte
zweite Moment gibt verldsslich an, auf welcher Breite wesentliche Anderungen stattfinden,
also tatséchlich ,etwas passiert”. Fiir nicht-monotone Profile stellt sich diese Wahl aber eben-
falls als ungeeignet heraus, da p(z) dann nicht positiv definit ist. Eine naheliegende Variante,
die sowohl die Form des Profils als auch die Forderung nach positiver Definitheit beriicksich-

tigt, ist durch die Definition
06(2)\?
n) ~ (252) (6.)

gegeben. Angesichts des Profils (B9)), welches fiir Systemgrofen auferhalb des Intervalls
[Linin, Lmax] nicht-monoton ist, ist pa(z) also im Vergleich zu p;(z) zunéchst die verniinf-
tigere Wahl. Dennoch werde ich die folgenden Berechnungen der Grenzflichendicke beziiglich
beider Definitionen durchfiihren, wofiir ich hier drei Griinde nennen mdochte.

Erstens ist die Definition der Grenzflichendicke iiber p;(z) wegen ihrer rechnerischen Ein-
fachheit in der Literatur weit verbreitet und insbesondere bei numerischen Untersuchungen
gebrauchlich. Zweitens ist zunédchst unklar, ob das Verhalten des Grenzflichenprofils fiir Sys-
temgrofen L € [Lin, Lmax|, also auferhalb des Bereiches monotoner Profile, iiberhaupt
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6.2 Dicke der Grenzfliache

physikalisch ist oder vielmehr die Begrenztheit des Giiltigkeitsbereiches der gewéhlten Néhe-
rung aufzeigt. Drittens ist der Hauptvorteil von ps(z) gegeniiber p;(z), ndmlich die positive
Definitheit, im Rahmen der hier durchgefiihrten formalen Stérungsrechnung gar nicht gege-
ben, was sich wie folgt erklirt. Das Gradientenquadrat ¢? lautet im Rahmen einer 1-Loop-
Approximation

32(2) = (0 + B711(2) +... )" = d2(2) + 267104 (2)1(2) + O (B72).

Nun handelt es sich bei der Entwicklung in Ordnungen von 3~! aber nur formal um eine Sto-
rungsrechnung und $~! ist dabei nicht zwingend klein, sondern lediglich ein Zihlparameter
der Loop-Ordnung. Dies fiihrt dazu, dass das Quadrat der Ableitung ¢(z) bei Vernachlissi-
gung der Ordnung $~2 nicht mehr positiv definit ist.

Bevor ich im folgenden Abschnitt konkrete Berechnungen zur Dicke des Profils anstelle,
mochte ich an dieser Stelle an einem kurzem Beispiel verdeutlichen, wie man mit Hilfe der
eher unanschaulichen Definitionen (E8]), ({7) und (EX]) tatsdchlich die Dicke einer Grenz-
fliche bestimmt. Dazu fiihre ich an dieser Stelle die Berechnung fiir das Cahn-Hilliard-Profil
¢o(z) = votanh(mgz/2) durchl]. Die Ableitung lautet #h(2) = (vomo/2)sech?(mgz/2). Die
Normierung der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsdichte pq(z) berechne ich damit zu

M= [Cah = anta)| =2
und erhalte also
_ 1y - Mo g2 (o
p1(z) = Moy(z) = 1 sech < 5 z)

Das zweite Moment ergibt sich dann durch die Integration

o0 o0 2
<22>1 = dz z2p1(z) SLY dz z%sech? @z = 7T—,
4 2 3
oo .
_ 8
~ 3mg 6

Entsprechend berechne ich fiir das zweite Moment beziiglich pa(z)

2

2 00
2
Nyt = vg% / dz sech? <?z) = %v%,

—00
/

= 3im0,siehe Gl. B4

3
pa(2) = Madp(2)* = gmgsech4 (%z)

n [Mii04] wird das Ergebnis dieser Rechnung im Rahmen der Faltungsniherung ) als intrinsische Dicke

w2, verwendet.
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6 Diskussion des berechneten Profils

¢o(2)

Abb. 14: Das Cahn-Hilliard Profil und seine aus dem zweiten Moment bestimmte Dicke

w = /(22) bzgl. der Gewichte p;(2) ~ ¢(2)" (hellgrau) und py(z) ~ ¢(z) (dun-
kelgrau).

und . . ,
3 -6
<22>2 :/ dz 2'2]9(2’) = ﬂ/ dz z*sech? <@z) _T )
—0o0 8 —00 2 , 3
_ 8(? - 6)
9m8

Das Ergebnis beider Rechnungen ist in Abbildung [[4 eingezeichnet. Die Schattierungen
markieren dabei genau den Teil des Systems, den man nach der jeweils verwendeten Definition
als ,die Grenzfliche* bezeichnen wiirde (im Sinne von Abbildung Bl und der dazugehdrigen
Erklarung in der Einleitung). Nachdem nun geklart ist, wie die Dicke eines Grenzflichenprofils
theoretisch greifbar gemacht werden kann, werde ich diese im folgenden Abschnitt berechnen.

6.2.1 Berechnung des zweiten Momentes
Das zweite Moment beziiglich p;(2) ~ ¢/(z)

Die Ableitung des Grenzflichenprofils nach z ist gegeben durch

O ZUR% {sech2 <%z> + Z_j: [(QA + 7)sech? <%z> — 3Asech? (%z) _

—2n <%z> tanh <%z> sech? (%Zﬂ } )

wobei ich die Abkiirzung
a 1

verwende. Ich sortiere das Profil nach der Ordnung der auftretenden Terme in 3! in der
Form

dr =0+ 8P +0(57?)
mit

bp(2) = UR%SGC}IZ (%z) (6.9)
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6.2 Dicke der Grenzfliache

und
() = UR%ZTP: {(QA + 1)sech? (%z) — 3Asech? <%z> —
—2n <%z> tanh (%z) sech? <%z>} : (6.10)

Die Normierungskonstante 4] der auf 1 normierten Wahrscheinlichkeitsdichte l&sst sich dann

in der Form
00 -1 oo oo -1
Ny = </_ dz gz_B'R(z)> = (/_ dz ¢4(2) + B_l/_ dz ¢ + )
[e'e) -1 oo i
= ([Taatn) - A o

e (/5= (=)
1 1 J -2
schreiben, wobei ich die beiden Integrale mit I, .J abkiirze. Diese berechne ich zu
o0 o0
1 :/ dz ¢(2) = ¢o(2) = 2uR,
oo oo
und
o0 _ _ o
J:/ dz ¢y (2) = ¢1(2) =0.
oo oo
Damit ist die Normierungskonstante also durch
1
./\/1 = %
gegeben und die Wahrscheinlichkeitsdichte lautet
= et () + 7 | ()
= — h (— — (24 he(—z) —
p1(2) 1 {sec 5 %) T 5 (2A + n)sec 5 ?
—3Asech? <%z> —2n (%z) tanh <%z> sech? (%z)} } .

Nun, da p;(z) bekannt ist, ldsst sich das zweite Moment berechnen als das Integral

= et = g ([T 0 [Cas2ao)

_ 1 -1
_%(I@rﬁ L).

Die beiden Teilintegrale K und L berechne ich zu

212 R

R [~ 2 2 (MR 4 >~ 2 2
K =vwp— dz z*sech <72> = UR—5 d¢ €°sech”(§) 5
00 mgJ oo 3 my

2
6
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6 Diskussion des berechneten Profils

und
oo
L= UR%Z—;? [(2A+77)/_00dzz sech? ( ) / dz z*sech? (TRZ) —
o0
—277/ dz 2> <n; >tanh( )sech < }
—00
MR UR 472 8 2 —6 8 72
=vr——— [(24 — -3 — 22— —
RTS8 [( +77)3m% my 9 77m 4
L
m¥ 8 3

2
2 2 1 uR 2 2
=mg” |5+ (44— onm
()1 =m [3 3 ( 37 )}

Um die Abhéngigkeit von der Systemgrofe L besonders herauszustellen schreibe ich
2 -2 UR
(z7)1(L) = mg [CODSt. + 28— In (mRL)} (6.11)
77

mit

Das zweite Moment beziiglich p2(z) ~ ¢'%(2)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte pa(2) ist bis auf eine Normierungskonstante proportional zum
Quadrat der Ableitung des Grenzflichenprofils

0%(2) = ¢ + 267 0 (2)¢1(2) + O (57%).
Mit den Ableitungen (E3) und (EI0) lassen sich die beiden in ¢%(z) auftretenden Ausdriicke
2
2 MR ocpd (R
¢()—UR4sech (2 z)

und

o4(2)@) (2) = %—R8—R [(QA +n) sech? (72') — 3Asech® (Tz)

4
—2n ( R ) tanh <@z> sech? (—Rz)}
2 2 2
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6.2 Dicke der Grenzfliache

angeben. In erster Ordnung finde ich die Normierungskonstante

v=(f Zdzwzf)l = ([ "tz (b + 56100+ ))
:</_ dz (=) + 28~ /dZ% )6 (=) + )_1

oo (foodz¢'2 +25—1f oodz¢’ )¢())

- ([Laesi) |- B

Insgesamt ist po(z) damit gegeben als

+0(87?)
B=1=0

+0(677).

o0 -1 dz o _
mie) = ([ az030) [1—26 1ol ,Oif’”] [6h(2) + BG4 + 0 (57)

. I~ dz
> ! - J2odz ¢4(2)0) (2)
= ( / dz ¢’02<z>> 95 (2) +2671 | 60(2)1(2) — ¢6(2) » +
—00 f dz ¢0( )
+ (9 (fr?)
/ i 12
I I I
wobei ich die die folgenden Abkiirzungen verwende:
1= dzef(e)
1= [ oy )
Das Integral I berechne ich analog zu ([B4]) zu
m2 [ MR 2mp
I= v%{TR/_OOdzsech4 (TZ) = U%{T.
Zur Berechnung von J zerlege ich das Integral in drei Teilintegrale.
2 0o 00
J :va%g—i{ (2A + n)/oodz sech? (%z) —3A/Oodz sech® (%z) -
8 . =:J;
= — h
mm siehe (B2)
o [ an (TR MR 1 (MR
2n/oodz < 5 z) tanh( 5 z) sech ( 5 z)} (6.13)

=:Jy
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6 Diskussion des berechneten Profils

Bei der Berechnung der Teilintegrale J; verwende ich die Substitution z — £(z) = tanh (mrz/2)
und nutze aus, dass sich einige der auftretenden Terme mit Hilfe der Beziehung tanh? (z) =
1 — sech? () auf bereits berechnete Integrale zuriickfiihren lassen. Ich erhalte so

J1 :/ dz sech® (%z) :/ dz sech* (%z) —/ dz tanh? (%z) sech? <%z>

o0 o0 o0
8
=—— 8.0
3mR’
0o 00 2
= i —/ dz tanh? <@z> sech? (mR z) +/ dz tanh* (—Rz) sech? <@z>
3mR 0o 0o
8 2 1 2 [t
— o [ae e - [ aeet
MR MR.J-1 MR J-1
32
— 6.14
15mpg’ (6.14)
und
D
Jo —/ dz <@z> tanh (@z) sech? <—R >
oo 2 2
o0 1 o0
= —Esech4 (—Rz) ‘ + —/ dz sech? < Rz)
[e's] 4 —00
p— 2
0 = Zmn siehe (B4)
2
= — 6.15
- (6.15)

Eingesetzt in ([EI3) ergibt sich mit den berechneten J;

Ur (N 4
J=vimp— (2 — —A].
VR G (3 15 >

Nachdem nun 7 und J bekannt sind, ldsst sich die Wahrscheinlichkeitsdichte nach Gl. (G12))
angeben zu

p2(z) :?)mTR {sech4 (%z) +

+ 2ﬁ7118i—71? [(1—52/1 + g) sech? <%z> — 3Asech® (%z) —

~2 (") tan ("R seen (2R}

Zum Vergleich mit pj(z) sind beide Gewichte in Abb. [[1l fiir verschiedene Systemgrofen
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6.2 Dicke der Grenzfliache

N2 Y 0 1 233 475 6
: Mgz

—pi(z) -- 2%pi(2) | —p2(z) -- 2%pa(2)

Abb. 15: Vergleich der beiden Gewichte p;(z) und ps(z) fiir verschiedene Systemgrifen L.
Eingezeichnet ist jeweils auch das Produkt z%p;, dessen Integral proportional zum
Quadrat der Grenzflichendicke w? ist. Da es nur auf die relative Verteilung des
Gewichtes ankommt, sind die Funktionen zur besseren Darstellung skaliert. 73



6 Diskussion des berechneten Profils

dargestellt. Als Nichstes berechne ich das zweite Moment beziiglich dieser Wahrscheinlich-
keitsdichte. Dieses ist gegeben als

oy, IR | | o) [ PR [ X ()
2= X R [z 67 (2) (1= d=0p(2)
+0(87?)
o[- eor

wobei nun neben den bereits bekannten Integralen I und J noch zwei weitere, ndmlich
o0
K :/ dz 222 (2)
—0o0
o 9 _
L= [ a6 ()

—00

berechnet werden miissen. Zuerst integriere ich

R 4 (MR 2 2
K = URTR/ dz z“sech (Tz) = ngmR (7% —6). (6.17)
—o0
8 2
= gmz (7 = 6)
R

Das Integral L l&sst sich wieder in drei Teilintegrale zerlegen:

2 o
L :v%{%g—i{ (2A+n) / dz z*sech? <%z> —3A/ dz 2sech® <%2) _

o0

—00
8(m2—6 =: Ly
= Lg) siehe (617
Imy
o
—2n dz @23 tanh %z sech? @z .
2 2 2
oo .
== L2

Mit Hilfe von Maple ([MAP]) lassen sich die L; auswerten zu

o 32m% — 240
Ly =/ dz z*sech® <@z> = 7T73, (6.18)
o 2 45my
o
2
Ly = @/ dz 2% tanh <@z> sech? (@z) =— (7% —6). (6.19)
2 J s 2 2 3my

Insgesamt ergibt sich so
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6.3 Giiltigkeitsbereich der Approximation

Nun sind alle in (22) auftretenden Terme bestimmt. Einsetzen von I, J, K und L in (G5
liefert das gesuchte Ergebnis fiir das zweite Moment:

7T2_6 _1uR
5 T

(%)3 =mz? (g (a+1In(mgL)) — 277”23_ 6)] . (6.20)

Zusammengefasst schreibe ich die L-Abhiingigkeit von (22)s als

(22)9(L) = const. + m;{?ﬁ—lZ_Rg In (mgL) (6.21)
Y
mit
72— 6 ug (6 2(7*—06)
t. = my2 L eV S . 6.22
on mR[ 5 7 & \5” 5 (6.22)

Die von den GIn. (EI1) und (621 beschriebenen Zusammenhiinge zwischen (22) und der
Systemgrofe L sind wohl die wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit.

Zusammenstellung der Ergebnisse

Durch Einsetzen des Ausdruckes

UR
fiir die Oberflichenspannung in erster Ordnung schreibe ich die beiden Ergebnisse des letzten
Abschnittes in der Form

2 2
=+ — - — —1 L 6.23
on 3m * 2ro <a 3 77) * 2mo n(mrL) (6.23)
2 2
9 T —6 1 /3 ™ —6 31
= -5+ — | -a- ——1 L). 6.24
(") 3m%{ * 2ro <5a 3 + o 2mo n(mrL) ( )

Die beiden zweiten Momente sind in Abbildung [[6] dargestellt. Vergleicht man (EZ3) mit
Gl (Z3) und (Z3), so sieht man, dass die In(mgL)-Abhéngigkeit genau die von der Ka-
pillarwellentheorie vorhergesagte Form besitzt. Offen ist jedoch noch die Frage nach dem
Giiltigkeitsbereich der gew#hlten Approximation. Diese ist Gegenstand des folgenden Ab-
schnittes.

6.3 Giiltigkeitsbereich der Approximation

Gesucht ist nun der Bereich von Systemgréfien L, in dem die Beziehungen (E11]) und (E21))
- im Sinne einer guten Ndherung - giiltig sind. Fiir die Definition der Grenzflichendicke bzgl.
p1(z) ~ qgi%(z) ist das Ergebnis nur innerhalb des Bereiches Ly, < L < Lpax, also dem
Bereich, in dem ein monotones Profil vorliegt, verlasslich. Aufserhalb dieses Bereiches besitzt
das Profil Extrema, so dass es Vorzeichenwechsel in der Ableitung gibt. Dann ist auch p;(z)
nicht mehr positiv definit und damit keine sinnvoll definierte Wahrscheinlichkeitsdichte mehr.
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6 Diskussion des berechneten Profils
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Abb. 16: Vergleich der beiden zweiten Momente.

Wie aus Abb. [[[ ersichtlich, treten auch bei po(z) ~ ¢f2(2) bei L &~ Lyayx Vorzeichenwechsel
auf. Zusitzlich 1iRt sich der Giiltigkeitsbereich von (22)9(L) anhand eines weiteren Kriteriums
grob abschiitzen. Dazu definiere ich als Vergleichsgrofe ein ,naives* zweites Moment (22), (L)
beziiglich einer Wahrscheinlichkeitsdichte p(z), definiert durch

B(z) = N (0(2) + 61(2))" = 6 (2) + 260(2)8} (2) + G2 (2). (6.25)

Die Bezeichnung ,naiv* soll ausdriicken, dass in dieser Definition von $(z) das Profil ¢(z) =
¢0(2) + ¢1(2) als erakt angesehen wird. Im Sinne der Stérungsrechnung ist diese positiv
definite Wahrscheinlichkeitsdichte keine sinnvoll definierte Grofse, da an dieser Stelle nur ein
Term der zweiten Ordnung beriicksichtigt wird. Der vollstindige Ausdruck von ¢(z) bis
einschlieflich Ordnung $~2 miisste

§2(2) = (6p(2) + B7 1 (2) + B720h(2) +...)"
=055 (2) + 287" 64(2)81(2) + 877 (S (2) + ¢(2)d4(2)) + O (87%)

lauten, also wird in p(z) der Term ~ ¢g(2)@h(z) vernachlissigt. Dennoch handelt es sich bei
dem Moment (22),(L) um eine brauchbare Vergleichsgrofe, da es in dem Bereich, in dem
eine 1-Loop Néherung sinnvoll ist und damit Fehler zweiter Ordnung vernachlissigt werden
diirfen, weitgehend mit (22)o(L) iibereinstimmen muss.
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6.4 Vergleich mit Resultaten anderer Arbeiten

Wie bereits angedeutet, hat das naive Profil, dessen Dicke berechnet werden soll, die Gestalt

8T | 2 2
UR mR Q(mR )
—n|— h* [ — . 2
+8ﬂn(2z>sec 22 } (6.26)

Analog zum Vorgehen im letzten Abschnitt definiere ich dieses als (22), = [0 dz 2?p(2) mit
der Wahrscheinlichkeitsdichte p aus (625]). Die explizite Rechnung ist relativ umfangreich,
erfolgt aber nach dem selben Schema wie die Berechnung von (22); und (z%)s im letzten
Abschnitt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit gebe ich an dieser Stelle nur das Ergebnis an
und verweise fiir die Details auf Anhang [Bl Man erhélt

o=y U 20 {w (&+ o)) + 2029 n} +

2 4 2
uR)2 82 8] [a 1 47t 4n? 87
“R A Y e A | L 2
+(87T {[63 sl g tgmmel) ) + | Zoe = == = it

)

mit der Normierungskonstanten A/, die iiber ihr Inverses

b 1
¢n(Z,L) = UR{ tanh (%2) — u_R [g 4+ —1In (mRL)] tanh <%Z> sech2 (%Z) n

3 st |7 5\2 2
up\2 |4 (a1 2 x2, 6 [(a 1
BENVZ (2 4 (gL T2 =202+ ZIn(mgL
+<87T> [7<2+2n(mR )> T 57\ g talnimel)

definiert ist. In Abbildung [[7 sind sowohl (z2),, als auch (22)s aus Gl. (E24)) eingezeichnet.
Fiir up = 14.3 stimmen die beiden Momente (z%)s und (%), im Bereich von L ~ 1mg*
bis L ~ 10° mﬁl recht gut iiberein. Aufterhalb dieses Bereiches verhalten sich beide Grofen

qualitativ vollig unterschiedlich.

N7NL) = 2v%rnR {1 + 2R [77 1 (9 - l1n(mRL)ﬂ +

6.4 Vergleich mit Resultaten anderer Arbeiten

Die vorliegende Arbeit hat zwei Hauptergebnisse: Die funktionale Form des Grenzflichen-
profils ¢g in Gl. (E3) und die Angabe der In(mgL)-Abhiingigkeit der Grenzfliichendicke in
den Gln. (E2Z3) und (E2Z4)). Zu beiden Ergebnissen folgt nun jeweils ein Abschnitt, in dem
ein Vergleich zu entsprechenden Resultaten anderer Autoren gezogen wird.
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6 Diskussion des berechneten Profils

mRLmin mRLO
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mRL
Abb. 17: Vergleich von (2%)5 und (z2),. Eingezeichnet sind auch die in Abschnitt ein-
gefiihrten Langen L;. Die gepunktete Linie entspricht der Ordnung der Fehler der
Koeffizienten C; und deutet eine weitere Grenze des Giiltigkeitsbereiches seitens
kleiner L an.

6.4.1 Das Grenzflachenprofil

Ohta und Kawasaki berechnen in [OK77| das Grenzflichenprofil in 4 — ¢ Dimensionen, und
16sen dazu eine Differenzialgleichung &hnlich (EZ6]). Sie erhalten ein Ergebnis der Form

M) = tz;nh (%) )
N

wobei L die Korrelationslange bezeichnet und a durch

N
a=——Te€
6
gegeben ist. Im Falle D — 4, also ¢ — 0 geht das Profil von Ohta und Kawasaki in das
Mean-Field-Profil iiber. Dem Artikel ist eine Notiz der Autoren angehéngt, indem sie darauf
hinweisen, dass es bei einer Extrapolation zu ¢ = 1 zu einer logarithmischen Divergenz
kommt, als deren wahrscheinlichste Ursache sie den Einfluss von Kapillarwellen identifizieren.
Diese sehen sie nicht als intrinsische Eigenschaft der Grenzfliche an und schlagen daher eine
Unterdriickung der logarithmischen Divergenz mittels eines Counter-Termes vor. Als Resultat
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6.4 Vergleich mit Resultaten anderer Arbeiten

dieses Vorgehens erhilt man eine Niherung des Profils fiir D = 3 unter Vernachldssigung
von Kapillarwellen, also gewissermafien ein intrinsisches Profil. Dieses Ergebnis l4sst sich mit
dem von mir berechneten Profil nicht vergleichen, da sich fiir dieses kein intrinsischer Anteil
isolieren ldsst und unklar ist, bei welcher Systemgrofe L der Vergleich gezogen werden sollte.

Eine dhnliche Rechnung, abermals in 4 — ¢ Dimensionen, wurde von Jasnow und Rudnick
durchgefiithrt und etwa ein Jahr nach der Veréffentlichung des Artikels von Ohta und Kawa-
saki publiziert ([RJ78]). In dieser Arbeit betrachten sie zwar ausschlieflich den Fall ¢ — 0,
verweisen aber bereits auf eine mogliche Relevanz der Ergebnisse in drei Dimensionen, also
fiir € — 1. Diese Idee wird von ihnen wenig spéter in [JR78| wieder aufgegriffen, wo sie nun
das dreidimensionale Problem angehen. In beiden Arbeiten verwenden sie ein dufseres Feld
zur Fixierung der Grenzfliche. Genau wie ich verwenden sie den Formalismus der effektiven
Wirkung um eine Feldgleichung herzuleiten. Das in [ITR78] vorgestellte Profil lautet in der
dort gewéhlten Notation

m(z) = M(2)/Maq = tanh (g) +eo <§> sech? (g) + (e2 + c3In6)) tanh <§> sech? (<6§2>8)

Dabei entspricht M (z)/Meq dem ¢r(z)/vr in dieser Arbeit. Der inversen Korrelationslinge
¢~ ! entspricht bei mir die halbe renormierte Masse mg. Genau wie in dem von mir berech-
neten Profil sollen die Koeffizienten dabei proportional zur dimensionslosen Kopplung u sein.
Statt des genauen funktionalen Zusammenhanges c¢;(u) geben Jasnow und Rudnick die Ko-
effizienten fiir den Tieftemperatur-Fixpunktwert, den sie zu ux = 13.16 wahlen, numerisch
an:

c1 = 0.217465 co = 0.089182 cs = 0.109975.

Durch das dufsere Feld wird eine Liicke im Spektrum des Fluktuationsoperators erzeugt, so
dass die Nullmode zu einem endlichen Eigenwert 6\ hin verschoben wird. Die Grofe oA
charakterisiert demnach die Stérke des duferen Feldes und findet in meiner Arbeit keine
direkte Entsprechung, was in der unterschiedlichen Problemstellung begriindet ist: Wéahrend
Jasnow und Rudnick eine in der x1 — z9-Ebene unendlich ausgedehnte Grenzflache, also den
Fall L — oo betrachten und daher wegen () ein dukeres Feld benotigen, wird die Fliche
in der von mir behandelten Problemstellung durch ein endliches L stabilisiert. Wegen der
asymptotischen Beziehungen 1) bzw. ([ZJ) sollte sich das Profil von Jasnow und Rudnick
fiir kleine Feldstdrken §\ so verhalten, wie das von mir berechnete Profil fiir grofe L. Fiir
einen konkreten Vergleich schreibe ich mein Profil in der Form

q_bil(:) = tanh <§> +dy <§> sech? <§> +(d2 + ds In (mp L) tanh <§> soch? <§> ,

wobei die Koeffizienten durch

dy = 2Ry~ 0.006000
8

dy = — B~ 0.479617
&1 2
1

dy = —B -~ _0.261810
&1 2
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6 Diskussion des berechneten Profils

gegeben sind. Die numerischen Angaben sind dabei fiir den von Jasnow und Rudnick ge-
wahlten Wert ugr = 13.16 berechnet. Offensichtlich unterscheiden sich die Koeffizienten der
beiden Funktionen. Da dem Artikel keine Details zur Bestimmung der Koeffizienten und zur
Renormierung des Profils zu entnehmen sind, ist eine Diskussion der Unterschiede schwie-
rig. Fiir die Differenz zwischen d; und ¢; habe ich keine Erkldrung, jedenfalls ldsst sie sich
nicht auf den Renormierungsbeitrag zu n zuriickfithren. Lasse ich diesen weg, so erhalte ich
d; = 0.092178, was immer noch weniger als halb so grofs wie ¢; ist. Fiir ¢ und ds ist keine
Ubereinstimmung zu erwarten, da z.B. durch die Definition von A nichtuniverselle Faktoren
aus dem Logarithmus konstante Beitrége ergeben, die genausogut dem Koeffizienten ¢y zu-
gerechnet werden koénnten. Allerdings miissten sich zumindest c¢3 und ds vergleichen lassen,
da sie das aymptotische Verhalten der Kapillarwellentheorie reproduzieren sollten. Dies l&sst
sich anhand der Grenzflichendicke iiberpriifen. Uber diese machen Jasnow und Rudnick keine
Aussagen, aber da sich ihr Profil nur in den Koeffizienten von meinem Ergebnis unterschei-
den, erhiilt man das zweite Moment beziiglich p;(z) fiir m(z) direkt aus meinem (z2);, indem
man dort die entsprechenden Vorfaktoren austauscht. Dadurch erhalte ich

4 4d
(2%)jr = const. + i; In (0X) statt (z%)1 = const. + —23 In(mgL).
MR MR
Unter Beriicksichtigung der Gleichungen (1) und (Z8]) aus der Kapillarwellentheorie muss
deshalb
cw) o 1 1

des” Impt = “Iro und 4d3m§2 =55

gelten. Wegen (GZ3)) erfiillt ds diese Forderung exakt. Fiir ¢c3 miifite entsprechend

d
A7) = — = 0.130905

gelten. Tatsachlich liegt das angegebene c3 aber etwa 20% unter diesem Wert. Der Grund fiir
diese Diskrepanz lésst sich ohne weitere Kenntnis der von Jasnow und Rudnick durchgefiihr-
ten Rechnung nicht finden. Allerdings bleibt festzustellen, dass m(z) im Gegensatz zu ¢r(2)
die Vorhersagen der Kapillarwellentheorie anscheinend nicht genau erfiillt.

Kiister berechnet 2001 das Grenzflachenprofil unter Benutzung einer lokalen Potenzialappro-
ximation bis zur 2-Loop-Ordnung ([Kii(1], [KM(O7]). Bei dieser Methode werden nichtlokale
Beitridge zur effektiven Wirkung vernachlissigt, so dass insbesondere keine Abhéngigkeiten
von der Systemgrofe auftreten. Ebenso wie das oben diskutierte Profil von Ohta und Ka-
wasaki handelt es sich also gewissermafien um ein intrinsisches Profil. Ein direkter Vergleich
mit meinem Ergebnis ist deshalb nicht mdglich.

6.4.2 Bestimmung der SystemgriRenabhingigkeit

Zur Systemgrofsenabhéngigkeit der Grenzflichendicke gibt es eine Reihe numerischer Unter-
suchungen, welche ich meinen Ergebnissen (23)) und (6224]) gegeniiberstellen mochte. Dabei
handelt es sich um Monte-Carlo-Rechnungen fiir das dreidimensionale Ising-Modell, welche
nahe der kritischen Temperatur universelles Verhalten zeigen und die Ergebnisse der ¢*-
Theorie reproduzieren sollten.
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6.4 Vergleich mit Resultaten anderer Arbeiten

Um die Ergebnisse vergleichen zu kénnen, bestimme ich numerische Werte fiir die Ergebnisse
1T und @&2T). Mit den drei in B34l genannten Werten fiir die universelle Kopplung ug
lassen sich jeweils sowohl die konstanten Anteile der zweiten Momente als auch die genauen
Koeffizienten der In(mgL)-Terme numerisch angeben. Fiir die Definition der Grenzflachen-
dicke iiber den Gradienten finden sich die Werte in Tabelle Bl fiir die Definiton iiber das
Quadrat des Gradienten in Tabelle El

Biirkner und Stauffer ([BS83]) berechnen die Grenzflichendicke 1983 bei verschiedenen Tem-
peraturen. Dabei verwenden sie das zweite Moment beziiglich einer Wahrscheinlichkeitsdichte
p(2) ~ ¢' und finden eine deutliche logarithmische Abhiingigkeit von der Systemgrofe. Fiir
T = 0.8 T¢ finden sie

(z%)ps = 2.68 my> + 1.28mz> In(mgL).

Sieben Jahre spéter ,messen Mon et al. ([MLS9(]) bei derselben Temperatur ebenfalls eine
In(mg L)-Abhéngigkeit:

(s = 0.76 mz? + 1.77mz* In(mgL).

Hasenbusch und Pinn wiederholen die Rechnung von Mon et al. in [HP93] und bestimmen
die Grenzflichendicke dabei zu

(Z%yup = 3.44mg? + 1.44mz” In(mg L).

Miiller berechnet in [Mii04] die Grenzflichendicke sowohl beziiglich p(z) ~ ¢(z) als auch
beziiglich p(z) ~ ¢"(z). Thre Ergebnisse lauten

p(z) ~d'(z): (v = (0.08£0.20)my* + (1.62 £ 0.07) my* In(mg L)
p(z) ~ ¢%(2) : (z%)anm = —(0.56 £ 0.24) m? + (0.92 £ 0.18) my In(mg L).

Vergleicht man die genannten Koeffizienten der In-Terme mit den Ergebnissen aus den Tabel-
len Blund @, so stellt man fest, dass diese 20—40% niedriger liegen, als die Monte-Carlo-Werte.
Diese scheinbar groffe Abweichung ist in erster Linie auf die Stérungsrechnung zuriickzufiih-
ren. Miinster ([Mi190]) berechnete fiir die Oberflichenspannung o in erster Ordnung einen
Korrekturbeitrag, der o um 24% verringert. Diese Rechnung wurde in [HM98] von Hoppe und
Miinster auf 2-Loop-Ordnung erweitert, was wiederum zu einer Verringerung um 1% fiihrte.
Der mit der Storungsrechnung verbundene Fehler l&sst sich nicht ohne Weiteres abschétzen,
doch wiirde ich den Koeffizienten der In(mpgL)-Abhéngigkeit mit dem 2-Schleifen-Wert der
Oberflichenspannung berechnen, so erhielte ich z.B. fiir uf; = 14.3 & 0.1 das Ergebnis

(%) =const. + (1.49 £ 0.03my?) In(mg)

(%) =const. + (0.90 £ 0.02mz?) In(mg).
Fiir (2%); ldge dieser Wert ziemlich mittig zwischen den genannten Monte-Carlo-Werten,
fiir (22)9 wiirde er kaum von Miillers Ergebnis abweichen. Bedenkt man zudem die groke

Streuung der Literaturwerte untereinander, so liegt mein storungstheoretisches Ergebnis in
der erwarteten Grofenordnung.
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Tab. 3: Numerische Ausdriicke fiir das zweite Moment beziiglich p(z) ~ gﬁﬁ
up | (2 imd |

14.3 £0.1 | (1.248 +0.014) + (1.138 + 0.008) In(mgr L)

15.1 £ 1.3 | (1.134 +0.186) + (1.202 + 0.104) In(mgr L)

17.1+1.9 | (0.848 £0.271) + (1.361 + 0.151) In(mg L)

Tab. 4: Wie Tab. Bl nun beziiglich p(z) ~ ég
i (2)2m} |
14.3+0.1 (0.056 £ 0.009) + (0.683 £ 0.004) In(mg L)
151+ 1.3 | (—0.013 £0.112) + (0.721 £ 0.062) In(mr L)
17.141.9 | (—0.186. +0.164) + (0.817 = 0.091) In(mg L)

Stirker noch als die Steigungskoeffizienten streuen die (22)-Achsenabschnitte der angegebe-
nen ,Geradengleichungen® fiir p(z) ~ ¢'(z). Die Ursache dafiir konnte bei systematischen
Fehlern der Monte-Carlo-Rechnungen liegen. Die entsprechenden Achsenabschnitte in Tabel-
le B liegen wiederum im Mittelfeld der Vergleichswerte, so dass zumindest von einer groben
Ubereinstimmung gesprochen werden kann. Fiir p(z) ~ ¢'2(z) gibt es nur den Vergleichswert
von Miiller. Dieser deckt sich im Rahmen der Fehler nur mit meinem Wert fiir ug = 17.14£1.9.
Da der Fehler dieses Wertes aber, wie in Abschnitt B34 beschrieben, sehr wahrscheinlich
iiberschitzt ist, ist diese Ubereinstimmung mit Vorsicht zu geniefen.

Abgesehen von den angegebenen zweiten Momenten gibt es noch eine weitere Vergleichsmog-
lichkeit mit den Ergebnissen von Miiller. Sie schiitzt den Kapillarwellen-Cut-Off fiir (22); auf
(5-17) mﬁl. Auch wenn die Einfiihrung eines solchen Cut-Offs fiir die Ergebnisse meiner Ar-
beit nicht notwendig ist, 14fst er sich dennoch definieren, indem man den konstanten Beitrag
~ (2ma) ™t zu (2?); (siehe Gl. ([EZJ)) als negativen Logarithmus eines Cut-Offs [ betrachtet.
Dadurch bekommt (22); exakt die aus der Faltungsapproximation bekannte Form (). Man
findet so
m -1 -1

l =exp (;77 — a) mg ~6.015mg".
Die Zuordnung des konstanten Beitrages zum Kapillarwellen-Anteil ist dabei aber vollig
willkiirlich und erfolgt nur der Vergleichbarkeit halber. Ebenso gut lésst er sich als 1-Loop-
Beitrag zum intrinsischen Profil ansehen. Festzuhalten bleibt aber, dass [ genau mit der
Abschétzung von Miiller iibereinstimmt.
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Zusammenfassung und Ausblick

Wie in dieser Arbeit gezeigt wurde, kann die aus der Kapillarwellentheorie ([BLS65]) vorher-
gesagte logarithmische Abhéngigkeit der Grenzflichendicke von der Systemgrofe L direkt aus
der ¢*-Theorie, also aus First Principles der statistischen Feldtheorie, hergeleitet werden.

Dazu wurde in einer Stérungsrechnung mittels der effektiven Wirkung das Profil der Grenz-
fliche in 1-Loop-Ordnung bestimmt. Es hat die Form

4 1
or(z, L) :UR{ tanh (%z) — Z—: [% + 3 In (mRL)} tanh <%z> sech? (%z) +

() e () |
mit den Konstanten

27 13 3

Um die Dicke der Grenzfliiche wurde iiber das zweite Moment (z?) bestimmt, wobei zwei ver-
schiedene Gewichte, p1(z) ~ 0.¢ und pa(z) ~ (9.¢)?, verwendet wurden. Die resultierenden
Dicken lauten

2

2
9 T 1 T 1
(z"h 3m%{ + 2o (a 3 77) + 2o n(meL),

2 2
oo =6 1 (3 a2-6)\ 31
_r o6, (3, S~ In(mgL).
2= s (50‘ 5 1) T 5 2rg lmnL)

Die Kernaussage der Faltungsndherung, ndmlich die Beziehung

1
2 _
w” = const. + 5ro In(mgL) (6.29)

zwischen Grenzflichendicke w und Systemgrofe L stimmt genau mit (22); iiberein, lisst
sich also direkt aus der Feldtheorie ableiten ohne auf zusétzliche Annahmen zuriickzugreifen.
Damit entféllt auch die mit einer gewissen Willkiir verbundene Wahl eines Kapillarwellen-
Cut-Offs [. Auf Kunstgriffe, wie sie bisher zur theoretischen Begriindung der Beziehung (6.29])
notig waren, ist man also nicht angewiesen. Stattdessen zeigt sich eine Theorie aus einem
Guss.

Fiir die Zukunft gibt es nun verschiedene Perspektiven. Die naheliegendste Moglichkeit, die
vorliegenden FErgebnisse zu verfeinern, besteht darin, die Stérungsrechnung auf die néchste
Ordnung zu erweitern. Zum Grenzflichenprofil tragen dann die 2-Loop-Graphen
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Zusammentassung und Ausblick

PP YT

bei, von denen insbesondere der letzte schwierig zu berechnen ist.

Der Vergleich mit Monte-Carlo-Daten hat gezeigt, dass die numerischen Untersuchungen of-
fensichtlich mit grofen systematischen Fehlern zu kéimpfen haben. Auch auf diesem Gebiet
miissen also Fortschritte erzielt werden, um einheitliche und verldssliche Ergebnisse zu erhal-
ten. Zum direkten Vergleich mit den hier gefundenen Ergebnissen wéren vor allem numerische
Berechnungen zu Grenzflichen in der Gitter-¢*-Theorie interessant, da bei diesen der Einfluss
von Ising-Artefakten ausgeschlossen werden kann.
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A Dimensionen der vorkommenden GrolRen

Bei umfangreicheren Rechnungen ist es niitzlich, die Dimensionen aller beteiligten Grofen zu
kennen.

Grolken im Hamiltonian

Die Zustandsumme lautet
—3 [dPzH[¢]
7 = /@(ﬁe .

Der Exponent muss insgesamt dimensionslos sein, so dass wegen [] = 1
[H] =Vt =[L]"" (A.1)

gilt, wobei V' das Volumen und D die Zahl der Dimensionen angibt. Die Hamiltondichte ist
gegeben durch

3m0

890

Um GI. [AZJ)) zu erfiillen, miissen die einzelnen Bestandteile die folgenden Dimensionen haben:

H=%(V¢)2 m% + S+

(V)] = [L]72[@]? £ (L] = [4] = [L]2~D)/2

[mol? [6* = [m|L*P = L™P = [m] = [L]
o) [6]" =[]~ = [1)77 = [g] = (17"
m L=
[[gﬂ B [E:]L 1= (L7

In Massendimensionen ausgedriickt heifit das
[¢] = [m]P~2/2 l9] = [m]*~".
Speziell fiir D = 3 erh&lt man demnach
[¢] = [m)/?) 9] = [m].

Die Koeffizienten C; und C;

Die Koeffizienten C; haben allesamt die Dimension

[Ci] = (L)' P[m] ™! = [m)P 2.
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A Dimensionen der vorkommenden Gréflen

Aus der Beziehung C; = (go/2)vo 3. C; folgt
[Ci] = [gol[wol[Ci] = [m]" =P [wo][m] "% = [vo][m]?.
Mit vg = v/3m3/go , also
0] = ] P~ = 0=
ergibt sich die Massendimension von C; zu
[éz] _ [m](D72)/2 [m]2 _ [m](D+2)/2‘
Im Falle D = 3 sind die Dimensionen also wie folgt:

[vo] = [m]"/? [Ci] = [m] [Ci] = [m]°/2.
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B Berechnungen zum naiven Moment

Es folgt die detaillierte Berechnung des naiven zweiten Momentes (z2),,. Das Profil ¢,(z)
lautet

4 1
$u(z, L) = UR{ tanh (%z) - Z—: [% + §ln (mRL)] tanh <%z> sech? (%z) +

(%) e () |

Die Ableitung dieser Funktion berechne ich zu

= A
UR MR [ & 1 2 (MR 2 (MR 4 (MR
(5 mon) e ()  (5) - (1)
+UR87T 5 <2+2 n (mg )) tan 5 %) sec 5 %) —sec 5 % +
=B
+ u—R%n [sech2 <%z) -2 <%z) tanh <@z> sech? (%z)] .
8mr 2 2 2 2 2

=:C

Damit ist das Quadrat der Ableitung gegeben als

¢l (2)> = A + B> + C* + 2AB + 2AC + 2BC,
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B Berechnungen zum naiven Moment

wobei ich die einzelnen Summanden wie folgt berechne:

A2 :vﬁmTQRsech4 (%z) , (B.1)

5 <o ()" (5 4 D) [ovant (7222) st (") 5 st (782 -
>}

)+

CARLL
— 4tanh? < ) sech® ( (B.2)

c? —U%TZR 7r [sech4 4 ( 5 z) tanh? <%z> sech? (%z) -
—4 (%z) tanh (%z) sech? <%z> ] , (B.3)

2 1
2AB :v%{%g—i <% + §ln (mRL)> [2tanh2 <%z> sech? (%z) — sech® <%z>] ,

(B.4)

2AC = %TRS—::n [ ech? <%z> -2 <%z> tanh (%z) sech? <%z>] , (B.5)

2BC = 12{”;1)” (g_iy?? <% + %ln (mRL)> [2tanh2 < >sech (n;R ) — sech® <%z> —
J

() (e (5] 2 () () st (2]

(B.6)

Nachdem ¢?(z) nun bekannt ist, muss es fiir die Bestimmung der Normierungskonstanten
und schlieflich des vollsténdigen zweiten Momentes integriert werden. Erstere erhalte ich aus
der Beziehung

N7t = / Oodzﬁ(z) = / "z 72 ().

—00 e}

Um sie zu bestimmen, berechne ich die Integrale der Summanden (B bis (B und erhalte

00 2 poo 2
dz A2 = ’(}2 % dz sech4 @Z = _U2 mg, (B7)
e Ry . 2 3R
N——
8
B 3mg
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2 2
Oodz B? = %{% (Z—i) <% + 5111 (mRL)> [4/_Oodz tanh* ( z) sech? ( Rz) +
8
39mp
+/ dz sech® < R ) —4/ dz tanh? ( ) sech® <@z) ]
64 739
35mg 105mg,
8 4 ur\2 fa 1 2
=— — — 4+ -1 L B.
21”RmR(87r) (2 Tolnme )> ’ (B8
OO 2 _ 2 M ur\? of [ 4 (MR
/OodzC =VR (87T) Ui [/Oodzsech ( 5 z)—|—
8
"~ 3mp
+ 4/oodz (%z) tanh? (7Rz) sech? <TRZ)
_ 272
N 45mR
- 4/ dz (—z) tanh (%z) sech? (—Rz) }
2
N 3mR
27T2 2 uR 2 2
5 e () o (B9

> o M uR (@ 2 4
2| dzAB=vig—— =+ =zIn(mgL) | |2 dz tanh (—z) sech <—z) —
NS 2 8m \ 2 oo
8
15mR
o
—/ dz sech® ( z)]
—0o0
32
15m
8 UR 1
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B Berechnungen zum naiven Moment

o] 2 o]
2/ dz AC QmRu—RnU dzsech4<%z>—

= _
—so R 9 &r oo g
JE— V8
N 3mR
T (TR MR 4 (MR
-9 dz <—z> tanh (—z) sech <—z>
oo 2 2 2
2
N 3mR
2 UR
_gvﬁngn, (B.11)
> 2 2 1 00
2/ dz BC :v%{% <U—R> i a + —In(mgL) 2/ dz tanh? <@z> sech? (%2) —
8
~ 15mg
© [e'9)
—/ dz sech® <@z> —4/ dz (%2) tanh? (%z) sech? <@Z> +
o 2 oo 2 2 9
_ 32 14
~ 15mp ~ 45mp
o.]
+ 2/ dz <@z> tanh (@Z) sech® <@z>
o 2 2 2
16
~ 45mp
4 UR \ 2 a 1

Nun sind alle Summanden des Integrals von ¢} bestimmt. Damit kann ich die inverse Nor-
mierungskonstante in der Form

Nﬁl(L) = %UIQ%mR{l + u—i [77 - (2 — 1ln(mRL)>] +
+ <g—:>2 [% (% + %111 (mRL)>2 + 7{—;772 - gn (% + %ln (mRL)>] }

Fiir die Berechnung des zweiten Momentes (z?), ist eine erneute Integration der Summanden
([B) bis [B8) erforderlich, wobei diese zuvor noch jeweils mit z? multipliziert werden, also

./\~/'/Oodz 22¢2(2)

:/\7/ dz2* [A’ + B* + C* + 2AB 4 2AC + 2BC] .

[e.9]

angeben.

<Z2>n
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Die Ergebnisse der sechs Integrationen, die ich mit Hilfe des Programms Mathematica ([MAT])
durchgefiihrt habe, lauten wie folgt:

) 2 oo 2 9(n2 -6
/ dz 22 A% = v%{%/ dz z*sech? (%z) = U—RM, (B.13)
—00 4 —00 2 mgR 9
= o (72 =)
Omg

/Oodz 22 B? :v%{mT%{ (u—R)2 (% + %ln (mRL)>2 [4/0061,2 tanh? <%z> sech? (%z) 22+

oo 8T oo
_ 8(14+3n?)
315m§’{
o o
+/ dz sech® <@z) 22 —4/ dz tanh? (@z) sech® <@z> zQ]
oo 2 oo 2 2 .
32(—49 + 67%) 16 (=74 27?)
315m3 315m3
m% /ug\2 (o 1 2
=k (50) (5 Ty “”R”) x
y 448 + 9672 — 1568 + 19272 + 448 — 12872
315m?ﬁ
8 o, 8 vk <uR>2 a 1 2
= =7r"-—=) = (= —+ -1 L B.14
(637T 15> me \sr) \2 Talnlmel) ) (B.14)
o0 2 2 o0
/ dz 2*C*? :v%{% <U—R> e [/ dz sech? <@z> 24
oo 4 \8m oo 2
_ 8(x?—-6)
9m?f{
4 [ 4
+ 4—2/ dz <%z> tanh? <%z> sech? (@z) —
mg J—oo 2 2 2
7w — 360
~ 450mp
4 [ 3
— 4—2/ dz <@z> tanh <@z> sech? (@z> }
mg J—co 2 2 2 g
_ (7*-6)
N GmR
2 2 14 4
_ YR <“_R> (2t 8 (B.15)
mpR \8m 225 9 15
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B Berechnungen zum naiven Moment

1
/ dz 22 AB =v mR IR <g 5111 (mRL)> X

- “R79 8
4
2—/ dz (@z) tanh? (—z) sech? (—Rz> —
m¥ J oo 2 2 2
_ 272
"~ 45mp
R

:_é(ﬂ2_15) ﬁu_R <g+lln(mRL)>7 (B.16)

2 omgur [ 4 [ (@ )2 4(@)_
/_dZZAC—R2877[ /dz 5 % sech 5 %

00 R
B 2 (772 — 6)
- ng

4 e 3
- 2—2/ dz (@z) tanh (@z) sech? (E,z) ]
mE J oo 2 2 2
B 2 -6
~ 6mR
2
_ vhug 2(7*-6) (B.17)

T mmsr! 9
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0o 8T
o 2
X {2—2/ dz (@z) tanh? (—z) sech? <@z> —
mi J -0 2
_ 272
 4bmg

4 e 3
—4— dz (@z) tanh? (@z) sech? <@z> +
2 2 2 2

- g
AL
 mp L 90 3
4 [ 3
+ 2—2/ dz (%z) tanh (@z> sech® <%z) ]
m2 J o 2 2 2
2 (o 1
 mp \ 45 3

8 4 5\ vi fur\2 [a 1
e L (=) R e A P AR B B.1
(3 97T>mR (877) 77<2+2 n(me )> (B.18)

Damit ist das zweite Moment (z2), vollstindig bestimmt: Summation der Ergebnisse von
(B:13) bis (BI8), multipliziert mit der Normierungskonstanten N (L) ergibt:

U [ (0 ) 2050

up\2 [[872 81 [/a 1 2 [14rt 4ax? 87
R AL B e | L 22
+(87r) {[63 15} <2+2 n(mr )> o 9 )Tt

(e o)}
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