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EinleitungGegenstand dieser Arbeit sind Grenz�ä
hen in einer Klasse von zweikomponentigen Syste-men. Dazu zählen z.B. Systeme aus zwei Fluiden oder sol
he aus Ising-Elementarmagnetenmit zwei diskreten Spinzuständen.Zur Verans
hauli
hung denke man dabei konkret an ein Gemis
h von Cy
lohexan (C6H12)und Anilin (C6H5NH2), wie es 1953 von Ata
k und Ri
e ([AR53℄, [AR54℄) untersu
ht wurde.Oberhalb einer kritis
hen Temperatur von TC = 30.9 ◦C bilden die beiden Fluide ein ho-mogenes Gemis
h. Bei tieferen Temperaturen entmis
hen die Komponenten und bilden zweigetrennte Phasen aus. Nähert man si
h dem kritis
hen Punkt von tiefen Temperaturen her,so beoba
htet man zudem in unmittelbarer Nähe von TC die 1869 von Andrews entde
ktekritis
he Opaleszenz : Langrei
hweitige Fluktuationen lassen das gesamte Gemis
h mil
higbis undur
hsi
htig ers
heinen ([An69℄). Dieser Phasenübergang ist in Abb. 1 s
hematis
hdargestellt.Dem mens
hli
hen Auge stellt si
h die Grenz�ä
he zwis
hen der Phase reinen Anilins und derreinen Cy
lohexans als s
harf lokalisierte zweidimensionale Membran dar, wie in Abb. 1 (a)angedeutet. Genauer betra
htet handelt es si
h bei der Grenz�ä
he aber um einen Berei
h, indem si
h die Di
htedi�erenz beider Komponenten in einer Ri
htung senkre
ht zur Grenz�ä
hestetig verändert. Abb. 2 zeigt qualitativ, wie der Begri� �Grenz�ä
he� in diesem Sinne zuverstehen ist.Von besonderem Interesse ist dabei die Abhängigkeit der Di
ke der auftretenden Grenz�ä
hevon den Systemparametern. Betra
htet man ein System, wel
hes in zur Grenz�ä
he senk-re
hter Ri
htung unendli
h weit ausgedehnt und in den beiden anderen Raumri
htungen auf
T0 < TC(a) T ∼ TC(b) T > TC(
)Abb. 1: Phasenübergang eines Cy
lohexan-Anilin-Gemis
hes. (a) Unterhalb von TC sind dieKomponenten dur
h einen Grenz�ä
henberei
h getrennt. (b) In unmittelbarer Nähevon TC zeigt das System kritis
he Opaleszenz. (
) Oberhalb von TC bilden beideKomponenten ein homogenes Gemis
h. 1



Einleitung

Abb. 2: Skizze eines Systems mit Grenz�ä
he. Der augens
heinli
hen Trennung in zwei Be-rei
he dur
h eine s
harf lokalisierte Grenz�ä
he entspri
ht bei genauer Betra
htungein stetiger Verlauf des Ordnungsparameters φ. Für ein binäres Fluidsystem ent-spri
ht φ der Di
htedi�erenz beider Komponenten.ein Quadrat der Seitenlänge L begrenzt ist, so ist bekannt, dass si
h die Grenz�ä
he auf-grund von Kapillarwellen logarithmis
h mit wa
hsender Systemgröÿe L verbreitert ([BLS65℄,[RW02℄). Dieses Phänomen wird als Rauhigkeit bzw. Roughening der Ober�ä
he bezei
hnet.Im Verglei
h zur groÿen Wellenlänge der verursa
henden Fluktuationen ist die Di
ke derGrenz�ä
he sehr gering, weshalb zur Bes
hreibung von Kapillarwellen meist Modelle zumEinsatz kommen, die eine Grenz�ä
he als s
harf lokalisierte Membran, ähnli
h einem Trom-melfell (�drum-head�), bes
hreiben ([Ma13℄). Eine weit verbreitete Mögli
hkeit, dies mit derIdee eines stetigen Verlaufs des Ordnungsparameterfeldes zu kombinieren, beruht auf derAnnahme, es bestehe keinerlei We
hselwirkung zwis
hen dem intrinsis
hen, also von derSystemgröÿe unabhängigen, Grenz�ä
henpro�l und den Kapillarwellen-Fluktuationen. Dietatsä
hli
he Grenz�ä
he stellt man si
h in diesem Rahmen als eine Faltung der Membranmit dem intrinsis
hen Pro�l vor. Au
h wenn dur
h sol
he Kunstgri�e eine gute Näherungmögli
h wird, ist damit no
h keine befriedigende Theorie des Roughening-Phänomens er-rei
ht, insbesondere, da die Trennung in ein intrinsis
hes Pro�l und ein Kapillarwellenpro�limmer mit einer gewissen Willkür verbunden ist.Die statistis
he Feldtheorie, die den Rahmen dieser Arbeit bildet, berü
ksi
htigt Fluktuatio-nen auf allen Gröÿenordnungen eines zugrundeliegenden physikalis
hen Systems. Prinzipiellsollte si
h das Roughening also direkt aus der Theorie begründen lassen, ohne es dem Systemad ho
 dur
h heuristis
he Argumente aufzuprägen. Zu zeigen, dass diese Herleitung aus FirstPrin
iples tatsä
hli
h mögli
h ist, stellt die zentrale Zielsetzung der vorliegenden Arbeit dar.Die Tatsa
he, dass si
h, wie eingangs bemerkt, eine ganze Klasse vers
hiedenartiger Sys-teme im Rahmen eines einzigen Modells bes
hreiben lässt, beruht auf dem Gedanken derUniversalität. Dieses Konzept aus der Theorie der kritis
hen Phänomene ist ein immer wie-derkehrendes Motiv der modernen Physik.Den Grundstein dieser Theorie legte Landau 1937, als er den Zusammenhang zwis
hen Pha-2



senübergängen zweiter Art und Symmetrieänderungen des betra
hteten Systems erkannte.Von groÿer Bedeutung in der na
h ihm benannten Landau-Theorie ist das Konzept des Ord-nungsparameters φ, einer physikalis
hen Gröÿe, die als Maÿ für die Symmetrieänderung wäh-rend des Phasenüberganges dient. Für ein magnetis
hes System, zum Beispiel, übernimmtdie Magnetisierung die Rolle des Ordnungsparameters. In binären Fluidsystemen, wie dem zuAnfang bespro
henen Cy
lohexan-Anilin-Gemis
h, verwendet man stattdessen die Di
htedif-ferenz der beiden Komponenten abzügli
h der kritis
hen Di
htedi�erenz ρC des homogenenGemis
hes am kritis
hen Punkt, also φ = ∆ρ−∆ρC. Mit Errei
hen der kritis
hen Temperatur
TC des Phasenüberganges geht der Ordnungsparameter dementspre
hend gegen Null.Je gröÿer der Betrag des Ordnungsparameters, desto weiter ist das System vom Zustand derPhase höherer Symmetrie entfernt. Diesen Zusammenhang zwis
hen Symmetrie und Ord-nungsparameter kann man si
h sehr gut am Beispiel der Di
htedi�erenz verans
hauli
hen:Oberhalb von TC liegt ein homogenes Gemis
h vor, d.h. die Umgebung eines jeden Punktesin der Flüssigkeit sieht - zumindest fern der Gefäÿwände - glei
h aus. Mit anderen Worten:Es herrs
ht Translationsinvarianz bzw. -symmetrie. An jedem Punkt in der Flüssigkeit istdie Di
htedi�erenz genau glei
h, so dass der Ordnungsparameter vers
hwindet. Unterhalbvon TC hingegen entmis
hen die Flüssigkeiten und damit geht die Symmetrie verloren. DieUmgebung eines Punktes im Berei
h des reinen Anilins unters
heidet si
h nun deutli
h vonder eines Punktes im Berei
h des reinen Cy
lohexans. Dies spiegelt si
h in der Gröÿe desOrdnungsparameters wieder. Abgesehen von der unmittelbaren Umgebung der Grenz�ä
hezwis
hen den beiden Berei
hen ist die Di
htedi�erenz im gesamten System unglei
h Null.Landaus Hypothese, wel
he letztli
h die Grundlage des Universalitätsgedanken darstellt, be-sagt nun, dass die Form der thermodynamis
hen Potenziale in der Nähe des kritis
hen Punk-tes allein dur
h deren Analytizität - die Landau voraussetzt - und einfa
he Symmetrieargu-mente bestimmt wird. Aufgrund der Analytizität nämli
h lassen si
h besagte Potenziale inPotenzreihen des Ordnungsparameters entwi
keln. Zudem lassen si
h, da das Potenzial insge-samt alle Symmetrien des zugrundeliegenden Systems besitzt, Aussagen zu einzelnen Termender Reihenentwi
klung ma
hen. Das Ising-Modell z.B. ist symmetris
h unter Vertaus
hung
φ→ −φ, d.h. einer glei
hzeitigen Umkehrung der Spins aller Elementarmagnete des Systems.Eine sol
he Symmetrie kann nur dann realisiert sein, wenn alle ungeraden Potenzen von φin der Reihenentwi
klung vers
hwinden. Zusammengenommen heiÿt das, dass si
h Systemegänzli
h vers
hiedener mikroskopis
her Zusammensetzung in der Nähe der kritis
hen Tem-peratur dur
h ein und dasselbe Potenzial bes
hreiben lassen, sofern sie in Dimensionalität,Zahl der Spinfreiheitsgrade des Ordnungsparameters und ihrer Symmetrie übereinstimmen.Systeme, für die eine sol
he Übereinstimmung vorliegt, bilden zusammen eine Universalitäts-klasse.Der Gültigkeitsberei
h der Landau-Theorie bes
hränkt si
h allerdings auf einen Tempera-turberei
h in dem der Ordnungsparameter klein und seine Fluktuationen verna
hlässigbarsind. In unmittelbarer Nähe des kritis
hen Punktes, in der sogenannten Fluktuationsumge-bung ([LL87℄, � 146) dominieren jedo
h thermis
he S
hwankungen das kritis
he Verhaltendes Systems und müssen in einer erweiterten Theorie berü
ksi
htigt werden. Dies leistet,für das in dieser Arbeit betra
htete Problem, das Landau-Ginzburg-Modell, eine statistis
heFeldtheorie des lokalen Ordnungsparameterfeldes, die der φ4-Quantenfeldtheorie in euklidi-s
her Raumzeit formal äquivalent ist. Diese Äquivalenz erlaubt es, den gesamten Apparat3



Einleitungder euklidis
hen Quantenfeldtheorie auf die vorliegende thermodynamis
he Problemstellunganzuwenden. Damit gelingt ein Brü
kens
hlag zwis
hen Berei
hen der theoretis
hen Physik,die auf den ersten Bli
k wenig wesensverwandt ers
heinen. Es ers
hlieÿt si
h dabei ein er-staunli
h groÿer Überlapp zwis
hen der Theorie subatomarer Teil
hen und der Bes
hreibungkritis
her Phänomene.In Rahmen der statistis
hen Feldtheorie sind Systeme mit Grenz�ä
hen ausführli
h unter-su
ht worden (siehe z.B. [Ja84℄). Die in Abb. 2 gezeigte Ortsabhängigkeit des Ordnungspara-meterfeldes entspri
ht einem ni
httrivialen Vakuum in der euklidis
hen Quantenfeldtheorie,wie es in der Theorie der Instantonen vorkommt ([Ra82℄). Es verwundert deshalb ni
ht, dassgroÿe Forts
hritte auf dem Gebiet der statistis
hen Grenz�ä
henphysik in den siebziger undfrühen a
htziger Jahren gema
ht wurden, also zu einer Zeit, in der au
h die Instantontheorieweitgehend ausgearbeitet wurde.Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit liegt auf dem Grenz�ä
henpro�l, also dem Verlauf desmittleren Ordnungsparameterfeldes φ̄(x) = 〈φ(x)〉 und seiner Abhängigkeit von der System-gröÿe L. Ausgangspunkt der Untersu
hung des Pro�les ist die au
h als Landau-Approximationbekannte Mean-Field-Theorie, bei der thermis
he Fluktuationen verna
hlässigt werden, al-so praktis
h eine Grenz�ä
he bei T = 0K betra
htet wird. Zu dem so erhaltenen Pro�lwerden dann mit Mitteln der statistis
hen Feldtheorie in einer Entwi
klung na
h Potenzenvon β−1 = kBT Korrekturterme bere
hnet, was in der Quantenfeldtheorie einer Entwi
klungna
h Potenzen des Plan
k's
hen Wirkungsquantums ~, also einer Loop-Entwi
klung um denklassis
hen Grenzfall ~ = 0 entspri
ht.Dazu wird mittels der Gibbs's
hen Freien Energie Γ, die der e�ektiven Wirkung der Quan-tenfeldtheorie entspri
ht, eine Di�erenzialglei
hung für das Grenz�ä
henpro�l hergeleitet. Γist nur im Rahmen einer Störungsre
hnung zugängli
h, die hier bis zur 1-Loop-Ordnungdur
hgeführt wird.Es folgt nun ein Überbli
k über die Gliederung der vorliegenden Arbeit. Im ersten Kapitelwird der e�ektive Hamilton-Operator der betra
hteten Systemklasse vorgestellt und ein kur-zer Überbli
k über die Theorie der Phasenüberänge zweiter Art gegeben. Zum Abs
hluss desKapitels werden die Funktionalmethoden der statistis
hen Feldtheorie bereitgestellt, wel
hedie Grundlage für die folgenden Re
hnungen bilden.Kapitel 2 dient einer kurzen Bes
hreibung der Theorie der Kapillarwellen. Hier werden gän-gige Modelle vorgestellt, mit denen die Rauhigkeit von Grenz�ä
hen theoretis
h bes
hriebenwird.Na
hdem in diesen beiden Kapiteln die theoretis
hen Grundlagen zusammengefasst wurden,wird in Kapitel 3 das zu untersu
hende System vorgestellt.Inhalt des vierten Kapitels ist die störungstheoretis
he Herleitung einer Feldglei
hung für dasGrenz�ä
henpro�l, die dann in Kapitel 5 gelöst wird.Das bere
hnete Pro�l wird dann im se
hsten Kapitel diskutiert, wobei insbesondere die lo-garithmis
he Abhängigkeit der Grenz�ä
henbreite von der Systemgröÿe dargestellt und derGültigkeitsberei
h der gewählten 1-Loop-Approximation abges
hätzt wird. Ein Verglei
h mei-ner Ergebnisse mit Resulaten anderer Arbeiten bildet den Abs
hluss des Kapitels.
4



1 Statistis
he Feldtheorie kritis
herPhänomeneDas in diesem Kapitel vorgestellte Landau-Ginzburg-Modell bildet die Grundlage für alleweiteren Bere
hnungen in dieser Arbeit. Einen Überbli
k über das Thema �ndet man in dengängigen Bü
hern über statistis
he Feldtheorie, z. B. in [KS01℄, [LB91℄, [ZJ02℄ und [Pa88℄.Für den hier verwendeten feldtheoretis
hen Zugang betra
hte i
h den Ordnungsparameter
φ(x) als kontinuierli
hes Skalarfeld im D-dimensionalen Raum, wobei i
h mi
h letzten Endesfür den Fall D = 3 interessiere. Au
h Systeme aus diskreten Elementen, wie z.B. das drei-dimensionale Ising-Modell, lassen si
h auf diesem Wege bes
hreiben, wobei φ(x) dann diemittlere Magnetisierung am Punkte x angibt:

φ(x) ∼
∑

Si∈Vx,δ

Si exp

(

−(x− xi)
2

2δ2

)

. (1.1)Dabei ist δ der Radius des der Mittelung zu Grunde liegenden Volumens Vx,δ um x, überdessen Elementarspins Si summiert und gemittelt wird. Dieser muss einerseits groÿ genugsein um die Stetigkeit von φ zu gewährleisten, darf aber andererseits die Korrelationslängeni
ht übers
hreiten. In Abbildung 3 wird die Idee eines Grenz�ä
henpro�ls φ(z) im Rahmendes Ising-Modells verans
hauli
ht.

Abb. 3: Grenz�ä
he eines zweidimensionalen Ising-Systems. Der Ordnungsparameter φ gibtdie gemittelte Magnetisierung als Funktion von z an.
5



1 Statistis
he Feldtheorie kritis
her PhänomeneIm Falle binärer Fluidsysteme fungiert die Di
htedi�erenz der beiden Komponenten als lokalerOrdnungsparameter:
φ(x) = ρA(x)− ρB(x)−∆ρC.Dabei bezei
hnet ρi(x) die lokale Di
hte der Komponente i. Die Subtraktion der kritis
henDi
htedi�erenz ∆ρC, die am kritis
hen Punkt in der gesamten Flüssigkeit vorliegt, ma
ht

φ(x) zu einem Maÿ für die Abwei
hung von der Phase höherer Symmetrie, also zu einemvernünftigen Ordnungsparameter.Als Erweiterung der Theorie auf die Fluktuationsumgebung wurde das Landau-Ginzburg-Modell entwi
kelt. Dabei handelt es si
h um eine statistis
he Feldtheorie, bei der das Zu-standsfunktionalintegral um ein Extremum in Potenzen des inversen Boltzmann-Parameters
β−1 = kBT entwi
kelt werden kann. Formal ist dies der semiklassis
hen Methode in der Quan-tenfeldtheorie äquivalent, wobei dort das Funktionalintegral na
h Potenzen des Plan
k's
henWirkungsquantums ~ entwi
kelt wird. Genau wie in diesem Fall, von einem rein klassis
henSystem bei ~ = 0 ausgehend, Quanten�uktuationen berü
ksi
htigt werden, �ieÿen in diestatistis
he Feldtheorie thermis
he Fluktuationen in Form von O(β−1)-Termen einer Ent-wi
klung um T = 0K ein. Im folgenden Abs
hnitt wird die Hamiltondi
hte des Landau-Ginzburg-Modells vorgestellt und gezeigt, wie in diesem theoretis
hen Rahmen ein Phasen-übergang bes
hrieben werden kann. Zum Abs
hluss dieses Kapitels werden dann in Abs
hnitt1.2 die wi
htigsten Methoden der statistis
hen Feldtheorie vorgestellt.1.1 Das Landau-Ginzburg-Modell1.1.1 Die Hamiltondi
hte des Landau-Ginzburg-ModellsDen Ausgangspunkt bildet eine kanonis
he Verteilungsfunktion über dem Kon�gurations-raum des betra
hteten Systems. Eine Kon�guration C wird dabei jeweils dur
h ein stetigesFeld φ(x) eines Punktes x im D-dimensionalen Raum bes
hrieben. Das statistis
he Gewi
hteiner Kon�guration lautet dann

H(C) = H[φ] =

∫

dDxH (φ(x))mit der Hamiltondi
hte H . Die Zustandssumme lässt si
h nun dur
h ein Funktionalintegralausdrü
ken:
Z =

∫

Dφ e−β
R

dDx H (φ(x)). (1.2)Die Hamiltondi
hte H im Landau-Ginzburg-Modell ist de�niert als
H (φ) =

1

2
(∇φ)2 +

µ2

2
φ2 +

g0
4!
φ4. (1.3)Das Landau-Ginzburg-Modell bes
hreibt ein System nur in der Nähe des kritis
hen Punktes

T = TC korrekt. Daher lässt si
h der Faktor β = 1/kBT ∼ 1/kBTC als konstant betra
htenund wird in der Literatur häu�g glei
h eins gesetzt, ganz ähnli
h der Konvention ~ = 1 inder Quantenfeldtheorie.6



1.1 Das Landau-Ginzburg-Modell

φ

U(φ)

T > TC

T ∼ TC

T < TC

Abb. 4: Das temperaturabhängige Potenzial in Umgebung des Phasenüberganges.1.1.2 Landau-Approximation und PhasenübergangVerna
hlässigt man statistis
he Fluktuationen und betra
htet nur dasjenige Feld φ0(x), wel-
hes den Hamiltonian minimal werden lässt, dann betra
htet man das System in der soge-nannten Landau-Approximation, die au
h alsMean-Field-Näherung bezei
hnet wird. In dieserNäherung entspri
ht das Feld φ(x) an allen Punkten seinem Glei
hgewi
htswert.Das Minimum des Hamiltonian entspri
ht dem Minimum des Potenzials
U(φ) =

µ2

2
φ2 +

g0
4!
φ4,da jedes ni
htkonstante Feld zu einem positiven kinetis
hen Beitrag (∇φ)2 führt.Betra
htet man nun µ2 als Kontrollparameter, der monoton mit der Temperatur wä
hst undbei einer kritis
hen Temperatur T = TC einen Nulldur
hgang hat, so weist das dur
h U(φ)bes
hriebene System einen Phasenübergang zweiter Ordnung auf.Die Situation ist in Abb. 4 s
hematis
h dargestellt. Für ein µ2 > 0 erhält man nur einMinimum in φ0 = 0. Für ein µ2 < 0 s
hreibt man µ2 → −m2

0/2 und erhält ein Maximum in
φ0 = 0 sowie zwei entartete Minima in

φ0 = ±v0 = ±
√

3m2
0

g0
.In der Phase mit µ2 < 0 liegt der klassis
he Glei
hgewi
htszustand in einem der beidenMinima von U(φ). Bezügli
h dieses Zustandes handelt es si
h bei der Spiegelsymmetrie ander Ordinate um eine verste
kte oder gebro
hene Symmetrie (siehe z.B. [Co85℄, Kapitel 5).Diese Phase bezei
hne i
h deshalb im Folgenden kurz als �gebro
hene Phase� im Gegensatzzur �symmetris
hen Phase� mit µ2 > 0. 7



1 Statistis
he Feldtheorie kritis
her PhänomeneZwe
kmäÿigerweise normiert man das Potenzial, so dass U(±v0) = 0:
U(φ) = −m

2
0

4
φ2 +

g0
4!
φ4 +

3

8

m4
0

g0
.Damit gilt dann au
h

H(±v0) =

∫

dDxU(±v0) = 0.Die Höhe der Potenzialbarriere zwis
hen den beiden entarteten Minima, also
U(φ = 0) =

3

8

m4
0

g0
=
g0v

4
0

24
, (1.4)hängt von der Kopplungsstärke g0 und der Masse bzw. inversen Mean-Field-Korrelationslänge

m0 ab.1.2 Funktionalmethoden der SFTIn diesem Abs
hnitt wird das Handwerkzeug für die folgenden Re
hnungen vorgestellt. Eineausführli
he Darstellung der Funktionalmethoden der Quantenfeldtheorie �ndet man in allengängigen Lehrbü
hern wie [Br92℄, [PS95℄ und [Ry96℄. Die enge Beziehung zwis
hen Quanten-und statistis
her Feldtheorie wird z.B. in [LB91℄ erläutert.1.2.1 Erzeugende FunktionaleDur
h Addition eines Quellterms J(x)φ(x) zur Hamiltondi
hte im Zustandsfunktionalintegralerhält man das normierte erzeugende Funktional der Korrelationsfunktionen:
Z[J ] =

1

Z0

∫

Dφ exp

{

−β
∫

dDx [H − J(x)φ(x)]

} (1.5)Normiert ist Z[J ] über die Zustandssumme im Falle J = 0, also
Z0 =

∫

Dφ exp

{

−β
∫

dDxH

}

.Die n-Punkt Korrelationsfunktionen erhält man dur
h n-malige Funktionalableitung von Z[J ]na
h der äuÿeren Quelle J(x), wobei man na
h erfolgter Ableitung nur den Fall J(x) = 0betra
htet:
〈φ(x1) . . . φ(xn)〉 = β−n

(
δ

δJ(x1)

)

. . .

(
δ

δJ(xn)

)

Z[J ]

∣
∣
∣
∣
∣
J=0

. (1.6)Die Zustandssumme (1.5) lässt si
h au
h als Reihe darstellen:
Z[J ] = 〈exp β

∫

dDxJ(x)φ(x)〉

=
∞∑

n=0

βn

n!

∫

dDx1 . . . d
Dxn J(x1) . . . J(xn)〈φ(x1) . . . φ(xn)〉.

8



1.2 Funktionalmethoden der SFTEin weiteres erzeugendes Funktional de�niert man über die Beziehung
βW [J ] = ln (Z[J ]) . (1.7)Es gilt

δ2W [J ]

δJ(x)δJ(y)

∣
∣
∣
∣
∣
J=0

= β [〈φ(x)φ(y)〉 − 〈φ(x)〉〈φ(y)〉]

=:βK2(x, y)und allgemeiner
δnW [J ]

δJ(x1) . . . δJ(xn)

∣
∣
∣
∣
∣
J=0

= βn−1Kn(x1, . . . , xn), (1.8)wobei Kn(x1, . . . , xn) die Kumulante n-ten Grades bezei
hnet. Einen Beweis für den allge-meinen Fall (1.8) �ndet man in [ZJ02℄, Kapitel 7.4.1.W [J ] ist also das erzeugende Funktionalder verbundenen Korrelationsfunktionen oder Kumulanten.Für den Rest dieses Kapitels setze i
h den Faktor β = 1. Von dieser Konvention werde i
hau
h später nur abwei
hen, wenn, wie z. B. in Kapitel 4, die Systematik der Störungsre
hnungverdeutli
ht werden soll.Zum S
hluss dieses Abs
hnittes sei no
h darauf hingewiesen, dass die erzeugenden Funktio-nale Z[J ] und W [J ] formale Analoga in der Euklidis
hen Quantenfeldtheorie besitzen. Diesesind wie folgt de�niert:
ZE[J ] =

1

ZE,0

∫

Dφ exp

{

−SE +

∫

dx J(x)φ(x)

}

⇒ 〈φ(x1) . . . φ(xn)〉 =
δnZE[J ]

δφ(x1) . . . δφ(xn)

∣
∣
∣
∣
∣
J=0

,sowie
WE[J ] = lnZE[J ]

⇒ 〈φ(x1) . . . φ(xn)〉C =
δnWE[J ]

δφ(x1) . . . δφ(xn)

∣
∣
∣
∣
∣
J=0

.Die statistis
hen Momente entspre
hen dort also den n-Punkt-Greensfunktionen
Gn(x1, . . . , xn) = 〈φ(x1) . . . φ(xn)〉und die Kumulanten sind die statistis
hen Analoga der verbundenen Korrelatoren
GC(x1, . . . , xn) = 〈φ(x1) . . . φ(xn)〉C.Aufgrund dieser formalen Ähnli
hkeit werden die Worte �Kumulante�, �2-Punkt Greensfunk-tion� und �Propagator� häu�g synonym verwendet. Eine Übersi
ht über die formalen Identi-täten �ndet si
h in Tabelle 1. 9



1 Statistis
he Feldtheorie kritis
her PhänomeneTab. 1: Formale Identität zwis
hen statistis
her Feldtheorie und euklidis
her Quantenfeld-theorie QFT SFTSkalarfeld φ(x) Lok. Ordnungsparameter,Spin-Variable φ(x)Lagrangean LE(φ) Hamiltondi
hte H (φ)Euklidis
he Wirkung SE[φ] Hamiltonian H[φ]

SE[φ] =

∫

dDxL (φ(x)) H[φ] =

∫

dDxH (φ(x))Plan
k's
hes Wirkungsquan-tum ~ Temperatur β−1Erzeugendes Funktional derKorrelatoren Z[J ] Erzeugendes Funktional derMomente Z[J ]Erzeugendes Funktional derverbundenen Korrelatoren W [J ] Helmholtzs
he Freie Energie,erzeugendes Funktional der Ku-mulanten W [J ]E�ektive Wirkung Γ[φC] Gibbs's
he Freie Energie Γ[φC]inverse Masse m−1 Korrelationslänge ξLagranges
he Formulierung in
d Dimensionen Hamiltons
he Formulierung in

d+ 1 DimensionenKlassis
her Grenzfall Landau-NäherungQuanten�uktuationen Thermis
he Fluktuationen1.2.2 Die e�ektive Wirkung oder Gibbs's
he freie Energie ΓIn diesem Abs
hnitt soll der zentrale Begri� der e�ektiven Wirkung eingeführt und seinephysikalis
he Bedeutung erläutert werden. Zunä
hst führt man das sogenannte �klassis
heFeld�1 φC(x) ein, wel
hes über die Beziehung
δW [J ]

δJ(x)
= 〈φ(x)〉J = φC(x) (1.9)de�niert ist. φC(x) ist also selbst ein Funktional von J mit der Eigens
haft

δφC(x)

δJ(y)
=

δ2W [J ]

δJ(x)J(y)
= K2(x, y).Für den Vakuumerwartungswert (VEW) φ̄ gilt damit

φ̄(x) = 〈φ(x)〉 = lim
J→0

φC(x). (1.10)1Die Bezei
hnung �klassis
hes Feld� ist irreführend, da φC(x) Quanten- bzw. statistis
he Fluktuationenenthält. Denno
h hat sie si
h in der Literatur dur
hgesetzt ([PS95℄,[Ry96℄).10



1.2 Funktionalmethoden der SFT
φC(x) ist ein gewi
htetes Mittel über alle Fluktuationen von φ(x) und entspri
ht damitder Magnetisierung M im magnetis
hen System, die ein Mittel über das Spinfeld ist. W [J ]entspri
ht in diesem Bild - bis auf das Vorzei
hen - der Helmholtzs
hen freien Energie F (H)mit M = − ∂F

∂H , wobei H das externe Magnetfeld ist. Via Legendre-Transformation gelangtman von ihr zur Gibbs's
hen freien Energie G(M):
dF (H) =

∂F

∂H
dH = −MdH = −d(MH) +HdM

⇒ d(F +MH)
︸ ︷︷ ︸

dG(M)

=HdMDie analoge Legendre-Transformation des Funktionals W [J ] liefert die e�ektive Wirkung
Γ[φC]:

δW [J ] =

∫

dDx
δW [J ]

δJ(x)
δJ(x) =

∫

dDxφC(x)δJ(x)

=

∫

dDx δ(φC(x)J(x)) −
∫

dDxJ(x)δφC(x)

⇒ δ(W [J ] −
∫

dDxφC(x)J(x))

︸ ︷︷ ︸

δΓ[φC]

= −
∫

dDxJ(x)δφC(x). (1.11)Im Folgenden soll die physikalis
he Bedeutung der e�ektiven Wirkung Γ[φC] herausgestelltwerden. Aus Gl. (1.11) folgt
δΓ[φC]

δφC(x)
= −J(x). (1.12)Die Abwesenheit äuÿerer Quellen entspri
ht damit laut (1.10) dem Fall φC = φ̄. An dieserStelle gilt

δΓ[φC]

δφC(x)

∣
∣
∣
∣
∣
φC=φ̄

= 0. (1.13)Diese Glei
hung versteht si
h als Analogon der klassis
hen Euler-Lagrange-Glei
hung
δS[φ]

δφ(x)

∣
∣
∣
∣
∣
φ=φreal

= 0,wobei φreal für das realisierte Feld steht, und liefert so eine Feldglei
hung für den VEW φ̄(x).Äquivalent dazu lässt si
h (1.13) als Extremalbedingung an das thermodynamis
he Potenzial
Γ, also an die Gibbs's
he freie Energie, lesen. Diese ist bekanntli
h im Glei
hgewi
ht extremal.Für die vorliegende Arbeit ist diese Beziehung von zentraler Bedeutung, da die Feldglei
hungfür das Grenz�ä
henpro�l später auf diesem Wege hergeleitet wird. 11



1 Statistis
he Feldtheorie kritis
her Phänomene
� �1PI 1PRAbb. 5: Der linke Graph ist 1PI. Im Gegensatz dazu kann man den re
hten Graphen splitten,indem man die mittlere Linie entfernt. Deshalb ist er one parti
le redu
ible (1PR).Wegen Gl. (1.11) gilt

−δ(x− y) =
δ

δJ(y)

δΓ[φC]

δφC(x)

∣
∣
∣
∣
∣

Kettenregel: δ

δJ(x)
F [φ] =

∫

dDw
δF [φ]

δφ(w)

δφ(w)

δJ(x)

=

∫

dDw
δφC(w)

δJ(y)

δ2Γ[φC]

δφC(w)δφC(x)

∣
∣
∣
∣
∣

Gl.(1.9)
=

∫

dDw
δ2W

δJ(y)δJ(w)

δ2Γ[φC]

δφC(w)δφC(x)

=

(
δ2W

δJδJ

)

yw

(
δ2Γ

δφCδφC

)

wx

.Die letzte Zeile der Umformung versteht si
h als symbolis
he Matrixmultiplikation. Es giltalso
(
δ2W

δJδJ

)

= −
(

δ2Γ

δφCδφC

)−1

. (1.14)Wie bereits (siehe Gl. (1.8)) erwähnt wurde, ist W [J ] das erzeugende Funktional der verbun-denen Greensfunktionen bzw. der Kumulanten. Insbesondere gilt
δ2W [J ]

δJ(x)δJ(y)
= K2(x, y),womit wegen Gl. (1.14)

δ2Γ[φC]

δφC(x)δφC(y)
= −K−1

2 (x, y) (1.15)folgt. Die zweite Funktionalableitung der e�ektiven Wirkung Γ na
h dem klassis
hen Feld
φC entspri
ht also der inversen Kumlante.Für die höheren Ableitungen lässt si
h allgemein beweisen, dass Γ[φC] das erzeugende Funk-tional der n-Punkt 1PI (one parti
le irredu
ible) Korrelatoren darstellt ([AL64℄). Damit sinddiejenigen n-Punkt-Graphen gemeint, die si
h ni
ht dur
h Entfernen einer Linie in zwei Gra-phen aufsplitten lassen, die beide mit äuÿeren Linien verbunden sind (siehe Abb. 5). Es giltalso

δnΓ[φC]

δφC(x1) . . . δφC(xn)
= 〈φ(x1) . . . φ(xn)〉1PI.
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2 Kapillarwellen
Die Theorie der Kapillarwellen bes
häftigt si
h mit Fluktuationen einer Grenz�ä
he zwi-s
hen zwei Komponenten eines Fluidsystems. Die beiden Fluide betra
htet man dabei alshydrodynamis
he Kontinua und lässt mikroskopis
he Vorgänge auÿer a
ht. Die Skalen, aufdenen eine sol
he Betra
htungsweise angemessen ist, sind weit gröÿer als die intrinsis
heGrenz�ä
hendi
ke von der Gröÿenordnung einer Korrelationslänge. Deshalb betra
htet mandie Grenz�ä
he in diesem Rahmen ni
ht als kontinuierli
hen Übergang eines Ordnungspa-rameterfeldes, sondern als s
harf lokalisiert, d.h. als Flä
he im mathematis
hen Sinne. ZurVerans
hauli
hung stelle man si
h eine (unendli
h) dünne Membran zwis
hen den beidenKomponenten des Systems vor, wie in Abb. 6 dargestellt. Im Glei
hgewi
htszustand ist diesevöllig plan und thermis
he Fluktuationen treten als Deformation der Grenz�ä
he in Ers
hei-nung. Diese statistis
he Verformung, also die Abwei
hung von der im Glei
hgewi
ht glattenGestalt, bezei
hnet man als Rauhigkeit ([Ma13℄). Jede Deformation der Grenz�ä
he erfor-dert den Einsatz einer gewissen Arbeit gegen die Ober�ä
henspannung σ und ein eventuellvorhandenes äuÿeres Feld, wie zum Beispiel das Gravitationsfeld. Wird die Grenz�ä
he aneiner Stelle aus ihrer Ruhelage ausgelenkt, so breitet si
h diese Störung in Form von Wellenüber die Flä
he aus. In der Hydrodynamik unters
heidet man Kapillar- und S
hwerewellen,je na
hdem ob ihre Dynamik von der Ober�ä
henspannung oder von einem äuÿeren Felddominiert wird. Hier gebrau
he i
h den Begri� Kapillarwellen aber allgemein für langwelligeFluktuationen, also sol
he, die si
h als Deformationen einer Membran bes
hreiben lassen.

Abb. 6: Die Grenz�ä
he als dünne Membran (drum-head) zwis
hen den beiden Komponen-ten des Fluidsystems, �eingespannt� dur
h periodis
he Randbedingungen. 13



2 Kapillarwellen2.1 Rauhigkeit und Ein�uss der SystemgröÿeUnter Verna
hlässigung von Überhängen und Volumen�uktuationen (Blasen) stelle mansi
h die �uktuierende Grenz�ä
he nun als Höhenkarte h(x1, x2) vor, also als Abbildungjedes Punktes ~x = (x1, x2) der planen Glei
hgewi
htsgrenz�ä
he auf eine Auslenkung in
z-Ri
htung. Na
h einer Fouriertransformation lässt si
h eine Fluktuation wie folgt s
hreiben:

h(~x) =

∫

dDk ei~k·~xh(~k).Bei der Betra
htung eines Systems mit endli
her Ausdehnung in x1- und x2-Ri
htung erhältman aufgrund der periodis
hen Randbedingungen anstelle des Integrals eine Summe unds
hreibt
h(~x) =

∑

~n ∈ Z
2

ei 2π
L

~n·~xh(~n). (2.1)Die mit der Deformation h(~x) verbundene Arbeit gegen die Ober�ä
henspannung hängtvon der Zunahme der Ober�ä
he gegenüber dem idealen Glei
hgewi
htsfall, also der planenFlä
he, ab. Diese beträgt
∆A =

∫ L

0
dx1

∫ L

0
dx2

√

1 +

(
∂h

∂x1

)2

+

(
∂h

∂x2

)2

.In Anwesenheit eines S
hwerefeldes beträgt die Arbeit gegen dieses
wg =

∫ L

0
dx1

∫ L

0
dx2

∫ h(~x)

0
dz (∆ρ)gz,so dass si
h die gesamte Arbeit als

w =

∫ L

0
dx1

∫ L

0
dx2





∫ h(~x)

0
dz (∆ρ)gz + σ

√

1 +

(
∂h

∂x1

)2

+

(
∂h

∂x2

)2


s
hreiben lässt. Entwi
kelt man die Wurzel im zweiten Summanden dieser Glei
hung in Po-tenzen von ∂2
x1
h und ∂2

x2
h bis zur ersten Ordnung und setzt (2.1) in diese Glei
hung ein, sogewinnt man unter Ausnutzung von
∫ L

0
dx1

∫ L

0
dx2 ei 2π

L
(~n+~m)·~x = L2δ~n,−~mden Ausdru
k

w = σA






1 +

1

2

∑

~n ∈ Z
2

h(~n)h(−~n)

[
(∆ρ)g

σ
+

4π2

L2
n2

]





, (2.2)wobei A = L2 den Inhalt der planen Flä
he bezei
hnet. Die Wahrs
heinli
hkeit einer Ampli-tude h(~n) ist dann dur
h den entspre
henden Boltzmann-Faktor exp(−βw) gegeben. Als Maÿ14



2.1 Rauhigkeit und Ein�uss der Systemgröÿefür die Rauhigkeit der Ober�ä
he verwendet man deren mittlere quadratis
he Fluktuation,die man in der Form
〈h2〉 =

1

βσA

∑

~n,ni>0

[
(∆ρ)g

σ
+

4π2

L2
n2

]−1 (2.3)erhält. Die Summe über die Wellen lässt si
h no
h eingrenzen. Die minimale Wellenzahlist aufgrund der periodis
hen Randbedingungen kmin = 2π/L. Desweiteren muss eine obereGrenze kmax = 2π/l festgelegt werden, wobei l typis
herweise in der Gröÿenordnung der in-trinsis
hen Grenz�ä
hendi
ke gewählt wird. Mit Berü
ksi
htigung kleinerer Längen l würdeman den Gültigkeitsberei
h der Theorie verlassen, in wel
her die Grenz�ä
he als Membranangesehen wird. Den genauen Wert von l gibt die Theorie jedo
h ni
ht an, so dass seineWahl immer mit einer gewissen Willkür verbunden ist. Für die in diesem Abs
hnitt darge-stellten Zusammenhänge ist dies aber unerhebli
h. Für hinrei
hend groÿe L geht (2.3) in denAusdru
k
〈h2〉 ≈ 1

4πβσ
ln







1 + 4
(∆ρ)π2σ

l2g

1 + 4
(∆ρ)π2σ

L2g






. (2.4)über.Die 
harakteristis
he Eigens
haft dieses Ausdru
kes ist seine Divergenz für L → ∞ bei ver-s
hwindendem g. Diese lässt si
h auf zwei Wegen herauszustellen. Zum einen kann man (2.4)mit g erweitern und dann den Grenzfall g → 0 betra
hten:

lim
g→0
〈h2〉 ≈ lim

g→0

1

4πβσ
ln







g + 4
(∆ρ)π2σ

l2

g + 4
(∆ρ)π2σ

L2







=
1

2πβσ
ln

(
L

l

)

. (2.5)
〈h2〉 divergiert in diesem Fall also logarithmis
h mit L.Andererseits kann man, wieder von (2.4) ausgehend den Limes L→∞ bilden, wobei man

lim
L→∞

〈h2〉 = 1

4πβσ
ln

(

1 + 4
(∆ρ)π2σ

l2g

) (2.6)erhält. Dieser Ausdru
k wiederum divergiert bei Vers
hwinden des äuÿeren Feldes.Das asymptotis
he Verhalten der Grenz�ä
hendi
ke lässt si
h für die beiden betra
htetenFälle also wie folgt zusammenfassen:
lim
g→0
〈h2〉 ≈ 1

2πβσ
ln(L) für L≫ l (2.7)

lim
L→∞

〈h2〉 ≈− 1

4πβσ
ln(g) für g ≪ (∆ρ)l2

4π2σ
. (2.8)Daraus folgt, dass die Grenz�ä
he entweder dur
h ein äuÿeres Feld, ein sogenanntes �pinning�eld�, oder dur
h Finite-Size-E�ekte stabilisiert werden muss. 15



2 KapillarwellenDimensionsbetra
htungDie im letzten Abs
hnitt bes
hriebene Divergenz von 〈h2〉 steht in direktem Zusammenhangmit der Dimensionalität des betra
hteten Systems. Um diese Beziehung näher zu beleu
hten,gehe i
h vom dreidimensionalen Fall zum D-dimensionalen Problem über. Im Gegensatz zurRe
hnung im letzten Abs
hnitt betra
hte i
h direkt den thermodynamis
hen Limes L→∞und erhalte so anstelle von (2.3) den Ausdru
k
〈h2〉 =

∫
dD−1k

(2π)D−1

1

Qk2 +Rmit R = (∆ρ)g und Q = σA. Das Integral wird na
h oben hin dur
h einen Cut-O� Λ = 2πl−1begrenzt. Dies ges
hieht genau wie im letzten Abs
hnitt, um mit der Vorstellung einer un-endli
h dünnen Grenz�ä
he konsistent zu bleiben. Man �ndet so
〈h2〉 ∼

∫ Λ

0
dk

kD−2

Qk2 +R
.Neben der bereits erwähnten logarithmis
hen Divergenz für D = 3 �ndet man für D < 3 Po-tenzgesetze vor. Interessanter ist hier aber der höherdimensionale Fall: Das Integral konver-giert fürD > 3. O�enbar gibt es also in mehr als drei Dimensionen kein Roughening-Problem.2.2 Die FaltungsnäherungDie in diesem Kapitel vorgestellte Kapillarwellentheorie hat ni
ht nur die angenehme Eigen-s
haft sehr ans
hauli
h zu sein, sondern be�ndet si
h au
h in guter Übereinstimmung mitExperimenten und numeris
hen Simulationen ([Mü04℄). Vom Ansatz her ist sie aber, wie zuEingang des Kapitels bemerkt, vom feldtheoretis
hen Zugang, der die Grenz�ä
he mittelseines stetigen Ordnungsparameterfeldes bes
hreibt, grundvers
hieden.Einen zwar rein heuristis
hen, aber dur
haus erfolgrei
hen, Ansatz die Idee einer s
hwingen-den Grenz�ä
he mit den Ergebnissen der Feldtheorie zu kombinieren, stellt die Faltungs-approximation ([Ja84℄) dar. Grundlage dieser Näherung ist die Vorstellung, die kapillarwel-lenartigen Fluktuationen von den intrinsis
hen Fluktuationen trennen zu können. Letztereberü
ksi
htigt man im Rahmen der Feldtheorie und ermittelt so ein intrinsis
hes Pro�l φ̄int,während man die Kapillarwellen getrennt davon als Fluktuationen der S
hwerpunkt- oderGibbs-Grenz�ä
he h(~x), ~x ∈ R

D−1, also der in Abb. 6 gezeigten Membran, ansieht. EineMomentaufnahme des resultierenden Pro�ls hat dann die Gestalt
φ(x) = φ̄int(z − h(~x)).Eine s
harfe Grenz�ä
he, wie in Abs
hnitt 2.1 bes
hrieben, entspri
ht dem Grenzfall einesstufenförmigen intrinsis
hen Pro�ls φint(z) = Θ(z) mit der Heaviside's
hen Stufenfunktion

Θ(z). Vorausgesetzt, Feld- und Kapillarwellentheorie seien beide gültig und miteinander ver-einbar, müsste nun jede sol
he Fluktuation mit einer Wahrs
heinli
hkeit entspre
hend der16



2.2 Die FaltungsnäherungBoltzmann-Gewi
htung der Grenz�ä
henenergie (2.2) von h(~x) in die Zustandssumme ein-gehen. Letzten Endes hat das Pro�l also die Form
φ̄(x) = 〈φ̄int(z − h(~x))〉h

=

∫

Dh φ̄int(z − h(~x))ρ[h]

=

∫ ∞

−∞
dh φ̄int(z − h) e−βC〈h2〉

︸ ︷︷ ︸

=: P (h)

= φ̄int(z) ∗ P (z)und entspri
ht damit einer Faltung des intrinsis
hen Pro�ls mit dem statistis
hen Gewi
htder langwelligen Grenz�ä
hens
hwingungen. Im Rahmen der Faltungsnäherung erhält mandas Quadrat der Grenz�ä
hendi
ke als Summe der Di
ke des intrinsis
hen Anteils und desKapillarwellenbeitrages, also
w2 = w2

intr +
1

2πσ
ln

(
L

l

)

, (2.9)wobei wie in Abs
hnitt 2.1 die Ober�ä
henspannung mit σ und der Kapillarwellen-Cut-O�mit l bezei
hnet wird.
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3 Das System mit Grenz�ä
heUntersu
ht werden sollen Grenz�ä
hen in Landau-Ginzburg-Systemen, also sol
hen, die dur
hdie Hamiltondi
hte (1.3) bes
hrieben werden. In Kapitel 1 wurde das Landau-Ginzburg-Modell als Theorie zur Bes
hreibung kritis
her Phänomene ganz allgemein eingeführt. In denbeiden Abs
hnitten dieses Kapitels soll nun konkret das betra
htete Modellsystem vorgestelltwerden.3.1 Randbedingungen für Grenz�ä
henlösungenUntersu
ht werden soll das Roughening von Grenz�ä
hen. Dementspre
hend muss ein Systemmodelliert werden, wel
hes1. mindestens eine Grenz�ä
he aufweist und2. in der Grenz�ä
henebene endli
h ist, damit die in Kapitel 2 bes
hriebene logarithmis
heSystemgröÿenabhängigkeit untersu
ht werden kann.Eine Grenz�ä
he kann nur in der gebro
henen Phase eines Landau-Ginzburg-Systems vorlie-gen, bei Vorhandensein zweier Potenzialminima bei φ = ±v0. Das System muss si
h also indieser Phase be�nden. Es habe zudem folgende der Fragestellung genügende Geometrie: Ineiner Ri
htung sei es unendli
h ausgedehnt, während es in den dazu senkre
hten Ri
htungen,auf ein Quadrat mit der Kantenlänge L bes
hränkt sei. Zur deutli
hen Abgrenzung wählei
h die folgende Notation: die Ri
htung unendli
her Ausdehnung nenne i
h die z-Ri
htung,während i
h die dazu senkre
hten Ri
htungen mit x1 und x2 bezei
hne. Beziehe i
h mi
h nurauf die x1-x2-Ebene, so s
hreibe i
h ~x = (x1, x2). Einen beliebigen Punkt des betra
htetenSystems s
hreibe i
h entspre
hend als x = (x1, x2, z) = (~x, z) mit ~x ∈ [0, L]2, z ∈ R.Es fehlen nun no
h geeignete Randbedingungen. Au
h wenn die in x1-x2-Ri
htung end-li
he Ausdehnung des Systems für die vorliegende Fragestellung von zentraler Bedeutungist, sollen keine Ober�ä
hene�ekte des L× L×∞-Quaders berü
ksi
htigt werden. Dement-spre
hend emp�ehlt si
h die Verwendung periodis
her Randbedingungen φ(x1 + L, x2, z) =
φ(x1, x2 + L, z) = φ(x1, x2, z). Um die Existenz einer Grenz�ä
he zu erzwingen, wählt manzudem in z-Ri
htung die Randbedingungen

φ(x) =

{

v0, z → +∞
−v0, z → −∞

. (3.1)Diese zu erfüllen erfordert die Ausbildung mindestens eines stetigen Überganges von φ0 = −v0na
h φ0 = v0. Ein sol
her Übergang ist das, was hier im Sinne von Abb. 2 als Grenz�ä
he19



3 Das System mit Grenz�ä
he
z

φ0(z)

0

−v0

v0

b

a

Abb. 7: Die klassis
he Kink-Lösung bes
hreibt das Mean-Field-Pro�l.bezei
hnet wird. Natürli
h können die Randbedingungen (3.1) im Allgemeinen dur
h Aus-bildung jeder ungeraden Anzahl von Grenz�ä
hen erfüllt werden. Da aber jede sol
he Flä
hemit einem Berei
h verbunden ist, in dem das Pro�l deutli
h auÿerhalb der Potenzialminimaverläuft - es muss s
hlieÿli
h bei jedem Übergang die Potenzialbarriere (1.4) zwis
hen den Mi-nima überwinden - werden die energetis
h günstigsten Zustände, wel
he die Statistik wegenihres Boltzmann-Gewi
htes dominieren, jeweils nur eine einzige Grenz�ä
he aufweisen.Na
hdem dur
h die Konstruktion eines geeigneten Systems der Rahmen für die weiterenUntersu
hungen geste
kt ist, geht es im Folgenden um die Details des Grenz�ä
henverlaufes.Erste Aussagen dazu lassen si
h mit Hilfe der Landau-Näherung ma
hen.3.2 Das Grenz�ä
henpro�l in Landau-ApproximationIm Rahmen der Landau-Approximation wird das System den Zustand maximaler Wahr-s
heinli
hkeit annehmen. Gesu
ht ist also ein Feld φ0, wel
hes die geforderten Randbedin-gungen erfüllt und dessen Energie minimal ist. Damit erhält man für φ0 folgende Bestim-mungsglei
hung:
δH[φ0]

δφ0(x)
=
(
−∇2 + µ2

)
φ0(x) +

g0
3!
φ3

0(x) = 0.Mit der Hamiltondi
hte des Landau-Ginzburg-Modells in der gebro
henen Phase entspri
htdies der Glei
hung
−∇2φ0(x)−

m2
0

2
φ0(x) +

g0
3!
φ3

0(x) = 0. (3.2)Eine mit den Randbedingungen (3.1) verträgli
he Lösungsmenge entspri
ht dem bekanntenCahn-Hilliard-Pro�l ([CH57℄) und lautet
φ

(a)
0 (z) = v0 tanh

[m0

2
(z − a)

]

, (3.3)wobei a ∈ R den S
hnittpunkt des Grenz�ä
henpro�ls mit der z-A
hse angibt und beliebiggewählt werden kann. Es bezei
hne im Folgenden φ0 ohne einen Index (a) die Lösung mit
a = 0, also φ0 := φ

(0)
0 .20



3.2 Das Grenz�ä
henpro�l in Landau-ApproximationEine Lösung der Form (3.3) bezei
hnet man als Kink. Sie hat die in Abbildung 7 gezeig-te Gestalt. Es sei no
h erwähnt, dass bei umgekehrter Wahl der Randbedingungen, also
φ0(z → ±∞) = ∓v0, die Lösung φ0(z) = −v0 tanh(mz/2) gefunden wird. Diese wird als Anti-Kink bezei
hnet. Au
h wenn i
h mi
h im Folgenden auf die Betra
htung der Kink-Lösungkonzentriere, lassen si
h alle Resultate natürli
h auf die Anti-Kink-Lösung übertragen.Um zu bestimmen, wieviel ein sol
her Kink-Übergang das System energetis
h kostet, bere
h-ne i
h den Hamiltonian H[φ

(a)
0 ]. Da si
h die z-Integration der Hamiltondi
hte über ganz Rerstre
kt, lässt si
h der Parameter a dabei dur
h eine einfa
he Substitution eliminieren. Esgilt deshalb H[φ

(a)
0 ] = H[φ0] unabhängig von der Position des Kinks. Auf diese Translations-invarianz der Grenz�ä
he, die direkt mit der Symmetrie des Modellsystems zusammenhängt,werde i
h Kapitel 4 ausführli
her zurü
kkommen. Die Energie eines Kinks bere
hne i
h zu

H[φ0] =

∫

dDx

{
1

2
(∇φ0)

2 − m2
0

4
φ0

2 +
g0
4!
φ0

4 +
3m4

0

8g0

}

=

∫

dDx

{

φ0

(
−∇2

)
φ0 −

1

2
φ0

(
m2

0

2
φ0 −

g0
3!
φ0

3

)

︸ ︷︷ ︸

= −∇2φ0, siehe (3.2)−g04! φ0
4 +

3m4
0

8g0

}

= −LD−13m4
0

8g0

∫ ∞

−∞
dz
{

tanh4
(m0

2
z
)

− 1
}

= −LD−13m4
0

8g0

∫ ∞

−∞
dz
(

1− 1− 2sech2
(m0

2
z
)

+ sech4
(m0

2
z
))

.Das Integral im letzen Summanden ergibt
− LD−1 3m4

0

8g0

∫ ∞

−∞
dz sech4

(m0

2
z
)

∣
∣
∣
∣

Subst. : z → z̃ =
m0

2
z

=− LD−1 3m3
0

4g0

∫ ∞

−∞
dz̃ sech4(z̃)

=− LD−1 3m3
0

4g0

([
1

3
tanh(z̃)sech2(z̃)

]∞

−∞
︸ ︷︷ ︸

= 0

+
2

3

∫ ∞

−∞
dz̃ sech2(z̃)

)

. (3.4)Damit bleibt also insgesamt
H[φ0] = LD−1 3m3

0

4g0

4

3

∫ ∞

−∞
dz̃ sech2(z̃)

= LD−1m
3
0

g0
tanh(z̃)

∣
∣
∣
∣

∞

−∞

= LD−1 2m3
0

g0
. (3.5)21



3 Das System mit Grenz�ä
he

Abb. 8: Die Kink-Lösung in der Potenziallands
haftObwohl ein Kink demna
h energetis
h höher liegt als die konstanten Lösungen φ0 = ±v0,ist er denno
h stabil, da ein unendli
h langer Teil des Pro�ls von einem Minumum überdie Potenzialbarriere auf die andere Seite �gehoben� werden müsste, um ihn in eine derbeiden energetis
h günstigeren Lösungen zu überführen. Kein endli
her Energieaufwand kanndies leisten. Man kann au
h sagen, dass die Lösungen von Gl. (3.2) unter der Bedingung
H[φ] <∞ in vier Homotopie-Klassen zerfallen, die vers
hiedenen Randbedingungen genügen:
φ(z) = ±v0 sowie Kink- und Anti-Kink-Lösungen ([Hi78℄).Die Rauhigkeit der Grenz�ä
he wird, wie in Kapitel 2 bes
hrieben, dur
h Kapillarwellen,also Fluktuationen verursa
ht. Diese werden natürli
h ni
ht dur
h eine Mean-Field-Näherungbes
hrieben. Die Berü
ksi
htigung thermis
her Fluktuationen erfolgt deshalb in den nä
hstenKapiteln mittels einer Störungsre
hnung.

22



4 Die Feldglei
hung für dasGrenz�ä
henpro�lZiel dieses Kapitels ist es, eine Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�l φ̄ = 〈φ〉 herzulei-ten, in der thermis
he Fluktuationen berü
ksi
htigt werden. Dieses gelingt im Rahmen einerStörungsre
hnung, wobei thermis
he Fluktuationen als Störungen der Mean-Field-Theorieangesehen werden. Entwi
kelt wird deshalb in Potenzen von β−1 = kBT . Das erzeugendeFunktional der φ4-Theorie lässt si
h in der Form
Z[J ] =

1

Z0
exp

{

−
∫

dDxβHI

(

β−1 δ

δJ(x)

)}∫

Dφ exp

{

−1

2
(φ, βG−1

0 φ) + β(J, φ)

}

.s
hreiben. In diesem Ausdru
k verwende i
h die abkürzende S
hreibweise
(φ,ψ) =

∫

dDxφ∗(x)ψ(x)im Sinne eines Skalarproduktes zweier Felder, die i. Allg. komplexwertig sind.Wie später explizit gezeigt wird, lässt si
h der freie Anteil des Funktionalintegrals ausführen.Na
h einer Skalierung des Quellfeldes J → βJ erhält man
Z[J ] =

1

Z0
exp

{

−
∫

dDxβHI

(
δ

δJ(x)

)}

exp

{
1

2
(J, β−1G0J)

}

. (4.1)Wegen der Skalierung des Quellfeldes geht die Vors
hrift zur Bere
hnung der Korrelations-funktionen (1.6) über in
〈φ(x1) . . . φ(xn)〉 =

δ

δJ(x1)
. . .

δ

δJ(xn)
Z[J ]

∣
∣
∣
∣
∣
J=0

.Eine Taylor-Entwi
klung des exponenzierten We
hselwirkungshamiltonians führt auf eineReihe, deren einzelne Glieder si
h dur
h Feynman-Graphen bes
hreiben lassen. Jeder Vertexwird dabei entspre
hend Gl. (4.1) mit β und jeder Propagator mit β−1 multipliziert.Die Zahl der Impulsintegrationen oder Loops hängt nur von der Zahl der Vertizes und derinternen Linien, also der Propagatoren, die zwei Vertizes miteinander verbinden, ab. EinGraph mit I internen Linien und n Vertizes hat L = I − (n − 1) Loops. Ist E die Zahl derexternen Linien, so hat der Graph insgesamt die Ordnung β−(I−n+E)=β−(L+1−E). Damit isteine Entwi
klung von 〈φ〉 bis zu einer bestimmten Ordnung von β−1 eine Entwi
klung bis zueiner bestimmten Anzahl von Loops. Für das Grenz�ä
henpro�l 〈φ〉 ist insbesondere E = 1und die auftretenden Graphen haben die Ordnung β−L. 23



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�lDie Bere
hnung des Grenz�ä
henpro�ls verläuft nun wie folgt: Zuerst wird das Hamilton-funktional um die klassis
he Kink-Lösung (3.3) entwi
kelt. Ein allgemeines Feld φ wird dabeiin seinen klassis
hen Anteil und eine Fluktuationskorrektur ϕ zerlegt, so dass φ = φ0 + ϕgilt. Daraus resultiert eine Feldtheorie für die Fluktuation ϕ, deren Vakuumerwartungswert
〈ϕ〉 i. Allg. von Null vers
hieden ist. Das Pro�l der Grenz�ä
he ist dann gegeben dur
h

φ̄(x) = 〈φ(x)〉 = φ0(z) + 〈ϕ(x)〉.Die thermis
hen Fluktuationen werden dann bis zur 1-Loop-Ordnung, also bis zur Ordnung
β−1, bere
hnet. Dazu ist ein Tadpole-Graph auszuwerten. Es erweist si
h jedo
h als einfa
her,wie in den Abs
hnitten 4.2 und 4.3 dur
hgeführt, stattdessen aus der e�ektiven Wirkung
Γ[φC] anhand von Gl. (1.13) eine Di�erenzialglei
hung für φ̄ herzuleiten und diese zu lösen.Beide Wege sind äquivalent, wie am Ende von Abs
hnitt 4.3 gezeigt wird.4.1 Störungsre
hnung4.1.1 Die Sattelpunkte des HamiltonianIn Abs
hnitt 3.2 wurde im Rahmen der Landau-Näherung die Invarianz des Systems gegen-über Translationen der Grenz�ä
he in z-Ri
htung festgestellt. Für die Lösungen der Feldglei-
hungen resultiert daraus ein Freiheitsgrad, was si
h in der Freiheit der Wahl des Parameters
a in Gl. (3.3) wiederspiegelt. Statt um Minima handelt es si
h bei den gefundenen Lösungender Extremalbedingung (3.2) also um ein Kontinuum entarteter Sattelpunkte. Um ein Bildvon Rajamaran ([Ra75℄) zu gebrau
hen: U [φ] weist ein �Tal� lokaler Minima auf und die
φ

(a)
0 bilden den �Talboden�. Die korrekte Behandlung des Problems im Rahmen einer Stö-rungsre
hnung um eine Kink-Lösung erfordert die Verwendung einer kollektiven Koordinatena
h [GS75℄. In diesem Fall handelt es si
h bei der kollektiven Koordinate um den Parame-ter a der Translation in z-Ri
htung. Ohne dieses Hilfsmittel tri�t man, wie weiter unten inAbs
hnitt 4.1.2 gezeigt wird, auf ein divergentes Integral. Bere
hnungen mit der Methodeder kollektiven Koordinaten wurden zu dem hier betra
hteten System in [Mü89℄ und [Ho97℄dur
hgeführt. Bevor das Problem aber in Abs
hnitt 4.1.2 explizit behandelt wird, soll es indiesem Abs
hnitt zunä
hst eingehender bes
hrieben werden.Den Ausgangspunkt der Betra
htung bildet die Zustandssumme für die gebro
hene Phase

Z =

∫

Dφ exp

{

−β
∫

dDx

[
1

2
(∇φ(x))2 − m2

0

4
φ2(x) +

g0
4!
φ4(x) +

3m4
0

8g0

]}

.Dabei wird über alle Kon�gurationen integriert, die mit den Randbedingungen (siehe Ab-s
hnitt 3.1) verträgli
h sind. Für einen Sattelpunkt φ0(x) wird das Funktional H[φ] extremalund erfüllt die Glei
hung
δH[φ]

δφ(x)

∣
∣
∣
∣
φ=φ0

=

(

−∇2 − m2
0

2

)

φ0(x) +
g0
3!
φ3

0(x) = 0, (4.2)24



4.1 Störungsre
hnungderen Lösung (3.3) zu den betra
hteten Randbedingungen in Form der Felder φ(a)
0 bereits ausAbs
hnitt 3.2 bekannt ist. Im Folgenden mö
hte i
h explizit zeigen, dass, wie oben angedeutet,eine kontinuierli
he Entartung der Sattelpunkte φ(a)

0 (x) vorliegt.Dazu betra
hte i
h zuerst ein beliebiges Extremum φE des Funktionals H[φ] und variiere
φE → φ′E = φE + δφE wobei i
h Verträgli
hkeit von φ′E mit der Extremalbedingung fordere:

δH[φ]

δφ

∣
∣
∣
∣
φ′

E

= 0

⇔−∇2φ′E −
m2

0

2
φ′E +

g0
3!
φ′E

3
= 0

⇔−∇2(φE + δφE)− m2
0

2
(φE + δφE) +

g0
3!

(φE + δφE)3 = 0

⇔−∇2φE −
m2

0

2
φE +

g0
3!
φE

3

︸ ︷︷ ︸

= 0, siehe Gl. (4.2) −∇2δφE −
m2

0

2
δφE +

g0
3!

(3φE(δφE)2 + 3φ2
EδφE + (δφE)3) = 0.Für eine in�nitesimale Vers
hiebung des Extremums gilt damit ganz allgemein in erster Ord-nung

[

−∇2 − m2
0

2
+
g0
2
φ2

E

]

δφE = 0

⇔K(φE) δφE = 0. (4.3)Dabei ist der sogenannte Fluktuationsoperator K de�niert dur
h
K(φ) = −∇2 − m2

0

2
+
g0
2
φ2,bzw. seinen Kern

Kxy(φ) =

[

∇x∇y −
m2

0

2
+
g0
2
φ2(x)

]

δD(x− y)

=

[

−∇2
x −

m2
0

2
+
g0
2
φ2(x)

]

δD(x− y).Jede Nullmodenlösung des Eigenwertproblems (4.3) steht demna
h für eine in�nitesimaleVerrü
kung der Lösung φE , die auf einen neuen Sattelpunkt führt, also für eine kontinuierli
heSymmetrie der Lösungen der klassis
hen Feldglei
hung. Dieser Zusammenhang gilt allgemein,unabhängig von H[φ] und den genauen Randbedingungen. Nun betra
hte i
h aber speziellden Fall φE = φ0, also die in�nitesimale Verrü
kung der Kink-Lösung. Das Spektrum von
K(φ0) wird Gegenstand von Abs
hnitt 4.4 sein. Hier sei aber bereits gesagt, dass K(φ0)genau eine Nullmode Ψ~0ξ0

(z) ∼ sech2 (m0z/2) aufweist. Die in�nitesimale Variation derLösung φ0 entspri
ht im Funktionenraum also einer in�nitesimalen Translation in Ri
htungdieser Nullmode von K(φ0). Entspre
hend ist die mit den Extremalbedingungen verträgli
heVers
hiebung einer Lösung φ(a)
0 , a ∈ R eine Nullmode des Operators K(φ

(a)
0 ). Dass eine mit25



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�lder klassis
hen Extremalbedingung verträgli
he in�nitesimale Variation hier tatsä
hli
h imOrtsraum einer Translation entlang der z-A
hse entspri
ht, sieht man explizit, wenn maneine sol
he in�nitesimale Translation dur
h Anwendung eines Operators T bes
hreibt:
φ0(z + δz) = Tφ0(z) =

(

1 + δz
∂

∂z

)

φ0(z) = φ0(z) + δz
m0

2
v0sech

2
(m0

2
z
)

.Dies ist - bis auf konstante Vorfaktoren - die K(φ0)-Eigenfunktion Ψ~0ξ0
(z) und so s
hreibei
h

Tφ0(z) = φ0(z) + c0(δz)Ψ~0ξ0
(z).Damit wird folgender Zusammenhang deutli
h:OrtsraumIn�nitesimale Translation von φ0in z-Ri
htung ←→

FunktionenraumIn�nitesimale Translation von φ0in Ψ~0ξ0
-Ri
htung. (4.4)Translationen endli
her Länge ∆z lassen si
h wie übli
h über die Exponenzierung des Ope-rators ∆z∂z darstellen, also

φ0(z + ∆z) = φ0(z) +
∂φ0(z)

∂z
∆z +

1

2

∂2φ0(z)

∂z2
(∆z)2 + · · · = exp

{

∆
∂

∂z

}

φ0(z).Eine beliebige Funktion φ lässt si
h in der Basis der Eigenfunktionen Ψλ von K(φ0) darstellenals
φ(x) =

∑
∫

λ

(Ψλ, φ) Ψλ =
∑
∫

λ

cλΨλ.So s
hreibe i
h mit Zusammenhang (4.4) eine in�nitesimale Vers
hiebung einer Sattelpunkt-lösung φ(a)
0 in z-Ri
htung als

dφ
(a)
0 = dc0(a)Ψ

(a)
~0ξ0

= dz∂zφ
(a)
0 = dz‖∂zφ

(a)
0 ‖Ψ

(a)
~0ξ0

=
√

H[φ0] dzΨ
(a)
~0ξ0
, (4.5)wobei Ψ

(a)
~0ξ0

die normierte Nullmode des Operators K(φ
(a)
0 ) ist und das letzte Glei
hheitszei-
hen folgt, da ‖∂zφ

(a)
0 ‖ =

√

H[φ0] unabhängig von a gilt. Dies zeigt, na
hdem a dur
h eineSubstitution eliminiert wurde, die Re
hnung
(∂zφ0, ∂zφ0) =

∫

dDx (∂zφ0(x))
2 =

m2
0v

2
0

4

∫

dDx sech4
(m0

2
z
)

︸ ︷︷ ︸

=
8

3m0
, siehe Gl. (3.4) = LD−1 2m3

0

g0

⇒ ‖∂zφ0‖ = L(D−1)/2

√

2m3
0

g0
=
√

H[φ0] . (4.6)26



4.1 Störungsre
hnungBis jetzt habe i
h ein System in Abwesenheit einer äuÿeren Quelle betra
htet. Fügt maneine sol
he hinzu, so gelten ähnli
he Zusammenhänge wie im quellfreien Fall. So liefert dieFunktionalableitung von HJ [φ] := H[φ]− (J(x), φ(x)) die Extremalbedingung
δHJ [φ]

δφ(x)

∣
∣
∣
∣
φ=φ0,J

=

(

−∇2 − m2
0

2

)

φ0,J(x) +
g0
3!
φ3

0,J(x)− J = 0. (4.7)Eine Variation φ0,J → φ′0,J = φ0,J + δφ0,J ergibt die Funktionalableitung
δHJ [φ]

δφ

∣
∣
∣
∣
φ′

0,J

=−∇2φ0,J −
m0

2
φ0,J + +

g0
3!
φ0,J

3 − J
︸ ︷︷ ︸

= 0, siehe Gl. (4.7) −∇2δφ0,J −
m0

2
δφ0,J+

+
g0
3!

(3φ0,J(δφ0,J )2 + 3φ2
0,Jδφ0,J + (δφ0,J )3).Damit ist eine in�nitesimale Vers
hiebung δφ0,J , die mit der Extremalbedingung (4.7) ver-trägli
h ist, eine Nullmode des Operators K(φ0,J):

[

−∇2 − m2
0

2
+
g0
2
φ2

0,J

]

δφ0,J = 0

⇔K(φ0,J)δφ0,J = 0.In Anwesenheit eines äuÿeren Quellfeldes J(x) liegt also nur dann eine kontinuierli
he Ent-artung der Lösung φ0,J vor, falls die Quelle so geartet ist, dass K(φ0,J) mindestens eineNullmode besitzt.Na
hdem die Entartung der Sattelpunkte untersu
ht wurde, kann i
h diese nun in der Be-re
hnung der Zustandssumme im folgenden Abs
hnitt entspre
hend berü
ksi
htigen.4.1.2 Bere
hnung des erzeugenden FunktionalsThermis
he Fluktuationen werden in der Landau-Approximation verna
hlässigt. Sie lassensi
h im Rahmen einer Störungsre
hnung berü
ksi
htigen, wobei man das Feld φ(x) als umeine klassis
he Lösung s
hwankend ansieht. In der symmetris
hen Phase, in der die einzigeklassis
he Lösung φ = 0 = 
onst. lautet, erhält man so die Störungstheorie mit der Hamil-tondi
hte (1.3). Da diese für die Betra
htung von Grenz�ä
hen irrelevant ist, soll in diesemAbs
hnitt nur die Störungsre
hnung in der gebro
henen Phase behandelt werden.Dabei betra
hte i
h die beiden in Abs
hnitt 3.2 bes
hriebenen Arten von klassis
hen Lösun-gen, nämli
h zum einen die konstanten Felder φ = ±v0 und zum anderen die (Anti-)Kink-Lösungen φ(x) = ±v0 tanh(m0(z − a)/2), deren kontinuierli
he Entartung Gegenstand desletzten Abs
hnittes war. Obwohl nur letztere eine Grenz�ä
he aufweisen, ist eine Störungs-re
hnung um eines der konstanten Felder sehr instruktiv, da der Fall mit ortsabhängigem φdavon ledigli
h eine Verallgemeinerung darstellt. Zudem geht die Kink-Lösung für z → ±∞in die konstanten Felder ±v0 über. 27



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�lEntwi
klung um φ = ±v0I
h beginne deshalb mit den konstanten Lösungen φ = ±v0, wobei i
h mi
h auf das positiveVorzei
hen bes
hränke. Die Re
hnung im Falle negativen Vorzei
hens verläuft analog. Fürdie Störungsre
hnung führe i
h die Fluktuation ϕ(x) ein, so dass für ein beliebiges Feld φ dieBeziehung
φ(x) = v0 + ϕ(x)gilt. Eingesetzt in den Hamiltonian der gebro
henen Phase liefert dies

H =

∫

dDx

{
1

2
(∇φ)2 − m2

0

4
φ2 +

g0
4!
φ4

}

=

∫

dDx

{
1

2
(∇ϕ)2 − m2

0

4

(
v2
0 + 2v0ϕ+ ϕ2

)
+
g0
4!

(
v4
0 + 4v3

0ϕ+ 6v2
0ϕ

2 + 4v0ϕ
3 + ϕ4

)
}

=

∫

dDx

{
1

2
(∇ϕ)2 − m2

0

2
v0ϕ−

m2
0

4
ϕ2 +

g0
3!
v3
0ϕ+

g0
4
v2
0ϕ

2 +
g0
3!
v0ϕ

3 +
g0
4!
ϕ4−

−m
2
0

4
v2
0 +

g0
4!
v4
0

︸ ︷︷ ︸

= H [v0]

}

= H[v0] +

∫

dDx

{
1

2
(∇ϕ)2 +

m2
0

2
ϕ2 +

√
3g0
3!

m0ϕ
3 +

g0
4!
ϕ4

}

= H[v0] +HI[ϕ] +

∫

dDx

{
1

2
(∇ϕ)2 +

m2
0

2
ϕ2

}

.Dabei bezei
hnet
HI[ϕ] =

∫

dDx

{√
3g m0

3!
ϕ3 +

g0
4!
ϕ4

}die We
hselwirkungs-Hamiltondi
hte der Fluktuation ϕ. Mit der De�nition des inversen freienPropagators
G−1

0 = −∇2 +m2
0lässt si
h die Zustandssumme in die Form

Z0 =

∫

Dφ e−βH[φ] = e−βH[v0]
∫

Dϕ e−βHI[ϕ]e−
1
2β(ϕ,G−1

0 ϕ)bringen. Betra
htet man den Fall HI = 0, also die freie Theorie, so lässt si
h deren Zu-standssumme na
h einer Skalierung ϕ → β−1/2ϕ der Integrationsvariable des verbleibendenFunktionalintegrals zu
Z

(0)
0 = e−βH[v0]

∫

Dϕ exp

{

−1

2

(
ϕ,G−1

0 ϕ
)
}

=
e−βH[v0]
√

detG−1
0bere
hnen. Als normiertes erzeugendes Funktional erhalte i
h na
h Einführung eines Quell-feldes J(x) den Ausdru
k

Z[J ] =
e−βHJ [v0]

Z0
exp

{

−β
∫

dDxHI

(

β−1 δ

δJ(x)

)}∫

Dϕ e−
1
2β
(
ϕ,G−1

0 ϕ
)

+ β (J, ϕ),28



4.1 Störungsre
hnungwobei i
h die Bezei
hnung HJ [v0] := H[v0] − (J, v0) verwende. Mit der Skalierung J → βJlässt si
h Z[J ] ums
hreiben zu
Z[J ] =

e−βHJ [v0]

Z0
exp

{

−β
∫

dDxHI

(
δ

δJ(x)

)}∫

Dϕ e−
1
2β
(
ϕ,G−1

0 ϕ
)

+ (J, ϕ).Eine quadratis
he Ergänzung isoliert den freien Anteil des Funktionalintegrals. Dazu führei
h die Vers
hiebung
ϕ̃ = ϕ− β−1G0Jein und verwende

(ϕ̃,G−1
0 ϕ̃) = (ϕ,G−1

0 ϕ)− 2β−1(ϕ, J) + β−2(J,G0, J),um das erzeugende Funktional in die Form
Z[J ] =

e−βHJ [v0]

Z0
exp

{

−β
∫

dDxHI

(
δ

δJ(x)

)}

e
1
2(J, β−1G0J)

∫

Dϕ̃ e−
1
2β
(
ϕ̃,G−1

0 ϕ̃
)

=
Z

(0)
0

Z0
eβ(J, v0) exp

{

−β
∫

dDxHI

(
δ

δJ(x)

)}

e
1
2 (J, β−1G0J)zu bringen. Mit expliziter Angabe des We
hselwirkungs-Hamiltonians erhalte i
h s
hlieÿli
h

Z[J ] =
Z

(0)
0

Z0
eβ(J, v0) exp

{

−β
√

3g0 m0

3!

∫

dDx

(
δ

δJ(x)

)3
}

×

× exp

{

−β g0
4!

∫

dDx′
(

δ

δJ(x′)

)4
}

e
1
2

(
J, β−1G0J

)

. (4.8)Aus diesem Ausdru
k lassen si
h die Feynman-Regeln für eine systematis
he Entwi
klung desexponenzierten We
hselwirkungs-Hamiltonians direkt ablesen. Die Fluktuationen sind dur
hein massives Feld mit einem Dreier- und einem Vierervertex gegeben. Der freie Propagatorlautet
G0(x− y) =

∫
dDk

(2π)D
e−ik·(x−y)

k2 +m2
0

bzw. G0(k) =
1

k2 +m2
0

. (4.9)Die Vertexfaktoren sind
� = −

√

3g0 m0 = −g0v0 und � = −g0.Aus dem Vorhandensein des Dreiervertex resultiert insbesondere ein ni
htvers
hwindenderBeitrag zu 〈ϕ〉 und damit eine Korrektur 〈φ〉 = v0 + 〈ϕ〉. Entspre
hend der aus 4.8 gefolger-ten Regeln kann dabei bis zur 1-Loop Ordnung nur ein Diagramm mit einem Dreiervertex29



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�lauftreten. Ausgedrü
kt dur
h Feynman-Graphen bedeutet dies
〈ϕ(x)〉 =�

x

=�
x

1PI
=�

x

+O
(
β−2

)
.Es muss demna
h ein Tadpole-Diagramm bere
hnet werden. Ausgehend vom erzeugendenFunktional (4.8) bere
hne i
h explizit

〈ϕ(x)〉 =
δ

δJ(x)

(

−β g
2
v0

∫

dDx′
δ3

δJ(x′)3

)

e
1

2
(J, β−1G0J)

∣
∣
∣
∣
∣
J=0

+O
(
β−2

)

= − δ

δJ(x)

(

β
g0
2
v0

∫

dDx′
δ3

δJ(x′)3

)

×

×
{

1 +
1

2
β−1(J,G0J) +

1

4
β−2(J,G0J)(J,G0J)

}
∣
∣
∣
∣
∣
J=0

+O
(
β−2

)

= −β−1 g0
2
v0

∫

dDy G0(x− y)G0(0) +O
(
β−2

)

= −β−1 g0
2
v0G0(0)

∫
dDk

(2π)D
eik · x
k2 +m2

∫

dDy eik · y
︸ ︷︷ ︸

= (2π)Dδ(D)(k)

+O
(
β−2

)

= −β−1 g0
2
v0G0(0)

1

m2
0

+O
(
β−2

)
. (4.10)Der kombinatoris
he Faktor 1/2 tritt auf, da es drei mögli
he Kontraktionen von ϕ(x) mitden drei ϕ(y) des Vertex gibt und der Dreier-We
hselwirkungsterm mit dem Faktor 1/3! indie Re
hnung eingeht.Bei den folgenden Re
hnungen verwende i
h dimensionale Regularisierung mit D = 3− ǫDimensionen, um mit den auftretenden Divergenzen umzugehen. Den Propagator G0(0) be-re
hne i
h via S
hwinger-Parametrisierung:

G0(0) =

∫
dDk

(2π)D
1

k2 +m2
0

=

∫ ∞

0
ds

∫
dDk

(2π)D
e−(k2+m2

0
)s =

∫ ∞

0
ds e−m2

0
s

[∫ ∞

−∞
dk̄ e−k̄2s

]D

︸ ︷︷ ︸

=
1

(4π)D/2
s−D/2

=
1

(4π)D/2

∫ ∞

0
ds e−m2

0
ss−D/2.Dabei bezei
hnet k̄ eine Komponente des D-Vektors k. Na
h der Substitution

s→ s̃ = m2
0s, ⇒ ds = m−2

0 ds̃, s−D/2 = mD
0 s̃

−D/230



4.1 Störungsre
hnungerhalte i
h
G0(0) =

mD−2
0

(4π)D/2

∫ ∞

0
ds̃ e−s̃s̃−D/2

︸ ︷︷ ︸

= Γ

(

1− D

2

)

=
mD−2

0

(4π)D/2
Γ

(

1− D

2

)

.In drei Dimensionen ergibt si
h wegen Γ(−1/2) = −2Γ(1/2) = −2
√
π

G0(0) = −m0

4π
.Eingesetzt in (4.10) liefert dies s
hlieÿli
h

〈ϕ〉 = β−1 g0v0
8πm0

+O
(
β−2

)und damit als Erwartungswert des vollständigen Feldes φ
〈φ〉 = v0 + β−1 g

m0
v0

1

8π
+O

(
β−2

)

= v0

{

1 + β−1 u0

8π

}

︸ ︷︷ ︸

=: v

+O
(
β−2

)
. (4.11)Dabei verwende i
h die dimensionslose Kopplung u0 = g0/m0.Das hier vorgeführte S
hema der Bere
hnung von 〈ϕ〉 wird au
h im allgemeineren Fall einesni
httrivialen Vakuums, also eines ortsabhängigen Vertexfaktors, beibehalten. Wie im fol-genden Abs
hnitt gezeigt wird, gestaltet si
h die Re
hnung dabei aber deutli
h komlizierter.Entwi
klung um die Kink-LösungNun führe i
h die Störungsre
hnung unter Randbedingungen dur
h, die eine Grenz�ä
heerzwingen. Zur Behandlung der in Abs
hnitt 4.1.1 bes
hriebenen Entartung füge i
h, ent-spre
hend der Methode der kollektiven Koordinaten na
h [GS75℄ eine Identität in das Zu-standsintegral ein:

Z0 =

∫

Dφ e−βH[φ] =

∫

Dφ

∫

dc0(a) δ(c0(a))e
−βH[φ] (4.12)mit

c0(a) =
(

ϕ(a),Ψ
(a)
~0ξ0

)
∣
∣
∣
∣
∣

ϕ(a) := φ− φ(a)
0 , Ψ

(a)
~0ξ0

:= Ψ~0ξ0
(z − a)

=

∫

dDx (φ(x)− φ0(z − a)) Ψ~0ξ0
(z − a)

=

∫

dDx (φ(x1, . . . , xD−1, z + a)− φ0(z)) Ψ~0ξ0
(z). 31



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�lI
h substituiere nun c0 dur
h a. Die dabei auftretende Funktionaldeterminante forme i
h wiefolgt um:
dc0(a)

da
=

(

∂ϕ(a)

∂a
,Ψ

(a)
~0ξ0

)

+



ϕ(a),
∂Ψ

(a)
~0ξ0

∂a





=

(

−∂φ
(a)
0

∂a
,Ψ

(a)
~0ξ0

)

+



ϕ(a),
∂Ψ

(a)
~0ξ0

∂a





=
(

∂zφ
(a)
0 ,Ψ

(a)
~0ξ0

)

−



ϕ(a),
∂Ψ

(a)
~0ξ0

∂z





=
√

H[φ0] −



ϕ(a),
∂Ψ

(a)
~0ξ0

∂z



 .Im letzten S
hritt nutze i
h dabei die Beziehung (4.5) aus. Damit lautet die Zustandssumme
Z0 =

∫

da

∫

Dφ







√

H[φ0] −



ϕ(a),
∂Ψ

(a)
~0ξ0

∂z










×

× δ
{∫

dDx (φ(x1, . . . , xD−1, z + a)− φ0(z)) Ψ~0ξ0
(z)

}

e−βH[φ]

=
√

H[φ0]

∫

da

∫

Dφ δ

{∫

dDx (φ(x1, . . . , xD−1, z + a)− φ0(z)) Ψ~0ξ0
(z)

}

e−βH[φ] + ∆.Die Gröÿe ∆ beinhaltet dabei den Term mit (ϕ(a), ∂Ψ
(a)
~0ξ0
/∂z), der in erster Ordnung ver-na
hlässigt werden kann. Da H[φ] invariant gegenüber Translationen von φ ist, lässt eineVers
hiebung φ(x)→ φ(x1, . . . , xD−1, z+a) den Wert des Integrals unverändert, so dass die-ser von a unabhängig ist. Erstre
kt si
h die Integration des Parameters a über ein Intervall

[−T/2, T/2], so ergibt si
h
Z0 =

√

H[φ0]

∫

Dφ δ
{(

ϕ,Ψ~0ξ0

)}

e−βH[φ]
∫ T

2

−T
2

da

= T
√

H[φ0]

∫

Dφ δ
{(

ϕ,Ψ~0ξ0

)}

e−βH[φ]

= T
√

H[φ0]

∫

N⊥
Dφ e−βH[φ]. (4.13)Hierbei bezei
hnet das Symbol N⊥ den zur Nullmode Ψ~0ξ0

senkre
hten Unterraum des Raum-es aller Fluktuationen und ∫N⊥Dφ . . . bedeutet, dass die Funktionalintegration auf ebendiesen Teilraum bes
hränkt wird. Mit Einführung der Identität in Glei
hung (4.12) gelingtes also, den problematis
hen Teil des Funktionalintegrals dur
h die einfa
h handhabbare32



4.1 Störungsre
hnungKonstante T zu ersetzen. Ans
hauli
h bedeutet dies eine Summation der überabzählbar un-endli
h vielen Sattelpunkte, von denen jeder einzelne den glei
hen, dur
h das auf N⊥ be-s
hränkte Funktionalintegral gegebenen, Beitrag zur Zustandssumme liefert. Mit der Zerle-gung φ = φ0 + ϕ s
hreibe i
h H[φ] als Volterra-Reihenentwi
klung um φ0, also
H[φ0 + ϕ] =H[φ0] +

∫

dDx
δH[φ]

δφ(x)

∣
∣
∣
∣
∣
φ0

ϕ(x) +
1

2

∫

dDx dDx′
δ2H[φ]

δφ(x)δφ(x′)

∣
∣
∣
∣
∣
φ0

ϕ(x)ϕ(x′) + · · ·+

+
1

n!

∫

dDx dDx′ . . . dDx(n) δnH[φ]

δφ(x)δφ(x′) . . . δφ(x(n))

∣
∣
∣
∣
∣
φ0

ϕ(x)ϕ(x′) . . . ϕ(x(n)) + . . .Im Falle der φ4-Theorie hat diese Reihe neben dem ersten Glied H[φ0] no
h genau vierweitere ni
htvers
hwindende Glieder. Die darin auftretenden Funktionalableitungen habenin der gebro
henen Phase folgende Gestalt:
δH[φ]

δφ(x)

∣
∣
∣
∣
∣
φ0

=

(

−∇2 − m2
0

2

)

φ0(x) +
g0
3!
φ3

0(x),

δ2H[φ]

δφ(x)δφ(x′)

∣
∣
∣
∣
∣
φ0

=

[(

−∇2 − m2
0

2

)

+
g0
2
φ2

0(x)

]

δ(x− x′) = Kxx′(φ0),

δ3H[φ]

δφ(x)δφ(x′)δφ(x′′)

∣
∣
∣
∣
∣
φ0

= g0φ0(x)δ(x − x′)δ(x − x′′),

δ4H[φ]

δφ(x)δφ(x′)δφ(x′′)δφ(x′′′)

∣
∣
∣
∣
∣
φ0

= g0δ(x− x′)δ(x− x′′)δ(x− x′′′). (4.14)In der zweiten Funktionalableitung erkennt man den Kern des aus Abs
hnitt 4.1.1 bekanntenFluktuationsoperators. Die vollständige Reihenentwi
klung lautet demna
h
H[φ0 + ϕ] =H[φ0] +

∫

dDx
δH[φ]

δφ(x)

∣
∣
∣
∣
∣
φ0

ϕ(x) +
1

2
(ϕ,K(φ0)ϕ) +

+
g0
3!

∫

dDxφ0(x)ϕ
3(x) +

g0
4!

∫

dDxϕ4(x).Diese Reihenentwi
klung gilt unabhängig von der speziellen Wahl von φ0. Sie hätte also die-selbe Gestalt, würde es si
h bei φ0 um eine beliebige Funktion und ni
ht um eine Extremstellevon H[φ] handeln. Da aber nun φ0 ein Sattelpunkt des Hamiltonfunktionals ist, vers
hwindetder zweite Term der Reihe und es bleibt der Ausdru
k
H[φ0 + ϕ] = H[φ0] +

1

2
(ϕ,K(φ0)ϕ) +HI[ϕ]. (4.15)Der We
hselwirkungs-Hamiltonian ist gegeben als Volumenintegral der Di
hte

HI(x) =
g0
3!
φ0(x)ϕ

3(x) +
g0
4!
ϕ4(x). 33



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�lSetze i
h (4.15) nun in die Zustandssumme (4.13) ein, so erhalte i
h
Z0 = T

√

H[φ0] e−βH[φ0]
∫

N⊥
Dϕ e−β

1
2 (ϕ,K(φ0)ϕ)− βHI[ϕ]. (4.16)Wie bei der Entwi
klung um v0 betra
hte i
h an dieser Stelle den freien Fall HI = 0. DieZustandsumme der freien Theorie Z(0)

0 ist na
h Behandlung der Nullmode im Wesentli
henein auf N⊥ bes
hränktes Gauÿ's
hes Integral, wel
hes si
h na
h einer Skalierung der Integra-tionsvariable ϕ→ β−1/2ϕ zu
∫

N⊥
Dϕ e−

1
2

(
ϕ,K′(φ0)ϕ

)

=
(
det K

′(φ0)
)−1/2auswerten lässt. Dabei bezei
hnet K

′(φ0) die Bes
hränkung des Operators K(φ0) auf denUnterraum N⊥ senkre
ht zur Nullmode Ψ~0ξ0
. Ohne die oben dur
hgeführte Sonderbehandlungder Nullmode wäre über den gesamten Raum der Fluktuationen ϕ zu integrieren, so dass derAusdru
k det(K(φ0))

−1/2 wegen des Eigenwerts λ = 0 gar ni
ht de�niert bzw. das Gauÿ's
heIntegral divergent wäre. Die Zustandssumme des hier betra
hteten Systems, wel
hes eine in
z-Ri
htung unendli
he Ausdehnung besitzt, also den Limes T →∞ bes
hreibt, ist natürli
htrotzdem unendli
h. Für das freie Feld (HI = 0) beträgt sie

Z
(0)
0 = lim

T→∞
T
√

H[φ0] e−βH[φ0]
(
det K

′(φ0)
)−1/2

.In die Zustandssumme (4.16) gehen alle Kink-Lösungen φ(a)
0 mit dem glei
hen Gewi
ht ein.Der Erwartungswert des Feldes φ für das bes
hriebende Modellsystem ist deshalb eine Mit-telung aller Translationen der Grenz�ä
he, inklusive Fluktationen, entlang der z-A
hse:

〈φ〉(x) = lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2
da
(

φ
(a)
0 (x) + 〈ϕ〉(a)(x)

)

︸ ︷︷ ︸

=: 〈φ〉(a)
⊥

.Aus Symmetriegründen sind diese Flä
hen aber alle formglei
h, unters
heiden si
h also le-digli
h in ihrer Position a. Im Folgenden soll aber gerade die Form einer sol
hen Flä
heuntersu
ht werden. Es genügt deshalb die Betra
htung des Falles a = 0.Um 〈φ〉⊥ := 〈φ〉(0)⊥ zu bere
hnen, formuliere i
h eine Störungstheorie auf dem Raum N⊥. Ihrerzeugendes Funktional lautet
Z⊥[J ] =

1

Z⊥,0

∫

N⊥
Dϕ e−βH⊥[ϕ] + (J, ϕ)mit der Normierung

Z⊥,0 =

∫

N⊥
Dϕ e−βH⊥[ϕ]und dem Hamiltonian

H⊥[ϕ] =
1

2
(ϕ,K(φ0)ϕ) +

g0
3!

∫

dDxφ0(x)ϕ
3(x) +

g0
4!

∫

dDxϕ4(x).34



4.2 Bere
hnung von Γ⊥[ϕC] bis zur 1. OrdnungDie Wahl des Quellfeldes J(x) erfolgt dabei aus dem Raum derjenigen Quellen, wel
he keineFluktuationen in Ri
htung der Nullmode Ψ~0ξ0
erzeugen. Na
h einer quadratis
hen Ergänzungund Skalierung von J , wie in (4.8) erhalte i
h Z⊥[J ] in der Form

Z⊥[J ] =
1

Z⊥,0
exp

{

−β
∫

dDxHI

(
δ

δJ(x)

)}

e
1
2

(
J, β−1

K
′−1(φ0)J

)

×

×
∫

N⊥
Dϕ exp

{

−β
2

(ϕ,K(φ0)ϕ)

}

. (4.17)Na
h Auswertung des Gauÿ's
hen Funktionalintegrals bleibt also
Z⊥[J ] =

1

Z⊥,0

√

det K′(φ0)
exp

{

−β
∫

dDxHI

(
δ

δJ(x)

)}

e
1
2

(
J, β−1

K
′−1(φ0)J

)

.Wie bei (4.8) handelt es si
h au
h in diesem Falle um das erzeugende Funktional einerStörungstheorie mit einem Dreier- und einem Vierervertex, wobei ersterer wieder von derklassis
hen Lösung abhängt. Die Faktoren lauten
� = −

√

3g0 m0 tanh
(m0

2
z
)

= −g0φ0(z) und � = −g0.Anders als im Fall der konstanten klassis
hen Lösung ist der Dreier-Vertexfaktor nun also
z-abhängig. Ebenso ist der Propagator G0(x− x′) = K

′−1
xx′ (φ0) deutli
h komplizierter als seinGegenstü
k (4.9). Analog zu (4.10) ist der Erwartungswert der Fluktuation in diesem Fallegegeben dur
h

〈ϕ〉⊥ =�
x

+O
(
β−2

)

=− β−1 g0
2

∫

dDx′ K′−1
xx′ (φ0)K

′−1
x′x′(φ0)φ0(z

′) +O
(
β−2

)
. (4.18)

K(φ0) und K
′−1(φ0) spielen bei der Bestimmung des Grenz�ä
henpro�ls o�ensi
htli
h einegroÿe Rolle, weshalb sie in den Abs
hnitten 4.4 und 4.5 genauer behandelt werden.4.2 Bere
hnung von Γ⊥[ϕC] bis zur 1. OrdnungZur Herleitung einer Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�l greife i
h auf den in Abs
hnitt1.2.2 bes
hriebenen Formalismus der e�ektiven Wirkung bzw. der Gibbs's
hen freien Energiezurü
k. Diese bere
hne i
h mit Hilfe der Sattelpunktmethode, au
h bekannt als Methode35



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�ldes steilsten Abfallens (steepest des
ent) und folge damit letztli
h einem S
hema von Ja
kiw[Ja74℄. Dabei entwi
kle i
h das erzeugende Funktional (4.17) um ein Extremum ϕJ , also eineLösung der Glei
hung
δH⊥[ϕ]

δϕ

∣
∣
∣
∣
ϕJ

=0

⇔ −∇2ϕJ(x)− m2
0

2
ϕJ (x) +

g0
2
φ2

0(x)ϕJ (x) +
g0
3!
ϕ3

J (x)− J(x) =0. (4.19)Für J = 0 löst ϕ = 0 diese Glei
hung trivial. Dies ist konsistent mit der De�nition desFeldes ϕ(x) als Fluktuation um die klassis
he Kink-Lösung φ0(x). Im Folgenden ziehe i
h nurQuellen J(x) in Betra
ht, für die ϕJ (x) klein ist, die also nur zu geringfügigen Abwei
hungenvon der Kink-Lösung führen.Nun soll H⊥ um ϕJ entwi
kelt werden. Dazu s
hreibe i
h ϕ(x) = ϕJ(x)+ ϕ̃(x). Bevor i
h aufdie Details der Entwi
klung eingehe, mö
hte i
h kurz die Beziehungen zwis
hen den Feldern
φ(x), ϕ(x) und ϕ̃(x) verdeutli
hen. Die vollständige Feldkon�guration φ(x) des Systems wur-de gemäÿ φ(x) = φ0(x)+ϕ(x) in die klassis
he Kink-Lösung φ0(x) sowie eine Korrektur ϕ(x)zerlegt. Dabei wird nur der Fall ϕ ∈ N⊥ betra
htet. Der Term ϕ(x) = ϕJ(x) + ϕ̃(x) bestehtdabei aus einem Beitrag nullter Ordnung, ϕJ (x), der angibt, wie si
h die Kink-Lösung beimEins
halten eines s
hwa
hen äuÿeren Feldes verändert, und Fluktuationen ϕ̃(x). Zusammen-gefasst gilt demna
h

φ(x) = φ0(x) + ϕ(x) = φ0(x) + ϕJ(x) + ϕ̃.Die Felder φ(x) und ϕ(x) stimmen in allen auÿer der nullten Ordnung überein. S
hreibe i
hsie als Potenzreihen von β−1, also
φ(x) = φ0(x) + ϕJ(x) + β−1φ1 +O

(
β−2

)
,

ϕ(x) = ϕJ (x) + β−1ϕ1(x) +O
(
β−2

)
,so gilt insbesondere φ1(x) = ϕ1(x). Um den 1-Loop-Beitrag zu φ(x) zu bere
hnen, muss also

ϕ1(x) bestimmt werden.Für die Entwi
klung von H⊥ um ϕJ bere
hne i
h eine Volterra-Reihhe analog zu (4.14).Deren ni
htvers
hwindende Glieder lauten
δ2H⊥[ϕ]

δϕ(x)δϕ(x′)

∣
∣
∣
∣
∣
ϕJ

=

[(

−∇2 − m2
0

2

)

+
g0
2
φ2

0(x)

]

δ(x − x′)+

+ g0φ0(x)ϕ
2
J (x)δ(x − x′) +

g0
2
ϕ2

J(x)δ(x − x′),

=

[(

−∇2 − m2
0

2

)

+
g0
2

(φ0(x) + ϕJ(x))2
]

δ(x− x′)

= Kxx′(φ0 + ϕJ),36



4.2 Bere
hnung von Γ⊥[ϕC] bis zur 1. Ordnung
δ3H⊥[ϕ]

δϕ(x)δϕ(x′)δϕ(x′′)

∣
∣
∣
∣
∣
ϕJ

= g0 (φ0(x) + ϕJ(x)) δ(x − x′)δ(x − x′′),

δ4H⊥[ϕ]

δϕ(x)δϕ(x′)δϕ(x′′)δϕ(x′′′)

∣
∣
∣
∣
∣
ϕJ

= g0δ(x− x′)δ(x− x′′)δ(x− x′′′).Damit s
hreibe i
h das erzeugende Funktional in der Form
Z⊥[J ] =

e−βH⊥,J [ϕJ ]

Z⊥,0

∫

N⊥
Dϕ̃ exp

[

−β
2

(ϕ̃,K(φ0 + ϕJ)ϕ̃)

]

exp

[

−β
∫

dDxH⊥,I(x)

]

eβ (J, ϕ̃),wobei i
h die De�nitionen H⊥,J [ϕJ ] := H⊥[ϕJ ]− (J, ϕJ ) und
H⊥,I(x) =

g0
3!

[φ0(x) + ϕJ(x)] ϕ̃3(x) +
g0
4!
ϕ̃4(x)verwende. Da ϕJ klein ist, darf i
h annehmen, dass mit K(φ0) au
h K(φ0 + ϕJ) auf N⊥invertierbar ist. Na
h einer quadratis
hen Ergänzung und Skalierung von J , wie in (4.8) und(4.17) s
hreibe i
h

Z⊥[J ] =
e−βHJ [ϕJ ]

Z⊥,0

√

det K′(φ0 + ϕJ)
exp

{

−β
∫

dDxH⊥,I

(
δ

δJ(x)

)}

e
1
2

(
J, β−1

K
′−1(φ0 + ϕJ )J

)

.(4.20)Um via Legendre-Transformation (1.11) an die e�ektive Wirkung in 1-Loop Ordnung zugelangen, bilde i
h nun das erzeugende Funktional W⊥[J ]. Dieses lässt si
h na
h Potenzenvon β−1 entwi
keln, also
W⊥[J ] = W0[J ] + β−1W1[J ] + β−2W2[J ] + . . .Mit (4.20) und der allgemeinen Beziehung (1.7) zwis
hen Z⊥[J ] und W⊥[J ] �nde i
h

βW⊥[J ] = ln(Z⊥[J ]) = ln

(

e−βH⊥,J [ϕJ ]

Z⊥,0

√

det K′(φ0 + ϕJ )

)

+O
(
β−1

)

⇒W⊥[J ] = β−1 ln

(

e−βH⊥,J [ϕJ ]

Z⊥,0

√

det K′(φ0 + ϕJ)

)

+O
(
β−2

)
.Den Logarithmus-Term s
hreibe i
h wie folgt:

ln

(

e−βH⊥,J [ϕJ ]

Z⊥,0

√

det K′(φ0 + ϕJ )

)

= − βH⊥,J [ϕJ ]− ln (Z⊥,0)−
1

2
ln
(
det K

′(φ0 + ϕJ )
)
.Damit erhalte i
h das erzeugende Funktional der verbundenen Korrelatoren in 1-Loop-Ord-nung (Helmholtz's
he Freie Energie)

W⊥[J ] = −H⊥,J [ϕJ ]− β−1

{
1

2
ln(det K

′(φ0 + ϕJ )) + ln (Z⊥,0)

}

+O
(
β−2

)
. 37



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�lMit der Legendre-Transformation (1.11) lässt si
h daraus die e�ektive Wirkung in ersterOrdnung zu
Γ⊥[ϕC] = W⊥[J ]− (J, ϕC)

= −H⊥,J [ϕJ ]− (J, ϕC)− β−1

{
1

2
ln(det K

′(φ0 + ϕJ)) + ln (Z⊥,0)

}

+O
(
β−2

)bestimmen. Auf der re
hten Seite dieser Glei
hung ist die Abhängigkeit von ϕC no
h ni
htexplizit. I
h nutze deshalb aus, dass ϕC(x) und ϕJ (x) in nullter Ordnung übereinstimmenund si
h das exakte klassis
he Feld ϕC(x) als Potenzreihe von β−1 in der Form
ϕC(x) = ϕJ(x) + β−1ϕ1(x) + . . . (4.21)s
hreiben lässt. Damit bringe i
h den Hamiltonian H⊥,J [ϕJ ] in die Form

H⊥,J [ϕJ ] = H⊥,J [ϕC − β−1ϕ1 − . . . ]

= H⊥,J [ϕC]−
∫

dDx
δH⊥,J [ϕ]

δϕ(x)

∣
∣
∣
∣
∣
ϕC

(
β−1ϕ1(x) + . . .

)
+

+

∫

dDx

∫

dDx′
δ2H⊥,J [ϕ]

δϕ(x)δϕ(x′)

∣
∣
∣
∣
∣
ϕC

(
β−1ϕ1(x) + . . .

) (
β−1ϕ1(x

′) + . . .
)

+O
(
β−3

)

= H⊥,J [ϕC]− β−1

∫

dDxϕ1(x)
δH⊥,J [ϕ]

δδϕ

∣
∣
∣
∣
ϕC

+O
(
β−2

)

= H⊥,J [ϕC]− β−1

∫

dDxϕ1(x)
δH⊥,J [ϕ]

δδϕ

∣
∣
∣
∣
ϕJ

︸ ︷︷ ︸

= 0, siehe Gl. (4.19)+O
(
β−2

)

= H⊥,J [ϕC] +O
(
β−2

)
.Insgesamt erhalte i
h damit die e�ektive Wirkung

Γ⊥[ϕC] = W⊥[J ]− (J, ϕC)

= −H⊥,J [ϕC]− (J, ϕC)− β−1

{
1

2
ln(det K

′(φ0 + ϕC)) + ln (Z⊥,0)

}

+O
(
β−2

)

= −H⊥[ϕC]− β−1

{
1

2
ln(det K

′(φ0 + ϕC)) + ln (Z⊥,0)

}

+O
(
β−2

)
. (4.22)Analog zum Prinzip der kleinsten Wirkung wird nun im folgenden Abs
hnitt aus diesemAusdru
k eine Di�erenzialglei
hung für das Grenz�ä
henpro�l hergeleitet.4.3 Die Feldglei
hung in erster Ordnung der Loop-Entwi
klungFunktionalableitung der e�ektiven 1-Loop-Wirkung (4.22) bezügli
h des klassis
hen Feldes

ϕC(x) liefert
δΓ⊥[ϕC]

δϕC(x)
= −δH⊥[ϕC]

δϕC(x)
+ β−1 1

2

δ

δϕC(x)
ln(det K

′(φ0 + ϕC)) +O
(
β−2

)
. (4.23)38



4.3 Die Feldglei
hung in erster Ordnung der Loop-Entwi
klungZunä
hst betra
hte i
h den ersten Summanden auf der re
hten Seite dieser Glei
hung:
δH⊥[ϕC]

δϕC(x)
= K

′(φ0)ϕC(x) +
g0
2
φ0ϕ

2
C(x) +

g0
3!
ϕ3

C(x) +O
(
β−2

)

= K
′(φ0)ϕJ (x) +

g0
2
φ0(x)ϕ

2
J (x) +

g0
3!
ϕ3

J (x)+

+ β−1
{

K
′(φ0)ϕ1(x) + g0φ0(x)ϕJ (x)ϕ1(x) +

g0
2
ϕ2

J(x)ϕ1(x)
}

︸ ︷︷ ︸

= K
′(φ0 + ϕJ)ϕ1(x)

+O
(
β−2

)

= K
′(φ0)ϕJ (x) +

g0
2
φ0(x)ϕ

2
J (x) +

g0
3!
ϕ3

J (x) + β−1
K

′(φ0 + ϕJ )ϕ1(x) +O
(
β−2

)
.Mit der bekannten Formel

ln detA = Sp lnAs
hreibe i
h dann den zweiten Summanden der re
hten Seite von Glei
hung (4.23) als
− 1

2
Sp

δ

δϕC(x)
ln K

′(φ0 + ϕC) = −1

2
Sp K

′−1(φ0 + ϕC)
δK′(φ0 + ϕJ)

δϕC

=− 1

2

∫

dDx′
∫

dDx′′ K′−1
x′x′′(φ0 + ϕC)

δK′
x′′x′(φ0 + ϕC)

δϕC(x)
. (4.24)Dabei ist K

′−1
x′x′′(φ0 + ϕC) als ((K′(φ0 + ϕC))−1

)

x′x′′
zu lesen. Führe i
h die Ableitung aus,so erhalte i
h

δ

δϕC(x)

[(

−∇2 − m0

2
+
g0
2

(
φ0(x

′) + ϕC(x′)
)2
)

δ(x′ − x′′)
]

=g0
(
φ0(x

′) + ϕC(x′)
)
δ(x′ − x)δ(x′ − x′′).Die Bere
hnung der Integrale über x′ und x′′ in (4.24) liefert

g0

∫

dDx′
∫

dDx′′ K′−1
x′x′′(φ0 + ϕC)

(
φ0(x

′) + ϕC(x′)
)
δ(x′ − x)δ(x′ − x′′)

= g0

∫

dDx′ K′−1
x′x′(φ0 + ϕC)

(
φ0(x

′) + ϕC(x′)
)
δ(x′ − x)

= g0K
′−1
xx (φ0 + ϕC) (φ0(x) + ϕC(x))

= g0K
′−1
xx (φ0 + ϕJ) (φ0(x) + ϕJ (x)) +O

(
β−1

)
.Mit den bes
hriebenen Umformungen s
hreibe i
h Glei
hung (4.23) nun wie folgt:

δΓ⊥[φC]

δφC(x)
= K

′(φ0)ϕJ(x) +
g0
2
φ0(x)ϕ

2
J (x) +

g0
3!
ϕ3

J (x)
︸ ︷︷ ︸

= J(x) siehe Gl. (4.19) −

− β−1
{g0

2
K

′−1
xx (φ0 + ϕJ) (φ0(x) + ϕJ(x)) + K

′(φ0 + ϕJ )ϕ1(x)
}

+

+O
(
β−2

)
. 39



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�lLaut Glei
hung (1.12) darf auf der re
hten Seite dieser Glei
hung nur das Quellfeld J(x) ste-hen, so dass die ges
hwungene Klammer vers
hwinden muss. Es bleibt also in erster Ordnungeine Di�erenzialglei
hung für ϕ1:
K

′(φ0 + ϕJ )ϕ1(x) +
g0
2

K
′−1
xx (φ0 + ϕJ) (φ0(x) + ϕJ (x)) = 0. (4.25)Die Funktionalableitung an der Stelle ϕC = ϕ̄ entspri
ht dem Fall J(x) → 0. Wie aus derDe�nition von J(x) und ϕJ (x) in Abs
hnitt 4.2 hervorgeht, gilt dann ϕ̄J(x) → 0. Demna
hfolgt

δΓ⊥[ϕC]

δϕC(x)

∣
∣
∣
∣
∣
ϕ̄

= −β−1
{g0

2
K

′−1
xx (φ0) (φ0(x)) + K

′(φ0)ϕ̄1(x)
}

+O
(
β−2

)
.und statt der Di�erenzialglei
hung (4.25) erhält man

K
′(φ0)ϕ̄1(x) +

g0
2

K
′−1
xx (φ0)φ0(x) = 0. (4.26)Dies ist die gesu
hte Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�l. Um aus der Fluktuation ϕ(x)das vollständige Feld φ(x) zu erhalten, muss ledigli
h die klassis
he Lösung addiert werden.Da ϕ(x) und φ(x) in allen Ordnungen auÿer der nullten übereinstimmen, gilt für die 1-Loop-Korrektur φ̄1(x) := ϕ̄1(x). Damit ist das Grenz�ä
henpro�l dur
h φ̄(x) = φ0(x)+β

−1φ̄1(x)+
O(β−2) gegeben.An dieser Stelle sei no
h gezeigt, dass diese Glei
hung mit dem dur
h Graphenbere
hnungin Abs
hnitt 4.1 gewonnenen Ergebnis konsistent ist. Anwendung des Fluktuationsoperators
K

′(φ0) auf beiden Seiten von (4.18) liefert
K

′(φ0)〈ϕ〉⊥(x) = −β−1 g0
2

∫

dDx′′ K′
xx′′(φ0)〈ϕ〉⊥(x′′)φ0(z)

= −β−1 g0
2

∫

dDx′
∫

dDx′′ K′
xx′′(φ0)K

′−1
x′′x′(φ0)K

−1
x′x′(φ0)φ0(z)

= −β−1 g0
2

∫

dDx′ δ(x− x′)K′−1
x′x′(φ0)φ0(z

′)

= −β−1 g0
2

K
′−1
xx (φ0)φ0(z).Der Erwartungswert der Fluktuationen 〈ϕ〉⊥ de�niert ja gerade ϕ̄ und lässt si
h na
h Poten-zen von β−1 entwi
keln:

〈ϕ〉⊥ = β−1φ̄1 +O
(
β−2

)Damit folgt
K

′(φ0)〈ϕ〉⊥(x) = −β−1 g0
2

K
′−1
xx (φ0)φ0(z)

⇔β−1
K

′(φ0)φ̄1(x) = −β−1 g0
2

K
′−1
xx (φ0)φ0(z) +O

(
β−2

)
,was in erster Ordnung wiederum äquivalent ist zur Di�erenzialglei
hung (4.26), die als Feld-glei
hung für die mittlere Fluktuation 〈ϕ〉⊥ bis zur 1-Loop-Ordnung verwendet werden kann.Damit ist die Konsistenz der Graphenbere
hnung mit Gl. (4.26) gezeigt.Um die Feldglei
hung besser zu verstehen und letztli
h zu lösen, untersu
he i
h im Folgendendas Eigenwertspektrum des Operators K(φ0).40



4.4 Das Spektrum des Fluktuationsoperators K(φ0)4.4 Das Spektrum des Fluktuationsoperators K(φ0)Hier betra
hte i
h K(φ0) mit der um z = 0 zentrierten klassis
hen Kink-Lösung φ0(x), also
K(φ0) =−∇2 − m2

0

2
+
g0
2
φ2

0(x)

=−∇2 − m2
0

2
+
g0
2
v2
0 tanh2

(m0

2
z
)

∣
∣
∣
∣
∣

v2
0 =

3m2
0

g0
.Das Spektrum von K(φ0) erhält man, indem man die Eigenwertglei
hung

K(φ0)(x)ψ = λψ(x)

⇔
[

−∇2 − m2
0

2
+

3m2
0

2
tanh2

(m0

2
z
)]

ψ(x) = λψ(x)löst. Dieses Eigenwertproblem ist gut verstanden und wird z.B. in [Ho97℄ ausführli
h behan-delt. Für eine detaillierte Darstellung verweise i
h auf diese Arbeit sowie die dort genanntenQuellen und fasse hier ledigli
h die Ergebnisse zusammen.
K(φ0) lässt si
h als Summe zweier Operatoren, nämli
h

K(φ0) = −∆(D−1) + K̃s
hreiben, wobei der Operator
K̃ = −∂2

z −
m2

0

2
+

3m2
0

2
tanh2

(m0

2
z
)auss
hlieÿli
h von der z-Komponente von x abhängt. Da das von mir betra
htete Systemin allen Ri
htungen auÿer der z-Ri
htung räumli
h auf die Länge L begrenzt ist, also ~x ∈

[0, L]D−1 gilt, erhält man für −∆(D−1) das diskrete Spektrum
k2 mit ~k =

2π

L
~n, ~n ∈ Z

D−1zu den Eigenfunktionen
ϕ~n(~x) = L(D−1)/2ei(2π/L)~n·~x, ~x ∈ [0, L]D−1.Jeder Eigenwert k2 ist damit l-fa
h entartet, wobei si
h l na
h der Zahl der Kombinationender ni ri
htet, deren Quadrate summiert n2 = k2L2/4π2 ergeben.Das Eigenwertproblem zu K̃ lässt si
h auf ein Problem aus der Quantenme
hanik, genauergesagt eine S
hrödingerglei
hung, zurü
kführen:

{

−∂2
z −

m2
0

2
+

3m2
0

2
tanh2

(m0

2
z
)}

ψλ(z) = λψλ(z)

⇔
{−~

2

2m0
∂2

z −
~

2m0

4

[

3 tanh2
(m0

2
z
)

− 1
]}

ψλ(z) =
~

2

2m0
λψλ(z). 41



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�l
z

2m0E

~2

0

3

4
m2

0

b

a

Kontinuum
Abb. 9: Das Spektrum von K̃ entspri
ht dem eines Teil
hens im Potenzial (4.27). Es besitztzwei gebundene Zustände sowie ein Kontinuum von Streuzuständen.Hierbei handelt es si
h um die S
hrödingerglei
hung

{
p̂2

2m0
+ V (z)

}

ψE(z) = EψE(z)mit dem Potenzial
V (z) =

~
2m0

4

[

3 tanh2
(m0

2
z
)

− 1
] (4.27)und den Energieeigenwerten

E =
~

2

2m0
λ.Das Spektrum weist sowohl kontinuierli
he als au
h zwei diskrete Eigenwerte λ auf undist in Abbildung 9 dargestellt. Zur deutli
hen Abgrenzung der diskreten Eigenwerte vomkontinuierli
hen Spektrum bezei
hne i
h diese mit ξ1 und ξ2. Es gilt also λ ∈ {ξ0, ξ1, [λ0, λ∞[}mit ξ0 < ξ1 < λ0.Die diskreten Eigenwerte und ihre Eigenfunktionen sind

ξ0 = 0, ψξ0(z) =

√

3m0

8
sech2

(m0

2
z
)

,

ξ1 =
3

4
m2

0, ψξ1(z) =

√

3m0

4
tanh

(m0

2
z
)

sech
(m0

2
z
)

.Das kontinuierli
he Spektrum lautet
λp = m2

0 + p2 mit p ∈ R,

ψλp(z) = Npe
ipz

[

2p2 +
m2

0

2
− 3

2
m2

0 tanh2
(m0

2
z
)

+ 3im0p tanh
(m0

2
z
)]
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4.5 Die Feldglei
hung mit explizitem K
′−1
xx (φ0)mit der Normierungskonstanten

Np =
[
2π(4p4 + 5m2

0p
2 +m4

0)
]−1/2

.Diese ist so gewählt, dass für die Eigenfunktionen
∫ ∞

−∞
dz ψ∗

λp
(z)ψλp′ (z) = δ(p − p′)gilt. Mit diesen Ergebnissen lässt si
h nun das Spektrum des Operators K zusammenstellen.Für die Eigenwerte und Eigenfunktionen gilt dabei

λ~nλ =
4π2

L2
n2 + λ, Ψ~nλ(x) = ϕ~n(~x)ψλ(z).Insgesamt erhält man das folgende Spektrum:Diskreter Anteil:

λ~nξ0 =
4π2

L2
n2 Ψ~nξ0(x) = L(1−D)/2

√

3m0

8
ei(2π/L)~n·~x sech2

(m0

2
z
)

λ~nξ1 =
4π2

L2
n2 +

3

4
m2

0 Ψ~nξ1(x) = L(1−D)/2

√

3m0

4
ei(2π/L)~n·~x tanh

(m0

2
z
)

sech
(m0

2
z
)Kontinuierli
her Anteil:

λ~nλp
=

4π2

L2
n2 +m2

0 + p2

Ψ~nλp
(x) = L(1−D)/2Npe

i(2π/L)~n·~x eipz

[

2p2 +
m2

0

2
− 3

2
m2

0 tanh2
(m0

2
z
)

+ 3im0p tanh
(m0

2
z
) ]Hier sieht man, dass K(φ0), wie in den vorangegangenen Abs
hnitten dieses Kapitels bereitserwähnt und berü
ksi
htigt wurde, mit λ~0ξ0

eine Nullmode aufweist, nämli
h
Ψ~0ξ0

(x) = L(1−D)/2

√

3m0

8
sech2

(m0

2
z
)

.

4.5 Die Feldglei
hung mit explizitem K
′−1
xx (φ0)In die Di�erenzialglei
hung für das Grenz�ä
henpro�l (4.26) geht der inverse Fluktuations-operator in Form des Ausdru
ks K

′−1
xx (φ0) ein. Na
hdem im letzten Abs
hnitt das Spektrumvon K(φ0) bestimmt wurde, lässt si
h dieser nun bere
hnen. Zunä
hst bestimme i
h dafürganz allgemein den Operatorkern K

′−1
xx′ (φ0), um mi
h dann s
hlieÿli
h auf den Fall zusam-menfallender Argumente x = x′ zu konzentrieren. 43



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�lEin beliebiger Operator A besitze ein Spektrum mit diskreten und kontinuierli
hen Anteilen.Seine Eigenwerte heiÿen λ und die dazugehörigen Eigenfunktionen ψλ. Dann gilt für seinenKern
Axx′ =

∑
∫

λ

ψλ(x)ψ∗
λ(x′)λ.Für den Kern seines Inversen A−1 gilt die Glei
hung

A−1
xx′ =

∑
∫

λ

ψλ(x)ψ∗
λ(x′)

1

λ
.Mit den Eigenwerten und -funktionen aus Abs
hnitt 4.4 erhalte i
h den Ausdru
k

K
′−1
xx′ (φ0) =L1−D

{
∑

~n 6=~0

L2

4π2n2

3m0

8
ei(2π/L)~n·(~x−~x′)sech2

(m0

2
z
)

sech2
(m0

2
z′
)

+

+
∑

~n

1
4π2n2

L2 + 3
4m

2
0

3m0

4
ei(2π/L)~n·(~x−~x′) tanh

(
m0

2 z
)
tanh

(
m0

2 z
′)

cosh
(

m0

2 z
)
cosh

(
m0

2 z
′)+

+

∫ ∞

−∞
dp
∑

~n

1
4π2n2

L2 +m2
0 + p2

ei(2π/L)~n·(~x−~x′)ψλp(z)ψ
∗
λp

(z′)

}

.Für zusammenfallende Argumente x = x′ ergibt si
h demna
h
K

′−1
xx (φ0) =L1−D

{
∑

~n 6=~0

L2

4π2n2

3m0

8
sech4

(m0

2
z
)

+

+
∑

~n

1
4π2n2

L2 + 3
4m

2
0

3m0

4

tanh2
(

m0

2 z
)

cosh2
(

m0

2 z
)+

+

∫ ∞

−∞
dp
∑

~n

1
4π2n2

L2 +m2
0 + p2

|ψλp(z)|2
}

. (4.28)Zur besseren Übersi
ht ordne i
h alle Beiträge zu K
′−1
xx (φ0) na
h Potenzen von sech(m0z/2).Das Betragsquadrat ∣∣ψλp(z)

∣
∣2 s
hreibe i
h dazu folgendermaÿen:

∣
∣ψλp(z)

∣
∣2 =N 2

p

∣
∣
∣
∣

(

2p2 +
m2

0

2
− 3

2
m2

0 tanh2
(m0

2
z
)

+ 3im0p tanh
(m0

2
z
))∣∣
∣
∣

2

=N 2
p

{

4p4 + 5m2
0p

2 +m4
0 − 3

(
m4

0 +m2
0p

2
)
sech2

(m0

2
z
)

+
9

4
m4

0sech
4
(m0

2
z
)}

=
1

2π
−N 2

p

{

3
(
m4

0 +m2
0p

2
)
sech2

(m0

2
z
)

− 9

4
m4

0sech
4
(m0

2
z
)}
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4.5 Die Feldglei
hung mit explizitem K
′−1
xx (φ0)Eingesetzt in (4.28) ergibt das

K
′−1
xx (φ0) = L1−D

{
∑

~n 6=~0

L2

4π2n2

3m0

8
sech4

(m0

2
z
)

+

+
∑

~n

1
4π2n2

L2 + 3
4m

2
0

3m0

4

tanh2
(

m0

2 z
)

cosh2
(

m0

2 z
)−

−
∫ ∞

−∞
dp
∑

~n

1
4π2n2

L2 +m2
0 + p2

N 2
p×

×
[

3
(
m4

0 +m2
0p

2
)
sech2

(m0

2
z
)

− 9

4
m4

0sech
4
(m0

2
z
)]

+
1

2π

∫ ∞

−∞
dp
∑

~n

1
4π2n2

L2 +m2
0 + p2

}

.Insgesamt kann man also
K

′−1
xx (φ0) =C0 + C1sech

4
(m0

2
z
)

+ C2
tanh2

(
m0

2 z
)

cosh2
(

m0

2 z
) + C3sech

2
(m0

2
z
)

+ C4sech
4
(m0

2
z
)

=C0 + (C1 + C4 − C2)sech
4
(m0

2
z
)

+ (C2 + C3)sech
2
(m0

2
z
)s
hreiben, wobei i
h die Summen und Integrale zu den Koe�zienten Ci zusammengefassthabe. Diese sind entspre
hend de�niert als

C0 =
1

2πLD−1

∫ ∞

−∞
dp
∑

~n

1
4π2n2

L2 +m2
0 + p2

C1 =
1

LD−1

∑

~n 6=~0

L2

4π2n2

3m0

8

C2 =
1

LD−1

∑

~n

1
4π2n2

L2 + 3
4m

2
0

3m0

4

C3 = − 3

LD−1

∫ ∞

−∞
dp
∑

~n

1
4π2n2

L2 +m2
0 + p2

N 2
p

(
m4

0 +m2
0p

2
)

C4 =
1

LD−1

9

4
m4

0

∫ ∞

−∞
dpN 2

p

∑

~n

1
4π2n2

L2 +m2
0 + p2

.Die ni
httriviale Bere
hnung der Koe�zienten wird später in Kapitel 5.2 erfolgen. Um denAusdru
k für K
′−1
xx (φ0) no
h übersi
htli
her zu s
hreiben, verwende i
h die De�nitionen

C̃0 =
g0
2
v0C0 (4.29)

C̃1 =
g0
2
v0(C1 + C4 − C2) (4.30)

C̃2 =
g0
2
v0(C2 + C3). (4.31)45



4 Die Feldglei
hung für das Grenz�ä
henpro�lDamit nimmt die Di�erenzialglei
hung (4.26) eine übers
haubare Form an:
K(φ0)ϕ̄1(x) + tanh

(m0

2
z
) [

C̃1sech
4
(m0

2
z
)

+ C̃2sech
2
(m0

2
z
)

+ C̃0

]

= 0

⇔
[

−∇2 − m2
0

2
+
g

2
v2
0 tanh2

(m0

2
z
)]

ϕ̄1(x)+

+ tanh
(m0

2
z
) [

C̃1sech
4
(m0

2
z
)

+ C̃2sech
2
(m0

2
z
)

+ C̃0

]

= 0. (4.32)Im Folgenden soll nun eine Lösung dieser Glei
hung gefunden werden.

46



5 Lösung der Feldglei
hungBei Glei
hung (4.26) handelt es si
h um eine inhomogene lineare Di�erenzialglei
hung. DerLösungsraum einer sol
hen ist i. Allg. ein zur Lösungsmenge der homogenen Glei
hung a�nerRaum, wobei dessen Stützvektor dur
h eine spezielle Lösung der inhomogenen Glei
hunggegeben ist. Dur
h die Eins
hränkung der Störungsre
hnung auf N⊥ besitzt die Glei
hungjedo
h keine homogene Lösung, denn
K

′(φ0)φ̄1(x) = 0,würde bedeuten, dass K
′(φ0) mindestens eine Nullmode besitzt, was per Konstruktion geradeausges
hlossen ist. Damit gibt es auf N⊥ wenn überhaupt nur eine inhomogene Lösung. Dieselieÿe si
h zum Beispiel mit Hilfe der Greens-Funktion K

′−1(φ0) konstruieren, womit manwieder genau bei der Graphenbere
hnung von 〈ϕ〉 (4.18) angelangt wäre. Deutli
h einfa
herzum Ziel führt aber eine andere Methode: die Variation der Konstanten. Um die Lösung zu�nden, betra
hte i
h dabei zunä
hst eine Erweiterung der Glei
hung (4.26) auf den gesamtenRaum der Fluktuationen, nämli
h
K(φ0)φ̄1(x) =

g0
2

K
′−1
xx (φ0)φ0(z).Jede spezielle Lösung dieser Glei
hung lieÿe si
h nötigenfalls dur
h Addition eines Vielfa
henvon Ψ~0ξ0

auf die spezielle Lösung aus N⊥ vers
hieben. Per Variation der Konstanten erhältman jedo
h direkt eine zur Nullmode senkre
hte Lösung, wie si
h im folgenden Abs
hnittzeigen wird.5.1 Variation der KonstantenSei φ̄1 = y0 eine Lösung der homogenen Di�erenzialglei
hung
K(φ0)y0 = 0⇒ −y′′0 −

m2
0

2
y0 −

g0
2
φ2

0y0 = 0. (5.1)Dann gilt für eine Funktion φ̄ = y0f mit einer beliebigen Funktion f
K(φ0)(y0f) = − y′′0f − 2y′0f

′ − y0f
′′ − m2

0

2
y0f +

g

2
φ2

0y0f

=

(

−y′′0 −
m2

0

2
y0 +

g0
2
φ2

0y0

)

︸ ︷︷ ︸

=0, siehe Gl. (5.1) f − 2y′0f
′ − y0f

′′.
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5 Lösung der Feldglei
hungEine Lösung der homogenen Glei
hung ist die Nullmode Ψ~0ξ0
(z). I
h wähle deshalb

y0 = sech2
(m0

2
z
)

∼ Ψ~0ξ0
(z)und erhalte so

K(φ0)(y0f) = 2m0 tanh
(m0

2
z
)

sech2
(m0

2
z
)

f ′ − sech2
(m0

2
z
)

f ′′. (5.2)Wenn es gelingt, eine Funktion f(x) zu �nden, für wel
he die re
hte Seite von Glei
hung (5.2)genau dem Negativen der Inhomogenität in der Di�erenzialglei
hung (4.32) entspri
ht, so isteine spezielle Lösung bestimmt.Die Inhomogenität besteht aus drei Summanden. Gesu
ht sind deshalb drei Ansatzfunktionen
h(z), k(z) und l(z), so dass K(φ0)y0h(z),K(φ0)y0k(z) und K(φ0)y0l(z) jeweils einen dieserSummanden ergeben. Die Funktion φ̄(z) = y0(h(z) + k(z) + l(z)) ist dann eine spezielleLösung.Der erste Summand der Inhomogenität ist proportional zu tanh (m0z/2) sech4 (m0z/2). Mitdem Ansatz h(z) = A tanh (m0z/2), erhalte i
h wegen

h′ = A
m0

2
sech2

(m0

2
z
) und h′′ = −Am

2
0

2
tanh

(m0

2
z
)

sech2
(m0

2
z
)aus Glei
hung (5.2)

K(φ0)(y0h) =
3

2
Am2

0 tanh
(m0

2
z
)

sech4
(m0

2
z
)

.Der zweite Summand ist proportional zu tanh
(

m0

2 z
)
sech2

(
m0

2 z
). Der Ansatz f(x) = k(z) =

Bz mit k′ = B und k′′ = 0, ergibt
K(φ0)(y0k) = 2Bm0 tanh

(m0

2
z
)

sech2
(m0

2
z
)

.Den dritten Summanden, proportional zu tanh(m0z/2), erhalte i
h mit dem Ansatz
l(z) =

C

m2
0

(

cosh
(m0

2
z
)

sinh
(m0

2
z
)

+
m0

2
z
)

.Dann folgt nämli
h
l′ =

C

m0
cosh2

(m0

2
z
)und

l′′ = C tanh
(m0

2
z
)

cosh2
(m0

2
z
)

.Eingesetzt in Gl. (5.2) ergibt si
h damit
K(φ0)(y0l) = C tanh

(m0

2
z
)

.48



5.2 Bere
hnung der Koe�zienten Ci und C̃iDas heiÿt, eine Funktion φ̄1 = y0(h+ k + l) liefert
K(φ0)φ̄1 = K(φ0)y0(h+ k + l)

=
3

2
Am2

0 tanh
(m0

2
z
)

sech4
(m0

2
z
)

+ 2Bm0 tanh
(m0

2
z
)

sech2
(m0

2
z
)

+

+ C tanh
(m0

2
z
)

.Dur
h Koe�zientenverglei
h mit Glei
hung (4.32) bestimme i
h
A = − 2C̃1

3m2
0

, B = − C̃2

2m0
, C = −C̃0und erhalte so die spezielle Lösung

φ̄1(z) = −
[

2C̃1

3m2
0

tanh
(m0

2
z
)

+

(

C̃0

m2
0

+
C̃2

m2
0

)
(m0

2
z
)
]

sech2
(m0

2
z
)

− C̃0

m2
0

tanh
(m0

2
z
)

.(5.3)Diese Lösung ist o�ensi
htli
h aus N⊥, da alle Summanden von φ̄1(z) ungerade sind, dieNullmode Ψ~0ξ0
(z) jedo
h gerade. Damit folgt

(φ̄1,Ψ~0ξ0
) = 0⇔ φ̄1 ⊥ Ψ~0ξ0

.Mit (5.3) ist das Grenz�ä
henpro�l nun im Prinzip bekannt: Es hat die Form φ̄(z) = φ0(z)+
β−1φ̄1(z) + O(β−2). Allerdings lassen si
h keine näheren Aussagen über die Eigens
haftendes Pro�ls ma
hen, ohne die darin auftretenden Koe�zienten C̃i zu bere
hnen.5.2 Bere
hnung der Koe�zienten Ci und C̃iAn dieser Stelle soll die Bere
hnung der aus Abs
hnitt 4.5 bekannten Koe�zienten Ci erfolgen.Die Ci enthalten Divergenzen, die si
h mit Hilfe dimensionaler Regularisierung in D = 3− ǫDimensionen herausstellen und adäquat behandeln lassen. In die Di�erenzialglei
hung (4.32),also folgli
h au
h in das Grenz�ä
henpro�l φ̄, �ieÿen die Ci in Form der drei in den Gln. (4.29)bis (4.31) de�nierten C̃i ein. Wie si
h in diesem Abs
hnitt zeigen wird, kombinieren sie dabeigerade so, dass si
h ihre divergenten Anteile gegenseitig aufheben. Damit sind die physikalis
hrelevanten C̃i letztli
h allesamt endli
h. 49



5 Lösung der Feldglei
hungDer Koe�zient C0 lässt si
h wie folgt bere
hnen:
C0 =

1

2πLD−1

∫ ∞

−∞
dp
∑

~n

1
4π2n2

L2 +m2
0 + p2

=
1

2πLD−3

∫ ∞

−∞
dp

∫ ∞

0
dt e−(m2

0
+p2)L2t

∑

~n

e−4π2n2t

∣
∣
∣
∣
∣
Substitution: v :=

p

m0

=
m0

LD−3

∫ ∞

−∞

dv

2π

∫ ∞

0
dt e−(1+v2)m2

0
L2t
∑

~n

e−4π2n2t

∣
∣
∣
∣
∣
[Ho97℄: (5.118)

= − m0

4π
+O

(
e−m0L

m0L

)

+O(ǫ).Im Limes ǫ → 0 und unter Verna
hlässigung von Fehlern der Ordnung exp(−m0L)/m0Lerhalte i
h so das Ergebnis
C0 = −m0

4π
⇒ C̃0 = −g0v0

2

m0

4π
. (5.4)Bei der Bere
hnung von C1 tritt ein Pol in ǫ auf:

C1 =
1

LD−1

∑

~n 6=0

L2

4πn2

3m0

8
=

3m0

8LD−3

∫ ∞

0
dt
∑

~n 6=0

e−4π2n2t

=
3m0

8LD−3

{
∫ ∞

0
dt

[
∑

~n 6=0

e−4π2n2t − θ(1− t) 1

(4πt)
D−1

2

]

+

∫ 1

0
dt

1

(4πt)
D−1

2

}

.Die Integration über t lässt si
h auswerten zu (siehe C.11 bis C.18 sowie 5.279 bei [Ho97℄)
Z0,0 :=

∫ ∞

0
dt

[
∑

~n 6=0

e−4π2n2t − θ(1− t) 1

(4πt)
D−1

2

]

=
1

2π
ln

( √
π

Γ2
(

1
4

)

)

+
γ

4π
.Mit D = 3− ǫ erhalte i
h dann

C1 =
3

8
m0L

ǫZ0,0 +
3

8
m0L

ǫ

∫ 1

0
dt

1

(4πt)1−ǫ/2
.Der divergente Anteil lässt si
h in der Form

∫ 1

0
dt

1

(4πt)1−ǫ/2
=

1

2πǫ
+

ln(4π)

4π
+O(ǫ)50



5.2 Bere
hnung der Koe�zienten Ci und C̃idarstellen. Damit erhalte i
h insgesamt den Ausdru
k
C1 =

3

8
m0L

ǫZ0,0 +
3

8
m0L

ǫ

{
1

2πǫ
+

ln(4π)

4π
+O(ǫ)

}

.Na
h dem selben S
hema fahre i
h mit der Bere
hnung von C2 fort und �nde
C2 =

1

LD−1

∑

~n

1
4π2n2

L2 + 3
4m

2
0

3m0

4

=
3m0

4

1

LD−1

∑

~n

L2

4π2n2 + 3
4m

2
0L

2

=
3m0

4LD−3

∫ ∞

0
dt e−

3

4
m2

0
L2t
∑

~n

e−4π2n2t

=
3m0

4LD−3

∫ ∞

0
dt e−

3

4
m2

0
L2t

[
∑

n∈Z

e−4π2n2t

]D−1

︸ ︷︷ ︸

= AD−1(4πt)

.Dabei ist A(t) mit Hilfe der Ja
obi's
hen-Thetafunktion
ϑ(z, τ) =

∞∑

n=−∞
eiπn2τ+2πinzde�niert:

A(t) = ϑ(0, it) =
∞∑

n=−∞
e−πn2t.Unter Ausnutzung der Transformationseigens
haften der Theta-Funktion s
hreibe i
h

AD−1(4πt) = (4πt)(1−D)/2AD−1

(
1

4πt

)und erhalte so
C2 =

3m0

4LD−3

∫ ∞

0
dt e−

3

4
m2

0
L2t 1

(4πt)
D−1

2

∑

~n

e−n2/4t.Mit D = 3− ǫ und na
h expliziter Herausstellung des divergenten Anteils wird daraus
C2 =

3

4
m0L

ǫ
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∫ ∞
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dt
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4
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∑

~n∈Z2

e−4π2n2t − θ(1− t)
(4πt)1−ǫ/2



+

∫ 1

0
dt

1

(4πt)ǫ/2







=
3

4
m0L

ǫ

{

− 1

4π

[

γ + ln

(
3

4
m2

0L
2

)]

+

∫ 1

0
dt

1

(4πt)1−ǫ/2
+O

(

e−
√

3

2
m0L

√
m0L

)}

.
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5 Lösung der Feldglei
hungDie Divergenz hat die bereits aus der Bere
hnung von C1 bekannte Struktur. Unter Verwen-dung des dort gefundenen Ergebnisses erhalte i
h zunä
hst
∫ 1

0
dt

1

(4πt)1−ǫ/2
=

1

2πǫ

ln(4π)

4π
+O(ǫ),und damit insgesamt

C2 =
3

4
m0L

ǫ

{

− 1

4π

[

γ + ln

(
3

4
m2

0L
2

)]

+
1

2πǫ
+

ln(4π)

4π
+O

(

e−
√

3

2
m0L

√
m0L

)}

+O(ǫ).Die Bere
hnung von C3 liefert
C3 = − 3

LD−1

∫ ∞

−∞

dp

2π

∑

~n

m4
0 +m2

0p
2

(
4π2n2

L2 +m2
0 + p2

) (
4p4 + 5m2

0p
2 +m4

0

) .Mit der Substitution v = p/m0 wird daraus
C3 = − 3m0

LD−1

∫ ∞

−∞

dv

2π

1 + v2

4v4 + 5v2 + 1

∑

~n

1
4π2n2

L2 +m2
0 +m2

0v
2

︸ ︷︷ ︸

=: D1

(
2√
3

√

1 + v2 m0L

)

.

Der Summenterm D1((2/
√

3 )
√

1 + v2 m0L) lässt si
h auswerten zu (siehe [Ho97℄)
D1(

2√
3

√

1 + v2 m0L) =
1

2πǫ
− 1

4π

[

γ + ln

(
3

16π

)]

−
ln
(

2√
3

)

2π
− ln(m0L)

2π
− ln(1 + v2)

4π
.Mit den beiden Integralen

∫ ∞

−∞
dv

1 + v2

4v4 + 5v2 + 1
=
π

2und
∫ ∞

−∞
dv

1 + v2

4v4 + 5v2 + 1
ln(1 + v2) = π ln

(
3

2

)

,von denen letzteres mit Hilfe des Programms Maple ([MAP℄) bere
hnet wurde, erhalte i
hfür D = 3− ǫ

C3 = −3m0

2π
Lǫ

(

1

4ǫ
− ln(m0L)

4
− 1

8
[γ − ln (4π)]− ln

(
3
2

)

4
+O

(
e−m0L

√
m0L

)

+O(ǫ)

)
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5.2 Bere
hnung der Koe�zienten Ci und C̃iDen verbleibenden Koe�zienten C4 bestimme i
h zu
C4 =

1

LD−1

9

4
m4

0

∫ ∞

−∞
dpN 2

p

∑

~n

1
4π2n2

L2 +m2
0 + p2

=
9

4

m4
0

LD−3

∫ ∞

−∞
dpN 2

p

∫ ∞

0
dt e−(m2

0
+p2)L2t

∑

~n

e−4π2n2t

∣
∣
∣
∣
∣
Substitution: v :=

p

m0
,

∣
∣
∣
∣
∣
N 2

p =
[
2π
(
4p4 + 5m2

0p
2 +m4

0

)]−1
= m−4

0

[
2π
(
4v4 + 5v2 + 1

)]−1

=
9

4

m0

LD−3

∫ ∞

−∞

dv

2π

D1

(
2√
3

√
1 + v2 m0L

)

4v4 + 5v2 + 1
.Mit den beiden Integralen ∫ ∞

−∞
dv

1

4v4 + 5v2 + 1
=
π

3
∫ ∞

−∞
dv

ln(1 + v2)

4v4 + 5v2 + 1
= −2π ln(2) +

4

3
π ln(3) =

2π

3
ln

(
9

8

)

,von denen i
h letzteres erneut mit Maple bere
hnet habe, erhalte i
h damit für D = 3 − ǫden Ausdru
k
C4 =

9

8π
m0L

ǫ






1

6ǫ
− ln(m0L)

6
− 1

12
[γ − ln(4π)] +

ln
(√

8
9

)

3
+O

(
e−m0L

√
m0L

)

+O(ǫ)






=
3

8π
m0L

ǫ

[
1

2ǫ
− ln(m0L)

2
− 1

4
[γ − ln(4π)] +

1

2
ln

(
8

9

)

+O
(

e−m0L

√
m0L

)

+O(ǫ)

]

.Nun, da alle Ci bestimmt und die auftretenden Divergenzen isoliert wurden, lassen sie si
hzu Ausdrü
ken für die C̃i kombinieren.Die Gröÿe C̃1 ist im Wesentli
hen die Summe C1 +C4−C2. Interessant ist nun, wie si
h dieDivergenzen der drei beteiligten Gröÿen auf C̃1 auswirken. I
h führe die Bere
hnung in zweiS
hritten dur
h und addiere zunä
hst C1 und C4:
C1 + C4 =

3

8π
m0L

ǫ

{

1

2
ln

( √
π

Γ2
(

1
4

)

)

+
γ

4
+

1

2ǫ
+

ln(4π)

4
+O(ǫ)−

+
1

2ǫ
− ln(m0L)

2
− 1

4
[γ − ln(4π)] +

1

2
ln

(
8

9

)

−O
(

e−m0L

√
m0L

)}

=
3

8π
m0L

ǫ

{

1

2
ln

( √
π

Γ2
(

1
4

)

)

+
1

ǫ
+

ln(4π)

2
− ln(m0L)

2
+

1

2
ln

(
8

9

)

+

+O
(

e−m0L

√
m0L

)

+O(ǫ)

}

. 53



5 Lösung der Feldglei
hungVon diesem Ergebnis subtrahiere i
h dann C2 und erhalte
C1 + C4 −C2 =

3

8π
m0L

ǫ

{

1

2
ln

( √
π

Γ2
(

1
4

)

)

+
ln(4π)

2
+

1

ǫ
− ln(m0L)

2
+

1

2
ln

(
8

9

)

+

+
1

2

[

γ + ln

(
3

4
m2

0L
2

)]

− 1

ǫ
+ 2

ln(4π)

2
+

+O
(

e−m0L

√
m0L

)

+O
(

e−
√

3

2
m0L

√
m0L

)

+O(ǫ)

}

=
3

16π
m0L

ǫ

{

ln

( √
π

Γ2
(

1
4

)

)

+ ln(m0L) + γ + ln

(
2

3

)

+

+O
(

e−
√

3

2
m0L

√
m0L

)

+O(ǫ)

}

.Die divergenten Terme heben si
h also gerade gegenseitig auf. Betra
hte i
h den Limes ǫ→ 0und verna
hlässige dabei Terme der Ordnung exp(−
√

3 m0L/2)/
√
m0L , so erhalte i
h

2

gv0
C̃1 = C1 + C4 − C2 =

3

16π
m0







ln

( √
π

Γ2
(

1
4

)

)

+ γ + ln

(
2

3

)

︸ ︷︷ ︸

=: α

+ ln(m0L)







=
3

16π
m0 {α+ ln (m0L)} . (5.5)An dieser Stelle ist insbesondere zu bemerken, dass C̃1 logarithmis
h von der Systemgröÿe

L abhängt. In Abs
hnitt 6.2 wird deutli
h werden, dass genau dieser Zusammenhang dasRoughening der Grenz�ä
he bes
hreibt. Um die Konstante α und vor allem ihre Gröÿe relativzum Beitrag der Systemgröÿe ln(m0L) etwas greifbarer zu ma
hen, gebe i
h ihren ungefährennumeris
hen Wert an:
α = ln

(
2
√
π

3Γ2 (1/4)

)

+ γ ≈ −1.832.Die Gröÿe C̃2 ist im wesentli
hen die Summe von C2 und C3 und lässt si
h zu
C2 + C3 =

3

4
m0L

ǫ

{

− 1

4π

[

γ + ln

(
3

4
m2

0L
2

)]

+
1

2πǫ
+

ln(4π)

4π
+O

(

e−
√

3

2
m0L

√
m0L

)}

−

− 3m0

2π
Lǫ

{

1

4ǫ
− ln(m0L)

4
− 1

8
[γ − ln (4π)]− ln

(
3
2

)

4
+

+O
(

e−m0L

√
m0L

)

+O(ǫ)

}

=
3m0L

ǫ

8π

(

ln

(
3

2

)

− 1

2
ln

(
3

4

)

+O
(

e−
√

3

2
m0L

√
m0L

)

+O (ǫ)

)
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5.3 Renormierungbere
hnen. Wie man sieht, heben si
h au
h diesmal die Divergenzen der beiden Summandengegenseitig auf, so dass eine endli
he Summe bleibt. Im Grenzfall ǫ→ 0 und unter Verna
h-lässigung von Termen der Ordnung exp(−
√

3 /2)/
√
m0L ergibt si
h dann

2

gv0
C̃2 = C2 +C3 = 3m0

ln(3)

16π
. (5.6)Mit der Bere
hnung der C̃i sind die im Grenz�ä
henpro�l (5.3) auftretenden Gröÿen allesamtauf L, m0 und g0 zurü
kgeführt. Bei den beiden letzten Gröÿen handelt es si
h jedo
h um�na
kte Gröÿen�, die erst na
h erfolgter Renormierung dur
h physikalis
he Gröÿen ausge-drü
kt werden können. Dies ist Gegenstand des folgenden Abs
hnittes.5.3 RenormierungDas Grenz�ä
henpro�l soll nun in Abhängigkeit von den physikalis
hen Gröÿen bestimmtwerden. Dies sind, neben der Systemgröÿe L, die Korrelationslänge m−1

R und die renormier-te Kopplung gR. Die Renormierung der φ4-Störungstheorie in drei Dimensionen wurde vonGutsfeld, Küster und Münster ([GKM96℄) für die symmetris
he und die gebro
hene Phasebis zur 3-Loop-Ordnung dur
hgeführt. I
h übernehme das dort verwendete Renormierungs-
hema und die Ergebnisse bis zur 1-Loop-Ordnung, der Ordnung meiner Re
hnung. In denfolgenden beiden Abs
hnitten stelle i
h das S
hema vor und führe die Beziehungen zwis
henden na
kten Gröÿen und ihren renormierten Gegenstü
ken an. Im Ans
hluss daran nutzei
h diese Relationen, um das bere
hnete Grenz�ä
henpro�l dur
h die physikalis
hen Gröÿenauszudrü
ken.5.3.1 Renormierungss
hemaDie renormierte Masse ist de�niert dur
h die Beziehung
m2

R = Γ
(2)
0 (p)

/
∂Γ

(2)
0 (p)

∂p2

∣
∣
∣
∣
∣
p=0

.Dabei ist Γ
(2)
0 (p) die Fourier-Transformierte der zweiten Funktionalableitung der e�ektivenWirkung Γ[φC].Mit der De�nition der Korrelationslänge als zweites Moment des 2-Punkt-Korrelators

ξ2 = −∂G
(2)
C (p)

∂p2
/G

(2)
C (p)

∣
∣
∣
∣
∣
p=0und der Relation −Γ

(2)
0 = (G

(2)
C )−1 (siehe Gl. (1.15)) folgt dann

m2
R =

1

ξ2
. 55



5 Lösung der Feldglei
hungDemna
h entspri
ht die renormierte Masse der inversen Korrelationslänge.Die Feldrenormierung ist dur
h die Glei
hung
Z−1

R =
∂2Γ

(2)
0

∂p2

∣
∣
∣
∣
∣
p=0de�niert.Das renormierte Gegenstü
k zu der bereits in Gl. (4.11) eingeführten dimensionslosen Kopp-lung u0 de�niert man über die Relation

gR = m4−D
R uRund erhält so für D = 3

uR =
gR
mR

.5.3.2 Die renormierten GröÿenDer Vakuumerwartungswert des Feldes geht in groÿer Entfernung zum Grenz�ä
henzentrum,also für z → ±∞, in den Erwartungswert der Theorie mit ortsunabhängigem Vakuum über.Dieser ist dur
h 〈φ〉 = ±v gegeben, wobei die Vorzei
hen in den Grenzfällen ±∞ dur
h dieOrientierung der Grenz�ä
he bestimmt sind. Dur
h thermis
he Fluktuationen unters
heidetsi
h v von der entspre
henden Gröÿe der Mean-Field-Theorie v0 (siehe Gl. (4.11)). Es gilt
v = v0 + 〈ϕ〉 = v0 +

u0

8π
v0 = v0

{

1 +
uR

8π
+O

(
u2

R

)}

.Berü
ksi
htigt man zudem die Feldrenormierung, so erhält man
vR = Z

−1/2
R v.Zwis
hen der na
kten Kopplung g0 und ihrem renormierten Gegenstü
k gR gilt in Ein-S
hleifen-Approximation folgende Beziehung:

g0 = gR

{

1 +
7

4

uR

8π

}

.Für die Quadrate der Massen �ndet man die Relation
m2

0 = m2
R

{

1− 3

8

uR

8π

}

. (5.7)Um eine Beziehung für die Massen m0 und mR zu �nden, die im Rahmen der Näherunggültig ist, ziehe i
h auf beiden Seiten von Gl. (5.7) die Wurzel und entwi
kle die re
hte Seitena
h Potenzen von uR. Auf diesem Wege erhalte i
h
m0 = mR

√

1− 3

8

uR

8π
= mR

{

1− 3

16

uR

8π

}

+O
(
u2

R

)
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5.3 RenormierungÄhnli
h wie mit den Massen muss au
h mit der Feldrenormierung ZR verfahren werden. Dieseist in 1-Loop-Näherung gegeben als
ZR = 1− 1

8

uR

8π
,tritt in den Re
hnungen jedo
h in der Form Z

−1/2
R auf. Erneut führe i
h deshalb eine Ent-wi
klung in Potenzen von uR dur
h und erhalte

Z
−1/2
R = 1 +

1

16

uR
8π

+O
(
u2

R

)
.Im nä
hsten Abs
hnitt werden nun die na
kten Gröÿen im Grenz�ä
henpro�l dur
h ihrephysikalis
hen Gegenstü
ke ausgedrü
kt.5.3.3 Das Grenz�ä
henpro�l ausgedrü
kt dur
h renormierte GröÿenZuerst drü
ke i
h das Mean-Field-Pro�l φ0 dur
h renormierte Gröÿen aus. Da m0 im Ar-gument des Tangens hyperboli
us auftritt, muss dieser na
h Potenzen der dimensionlosenKopplung uR entwi
kelt werden. Insgesamt erhalte i
h

φ̄0(z) = v0 tanh
(m0

2
z
)

= v0 tanh

(
mR

2
z − 3

16

uR

8π

(mR

2
z
)

+O
(
u2

R

)
)

= v0

{

tanh
(mR

2
z
)

− 3

16

uR

8π

(mR

2
z
)

sech2
(mR

2
z
)

+O
(
u2

R

)
}

.Die in Abs
hnitt 5 bere
hnete Korrektur des Grenz�ä
henpro�ls φ̄1 ist bereits ein Ein-S
hleifen-Term. Dementspre
hend können die in φ̄1 auftretenden na
kten Gröÿen direkt dur
hihre renormierten Gegenstü
ke ersetzt werden, da der dabei gema
hte Fehler von zweiter Ord-nung ist. Für das gesamte 1-Loop-Pro�l �nde i
h so den Ausdru
k
φ̄(z) = φ̄0(z) + φ̄1(z)

= v0

{

1− C̃0

v0m
2
R

}

tanh
(mR

2
z
)

−

−
[

2C̃1(L)

3m2
R

tanh
(mR

2
z
)

+

(

C̃0

m2
R

+
C̃2

m2
R

+ v
3

16

uR

8π

)
(mR

2
z
)
]

sech2
(mR

2
z
)

= v tanh
(mR

2
z
)

−
[

2C̃1(L)

3m2
R

tanh
(mR

2
z
)

+

+

(

C̃0

m2
R

+
C̃2

m2
R

+ v
3

16

uR

8π

)
(mR

2
z
)
]

sech2
(mR

2
z
)

. (5.8)Für die C̃i setze i
h nun die in Abs
hnitt 5.2 gefundenen Ergebnisse ein. Da diese alle zurKorrektur erster Ordnung beitragen, ersetze i
h die auftretenden na
kten Gröÿen direkt dur
h57



5 Lösung der Feldglei
hungihre renormierten Gegenstü
ke. Mit (5.4), (5.5) und (5.6) erhalte i
h so
C̃0

m2
R

= −v 1

8π

gR
mR

= −vuR

8π
,

2C̃1(L)

3m2
R

= v
1

2

uR

8π

{

α+ ln(mRL)

}

,

C̃2

m2
R

= v
gR
mR

1

8π

3

4
ln(3) = v

uR

8π

3

4
ln(3).Die Klammer vor dem (mRz/2)sech

2(mRz/2)-Beitrag fasse i
h zusammen zu
C̃0

m2
R

+
C̃2

m2
R

+ v
3

16

uR

8π
= v

uR

8π

(
3

4
ln(3)− 13

16

)

.Zur Abkürzung de�niere i
h
η :=

13

16
− 3

4
ln(3) ≈ −0.0115.S
hlieÿli
h ist no
h die Feldrenormierung zu berü
ksi
htigen, womit das vollständige renor-mierte Grenz�ä
henpro�l in erster Ordnung die Form

φ̄R(z, L) = Z
−1/2
R φ̄(z)

= vR

{

tanh
(mR

2
z
)

− uR

8π

[
α

2
+

1

2
ln (mRL)

]

tanh
(mR

2
z
)

sech2
(mR

2
z
)

+

+
uR

8π
η
(mR

2
z
)

sech2
(mR

2
z
)
} (5.9)annimmt. Damit ist das Pro�l komplett auf die physikalis
hen Gröÿen L, mR und uR zu-rü
kgeführt. Dur
h die Korrelationslänge m−1

R ist die Skala des Pro�ls bestimmt. Die Formdes Pro�ls hängt neben mRL, also der Systemgröÿe in Einheiten der Korrelationslänge, no
hvon der dimensionslosen Kopplung uR ab. Um den Wert dieser Gröÿe geht es im folgendenAbs
hnitt.5.3.4 Numeris
he Werte der Kopplungskonstanten u∗

RUm die Form des Grenz�ä
henpro�ls (5.9) zu bestimmen und z.B. gra�s
h darzustellen be-nötigt man einen numeris
hen Wert für uR. In der Nähe der kritis
hen Temperatur ist dieserWert nahezu konstant und kann seinem Tieftemperatur-Fixpunktwert u∗R glei
hgesetzt wer-den. Diesen und andere universelle Gröÿen der Ising-Universalitätsklasse zu bestimmen istein dur
haus ni
httrivales Problem, wel
hes seit einigen Jahrzehnten einen groÿen Kreis vonFors
hern bes
häftigt. Ähnli
h vielfältig wie die dabei eingesetzten Methoden sind leider au
hdie Ergebnisse, so dass man bis heute ni
ht von dem Literaturwert u∗R spre
hen kann. Einen58



5.3 RenormierungÜberbli
k über dieses interessante Feld bieten [BL01℄ und [CH97℄. Stellvertretend für dasSpektrum der Literaturwerte gebe i
h die folgenden drei Werte an:
u∗R =14.3(1) [CH97℄
u∗R =15.1(13) [Mü90℄
u∗R =17.1(19) [RZW94℄1. (5.10)Alle anderen mir bekannten Literaturwerte bewegen si
h zwis
hen 14.3 und 15.1. Von dengenannten Werten ist u∗R = 14.3(1) der aktuellste und mit dem geringsten Fehler behaftet.Alle folgenden gra�s
hen Darstellungen des Pro�ls sind mit diesem Wert gezei
hnet. Nume-ris
he Werte von Gröÿen, die in funktionalem Zusammenhang mit uR stehen, gebe i
h indesfür jeden der drei in (5.10) aufgeführten Literaturwerte an.

1Die Gröÿe des Fehlers ist darin begründet, dass Ruge et al. selbst keinen Wert für u∗
R angeben. Derhier zitierte Wert wurde von Caselle und Hasenbus
h in [CH97℄ na
hträgli
h aus mehreren in [RZW94℄angegebenen Werten bere
hnet. Binder und Luijten zitieren Ruge et al. in [BL01℄ in der selben Form.59





6 Diskussion des bere
hneten Pro�lsDas bere
hnete Grenz�ä
henpro�l soll im Folgenden diskutiert werden. S
hwerpunktmäÿiggehe i
h dabei auf die Abhängigkeit des Pro�ls von der Systemgröÿe L ein. Interessant istinsbesondere die Di
ke der Grenz�ä
he, die aufgrund der in Kapitel 2 bes
hriebenen Überle-gungen einen Anteil proportional zu ln(mRL) besitzen sollte. Na
h einer allgemeinen Diskus-sion der L-Abhängigkeit des Pro�ls φ̄R(z, L) (siehe Gl. (5.9)) wird deshalb in Abs
hnitt 6.2zunä
hst ein vernünftiges Maÿ für die Grenz�ä
hendi
ke, nämli
h das zweite Moment 〈z2〉 be-zügli
h einer geeigneten Gewi
htungsfunktions, festgelegt. Dieses wird dann bere
hnet undauf seine L-Abhängigkeit hin untersu
ht. Ans
hlieÿend wird in Abs
hnitt 6.3 der Gültig-keitsberei
h der gewählten 1-Loop-Approximation abges
hätzt. D.h. es wird untersu
ht, inwel
hem Intervall von Systemgröÿen L die in 6.2 ermittelte Grenz�ä
hendi
ke 〈z2〉(L) einegute Näherung darstellt. S
hlieÿli
h werden in Abs
hnitt 6.4 die Resultate der vorliegendenArbeit den Ergebnissen anderer Arbeiten gegenüber gestellt.6.1 Diskussion der Kurvens
har φ̄R(z, L)Aus den Glei
hungen (5.8) bzw. (5.9) ist ersi
htli
h, dass die Systemgröÿe L auss
hlieÿli
hüber den Koe�zienten des Anteils ∼ tanh(mRz/2)sech
2(mRz/2) in das Pro�l der Grenz�ä
heeingeht. Dieser ist proportional zu α+ ln(mRL) (siehe Abb. 10) und ändert sein Vorzei
hendeshalb bei einer Systemgröÿe L0, die i
h wie folgt bestimme:

α+ ln (mRL0) = 0

⇔L0 = e−αm−1
R ≈ 6.25m−1

R .Für Gröÿen L < L0 gibt es einen positiven und für L > L0 einen negativen Beitrag
∼ tanh(mRz/2)sech

2(mRz/2) zum Grenz�ä
henpro�l. Dabei ist au
h zu bea
hten, dass beider Bere
hnung der Koe�zienten, wie in Abs
hnitt 5.2 bes
hrieben, Terme der Ordnung
exp(−

√
3 mRL/2)/

√
mRL verna
hlässigt wurden. Ob und wie die Gröÿe L0 also physika-lis
h interpretiert werden kann, ist deshalb ni
ht direkt ersi
htli
h.6.1.1 Ableitungen und Extrema des Pro�lsAn dieser Stelle gebe i
h die ersten drei Ableitungen des bere
hneten Grenz�ä
henpro�ls an:

∂φ̄R(z)

∂z
= vR

mR

2
sech2

(mR

2
z
){

1 +
uR

8π

[(
α

2
+

ln (mRL)

2

)(

2− 3sech2
(mR

2
z
))

+

+ η
(

1− 2
(mR

2
z
)

tanh
(mR

2
z
)) ]}

, (6.1)61



6 Diskussion des bere
hneten Pro�ls
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mRLAbb. 10: Systemgröÿenabhängigkeit des Beitrages ∼ tanh(mRz/2)sech
2(mRz/2) zumGrenz�ä
henpro�l. Der Vorzei
henwe
hsel �ndet bei etwa 6.25 Korrelationslän-gen statt. Die Gröÿenordnung der bei der Bere
hnung verna
hlässigten Terme istzum Verglei
h ebenfalls eingezei
hnet.

∂2φ̄R(z)

∂z2
= −vR

m2
R

2
sech2

(mR

2
z
){
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(mR

2
z
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+
uR

8π
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(
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(mR

2
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+

+ 3
(mR

2
z
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2
z
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z
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−

− 2
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2
+

1

2
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)(
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(mR

2
z
)

sech2
(mR

2
z
)

− tanh
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z
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,(6.2)
∂3φ̄R(z)

∂z3
= −vR

m3
R

4
sech2

(mR

2
z
){

3sech2
(mR

2
z
)

− 2 +
uR

8π

[

η

(

9sech2
(mR

2
z
)

− 6−

− 12
(mR

2
z
)

sech2
(mR

2
z
)

tanh
(mR

2
z
)

+ 4
(mR

2
z
)

tanh
(mR

2
z
))

−

− 2

(
α

2
+

1

2
ln (mRL)

)(

15
(

sech4
(mR

2
z
)

− sech2
(mR

2
z
))

+ 2
) ]}

. (6.3)Eine analytis
he Bestimmung der Extrema als Nullstellen der ersten Ableitung ist in diesemFall s
hwierig. Numeris
h, genauer gesagt dur
h einfa
hes Plotten und Betra
hten des Pro�ls
φ̄R(z, L) für vers
hiedene L lassen si
h aber bereits einige Aussagen tre�en. So erkennt manin Abb. 11, dass φ̄R nur für Systemgröÿen L mit Lmin < L < Lmax streng monoton ist.Entspri
ht L genau einem der beiden Grenzwerte Lmin, Lmax so �ndet man Sattelpunkte.62



6.1 Diskussion der Kurvens
har φ̄R(z, L)
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henpro�ls für vers
hiedene Systemgrö-ÿen L. 63
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Abb. 12: In den Auss
hnitten ist der re
hte obere Teil der Grenz�ä
he dargestellt. Das linkeBild zeigt einen streng monotonen Verlauf, während in der Mitte der Sattelpunkterkennbar ist. Für no
h kleinere L bildet si
h, wie im re
hten Bild zu sehen, einHu
kel aus.
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Abb. 13: Dargestellt ist in diesen Auss
hnitten das Zentrum der Grenz�ä
he. Mit zuneh-mendem L wird aus einem streng monotonen Verlauf ein Maximum-Minimum-Paar.Für L = Lmax gibt es genau einen Sattelpunkt in z = 0, während für L = Lmin zweiSattelpunkte in glei
hem Abstand links und re
hts von der z-A
hse zu �nden sind. Sobald
L etwas auÿerhalb des Intervalls [Lmin, Lmax] liegt, bildet si
h aus den Sattelpunkten jeweilsein Paar aus Minimum und Maximum. Deren Ausprägung wird umso stärker, je weiter Lauÿerhalb des Intervalls liegt. Wie si
h die Form des Pro�ls rund um die Grenzwerte Lminund Lmax ändert, ist in den Abbn. 12 und 13 no
h einmal detaillierter dargestellt.Für Lmax kann ein exakter Ausdru
k angegeben werden. Da i
h im Zentrum des Pro�ls für
L = Lmax einen Sattelpunkt erwarte, betra
hte i
h die erste Ableitung von φ̄R (6.1) an derStelle z = 0, wo sie wegen sech(0) = 1 und tanh(0) = 0 dur
h den einfa
hen Ausdru
k

∂φ̄R

∂z
(0) = vR

mR

2

{

1− uR

9π

[

η −
(
α

2
− ln (mRL)

2

)]}
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6.1 Diskussion der Kurvens
har φ̄R(z, L)Tab. 2: Numeris
he Werte für Lmax na
h (6.5) sowie Näherungswerte für Lmin.
u∗R Lmin Lmax

14.3 ± 0.1 0.95± 0.05 205 ± 5

15.1 ± 1.3 1.03± 0.05 170± 48

17.1 ± 1.9 1.24± 0.05 115± 38gegeben ist. Gesu
ht ist nun ein L, für das dieser Ausdru
k vers
hwindet:
∂φ̄R

∂z
(0) = 0⇔− uR

8π

(
α

2
+

ln(mRLmax)

2
− η
)

= 1 (6.4)
⇔ ln (mRLmax) = 2

8π

uR
− α+ 2η

⇔Lmax = exp

[

2
8π

uR
− α+ 2η

]

m−1
R . (6.5)Dass es si
h tatsä
hli
h um einen Sattelpunkt handelt, folgt aus den Werten der zweiten unddritten Ableitungen. Au
h diese nehmen an der Stelle z = 0 eine einfa
he Form an. Wegen

z = 0 und tanh(0) = 0 liest man aus Glei
hung (6.2) direkt
∂2φ̄R

∂z2
(0) = 0ab. Die Krümmung im Ursprung vers
hwindet also ganz unabhängig von L, was natürli
hdirekt folgt, da φ̄R eine ungerade Funktion ist. Die dritte Ableitung (6.3) vereinfa
ht si
h zu

∂3φ̄R

∂z3
(0) = −vR

m3
R

4

{

1 +
uR

8π
[3η − 2 (α+ ln (mRL))]

}

.Für die Systemgröÿe Lmax erhalte i
h so
∂3φ̄R

∂z3
(0, Lmax) =− vR

m3
R

4

{

1 +
uR

8π

[

η −
(
α

2
+

1

2
ln (mRLmax)

)]

︸ ︷︷ ︸

= 0, siehe Gl. (6.4) +

+
uR

8π

[

2η − 3

(
α

2
+

1

2
ln (mRLmax)

)]} ∣
∣
∣
∣
(6.5) einsetzen

=− vR
m3

R

4

(

3 +
uR

8π
η
)

.Dies ist unglei
h null für alle uR 6= −24π/η ≈ 6580, also für alle interessanten Kopplungs-konstanten. Damit ist die Stelle z = 0, L = Lmax, wie erwartet als Sattelpunkt identi�ziert.Obwohl i
h den exakten Wert von Lmin ni
ht kenne, kann i
h diesen für ein gegebenes u∗Rnumeris
h nähern. In Tabelle 2 sind Lmin und Lmax für die drei in Abs
hnitt 5.3.4 genanntenLiteraturwerte von u∗R angegeben. Lmin liegt für alle Kopplungskonstanten bei etwa einer Kor-relationslänge. Da eine Systemgröÿe L ≈ 1m−1
R eher uninteressant ist und zudem, wie bereits65



6 Diskussion des bere
hneten Pro�lsbei der Bere
hnung von L0 erwähnt, Terme der Gröÿenordnung exp(−
√

3 mRL/2)/
√
mRLverna
hlässigt wurden, die für derart kleine L bereits relativ groÿ sein könnten, ist die genaueKenntnis der exakten Gröÿe von Lmin nur von geringem Wert. Aus diesem Grund widme i
hdem unteren Grenzwert des Intervalls hier keine ausführli
here Untersu
hung.6.2 Di
ke der Grenz�ä
heSpri
ht man über die Di
ke w einer Grenz�ä
he, so muss man si
h zunä
hst auf ein vernünfti-ges Maÿ derselben einigen. Ein sol
hes zu �nden, ist s
hwieriger als es zunä
hst s
heint, und so�ndet man in der Literatur vers
hiedene Varianten (siehe z.B. die entspre
hende Diskussionin [Mü04℄). Einfa
he ad ho
-De�nitionen wie die Halbwertsbreite des Grenz�ä
henpro�ls sindnur für besonders einfa
he Fälle sinnvoll. Dies liegt zum einen daran, dass ni
ht-monotonePro�le den halben Maximalwert i. Allg. mehrmals annehmen können. Zum anderen ist au
hdie Position des halben Maximums ni
ht zwingend eine 
harakteristis
he Gröÿe der Grenz-�ä
he. Mit anderen Worten: Die Form des Pro�ls bleibt weitestgehend unberü
ksi
htigt.Ein weiteres mögli
hes Maÿ für die Grenz�ä
hendi
ke w ist die Wurzel des zweiten Momentes

〈z2〉 bezügli
h einer geeigneten Gewi
htung oder Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte p(z), also
w2 = 〈z2〉 =

∫ ∞

−∞
dz z2p(z). (6.6)Die Brau
hbarkeit einer sol
hen De�nition hängt natürli
h von der Wahl der Gewi
htung

p(z) ab. Bu� et al. verwenden in [BLS65℄ z.B. eine Di
hte
p1(z) ∼ φ′ =

∂φ(z)

∂z
. (6.7)Dur
h die Ableitung wird die Form des gesamten Pro�ls berü
ksi
htigt und das so de�niertezweite Moment gibt verlässli
h an, auf wel
her Breite wesentli
he Änderungen statt�nden,also tatsä
hli
h �etwas passiert�. Für ni
ht-monotone Pro�le stellt si
h diese Wahl aber eben-falls als ungeeignet heraus, da p(z) dann ni
ht positiv de�nit ist. Eine naheliegende Variante,die sowohl die Form des Pro�ls als au
h die Forderung na
h positiver De�nitheit berü
ksi
h-tigt, ist dur
h die De�nition

p2(z) ∼
(
∂φ(z)

∂z

)2 (6.8)gegeben. Angesi
hts des Pro�ls (5.9), wel
hes für Systemgröÿen auÿerhalb des Intervalls
[Lmin, Lmax] ni
ht-monoton ist, ist p2(z) also im Verglei
h zu p1(z) zunä
hst die vernünf-tigere Wahl. Denno
h werde i
h die folgenden Bere
hnungen der Grenz�ä
hendi
ke bezügli
hbeider De�nitionen dur
hführen, wofür i
h hier drei Gründe nennen mö
hte.Erstens ist die De�nition der Grenz�ä
hendi
ke über p1(z) wegen ihrer re
hneris
hen Ein-fa
hheit in der Literatur weit verbreitet und insbesondere bei numeris
hen Untersu
hungengebräu
hli
h. Zweitens ist zunä
hst unklar, ob das Verhalten des Grenz�ä
henpro�ls für Sys-temgröÿen L 6∈ [Lmin, Lmax], also auÿerhalb des Berei
hes monotoner Pro�le, überhaupt66



6.2 Di
ke der Grenz�ä
hephysikalis
h ist oder vielmehr die Begrenztheit des Gültigkeitsberei
hes der gewählten Nähe-rung aufzeigt. Drittens ist der Hauptvorteil von p2(z) gegenüber p1(z), nämli
h die positiveDe�nitheit, im Rahmen der hier dur
hgeführten formalen Störungsre
hnung gar ni
ht gege-ben, was si
h wie folgt erklärt. Das Gradientenquadrat φ̄′2 lautet im Rahmen einer 1-Loop-Approximation
φ̄′2(z) =

(
φ̄′0 + β−1φ̄′1(z) + . . .

)2
= φ′20 (z) + 2β−1φ̄′0(z)φ̄

′
1(z) +O

(
β−2

)
.Nun handelt es si
h bei der Entwi
klung in Ordnungen von β−1 aber nur formal um eine Stö-rungsre
hnung und β−1 ist dabei ni
ht zwingend klein, sondern ledigli
h ein Zählparameterder Loop-Ordnung. Dies führt dazu, dass das Quadrat der Ableitung φ̄(z) bei Verna
hlässi-gung der Ordnung β−2 ni
ht mehr positiv de�nit ist.Bevor i
h im folgenden Abs
hnitt konkrete Bere
hnungen zur Di
ke des Pro�ls anstelle,mö
hte i
h an dieser Stelle an einem kurzem Beispiel verdeutli
hen, wie man mit Hilfe dereher unans
hauli
hen De�nitionen (6.6), (6.7) und (6.8) tatsä
hli
h die Di
ke einer Grenz-�ä
he bestimmt. Dazu führe i
h an dieser Stelle die Bere
hnung für das Cahn-Hilliard-Pro�l

φ0(z) = v0 tanh(m0z/2) dur
h1. Die Ableitung lautet φ′0(z) = (v0m0/2)sech
2(m0z/2). DieNormierung der zugehörigen Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte p1(z) bere
hne i
h damit zu

N
−1

1 =

∫ ∞

−∞
dz φ′0(z) = φ0(z)

∣
∣
∣
∣

∞

−∞
= 2v0und erhalte also

p1(z) = N1φ
′
0(z) =

m0

4
sech2

(m0

2
z
)

.Das zweite Moment ergibt si
h dann dur
h die Integration
〈z2〉1 =

∫ ∞

−∞
dz z2p1(z) =

m0

4

∫ ∞

−∞
dz z2sech2

(m0

2
z
)

︸ ︷︷ ︸

=
8

3m3
0

π2

6

=
π2

3
.

Entspre
hend bere
hne i
h für das zweite Moment bezügli
h p2(z)

N
−1

2 = v2
0

m2
0

4

∫ ∞

−∞
dz sech4

(m0

2
z
)
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=
8

3m0
, siehe Gl. (3.4) =

2m2
0

3
v2
0,

p2(z) = N2φ
′
0(z)

2 =
3

8
m3

0sech
4
(m0

2
z
)1In [Mü04℄ wird das Ergebnis dieser Re
hnung im Rahmen der Faltungsnäherung (2.9) als intrinsis
he Di
ke

w2

intr verwendet. 67
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Abb. 14: Das Cahn-Hilliard Pro�l und seine aus dem zweiten Moment bestimmte Di
ke
w =

√

〈z2〉 bzgl. der Gewi
hte p1(z) ∼ φ(z)′ (hellgrau) und p2(z) ∼ φ′2(z) (dun-kelgrau).und
〈z2〉2 =

∫ ∞

−∞
dz z2p(z) =

3m3
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Das Ergebnis beider Re
hnungen ist in Abbildung 14 eingezei
hnet. Die S
hattierungenmarkieren dabei genau den Teil des Systems, den man na
h der jeweils verwendeten De�nitionals �die Grenz�ä
he� bezei
hnen würde (im Sinne von Abbildung 2 und der dazugehörigenErklärung in der Einleitung). Na
hdem nun geklärt ist, wie die Di
ke eines Grenz�ä
henpro�lstheoretis
h greifbar gema
ht werden kann, werde i
h diese im folgenden Abs
hnitt bere
hnen.6.2.1 Bere
hnung des zweiten MomentesDas zweite Moment bezügli
h p1(z) ∼ φ̄′(z)Die Ableitung des Grenz�ä
henpro�ls na
h z ist gegeben dur
h
φ̄′R =vR

mR

2

{

sech2
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z
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+
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,wobei i
h die Abkürzung
A =

α

2
+

1

2
ln (mRL)verwende. I
h sortiere das Pro�l na
h der Ordnung der auftretenden Terme in β−1 in derForm

φ̄′R = φ′0 + β−1φ̄′1 +O
(
β−2

)mit
φ′0(z) = vR

mR
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2
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) (6.9)68



6.2 Di
ke der Grenz�ä
heund
φ̄′1(z) = vR
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. (6.10)Die Normierungskonstante N1 der auf 1 normierten Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte lässt si
h dannin der Form
N1 =

(∫ ∞

−∞
dz φ̄′R(z)

)−1

=
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)
.s
hreiben, wobei i
h die beiden Integrale mit I, J abkürze. Diese bere
hne i
h zu
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.Nun, da p1(z) bekannt ist, lässt si
h das zweite Moment bere
hnen als das Integral
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6 Diskussion des bere
hneten Pro�lsund
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sech2
(mR

2
z
)]

= vR
mR

2

uR

8π

[

(2A+ η)
4π2

3m3
R

− 3A
8

m3
R

π2 − 6

9
− 2η

8

m3
R

π2

4

]

=
vR
m2

R

uR

8π

[

8A− 4

3
ηπ2

]

.Damit ist das zweite Moment bestimmt zu
〈z2〉1 = m−2

R

[
π2

3
+
uR

8π

(

4A− 2

3
ηπ2

)]

= m−2
R

[
π2

3
+
uR

8π

{

2 (α+ ln(mRL))− 2

3
ηπ2

}]

.Um die Abhängigkeit von der Systemgröÿe L besonders herauszustellen s
hreibe i
h
〈z2〉1(L) = m−2

R

[

const.+ 2
uR

8π
ln (mRL)

] (6.11)mit
const. =

π2

3
+
uR

8π

(

2α− 2

3
π2η

)

.Das zweite Moment bezügli
h p2(z) ∼ φ̄′2(z)Die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte p2(z) ist bis auf eine Normierungskonstante proportional zumQuadrat der Ableitung des Grenz�ä
henpro�ls
φ̄′2(z) = φ′20 + 2β−1φ′0(z)φ̄

′
1(z) +O

(
β−2

)
.Mit den Ableitungen (6.9) und (6.10) lassen si
h die beiden in φ̄′2(z) auftretenden Ausdrü
ke

φ′20 (z) = v2
R

m2
R

4
sech4

(mR

2
z
)und

φ′0(z)φ̄
′
1(z) = v2

R

m2
R

4

uR

8π

[

(2A+ η) sech4
(mR

2
z
)

− 3Asech6
(mR

2
z
)

−

−2η
(mR

2
z
)

tanh
(mR

2
z
)

sech4
(mR

2
z
)]
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6.2 Di
ke der Grenz�ä
heangeben. In erster Ordnung �nde i
h die Normierungskonstante
N =

(∫ ∞

−∞
dz φ̄′(z)2

)−1

=

(∫ ∞

−∞
dz
(
φ′0(z) + β−1φ̄′1(z) + . . .

)2
)−1

=

(∫ ∞

−∞
dz φ′20 (z) + 2β−1

∫ ∞

−∞
dz φ′0(z)φ̄

′
1(z) + . . .

)−1

=

(∫ ∞

−∞
dz φ′20 (z)

)−1

− β−1
2
∫∞
−∞dz φ

′
0(z)φ̄

′
1(z)

(∫∞
−∞dz φ

′2
0 (z) + 2β−1

∫∞
−∞dz φ

′
0(z)φ̄

′
1(z)

)2

∣
∣
∣
∣
∣
β−1=0

+O
(
β−2

)

=

(∫ ∞

−∞
dz φ′20 (z)

)−1
[

1− 2β−1

∫∞
−∞dz φ

′
0(z)φ̄

′
1(z)

∫∞
−∞dz φ

′2
0 (z)

]

+O
(
β−2

)
.Insgesamt ist p2(z) damit gegeben als

p2(z) =

(∫ ∞

−∞
dz φ′20 (z)

)−1
[

1− 2β−1

∫∞
−∞dz φ

′
0(z)φ̄

′
1(z)

∫∞
−∞dz φ

′2
0 (z)

]

[
φ′0(z) + β−1φ̄′1(z)

]2
+O

(
β−2

)

=

(∫ ∞

−∞
dz φ′20 (z)

)−1
[

φ′20 (z) + 2β−1

(

φ′0(z)φ̄
′
1(z)− φ′20 (z)

∫∞
−∞dz φ

′
0(z)φ̄

′
1(z)

∫∞
−∞dz φ

′2
0 (z)

)]

+

+O
(
β−2

)

=:
φ′20 (z)

I
+ 2β−1

[
φ′0(z)φ̄

′
1(z)

I
− φ′20 (z)J

I2

]

+O
(
β−2

)
, (6.12)wobei i
h die die folgenden Abkürzungen verwende:

I =

∫ ∞

−∞
dz φ′20 (z)

J =

∫ ∞

−∞
dz φ′0(z)φ̄

′
1(z).Das Integral I bere
hne i
h analog zu (3.4) zu

I = v2
R

m2
R

4

∫ ∞

−∞
dz sech4

(mR

2
z
)

= v2
R

2mR

3
.Zur Bere
hnung von J zerlege i
h das Integral in drei Teilintegrale.

J = v2
R

m2
R

4

uR

8π

{

(2A+ η)

∫ ∞

−∞
dz sech4

(mR

2
z
)

︸ ︷︷ ︸

=
8

3mR
siehe (3.4)−3A

∫ ∞

−∞
dz sech6

(mR

2
z
)

︸ ︷︷ ︸
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−

− 2η

∫ ∞
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2
z
)
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(mR

2
z
)

sech4
(mR

2
z
)

︸ ︷︷ ︸

=: J2

}

. (6.13)
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6 Diskussion des bere
hneten Pro�lsBei der Bere
hnung der Teilintegrale Ji verwende i
h die Substitution z → ξ(z) = tanh (mRz/2)und nutze aus, dass si
h einige der auftretenden Terme mit Hilfe der Beziehung tanh2 (x) =
1− sech2 (x) auf bereits bere
hnete Integrale zurü
kführen lassen. I
h erhalte so
J1 =

∫ ∞

−∞
dz sech6

(mR

2
z
)

=

∫ ∞

−∞
dz sech4

(mR

2
z
)

︸ ︷︷ ︸

=
8

3mR
, s. o. −

∫ ∞

−∞
dz tanh2
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2
z
)

sech4
(mR

2
z
)

=
8

3mR
−
∫ ∞

−∞
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(mR

2
z
)

sech2
(mR

2
z
)

+

∫ ∞
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dz tanh4

(mR

2
z
)

sech2
(mR

2
z
)2

=
8

3mR
− 2

mR

∫ 1

−1
dξ ξ2 +

2

mR

∫ 1

−1
dξ ξ4

=
32

15mR
, (6.14)und

J2 =

∫ ∞

−∞
dz
(mR

2
z
)

tanh
(mR

2
z
)

sech4
(mR

2
z
)

= −z
4
sech4

(mR

2
z
) ∣∣
∣
∣

∞

−∞
︸ ︷︷ ︸

= 0

+
1

4
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2
z
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︸ ︷︷ ︸

=
2

3mR
siehe (3.4)

=
2

3mR
. (6.15)Eingesetzt in (6.13) ergibt si
h mit den bere
hneten Ji

J = v2
RmR

uR

8π

(
η

3
− 4

15
A

)

.Na
hdem nun I und J bekannt sind, lässt si
h die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte na
h Gl. (6.12)angeben zu
p2(z) =

3mR

8

{

sech4
(mR

2
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)

+

+ 2β−1uR

8π

[(
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2
z
)

−

−2η
(mR

2
z
)

tanh
(mR

2
z
)

sech4
(mR

2
z
)]}Zum Verglei
h mit p1(z) sind beide Gewi
hte in Abb. 15 für vers
hiedene Systemgröÿen72



6.2 Di
ke der Grenz�ä
he
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h der beiden Gewi
hte p1(z) und p2(z) für vers
hiedene Systemgröÿen L.Eingezei
hnet ist jeweils au
h das Produkt z2pi, dessen Integral proportional zumQuadrat der Grenz�ä
hendi
ke w2 ist. Da es nur auf die relative Verteilung desGewi
htes ankommt, sind die Funktionen zur besseren Darstellung skaliert. 73



6 Diskussion des bere
hneten Pro�lsdargestellt. Als Nä
hstes bere
hne i
h das zweite Moment bezügli
h dieser Wahrs
heinli
h-keitsdi
hte. Dieses ist gegeben als
〈z2〉2 =

∫∞
−∞dz z

2φ′20 (z)
∫∞
−∞dz φ

′2
0 (z)

+ 2β−1






∫∞
−∞dz z

2φ′0(z)φ
′
1(z)

∫∞
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′2
0 (z)

−
∫∞
−∞dz z

2φ′20 (z)
∫∞
−∞dz̃ φ

′
0(z̃)φ

′
1(z̃)

(∫∞
−∞dz φ

′2
0 (z)

)2




+

+O
(
β−2

)

=
K

I
+ 2β−1

[
L

I
− KJ

I2

]

+O
(
β−2

)
, (6.16)wobei nun neben den bereits bekannten Integralen I und J no
h zwei weitere, nämli
h

K =

∫ ∞

−∞
dz z2φ′20 (z)

L =

∫ ∞

−∞
dz z2φ′0(z)φ̄

′
1(z)bere
hnet werden müssen. Zuerst integriere i
h

K = v2
R

m2
R

4

∫ ∞

−∞
dz z2sech4

(mR

2
z
)

︸ ︷︷ ︸

=
8

9m3
R

(
π2 − 6

)

= v2
R

2

9mR

(
π2 − 6

)
. (6.17)

Das Integral L lässt si
h wieder in drei Teilintegrale zerlegen:
L = v2

R

m2
R

4

uR

8π

{

(2A+ η)

∫ ∞

−∞
dz z2sech4

(mR

2
z
)

︸ ︷︷ ︸

=
8
(
π2 − 6

)

9m3
R

siehe (6.17)−3A
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=: L1

−

− 2η

∫ ∞

−∞
dz
(mR

2
z3
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2
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sech4
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2
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︸ ︷︷ ︸

=: L2

}

.Mit Hilfe von Maple ([MAP℄) lassen si
h die Li auswerten zu
L1 =

∫ ∞

−∞
dz z2sech6

(mR

2
z
)

=
32π2 − 240

45m3
R

, (6.18)
L2 =

mR

2

∫ ∞

−∞
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(mR

2
z
)

sech4
(mR

2
z
)

=
2

3m3
R

(
π2 − 6

)
. (6.19)Insgesamt ergibt si
h so

L = − vR
mR

uR

8π

{

4A

(
π2 − 15

)

45
+
π2 − 6

9
η

}
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6.3 Gültigkeitsberei
h der ApproximationNun sind alle in 〈z2〉 auftretenden Terme bestimmt. Einsetzen von I, J,K und L in (6.16)liefert das gesu
hte Ergebnis für das zweite Moment:
〈z2〉2 =m−2

R

[
π2 − 6

3
+ β−1uR

8π

(
6

5
(α+ ln (mRL))− 2η

π2 − 6

3

)]

. (6.20)Zusammengefasst s
hreibe i
h die L-Abhängigkeit von 〈z2〉2 als
〈z2〉2(L) = 
onst. +m−2

R β−1uR

8π

6

5
ln (mRL) (6.21)mit 
onst. = m−2

R

[

π2 − 6

3
+ β−1uR

8π

(

6

5
α− 2

(
π2 − 6

)

3
η

)]

. (6.22)Die von den Gln. (6.11) und (6.21) bes
hriebenen Zusammenhänge zwis
hen 〈z2〉 und derSystemgröÿe L sind wohl die wi
htigsten Ergebnisse dieser Arbeit.Zusammenstellung der ErgebnisseDur
h Einsetzen des Ausdru
kes
σ =

2m2
R

uRfür die Ober�ä
henspannung in erster Ordnung s
hreibe i
h die beiden Ergebnisse des letztenAbs
hnittes in der Form
〈z2〉1 =

π2

3m2
R

+
1

2πσ

(

α− π2

3
η

)

+
1

2πσ
ln(mRL) (6.23)

〈z2〉2 =
π2 − 6

3m2
R

+
1

2πσ

(
3

5
α− π2 − 6

3
η

)

+
3

5

1

2πσ
ln(mRL). (6.24)Die beiden zweiten Momente sind in Abbildung 16 dargestellt. Verglei
ht man (6.23) mitGl. (2.5) und (2.9), so sieht man, dass die ln(mRL)-Abhängigkeit genau die von der Ka-pillarwellentheorie vorhergesagte Form besitzt. O�en ist jedo
h no
h die Frage na
h demGültigkeitsberei
h der gewählten Approximation. Diese ist Gegenstand des folgenden Ab-s
hnittes.6.3 Gültigkeitsberei
h der ApproximationGesu
ht ist nun der Berei
h von Systemgröÿen L, in dem die Beziehungen (6.11) und (6.21)- im Sinne einer guten Näherung - gültig sind. Für die De�nition der Grenz�ä
hendi
ke bzgl.

p1(z) ∼ φ̄′R(z) ist das Ergebnis nur innerhalb des Berei
hes Lmin < L < Lmax, also demBerei
h, in dem ein monotones Pro�l vorliegt, verlässli
h. Auÿerhalb dieses Berei
hes besitztdas Pro�l Extrema, so dass es Vorzei
henwe
hsel in der Ableitung gibt. Dann ist au
h p1(z)ni
ht mehr positiv de�nit und damit keine sinnvoll de�nierte Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte mehr.75



6 Diskussion des bere
hneten Pro�ls
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h der beiden zweiten Momente.Wie aus Abb. 15 ersi
htli
h, treten au
h bei p2(z) ∼ φ̄′2R(z) bei L ≈ Lmax Vorzei
henwe
hselauf. Zusätzli
h läÿt si
h der Gültigkeitsberei
h von 〈z2〉2(L) anhand eines weiteren Kriteriumsgrob abs
hätzen. Dazu de�niere i
h als Verglei
hsgröÿe ein �naives� zweites Moment 〈z2〉n(L)bezügli
h einer Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte p̃(z), de�niert dur
h
p̃(z) = Ñ

(
φ′0(z) + φ̄′1(z)

)2
= φ′20 (z) + 2φ′0(z)φ̄

′
1(z) + φ̄′21 (z). (6.25)Die Bezei
hnung �naiv� soll ausdrü
ken, dass in dieser De�nition von p̃(z) das Pro�l φ̄(z) =

φ0(z) + φ̄1(z) als exakt angesehen wird. Im Sinne der Störungsre
hnung ist diese positivde�nite Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte keine sinnvoll de�nierte Gröÿe, da an dieser Stelle nur einTerm der zweiten Ordnung berü
ksi
htigt wird. Der vollständige Ausdru
k von φ̄′2(z) biseins
hlieÿli
h Ordnung β−2 müsste
φ̄′2(z) =

(
φ′0(z) + β−1φ̄′1(z) + β−2φ̄′2(z) + . . .

)2

=φ′20 (z) + 2β−1φ′0(z)φ̄
′
1(z) + β−2

(
φ̄′21 (z) + φ′0(z)φ̄

′
2(z)

)
+O

(
β−3

)lauten, also wird in p̃(z) der Term ∼ φ0(z)φ̄
′
2(z) verna
hlässigt. Denno
h handelt es si
h beidem Moment 〈z2〉n(L) um eine brau
hbare Verglei
hsgröÿe, da es in dem Berei
h, in demeine 1-Loop Näherung sinnvoll ist und damit Fehler zweiter Ordnung verna
hlässigt werdendürfen, weitgehend mit 〈z2〉2(L) übereinstimmen muss.76



6.4 Verglei
h mit Resultaten anderer ArbeitenWie bereits angedeutet, hat das naive Pro�l, dessen Di
ke bere
hnet werden soll, die Gestalt
φ̄n(z, L) = vR

{

tanh
(mR

2
z
)

− uR

8π

[
α

2
+

1

2
ln (mRL)

]
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2
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)

sech2
(mR

2
z
)

+

+
uR

8π
η
(mR

2
z
)

sech2
(mR

2
z
)
}

. (6.26)Analog zum Vorgehen im letzten Abs
hnitt de�niere i
h dieses als 〈z2〉n =
∫∞
−∞dz z

2p̃(z) mitder Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte p̃ aus (6.25). Die explizite Re
hnung ist relativ umfangrei
h,erfolgt aber na
h dem selben S
hema wie die Bere
hnung von 〈z2〉1 und 〈z2〉2 im letztenAbs
hnitt. Aus Gründen der Übersi
htli
hkeit gebe i
h an dieser Stelle nur das Ergebnis anund verweise für die Details auf Anhang B. Man erhält
〈z2〉n =

v2
R

mR
N
{

2
(
π2 − 6

)

9
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8π
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8
(
π2 − 15

)
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α

2
+
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)
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+
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+
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η2+

+
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ln (mRL)

)}} (6.27)mit der Normierungskonstanten Ñ , die über ihr Inverses
Ñ−1(L) =

2

3
v2
RmR

{

1 +
uR

8π

[

η − 4

5

(
α

2
− 1

2
ln (mRL)

)]

+

+
(uR

8π

)2
[
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α
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+

1

2
ln (mRL)

)2

+
π2

15
η2 − 6

5
η

(
α

2
+

1

2
ln (mRL)

)]}de�niert ist. In Abbildung 17 sind sowohl 〈z2〉n als au
h 〈z2〉2 aus Gl. (6.24) eingezei
hnet.Für uR = 14.3 stimmen die beiden Momente 〈z2〉2 und 〈z2〉n im Berei
h von L ≈ 1m−1
Rbis L ≈ 103m−1

R re
ht gut überein. Auÿerhalb dieses Berei
hes verhalten si
h beide Gröÿenqualitativ völlig unters
hiedli
h.6.4 Verglei
h mit Resultaten anderer ArbeitenDie vorliegende Arbeit hat zwei Hauptergebnisse: Die funktionale Form des Grenz�ä
hen-pro�ls φ̄R in Gl. (5.9) und die Angabe der ln(mRL)-Abhängigkeit der Grenz�ä
hendi
ke inden Gln. (6.23) und (6.24). Zu beiden Ergebnissen folgt nun jeweils ein Abs
hnitt, in demein Verglei
h zu entspre
henden Resultaten anderer Autoren gezogen wird. 77
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h von 〈z2〉2 und 〈z2〉n. Eingezei
hnet sind au
h die in Abs
hnitt 6.1 ein-geführten Längen Li. Die gepunktete Linie entspri
ht der Ordnung der Fehler derKoe�zienten Ci und deutet eine weitere Grenze des Gültigkeitsberei
hes seitenskleiner L an.6.4.1 Das Grenz�ä
henpro�lOhta und Kawasaki bere
hnen in [OK77℄ das Grenz�ä
henpro�l in 4 − ǫ Dimensionen, undlösen dazu eine Di�erenzialglei
hung ähnli
h (4.26). Sie erhalten ein Ergebnis der Form
M(z) =

tanh
( z

2L

)

√

1 +
2a

3 + a
sech2

( z

2L

)
,wobei L die Korrelationslänge bezei
hnet und a dur
h

a =

√
3

6
πǫgegeben ist. Im Falle D → 4, also ǫ → 0 geht das Pro�l von Ohta und Kawasaki in dasMean-Field-Pro�l über. Dem Artikel ist eine Notiz der Autoren angehängt, indem sie daraufhinweisen, dass es bei einer Extrapolation zu ǫ = 1 zu einer logarithmis
hen Divergenzkommt, als deren wahrs
heinli
hste Ursa
he sie den Ein�uss von Kapillarwellen identi�zieren.Diese sehen sie ni
ht als intrinsis
he Eigens
haft der Grenz�ä
he an und s
hlagen daher eineUnterdrü
kung der logarithmis
hen Divergenz mittels eines Counter-Termes vor. Als Resultat78



6.4 Verglei
h mit Resultaten anderer Arbeitendieses Vorgehens erhält man eine Näherung des Pro�ls für D = 3 unter Verna
hlässigungvon Kapillarwellen, also gewissermaÿen ein intrinsis
hes Pro�l. Dieses Ergebnis lässt si
h mitdem von mir bere
hneten Pro�l ni
ht verglei
hen, da si
h für dieses kein intrinsis
her Anteilisolieren lässt und unklar ist, bei wel
her Systemgröÿe L der Verglei
h gezogen werden sollte.Eine ähnli
he Re
hnung, abermals in 4 − ǫ Dimensionen, wurde von Jasnow und Rudni
kdur
hgeführt und etwa ein Jahr na
h der Verö�entli
hung des Artikels von Ohta und Kawa-saki publiziert ([RJ78℄). In dieser Arbeit betra
hten sie zwar auss
hlieÿli
h den Fall ǫ → 0,verweisen aber bereits auf eine mögli
he Relevanz der Ergebnisse in drei Dimensionen, alsofür ǫ→ 1. Diese Idee wird von ihnen wenig später in [JR78℄ wieder aufgegri�en, wo sie nundas dreidimensionale Problem angehen. In beiden Arbeiten verwenden sie ein äuÿeres Feldzur Fixierung der Grenz�ä
he. Genau wie i
h verwenden sie den Formalismus der e�ektivenWirkung um eine Feldglei
hung herzuleiten. Das in [JR78℄ vorgestellte Pro�l lautet in derdort gewählten Notation
m(z) = M(z)/Meq = tanh

(
z

ξ

)

+ c1

(
z

ξ

)

sech2

(
z

ξ

)

+ (c2 + c3 ln δλ) tanh

(
z

ξ

)

sech2

(
z

ξ

)

.(6.28)Dabei entspri
ht M(z)/Meq dem φR(z)/vR in dieser Arbeit. Der inversen Korrelationslänge
ξ−1 entspri
ht bei mir die halbe renormierte Masse mR. Genau wie in dem von mir bere
h-neten Pro�l sollen die Koe�zienten dabei proportional zur dimensionslosen Kopplung u sein.Statt des genauen funktionalen Zusammenhanges ci(u) geben Jasnow und Rudni
k die Ko-e�zienten für den Tieftemperatur-Fixpunktwert, den sie zu u∗ = 13.16 wählen, numeris
han:

c1 = 0.217465 c2 = 0.089182 c3 = 0.109975.Dur
h das äuÿere Feld wird eine Lü
ke im Spektrum des Fluktuationsoperators erzeugt, sodass die Nullmode zu einem endli
hen Eigenwert δλ hin vers
hoben wird. Die Gröÿe δλ
harakterisiert demna
h die Stärke des äuÿeren Feldes und �ndet in meiner Arbeit keinedirekte Entspre
hung, was in der unters
hiedli
hen Problemstellung begründet ist: WährendJasnow und Rudni
k eine in der x1− x2-Ebene unendli
h ausgedehnte Grenz�ä
he, also denFall L → ∞ betra
hten und daher wegen (2.6) ein äuÿeres Feld benötigen, wird die Flä
hein der von mir behandelten Problemstellung dur
h ein endli
hes L stabilisiert. Wegen derasymptotis
hen Beziehungen (2.7) bzw. (2.8) sollte si
h das Pro�l von Jasnow und Rudni
kfür kleine Feldstärken δλ so verhalten, wie das von mir bere
hnete Pro�l für groÿe L. Füreinen konkreten Verglei
h s
hreibe i
h mein Pro�l in der Form
φ̄R(z)

vR
= tanh

(
z

ξ

)

+ d1

(
z

ξ

)

sech2

(
z

ξ

)

+ (d2 + d3 ln (mRL) tanh

(
z

ξ

)

sech2

(
z

ξ

)

,wobei die Koe�zienten dur
h
d1 =

uR

8π
η ≈ −0.006000

d2 = −uR

8π

α

2
≈ 0.479617

d3 = −uR

8π

1

2
≈−0.261810 79



6 Diskussion des bere
hneten Pro�lsgegeben sind. Die numeris
hen Angaben sind dabei für den von Jasnow und Rudni
k ge-wählten Wert uR = 13.16 bere
hnet. O�ensi
htli
h unters
heiden si
h die Koe�zienten derbeiden Funktionen. Da dem Artikel keine Details zur Bestimmung der Koe�zienten und zurRenormierung des Pro�ls zu entnehmen sind, ist eine Diskussion der Unters
hiede s
hwie-rig. Für die Di�erenz zwis
hen d1 und c1 habe i
h keine Erklärung, jedenfalls lässt sie si
hni
ht auf den Renormierungsbeitrag zu η zurü
kführen. Lasse i
h diesen weg, so erhalte i
h
d1 = 0.092178, was immer no
h weniger als halb so groÿ wie c1 ist. Für c2 und d2 ist keineÜbereinstimmung zu erwarten, da z.B. dur
h die De�nition von δλ ni
htuniverselle Faktorenaus dem Logarithmus konstante Beiträge ergeben, die genausogut dem Koe�zienten c2 zu-gere
hnet werden könnten. Allerdings müssten si
h zumindest c3 und d3 verglei
hen lassen,da sie das aymptotis
he Verhalten der Kapillarwellentheorie reproduzieren sollten. Dies lässtsi
h anhand der Grenz�ä
hendi
ke überprüfen. Über diese ma
hen Jasnow und Rudni
k keineAussagen, aber da si
h ihr Pro�l nur in den Koe�zienten von meinem Ergebnis unters
hei-den, erhält man das zweite Moment bezügli
h p1(z) für m(z) direkt aus meinem 〈z2〉1, indemman dort die entspre
henden Vorfaktoren austaus
ht. Dadur
h erhalte i
h

〈z2〉JR = const.+
4c3
m2

R

ln (δλ) statt 〈z2〉1 = const.+
4d3

m2
R

ln(mRL).Unter Berü
ksi
htigung der Glei
hungen (2.7) und (2.8) aus der Kapillarwellentheorie mussdeshalb
4c

(CW)
3 m−2

R = − 1

4πσ
und 4d3m

−2
R = − 1

2πσgelten. Wegen (6.23) erfüllt d3 diese Forderung exakt. Für c3 müÿte entspre
hend
c
(CW)
3 = −d3

2
= 0.130905gelten. Tatsä
hli
h liegt das angegebene c3 aber etwa 20% unter diesem Wert. Der Grund fürdiese Diskrepanz lässt si
h ohne weitere Kenntnis der von Jasnow und Rudni
k dur
hgeführ-ten Re
hnung ni
ht �nden. Allerdings bleibt festzustellen, dass m(z) im Gegensatz zu φ̄R(z)die Vorhersagen der Kapillarwellentheorie ans
heinend ni
ht genau erfüllt.Küster bere
hnet 2001 das Grenz�ä
henpro�l unter Benutzung einer lokalen Potenzialappro-ximation bis zur 2-Loop-Ordnung ([Kü01℄, [KM07℄). Bei dieser Methode werden ni
htlokaleBeiträge zur e�ektiven Wirkung verna
hlässigt, so dass insbesondere keine Abhängigkeitenvon der Systemgröÿe auftreten. Ebenso wie das oben diskutierte Pro�l von Ohta und Ka-wasaki handelt es si
h also gewissermaÿen um ein intrinsis
hes Pro�l. Ein direkter Verglei
hmit meinem Ergebnis ist deshalb ni
ht mögli
h.6.4.2 Bestimmung der SystemgröÿenabhängigkeitZur Systemgröÿenabhängigkeit der Grenz�ä
hendi
ke gibt es eine Reihe numeris
her Unter-su
hungen, wel
he i
h meinen Ergebnissen (6.23) und (6.24) gegenüberstellen mö
hte. Dabeihandelt es si
h um Monte-Carlo-Re
hnungen für das dreidimensionale Ising-Modell, wel
henahe der kritis
hen Temperatur universelles Verhalten zeigen und die Ergebnisse der φ4-Theorie reproduzieren sollten.80



6.4 Verglei
h mit Resultaten anderer ArbeitenUm die Ergebnisse verglei
hen zu können, bestimme i
h numeris
he Werte für die Ergebnisse(6.11) und (6.21). Mit den drei in 5.3.4 genannten Werten für die universelle Kopplung u∗Rlassen si
h jeweils sowohl die konstanten Anteile der zweiten Momente als au
h die genauenKoe�zienten der ln(mRL)-Terme numeris
h angeben. Für die De�nition der Grenz�ä
hen-di
ke über den Gradienten �nden si
h die Werte in Tabelle 3, für die De�niton über dasQuadrat des Gradienten in Tabelle 4.Bürkner und Stau�er ([BS83℄) bere
hnen die Grenz�ä
hendi
ke 1983 bei vers
hiedenen Tem-peraturen. Dabei verwenden sie das zweite Moment bezügli
h einer Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte
p(z) ∼ φ′ und �nden eine deutli
he logarithmis
he Abhängigkeit von der Systemgröÿe. Für
T = 0.8TC �nden sie

〈z2〉BS = 2.68m−2
R + 1.28m−2

R ln(mRL).Sieben Jahre später �messen� Mon et al. ([MLS90℄) bei derselben Temperatur ebenfalls eine
ln(mRL)-Abhängigkeit:

〈z2〉MLS = 0.76m−2
R + 1.77m−2

R ln(mRL).Hasenbus
h und Pinn wiederholen die Re
hnung von Mon et al. in [HP93℄ und bestimmendie Grenz�ä
hendi
ke dabei zu
〈z2〉HP = 3.44m−2

R + 1.44m−2
R ln(mRL).Müller bere
hnet in [Mü04℄ die Grenz�ä
hendi
ke sowohl bezügli
h p(z) ∼ φ̄′(z) als au
hbezügli
h p(z) ∼ φ̄′2(z). Ihre Ergebnisse lauten

p(z) ∼ φ̄′(z) : 〈z2〉1,MM = (0.08 ± 0.20)m−2
R + (1.62 ± 0.07)m−2

R ln(mRL)

p(z) ∼ φ̄′2(z) : 〈z2〉2,MM = −(0.56 ± 0.24)m−2
R + (0.92 ± 0.18)m−2

R ln(mRL).Verglei
ht man die genannten Koe�zienten der ln-Terme mit den Ergebnissen aus den Tabel-len 3 und 4, so stellt man fest, dass diese 20−40% niedriger liegen, als die Monte-Carlo-Werte.Diese s
heinbar groÿe Abwei
hung ist in erster Linie auf die Störungsre
hnung zurü
kzufüh-ren. Münster ([Mü90℄) bere
hnete für die Ober�ä
henspannung σ in erster Ordnung einenKorrekturbeitrag, der σ um 24% verringert. Diese Re
hnung wurde in [HM98℄ von Hoppe undMünster auf 2-Loop-Ordnung erweitert, was wiederum zu einer Verringerung um 1% führte.Der mit der Störungsre
hnung verbundene Fehler lässt si
h ni
ht ohne Weiteres abs
hätzen,do
h würde i
h den Koe�zienten der ln(mRL)-Abhängigkeit mit dem 2-S
hleifen-Wert derOber�ä
henspannung bere
hnen, so erhielte i
h z.B. für u∗R = 14.3 ± 0.1 das Ergebnis
〈z2〉1 =const.+ (1.49 ± 0.03m−2

R ) ln(mR)

〈z2〉2 =const.+ (0.90 ± 0.02m−2
R ) ln(mR).Für 〈z2〉1 läge dieser Wert ziemli
h mittig zwis
hen den genannten Monte-Carlo-Werten,für 〈z2〉2 würde er kaum von Müllers Ergebnis abwei
hen. Bedenkt man zudem die groÿeStreuung der Literaturwerte untereinander, so liegt mein störungstheoretis
hes Ergebnis inder erwarteten Gröÿenordnung. 81



6 Diskussion des bere
hneten Pro�lsTab. 3: Numeris
he Ausdrü
ke für das zweite Moment bezügli
h p(z) ∼ φ̄′R.
u∗R 〈z2〉1m2

R

14.3± 0.1 (1.248 ± 0.014) + (1.138 ± 0.008) ln(mRL)

15.1± 1.3 (1.134 ± 0.186) + (1.202 ± 0.104) ln(mRL)

17.1± 1.9 (0.848 ± 0.271) + (1.361 ± 0.151) ln(mRL)Tab. 4: Wie Tab. 3, nun bezügli
h p(z) ∼ φ̄′2R.
u∗R 〈z2〉2m2

R

14.3± 0.1 (0.056 ± 0.009) + (0.683 ± 0.004) ln(mRL)

15.1± 1.3 (−0.013 ± 0.112) + (0.721 ± 0.062) ln(mRL)

17.1± 1.9 (−0.186. ± 0.164) + (0.817 ± 0.091) ln(mRL)Stärker no
h als die Steigungskoe�zienten streuen die 〈z2〉-A
hsenabs
hnitte der angegebe-nen �Geradenglei
hungen� für p(z) ∼ φ̄′(z). Die Ursa
he dafür könnte bei systematis
henFehlern der Monte-Carlo-Re
hnungen liegen. Die entspre
henden A
hsenabs
hnitte in Tabel-le 3 liegen wiederum im Mittelfeld der Verglei
hswerte, so dass zumindest von einer grobenÜbereinstimmung gespro
hen werden kann. Für p(z) ∼ φ̄′2(z) gibt es nur den Verglei
hswertvon Müller. Dieser de
kt si
h im Rahmen der Fehler nur mit meinem Wert für u∗R = 17.1±1.9.Da der Fehler dieses Wertes aber, wie in Abs
hnitt 5.3.4 bes
hrieben, sehr wahrs
heinli
hübers
hätzt ist, ist diese Übereinstimmung mit Vorsi
ht zu genieÿen.Abgesehen von den angegebenen zweiten Momenten gibt es no
h eine weitere Verglei
hsmög-li
hkeit mit den Ergebnissen von Müller. Sie s
hätzt den Kapillarwellen-Cut-O� für 〈z2〉1 auf
(5− 7)m−1

R . Au
h wenn die Einführung eines sol
hen Cut-O�s für die Ergebnisse meiner Ar-beit ni
ht notwendig ist, läÿt er si
h denno
h de�nieren, indem man den konstanten Beitrag
∼ (2πσ)−1 zu 〈z2〉1 (siehe Gl. (6.23)) als negativen Logarithmus eines Cut-O�s l betra
htet.Dadur
h bekommt 〈z2〉1 exakt die aus der Faltungsapproximation bekannte Form (2.9). Man�ndet so

l = exp

(
π2

3
η − α

)

m−1
R ≈ 6.015m−1

R .Die Zuordnung des konstanten Beitrages zum Kapillarwellen-Anteil ist dabei aber völligwillkürli
h und erfolgt nur der Verglei
hbarkeit halber. Ebenso gut lässt er si
h als 1-Loop-Beitrag zum intrinsis
hen Pro�l ansehen. Festzuhalten bleibt aber, dass l genau mit derAbs
hätzung von Müller übereinstimmt.
82



Zusammenfassung und Ausbli
kWie in dieser Arbeit gezeigt wurde, kann die aus der Kapillarwellentheorie ([BLS65℄) vorher-gesagte logarithmis
he Abhängigkeit der Grenz�ä
hendi
ke von der Systemgröÿe L direkt ausder φ4-Theorie, also aus First Prin
iples der statistis
hen Feldtheorie, hergeleitet werden.Dazu wurde in einer Störungsre
hnung mittels der e�ektiven Wirkung das Pro�l der Grenz-�ä
he in 1-Loop-Ordnung bestimmt. Es hat die Form
φ̄R(z, L) =vR

{

tanh
(mR

2
z
)

− uR

8π

[
α

2
+

1

2
ln (mRL)

]

tanh
(mR

2
z
)

sech2
(mR

2
z
)

+

+
uR

8π
η
(mR

2
z
)

sech2
(mR

2
z
)
}mit den Konstanten

α = ln

(
2
√
π

3Γ2 (1/4)

)

+ γ, η =
13

16
− 3

4
ln(3).Um die Di
ke der Grenz�ä
he wurde über das zweite Moment 〈z2〉 bestimmt, wobei zwei ver-s
hiedene Gewi
hte, p1(z) ∼ ∂zφ̄ und p2(z) ∼ (∂zφ̄)2, verwendet wurden. Die resultierendenDi
ken lauten

〈z2〉1 =
π2

3m2
R

+
1

2πσ

(

α− π2

3
η

)

+
1

2πσ
ln(mRL),

〈z2〉2 =
π2 − 6

3m2
R

+
1

2πσ

(
3

5
α− π2 − 6

3
η

)

+
3

5

1

2πσ
ln(mRL).Die Kernaussage der Faltungsnäherung, nämli
h die Beziehung

w2 = const.+
1

2πσ
ln(mRL) (6.29)zwis
hen Grenz�ä
hendi
ke w und Systemgröÿe L stimmt genau mit 〈z2〉1 überein, lässtsi
h also direkt aus der Feldtheorie ableiten ohne auf zusätzli
he Annahmen zurü
kzugreifen.Damit entfällt au
h die mit einer gewissen Willkür verbundene Wahl eines Kapillarwellen-Cut-O�s l. Auf Kunstgri�e, wie sie bisher zur theoretis
hen Begründung der Beziehung (6.29)nötig waren, ist man also ni
ht angewiesen. Stattdessen zeigt si
h eine Theorie aus einemGuss.Für die Zukunft gibt es nun vers
hiedene Perspektiven. Die naheliegendste Mögli
hkeit, dievorliegenden Ergebnisse zu verfeinern, besteht darin, die Störungsre
hnung auf die nä
hsteOrdnung zu erweitern. Zum Grenz�ä
henpro�l tragen dann die 2-Loop-Graphen 83



Zusammenfassung und Ausbli
k
�

x
�

x
�

x
�

x
�

xbei, von denen insbesondere der letzte s
hwierig zu bere
hnen ist.Der Verglei
h mit Monte-Carlo-Daten hat gezeigt, dass die numeris
hen Untersu
hungen of-fensi
htli
h mit groÿen systematis
hen Fehlern zu kämpfen haben. Au
h auf diesem Gebietmüssen also Forts
hritte erzielt werden, um einheitli
he und verlässli
he Ergebnisse zu erhal-ten. Zum direkten Verglei
h mit den hier gefundenen Ergebnissen wären vor allem numeris
heBere
hnungen zu Grenz�ä
hen in der Gitter-φ4-Theorie interessant, da bei diesen der Ein�ussvon Ising-Artefakten ausges
hlossen werden kann.
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A Dimensionen der vorkommenden GröÿenBei umfangrei
heren Re
hnungen ist es nützli
h, die Dimensionen aller beteiligten Gröÿen zukennen.Gröÿen im HamiltonianDie Zustandsumme lautet
Z =

∫

Dφ e
−β
∫

dDxH[φ]
.Der Exponent muss insgesamt dimensionslos sein, so dass wegen [β] = 1

[H] = [V ]−1 = [L]−D (A.1)gilt, wobei V das Volumen und D die Zahl der Dimensionen angibt. Die Hamiltondi
hte istgegeben dur
h
H =

1

2
(∇φ)2 − m2

0

4
φ2 +

g0
4!
φ4 +

3m4
0

8g0
.UmGl. (A.1) zu erfüllen, müssen die einzelnen Bestandteile die folgenden Dimensionen haben:

[(∇φ)2] = [L]−2[φ]2
!
= [L]−D ⇒ [φ] = [L](2−D)/2

[m0]
2 [φ]2 = [m]2[L]2−D !

= L−D ⇒ [m] = [L]−1

[g0] [φ]4 = [g][L]4−2D !
= [L]−D ⇒ [g] = [L]D−4

[m0]
4

[g0]
=

[L]−4

[L]D−4

!
= [L]−D.In Massendimensionen ausgedrü
kt heiÿt das

[φ] = [m](D−2)/2 [g] = [m]4−D.Speziell für D = 3 erhält man demna
h
[φ] = [m](1/2) [g] = [m].Die Koe�zienten Ci und C̃iDie Koe�zienten Ci haben allesamt die Dimension
[Ci] = [L]1−D[m]−1 = [m]D−2. 85



A Dimensionen der vorkommenden GröÿenAus der Beziehung C̃i = (g0/2)v0
∑
Cj folgt

[C̃i] = [g0][v0][Ci] = [m]4−D[v0][m]D−2 = [v0][m]2.Mit v0 =
√

3m2
0/g0 , also

[v0] = [m][m](D−4)/2 = [m](D−2)/2ergibt si
h die Massendimension von C̃i zu
[C̃i] = [m](D−2)/2[m]2 = [m](D+2)/2.Im Falle D = 3 sind die Dimensionen also wie folgt:

[v0] = [m]1/2 [Ci] = [m] [C̃i] = [m]5/2.
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B Bere
hnungen zum naiven MomentEs folgt die detaillierte Bere
hnung des naiven zweiten Momentes 〈z2〉n. Das Pro�l φn(z)lautet
φ̄n(z, L) = vR

{
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.

Die Ableitung dieser Funktion bere
hne i
h zu
φ̄′n(z) = vR
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Damit ist das Quadrat der Ableitung gegeben als
φ̄′n(z)2 = A2 +B2 + C2 + 2AB + 2AC + 2BC, 87



B Bere
hnungen zum naiven Momentwobei i
h die einzelnen Summanden wie folgt bere
hne:
A2 =v2
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, (B.3)
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, (B.5)
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Die Ergebnisse der se
hs Integrationen, die i
h mit Hilfe des Programms Mathemati
a ([MAT℄)dur
hgeführt habe, lauten wie folgt:
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Damit ist das zweite Moment 〈z2〉n vollständig bestimmt: Summation der Ergebnisse von(B.13) bis (B.18), multipliziert mit der Normierungskonstanten Ñ (L) ergibt:
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