Methoden der Spektrumanalyse

Henning Jiirgens






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

1 Theorie der Supersymmetrie

L1 Einfihrung . ... ... .

2 Massenbestimmung

2.1 Effektive Massen . . ... ... ...
22 Maximum Likelihood Verfahren . . . . . . ... ... .. . . .. .. . . .
2.3 lteratives Subtraktionverfahren . . . . .. ... . ... ... .. ...
24 Fits mit Zwangsbedingungen . . . .. .. ... ... ...
2.5 Jackknife Fehlerkalkulation . . . . . . . ... ... .. .. ... ..

3 Auswertung und Ergebnisse

3.1 Grundlegende Konzepte und Datengrundlage . . . . . ... ... ... .. |

3.1.1  Datenbasis . .. .. .. ... ...

10

14

15

16

18



11

INHALTSVERZEICHNIS

3.1.3 Parametrisierung

S»J
-
e

3.2 Die Methode Maximum Likelihood

3.2.1  Gluino-Glue

322 Adjungierte Mesonen

3.2.3  Anmerkungen

3.3 Fits mit Zwangsbedingungen

3.3.1 Imitation des Subtraktionsverfahrens

33.2 Die SEB Methode

3.4 Zusammenfassung . .. .. ... ...

Korrelationskoeffizienten

A.1 Gluino Glue Bindungszustinde

A.2 Adjungierte Mesonen

Literaturverzeichnis

Abbildungsverzeichnis

Tabellenverzeichnis

58

.......................... 5%

..................... 61

64
64

65



Einleitung

Gegenwiirtig werden die Elementarteilchen und ihre fundamentalen Wechselwirkungen, die
elektromagnetische, die schwache und die starke Wechselwirkung, durch das Standardmodell
beschrieben. Sein Erfolg ist beeindruckend, dennoch bleiben einige Fragen ungeklirt. So ver-
mag das Standardmodell zum Beispiel nicht zu erkliren, warum die elemenaren Fermionen in

Form von drei Familien auftreten, Weiter sei noch das sogenannt Hierachieproblem genannt.

Eine der meistbeachteten Erweiterungen des Standardmodells ist das Konzept der Supersym-
metrie. Dieses beschreibt eine Symmetrie zwischen den zwei fundamentelen Teilchengruppen
der Fermionen und Bosonen. Im ungebrochenen Fall giibe es zu jedem Teilchen der einen Fami-
le einen korrespondierenden Superpartner der anderen, welcher sich lediglich durch den Spin
unterscheiden wiirde. Dieses wiirde dann natiirlich insbesondere gleiche Massen der beiden
Parinerteilchen voraussetzen, was in Folge nicht mit dem fehlenden experimentellen Nach-
weis in Einklang zu bringen wire. Das Standardmodell der Teilchenphysik um das Konzept
der Supersymmetrie erweiternde Modelle wie das minimale supersymmetrische Standardmo-
dell (MSSM) implizieren aus diesem Grund eine gebrochene Supersymmetrie. Von besonderem
Intersse sind dabei Theorien, in welchen die Symmetriebrechung im niedrigen Energiebereich
in weicher Form erfolgt. Eine der einfachsten dieser Theorien ist die N = 1 Super Yang-Milis
Theorie.

Das Interesse an der Supersymmetrie gilt unter anderem dem Spektrum der leichtesten Teil-
chen. Dieses kann im Rahmen einer Simulation auf dem Gitter aus dem asymptotischen Verlauf
von Zwei-Punkt Korrelationsfunktionen abgeleitet werden. Die der Simulation entnommenen
Korrelationsfunktionen werden dafiir an ihren theoretischen Verlauf - beschrieben durch die
Massen und Amplituden der einzelnen Anregungszustinde - gefittet.

Im Rahmen dieser Arbeit werden verschiedene Verfahren fiir solche Fits auf ihre Vor- und
Nachteile untersucht. Die zugrundegelegten Simulationsdaten sind dafiir aber nicht neu erstellt
worden, sondern es wird ein Teil der von Roland Peetz, im Rahmen seiner Dissertation 4]
erstellten Daten (neu) ausgewertet.



Kapitel 1

Theorie der Supersymmetrie

1.1 Einfiihrung

Das Konzept der Supersymmetrie stellt eine Erweiterung der reguldren Poincaré Algebra dar.
" Die Generatoren der Raum-Zeit Rotationen und Translationen P* und M*" werden dabei spe-
ziell im Fall der N = 1 Super Yang-Mills Theorie um die vier spinorartigen Generatoren ¢,
erweitert. Genauer LBt sich Q als Majorana-Spinor auffassen, insbesondere gentigt er den Re-

lationen
Q—C0" wnd 0=0'C, (1.1)

wobei wie iiblich C die Ladungs-Konjugationsmatrix bezeichnet. Es ist hiiufig iiblich, die Majorana-

Spinoren Q, in Form zweier Weyl-Spinoren darzustellen:

Ca
C.=1 =24 . {1.2)
( g’ )

Die Super Poincaré Algebra sei an dieser Stelle kurz zusammengefalt:

[PY,PY] = 0
[PUMP0) = i(gPP° — g*OPP)
MHV’MPG [ gHPMVG — MO VP gVPM#G + VG AP
8

[0, P =10,,PF] = 0
00, M"Y = 650
(00,0, = 2P (1.3)
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wobei 6#¥ = L[ yV].

Die supersymmetrischen Teilchen leiten sich aus den irreduziblen Darstellungen der Poincaré
Algebra ab, welche sich mit Hilfe von Casimir-Operatoren darstellen lassen. Die Casimir-
Operatoren sind dadurch definiert, daB sie mit allen Generatoren vertauschen. Im Falle der
gewohnlichen Poincaré Algebra lauten die Casimir-Operatoren

P = ppt
W o= w,wH (1.4)

mit dem Pauli-Lubanski-(Spin-) Vektor W

1
W,y = S Eumpol " MP. (1.5)

Die Verallgemeinerung auf den Fall der Super Poincaré Gruppe ist ausgehend von einer Verall-
gemeinerung des Pauli-Lubanski- Vektors mdglich. Die Weyl-Spinoren Q und O werden dabei
z.B. in der Form

1 _ .
Y= W 2XH mit XM= QoD (1.6)

eingeschlossen. Dabei stellt ?15? eine Verallgemeinerung des Drehimpulses dar, der auch Super-
spinn genannt wird. Die Eigenwerte lauten

N2
Y 1
— 1 = 1 it y=0,-.1.... .
(m) yy+1) mit y 0,51, | (1.7)
Darauf aufbauend lassen sich die Casimir-Operatoren fiir den supersymmetrischen Fall ableiten,
sie lauten:
P2 = pip,
€2 = CuC® mit O =yHpY _yVpu, (1.8)

Fiir die Eigenwerte von €? ergibt sich

1
C*= -2my(y+1) mit y=0,2,1,.. (1.9)

Die irreduziblen Darstellungen der Super Poincaré Algebra lassen sich (im massiven Fall) dann
gerade durch die Masse m einerseits und den Superspin y andererseits charakterisieren. Inner-
halb eines solchen Supermultipletts erfolgt eine weitere Klassifizierung nach den Eigenwerten
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der z-Komponente y* des Superspins %W und den Eigenwerte s° der z-Komponente des Spins

1y :
- W, wobei

1 i
—y<y' <y und s3e{y3—5,y3,y3+§}. (1.10)

Der Fall s = y? ist noch weiter zweifach entartet. Die zwei einfachsten Darstellungen ergeben

sich fiir y = 0 (chirales Supermuitiplett) und y = % (Vektor-Supermuitiplett). Die jeweiligen

Klassifikationen der einzelnen Teilchen soll hier kurz zusammengefalit werden:

Chirales Supermultiplett

Das chirale Supermultiplett setzt sich aus

e einem Spin-3-Teilchen (Dublett)
» einem skalaren Teilchen (Spin 0)

o cinem pseudoskalaren Teilchen (Spin 0)

zusammen, es beschreibt Quarks und Leptonen sowie ihre jeweiligen Superpartner.

Vektor-Supermultiplett

Das Vektor-Supermultiplett setzt sich aus

° zZwel Spin—%-Teilchen (Dublett’s)
e cinem Vektorteilchen (Spin 1, Triplet)

e einem pseudoskalaren Teilchen (Spin 0)

zusammen. Uber das Vektorteilchen kénnen Eichbosonen und ihre jeweiligen Superpartner be-

schrieben werden.

1.2 N =1 Super Yang-Mills Theorie

Die Wirkung der N == 1 Super Yang-Mills Theorie (SYM) dhnelt der Witkung der QCD, sie
beinhaltet aber einen auf den Ausdruck eines (masselosen) Majorana-Fermions (gluino) zu-
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riickzufiihrenden Anteil in der adjungierten Darstellung A. Die (onshell) Wirkung ist durch

i [a
Ssyar = /d4x {ZF;\' (x)Fp (x)+ E?u (x)’prpla(x)} (1.11)

gegeben. Dabel bezeichnet Fj, den Feldstirketensor und D, die kovariante (Superraum-)Ablei-
tung. Die Invarianz der Wirkung unter den supersymmetrischen Transformationen

SAu(x) = —2gM(x)ye
) =~ OwFim(x)e
Sh(x) = éscst#V(x) (1.12)

auf den Feldern kann durch explizite Anwendung bewiesen werden. Dabei ist € ein Grassmann
Spinor Parameter. Durch die Einfithrung eines Massenterms fiir das Gluino

Lsym  — L= Lgyy +mg(AL) (1.13)

wird die Supersymmetrie weich gebrochen (das bedeutet, daB einige wichtige Eigenschaften
wie das Nicht-Renormalisierungstheorem erhalten bleiben).

Zur Beschreibung des Bereichs der niedrigen Energie der N = 1 SYM wurde von Veneziano
und Yankielowicz [1] eine effektive Wirkung vorgeschlagen. Die Darstellung der effektiven
Wirkung erfolgt dabei auf Basis der eichinvarianten und farblosen zusammengesetzten Felder

a a
1y ,quuv

FaFe
Aipa
O Fmhe. (1.14)

Der Ansatz von Veneziano und Yankielowicz wurde von Farrar, Gabadadze und Schwetz zu
einer effektiven Wirkun g weiterentwickelt [2], welche aus zwei chiralen Supermultiplett-Oper-
atoren besteht. Diese Wirkung sagt zwei verschiedene Multipletts voraus. Das schwere Mul-
tiplett simmt mit dem Veneziano—YankieIowicz-Multiplett liberein, es besteht aus folgenden
Teilchen:

e ein pscudoskalares Meson, a — 1)’ genannt

s cin skalares Meson, a — f; genarunt
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e cin Gluino Glue Bindungszustand.
Entsprechend fiir das leichte Multiplett:

e ein 0" Giuebail

e ein 0~ Glueball

o cin Gluino-Glueball-Grundzustand.

Die Massen der Teilchen innerhalb eines Multipletts wiirden bei ungebrochener Supersymme-
trie identisch sein, aber durch die Einfiihrung eines Massenterms fiir das Gluino und die dadurch
resultierende weiche Symmetriebrechung werden die einzelnene Massen des Multipletts aufge-

spalten.



Kapitel 2
Massenbestimmung

Um die Masse eines gebundenen Zustandes im Rahmen einer Simulation auf dem Gitter zu
messen, ist es notwendig, Vakuumerwartungswerte von Funktionen der Eichfelder A(U) zu
berechnen. Im Rahmen der Gitterformulierung reduziert sich der Pfadintegraizu gang,

(AU)) = [ DUe SITA(U), (2.1)
dabei bekanntlich zu einer gewdhnliche Integration:

DU = [TdU,(x). (2.2)
T

Wegen der grofien Anzahl von Freiheitsgraden kommt zu dessen Berechnung nur eine Monte-
Carlo-Simulation in Frage. Um dabei dem scharfen Peak des Faktors e 5¢/r gerechet zu werden,
wird durch cinen stochastischen Prozef} ein Ensemble aus N zufdlligen Feldkonfigurationen
{Uili=1,....N} der Verteilung

p(U;) ~ e Seir (2.3)

erzeugt. Auf dieser Grundlage ergibt sich dann fiir den Erwartungswert von A (U) die Schitzung

1l X
AU) ~A= -A—[):A(U,'). (2.4)
i=1
Die Massen und Amplituden von gebundenen Zustinden, beschrieben durch einen eichfeldab-
hangigen Operator Oy (1), kénnen aus dem Verlauf von Zwei-Punkt Korrelationsfunktionen
der Form

C(Az) = (ST{r -+ A)S(1)) (2.5)
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zu unterschiedlichen Zeitscheibendistanzen Ar abgeleitet werden. Hierbei bezeichnet S{t) den

Zeitscheibenerwartungswert
1
S(t,p=0)=—=Y Ou(¥,t 2.6

bei einem (rdumlichen) Volumen Vs = I2 des Gitters mit (raumlicher) Ausdehnung L. Die
Summation iiber die gesamte Zeitscheibe 7 liefert dabei gerade die Komponenten mit Impuls
p = 0. Durch Einfiigen eines vollstindigen Satzes von Energieeigenfunktionen in (2.5) und
unter Beriicksichtigung periodischer bzw. antiperiodischer Randbedingungen in Zeitrichtung

ergibt sich als Spektralzerlegung

C(At) = |<018(I)|0>|2+Z|(”1S(t)lo>'2€-m”m:i:|(n|ST(t)|O)LZe_m"(T’A’)

~ op Yo (e =) @.7)

Dabei bezeichnet T die (zeitliche) Ausdehnung des Gitters. Es sollte noch angemerkt, daB} der

alternative Zugang
C(ar) = (ST(t -+ A)S() — (STt +a)){S(D) (2.8)

genau zu einem Ausschlufi des méglichen Vakuum Erwartungswertes gy in (2.7) fithren wiirde.
In jedem Fall resultiert durch die Periodizitit des Gitters eine Symmetrie um % welche sich

durch die Umformung

ClAr) = o+ E(Dn g (emn(%—Af) + e—mn(%#m))
n
o+ Y, @ - e 2™ 2-cosh(ma(§ — A1) (+)
- 2.9
0)0+ann'€_%m” .2 -sinh(ma (% — A1) (—)
besonders schon illustrieren Lift. Diese Symmetrie 1aBt sich vermoge einer Zeitsymmetrisicrang

3 1
cao. . C(Ar)lm’_._%] ::5-[C(Az)ic(T4A:)]. (2.10)

ausgenutzen, um das Rauschen des Korrelators zu reduzieren (von jetzt jetzt an moge C (Ar) fiir

die zeitsymmetrisierte Korrelationsfunktion stehen).
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Durch die stirkere exponentieile Dampfung héherer Moden wird der Verlauf der Korrelati-
onsfunktion fiir groBe Zeitscheibendistanzen durch die Beitriige der leichtesten Zustinde des
Spektrums dominiert, im Grenzfall At — oo nur noch durch den Grundzustand:

/ . Py MY
Clary - wp+ oy ke“"*lﬂf :I:e_mI“_A’)). (2.11)

Die unterschiedlichen Ansiitze, aus der Schiéitzung einer Korrelationsfunktion Aussagen iiber die
Parameter ihres theoretischen Verlaufs, also der Massen und Amplituden, zu gewinnen bilden
den zentralen Gegenstand dieser Arbeit und werden im folgenden einfiihrend vorgestellt. Die
Schreibweise von Zeitscheibendistanzen wird dabei vielfach ohne A-Notation erfolgen.

2.1 Effektive Massen

Eine Methode zur Schétzung der Grundzustandsmasse stellt die Kalkulation effektiver Mas-
sen [3} dar. Ausgehend von dem asymptotischen Verlauf der Korrelationsfunktion in (2.11)
(zunéichst unter Vernachliissi gung von ) werden zu einem gegebenen Zeitscheibenpaar (11:,312)
und einer gegebenen zeitlichen Gitterausdehnung T die Losungen m(t; 1, T) und @ des Glei-
chungssystems

(SE+0)81))) = - (e*M(tx,tz,T)n ie—m(r;,tz,T)(T—tl))

(S(t+6)80)) = - (e*m(h#z;T)fz + et :fzaT)(T‘fz)) (2.12)

als effektive Masse (bzw. dessen korrespondierende Amplitude) fiir 1, ,, T bezeichnet. Im Grenz-
fall {1,2, T} — oo entspricht dann die effektive Masse der wahren Grundzustandsmasse. Zur
Losung des Gleichungssystems (2.12) wird, weiter der Darstellung in [3] folgend, das Verhiilinis

(SE+0)S8(1))y e ™I o y—min 0, TY(T—1)

BT SU1)S@) ~ e nlwintTn 1 o= TR (213
unter den Abkiirzungen
T
T = (5 —t), x= e~man.T) (2.14)

definiert. Damit [:Bt sich das Gleichungssystem (2.12) in der Form

riafx R Ex®) = (x40 (2.15)
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schreiben, welche eine einfache numerische Losung fiir x, und damit auch fiir mity, 1, T) =

--logx sowie m) zuldft.

Im allgemeinen Fall von o 7 0 in (2.11) muf} zur Ableitung der drei freien Parameter natiirlich
auch der Wert der Korrelationsfunktion fiir eine dritte Zeitscheibe ausgewertet werden. Fiir den
Fall 3 = (1 + 1) und positiver Randbedingungen fithrt dies bei den gleichen Abkiirzungen

wie oben auf das Gleichungssystem
(r13 — D2 4372 = x5 —x%) = (r;3 — (" 4T —xB T8, (2.16)

welches entsprechend in einfacher Weise eine numerische Losung fir x ermoglicht.

Im Rahmen dieser Arbeit wird durchgingig t; = n + 1 (fiir g = 0), resp. f2 =1, +2 (fiir g #
0) vorausgesetzt. Unter dieser Setzung ist dann natiirlich fiir einen ansteigenden Wert von #
gemiB mit theoretischen Verlauf der Korrelationsfunktion mit einem sukzessiven Absinken der
ermittelten effektiven Massen zu rechnen (durch das Abklingen hoherer Moden). Stabilisieren
sich die Werte von einem gewissen; an, Bt dies dann z.B. darauf schlieBen, dal} der Korrelator

an dieser Stelle stark durch den Term des Grandzustandes dominiert wird.

2.2 Maximum Likelihood Verfahren

Die Standardvorgehensweise zar Analyse des leichtesten Teils des Massenspektrums ist es, die

Korrelationsfunktion an einen Ansatz mit einer kleinen Anzahl von Massentermen p

. 14
) > fln)=wp+ Y o (e*mn’ + e—mn(T~‘)) @17

n=1

zu fitten. Die abzuleitenden Parameter {®;,m; } wurden oben in dem Vektor by zusammengefalt.
Der Fit erfolgt dabei in der Regel auf einem von links eingeschrinkten Zeitscheibenintervall
[tmin. %] Durch sukzessives Erhohen von f;, 16t sich (wie im Falle der effektiven Massen fiir
11) bei ausreichender Datenqualtidt ein Bereich ausmachen, fiir den die Beitrdge hoherer Moden

hinreichend abgeklungen sind, um den Ansatz mit p Termen zu rechtfertigen.

Die Ableitung der besten Fitparamter A* - in Bezug auf die gegebenen Daten - stiitzt sich
gewohnlich auf die Methode Maximum Likelihood. Das Verfahren soll im folgenden motiviert
werden. Dafiir sei an dieser Stelle fiir den Moment unterstellt, daB die im Laufe der Simula-
tion gewonnenen N Schitzer fiir die Korrelationsfunktion {C;(#)} statistisch unabhingig sind.
Mit C (t} sei die (unbekannte) Schitzung (!) der Korrelationsfunktion bezeichnet, die sich im
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Grenzfall unendlich langer Simulationszeit ergeben wiirde:
Cliy= 1 lc-(z) 218
— NS N (2.18)

Die bei einer vielfachen Wiederholung der Simulation, mit einer Jeweils endlichen aber groflen
Anzah! einzelnen Schitzungen N, gewonnenen Durchschnittswerte Z?(T) sind dann unter sehr
milden Voraussetzungen, gemiB dem zentralen Grenzwertsatz, normalverteilt um 6(1‘), und
zwar mit der Varianz

(€ —C)

V1 (2.1
Ferner beschreibt die Kovarianzmatrix
1 -
ol = o1 (C(f)C(t’)* (r)-C(t’))- (2.20)

die Korrelationen zwischen den einzelnen Messungen C(¢) aus der Wiederholung. Genauer

stellen die Korrelationskoeffizienten

Py = 03,;'/(01,1 Oy yr) (2.21)

ein auf [—1,1] skaliertes MaB fiir einen linearen Zusammenhang von C(¢) und C (¢') dar. Die
Verteilung von C(r) schreibt sich mit Hilfe der Kovarianzmatrix zu

PE) e exp (L - E())o, (T - éw). | 02

Die besten Fitparameter A* im Sinne der Methode Maximum Likelihood sind als die dem Mini-
mumn der wohlbekannten GroBe

(R = Y[C) - (.06 2C0 - £ )] (2.23)

1

entsprechenden Parameter definiert:
() = Min (xz (1)) . (2.24)

Die Motivation dafiir liefert ein Blick auf (2.22): Wenn der theoretische Ansatz f (i) richtig ist -
oder andersherum: wenn die vorliegende Gittersimulation keine systematischen Fehler enthilt,
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C(t) also dem wahren Wert der Korrelationsfunktion entspricht - dann 14t sich C(t) durch die

wahren Parameter _iwahr {das Objekt unseres Interesses) beschreiben:

C(t) = f Gowarr(£))- (2.25)

Weiter sind unter diesen Voraussetzungen dann die besten Fitparameter A diejenigen, fiir wel-
che die Wahrscheinlichkeit, unter den gegebenen P gerade die Daten C(t) zu messen / zu
simulieren, maximal wird. Allgemein wird die bedingte Wahrscheinlichkeit, zu gegebenen Pa-

rametern 1 gerade die Daten _CE 7 messen,
- 1 5=
P(CIR) < exp ( —o%*(A) ), (2.26)

auch als Likelihood der Daten bezeichnet.

Das Maximum Likelihood Verfahren ist besser unter dem Namen der Methode der kleinsten
Quadrate bekannt. In der Tat ist es hiufig niitzlich, (2.23) in eine echte Summe von Quadraten
zu iiberfiiren; die Darstellung ist bei Beschreibung zeitlicher Abhingigkeiten als Spaltenvekto-
ren bzw. Matrizen besonders iibersichtlich (ausgedriickt durch eine Notation in fetten Lettern):
Sei 6% = UT U die Cholesky Zerlegung von 6% (wobei U eine obere Dreiecksmatrix bezeichnet)
und R = (UT)~L. Unter den Abkiirzungen

-+ -3

G:=RC ; g(h):=Rf(}) (2.27)

148t sich {2.23) in der Form

@) = [C—t@) o2 [C—1(h)]
= [C—1(A)]"R"RIC —£(R)]
= [G-gh) [G-gl)
— 1G—gM))? (2.28)

schreiben. Im Rahmen der Auswertung wird héufig auch auf das v*-Verfahren als die Methode

Maximum Likelihood verwiesen.

In dem speziellen Fall verschwindener Nichtdiagonalterme der Kovarianzmatrix (2.20) ergibt

sich eine Darstellung der Form (2.28) ohne Transformationen:
M) =[C— M) (2.29)

Ein Ansatz dieser Form wird allgemein (also auch wenn die Nichtdiagonalierme der Kovari-

anzmatrix von null verschieden sind) die gewdhnliche Methode der kleinsten Quadrate - im
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Rahmen der Auswertung auch y2-Verfahren - bezeichnet (Vorsicht: %3, (A) ergibt sich dann im
allgemeinen natiirlich nicht aus (1) durch einfaches Vernachlissigen der Nichtdiagonalele-

mente der inversen Kovarianzmatrix in (2.23)).

Offensichtlich impliziert das x%—Verfahren im Unterschied zum - Verfahren vernachlissigbare
Korrelationen zwischen unseren Schitzern der Korrelationsfunktion zu unterschiedlichen Zeit-

scheibendistanzen.

Bis zu diesem Zeitpunkt wurde die Frage der Varianzen der besten Fitparamter A ausgeklam-
mert. Wenn A] die (unbekannte) Schiitzung fiir den i'ten Parameter bezeichnet, die sich sich
fiir eine unendlich lange Simulationszeit ergibe (analog dem Fall fiir E(t)), schreibt sich die

Varianz-Kovarianzmatrix der besten Fitparameter zu
b= [CIPEIR; -3 ). (230

Unter der Voraussetzung, daB sich %% um das Minimum 7\,}'“- gut quadratisch beschreiben 14ft,

kann diese (wie in [10] nachzulesen ist) durch den Ausdruck
T s dpn]
Ay~ [F (M)o F(x*)] (2.31)
approximiert werden. Dabei wurde die Abkiirzung

. Of(R) (aﬁ-ﬂ)
F(A¥) 1= ot = { 2Ly 2.32
(A*) 5 axj() (2.32)

Lt

verwendet. Die Wurzeln der Diagonalelemente von (2.30) werden héufig als Fit-Fehler (fitting
error) des Einzelparameters l} bezeichnet. Zu ihrer Schiitzung aus den vorliegenden Daten
sowic den besten Fitparametern wird in der Regel die Approximation (2.31) verwendet. Die

Fit-Fehler werden dann in der Setzung (1)

als Approximation flir die gewiinschte Varianz der besten Fit-Parameter verwendet. Es muf

allerdings vor zwei prinzipiellen Unzulinglichkeiten gewamnt werden:

e Aus der Voraussetzung, daB sich x? um das Minimum l;f gut quadratisch beschreiben
146t, resultiert natiirlich insbesondere folgende Tatsache: Unter einer unbedachten Varia-
blentransformation A — A’ sind dic Ausdriicke 2.31 nicht invariant. Die Approximation
(2.31) muf fiir eine Parametrisierung Y erfolgen, fiir welche die obige Voraussetzung gut
erfiillt ist. Daraus sind dann die Varianzen unter der im iibrigen verwendeten (u.U. unter-

schiedlichen) Parametrisierung by gemif} dem Gesetz der Fehlerfortpflanzung abzuleiten.
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o Die Fit-Fehler stellen offensichtlich eine Schétzung der Varianz unter Vernachlédssigung

der Korrelation der einzelnen Parameter A; dar.

Aufgrund dieser Unzuldnglichkeiten werden statt der Fit-Fehler hidufig andere Schitzverfahren
fiir die Varianzen der besten Fitparameter verwendet. Dazu gehort z.B. das Jackknife Verfahren,

welches in 2.5 vorgestellt wird.

Wir hatten oben statistisch unabhéngige Schétzer der Korrelationsfunktion vorausgesetzt. Die-
se Voraussetzung kann z.B. durch Blockbildung erfiillt werden, worauf im Rahmen von 3.1.4

eingegangen wird.

2.3 Tteratives Subtraktionverfahren

Das iferative Subtraktionsverfahren ist in [4] eingefithit worden. Es wurde unter anderem auch

fiir die Analyse der dieser Arbeit zugrunde liegenden Daten verwendet.

Das Verfahren wurde durch folgende Umstidnde motiviert: In vielen Fillen zeigten die Verliufe
von Ein-Massen-Fits klare Hinweise auf starke Restsignale hoherer Zustinde. Gleichzeit ver-

liefen Zwei-Massen-Fits aber durchweg instabil.

Ausgehend von Schitzungen iiber den Grundzustandsterm {®;,m, } auf Basis des Ein-Massen-

Fits wurde der entsprechende Beitrag vom Signal der Korrelationsfunktion abgezogen:
C(Ar) — C(Ar) = C(Ar) — @y - (&MY MT—8)) (2.34)

und fiir das Restsignal C (Ar wiederrum ein Ein-Massen-Fit durchgefiihrt. Der Beitrag der Er-
gebisse dieses Fits {ayp,m; } wurden dann wie in (2.34) wieder vom vollen Signal C{Ar) abge-

zogen und der Prozef iterativ fortgesetzt.

Das Verfahren stoppt beim Erreichen eines Fixpunktes, in diesem Fall wurden die beiden kor-

respondierenden Terme als beste Schiitzungen festgehalten.

Obwohl natiirlich auch das Minimum im x% (dieses war der Ansatz), in jedem Fall einen Fix-

punkt darstellt, verbleiben zwet grundsitzliche Unsicherheiten:

o Das Minimum im %% konnte nicht der einzige Fixpunkt sein und das Verfahren somit die

beste Schitzung verfehlen.

¢ Die Kalkulation der Fehlerbereiche fiir beide Terme mull bei abgezogenem Signal des
anderen Terms erfolgen, Korrelationen zwischen den beiden Termen bleiben also un-
beriicksichtigt und der wahre Fehler wird unter Umstinden stark unterschétzt.
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2.4 Fits mit Zwangsbedingungen

GroBe Aufmerksamkeit haben in der jiingeren Vergangenheit Verfahren von Fiis mit Zwangs-
bedingungen (constrained fits) auf sich gezogen |6, 7]. Sie lassen sich im Rahmen der Bayes’en
Statistik motivieren.

In Ubereinstimmung mit der einschligigen Literatur soll im folgenden D fiir die Gesamtheit
der vorliegenden Daten stehen, ferner sei die Gesamtheit der Fitparameter wieder mit A; =
{@;,m;} zusammengefalt. Im Rahmen von 2.2 war bereits der Likelihood der Daten D als die
Wahrscheinlichkeit, unter gegebenen Parametern i gerade die Daten D zu messen, eingefiihrt

worden;
P(D|}) o< exp ( —%xz) . (2.35)

Die besten Fitparameter im Sinne der Methode Maximum Likelehood waren gerade als dieje-
nigen definiert worden, fiir welche der Ausdruck (2.35) maximiert wurde. Der Bayes’e Ansatz

dreht diese Beziehungen gerade um: Die besten Fitparameter werden ais diejenigen ciéﬁniert,

fiir welche die posterior Wahrscheinlichkeit P(XID) maximal wird. Mit Hilfe der, aus den ele-
mentaren Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsrechnung folgenden, Relation '

P(MD)P(D) = P(AND)
= P(DR)P(L) (2.36)

laBt sich das Bayes'e Theorem der bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir eine Darstellung der

Posterior Wahrscheinlichkeit ausnutzen:

P(D[R)P(R)
P(D)
PDR)P(L)
JdAP(DIR)P(R)
P(D|R)P(R)
P(D)
P(D{A)P(A), (2.37)

POUD) =

R

wobei die Normierung | d_iP(i!D) = I unterstellt wurde. Die a priori Wahrscheinlichkeit, daB
spezielle Parameter A in Abwesenheit Jeglicher Daten korrekt sind, P(i), wird auch als Prior
Wahrscheinlichkeit oder kurz Prior bezeichnet. Das Bayes’e Theorem 146t sich also als Poste-
rior Wahrscheinlichkeit o< Likelihood x Prior Wahrscheinlichkeit zusammenfassen,
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Zur weiteren Motivation muB der sehr spezielle Fall unterstellt werden, daf3 bereits vor der
Messung (a priori) Wissen iiber die korrekten Parameter A; ~ i,i + &, vorliegt und dic Prior
Wahrscheinlichkeit normalverteilt ist:

LAY
1,2 A — N
D) o g~ 2Xeug it vz, =Yy (—lw.w—l)—
=/ pFLOF i 61
A

(2.38)

P(A
AN

i

Daraus resultiert dann ein, im Vergleich mit der Methode Maximum Likelihood um den additi-

ven Zusatzterm xfm-or erhohter (augmented), Minimierungsansatz:

2

xz - Xiug = x2 + X prior: (2.39)
Die Zwangsbedingungen in Ypyior dienen aus technischer Sicht zunéichst einer Stabilisierung
des Fits: Der Algorithmus favorisiert Werte um die zentralen Schitzungen X,;. Angestrebt wird
dann ein Fit auf dem vollstindigen Zeitscheibenintervall, ohne da3 eine Grenze variiert wird.

Stattdessen wird die Anzahl der beriicksichtigten Terme sukzessive erhoht.

Die zur obigen Motivation getroffene Annahme eines echten a priori Wissens {iber die korrekten
Fitparameter A; ~ At &y, ist natiirlich in den wenigsten Fiillen gegeben - derartige Schitzungen
sind ja gerade das Ziel entsprechender Messungen. So muB klar betont werden, daf die Moti-
viation zur Anwendung von constrained fits sicherlich gerade umgekehrt in der technischen
Stabilisicrungswirkung der Zwangsbedingungen liegt. Ziel ist es, die vorliegenden Daten tiber
die Korrelationsfunktion vollstindig - d.h. alle Zeitscheibendistanzen einschlieflend - auszunut-

Zen.

Hiufig werden auch die Daten selbst dafiir genutzt, entsprechende Prior-Informationen abzu-
leiten und diese im Anschluf zur Auswertung der gleichen Daten zu nutzen. Ein entsprechen-
der Ansatz verletzt dabei natiirlich in jedem Fall den Bayes’en Zugang. Ein Beispiel {iir eine
derartiges Verfahren stellt die Sequential Empirical Bayes Method (SEB) [8] dar. Ausgehend
von einem Ein-Massen-Ansatz ohne Zwangsbedingungen auf einem Zeitscheibenintervall mit
linker Grenze t; werden dabei in einem graduelle, iterativen Verfahren nach und nach immer
groBere Zeitscheibeniniervalle mit linken Grenzen #,#3, ...ty = 0 untersucht: Zwischen jedem
Schritt des Verfahrens wird dabei die Anzahl der betrachteten Massenterme um eins erhéht und
die Fitergebnisse des vorangegangenen Schrittes dienen als Zwangsbedingungen. Das genaue

Verfahren wird im Rahmen der Auswertung an einem Beispiel detailliert erklart.

2.5 Jackknife Fehlerkalkulation

Die Jackknife Fehlerkalkulation [3] offeriert die Moglichkeit der Fehlerschitzung fir sekundére
GroBen, beispielsweise fiir die aus einem Fit resultierenden Parameter. Alle in dieser Arbeit an-
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gegebenen Fehler sind , soweit nicht ausdriicklich auf das Gegenteil hingewiesen wird, Jackknife-
Fehler.

Liegen fiir eine primire Grifie A; msgesamt N Messwerte vor, so bezeichne AJK den Durch-
schnittswert des Samples bei einem Streichen des Wertes Ay

A = —— NI LA (2.40)
n#j

Darauf aufbauend definiert sich die Jackknife- Schiitzung einer sekuniren GroBe y(A) zu y’ L
¥(A7%). Der Durchschnitt betréigt

N
W = Ey(AJ(.JK)). (2.41)

79 =

\!Mz

In natiirlicher Weise ergibt sich als Varianz der J ackknife-Schitzung:

2

1 .
5 Z (JK)_ y(Jf())z (2.42)

1:

( (JK))_

-



Kapitel 3
Auswertung und Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die numerischen Ergebnisse dieser Arbeit dargestellt. Ziel dieser
Arbeit ist ein methodischer Vergleich der verschiendenen Ansitze fiir Fits an Korrelationsfunk-
tionen; Abweichungen bzw. Verbesserungen gegentiber der Analyse in [4] werden ausfiihrlich
diskutiert.

Zunichst erfolgt eine Einfithrung in die dieser Arbeit zu Grunde liegende Datenbasis und ei-
nige vorbereitende Konzepte. Die Auswahl orientiert sich dabei nach der Niitzlichkeit fiir die
weiterfilhrende Diskussion. Im Anschlufl werden Fits nach der Methode Maximum Likelihood
Anwendung zur Analyse der Massenspektren Anwendung finden. Es folgt cine Betrachtung
von Fits mit Zwangsbedingungen, namentlich wird die SEB Methode ausfiihrlich diskutiert.

3.1 Grundlegende Konzepte und Datengrundlage

3.1.1 Datenbasis

Die fiir diese Arbeit zu Grunde gelegten Daten (Korrelationsfunktionen) sind von Roland Peetz
im Rahmen seiner Dissertation [4] auf einem Gitter der Gréfie V = 16 x 32 simuliert worden.
Es werden an dieser Stelle die Korrelationsfunktionen von insgesamt drei Teilchen ausgewertet:
Einem Gluino-Glue-Bindungszustand sowie den beiden adjungierten Meson @ — 1 und a — fo.
Diese drei Teilchen bilden gerade das in 1.2 beschriebene (schwere) Veneziano-Yankiclowicz-
Multiplett.

Zu jedem Teilchen bestanden die vorhandenen Simulationsdaten aus einem Sample von einzel-
nen Korrelationsfunktionen C;(Ar), abgeleitet aus entsprechenden Ensemblen von Konfigura-

tionen. Die Simulationsparameter lagen bei B = 2,3 und « = 0, 194 sowie a ~ 0,06 fm(a™! =~

18
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3,3GeV). Fiir weitere Details der Simulation wird auf die sehr ausfiihrliche Darstellung in [4]

verwiesern.

Die Korrelationsfunktion des Gluino Glue Bindungszustandes 148t sich in der Form i4]
CH(Ar) = €1 (A1)8% 4+ (Aryy®, (3.1)

schreiben; wobei die beiden Komponenten € (At) und Gy (Ar) unterschiedliche Periodizitit auf-
weisen. In der Praxis wuarden die beiden Komponenten bereits wihrend der Simulation, durch
Spurbildung im Dirac-Raum, separiert. Insgesamt lagen jeweils 3879 Schiitzungen fiir beide

Komponenten
Gi(Ar) = 4ac(a) = Tr[1C(Ar)] (=) resp. (3.2)
CplAt) 1= 4G(An) = TriwC(Ar)] (). (3.3)
VOr.

Die Struktur der Korrelationsfunktionen der adjungierten Mesonen a - 1’ und g — Jo besteht
aus einem verbundenen (1 loop} und einem unverbundenen Anteil (2-loop) [4]:

C(Ar) = C2~loop(Af) -2 Cl—loop(m)- (3.4)

Beide Komponennten waren jeweils separat fiir jede Konfiguration des Ensemble gemessen und
auch gespeichert worden, sie wurden dann im Rahmen dieser Auswertung konfigurationsweise
kombiniert. Der unverbunden Anteil des hier zugrundegelegten Korrelators war mit einer ver-
besserten Version der Volume Source Technique (IVST) [9] und der verbundene durch Inversion
der Fermionenmatrix Q gemessen worden. Die im Rahmen der Simulation gespeicherten Kon-
figurationen waren entsprechend der gemessenen Autokorrelationszeit Tint (Amin) voneinander
getrennt worden. Insgesamt lagen 218 Konfi gurationen vor.

In jedem Fall wurde die jeweilige Symmetrie des Korrelators um % im Rahmen einer Zeitsym-

metrisierung ausgenutzt;

[Gilan) +G(T - Ar)]. (3.5)

2| =

éi(m)l[(),._.,T] — CJ(At)[[O,...,%] =

Auf dieser Grundlage wurden dann die zentralen Schitzungen berechnet:

Clan) = — Y ciar), (3.6)

wobei N,; die Sample-GroBe bezeichne.
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3.1.2 Binning

Im Fall der adjungierten Mesonen a — 1’ und a — fp verifizierten Testrechnungen, daf} die einzel-
nen Konfigurationen hinreichend unkorreliert waren (auch mit Hinblick auf die Fehlerrechnung
fir die sekundidren Grofen, e, die Fitparameter). Die Kovarianzmatrix konnte so auf Basis der

gesamten Simualtionsdaten berechnet werden:

(52 = !
Ar At
NESI - 1

(CanC(Ar') - C(Ar) - C(AL)). (3.7

Der Fail der Gluino Glue verlangte ein wenig mehr Aufmerksamkeit, weil die nacheinander
gespeicherten Korrelatoren stark korrelierten. Dem Verfahren der Blockbildung (binning) ent-
sprechend, wurden jeweils B aufeinander folgende Messungen in einen Block gemittelt und
die resulticrenden Sampledurchschnitte der Np Blocke als separate Messungen behandelt. Die
Tabelle 3.1 zeigt die Ergebnisse fiir den Vertrauensbereich des Mittelwertes der Korrelations-
funktion bei ansteigender BlockgroRe. Im Rahmen dieser Arbeit wurde stets mit einem Wert
von B = 90, also Ng = 43 vermutlich unkorrelierten (Sample-)Korrelationsfunktionen fiir das

Gluino Glue gerechnet.

Es muf bemerkt werden, daB dieses Vorgehen sich bereits von der Analyse in {4] unterschei-
det. Programmierseitig wurde dort die Blockbildung nur zur Ableitung der Fehlerschiitzungen
fiir die Fitparameter implementiert (und nicht zar Fehlerschitzung fiir die Korrelationsfunktion
selbst). In zweierlei Hinsicht resultierten daraus sysiematische Fehler. Zum einen wurde offen-
sichtlich das Signal-Rauschen-Verhaltnis falsch eingeschiitzt (der Faktor %‘% in Tabelle 3.1
zeigt die GroBe des Fehilers!. Daraus resultiert zweitens aber auch eine falsch geschétzte Struk-
tur von x}), weil die Faktoren % fiir unterschiedliche Zeitscheibenintervalle nicht konstant
sind. In der Folge werden die Fitergebnisse verfalscht. In der Tat konnten diese Differenzen auch
aufgelost werden, sie waren aber in jedem Fall sehr kiein im Vergleich mit den angegebenen

statistsichen Fehlern und sollen hier nicht weiter diskutiert werden.

3.1.3 Parametrisierung
Im Rahmen der Programmierung des Minimierungsproblems wurde durchgéngig auch eine Pa-

rametrisierung der Form €; := \/m; and ¢; 1= /;, zurlickgegriffen, um positive Werte fiir die

Massen und Amplituden der Zustinde zu erzwingen. Der Ansatz lautet also

N
C(AI) = Wyt Z ;- (eimfm + e—m,—(TfAI))
i=1

IVgi. Abb. 3.1 auf S. 24 in Kombisation mit [4, Figure 4.10 on page 59].
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Gluino Glue, Tr{Cgyy)
Geschiitze Standardabweichungen
~ Op=] Op-24 Op—45 Op—a3 Op—ay Gp_
A | G Tr{Cagn) (Np =3879) | (N5 =161) | (N5 =384) | (Np=57) | (Np=43) | Gocr’
1| 413824 0.23% | 040% | 050% | 059% | 061% | 2.6
21 149569 0,36% | 0,64% 0.79% 0,93% 0,97% 2,7
30 0,63993 0.54% | 0,93% 1.12% 1,30% 1,34% 2,5
41 0,29806 0,79% L41% 1,67% 1,82% 1,78% 2,3
S 0,14227 1L25% | 2,18% 2,60% 2.80% 2,75% 2.2
61 0,07351 L77% | 2,69% 3,08% 3,23% 3,38% 1,9
7 0,03782 2,65% | 3,86% 4,49% 4,76% 4,98% 1,9
81 002150 3,60% | 5,62% 6,54% 7,03% 7,22% 2,0
91 0,01271 471% | 7,60% 8.64% 9.35% 9,43% 2,0
10§ 0,00837 5,59% 8.57% 9.73% 9.98% | 10,19% 1,8
11| 0,00636 3.75% | 9,05% 971% | 10,24% | 10.21% 1,8
12§ 0,00331 8,82% | 13.45% 14,45% | 15,42% | 15.39% 1.8
131 000216 10,79% | 16,09% 18,63% | 18,46% | 19,50% 1,8
14 | 0,00139 1478% | 26,32% | 30,60% | 31 29% | 32,90% 2,2
15 . 0,00111 17,88% | 31,52% | 37,66% 41,76% | 44,10% 2,5
16 | 0,00101 22,58% | 36,32% | 41.25% 44.38% | 47.67% 2,1
Gluino Glue, Tr[Czg1]
Geschiitze Standardabweichungen
~ Op=1 Op=24 OB=46 OB=68 Op=90 Gp-
A | 3 Tr{Cael] (Ny = 3879) | (Np= 161} | (Ny=84) | (Ny=57) | (W = 43} 5?9:910
0} 18,88883 0,20% 0,34% 0,43% 0,50% 053% | 2.6
1 1,67669 0,46% 0,97% 1,24% 1,46% 153% || 3,3
20 0,78466 0,59% 1,26% 1,58% 1,88% 190% | 3.2
30 035630 0,85% 1,67% 2,03% 2,43% 2,53% | 3,0
4l 0,16917 1,29% 2,53% 3,02% 3.29% 340% | 2.6
510 007793 2,16% 3,80% 4,28% 4,36% 442% | 2,0
6 || 0,03634 3.41% 5,14% 5.68% 5.80% 5,94% 17
7 0,01603 5,99% 5,01% 9,54% 9,64% 9.91% 1.6
8| 0,00065 7,79% 12,25% 14,13% | 15,80% | 17.01% 22
91 0,00645 9,14% 14,97% 17,05% | 16,37% | 17.37% 1,9
10 0,00434 10,54% 16,86% 18.24% | 17,84% | 18.68% L8
11} 0,00344 10,38% 16,41% 17,55% | 18,89% | 19,68% 1,9
12 || 0,00135 2827% | 33.03% | 35,56% 39.45% | 41,01% L9
13 1 0,00101 22,67% | 31,45% | 35,68% 39,46% | 38,06% 1,7
14 i 0,00076 23.69% | 36,30% | 40,10% 41.39% | 4131% 1,7
15| 0,00057 24,69% | 35.63% | 40,25% 41,53% | 45,22% 1,8
16 | 000007 | 320,60% 328,37% | 362,58% | 338,44% 370,87% 1,1
Tabelle 3.1: Geschiize Standardabweichungen der Gluino Glue Korrelationsfunktion.
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N
s c%+ E - (e’ggm :i:e_sfz(T’At)) , (3.8)
i=1

wobei N gerade der Anzahl der in Betracht genommenen Terme entspricht. In diesem Punkt
T

idet sich die Wah! von derjenigen in [4] ernent, wo die Paramefrisierung

v L L Daidalll

g =M ; € i=+20; e~ 3.9
entsprechend des Ansatzes

(wg+) LY, & -cosh (e? (L — Ar)) (+)
C{Ar) =: . (3.10)
(@o+) TN, & -sinh (€2 (£ — A1) (=)

gewihlt wurde. Der Ansatz (3.8) schlieBt explizit den Fall eines von null verschiedenen Vaku-
umerwartungswertes @ ein. Auf diese Moglichkeit wurde wenigstens in jedem Fall getestet,
lieferten entsprechende Fits wg = 0, so wurde der Parameter fiir die weitere Auswertung aber

verworfen.

3.1.4 Numerische Methoden

Im Rahmen der Fitprozeduren wurde durchweg ein Levenberg-Marquandt-Solver mit Ablei-
tungen zur Losung der Minimierungsaufgaben verwendet, welcher mit Hile der GNU Scientific
Libary (GSL, [5]) implementiert wurde.

3.2 Die Methode Maximum Likelihood

Die Auswertung strukturiert sich wie folgt. Es werden zuniichst die beiden Komponenten der
Gluino Glue Korrelationsfunktion Cy (Ar) and Cy,(At) betrachtet, gefolgt von den zwei adjun-
gierten Mesonen @ —1)’ and a — fo. Einige technische Aspekte werden separat in 3.2.3 behandelt.

Fiir jede einzelne Korrelationsfunktion wird wie folgt vorgegangen. Es werden die effektiven
Massen sowie Fin-Massen- und Zwei-Massen-Fits an ein Intervall [f,, %], mit dem variablen
Startpunkt £, gezeigt. Im AnschluB erfolgen Fits an den vollen Datenbereich (f,;, € {0,1})

bei einem sukzessiven Frhohen der Anzahl der betrachteten Terme N im Ansatz (3.8).

In jedem Fall werden die Ergebnisse fiir die x> als auch die x% Minimierung gezeigt. Die kalku-

lerten Korrelationskoeffizienten pas, an = Gif / (6a:0a;) der Korrelationsfunktionen finden



3.2 Die Methode Maximum Likelihood 23

sich im Anhang A 2.

3.2.1 Gluino-Glue

Fir die Gluino-Glue Bindungszustinde bestitigt die explizite Beriicksichtigung eines Vakuum-
Erwartungswertes in jedem Fall ein (im Rahmen der Fehlermessung) mit @y = 0 kompatibles
Signal. Entsprechend wurde fiir alle im folgenden aufgefiihrten Ergebnisse wie oben beschrie-
ben der Summand c(z) im Ansatz (3.8) vernachlissigt.

Cy, {Ar)-Komponente

Abbildung 3.1 zeigt die Cy,(Az) Komponente der Gluino-Glue Korrelationsfunktion, einen er-
sten Eindruck von den der Datenqualitét und den lokalen Eigenschaften des Korrelators ver-
mitteln die effektiven Massen (Abbildung 3.2). Der Verlauf der ermittelten Werte, vom linken
Rand (7; = ) zu groBeren Zeitscheibendistanzen tibergehend, entspricht den theoretischen Er-
wartungen: Durch die stirkere exponentielle Dadmpfung der schweren Moden des Spektrums
wird die Korrelationsfunktion zunehmend von dem Beitrag des Grundzustandes dominiert - die
effektive Masse sinkt entsprechend zunéchst stark ab und fluktuiert schlieBlich auf konstantem
Niveau.

Im Gegensatz zur Katkulation der (lokalen) effektiven Massen beriicksichtigen die (globalen)
Ein-Massen-Fits aus Abbildung 3.3 das gesamt Zeitscheibenintervall von einem Startwert Bnin
aus bis zum rechten Rand 7 /2 = 16. Die gefitteten Werte sind folgerichtig (durchgehend fiir
Imin < 8) Kleiner als die gemii £ = t,,,;, zuzuordnenden effektiven Massen, weil der Fit in jedem
Fall den durch den Grundzustand dominierten Bereich der Korrelationsfunktion einschlieft.
Dennoch ist in beiden Fillen der nur einen Massenterm einschlieBende Ansatz natiirlich nur
geeignet, das asymptotische Verhalten des Korrelators zu beschreiben. Die generelle Heraus-
forderung illustriert sich an diesem Beispiel besonders deutlich: Fiir kleine Werte von tinin Wird
ein Grofteil der Datenbasis beriicksichtigt, dies resultiert zwar in geringen statistischen Fehlern
der besten Fitparameter, diese sind allerdings aufgrund des unzulinglichen Ansatzes systema-
tisch falsch. Um eine belastbare Schiitzung fiir die Grundzustandsmasse zu gewinnen, muB 1,,;,
gro genug gewihlt werden, daBl die abgeleiteten statistischen Fehler mdigliche systematische
Fehler tiberdecken. Es ist tiblich, aus dem Verlauf der gefitteten Massen fiir anwachsende Werte
VO Iy, ein Plateaubereich abzulesen. Die subjektive Wahl des Autors wird im Rahmen dieser
Arbeit durchgehend durch gestrichelte Linie in den entsprechenden Graphen verdeutlicht.

Im vorliegenden Fall bilden die Ergebnisse des Ein-Massen-Fits ein gut zu identifizierendes

*Die Konelationskoeffizienten erlauben eine intuitivere Beurteilung der Korrelationen zwischen C{Ar} und
C{Ar") als die Kovarianzmatrix selbst.
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Gluino-Glue, Tr{Cgg7o]

Korrelationstunktion Effektive Massen
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Abbildung 3.1: Gluino-Glue Abbildung 3.2: Effektive Massen der
Korrelationsfunktion Cy,. Gluino-Glue Korrelationsfunktion Cy,.

Plateau. Der Grundzustand scheint den Korrelator allerdings erst fiir relativ hohe Zeitscheiben-
distanzen Af zu dominieren. Ein ersten Hinweis auf die Ursache vermitteln die Zwei-Massen-
Fits, fiir welche in Abbildung 3.4 auch die gefitteten Amplituden aufgetragen sind: Die Ampli-
tude des Grundzustandes ist um mindestens eine Gro8enordnung kleiner als die Amplitude des

ersten angeregten Zustandes.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daBl die vorgesteliten Zwei-Mass-Fits eine starke Ver-
besserung gegeniiber der fritheren Auswertung in [4] darstellen: Obwohl diese auf der gleichen
Datenbasis erfolgte, konnten zuvor in keinem Fall stabile Ergebnisse auf Grundlage eines echten
Zwei-Massen-Fits gewonnen werden. Der Grund fiir diesen Unterschied hingt mit den jeweils
gewihlten Parametrisierungen (3.8) und (3.9) zusammen, dieser Punkt wird in 3.2.3 ausfiihrlich
diskutiert. Da allerdings das iterative Subtraktionsverfahren auch in [4] Ergebnisse fiir einen
Zwei-Massen-Ansatz geliefert hat, ist an dieser Stelle erstmalig eine Gegeniiberstellung des
Fixpunktverfahrens mit einem echten Zwei-Massen-Fit méglich. Zu vergleichen ist dabei [4,
Abb. 4.20, Seite 66] mit den hier vorliegenden FErgebnissen auf Grundlage der yp—Minimierung
im linken Teil von Abbildung 3.4: Fiir beide Verfahren stimmen die ermittelten Massen m; und
my sehr gut iiberein, die im Rahmen des Fits berechneten statistischen Fehler sind allerdings

entscheident groBer - in etwa um einen Faktor 2. Die bestitigt die bereits gefiuBerte Vermutung,
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Abbildung 3.3: Ein-Massen-Fit an die Gluino-Glue Korrelationsfunktion Cro-

daf} das Subtraktionsverfahren die statistischen Fehler (durch die notwendige Vernachlissigung
der Kopplung der beiden Massenterme) systematisch und stark unterschitzt,

Bis zu diesem Punkt wurden die Unterschiede zwischen dem Ansatz einer Y3~ resp. % 2-Mini-
mierung, also einer Vernachlissigung bzw. expliziten Beriicksichtigung der Korrelationen zwi-
schen unseren Schitzern der Korrelationsfunktion zu unterschiedlichen Zeitscheibendistanzen,
aus der Diskussjon ausgespart. Die Ergebnisse unterscheiden sich qualitativ, insbesondere fiir
den Zwei-Massen-Fit. Dabei scheint der x%)—Ansatz eher die erhofften Ergebnisse zu liefern:
Bereits ab einem Wert von tmin = 2 stabilisieren sich die gefitteten Werte fiir beide Massen und
bilden ein gut ablesbares Plateau. Eine ergebnisseitige Betrachtung greift allerdings notwendi-
gerweise zu kurz. Es sei daran erinnert, daB Fits auf Basis des x%)—Ansatzes implizit unkorrtierte
Schitzer von C(At) zu unterschiedlichen Zeitscheibendistanzen voraussetzen. Bereits ein kurz-
er Blick auf die Korrelationskoeffizienten in Tabelle A. | verdeutlicht, daf diese Voraussetzung
nicht gegeben ist. Im Gegenteil: Die Korrelationen sind, insbesondere fiir benachbarte Zeit-
scheibendistanzen sehr stark (positiv), sie reichen zum Tei} nah an den Maximalwert von eins
heran. Bei einem qualitativen Unterschied der Ergebnisse wie in Abbildung 3.4 muB folgerich-

tig der x?D—Ansatz verworfen werden.
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Abbildung 3.4: Zwei-Massen-Fit an die Cy, Gluino Glue Korrelationsfunktion.
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Die Interpretation des Zwei-Massen-Fits fillt dementsprechend enttiuschender aus: das starke
Absinken der beiden Massen 1&Bt auf den spiirbaren EinfluB noch nicht ausreichend abgeklun-
gener hoherer Moden schlieBen: Der x%—Ansatz fithrt zu einem falschen Treffer.

Dieses legt den Versuch nahe, mehr als nur zwei Massenterme in unseren Ansatz e¢inzuschlie-
Ben. Anstatt allerdings wie bisher Fits mit einer festgesetzten Anzahl von Massentermen zu
betrachten und durch ein sukzessives Frhohen von Imin den gefitteten Bereich unserer Daten
einzuschrinken, folgen die im weiteren diskutierten N-Massen-Fits einer anderen Strategie:
Beriicksichtigt wird jeweils der gesamte Datenbereich, also das volle Zeitenscheibenintervall
At € [1,16], dafiir wird die Anzahl der in unserem Ansatz in Betracht genommenen Massenter-
me N sukzessive erhéht. Es werden also nacheinander Ein-, Zwei-, Drei-,.. Massen-Fits an den
gesamten Korrelator durchgefiihrt. Es sei angemerkt, daf derartige Ubergiinge in der Literatur
vielfach als instabil und singulir beschrieben werden [6, 7]. Diese Probleme waren gerade die
Motivation fiir Fits mit Zwangsbedingungen.

Vor diesem Hintergrund sind die in Abbildung 3.5 gezeigten Ergebnisse des N-Massen-Fits
(in héchstem MaBe) erstaunlich: Die gefitteten Werte, wie auch die korrespondierenden sta-
tistischen Fehler, stabilisieren sich fiir N > 3(x3) bzw. N > 4(x*) auf konstantem Niveau.
Dieser Verhalten bedarf einer genaueren Erklérung. Es konnten aus der Korrelationsfunktion
nur die Signale von drei bzw. vier Zustinden aufgelost werden - d.h. auch bei Inbetrachtnah-
me weiterer Terme bestiitigt die Minimierungsprozedur exakt die Massen und Amplituden des
3- bzw. 4-Massen-Fits! Fiir einen stabilen Ubergang (im Sinne nicht fluktuierender Werte und
nicht auffichernder statistischer Fehler) zu Fits mit fiir die Minimierung redundanten Parame-
tern wurden im entsprechenden Algorithmus kleinere technische Kniffe bendtigt. Diese werden
in 3.2.3 ausfiihrlich vorgestellt, an dieser Stelle aber zunichst ausgekiammert,

Es stellt sich die Frage, wie vertrauenwiirdig die erzielten Ergebnisse sind. Wie groB ist der
systematische Fehler durch die beschriinkte Aufiosung? Im besten anzunehmenden Fall resul-
tiert nur die groBte noch aufgeldste Masse aus einem durch viele weitere Anregungszustinde
stark verrauschtem Signal, withrend die systematischen Fehler fiir die kleineren Massen ge-
ring sind, weil sie durch das asymptotische Verhalten der Korrelationsfunktion ausreichend gut
bestimmt werden. Aus diesem Grund wurden die Fit-Ergebnisse fiir den dritten bzw. vierten
Term in Abblldung 3.5 von vornberein verworfen und nicht abgebﬂdet Zumindest im hier in-
teressanten %2~ Fall besteht durchaus Grund zu Optimismus: Beim Ubergang vom Drei- zam
Vier-Massen-Fit ergeben sich fiir m; und my nur noch ein relativ kleine Anderungen. Der Autor
verweist zusitzlich noch auf folgende Uberlegung: Konnten (z.B. im Falle einer noch besseren
Datenqualitét) weiter Massenterme aus der Korrelationsfunktion aufgelost werden, so wiirde
der entsprechende Wert fiir m; wie im Verlauf in Abbildung 3.5 tendenziell weiter sinken. Der
hier ermittelte Wert liegt aber bereits im unteren Bereich des aus dem Ein-Massen-Fit abge-
lesenen Plateaus. Mindestens die Schéitzung fiir m; auf Grundlage des N-Massen-Fits scheint
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also gerechifertigt. Eine #hnliche Rechtfertigung erfihrt aber auch die Schitzung fiir m, durch
einen Vergieich mit den Ergebnisse des Zwei-Massen-Fits. Im Falle der dritten Masse m3 er-
scheint der statistische Fehlerbereich dem Autor grofl genug, um systematische Fehler sicher zu
tiberdecken. Mit anderen Worten: Der Autor hilt die Werte fiir die Massen und Amplituden des
Grundzustandes und der beiden angeregien Zustinde aus dem N-Massen-Fit fiir belastbar und

fiir die bis zu dieser Stelle besten Schitzugen.

Festzuhalten bleiben noch zwei Punkte:

¢ Der (verworfene) xf)—Ansatz liefert ein geringeres Auflosungsvermégen der Korrelations-
funktion. Dies ist nach der obi gen Diskussion des entsprechenden Zwei-Massen-Fits nicht

tiberraschend.

® Der zur Simulation des Gluino-Glue verwendete Operator scheint #uBerst schlecht auf
den Grundzustand zu projezieren. Abbildung 3.6 zeigt den N-Massen-Fit an dic Korre-
lationsfunktion bei separatem Ausweis der m1-Komponente. (der Vollstéindigkeit halber

auch fiir den %7, —Fall).

C1(Ar)-Komponente

Abbildung 3.7 zeigt die ¢} (At})-Komponente der Gluino-Glue Korrelationsfunktion. Im Gegen-
satz zum obigen Fall klingen die efféktiven Massen (Abbildung 3.8) bis zu einem Wert von
t1 = 6 nicht ab, sondern fluktuieren auf konstantem Niveaun. Der Verlauf der Korrelationsfunk-
tion 146t sich also am linken Rand durch nur einen Massen-Term gut beschreiben. Dieses ist
bereits aus dem Korrelator selbst ersichtlich: im angesprochenen Bereich 148t sich der Verlauf
unter logarithmischen Skalierung gut durch eine Gerade beschreiben - dieses entspricht fiir klej-
ne Zeitscheibendistanzen ungefihr dem Signal eines einzelnen Massenterms:

In (m- (e—mﬂf - e—m(T*A”)) = In(®)+1n ( 1- e—m(TﬁM)) — mAr

~ In{w) —mAt.

Die angegebenen effcktiven Massen korrigieren die fehlerhaften Angaben in [4, Abb. 4.21,
S. 67]: Die dort dargestellten Werte wurden fiir positive Randbedingugen kalkuliert (vgl. xx-
ref). Der daraus resultierene Fehler ist fiir kleine Werte von £ zu vernachliissigen (weil der
Beitrag des reflektierten Terms dies ist). Ungliicklicherweise sind die Abweichungen fiir; > 12
umso grofer und haben in [4] zu einer Fehlinterpretation gefiihrt. So schienen die effektiven
Massen am rechten Rand ein Plateau zu bestitigen, die Situation ist aber ungleich schlechter:
Flir n; > 12 ist das jeweilige Gleichungssytem (xx-rf) nicht 16sbar.
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Die, im Kalkulationsverfahren der effektiven Massen nicht zugingliche, beste Approximation
stellt noch der Grenzfall m, ;s — 0 dar. Dieses 14Bt sich sehr gut aus den Ein-Massen-Fits in Ab-
bildung 3.9 ablesen: die gefitteten Werte fiir t,u;, > 12 liegen nur mariginal iiber null, es handelt
es sich bei ihnen allerdings nur um numerische Artefakte: Im Falle negativer Randbedingugen
wire das Signal eines masselosen Zustandes mit null identisch. Der iterative Minimierungsal-
gorithmus findet in der Approximation m; — 0 und gleichzeitig wy — oo die beste Anniherung
an den Bereich der groBen Zeitscheibendistanzen des Korrelators. Der Ubergang erfolgt dabei
in der Weise, daf noch ein (schr kleines) Signal erhalten bleibt. Die Prozedur kommt spitestens
dann zum Erliegen, wenn die Veriinderungen im %2 unter die Rechnergenauigkeit fallen. Fer-
ner fithren auch die Minimierungsversuche fiir jedes einzelne Jackknife-Sample auf das gleiche
asymptotische Verhalten, so da8 sich fiir die Masse m; = 0 rechnerisch ein verschwindend
kleiner Fehler ableitet. Dic auf diese Weise erhaltenen Fit-Ergebnisse liegen natiirlich fernab

Jeglicher Diskussion, wir haben es an dieser Stelle tatsichlich mit einem singuléren Fit zu tun.

Der ﬁbergang zu etnem Zwei-Massen-Ansatz (Abbildung 3.10) verschafft keine Abhilfe, die
Fit-Prozedur liefert bereits fiir #,,, = 0 singuldre Ergebnisse. Naheliegenderweise gilt das glei-
che auch fiir jedweden Versuch eines Fits mit noch mehr Termen. Selbst die Einschriinkung des

Zeitscheibendistanzintervalls von der rechten Seite, hin zu einem Maximalwert von 10, 11 oder
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12 fiihrt in keinem Fall zu Verbesserungen.

Als einzige Informationsquelle bleiben die Ergebnisse des Ein-Mass-Fits unter Vernachlissigung
der Werte fiir #,,,;, > 12. Wie im Falle der Cy,-Komponente unterscheiden sich die Ergebnisse
der X%) bzw. ¥2-Minimierung deutlich (die Korrelationskoeffizienten finden sich in Tabelle A 2).
Die Auswertung sollte sich also auf den %2-Ansatz stiitzen. Der Autor verzichtet allerdings auf
den Versuch, aus dem Fit oder den widerspriilichen Ergebnissen der effektiven Massen ein
Plateau abzulesen und verbleibt fiir die C; —Komponente ohne jegliche Schitzung des Massen-

spektrums.

3.2.2 Adjungierte Mesonen

Den zweiten Block dieser Auswertung bilden die adjungierten Mesonen ¢ — 1 und a — f;.

Meson g — 1Y/

Vorweggenommen sei, daB sich der Korrelationsfunktion des pseudoskaleren Mesons g — 1’ -
wider Erwarten - Hinweise auf einen kleinen, aber von null verschiedenen Vakuum-Erwartungs-
wert entnchmen lassen. Die Struktur dieses Auswertung triigt vor allem der Illustration dieses
noch zu diskutierenden Effektes Rechnung. Von besonderem Interesse wird auch ein Vergleich
~mit der Analyse in [4] sein, in dessen Rahmen der Korrelator nicht auf die Mdéglichkeit eines
Signals @g > O getest wurde. Fiir einen Blick auf die Korrelationsfunktion wird auf Seite 45,
Abbildung 3.18 verwiesen.

Den Anfang der Untersuchung machen die Kalkulation der effektiven Massen und ein Ein-
Massen-Fit in Abbildung 3.11. Aufgetragen wurden jeweils die Ergebnisse bei expliziter Be-
riicksichtigung bzw. der Vernachléssigung des Summanden ®g in unserem Ansatz. Fiir g =0
stabilisieren sich die ermittelten Werte auch fiir grole Zeitscheibendistanzen nicht zu einem Pla-
teau einer Grundzustandsmasse. Dieses konnte zunéchst durch ein starkes Signal hoherer Mo-
den verursacht sein (dies war die Interpretation in [4]). Die sich stabilisierenden Ergebnisse bet
Inbetrachtnahme eines Vakuum-Erwartungswertes verdeutlichen aber noch eine andere Inter-
pretationsmoglichkeit: Enthilt der Korrelator ein Signal @y > 0, wird das Abklingverhiltnis des
Restsignals, also die Hohe der abzuleiteten Massen, unterschiitzt. Dieser Effekt nimmt fiir zu-
nehmende Zeitscheibendistanzen zu, weil der Offset oy entsprechend an Gewicht in der Korre-
lationsfunktion gewinnt. Einen ersten durchaus beeindruckenden Plausibilititsnachweis erfihrt
diese These durch den Verlauf der aus den jeweiligen effektiven Massen abgeleiteten Werte fiir
wp (fiir die leider auf Seite 40, Abbildung 3.15 verwiesen werden mul). Die Werte stabilisieren
sich dhnlich wie die effektiven Massen selbst. Als eine erste Schiitzung der Grofienordnung 1aBt
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sich g ~ 0,011 festhalten.
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Abbildung 3.12: Zwei-Massen-Fit an die a.’q Korrelationsfunktion fiir g = 0.

Einen schr interessanten Effekt veranschaulicht der in 3.12 dargestellte Zwei-Massen-Fit, fiir
den mg = 0 gesetzt wurde. Die gefitteten Werte fallen fiir beide Massen bei ansteigendem fin
stark ab, fiir z,,;, = 10 sinkt ; schlieBlich bis auf null. Unter periodischen Randbedingungen
degeneriert das Signal eines Teilchens verschwindend kleiner Masse m; aber gerade zu einem
konstanten Beitrag (von 2 - ;) in der Korrelationsfunktion. Das Doppelte der fir i, = 10 ge-
fitteten Amplitude stimmt in guter Néherung mit der obigen Schitzung wp ~ 0,011 tiberein.
Genauer entsprechen die Ergebnisse fiir (2- 1) bzw. my hier exakt den gefitteten Werten fir
Wy bzw. m; aus dem Ein-Massen-g-Ansatz> in Abbildung 3.11! Lediglich die abgeleiteten
statistischen Fehler unterscheiden sich: Fiir den vier-parametrigen Zwei-Massen-Ansatz hier re-
sultieren plausiblerweise grofere Fehlerschitzungen als fiir den drei-parametrigen Ein-Massen-
mo-Ansatz. In diesem Sinne ist die Entscheidung fiir oder gegen eine explizite Beriicksichtigung
eines moglichen Vakuumerwartungswert im Ansatz also nicht prinzipieller Natur. Wenn ausrei-
chend viele Massen-Terme zur Verfiigung stehen, ist zumindest die Mglichkeit einer additiven
Konstante inbegriffen. Vielmehr fiihrt die Beriicksichtigung von @ zu einer erheblichen Stabi-
lisierung der Fitergebnisse und in Folge auch zu kleineren statitischen Fehlern. Im vorliegenden

e Ergebnisse fiir «yg werden hier nicht gezeigt.
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Fall fiihrt das Ergebnis des Zwei-Massen-Fits in natiirlicher Weise auf einen @y einschlieBenden
Ansatz.
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Abbildung 3.13: Hohenlinien von 3, fiir £,y = 6.

Der Zwei-Massen-Fit aus Abbildung 3.12 wurde, wie auch der Ein-Massen-Fit zuvor, anf Basis
einer 3-Minimierun g gewonnen. Dies ermdglicht uns einen direkten Vergleich mit den Ergeb-
nissen der vorangegangenen Analyse auf Grundlage des iterativen Subtraktionsverfahrens. Die
Ergebnisse unterscheiden sich essenticll: In [4, Abb. 4.30, S. 76) zeigen sich fiir beide Massen
hervorragend ausgepriigte Plateaus bis zu einer Zeitscheibendistanz von Az = 9 (1), Die resul-
ticrenden Plateauwerte sind in Abbildung 3.12 durch gestrichelte Linien gekennzeichnet. Wie
kommt es zu derartig unterschiedlichen Ergebnissen? Verantwortlich fiir die Abweichungen ist
die Tatsache, da die mit Hilfe des Subtraktionsverfahrens ausgemachten Fixpunkte durchge-
hend nicht dem Minimum von %20 entsprachen. Die auf dieser Basis abgeleitcten Werte waren

also systematisch falsch.

Am Beispiel des Fits fiir ,,,;,, = 6 wird das ungliickliche Scheitern des Subtraktionsverfahrens in
Abbildung 3.13 durch ein Hohenliniendiagramm fiir x%) verdeutlicht. Dieses Bedarf noch eini-
ger Erkldrungen: Weil dem Autor keine anschauliche Darsteliung des vierparametrigen Raums
x%)(ml ,#2, 01, 0} gelungen ist, wurde wie folgt vorgegangen. Fiir festgesetzte Kombinationen
von (my,mp) € [0; 0,3] x [0,5; 0,7] wurden die beiden Amplituden an die Korrelationsfunk-

tion gefittet. Im Hohenliniendiagramm wird also das zu einer festen Kombinationen (m1,my)
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gehbrendene bestmégliche Fitergebnis fir % dargestellt. Die Auflosung des Diagramms ent-
spricht 300 x 200 Punkten - Grundiage bilden also insgesamt 60000 zweiparametrige Fits. Das

Studium der Hohenlinien ist duRerst aufschluBreich, was diesen Aufwand rechtfertigt:

e Fs LiRt sich erkennen, daB dic Ergebnisse des Subtraktionsverfahrens, (mq,my)% ¥,
tatsichlich einen Fixpunkt darstellen, weil das Verfahren Variationen nur entlang der ge-
strichelten Linien erlaubt. Vom Minimum im %% ist dieser Fixpunkt allerdings weit ent-

fernt.

e Es gibt eine ganz Schar von Fixpunkten - insbesondere ist natiirlich das Minimum, also

2T—M

das Frgebnis des Zwei-Massen-Fits (my,m) , einer.

e s LBt sich bereits die attraktive Wirkung des Wertes m; = 0, also des Degenerierens
des ersten Massen-Terms zu ciner Konstante erkennen. Insbesondere ist nattirlich am lin-
ken Rand, fiir m; = 0, das Brgebnis des Ein-Massen-Fits bei Beriicksichtigung von @y,
{m W T—90~M wiederzufinden. Der Wert von %% ist selbst an dieser Stelle noch um zwei
Drittel kleiner, als fiir das Ergebnis des Subtraktionsverfahrens.

Entsprechende Diagramme haben auch it fin # 6 den qualitativ gleichen Charakter.

Nach den vorangegangenen Erfahrungen ist die explizite Berlicksichtigung eines Vakuum-Er-
wartungswertes @ in unserem Ansatz hinreichend motiviert, um fiir die weitere Auswertung
vorausgesetzt zu werden. In Abbildung 3.14 finden sich die entsprechenden Zwei-Massen-Fits,
fiir die neben dem x%)_Ansatz. hier erstmalig auch die Ergebnisse einer Minimierang des vol-
len 32— gezeigt sind. Die Ergebnisse stimmen fiir beide Félle recht gut iiberein. Die Fits fiir
die Grundzustandsmasse und die Masse des ersten angeregten Zustandes bilden gut ablesbare
Plateaus, wobei die statistischen Fehler fiir den x> -—Fall durchweg kleiner sind. Fiir diesen Fall
sind in Abbildung 3.15 die Fit-Ergebnisse fiir g separat ausgewiesen. Zu beachten sind hier die
relativ groBen Fehlerbereiche, die einen Wert von nul! fast {iberdecken. Die Schitzung fiir »m
stimmt sehr gut mit den Ergebnissen des Ein-Massen-Ansatzes iiberein, auch die abzulesenen

statistischen Fehler sind nahezu identisch.

Die Fit-Ergebnisse fiir die Masse my fallen fiir den Verlauf von t,;, = 0 bis f,;, = 3 stark ab.

‘Dies 148t auf einen groBen, abklingenden, Einftuf3 noch htherer Massenterme schlieBen. Nach
den guten Erfahrungen mit dem bereits beschriebenen N-Massen-Fit-Verfahren im Falle der
Cy, (At)-Komponente des Gluino-Glue, bietet sich eine entsprechende Analyse auch hier an.

Die Ergebnisse des N-Fit-Verfahrens sind in Abbildung 3.16 dargestellt. Wieder wurde fiir die
Fits die gesamte Korrelationsfunktion (Ar € 0, 16]) ausgewertet. Auch in diesem Fall konnten

470r Beurteilung der Qualitiit eines Fits ist es vielfach tiblich, 3% /(n — p) zu betrachten, wobei n fiir die Anzahl
der Datenpunkte und p fiir die Anzah! der Fitparameter steht. Die Frage der Normierung ist an dieser Stelle aber
irrelevant.
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Abbildung 3.15: Vakuum-Erwartungswert fiir das Meson a —1y/.

duBerst stabile Ergebnisse erreicht werden, insgesamt werden die Signale von vier verschiede-
nen Massen-Termen aufgeldst - d.h. auch bei Bereitstellung weiterer Terme lieferte der Mini-
mierungsalgorithmus nur diese Massen (bei konstantem Fehler!) als Fitergebnis. Auf die Ab-

bildung des mit Sicherheit stark verfilschten Signals des vierten Terms wurde verzichtet.

Es sei noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, daf inklusive des in Abbildung 3.18 darge-
stellten Wertes fiir oy insgesamt neun (!) Parameter stabil (!) aus nur 17 Datenpunkten abgeleitet
werden. Zwar ist der ebenfalls in Abbildung 3.18 dargestellte Fit an die Korrelationsfuktion von
hervorragender Qualitit, ein solches Ergebnis mub trotzdem zur Vorsicht mahnen. Die abgelei-
teten GroBen sollen hier fiir den x>—Fall genauer diskutiert werden. Die ermittelien Fehlerbe-
reiche fiir die niedrigsten beiden Massen m) und my sind leicht kleiner als die aus dem Plateau
des Zwei-Massen-Fits abgelesen Fehlerschitzungen. Das gleiche gilt auch fiir die beiden Mas-
sen selbst. Im Falle des N-Massen-Fits an den Gluino-Glue Korrelator Cy, (Az) warde bereits ein
dhnliches Verhalten beobachtet und unter anderem als Argument fiir einen akzeptierbar klemnen
systematischen Fehter durch das begrenzte Auflosungsvermdgen angefiihrt. Hier empfiehlt sich,
insbesondere fiir die Masse des ersten angeregten Zustandes, ein genauerer Blick. Das Ergebnis
sinkt ab einer Anzah! von vier beriicksichtigten Termen auf amy ~ 1,0, wihrend aus dem Zwei-
Massen-Fit in Abbildung 3.14 iiber den gesamten stabilen Bereich von t,;, € [0,5] nur groBere
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Werte abzulesen sind. Als niedrigster Wert 1dt sich hier noch ma (fmi, = 3) = 1, 10(8) ablesen.
Die Ursache fiir das noch kleinere Resultat aus dem N-Massen-Fit liegt darin, daB auch der Fit-
wert fiir ayp ab vier beriicksichtigten Massentermen auf einen Wert von @y 20,0097 (59) absinkt
- und damit ebenfalls auf eine Niveau, daB fiir den Zwei-Massen-Fit durchgiingig tibertroffen
wird: der kieinste Wert findet sich wieder fiir tyy, = 3, e liegi bei 0,0106{(60). Die Differenz
erscheint in Relation zu den angegebenen Fehlemn sehr klein, fiir Fits mit vielen Massentermen
héingen aber die Resultate, gerade fiir die hohen Massen, sehr sensibel von dem genauen Fit-
Ergebnis fiir den Vakuum-Erwartungswert ab. Die genauen Abweichungen zwischen den Fr-
gebnissen des Zwei- bzw. N-Massen-Fits konnen natiilich als Warnung fiir den einen wie auch
den anderen Fall interpretiert werden, was die Frage nach dem vertrauenswiirdisten Ergebnis
erneut stellt. Die Entscheidung des Autors orientiert sich an ciner noch nicht diskutierten Beob-
achtung. Sehr auffillig sind die schon unplausibel klein erscheinenden Fehlerbereiche fiir die
Amplitude des zweiten Terms, @, aus dem N-Massen-Fit. Fine genaue Erklirung fiir dieses
Phinomen konnte nicht gefunden werden, gerade deshalb verweist der Autor aber auf die oben
bereits festhaltenen Ergebnisse des 2-Massen-Fits als die besten Schitzungen des niedrigen Teil
des Massenspektrums.

Bis zu diesem Zeitpunkt wurde eine Interpretation des aus der Korrelationsfunktion seht klar zu
extrahierenden Signals fiir @ ausgeklammert (auch wenn bereits vielfach von einem ”Vakuam-
Erwartungswert”geschrieben wurde). Eine genauere Diskussion soll an dieser Stelle folgen.

Wie dem Fit aus Abbildung 3.18 sehr anschaulich zu entnehmen ist, macht der Summand () nur
einen verschwindent kleinen Anteil der Korrelationsfunktion fiir kleine Zeitscheibendistanzen
aus. Durch die exponentielle Ddmpfung der Massen-Terme wird diese aber fiir Ar > 13 sehr
stark durch wy dominiert, so daB wie oben ausfiihrlich gezeigt wurde die Beriicksichtigung des

Terms einen groBen Einfluf auf die Ergebnisse von Fits an den Korrelator ausiibt.

Es ist prinzipiell nicht auszuschlieben, da das nachgewiesene Signal fiir @y durch eine (in Git-
tereinheiten) sehr kleine Masse am; = 0 des Spektrums verursacht wird, fiir dessen doppelte
Amplitude sich dann eine Schitzung von @y ergeben wiirde. Auf diese Ambivalenz wurde be-
reits oben hingewiesen. Wesentlich wahrscheinlicher erscheint aber die Interpretation, daf} sich
im Korrelator tatséchlich ein (Rest-)Signal eines Vakuumerwartungswertes findet, obwohl die
Operatoren fiir 2 — 1 einen solchen nicht aufweisen. Dieses heifit im Rahmen der Simulation
auf dem Gitter nur, daB der Erwartungswert fiir wyg verschwindet, withrend der Momentanwert
im Laufe des Updating-Prozesses um null fluktuiert. Erst im Grenzfall einer unendlich langen
Simulationszeit entspriiche der Anteil von oy am Gesamtkorrelator genau null. Es ist denkbar,
daf} die fiir das vorliegende Ensemble verwendete Simulationszeit nicht ausgereicht hat, um
einen Wert von wyp = 0 mit hinreichender Genauigkeit zu gewihrleisten. Nun scheint die Da-
tenqualitdt ansonsten aber von ausgezeichneter Giite zu sein (vel. Abbildung 3.18). Ein tieferer

Grund hierfiir kbnnte darin liegen, dal die aus dem Updating-Prozess sukzessive gewonnenen
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Konfigurationen in Bezug auf ihren Momentanwert von g zu stark korrelierten, um durch die
fiir den kleinsten Eigenwert der Fermionenmatrix A, geschitzte Autokorrelationszeit hinrei-

chend voneinander getrennt worden zu sein.

Zwischen den beiden vorgestellten Interpretationen des Signals fiir wg konnte also durch Wie-
derholung der Simulation bei einer Verldngerung der Simulationszeit unterschieden werden:
Der Beitrag einer in Gittereinheiten sehr kleinen Masse bliebe hierbei konstant, wohingegen

ein Restsignal eines Vakuum-Erwartungswertes gegen null gehen sollte.

Meson a — fj

Die Korrelationsfunktion des skalaren Mesons a — fi bildet den vierten Untersuchungsgegen-
stand dieser Auswertung. Fiir das ¢ — fy weist der 2-loop Anteil des Korrelators einen Vakuum-

erwartungswert auf. Dieser wurde im Rahmen der Gittersimulation durch Kalkulation des Terms

(T 'n? (3.11)

bereits konfigurationsweise abgezogen, so dafi im verbleibenden Korrelator mit keinem Signal
eines Vakuum-Erwartungswertes zu rechnen wire. Wie bereits ausfithrlich in [4] diskutiert,
verrit aber bereits ein erster Blick auf die Korrelationsfuhktion in Abbildung 3.18, daf diese
massiv durch eine additive Konstante dominiert wird. Entsprechend wurde fiir alle Fits (Fit-
versuche) im Ansatz ein entsprechender Term @g beriicksichtigt. Eine ausfiihrliche Diskussion
dieses Terms erfolgt an dieser Stelle nicht: ohne den Abzug von (3.11) aus dem Gesamtkorrelar
liegt der Vakuum-Erwartungswert bei einem Wert von ungefihr 18000, es verbleibt, wie auch
immer, ein Restbetrag in der Grofenordnung von 3. Der additive Term wg etreicht damit, an-
ders als im Fall des a — 1/, leider eine GriBenordnung, bet welcher das Abklingverhiiltnis des

Restsignals stark verrauscht wird.

Der in Abbildung 3.18 dargestellte Ein-Massen-ap-Fit stellt eine technische Verbesserung ge-
geniiber der Auswertung in [4] dar, wo stabile Ergebnisse nur durch einen Abzug des Beitrags
wp von Hand erreicht wurden. Die beiden Fits fiir den x%)— bzw. %> —Ansatz sind allerdings
auch hier die einzigen Ergebnisse, die abgeleitet werden konnten. Aus dem Verlauf der gefitte-
ten Massen laft sich kaum ein Plateau ablesen, weil iiberhaupt nur bis 7, = 5 ein Signal der
Grundzustandsmasse zu extrahieren ist. Weil die Aufidsung hoherer Terme nicht méglicht ist,
die Masse m; fiir kleine Werte von #,,,;, aber tendenziell iiberschéitzt wird, soll hier wie iiblich
der jeweils kleinste im Fit auftauchende Wert als eine obere Grenze der Grundzustandsmasse
interpretiert werden. Dabei wird, wie in den Fillen zuvor, das Ergebnis fiir den %2 —Fall festge-
halten:

amy < 0,81. (3.12)
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Diese Schitzung liegt leicht iiber der aus [4], weil an dieser Stelle auf die Einschriinkung des Fit-
Intervalls von der rechten Seite durch eine maximale Zeischeibendistanz At,,,, < 16 verzichtet

wurde. Die sich ergebenen Verbesserungen sind marginal.

3.2.3 Anmerkungen

Im Rahmen der bisherigen Auswertung konnten Ergebnisse vorgestellt worden, die weit iiber
die in [4] erzielten Resultate hinausgehen. Insbesondere konnten zur Analyse des Massenspe-
trums des a -1’ Mesons sowie der Cy, (At)—Komonente des Gluino-Glue echte Zwei-Massen-
Fits zu Rate gezogen werden. Selbst der Ubergang zu einer noch hoheren Anzahl von Ter-
men konnte im Rahmen des vorgestellten N-Massen-Fits-Verfahrens in stabiler Art und Weise
vollzogen werden. Das Fenster zu den stabilen Fits aufgestoflen haben dabei Verbesserungen
im programmierten Minimierungsalgorithmus. Die Veréinderungen scheinen eher unscheinbar,
spielen aber eine tiberaus entscheidene Rolle und sollen im folgenden kurz vorgestellt werden.
In diesem Rahmen wird auch das N-Fit-Verfahren noch einmal von einer prinzipiellen Seite

motiviert.

.Zur Parametrisierung

Es wurde bereits angedeutet, dah die in [4] gewihlte Parametrisierung (3.9) mittelbar den Weg
zu stabilen Zwei-Massen-Fits versperrt hatte. Genauer hatte diese Parametrisierung - soweit
reproduzierbar - zur Wahl duBerst ungiinstiger Startwerte fiir die Minimierungsprozedur verlei-
tet. Dazu sei noch angemerkt, daf3 der Levenber-Marquandt-Solver zur Initialisierung eine erste
Schiitzung der zu bestimmenden Parameter als Startwerte fiir das iterative Lisungsverfahren
verlangt. Programmierseitig wurde diese Initialisierung iiber die Implementierung von Startwer-
ten fiir {m;, &} realisiert. Das Transformationsverhalten von & aus (3.9) und den Amplituden

der Zustinde ; liest sich wie folgt:

1 A
Z=2-we mi=§-é‘?-e%m‘. (3.13)

Zur genauen Setzung der Startwerte fiir einen Zwei-Massen-Fit liegen in der Regel, ndmlich
durch die Analyse ¢ines Ein-Massen-Fits, plausible Schitzungen fiir m; und E% vor. Ein nicht
allzn unplausibler Startwert fiir m; ist leicht ergiinzt. Die intuitiv naheliegende Startwertsetzung

E% = E% fiithrt allerdings in die Irre, weil sie den iterativen Algorithmus mit einem Wert von

(g = ¢ (M) (3.14)

fiir diec Amplitude des angeregten Zustandes starten 1dlt. Mit 7y ond & ist zwar auch ©; plau-
sibel geschitzt, der Initalisicrungswert fiir ay aber schnell um drei GroBenordnungen zu hoch.
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Leider verfillt der Minimierungsalgorithmus auf dieser Grundlage hiufig in folgendes Ver-
halten: Fiir einen Zwei-Massen-Fit an ein Zeitscheibendistanzintervall mit linker Grenze t,,,
streben die Werte fiir 721 und ; im Laufe der Iteration in Richtung der besten Ein-Massen-Fit-

Ergebnisse fiir eine linke Intervallgrenze von #/

min = Imin + 1. Das Signal dieses Grundzustand-

1 +~11

ist zwar in der Regel an der Stelle Ar = Imin Kieiner ais der Wert der Korrelationsfunktion

tarmmco
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C(At = tp;,). Genau diese Differenz D wird aber durch den Beitrag der zweiten Masse in Form
von mp — oo und G — oo ausgeglichen, wobei der Ubergang gemif

;- (e—mztmin :I:e*mz(T_tmfn)) - I} und

Wy - (e_mlm :teﬁmZ(T_m)) — 0 fir At >t

erfolgt. Die Iteration verlduft also singulir.

In der Tat konnten im nachhinein auch mit der Parametrisierung (3.9) stabile Zwei-Massen-
Fits erreicht werden, indem zu intuitiven Schitzungen fiir die zwei Massen und Amplituden die

korrespondierenden Startwerte fiir 67 und &2 abgeleitet wurden.

-.zum Auflosungsvermigen

Im Zusammenhang mit den in zwei Fillen angewendeten N-Massen-Fits ist an verschiedener
Stelle bereits von dem Auflosungsvermigen der Korrelationsfunktionen geschrieben worden.
Die Begrifflichkeit soll an dieser Stelle motiviert werden. Im Anschiuf daran werden kurz eini-
ge numerische Feinheiten vorgestellt, welche die stabilen Ergebisse des N-Massen- Verfahrens
ermoglicht haben.

Die Strategie des N-Massen-Fits war es, zum einen die gesamte Information iiber die Kor-
relationsfunktion auszunuizen, also alle Zeitscheibendistanzen in die Fits einzuschlieBen, und
zum anderen die Anzahl der beriicksichtigten Terme sukzessive zu erhhen. Im Gegensatz zum
Standardverfahren, bei einer festen Anzah! von Termen Imin Sukzessive zu erhéhen und so den
betrachteten Datenbereich an den Ansatz anzupassen, ist es also die Idee des N-Massen-Fits,
den Ansatz sukzessive an die vorliegenden Daten anzupassen. Diese Idee ist nicht neu, sondern
es ist gerade die hinter den Ansitzen fiir Fits mit Zwangsbedingungen stehende Strategie. Neu
ist hingegen die Tatsache, dal das Verfahren auch ohne Zwangsbedingungen in zwei Fillen
stabil realisiert werden konnte. Diese Tatsache ist vielleicht weniger verwunderlich als es auf
den ersten Blick scheint. Das Augenmerk sei dabei zunichst auf die Folge der zu gegebener
Korrelationsfunktion C(At) mit dem N-Massen-Verfahren sukzessive erreichten Werte von ¥

(an)neny = Min (x* (C(AL);my, ...y, @1, .., ©0) (3.15)
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gelenkt. Die Folge (ay,) ist durch null nach unten beschriinkt und monoton fallend (ein Fit mit
p Termen schiieBt einen Fit mit p-1 Termen als Spezialfall ein, wenn eine Amplitude auf null
gesetzt wird), also konvergent. thr Grenzwert

A=1Ilmm 3

= lim,wo{a,)

—
Lad
-
o

e

wird aber im allgemeinen von null verschiedenen sein, weil die zu fittende Korrelationsfunktion
nicht vollstindig mit dem theoretischen Verlauf kompatibel ist. Die spannendere Irage ist, ob
A nur approximativ erreicht wird, oder ob es einen kleinsten Wert » € Ny gibt, so daB bei einem
Fit mit r Termen fiir > bereits ein Wert von A erzielt wird. Schlieft man den approximativen

Fall in intuitiver Schreibweise ein, LBt sich vermdage
R:=Min{r € NyUso [x? (C(At);my, ...y, @1, ) =A} (3.17)

ein Auflosungsvermogen R der Korrelationsfunktion C(A¢) (wohl)definieren. Dieses wird zwar
im aligemeinen Fall nicht zu bestimmen sein (auBer, es gelingt ¥? auf null zu driicken), ange-
sichts der Tatsache, dal} es sich hier allerdings um Fits an nur eine geringe Anzahl von Daten-
punkten handelt, darf man vielleicht auf ein Verhalten der Form

G = (gy] = Gpy2 (3.18)

hoffen. DaR also ab einer Anzahl von k Termen eine Stagnation von %2 eintriit, welche durch
Fits mit z.B. k+ 1 und &+ 2 {(oder noch mehr) Termen bis hin zu ciner bestimmten Anzahl
Terme bewiesen werden kann. Genau dieses ist dem Autor im Falle des a — 1)’ Mesons sowie
der Cy,(Ar}—Komonente des Gluino-Glue gegliickt - in beiden Fillen in der Form

a4 = as = dg, (3.19)

was aus Stetigkeitsiiberlegungen die Vermutung R — 4 fiir beide Fille motiviert. Nun war es
aber die oben erklirte Absicht, unseren Ansatz sukzessive an die Daten anzupassen. In diesem
Sinne waren es also die Daten selber, die in beiden Fillen die Aussage geliefert haben, dafl vier

Terme zur ihrer Beschreibung ausreichen.

Dieses heiBt natiirlich nicht, daB die Fitergebnisse in jedem Fall belastbare Schitzungen darstel-
len miissen. Der systematische Fehler liegt gerade in dem beschriinkten Auflosungsvermdgen:
Im Rahmen der Auswertung waren aus diesem Grunde die Ergebnisse fiir den hochsten Term
von vornherein vernachlissigt worden - diese resultieren mit Sicherheit aus einer Mischung
der Signale vieler weiterer, nicht mehr aufgel&ster Terme. Zur Plausibilisierung, inwieweit dies
auch fiir die niedrigeren Terme galt (oder eben gerade nicht) waren weiter die Spriinge der
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kalkulierten Werte zwischen Fits mit R — 1 und R Termen betrachtet worden. Ferner wurde Je-
weils ein Vergleich mit den Ergebisses eines Zwei-Massen-Fits bei Variation von 2,,;, zu Rate
gezogen. Die Aussage, daB bei einer gréBeren Auflosung die gefitteten Massen alle tendenziell

sinken wiirden, ist im allgemeinen natiirlich falsch - dennoch ist dies sicherlich typischerweise

i A
der Fall und es wurde fiir d

as Meson a -1y und das Gluino-Giue im Veriauf des N-Massen-Fits,

bei Beriicksichtigung einer sukzessive erhhten Anzahl von Termen, auch so beobachtet.

Einer Plausibiltitspriifung bediirfen weiter die kalkulierten Fehlerberciche der gefitteten Werte,
Auch fiir die Schitzung dieser liegt der systematische Fehler gerade im beschrinkten Auflo-
sungsvermogen. Plausiblititsargumente fiir oder gegen ein Vertrauen in die kalkulierten Werte
sind fiir diesen Fall leider schwerer fassbar, der Autor hat sich im Falle des Mesons ¢ — N’ auf
seine Intuition verlassen: die ermittelten Fehlerbereich erscheinen zu klein. Aus diesem Grunde
hitte man die Fitergebnisse fiir die Massen und Amplituden selbst sicherlich nicht verwerfen

miissen - ein Ausweis ohne Fehlerbereich wire aber wertlos gewesen.

In jedem Fall liefert das N-Massen-Fit- Verfahren einen sehr tiefen Einblick in die Eigenschaften
der Korrelationsfunktion. '

An dieser Stelle sollen jetzt noch einige numerische Aspekte behandelt werden, die fﬁr stabi-
le Fit-Ergebnisse unabdingbar sind. Es empfiehlt sich eine zielorentierte Betrachtung."Um ein
beschriinktes Auflésungsvermogen vermuten zu kinnen, war in (3.19) der Nachweis einer y2-
Stagnation vorgeschlagen worden. Dies kann nur gelingen, wenn der Minimierungsalgorithmus
auch beim Vorhandensein redundanten Parameter stabil arbeitet, weil Jja schon weniger Massen-
terme zum Erreichen des Minimums im %2 ausreichen als bereitgestellt werden®. Dem Algorith-
mus bleiben zum Vernachliissigen eines einzelnen Terms {m i, ® j} nur 2 bzw. 3 Moglichkeiten:

¢ Eine Amplitude von null (& =)

e Eine Signalaufspaltung: m; = my, wobei dann die Summe ® ; + (. gerade dem besten
Fitergebnis fiir die Amplitude der Masse my, entspricht.

o Im Fall, daB die linke Grenze des betrachteten Zeitscheibendistanzintervalls ungleich null
ist (fiir die Cy,(Az)-Komponente des Gluino-Glue lag sie bei Ar = 1), ist noch die Ap-

proximation m; — co moglich.

In der Praxis ist vor allem der zweite Fall zu beobachten, fiir die Cy, (A7) —~Komponente des
Gluino-Glue auch der dritte. Fiir die Minimierungsprozedur ergeben sich daraus folgende Sch-
wachpunkte:

Die Moglichkeit mehrbléttriger Losungen zum Erreichen des Minimums, also etwa durch einen 4-Term-Fit
und gleichzeitig durch einen echien 5-Term-Fit mit anderen Massen, kann intuitiv vernachlissi £t werden, solan-
ge die Anzahl freier Parameter kleiner als die Anzahl der Datenpunkte bleibt. Insbesondere konnte in den hier
untersuchten Korrelatoren ein solcher Fall nicht beobachtet werden -
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e Bei einer Signalaufspaltung bricht der iterative Algorithmus hdufig schon zu frih (d.h.

bei einer nicht hinreichend guten Approximation m; =2 my) ab, weil die Verbesserungen
im %2 sehr kiein werden. Fiir den Wert der Masse entsiehen so Fluktuationen. Dies gilt
insbesondere auch den Bereich des Jackknife-Fehlerkalkulation, wo dieser Effekt fiir je-

Aac Qamnla onfr
Qs Sallipse uttreten kann,

Die resultiernde Fehlerschitzung wird dadurch aufgefiichert.
Schlimmer noch ist der Fall einer Signalaufspaltung auf die Fehlerkalkulation der Ampli-
tuden: Weil das genaue Aufspaltungsverhiltnis in der Summe ®; + @ nicht definiert ist,

resultieren fiir unterschiedliche Jackknife-Sample auch unterschiedliche Summanden.

Es ist im allgemeinen #uBerst nichttrivial in der Jackknife-Fehlerrechnung die zueinan-
der korrespondierenden Werte zu matchen, weil einzelne Massen doppelt vorkommen
konnen. Vor allem liefert der Fit aber im allgemeinen auch unsortierte Massen - auch

dann wenn die Startwerte aufsteigend sortiert waren (in den Variablen).

In der Praxis zum Gliick relativ leichte Kniffe ausgereicht, um diese Schwachpunkte zu umge-

hen:

e Dic (einstellbare) Genauigkeit zur Identifikation eines Minimums wurde nur leicht iiber

die Rechnergenauigkeit gestellt, so daff im Falle einer Signalaufspaliung die Approxima-

tion m; = my hinreichend genau erfiillt wurde.

o Im Rahmen der Jackknife-Fehlerrechnung wurden fiir jedes Sample die Terme {m;, o;}

nach aufsteigenden Massen sortiert.

Diese kleinen Anpassungen reichen aus, weil in der Regel die auftretenden Effekte fir alle

Jackknife-Sample gleich sind, also zum Beispiel fiir alle Sample das Signal der Grundzustands-

masse aufgespalten wird. Zumindest konnten immer Startwerte gefunden werden, fiir die dies

der Fall war®.

®Ungeldst bleibt offensichtlich das Problem der Fehlerschitzung fiir die Amplituden im Faile einer Signalauf-

spaltung. Der Effekt ist aber sehr leicht zu identifizieren.
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3.3 Fits mit Zwangsbedingungen

Die weitere Auswertung wendet sich der methodischen Analyse von constrained Fit-Verfahren.
Wie bereits mehrfach beschrieben, zielen die Zwangsbedingungen

hi = A8, (3.20)

welche den Minimierungsansatz der Maximum Likelihood Methode um einen Zusatzterm xin-m,

erginzen,

(i — Ai)?
X2 - xgug = %2 +X§rior : X;zm'or = 2 Tu

i i

(3.21)

auf eine Stabilisierung von Fits mit vielen Termen.

Dem Konzept der SEB Methode folgend, werden wir eine Teilmenge der Daten C‘(At) nutzen,
um iterativ “Prior* Informationen A; = ?:i + G; zar weiteren Auswertung der gleichen Daten
zu verwenden, was den Bayes’en Ansatz explizit verletzt. Die finale Anzahl der betrachteten
Massenterme ist dabei nicht fest vorgegeben, sondern es ist gerade das Ziel des Ansaf’zes, die
Daten selbst iiber die Anzahl der zu ihrer Beschreibung hinreichenden Terme entscheiden zn
lassen. Mit anderen Worten: Ziel ist ¢in stabiler N-Massen-Fit, was einen Vergleich mit den

beireits ausfiihrlich diskutierten Ergebnisse natiirlich besonders reizvoll erscheinen LRt

Zur Motivation von constrained Fits soll zuniichst eine Imitation des Subtraktionsverfahrens
aus [4] mit der Hilfe von Zwangsbedingungen vorgestellt werden. Das pseudo-skalare Meson
a—m’ wird dabei als Fallstudie dienen. '

3.3.1 Imitation des Subtraktionsverfahrens

In allen Variationen von constrained Fits dienen die Zwangsbedingungen in ¥, einem “Ge-
leiten”des Fits: Der Algorithmus favorisiert Werte nahe der zentralen Schitzung A:: der Fehler
6; bestimmt die Stirke dieser Abhingigkeit. Ein Standardfit ohne Zwangsbedingungen kann als
Extremfall infinitesimal breiter Priors (G; — o) gesehen werden. Der andere Extremfall infi-
nitesimal schmaler Priors (§; — 0) zwingt die entsprechenden Parameter, exakt die zentralen

Werte A; anzunchmen

Wir werden diese beiden Extremfille am Beispiel des Mesons @ —m' niher untersuchen. Das
Scheitern des Subtraktionsverfahrens wurde bereits ausfiihrlich diskutiert, wie im Falle des zur

Nlustration gezeigten Hohenliniendiagramms soll auch hier #,;, = 6 gesetz werden. Betrachtet
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wird ein Zwei-Massen-Fit, wobei jeweils einer der beiden Zustiinde mit Zwangsbedingungen

belegt wird:
2 _
car) = Y oy (e 4emT=80)  ynd (3.22)
i=1 : ’
2 2 (mj — ;Y (0;—0))° :
Xag = X° T = o  Je{L2}) (3.23)
Gm; oy
Entsprechend der Setzung
Gm; = Oy (A) = 10740 und 8o, = 8o, (M) = 10740, (3.24)

wird die Stiirke der Zwangsbedingungen iiber einen freien Parameter A variiert. Die Ergebnisse

(in Gittereinheiten) des Subtraktionsverfahrens aus [4]:

mM o~ 0282, o™ 0,57 (3.25)

w0640, @™ 0981, (3.26)

werden als zentrale Werte fiir die Priors gewihlt:

iy =m0, ;=™ je{1,2}. (3.27)

Die Abbildung 3.19 zeigt die Ergebnisse fiir das Belegen von {my,a,} resp. {m;,m;} mit
Zwangsbedingungen.

Werte von A > 2, also prézise Priors, zwingen die assozierten Parameter exakt auf die zentra-
len Werte #7; und @;. Im Rahmen der Minimierungsprozedur verbleiben effektiv nur zwei freie
Parameter, die xfmg unter den Nebenbedingungen m; = 7 und ®; = ®; minimieren. Dies ist of-
fensichtlich dquivalent zum Vorgehen, das Signal der Masse m; vom Korrelator abzuziehen und
das Restsignal einem Ein-Massen-Fit zu unterziehen, also gerade einem Schritt des iterativen
Subtraktionsverfahrens. Die Ergebnisse konnen in der Tat von A ~ 2 an reproduziert werden.
Das Fixpunktverhalten a3t sich aus der Abbildund 3.19 sehr gut ablesen. Werden die Werte aus
(3.23) als Priors gesetzt, strebt der von Zwangesbedingungen freigestellte Term auf (3.26) und
andersherum. Ferner 146t sich auch der durch das Subtraktionsverfahren massiv unterschiitzte

statistische Fehler erkennen.
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Abbildung 3.19: Zwei-Massen-Fit an die a-n° Korrelationsfunktion (eine Zwangsbedingung).
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3.3.2 Die SEB Methode

Die im folgenden beschriebene Anwendung der SEB Methode soll zunéchst einmal einer ge-
nauer Darstellung des iterativen Prozesses dienen. Speziellere Fragen werden im AnschluBl auf
dieser Grundlage erfolgen. Die hier vorgestellte Vorgehensweise entspricht dabei der in [8] Not

foo Soon bezeichneten Variante.

Anwendung des Verfahrens

Betrachtet werden soll hier nur die Cy, (Az)-Komponente der Gluino Glue Korrelationsfunktion.
Fir diese liegen aus dem vorangegangen Kapitel vollstindige Vergleichsergebnisse auf Basis

cines Ein-, Zwei- bzw. N-Massen-Fits vor.

Den Beginn des iterativen SEB Verfahrens macht in jedem Fall ein einfacher Ein-Massen-
Fit. Die linke Intervallgrenze des zugrundegelegten Zeitscheibenintervalls [tl,%] sollte dabei
einerseits moglichst klein gewihlt werden, andererseits aber noch groB genug, dafl der Ansatz
gerechtfertigt wird. Zur Beurteilung bietet sich natiirlich ein Blick auf den bereits dargesteliten
Ein-Massen-Fit in Abbildung 3.3 an: fiir einen Wert von #,,;, = 9 an bestitigt der Verlauf im
Rahmen der Fehler in etwa eine Plateanbildung. Fiir den Wert #; = 9 ergibt sich auf Basis des
Ein-Massen-Fits:

m\ =0,4432£0,017(JK : £0.022) @} =0,70£0, 12(JK : +0,16) (3.28)

Die angegebenen Fehlerschatzungen sind dabei auf Grundiage der Fitting-Fehler-Approximation
aus (2.31) berechnet worden, diese Fehler werden im folgenden auch mit G 1) bzw. S, y ab-
gekiirzt. Fiir einen Vergleich wurden oben zuséatzlich noch die entsprechenden J ackkmfe-FehIer
angegeben (diese waren zum Beispiel auch bei dem Standard Ein-Massen-Fit aus Abbildung
3.3 zugrundegelegt): Die Jackknife-Fehler sind konservativer, aber zumindest von einer ver-

gleichbaren Grofienordnung.

Im zweiten Schritt des SEB Prozesseses wird die Anzahl der beriicksichtigten Massenterme auf
zwei erhdht und das betrachtete Zeitscheibendistanzintervall nach links ausgedehnt (dieses sei
mit [fy, %] bezeichnet, wobei 1; < t1). Gleichzeitig dienen die zuvor gewonnenen Fit-Ergebnisse
des ersten Schrittes (3.28) als Zwangsbedingungen fiir einen der beiden Terme. Insgesamt lantet
der Ansatz also:

C(Ar) ;2’ ( —mitt | ,-(T—Ar))
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1 1
2 2 (ml—mg ))2 (wlff’)g })2
Xaug - X + 2 + 0_2 .
G m of?

my

(3.29)

Es sei noch einmal betont, daf ¢_q) und G die zuvor berechneten Fit-Fehler wie in (2.31)
definiert bezeichnen. Diese Wahl ist eine wesentliche Eigenschaft der SEB Methode, sie wird

weiter unten diskutiert werden.

Wie im vorangegangen Schritt zielt das Verfahren darauf, einen méglichst groBes Intervall
[t %—] auszumachen, ohne dabei allerdings einen durch héhere Moden signifikant beeinfluBten
Bereich einzuschlicBen. Um einen geecigneten Wert von £ zu identifizieren, werden nacheinan-
der Fits fiir #; = {; — 1),{t; — 2), ... getestet. Beobachtet wird dabei der Verlauf der erzielten
x2-Werte pro Anzahl der jeweiligen Datenpunkte d :— g —t. Kommt es im Verlauf der erziel-
ten Werte von x>/d zu einem Sprung, etwa bei #, so wird dies als ein Scheitern des Ansatzes
mit nur zwei Termen gewertet. Entsprechend wird zur Fortsetzung des Prozesses 1, = £ + 1
gewihlt.

Entsprechende Testldufe fiihren im vorliegenden Fall zu einer Wahl von 7, = 5. Die Ergebnisse

des Fits lauten:

m? = 043740013 o = 063+0.10
m = 097140076 o = 9.19+2.66, (3.30)

wobel wieder Fit-Fehler angegeben sind. Die Werte unterscheiden sich signifikant von den Er-
gebnissen des Zwei-Massen-Fit ohne Zwangsbedingungen fiir £y, == 5 (vgl. Abbildung 3.4}
beide Massen und beide Amplituden sind bei letzterem niedriger, die Fehlerbereiche iiber-
schneiden sich nicht.

Der dritte Schritt entspricht der naheliegenden, iterativen Fortzung: Beriicksichtigt werden die
Terme von drei Massen; das Zeitscheibenintervall wird weiter nach links zu [t3, %] mit f3 < 13
ausdehnt. Die Ergebnisse aus dem vorangegangenen Schritt (3.30) dienen als Zwangsbedingun-
gen, der Ansatz lautet

3
C(Ar) = Z@i.(e—mfm _!_(m,-(r—m})
=1

2 | (- P2 w; — 22
xiug:x2+z ( 21)+( )

(3.31)

Dies bedeutet insbesondere, daf die Zwangsbedingugen fiir den Grundzustand gegeniiber dem
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vorangegangenen Schritt akrualisiert werden. Weil bis hin zum linken Rand 13 = 1 kein spiirbarer
Anstieg von %2 /d zu beobachten ist, endet das iterative Verfahren in diesem Fall mit dem dritten

Schritt, fiir den der gesamte Datenbereich ausgewertet wird. Die Ergebnisse lauten:

md = 042740012 o = 05340.08
mY = 089140023 of = 7.0340.42
mY = 232940239 o) = 9354097, (3.32)

diese stellen aber noch nicht die finalen Schitzungen dar: so dienen die in (3.32) angegebenen
Fit-Fehler dienen lediglich Vergleichszwecken - sie stellen nicht die finale Fehlerschiitzung fiir

den letzten Schritt der Iteration dar!

Vielmehr beruht die endgiiltige Fehlerschétung auf einem Jackknife- Verfahren fiir den Gesamt-
prozel. Dafiir werden die oben beschriebenen Schritte fiir jedes Jackknife-Sample durchlaufen
- der sich daraus berechnende Jackknife-Fehler wird als Fehlerschatzung fiir die Ergebnisse aus
(3.32) verwendet. Im vorliegenden Fall resultiert daraus folgende Schitzung:

mY = 0427+£0022(K) o) = 05310.13(JK)
m = 0891+£0.030(K) o)) = 7.03+055(JK)
m = 2329£0316(JK) o) = 935+ 1.41(JK), (3.33)

Zur Berechnung der Fit-Fehler

Fiir die Berechnung der Fit-Fehler (diese werden nur in den inneren Schieifen des Verfahrens
benotigt), werden die Zwangsbedingungen quasi als Mefiwerte fiir die Fitparameter behandelt:
Es stehen dann also zur Ableitung von (2.31) nicht nur Korrelationsfunktionen fiir % —t+1
verschiedene Zeitscheiben zur Verfiigung, sondern diese werden entsprechend um 2 - ¢ MeB-
werte ergénzt, wenn ¢ die Anzahl der Terme mit Zwangsbedingungen bezeichnet (der Faktor 2
resultiert daher, daB jeweils sowohl fiir die Masse als auch die Amplitude Zwangsbedingungen
vorliegen). Die Motivation Hefert eine Grenzfallbetrachtung: wenn die Unsicherheit der Korre-
lationsfunktion im Vergleich zur Breite der Zwangsbedingungen &; sehr grol sind, entsprichen
die Fit-Fehler fiir die jeweiligen Parameter gerade den Werten ;. Eine Jackknife-Kalkulation
wiirde hingegen einen Fehler von O liefern - es sei denn, es wird die Ableitung der Zwangsbe-
dingungen im Rahmen des Gesamtprozesses in die Kalkulation mit eingezogen. An den inneren
Schieifen wiire nach diesem Verfahren natiirlich auch eine stabile Jackknife-Schitzung moglich

- diese wiirde aber bei jedem Schritt eine Verschachtelung der Sample erfordern.
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3.4 Zusammenfassung

An dieser Stelle bleiben zuniichst einige Verbesserungen technischer Natur festzuhalten, von
denen zukiinftige Auswertungen profitieren sollten. Zu nennen ist vor allem die in dieser Ar-
beit durchgiingig genutzte Parametrisicrung der Fitfunktion durch die Wurzeln der Massen und
Amplituden. Wie gezeigt wurde, hatte allein diese Wahl die Ableitung von reichhaltigen Ergeb-
nissen erméglicht, zu denen der Weg zuvor verschlossen war.

Ferner ist bei der Implementierung des (Jackknife-)Block-Bildens ein systematischer Fehler
behoben werden.

Vom methodischen Standpunkt aus hat vor allem die Diskussion des N-Fit-Verfahrens einen
auflerst tiefen Einblick in die Eigenschaften der Korrelationsfunktionen erméglicht. Die ab-
geleiteten Ergebnisse bediirfen sicherlich in jedem Fall einer Plausibilititspriifung, dieses gilt
aber n gleichem Mab fiir jeden anderen Fit auch. Der Autor hilt den in diesem Zusammenhang

eingefithrien Begriff des Auflosungsvermigens fiir duBerst niitzlich.

In ausfihrlicher Weise ist das Scheitern des Subtraktionsverfahrens diskutiert worden: Durch
die Vernachlissigung der Kopplung zwei Termen wird der statistische Fehler durchgingig un-
terschéitzt. Auch hat das Vertahren in einem Fall das Minimum x% verfehlt.
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