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Kapitel 1EinleitungIn vielen physikalis
hen Systemen existieren Grenz
�a
hen, die vers
hiedene Phasen desSystems voneinander trennen. Beispielsweise bildet si
h eine Grenzs
hi
ht aus bei einerFl�ussigkeit, die si
h im Glei
hgewi
ht mit ihrem Dampf be�ndet, in einem System aus zweiFl�ussigkeiten, die ni
ht vollst�andig mis
hen, und au
h bei einem magnetis
hen System, indem es vers
hiedene m�ogli
he Magnetisierungen gibt, kann es zu Grenzs
hi
htbildung kom-men. Eine s
hematis
he Darstellung sol
her Systeme gibt Abbildung 1.1. Die Phasen A undB sind dur
h einen mehr oder weniger ausgepr�agten �Ubergangsberei
h, in dem beide Pha-sen vorhanden sind, getrennt: die Grenzs
hi
ht. Erh�oht man in einem sol
hen System dieA BAbbildung 1.1: Die Phasen A und B eines physikalis
hen Systems sind dur
h eine Grenz-s
hi
ht (gestri
helt dargestellt) getrennt.Temperatur, wobei man si
h, damit man weiter von einer Grenzs
hi
ht spre
hen kann, ent-lang der Koexistenzkurve beider Phasen zu bewegen hat (z.B. Dampfdru
kkurve im Falledes Fl�ussigkeit{Dampf{Systems), so wird die Di
ke der Grenzs
hi
ht immer gr�o�er und diezugeh�orige Ober
�a
henspannung immer geringer werden. Errei
ht man die kritis
he Tem-peratur T
, so �ndet ein Phasen�ubergang zweiter Ordnung, ein sogenannter kontinuierli
herPhasen�ubergang statt [1℄. Das bedeutet, da� oberhalb der kritis
hen Temperatur nur no
heine einheitli
he Phase existiert und da� der Ordnungsparameter, im Falle des Fl�ussigkeit{Dampf{Systems beispielsweise die Di�erenz der Di
hten von Fl�ussigkeit und Dampf, si
hbei diesem Phasen�ubergang stetig �andert. Wi
htig f�ur diesen kritis
hen Phasen�ubergang istinsbesondere, da� We
hselwirkungen auf allen L�angenskalen existieren, d.h. die Korrelati-onsl�ange, die die e�ektive Rei
hweite der We
hselwirkung innerhalb des Systems bes
hreibt,divergiert gegen Unendli
h. Die Grenzs
hi
htdi
ke w wird dann ebenfalls Unendli
h, und diereduzierte Ober
�a
henspannung �1 (De�nition s.u.) wird Null; das ganze System ist quasizur Grenzs
hi
ht geworden. In obigen Beispielen bedeutet das eine homogene Dampfphase,eine vollst�andige Mis
hung beider Fl�ussigkeiten bzw. eine einheitli
he Magnetisierung.4
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z = 0 zy+++++++++++++++++++++++++++++++++ ��������������������� ������������Abbildung 1.2: Randbedingungen, die eine Grenz
�a
he bei z = 0 beg�unstigen (x{Ri
htungin Zei
henebene hinein).F�ur die Grenzs
hi
htdi
ke w sind vers
hiedene De�nitionen gebr�au
hli
h; f�ur eine M�og-li
hkeit verglei
he man [2, 3, 4℄. w wird in dieser Arbeit ni
ht weiter ben�otigt, so da� aufeine genaue De�nition verzi
htet wird.�1 ist im wesentli
hen die Di�erenz der freien Energien des Systems einmal mit undeinmal ohne Grenzs
hi
ht. Am Beispiel des dreidimensionalen Ising{Modells l�a�t si
h �1genauer wie folgt de�nieren [5℄. Man fordert zun�a
hst sol
he Randbedingungen, die auf demRand der linken H�alfte des Systems Spin up (+) und auf dem Rand der re
hten H�alfte Spindown (�) festlegen (vgl. Abbildung 1.2), so da� si
h in der Mitte bei z = 0 eine Grenz
�a
heausbilden wird. Die Zustandsumme und freie Energie eines sol
hen Systems seien Z+� bzw.F+�; mit der Temperatur T und kB als der Boltzmann{Konstanten gilt der ZusammenhangF+� = �kBT logZ+�: (1.1)Entspre
hend hat man Z++ und F++ f�ur ein System mit dur
hgehend Spin up auf demRand als Bedingung (vgl. Abbildung 1.3), und dann gilt:F++ = �kBT logZ++: (1.2)Bezei
hnet man mit L die Ausdehnung des Systems in x{ und y{Ri
htung, dann ist dieOber
�a
henspannung � im thermodynamis
hen Limes gegeben dur
h:� = limL!1 F+� � F++L2= limL!1�� kBTL2 log Z+�Z++�: (1.3)Die reduzierte Ober
�a
henspannung �1 wird jetzt dur
h�1 := �kBT (1.4)de�niert, so da� man �1 = limL!1�� 1L2 log Z+�Z++� (1.5)bekommt.
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z = 0 zy+++++++++++++++++++++++++++++++++ +++++++++++++++++++++ ++++++++++++Abbildung 1.3: Randbedingungen, die die Bildung einer Grenz
�a
he ni
ht beg�unstigen(x{Ri
htung in Zei
henebene hinein).Das kritis
he Verhalten von Systemen ohne Grenz
�a
he bei kontinuierli
hen Phasen�uber-g�angen l�a�t si
h dur
h eine ganze Reihe von sogenannten kritis
hen Exponenten und kriti-s
hen Amplituden wie folgt bes
hreiben [1℄. Ohne Eins
hr�ankung sei dazu ein magnetis
hesSystem betra
htet; H sei ein �au�eres Magnetfeld. F�uhrt man die reduzierte Temperaturt = T � T
T
 ein, so ist das f�uhrende, ni
ht analytis
he Verhalten in der N�ahe des kritis
henPunktes von spezi�s
her W�arme CH, Magnetisierung M , Suszeptibilit�at �T und das Ver-halten auf der kritis
hen Isothermen t = 0 gegeben dur
h:CH � � A� (� t)��0 ; t < 0; H = 0A+ t��; t > 0; H = 0; (1.6)M � M0 (� t)� ; t < 0; H = 0; (1.7)�T � � C� (� t)�
0 ; t < 0; H = 0C+ t�
 ; t > 0; H = 0; (1.8)H � D0 jM jÆ; t = 0: (1.9)Die Gr�o�en A�; : : : ; D0 werden hier als kritis
he Amplituden bezei
hnet, und �0; �; : : : ; Æsind kritis
he Exponenten. Mit Hilfe der Magnetisierungsdi
hte m(~r ), der aus ihr gebildetenKorrelationsfunktion �(~r ) = hm(~r )m(~0)i � hm(~r )i hm(~0)i (1.10)und deren kritis
hem Verhalten�(~r ) � r�p e� r� ; r = j~r j; � : Korrelationsl�ange (1.11)lassen si
h weitere kritis
he Exponenten �0; � und � de�nieren:� = ( �� � ��0 (� t)��0 ; t < 0; H = 0�+ � �+0 t�� ; t > 0; H = 0; (1.12)�(r) � r�p; t = 0 ; p = D � 2 + �: (1.13)D ist dabei die Raumdimension des Systems. F�ur weitere Exponenten verglei
he man [1℄.Mit Hilfe der Skalenhypothese [6, 7, 8, 9, 10℄ ergeben si
h folgende Skalenrelationen unter



7den kritis
hen Exponenten [11, 1℄:� = �0 ; 
 = 
0 ; � = �0 ; (1.14)
 = � (2 � �) ; (1.15)� + 2� + 
 = 2 ; (1.16)
 = � (Æ � 1) (1.17)und, unter zus�atli
hen Annahmen die freie Energie betre�end [11℄, die Hyperskalenrelation2 � � = � D: (1.18)Das kritis
he Verhalten physikalis
her Systeme wird nun in dem Sinne als universell an-genommen (Universalit�atshypothese [12℄), da� die kritis
hen Exponenten unabh�angig vonden speziellen mikroskopis
hen Eigens
haften des Systems sind, sondern nur von folgendenSystemparametern abh�angen:1. Raumdimension D,2. Dimension n des Ordnungsparameters, z.B. Spindimensionalit�at in magnetis
hen Sy-stemen,3. Symmetrien des Systems.Entspre
hend diesen Kriterien werden physikalis
he Systeme in Universalit�atsklassen ein-geteilt, so da� die kritis
hen Exponenten innerhalb einer Klasse dieselben sein sollten.F�ur die kritis
hen Amplituden A�; A+; C�; C+; ��0 und �+0 gilt eine sol
he Universalit�atni
ht, aber man kann mit Hilfe der Renormierungsgruppe zeigen [13℄, da� diese Amplitudennur �uber zwei systemabh�angige Gr�o�en X und Y von den speziellen Eigens
haften desSystems abh�angen, so da� si
h aus den obigen se
hs Amplituden vier universelle Gr�o�enbilden lassen, vgl. au
h [14℄. Diese sindA+A� ; C+C� ; �+0��0 und R+� := �+0 (A+ �) 1D : (1.19)In [13℄ sind zw�olf kritis
he Amplituden eingef�uhrt, da �uber den kritis
hen Exponenten Æhinaus no
h das Verhalten weiterer Gr�o�en, wie beispielsweise der Suszeptibilit�at, auf derkritis
hen Isothermen betra
htet wird, so da� si
h dort zehn universelle Gr�o�en aus denAmplituden ergeben.Hat man nun wie oben bes
hrieben ein System mit Grenz
�a
he, so l�a�t si
h das ges
hil-derte kritis
he Verhalten, also divergierende Grenzs
hi
htdi
ke und vers
hwindende Ober-
�a
henspannung, dur
h zus�atzli
he kritis
he Exponenten und Amplituden bes
hreiben:w � w0 (� t)�w ; t < 0; auf Phasenkoexistenzkurve, (1.20)�1 � �0 (� t)�; t < 0 auf Phasenkoexistenzkurve. (1.21)F�ur einen �Uberbli
k von kritis
hem Verhalten bei Systemen mit Ober
�a
hen und Grenz-
�a
hen verglei
he man [15, 5℄.Au
h f�ur die kritis
hen Exponenten � und �w gibt es Skalenrelationen, insbesondere([15, S. 67℄ oder [16, 5℄) � = 2 � � � �= 
 + 2� � �: (1.22)



8 KAPITEL 1. EINLEITUNGMit der Hyperskalenrelation (1.18) wird das zu� = (D � 1) �: (1.23)Ebenso gibt es unter Einbeziehung der kritis
hen Amplituden �0 und w0 weitere universelleAmplitudenverh�altnisse; speziell erwartet man [17℄, da�R� := �0 (��0 )2 (1.24)und R+ := �0 (�+0 )2 (1.25)universell sind.Die Gr�o�en R� und R+ sind in einer Reihe von Arbeiten bestimmt worden, n�amli
hdur
h Monte{Carlo{Re
hnungen im dreidimensionalen Ising{Modell [18, 4, 19, 20℄, mittelsMonte{Carlo{Daten in Verbindung mit Reihenuntersu
hungen in D = 3 Dimensionen [21℄sowie mit Hilfe einer feldtheoretis
hen Bere
hnung im �4{Modell in D = 3 und D = 4Dimensionen bis zur 1{Loop{Ordnung [22, 23℄.Au
h in dieser Arbeit sollen R� und R+ bestimmt werden, und zwar f�ur das euklidi-s
he �4{Modell in drei Dimensionen in der Phase gebro
hener Symmetrie, das zu derselbenUniversalit�atsklasse wie das dreidimensionale Ising{Modell geh�ort. Es wird dazu die Ober-
�a
henspannung1 �(L) bei endli
her Grenz
�a
he (endli
hes L, s.o.), die analog zu �1 dur
hdie Di�erenz der freien Energien bei vers
hiedenen Randbedingungen gegeben ist (Gl. (1.5)ohne Limesbildung), bis zur 2{Loop{Ordnung, d.h. bis eins
hlie�li
h zur zweiten Korrek-tur des f�uhrenden Terms, betra
htet. Dabei wird eine Zylindergeometrie des Systems mitendli
hen Raumausdehnungen L l�angs zweier Koordinatena
hsen (x1{ und x2{Koordinate)und unendli
her Ausdehnung l�angs der dritten Koordinatena
hse (x0, au
h als Zeitkoor-dinate bezei
hnet) zu Grunde gelegt; die Ober
�a
henspannung �1 wird si
h dann dur
hGrenz�ubergang limL!1 �(L) ergeben, und aus �1 l�a�t si
h R� gewinnen. R+ bekommt mandann aus R� dur
h R+ = ��+0��0 �2 R�: (1.26)Wie s
hon angedeutet gibt es bereits Re
hnungen bis zur 1{Loop{Ordnung von M�unsterin D = 4 Dimensionen [22℄ und D = 3 Dimensionen [23℄. Die hier dur
hgef�uhrte analyti-s
he Bestimmung dient neben der m�ogli
hst genauen Bere
hnung der universellen Gr�o�enR� und R+ au
h zum Test von vers
hiedenen numeris
hen Verfahren wie unters
hiedli-
hen Monte{Carlo{Re
hnungen, indem man deren Resultate mit den Ergebnissen aus deranalytis
hen Re
hnung verglei
ht.Die Ober
�a
henspannung �(L) h�angt mit der Energieaufspaltung in der �4{Theorie,darunter ist die Energiedi�erenz zwis
hen dem Grundzustand und dem ersten angeregtenZustand zu verstehen, wie folgt zusammen:Das Potential der betra
hteten Theorie ist ein Doppelmuldenpotential (vgl. au
h Ab-bildung 2.1 im n�a
hsten Kapitel). Im unendli
hen r�aumli
hen Volumen, d.h. bei unendli-
hem L, ist der Grundzustand der �4{Theorie in der Phase gebro
hener Symmetrie zwei-fa
h entartet. Im endli
hen r�aumli
hen Volumen ist diese Entartung aufgrund von Tun-nel�uberg�angen von einem Potentialminimum zum anderen aufgehoben. Die Energieniveaus1Von jetzt an ist mit Ober
�a
henspannung stets genauer die reduzierte Ober
�a
henspannung gemeint.



9des dann eindeutigen Grundzustands und des ersten angeregten Zustands sind dur
h dieEnergieaufspaltung E0a getrennt. Den Zusammenhang zwis
hen E0a und der Korrelati-onsl�ange �� der Theorie (Phase gebro
hener Symmetrie = Tieftemperaturphase), die denZerfall der Korrelationsfunktionh�(x0)�(0)i � h�(x0)i h�(0)i (1.27)f�ur gro�e x0 bes
hreibt, erh�alt man, da einerseits in der Operatorformulierung die Beziehungh�(x0)�(0)i � h�(x0)i h�(0)i �x0!1 e�E0ax0 (1.28)besteht, andererseits in der Pfadintegralformulierung na
h De�nition der Korrelationsl�angeh�(x0)�(0)i � h�(x0)i h�(0)i �x0!1 e� x0�� (1.29)gilt. Daher ergibt si
h �� = 1E0a : (1.30)F�ur eine Herleitung dieses Zusammenhangs mittels Transfermatrixformalismus verglei
heman [24℄.Die Korrelationsl�ange �� h�angt ihrerseits mit der Ober
�a
henspannung �(L) aufgrundder Beziehung �� = A�1 e�(L)L2 (1.31)zusammen [25, 26, 27℄, so da� man mit Gl. (1.30) �ndet:E0a = A e��(L)L2 : (1.32)Dies ist der angek�undigte Zusammenhang zwis
hen Energieaufspaltung und Ober
�a
hen-spannung. Eine Plausibilit�atsbegr�undung hierf�ur wird am Ende des folgenden Kapitels ge-geben.Dur
h Bere
hnung von E0a l�a�t si
h also �(L) und damit dur
h Grenz�ubergang L!1au
h �1 bestimmen; Gl. (1.32) ist die Grundlage der folgenden Re
hnungen.F�ur L ! 1 geht E0a wie erwartet gegen 0 und die Korrelationsl�ange ist statt dur
hGl. (1.30) dur
h �� = 1mphys (1.33)gegeben, wobei die physikalis
he Masse mphys die Energiedi�erenz zwis
hen Grundzustandund erstem angeregtem Zustand bei unendli
hem r�aumli
hen Volumen ist. Sie kann au
hals der dem Ursprung n�a
hstgelegene Pol imphys der zusammenh�angenden, euklidis
hen2{Punkt{Funktion (Korrelationsfunktion) im Impulsraum ~G(p) 
harakterisiert werden:h�(x0)�(0)i � h�(x0)i h�(0)i = Z 1�1 dp ~G(p) eipx0�x0!1 e�mphys x0 + Beitr�age entfernterer Pole(Residuensatz)�x0!1 e�mphys x0 : (1.34)



10 KAPITEL 1. EINLEITUNGDas f�uhrt auf Gl. (1.33).Wie erw�ahnt wird die Ober
�a
henspannung aufgrund von Gl. (1.32) aus der Energie-aufspaltung ermittelt. Die Re
hnung erfolgt dabei mit Hilfe einer Sattelpunktentwi
klungder Wirkung um eine sogenannte Kink{ oder au
h Instanton{L�osung der Bewegungsglei-
hung. Es wird dabei aus mehreren Gr�unden so weit wie m�ogli
h analytis
h gere
hnet.Zun�a
hst geht es darum, die Terme proportional zu L2 im Argument der Exponential-funktion im Ergebnis f�ur E0a zu isolieren, um die Ober
�a
henspannung zu bekommen(Gl. (1.32)). Es soll also ein analytis
her Ausdru
k f�ur �1 bestimmt werden. Au�erdemwird die dur
hgef�uhrte, feldtheoretis
he Re
hnung zeigen, da� die unregularisierte Theo-rie zu Divergenzen f�uhrt. Bevor also an eine etwaige numeris
he Bestimmung zu denkenist, mu� die Theorie regularisiert werden; die Divergenzen sind zu isolieren und dur
h dieWahl eines Renormierungss
hemas zu beseitigen. Als Regularisierungsmethode �ndet diedimensionelle Regularisierung Anwendung, das Renormierungss
hema ist in Kapitel 6 be-s
hrieben. S
hlie�li
h wird man sehen, da� si
h das Resultat f�ur den 2{Loop{Beitrag derOber
�a
henspannung als Summe mehrerer Summanden s
hreiben l�a�t, die si
h nahezu ge-geneinander fortheben, d.h. die Summe ist sehr viel kleiner als die einzelnen Summanden,so da� eine m�ogli
hst weitgehende analytis
he Re
hnung n�otig ist, um ni
ht zu gro�e Fehlerzu erhalten.Zuvor seien no
h einige Anmerkungen zum Instantonbegri� gema
ht. Ihren Ursprungund eine wesentli
he Bedeutung besitzen die Instantonen in der Ei
htheorie insbesonde-re bei der Frage na
h dem Grundzustand in der Quanten
hromodynamik (QCD). In derreinen Ei
htheorie (Yang{Mills{Theorie) gibt es topologis
h ni
ht triviale L�osungen der zu-geh�origen Euler{Lagrange{Glei
hung (Yang{Mills{Glei
hung), eben die Instantonen [28℄.Instantonen bes
hreiben �Uberg�ange zwis
hen klassis
hen Vakua, d.h. Kon�gurationen mitFeldst�arketensor F�� = 0, wobei si
h diese Vakua hinsi
htli
h ihres Ei
hfeldes A� unter-s
heiden. Speziell sind ihre topologis
hen Eigens
haften vers
hieden, was si
h dur
h densogenannten Pontryagin{Index q kennzei
hnen l�a�t [29, 30℄. Man spri
ht daher au
h vonq{Vakua (jqi). Da die Instantonen eine endli
he Wirkung haben, gibt es eine ni
ht ver-s
hwindende �Ubergangsamplitude von einem q{Vakuum in ein anderes, so da� der Grund-zustand, das wahre Vakuum, eine �Uberlagerung dieser q{Vakua ist. Dieses sogenannte�{Vakuum (j�i) wird dur
h einen Parameter � 
harakterisiert. Experimentell [31, 32, 33, 34℄s
hlie�t man, da� � sehr klein ist (j�j < 2 � 10�10). Erkl�arungsversu
he hierf�ur f�uhren dur
hErweiterung des Standardmodells auf sogenannte Axionen [35, 36, 37, 38℄. F�ur eine �Uber-si
ht �uber das QCD{Vakuum sei auf [39℄ verwiesen.Konkrete Bere
hnungen von �Ubergangsamplituden mit Hilfe von Instantonen wurdenu.a. in der Ei
htheorie von t'Hooft in einer 1{Loop{Re
hnung [40℄ und im Rahmen derQuantenme
hanik haupts�a
hli
h von Shuryak au
h bis zur 2{Loop{Ordnung dur
hgef�uhrt[41, 42, 43, 44℄.Zur�u
k zur Bere
hnung der Ober
�a
henspannung im �4{Modell. Die Arbeit gliedertsi
h folgenderma�en. Im Kapitel 2 wird eine Formel f�ur die Energieaufspaltung E0a her-geleitet, deren Bestandteile in den folgenden Kapiteln sukzessive ausgewertet werden. InKapitel 3 werden die relevanten Greens
hen Funktionen bestimmt; im vierten Kapitel er-folgt die Bere
hnung des Determinantenverh�altnisses der Fluktuationsoperatoren mit undohne Instantonhintergrundfeld bevor in Kapitel 5, als wesentli
he Aufgabe, die vers
hie-denen Feynman{Graphen, vgl. das folgende Kapitel, bestimmt werden. Dana
h wird inKapitel 6 die Renormierung dur
hgef�uhrt und die Ober
�a
henspannung bis zur 2{Loop{Ordnung ausgere
hnet. Weiter erfolgt im siebten Kapitel die Bestimmung der universellenGr�o�en R� und R+ sowie ein Verglei
h der erhaltenen Ergebnisse mit Resultaten aus Ex-perimenten, Monte{Carlo{Re
hnungen und Reihenanalysen. Im a
hten Kapitel werden die



11Resultate der Arbeit zusammengefa�t. Die vers
hiedenen Anh�ange s
hlie�li
h stellen meh-rere ben�otigte Integralformeln bereit, und au
h die Bestimmung einiger h�au�g auftretenderGr�o�en und von numeris
hen Konstanten erfolgt in den Anh�angen.



Kapitel 2Energieaufspaltung in der�4{TheorieWie in der Einleitung angek�undigt, wird die �4{Theorie in der Phase gebro
hener Symme-trie betra
htet. In der euklidis
hen Formulierung hat man folgende Lagrange{Di
hte:L = 12 ���0���0 � m204 �20 + g04! �40 + 38 m40g0= 12 ���0���0 + V (�0); (2.1)mit V (�0) := g04! ��20 � v20�2; v0 :=s3m20g0 (2.2)(vgl. Abbildung 2.1). Bei einem unendli
hen r�aumli
hen Volumen (vgl. Einleitung) ent-spr�a
hen nun die Feldkon�gurationen �0 � � v0, wobei � v0 die Potentialminima sind, denGrundzust�anden der Theorie (spontane Symmetriebre
hung). Im endli
hen Volumen sinddiese Zust�ande j0�i b= Feldkon�guration �0 � �v0; (2.3)j0+i b= Feldkon�guration �0 � +v0 (2.4)aufgrund des Tunnele�ekts, also dur
h �Uberg�ange von einem Potentialminimum ins andere,keine Grundzust�ande mehr, sondern der Grundzustand ist die symmetris
he Linearkombi-nation j0si aus j0�i und j0+i,j0si = 1p2 ( j0+i + j0�i ); Energie: E0; (2.5)und die antisymmetris
he Linearkombinationj0asi = 1p2 ( j0+i � j0�i ); Energie: E0 +E0a; (2.6)ist der erste angeregte Zustand. Die Situation ist, wenn au
h einfa
her, ganz �ahnli
h zurFrage des Grundzustands in der QCD (vgl. au
h Kapitel 1). Die Zust�ande j0+i und j0�ientspre
hen den dortigen q{Vakua, und der wirkli
he Grundzustand j0si entspri
ht dem12



13
Abbildung 2.1: Das Potential V (�0)�{Vakuum. �Uberg�ange zwis
hen den q{Vakua werden dur
h Instantonen bes
hrieben, undau
h die �Ubergangsamplitude von j0�i na
h j0+i wird dur
h eine Instantonl�osung bestimmt,wie si
h im folgenden zeigen wird.Man bea
hte weiterhin: j0+i = 1p2 ( j0si + j0asi ); (2.7)j0�i = 1p2 ( j0si � j0asi ): (2.8)Die Energiedi�erenz E0a zwis
hen den beiden Zust�anden j0si und j0asi steht nun in fol-gendem Zusammenhang mit der �Ubergangsamplitude von einem Potentialminimum in dasandere: h0+j e�TH j0�i = 12 h h0sj e�TH j0si � h0sj e�TH j0asi+ h0asj e�TH j0si � h0asj e�TH j0asi i= 12 he�E0T � e�(E0+E0a)T i; (2.9)denn j0si und j0asi sind als Eigenzust�ande zu vers
hiedenen Energieeigenwerten orthogonal.Entspre
hend hat manh0+j e�TH j0+i = 12 h h0sj e�TH j0si + h0sj e�TH j0asi+ h0asj e�TH j0si + h0asj e�TH j0asi i= 12 he�E0T + e�(E0+E0a)T i; (2.10)und daher h0+j e�TH j0�ih0+j e�TH j0+i = e�E0T � e�(E0+E0a)Te�E0T + e�(E0+E0a)T= 1 � e�E0aT1 + e�E0aT : (2.11)



14 KAPITEL 2. ENERGIEAUFSPALTUNG IN DER �4{THEORIEAndererseits gilt die Pfadintegraldarstellungh0+j e�TH j0�i = Z D�0 e�S[�0℄; (2.12)S[�0℄ := Z d3x L; (2.13)wobei nur �uber sol
he Feldkon�gurationen �0 zu integrieren ist, die zu einem Anfangszeit-punkt dem Zustand j0�i, d.h. konstanter Feldkon�guration �v0, und na
h der Zeit T demZustand j0+i, also konstanter Feldkon�guration +v0, entspre
hen. F�ur sehr gro�e T kanndies dur
h folgende Randbedingung f�ur �0 gen�ahert werden (x := (x0; x1; x2)):�0(x) �! � v0; x0 ! +1�v0; x0 !�1: (2.14)x0 bezei
hnet die Zeitkoordinate, x1 und x2 sind die beiden Raumkoordinaten. Analogl�a�t si
h h0+j e�TH j0+i als Pfadintegral bestimmen, indem �uber sol
he Kon�gurationenintegriert wird, die zum Anfangs- und Endzeitpunkt dem Zustand j0+i entspre
hen, d.h.�0(x)! v0 f�ur x0 !�1.Aufgrund des Faktors e�S[�0℄ tragen zur �Ubergangsamplitude (2.12) im wesentli
hen dieKon�gurationen bei, f�ur die die Wirkung klein ist. Minima der Wirkung S[�0℄ m�ussen derEuler{Lagrange{Glei
hung ÆS[�0℄Æ�0(x) = 0; (2.15)d.h. ��(3)�0 � m202 �0 + g03! �30 = 0 (2.16)gen�ugen; �(3) ist der Lapla
e{Operator in drei Dimensionen. Man re
hnet na
h, da� dieseGlei
hung dur
h �
(x) := v0 tanhhm02 (x0 � a)i; a 2 R (2.17)gel�ost wird. a ist dabei ein Parameter, der die Position dieser sogenannten Kink{ oderInstanton{L�osung auf der Zeita
hse bestimmt (vgl. au
h Abbildung 2.2, zum Instantonbe-gri� s.o. und Kapitel 1). Au�erdem erf�ullt �
 die Randbedingungen (2.14). Es wird jetztzun�a
hst der Beitrag von sol
hen 1{Kink{Kon�gurationen zur �Ubergangsamplitude (2.12)bere
hnet.2.1 Beitrag von 1{Kink{Kon�gurationen zur �Ubergangsam-plitudeI
h betra
hte zun�a
hst den Beitrag des Kinks mit Zentrum bei x0 = 0, d.h. a = 0:�(
;0)(x0) := v0 tanh(m02 x0): (2.18)Dazu entwi
kelt man als erstes S[�0℄ um �(
;0) in eine Taylorreihe. Zuvor sei no
h f�urFunktionen f; g : R3 �! R (2.19)



2.1. BEITRAG VON 1{KINK{KONFIGURATIONEN 15
Abbildung 2.2: Kink{L�osung f�ur a = 0de�niert: (f; g) := Z d3x f(x) g(x): (2.20)Man hat dannS[�(
;0) + �℄ = S
 + 12 (�;M(1) �) + g03! (�(
;0); �3) + g04! (�2; �2); (2.21)mit M(1) := ��(3) + m20 � 32 m20
osh2(m02 x0) ; (2.22)S
 := S[�(
;0)℄: (2.23)Der Operator M(1) wird im n�a
hsten Kapitel eingehend untersu
ht. Hier ist zun�a
hst vonBedeutung, da� M(1), bis auf einen unwi
htigen Phasenfaktor, genau eine normierte Eigen-funktion zum Eigenwert 0 besitzt. Diese Nullmode sei mit j~0 0i bezei
hnet. In der Orts-raumdarstellung gilt: hxj~0 0i = 1pS
 ��(
;0)�x0 = 1pS
 _�(
;0)(x0): (2.24)Die Eigenvektoren von M(1) sind ni
ht mit den obigen Zustandsvektoren wie z.B. j0+i zuverwe
hseln. Wegen �(
;0)(x0 + a) = �(
;0) + apS
 hxj~0 0i + O(a2) (2.25)entspri
ht hxj~0 0i, bei einer Entwi
klung der Fluktuationen � in Gl. (2.21) na
h Eigenfunk-tionen von M(1), gerade einer Vers
hiebung des Kinks l�angs der x0{A
hse. Diese Nullmodeerfordert eine spezielle Behandlung im Pfadintegral in Gl. (2.12), da man sonst u.a. ni
ht



16 KAPITEL 2. ENERGIEAUFSPALTUNG IN DER �4{THEORIEkonvergente Gau�{Integrale vom Typ R1�1 dx e�0 x2 bekommt. Diese spezielle Behandlungerfolgt mit Hilfe der Methode der kollektiven Koordinaten [45℄ �ahnli
h zur Faddeev{Popov{Methode in der Ei
htheorie; zur Nullmodenbehandlung verglei
he man au
h [46, Abs
hnitt17.31℄.Wegen des Zusammenhangs (2.25) von Nullmode und Translation l�angs der x0{A
hseliefert dieses Verfahren dann letztli
h den Beitrag aller Kinks und ni
ht nur den des Kinks�(
;0) mit a = 0 . Aufgrund der Translationsinvarianz der Theorie l�angs der x0{A
hse er-gibt jede 1{Kink{Kon�guration f�ur si
h denselben Beitrag; die Existenz der Nullmode istletztendli
h Konsequenz dieser Translationsinvarianz.Jetzt zum eigentli
hen Verfahren. Man bea
hte stets, da� �(
;0) nur von der Zeitvariablenx0 abh�angt. I
h de�niere als erstes�(�
) := Z d3x h�0(x)� �(
;0)(x0 � �
)i _�(
;0)(x0 � �
)pS
= Z d3x h�0(x0 + �
; x1; x2)� �(
;0)(x0)i _�(
;0)(x0)pS
 : (2.26)�0 ist dabei eine beliebige Kon�guration, �uber die in Gl. (2.12) integriert wird. Dann gilt1 = Z d� Æ(�)= Z d�
 d�d�
 Æ(�(�
)); (2.27)mit d�d�
 = dd�
 Z d3x h�0(x0 + �
; x1; x2)� �(
;0)(x0)i _�(
;0)(x0)pS
= Z d3x _�0(x0 + �
; x1; x2) _�(
;0)(x0)pS
 : (2.28)Hiermit hat manZ D�0 e�S[�0℄ = Z D�0 � Z d�
 d�d�
 Æ(�(�
))� e�S[�0℄= Z d�
 Z D�0 Z d3x � _�0(x0 + �
; x1; x2) _�(
;0)(x0)pS
� Æ�Z d3~x h�0(~x0 + �
; ~x1; ~x2) � �(
;0)(~x0)i _�(
;0)(~x0)pS
 � e�S[�0℄�= Z d�
 Z D�0 Z d3x � _�0(x) _�(
;0)(x0)pS
� Æ�Z d3~x h�0(~x) � �(
;0)(~x0)i _�(
;0)(~x0)pS
 � e�S[�0℄�: (2.29)Der letzte S
hritt folgt, da es dasselbe ist, �uber alle m�ogli
hen Kon�gurationen �0(x0; x1; x2)oder �0(x0 + �
; x1; x2) zu integrieren. Der Integrand h�angt nun ni
ht mehr von �
 ab, soda� man erh�alt (�
 nimmt Werte aus [�T2 ; T2 ℄ an):Z D�0 e�S[�0℄ = T Z D�0 Z d3x� _�0(x) _�(
;0)(x0)pS
� Æ�Z d3~x h�0(~x) � �(
;0)(~x0)i _�(
;0)(~x0)pS
 � e�S[�0℄�: (2.30)



2.1. BEITRAG VON 1{KINK{KONFIGURATIONEN 17Substituiert man jetzt �0 = �(
;0) + �; (2.31)so ergibt si
hZ D�0 e�S[�0℄ = T Z D� Z d3x(� _�(
;0)(x0) + _�� _�(
;0)(x0)pS
� Æ�Z d3~x �(~x) _�(
;0)(~x0)pS
 � e�S[�(
;0)+ �℄): (2.32)Weiter gilt jetzt, da �(
;0) der Bewegungsglei
hung (2.16) gen�ugt,��(
;0)(x0) = V 0(�(
;0))=) 2 _�(
;0)(x0) ��(
;0)(x0)� 2 _�(
;0)(x0)V 0(�(
;0)) = 0 (Stammfunktion bilden)=) � _�(
;0)(x0)�2 � 2V (�(
;0)) = 
onst.=) � _�(
;0)(x0)�2 = 2V (�(
;0)); (2:33)denn limx0!1 _�(
;0)(x0) = 0 = limx0!1 h2V (�(
;0))i: (2.34)Damit folgt Z d3x � _�(
;0)(x0)�2 = Z d3x �12 � _�(
;0)(x0)�2 + V (�(
;0))�= S
: (2.35)Eine explizite Re
hnung zeigt �uberdies, wenn L die Ausdehnung l�angs der Raumkoordinatenx1 bzw. x2 und B(x; y) die Beta{Funktion ist,Z d3x � _�(
;0)(x0)�2 = v20 �m02 �2L2 Z 1�1 dx0 1
osh4(m02 x0)= 3m302 g0 L2 Z 1�1 dx 1
osh4 x= 3m302 g0 L2B(12 ; 2) [47; 3:512:2℄= 2m30g0 L2; (2.36)also S
 = 2m30g0 L2: (2.37)Allgemeiner gilt f�ur die Wirkung S
;D in D Dimensionen, n�amli
h D� 1 Raumdimensionenund einer Zeitdimension, da �(
;0) ni
ht von den Raumkoordinaten abh�angt:S
;D = 2m30g(D)0 LD�1; g(D)0 : Kopplungskonstante in D Dimensionen: (2.38)



18 KAPITEL 2. ENERGIEAUFSPALTUNG IN DER �4{THEORIEF�uhrt man S
 mit Hilfe von Gl. (2.37) in Gl. (2.32) ein, so bekommt manZ D�0 e�S[�0℄ = T Z D�(�pS
 + Z d3x _�(x) _�(
;0)(x0)pS
 �� Æ�Z d3~x �(~x) _�(
;0)(~x0)pS
 � e�S[�(
;0)+�℄)= T pS
 Z D�(�1 � 1S
 Z d3x �(x) ��(
;0)(x0)�� Æ�Z d3~x �(~x) _�(
;0)(~x0)pS
 � e�S[�(
;0)+�℄) (2.39)und mit der Entwi
klung von S[�0℄ (vgl. Gl. (2.21))Z D�0 e�S[�0℄ = TpS
 Z D�(h1 � 1S
 (�; ��(
;0))i Æ�(�; _�(
;0)pS
 )�� e�S
� 12 (�;M(1)�)� g03! (�(
;0);�3)� g04! (�2;�2)): (2.40)Mit Hilfe eines �au�eren Quellfeldes J l�a�t si
h dies wie folgt s
hreiben:Z D�0 e�S[�0℄ = T pS
 e�S
 (�1 � 1S
 Z d3x1 ��(
;0)(x1) ÆÆJ(x1)�exp�� g03! Z d3x2 �(
;0)(x2) Æ3ÆJ(x2)3�exp�� g04! Z d3x3 Æ4ÆJ(x3)4�)jJ=0Z D� Æ�(�; _�(
;0)pS
 )� e� 12 (�;M(1)�)+ (J;�): (2.41)Man bemerkt nun das Folgende. Die Æ{Funktion bewirkt, da� zum �{Pfadintegral nurdiejenigen Kon�gurationen � beitragen, f�ur die��; _�(
;0)pS
 � = 0 (2.42)gilt, die also zur Nullmode orthogonal sind. I
h betra
hte daher folgende Zerlegung desRaumes M aller Feldkon�gurationen �:M = N? � N; (2.43)mit N? := fzur Nullmode orthogonale Kon�gurationeng; (2.44)N := fzur Nullmode parallele Kon�gurationeng: (2.45)Entspre
hend hat man au
h eine Auspaltung des Quellfeldes in zur Nullmode orthogonaleund parallele Komponenten: J = J? + Jk: (2.46)



2.1. BEITRAG VON 1{KINK{KONFIGURATIONEN 19Wegen (J; �) = (J?; �?) + (Jk; �k) (2.47)und da aufgrund der Æ{Funktion Ausdr�u
ke wieZ D� �k Æ�(�; _�(
;0)pS
 )� e� 12 (�;M(1)�) (2.48)vers
hwinden, erh�alt man somitZ D�0 e�S[�0℄ = T pS
 e�S
 (�1 � 1S
 Z d3x1 ��(
;0)(x1) ÆÆJ?(x1)�exp�� g03! Z d3x2 �(
;0)(x2) Æ3ÆJ?(x2)3�exp�� g04! Z d3x3 Æ4ÆJ?(x2)4�)jJ?=0Z D� Æ�(�; _�(
;0)pS
 )� e� 12 (�;M(1)�)+ (J? ;�?): (2.49)I
h de�niere nun Z0[J?℄ := Z D� Æ�(�; _�(
;0)pS
 )� e� 12 (�;M(1)�)+ (J? ;�?): (2.50)Diese Gr�o�e wird jetzt ganz analog zu einem erzeugenden Funktional einer freien Feldtheorieausgewertet, man verglei
he au
h [48, 29℄. Zun�a
hst hat M(1) einges
hr�ankt auf N? keineNullmode und ist invertierbar1. Man w�ahlt ein �0 2 N?, so da�M(1) �0 = J? (2.51)gilt. Mit der Substitution ~� = � � �0 (2.52)folgt dannZ0[J?℄ = Z D~� Æ�(�0 + ~�; _�(
;0)pS
 )� e� 12 (�0+~�;M(1)(�0+~�))+ (J? ; �?0 +~�?)= Z D~� Æ�(~�; _�(
;0)pS
 )� e� 12 (�0;M(1)�0)�(~�;M(1)�0)� 12 (~�;M(1)~�)+(J? ; �0)+(J? ; ~�?)(denn �0 2 N?)= Z D~� Æ�(~�; _�(
;0)pS
 )� e� 12 (�0;J?)� 12 (~�;M(1)~�)+ (J?; �0)� (~�;J?)+ (J? ; ~�?)(denn M(1)�0 = J?). (2.53)Wegen (~�; J?) = (~�?; J?) (2.54)1Im folgenden ist unter M�1(1) genauer stets (M(1)jN? )�1 zu verstehen.



20 KAPITEL 2. ENERGIEAUFSPALTUNG IN DER �4{THEORIEund �0 = M�1(1) J? (2.55)s
hlie�t man weiter:Z0[J?℄ = Z D~� Æ�(~�; _�(
;0)pS
 )� e� 12 (~�;M(1)~�) e 12 (J?;M�1(1)J?)= e 12 (J? ;M�1(1)J?) Z D~� Æ�(~�; _�(
;0)pS
 )� e� 12 (~�;M(1)~�)| {z }= 1p2� N ( det0M(1))� 12 : (2.56)det0M(1) bedeutet, da� bei der Determinantenbildung die Nullmode fortzulassen ist. Dieletzte Glei
hung folgt dabei, indem man ~� na
h Eigenfunktionen von M(1) entwi
kelt und�uber die Entwi
klungskoeÆzienten integriert. N ist dabei eine Konstante, die von der ge-nauen De�nition des Pfadintegrals abh�angt. Sie wird im folgenden keine Rolle spielen, soda� auf eine genauere Festlegung verzi
htet wird.Ausf�uhrli
her gilt, wenn 
i die Entwi
klungskoeÆzienten sind und 
0 der Entwi
klungsko-eÆzient der Nullmode: Z D~� : : : = N Z Yi d
ip2� : : : ;und die 
0{Integration, also die Integration �uber die kollektive Koordinate, f�uhrt dann aufZ 1�1 d
0p2� Æ(
0) = 1p2� :Daher folgt mit diesem Ergebnis und der De�nition~�(
;0) := pg0 �(
;0) = q3m20 tanh(m02 x0); (2.57)um eine g0{unabh�angige Gr�o�e zu haben, aus Gl. (2.49):Z D�0 e�S[�0℄ = T rS
2� e�S
 N ( det0M(1))� 12� (�1 � 1pg0 S
 Z d3x1 �~�(
;0)(x1) ÆÆJ?(x1)�exp�� pg03! Z d3x2 ~�(
;0)(x2) Æ3ÆJ?(x2)3�exp�� g04! Z d3x3 Æ4ÆJ?(x3)4�)jJ?= 0 e 12 (J?;M�1(1)J?): (2.58)Indem man na
h Potenzen von g0 entwi
kelt, erh�alt man eine �ubli
he feldtheoretis
heSt�orungstheorie mit dem PropagatorG(x; y) = hxj (M(1)jN? )�1 jyi (2.59)



2.2. BEITRAG VON MULTI{KINK{KONFIGURATIONEN 21und den Feynman{Regelnb= G(x; y);��ZZ b= � pg0 ~�(
;0) = �q3 g0m20 tanh(m02 x0);�������� b= � g0;hs b= � 1pg0 S
 �~�(
;0);� �uber Vertizes integrieren: R d3x,� Faktor 1S vor einem Graphen, mitS = #(Symmetrie{Gruppe des Graphen)= # Abbildungen des Graphen auf si
h, die man dur
h Permu-tationen von Punkten und Linien erh�alt; die Zuordnungzwis
hen Punkten und Linien mu� erhalten bleiben. ! :F�ur die Re
hnungen in dieser Arbeit wird die St�orungsentwi
klung bis zur 2{Loop{Ordnungeins
hlie�li
h dur
hgef�uhrt. Das ergibt s
hlie�li
h f�ur den Beitrag h0+j e�TH j0�i(1) aller1{Kink{Kon�gurationen zur �Ubergangsamplitude:h0+j e�TH j0�i(1) = T rS
2� e�S
 N ( det0M(1))� 12�(1 + 12 ................................................................s ................................................................................................................................................ + 18 ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................+ 18 ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ + 112 ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... + O(g20)): (2.60)Die Symmetriefaktoren sind dabei gesondert vor die Graphen ges
hrieben worden.2.2 Beitrag von Multi{Kink{Kon�gurationen zur �Ubergangs-amplitudeNeben den 1{Kink{Kon�gurationen, die strenge L�osungen der Bewegungsglei
hung (2.16)sind, gibt es au
h no
h n{Kink{Antikink{Kon�gurationen, die dur
h mit gro�em Abstandaufeinanderfolgende Kinks und Antikinks (Antikink = � Kink) entstehen (vgl. Abb. 2.3,Zahl der Kinks + Zahl der Antikinks = n). Um die Randbedingungen (2.14) zu erf�ullen,mu� n ungerade sein. Diese Multi{Kink{Kon�gurationen sind nur n�aherungsweise L�osungender Gl. (2.16). Den Beitrag einer n{Kink{Antikink{Kon�guration zur �Ubergangsamplitudekann man etwas heuristis
h wie folgt bestimmen.Zun�a
hst ist die Wirkung einer n{Kink{Antikink{Kon�guration in guter N�aherungdur
h nS
 gegeben, wobei S
 die Wirkung eines einzelnen Kinks ist. Denn f�ur die Ab-s
hnitte, in denen �0 � �v0 ist, gilt V (�0) � 0 und ���0 � 0, also au
h L � 0, so da�
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!"+v0�v0 x0�0x0;a x0;a+TAbbildung 2.3: Beispiel eines Multi{Kinks (x0;a : (beliebige) Anfangszeit)die Wirkung aus den Spr�ungen von einem Minimum ins andere herr�uhrt, genau wie beieinem einfa
hen Kink. Da es insgesamt n Spr�unge gibt, ergibt si
h die gesamte Wirkungzu nS
. Das unters
hiedli
he Vorzei
hen von Kink und Antikink spielt keine Rolle, weil inder Wirkung nur ( _�0)2 vorkommt, so da� Kink und Antikink dieselbe Wirkung haben, wieman an Hand von Gl. (2.35) einsieht.Weiter gibt esZ 12 T� 12 T dt1 Z t1� 12 T dt2 : : :Z tn�1� 12 T dtn = Tnn! ; n 2 Nnf0g; (2.61)M�ogli
hkeiten die n Kinks und Antikinks innerhalb eines Zeitintervalls der Breite T anzu-ordnen [49, 50℄.Bis auf die Anstiege und Abf�alle verharrt das Feld nun bei der Kon�guration aus nKinks und Antikinks in einem der beiden Potentialminima:�� � �v0: (2.62)Man bere
hnet jetzt den Beitrag h0+j e�TH j0�i(n) aller n{Kink{Antikink{Kon�gurationenzur �Ubergangsamplitude h0+j e�TH j0�i, indem man Fluktuationen um �+ ber�u
ksi
htigtund die Anstiege und Abf�alle jeweils dur
h einen no
h zu bestimmenden Faktor K einbe-zieht. Ohne Eins
hr�ankung kann man �+ w�ahlen, mit �� ergibt si
h dasselbe und �� l�osendie Gl. (2.16): h0+j e�TH j0�i(n) = Tnn! Kn e�nS
 Z D� e�S[�++ �℄: (2.63)Im einzelnen giltZ D� e�S[�++ �℄ = Z D� e� 12 (�;M(0)�)� 13!p3 g0m20 (1;�3)� 14! g0(�2;�2); (2.64)mit M(0) := ��(3) + m20: (2.65)Formal erh�alt man diese Entwi
klung, indem man die Betra
htungen f�ur �(
;0)(x0) =v0 tanh(m02 x0) hernimmt und tanh(m02 x0) dur
h 1 ersetzt.



2.2. BEITRAG VON MULTI{KINK{KONFIGURATIONEN 23Entwi
kelt man den Integranden von Gl. (2.64) jetzt na
h Potenzen von g0, so f�uhrt dasv�ollig analog zur Re
hnung mit Kink zu einer St�orungstheorie mit dem Propagator2G0(x; y) = hxjM�1(0) jyi (2.66)und den Feynman{Regeln b= G0(x; y);b= �q3 g0m20;b= � g0;� �uber Vertizes integrieren: R d3x,� �ubli
he Symmetriefaktoren.Bis zur 2{Loop{Ordnung ergibt si
h somit f�ur den Beitrag h0+j e�TH j0�i(n):h0+j e�TH j0�i(n) = Tnn! Kn e�nS
 N ( det M(0))� 12�(1 + 18 ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. + 18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........+ 112 .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... + O(g20)): (2.67)F�ur n = 1 mu� si
h hier der zuvor bere
hnete Beitrag der 1{Kink{Kon�gurationen ergeben.Das nutzt man aus, um K zu bestimmen. Einerseits gilt, man verglei
he Gl. (2.67),h0+j e�TH j0�i(1) = T K e�S
 N ( detM(0))� 12�(1 + 18 ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. + 18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........+ 112 .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... + O(g20)): (2.68)Andererseits hat man aus Gl. (2.60)h0+j e�TH j0�i(1) = T rS
2� e�S
 N ( det0M(1))� 12�(1 + 12 ................................................................s ................................................................................................................................................ + 18 ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................+ 18 ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ + 112 ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... + O(g20)): (2.69)2 M(0) besitzt keine Nullmode, so da� die Betra
htungen zur kollektiven Koordinate hier unn�otig sind.



24 KAPITEL 2. ENERGIEAUFSPALTUNG IN DER �4{THEORIEDamit folgtK = rS
2� �det0M(1)detM(0) �� 12 1 + 12 ................................q ................................................................ + 18 ................................................................................................ ................................................................................................ + 18 ................................................................ ................................................................ + 112 .................................................................................................................................................................................................................. + O(g20)1 + 18 .................................... ................ .................................... ......... ....... + 18 ......................... ........ ..... ......................... ........ ..... + 112 ...................... ........... .......... ................................ ........... .......... .......... + O(g20) :(2.70)Die Graphen, insbesondere die gestri
helten, sind von der Ordnung g0, und man kannden Bru
h mit den Graphen in eine Reihe na
h Potenzen von g0 entwi
keln. Das ergibts
hlie�li
h:K = rS
2� �det0M(1)det M(0) �� 12 (1 + 12 ................................................................s ................................................................................................................................................ + 18 � ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ � ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. �+ 18 � ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ � ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ � + 112 � ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... � .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... �+ O(g20)): (2.71)2.3 Formel f�ur die EnergieaufspaltungIndem man alle Beitr�age h0+j e�TH j0�i(n) f�ur ungerade n aufsummiert, erh�alt man diegesu
hte �Ubergangsamplitude:h0+j e�TH j0�i = Xn ungerade h0+j e�TH j0�i(n)= Xn ungerade (T K e�S
)nn! N ( detM(0))� 12 OI= N ( detM(0))� 12 sinh (T K e�S
) OI= 12 N ( detM(0))� 12 heTKe�S
 � e�TKe�S
i OI; (2.72)mit OI := 1 + 18 ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. + 18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ + 112 .................... .......... ........... .......... .......... ......................................... .......... ........... .......... .......... ..................... + O(g20): (2.73)Die Amplitude h0+j e�TH j0+i bekommt man entspre
hend dur
h Aufsummation aller Bei-tr�age h0+j e�TH j0+i(n) f�ur gerade n eins
hlie�li
h der Null:h0+j e�TH j0+i = Xn = 0 odern gerade h0+j e�TH j0+i(n)= Xn = 0 odern gerade (T K e�S
)nn! N ( detM(0))� 12 OI= N ( detM(0))� 12 
osh (T K e�S
) OI= 12 N ( detM(0))� 12 heTKe�S
 + e�TKe�S
i OI: (2.74)



2.3. FORMEL F�UR DIE ENERGIEAUFSPALTUNG 25Dur
h Quotientenbildung �ndet man:h0+j e�TH j0�ih0+j e�TH j0+i = eTKe�S
 � e�TKe�S
eTKe�S
 + e�TKe�S
= 1 � e�2Ke�S
 T1 + e�2Ke�S
 T : (2.75)Verglei
ht man dies mit Gl. (2.11), ergibt si
h daher unmittelbar die EnergieaufspaltungE0a:E0a = 2K e�S
= 2rS
2� e�S
 �det0M(1)detM(0) �� 12 (1 + 12 ................................................................s ................................................................................................................................................ + 18 � ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ � ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. �+ 18 � ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ � ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ �+ 112 � ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... � .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... � + O(g20)): (2.76)Da die Graphen, wie gesagt, von der Ordnung g0 sind, gilt weiterhin1 + 12 ................................................................s ................................................................................................................................................ + 18 � ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ � ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. � + 18 � ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ � ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ �+ 112 � ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... � .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... � + O(g20)= exp(12 ................................................................s ................................................................................................................................................ + 18 � ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ � ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. �+ 18 � ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ � ..................................... ........ ................ ..................................... ........ ................ � + 112 � ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... � .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... � + O(g20)): (2.77)Daher ergibt si
h s
hlie�li
h:E0a = 2rS
2� �det0M(1)det M(0)�� 12� exp(� S
 + 12 ................................................................s ................................................................................................................................................ + 18 � ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ � ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. �+ 18 � ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ � ..................................... ........ ................ ..................................... ........ ................ � + 112 � ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... � .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... �+ O(g20)): (2.78)Dies ist nun die auszuwertende Formel f�ur die Energieaufspaltung in D = 3 Dimensio-nen. Um die Energieaufspaltung allgemeiner f�ur D Dimensionen zu erhalten ist in dieser



26 KAPITEL 2. ENERGIEAUFSPALTUNG IN DER �4{THEORIEGlei
hung einfa
h S
 dur
h S
;D zu ersetzen, und bei der Graphenbere
hnung sind der Pro-pagator in D Dimensionen sowie die Kopplungskonstante g(D)0 zu verwenden. Au�erdem istbei den Feynman{Regeln statt mit R d3x : : :mit R dDx : : : zu integrieren und das Determi-nantenverh�altnis in D Dimensionen zu bilden, das hei�t, in den De�nitionen von M(1) undM(0), �(D) statt �(3) zu verwenden.Es sei no
h angemerkt, da� man mit den Ergebnissen dieses Kapitels die Formel f�ur dieEnergieaufspaltung, E0a = A e��(L)L2=) �(L)L2 = � logE0a + logA (2.79)=) �1 = limL!1n� 1L2 logE0ao (2.80)plausibel ma
hen kann; �1 ist die Ober
�a
henspannung bei unendli
her Grenz
�a
he. Wie inder Einleitung gem�a� Gl. (1.5) bes
hrieben, erh�alt man die Ober
�a
henspannung �1 folgen-derma�en aus der freien Energie des Systems mit Grenz
�a
he (F+�) und ohne Grenz
�a
he(F++), kB ist die Boltzmann{Konstante, T die Temperatur,�1 = limL!1�F+� � F++kBT L2 �= limL!1�� 1L2 log Z+�Z++�; (2.81)mit Z+� : Zustandssumme mit Randbedingungen, die eine Grenz
�a
heerzeugen, (2.82)Z++ : Zustandssumme mit Randbedingungen, die eine Grenz
�a
heni
ht beg�unstigen: (2.83)Die Kink{Kon�guration entspri
ht nun gerade dem Vorhandensein einer Grenz
�a
he(�(
;0)(�1) = �v0; �(
;0)(1) = v0 y Grenz
�a
he um x0 = 0) undZ D� e�S[�(
;0)+�℄kann als zugeh�orige Zustandssumme Z+� betra
htet werden. Die Temperaturabh�angigkeitste
kt hier wie in der gew�ohnli
hen Landau{Theorie in der Temperaturabh�angigkeit derParameter m0 und g0 der Theorie, vgl. au
h [5, Abs
hnitt II A℄. Analog gilt dannZ++ = Z D� e�S[�+ + �℄: (2.84)Mit den Resultaten (2.60) und (2.67) f�ur n = 0 folgt dann�1 = limL!1�� 1L2 log Z+�Z++�= limL!1(� 1L2 log �TrS
2� e�S
 �det0M(1)detM(0) �� 12� 1 + 12 ................................q ................................................................ + 18 ................................................................................................ ................................................................................................ + 18 ................................................................ ................................................................ + 112 .................................................................................................................................................................................................................. + O(g20)1 + 18 .................................... ......... ....... .................................... ................ + 18 ......................... ........ ..... ......................... ........ ..... + 112 ...................... ........... .......... ................................ ........... .......... .......... + O(g20) �): (2.85)



2.3. FORMEL F�UR DIE ENERGIEAUFSPALTUNG 27Indem man den Bru
h mit den Graphen erneut in eine Reihe na
h Potenzen von g0 ent-wi
kelt und Terme, die f�ur L!1 vers
hwinden, fortl�a�t, liefert das�1 = limL!1(� 1L2 log �rS
2� e�S
 �det0M(1)detM(0) �� 12� �1 + 12 ................................................................s ................................................................................................................................................ + 18 � ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ � ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. �+ 18 � ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ � ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ � + 112 � ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... � .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... �+ O(g20)��)= limL!1�� 1L2 logE0a� (2.86)(vgl. Gl. (2.76)). Der Faktor 2 in Gl. (2.76) ist, wie s
hon der Faktor T in Gl. (2.85), wegender Limesbildung L!1 unwesentli
h.Die Gl. (2.86) entspri
ht dem Resultat (2.80). Um �(L), also die Ober
�a
henspannungbei endli
her Grenz
�a
he zu erhalten, ist im Sinne dieser �Uberlegungen� 1L2 ( logE0a)L2 (2.87)zu bilden, wobei ( logE0a)L2 den Teil von logE0a bezei
hnet, der einen Faktor L2 enth�alt.Dieses Vorgehen entspri
ht gerade der BeziehungE0a = A e��(L)L2 :Im folgenden werden zuerst die Propagatoren G0(x; y) und G(x; y) genauer bestimmt.Dana
h wird das Determinantenverh�altnis �det0M(1)det M(0)�� 12 bere
hnet, bevor im Ans
hlu�daran die eigentli
he 2{Loop{Re
hnung dur
hgef�uhrt wird, indem die vers
hiedenen Gra-phen bestimmt werden.



Kapitel 3Greens
he FunktionenIm vorigen Kapitel ist hergeleitet worden, wel
he Graphen in 2{Loop{Ordnung zur Ener-gieaufspaltung beitragen. Um diese Feynman{Diagramme tats�a
hli
h auszure
hnen, ist esn�otig, zun�a
hst die Propagatoren G0(x; y) ohne und G(x; y) mit Instantonhintergrund-feld zu bestimmen. Dies soll in diesem Kapitel ges
hehen. Da bei der Graphenbere
hnungDivergenzen auftau
hen werden, die dimensionell regularisiert werden sollen, werden dieGreens
hen Funktionen glei
h in D Dimensionen bestimmt, und zwar in D � 1 Raumdi-mensionen, die si
h jeweils endli
h von 0 bis L erstre
ken, und einer unendli
h ausgedehntenZeitdimension.3.1 Greens
he Funktion ohne InstantonhintergrundfeldDie Greens
he Funktion ohne Instantonhintergrundfeld ist der Operatorkern des inversenOperators zu M(0) = ��(D) + m20: (3.1)Eigenwerte und Eigenfunktionen von M(0) erkennt man f�ur die betra
htete Geometrie un-mittelbar: Eigenwerte: 4�2L2 ~n 2 + p2 + m20; ~n 2 D�1; p 2 R; (3.2)zugeh. Eigenfunktionen: 1LD�12 ei 2�L ~n�~x 1p2� eipx0 ;x = (~x; x0) ; ~x 2 [0; L℄D�1 ; x0 2 R: (3.3)Damit ist die Greens
he Funktion G0(x; y) = hxjM�1(0) jyi mittels der Spektraldarstellungdur
hG0(x; y) = X~n2 D�1 Z 1�1 dp 14�2L2 ~n 2 + p2 + m20 1LD�1 12� ei2�L ~n�(~x�~y) eip(x0�y0) (3.4)gegeben, oder aber mit der S
hwingers
hen Parametrisierung au
h dur
hG0(x; y) = Z 10 dt X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t ei 2�L ~n�(~x�~y) Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)t eip(x0�y0):(3.5)28



3.2. EIGENSCHAFTEN DES FLUKTUATIONSOPERATORS 29Man sieht insbesondere, da� G0(x; y) nur von der Di�erenz x� y der Argumente abh�angt.Da der Raumberei
h, n�amli
h LD�1; bes
hr�ankt ist, ergibt dies bei Integration �uber dieRaumdimensionen keine Probleme. Bei Auswertung der Graphen wird aber au
h �uber dieganze Zeita
hse, Variable x0 bzw. y0, zu integrieren sein, so da� hier Divergenzen auftretenwerden, denn es kommen Integrale wieZ 1�1 dx0 f (3.6)mit von x0 unabh�angigem Integranden f vor. Dies sind Divergenzen, die f�ur gro�e x0{Werteentstehen. Im Impulsraum entspri
ht dies kleinen Werten der zugeh�origen Impulse. Es han-delt si
h also um Infrarot{Divergenzen. Hier wird zun�a
hst zur Regularisierung ein Cuto�eingef�uhrt: Z 1�1 dx0 �! Z 12 bT� 12 bT dx0 = bT: (3.7)Bei Betra
htung der Greens
hen Funktion G(x; y) mit Instantonhintergrundfeld wird si
hzeigen, da� diese f�ur x0; y0 ! �1 dasselbe asymptotis
he Verhalten wie G0(x; y) auf-weist, so da� bei den Graphen mit Instantonhintergrund dieselben Infrarot{Divergenzen,im folgenden gelegentli
h au
h kurz bT{Divergenzen genannt, auftreten. Zur Bere
hnungder Energieaufspaltung wird jedo
h die Di�erenz der Graphen mit und ohne Instantonhin-tergrund ben�otigt (vgl. Kapitel 2), so da� si
h die Infrarot{Divergenzen wegheben werden.Um die Greens
he Funktion mit Instantonhintergrundfeld zu bestimmen, ist der Fluk-tuationsoperator M(1) = ��(D) + m20 � 32 m20
osh2(m02 x0) (3.8)hinsi
htli
h Eigenfunktionen und Eigenwerten zu untersu
hen, was im folgenden Abs
hnittges
hehen soll.3.2 Eigens
haften des Fluktuationsoperators mit Instanton-hintergrundfeldDer zu untersu
hende FluktuationsoperatorM(1) = ��(D) + m20 � 32 m20
osh2(m02 x0) (3.9)tritt bei unters
hiedli
hen physikalis
hen Problemen auf und ist re
ht gut untersu
ht[51, 52, 53, 54, 55℄. Zun�a
hst sieht man, da� si
h M(1) als Summe eines nur ortsabh�angigenOperators ��(D�1) und eines nur zeitabh�angigen Operators eM s
hreiben l�a�t:M(1) = ��(D�1) + eM; (3.10)mit eM := ��20 + m20 � 32 m20
osh2(m02 x0) : (3.11)
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h betra
hte zuerst den ortsabh�angigen Teil. Im weiteren �ndet folgende Bezei
hnungsweiseVerwendung (Ortsraumdarstellung):Eigenfunktionen von ��(D�1) : h~xj~q i;Eigenfunktionen von eM : hx0jki;Eigenfunktionen von M(1) : hxj~q ki:3.2.1 Spektrum von ��(D�1)Es ist zu bea
hten, da� eine Theorie mit endli
hem r�aumli
hem Volumen betra
htet wird.Die xi-Koordinaten (i = 1 : : :D�1) k�onnen jeweils nur Werte im Intervall [0; L℄ annehmen.Als Spektrum des Operators ��(D�1) erh�alt man somit:Eigenwerte: ~q 2; ~q = 2�L ~n; ~n 2 D�1; (3.12)zugeh. Eigenfunktionen: h~xj~q i = 1LD�12 ei~q�~x; ~x 2 [0; L℄D�1: (3.13)Aus der Theorie der Fourierreihen folgt die Vollst�andigkeit und Orthonormalit�at dieserEigenfunktionen auf dem Raum der auf [0; L℄D�1 de�nierten, st�u
kweise stetig di�erenzier-baren Funktionen. Jetzt zum nur zeitabh�angigen Operator eM.3.2.2 Spektrum von eMDie Bestimmung des Spektrums von eM entspri
ht dem folgenden Eigenwertproblem:�� �20 +m20 � 32 m20
osh2(m02 x0)�� (x0) = �� (x0) (3.14)() �� ~22m0 �20 + ~22m0�m20 � 32 m20
osh2(m02 x0)��� (x0) = ~22m0 �� (x0)() � � ~22m0 �20 + ~22m0�32 m20 tanh2(m02 x0)� m202 ��� (x0) = ~22m0 �� (x0)() �� ~22m0 �20 + 3~2m04 tanh2(m02 x0)�� (x0) = ~22m0 ��+ m202 �| {z }=:E � (x0) :(3.15)Man bea
hte hierbei den Zusammenhangtanh2(m02 x0) = 1� 1
osh2(m02 x0) ; (3.16)ein Sa
hverhalt der wegen 
osh2(x)�sinh2(x) = 1 lei
ht folgt. Gl. (3.15) ist analog zu einemquantenme
hanis
hem Eigenwertproblem mit dem PotentialV (x0) = 3~2m04 tanh2(m02 x0): (3.17)Ein sol
hes Problem wird in [56℄ behandelt. Das Potential dort lautetV (x0) = V0 
osh2 �ntanh�x��dd �+ tanh�o2 ; (3.18)



3.2. EIGENSCHAFTEN DES FLUKTUATIONSOPERATORS 31so da� si
h das Potential (3.17) dur
h folgende Parameterwahl ergibt:� = 0; (3.19)V0 = 3~2m04 ; (3.20)d = 2m0 : (3.21)Ber�u
ksi
htigt man dies und die Umskalierung bzw. Vers
hiebung der Eigenwerte inGl. (3.15), also den Zusammenhang zwis
hen E und �, so �ndet man f�ur das urspr�ungli
hzu l�osende Problem (3.14) zwei diskrete Eigenwerte und die zugeh�origen Eigenfunktionen:�0 = 0; hx0j 0i = N0
osh2(m02 x0) ; (3.22)�1 = 34 m20; hx0j 1i = N1 tanh(m02 x0)
osh(m02 x0) ; (3.23)wobei N0 und N1 Normierungskonstanten sind. Diese Normierungskonstanten bestimmtman dur
h gew�ohnli
he Integration wie folgt:Z 1�1 jhx0j 0ij2 dx0 = jN0j2 Z 1�1 dx0 1
osh4(m02 x0)= 2 jN0j2m0 Z 1�1 du
osh4(u)= 2 jN0j2m0 B(12 ; 2) [47; 3:512:2℄= 2m0 jN0j2 � �12��(2)� �52� = 2m0 jN0j2 43 :Um hx0j 0i zu normieren, ist also jN0j =q38 m0 zu w�ahlen. Da die Phase von N0 physika-lis
h keine Rolle spielt, kann man ohne Eins
hr�ankungN0 = r3m08 (3.24)w�ahlen. Zur Bestimmung von N1 re
hnet man entspre
hend:Z 1�1 jhx0j 1ij2 dx0 = jN1j2 Z 1�1 dx0 tanh2(m02 x0)
osh2(m02 x0)= 2 jN1j2m0 Z 1�1 du sinh2(u)
osh4(u)= 2 jN1j2m0 B(32 ; 1) [47; 3:512:2℄= 2m0 jN1j2 � �32��(1)� �52� = 2m0 jN0j2 23 :Hier ist also, unter Verna
hl�assigung einer irrelevanten Phase,N1 = r3m04 (3.25)



32 KAPITEL 3. GREENSCHE FUNKTIONENzu w�ahlen, so da� man folgendes diskretes Spektrum von eMmit den zugeh�origen normiertenEigenfunktionen erh�alt: �0 = 0; hx0j 0i =r3m08 1
osh2(m02 x0) ; (3.26)�1 = 34 m20; hx0j 1i =r3m04 tanh(m02 x0)
osh(m02 x0) : (3.27)Als kontinuierli
hes Spektrum bekommt man aus der Behandlung des Problemes in [56℄ mitder obigen Parameterwahl (Gln. (3.19) { (3.21)) die Eigenwerte�k = m20 + k2; k 2 R: (3.28)Die zugeh�origen Eigenfunktionen sind hypergeometris
he Funktionen. F�ur die weitere Re
h-nung erweist si
h jedo
h folgende Form der Eigenfunktionen des kontinuierli
hen Spektrumsals g�unstiger [5℄:�k = m20 + k2; k 2 R; (3.29)hx0j ki = Nk eikx0�2k2 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 x0) + 3im0k tanh(m02 x0)�: (3.30)Nk ist eine Normierungskonstante. Nat�urli
h m�ussen au
h in diesem Fall die Parameter in[5℄ so gew�ahlt werden, da� die in Kapitel 2 de�nierte Theorie entsteht (r = �m202 ; u = g024 , uund r sind Parameter, die in [5℄ verwendet werden). Um nun im folgenden die Greens
heFunktion des Operators M1 und die f�ur die Energieaufspaltung wi
htigen Graphen bere
h-nen zu k�onnen, ist es zun�a
hst n�otig, den Normierungsfaktor Nk f�ur die Eigenfunktionendes kontinuierli
hen Spektrums zu bestimmen.Bestimmung des Normierungsfaktors NkDer Normierungsfaktor Nk soll so bestimmt werden, da� die zugeh�origen Eigenfunktionenjki auf Æ{Funktionen normiert sind:hkj k0� = Æ�k � k0� ; (3.31)denn es handelt si
h um einen Normierungsfaktor f�ur die (uneigentli
hen) Eigenfunktionendes kontinuierli
hen Teils des Spektrums von eM. Also soll gelten:hkj k0� = Z 1�1 dx0 hkj x0i hx0j k0� = Æ�k � k0� : (3.32)Man setzt nun die konkrete Gestalt von hx0j ki,hx0j ki = Nk eikx0�2k2 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 x0) + 3im0k tanh(m02 x0)�; (3.33)in Gl. (3.32) ein. Das ergibthkj k0� = N�kNk0 Z 1�1 dx0(�2k2 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 x0)� 3im0k tanh(m02 x0)���2k02 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 x0) + 3im0k0 tanh(m02 x0)� ei(k0�k)x0):(3.34)



3.2. EIGENSCHAFTEN DES FLUKTUATIONSOPERATORS 33Dur
h Ausmultiplizieren und Ordnen na
h Potenzen von tanh(m02 x0) �ndet man:hkj k0� = N�kNk0(Z 1�1 dx0 �2k2 + m202 ��2k02 + m202 � ei(k0�k)x0+ Z 1�1 dx0 i�6m0k2k0 � 6m0kk02 + 32 m30k0 � 32 m30k� tanh(m02 x0) ei(k0�k)x0+ Z 1�1 dx0 �� 3m20k2 � 3m20k02 � 32 m40 + 9m20kk0� tanh2(m02 x0) ei(k0�k)x0+ Z 1�1 dx0 i�� 92 m30k0 + 92 m30k� tanh3(m02 x0) ei(k0�k)x0+ Z 1�1 dx0 94 m40 tanh4(m02 x0) ei(k0�k)x0)= N�kNk0(2��2k2 + m202 �2Æ�k � k0�+ 32 im0�4k2k0 � 4k0k2 +m20k0 �m20k� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) ei(k0�k)x0+ 32 m20�� 2k2 � 2k02 �m20 + 6kk0� Z 1�1 dx0 tanh2(m02 x0) ei(k0�k)x0+ 92 im30(� k0 + k) Z 1�1 dx0 tanh3(m02 x0) ei(k0�k)x0+ 94 m40 Z 1�1 dx0 tanh4(m02 x0) ei(k0�k)x0): (3.35)Nat�urli
h existieren die verbleibenden Integrale ni
ht im gew�ohnli
hen Lebesgues
hen Sin-ne, sondern sie sind im Distributionssinn zu verstehen. Au�erdem wurde die bekannte For-mel 12� Z 1�1 dx0 ei(k0�k)x0 = Æ�k � k0� (3.36)benutzt, z.B. [57, Gl. (7.19)℄, die au
h im folgenden angewendet werden wird.Es ist nun n�utzli
h tanh2(m02 x0) gem�a� Gl. (3.16) dur
h 
osh2(m02 x0) zu ersetzen. Damiterh�alt manhkj k0� = N�kNk0(2��2k2 + m202 �2Æ�k � k0�+ 32 im0�4k2k0 � 4kk02 +m20k0 �m20k� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) ei(k0�k)x0+ 32 m20�� 2k2 � 2k02 �m20 + 6kk0���2� Æ�k � k0�� Z 1�1 dx0 ei(k0�k)x0
osh2(m02 x0)�+ 92 im30(k � k0)��Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) ei(k0�k)x0 � Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0)
osh2(m02 x0) ei(k0�k)x0�+ 94 m40 Z 1�1 dx0�1� 1
osh2(m02 x0)�2 ei(k0�k)x0): (3.37)



34 KAPITEL 3. GREENSCHE FUNKTIONENDur
h Zusammenfassen glei
her Integraltypen ergibt dashkj k0� = N�kNk0(��2k2 + m202 �2 + 32 m20� � 2k2 � 2k02 �m20 + 6kk0�+ 94 m40�� 2� Æ(k � k0)+ � 32 im0�4k2k0 � 4kk02 +m20k0 �m20k� + 92 im30(k � k0)�� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) ei(k0�k)x0� 92 im30(k � k0)Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0)
osh2(m02 x0) ei(k0�k)x0+ �� 32 m20� � 2k2 � 2k02 �m20 + 6kk0�� 92 m40� Z 1�1 dx0 ei(k0�k)x0
osh2(m02 x0)+ 94 m40 Z 1�1 dx0 ei(k0�k)x0
osh4(m02 x0)): (3.38)Die jetzt no
h auftretenden Integrale werden einzeln untersu
ht. Diejenigen Integrale, dieeine positive Potenz von 1
osh2(m02 x0) enthalten, existieren im gew�ohnli
hen Lebesgues
henSinne. Sie sind von einem Typ, der sp�ater no
h �ofter auftreten wird. Die Bere
hnung istdeshalb im Anhang B.1 dur
hgef�uhrt, hier seien nur die Ergebnisse angegeben:Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0)
osh2(m02 x0) ei(k0�k)x0 = 4�i (k0 � k)2m30 sinh(k0�km0 �) ; (3.39)Z 1�1 dx0 ei(k0�k)x0
osh2(m02 x0) = 4� (k0 � k)m20 sinh(k0�km0 �) ; (3.40)Z 1�1 dx0 ei(k0�k)x0
osh4(m02 x0) = 8(k0 � k)3m20 �1 + (k0 � k)2m20 � �sinh(k0�km0 �) : (3.41)Als verbleibendes divergentes und daher im Distributionssinn auszuwertendes Integral istjetzt no
h R1�1 dx0 tanh(m02 x0) ei(k0�k)x0 zu betra
hten. Die Bere
hnung ist etwas umfang-rei
her und ist deshalb im Anhang B.2 ausgef�uhrt. Hier soll wieder nur das Ergebnis an-gef�uhrt werden: Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) ei(k0�k)x0 = 2�im0 sinh(k0�km0 �) : (3.42)Fa�t man jetzt alle Teilergebnisse zusammen, so l�a�t si
h Nk ausre
hnen:hkj k0� = N�kNk0(2� Æ�k � k0� ��2k2 + m202 �2 + 3m20�k2 + m204 ��+ 32 im0 (4k2k0 � 4kk02 � 2m20k0 + 2m20k)| {z }=(k0�k)(�4kk0�2m20) 2�im0 sinh(k0�km0 �)+ 92 im30(k0 � k) 4�i(k0 � k)2m30 sinh(k0�km0 �)+ 32 m20(2k2 + 2k02 � 2m20 � 6kk0) 4�(k0 � k)m20 sinh(k0�km0 �)+ 94 m40 8(k0 � k)3m20 �1 + (k0 � k)2m20 � �sinh(k0�km0 �)): (3.43)



3.2. EIGENSCHAFTEN DES FLUKTUATIONSOPERATORS 35Das vereinfa
ht si
h zuhkj k0� = N�kNk0(2� Æ�k � k0� ��2k2 + m202 �2 + 3m20�k2 + m204 ��+ �(k0 � k)sinh(k0�km0 �)h12kk0 + 6m20 � 18(k0 � k)2+12k2 + 12k02 � 12m20 � 36kk0 + 6(m20 + (k0 � k)2)i| {z }=0 )= jNkj2 2� h4k4 + 5m20k2 +m40i Æ�k � k0� : (3.44)Wegen hkj k0i = Æ(k � k0) w�ahlt man also, erneut ist eine bedeutungslose Phase unterdr�u
kt,Nk = 1p2�(4k4 + 5m20k2 +m40) : (3.45)3.2.3 Gesamtes Spektrum des FluktuationsoperatorsDer �Ubersi
htli
hkeit halber sei hier jetzt no
h einmal das gesamte Spektrum des OperatorsM(1) dargestellt, wobei orts- und zeitabh�angiger Teil, d.h. die Beitr�age von ��(D�1) undeM, zusammenzufassen sind:diskretes SpektrumEigenwert: �~q 0 = ~q 2; ~q = 2�L ~n; ~n 2 D�1; (3:46)zugeh. Eigenfunktion: hxj~q 0i = 1LD�12 ei~q�~xr3m08 1
osh2(m02 x0) ; (3:47)Eigenwert: �~q 1 = ~q 2 + 34m20; (3:48)zugeh. Eigenfunktion: hxj~q 1i = 1LD�12 ei~q�~x r3m04 tanh(m02 x0)
osh(m02 x0) ; (3:49)kontinuierli
hes SpektrumEigenwert: �~q k = ~q 2 +m20 + k2; (3:50)zugeh. Eigenfunktion: hxj~q ki = 1LD�12 ei~q�~xNk eikx0� h2k2 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 x0)+ 3im0k tanh(m02 x0)i; (3:51)mit Nk = 1q2� �4k4 + 5m20k2 +m40� : (3:52)



36 KAPITEL 3. GREENSCHE FUNKTIONEN3.3 Greens
he Funktion mit Instantonhintergrundfeld3.3.1 Bestimmung der Greens
hen Funktion mit Instantonhintergrund-feldDa nun das Spektrum von M(1) bekannt ist, kann die Greens
he Funktion G(x; y) mitInstantonhintergrundfeld bestimmt werden. Hierunter ist der Operatorkern des Inversendes Operators M(1) zu verstehen:M(1) = ��(D�1) � �20 +m20 � 32 m20
osh2(m02 x0) : (3.53)Da M(1), wie im vorigen Abs
hnitt gezeigt, den (ni
ht entarteten) Eigenwert 0 besitzt,existiert der zu M(1) inverse Operator erst na
hdem man M(1) auf den zu dem von derNullmode aufgespannten Raum N orthogonalen Raum N? einges
hr�ankt hat. Genauer istalso unter der Greens
hen Funktion G(x; y) das folgende Objekt zu verstehen:G(x; y) = hxj (M(1)jN? )�1 jyi : (3.54)Die gesu
hte Greens
he Funktion l�a�t si
h mit Hilfe der S
hwingers
hen Parameterdarstel-lung wie folgt s
hreiben: G(x; y) = hxj (M(1)jN? )�1 jyi= Z 10 dt hxj exp��M0t	 jyi ; (3.55)mit der De�nition M0 := (M(1)jN? )�1: (3.56)Nun hat man die folgende Spektraldarstellung von M0 . Der �Ubersi
htli
hkeit halber werdedabei mit j~ki einfa
h eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren mit Eigenwerten �~k von M(1)bezei
hnet, j~0 0i sei die (normierte) Nullmode von M(1). F�ur das kontinuierli
he Spektrumist jeweils in den folgenden Glei
hungen ein Integral statt des Summenzei
hens zu denken:M(1) = X~k �~k j~kih~kj (3.57)=) M0 = X~k 6=~00 1�~k j~kih~kj (3.58)=) G(x; y) = hxjM0 jyi= X~k 6=~00 1�~k hxj~kih~kjyi= Z 10 dt X~k 6=~0 0 e��~k thxj~kih~kjyi= Z 10 dt 0�X~k e��~k thxj~kih~kjyi � hxj~0 0ih~00jyi1A= Z 10 dt �hxj exp f �M(1) tg jyi � hxj~0 0ih~00jyi� : (3.59)



3.3. GREENSCHE FUNKTION MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 37Mit dem in Abs
hnitt 3.2.3 gewonnenen Spektrum von M(1) l�a�t si
h nun G(x; y) bere
hnen.Zun�a
hst betra
htet man den Integranden des t{Integrals in Gl. (3.59). Dazu ist es au
hhier n�utzli
h sowohl den Operator M(1) als au
h die Hilbertraumvektoren jxi; jyi in orts-bzw. zeitabh�angige Anteile zu zerlegen:jxi = j~xi jx0i ; ~x = (x1; : : : ; xD�1) ; (3.60)M(1) = ��(D�1) + eM; (3.61)eM = ��20 + m20 � 32 m20
osh2(m02 x0) : (3.62)Indem man also das Spektrum von M(1) einsetzt und bea
htet, da� die Nullmode ni
ht vonden Raumkoordinaten abh�angt, ergibt si
hhxj exp��M(1) t	 jyi � hxj~00ih~0 0jyi= h~x j e�(D�1) t j~y i hx0j expn� eM to jy0i � 1LD�1 hx0j0ih0jy0i= h~x j e�(D�1) t j~y i �hx0j0ih0jy0i + hx0j1ih1jy0i e� 34 m20 t+ Z 1�1 dk e�(m20+k2) t hx0jkihkjy0i�� 1LD�1 hx0j0ih0jy0i: (3.63)Im einzelnen gilt im endli
hen Volumen, man verglei
he au
h Abs
hnitt 3.2.1,h~x j e�(D�1) t j~y i = X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t ei 2�L ~n�(~x�~y) (3.64)= 1(4�t)D�12 X~n2 D�1 e�( ~x�~yL �~n)2 L24t : (3.65)Die letzte Glei
hung sieht man mit Hilfe der Poissons
hen Summenformel ein, vgl. z.B. [58℄.Weiter hat man gem�a� den Gln. (3.26) und (3.27)hx0j0i = r3m08 1
osh2(m02 x0) ; (3.66)hx0j1i = r3m04 tanh(m02 x0)
osh(m02 x0) : (3.67)Damit ergibt si
h f�ur den Integranden von Gl. (3.59)hxj exp f �M(1) tg jyi � hxj~0 0ih~00jyi= X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei 2�L ~n�(~x�~y) �3m08 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ 3m04 e� 34m20t tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)+ Z 1�1 dk e�(k2+m20)t hx0jkihkjy0i�� 1LD�1 hx0j0ih0jy0i:



38 KAPITEL 3. GREENSCHE FUNKTIONENAusmultipliziert gilt also, wenn P0 die Summe �uber alle Indizes au�er der 0 bezei
hnet,hxj exp f �M(1) tg jyi � hxj~00ih~0 0jyi= X~n2 D�10 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei 2�L ~n�(~x�~y) 3m08 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei 2�L ~n�(~x�~y) 3m04 e� 34m20t tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei 2�L ~n�(~x�~y) Z 1�1 dk e�(k2+m20)t hx0jkihkjy0i; (3.68)und f�ur G(x; y) �ndet manG(x; y) = Z 10 dt ( X~n2 D�10 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei 2�L ~n�(~x�~y) 3m08 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei2�L ~n�(~x�~y) 3m04 e� 34m20t tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei2�L ~n�(~x�~y) Z 1�1 dk e�(k2+m20)t hx0jkihkjy0i); (3.69)mit (vgl. Gl. (3.30))hx0j ki = Nk ei kx0h2k2 + m202 � 32m20 tanh2(m02 x0) + 3 im0k tanh(m02 x0)iund Nk = 1q2� �4k4 + 5m20k2 +m40� ; ~x; ~y 2 [0; L℄D�1; x0; y0 2 R:Dies Ergebnis f�ur G(x; y) kann benutzt werden, um das Resultat f�ur die Normierungskon-stante Nk (vgl. Gl. (3.45)) zu �uberpr�ufen. Dazu bemerkt man, da� wegenM(1) = ��(D) + m20 � 32 m20
osh2(m02 x0)!x0 ! �1��(D) + m20 = M(0) (3.70)f�ur jx0 � y0j ! 1 gilt (f�ur jx0 � y0j ! 1 hat man x0 !1 oder y0 !1):hxjM(1) jyi �! hxjM(0) jyi ; (3.71)und daher folgt au
hG(x; y) = hxjM0 jyi �! hxjM�1(0) jyi = G0(x; y): (3.72)Die Greens
hen Funktionen mit und ohne Instantonhintergrundfeld sind also asymptotis
h,f�ur x0 ! 1 oder y0 ! 1, glei
h. Das ist au
h n�otig, damit bei der Bere
hnung der



3.3. GREENSCHE FUNKTION MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 39Energieaufspaltung keine Infrarot{Divergenzen aus der x0{ bzw. y0{Integration auftreten,man verglei
he au
h die Bemerkung auf Seite 29.Insbesondere erh�alt man f�ur x0 !1 und y0 !1 aus Gl. (3.69) wegen tanh(m02 x0)! 1f�ur x0 !1:G(x; y) �! Z 10 dt ( X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t ei 2�L ~n�(~x�~y)� Z 1�1 dk � jNkj2 e�(k2+m20)t eik(x0�y0)� h2k2 + m202 � 32 m20 + 3 im0 kih2k2 + m202 � 32m20 � 3 im0 ki�)= Z 10 dt ( X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t ei 2�L ~n�(~x�~y)� Z 1�1 dk �4 k4 + 5m20 k2 +m40� jNkj2 e�(k2+m20)t eik(x0�y0)): (3.73)Wegen (vgl. Gl. (3.5))G0(x; y) = Z 10 dt ( X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t ei 2�L ~n�(~x�~y)� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)t eip(x0�y0)) (3.74)folgt also jNkj2 �4 k4 + 5m20 k2 +m40� = 12�und somit jNkj = 1p2� (4k4 + 5m20 k2 +m40) ; (3.75)was die vorige Nk{Bestimmung best�atigt. Mit Hilfe dieser �Uberlegung h�atte man Nk au
hdirekt bestimmen k�onnen.3.3.2 Analytis
her Ausdru
k f�ur die Greens
he FunktionObwohl bei der Graphenbere
hnung f�ur G(x; y) die Form verwendet werden wird, wie siein Gl. (3.69) erhalten worden ist, ist es interessant, da� man in Gl. (3.69) die t{ undk{Integration und zum Teil au
h die Reihensummationen no
h ausf�uhren kann, um einenanalytis
hen Ausdru
k f�ur G(x; y) zu bekommen. Dies soll hier no
h dur
hgef�uhrt werden.Der �Ubersi
htli
hkeit halber wird nur der Fall D = 3 betra
htet. Bis auf die Reihenbehand-lung bringt der Fall f�ur allgemeines D aber keine weiteren S
hwierigkeiten.



40 KAPITEL 3. GREENSCHE FUNKTIONENZun�a
hst kann man Gl. (3.69) etwas anders s
hreiben:G(x; y) = Z 10 dt ( X~n2 20 1L2 e� 4�2L2 ~n 2tei 2�L ~n�(~y�~x) �3m08 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ 3m04 e� 34m20t tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0) + Z 1�1 dk e�(k2+m20)t hx0jkihkjy0i�+ 1L2 3m04 e� 34 m20 t tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)+ 1L2 Z 1�1 dk e�(k2+m20)t hx0j ki hkj y0i)= 1m0L2 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0) + 1L2 Z 1�1 dk 1k2 +m20 hx0jkihkjy0i| {z }=: S1+ X~n2 20 1L2 ei 2�L ~n�(~y�~x) Z 10 dt hx0j expf� eM tgjy0i e� 4�2L2 ~n 2t| {z }=: S2 ; (3.76)wegen hx0j expf� eM tgjy0i = 3m08 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ 3m04 e� 34m20t tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)+ Z 1�1 dk e�(k2+m20)t hx0jkihkjy0i: (3.77)Die Ausdr�u
ke S1 und S2 werden nun getrennt untersu
ht. Zun�a
hst zu S1. Mit der expli-ziten Form der Funktionenhx0jki = 1q2� �4k4 + 5m20k2 +m40� eikx0� h2k2 + m202 � 32m20 tanh2(m02 x0) + 3im0k tanh(m02 x0)i (3.78)und hkjy0i = 1q2� �4k4 + 5m20k2 +m40� e�iky0� h2k2 + m202 � 32m20 tanh2(m02 y0)� 3im0k tanh(m02 y0)i (3.79)(Abs
hnitt 3.2.2, Gl. (3.30)) folgthx0jkihkjy0i = 12� �4k4 + 5m20k2 +m40� eik(x0�y0)�h2k2 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 x0) + 3im0k tanh(m02 x0)i�h2k2 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 y0)� 3im0k tanh(m02 y0)i: (3.80)



3.3. GREENSCHE FUNKTION MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 41Bea
htet man nun die folgende Partialbru
hzerlegung1�k2 + m20� �4k4 + 5m20k2 +m40� = � 49m40 1k2 +m20 + 49m40 1k2 + m204� 13m20 1�k2 + m20�2 ; (3.81)so erkennt man, da� bei der Bere
hnung von S1 Integrale folgenden Typs auftreten:Z 1�1 dk k2n 
os(ak)(�2 + k2)j ; n 2 f0; 1; 2g ; j 2 f1; 2g; (3.82)Z 1�1 dk k2l+1 sin(ak)(�2 + k2)j ; l 2 f0; 1g ; j 2 f1; 2g: (3.83)Dabei ist das Folgende zu bea
hten: Einige dieser Integrale, beispielsweise R1�1dk k2 
os(ak)�2+k2 ,existieren ni
ht. Da jedo
h das Integral S1 wegen des 1k2 {Abfalls f�ur gro�e k o�ensi
htli
hkonvergiert, kann man wie an folgendem vereinfa
hten Beispiel gezeigt wird vorgehen:Z 1�1 dk k2 
os(ak)�k2 + m20� �4k4 + 5m20k2 +m40�= Z 1�1 dk(� 49m40 k2 
os(ak)k2 +m20 + 49m40 k2 
os(ak)k2 + m204 � 13m20 k2 
os(ak)�k2 + m20�2)= � d2da2(Z 1�1 dk �� � 49m40� 
os(ak)k2 +m20 + 49m40 
os(ak)k2 + m204 �)� 13m20 Z 1�1 dk k2 
os(ak)�k2 + m20�2= � d2da2(� 49m40 Z 1�1 dk 
os(ak)k2 +m20) � d2da2( 49m40 Z 1�1 dk 
os(ak)k2 + m204 )� 13m20 Z 1�1 dk k2 
os(ak)�k2 + m20�2 : (3.84)Hier existieren nun alle Integrale. Bei der Bere
hnung von S1 geht man jetzt ganz analogvor, indem man e�ektiv stets folgende Ersetzung ma
ht:Z 1�1 dk k2n 
os(ak)(�2 + k2)j = �� d2da2�n Z 1�1 dk 
os(ak)(�2 + k2)j ; (3.85)Z 1�1 dk k2l+1 sin(ak)(�2 + k2)j = �� d2da2�l Z 1�1 dk k sin(ak)(�2 + k2)j : (3.86)In diesem Sinne sind in Anhang B.3 Formeln f�ur die Integrale der Typen (3.82) und (3.83)zusammengestellt.



42 KAPITEL 3. GREENSCHE FUNKTIONENUnter Ber�u
ksi
htigung der Darstellung (3.80), der Partialbru
hzerlegung (3.81) und derIntegralformeln des Anhangs B.3 �ndet man na
h etwas l�angerer Re
hnung s
hlie�li
h:S1 = 136m0L2 e�m0 jx0�y0j �4 + 5m20 Ck2 (x0; y0) � 11m40 Ck0 (x0; y0)�+ 136m0L2 e�m02 jx0�y0 j �4 � 4m20 Ck2 (x0; y0) + 16m40 Ck0 (x0; y0)�+ jx0 � y0j36L2 e�m0jx0�y0 j �� 12 + 3m20 Ck2 (x0; y0) � 3m40 Ck0 (x0; y0)�+ i sign(x0 � y0)L2 ( 136m0 e�m0jx0�y0 j � 2m0 Sk3 (x0; y0) � 8m30 Sk (x0; y0)�+ 136m0 e�m02 jx0�y0j �� 2m0 Sk3 (x0; y0) + 8m30 Sk (x0; y0)�+ jx0 � y0j36 e�m0jx0�y0j � 3m0 Sk3 (x0; y0) � 3m30 Sk (x0; y0)�);(3.87)mitCk2 (x0; y0) := m20h2 � 3 tanh2(m02 x0) � 3 tanh2(m02 y0)+ 9 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)i; (3.88)Ck0 (x0; y0) := m404 h1 � 3 tanh2(m02 x0) � 3 tanh2(m02 y0)+ 9 tanh2(m02 x0) tanh2(m02 y0)i; (3.89)Sk3 (x0; y0) := 6 im0h tanh(m02 x0) � tanh(m02 y0)i; (3.90)Sk (x0; y0) := 32 im30h tanh(m02 x0) � tanh(m02 y0) � 3 tanh(m02 x0) tanh2(m02 y0)+ 3 tanh(m02 y0) tanh2(m02 x0)i: (3.91)S1 l�a�t si
h no
h etwas �ubersi
htli
her s
hreiben, n�amli
hS1 = e�m0jx0�y0j16m0L2 h5� 3 tanh2(m02 x0)� 3 tanh2(m02 y0) + 20 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� 11 tanh2(m02 x0) tanh2(m02 y0)i� e�m02 jx0�y0jm0L2 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)h1 + tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)i� 3 jx0 � y0j e�m0jx0�y0j16L2 h1 + tanh2(m02 x0) + tanh2(m02 y0)� 4 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0) + tanh2(m02 x0) tanh2(m02 y0)i+ sign(x0 � y0)L2 � 1m0 he�m02 jx0�y0j � e�m0jx0�y0 ji� h tanh(m02 x0) tanh2(m02 y0)� tanh(m02 y0) tanh2(m02 x0)i� 3 jx0 � y0j e�m0jx0�y0j8 h tanh(m02 x0)� tanh(m02 y0)+ tanh(m02 x0) tanh2(m02 y0)� tanh(m02 y0) tanh2(m02 x0)i�:(3.92)



3.3. GREENSCHE FUNKTION MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 43Jetzt ist S2 auszure
hnen:S2 = X~n2 20 1L2 ei2�L ~n�(~y�~x) Z 10 dt hx0j expf� eM tgjy0i e� 4�2L2 ~n 2 t: (3.93)Nun giltZ 10 dt hx0j expf� eM tgjy0i e� 4�2L2 ~n 2 t = Z 10 dt hx0j expf� eM tgjy0i e��2 t��2 := 4�2L2 ~n 2 > 0�= Z 10 dt �hx0j0ih0jy0i + hx0j1ih1jy0i e� 34m20 t+ Z 1�1 dk hx0jkihkjy0i e�(k2+m20)t� e��2t= hx0j0ih0jy0i 1�2 + hx0j1i1h1jy0i 134m20 + �2+ I; (3.94)mit I := Z 1�1 dk hx0jkihkjy0i 1m20 + �2 + k2 : (3.95)Das Integral I stellt nun einen ganz �ahnli
hen Ausdru
k dar, wie er s
hon bei der Bere
h-nung von S1 auftrat. Das weitere Vorgehen gestaltet si
h also ganz analog:I = 12� Z 1�1 dk ( 
os (k(x0 � y0))�k2 + �2 +m20� �4k4 + 5m20k2 +m40�� �4k4 + Ck2 (x0; y0) k2 + Ck0 (x0; y0)�)+ i2� Z 1�1 dk ( sin (k(x0 � y0))�k2 + �2 +m20� �4k4 + 5m20k2 +m40�� �Sk3 (x0; y0) k3 + Sk (x0; y0) k�); (3.96)mit denselben Ausdr�u
ken Ck2 (x0; y0) ; Ck0 (x0; y0) ; Sk3 (x0; y0) ; Sk (x0; y0) wie in den Glei-
hungen (3.88) { (3.91) angegeben. Zun�a
hst f�uhrt man eine Partialbru
hzerlegung dur
h:1�k2 + �2 +m20� �4k4 + 5m20k2 +m40�= 1�2 �3m20 + 4�2� �k2 + �2 +m20� � 13m20�2 �k2 + m20�+ 13m20 ��2 + 34m20��k2 + m204 � : (3.97)



44 KAPITEL 3. GREENSCHE FUNKTIONENSetzt man dies in den Integranden von I ein und benutzt erneut die Formeln des An-hangs B.3, mit denselben Konventionen bez�ugli
h der Existenz der Integrale wie sie bei derAuswertung von S1 gema
ht wurden, so ergibt si
h na
h etwas l�angerer Re
hnung:S2 = X~n2 20 1L2 ei2�L ~n�(~y�~x)( 38 m0�2 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ 34 m0�2 + 34m20 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)+ 1�2 + 34m20 e�m02 jx0�y0j �m012 � 112m0 Ck2 (x0; y0) + 13m30 Ck0 (x0; y0)�+ 1�2 e�m0jx0�y0j �� 2m03 + 16m0 Ck2 (x0; y0) � 16m30 Ck0 (x0; y0)�+ 34m20�2(�2 + 34m20) e�p�2+m20 jx0�y0j �2m03 �1 + �2m20� 32� 16m0 Ck2 (x0; y0) �1 + �2m20� 12 + 16m30 Ck0 (x0; y0) �1 + �2m20�� 12�+ i sign(x0 � y0)�2 + 34m20 e�m02 jx0�y0j �� 124 Sk3 (x0; y0) + 16m20 Sk (x0; y0)�+ i sign(x0 � y0)�2 e�m0 jx0�y0j �16 Sk3 (x0; y0) � 16m20 Sk (x0; y0) �+ i sign(x0 � y0) 34m20�2 ��2 + 34m20� e�p�2+m20 jx0�y0 j� �� 16 Sk3 (x0; y0) �1 + �2m20� + 16m20 Sk (x0; y0) �): (3.98)Au
h S2 l�a�t si
h umformen:S2 = X~n2 20 1L2 ei 2�L ~n�(~y�~x)( 38 m0�2 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ 34 m0�2 + 34m20 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)� 34 m0�2 + 34m20 e�m02 jx0�y0 j tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� h1� tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)i� 38 m0�2 e�m0jx0�y0j h1 + tanh2(m02 x0) + tanh2(m02 y0)� 4 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0) + tanh2(m02 x0) tanh2(m02 y0)i+ �!



3.3. GREENSCHE FUNKTION MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 45+ 396m30�2(�2 + 34m20) e�p�2+m20 jx0�y0j�16�1 + �2m20� 32+ �1 + �2m20� 12 h � 8 + 12 tanh2(m02 x0) + 12 tanh2(m02 y0)� 36 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)i ++ �1 + �2m20�� 12 h1� 3 tanh2(m02 x0)� 3 tanh2(m02 y0)+ 9 tanh2(m02 x0) tanh2(m02 y0)i�+ sign(x0 � y0) � 34m0�2 + 34m20 e�m02 jx0�y0j tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� h tanh(m02 y0)� tanh(m02 x0)i+ 34m0�2 e�m0 jx0�y0j h tanh(m02 y0)� tanh(m02 x0)� tanh(m02 x0) tanh2(m02 y0) + tanh(m02 y0) tanh2(m02 x0)i+ 916m30�2(�2 + 34m20) e�p�2+m20 jx0�y0j h tanh(m02 x0)� tanh(m02 y0)+ tanh(m02 x0) tanh2(m02 y0)� tanh(m02 y0) tanh2(m02 x0)+ 43 �2m20 tanh(m02 x0)� 43 �2m20 tanh(m02 y0)i�): (3.99)Verwendet man nun die Ergebnisse f�ur S1 und S2 in Gl. (3.76) und fa�t zusammen, so erh�altman den folgenden l�angli
hen aber immerhin analytis
hen Ausdru
k f�ur die Greens
heFunktion der Theorie bei vorhandenem Instantonhintergrundfeld:G(x; y) = 1m0L2 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)+ e�m0jx0�y0j16m0L2 h5� 3 tanh2(m02 x0)� 3 tanh2(m02 y0)+ 20 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� 11 tanh2(m02 x0) tanh2(m02 y0)i� e�m02 jx0�y0jm0L2 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)h1 + tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)i� 3 jx0 � y0j e�m0 jx0�y0j16L2 h1 + tanh2(m02 x0) + tanh2(m02 y0)� 4 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0) + tanh2(m02 x0) tanh2(m02 y0)i+ %



46 KAPITEL 3. GREENSCHE FUNKTIONEN+ sign(x0 � y0)L2 � 1m0 he�m02 jx0�y0 j � e�m0jx0�y0 ji� h tanh(m02 x0) tanh2(m02 y0)� tanh(m02 y0) tanh2(m02 x0)i� 3 jx0� y0j e�m0jx0�y0j8 h tanh(m02 x0)� tanh(m02 y0)+ tanh(m02 x0) tanh2(m02 y0)� tanh(m02 y0) tanh2(m02 x0)i�+ X~n2 20 1L2 ei 2�L ~n�(~y�~x)( 38 m0�2 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ 34 m0�2 + 34m20 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)� 34 m0�2 + 34m20 e�m02 jx0�y0 j tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� h1� tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)i� 38 m0�2 e�m0 jx0�y0 j h1 + tanh2(m02 x0) + tanh2(m02 y0)� 4 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0) + tanh2(m02 x0) tanh2(m02 y0)i+ 396m30�2(�2 + 34m20) e�p�2+m20 jx0�y0j�16�1 + �2m20� 32+ �1 + �2m20� 12 h� 8 + 12 tanh2(m02 x0) + 12 tanh2(m02 y0)� 36 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)i+ �1 + �2m20�� 12 h1� 3 tanh2(m02 x0)� 3 tanh2(m02 y0)+ 9 tanh2(m02 x0) tanh2(m02 y0)i�+ sign(x0 � y0) � 34m0�2 + 34m20 e�m02 jx0�y0j tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� h tanh(m02 y0)� tanh(m02 x0)i+ 34m0�2 e�m0 jx0�y0j h tanh(m02 y0)� tanh(m02 x0)� tanh(m02 x0) tanh2(m02 y0) + tanh(m02 y0) tanh2(m02 x0)i+ 916m30�2(�2 + 34m20) e�p�2+m20 jx0�y0j h tanh(m02 x0)� tanh(m02 y0)+ tanh(m02 x0) tanh2(m02 y0)� tanh(m02 y0) tanh2(m02 x0)+ 43 �2m20 tanh(m02 x0)� 43 �2m20 tanh(m02 y0)i�); (3.100)



3.3. GREENSCHE FUNKTION MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 47mit �2 = 4�2L2 ~n 2: (3.101)Es sei no
h auf folgenden Sa
hverhalt hingewiesen. Letztli
h treten in Gl. (3.100) Doppel-reihen folgender Typen auf:X~n2 20 1~n 2 + b2 ei 2�L ~n�(~y�~x); b2 � 0 (3.102)und X~n2 20 e�p~n 2+
2 d~n 2 + b2 p~n 2 + 
2 � ei 2�L ~n�(~y�~x); � 2 f�1; 0; 1; 3g; 
2; d > 0; b2 � 0: (3.103)Es ist interessant, da� man die Doppelreihen des Typs (3.102) auf eine gew�ohnli
he Reihezur�u
kf�uhren kann, n�amli
h folgenderma�en. Zun�a
hst betra
htet man die Fourierreihe zurFunktion 
osh(~�x) : [��; �℄ �! Rx 7�! 
osh(~�x); ~� 2 R: (3.104)F�ur die Fourierreihe dieser Funktion gilt [60, S. 151 Beispiel 7℄:
osh(~�x) = sinh(~��)~�� + 1Xn=1 (�1)n 2~� sinh(~��)� 
os(nx)~�2 + n2 ; x 2 [��; �℄: (3.105)Wegen (�1)n 
os(nx) = 12h 
os (n(� � x)) + 
os (n(� + x))i (3.106)ergibt das
osh(~�x) = sinh(~��)~�� + 1Xn=1 ~� sinh(~��)� (~�2 + n2) h 
os (n(� � x)) + 
os (n(� + x))i;(3.107)mit x 2 [��; �℄. Indem man x dur
h x� � ersetzt erh�alt man
osh (~�(x� �)) = sinh(~��)~�� + 1Xn=1 ~� sinh(~��)� (~�2 + n2) h 
os (n(2� � x)) + 
os(nx)i= sinh(~��)~�� + 2 ~� sinh(~��)� 1Xn=1 
os(nx)~�2 + n2 ; x 2 [0; 2�℄: (3.108)Es gilt also insgesamt1Xn=1 
os(nx)~�2 + n2 = �2~� sinh(~��) � 
osh(~�(x� �)) � sinh(~��)~�� �; x 2 [0; 2�℄= � 
osh(~�(x� �))2~� sinh(~��) � 12~�2 ; x 2 [0; 2�℄: (3.109)



48 KAPITEL 3. GREENSCHE FUNKTIONENDas ist nun f�ur die zu untersu
hende Doppelreihe n�utzli
h, denn es ergibt si
hX~n2 20 1~n 2 + b2 ei 2�L ~n�(~y�~x) = 1Xn1=�1" 1Xn2=�10 1n21 + b2 + n22 ei 2�L n2(y2�x2)#ei 2�L n1(y1�x1)+ 1Xn1=�10 1n21 + b2 ei 2�L n1(y1�x1): (3.110)Bei der Reihe in den e
kigen Klammern l�a�t si
h nun der Cosinus einf�uhren, so da� manGl. (3.109) anwenden kann:X~n2 20 1~n 2 + b2 ei 2�L ~n�(~y�~x) = 1Xn1=�1 "2 1Xn2=1 
os �2�L n2 (y2 � x2)�n21 + b2 + n22 # ei 2�L n1(y1�x1)+ 1Xn1=�10 1n21 + b2 ei 2�L n1(y1�x1)= 1Xn1=�1 "� 
osh�pn21 + b2 �2�L jy2 � x2j � ���pn21 + b2 sinh�pn21 + b2 ��� 1n21 + b2# ei 2�L n1(y1�x1)+ 1Xn1=�10 1n21 + b2 ei 2�L n1(y1�x1): (3.111)Wegen 0 � yi; xi � L (i = 1; 2) folgt0 � jyi � xij � L i = 1; 2: (3.112)Also gilt stets 0 � 2�L jyi � xij � 2� i = 1; 2; (3.113)so da� die Anwendung von Gl. (3.109) jeweils erlaubt ist. Letztli
h erh�alt man also folgendeFormel f�ur die auftretende Doppelreihe:X~n2 20 1~n 2 + b2 ei 2�L ~n�(~y�~x) = 1Xn1=�10 � 
osh�pn21 + b2(2�L jy2 � x2j � �)�pn21 + b2 sinh (pn21 + b2 �) ei 2�L n1(y1�x1)+ � 
osh�b(2�L jy2 � x2j � �)�b sinh(b�) � 1b2= 2� 1Xn1=1 "
osh�pn21 + b2(2�L jy2 � x2j � �)�pn21 + b2 sinh (pn21 + b2 �)� 
os�n1 2�L (y1 � x1)�#+ � 
osh�b(2�L jy2 � x2j � �)�b sinh(b�) � 1b2 : (3.114)



3.3. GREENSCHE FUNKTION MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 49Das Resultat (3.100) f�ur die Greens
he Funktion G(x; y) mit Instantonhintergrundfeld istzwar re
ht kompliziert, zu kompliziert um damit die Graphen zu bere
hnen, ma
ht aberimmerhin eines explizit deutli
h. G(x; y) geht f�ur jx0 � y0j ! 1, wie zu erwarten war,exponentiell gegen 0. Das ist f�ur die sp�atere Graphenbere
hnung von Bedeutung, denndaraus folgt, da� aus Regionen mit jx0 � y0j ! 1, also insbesondere f�ur x0 !1, y0 !�1oder umgekehrt, keine Divergenzen aus den Integrationen �uber x0 und y0 auftreten werden.Die zentralen Resultate dieses Kapitels, n�amli
h die Ergebnisse f�ur die Greens
henFunktionen G0(x; y) aus Gl. (3.5) und f�ur G(x; y) aus Gl. (3.69), seien hier no
h einmalherausgestellt:G0(x; y) = Z 10 dt X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t ei 2�L ~n�(~x�~y) Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)t eip(x0�y0):undG(x; y) = Z 10 dt ( X~n2 D�10 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei 2�L ~n�(~x�~y) 3m08 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei2�L ~n�(~x�~y) 3m04 e� 34m20t tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei2�L ~n�(~x�~y) Z 1�1 dk e�(k2+m20)t hx0jkihkjy0i):



Kapitel 4Bere
hnung desDeterminantenverh�altnissesZur Bestimmung der Energieaufspaltung E0a wird das Verh�altnis der Fluktuationsdetermi-nanten mit und ohne Instantonhintergrundfeld ben�otigt (vgl. Gl. (2.78)):�det0M(1)detM(0) �� 12 :det0M(1) bedeutet hier, da� bei der Determinantenbildung die Nullmode von M(1) fortzu-lassen ist. Die Bere
hnung erfolgt mit der Methode der W�armeleitungskerne und ist sowohlf�ur D = 3 als au
h f�ur D = 4 Dimensionen von M�unster dur
hgef�uhrt worden [22, 23℄. DieRe
hnung f�ur D = 3 Dimensionen soll hier dargestellt werden.Die De�nitionen der Operatoren M(1) und M(0) sind na
h den Glei
hungen (2.22) und(2.65), die si
h lei
ht auf D Dimensionen verallgemeinern lassen,M(1) = ��(D) +m20 � 32 m20
osh2(m02 x0) ; (4.1)M(0) = ��(D) +m20: (4.2)Man verwendet nun die Beziehung (A sei ein Operator)log detA = Tr logA: (4.3)Das f�uhrt auf log�det 0M(1)det M(0) � = Tr0 log M(1)M(0) : (4.4)Tr0 bezei
hnet hierbei die Spurbildung unter Fortlassen der Nullmode von M(1). Die Null-mode kann man am bequemsten dur
h folgende Grenzwertprozedur aus der Spurbildungentfernen: Tr0 log M(1)M(0) = lim�!0(Tr log M(1) + �2M(0) + �2 � log �2): (4.5)Es ist daher Tr log M(1) + �2M(0) + �250



51zu bere
hnen.Dazu de�niert man f�ur einen Operator A wie folgt den W�armeleitungskern Kt(A):Kt(A) = Tr e�tA: (4.6)Dann gilt, falls � ein positiver Eigenwert von A ist,log� = � ddz jz=0n��zo: (4.7)Mit der Gammafunktion �(z)�(z) = Z 10 dt tz�1 e�t ; Rez > 0= �z Z 10 du uz�1 e��u ; t = �u;gilt also ��z = 1�(z) Z 10 du uz�1 e��u ; Rez > 0;und es folgt somit log � = � ddz jz=0( 1�(z) Z 10 du uz�1 e��u): (4.8)Die Bildung der Ableitung an der Stelle z = 0 ist dabei im Sinne einer analytis
hen Fort-setzung zu verstehen. Dur
h Summation �uber alle Eigenwerte � ergibt si
h jetzt insgesamt:Tr logA = � ddz jz=0( 1�(z) Z 10 du uz�1 X� e��u)= � ddz jz=0( 1�(z) Z 10 du uz�1Ku(A))= � ddz jz=0�(z; A): (4.9)�(z; A) ist hier die zum Operator A geh�orige Zeta{Funktion, die dur
h�(z; A) := 1�(z) Z 10 du uz�1Ku(A) (4.10)de�niert ist. Die Bezei
hnung Zeta{Funktion r�uhrt daher, da� si
h f�ur den Hamilton{Operator Hosz des harmonis
hen Oszillators ohne Nullpunktenergie die Riemanns
he Zeta{Funktion f�ur �(z;Hosz) ergibt. Nutzt man die Gl. (4.9) f�ur die Operatoren M(1) + �2 undM(0) + �2, so erh�alt manTr log M(1) + �2M(0) + �2 = Tr log (M(1) + �2) � Tr log (M(0) + �2)= � ddz jz=0� �(z;M(1) + �2) � �(z;M(0) + �2)| {z }=: �(z; �) �; (4.11)



52 KAPITEL 4. BERECHNUNG DES DETERMINANTENVERH�ALTNISSESwobei �(z; �) mit Hilfe der De�nition (4.10) ausges
hrieben folgende Form annimmt:�(z; �) = 1�(z) Z 10 dt tz�1 hKt(M(1) + �2) � Kt(M(0) + �2)i: (4.12)Man setzt eKt(M(1) + �2) := Kt(M(1) + �2) � Kt(M(0) + �2)= e�t�2 Tr et�(D�1) eKt(Q); (4.13)eKt(Q) := Kt�M(0)(1)� � Kt�M(0)(0)�; (4.14)M(0)(1) := ��20 +m20 � 32 m20
osh2(m02 x0) ; (4.15)M(0)(0) := ��20 +m20 (4.16)und verwendet nun folgendes Resultat [22, 50℄:eKt(Q) = �(m0pt) + e� 34 m20t�(12 m0pt)�t! 0 3p� m0pt + O�t 32� : (4.17)� ist das Fehlerintegral: �(z) := 2p� Z z0 dt e�t2 ; z 2 C: (4.18)Au�erdem gilt, da man ein endli
hes r�aumli
hes Volumen betra
htet,Tr et�(D�1) = X~n2 D�1 e� 4�2L2 ~n 2t= � Xn2 e� 4�2L2 n2t�D�1= LD�1(4�t)D�12 � Xn2 e�n2L24t �D�1 (Poissons
he Summenformel):(4.19)Mit D = 3� " wird das zuTr et�(D�1) = L2�"(4�t)1� "2 � Xn2 e�n2L24t �2�"�t! 0 L2�"(4�t)1� "2 : (4.20)Insgesamt gilt damit f�ur den Integranden der Funktion �(z; �):tz�1 eK(M(1) + �2) �t! 0 3m0L2�"41� "2 � 3�"2 tz� 32+ "2 + O�tz� 12+ "2� : (4.21)Die Idee ist jetzt, den Integranden der Funktion �(z; �) in Anteile zu zerlegen, die f�ur " = 0und z = 0 keine Divergenzen liefern, und sol
he, die Divergenzen verursa
hen k�onnen.



53Glei
hzeitig wird die Divergenz, die im Limes � ! 0 entsteht, isoliert. Dazu zieht mandie Terme, die f�ur t ! 0 Divergenzen verursa
hen, epxlizit ab und addiert sie wieder. Imeinzelnen bedeutet das das Folgnde:�(z; �) = 1�(z) Z 10 dt tz�1 eK(M(1) + �2)= 1�(z) Z 10 dt tz�1( eK(M(1) + �2)� e�t�2� �(1� t) � 3m0� 3�"2 �L2�2�" t� 12+ "2 � e�t�2�)+ 1�(z) 3m0� 3�"2 �L2�2�" Z 10 dt tz� 32+ "2 + 1�(z) Z 11 dt tz�1 e�t�2= 1�(z) Z 10 dt tz�1( eK(M(1) + �2)jD=3 � e�t�2� �(1� t) �3m0L24� 32 1pt � e�t�2�)+ 1�(z) 3m0� 3�"2 �L2�2�" tz� 12+ "2z � 12 + "2 10 + 1�(z) Z 11 dt tz�1 e�t�2+ O("): (4.22)Der letzte S
hritt folgt, da das erste Integral na
h Konstruktion in einer hinrei
hend kleinenUmgebung von z = 0 f�ur " = 0 existiert. �(x) ist die Stufenfunktion: �(x) = 1 f�ur x � 0,�(x) = 0 f�ur x < 0. Daher gilt weiter:�(z; �) = 1�(z) Z 10 dt tz�1( eK(M(1) + �2)jD=3 � e�t�2 � �(1� t) �3m0L24� 32pt � e�t�2�)| {z }=: ~�(z; �)+ 1�(z) 3m0� 3�"2 �L2�2�" 1z � 12 + "2 + 1�(z) Z 11 dt tz�1 e�t�2| {z }=: Î�(z) +O("): (4.23)Î�(z) existiert f�ur z = 0. Bea
htet man1�(z) = 0; f�ur z = 0und ddz jz=0 1�(z) = 1;so erh�alt man� ddz jz=0�(z; �) = � ddz jz=0 ~�(z; �) � 3m0� 3�"2 �L2�2�" 1"2 � 12 � Z 11 dt e�t�2t + O(")= � ddz jz=0 ~�(z; �) + 3m0L22� 32 � Î�(0) +O("): (4.24)



54 KAPITEL 4. BERECHNUNG DES DETERMINANTENVERH�ALTNISSESNun bere
hnet manÎ�(0) = Z 11 dt e�t�2t= Z �1��2 dt ett= �Ei[� �2℄ ; [61; 3:1:1℄= �
 � log (�2) + O(�2) [61; 3:1:5℄: (4.25)
 = 0:5772156649 : : : ist die Euler{Konstante. Au�erdem ber�u
ksi
htigt man, da� ~�(z; �)f�ur � = 0 in einer Umgebung von z = 0 existiert. F�ur t ! 0 wird das dur
h den �{Termsi
hergestellt, f�ur t!1 wird dur
h Abzug von e�t�2 = 1 f�ur � = 0 die kritis
he Nullmodein eKt(M(1) + �2)jD=3 kompensiert. Damit erh�alt man (vgl. Gl. (4.5))Tr0 log M(1)M(0) = � ddz jz=0 ~�(z; 0) + 3m0L22� 32 + 
 + O("): (4.26)De�niert man jetzt den Anteil ohne Stufenfunktion von ~�(z; �) aus Gl. (4.23) f�ur � = 0dur
h ~� 0(z) := 1�(z) Z 10 dt tz�1 � eKt(M(1))jD=3 � 1�; Rez > 0, analytis
hfortgesetzt zu z = 0; (4.27)so gilt ~�0(z) = ~�(z; 0) + 1�(z) Z 10 dt tz�1 �3m0L24� 32pt � 1�= ~�(z; 0) + 1�(z) 3m0L24� 32 1z � 12 � 1z �(z)= ~�(z; 0) � 1�(z) 3m0L22� 32 11� 2z � 1�(z + 1) : (4.28)Damit bekommt man� ddz jz= 0~�(z; 0) = � ddz jz=0~�0(z) � 3m0L22� 32 + �0(1)| {z }=� 
 [61; 1:3:6℄: (4.29)Also ergibt si
h letztli
h Tr0 log M(1)M(0) = � ddz jz= 0~� 0(z) + O("): (4.30)Es bleibt also ddz jz=0~�0(z) zu bere
hnen.Dazu ist folgende Aufspaltung von Vorteil:~�0(z) = �1(z) + �2(z) + �3(z); (4.31)



4.1. BEITRAG VON �1 55mit �1(z) := 1�(z) Z 10 dt tz�1 L24�t h eKt(Q)� 1i; Rez > 1, analytis
hfortgesetzt zu z = 0; (4.32)�2(z) := 1�(z) Z 10 dt tz�1 �A2�4�tL2 �� 1�; Rez > 1, analytis
hfortgesetzt zu z = 0; (4.33)�3(z) := 1�(z) Z 10 dt tz�1 �A2�4�tL2 �� L24�t�h eKt(Q)� 1i; z beliebig; (4.34)A(s) := Xn2 e��n2s (4.35)= 1ps A�1s� (Poissons
he Summenformel bzw. Trans-formationsformel der Thetafunktion [62,Aufgabe 17.9℄). (4.36)Zum Beweis dieser Zerlegung bea
hte maneKt(M(1))jD=3 = X~n2 2 e� 4�2L2 ~n 2t eKt(Q)= � Xn2 e� 4�2L2 ~n 2t �2 eKt(Q)= A2�4�tL2 � eKt(Q): (4.37)Die Idee dieser Aufspaltung ist es, Raumanteil und Zeitanteil soweit wie m�ogli
h zu trennen.Dadur
h entstehen mit �1 und �2 einfa
here Funktionen, die ausgere
hnet werden k�onnen,und bei �3 wird si
h zeigen, da� dieser Beitrag f�ur gro�e L exponentiell abf�allt. Die einzelnenBeitr�agen werden jetzt in den folgenden Abs
hnitten bestimmt.4.1 Beitrag von �1Aus [22℄ entnimmt maneKt(Q)� 1 = e� 34 m20t + Z 1�1 dp g(p) e�(m20+p2) t; (4.38)mit der Spektraldi
hte g(p):g(p) = �m02� � 2p2 +m20 + 1p2 + m204 �= �m02� � 3p2 +m20 + 34 m20(p2 +m20)2 + (34 m20)2(p2 +m20)2 (p2 + m204 )�: (4.39)



56 KAPITEL 4. BERECHNUNG DES DETERMINANTENVERH�ALTNISSESUm die analytis
he Fortsetzung zu z = 0 dur
hzuf�uhren, re
hnet man folgenderma�en:�1(z) = 1�(z) L24� Z 10 dt tz�2 h eKt(Q)� 1i= L24� 1�(z) (Z 10 dt tz�2 e� 34 m20t + Z 10 dt Z 1�1 dp g(p) e�(m20+p2) t)= L24� 1�(z) (�34 m20�1�z �(z � 1) + Z 1�1 dp g(p) (m20 + p2)1�z �(z � 1))= L24� 1z � 1 (�34 m20�1�z + Z 1�1 dp g(p) (m20 + p2)1�z): (4.40)F�ur das letzte Integral bere
hnet manZ 1�1 dp g(p) (m20 + p2)1�z = �m02� Z 1�1 dp ( 3(p2 +m20)z + 34 m20(p2 +m20)z+1+�34 m20�2 1(p2 +m20)z+1 (p2 + m204 ))= �m�2z+202� (3B(12 ; z � 12) + 34 B(12 ; z + 12)+ 916 Z 1�1 dp 1(p2 + 1)z+1 (p2 + 14)) [47; 8:380:3℄= �m�2z+202� (3 �(12) �(z � 12)�(z) + 34 �(12) �(z + 12)�(z + 1)+ 916 Z 1�1 dp 1(p2 + 1)z+1 (p2 + 14)): (4.41)Daher erh�alt man f�ur �1(z):�1(z) = L24� m2�2z0z � 1 (�34�1�z � 3p4� �(z � 12)�(z) � 34p4� �(z + 12)�(z + 1)� 932� Z 1�1 dp 1(p2 + 1)z+1 (p2 + 14)): (4.42)In dieser Form kann man jetzt �1(z) zu z = 0 analytis
h fortsetzen, und die Ableitung ander Stelle z = 0 bere
hnet si
h na
h kurzer Re
hnung zuddz jz= 0�1(z) = L24� log (m20)(34 � 38 � 932� Z 1�1 dp 1(p2 + 1) (p2 + 14))� L24� m20(34 � 38 � 932� Z 1�1 dp 1(p2 + 1) (p2 + 14))� L24� m20(� 34 log�34� � 3p4� �(�12) + 38 �0(1)� 34p4� �0(12) + 932� Z 1�1 dp log (1 + p2)(p2 + 1) (p2 + 14)): (4.43)



4.2. BEITRAG VON �2 57Mit �(�12) = �2p�; (4.44)�0(1) = �
; (4.45)�0(12) = �p� (
 + 2 log 2); (4.46)Z 1�1 dp 1(p2 + 1) (p2 + 14) = 43 � (4.47)undZ 1�1 dp log (1 + p2)(p2 + 1) (p2 + 14) = 8�3 log �98� (Partialbru
hzerlegung und [47; 4:295:1℄)(4.48)bekommt man s
hlie�li
hddz jz=0�1(z) = �m20L24� (� 34 log�34� + 3 � 38 
 + 38 (
 + 2 log 2)+ 34 log�98�)= �m20L24� �3 + 34 log 3�: (4.49)4.2 Beitrag von �2Mit der De�nition (4.33) folgt�2(z) = 1�(z) Z 10 dt tz�1 �A2�4�tL2 �� 1�= �L24��z 1�(z) Z 10 ds sz�1 �A2(s)� 1�; s = 4�tL2= �L24��z 1�(z) (Z 10 ds sz�1 �A2(s)� 1s� + Z 11 ds sz�1 �A2(s)� 1�+ Z 10 ds sz�2 � Z 10 ds sz�1)= �L24��z 1�(z) (Z 10 ds sz�1 �A2(s)� 1s� + Z 11 ds sz�1 hA2(s)� 1i)+ �L24��z 1�(z) ( 1z � 1 � 1z): (4.50)Na
h Konstruktion existieren die ersten beiden Integrale f�ur z = 0, so da� man �ndet:ddz jz=0�2(z) = Z 10 dss hA2(s)� 1si + Z 11 dss hA2(s)� 1i � 1� ddz jz=0 (�L24��z 1�(z + 1)): (4.51)



58 KAPITEL 4. BERECHNUNG DES DETERMINANTENVERH�ALTNISSESDur
h Ausre
hnen der Ableitung erh�alt man somitddz jz= 0�2(z) = C � log �L24��; (4.52)mit C := Z 10 dss hA2(s)� 1si + Z 11 dss hA2(s)� 1i � 1 � 
: (4.53)Der Ausdru
k C kann no
h ges
hlossen bestimmt werden [23, 50℄, man erh�altC = 2 log �p2 �(34)�(14) �= �1:476336(1): (4.54)4.3 Beitrag von �3Na
h De�nition (4.34) hat man�3(z) = 1�(z) Z 10 dt tz�1 �A2�4�tL2 �� L24�t� h eKt(Q)� 1i: (4.55)Dieses Integral existiert au
h f�ur z = 0, und man re
hnet:ddz jz= 0�3(z) = Z 10 dtt �A2�4�tL2 �� L24�t� h eKt(Q)� 1i= L24� Z 10 dtt2 �A2� L24�t� � 1� h eKt(Q)� 1i= L24� X~n2 20 Z 10 dtt2 e�L2~n 24t �e� 34 m20t + Z 1�1 dp g(p) e�(m20+p2) t�:(4.56)Dies l�a�t si
h folgenderma�en abs
h�atzen:����� ddz jz=0�3(z)����� � L24� X~n2 20 Z 10 dtt2 e�L2~n 24t �e� 34 m20t + e�m20t Z 1�1 dp g(p)�� L24� X~n2 20 Z 10 dtt2 e�L2~n 24t e� 34 m20t�1 + Z 1�1 dp g(p)�: (4.57)Der Ausdru
k in der ges
hweiften Klammer ist hier bes
hr�ankt, da das Integral R1�1 dp g(p)�uber die Spektraldi
hte des kontinuierli
hen Spektrums endli
h ist. Deshalb gilt:����� ddz jz=0�3(z)����� � 
onst.L2 X~n2 20 Z 10 dtt2 e�L2~n 24t e� 34 m20t: (4.58)



4.4. ERGEBNIS F�UR DAS DETERMINANTENVERH�ALTNIS 59Das t{Integral l�a�t si
h dur
h eine Besselfunktion K� [47, 8.407℄ ausdr�u
ken. Genauer gilt[47, 3.471.9℄����� ddz jz=0�3(z)����� � 
onst.L2 X~n2 20 �L2~n 23m20 �� 12 K�1 2r3m20L2~n 216 != 
onst.m0L X~n2 20 1j~nj K1�p32 m0L j~nj� (K�� = K� ; [63; 9:6:6℄)�L!1
onst.pm0L X~n2 20 1j~nj 32 e�p32 m0Lj~nj [47; 8:451:6℄= O �pm0L e�p32 m0L
0� ; 
0 > 0: (4.59)
0 ist hier eine geeignete positive Konstante. Wie angek�undigt wird also der Beitrag von �3f�ur L!1 exponentiell klein.4.4 Ergebnis f�ur das Determinantenverh�altnisDie Beitr�age von �1, �2 und �3 zusammengefa�t, ergibt si
h also s
hlie�li
h (vgl. Gln. (4.30),(4.31), (4.49), (4.52), (4.59))Tr0 log M(1)M(0) = m20L24� �3 + 34 log 3� � C + log�L24��+ O�pm0L e�p32 m0L 
0� + O("): (4.60)Daher hat man f�ur das gesu
hte Determinantenverh�altnis:�det0M(1)detM(0) �� 12 = exp� � 12 Tr0 log M(1)M(0)�= exp� � m20L28� �3 + 34 log 3� + C2 � log� Lp4��+ O �pm0L e�p32 m0L 
0� + O(")�= r8�L2 �(34)�(14)� exp(� m20L28� �3 + 34 log 3� + O �pm0L e�p32 m0L 
0� + O(")):(4.61)Dies ist der erste wesentli
he Faktor, der zur Energieaufspaltung E0a gem�a� Gl. (2.78)beitr�agt.



Kapitel 5Graphenbere
hnungenDie folgenden Graphenbere
hnungen sind im Detail re
ht umfangrei
h und aufwendig. Dar-um soll hier zun�a
hst ein �Uberbli
k �uber die verwendeten Re
henmethoden und die ver-folgten Strategien bei der Bestimmung der Graphen gegeben werden.5.1 Re
henmethodenDie Problematik der Bere
hnung haupts�a
hli
h der Graphen mit Instantonhintergrundfeldbesteht darin, da� der Propagator mit Instantonhintergrundfeld (vgl. Gl. (3.69))G(x; y) = Z 10 dt ( X~n2 D�10 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei 2�L ~n�(~x�~y) hx0j 0i h0j y0i+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei 2�L ~n�(~x�~y) e� 34 m20 t hx0j 1i h1j y0i+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2tei 2�L ~n�(~x�~y) Z 1�1 dk e�(k2+m20)t hx0jkihkjy0i) (5.1)re
ht kompliziert ist. Da die Graphen ................................................................................................ ................................................................................................ und ................................................................ ................................................................ in haupts�a
hli
hen Teilen ausTermen G(x; x) bestehen, im wesentli
hen also aus 1{Loop{Anteilen zusammengesetzt sind,und in diesem Fall der Propagator einfa
her ist, ist deren Bere
hnung no
h relativ einfa
h.Bei dem Graphen .................................................................................................................................................................................................................. hat man eine sol
he Vereinfa
hung ni
ht; dies ist ein wirkli
her2{Loop{Graph. Alles in allem enth�alt er, wegen des Faktors [G(x; y)℄3 und den zu bildendenIntegralen �uber Raum und Zeit, insgesamt:� drei Integrale �uber S
hwinger{Parameter,� drei Integrale �uber das kontinuierli
he Spektrum,� drei Reihen P~n2 D�1 : : :, f�ur D = 3 also Doppelreihen,� die Integrale R dDx : : : und R dDy : : : .Hinzu kommt no
h, da� in den Graphenbere
hnungen Divergenzen zu erwarten sind. Die2{Loop{Bere
hnung der renormierten Masse und der renormierten Kopplungskonstanten[64, 65℄ legt dabei die Annahme nahe, da� ................................................................................................ ................................................................................................ und ................................................................ ................................................................ divergenzfrei sind, ..................................................................................................................................................................................................................60



5.1. RECHENMETHODEN 61aber eine Divergenz enth�alt, denn au
h bei den Re
hnungen zu den Renormierungsgr�o�enstammen die divergenten Anteile aus diesem eigentli
hen 2{Loop{Graphen. Die Re
hnungwird diese Annahme best�atigen.Um diese Probleme zu bew�altigen, lassen si
h zun�a
hst folgende Prinzipien formulieren:1. Die Graphen werden in sol
he Summanden zerlegt, die relativ einfa
h zu bere
hnensind.2. Da man die Ober
�a
henspannung insbesondere im Limes gro�er L, d.h. im Grenzwerteiner unendli
h gro�en Grenz
�a
he, bestimmen will, werden Terme, die f�ur L ! 1vers
hwinden, verna
hl�assigt.3. Die Abh�angigkeit der Graphen von den Parametern der Theorie, insbesondere von L,soll deutli
h werden, d.h. es sollen Resultate erzielt werden, die von der Formf(g0; m0; L)Z (5.2)sind, wobei f(g0; m0; L) ein einfa
her Term ohne Integral oder Reihe ist und Z einAusdru
k (z.B. ein re
ht kompliziertes Integral), der ni
ht mehr von g0; m0 oder Labh�angt, also eine reine Zahl ist, die gegebenfalls numeris
h bestimmt werden kann.Neben diesen allgemeinen Prinzipien gibt es im einzelnen eine F�ulle von m�ogli
hen Vor-gehensweisen (Reihenfolge der Integrationen, Dur
hf�uhrung der Summationen et
.). Umeine dur
hf�uhrbare Re
henmethode zu �nden, wurden vers
hiedene Vorgehensweisen ver-su
ht.Eine erste Methode war, f�ur den komplizierten Propagator G(x; y), der der wesentli
heGrund f�ur die Re
henprobleme ist, einen einfa
hen Ausdru
k zu �nden. Dazu wurden dasIntegral �uber den S
hwinger{Parameter und das IntegralR1�1 dk : : : �uber das kontinuierli
heSpektrum ausgef�uhrt. Das Resultat f�ur G(x; y) ist im Kapitel 3 angegeben (Gl. (3.100)).Es ist immer no
h so kompliziert, da� damit ni
ht versu
ht wurde, den Graphen ..................................................................................................................................................................................................................zu bere
hnen. F�ur die Graphen ................................................................................................ ................................................................................................ und ................................................................ ................................................................ wird im wesentli
hen aber nur G(x; x)ben�otigt, und hierf�ur hat man, na
h einer l�angeren Re
hnung, das einfa
here ErgebnisG(x; x) = Z 10 dt ( X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t � 12p�t e�m20 t + �(m0pt) jhx0j 0ij2+ e� 34 m20 t �(m02 pt) jhx0j 1ij2 �� 1LD�1 jhx0j 0ij2): (5.3)� ist das Fehlerintegral (vgl. Gl. (4.18)).Bere
hnet man hiermit den Graphen ................................................................................................ ................................................................................................ , so ergibt si
h ein re
ht l�angli
her Ausdru
k1,der keine Integrale mehr enth�alt, daf�ur aber, in D = 3 Dimensionen, Reihen der folgendenTypen: A(x) := 1Xk=0 (�x2)k4� k! (2k� 1) ; (5.4)1Auf eine Wiedergabe wird hier verzi
htet.



62 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENB(x) := X~n2 2 1px2 + 4�2~n 2 (3x2 + 16�2 ~n 2) ; (5.5)C(x) := X~n2 20 e�j~njx4�j~nj (5.6)und D(x) := 1�2 X~n2 20 1px2 + 4�2 ~n 2 ~n 2 : (5.7)x ist im wesentli
hen glei
h m0L. Bis aufA(x) = � 14� 1F1(�12 ; 12 ;�x2);1F1: kon
uente hypergeometris
he Funktion [47; 9:21℄ (5.8)lie�en si
h diese Reihen ni
ht mehr ges
hlossen summieren; mit Integralte
hniken wie derEulers
hen Summenformel oder der Planas
hen Summenformel [66, S. 145℄ w�are immerhineine numeris
he Bestimmung m�ogli
h. Die Quintessenz aus diesen Versu
hen war, si
h aufdie Beitr�age zu konzentrieren, die f�ur L ! 1 ni
ht gegen 0 gehen. Dies von Beginn anber�u
ksi
htigt f�uhrte s
hlie�li
h zu folgender verfolgter Strategie:1. Man konzentriert si
h fr�uhzeitig auf die Terme, die f�ur L!1 ni
ht gegen 0 gehen.2. Bei den konvergenten Graphen ................................................................................................ ................................................................................................ und ................................................................ ................................................................ :� Integrale �uber Raum und Zeit und �uber die S
hwinger{Parameter analytis
hausf�uhren,� R1�1 dk : : : �uber das kontinuierli
he Spektrum, falls ni
ht anders m�ogli
h, nume-ris
h bestimmen.3. Bei dem divergenten Graphen .................................................................................................................................................................................................................. kommt zus�atzli
h die Isolierung der Divergenzhinzu:� Wegen der benutzten dimensionellen Regularisierung wird die Divergenz auseinem Integral �uber Raum und Zeit (R dDx : : :) erhalten.� Dur
h Vereinfa
hen und Trennen von konvergenten und divergenten Anteilensollen alle Integrale au�er einem Raum{Zeit{Integral, das die Divergenz enth�alt,ausgef�uhrt werden.� Das divergenzenthaltende Integral soll so einfa
h sein, da� die Divergenz be-stimmt werden kann.Dies sind nur die allgemeinen Prinzipien, im Detail gilt es, jeweils geeignete Substitutionenund N�aherungen zu �nden, um die Parameterabh�angigkeit der Graphen (s.o.) zu kl�aren.Eine letzte Anmerkung ist no
h vor den Graphenbere
hnungen zu ma
hen. In der be-tra
hteten �4{Theorie in D Dimensionen hat die Kopplungskonstante g(D)0 die Massendi-mension 4 � D (vgl. Anhang A). Mit g0 soll weiterhin die Kopplungskonstante in D = 3Dimensionen bezei
hnet werden, die die Massendimension 1 hat, also g0 = g(3)0 . F�ur dieKopplungskonstante g(D)0 ist daher eine Massenskala �0 einzuf�uhren:g(D)0 = g0 �3�D0= g0 �"0 (D = 3� "): (5.9)



5.2. GRAPHEN OHNE INSTANTONHINTERGRUNDFELD 635.2 Graphen ohne InstantonhintergrundfeldEs sollen zun�a
hst die Graphen bere
hnet werden, die zur Amplitude h0+j e�TH j0+i beitra-gen, also die Graphen ohne Instantonhintergrundfeld; dies sind die gestri
helten Graphenaus Kapitel 2. Die dabei zu verwendende Greens
he Funktion und die Feynman{Regelnseien hier no
h einmal angegeben (vgl. Kapitel 2, 3, hier in D Dimensionen):b= G0(x; y) = Z 10 dt ( 1LD�1 X~n2 D�1 e� 4�2L2 ~n 2 t ei 2�L ~n�(~x�~y)� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20) t ei p (x0�y0)); (5.10)b= �q3 g0m20 � "20 ;b= � g0 �"0;� �uber Vertizes integrieren: R dDx,� �ubli
he Symmetriefaktoren.Bei den Re
hnungen werden Divergenzen in den x0{ bzw. y0{Integralen auftreten, die si
haufgrund der glei
hen Asymptotik von G0(x; y) und G(x; y) f�ur x0; y0 ! �1 (vgl. denS
hlu� von Abs
hnitt 3.3.1) bei Di�erenzbildung von Graphen mit und ohne Instanton-hintergrundfeld zur Bere
hnung der Energieaufspaltung wegheben werden. Als vorl�au�geRegularisierung wird die Integration �uber die Zeitkoordinate x0 einges
hr�ankt (Cuto�):Z dx0 ! Z 12 bT� 12 bT dx0 = bT: (5.11)Die zu bere
hnenden Graphen werden wie folgt bezei
hnet:OIA := ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. ,OIB := ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ ,OIC := .................... .......... ........... .......... .......... ......................................... .......... ........... .......... .......... ..................... .



64 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGEN5.2.1 Bere
hnung von Graph OIA = .................................... ......... ....... .................................... ................Mit den Feynman{Regeln erh�alt man zun�a
hst, wenn der Symmetriefaktor 18 gesondertaufges
hrieben wird,18 ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. = � 18 g0 �"0 Z dDx [G0(x; x)℄2= � 18 g0 �"0 Z dDx"Z 10 dt 1LD�1 X~n2 D�1 e� 4�2L2 ~n 2 t Z 1�1 dp2� e�(p2+m20) t#2:(5.12)Im Grunde ist es ni
ht n�otig, diesen Ausdru
k weiter auszure
hnen, da der Graph 18 ................................................................................................ ................................................................................................genau den Graphen 18 .................................... ......... ....... .................................... ......... ....... enth�alt, und si
h bei der Bere
hnung der Energieaufspal-tung diese Beitr�age beider Graphen gerade wegheben, wie es zur Vermeidung der Infrarot{Divergenzen au
h sein mu�. Denno
h soll der Graph hier no
h weiter bere
hnet werden,denn die Methode der Behandlung der UV{Divergenzen ist bei diesem relativ einfa
henGraphen ganz �ahnli
h wie sp�ater bei den komplizierteren. Aus Gl. (5.12) bekommt manzun�a
hst, da der Integrand unabh�angig von x ist,18 ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. = � 18 g0 �"0 LD�1 bT "Z 10 dt � 1LD�1 X~n2 D�1 e� 4�2L2 ~n 2 t� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20) t�#2: (5.13)Mit den Substitutionen u = tL2 und im n�a
hsten S
hritt v = pm0 wird daraus (D = 3� ")18 ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. = � 18 g0 �"0 L2�" bT " Z 10 du L" X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2 u Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2 u#2= � 18 g0m20L2 (�0L)" bT� "Z 10 du X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2 u Z 1�1 dv2� e�(1+v2)m20L2 u#2= �18 g0m20L2 (�0L)" bT hD(0)1 (m0L)i2 ; (5.14)mit der De�nitionD(0)1 (m0L) := Z 10 du X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2 u Z 1�1 dv2� e�(1+v2)m20L2 u: (5.15)Dieser Ausdru
k D(0)1 (m0L) soll nun als erstes betra
htet werden. Zun�a
hst f�uhrt man diev {Integration (Gau�{Integral) aus:D(0)1 (m0L) = Z 10 du X~n2 D�1 e�4�2~n 2 u Z 1�1 dv2� e�(1+v2)m20L2 u= 12p� m0L Z 10 du e�m20L2upu X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2 u: (5.16)



5.2. GRAPHEN OHNE INSTANTONHINTERGRUNDFELD 65Mit der Poissons
hen Summenformel gilt nun (vgl. au
h Abs
hnitt 3.3.1, Gl. (3.65) f�ur~x = ~y) X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2 u = " Xn2 e�4�2 n2 u#D�1= 1(4� u)D�12 " Xn2 e� n24 u#D�1= 1(4� u)D�12 X~n2 D�1 e� ~n 24 u : (5.17)An der letzten Glei
hung liest man das Verhalten der Reihe in D(0)1 (m0L) f�ur u! 0 ab:X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2 u �u! 0 1(4� u)D�12 : (5.18)Man zieht jetzt im Integranden von D(0)1 (m0L) die Terme ab, die im Limes u ! 0 Di-vergenzen verursa
hen und addiert sie wieder. Auf diese Weise lassen si
h die m�ogli
henDiverenzen isolieren:D(0)1 (m0L) = 12p�m0L (Z 10 du �e�m20L2upu X~n2 D�1 e�4�2~n 2u � �(1 � u)pu (4�u)D�12 �+ Z 10 du 1pu (4�u)D�12 ): (5.19)Mit D = 3� " und wenn man bea
htet, da� das erste Integral jetzt f�ur D = 3 (also " = 0)existiert, erh�alt man:D(0)1 (m0L) = 12p�m0L Z 10 du �e�m20L2upu X~n2 2 e�4�2~n 2u � �(1� u)4�u 32 �+ 12p�m0L Z 10 du 1(4�)2�"2 u 3�"2 + O("): (5.20)F�ur das letzte Integral re
hnet man einfa
h aus:12p�m0L Z 10 du 1(4�)2�"2 u 3�"2 = 12p�m0L (4�) "24� u "�12"�12 10= 18 � 32 m0L (4�) "2 2"� 1= � 14 � 32 m0L + O("): (5.21)Im ersten u{Integral in Gl. (5.20) spaltet man den Integrationsberei
h in die Intervalle [0; 1℄und ℄1;1[ auf. Im folgenden werden nur die bei gro�en L dominierenden Terme bestimmt.



66 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENDeshalb kann man abs
h�atzen:12p�m0L Z 11 du e�m20L2upu X~n2 2 e�4�2~n 2u= 12p�m0L Z 11 du(e�m20L2u X~n2 2 e�4�2~n 2upu| {z }bes
hr�ankt auf ℄1;1[)� 
onst.m0L Z 11 du e�m20L2u= 
onst.m0L e�m20L2m20L2= O e�m20L2m30L3 ! : (5.22)Weiter gilt12p�m0L Z 10 du �e�m20L2upu X~n2 2 e�4�2~n 2u � 14� u 32 �= 12p�m0L Z 10 du �e�m20L2upu 14�u X~n2 2 e� ~n 24u � 14� u 32 �(vgl. Gl. (5.17))= g1 + g2; (5.23)mit den De�nitionen g1 := 12p�m0L Z 10 du e�m20L2u � 14� u 32 (5.24)und g2 := 12p�m0L Z 10 du e�m20L2u4� u 32 X~n2 20 e� ~n 24u : (5.25)Wegen X~n2 20 e� ~n 24u = 4 e� 14u + X~n2 2j~nj6=1 0e� ~n 24u= e� 14u � 4 + X~n2 2j~nj6=1 0e� ~n 2�14u � (5.26)und da der Ausdru
k in den ges
hweiften Klammern auf dem Intervall [0; 1℄ bes
hr�ankt ist,folgt f�ur g2: g2 � 
onst.m0L Z 10 du e�m20L2uu 32 e� 14u� 
onst.m0L Z 10 du e�m20L2uu 32 e� 14u : (5.27)



5.2. GRAPHEN OHNE INSTANTONHINTERGRUNDFELD 67Das u{Integral f�uhrt man auf eine Besselfunktion zur�u
k [47, 3.471.9℄:g2 � 
onst.m0L 2 � 14m20L2�� 14 K� 12 (m0L)= 
onst.pm0Lm0L r �2m0L e�m0L [47; 8:496:3℄= 
onst.m0L e�m0L= O�e�m0Lm0L � : (5.28)S
hlie�li
h bere
hnet man f�ur g1:g1 = 12p�m0L Z 10 du e�m20L2u � 14� u 32= 18 � 32 m0L �Z 10 du e�m20L2u � 1u 32�z �z=0= 18 � 32 m0L �Z 10 du e�m20L2uu 32�z � Z 10 du 1u 32�z �z= 0 (Re(z)> 12 , ana-lytis
h zu z = 0fortgesetzt).Die letzte Glei
hung ist so zu verstehen, da� der Ausdru
k in e
kigen Klammern f�urRe(z) > 12 bere
hnet wird, und man das Ergebnis dann analytis
h zu z = 0 fortsetzt.In diesem Sinne re
hnet mang1 = 18 � 32 m0L "Z 10 du uz� 32 e�m20L2u � Z 11 du uz� 32 e�m20L2u � uz� 12z � 12 10#z= 0= 18 � 32 m0L "�m20L2� 12�z Z 10 du uz� 32 e�u� �m20L2�12�z Z 1m20L2 du uz� 32 e�u � 1z � 12 #z=0= 18 � 32 m0L"�m20L2�12�z �(z � 12) � �m20L2� 12�z �(z � 12 ; m20L2) � 1z � 12 #z= 0(unvollst�andige Gammafunktion [47; 8:350:2℄)= 18 � 32 m0L hm0L �(�12) � m0L �(�12 ; m20L2) + 2i: (5.29)Wegen �(�12 ; m20L2) = O e�m20L2m30L3 ! f�ur L!1 [47; 8:357℄ (5.30)und �(�12) = �sin (32 �) 1�(32) [63; 6:1:17℄= �2p�; (5.31)



68 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENdenn �(32) = 12 �(12) = 12 p� [63, 6.1.15 und 6.1.8℄, hat man alsog1 = 18 � 32 m0L ��2m0Lp� + 2� + O e�m20L2m30L3 ! : (5.32)Alles zusammengefa�t ergibt si
h daherD(0)1 (m0L) = 18 � 32 m0L ��2m0Lp� + 2� + O e�m20L2m30L3 !+ O�e�m0Lm0L � � 14� 32 m0L + O(")= � 14� + O�e�m0Lm0L � + O("): (5.33)Damit erh�alt man letztli
h f�ur den zu bere
hnenden Graphen:18 ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. = � 18 g0m20L2 (�0L)" bT 116�2 + O�m0L e�m0L� + O(")= � g0m20L2128�2 bT + O�m0L e�m0L� + O("): (5.34)5.2.2 Bere
hnung von Graph OIB = ......................... ........ ..... ......................... ........ .....Aus den Feynman{Regeln bekommt man (der Symmetriefaktor wird erneut gesondert auf-ges
hrieben):18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ = 18 3m20 g0 �"0 Z dDx Z dDy G0(x; x)G0(x; y)G0(y; y)= 3m20 g0�"08 Z dDx Z dDy(Z 10 dt1� X~n12 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 21 t1� Z 1�1 dp12� e�(p21+m20)t1�� Z 10 dt2� X~n22 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 22 t2 ei 2�L ~n2�(~x�~y)� Z 1�1 dp22� e�(p22+m20)t2eip2(x0�y0)�� Z 10 dt3� X~n32 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 23 t3 Z 1�1 dp32� e�(p23+m20)t3�)= 3m20 g0�"08 "Z 10 dt1 X~n12 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 21 t1 Z 1�1 dp12� e�(p21+m20)t1#2� Z 10 dt2 Z dx0 Z dy0 (Z 1�1 dp22� e�(p22+m20)t2eip2(x0�y0)� Z dD�1x Z dD�1y X~n22 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 22 t2 ei 2�L ~n2�(~x�~y)):(5.35)



5.2. GRAPHEN OHNE INSTANTONHINTERGRUNDFELD 69Die beiden D � 1{dimensionalen Raumintegrale ergeben wegen der oszillatoris
hen Funk-tion ei 2�L ~n2�(~x�~y) nur f�ur ~n2 = 0 einen Beitrag, n�amli
h �LD�1�2 1LD�1 = LD�1. Mit denzus�atzli
hen Substitutionen u = t1L2 und v = p1m0 erh�alt man dann:18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ = 38 m40 g0 �"0 L2" "Z 10 du X~n12 D�1 e�4�2~n 21 u Z 1�1 dv2� e�(1+v2)m20L2u#2�L2�" Z 10 dt2 Z dx0 Z dy0 Z 1�1 dp22� e�(p22+m20)t2ei p2(x0�y0):(5.36)Erinnert man si
h an die De�nition von D(0)1 (m0L) (vgl. Gl. (5.15)), so bekommt man,wobei stets D = 3� " zu bea
hten ist,18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ = 3m40 g08 �"0L2" hD(0)1 (m0L)i2� L2�" Z 10 dt2 Z 1�1dp2 e�(p22+m20)t2 Z dx0 Z dy0 12� eip2(x0�y0): (5.37)Mittels der Substitution y0 = x0 � y0 ergibt si
h dann18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ = 3m40 g08 �"0L2" hD(0)1 (m0L)i2�L2�" Z 10 dt2 Z 1�1 dp2 e�(p22+m20)t2 Z dx0 Z dy0 12� eip2y0| {z }= bT Æ (p2)= 3m40L2 g08 (�0L)" hD(0)1 (m0L)i2 bT Z 10 dt2 e�m20t2| {z }= 1m20= 3m20L2 g08 (�0L)" hD(0)1 (m0L)i2 bT: (5.38)Mit dem zuvor erhaltenen Ergebnis f�ur D(0)1 (m0L) (vgl. Gl. (5.33)) erh�alt man also18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ = 38 g0m20 L2 (�0L)" 116�2 bT + O�m0L e�m0L� + O(")= 3 g0m20 L2128 �2 bT + O�m0L e�m0L� + O("): (5.39)Das so erhaltene Resultat ist zwar re
ht einfa
h und �ubersi
htli
h, do
h erweist si
heine andere Form als g�unstiger, um das Resultat dieses Graphen sp�ater mit demjenigen deszugeh�origen Graphen mit Instantonhintergrundfeld ( ................................................................ ................................................................ ) zusammenfassen zu k�onnen.Die Cuto�{Regularisierung (5.11) ist bei der folgenden Re
hnung unn�otig, da die Infrarot{Divergenzen ni
ht explizit bestimmt werden, weil sie in den Graphen mit und ohne Instan-tonhintergrundfeld dieselben sind und si
h fortheben werden.



70 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENMan re
hnet:18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ = 3m20 g0 �"08 Z dDx Z dDy G0(x; x)G0(x; y)G0(y; y)= 3m20 g0�"08 Z dDx Z dDy (G0(x; x)G0(y; y)� Z 10 dt2� X~n2 2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 22 t2 ei 2�L ~n2�(~x�~y)� Z 1�1 dp22� e�(p22+m20)t2ei p2(x0�y0)�)= 3m20 g0 �"0 L"8 Z dDx Z dDy (G0(x; x)G0(y; y)� Z 10 du� X~n2 2 D�1 e�4�2~n 22 u ei 2�L ~n2�(~x�~y)� Z 1�1 dp22� e�(p22+m20)L2uei p2(x0�y0)�)�Substitution: u = t2L2�: (5.40)Da wegen G0(x; x) = Z 10 dt X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)t (5.41)G0(x; x) und G0(y; y) in Wirkli
hkeit gar ni
ht von x bzw. y abh�angen, was eineFolge der Translationsinvarianz der Theorie ohne Instantonhintergrundfeld ist, k�onnen dieRaumintegrale analog zur vorherigen Re
hnung ausgef�uhrt werden. Man verglei
he dazudie Bemerkung na
h. Gl. (5.35). Es ergibt si
h:18 ..................................... ........ ................ ..................................... ........ ................ = 3m20L4 g0 �"0 L�"8 Z 10 du Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 �G0(x; x)G0(y; y)� Z 1�1 dp22� e�(p22+m20)L2uei p2(x0�y0)�= 3m30L4 g0 �"0 L�"8 Z 10 du Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 �G0(x; x)G0(y; y)� Z 1�1 dv2� e�(1+v2)m20L2u eim0v(x0�y0)��Substitution: v = p2m0�: (5.42)Man spaltet nun das x0{ und y0{Integral wie folgt auf (der Integrand wird der �Uber-si
htli
hkeit halber zun�a
hst fortgelassen):Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 : : : = Z 10 dx0 Z 10 dy0 : : : + Z 0�1 dx0 Z 0�1 dy0 : : :+ Z 10 dx0 Z 0�1 dy0 : : : + Z 0�1 dx0 Z 10 dy0 : : : : (5.43)



5.2. GRAPHEN OHNE INSTANTONHINTERGRUNDFELD 71Dur
h die Substitutionen x0 ! �x0 , y0 ! �y0 und v ! �v im zweiten und viertenIntegral ergibt si
hZ 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 : : : = 2 Z 10 dx0 Z 10 dy0 : : : + 2 Z 10 dx0 Z 0�1 dy0 : : : : (5.44)Verwendet man dies, so erh�alt man18 ..................................... ........ ................ ..................................... ........ ................ = 3m30L4 g0 �"0 L�"4 Z 10 du Z 1�1 dv � 12� e�(1+v2)m20L2u� Z 10 dx0 Z 10 dy0 eim0v(x0�y0) G0(x; x)G0(y; y)�+ 3m30L4 g0 �"0 L�"4 Z 10 du Z 1�1 dv � 12� e�(1+v2)m20L2u� Z 10 dx0 Z 0�1 dy0 eim0v(x0�y0) G0(x; x)G0(y; y)�:| {z }=:P (5.45)Den Term P re
hnet man nun aus. Dazu ma
ht man die Substitution y0 ! �y0 undverwendet �"0 L�" = 1 + O("): (5.46)Das ergibtP = 3 g0m30L44 Z 10 du Z 1�1 dv � 12� e�(1+v2)m20L2u� Z 10 dx0 Z 10 dy0 eim0v(x0+y0) G0(x; x)G0(y; y)� + O("): (5.47)Mit (vgl. Gln. (5.10), (5.12), (5.15) und Gl. (5.33))G0(x; x) = m0L"D(0)1 (m0L)= �m04� + O�e�m0LL � + O(") (5.48)erh�alt manP = 3 g0m30L44 m2032�3 Z 10 dx0 Z 10 dy0 Z 10 du Z 1�1 dv e�(1+v2)m20L2u eim0v(x0+y0)+ O�m30L3 e�m0L� + O(")= 3128�3 g0m50L4 Z 10 dx0 Z 10 dy0 Z 10 du e�m20L2u r �m20L2u e�m20(x0+y0)24m20L2u+ O�m30L3 e�m0L� + O(")(Gau�{Integral �uber v ausgef�uhrt)= 3p�128 �3 g0m40L3 Z 10 dx0 Z 10 dy0 Z 10 du u� 12 e�m20L2u e� (x0+y0)24L2u+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.49)



72 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENDas u{Integral f�uhrt auf eine Besselfunktion K 12 [47, 3.471.9℄:P = 3p�128 �3 g0m40 L3 Z 10 dx0 Z 10 dy0 2  (x0 + y0)24m20L4 ! 14 K 12�2m0L x0 + y02L �+ O�m30L3 e�m0L� + O(")= 3p�128 �3 g0m40 L3 Z 10 dx0 Z 10 dy0 2rx0 + y02m0L2 K 12�m0 (x0 + y0)�+ O�m30L3 e�m0L� + O(")= 3p�128 �3 g0m40 L3 Z 10 dx0 Z 10 dy0 2rx0 + y02m0L2 r �2m0 (x0 + y0) e�m0(x0+y0)+ O�m30L3 e�m0L� + O(") [47; 8:469:3℄= 3128 �2 g0m30 L2 Z 10 dx0 Z 10 dy0 e�m0(x0+y0)+ O�m30L3 e�m0L� + O(")= 3128 �2 g0m0 L2 + O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.50)Damit bekommt man f�ur den zu bere
hnenden Graphen18 ..................................... ........ ................ ..................................... ........ ................ = 3m30L4 g0 �"0L�"4 Z 10 du Z 1�1 dv � 12� e�(1+v2)m20L2u� Z 10 dx0 Z 10 dy0 eim0v(x0�y0) G0(x; x)G0(y; y)�+ 3128 �2 g0m0L2 + O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.51)Das Ergebnis der ersten Re
hnung in Gl. (5.39) hat gezeigt, da� der Graph ......................... ........ ..... ......................... ........ ..... keine UV{Divergenzen enth�alt. Daher kann au
h im ersten Ausdru
k von Gl. (5.51) gesetzt werden:�"0 L�" = 1 + O("):Es ergibt si
h damit folgendes Resultat f�ur den Graphen OIB, das f�ur die weitere Re
hnungg�unstig ist:18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ................ = 3 g0m30L44 Z 10 du Z 1�1 dv � 12� e�(1+v2)m20L2u� Z 10 dx0 Z 10 dy0 eim0v (x0�y0) G0(x; x)G0(y; y)�+ 3128 �2 g0m0L2 + O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.52)



5.2. GRAPHEN OHNE INSTANTONHINTERGRUNDFELD 735.2.3 Bere
hnung von Graph OIC = ...................... ........... .......... ................................ ........... .......... ..........Die Anwendung der Feynman{Regeln ergibt112 .................... .......... ........... .......... .......... ......................................... .......... ........... .......... .......... ..................... = 112 3 g0m20 �"0 Z dDx Z dDy hG0(x; y)i3= g0m204 �"0 Z dDx Z dDy "Z 10 dt � 1LD�1 X~n2 D�1 e� 4�2L2 ~n 2t ei 2�L ~n�(~x�~y)� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)t ei p(x0�y0)�#3= g0m204 �"0 L3" Z dDx Z dDy "Z 10 du� X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei 2�L ~n�(~x�~y)� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2u ei p(x0�y0)�#3= g0m204 �"0 L3" bT Z dD�1x Z dD�1y Z dx0 "Z 10 du X~n2 D�1� e�4�2 ~n 2u� ei 2�L ~n�(~x�~y)�Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2u ei px0#3: (5.53)Dabei wurde die Substitution u = tL2 verwendet und ber�u
ksi
htigt, da� der Integrand nurvon der Di�erenz x0 � y0 abh�angt, was auf den Faktor bT f�uhrt. Die beiden Raumintegralekann man nun ausf�uhren, indem man s
hematis
h folgenderma�en vorgeht: f; g; h seien von~x; ~y unabh�angige Funktionen, und P� steht f�ur P oder P0 . Dann giltZ dD�1x Z dD�1y � X~n1 2 D�1� ei 2�L ~n1�(~x�~y) f (~n1)� X~n2 2 D�1� ei 2�L ~n2 �(~x�~y) g (~n2) X~n3 2 D�1� ei 2�L ~n3�(~x�~y) h (~n3)�= L2D�2 X~n1 2 D�1� X~n2 2 D�1� X~n3 2 D�1�Æ~0;~n1+~n2+~n3 f (~n1) g (~n2)h (~n3) : (5.54)Man dr�u
kt jetzt das Krone
ker{Delta wieder dur
h ein Integral aus:Z dD�1x Z dD�1y � X~n1 2 D�1� ei 2�L ~n1�(~x�~y) f (~n1)� X~n2 2 D�1� ei 2�L ~n2�(~x�~y) g (~n2) X~n3 2 D�1� ei 2�L ~n3�(~x�~y) h (~n3) �= L4�2" Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1X~n1 2 D�1� X~n2 2 D�1� X~n3 2 D�1� ei ~��(~n1+~n2+~n3) f (~n1) g (~n2) h (~n3) :(5.55)



74 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENEtwas geordnet wird darausZ dD�1x Z dD�1y � X~n1 2 D�1� ei 2�L ~n1�(~x�~y) f (~n1)� X~n2 2 D�1� ei 2�L ~n2 �(~x�~y) g (~n2) X~n3 2 D�1� ei 2�L ~n3�(~x�~y) h (~n3) �= L4�2" Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1� X~n1 2 D�1� ei ~��~n1 f (~n1)� X~n2 2 D�1� ei ~��~n2 g (~n2) X~n3 2 D�1� ei ~��~n3 h (~n1)�: (5.56)Die beiden Raumintegrale k�onnen also zugunsten eines (D � 1){dimensionalen Integrals�uber die dimensionslose Gr�o�e � eliminiert werden. Das f�uhrt auf112 .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... = g0m204 L4 (�0L)" bT� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z dx0 "Z 10 du � X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2u eipx0�#3(Gau�{Integral �uber p ausf�uhren) (5.57)= g0m204 L4 (�0L)" bT� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z dx0 "Z 10 du � X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n� e�m20L2u 12p� Lpu e� x204uL2�#3: (5.58)Dies l�a�t si
h no
h wie folgt umformen:112 .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... = g0m20L25 � 32 (�0L)" bT� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z dx0 "Z 10 du � 1pu e�m20L2u e� x204uL2� X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n�#3= g0m20L225 � 32 (�0L)" bT� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z dx̂0 "Z 10 du 1pu e�m20L2u e� x̂204u X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n| {z }=: D(0)2 �m0L; x̂0; ~� �; �x̂0 = x0L � #3= g0m20L225 � 32 (�0L)" bT Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z dx̂0 hD(0)2 �m0L; x̂0; ~��i3 : (5.59)



5.2. GRAPHEN OHNE INSTANTONHINTERGRUNDFELD 75Der Term D(0)2 �m0L; x̂0; ~�� wird im Anhang C.1 bere
hnet. Man erh�altD(0)2 �m0L; x̂0; ~�� = 2D2(4�)D�12 0�qx̂20 + ( ~�2� )2m0L 1A1�D2 K1�D2 0�m0Lsx̂20 + � ~�2��21A+ O e�
0m0L(m0L)32 ! ; 
0 > 0: (5.60)Damit ergibt si
h dann112 .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... = g0m20L225 � 32 (�0L)" bT 2 3D2(4�) 3D�32� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z dx̂0 ( qx̂20 + ( ~�2� )2m0L !3� 32 D�"K1�D2  m0Lsx̂20 + � ~�2��2!#3)+ O�(m0L) 12 e�
0m0L�= g0m20L225 � 32 (�0L)" bT (m0L) 3D�62 2 3D2(4�) 3D�32� Z[� 12 ; 12 ℄D�1 dD�1 ~�Z dx̂0 �qx̂20 + ~�2�3� 32 D �K1�D2 �m0Lqx̂20 + ~�2��3+ O�(m0L) 12 e�
0m0L�: (5.61)Im letzten S
hritt wurde die Substitution ~� = �2� dur
hgef�uhrt. Man re
hnet weiter:112 .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... = g0m20L225 � 32 (�0L)" bT (m0L) 32 (1�") (4�) 32(2�) 9�3"2� Z[� 12 ; 12 ℄D�1 d2�" ~� Z dx̂0 �qx̂20 + ~�2�3"�32 �K "�12 �m0Lqx̂20 + ~�2��3| {z }=:R+ O�(m0L) 12 e�
0m0L�: (5.62)Der verbleibende Integrand h�angt im wesentli
hen nur no
h von qx̂20 + ~�2 ab. Au�erdemgilt K "�12 (z) = K 1�"2 (z)�z ! 0 12 ��1� "2 � �12 z�"�12 [63; 9:6:9℄: (5.63)



76 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENMan zieht nun erneut die Terme, die Divergenzen liefern explizit ab und addiert sie wieder,um die Divergenzen zu isolieren. Diese Divergenzen resultieren aus dem Verhalten des Inte-granden f�urqx̂20 + ~�2 ! 0. F�urqx̂20 + ~�2 !1 gibt es keine Divergenzen, daK�(z); � 2 Rbeliebig, f�ur gro�e Argumente exponentiell gegen 0 geht [47; 8:451:6℄:R = Z[� 12 ; 12 ℄D�1 d2�" ~�Z dx̂0 (�qx̂20 + ~�2�3"�32 �K "�12 �m0Lqx̂20 + ~�2��3� ��12 �qx̂20 + ~�2� "� �1�"2 �2 #3 24m0Lqx̂20 + ~�22 35 3"�32 �qx̂20 + ~�2� 3"�32 )| {z }=: Ê0+ ZB 12 (0) dx̂0 d2�" ~� "� �1�"2 �2 #3 24m0Lqx̂20 + ~�22 35 3"�32 �qx̂20 + ~�2�3"�32 (5.64)Dabei ist B 12 (0) die Kugel mit Radius 12 um 0 imD{dimensionalen Raum RD((x̂0; ~�) 2 RD).Na
h Konstruktion ist Ê0 endli
h f�ur " = 0, alsoR = Z[� 12 ; 12 ℄2 d2 ~�Z dx̂0 (�x̂20 + ~�2�� 34 �K 12�m0Lqx̂20 + ~�2��3� ��12 �qx̂20 + ~�2� � 328 � 2m0L� 32 �qx̂20 + ~�2��3)| {z }=:E1+ �� �1�"2 ��38 �m0L2 � 3"�32 ZB 12 (0) dx̂0 d2�" ~� �qx̂20 + ~�2�3"�3 + O("):| {z }=: eD (5.65)Im einzelnen gilt in Kugelkoordinaten in D = 3� " Dimensionen, r :=qx̂20 + ~�2 ,eD = �� �1�"2 ��38 �m0L2 � 3"�32 Z 120 dr r2�" r3"�3 (3� ") � 3�"2� �5�"2 �= 18 ���1� "2 ��3 �m0L2 �3"�32 (3� ") � 3�"2� �5�"2 � Z 120 dr r2"�1| {z }= r2"2" 120 = (14 )"2"= 18 ���1� "2 ��3 �m0L2 �3"�32 (3� ") � 3�"2� �5�"2 � �14�" 12" : (5.66)Dabei bea
hte man, da� die Ober
�a
he der Einheitskugel in D = 3� " Dimensionen(3� ") � 3�"2�(5�"2 ) (5.67)



5.2. GRAPHEN OHNE INSTANTONHINTERGRUNDFELD 77ist [62, Beispiel 14.9℄. Indem man na
h Potenzen von " entwi
kelt, erh�alt man na
h einigerRe
hnung:eD = p2� 522(m0L) 32 1" + p2� 524(m0L) 32 �� 3 log 2� log � + 2 + 3 log(m0L) + 2
�+ O("): (5.68)Jetzt zu E1. Bea
htet manK 12 (x) = r �2x e�x [47; 8:469:3℄; (5.69)so ergibt si
hE1 = ZB 12 (0) dx̂0 d2 ~�(� �2m0L� 32 e�3m0Lpx̂20+ ~�2qx̂20 + ~�2 3 � � �2m0L� 32 1qx̂20 + ~�2 3)+ ZB~
12 (0) dx̂0 d2 ~�� �2m0L� 32 e�3m0Lpx̂20+ ~�2qx̂20 + ~�2 3 : (5.70)Hierbei gilt B~
12 (0) := Komplement von B 12 (0) in ℄�1;1[�[�12; 12 ℄2, (5.71)B
12 (0) := Komplement von B 12 (0) in R3: (5.72)Man s
h�atzt ab:ZB~
12 (0) dx̂0 d2 ~�� �2m0L�32 e�3m0Lpx̂20+ ~�2qx̂20 + ~�2 3 (5.73)� ZB
12 (0) dx̂0 d2 ~� (� �2m0L� 32 e�3m0Lpx̂20+ ~�2qx̂20 + ~�2 3 )= � �2m0L�32 4� Z 112 dr e�3m0Lrr� 
onst (m0L)� 32 ��0; 32m0L� [47; 8:350:2℄= O e� 3m0L2(m0L) 52 ! [47; 8:357℄: (5.74)Insgesamt gilt also mit ~r := 2 rE1 = � �2m0L�32 4 � Z 120 dr e�3m0Lr � 1r + O e� 3m0L2(m0L) 52 != � �2m0L�32 4 � Z 10 d~r e� 32 m0L~r � 1~r + O e� 3m0L2(m0L) 52 ! : (5.75)



78 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENDas erste Integral ist nun ganz analog zum Beitrag g1;1 von D1(m0L) auszure
hnen (vgl.Anhang C.3, Gln. (C.28), (C.36)), man bekommtE1 = � �2m0L�32 (4�)2 �� 
4� � 14� log�32 m0L��+ O e� 3m0L2m0L ! + O e� 3m0L2(m0L) 52 != � p2 � 52(m0L)32 �
 + log�32m0L�� + O e� 3m0L2m0L ! : (5.76)Damit gilt s
hlie�li
h112 .................... .......... ........... .......... .......... ......................................... .......... ........... .......... .......... ..................... = 14 g0m20L2 bT (�0L)" (2�) 3"�92 (m0L) 3�3"2 hE1 + eDi+ O�(m0L) 12 e�
0m0L�: (5.77)Einsetzen der Resultate f�ur E1 und eD und Entwi
keln na
h Potenzen von " ergibt letztli
hna
h l�angerer Re
hnung:112 .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... = g0m0L2 bT128 �2 �1" � 
 � log�94�+ log � + 1� 2 log(m0L) + log(�0L)�+ O(") + O�(m0L) 12 e�
0m0L�: (5.78)Dieses Resultat ma
ht zwar die Divergenz des Graphen deutli
h, n�amli
h einen Pol ersterOrdnung in ", aber denno
h ist eine andere Form g�unstiger, um sp�ater diesen Beitrag desGraphen mit demjenigen des zugeh�origen Graphen .................................................................................................................................................................................................................. mit Instantonhintergrundfeld zu-sammenfassen zu k�onnen. Daher soll der Graph OIC no
h einmal etwas anders bere
hnetwerden. Ausgangspunkt ist Gl. (5.57) und statt des Faktors bT f�uhre i
h wieder die Integra-tion �uber y0 ein. Au
h hier kann aus denselben Gr�unden wie beim Graphen OIB auf eineRegularisierung der Infrarot{Divergenzen verzi
htet werden:112 .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... = g0m204 L4 (�0L)" bT� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z dx0 "Z 10 du � X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2u ei px0�#3= g0m204 L4 (�0L)"� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z dx0 Z dy0 " Z 10 du � X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2u ei p(x0�y0)�#3:(5.79)



5.2. GRAPHEN OHNE INSTANTONHINTERGRUNDFELD 79Man spaltet nun die x0{ und y0{Integration ganz analog zur Bere
hnung von OIB wiefolgt auf; der Integrand wird der �Ubersi
htli
hkeit halber au
h hier zun�a
hst fortgelassen:Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 : : : = Z 10 dx0 Z 10 dy0 : : : + Z 10 dx0 Z 0�1 dy0 : : :+ Z 0�1 dx0 Z 10 dy0 : : : + Z 0�1 dx0 Z 0�1 dy0 : : : : (5.80)Mittels der Substitutionen x0 ! �x0, y0 ! �y0 und p ! �p folgt nun unmittelbar,entspre
hend zur fr�uheren Re
hnung bei OIB (vgl. Gl. (5.43) �.),112 .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... = g0m204 L4 (�0L)"� 2 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 dx0 Z 10 dy0 "Z 10 du � X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2u ei p(x0�y0)�#3+ g0m204 L4 (�0L)"� 2 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 dx0 Z 10 dy0 "Z 10 du � X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2u ei p(x0+y0)�#3: (5.81)Hier kann man den zweiten Integralausdru
k no
h bestimmen; es gilt n�amli
h112 .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... = g0m204 L4 (�0L)"� 2 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 dx0 Z 10 dy0 "Z 10 du � X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2u ei p(x0�y0)�#3+ eR; (5.82)mit eR := g0m204 L4 (�0L)"� 2 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 dx0 Z 10 dy0 " Z 10 du � X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n� Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2u ei p(x0+y0)�#3; (5.83)



80 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENund f�ur den Term eR bere
hnet maneR = g0m202 L4 (�0L)"� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 dx0 Z 10 dy0 "Z 10 du � X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n� e�m20L2u2p�uL e� (x0+y0)24uL2 �#3(Gau�{Integral �uber p ausgef�uhrt)= g0m2016 � 32 L3 (�0L)"� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 d~x0 Z 10 d~y0 "Z 10 du �e�m20L2upu e� (~x0+ ~y0)24u� X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n�#3�~x0 = x0L ; ~y0 = y0L � : (5.84)In der e
kigen Klammer erkennt man gem�a� Gl. (5.59) die Gr�o�e D(0)2 (m0L; ~x0 + ~y0; ~� )wieder. Mit dem Resultat aus Gl. (5.60) bekommt man also:eR = g0m2016 � 32 L3 (�0L)"� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 d~x0 Z 10 d~y0 " 2D2(4�)D�12  q(~x0 + ~y0)2 + ( ~�2� )2m0L !1�D2� K1�D2 �m0Ls(~x0 + ~y0)2 + � ~�2��2�#3+ O�(m0L) 32 e�
0m0L�: (5.85)Es zeigt si
h, da� der Term eR f�ur D = 3 Dimensionen keine Divergenzen beinhaltet. F�urD = 3 gilt n�amli
h:eR(D = 3) = g0m2016 � 32 L3 2 92(4�)3 (m0L) 32� Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 10 d~x0 Z 10 d~y0 K3� 12�m0Lq(~x0 + ~y0)2 + ( ~�2� )2��(~x0 + ~y0)2 + � ~�2��2� 34+ O�(m0L) 32 e�
0m0L�: (5.86)Man ber�u
ksi
htigt jetzt, da� K� 12 (x) = K 12 (x) gilt [63, 9.6.6℄, und verwendet den analyti-s
hen Ausdru
k f�ur K 12 (x) aus Gl. (5.69).



5.2. GRAPHEN OHNE INSTANTONHINTERGRUNDFELD 81Bis auf mit L exponentiell abfallende Terme kann die �{Integration au�erdem �uber ganzR2 ausgef�uhrt werden. Das ergibt:eR(D = 3) = g0m2016 � 32 L3 2 92(4�)3 (m0L) 32 ��2� 32� Z 1�1 d2�(2�)2 Z 10 d~x0 Z 10 d~y0 e�3m0Lq(~x0+~y0)2+( ~�2� )2(m0L) 32 h (~x0 + ~y0)2 + � ~�2��2 i 32+ O�(m0L) 32 e�
0m0L�: (5.87)Mit der De�nitionZ eR := Z 1�1 d2�̂(2�)2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 e�3q(x̂0+ŷ0)2+( �̂2� )2�(x̂0 + ŷ0)2 + � �̂2��2� 32 (5.88)und den Substitutionen x̂0 = m0L~x0; ŷ0 = m0L~y0 und �̂ = m0L� erh�alt man danneR(D = 3) = 127 �3 g0m0L2 Z eR + O�(m0L) 32 e�
0m0L�: (5.89)Der Ausdru
k Z eR enth�alt nun aber keine Divergenzen mehr, denn man kann abs
h�atzen:(x̂0 + ŷ0)2 + � �̂2��2 � x̂20 + ŷ20 + � �̂2��2; (5.90)da x̂0; ŷ0 � 0. Daher gilt f�ur den Integranden von Z eRe�3q(x̂0+ŷ0)2+( �̂2� )2� (x̂0 + ŷ0)2 + � �̂2��2� 32 � e�3qx̂20+ŷ20+( �̂2� )2�x̂20 + ŷ20 + � �̂2��2� 32 : (5.91)Man bea
hte, da� �̂0 ein zweidimensionaler Vektor ist. Substituiert man �̂0 = �̂2� und f�uhrtKugelkoordinaten im 4{dimensionalen Raum, gebildet dur
h x̂0; ŷ0 und �̂0, ein, so siehtman Z eR � Z 1�1 d2�̂(2�)2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 e�3qx̂20+ŷ20+( �̂2� )2�x̂20 + ŷ20 + � �̂2��2� 32� Z d2�̂0 Z 1�1 dx̂0 Z 1�1 dŷ0 e�3qx̂20+ŷ20+�̂20hx̂20 + ŷ20 + �̂20i 32= 2 �2 Z 10 dr e�3 r= 23 �2< 1: (5.92)



82 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENDamit konvergiert Z eR. Z eR kann sogar no
h ges
hlossen ausgere
hnet werden. Die Bere
h-nung ist im Anhang D dur
hgef�uhrt, das Ergebnis lautet:Z eR = �3 : (5.93)Insgesamt bekommt man daher112 .................... .......... ........... .......... .......... ......................................... .......... ........... .......... .......... ..................... = g0m204 L4 (�0L)" Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 2 Z 10 dx0 Z 10 dy0"Z 10 du X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2u ei p(x0�y0)#3+ 127 �3 g0m0L2 Z eR + O�(m0L) 32 e�
0m0L� + O("):= g0m204 L4 (�0L)" Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 2 Z 10 dx0 Z 10 dy0"Z 10 du X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n Z 1�1 dp2� e�(p2+m20)L2u ei p(x0�y0)#3+ 1384 �2 g0m0L2 + O�(m0L) 32 e�
0m0L� + O("): (5.94)Die zuvor in Gl. (5.78) gefundenen Divergenzen sind nun im Integralausdru
k dieser Glei-
hung enthalten. In dieser Form wird das Ergebnis von Graph OIC sp�ater verwendet wer-den.5.3 Graphen mit InstantonhintergrundfeldJetzt sind die Graphen mit Instantonhintergrundfeld zu bere
hnen. Die dabei zu verwen-denden Feynman{Regeln und der Propagator (in D Dimensionen) seien hier no
h einmalzusammengestellt (vgl. Kapitel 2 und 3):b= G(x; y) = Z 10 dt ( X~n2 D�10 1LD�1 e� 4�2L2 ~n2 t ei 2�L ~n�(~x�~y)� 3m08 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n2 t ei 2�L ~n�(~x�~y)� 3m04 e� 34 m20 t tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n2 t ei 2�L ~n�(~x�~y)� Z 1�1 dk e�(k2+m20) t hx0j ki hkj y0i);



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 83mit hx0j ki = Nk eikx0 �2 k2 + m202� 32m20 tanh2(m02 x0) + 3 im0 k tanh(m02 x0)�;Nk = 1q2� �4 k4 + 5m20 k2 + m40� ;��ZZ b= �q3 g0m20 � "20 tanh(m02 x0);�������� b= � g0 �"0;hs b= � �~�(
;0)S
;Dpg0 � "20 ; S
;D = 2m30g0 �"0 L2�" = 2m30g0 L2 (�0 L)�"= � �~�(
;0)2m30L2 pg0 L" � "20 ;� �uber Vertizes integrieren: R dDx,� �ubli
he Symmetriefaktoren.Die zu bere
hnenden Graphen werden wie folgt bezei
hnet:IA := ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ ;IB := ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ ;IC := ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... ;ID := ................................................................s ................................................................................................................................................ : (5.95)Sie werden in den folgenden Abs
hnitten bere
hnet.5.3.1 Bere
hnung des Graphen IA = ................................................................................................ ................................................................................................Mit den Feynman{Regeln gilt zun�a
hst, wenn der Symmetriefaktor 18 wieder f�ur si
h ge-s
hrieben wird: 18 ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ = � 18 g0 �"0 Z dDx hG(x; x)i2: (5.96)



84 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENIndem man den Ausdru
k f�ur den Propagator einsetzt, wird daraus:18 ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ = � 18 g0 �"0 Z dDx (Z 10 dt � X~n2 D�10 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t jhx0j 0ij2+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t e� 34 m20t jhx0j 1ij2+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2t Z 1�1 dk e�(k2+m20) t jhx0j kij2 �)2:(5.97)Zur De�nition von hx0j 0i und hx0j 1i verglei
he man die Gln. (3.26), (3.27). Ber�u
ksi
htigtman D = 3� " und substituiert u = tL2 , so bekommt man18 ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ = � 18 g0 �"0 L2" Z dDx (Z 10 du � X~n2 D�10 e�4�2~n 2 u jhx0j 0ij2+ X~n2 D�1 e�4�2~n 2 u e� 34 m20L2u jhx0j 1ij2+ X~n2 D�1 e�4�2~n 2 u Z 1�1 dk e�(k2+m20) uL2 jhx0j kij2 �)2:(5.98)Eine M�ogli
hkeit hier weiter vorzugehen ist nun, einfa
h auszumultiplizieren und die ent-stehenden Terme einzeln auszuintegrieren. Dies f�uhrt auf se
hs Terme:18 ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ = A1 + A2 + A3 + A4 + A5 + A6; (5.99)mitA1 := �18 g0 �"0 L2" Z dDx "Z 10 du X~n2 D�10 e�4�2~n 2 u jhx0j 0ij2 #2; (5.100)A2 := �18 g0 �"0 L2" Z dDx "Z 10 du X~n2 D�1 e�4�2~n 2 u e� 34 m20L2u jhx0j 1ij2 #2;(5.101)A3 := �18 g0 �"0 L2" Z dDx "Z 10 du � X~n2 D�1 e�4�2~n 2 u� Z 1�1 dk e�(k2+m20)L2u jhx0j kij2 �#2; (5.102)A4 := �18 g0 �"0 L2" 2 Z dDx "Z 10 du1 X~n1 2 D�10 e�4�2~n 21 u1 jhx0j 0ij2� Z 10 du2 X~n2 2 D�1 e�4�2~n 22 u2 e� 34 m20L2u2 jhx0j 1ij2 #; (5.103)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 85A5 := �18 g0 �"0 L2" 2 Z dDx "Z 10 du1 X~n1 2 D�10 e�4�2~n 21 u1 jhx0j 0ij2� Z 10 du2 X~n2 2 D�1 e�4�2~n 22 u2 Z 1�1 dk e�(k2+m20)L2u2 jhx0j kij2 #; (5.104)A6 := �18 g0 �"0 L2" 2 Z dDx "Z 10 du1 X~n1 2 D�1 e�4�2~n 21 u1 e� 34 m20L2u1 jhx0j 1ij2� Z 10 du2 X~n2 2 D�1 e�4�2~n 22 u2 Z 1�1 dk e�(k2+m20)L2u2 jhx0j kij2 #: (5.105)Diese se
hs Terme A1 bis A6 sind im Prinzip bere
henbar. Problematis
h ist jedo
h, da� dieTerme einzeln jeweils Ultraviolett{Divergenzen enthalten, n�amli
h Pole zweiter und ersterOrdnung in " : 1"2 ; 1" : (5.106)Eine explizite Re
hnung zeigt jedo
h, da� si
h diese Divergenzen in der Summe geradewegheben; die Re
hnung ist relativ umfangrei
h, sie ist deshalb fortgelassen. Es erweist si
hdeshalb als vorteilhafter, den Ausdru
k18 ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ = �18 g0 �"0 Z dDx hG(x; x)i2 (5.107)zun�a
hst so umzuformen, da� nur no
h Terme zu bere
hnen sind, die keine UV{Divergenzenmehr enthalten. Dazu sollen einige Gr�o�en de�niert werden, die no
h h�au�ger auftretenwerden (au
h in den Termen A1; : : : ; A6 treten diese Gr�o�en auf):Z0 := Z 10 du X~n2 D�10 e�4�2~n 2u; (5.108)D1(m0L) := Z 10 du X~n2 D�1 e�4�2~n 2u e� 34 m20L2u; (5.109)D (m0L;C0; C2) := Z 1�1 dv C0 + C2v24v4 + 5v2 + 1 Z 10 du e�(1+v2)m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u:(5.110)Diese Gr�o�en enthalten jeweils 1" {Divergenzen, ihre Bere
hnung ist in den Anh�angen C.2,C.3 und C.4 dur
hgef�uhrt. Weiter giltG(x; x) = Z 10 dt( X~n2 D�10 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t jhx0j 0ij2+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2 t e� 34 m20t jhx0j 1ij2+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2t Z 1�1 dk e�(k2+m20) t jhx0j kij2): (5.111)



86 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENErneut substituiert man u = tL2 . Werden au�erdem die konkreten Eigenfunktionenhx0j 0i = r3m08 1
osh2(m02 x0) ; (5.112)hx0j 1i = r3m04 tanh(m02 x0)
osh(m02 x0) ; (5.113)hx0j ki = 1q2� �4k4 + 5m20k2 +m40� eikx0� �2k2 + m202 � 32m20 tanh2(m02 x0) + 3im0k tanh(m02 x0)� (5.114)eingesetzt, so ergibt dasG(x; x) = L" Z 10 du( X~n2 D�10 e�4�2~n 2 u 3m08 1
osh4(m02 x0)+ X~n2 D�1 e�4�2~n 2 u e� 34 m20L2u 3m04 tanh2(m02 x0)
osh2(m02 x0)+ X~n2 D�1 e�4�2~n 2u Z 1�1 dk �e��1+ k2m20 �m20L2u 12� �4k4 + 5m20k2 +m40�� �h2k2 + m202 � 32m20 tanh2(m02 x0)i2+9m20k2 tanh2(m02 x0)��): (5.115)Hier kann man den Beitrag des kontinuierli
hen Spektrums no
h �ubersi
htli
her s
hreibenindem man die bekannte Beziehungtanh2(x) = 1� 1
osh2(x) (5.116)benutzt und die Substitution v = km0 vornimmt. Man erh�altG(x; x) = m0L" Z 10 du( X~n2 D�10 e�4�2~n 2 u 38 1
osh4(m02 x0)+ X~n2 D�1 e�4�2~n 2 u e� 34 m20L2u 34 � 1
osh2(m02 x0) � 1
osh4(m02 x0)�+ X~n2 D�1 e�4�2~n 2u Z 1�1 dv2� �e�(1+v2)m20L2u� �1 + 14v4 + 5v2 + 1 h �3v2 � 3
osh2(m02 x0) + 94 1
osh4(m02 x0)i��):(5.117)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 87Ber�u
ksi
htigt man jetzt (vgl. Gl. (3.5))G0(x; x) = Z 10 dt X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2t Z 1�1 dk2� e�(k2+m20)t= m0L" Z 10 du Z 1�1 dv2� e�(1+v2)m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u�u = tL2 ; v = km0�= m0L"D(0)1 (m0L) (vgl. Gl. (5.15))= �m04� + O�e�m0Lm0L � + O(") (vgl. Gl. (5.33)), (5.118)sowie die zuvor in den Glei
hungen (5.108) { (5.110) de�nierten Gr�o�en Z0; D1(m0L)und D (m0L;C0; C2), so ergibt si
hG(x; x) = m0L"(38 1
osh4(m02 x0) Z0 + 34 � 1
osh2(m02 x0) � 1
osh4(m02 x0)�D1(m0L)+ 12� 1
osh2(m02 x0) D (m0L;�3;�3) + 98� 1
osh4(m02 x0) D (m0L; 1; 0) )+G0(x; x): (5.119)Na
h Potenzen von 1
osh2(m02 x0) geordnet, bekommt man s
hlie�li
hG(x; x) = G0(x; x) + m0L"( 1
osh4(m02 x0) � 38 Z0 � 34 D1 (m0L) + 98� D (m0L; 1; 0)| {z }=: A1 (m0L) �+ 1
osh2(m02 x0) � 34 D1 (m0L) + 12� D (m0L;�3;�3)| {z }=: A2 (m0L) �):(5.120)Aus den Anh�angen C.5 und C.6 entnimmt man, da� die Gr�o�en A1(m0L) und A2(m0L)keine UV{Divergenzen mehr enthalten. Damit ist also au
h G(x; x) divergenzfrei. F�ur denzu bere
hnenden Graphen ergibt si
h mit diesem Zwis
henergebnis:18 ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ = �18 g0 �"0 Z dDx (G0(x; x) +m0L" � A1 (m0L)
osh4(m02 x0) + A2 (m0L)
osh2(m02 x0)�)2= �18 g0 �"0 Z dDx [G0(x; x)℄2�18 g0 �"0 2 Z dDx G0(x; x)m0L" � A1 (m0L)
osh4(m02 x0) + A2 (m0L)
osh2(m02 x0)��18 g0m20 �"0 L2" Z dDx � A1 (m0L)
osh4(m02 x0) + A2 (m0L)
osh2(m02 x0)�2: (5.121)



88 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENDer Propagator G0(x; y) liefert nun gerade den Graphen .................................... ................ .................................... ......... ....... , wie man dur
h Verglei
hmit Gl. (5.12) erkennt:18 ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ = 18 ............................................... ....... .............. ............................................... ....... ..............� 14 g0m0 (�0L)" Z dDx G0(x; x)� A1 (m0L)
osh4(m02 x0) + A2 (m0L)
osh2(m02 x0)�� 18 g0m20 �"0 L2" Z dDx � A21 (m0L)
osh8 �m02 x0�+ 2A1 (m0L)A2 (m0L)
osh6 �m02 x0� + A22 (m0L)
osh4 �m02 x0��:(5.122)F�ur G0(x; x) gilt na
h Gl. (5.118)G0(x; x) = �m04� + O�e�m0Lm0L � + O("); (5.123)und f�ur die verbleibenden R dDx{Integrale erh�alt manZ dDx 1
osh� �m02 x0� = L2�" Z 1�1 dx0 1
osh� �m02 x0�= L2�" 2m0 Z 1�1 dy 1
osh�(y)= 2m0 L2�"B�12 ; �2� [47; 3:512:2℄: (5.124)Verwendet man dies, so ergibt si
h18 ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ = 18 ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. + 18� g0m0L2 �A1 (m0L) B(12 ; 2) + A2 (m0L) B(12 ; 1)�� 14 g0m0 L2 �A21 (m0L) B(12 ; 4)+ 2A1 (m0L)A2 (m0L) B(12 ; 3) + A22 (m0L) B(12 ; 2)�+ O�m0L e�m0L� + O("); (5.125)und dur
h Auswerten der Beta{Funktionen �ndet man18 ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ = 18 ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. + 18� g0m0L2 � 43 A1 (m0L) + 2A2 (m0L)�� 14 g0m0L2 � 3235 A21 (m0L) + 3215 A1 (m0L)A2 (m0L)+ 43 A22 (m0L)�+ O�m0L e�m0L� + O("): (5.126)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 89Setzt man die Ergebnisse f�ur A1 (m0L) und A2 (m0L) aus den Anh�angen C.5 und C.6ein, so erh�alt man s
hlie�li
h18 " ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ � ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. # = g0m0 L2 h log (m0L)i2 KIA,2+ g0m0L2 log (m0L) KIA,1+ g0m0 L2 KIA,0+ O�(m0L)32 e�m0L� + O("): (5.127)Dabei de�niert manKIA,2 = �3225 135 �2= �0:8141880825 � 10�3; (5.128)KIA,1 = 132�2 � 335� O
 � 110� A2;
= 0:4062244324(1) � 10�2; (5.129)KIA,0 = 16� O
 + 14� A2;
 � 835 O2
 � 815 O
A2;
 � 13 A22;
= �0:924655(1) � 10�3: (5.130)Die Gr�o�en O
 und A2;
 sind numeris
he Konstanten, die in den Anh�angen C.5 und C.6genau de�niert sind.5.3.2 Bere
hnung des Graphen IB = ................................................................ ................................................................Wendet man die Feynman{Regeln an, so erh�alt man zun�a
hst f�ur den Graphen IB:18 ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ = 38 m20 g0 �"0 Z dDx Z dDy � tanh(m02 x0)G(x; x)�G(x; y)G(y; y) tanh(m02 y0)�: (5.131)Bei der Bere
hnung des Graphen ................................................................................................ ................................................................................................ hatte manG(x; x) = G0(x; x) + m0L" " A1 (m0L)
osh4(m02 x0) + A2 (m0L)
osh2(m02 x0)# (5.132)gefunden (vgl. Gl. (5.120)). Diese Form des Propagators an glei
hen Raum{Zeit{Punkten xsetzt man nun in die Gl. (5.131) ein. Man kann bereits hier wegen der Divergenzfreiheit derGr�o�en A1 (m0L) und A2 (m0L) vermuten, da� der Graph IB keine anderen Divergenzenals die des zugeh�origen Graphen ......................... ........ ..... ......................... ........ ..... ohne Instantonhintergrund enth�alt. Der mittlerePropagator G(x; y), der die beiden S
hleifen verbindet, wird keine Divergenzen liefern, daer si
h dur
h die Ortsintegrationen sehr vereinfa
ht, wie glei
h gezeigt werden wird.Letztli
h ist der Graph IB eben nur aus 1{Loop{Anteilen zusammengesetzt, und dieseenthalten keine Ultraviolett{ sondern nur Infrarot{Divergenzen, n�amli
h dieselben wie derGraph ......................... ........ ..... ......................... ........ ..... .



90 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENKonkret ergibt si
h:18 ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ = 38 m20 g0 �"0 Z dDx Z dDy ( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)��G0(x; x) + m0L" h A1 (m0L)
osh4(m02 x0) + A2 (m0L)
osh2(m02 x0)i�� Z 10 dt � X~n2 D�10 1LD�1 e� 4�2L2 ~n2t ei 2�L ~n�(~x�~y)� 3m08 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n2t ei2�L ~n�(~x�~y) e� 34 m20t� 3m04 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n2t ei2�L ~n�(~x�~y)� Z 1�1 dk e�(k2+m20)t hx0j ki hkj y0i���G0(y; y) + m0L" h A1 (m0L)
osh4(m02 y0) + A2 (m0L)
osh2(m02 y0)i�): (5.133)Da die Ortskoordinaten nur im zweiten Propagator auftreten, k�onnen die beiden Ortsin-tegrationen R dD�1x und R dD�1y sofort ausgef�uhrt werden. Man bea
hte, da� jeweils�uber [0; L℄D�1 zu integrieren ist. Genau wie beim Graphen OIB tr�agt nur der Summandmit ~n = 0 bei (vgl. die Bemerkung na
h Gl. (5.35)). Dies ergibt die angespro
hene Verein-fa
hung des Propagators G(x; y). F�ur den zu untersu
henden Graphen IB bekommt mandaher:18 ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ = 38 g0m20 �"0 L2�" Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 ( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)��G0(x; x) + m0L" h A1 (m0L)
osh4(m02 x0) + A2 (m0L)
osh2(m02 x0)i���Z 10 dt 3m04 e� 34 m20 t tanh(m02 x0)
osh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 y0)+ Z 10 dt Z 1�1 dk e�(k2+m20) t hx0j ki hkj y0i���G0(y; y) + m0L" h A1 (m0L)
osh4(m02 y0) + A2 (m0L)
osh2(m02 y0)i�): (5.134)Dur
h Ausmultiplizieren der mittleren Klammer werden daraus zwei Beitr�age:18 ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ = IB1 + IB2: (5.135)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 91Dabei sind folgende beiden De�nitionen zu bea
hten:IB1 := 38 g0m20 �"0L2�" Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 (tanh2(m02 x0)
osh(m02 x0) tanh2(m02 y0)
osh(m02 y0)� Z 10 dt 3m04 e� 34 m20 t��G0(x; x) + m0L" h A1 (m0L)
osh4(m02 x0) + A2 (m0L)
osh2(m02 x0)i���G0(y; y) + m0L" h A1 (m0L)
osh4(m02 y0) + A2 (m0L)
osh2(m02 y0)i�) (5.136)und IB2 := 38 g0m20 �"0 L2�" Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 Z 10 dt Z 1�1 dk (e�(k2+m20) t� tanh(m02 x0) tanh(m02 y0) hx0j ki hkj y0i��G0(x; x) + m0L" h A1 (m0L)
osh4(m02 x0) + A2 (m0L)
osh2(m02 x0)i���G0(y; y) + m0L" h A1 (m0L)
osh4(m02 y0) + A2 (m0L)
osh2(m02 y0)i�): (5.137)Die Terme IB1 und IB2 werden einzeln bere
hnet. Zun�a
hst zum Term IB1.Bere
hnung von Term IB1Man f�uhrt das t{Integral aus und dr�u
kt gem�a� Gl. (3.16) tanh2(m02 x0) dur
h 
osh2(m02 x0)aus. Au�erdem sind das x0{ und y0{Integral identis
h, so da� man insgesamt erh�alt:IB1 = 38 g0m0 �"0L2�"�(Z 1�1 dx0 � 1
osh(m02 x0) � 1
osh3(m02 x0)���G0(x; x) + m0L" h A1(m0L)
osh4(m02 x0) + A2(m0L)
osh2(m02 x0)i�)2: (5.138)Dur
h Ordnen na
h Potenzen von 1
osh(m02 x0) wird darausIB1 = 38 g0m0 �"0 L2�"(Z 1�1 dx0 � 1
osh(m02 x0) G0(x; x)+ 1
osh3(m02 x0) hm0L"A2(m0L)� G0(x; x)i+ m0L"
osh5(m02 x0) hA1(m0L) � A2(m0L)i� m0L"
osh7(m02 x0) A1(m0L)�)2: (5.139)



92 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENDieser Ausdru
k enth�alt keine Divergenzen mehr, denn G0(x; x), A1(m0L) und A2(m0L)sind endli
h f�ur " = 0. Man ersetzt deshalb (vgl. Gl. (5.118))G0(x; x) = �m04� + O�e�m0Lm0L � + O(") (5.140)und bere
hnet die verbleibenden x0{Integrale wieder mit (vgl. Gl. (5.124))Z 1�1 dx0 1
osh�(m02 x0) = 2m0 B�12 ; �2�: (5.141)Das ergibtIB1 = 38 g0m0 �"0L2�"(� 12� B(12 ; 12) + h2L"A2(m0L) + 12�i B(12 ; 32)+ 2L" hA1(m0L) � A2(m0L)i B(12 ; 52) � 2L"A1(m0L) B(12 ; 72))2+ O�m0L e�m0L� + O(")= 38 g0m0L2�� 12 + �A2(m0L) + 14+ 34 � hA1(m0L) � A2(m0L)i � 58 �A1(m0L) �2+ O�m0L e�m0L� + O(")= 38 g0m0L2�� 14 + 18 �A1(m0L) + 14 �A2(m0L)�2+ O�m0L e�m0L� + O("): (5.142)Hier kann man wie folgt umformen:IB1 = 3128 g0m0L2�1 � 2�h 12 A1(m0L) + A2(m0L)i + �24 A21(m0L)+ �2A1(m0L)A2(m0L) + �2A22(m0L)�+ O�m0L e�m0L� + O("): (5.143)Im n�a
hsten Abs
hnitt soll der Term IB2 bestimmt werden.Bere
hnung von Term IB2Es sei zun�a
hst an das ResultatNk = 1q2� �4k4 + 5m20k2 +m40� (5.144)f�ur die Normierungskonstante der Eigenfunktionen des kontinuierli
hen Spektrums erinnert.



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 93Zur Bere
hnung von IB2 ist es n�utzli
h zun�a
hst folgenden Ausdru
k zu betra
hten:tanh(m02 x0) hx0j ki = Nk tanh(m02 x0) eikx0 h2k2 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 x0)+ 3im0k tanh(m02 x0)i= Nk eikx0 � tanh(m02 x0)h2k2 + m202 i+ tanh2(m02 x0) 3im0k�32 m20 tanh3(m02 x0)�: (5.145)Wieder dr�u
ke i
h tanh2 dur
h 
osh2 aus (vgl. Gl. (3.16)). Das liefert:tanh(m02 x0) hx0j ki = Nk eikx0 (3im0k + tanh(m02 x0) h2k2 + m202 � 32 m20i� 3im0k
osh2(m02 x0) + 32 m20 tanh(m02 x0)
osh2(m02 x0))= Nk eikx0 �3im0k + [2k2 � m20℄ tanh(m02 x0)� 3im0k
osh2(m02 x0) + 32 m20 tanh(m02 x0)
osh2(m02 x0)�: (5.146)Es erweist si
h nun als sinnvoll, im Term IB2 na
h den Termen zu ordnen, die einePotenz von 1
osh(m02 x0) enthalten, so da� das zugeh�orige x0{Integral si
her konvergiert, undna
h sol
hen, die so eine Potenz ni
ht enthalten. Das f�uhrt mit der zus�atzli
hen Substitutionu = tL2 aufIB2 = 38 g0m20 �"0 L4�" Z 10 du Z 1�1 dk (e�(1+ k2m20 )m20L2u� Z 1�1 dx0(Nk eikx0�3im0k + [2k2 �m20℄ tanh(m02 x0)� 3im0k
osh2(m02 x0) + 32 m20 tanh(m02 x0)
osh2(m02 x0)���G0(x; x) + m0L" h A1(m0L)
osh4(m02 x0) + A2(m0L)
osh2(m02 x0)i�)� Z 1�1 dy0(Nk e�iky0� � 3im0k + [2k2 �m20℄ tanh(m02 y0)+ 3im0k
osh2(m02 y0) + 32 m20 tanh(m02 y0)
osh2(m02 y0)���G0(y; y) + m0L" h A1(m0L)
osh4(m02 y0) + A2(m0L)
osh2(m02 y0)i�)):(5.147)Dabei ist zu bea
hten, da� man hkj y0i aus hx0j ki einfa
h dur
h komplexe Konjugationund die Ersetzung x0 ! y0 erh�alt. Das y0{Integral ist gerade das komplex Konjugierte des



94 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENx0{Integrals, so da� man wie folgt weiter vorgehen kann:IB2 = 38 g0m20 �"0L4�" Z 10 du Z 1�1 dk (e�(1+ k2m20 )m20L2u� ���� Z 1�1 dx0 Nk eikx0�3im0k + [2k2 �m20℄ tanh(m02 x0)� 3im0k
osh2(m02 x0) + 32 m20 tanh(m02 x0)
osh2(m02 x0)���G0(x; x) + m0L" h A1(m0L)
osh4(m02 x0) + A2(m0L)
osh2(m02 x0)i�����2)= 38 g0m20 �"0L4�" Z 10 du Z 1�1 dk (e�(1+ k2m20 )m20L2u� ����� Z 1�1 dx0 Nk eikx0�h3im0k + [2k2 �m20℄ tanh(m02 x0)iG0(x; x)+ h3im0k + [2k2 �m20℄ tanh(m02 x0)im0L" h A1(m0L)
osh4(m02 x0) + A2(m0L)
osh2(m02 x0)i+ h � 3im0k
osh2(m02 x0) + 32 m20 tanh(m02 x0)
osh2(m02 x0)iG0(x; x)+ h� 3im0k
osh2(m02 x0) + 32 m20 tanh(m02 x0)
osh2(m02 x0)i�m0L" h A1(m0L)
osh4(m02 x0) + A2(m0L)
osh2(m02 x0)i������2): (5.148)Ausmultiplizieren und Ordnen der Terme f�uhrt aufIB2 = 38 g0m20 �"0 L4�" Z 10 du Z 1�1 dk (e�(1+ k2m20 )m20L2u� ����� Z 1�1 dx0 Nk eikx0h3im0k + [2k2 �m20℄ tanh(m02 x0)iG0(x; x)+ Z 1�1 dx0 Nk eikx0� 3im0k
osh2(m02 x0) hm0L"A2(m0L) � G0(x; x)i+ 3im0k
osh4(m02 x0) hm0L"A1(m0L) � m0L"A2(m0L)i� 3im0k
osh6(m02 x0) m0L"A1(m0L)�+ Z 1�1 dx0 Nk eikx0 tanh(m02 x0)� 1
osh2(m02 x0) h[2k2 �m20℄m0L"A2(m0L)+ 32 m20G0(x; x)i+ 1
osh4(m02 x0) h[2k2 �m20℄m0L"A1(m0L)+ 32 m30L"A2(m0L)i+ 1
osh6(m02 x0) 32 m30L"A1(m0L)������2): (5.149)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 95Bis auf Terme der Ordnung O(") und O�e�m0Lm0L � wird in den letzten beiden x0{Integralenwieder G0(x; x) = �m04� gesetzt. Da diese Integrale keine Divergenzen liefern werden, istdieses Vorgehen gere
htfertigt. Es sind dann Integrale des TypsZ 1�1 dx0 eikx0 tanhj(m02 x0)
oshp(m02 x0) ; j 2 f0; 1g ; p 2 f2; 4; 6g (5.150)auszure
hnen. Die Integralbere
hnungen sind in Anhang B.1 dur
hgef�uhrt. Mit den Resul-taten dieses Anhangs, der Substitution v = km0 und der De�nitionNv := 1p2� (4v4 + 5v2 + 1) (5.151)ergibt si
h na
h l�angerer Re
hnung:IB2 = 38 g0m30 �"0L4�" Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u� ����Z 1�1 dx0�Nv eim0x0vh3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 x0)iG0(x; x)�+ i Nv�sinh(�v) v2�2L"A2(m0L) + 32� + 43 L"A1(m0L)�+ i Nv�sinh(�v) L" v4�83 A1(m0L) + 2A2(m0L)�+ i Nv�sinh(�v) v6 43 L" A1(m0L) +O�e�m0Lm0L � + O(")����2): (5.152)Man de�niert weiterhinH1(m0L) := 2A2(m0L) + 32� + 43 A1(m0L); (5.153)H2(m0L) := 83 A1(m0L) + 2A2(m0L); (5.154)H3(m0L) := 43 A1(m0L) (5.155)und bekommtIB2 = 38 g0m30 �"0 L4�" Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u� ����Z 1�1 dx0�Nv eim0x0vh3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 x0)iG0(x; x)�+ i Nv�sinh(�v) v2hH1(m0L) + H2(m0L) v2 + H3(m0L) v4i+ O�e�m0Lm0L � + O(")����2): (5.156)Man f�uhrt jetzt das Quadrat des Betrages aus.



96 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENEs ergibt si
h dann eine Summe dreier Terme:IB2 = 38 g0m30 �"0 L4�" Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u� ����Z 1�1 dx0�Nv eim0x0vh3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 x0)iG0(x; x)�����2)+ 38 g0m30 �"0 L4�" 2Re(Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u jNvj2 �sinh(�v)� h � iv2i hH1(m0L) + H2(m0L) v2 + H3(m0L) v4i� Z 1�1 dx0 eim0x0vh3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 x0)iG0(x; x)))+ 38 g0m30 �"0 L4�" Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u jNvj2 �2 v4sinh2(�v)� hH1(m0L) + H2(m0L) v2 + H3(m0L) v4i2)+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.157)Die Aussage hinsi
htli
h der Korrekturen O(") ist hier allerdings nur dann korrekt, fallsin den drei Integralausdr�u
ken keine Divergenzen mehr in " enthalten sind. Die weitereRe
hnung wird zeigen, da� dies, wie au
h zu Beginn dieses Abs
hnitts angedeutet, in derTat der Fall ist. Der �Ubersi
htli
hkeit halber wurde darauf verzi
htet, an dieser Stelle no
hdie M�ogli
hkeit sol
her Divergenzen zu ber�u
ksi
htigen. Bis auf Terme der Ordnung " kannman nun au
h �"0L4�" und G0(x; x) im zweiten Integralausdru
k vereinfa
hen. Im erstenAusdru
k ist es g�unstiger, G0(x; x) stehen zu lassen, um den Zusammenhang mit demGraphen ......................... ........ ..... ......................... ........ ..... besser herzustellen. Man bekommtIB2 = IB2a + IB2b + IB2
 + O�m30L3e�m0L� + O("); (5.158)mit IB2a := 38 g0m30 L4 Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u� ����Z 1�1 dx0�Nv eim0x0vh3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 x0)iG0(x; x)�����2); (5.159)IB2b := 34 g0m30 L4 Re(Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u jNvj2 �sinh(�v)� h � iv2i hH1(m0L) + H2(m0L) v2 + H3(m0L) v4i� Z 1�1 dx0 eim0x0vh3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 x0)i ��m04� �))(5.160)und IB2
 := 38 g0m30L4 Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u jNvj2 �2 v4sinh2(�v)� hH1(m0L) + H2(m0L) v2 + H3(m0L) v4i2): (5.161)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 97Die Terme IB2a, IB2b und IB2
 werden jetzt einzeln bere
hnet. I
h beginne mit den einfa-
heren Termen IB2
 und IB2b.Bere
hnung von Term IB2
Indem man das u{Integral ausre
hnet, erh�alt manIB2
 = 38 g0m0L2 Z 1�1 dv ( jNvj2 �2 v4(1 + v2) sinh2(�v)� hH1(m0L) + H2(m0L) v2 + H3(m0L) v4i2): (5.162)Mit der De�nition von Nv (vgl. Gl. (5.151)) wird das zuIB2
 = 3�16 g0m0L2 Z 1�1 dv� v4(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v)� hH1(m0L) + H2(m0L) v2 + H3(m0L) v4i2�: (5.163)Ausmultiplizieren und Einsetzen der De�nitionen der Hi(m0L) (i 2 f1; 2; 3g, Gln. (5.153)bis (5.155)) liefert dann na
h etwas l�angerer Re
hnung:IB2
 = 3�16 g0m0L2 (A22(m0L) Z 1�1 dv 4 v4 �v4 + 2v2 + 1�(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v)+A21(m0L) Z 1�1 dv 169 v4 �v8 + 4 v6 + 6 v4+ 4 v2 + 1�(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v)+A1(m0L)A2(m0L) Z 1�1 dv v4 �163 v6 + 16 v4 + 16 v2 + 163 �(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v)+A1(m0L) Z 1�1 dv v4 � 4� v4 + 8� v2 + 4� �(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v)+A2(m0L) Z 1�1 dv v4 � 6� v2 + 6��(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v)+ Z 1�1 dv 94�2 v4(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v))+ O("): (5.164)Mit den Integralausdr�u
kenI1 := Z 1�1 dv 4 v4(4 v2+ 1) sinh2(�v)= 0:031714099(1); (5.165)I2 := Z 1�1 dv 169 v4 �1 + v2�2(4 v2+ 1) sinh2(�v)= 0:031170199(1); (5.166)



98 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENI3 := Z 1�1 dv 163 v4 �1 + v2�(4 v2+ 1) sinh2(�v)= 0:060008312(1); (5.167)I4 := Z 1�1 dv 4� v4(4 v2+ 1) sinh2(�v)= 1� I1= 0:010094912(1); (5.168)I5 := Z 1�1 dv 6� v4(4 v2+ 1) (1 + v2) sinh2(�v)= 0:011381932(1); (5.169)I6 := 94�2 Z 1�1 dv v4(1 + v2)2 (4v2 + 1) sinh2(�v)= 0:001069179(1); (5.170)bekommt man daher:IB2
 = 3�16 g0m0L2 nI1A22(m0L) + I2A21(m0L) + I3A1(m0L)A2(m0L)+ I4A1(m0L) + I5A2(m0L) + I6o + O("): (5.171)Die numeris
he Auswertung wurde mit Hilfe des Programms Maple auf einem Re
hner vomTyp Sun SPARC 2 dur
hgef�uhrt. Au
h alle weiteren numeris
hen Bestimmungen wurdenauf diesem Re
hnertyp dur
hgef�uhrt. Jetzt zum Term IB2b.Bere
hnung von Term IB2bHier re
hnet man als erstes das x0{Integral aus. Dabei ist zu bea
hten, da� dieses Integralni
ht im gew�ohnli
hen Lebesgues
hen Sinne existiert. Im Distributionssinne gilt jedo
hZ 1�1 dx0 eim0vx0 = 2� Æ(m0v)= 2�m0 Æ(v); (5.172)Z 1�1 dx0 eim0vx0 tanh(m02 x0) = 2�im0 sinh(�v) : (5.173)Die erste Beziehung ist allgemein bekannt (z.B. [57, Gl. (7.19)℄), die zweite wird im An-hang B.2 bewiesen (vgl. Gl. (B.29)). F�uhrt man au�erdem glei
h das u{Integral analog zurBere
hnung von IB2
 aus, so erh�alt man:IB2b = 34 g0m0L2 Re(Z 1�1 dv � � jNvj2(1 + v2) sinh(�v)� h� iv2i hH1(m0L) + H2(m0L) v2 + H3(m0L) v4i� ��m04� � 2�m0 n3iv Æ(v) + (2v2 � 1) isinh(�v)o�):(5.174)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 99Da insgesamt no
h ein Faktor v2sinh(�v) im Integranden vorhanden ist, der bei v = 0 endli
hist, tr�agt der Term mit v Æ(v) ni
hts bei. Man bekommt damit:IB2b = �38 g0m0L2 Re(Z 1�1 dv �� jNvj2 v2 (2v2 � 1)(1 + v2) sinh2(�v)� hH1(m0L) + H2(m0L) v2 + H3(m0L) v4i�)= � 316 g0m0L2 Z 1�1 dv � (2v2 � 1) v2(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v)� hH1(m0L) + H2(m0L) v2 + H3(m0L) v4i�: (5.175)Unter Verwendung der De�nitionen der Hi(m0L) (i 2 f1; 2; 3g) erh�alt man na
h kurzerRe
hnungIB2b = � 316 g0m0L2 (A2(m0L) Z 1�1 dv 2 v2 �2v2 � 1� �1 + v2�(1 + v2)2 (4v2 + 1) sinh2(�v)+A1(m0L) Z 1�1 dv 43 v2 �2v2 � 1� �v4 + 2 v2 + 1�(1 + v2)2 (4v2 + 1) sinh2(�v)+ Z 1�1 dv 32� v2 �2v2 � 1�(1 + v2)2 (4v2 + 1) sinh2(�v))+ O("): (5.176)Man de�niert J1 := Z 1�1 dv 2 v2 �2v2 � 1�(1 + v2) (4v2 + 1) sinh2(�v)= �0:113020997(1); (5.177)J2 := Z 1�1 dv 43 v2 �2v2 � 1�(4v2 + 1) sinh2(�v)= �0:078042861(1); (5.178)J3 := 32� Z 1�1 dv v2 �2v2 � 1�(1 + v2)2 (4v2 + 1) sinh2(�v)= �0:025954886(1): (5.179)Die numeris
hen Bestimmungen wurden erneut mit dem Programm Maple vorgenommen.Damit �ndet man f�ur den Term IB2b:IB2b = � 316 g0m0L2 nJ1A2(m0L) + J2A1(m0L) + J3o: (5.180)S
hlie�li
h zum Term IB2a.



100 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENBere
hnung von Term IB2aIB2a = 38 g0m30L4 Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u� ����Z 1�1 dx0�Nv eim0x0vh3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 x0)iG0(x; x)�����2)= 38 g0m30L4 Z 10 du Z 1�1 dv �e�(1+v2)m20L2u jNvj2� Z 1�1 dx0 eim0x0v h3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 x0)iG0(x; x)� Z 1�1 dy0 e�im0y0v h� 3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 y0)iG0(y; y)�:(5.181)Um die Asymptotik des tangens hyperboli
us auszunutzen, ist es g�unstig die x0{ undy0{Integration genau wie bei den Re
hnungen zu den Graphen OIB und OIC aufzuspalten(vgl. Gl. (5.43) und Gl. (5.80)). Aufgrund der Eigens
haften des Integranden gilt au
h hiers
hematis
h, vgl. Gl. (5.44),Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 : : : = 2 Z 10 dx0 Z 10 dy0 : : : + 2 Z 10 dx0 Z 0�1 dy0 : : : :Daher bekommt man IB2a = IB2aa + IB2ab; (5.182)mit den De�nitionenIB2aa := 34 g0m30L4 Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u jNvj2� Z 10 dx0 Z 10 dy0 �eim0(x0�y0)v G0(x; x)G0(y; y)� h3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 x0)i� h� 3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 y0)i�) (5.183)und IB2ab := 34 g0m30L4 Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u jNvj2� Z 10 dx0 Z 0�1 dy0 �eim0(x0�y0)v G0(x; x)G0(y; y)� h3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 x0)i� h � 3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 y0)i�): (5.184)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 101I
h bere
hne als erstes den Term IB2ab. Wieder wird dabei zuerst G0(x; x) bis auf dieerw�ahnten Korrekturen dur
h �m04� ersetzt. Indem man no
h die Substitution y0 ! �y0ausf�uhrt, ergibt dasIB2ab = 34 g0m30L4 Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u jNvj2� Z 10 dx0 Z 10 dy0 �eim0(x0+y0)v m2016�2� (�1) h3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 x0)i� h3iv + (2v2 � 1) tanh(m02 y0)i�)+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.185)F�uhrt man jetzt das u{Integral aus und substituiert weiterx̂0 = m0 x0 (5.186)ŷ0 = m0 y0; (5.187)so �ndet manIB2ab = � 364�2 g0m0L2 Z 1�1 dv Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 ( jNvj21 + v2 ei(x̂0+ŷ0)v� h3iv + (2v2 � 1) tanh� x̂02 �i h3iv + (2v2 � 1) tanh� ŷ02 �i)+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.188)Ausmultiplizieren und Verwendung der De�nition von Nv gem�a� Gl. (5.151) liefertIB2ab = � 3128 �3 g0m0L2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 Z 1�1 dv ( ei(x̂0+ŷ0)v(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1)� �4 v4 tanh� x̂02 � tanh� ŷ02 �+6iv3 � tanh� x̂02 �+ tanh� ŷ02 ��+ v2 �� 9� 4 tanh� x̂02 � tanh� x̂02 ��� 3iv � tanh� x̂02 �+ tanh� ŷ02 ��+ tanh� x̂02 � tanh� ŷ02 ��)+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.189)Da das x̂0{ und ŷ0{Integral nur jeweils �uber [0;1[ zu erstre
ken sind, ist es hier, ab-wei
hend vom sonstigen Vorgehen, g�unstiger, erst das v{Integral auszuf�uhren, damit auf



102 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENeine Bere
hnung von R10 dk eikx̂0 tanh ( x̂02 ) verzi
htet werden kann. Die Konvergenz desv{Integrals erkennt man lei
ht, da der Grad des Nennerpolynoms, n�amli
h se
hs, um zweigr�o�er als der Grad des Polynoms im Z�ahler (e
kige Klammer, Grad=4) ist. Man hat nunfolgende Partialbru
hzerlegung:1(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) = 1(1 + v2)2 (4v2 + 1)= �49 11 + v2 � 13 1(1 + v2)2 + 169 14v2 + 1 : (5.190)Teilt man na
h der Euler{Formeleikv(x̂0+ŷ0) = 
os [v (x̂0 + ŷ0)℄ + i sin [v (x̂0 + ŷ0)℄ (5.191)auf und s
hreibt nur die Terme, die aufgrund der Symmetrie/Antisymmetrie in v ni
htvers
hwinden, so erh�alt manIB2ab = � 3128 �3 g0m0L2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 Z 1�1 dv ( 
os [v (x̂0 + ŷ0) ℄(1 + v2)2 (4v2 + 1)� �4 v4 tanh� x̂02 � tanh� ŷ02 �� v2 �9 + 4 tanh� x̂02 � tanh� ŷ02 �� + tanh� x̂02 � tanh� ŷ02 ��+ sin [v (x̂0 + ŷ0) ℄(1 + v2)2 (4v2 + 1) �� 6v3 + 3v�� tanh� x̂02 �+ tanh� ŷ02 ��)+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.192)Mit der obigen Partialbru
hzerlegung ergibt si
hIB2ab = 196 �3 g0m0L2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 Z 1�1 dv (� 11 + v2 + 34 1(1 + v2)2 � 1v2 + 14 �� 
os [v (x̂0 + ŷ0) ℄�4 v4 tanh� x̂02 � tanh� ŷ02 �� v2 �9 + 4 tanh� x̂02 � tanh� ŷ02 �� + tanh� x̂02 � tanh� ŷ02 ��+ � 11 + v2 + 34 1(1 + v2)2 � 1v2 + 14 � sin [v (x̂0 + ŷ0) ℄� �� 6v3 + 3v�� tanh� x̂02 �+ tanh� ŷ02 ��)+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.193)Multipliziert man aus, so ergeben si
h Integrale folgender Typen:Z 1�1 dv vl 
os(av)(�2 + v2)m ; l 2 f0; 2; 4g ; m 2 f1; 2gund Z 1�1 dv vn sin(av)(�2 + v2)p ; n 2 f1; 2g ; p 2 f1; 2g;



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 103mit a = x̂0 + ŷ0 > 0 im ganzen Integrationsberei
h au�er f�ur x̂0 = ŷ0 = 0. Der Ausnah-mepunkt x̂0 = ŷ0 = 0 ist als Nullmenge f�ur die no
h auszuf�uhrenden Integrationen �uber x̂0und ŷ0 jedo
h belanglos.Sol
he Integrale traten bereits bei der Bere
hnung der Greens
hen Funktion mit Instan-tonhintergrundfeld in Kapitel 3 auf. Sie sind im Anhang B.3 bere
hnet. Das Problem, da�einige dieser Integrale ni
ht existieren und wie die zugeh�origen Formeln anzuwenden sind,ist ebenfalls s
hon im Rahmen der Bere
hnung der Greens
hen Funktion mit Instanton-hintergrundfeld er�ortert worden, die Behandlung ist hier dieselbe. Na
h l�angerer Re
hnungbekommt man:IB2ab = 196 �3 g0m0L2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0(e�(x̂0+ŷ0) � tanh� x̂02 � tanh� ŷ02 � 278 � [1 + x̂0 + ŷ0℄+ tanh� x̂02 � 278 � h43 + x̂0 + ŷ0i+ tanh� ŷ02 � 278 � h43 + x̂0 + ŷ0i+ 278 � h53 + x̂0 + ŷ0i�+e� 12 (x̂0+ŷ0) �� 92 � tanh� x̂02 � tanh� ŷ02 ��92 � h tanh� x̂02 � + tanh� ŷ02 �i� 92 ��)+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.194)Die Integrale �uber x̂0 und ŷ0 lassen si
h trennen und letztli
h auf folgende Integrale zur�u
k-f�uhren: Z 10 dx̂0 e�x̂0 tanh� x̂02 � = 2 log 2 � 1; (5.195)Z 10 dx̂0 e�x̂0 tanh� x̂02 � x̂0 = �26 � 1; (5.196)Z 10 dx̂0 e�x̂0 = 1; (5.197)Z 10 dx̂0 e�x̂0 x̂0 = 1; (5.198)Z 10 dx̂0 e� 12 x̂0 = 2; (5.199)Z 10 dx̂0 e� 12 x̂0 tanh� x̂02 � = � � 2: (5.200)Diese Formeln werden in Anhang B.4 hergeleitet. Mit diesen Resultaten bekommt mans
hlie�li
h f�ur den Term IB2ab:IB2ab = 3128 �2 g0m0L2 h6 ( log 2)2 + 2 log 2 + �2 log 2 � 2�2i+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.201)



104 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENJetzt zum Term IB2aa. Aufgrund der Asymptotik von tanh(m02 x0) ist folgende Ersetzungvon Vorteil: tanh(m02 x0) = 1 + tanh(m02 x0)� 1| {z }=: �(m0x02 ) : (5.202)Damit ergibt si
hIB2aa = 34 g0m30 L4 Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u jNvj2� Z 10 dx0 Z 10 dy0 �eim0(x0�y0)v G0(x; x)G0(y; y)� � h3iv + (2v2 � 1) i h � 3iv + (2v2 � 1) i+ h3iv + (2v2 � 1) i (2v2 � 1)��m0y02 �+ h� 3iv + (2v2 � 1) i (2v2 � 1)��m0x02 �+ (2v2 � 1)2��m0x02 ���m0y02 ���): (5.203)Mit der De�nition von Nv wird das zuIB2aa = 34 g0m30 L4 Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u� Z 10 dx0 Z 10 dy0 � 12� eim0(x0�y0)v G0(x; x)G0(y; y)�)+ 34 g0m30 L4 Re(Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u 12� (4v4 + 5v2 + 1)� 2 Z 10 dx0 Z 10 dy0 �eim0(x0�y0)v G0(x; x)G0(y; y)� [3iv + 2v2 � 1℄ (2v2 � 1)��m0y02 ��))+ 34 g0m30 L4 Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u 12� (4v4 + 5v2 + 1)� Z 10 dx0 Z 10 dy0 �eim0(x0�y0)v G0(x; x)G0(y; y)� (2v2 � 1)2��m0x02 ���m0y02 ��): (5.204)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 105In den letzten beiden Integralausdr�u
ken ersetze i
h wieder G0(x; x) dur
h �m04� und sub-stituiere x̂0 = m0x0 bzw. ŷ0 = m0y0. Au�erdem wird das u{Integral ausgef�uhrt. Das liefertIB2aa = IB2aaa + IB2aab + IB2aa
 + O�m30L3 e�m0L� + O("); (5.205)mitIB2aaa := 34 g0m30L4 Z 10 du Z 1�1 dv (e�(1+v2)m20L2u2�� Z 10 dx0 Z 10 dy0 �eim0(x0�y0)v G0(x; x)G0(y; y)�); (5.206)IB2aab := 364 �3 g0m0 L2 Re(Z 1�1 dv Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 � ei(x̂0�ŷ0)v(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1)� (2v2 � 1)[2v2 � 1 + 3iv℄�� ŷ02 ��) (5.207)undIB2aa
 := 3128 �3 g0m0 L2 Z 1�1 dv Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 � ei(x̂0�ŷ0)v(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1)� (2v2 � 1)2 �� x̂02 ��� ŷ02 ��: (5.208)Zun�a
hst zum Term IB2aab. Analog wie beim Term IB2ab wird zuerst das v{Integralausgef�uhrt. Erneut verwendet man die Euler{Formel, und da nur der Realteil des Integran-den ben�otigt wird, bekommt manIB2aab = 364 �3 g0m0L2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 (Z 1�1dv �2v2 � 1�2 
os [(x̂0 � ŷ0) v℄(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) �� ŷ02 �+ Z 1�1dv 3v �2v2 � 1� sin [(ŷ0 � x̂0) v℄(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) �� ŷ02 �):(5.209)Die beiden v{Integrale werden ganz analog wie beim Term IB2ab mit Hilfe einer Partial-bru
hzerlegung und den Resultaten des Anhangs B.3 ausgere
hnet. Man erh�altIB2aab = 364 �3 g0m0L2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 �� ŷ02 ��2 � e� 12 jx̂0�ŷ0j [1 + sign(x̂0 � ŷ0)℄+ �2 e�jx̂0�ŷ0j [� 3� 4 sign(x̂0 � ŷ0)℄� 32 � jx̂0 � ŷ0j e�jx̂0�ŷ0 j [1 + sign(x̂0 � ŷ0)℄�= 364 �3 g0m0L2 Z 10 dŷ0 �� ŷ02 � Z ŷ00 dx̂0 �2 ex̂0�ŷ0| {z }=: (1)+ 364 �3 g0m0L2 Z 10 dx̂0 Z x̂00 dŷ0 �h4� e� 12 (x̂0�ŷ0) � 72 � e�(x̂0�ŷ0)� 3 � (x̂0 � ŷ0) e�(x̂0�ŷ0)i�� ŷ02 ��:| {z }=:Q (5.210)



106 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENDas Integral (1) l�a�t si
h no
h analytis
h ausre
hnen:(1) = �2 Z 10 dŷ0 �� ŷ02 � Z ŷ00 dx̂0 ex̂0�ŷ0= �2 Z 10 dŷ0 �� ŷ02 � Z 0�ŷ0 d~x0 e~x0 ; ~x0 = x̂0 � ŷ0= �2 Z 10 dŷ0 �� ŷ02 �h1 � e�ŷ0i= �2 Z 10 dŷ0 h tanh� ŷ02 �� 1i h1� e�ŷ0i (De�nition von �� ŷ02 �). (5.211)Mit tanh� ŷ02 �� 1 = sinh ( ŷ02 )� 
osh ( ŷ02 )
osh ( ŷ02 )= �e� ŷ02
osh ( ŷ02 ) (5.212)wird daraus (1) = ��2 Z 10 dŷ0 e� ŷ02
osh ( ŷ02 )h1 � e�ŷ0i= �� Z 10 d~y0 e�~y0
osh (~y0)h1 � e�2 ~y0i; ~y0 = ŷ02= �� [�(1) � �(2)℄ [47; 3:541:6℄: (5.213)Dabei gilt [47, 8.370℄ �(x) = 12 h �x+ 12 � �  �x2�i; (5.214) (x) = �0(x)�(x) : (5.215)Wegen �(1) = log 2 (vgl. Anhang B.4, Gl. (B.55)) und�(2) = 12 h �32� �  (1)i= 12 [� 
 + 2� 2 log 2 + 
℄ [47; 8:366:1 und 8:366:3℄= 1� log 2 (5.216)f�uhrt das zu (1) = � � 2 � log 2: (5.217)Eine numeris
he Auswertung des Ausdru
ks Q liefertQ = �6:53276(1): (5.218)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 107Das Doppelintegral zur Bestimmung von Q l�a�t si
h am einfa
hsten mit dem ProgrammMathemati
a bestimmen. Insgesamt gilt also f�ur IB2aab:IB2aab = 364 �3 g0m0L2 h� � 2 � log 2 + Qi= 364 �2 g0m0L2 h1 � 2 log 2 + 1� Qi: (5.219)Nun zum Term IB2aa
:IB2aa
 = 3128 �3 g0m0L2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 (�� x̂02 ��� ŷ02 �� Z 1�1 dv ei(x̂0�ŷ0)v(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) (2v2 � 1)2 )= 3128 �3 g0m0L2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 (�� x̂02 ��� ŷ02 �� Z 1�1 dv (2v2 � 1)2(1 + v2) (4v4 + 5v2 + 1) 
os [(x̂0 � ŷ0)v℄):(5.220)Ganz analog zum Term IB2aab re
hnet man zuerst das v{Integral aus, das ergibtIB2aa
 = 3128 �3 g0m0 L2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 (�� x̂02 ��� ŷ02 �� �� 32 � e�jx̂0�ŷ0j � 32 � e�jx̂0�ŷ0 j jx̂0 � ŷ0j + 2� e� 12 jx̂0�ŷ0j�)= � 9256 �2 g0m0L2 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 (h tanh� x̂02 � � 1i h tanh� ŷ02 �� 1i� �e�jx̂0�ŷ0j + jx̂0 � ŷ0j e�jx̂0�ŷ0j � 43 e� 12 jx̂0�ŷ0j�)| {z }=:M= � 9256 �2 g0m0L2 M: (5.221)M wertet man numeris
h mit dem Programm Mathemati
a aus:M = �0:250966(1): (5.222)S
hlie�li
h erkennt man f�ur den Term IB2aaa dur
h Verglei
h mit dem Ausdru
k f�ur denGraphen ......................... ........ ..... ......................... ........ ..... aus Gl. (5.52)IB2aaa = 18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ................ � 3128 �2 g0m0L2+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.223)



108 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENAlles zusammengefa�t ergibt si
h damit zun�a
hst f�ur den Term IB2a (vgl. Gln. (5.182),(5.205), (5.223), (5.219), (5.221), (5.201))IB2a = IB2aaa + IB2aab + IB2aa
 + IB2ab + O�m30L3 e�m0L� + O(")= 18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ � 3128 �2 g0m0L2+ 364 �2 g0m0L2 h1 � 2 log 2 + 1� Qi � 9256 �2 g0m0L2 M+ 3128 �2 g0m0L2 h6( log 2)2 + 2 log 2 + �2 log 2� 2 �2i+ O�m30L3 e�m0L� + O(")= 18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ + 364 �2 g0m0L2h12 � log 2� 34 M + 1� Q+3( log 2)2 + �22 log 2� �2i+ O�m30L3 e�m0L� + O("); (5.224)und dann f�ur den Term IB2 (vgl. Gln. (5.158), (5.224), (5.180), (5.171))IB2 = IB2a + IB2b + IB2
 + O�m30L3 e�m0L� + O(")= 18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ................ + 364 �2 g0m0L2h12 � log 2� 34 M + 1� Q+3( log 2)2 + �22 log 2� �2i� 316 g0m0 L2 hJ1A2(m0L) + J2A1(m0L) + J3i+ 3�16 g0m0L2 hI1A22(m0L) + I2A21(m0L)+ I3A1(m0L)A2(m0L)+ I4A1(m0L) + I5A2(m0L) + I6i+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.225)Ergebnis f�ur den Graphen IBF�ur den Graphen IB gilt zun�a
hst na
h Gl. (5.135)18 " ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ � ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ # = IB1 + IB2 � 18 ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ : (5.226)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 109Mit den Resultaten f�ur IB1 aus Gl. (5.143) und IB2 aus Gl. (5.225) �ndet man letztli
h:18 " ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ � ..................................... ........ ................ ..................................... ........ ................ # = 3128 g0m0 L2 �1 � 2�h12 A1(m0L) + A2(m0L)i+ �24 A21(m0L) + �2A1(m0L)A2(m0L)+ �2A22(m0L)i+ 364 �2 g0m0 L2 h12 � log 2 � 34 M + 1� Q+3( log 2)2 + �22 log 2 � �2i� 316 g0m0L2 hJ1A2(m0L) + J2A1(m0L) + J3i+ 3�16 g0m0 L2 hI1A22(m0L) + I2A21(m0L)+ I3A1(m0L)A2(m0L) + I4A1(m0L)+ I5A2(m0L) + I6i+ O�m30L3 e�m0L� + O(")= 3512 g0m0 L2 �A22(m0L) [4 �2 + 32 � I1℄+A21(m0L) [�2 + 32 � I2℄+A1(m0L)A2(m0L) [4 �2 + 32 � I3℄+A1(m0L) [� 4 � � 32 J2 + 32 � I4℄+A2(m0L) [� 8 � � 32 J1 + 32 � I5℄+ h 4�2 � 8�2 log 2� 6�2 M + 8�3 Q+ 24�2 ( log 2)2 + 4 log 2� 4� 32 J3 + 32� I6i�+ O�m30L3 e�m0L� + O("): (5.227)Setzt man die Ergebnisse f�ur A1(m0L) und A2(m0L) aus den Anh�angen C.5 und C.6 ein,so l�a�t si
h dies wie folgt formulieren:18 " ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ � ..................................... ........ ........ ........ ..................................... ........ ........ ........ # = g0m0L2 h log(m0L)i2 KIB,2+ g0m0L2 log(m0L) KIB,1+ g0m0L2 KIB,0+ O�m30L3 e�m0L� + O("); (5.228)mit KIB,2 = 33217�2 h�2 + 32 �I2i= 0:271396028(2) � 10�3; (5.229)KIB,1 = 32212� h�2 + 32 � I2iO
 + 32213� h4�2 + 32 � I3iA2;
+ 32213� h � 4� � 32 J2 + 32 � I4i= �0:31170872(1) � 10�2 (5.230)



110 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENund KIB,0 = 3512 �h4�2 + 32 � I1iA22;
 + h�2 + 32 � I2iO2
+ h4�2 + 32 � I3iO
A2;
 + h � 4� � 32 J2 + 32 � I4iO
+ h� 8�2 � 32 J1 + 32 � I5iA2;
 + 4�2 � 8�2 log 2 � 6�2 M+ 8�3 Q + 24�2 ( log 2)2 + 4 log 2 � 4 � 32 J3 + 32 � I6�= �0:67018(2) � 10�2: (5.231)Als n�a
hstes ist im folgenden Abs
hnitt der Graph IC zu bere
hnen.5.3.3 Bere
hnung des Graphen IC = ..................................................................................................................................................................................................................Mit Hilfe der Feynman{Regeln erh�alt man zun�a
hst112 ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... = 3m20 g0 �"012 Z dDx Z dDy tanh(m02 x0) hG(x0; y0)i3 tanh(m02 y0)= 14 g0m20 �"0 Z dDx Z dDy( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)�"Z 10 dt� 1LD�1 X~n2 D�10 e� 4�2L2 ~n 2t ei 2�L ~n�(~x�~y) hx0j 0i h0j y0i+ 1LD�1 X~n2 D�1 e� 4�2L2 ~n 2t ei 2�L ~n�(~x�~y) e� 34 m20t hx0j 1i h1j y0i+ 1LD�1 X~n2 D�1 e� 4�2L2 ~n 2t ei 2�L ~n�(~x�~y)� Z 1�1 dk e�(k2+m20)t hx0j ki hkj y0i�#3): (5.232)Ganz analog zur Re
hnung beim Graphen ...................... ........... .......... ................................ ........... .......... .......... (vgl. Gl. (5.56)) kann man nun die Raum-integrale dur
h ein (D�1){dimensionales Integral �uber die dimensionslose Gr�o�e � ersetzen:112 ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... = 14 g0m20 �"0 �LD�1�2� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)�"Z 10 dt� 1LD�1 X~n2 D�10 e� 4�2L2 ~n 2t ei~n�~� hx0j 0i h0j y0i+ 1LD�1 X~n2 D�1 e� 4�2L2 ~n 2t ei~n�~� e� 34 m20t hx0j 1i h1j y0i+ 1LD�1 X~n2 D�1 e� 4�2L2 ~n 2t ei~n�~�� Z 1�1 dk e�(k2+m20)t hx0j ki hkj y0i�#3): (5.233)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 111I
h substituiere u = tL2 und (teilweise) D = 3� ". Das liefert112 ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... = 14 g0m20 �"0 L4�2"� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)�"L" Z 10 du� X~n2 D�10 e�4�2 ~n 2u ei~n�~� hx0j 0i h0j y0i+ X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei~n�~� e� 34 m20L2u hx0j 1i h1j y0i+ X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei~n�~�� Z 1�1 dk e�(1+ k2m20 )m20L2u hx0j ki hkj y0i�#3)= 14 g0m20L4 (�0L)"� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)�"Z 10 du� X~n2 D�10 e�4�2 ~n 2u ei~n�~� hx0j 0i h0j y0i+ X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei~n�~� e� 34 m20L2u hx0j 1i h1j y0i+ X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei~n�~�� Z 1�1 dk e�(1+ k2m20 )m20L2u hx0j ki hkj y0i�#3): (5.234)Im zweiten Summanden der e
kigen Klammer re
hnet man nunZ 10 du e� 34 m20L2u X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei~n�~� = Z 10 du �e� 34 m20L2u 1(4�u)D�12� X~n2 D�1 e�(~��2�~n)216�2u �(Poissons
he Summenformel, vgl. au
h Gl. (3.65))= Z 10 du e� 34 m20L2u 1(4�u)D�12 e� ~� 216�2u + TR;(5.235)mit TR := Z 10 du e� 34 m20L2u 1(4�u)D�12 X~n2 D�10 e�(~��2�~n)216�2u : (5.236)



112 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENF�ur TR gilt jetztTR = Z 10 du e� 34 m20L2u 1(4�u)D�12 X~n2 D�10 e�(~��2�~n)216�2u= Z 10 du �e� 34 m20L2u (4�u) 12 e� 
204u� 1(4�u)D2 X~n2 D�10 e�( ~�2��~n)2�
204u| {z }bes
hr�ankt f�ur u 2 [0;1[ �; 
0 > 0: (5.237)Zum letzten S
hritt verglei
he man Gl. (C.3) und die ans
hlie�ende Bemerkung aus An-hang C.1. Damit folgtjTRj � 
onst. Z 10 du e� 34 m20L2u u 12 e� 
204u= 
onst.� 
203m20L2�34 K 32�p32 
0m0L� [47; 3:471:9℄= O�e�p32 
0m0Lm20L2 � [47; 8:451:6℄: (5.238)Insgesamt gilt alsoZ 10 du e� 34 m20L2u X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei~n�~� = D(~�;m0L) + O�e�p32 
0m0Lm20L2 �;(5.239)wobei D(~�;m0L) := Z 10 du e� 34 m20L2u 1(4�u)D�12 e� ~� 216�2u (5.240)de�niert wurde, und f�ur diese Gr�o�e bere
hnet manD(~�;m0L) = Z 10 du e� 34 m20L2u 1(4�u)D�12 e� ~� 216�2u= 2(4�)D�12 � ~� 216�2 34 m20L2�3�D4 K 3�D2 �p34� m0L j~� j� [47; 3:471:9℄= 2(4�)D�12 � ~� 212�2m20L2�3�D4 K 3�D2 �p34� m0L j~� j�: (5.241)I
h de�niere jetzt die folgenden zwei Gr�o�en:Z(~� ) := Z 10 du X~n2 D�10 e�4�2~n 2u ei~n�~�; (5.242)Dkont(~�;m0L; x0; y0) := Z 10 du ( X~n2 D�1 e�4�2~n 2u ei~n�~�� Z 1�1 dk e�(1+ k2m20 )m20L2u hx0j ki hkj y0i):(5.243)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 113Damit l�a�t si
h der Graph IC folgenderma�en darstellen:112 ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... = 14 g0m20L4 (�0L)"� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� �Z(~� ) hx0j 0i h0j y0i + D(~�;m0L) hx0j 1i h1j y0i+Dkont(~�;m0L; x0; y0)�3)+ O�m20L2 e�p32 
0m0L�= 14 g0m20L4 (�0L)"� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� �Z3(~� ) hx0j 0i3 h0j y0i3| {z }=: IntIC0+3Z2(~� )D(~�;m0L) hx0j 0i2 hx0j 1i h0j y0i2 h1j y0i+3Z2(~� ) hx0j 0i2 h0j y0i2 Dkont(~�;m0L; x0; y0)+ 3Z(~� )D2(~�;m0L) hx0j 0i hx0j 1i2 h0j y0i h1j y0i2| {z }=: IntIC9+3Z(~� ) hx0j 0i h0j y0i D2kont(~�;m0L; x0; y0)+ 6Z(~� )D(~�;m0L) hx0j 0i hx0j 1i� h0j y0i h1j y0i Dkont(~�;m0L; x0; y0)+ 3D2(~�;m0L) hx0j 1i2 h1j y0i2 Dkont(~�;m0L; x0; y0)+D3(~�;m0L) hx0j 1i3 h1j y0i3+3D(~�;m0L) hx0j 1i h1j y0i D2kont(~�;m0L; x0; y0)+D3kont(~�;m0L; x0; y0)�)+ O�m20L2 e�p32 
0m0L�: (5.244)Die Beitr�age von IntIC0 und IntIC9 vers
hwinden aus Symmetriegr�unden. Das folgt, da(vgl. Gln. (3.26), (3.27)) hx0j 0i3 = 
onst. 1
osh6(m02 x0) (5.245)



114 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENund hx0j 1i2 = 
onst. tanh2(m02 x0)
osh2(m02 x0) (5.246)symmetris
h in x0 sind und tanh(m02 x0) antisymmetris
h in x0 ist. Damit bleiben a
htBeitr�age f�ur den Graphen IC:112 ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... = 14 g0m20 L4 (�0L)"� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� � 3Z2(~� )D(~�;m0L) hx0j 0i2 hx0j 1i h0j y0i2 h1j y0i| {z }=: IntIC1+ D3(~�;m0L) hx0j 1i3 h1j y0i3| {z }=: IntIC2+ 3Z2(~� ) hx0j 0i2 h0j y0i2 Dkont(~�;m0L; x0; y0)| {z }=: IntIC3+ 3Z(~� ) hx0j 0i h0j y0i D2kont(~�;m0L; x0; y0)| {z }=: IntIC4+ 6Z(~� )D(~�;m0L) hx0j 0i hx0j 1i� h0j y0i h1j y0i Dkont(~�;m0L; x0; y0)| {z }=: IntIC5+ 3D2(~�;m0L) hx0j 1i2 h1j y0i2 Dkont(~�;m0L; x0; y0)| {z }=: IntIC6+ 3D(~�;m0L) hx0j 1i h1j y0i D2kont(~�;m0L; x0; y0)| {z }=: IntIC7+ D3kont(~�;m0L; x0; y0)| {z }=: IntIC8 �)+ O�m20L2 e�p32 
0m0L�: (5.247)Mit IC1; : : : ; IC8 werden im folgenden die Ausdr�u
ke (j 2 f1; : : : ; 8g)ICj = 14 g0m20L4 (�0L)"� Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 tanh(m02 x0) tanh(m02 y0) IntICj (5.248)bezei
hnet. Es zeigt si
h, da� die Terme IC1 bis IC7 f�ur D = 3 keine Divergenzen enthal-ten. F�ur die Terme IC1, IC2, IC3, IC5 und IC6 sieht man das am lei
htesten dadur
h, da�die Re
hnung in drei Dimensionen auf o�ensi
htli
h konvergente Integrale f�uhrt (vgl. diefolgende Re
hnung). Au
h bei IC4 und IC7 entstehen konvergente Integrale. Deren Kon-vergenz ist aber ni
ht ganz so o�ensi
htli
h, so da� im Anhang E skizziert ist, wie man si
hdie Endli
hkeit der Beitr�age IC4 und IC7 vorab dur
h geeignete Abs
h�atzungen �uberlegenkann.



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 115F�ur D = 3 gilt nun au�erdemD(3)(~�;m0L) := D(~�;m0L;D = 3)= 12� K0�p34� m0L j~� j� (vgl. Gl. (5.241)), (5.249)Z(3)(~� ) := Z(~�;D = 3)= Z 10 du X~n2 20 e�4�2~n 2u ei~n�~�; (5.250)Dkont;(3)(~�;m0L; x0; y0) := Dkont(~�;m0L; x0; y0; D = 3)= Z 1�1 dk2� K0� 12� q1 + k2m20 m0L j~� j� hx0j ki hkj y0i+ O�e�
0m0Lm20L2 � : (5.251)Zum letzten S
hritt verglei
he man Gl. (5.243) und Gln. (5.239), (5.241). Die Beitr�age derTerme IC1 bis IC8 werden nun einzeln bere
hnet.Bere
hnung des Beitrages von IC1Wie erw�ahnt, ist der Beitrag des Termes IC1 f�ur D = 3 endli
h, so da� gilt:IC1 = 34 g0m20 L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0� tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)�Z2(3)(~� )D(3)(~�;m0L) hx0j 0i2 hx0j 1i h0j y0i2 h1j y0i�+ O(")= 34 g0m20 L4����� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 0i2 hx0j 1i �����2� Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z2(3)(~� )D(3)(~�;m0L) + O("): (5.252)Mit den konkreten Eigenfunktionen (vgl. Gln. (3.26), (3.27)) wird das zuIC1 = 34 g0m20L4����� Z 1�1 dx0 3m08 r3m04 tanh2(m02 x0)
osh5(m02 x0) �����2� Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z2(3)(~� )D(3)(~�;m0L) + O(")= 81210 g0m50L4 � 2m0�2 ����� Z dx tanh2 x
osh5 x �����2� Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z2(3)(~� )D(3)(~�;m0L) + O("): (5.253)Das Integral �uber x l�a�t si
h dur
h die Beta{Funktion ausdr�u
ken [47, 3.512.2℄. Au�erdemsetzt man das Resultat (5.249) f�ur D(3)(~�;m0L) ein.



116 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENMan bekommtIC1 = 8128 g0m30 L4 hB(32 ; 52)| {z }= �16 i2� Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z2(3)(~� )D(3)(~�;m0L) + O(")= 81�2216 g0m30L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z2(3)(~� ) 12� K0�p34� m0L j~� j� + O(")= 81219� g0m30L4 Z[��;�℄2 d2� Z2(3)(~� )K0�p34� m0L j~� j� + O("): (5.254)Das Ziel ist es jetzt, die m0L{Abh�angigkeit des letzten Integrals zu bestimmen; imwesentli
hen hei�t das, m0L aus dem Integral zu entfernen. Dazu gehe i
h nun weiter wiefolgt vor. Z(3)(~� ), und damit mittelbar au
h Z2(3)(~� ), wird na
h Potenzen von ~� entwi
kelt.Dann zeigt man, da� die Ordnungen j~� j4 und h�oher f�ur L !1 vers
hwinden. Die Termebis eins
hlie�li
h O(~� 2) werden dana
h mittels der Substitution ~� = m0L ~� ausgewertet.Zun�a
hst also zur Entwi
klung von Z(3)(~� ):Z(3)(~� ) = Z 10 du X~n2 20 e�4�2~n 2u ei~n�~�= Z 10 du X~n2 20 e�4�2~n 2u ei~n�~� + Z 11 du X~n2 20 e�4�2~n 2u ei~n�~�= Z 10 du � 14�u X~n2 2 e�(~��2�~n)216�2u � 1� + X~n2 20 e�4�2~n 24�2~n 2 ei~n�~�(Poissons
he Summenformel). (5.255)Es gilt nunZ 10 du 14�u e�(~��2�~n)216�2u = Z 10 du 14�u e�( ~�2��~n)24u= Z 114 dx 14x2 x� e�( ~�2��~n)2x; x = 14u= 14� Z 114 dx e�( ~�2��~n)2xx= � 14� Z � 14 ( ~�2��~n)2�1 dt ett ; t = �� ~�2� � ~n�2x: (5.256)Das verbleibende t{Integral l�a�t si
h dur
h das Exponentialintegral Ei(x) ausdr�u
ken[61, 3.1.1℄: Z 10 du 14�u e�(~��2�~n)216�2u = � 14� Eih � � ~�4� � ~n2�2i: (5.257)Damit erh�alt man alsoZ(3)(~� ) = � 14� X~n2 2 Eih � � ~�4� � ~n2�2i + X~n2 20 e�4�2~n 24�2~n 2 ei~n�~� � 1: (5.258)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 117Die erste Doppelreihe spaltet man hier nun auf:Z(3)(~� ) = � 14� Eih � ~� 216�2i � 14� X~n2 20 Eih� � ~�4� � ~n2�2i+ X~n2 20 e�4�2~n 24�2~n 2 ei~n�~� � 1: (5.259)Dies ist deshalb sinnvoll, da wegen ~� 2 [��; �℄2 stets gilt:~�4� � ~n2 6= 0; f�ur ~n 6= 0. (5.260)Damit ist H(~� ) := � 14� X~n2 20 Eih � � ~�4� � ~n2�2i (5.261)eine analytis
he Funktion von ~�, da das Exponentialintegral f�ur negative Argumente ana-lytis
h ist. Au�erdem gilt:H(� ~� ) = � 14� X~n2 20 Eih� ��~�4� � ~n2�2i= � 14� X~n2 20 Eih� ��~�4� � �~n2 �2i; (wg. Summation �uber 2)= � 14� X~n2 20 Eih� � ~�4� � ~n2�2i= H(~� ): (5.262)Daher vers
hwinden bei der Entwi
klung von H(~� ) na
h Potenzen von ~� alle ungeradenOrdnungen. Eine l�angere Re
hnung zeigt letztli
h:H(~� ) = � 14� X~n2 20 Eih � ~n 24 i + eC2(~� ) + O�j~� j4�; (5.263)eC2(~� ) := � 14� X~n2 20 e� ~n 248�2~n 2 �� ~n 2 + 4~n 2 (~� � ~n )2 + 2 ~� 2�: (5.264)Die Re
hnung wird etwas lei
hter, wenn man H(x~� ) na
h Potenzen von x bis eins
hlie�li
hx2 entwi
kelt und dann x = 1 setzt. Weiterhin gilt� 14� Eih� ~� 216�2i = � 
4� � 14� log� ~� 216�2� + ~� 264�3 + O�j~� j4� [61; 3:1:5℄= � 12� log j~� j � 
4� + 12� log (4�)+ ~� 264�3 + O�j~� j4� (5.265)



118 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENund X~n2 20 e�4�2~n 24�2~n2 ei~n�~� = X~n2 20 e�4�2~n 24�2~n 2 � X~n2 20 e�4�2~n 28�2~n 2 (~n � ~� )2+O�j~� j4�: (5.266)Alles zusammengefa�t ergibt dasZ(3)(~� ) = � 12� log j~� j � 
4� + 12� log (4�) + ~� 264�3� 14� X~n2 20 Eih� ~n 24 i + eC2(~� )+ X~n2 20 e�4�2~n 24�2~n 2 � X~n2 20 e�4�2~n 28�2~n 2 (~n � ~� )2 � 1+O�j~� j4�= � 12� log j~� j + CKL + C2(~� ) + O�j~� j4�; (5.267)mit C2(~� ) := ~� 264�3 + eC2(~� ) � X~n2 20 e�4�2~n 28�2~n 2 (~n � ~� )2; (5.268)CKL := � 
4� + 12� log (4�) � 14� X~n2 20 Eih� ~n 24 i+ X~n2 20 e�4�2~n 24�2~n 2 � 1: (5.269)Eine numeris
he Auswertung liefertCKL = 0:0839294266(1): (5.270)F�ur Z2(3)(~� ) erh�alt man somitZ2(3)(~� ) = 14�2 h log j~� ji2 � CKL� log j~� j + C2KL� 1� log j~� j C2(~� ) + 2CKLC2(~� ) + O�j~� j4�: (5.271)Es sei no
h erw�ahnt, da� es eine alternative Darstellung f�ur Z(3)(~� ) gibt, indem man n�amli
hwie folgt vorgeht: Z(3)(~� ) = Z 10 du X~n2 20 e�4�2~n 2u ei~n�~�= X~n2 20 ei~n�~�4�2~n 2 ; (5.272)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 119und aus Symmetriegr�unden gilt dann weiterZ(3)(~� ) = 14�2 X~n2 20 
os (~n � ~� )~n 2= 14�2 X~n2 20 
os(n1�1) 
os(n2�2)� sin(n1�1) sin(n2�2)n21 + n22 (~n = (n1; n2))= 14�2 X~n2 20 
os(n1�1) 
os(n2�2)n21 + n22 : (5.273)Die letzte Glei
hung folgt aufgrund der Antisymmetrie des Sinus. Diese letzte Doppelreiheist von einem Typ, wie er in der Festk�orperphysik bei diversen Problemen (Bose{Ein-stein{Kondensation in endli
hen Systemen, Elektronenkon�guration von Kristallen et
.)als Summation �uber das ganze Gitter des Kristalls auftritt. Sol
he Gittersummen sind ineiner Reihe von Arbeiten von Chaba und Pathria mit Hilfe der Poissons
hen Summenformeluntersu
ht worden [67, 68, 69℄. Au
h die Doppelreihe in Gl. (5.273) wird in diesen Arbeitenbehandelt [69, Formel (3) �.℄ und auf eine einfa
he Reihe zur�u
kgef�uhrt. Das Ergebnis lautetX~n2 20 
os(n1�1) 
os(n2�2)n21 + n22 = ��23 � � �1 + 12 �21� + 2� 1Xn=1 
os(n�2) 
osh [(� � �1)n℄n sinh(�n) ;f�ur �1; �2 2 [0; �℄; (5.274)mit folgendem Verhalten f�ur �1; �2 ! 0X~n2 20 
os(n1�1) 
os(n2�2)n21 + n22 � �2� log� j~� j2 � � ��; (5.275)mit j~� j = q�21 + �22; (5.276)� = log� [ �(14)℄44�3 �= 0:33160608 : : : : (5.277)Man �uberzeugt si
h, da� dies mit dem vorigen Ergebnis (Gl. (5.267)) �ubereinstimmt. AusGl. (5.273) und Gl. (5.275) folgt n�amli
h f�ur ~�! 0:Z(3)(~� ) � � 12� log j~� j + 12� log 2 � 14� �: (5.278)Das ist dasselbe Verhalten wie in Gl. (5.267), denn ein numeris
her Verglei
h zeigt au
hCKL = 12� log 2 � 14� �= 12� log 2 � 14� log( [ �(14)℄44 �3 )= 12� log( 4 � 32[ �(14)℄2): (5.279)



120 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENDamit ist au
h ein ges
hlossener Ausdru
k f�ur CKL gewonnen. F�ur die weitere Re
hnungerweist si
h wegen der symmetris
hen Behandlung der Komponenten �1 und �2 von ~� nunaber Z(3)(~� ) in der Form der Gl. (5.267) als g�unstiger als in der Form von Gl. (5.273) bzw.Gl. (5.274), obwohl eine Doppelreihe statt einer einfa
hen Reihe auftritt.Als n�a
hstes untersu
he i
h jetzt Integrale des folgenden Typs:Jn1;n2 := Z[��;�℄2 d2� �n11 �n22 K0�p34� m0L j~� j�; n1; n2 2 N; n1 + n2 � 4:(5.280)Es gilt:jJn1 ;n2 j � Z d2� j�1jn1 j�2jn2 K0�p34� m0L j~� j�(denn K0�p34� m0L j~� j� � 0 , vgl. z.B. [47; 8:432:1℄)= 1(m0L)n1+n2+2 Z d2 ~� j~�1jn1 j~�2jn2 K0�p34� j~�j�; ~� = m0L�= O� 1(m0L)6�: (5.281)Zur�u
k zum Term IC1. Da vor dem Integral im Term IC1 insgesamt ein Faktor L4 steht,gilt nun also, indem man die Entwi
klung (5.271) einsetzt und f�ur die Terme der Ordnungj~� j4 und h�oher die Abs
h�atzung (5.281) verwendet:IC1 = 81219 � g0m30L4 Z[��;�℄2 d2� � 14�2 h log j~� ji2 � CKL� log j~� j + C2KL� 1� log j~� jC2(~� ) + 2CKLC2(~� )�K0�p34� m0L j~� j�+ O(") + O� 1L2�: (5.282)Wegen K0(z) �z !1 r �2z e�z [47; 8:451:6℄ (5.283)kann man das �{Integral bis auf exponentiell mit L abfallende Terme �uber ganz R2 er-stre
ken.2 Mit der Substitution ~� = m0L� ergibt dasIC1 = 81219 � g0m0 L2 Z d2 ~� � 14�2 h log j~�jm0Li2 � CKL� log j~�jm0L + C2KL� 1� log j~�jm0L C2� ~�m0L� + 2CKLC2� ~�m0L��K0�p34� j~�j�+ O(") + O� 1L2�: (5.284)Aus der De�nition (5.268) ersieht man, da� C2(~� ) homogen vom Grad zwei ist.2Dies wird au
h bei den folgenden Termen IC2 { IC8 des �ofteren ges
hehen, ohne stets ausdr�u
kli
herw�ahnt zu werden.



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 121Bea
htet man dies, so erh�alt man s
hlie�li
h na
h einigen kurzen Umformungen f�ur denBeitrag IC1:IC1 = 81219 � g0m0L2�R0 h log(m0L)i2 + R1 log(m0L) + R2�+ 81219 � g0m0 �R3 log(m0L) + R4� + O(") + O� 1L2�; (5.285)mit R0 := 14�2 Z d2 ~� K0�p34� j~�j�= 12� Z 10 d� � K0�p34� ��= 12� � 4�p3�2 Z 10 dx xK0(x)| {z }=1 [47; 6:561:16℄= 8�3 ; (5.286)R1 := � 12�2 Z d2 ~� n log j~�j � 2 � CKLoK0�p34� j~�j�= � 1� Z 10 d� � n log� � 2 �CKLoK0�p34� ��= �26:31072079(1); (5.287)R2 := Z d2 ~� � 14�2 h log j~�ji2 � CKL� log j~�j + C2KL�K0�p34� j~�j�= 2� Z 10 d� � � 14�2 h log�i2 � CKL� log� + C2KL�K0�p34� ��= 27:548218(2); (5.288)R3 := 1� Z d2 ~� C2(~�)K0�p34� j~�j� (5.289)= 2092:157690(3) (5.290)und R4 := Z d2 ~� C2(~�)�� 1� log j~�j + 2CKL�K0�p34� j~�j�: (5.291)Die numeris
hen Werte von R1 und R2 wurden mit dem Programm Maple bere
hnet. DieAusdr�u
ke, die R3 und R4 enthalten, sind ni
ht proportional zu L2. Sie tragen daher zurOber
�a
henspannung ni
ht bei (vgl. Gln. (1.32), (2.78)). Die Konstante R3 ist allerdings,wie si
h zeigen wird, f�ur die Frage na
h der L{Abh�angigkeit des Vorfaktors A der Energie-aufspaltung in Gl. (1.32) von Bedeutung. R3 ist daher no
h numeris
h bestimmt worden(Anhang F.1); auf eine Bestimmung von R4 wird verzi
htet.



122 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENBere
hnung des Beitrages von IC2Na
h der De�nition von IC2 giltIC2 = 14 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 � tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)�D3(3)(~�;m0L) hx0j 1i3 h1j y0i3 � + O(")= 14 g0m20L4 ����� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 1i3 �����2� Z[��;�℄2 d2�(2�)2 1(2�)3 K30�p34� m0L j~� j� + O(")= 14 g0m20L4 1(2�)5 �3m04 �3 ����� Z 1�1 dx0 tanh4 (m02 x0)
osh3(m02 x0) �����2� Z[��;�℄2 d2� K30�p34� m0L j~� j� + O("): (5.292)Bis auf exponentielle Korrekturen kann das �{Integral wieder �uber ganz R2 ausgef�uhrtwerden. Damit erh�alt man:IC2 = 27213 �5 g0m50L4 � 2m0�2 ����� Z dx tanh4(x)
osh3(x) �����2� Z d2� K30�p34� m0L j~� j�+ O(") + O(e�
m0L); 
 > 0:= 27211 �5 g0m30L4 �B(52 ; 32)�2 2� Z 10 d� � K30�p34� m0L��+ O(") + O(e�
m0L); [47; 3:512:2℄= 27218 �2 g0m30L4 Z 10 d� � K30�p34� m0L�� + O(") + O(e�
 m0L)= 9214 g0m0L2 Z 10 dx x K30(x) + O(") + O(e�
 m0L); x = p34� m0L�:(5.293)Es sei no
h bemerkt, da� man Integrale des TypsZ 10 dt tK�(at)K�(bt)K�(
t) (5.294)im Prinzip analytis
h ausf�uhren kann [70, 71℄. Man f�uhrt dabei das Integral (5.294) mittelsder Beziehungen K�(z) = �2 I��(z)� I�(z)sin(��) ; � 6= 0;+� 1; : : : (5.295)I�(z) = e�i� �2 J�(iz); �� < argz < �2 (5.296)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 123auf den in den erw�ahnten Arbeiten gezeigten ZusammenhangZ 10 dt t��1 J�(at) J�(bt)K�(
t) = 2��2 a� b� �[12(�+ �+ � � �)℄�[12(�+ �+ � + �)℄
�+�+� �(� + 1) �(� + 1)�F4h12(�+ �+ � � �); 12(�+ � + � + �);� + 1; � + 1;�a2
2 ;� b2
2 i(a; b 2 C; 
 2 R); (5.297)mit F4[�; �; 
; Æ;x; y℄ = 1Xm=0 1Xn=0 (�)m+n (�)m+n(
)m (Æ)nm!n! xm yn; (5.298)(z)m = z(z + 1) � � �(z +m� 1) (5.299)zur�u
k. Wegen K0(z) = lim�!0K�(z) (5.300)w�are im vorliegenden Fall alsolim�!0 Z 10 dx xK2� (x)K0(x) (5.301)auszuf�uhren. Die Limesbildung wird aber sehr kompliziert, so da� es naheliegend ist, glei
heine numeris
he Bere
hnung vorzunehmen. Als eindimensionales Integral wurde die folgendeGr�o�e Z2 am einfa
hsten mit dem Programm Maple bestimmt:Z2 := Z 10 dx xK30(x)= 0:585976809(1): (5.302)Insgesamt erh�alt man also:IC2 = 9214 Z2 g0m0L2 + O(") + O(e�
m0L): (5.303)Bere
hnung des Beitrages von IC3Man hatIC3 = 34 g0m20 L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0� tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)�Z2(3)(~� ) hx0j 0i2 h0j y0i2 Dkont;(3)(~�;m0L; x0; y0)�+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("); (5.304)wobei die Korrekturen O(m20L2 e�
0m0L) aus der Ersetzung Dkont;(3) f�ur Dkont, vgl.Gl. (5.251), stammen.



124 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENMit dem Resultat (5.251) f�ur Dkont;(3)(~�;m0L; x0; y0) wird darausIC3 = 34 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 (Z2(3)(~� ) Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 � tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� hx0j 0i2 h0j y0i2 Z 1�1 dk2� K0� 12� q1 + k2m20 m0L j~� j� hx0j ki hkj y0i �)+ O�m20L2 e�
0m0L� + O(")= 34 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 (Z2(3)(~� ) Z 1�1 dk2� �K0� 12� q1 + k2m20 m0L j~� j�� ���� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 0i2 hx0j ki ����2 �)+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.305)Nun gilt zun�a
hst���� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 0i2 hx0j ki ����2= ����� Z 1�1 dx0 �3m08 tanh(m02 x0)
osh4(m02 x0) 1p2�(4k4 + 5m20k2 +m40) eikx0� h2k2 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 x0) + 3 im0k tanh(m02 x0)i������2; (5.306)woraus man dur
h Ausmultiplizieren und Ausf�uhren der x0{Integrale den folgenden Aus-dru
k bekommt (die ben�otigten Integrale vom Typ R1�1 dx eikx tanhj(x)
oshp(x) sind im AnhangB.1 bere
hnet):���� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 0i2 hx0j ki ����2= 9m20128�(4k4 + 5m20k2 +m40) ����� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0)
osh4(m02 x0) eikx0 �2k2 + m202 �+ Z 1�1 dx0 3 im0k tanh2(m02 x0)
osh4(m02 x0) eikx0� Z 1�1 dx0 32 m20 tanh3 (m02 x0)
osh4(m02 x0) eikx0�����2= 9m20128�(4k4 + 5m20k2 +m40) 169 k4�2m100 �k2 + m20�4sinh2 (� km0 )= �8 ( km0 )4 (1 + k2m20 )4(4 k4m40 + 5 k2m20 + 1) sinh2 (� km0 ) : (5.307)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 125Mit der Substitution v = km0 ergibt das f�ur den Term IC3:IC3 = 328�2 g0m30L4 Z[��;�℄2 d2� (Z2(3)(~� ) Z 1�1 dv � v4(1 + v2)4(4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v)� K0� 12�p1 + v2m0L j~� j��)+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.308)Entspre
hend zum Vorgehen beim Term IC1 entwi
kelt man au
h hier Z2(3)(~� ) na
h Poten-zen von ~�; man �ndet (vgl. Gl. (5.271))IC3 = 328�2 g0m30L4 Z d2�(� 14�2 h log j~� ji2 � CKL� log j~� j+ C2KL� 1� log j~� jC2(~� ) + 2CKLC2(~� )�� Z 1�1 dv v4(1 + v2)4(4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v) K0� 12�p1 + v2m0L j~� j�)+ O� 1L2� + O("): (5.309)Dur
h die Substitution ~� = p1 + v2 m0L ~� wird das zuIC3 = 328�2 g0m0L2 Z d2 ~� (Z 1�1 dv v4(1 + v2)4(4v4 + 5v2 + 1)(1 + v2) sinh2(�v) K0� 12� j~�j��� 14�2 h log� j~�jm0Lp1 + v2�i2 � CKL� log� j~�jm0Lp1 + v2�+ C2KL� 1� log� j~�jm0Lp1 + v2�C2� ~�m0Lp1 + v2�+ 2CKLC2� ~�m0Lp1 + v2��)+ O� 1L2� + O("): (5.310)Als Resultat f�ur den Beitrag IC3 ergibt si
h somitIC3 = 328�2 g0m0L2�T0 h log(m0L)i2 + T1 log(m0L) + T2�+ 328�2 g0m0 �T3 log(m0L) + T4�+ O� 1L2� + O("); (5.311)mit den De�nitionenT0 := 14�2 Z d2 ~� K0� 12� j~�j� Z 1�1 dv v4(1 + v2)3(4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v) (5.312)= 0:110164577(1); (5.313)



126 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENT1 := Z d2 ~� Z 1�1 dv (�� 12�2 log j~�j+ 12�2 logp1 + v2 + CKL� �� v4(1 + v2)3(4v4+ 5v2 + 1) sinh2(�v) K0� 12� j~�j�) (5.314)= �0:258821581(1); (5.315)T2 := Z d2 ~� Z 1�1 dv (� 14�2 h log� j~�jp1 + v2�i2 � CKL� log � j~�jp1 + v2� + C2KL�� v4(1 + v2)3(4v4+ 5v2 + 1) sinh2(�v) K0� 12� j~�j�) (5.316)= 0:24636505(1); (5.317)T3 := 1� Z d2 ~� C2(~�)K0� 12� j~�j� Z 1�1 dv v4(1 + v2)2(4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v) (5.318)= 13:24127(1); (5.319)T4 := Z d2 ~� Z 1�1 dv (C2(~�) h � 1� log� j~�jp1 + v2�+ 2CKLi�K0� 12� j~�j� v4(1 + v2)2(4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v) ): (5.320)Die numeris
hen Bestimmungen werden in den Anh�angen F.2 { F.5 erl�autert. T3 und T4tragen ni
hts zur Ober
�a
henspannung bei (vgl. die Rolle von R3 und R4 beim BeitragIC1). Die Konstante T3 ist wie R3 no
h f�ur die L{Abh�angigkeit des Vorfaktors der Energie-aufspaltung wi
htig; T4 ist f�ur diese Frage unerhebli
h und wird deswegen ni
ht numeris
hausgewertet.Bere
hnung des Beitrages von IC4Hier gilt:IC4 = 34 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0� tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� hx0j 0i h0j y0iZ(3)(~� )D2kont;(3)(~�;m0L; x0; y0)�+ O�m20L2 e�
0m0L� + O(")= 34 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� hx0j 0i h0j y0iZ(3)(~� )� Z 10 dk2� K0� 12� q1 + k2m20 m0L j~� j� hx0j ki hkj y0i�2)+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.321)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 127Indem man das Quadrat aus
hreibt wird darausIC4 = 34 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 (Z(3)(~� ) Z 1�1 dk12� �K0� 12� r1 + k21m20 m0L j~� j�� Z 1�1 dk22� �K0� 12� r1 + k22m20 m0L j~� j�� ���� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 0i hx0j k1i hx0j k2i ����2 ��)+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.322)Betra
htet man hier zun�a
hst nur das Quadrat des Betrages des x0{Integrals und setztdie konkrete Form der Eigenfunktionen hx0j 0i ; hx0j k1i und hx0j k2i ein, so kann manfolgenderma�en re
hnen:���� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 0i hx0j k1i hx0j k2i ����2= 3m08 12�(4k41 + 5m20k21 +m40) 12�(4k42 + 5m20k22 +m40)� ����� Z 1�1 dx0 � tanh(m02 x0)
osh2(m02 x0) ei(k1+k2)x0� h2k21 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 x0) + 3 im0k1 tanh(m02 x0)i� h2k22 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 x0) + 3 im0k2 tanh(m02 x0)i�����2; (5.323)was si
h, erneut unter Verwendung der Formeln des Anhangs B.1, na
h l�angerer Re
hnungzu folgendem Ausdru
k umformen l�a�t:���� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 0i hx0j k1i hx0j k2i ����2= 38m0 h( k1m0 )6 + ( k2m0 )6 + ( k1m0 )4 + ( k2m0 )4 � ( k1m0 )4( k2m0 )2 � ( k1m0 )2( k2m0 )4 � 2 ( k1m0 )2( k2m0 )2i2�4 ( k1m0 )4 + 5 ( k1m0 )2 + 1��4 ( k2m0 )4 + 5 ( k2m0 )2 + 1� sinh2 (� k1+k2m0 ) :(5.324)Dies setzt man in Gl. (5.322) ein und substituiert vi = kim0 (i = 1; 2). Das ergibtIC4 = 929�4 g0m30L4 Z[��;�℄2 d2� Z(3)(~� ) Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2 �K0� 12�q1 + v21m0L j~� j��K0� 12�q1 + v22m0L j~� j� hv61 + v62 + v41 + v42 � v41v21 � v21v42 � 2v21v22i2[4v41 + 5v21 + 1℄[4v42 + 5v22 + 1℄ sinh2 (�(v1 + v2))�+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.325)



128 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENWeiter gilt jetztv61 + v62 + v41 + v42 � v41v22 � v21v42 � 2v21v22 = �1 + v21 + v22� (v1 + v2)2 (v1 � v2)2;(5.326)so da� mit der Entwi
klung von Z(3)(~� ) na
h Potenzen von ~� (vgl. Gl. (5.267)) und eineranalogen Argumentation wie beim Term IC1 folgt (~� = m0L ~� ):IC4 = 929�4 g0m30L4 Z[��;�℄2 d2� (h � 12� log j~� j+ CKL + C2(~� )i� Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2� (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2))�K0� 12�q1 + v21m0L j~� j�K0� 12�q1 + v22m0L j~� j��)+ O� 1L2� + O(")= 929�4 g0m0L2 Z d2 ~�(h� 12� log � j~�jm0L�+ CKL + C2� ~�m0L�i� Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2� (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2))�K0� 12�q1 + v21 j~�j�K0� 12�q1 + v22 j~�j��)+ O� 1L2� + O("): (5.327)Als Resultat f�ur den Beitrag IC4 �ndet man damit:IC4 = 928�3 g0m0L2�V1 log(m0L) + V2�+ 929�4 g0m0 V4 + O� 1L2� + O("); (5.328)mit den De�nitionenV1 := 1(2�)2 Z d2 ~� Z 1�1dv1 Z 1�1dv2 � (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2))�K0� 12�q1 + v21 j~�j�K0� 12�q1 + v22 j~�j��; (5.329)V2 := 12� Z d2 ~� (h � 12� log j~�j+ CKLi Z 1�1dv1 Z 1�1dv2 �K0� 12�q1 + v21 j~�j�� K0� 12�q1 + v22 j~�j� (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2)) �); (5.330)V4 := Z d2 ~� C2(~�) Z 1�1dv1 Z 1�1dv2 � (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2))� K0� 12�q1 + v21 j~�j�K0� 12�q1 + v22 j~�j��): (5.331)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 129Beim Ergebnis f�ur IC4 tritt kein Term proportional zu g0m0 log(m0L) auf, so da�, anders alsbei den Termen IC1 und IC3, wo Konstanten R3 und T3 vorkommen, keine Konstante V3ben�otigt wird. Eine numeris
he Auswertung ergibt (vgl. Anhang F.6 und F.7):V1 = 0:4156(1); (5.332)V2 = 0:3422(20): (5.333)V4 tr�agt zur Ober
�a
henspannung ni
hts bei (s.o.).Bere
hnung des Beitrages von IC5Zun�a
hst giltIC5 = 32 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0� tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)Z(3)(~� )�D(3)(~�;m0L) hx0j 0i hx0j 1i h0j y0i h1j y0i Dkont;(3)(~�;m0L; x0; y0)�+ O�m20L2 e�
0m0L� + O(")= 32 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 (Z(3)(~� )D(3)(~�;m0L)� Z 1�1 dk2� �K0� 12� q1 + k2m20 m0L j~� j�� ��� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 0i hx0j 1i hx0j ki ���2�)+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.334)Au
h hier wird, wie in den vorherigen Abs
hnitten, die Strategie verfolgt, als erstes dasIntegral �uber x0 auszuf�uhren. Die ben�otigten Integrale �ndet man erneut in Anhang B.1.Na
h einiger Re
hnung erh�alt man:��� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 0i hx0j 1i hx0j ki ���2= �h64 ( km0 )6 + 80 ( km0 )4 + 28 ( km0 )2 + 3i2214h4 ( km0 )4 + 5 ( km0 )2 + 1i 
osh2 (� km0 ) : (5.335)Ber�u
ksi
htigt man dies und ersetzt D(3)(~�;m0L) gem�a� Gl. (5.249), so bekommt man mitder Substitution v = km0 :IC5 = 3219 �3 g0m30 L4 Z[��;�℄2 d2� �Z(3)(~� )K0�p34�m0L j~� j�� Z 1�1 dv K0� 12�p1 + v2m0Lj~� j� (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v4 + 5v2 + 1) 
osh2 (�v)�+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.336)



130 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENWie beim Term IC1 entwi
kelt man Z(3)(~� ) na
h Potenzen von ~� und �ndet:IC5 = 3219 �3 g0m30L4 Z d2� (h � 12� log j~� j + CKL + C2(~� )iK0�p34�m0L j~� j�� Z 1�1 dv K0� 12�p1 + v2m0Lj~� j� (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v4 + 5v2 + 1) 
osh2 (�v))+ O� 1L2� + O("): (5.337)Mittels der Substitution ~� = m0L ~� wird darausIC5 = 3219 �3 g0m0L2 Z d2 ~� Z 1�1 dv(h� 12� log� j~�jm0L� + CKL + C2� ~�m0L�i� K0�p34� j~�j�K0� 12�p1 + v2j~�j� (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v4 + 5v2 + 1) 
osh2 (�v))+ O� 1L2� + O("): (5.338)Das Ergebnis f�ur den Beitrag IC5 lautet somit:IC5 = 3219 �3 g0m0L2 nU1 log(m0L) + U2o+ 3219 �3 g0m0 U4 + O� 1L2� + O("); (5.339)mit U1 := 12� Z d2 ~� Z 1�1 dv(K0�p34� j~�j�K0� 12�p1 + v2 j~�j�� (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v4 + 5v2 + 1) 
osh2 (�v)); (5.340)U2 := Z d2 ~� Z 1�1 dv(h� 12� log j~�j + CKLiK0�p34� j~�j�K0� 12�p1 + v2 j~�j�� (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v4 + 5v2 + 1) 
osh2 (�v)); (5.341)U4 := Z d2 ~� Z 1�1 dv(C2(~�)K0�p34� j~�j�K0� 12�p1 + v2 j~�j�� (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v4 + 5v2 + 1) 
osh2 (�v)): (5.342)Erneut tr�agt U4 zur Ober
�a
henspannung ni
hts bei, f�ur U1 und U2 �ndet man (vgl. dieAnh�ange F.8 und F.9) U1 = 1001:491115(1); (5.343)U2 = �321:53(1): (5.344)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 131Bere
hnung des Beitrages von IC6Man hatIC6 = 34 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0� tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)�D2(3)(~�;m0L) hx0j 1i2 h1j y0i2 Dkont;(3)(~�;m0L; x0; y0)�+ O�m20L2 e�
0m0L� + O(")= 34 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 (D2(3)(~�;m0L)� Z 1�1 dk2� K0� 12� q1 + k2m20 m0Lj~� j� ��� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 1i2 hx0j ki ���2)+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.345)Wieder re
hne i
h als erstes das x0{Integral aus. Na
h umfangrei
herer, im Prinzip aberanaloger Re
hnung wie bei den Termen IC3 { IC5 ergibt si
h:��� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 1i2 hx0j ki ���2= �8 ( km0 )4 �2( km0 )4 + ( km0 )2 � 1�2�4( km0 )4 + 5( km0 )2 + 1� sinh2 (� km0 ) : (5.346)Hiermit und mit dem Ergebnis f�ur D(3)(~�;m0L) (Gl. (5.249)) bekommt man (v = km0 ):IC6 = 3210 �4 g0m30L4 Z d2�(Z 1�1dv � v4 (2v4 + v2 � 1)2(4v4 + 5v2 + 1) sinh2 (�v) K20�p34� m0L j~� j��K0� 12� p1 + v2m0L j~� j��)+ O�m40L4 e�
0m0L� + O("): (5.347)F�uhrt man Polarkoordinaten f�ur die �{Integration ein und substituiert ~� = m0L�, so kannman de�nieren:Z6 := Z 10 d~� (~�K20�p34� ~��Z 1�1 dv � v4 (2v4 + v2 � 1)2(4v4 + 5v2 + 1) sinh2 (�v)�K0� 12� p1 + v2 ~���)= 0:152036(1) (5.348)(numeris
he Bestimmung mit Mathemati
a). F�ur den Beitrag IC6 hat man also s
hlie�li
h:IC6 = 329 �3 g0m0L2 Z6 + O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.349)



132 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENBere
hnung des Beitrages von IC7Na
h der De�nition (5.247) gilt:IC7 = 34 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0� tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)�D(3)(~�;m0L) hx0j 1i h1j y0i D2kont;(3)(~�;m0L; x0; y0)�+ O�m20L2 e�
0m0L� + O(")= 34 g0m20L4 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 (D(3)(~�;m0L)Z 1�1 dk12� �K0� 12� r1 + k21m20 m0Lj~� j�� Z 1�1 dk22� �K0� 12� r1 + k22m20 m0Lj~� j�� ��� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 1i hx0j k1i hx0j k2i ���2��)+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.350)Au
h hier bestimme i
h zuerst das x0{Integral. Eine analoge Re
hnung wie in den vorigenAbs
hnitten liefert s
hlie�li
h:��� Z 1�1 dx0 tanh(m02 x0) hx0j 1i hx0j k1i hx0j k2i ���2= 3m016�2(4k41 + 5m20k21 +m40)(4k42 + 5m20k22 +m40)� ����� �32 
osh�� k1+k2m0 �m30 h � 17m60 � 160m20 k21 k22 + 16m20 k41� 64 k21 k42 + 16m20 k42 � 64 k41 k22+64 k61 + 64 k62 � 68m40 k21 � 68m40 k22i����2: (5.351)Mit den Substitutionen vi = kim0 (i = 1; 2) sowie Ersetzen von D(3)(~�;m0L) na
h Gl. (5.249)ergibt dasIC7 = 9221 �5 g0m30L4 Z d2� �K0�p34� m0L j~� j�� Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2K0� 12� q1 + v21m0L j~� j�K0� 12� q1 + v22m0L j~� j�H (v1; v2)�+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("); (5.352)mitH (v1; v2) :=h64 v61 + 64 v62 � 64 v21 v42 � 64 v41 v22 + 16 v41 + 16 v42 � 68 v21 � 68 v22 � 160 v21 v22 � 17i2(4 v41 + 5 v21 + 1) (4 v42 + 5 v22 + 1) 
osh2 (�(v1 + v2)) :(5.353)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 133Dur
h Einf�uhren von Polarkoordinaten f�ur die �{Integration und dur
h die Substitution~� = m0L� �ndet man alsoIC7 = 9220 �4 g0m0L2 Z7 + O�m20L2 e�
0m0L� + O("); (5.354)wobeiZ7 := Z 10 d~� �~�K0�p34� ~��Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2 hK0� 12�q1 + v21 ~��� K0� 12� q1 + v22 ~��H (v1; v2) i�(5.355)= 0:507(1) � 105 (5.356)(vgl. Anhang F.10).Bere
hnung des Beitrages von IC8Der Term IC8 ist nun ni
ht mehr endli
h f�ur D = 3, sondern er enth�alt einen divergentenAnteil. Aufgabe und Strategie bei der Re
hnung hier ist es also, jeweils endli
he Termeund sol
he, die eine Divergenz enthalten, zu trennen. Das soll jetzt dur
hgef�uhrt werden.Zun�a
hst hat manIC8 = 14 g0m20L4 (�0L)"| {z }=:B(") Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0� tanh(m02 x0)� tanh(m02 y0)D3kont(~�;m0L; x0; y0)�: (5.357)Man bea
htet nun folgende Zerlegung:hx0j ki hkj y0i = eik(x0�y0)2� + eik(x0�y0)2�(4k4 + 5m20k2 +m40) n ~B0(x0; y0) k3+ ~C(x0; y0) k2 + D(x0; y0) k + E(x0; y0)o= eik(x0�y0)2� + 12� ~A(x0; y0; m0; k); (5.358)mit ~A(x0; y0; m0; k) := eik(x0�y0)4k4 + 5m20k2 +m40 n ~B(x0; y0) k3 + ~C(x0; y0) k2+ D(x0; y0) k + E(x0; y0)o; (5.359)~B0(x0; y0) := 6 im0h tanh(m02 x0) � tanh(m02 y0)i; (5.360)~C(x0; y0) := 9m20h tanh(m02 x0) tanh(m02 y0) � 1i+3m20� 1
osh2(m02 x0) + 1
osh2(m02 y0)�; (5.361)



134 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGEND(x0; y0) := 3 im30h tanh(m02 y0) � tanh(m02 x0)i+ 92 im30� tanh(m02 x0)
osh2(m02 y0) � tanh(m02 y0)
osh2(m02 x0)�; (5.362)E(x0; y0) := �32 m40� 1
osh2(m02 x0) + 1
osh2(m02 y0)� 32 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)�: (5.363)Diese Aufspaltung ist deshalb sinnvoll, da si
h der Term ~A f�ur gro�e k, also im Ultraviolett-berei
h, wie eik (x0�y0)k verh�alt und das k{Integral hier�uber konvergiert. Aus dem ~A{Termsind also keine UV{Divergenzen zu erwarten. Hiermit ergibt si
h nun f�ur den Term IC8:IC8 = B(")(2�)3 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� �Z 1�1 dk heik(x0�y0) + ~Ai Z 10 du X~n2 D�1 e�4�2~n 2u ei~n�~� e�(1+ k2m20 )m20L2u�3)= IC81 + IC82; (5.364)mit IC81 := B(")(2�)3 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� � Z 1�1 dk eik(x0�y0) Z 10 du X~n2 D�1 e�4�2~n 2u ei~n�~� e�(1+ k2m20 )m20L2u�3) (5.365)undIC82 := B(")(2�)3 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� 3�Z 1�1 dk1 eik1(x0�y0) Z 10 du1 X~n1 2 D�1 e�4�2~n 21 u1 ei~n1�~� e�(1+ k21m20 )m20L2u1�2� � Z 1�1 dk2 ~A Z 10 du2 X~n2 2 D�1 e�4�2~n 22 u2 ei~n2�~� e�(1+ k22m20 )m20L2u2�+3�Z 1�1 dk1 eik1(x0�y0) Z 10 du1 X~n1 2 D�1 e�4�2~n 21 u1 ei~n1�~� e�(1+ k21m20 )m20L2u1�� � Z 1�1 dk2 ~A Z 10 du2 X~n2 2 D�1 e�4�2~n 22 u2 ei~n2�~� e�(1+ k22m20 )m20L2u2�2+ � Z 1�1 dk2 ~A Z 10 du2 X~n2 2 D�1 e�4�2~n 22 u2 ei~n2�~� e�(1+ k22m20 )m20L2u2�3): (5.366)I
h untersu
he als erstes den Term IC82.



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 135Bere
hnung von IC82Man �uberlegt si
h, da� IC82 f�ur D = 3 keine Divergenzen liefert. Das liegt zum einen amVerhalten von ~A f�ur k ! 1 (s. o.), so da� die k{Integrale, die einen Term ~A enthalten,konvergieren. Dur
h Verglei
h mit der Re
hnung bei ...................... ........... .......... ................................ ........... .......... .......... sieht man, da� au
h Integralewie "Z 1�1 dk1 eik1(x0�y0)2� Z 10 du1 X~n1 2 D�1 e�4�2~n 21 u1 ei~n1�~� e�(1+ k21m20 )m20L2u1#2 (5.367)ni
ht zu Divergenzen f�uhren. Eine analoge Re
hnung wie von Gl. (5.57) bis Gl. (5.62) (nureben mit der Potenz zwei der e
kigen Klammer statt wie dort mit der dritten Potenz) f�uhrtn�amli
h zum Term (~� = ~�2� )�qx̂20 + ~�2��1+" �K "�12 �m0Lqx̂20 + ~�2��2 ��x̂0; ~��! 0 
onst.(m0L)"�1 �qx̂20 + ~�2�2"�2(vgl. Gl. (5.63))��x̂0; ~��! 0 1m0L r2 ; f�ur " = 0�r =qx̂20 + ~�2�; (5.368)und da �uber R d2� R1�1 dx̂0 : : : integriert wird, ergibt das, im Gegensatz zur Re
hnung beimGraphen OIC, keine Divergenzen.Au
h bT{Divergenzen sind in IC82 ni
ht enthalten, denn f�ur x0; y0 ! +1 bzw.x0; y0 ! �1 geht ~A exponentiell gegen 0, so da� die x0; y0{Integrale konvergieren. F�urx0 ! +1; y0 ! �1 bzw. umgekehrt x0 ! �1; y0 ! +1 gibt es wegen des Faktorseik(x0�y0) ebenfalls keine Divergenzen; dies sieht man ganz analog zum Beweis der Konver-genz von eR, vgl. Gl. (5.83) { Gl. (5.92). Au
h sind wegen des exponentiellen Abfalls derGreens
hen Funktion G(x; y) f�ur jx0 � y0j ! 1 aus diesem Sektor der x0{y0{Ebene keineDivergenzen zu bef�ur
hten (vgl. Kapitel 3, insbesondere die Bemerkung auf Seite 49).Insgesamt ist IC82 daher endli
h f�ur D = 3 (" = 0) und au�erdem gilt entspre
hend zuGl. (5.251) (vgl. au
h Gln. (5.239) und (5.241))Z 10 du X~n2 2 e�4�2~n 2u ei~n�~� e�(1+ k2m20 )m20L2u = 12� K0� 12� q1 + k2m20 m0L j~� j�+ O�e�
0m0Lm20L2 �; (5.369)



136 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENso da� also folgt:IC82 = B(0)(2�)6 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� 3 �Z 1�1 dk1 eik1(x0�y0) K0� 12�r1 + k21m20 m0L j~� j��2� � Z 1�1 dk2 ~A K0� 12� r1 + k22m20 m0L j~� j��+3 �Z 1�1 dk1 eik1(x0�y0) K0� 12�r1 + k21m20 m0L j~� j��� � Z 1�1 dk2 ~A K0� 12� r1 + k22m20 m0L j~� j��2+ �Z 1�1 dk2 ~A K0� 12� r1 + k22m20 m0L j~� j��3)+ O(") + O�m20L2 e�
0m0L�: (5.370)Mit der De�nition von B(") aus Gl. (5.357) sowie den Substitutionen vi = kim0 (i = 1; 2);~� = m0L�, x̂0 = m0 x0 und ŷ0 = m0 y0 ergibt si
h dann (bis auf exponentielle Korrekturenkann das �{Integral wieder �uber ganz R2 ausgef�uhrt werden)IC82 = 14 g0m0L2(2�)8 Z d2 ~� Z 1�1 dx̂0 Z 1�1 dŷ0( tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 )� 3 �Z 1�1 dv1 eiv1(x̂0�ŷ0) K0� 12� p1 + v21 j~�j��2� �Z 1�1 dv2 Â K0� 12� p1 + v22 j~�j��+3 �Z 1�1 dv1 eiv1(x̂0�ŷ0) K0� 12� p1 + v21 j~�j��� �Z 1�1 dv2 Â K0� 12� p1 + v22 j~�j��2+ � Z 1�1 dv2 Â K0� 12�p1 + v22 j~�j��3)+ O(") + O�m20L2 e�
0m0L�; (5.371)mit Â := eiv2(x̂0�ŷ0)4v42 + 5v22 + 1 �B̂(x̂0; ŷ0) v32 + Ĉ(x̂0; ŷ0) v22+ D̂(x̂0; ŷ0) v2 + Ê(x̂0; ŷ0)�; (5.372)B̂(x̂0; ŷ0) := 6 i h tanh ( x̂02 ) � tanh ( ŷ02 )i; (5.373)Ĉ(x̂0; ŷ0) := 9 h tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 ) � 1i + 3 � 1
osh2 ( x̂02 ) + 1
osh2 ( ŷ02 )�; (5.374)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 137D̂(x̂0; ŷ0) := 3 i h tanh ( ŷ02 ) � tanh ( x̂02 )i + 92 i � tanh ( x̂02 )
osh2 ( ŷ02 ) � tanh ( ŷ02 )
osh2 ( x̂02 )�;(5.375)Ê(x̂0; ŷ0) := �32 � 1
osh2 ( x̂02 ) + 1
osh2 ( ŷ02 ) � 32 1
osh2 ( x̂02 ) 
osh2 ( ŷ02 )�: (5.376)Lei
ht umgeformt, bekommt man mittels Polarkoordinaten f�ur die ~�{Integration f�ur IC82den Ausdru
kIC82 = 129 �7 g0m0L2 Z 10 d�̂ �̂ Z 1�1 dx̂0 Z 1�1 dŷ0( tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 )� 3 �Z 1�1 dv1 eiv1(x̂0�ŷ0) K0� 12� p1 + v21 �̂��2� � Z 1�1 dv2 Â K0� 12�p1 + v22 �̂��+3 �Z 1�1 dv1 eiv1(x̂0�ŷ0) K0� 12� p1 + v21 �̂��� � Z 1�1 dv2 Â K0� 12�p1 + v22 �̂��2+ � Z 1�1 dv2 Â K0� 12� p1 + v22 �̂��3)+ O(") + O�m20L2 e�
0m0L�= 129 �7 g0m0L2 nZ82A + Z82B + Z82Co+ O(") + O�m20L2 e�
0m0L�; (5.377)mit den De�nitionenZ82A := 3 Z 10 d�̂ �̂ Z 1�1 dx̂0 Z 1�1 dŷ0( tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 )� �Z 1�1 dv1 eiv1(x̂0�ŷ0) K0� 12� p1 + v21 �̂��2� �Z 1�1 dv2 Â K0� 12� p1 + v22 �̂��); (5.378)Z82B := 3 Z 10 d�̂ �̂ Z 1�1 dx̂0 Z 1�1 dŷ0( tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 )� �Z 1�1 dv1 eiv1(x̂0�ŷ0) K0� 12� p1 + v21 �̂��� �Z 1�1 dv2 Â K0� 12� p1 + v22 �̂��2); (5.379)Z82C := Z 10 d�̂ �̂ Z 1�1 dx̂0 Z 1�1 dŷ0( tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 )� �Z 1�1 dv2 Â K0� 12� p1 + v22 �̂��3): (5.380)



138 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENEine numeris
he Auswertung ergibt (vgl. Anhang F.11 { F.13):Z82A = �0:8531(4) � 104; (5.381)Z82B = 0:1425(1) � 104; (5.382)Z82C = �0:25(1) � 103: (5.383)Bestimmung von IC81Hier teilt man, um die Asymptotik des tangens hyperboli
us ausnutzen zu k�onnen, denIntegrationsberei
h der x0{ und y0{Integration analog zur Bere
hnung des Graphen OICauf (vgl. Gln. (5.80) �.). Das ergibtIC81 = IC81a + IC81b; (5.384)mit den De�nitionenIC81a := 2B(")(2�)3 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 dx0 Z 10 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� � Z 1�1 dk eik(x0�y0) Z 10 du e�(1+ k2m20 )m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u ei~n�~��3)(5.385)undIC81b := 2B(")(2�)3 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 dx0 Z 0�1 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� � Z 1�1 dk eik(x0�y0) Z 10 du e�(1+ k2m20 )m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u ei~n�~��3):(5.386)Der Term IC81b enth�alt nun wieder keine Divergenzen, wie man entspre
hend zur Bere
h-nung von eR (Gln. (5.83) { (5.92)) sieht. Genauer re
hnet man folgenderma�en.Bestimmung von IC81bMit Gl. (5.369) gilt jetzt, mit der zus�atzli
hen Substitution y0 !�y0,IC81b = �2B(0)(2�)6 Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 10 dx0 Z 10 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� � Z 1�1 dk eik(x0+y0) K0� 12� q1 + k2m20 m0L j~� j��3)+ O(") + O�m20L2 e�
0m0L�= � 2(2�)7 g0m20 L44 Z 10 d� � Z 10 dx0 Z 10 dy0( tanh(m02 x0) tanh(m02 y0)� �Z 1�1 dk eik(x0+y0)K0� 12� q1 + k2m20 m0L���3)+ O(") + O�m20L2 e�
0m0L�: (5.387)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 139Man substituiert ~� = m0L�; x̂0 = m0 x0; ŷ0 = m0 y0; v = km0 und erh�altIC81b = � 128 �7 g0m0L2Z �R + O(") + O�m20L2 e�
0m0L�; (5.388)mit Z �R := Z 10 d~� ~� Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0( tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 )� �Z 1�1 dv eiv(x̂0+ŷ0) K0� 12� p1 + v2 ~���3): (5.389)Numeris
h bekommt man:Z �R = Z 10 d~� ~� Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0(tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 )� �Z 1�1 dv eiv (x̂0+ŷ0) K0� 12� p1 + v2 ~���3)= Z 10 d~� ~� Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0(tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 )� � �q(x̂0 + ŷ0)2 + ( ~�2� )2 e�q(x̂0+ŷ0)2+( ~�2� )2 �3)[72b; (43); S. 56℄= 4 �5 Z 10 d� � Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0 tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 ) e�3p(x̂0+ŷ0)2+�2p(x̂0 + ŷ0)2 + �2 3�� = ~�2��= 0:907018(1) (numeris
he Bestimmung mit Mathemati
a). (5.390)Jetzt zu IC81a.Bestimmung von IC81aWie bei der Bere
hnung des Graphen ................................................................ ................................................................ f�uhre i
h die Funktion � ein (vgl. Gl. (5.202)):tanh(m02 x0) = 1 + tanh(m02 x0)� 1| {z }=: �(m0x02 ) : (5.391)Damit gilt:IC81a = 2B(")(2�)3 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 dx0 Z 10 dy0(�1 +��m0 x02 � +��m0 y02 �+ ��m0 x02 ���m0 y02 ��� � Z 1�1 dk eik(x0�y0) Z 10 du e�(1+ k2m20 )m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u ei~n�~��3): (5.392)



140 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENDieser Ausdru
k l�a�t si
h in zwei Summanden aufteilen, n�amli
h:IC81a = IC81aa + IC81ab; (5.393)mitIC81aa := 2B(") Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 dx0 Z 10 dy0 "Z 1�1 dk �eik(x0�y0)2�� Z 10 du e�(1+ k2m20 )m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u ei~n�~��#3(5.394)undIC81ab := 2B(")(2�)3 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 dx0 Z 10 dy0(���m0 x02 �+ ��m0 y02 �+ ��m0 x02 ���m0 y02 ��� �Z 1�1 dk eik(x0�y0) Z 10 du e�(1+ k2m20 )m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u ei~n�~��3):(5.395)Den Term IC81aa f�uhrt man sofort mit Hilfe von Gl. (5.94) auf den Graphen ...................... ........... .......... ................................ ........... .......... .......... zur�u
kund erh�alt: IC81aa = 112 .................... .......... ........... .......... .......... ......................................... .......... ........... .......... .......... ..................... � 1384�2 g0m0L2+ O�(m0L) 32 e�
0m0L� + O("): (5.396)Nun zum Term IC81ab.Bestimmung von IC81abZun�a
hst gilt mit der Poissons
hen Summenformel (vgl. Gl. (5.235) { Gl. (5.238)):Z 10 du e�(1+ k2m20 )m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u ei~n�~�= Z 10 du e�(1+ k2m20 )m20L2u 1(4�u)D�12 e� ~� 216�2u + O�e�
0m0Lm20L2 � ; 
0 > 0: (5.397)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 141Damit folgt alsoIC81ab = 2B(")(2�)3 Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 10 dx0 Z 10 dy0(���m0x02 �+ ��m0y02 �+ ��m0x02 ���m0y02 ��� �Z 1�1 dk eik(x0�y0) Z 10 du e�(1+ k2m20 )m20L2u 1(4�u)D�12 e� ~� 216�2u �3)+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.398)Bis auf exponentiell mit L abfallende Terme kann die �{Integration erneut �uber ganz RD�1ausgef�uhrt werden, denn die weitere Re
hnung wird zeigen, da� Divergenzen nur aus derRegion um � = 0 herr�uhren. Die Parameterabh�angigkeit des Terms IC81ab wird deutli
h,indem man folgende Substitutionen dur
hf�uhrt:x̂0 = m0 x0; ŷ0 = m0 y0; v = km0 ; ~u = m20L2 u; ~� = m0L�2� :Das liefert, indem man no
h die De�nition von B(") einsetzt (vgl. Gl. (5.357)):IC81ab = 12 (2�)3 g0m30L4 (�0L)" (m0L)1�D h(m0L)D�3i3� Z dD�1 ~� Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0(��� x̂02 � + �� ŷ02 � + �� x̂02 ��� ŷ02 ��� � 1(4�)D�12 Z 1�1 dv eiv(x̂0�ŷ0) Z 10 d~u e�(1+v2)~u e� ~� 24~u~uD�12 �3)+ O�m20L2 e�
0m0L�= 1210 �6 g0m0L2 � �0Lm20L2�" (4�) 3"2| {z }=:C(")� Z d2�" ~� Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0(��� x̂02 � + �� ŷ02 � + �� x̂02 ��� ŷ02 ���"Z 1�1 dv eiv(x̂0�ŷ0) Z 10 d~u e�(1+v2)~u e� ~� 24~u~u 2�"2 #3)+ O�m20L2 e�
0m0L�: (5.399)Weiter re
hnet man jetzt das v{Integral (Gau�{Integral) ausIC81ab = C(") Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0(��� x̂02 � + �� ŷ02 � + �� x̂02 ��� ŷ02 ��� Z d2�" ~� � Z 10 d~u ~u "2�1 e�~u e� ~�24~u r�~u e� (x̂0�ŷ0)24~u �3)+ O�m20L2 e�
0m0L� (5.400)



142 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENund f�uhrt das Integral �uber u auf eine Besselfunktion K zur�u
k [47, 3.471.9℄:IB1ab = C(") � 32 Z 10 dx̂0 Z 10 dŷ0(��� x̂02 � + �� ŷ02 � + �� x̂02 ��� ŷ02 ��� Z d2�" ~� 8 �(x̂0 � ŷ0)2 + ~�24 � 3"�34 K3"�12 �q(x̂0 � ŷ0)2 + ~�2�)+ O�m20L2 e�
0m0L�: (5.401)Mit der Substitution� : [0;1[ � [0;1[ �! U(x̂0; ŷ0) 7! (t; s) = (x̂0 + ŷ0; x̂0 � ŷ0); (5.402)�����(x; y)�(t; s) ���� = 12 (5.403)(vgl. Gl. (D.4) aus Anhang D, dort ist au
h die Menge U de�niert) bekommt man(K� = K�� ; [63; 9:6:6℄)IC81ab = 4 � 32 2 3�3"2 C(") Z 10 dt Z t�t ds(��� t+ s4 �+ �� t� s4 �+ �� t + s4 ��� t � s4 ��� Z d2�" ~� h~�2 + s2i 3"�34 K31�"2 �q~�2 + s2�)+ O�m20L2 e�
0m0L�: (5.404)Entspre
hend zur Re
hnung beim Graphen OIC (vgl. Gln. (5.62) { (5.64)) zieht man nunmit Hilfe der Stufenfunktion � die divergenzerzeugenden Anteile des Integranden explizitab und addiert sie wieder, um die Divergenzen zu isolieren:IC81ab = 2 7�3"2 � 32 C(") Z 10 dt Z t�t ds Z d2�" ~�(��� t + s4 �+�� t � s4 �+ �� t + s4 ��� t � s4 ��h~�2 + s2i 3"�34 K31�"2 �q~�2 + s2�� ��1�q~�2 + s2� �2�� t4�+ �2� t4� �"�� 1�"2 �2 1+"2 #3q~�2 + s2 3"�3)| {z }=: IC81aba+ 2 7�3"2 � 32 C(") Z 10 dt Z t�t ds Z d2�" ~�(��1�q~�2 + s2�� �2�� t4�+�2� t4� �"��1�"2 �2 1+"2 #3q~�2 + s2 3"�3)| {z }=: IC81abb+ O�m20L2 e�
0m0L�: (5.405)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 143Na
h Konstruktion ist der Term IC81aba f�ur " = 0 endli
h, so da�IC81aba = 12 132 � 92 g0m0L2 Z 10 dt Z t�t ds Z d2 ~� (��� t+ s4 �+ �� t� s4 �+ �� t+ s4 ��� t� s4 ��h ~�2 + s2i� 34 K312�q~�2 + s2�� ��1�q~�2 + s2��2�� t4�+ �2� t4� ���2� 32 q~�2 + s2�3)+ O(") (5.406)gilt. Mit der De�nitionZ81aba := Z 10 dt Z t�t ds Z d2 ~�q~�2 + s2�3(e�3p~�2+s2� ��� t + s4 � + �� t� s4 � + �� t+ s4 ��� t� s4 ��� ��1�q~�2 + s2� �2�� t4� +�2� t4��) (5.407)�ndet man somit [47; 8:469:3℄IC81aba = 128 �3 g0m0L2Z81aba + O("): (5.408)Eine numeris
he Auswertung liefert (vgl. Anhang F.14)Z81aba = 79:9242(1): (5.409)S
hlie�li
h zum Term IC81abb: MitD(") := 2 7�3"2 � 32 C(")"��1�"2 �2 1+"2 #3 (5.410)hat manIC81abb = D(")(Z 11 dt �2�� t4�+ �2� t4�� Z t�t ds Z d2�" ~� ��1�q~�2 + s2�q~�2 + s2 3�3"+ Z 10 dt �2�� t4� +�2� t4�� Z t�t ds Z d2�" ~� ��1�q~�2 + s2�q~�2 + s2 3�3" )= D(")(Z 11 dt �2�� t4�+ �2� t4�� ZB(3�")1 (0) ds d2�" ~� 1q~�2 + s2 3�3"+ Z 10 dt �2�� t4�+ �2� t4�� ZB(3�")1 (0) ds d2�" ~� 1q~�2 + s2 3�3"�2 Z 10 dt �2�� t4�+�2� t4�� ZPt ds d2�" ~� 1q~�2 + s2 3�3"): (5.411)
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Abbildung 5.1: S
hraÆert dargestellt ist die zum Wert t geh�orige Polkappe Pt der Einheits-kugel, Di
ke der Polkappe: 1� t.De�niert man jetztZ81abb := � 2 Z 10 dt �2�� t4� +�2� t4�� ZPt ds d2�" ~� 1q~�2 + s2 3�3" ; (5.412)so �ndet man alsoIC81abb = D(")(Z 10 dt �2�� t4�+ �2� t4�� ZB(3�")1 (0) ds d2�" ~� 1q~�2 + s2 3�3"+ Z81abb): (5.413)Dabei bezei
hnetB(3�")1 (0) : Einheitskugel im (3� "){dimensionalen (s; ~�){RaumPt : zu t geh�orige Polkappe dieser Kugel (vgl. Abbildung 5.1).Die Gr�o�e Z81abb ist f�ur " = 0 endli
h, denn man bere
hnet mit Hilfe von Kugelkoordinaten



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 145im (s; ~�){Raum:Z81abb = �2 Z 10 dt �2�� t4�+ �2� t4�� 2� Z ar

os t0 d# sin# Z 1t
os # dr 1r + O(")= �4� Z 10 dt �2�� t4�+�2� t4�� Z ar

os t0 d# sin# h log 
os#� log ti + O(")= �4� Z 10 dt �2�� t4�+�2� t4�� Z 1t dx h log x� log ti + O(")(Substitution: x = 
os#)= �4� Z 10 dt �2�� t4�+�2� t4�� hx log x� x� x log ti 1t + O(")= �4� Z 10 dt �2�� t4�+�2� t4�� h� 1� log t � t log t + t + t log ti + O("):De�niert man weiterF := Z 10 dt �2�� t4�+�2� t4�� [� 1 + t� log t℄ + O(");= �0:498281018(1); (5.414)so hat man also Z81abb = �4� F + O("): (5.415)Der numeris
he Wert von F wurde mit dem Programm Maple bere
hnet.Damit folgt dann, wenn man au
h im verbleibenden Integralausdru
k in Gl. (5.413)Kugelkoordinaten im (3� "){dimensionalen (s; ~�){Raum einf�uhrt:IC81abb = D(") Z 10 dt �2�� t4� +�2� t4�� ZB(3�")1 (0) ds d2�" ~� 1q~�2 + s2 3�3"� 4�D(0)F + O(")= D(") Z 10 dt �2�� t4� +�2� t4��| {z }=�4 2 � 3�"2��3�"2 � Z 10 dr r�1+2"� 4�D(0)F + O(")= �4D(") � 3�"2��3�"2 � 1" � 4�D(0)F + O("): (5.416)Mit der De�nition (5.410) von D(") ergibt si
h somit s
hlie�li
h dur
h Entwi
klung na
hPotenzen von " na
h etwas l�angerer Re
hnung:IC81abb = � 132 �2 g0m0 L2�1" + log �4��0Lm20L2 � + 
 + 1 + 12 F�+ O("): (5.417)



146 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENErgebnis f�ur den Term IC8Alles zusammengefa�t erh�alt man daher folgendes Resultat f�ur den Term IC8 (vgl. Gln.(5.364), (5.384), (5.393), (5.405),(5.396), (5.408),(5.417), (5.388), (5.377)):IC8 = IC81 + IC82= IC81a + IC81b + IC82= IC81aa + IC81ab + IC81b + IC82= IC81aa + IC81aba + IC81abb + IC81b + IC82= 112 .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... � 1384 �2 g0m0L2 + 128 �3 Z81aba g0m0L2� 132 �2 g0m0L2 �1" + log�4��0Lm20L2 � + 
 + 1 + 12 F�� 128 �7 Z �R g0m0L2 + 129 �7 nZ82A + Z82B + Z82Co g0m0L2+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.418)Etwas geordnet bedeutet das:IC8 = 112 .................... .......... ........... .......... .......... ......................................... .......... ........... .......... .......... ..................... � 132 �2 g0m0L2 �1" + log�4��0Lm20L2 ��+ g0m0L2�� 1384 �2 + 128 �3 Z81aba � 132 �2 h
 + 1+ 12 Fi� 128 �7 Z �R + 129 �7 hZ82A + Z82B + Z82Ci�+ O�m20L2 e�
0m0L� + O("): (5.419)Ergebnis f�ur den Graphen ICIndem man s
hlie�li
h alle Teilergebnisse der Beitr�age IC1 { IC8 f�ur den Graphen IC zusam-menfa�t, erh�alt man (vgl. Gln. (5.285), (5.303), (5.311), (5.328), (5.339), (5.349), (5.354),(5.419)) 112 " ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... � .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... # = � 132 �2 g0m0 L2�1" + log �4��0Lm20L2 ��+ g0m0L2h log(m0L)i2 KIC,2+ g0m0L2 log(m0L) KIC,1+ g0m0L2 KIC,0+ g0m0 log(m0L) KIC,3+ g0m0 KIC,4;+ O� 1L2� + O("); (5.420)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 147mit den De�nitionenKIC,2 = 81219 � R0 + 328 �2 T0= 0:542792055(1) � 10�3; (5.421)KIC,1 = 81219 � R1 + 328 �2 T1 + 928 �3 V1 + 3219 �3 U1= �0:9452(1) � 10�3; (5.422)KIC,0 = 81219 � R2 + 9214 Z2 + 328 �2 T2 + 928 �3 V2+ 3219 �3 U2 + 329 �3 Z6 + 9220 �4 Z7 � 1384 �2+ 128 �3 Z81aba � 125 �2 h
 + 1 + 12 Fi� 128 �7 Z �R + 129 �7 hZ82A + Z82B + Z82Ci= 0:764(1) � 10�2; (5.423)KIC,3 = 81219 � R3 + 328 �2 T3= 0:11860892(1); (5.424)KIC,4 = 81219 � R4 + 328 �2 T4 + 929 �4 V4 + 3219 �3 U4: (5.425)Wie erw�ahnt tragen die Terme mit KIC,3 und KIC,4 ni
ht zur Ober
�a
henspannung bei. KIC,3ist jedo
h f�ur die L{Abh�angigkeit des Vorfaktors der Energieaufspaltung von Bedeutung;auf eine numeris
he Bestimmung von KIC,4 wird verzi
htet.5.3.4 Bere
hnung des Graphen ID = ................................r ................................................................................Mit Hilfe der Feynman{Regeln folgt12 ................................................................s ................................................................................................................................................ = 12 �� pg02m30L2 � "20 L"���q3g0m20 � "20�� Z dDx Z dDy �~�(
;0)(x) G(x; y)G(y; y) tanh(m02 y0)= p3 g04m20L2 (�0L)" Z dDx Z dDy �~�(
;0)(x) G(x; y)G(y; y) tanh(m02 y0):(5.426)Dieser Graph stammt aus der Nullmodenbehandlung, vgl. Kapitel 2, und der Term�~�(
;0)(x) = �2�x20 �q3m20 tanh(m02 x0)�= �p32 m30 sinh(m02 x0)
osh3(m02 x0) (5.427)sorgt daf�ur, da� keine Infrarot{Divergenzen auftreten. Es w�aren au
h keine Terme vor-handen die diese Divergenzen kompensieren k�onnten, da es zu dem Graphen ID keinen



148 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENkorrespondierenden Graphen ohne Instantonhintergrund gibt, eben weil die Theorie ohneInstantonfeld keine Nullmode und keinen entspre
henden Vertex kennt. Verwendet man dasResultat (5.427) sowie (vgl. Gl. (5.120))G(y; y) = G0(y; y) + m0L"" A1(m0L)
osh4(m02 y0) + A2(m0L)
osh2(m02 y0)# (5.428)in Gl. (5.426) und ersetzt den Propagator G(x; y), so ergibt si
h12 ................................................................s ................................................................................................................................................ = �38 g0m0L2 (�0L)" Z dDx Z dDy ( sinh(m02 x0)
osh3(m02 x0) tanh(m02 y0)��G0(y; y) +m0L" h A1(m0L)
osh4(m02 y0) + A2(m0L)
osh2(m02 y0)i�� Z 10 dt � X~n2 D�10 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2t ei2�L ~n�(~x�~y)� 3m08 1
osh2(m02 x0) 
osh2(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2t ei 2�L ~n�(~x�~y) e� 34 m20t� 3m04 tanh(m02 x0)
osh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 y0)+ X~n2 D�1 1LD�1 e� 4�2L2 ~n 2t ei 2�L ~n�(~x�~y)� Z 1�1 dk e�(k2+m20) t hx0j ki hkj y0i �):(5.429)Analog zur Bere
hnung von ................................................................ ................................................................ sind die Ortsintegrale sofort ausf�uhrbar (vgl. die Bemer-kung na
h Gl. (5.35)). Das ergibt:12 ................................................................s ................................................................................................................................................ = �38 g0m0L2 (�0L)" L2�" Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 ( sinh(m02 x0)
osh3(m02 x0) tanh(m02 y0)��G0(y; y) +m0L" h A1(m0L)
osh4(m02 y0) + A2(m0L)
osh2(m02 y0)i���Z 10 dt e� 34 m20t 3m04 tanh(m02 x0)
osh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 y0)+ Z 10 dt Z 1�1 dk e�(k2+m20) t hx0j ki hkj y0i �):(5.430)Es wird si
h zeigen, da� der Graph ID au
h keine "{Divergenzen, d.h. keine Ultravio-lett{Divergenzen, enth�alt. Da der Graph ID im wesentli
hen ein 1{Loop{Graph ist, steht



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 149dies ganz im Einklang mit der Divergenzstruktur der �ubrigen Graphen. Um die Re
hnung�ubersi
htli
her zu gestalten, ersetze i
h darum bereits jetzt (vgl. Gl. (5.118))G0(y; y) = �m04� + O�e�m0Lm0L � + O("): (5.431)Au�erdem wird die Substitution u = tL2 dur
hgef�uhrt:12 ................................................................s ................................................................................................................................................ = �38 g0m0 L2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 ( sinh(m02 x0)
osh3(m02 x0) tanh(m02 y0)��� m04� +m0 h A1(m0L)
osh4(m02 y0) + A2(m0L)
osh2(m02 y0)i���3m04 tanh(m02 x0)
osh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 y0) Z 10 du e� 34 m20L2u+ Z 10 du Z 1�1 dk e�(1+ k2m20 )m20L2u hx0j ki hkj y0i �)+ O�m0L e�m0L� + O(")= �38 g0m30 L2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 ( sinh(m02 x0)
osh3(m02 x0) tanh(m02 y0)��� 14� + A1(m0L)
osh4(m02 y0) + A2(m0L)
osh2(m02 y0)��� 1m20L2 tanh(m02 x0)
osh(m02 x0) tanh(m02 y0)
osh(m02 y0)+ Z 10 du Z 1�1 dkm0 e�(1+ k2m20 )m20L2u hx0j ki hkj y0i �)+ O�m0L e�m0L� + O("): (5.432)Dur
h Ausmultiplizieren der letzten inneren ges
hweiften Klammer zerf�allt dieser Ausdru
kin zwei Summanden:ID = ID1 + ID2 + O�m0Le�m0L� + O("); (5.433)mit ID1 := �38 g0m0 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 (sinh2 (m02 x0)
osh5(m02 x0) sinh2 (m02 y0)
osh3(m02 y0)��� 14� + A1(m0L)
osh4(m02 y0) + A2(m0L)
osh2(m02 y0)�) (5.434)und ID2 := �38 g0m30 L2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 ( sinh (m02 x0)
osh3(m02 x0) tanh(m02 y0)��� 14� + A1(m0L)
osh4(m02 y0) + A2(m0L)
osh2(m02 y0)�� Z 10 du Z 1�1 dkm0 e�(1+ k2m20 )m20L2u hx0j ki hkj y0i ): (5.435)



150 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENDen Term ID1 bere
hnet man lei
ht mit Hilfe von [47; 3:512:2℄. Man erh�altID1 = �38 g0m0 � 2m0�2 B(32 ; 32)�� 14� B(32 ; 12) + A1(m0L)B(32 ; 52)+ A2(m0L)B(32 ; 32)�= �32 g0m0 �8�� 18 + A1(m0L) �16 + A2(m0L) �8�= 3128 g0m0 ��1 � �2 A1(m0L) � �A2(m0L)�: (5.436)In den Term ID2 setzt man zun�a
hst die De�nitionen von hx0j ki und hkj y0i ein:ID2 = �38 g0m30L2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 ( sinh (m02 x0)
osh3(m02 x0) tanh(m02 y0)��� 14� + A1(m0L)
osh4(m02 y0) + A2(m0L)
osh2(m02 y0)�� Z 10 du Z 1�1 dkm0 �e�(1+ k2m20 )m20L2u jNkj2� eikx0 h2k2 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 x0) + 3ikm0 tanh(m02 x0)i� e�iky0 h2k2 + m202 � 32 m20 tanh2(m02 y0)� 3ikm0 tanh(m02 y0)i�):(5.437)I
h substituiere v = km0 und f�uhre das u{Integral aus; zur De�nition von Nv verglei
he manGl. (5.151):ID2 = �38 g0m0 Z 1�1 dv ( jNvj21 + v2� Z 1�1 dx0 eim0x0v sinh (m02 x0)
osh3(m02 x0) h2v2 + 12 � 32 tanh2(m02 x0) + 3iv tanh(m02 x0)i� Z 1�1 dy0 e�im0y0v tanh(m02 y0)h2v2 + 12 � 32 tanh2(m02 y0)� 3iv tanh(m02 y0)i��� 14� + A1(m0L)
osh4(m02 y0) + A2(m0L)
osh2(m02 y0)�): (5.438)Substituiert man no
h x̂0 = m0x0 und ŷ0 = m0y0 und ersetzt erneut tanh2 x = 1� 1
osh2 x ,so gilt ID2 = �38 g0m0 Z 1�1 dv ( jNvj21 + v2 Intx̂0 Intŷ0); (5.439)wobei zu de�nieren ist:Intx̂0 := Z 1�1 dx̂0 eix̂0v tanh ( x̂02 )
osh2 ( x̂02 ) h2v2 � 1 + 32 1
osh2 ( x̂02 ) + 3iv tanh ( x̂02 )i(5.440)



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 151und Intŷ0 := Z 1�1 dŷ0 (e�iŷ0v tanh� ŷ02 �h2v2 � 1 + 32 1
osh2 ( ŷ02 ) � 3iv tanh ( ŷ02 )i�� � 14� + A1(m0L)
osh4 ( ŷ02 ) + A2(m0L)
osh2 ( ŷ02 )�)): (5.441)I
h re
hne als n�a
hstes das x̂0{Integral aus:Intx̂0 = Z 1�1 dx̂0 (�2v2 � 1� eix̂0v tanh ( x̂02 )
osh2 ( x̂02 ) + 32 eix̂0v tanh ( x̂02 )
osh4 ( x̂02 )+ 3iv eix̂0v tanh2 ( x̂02 )
osh2 ( x̂02 ))= Z 1�1 dx̂0 (�2v2 � 1� eix̂0v tanh ( x̂02 )
osh2 ( x̂02 ) + 32 eix̂0v tanh ( x̂02 )
osh4 ( x̂02 )+ 3iv eix̂0v 1
osh2 ( x̂02 ) � 3iv eix̂0v 1
osh4 ( x̂02 )): (5.442)Die entstehenden Integrale sind von einem Typ, wie er bereits bei der Bere
hnung derGraphen IB und IC auftrat. Die ben�otigten Integrale sind im Anhang B.1 ausgere
hnet.Man bekommt letztli
h: Intx̂0 = 2i �1 + v2� � v2sinh(�v) : (5.443)Jetzt zum Integral Intŷ0 :Intŷ0 = Z 1�1 dŷ0 (� 14� �2v2 � 1� e�iŷ0v tanh ( ŷ02 )+ e�iŷ0v tanh ( ŷ02 )
osh2 ( ŷ02 ) � �2v2 � 1� A2(m0L) � 38��+ e�iŷ0v tanh ( ŷ02 )
osh4 ( ŷ02 ) � �2v2 � 1� A1(m0L) + 32 A2(m0L)�+ e�iŷ0v tanh ( ŷ02 )
osh6 ( ŷ02 ) 32 A1(m0L)+ 3iv4� e�iŷ0v tanh2 ( ŷ02 )+ e�iŷ0v tanh2 ( ŷ02 )
osh2 ( ŷ02 ) [� 3ivA2(m0L)℄+ e�iŷ0v tanh2 ( ŷ02 )
osh4 ( ŷ02 ) [� 3ivA1(m0L)℄): (5.444)



152 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGENErsetzt man wieder tanh2 x = 1� 1
osh2 x , so ergibt si
hIntŷ0 = Z 1�1 dŷ0 (� 2v2 � 14� e�iŷ0v tanh ( ŷ02 ) + 3iv4� e�iŷ0v+ e�iŷ0v tanh ( ŷ02 )
osh2 ( ŷ02 ) � �2v2 � 1� A2(m0L) � 38��+ e�iŷ0v tanh ( ŷ02 )
osh4 ( ŷ02 ) � �2v2 � 1� A1(m0L) + 32 A2(m0L)�+ e�iŷ0v tanh ( ŷ02 )
osh6 ( ŷ02 ) 32 A1(m0L)+ e�iŷ0v 1
osh2 ( ŷ02 ) ��3iv4� � 3ivA2(m0L)�+ e�iŷ0v 1
osh4 ( ŷ02 ) h3ivA2(m0L) � 3ivA1(m0L)i+ e�iŷ0v 1
osh6 ( ŷ02 ) 3ivA1(m0L)): (5.445)Diese ŷ0{Integrale sind in den Anh�angen B.1 und B.2 ausgef�uhrt, wobei zu bea
hten ist,da� die ersten beiden im Distributionssinne zu verstehen sind. Setzt man die Resultate ausdiesen Anh�angen ein, so �ndet manIntŷ0 = � i6 n3v2 + 3+ 12�v4A2(m0L) + 12�v2A2(m0L) + 16�v4A1(m0L)+ 8�v6A1(m0L) + 8�v2A1(m0L)o 1sinh(�v)+ 32 iv Æ(v): (5.446)Etwas geordnet ergibt si
h:Intŷ0 = �iA1(m0L)�43 �v6 + 83 �v4 + 43 �v2� 1sinh(�v)�iA2(m0L)h2�v4 + 2�v2i 1sinh(�v)�i �12 v2 + 12� 1sinh(�v) + 32 iv Æ(v)= �� 43 � i�A1(m0L)[v2 + 1℄2 v2sinh(�v)� 2� iA2(m0L)[v2 + 1℄ v2sinh(�v)� i2 [v2 + 1℄ 1sinh(�v) + 32 iv Æ(v): (5.447)Wenn man jetzt ber�u
ksi
htigt, da� Intx̂0 an der Stelle v = 0 endli
h ist, sogar 0, so erkenntman, da� der Term mit v Æ(v) ni
hts zu ID2 beitr�agt. Im Integranden von ID2 tritt n�amli
hgem�a� Gl. (5.439) das Produkt von Intx̂0 und Intŷ0 auf.



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 153Damit erh�alt manID2 = �38 g0m0 Z 1�1 dv ( jNvj21 + v2 2 �1 + v2��v2sinh(�v)��43 �A1(m0L)[v2 + 1℄2 v2sinh(�v) + 2�A2(m0L)[v2 + 1℄ v2sinh(�v)+ 12 [v2 + 1℄ 1sinh(�v)�): (5.448)S
hlie�li
h �ndet man also mit der De�nition von Nv (Gl. (5.151))ID2 = �38 g0m0 nP1A1(m0L) + P2A2(m0L) + P3o; (5.449)mit P1 := 43 � Z 1�1 dv v4(v2 + 1)(4v2 + 1) sinh2(�v)= 0:047130418(1); (5.450)P2 := 2� Z 1�1 dv v4(4v2 + 1) sinh2(�v)= 0:049816392(1); (5.451)P3 := 12 Z 1�1 dv v2(4v2 + 1) sinh2(�v)= 0:037194598(1): (5.452)Die numeris
he Bestimmung wurde mit dem Programm Maple dur
hgef�uhrt. Letztendli
hergibt si
h damit f�ur den Graphen ID (vgl. Gln. (5.433), (5.436), (5.449))12 ................................................................s ................................................................................................................................................ = ID1 + ID2 + O�m0L e�m0L� + O(")= 3128 g0m0 ��1 � �2 A1(m0L) � �A2(m0L)��38 g0m0 nP1A1(m0L) + P2A2(m0L) + P3o+ O�m0L e�m0L� + O(")= � g0m0 (�3�2256 + 38 P1�A1(m0L) + �3�2128 + 38 P2�A2(m0L)+ �� 3�128 + 38 P3� ) + O�m0L e�m0L� + O("): (5.453)
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ksi
htigt man no
h die Ergebnisse f�ur A1(m0L) und A2(m0L) aus Anhang C.5 bzw.C.6, so erh�alt man als Ergebnis f�ur den aus der Nullmodenbehandlung entstandenen Gra-phen ID: 12 ................................................................s ................................................................................................................................................ = � g0m0 log(m0L) KID,3� g0m0 KID,4+ O�m0L e�m0L� + O("); (5.454)mit KID,3 = 316� h3�2256 + 38 P1i= 0:795774716(2) � 10�2; (5.455)KID,4 = h3�2256 + 38 P1iO
 + h3�2128 + 38 P2iA2;
� 3�128 + 38 P3= 0:578689881(6) � 10�1: (5.456)Der Graph ID liefert somit keine Terme proportional zu L2 und spielt daher f�ur die Ober-
�a
henspannung keine Rolle, aber die Konstante KID,3 tr�agt zur L{Abh�angigkeit des Vor-faktors der Energieaufspaltung bei.
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Kapitel 6RenormierungNa
hdem im vorigen Kapitel die Graphen in dimensioneller Regularisierung bere
hnet wor-den sind, ist nun die Renormierung dur
hzuf�uhren, um ein in D = 3 Dimensionen (" = 0)endli
hes Ergebnis zu erhalten. I
h verwende ein Renormierungss
hema wie es in [73, 74℄de�niert ist (vgl. au
h [22, 50, 64℄). Zu bea
hten ist hierbei, da� die �4{Theorie in der Phasegebro
hener Symmetrie betra
htet wird (vgl. Gln. (2.1), (2.2)):L = 12 ���0 ���0 � m204 �20 + g04! �40 + 38 m40g0= 12 ���0 ���0 + V (�0); (6.1)mit V (�0) = g04! ��20 � v20�2; v0 =s3m20g0 (6.2)(vgl. au
h Abbildung 2.1). Dur
h Einf�uhren des Feldes��0 = �0 � v0; (6.3)entspre
hend einer Anregung aus dem Potentialminimum �+ � v0, erh�alt manL = 12 ����0 ����0 + m202 (��0 )2 + p3g0m203! (��0 )3 + g04! (��0 )4: (6.4)Mit den �ubli
hen De�nitionenG(n)��0 (x1; : : : ; xn) := h0jT (��0 (x1) � � ���0 (xn)) j0i ; (6.5)~G 0(n)��0 (p1; : : : ; pn) := Z d3x1 : : :Z d3xn G(n)��0 (x1; : : : ; xn) eip1x1 � � � eipnxn(Fourier{Transformation), (6.6)~G 0(n)��0 (p1; : : : ; pn) = (2�)3 Æ(3)(p1; : : : ; pn) ~G(n)��0 (p1; : : : ; pn) (6.7)f�ur die n{Punkt{Funktion und ihre Fourier{Transformierte bzw. Fourier{Transformiertemit abgespaltener Delta{Distribution folgen aus der Lagrange{Di
hte (6.4) folgende Feyn-man{Regeln f�ur ~G(n)��0 (p1; : : : ; pn):-p b= 1p2 +m20 ; 156
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 b= �q3 g0m20;���� b= �g0;� �uber unabh�angige S
hleifenimpulse q mit Z d3q(2�)3 integrieren,� Impulserhaltung an allen inneren Punkten;� �ubli
he Symmetriefaktoren 1S : (6.8)Die renormierten Gr�o�en werden nun mit Hilfe der Greens
hen Funktionen des Feldes ��0de�niert. ~G(n)��0 ;
 bezei
hnet die zusammenh�angenden Greens
hen Funktionen, zu denen nurFeynman{Graphen beitragen, die ledigli
h aus einer einzigen Zusammenhangskomponentebestehen. Das Renormierungss
hema ist dann dur
h folgende De�nitionen gegeben:m2R := h ~G(2)��0 ;
(0; 0)i�1��p2 jp2=0 h ~G(2)��0 ;
(p;�p)i�1 ; (6.9)Z�1R := ��p2 jp2=0 h ~G(2)��0 ;
(p;�p)i�1; (6.10)vR := h��0 iZ 12R = 1Z 12R G(1)��0 (x1); (6.11)g(D)R := 3m2Rv2R ; (6.12)uR := gRmR (uR ist dimensionslos). (6.13)gR ist die renormierte Kopplung in drei Dimensionen. Mit Hilfe der Feynman{Regeln (6.8)sind nun diese Renormierungsgr�o�en in dimensioneller Regularisierung bis eins
hlie�li
hzur 2{Loop{Ordnung auszure
hnen. Das Ergebnis f�ur die im weiteren ben�otigten Gr�o�engR; m2R und uR lautet [64, 65℄gR = g0�1 � 732 � u0 + 17099331776 �2 u20 + O(u30)�; (6.14)m2R = m20�1 + 364 � u0 + 164 �2 u20 h39735184 + 23 B(div)i + O(u30)�; (6.15)uR = u0�1 � 31128 � u0 + 164 �2 u20 h4556513824 � 13 B(div)i + O(u30)�; (6.16)mit u0 := g0m0 ; (6.17)B(div) := 1" � log� m204��20� � 
 + eC4� + O("); (6.18)eC := Z 10 dt Z 10 du t log (t � t2 + t2u(1� u))q[t � t2 + t2u(1� u)℄3= �15:0448(1): (6.19)



158 KAPITEL 6. RENORMIERUNGDie invertierten Beziehungen sind danng0 = gR�1 + 732 � uR + 8177165888 �2 u2R + O(u3R)�; (6.20)m20 = m2R�1 � 364 � uR � 164 �2 u2R h1402110368 + 23 B(div)R i + O(u3R)�; (6.21)u0 = uR�1 + 31128 � uR + 164 �2 u2R h5822313824 + 13 B(div)R i + O(u3R)�; (6.22)mit B(div)R := 1" � log� m2R4��20� � 
 + eC4� + O("): (6.23)Dazu ist no
h folgendes anzumerken. In [64, 65℄ ist dur
hweg ohne Renormierungsskalagere
hnet, was statt des obigen Termes B(div) bzw. B(div)R den TermbB(div) = 1" � log�m204� � � 
 + eC4� + O(") (6.24)liefert, wobei man hier m0 in einer gewissen Masseneinheit angeben mu�, damit im Ar-gument des Logarithmus eine dimensionslose Gr�o�e steht. F�uhrt man statt dessen, wie indieser Arbeit, eine Renormierungsskala gem�a�g(D)0 = g0 �"0 (g0 : Kopplungskonstante in 3 Dimensionen) (6.25)ein, so zeigt si
h, da� die einzige �Anderung in den Ergebnissen f�ur die renormierten Gr�o�enin der Ersetzung � log�m204� � �! � log� m204��20� (6.26)besteht. Denn eine �Anderung kann nur aus der Divergenz 1" herr�uhren, da g(D)0 = g0+O(")gilt; weil B(div) aus einem 2{Loop{Graphen entsteht, erh�alt man den Ausdru
kg20 �2"0 1" = g20 n1" + log(�20) + O(")o; (6.27)also den zus�atzli
hen Term log(�20), was gerade der Ersetzung (6.26) entspri
ht. Letztli
hwird also die in Gl. (6.24) implizit zu verwendende Massenskala nur explizit ausges
hrieben.Mit diesen Renormierungsbeziehungen wird jetzt die Energieaufspaltung in D Dimen-sionen (vgl. Gl. (2.78) und die ans
hlie�ende Bemerkung),E0a = 2rS
;D2� �det0M(1)det M(0) �� 12� exp(� S
;D + 12 ................................................................s ................................................................................................................................................ + 18 � ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ � ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. �+ 18 � ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ � ..................................... ........ ................ ..................................... ........ ........ ........ � + 112 � ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... � .................... .......... ........... .......... .......... ......................................... .......... ........... .......... .......... ..................... �+ O(g20)); (6.28)



6.1. KLASSISCHE WIRKUNG IN RENORMIERTEN GR�OSSEN 159dur
h die renormierten Gr�o�en ausgedr�u
kt. S
;D ist dabei die Wirkung der Kink{L�osung�(
;0) mit Zentrum bei x0 = 0 in D Dimensionen. Diese soll als erstes dur
h die renormiertenGr�o�en dargestellt werden.6.1 Klassis
he Wirkung in renormierten Gr�o�enIn Kapitel 2 hat manS
;D = 2m30g(D)0 LD�1= 2m30g0 ��"0 L2�" (g(D)0 = g0 �"0; D = 3� ")= 2m30g0 L2 (�0L)�": (6.29)gefunden (vgl. Gl. (2.38)). I
h bere
hne jetzt als erstes m30 in renormierten Gr�o�en:m30 = (m20)32= m3R �1 � 364 � uR � 164 �2 u2Rh1402110368 + 23 B(div)R i + O(u3R)� 32= m3R�1 � 9128 � uR � 3128 �2 u2R h1402110368 + 23 B(div)R i+ 38 � 364 ��2 u2R + O(u3R)� (binomis
he Reihe)= m3R�1 � 9128 � uR � 3128 �2 u2R h2731320736 + 23 B(div)R i + O(u3R)�: (6.30)F�ur 1g0 bekommt man:1g0 = 1gR �1 + 732 � uR + 8177165888 �2 u2R + O(u3R)��1= 1gR �1 � 732 � uR � 8177165888 �2 u2R + � 732 ��2 u2R + O(u3R)�(binomis
he oder au
h geometris
he Reihe)= 1gR �1 � 732 � uR � 239165888 �2 u2R + O(u3R)�: (6.31)Die letzten beiden Teilergebnisse zusammengefa�t erh�alt man f�ur m30g0 :m30g0 = m3RgR �1 � 9128 � uR � 3128 �2 u2R h2731320736 + 23 B(div)R i + O(u3R)���1 � 732 � uR � 239165888 �2 u2R + O(u3R)�= m3RgR �1 � 37128 � uR � 449392654208 �2 u2R � 164 �2 u2RB(div)R + O(u3R)�= m2RuR �1 � 37128 � uR � 449392654208 �2 u2R � 164 �2 u2RB(div)R + O(u3R)�: (6.32)



160 KAPITEL 6. RENORMIERUNGDamit l�a�t si
h nun S
;D bere
hnen:S
;D = 2m30g0 L2 (�0L)�"= 2m2RuR L2 (�0L)�"�1 � 37128 � uR � 449392654208 �2 u2R� 164 �2 u2RB(div)R + O(u3R)�: (6.33)Mit (Gl. (6.23)) B(div)R = 1" � log� m2R4��20� � 
 + ~C4� + O(") (6.34)wird das zuS
;D = 2 m2RuR L2 n1 � " log (�0L) + O("2)o��1 � 37128 � uR � 449392654208 �2 u2R� u2R64 �2 h 1" � log� m2R4��20� � 
 + ~C4� + O(")i + O(u3R)�= 2 m2RuR L2�1 � 37128 � uR + u2R �� 449392654208 �2 + 
64 �2 � ~C256 �3�� u2R64 �2 h 1" � log (�0L) � log� m2R4��20�i + O(u3R) + O(")� (6.35)= 2 m2RuR L2�1 � 37128 � uR + u2R �� 449392654208 �2 + 
64 �2 � ~C256 �3� + O(u3R)�� 132 �2 uRm2RL2�1" � log�m2RL24��0L�� + O(")= 2 m2RuR L2�1 � 37128 � uR + u2R �� 449392654208 �2 + 
64 �2 � ~C256 �3� + O(u3R)�� 132 �2 uRm2RL2�1" + log�4��0Lm2RL2 �� + O("): (6.36)Als n�a
hstes wird pS
;D bere
hnet:pS
;D = e 12 logS
;D= e 12 log(2 m3RgR L2) exp�12 log�1 � 37128 � uR + O(u2R)�� (vgl. Gl. (6.35))= s2m2RuR L2 e� 37256 � uR +O(u2R) (Logarithmusreihe): (6.37)Jetzt zum Determinantenverh�altnis �det0M(1)det M(0)�� 12 in renormierten Gr�o�en.



6.2. DETERMINANTENVERH�ALTNIS IN RENORMIERTEN GR�OSSEN 1616.2 Determinantenverh�altnis in renormierten Gr�o�enIm Kapitel 4 hat man�det0M(1)det M(0) �� 12 = r8�L2 �(34)�(14)� exp�� m20L28 � h3 + 34 log 3i + O�pm0L e�p32 m0L 
0� + O(")�:(6.38)erhalten (vgl. Gl. (4.61)). Es wird hier einfa
h m20 dur
h m2R gem�a� Gl. (6.21) ausgedr�u
kt:�det0M(1)detM(0) �� 12 = r8�L2 �(34)�(14)� exp�� m2RL28 � h3 + 34 log 3i+ 3m2RL2512 �2 uR h3 + 34 log 3i + (pm0L e�p32 m0L 
0�+ O(") + O(u2R)�: (6.39)S
hlie�li
h zu den vers
hiedenen Graphen.6.3 Ergebnisse der Graphenbere
hnungen in renormiertenGr�o�enUm die Ergebnisse der einzelnen Graphen in renormierten Gr�o�en auszudr�u
ken, ist folgen-des zu bea
hten. Alle Ergebnisse f�ur die Graphen sind von der Ordnung g0, so da� man bisauf Terme der Ordnung g2R einfa
h g0 dur
h gR und m0 dur
h mR ersetzen darf:g0 = gR +O(g2R); (6.40)m0 = mR +O(gR): (6.41)Man erh�alt (vgl. Gln. (5.127), (5.228), (5.420), und (5.454)):18 � ................................................................................................................................................ ................................................................................................................................................ � ............................................... ....... .............. ............................................... ....... .............. � = uRm2R L2 h log(mRL)i2 KIA,2+ uRm2R L2 log(mRL) KIA,1+ uRm2R L2 KIA,0+ O�mRL e�mRL� + O(") + O(u2R); (6.42)18 � ................................................................................................................................ ................................................................................................................................ � ..................................... ........ ................ ..................................... ........ ........ ........ � = uRm2R L2 h log(mRL)i2 KIB,2+ uRm2R L2 log(mRL) KIB,1+ uRm2R L2 KIB,0+ O�m3RL3e�mRL� + O(") + O(u2R); (6.43)



162 KAPITEL 6. RENORMIERUNG112 � ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... � .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... � = � 132�2 uRm2R L2�1" + log�4��0Lm2RL2 ��+ uRm2RL2 h log(mRL)i2 KIC,2+ uRm2RL2 log(mRL) KIC,1+ uRm2RL2 KIC,0+ uR log(mRL) KIC,3 + uR KIC,4+ O� 1L2� + O(") + O(u2R); (6.44)12 ................................................................s ................................................................................................................................................ = �uR log(mRL) KID,3 � uR KID,4+ O�mRL e�mRL� + O(") + O(u2R): (6.45)I
h gehe nun folgenderma�en vor. Zun�a
hst wird gezeigt, da� si
h die 1" {Divergenzen (UV{Divergenzen) und die Terme mit der Renormierungsskala �0 im Ergebnis f�ur E0a fortheben.Dann re
hnet man na
h, da� si
h au
h alle Terme proportional zu L2 h log (mRL)i2 bzw.L2 log (mRL) gegeneinander wegheben. Dana
h kann man also dur
h Grenz�ubergang "! 0zum gew�uns
hten FallD = 3 �ubergehen und aus dem Term proportional zu L2 im Argumentder Exponentialfunktion die gesu
hte Ober
�a
henspannung bis eins
hlie�li
h zur 2{Loop{Ordnung bestimmen.6.4 Beseitigung der UV{Divergenzen und der Renormierungs-skala �0Die Teilergebnisse der Abs
hnitte 6.1 bis 6.3 zeigen, da� 1"{Divergenzen und Renormie-rungsskala �0 nur in dem Term e�S
;D und im Beitrag112 � ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... � .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... �enthalten sind. In �S
;D sind die relevanten Terme132 �2 uRm2RL2�1" + log�4��0Lm2RL2 ��; (6.46)und aus den Graphen IC und OIC hat man� 132 �2 uRm2R L2�1" + log�4��0Lm2RL2 ��: (6.47)Da zur Energieaufspaltung E0a die Beitr�age in der Formexp(� S
;D + 112 � ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... � .............................. ........... .......... .......... ................................................... ........... .......... .......... ..................... � + : : :) (6.48)eingehen, sieht man, da� si
h beide Anteile genau gegeneinander fortheben. Sowohl dieUV{Divergenzen als au
h die Renormierungsskala �0 treten daher na
h der Renormierungim Ergebnis f�ur E0a ni
ht mehr auf.



6.5. BESEITIGUNG DER LOGARITHMISCHEN TERME 1636.5 Beseitigung der logarithmis
hen TermeTerme mit einem Faktor L2 log(mRL) stammen nur aus Beitr�agen der Graphen IA, IB undIC. Insgesamt bekommt man einerseitsuRm2R L2 h log(mRL)i2 nKIA,2 + KIB,2 + KIC,2o; (6.49)andererseits erh�alt manuRm2RL2 log(mRL) nKIA,1 + KIB,1 + KIC,1o: (6.50)Mit den Resultaten (5.128), (5.229) und (5.421) re
hnet manKIA,2 + KIB,2 + KIC,2 = (�0:2� 2) � 10�12 (6.51)aus, und mit den Ergebnissen (5.129), (5.230) und (5.422) giltKIA,1 + KIB,1 + KIC,1 = (�0:3� 10) � 10�7: (6.52)Im Rahmen der Re
hengenauigkeit sind also sowohl die Konstantensumme (6.51) als au
h(6.52) Null. Wie erw�uns
ht treten also keine L2 log (mRL){Terme im Argument der Expo-nentialfunktion der Energieaufspaltung mehr auf. Daher geht E0a f�ur gro�e L wie erwartetwie e��(L)L2 (6.53)gegen 0, so da� man eine wohlde�nierte Ober
�a
henspannung hat (vgl. Kapitel 1). Diesesoll jetzt bestimmt werden.6.6 Bestimmung der Ober
�a
henspannungNa
hdem nun sowohl die UV{Divergenzen als au
h die Terme mit einem FaktorL2 log(mRL)beseitigt sind, nimmt die Energieaufspaltung E0a in D = 3 Dimensionen (" = 0) folgendeForm an:E0a = A exp�� Sreg
 � m2RL28� h3 + 34 log 3i + 3512�2 uRm2RL2 h3 + 34 log 3i+ uRm2RL2 hKIA,0 + KIB,0 + KIC,0i + O� 1L2� + O(u2R)�; (6.54)mit A = 2 1p2� s2m2RL2uR e� 37256� uR r8�L2 �(34)�(14)� (mRL)uRKIC,3 euRKIC,4 (mRL)�uRKID,3 e�uRKID,4= 4 �(34)�(14) r 2uR mR (mRL)(KIC,3�KID,3)uR e�( 37256��KIC,4+KID,4)uR : (6.55)Sreg
 ist dabei der Teil von S
;D ohne die UV{Divergenz und ohne den Logarithmusterm,der die Skala �0 enth�alt, also die erste Zeile in Gl. (6.36). Setzt man dies ein, so erh�alt manE0a = A e��1 L2+O( 1L2 ); (6.56)



164 KAPITEL 6. RENORMIERUNGmit �1 = 2m2RuR �1 � 37128� uR + u2R h� 449392654208�2 + 
64�2 � ~C256�3i+ uR16� h3 + 34 log 3i � 3u2R1024�2 h3 + 34 log 3i� u2R2 hKIA,0 + KIB,0 + KIC,0i + O(u3R)�= 2m2RuR �1 + �1l uR4� + �2l �uR4��2 + O(u3R)�; (6.57)wobei �1l = 14 h3 + 34 log 3i � 3732= �0:2002602(1) (6.58)und �2l = � 44939165888 + 
4 � ~C16� � 364 h3 + 34 log 3i� 8�2 hKIA,0 + KIB,0 + KIC,0i= �0:76(8) � 10�2 (6.59)gilt.
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Kapitel 7Resultate f�ur universelleAmplitudenverh�altnisseMit dem Resultat f�ur die Ober
�a
henspannung aus dem vorigen Kapitel (Gln. (6.57)bis (6.59)) sollen nun die universellen Gr�o�en R� und R+ bestimmt werden (vgl. Kapi-tel 1).Na
h De�nition sind R� und R+ Produkte der kritis
hen Amplituden von Ober
�a
hen-spannung (�0) und Korrelationsl�ange unterhalb (��0 ) und oberhalb (�+0 ) der kritis
hen Tem-peratur T
: R� = �0 (��0 )2; (7.1)R+ = �0 (�+0 )2= ��+0��0 �2 R�: (7.2)Da f�ur T > T
 keine Ober
�a
henspannung existiert, denn das Doppelmuldenpotential (2.2)(vgl. Abbildung 2.1) geht oberhalb T
 in ein Potential mit nur einem Minimum �uber (sym-metris
he Phase), gibt es kein �+0 und man setzt einfa
h �0 = ��0 .Aufgrund der Skalenhypothese hat man folgende Skalenrelation f�ur die kritis
hen Ex-ponenten von Ober
�a
henspannung (�) und Korrelationsl�ange (�) (vgl. Gl. (1.23)):� = (D � 1) �: (7.3)In drei Dimensionen (D = 3) gilt also � = 2 �: (7.4)F�ur T / T
 hat man dann (t = T �T
T
 , vgl. au
h Gln. (1.12) und (1.21))R� = �0 (��0 )2= �0 (�t)� (��0 )2 (�t)�2�= � �2� (7.5)und entspre
hend f�ur T ' T
 R+ = � �2+; (7.6)166



167d.h. R� und R+ lassen si
h direkt aus (temperaturabh�angiger) Ober
�a
henspannung undKorrelationsl�ange bestimmen.Unterhalb T
, d.h. in der Phase gebro
hener Symmetrie, gilt weiter f�ur L!1:�� = 1mphys (vgl. Gl. (1.33)). (7.7)Mit dem Fixpunkt u�R der renormierten Kopplung in der Phase gebro
hener Symmetrie,wel
her dem kritis
hen Punkt entspri
ht, �ndet man also (vgl. Gl. (6.57))R� = �1m2phys= m2Rm2phys 2u�R �1 + �1l u�R4� + �2l �u�R4��2 + O�u�R3��: (7.8)Die Ober
�a
henspannung, die in die universellen Amplitudenverh�altnisse eingeht, ist dieje-nige bei unendli
her Grenz
�a
he (vgl. Gl. (1.5)), so da� hier �1 zu nehmen ist.Bis zur 1{Loop{Ordnung hat man folgenden Zusammenhang zwis
hen renormierter undphysikalis
her Masse [64, 75℄m2phys = m2R h1 + �1316 � 34 log 3� uR4� + O(u2R)i: (7.9)F�ur uR = 15:0, was etwa dem kritis
hen Punkt entspri
ht (s.u.), giltm2physm2R = 1 � 0:014 + Korrekturen h�oherer Ordnung: (7.10)| {z }1{Loop{KorrekturenDie 1{Loop{Korrekturen ma
hen also etwa 1% der f�uhrenden Ordnung aus, so da� manannehmen darf, da� die 2{Loop{Korrekturen h�o
hstens im Berei
h von 0.1 000 liegen1:m2physm2R � 1 + �1316 � 34 log 3� uR4� � 0:0001: (7.11)Zur numeris
hen Bestimmung der kritis
hen Gr�o�en ben�otigt man, wie bereits angedeutet,den Fixpunkt u�R der renormierten Kopplung in der Phase gebro
hener Symmetrie. Auseiner Tieftemperaturentwi
klung erh�alt man [76℄u�R = 14:73(14): (7.12)Mit Hilfe der kritis
hen Amplituden der Magnetisierung und der Suszeptibilit�at in derTieftemperaturphase ergibt si
h andererseits [77, 14, 78℄u�R = 15:1� 1:3: (7.13)Ein neueres Resultat mittels Monte{Carlo{Re
hnungen ist [80℄u�R = 14:3(1): (7.14)1Diese Annahme ist plausibel, jedo
h ni
ht zwingend. Eine Gr�o�e, die ohne diese Annahme bestimmtwerden kann, ist R�;R, bei der statt der physikalis
hen die renormierte Masse Verwendung �ndet, wie weiterunten gezeigt wird.



168 KAPITEL 7. RESULTATE F�UR UNIVERSELLE AMPLITUDENVERH�ALTNISSEMit diesen Werten wird jetzt R� bestimmt. Zur besseren Fehlerabs
h�atzung wird zus�atzli
heine Pad�e{Approximation wie folgt dur
hgef�uhrt. Man hat (Gl. (6.57))R� = m2Rm2phys �1m2R = m2Rm2phys 2uR f(uR); (7.15)mit f(uR) = 1Xn=0 dn unR= 1 + �1l uR4� + �2l �uR4��2 + O(u3R): (7.16)F�ur die Reihe f(uR) wird nun die Pad�e{Approximation vorgenommen, d.h. f(uR) wirddur
h vers
hiedene rationale Funktionen angen�ahert. Da die KoeÆzienten der Reihe biseins
hlie�li
h zur Ordnung u2R bekannt sind, lassen si
h die [1,1℄{ und [0,2℄{Pad�e{Approxi-manten bestimmen; die [2,0℄{Pad�e{Approximante ist die Reihe selbst ohne die Terme derOrdnung O(u3R): f[1;1℄(uR) = 1 + a1 uR1 + b1 uR ; (7.17)a1 = �0:0190(3); b1 = �0:0030(3) (7.18)und f[0;2℄(uR) = 11 + 
1 uR + 
2 u2R ; (7.19)
1 = 0:01593620(1); 
2 = 0:000302(5): (7.20)Weiterhin l�a�t si
h eine Pad�e{Borel{Approximation dur
hf�uhren, indem man dieBorel{Transformierte Bf(uR) von f(uR) bildet,Bf (uR) := 1Xn=0 dnn! unR; (7.21)das Ergebnis dur
h eine Pad�e{Approximation ann�ahert (Resultat Bf;[p;q℄(uR)) und wiederzur�u
ktransformiert: f[p;q℄;PB(uR) := Z 10 dt Bf;[p;q℄(t uR) e�t: (7.22)Dur
h Bildung der Borel{Transformierten werden die Konvergenzeigens
haften der wahr-s
heinli
h divergenten Reihe (7.16) verbessert und man bekommt weitere Verglei
hswertef�ur R�. Die Resultate bei Verwendung von f(uR) bzw. den Pad�e{Approximanten sind inTabelle 7.1 zusammengefa�t. Die Fehler in dieser Tabelle stammen aus den Fehlern derKoeÆzienten der Reihe f(uR). Bildet man Mittelwert und Standardabwei
hung aus denjeweils f�unf Werten, unter Verna
hl�assigung dieser Fehler, ergeben si
h s
hlie�li
h folgendeWerte: u�R = 15:1 : R� = 0:101(2); (7.23)u�R = 14:73 : R� = 0:105(2); (7.24)u�R = 14:3 : R� = 0:109(2): (7.25)



169Au��allig an den Werten in Tabelle 7.1 ist, da� die Resultate aus den [0,2℄{Pad�e{ bzw.[0,2℄{Pad�e{Borel{Re
hnungen systematis
h gr�o�er als die �ubrigen Ergebnisse sind. Diesdeutet darauf hin, da� die Gr�o�e R� m�ogli
herweise ni
ht gut aus diesen Approximantenzu bestimmen ist. I
h gebe daher au
h no
h die Mittelwerte und Standardabwei
hungenan, die man f�ur R� erh�alt, wenn man diese Approximanten fortl�a�t:u�R = 15:1 : R� = 0:1004(1); (7.26)u�R = 14:73 : R� = 0:10387(5); (7.27)u�R = 14:3 : R� = 0:1079(1): (7.28)Monte{Carlo{Simulationen im dreidimensionalen Ising{Modell ergebenR� = 0:09(3) [18℄ (7.29)bzw. R� = 0:1056(19) [4; 19; 20℄: (7.30)Insbesondere der erhebli
h pr�azisere Wert (7.30) zeigt eine gute �Ubereinstimmung mit demWert (7.24) f�ur u�R = 14:73. Der korrespondierende Wert (7.27) ohne die [0,2℄{Approxi-manten stimmt weniger gut mit dem Monte{Carlo{Wert �uberein, so da� die Rolle der[0,2℄{Approximanten ni
ht eindeutig beurteilt werden kann.Aus Monte{Carlo{Daten in Verbindung mit Reihenuntersu
hungen �nden Zinn undFisher [21℄ R� = 0:0956(14) bzw. R� = 0:0969(14): (7.31)Die vers
hiedenen Werte resultieren aus vers
hiedenen Daten f�ur die kritis
he TemperaturT
 und die kritis
hen Exponenten. Dabei ist zu bea
hten, da� in [21℄ mit einer Korrelati-onsl�ange ��1 gere
hnet wird, die als das zweite Moment der Korrelationsfunktion de�niertist. Das bedeutet letztli
h, da� die renormierte statt der physikalis
hen Masse zu verwendenist: ��1 = 1mR : (7.32)Die Werte (7.31) sind also mit den Ergebnissen f�ur (vgl. Gl. (6.57))R�;R := �1m2R= 2u�R n1 + �1l u�R4� + �2l �u�R4��2 + O�u�R3�� (7.33)R�u�R f(uR) f[1;1℄(uR) f[0;2℄(uR) f[1;1℄;PB f[0;2℄;PB15.1 0.1005(2) 0.1003(2) 0.1025(1) 0.1004(3) 0.1060(5)14.73 0.1039(2) 0.1038(2) 0.1058(1) 0.1039(3) 0.1092(5)14.3 0.1080(2) 0.1078(2) 0.1098(1) 0.1080(3) 0.1131(5)Tabelle 7.1: Resultate f�ur R� f�ur vers
hiedene Fixpunktwerte u�R und Verwendung der Reihef(uR) bzw. vers
hiedener Pad�e{Approximanten



170 KAPITEL 7. RESULTATE F�UR UNIVERSELLE AMPLITUDENVERH�ALTNISSER�;Ru�R f(uR) f[1;1℄(uR) f[0;2℄(uR) f[1;1℄;PB f[0;2℄;PB15.1 0.0991(2) 0.0989(2) 0.1011(1) 0.0991(3) 0.10454(5)14.73 0.1025(2) 0.1024(2) 0.1044(1) 0.1025(3) 0.10774(5)14.3 0.1066(2) 0.1064(2) 0.1084(1) 0.1066(3) 0.11166(5)Tabelle 7.2: Resultate f�ur R�;R f�ur vers
hiedene Fixpunktwerte u�R und Verwendung derReihe f(uR) bzw. vers
hiedener Pad�e{Approximantenzu verglei
hen. Die Resultate f�ur R�;R bei den Fixpunkten u�R = 15:1, uR� = 14:73 unduR� = 14:3 sind, wieder mit den zugeh�origen Resultaten aus der Pad�e{Approximation, inTabelle 7.2 zusammengestellt. Mittelwertbildung ergibt hieru�R = 15:1 : R�;R = 0:101(2); (7.34)u�R = 14:73 : R�;R = 0:104(2); (7.35)u�R = 14:3 : R�;R = 0:108(2): (7.36)Au
h hier wei
hen die Werte der [0,2℄{Pad�e{Approximanten systematis
h na
h oben vonden restli
hen Ergebnissen ab, so da� hier ebenfalls die Resultate, die man bekommt, wennman diese Approximanten fortl�a�t, angegeben werden sollen:u�R = 15:1 : R�;R = 0:0990(1); (7.37)u�R = 14:73 : R�;R = 0:10247(5); (7.38)u�R = 14:3 : R�;R = 0:1065(1): (7.39)Die Werte mit Ber�u
ksi
htigung der [0,2℄{Approximanten stimmen weniger gut mit denWerten von Zinn und Fisher �uberein. Dazu ist zu bemerken, da� die Resultate in [21℄innerhalb der auftretenden Abwei
hung von den verwendeten Daten f�ur die kritis
henExponenten abh�angen k�onnen.2 Insbesondere werden in [21℄ f�ur � die Werte 0.632 bzw.0.6296 verwendet. Mit dem in der Literatur zu �ndenden neueren Monte{Carlo{Resultat� = 0:625(1) [79℄ w�urden si
h viellei
ht konsistentere Werte ergeben.Die Resultate ohne die [0,2℄{Approximanten liegen in der Tendenz n�aher an den Ergeb-nissen von Zinn und Fisher, errei
hen diese jedo
h au
h ni
ht ganz.Um deutli
h zu ma
hen wie R�;R von uR abh�angt, ist in Abbildung 7.1R�;R als Funktionvon uR aufgetragen; R�;R wurde dabei als Mittelwert der Resultate unter Verwendung vonf(uR), f[1;1℄(uR) und f[0;2℄(uR) gewonnen, d.h.R�;R = 23uR nf(uR) + f[1;1℄(uR) + f[0;2℄(uR)o: (7.40)Wegen der ni
ht eindeutigen Rolle der [0,2℄{Approximanten wurde dabei die[0,2℄{Pad�e{Approximante, d.h. f[0;2℄(uR), in die Mittelwertbildung aufgenommen. Die Fehler werdendadur
h gr�o�er, man bekommt jedo
h eine bessere Vorstellung, wel
he Resultate f�ur R�;Rerhalten werden k�onnen. Auf eine Einbeziehung der Pad�e{Borel{Resultate wurde bei dieser2Zinn und Fisher weisen darauf hin, da� ihre Ergebnisse f�ur die universellen Amplitudenverh�altnisse sehrviel st�arker von den kritis
hen Exponenten als von der kritis
hen Temperatur abh�angen. Die Abh�angigkeitmeiner Werte von der kritis
hen Temperatur wird in (7.23) { (7.25) bzw. (7.34) { (7.36) via der Abh�angigkeitvon u�R deutli
h; man verglei
he au
h die Abbildung 7.1.
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Abbildung 7.1: R�;R als Funktion von uR in der N�ahe des Fixpunktes; die di
ke dur
hgezo-gene Linie gibt hier R�;R wieder, das als Mittelwert der Resultate unter Verwendung vonf(uR), f[1;1℄(uR) und f[0;2℄(uR) gewonnen wurde. Der s
hraÆerte Berei
h, mit der Breite0.002, gibt die Fehlerabs
h�atzung an.Abbildung verzi
htet, die Ergebnisse der Tabelle 7.2 zeigen jedo
h, da� die [1,1℄{Pad�e{Borel{Approximante die Resultate kaum ver�andern w�urde. Eine Einbeziehung der [0,2℄{Pad�e{Borel{Approximante w�urde die Kurve etwas na
h oben vers
hieben.S
hlie�li
h soll no
h das Resultat f�ur R+ ermittelt werden. Es gilt (Gln. (7.5) und (7.6))R+ = ��+���2 R�: (7.41)F�ur das universelle Amplitudenverh�altnis der Amplituden �+1 und ��1 , mit mR statt mphys(s.o.), �ndet man mittels Reihenanalysen den Wert [81℄�+1��1 = 1:96(1): (7.42)Der Wert f�ur das mit der physikalis
hen Masse de�nierte Verh�altnis �+�� sollte si
h nurunwesentli
h davon unters
heiden. Aus [77℄ entnimmt man�+�� = �+�+1 ��1�� �+1��1 ; (7.43)�+�+1 = 1:0003; (7.44)����1 = 1:0069; (7.45)was auf �+�� = 1:95(1) (7.46)



172 KAPITEL 7. RESULTATE F�UR UNIVERSELLE AMPLITUDENVERH�ALTNISSEf�uhrt. F�ur weitere Ergebnisse f�ur �+�� vgl. man [82℄ bzw. [64, 65, 83℄ f�ur eine feldtheoretis
heBestimmung und [84℄ f�ur ein Resultat aus der "{Entwi
klung; eine neuere Monte{Carlo{Re
hnung [80℄ ergibt: �+1��1 = 1:95(2): (7.47)Mit dem Resultat (7.46) bekommt man folgende Werte f�ur R+:u�R = 15:1 : R+ = 0:38(1); (7.48)u�R = 14:73 : R+ = 0:40(1); (7.49)u�R = 14:3 : R+ = 0:41(1); (7.50)jeweils in guter �Ubereinstimmung mit dem experimentellen Ergebnis [85, 86, 87℄R+ = 0:38(2): (7.51)Es sei hier no
h betont, da� die genauesten Resultate dieser Arbeit diejenigen f�ur die Gr�o�eR�;R sind, also in Tabelle 7.2 und Abbildung 7.1 zu �nden sind. In die Bestimmungenvon R� und R+ gehen weitere Unsi
herheiten ein, da die physikalis
he Masse ni
ht in 2{Loop{Ordnung bekannt ist und au
h das Amplitudenverh�altnis �+�� f�ur die Korrelationsl�angefehlerbehaftet ist.
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Kapitel 8ZusammenfassungHier sollen die wesentli
hen Ergebnisse und Methoden dieser Arbeit zusammengefa�t wer-den. Mit Hilfe einer Sattelpunktentwi
klung um eine sogenannte Kink{L�osung wurde die�Ubergangsamplitude f�ur das Tunneln von einem Potentialminimum in das andere im dreidi-mensionalen �4{Modell in der Phase gebro
hener Symmetrie bestimmt. Mit der Feynman-s
hen Diagrammte
hnik und unter Einbeziehung von Multi{Kink{Beitr�agen wurde darausein st�orungstheoretis
her Ausdru
k f�ur die Energiedi�erenz zwis
hen Grundzustand understem angeregten Zustand dieser Theorie im endli
hen r�aumli
hen Volumen in 2{Loop{Ordnung gewonnen. Diese Energiedi�erenz zerf�allt exponentiell mit wa
hsendem Volumen;die St�arke dieses exponentiellen Zerfalls wird dur
h die Ober
�a
henspannung �(L) gegeben:E0a = A e��(L)L2 : (8.1)Aufgrund dieses Zusammenhangs wurde aus der Energieaufspaltung die Ober
�a
henspan-nung ermittelt.Die hierzu dur
hzuf�uhrende Bestimmung der Fluktuationsdeterminanten erfolgte mitder Methode der W�armeleitungskerne unter Verwendung von Zeta{Funktionen.F�ur den Fall einer unendli
hen Grenz
�a
he, d.h. f�ur unendli
hes L, wurden die Feynman{Diagramme ausgere
hnet. Dieser thermodynamis
he Limes ist der wesentli
he Fall, um uni-verselle Gr�o�en zu bestimmen. Bei der Graphenbere
hnung wurden die Integrale �uber dieS
hwinger{Parameter und �uber Raum und Zeit analytis
h ausgef�uhrt. Die Integrale �uberdas kontinuierli
he Spektrum des Fluktuationsoperators waren zum Teil numeris
h zu be-stimmen. Die vorhandenen UV{Divergenzen der Theorie wurden dimensionell regularisiertund lie�en si
h isolieren, indem die divergenzverursa
henden Terme mit Hilfe der Stufen-funktion stets explizit abgezogen wurden.Dur
h die Renormierung wurden alle Divergenzen beseitigt und die Form (8.1) derEnergieaufspaltung wurde explizit best�atigt.Zwis
henzeitli
h auftretende logarithmis
he Terme wie beispielsweise Terme proportio-nal zu L2 log(mRL), die zu einer Verletzung der Gl. (8.1) f�uhren w�urden, hoben si
h in derSumme aller Graphenbeitr�age fort. Dies stellt eine sehr gute Kontrollm�ogli
hkeit f�ur diedur
hgef�uhrte Re
hnung dar. 174



175Das Resultat f�ur die Ober
�a
henspannung lautet im thermodynamis
hen Limes:�1 = 2m2RuR �1 + �1l uR4� + �2l �uR4��2 + O(u3R)�; (6:57)�1l = 14 h3 + 34 log 3i � 3732= �0:2002602(1); (6:58)�2l = �0:76(8) � 10�2: (6:59)Man erkennt folgende Gr�o�enverh�altnisse am kritis
hen Punkt u�R � 15, wobei nur dieges
hweifte Klammer in Gl. (6.57) betra
htet wird:f�uhrende Ordnung : 1 b= 100 % ;1{Loop{Ordnung : 
a.� 0:24 b= 24 % ;2{Loop{Ordnung : 
a.� 0:01 b= 1 % :Von der 3{Loop{Korrektur ist daher kein wesentli
her Beitrag mehr zu erwarten, wohlweniger als 1 000 .Weiter wurden die universellen Gr�o�en R� und R+ bestimmt:u�R = 15:1 : R� = 0:101(2); (7:23)R+ = 0:38(1); (7:48)u�R = 14:73 : R� = 0:105(2); (7:24)R+ = 0:40(1); (7:49)u�R = 14:3 : R� = 0:109(2); (7:25)R+ = 0:41(1) (7:50)und �Ubereinstimmung mit Werten aus Experiment bzw. Monte{Carlo{Re
hnungen gefun-den. F�ur die zuverl�assiger bestimmbare universelle Gr�o�e R�;R, die zur Bere
hnung dierenormierte statt der physikalis
hen Masse ben�otigt, wurden folgende Resultate erzielt:u�R = 15:1 : R�;R = 0:101(2); (7:34)u�R = 14:73 : R�;R = 0:104(2); (7:35)u�R = 14:3 : R�;R = 0:108(2): (7:36)O�en bleibt no
h die Frage na
h der Amplitude A der Energieaufspaltung (Gln. (6.56) und(6.55)) E0a = A e��1 L2+O( 1L2 );A = 4 �(34)�(14) r 2uR mR (mRL)(KIC,3�KID,3)uR e�( 37256��KIC,4+KID,4)uR ; (8.2)



176 KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNGinsbesondere na
h der L{Abh�angigkeit von A. Eine sol
he ist h�o
hstens dur
h den Faktor(mRL)(KIC,3�KID,3)uR (8.3)gegeben. Das 1{Loop{Resultat, [23℄ oder au
h obiges Amit Verna
hl�assigung der Terme mituR im Exponenten, sowie gewisse semiklassis
he Argumente [27℄ legen eine L{Unabh�angig-keit von A nahe, d.h. KIC,3 = KID,3: (8.4)Die Werte von KIC,3 und KID,3 sind jedo
h ni
ht glei
h (Gln. (5.424), (5.455)):KIC,3 � KID,3 = 0:11065117(1); (8.5)so da� eine L{Abh�angigkeit der Amplitude A resultiert, also eine Abh�angigkeit von derr�aumli
hen Ausdehnung des Systems. Am kritis
hen Punkt, d.h. f�ur uR � 15, gilt f�ur denL{abh�angigen Faktor in A etwa: (mRL)1:65: (8.6)Dieser �nite{size{E�ekt sollte si
h in Monte{Carlo{Re
hnungen beoba
hten lassen.
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Anhang AMassendimensionen wi
htigerGr�o�en in der �4{TheorieIn diesem Anhang sollen die Massendimensionen vers
hiedener Gr�o�en der �4{Theorie inD = 3 � " Dimensionen zusammengestellt werden. F�ur die Massendimension dimA einerGr�o�e A mit der Einheit [A℄ gilt [A℄ = [Masse℄dimA: (A.1)Wie �ubli
h wird ein Einheitensystem verwendet, in dem
 = ~ = 1gilt, also, wegen der Beziehungen E = m
2 und E = ~!,dim(Energie) = 1; (A.2)dim(Zeit) = �1; (A.3)dim(L�ange) = �1; (A.4)dim(Wirkung) = 0: (A.5)Betra
htet man die Wirkung der �4{Theorie in D Dimensionen in der Phase gebro
henerSymmetrieS [�0℄ = Z dDx L;L = 12 ���0 ���0 + bm202 �20 + g04! �40 + 32 bm40g0 ; m20 = �2 bm20 > 0; (A.6)so ergibt si
h wegen dimS [�0℄ = 0 (A.7)sukzessive dim�0 = D � 22= 1� "2 ; (A.8)dim bm0 = 1; (A.9)dim g0 = 4�D= 1 + " (A.10)178



179und dim�(2) = 2: (A.11)Dabei gilt �(2) = � h eG(2)i�1 (A.12)und eG(2) ist die Fourier{Transformierte der 2{Punkt{Funktion mit abgespaltener Æ{Funktion:eG 0(2)(p1; p2) = Z dDx1 dDx2 G(2)(x1; x2) eip1x1 eip2x2 ; (A.13)eG 0(2)(p1; p2) = (2�)D Æ(D)(p1 + p2) eG(2)(p1; p2): (A.14)F�ur die renormierten Gr�o�en erh�alt man mittels der De�nition der Renormierungsgr�o�en(vgl. Kapitel 6, Gln. (6.9) { (6.12)) die folgenden Massendimensionen:dimZR = 0; (A.15)dim vR = 1� "2 ; (A.16)dimm2R = 2; (A.17)dim g(D)R = 1 + ": (A.18)



Anhang BIntegralbere
hnungenSowohl bei der Bere
hnung der Greens
hen Funktion in Kapitel 3 als au
h bei den Graphen-bere
hnungen in Kapitel 5 treten vers
hiedene Integrale auf, deren Bere
hnung in diesemAnhang dur
hgef�uhrt werden soll.B.1 Fourier{Transformierte hyperbolis
her FunktionenZu bere
hnen sind Integrale vom TypZ 1�1 dx0 eikx0 tanhj (m02 x0)
oshp(m02 x0) ; j; p 2 N; p 6= 0: (B.1)Zun�a
hst zum Fall j = 0:Z 1�1 dx0 eikx0
oshp(m02 x0) = 2 Z 10 dx0 
os(kx0)
oshp(m02 x0)= 2p�1m02 �(p) ��p2 + i km0���p2 � i km0� [47; 3:985:1℄= 2pm0 �(p) ��p2 + i km0���p2 � i km0�: (B.2)Bea
htet man no
h die folgenden Beziehungen�(z + 1) = z �(z) [63; 6:1:15℄; (B.3)��12 + iz���12 � iz� = �
osh(�z) [63; 6:1:30℄; (B.4)�(1 + iz) �(1� iz) = �zsinh(�z) [63; 6:1:31℄; (B.5)so erh�alt man f�ur die konkret ben�otigten F�alle p = 2; 4; 6 :Z 1�1 dx0 eikx0
osh2(m02 x0) = 4m0 � km0sinh (� km0 ) ; (B.6)Z 1�1 dx0 eikx0
osh4(m02 x0) = 16m0 3! ��2 + i km0���2� i km0�= 83m0 �1 + k2m20� � km0sinh (� km0 ) (B.7)180



B.1. FOURIER{TRANSFORMIERTE HYPERBOLISCHER FUNKTIONEN 181und Z 1�1 dx0 eikx0
osh6(m02 x0) = 64m0 5! ��3 + i km0���3� i km0�= 64m0 5! �2 + i km0��1 + i km0��2� i km0��1� i km0�� ��1 + i km0���1� i km0�= 815m0 �4 + k2m20� �1 + k2m20� � km0sinh (� km0 ) : (B.8)Jetzt zum Fall j = 1:Z 1�1 dx0 eikx0 tanh(m02 x0)
oshp(m02 x0) = i Z 1�1 dx0 sinh(m02 x0)
oshp+1(m02 x0) sin(kx0)=part. Int.i (� 2m0p sin(kx0)
oshp(m02 x0) 1�1| {z }=0 (wg. p � 1)+ 2p km0 Z 1�1 dx0 
os(kx0)
oshp(m02 x0))= 2ip km0 Z 1�1 dx0 
os(kx0)
oshp(m02 x0)= 2ip km0 Z 1�1 dx0 eikx0
oshp(m02 x0)= i 2p+1m0 p�(p) km0 ��p2 + i km0���p2 � i km0�(vgl. Gl. (B.2))= i 2p+1m0 p! km0 ��p2 + i km0���p2 � i km0�: (B.9)Mit den Gln. (B.3) { (B.5) erh�alt man somit f�ur die in den Graphenbere
hnungen ben�otigtenF�alle: Z 1�1 dx0 eikx0 tanh(m02 x0)
osh2(m02 x0) = 4im0 �( km0 )2sinh (� km0 ) ; (B.10)Z 1�1 dx0 eikx0 tanh(m02 x0)
osh4(m02 x0) = 4i3m0 �1 + k2m20� �( km0 )2sinh (� km0 ) ; (B.11)Z 1�1 dx0 eikx0 tanh(m02 x0)
osh6(m02 x0) = 8i45m0 �4 + k2m20��1 + k2m20� �( km0 )2sinh (� km0 ) : (B.12)Die weiteren F�alle mit j � 2 lassen si
h mittels der Beziehungtanh2(m02 x0) = 1� 1
osh2(m02 x0) (B.13)



182 ANHANG B. INTEGRALBERECHNUNGENstets auf die F�alle j = 0 bzw. j = 1 zur�u
kf�uhren. I
h gebe daher nur no
h die Formeln an,die i
h bei den Graphenbere
hnungen wirkli
h ben�otige:j = 2:Z 1�1 dx0 eikx0 tanh2(m02 x0)
osh(m02 x0) = 1m0 �1� 4 k2m20� �
osh (� km0 ) ; (B.14)Z 1�1 dx0 eikx0 tanh2(m02 x0)
osh2(m02 x0) = 4k3m20 �1� 2 k2m20� �sinh (� km0 ) ; (B.15)Z 1�1 dx0 eikx0 tanh2(m02 x0)
osh3(m02 x0) = 112m0 �3 + 8 k2m20 � 16 k4m40� �
osh (� km0 ) ; (B.16)Z 1�1 dx0 eikx0 tanh2(m02 x0)
osh4(m02 x0) = 8k15m20 �1� k4m40� �sinh (� km0 ) : (B.17)j = 3:Z 1�1 dx0 eikx0 tanh3 (m02 x0)
osh(m02 x0) = 2ik3m20 �5� 4 k2m20� �
osh (� km0 ) ; (B.18)Z 1�1 dx0 eikx0 tanh3 (m02 x0)
osh2(m02 x0) = 4ik23m30 �2� k2m20� �sinh (� km0 ) ; (B.19)Z 1�1 dx0 eikx0 tanh3 (m02 x0)
osh3(m02 x0) = ik30m20 �11 + 40 k2m20 � 16 k4m40� �
osh (� km0 ) ; (B.20)Z 1�1 dx0 eikx0 tanh3 (m02 x0)
osh4(m02 x0) = 4ik245m30 �7� 2 k2m20��1 + k2m20� �sinh (� km0 ) : (B.21)j = 4:Z 1�1 dx0 eikx0 tanh4 (m02 x0)
osh(m02 x0) = 112m0 �9� 56 k2m20 + 16 k4m40� �
osh (� km0 ) ; (B.22)Z 1�1 dx0 eikx0 tanh4 (m02 x0)
osh2(m02 x0) = 4k15m20 �3� 10 k2m20 + 2 k4m40� �sinh (� km0 ) ; (B.23)Z 1�1 dx0 eikx0 tanh4 (m02 x0)
osh3(m02 x0) = 1360m0 �45 + 76 k2m20 � 400 k4m40 + 64 k6m60�� �
osh (� km0 ) : (B.24)j = 5:Z 1�1 dx0 eikx0 tanh5 (m02 x0)
osh(m02 x0) = ik30m20 �89� 120 k2m20 + 16 k4m40� �
osh (� km0 ) ;(B.25)Z 1�1 dx0 eikx0 tanh5 (m02 x0)
osh2(m02 x0) = 4ik245m30 �23� 20 k2m20 + 2 k4m40� �sinh (� km0 ) : (B.26)j = 6:Z 1�1 dx0 eikx0 tanh6 (m02 x0)
osh(m02 x0) = 1360m0 �225� 1756 k2m20 + 880 k4m40 � 64 k6m60�� �
osh (� km0 ) : (B.27)



B.2. FOURIER{TRANSFORMIERTE DES TANGENS HYPERBOLICUS 183B.2 Fourier{Transformierte des tangens hyperboli
usDie im Abs
hnitt B.1 betra
hteten Integrale existieren alle im gew�ohnli
hen Lebesgues
henSinne. Das folgende Integral existiert nur im Distributionssinn und die Bere
hnung ist etwasaufwendiger. Man betra
htet alsoZ 1�1 dx0 tanh(m02 x0)eikx0 = 2i Z 10 dx0 tanh(m02 x0) sin(kx0)= 2i Z 10 dx0 �tanh(m02 x0)� 1� sin(kx0)+ 2i Z 10 dx0 sin(kx0)= 2i(��
os(kx0)k �tanh(m02 x0)� 1��10+ m02k Z 10 dx0 
os(kx0)
osh2(m02 x0)) + 2i Z 10 dx0 sin(kx0)(partielle Integration)= 2i"�1k + �m0 sinh (� km0 )#+ 2i Z 10 dx0 sin(kx0)(vgl. zum letzten S
hritt Gl. (B.6)):F�ur das letzte Integral gilt, wie weiter unten gezeigt wird,Z 10 dx0 sin(kx0) = 1k ; (B.28)so da� si
h f�ur das untersu
hte Integral letztli
hZ 1�1 dx0 tanh(m02 x0)eikx0 = 2 � im0 sinh (� km0 ) (B.29)ergibt. Es bleibt also Gl. (B.28) na
hzuweisen. WegenZ 10 dx0 sin(kx0) = � Z 0�1 dx0 sin(kx0)= �Im Z 0�1 dx0 eikx0 (B.30)folgt dies aus der BeziehungZ 0�1 dx0 eikx0 = 1i Pk + � Æ(k) (B.31)(P bezei
hnet den Hauptwert),



184 ANHANG B. INTEGRALBERECHNUNGENdie nun bewiesen werden soll. Es sei also f eine Testfunktion aus einem geeignetem Funk-tionenraum (z.B. f beliebig oft stetig di�erenzierbar mit kompaktem Tr�ager). Dann gilt:Z 1�1 dk Z 0�1 dx0 eikx0 f(k) = limn!1 Z 1�1 dk Z 0�n dx0 eikx0 f(k)= limn!1 Z 1�1 dk 1� e�inkik f(k)= limn!1�Z �"�1 dk 1� e�inkik f(k) + Z "�" dk 1� e�inkik f(k)+ Z 1" dk 1� e�inkik f(k)� (mit " > 0)= Z �"�1 dk f(k)ik + Z 1" dk f(k)ik+ limn!1 Z "�" dk 1� e�inkik f(k)(Satz von Riemann{Lebesgue, vgl. z.B. [60, Satz 134.3℄)= 1i lim"&0�Z �"�1 dk f(k)k + Z 1" dk f(k)k �+ lim"&0 limn!1 Z "�" dk 1� e�inkik f(k)= 1i PZ 1�1 dk f(k)k + f(0) lim"&0 limn!1 Z "�" dk 1� e�inkik(Stetigkeit von f und Mittelwertsatz der Integralre
hnung,z.B. [59, Satz 85.6℄).Weiter gilt jetzt limn!1 Z "�" dk 1� e�inkik = �;denn limn!1 Z "�" dk 1� e�inkik = limn!1 Z "�" dk eink � e�inkik + limn!1 Z "�" dk 1� einkik= 2 limn!1Z ��" dk sin(nk)k � limn!1 Z "�" dk 1� e�inkik ;wie man dur
h die Substitution k! �k im zweiten Integral auf der re
hten Seite best�atigt.Damit bekommt man limn!1 Z "�" dk 1� e�inkik = limn!1 Z "�" dk sin(nk)k := �: (B.32)Die letzte Glei
hung folgt aus (vgl. z.B. [57, Gl. (7.20)℄)limn!1 1� sin(nk)k = Æ(k): (B.33)



B.2. FOURIER{TRANSFORMIERTE DES TANGENS HYPERBOLICUS 185Damit hat man nunZ 1�1 dk Z 0�1 dx0 eikx0 f(k) = 1i P Z 1�1 dk f(k)k + � f(0)gefunden. Hiermit s
hlie�t manZ 0�1 dx0 eikx0 = 1i Pk + � Æ(k)und erh�alt so die Behauptung. Es ist interessant, da� man das Resultat (B.31) au
h etwass
hneller wenn au
h ni
ht ganz so rigoros bekommen kann. Dieser etwas grobere Beweis seihier no
h angegeben. Im einzelnen werden folgende Behauptungen bewiesen:Z 10 dx 
os(kx) = � Æ(k); (B.34)Z 10 dx sin(kx) = Pk ; (B.35)Z 0�1 dx eikx = 1i Pk + � Æ(k): (B.31)Zur Behauptung (B.34): Es gilt2� Æ(k) = Z 1�1 dx eikx= Z 10 dx eikx + Z 0�1 dx eikx: (B.36)Mit der Substitution x!�x im letzten Integral wird daraus2� Æ(k) = Z 10 dx eikx + Z 10 dx e�ikx= 2 Z 10 dx 
os(kx):Damit folgt dann die BehauptungZ 10 dx 
os(kx) = � Æ(k):Zur Behauptung (B.35): Mit Gl. (B.34) hat man� Æ(k) = Z 10 dx 
os(kx)= 1jkj Z 10 dx 
os(x)= 1jkj Z 1�2 dx 
os�x� �2�= 1jkj "Z 10 dx sin(x) � Z �20 dx sin(x)#= 1jkj �Z 10 dx sin(x) + h 
os(x)i�20 �= 1jkj Z 10 dx sin(x) � 1jkj :



186 ANHANG B. INTEGRALBERECHNUNGENSomit folgt 1jkj Z 10 dx sin(x) = 1jkj + � Æ(k)=) Z 10 dx sin(x) = 1 + jkj � Æ(k)| {z }= 0=) Z 10 dx sin(x) = 1:Bea
htet man jetzt die Antisymmetrie des Sinus und f�uhrt (
um grano salis) den Hauptwertein, was im Distributionssinne zul�assig ist1, so ergibt si
h die Behauptung (B.35):Z 10 dx sin(kx) = 1k Z 10 dy sin(y)= Pk :Mit den Resultaten (B.34) und (B.35) folgt nun unmittelbar (B.31):Z 0�1 dx eikx = Z 0�1 dx 
os(kx) + i Z 0�1 dx sin(kx)= Z 10 dx 
os(kx) + 1i Z 10 dx sin(kx)(mit der Substitution x!�x)= � Æ(k) + 1i Pk :B.3 Integrale �uber rationale und trigonometris
he Funktio-nenBei der Bere
hnung der Greens
hen Funktion in Kapitel 3 treten Integrale der TypenZ 1�1 dk kl 
os(ak)(�2 + k2)m ; l 2 f0; 2; 4g; m 2 f1; 2g (B.37)und Z 1�1 dk kn sin(ak)(�2 + k2)m ; n 2 f1; 3g; m 2 f1; 2g; (B.38)auf. Dabei ist zu bea
hten, da� einige der im folgenden untersu
hten Integrale eigentli
h di-vergieren. Dies Problem und wie die jetzt angegebenen Formeln in diesem Fall zu verstehensind wird in Kapitel 3 er�ortert (Seite 41). Im folgenden gelte stets a > 0 und Re � > 0 :Z 1�1 dk 
os(ak)�2 + k2 = �� e�a� ; [47; 3:723:2℄ oder Residuensatz, (B.39)Z 1�1 dk k2 
os(ak)�2 + k2 = � d2da2 Z 1�1 dk 
os(ak)�2 + k2= ��� e�a� ; (B.40)1Man erweitert damit h�o
hstens den De�nitionsberei
h der betre�enden Distribution.



B.4. EINIGE WEITERE INTEGRALE 187Z 1�1 dk k4 
os(ak)�2 + k2 = d4da4 Z 1�1 dk 
os(ak)�2 + k2= �3� e�a�; (B.41)Z 1�1 dk 
os(ak)(�2 + k2)2 = � dd(�2) Z 1�1 dk 
os(ak)�2 + k2= �2�3 e�a� (1 + �a); (B.42)Z 1�1 dk k2 
os(ak)(�2 + k2)2 = � dd(�2) Z 1�1 dk k2 
os(ak)�2 + k2= �2� e�a� (1� �a); (B.43)Z 1�1 dk k4 
os(ak)(�2 + k2)2 = � dd(�2) Z 1�1 dk k4 
os(ak)�2 + k2= ���2 e�a� (3� �a); (B.44)Z 1�1 dk k sin(ak)�2 + k2 = � e�a� ; [47; 3:723:3℄ oder Residuensatz, (B.45)Z 1�1 dk k3 sin(ak)�2 + k2 = � d2da2 Z 1�1 dk k sin(ak)�2 + k2= ��2� e�a� ; (B.46)Z 1�1 dk k sin(ak)(�2 + k2)2 = � dd(�2) Z 1�1 dk k sin(ak)�2 + k2= a �2� e�a� ; (B.47)Z 1�1 dk k3 sin(ak)(�2 + k2)2 = � dd(�2) Z 1�1 dk k3 sin(ak)�2 + k2= ��2 e�a� (�2 + a�): (B.48)B.4 Einige weitere IntegraleHier sollen no
h einige weitere Integrale bere
hnet werden, die bei der Graphenbere
hnungben�otigt werden. Als erstes bestimme i
hZ 10 dx e�x tanh (x2) = 2 Z 10 dx e�2x tanh(x)= 2�(1) � 1 [47; 3:541:7℄: (B.49)Dabei gilt �(x) := 12 � �x + 12 ��  �x2�� [47; 8:370℄; (B.50) (x) := �0(x)�(x) ; (B.51)



188 ANHANG B. INTEGRALBERECHNUNGENalso �(1) = 12 � (1)�  �12��: (B.52)Mit  (1) = �
 (Euler{Konstante [47, 8.368.1℄); (B.53) �12� = �
 � 2 log 2 [47; 8:366:2℄ (B.54)erh�alt man �(1) = log 2; (B.55)und somit Z 10 dx e�x tanh (x2) = 2 log 2� 1: (B.56)Als n�a
hstes bere
hne i
hZ 10 dx e�x tanh (x2)x = 4 Z 10 dx e�2x tanh(x) x= �4 dd� j�=2�Z 10 dx e��x tanh(x)�= �4 dd� j�=2����2� � 1�� [47; 3:541:7℄= �4�12 �0(1) + 14�= �2 �0(1)� 1: (B.57)Mit der De�nition der � {Funktion folgt (Gl. (B.50))�0(1) = 12 �12  0(1)� 12  0�12��= 14 h�26 � �22 i [47; 8:366:8 und 8:366:9℄= ��212 ; (B.58)und somit Z 10 dx e�x tanh (x2)x = �26 � 1: (B.59)Die n�a
hsten drei Integrale sind lei
ht auszure
hnen:Z 10 dx e�x = 1; (B.60)Z 10 dx e�x x = �(2) = 1 [47; 8:310℄; (B.61)Z 10 dx e� 12 x = 2: (B.62)



B.4. EINIGE WEITERE INTEGRALE 189F�ur das letzte no
h zu bere
hnende Integral gilt:Z 10 dx e� 12 x tanh (x2) = 2 Z 10 dx e�x tanh(x)= 2���12� � 1� [47; 3:541:7℄: (B.63)Erneut verwendet man die De�nition der � {Funktion,��12� = 12 � �34��  �14��= 12 h� 
 + �2 � 3 log 2 + 
 + �2 + 3 log 2i [47; 8:366:4 und 8:366:5℄= �2 ; (B.64)und bekommt damit Z 10 dx e� 12 x tanh (x2) = � � 2: (B.65)



Anhang CBere
hnung wi
htiger Ausdr�u
keHier werden jetzt die bei der Graphenbere
hnung auftau
henden Ausdr�u
keD(0)2 (m0L; x̂0; ~� ),Z0, D1(m0L) und D(m0L;C0; C2) bere
hnet.C.1 Bere
hnung von D(0)2 (m0L; x̂0; ~� )Die De�nition von D(0)2 (m0L; x̂0; ~�) ist (vgl. Gl. (5.59))D(0)2 (m0L; x̂0; ~� ) = Z 10 du 1pu e�m20L2u e� x̂204u X~n2 D�1 e�4�2 ~n 2u ei ~��~n= Z 10 du 1pu e�m20L2u e� x̂204u 1(4�u)D�12 X~n2 D�1 e� (~��2� ~n)216�2u(Poissons
he Summenformel, vgl. au
h Gl. (3.65))= Z 10 du 1pu e�m20L2u e� x̂204u 1(4�u)D�12 X~n2 D�1 e�� ~�2��~n�24u= Z 10 du 1pu e�m20L2u e� x̂204u 1(4�u)D�12 e� ~�216�2u| {z }=: D(0)2;A+ Z 10 du 1pu e�m20L2u e� x̂204u 1(4�u)D�12 X~n2 D�10 e�� ~�2��~n�24u| {z }=: D(0)2;B : (C.1)Da ~� 2 [��; �℄D�1 =) ~�2� 2 ��12 ; 12�D�1 (C.2)gilt, folgt f�ur ~n 2 D�1 n f~0g stets ~�2� �~n 6= ~0, so da� bei D(0)2;B keine Divergenzen f�ur u! 0190



C.1. BERECHNUNG VON D(0)2 191auftreten. In der Tat gilt sogarD(0)2;B = Z 10 du e�m20L2u(4�)D�12 uD2 e� x̂204u X~n2 D�10 e�� ~�2��~n�24u� Z 10 du e�m20L2u(4�)D�12 uD2 X~n2 D�10 e�� ~�2��~n�24u= Z 10 du e�m20L2u(4�)D�12 uD2 e� 
204u X~n2 D�10 e�� ~�2��~n�2�
204u= Z 10 du e�m20L2u(4�)D�12 e� 
204u 1uD2 X~n2 D�10 e�� ~�2��~n�2�
204u ;| {z }=: f�~�; u� (C.3)mit � ~�2� � ~n�2 > 
20 > 0 8~� 2 [��; �℄D�1; ~n 2 D�1 n f~0g:f(~�; u) ist als Funktion von ~� und u stetig und bes
hr�ankt f�ur (~�; u) 2 [��; �℄D�1� [0;1[.Daher gilt: ���D(0)2;B��� � 
onst. Z 10 du e�m20L2u e� 
204u= 
onst. 2 � 
204m20L2� 12 K1(
0m0L) [47; 3:471:9℄= 
onst. 1m0L K1(
0m0L)= O e�
0m0L(m0L) 32 ! [47; 8:451:6℄: (C.4)F�ur D(0)2;A �ndet manD(0)2;A = Z 10 du e�m20L2u(4�)D�12 uD2 e�(x̂20+ ~� 24�2 ) 14u= 1(4�)D�12 2 0� x̂20 + ~� 24�24m20L2 1A(�D2 +1) 12 K1�D2 0�m0Lsx̂20 + ~�24�2 1A [47; 3:471:9℄= 12D2 �1 �D�12 0BB�rx̂20 + � ~�2��2m0L 1CCA1�D2 K1�D2 0�m0Lsx̂20 + � ~�2�2�21A : (C.5)



192 ANHANG C. BERECHNUNG WICHTIGER AUSDR�UCKEInsgesamt folgtD(0)2 (m0L; x̂0; ~� ) = 2D2(4�)D�12 1(m0L)1�D2 sx̂20 + � ~�2��2 1�D2� K1�D2 0�m0Lsx̂20 + � ~�2��21A + O e�
0m0L(m0L) 32 ! : (C.6)C.2 Bere
hnung von Z0Z0 wurde in Gl. (5.108) de�niert:Z0 = Z 10 du X~n2 D�10 e�4�2~n 2u: (C.7)Um die Divergenzen in diesem Ausdru
k zu isolieren, stellt man zuerst das Verhalten desIntegranden f�ur u! 0 mit Hilfe der Poissons
hen Summenformel fest:X~n2 D�10 e�4�2~n 2u = X~n2 D�1 e�4�2~n 2u � 1= " Xn2 e�4�2n2u#D�1 � 1= " 1(4�u) 12 Xn2 e�n24u #D�1 � 1= 1(4�u)D�12 X~n2 D�1 e� ~n 24u � 1 (C.8)�u ! 0 1(4�u)D�12 : (C.9)Daher spaltet man folgenderma�en die Divergenz ab:Z0 =Z 10 du " X~n2 D�10 e�4�2~n 2u � �(1� u) 1(4�u)D�12 # + Z 10 du 1(4�u)D�12 : (C.10)Mit D = 3� " ergibt das, da das erste Integral na
h Konstruktion f�ur " = 0 endli
h ist:Z0 = Z 10 du " X~n2 20 e�4�2~n 2u � �(1� u)4�u #| {z }=: Z0;0 + Z 10 du 1(4�u)1� "2 + O("): (C.11)



C.2. BERECHNUNG VON Z0 193F�ur das zweite Integral bere
hnet manZ 10 du 1(4�u)1� "2 = (4�) "24� Z 10 du u "2�1= (4�) "24� u "2"2 10= 12�" (4�) "2= 12�" h1 + "2 log(4�) + O("2)i= 12�" + log(4�)4� + O("): (C.12)F�ur Z0;0 gilt:Z0;0 = Z 10 du " X~n2 20 e�4�2~n 2u � 14�u# + Z 11 du X~n2 20 e�4�2~n 2u: (C.13)Hier gilt jetzt f�ur das zweite IntegralZ 11 du X~n2 20 e�4�2~n 2u = X~n2 20 e�4�2~n 24�2~n2 : (C.14)F�ur das erste Integral in Gl. (C.13) hat man mit Gl. (C.8)Z 10 du " X~n2 20 e�4�2~n 2u � 14�u# = Z 10 du " 14�u X~n2 20 e� ~n 24u � 1#= 14� Z 11 dxx X~n2 20 e� ~n 24 x � 1; x = 1u= 14� X~n2 20 Z 1~n 24 dyy e�y � 1; y = ~n 24 x= 14� X~n2 20 ��0; ~n 24 � � 1 [47; 8:350:2℄= � 14� X~n2 20 Ei�� ~n 24 � � 1 [47; 8:359:1℄:(C.15)Insgesamt ergibt si
h alsoZ0;0 = � 14� X~n2 20 Ei�� ~n 24 � � 1 + X~n2 20 e�4�2~n 24�2~n2 : (C.16)Mit Gl. (5.269) gilt jetzt Z0;0 = CKL + 
4� � 12� log (4�); (C.17)



194 ANHANG C. BERECHNUNG WICHTIGER AUSDR�UCKEund mit dem Resultat aus Gl. (5.279) folgtZ0;0 = 12� log( � 12[� �14� ℄2) + 
4�= �0:272962230(1): (C.18)
 ist die Euler{Konstante. Zusammenfassend bekommt man f�ur Z0:Z0 = 12�" + Z0;0 + log(4�)4� + O("): (C.19)C.3 Bere
hnung von D1(m0L)Na
h Gl. (5.109) gilt:D1(m0L) = Z 10 du e� 34 m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u: (C.20)Wie bei Z0 stellt man zun�a
hst das Verhalten des Integranden f�ur u ! 0 mit Hilfe derPoissons
hen Summenformel fest:X~n2 D�1 e�4�2~n 2u = 1(4�u)D�12 X~n2 D�1 e� ~n 24u�u ! 0 1(4�u)D�12 : (C.21)Daher geht man im weiteren wie folgt vor:D1(m0L) = Z 10 du "e� 34 m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u � �(1� u) 1(4�u)D�12 #+ Z 10 du 1(4�u)D�12 : (C.22)Na
h Konstruktion existiert das erste Integral f�ur D = 3 (" = 0); das letzte Integral tratbereits bei der Bestimmung von Z0 auf (vgl. Gl. (C.12)), also hat manD1(m0L) = Z 10 du "e� 34 m20L2u X~n2 2 e�4�2~n 2u � �(1 � u)4�u #| {z }=: D1;0(m0L) + 12�" + log(4�)4� + O("):(C.23)Nun zur Bere
hnung von D1;0(m0L):D1;0(m0L) = Z 10 du "e� 34 m20L2u X~n2 2 e�4�2~n 2u � �(1� u)4�u #= g1 + g2; (C.24)



C.3. BERECHNUNG VON D1 195mit g1 := Z 10 du "e� 34 m20L2u � Xn2 e�4�2n2u �2 � 14�u# (C.25)und g2 := Z 11 du e� 34 m20L2u � Xn2 e�4�2n2u �2: (C.26)g1 und g2 werden einzeln untersu
ht:g2 = Z 11 du e� 34 m20L2u � Xn2 e�4�2n2u �2| {z }auf [1;1[ bes
hr�ankt� 
onst. Z 11 du e� 34 m20L2u= 
onst. e� 34 m20L234 m20L2= O e� 34 m20L2m20L2 ! : (C.27)F�ur g1 gilt, wenn man Gl. (C.8) verwendet,g1 = Z 10 du �e� 34 m20L2u 14�u X~n2 2 e� ~n 24u � 14�u�= Z 10 du e� 34 m20L2u � 14�u| {z }=: g1;1 + Z 10 du e� 34 m20L2u4�u X~n2 20 e� ~n 24u| {z }=: g1;2 : (C.28)Unter Bea
htung von Gl. (5.26) bei der Bere
hnung von .................................... ......... ....... .................................... ......... ....... kann man g1;2 wie folgtabs
h�atzen: g1;2 = Z 10 du e� 34 m20L2 u4 � u e� 14u �4 + X~n2 2j~nj6=1;0 e� ~n24u�| {z }bes
hr�ankt auf [0,1℄� 
onst. Z 10 du e� 34 m20L2uu e� 14u= 
onst. K0�p32 m0L� [47; 3:471:9℄= O e�p32 m0Lpm0L ! [47; 8:451:6℄: (C.29)



196 ANHANG C. BERECHNUNG WICHTIGER AUSDR�UCKEEs bleibt g1;1 zu bere
hnen:g1;1 = 14� Z 10 du e� 34 m20L2u � 1u= 14� Z 34 m20L20 dt e�t � 1t ; t = 34m20L2u= 14� Z 10 dt e�t � 1t + 14� Z 34 m20L21 dt e�t � 1t= 14� Z 10 dt e�t � 1t + 14� Z 34 m20L21 dt e�tt � log (34 m20L2)4� : (C.30)Dies l�a�t si
h nun dur
h die Gammafunktion bzw. die unvollst�andige Gammafunktion aus-dr�u
ken [47; 8:350:2℄:g1;1 = 14� Z 10 dt e�t � 1t + 14� ��(0; 1)� ��0; 34m20L2�� � log (34 m20L2)4� :(C.31)Das erste Integral kann man mit einer analytis
hen Fortsetzung wie folgt auswerten:14� Z 10 dt e�t � 1t = 14� �Z 10 dt e�t � 1t1�z �jz=0= 14� �Z 10 dt tz�1 e�t � Z 10 dt tz�1�jz= 0(analytis
he Fortsetzung f�ur Re(z)> 0)= 14� ��(z) � �(z; 1) � 1z�jz=0= 14� ��(z) � 1z �jz=0 � 14� �(0; 1): (C.32)Dabei bea
hte man, da� die unvollst�andige Gammafunktion �(�; x) stetig bez�ugli
h desersten Arguments ist [47; 8:350:2℄. Mit�(z) = 1z � 
 + O(z) (C.33)gilt also 14� Z 10 dt e�t � 1t = � 
4� � 14� �(0; 1): (C.34)Wegen ��0; 34m20L2� = O e� 34 m20L2m20L2 ! [47; 8:357℄ (C.35)�ndet man g1;1 = � 14� �
 + log�34m20L2�� + O e� 34 m20L2m20L2 ! : (C.36)



C.4. BERECHNUNG VON D 197Damit bekommt man f�ur D1;0(m0L)D1;0(m0L) = � 14� �
 + log�34m20L2�� + O e�p32 m0Lpm0L ! (C.37)und f�ur D1(m0L):D1(m0L) = 12�" + 14� � log(4�)� 
 � log�34m20L2�� + O e�p32 m0Lpm0L ! + O(")= 12�" � 14� �
 + log �3m20L216� �� + O e�p32 m0Lpm0L ! + O(")= 12�" � 14� �
 + log � 316�� + 2 log(m0L)� + O e�p32 m0Lpm0L ! + O(")= 12�" � 12� log(m0L) � 14� �
 + log� 316���+ O e�p32 m0Lpm0L ! + O("): (C.38)C.4 Bere
hnung von D (m0L;C0; C2)Man hat na
h Gl. (5.110):D (m0L;C0; C2) = Z 1�1 dv C0 + C2v24v4 + 5v2 + 1 Z 10 du e�(1+v2)m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u:(C.39)F�ur das u{Integral gilt o�enbar, man verglei
he die Form von D1(m0L) in Gl. (C.20),Z 10 du e�(1+v2)m20L2u X~n2 D�1 e�4�2~n 2u = D1� 2p3p1 + v2m0L�: (C.40)Daher ergibt si
h mit dem Resultat von D1(m0L) (vgl. Gl. (C.38))D (m0L;C0; C2) = Z 1�1 dv C0 + C2v24v4 + 5v2 + 1 D1� 2p3p1 + v2m0L�= Z 1�1 dv C0 + C2v24v4 + 5v2 + 1�( 12�" � 12� log� 2p3p1 + v2m0L� � 14� �
 + log � 316���)+ Korr + O("); (C.41)



198 ANHANG C. BERECHNUNG WICHTIGER AUSDR�UCKEwobei f�ur die Korrektur Korr gilt:Korr := Z 1�1 dv C0 + C2v24v4 + 5v2 + 1 O� e�p1+v2m0L(p1 + v2m0L) 12 �� Z 1�1 dv C0 + C2v24v4 + 5v2 + 1 O� e�m0Lpm0L�= O� e�m0Lpm0L� : (C.42)SomitD (m0L;C0; C2) = C02�" � C02� log(m0L) � C04� �
 + log� 316��+ 2 log� 2p3�| {z }= log ( 14� ) �� C14� + O� e�m0Lpm0L� + O("); (C.43)wobei C0 := Z 1�1 dv C0 + C2v24v4 + 5v2 + 1 ; (C.44)C1 := Z 1�1 dv C0 + C2v24v4 + 5v2 + 1 log �1 + v2� : (C.45)Zusammengefa�t hat man damitD (m0L;C0; C2) = C02�" � C02� log(m0L) � C04� [
 � log(4�)℄� C14� + O� e�m0Lpm0L� + O("): (C.46)C.5 Bestimmung von A1(m0L)Mit der De�nition von A1(m0L) in Gl. (5.120) bekommt man:A1(m0L) = 38 Z0 � 34 D1(m0L) + 98� D (m0L; 1; 0)= �38 � 34 + 98� C(1)0 � 12�"+ 38 �Z0;0 + log(4�)4� �� 34 �� 12� log(m0L) � 14� h
 + log � 316��i�+ 98� �� C(1)02� log(m0L)� C(1)04� [
 � log(4�)℄� C(1)14� �+ O� e�m0Lpm0L� + O("): (C.47)



C.6. BESTIMMUNG VON A2 199Dabei gilt C(1)0 := Z 1�1 dv 14v4 + 5v2 + 1= �3 ; (C.48)C(1)1 := Z 1�1 dv log �1 + v2�4v4 + 5v2 + 1= 0:246684213(1): (C.49)Also folgtA1(m0L) = 332 �2�2� log(m0L) + 4�2Z0;0 � 4� log(2) + � 
 + 2� log 3 � 3 C(1)1 �+O� e�m0Lpm0L� + O(")= 332 ��2 log(m0L) + 4�Z0;0 + 
 + log� 916� � 3 C(1)1� �+O� e�m0Lpm0L� + O(")= 316 � log (m0L) + O
 + O� e�m0Lpm0L� + O("); (C.50)mit O
 = 38 Z0;0 + 3 
32 � + 332 � log� 916� � 932 �2 C(1)1= �0:109335241(1): (C.51)C.6 Bestimmung von A2(m0L)Mit der Form von D (m0L;C0; C2) aus Gl. (C.43) hat man, wobei A2(m0L) in Gl. (5.120)de�niert worden ist,A2(m0L) = 34 D1(m0L) + 12� D (m0L;�3;�3)= �34 + 12� C(2)0 � 12�"+ �34 + 12� C(2)0 � �� 12� log(m0L)�+ �34 + 12� C(2)0 � �� 14���
 + log� 316 ���� C(2)04 �2 log� 2p3� � C(2)18 �2 + O� e�m0Lpm0L� + O("): (C.52)Dabei gelten folgende De�nitionen:C(2)0 := Z 1�1 dv �3� 3v24v4 + 5v2 + 1= �32 � (C.53)



200 ANHANG C. BERECHNUNG WICHTIGER AUSDR�UCKEund C(2)1 := Z 1�1 dv �3� 3v24v4 + 5v2 + 1 log �1 + v2�= �3:821418615(1); (C.54)so da� man A2(m0L) = 38 � log� 2p3� � C(2)18 �2| {z }=: A2;
 +O� e�m0Lpm0L� + O(") (C.55)bekommt. Numeris
h gilt A2;
 = 0:065568591(1): (C.56)Die numeris
hen Bestimmungen in diesem Anhang wurden mit dem Programm Mapledur
hgef�uhrt.
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Anhang DBestimmung der Konstanten Z eREs soll hier die Gr�o�eZ eR = Z d2�̂(2�)2 Z 10 dx Z 10 dy e�3q(x+y)2+( �̂2� )2h(x+ y)2 + ( �̂2� )2i 32 (D.1)(vgl. Gl. (5.88)) bere
hnet werden. Zun�a
hst substituiere i
h~� = �̂2� : (D.2)Das ergibt Z eR = Z d2� Z 10 dx Z 10 dy e�3p(x+y)2+j~�j2h(x+ y)2 + j~� j2i 32 : (D.3)Folgende Substitution erweist si
h nun als vorteilhaft (� ist hier ni
ht das Fehlerintegral):� : [0;1[� [0;1[ �! U(x; y) 7! (t; s) = (x+ y; x� y); (D.4)mit U = n(t; s) 2 R2j t � 0; jsj � to (D.5)(vgl. au
h Abbildung D.1). � ist eine umkehrbar stetig di�erenzierbare Abbildung mit derzugeh�origen Umkehrabbildung��1 : U �! [0;1[� [0;1[(t; s) 7! (x; y) = 12 (t+ s; t� s): (D.6)Die Funktionalmatrix bere
hnet si
h zu�(x; y)�(t; s) = 12 � 1 11 �1 � ; (D.7)202



203-6�������������������� ts U
Abbildung D.1: Die Bildmenge U der Abbildung �so da� man als Betrag der Funktionaldeterminante�����(x; y)�(t; s) ���� = 12 (D.8)bekommt. Mit dieser Substitution ergibt si
h f�ur Z eR:Z eR = Z d2� ZU dt ds 12 e�3pt2+j~� j2ht2 + j~� j2i 32= 12 Z d2� Z 10 dt Z t�t ds e�3pt2+j~� j2ht2 + j~� j2i 32= 12 Z d2� Z 10 dt 2 t e�3pt2+j~� j2ht2 + j~� j2i 32= 12 Z d2� Z 10 du e�3pu+j~� j2hu+ j~� j2i 32 ; u = t2: (D.9)Es gilt nun folgender Zusammenhang:Z 10 du e�apu+j~� j2[u+ j~� j2℄ 32 = 2j~� j he�aj~�j + a j~� jEi(� aj~� j)i; a � 0; j~� j > 0:(D.10)Diese Glei
hung wird sp�ater bewiesen, zuerst bere
hne i
h damit Z eR :Z eR = 12 Z d2� Z 10 du e�3pu+j~� j2hu+ j~� j2i 32= 12 Z d2� 2j~� j he�3j~�j + 3 j~� jEi(� 3j~� j)i: (D.11)



204 ANHANG D. BESTIMMUNG DER KONSTANTEN Z eRF�uhrt man Polarkoordinaten f�ur die �{Integration ein, erh�alt manZ eR = 2� Z 10 d� he�3� + 3�Ei(� 3�)i= 2��13 + 13 Z 10 d~� ~� Ei(� ~�)�; ~� = 3�= 2�3 �1 � �(2)2 � [47; 6:223℄= 2�3 �1 � 12�= �3 : (D.12)Jetzt zum Beweis der Formel (D.10). I
h de�nieref(a; �) := Z 10 du e�apu+�2[u+ �2℄ 32 ; a � 0; � > 0: (D.13)Dur
h Di�erentiation unter dem Integral erh�alt man�2f�a2 (a; �) = Z 10 du e�apu+�2pu + �2= �2a e�apu+�2 10= 2a e�a�: (D.14)Dur
h Integrieren sieht man also�f�a (a; �) = Z a1 d~a 2~a e�~a� + F (�); F (�) beliebige Funktion= 2 Z �a��1 dt ett + F (�)= 2Ei(�a�) + F (�): (D.15)Zur Bestimmung von F (�) re
hnet man wie folgt:�f�a (a; �) = � Z 10 du e�apu+�2u+ �2 ; (D.16)also �f�a (1; �) = � Z 10 du e�pu+�2u + �2= �2 Z �1�� dt t ett2 ; t = �pu+ �2= 2Ei(��): (D.17)



205Damit s
hlie�t man also F � 0 (D.18)und �f�a (a; �) = 2Ei(�a�): (D.19)Eine erneute Integration ergibtf(a; �) = 2 Z a0 d~a Ei(�~a�) + H(�); H(�) beliebige Funktion= 2 aEi(�a�) + 2 1� e�a��� + H(�) [47; 6:221℄= 2 aEi(�a�) � 2 1� e�a�� + H(�): (D.20)Zur Bestimmung von H(�) bere
hnet man einerseitslima!0 f(a; �) = lima!0�2 aEi(�a�) � 2 1� e�a�� + H(�)�= H(�); (D.21)denn Ei(�a�) �a! 0 log(a) + O�a0� [61; 3:1:5℄: (D.22)Andererseits gilt aber na
h De�nition von f(a; �):lima!0 f(a; �) = Z 10 du 1[u+ �2℄ 32= � 2[u+ �2℄ 12 10= 2� : (D.23)Insgesamt folgt daher H(�) = 2� (D.24)und somit f(a; �) = 2 aEi(�a�) + 2 e�a��= 2� he�a� + a �Ei(�a�)i: (D.25)Mit j~� j an Stelle von � ist das gerade die Behauptung (D.10).



Anhang EDivergenzfreiheit der Terme IC4und IC7Am Beispiel des Terms IC7 soll hier die Divergenzfreiheit der Beitr�age IC4 und IC7 zumGraphen IC f�ur D = 3 Dimensionen skizziert werden. Die �Uberlegungen verlaufen f�ur IC4ganz analog. F�ur IC7 gilt nun (vgl. Gl. (5.247))IC7 = 34 g0m20L4 (�0L)" Z[��;�℄D�1 dD�1�(2�)D�1 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 � tanh(m02 x0)� tanh(m02 y0)D(~�;m0L) hx0j 1i h1j y0i D2kont(~�;m0L; x0; y0)�: (E.1)Es folgt jetzt (vgl. Gl. (5.241), (5.243) mit Ausf�uhren der Reihe analog zu Gl. (5.239)sowie die Gln. (5.358) { (5.363))D(~�;m0L) = 2(4�)D�12 � ~� 212�2m20L2� 3�D4 K 3�D2 �p34� m0L j~� j�; (E.2)Dkont(~�;m0L; x0; y0) = Z 10 du Z 1�1 dk hx0j ki hkj y0i e� ~� 216�2u(4�u)D�12 e�(1+ k2m20 )m20L2 u+ O�e�
0m0Lm20L2 � ; (E.3)hx0j ki hkj y0i = eik(x0�y0)2� + eik(x0�y0)2� (4k4 + 5m20k2 +m40) n ~B(x0; y0) k3+ C(x0; y0) k2 + D(x0; y0) k + E(x0; y0)o: (E.4)Damit geht man s
hematis
h folgenderma�en weiter vor. Das k{Integral in Dkont wirdmittels Partialbru
hzerlegung der Termekl4k4 + 5m20k2 +m40 ; l 2 f0; 1; 2; 3gund [72b, (15) S. 15, (26) S.74℄ gel�ost. Na
h l�angerer Re
hnung erh�alt man:Z 1�1 dk hx0j ki hkj y0i e� k2m20 m20L2u = m02� �r �um20L2 e� (x0�y0)24L2u + R�; (E.5)206



207mit R := ��2 � 13m40 E(x0; y0) � 13m20 C(x0; y0)� sign(x0 � y0) h 13im30 D(x0; y0) � 13im0 ~B(x0; y0)i�� �em20L2u he�m0 jx0�y0j Erf
�m0Lpu� jx0�y0 j2Lpu �� em0jx0�y0j Erf
�m0Lpu+ jx0�y0 j2Lpu �i� em20L24 u he�m02 jx0�y0j Erf
�m0Lpu2 � jx0�y0 j2Lpu �� em02 jx0�y0j Erf
�m0Lpu2 + jx0�y0 j2Lpu �i�+ 38 �� 13m20 C(x0; y0) � sign(x0 � y0) 13im0 ~B(x0; y0)�� em20L24 u he�m02 jx0�y0 j Erf
�m0Lpu2 � jx0�y0j2Lpu �+ em02 jx0�y0 j Erf
�m0Lpu2 + jx0�y0j2Lpu �i (E.6)und Erf
(z) = p�2 h1� �(z)i= p�2 h1� 2p� Z z0 e�t2 dti (E.7)�z !1 12 e�z2z : (E.8)� ist hier das Fehlerintegral. Vom Ausdru
k R �uberlegt man si
h, da� er f�ur x0; y0 2 R;u 2 R�0 bes
hr�ankt ist, so da� man letztli
h��� Z 1�1 dk hx0j ki hkj y0i e� k2m20 m20L2u��� � m02� �r �um20L2 e� (x0�y0)24L2u + 
onst.� (E.9)bekommt. Hiermit l�a�t si
h Dkont insgesamt abs
h�atzen:���Dkont(~�;m0L; x0; y0)��� � m02� Z 10 du ( e�m20L2u(4�u)D�12 e� ~� 216�2u� �r �um20L2 e� (x0�y0)24L2u + 
onst.�)= 
onst.� 1m0L � ~� 216�2 + (x0 � y0)24L2 ��2�D4� K 2�D2 �2q ~� 216�2 + (x0�y0)24L2 m0L�+ 
onst.� ~� 2m20L2� 3�D4 K 3�D2 � 12� m0L j~� j� [47; 3:471:9℄:(E.10)



208 ANHANG E. DIVERGENZFREIHEIT DER TERME IC4 UND IC7F�ur D = 3 gilt also���Dkont(~�;m0L; x0; y0)��� � 
onst. K0�m0L2� j~� j� + 
onst. e�m0Lq( ~�2� )2+ (x0�y0L )2q( ~�2� )2 + (x0�y0L )2 ;(E.11)denn K� 12 (z) = K 12 (z) = r �2z e�z [47; 8:469:3℄: (E.12)Mit diesem Ergebnis l�a�t si
h IC7 jetzt abs
h�atzen:jIC7j � 
onst. Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 ( jhx0j 1i h1j y0ij K0�p34� m0L j~� j�� �
onst.K0�m0L2� j~� j� + e�m0Lq( ~�2� )2 + (x0�y0L )2q( ~�2� )2 + (x0�y0L )2 �2)+ O�e�
0m0Lm20L2 �� �� ��A + �� ��B + �� ��C + O�e�
0m0Lm20L2 � ; (E.13)mit�� ��A = 
onst. Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 � jhx0j 1i h1j y0ij� K0�p34� m0L j~� j�K20�m0L2� j~� j��� 
onst. �Z 1�1 dx0 1
osh2(m02 x0)�2 Z d2�(2�)2 K0�p34� m0L j~� j�K20�m0L2� j~� j�� 
onst. Z 10 d� � K0�p34� m0L��K20�m0L2� ��< 1; (E.14)da K0(z) f�ur z !1 exponentiell gegen 0 geht.Weiter re
hnet man�� ��B = 
onst. Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 ( jhx0j 1i h1j y0ij K0�p34� m0L j~� j�� K0�m0L2� j~� j� e�m0Lq( ~�2� )2+ (x0�y0L )2q( ~�2� )2 + (x0�y0L )2 )� 
onst. � Z 1�1 dx0 1
osh2(m02 x0)�2� Z 10 d�̂ �̂K0�p32 m0L �̂�K0�m0L �̂� e�m0L �̂�̂< 1 (�̂ = ~�2� ): (E.15)



209S
hlie�li
h gilt no
h�� ��C = 
onst. Z[��;�℄2 d2�(2�)2 Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 ( jhx0j 1i h1j y0ij K0�p34� m0L j~� j�� e�2m0Lq( ~�2� )2+ (x0�y0L )2( ~�2� )2 + (x0�y0L )2 )� 
onst. Z 10 d�̂ �̂ Z 1�1 dx0 Z 1�1 dy0 ( 1
osh(m02 x0) 
osh(m02 y0) K0�p32 m0L �̂�� e�2m0Lq�̂ 2+ (x0�y0L )2�̂ 2 + (x0�y0L )2 ); (�̂ = ~�2� )= 
onst. Z 1�1 dx0 1
osh(m02 x0) Z 10 d�̂ (�̂ K0�p32 m0L �̂�� Z 1�1 dy 1
osh(m02 (x0 � Ly)) e�2m0Lp�̂2+ y2�̂2 + y2 )(mit y = x0�y0L )� 
onst. Z 1�1 dx0 1
osh(m02 x0) Z 10 d�̂ Z 1�1 dy �̂ K0�p32 m0L �̂� e�2m0Lp�̂2 + y2�̂2 + y2= 
onst. Z �0 d# Z 10 dr r2 sin #K0�p32 m0L r sin#� e�2m0Lrr2(mit y = r 
os#; � = r sin#)= 
onst. Z �0 d# Z 10 dr sin #K0�p32 m0L r sin#� e�2m0Lr< 1; (E.16)denn es gilt jK0(z)pzj < 
onst. aufgrund des Verhaltens von K0 f�ur kleine z (wie log z)und f�ur gro�e z (exponentieller Abfall). Insgesamt folgt die Endli
hkeit von IC7 in dreiDimensionen.



Anhang FBere
hnung von numeris
henKonstantenIn diesem Anhang sollen einige numeris
he Konstanten, die bei der Auswertung des Graphen.................................................................................................................................................................................................................. auftreten, bestimmt werden.F.1 Bestimmung von R3Die De�nition von R3 ist (Gl. (5.289))R3 = 1� Z d2 ~� C2(~�)K0�p34� j~�j�; (F.1)mit (Gln. (5.268), (5.264))C2(~�) = ~� 264�3 � 14� X~n2 20 e� ~n 248�2~n 2 �� ~n 2 + 4~n 2 (~� � ~n )2 + 2 ~� 2�� X~n2 20 e�4�2~n 28�2~n2 (~n � ~� )2: (F.2)Da C2 homogen vom Grad zwei ist, folgt mit der Substitution1 ~� = p34� ~�:R3 = 28 �39 Z�; (F.3)wobei Z� := Z d2� C2(~� )K0(j~� j): (F.4)de�niert wird. Man erkennt, da� zu Z� nur zwei vers
hiedene Integraltypen beitragen. Zumeinen hat man n�amli
h I := Z d2� ~� 2K0(j~� j)= 2 � Z 10 d� �3K0(�)= 25:13274124(1): (F.5)1 ~� ist ein zweidimensionaler Vektor. 210



F.1. BESTIMMUNG VON R3 211Zum anderen tritt J := Z d2� (~� � ~n )2K0(j~� j): (F.6)auf. W�ahlt man das �{Koordinatensystem so, da� ~n l�angs der �1{A
hse liegt, so kann manwie folgt Polarkoordinaten � = j~� j und ' einf�uhren:�1 = � 
os';�2 = � sin': (F.7)Damit erh�alt man: J = Z 2�0 d' Z 10 d� j~n j2 �3K0(�) 
os2'= j~n j2 � I: (F.8)Daher ergibt si
h f�ur Z�:Z� = I � 164�3 � 132�3 X~n2 20 e� ~n 24~n 2 h � (~n 2 + 4)� + 2i� 18� X~n2 20 e�4�2~n 2�: (F.9)Es treten also folgende Reihentypen auf:RA := X~n2 20 e� ~n 24= 11:56637061(1); (F.10)RB := X~n2 20 e� ~n 24~n 2= 5:37677745(1); (F.11)RC := X~n2 20 e�4�2~n 2= 0:286286629(1) � 10�16: (F.12)Hiermit bekommt man:Z� = I � 164�3 + 132�2 RA � 132�3 (2� 4�)RB � 18� RC�= 2:37217838(4): (F.13)Das liefert f�ur R3: R3 = 28�39 Z�= 2092:157690(3): (F.14)



212 ANHANG F. BERECHNUNG VON NUMERISCHEN KONSTANTENF.2 Bestimmung von T0Es gilt na
h Gl. (5.312):T0 = 14�2 Z d2 ~� K0� 12� j~�j� Z 1�1 dv v4(1 + v2)3(4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v)= 12� Z 10 d� �K0� 12� ��| {z }= 4�2 Z 1�1 dv v4(1 + v2)3(4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v)= 2� Z 1�1 dv v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)= 0:110164577(1): (F.15)F.3 Bestimmung von T1T1 ist in Gl. (5.314) de�niert. Man re
hnet:T1 = Z d2 ~� Z 1�1 dv (�� 12�2 log j~�j+ 12�2 logp1 + v2 + CKL� �� v4(1 + v2)3(4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v) K0� 12� j~�j�)= Z d2 ~� �� 12�2 log j~�j + CKL� �K0� 12� j~�j� Z 1�1 dv v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)+ Z d2 ~� K0� 12� j~�j� Z 1�1 dv 14�2 log (1 + v2) v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v) : (F.16)F�ur die �{Integration f�uhrt man Polarkoordinaten ein:T1 = Z 10 d� ��� 1� log� + 2CKL�K0� 12� �� Z 1�1 dv v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)+ 12� Z 10 d� �K0� 12� �� Z 1�1 dv log (1 + v2) v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)= 4�2 Z 10 dx x�� 1� log(2�x) + 2CKL�K0(x) Z 1�1 dv v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)+ 2� Z 10 dx xK0(x)| {z }= 1 Z 1�1 dv log (1 + v2) v4(1 + v2)2(4v2+ 1) sinh2(�v)(x = �2� ). (F.17)Mit unbestimmter partieller Integration undZ dx xK0(x) = �xK1(x) [61; 5:7:9℄ (F.18)(auf einen Vorzei
henfehler in [47, 5.56.2℄ diesen Zusammenhang betre�end sei an dieserStelle hingewiesen)



F.4. BESTIMMUNG VON T2 213ergibt si
hZ dx x log(x)K0(x) = �x log(x)K1(x) + Z dx xK1(x) 1x= �x log(x)K1(x) + Z 1�1 dx K1(x)= �x log(x)K1(x) � K0(x) [47; 5:56:1℄: (F.19)Damit folgt Z 10 dx x log(x)K0(x) = limx!0nx log(x)K1(x) + K0(x)o= log 2 � 
; (F.20)und man erh�altT1 = 4�2(� 1� Z 10 dx x log(x)K0(x)| {z }= log 2�
 + h2CKL � 1� log(2�)i Z 10 dx xK0(x)| {z }= 1 )� Z 1�1 dv v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)+ 2� Z 1�1 dv log (1 + v2) v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)= h� 4� log(4�) + 4�
 + 8�2CKLi Z 1�1 dv v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)+ 2� Z 1�1 dv log (1 + v2) v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)= �0:258821581(1): (F.21)F.4 Bestimmung von T2Mit Gl. (5.316) hat man:T2 = Z d2 ~� Z 1�1 dv (� 14�2 h log� j~�jp1 + v2�i2 � CKL� log� j~�jp1 + v2�+ C2KL�� v4(1 + v2)3(4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v) K0� 12� j~�j�)= 2� Z 10 d� � Z 1�1 dv (� 14�2 h log �i2 � 14�2 log� log (1 + v2)+ 116�2 h log (1 + v2)i2 � CKL� log � + CKL2� log (1 + v2) + C2KL��K0� 12� �� v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)): (F.22)



214 ANHANG F. BERECHNUNG VON NUMERISCHEN KONSTANTENDies l�a�t si
h in �{ und v{Integrale faktorisieren, und man erh�alt drei Summanden:T2 = 2� Z 10 d� �� 14�2 h log�i2 � CKL� log� + C2KL�K0� 12� ��� Z 1�1 dv v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)+ 2� Z 10 d� ��� 14�2 log� + CKL2� �K0� 12� ��� Z 1�1 dv log (1 + v2) v4(1 + v2)2(4v2 + 1) sinh2(�v)+ 18� Z 10 d� �K0� 12� �� Z 1�1 dv h log (1 + v2)i2 v4(1 + v2)2(4v2+ 1) sinh2(�v)= 0:24636505(1): (F.23)F.5 Bestimmung von T3Die De�nition von T3 ist (Gl. (5.318))T3 = 1� Z d2 ~� C2(~�)K0� 12� j~�j� Z 1�1 dv v4(1 + v2)2(4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v) : (F.24)Substituiert man ~� = 12� ~� und bea
htet die De�nition (F.4) von Z� sowie das Resultat(F.13), dann ergibt si
hT3 = 24 �3Z� Z 1�1 dv v4(1 + v2)2(4v4 + 5v2 + 1) sinh2(�v)= 13:24127(1): (F.25)F.6 Bestimmung von V1Dur
h Einf�uhren von Polarkoordinaten bei der �{Integration ergibt si
h aus der De�-nition (5.329) von V1V1 = 1(2�)2 Z d2 ~� Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2 ( (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2))�K0� 12�q1 + v21 j~�j�K0� 12�q1 + v22 j~�j�)= 12� Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2 ( (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2))� Z 10 d� � K0� 12�q1 + v21 ��K0� 12�q1 + v22 ��): (F.26)Da der Integrand symmetris
h bzgl. der Vertaus
hung von v1 und v2 und bzgl. der Trans-formation v1 ! �v1v2 ! �v2



F.6. BESTIMMUNG VON V1 215ist, kann man s
hematis
h wie folgt vorgehen:Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2 : : : = 2 Z 10 dv1 Z 10 dv2 : : : + 2 Z 10 dv1 Z 0�1 dv2 : : := 4 Z 10 dv1 Z v10 dv2 : : : + 4 Z 10 dv1 Z 0�v1 dv2 : : := 4 Z 10 dv1 Z v1�v1 dv2 : : : : (F.27)Damit erh�alt manV1 = 2� Z 10 dv1 Z v1�v1 dv2 ( (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2))� Z 10 d� � K0� 12�q1 + v21 ��K0� 12�q1 + v22 ��): (F.28)Es gilt jetzt stets q1 + v22 � q1 + v21; (F.29)so da� si
h mit Hilfe von [47, 6.576.4℄ (oder au
h [72
, (49) S. 145℄ bzw. [72a, (36) S. 93℄)das �{Integral ausre
hnen l�a�t:V1 = 2� Z 10 dv1 Z v1�v1 dv2 ( (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2))� 2�21 + v21 F�1; 1; 2; 1� 1 + v221 + v21�): (F.30)Dabei ist F (1; 1; 2; z) eine hypergeometris
he Funktion [47, 9.100℄. Bei dieser speziellenParameterkonstellation giltF (1; 1; 2; z) = 1 + 1Xk=1 (k!)2(k + 1)! zkk!= 1 + 1Xk=1 zkk + 1= 1 + 1z 1Xk=1 zk+1k + 1= 1 + 1z 1Xk=2 zkk= 1 + 1z h � log(1� z) � zi (z.B. [59, Gl. (62.10)℄)= �1z log(1� z): (F.31)Das liefert somit f�ur V1:V1 = �4� Z 10 dv1 Z v1�v1 dv2 ( (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2))� 1v21 � v22 log �1 + v221 + v21�); (F.32)



216 ANHANG F. BERECHNUNG VON NUMERISCHEN KONSTANTENwas si
h zuV1 = �4� Z 10 dv1 Z v1�v1 dv2 ( log �1 + v221 + v21�� (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)3(v1 � v2)3(4v21 + 1) (v21 + 1)(4v22 + 1) (v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2)) )(F.33)vereinfa
hen l�a�t. Mit der Substitution�̂�1 : U �! [0;1[� [0;1[(v1; v2) 7! (t; s) = (v1 + v2; v1 � v2); (F.34)(zur De�nition von U vgl. man die ganz �ahnli
he Substitution � aus Anhang D), f�ur die�(v1; v2)�(t; s) = 12 � 1 11 �1 � (F.35)gilt, wird darausV1 = �2� Z 10 dt Z 10 ds ( �1 + 12 t2 + 12 s2�2 t3 s3((t+ s)2 + 1)�14 (t + s)2 + 1� ((t� s)2 + 1) �14 (t� s)2 + 1�� 1sinh2(�t) log�1 + 14 (t � s)21 + 14 (t + s)2�)= 0:4156(1); (F.36)wie eine numeris
he Auswertung zeigt.F.7 Bestimmung von V2V2 ist in Gl. (5.330) de�niert worden. Man bere
hnet:V2 = 12� Z d2 ~� (h � 12� log j~�j+ CKLi Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2 �K0� 12�q1 + v21 j~�j�� K0� 12�q1 + v22 j~�j� (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2)) �)= Z 10 d� (�h � 12� log�+ CKLi Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2 �K0� 12�q1 + v21 ��� K0� 12�q1 + v22 �� (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v41 + 5v21 + 1)(4v42 + 5v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2)) �): (F.37)Erinnert man si
h an die De�nition von V1 (Gl. (F.26)), so wird darausV2 = 2� CKL V1� 12� Z 10 d� � log � Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2 (K0� 12�q1 + v21 ��K0� 12�q1 + v22 ��� (1 + v21 + v22)2(v1 + v2)4(v1 � v2)4(4v21 + 1)(v21 + 1)(4v22 + 1)(v22 + 1) sinh2 (�(v1 + v2)) ): (F.38)



F.8. BESTIMMUNG VON U1 217Mittels derselben �Uberlegungen wie bei der Bere
hnung von V1, n�amli
h mit Gl. (F.27) undder Substitution (F.34), erh�alt man eine f�ur eine numeris
he Auswertung g�unstigere Form:V2 = 2� CKL V1 � 1� Z 10 d� � log� Z 10 dt Z 10 ds (K0� 12�q1 + 14 (t+ s)2 ��� K0� 12�q1 + 14 (t� s)2 ��� (1 + 12 t2 + 12 s2)2 t4 s4((t+ s)2 + 1)(14 (t+ s)2 + 1)((t� s)2 + 1)(14 (t� s)2 + 1) sinh2 (�t))= 0:2192(1) + 0:123(2)= 0:3422(20): (F.39)F.8 Bestimmung von U1Na
h Gl. (5.340) giltU1 = 12� Z d2 ~� Z 1�1 dv(K0�p34� j~�j�K0� 12�p1 + v2 j~�j�� (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v4 + 5v2 + 1) 
osh2 (�v))= Z 10 d� � Z 1�1 dvK0�p34� ��K0� 12� p1 + v2 �� (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v4 + 5v2 + 1) 
osh2 (�v) :Hier wertet man nun das �{Integral ganz analog zur Bere
hnung von V1 aus. Man erh�altU1 = �2�2 Z 1�1 dv (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v4 + 5v2 + 1) 
osh2 (�v) 4(1 + v2)1 + 4v2 11 + v2 log h 34(1 + v2)i= �8�2 Z 1�1 dv (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v2 + 1)2 (1 + v2) 
osh2 (�v) log h 34(1 + v2)i= 1001:491115(1): (F.40)F.9 Bestimmung von U2Mit Gl. (5.341) hat manU2 = Z d2 ~� Z 1�1 dv(h � 12� log j~�j + CKLiK0�p34� j~�j�K0� 12�p1 + v2 j~�j�� (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v4 + 5v2 + 1) 
osh2 (�v))= 2� Z 10 d�(� Z 1�1 dv�h � 12� log� + CKLiK0�p34� ��K0� 12�p1 + v2 ��� (64v6 + 80v4 + 28v2 + 3)2(4v4 + 5v2 + 1) 
osh2 (�v)�)= �321:53(1): (F.41)



218 ANHANG F. BERECHNUNG VON NUMERISCHEN KONSTANTENF.10 Bestimmung von Z7Vor einer numeris
hen Bere
hnung ist es g�unstig, Z7 etwas umzuformen. Man erkennt dannbesser, wel
he Integrale s
hneller und wel
he langsamer konvergieren (wenn der Integrati-onsberei
h vergr�o�ert wird).Mit Gl. (5.355) und mittels der Substitution : R2 �! R2(v1; v2) 7! (t; s) = (v1 + v2; v1 � v2); (F.42)�����(v1; v2)�(t; s) ���� = 12 (F.43)hat manZ7 = Z 10 d���K0�p34� ��� Z 1�1 dv1 Z 1�1 dv2 K0� 12� q1 + v21 ��K0� 12� q1 + v22 ��H(v1; v2)�= 12 Z 10 d� �K0�p34� �� Z dt Z ds�K0� 12� q1 + 14(t+ s)2 ��� K0� 12� q1 + 14(t� s)2 ��H� t+s2 ; t�s2 ��; (F.44)mit (vgl. Gl. (5.353))H (v1; v2) =h64 v61 + 64 v62 � 64 v21 v42 � 64 v41 v22 + 16 v41 + 16 v42 � 68 v21 � 68 v22 � 160 v21 v22 � 17i2(4 v41 + 5 v21 + 1) (4 v42 + 5 v22 + 1) 
osh2 (�(v1 + v2)) :Wegen v1 + v2 = t und da K0(x) f�ur x ! 1 exponentiell gegen 0 geht, sieht man, da�h�o
hstens die s{Integration langsam konvergiert. Au�erdem ist der Integrand von Z7 jetztsymmetris
h in t und symmetris
h in s, so da� man s
hlie�li
hZ7 = 2 Z 10 d� �K0�p34� �� Z 1�1 dt Z 1�1 ds�K0� 12� q1 + 14(t+ s)2 ��� K0� 12� q1 + 14(t � s)2 ��H� t+s2 ; t�s2 �� (F.45)bekommt. Die numeris
he Auswertung mit Hilfe von NAG{Bibliotheksfunktionen (Subrou-tine D01GBF) liefert Z7 = 0:507(1) � 105: (F.46)



F.11. BESTIMMUNG VON Z82A 219F.11 Bestimmung von Z82ABea
htet man die De�nitionen (5.372) { (5.376) und (5.378), so gilt:Z82A = 3 Z 10 d�̂ �̂ Z 1�1 dx̂0 Z 1�1 dŷ0( tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 )� � Z 1�1 dv1 eiv1(x̂0�ŷ0) K0� 12�p1 + v21 �̂��2� �Z 1�1 dv2 Â K0� 12� p1 + v22 �̂��): (F.47)Das v1{Integral l�a�t si
h no
h analytis
h ausf�uhren [72b, (43) S.56℄Z 1�1 dv1 eiv1(x̂0�ŷ0) K0� 12� p1 + v21 �̂� = 2 Z 10 dv1 
os [v1(x̂0 � ŷ0)℄K0� 12� p1 + v21 �̂�= � e�q(x̂0�ŷ0)2+( �̂2� )2q(x̂0 � ŷ0)2 + ( �̂2� )2 : (F.48)Damit und mit der Substitution � = �̂2� bekommt manZ82A = 12 �4 Z 10 d�̂ �̂ Z 1�1 dx̂0 Z 1�1 dŷ0( tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 ) e�2p(x̂0�ŷ0)2+�2(x̂0 � ŷ0)2 + �2� Z 1�1 dv2 Â K0�q1 + v22 �̂�): (F.49)F�ur eine numeris
he Auswertung ist es g�unstiger, das v2{Integral no
h umzuformen, so da�ein rein reeller Ausdru
k entsteht. Aus Symmetriegr�unden gilt n�amli
h:Z 1�1 dv2 ÂK0�q1 + v22 �� = 2 Z 10 dv2 (K0�q1 + v22 ��� �
os [v2(x̂0 � ŷ0)℄4v42 + 5v22 + 1 hĈ(x̂0; ŷ0) v22 + Ê(x̂0; ŷ0)i� sin [v2(x̂0 � ŷ0)℄4v42 + 5v22 + 1 h _B(x̂0; ŷ0) v32 + _D(x̂0; ŷ0) v2i�);(F.50)mit _B(x; y) = 1i B̂(x; y)= 6 h tanh ( x̂02 ) � tanh ( ŷ02 )i; (F.51)Ĉ(x̂0; ŷ0) = 9 h tanh ( x̂02 ) tanh ( ŷ02 ) � 1i + 3 � 1
osh2 ( x̂02 ) + 1
osh2 ( ŷ02 )�; (F.52)



220 ANHANG F. BERECHNUNG VON NUMERISCHEN KONSTANTEN_D(x; y) = 1i D̂(x; y)= 3 h tanh ( ŷ02 ) � tanh ( x̂02 )i + 92 � tanh ( x̂02 )
osh2 ( ŷ02 ) � tanh ( ŷ02 )
osh2 ( x̂02 )�; (F.53)Ê(x̂0; ŷ0) = �32 � 1
osh2 ( x̂02 ) + 1
osh2 ( ŷ02 ) � 32 1
osh2 ( x̂02 ) 
osh2 ( ŷ02 )�: (F.54)Um den Integranden �ubersi
htli
her zu gestalten und um besser ents
heiden zu k�onnen,wel
he Integrationen s
hnell und wel
he eher langsam konvergieren, wenn man die Integra-tionsgrenzen gegen Unendli
h gehen l�a�t, ist es des weiteren vorteilhaft, die Substitution  (vgl. (F.42), nat�urli
h mit x̂0; ŷ0 an Stelle von v1; v2) vorzunehmen:Z82A = 12 �4 Z 1�1 dt Z 1�1 ds Z 10 d� � tanh ( t+s4 ) tanh ( t�s4 ) e�2ps2+�2s2 + �2 L(�; t; s);(F.55)wobei L(�; t; s) = Z 10 dv (K0�p1 + v2 ��� � 
os (vs)4v4 + 5v2 + 1 hĈ( t+s2 ; t�s2 ) v2 + Ê( t+s2 ; t�s2 )i� sin (vs)4v4 + 5v2 + 1 h _B( t+s2 ; t�s2 ) v3 + _D( t+s2 ; t�s2 ) vi�) (F.56)gilt. O�ensi
htli
h ist der Integrand nun symmetris
h in t und symmetris
h in s, so da�manZ82A = 48 �4 Z 10 dt Z 10 ds Z 10 d� � tanh ( t+s4 ) tanh ( t�s4 ) e�2ps2+�2s2 + �2 L(�; t; s)(F.57)bekommt. Als letzte Vereinfa
hung bietet si
h no
h die Einf�uhrung von Polarkoordinatenin der (s; �){Ebene an: s = r 
os';� = r sin ': (F.58)Damit hat manZ82A = 48 �4 Z 10 dt Z 10 dr Z �20 d' �r2 sin' tanh ( t+r 
os'4 ) tanh ( t�r 
os'4 )� e�2rr2 L(r sin '; t; r 
os')�: (F.59)Mit u = 
os' wird das zuZ82A = 48 �4 Z 10 dt Z 10 dr Z 10 du tanh ( t+ru4 ) tanh ( t�ru4 ) e�2r L(rp1� u2; t; ru):(F.60)



F.12. BESTIMMUNG VON Z82B 221Dieser Ausdru
k l�a�t si
h wohl ni
ht weiter vereinfa
hen (vgl. au
h die Bemerkung sp�aterna
h der Z82C{Bestimmung), eine numeris
he Auswertung unter Zuhilfenahme vonNAG{Bibliotheksfunktionen (Subroutine D01AKF zur L(�; t; s){Bere
hnung, SubroutineD01GBF f�ur die t, r und u{Integrale) liefert:Z82A = �0:8531(4) � 104: (F.61)F.12 Bestimmung von Z82BEin v�ollig analoges Vorgehen wie bei der Bere
hnung von Z82A f�uhrt hier, ausgehend vonder De�nition (5.379), auf den Ausdru
kZ82B = 96 �3 Z 10 dt Z 10 dr Z 10 du tanh ( t+ru4 ) tanh ( t�ru4 ) r e�r hL(rp1� u2; t; ru)i2:(F.62)Die numeris
he Bere
hnung ergibt hier, wieder mittels NAG{Bibliotheksfunktionen mitdenselben Routinen wie bei der Bestimmung von Z82A,Z82B = 0:1425(1) � 104: (F.63)F.13 Bestimmung von Z82CEntspre
hend zum Vorgehen bei Z82A und Z82B erh�alt man hier aus der De�nition (5.380):Z82C = 64 �2 Z 10 dt Z 10 dr Z 10 du r2 tanh ( t+ru4 ) tanh ( t�ru4 ) hL(rp1� u2; t; ru)i3:(F.64)Als numeris
hen Wert �ndet man (mit denselben Routinen wie bei Z82A und Z82B):Z82C = �0:25(1) � 103: (F.65)Mit Bli
k auf die Bestimmung von Z82A, Z82B und Z82C w�are es, um genauere Werte zu be-kommen, w�uns
henswert, das Integral L(�; t; s) no
h analytis
h ausf�uhren zu k�onnen.Letzt-li
h bedeutet das, Integrale der FormZ 10 dv K0�p1 + v2 �� 
os(vs)4v4 + 5v2 + 1 vl; l 2 f0; 2g (F.66)und Z 10 dv K0�p1 + v2 �� sin(vs)4v4 + 5v2 + 1 vk; k 2 f1; 3g (F.67)zu bere
hnen. WegenZ 10 dv K0�p1 + v2 �� 
os(vs)4v4 + 5v2 + 1 v2= � d2ds2 Z 10 dv K0�p1 + v2 �� 
os(vs)4v4 + 5v2 + 1 (F.68)



222 ANHANG F. BERECHNUNG VON NUMERISCHEN KONSTANTENund Z 10 dv K0�p1 + v2 �� sin(vs)4v4 + 5v2 + 1 v3= � d2ds2 Z 10 dv K0�p1 + v2 �� sin(vs)4v4 + 5v2 + 1 v (F.69)sowie 14v4 + 5v2 + 1 = 43 14v2 + 1 � 13 1v2 + 1 (F.70)w�urde es dazu gen�ugen die folgenden vier Integrale auszuf�uhren:Z 10 dv K0�p1 + v2 �� 
os(vs)v2 + 1 ; (F.71)Z 10 dv K0�p1 + v2 �� 
os(vs)4v2 + 1 ; (F.72)Z 10 dv K0�p1 + v2 �� sin(vs)v2 + 1 v; (F.73)Z 10 dv K0�p1 + v2 �� sin(vs)4v2 + 1 v: (F.74)Die analytis
he Bestimmung dieser Integrale ist jedo
h wohl ni
ht dur
hf�uhrbar. Insbeson-dere die Verwendung folgender Integraldarstellungen von K0(z) lieferte (na
h Ausf�uhrungeines der dann zwei Integrale) ein au
h ni
ht mehr analytis
h dur
hzuf�uhrendes Integral:K0(z) = 12 Z 10 dtt e�t� z24t [47; 8:432:6℄; (F.75)K0(z) = Z 10 dt e�pt2+z2pt2 + z2 [47; 8:432:8℄: (F.76)F.14 Bestimmung von Z81abaAls erstes l�a�t si
h die ~�{Integration mit Hilfe ebener Polarkoordinaten vereinfa
hen (vgl.Gl. (5.407)):Z81aba = Z 10 dt Z t�t ds Z d2 ~�q~�2 + s2�3(e�3p~�2+s2 ��� t + s4 �+ �� t � s4 �+ �� t + s4 ��� t� s4 ��� ��1�q~�2 + s2��2�� t4�+�2� t4� �)= 2 � Z 10 dt Z t�t ds Z 10 d� �p�2 + s2�3(e�3p�2+s2 ��� t+ s4 �+ �� t � s4 �+ �� t + s4 ��� t� s4 ��� ��1�p�2 + s2��2�� t4�+�2� t4� �): (F.77)
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�
Abbildung F.1: Kugelkoordinaten f�ur die Integration �uber s und � ; �uber den s
hraÆertenBerei
h ist zu integrieren (t fest).Um diesen Ausdru
k einer numeris
hen Auswertung besser zug�angli
h zu ma
hen, soll dieStufenfunktion � aufgel�ost werden. Dazu gehe i
h wie folgt vor. Zun�a
hst f�uhre i
h ebenePolarkoordinaten im zweidimensionalen (s; �){Raum ein:r = p�2 + s2; (F.78)� = r sin'; (F.79)s = r 
os': (F.80)Anhand der Abbildung F.1 liest man ab, da� bei festem t und ' die r{Integration �uber[0; tj 
os'j ℄ zu erstre
ken ist. Die '{Integration ist �uber [0; �℄ auszuf�uhren. Das liefert:Z81aba = 2 � Z 10 dt Z �0 d' Z tj 
os'j0 dr r2 sin'r3 (e�3 r ��� t + r 
os'4 �+ �� t � r 
os'4 �+ �� t+ r 
os'4 ��� t � r 
os'4 ��� �(1� r)�2�� t4�+ �2� t4� �)= 2 � Z 10 dt Z �0 d' Z tj 
os'j0 dr sin 'r (e�3 r ��� t+ r 
os'4 �+ �� t � r 
os'4 �+ �� t+ r 
os'4 ��� t � r 
os'4 ��� �(1� r)�2�� t4�+ �2� t4� �)= 2 � Z 10 dt Z 1�1 du Z tjuj0 drr (e�3 r ��� t + ru4 � + �� t� ru4 �+ �� t+ ru4 ��� t � ru4 ��� �(1� r)�2�� t4�+ �2� t4� �)(u = 
os'): (F.81)



224 ANHANG F. BERECHNUNG VON NUMERISCHEN KONSTANTENDa der Integrand der u{Integration symmetris
h in u ist, l�a�t si
h dies no
h vereinfa
hen:Z81aba = 4 � Z 10 dt Z 10 du Z tu0 drr (e�3 r ��� t + ru4 � + �� t� ru4 �+ �� t+ ru4 ��� t � ru4 ��� �(1� r)�2�� t4�+ �2� t4� �): (F.82)Zur Au
�osung der �{Funktion spaltet man nun das t{Integral s
hematis
h folgenderma�enauf: Z81aba = 4 � Z 11 dt : : :| {z }=:A + 4 � Z 10 dt : : :| {z }=:B : (F.83)Dann hat man f�ur den Anteil A (man bea
hte, da� tu � 1 im Anteil A gilt)A = A1 + A2; (F.84)mit A1 := 4 � Z 11 dt Z 10 du Z 10 drr (e�3 r ��� t+ ru4 � + �� t � ru4 �+ �� t + ru4 ��� t� ru4 �� � �2�� t4�+ �2� t4� �) (F.85)und A2 := 4 � Z 11 dt Z 10 du Z tu1 drr (e�3 r ��� t+ ru4 � + �� t � ru4 �+ �� t+ ru4 ��� t � ru4 ��): (F.86)F�ur den Anteil B gilt zun�a
hstB = 4 � Z 10 dt Z t0 du Z tu0 drr (e�3 r ��� t + ru4 � + �� t� ru4 �+ �� t+ ru4 ��� t � ru4 �� � �(1� r)�2�� t4�+ �2� t4� �)+ 4 � Z 10 dt Z 1t du Z tu0 drr (e�3 r ��� t+ ru4 � + �� t� ru4 �+ �� t+ ru4 ��� t � ru4 �� � �2�� t4� +�2� t4� �): (F.87)



F.14. BESTIMMUNG VON Z81ABA 225Um die Funktion �(1� r) zu eliminieren, teilt man die u{Integration auf, so da� si
h dreiSummanden ergeben: B = B1 + B2 + B3; (F.88)mit B1 := 4 � Z 10 dt Z t0 du Z 10 drr (e�3 r ��� t+ ru4 � + �� t � ru4 �+ �� t+ ru4 ��� t � ru4 �� � �2�� t4�+ �2� t4� �); (F.89)B2 := 4 � Z 10 dt Z t0 du Z tu1 drr (e�3 r ��� t + ru4 � + �� t� ru4 �+ �� t+ ru4 ��� t � ru4 ��); (F.90)B3 := 4 � Z 10 dt Z 1t du Z tu0 drr (e�3 r ��� t + ru4 � + �� t� ru4 �+ �� t+ ru4 ��� t � ru4 �� � �2�� t4�+ �2� t4� �): (F.91)Insgesamt gilt also Z81aba = A1 + A2 + B1 + B2 + B3; (F.92)und die Gr�o�en A1; : : : ; B3 lassen si
h numeris
h bestimmen. Letztendli
h ergibt si
hZ81aba = 79:9242(1): (F.93)Die numeris
hen Bestimmungen dieses Anhangs wurden auf einem Re
hner vom TypSun SPARC 2 ausgef�uhrt. Einfa
he Integrale (R3; T0; T1; T2; T3; U1) und Reihen wurdenmit Maple bere
hnet; Doppelintegrale (V1; V2; U2) und Z81aba lie�en si
h eÆzienter mitMathemati
a bestimmen. H�oherdimensionale Integrale (Z7; Z82A; Z82B; Z82C) s
hlie�li
hwurden aus EÆzienzgr�unden mit Hilfe der NAGLIB ausgewertet (s.o.).
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