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Kapitel 1

Einleitung

In vielen physikalischen Systemen existieren Grenzflichen, die verschiedene Phasen des
Systems voneinander trennen. Beispielsweise bildet sich eine Grenzschicht aus bei einer
Fliissigkeit, die sich im Gleichgewicht mit ihrem Dampf befindet, in einem System aus zwei
Fliissigkeiten, die nicht vollstindig mischen, und auch bei einem magnetischen System, in
dem es verschiedene mogliche Magnetisierungen gibt, kann es zu Grenzschichtbildung kom-
men. Fine schematische Darstellung solcher Systeme gibt Abbildung 1.1. Die Phasen A und
B sind durch einen mehr oder weniger ausgeprigten Ubergangsbereich, in dem beide Pha-
sen vorhanden sind, getrennt: die Grenzschicht. Erhéht man in einem solchen System die

A l

: B

Abbildung 1.1: Die Phasen A und B eines physikalischen Systems sind durch eine Grenz-
schicht (gestrichelt dargestellt) getrennt.

Temperatur, wobei man sich, damit man weiter von einer Grenzschicht sprechen kann, ent-
lang der Koexistenzkurve beider Phasen zu bewegen hat (z.B. Dampfdruckkurve im Falle
des Fliissigkeit-Dampf-Systems), so wird die Dicke der Grenzschicht immer gréfer und die
zugehorige Oberflichenspannung immer geringer werden. Erreicht man die kritische Tem-
peratur 7., so findet ein Phaseniibergang zweiter Ordnung, ein sogenannter kontinuierlicher
Phaseniibergang statt [1]. Das bedeutet, dafl oberhalb der kritischen Temperatur nur noch
eine einheitliche Phase existiert und dafi der Ordnungsparameter, im Falle des Fliissigkeit—
Dampf-Systems beispielsweise die Differenz der Dichten von Fliissigkeit und Dampf, sich
bei diesem Phaseniibergang stetig &ndert. Wichtig fiir diesen kritischen Phaseniibergang ist
insbesondere, dafl Wechselwirkungen auf allen Lingenskalen existieren, d.h. die Korrelati-
onslinge, die die effektive Reichweite der Wechselwirkung innerhalb des Systems beschreibt,
divergiert gegen Unendlich. Die Grenzschichtdicke w wird dann ebenfalls Unendlich, und die
reduzierte Oberflichenspannung o., (Definition s.u.) wird Null; das ganze System ist quasi
zur Grenzschicht geworden. In obigen Beispielen bedeutet das eine homogene Dampfphase,
eine vollstindige Mischung beider Fliissigkeiten bzw. eine einheitliche Magnetisierung.
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Abbildung 1.2: Randbedingungen, die eine Grenzfliche bei z = 0 begiinstigen (z—Richtung
in Zeichenebene hinein).

Fiir die Grenzschichtdicke w sind verschiedene Definitionen gebr&uchlich; fiir eine M&g-
lichkeit vergleiche man [2, 3, 4]. w wird in dieser Arbeit nicht weiter benéstigt, so dafi auf
eine genaue Definition verzichtet wird.

Ooo ist im wesentlichen die Differenz der freien Energien des Systems einmal mit und
einmal ohne Grenzschicht. Am Beispiel des dreidimensionalen Ising-Modells 148t sich o
genauer wie folgt definieren [5]. Man fordert zunéchst solche Randbedingungen, die auf dem
Rand der linken Hélfte des Systems Spin up (+) und auf dem Rand der rechten Hélfte Spin
down (—) festlegen (vgl. Abbildung 1.2), so daf sich in der Mitte bei z = 0 eine Grenzfldche
ausbilden wird. Die Zustandsumme und freie Energie eines solchen Systems seien Z;_ bzw.
Fy_; mit der Temperatur 7 und kg als der Boltzmann—Konstanten gilt der Zusammenhang

F_|__ = —kBTIOgZ+_. (11)

Entsprechend hat man Z;; und Fi fiir ein System mit durchgehend Spin up auf dem
Rand als Bedingung (vgl. Abbildung 1.3), und dann gilt:

F_|__|_ = —k‘BTIOg Z_|__|_. (12)

Bezeichnet man mit I die Ausdehnung des Systems in z— und y—Richtung, dann ist die
Oberflichenspannung 7 im thermodynamischen Limes gegeben durch:

T = lim P = By
L—oo L2
. kT 7y
= 1 — log —— ». 1.
L1—>moo{ L2 8 Z_|__|_} ( 3)

Die reduzierte Oberflichenspannung o, wird jetzt durch

-
IS 1.4
7 ko T (L4
definiert, so dafl man
) 1 A
O = Lh_)rnoo{ a7 log Z_|__|_} (1.5)

bekommt.
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Abbildung 1.3: Randbedingungen, die die Bildung einer Grenzfliche nicht begiinstigen
(z—Richtung in Zeichenebene hinein).

Das kritische Verhalten von Systemen ohne Grenzfliche bei kontinuierlichen Phaseniiber-
gangen 148t sich durch eine ganze Reihe von sogenannten kritischen Exponenten und kriti-
schen Amplituden wie folgt beschreiben [1]. Ohne Einschrinkung sei dazu ein magnetisches
System betrachtet; H sei ein dufleres Magnetfeld. Fiihrt man die reduzierte Temperatur
t = % ein, so ist das fithrende, nicht analytische Verhalten in der Nihe des kritischen
Punktes von spezifischer Wirme Cy, Magnetisierung M, Suszeptibilitdt x.. und das Ver-
halten auf der kritischen Isothermen ¢ = 0 gegeben durch:

A (=)™, t<0, H=0
Cy ~ ’ ’ 1.6
* {Am—“, t>0, H=0, (16)
M ~ My (-t)° —t<0, H=0, (L.7)

C_ (=67, t<0, H=0
~ ’ ’ 1.8
X7 {c;fﬂ7 t>0, H=0, (1.8)
H ~ Do |M|, t=0. (1.9)
Die Grolen A_, ..., Do werden hier als kritische Amplituden bezeichnet, und o, a,...,4

sind kritische Exponenten. Mit Hilfe der Magnetisierungsdichte m(7), der aus ihr gebildeten
Korrelationsfunktion

L) = (m()ym(0)) — (m()) (m(0)) (1.10)
und deren kritischem Verhalten
L7y ~ r7? eTE, = ||, &: Korrelationsldnge (1.11)

lassen sich weitere kritische Exponenten v/, v und 7 definieren:

¢ = - o~ & (=) 7, t<0, =0 (1.12)
g-l— ~ 58' t_y7 t>0, %:07
I'(r) ~ r7, t=0, p=D—-2+n. (1.13)

D ist dabei die Raumdimension des Systems. Fiir weitere Exponenten vergleiche man [1].
Mit Hilfe der Skalenhypothese [6, 7, 8, 9, 10] ergeben sich folgende Skalenrelationen unter



den kritischen Exponenten [11, 1]:

/

a=d, v=+, v=1, (1.14)
PR (1.15)
a4+ 2864+ = 2, (1.16)
s = 86— 1) (1.17)

und, unter zusitlichen Annahmen die freie Energie betreffend [11], die Hyperskalenrelation
2—-—a = vD. (1.18)

Das kritische Verhalten physikalischer Systeme wird nun in dem Sinne als universell an-
genommen (Universalitdtshypothese [12]), daf die kritischen Exponenten unabhingig von
den speziellen mikroskopischen Eigenschaften des Systems sind, sondern nur von folgenden
Systemparametern abhdngen:

1. Raumdimension D,

2. Dimension n des Ordnungsparameters, z.B. Spindimensionalitdt in magnetischen Sy-
stemen,

3. Symmetrien des Systems.

Entsprechend diesen Kriterien werden physikalische Systeme in Universalititsklassen ein-
geteilt, so dafl die kritischen Exponenten innerhalb einer Klasse dieselben sein sollten.

Fiir die kritischen Amplituden A_, Ay, C_, Cy, & und E(‘)" gilt eine solche Universalitit
nicht, aber man kann mit Hilfe der Renormierungsgruppe zeigen [13], daff diese Amplituden
nur {iber zwei systemabhidngige Groflen X und Y von den speziellen Eigenschaften des
Systems abhdngen, so dafl sich aus den obigen sechs Amplituden vier universelle Gréflen
bilden lassen, vgl. auch [14]. Diese sind

A G
AT CLT g

o=

und Rg’ = & (Ap )7, (1.19)

In [13] sind zwolf kritische Amplituden eingefiihrt, da iiber den kritischen Exponenten ¢
hinaus noch das Verhalten weiterer Groflen, wie beispielsweise der Suszeptibilitdt, auf der
kritischen Isothermen betrachtet wird, so dafl sich dort zehn universelle Grofien aus den
Amplituden ergeben.

Hat man nun wie oben beschrieben ein System mit Grenzfliche, so [48t sich das geschil-
derte kritische Verhalten, also divergierende Grenzschichtdicke und verschwindende Ober-
flichenspannung, durch zusitzliche kritische Exponenten und Amplituden beschreiben:

w ~  wo (=)™, t<0, auf Phasenkoexistenzkurve, (1.20)

0o ~ oo(—8", t<0 auf Phasenkoexistenzkurve. (1.21)

Fiir einen Uberblick von kritischem Verhalten bei Systemen mit Oberflichen und Grenz-
flichen vergleiche man [15, 5].
Auch fiir die kritischen Exponenten p und v, gibt es Skalenrelationen, insbesondere

([15, S. 67] oder [16, 5])

W = 2 —-—a—-v
= v+ 28 - (1.22)
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Mit der Hyperskalenrelation (1.18) wird das zu
p = (D=-1)v. (1.23)

Ebenso gibt es unter Einbeziehung der kritischen Amplituden oy und wg weitere universelle
Amplitudenverhéltnisse; speziell erwartet man [17], daf

R_ = o0 (&)’ (1.24)
und
Ry = oo (&) (1.25)

universell sind.

Die Groflen R_ und Ry sind in einer Reihe von Arbeiten bestimmt worden, ndmlich
durch Monte—Carlo-Rechnungen im dreidimensionalen Ising—Modell [18, 4, 19, 20], mittels
Monte-Carlo-Daten in Verbindung mit Reihenuntersuchungen in D = 3 Dimensionen [21]
sowie mit Hilfe einer feldtheoretischen Berechnung im ¢*-Modell in D = 3 und D = 4
Dimensionen bis zur 1-Loop-Ordnung [22, 23].

Auch in dieser Arbeit sollen R_ und R4 bestimmt werden, und zwar fiir das euklidi-
sche ¢*~Modell in drei Dimensionen in der Phase gebrochener Symmetrie, das zu derselben
Universalitdtsklasse wie das dreidimensionale Ising-Modell gehort. Es wird dazu die Ober-
flichenspannung! o(L) bei endlicher Grenzfliche (endliches L, s.0.), die analog zu o, durch
die Differenz der freien Energien bei verschiedenen Randbedingungen gegeben ist (Gl. (1.5)
ohne Limesbildung), bis zur 2-Loop-Ordnung, d.h. bis einschliefilich zur zweiten Korrek-
tur des fiihrenden Terms, betrachtet. Dabei wird eine Zylindergeometrie des Systems mit
endlichen Raumausdehnungen L lings zweier Koordinatenachsen (21— und z,—Koordinate)
und unendlicher Ausdehnung ldngs der dritten Koordinatenachse (g, auch als Zeitkoor-
dinate bezeichnet) zu Grunde gelegt; die Oberflichenspannung o., wird sich dann durch
Grenziibergang Lh_{rolo o(L) ergeben, und aus 0., 148t sich R_ gewinnen. R, bekommt man

dann aus R_ durch

&\’
Ry = (i_) R_. (1.26)
&o

Wie schon angedeutet gibt es bereits Rechnungen bis zur 1-Loop-Ordnung von Miinster
in D = 4 Dimensionen [22] und D = 3 Dimensionen [23]. Die hier durchgefiihrte analyti-
sche Bestimmung dient neben der mdoglichst genauen Berechnung der universellen Gréfien
R_ und R4 auch zum Test von verschiedenen numerischen Verfahren wie unterschiedli-
chen Monte-Carlo-Rechnungen, indem man deren Resultate mit den Ergebnissen aus der
analytischen Rechnung vergleicht.

Die Oberflichenspannung o(L) hingt mit der Energieaufspaltung in der ¢*-Theorie,
darunter ist die Energiedifferenz zwischen dem Grundzustand und dem ersten angeregten
Zustand zu verstehen, wie folgt zusammen:

Das Potential der betrachteten Theorie ist ein Doppelmuldenpotential (vgl. auch Ab-
bildung 2.1 im n#chsten Kapitel). Im unendlichen rdumlichen Volumen, d.h. bei unendli-
chem L, ist der Grundzustand der ¢*-Theorie in der Phase gebrochener Symmetrie zwei-
fach entartet. Im endlichen r&umlichen Volumen ist diese Entartung aufgrund von Tun-
neliibergidngen von einem Potentialminimum zum anderen aufgehoben. Die Energieniveaus

'Von jetzt an ist mit Oberflichenspannung stets genauer die reduzierte Oberflichenspannung gemeint.



des dann eindeutigen Grundzustands und des ersten angeregten Zustands sind durch die
Energieaufspaltung Fg, getrennt. Den Zusammenhang zwischen Fy, und der Korrelati-
onsldnge £_ der Theorie (Phase gebrochener Symmetrie = Tieftemperaturphase), die den
Zerfall der Korrelationsfunktion

(9(20) ¢(0)) — (¢(20)) (£(0)) (1.27)

fiir grofle 2 beschreibt, erhdlt man, da einerseits in der Operatorformulierung die Beziehung

(@(0) 9(0)) — (o(x0)) (#(0)) | ~ ~— e Foem (1.28)

xro—r0o0

besteht, andererseits in der Pfadintegralformulierung nach Definition der Korrelationsliange

(6(20) 9(0)) — (S(20))((0))  ~ e &= (1.29)
gilt. Daher ergibt sich
¢ = Elo (1.30)

Fiir eine Herleitung dieses Zusammenhangs mittels Transfermatrixformalismus vergleiche
man [24].

Die Korrelationsldnge £_ héngt ihrerseits mit der Oberflichenspannung o (L) aufgrund
der Beziehung

. = Al (1.31)
zusammen [25, 26, 27|, so dafl man mit Gl. (1.30) findet:
Eog = AeoD1? (1.32)

Dies ist der angekiindigte Zusammenhang zwischen Energieaufspaltung und Oberflichen-
spannung. Eine Plausibilititsbegriindung hierfiir wird am Ende des folgenden Kapitels ge-
geben.

Durch Berechnung von FEy, 148t sich also (L) und damit durch Grenziibergang L — oo
auch o, bestimmen; Gl. (1.32) ist die Grundlage der folgenden Rechnungen.

Fir L — oo geht Iy, wie erwartet gegen 0 und die Korrelationsldnge ist statt durch
Gl. (1.30) durch

- (1.33)

Mphys

gegeben, wobei die physikalische Masse m,,,. die Energiedifferenz zwischen Grundzustand
und erstem angeregtem Zustand bei unendlichem rdumlichen Volumen ist. Sie kann auch
als der dem Ursprung néchstgelegene Pol im,,, der zusammenhéngenden, euklidischen

2-Punkt-Funktion (Korrelationsfunktion) im Impulsraum G/(p) charakterisiert werden:

($(z0) B(0)) — (S(x0)) (6(0)) = / Y dp Gi(p) e

— 00
~ e~ Mrphys 0+ Beitrige entfernterer Pole
o o0
(Residuensatz)
~ e~ phys TO (1.34)

ro— 00
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Das fiihrt auf GI. (1.33).

Wie erwdhnt wird die Oberflichenspannung aufgrund von Gl. (1.32) aus der Energie-
aufspaltung ermittelt. Die Rechnung erfolgt dabei mit Hilfe einer Sattelpunktentwicklung
der Wirkung um eine sogenannte Kink— oder auch Instanton-L&sung der Bewegungsglei-
chung. Es wird dabei aus mehreren Griinden so weit wie moglich analytisch gerechnet.
Zunichst geht es darum, die Terme proportional zu L? im Argument der Exponential-
funktion im Ergebnis fiir Iy, zu isolieren, um die Oberflichenspannung zu bekommen
(Gl. (1.32)). Es soll also ein analytischer Ausdruck fiir o, bestimmt werden. Auferdem
wird die durchgefiihrte, feldtheoretische Rechnung zeigen, dafl die unregularisierte Theo-
rie zu Divergenzen fiihrt. Bevor also an eine etwaige numerische Bestimmung zu denken
ist, mufl die Theorie regularisiert werden; die Divergenzen sind zu isolieren und durch die
Wahl eines Renormierungsschemas zu beseitigen. Als Regularisierungsmethode findet die
dimensionelle Regularisierung Anwendung, das Renormierungsschema ist in Kapitel 6 be-
schrieben. Schliefllich wird man sehen, daf§ sich das Resultat fiir den 2-Loop—Beitrag der
Oberflichenspannung als Summe mehrerer Summanden schreiben 1&8t, die sich nahezu ge-
geneinander fortheben, d.h. die Summe ist sehr viel kleiner als die einzelnen Summanden,
so dafl eine moglichst weitgehende analytische Rechnung nétig ist, um nicht zu grofie Fehler
zu erhalten.

Zuvor seien noch einige Anmerkungen zum Instantonbegriff gemacht. IThren Ursprung
und eine wesentliche Bedeutung besitzen die Instantonen in der Eichtheorie insbesonde-
re bei der Frage nach dem Grundzustand in der Quantenchromodynamik (QCD). In der
reinen Eichtheorie (Yang-Mills—Theorie) gibt es topologisch nicht triviale Lésungen der zu-
gehorigen Euler-Lagrange—Gleichung (Yang-Mills-Gleichung), eben die Instantonen [28].
Instantonen beschreiben Ubergiinge zwischen klassischen Vakua, d.h. Konfigurationen mit
Feldstdrketensor F),, = 0, wobei sich diese Vakua hinsichtlich ihres Eichfeldes A, unter-
scheiden. Speziell sind ihre topologischen Eigenschaften verschieden, was sich durch den
sogenannten Pontryagin—Index ¢ kennzeichnen 148t [29, 30]. Man spricht daher auch von
¢—Vakua (|¢)). Da die Instantonen eine endliche Wirkung haben, gibt es eine nicht ver-
schwindende Ubergangsamplitude von einem ¢—Vakuum in ein anderes, so daB der Grund-
zustand, das wahre Vakuum, eine Uberlagerung dieser ¢—Vakua ist. Dieses sogenannte
6—Vakuum (|#)) wird durch einen Parameter # charakterisiert. Experimentell [31, 32, 33, 34]
schliefft man, daf 6 sehr klein ist (]6] < 2-107!%). Erklirungsversuche hierfiir fiihren durch
Erweiterung des Standardmodells auf sogenannte Axionen [35, 36, 37, 38]. Fiir eine Uber-
sicht iiber das QCD—Vakuum sei auf [39] verwiesen.

Konkrete Berechnungen von Ubergangsamplituden mit Hilfe von Instantonen wurden
u.a. in der Eichtheorie von t’Hooft in einer 1-Loop-Rechnung [40] und im Rahmen der
Quantenmechanik hauptsichlich von Shuryak auch bis zur 2-Loop-Ordnung durchgefiihrt
[41, 42, 43, 44].

Zuriick zur Berechnung der Oberflichenspannung im ¢*-Modell. Die Arbeit gliedert
sich folgendermaflen. Im Kapitel 2 wird eine Formel fiir die Energieaufspaltung Fo, her-
geleitet, deren Bestandteile in den folgenden Kapiteln sukzessive ausgewertet werden. In
Kapitel 3 werden die relevanten Greenschen Funktionen bestimmt; im vierten Kapitel er-
folgt die Berechnung des Determinantenverhiltnisses der Fluktuationsoperatoren mit und
ohne Instantonhintergrundfeld bevor in Kapitel 5, als wesentliche Aufgabe, die verschie-
denen Feynman—Graphen, vgl. das folgende Kapitel, bestimmt werden. Danach wird in
Kapitel 6 die Renormierung durchgefiihrt und die Oberflichenspannung bis zur 2-Loop—
Ordnung ausgerechnet. Weiter erfolgt im siebten Kapitel die Bestimmung der universellen
Groflen R_ und Ry sowie ein Vergleich der erhaltenen Irgebnisse mit Resultaten aus FEx-
perimenten, Monte—Carlo—Rechnungen und Reihenanalysen. Im achten Kapitel werden die
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Resultate der Arbeit zusammengefafit. Die verschiedenen Anhdnge schliefilich stellen meh-
rere bendtigte Integralformeln bereit, und auch die Bestimmung einiger hiufig auftretender
Groflen und von numerischen Konstanten erfolgt in den Anh&ngen.



Kapitel 2

Energieaufspaltung in der
¢*—Theorie

Wie in der Einleitung angekiindigt, wird die ¢*-Theorie in der Phase gebrochener Symme-
trie betrachtet. In der euklidischen Formulierung hat man folgende Lagrange—Dichte:

1 m(z) 2 90 4 3 61
L = 5 0ubd"do — T%—I_I%—I_gg_o
1
= 3 000" 0 + V (o), (2.1)
mit
— Y 2 22 o 3m(2J
V(%) Tl (% - Uo) ) Vo 1= g—o (2-2)

(vgl. Abbildung 2.1). Bei einem unendlichen rdumlichen Volumen (vgl. Einleitung) ent-
sprachen nun die Feldkonfigurationen ¢g = 4 vg, wobei £ vy die Potentialminima sind, den
Grundzustédnden der Theorie (spontane Symmetriebrechung). Im endlichen Volumen sind
diese Zustédnde

10-)
104)
aufgrund des Tunneleffekts, also durch Uberginge von einem Potentialminimum ins andere,

keine Grundzustdnde mehr, sondern der Grundzustand ist die symmetrische Linearkombi-
nation |0,) aus [0_) und |04),

Feldkonfiguration ¢¢ = —wvy, (2.3)
Feldkonfiguration ¢g = 4wvg

o~
o~

05) = % (104) + 10-)), Energie: Ly, (2.5)

und die antisymmetrische Linearkombination

1 .
05) = 5 (100) = [02)),  Energie: Fo+ Fo, (2.6)

ist der erste angeregte Zustand. Die Situation ist, wenn auch einfacher, ganz dhnlich zur
Frage des Grundzustands in der QCD (vgl. auch Kapitel 1). Die Zusténde |04+) und |0_)
entsprechen den dortigen ¢—Vakua, und der wirkliche Grundzustand |0,) entspricht dem

12
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V(¢.)

-V, +v, o

Abbildung 2.1: Das Potential V' (¢)

§—Vakuum. Uberginge zwischen den ¢—Vakua werden durch Instantonen beschrieben, und
auch die Ubergangsamplitude von |0_) nach |0, ) wird durch eine Instantonlésung bestimmt,
wie sich im folgenden zeigen wird.

Man beachte weiterhin: )
04) = —= (10s) + [04s) ), (2.7)

»—n%
N N

0-) = N (105) = 10as))- (2.8)

Die Energiedifferenz Ey, zwischen den beiden Zustédnden |0s) und |04) steht nun in fol-
gendem Zusammenhang mit der Ubergangsamplitude von einem Potentialminimum in das

andere: )
01702y = 5 [0l 10) = (0. e J0u,)
+ (O] e M |05) — <0as|e_TH |0as)
= % {e_EOT _ o (BotFod)T ) (2.9)

denn |05) und |04) sind als Eigenzustédnde zu verschiedenen Energieeigenwerten orthogonal.
Entsprechend hat man

- 1 - -
Ol 00y = 5 [0, 10) + (0. e J0,,)
+ <0a5|e_TH 05) + <0as|e_TH |0as)

— - {G_EOT _I_ e—(EO‘l‘EOa)T , (210)

N | —

und daher
(04 e=TH|0_) 0BT _ o—(Eo+Eod)T

<0+|6_TH |0_|_> N e—EoT 4 e—(E0+E0a)T
1 — eFoaT

— m. (211)
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Andererseits gilt die Pfadintegraldarstellung
(Ogle”TH0_) = /D¢0 e Slgo], (2.12)

Slpo] = /d%ﬁ, (2.13)

wobei nur iiber solche Feldkonfigurationen ¢q zu integrieren ist, die zu einem Anfangszeit-
punkt dem Zustand |0_), d.h. konstanter Feldkonfiguration —vg, und nach der Zeit 7' dem
Zustand |04 ), also konstanter Feldkonfiguration +uvg, entsprechen. Fiir sehr grofie 7' kann
dies durch folgende Randbedingung fiir ¢¢ gendhert werden (z := (zg, 21, 22)):

Vo, Tg — 400
do(z) — { e 2o oo (2.14)

xg bezeichnet die Zeitkoordinate, z; und z; sind die beiden Raumkoordinaten. Analog
18t sich (04|e~"H |0,) als Pfadintegral bestimmen, indem iiber solche Konfigurationen
integriert wird, die zum Anfangs- und Endzeitpunkt dem Zustand |04) entsprechen, d.h.
¢o(x) — vg fiir zg — +o0.

Aufgrund des Faktors e=5l%] tragen zur Ubergangsamplitude (2.12) im wesentlichen die
Konfigurationen bei, fiir die die Wirkung klein ist. Minima der Wirkung S[¢g] miissen der
Euler-Lagrange—Gleichung

0S[go]  _
So0(r) 0, (2.15)
d.h.
2
_A®g, — % b0 + % | (2.16)

geniigen; A®) ist der Laplace-Operator in drei Dimensionen. Man rechnet nach, daff diese

Gleichung durch
¢e(x) = v tanh {% (xg — a)} , a €R (2.17)

gelést wird. a ist dabei ein Parameter, der die Position dieser sogenannten Kink— oder
Instanton-Ldsung auf der Zeitachse bestimmt (vgl. auch Abbildung 2.2, zum Instantonbe-
griff s.o. und Kapitel 1). AuBerdem erfiillt ¢. die Randbedingungen (2.14). Es wird jetzt
zunichst der Beitrag von solchen 1-Kink-Konfigurationen zur Ubergangsamplitude (2.12)
berechnet.

2.1 Beitrag von 1-Kink-Konfigurationen zur Ubergangsam-
plitude

Ich betrachte zun&chst den Beitrag des Kinks mit Zentrum bei 29 = 0, d.h. a = 0:

P(e,0)(T0) = wvo tanh(% z). (2.18)

Dazu entwickelt man als erstes S[¢g] um ®(c,0) in eine Taylorreihe. Zuvor sei noch fiir
Funktionen

f,g: R®* —R (2.19)
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7\/3mi
9o [

Abbildung 2.2: Kink-L&sung fiir a = 0

definiert:
(fo) = [ & 1) gt (2.20)

Man hat dann

1
Sloeoy +ul = Se+ 5 Mayn) + 55 (Do n®) + 55 (P07 (221)
mit
3 m
|M(1) = —A(?’) + mg — 5 m7 (2.22)
2
Sc = S[(b(qo)] (2.23)

Der Operator [M(;) wird im ndchsten Kapitel eingehend untersucht. Hier ist zundchst von
Bedeutung, dafl My), bis auf einen unwichtigen Phasenfaktor, genau eine normierte Eigen-

funktion zum Eigenwert 0 besitzt. Diese Nullmode sei mit [00) bezeichnet. In der Orts-
raumdarstellung gilt:

L %o _ Ly e
\/S_c 8$0 - \/S_c (C,O) 0/-

Die Eigenvektoren von M) sind nicht mit den obigen Zustandsvektoren wie z.B. [04) zu
verwechseln. Wegen

S0y (to+a) = bro) + ay/Se(z[00) + O(a?) (2.25)

(z[00) =

(2.24)

entspricht (z]00), bei einer Entwicklung der Fluktuationen 7 in Gl. (2.21) nach Eigenfunk-
tionen von [M(y), gerade einer Verschiebung des Kinks lings der zg—Achse. Diese Nullmode
erfordert eine spezielle Behandlung im Pfadintegral in Gl. (2.12), da man sonst u.a. nicht
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konvergente Gauf—Integrale vom Typ ffooo dz e=°7° bekommt. Diese spezielle Behandlung
erfolgt mit Hilfe der Methode der kollektiven Koordinaten [45] &hnlich zur Faddeev—Popov—
Methode in der Eichtheorie; zur Nullmodenbehandlung vergleiche man auch [46, Abschnitt
17.31]. Wegen des Zusammenhangs (2.25) von Nullmode und Translation lings der zg—Achse
liefert dieses Verfahren dann letztlich den Beitrag aller Kinks und nicht nur den des Kinks
P(c0) mit @ = 0 . Aufgrund der Translationsinvarianz der Theorie lings der zo—Achse er-
gibt jede 1-Kink—Konfiguration fiir sich denselben Beitrag; die Existenz der Nullmode ist
letztendlich Konsequenz dieser Translationsinvarianz.

Jetzt zum eigentlichen Verfahren. Man beachte stets, daB ¢, gy nur von der Zeitvariablen
xg abhdngt. Ich definiere als erstes

€)= [P [oole) - doy(oo— 7]

= /d3x {¢0($0 + T, 21, 22) — ¢(c70)($0)} 70\ 0] (2.26)

¢o ist dabei eine beliebige Konfiguration, iiber die in Gl. (2.12) integriert wird. Dann gilt
1= [faa
dg
= dr. — 6(&(7e)), 2.2
JE RG] (227

mit

df = d /d3$ {(/50(9@0 + Te, @1, $2) - ¢(C70) ($0) gb(c%‘s(tw())

dr. dr.
é(c,O) ($0)
VS,

= /d?’x (;50(360 + T, 21, 22) (2.28)

Hiermit hat man
/ Dy e~ lPol = / Déo [ ch
_ ¢ c,O)(
- / dTC/ NG
X (S( d3 {Qbo $0 + Tey $17 $2) — } ¢ C’O)( 0)> e_s[¢0]}
_ (c,o)(xo)
- /ch/ (bo { $ \/S_C
<5 [ o) - 610100 —¢<3§ Desterd )

Der letzte Schritt folgt, da es dasselbe ist, iiber alle méglichen Konfigurationen ¢g(zo, 21, 22)
oder ¢g(zo + T, 21, 2) zu integrieren. Der Integrand héngt nun nicht mehr von 7. ab, so

daB man erhilt (7. nimmt Werte aus [-L, Z] an):

/choe slool /Dqﬁo/dx{(bo %

X 5</d3az [60(3) = B(eo)(F0)] %) e—5[¢0]}. (2.30)

S(e(rp] e

)
(=}
Pt

O

Dy A’z {¢0 (xo + ¢y 21, 22)
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Substituiert man jetzt

b0 = Pc0)t+ (2.31)

so ergibt sich

/D¢0 e~Sl0ol - = /1777 /d x{ 0)(wo) +77) LC%O)

x&(/d% (i OS( 0)> Pe0)F 7] } (2.32)

Weiter gilt jetzt, da ¢(. ) der Bewegungsgleichung (2.16) geniigt,

. . . S (c0)(0) V(@ (e0))
= 26(,0)(20) D0y (20) — 2 (c0)(0) V(de0) = 0 (Stammfunktion bilden)
- (</5(c,o)(960))2 — 2V(¢(c0)) = const.
— (qs(c,O) (900)) I V(90 (2.33)
denn
s Oeom0) = 0 = im {2 V((b(c,O))}' (2.34)

Damit folgt

/d% (cb(c,o)(am))2 = [ d’ [% (</’5(c,o)(960))2 + V(¢(c,0))]
= S, (2.35)

Eine explizite Rechnung zeigt {iberdies, wenn L die Ausdehnung lings der Raumkoordinaten
x1 bzw. 22 und B(z,y) die Beta-Funktion ist,

/d% (Cié(c,o)(ﬂm))2 = v (%)QL2 /_Oo dz _cosh4(1% z0)

o0

— %Lz/oodx#

2 4o o cosh®z

3
- 2m0 L?B(,2) [47,3.512.2]
9o

9 3
_ 2mg s (2.36)
90

also

9 3
S. = %LQ. (2.37)

Allgemeiner gilt fiir die Wirkung S; » in D Dimensionen, ndmlich D —1 Raumdimensionen
und einer Zeitdimension, da ¢ nicht von den Raumkoordinaten abhédngt:
2 mg

Sep = D) Pt g(()D) : Kopplungskonstante in D Dimensionen.  (2.38)

Yo
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Fiihrt man S, mit Hilfe von Gl (2.37) in Gl. (2.32) ein, so bekommt man

[Povestd = 1 [ {[f v [ it >—¢(C’O§f0)]
LT
= T\/S_C/D”{[l - Sic /d390 n(x) é(c,o)(%)]

X 5( / P n(7) ¢<cvog(fo)> e—S[¢<c,o>+n]} (2.39)

und mit der Entwicklung von S[¢g] (vgl. Gl (2.21))

/choe Sloo] - = T\/S_C/Dn{{l - Sic(méé(c,o))} 5((%%))

% e~ Se=% (M 1yn) =2 (Ge,0)°) = 5 (9 )} (2.40)

Mit Hilfe eines &ufleren Quellfeldes J 148t sich dies wie folgt schreiben:

1 .. (S
[l = 75 {{“ - g [ bt 50|
53
exp{ - % /d?’xz ¢(c,0)($2) W}
9o 3 o
eXP{ ar /d 5J($3)4}}|J:0

/Dn 5((n, 22y et (M) + (i), (2.41)

Man bemerkt nun das Folgende. Die §—Funktion bewirkt, dafl zum n—Pfadintegral nur
diejenigen Konfigurationen 7 beitragen, fiir die

(12%2) = o (2.42)
gilt, die also zur Nullmode orthogonal sind. Ich betrachte daher folgende Zerlegung des
Raumes M aller Feldkonfigurationen #:

M = Nt aN, (2.43)

mit
N+ := {zur Nullmode orthogonale Konfigurationen}, (2.44)
N = {zur Nullmode parallele Konfigurationen}. (2.45)

Entsprechend hat man auch eine Auspaltung des Quellfeldes in zur Nullmode orthogonale
und parallele Komponenten:

J = Jt+ Jl (2.46)



2.1. BEITRAG VON 1-KINK-KONFIGURATIONEN 19

Wegen
(L) = Ity + (gl (2.47)

und da aufgrund der é—Funktion Ausdriicke wie
/1)77 nll(;(( \/S_O))) =% (n.M1)n) (2.48)

verschwinden, erhélt man somit

[ Powerstil - TJS_CG_SC{{H_ 5 [P ot gy >}
53
exp{ - % /dsz O(c0)(w2) W}

90 3 54
A -
exp { A1 / T3 5JJ_($2)4}}|JJ_—O

[ 2ot 2) et OGN+ (050, (249
Ich definiere nun
ZlgY) = [ Dya((n Sy) et DM+ (), (2.50)

Diese Grofle wird jetzt ganz analog zu einem erzeugenden Funktional einer freien Feldtheorie
ausgewertet, man vergleiche auch [48, 29]. Zun&chst hat My eingeschrénkt auf N1 keine

Nullmode und ist invertierbar'. Man wihlt ein 15 € N+, so daf

Meyno = J* (2.51)
gilt. Mit der Substitution
o= 1-="10 (2.52)
folgt dann
Zo[JH] = /1777 5((77 + 7 (b(f’go))) o5 (o4 M) (no+a)) + (7, ng +7+)
= /D“( 1) e (0 Maym) = (7. Maymo) =5 (7 M1y a) + (74 mo) + (74,
denn 770 e N
= /Dﬁ 5( e=% (0.04) =5 (3 M)i) + (74, m0) = (7.9+) + (4,7
denn M4 =J4). (2.53)
Wegen
(@, J%) = (7J%) (2.54)

'Im folgenden ist unter |M(_1; genauer stets (M) Int y~! zu verstehen.
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und

o= Mgy J* (2.55)

schliefit man weiter:

Zo[J 1]

~ -1
/ > 6(<n, %%) b M) g (500

1

( det’ |M(1))_5

N
=N
det’[l\/[(l) bedeutet, dafl bei der Determinantenbildung die Nullmode fortzulassen ist. Die
letzte Gleichung folgt dabei, indem man 7 nach Eigenfunktionen von M) entwickelt und
iiber die Entwicklungskoeffizienten integriert. A ist dabei eine Konstante, die von der ge-
nauen Definition des Pfadintegrals abhidngt. Sie wird im folgenden keine Rolle spielen, so

daf} auf eine genauere Festlegung verzichtet wird.
Ausfiihrlicher gilt, wenn ¢; die Entwicklungskoeflizienten sind und ¢¢ der Entwicklungsko-

effizient der Nullmode:
de;
/Dﬁ .. = N /l | G

und die ¢p—Integration, also die Integration iiber die kollektive Koordinate, fithrt dann auf

Daher folgt mit diesem Ergebnis und der Definition

(;3(070) = V00 Pe0) = \/3m§ tanh( 2o), (2.57)

um eine go—unabhéngige Grofe zu haben, aus Gl (2.49):

0 S _Sc _%
/D(boe S[#o] = T“ﬁe N(det/|M(1))

1]
X{{ﬂ \/_S d$1¢c0 xl)&ﬂ-(m)}
exp{ N \/3—!{_0 d3$2 ¢(c,0)($2) m}

g0 [ » ot L(g,MzLgt)
eXp{‘z/“SW}}lﬂ_f e

Indem man nach Potenzen von ¢g entwickelt, erhdlt man eine iibliche feldtheoretische

Storungstheorie mit dem Propagator

G(z,y) = <$|(M(1)|Nl)_1 ) (2.59)
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und den Feynman—Regeln

= G(z,y),

=~ V90 S0y = —\/3gomf tanh(%E zo),

1N

— 4o,

1
\/g_OSC (C,O)?

1N

©—
e iiber Vertizes integrieren: [ d3z,

e Faktor % vor einem Graphen, mit

S = #(Symmetrie-Gruppe des Graphen)
Abbildungen des Graphen aufsich, die man durch Permu-
=# (tationen von Punkten und Linien erhilt; die Zuordnung) .
zwischen Punkten und Linien muf} erhalten bleiben.

Fiir die Rechnungen in dieser Arbeit wird die Stérungsentwicklung bis zur 2-Loop—Ordnung
einschlieflich durchgefiihrt. Das ergibt schliefllich fiir den Beitrag (04 |e~TH |0_>(1) aller

1-Kink-Konfigurationen zur Ubergangsamplitude:

Se _ , _

Ople™™j02) ) = T\/ge e N (det'IMy))
{r3e—0 +500

o - +OWd . (2:60)

e = N

Die Symmetriefaktoren sind dabei gesondert vor die Graphen geschrieben worden.

[T

N | —
oo =

2.2 Beitrag von Multi-Kink-Konfigurationen zur Ubergangs-
amplitude

Neben den 1-Kink-Konfigurationen, die strenge Losungen der Bewegungsgleichung (2.16)
sind, gibt es auch noch n—Kink—Antikink—Konfigurationen, die durch mit groem Abstand
aufeinanderfolgende Kinks und Antikinks (Antikink = — Kink) entstehen (vgl. Abb. 2.3,
Zahl der Kinks + Zahl der Antikinks = n). Um die Randbedingungen (2.14) zu erfiillen,
mufl » ungerade sein. Diese Multi-Kink—Konfigurationen sind nur ndherungsweise Lésungen
der Gl. (2.16). Den Beitrag einer n-Kink-Antikink-Konfiguration zur Ubergangsamplitude
kann man etwas heuristisch wie folgt bestimmen.

Zunéchst ist die Wirkung einer n—Kink-Antikink—Konfiguration in guter N&herung
durch nS. gegeben, wobei S. die Wirkung eines einzelnen Kinks ist. Denn fiir die Ab-
schnitte, in denen ¢g & Fwvg ist, gilt V(¢o) &~ 0 und 9,49 =~ 0, also auch £ ~ 0, so daB
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o

+vo

|730,a

l’O,a‘l‘T
N
?

Zo

—vg

Abbildung 2.3: Beispiel eines Multi-Kinks (¢, : (beliebige) Anfangszeit)

die Wirkung aus den Spriingen von einem Minimum ins andere herriihrt, genau wie bei
einem einfachen Kink. Da es insgesamt n Spriinge gibt, ergibt sich die gesamte Wirkung
zu nS.. Das unterschiedliche Vorzeichen von Kink und Antikink spielt keine Rolle, weil in
der Wirkung nur ((;50)2 vorkommt, so dafl Kink und Antikink dieselbe Wirkung haben, wie
man an Hand von Gl. (2.35) einsieht.

Weiter gibt es

%T tl tn—l Tn
-iT —iT —iT n.

1 1
2 2
Mboglichkeiten die n Kinks und Antikinks innerhalb eines Zeitintervalls der Breite T anzu-
ordnen [49, 50].
Bis auf die Anstiege und Abfélle verharrt das Feld nun bei der Konfiguration aus n
Kinks und Antikinks in einem der beiden Potentialminima:

or = o (2.62)

~TH 0,

Man berechnet jetzt den Beitrag (0 |e )(ny aller n—Kink-Antikink—Konfigurationen

zur Ubergangsamplitude (04 |e=7#]0_), indem man Fluktuationen um ¢, beriicksichtigt
und die Anstiege und Abfélle jeweils durch einen noch zu bestimmenden Faktor K einbe-

zieht. Ohne Einschrinkung kann man ¢4 w#hlen, mit ¢_ ergibt sich dasselbe und ¢4 15sen
die Gl. (2.16):

n

T
(0y]e"TH 04) () = — K™ e /1777 e~ Slo++7l, (2.63)

Im einzelnen gilt

/1777 e~ Sloa+al /1777 o= 3 (0, M0yn) =3 /390 m3 (1,7°) = 3 g0 (w2 %) (2.64)

mit
My = —-A® + md. (2.65)

Formal erhdlt man diese Entwicklung, indem man die Betrachtungen fiir qﬁ(qo)(xo) =

vo tanh (% 2¢) hernimmt und tanh(%2 2¢) durch 1 ersetzt.
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Entwickelt man den Integranden von Gl. (2.64) jetzt nach Potenzen von g, so fiihrt das
vollig analog zur Rechnung mit Kink zu einer Stérungstheorie mit dem Propagator?

Golz,y) = (2| My ly) (2.66)
und den Feynman—Regeln
————— = G0($7y)7
e\ frem
3E — g

e iiber Vertizes integrieren: [ d°z,

e iibliche Symmetriefaktoren.

Bis zur 2-Loop-Ordnung ergibt sich somit fiir den Beitrag (04 |e™1# 104) ()

- e — . -1
<0_|_|e TH|0:|:>(n) = ?K e N(deth(O)) 2
N PR PR DR
8 l\_/}\_/) 8 \\,c ___\\/4*
1 ’/—-‘\\\ 2
LT o (2.67)

Fiir n = 1 muB sich hier der zuvor berechnete Beitrag der 1-Kink—Konfigurationen ergeben.
Das nutzt man aus, um K zu bestimmen. Einerseits gilt, man vergleiche Gl. (2.67),

Ople™™M0)g) = TKe ™ N (detM)) "2

+—@ml+0%%. (2.68)
Andererseits hat man aus Gl. (2.60)

_ Se _ _1
Ople” ™0 )y = T\/ﬁe e N (det'IMy))

0 +5C0
+§Cff)+%ﬁ5%+o%%. (2.69)

2 Moy besitzt keine Nullmode, so dafi die Betrachtungen zur kollektiven Koordinate hier unnétig sind.
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Damit folgt
det/ M)\ "2 1
K o= o2 (S Mm) e Lt
27 det|M(0) 1+ %(

Die Graphen, insbesondere die gestrichelten, sind von der Ordnung gg, und man kann
den Bruch mit den Graphen in eine Reihe nach Potenzen von gg entwickeln. Das ergibt

schliefilich:

, S, (det' M)\~ 1 1
= (amg) {120 +5 (0O -0

[N
_|_
L 1|00l
_|_
R (e L
, ‘—|—
ol
_|_
S
S

(2.70)

- o<ga>}. (2.71)

2.3 Formel fiir die Energieaufspaltung

Indem man alle Beitrige (0, |e=TH |0_>(n) fiir ungerade n aufsummiert, erhdlt man die
gesuchte Ubergangsamplitude:
Ople™™j0o) = >0 (OpfeT0o),

n ungerade

T Ke %)" 1
n ungerade )

N

= N (detM))”2 sinh (T Ke %) OI
1 [ pemse s,
= §N(detﬂ\/[(0)) 5 |eTKE™™ _ —TKe~" Ol, (2.72)
mit
1.-0- 1 - - 1 .77
I = 1 —;, ’ Zoe T —_— o ___ M 2 . 2.
0] + gL + g + G e\\ ; + O(g3) (2.73)

Die Amplitude (0, |e~7# |0,) bekommt man entsprechend durch Aufsummation aller Bei-

trage (0, |e TH 04) () fiir gerade n einschliefilich der Null:
Ople™™j0y) = > (Ople M 0y),

n = 0 oder

n gerade

T K e 5)" 1
.
n = 0 oder
n gerade

= N(det[l\/[(o))_% cosh (T K e=%¢) Ol

1 LT st s,
= §N(detﬂ\/[(0))_; eTKe™% | o=TKe™™| (o, (2.74)
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Durch Quotientenbildung findet man:
<0_|_|e_TH |0_> eTKe—Sc _ e—TKe—Sc

(Offe"TH0L) —  TRe % L o-TRe =
| _ e-2Ke=SeT

= et (2.75)

Vergleicht man dies mit Gl. (2.11), ergibt sich daher unmittelbar die Energieaufspaltung
ani

Foy, = 2Ke™

Daher ergibt sich schlieflich:

[S. [det' M)\ "2
EOa = 2 i (76 (1)>
27 \ det M(O)

+ o<gg>}. 27%)

Dies ist nun die auszuwertende Formel fiir die Energieaufspaltung in D = 3 Dimensio-
nen. Um die Energieaufspaltung allgemeiner fiir ) Dimensionen zu erhalten ist in dieser
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Gleichung einfach S. durch S , zu ersetzen, und bei der Graphenberechnung sind der Pro-
pagator in D Dimensionen sowie die Kopplungskonstante g(()D) zu verwenden. Auflerdem ist
bei den Feynman-—Regeln statt mit [ dz ... mit [ dPx ...zu integrieren und das Determi-
nantenverhdltnis in ) Dimensionen zu bilden, das heifit, in den Definitionen von M) und
M0y, AD) statt A®) zu verwenden.

Es sei noch angemerkt, dafl man mit den Ergebnissen dieses Kapitels die Formel fiir die

Energieaufspaltung,
Fou = A e—cr(L) I?
— o(L)L? = —logFky, + log A (2.79)
. 1
= O = ngnoo{ - 12 log EOa} (2.80)

plausibel machen kann; o, ist die Oberflichenspannung bei unendlicher Grenzfliche. Wie in
der Einleitung gem&8B Gl. (1.5) beschrieben, erhilt man die Oberflichenspannung o folgen-
dermaflen aus der freien Energie des Systems mit Grenzfliche (F;_) und ohne Grenzfliche
(Fy4), kg ist die Boltzmann-Konstante, 7~ die Temperatur,

: Fo_ — Iy
e = lim (T
o = i { )
1 Zy_
= i - —1 2.81
L1—>moo{ L2 8 Z_|__|_ }7 ( 8 )
mit
Z4+_ @ Zustandssumme mit Randbedingungen, die eine Grenzfliche
erzeugen, (2.82)
Z44+ @ Zustandssumme mit Randbedingungen, die eine Grenzflache
nicht begiinstigen. (2.83)

Die Kink-Konfiguration entspricht nun gerade dem Vorhandensein einer Grenzfliche
(P(c,0)(—=00) = —v0, Pc0y(o0) =vo M Grenzfliche um 2 = 0) und

/1)77 o= S1b(c,0)+7]

kann als zugehorige Zustandssumme 7, _ betrachtet werden. Die Temperaturabhidngigkeit
steckt hier wie in der gewoOhnlichen Landau—Theorie in der Temperaturabhingigkeit der
Parameter mg und go der Theorie, vgl. auch [5, Abschnitt 11 A]. Analog gilt dann

Ziy = /Dn e~ S+ + 0l (2.84)

Mit den Resultaten (2.60) und (2.67) fiir n = 0 folgt dann

) 1 A
0o = lim {_ﬁIOgZ}

det/IM )\ ~2
= gim { — L og |7/ 2 e (MW
L—co L? 27 det|M(0)
P 1100+ gP %.@JFO(Q(%)]}.(Q.%)

~
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Indem man den Bruch mit den Graphen erneut in eine Reihe nach Potenzen von ¢ ent-
wickelt und Terme, die fiir L — oo verschwinden, fortldf3t, liefert das

1
. 1 S, s, det/|M(1) T2
Too = ngnoo{_ﬁlog[ ge (deth(O)

! !

L O O OLLS
_|_l _ 7 2 + i _ .~ \\\
lorp-oral -+l

+O(93)H}

) 1
= ngnoo{ ~ 712 log EOG} (2.86)

(vgl. GL (2.76)). Der Faktor 2 in Gl. (2.76) ist, wie schon der Faktor 7" in Gl. (2.85), wegen
der Limesbildung I — oo unwesentlich.

Die Gl. (2.86) entspricht dem Resultat (2.80). Um o(L), also die Oberflichenspannung
bei endlicher Grenzfliche zu erhalten, ist im Sinne dieser Uberlegungen

—— (log Eoa) 1 (2.87)

zu bilden, wobei (log Ey,);> den Teil von log Ey, bezeichnet, der einen Faktor L? enthilt.
Dieses Vorgehen entspricht gerade der Beziehung

an = AG_U(L)L2.
Im folgenden werden zuerst die Propagatoren Gg(z,y) und G/(z,y) genauer bestimmt.
det/M(l)
det |M(0)

daran die eigentliche 2-L.oop—Rechnung durchgefiihrt wird, indem die verschiedenen Gra-

1
) i berechnet, bevor im Anschlufl

Danach wird das Determinantenverhiltnis (

phen bestimmt werden.



Kapitel 3

Greensche Funktionen

Im vorigen Kapitel ist hergeleitet worden, welche Graphen in 2-Loop-Ordnung zur Ener-
gieaufspaltung beitragen. Um diese Feynman—Diagramme tatséchlich auszurechnen, ist es
notig, zunichst die Propagatoren Gy(z,y) ohne und G(z,y) mit Instantonhintergrund-
feld zu bestimmen. Dies soll in diesem Kapitel geschehen. Da bei der Graphenberechnung
Divergenzen auftauchen werden, die dimensionell regularisiert werden sollen, werden die
Greenschen Funktionen gleich in D Dimensionen bestimmt, und zwar in D — 1 Raumdi-
mensionen, die sich jeweils endlich von 0 bis L erstrecken, und einer unendlich ausgedehnten
Zeitdimension.

3.1 Greensche Funktion ohne Instantonhintergrundfeld

Die Greensche Funktion ohne Instantonhintergrundfeld ist der Operatorkern des inversen
Operators zu

Eigenwerte und Eigenfunktionen von [M(g) erkennt man fiir die betrachtete Geometrie un-
mittelbar:

Eigenwerte: 7z + p* + md, iezZP ™l peR, (3.2
zugeh. Eigenfunktionen: ;_1 el T ! elP oo,
L5 V27
x= (T, 20), T€[0,L]°7", 20 €R. (3.3)

Damit ist die Greensche Funktion Go(z,y) = <$|[l\/[(_01) ly) mittels der Spektraldarstellung
durch

o 1 1 1 eraiz_m
Colay) = I g oD gt (.
ﬁe;—l oo il A p? A omg LOT 2w

gegeben, oder aber mit der Schwingerschen Parametrisierung auch durch

&0 1 52 22y 2maa o [0 d .
Golz,y) = /0 a3 D-1 6_4_2”2te1T”'(x_y)/ L e (PP md)t gip(ro=vo),

o 2T

™)

(3.5)

28



3.2. EIGENSCHAFTEN DES FLUKTUATIONSOPERATORS 29

Man sieht insbesondere, dafl Go(z,y) nur von der Differenz z — y der Argumente abhéingt.
Da der Raumbereich, namlich LP~!, beschrinkt ist, ergibt dies bei Integration iiber die
Raumdimensionen keine Probleme. Bei Auswertung der Graphen wird aber auch iiber die
ganze Zeitachse, Variable xg bzw. yg, zu integrieren sein, so daf hier Divergenzen auftreten
werden, denn es kommen Integrale wie

/_ " o f (3.6)

o0

mit von xg unabhingigem Integranden f vor. Dies sind Divergenzen, die fiir grofie zo—Werte
entstehen. Im Impulsraum entspricht dies kleinen Werten der zugehorigen Impulse. Es han-
delt sich also um Infrarot—Divergenzen. Hier wird zundchst zur Regularisierung ein Cutoff

eingefiihrt:
/ d$0 — / d$0 = (37)
1
- s T

Bei Betrachtung der Greenschen Funktion G/(z,y) mit Instantonhintergrundfeld wird sich
zeigen, daf diese fiir zq,yo — +oo dasselbe asymptotische Verhalten wie Ggo(z,y) auf-
weist, so dafl bei den Graphen mit Instantonhintergrund dieselben Infrarot—Divergenzen,
im folgenden gelegentlich auch kurz JAlDivergenzen genannt, auftreten. Zur Berechnung
der Energieaufspaltung wird jedoch die Differenz der Graphen mit und ohne Instantonhin-
tergrund bendtigt (vgl. Kapitel 2), so daf sich die Infrarot-Divergenzen wegheben werden.

l\J|>—-

Um die Greensche Funktion mit Instantonhintergrundfeld zu bestimmen, ist der Fluk-
tuationsoperator

2
my

—_— 3.8
cosh® (22 ) (3:8)

3
May = —AP) 4+ mf - )

hinsichtlich Eigenfunktionen und Eigenwerten zu untersuchen, was im folgenden Abschnitt
geschehen soll.

3.2 Eigenschaften des Fluktuationsoperators mit Instanton-
hintergrundfeld

Der zu untersuchende Fluktuationsoperator

2
My

_ 3.9
Coshz(% o) (3:9)

3
May = —AP) 4+ mf - 2

tritt bei unterschiedlichen physikalischen Problemen auf und ist recht gut untersucht
[51, 52, 53, 54, 55]. Zunichst sieht man, daf sich IM(;) als Summe eines nur ortsabhéngigen

Operators —AP~1) und eines nur zeitabhingigen Operators M schreiben 158t:

Mgy = —-APY 4, (3.10)
mit
3 me
M = —0? 2_ = 0 3.11
0+ ™Mo 2 cosh? (™20 z) (3.11)
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Ich betrachte zuerst den ortsabhingigen Teil. Im weiteren findet folgende Bezeichnungsweise
Verwendung (Ortsraumdarstellung):

Eigenfunktionen von —A(P=D: (F|7),
Eigenfunktionen von M o {xolk),
Eigenfunktionen von M) o {(z|qk).

3.2.1 Spektrum von —A®P-1

Es ist zu beachten, daf§ eine Theorie mit endlichem rdumlichem Volumen betrachtet wird.
Die z;-Koordinaten (i =1...D—1) konnen jeweils nur Werte im Intervall [0, L] annehmen.
Als Spektrum des Operators —AP~1) erhilt man somit:

2
Eigenwerte: 7t 7= fﬂ i, nezP !, (3.12)
1 s
zugeh. Bigenfunktionen:  (#|7) = —5= 7%, 7 e [0, L)L (3.13)
L =2

Aus der Theorie der Fourierreihen folgt die Vollstindigkeit und Orthonormalitdt dieser
Eigenfunktionen auf dem Raum der auf [0, L]P~! definierten, stiickweise stetig differenzier-
baren Funktionen. Jetzt zum nur zeitabhdngigen Operator M.

3.2.2 Spektrum von M

Die Bestimmung des Spektrums von M entspricht dem folgenden Eigenwertproblem:

3 2
{ 0 +mg — 3 m}ﬁ%}mxo) = Ao (20) (3.14)

R: ., R 5 3 mi I
- = (2o 0 = )
< { 2m0 80 + 20 (mo 2 COShz(% wo)) }(b ($0) 2me o ($0)
e R 3, 2(mo mg h?
— { _ e ¢ + S (5 mg tanh (7 zg) — 7) }(b(wo) = m A (x0)
h? 3h2mg . h? m
— {—m 2+ 1 tanhz(7°$o)}¢(wo) = %<>\+70>¢($0)-
=F
(3.15)
Man beachte hierbei den Zusammenhang
1
tanh® (22 zg) = 1 — ; (3.16)

cosh?( 22 z)

ein Sachverhalt der wegen cosh?(z) —sinh?(z) = 1 leicht folgt. Gl. (3.15) ist analog zu einem
quantenmechanischem Eigenwertproblem mit dem Potential
3h2m0

Vizg) = 1 tanh®(Z2 ). (3.17)

Ein solches Problem wird in [56] behandelt. Das Potential dort lautet

V(zo) = Vocosh? {tanh(%) + tanh ,u}z , (3.18)
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so daB sich das Potential (3.17) durch folgende Parameterwahl ergibt:

w o= 0, (3.19)
352

Vo = o (3.20)
1
2

d = = 3.21

2 (3:21)

Beriicksichtigt man dies und die Umskalierung bzw. Verschiebung der Eigenwerte in
Gl. (3.15), also den Zusammenhang zwischen E und A, so findet man fiir das urspriinglich
zu losende Problem (3.14) zwei diskrete Eigenwerte und die zugehorigen Eigenfunktionen:

No
Ao =0, 0)=—>3 o 3.22
0 (o] 0) = — 5 (8 20) (3.22)
3 tanh (22 zq)
A= - mi =N —2 2 2
1 4 mg, <$0| > 1 COSh(mO xO) 9 (3 3)

wobei Ny und N; Normierungskonstanten sind. Diese Normierungskonstanten bestimmt
man durch gewdhnliche Integration wie folgt:

o] o] 1
2ol 0 2d$ = N, 2/ d$ B R UU—
[ el o = Nl [ dno s
B 2|N0|2/°° du
 mo J_u cosh?(u)
2 | N,
_ 21N B(,2) [47,3.512.2]
mo
2 L (Hre 2 4
= —|N0|27<2)5():—|N02—-
I (3) mo 3

Um (x¢| 0) zu normieren, ist also | Ng| = 1/%m0 zu wihlen. Da die Phase von Ny physika-

lisch keine Rolle spielt, kann man ohne Einschrinkung

Ny = /22 (3.24)

wéihlen. Zur Bestimmung von Nj rechnet man entsprechend:

o tanh? (22
/ |<$0| 1>|2 d$0 = |N1| / d$0 ( - 2 " )

—oo COSh2(TO o)
2

_ 2Ny |? / du sinh”(u)

mo cosh?(u)
2|M |2 4
= 1 BE.1 47,3.512.2
o (5,1 [47, ]
2 rra 2 2
= Lyt 2 e
r(3) Mo 3

Ny = /22 (3.25)
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zu wihlen, so daff man folgendes diskretes Spektrum von M mit den zugehdrigen normierten
Eigenfunktionen erhlt:

3m0 1

8 cosh*(Z ao)’

3 3m0 tanh(m $0)
A== mg 1) =/ S 2
1 4 Mo, <$0| > 4 COSh(%$0) (3 7)
Als kontinuierliches Spektrum bekommt man aus der Behandlung des Problemes in [56] mit

der obigen Parameterwahl (Gln. (3.19) - (3.21)) die Eigenwerte
M = mi+ k% k € R. (3.28)

Mo=0, (z0]0)=

(3.26)

Die zugehorigen Figenfunktionen sind hypergeometrische Funktionen. Fiir die weitere Rech-
nung erweist sich jedoch folgende Form der Eigenfunktionen des kontinuierlichen Spektrums
als giinstiger [5]:

M = mi+k? kER, (3.29)
ik 2, Mg 3 2
(zol k) = Npe™|2k* + < T3 ™Mo tanh®("5% zg) 4 3imok tanh (52 20) | .
(3.30)
Ny, ist eine Normierungskonstante. Natiirlich miissen auch in diesem Fall die Parameter in
2
[5] so gewdhlt werden, daf die in Kapitel 2 definierte Theorie entsteht (r = —%, u= 55, u

und r sind Parameter, die in [5] verwendet werden). Um nun im folgenden die Greensche
Funktion des Operators IM; und die fiir die Energieaufspaltung wichtigen Graphen berech-
nen zu kdnnen, ist es zundchst nétig, den Normierungsfaktor Ny fiir die Eigenfunktionen
des kontinuierlichen Spektrums zu bestimmen.

Bestimmung des Normierungsfaktors Ny

Der Normierungsfaktor Ng soll so bestimmt werden, dafl die zugehorigen Figenfunktionen
|k) auf d-Funktionen normiert sind:

(k| k") = 6(k—4k), (3.31)

denn es handelt sich um einen Normierungsfaktor fiir die (uneigentlichen) Eigenfunktionen
des kontinuierlichen Teils des Spektrums von M. Also soll gelten:

KK = /°° do (k] o) (zo] Y = 6(k — k). (3.32)

— 00
Man setzt nun die konkrete Gestalt von (xz¢| k),

. 2
(zol kY = Nyelk®o |:2]C2 + % — ; mg tanh?®(Z2 2q) + 3imok tanh (22 xo)] , (3.33)

in Gl. (3.32) ein. Das ergibt

0 2
(k| k') = N;Nk// dxo{ |:2]C2 + % — ; mg tanh?® (22 2q) — 3imgk tanh (22 xo)]
mg

X [lez + 5 ; m(z) tanhz(% zo) + 3imok’ tanh(% xo)] ol (K =K)x }

(3.34)
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Durch Ausmultiplizieren und Ordnen nach Potenzen von tanh(“ zg) findet man:

— 0

(k| k') = N,ij/{ /Oo dzo (2k2 + 3 )(2;42 i 22) QiK' —k)zo

+ / dxg i(6m0k2k’ — 6m0kk/2 + 3 3k’ _ ; mok) tanh(mo 900) i(k'—k)zo

— 0

- / deo ( — 3mgh” — 3mgh” - ; mg + 9mgkk ) tanh? (% zo) elF'=k)zo

— 0

+ / d$0 1( — 5 mok/ 4+ Z mok) tanhS( 0) ei(k’_k)l’o

— 0

+ / dzg % mg tanh® (22 z) ei(K'=k)wo

— 0

- N;Nk,{zﬂ(zk%r 22) 5(k— k)

+ ; img (4k2k/ — 4Kk + mdk — mok) / dxo tanh (52 2) ek =k)ao
3 2 2 2 2 1 o m i(k'—k)z
—|—§m0(—2k -2k —m0—|—6kk) dxotanh( Owo)e 0
+ % lmg( - k/ + k) / d$0 tanh%% xo) ei(k/_k)xo
9 o .
+ 1 mg/ dzg tanh* (22 0) ellk _k)xo}. (3.35)

Natiirlich existieren die verbleibenden Integrale nicht im gewdhnlichen Lebesgueschen Sin-
ne, sondern sie sind im Distributionssinn zu verstehen. Auflierdem wurde die bekannte For-
mel

L - i(k'—k)z
5 _Oodxoe( Joo — §(k — k') (3.36)

benutzt, z.B. [57, Gl (7.19)], die auch im folgenden angewendet werden wird.
Es ist nun niitzlich tanh®(22 24) gem&B Gl. (3.16) durch cosh?(2¢ 2¢) zu ersetzen. Damit
erhélt man

(k| &) = Nka/{Qﬂ(QkQ—I— 22) 5(k — &)

+ ; img (4k2k’ — Akk"™ + mik' — mok) / dg tanh (72 z4) el(K'—R)o

— 0

3
+3 md (= 2h% = 26 — md + 6kK')
00 i(K' —k)zo
X (2775(k_k’) _/ drg 627>
oo cosh” (%2 xo)
+ —img(k — ¥
- (k! oo tanh (2o oy
X (/ dag tanh (72 zq) el(F =Rz _ / dzo tanh (%5 20) ik —k)x0>

—o0 —oo cosh®(Z2 z)

B
1 dvg (1 — ———— | Wm0 5, 3.37
- 1o —c0 o cosh® (22 z) ¢ (3.37)
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Durch Zusammenfassen gleicher Integraltypen ergibt das
0\, 3 9
| Ky = N;Nk,{ [(%2 T %) +3 mg( —2k? — 2K — m2 + Gkk’) + - mg]
X 2w 8k — k')
3. 270 ) / 2 9. 3 /
+ 5 1m0(4k K — 4kK? + m2k — mok) + 5 im(k — k)

X / dzo tanh(% xo) el(K'=k)zo

o0 tanh (%2 o

_9 img(k — k’)/ dzg Jamily To) 2( 2 %) el(K'=k)zo

2 —oo cosh (%x )

3 9 e ci(K'=k)
v _ 2]6‘2 2k/2 2 7 4 / d -

+ [ 2 mo( ™o+ ) 9 Mo oo ro cosh® (2 )

- d .
+ 4 o /—oo ro Cosh4 0 20 } (3.38)

Die jetzt noch auftretenden Integrale Werden einzeln untersucht. Diejenigen Integrale, die

eine positive Potenz von ] enthalten, existieren im gewdhnlichen Lebesgueschen

-1
COSh2(% o
Sinne. Sie sind von einem Typ, der spiter noch &fter auftreten wird. Die Berechnung ist
deshalb im Anhang B.1 durchgefiihrt, hier seien nur die Ergebnisse angegeben:

> tanh(7e o Ami (K — k)*
[ g T e o S ,3 (3.39)
—co  cosh”(Z0 zq) m3sinh(E=£ 7)’
o 1(k'—k)zo An (K — k
/ dro — 2 mo - a K k) (3.40)
oo cosh®( %2 x¢) mg sinh (%=% )’
oo (k' —k)wo (k' — k JAEAY:
/ deg ——— = Bk — )<1+( 2)> . (341)
—oo cosh™ (75> ) 3mg mg sinh (=% 7)

Als verbleibendes divergentes und daher im Distributionssinn auszuwertendes Integral ist
jetzt noch [ dxgtanh (% 2q) el =k)zo 7y betrachten. Die Berechnung ist etwas umfang-
reicher und ist deshalb im Anhang B.2 ausgefiihrt. Hier soll wieder nur das Ergebnis an-
gefithrt werden:

> N 27
drg tanh(ZL zq) K —Flwo ; . 3.42
/—oo 0 (%% 20) mo sinh(—km_ok ) ( )

Fafit man jetzt alle Teilergebnisse zusammen, so 14t sich Ny ausrechnen:

* m2 2 m2
(k| K"y = Nka/{Qﬂé(k—k’) [(%%70) —|—3m(2)(k2—|-T0)]

9
+ 2 imo (AR2K' — Ak — 2Bk + 2mik) ———
2 mo sinh (%=57)

=(k"—k) (—4kk —2m32)
Axi(K — k)

ma (k' — ;

( m sinh(% ™)

9 .
‘|‘§1 0
3

+5 m(2k* 4 2k"* — 2m? — 6kK')

9 4 8(K —k) ( (k' — k)2> T
- 1 , : 3.43
g 3m2 + mé sinh (£=k 1) (3.43)
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Das vereinfacht sich zu

* m2 2 m2
(k| k') = Nka/{Qﬂé(k—k’) [(2k2—|—70) —|—3m(2)(k2—|-T0)]

(k' — k)

S 112kK 4 6m2 — 18(K — k)*
sinh(%ﬂ){ o ( )

12K 4 1207 — 12m3 — 36KK + 6(m3 + (K — £)?)] }
=0

= |N*2r {41{4 +5mk? + mg} (k=K. (3.44)

Wegen (k| k') = §(k — k') wahlt man also, erneut ist eine bedeutungslose Phase unterdriickt,

1
N = . (3.45)
\/277(4k4 + 5mak? + m)

3.2.3 Gesamtes Spektrum des Fluktuationsoperators

Der Ubersichtlichkeit halber sei hier jetzt noch einmal das gesamte Spektrum des Operators

M) dargestellt, wobei orts- und zeitabhéngiger Teil, d.h. die Beitrdge von ~AP-1 ynd
[l\~/[7 zusammenzufassen sind:
diskretes Spektrum
. =2 L 2m o D—1
Eigenwert:  Azg = {7, =7, 7 ezZ" ", (3.46)
. . o w7z [3Mmo 1
zugeh. Eigenfunktion: (z|¢0) = —F5— " 5 , (3.47)
L7 8 cosh(52 zo)
Eigenwert: Ay = >+ 3mf, (3.48)
. . = iTa 3m0 tanh(m $0)
zugeh. Eigenfunktion: (z|¢'l) = LTI e 4/ 1 Cosh(m;() 7o)’ (3.49)
kontinuierliches Spektrum
Eigenwert:  Azp = ¢*+md+k?, (3.50)
1 .,
zugeh. Bigenfunktion: (z|7k) = —5= el7% Ny elfoo
L=
2
3
X {2]62 + 202 mg tanh?® (22 2)
2 2
+ 3imok tanh (%2 xo)}, (3.51)
1
mit N, = . (3.52)

\/277 (4k4 + 5m(2)k2 + mg)
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3.3 Greensche Funktion mit Instantonhintergrundfeld

3.3.1 Bestimmung der Greenschen Funktion mit Instantonhintergrund-

feld

Da nun das Spektrum von M(;) bekannt ist, kann die Greensche Funktion G(z,y) mit
Instantonhintergrundfeld bestimmt werden. Hierunter ist der Operatorkern des Inversen
des Operators IM(y) zu verstehen:

2
My

cosh?(2 zg)

3
My = AP o +mf— > (3.53)

Da M), wie im vorigen Abschnitt gezeigt, den (nicht entarteten) Eigenwert 0 besitzt,
existiert der zu M) inverse Operator erst nachdem man M(y) auf den zu dem von der
Nullmode aufgespannten Raum N orthogonalen Raum N1 eingeschrinkt hat. Genauer ist
also unter der Greenschen Funktion G'(z,y) das folgende Objekt zu verstehen:

Gley) = (ol My )™ 1) (3.54)

Die gesuchte Greensche Funktion 148t sich mit Hilfe der Schwingerschen Parameterdarstel-
lung wie folgt schreiben:

G(r,y) = (2 ('M(1)|N¢)_1 ly)
= /000 dt (x| exp {—M't} |y), (3.55)

mit der Definition

1

M= (M) (3.56)

Nun hat man die folgende Spektraldarstellung von M’ . Der Ubersichtlichkeit halber werde
dabei mit |k) einfach eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren mit Eigenwerten A; von M 1)

bezeichnet, |00) sei die (normierte) Nullmode von IM(y. Fiir das kontinuierliche Spektrum
ist jeweils in den folgenden Gleichungen ein Integral statt des Summenzeichens zu denken:

May = Y Aplk)(k] (3.57)

k
— = S Ly (3.58)
k#00
= G(a,y) = (&[M']y)

= Y (el
k#00 F

S AR SRR

k#0600

= [ [ e el - (alT0)(Toly)

k

= [ e (talew (=M o) - G@TON@0) . (.59
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Mit dem in Abschnitt 3.2.3 gewonnenen Spektrum von My 1d3t sich nun G/(z,y) berechnen.
Zunidchst betrachtet man den Integranden des ¢—Integrals in Gl. (3.59). Dazu ist es auch
hier niitzlich sowohl den Operator IM(yy als auch die Hilbertraumvektoren |z), |y) in orts-
bzw. zeitabhidngige Anteile zu zerlegen:

|$> = |f> |$0>7 T = ($17"'7$D—1) 9 (360)
May = —APY 4, (3.61)

~ 2

Moo= 03+ mi - 5 — (3.62)

2 cosh® (22 zq) -
Indem man also das Spektrum von M(y) einsetzt und beachtet, dafi die Nullmode nicht von
den Raumkoordinaten abhidngt, ergibt sich

(x]exp {— M t} ly) — (x]00)(00]y)

S A=Y v 1
= (&2 (wol exp { Nt} y0) — T5=r(wol0)(Olyo)

= <f|eA(D—1)t |g> {<$0|0><0|y0> + <$0|1><1|y0> e—%mgt
+ /OO dke_(mg+k2)t <x0|k><k|y0>}
- % (20[0){0]yo)- (3.63)

Im einzelnen gilt im endlichen Volumen, man vergleiche auch Abschnitt 3.2.1,

= (D-1) 4 5 1 _an? 32 P28 B(2—7
@l gy = ) Tpge P Ll T @D (3.64)
reZ"” "
1 =i S\2 2
= T D1 Z e_( Ly_n) i_t (365)
(47Tt) 2 ez P!

Die letzte Gleichung sieht man mit Hilfe der Poissonschen Summenformel ein, vgl. z.B. [58].
Weiter hat man gem&$ den Gln. (3.26) und (3.27)

(20l0) =

: (3.66)

2(mg .
cosh”( 5

\/7
\/% h(*5* 2o

cosh (% zg)

\_/

(zoll) =

(3.67)

Damit ergibt sich fiir den Integranden von GI. (3.59)
(el exp{ =Mt} |y) — (z|00)(00]y)

2
=Y BT {3mo L
e 8 cosh ( 0 24) cosh”( 2o 5 Yo)

3mg _z,,2, tanh(“> 2¢) tanh(“5> yo)
e 1Mo
4 cosh (%2 x¢) cosh (%5 yo)

— e (ol0) (0l
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Ausmultipliziert gilt also, wenn }_' die Summe iiber alle Indizes aufier der 0 bezeichnet,

(e|exp { = Mqyt}ly) — (2|00)(00]y)

I
[u—
™
|
-
N
3y
[ V)
-
(‘Db—t
=y
3y
~
%lu
&
5
=)
[u—

1 A2 22, 2w o o o
n o E T ERD [ e (R ) bl (3.69)

&0 ; 1 _dr? a2y omo o o 3 1
G(x7y) = / dt { e A 275612771.(1’—1/) mo
0

8 cosh?(2 z4) cosh? (722 yq)

0)
0)

(5
o) tanh (52 y
o) cosh (52 y

mo
2
mo
. 2y tanh (%52 @
D-1 4 cosh(%e z

Tr2—* SO o o oo
+ Z %6_4_2”27"6‘27”(%1/)/ dke—(k2+m3)t<xo|k><k|yo>}v(3-69)

mit (vgl. Gl. (3.30))

. 2
(xo| kY = Ny elkoo {2]62 + % — ;mg tanh® (2 zg) + 3imok tanh(Ze xo)}

und

1
Nk - ; f7 ge [07L]D_17 To, Yo € R.

\/277 (4k4 + 5mik? + mg)

Dies Ergebnis fiir G(z,y) kann benutzt werden, um das Resultat fiir die Normierungskon-
stante Ny (vgl. Gl. (3.45)) zu iiberpriifen. Dazu bemerkt man, dafl wegen

2
my

cosh® (22 z)

3
May = —AP) 4+ mf - )

= —AD) 4 md = M, (3.70)

l’o—)ﬂ:OO

fiir |2o — yo| — oo gilt (fiir |20 — yo| — oo hat man 2¢ — oo oder yy — o0):
(M) ly) — (2|Mo) |y}, (3.71)
und daher folgt auch
Glz,y) = (M) — (2|Mly) = Golz,y). (3.72)

Die Greenschen Funktionen mit und ohne Instantonhintergrundfeld sind also asymptotisch,
fiir 29 — oo oder yo — oo, gleich. Das ist auch nétig, damit bei der Berechnung der
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Energieaufspaltung keine Infrarot-Divergenzen aus der zg— bzw. yo—Integration auftreten,
man vergleiche auch die Bemerkung auf Seite 29.

Insbesondere erhélt man fiir 29 — oo und yo — oo aus Gl. (3.69) wegen tanh (%> 29) — 1
fiir 29 — oo:

1 22 22 om i o
x y — / dt{ ﬁe_%n2tel%ﬂu(l’—y)
nEZD 1
X/ {|Nk| k —|—m0)t ik(zo—yo)
2
X{ka—l— ——m0—|—31m0k}{ka—l—%—%mg—Simok}}}
2 2
&0 1 4n? 22y 2w oo o
- dt{ S e BT EED
neZ”™!
X / dk (4k4+5m3k2 +mg) | N, |2 e—(k2+m3)teik<ﬂfo—y0>}. (3.73)

Wegen (vgl. GL. (3.5))

nEZD '
y /OO d_p e_(p2_|_mg)t eiP(z0—y0) (374)
oo 2T
folgt also
1
NG (k4 5mB? 4 md) =
27
und somit
1
N = (3.75)

\/277 (4k* 4+ 5m(2J k2 + mg) 7

was die vorige Nj-Bestimmung bestitigt. Mit Hilfe dieser Uberlegung hitte man N auch
direkt bestimmen konnen.

3.3.2 Analytischer Ausdruck fiir die Greensche Funktion

Obwohl bei der Graphenberechnung fiir G/(z,y) die Form verwendet werden wird, wie sie
in Gl. (3.69) erhalten worden ist, ist es interessant, dal man in Gl. (3.69) die ¢~ und
k—Integration und zum Teil auch die Reihensummationen noch ausfiihren kann, um einen
analytischen Ausdruck fiir G'(z,y) zu bekommen. Dies soll hier noch durchgefiihrt werden.
Der Ubersichtlichkeit halber wird nur der Fall D = 3 betrachtet. Bis auf die Reihenbehand-
lung bringt der Fall fiir allgemeines D) aber keine weiteren Schwierigkeiten.
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Zunidchst kann man Gl. (3.69) etwas anders schreiben:

00 1 _anlazy ona o o [ 3mg 1
Glz,y) = dt pze T 90){
(z,9) /0 { Z 1.2 8 coshz(% 20) cosh? (22 yq)

reZ’ < Yo
3mg _a,2, tanh(%xo)tanh(%yo) /oo (4 m3)
- ¢ dk ms kY (k
+ 4 ¢ cosh (% x¢) cosh (%2 yo) + . € (xolk){k|yo)
1 3mg _: m2 tanh (%2 20) tanh (%2 yo)
L? 4 cosh (% xg) cosh (52 yo)
1 o0
+ 13 dle e~ (FHmE)t (oo kY (k| yo) }
L tanh(% wo) tanh("2 yo) 1 [ 1
- = dk ———— (wo|k)(k
moL? cosh(%® 2) cosh (%2 yo) T L2 R me (wolk)(k|yo)
= Sl
w3 LT [ (e exp{—B16} o) e~ F T (3.76)
N I3 _ ‘
e e /0 x| exp yo) e 7
nez
= SQ
wegen
3mg 1

3m0 —3m2t 2
+— 470 m m
4 cosh (752 zg) cosh (752 o)
+/ dk e~ (P m8) (g 1) (ko). (3.77)

Die Ausdriicke S; und S; werden nun getrennt untersucht. Zunichst zu S;. Mit der expli-
ziten Form der Funktionen

1 .
(wolk) = s
\/277 (4k4 + 5m(2)k2 + mg)
2 m(z) 3 5 2/m . m
X {Qk + - ~3™Mo tanh® (%> 2g) 4 3imok tanh (% 2¢) (3.78)
und
L —ikyo
(klyo)y = €

\/277 (4k4 + 5m(2)k2 + mg)
2, M5 3, 2(m : m
X {Qk + < ~3™Mo tanh” (52 yo) — 3imok tanh (52 yo) (3.79)

(Abschnitt 3.2.2, Gl. (3.30)) folgt

1
o (4k4 + 5m3k? + mg)

ik(l’o—yo)

(zolk){kyo)

2
X {2]62 + 2o 3 mg tanh? (22 2q) + 3imgk tanh(Ze xo)}
2 2 2 2

2
my

3
X {2]62 + - T3 mg tanh? (22 yo) — 3imok tanh(Ze yo)}. (3.80)
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Beachtet man nun die folgende Partialbruchzerlegung

1 4 1 4 1
(6 + md) (0§ 5mgi? tmd) g K md ¢ Omd g2y o
1 1

- , 3.81
3mg (k2 + mg)2 (3.81)

so erkennt man, dafl bei der Berechnung von 57 Integrale folgenden Typs auftreten:

00 k2n k )
/ dk (52%81@(3)]) : ne{0,1,2}, je{1,2}, (3.82)
k2l-|—1 : k
/ dkﬁzgé), [e{0,1}, je{1,2}. (3.83)
Dabei ist das Folgende zu beachten: Einige dieser Integrale, beispielsweise ffooodk k?ﬁg;k),

existieren nicht. Da jedoch das Integral 57 wegen des k%fAbfalls fiir grofie k offensichtlich
konvergiert, kann man wie an folgendem vereinfachten Beispiel gezeigt wird vorgehen:

/OO i k% cos(ak)
oo (k2 + m%) (4k4 + 5mik? + mg)

/°° dk{ 4 k% cos(ak) 4 k% cos(ak) 1 k2% cos(ak) }
9

ma k%4 m? 9ma kz"'ng 3m? (k2 + mg)Q

— 00

d? o 4 N cos(ak) 4 cos(ak)
= —— dk || —
dfﬂ{/—m |~ ag) g * g kw—]
0 2
1 / i k Cos(ak)2
37710 —00 <k2 + m%)

d? 4 o cos(ak) d? 4 o cos(ak)
= —— - — dk - —9— dk i
da? Ima J_ oo K24 mi da? | 9mg J_oo g2 4 Gt

00 2
S / ar, £ coslak) (3.84)
37710 -0 <k2 + m%)

Hier existieren nun alle Integrale. Bei der Berechnung von 57 geht man jetzt ganz analog
vor, indem man effektiv stets folgende Ersetzung macht:

° k™ cos(ak) (_d_2>n > cos(ak)
/_ e = (e /_ Rt (3.85)
o kM sin(ak) (_d_2>l k sin(ak)
/ e = (e /_ L (3.56)

In diesem Sinne sind in Anhang B.3 Formeln fiir die Integrale der Typen (3.82) und (3.83)
zusammengestellt.
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Unter Beriicksichtigung der Darstellung (3.80), der Partialbruchzerlegung (3.81) und der
Integralformeln des Anhangs B.3 findet man nach etwas lingerer Rechnung schlieflich:

S; = 3677”1¢0L2 o lzo=ol [4 + mi%Cw (0, y0) — %Cko (950790)]
L 56;%8E5.e—2¥4x0—y0|[4 - ;;—(7k2(x07yo) +"}E1(7H)($0790)]
+ % e~ "0lro—ol [— 12 + m_30k2 (To, Yo) — mingo (950790)]
N isign(ig — Yo) {362&0 =m0 lzo—vol [mio Sy (2o, yo) — mig Sk (2o, yo)]

1 m 2
e [ s+
m

8
36 p- Sk (wo, yo)]

0 mj
20 = Yol —molwo—yol | 3 3
‘ + 36 © e Ske (o, Yo) mg Sk (o, y0) | ¢,(3.87)
mit
Ciz (vo,y0) == md {2 — 3tanh®(Z2 2q) — 3tanh®(Z2 yo)
+ 9 tanh("%5> 2¢) tanh (52 y )}, (3.88)
ma
Cro (z0,%0) = To{l — 3tanh?®(Z2 zg) — 3tanh®(Z2 yo)
+ 9 tanh® (22 2) tanhz(mT 0)} , (3.89)
See (20,y0) = 6im0{tanh(% rg) — tanh(75> yo)}, (3.90)
3
Sk (zo0,y0) = 2 img {tanh(% zo) — tanh(Z2 yo) — 3 tanh(Z2 2q) tanh? (22 yo)
+ 3 tanh (2 yo) tanh?® (20 xo)} (3.91)
S1 148t sich noch etwas iibersichtlicher schreiben, ndmlich
e_m0|$0_y0| 2(m 2 m m
S = ETTNER {5 — 3 tanh® (%% zg) — 3 tanh*(52 yo) + 20 tanh (%> 2¢) tanh (52 yo)

— 11 tanhz(mo o) tanhz( 5 yo)}

e %W’O—Z/O |

- tanh(%2 zo) tanh (%2 yo) {1 + tanh(Z2 zg) tanh(%e yo)}

3|$0_y0|e—mo|%—yo| .
— 617 {1 + tanh? (22 2) + tanh? (22 yo)

— 4 tanh(Z22 2g) tanh(Z2 yo) + tanh®(Z2 z) tanh®(Ze yo)}

+ sign(zo —yo) [ 1 {e—%ll’o—yd _ e—m0|1’0—y0|}
L2 mo

X {tanh(mo o) tanh?(Z2 yo) — tanh (™2 yo) tanh?(Ze xo)}

3 |$0 _ y0| e—mo|xo—y0|

8
+ tanh(Z zq) tanh®(Z2 yo) — tanh(Z2 yo) tanh? (%2 xo)} }.(3.92)

{tanh(% zo) — tanh(52 yo)
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Jetzt ist Sy auszurechnen:

ro ] SO o s 0 ~ an? 5
S = > ﬁel%”'(y_$)/ dt (o] exp{~Mt}[yo)e™ 22 ™' (3.93)
reZ’ 0
Nun gilt
oo ~ 2 o oo B
/ dt (wo| exp{~Mt}[yo)e” 77 7' = / dt (o) exp{ M t}]yo) e~
0 0
4 2
<a2 = %ﬁz > 0)
= 7 {00l + (ol e~
0
_|_/ dk (ol k) (k|yo) e—(k2+mg)t}e_a2t
= (rol0)Olyo) — + (ol ) 1{110) T
= 0 Yo o2 0 Yo %m%—l—oﬂ
+ 1, (3.94)
mit
e [k Galt) ) —— (3.99)
= xT EEEE— .
oo 0 Yo mi + a? 4 k2

Das Integral I stellt nun einen ganz dhnlichen Ausdruck dar, wie er schon bei der Berech-
nung von Sy auftrat. Das weitere Vorgehen gestaltet sich also ganz analog:

I T e cos (k(zo — yo))
I = — dk
(k2 + a? + mg) (4k4 + 5mik? + mg)

27

— 00

X [4k4 + Che (20, y0) k* 4+ Cio (960790)] }

L /OO dk sin (k(zo — yo))
21 J_ o (k2 + a? + mg) (4k4 + 5mik? + mg)

X [Sks (zo,y0) k> + Sk (z0, yo) k] }7
(3.96)

mit denselben Ausdriicken Cz (20, yo) , Cro (20, Y0) , Si2 (o, Yo) , Sk (20, Yo) wie in den Glei-
chungen (3.88) — (3.91) angegeben. Zun#chst fiihrt man eine Partialbruchzerlegung durch:

1
(k2 +aZ + mg) (4k4 + 5m(2)k2 + mg)

1 1
o’ (Sm?J + 4042) (k2 +aZ + mg) B Sm?)a? (k2 + mg)
1

g (o2 + ) (24 52)

n (3.97)
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Setzt man dies in den Integranden von I ein und benutzt erneut die Formeln des An-
hangs B.3, mit denselben Konventionen beziiglich der Existenz der Integrale wie sie bei der
Auswertung von S; gemacht wurden, so ergibt sich nach etwas lingerer Rechnung:

ol 2w o 2 mo 1
IS _ - elTTIn(y—l’) 8
: 422 L2 { a?  cosh?(Z2 2q) cosh? (22 yo)

%mo tanh(%2 2¢) tanh (52 yo)
a4+ %mo Cosh(”éo o) cosh (52 o)
- _—|l’0—y0| _0 _ C C
a4+ %m% e 2 [12 —12m w2 (To,Y0) + —3mg 10 (9007y0)]
1 2
—I_ 5 e_m0|$0_y0| |:_ ?0 + Ck2 ($07 yO) - 6m Cko ($07 yO):|
3

g T )

a?(a ¥ m3>

- 6%01“2 (%o, yo) (1 + 2) + — 6 5 Cro (20, Yo) (1 + ;—22)_%]

2
0 0
131gn(960 —Y) _m 2> [ra—yo| —1
e - — S ZQ, Sk (@ 3
t o T T
isign(zo — Y0) o 1o !
(a2 e o lzo—wol |: $07yO — Wsk ($07y0):|

_ Zmo —/a 2-|—m0 |l’0 Z/O
—|—181gn($0 yO) 042 <a2 _I_ _m2>

X [— ésks (20, 40) <1+ m—%) + G%Sk (xo,yo)] } (3.98)

0

Auch Sy 14t sich umformen:

3
B RS N O 0 tanh (%2 20) tanh (%5 yo)

X {1 — tanh (%2 zo) tanh(52 yo)

e~molzo—vol {1 + tanhz(% zo) + tanhz(% Yo)

— 4 tanh(Z2 zg) tanh(Z2 yo) + tanh?*(Z2e 20) tanh® (22 yo)
+ —
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3 3
96m0 —+/ o2 +m3 |zo—yo| {16 (1 + a_Z) g
a2(a? + m%) ma
2.1
a‘\ 3z 2 2
-|_(1—|-m—(2)) {—8—|—12tanh( zg) + 12 tanh® (%2 yo)
— 36 tanh (%2 zo) tanh(%2 yo)} +

1
o _5 m m
+ (1 + m—) {1 -3 tanhQ(TO z0) — 3 tanhQ(TO Yo)

0
+ 9 tanh®(Z2 z) tanh?(22 yo)} }
; %mo -3 |zo—yol h( ™o h (o
+ sign(2¢ — yo) PER e 2 tanh (%2 20) tanh(% yo)

X {tanh(% Yo) — tanh (752 xo)}

m
+ —4a20 e~mo lro—o| {tanh(% Yo) — tanh(% o)

— tanh(™2 2g) tanh®(22 yo) + tanh(Z2 yo) tanh? (22 xo)}
9,03
1670 —Va?+mg |zo—yol [tanh(% zo) — tanh (%2 yo)

a?(a? + %m%)

+ tanh("* 20) tanh?(“5 yo) — tanh(% yo) tanh® (% wo)
4 o m 4 o m
+ 3 m_g tanh (%5 zo) — 3 —(2) tanh (% yo)} }} (3.99)

Verwendet man nun die Ergebnisse fiir S; und S in Gl. (3.76) und fafit zusammen, so erhélt
man den folgenden ldnglichen aber immerhin analytischen Ausdruck fiir die Greensche
Funktion der Theorie bei vorhandenem Instantonhintergrundfeld:

1 tanh(%2 29) tanh (%2 yo)
moL? cosh("5 zg) cosh(752 o)

G(xvy) =

e—mo|l’o—y0|

+ 16 m0L2

5— 3 tanh®(Z2 2g) — 3 tanh® (22 yo)

+ 20 tanh (2 2q) tanh(Z2 yo) — 11 tanh® (%2 z) tanh®(Ze yo)}

e_%|l’0_y0|

— — o tanh(% 2o) tanh(%52 yo) |1 + tanh (%2 2o) tanh(%yo)}

3 |$0 _ y0| e—mo|%—yo|
16 L2

1+ tanh?(Z2 2q) + tanh®( 22 yo)

— 4 tanh(Z2 2g) tanh(Z2 yo) + tanh?(Z2 z) tanh®(Ze yo)}
+ /
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i Sign($o - yO) L |:e—— |x0 y0| _ e—mO|l’0—y0|:|
L2 mo

X {tanh(mo o) tanh® (2 yo) — tanh(Z2 yo) tanh?(Ze xo)}

3 |$0 _ y0| e—mo|%—yo|
a 8

{tanh(% zg) — tanh (5 yo)

+ tanh(Z2 2q) tanh®(Z2 yo) — tanh(Z2 yo) tanh?(Ze xo)} }

1 emao o 1
G FE(F-F)
+ Z 12 € { o2 COShz(m

ﬁ€Z2 2 xo) COShz(% yO)

wlw
3
o

Smo  tanh(Z2 zo) tanh (%2 yo)

mo
2
a? 4+ 2m2 cosh (75 wq) cosh (752 yo)

3
z o TR0

— 47 e Il tanh (e 24) tanh(Ze yo)
2 3,2 2 2
o + TG

X [1 — tanh (%% 2q) tanh (%2 yo)}

e~"mo [o—vo {1 + tanhz(% zo) + tanhz(% Yo)

—4 tanh(m zo) tanh (%2 yo) + tanhZ(mO o) taHhQ( 52 Yo)
3.
+ 967 —v/o2+mi |vo—yo| { ( + o )%
a?(a? 4+ mg) mg
2.1

04_ 2 . 2/mo 2
+ (1_|_ m%) { 8 + 12 tanh* (52 29) + 12 tanh® (75 yo)

— 36 tanh (%> zo) tanh(52 yo)}

2T 3 (e 3 tanh? ("
—I—( —I_m_%) {— anh”(%2 29) — 3 tanh*(%2 yo)

+ 9 tanh?(2¢ 2) tanh? (% yo)”

3
. 2o

4+ sign(zg — N
gn(zo yo){a2+§mg

X {tanh(% Yo) — tanh (%> xo)}

e~ 2" 70wl tanh (%2 20) tanh (%2 yo)

3mo

+ —4a2 e~mo lro—o| {tanh(% Yo) — tanh (75> )

— tanh(Z2 2g) tanh?(Z2 yo) + tanh(Z2 yo) tanh® (22 xo)}
n 1677
a?(a? + 3m?)

+ tanh (% o) tanh?(% go) — tanh (% yo) tanh? (% o)

4 o? 4 o?
+ - — tanh(%2 29) — - —5 tanh(%2 yo) } , (3.100)
3 m3 2 3 md 2 }

e~V +mg lwo—yol {tanh(% Tg) — tanh(% Yo)

0
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472
o? = 373 TR (3.101)
Es sei noch auf folgenden Sachverhalt hingewiesen. Letztlich treten in Gl. (3.100) Doppel-
reihen folgender Typen auf:

' 1 SO o o o
3 el T -7 b2 >0 (3.102)

und

, a—VA24+c2d Vo om e o
> QﬂT Vit 42 d TH0D: e £21,0,1,3}; & d > 0; b2 > 0. (3.103)
7
reZ’
Es ist interessant, daf man die Doppelreihen des Typs (3.102) auf eine gewShnliche Reihe

zuriickfithren kann, ndmlich folgendermafBien. Zunéchst betrachtet man die Fourierreihe zur
Funktion

cosh(az): [-m,7] — R
r +—— cosh(az), a € R. (3.104)

Fiir die Fourierreihe dieser Funktion gilt [60, S. 151 Beispiel 7]:

cosh(az) = % + f: (1) 25‘81“:(5‘”) ;Zsi"zg v € [, 7). (3.105)
Wegen .
(—1)" cos(nz) = %[cos (nfx — 2)) + cos (n(r + 2))] (3.106)
ergibt das
cosh(az) = % + i % [cos (n(r = 2)) + cos (n(r + )|,

(3.107)

mit « € [-7, 7]. Indem man z durch 2 — 7 ersetzt erhdlt man

_ sinh (ar >~ & sinh(ar
cosh (&(z — 7)) = % + Z MT—IEnQ; {cos (n(27 — z)) + cos(nzx)
n=1
sinh(@r) ~ 2asinh(ar) = cos(nz)
= 2x|. 1
— + - ;@un?’ v €0,2r].  (3.108)

Es gilt also insgesamt

=~ cos(nx) T . sinh (&)

= h . _ sinhiam) 5

nz::l &% + n? 24 sinh (ar) (COS (@(z — ) — ), z € [0,27]
7 cosh(a(z — 7)) 1

- ~ 540 0,27]. 3.109

24 sinh(ar) 242’ z € [0,27] (3.109)
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Das ist nun fiir die zu untersuchende Doppelreihe niitzlich, denn es ergibt sich

2 :' ! ei%”ﬁ(g‘—f) _ 2 : E ' 1 ei%”m(yz—l’z) ei%ﬁm(yl—l’l)
= 7?4 b? z i+ b+
—*E np=—0o0 ny=—00
= ! 1 227
158 ny (y1—21)
+ E 771%%—()2 el L MWLITEL) (3.110)
np=—0o0

Bei der Reihe in den eckigen Klammern 14t sich nun der Cosinus einfiihren, so dafl man
Gl. (3.109) anwenden kann:

00 0 2n
Z/ 1 el%ﬂﬁ(g—f) _ Z 22 COS(TTLQ (yz—m)) ei%”m(yl—xl)
=, W+ Z — i+ ]
ﬁE np=—0o0 ny=
X e
np=—0o0 1

i [77 cosh (\/n% + 02 (4 |y — 22| — ﬂ'))
\/n% + b2 sinh (\/n% + b2ﬂ')

np=—0o0
_# 6127”711(1/1—901)
n? 4 b2
= ! 1 227
= T mln-m)
+ > e Hy—en), (3.111)
np=—0o0
Wegen 0 <y;,z; <L (i=1,2) folgt
0<|yi—ai| <L i=1,2. (3.112)
Also gilt stets
27 .
0<— lys — x| <27 i=1,2, (3.113)

so daB die Anwendung von Gl. (3.109) jeweils erlaubt ist. Letztlich erhdlt man also folgende
Formel fiir die auftretende Doppelreihe:

) 1 o = 7 cosh (\/n%+b2(2f”|y2—x2|—7r)) Cor ~
Z _ ol T (v-2) _ Z el T ni(y1—x1)
e AV W /0 sinh (Vg + 02 )

7 cosh (b(%7r ly2 — 2] — 77)) 1

+ bsinh(br) b2
o [cosh (\/n%+b2(2%|y2—x2|—ﬂ'))
= 27
iy v/ n?+b? sinh (y/n? + b2 7)

X COos (m 2% (y1 — xl))]

7 cosh (b(%7r ly2 — 2] — 77)) 1
+ : _—— (3.114)
bsinh(br) b2
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Das Resultat (3.100) fiir die Greensche Funktion G/(z,y) mit Instantonhintergrundfeld ist
zwar recht kompliziert, zu kompliziert um damit die Graphen zu berechnen, macht aber
immerhin eines explizit deutlich. G(z,y) geht fiir |zg — yo| — o0, wie zu erwarten war,
exponentiell gegen 0. Das ist fiir die spitere Graphenberechnung von Bedeutung, denn
daraus folgt, dafl aus Regionen mit |2¢ — yo| — 00, also insbesondere fiir 29 — o0, yo — —00
oder umgekehrt, keine Divergenzen aus den Integrationen iiber zg und yo auftreten werden.

Die zentralen Resultate dieses Kapitels, ndmlich die Ergebnisse fiir die Greenschen
Funktionen Gg(z,y) aus Gl (3.5) und fiir G(z,y) aus Gl. (3.69), seien hier noch einmal
herausgestellt:

Go(z,y) = / dt Z ;e—%ﬁ%ei%ﬁﬁ(f—g‘)/ @e—(p2+mg)teip(x0—yo)‘
0 —

zZ ! Lo o 2T
€
und
(o] 1 1 _ﬁ»g SO o fm o 3m0 1
G z, = / dt — e 51 telfn'(l’—y)
(z,y) 0 { ;_1 Lb-1 8 cosh? (T wg) cosh? (722 o)
€
+ Z Le_%ﬁ%el%ﬂﬁ.@_g) 3mg o im3t tanh (%2 29) tanh (%2 yo)
< LP-1 4 cosh (752 zg) cosh (5 yo)
nefd" "

1 72 22, 2w o
+ Z 7D-1 6_4_2n2tel2Tn~(w—y)/ dke—(k2+mg)t <$0|k><k|y0>}



Kapitel 4

Berechnung des
Determinantenverhaltnisses

Zur Bestimmung der Energieaufspaltung vy, wird das Verhiltnis der Fluktuationsdetermi-
nanten mit und ohne Instantonhintergrundfeld bendtigt (vgl. Gl. (2.78)):

det’ M(l) B
( det M(O) )
det’[l\/[(l) bedeutet hier, dafi bei der Determinantenbildung die Nullmode von M) fortzu-
lassen ist. Die Berechnung erfolgt mit der Methode der Wirmeleitungskerne und ist sowohl
fiir D = 3 als auch fiir D =4 Dimensionen von Miinster durchgefiihrt worden [22, 23]. Die
Rechnung fiir D = 3 Dimensionen soll hier dargestellt werden.

Die Definitionen der Operatoren M(;) und M(g) sind nach den Gleichungen (2.22) und
(2.65), die sich leicht auf D Dimensionen verallgemeinern lassen,

[N

May = —AP g - 2 cosh?(%8 z) -
Mgy = —AP) +md. (4.2)
Man verwendet nun die Beziehung (A sei ein Operator)
logdet A = TrlogA. (4.3)
Das fiihrt auf
det'M ™M
log (WM((;)) = Tr'log ﬁ : (4.4)

Tr’ bezeichnet hierbei die Spurbildung unter Fortlassen der Nullmode von M(y). Die Null-
mode kann man am bequemsten durch folgende Grenzwertprozedur aus der Spurbildung

entfernen:
M My + p2
T log —2 = lim { Trlog — 7 _joe 2 4. 45
Es ist daher
Trlog MW 4
Moy + 12

50
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zu berechnen.
Dazu definiert man fiir einen Operator A wie folgt den Wérmeleitungskern Ky(A):

K(A) = Tre ™, (4.6)

Dann gilt, falls A ein positiver Eigenwert von A ist,

d

logh = —— AT 4.

Mit der Gammafunktion I'(z)
I'(z) = / dtt?7le t, Rez > 0
0
= X / du w"le M, t = Au,
0
gilt also
AT = L /00 du vt e M Rez > 0
['(z) Jo ’ ’

und es folgt somit

d 1 o
logh = —— — du w”~lte M}, 4.
°8 dZ|z:0{F(Z)/O e } (4-8)

Die Bildung der Ableitung an der Stelle z = 0 ist dabei im Sinne einer analytischen Fort-
setzung zu verstehen. Durch Summation iiber alle Eigenwerte A ergibt sich jetzt insgesamt:

d 1 ©o
Trloc A = —— - d z—1 —Au
o8 dZ|z:0{F(Z) /0 b %:e }

d 1 ©o ol -
_ _@Z:o{m/o du u I(u(A)}

- 24, (4.9)

B £|Z =0
((z, A) ist hier die zum Operator A gehérige Zeta—Funktion, die durch

(2, A) = L)/Oooduuz—lz(u(A) (4.10)

I'(z
definiert ist. Die Bezeichnung Zeta—Funktion riithrt daher, dafl sich fiir den Hamilton—
Operator Hg, des harmonischen Oszillators ohne Nullpunktenergie die Riemannsche Zeta—
Funktion fiir ((2, Hos,) ergibt. Nutzt man die Gl. (4.9) fiir die Operatoren My + p* und
Moy + 1%, so erhilt man

M 1) + p?
W+ # , 2
Trlog 2 = Trlog (M) + p*) — Trlog (M) +
& M) + 12 g (M1 + 4°) g (Mg) + 1)
d
= _@|Z:0{C(27M(1)-|—M2)—C(Z,M(0)+u2)}, (4.11)

=: ((z, p)
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wobei ((z, 1) mit Hilfe der Definition (4.10) ausgeschrieben folgende Form annimmt:

C(oyp) = ﬁ /0 T KMy £ 02) - KMy )] (@12)
Man setzt
KMy + 1) = KMy +p?) — KMy + p?)
= e Tr 2T K (Q), (4.13)
K(Q) = K, (ME?;) -~ K, (Mgg;) (4.14)
M) = -0+ - ; Coshf(% -l (4.15)
MO = —02 + m? (4.16)

und verwendet nun folgendes Resultat [22, 50]:
FiQ) = ®(movi) + e i "8 B movl)
3 3
~ — t+ Oftz). 4.17
t—0 /7 mo Vi + ( 2) (4.17)
® ist das Fehlerintegral:

2 z 2
¢(z) = ﬁ/odte_t7 ze C. (4.18)

Auflerdem gilt, da man ein endliches rdumliches Volumen betrachtet,

2

Tr etA(D_l) = Z e_%ﬁQt
ez
D—
- (5
ned
LD—I 212 -1
= —— Z e 4t (Poissonsche Summenformel). (4.19)
(4rt) T
nel
Mit D = 3 — ¢ wird das zu
—e 2—¢
Tr etA(D—l) _ L |: Z o nif2:|
(47t)'~% -
L2—s
~ —. (4.20)
t—0 (47t) "2
Insgesamt gilt damit fiir den Integranden der Funktion ((z, u):
- 2—e . .
Ry 2~ 2O et 40 (r=5+%). (4.21)
t—=0 4l=3 753

Die Idee ist jetzt, den Integranden der Funktion ((z, ) in Anteile zu zerlegen, die fiir e = 0
und z = 0 keine Divergenzen liefern, und solche, die Divergenzen verursachen konnen.
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Gleichzeitig wird die Divergenz, die im Limes u — 0 entsteht, isoliert. Dazu zieht man
die Terme, die fiir ¢ — 0 Divergenzen verursachen, epxlizit ab und addiert sie wieder. Im
einzelnen bedeutet das das Folgnde:

1 e _
C(Z7 ,u) = W /0 dt tz_l I((lM(l) -I— ,uz)

1 o ~
— / dt =1 {K(M(l) 4 op?) — et
0

T(z)
O]

1 3mo (L)“ /1 s 1 /°° 1 e
e = dt t°7275 4 dt t7=1 e~tH
I'(z) % 2 0 I'(z) Ju

= / dt tz_l {f((M(l) + H2)|D:3 — e_tu

[N

[§]

+ O(e). (4.22)

Der letzte Schritt folgt, da das erste Integral nach Konstruktion in einer hinreichend kleinen
Umgebung von z = 0 fiir ¢ = 0 existiert. §(z) ist die Stufenfunktion: #(z) = 1 fiir z > 0,
§(z) = 0 fiir < 0. Daher gilt weiter:

1 o = iy 3mol?
Clzp) = W/o dt t* I{K(M(l)—l—u?)|D:3—e (1 —t) [47:;\/5 —e m]}

=: {(z,p)
1 3my (L)H 1 1 /OO 1 e
=0 (2 + dt 7L e ™ £ O(s).  (4.23
T(z) 5 2 Z—%—I—% I'(z) J, (€) ( )
=: Lu(2)
I,,(z) existiert fiir z = 0. Beachtet man
1
=0 fiir =0
B ) ir z
und
d 1
i = 1,
dZ|z:0 F(Z)
so erhilt man
d d - 31y (L)“ 1 /OO et
- ) = —— , o (= - dt + O(e
Fepemo 1) Tepmo” M T 1 3 -3 N )
d - 3mglL?
= ——  {lzp) + 5 = L(0)+0(e) (4.24)
dZ|z:0 272
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Nun berechnet man

t
—00 t

:L/ dt <
—u? 4

= —Ei[- 4%, [61,3.1.1]

= —y — log (¥*) + O(p*) [61,3.1.5]. (4.25)

v = 0.5772156649. .. ist die Euler-Konstante. Auflerdem beriicksichtigt man, dafl 5(2’7#)
fiir u = 0 in einer Umgebung von z = 0 existiert. Fiir £ — 0 wird das durch den §-Term
sichergestellt, fiir £ — oo wird durch Abzug von e~ =1 fiir 1 = 0 die kritische Nullmode
in f(t([l\/[(l) + ,u2)|D:3 kompensiert. Damit erhdlt man (vgl. Gl (4.5))

M d . 3moL?
Tr' lo O R z,0) + 0
& M o) dz |z:0C( ) o5

+ v+ 0(e). (4.26)

Definiert man jetzt den Anteil ohne Stufenfunktion von {(z,u) aus Gl. (4.23) fiir u = 0
durch

- 1 00 ~
((z) = T / dt 771 {Kt(lM(l))|D:3 - 1}, Rez > 0, analytisch
(2) Jo fortgesetzt zu 2 =0,  (4.27)
so gilt
: : 1 ! 3moL?
(z) = ((z0 —I——/dttz_l[ —1]
) =0 I'(z) Jo An3/t
. 1 3meL? 1 1
= .0 -
O LT ST T T
: 1 3meLl* 1 1
= — 4.2
GO - T T T TeE (4:28)
Damit bekommt man
d ~ d % 3m0L2 ’
- = —— — (1 1,1.3.6]. 4.2
Do E0 = —n CE - T el (429)
=-9
Also ergibt sich letztlich
M d -
/ o _ 49 /
Tr'log I—M(O) = dZ|z:OC (2) + O(e). (4.30)

Es bleibt also %| _05’(2) zu berechnen.

Dazu ist folgende Aufspaltung von Vorteil:

() = G2) + G2) + Gl2), (4.31)



4.1. BEITRAG VON (

mit

1 o0 L? r~
T / dt 771 yp {Kt(Q) - 1}, Rez > 1, analytisch
(2) Jo g fortgesetzt zu z = 0,
©o drt
B / dt 771 [AQ(L—TQ) - 1], Rez > 1, analytisch
Z) Jo

fortgesetzt zu z = 0,
1 oo 1 9 Art L2 ~ o
['(z) /0 dt [A (F) R {Kt(Q) - 1}7 z beliebig,

E e—7T7’L2S

neld

1 1 .

—A(—) (Poissonsche Summenformel bzw. Trans-
Vs \s

formationsformel der Thetafunktion [62,

Aufgabe 17.9]).

Zum Beweis dieser Zerlegung beachte man

Ki(M()pes = T TN RL(Q)

55

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Die Idee dieser Aufspaltung ist es, Raumanteil und Zeitanteil soweit wie méglich zu trennen.
Dadurch entstehen mit ¢; und (5 einfachere Funktionen, die ausgerechnet werden kénnen,
und bei (3 wird sich zeigen, daf} dieser Beitrag fiir grofie L exponentiell abfillt. Die einzelnen
Beitrigen werden jetzt in den folgenden Abschnitten bestimmt.

4.1 Beitrag von (4

Aus [22] entnimmt man

K(Q) -1 = e 3m 4 / dp g(p) e~ "8+

— 00

mit der Spektraldichte ¢(p):

9(p)

20 \p?+m? p2_|_m_3

4
_@< 3,3 m (5 md)” )
2w \pbmg P ) (g md)? 2+ 1))

(4.38)



56 KAPITEL 4. BERECHNUNG DES DETERMINANTENVERHALTNISSES

Um die analytische Fortsetzung zu z = 0 durchzufiihren, rechnet man folgendermafien:
1 L

G(z) = o) i /OoodttZ_Z {E(Q)—l}

_ /OO dt 1772 e~ 88t 4 /Oo dt /OO dp g(p) e~ (me+¥7)t
A I'(2) 0 0 -0

_ {(ﬁmg)l‘zw—m/m dpg<p><m3+p2>1‘zr<z—1>}

4 T(z) | \4 e
L? 1 3 2 1—z o 2 I1—z
= 52_1{(1%) +/_Oodpg(p)(mo+p) : (4.40)
Fiir das letzte Integral berechnet man
o o 3 3 m2
d 24 p0ir = IO / d 2 0
| ot 7 |\ T e
3 5\? 1
T (Z mo) 2 nz+1l /o m_% }
(P +mg)" (P +3)
m—22-|—2 3
= 0277 3B(%7Z—%) -I— ZB(%7Z+%)
9 [~ 1
+— dp - [47,8.380.3]
6 Y )T

mg [ T =)

3
i {3 ) a4 Tt

9 o 1

Daher erhélt man fiir ¢;(2):

G(z) = L_2 m3—2z (§)1—z B 3 I'(z- %) B 3 F(Z—I—%)
AT Vir  T(z) Wi T(z+1)
9 oo 1
S 32 oo dp (p? + 1)+ (pQ_I_%)}- (4.42)

In dieser Form kann man jetzt (;(z) zu z = 0 analytisch fortsetzen, und die Ableitung an
der Stelle z = 0 berechnet sich nach kurzer Rechnung zu
d L? 3 3 9 o0 1
— = — 1 AR — d
dZ|Z:0C1(Z) 1 log (mg) {4 S 39. /_Oo P AT (pQ_I_%)}

L* .13 3 9 [ 1
T EM TS T LY ]
4 T oo  PHDP )
L2

E {

3 9 = log (1 + p?)
iy + — dp . (4.43
Dt L ey
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Mit
P-b) = —2vF (4.44)
(1) = —~, (4.45)
I'(3) = —Vr(y+2log2), (4.46)
©o 1 4
d = -7 4.47
[ ermeey = 5 A
und
0 log (1 + p?) 87 9 )
d = — log|= Partialbruchzerlegung und [47,4.295.1
/_oop<p2+1><p2+i> Tloa(3) gung und | )
(4.48)
bekommt man schliefillich
d m2L? 3 3 3 3
- = - ~Zlog(Z) +3- 2= 2 2log 2
dz|z:0C1(Z) ir { 4 °8 (4) + 87+ 8 (7+2log2)
3 9
Tyl (g)}
272
mgL 3
= —— <3 — log3 ;. 4.49
S {54 2 o) (4.49)

4.2 Beitrag von (,

Mit der Definition (4.33) folgt

Glz) = % /Ooodttz—l [AQ(%)_l]

— (g)z F(lz) {/Olds st [AQ(S) = ﬂ + /loo ds 771 {AQ(S) - 1}}

o

Nach Konstruktion existieren die ersten beiden Integrale fiir 2 = 0, so dal man findet:
d Lds 1 *ds
- = — |A%(s) — - — |A*(s) - 1] - 1
dz|z:oC2(2) /0 s [ (5) 5} + /1 s [ (5) }

_ %lz:o {(g)ﬁ} (4.51)
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Durch Ausrechnen der Ableitung erhdlt man somit

;—Z|Z:042(Z) = C - log (g) (4.52)
mit
C = /01% |A%(s) - 5 + /100% A2 =] =1 - (4.53)

Der Ausdruck C' kann noch geschlossen bestimmt werden [23, 50], man erhilt

_ F(%)]
C = 2log [\/5 F(i)
= —1.476336(1). (4.54)
4.3 Beitrag von (3
Nach Definition (4.34) hat man
1 ° 4 L?7 1~
66 = 1 /0 dt 71 [A?(Lif) _E] [1@(@)—1]. (4.55)

Dieses Integral existiert auch fiir z = 0, und man rechnet:

%p:oca(z) = /OOO% [ﬁ(%)_f_;] {i{'t(Q)—l]
- L e leE) ] R@-
N g > /Ooof_zte_ii {e_%mgt +/Oo dpg(p)e‘(m3+p2)t}.(4.56)

ieZ’

Dies 148t sich folgendermaflen abschitzen:

d L? v [0dt 2 [ _a . m o0

neZ’
L? / < di 252 oo
< > / t—ze_L‘“ e_%mgt{lJr/ dpg(p)}- (4.57)
0 —00
ieZ’

Der Ausdruck in der geschweiften Klammer ist hier beschrinkt, da das Integral ffooo dp g(p)
iiber die Spektraldichte des kontinuierlichen Spektrums endlich ist. Deshalb gilt:

d

dZ|z:O

' o dt 252
(3(z)] < conmst.L? Z / e ta el (4.58)
0
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Das t-Integral 148t sich durch eine Besselfunktion K, [47, 8.407] ausdriicken. Genauer gilt

[47, 3.471.9]
d  (LPA2\ "2 [3m2 1272
— < t. L2 K_q|24/202—
dz|z:063(2)‘ = cons 22 <3m3> ! 16
neZ
3
= const. mgL Z (f molL |n|> (K-, = K,, [63,9.6.6])
~ const.\/m B mo Ll 47,8.451.6
L — oo 22 |n|2 [ ]
- 0 (w/ oLe % moLco) . co> 0. (4.59)

o ist hier eine geeignete positive Konstante. Wie angekiindigt wird also der Beitrag von (3
fiir L — oo exponentiell klein.

4.4 Ergebnis fiir das Determinantenverhéiltnis

Die Beitridge von (1, 2 und (3 zusammengefafit, ergibt sich also schliefilich (vgl. Gln. (4.30),
(4.31), (4.49), (4.52), (4.59))

M m2L2 3 L2
Ti'log 0 = 0 |34 = log3| — €'+ log (=
o8 M o) 47 Tqes +log 47
+ 0 (VmoLe® moLco) + 0(e). (4.60)
Daher hat man fiir das gesuchte Determinantenverh&ltnis:
1
det' M T2 1 M
(1) / (1)
_— = - =Tl
( det |M(0) ) xp { 2 r o8 |M(0) }

212

= ex _ mol 3—|—§103 —I—Q—lo L
- o 87 18 2~ B\ Vir

+0 (VmoLe s mL) + 0(5)}
8 I'(3)
IAERTE
X exp{ — mg:Z [S—I—% 10g3] + O (\/—Le 23m°LC°) + O(s)}.

(4.61)

Dies ist der erste wesentliche Faktor, der zur Energieaufspaltung Ey, gemifi Gl. (2.78)
beitrigt.



Kapitel 5

Graphenberechnungen

Die folgenden Graphenberechnungen sind im Detail recht umfangreich und aufwendig. Dar-
um soll hier zunichst ein Uberblick iiber die verwendeten Rechenmethoden und die ver-
folgten Strategien bei der Bestimmung der Graphen gegeben werden.

5.1 Rechenmethoden

Die Problematik der Berechnung hauptséchlich der Graphen mit Instantonhintergrundfeld
besteht darin, da§ der Propagator mit Instantonhintergrundfeld (vgl. Gl. (3.69))

= S S <t S N
G(z,y) = /0 dt{ Z pi¢ ¥ A TTED (0] 0) (0] o)

reZ" "
L _amlaey jempaog) 3,2y
+ D oo e e {aol 1) (1 yo)
reZ" ™t
I
+ Z D1 e_42n2te‘27”(x_y)/ dke‘(k2+mg)t<$0|k><k|yo>} (5.1)
reZ" " -

recht kompliziert ist. Da die Graphen ()X) und q—p in hauptsdchlichen Teilen aus
Termen G/(z, z) bestehen, im wesentlichen also aus 1-Loop—Anteilen zusammengesetzt sind,
und in diesem Fall der Propagator einfacher ist, ist deren Berechnung noch relativ einfach.

Bei dem Graphen '@l hat man eine solche Vereinfachung nicht; dies ist ein wirklicher

2-Loop-Graph. Alles in allem enthilt er, wegen des Faktors [G/(z, y)]3 und den zu bildenden
Integralen iiber Raum und Zeit, insgesamt:

drei Integrale iiber Schwinger—Parameter,

drei Integrale {iber das kontinuierliche Spektrum,

drei Reihen ZﬁEZD—l .

die Integrale [dPz...und [dPy....

., fiir D = 3 also Doppelreihen,

Hinzu kommt noch, daff in den Graphenberechnungen Divergenzen zu erwarten sind. Die
2-Loop—Berechnung der renormierten Masse und der renormierten Kopplungskonstanten

[64, 65] legt dabei die Annahme nahe, daf (X0 und Orp divergenzfrei sind, @

60
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aber eine Divergenz enthilt, denn auch bei den Rechnungen zu den Renormierungsgréfien
stammen die divergenten Anteile aus diesem eigentlichen 2-Loop—Graphen. Die Rechnung
wird diese Annahme bestitigen.

Um diese Probleme zu bewiltigen, lassen sich zun#chst folgende Prinzipien formulieren:

1. Die Graphen werden in solche Summanden zerlegt, die relativ einfach zu berechnen
sind.

2. Da man die Oberflichenspannung insbesondere im Limes grofler L, d.h. im Grenzwert
einer unendlich groflen Grenzfliche, bestimmen will, werden Terme, die fiir L. — oo
verschwinden, vernachldssigt.

3. Die Abhédngigkeit der Graphen von den Parametern der Theorie, insbesondere von L,
soll deutlich werden, d.h. es sollen Resultate erzielt werden, die von der Form

f(g0,m0, L) 7 (5.2)

sind, wobei f(go, mo, L) ein einfacher Term ohne Integral oder Reihe ist und 7 ein
Ausdruck (z.B. ein recht kompliziertes Integral), der nicht mehr von go, mg oder L
abhingt, also eine reine Zahl ist, die gegebenfalls numerisch bestimmt werden kann.

Neben diesen allgemeinen Prinzipien gibt es im einzelnen eine Fiille von méglichen Vor-
gehensweisen (Reihenfolge der Integrationen, Durchfiihrung der Summationen etc.). Um
eine durchfithrbare Rechenmethode zu finden, wurden verschiedene Vorgehensweisen ver-
sucht.

Eine erste Methode war, fiir den komplizierten Propagator G/(z,y), der der wesentliche
Grund fiir die Rechenprobleme ist, einen einfachen Ausdruck zu finden. Dazu wurden das
Integral {iber den Schwinger—Parameter und das Integralffooo dk ...{iber das kontinuierliche
Spektrum ausgefiihrt. Das Resultat fiir G(z,y) ist im Kapitel 3 angegeben (Gl. (3.100)).

Es ist immer noch so kompliziert, dafl damit nicht versucht wurde, den Graphen

zu berechnen. Fiir die Graphen ()Y und wird im wesentlichen aber nur G(z, z)
bendtigt, und hierfiir hat man, nach einer lingeren Rechnung, das einfachere Ergebnis

2

©o 1 _4n 22 1 —m2
Glz,x) = /0 dt { Z 7D-1 ¢ zn [QW e 4+ ®(mo V1) [(wo| 0)°
neZ"

o E M @m0 \/E) (ol 1)
— 5 I{eol O)F } "

¢ ist das Fehlerintegral (vgl. Gl. (4.18)).

Berechnet man hiermit den Graphen (CX), so ergibt sich ein recht linglicher Ausdruck?,
der keine Integrale mehr enthilt, dafiir aber, in D = 3 Dimensionen, Reihen der folgenden
Typen:

0 _p2)k
Az) = g m (5.4)

! Auf eine Wiedergabe wird hier verzichtet.
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1

B(z) = , 5.5
(=) 422 Va? +4n2i? (322 + 1672 172) (5:5)
=il
" e
C = 5.6
@ o= X (5.6
e
und
1 : 1
D = — . 5.7
(z) 2 Z Vi L ant il (5:7)
ez’
x ist im wesentlichen gleich mgL. Bis auf
1 11
A($> = _E IFI(_§7§7_$2)7
1F1: konfluente hypergeometrische Funktion [47,9.21] (5.8)

lielen sich diese Reihen nicht mehr geschlossen summieren; mit Integraltechniken wie der
Eulerschen Summenformel oder der Planaschen Summenformel [66, S. 145] wire immerhin
eine numerische Bestimmung moglich. Die Quintessenz aus diesen Versuchen war, sich auf
die Beitrdge zu konzentrieren, die fiir L — oo nicht gegen 0 gehen. Dies von Beginn an
beriicksichtigt fiihrte schliellich zu folgender verfolgter Strategie:

1. Man konzentriert sich friihzeitig auf die Terme, die flir L. — oo nicht gegen 0 gehen.
2. Bei den konvergenten Graphen () und q—p :

e Integrale {iber Raum und Zeit und {iber die Schwinger—Parameter analytisch
ausfiihren,

° ffooo dk ...1iiber das kontinuierliche Spektrum, falls nicht anders méglich, nume-
risch bestimmen.

3. Bei dem divergenten Graphen .@ kommt zusétzlich die Isolierung der Divergenz

hinzu:

e Wegen der benutzten dimensionellen Regularisierung wird die Divergenz aus
einem Integral iiber Raum und Zeit ([ dPz ...) erhalten.

e Durch Vereinfachen und Trennen von konvergenten und divergenten Anteilen
sollen alle Integrale aufler einem Raum—Zeit—Integral, das die Divergenz enthilt,
ausgefiihrt werden.

e Das divergenzenthaltende Integral soll so einfach sein, dafi die Divergenz be-
stimmt werden kann.

Dies sind nur die allgemeinen Prinzipien, im Detail gilt es, jeweils geeignete Substitutionen
und Ndherungen zu finden, um die Parameterabhédngigkeit der Graphen (s.0.) zu kldren.
Eine letzte Anmerkung ist noch vor den Graphenberechnungen zu machen. In der be-
trachteten ¢*-Theorie in D Dimensionen hat die Kopplungskonstante g(()D) die Massendi-
mension 4 — D (vgl. Anhang A). Mit go soll weiterhin die Kopplungskonstante in D = 3
Dimensionen bezeichnet werden, die die Massendimension 1 hat, also go = g(()?’). Fiir die

Kopplungskonstante g(()D) ist daher eine Massenskala pg einzufiihren:

D -
g(()) = gngD

— gouy  (D=3-2). (5.9)
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5.2 Graphen ohne Instantonhintergrundfeld

Es sollen zunichst die Graphen berechnet werden, die zur Amplitude (0, |e~7" |0, ) beitra-
gen, also die Graphen ohne Instantonhintergrundfeld; dies sind die gestrichelten Graphen
aus Kapitel 2. Die dabei zu verwendende Greensche Funktion und die Feynman—Regeln
seien hier noch einmal angegeben (vgl. Kapitel 2, 3, hier in D Dimensionen):

1N

~ 1 —iT_ 7 c2W o (3
G0($7y):/0 dt {F Z e e 2’5612?”'(1’—1/)
ned""

7P
« /OO dp o= (PP mi)t eip(avo—yo)}7 (5.10)

o 2T

4 £
e —~ 2 =
- — /3 g0m§ 1§,

7
N
1P

— 9o 1§,

iiber Vertizes integrieren: | dPz,

tibliche Symmetriefaktoren.

Bei den Rechnungen werden Divergenzen in den 2¢— bzw. yo—Integralen auftreten, die sich
aufgrund der gleichen Asymptotik von Go(z,y) und G(z,y) fir zo,y0 — Foo (vgl. den
SchluB von Abschnitt 3.3.1) bei Differenzbildung von Graphen mit und ohne Instanton-
hintergrundfeld zur Berechnung der Energieaufspaltung wegheben werden. Als vorlaufige
Regularisierung wird die Integration iiber die Zeitkoordinate z¢ eingeschrinkt (Cutoff):

/dwo —>/ deo=T (5.11)

L7
2 T

W=
~)

Die zu berechnenden Graphen werden wie folgt bezeichnet:

oA = Y \3,

A

OIB = [ -4 3,

OIC = (e},
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5.2.1 Berechnung von Graph OIA = { ("

Mit den Feynman—Regeln erhilt man zun&dchst, wenn der Symmetriefaktor % gesondert

aufgeschrieben wird,
7z N/ ~ _ 1 e dD 2
L ggo,uo v [Go(z, z)]

2
1 e D = 1 _anl g2y [0 dp —(P?+m3)t
=——gouo/dw/dtT Y e 1 /—ep ot
8 0 L 1ﬁ€ZD—1 27

(5.12)
Im Grunde ist es nicht notig, diesen Ausdruck weiter auszurechnen, da der Graph % OO
genau den Graphen % ({0 enthilt, und sich bei der Berechnung der Energieaufspal-

tung diese Beitrdge beider Graphen gerade wegheben, wie es zur Vermeidung der Infrarot—
Divergenzen auch sein mufl. Dennoch soll der Graph hier noch weiter berechnet werden,
denn die Methode der Behandlung der UV-Divergenzen ist bei diesem relativ einfachen
Graphen ganz &hnlich wie spiter bei den komplizierteren. Aus Gl. (5.12) bekommt man
zunéchst, da der Integrand unabhingig von =z ist,

1 ,-0,-0 1 ~ > 1 an? =2
Y = —= spP-rp dt { —— gzt
S L) g 90 1o /0 {LD—I 2; 16
ned
></ ﬁe—(ﬂm%)f}] . (5.13)

Mit den Substitutionen « = 75 und im nichsten Schritt v = L wird daraus (D =3 —¢)

2
/ du I° Z e—47r2ﬁ2u / @e—(p2+mg)[/2 u]
0 27

— — 00
reZ"!

1 1 ~
- x, ’ - _ = ELQ—ET
g NN 890#0

o~

1 .
= ——gomal? (uol)" T

8
2
oo = oo dv 2 272
d —47r2n2u/ wY —(l—l—v )mOL U
x [/ " ; . =r
e -
= L om2r? (uor) T [DO(mor)]” (5.14)
— 8gom0 Ho 1 \Mo 3 .

mit der Definition

o0 o OOd
Dgo)(moL) = / du Z e_4”2”2“/ 28 e (1407 miL2u, (5.15)
0

27
— — 00
reZ" ™t

Dieser Ausdruck Dgo)(moL) soll nun als erstes betrachtet werden. Zunéchst fiihrt man die
v—Integration (GauB-Integral) aus:

o0 o OOd
DOty = [Tan ¥ e [C 0 g
0 —00

1 > € 0 2 22
- - dy —— —4n4 i u‘ 1
2ﬁm0L/() (vl DI (5.16)
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Mit der Poissonschen Summenformel gilt nun (vgl. auch Abschnitt 3.3.1, Gl. (3.65) fiir
=7

Z e—47r2ﬁ2u _ e
reZ”™! nef
1 ) D-1
= o > G_H]
( ﬂ-u) ned
1 2
(Aru) > sez P!

An der letzten Gleichung liest man das Verhalten der Reihe in D@(moL) fiir w — 0 ab:

o 1
Z 6_47r2n2u ~ S (518)

ezt U

Man zieht jetzt im Integranden von D§O)(m0L) die Terme ab, die im Limes v — 0 Di-
vergenzen verursachen und addiert sie wieder. Auf diese Weise lassen sich die md&glichen
Diverenzen isolieren:

D(O)( L) ! /Oo d [e_mgLQu Z —4r? 7% (1 —u)
m = —FF U |——F—— e - ——————— 5
LA 2yTmol | Jo Vu Vi (dru)

reZ"!

4 /01 du m} (5.19)

Mit D =3 — ¢ und wenn man beachtet, dafl das erste Integral jetzt fiir D = 3 (also ¢ = 0)
existiert, erhdlt man:

1 ©o e gL u 222 0(1 - u)
D(O)mL — 7/ du|:7 e—47rnu_7
(ol 2ymmol Jo Vu 422 Arus
b / y ! + 0() (5.20)
— U —— £). .
27T mol Jo (477)255 W5
Fiir das letzte Integral rechnet man einfach aus:
1 /ld 1 1 (4mF T |
- = P —
2/7Tmol [ (477)255 W5 2/Tmol 47w 551
0
1 2
= ———— (n)?
872 mglL e—1
1
= ———— + Ofe). (5.21)
472 mol

Im ersten u-Integral in Gl. (5.20) spaltet man den Integrationsbereich in die Intervalle [0, 1]
und |1, oo[ auf. Im folgenden werden nur die bei grofien L dominierenden Terme bestimmt.
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Deshalb kann man abschétzen:

1 %) e—mgL2u
d —4r?7%u
2 /7 mol /1 YT 2. ¢

ﬁ€Z2 222
_ 1 oodu e—mgL2u Z e—47r neu
2 \/EmOL 1 \/E
reZ’
< const. [ du o-m3Lu beschrinkt auf ]1, oo|
- mOL 1
const. e~ "6

mol  miL?

e—mgL2
= — . 22
O( maL? ) (5.22)

Weiter gilt

—;622
1 1 e~moliu 1 72 1
= — dy | ——— —— Taw — 1. GL. (5.17
Nl [ Vim0 T gt GO
ne
= 0 + 92, (523)
mit den Definitionen
1 1 e—mgL2u -1
= —— dy ————— 5.24
7 2ﬁm0L /0 4r u% ( )
und
1 1 e—mgL2u , 72
= —— dy ——— e 1u, 5.25
- 2/TmoL /0 A us ZQ ( )
neZ
Wegen

! 7 1 ! it 2
g e 4w = 4e 1 + g e 4u
ﬁ€Z2 ﬁeZ2
1AL

' A2 _

= e_ﬁ {4—|— Ze_ 4u1
neZ’
jil£1

} (5.26)

und da der Ausdruck in den geschweiften Klammern auf dem Intervall [0, 1] beschridnkt ist,
folgt fiir g5:

272

const. [ e~moltu

g2 < dy ———e" 3
0

moL uz
const. [ e—moLu

/ duise_ﬁ. (5.27)
mOL 0 UE
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Das u—Integral fiihrt man auf eine Besselfunktion zuriick [47, 3.471.9]:

1
t. 1 e
g2 S cons 2 ( ) I(_l (moL)
2

mOL 4m(2)L2
t. L
const./moL T e=mol [47,8.496.3]
moL 277”00[/
_ const. ool
moL

_ 0 (i;:;) . (5.28)

Schlieflich berechnet man fiir g;:

1 1 e—mgL2u -1
= — dy —————
a 2/mmol /0 Arus

1 1 —mgL2u -1
= 3 |:/ du c 3 :|

1 1 —-m2L%u 1 1
= L ([T [ l] e b e
872 molL LJo uz ™" 0 w2 l=0 ytisch zu z = 0

fortgesetzt).
Die letzte Gleichung ist so zu verstehen, dafli der Ausdruck in eckigen Klammern fiir
Re(z) > % berechnet wird, und man das Ergebnis dann analytisch zu z = 0 fortsetzt.
In diesem Sinne rechnet man
1 [ foo %) =L 1
2
G = —F / du u*™F e oLy —/ du w>F et U T ]
872 mgl |Jo 1 S o z=0
1 2712 z - PR —
= — (mOL)2 duu"2 e
872 mol | 0
—z > 3 1
— (mgL?)? duuw™3 e ™ — 1]
mg L? “T 2 z2=0
1 —z —z 1
= = (mgL?)> " T(z=3%) — (m{L*)> " D(z- L mdL?) - T
872 molL S
(unvollstindige Gammafunktion [47,8.350.2])
1
- {mOL P(=1) = moL T(=L m2L?) + 2]. (5.29)
8 72 moL
Wegen
—m3 L2
r(-1mir?) = o<+ fiir L 47,8.357 5.30
(—3,mgl%) = 3L fir L — oo [47,8.357] (5.30)
und
1 T 1
r-1y = [63,6.1.17]

= —2/7, (5.31)
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denn I'(3) = 1T(3) = 3 /7 [63, 6.1.15 und 6.1.8], hat man also

1 e—mgL2
= —— |2mpl 2 O| ———= - 5.32
n 873 mol [ mol v + ] + ( mgL?’ ) ( )
Alles zusammengefalit ergibt sich daher
D (mol) ! [—2moL /7 + 2] + O et
0 = ——— [~Zmo —s7 5
! S7s molL mgL?
e~moL 1
+ O( ) - — + O(e)
molL 472 mol
1 e~molL
=~ + O( ol ) + Of(e). (5.33)

Damit erhdlt man letztlich fiir den zu berechnenden Graphen:

1 Ty 1 272 e M 1 ol
gr\~/1\~/3 = —ggomoL (HOL) T 16772 —|— O(mOLe 0 ) _I_ O({f)
2L2 R
- e T+ O(moLe™™t) + 0(e) (5.3

5.2.2 Berechnung von Graph OIB = "»-+D

Aus den Feynman-Regeln bekommt man (der Symmetriefaktor wird erneut gesondert auf-

geschrieben):
1o - 1
R 3mg go 11§ /de/dDy Go(z,2) Go(z, y) Goly, y)
3m(2)90,u8/ D / D /OO L gy
= —— [d d dt zMh
8 ¢ Y o ! ) 2_1 D1 ¢
el

27
> 1 _am?gey [ dps (24,2
X dt 7 T3 3 “P3 (p3+m0)t3
[l 2 et
s €
2
SmggOHS /OO 1 _an? g2y /OO dp1 (2 4m2
= — dt - 7 "t 2 (pl-l-mo)h
8 0 2;_1 D1 ¢ . on e

n1

eZ
X /OO dtQ /d$0/dy0 {/Oo @e_(pg—l—mg)t?eipz(l’o—yo)
0 oo 2T

x [t [ty Y g EE dERED }

ﬁ2€ZD_1
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Die beiden D — 1-dimensionalen Raumintegrale ergeben wegen der oszillatorischen Funk-

1
757 = LU7' Mit den

tion el T 72:(F=9) nur fiir iy = 0 einen Beitrag, ndmlich (LD_I)

zusatzlichen Substitutionen v = % und v = pl erhilt man dann:

2
1 A SN 3 4 2e - —4r272 “ dv — (1422 2L2
g\le‘____\\/) - gm gOILLOL [/ du Z € ! 27T ( )

EZD 1

x L~ 6/ dty /dwo/dyo/ a2 e~ (P3+m8)tagipa(zo—vo)

(5.36)

Erinnert man sich an die Definition von D@(moL) (vgl. GL. (5.15)), so bekommt man,
wobei stets D = 3 — £ zu beachten ist,

- - 3md 2
O M ELZE {D?)(mol/)}

x L~ 5/ dtz/ dpy e” (p3+m3)t /dwo/dyo — eir2(z0—0) (5.37)

Mittels der Substitution y’ = xg — yo ergibt sich dann

%i:}—-{} = 3m—6190 pg L* {D@(mOL)r
L2 5/ dtz/ dpye” (pmg )22 /dwo/dy’%eipw/
= T3 (p)
= 2 oy [DOmon)] ' T [ e
_
= :mggﬂ (HoL)* {D?)(moL)r T. "8 (5.38)

Mit dem zuvor erhaltenen Ergebnis fiir D@(moL) (vgl. GL. (5.33)) erhilt man also

T, -~ 3 € 1 —m
gl = ggomng(uoL) 677 (moLe OL) + O(e)
3 go mZ L2
- %T + O(m Le mOL) + 0(e). (5.39)
s

Das so erhaltene Resultat ist zwar recht einfach und {ibersichtlich, doch erweist sich
eine andere Form als giinstiger, um das Resultat dieses Graphen spdter mit demjenigen des
zugehorigen Graphen mit Instantonhintergrundfeld (q—p) zusammenfassen zu kénnen.
Die Cutoff-Regularisierung (5.11) ist bei der folgenden Rechnung unnétig, da die Infrarot—
Divergenzen nicht explizit bestimmt werden, weil sie in den Graphen mit und ohne Instan-
tonhintergrundfeld dieselben sind und sich fortheben werden.
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Man rechnet:

1 . .. 2 15
Sl oy = Sm()% /dDw/dDy Go(z,2) Go(z,y) Goly, y)
2 15
_ % /de/dDy {Go($7$) Goly,y)
o L _amlp2y, j2mg, 7y
X dia Z 7D-1° TR e
0

) EZD_l

% /OO @ e—(pg‘tmg)beim(l’o—yo)}}
oo 2T

3m2 e e
AL [ v [ avy {Go($7$) Goly. )

o EZD_l
y /oo @ e_(p§+mg)[,2ueip2(x0—yo)}}
oo 2T
e to
Substitution: u = 77 )" (5.40)
Da wegen

Go(z,x) = /Oodt > _L i /OO D (574 31 (5.41)

[SACR) 0 _‘EZD_l LD—I e 27 .

Go(z,z) und Goly,y) in Wirklichkeit gar nicht von z bzw. y abhéngen, was eine
Folge der Translationsinvarianz der Theorie ohne Instantonhintergrundfeld ist, kénnen die
Raumintegrale analog zur vorherigen Rechnung ausgefiihrt werden. Man vergleiche dazu

die Bemerkung nach. Gl. (5.35). Es ergibt sich:
1 .. . 3 m2 L4 = [ole] [ole] 0
-/ [ ) = 0 g0 Iuo / du / d$0/ dyO {GO($7 x) Go(y7 y)
0 —00 —00

8 \\,} \\/ 8
X /Oo @ e—(p§+mg)L2’U«eip2(x0—y0)}
oo 2T

3m3LAgopg L= [ > >
_ o L" g0 1o / du/ dxo/ dyo {Go(x,x) Go(y, )
0 —co -0

8
o0

[ i gt
—00

27

(Substitution: v = p_2> (5.42)
mo

Man spaltet nun das zo— und yo—Integral wie folgt auf (der Integrand wird der Uber-
sichtlichkeit halber zunichst fortgelassen

0 0
%] %] %] . %] N
0 —00 —00 0
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Durch die Substitutionen zg — —2g , yo — —yo und v — —v im zweiten und vierten
Integral ergibt sich

0 0 0 0 0 0
—00 —00 0 0 0 —00

Verwendet man dies, so erhidlt man

'r\m__——'”\; _ Smg L4go HS I—¢ /OO " /oo " {ie_(1+vz)m2L2
0 —00

1
8 ~- ~ - 4 27

X / d$0/ dyo eimov(l’o—yo) GO($7 $) GO(y7 y)}
4
3m3 L go,uo / du/ dv{—e (14v%) m3L?

X / d$o/ dyo el moviro=v0) Go(z,2) Goly, y) }
0 — 00
:'P

(5.45)

Den Term P rechnet man nun aus. Dazu macht man die Substitution y; — —yo und
verwendet

s L= = 1+ O(e). (5.46)

Das ergibt

4
p - 3gom0L / du/ dv{— 1+u)mL2u

></ dwo/ dyo el mov(zo+yo) Golz, ) Go(y,y)} + O(). (5.47)
0 0
Mit (vgl. Gln. (5.10), (5.12), (5.15) und Gl. (5.33))

Golw,2) = mol® D (mol)

_ _% +O<e - >+O(€) (5.48)

erhilt man

374
p — 3gom0L mo / d$0/ dyo/ du/ dv e~ 1-|—u m3L2u 1m0v(x0-l—yo)
4 3273

+0 (mgL?’ e_moL) + O(e)

3 ©o &0 &0 272 b —7mg(mg+y0)2
5 4 —m U 4m2 L2
= ——qgomg L dxg d 0/ du e~ "o e 0
12878 J0 ™Mo /0 /0 Y 0 m2L%u

+ 0 (mgL3 e_mOL) + O(e)
(GauB-Integral iiber v ausgefiihrt)

3 o0 (m + )2
= 128773 gomoLS/ dwo/ dyo/ du u=% e~ L o= 417,

+ O( mOL) + O(e). (5.49)
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Das u—Integral fiihrt auf eine Besselfunktion K1 [47, 3.471.9]:
2

3\/_ md 1 JUO +y0)” . o + Yo
+ 0 (mgL3 e_mOL) + O(e)

37T o+ Yo .
= gm0l / dwo/ o 2\ 5 o2 K%(mo(%ﬂo))

T O(mo e_mOL) + O

3T 3 [Zo + Yo -
= L d d mo(xa+yo)
128 3 go1mo / o / Yo 2 2molL? \| 2mg (20 + yo)

+O(miL?e ™) + 0()  [47,5.469.3]

3 3 2/ / —mo(o+10)
= gomy L dxg dyg e~ M0\TOTYO
128 72 0 0 0

+0 (mgL3 e_mOL) + O(e)

= # gomoL? + o(mgL3 e—moL) + 0(2). (5.50)

N

Damit bekommt man fiir den zu berechnenden Graphen

Lo oy o 3melloopg L™ /OO du /Oo do { L om0 mir?
8 ~ ~ 4 0 —00 27T
X / dwo/ dyg el mov(zo=uo) Go(z,z) Goly, y)}
0 0
3 —m
+ 5 oma L’ + o(mgL3e OL) + 0(2). (5.51)

Das Ergebnis der ersten Rechnung in Gl. (5.39) hat gezeigt, dafi der Graph "7 keine UV~
Divergenzen enthilt. Daher kann auch im ersten Ausdruck von Gl. (5.51) gesetzt werden:

pwo L™ = 14 O(e).

Es ergibt sich damit folgendes Resultat fiir den Graphen OIB, das fiir die weitere Rechnung
gilinstig ist:

4
l ’\\____\”\} = SgomOL / dU/ dv{—e l-I—’U)m
8 -
X / d$0/ dyo eimov (xo—yo) GO($7 $) GO(y7 y)}
0 0

i 2 3r3 —molL
+ i domo LY + O(miL? e ™) + Ofe). (5.52)
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5.2.3 Berechnung von Graph OIC = (\\

Die Anwendung der Feynman—Regeln ergibt
1 ’ *\ 1 c 3
BT T 3 go mg 11 /dDﬂC/dDy {Go(%y)}

2 2 o 2T o o
= Dy [abe [any [/ Wl X ET R

reZ"! 3

X /Oo d_pe—(p2+m§)t el P(To—v0)
oo 2T
- % ELSE/dDw/dDy [/md“{ Yo et M EAED)
0 ﬁEZD_l 3

y /oo d_pe (p2+mg)L2ueip(xo—yo)}]
27
_ gomo 5L3s /dD 1 /dD 1 /dwo [/ du Z {6_47r2ﬁ2u
ne

_

D—1

3
X ol FE= y*)}/ W (4 m3 )LQueiWOI . (5.53)

277

Dabei wurde die Substitution u = 5—2 verwendet und beriicksichtigt, dafl der Integrand nur

von der Differenz z¢ — yo abhdngt, was auf den Faktor T fithrt. Die beiden Raumintegrale
kann man nun ausfiihren, indem man schematisch folgendermaflen vorgeht: f, g, h seien von
Z,7 unabhingige Funktionen, und 3" steht fiir 3_ oder 3. Dann gilt

fata [ { *ei%'@‘y”f(ﬁn

* * * - . -
= SN Y e £ g () b () (5.54)

teZ" ' eZ ez P!

Man driickt jetzt das Kronecker—Delta wieder durch ein Integral aus:

nlEZD_l
YA ) T
foeZ" itseZ”!
_ L4—2s/ dP=1¢
[—7,x]P—1 (27T)D_1
* * *
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Etwas geordnet wird daraus

A eEL" "
X "ol (D) g (72) ") (73) }
eZ"" faeZ”
dD_lqb *
_ 4—2¢ i¢7 —
L /[_7r oo (277)17—1{ Z Lf(ry)
8 EZD_l
x o 3 T gy ST () } (5.56)
eZ"! eZ”

Die beiden Raumintegrale kénnen also zugunsten eines (D — 1)-dimensionalen Integrals
iiber die dimensionslose Gréfle ¢ eliminiert werden. Das fiithrt auf

1 ’/’5\\\ gom(Q) 4 Ee
— = ——1L Ly T
PR 4 2
o dD_l(b e 222 T o
X T d$0 / du { e—47r 7 uel¢~n
/[—W,W]D_l (QT)D_l 0 R z;?—l
- el 3
< | d_p<m>}]
oo 2T
(GauB-Integral iiber p ausfiihren) (5.57)
2
m J
= g—o4 o L4 (IMOL) T

dP=1¢ o —4n? 732y Qg
X - W]D_l W dwo : du Z (S (S

ez
2L2 1 __g ’
X e~ Mot e 4uL2} . (5.58)

Dies 148t sich noch wie folgt umformen:

1 777 gomiL RPN
. R Ly T
12 e\\ L 25 T% (Iuo )

dD_l(b o 1 272 _%
X / ToND-1 dwo / du { —e Mo Y e qulLZ
[-7,m]P-1 (277) [ 0 \/E

reZ"!
272
gom L €
= T (wl) T
T2
3
dD_l(b &0 1 272 a4 222, iZ.=
X T dio du _e—moL U T Ty E e—47r Au o b7
/[—W,W]D_l (QT)D_l 0 \/ﬂ ﬁEZD_l




5.2. GRAPHEN OHNE INSTANTONHINTERGRUNDFELD

75
Der Term Dgo) (mOL7 Zo, qg) wird im Anhang C.1 berechnet. Man erhilt
D 6 \2 -7
D ~2 o
(0)( . ~) 273 5 + (37) . AQ (3)2
D2 mOL7$O7¢ - (47‘-)% mOL I(l_g mOL wo -I_ o
e—COT)’LoL
+ 0 = |, co > 0. (5.60)
(mol)?
Damit ergibt sich dann
Lem s 272 2D
/ * gomgL e 272
— = Ly T —=
12 (_\\‘-/,/ 25 ﬂ_% (HO ) (47‘_)3172—3

a1 82+ (272"
Y | V7o \er)
: /[—W,W]D_l (QT)D_l o moL

(5.61)
Im letzten Schritt wurde die Substitution qB: % durchgefiihrt. Man rechnet weiter:
1 /’—\‘\ miL? e P 2(1- 47‘-%
L o el e menyi - YT
12 e 925 3% (27) 2
352—3 3
X / d2‘5<5/d920 (N/@g + 2 [Ka—l (moL Vs + <52>]
1,101 2
=R
+ O((moty} ememot), 542)

Der verbleibende Integrand hingt im wesentlichen nur noch von /&3 + $? ab. AuBerdem
gilt

1(52;1(2’) = K- (Z)

Z:O%FC;) (%z) ’ [63,9.6.9]. (5.63)
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Man zieht nun erneut die Terme, die Divergenzen liefern explizit ab und addiert sie wieder,
um die Divergenzen zu isolieren. Diese Divergenzen resultieren aus dem Verhalten des Inte-

granden fiir \/22 + ¢2 — 0. Fiir 1/22 + ¢2 — oo gibt es keine Divergenzen, da K, (z), v € R
beliebig, fiir grole Argumente exponentiell gegen 0 geht [47,8.451.6].

352—3 — 3
d2 5¢/dx0 {( i3+ (/52> |:I(agl (moL V32 + (/52)]

2317
3e=3
_ 3 ~9 79 2 3e—3
1 — I(l== mol \/ 25+ ¢ —
_o<__ £3+¢2>[ <2>] i A ( @3+¢2> 2
2 2 2
::EO
3e—3
3 “ bt 2 3e—3
[ (l== molL \/ 23 + ¢? .
+ / diga=g | LU | (el V T ( f%+¢2) NETT)

Dabei ist B1(0) die Kugel mit Radius 3 um 0 im D-dimensionalen Raum R” ((20, ¢) € R”).
2

Nach Konstruktion ist Ey endlich fiir & = 0, also

3@ (5.65)

I
oo =
| —|
=
TN
[S—
N
)
e’
| I

w
TN
oS

h
N’
—~
w
|
)
e
—
A:]
ol
rof ]|
vl
p—
(o)

N
=
=
=~

[\]
vl
L

() ()T o (s o

Dabei beachte man, dafi die Oberfliche der Einheitskugel in DD = 3 — ¢ Dimensionen

0| =

(5.67)
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ist [62, Beispiel 14.9]. Indem man nach Potenzen von ¢ entwickelt, erhdlt man nach einiger
Rechnung;:

5 5
~ 272 1 272
D = \/_77723 - + \/_77723 (— 3log2 — log 7w+ 2+ 3log(molL) —|—2'y)
2(m0L)5 € 4(m0L)5
+ O(e). (5.68)

() = 4)—eF [47,8.469.3)], (5.69)

d’\ d2 ~ m % e_'?)TnO[/\/i%‘I'—(l’§2 i % 1
(0) o (b 2m0L B 2m0L —3

— 3
V& + ¢ &+ ¢

R . 2 a—3moL /i3 + 42
+/ dzod*o (2 L) — (5.70)
O T i+
Hierbei gilt
Bi(0) := Komplement von B1(0) in ] — oo, o0[x[-1,1]2, (5.71)
2 2
B$(0) := Komplement von Bi(0) in [R>. (5.72)
2 2
Man schétzt ab:
~ ™ % e—3m0L\/i’(2)-|——¢~52
/~ dzod*¢ (2 L) 5 (5.73)
7O BV R
5 r O\ 5 e—3moL+\i}+3?
e (o) =
¢ m N -
B%(O) 0 $(2) + ¢2
3
5 o0 —3molLr
= ( al ) 477/ dr <
2mol L r
2 3
< const (mpL)"7 T <O,§m0L> [47,8.350.9]
_3mgpl
e 2
- 0 ) [47,8.357). (5.74)
(moL)2

Insgesamt gilt also mit 7 := 2r

T
F =
! (2 m0L>
. T
- QmoL

1 —3moLr _ 1 -
4r /2 dr S + O e -
0 r (moL)5

1 —émoLF_l —SmOL
477/ P o(e ~ . (5.75)
0 2

|

|

-
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Das erste Integral ist nun ganz analog zum Beitrag g1 ; von Dj(moL) auszurechnen (vgl.

Anhang C.3, Gln. (C.28), (C.36)), man bekommt
: 1 3
_ il N id
Er = <2m0L> (4) [ I 1 o8 (2 m@)]
_amgL _amoL
+O0[——] + 0| —
moL (moL)

= - var [’Y + log (;moL” + O(G_T) . (5.76)

SIS

N 1 ~ e 3e—9
St = gL T (uoL)f (20)°F (mol) T [Ey + D)

+ o((moL)% e—comoL). (5.77)

Einsetzen der Resultate fiir £y und D und Entwickeln nach Potenzen von e ergibt letztlich
nach ldngerer Rechnung;:

1 //—-‘\‘\ gom0L2j; 1
= 6\—\—::—::; = T {g — log ( ) +logm +1—2log(mol) + log(,uoL)}
L O(e) + O((moL)5 e—comoL). (5.78)

Dieses Resultat macht zwar die Divergenz des Graphen deutlich, ndmlich einen Pol erster
Ordnung in ¢, aber dennoch ist eine andere Form giinstiger, um spiter diesen Beitrag des

Graphen mit demjenigen des zugehérigen Graphen mit Instantonhintergrundfeld zu-
sammenfassen zu konnen. Daher soll der Graph OIC noch einmal etwas anders berechnet
werden. Ausgangspunkt ist Gl. (5.57) und statt des Faktors 7" fiihre ich wieder die Integra-

tion iiber yg ein. Auch hier kann aus denselben Griinden wie beim Graphen OIB auf eine
Regularisierung der Infrarot—Divergenzen verzichtet werden:

1 ’/—-‘\\\ gom% 4 e P
it = =~ Ly T
128 T L (wol)
dD_l(b o 2 29 e
X d d —Ane 7w i¢n
/[] 2m)P=1 ) / { 2 )

2
m .
— ‘(J%TOLAI (ol)

dD 1 ] o
X /[ oo 27) D¢1 dxg /dyo [/ du{ Z o A2 i

reZ"!

3
% / d_p e_(p2_|_mg)L2u eip(l’o—yo)}] .
oo 2T
(5.

79)
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Man spaltet nun die x¢— und yo—Integration ganz analog zur Berechnung von OIB wie
folgt auf; der Integrand wird der Ubersichtlichkeit halber auch hier zunichst fortgelassen:

%] %] %] %] %] 0
—o —c0 0 0 0 -0
0 %] 0 0
—o0 0 -0 -0

Mittels der Substitutionen zg — —xo, Yo — —yo und p — —p folgt nun unmittelbar,
entsprechend zur friitheren Rechnung bei OIB (vgl. Gl. (5.43) ff.),

Lo Jomg o4
P i L= = -7 LE
1287 7 L7 (kol)
dP-1 a2y idam
><2/[ 1p-1 27TD¢1/ dxo/ dyol/ du{ Z e47rnuel¢

reZ""

3
></ dp e_(p2+m3)L2“eip($°_y°)}
gom(z) .\ oo 2T
bR L

dD 1¢ —4r2 72y i$~ﬁ
><2/[ DlQﬂ_Dl/dxo/dyo/du Ze e

reZ"” "
N 3
></ ;i_pe_(p2+mg)L2ueip(xo+yo)}] . (5.81)
— 0 T

Hier kann man den zweiten Integralausdruck noch bestimmen; es gilt ndmlich

1 //’.-\‘\ m2 e
B3t = L (o)
o dD 1(b 222, 4.7
X 2 d d d —4rc Ay d¢-it
/[WWDl 27TD1/ 900/ vo [/ u{ﬁe;_le ’
3
X / d_pe—(p2+m§)L2ueip(xo—yo)
oo 2T
+ ]:7;7 (5.82)
mit
D gom% 4 £
R = TL (pol)
dP- 1¢ T
X 2/ / dxg / dyg [/ du{ e AT U 1o
[—m,7]P—1 27‘1’ (2m)D-1 ﬁe;_l

w

oo 2T

« /OO d_pe_(p2+m§)L2ueip(l’o+yo)}] . (5.83)
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und fiir den Term R berechnet man

_ 2
R o= 27014 (L)

2
dD 1¢ . .
X d d d § : —Ar2 72y it
/[7r7rD1 27TD1/ fo/ yo[/ U{ﬁ ZD_le ¢
e_moL2 (zo+up)? }] ?
X 4ul
(GauB~Integral iiber p ausgefiihrt) 2 Vﬂ'UL

2

m &

= L5013 (L)
1672

dD 1(b e_mgL2u _ (F0+0)?
X/[_ 27TDl/davo/ dyol/ du{ NG e 4u
3
% Z e—47r2ﬁ2uei$~ﬁ}]

N To . yo)
($0 I y Yo I (5 8 )

In der eckigen Klammer erkennt man gemif Gl. (5.59) die Grofle Dgo)(moL,ﬁvo + 30, B)
wieder. Mit dem Resultat aus Gl. (5.60) bekommt man also:

2

~ m R

R = 27013 (L)
16 72

X/[ ;l:;qﬁl/ i [ dyo[ %(%ﬁiﬁ)?
@)

0
x K_p (moL (%o + 9o)

+ o((moL)% e—comoL). (5.85)

Es zeigt sich, dafl der Term R fiir D = 3 Dimensionen keine Divergenzen beinhaltet. Fiir
D = 3 gilt ndmlich:

9 9
= gomg 5 22
R(D=3) = L L
D=3 = omt " Tamp Y
2 0o K?, moL\/960+y0) + (%)2
d“¢ 2
X (— dwo dyO 3
[_7T77T] -~ -~ z 2]
[($0+y0)2 + (%) ]

+ o((moL)% e—comoL). (5.86)

W

Man beriicksichtigt jetzt, da K_i(z) = K

(z) gilt [63, 9.6.6], und verwendet den analyti-
2
schen Ausdruck fiir K1 (z) aus Gl (5.69).
2

11
2
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Bis auf mit L exponentiell abfallende Terme kann die ¢—Integration auflerdem iiber ganz
[R? ausgefiihrt werden. Das ergibt:

2 2 3

~ gomg .5 22 g(ﬂ)Q
R(D=3) = L mol)2 | —

( ) 1673 (477)3( b (3

/Oo d*¢ / dwo/ dyo _:moji (£0~+g0)2+(?;2)2}§
2r

2 {(ﬂﬁo-l-yo)2 +

+ o((moL)5 e—comoL). (5.87)

Mit der Definition

o 27 (#0+90)° +(%)2
— ~N2]2
[aco—l-yo)2 + (%) ]

und den Substitutionen &y = moLZg, 9o = moLgy und qg = moL¢ erhdlt man dann

. 1
R(D=3) = S gomol? Z5+ O((mol)% emomal). (5.89)

Der Ausdruck Zz enthélt nun aber keine Divergenzen mehr, denn man kann abschitzen:

~ ~

(o +0)* + (%)2 > i5+95 + (%)2 (5.90)

da Zg, gJo > 0. Daher gilt fiir den Integranden von Z3

o3 (f0+@0)2+(%)2

(ot + (2)]
¢

Man beachte, daf§ qgo ein zweidimensionaler Vektor ist. Substituiert man qgo = o~ und fiihrt

< T (5.91)

[ V)
—
=
(] V]
_'_
>
O
_'_
TN

¥
Fle-
N—
o
—
[ V)

2
Kugelkoordinaten im 4-dimensionalen Raum, gebildet durch Zg, 3o und ¢g, ein, so sieht

man

/oo A2 / dwo/ dii *”W

3

2] 2

[ +45 + (i) ]
, —3 /#3493 +43
/d ¢0/ dwo/ dyo 3

23+ + 43
= 27?2/Oodre_37’
0

2
= —772

3
< oo, (5.92)

IA
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Damit konvergiert Z5. 75 kann sogar noch geschlossen ausgerechnet werden. Die Berech-
nung ist im Anhang D durchgefiihrt, das Ergebnis lautet:

s
Zy = 3 (5.93)
Insgesamt bekommt man daher
L7 Gomy 4 / "¢ / /
Sl v = LUy Ly d d
12 e\\\-/// 4 (Iu“o ) [_ﬂ_ ] 27T D 1 xo yO
3
/ du Z e—47r2ﬁ2uei $ﬁ/ d_p e—(p2+ mg)L2u eip(xo—yo)
0 D—1 —oo 27
nel”

1
+ m Jomo L? ZE + O((moL)% e—comoL) + 0(8)

2 D-1
GoMyg 14 e d o
= =——L* (uwol) / / dwo/ dyo
4 [—7r ] 27‘1’ D 1

3
[/ du Z e_47r2ﬁ2“ei$'ﬁ/ d_p e_(p2+ mg)L2u eip(xo—yo)]
0 oo 2T
reZ"!
1 2 _comol
s gomo L? + O((moL)F e~ ™) 1 Ofe). (5.94)

T 3Ra 3847

Die zuvor in Gl. (5.78) gefundenen Divergenzen sind nun im Integralausdruck dieser Glei-
chung enthalten. In dieser Form wird das Ergebnis von Graph OIC spéter verwendet wer-
den.

5.3 Graphen mit Instantonhintergrundfeld

Jetzt sind die Graphen mit Instantonhintergrundfeld zu berechnen. Die dabei zu verwen-
denden Feynman-Regeln und der Propagator (in D Dimensionen) seien hier noch einmal
zusammengestellt (vgl. Kapitel 2 und 3):

—;EzD—l
3m0 1
8 cosh?(Z2 q) cosh?(Z2 yo)
1 ey jomgn o
+ Y e BT
teZ"™ r
Bmg a2, tanh (%2 20) tanh(%5 yo)
4 cosh (%2 xg) cosh(752 yo)
! At g2y j2ma im0
F Y et
nEZD 1 L
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mit
. 2
(o] k) = Ny, eikeo [2 K4 0

— ;mg tanh® (%2 z0) + 3img k tanh(Z2 zo)|,
_ 1
\/277 (4k4 + 5m(2)k2 + mg)

— /3 gomd pg tanh(Z z),

Ny,

1N

P Xk

— go Mo,
N e . 2 3 2 3
L iy L WY
Se,p /90 15 9o fho 9o
gg(c,O)

_ o 1
ngLz gO 1u07

iiber Vertizes integrieren: | dPz,

iibliche Symmetriefaktoren.

Die zu berechnenden Graphen werden wie folgt bezeichnet:

W= OO
IB = W

IC = @[,
ID := @j ).
(5.95)

Sie werden in den folgenden Abschnitten berechnet.

5.3.1 Berechnung des Graphen IA = (OO

Mit den Feynman-Regeln gilt zun#chst, wenn der Symmetriefaktor 1 wieder fiir sich ge-

8
schrieben wird:

OO = ~gots [ = [ote.n]" 550

0| =
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Indem man den Ausdruck fiir den Propagator einsetzt, wird daraus:

1 1 e D - ! 1 —AnZ 22y 2
s OO0 = —gooni [ d {/ | 2 goer e T Kol 0)

_‘EZD 1
L _amlgey 8o 2
Y oo 2 e T (o] 1)
reZ"!
2
1 an? o o
n Z LD—I e_42 2t / dk e—(k2—|—mg)t |<$0| k>|2:|} ]
rezZ"! -

(5.97)

Zur Definition von {z¢| 0) und {z¢| 1) vergleiche man die Gln. (3.26), (3.27). Beriicksichtigt

man D =3 — ¢ und substituiert = L% , so bekommt man

1 1 € 26/ D /Oo |: ! -4’72y 2
— = ——gopg L d-x du E e zo| 0
] @ ] 0 Mo { o |< 0| >|

aeZP!
+ Z e—47r2ﬁ2ue——m0L u|<$ | 1>|
reZ"™!
2
+ Y / dk e—<k2+m%>uﬂ2|<xo|k>|2” '
reZ"™! -

(5.98)

Eine Moglichkeit hier weiter vorzugehen ist nun, einfach auszumultiplizieren und die ent-
stehenden Terme einzeln auszuintegrieren. Dies fiihrt auf sechs Terme:

1
§®:A1+A2+A3+A4+A5+A67 (5.99)
mit
1 o0 ’
A = —ggo,ungs/dD / du e AT |<x0|0>|2], (5.100)
0 nEZD 1
1 o0 ’
Ay = __gougL%/d% / du ) e 4% u o =G miL2u |<x0|1>|2],(5.101)
8 0 aeg P
1 -
A3 — _ggoug L25 /de / |: e—47r2n2u
0 nEZD 1
. 2
></ dl e~ (K74 m3) L*u |<$0|k>|2”’ (5.102)
1 e / +
Ay = —§90M8L262/dD96 [/ duy Y eI [(go] )
0 iy EZD_l

></ duy Y eTAT v omimili |<x0|1>|2], (5.103)
0 N D—1
2 €L
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1 o ! 7
As o= —ggouaf:zs?/d% [/ dup Y eI (e 0)

iy EZD_l

></ duy Y et / dk e~ (K4 m3) L7us |<$0|k>|2]7(5-104)
0

o EZD_l -
1 o0 7
Ag = —= gouf L*9 /dDac [/ duy Z e_47r2nl2 “ e_flimgj:z}u1 |{zo] 1>|2
8 0 1 EZD_l

X/ duy Y eI / dk e~ (K4 m3) L7us |<xo|k>|2]'<5-105>
0 ﬁ2€ZD_1 -

Diese sechs Terme A1 bis A6 sind im Prinzip berechenbar. Problematisch ist jedoch, daf die
Terme einzeln jeweils Ultraviolett—Divergenzen enthalten, ndmlich Pole zweiter und erster
Ordnung in ¢ :

1 1

—, —. 5.106

o (5.106)
Eine explizite Rechnung zeigt jedoch, dafl sich diese Divergenzen in der Summe gerade
wegheben; die Rechnung ist relativ umfangreich, sie ist deshalb fortgelassen. Es erweist sich

deshalb als vorteilhafter, den Ausdruck

@ _ —%golug/dDaC {G(%x)r (5.107)

zunichst so umzuformen, dafl nur noch Terme zu berechnen sind, die keine UV-Divergenzen
mehr enthalten. Dazu sollen einige Groflen definiert werden, die noch hdufiger auftreten

0| =

werden (auch in den Termen Aj,..., Ag treten diese Grofen auf):
Zo = / du N et (5.108)
° tez"™
Dy(mol) = / du Y et emimiLie (5.109)
° tez"™
) e Co+ CQU2 ©o — (1402 Ym2L2u —4r272y
D(m0L7CO7CQ) = /_Oo dv m /0 du e ( ) 0 Z e .

reZ"
(5.110)

Diese Grofien enthalten jeweils %fDivergenzen7 ihre Berechnung ist in den Anh&ngen C.2,

C.3 und C.4 durchgefiihrt. Weiter gilt
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Erneut substituiert man w = LL Werden aufilerdem die konkreten Eigenfunktionen

—_

(o 0) = /2 (5.112)

8 cosh?(Z2 zg)

3mg tanh(52 zq)
1) = A1
(ol ) = T S, (5.113
1 .
(ol &) = s

\/277 (4k4 + 5m(2)k2 + mg)

2
X |:2]C2 + % — ;mg tanh®(Z2e zg) + 3imok tanh (22 z) (5.114)

eingesetzt, so ergibt das

o ! _ > 3m0 1
G(z,z) = L°f du E oA u
(z,2) /0 { il 8 cosh‘%%xo)
e

—|— Z —47r2ﬁ2 " _%mo 3m0 tanh2 (TO $0)
4 cosh”(%2 xo)

aeZP
2
—47r 72y - _(1+%) mgLu 1
* ; ) /—oo ak {e i o (4k4 + 5mik? + mé)
e

2 2
X Hka + % — ;mg tanh?(Ze xo)}

+ 9mk* tanh?® (22 xo)] } }
(5.115)

Hier kann man den Beitrag des kontinuierlichen Spektrums noch iibersichtlicher schreiben
indem man die bekannte Beziehung

1

tanh? = - ——
anh™(z) cosh?(z)

(5.116)

benutzt und die Substitution v = mio vornimmt. Man erhilt

_ e > ! —47r2ﬁ2u3 1
Gz,z) = moL/O du{ Z e gm

ez P! 2 o)
222 2, 3 1 1
T e—47r 7 ue——mOL e |: _ :|
;_1 4 [cosh?(Z2 zg)  cosh®(Z2 )
e
222 « dv 2y, 272
T Z e—47r 2y / “wv {e—(l—l—v )mOL U
ez oo 2

><|:1—|— 1 { —3v* -3 —I-g 1 H}
dvt + 502 + 1 Leosh?(Z2 zg) 4 cosh? (22 2) '
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Beriicksichtigt man jetzt (vgl. Gl. (3.5))

U e, [ dk (e,
Go(z,z) = /0 dt Z D" —pr e L 75/_ - © (k> +m3)t

d/U 2 2 222
_ mOLs/ du/ 1—|—v §L u Z e—47rn m

nEZD_l
k
(“ - L2’ v m_o)
= molL® D\ (moL) (vel. Gl (5.15))
=m0 oY o (vel. GL (5.33)), (5.118)
= -0 7 £ vel. GL. (5.33)), (5.

sowie die zuvor in den Gleichungen (5.108) — (5.110) definierten Grofen Zy, Di(mol)
und D (moL,Cy, C3), so ergibt sich

3 1 3 1 1
G = LFS - ———— 7 - - D L
(=,2) o {8 cosh* (22 z¢) o+ 4 [CoshQ(% zg)  cosh?(Ze xo)] 1(mol)
1 1 9 1
———— D L,-3,-3 — —— D L,1,0
27 cosh?( 2 z) (mo )+ 87 cosh® (22 z) (mo ) }
+ Go(z, z). (5.119)
Nach Potenzen von h2(1m° ] geordnet, bekommt man schliefilich
S, o

Gla,2) = Gole,a) + mol? {m [%ZO - %Dl (molL) + %D(moL, 1,0)]
= Ay (mol)
! [ Dy (mol) + — D (moL, 3,—3)]}
cosh”(%L zg) [ 4 s
= Ay (mol)

(5.120)
Aus den Anhédngen C.5 und C.6 entnimmt man, daf die GréBen A;(molL) und Az (molL)

keine UV-Divergenzen mehr enthalten. Damit ist also auch G(z,z) divergenzfrei. Fiir den
zu berechnenden Graphen ergibt sich mit diesem Zwischenergebnis:

QO = s f e oo [ty - ]
9o 15 /dDw [Go(z, 2)]*
Ai(moL) Ay (mol) ]

dPax Go(z, L*
go s 2 / @ Golz, ) mo [Cosh‘l(%xo) cosh?( 22 z)

2

8 cosh*(Z2 zg) ~ cosh?(2 z

0| =

ool»—\ oo =
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Der Propagator Go(z,y) liefert nun gerade den Graphen {_{ 1, wie man durch Vergleich
mit Gl. (5.12) erkennt:

i
H

ool =
I
ool =
/‘\

H

N s
PandN
v/

.

1 ./41 (moL) ./42 (moL) :|
_Z Ly | dPz Gy(z,
4 gomo (ol) / v Go(@, @) [cosh‘l(% o) Coshz(% o)
1 2 2 / D [ A% (mol)
_Z s 72 [ 4 _ M NROR)
8 go ™o Ho v cosh® (% xo)

+2,41 (mol) A (moL) N A3 (molL) ]

cosh® (% xo) cosh* (% wo)
(5.122)
Fiir Go(z,z) gilt nach Gl (5.118)
Goler) = " 4+ o0 4 o (5.123)
O - Ax molL ’ '
und fiir die verbleibenden [ dPz—Integrale erhilt man
cosh” (% xo) oo cosh” (% wo)
2 &0 1
— L2—s_ dy ——
mo /_OO Y cosh” (y)
_ 2 2—e 1 4
= L B(Q, 2) [47,3.512.9).  (5.124)

Verwendet man dies, so ergibt sich

1,-..-s 1
OO = 700+ g mvmot? [ A mal) Bi2) + A o) B )

0] =

1
- G goma I | (moL) B(1)

+ 2 Ay (moL) Az (moL) B(L,3) + A3 (mol) B(%,Q)]

T O(moL e—moL) + O, (5.125)

und durch Auswerten der Beta—Funktionen findet man

1 1 .,-0,-. 1 4
§C0O = §0F gl Aol + 2.4 (ot
1 32 32
— Z Jo Mo L? |: % .A% (moL) + E Ay (moL) Asy (moL)

4
+ 5 Ao |

+ O(moLe™™L) 4+ O(s). (5.126)
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Setzt man die Ergebnisse fiir Ay (moL) und Ay (moL) aus den Anhdngen C.5 und C.6
ein, so erhilt man schliellich

Hoo-ao]

2
Jo Mo L? [108; (moL)} Kia2

+ gomol? log (mol) Kian
+ gomo L? Kiao
+ O((mol)? ™) + Ofe). (5.127)
Dabei definiert man
32 1
Kiao = —o —
14,2 25 3572
= —0.8141880825- 1072, (5.128)
1 3 1
Kiag = ——— — Op— —— A,
IA1 3272 357 Ton
= 0.4062244324(1)- 1072, (5.129)
1 1 8 8 1
K = _Oc - c__O2__Oc c T 5 2
IA0 o7 Oct g7 A2e = 35 0o = 75 Ocae — 3 Au
= —0.924655(1)- 1077, (5.130)

Die Grofien O, und Ay . sind numerische Konstanten, die in den Anhdngen C.5 und C.6
genau definiert sind.

5.3.2 Berechnung des Graphen IB = OO

Wendet man die Feynman—Regeln an, so erhdlt man zunichst fiir den Graphen IB:
%W = % me go ug /dDac /dDy {tanh(%xo)(}(x,x)
X G(x,y) G(y,y) tanh(%> yo)}. (5.131)

Bei der Berechnung des Graphen () hatte man

(5.132)

Gla,z) = Go<x7x>+m0y[ A (o) _As(mol) ]

cosh*(Z2 zg)  cosh?(Z2 z)

gefunden (vgl. Gl. (5.120)). Diese Form des Propagators an gleichen Raum-Zeit-Punkten x
setzt man nun in die Gl. (5.131) ein. Man kann bereits hier wegen der Divergenzfreiheit der
GroBen Ay (mol) und Ay (moL) vermuten, dafi der Graph IB keine anderen Divergenzen
als die des zugehorigen Graphen _¥—") ohne Instantonhintergrund enth&lt. Der mittlere
Propagator G(z,y), der die beiden Schleifen verbindet, wird keine Divergenzen liefern, da
er sich durch die Ortsintegrationen sehr vereinfacht, wie gleich gezeigt werden wird.

Letztlich ist der Graph IB eben nur aus 1-Loop—Anteilen zusammengesetzt, und diese
enthalten keine Ultraviolett— sondern nur Infrarot—Divergenzen, ndmlich dieselben wie der
Graph ),
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Konkret ergibt sich:

1 3
. Ai (mol) A (mol)
X {GO($7$) + mOL { h4 mo h2 mo }
cosh®(%L x9) ~ cosh”(%L xo)
o T
X / dt { Z 1, D-1 e_4 eSS
0 reZ"™!
5 3m0 1
8 coshz(mT o) coshz(wé0 Yo)
b e R i
reZ"™! .
3mg tanh(%e zo) tanh(%2 yo)
4 cosh(%e zg) cosh (%2 yo)
1 an? o T (P
+ Z 1, D-1 e_4 7 T G (7=
reZ"™!

[ e T )y (0 o) }

% {Go(y,y) + mol? { Ap (mol) n Az (mol) }}} (5.133)

cosh*(Z2 yg)  cosh?(22 yo)

Da die Ortskoordinaten nur im zweiten Propagator auftreten, kénnen die beiden Ortsin-
tegrationen de_lx und de_ly sofort ausgefiihrt werden. Man beachte, dafl jeweils
iiber [0, L]”~! zu integrieren ist. Genau wie beim Graphen OIB trigt nur der Summand
mit 7 = 0 bei (vgl. die Bemerkung nach Gl. (5.35)). Dies ergibt die angesprochene Verein-
fachung des Propagators G/(z,y). Fiir den zu untersuchenden Graphen IB bekommt man

daher:

1 3 . [~ - m m
Ay (moL As (moL
X{G0($7$)‘|‘mol/6|: 14(m0 ) 22(m0 ) :|}
cosh (70 o) cosh (—0900)
[ i i
cosh (% zg) cosh(%2 yo)

/ dt/ dle e~ (FHm8) 1 kY (| y0>}

X {Go(%y) + moL® {653;4((77%%%20) 4 C(:;‘;Q(zn;Ly)o)] }} (5.134)

Durch Ausmultiplizieren der mittleren Klammer werden daraus zwei Beitrige:

1

g% =1B1 + IB2. (5.135)
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Dabei sind folgende beiden Definitionen zu beachten:

3 tanh? (™22 24) tanh?(72 yo)
Bl := = L*s d d 2 2
g %0 g 4G / 960/ vo { cosh(%2 29) cosh(%2 yo
X /Oodt 30 % nide
0 4
L L
X {Go(%aﬁ) + molL® { A14(m0 ) AZQ(”;O : }}
cosh® (%2 g)  cosh”(% xo)

X {Go(%y) + moL* {Ciﬁfgg)o) + C;:;Q(@Ly)o)} }} (5.136)

und

IB2 = %gomg,ung_s/ / / dt/ dk{ (k4 m3) ¢

X tanh(5 zo) tanh(%> yo) (w0l k) (k| yo)

2
c moL ./42 (moL)
{GO($ w + mOL {C Sh4 mo xo coshQ(%xo)}
./41 moL ./42 (moL) }
Goly,y L* . (5137
X{ 0(g,¥) + mo {COSh4 2 yo) + cosh? (5> yo)} ( )

Die Terme IB1 und IB2 werden einzeln berechnet. Zunichst zum Term IB1.

Berechnung von Term IB1

Man fiihrt das t-Integral aus und driickt gem#8 Gl. (3.16) tanh?®(%Z2 z) durch cosh? (22 z)
aus. Auflerdem sind das zg— und yo—Integral identisch, so dafl man insgesamt erhilt:

3
IB1 = ggomoﬂgﬁ_s

SV e o)
x j—
e 0 cosh(%>z0)  cosh® (22 2)

X {Go(x,x) + moL*® { A (mol) + Az (mgl) )} }}2 (5.138)

cosh*(Z2 zg)  cosh?(%2 zg

Durch Ordnen nach Potenzen von h(%lo ] wird daraus
cosh{ 5~ xo
IB1 ; SL*E /Ood ! Golz, )
= —gom X ——— X, T
890 0 Mo . 0 cosh(%xo) o\T,
1
—— |mol® Ay(mol) — G x,w}
CoshS(%wo) { 0 2(mol) o, @)
moLE

[As(moL) = As(mol)|

cosh” (2 )

moL* )Al(moL)}} . (5.139)

B 7 mo
cosh’ (%2 zo
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Dieser Ausdruck enthilt keine Divergenzen mehr, denn Go(z,z), Ay (moL) und Az(molL)
sind endlich fiir € = 0. Man ersetzt deshalb (vgl. Gl. (5.118))

Gole,z) = —T0 4 o(e_m°L> + 0() (5.140)

_E moL

und berechnet die verbleibenden zg-Integrale wieder mit (vgl. GL. (5.124))

o0 1 2 1 p
dvg —————— = —B(—,—). 5.141
/_oo ro cosh” (%2 ) mo 272 ( )
Das ergibt
IBl = 3 R L B(L,1 2L°A L L B(L,2
= g Yoo ko o (5:3) + 2(mol) + o (5:3)

+2L° L‘h(moL) - A2(m0L)} B(%7%) - 2L° Al(mOL) B(%é)}

+ O(moL e_mOL) + Of(e)

E

3 1
= g gom0L2 { _ 5 + TAQ(moL) +

4
+ O(moL e_mOL) + Of(e)

+ 3 T {fh(moL) - Az(moL)} - g”Al(moL) }2

g
+0 (moL e—moL) + 0(s). (5.142)

3 ) 11 1 2
= —gomolL — Z + g TAl(mOL) + Z TAQ(moL)

Hier kann man wie folgt umformen:

3 1 2
IB1 = T8 90 ™0 L? {1 - 277{5 Ar(mol) + Az(moL)} + % Af(mol)
+ 72 A (molL) Aa(mol) + ﬂzAg(moL)}

+0 (moL e—moL) + 0(s). (5.143)

Im nachsten Abschnitt soll der Term IB2 bestimmt werden.

Berechnung von Term IB2
Es sei zunidchst an das Resultat
1

Ny =
\/277 (4k4 + 5mak? + mg)

(5.144)

fiir die Normierungskonstante der Figenfunktionen des kontinuierlichen Spektrums erinnert.
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Zur Berechnung von IB2 ist es niitzlich zunichst folgenden Ausdruck zu betrachten:

2

tanh(% $0) <$0| k‘> = Nk tanh(%$0) eikxo |:2k2 + % _ ; mg tanhz(%xo)

+ 3imok tanh (%2 xo)}
2
. m
= N elkzo {tanh(% o) {2]@2 + 70}
+ tanh® (22 2o) 3imok

—; m¢ tanh”(Ze wo)}. (5.145)

Wieder driicke ich tanh? durch cosh? aus (vgl. Gl. (3.16)). Das liefert:

. 2
tanh (22 zg) (wo| k) = Ny ™ {Simok + tanh(72 zq) {2]62 + % — ; mg}
__ 3imok 3 2 tanh (75> )
cosh?(22 zg) 2 0 cosh? (22 z)

= N ek {31m0k + [2k* — md] tanh (22 2)
3imok 3 o tanh (%% xq)
2

mo m 2 mo
"~ cosh? (5> o) ? cosh (55> o)

}. (5.146)

Es erweist sich nun als sinnvoll, im Term IB2 nach den Termen zu ordnen, die eine

Potenz von W enthalten, so dafl das zugehorige zg—Integral sicher konvergiert, und
cosh{ =~ zo
nach solchen, die so eine Potenz nicht enthalten. Das fiihrt mit der zusétzlichen Substitution

u:L%auf

3 o0 o0 _ 1+ﬁ m2T.2y
IB2 = §90m3H8L4_6/ du/ dk {e ( ’"3) °
0 —00

X / dxg { Ny, elfeo {31m0k + [2k% — m] tanh(Z2 )

B 3imgk 3 tanh (%2 zo) }
cosh?(Ze zg) 2 0 cosh?(Z2 z)
Ar(mol) - As(mol) }}}

cosh*(Ze xg)  cosh?(™2 zg)

x{%@wymmﬁ[

<[ { A k{ ~ Bimok + [2k* — m] tanh(%2 yo)

— 00

2 mg 2
cosh” (52 yo) 2 % cosh (%2 o)

X {Go(%y) + moLf[ Aulmol) - As(mol) ]}}}

cosh®(Z2 yg)  cosh®(Z2 yp)

3imok 3, tanh(%2yp) }

(5.147)

Dabei ist zu beachten, dal man (k| yo) aus (z¢| k) einfach durch komplexe Konjugation
und die Ersetzung z¢ — yo erhilt. Das yo—Integral ist gerade das komplex Konjugierte des
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xo—Integrals, so dafl man wie folgt weiter vorgehen kann:

1—|— m2L2y
IB2 = %gomo,uoL4 5/ du/ dk{ 3) °

/ dxo Ni elkm{Slmok + [2k* — m{] tanh (22 2)
- 3imok 3, tanh(% 2g) }
e — p— m - -
cosh?(%e zg) 2 0 cosh? (22 )

X {Go(x,x) + molL? [ Az (mol) ”

cosh*(Z2 zg)  cosh?(Z2 zg)

3 o'e] o'e] 1+k_ 2L2
= §90m3H8L4_6 / du/ dk {e ’"3)
0 —o0

X

_|_

)

X / dxg Ny, eikxo{ {Simok + [2k% — md] tanh (%2 xo)} Go(z, z)
. m - A (molL Ag(molL
" {31m0k + 247 - mg] tanh (3 xo)] Mol [6031114(( 00 920) Cosl?z((m—oo 920)
2
{ 3imok 3 tanh 0 o) }
-+ T m Go(z
cosh?(e zg) 2 ? cosh?( e o)
L+ { 3imok § tanh(mo o) }
cosh?( 22 z) 2 " Coshz(m0 o)
L L)
xmol* | Arlmol) - As(mo } (5.148)
cosh®™ (52 zg)  cosh®(%> g

Ausmultiplizieren und Ordnen der Terme fiihrt auf

3 1—|— m2L2u
IB2 = §90m0M0L4 5/ du/ dk{ 2) o

X / dzg Ny e*oo {31m0k + [2k% — m3] tanh (%2 20)| Go(z, v)

-I-/ dxg Ny eikxo{M {moLs Aa(mol) — Go(%ﬂf)]

o cosh? (22 zq)

31m0k
_— LF A L) - Lc A L
Cosh4(% ) {mo 1(moL) = mo 2(mo )}
3imok }
——————— mylfA L
cosh®(Z2 zq) mol® Ar(mol)
+ / dzo Ny, elkxo tanh(% $0){T {[2]@2 _ mg] mol® Aqg (moL)
—oo cosh” (%5 x)

3
+ 2 m% Go(z, x)}
1

— |2k —m? Lt A L
Cosh4(% ) {[ mo] mo 1(mol)

3

+3 mg L* Az(moL)}
2

L 3 e Al(moL)} } (5.149)

+ cosh®(22 zq) 2
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—mqg L

Bis auf Terme der Ordnung O(e) und O(e

wieder Go(z,z) = —42 gesetzt. Da diese Integrale keine Divergenzen liefern werden, ist
dieses Vorgehen gerechtfertigt. s sind dann Integrale des Typs

— ) wird in den letzten beiden xzp—Integralen
0

0 . tanh? (20 )
/ dag eFro W 7 €40,1}, pe{2,4,6} (5.150)
2

auszurechnen. Die Integralberechnungen sind in Anhang B.1 durchgefiihrt. Mit den Resul-
taten dieses Anhangs, der Substitution v = mio und der Definition

— 00

N, := = (5.151)
TV 2r (@t et D) '

ergibt sich nach lingerer Rechnung:

3 o0 o0
IB2 = g 90 mg Iug L4—6 / du / dv {e—(1+u2)mgL2u
0 —00

/ dg { N, eimozov {Siv + (20® — 1) tanh(Ze xo)} Go(x,x)}

— 00

X

. Nymo 3 4
-— 2L° L — + - L L
i sinh(7v) Y [ Az(moL) + 2r + 3 Ai(mo )]

N,&w
sinh(7v)

—T)’LoL
Nom v© 1 LF Ay(mol) —|—O<e ) + O(e)

: sinh(wv) 3 moL

+i L? v4[§ Ai(moL) + 2A2(m0L)]

2 } (5.152)

Man definiert weiterhin

3 4
Hl(moL) = 2./42(77”&0[1) + ﬁ + g ./41(77”&0[1)7 (5153)
8
Hg(moL) = g ./41 (moL) + 2./42(77”&0[/)7 (5154)
4
und bekommt
thz = %go mg g L / du / dv {e—(1+v2>m%L2u
0 —00
X / dxg { N, eimozov {Siv + (2v% = 1) tanh(Ze xo)} Golz, 96)}
1%112{1{ (moL) + Hy(moL)v? + Hsz(m L)vﬂ
sinh(7v) Hro 2o B0
e—moL 2
0] 0] . 5.156
Lo(S1) + o (5.156)

Man fiihrt jetzt das Quadrat des Betrages aus.
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Es ergibt sich dann eine Summe dreier Terme:

B2 %gomo,uoL4 c / du / dv{ (14v?) m§ L2
/ d$0 { N elmol’ov {311} + (21}2 — 1) tanh(% $0)} G0($7$)}

+ §977”6ML462R6 / du/ dv { e~ (1Fv?)miL 2 [N 7
Chet sinh(7v)

X {— ivﬂ {Hl(moL) + Hy(moL) v? + Hs(moL) vﬂ

X / dxg eimOxOU{Siv + (20® — 1) tanh(Z xo)} Go(x,x)}}

3 |N,|? 72 vt
= L4 15 / d / d 1—|—v )m 2y
+ g 90 o 1 B Y { sinh?(7v)

X {Hl(moL) + Hy(moL)v? + Hs(moL) vﬂz

X

}

+ O(mire ™) + 0fe), (5.157)

Die Aussage hinsichtlich der Korrekturen O(e) ist hier allerdings nur dann korrekt, falls
in den drei Integralausdriicken keine Divergenzen mehr in ¢ enthalten sind. Die weitere
Rechnung wird zeigen, dafl dies, wie auch zu Beginn dieses Abschnitts angedeutet, in der
Tat der Fall ist. Der Ubersichtlichkeit halber wurde darauf verzichtet, an dieser Stelle noch
die Moglichkeit solcher Divergenzen zu beriicksichtigen. Bis auf Terme der Ordnung ¢ kann
man nun auch p§L*~% und Go(z,z) im zweiten Integralausdruck vereinfachen. Im ersten
Ausdruck ist es giinstiger, Go(x, ) stehen zu lassen, um den Zusammenhang mit dem
Graphen < »-"» besser herzustellen. Man bekommt

B2 = IB2a + IB2b + 1B2e + O(miL% L) + O(), (5.158)
mit
IB2a = - go my L* / du / dv { (140%) m L
0 . 2
X / d$0 { Nu elmoTov {311} + (21}2 — 1) tanh(% $0)} G0($7$)} }7 (5159)
= 1—|—v )m |N |
IB2b = gomOL Re{/ du/ dv{ 78111}1(771])
x | —iv?| [Hi(moL) + Ha(moL) v* + Ha(mol) o]
- Imozov | 92 2 mg _@
X /_OO dxg e {311} + (2v* — 1) tanh(% xo)} ( 477) }}(5.160)
und

N.
IB2c := —gom0L4/ du/ dv { e~ (14v7) m3L w
sinh?(rv)

X {Hl(moL) + Hy(moL) v® 4+ Hs(mgoL) vﬂz}. (5.161)
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Die Terme 1B2a, IB2b und 1B2c werden jetzt einzeln berechnet. Ich beginne mit den einfa-
cheren Termen [B2c¢ und 1B2b.

Berechnung von Term IB2c

Indem man das u—Integral ausrechnet, erhilt man

3 o |N,|* 720t
IB2c = = L / d
‘ g Jormo —eo Y { (14 v2) sinh?(7v)

X [Hi(moL) + Hy(mol) v* + Ha(mol) v4r}. (5.162)

Mit der Definition von N, (vgl. Gl. (5.151)) wird das zu

IB2¢ = 3—TgomoL2 / dv{ - 12
16 —eo (14 v?) (4v* 4+ 5v2 + 1) sinh*(7v)

X {Hl(moL) + Hy(moL) v* 4+ Hs(moL) vﬂz}. (5.163)

Ausmultiplizieren und Einsetzen der Definitionen der H;(molL) (¢ € {1,2,3}, Gln. (5.153)
bis (5.155)) liefert dann nach etwas lingerer Rechnung:

%] 4 4(,,4 2 2 1
IB2c = 3™ gomo L? { A3(mol) / dv G Gl s ) 5
16 —o (14 v?%) (4v* 4 5v2 4 1) sinh?(7wv)

oo 19—6114(1}8—|—4v6+6v4—|—4v2—|—1)

2 L / d
FAmOL) | T ) ot 4 502 & Dysinh (o)

oo vt (18 08 416 01 4 16 0% 4 18)
Ay (moL) As(mol / d ; i
+Ar(molL) Az(mol) oo (Tt 02) (0t £ 502 1 1) sinh®(x0)
- oty St g )

L d
+Ai(mol) /—oo "1+ v2) (dv? + 502 + 1) sinh? (7v)

o 4<§ 2 Q)
A L d
T Aa(mol) /_oo (U5 0%) (40 + 502 + 1) sinh? (7o)

00 9 .4
+ / dv a2 Y
oo (14 v?) (4v* 4+ 502+ 1) smh

+0(e). (5.164)

Mit den Integralausdriicken

L = / dv 4U_ 5
— (40?24 1)sinh*(7v)
—  0.031714099(1), (5.165)
[es) 16 4 1
/ o (14 02)°
—eo (41}2—|—1)smh( v)
—  0.031170199(1), (5.166)

IQ =




98 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGEN

13 =

/°° A i U la)
—eo Y (4024 1) sinh?(rv)
— 0.060008312(1), (5.167)

%) 4 4
1, = / dv —
— (40?24 1)sinh*(7v)
1
- -
T
= 0.010094912(1), (5.168)

%) 6 U4
I5 = / dv s " 3
—eo (4024 1) (1 4 v?)sinh*(7v)
= 0.011381932(1), (5.169)
0 4
Is = iz dv 5 Y
472 oo (14 0v2)* (402 + 1) sinh?(7v)
— 0.001069179(1), (5.170)

bekommt man daher:
3
IB2c = % gomo L? {Il A2(moL) + I Ai(mol) + I3 Ay(molL) Ay(mol)
Iy Ay (mol) + Is Ay (moL) + 16} + O(e). (5.171)

Die numerische Auswertung wurde mit Hilfe des Programms Maple auf einem Rechner vom
Typ Sun SPARC 2 durchgefiihrt. Auch alle weiteren numerischen Bestimmungen wurden
auf diesem Rechnertyp durchgefiihrt. Jetzt zum Term IB2b.

Berechnung von Term IB2b

Hier rechnet man als erstes das zg—Integral aus. Dabei ist zu beachten, dafl dieses Integral
nicht im gewdhnlichen Lebesgueschen Sinne existiert. Im Distributionssinne gilt jedoch

/ dzg ™00 = 27 §(mgv)

27
= —39 172
2 5o, (5.172)
o ; 2ri
/ dwo g!movTo tanh(% xo) = m . (5173)
—00 0

Die erste Beziehung ist allgemein bekannt (z.B. [57, Gl (7.19)]), die zweite wird im An-
hang B.2 bewiesen (vgl. Gl. (B.29)). Fiihrt man auflerdem gleich das u-Integral analog zur
Berechnung von IB2c¢ aus, so erhédlt man:

IB2b = 2 gymoL? Re /OO dv ul Al
- q e oo (14 v?)sinh(7wv)

X {— ivﬂ {Hl(moL) + Hy(moL) v? + Hs(moL) vﬂ

x (~12) % {3iv6(0) + (@7~ 1) m} }

(5.174)
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Da insgesamt noch ein Faktor im Integranden vorhanden ist, der bei v = 0 endlich

v
sinh(7v)

ist, tragt der Term mit v §(v) nichts bei. Man bekommt damit:

IB2b = —§gom0L2 Re{/ dv{ﬂ-|Nv| v (2?] 1)

8 o (14 v2) sinh?(7v)

X {Hl(moL) + Hy(moL) v* + Hs(molL) vﬂ }}

3 o (20% — 1) v?
16 0" —eo Y (14 v2) (4v* + 502 + 1) sinh?(7v)
X [Hl(moL) + Hy(moL) v? + Hs(moL) vﬂ } (5.175)

Unter Verwendung der Definitionen der H;(moL) (¢ € {1,2,3}) erhdlt man nach kurzer
Rechnung

0 2 2 2 2_1 1 2
IB2b = —%gomoL2 {Az(moL)/ dv Y (U )( +U)

Ceo (1402)? (402 4+ 1) sinh?(7v)

o 452 (92 _ 4 2
ity [ a2
o (14 v2)* (402 4 1)sinh?(7v)

—I—/Oodv %v2(2v2—1)
—oo (14 02)? (402 4+ 1) sinh?(7v)

+0(e). (5.176)

Man definiert

50 2 (202 —
7 ::/ 0 20? (207 — 1)

oo (14 v2) (402 + 1) sinh?(7v)
= —0.113020997(1), (5.177)

e 42 (21}2 — 1)
/ dv —32
oo (4v?2 +1) sinhz(ﬂv)
= —0.078042861(1)7 (5.178)

Jo

3 &0 v? (21}2 - 1)

— v

21 J_oo (14 02)% (402 + 1)sinh?(7v)

= —0.025954886(1). (5.179)

Die numerischen Bestimmungen wurden erneut mit dem Programm Maple vorgenommen.
Damit findet man fiir den Term [B2b:

3
B2b = —= gy 12 {J1 AslmoL) + T Av(moL) + Js}. (5.180)

SchlieBilich zum Term IB2a.
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Berechnung von Term 1B2a

IB2a = —gom0L4/ du/ dv{ (1402) m§ L2u

/ dxg { N, eimozov {311} + (20% = 1) tanh(Ze xo)} Golz, 96)}

- 2 gO my L4 / du / dv { 1+’U )mgL2u |Nu|2

/ dzg emoTov {311} + (20® — 1) tanh(Z xo)} Go(z, )

X

}

% / dyg e~ 1movov {— 3iv + (20° — 1) tanh(Ze yo)} Goly, y)}
(5.181)

Um die Asymptotik des tangens hyperbolicus auszunutzen, ist es giinstig die zp— und
yo—Integration genau wie bei den Rechnungen zu den Graphen OIB und OIC aufzuspalten
(vgl. GL. (5.43) und Gl. (5.80)). Aufgrund der Eigenschaften des Integranden gilt auch hier
schematisch, vgl. Gl. (5.44),

00 00 00 00 00 0
—00 —00 0 0 0 —00

Daher bekommt man
IB2a = I[B2aa + IB2ab, (5.182)

mit den Definitionen

IB2aa = - go my L* / du / dv { (140%) m3 L2 |N,|?
X / dzo / dyo {eimO(“’O‘yO)“ Go(z, 2) Go(y, y)
0 0
X {Siv + (20 — 1) tanh(Ze xo)}
X {— 3iv 4+ (2v% — 1) tanh(Ze yo)} }} (5.183)

und

IB2ab := §gOmOL‘l/ du/ dv{ 1"'”)mgﬁu|l\7y|2

></ dxo/ dyo {eimO(xO_yo)U Go(z,2) Goly, y)
0 — 00

X {Siv + (2v% = 1) tanh(Ze xo)}
“|

— 3iv + (20 — 1) tanh(Ze yo)} }} (5.184)
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Ich berechne als erstes den Term [B2ab. Wieder wird dabei zuerst Go(z, z) bis auf die

erwdhnten Korrekturen durch —7%2% ersetzt. Indem man noch die Substitution yo — —yo

ausfiihrt, ergibt das

IB2ab = —gom0L4/ du/ dv{ 1"'”)mSLZ)“|Z\7U|2
Tyl M6
d d 1777‘0 ToTYo
/ Lo / yo{ 1672

X (—1) {311} + (2v® — 1) tanh(Z2 xo)}

X {Siv + (20% = 1) tanh(Ze yo)} }}
+ O(mgL3 e—moL) + 0(2). (5.185)

Fiihrt man jetzt das u—Integral aus und substituiert weiter

To = Moo (5.186)
Jo = moyo, (5.187)
so findet man
_ 3 " R O O T
IB2ab = —WQOWOL /_Oodv/o daco/o dy0{1—|-v2 oll#o+do
X {Siv + (20% = 1) tanh(%)} {Siv + (20% = 1) tanh(%—o)} }
+o(mireemh) 4 0(e). (5.188)

Ausmultiplizieren und Verwendung der Definition von N, gemif Gl. (5.151) liefert

IB2ab = —% gomo L /OOO dio /OOO 4fo /_Z dv { 1+t vzfig;?;vz +1)
X [4 vt tanh(i—o) tanh(%—o)
+ 6i0® (tanh( )—I—t h(y;))
+ 2 (— 94 tanh( ) tanh(?o))
~siv (tanh (22) 4 tann (22))
+ tanh(%) tanh(yQ—O)] }

+ 0(mire ™) + 0(e). (5.189)

Da das #o— und gp—Integral nur jeweils iiber [0, oo[ zu erstrecken sind, ist es hier, ab-
weichend vom sonstigen Vorgehen, giinstiger, erst das v—Integral auszufiihren, damit auf
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eine Berechnung von [;~ dk k%o tanh (%0) verzichtet werden kann. Die Konvergenz des
v—Integrals erkennt man leicht, da der Grad des Nennerpolynoms, ndmlich sechs, um zwei
grofer als der Grad des Polynoms im Z&hler (eckige Klammer, Grad=4) ist. Man hat nun
folgende Partialbruchzerlegung:

1 1
(I+02) (4ot 4502+ 1) (14 02)? (4o +1)
S N U I L R
9 14+v2 3 (1402)° 9 4024+1° '
Teilt man nach der Euler—Formel
elfv(@otio) = cos[v (#g + Jo)] + 1 sin [v (Zo + fo)] (5.191)

auf und schreibt nur die Terme, die aufgrund der Symmetrie/Antisymmetrie in v nicht
verschwinden, so erhidlt man

e = it [Can [T [ (b
X [4 vt tanh(;o) tanh(yQ—O)
—v? ( —|—4tanh( ) tanh( )) + tanh(%) tanh(%—o)]
+ (fii [:253;6(22;2@(2 ]1) [— 6v° + 31}] [tanh( ) —I—tanh(%)] }

+0(mire ) 4+ 0fe), (5.192)

Mit der obigen Partialbruchzerlegung ergibt sich

1 &0 &0 o0 1 3 1 1
IB2ab = L? di dj d = —
a 96 73 J0 M0 /0 960/0 Yo /_Oo U{[1+v2+4(1+v2)2 vz—l—%]

X cos [v (20 + fo) ] [4 vt tanh(%) tanh(%—o)

— o (94 4 van (52 tann (2)) + ann (%) cant ()]
3
4

(1+1 2)? v2+i]

o] [rmn(3) + (2]

+0(mire ) 4+ 0fe), (5.193)

sin [v (20 + Jo) |

1
+[1+U2+

Multipliziert man aus, so ergeben sich Integrale folgender Typen:

o v! cos(av)
do = SO20Y e 10.2,4), moe {1,2
[ G te {020, me(1.2)
und

= v"sin(av) "
/ I ey nE (2 pedl2)
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mit ¢« = &g+ o > 0 im ganzen Integrationsbereich aufler fiir 2o = 3o = 0. Der Ausnah-
mepunkt Zg = o = 0 ist als Nullmenge fiir die noch auszufiihrenden Integrationen iiber g
und g jedoch belanglos.

Solche Integrale traten bereits bei der Berechnung der Greenschen Funktion mit Instan-
tonhintergrundfeld in Kapitel 3 auf. Sie sind im Anhang B.3 berechnet. Das Problem, daf
einige dieser Integrale nicht existieren und wie die zugehorigen Formeln anzuwenden sind,
ist ebenfalls schon im Rahmen der Berechnung der Greenschen Funktion mit Instanton-
hintergrundfeld erdrtert worden, die Behandlung ist hier dieselbe. Nach ldngerer Rechnung
bekommt man:

1 (o] (o]
IB2ab = L? di dj
a 96 73 go Mo /0 Zo /0 Yo

+ tanh(%) 27 T {

+ O(mgL3 e—moL) + O(e). (5.194)

Die Integrale iiber Z¢ und fjp lassen sich trennen und letztlich auf folgende Integrale zuriick-
fiihren:

/ dig e~ %0 tanh(%) = 2log2 — 1, (5.195)
0
00 ~ 2
/ dio e~ tanh(22) g = T -1, (5.196)
0 2 6
/ dige ™ = 1, (5.197)
0
/ dige 3y = 1, (5.198)
0
/ dige 2% = 2, (5.199)
0
/ dig e~z tanh(%) = 7 -2 (5.200)
0

Diese Formeln werden in Anhang B.4 hergeleitet. Mit diesen Resultaten bekommt man
schliefilich fiir den Term IB2ab:

3
I[B2ab = 38 72 Y0 ™Mo L? {6 (log2)? + 2log2 4+ 72 log2 — 2x°

+ O(mgL3 e—moL) + O(e). (5.201)
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Jetzt zum Term IB2aa. Aufgrund der Asymptotik von tanh(%® z¢) ist folgende Ersetzung
von Vorteil:

tanh (%% z9) = 14 tanh(52zg) — 1. (5.202)
=: A(75™)
Damit ergibt sich
IB2aa = —gomo oLt / du/ dv{ (140%) m L |N, |2

></ dxo/ dyo {eimO(xO_yo)U Go(z, ) Go(y, y)
0 0

X [ 30 + (2&—1)] [ = 3iv + (207 - 1)

moyo)
2
m0$0)

+ 3w + 207 = 1)] 2= 1) A(
{ Siv + (207 —1)}(21}2—1)A(

+ (202 — 1) A(mfo) A(m;yo)] }} (5.203)

Mit der Definition von N, wird das zu

IB2aa — —gomoL4/ du/ dv{ (14v?) mgL2u
1 imo(zo—yo)v
d$0 dyo % € G0($ $) Go(y7 )

1
e L d d 1—|—v )m 2w
+ gomo Re{/ U / v{ o (AT 1 502 £ 1)

><2/ dwO/ dyo {eimom_yo)v Go(z, ) Goly, y)
0 0

% [3iv + 20% — 1] (202 — 1)A(m;yo)}}}

1
e L4 d d 1—|—v )m L2
+ gomo / u/ U{ o7 (401 + 502 + 1)

></ dxo/ dyo {eimO(xO_yo)U Go(z, ) Go(y, y)
0 0

x (207 — 1)? A(m;xo) A(m;yo) }} (5.204)
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T—O und sub-
yis

In den letzten beiden Integralausdriicken ersetze ich wieder Go(z,z) durch —
stituiere g = mozo bzw. o = moyo. AuBerdem wird das u—Integral ausgefiihrt. Das liefert

[B2aaa + [B2aab + [B2aac + o(m3L3e—m0L) + O0(5), (5.205)

IB2aa =
mit
1—|—v ) L2u
[B2aaa := —gom0L4/ du/ dv § ——————
/ dwo/ dyo{ imo(ro=v0) Gy (w, x) Goly, )}}7 (5.206)
b do [ d d el i)y
[B2aab = L2
a 64 3 Jomo L7 Re / U/ xo/ yo{ (1+ v?2) (4o* + 502 + 1)
x (20? — 1)[207 —1—|—31U]A(y20)}} (5.207)
und
1B2 3 omet? [ v [ die [ dg eltfe o)y
WE T g 00 /_oo U/O xo/o yo{(1+v2)(4v4—|—5v2—|—1)
22 A0 A( T
x (20 — 1) A(Q)A(Q)}. (5.208)

Zunidchst zum Term IB2aab. Analog wie beim Term IB2ab wird zuerst das v—Integral
ausgefiihrt. Erneut verwendet man die Euler—Formel, und da nur der Realteil des Integran-

den bendtigt wird, bekommt man
22— 1)2 COS[(fo — @0) U] A(ﬁ—o)

3 00 00 00 (
IB2aab = I? di di) d
o 6473 707 /0 xo/o yo{/_oo ST et R 1) \2

. /_oo o 3 (20? — 1) sin [(§o — &0) V] A(%O) }

o (1+v?) (4ot 4 502 4+ 1)
(5.200)

Die beiden v—Integrale werden ganz analog wie beim Term IB2ab mit Hilfe einer Partial-
bruchzerlegung und den Resultaten des Anhangs B.3 ausgerechnet. Man erhélt

3 o0 o0 o
IB2aab = —— gomyg L2/ dio/ dijo A Yo 1o o500l [1 4 sign(Zo — Jo)]
64 73 0 0

4 % e~1Po=%l [ _ 3 _ 4sign(dg — fo)]
3 e ol e-lio— ign (%o — §
3 X (B [T T sy
_ 12 d A(—) do 5 e
s Go Mo /0 Yo 5 ; Zo 9 e

=:(1)
3 2 o] N i’o R _L i’_A 7 _i’_A
+647T3 gomo L /0 de/O dyo{{llﬂ'e 3 (@o=do) _ 5776 (Ao Jo)
7 Yo

— 37 (&0 — fo) e_(%_%)] A(E) (5.210)

::Q
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Das Integral (1) 148t sich noch analytisch ausrechnen:

~

(5.212)

[ Yo Yoo s
1) = = dgo A = dzge”0™%
M 2/0 %o (2)/0 roe
0 -~ 0
B e i s
= 5 /0 dyoA(Q)/_g0d$oe s To = Zo Yo
_ T = s @_0 _ o0
= 3 ), @ma(f)[r-]
= g/o dijo {tanh (yQ—O)—l} {1—6_%} (Definition von A(yQ—O)).(5.211)
Mit
tankh (@_0) - sinh (4) — CAOSh (%)
2 cosh (%)
_f
— —€ :
B Cosh(%o)
wird daraus
S
T e X
) = -2 | djy—S" |1~ e o
o 2 /0 - Cosh(%o)[ }
0 ~ 6—170 9~ 5 @0
= — d - {1 = 2% [
77/0 Y0 cosh (go){ ¢ }’ =5

= —7[8(1) - B(2)]  [47,3.541.6].

Dabei gilt [47, 8.370]

Wegen (1) =log2 (vgl. Anhang B.4, Gl. (B.55)) und

1 3
82 = 5 [¢(5) - w0
1
= Sl-7+2-2log2+5]  [47,8.366.1 und 8.366.3]
= 1-log2
fithrt das zu
(1) = 7 —27log2.

Eine numerische Auswertung des Ausdrucks ) liefert

Q = —6.53276(1).

(5.213)

(5.214)

(5.215)

(5.216)

(5.217)

(5.218)
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Das Doppelintegral zur Bestimmung von ¢ 148t sich am einfachsten mit dem Programm
Mathematica bestimmen. Insgesamt gilt also fiir IB2aab:

IB2aab = %gomoL2 {ﬂ—QﬂlogQ—I—Q}
3 , 1
= 5 gmol {1—210g2+;@}. (5.219)

Nun zum Term IB2aac:

128 3 9o L /dwo/ dyo{ _)A(%O)

cilEo—d0)

X/_Oodv (1+ %) (40 + 502 + 1) (27]2_1)2}
128 5 Jo o L / dwo/ dyo{ _)A(ZO)

(20? — 1) R R
. /_Oo T @t sy - yo)v]}'
(5.220)

IB2aac =

Ganz analog zum Term IB2aab rechnet man zuerst das v—Integral aus, das ergibt

IB2aac = 128 g5 Yoo L / dwo/ dyo{ _)A(yQO)

3

X [—5776 I#0=do| _ g7 “lEo=iol 30 — go| + 27 e” 3 léo— y0|]}

~ gzt [ aso [ aio { [ (3) 1] [ (2) -]

X |:e—|i’0—1?0| + |20 — Gol e~ 1Fo—d0| _ 4 e 3 5 1#0—1o]
3

=M
9
= —0rer3 gomo L* M. (5.221)

M wertet man numerisch mit dem Programm Mathematica aus:
M = -0.250966(1). (5.222)

Schlieilich erkennt man fiir den Term IB2aaa durch Vergleich mit dem Ausdruck fiir den
Graphen _»-")aus Gl. (5.52)

1
B2aaa = =yt - —0 12
aaa ] L ! 128 7T2 gomo

+0(mire ) 4+ 0fe), (5.223)
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Alles zusammengefaft ergibt sich damit zunéchst fiir den Term IB2a (vgl. Gln. (5.182),
(5.205), (5.223), (5.219), (5.221), (5.201))

I[B2a = IB2aaa + [B2aab + IB2aac + IB2ab + O(mgL3 e_moL) + O(e)

1 -. - 3
= g\'w/‘---\'v?— WﬂomoL2
3 ) 1 9 )
F i domol? 1= 2log2 + —Q| — sy gomo L2 M

3 2 2 2 2
+W90WLOL {6(103;2) +2log2+4+7°log2 — 2«

+ O(mgL3 e_moL) + O(e)

1 -. -s 3 1 3 1
= O Sy omo L2 ]S —log2— T M 4 —
g ‘\»‘+64772‘qom0 5 ~log 1 +7TQ
2 T
—|—3(10g2) —|-7 10g2—ﬂ'2
—I—O(mgLSe_moL) + O(e), (5.224)

und dann fiir den Term IB2 (vgl. Gln. (5.158), (5.224), (5.180), (5.171))

B2 = IB2a + IB2b + B2 + O(miL’e ™) + Ofe)

1 - N 3 1 3 1
= T+ L= —log2 - M + =
gL Gy oo {2 og2— 7 M+ 2@
2 m
+ 3(log2) —|—7 10g2—772]
3
~ 1 Yoo L {J1 Az(mol) + Jo Ai(moL) + J3}
il L* Iy A3(moL) + Iy Aj(moL)
16 Yo ™Mo 1420 2 A1(Mo
+ I3 Ay (moL) AQ(mOL)
+ 1y Al(moL) + I Az(moL) + 16}
+ O(m8L3e_m°L) + 0(2). (5.225)

Ergebnis fiir den Graphen IB

Fiir den Graphen IB gilt zuné&chst nach Gl. (5.135)

IQ—p—i - ;] = IBL+1B2 — -0 (5.226)

0] =
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Mit den Resultaten fiir IB1 aus Gl. (5.143) und IB2 aus Gl. (5.225) findet man letztlich:

_I_

3
5z Jomo L

1
= 2 [1 - 277{§A1(m0L) + Ay(mol)

2
4 % A2(moL) + 72 Ay (moL) As(moL)

+ 72 A%(moL)}
3

1 3 1
_— 2 R — J— pa— J—
64T290m0L {2 log 2 M + 7TQ

, ,
+3(log2)” + 5 log2 — 772]
3
gomo L? {J1 Az (moL) + J3 A1(mol) + J3}

16

37

— gomgo L

= gomo L* |1y A3 (moL) + I A} (moL)

+ 13 A4 (moL) Asy (moL) 4+ I, Ay (moL)
+ 15 Ay (molL) + 16}
O (mgL3 e_mOL) + O(e)

gomo L? {A%(moL) [47% 4327 11]

512
+A2(m0L) [7T + 327 I5)
+ A1 (molL) Ag(mol) [4 72 + 327 I3]
+Ai(mol) [ — 47 —32J2 4 327 14]
+ Az(mol) [ — 87 —32J1 4 327 I5]

4 8 6 &
{772

+— (log2)® +4 log2 — 4 — 32J3+327716]}
O( ek} 4 Ofe), (5.227)

Setzt man die Ergebnisse fiir A; (moL) und Ay (moL) aus den Anhéngen C.5 und C.6 ein,
so 148t sich dies wie folgt formulieren:

2
Jo Mo L? {log(moL)} KIB,2

’ Y
Al ’
_
Il

+  gomg L? log(mgL) Kig,1
+ gomo L? Ko
+ O(mire ) + (), (5.228)
3
Kigz, = Y} {772 + 32 77]2}
= 0.271396028(2) - 107, (5.229)
2 32
KIB,l = SYpm {ﬂ' + 327‘1’]2]0 + Sy {47‘1’2 + 327’1’]3} ./4270
32
g |~ Am - 32 + 32714
= —0.31170872(1) - 1072 (5.230)
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e = 5‘32 {{477 + 327711} A+ {H + 327712} 0?
+ 472 4+ 327 13| O Ao + | =47 — 325 + 32714 O.

48 6
+ {—8772 — 3201+ 327 k5| Aue + = — = log2 — — M
o o o

n —Q + = (1og2) + 4log2 — 4 — 32.J5 + 3277]6}

= —0.67018(2) - 10—2. (5.231)
Als néchstes ist im folgenden Abschnitt der Graph IC zu berechnen.
5.3.3 Berechnung des Graphen IC = '@‘
Mit Hilfe der Feynman—Regeln erhdlt man zun&chst
1 3
o = 3mogo Ho /dD /dDy tanh (22 zq) {G(xo,yo)} tanh (5 yo)
1
= 79 ma i /dDyc /dDy { tanh (%2 20) tanh(%2 yo)
o 1 ' an? o g (7
’ [/ ar= e F T E D) (2] 0) (0] o)
0 L
—;EzD—l
1 _4n? 52y 125 7. (#-7) -2 mdt
+ 5 T E ) R (2] 1) (1] o)
ieZ"™
1 i“ T2 (=2 =
+ 0 o~ T A i 7 (7-7)
ieZ"™
- 3
X / dk e~ (F+m3) (ol k) (k| yo) }] } )
Ganz analog zur Rechnung beim Graphen ( ..... : (vgl. GL (5.56)) kann man nun die Raum-
integrale durch ein (D—1)-dimensionales Integral iiber die dimensionslose Grofie ¢ ersetzen:
1 _ 1 2 & D-1 2
i) = g JoMoko (L )

dP- l(b
X /[ 201 / dwo/ dyo § tanh(%52 2¢) tanh (%2 yo)

1 "o at ind
X[/ i X TETE (ol ) 0l )
0

1 _4n” = 5 7
t o 2L e T e (o] 1) (1] yo)
reZ"” "
1 _ﬁﬁ2t 17_7:(;
+LD—1 Z € ’ €

reZ"!

X /Oo dk e~ (7800 (o] kY (k] o) }] } )
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Ich substituiere u = {7 und (teilweise) D = 3 — e. Das liefert

1 1 o
ﬁ,@ = qeomoss LT
dP- l(b
* /[ jp-1 (27) (2m)D-1 / dxo/ dyo | tanh(%2 2¢) tanh(%2 yo)

-

[Ls [T et ) 01

reZ"” "
- '_‘_‘ 3
PSS e e R 1 ()
reZ"” "
2 =2 7-d
n e—47r Aiu ifl-¢
ﬁe;_l
3
o0 —(1+2 6L
[ gy <’“'y0>}] }

1
= Z!}omoL (poL)®

dP- 1¢
X /[ o1 (27) ST / dwo/ dyo § tanh(%2 2¢) tanh(%2 yo)

-

X[/ a3 (a0 (01

ﬁeZD_1

b e e i (1) (1 o

reZ" !

2 22 A-d

v e—47r Aiu ¢

ﬁe;_l

e (14 £5 ) m3 L2 3
% / dk e s} <$0| k> <k| yO> } (5 234)

Im zweiten Summanden der eckigen Klammer rechnet man nun

0 iegP 0 (dru)"2
F-amn)”
X Z e 1672 u }
ez
(Poissonsche Summenformel, vgl. auch Gl. (3.65))
o 1 __82
= / du e_Zm0L2 7D__16 1672y —I— 1—7]%7
0 (Amu) ™2
(5.235)
mit
2
o 1 , B $—2mit
Tp = / du e~ ML = Y e (5.236)
0 (dmwu) 2 sz Pl
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Fiir Tp gilt jetzt

> 3 22 1 ! _
Th = due 1o —5 g e 1672u
0 2

2
1 ! (277 _ﬁ) —cg }
X e Tu ,  ¢cg> 0. 5.237
z > 0 ( )

beschrankt fiir u € [0, oo

Zum letzten Schritt vergleiche man Gl. (C.3) und die anschliefende Bemerkung aus An-
hang C.1. Damit folgt

o0 2

3212, L A

|Tr| < Const./ due” 1m0l 43 o1y
0

3
2 N7
— const. (3 ch2> Ks (@ comoL) [47,3.471.9]
mg 2
e_TS ComoL
0
Insgesamt gilt also
oo 3 22 222 o 7 - e_lgcomoL
/0 due” 2ot Z eI AT T = D(¢,mL) + O<W>7(5‘239)
reZ"”
wobel
. [ee] 1 T2
D(¢,mol) = / du e~ 1m0 W e 1672u (5.240)
0 Adru) 2
definiert wurde, und fiir diese Groéfie berechnet man
- [ee] 1 _ T2
D((b7 moL) = / du e_%mgL2u —Fp ¢ uir?u
0 (Amu)™2
— 3—D
9 ¢2 B ¢§ -
o= (1677237”%2) K%(E m0L|¢|) [47,3.471.9]
T) 2 1 "0
— 3—D
: P ONF L
- Ko (— L ) 5.241
(4@% (127?2m(2)L2> 2\ o ] ( )

Ich definiere jetzt die folgenden zwei Grofien:

Z($) = / du Z/ e U eiﬁ'(g7 (5.242)

0 _
reZ""

> -
5 CA222. =
Dkont(¢7 molL, xo, yo) = / du { § e~ 4TI (1T @
0

reZ"!

x / e R oy (K o) }-<5-243>

— 00
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Damit 148t sich der Graph IC folgendermafien darstellen:

1 1 -
E'@ = 190m3L4(H0L)

></[_

dP- l(b
2m0-1 / dwo/ dyo { tanh (7% 2¢) tanh (52 yq)

. [z<q3'> (2ol 0) (0] yo) + D(GmoL) (ol 1) (1] w0)

3
+ Dkont (¢7 m0L7 Zo, yO):| }

b O(mir2eFomor)

1 c
=~ gomg L* (pol)

4

></[_

dP- l(b
2m0-1 / dwo/ dyo { tanh (7% 2¢) tanh (52 yq)

8 [23(5) (xo| 0)° (0] yo)®
=: IntICO

$) D(é, moL) (xo| 0)* (wo] 1) (0] yo)* (1 yo)
) (ol 0)* (0] Y0)? Diont (. moL, zo, o)

) D*(,moL) (wol 0) (ol 1) (0] yo) (1] yo)*
=: IntIC9
+37(6) {wo| 0) (0] yo) D},i(é, mol, o, yo)

+62(6) D(¢, moL) (0] Oz<x0| 1)
X (0] yo) (1| yo) Dront(®, mol, z0, yo)

+ 3 D2($7 mOL) <$0| 1>2 <1| y0>2 Dkont(@& m0L7 Zo, yO)
+ D¢, moL) (wo| 1) (1] yo)”
+3D(57 mOL) <$0| 1> <1| y0> Dzont(57 m0L7$07y0)

+ Diont (57 m0L7 Zo, yO):| }

+3 72

P P
©-

+327°2

-1

+37(

+0(mir? % comoL). (5.244)

Die Beitrdge von IntICO und IntlC9 verschwinden aus Symmetriegriinden. Das folgt, da

(vel. Gln. (3.26), (3.27))

1

(zo| 0’ = const, ———— (5.245)

cosh®(Z2 zq)
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und

(zo| 1)> = const. (5.246)

symmetrisch in zg sind und tanh(% zg) antisymmetrisch in zo ist. Damit bleiben acht
Beitrége fiir den Graphen IC:

1 1
ﬁ@ = ZgomoL (MOL)
dD l(b
X /[—7r x]P- 27‘1’ (2m\D-1 / d$0/ dyo{tanh mo $0) tanh( )

X [322(5) D(¢,moL) (wo| 0)? (wo| 1) (0] yo)* (1] yo)

=: IntIC1

+ D&, moL) (wo| 1)° (1] yo)”

=: IntIC2

+32%(8) (o] 0)* (0] Y0)* Diont (¢, moL, zo,yo)
=: IntIC3

+32(8) (x0] 0) (0] yo) D}, (S moL, 70, %0)

=: IntIC4
+ 6 Z(¢) D(¢, moL) (zo] 0) (wo 1)
X (0] Yoy (1] Yo} Diont (6, moL, zo,yo)
=: IntIC5
+ 3D, moL) (wol 1)* (1] yo)* Dront (6, moL, o, yo)
=: IntIC6

+ 3 D(¢, moL) (wo| 1) (1] yo) Db, moL, wo, yo)

=: IntIC7

+ Diont(ga m0L7 Zo, yO) :| }
=: IntIC8

+ O(mir? % omal). (5.247)
Mit IC1, ..., IC8 werden im folgenden die Ausdriicke (5 € {1,...,8})

, 1
IC) = ZgomoL (hoL)*

dD—l %) 00
></[ oot 7(277)1)?1 dxo/ dyo tanh(5> zg) tanh (%> yo) IntICj (5.248)

bezeichnet. Es zeigt sich, dafi die Terme IC1 bis IC7 fiir D = 3 keine Divergenzen enthal-
ten. Fiir die Terme IC1, 1C2, 1C3, 1C5 und IC6 sieht man das am leichtesten dadurch, daf§
die Rechnung in drei Dimensionen auf offensichtlich konvergente Integrale fiihrt (vgl. die
folgende Rechnung). Auch bei IC4 und IC7 entstehen konvergente Integrale. Deren Kon-
vergenz ist aber nicht ganz so offensichtlich, so dafl im Anhang E skizziert ist, wie man sich
die Endlichkeit der Beitrdge 1C4 und IC7 vorab durch geeignete Abschdtzungen iiberlegen
kann.



5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 115

Fiir D = 3 gilt nun auflerdem

Day($,moL) = D(¢,moL, D =3)
- 1 Ko(ﬁ mol |q§|) (vgl. GL (5.241)),  (5.249)
27 i
Z(3)(</§) = Z(QB;D:;%)
- / du Y et TS (5.250)
0 reZ’
Dkont,(S) ((;7 m0L7 Lo, yO) = Dkont(ggv m0L7 L0, Yo, D= 3)

< dk . Y
=[5 Ko T B mal131) (ool £ (6 o)

oo 2T

e—COT)’LoL
+ O<7> : (5.251)

272
m§L

Zum letzten Schritt vergleiche man Gl. (5.243) und Gln. (5.239), (5.241). Die Beitrége der
Terme IC1 bis IC8 werden nun einzeln berechnet.

Berechnung des Beitrages von IC1

Wie erwihnt, ist der Beitrag des Termes IC1 fiir D = 3 endlich, so dafi gilt:

3 I - m m

X 72 (5) Diay(@ moL) (ol 0)% (ol 1) (0] 30)? {11 yo) }

+ O(e)
2
= 2 gomi 1 / dirg tanh (™2 z0) (x| 0Y2 (o] 1)
2 q ;
* /[_M]Q (277(?2 Z(3(@) Di)(,moL) + O(e). (5.252)

Mit den konkreten Eigenfunktionen (vgl. Gln. (3.26), (3.27)) wird das zu
/oo da Smo \/% tanh2(% $0)
—0 0 8 4 C03h5(%x0)
d?¢ N DG ] i
: [—W,W]2W (3)(¢) (3)(¢7 mo ) + (8)
2
/ tanh? z
de ———
cosh” z

26 . .
* /[_mP (27)? Z(5)(¢) Dzy(d,moL) + O(e).  (5.253)

2

3
IC1 = 1 goma L*

81 s 4/ 22
= gmomsl (o)

Das Integral iiber z 148t sich durch die Beta—Funktion ausdriicken [47, 3.512.2]. Auflerdem
setzt man das Resultat (5.249) fiir D3)(¢, moL) ein.
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Man bekommt

81 )
C1 = it (20,
N——
oy .
. [ E W Z(3)(¢) D(3)(¢7 moL) + 0(8)
81772 d2¢ ~
81 374 2 -
= 510, Jomo L /[_ . d*¢ Z(y)(6) Ko( molL |¢|) O(e). (5.254)

Das Ziel ist es jetzt, die moL—Abhingigkeit des letzten Integrals zu bestimmen; im
wesentlichen heifit das, mglL aus dem Integral zu entfernen. Dazu gehe ich nun weiter wie
folgt vor. Z(5 )(qb) und damit mittelbar auch Z( )(qb) wird nach Potenzen von ¢ entwickelt.
Dann zeigt man, dafl die Ordnungen |q§| und héher fiir L — oo verschwinden. Die Terme
bis einschlieBlich O((Ez) werden danach mittels der Substitution ¢ = mong ausgewertet.
Zunéchst also zur Entwicklung von Z(3)(q§):

-

Z3)(<E) = /0 du Z e~ AR (i d

ieZ’
_ / du Z —4r?7%u 1n¢ _I_/ du Z —4r?72u 1n~$
2
1 F—2mit f e—47r2ﬁ2 L
_ - - . _ ii-¢
- /0 du{4m 226 o 1} + 22 22 ©
nel ned
(Poissonsche Summenformel). (5.255)
Es gilt nun
1 1 _ (g-2nn : 1 1 15‘%—77 :
/ du — e 1672 u = / du —_— e_ 4
0 dru 0 A
o0 g 2
= / dz L z _(%_ﬁ) z, T = i
1 12?2 7w du
ing N 2
_ L oodx e—(%—n) T
ir J1 T
1L(2_z)? -
1 T3 (2Tr_n i (b 2
S s, 1= (—— ) 5.256
dr J_ o 27 2 ( )

Das verbleibende t-Integral 1a8t sich durch das Exponentialintegral Ei(z) ausdriicken
[61, 3.1.1]:

2 o
1 1 d—2rit 1 (b =2
du — Za = ——E'[—(———)] 5.257
/0 “ dru ¢r 47 ' 47 2 ( )
Damit erhilt man also
" 1 : ¢ iM\2 pe Ak
Z@) = - Y E|-(Z=-3) ]+ X o™ - 1 (52
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Die erste Doppelreihe spaltet man hier nun auf:

- 1 $? 1 / & [\2
Z9@) = - - XE[- (-3
ieZ
,e—47r2ﬁ2 R
+ Y e oL (5.259)
reZ’

Dies ist deshalb sinnvoll, da wegen qg € [, 7]? stets gilt:

6 _ i .
w3 # 0, fiir 7 # 0. (5.260)
Damit ist
- 1 b & N2
H@) = - %2 El{ - (E - 5) } (5.261)
e

eine analytische Funktion von qg, da das Exponentialintegral fiir negative Argumente ana-
lytisch ist. Aulerdem gilt:

neh -k S
e
— _i Z/Ei__(;—f_%ﬁ)zy (wg. Summation iiber Z?)
nez®
S NCE |
ne
_ ud). (5.262)

Daher verschwinden bei der Entwicklung von H(q;) nach Potenzen von ¢ alle ungeraden
Ordnungen. Eine lingere Rechnung zeigt letztlich:

o / 72 ~ o o
H(¢) = —ﬁ > Ei[—%} +Cz(<b)+0(|¢|4), (5.263)
reZ’
_ . 2 B -
Cal¢) = —ﬁ > ;zﬁz [— nﬁj4(¢-ﬁ)2+2¢2]. (5.264)
reZ’

Die Rechnung wird etwas leichter, wenn man H(acqg) nach Potenzen von z bis einschliefilich
22 entwickelt und dann z = 1 setzt. Weiterhin gilt

1 . (52 v 1 (52 (EQ -
g Byoe] Bl s 1,3.1.
4 1{ 16772] 4t A Og(mﬂz) toat O(|¢| ) [61,3.1.5]
= —g- loglo| — 4+ o log (47)
¢ -1
+ 6473 + O(|¢| ) (5.265)
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und
—4n27? —4n27? —4n27?
re itd _ re _ re S 72
22 PESTR 22 Ar2q2 22 7272 (7 ¢)
ReZ ned reZ
+o(l81*). (5.266)
Alles zusammengefalit ergibt das
- 1 Sy 1 32
A = ——1 - — 4+ — log(4 —
@) = —5- ol — L+ log(im) + 2
1 — i’ -
= 2 BT+ 6@
ieZ
, e—47r2ﬁ2 , e—47r2ﬁ2 ~ 9
- (7 -1
T 22 U277 2 22 ) (7i-9)
rel ned
+o(131")
L . -
= —5- loglé] + Cra + C2(8) + O(I9]"), (5.267)
T
mit
(/3‘2 e—Ar*i?
— ~ — ! - —.2
= — . 2
G = g+ GO = D e (129) (5.268)
Ay
— _ 1 1 .
Ca = 4r + 27 log (4) 47 Z El{ 4 }
reZ’
, e—47r2ﬁ2
+ Y o L (5.269)
reZ’
Eine numerische Auswertung liefert
Cxi = 0.0839294266(1). (5.270)

Fiir Z(23) (¢) erhilt man somit

. 1 ~12 Ch .
78(8) = — [logld|] — = logd| + €2,
~ 2108131 Co(8) + 20 Co(@) + 0(1311). (5.271)

Es sei noch erwéihnt, dafi es eine alternative Darstellung fiir 73 (q;) gibt, indem man ndmlich
wie folgt vorgeht:

g - " 4Ry i7-d
Zzy(e) = /0 du Z e ! el o
ieZ’
ifd
e
= S 5.272
, Amii?’ ( )
ReZ
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und aus Symmetriegriinden gilt dann weiter

Za(6) = . Z/w

472 e n
e
! 1 cos(ny¢r) cos(nggz) — sin(ny¢r) sin(nads) =
 4x? %2 n? + n’ = tmena)
e
1 1 cos(ni¢r) cos(nggg)
_ 1 _ 2
o Z n% " n% (5.273)
reZ’

Die letzte Gleichung folgt aufgrund der Antisymmetrie des Sinus. Diese letzte Doppelreihe
ist von einem Typ, wie er in der Festkérperphysik bei diversen Problemen (Bose—Ein-
stein-Kondensation in endlichen Systemen, Elektronenkonfiguration von Kristallen etc.)
als Summation iiber das ganze Gitter des Kristalls auftritt. Solche Gittersummen sind in
einer Reihe von Arbeiten von Chaba und Pathria mit Hilfe der Poissonschen Summenformel
untersucht worden [67, 68, 69]. Auch die Doppelreihe in Gl. (5.273) wird in diesen Arbeiten
behandelt [69, Formel (3) ff.] und auf eine einfache Reihe zuriickgefiithrt. Das Ergebnis lautet

Z/ cos(ny1¢1) cos(napz) _ (ﬂ; w4 %Cb%) +oor io: cos(ngz) cosh [(m — ¢1)n]

n? + n’ nsinh(wn)

3
n=1

neZ’
fiir (blv (b? € [07 77]7 (5274)

mit folgendem Verhalten fiir ¢, ¢ — 0

Z/ cos(n1¢) cos(naga) -2 log<

=, ni+nj
neL

-1

) — (5.275)

|

6] = /ot +¢3, (5.276)

T
= 1
v = s
= 0.33160608.... (5.277)

Man iiberzeugt sich, dafl dies mit dem vorigen Ergebnis (Gl. (5.267)) iibereinstimmt. Aus
Gl (5.273) und Gl. (5.275) folgt ndmlich fiir ¢ — 0:

. 1 | 1
Z@(9) ~ —5-loglo] + 5~ log2 — —— . (5.278)

Das ist dasselbe Verhalten wie in Gl. (5.267), denn ein numerischer Vergleich zeigt auch

1 1
Cxr = o log2 — EU
1 [r(HI"
= g 10g2 — 4— log{ P

1 477%
= — o . 5.279
2 g{mw} 5279
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Damit ist auch ein geschlossener Ausdruck fiir Ck;, gewonnen. Fiir die weitere Rechnung
erweist sich wegen der symmetrischen Behandlung der Komponenten ¢y und ¢ von qgnun
aber Z(3)(q§) in der Form der Gl. (5.267) als giinstiger als in der Form von Gl. (5.273) bzw.
Gl. (5.274), obwohl eine Doppelreihe statt einer einfachen Reihe auftritt.

Als nédchstes untersuche ich jetzt Integrale des folgenden Typs:

A / B2 §™ §7 Ko(gmoL |<E|), n1,mz €N, 1y +ny > 4.(5.280)
[, m]?
Es gilt:

|5 |

IA

/d2¢ [p1]™" o] Ko(§ m0L|</§|)

(denn Ko(\/_ mol |¢|) >0, vel 2.B. [47,8.432.1])

— W /d2<5 |f1|™ | o] KO(§|Q§|), é=moLo
1
B O(W)' (5.281)

Zuriick zum Term IC1. Da vor dem Integral im Term IC1 insgesamt ein Faktor L* steht,
gilt nun also, indem man die Entwicklung (5.271) einsetzt und fiir die Terme der Ordnung
|¢|* und héher die Abschitzung (5.281) verwendet:

IC1 = %gomgﬂl /[ M]2 dqu{ {loglcbl} - C;L log|¢| + CZ,
— = log|¢|02( 5) + QCKLCQ(CE)}K()(\/_WOLWD
+0(2) + 0(73)- (5.282)
Wegen

Ko(2) ~ /€7 [47,8.451.6] (5.283)

z = 00 2z

kann man das ¢—Integral bis auf exponentiell mit L abfallende Terme iiber ganz R? er-
strecken.? Mit der Substitution ¢ = mgL ¢ ergibt das

81
11 = mgomoLz/dqu{ {log

~ L og 14 02( ¢ )+20KLCz(m(§L)}Ko(fl<5l)

T moL

+O() + O(%). (5.284)

Aus der Definition (5.268) ersieht man, daB C5(¢) homogen vom Grad zwei ist.

?Dies wird auch bei den folgenden Termen 1C2 — IC8 des dfteren geschehen, ohne stets ausdriicklich
erwahnt zu werden.
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Beachtet man dies, so erh&lt man schliefilich nach einigen kurzen Umformungen fiir den
Beitrag IC1:

81 2
IC1 = g5~ gomo L? {Ro {log(moL)] + R, log(mol) + Rz}
81 go 1
+ 557 {Rg log(mol) + R4} +0() + O(ﬁ), (5.285)

mit
Ro = 1 [ @6 Ka(4213))
- L[l
- %(%)z/ooodxxl(o(x) [47,6.561.16]
_ 8?” =1 (5.286)
R = _2— /d2¢{log|q§|—27rCKL} ( |<5|)
- /0°°d¢¢{10g¢_2wKL} o( )
= —26.31072079(1), (5.287)
re = [ flogldl]” - S tonidl + 2, ko191
= 2r | d { lo —CKL lo 3@}3 V3
= 27.5/28215((]5), {g(b} e 0( (b) (5.288)
R = = [ @500 Ko( £ 13) (5.259)
= 2092.157690(3) (5.290)
und
Reo= [@se@d |-l 20u k(). G2

Die numerischen Werte von Ry und Ry wurden mit dem Programm Maple berechnet. Die
Ausdriicke, die R3 und R4 enthalten, sind nicht proportional zu LZ2. Sie tragen daher zur
Oberflichenspannung nicht bei (vgl. Gln. (1.32), (2.78)). Die Konstante Rj ist allerdings,
wie sich zeigen wird, fiir die Frage nach der L—-Abhéangigkeit des Vorfaktors A der Energie-
aufspaltung in Gl. (1.32) von Bedeutung. Rs ist daher noch numerisch bestimmt worden
(Anhang F.1); auf eine Bestimmung von R4 wird verzichtet.
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Berechnung des Beitrages von 1C2

Nach der Definition von 1C2 gilt

1
IC2 = —gom3L4/
4 [_7T77T]2

d*¢ OOal OOal tanh (22 tanh (22
20 E | .. Zo . Yo an (7900) an (TQO)

Dymol) (2ol 1 (1 )" | + 0

2
1
= —gomgL

1 4 / dzg tanh(52 o) (2o 1)

d*¢ 1 -3(\/3 -
X /[_Wm]2 (271_)2 (271_)3 I(S)( m0L|¢|) ( )

/OO tanh? (22 2) ’

1,4 1 /3moy3
s gl (2
T S E!

></ ¢ K (fm0L|¢|) O(e). (5.292)
[~

x e
I cosh® (™2 )

Bis auf exponentielle Korrekturen kann das ¢-Integral wieder iiber ganz IR? ausgefiihrt
werden. Damit erhdlt man:

2
27 tanh?(z

2 \2 )
IC2 = —— R A de — 7
¢ 913 75 J0 110 (mo) ‘/ ! cosh?(x)

/d%[& (\/_moL|q§|)

+0() + O(ecmly >0,
27 2
= mgomgﬁ (B(%,%)) 277/0 do ¢ K ( m0L¢)
+ O(e) 4+ O(e™cmoly, [47,3.512.2]

27 —cmg
— mgomgﬁ/o a6 ¢ K3(LmoL 6) + Ofe) + Ofe=*"™7)

9 0 ] B
= o0 gom0L2/ do v K3(z) + O() + O™, o= mLo.
0

(5.293)
Es sei noch bemerkt, dafl man Integrale des Typs
/ dt t K, (at) K, (bt) K,(ct) (5.294)
0

im Prinzip analytisch ausfiihren kann [70, 71]. Man fiihrt dabei das Integral (5.294) mittels
der Beziehungen

v#0,T1,... (5.295)

L(z) = e "5 J,(iz), —r < args < g (5.296)
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auf den in den erwdhnten Arbeiten gezeigten Zusammenhang

. 2220 0 T A+ pt v = p)IT[EA + o+ v + )]
dt t'"=1 T, (at) J, (bt) K (ct 2 :
/0 Ju(a )J( ) P(C) C/\+M+VF(M—|—1) F(V—I—l)

X Fy|3(A 4 ntv = p) (A4 pt v+ p);

2 b2

M+17V+1;_Z_27_c_2

(a,b€ C, ceR), (5.297)
mit
. . — - - (Oé)m_|_n (ﬁ)m-l—n m ,n
m=0 n=0
(2)m = 2(24+1)---(z4+m—1) (5.299)
zuriick. Wegen
Ko(z) = ll/l_}r% K,(z) (5.300)

wéire im vorliegenden Fall also

lim dz v K2(x) Ko(2) (5.301)
v—=0 Jg
auszufithren. Die Limesbildung wird aber sehr kompliziert, so dafi es naheliegend ist, gleich
eine numerische Berechnung vorzunehmen. Als eindimensionales Integral wurde die folgende
Grofle Z5 am einfachsten mit dem Programm Maple bestimmt:

Zy = / dz v K3(z)
0
= 0.585976809(1). (5.302)
Insgesamt erhilt man also:
9 —Ccm
162 = 55 Z2gomo L? 4 O(g) 4+ O(e™c™l), (5.303)

Berechnung des Beitrages von 1C3

Man hat

3 ¢ [ ~ m m
IC3 = 19 m L* /[_W’W]2 2 ) dxg /_OO dyo { tanh (%> o) tanh (%2 yo)

X Z(23)(§g) <$0| 0>2 <0| y0>2 Dkont,(B)(ga m0L7 T, yO)}
+ o(m3L2 e—comoL) + 0(2), (5.304)

wobei die Korrekturen O(m2L? e‘cOmoL) aus der Ersetzung Dygns(3) fir Dione, vgl.
Gl. (5.251), stammen.
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Mit dem Resultat (5.251) fiir Dyop (3 qﬁ, molL, zo, yo) wird daraus

3 d*¢
IC3 L me L4 @) — {2(23 / dzo / dyo [tanh zo) tanh (%2 yo)

x (o] 0Y% (0] yo)? /OO %Ko 14+ £ moL|¢I) (wol k) (K| y&]}

L o(marreamr) 1 o)

3 9 4 d2 5 < dk 2 -
- Zgomol/ 2 Z(3 27T Iﬁo( 1—|—m—g m0L|q§|)
2
X / dzo tanh (%2 20) (2ol 0)? (xo| k) ] }
+ o(m3L2 e—comoL) + O(e). (5.305)
Nun gilt zunéchst
0 2
‘/ dzo tanh (2 2g) (2] 0) (x| k)
3mo tanh (%3 0) L ik
dxo 4 a e
cosh® (52 x0) /27 (4k* + 5m2k? + md)
2]62 m(QJ 3 2 h2 mo . k h mo ’
X { +5 5 M tanh”(%2 29) + 3imok tanh (75> xo)} , (5.306)

woraus man durch Ausmultiplizieren und Ausfiithren der zo—Integrale den folgenden Aus-
druck bekommt (die benétigten Integrale vom Typ ffooo dx el*” % sind im Anhang

B.1 berechnet):

2

‘/ dzo tanh (2 2g) (2] 0) (x| k)

— Qm% 5 / tanh Toxo) eikl’o (2k2 _I_ m_%)
1287 (4k* + 5m2k? + mj) cosh (5 20) 2
tanh? (22 ,
—I—/ dxg 3imok anh”(%5" 20) elheo
—eo cosh*(Z2 z)
0 3/m 2
_ / dzo 3 m2 tanh4(70$0) ko
—eo 2 cosh® (%2 x)
B Imd 16 k72 (k* + m3)4
- 4 2.2 4y 9 510 12 k
1287 (4k* 4 5mgh? +mg) 9 mg” sinh® (7 =)
4 2.4
7 o) (L4 25)
- i (5.307)

(4;3—“g + 57@— +1) sinh? (r£)
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Mit der Substitution v = mio ergibt das fiir den Term 1C3:

3 N vt(1 + v?)
IC3 = —— 3L4/ d*¢ { 72 / d [
98,2 go Mo ]2 ¢ (3) (@) o v (4v* + Bv? + 1) Sinhz(ﬂ'v)
X Ko(%\/ L+ vimol |<5|)] }

+ o(m3L2 e—comoL) + 0(2). (5.308)

Entsprechend zum Vorgehen beim Term IC1 entwickelt man auch hier Z (q;) nach Poten-
zen von ¢; man findet (vgl. Gl. (5.271))

3 ¢ re
C3 = Wgomﬁﬁ/d?qﬁ{{ {log|¢|} — log[o] +CF,
- L 10811 Cald) +2Ca Ca() |

e e (VT e 6)

oo (40t 4 502 1) sinh?(7v)

—I—O( ;) + 0. (5.309)

Durch die Substitution ¢ = 1+ v2 moL q§ wird das zu
3 ~ oo v*(1+v )4 _ ~
103 = L? /d2 / d Kol
Pz Y010 V) G T 5+ ) (1 1 o?) sinhZ (o) o((3141)

X{4_7172 {log(moLlﬂ—I——?ﬂ)} _C;L log(moLber—qﬂ) +Ca

5 o) ) V20 )
—I—O( ;) + 0. (5.310)
Als Resultat fiir den Beitrag IC3 ergibt sich somit
€3 = 283—2 gomo L2 {TO [log(moL)]z + Ty log(moL) + TQ}
T
28‘12 m—o {T3 log(moL) + T4}
+o( ;) + 06, (5.311)

mit den Definitionen
1 00 v4(1 + v2)3
Ty = d*p Kol 5 / d 5.312
0 4x? ¢ 0( |¢|) oo Y (4v* + 5v2 4+ 1) sinh?(7v) ( )
= 0.110164577(1), (5.313)
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. o0 1 ~ 1
T = /d2q§/ dv ——10g|¢|—|——10g\/1—|—v2—|—%
272 272 i

v (1 4 v2)3 (1
X (4vt+ 502 + 1) sinhz(ﬂv) Ko(% |¢|) } (5.314)
= —0.258821581(1)7 (5.315)
. 5] N2 O 9]
e [ [ e (L)) - G () v en)
vi(1 4 0?)? 1
(4v* + 5v2 4 1) sinh?(7v) KO(?” |¢|) } (5.316)
= 0.24636505(1)7 (5.317)
_ l . o] U4(1 + U2)2
o= T /d ¢ Cal9 )KO( |¢|) /_OO dv (4v4 4 502 + 1) sinh?(7v) (5-318)
= 13.24127(1), (5.319)

T, = /d2<; /_Zdv {Cz(i){—%log(\/ﬁ%)—l—QCKL}

(i vi(1 4 v?)?
X KO(?” |¢|) (4v* + 502 + 1) sinh*(7v) } (5.320)

Die numerischen Bestimmungen werden in den Anhdngen F.2 — F.5 erldutert. T3 und Ty
tragen nichts zur Oberflichenspannung bei (vgl. die Rolle von Rs und R4 beim Beitrag
IC1). Die Konstante T3 ist wie R3 noch fiir die L -Abhingigkeit des Vorfaktors der Energie-
aufspaltung wichtig; Ty ist fiir diese Frage unerheblich und wird deswegen nicht numerisch
ausgewertet.

Berechnung des Beitrages von 1C4

Hier gilt:

3 d2q§
IC4 = ZgOmgL‘l/ / dxo/ dyo{tanh( 0 2q) tanh(5 5 Yo)
[=m,m]?

X (zo] 0) (0] yo) Z(3) (Cg) Dzont,(g)(¢7 moLJCOWO)}

+ O(mgL2 e_COmOL) + O(e)

3 d2¢ o] o] . .
= 3 9o mg 15 /[_Wm]2 2n)? /_OO dzo /_Oo dyo { tanh (%% 2g) tanh (%2 yo)

ool 0) 01 w0) Zey(@) | [ 5 o3 /T B maL 1) (ool 1) (0 y>]}

27

+ O(m3L2 e—comoL) + 0(2). (5.321)
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Indem man das Quadrat auschreibt wird daraus
3 9 4 d*¢ - [dky |y 2 -
IC4 = Z Jo mOL /[_Wm]2 W Z(3)(§b) /_Oo % I‘O(ﬁ 1 + m—% moL |§b|

)
[ [ frr B ot 18]
(5

X

/OO d$0 tanh(% $0) <$0| 0> <$0| k1> <$0| k2>

— 00

T O(m3L2 e—COWOL) + 0. 322)

Betrachtet man hier zundchst nur das Quadrat des Betrages des zg—Integrals und setzt
die konkrete Form der Eigenfunktionen (xz¢| 0), (o] k1) und {(z¢| k2) ein, so kann man
folgendermaflen rechnen:

2

‘/ d$0 tanh(% $0) <$0| 0> <$0| k1> <$0| k2>
3mo 1 1
8 271'(416‘11 + 5m(2)k% + mg) 271'(416‘21 + 5m3k% + mg)
/OO deo { tanh (52 zo) i (k1 k2 o

cosh?( 22 z)

X

— 00

2
X {Qk% + % — ;mg tanh®(Z2 z0) + 3imok; tanh(Ze xo)}
2

2
X {Qk% + % — §m?J tanh®(Z2 z0) + 3imoks tanh(Ze xo)} . (5.323)

2

was sich, erneut unter Verwendung der Formeln des Anhangs B.1, nach ldngerer Rechnung
zu folgendem Ausdruck umformen 148t:

2

‘/_Z dxg tanh (%2 zq) (2ol 0) (xo| k1) (xol k2)

s s m—2> +<m—1> () (') - (B -2 ()
8o (42 45 ()2 + 1) (4(22)" +5(£2)° + 1) sinh? (r i)
(5.324)
Dies setzt man in Gl. (5.322) ein und substituiert v; = T]:L’ (¢ =1,2). Das ergibt

9
IC4 = 551 90 Mo 34 /[—7r7r d2¢Z / dvy / dvy {KO 1+ vf m0L|¢|)
2
{vl + 0§ +of + 0§ — vfo? — viv] - 21}%1}%}
[4v} 4 50?4 1][4vd + 502 + 1]sinh? (7 (v1 + vg)) }
+ o(m3L2 e—comoL) + 0(2). (5.325)

XI(O( 1+ v2 m0L|q§|)
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Weiter gilt jetzt

o) + 05 4+ vf + 03 = vfvd —vfvs = 20f0; = (14 0] +v3) (v + ve)? (v — vg)?,
(5.326)

so dafl mit der Entwicklung von Z(3)(q§) nach Potenzen von ¢ (vgl. Gl. (5.267)) und einer
analogen Argumentation wie beim Term IC1 folgt (¢ = moL qg)

9 L= ;
1C4 = o 4gomoL4/[ d2¢{{—§logl¢l+0m+02(¢)}

/ " / { (14 0f + 03)* (01 + va) (1 — v)"*
! (4vt + 502 + 1) (4v§ + 502 4 1) sinh? (7 (v1 + v2))

><I(0( 1+v1moL|¢l) Ko( 1+”2m0L|¢|)}}

+ o(%) 4 O(e)

— %QOWOL2 /d%{{_% IOg( i )—I_CKLJFCZ(m(ﬁL)}

X /OO dvy /Oo dvg { (14 v+ v%)z(m + v2)4(v1 — U2)4
—co —co (4vf + 502 + 1) (4vd + 502 4 1) sinh? (7 (v1 + v2))

x Ko (/14 v} 16]) Ko 1+”2|¢|)}}

—I—O( ;) + 06 (5.327)

Als Resultat fiir den Beitrag IC4 findet man damit:

9
IC4 = W gomo L2 {Vl log(moL) + VQ}

9

i V4—|—O( ;) + 06, (5.328)

mit den Definitionen

Vo= d%/m dvy /OO dv, { (Lt of + v3) o o ) (on — o).
—oo —oo (4vf 4 50? 4 1)(4v] + 5vZ + 1) sinh® (7 (v1 + v2))
x[&o( 1+ v? |¢|) I(o(% 1+ v? |¢|)}7 (5.329)
1
V, = 2— — 5= log|d] + CKL dvl dv2 Ko(% 1+ 02 |¢|)

o L4/1+ 02| (1 +vi +v3) (U1+U2)4(U1 — vy’
8 KO(Q | ) (4ot 4 502 + 1) (4vd 4 502 4 1) sinh? (7 (vy + v3)) }}’ (5.330)

Vi = /d2qg Ca(9) /OO dvy /OO dvy { (L vf + 0f)" (01 + v2) (0 — va)”
—oo —oo (4vf + 5v? + 1) (4vd + 502 + 1) sinh? (7 (vy + v2))

X Ko( 1+ v? |¢|) I(o(% 1—|—v2|¢|)}}. (5.331)
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Beim Ergebnis fiir IC4 tritt kein Term proportional zu 2 log(mol) auf, so daB, anders als
bei den Termen IC1 und IC3, wo Konstanten Rs und T35 vorkommen, keine Konstante V3
benétigt wird. Eine numerische Auswertung ergibt (vgl. Anhang F.6 und F.7):

Vi = 0.4156(1) (5.332)
Va = 0.3422(20). (5.333)

Vy tridgt zur Oberflichenspannung nichts bei (s.0.).

Berechnung des Beitrages von IC5

Zunichst gilt

3 2 74 d*¢ - = m m 5
IC5 = §gom0L /[_WJr]2 r)2 /_OO dzg /_OO dyo § tanh (%> xq) tanh (%52 yo) Z(sy ()

D(3)(6, moL) {xo| 0) (zo| 1) (0] Yo} (1] Yo) Dione,(3)(, moL, zo, yo>}

+ O(mgL2 e_COmOL) + O(e)

_ 3 2 4 d*¢ - 7
= 290moL /[_mr]2 (27)?2 Z(3)(¢)D(3)(¢7WOL)

X /_Zg{l(o(% 14+ £ m0L|q§|)
X ‘/_(: dzo tanh(752 zo) (o] 0) (wol 1) (ol k) ‘2}}
+O(mr?eomt) + 0(). (5.334)
Auch hier wird, wie in den vorherigen Abschnitten, die Strategie verfolgt, als erstes das

Integral iiber zg auszufiihren. Die benétigten Integrale findet man erneut in Anhang B.1.
Nach einiger Rechnung erhélt man:

‘/_Z dzo tanh(Z2 z) (o] 0) (x| 1) (zo &) ‘2

m 64 ()0 + 80 ()" + 28 (1) +3}
_ . (5.335)
214[ (A 4 5 ()2 +1} cosh? (x £

Beriicksichtigt man dies und ersetzt D3 ((b, moL) gemdB Gl. (5.249), so bekommt man mit

der Substitution v = £
mo

3 —
15 = WgomSL‘*/[ Pd%{ (@) Ko (Lol 16

- 6 4 2 2
></ dv KO(%\/H‘—UQWOLIM) (6405 + 80v* + 28v% + 3) }

—oo (4vt + 502 + 1) cosh? (7o)
+ o(m3L2 e—comoL) + 0(2). (5.336)
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Wie beim Term IC1 entwickelt man 73 (qg) nach Potenzen von ¢ und findet:
3 1 - -
105 = S gomi L /d2¢ {[_ - 10g|8] + Cia + C2(9)] Ko FmoL|d])

oo ~ (6408 4+ 80vt + 2802 4 3)2
X/ dvl(o(%,/l_l_qﬂmol/km)( v° + v* + ve + ) }

—eo (4v* + 5v? + 1) cosh? (7v)

—I—O( ;) + 06 (5.337)

Mittels der Substitution ¢ = mgL (E wird daraus

5 = gommot? [ [~ o[~ Lo (L) + o+ (527

X o(B101) Ko Lo v/TH o)) (G100 8001 4 280° 4 3) }

(4v* + 502 + 1) cosh? (7v)

—I—O( ;) + 06 (5.338)

Das Ergebnis fiir den Beitrag 1C5 lautet somit:

3
IC5 = W gomo L2 {Ul log(moL) + UQ}

3
+Wm U4—|—O( ;) + 06, (5.339)
mit

U, = Py /d2q§ / dv {1(0(47::’|qg|) Ko(%\/ 14 v? |q§|)

o (640° + 800" + 280% + 3)?
(4vt + 502 + 1) cosh? (7o)

o= [ [ dv{[—% log 8] + Cre| Ko(2131) Ko (/15 ¢ 13])

(5.340)

Ap® 4 4 982 2
« (64v°® + 80v* + 28v 2—|— 3) 7 (5.341)
(4vt + 50?2 + 1) cosh” (wv)
Uy = /d2¢/ dv{CQ( )Ko( |¢|) I‘O(zw V1+o? |¢|)
Ap® 4 4 9gy2 2
« (64v° + 80v* + 28v 2—|— 3) (5.342)
(4vt + 50?2 + 1) cosh” (wv)

Erneut trigt Uy zur Oberflichenspannung nichts bei, fiir Uy und U, findet man (vgl. die
Anhénge F.8 und F.9)

U = 1001.491115(1), (5.343)
U, = —321.53(1). (5.344)
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Berechnung des Beitrages von 1C6

Man hat

3 d*¢ [ °° m m

X D(23) (57 mOL) <$0| 1>2 <1| y0>2 Dkont,(S) ((;7 m0L7 T, yO)}

+0 (mng e_COmOL) O(e)

_I_
3 26 8,
— — go mg L4 /[_7r 7r]2 W {D(23) (¢7 mOL)

4

- dk 4 1 k2 7 - d h mo 2 k 2
X _mglﬁo(ﬂ,/l—l—m—gmoﬂqbo‘ | deotanh (% o) (ol 1)? (ol >‘
T o(m3L2 e—comoL) + 0. (5.345)

Wieder rechne ich als erstes das z¢—Integral aus. Nach umfangreicherer, im Prinzip aber
analoger Rechnung wie bei den Termen 1C3 — IC5 ergibt sich:

‘/_(: dxgtanh (52 zg) (¢ 1>2 (ol k) ‘2
o G )
8 (4(%)4 _|_5(mL0)2 + 1) sinh? (7 mio) ‘

Hiermit und mit dem Ergebnis fiir D(3)(q§, moL) (Gl. (5.249)) bekommt man (v = L-):

3 o vt (20t 4 0? — 1)° -
IC6 = —o— 3L4/d2 / d { K2( 2 moL
210 1 90710 ¢ Y (4v* + 502 4 1) sinh? (7v)  ° (4” mol|¢ |)

XI('O(% \/1—|—v?m0L|q§|)}}

T o(mgL‘*e—comoL) + 0. (5.347)

Fiihrt man Polarkoordinaten fiir die ¢—Integration ein und substituiert é = moL ¢, so kann
man definieren:

Y AT YAV B AN A vt (201 4 02— 1)°
Ze = /0 d¢ {(bko (47r (b) /_oo dv { (4ot 4+ 502 4+ 1) sinh? (7v)
o VT (;)}}

= 0.152036(1) (5.348)

(numerische Bestimmung mit Mathematica). Fiir den Beitrag IC6 hat man also schliellich:

3
106 = = gomo L Zs + o(m3L2 e—comoL) + O(e). (5.349)
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Berechnung des Beitrages von IC7
Nach der Definition (5.247) gilt:

3 274 d2¢ - - m m
—gomg L dxg dyo q tanh (%2 zo) tanh (%2 yo)
[—m,7] —00 —00

I
=7 » (27)?2

D(3)(</§7 moL) (ol 1) (1] yo) Dzont,(g)(57 moLJCOWO)}

+o(m2L2 —COWOL) O(e)

3 al2
= Zgom(z)L4/[ P (b D ¢7m0L)/

— 0

[t (ke fir B i)

X ‘/_Z dzo tanh(T 20 (xo] 1) (wol k1) (o] k2) ‘2”}

ng: [I{o(% 1+ 2 moL|d))

T o(m3L2 e—comoL) + 0. (5.350)

Auch hier bestimme ich zuerst das z¢—Integral. Fine analoge Rechnung wie in den vorigen
Abschnitten liefert schliellich:

‘/_Z drg tanh (%2 zo) {ro| 1) (rol k1) (rol ko) |

3m0
16724kt + 5mdki + md) (4k3 + 5mik3 + md)

7
32 cosh (ﬂ' M) m
mo

— 64 kT ky + 16 mi k3 — 64k} k3

X

[— 17ms — 160 m2k? k2 + 16 m2 &k

2

F64KS 1 64kS — 68mik? — 68 mgkg} (5.351)

Mit den Substitutionen v; = T]:L’O (i = 1,2) sowie Ersetzen von D3 ((b, moL) nach Gl. (5.249)
ergibt das

IC7 = 2219?!]077”&8”1/0[2(/5 {Ko(\/_moLWD
X /_Zdvl /_Zdvgl(o(% 1+v§m0L|<5|) Ko(% 1+v§m0L|q§|)H(v1,v2)}
+ O(mir2emoml) 4 0(e), (5.352)
mit
H (v1,v2) =

2
{641}?{—641}5—641}%1}%—641}1‘1}%{—161}?{—161}%—681}%—681}%— 1601}%1}%— 17
(4ot +50v2+1) (4vi+ 502+ 1) cosh? (r(v1 + v2))

(5.353)
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Durch Einfiihren von Polarkoordinaten fiir die ¢—Integration und durch die Substitution
¢ = molL ¢ findet man also

9
107 = i gomoL? 7 + o(m3L2 e—comoL) + O, (5.354)
wobei
Zo = /0 do {(13[(0 i / dvl/ dv, KO QL 1+qu3)
><I(0(2L 1+ v? ) (v1,v2) }}
(5.355)
= 0.507(1)-10° (5.356)

(vgl. Anhang F.10).

Berechnung des Beitrages von 1C8

Der Term IC8 ist nun nicht mehr endlich fiir D = 3, sondern er enth&lt einen divergenten
Anteil. Aufgabe und Strategie bei der Rechnung hier ist es also, jeweils endliche Terme
und solche, die eine Divergenz enthalten, zu trennen. Das soll jetzt durchgefiihrt werden.
Zunidchst hat man

1 d"~1¢
1C8 = 1 Jo mg Lt (pol)*® / / dwo/ dyg { tanh( mo o)

[, Qﬂ.D 1

=:B(e)

X tanh(Z yo) Dions (¢, moL, x, yo)}. (5.357)

Man beachtet nun folgende Zerlegung;:

eik(l’o—yo) eik(l’o—yo)

kY (k =
{zol k) (k| o) o + 27 (4k* 4+ 5m3k? + mg)

+ C'(wo,y0) k> + D(wo,y0) k + E@oﬂo)}

{30(9507 yo) K

eik(l’o—yo) 1 -
== o + ﬁ A($07y07m07k)7 (5358)
mit
. eik(xo_yo) - -
A($07y07m07k) = Ak4 —|—5m(2)k2 _I_mg {B($07y0) kS + C($07y0) k2

+ D(zo,yo) k + E(xo,yo)}, (5.359)

Bo(wo,yo) = 6im0{tanh(% zg) — tanh(7%2 yo)}, (5.360)
C(x0,y0) = 9m3{tanh(% zo) tanh (%2 yo) — 1}
+3 m2[ ! + L ] (5.361)
0 CoshQ(% o) Coshz(% Yo)]’ '
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D(zg,y0) = 31m0{tanh( Yo) — tanh(%> z 0)}
+%i 8[23:;12((%;2?) Ctj;};((mmiioo))]v (5.362)
Blwo,yo) 1= _; g[cosh%l% o) Coshz(l% Yo)
3 cosh?(Ze wo)lcoshQ( 50 yo)]' (5.363)

Diese Aufspaltung ist deshalb sinnvoll, da sich der Term A fiir grofle k, also im Ultraviolett-
bereich, wie M verhilt und das k-Integral hieriiber konvergiert. Aus dem A-Term
sind also keine UV-Divergenzen zu erwarten. Hiermit ergibt sich nun fiir den Term IC8:

B(e dP-1
IC8 = (27(7))3/[ - (27 D¢1/ dxo/ dyo{tanh zo) tanh (%2 yo)

~ - T - ﬁ m2 L2y 3
(e ] [fan 3 e o)
0
ne

e - ZD—I
= IC81 + ICR2, (5.364)
mit
IC81 = (271_)3 /[_ ]D— (27T)D 1 d$0/ dyo tanh( 0) tanh(TO yO)
® okl ° e ()]
: [/ o elk(m_yo)/ du Yo eI (e )ms ] } (5.365)
- 0 D—1
neZ
und
152 = Gy /[— jp-1 (2m)P-1 dwo/ dyoq tanh(%* zo) tanh (%" yo)
0 00 . 12 2
X 3[/ dly etF1(zo—vo) / duy Z oA R i1 e—(1+m—%)m3L2u1]
— 00 0 ﬁl EZD_l
k2
- i [ 22 g —(1H5)m3 Ly
— 00 0 ﬁ2€ZD—1
3 [/OO dky &1 (o=v0) /OO duy Z e—drtifu eiﬁﬂg e_(1+ 12)7”3/32%]
— 00 0 ﬁlEZD_l

52
—2)mgL2u2:| 2

° P —4r2R2 i7s-@ _(H‘ 2
X dky A dug Z e T2 Q1270 ¢ g
—00 0

) EZD_l
k2 3
oo . oo o Lo =1+ )m2L2%u
+ [/ dko A/ dusy Z e dm Gz (ifl2-¢ ( mg) 0 2] } (5.366)
- 0 ) EZD_l

Ich untersuche als erstes den Term IC82.
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Berechnung von IC82

Man iiberlegt sich, daff IC82 fiir D = 3 keine Divergenzen liefert. Das liegt zum einen am
Verhalten von A fiir & — oo (s. 0.), so daf§ die k-Integrale, die einen Term A enthalten,

-

konvergieren. Durch Vergleich mit der Rechnung bei (....\.:. sieht man, dafl auch Integrale
wie o
oo ik1 (zo—yo) 0 R I —(1+ﬁ)m2L2u ?
e 4272 . 2 /Mo 1
dky ——— / duq e~ AT W iT1d g 0 5.367
[/—oo 27 0 R ZD_l ( )
m el

nicht zu Divergenzen fiihren. Eine analoge Rechnung wie von Gl. (5.57) bis Gl. (5.62) (nur
eben mit der Potenz zwei der eckigen Klammer statt wie dort mit der dritten Potenz) fiihrt

namlich zum Term ((& = %)

( 2+ (]32) o |:I(agl (moL \ 22+ qBQ)] : (xo(;; Lo const.(moL)* ™" ( E+ (/32)25—2
(vel. Gl (5.63))

~ 1 fiir = —
(9?’07¢3>—>07m0Lr27 ire=20

(r = /a2 + <52)7 (5.368)

und da iiber [ d?¢ ffooo dZg ... integriert wird, ergibt das, im Gegensatz zur Rechnung beim
Graphen OIC, keine Divergenzen.

Auch ffDivergenzen sind in IC82 nicht enthalten, denn fiir zg,y0 — 400 bzw.
zo, 1o — —oo geht A exponentiell gegen 0, so daff die zq, yoIntegrale konvergieren. Fiir
xg — +00,yp — —oo bzw. umgekehrt g — —o00,yp — +o0 gibt es wegen des Faktors
etk(zo=w0) ebenfalls keine Divergenzen; dies sieht man ganz analog zum Beweis der Konver-
genz von R, vgl. Gl (5.83) — Gl. (5.92). Auch sind wegen des exponentiellen Abfalls der
Greenschen Funktion G(z,y) fiir |zg — yo| — oo aus diesem Sektor der xzg—yo—Ebene keine
Divergenzen zu befiirchten (vgl. Kapitel 3, insbesondere die Bemerkung auf Seite 49).

Insgesamt ist IC82 daher endlich fiir D =3 (¢ = 0) und auBerdem gilt entsprechend zu
Gl (5.251) (vgl. auch Gln. (5.239) und (5.241))

/Oo du Z e U ifed e_(l—l—’i_%)mgpu _ K (L 1+ £ m L|</§|)
0 5 D A mg 0
O e—COT)’LoL ( )
n (7) 5.369
m3L?
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so daf3 also folgt:

_ B(O) d2¢ xr anh (2o z an
1082 = (277)6/[m @t | do/ dyo{t h(55* 2o) tanh(5* o)

o0

ca| [T an e g (L 14 5 m0L|¢|)]2
" [/;’2 dhy A Ko (/145 moL|¢|)]

+3[/_‘idk ghiteow) oo (L 14 B moL|¢|)]
X [/_Z dy A Ko £\ [14 2% m0L|¢|)]2

dhy A Ko

2
o] 5 3
-I-[/ ky A Ky % 1-|- m0L|¢|)] }
L O(e) + o(m3L2 e—comoL). (5.370)

Mit der Definition von B(e) aus Gl. (5.357) sowie den Substitutionen v; = £o (5 = 1,2),

mo

qg = molL ¢, Tg = mo xo und Jo = mg Yo ergibt sich dann (bis auf exponentielle Korrekturen
kann das ¢—Integral wieder iiber ganz [R? ausgefiihrt werden)

g R
Ic82 = O(Z;O /d2¢/ dwo/ dyo{tanh 2 tanh (%)
% 3 |:/ d?} ewl(l’o 9o) [{0( \/1—|—U1 |¢|):|

X[

dvy A Ko( 3 T+ 03 |¢|)]
dv1 ewl &0—10) [{0(27r 14+ Ul |¢|):|

X /OO dvaKO(lﬂmkﬂ)]z

o0

+3

o0

o] 3
+ [/ dvy A AO LT+ 02 |¢|)] }
L O(e) + O(m3L2 e—comoL), (5.371)
mit
elv2(Fo—10)

A= ——— !B C
dvd + 502 + 1 { (P0, 9o) v + C'(Fo, o) v3

+ D(#0, o) vs + E(£07§0)}7 (5.372)

Bio, o) = 6itanh (%) — tanh (%)) (5.373)
C(z , U = 9 |tanh (%) tanh (£} — 1 + 3[ + . ], 5.374
(Z0: o) { () (%) } cosh? (70) cosh? (%) ( )
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) R . 9 . [ tanh (&) tanh (L)
D(%¢,90) = 3i|tanh (%) — tanh (% - 2 2],5375
(900 yO) 1 { an (2) an ( 2 )} 9 1 |:COSh2 (yTO) COSh2 (9%0) ( )
~ 3 1 1 3 1
B30, 90) = —2 I __ i ] 5.376
( 0 yO) 2 |:COSh2 (9%0) cosh? (yTO) 2 cosh?2 (l’_o) cosh? (yTO) ( )

Leicht umgeformt, bekommt man mittels Polarkoordinaten fiir die ¢-Integration fiir IC82

den Ausdruck
1 ~
IC]2 = 36 7 900 12 / dqb q§/ dwo/ dyo{ tanh ( 70) tanh (%)
T

2
‘3 L/’ doy ewwwoywko(%;vﬁf;;§¢)]
X |:/ dvgﬁKo(%\/l—l—v% gg):|
|:/oo dvl eim(i’o—go) I(O(% 14+ U% <5):|
%] 2
><|:/ dvgﬁl(o(%\/l—l—vgqg)
%) . . 3
+[ doy A Kok v/T+ 03 ¢)] }

+ O(e) + O(mng e_COmOL)

1
= 9.7 900 L? {ZszA + Zs2s + 2820}

+0(e) + O(mar2ecoml), (5.377)

mit den Definitionen

Zson :3/’M$/cm/ M{mm@MwM%
0 —00

X [/ dvy et (Fo=do) I(o(%\/l—l— % ]
%\/va (5.378)

X |:/ dU2 A I(O
Zow =3 [ 460 [ ai | M{mm@MwM%
0 — 00 — 00

X [/_ dvy elv1(Eo—do) Ko( \/1—|—v1 )]
X [/_OO dvy A Ko(% mcﬁ)r}, (5.379)

Zgac = / dngg / dio/ dijo { tanh (%0) tanh (%0)
0 — 00 — 00

X [/_Z dvs A KO(% VIt 02 é)r}. (5.380)

TN



138 KAPITEL 5. GRAPHENBERECHNUNGEN

Eine numerische Auswertung ergibt (vgl. Anhang F.11 - F.13):

Zgaa = —0.8531(4)-10%, (5.381)
Zgos = 0.1425(1) - 10%, (5.382)
Zgae = —0.25(1)-10°. (5.383)

Bestimmung von IC81

Hier teilt man, um die Asymptotik des tangens hyperbolicus ausnutzen zu kénnen, den
Integrationsbereich der z¢p— und yo—Integration analog zur Berechnung des Graphen OIC

auf (vgl. Gln. (5.80) ff.). Das ergibt
[C81 = ICS8la + ICS1b, (5.384)

mit den Definitionen

2 B(e db-1
IC81la := (277()3)/[ o1 (27 D¢1/ dwo/ dyo{tanh zo) tanh (%2 yo)

o0 k R 3
X [/ dk etk(zo=vo) / du e_(1+m3)mgL2 § : e 4m i eiﬁ.¢:| }
0

oo _
iezZ"” "

(5.385)

und

2B(e dP-1
IC81b = (277()3) /[ o 27) D¢1 / dwo/ dyo{tanh zo) tanh (%2 yo)

[oe) N 3
X [/ dk elk(zo=vo) / du e -0 3)mgL2 Z e~ im* iy eiw] }
0

— 00 —
ﬁEZD 1

Der Term IC81b enthdlt nun wieder keine Divergenzen, wie man entsprechend zur Berech-
nung von R (Gln. (5.83) — (5.92)) sieht. Genauer rechnet man folgendermafBen.

Bestimmung von IC81b

Mit GI. (5.369) gilt jetzt, mit der zusétzlichen Substitution yo — —yo,

2 B(0) P26 [ -
IC81b = — d J a1 g
C8 /[WW]2 (277)2 /0 $0/0 Yo an ( 3 $0) an ( 0 yO)

(27)°
%] 3
X [/ dk e(zotvo) Ko(% 1+ Ti—% molL ¢ |)] }

— 00

+ O(e) + O(mng e_COmOL)

2 gom2L4 00 00 00 - -
= _(277)7T0/0 d¢¢/0 dwo/o dyo < tanh(72 zg) tanh (%2 yo)

o] 3
X [/ di etF(@o+0) oo ( = moqu)] }

— 00

L O(e) + o(m3L2 e—comoL). (5.387)




5.3. GRAPHEN MIT INSTANTONHINTERGRUNDFELD 139

Man substituiert é = moL ¢, £ = mo zo, o = Mo Yo, v = mio und erhilt

1
IC81b =~ gomo L* Zp + O(e) + O(mgL?e=comal ), (5.388)
T

Zg = /Ooodw/ooodgzo/ooodgo{tanh(%) tanh ()
X [/ dv eiv(iot+in) AO( \/1—|——v?¢)]3}. (5.389)

Numerisch bekommt man:

Zr = /Ooodéé/ooodazo /Ooodyo{tanh(%o) tanh (2)
[ [ ol )]

= /0 d&&/o dio/o dgo {tanh(%o) tanh(%o)

U <@0+@:>2+ Zr ] }

X

[72b, (43), S. 56]

1 [ d¢¢/ i [ dotanh (3) tann (1)
T Zo Yo tan Z0) tanh (%L
. P Vot i)
(0= 1)

= 0.907018(1) (numerische Bestimmung mit Mathematica). (5.390)

Jetzt zu IC81a.

Bestimmung von IC81a

Wie bei der Berechnung des Graphen q—p fithre ich die Funktion A ein (vgl. Gl. (5.202)):

tanh(%2 29) = 1 + tanh(%522) — 1. (5.391)
=: A(797)
Damit gilt:
2 B(e) dP=t¢ [ - mo To Mo Yo
IC81la = —_— d d 14+ A A
CBla = 53 /[_M]D_l 201 J, xo/o wi [1+5(757) +a(757)
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Dieser Ausdruck 148t sich in zwei Summanden aufteilen, n&mlich:
IC8la = IC8laa + IC8lab, (5.393)

mit

IC B ?¢ d d ar [T
8laa = 2B(e) /[—W,W]D , 2= 1/ 960/ Yo / {T

3
—(14+ &5 )m2LPu " o 2
% / du e ( mo) Z e—47r2n2u em~¢}]
0

reZ"!

und

IC8lab := 2(5;) /[_M]D1 Z: ;(bl/ daco/ dyo{[ m0$0)+A(m;yo)
£ () a(25)]

K2 3
X [/oo dk eiF(zo—vo) /Oo du e_(1+’"_3)mgL2u Z e~y eiﬁ'(b] }
- 0

oo feZP!
(5.395)
Den Term IC81aa fithrt man sofort mit Hilfe von Gl. (5.94) auf den Graphen (....\.:. zuriick
und erhélt:
IC8laa = A .
IR e
+0((mol)? ™) + O(e). (5.396)

Nun zum Term IC81ab.

Bestimmung von IC81ab

Zunichst gilt mit der Poissonschen Summenformel (vgl. Gl. (5.235) — Gl. (5.238)):

2
00 —(l-l-k )m2L2u L
PR _ 7
/ du e mg E e 4r?i2y m¢
0

reZ"!

o0 _ 1+ﬁ m2L2u 1 _ (1'5‘2 —ComoL
= / du e (gt ——— e T + O<62—2>, co > 0. (5.397)
0 (Amu) 2 mol
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Damit folgt also

_ 2B(e) dP=1¢ MmoZo moYo
iCs1ab = 5 /[MDl S 1/ daco/ dyo q [A(F52) + a(52)

+A<m;%>ﬁ<m;%>]

0 R o _ K2 m2 2 =2 3
X |:/ dk elk(wo_yo) / due (H—mg) 0 % e 16qu2u:|
—0 0 (dru)"z

+ o(m3L2 e—comoL) + 0(2). (5.398)

Bis auf exponentiell mit L abfallende Terme kann die ¢—Integration erneut iiber ganz R”~!
ausgefiihrt werden, denn die weitere Rechnung wird zeigen, daf§ Divergenzen nur aus der
Region um ¢ = 0 herriihren. Die Parameterabh&ngigkeit des Terms IC81ab wird deutlich,
indem man folgende Substitutionen durchfiihrt:

A N N i — m2L2 ~_mOL¢
To = Mmoo, Yo = moYo, v=—, u=mgl u, ¢ = .
mo 27

Das liefert, indem man noch die Definition von B(e) einsetzt (vgl. Gl. (5.357)):

IC81ab = ﬁgomoL (10 )7 (mol)'2 [(mol) ]

 foa [ [Tan{[5() a(B) v a()a(B)

o) o0 —¢—~ 3

><|: 1D—1 / dUeiU(jo_go)/ di e_(1+u2)ﬂ eD4_u1:| }
(4r)"7 J- 0 4z

+ 0 (mng e_comoL)

1 pol N\ e
~ 10,6 gomo L? (msz) (4m)

/d2 s¢/ dwo/ dyo{[ ) + A( ) + A(?O)A(%o)]
X [/ dv elv(Zo=10) /Oo di e—(1Hv?)i e;f
- 0 i’

+O (m3L2 e—comoL). (5.399)

Weiter rechnet man jetzt das v—Integral (GauB-Integral) aus
B (o] N (o] N i :&_0
[C8lab = C(s)/o dwo/o dyo{[ )—|—A( )+A(2)A(2)]
~ 0 . ~ 22 & 273
X /dz_sqb [/ diaz"te e_% \/76_%] }
0

+O (m3L2 e—comoL) (5.400)

=
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und fiihrt das Integral iiber u auf eine Besselfunktion K zuriick [47, 3.471.9]:

Blab = %/ daco/ dyo{[ )+A(yo) +A(2)A(@2_0)]
/d2 68 [( 4) +¢2] I(?;l(\/(io—@?o)eré?)}

+0 (m3L2 e—comoL). (5.401)
Mit der Substitution

¢ : [0,00[ x [0,00] — U
(£07 @0) = (tv S) — (950 + @07 iO - @0)7 (5402)
I, y)| _ 1

(vgl. GL. (D.4) aus Anhang D, dort ist auch die Menge U definiert) bekommt man

(K, = K_,, [63,9.6.6])
) /Ooodt/_ids{[A +S)+A(t28)
a2 a5
x /d2_6<5 {$2+82}3513 K:;%( /<52—|—52)}
+O(m3L?emeoml). (5.404)

Entsprechend zur Rechnung beim Graphen OIC (vgl. Gln. (5.62) — (5.64)) zieht man nun
mit Hilfe der Stufenfunktion § die divergenzerzeugenden Anteile des Integranden explizit
ab und addiert sie wieder, um die Divergenzen zu isolieren:

IC8lab =

IC8lab = 27 / dt/ds/dz ¢{[ )+A(t23)
“(tf)ﬁ(tis)]ﬁ”ﬂ "L (Vo)
—0(1- /2 +2) [m(%) +A2( )] [FS_;) \/mgs_g}

o [T [ famafofi- )
s )] [S2] Vo)

=: IC81abb
+0 (m3L2 e—comoL). (5.405)
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Nach Konstruktion ist der Term IC8laba fiir € = 0 endlich, so daf
IC81laba = 273 ggomo / dt/_tds/dZCb{[ t+8)‘|‘A(t;S)
—I—A(tZS)A( ;S)][$2+s2}_%1@(,/¢2+82)
A=) () e () )5

+ 0(e) (5.406)
gilt. Mit der Definition

Z8laba = / / / </~5 ¢? + s? { VErts?
INCE RN INCSINES)
- 0(1 - \/m) [QAG) + Az(%) ] } (5.407)

findet man somit [47,8.469.3]

1
IC81laba = 553 90 Mo L? Zg1apa + O(2). (5.408)
Eine numerische Auswertung liefert (vgl. Anhang F.14)
Zataba = 79.9242(1). (5.409)
Schlieilich zum Term 1C81labb: Mit
7—3¢ 3 F(lgs) °
D) = 272 72(C(e) = (5.410)
272
hat man
00 1— §b2—|—82)
IC81abb = D(e) / dt [QA( +a2(5 ] / ds /d2 6¢ R
1 <b2_|_ 2
1 1— q§2—|—52)
Jafuyes] fo festlV
0 <b2_|_ 2

= D) { /1 Lt [m(i) —I—AQ(Z)] /B S &6 e :823_35

1 ~
[P O] L

9 /01 dt [QAG) —|—A2(£)] /Pt ds d*~° ;_} (5.411)
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oy

Abbildung 5.1: Schraffiert dargestellt ist die zum Wert ¢ gehorige Polkappe P, der Einheits-
kugel, Dicke der Polkappe: 1 — ¢.

Definiert man jetzt
1
— E 2 E 2—e 1
e [2A(4)+A (4)] /ptde = (5.412)
\/ s

so findet man also

IC81abb = D(e) {/OOO dt [QAG) —I—AQG)] /]353—5><o) ds >4 ﬁ

+ Zs1abb } (5.413)

Dabei bezeichnet

BF’_E)(O) ¢ Einheitskugel im (3 — ¢)~dimensionalen (s, ¢)~Raum
P, 1 zu t gehorige Polkappe dieser Kugel (vgl. Abbildung 5.1).

Die Grofie Zgqapp ist fiir € = 0 endlich, denn man berechnet mit Hilfe von Kugelkoordinaten
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1 t arccost 1 1
Zglabb = —2/ dt [QA(Z) —|-A2( ) 277/ dﬁsinﬁ/ dr -+ O(e)
0 0 t

cos ¥

arccost?

)- dd sin ¥ {logcosﬁ — logt} + O(e)
1 Jo

. /Oldt -QA(£)+A2(£): /tldac {mgx—logt} +O)
s

(Substitution: z = co

= —477/0 dt _2A(£)+A2(
-
= —477/0 dt _2A(£)+A2(

Definiert man weiter

—

1
xlogw—x—xlogt}t + O(e)

{— 1—logt—tlogt+t+t logt} + O(e).

F o= /01 dt [QAG) —|—A2(£)] [~ 14t —logt] + O),
—  -0.498281018(1), (5.414)

so hat man also
ZSlabb = —Arn F + O({f) (5415)

Der numerische Wert von F wurde mit dem Programm Maple berechnet.
Damit folgt dann, wenn man auch im verbleibenden Integralausdruck in Gl. (5.413)

Kugelkoordinaten im (3 — ¢)-dimensionalen (s, ¢)-Raum einfiihrt:

IC81abb = D(e) /OOO dr [m(%) +A2(£)] /Bgs—wo) ds &>~ !

—47D(0) F + O(e)
= Dfe) /OOO dt [QA(E) + AQ(E)] FQ(TB_?E) /01 dr =12

=—4

£)

—47D(0) F' + O

—~

3—

T 4xD(0)F + O(e). (5.416)
M) ¢
Mit der Definition (5.410) von D(e) ergibt sich somit schliellich durch Entwicklung nach
Potenzen von ¢ nach etwas lingerer Rechnung;:

®

—_

= —4D(¢g)

m

[}

_ 1 5 1 dmpoL 1

+0(e). (5.417)
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Ergebnis fiir den Term IC8

Alles zusammengefafit erhdlt man daher folgendes Resultat fiir den Term 1C8 (vgl. Gln.
(5.364), (5.384), (5.393), (5.405),(5.396), (5.408),(5.417), (5.388), (5.377)):

IC8 = 1C81 + 1C82

IC81a + IC81b + 1C82

IC81laa + IC8lab + IC81b + ICK2

= ICRlaa 4+ IC8laba 4+ IC8labb 4+ IC81b 4+ IC82

. 1
= T k- - m 90 moL2 + W Z81aba 90 mOL2

1
32 72

Aol
m3L?

| |
2 — —
gomol {€+log( )+7+1+2F}

1 1
T 987 ZggomoLl?® + 297 {ZSZA + Zsas + Zszc}go mol?
+0(miLtemoml ) 4 Ofe). (5.418)
Etwas geordnet bedeutet das:
Lo 1 1 Arpo L
= i = st L ()
e 12 ST g 0 {5 LRGNy }
1 1 1 1
L4 - Ztaba = 55 |7+ 1+ 5 F|
T 900 { 384 72 + 98 73 8laba 39 72 v+ 1+ 5

1 1
w7 Zn + 207 [ZszA + Zsgos + 2820}}

+0(mrzem ™) + Ofe). (5.419)

Ergebnis fiir den Graphen IC

Indem man schliefllich alle Teilergebnisse der Beitrége IC1 — IC8 fiir den Graphen I1C zusam-
menfaft, erhdlt man (vgl. Gln. (5.285), (5.303), (5.311), (5.328), (5.339), (5.349), (5.354),

(5.419))
1 R 1 1 dr ol
- ] I I’ 41 ( )
12 L@ B ] oo 42+ o (17 |
-7 2
+ gomo L {log(moL)} Kic,2
+ gomo L* log(moL) Kic

+ gomo L Kico
+ o log(molL) Kic3
mo

9o
+ — Kic4,
mo

+ O(%) + 0(e), (5.420)
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mit den Definitionen

81 3
Kicp = 510 Ry + 58 72 1o
= 0.542792055(1) - 1072, (5.421)
81 3 9 3
Kicp = 210 Ry + 58 72 T + 283 i+ 319 3 Uy
= —0.9452(1)- 1077, (5.422)
81 9 3 9
Kico = 319~ Ry + 1 Zy + 282 Ty + 283 Vs
3 3 9 1
+219 3U2+ Z6+220 R 384 72
1 1
+ g3 Pt = g (14145 7]
1 1
T 587 Zr + 29 7 [ZszA + Zs2m + Zszc]
= 0.764(1) - 1072, (5.423)
81 3
Kics = 510 R3 + 58 72 13
= 0.11860892(1), (5.424)
81 3 9 3
Kicy = gt moTit 553 Vat g5 35 Us (5.425)

Wie erwdhnt tragen die Terme mit Kyc 3 und Kic 4 nicht zur Oberflichenspannung bei. Kic 3
ist jedoch fiir die L—-Abhéngigkeit des Vorfaktors der Energieaufspaltung von Bedeutung;
auf eine numerische Bestimmung von Kjc 4 wird verzichtet.

5.3.4 Berechnung des Graphen ID = ©—p

Mit Hilfe der Feynman—Regeln folgt

1 1 go = . 5
5 @—Xp = 3 <_2n\{§;2 i ) (= s i)
x / P2 / 4Py dooy (@) Glz,y) Gy, y) tanh (T2 yo)

V3 -
— 4m2‘(202 (pol)* /dD /dDy qﬁ ¢,0) G(x,y) G(y,y) tanh(52 yo).
0

(5.426)

Dieser Graph stammt aus der Nullmodenbehandlung, vgl. Kapitel 2, und der Term

= 9?2 m
o)) = o2 ( 3m3 tanh(%e xo))
V3 5 sinh(%2 zo)

= —— my——a 5.427
2 0 cosh? (22 ) ( )

sorgt dafiir, da3 keine Infrarot—Divergenzen auftreten. Es wiren auch keine Terme vor-
handen die diese Divergenzen kompensieren kdnnten, da es zu dem Graphen ID keinen
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korrespondierenden Graphen ohne Instantonhintergrund gibt, eben weil die Theorie ohne
Instantonfeld keine Nullmode und keinen entsprechenden Vertex kennt. Verwendet man das

Resultat (5.427) sowie (vgl. Gl. (5.120))

Ai(mol) Az (mol) ] (5.428)

Glyy) = Goly. I
(v.9) o(9,) + mo [cosh‘l(% Yo) Coshz(% Yo)

in Gl. (5.426) und ersetzt den Propagator G/(z,y), so ergibt sich

1 3 gom / D, / D sinh (%5 2o)
= @—)[ ) = Ly [ d d tanh (%0
2 8 :uO COSh3 mo 960) an ( 2 yO)

X {Go(% y) +mol* {Co,jﬁizn%%;o codj}?(?fL;o)} }

o0 / 1 412 22, 21 o o o
L e ATt T A(E-Y)
X / dt { E 701 © e'’L
0 D—1

neZ” "

ez
X /Oo dk e~ Fm8) (a0 kY (k] yo) }}
(5.429)
Analog zur Berechnung von sind die Ortsintegrale sofort ausfiihrbar (vgl. die Bemer-

kung nach Gl (5.35)). Das ergibt:

1 3y 9 e sinh (22 zg) o

2 @@ -8 L (hol)" L / tro / {COShS(mO o) tanh(*3* s0)

Ai(mol) Az (mol) ]}
0)

cosh*(Z2 yo)  cosh?

X {Go(y, y) + mol° {

el
y /OO gt o2 mat 3mg tanh(52 zg) tanh(52 o)
4 cosh(%2 xg) cosh(%2 yo)

/ dt/ die e~ (FFm3) E a0l k) <k|y0>}}.

(5.430)

Es wird sich zeigen, dafl der Graph ID auch keine e-Divergenzen, d.h. keine Ultravio-
lett—Divergenzen, enthilt. Da der Graph ID im wesentlichen ein 1-Loop—Graph ist, steht
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dies ganz im Einklang mit der Divergenzstruktur der {ibrigen Graphen. Um die Rechnung
iibersichtlicher zu gestalten, ersetze ich darum bereits jetzt (vgl. Gl (5.118))

) + O(e). (5.431)

mO —T)’LoL

Goly,y) = ——+O<e

4 mol

Auflerdem wird die Substitution u = L% durchgefiihrt:

1 / d / d sinh (%2 2) fanh (22 yo)
= = ——gom x ————=—" tanh(%Z0
5 @@ go ol 0 Yo cosh3(m° 7o) 3> Yo
A L A L
X{——mo-l-m { 14(m0) 22(77;0) }}
4w cosh® (%2 yo) ~ cosh” (%2 yo)

3mg tanh (%2 o) tanh(52 yo) /OO du o— T m3L%u
4 cosh(%Be xg) cosh(BLyo) Jo

+ /Ooodu /_dee_( o) it (xol k) (k| yo) }}

+0 (moL e_mOL) + O(e)
_ 5 sinh (%2 2) .
— — go mo L / d$0 / dyo { m tanh(TO yo)

. i ./41 (moL) ./42 (moL)
X { 4 Cosh4( 5 Yo) Cosh2( 5% 10 )}

1 tanh(%2 2g) tanh(%2 yo)
mgL? cosh(%L z) COSh(mT Yo)

/ du /°° dh (I y>}}

+0(moLe ™) + O(e). (5.432)

Durch Ausmultiplizieren der letzten inneren geschweiften Klammer zerfillt dieser Ausdruck
in zwei Summanden:

ID = ID1 + ID2 + O(moLe_moL) + 0(e), (5.433)
mit
0 0 : h2 mo h2 mo
Dl = —§gomo/ dwo/ o sin 5( 5> o) sin 3( )
8 oo —eo cosh” (%L xg) cosh” (%2 yo)
1 L L
ok A 1),
4m  cosh®(%Lyo)  cosh™(52 yo)
und
sinh (%2 z¢)
ID2::—— L2/d/ : tanh (%2
go Mo to {COShS(mO 960) an ( 2 yO)
% { . i ./41 (moL) ./42 (moL) }
dm  cosh*(Z2yg)  cosh?(Z2 yo)

%0 o gk —(1442) m2 L2
X / du —e ( ’"3) ° (zo| kY (k| yo) } (5.435)
0

—oo T
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Den Term ID1 berechnet man leicht mit Hilfe von [47,3.512.2]. Man erhélt

3 2 \? 1
D1 = =2 goma () B - 5 B + Arlmel) BGL D
+ Al B3}
= B RS Aumel) T+ Aa(mol)
T T2 me s 8 e 2\Tmo
3 g i
= 5 m—(; ﬂ{1 — 5 Ail(mol) — 7 Ay(moL) } (5.436)

In den Term ID2 setzt man zunéchst die Definitionen von {(z¢| k) und (k| yo) ein:

h (Ze
ID2 = ——gomo / dwo/ {sm (5 @) tanh (%2 yo)

Cosh3(m° o)

_ L ./41 (moL) ./42 (moL)
X { 4w * cosh*(Z2 yo)  cosh?(Z2 yo )}

o0 2L2u
<) dk{ (R e

x etk {2]62 + 7 — ; mg tanh? (22 z¢) + 3ikmo tanh(Ze 900)}

. 2 3
x et 242 4 =0 — = mj tanh? (%2 yo) — 3ikmo tanh(% )] }}
(5.437)

Ich substituiere v = mio und fiithre das u—Integral aus; zur Definition von N, vergleiche man

Gl (5.151):

3 > N[
ID2 = —- d
3 g0 Mo /_Oo v { 1102
o ) sinh (%52 zo) 1 3
X dxg e'moroy 2 77 {21}2 + = — = tanh?(22 24) + 3iv tanh (2 x }
/_oo 0 cosh? (22 z) 2 2 (%5 2o0) (55" 2o)
X / dyo €% tanh (5 yo) {21}2 + 3~ ; tanh® (22 yo) — 3iv tanh(Ze yo)}
1 L L
- Al sl 1 (5.438)
4m " cosh® (%2 yo)  cosh™ (52 yo)
Substituiert man noch g = mgzg und o = moyo und ersetzt erneut tanh?z =1 — g
so gilt
3 9o ° |]Vv|2
ID2 = —g m_o /_OO dv {1 T 02 Intg}o Intgo s (5439)
wobei zu definieren ist:
o0 tanh (£2 3 1
Intz, := / dig €'Y anzi(?) {21}2 -1+ 5 ———— + 3 tanh( )
—oo cosh” (%) 2 cosh® (%)

(5.440)
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und

<o) i Yo 3 1 : Yo
Intg, = / dgo { v tanh ( 5 ) {2 214 2 m — 3iv tanh (E)}
—oo :

X { _ Ly Admol) - Ax(mol) }}} (5.441)

47 cosh? (%) cosh? (%)

Ich rechne als nichstes das zg—Integral aus:

> . tanh 3 .
Inti,o = / dzo (2?]2 _ 1) eifov an27 + 2 elfov 2
cosh” (%) 2 cosh? (£2)

(

—o0 (
| 31y gidov 200" () }

(

(

cosh? (950)

::/m@)@w_g@w3ﬂ§2+§@wwmgv
cosh? %0) &

—co 2 cosh? ()
L 1 . 1
-I— 31U ell’o’u TV 31U ell’o’u a0 (- (5442)
cosh” (%) cosh™ (%)

Die entstehenden Integrale sind von einem Typ, wie er bereits bei der Berechnung der
Graphen IB und IC auftrat. Die benétigten Integrale sind im Anhang B.1 ausgerechnet.

Man bekommt letztlich:

2

Ints, = 2i(140%) ——. 44
o (1Y) sinh (7v) (5.443)
Jetzt zum Integral Inty,:
Inty, = /00 djo { — L (20% — 1) e7'%" tanh (ﬁ_o)
Yo . 4 2
tanh (%) 3
~lov 2 20— 1 L —
+ e cosh? (I2 [( v ) Az(moL) 87?]
tanh (L)
—igov 2 _ —
+ e — (%0) [(21} 1) Ai(moL) + AQ(mOL)]
tanh (2) 3
+ eV 22 = Ay (molL
s 3 Al
+ 11: ~1ov tanh? (92_0)
- tanh? (%)
4 7OV 2 3iv Ag(mglL
cosh? (%0) - 2(mol)
tanh? (L)
+ eV - 3iv Ay (mol 5.444
cosh® (I2) [ = 3ivAi(mo )]} (5.444)
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Ersetzt man wieder tanh?z =1 — C051112 —, so ergibt sich

Intg, = /_Z dijo { — QU;__ 1 e 1W0v tanh (%—0) + T—;j e "iov
+ eiov z:;h};((yj;)) [(2U2 —1) Ay(mol) — 8%]
ey [ A S )]
e R 3 A
T coshi(%o) [_43:] - SwAZ(mOL)]
+ e~ idov m {Siv Az (moL) — 3iv Al(moL)}
+ 1oV m 3iv Al(moL)}. (5.445)

Diese gjg—Integrale sind in den Anhdngen B.1 und B.2 ausgefiihrt, wobei zu beachten ist,
daf} die ersten beiden im Distributionssinne zu verstehen sind. Setzt man die Resultate aus
diesen Anhingen ein, so findet man

Intg, = - % {3v2 + 34 12m0" Ag(moL) + 120" Az (moL) + 1670 A; (mol)
1
6 2 ErECR—
+87v” Ay (molL) + 87v” Ay (mOL)} sinh(7v)
+ 2 i05(0). (5.446)

2

Etwas geordnet ergibt sich:

. 4 8 4 1
Intgo = —1 ./41 (mOL) |:§ 7TU6 + § 7TU4 + § 7TU2:| m
s 4 2
1Az (mol) {2771} + 27v } S (7o)

T, 1 1 3
—i|= | ————+ - ivd
: [2 v 2] sinh(7v) + 2 1" (v)

= (=3 m) Ao+

J— 1 2 b (o)
211 Az (mol)[v” + 1] sinh(7v)

3

2 .

—— 1] ——+ - ivé(v). 44
2 " +1] sinh(7v) + 2 1" (v) (5.447)
Wenn man jetzt beriicksichtigt, dafl Int;, an der Stelle v = 0 endlich ist, sogar 0, so erkennt

man, daf der Term mit v é(v) nichts zu ID2 beitrdgt. Im Integranden von ID2 tritt ndmlich
gemifB Gl. (5.439) das Produkt von Int;, und Inty, auf.
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Damit erhdlt man

ID2 =

a2, [ 200
8 Mo J_wo 14+v?2  sinh(wv)

2 2
2 v 2 v
- 2 L 1
sinh(7v) +2m Ay (moL)[v” + 1] =

sinh (7o)
+ % [ +1] sinhl(m}) } } (5.448)

SchlieBlich findet man also mit der Definition von N, (Gl. (5.151))

X {% 7 Ay (moL)[v* + 1]

3
2 = 2L p A(mol) + PAs(mol) + B, (5.449)
8 mo
mit
4 o] 4¢..2 1
Po= —ﬂ'/ dv U(U—‘I_)z
3 oo (4v? + 1) sinh*(7v)
= 0.047130418(1)7 (5.450)
o) U4
P o= 277/ dv —
oo (4v? + 1) sinh?*(7v)
= 0.049816392(1), (5.451)
1o 2
P = —/ dv U_ 5
2 J_ (4v? + 1) sinh*(7v)
= 0.037194598(1). (5.452)

Die numerische Bestimmung wurde mit dem Programm Maple durchgefiihrt. Letztendlich
ergibt sich damit fiir den Graphen ID (vgl. Gln. (5.433), (5.436), (5.449))

% @ﬁ = ID1 + ID2 + O(moL e_mOL) + O(e)

_ 3 % T _
= 198 o T {1 5 ./41 (moL) TAQ(moL)}

3
—— go {Pl Al(moL) + P Az(moL) + Pg}

& My
+ O(moL e_mOL) + O(e)

90 3n2 3 3n2 3
= L =4+ =P L A L
e {[256 + < 1] Ai(mol) + [128 + < 2] Az (mol)

3 3 —moL
—|—|:—@‘|‘ §P3:| } ‘|‘O(77”60Le ) ‘|‘O(€)' (5'453)
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Beriicksichtigt man noch die Ergebnisse fiir A;(moL) und Az (moL) aus Anhang C.5 bzw.
C.6, so erhidlt man als Ergebnis fiir den aus der Nullmodenbehandlung entstandenen Gra-

phen ID:
1
5 ©_>p = _51_(; log(moL) KID,B
Yo

- — Kipg
mo
+0(moLe™T) + O(e), (5.454)
mit
3 13n2 3 }

Kibs = —{— °p
D3 67 256 T3 1

= 0.795774716(2) - 1072, (5.455)

372 3 372 3
Kiba = [— ° P] . [— ° B Ao
1D,4 256 + 3 O. + 193 + g 12 As

-t B
= 0.578689881(6) - 107", (5.456)
Der Graph ID liefert somit keine Terme proportional zu L? und spielt daher fiir die Ober-

flachenspannung keine Rolle, aber die Konstante Kip 3 trdgt zur L-Abhéngigkeit des Vor-
faktors der Energieaufspaltung bei.
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Kapitel 6

Renormierung

Nachdem im vorigen Kapitel die Graphen in dimensioneller Regularisierung berechnet wor-
den sind, ist nun die Renormierung durchzufiihren, um ein in D = 3 Dimensionen (¢ = 0)
endliches Ergebnis zu erhalten. Ich verwende ein Renormierungsschema wie es in [73, 74]
definiert ist (vgl. auch [22, 50, 64]). Zu beachten ist hierbei, daf} die ¢*-Theorie in der Phase

gebrochener Symmetrie betrachtet wird (vgl. Gln. (2.1), (2.2)):

£ o= S ouerre - Mgy gy 208
= 5 Do 00 + V(o).
mit
3

Vi = D (o)) wey

(vgl. auch Abbildung 2.1). Durch Einfiihren des Feldes
¢y = ¢o—vo,

entsprechend einer Anregung aus dem Potentialminimum ¢4 = vg, erhdlt man

2 2
L= 5005 0°5 + B0 (69) + LR (5 1 &0 gt

3!

Mit den iiblichen Definitionen

G;Z_)(xl,...,xn) = (0| T(¢g (1) - - - b5 (2)) |0,

Glfbn_)(p17-.-7pn) = /d3$1.../d3xn Gfbn—)($177xn) eiplxl
(FourierfTransformation) ,

G/;?(P17...,Pn) = (277)35(3)(])17-.-7pn)éi::;_)(p17...7pn)

e

1PnZn

(6.2)

(6.3)

(6.6)
(6.7)

fiir die n—Punkt—Funktion und ihre Fourier—Transformierte bzw. Fourier—Transformierte
mit abgespaltener Delta-Distribution folgen aus der Lagrange-Dichte (6.4) folgende Feyn-

(n)

man—Regeln fiir Gé_ (P1s -y Pn):
0
~ 1
g PP mg

156
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1N

- \/ 390 m(2)7

—4o0,

1N

A
X

d3
e {iber unabhingige Schleifenimpulse ¢ mit /ﬁ integrieren,
T
e Impulserhaltung an allen inneren Punkten,
e iibliche Symmetriefaktoren . (6.8)

Die renormierten Gréfien werden nun mit Hilfe der Greenschen Funktionen des Feldes ¢,
definiert. G bezeichnet die zusammenhdngenden Greenschen Funktionen, zu denen nur

0 1€
Feynman—Graphen beitragen, die lediglich aus einer einzigen Zusammenhangskomponente
bestehen. Das Renormierungsschema ist dann durch folgende Definitionen gegeben:

-1

[(;(2_)7 (0, 0)}

2 g o©
my = — (6.9)
a ~(2) _
51 |p2=0 {G%‘,c(p’ )
_ 0 ~(2) -1
A [ 6.10
R 8p2|p2:0{ b o P p)] : (6.10)
0 1
o = G0) — G (@), (6.11)
zz oz "
3m?
o= R (6.12)
UR
up = Ir (ug ist dimensionslos). (6.13)
mg

gr ist die renormierte Kopplung in drei Dimensionen. Mit Hilfe der Feynman-Regeln (6.8)
sind nun diese Renormierungsgrofien in dimensioneller Regularisierung bis einschliefilich
zur 2-Loop-Ordnung auszurechnen. Das Ergebnis fiir die im weiteren bendtigten Gréfien
gr, mZ% und uy lautet [64, 65]

B 7 17099 .
o= {1 307 "0 T 33177642 0 T O(UO)}’ (6:14)
3 1 3973 2 .
P v 2|27 2 np(div) 3
my = {1 + — o + 612 0 {5184 3 B } + O(uo)}7 (6.15)
31 1 45565 1
_ 1 - 2= = (dw) 1
i uo{ 287" 1 Gine {13824 3 } + O(UO)} (6.16)
mit
90
= — 1
g m07 (6 7)
v 1 ma C
Bl ::——lg( 2)—7+—+0() (6.18)
o
~ 2 2 _
& / dt/ tlog —t*+ tPu(l —u))
— 2+ t2u(1 — )]’

= —15.0448(1 (6.19)
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Die invertierten Beziehungen sind dann

8177
165888 72

3 1 14021 2 v
md = mg{l_ 2, @ [H0L 2 i) +o<u§;>}, (6.21)

7
mo= o {id i+ 0, (6:20)

47 B 64r2? 10368 ' 3
31 1 58223 1 _(4iv)
- 1 2 { - B! } 3 29
o “R{ T lass Un T Gaer W ligeae T3 B ] T O (6:22)
mit

: 1 m2 5’
gl . I ( R ) _ = 10, 6.23
N -~ log e YT (e) (6.23)

Dazu ist noch folgendes anzumerken. In [64, 65] ist durchweg ohne Renormierungsskala

gerechnet, was statt des obigen Termes B(4%) bzw. Bf({dw) den Term

2
mo) C
— ) - — 4+ O(e 6.24
") 4 Tt 0fe) (624
liefert, wobei man hier mg in einer gewissen Masseneinheit angeben muf}, damit im Ar-
gument des Logarithmus eine dimensionslose Gréfie steht. Fiithrt man statt dessen, wie in
dieser Arbeit, eine Renormierungsskala gemif

g(()D) = gopo (g0 : Kopplungskonstante in 3 Dimensionen) (6.25)

o 1
(dw) _— 2
B = = log (

ein, so zeigt sich, daf die einzige Anderung in den Ergebnissen fiir die renormierten GréBen
in der Ersetzung

2 2

—log (%) — —log (47::;3) (6.26)

besteht. Denn eine Anderung kann nur aus der Divergenz % herriihren, da g(()D) =go+0(e)
gilt; weil BU) aus einem 2-Loop-Graphen entsteht, erhilt man den Ausdruck

1 1
2,2 2 2 f2 2
giu — = gi{< +loalud) + 0}, (6.27)

also den zusitzlichen Term log(u2), was gerade der Ersetzung (6.26) entspricht. Letztlich
wird also die in Gl. (6.24) implizit zu verwendende Massenskala nur explizit ausgeschrieben.

Mit diesen Renormierungsbeziehungen wird jetzt die Energieaufspaltung in I Dimen-
sionen (vgl. Gl. (2.78) und die anschliefende Bemerkung),

_1
Foo = 2,/50@ detIM1)\ ™2
27 det|M(0)

Ll ]y
JeseREEIS N

+ 0(93)}7 (6.28)
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durch die renormierten Gréfien ausgedriickt. S, , ist dabei die Wirkung der Kink-Lésung

@(c,0) mit Zentrum bei g = 0in D Dimensionen. Diese soll als erstes durch die renormierten
Groflen dargestellt werden.

6.1 Klassische Wirkung in renormierten Groéfien

In Kapitel 2 hat man

2 mg D-1
SC,D — (D) L
Yo

3
2my

—e —e D €
N 9o Fo L? (g((J )290H07D:3_5)

2m3 e
= 2 1% (uol)"". (6.29)
9o

gefunden (vgl. Gl. (2.38)). Ich berechne jetzt als erstes mg in renormierten GréfBen:

3
3
3 1 14021 2 (v 3
— 311 — 2 _ 2{ - B( } 0
e [ 61 " Gax2 "lT0368 T3 + O(u3)
9 3 14021 2 :
= 3 (div)
= 1 — _ [ 2 g }
s { 1287 % 7 12872 "% |10368 " 3 R
S \gar Ug Uy inomische Reihe
9 3 27313 2 :
= 3 (div) 3
R ~ ot | 2 B .
mR{ 1287 "™ T a8 a2 "R loomsg T3P LT O(UR)} (6.30)
Fiir ;—0 bekommt man:
1 1 7 8177 =
— = — |1 —_— ot 2 O 3
90 Ir [ + Rt Tgoges 2 B T (“R)]

1 7 177 T \2
T L LY (_) 2 L O®d
o { 327 " T Tossmeaz ot (5p5) v T O0R)
binomische oder auch geometrische Reihe
g
1 7 239 9 3
. {1 ~ 397 % ~ TpresgaZ e + O(uR)}. (6.31)

3
Die letzten beiden Teilergebnisse zusammengefafit erhdlt man fiir %:

3 3
my my 9 3 9 {27313 2 dw)} 3
o 1— _ B O
90 { os7 "~ Toa? "m0z T3 On | T O
Y O
3277 R T TgseRs Al Un T (“R)}

{1
my [ o M99, 1
12877 YR 5651208 72 R T 64 12

B + ot

44939 1 siv)
L- - 2 - ul B 0 . (6.32
12877 YR 065420872 R a2 ug By + O(u )} (6.32)
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Damit 148t sich nun S, , berechnen:

3

Sep = 222 12 (uol)
9o
me 37 44939
= 2B 2 (pol) "1 — —— up — ————— 2
U, (koL) { 1287 "% 7 265420872 °
div
- B + O(u;’;)}. (6.33)
Mit (Gl. (6.23))
B = - 10%( i ) -7+ C O(e) (6.34)
. € 4y A
wird das zu
m2
Sew = 255 12{1 = clog (uol) + O(F) |
Ur
. 37 44939
_ 3T, 44989
1287 265420872
2 2 =
e[ e () -+ 2+ 009 <00
6472 L e 8 47T,u(2) v 4 T (8) T (UR)
mi 37 44939 5 ¢
= 22 L0%d1 - —— 2| _ _
Ur { 1287 " + [ 2654208 72 + 6472 256 773]
2 2
_uR {1_1 ) — 1 (mR):| 3
cin? |z~ log(ol) — log ) T O@?) + O(e)y  (6.35)
mg 37 44939 y .
= 2271281 - 2| _ 3
U, { 8y [ 265020872 | 64x2 256 773] + Olun)
m2 2
R

1 , (1 L
- 2{- 1
3272 R {g ©8 (4WOL)} + 0)

) .
_ 2%L2{1— 377TUR+U§[ 44939 L0 C ]—I—O(ug)}

g, 128 265420872 | 6472 25673
1 T Ampg L

Als néchstes wird /.S. p berechnet:

SCD = e% lOgSQD

3
Llog (2 IR L2) 1 37 2
— 2 — _
= e IR exp{2 log (1 T + O(uR)) (vgl. Gl. (6.35))

[9 m2
= ZM p2 =g un +0(uh) (Logarithmusreihe). (6.37)
Ug

. /det/ M)\ 77 .
Jetzt zum Determinantenverhiltnis | ———= in renormierten Groflen.

det |M(0)
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6.2 Determinantenverhaltnis in renormierten Grofien

Im Kapitel 4 hat man
(demM(l))—% 37 T()
det |M(0) L? F(%)
m2L2 3 V3 L
Xexp{— 80 {3—|——10g3} —I—O(\/moLe_z mo CO) —|—O(5)}.
s 4
(6.38)

erhalten (vgl. Gl. (4.61)). Es wird hier einfach m2 durch m2 gemiff GIl. (6.21) ausgedriickt:

(det"Mu))—% _ s )
det|M(0) L? F(i)
212 3
X exp{ — m8Rﬂ_ {S—I— 1 logS}
Sml?{Lz 3 ——\émoLCO
‘|‘WUR {S—I—Zlogﬂ + (vV/molL e 2 )
+0(s) + O(ug)}. (6.39)

Schlieflich zu den verschiedenen Graphen.

6.3 Ergebnisse der Graphenberechnungen in renormierten
Groflen

Um die Ergebnisse der einzelnen Graphen in renormierten Gréflen auszudriicken, ist folgen-
des zu beachten. Alle Ergebnisse fiir die Graphen sind von der Ordnung g, so dafi man bis
auf Terme der Ordnung g2 einfach go durch gz und mg durch my ersetzen darf:

go = gn+O0(g3), (6.40)
mog = mg+ O(gr). (6.41)

Man erhilt (vgl. Gln. (5.127), (5.228), (5.420), und (5.454)):

1 VNN 2
+ ug m2 L? log(my L) Kiaa
+ up mi L? Kiao

+O(maLe ™) + 0(e) + O(ud),  (642)

1 S 2
] [q—xp - ] = uRmﬁLQ[log(mRL>} Kip 2

+ up m% L? log(mg L) Kig 1
+ up mi L? Kig o

+ o(mgL?’e—mRL) +0() + O(u?), (6.43)
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1 ST 1 T 4r oL
1 _ Y 124~ + log ( )
12 [@ 1N ] o5z "mMn {g+ B\ mzr?
2
+ up mp L? [bg(mRL)] Kic,2
+ up m?{ L? log(mg L) Kic 1

+ ug m% L? Kico
+ up log(mgL) Kics + ur Kica

+ o(%) +0(e) + Od), (6.44)

@@ = —ug log(msgLl) Kips — ur Kip 4

+0(maLe ™) + 0(e) + O(ud).  (6.45)

N | —

Ich gehe nun folgendermaflen vor. Zun&chst wird gezeigt, dafl sich die %fDivergenzen (UV-
Divergenzen) und die Terme mit der Renormierungsskala po im Ergebnis fiir Fy, fortheben.

2
Dann rechnet man nach, daf§ sich auch alle Terme proportional zu L? {log (mRL)} bzw.

L% log (my L) gegeneinander wegheben. Danach kann man also durch Grenziibergang ¢ — 0
zum gewiinschten Fall D = 3 {ibergehen und aus dem Term proportional zu L? im Argument
der Exponentialfunktion die gesuchte Oberflichenspannung bis einschlieflich zur 2-Loop—
Ordnung bestimmen.

6.4 Beseitigung der UV—-Divergenzen und der Renormierungs-
skala

Die Teilergebnisse der Abschnitte 6.1 bis 6.3 zeigen, dafl %fDivergenzen und Renormie-

rungsskala po nur in dem Term e %<2 und im Beitrag

12 T

enthalten sind. In —S. p sind die relevanten Terme

1 9 .91 Ampg L
und aus den Graphen IC und OIC hat man
1 e dmpoL
oy wmm L {g T log(m%Lz) . (6.47)

Da zur Energieaufspaltung Fy, die Beitrige in der Form

1 RN
{s+_[@ ....... 1] 0.15

eingehen, sieht man, dafl sich beide Anteile genau gegeneinander fortheben. Sowohl die
UV-Divergenzen als auch die Renormierungsskala pg treten daher nach der Renormierung
im Ergebnis fiir Fp, nicht mehr auf.
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6.5 Beseitigung der logarithmischen Terme

Terme mit einem Faktor L?log(mgL) stammen nur aus Beitrigen der Graphen TA, IB und
IC. Insgesamt bekommt man einerseits

usm? 22 [log(mi L))" {Kias + Kiso + Kica ). (6.49)
andererseits erhélt man
ug md L log(ms L) {Kiat + Kips + Kioa |- (6.50)
Mit den Resultaten (5.128), (5.229) und (5.421) rechnet man
Kiaz2 + Kigz + Kicp = (-02+£2)-107" (6.51)
aus, und mit den Ergebnissen (5.129), (5.230) und (5.422) gilt
Kiag + Kipr + Kicp = (=0.3£10)-107", (6.52)

Im Rahmen der Rechengenauigkeit sind also sowohl die Konstantensumme (6.51) als auch
(6.52) Null. Wie erwiinscht treten also keine L? log (mgL)-Terme im Argument der Expo-
nentialfunktion der Energieaufspaltung mehr auf. Daher geht Fo, fiir grofie I wie erwartet
wie

e (1)1 (6.53)

gegen 0, so dafl man eine wohldefinierte Oberflichenspannung hat (vgl. Kapitel 1). Diese
soll jetzt bestimmt werden.

6.6 Bestimmung der Oberflichenspannung

Nachdem nun sowohl die UV-Divergenzen als auch die Terme mit einem Faktor L? log(mgL)
beseitigt sind, nimmt die Energieaufspaltung Fg, in D = 3 Dimensionen (¢ = 0) folgende
Form an:

272
mg L

T

Fou = A exp{ — 579 — ug mZ L* {S—I— logS}

[3+% 10g3} + 513 -

+ up mi L? {KIAO + Kigo + KICO} + O( ) + O(uR)} (6.54)

4 = 2m2 L? ——uR 87 %
/om \V 72

m L uRKIC 3 eurKic, uRKID 3 o urKID 4
§

_ 411 = mn (mel) (Kic,a~Kip s )ur e — (52 —Kic,a+Kp 4 )u UR, (6.55)
Z Ug

Se“ ist dabei der Teil von S, , ohne die UV-Divergenz und ohne den Logarithmusterm,
der die Skala o enthilt, also die erste Zeile in Gl. (6.36). Setzt man dies ein, so erhélt man

Fou = Aco=l?+0(5) (6.56)
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mit
2m?
O =
Ug
2m2
Ug
wobel
und
021

gilt.

KAPITEL 6. RENORMIERUNG

L 3T N 2{ 44939 v C ]
1287 ° Rl 265420872 1 6472 25673
Ug 3 3u? 3
R L R
* Tor {3 g loes) = Togge 3 g loe3

2

Uu
- 7R {KIA’O + Kigo + KIC,O} + O(Ug)}
Un Un)® 3
b o 4o (1) 4 ot} (65)
1 3 37
oy = Z |:3 + Z 10g3:| — 3_2
= —0.2002602(1) (6.58)

44939 0 C 3 3
- T2 2342 3}
165838 © 1 T6r 64 [ tges
— 877 |Kiao + Kipo + ch,o}

—0.76(8) - 1072 (6.59)
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Kapitel 7

Resultate fiir universelle
Amplitudenverhiltnisse

Mit dem Resultat fiir die Oberflichenspannung aus dem vorigen Kapitel (Gln. (6.57)
bis (6.59)) sollen nun die universellen Gréflen R_ und Ry bestimmt werden (vgl. Kapi-
tel 1).

Nach Definition sind E_ und R4 Produkte der kritischen Amplituden von Oberfldchen-
spannung (o) und Korrelationslinge unterhalb (¢;) und oberhalb (¢1) der kritischen Tem-
peratur 7.:

R = o0(&) (7.1)

Ry = oo(&)’

- (?) R (72)

Da fiir 7 > 7. keine Oberflichenspannung existiert, denn das Doppelmuldenpotential (2.2)
(vgl. Abbildung 2.1) geht oberhalb 7. in ein Potential mit nur einem Minimum iiber (sym-
metrische Phase), gibt es kein of und man setzt einfach oo = oy .

Aufgrund der Skalenhypothese hat man folgende Skalenrelation fiir die kritischen Ex-
ponenten von Oberflichenspannung (p) und Korrelationsldnge (v) (vgl. Gl (1.23)):

p = (D-1)r. (7.3)

In drei Dimensionen (D = 3) gilt also

po= 2. (7.4)
Fiir 7 5 7 hat man dann (¢ = T7_ZTC’ vgl. auch Gln. (1.12) und (1.21))
R = o0(&)
= oo (=" (&) (=)
= o0& (7.5)
und entsprechend fiir 7' Z Tt
R, = o&, (7.6)

166
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d.h. R_ und R; lassen sich direkt aus (temperaturabhéngiger) Oberflichenspannung und
Korrelationsldnge bestimmen.
Unterhalb 7., d.h. in der Phase gebrochener Symmetrie, gilt weiter fiir I — oo:

e = ! (vel. Gl. (1.33)). (7.7)

Mphys

Mit dem Fixpunkt u} der renormierten Kopplung in der Phase gebrochener Symmetrie,
welcher dem kritischen Punkt entspricht, findet man also (vgl. GL. (6.57))

0o
R_ =
2
mphys
2 * E3
mR 2 uR (UR)2 *3
= — <1 — — @) . 7.8
. { + ou Tr + o Tr + O(uy?) (7.8)

Die Oberflichenspannung, die in die universellen Amplitudenverhiltnisse eingeht, ist dieje-
nige bei unendlicher Grenzfliche (vgl. Gl. (1.5)), so daB hier 0., zu nehmen ist.

Bis zur 1-Loop—Ordnung hat man folgenden Zusammenhang zwischen renormierter und
physikalischer Masse [64, 75]

13 3 U
2 _ 2 a9 Ur 2
Moy, = My {1 + (16 1 log 3) = + O(uz)|- (7.9)

Fiir ug = 15.0, was etwa dem kritischen Punkt entspricht (s.u.), gilt

2
mphys - 1

5 — 0.014 + Korrekturen hoherer Ordnung. (7.10)
mg N —
1-Loop—Korrekturen

Die 1-Loop—Korrekturen machen also etwa 1% der fiihrenden Ordnung aus, so daf§ man
annehmen darf, da die 2-Loop-Korrekturen héchstens im Bereich von 0.1 %o liegen!:

2
My (13 3 ) U
— ~ 1 — — =1 — .0001. A1
5 + 16 1 og 3 i 4 0.000 (7.11)

mg

Zur numerischen Bestimmung der kritischen Gréfien bendtigt man, wie bereits angedeutet,
den Fixpunkt uj der renormierten Kopplung in der Phase gebrochener Symmetrie. Aus
einer Tieftemperaturentwicklung erhilt man [76]

ul = 14.73(14). (7.12)

Mit Hilfe der kritischen Amplituden der Magnetisierung und der Suszeptibilitdt in der
Tieftemperaturphase ergibt sich andererseits [77, 14, 78]

ui = 15.14+1.3. (7.13)
Ein neueres Resultat mittels Monte—Carlo—Rechnungen ist [80]

wr o= 14.3(1). (7.14)

'Diese Annahme ist plausibel, jedoch nicht zwingend. Eine GréBe, die ohne diese Annahme bestimmt
werden kann, ist R_ r, bel der statt der physikalischen die renormierte Masse Verwendung findet, wie weiter
unten gezeigt wird.
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Mit diesen Werten wird jetzt R_ bestimmt. Zur besseren Fehlerabschidtzung wird zusitzlich
eine Padé—Approximation wie folgt durchgefiihrt. Man hat (Gl. (6.57))

m2 o m2 2
R_ = R 2% = L —— Uy ), 715
mghys m%{ mghys Ug, f( R) ( )
mit
n=0
U Upg \ 2
= 1+ oy ﬁ + oy (ﬁ) + O(ud). (7.16)

Fiir die Reihe f(ug) wird nun die Padé-Approximation vorgenommen, d.h. f(ug) wird
durch verschiedene rationale Funktionen angendhert. Da die Koeffizienten der Reihe bis
einschlieBlich zur Ordnung u? bekannt sind, lassen sich die [1,1]- und [0,2]-Padé—Approxi-
manten bestimmen; die [2,0]-Padé—Approximante ist die Reihe selbst ohne die Terme der

Ordnung O(u}):

Jom(ur) = % (7.17)
a; = —0.0190(3), by = —0.0030(3) (7.18)
und
1
Jro21(us) e (7.19)
c1 = 0.01593620(1), ¢y = 0.000302(5). (7.20)

Weiterhin 148t sich eine Padé—Borel-Approximation durchfiihren, indem man die
Borel-Transformierte Bf(ug) von f(ug) bildet,

o0

By(ug) = Y dn ul, (7.21)

n!
n=0
das Ergebnis durch eine Padé—Approximation annéhert (Resultat By, ,(ur)) und wieder
zuriicktransformiert:

fpaostin) = [ dt Bygg(tun) e (7.2
0

Durch Bildung der Borel-Transformierten werden die Konvergenzeigenschaften der wahr-
scheinlich divergenten Reihe (7.16) verbessert und man bekommt weitere Vergleichswerte
fiir R_. Die Resultate bei Verwendung von f(ug) bzw. den Padé-Approximanten sind in
Tabelle 7.1 zusammengefafit. Die Fehler in dieser Tabelle stammen aus den Fehlern der
Koeffizienten der Reihe f(ug). Bildet man Mittelwert und Standardabweichung aus den
jeweils fiinf Werten, unter Vernachl&ssigung dieser Fehler, ergeben sich schliefilich folgende

Werte:

ui=151 : R_=0.101(2), (7.23)
uf=14.73 : R_ =0.105(2), (7.24)
ui=14.3 : R_=0.109(2). (7.25)
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Auffillig an den Werten in Tabelle 7.1 ist, daf die Resultate aus den [0,2]-Padé- bzw.
[0,2]-Padé—Borel-Rechnungen systematisch grofler als die iibrigen Ergebnisse sind. Dies
deutet darauf hin, dafl die Grofie R_ moglicherweise nicht gut aus diesen Approximanten
zu bestimmen ist. Ich gebe daher auch noch die Mittelwerte und Standardabweichungen
an, die man fiir R_ erhdlt, wenn man diese Approximanten fortlat:

uf, = 15.1 R_ =0.1004(1), (7.26)
uy = 14.73 R_ =0.10387(5), (7.27)
uf, = 14.3 R_ =0.1079(1). (7.28)
Monte—Carlo—Simulationen im dreidimensionalen Ising-Modell ergeben
R_ = 0.09(3) [18] (7.29)
bzw.
R_ = 0.1056(19) [4, 19, 20]. (7.30)

Insbesondere der erheblich prizisere Wert (7.30) zeigt eine gute Ubereinstimmung mit dem
Wert (7.24) fiir uy, = 14.73. Der korrespondierende Wert (7.27) ohne die [0,2]-Approxi-
manten stimmt weniger gut mit dem Monte-Carlo-Wert iiberein, so dafi die Rolle der
[0,2]-Approximanten nicht eindeutig beurteilt werden kann.
Aus Monte—Carlo—Daten in Verbindung mit Reihenuntersuchungen finden Zinn und
Fisher [21]
R_ =0.0956(14) bzw.

R_ = 0.0969(14). (7.31)

Die verschiedenen Werte resultieren aus verschiedenen Daten fiir die kritische Temperatur
7. und die kritischen Exponenten. Dabei ist zu beachten, dafi in [21] mit einer Korrelati-
onsldnge & gerechnet wird, die als das zweite Moment der Korrelationsfunktion definiert
ist. Das bedeutet letztlich, dafl die renormierte statt der physikalischen Masse zu verwenden
ist:

1
;o= —. 7.32
§ = — (7.52)
Die Werte (7.31) sind also mit den Ergebnissen fiir (vgl. Gl. (6.57))
0o
R_7R = m—%{
_ 2 Un Ur)? <3
= = {1 tou -+ ou (477) + O(uy’) } (7.33)
R_
Uy J(ug) f[1,1](UR) f[o,z](uR) f[1,1],pB f[o,z],pB
15.1 | 0.1005(2) | 0.1003(2) | 0.1025(1) | 0.1004(3) | 0.1060(5)
14.73 | 0.1039(2) | 0.1038(2) | 0.1058(1) | 0.1039(3) | 0.1092(5)
14.3 | 0.1080(2) | 0.1078(2) | 0.1098(1) | 0.1080(3) | 0.1131(5)

Tabelle 7.1: Resultate fiir R_ fiir verschiedene Fixpunktwerte u} und Verwendung der Reihe

f(ug) bzw. verschiedener Padé—Approximanten
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R_

Uy f(ug) f[1,1](UR) ( r) f[1,1],PB f[o,z],pB
15.1 | 0.0991( (2) 0 1011(1) 0.0991(3) | 0.10454(5)
14.73 1 0.1025(2) | 0.1024(2) | 0.1044(1) | 0.1025(3) | 0.10774(5)
14.3 | 0.1066( (2) | 0.1084(1) | 0.1066(3) | 0.11166(5)

Tabelle 7.2: Resultate fiir R_» fiir verschiedene Fixpunktwerte uy und Verwendung der
Reihe f(ug) bzw. verschiedener Padé—Approximanten

zu vergleichen. Die Resultate fiir R_ bei den Fixpunkten uf = 15.1, up* = 14.73 und
up* = 14.3 sind, wieder mit den zugehdrigen Resultaten aus der Padé—Approximation, in
Tabelle 7.2 zusammengestellt. Mittelwertbildung ergibt hier

ui =151 : R_p=0.101(2), (7.34)
ui=14.73 : R_p=0.104(2), (7.35)
ui =143 : R_p=0.108(2). (7.36)

Auch hier weichen die Werte der [0,2]-Padé—Approximanten systematisch nach oben von
den restlichen Ergebnissen ab, so daf hier ebenfalls die Resultate, die man bekommt, wenn
man diese Approximanten fortlifit, angegeben werden sollen:

wfi =151 : R_gp=0.0990(1), (7.37)
wf =14.73 : R_p=0.10247(5), (7.38)
wf =143 : R_g;=0.1065(1). (7.39)

Die Werte mit Beriicksichtigung der [0,2]-Approximanten stimmen weniger gut mit den
Werten von Zinn und Fisher iiberein. Dazu ist zu bemerken, dafi die Resultate in [21]
innerhalb der auftretenden Abweichung von den verwendeten Daten fiir die kritischen
Exponenten abhiingen kénnen.? Insbesondere werden in [21] fiir v die Werte 0.632 bzw.
0.6296 verwendet. Mit dem in der Literatur zu findenden neueren Monte-Carlo—Resultat
v = 0.625(1) [79] wiirden sich vielleicht konsistentere Werte ergeben.

Die Resultate ohne die [0,2]-Approximanten liegen in der Tendenz niher an den Ergeb-
nissen von Zinn und Fisher, erreichen diese jedoch auch nicht ganz.

Um deutlich zu machen wie R_ » von uy abhéngt, ist in Abbildung 7.1 R_ y als Funktion
von uy aufgetragen; K_ x wurde dabei als Mittelwert der Resultate unter Verwendung von

f(ug), f[l,l](uR) und f[O,Z](uR) gewonnen, d.h.

R_r = =z {f(UR) + Su(us) + f[o,z](UR)}- (7.40)

3ug

Wegen der nicht eindeutigen Rolle der [0,2]-Approximanten wurde dabei die[0,2]-Padé-
Approximante, d.h. ]”[072](1@{)7 in die Mittelwertbildung aufgenommen. Die Fehler werden
dadurch gréfier, man bekommt jedoch eine bessere Vorstellung, welche Resultate fiir R_ »
erhalten werden kénnen. Auf eine Finbeziehung der Padé-Borel-Resultate wurde bei dieser

27inn und Fisher weisen darauf hin, dafl ihre Ergebnisse fiir die universellen Amplitudenverhaltnisse sehr
viel starker von den kritischen Exponenten als von der kritischen Temperatur abhédngen. Die Abhangigkeit
meiner Werte von der kritischen Temperatur wird in (7.23) — (7.25) bzw. (7.34) — (7.36) via der Abhéingigkeit
von uf, deutlich; man vergleiche auch die Abbildung 7.1.
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Abbildung 7.1: R_ » als Funktion von ug in der Ndhe des Fixpunktes; die dicke durchgezo-
gene Linie gibt hier R_  wieder, das als Mittelwert der Resultate unter Verwendung von
fur), fliay(ug) und fig 2(ur) gewonnen wurde. Der schraffierte Bereich, mit der Breite
0.002, gibt die Fehlerabschétzung an.

W
@)

Abbildung verzichtet, die Ergebnisse der Tabelle 7.2 zeigen jedoch, daf§ die [1,1]-Padé-
Borel-Approximante die Resultate kaum verdndern wiirde. Eine Einbeziehung der [0,2]-
Padé—Borel-Approximante wiirde die Kurve etwas nach oben verschieben.

Schlielich soll noch das Resultat fiir R4 ermittelt werden. Es gilt (Gln. (7.5) und (7.6))

Ry = (%)21%_. (7.41)

Fiir das universelle Amplitudenverhiltnis der Amplituden & und &, mit my statt mp,.
(s.0.), findet man mittels Reihenanalysen den Wert [81]

&

e = 1.96(1). (7.42)

Der Wert fiir das mit der physikalischen Masse definierte Verhiltnis E—J_r sollte sich nur
unwesentlich davon unterscheiden. Aus [77] entnimmt man

G _ &8y = 43
¢ & &g 743
g—i = 1.0003, (7.44)
&
f_: = 1.0069, (7.45)
&

was auf
€—+ = 1.95(1) (7.46)

€



172 KAPITEL 7. RESULTATE FUR UNIVERSELLE AMPLITUDENVERHALTNISSE

fiihrt. Fiir weitere Ergebnisse fiir E—J_r vgl. man [82] bzw. [64, 65, 83] fiir eine feldtheoretische

Bestimmung und [84] fiir ein Resultat aus der e-Entwicklung; eine neuere Monte-Carlo—
Rechnung [80] ergibt:

_l_
S 10502). (7.47)
&
Mit dem Resultat (7.46) bekommt man folgende Werte fiir Ry:
wi=151 : Ry=038(1), (7.48)
Wi =1473 : Ry =0.40(1), (7.49)
Wi =143 : Ry =041(1), (7.50)

jeweils in guter Ubereinstimmung mit dem experimentellen Ergebnis [85, 86, 87]
Ry = 0.38(2). (7.51)

Es sei hier noch betont, dafl die genauesten Resultate dieser Arbeit diejenigen fiir die Grofie
R_ sind, also in Tabelle 7.2 und Abbildung 7.1 zu finden sind. In die Bestimmungen

von R_ und Ry gehen weitere Unsicherheiten ein, da die physikalische Masse nicht in 2-
&t

Loop—Ordnung bekannt ist und auch das Amplitudenverh&ltnis = fiir die Korrelationsldnge

fehlerbehaftet ist.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

Hier sollen die wesentlichen Ergebnisse und Methoden dieser Arbeit zusammengefafit wer-
den. Mit Hilfe einer Sattelpunktentwicklung um eine sogenannte Kink-L&sung wurde die
Ubergangsamplitude fiir das Tunneln von einem Potentialminimum in das andere im dreidi-
mensionalen ¢*-Modell in der Phase gebrochener Symmetrie bestimmt. Mit der Feynman-
schen Diagrammtechnik und unter Einbeziehung von Multi-Kink—Beitrigen wurde daraus
ein storungstheoretischer Ausdruck fiir die Energiedifferenz zwischen Grundzustand und
erstem angeregten Zustand dieser Theorie im endlichen rdumlichen Volumen in 2-Loop—
Ordnung gewonnen. Diese Energiedifferenz zerfillt exponentiell mit wachsendem Volumen;
die Stérke dieses exponentiellen Zerfalls wird durch die Oberflichenspannung o (L) gegeben:

Eoy = Ae W17 (8.1)

Aufgrund dieses Zusammenhangs wurde aus der Energieaufspaltung die Oberflichenspan-
nung ermittelt.

Die hierzu durchzufiihrende Bestimmung der Fluktuationsdeterminanten erfolgte mit
der Methode der Wiarmeleitungskerne unter Verwendung von Zeta—Funktionen.

Fiir den Fall einer unendlichen Grenzfliche, d.h. fiir unendliches L, wurden die Feynman—
Diagramme ausgerechnet. Dieser thermodynamische Limes ist der wesentliche Fall, um uni-
verselle Gréflen zu bestimmen. Bei der Graphenberechnung wurden die Integrale {iber die
Schwinger—Parameter und {iber Raum und Zeit analytisch ausgefiihrt. Die Integrale iiber
das kontinuierliche Spektrum des Fluktuationsoperators waren zum Teil numerisch zu be-
stimmen. Die vorhandenen UV-Divergenzen der Theorie wurden dimensionell regularisiert
und lieflen sich isolieren, indem die divergenzverursachenden Terme mit Hilfe der Stufen-
funktion stets explizit abgezogen wurden.

Durch die Renormierung wurden alle Divergenzen beseitigt und die Form (8.1) der
Energieaufspaltung wurde explizit bestitigt.

Zwischenzeitlich auftretende logarithmische Terme wie beispielsweise Terme proportio-
nal zu L%log(mgL), die zu einer Verletzung der Gl. (8.1) fiihren wiirden, hoben sich in der
Summe aller Graphenbeitrige fort. Dies stellt eine sehr gute Kontrollmdéglichkeit fiir die
durchgefiihrte Rechnung dar.
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Das Resultat fiir die Oberflichenspannung lautet im thermodynamischen Limes:

2m?2 U Ug \ 2
Oy = uRR {1 + oq; ﬁ + o9 (ﬁ) + O(ug)}7 (6.57)
1 3 37
o1] = Z {3 + Z 10g3} — 3—2
= —0.2002602(1), (6.58)
oy = —0.76(8) 1072 (6.59)

Man erkennt folgende Gréflenverhéltnisse am kritischen Punkt u; &~ 15, wobei nur die

geschweifte Klammer in Gl. (6.57) betrachtet wird:

fiihrende Ordnung 1
1-Loop—Ordnung : ca.—0.24
2-Loop—Ordnung : ca.—0.01

[ 1 1

100 %
24 %
1%.

Von der 3-Loop—Korrektur ist daher kein wesentlicher Beitrag mehr zu erwarten, wohl

weniger als 1%o .

Weiter wurden die universellen Gréflen _ und Ry bestimmt:

uf =15.1: R_ = 0.101(2),
Ry = 0.38(1),
uf =14.73 : R_ = 0.105(2),
Ry = 0.40(1),
ur =143 R_ = 0.109(2),
Ry = 0.41(1)

und Ubereinstimmung mit Werten aus Experiment bzw. Monte—Carlo-Rechnungen gefun-
den. Fiir die zuverldssiger bestimmbare universelle Gréfle R_ , die zur Berechnung die
renormierte statt der physikalischen Masse bendtigt, wurden folgende Resultate erzielt:

uf =15.1: R_n = 0.101(2),
ul =14.73 R_n = 0.104(2),
uf =143 : R_n = 0.108(2).

(7.34)
(7.35)
(7.36)

Offen bleibt noch die Frage nach der Amplitude A der Energieaufspaltung (Gln. (6.56) und

(6.55))

Foo = Ae™ "™ L2+0()

rg /2
F(i) Ug

My (mRL) (KIC,S—KID,S)UR e—(%—KICA-I—KIDA)’U,R7 (82)
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insbesondere nach der L-Abhingigkeit von A. Eine solche ist hochstens durch den Faktor

(mRL) (ch,s—KID,s)uR (8.3)

gegeben. Das 1-Loop—Resultat, [23] oder auch obiges A mit Vernachlidssigung der Terme mit
ug im Exponenten, sowie gewisse semiklassische Argumente [27] legen eine L-Unabhingig-

keit von A nahe, d.h.
Kics = Kipgs. (8.4)
Die Werte von Kjc 3 und Kip 3 sind jedoch nicht gleich (Gln. (5.424), (5.455)):
Kios — Kips = 0.11065117(1), (8.5)

so dafl eine L—-Abhingigkeit der Amplitude A resultiert, also eine Abhidngigkeit von der
rdumlichen Ausdehnung des Systems. Am kritischen Punkt, d.h. fiir ug & 15, gilt fiir den
L—-abhidngigen Faktor in A etwa:

(my L)%, (8.6)

Dieser finite—size—Iffekt sollte sich in Monte-Carlo-Rechnungen beobachten lassen.
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Anhang A

Massendimensionen wichtiger
GroBen in der ¢*—Theorie

In diesem Anhang sollen die Massendimensionen verschiedener Gréen der ¢*—Theorie in
D = 3 — £ Dimensionen zusammengestellt werden. Fiir die Massendimension dimA einer

Grofle A mit der Einheit [A] gilt
[A] = [Masse]dm4, (A1)
Wie iiblich wird ein Einheitensystem verwendet, in dem
c=h=1

gilt, also, wegen der Beziehungen F = mc? und E = hw,

dim(Energie) = 1, (A.2)
dim(Zeit) = -1, (A.3)
dim(Lange) = -1, (A.4)
dim(Wirkung) = 0. (A.5)

Betrachtet man die Wirkung der ¢*~Theorie in D Dimensionen in der Phase gebrochener
Symmetrie

St = [ave L

1 mg do 3 mg ~
L = §8u(b08“(b0—|—70¢3—|—5¢3—|—§g—007 m%:—2m3>0, (AG)
so ergibt sich wegen
dim S[¢g] = 0 (A.7)
sukzessive
. D -2
dim ¢y = —5
1-¢
= A.
= (A8)
dimmy = 1, (A.9)
dimgo = 4-D
= 1+4¢ (A.10)
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und
dimI'® = 2. (A.11)

Dabei gilt
r@ = - {G@)} (A.12)
und G® ist die Fourier—Transformierte der 2-Punkt—Funktion mit abgespaltener d—Funktion:

G Oppa) = [ @y dPey GO, ) e e, (A.13)

G'Dpp) = 0P (py + py) G (py, ps). (A.14)

Fiir die renormierten Gréfien erhélt man mittels der Definition der Renormierungsgréfien
(vgl. Kapitel 6, Gln. (6.9) — (6.12)) die folgenden Massendimensionen:

dim Z = 0, (A.15)
1—
dimvg = 5 c , (A.16)
dimm2 = 2, (A.17)
(D)

dimgp ' = 1+e. (A.18)



Anhang B

Integralberechnungen

Sowohl bei der Berechnung der Greenschen Funktion in Kapitel 3 als auch bei den Graphen-
berechnungen in Kapitel 5 treten verschiedene Integrale auf, deren Berechnung in diesem

Anhang durchgefiihrt werden soll.

B.1 Fourier—Transformierte hyperbolischer Funktionen

Zu berechnen sind Integrale vom Typ

oo tanh’ (2 z0)

dzg e'*o 2 i, peN : B.1
/_OO Lo € COShP(%xO)7 Js p e 7p7£0 ( )
Zunidchst zum Fall 7 = 0:
o eikzo o cos(kxzg)
d = 2 deg ——————
/_OO o Coshp(% o) /0 o Coshp(% o)
2p—1 P k P k
= rN=+i—){=-i— 47,3.985.1
=2 I'(p) (2+1m0) (2 mo) [47,3.985.1]
2P p .k p .k
= rN=z+i—)rrfz—-i—). B.2
Beachtet man noch die folgenden Beziehungen
I'z4+1) = =zI'(2) [63,6.1.15], (B.3)
1 1 T
MN=-+4iz)I'{ = —i = — 1. B.4
(2 + IZ) (2 IZ) cosh(wz) 163, 6.1.30], (B4)
Tz
r+iz) (1 —i = — 1.31 B.
(14iz) (1 —1iz) S (72) [63,6.1.31], (B.5)
so erhidlt man fiir die konkret bendtigten Félle p=2,4,6:
%) ikzg T Kk
[Camo—te A _Ta (B.6)
—eo cosh” (52 2) mo sinh (7 =)
o0 elhwo 16 k k
deg ——— = re2+i—)r2—-i—
/_oo ro cosh*( 22 z) mg 3! ( +1m0) ( 1m0)
IS k2 T k_
= —(1+—) —™— B.7
3mg ( m?)) sinh (7 mio) (B.7)
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- ike
/_oo dzo Coshz(m;oxo) - m6045! F(g—l_imio) F(S _imio)
= o o) (i) (21 (1=
xr(1+imio)r(1—imio)

2 k2 mi
- 15fno (4+m_3) (Hm_%) m}ﬂiﬂ%)

Jetzt zum Fall 7 = 1:

oo o tanh(22 zg) oo
d ikxg 2 — . / d 2 in(k
/_OO o€ cosh? (52 xo) 1 —oo ro coshPth (70 4 sin (ko)

= 1
part. Int.

=

Il
=
3‘@
(e}
P
] ]
2.
(e}
o
3
)]
=
o~~~ ??4
g s
2
(e}
S—

+1
= mo‘2;r<p> mi F(g“mio) t(5-i)

(vgl. GL (B.2))

2 r(£+ii)r(£—iﬁ).

= 1 —
mg p! mg 2 mo 2 mo

(B.9)

Mit den Gln. (B.3) — (B.5) erhélt man somit fiir die in den Graphenberechnungen benétigten
Falle:

o0 . tanh(Ze i ow(E)?
/ dzo eiFTo an 2( Tio $0) — ﬂ — (mO)k , (BlO)
—oo cosh” (%2 xo) mo sinh (7 =)
0 tanh(m 4i Ky w(E)
/ dzg eF7o = 4( m ©) 1 ( + _2) ; (mO)k ’ (B.11)
—oo cosh® (%52 2) 3mo mg/ sinh (7 &)
00 . tanh (7o : 2 2 ()2
[ g e SRS By R o)y
oo cosh® (%2 xo) 45myg mg mg/ sinh (7 %)
Die weiteren Fille mit j > 2 lassen sich mittels der Beziehung
1
tanhz(% ) = 1-— (B.13)

cosh? (22 zq)
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stets auf die Fille § = 0 bzw. j = 1 zuriickfiihren. Ich gebe daher nur noch die Formeln an,
die ich bei den Graphenberechnungen wirklich bené&tige:

7 =2
% tanh? (%2 1 k2
/ dzg et 22 (mﬁ w _ L (1-4) ——. (B.14)
—oo cosh (%2 xo mo mg/ cosh (7 =)
oo o tanh?(Z2 z0) 4k k? T
ikx 2 0 —
[t gy = e O 2) meEy (B19)
oo 5 %0 0 o/ sinh (7 mo)
o tanh?(Ze 1 B
/ d$0 elkxo an 3(m2 xO) _ (3 +8 — - 16 _4) %7 (B16)
—co cosh” (%52 x) 12my mg mg/ cosh (7 &)
o oy tanh? (22 ) 8k k* T
/ dag elF0 Cosh4(m_20$ S = T (1 . ﬁ) D (B.17)
—00 2 0 0 0 mo
71=3
o tanh® (T 2k ;?
/ dzg e*70 . h((m2 x(;) = 31 2 (5 —4 _2) h ET By (B.18)
oo cosh (%2 x¢ md mg/ cosh (7 ==
o0 g tanh?® (22 24) 4ik* k2 T
/_oo deo € Coshz(T”T20 o) - 3mg ( B m_%) sinh (7 £)’ (B-19)
o0 . tanh® (Mo : 2 4
/ dzo eifzo an _ (m20 $0) _ ik . (11 +40 k_2 — 16 k_4) %7 (BQO)
—eo cosh? (%2 o) 30mg md mg/ cosh (7 =)
o0 g tanh?® (22 z) 4ik? k2 k? T
/ dag eitro 0L L5 T0) s (7-25) (14 ) ———— (B21)
—eo cosh® (%2 xo) 45mg mg mg/ sinh (7 -
j=4
% g tamh? (752 1 k? ke
/ dig koo w - (9 — 56— + 16 _4) — T (B2
oo cosh (%52 x) 12myg mg my/ cosh (7 =)
o0 tanh? (222 4k k? k*
/ dax elkx an - (m2 xO) _ - (3 —10 — +2 _4) % . (B23)
—eo cosh”( %2 x) 15mg mg mg/ sinh (7 E)
o0 tanh? (22 1 i Bk
/ dag cikeo 20 (57 0) (45+76 -5 — 400 = + 64— )
oo cosh” (%52 x) 360mg mg my mg
T
X —. B.24
cosh (m £-) ( )
mo
7 =5
o tanh® (Ze ik B
/ oy o N (B 00) ik (89-120=5 416 ) ———— (B.25)
. cosh (%2 zg) 30mg mg mg/ cosh (r =)
o tanh® (Ze 4ik? k2K
/ dzg et 21 2(m20 o) _ 41 . (23—20—2+2—4) —————. (B.26)
—oo cosh” (% x) dmg mg my/ sinh (7 E)
] =6:
o0 o tanh® (22 2) 1 k? k* kS
dig 70 2 - (225 - 1756 — + 880 — — 64— )
/_OO o€ cosh (%2 x) 360mg m2 + mg ms
X (B.27)

—.
cosh (7 ;1)
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B.2 Fourier—Transformierte des tangens hyperbolicus

Die im Abschnitt B.1 betrachteten Integrale existieren alle im gew6hnlichen Lebesgueschen
Sinne. Das folgende Integral existiert nur im Distributionssinn und die Berechnung ist etwas
aufwendiger. Man betrachtet also

/ dzo tanh(Ze zg)et™0 = 2i/ dzg tanh(%2 o) sin(kzo)
—00 0

= 2i/ dzo (tanh(Ze zg) — 1) sin(kao)
0

+ Qi/ooo dzg sin(kag)
= 21{ [—% (tanh(%e zg) — 1)]

o0 k o0
+ @/ dxg M + 2i/ dzg sin(kag)
2k /o ) 0

2 mo
cosh™ ("5 g

o0

(partielle Integration)

9i 1 4 T
= 1] —= - @
k" mgsinh (ﬂmio)

—|—2i/ dzg sin(kzg)
0

(vgl. zum letzten Schritt Gl (B.6)).

Fiir das letzte Integral gilt, wie weiter unten gezeigt wird,

o0 1
/ dzg sin(kzg) = —, (B.28)
0 k
so dafB sich fiir das untersuchte Integral letztlich
/00 dzg tanh(™me zo)el®o = _rm (B.29)
—oo 2 mo sinh (ﬂmio)
ergibt. Es bleibt also Gl. (B.28) nachzuweisen. Wegen
0 0
/ dzg sin(kzg) = —/ dzg sin(kzg)
0 —00
0 .
= —Im / dzg el (B.30)
folgt dies aus der Beziehung
0 . 1P
/ dzg eF®0 = = - + wo(k) (B.31)
o i

(P bezeichnet den Hauptwert),
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die nun bewiesen werden soll. Es sei also f eine Testfunktion aus einem geeignetem Funk-
tionenraum (z.B. f beliebig oft stetig differenzierbar mit kompaktem Triger). Dann gilt:

o] 0 o] 0
/ dk / dzg e f(k) = lim dk / dzg %0 f(k)

n—0oo

0 1— e—ink

= i dk ——— f(k
M [k S
) —e 1— e—ink € 1— e—ink
= nh_{l;lo{/_oodka(k) + /_Edka(k)
o0 1 _e—ink .
+ / dk — f(k) (mit £ > 0)
= fk) /°° f(k)
= dk ——= dk ——+
/_OO i T i
€ 1 _e—ink
li dk ——— f(k
+ Jim, T

—&

(Satz von Riemann-Lebesgue, vgl. z.B. [60, Satz 134.3])

bl a2

€ _ L—ink
Flim Gim [ dk 22 fk

eNO n—oo f__ ik

1 o0 f(k) ) ) € 1— e—ink
= —-P dk —= 1 1 dk ——
o[ a0t [k

— 00

(Stetigkeit von f und Mittelwertsatz der Integralrechnung,
z.B. [59, Satz 85.6]).

Weiter gilt jetzt

€ 1— e—ink

dm f Ak =
denn
) € 1_e—ink ) € eink_ —ink ) € 1_eink
L T L T
€ : € _ a—ink
= ogim [ ap SRR g LT
n—oo |_ k n—o0 ik

€ —&

wie man durch die Substitution & — —Fk im zweiten Integral auf der rechten Seite bestdtigt.
Damit bekommt man

€ 1— —ink € : k
i a2 [ SR
n—oo [__ ik n—oo f_. k
= 7. (B.32)
Die letzte Gleichung folgt aus (vgl. z.B. [57, Gl. (7.20)])

.1 sin(nk)

lim — = §(k). B.

AL (®) (B.33)
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Damit hat man nun

%] 0 . 1 %] k
/ dk / dzg 0 f(k) = ,—P/ ai 118
—00 —00 1 —00
gefunden. Hiermit schlieft man
0
/ dzg eFvo = l % + 7é(k)
oo i

185

+ 7 f(0)

und erhélt so die Behauptung. Es ist interessant, dafi man das Resultat (B.31) auch etwas

schneller wenn auch nicht ganz so rigoros bekommen kann. Dieser

etwas grobere Beweis sei

hier noch angegeben. Im einzelnen werden folgende Behauptungen bewiesen:

/ dz cos(kz) = wé(k),
0
o0 P
de sin(kz) = —
/0 z sin(kx) o
0 . 1P
d ke _ 2 §5(k
/_OO Te - + 7é(k)

Zur Behauptung (B.34): Es gilt

dz eikx

21 §(k)

RO 0
/ dz elkx T /
0 —00

Mit der Substitution @ — —= im letzten Integral wird daraus

/ dzr eF* —I—/ dzx e_ik9”
0 0

2/ dz cos(kz).
0

dzx e*”.
21 §(k)

Damit folgt dann die Behauptung

/ dz cos(kz)
0

Zur Behauptung (B.35): Mit Gl.

7 (k).

—~

B.34) hat man

o0

7 é(k) dz cos(kz)

(B.34)

(B.35)

(B.31)

(B.36)
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Somit folgt

/ dz sin(z) = L + 7é(k)
||
— / de sin(z) = 1+ |k|7d(k)
S —’
=0
— / de sin(z) = 1.
0

Beachtet man jetzt die Antisymmetrie des Sinus und fiithrt (cum grano salis) den Hauptwert
ein, was im Distributionssinne zuldssig ist!, so ergibt sich die Behauptung (B.35):

/0 " da sin(ka) = /0 " dy sin(y)

Mit den Resultaten (B.34) und (B.35) folgt nun unmittelbar (B.31):

0 . 0 0
/ dz ™ = / dz cos(kz) + i/ dz sin(kz)

o0 1 o0
= / dz cos(kz) + — / dz sin(kz)
0 1 Jo

(mit der Substitution 2 — —z)

lP

> g o=

B.3 Integrale iiber rationale und trigonometrische Funktio-
nen

Bei der Berechnung der Greenschen Funktion in Kapitel 3 treten Integrale der Typen

/OO Ak (kﬁlﬁ% e {0,2,4}, me {1,2) (B.37)
und ‘
/ dk: % ne{1,3), me{1,2}, (B.38)

auf. Dabei ist zu beachten, daf einige der im folgenden untersuchten Integrale eigentlich di-
vergieren. Dies Problem und wie die jetzt angegebenen Formeln in diesem Fall zu verstehen
sind wird in Kapitel 3 erortert (Seite 41). Im folgenden gelte stets ¢ > 0 und Re 8 > 0:

k
/ dk ;(;Sj_akg = % e [47,3.723.2] oder Residuensatz, (B.39)
/°° i k% cos(ak) _ _d_2 o J cos(ak)
o 52 + k2 da? o 52 ‘|‘k2
= —fre P, (B.40)

'Man erweitert damit héchstens den Definitionsbereich der betreflenden Distribution.
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0 4 4 0
/ i k* cos(ak) dar i cos(ak)
o 52 + k2 dat o 52 ‘|‘k2
Br e, (B.41)
o cos(ak) d /OO cos(ak)
dk ————— - dk
/—oo (52 + k2)° d(B?) Jooo  BEAR?
T emab
55 e % (1+ Ba), (B.42)
/°° i k% cos(ak) _d /OO i k% cos(ak)
oo (B2 4 K2) d(p?) Joo  BEAR?
T emeB (1 =
55 e % (1 — Ba), (B.43)
% k* cos(ak) d % k* cos(ak)
/ e = a0 / k=
oo (B2 4 K2) 5% Joeo B
—? e (3 = Ba), (B.44)
/_OO dk kﬁs%(c;l;) m e [47,3.723.3] oder Residuensatz, (B.45)
o i k? sin(ak) _d_2 °  k sin(ak)
—oo p% + k2 da? J_. B2+ k?
— %1 e7P, (B.46)
o k sin(ak) d /OO k sin(ak)
dk —————= - dk ————=
I i - a L e
47 —ap
55 e 7, (B.47)
% k3 sin(ak) d ok sin(ak)
/ dk ———— TN / dk —5—5~ 2
oo (BEHE?) R I B
—g e~ (=2 + af). (B.48)

B.4 Einige weitere Integrale

Hier sollen noch einige weitere Integrale berechnet werden, die bei der Graphenberechnung
benétigt werden. Als erstes bestimme ich

/ dee™” tanh(f) = 2/ dz e™* tanh(z)
0 2 0

Dabei gilt

= 28(1) - 1 [47,3.541.7).

[47,8.370],

(B.49)

(B.50)

elz) = 7 (B.51)
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also
6 = 5 |e-u(3)] (B.52)
2 2/ '
Mit
(1) = —v (Euler-Konstante [47, 8.368.1]), (B.53)
¢(%) — v —2log2  [47,8.366.2] (B.54)
erh&lt man
B(1) = log2, (B.55)
und somit
/OO dxz e”" tanh (g) = 2log2-1. (B.56)
0

Als nidchstes berechne ich

/ dee™” tanh(f)x = 4/ dz e™** tanh(x) z
0 2 0

d > .
= —4 @W:z{/o dz e tanh(ac)}
d

d 1
= 4= { ﬁ) - —} [47,3.541.7]
dpj=o U N2/
1 1
— 4 -g)+ =
{26()+4}
= —-23(1)-1. (B.57)
Mit der Definition der S-Funktion folgt (Gl. (B.50))
1 1
/ f— p— p— p—
g = 2 [ 2 ( )]
INE S
= 5 {F - 7} [47,8.366.8 und 8.366.9]
2
T
_ T B.
. (B.5%)
und somit
%] 2
/ dxz e”" tanh (E) v o= -1 (B.59)
: 2 6
Die nichsten drei Integrale sind leicht auszurechnen:
/ dee™ = 1, (B.60)
0
/ dre®z = T'(2)=1 [47,8.310], (B.61)
0

e 1
/ dee 2% = 2. (B.62)
0



B.4. EINIGE WEITERE INTEGRALE 189

Fiir das letzte noch zu berechnende Integral gilt:

/ dwe_%xtanh(f) = 2/ dz e”" tanh(z)
0 2 0

1

- 2[5(5) - 1] [47,3.541.7). (B.63)

Erneut verwendet man die Definition der g—Funktion,
1 1 3 1
i(3) = 3 W;) - %)]
1 T T
— {—7+ 5 —3log2+7 + 5 +3log?2 [47,8.366.4 und 8.366.5]

2
s
- B.64
27 ( )

und bekommt damit

/ dx e_%l’tanh(g) = m—2. (B.65)
0



Anhang C

Berechnung wichtiger Ausdriicke

Hier werden jetzt die bei der Graphenberechnung auftauchenden Ausdriicke Dgo) (mol, %o, qg),
Zo, D1(moL) und D(mol, Co,C3) berechnet.

C.1 Berechnung von Dgo)(moL,io,gg)

Die Definition von Dgo) (molL, &0, ¢) ist (vgl. GL (5.59))

[oe] 52

0 A~ e 1 272 _ %0 A2 22 s 7>

Dg )(moL,wo,qb) = du —= e70 T o~ E e AT AT Gl o7
0 Vu

reZ"!
] 32 $— T 2
- / du % etk Ly o~
0 u (dru)"2 D1
el
Poissonsche Summenformel, vgl. auch Gl. (3.65
g
2 2\
B /OO du 1 e—mgL2u e_i_g 1 Z e_ (2774 )
- T Y T D1 “
0 Vu (47u) 7 rezb
o 1 272 &3 1 __&
= du — e_mOL YeTdu — — e T6r2u
/0 Vu (47Tu)%
0
— o0,
'] —‘;——ﬁ :
+ du ! el o= Z/ e : 4u) (C.1)
m =
0 (4mu) 2 Feg Pl
0
— o0
Da
e D-1
rg D-1 ¢ 11
- — -, = C.2
(bE[ ﬂ-vﬂ-] = 2ﬂ_€|: 272:| ( )

gilt, folgt fiir 7 € ZP~1\ {0} stets % — 7 # 0, so daB bei DgOJ)B keine Divergenzen fiir v — 0
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auftreten. In der Tat gilt sogar

+ 2
(0) 00 e—mgL2u 22 , B (fﬁ—r—ﬁ)
Dyp = du o1 p ¢ ™ Z e
0 (477) 2 U2 ﬁEZD_l
%) e—m2L2u , (“é—ﬁ)2
< / du —5 e 1
0 (47T)T Uz aezP!
o] e—m2L2u _ﬁ , B (%—r—ﬁ)2—cg
= / du D1 ) e 4u e 4u
0 (477) 2 Y2 ﬁEZD_l
o0 —m2L2u 2 i_n _c2
c, 1 (277 ) 0
= / du Ob e_& 0 / e 4, (CS)
0 (477) 2 U2 Feg P!
= f(,u)

- , ) )
(% — ﬁ) > 2 >0 Vo € [-m, 7P L i e zP1\{0}.

f(qg, u) ist als Funktion von ¢ und u stetig und beschriankt fiir ((E, u) € [—m, 7P~ x [0, oo
Daher gilt:

o0 62
‘Dgog‘ < Const./ du e”™0 L7 o7y
0 1
2 (—9 ) g L 47,3.471.9
= 1. i . .
cons 4m(2)L2 1(Com0 ) [ ) ]
1
= t. K L
cons il 1(comoL)
e—COT)’LoL
= 0 : [47,8.451.6]. (C.4)
(moL)2

Fiir Dgozl findet man

I
P
N
3
e —
W]
M‘I
=
~ onia
§ +
N
N ﬁw‘&’\’l
—~
[ V)
+
—
e
Wl
=
—_
|
|ty
3
~
=>
ow
_'_
e
©-y
5%
=
=~
bl
e
-
—_
L

(C.5)
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Insgesamt folgt

. 52
Dgo)(moL7i07¢) = b1 5 /%5 + (E)

C.2 Berechnung von 7

Zy wurde in Gl. (5.108) definiert:

o = / du N e (C.7)

0 _
reZ"!

Um die Divergenzen in diesem Ausdruck zu isolieren, stellt man zuerst das Verhalten des
Integranden fiir « — 0 mit Hilfe der Poissonschen Summenformel fest:

1 4222 _Ar222
E e47rnu: E e47rnu_1

reZ"” " ieZ"™!
r D-1
_ Z e—47r2n2u] 1
LneZ
r 1 ) D-1
N (47Tu)% Z G_U] !
o neZ
1 2
(dmwu) 2 P
1
~ D_1 (C.Q)

Daher spaltet man folgendermaflen die Divergenz ab:

ZO :/ du
0

Mit D = 3 — ¢ ergibt das, da das erste Integral nach Konstruktion fiir £ = 0 endlich ist:

ZO = / du
0

/ . 1
> eI (1 — ) ——5

Geg P! (dru)"2

1
1
0 (dru)"2

Z/ e—47r2ﬁ2u B 0(1 — u)

4y

! 1
+ /0 du g +006). (G

2

ieZ’
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Fiir das zweite Integral berechnet man

1 e
/ du L = = (4n )2 / duuz™!
0 (4ﬂ'u)1_5 47 0

= — {1—|—% log(47) 4+ O(e?)

1 log(4
_ L log(dm)

Sy T O(e). (C.12)

Fiir ZO70 gllt

1
ZO70 = / du
0

Hier gilt jetzt fiir das zweite Integral

" —ar?i2y 1 - " —ar?i2y
S e —m]—l—/lduz:e ()

ieZ’ ieZ’

—4n%7?

> T _4n272y _ re

ieZ’ ieZ’
Fiir das erste Integral in Gl. (C.13) hat man mit Gl. (C.8)

1 1
' o 1
d —4r?7%u _ — / d

ez’ ez’
1 /OO dzx b a2, 1
= —_— —_— e 4 — 17 Tr = —
dr J1 =z ) U
ieZ
1 / dy _ 72
:EZ ﬁ2?ey_17 y:I$
reZ” "
1 ' i’
- =3 F(O,I) 1 [47,8.350.2]
T
reZ’
1 ro il
- —— 3 El(— T) ~ 1 [47,8.359.1].
T
ez’
(C.15)
Insgesamt ergibt sich also
1 , =2 , e—47r2ﬁ2
ZO70 = —E Z El(— I) -1+ Z W (C16)
ieZ’ ieZ’
Mit Gl. (5.269) gilt jetzt
7y 1
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und mit dem Resultat aus Gl. (5.279) folgt

1
1 T2 Y
ZO,O = — log {7} + -
27 (1) A4
= —0.272962230(1). (C.18)

~ ist die Euler-Konstante. Zusammenfassend bekommt man fiir Zy:
1 log(4m
Zo = bt Zoo+ BUD 4 o), (C.19)
e 4r

C.3 Berechnung von Dy(myL)

Nach Gl. (5.109) gilt:

3 222

Dy(mol) = /0 du ™73 Z e ATy, (C.20)
ez

Wie bei Zj stellt man zunédchst das Verhalten des Integranden fiir v — 0 mit Hilfe der
Poissonschen Summenformel fest:

4272 1 _a?
E e 4ren ey — —— E e 4a

reZ" ™t

~ —. (C.21)
Daher geht man im weiteren wie folgt vor:

Dl(mOL) = / du [e—%mgL2u Z e_47r2ﬁ2u B 0(1 _ u) %]
0

i (dru)"2

1
0 (Amu) 2

Nach Konstruktion existiert das erste Integral fiir D = 3 (¢ = 0); das letzte Integral trat
bereits bei der Bestimmung von Zy auf (vgl. Gl. (C.12)), also hat man

o _ 3,272 4222 0(1—u) 1 10g(4ﬂ')
D T — d mgLeu 4w - )
1(m0 ) /0 B [e o %2 ¢ dru + 2re T 47 T O(g)
e
=: Dlyo(moL)
(C.23)

Nun zur Berechnung von Dy o(moL):

- ” (1 —
Dy o(mol) = / du le_%mgL2“ Z 4t M]
0

4y
ieZ’
= 0 + 92, (C24)



C.3. BERECHNUNG VON D, 195

1 2
1
. d L2 E —4r%n2u - 9
o /0 ! le o [ ¢ dmu (€.25)

nef
und
> 2 2,2 2
g2 = / du e~ ma 1w [Z e_4”n“]. (C.26)
! neZ
g1 und gs werden einzeln untersucht:

00 2
gy = / du e—%mgL2u |: E e—47r2n2u :|
1

ned
auf [1, co[ beschrankt

> 2
< Const./ dy e~ 1MoL
1

_3 2L2
e" 10
- O(W)' (C.27)

/1 p ——m0L2 1 Z _Zi_2 1
= U — e tu — ——
an 0 dru dru

reZ’
1 ——m 212y 1 —2m212y
e 0 -1 e 1Mo ' 2

= dy ——— + dy —— e 4u C.28
/0 dru 0 dru Z ( )

- 2

ReEL

S 911
91,2

Unter Beachtung von Gl. (5.26) bei der Berechnung von {_{ ) kann man gy wie folgt

abschitzen:
L e miLiu 1 72
Jio = / dy —————— ™ 4u {4—|— e_ﬁ}
' 0 47u

beschrankt auf [0,1]

3 20

1 e” 1 mOL L

< const. dy ——— e 1
0 U

3
= const. Ky (g m0L> [47,3.471.9]

moL

BT,
e~ 2 Mo
= 0(7) [47,8.451.6]. (C.29)
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Es bleibt ¢;,1 zu berechnen:

1 1 e—%mg[?u -1
g = — [ du ———
47 Jo U
3 272

1 smgL -t _ 1 3

= —/4 dt < ) t="miL*u
47 Jo i 4
1 1 -t _ 1 1 §m8L2 -t _1

:—/dte +—/4 dt
47 Jo i 7 )y i
Lot et -1 1 [Emel? et log (2 miL?)

= — dt — dt — — =42 077 (.30
47 /0 i + 47 /1 i 47 ( )

Dies 148t sich nun durch die Gammafunktion bzw. die unvollstindige Gammafunktion aus-
driicken [47,8.350.2]:

1 1 —t_1 1 3
g11 = —— dt + I[F(O,l)—F(O,;m%LZ)] -

47 Jy i T

log (5 mL?)

4

(C.31)

Das erste Integral kann man mit einer analytischen Fortsetzung wie folgt auswerten:
1 [t oet—1 L[/ et—1
— dt = — / dt
ar Jo t ar | Jo = 1.2

1 r 1 1
= — /dttz_le_t — / dttZ—l]
am | Jo 0 lz=0

(analytische Fortsetzung fiir Re(z)> 0)

_ ﬁ I(z) = T(z1) — ;] .
= e - ﬂ - S T(0,1), (C.32)

Dabei beachte man, dafl die unvollstindige Gammafunktion I'(a, ) stetig beziiglich des
ersten Arguments ist [47, 8.350.2]. Mit

1
['(z) = STt O(z) (C.33)
gilt also
Lot et -1 ¥ 1
— dt = —— — —I'(0,1). .34
477/0 t Ar Ar (0,1) (C.34)
Wegen
—_ 3 ;272
3 22\ _ e+
r(o,2mir?) = O(W) [47,8.357) (C.35)

findet man

1 3 e—%mgL2
_ v D979
gi1 = Tr [’Y + log (4 myL )] + 0(7) . (C.36)

272
mgL
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Damit bekommt man fiir Dy o(molL)

1 3 e % moL
Dio(mol) = —— [7 + log (Z mgﬁ)] v 0(7) (C.37)

und fiir Dy (mol):

Ditmol) = —— + 1 og(m) =4 1o (3m2L) yofer + 0(e)
1o - 2me 4w | & & 0 molL
- V3
1 1 3miL* e % mol
- o e ()] +O(TOL) +06)
VR
1 1 3 e” 2 Mo
- - = 21 L ——
2re  4rm ’y—l—log( ) + 2 log(mo )] + O( molL ) +06)
1 1 1 3
= e o7 loslmol) — 7 [7“ o (157 )]
e——\2£m0L

C.4 Berechnung von D (myL,Cy, Cy)

Man hat nach Gl. (5.110):
o CO + CQU2 > —(14v?) m2L%u —47r2ﬁ2u
D (m0L7CO702) — /_OO dvm /0 due ( ) 0 z; 1 e
REL™ ™
(C.39)

Fiir das u-Integral gilt offenbar, man vergleiche die Form von D;(mglL) in Gl. (C.20),

/Oodue—(”“Q)mgm Yoo et o Dl(%\/l—l-vzmol/)- (C.40)
0

reZ" "

Daher ergibt sich mit dem Resultat von Dy(moL) (vgl. Gl. (C.38))

= Cyv? 2
D (moL, Co,Ca) = / dv COJF—QUDI(%\/HW mol)

oo 4vt 4+ 502 41

/OO Co + Cyv?
dy ——
4vt 4+ 502 41

X{;Tg_ﬁ ( \/1+v2m0L)——[7+10g(16ﬂ_)]}
+ Korr + O(e), (C.41)
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wobei fiir die Korrektur Korr gilt:

%) 2 —V/ 1442 moL
Korr := / dv Co+ Cho O ¢
4vt + 5vZ 4+ 1 (

-0 V14 v? moL)%
o] CO + 02U2 e—moL
<
= /_Oodv4v4—|—5v2—|—1 O( oL,
e—moL
- o(5—): (C.42)
moL
Somit
_ CO CO Co 3 2
D (mol,Co,Cy) = 5re o7 log(mol) — = ['y + log (1677) + 2 log (ﬁ)]
= log (45)
_ay o<ﬂ> + 0 (C.43)
4 molL ' '
wobei
o Co + Cov?
= dv ————— A4
Co /_oo oty et 41 (C.44)
o o Co + Cyv? 9
Ci = /_Oodv4v4+5v2+1log(1—|—v). (C.45)
Zusammengefafit hat man damit
. Co Co CO
D (moL,Cy,Cy) = 3re ~ 3r log(moL) — . [v — log(47)]
Cy e~moL

C.5 Bestimmung von A;(mgL)

Mit der Definition von A;(moL) in Gl (5.120) bekommt man:

3 3
Al(moL) = gZO - ZDl(moL) + 8_7TD(mOL7170)
R A A ]
N [8 4+87TCO ]2775
3 log(4~)
+ 3 [Zo,o—l- = ]
|5 ostmod) - - [y tos ()]
T 3|7 g leslmel) g [y rlee (57
9 C((Jl) (()1) C{l)
+ o |2 togtmat) - Ly —toglam) -

+ o(ﬂ> + 0(e). (C.47)
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Dabei gilt
ORI L
Coo = /_Oodv At + 502+ 1
= % (C.48)
0 1 1 2
e [T gyt
vt 4+ 502 +1
= 0.246684213(1). (C.49)
Also folgt
Ai1(moL) = o 5 [277 log(moL) + 47* Zgo — 47 log(2) + 7 + 27 log3 — 3C{1)]
—T)’LoL
+0(z) + 0
9y 3¢l
= 21 L) + 47 Z, 1 -
[ og(mo +7Too+7+0g(16) 77]
—T)’LoL
“oGme) o
—T)’LoL
= —— log(moL) + O. + O<7> + O(e), (C.50)
16 moL
mit
3 3 9 9 (1)
c = o= T a5z log(—) —
© g 700t 3 +3277 Og(m) 272 1
- —0.109335241( ). (C.51)

C.6 Bestimmung von Ay(mgL)

Mit der Form von D (mgL,Cy, C3) aus Gl. (C.43) hat man, wobei A3(mglL) in Gl. (5.120)

definiert worden ist,

As(mol) = %Dl(moL) + %D(moL,—&—S)
= -% + %C((f): 2175
+ % + %Céz) [— - log(moL)]
b ] (- )+ e (55s)
(2) (2) —-m
_ io_; (%) _ gl_; o(em;D +0(e)
Dabei gelten folgende Definitionen:
00 _a 2,2
SR B e
3

(C.53)
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und
2) > —3 — 3v? 9
C; = /_Oodv—4v4+5v2+1log(1—|—v)
= —3.821418615(1), (C.54)
so dafl man
3 2y ¢V e=mol
= -/42,6

bekommt. Numerisch gilt
Az = 0.065568591(1). (C.56)

Die numerischen Bestimmungen in diesem Anhang wurden mit dem Programm Maple
durchgefiihrt.
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Anhang D

Bestimmung der Konstanten Zﬁ

Es soll hier die Grofie

e “ o i—> 1)

(vgl. GL. (5.88)) berechnet werden. Zunichst substituiere ich

- 9
5= .- (D.2)

Das ergibt

/d%ﬁ/ dac/ dy A (D.3)

2+ o)
Folgende Substitution erweist sich nun als vorteilhaft (¢ ist hier nicht das Fehlerintegral):

® 1 [0,00[x [0,00] — U
(z,y) = (Ls)=(v+y,z—y), (D.4)
mit
U = {(t,s)€|R2| t>0, |s|gt} (D.5)

(vgl. auch Abbildung D.1). ® ist eine umkehrbar stetig differenzierbare Abbildung mit der
zugehorigen Umkehrabbildung

o' U — [0,00] x [0, 00]
(t,s) (x,y):%(t—l—s,t—s). (D.6)

Die Funktionalmatrix berechnet sich zu
d(z,y) 1/1 1
= = D.
(i, s) 3 L1 -1 ) (D7)
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Abbildung D.1: Die Bildmenge U der Abbildung &

so dafl man als Betrag der Funktionaldeterminante

0(z,y) !
= D.
‘a(t,s) > (D-8)
bekommt. Mit dieser Substitution ergibt sich fiir Z:
2415 |2
7z = /dqu/dtds%eii
v 2 +15]°
1 e—3V+|6 [
:§/d2¢/dt/ds —
3 {t2+|q3'|2}2
1 3V 2462
= - /d%/ a2t S—
2 9 - 913
t +1o] }
1 \/u-l-|<l_5‘|2
= - /d2q§/ du < — u =t (D.9)
2 2 2
U+| q
Es gilt nun folgender Zusammenhang:
0 e—aVutlé 2 2 - N o o
[at—— = = e - ad)], az0.13)>0
o [wtlgfi 19l
(D.10)

Diese Gleichung wird spiter bewiesen, zuerst berechne ich damit 7 :
) Vutld
Zg = 3 /d ¢ / du
w16 }
_ L /d% = [e—3l¢| + 315| Ei( - 3(31)]. (D.11)

N | —

[\
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Fiihrt man Polarkoordinaten fiir die ¢—Integration ein, erhdlt man
Zz = 277/0 do {6_3(‘5 + 36 Fi( — 3¢)}

{343 [ wom-af =

0

Il
pO
5

_ {1 - @} [47,6.223]
3 2
27 1
- )=
)
T
= —. D.12
" (.12
Jetzt zum Beweis der Formel (D.10). Ich definiere
00 e—a\/u—|—¢2
fla, ) = / duy ——— | a>0, ¢>0. (D.13)
o " [t ot
Durch Differentiation unter dem Integral erhdlt man
82]0 %) p e—a«/u-l—(b?
7oz @) = o Vai
— _g e—a\/u—|—¢2
a
0
2
= S, D.14
. (.11
Durch Integrieren sieht man also
of C 2 g _— .
8—((1, o) = da — e + F(¢), F(¢) beliebige Funktion
a o @
—ad et
= 2Ei(—a¢) + F(9¢). (D.15)
Zur Bestimmung von F(¢) rechnet man wie folgt:
8f %) e—a\/u—|—¢2
%(%Cb) = - /0 du Tut ot (D.16)
also
o7 1 Ood eV
%( 9 = — /0 e
-0 et
- —2/_¢ dit 5, t = —/ut o

= 2Fi(—¢). (D.17)
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Damit schlieft man also

F =0 (D.18)
und
0
9 (0,0) = 2Bi(-a0). (D.19)
Eine erneute Integration ergibt
fla,9) = 2 /a da Ei(—a¢) + H(¢), H (¢) beliebige Funktion
0
= 2aEi(-a¢) + 2 % + H(3) [47,6.221]
. 1 —e
= 2aFEi(—a¢) — 2 5 + H(¢). (D.20)
Zur Bestimmung von H (¢) berechnet man einerseits
I — Fi Ly
lim f(a,¢) = ;_%{2@ i(—a¢) — 2—— 7 (¢)}
— H(9), (D.21)
denn
Ei(—ag) Nolog(a) + O(a") [61,3.1.5]. (D.22)
Andererseits gilt aber nach Definition von f(a, ¢):
&0 1
li = dy ——
al—%f(a’ ?) /o ! [+ ¢?]2
.2 "
[u+¢77 |,
2
3 (D.23)
Insgesamt folgt daher
2
H = - D.
(9) 3 (D.24)
und somit
e—a?
fla,9) = 2aFi(-a¢) + 2 —
= 2 (e 4 g Ei(—ag). (D.25)

¢

Mit |q§| an Stelle von ¢ ist das gerade die Behauptung (D.10).



Anhang E

Divergenzireiheit der Terme 1C4
und IC7

Am Beispiel des Terms IC7 soll hier die Divergenzfreiheit der Beitrdge IC4 und IC7 zum
Graphen IC fiir D = 3 Dimensionen skizziert werden. Die Uberlegungen verlaufen fiir 1C4
ganz analog. Fiir IC7 gilt nun (vgl. GL. (5.247))

IC7 = 3 md L* ( L)E/ A9 Oodx /Ood tanh (22 zg)
= 490 0 Ho S emDb-1 | 0 . Yo 3 o

X tanh(%% yo) D(¢, moL) (zo| 1) (1] yo) Dioue(®, moL@oWO)}- (E.1)

Es folgt jetzt (vgl. Gl (5.241), (5.243) mit Ausfiihren der Reihe analog zu Gl. (5.239)
sowie die Gln. (5.358) — (5.363))

Digmol) = (477)2% (1277?;&2)% K¥(§ mOL@D’ (E:2)
Dot (@, moLL, 20, yo) = /OO du/oo dk (wo| k) (k] o) i o (Hpmii
0 —oo (Aru)~ 2
40 (%) , (E.3)
ol ) () = o b (Bl

+ C(w0,50) K + D(wo,0) k + Ezo,0) - (B4)

Damit geht man schematisch folgendermafBlen weiter vor. Das k—Integral in Dy, wird
mittels Partialbruchzerlegung der Terme
kl
4kt 4 5m(2)k2 + mg ’

le€{0,1,2,3}

und [72b, (15) S. 15, (26) S.74] gelost. Nach ldngerer Rechnung erhélt man:
o] _ K2 272 (zg— )2
Sz molfu myg T _ (z0—w0
/_oo Ak {zol Ry (Kl go) e 70 - o {\/W ¢t R} (E5)
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T 1 1
R = ——¢—= Fl(ag, - —— (o,
2 {Smg (960 yo) Sm(z) (960 yo)

. 1 1
— sign(zo — o) {3im3 D(zo,y0) — Simo B(xo, yo)} }
0

X {emgLZ)“ {e_m()'xo_%' Erfc(moL\/__ |§3;7u2|)
_ m0|xo yo'Erfc(moL\/_—|— |9;(;:\/1/3|)}

mgL2 mg | | m Lﬁ |l’ Y |
N e R P 0 _ [mo—%
e {e Erfe 5 Tzl

_ o2 |zo—yol Erfc(mogﬁ + |§337u2|)} }

3 1 . 1 =~
+ 3 F{m C(z0,y0) — sign(zo — yo) 3imo B(xo, yo)}

272
mo L mo | I _
—2—u |5 [zo—vol moLVu _ |wo—yol
X e 4 {e 2 Erfc( 5 Tz

+ o F ol e (ol /E 4 Lol | (E.6)

und

Erfe(z) =

oI5 15

{1 - @(2)}
{1 - % /0 et dt} (E.7)
1 e
z :oo 5 z
® ist hier das Fehlerintegral. Vom Ausdruck R iiberlegt man sich, daf er fiir z¢,yo € R,
u € R2° beschrinkt ist, so daf man letztlich

(E.8)

(20 =)
@{ _ T i —|—const.} (E.9)

0 b m3Lr
‘/_Oo dk (xo| k) (k| yo) e ™0 - 2 um3L?

bekommt. Hiermit 148t sich Dy,,; insgesamt abschdtzen:

_ 2L2 =2
- mo oo e R
‘Dkont(¢7 m0L7 Lo, yO)‘ S 2_ / du — b= © Ler2u
T Jo (Aru)~ 2

T _ (=0 —2210)2 4 ;
X 4L%u const.
um0L2

¢’ ($0—90)2)>¥

1
- £. (
cons (moL 672 T 4z

X I(¥ (2 ¢ + (zo LZ/O) mOL)

1672

72 3=D

¢ 4 - 1 g
(E.10)
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Fiir D = 3 gilt also

Dkont (57 m0L7 L0, yO) S const. I(O (Tr;grL |$|) + const.

denn

(2) = Ki() = \/ge—z [47,8.469.3). (E.12)

Mit diesem Ergebnis 148t sich IC7 jetzt abschétzen:

d2 o] o) i .
1C7] < const. /[ Pﬁ dao | dyo{|<xo| 1) (1] o)l Ko(£2 moL13])

(o )+ LT

VE? + (22)°
O<e—00m0L
ro(sy
maL?

—comols
.+.+-+O< 2L2>7 (E.13)

i Lo om

x o (L2 mol |5]) K3 (L |<z3'|)}

const. [/_Z dxg mr / (Z:)bz Ko(){; m L|¢|) [(g( WL |</§|)

< const. /OO do ¢ Ko(g molL Cb) K (ngrL ¢)
< s (E.14)

IA

mit

= Const./
[_7r77r]

IA

da Ko(z) fiir = — oo exponentiell gegen 0 geht.
Weiter rechnet man

= const. / d2¢ / dﬂCo/ dyo{ [(zo| 1) (1] yo)| Ko( m0L|q§|)
SNEsy +<w>2}
VE? + (272)°

x Ko( %L |5]) ©

—moL ¢

<o (b= (E.15)
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Schlieilich gilt noch

IA

IA

<

d2 o] o) i .
const. /[ 12ﬁ dao | dyo{|<xo|1> (L o)l Ko mol|31)

e=2mol (%)ﬁ(—%z%f}
(3:)° + (p)°

o0 A o0 o0 1 .
t. d d d Ko Y2 molL
o /0 00 /_oo ro /_Oo vo {COSh(mO zo) cosh (%2 yo) 0( o (b)
N o 3
o—2mol /6% + (ozw0) q@— 17)
¢2 (l’o Yo )2 ’ 27

const. /_Z dxg m /000 dqg {qﬁ I(O(\/_ mol (b)

/OO 1 e—2moL v/ 92 42 }
X

d =
oo Y cosh(%2 (zo — Ly)) % + y?

(mit y = 2=~ yo)

0o 1 e—QTnoL\/dA62 + 42
const. /_ d$0 M / dgb / dy Qb Iﬁo( moL Qb) <£2 n y2

o0

Const./ dﬁ/ dr r? sinﬁKo(g moLrsinﬁ) ¢
0 0

—2molLr
2
(mit y = r cos?, ¢ =r sind)
const. / dd / dr sinﬁKo(g moL rsin 19) e—2moLr
0 0

00, (E.16)

denn es gilt |Ko(z) /2| < const. aufgrund des Verhaltens von K fiir kleine z (wie log z)
und fiir grofe z (exponentieller Abfall). Insgesamt folgt die Endlichkeit von IC7 in drei
Dimensionen.



Anhang F

Berechnung von numerischen
Konstanten

In diesem Anhang sollen einige numerische Konstanten, die bei der Auswertung des Graphen

.@, auftreten, bestimmt werden.

F.1 Bestimmung von Ry

Die Definition von Rs ist (Gl. (5.289))
Rs = - /ﬁl2</B C2(9) KO(§|QB|)7 (F.1)

mit (Gln. (5.268), (5.264))

- 52 1 e 1 7244 - ~
GO = fs- e Y o [—"j <¢-ﬁ>2+2¢2]

, 8men n
nel
, e—47r2ﬁ2
72
- Z r (7T ¢)°. (F.2)
reZ’
Da C homogen vom Grad zwei ist, folgt mit der Substitution? qu g )
28 3
Ry = 9” Zy, (F.3)
wobei
Zo = [ #0003 Kol (k.4

definiert wird. Man erkennt, dafl zu Zy nur zwei verschiedene Integraltypen beitragen. Zum
einen hat man ndmlich

7 = / ¢ 32 Ko(|3))

— 27 [ 06 Kalo)
0
= 25.13274124(1). (F.5)

L& ist ein zweidimensionaler Vektor.
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Zum anderen tritt
7= [#o@ 1) Kalld). (.6)

auf. Wihlt man das ¢—Koordinatensystem so, dafl @@ ldngs der ¢; —Achse liegt, so kann man
wie folgt Polarkoordinaten ¢ = |¢| und ¢ einfiihren:

1 = ¢cosp,
$2 = ¢sine. (F.7)

Damit erhalt man:

2 0
J = / do / do |7 |* ¢ Ko(¢) cos’e
0 0

= |i’~ I. (F.8)
Daher ergibt sich fiir Z,:
72
1 1 e 4 9
Z, = I{—647T3 - = 22 |- @+ +2
el
1 o 272
- % > e } (F.9)
reZ’

Es treten also folgende Reihentypen auf:

R, = Z/ e”
Z2

e
= 11.56637061(1), (F.10)

2

u;|§t

[N

S

re

.

RB =

(]

=3
ieZ’
—  5.37677745(1), (F.11)

Rc = Z/ 6_47r2ﬁ2
ieZ’
= 0.286286629(1) - 1071°. (F.12)

Hiermit bekommt man:

1 1 1 1
Z(b — I{ —I_ RA_ 3(2_477)RB__R0}

6473 3272 32r 87
= 2.37217838(4). (F.13)
Das liefert fiir Rs:
28 3
Ry = ; Zy

= 2092.157690(3). (F.14)
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F.2 Bestimmung von 7

Es gilt nach Gl. (5.312):

1 o 5 o0 V(1 + 02)3
Ty = — [ @¢ Kol / d
0 472 / ¢ Ko (27r |¢|) oo Y (4v* + 5v2 4 1) sinh?(7v)
1 0 [ole] U4(1 + U2)3
= — dé & Kol == / d
27 /0 $¢ 0(27r Cb) —eo Y (4v4 4 502 + 1) sinh?(7v)
=4r?

= o [ vt )
oo (4024 1) sinh?(7v)

= 0.110164577(1). (F.15)

F.3 Bestimmung von T}

Ty ist in Gl (5.314) definiert. Man rechnet:

- [ 1 - 1
T, = /d%/ dv ——log|¢|—|——log\/1—|—v2—|—%
oo 272 272 T

vi(1 4 v?)3 .
X Kol 2
(40* + 502 + 1) sinh?(7v) 0(2” |¢|)

B 27 [ L ~ Cir ] .. R oo 1}4(1—|—v2)2
- /d (b{ 272 log |¢] + T }KO(?” |¢|) /_OO dv (402 4+ 1) sinhz(ﬂv)
27 77 (111 - 1 2 vl +0?)?
+ /d ¢I§0(27r |q§|) /_OO dv 2 log (1 + v?) (1027 1) SinhZ(ﬂ'U) . (F.16)

Fiir die ¢p—Integration fiihrt man Polarkoordinaten ein:

B oo 1 i o] U4(1—|—U2)2
Tl = /0 d(b(b{ - ; 10g¢ + QCKL}KO(% (b) /_OO dv (41]2 n 1) Sinhz(ﬂ'v)

i 00 (1 o] 5 U4(1—|—U2)2
+ 5 /0 de Mo(% ¢) /_Oodv log (1 4 v?) (1021 1) sinh2(m0)

oo 1 ) o0 vi(1 4 v?)?
= 4 2/ d {——1 2 2 }I& / d
g 0 v T og(272) + 2Ca [ Kole) —eo Y (4v2 + 1) sinh?(rwv)

o) o] 4 1—|—U2)2
P de o K, dv log (1 + v2 v
+ 77/0 z x Ko(z) /_Oo v log (1+v7) (402 + 1) sinh?(m0)

(2= 32). ) (F.17)

Mit unbestimmter partieller Integration und
/dwao(x) = —zKy(z) [61,5.7.9] (F.18)

(auf einen Vorzeichenfehler in [47, 5.56.2] diesen Zusammenhang betreffend sei an dieser
Stelle hingewiesen)
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ergibt sich
1
/dw xlog(z) Ko(z) = —ualog(a) Ki(z) + /dQC x Ki(z) -
T

o0

= —zlog(az) Ki(z) + / dz Ky(z)

— 00

= —2log(e) K1(2) — Ko(z)  [47,5.56.1].  (F.19)

Damit folgt

z—0

= log2 — ~, (F.20)

/oOO dz x log(z) Ko(z) = lim {96 log(x) Ky(x) + KO(QC)}

und man erhilt

T, = 4x? { 1 / dz z log(z) Ko(z) + |2Cxy, — 1 10g(277)} / dx v Ko(x) }
T Jo ® 0

N———
=log2—~ =1

X /OO dv U4(1 +U2)2
oo (4024 1) sinh?(7v)

00 4 1—|—U2)2
2 v Tog (1 + v?) —
+ 27 /_Oo v Og( + v ) (4U2 + 1) SinhQ(ﬂ'v)

%] U4 1+ U2 2
- { — 4 log(4m) +dmy + 87 CKL} / w0 (4v? —I—(l) sinh)z(ﬂv)

%) 4 1—|—U2)2
2 v log (1 + v?) —"
+ 27 /_Oo v Og( + v ) (4U2‘|‘1) SinhQ(ﬂ'v)
= —0.258821581(1). (F.21)

F.4 Bestimmung von 75

Mit Gl. (5.316) hat man:

o= [ | d”{{ Jlos (7 82))" = 2 o (1) + i
SR }

(41}4 +5v2 4 1) sinhQ(mJ)

= 2 dqﬁqﬁ dv logqb - % log ¢ log (1 + v*)
47

CKL

0g ¢

{log(l—l—v )r —

(1 v (1+U )?
X Ko(ﬁ (b) (4v2 4+ 1) sinh?(7v) } (¥-22)

L (142 + c}
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Dies 148t sich in ¢— und v—Integrale faktorisieren, und man erhilt drei Summanden:

T, = 2x /Oood¢¢{4—7172 [logqﬁr _ G log ¢ + CﬁL}Ko(icb)

T
y /oo " U4(1 —|—U2)2
oo (4024 1) sinh?(7v)

+or /Oood¢¢{_ 4—7172 log ¢ + C;I;L}Ko(%@

o0 41 4 p2)2
></ dv log (14 v?) vt v

o (4v2 + 1) sinh? (7o)
1 00 e o] 5 2 U4(1 + U2)2
+8_ﬂ- /0 d¢ ¢I§O(2ﬂ. ¢) /_OO dv |:10g (1+U ):| (4U2+ 1) Sinh2(ﬂ-v)
= 0.24636505(1). (F.23)

F.5 Bestimmung von 7j

Die Definition von 75 ist (Gl. (5.318))

_ 1 - . _ - 0 U4(1 —|—U2)2
I = T /d2¢ C3(9) KO(% |¢|) /_Oo dv (4v 4+ 502 + 1) sinh?(7v) (¥-24)

Substituiert man ¢ = o ¢ und beachtet die Definition (F.4) von Z; sowie das Resultat
(F.13), dann ergibt sich

T3 — 247732 /OO dv U4(1+U2)2
i —oo (4v1 4+ 502 + 1) sinh?(7v)

13.24127(1). (F.25)

F.6 Bestimmung von V)

Durch Einfiihren von Polarkoordinaten bei der ¢-Integration ergibt sich aus der Defi-
nition (5.329) von V;

1 - [ o0 14 02 4 p2)? 4o 4
i = T /dz(b / dvy / dvy T ( 2+ vr + Ui) (01 2+ v2) (‘Ul _ v2)
(2m) —oo —co (4vf + bv{ + 1)(4v5 + bvy + 1) sinh” (7 (v1 + v2))

X Ko(% 1+ v} |<5|) Ko(% L+ vj Iél) }

_ L /Oo do /Oo o (L+of +v3)* (01 + v2) (01 — v2)"
o S (4vt 4+ 5v? + 1) (4vd 4 502 4 1) sinh? (7 (vy + v2))

x/()oodqbqbl(o(% 1+vf¢)1(0(% 1+v§¢)}. (F.26)

Da der Integrand symmetrisch bzgl. der Vertauschung von vy und vy und bzgl. der Trans-

formation
v — —0

Vg — —U2
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ist, kann man schematisch wie folgt vorgehen:

00 00 00 00 00 0
/ dv1 / dU2 . = 2 / dv1 / dU2 e+ 2 / dv1 / dU2 e
—00 —00 0 0 0 —00
o] U1 o] 0
= 4 / dv1 / dU2 e+ 4 / dv1 / dU2 e
0 0 0 —v

o0 V1
0 —U
Damit erhdlt man

Vi = 2 /00 dv /U1 dv (14 vf + 03)" (01 + v2)* (01 — va)’
! T Jo ! —u : (4v? + 507 + 1) (4vd + 502 + 1) sinh? (7 (vy + v2))

></Ooodq§q§K0(% 1—|—v%q§)Ko(% 1+v§¢)}. (F.28)

\/1—|—v% < \/1—|—vf, (F.29)

so daf sich mit Hilfe von [47, 6.576.4] (oder auch [72¢, (49) S. 145] bzw. [72a, (36) S. 93])
das ¢—Integral ausrechnen 148t:

0 v 2 4 4
vo= 2 / dv, / " doy 1 (L vi + v3) (v + va) (v1 — va)
™ Jo —uy (4vf

Es gilt jetzt stets

+ 50% + 1) (4v§ + 502 + 1) sinh? (7 (vy + v2))

72 14 v2
X T2F<1,1;2;1— +U§> . (F.30)
14 vg 14 vy

Dabei ist F(1,1;2;z) eine hypergeometrische Funktion [47, 9.100]. Bei dieser speziellen
Parameterkonstellation gilt

= (k1?2 zk
F(1,1;22) = 14 Y -
— (k+1)! k
<k
z
- 1+ Z
k1
1 o= zFH1
= 1+ -
T z ;k—l—l
1 o= 2F
= 14+-> =
z = k
1
= 1+ {—log(l —z) -z (z.B. [59, GL. (62.10)])
1
= —— log(l - z). (F.31)
z

Das liefert somit fiir V7:

Vi = —A4rx /OO dvy /U1 dvy (1 + U% + v%)Q(vl + U2)4(‘U1 ; U2)4
0 —, (4vf + 5vf 4 1)(4v] + 505 4 1) sinh? (7 (vy + v2))

1 14 v2
] 2 F.32
Xv%—v% Og(l—l—v%)}’ ( )
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was sich zu

> Y1 14+ v%

Vi = —4 d d 1
e [T [ s ()
2 22 3 3
(L4 vf +v3) (01 +v2) " (v1 — v2)
2 2 2 2 - 12 (F.33)

(4vi + 1) (vi 4+ 1)(4v3 + 1) (v3 + 1) sinh? (7 (v1 + v2))
vereinfachen 148t. Mit der Substitution

X

&' U — [0,00[ % [0,00]

(vi,v9) +—  (t,s) = (v1 4 vg,v1 — v2), (F.34)
(zur Definition von U vgl. man die ganz &hnliche Substitution ¢ aus Anhang D), fiir die
8(?]17 UQ) 1 1 1
2 - Z F.
a(t, s) 3 L1 -1 (F.35)

gilt, wird daraus

o (1+32+52) ¢
o= ‘2”/0 dt/o ds{<<t+s>2+1><i<t+s>2+1><<t—s>2+1><i<t—s>2+1>

1 L+ 5 (t—s)?
sinh?(7t) tog (1 + 1+ s)2>}

= 0.4156(1), (F.36)

X

wie eine numerische Auswertung zeigt.

F.7 Bestimmung von V5

Vy ist in Gl (5.330) definiert worden. Man berechnet:

1 . 1 . oo oo ) .
V2 % d2¢ { { — ﬁ log |¢| + CKL} /_Oo dv1 /_Oo dU2 {Iﬁo(% 14 U% |§b|)

(14 vf +03)* (01 + va) (01 — va)’ }
(4vi + 507 + 1) (4vd + 502 + 1) sinh? (7 (vy + v2))

_ /Oood<b{¢{—%logq§—l—0m}/::dvl /_Zdvz {Ko(% 1+ v? ¢)

(L+of +v3)* (01 + v2) (01 — v2)" } (F.37)
(4vi + 507 + 1) (4vd + 502 + 1) sinh? (7 (vy + v2)) S

X

Ko(gey/1 443 131)

X Ko(% 1+ 03 q§)

Erinnert man sich an die Definition von V; (Gl. (F.26)), so wird daraus

V2 = QTCKLVI
1 o0 o0 o0 i i
_ ﬂ/o d¢¢1og¢/_oodv1/_oodv2 {KO(% 1+ v? ¢)Ko(%\/1—|—v§ ¢)

(107 + )" (v 4 v2) (01 = va)” } (F.38)
(4v? + 1) (v + 1) (402 + 1) (v2 4+ 1) sinh? (7 (v + v2))

X
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Mittels derselben Uberlegungen wie bei der Berechnung von Vi, nimlich mit Gl. (F.27) und
der Substitution (F.34), erhélt man eine fiir eine numerische Auswertung giinstigere Form:

1 oo oo oo
Vo = 27Cx Vi — — / d(b(blogqb/ dt/ ds {Iﬁro(% 1—|—i(t—|—5)2 ¢)
T Jo 0 0

X Ko /144 (-9 0)
y (1+ 5241221t }
((t4 )2+ (5 (492 + 1)((t =) + 1)(§ (¢ = 5)% + 1) sinh? ()
= 0.2192(1) + 0.123(2)
0.3422(20). (F.39)

F.8 Bestimmung von U,

Nach Gl. (5.340) gilt

U = o d2¢/ dv{I{o(4j|$|)Ko(%\/l—kvﬂqﬂ)

(6405 + 800! + 2802 + 3)°
(4v* + 502 + 1) cosh? (7v)

~ = 6 4 2 2
= / do Cb/ dv Ko(gqb) Ko(% 1+ 02 ¢) (64v° + 80v* 4 28v* + 3)
0 —00

(4v* + 5v% 4+ 1) cosh? (7v)

Hier wertet man nun das ¢—Integral ganz analog zur Berechnung von V; aus. Man erhilt
2 /°° g (6408 4 800" + 280 + 3)° 4(1+0%) 1 o { }

oo (4v* + b5v? 4+ 1) cosh? (rv) 1+4v? 1402 4(1 4 v?)

oo 6 4 2 2
_gn? / o (64v° + 2801} + 28v° + 3) o {%}

—eo (402 4+ 1) (1 + v?) cosh? (7o) 4(1 4+ v?)
= 1001.491115(1). (F.40)

U, =

F.9 Bestimmung von U,

Mit Gl. (5.341) hat man
L[ 1 N N
U, = /dqu/ dv{{— — log |4] + CKL} 1(0(47r| )Ko( ;\/1+v2|¢|)

(6405 + 80v* + 280 + 3 }

I&

(4v* + 5v? + 1) Cosh2 (7o)

_ 27r/ooodq§{¢/oo dv{[—— log ¢ + Ci, Ko( )AO(;\/1+U5¢)

— 00

y (6405 + 80v* + 28v? + 3 }
(4vt + 502 + 1) cosh? (7o)
= —321.53(1). (F.41)
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F.10 Bestimmung von Z;

Vor einer numerischen Berechnung ist es giinstig, Z7 etwas umzuformen. Man erkennt dann
besser, welche Integrale schneller und welche langsamer konvergieren (wenn der Integrati-
onsbereich vergrofiert wird).

Mit Gl. (5.355) und mittels der Substitution

P R? — [R?
(vi,v2) = (t,s) = (v1 + v2,v1 — v2), (F.42)
8(?]17 UQ) _ 1
‘ T = (F.43)

hat man

7= [Tas{ora(£)
X /00 dvl/oo dvy Ky % 1—|—v%q§)Ko(2L\/1—|—v2 ) vl,vg}
%/0 d¢¢1§0 f¢ /dt/ds{[&o L1+ L4972
x Ko(£\/1+4(-9)720) H (%%)} (F.44)

v

mit (vgl. Gl. (5.353))

H(U17U2) =
2
641}?—|—64vg—641}%1}%—641}%1}%{—161}%{—161}%—681}%—681}%— 1601}%1}% — 17
(4ot + 507+ 1) (40i+ 502+ 1) cosh? (7(vy + v2))

Wegen v1 + vz = t und da Ko(z) fiir £ — oo exponentiell gegen 0 geht, sieht man, dafl
héchstens die s—Integration langsam konvergiert. AuBlerdem ist der Integrand von Z7 jetzt
symmetrisch in ¢t und symmetrisch in s, so daf3 man schlieilich

Zr = Q/OOOdqﬁcho / dt/ ds{[(o QL 1+§(t+s)2¢)
x Ko (/144 —9)?0) 1 (2, %)} (F.45)

bekommt. Die numerische Auswertung mit Hilfe von NAG-Bibliotheksfunktionen (Subrou-
tine DO1GBEF') liefert

Zr = 0.507(1)-10°. (F.46)



F.11. BESTIMMUNG VON Zsgg,4 219

F.11 Bestimmung von Zgj,

Beachtet man die Definitionen (5.372) — (5.376) und (5.378), so gilt:

Zgan = 3/ d(b(b/ dwo/ dyo{tanh 70) tanh(%o)

X [/ dvy elv1(Zo=do) I(o(%\/l—l— ]
X [/Oo dvy A KO(QL V14 vg (F.47)

o0

Das vy—Integral 18t sich noch analytisch ausfithren [72b, (43) S.56]

/OO dvy eivl(i’o—ﬂo) I(O(% 1+ U% (5) 2 /OO dvy cos [Ul(fo - yo Ko( V14 Ul (b)
0

—00
e (F0—10) (21)

=7 — . (F.48)
V(@0 — 30)” + (£)°

Damit und mit der Substitution ¢ = % bekommt man

. o 00 . 0 . . R e—2 (i’o—go)2+¢2
s = m/o d¢¢/ dxo/ djfo { tanh (£2) tanh (f) &

(Zo — o) + ¢*
X /Oo dvgflKo( 1+ v? ¢)} (F.49)

— 00

Fiir eine numerische Auswertung ist es giinstiger, das vo—Integral noch umzuformen, so daf§
ein rein reeller Ausdruck entsteht. Aus Symmetriegriinden gilt n&mlich:

/_OodvgflKo( 1—|—v%q§) = Q/OOOva {Ko( 1—|—v%q§)

cos[va(Zo — o) T4, . .~ 2 A
* [ 4v§-|-5v%—|-1 [C(xo,yo) v2 + E(xo,yo)}

sin [v2(Z0—G0)] [, - ~+\ 3 -
TS ST | [B(wo’yO)UQ—I_D(xO’yO)U?] ’

(F.50)
mit
B(z,y) = %B(%y)
= 6 [tanh (%) — tanh (&), (F.51)
Clio o) = Otanh (%) tanh (%) — 1] +3Losh2(70) Cosh;(%) L (F.52)
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. 1 .
. . tanh (22 tanh (L
= 3 [tanh () — tanh (%)) +9[“2<%> - a“2<%>], (F.53)
2 lcosh? (%)  cosh® (%)
~ 3 1 1 3 1
B3o,50) = -2 __ 4 ___ 2 i ] F.54
(&0, 9o) 2 [Cosh2 (%) cosh? (%) 2 cosh? (%) cosh? (%) ( )

Um den Integranden iibersichtlicher zu gestalten und um besser entscheiden zu konnen,
welche Integrationen schnell und welche eher langsam konvergieren, wenn man die Integra-
tionsgrenzen gegen Unendlich gehen 146t, ist es des weiteren vorteilhaft, die Substitution 1
(vgl. (F.42), natiirlich mit g, go an Stelle von vy, vy) vorzunehmen:

Zsan = 127 /OO dt /OO ds /OO d¢ ¢ tanh (22) tanh (5*) eV L(¢,t,s)
—00 —00 0 4 4 82 + ¢2 o 7
(F.55)

wobel

L(p,t,s) = /000 dv {Ko(\/ 1402 q§)
«[rsites s s+ i)
sin (vs) { .

R B(H2,5%) v + D(thyt_Ts)vH} (F.56)

gilt. Offensichtlich ist der Integrand nun symmetrisch in ¢ und symmetrisch in s, so daf
man

2/

S L(,t,s)

(F.57)

Zsan = 48774/ dt/ ds/ d¢ ¢ tanh (5f*) tanh (132
0 0 0

bekommt. Als letzte Vereinfachung bietet sich noch die Einfiihrung von Polarkoordinaten
in der (s,¢)-Ebene an:

s = rcose,

¢ = rsing. (F.58)
Damit hat man

— 4 - - 2 2 . t+r cos t—r cos @
Zgon 48 dt dr de {r” sin ¢ tanh (F5=2) tanh (%)
0 0 0

—2r
X erz L(rsinc,o,t,rcoscp)}. (F.59)

Mit u = cos ¢ wird das zu

%] %] 1
Zgon = 48774/ dt/ dr/ du tanh () tanh (57%) €72 L(rv/1 — u?,t, ru).
0 0 0
(F.60)
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Dieser Ausdruck 148t sich wohl nicht weiter vereinfachen (vgl. auch die Bemerkung spéter
nach der Zgyc—Bestimmung), eine numerische Auswertung unter Zuhilfenahme von
NAG -Bibliotheksfunktionen (Subroutine DOIAKF zur L(¢,t, s)-Berechnung, Subroutine
DO1GBF fiir die ¢, r und u-Integrale) liefert:

Zgan = —0.8531(4)- 10" (F.61)

F.12 Bestimmung von Zgg

Ein vollig analoges Vorgehen wie bei der Berechnung von Zgy, fiihrt hier, ausgehend von
der Definition (5.379), auf den Ausdruck

2

o) o) 1

Lgop = 96773/ dt/ dr/ du tanh(“’%) tanh(t_%) re " {L(r 1—u2,t,ru)} .
0 0 0

(F.62)

Die numerische Berechnung ergibt hier, wieder mittels NAG-Bibliotheksfunktionen mit
denselben Routinen wie bei der Bestimmung von Zgg,,

Zgos = 0.1425(1)- 10" (F.63)

F.13 Bestimmung von Zgc

Entsprechend zum Vorgehen bei Zgz, und Zsgp erhidlt man hier aus der Definition (5.380):

00 %] 1 3
Zgoc = 64772/ dt/ dr/ du r® tanh (2% tanh (=) {L(r 1—u2,t,ru)}.
0 0 0
(F.64)

Als numerischen Wert findet man (mit denselben Routinen wie bei Zgz, und Zggp):
Zgae = —0.25(1)-10°. (F.65)

Mit Blick auf die Bestimmung von Zgo,, Zgop und Zgoc wire es, um genauere Werte zu be-
kommen, wiinschenswert, das Integral L(¢,t, s) noch analytisch ausfithren zu kénnen.Letzt-
lich bedeutet das, Integrale der Form

/ dv I(o(\/1—|- V2 ¢) _costvs) 1 l€{0,2} (F.66)

0 qvt 4+ 5v2 + 1

und

/ dv I(o(\/l Fo? ¢) _ sinfvs) ke {1,3) (F.67)

0 qvt 4+ 5v2 + 1

zu berechnen. Wegen

/ dvlﬁo(\/l—l—qﬂ q§) w 2

0 4t 4502+ 1

o0

N f Ko( V14707 ¢) __coslvs) g
0

ds? 4vt 4+ 502 41
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und
sin(vs)
dv Ko V14 v? A
/0 v 0( T Cb) 4v4+5v2+1
d* [ sin(vs)
= —— dv Ko V14 v? —_— F.
ds? J, ! 0( T ¢)44—|—5v2—|—1 (F-69)
sowie
1 4 1 1 1
= = - = F.
4vt + 5vZ2 4+ 1 3 40241 30241 (F.70)
wiirde es dazu geniigen die folgenden vier Integrale auszufiihren:
cos(
/ do Ko (V1407 ) = (F.71)
0 ‘|‘ 1
5 cos(
/0 dv I(o(\/l—l—v ¢) - 2+1 (F.72)
sin (
/ dv I(o(\/l T ¢) v, (F.73)
0 ‘|‘ 1
sin (
/0 do Ko (V/T+ 07 ¢) = 2+1 . (F.74)

Die analytische Bestimmung dieser Integrale ist jedoch wohl nicht durchfiihrbar. Insbeson-
dere die Verwendung folgender Integraldarstellungen von Ko(z) lieferte (nach Ausfiihrung
eines der dann zwei Integrale) ein auch nicht mehr analytisch durchzufiihrendes Integral:

K O 47,8.432.6 F.75

O(Z) -5 o / € [ y O . ]7 ( . )
oo e—\/t2-|——z2

Ky(z) = dt —— 47,8.432.8]. F.76

F.14 Bestimmung von Zg;.pa

Als erstes 1Bt sich die ¢—Integration mit Hilfe ebener Polarkoordinaten vereinfachen (vel.

Gl. (5.407)):
Z31aba = / dt/ ds/dQ(b\/(m { N [A(t—l—s
—t

4
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Fo)
A
/
e
() yd—
// \\
S R
—t i T s

Abbildung F.1: Kugelkoordinaten fiir die Integration iiber s und ¢ ; iiber den schraffierten
Bereich ist zu integrieren (¢ fest).

Um diesen Ausdruck einer numerischen Auswertung besser zugénglich zu machen, soll die
Stufenfunktion 6 aufgeltst werden. Dazu gehe ich wie folgt vor. Zun&chst fiithre ich ebene
Polarkoordinaten im zweidimensionalen (s, ¢)~Raum ein:

ro= Vo242, (F.78)
¢ = rsing, (F.79)
s = rcose. (F.80)

Anhand der Abbildung F.1 liest man ab, dal bei festem ¢ und ¢ die r—Integration iiber

[0, m] zu erstrecken ist. Die ¢ —Integration ist iiber [0, 7] auszufiihren. Das liefert:

t
o0 s —|cos I 2 . t
Z81aba = 277/ dt/ dcp/ Car {e—?”“ [A(w)
0 0 0

) A 5 ()
~o-n) |2 ()—I—AZG)]}
= 27r/ooodt /Owd@ /()“;—Sﬂdrsiri@ {e_3r|: (t—l—rcoscp)
A

_I_A(t—r:osgo)_l_A(t—l—rcoscp) (t—rcoscp)]

oy
S [T [ [T P a5
N A(t—l—47‘u> A(t _4m)]

o[- 2(0))

+a(

(u = cos ). (F.81)
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Da der Integrand der u—Integration symmetrisch in w ist, [it sich dies noch vereinfachen:

Z81aba = 477/000dt /Oldu /0%% {e—Br [A(t—zm) n A(t—47‘u)
-I-A(t—zru)A(t —4ru>]

o faa(4) + a2(1)] } ()

Zur Auflésung der #—Funktion spaltet man nun das t—Integral schematisch folgendermaflen
auf:

00 1
Z81aba = 47 / dt e —|— 47 / dt e (F83)
1 0
N———
= A =B

Dann hat man fiir den Anteil A (man beachte, daf £ > 1 im Anteil A gilt)

A = Al + 42 (F.84)
mit
e [ [l [ (o () ()
-I-A(t—|—4ru) A(t—4ru)] _ [QAG) +A2(£)]} (F.85)
und

e o flae [ [ £ o)

P e

Fiir den Anteil B gilt zuniichst
B = 477/01dt /Otdu /0%% {e_gr |:A(t—|-47‘u) +A(t_4”“)
SNELIINELS) P RO |
AT e R
—I—A(t—|—4ru)A(t—4T‘U)] _ [QAG) +A2(£)]}_ (F.87)
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Um die Funktion (1 — r) zu eliminieren, teilt man die u—Integration auf, so daf§ sich drei
Summanden ergeben:

B = Bl + B2 + B3, (F.88)

e Lo Lo [ ) o)
-I-A(t—|—4ru)A(t—47‘U)] _ [QA(E)-I—A?(E)]} (F.89)

R A N R
+A(t—|—4rU)A(t—4rU)]}7 (F90)

o [ [l [P ) a5
-I-A(t—|—4ru)A(t—4T‘U)] _ [QAG)JrA?G)]}. (F.91)

Insgesamt gilt also

Z31aba = Al + A2 4+ Bl 4+ B2 + B3, (F.92)
und die Groflen Al, ..., B3 lassen sich numerisch bestimmen. Letztendlich ergibt sich
Zg1aba = 79.9242(1). (F.93)

Die numerischen Bestimmungen dieses Anhangs wurden auf einem Rechner vom Typ
Sun SPARC 2 ausgefiihrt. Einfache Integrale (Rs, Ty, 11, T3, T5, Uy) und Reihen wurden
mit Maple berechnet; Doppelintegrale (Vi, Vo, Us) und Zgiap, lieBen sich effizienter mit
Mathematica bestimmen. Hoherdimensionale Integrale (77, Zg2a, Zs2s, Zs2c) schlieflich
wurden aus Effizienzgriinden mit Hilfe der NAGLIB ausgewertet (s.o.).
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