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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Einleitung

Nach heutigem Wissen gibt es in der Natur vier fundamentale Kréifte: die Gravitation, die
Elektromagnetische Wechselwirkung sowie die Starke- und die Schwache Kraft. Mit Ausnah-
me der Gravitation, die durch die Allgemeine Relativitdtstheorie beschrieben wird, lassen
sich diese Wechselwirkungen mit dem sogenannten Standardmodell der Elementarteilchen-
physik konsistent beschreiben. Die Grundlage fiir das Standardmodell bilden die Ideen der
Quantenfeldtheorie, in der sdmtliche Teilchen als Anregungen quantisierter Felder betrachtet
werden.

Ein wesentlicher Bestandteil des Standardmodells ist die Quantenchromodynamik (QCD), die
die Phdnomene im Zusammenhang mit der Starken Wechselwirkung beschreibt. Die grund-
legenden Freiheitsgrade der QCD sind die sogenannten Quarks und die Gluonen, die als
Eichbosonen fiir die Vermittlung der Starken Wechselwirkung verantwortlich sind. Gebun-
dene Zustinde von Quarks werden auch als Hadronen bezeichnet, zu denen unter anderem
Protonen und Neutronen gehoren. Diese wiederum machen, gebunden zu Atomkernen, den
grofiten Teil der uns umgebenden Materie aus.

Im Gegensatz zur QCD sind die Theorien der Elektromagnetischen- und der Schwachen
Wechselwirkung mathematisch vergleichsweise gut zu handhaben, wogegen die Berechnung
von Prozessen der Starken Wechselwirkung ungleich komplexer ist. Die Ursache fiir die enor-
men Schwierigkeiten, aus der QCD experimentell {iberpriifbare Aussagen abzuleiten, liegt in
der nicht-abelschen Natur der zugrunde liegenden SU (3)-Eichsymmetrie. Dadurch kommt es
zu Wechselwirkungen zwischen den Gluonen, wodurch die Stédrke der Kopplung energieab-
héngig wird. Wahrend die Kopplung bei Prozessen mit hohem Energieiibertrag asymptotisch
verschwindet, wéchst sie im Grenzfall niedriger Energien auf Werte der Gréflenordnung von
Eins, wodurch das Phénomen des sogenannten Farb-Confinements auftritt. In der Natur
werden keine isolierten Quarks beobachtet, da die Energie, die zu ihrer Trennung aufge-
wendet werden muss, bereits so grof} ist, dass eine Vielzahl neuer Teilchen entstehen kann,
die sich sofort wieder zu farb-neutralen Hadronen verbinden. Aus diesem Grund ist es auch
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notig, einen nicht stérungstheoretischen Ansatz zur Behandlung der Phianomene der QCD
bei niedrigen Energien zu verwenden.

Besonders vielversprechend erscheint es derzeit, eine Doppelstrategie zu verfolgen. Mit Hilfe
numerischer Methoden versucht man zunéchst, moglichst prézise Ergebnisse wichtiger Teil-
cheneigenschaften zu erhalten, wie beispielsweise die Massen oder die Zerfallskonstanten der
leichtesten Hadronen. Um aber zusétzlich Erklarungskraft zu gewinnen, ist es notig, gleich-
zeitig die theoretischen Methoden zu verfeinern. Im Limes niedriger Energien und kleiner
Quark-Massen erweist sich die Chirale Stérungstheorie als ausgesprochen erfolgreich in der
Beschreibung der wichtigsten Phanomene. Als eine Effektive Feldtheorie ist sie die ideale
Ergénzung zu numerischen Untersuchungen der Niederenergie-QCD, da sich alle freien Para-
meter der Chiralen Stérungstheorie im Prinzip aus den Simulationsdaten extrahieren lassen.
Mit einer immer préziseren Kenntnis dieser Konstanten ist es dann wiederum méglich, immer
genauere Vorhersagen {iber die Niederenergiedynamik der QCD zu machen.

In diesem ersten Kapitel folgt nun eine Einfithrung in die wesentlichen Konzepte, die zum
Versténdnis dieser Arbeit notwendig sind. Dabei werden vor allem die theoretischen Aspekte
ausfiihrlich erldutert, die fiir die hier durchgefiithrten Rechnungen eine besondere Bedeutung
haben.
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1.2 Grundlagen der QCD

1.2.1 Grundbegriffe der Quantenfeldtheorie

Um die Grundlagen der Quantenfeldtheorie zu erldutern, bietet es sich an, zunichst ein
konkretes Beispiel einer solchen Theorie zu untersuchen. Im folgenden werden vor allem die
Konzepte skizziert, die fiir diese Arbeit von besonderer Bedeutung sind.

Ein ausgesprochen einfacher Fall ist die sogenannte ¢*-Theorie, deren Lagrange-Dichte neben
dem sogenannten kinetischen Term und dem Massenterm eine ¢*-Wechselwirkung enthiilt.

A

1 1
L = ) (6#@ 2 §m2gb2 - I¢4 (1.1)

Freie Theorie

Bei verschwindender Wechselwirkung, also bei A = 0, ergibt sich als Spezialfall die Klein-
Gordon Lagrange-Dichte des freien Skalarfeldes und die folgende Bewegungsgleichung :

(049, +m?*) ¢ =0 (1.2)
Anders als in einer klassischen Feldtheorie handelt es sich hier bei ¢ (x) und 7 (x) = 82(5)( )
um Operatoren, die die kanonischen Vertauschungsrelationen erfiillen :
6 (x),7m(x)] = 6@ (x—y)
[¢(x),0(x)] = [r(x),7(x)] =0
Mit Hilfe der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a und a' mit ;
[ap, aL/} = (2m) 363 (p—p) (1.5)

und der Abkiirzung
wp =/ [p|?+m? (1.6)
lésst sich die Losung nach ebenen Wellen entwickeln :
dgp 1 ipX
000 = [ G T (et alp) e (L.7)

r(x) = / (;i};g (—i) %(ap—aip) eiPx (1.8)

Euklidische Formulierung und Funktionalintegral Darstellung

Neben einer Formulierung der Quantenfeldtheorie im Minkowski-Raum mit der Metrik

gl = diag(1,—-1,-1,-1) (1.9)
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gibt es noch die sogenannte Euklidische Formulierung, die vor allem im Zusammenhang mit
Gitter-Rechnungen viele Vorteile hat :

g\f) =diag(1,1,1,1) (1.10)

Der Ubergang von der Minkowski-Metrik zur Euklidischen Metrik geschieht durch eine Wick-
Rotation und entspricht folgender Ersetzung :

tM) it (1.11)

Die Lagrange-Dichte lautet nun in der Euklidischen Formulierung :

1 1 A
L£E) — 3 (0F8) + §m2¢2 + j¢4 (1.12)

Im folgenden wird, soweit nicht anders vermerkt, durchgehend mit der Euklidischen Metrik
gearbeitet, so dass auf den Index ,E” verzichtet wird. Mit Hilfe der Funktionalintegraldar-
stellung lassen sich die Greenschen- oder auch kurz n-Punkt-Funktionen nun auf einfache
Weise angeben :

G (z1, ... 20) = (b (x1),...,0(xn)) :;/Dqﬁgﬁ(a:l)...(ﬁ(mn)es[‘z’] (1.13)

mit der Euklidischen Wirkung S = [d*z £ und dem Faktor Z = [ D¢ e~ *%l. Das In-
tegrationsmafl des Funktionalintegrals lautet D¢ = Hdgi) (z). Besonders kompakt ist die

T
Darstellung der n-Punkt-Funktionen mit Hilfe des erzeugenden Funktionals :

Z[J] = % / Dp e 5+(9)
_ Z71!/d4x1...d4an(x1)...J(xn) (b(21)se () (114)
n =0

mit (J,¢) = [diz J (z) ¢ () und Z [J] = <e(‘]’¢)> sowie Z [0] = 1. Damit folgt fiir die n-Punkt

Funktionen :

0" Z1J]
0J (x1)...6J (z0) |

G (zq,... 2,) = (1.15)

Wechselwirkungen

Der Wechselwirkungsterm £; = %gf) (33)4 ldsst sich nun fiir ausreichend kleines A stérungs-
theoretisch behandeln. Entwickelt man £ = Lo + £; wobei Ly = %(3ugb)2 + Im?¢? die
Lagrange-Dichte der freien Theorie beschreibt, in £;, so erhélt man fiir die n-Punkt-Funktion
in der ¢* Theorie :

((21),...,0(xp)) :;/D(be_‘%(b(xl)...d)(xn){1—2\!/d4x¢(x)4+...} (1.16)
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Damit folgt nun :

6 (@1), ... 6 (zn)) = (Zzo)lzlo <¢(x1)...¢(xn){1_2/d4x¢(x)4+...}>0

(1.17)
Z _ 1 —So A 4 4
—0 = O/D¢e {1!/d xd)(:c) +}

_ <1—i\!/d4x¢(az)4+...>0 (1.18)

wobei der Index ,,0” kennzeichnet, dass es sich um Groflen der freien Theorie handelt. Ein
geeignetes Mittel, um diese Rechnungen zu vereinfachen, sind die bekannten Feynman-
Diagramme, mit deren Hilfe sich die einzelnen Terme in der Entwicklung des Funktional-

und

integrals visualisieren lassen. Fiir den Fall der ¢*-Theorie lauten die Feynman-Regeln im
Orts- beziehungsweise im Impulsraum :

Ortsraum Impulsraum
- ~ 1
. s = A(z —vy) s = e
D¢ = —gfda W = —g(@2m)* 6t (p1+ p2 + s+ pa)

Zu beachten ist hier zusitzlich der Symmetriefaktor S~!, wobei S die Anzahl der Permu-
tationen innerer Linien und Punkte bezeichnet, die den Graphen auf sich selbst abbilden.
Beispiele fiir die Anwendung dieser Regeln finden sich in den Abschnitten {iber die Berech-
nung der Loop-Beitrége zu den Pion-Massen. Es miissen jedoch zusétzlich die Regeln fiir den
Fall mehrkomponentiger Felder mit Ableitungs-Kopplungen beriicksichtigt werden, was im
folgenden kurz zusammengefasst wird.

Mehrkomponentige Felder

Die oben skizzierten Feynman-Regeln lassen sich natiirlich auch auf den Fall mehrkompo-
nentiger Felder erweitern, die beispielsweise in der Chiralen Stérungstheorie auftreten. Auch
an dieser Stelle werden die wesentlichen Konzepte anhand eines Beispiels skizziert. Die Eu-
klidische Wirkung fiir das ,,O(n) symmetrische lineare o-Modell” lautet :

1 1 2 i\
§ =3 /d4$ {2 (0ni) (Opdbi) + m?¢i¢z‘ + 1 (9i60) 2} (1.19)

wobei gz; = (¢;) mit ¢ € {1,...,n} ein n-komponentiges reelles Skalarfeld ist. In diesem Fall
wird der Wechselwirkungsterm zunéchst in einer vollstdndig symmetrisierten Form notiert :

(¢iti)® = Sijut Gitoj by (1.20)
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mit
1
3

Die Feynman-Regeln lauten beispielsweise fiir die ¢*-Wechselwirkung im Ortsraum :

Sijkl = 5 (0401 + dirdj1 + dudjn) (1.21)

Ortsraum
. = Ajj (z —y)
x y
I>.<l = —gSiju [d'z

wobei hier iiber die Indizes geeignet zu summieren ist. Analoge Regeln gelten natiirlich auch
wieder fiir die Darstellung im Impulsraum.

Ableitungs-Kopplungen

In Eichtheorien, wie beispielsweise in der QCD, kénnen auch Kopplungen wie fijk(?“A"VAﬂAfﬁ
auftreten, die Ableitungen der Felder enthalten. Ein Beispiel hierfiir ist folgende Wechselwir-
kung, die in der Chiralen Stérungstheorie vorkommt :

A

szg

/ 0 (0,6) (0,0) 6 (1.22)

Betrachtet man nun einen Erwartungswert der Form :

(so@o) (-5) [tw@ow) @owiow)s 023

so ergibt dies die wichtige Regel, dass aus der Differentiation im Ortsraum, der Faktor (—ip,,)
im Impulsraum resultiert :

B d4p ‘ eip(;t—w)
a—qu(x —w) = /(%)4 (—ipu) p2 +m? (1.24)

Damit folgt beispielsweise :

} = =2 (=i) (p1p2 + pops + p3p1) (21)" 8 (p1 + p2 + p3)

1.2.2 Die Lagrange-Dichte der QCD
SU(3) Symmetriegruppe

Im Rahmen der Quantenchromodynamik spielt die Symmetriegruppe SU(3) eine entscheiden-
de Rolle. Zum einen handelt es sich bei der SU(3) um die Eichgruppe der QCD, zum anderen
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wird in der Natur im Hadronenspektrum eine approximativ realisierte SU(3)-Symmetrie be-
obachtet. Das bedeutet, dass man die Hadronen ndherungsweise degenerierten Multiplets
zuordnen kann, deren Dimensionen denen der irreduziblen Darstellungen der SU(3) entspre-
chen.

Mathematisch gesehen ist die SU(3) eine achtparametrige einfach zusammenhéngende Lie-
Gruppe und bezeichnet die Menge der speziellen unitédren 3 x 3-Matrizen. Diese haben fol-
gende Eigenschaften :

Uty =1 und  det(U) =1 (1.25)

Ublicherweise werden die Elemente der SU(3) in einer Exponential-Darstellung angegeben :

8
U () =exp (—i > Qa)\;> (1.26)

Durch 0 = (04),—; g Wird jedes SU(3) Element eindeutig beschrieben. Mit A\, werden die
acht Gell-Mann-Matrizen bezeichnet, die folgende Eigenschaften haben :

Ao =A Tr(AgAy) =200, Tr(Mg) =0 (1.27)

Das Eichprinzip

In der Elementarteilchenphysik hat sich das Eichprinzip als ein ausgesprochen erfolgreiches
Konzept erwiesen, mit dem sich die Wechselwirkungen zwischen Materiefeldern durch den
Austausch masseloser Eichbosonen erklidren lassen. Im Fall einer SU(N)-Eichtheorie, das
heifit einer Theorie, deren Lagrange-Dichte invariant unter globalen SU(N)-Transformationen
ist, handelt es sich bei den Feldern ¢ (x) in jedem Raum-Zeit-Punkt um Elemente eines
Vektorraums V.. Nun darf aber die Physik nicht von der lokalen Wahl einer Basis in V,
abhéngen, so dass sich die Forderung ergibt, dass die Lagrange-Dichte auch invariant unter
lokalen Eichtransformationen sein muss. Analog zur Allgemeinen Relativitidtstheorie wird
diese Forderung erfiillt durch die Einfithrung einer kovarianten Ableitung. Die kovariante
Ableitung beruht nun auf dem Konzept des Parallel-Transports entlang einer Raum-Zeit-
Kurve Cy;, mit deren Hilfe sich eine Abbildung des Vektorraums V, auf V,, definieren lésst
tiber : U (Cyy) € SU(N) : V, — V,, so dass der Vektor ¢ (x) durch U (Cy,) ¢ (x) € Vy
zum Punkt y parallel transportiert wird. Um die kovariante Ableitung zu definieren, miissen
Vektoren an infinitesimal benachbarten Punkten x und z + dx subtrahiert werden. Diese
lassen sich aber erst nach einem Parallel-Transport zum selben Raum-Zeit Punkt vergleichen,
da die Basen in V, und V.44, frei gewdhlt werden konnen. Der entsprechende Parallel-
Transporter ldsst sich damit schreiben als :

U(Cordoa) =1— A, (x)dz, (1.28)

wobei A, (x) ein Element der Lie-Algebra ist : A, (z) € su (). Fiir die Parallel-Transporter
miissen folgende Kompatibilitdts-Bedingungen erfiilt sein :

U(Caa) =1, U(CeyoCya) =U(Coy) U (Cpo) s U (Cay) = U (Cya) ™" (1.29)
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Das Verhalten unter lokalen Eichtransformationen ¢ (z) — ¢/ (z) = A~! (z) ¢ (x) und ¢ (y) —
¢ (y) =A"" (y) o (y) ist :

U(Cya) — U (Cya) = A" () U (Cyo) A () (1.30)
Damit ldsst sich nun das kovariante Differential von ¢ (x) definieren als :
D¢ (x) =U"" (Cotdaa) ¢ (x+ dx) — ¢ (2) (1.31)
so dass schliefflich fiir die kovariante Ableitung folgt :
D, =0,+A4,(x) (1.32)

Im Fall der QCD treten acht Eichfelder Af (z) auf, die als Gluonen bezeichnet werden und
fiir die gilt:
oy Aa
Au(x) = —igAj, (v) 5 (1.33)

so dass fiir den fermionischen Anteil der Lagrange-Dichte folgt :

Lhep =D G5 (yuDy +m) g (1.34)
7

mit Dy, = d,, — igAj, (v) )‘2—“ Bei m handelt es sich um die Matrix der Quark-Massen mit :
m = diag (mqy, mg, Ms, Me, My, Mp) (1.35)

Die Summation erfolgt hier {iber die sechs Quark-Flavours f, wobei die Grassmann-wertigen
Quark-Felder g und g; aus einem ,Farb-Triplet” bestehen mit den Indizes ,r”, ,,g” und ,b”
fiir die Farben rot, griin und blau.

qf.r
ar = | 4rg (1.36)
qf.b
Der zugehorige Feldstéarketensor lautet :
Ca Aa
Fw/ (gj) = _ZgF,uzx (.73) ? (137)
Fj, (x) = 0,A% (x) = 0,47 () + gfanc A}, (2) A] () (1.38)
wobei die Strukturkonstanten der SU(3) durch die zugrunde liegende Lie-Algebra bestimmt
sind : o \
a b _ . e
|:2, 2:| = i fabe 2 (139)

Die Dynamik des Eichfeldes selbst lidsst sich nun durch eine Yang-Mills Wechselwirkung
beschreiben :

1
Loop =7 (Fi) 2 (1.40)
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Damit folgt aus dem Eichprinzip die (Euklidische) Lagrange-Dichte der QCD :

B 1
Locp =y (uDu+m)ay+ 7 (F) (1.41)
7

Im Euklidischen gelten fiir die Dirac-Matrizen die Antikommutatorrelationen {y,,v,} = 20,.
was mit der hier getroffenen Wahl vy = —} und ~; = iy erfiillt wird.

Asymptotische Freiheit

Eine wesentliche Eigenschaft der QCD ist die sogenannte asymptotische Freiheit, die dar-
auf zuriickzufithren ist, dass die Stirke der Wechselwirkung von der Energieskala Q2 des
betrachteten Prozesses abhéngt :

1

gggCD (QQ) = 7(22 + (1-42)
folog (%)
mit A ~ 1 GeV und [y = 334;112Vf > 0 fiir Ny verschiedene Quark-Flavours. Die Stér-

ke der Kopplung wird also um so kleiner, je gréfler die betrachtete Energieskala ist. Aus
diesem Grund wird eine storungstheoretische Behandlung der QCD bei grofien Energien
Q? > A? moglich. Bei niedrigen Energien aber ist die Wechselwirkung so stark, dass ein
nicht-perturbativer Ansatz verwendet werden muss, um beispielsweise das sogenannte Quark-
Confinement zu erkldren. Genau in diesem Bereich hat sich die Gitter-QCD als ein gutes
Mittel erwiesen um nicht-stérungstheoretische Rechnungen durchzufiihren.

1.3 Gitter-QCD

Bei der Gitter-QCD handelt es sich um eine Formulierung der QCD auf einem diskreten
Raum-Zeit-Gitter, die zwei wesentliche Ziele verfolgt. Einerseits fiihrt die endliche Gitter-
konstante a zu einer nicht-perturbativen Regularisierung durch die Einfiihrung eines Impuls-
Cuttoffs bei 7. Andererseits wird durch die Diskretisierung der Raum-Zeit eine effiziente
Simulation der QCD moglich, wobei ganz dhnliche Methoden benutzt werden, wie bei der

Simulation von Systemen der Statistischen Mechanik.

1.3.1 Die Wirkung der Gitter-QCD

Grundlage aller Gitter-Eichtheorien ist zunéchst die Einschrankung des vier-dimensionalen
Raum-Zeit-Kontinuums auf ein hyperkubisches Gitter. Neben der Bedingung der Eichin-
varianz muss die Lagrange-Dichte im Limes verschwindender Gitterkonstanten a — 0 und
eines unendlich groflen Volumens V' — oo den Kontinuums-Fall reproduzieren. Der Einfach-
heit halber wird fiir das Gitter eine einheitliche Gitterkonstante a gewahlt, so dass nun die
Materiefelder gy (x) und Gy (z) nur auf den Punkten dieses Gitters definiert sind.
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Der Eichanteil der Wirkung

Wiéhrend die Eichfelder im Kontinuum durch infinitesimale Parallel-Transporter gegeben
sind, ist auf dem Gitter die kiirzeste von Null verschiedene Distanz von der Grofle der Git-
terkonstanten a. Damit lésst sich das Eichfeld der QCD, das die benachbarten Punkte  und
x + afi verbindet, ausdriicken durch die elementaren Parallel-Transporter beziehungsweise
Link-Variablen U (y,z) € SU(N) :

b
U(z+aji,x) =exp (iga /\5 AZ (:L‘)) mit Uy,z)=U"1(z,y) (1.43)

Die einfachste Moglichkeit, ein eichinvariantes Objekt aus den Link-Variablen zu konstruie-
ren, ist ein geschlossener Pfad der Seitenldnge a, ausgehend vom Punkt x in der Ebene, die
durch & und 7 aufgespannt wird ;

Uw(x) =U(x,x+av)U (v +av,x+afi + a?) U (x + afp + ab, x + afp) U (z + afi, v)
(1.44)
Hieraus lésst sich nun eine Wirkung fiir eine reine Gitter-Eichtheorie konstruieren, die in [1]
beschrieben ist und deshalb auch als Wilson-Plaquette- Wirkung bezeichnet wird :

SelU]l =8> (1 - %Re TrU,, (:c)) fiir SU (N) (1.45)

r 1<u<v<d

Der Eich-Kopplungs-Parameter ist gegeben durch g = 29—15.

Die Fermion-Wirkung

Versucht man die Fermion-Wirkung in d Dimensionen auf einfache Weise zu diskretisieren,
so wiirden sich an Stelle von einem nun 2% Fermionen ergeben. Die Ursache hierfiir ist der
Gitter-Cut-Off, wodurch der Fermion-Propagator nicht nur einen Pol im Ursprung besitzt,
sondern auch in allen Ecken der Brillouin-Zone. Eine Moglichkeit, diese Doppler zu entfer-
nen, besteht darin, einen zusétzlichen Massenterm der Ordnung O (%) einzufithren, der im
Kontinuumslimes verschwindet. Die Wirkung fiir Wilson-Fermionen hat damit die Form :

Sy U ar.ar) = a5 (¥) Qy. 2 [U) g5 () (1.46)
x,y

mit der Fermion-Matrix Q, sowie dem Hopping-Parameter x mit i = amg + 4r, wobei der
Einfachheit halber gleiche Quark-Massen vorausgesetzt werden :

4
Qyx;[U]) = d(y,2)—r Yy {5(x+apz)U(z+af,x) (r+,)}
=1

4
—k > {0(z—af,x)U (x — ajt,z) (r — )} (1.47)
n=1

Die Terme, die fiir die Unterdriickung der Doppler verantwortlich sind, enthalten den Wilson-
Parameter 0 < r <1, der iiblicherweise zu r = 1 gew&hlt wird.
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Das Funktionalintegral

Nach dem Ubergang zu einem diskreten Raum-Zeit Gitter hat das Funktionalintegral fiir
den Erwartungswert des Operators O die Form :

[ DUDgDq O e (55+54)
[ DUDgDq e (51759)

(0) (1.48)

mit

4
DqDq = [[ ][ 9@a (x) dgo (x), DU =]]dU (), DIg,q.Ul=DUDgDq (1.49)

z a=1 b

wobei im Eichanteil das Produkt iber alle Link-Variablen b € {(x + a1, z)} zu bilden ist. Im
Gegensatz zum Kontinuumsfall ist das Funktionalintegral nun endlich und kann numerisch
ausgewertet werden, wobei der Aufwand in der Regel jedoch enorm ist. Der grofite Teil der
Rechenzeit wird hierbei fiir die Berechnung der sogenannten Fermion-Determinante benotigt,
fiir die mit Hilfe der Grassmann-Intregrationsregeln folgt :

/Dqu e~ [ a(®)Qa(@) _ et Q (1.50)

1.3.2 Partiell gequenchte QCD

Bei der Berechnung der Fermion-Determinanten auf dem Gitter zeigt sich, dass es nume-
risch enorm schwierig ist, mit kleinen Werten fiir die Quark-Massen zu arbeiten. Um die
Simulationen {iberhaupt durchfithren zu kénnen, miissen unrealistisch grofle Werte fiir die
Masse von up- und down-Quark verwendet werden. Eine mogliche Approximation ist es,
die Fermion-Determinante durch eine Konstante zu ersetzen und in den Propagatoren die
physikalischen Werte der Quark-Massen zu verwenden. Dies entspricht aber einer volligen
Vernachldssigung der Effekte der Vakuumpolarisation, die durch die Quark-Schleifenterme
beschrieben wird.

Da die systematischen Fehler dieser ,, gequenchten” Approximation groff und nur schwer ab-
zuschétzen sind, wird seit einiger Zeit ein anderer Ansatz verfolgt. Im Rahmen der par-
tiell gequenchten Approximation arbeitet man mit den physikalischen Werten der Quark-
Massen in den Propagatoren, die vergleichsweise wenig Aufwand bedeuten. In der Fermion-
Determinante werden jedoch erheblich groflere Werte fiir die Massen verwendet, um die
Rechenzeit zu begrenzen. Die Quarks, die in den Propagatoren auftauchen, werden als
Valenz-Quarks bezeichnet und die dynamischen Quarks in der Fermion-Determinante als
See-Quarks.

Eine analytische Beschreibung der partiell gequenchten QCD wurde von Morel [2] eingefiihrt
und basiert auf der Idee, fiir jedes Valenz-Quark ein zusétzliches kommutierendes Spin-1/2
Geister-Feld hinzuzufiigen. Dies fithrt dazu, dass sich die Determinanten der Valenz- und
Geister-Quarks gegenseitig herauskiirzen, so dass diese keine Loop-Korrekturen liefern. Insge-
samt gibt es nun drei Typen von Quarks, wobei hier der Einfachheit halber mit degenerierten
Massen und Ng = Ny = 2 gearbeitet wird :
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1. Zwei Valenz-Quarks q,LV mit Masse m"

2. Zwei See-Quarks qf mit Masse m®

3. Zwei Geister-Quarks Q’ZV mit Masse m"

Das Pfadintegral wird damit zu (a = 0) :

_ _ =V .
z - [pldd et e ]

oSS d T, [qg’(»mDqumV)q}’wf(W#Dﬁms)q%@‘/ (W#Dﬁm‘/)qﬂ

_ det (fy D —I—mv)
= [DU]e® St det (v,D o
/ Ul e nget (’yHD“—i-mv) ¢ (’Yu pm )

i

= /D[U] e~ Hdet (YuDy —i—mS) (1.51)

1.4 Chirale Storungstheorie

Aufgrund der Grofle der Kopplungs-Konstanten der QCD bei niedrigen Energien und der
nicht-abelschen Natur der zugrunde liegenden SU(3)-Symmetrie ist es duflerst schwierig, ex-
perimentell {iberpriifbare Aussagen iiber Prozesse der Starken Wechselwirkung bei niedrigen
Energien zu gewinnen. Eine mogliche Losung fiir dieses Problem besteht in der direkten
numerischen Berechnung der gesuchten Groflien mit Hilfe der Methoden der Gitter-QCD.
Waéhrend hiermit zwar sehr prézise Daten gewonnen werden kénnen, wie zum Beispiel Un-
tersuchungen des Hadronen-Spektrums zeigen, so gibt es jedoch auch klare Grenzen dieses
Ansatzes. Diese Grenzen liegen in der Natur solcher Simulationen begriindet, die vielfach
wie eine Black-Box funktionieren. Sie liefern zwar prézise Vorhersagen, konnen aber nur sehr
wenig zum Verstdndnis der Dynamik der betrachteten Prozesse beitragen.

Im Fall der QCD handelt es sich bei den fundamentalen Variablen um Quarks und Gluo-
nen. Bei niedrigen Energien sind dies jedoch nicht die relevanten Freiheitsgrade der Starken
Wechselwirkung, sondern es werden ausschliefllich gebundene Zustéinde von Quarks, wie bei-
spielsweise Protonen und Neutronen, beobachtet.

Eine besonders effiziente Beschreibung dieser Situation wird durch die Chirale Stérungs-
theorie ermdglicht, bei der es sich um eine Effektive Feldtheorie fiir die QCD bei niedrigen
Energien handelt.
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1.4.1 Effektive Feldtheorien

Eine typische Situation, die h&ufig in der

Physik auftritt, ist die Existenz mehrer oft o0 -

weit voneinander entfernter Energieskalen. i o }
Ein Beispiel hierfiir sind die sechs in der Na-
tur beobachteten Quark-Flavours, die sich

grob in zwei Gruppen aufteilen lassen. Zum

GeV

einen gibt es die leichten up-, down- und 2]
strange-Quarks und zum anderen die schwe- 2
ren charme-, bottom- und top-Quarks. Man 14

erkennt deutlich, dass man in erster Nihe- oos 0008 gﬂ
rung die leichtesten Quarks als masselos an- 0 ‘ ;
sehen kann. Dieser chirale Grenzfall wird

im folgenden den Ausgangspunkt fiir die Abbildung 1.1: Quarkmassen
Chirale Storungstheorie bilden.

Die Zielsetzung bei der Formulierung einer Effektiven Feldtheorie (EFT) ist es, eine mog-
lichst einfache Beschreibung der betrachteten Prozesse in einem bestimmten Energiebereich
zu liefern. Ermoglicht wird die Isolation der eigentlich interessanten Phédnomene durch die
Konzentration auf die wichtigsten physikalischen Prozesse. Hierbei werden allerdings nur die
relevanten Freiheitsgrade beriicksichtigt.

Es gibt einige allgemeine Beobachtungen, die einer Beschreibung der Natur mit Hilfe Ef-
fektiver Feldtheorien zugrunde liegen. Zunéchst zeigt es sich, dass die Dynamik auf weit
voneinander entfernten Energie- oder Langenskalen weitgehend unabhéngig voneinander ist.
Dadurch wird es auch moglich, auftretende nichtlokale Wechselwirkungen durch eine Summe
lokaler Wechselwirkungen zu ersetzen, die aber in der Regel nicht mehr renormierbar sind.
Um nun trotz einer typischerweise unendlich groflen Zahl von Wechselwirkungstermen zu
quantitativen Vorhersagen zu kommen, ist es notig, die einzelnen Beitréige nach ihrer Grofle
zu sortieren. In einem solchen Power-Counting-Schema werden die in der Lagrange-Dichte
auftretenden Beitriige beispielsweise nach Potenzen % geordnet, falls es sich um eine Ef-
fektive Feldtheorie fiir niedrige Energien FEj,, handelt. In diesem Beispiel lassen sich nun
quantitative Aussagen mit beliebiger Prézision § gewinnen, in dem man in der Lagrange-

d
Dichte der Effektiven Theorie alle Terme bis zur Ordnung O <(El‘””) ) bei vorgegebener

high

d
Genauigkeit 6 mit § ~ (%) berticksichtigt. Die Beschreibung eines Prozesses durch eine
ig

Effektive Feldtheorie ermoglicht es damit, die Einfachheit phdnomenologischer Modelle mit
der Prizision und Erklarungskraft fundamentaler Theorien zu verbinden.

Bei der eigentlichen Konstruktion einer Effektiven Feldtheorie gibt es nun zwei verschiedene
Ansiitze. Dies ist zum einen der ,,Bottom Up”-Ansatz, der auf Steven Weinberg [5] zuriickgeht
und nur auf Symmetrieprinzipien basiert. Zum anderen gibt es den auch als ,, Top-Down”-
Verfahren bezeichneten Ansatz, der auf Ideen von Wilson zuriickgeht. Im folgenden nun eine
kurze Ubersicht der wesentlichen Konzepte beider Konstruktionsprinzipien am Beispiel einer
EFT fiir niedrige Energien :
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Bottom Up (Weinberg)

e Konstruktion aufgrund von Symmetrieprinzipien, wobei die fundamentale Theorie nicht
bekannt zu sein braucht

e Vermutung von Steven Weinberg (1979) :
Lif one writes down the most general possible Lagrangian, including all terms consistent
with assumed symmetry principles, and then calculates S-matrix elements with this
Lagrangian to any order of perturbation theory, the result will simply be the most general
S-matrix consistent with analyticity, perturbative unitarity, cluster decomposition and
the assumed symmetry principles” [5]

e Konstruktionsprinzip einer EFT fiir Impulse p < A:

1. Identifikation der relevanten Freiheitsgrade und Symmetrien des Problems.
2. Konstruktion der allgemeinsten Lagrange-Dichte mit den geforderten Symmetrien.

3. Sortierung der Terme in der Lagrange-Dichte nach ihrer Impulsdimension (Power-
Counting)

4. Bestimmung der Niederenergie-Koeffizienten (Matching)

e Anwendung der Standardmethoden der Quantenfeldtheorie auf die Lagrange-Dichte £

Top Down (Wilson)

e Ausgangspunkt fundamentale Theorie : Identifikation des interessanten Energieberei-
ches und der relevanten Freiheitsgrade

e Ausintegration schwerer Freiheitsgrade (Teilchen) der fundamentalen Theorie (mit Mas-
se M) und Operatorproduktentwicklung der nichtlokalen Wechselwirkung

e Matching : bei p = M miissen die S-Matrix Elemente der leichten Teilchen in beiden
Theorien iibereinstimmen

e Power-Counting und Anwendung der Standardmethoden der Quantenfeldtheorie auf £

Nach Ausintegration der schweren Felder im Funktionalintegral :

7 — /D¢L/D¢H eidea:[:(d)L,d)H) —_ /D¢Leidex£eff(¢L) (152)
ldsst sich Effektive Lagrange-Dichte definieren durch :
/d%ceﬁ (¢r) = iln/DqﬁH ¢t f AP Ldr.dn) (1.53)

Eine Reihendarstellung der nichtlokalen Wechselwirkung durch lokale Operatoren O; (¢r)
wird gegeben durch :

/d%zeff (61 z/d%zqo,- (61) (1.54)
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1.4.2 Chirale Stérungstheorie im Kontinuum

Die Chirale Storungstheorie im Kontinuum wurde urspriinglich von Gasser, Leutwyler und
Weinberg (siehe auch [6]) vorgestellt und stellt eine systematische Entwicklung der Effekti-
ven Lagrange-Dichte nach Massen und Impulsen dar. Die hierbei auftretenden Niederener-
giekonstanten werden auch als Gasser-Leutwyler-Koeffizienten bezeichnet und bestimmen im
wesentlichen die Niederenergiedynamik der QCD. Im folgenden wird nun, basierend auf dem
Bottom-Up Verfahren von Weinberg, die Effektive Lagrange-Dichte der Chiralen Stérungs-
theorie konstruiert.

Chirale Symmetrie in der QCD

In einem ersten Schritt ist es notwendig, die relevanten Symmetrien der zugrunde liegenden
QCD zu betrachten, deren (Euklidische) Lagrange-Dichte gegeben ist durch :

1
£ =q(Du+m)q+ 7 (FLY)? (1.55)

mit der Massenmatrix, die fir Ny = 6 die Form m = diag (m., mq, ms, mc, mg, mp) hat. Die
Summation iiber die betrachteten Ny Quark-Flavours wird an dieser Stelle nicht mehr explizit
notiert, sondern die Fermion-Felder ¢ und ¢ als Ng-Tupel im Flavour-Raum betrachtet.
Zusammen mit den vier Lorentz- und den drei Farb-Indizes ergeben sich damit fiir Ny = 6
also 6 x 3 x 4 = 72 Komponenten, iiber die geeignet zu summieren ist.

Nun lassen sich mit Hilfe der Projektionsoperatoren Pr = 3 (1+5) und Pr, = (1 — )
die Fermion-Felder in ihre links- und rechtshindigen Anteile zerlegen :

qg = Prq und g =7qFpL (1.56)
q. = Prq uwnd gy =qPp (1.57)

wodurch sich die Lagrange-Dichte der QCD schreiben lisst als :

_ _ _ _ 1 »
L =G WwDuar+ T vuDuar +Trmar +amar+ 7 (FY )2 (1.58)

Fiir verschwindende Quark-Massen m = 0 kommt es zu einer vollstandigen Entkopplung der
links- und rechtshéndigen Terme in L :

1
£’ = GrVuDuar +q, vuDyqr + 1 (Fi™) 2 (1.59)

Diese Situation wird als chiraler Grenzfall bezeichnet, da die Lagrange-Dichte nun invari-
ant unter globalen SU (Ny), ® SU(Ny), Transformationen der links- und rechtshéndigen
Fermion-Felder im Flavour-Raum ist :

q. — exp(—i07T,) qr, qr — exp (—i03Ty) qr (1.60)

mit 0y = 1 (0r+0.) und 64 = % (0r — 0.) lassen sich diese Transformationen auch in
Vektor- und Axial-Vektor Komponenten zerlegen :

g — exp(—ibyT,) q, q — exp (—i0%Ta75) ¢ (1.61)
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Eigentlich ist die Lagrange-Dichte £ nicht nur invariant unter SU (Ny), ® SU (Ny) - Trans-
formationen, sondern auch unter der gréofleren Gruppe

U(Nf)L®@U(Ng)r =SU(Ns) L @SU(Ns)r@U (1) @U(1) R (1.62)

Der U (1)-Anteil der Symmetriegruppe ldsst sich nun in einen skalaren und einen pseudo-
skalaren Anteil U (1), ® U(1)g zerlegen, die aber hier nicht weiter beriicksichtigt werden
miissen; Die U (1)g-Symmetrie fithrt im Noether-Formalismus zu einer globalen Erhaltung
der Baryonen-Zahl und der pseudoskalare Anteil U (1), weist eine Anomalie auf, wie in [7, §]
beschrieben wurde. Darunter versteht man den Fall, dass zwar die Lagrange-Dichte die ent-
sprechende Symmetrie aufweist, jedoch das Maf} des Pfadintegrals in der Quantenfeldtheorie
nicht invariant unter diesen Transformationen ist.

Da die Massen des up-, down- und strange-Quarks klein sind, wiirde man erwarten, dass in
der Natur eine zumindest ndherungsweise realisierte chirale Symmetrie

SU(3), =SU(3)y ®SU(3) 4 (1.63)

beobachtet werden kénnte. Weil dies aber nicht der Fall ist, sondern sich die beobachteten
Hadronen nach Darstellungen der SU (3)y, klassifizieren lassen, wird diese chirale Symmetrie
offenbar spontan gebrochen, so dass nur der SU (3),-Anteil iibrig bleibt.

Goldstone-Theorem

Die spontane Brechung der kontinuierlichen chiralen Symmetrie :
G ESU(3)v®SU(3)A—>HESU(3)V (1.64)

bedeutet, dass zwar die Lagrange-Dichte invariant unter der vollen Symmetriegruppe G
ist, das Vakuum aber nur unter Transformationen aus der Untergruppe H. Das Goldstone-
Theorem sagt nun die Existenz 8 masseloser Goldstone-Bosonen ¢%, a € {1,...,8} im Raum
der Nebengruppe G/H voraus. Anschaulich gesehen parametrisieren diese Felder die Frei-
heitsgrade lings des Potentialminimums, wie in der nebenstehenden Abbildung zu erkennen
ist.

Fiir eine Darstellung der Nebengruppe
u(¢) = (ur (¢),ur (¢)) € G und eine
chirale Transformation g = (gz,9r) € G
mit A (¢, g) € H gilt :

up  — grur (8)hi(¢,9) (1.65)
ur  — grur(®)h' (¢,9) (1.66)

Die Matrix der Goldstone-Bosonen-Felder
ist invariant unter chiralen Transformatio-
nen und lasst sich definieren durch :

U(p) = ur(®)ur(¢) (1.67)
U(¢) — grU(¢)gh  (1.68)

Abbildung 1.2: Potential
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Relevante Freiheitsgrade

In der Natur werden nun aber keine acht masselosen Bosonen beobachtet, sondern nur ein
Oktett pseudoskalarer Mesonen (bosonischer Hadronen), das im Vergleich zu den restlichen
Hadronen besonders leicht ist. Man spricht in diesem Fall von Pseudo-Goldstone-Bosonen,
da die chirale Symmetrie nicht exakt, sondern nur approximativ realisiert ist. Durch die ex-
plizite Symmetriebrechung aufgrund der kleinen aber von Null verschiedenen Quark-Massen
erhalten die Pseudo-Goldstone-Bosonen eine endliche Masse.

Ublicherweise wird die SU(Ny) Matrix der Pseudo-Goldstone-Bosonen auf folgende Weise
parametrisiert :

U(®) =exp <f‘ioq)) mit O (z)=20¢,(x)T, (1.69)

wobei mit T;, die Generatoren der SU(Ny) bezeichnet werden; Also die Gell-Mann-Matrizen
mit T, = %‘1 fir Ny = 3 und die Pauli-Matrizen mit 7, = % fiir Ny = 2. Betrachtet
man nur die beiden leichtesten Quark-Flavours, also den Fall Ny = 2, ergeben sich nicht
mehr acht, sondern es sind, entsprechend den drei Generatoren der SU(2), nur noch drei
Pseudo-Goldstone-Bosonen zu beriicksichtigen. Hierbei handelt es sich um die drei Pionen :
*, 7~ und 7Y, Dieser Spezialfall ist besonders wichtig, da sich die meisten wesentlichen
Erkenntnisse im Rahmen der Chiralen Stérungstheorie auch fiir den Fall von nur zwei Quark-
Flavours gewinnen lassen. Der mathematische Aufwand ist hierbei erheblich kleiner und die

™

Ergebnisse bleiben iiberschaubarer. Fiir Ny = 2 hat die Matrix U, jetzt auch als Pion-Matriz
bezeichnet, die explizite Gestalt :

(@ V@)
v@ = (ol T ) T

Allgemeinste chiral invariante Lagrange-Dichte

Die allgemeinste chiral (und Lorentz-) invariante Lagrange-Dichte ldsst sich nun mit Hilfe
der Pseudo-Goldstone-Bosonen-Matrix mit UTU = 1 angeben :

L =L+ Ls+ L+ ... (1.71)

Die Lagrange-Dichte ist eine unendliche Reihe von Termen zunehmender Impuls- und Mas-
sendimension. In fithrender Ordnung lautet der einfachste nicht-konstante Term :

2
£2:%T%@U@W):%@ﬁ%ﬂ+”. (1.72)

Bei Fy handelt es sich um eine Konstante, die sich {iber den Axial-Vektor-Strom mit der
Pion-Zerfallskonstanten auf Tree-Level identifizieren lésst. Das Sortierungs- oder auch Power-
Counting-Schema lautet hierbei :

U=0(@", 09.U=0(p) (1.73)

Die Ordnung O (pD ) wird im folgenden auch als chirale Dimension D bezeichnet, so dass
der fithrende Term in £ die chirale Dimension D = 2 besitzt.
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Loop-Beitrage und Power-Counting

Unterhalb der Skala von Agcp ~ 1 GeV werden die Pseudo-Goldstone-Bosonen Felder & ()
als die einzigen hadronischen Freiheitsgrade angesehen. Betrachtet man nun einen beliebi-
gen Prozess mit externen Impulsen und Energien von der Gréflenordnung @@ < Agep, so
korrespondiert das betrachtete Feynman-Diagramm zu einem Integral der Form :

A= [ G L) (1.72)

Hier bezeichnet L die Anzahl der Schleifen und I die Zahl der inneren Linien des Diagramms.
Das Produkt lauft dabei tiber alle i verschiedenen Vertizes, die jeweils d; Ableitungen ent-

halten und V; mal im Diagramm vorkommen. Fiir die chirale Dimension O (pD ) folgt sofort :

D = Vid; — 21 +4L (1.75)

(2

Die Lagrange-Dichte wurde nun so konstruiert, dass in jeder Ordnung von D alle moglichen
chiral-invarianten Terme beriicksichtigt sind. Hierdurch ergibt sich trotz des Vorhandenseins
nicht renormierbarer Wechselwirkungen immer ein endliches Ergebnis in allen Ordnungen,
da fiir jede Divergenz stets ein passender Gegenterm in L existiert. So werden beispielsweise
Divergenzen, die aus Ein-Loop Beitrigen (D = 4) mit Vertizes aus L resultieren, absorbiert
durch eine passende Renormierung der Koeffizienten von Vertizes aus Ly4.

Explizite Symmetriebrechung

Neben der spontanen Brechung der chiralen Symmetrie gibt es durch die endlichen Quark-
Massen m # 0 zusétzlich eine explizite Brechung der chiralen Symmetrie. Damit folgt fiir
die Lagrange-Dichte :

Loep = ﬁ%cp +qmq = 52)0[) +4rmqr +qrmqr (1.76)

mit der Ny = 2 Massenmatrix :

m = < ”8“ ng > (1.77)

Die chirale Lagrange-Dichte muss nun unter Beriicksichtigung der endlichen Quark-Massen
so konstruiert werden, dass alle mit den zugrunde liegenden Symmetrien vertriglichen Terme
beriicksichtigt werden. Gleichzeitig muss aber sichergestellt sein, das die explizite Symme-
triebrechung auf die selbe Art erfolgt, wie in der QCD selbst. Das lésst sich erreichen, in dem
man die Masse m voriibergehend durch ein sogenanntes Spurion M ersetzt, das sich unter
chiralen Transformationen so transformiert, dass die Lagrange-Dichte invariant ist :

Locp = ,COQCD +4qg Mt qr, +q;, M qr (1.78)

Die Lagrange-Dichte ist nun invariant unter SU(3)-Transformationen L, R € SU (3). Mit
Hilfe dieses Spurions M und der Matrix der Pion-Felder U wird jetzt wieder die allgemeinste
chiral- und Lorentz-invariante Effektive Lagrange-Dichte konstruiert. In fithrender Ordnung
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@ (p2) ergibt sich :

oy — B (ou0,0) - PFon (vut s ot
Mo Zr<“U#U)—Tr( Ut +U ) (1.79)
Neben Fj taucht hier die positive Konstante By mit der Dimension einer Masse auf. Ersetzt
man nun das Spurion M durch die konstante Massenmatrix m, so wird die chirale Symmetrie
auf genau die gleiche Weise gebrochen, wie in der QCD. Mit x = 2Bym folgt dann :

Ly = 1102% (auva,U") —I;OQTr (vt + o) (1.80)

Das zugrunde liegende Power-Counting-Schema ist hier :
U=0 (po) , 0,U=0(p), x~m=0 (p2) (1.81)

An dieser Stelle ergibt sich eine deutliche Analogie zum Hamilton-Operator des Heisenberg-
Ferromagneten :
H =Ho— ) psa-H

wobei Hyg invariant unter O (3)-Rotationen ist und eine Symmetriebrechung durch das ex-
terne Feld H erfolgt. Man erkennt, dass m hier dem externen Feld H entspricht und das
Quark-Kondensat (0|gq|0) der spontanen Magnetisierung bei H = 0.

1.4.3 Chirale Storungstheorie fiir die Gitter-QCD

Die Grundlage fiir die Beriicksichtigung von Gitter-Artefakten im Rahmen der Chiralen
Storungstheorie ist die Formulierung einer Effektiven Kontinuumstheorie fiir die Gitter-QCD
durch Symanzik [9]. Hierdurch lassen sich bis zur betrachteten Ordnung in a sémtliche Gitter-
Effekte explizit berechnen.

Symanzik Improvement und Gitter-Effekte

Durch den Impuls cut-off p = 7 wird analog zu Agcp eine neue Energieskala eingefiihrt,

die den Giiltigkeitsbereich der Effektiven Feldtheorie begrenzt. Der Entwicklungsparameter,
der als hinreichend klein vorausgesetzt wird, ist hier die Gitterkonstante a. Die Wirkung der
Effektiven Kontinuumstheorie hat nun folgende allgemeine Form :

Seff :So+aS1+a252+... (1.82)

Der Kontinummsterm fithrender Ordnung entspricht der QCD, also Sy = Sgcp. Fiir den
Fall der Wilson-Fermionen bleibt nach einigen Umformungen als einziger relevanter Term in
der Ordnung O (a) der Pauli-Term {iibrig mit :

aS1 =acsw o F"q (1.83)
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der sich unter unter chiralen Transformationen genauso verhilt wie der Massenterm, so dass
sich die chirale Lagrange-Dichte nun direkt angeben lésst.

Fg N, t E§ f
Ly = Z’I‘r (8#U8NU)—|—TBOT1“ (mU —i—Um)—&-Z?WoCSWaTT (U "‘U)

1102 (9,00,U7) + 1102 By (mU" +Um) + 123 (pUt +pU) (1.84)

Hier wurde p = 2W/acsw = 2Wya verwendet. Die Spur iiber die Flavour-Indizes wird im
folgenden durch spitze Klammern gekennzeichnet, um eine kompaktere Notation zu ermog-
lichen. Zu beachten ist, dass der Sheikholeslami-Wohlert Parameter cgyp hierbei abhéngig

ist von der Eichkopplung # und dem Wilson-Parameter r. Wy ist ein weiterer unbekannter

Parameter der Massendimension [m3] beziehungsweise [ﬁ} Als Power-Counting-Schema

wurde hier :
U =0, 0,U =0(p), x~m=0(p?), p~a=0 (p?) (1.85)

verwendet.

O (p*) Lagrange-Dichte

Die O (aQ) Lagrange-Dichte der Chiralen Stoérungstheorie bis O (p4) lautet nun [10] :

X = 2Bom, p =2Woa (1.86)

c - I <8MU8MUT> . 1102 <XUT + UXT> - Zg <pUT + UpT>
uU0U" )2 = Ly (0,00,01)? — Ly ((9,U8,U")?)
+Ls (,U0,U1) (xU + Uxt) + Wi (0,09,0") (pUt + Up1)
+Ls (08,07 (x0T + UXT) ) + s (0,0 (oUt + Upt) )

—L7 (xUT = UXT) 2 = wr (x0T = Ut ) (Ut = Uty — w3 (Ut — Ut 2
~Ls (xUTUT + UxTUy > W <XUTpUT +UpTUNT > — W, <pUTpUT L UpTU >
(1.87)

(
{
{
—L6 (U + UxT )2 = W (Ut + UXT) (pUt + U ) = Wi (pUF + U1 )2
{
(

Hier wird der Fall Ny = 2 betrachtet, so dass die Parametrisierung der SU(2) Matrix U
durch die Pion-Felder gegeben ist durch :

U (z) = exp <F107r (@) Ta> (1.88)

mit den drei Pauli-Matrizen 7, und den Pion-Feldern 7, ().
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1.4.4 Axial gedrehter Massenterm

Als Resultat der expliziten Brechung der chiralen Symmetrie durch die nicht verschwinden-
den Quarkmassen besitzen die drei Pionen eine vergleichsweise kleine Masse von ungefiahr
140 MeV. Bei numerischen Simulationen erweist es sich jedoch als problematisch, in den
Bereich physikalischer Pion-Massen vorzustoflen, da die bisher verfiigharen Monte-Carlo-
Algorithmen vom sogenannten Slowing-Down Phinomen betroffen sind, wodurch sich die
bendtigte Rechenzeit bei kleinen Massen drastisch erhoht. Als zusétzliche Schwierigkeit tritt
das Problem auf, dass die Quark-Massen nun nicht mehr als Infrarot-Regulator wirken, so
dass im Wilson-Dirac-Operator unphysikalisch kleine Eigenwerte auftreten, was die Simula-
tionen erheblich erschwert und teilweise sogar unmdoglich macht.

Mit Hilfe des Tricks, einen axial gedrehten Massenterm einzufithren [11], lassen sich die
hier geschilderten Probleme jedoch zum Teil 16sen. Zuséatzlich zur gewohnlichen Quarkmasse
fithrt der gedrehte Massenterm nun zu einer von Null verschiedenen Twist-Masse, die als
eine Art natiirlicher Infrarot-Cutoff wirkt und das Auftreten extrem kleiner Eigenwerte des
Wilson-Dirac-Operators verhindert. Das Problem des Slowing-Down bleibt dennoch beste-
hen, obwohl erwartet wird, dass es weniger ausgeprigt ist als im Fall ohne Twist [12]. Ein
zusétzlicher Vorteil der Twisted-Mass-Rechnungen ist ein automatisches O (a) Improvement

der Observablen im Fall eines Twist-Winkels von w = %

Grundsétzlich gibt es zwei verschiedene Moglichkeiten, T'wisted-Mass-Rechnungen durchzu-
fithren. Arbeitet man in der sogenannten Physical-Basis, so wird die gesamte chirale Drehung
vom Massenterm auf den Gitterterm iibertragen, wodurch die Massenmatrix ihre physikalisch
korrekte Diagonalgestalt erhélt. Dieses Vorgehen ist vorteilhaft fiir einige analytische Arbei-
ten im Rahmen der Chiralen Stérungstheorie. Fithrt man jedoch Monte-Carlo-Simulationen
der QCD durch, so werden die immer vorhandenen Gitterartefakte in der Chiralen Sto-
rungstheorie durch einen gewohnlichen Gitterterm parametrisiert. Dieser Fall ldsst sich in
der Twisted-Basis beschreiben, in der der Gitterterm diagonal ist, wéhrend zusétzlich zur
iiblichen Wilson-Quark-Masse eine von Null verschiedene Twist-Masse eingefiihrt wird. Je
nach Art der Fragestellung ist es giinstiger, in der einen oder in der anderen Darstellung zu
arbeiten, wobei die Resultate nach geeigneter Transformation jedoch vollig dquivalent sind.
Es zeigt sich beispielsweise, dass sich die Phaseniibergangsphdnomene im Bereich kleiner
Quark-Massen am einfachsten in der Twisted-Basis verstehen lassen.

Der Einfachheit halber wird im folgenden mit Quarks gleicher Masse m = m, = mgy gear-
beitet, so dass die Massenmatrix proportional zur Einheitsmatrix wird. Fiihrt man nun in
der QCD eine axial gedrehte Massenmatrix M’ (w) = Me™"™ mit M = mlazo ein und

transformiert die Quark-Felder gleichzeitig durch :
e e (1.89)

so bleibt die Form der QCD Lagrange-Dichte unverédndert. Im Rahmen der Chiralen Sto-
rungstheorie ist die Drehung des Massenterms gegeben durch :

X (w) _ e—ing/er—ing/Q (190)
Bei gleichzeitiger Transformation der Pion-Matrix U zu

U/ _ eiw73/2U€iw7'3/2 (191)
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wird die Drehung auf den Gitterterm iibertragen, der nun die Form
<’)UT + U’)T> = <pe"°”3/ Ut 2y o 2y g i/ 2P>

<,0 (W) UT+Up (w)T> (1.92)

annimmt. Die Matrix p (w) ist jetzt drehwinkelabhéingig :

1WT3

p(w) =e“Tp=poly+ipss (1.93)
mit eindeutig bestimmten Koeffizienten pg = 2Wpa cosw und p3 = 2Wya sin w. Die folgenden
Rechnungen werden alle mit einem axial gedrehten Massenterm durchgefiihrt, so dass U’ nun
wieder durch U und ' durch y ersetzt werden kann.

1.4.5 Berechnung der Pion-Massen in fithrender Ordnung

Die Lagrange-Dichte (1.87) stellt eine Entwicklung fiir kleine Impulse p?, kleine Masse m
und kleine Gitterkonstante a dar. “Klein” bedeutet hier klein im Vergleich zu typischen ha-
dronischen Energien von A =~ 1GeV. Im Folgenden werden wir uns auf den ,,physikalischen”
Grenzfall beschréanken, in dem der Gitterterm einen wesentlich kleineren Beitrag zur Effek-
tiven chiralen Lagrange-Dichte liefert als der Massenterm, d.h. :

p2 Bym Woa

> > e

(1.94)

Im Kontinuumsfall, d.h. fiir a=0, verschwindet der Gitterterm und das Minimum der Lagrange-
Dichte in fithrender Ordnung L5 wird angenommen fiir U = 1, da nur fiir réumlich konstan-
tes U auch der kinetische Term verschwindet. Fiir ein kleines nicht verschwindendes a kann
man den Gitterterm nun als Stérung betrachten, die das Minimum der Lagrange-Dichte von
7, = 0 zu einem neuen Wert 7; verschiebt. Die physikalisch relevanten Felder sind dann
gegeben durch die Differenz :

T =T — T (1.95)

Wie in [13] gezeigt, lasst sich das Minimum von £y exakt bestimmen und aus der um das
neue Vakuum entwickelten Lagrange-Dichte £2 kann man die Massen der Mesonen ermitteln
Zu

Wea?sin?w

Bom +0(a®)  (1.96)

M? = \/X% + 2x0p0 + p3 + p3 = 2Bym + 2Wya cosw +
Um das Minimum von Lo bis zur Ordnung O (aQ) zu berechnen, kann man aber auch
7l = m + 7; in die nach den Feldern entwickelte Lagrange-Dichte einsetzen. Aus der Be-
dingung, dass im Minimum der in den Feldern lineare Anteil von £ verschwinden muss,
kann man dann das neue Vakuum 7 bestimmen. Hier werden nur kleine Abweichungen vom
Kontinuumsfall betrachtet, so dass folgende Entwicklung sinnvoll erscheint :

# =arM 4+ a27~r§2) + 0 (a®) (1.97)

7

Um also 7; bis einschlielich zur Ordnung O (a2) zu berechnen, ist es also ausreichend, im
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in den Feldern linearen Term nur Beitrige bis zur Ordnung O (7?12) zu beriicksichtigen. Mit
p(w) =x + p(w) folgt :
o = Xo+po = 2Bom + 2Wya cos (w) (1.98)
ps = pz = 2Wohasin (w) (1.99)

1
Ly = const. + 5 (K(l) (Oum) %+ K® (Ouma) 2 + K® (Outs) 2)
_ ., M3mT3 _ | H3mam3
+(/107T1+ 3F0 >7T1+<,u0772+ 3F0 >7['
ps (7% + 73 + 373) _
6, 3

+ <—F0M3 + po73 +

+% (B“)w% + B®x2 4 B<3>7r§) +0 (73, 7) (1.100)

Dies fiihrt auf die Lésung :

1 :O, ﬁ'QZO, ﬁgz

<_“°+ V“%+2“§) Fo . (p3 P30
1]

Z 22 ) +0(a?) (1.101
13 X0 X%) (@) ( )

Die B und K haben dabei folgende Werte :

~ 2
1 _ H3T3  HOT3 3\ _ P3 3
B()—“OJFE_GFO? +(9(7ri)—x()+po+6 + O (a”) (1.102)
~ ~2 2
B® — HsTs P07 3) = s 3 1.103
0+3F0 6F02+O(7TZ) Xo+p0+6X0—|—O(a) ( )
~ 2
BO) — 4 M8 HOTS  asy 250 1.104
0t TR~ am PO =Xttt O(@) (1.104)
sowie
(1,2) 7}?2) ~3 P% 3 (3)
KW =1- 2 +0(7))=1-2%5+0(’) ud KY¥=1 (1.105)
3E; 3X5
Aus der Gleichung
1 1 B®
[’LO = const. + Ki <2 (auﬂ'i) 2 + §K(’) 7Tz2> + 0 (7‘1:1‘3,71'23) (1.106)
B

kann man nun die Werte der Pion-Massen M2, = ablesen. Nach Einsetzen von 7 und

K@
Entwickeln von p (w) nach a erhédlt man :

2
P3 3
M? = +po+ 2 4+0
™ X0 T Po 2x0 (a )
W02a2 sin? w

= 2Bom + 2Wyacosw +
Bom

+0 (a®) (1.107)
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was mit dem Ergebnis der exakten Rechnung {ibereinstimmt.

1.5 Partiell gequenchte Chirale Storungstheorie

Die partiell gequenchte Chirale Stérungstheorie ldsst sich aus der zugrunde liegenden par-
tiell gequenchten QCD genauso konstruieren, wie die bekannte ungequenchte Theorie [3].
Nun werden aber nicht wie bisher nur zwei Quark-Felder betrachtet, sondern zusétzlich zwei
Valenz- und zwei Geisterfelder, die fiir den partiell gequenchten Charakter der Theorie ver-
antwortlich sind.

1.5.1 Symmetriegruppe

Die Lagrange-Dichte und das Pfadintegral der partiell gequenchten QCD sind invariant ge-
geniiber Transformationen aus der graduierten Gruppe :

G =SU (4‘2) R X SU (4’2) L (1.108)

Aber ebenso, wie in der vollen Theorie, ist der Vakuumzustand nur invariant unter Trans-
formationen aus der Untergruppe :

H =SU®42)y (1.109)

was zum Auftreten von nun 35 masselosen Goldstone-Bosonen fiihrt, die durch eine SU (4]2)-
Matrix U beschrieben werden kénnen :

U - ( é g ) (1.110)

Wihrend die 4 x 4-Matrix A und die 2 x 2-Matrix D zusammen 19 kommutierende Ein-
trage enthalten, die gewohnliche Goldstone-Bosonen-Felder beschreiben, treten in B und
C insgesamt 16 antikommutierende Grassmann-Elemente auf. Diese Felder représentieren
fermionische Goldstone-Teilchen und bestehen aus einem gewdohnlichen Quark und einem
Geister-Quark. Als eine Erweiterung der klassischen Spur einer Matrix wird im Zusammen-
hang mit partiell gequenchten Rechnungen immer mit der sogenannten Superspur gearbeitet,
die {iber die Relation :

sTr(U) = TrA —TrD (1.111)

definiert ist. Dadurch bleibt auch die Eigenschaft der Zyklizitdt erhalten :
sTr (UlUg) =sTr (U2U1) (1.112)

Im Rahmen der partiell gequenchten Rechnungen wird nun die Superspur, ebenso wie bisher
die Spur, mit () abgekiirzt. Eine Verwechslung ist allerdings ausgeschlossen, da niemals Spur
und Superspur gleichzeitig auftreten werden.
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1.5.2 Parametrisierung der Felder

Die SU (4/2)-Matrix U lésst sich schreiben als :

U =exp <;<1>> mit  sTrd =0 (1.113)
0

Fiir die Parametrisierung von ® in der partiell gequenchten Stérungstheorie gibt es im wesent-
lichen zwei Ansétze. Zum einen kann man in Analogie zu den Rechnungen im ungequenchten
Fall eine Matrix-Darstellung der 35 Generatoren der SU (4|2) verwenden. Diese Methode ist
eine direkte Verallgemeinerung der bisherigen Rechnungen und erweist sich fiir Arbeiten auf
Tree-Level als besonders effizient. Die Matrix ® wird nun parametrisiert durch :

35
o =2 mT, (1.114)
a=1

wobei mit 7/, ebenso wie bisher, die noch unverschobenen Felder bezeichnet werden. Im
Zusammenhang mit Loop-Rechnungen erweist sich dieser Ansatz jedoch als ungiinstig, da
es keine einfache Zuordnung der Generatoren zu ihrem Quark-Inhalt gibt. Arbeitet man
statt dessen direkt in der Quark-Basis, so bedeutet dies, dass nun jedem Element von ¢ ein
Generator zugeordnet wird. Um nun weiterhin die Bedingung sTr® = 0 zu gewdahrleisten,
muss ein zusétzliches Feld &y = sTr® eingefithrt werden, das Kopplungen zu den Goldstone-
Bosonen besitzt und die Masse My hat. Da aber die Masse My von der Gréenordnung Agcp
ist, wird das chirale Power-Counting gestort. Es stellt sich jedoch heraus, dass ®¢ im Limes
My — oo von den restlichen Feldern entkoppelt und am Ende der Rechnungen ausintegriert
werden kann [33]. ® hat damit die Form :

$11 P12 P13 Pr1a 015 Oip
$21 $22 P23 24 b5 O26
31 ¢32 P33 P34 O35 036
a1 Qa2 P43 Paa Os5 Oip
051 052 053 Os4 @55 ¢56
061 0Os2 Oss Osa P65 P66

(1.115)

wobei es sich bei ¢;; um bosonische und bei ¢;; um fermionische Goldstone-Bosonen-Felder
handelt.

Hier wurde fiir die Herleitung der Ergebnisse auf Tree-Level der erste Ansatz verfolgt, der
auch bereits fiir die Rechnungen bis O (a) in [34] verwendet wurde. Im Fall der Loop-
Rechnungen ist es jedoch giinstiger, in der Quark-Basis zu arbeiten, da sich auf diese Weise
das Ergebnis durch eine einfache Substitution aus dem Kontinuums-Resultat ableiten lasst.

1.5.3 Lagrange-Dichte bis O (p*)

Fir die Rechnungen auf Tree-Level wird die chirale Lagrange-Dichte bis O (az) benotigt,
die formal die gleiche Gestalt hat, wie im ungequenchten Fall, nun allerdings unter der
Verwendung von Superspuren. Im Gitter- und Massenterm sind nun zusétzlich zwei Valenz-
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und zwei Geister-Quarks zu bertiicksichtigen. Damit folgt :
X = 2Bydiag (my,my,mg, mg, my,my) (1.116)

p = 2W0a 16><6 (1117)

Erfolgt nun eine Drehung des Massenterms, so bleibt der partiell gequenchte Charakter der
Theorie nur erhalten, falls die Drehung fiir See- und Geister-Quarks mit dem gleichen Winkel
erfolgt. Mit den erweiterten Pauli-Matrizen :

5 0 0 0 0 0 0 0 O
w=(0o00], ®==l0mo0o], =000 (1.118)
0 00 0 0 0 0 0 73
folgt fiir die gedrehte Massenmatrix nun :
X (wy,wg) = e~V Ty /2 —iws TS [2 ,—iwy TS /2 Y oWV TS 2 —iwsTy /2 —iwy Ty /2 (1.119)

Da die 75* (X € {V,S,G}) kommutieren, und damit die Reihenfolge keine Rolle spielt, ist
folgende Abkiirzung sinnvoll :

e—iw‘l‘g/? = e—ivaé//Qe—inT?‘?/Qe—inT??/Q (1120)

so dass die Massenmatrix formal die bekannte Gestalt annimmt

X (w) — e—ing/Q Xe—ing/Q (1121)
Im folgenden wird aber wieder in der sogenannten Physical-Basis gearbeitet. Zu dieser Dar-
stellung gelangt man, indem man durch eine chirale Riicktransformation die Drehung vom

Massen- auf den Gitterterm {ibertragt.
U/ — 6iWT3/2Ueiw7'3/2 (1122)

Da im folgenden jedoch nur noch die gedrehte Matrix der Goldstone-Bosonen-Felder U’
auftritt, wird diese direkt umbenannt zu U. Damit haben nun Gitter- und Massenterm die

Form :
X = 2Bodiag (my,my,mg,ms, my,my) (1.123)
} p¥ (wv) 0 0
p(w) =e“mp= 0 pows) 0O (1.124)
0 0 p% (wy)

wobei die 2 x 2-Matrizen pX verwendet werden mit :

pX = 19y9 2Wohacoswy + it 2Woasinwy (1.125)
und
X
Xo = 2Bomx (1.126)
= 2Wohacoswy (1.127)

py = 2Whasinwy (1.128)



1.5. PARTIELL GEQUENCHTE CHIRALE STORUNGSTHEORIE 27

Die Lagrange-Dichte im partiell gequenchten Fall hat damit die Form :

L = 1102 <6#U8uUT> - 202 <XUT + UXT> - 1102 <pUT + UpT>
~L1 (000,012 - Ly (0,00,01)? — Ly ((9,09,U1) 2)
+Li (08,07 ) (Ut + Uxt) + Wi (0,00,01) (pUt + Ut
VL <a Ua,Ut (XUT YUYy )> W <8MU8#UT (;)UT + UpT>>
L <XUT +UY > A <XUT + UXT> <pUT + UpT> W <pUT + UpT> 2
. <x > A <XUT . UXT> <,oUT - UpT> — Wl <pUT - UpT> 2
“Lg <XUT Ut + UXTUY > Wi <XUT pUt + UptUyt > — W <,on pUt + Upt UpT>
(1.129)
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Kapitel 2

Berechnung der
Pion-Massen bis o (»*

Um die Pion-Massen in Ordnung p* zu berechnen, muss man in einem ersten Schritt die
Tree-Level Terme der Lagrange-Dichte £, = L2 + L4 betrachten und die Position des neuen
Vakuums unter Beriicksichtigung der Gitterartefakte finden. In einem zweiten Schritt sind
dann die Ein-Schleifen-Beitrage aus £4 auszuwerten. Um die Schreibweise zu vereinfachen,
werden auflerdem die Abkiirzungen :

Lsy = 2Ly+ Ls, Wsa =2Wy + W5
Lgs = 2Lg+ Lg, Wge = 2Wg + W, Wi = 2W¢ + Wi (2.1)

verwendet. Als Effektive Feldtheorie nutzt die Chirale Storungstheorie, wie schon erwihnt,
die Existenz verschiedener Energieskalen aus, um konkrete Vorhersagen zu liefern. Zum einen
ist dies die Energieskala typischer hadronischer Energien A ~ 1 GeV. Zum anderen die Skala
x der Mesonen-Impulse p? und Quark-Massen yo. Bei Rechnungen auf dem Gitter tritt nun
noch eine dritte Energieskala auf, die hier durch p = /p§ + p3 reprisentiert wird. Im Fol-
genden wird nur der sogenannte physikalische Grenzfall betrachtet, in dem die Gittereffekte
p als klein im Vergleich zu den Quark-Massen angesehen werden :

A2 > x>p (2.2)

Hierbei ist zu beachten, dass ebenso wie bisher, zur Vereinfachung der Rechnungen, mit
Quarks gleicher Masse m = m, = mq gearbeitet wird. Bei der Entwicklung der Ergebnisse
in den beiden Parametern x und p ist es ausgesprochen wichtig, diese Skalenrelationen zu
beachten. Weiterhin macht es nur Sinn, Terme bis einschlieSlich O (XQ), O (xp) und O (pz)
zu betrachten, da die hier verwendete chirale Lagrange-Dichte £4 aus Gleichung (1.87) nur
bis zu dieser Ordnung giiltig ist.
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2.1 Bestimmung des Minimums der Lagrange-Dichte durch Ent-
wicklung von £, nach den Pion-Feldern

Bei der Suche nach dem Minimum von £, kann man vollig analog zur Rechnung in fiihren-
der Ordnung (O (p2)) vorgehen. Zunéchst sind die drei in den Feldern linearen Terme der
Lagrange-Dichte zu identifizieren. Aus der Bedingung, dass diese im Minimum 7; verschwin-
den miissen, kann man auch hier wieder drei Gleichungen fiir die 7; ableiten :

Lgsx0> Lgx1? WssX0p0 W's6po -
0 = + po + 16 + 16 +16———+16—— | 7
(XO 1% F02 F02 F02 F02 1

p3 . 32 Wsepaxo . 64 Wisspspo ) - - -3
2 - O (7 2.3
+ (3F0 T3 T RT T3 Re T3 + O (7)) (2.3)

L 2 W, W/ 2 _
0 = <x0+p0+16 T 16— 116 862”‘))772

0 0 Fy
<pz 32 Wasp3xo n 64 W's6p3po
3

3F, o 3 R? > Trofts + O (77) (2.4)

44 w’
g V86P3X0 1 1V 86P3P0

0 = —p3kFo— F 7
+ (XO +po + 16 Lg;;‘zo2 +16 WB;?QP 0 416 W;foﬁf o’ _ 16 W;jf 32) 73
n ( 6/)?30 N ? ngzc??ps % W’;Zgops) e < 6%30 n %6 WB;Z(;P?) % W’;igopg) 72
+ (2’);;0 +16 WB;?XO +32 Wl;%g?’po) 7240 (7) (2.5)

Dies fithrt unter Berticksichtigung von Beitrdgen bis einschliefllich zur Ordnung O (a2) auf

die Losung :
=0, =0
_ P3 P3P0 (8 Wse — 16 Lgg) p3 | (—24Wge + 16 W's6 + 32 Lgs) p3po
T3,min — Fo| — - 2 + +
X0 X0 Fo XoFo
FoWpsin (w) (16 Wge — 32 Lgg) Wy sin (w) FoWo?sin (w) cos (w) o
= —|— — 3 a
Bom Fo BO m2
—48 Wy + 32 W'gs + 64 Lgg) Wo? si
+( 86 + 86 + 64 Lgg) Wo* sin (w) cos (w)a2 +0(d) (2.6)
Bom FO

2.2 Direkte Bestimmung des Minimums von L,

Um zu iiberpriifen, ob in (2.6) tatséchlich das korrekte Minimum identifiziert wurde, kann
man das Minimum der Lagrange-Dichte aber auch direkt bestimmen. Die fundamentale
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a

Variable der Chiralen Storungstheorie ist die SU (2) Matrix U (z) = exp (Flow’ (x) Ta) die

man auch wie folgt parametrisieren kann :
U =uol + i mit 1=l +uf 4+ ul + uj (2.7)

und

Uy = COoS @ , U = i sin m , 1€ {1,2,3} und ‘ﬁ/‘:\/ﬂ%—l-ﬂ'%-l-ﬂ'g
Fy | 7| Fy

Damit wird klar, dass sich die Lagrange-Dichte £, auch als Funktion der u; mit j € {0,1,2,3}
betrachten lésst : £y (ug, u1, uz, u3). Genauso wie Abschnitt 1.3 wird auch hier das Minimum
fiir den Fall konstanten U’s beziehungsweise konstanter Felder angenommen. Beziiglich dieser

Variablen kann man nun wiederum das Minimum von £, suchen, was natiirlich mit dem
oben gefundenen iibereinstimmen muss. Aus weitergehenden Uberlegungen [15] folgt, dass
bei der von uns gewéhlten Drehung des Massenterms um die 73 Achse das Minimum nur
in m3-Richtung verschoben wird, so dass tatséchlich nur noch ug und w3 zu beriicksichtigen
sind :

U =wuol +iusTs mit 1 =ud + u} (2.8)

Nun kénnen wir die Lagrange-Dichte als Funktion von ug und us angeben :
Ly (ug,uz) = —crug + czu(Q) + c3ug + C4u§ + cyugus (2.9)

wobei die Konstanten ¢; die Werte

a = (xo+po)Fo’ (2.10)
ca = —4Lgxo® — 16 Lexo® — 16 Wexopo + 4 W'sps® — 4 Wgpo® — 16 W'spo® — 4 Waxopo

(2.11)
3 = —p3Fp? (2.12)
cs = ALgxo® —4Wsps® +4 Wspo® — 16 W'eps® + 4 Wsxopo (2.13)
s = —16Wgxops — 32 Wspops — 8 Wexops — 16 W'spops (2.14)

besitzen. Um nun das Minimum von (2.9) zu bestimmen, haben wir zunéchst eine Substitu-

tion durchgefiihrt :
uyg =V 1—22 ug =z (2.15)

womit Gleichung (2.9) die Form

Ly (2) =caz® + (csv 1—22+ 03) 2+ (1—2%) — 11— 22 (2.16)

annimmt. Im Minimum muss wiederum die Ableitung von L, (z) beziiglich z verschwinden :

2
& _a V1 — 22
0 = m+<204+m 262>Z—|—C5 1—22+c¢3 (2.17)
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Diese Gleichung lésst sich mit dem Ansatz
z =20+ z10 + 200> (2.18)
iterativ 16sen, was auf folgende Werte fiir die z; fiihrt :

2% =0 (2.19)

W sin (w) N (=32 Lgg + 16 Wgg) Wy sin (w) N (1024 Lsg® — 512 W Lsg) BomWy sin (w)

A1 - Bom F02 F04
(2.20)
_ WoPcos (w)sin (w) (64 Lgg — 48 W + 32 W'ss) Wo? sin (w) cos (w)
2T T Bme * BomFy?
(—3072 Lgg” + 3072 Wi Lgg — 1024 W'gsLgg — 512 W) Wo? sin (w) cos (w)
+ F04
(2.21)

Einsetzen der expliziten Formen von pg,p3 und xo sowie Vernachlédssigung aller Terme, in
denen die Niederenergie-Koeffizienten L;,1W; und W’; in hoherer als erster Ordnung auftreten,

liefert fiir z und damit ug den Wert :

Wga sin (w) + (16 Wgﬁ — 32 LSG) Woa sin (w)

Umin = g Fo?

(=512 LgWse + 1024 Lgs*) BomW, sin (w)

+ ] a
Foy

Wo?sin (w) cos (w) 5 (=48 Wy + 32 W'gg + 64 Lgg) Wo? sin (w) cos (w)
T BZmz 7 Bom F)? “

(=512 W + 3072 LggWss — 1024 Lgg W'ss — 3072 Lgg®) Wo? sin (w) cos (w)
+ F04 a
+0 (ag)

(2.22)

Setzt man die in Gleichung (2.6) gefundene Position des Minimums in die Parametrisierung
von U aus Gleichung (2.7) ein, so stellt man fest, dass ug m, mit sin (%) = % + O (ﬁg)
tibereinstimmen muss, was hier tatséchlich erfiillt ist. Damit ist also sichergestellt, dass bei
Entwicklung der Lagrange-Dichte nach den Pion-Feldern wirklich die korrekte Position des
Minimums identifiziert wurde.
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2.3 Tree-Level Pion-Massen

Die physikalisch relevanten Felder sind, wie oben bereits beschrieben, gegeben durch die
Differenz :
T, = T ; - i

Setzt man nun w, = m; + 7; in die Lagrange-Dichte ein, so hat diese im wesentlichen die

Form :
1 B®

_ 1 2
L4 = const. + K; (2 (Oum;) “ + 2%

W?) + O (7%, 7}, ) (2.23)

Mit dem Minimum 7 aus (2.6) erhilt man fiir die Koeffizienten der in den Feldern m; qua-
dratischen Terme B(*) die Werte :

2 16Lgex0® + 16W; + 16Wigp0?
B = 4 pp + 2 4 2286X0 SG;COPO 8620
6x0 Fy

32 32 16Lgx1?
5 Wse — 5 Lgg — —55—
Fy?

ps” + 0 (0, X0, x0% p?)
Lss Bo*m” Bom Wis W,
= 2Bym+64 867027” + <2W0C05(w) 164 om Wse 2oCOS(w)) "
Fy Fy
Wo? sin? (w) 24 64 W's6Wo? cos? (w) o2
3Bym F02
(_% Lgg + %38 Wgﬁ) W02 sin? (w)
Fy?

+

a?+0 (m3, m?a, a*m, ag) (2.24)

2 2 ! 2
16 Lgex0” + 16Wsex0p0 + 16Ws:pg
B(Q) — + + ’Oi + 86
X0 £0 6X0 F02
2
32 Wse — 32 Lgg — 716;;0)%1
Fy?

L B2 2
= 2Bym+64 86F702m+ <2Wocos(w)+64
0

Wo? sin? (w)a2 N 64 W's6Wo? cos? (w)a2
3Bom Fy?
(—% Lgg + %)8 W86) W02 sin? (w)
+ 7

ps® + O (X%, x*p, xp*, p°)
Bom W86W0 COS (w) )
3 a
Fy

a2+ 0 (m?’, m2a, a®m, a3) (2.25)
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B®  — yotpot 3> L 16 Lggxo” + 16 Wsexopo + 16 W'sepo” + (=16 W'ss + 32 Wys — 32 Lss) pa”

2X0 2
+0 (%0, x0%, p7)
= 2 Bom + 64 %0227712 + <2 WO cos (w) 164 Bom Wgﬁmgo COS (w)) a
Fy Fo
+Ma2 + 64 W'gsW§ cos® (w) + (—128 Lgg — 64 W's + 128 Wyg) W sin® (w)a2
Bom o2
+0 (m?, m%a, a®m, a*) (2.26)

Die Koeffizienten der kinetischen Terme K (9 sind gegeben durch :

2
) ps?  8XoLsa +8Wsapo + (8 Wsa — i Wes — 3 Lsa + % Lss) 52

K(172) — _ +
3X0? Fy?
1
+-0 (x>, X, xp%, 0%
Bom L
= 11 Bmlen g Wallocos(),
Fo Foy
_ W02 sin2 (w)a2 4 (—% L54 + %4 L86 + 16 W54 - :%2 W86) W02 Sin2 (w) a2
3302m2 BomF02
1
+—0 (m3,m2a,a2m,a3) (2.27)
m
2
8 Lsaxo + 8 Wsapo + (8 Wsa —4 Lsg) 2= 1
K@ = 1+ 2 X+ 0 (0 e X%, 0%)
Fy X
1416 Bom Ly 16 Ws4Wj cos (w)a N (16 W4 — 8 Lsy) Wo? sin? (w)a2
F[)2 F02 Bom F02
1
+—0 (m?’,mQa, an,a?’) (2.28)
m

Damit ergibt sich fiir Quadrate der Massen Mi = 11?8 :

2 2
p3° | (=8Lsa+16 Lgg) xo~ | (—8Wsa — 8 Lss + 16 W) Xxo0p0
M, = LA
(1) Xo + po + o + 72 + 72
n (—8 W54 + 16 W/86) p()2 " (—8 Wsq — 16 Lgg + 16 WgG) p32
Fy? Fy?

+0 (X*. X0, xp°, %) (2.29)
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(64 L86 —32 L54) Bozﬂ”b2
Fy?
(—32Wsy + 64 Wy — 32 Lss) BomWycos (w)  Wo?sin? (w) 4
+ 5 a+ a
F() B()m
N (=32 Wsq + 64 W's6) W& cos? (w) + (64 Wgg — 32 Wiy — 64 Lgg) W sin? (w) 2
Fy?
+0 (m3, m2a,a’m, a3) (2.30)

M{y = 2Bym+

+2Wycos (w)a

2 2
03 (—8 Lsys + 16 Lgﬁ) X0 (—8 Wsqy — 8 Lgy + 16 Wg@) X0P0
My = =
(2) Xo + po + 2X0 + F02 + F02
(—8 Wsq + 16 ngﬁ) p02 (—8 Ws4 — 16 Lgg + 16 Wgﬁ) p32
+ 2 + 2
F(] FO

+0 (X%, xX*p, xp*, p°) (2.31)

(64 LSG — 32 L54) B02m2
Fy?
(—32Wsy + 64 Wgg — 32 Lsg) BomWycos (w)  Wo?sin? (w) 4
+ 5 a+ a
F(_) Bgm
N (=32 Wy + 64 W'sg) W cos? (w) + (64 Wgg — 32 Wsy — 64 Lgg) W sin? (w) 2
Fy?
+0 (m3, m2a, a®m, a3) (2.32)

M(22) = 2Bym+ +2Wycos (w)a

2 2
p3 (—8Lss +16 Lgs) x0~ = (=8 Ws4 — 8 Lss + 16 Wgs) x0p0
MZy = xo+po+o—+ +
(3) X0 T Po 2%0 FOQ F02
" (—8 Wsyq + 16 ngﬁ) p02 n (—8 Ws4 — 16 Wéﬁ — 32 Lgg + 32 WSﬁ) p32
Fy? Fy?

+0 (x*, X, xp*, p°) (2.33)

(64 L86 — 32 L54) B02m2
Fy?
—32Ws4 + 64 Wsg — 32 Lsy) BomWy cos (w Wo? sin? (w

2

+ 5 a—+ a

FO Bom
N (128 Wgg — 32 Wiy — 64 W'ss — 128 Lgg) W sin? (w)a2
Fy?

—I—( 32Ws4 +6 FW/286) 0 €Os (W)az o) (m3, m2a, a*m, a3) (2.34)
0

M(23) = 2Bym+ +2Wpcos (w)a
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In Ubereinstimmung mit fritheren Arbeiten [13],[15] ist auch die Beobachtung, dass die 71,73
beziehungsweise m,m3 Massen-Aufspaltung proportional zu a? ist.

—16 Lg@ — 16 W/sﬁ + 16 W86 p32
T o o)
(—64 Lgg — 64 ng(; + 64 WgG) W02 sin® (w) 9

- 2 a’>+ 0 (a®)  (2.35)

2.4 Schleifenbeitrage zu den Pion-Massen

2.4.1 Ubliche Parametrisierung der Felder

Zunichst wurde versucht, die Schleifenbeitrige zu den Pion-Massen in der iiblichen Parame-
trisierung der Felder durchzufiihren :

U = T (meratars) (2.36)

Dabei zeigt es sich jedoch, dass der damit verbundene Rechenaufwand ausgesprochen grof3 ist
und gleichzeitig einige schwer zu beantwortende konzeptuelle Fragen auftauchen. Aus diesem
Grund folgt hier nun ein kurzer Einblick in die mit Rechnungen in der {iblichen Parametri-
sierung verbundenen Probleme. Es ist aus Zeitgriinden unpraktikabel, diesen Ansatz weiter
zu verfolgen, da sich durch eine Reparametrisierung drastische Vereinfachungen ergeben.

Identifikation der Wechselwirkungsterme in der Lagrange-Dichte

Um die Schleifenbeitrége zu den Pion-Massen zu berechnen, ist es zundchst notwendig, die
relevanten Wechselwirkungsterme in der Lagrange-Dichte Lo zu identifizieren.

_F§

-5 (a.00,01) - B0 (ot o) = B8 (4 )

Lo 1

Hierzu muss man L5 zunéchst nach Potenzen der Pion-Felder entwickeln und es ergibt sich :

Lo = S (OFR) + o [(FOu7) (FOF) — 72 (0,7 0,7
0

_ T (0,7 (F0.7) — 72 (0,70,7)]

45F61 I I H I

+ ~ =12,/ 4 ~
—F02 (xo + po) — Fopsmh + (xo . Po)ﬂlz + P3gFO7T3 _ (X§4F§0) (ﬂ_l?) 2
0
=14/
pP3T 7T3 (XO + po) (7—1_*/2) 3 4 O (7—1_’;7) (237)

C120F3 T T20F2

An dieser Stelle ist es ausreichend, Terme bis einschliellich zur Ordnung O (7r’6) zu bertick-
sichtigen. Denn ausgedriickt als Funktion der physikalischen Felder # = # — 7 mit

f1 =0, =0, 7?3—F0<p3’—p3§0>+(’)(a3)
X0 X0
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liefern Terme der Ordnung O (77’ 7) entweder Beitrédge, die mehr als vier Pion-Felder enthalten
oder solche, die von der Ordnung O (ag) sind, hier also nicht beriicksichtigt werden. Unter
Vernachlissigung konstanter Terme nimmt die Lagrange-Dichte nun folgende Form an :

1 2 1
Lo = 5 (1 — /)32> [(Opm10um1) + (Oum20um2)] + 5 (Oum30,m3)
3X0 2

2 6xo0
LYW LWWA L 0 (03, p2x, D) (2.38)

1 r3 2 2 1 3 2
+= [ xo+po + = (771+7r2)+§ Xotpot o )

Die Terme der Lagrange-Dichte, die Produkte von drei Pion-Feldern enthalten, sind zu der
Abkiirzung E;/V w3 zusammengefasst und tragen zum Dreiervertex bei :

ww3 P3 POP3 \ (= a0 = o
“ - (3X0F0 B 3x3F0> [ (OuT) (Oums) — 73 (0,7 OuT)] (2.39)

Die Wechselwirkungsterme der Lagrange-Dichte, die zum Vierervertex beitragen sind :

1 p2 /)2
Lwa 3 2\ 2 3 2(=2
2 242 \ X T T 10, (%) 60yo 2 ()
1 3 S0 = 2 4p3 .
(5 — ) 7R - ) )
<6F02 45X3F02> FOuT)” ~ g g (™a0ums) (TOLT)
1 205\ =2\ a0 ma o L 403 oy g =g =
_ <6F02 _ 45X3F3> (7) Oui0u®) + 32 B (75) (0u70,7)
2
P3 )
_45X%F02 (W ) (8M7T38u7r3) (2.40)

Symmetrisierung der Vertizes

Fiir die Berechnung der Pion-Selbstenergien ist es nun notwendig, die Vertizes geeignet zu
symmetrisieren. Im Fall des Vierervertex aus Gl. (2.40) folgt :

1 p3
Lwwar o 3 22)2 = 72) 2 2.41
2 24F02 Xo + po + 10X0 (’/T ) CViq (7T ) ( )
WWW,4,2 1 p3 an 2 o 2
L, = 4+ <6FO2 — m (O,T)° = cyy, (TOLT) (2.42)
WWwa4,3 _ 1 2p§ —2 a —»a =\ -2 8 —»8 —
L, - 6F¢ a 45x3F? (7r )( WTOUT) = cv, 4 (77 )( L TOLT) (2.43)
2
WW,4,4 P -2 —
L= et = o (F) (2.44)
4p3 an o an o
EIZ/VWA,S — _% (7-‘-38“71-3) (ﬂ-aﬂﬂ-) =Cvys (71'38#71'3) (ﬂ'auﬂ') (2.45)
45x5F;
4 2
WW,4,6 P N oo o
L, = +—325 (13) (0,70,T) = cv,q (73) (0,70,7) (2.46)
455y
2
oy AT = P () (OumsOums) = cvi, (72) (OumsOyums) (2.47)
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Am Beispiel des ersten Terms lisst sich die Symmetrisierung am einfachsten verdeutlichen :

1

WW,4,1 4
£ 4!

= v, (%)% = ‘/foib’c’dﬂaﬂbﬂcﬂd (2.48)

Fiir Vﬁ’lb’c’d folgt damit :

Vzib,qd = —8 vy ((Sa,béc,d + 5a,c(5b,d + 5a,d5b,c) (2.49)

Die Ableitungen 0,7, in den anderen Termen fithren jeweils zu einem Faktor (ip), wobei alle
Impulse als einlaufend definiert werden.

a,b,c,d
Via

a,b,c,d
Vi3

a,b,c,d
Vii

a,b,c,d
Vis

a,b,c,d
Vie

a,b,c,d
Vig

2 v, 5 (6ap0c.d (PaPe + PaPd + PoPe + PbPd) + 0a,c0b.d (PaPb + PaPd + PbPe + PePa))
+2 cv, 5 (00,00, (PaPb + PaPe + PrPd + PePd)) (2.50)

4 cv, 4 (0ap0c,d (PaPy + PePa) + a,c0b.d (PaPe + PoPa) + 0a,d0b,c (PaPa + PoDe)) (2.51)

—4 ey, 4 (0a,p0¢,30d,3 4 0a,c00,300,3 + 64,d0b,30¢,3 + 0b,c0a,30d,3 + Op,d0a,30¢,3 + Oc,d0a,300,3)
(2.52)
Va5 (0a,60¢,304,3 (PaPe + PaPd + PoPe + PoPd) + 0a,c06,30a,3 (PaPb + PaPd + PoPe + DePa))
+evy s (0a,d0,30¢,3 (PaPb + PaPe + PoPd + PePd) + 0b,c0a,30d,3 (PaPb + PaPe + PoPd + PePd))
+evy s (06,d0a,30¢,3 (PaPb + PaPd + PoPe + PePd) + 0¢,d0a,306,3 (PaPe + PaPd + PbPe + PoPd))
(2.53)

4 cv, 6 (6a,60¢,304,3PaPb + 6a,c00,30d,3PaPe + 6a,d0b,30¢,3PaPd + Ob,c0a,30d,3PbPc)
+4 cv, 6 (66,d0a,30¢,3P6Pd + Oc,d0a,306,3PcPd) (2.54)

= 4 vy (0a40e,30d,3PcPd + 0a,c06,30d,3P6Pd + 0a,d0b,30¢,3D6Pc + 0b,c0a,30d,3PaPd)

+4 cv, 7 (06,d0a,30¢,3PaPe + Oc,d0a,306,3PaPb) (2.55)
7
V;la,b,c,d _ Z V;S,Ci),c,d (256)
a=1

Fiir den Dreiervertex aus Gl. (2.39) :

mit

£y = ey, [7 (0,7) (Oums) — w3 (8,70,7)] (2.57)

(2.58)

ergibt sich ebenso nach der Symmetrisierung :

a,b,c
V3

= Cina (5a,b50,3 (papc + pbpc) + 5a705b,3 (papb + pbpc) + 5b,c(5a,3 (papb + papc))
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-2 Cvy <5a,b5073papb + 6a,céb,3papc + 5b,65a,3pbpc) (259)

Einschleifen-Integrale

In der Ordnung O (p4) sind Diagramme mit der chiralen Dimension D=4 zu beriicksichti-
gen. Dies sind zum einen Einschleifendiagramme aus L2 und zum anderen Tree-Level Dia-
gramme aus L4. Bei Betrachtung des Vierervertex tragt nur das in Abbildung 2.1 gezeigte
Einschleifen-Diagramm zur Pion-Selbstenergie bei. Im Fall des Dreiervertex gibt es die in
den Abbildungen 2.2 und 2.3 gezeigten Feynman-Diagramme, die Korrekturen der Ordnung
O (a?) liefern.

Einschleifen-Integral mit dem Vierervertex V"

Am einfachsten ldsst sich der Beitrag des Feynman-Graphen aus Abbildung 2.1 zur Pion-
Selbstenergie berechnen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man damit in Glei-
chung (2.56) folgende Wahl der Parameter und Indizes des Vierervertex treffen :

1. In der Notation des letzten Abschnitts werden die Isospin-Indizes gewéhlt als :
a=10b=j,c=7jund d = i wobei ¢ den Isospin-Index des ein- bzw. auslaufenden
Pions kennzeichnet.

2. Alle Impulse werden als einlaufend definiert. Das heifit konkret :
Pa =D, P =k, pe = —k, pg = —p

3. Bei der Summation {iber die Schleifenimpulse ist zu beriicksichtigen, dass im Fall der
Pion-Felder (1) und (2) der Propagator noch durch den Faktor

2
(12) _q1_ Ps 3
K 1 3 + O (p°)

7zUu normieren ist.

1
K(1,2)

V4(i) _ (‘/4“” +sz2¢) 3 (2.60)

Nach Summation iiber den Isospin-Index j der Schleife folgt damit insgesamt fiir ¢ = 1 und
1=2:

y2)

<4 26 p3® > 2 (4 2 p3’ >k2 5x0+p0 | 61 p3® (2.61)

3F2 45 Fy’y,? 3F2 15 Fy2yo? 3 [ 90 Fy2yo

und fiir ¢ = 3 gilt :

4 4 p3? 4 28 p3° 5x0+p0 | 83 p3’
V(3) — 2 [ — k-2 — — 2.62
4 3F? 15 Fo?x02 P 3FZ 45 Fy’xo? T3 Fy? 90 Fo*xo (262)
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Abbildung 2.1: Schleifendiagramm mit Vierervertex

Das Diagramm in Abbildung 2.1 hat den Symmetriefaktor 2, so dass sich

loop,(i) ( 2\ __ 1 d'k (4) 1
2y, (p) - 2/ (271_)4‘/4 kQ—i—mg (2.63)

2
ergibt, wobei mit mg = X0+ po + 2’% die O (pQ)—Pion—Massen aus Lo bezeichnet werden.
0
Dieses Integral ist divergent und ldsst sich im Rahmen der dimensionellen Regularisierung
auswerten. Es gilt :

. d*=<k 1 m2 m2

Iy (m3, A% €) = A /(%) g 167?2 [R—Hog (Agﬂ + O (e) (2.64)

Ak k2 + m?
Tia (m2, A2, 6) = AE/ " 0 _ 040 (2.65)

( 0 ) (271')4 6k2+m3

mit
2

R = - [log (47) — v + 1] (2.66)

Und damit erhilt man das gesuchte Einschleifen-Integral fiir die Pion-Felder 1 und 2 :

loop,(1,2) /2 1 [(2 13p3\ o, xo+po , 13 ps° -
b = I A 2.67
Vi (p ) F02 |:< p°+ 6 + 180 Yo 1 (m07 76) ( )

3 453

Fiir das dritte Pion-Feld folgt :

loop,(3) (, 2 1 2 2p3\ 5, Xot+po 79 ps® 9 A9
bY ==z — I A 2.68
v (pY) 72 [<3 RETEv) LA S Tl B (mg,A%€)  (2.68)

Einschleifen-Integral (1) mit dem Dreiervertex V;""°

Im Feynman-Diagramm aus Abbildung 2.2 treten zwei Dreiervertizes auf, so dass iiber
das Produkt V;’b’c . V?)d’e’f nach geeigneter Wahl der Indizes und Parameter zu summieren
ist. Auch hier kann man wieder ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in Gleichung (2.59)
folgende Wahl treffen :

1. Die Isospin-Indizes werden gewéhlt als :
a=1ib=j,c=1d=j, e=1[1und f =i wobei ¢ den Isospin-Index des ein- bzw.
auslaufenden Pions kennzeichnet.
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2. Alle Impulse werden als einlaufend definiert. Das fiithrt im Fall einer symmetrischen
Parametrisierung des Schleifenimpulses auf :
Pa=p, 06 =k—=5pe=-k—-5, pa=—-k+5 po=k+5undps=—p
womit die Impulserhaltung an beiden Vertizes erfiillt ist.

3. Die Beriicksichtigung des Faktors F(1? in den Schleifen fiihrt zu Korrekturen der
Ordnung O (aQ), was an dieser Stelle nicht weiter betrachtet werden muss, da der
Dreiervertex selbst bereits von Ordnung der O (a) ist.

Nach Summation iiber die Isospin-Indizes j und [ der Schleife folgt damit insgesamt :

3
i)=Y vt (2.69)
j:l =
(1,2) 2 2\ 2 27.2 2,9 (92
Vo = ey |2 (k)2 =3p°k* +18 (p- k) +§(p) (2.70)
9
vy = &, [8 (k%) — 12p°K + 2p2] (2.71)
und
e, —Lops 1 p3po
" T 3Foxo 3 Foxo?
Abbildung 2.2: Schleifendiagramm (1) mit Dreiervertex
Das zugehorige Schleifen-Integral ist divergent und lautet (Symmetriefaktor 2) :
2] @ - 7 (kB |

= 1/1dx/ d'k V?)(,Zl) (2.73)
2 ) 2m)4 (=2zp-k+p-k+ k2 + 1p2+m?)?2 :

Mit Hilfe der Feynman-Parametrisierung lésst sich der Nenner dieses Integrals auf Standard-
form bringen. Ein Teil der hierbei auftretenden Integrale lautet in dimensioneller Regulari-
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sierung [17, 18] :

4—e

d4—6 1 T2 4—e r (S - 4_6)
2 492 . € __ A€ 2\ 5—s__\" 2/
I3 (M A 76) = A /(2ﬂ)4e (k2 4+ M2)s =A (2m)4-e (M ) ’ I (s)
1 (2 M?
= &= {6 — 7 + log (47) — log (M)} + O (e) (2.74)
4—e .
Isp (M?,A%€) = Af d b =0 (2.75)
3,1 ) ’ (27_‘_) 4—e (k,Q + MQ) S .
I3 (M2, A? ey K A L a2y emen Al 1o %)
= e 2
3,2 ) ,e) / (2m)4=< (k2 + M2)s (27) 4 ( ) 2 I (s)
M2 (2 M?
= —W{6—7+1+10g(47r)—10g <A2>}+O(e) (2.76)
4—e 3
I3z (M? A%e) = AC d i =0 (2.77)
3,3 ) ’ (27_‘_) 4—e (kQ + MZ) s .
prr ot T i I (s—2—45)
2 A2 _ € __ A€ 2 —s+2 2
I34 (M?,A%€e) = A /(27T)4—e (k2 _|_j]\42)s =A (2m) 4= (M%) =% I (s)
3M* (2 3 M?
= 6.2 {E—fy+2+log(47r)—log <A2>}+O(€) (2.78)

Einschleifen-Integral (2) mit dem Dreiervertex V;""°

Ebenso wie bei dem Einschleifen-Integral (1) treten auch bei dem Feynman-Diagramm aus
Abbildung 2.2 zwei Dreiervertizes auf, so dass auch hier wieder das Produkt V3a’b’C . ng’e’f
zu bilden ist, iiber das dann nach geeigneter Wahl der Indizes und Parameter zu summieren
ist. Ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit in Gleichung (2.59) gilt hier :

1. Die Isospin-Indizes werden gewéhlt als :
a=1i,b=1ic=j,d=j,e=1und f = [ wobei i den Isospin-Index des ein- bzw.
auslaufenden Pions kennzeichnet.

2. Bei Definition aller Impulse als einlaufend gilt :
Pa =D Po =D, P =0, pa =0, pe = k und pg = —k

3. Die Beriicksichtigung des Faktors F(12) in den Schleifen fiihrt zu Korrekturen der
Ordnung O (a2), was an dieser Stelle nicht weiter betrachtet werden muss, da der
Dreiervertix selbst bereits von Ordnung der O (a) ist.

Nach Summation iiber die Isospin-Indizes j und [ folgt damit insgesamt :

3
i i, il
iy =S vty (2.79)
jl=1
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W sde v o 250
und

_ L p3 1 p3po
3 Foxo 3 Foxo?

Cys

Abbildung 2.3: Schleifendiagramm (2) mit Dreiervertex

Da die hier skizzierten Rechnungen ausgesprochen lang sind und bei der Berechnung der
Integrale einige Schwierigkeiten auftreten, wird dieser Ansatz nicht weiter verfolgt, sondern
mit einer sehr viel giinstigeren Parametrisierung der Felder gearbeitet.

2.4.2 Reparametrisierung der Felder

Wa&hlt man nun eine symmetrische Parametrisierung der Pion-Felder :

?

U - eﬁ(ﬁ?’m)e%(mm)eﬂ(ﬁsm) (2.81)

so lasst sich das Ergebnis der Loop-Rechnungen durch eine einfache Substitution bestimmen.
Wichtig zu erwéhnen ist an dieser Stelle, dass die hier auch mit 7, bezeichneten Pion-Felder
nicht mit den Feldern in der alten Parametrisierung identisch sind, die im vorhergehenden
Abschnitt verwendet wurde. Beide Definitionen fiir die Pion-Felder lassen durch eine nicht-
lineare Transformation gegenseitig ineinander {iberfithren. Dabei lésst sich feststellen, dass
es sich in erster, also linearer Ordnung, bei der Transformationsvorschrift um die identische
Abbildung handelt. Erst in Termen, die von héherer Ordnung in den Feldern sind, ergeben
sich Unterschiede zwischen den beiden ansonsten &quivalenten Darstellungen. Dass beide
Darstellungen auch tatséchlich vollig gleichwertig sind, ldsst sich mit Hilfe einer expliziten
Darstellung der Transformation nachweisen. Da die genaue Form dieser Gleichungen jedoch
fiir die folgenden Rechnungen nicht relevant ist, wird an dieser Stelle darauf verzichtet, die
doch sehr umfangreichen Gleichungen zu présentieren.

Im Kontinuum ergeben sich aus der £y Lagrange-Dichte folgende Terme bis zur Ordnung

O (7‘(?) :
1 o X0 - X0 /o
Egont _ 5 (8#7T6#7T) o FO2X0 + 77T2 o o (71_2) 2 (2.82)
0
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Analog zu dem in den letzten Anschnitten erlduterten Verfahren ergibt sich aus dem Wech-

selwirkungsterm
2
reontWw o X0 eove Mo =2y 2 283
2 g )= "3 () (2.83)

folgender Beitrag zur Pion-Selbstenergie mit yo = u% :

1

% = gz (400 ) (15 A% ) (2.84)
bei der Renormierungsskala A mit :
2 A2 1
I (p5,A%€) :167r [R—l—log(AQ)]—i—(’)() (2.85)

Im Ergebnis wurde die divergente Konstante R eingefiihrt, fiir die gilt :
2
R = —— —[log (47) — v+ 1] (2.86)
€

Fiir die hier betrachtete Twisted-Mass Gitter QCD folgt nun nach Einsetzen des Minimums
in die Definition von U fiir die Terme aus Lo :

1, .. 2 <X0+Po+2 )q <X0+po+2 ) .
Lo Zi(aﬂaﬂ)—Fg (X0+Po+p3)+ T - (7%)?

2x0 2 24F7
(2.87)
Es ist offensichtlich, dass der Wechselwirkungsterm
(Xo +po+ ) 2
LV 2XO (ﬁz) 2 __ Mo (7?2) 2 (2.88)

24 [ 24F2

die gleiche Struktur besitzt wie im Kontinuum, so dass man den Beitrag zur Pion-Selbstenergie
sofort ablesen kann :

1

T = 6F? (4p® + mg) I (m§, A*,€) (2.89)
2 A2 mg mg
I (mg, A%, €) = o2 [R—l—log(AQ)}—i—(’)() (2.90)

. P2\ .
wobei m§ = (x() + po + ﬁ) ist.

2.4.3 Ergebnisse fiir die Pion-Massen

Die Masse der Pionen wird hier definiert als die Polstelle des Propagators beziehungsweise
als Nullstelle des inversen Propagators :

a1 (p2) —p? 4 m(?) _ (p2) (2.91)

Zusatzlich zu den Tree-Level Beitragen sind nun auch die Einschleifen-Korrekturen zu be-
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riicksichtigen. In der bisherigen Notation nimmt der inverse Propagator folgende Gestalt
an :

G710 (p?) = A p? 4 B (2.92)

Fiir die Nullstelle M (2i) des inversen Propagators mit p = (zM 0,0, O) folgt :

0 =-AWME + BY (2.93)

und damit
M2 =B v O (a? 2.94
W =20t (a”) (2.94)

Die in den Loop-Termen auftauchenden divergenten Anteile proportional zu R kénnen nun,
wie durch das Power-Counting-Argument vorhergesagt, durch eine Renormierung geeigneter
Koeffizienten von Tree-Level Termen aus £4 absorbiert werden.

r I
LT = Li+ WR (2.95)
W= Wi iR (2.96)
CT T 392 '
AN !/ A/

Nun miissen die Konstanten I';, A; und A} so gewéhlt werden, dass sie die entsprechen-
den divergenten Loop-Terme vollstéindig absorbieren. Allerdings ist man in der Wahl dieser
Konstanten nicht vollig frei, sondern es ist zu beriicksichtigen, dass nicht nur die Ergebnisse
fir die Massen mit dieser Wahl der Parameter korrekt renormiert werden. Vielmehr ist zu
fordern, dass das gewihlte Renormierungs-Schema auf alle Ergebnisse aus der Chiralen Sto-
rungstheorie in Ordnung O (p4) und O (a2) angewendet werden kann. Im Kontinuum wurden
die zu den L; gehorenden Koeffizienten I'; zuerst von Gasser und Leutwyler berechnet [6] :

1 3
'y ==, T's=—-, T'e=—, I's=0
4 87 5 87 6 327 8
1 2 3
Ay ==, As=—-, Ng=—, ANAg=
1 =5 5= 6= 15’ g =10
3
/:— A/: 2
b= 8h=0 (2.95)

Die iibrigen Koeffizienten fiir allgemeinens N sind zu finden in [23].

Nach Entwicklung des Nenners folgt fiir die renormierten Pion-Massen :

2
9 - ps? | (=8LE,+16Lgs)xo (—8 W2, —8 L, +16 Wi )x0p0
M(Lg) — XO + pO + 2X0 + FOQ + F02
Jr(—8 WZ,+16 W'gs ) po? n (—8 W2, —16 Lig+16 Wiy ) pa?
Fo? Fy?
P2 2 P2 2
(X0+Po+ﬁ) <X0+Po+ﬁ)

=gz log A2 +0O (X, x*p xp% p°) (2.99)
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2
2 —8LL,+16 L%, )xo —8WZ,—8LL,+16 Wi )xo0po
Yo+ po + ps” ( 54 86) + ( 54 54 86)

2x0 Fo? Fy?
N (—8 W, +16 W'5g ) po> n (—8 W, —16 W'k —32 Lyg+32 Wi ) ps®
F()2 FO2
02 \o 3 )2
(X0+Po+ﬁ) (X0+Po+ﬁ)

gy log | S | O (X xe?p7)  (2100)
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Kapitel 3

Auswertung der
Gitter-QCD Simulation

Die Twisted-Mass Gitter-QCD Simulationen, die von F. Farchioni, K. Jansen, E. Scholz,
I. Montvay, L. Scorzato, A. Shindler, N. Ukita, C. Urbach und I. Wetzorke durchgefiihrt
wurden [35], haben Ergebnisse fiir Meson-Massen und Zerfallskonstanten geliefert, die sich
mit Hilfe der Gleichungen der Chiralen Stérungstheorie auswerten lassen. Allerdings ergibt
sich hierbei die Schwierigkeit, dass die numerischen Simulationen in einer anderen Basisdar-
stellung durchgefiithrt wurden, als unsere analytischen Rechnungen. Aus diesem Grund nun
eine kurze Ubersicht der wichtigsten Relationen.

3.1 Definitionen

Der Unterschied zwischen der sogenannten Physical- und Twisted-Basis besteht in einer chi-
ralen Transformation des Koordinatensystems im Flavour-Raum. Wihrend in der Twisted-
Basis der Gitterterm diagonal und der Massenterm um eine sogenannte Twist-Mass ergénzt
ist, wird die Drehung in der Physical-Basis génzlich auf den Gitterterm iibertragen. Alle hier
aufgefiihrten Relationen entsprechen der Notation in [24].

3.1.1 Twisted-Basis

In der QCD mit Ny = 2 Quark-Flavours kann man eine axial gedrehte Massenmatrix ein-

fithren :
X (W) = 2Bymge "“™ = 2Byin — i 2BouTs (3.1)

mgo = Vm2+p?, m=mgcos(w), [=mgosin(w) (3.2)

Hier wird die Bezeichnung myo = m verwendet, wobei m die nicht renormierte Quark-Masse
aus den vorherigen Kapiteln ist. Fiir den Gitterterm gilt :

p = QWOCL, P >0 (33)
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so dass sich fiir den symmetriebrechenden Anteil insgesamt ergibt :
X = x W)+ p=2Bym —i2Byuts + 2Wya (3.4)

Xo = 2Bom + 2Wya, X5 = —2Bou (3.5)

Mit diesen Definitionen befindet sich der Phaseniibergang bei x{, = 0, was auf den folgenden
Seiten ndher erldutert wird.

Der wesentliche Parameter, der in den hier durchgefiihrten Gitter-QCD Simulationen variiert
wird, ist die nackte Quark-Masse mg auf dem Gitter, die mit dem Hopping-Parameter s

verkniipft ist :
1
amg = — —4 3.6
0 =3 (3.6)
Diese entspricht, bis auf einen Renormierungsfaktor, der hier in der Definition von By ver-
steckt wird, der nackten Quark-Masse in der Chiralen Storungstheorie.

X6 = 2Bom + 2Wya = 2Bom6 = 2By (mo — mc) (37)

3.1.2 Physical-Basis
Durch die axiale Transformation der Felder

w/ _ eiw’y573/2¢ (3.8)
lasst sich die Drehung der Massenmatrix vollstindig auf den Gitterterm iibertragen :

X = 2Bymg = X0 (3.9)
p(w) = 2Woae'™™ = po+ipsrs (3.10)

wobei m die nicht renormierte Quark-Masse aus den vorherigen Kapiteln ist. Weiterhin gilt :

po = 2Wha cos (w), p3 = 2Wpa sin (w) (3.11)

p =2Woa =/ p2 + p3 (3.12)

Somit folgt fiir den symmetriebrechenden Term in dieser Darstellung :

*

X" =X +p (W) = X0+ po+iTaps = T2y et/ (3.13)

Il = [X| (3.14)

Eine sinnvolle Abkiirzung ist auflerdem :

2Bymy = [x'| = /(3 +03) 2 + 08 = /X3 + X (3.15)

3.1.3 Zusammenhang der Basis-Darstellungen

Am einfachsten lassen sich die oben eingefiihrten Gréflen in den beiden verschiedenen Basis-
Darstellungen anhand einer Skizze veranschaulichen :
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2B

2B,
Abbildung 3.1: Twisted-Basis
A
2B,
p
| Wy |
Xo : l
6o ‘ XD‘ i -X3 i
® ! !
w, 1 | -
2Bm p 2B,m,
Xo

Abbildung 3.2: Twisted-Basis

Entscheidend ist an dieser Stelle, dass sich die Definition der beiden Drehwinkel um Terme
der Ordnung O (a) unterscheiden :

/
w = arctan <p3> ) wp = arctan <X;°’) =w+0(a) (3.16)
Po X0

Fiir die folgenden Betrachtungen kann man die Quark-Masse m, als positiv annehmen :

X0 = 2Boymgo >0 (3.17)
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A
P
Xo P
B0 w l Xt R

-

X 1

o\ |

Abbildung 3.3: Physical-Basis
denn fiir xo < 0 bzw. my < 0 gilt :
X (W) = 2By (m —iut3) = 2Bymge ™ = xoe T
— _Xoefi(erTr)‘rg — Xaefiw_Tg (318)

Damit ist gezeigt, dass sich durch eine andere Wahl des Twist-Winkels nach Umbenennung
der Groflen w — w™ immer xo — X, > 0 erreichen lésst.

3.2 Verhalten am Phaseniibergang

Sowohl numerische [12] als auch theoretische [25, 26] Untersuchungen zeigen, dass fiir den
Fall Ny = 2 mit massendegenerierten Quarks bei mittlerer bis schwacher Kopplung, also
co < 0 [26], in der xo-pu-Ebene der Massen ein vertikal verlaufender Phaseniibergang erster
Ordnung existiert. Zwischen den beiden Endpunkten, deren Distanz 2u. = % proportio-
nal zu a? ist, erfihrt die Position der Vakuumorientierung, die durch ug [25] analog zu (2.7)
bestimmt wird, einen Vorzeichenwechsel bei der Uberquerung der Phaseniibergangslinie. Das
chirale Kondensat macht hierbei einen Sprung um —4FZBj. Oberhalb beziehungsweise un-
terhalb dieser beiden Endpunkte zweiter Ordnung, in denen die Masse des neutralen Pions
verschwindet, findet ein kontinuierlicher Ubergang statt. Diese auch als ,normales Szenario”

bezeichnete Situation ist der Ausgangspunkt aller hier folgenden Untersuchungen.

Fiir eine numerische Simulation ist es nun wichtig, durch eine geeignete Wahl der Wirkung
eine moglichst kurze Phaseniibergangslinie zu erreichen, da in der Nédhe der beiden Endpunk-
te zweiter Ordnung sowohl Metastabilitdten auftreten, als auch das Problem des Critical-
Slowing-Down. Die Arbeiten in [35] zeigen, dass die Wahl der DBW2-Wirkung in dieser
Hinsicht deutliche Vorteile im Vergleich zur Wilson-Wirkung mit sich bringt. Aus diesem
Grund basieren die Analysen in diesem Kapitel ausschliellich auf Simulationsergebnissen,
die unter Verwendung der DBW2-Wirkung erzielt wurden.
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Abbildung 3.4: Verhalten am Phaseniibergang mit £ <1

3.2.1 Diskontinuitdt in der Vakuumorientierung

Vor der Berechnung der eigentlich interessierenden Groflen wie Pion-Masse und Zerfallskon-
stante in der Twisted-Basis ist es zuniichst notwendig, sich klarzumachen, was am Phasen-
iibergang geschieht. In [15] wurden in der sogenannten Physical-Basis Ergebnisse fiir die
Orientierung des Vakuums bis einschlieflich NLO angegeben. Entscheidend ist, dass im Ge-
gensatz zu unseren Rechnungen die Ergebnisse in [15] fiir beliebige Werte von

p
3.19
7 X0 ( )

Giiltigkeit besitzen, also auch in der Nidhe des Phaseniibergangs. Durch Vergleich mit unse-

ren Resultaten in der Approximation 1 < 1 ldsst sich auch der Giiltigkeitsbereich unserer
Néherung abschétzen. In fiihrender Ordnung ist der Winkel

= sin () 0 falls 147 cos(w)>0
B =00 =tan! <77()+1> + m  falls 149 cos(w) <0, sin(w) >0 (3.20)
X0 o8 —m falls 147 cos(w) <0, sin(w) <0

Der Zusammenhang mit den beiden Drehwinkeln w und wy ist einfach gegeben durch :

QLO =W — wo (3.21)
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Abbildung 3.5: Verhalten am Phaseniibergang mit % > 1

und in néchst-fithrender Ordnung :
5 sin 4 2tan—! (50
% ncos(w)+1 I
F02 \/772 + 2ncos (w) +1

: -1 in(w)
8X(2) sin {w — 2tan <%)}

Onco = bro

+— 3.22
F§ V1% + 2ncos (w) + 1 (3.22)
: -1 in(w)

I {20 = 2tan~t (L ) | iy o

F? V12 + 2ncos (w) + 1 6l '
wobei die Konvention I'mage (tanfl) = [—g, %] verwendet wurde. Der Koeffizient ¢; des

Sharpe-Singleton Potentials ist dabei

c1 = (xo+po) F§ = xo (1 +1 cos (w)) Fg (3.24)

In der Physical-Basis kommt es bei ¢; = 0 zu einem Phaseniibergang erster Ordnung, wo-
bei der Winkel 070 der Vakuumorientierung einen Sprung um =7 macht, abhingig vom
Vorzeichen von sin (w).

3.2.2 Giiltigkeitsbereich von 7 < 1 und Phaseniibergang

Allerdings kann der Fall 1 4+ 7 cos (w) < 0 nur dann eintreten, wenn xo < —po, also auch
X < p ist und dies ist in der von uns gemachten Approximation n < 1 gar nicht mdoglich,
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was in der Abbildung (3.4) veranschaulicht wird. Diese Diskontinuitét in 070 tritt ndmlich
nur dann auf, wenn gleichzeitig x4 = xosin (w) < 2By, erfiillt ist, was aber im Widerspruch
zur Annahme kleiner Gitter-Artefakte n < 1 steht. Oberhalb u. beziehungsweise unterhalb
von —u. findet dagegen ein stetiger Ubergang statt. Dieses Verhalten lisst sich auch durch
eine Taylor-Entwicklung von 670 in n < 1 iiberpriifen :

fr0 =1 sin(w) —n? cos (w)sin (w) = 1 [po - ] (3.25)

was mit unserem Resultat {ibereinstimmt. Ebenso lasst sich durch Taylor-Entwicklung von
Onro in 1 die Ubereinstimmung mit unseren Ergebnissen zeigen. Fiir < 1 tritt keine
Diskontinuitét in Onr0o auf, so dass unsere Gleichungen in dieser Approximation beidseits
des Phaseniibergangs giiltig sind.

Die Linge der Phaseniibergangslinie 2 |2By| ist dabei von Ordnung a? [25] und schrumpft
damit im Kontinuumslimes auf einen Punkt zusammen. Somit kann diese Linie nur im Fall
n =~ 1 zwischen den beiden Endpunkten bei +pu,. iiberquert werden. In diesem Fall aber
verliert unsere Niaherung n < 1 ihre Giiltigkeit [35]. Der Bereich in dem dies geschieht, ist in
den Abbildungen (3.4) und (3.5) durch einen Kreis angedeutet. Auflerhalb dieses Gebietes
gilt aber wieder n < 1, so dass unsere Ergebnisse auch links des Phaseniibergangs korrekt
sind.

Im Abschnitt (3.4.2) wird explizit gezeigt, dass die Ergebnisse in [27], die direkt in der
Twisted-Basis angegeben sind, nach Ubersetzung der Notation tatséichlich mit unseren iiber-
einstimmen. Offenbar gilt auch fiir die Pion-Massen-Resultate in [27] x > p.

3.2.3 Implikationen fiir die Auswertung der Simulation

Problematisch fiir die Auswertung der Monte-Carlo-Simulationen ist nun die Tatsache, dass
die einfachen Gleichungen fiir die Pion-Masse und Pion-Zerfallskonstante nur im Limes
n < 1 gliltig sind. Es ist fraglich, ob diese Bedingung tatséchlich fiir alle Datenpunkte
erfiillt ist. Gerade jene Punkte mit x{, &~ 0, das sind solche Punkte fiir die m2, sehr klein
wird, korrespondieren zu sehr kleinen Werten von x da ja gilt :

X =\/XEG+ X3~ |x3| =2Bo |yl falls Xo~ 0 (3.26)

Die Antwort auf diese Frage ist aber wiederum in den Resultaten der Gitter-Simulation zu
suchen. Erweisen sich die Gitter-Artefakte als klein genug im Vergleich zur Twist-Masse, so
kann weiterhin p < x & 2Bj |u| angenommen werden und die Gleichungen behalten ihre
Giiltigkeit. Gilt dies aber nicht, so darf man in dem Ergebnis aus [15] fiir die Pion-Masse
nicht in 7 entwickeln :
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|

+

ma? _ X0/ +2ncos @) +1) - PIP T o xo®(e0s (w) + 1) Lsg
Fy? Fy? 32m2EE T A2 Fot (n? + 2ncos (w) + 1)

Xo? (8cos (2w) n? + 16n% + 8 (n? + 3) cos (w) n + 8) Lss

Fo (2 + 2ncos (w) + 1)
X% (1 + cos () (~2ncos () — 2) Wag
Fo* (0% + 2ncos (w) + 1)

X0®n (14 cos () Wsa X0 n*(1 + cos () W'se

Fy* Fo* (n2 + 2ncos (w) + 1)

(3.27)
—8

-8

+ 16

An dieser Stelle handelt es sich bei den L;; und W;; bereits um die renormierten Niederenergie-
Koeffizienten. Fiir die Auswertung der Daten ist es sinnvoll, dieses Resultat mit Hilfe trigo-
nometrischer Umformungen zu vereinfachen und als Funktion von

M =|x*| = \/Xg + 2x0p cos (w) + p? (3.28)
auszudriicken.
x| 2 * %2
2 e, X IX*| | (16Lss — 8Ls4) [X*|
Me™= X1t 3oz I o P2
" (8L54 + 16Wg — 8Wsy — 32L86) CcOos (w) X0p
Fy?
N (8Ls4 + 16Wsg — 8Wsy — 32Lgg + (16Lgg + 16W'ss — 16Wsg) cos?w) p?
Fy?
((—32Lss + 32Wgg — 32W's6) cos®w + (32Lss — 32Wse + 32W's6) cos (w)) xop®

i It Fo?
n ((—16L86 + 16Wsg — 16W’86) cos?w + 16Lgg + 16W'gg — 16W86> p4

I+ |? Fo?

(3.29)

In dem Bereich, in dem die Chirale Stérungstheorie angewendet werden darf, muss folgende
Beziehung fiir alle Niederenergie-Koeffizienten X gelten :

X
X% «1 und %2 <1 (3.30)
0

so dass fiir alle Datenpunkte der wesentliche Beitrag zur Masse durch den Term |x*| gegeben
ist, was auch durch die spétere Analyse bestétigt wird. Die relative Grofle der NLO-Beitrage
ldsst sich erst sicher aus der numerischen Auswertung der Ergebnisse ablesen.

3.2.4 Uberpriifung der Giiltigkeit des Power-Countings bis O (p?)

Eine wichtige Frage, die es im Zusammenhang mit den Ergebnissen der Chiralen Stérungs-
theorie in N&he des Phaseniibergangs zu kliaren gibt, ist die Giiltigkeit des etablierten Power-
Counting-Schemas. Da es sich bei dem Minimum des Potentials bis NLO um die Lésung einer
quartischen Gleichung handelt, wire es durchaus moglich, dass hier das bisher verwendete
Power-Counting-Schema nicht mehr anwendbar ist. Konkret konnte es also passieren, das es
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notig wiirde, im Ergebnis fiir das Minimum des Potentials bis NNLO gehen zu miissen, um
beispielsweise die Pion-Masse bis NLO sicher angeben zu kénnen. Um dies zu iiberpriifen, ist
es notig, den Effekt eines zusétzlichen NNLO-Terms in der Lagrange-Dichte zu untersuchen.
Hier wird der Einfluss von

VN0 — g <XU + UTX> S+8 <XU + UTX> ? <pTU + UTp>
+7 <XU+UT><> <pTU+UTP>2 (3.31)

betrachtet. Bei v, 3 und 7 handelt es sich, ebenso wie bei den L;; und W;;, um dimensionslose
Kopplungs-Parameter. Dieser Term repréisentiert die Klasse aller relevanten NNLO-Beitriige,
die hier aber nicht im Einzelnen betrachtet werden miissen. Fiir das Minimum Uy des Po-
tentials wird folgende Parametrisierung gewéhlt :

Up =13cosf + it3sinf (3.32)

wobei beriicksichtigt wurde [15], dass die Verschiebung des Minimums bei dem hier gewéhlten
gedrehten Massenterm nur in 73-Richtung erfolgt. In dieser Parametrisierung ist das Potential
unter Vernachlédssigung konstanter Beitrige nun proportional zu :

Lo _ . .
V" = —cosf —n cosw cosf — n sinw sin § (3.33)

VXNLO = 4y cos (20) Lgg — 4xm cos (20 — w) Wgg — xn* {1 + 4 cos (20 — 2w)} Wi, (3.34)
Im Vergleich zu dem Ergebnis in [15] wurde VXN LO durch Anwendung trigonometrischer
Umformungen hier erheblich vereinfacht. Insgesamt wird nun das Minimum von

LO NLO NNLO
Vi =V "+ V7 + V) (3.35)

untersucht. VXN NLO st wieder unter Vernachlissigung konstanter Terme proportional zu :

V)ﬁVNLO = ax?cos(20)cos+ 3x2n cos (20 —w) cos b
—vx%2n? {1 +4cos (20 — 2w)} cos (3.36)

Um die volle Losung 6,,;, zu erhalten, wird um das Minimum in fithrender Ordnung entwi-
ckelt :

1 sin (w) 0 falls 1+mncos(w)>0
00 =tan~! (COS<>+1> + m falls 1417 cos(w) <0, sin(w) >0
g ¥ —m falls 1417 cos(w) <0, sin(w) <0

Das bedeutet, 0,,,;, wird folgendermaflen zerlegt :
Omin = 0rL0 +0NnLO +ONNLO + - .. (3.37)

wobei 010 von der Ordnung O (pQ), Onro von O (p4) und Oy N 1o von O (p6) ist. Im Minimum
gilt :
0

25Vx =0 (3.38)
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In diese Gleichung wird nun 6,,;, eingesetzt, wobei in den Parametern x50 und Oxnro
entwickelt wird. Es muss in beiden Féllen nur bis zur ersten Ordnung entwickelt werden, da
Onro bereits von O (p4) ist. Mit Hilfe dieser Uberlegungen wird die Losung der quartischen
Gleichung auf die Losung eines einfachen linearen Problems reduziert.

Das Ergebnis ist nun, dass 10 identisch ist mit (3.22). Damit ist gezeigt, dass das bisherige
Power-Counting-Schema auch hier anwendbar ist. Allerdings ist das Ergebnis fiir 0y yro um
den Faktor zwanzig langer als das fiir 010, so dass es an dieser Stelle keinen Sinn macht,
es zusitzlich aufzulisten.

3.3 Pion-Massen in der Ndhe des Phaseniibergangs

3.3.1 Ergebnisse in der Physical-Basis

Die Ergebnisse aus [15] stellen bis NLO die volle Losung fiir die Orientierung des Vakuums
und die Pion-Massen dar. Das Minimum des Potentials ist zwar die Losung einer quartischen
Gleichung, dennoch kann man auch hier fiir beliebiges 7 ein sinnvolles Approximationsschema
definieren. An die Stelle einer Entwicklung in n oder x tritt nun eine Entwicklung in den
folgenden Groflen :

XFO? <1 und ;}( <1
Letztlich ist dies nichts anderes, als eine konsequente Fortsetzung des chiralen Power-Countings,
denn Terme, in denen Produkte von mehr als einem der Niederenergie-Koeffizienten auftau-
chen, sind ja bereits von NNLO. Diese Uberlegungen fiihren damit direkt zu den Ergebnissen
in den Gleichungen (3.20) und (3.22).

Das Resultat fiir die Pion-Masse aus [15] kann auch wie folgt notiert werden :

mx? = /X0 + 2x0pcos (w) + p? +

X0” + 2xopcos (w) + p° I (\/ Xo? + 2x0pcos (w) + p2>

3271'2F02 A2
(16Lsg — 8Ls4) (x0? + 2x0pcos (w) + p?)
+ 2
0
n (8Ls4 + 16Wgs — 8 W4 — 32Lgs) cos (w) xop
Fy?
n (8L54 + 16Wsg — 8Wisy — 32Lgs + (16L86 + 16W sgg — 16W86) COS2w) p2
Fy?

N ((—32L86 + 32Wie — 32W sgg) cosdw + (32Lgg — 32Wgg + 32WW sgg) cos (w)) xop>
(x02 + 2x0pcos (w) + p?) Fy?
N ((—16Lsg + 16Wgg — 16W sg) cos?w + 16Lgg + 16W sgg — 16Wsg) p*
(x02 + 2x0pcos (w) + p2) Fy?

(3.39)

In der Nihe des Phaseniibergangs gilt wie schon erldutert :

1+ncos(w) =0 (3.40)
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Fiir den Winkel w genau auf dem Phaseniibergang ergibt sich damit folgende Beziehung :

1
W = arccos (—) = arccos (—XO> (3.41)
Ui p

Nun gibt es zwei Moglichkeiten, die Phaseniibergangslinie zu passieren. Zum einen kann man
bei festem w die Grofle von 7 variieren, zum anderen kann man bei festem 1 den Winkel w
verdndern.

Entscheidet man sich nun fiir die zweite Variante, so bedeutet dies :

1n = const und O<v= ‘pQ — X(Q)‘ = const (3.42)
sowie
cos(w) =(t—1) X0 mit t—0 (3.43)
p

Eine Taylor-Entwicklung in ¢t < 1 fithrt nun unter Vernachlissigung der Loop-Beitrige auf
folgendes Ergebnis :
_l’_ P,
Fy?

2
mz° =+/v+ t
0 f F02 \/,E) (3 44)
n <(16L86 + 16W886 — 16W86) X04 1 X04) t2 '

(16W sgg — 8Ws4) v N <(16W86 — 8Ls4 — 8Ws4) X0®  X0?

F02'l) 2 U%

Nun konnte man einwenden, dass die Terme, die inverse Potenzen von v enthalten, fiir v ~ 0
ein Problem darstellen. Das trifft aber nicht zu, da dieses Resultat per Konstruktion ja nur
in der Asymptotik sehr kleiner ¢ iiberhaupt definiert ist. In jedem Fall aber nimmt v einen
festen, wenn auch durchaus sehr kleinen Wert an. Zu beobachten ist hier, dass fiir endliches
v das Ergebnis auch direkt am Phaseniibergang bei ¢ = 0 endlich bleibt.

Diese Gleichung fiir die Pion-Masse ist aber auch fiir den umgekehrten Fall mit variablem
1 und festem ¢ sinnvoll, solange nicht 7 ~ 1 wird. Denn dann wiirde v ~ 0 werden und das
Ergebnis fiir die Pion-Massen konnte doch Singularititen aufweisen. Zu betrachten ist also
noch der Fall :

Xo =p+te (3.45)
und damit
X0 €
cos (w) = ——=— = — 1+>+t 3.46
(w) P ( p (3.46)

Dies korrespondiert zu folgender Approximation :
e =0 und 1>t =const >0 (3.47)

Das Ergebnis fiir die Pion-Masse ist nun :

1 —8L W, Lgs — 8W, W sgg) tp?
mw2:\f2(p2)2\/%+( 8L54 + 8Wgg + 8Lgs — 8Wi4 + 8Wsgg) tp

Fy?
1
- lﬁ(pZ) Z¢ N (8Lgg — 8Wsg — 24W sgg + 16Wisy) pe (3.48)
2 pVvit Fy? .

1
n (—8L54 + 8Wsg + 8Lgg — 8Ws4 + 8W886) tpe n 1\/§(P2) 2 \/7?6
Fy? 2
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Ahnlich wie bereits fiir den ersten Fall geschildert, ist dieses Ergebnis fiir beliebig kleine
Werte von t giiltig, immer vorausgesetzt, dass € — 0 geht. Auch hier bleibt auf der Phasen-
iibergangslinie bei € = 0 ein endliches Resultat fiir die Pion-Masse iibrig.

3.3.2 Ergebnisse in der Twisted-Basis

Im letzten Abschnitt wird deutlich, das es nicht ganz einfach ist, in der Physical-Basis zu
erkennen, was in der Nahe des Phaseniibergangs tatséchlich geschieht. Die gesamte Diskus-
sion ldsst sich aber durch eine Transformation der Ergebnisse fiir die Pion-Massen in die
Twisted-Basis erheblich vereinfachen. Entscheidend ist hier die korrekte Transformation des
Drehwinkels w zu wp. Diese beiden Winkel sind verkniipft {iber folgende Relationen :

/
coswy = Xo :w (3.49)

[X*] x|
cosw = Xfleoswo—p (3.50)
X0

Damit ldsst sich nun das volle NLO-Ergebnis fiir die Pion-Masse in die Twisted-Basis trans-
formieren. Um eine kompaktere Notation zu erméglichen, wurden in Anlehnung an [27] fol-
gende Abkiirzungen eingefiihrt.

W = Wsg — 2Lsgg, VNV = Ws4 — Lsa, - Wéﬁ — Wse + Lsg (3.51)

Hierbei ist immer die im Vergleich zu [27] um den Faktor J abweichende Definition der
Niederenergie-Koeflizienten zu beachten.

*| 2 * 16Lgg — SL *|2
2:| *’ ’X‘ 1 |X’+( 86 54)|X|

32m2F2 A2 Fy?
(16W SW) cos (wo) |X*| p 16 Wcos? (wo) |x*|* p?
Fy2 Fo*x0?
—39Wcos® — 32w’ *
Wcos ( + ( cos® (wp) i cos (wo)) |x*| e (3.52)
e |Fo Fo™xo®
< w'! 80W'cos? (wo) + 16W/> p4
Fo’x” Fo’xo?
W'cos (wo) p° W’ pb
X R0’ Folxo2l?

Dieses Ergebnis entspricht nach Entwicklung in p dem bis O (p2) angegebenen Resultat in
[27]. Der Phaseniibergang tritt bei x; = 0 auf beziehungsweise fiir coswy = 0. An dieser
Stelle erfihrt der Winkel wqg einen Sprung der Gréfle m und coswg wechselt das Vorzeichen.
Solange die Twist-Masse von Null verschieden ist, weist dieses Ergebnis keine Singularitdten
auf, da in diesem Fall in der Nihe des Ubergangs immer |y*| ~ Ix5] > 0 gilt. Auf der
Wilson-Achse selbst, das heifit im Fall verschwindender Twist-Masse, gibt es Singularitéten
der Ordnung O (p3). Der Term coswy nimmt in diesem Fall den Wert 41 im Bereich rechts
des Phaseniibergangs an und den Wert —1 im Bereich links der Phaseniibergangslinie.
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3.4 MessgroBen der Simulation in tmyPT

Mit Hilfe der Relationen aus dem ersten Abschnitt lassen sich nun die Gleichungen fiir
die Pion-Massen und die Pion-Zerfallskonstante so umformulieren, dass sie direkt mit den
Ergebnissen der numerischen Simulation verglichen werden kénnen. Um mdglichst sichere
Ergebnisse bei der Analyse der Daten zu erhalten, ist wichtig, vor allem tatséchlich ,,ge-
messene” Parameter zu betrachten. Damit sind Groéflen gemeint, die in den Rechnungen als
,Observable” zugénglich sind. Aus diesem Grund werden alle wichtigen Gréflen nicht nur
als Funktion der einfachen nicht renormierten Quark-Massen, sondern auch als Funktion der
PCAC-Quark-Masse ausgedriickt.

In [27] wurden neben den Pion-Massen sowie der Pion-Zerfallskonstante auch die Ergebnisse
fiir das pseudoskalare Matrixelement fp=g¢g, und den Drehwinkel-Faktor ¢ = cos w,, aus Glei-
chung (3.61) direkt in der Twisted-Basis angegeben. Fiir die folgenden Rechnungen erweist
es sich als vorteilhaft, diese Ergebnisse anstelle unserer zu verwenden, da hiermit auflerdem
die Basis-Transformation entfiillt. AbschlieBend wird die Aquivalenz der Ergebnisse in beiden
Darstellungen noch einmal explizit gezeigt.

Da die Notation in [27] in vielen Punkten von der hier verwendeten abweicht, hier eine kurze
Ubersicht der fiir die Rechnungen benétigten Relationen :

hier || 2By | m | p | 2Bou X0 p my | X
SW [27] m m | —u —[i V2 4 12 a m’ X
hier IX*| | mq | Fo | fr = Fx gr Lji, Wi, Wi c W'
SW [27] M/ mq f fA fp 2Lij, QWU, QWin COS Wy, wo

3.4.1 Drehwinkel in der Twisted-Basis

Xo _ Xocosw+p

cp =Coswy = —— = 3.53
S TR ] (353
, .
Sp =sinwgy = Xi’ — X0 Sljlw (3.54)
x| x|
Der Winkel wq ist definiert durch :
e P
O[U10) 1o = Up = 0TS Xo TIXSTS (o iogms) (3.55)

IX*] IX*|

Wie schon gezeigt, kann man hier ohne Einschrdnkung xg > 0 annehmen, da sich durch
Redefinition von w ein negatives Vorzeichen von yg immer eliminieren lésst. Der Rotations-
winkel wy des Vakuums korrespondiert zum Minimum des Lo-Potentials (LO) als Funktion
der Pion-Felder, allerdings ist zu beachten, dass diese nicht identisch sind, da unterschiedliche

Basis-Darstellungen verwendet werden. In néchst-fithrender Ordnung gilt fiir die Ausrichtung
wm, des Vakuums :

0|U]0) NLo = Up, = exp (iwmTs) = exp (i [wo + €] 73) (3.56)
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in [27] wird der Wert von € angegeben :

a ¢
¢ = f2 é S0 <W+2W/ MO) (3.57)

Folgende Ubersetzungsregeln sind hierbei zu beachten :

W == (Wss —2Lsg), W = (Wss—Lss), W' == (Wgs— Wse+ Lss) (3.58)

N | =
[\D\H

1
2

Der Faktor % resultiert aus der um den Faktor 2 abweichenden Definition der Niederenergie-
Koeffizienten in [27]. Damit ergibt sich € zu :

8 16 So ¢
€ =——5pP50 (WSG — 2L86> — 73 P 2 0 *0 (WSG W86 + L86) (3.59)
Fg Fg Ix ’
AuBlerdem gilt :
cose =1+ NNLO, sine=¢e¢+ NNLO (3.60)

da Terme, die Produkte der Niederenergie-Koeflizienten enthalten, bereits von next-to-next-
to-leading order sind. Damit lasst sich nun der Faktor ¢ angeben :

¢ = COSwy, = COSW) COS € — Sl Wy, sin € = cos wy — esinwy (3.61)

und nach Einsetzen :

8 16 ,s2c
¢ =co+ —5 psg (Was — 2Lsg) + —5 p* ~>> (Wis — Wag + L) (3.62)
Ey Ey IX*|
beziehungsweise :
1 { 8 X% 16 5 X6 X%
¢ = Xo T (Wse — 2Lsg) + =5 p W — Wse + Lsg (3.63)
BT VO B 7 ez e )

3.4.2 Pion-Massen in der Twisted-Basis

Das Ergebnis fiir die Pion-Masse in [27] lautet :

16 -
mfri = M+ ﬁ {M/2 (2Lgs — Las) + M'ac (QW — W) + 2&202W/} +1 —loop
8
= X'+ ﬁ X" (2Lss — Lsa) + 72 IX*| pco (2Wse — 4Lse — Waa + Lsa)
0 0

16 / 1 L X
+F2 P’ Co (W86 - W86+L86) 397 2F2 X | vl

(3.64)

Hier wurde ¢ durch ¢y ersetzt, da ja ¢ = ¢y + NLO ist und ¢ nur in Termen auftritt, die
selbst schon von NLO sind.

8
mi. = |x'] t 72 |X % (2Lss — Lsa) + I3 p X0 (2Wgs — 4Lgg — Wssa + Lsa)
0
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16 5 x¢
+—=0r
Fg o Ix|?

Ix*|?1n X (3.65)

(W86 Wse + L86) + A2

32m2Fy
Dieses Ergebnis stimmt mit unserem in der Physical-Basis ausgedriickten Resultat fiir die
Pion-Massen iiberein, wie sich nach Einsetzen von :

2
* p *
XT|=X0+po+ 2)?0 +0(%),  IX1P=x3+2x0p0+ 0% Xb=xocosw+p (3.66)

zeigt, wobei in unseren Rechnungen y > p also auch xg > po, p3 vorausgesetzt wurde, so
dass unter der Voraussetzung yo > 0 in den obigen Gleichungen |x*| > 0 auch tatséchlich
immer erfiillt ist :

2

8
miy = Xo+po + o + = (X(Q) + 2x0p0 + p2) (2Lgs — Ls4)

F

P (xocosw + p) (2Wge — 4Lgs — Wsa + Lss)
0

16
+ﬁ p2 cos® w (Wéﬁ — Wse + L86)
0

Xo + po + 2X0

2 2
e 2 In——— 2X0 3.67
t353 72 (x5 + 2x0p0 + p°) A2 (3.67)

beziehungsweise mit pg = pcosw, p3 = psinw und p? = p3 + p3 :

8 8
mi, = xo+po+ ﬁ + 72 X (2Lss — Lsa) + ﬁXOPO (2Wge — Ws4 — L)

8 8
-i-ﬁ po (2W86 W54) F (2W86 — Wsq — 2L86)
0 0
+ + i
X0 T Po 2x0

toos 32772 (X6 + 2x0p0 + p°) In — (3.68)

3.4.3 Pion-Zerfallskonstante in der Twisted-Basis

Fiir die Pion-Zerfallskonstante sind in [27] folgende Ergebnisse aufgefiihrt :

fA _ 4 / ~ T
L=y (2M Lus + aczw) +1— loop (3.69)
fP _ 8 / ~ T

wobei hier wieder die um den Faktor 2 abweichende Definition der Niederenergie-Koeffizienten
zu beachten ist. Damit folgt damit nach Berechnung der Loop-Beitrige :

fr 4 1 Ix*|
= = 1+ —= L Wi L — *I1 3.71
T + 2 X" 54+ﬂ| " ( 54 — Lsa) 16722 X" In e (3.71)
Ir = 1+ 4 {\X | (4Lgg — Lsa) + p == Xo (2Wgg — 4Lgs — Wi + L54)}
FyBy Fo2 Ix*|
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|

1 R

— Ix*|In (3.72)
32m2F} A2
3.4.4 PCAC-Quark-Masse
In néchst-fiihrender Ordnung lautet die PCAC-Quark-Masse :
)3 2
mPCAC = Tt "Fl;i (3.73)
beziehungsweise unter Beriicksichtigung des Drehwinkels :
Frm?2
mPOAC — % (3.74)
so dass mit den obigen Ergebnissen sofort folgt :
(5)
+
Xpcac = 2BomPY4C = AL A
Fp
(#5:)
WL 8 6 ,
= X'+ ﬁ po |x*| (Wse — 2Lgg) + F2 (Lss — Wse + Wgg) 5
8
F2 (Lss — 4Lgg — Waa + 2Wse) p3 (3.75)
sowie :
E 2
e (F) ms
Xpcac = cXpcAc = QBomPCAC OF7P
(#5)
= Xxo+ 5 p x| (Wse — 2Lge) + 0 (Lss — Wse + W )PQL{)
Fy F 0]
8 /
t72 (Lsa — 4Lgs — W4 + 2Wge) Pg X | (3.76)
0

Weiterhin wird folgende Abkiirzung verwendet :

X = \/XBoac + X3 = 2Boy/ mpeac? 42 (3.77)

Der Zusammenhang mit |x*| ist bis O (a?) :

X° = Xpoac T X3
2 8 32 / 2 X62
= x| F2 2px0 x| (Wss — 2Lgg) + 72 (Lss — Wss + We) Po| i
16 X{]z

(L54 —4Lgg — Wsyq + 2Wsg 3.78
F i (5.78)



3.4. MESSGROSSEN DER SIMULATION IN TMxPT 63

also folgt :
*—|*|+i 6 (Wse — 2Lgg) + 6(L W+W)2X62
X = IX F02 PXo 86 86 F2 86 — VV86 86 O|X 2
+ (Lot — ALgg — W 2W)2X0 3.79
F2 54 — 4Lge — W4 + 2Wse 3\X\ (3.79)
und damit ergibt sich :
_ 8 16 X!
X = X-— ﬁpr) (Wse — 2Lgg) — I (Lss — Wse + Ws) pg %
0 0 X
8 2X0
7 (Lsa — ALss — Wia + 2Wis) 43 (3.80)
0
da jax = |x*| + O (a) gilt. Unter Ausnutzung der Relation :
Xpoac = Xo+ 7z P X' (Wes = 2Lse) + O (a%) = xp+ NLO (3.81)
0
folgt damit der gesuchte Ausdruck :
* _ 8 16 0%
X = X- ﬁpX/PCAC (Wge — 2Lgg) — F2 (Lss — Wse + Ws) pg PCAC
0 X
8
W7 (Lsa — 4Lge — Wsa + 2Wss) p 2XP§AC (3.82)

da Terme der Form X?i bereits von NNLO sind. Auflerdem gilt fiir den Drehwinkel wy:

/ /
X 8
coswy = ’);2‘ = % — el (1= xBcac) (Wss — 2Lss) + O (a”) (3.83)
0

3.4.5 Pion-Massen als Funktion von x'»- 4

Fiir x, > 0 und x; < 0 gilt bei n = % < 1 fiir die Massen der geladenen Pionen jeweils :

2 _ * ’X ‘ | 2
Moy = |X|+32 2F2|X’ = t ( Ls4 + 2Lgs) | x|
L8 16 L
F2 (Ls4 —4Lgs — Wiy + 2W86) IX*| po + 72 (Lss — Wss + Wgg) b
F2 <L54 4Lgg — Wry + 2W86> p% (384)

beziehungsweise ausgedriickt durch ¥ und Xpr a0 -

8
2 - =2
m = 2In L 2L

et X+ 3972 FgX A2 + ( 54 +2Ls6) X
8

F2 (Lsa — Wsa — 2Lgs + Wss) Xpcacr
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16
+F2 (LS() — Wge + Wgﬁ) I SlIl ( 0)
0
8
F2 (L54 — W54 — 4Lgg + 2W86) p3 sin? ((,U())

(3.85)

/
und nach Eliminieren des Winkels wy zugunsten von x'pe 4o mit coswy = XPC% +0O(a):

. 1 % 8
mi, = +39n oy X In X( + —5 (—Lss + 2Lsg) X°
F
8
F2 (Lsa — Wsq — 2Lsgs + Wse) XpoacP
16 X Xp
) (Lgs — Wae + Wyg) p° “EGAC (1 — 2£GAC
0 X X

12 2
—5 (Lsg — Wiy — ALgg + 2Wss) p* (1 - W)

3.4.6 Pion-Zerfallskonstanten als Funktion von x5, bis O (a)

In den beiden Phasen x; > 0 und x( < 0 gilt fiir die Pion-Zerfallskonstante [13] :

fr 1 oy X \

o= - In L Les + Wi

FO 167T2F02 | | AQ 2 { 54 |X ‘ + ( 54 + 54) p()}
Ir 1 ‘X |

= 1= 4Lss — L
FyBy 32WQPQ|X [ In ( 86 54) |x*
4
+F2 (2Wge — 4Lgs — Wiy + L54)

oder als Funktion von Y und xpcac :

f 1 x4 _
FZ = 1- WX]HF + ﬁ{L54X+ (_L54+W54) pO}
1 X 4 X
= 1- 167r2F2X AQ {L54x+( L54+W54)PP§AC}
9r 1 X 4
= 1———=XxIn 4Lgs — L
FOBO 327T2F02 A2 ( 86 54)
+ (2Wge — 4Lgs — Wsa + Lsa) po
0
1 X, 4
= In 4L Lsa)x
~ 30 2F2X e ( 86 — Lsa) X
Xpcac
F2 (2Wse — 4Lgg — Wsa + Lsa) p T

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

Um Verwechslungen auszuschlielen, wird g, im folgenden als pseudoskalares Matrizelement

bezeichnet.
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3.5 Analyse der Simulationsergebnisse

Da die numerischen Simulationen noch immer sehr viel Rechenzeit bendtigen, steht bislang
nur eine sehr kleine Zahl an Datenpunkten zur Verfiigung. Aus diesem Grund ist natiir-
lich auch die Anzahl der Modellparameter in der Regressionsanalyse der Daten stark einge-
schrinkt. Als Konsequenz daraus macht es an dieser Stelle nur Sinn, die Gleichungen der
tmyPT bis zur Ordnung O (a) zu betrachten.

3.5.1 %-Fit Probleme

Als gut etablierte Standardmethode wird der x?-Fit seit langem erfolgreich zur Analyse von
Messdaten verwendet. Der sogenannte ,maximum likelyhood estimator” ist in diesem Fall
fiir N Datenpunkte und k Modellparameter :

i=1 v

Vorausgesetzt wird zunéchst, dass ein expliziter funktionaler Zusammenhang zwischen den

X2

Groflen x; und den Messwerten y; besteht. Also ein Modell der Form :

yi = f(zisan,... o) (3.94)

Ist f nun eine nichtlineare Funktion der Fit-Parameter, so spricht man von ,nichtlinearer
Regression”. Die entscheidende Einschrinkung im Fall des x2-Fits ist allerdings die Annahme,
dass die x; exakt bekannt sind. Ist das nicht mehr der Fall, lasst sich dies approximativ
jedoch mit der Methode der ,effektiven Varianzen” beriicksichtigen. Dazu wird im Nenner
von Gleichung (3.93) o; gemif der GauBl’schen Fehlerfortpflanzung erweitert zu :

X2 = Z Yi — f (xla a, ... 7ak‘) 2 (395)

Allerdings ist diese Erweiterung alles andere als unproblematisch. Zum einen ist diese Vorge-
hensweise theoretisch kaum begriindet, andererseits konvergiert diese Methode in der Regel
nicht gegen die wahre Least-Squares-Losung [29, 30].

Damit ist dieses Verfahren ungeeignet fiir die Auswertung dieser Simulationsergebnisse, da
bislang nur eine sehr kleine Anzahl von Datenpunkten zur Verfiigung steht. Auflerdem sind
die Fehler der z; in diesem Fall von der selben Groflenordnung, wie die der y;, so dass die
Approximation der effektiven Varianzen hier kaum noch gerechtfertigt ist.

3.56.2 Generalized-Least-Squares

Um zu wirklich statistisch korrekten Schétzwerten fiir die Fit-Parameter zu kommen, eignet
sich das sogenannte Generalisierte-Least-Squares (GNLS) Verfahren sehr viel besser als der
herkémmliche y?-Fit. Eine Einfithrung lisst sich beispielsweise in [31, 32] finden.
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Es wird nun der Fall betrachtet, dass der Datensatz aus N Punkten und ) gemessenen Gro-
Ben besteht. Im Gegensatz zu den meisten herkémmlichen Fit-Methoden lassen sich mit den
GNLS mehr als zwei GroBlen gleichzeitig korrelieren. Ein Beispiel wére hier [m PCAC, M2, F,r] ,
das bedeutet () = 3. Als Modell werden M Fit-Funktionen verwendet, die gleichzeitig zu be-
riicksichtigen sind.

Die grundlegende Fragestellung bei der Regressionsanalyse ist nun nicht etwa : ,Wie wahr-
scheinlich ist es, dass ausgehend von den gemessenen Werten, ein bestimmter Satz Modell-
parameter «y korrekt ist?”. Sondern es wird umgekehrt gefragt : ,Wie wahrscheinlich ist
es, ausgehend von den Werten «y, fiir die Fit-Parameter, die gemessenen Werte zu erhal-

ten?” Gesucht wird also nach den ,wahren” Werten der Variablen X = (xy,...,xN)". Die
x; sind hierbei -dimensionale Spaltenvektoren, die im obigen Beispiel die Komponenten
[mﬁgc ACH m?rl, F!| besitzen. Die tatsiichlich gemessenen Werte werden mit x0 = (x(ll, e ,X%)T

bezeichnet, wobei die X? wiederum Q-dimensionale Vektoren sind. Im Folgenden werden x©
und X als N@Q-dimensionale Spaltenvektoren aufgefasst.

Unter der Voraussetzung der Normalverteilung der x; = {;;};_; o und bekannter diago-

2

j=1..Q
naler Kovarianz-Matrix & = diag (al- j) LN ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die
I/ i=1...

Komponente j der i-ten Messung :

0 )2
1 (l‘w B %)
Lij =———exp |—~———5—/— 3.96
1,] o /727[' p QUZ'QJ ( )

Die Wahrscheinlichkeit fiir den gesamten Datensatz ist dann gegeben durch das Produkt
iiber alle 7, j :

L =]]Li; (3.97)
ij

Fiir den Fall, dass Korrelationen zwischen den einzelnen Elementen bestehen, besitzt die
Kovarianz-Matrix & auch von Null verschiedene Nichtdiagonalelemente, so dass die Wahr-
scheinlichkeit fiir den NQ-dimensionalen Vektor x0 als multivariate Normalverteilung ge-
schrieben werden kann :

1 1 1 — —5
L = exp |—= (x—x0)7 ! (x —xO T} 3.98
(2m) = Vdets p{ ()7 (27) o
beziehungsweise :
N 1 1 — —5
InL = _TQ In (27) = 5 In (det @) — 5 (i - x°) o ! (i - x") g (3.99)

Es ist sofort klar, dass die Wahrscheinlichkeit genau dann ihr Maximum annimmt, wenn der

%(i—@)a‘l (i—@)T

minimal ist. Die triviale Losung x0 = X ist nicht von Interesse, sondern nur die Losung X, die

Term

gleichzeitig auch die M Fit-Funktionen erfiillt. Diese lassen sich in folgender Form notieren :

G (X, a1,...,a) =0 (3.100)
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G ist damit ein M N-dimensionaler Vektor. Mit Hilfe der Methode der Lagrangemultipli-
katoren lisst sich dieses Minimierungsproblem unter der Nebenbedingung G = 0 auch so
formulieren :

L = % (i — F) 7! (i — F) T+ uG (3.101)

Hierbei ist @ der M N-dimensionalen Zeilenvektor der Langrangemultiplikatoren.

3.5.3 Abschidtzung der Unsicherheiten der Fit-Parameter

Die Unsicherheiten, mit denen die Schitzwerte fiir die Fit-Parameter behaftet sind, wur-
den mit Hilfe einer Monte-Carlo Rechnung abgeschétzt. Hierzu werden ausgehend von den
tatsdchlichen Messdaten neue Sétze von Samples korrekter Statistik generiert. Fir jeden
dieser Monte-Carlo Datenséitze wird nun ein eigener Fit durchgefiihrt, wobei die so berech-
nete Standardabweichung der Fit-Parameter ein Maf fiir ihre Unsicherheit ist. Da die Fehler
der einzelnen Messpunkte hier in guter Ndherung als normalverteilt angenommen werden
konnen, lassen sich die Monte-Carlo Samples durch normalverteilte Zufallszahlen erzeugen.
Der Mittelwert der Verteilung entspricht dabei jeweils dem tatséchlichen Messwert und die
Standardabweichung dem entsprechenden Fehler.

3.5.4 %-Fit als Spezialfall des Generalized-Least-Squares-Fit

Die grofie Flexibilitit des Generalized-Least-Squares-Fit zeigt sich auch in der Tatsache,
dass der klassische y2-Fit als ein Spezialfall hiervon betrachtet werden kann. In diesem
Fall gibt es zwei Variablen z und y, die iiber einen funktionalen Zusammenhang der Form
f(z;01,...,a;) = y miteinander verkniipft sind. Dies bedeutet M = 2 Modellfunktionen
und @ = k Fit-Parameter. Im Fall von N Messwertepunkten y? lassen sich die y-Werte wie-
der in dem N-dimensionalen Vektor W = (y?, e ,y?v) zusammenfassen. Die unbekannten
,wahren” Werte sind ¥ = (y1,...,yn). Die fiir den x2-Fit grundlegende Annahme, dass die
x; exakt bekannt sind bedeutet hier, dass diese bereits ihre ,,wahren” Werte annehmen. Also

X =x mit X = (z1,...,2y) sowie x0 = (:1:(1], . ,x?v) und damit folgt natiirlich sofort :
L —5\e-i(= 0\7 .-
£X2:§(y—y>a (y—y) +7G (3.102)

Die Kovarianz-Matrix wird als diagonal vorausgesetzt also :
o = diag (07,...,0%) (3.103)

Die Nebenbedingung G folgt aus der Uberlegung, dass die Werte z; und y; durch die Fit-
Funktion
f(afion, . an) —yi =0 (3.104)

miteinander verkniipft sind. Da dies fiir jeden der N Messpunkte erfiillt sein muss, ergibt
sich in Vektor-Schreibweise einfach :

G = (f(x?;al,...,ak)—yl,...,f(x?v;al,...,ak) —yN)T (3.105)
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Die Minimierung von £, > ohne Nebenbedingungen aus Gleichung (3.116) ist nun aber dqui-
valent zur Minimierung von

1 _ _
fo =L o—3) o (y-3)" (3108
mit den Bedingungen f (:U?; Qaf, ... ,ak) —y; = 0. Explizites Ausfithren der Summation im

Skalarprodukt und Vernachléssigung des nun irrelevanten Faktors % liefert :

g = () (o) -l

— Z ; S L =2 (3.107)

womit die Aquivalenz des y2-Fits zu dem skizzierten Spezialfall des Generalized-Least-
Squares-Fit gezeigt ist.

Diese Betrachtung ist in zweierlei Hinsicht niitzlich: Zum einen ist die obige Herleitung ein gu-
tes Beispiel fiir die Anwendung des Generalized-Least-Squares-Fits, zum anderen ergibt sich
hierdurch in der Praxis eine deutliche Vereinfachung der Arbeitsweise. Im Folgenden werden
dort, wo es gerechtfertigt ist, auch weiterhin klassische y2-Fits eingesetzt, fiir die im allgemei-
nen eine ganz andere numerische Implementierung notig ist, als fiir einen Generalized-Least-
Squares-Fit. Nun lassen sich aber fiir beide Verfahren die gleichen Algorithmen einsetzen, da
anstelle von x? auch genauso gut [,;{ » minimiert werden kann.

In der Praxis ergibt dadurch sich auch ein weiterer entscheidender Vorteil dieser neuen y>2-
Methode : Die Minimierung von C’X2 unter den Nebenbedingungen f (m?; at, ... ,ozk) —y; =0
ist mit den hier verwendeten Algorithmen numerisch sehr viel effizienter als die direkte
Minimierung von x2. Der Vorteil liegt in einer um den Faktor 100 bis 1000 schnelleren
Konvergenz der neuen y?-Methode.

3.5.5 Simultaner \>-Fit fiir mehrere Funktionen

Ausgehend von den Uberlegungen des vorherigen Abschnitts lisst sich der x2-Fit nun auch
leicht auf den Fall mehrdimensionaler Datensétze und mehrerer Fit-Funktionen erweitern.
Hierbei wird die Situation betrachtet, dass zwei oder mehr Funktionen

1 M
) (x?;al,...,ak) :yl( ),...,f(M) (x?;al,...,ak) :yZ( ) (3.108)
existieren, die einer als exakt bekannt angenommenen, Variablen x? mit

x0 = (29,...,2%) (3.109)

X

mehrere Werte ygm)

Satz von Fit-Parametern fiir alle M Fit-Funktionen. Dabei muss aber natiirlich nicht jeder

,m € {1,..., M} zuordnen. Die Parameter oy, bilden einen gemeinsamen

Parameter aj, auch tatsiichlich in jeder Funktion f(™ vorkommen. Unter diesen Voraus-
setzungen liefert der Generalized-Least-Squares-Fit eine natiirliche Erweiterung des y2-Fits
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(m)

auf mehrdimensionale Probleme. Gruppiert man nun die ,,wahren” y;

y?( ™ in M-dimensionalen Spaltenvektoren

und die gemessenen

vi = (..., yM)7 (3.110)

sowie
(m) (M)
Yy = (y? et > T (3.111)

so kann man dies noch einmal zusammenfassen zu M N-dimensionalen Spaltenvektoren :

Y =-..yn)" (3.112)

und
v = (Y07 (3.113)

Analog lisst sich im Fall des M N-dimensionalen Vektors der Nebenbedingungen G verfah-
ren :

Gi = (f(l) (x?;al,...,ak) —y§1)7-~-7f(M) ($?§C¥17...,Oék) —yZ(M)) r (3.114)

und
G =(Gy,...,Gy)7T (3.115)

1 ist hier wieder der M N- dimensionale Zeilenvektor der Lagrangemultiplikatoren und

j=1..M
o = diag (02’]) N die Kovarianz-Matrix unter der Annahme verschwindender Korre-
lationen. Mlnlmlert wird wieder :
1 =\ T -~
Ly = 3 (y y ) <y -y ) + G (3.116)

was dquivalent ist zur Minimierung von
1

£ = Lo 3)r (- 9)" a1

unter der Nebenbedingung G = 0. Und nach Ausfiihren der Summationen :

M (m)_ o(m)
L = (y-y0)a ' (y-¥°)" ZmZ::z;( i )’
(f(m ($?;a1,...,ak )

M N
— ZZ = =2 (3.118)

m=1i=1 t,m

—

Und konkret am Beispiel M =2 :

al (f(l) (zf501,. . o) — ZJ?(U) N (f(z) (2% a1,..., o) —y?(2)>2

- Z o2 T Z
i=1 i1 ;
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3.5.6 Implementierung der Fit-Methoden

Nachdem in den vorherigen Abschnitten die verschiedenen Fit-Methoden allgemein beschrie-
ben wurden, folgt nun ihre Implementierung im Fall der Auswertung der Monte-Carlo Simu-
lationsergebnisse.

Zunichst ist es wichtig zu erwahnen, dass sémtliche unten aufgefithrten Ergebnisse mit Hilfe
numerischer Rechnungen in Maple 9.5 durchgefithrt wurden. Gegeniiber einer eher ,klas-
sischen” Implementierung der Algorithmen in C++ oder Fortran ergeben sich bei dieser
Vorgehensweise grofle Unterschiede.

Maple arbeitet mit sogenannten Worksheets, die nichts anderes sind als eine spezielle Skript-
sprache. Im Vergleich zu kompilierten C++ oder Fortran Programmen, folgt hieraus ein
signifikanter Laufzeit-Overhead. Fiir grofle oder zeitkritische Anwendungen ist Maple also
ungeeignet. Bei der Auswertung der hier vorliegenden Simulationsergebnisse ist dies jedoch
akzeptabel, da nur wenige Fits fiir vergleichsweise wenige Datenpunkte durchgefiihrt werden.

Viel entscheidender sind jedoch die Vorteile einer Rechnung mit Maple. Durch das sofortige
Feedback im interaktiven Modus gestaltet sich das Debugging, was bei der Programmierung
typischerweise die meiste Zeit kostet, sehr viel einfacher als bei klassischen Programmier-
sprachen. Aulerdem ermoglicht Maple eine Konzentration auf die wesentlichen Aspekte der
Programmierung der Fit-Routinen, da wesentliche Kern-Algorithmen bereits in den mitgelie-
ferten Bibliotheken zur Verfiigung stehen. Der dadurch resultierende schlankere Code sorgt
wiederum fiir eine deutliche Beschleunigung des Debuggings.

Gerade auch im Hinblick auf die erreichbare numerische Genauigkeit ist die Verwendung ei-
nes Computer-Algebra-Systems wie Maple fiir diese Rechnungen ausgesprochen vorteilhaft.
Wiéhrend in Fortran und C nur reelle Gleitkommazahlen mit 8- und compilerabhéngig auch
16 Bit zur Verfiigung stehen, unterliegt Maple in dieser Hinsicht keinerlei Beschrankungen.
Die Priézision, mit der Gleitkommazahlen intern verarbeitet werden, léasst sich frei vorgeben.
So ist es moglich, Rundungsfehler wie sie beispielsweise bei den Fits fiir u = 0 vorkommen
konnen, drastisch zu minimieren. Rechnungen mit mehreren Hundert Nachkommastellen
sind ohne Schwierigkeiten moglich, wobei natiirlich auch die benttigte Rechenzeit deutlich
ansteigt. Dies ist jedoch unproblematisch da, wie schon erwihnt, die Ausfithrungsgeschwin-
digkeit hier eine untergeordnete Rolle spielt.

Am besten ldsst sich die Vorgehensweise im Fall des Generalized-Least-Squares-Fit an ei-
nem konkreten Beispiel verdeutlichen : Das Ziel ist ein simultaner Fit von M = 2 Funk-
tionen () (X) und f (X), wobei es sich beispielsweise um die Pion-Masse und die Pion-
Zerfallskonstante in Gitter-Einheiten handeln kann. Es liegen nun N Datenpunkte fiir Q = 3
gemessene Grofien sowie deren Unsicherheiten vor :

zij, @ €{l,...,N}undje{l,...,Q} (3.120)
Die z; ; konnen auf folgende Weise zugeordnet werden :
zin = (ampcac) i, zig = (a Fy) 4, T3 = (amﬂ)l2 (3.121)
Fiir die tatséichlich gemessenen Werte gilt :

0
xal = (ampcac) ?, :cg’z =(a FW)O m?,g = (amﬂ)z2 (3.122)

19
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Analog folgt fiir die Varianz der einzelnen Grofien :

ogi1 =A(ampcac) i, oi2 = A(aFy);, oizg=A(amg)}

Und damit gilt :
X = (x1,....xn) " mit x; ={zi;}j-1..0
x0 = (x7,...xx)T mit x{ ={al;} ;=10

sowie

o = diag (o) 15¥

71

(3.123)

(3.124)
(3.125)

(3.126)

Als Nebenbedingung wird der Zusammenhang zwischen a mpcac, a Fy und a m, verwendet :

V) = aF; (ameAC)

1 X 4
= Fy |l — ———=xIn== + — {LssX —L W:
a o[ 167r2F02X HA2+F02{ 54X + (= Lsa + Wsa) po}
Y amPCAC B
= b5—bﬁx’lnp+b77)i + b X/
X

/!

@ (%) a®m? (a miCAC)

X 8 _
1 2t (—Lss + 2Lgg) X°

1
2 2
X n
327T2F02 ¢

:a[x+
8

+
F§

(Lss — Wssa — 2Lss + Wss) XpoacP

— X
X’lnﬁ

PCAC _

— =2 a
bax’ +bsx’” +b —b
2X' T 03X" + bsam, 7,

mit

1 1
= V(axpcac)? + (ax's)? = 2B - \/(amffCAC) 24 (Zap)?

x|

und

Y = \/(am§CAC) 24 (Zap)?= \/(am§CAC) 24 b,
G ist dann gegeben als :

G = (f(l) (zin) — wig, [P (zi1) — fb“i,g) T

Zu minimieren ist nun die Grofie :

c :(i_E)a—l(f_@)T

unter der Nebenbedingung G = 0.

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

Hierfiir wurde die Maple-Routine NLPSolve verwendet, die allerdings auf hinreichend gute

Startwerte fiir die freien Parameter angewiesen ist. In der Praxis zeigt sich, dass

iznztml — x0

(3.133)
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eine brauchbare Wahl fiir den Startwert des Vektors der ,,wahren” Grofien ist. Da NLPSol-
ve als Argument direkt den Vektor G = 0 als Nebenbedingung akzeptiert, entfillt auch
die explizite Verwendung der Lagrangemultiplikatoren 7. Die einfachste Moglichkeit erste
Schiatzwerte fiir die Fit-Parameter zu erhalten ist es, zunéchst einen einfachen klassischen
x2-Fit durchzufithren. Dazu wird einfach der Ausdruck in Gl. (3.93) numerisch minimiert
und das Ergebnis fiir die b; als weiterer Startwert fiir NLPSolve verwendet.

Die Unsicherheiten der Fit-Parameter konnen nun mit Hilfe der in Abschnitt 3.5.3 beschriebe-
nen Monte-Carlo Methode abgeschitzt werden. Es ergibt sich hierbei allerdings ein Problem,
das im Zusammenhang mit Monte-Carlo Rechnungen immer wieder auftritt : Computerge-
nerierte Zufallszahlen sind nur mit allergroBter Vorsicht zu verwenden. Wird doch ein Pseu-
dozufallszahlengenerator verwendet, so sind einige Vorsichtsmafinahmen nétig. Erstens ist es
wichtig, nur solche Algorithmen zu verwenden, die die relevanten Tests auf grofitmogliche
statistische Unabhéngigkeit bestanden haben. Zweitens ist es notwendig, die Ergebnisse bei
Verwendung verschiedener Generatoren sowie echter Zufallszahlen zu vergleichen.

Ungiinstigerweise zeigt sich, dass die in Maple zur Verfiigung stehenden Pseudozufallszah-
lengeneratoren ungeeignet fiir die Monte-Carlo Simulation sind. Die einfachste Losung fiir
dieses Problem ist die Verwendung einer wirklich zufillig verteilten Bit-Folge, wie sie im
Internet unter random.org zur Verfiigung gestellt wird. Dort stehen handliche Pakete in der
Grofle von 10 MB zum freien Download bereit.
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3.6 Fit-Ergebnisse

Ziel der Analyse der Monte-Carlo Simulation ist es, moglichst prizise Schitzwerte fiir die
freien Parameter der Chiralen Stérungstheorie zu erhalten. Es werden simultane Fits von
Pion-Masse und Pion-Zerfallskonstante sowie der PCAC-Quark-Masse in Abhéngigkeit des
Hopping-Parameters « durchgefiihrt. Es zeigt sich aulerdem, dass sich Gitter-Effekte gegen-
seitig kompensieren, falls man die Masse und Zerfallskonstante als Funktionen der PCAC-
Quark-Masse auffasst. Zur besseren Ubersicht sind die fiir die Formulierung der Regressions-
modelle notigen Relationen hier noch einmal aufgefiihrt.

Im folgenden werden die Ergebnisse im wesentlichen nach zunehmender Komplexitit sowie
sortiert nach ihrer Wichtigkeit prasentiert. Das Ziel dieser Art der Prasentation ist es, klein-
schrittig den Weg zu den endgiiltigen Ergebnissen aufzuzeigen, da die gesamte Methodik
der Fits zunéchst noch entwickelt werden musste. In einem ersten Teil werden die Analysen
zunédchst noch mit Modellfunktionen durchgefiihrt, die zwar vergleichsweise gut zu hand-
haben sind, aber noch ein hohes Mafl an Redundanz besitzen. Anschliefen werden in den
abschlieBenden Fits nur noch die physikalischen Modellfunktionen direkt aus der Chiralen
Storungstheorie verwendet, die keinerlei redundante Parameter mehr enthalten und damit
verléssliche Vorhersagen iiber die Niederenergiekonstanten ermoglichen.

3.6.1 Renormierung auf dem Gitter

Eine wesentliche Komplikation, die einen direkten Vergleich der Resultate der Chiralen Sto-
rungstheorie mit numerischen Gitter-Simulationen erschwert, ist die Existenz einer Vielzahl
unterschiedlicher relativer Renormierungsfaktoren. Diese Faktoren sind im wesentlichen das
Resultat der expliziten Brechung der chiralen Symmetrie auf einem diskreten Raum-Zeit
Gitter.

Alle Parameter der Chiralen Storungstheorie werden, ohne dies immer explizit aufzufiihren,
als renormierte Gréflen betrachtet. Um nun den Vergleich mit Daten der Gitter-Rechnungen
zu ermoglichen, ist es notwendig, diese Gréflen von den nicht renormierten Gréflen auf dem
Gitter zu unterscheiden. Eine sinnvolle Konvention, die auch die Notation nicht unnétig
verkompliziert, ist es, die Gitter-Groflen durch den Index ,lattice” zu kennzeichnen.

Da es sich bei der Pion-Masse um eine On-Shell Gréfle handelt, sind die Simulationser-
gebnisse fiir m2, bereits als renormiert zu betrachten und damit direkt mit der Chiralen
Storungstheorie vergleichbar.

Zunéchst ist es wichtig, ¥ durch die korrekten Gitter-Grofien auszudriicken :

_ 1 5 ) .
= S @eae) @ =280 L amtea0) 1
= 2B 1 Za PCAC ? a [attice 2
- 0 a 7P a mx,lattice + TP
Za 1 cac \? a fattice \
= 2 Zp a \/(a mleattice> + ﬁ

2 a Uiatti 2
CAC
f,lattim) + < ZaAwe (3.134)

Il

[\

™
Q|

Q

VS

S

3
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Gitter-Grofien renormierte Groflen
mPCAC PCAC PCAC
X lattice Zp X lattice
. — 1 .
Hiattice K= 7 Hlattice
_ (Ve
fﬂ,lattice = f7T fﬂ' = fﬂ,lattice
9r lattice Jr = ZP r lattice

Tabelle 3.1: Renormierungsfaktoren

Folgende Abkiirzungen werden aulerdem benutzt :

Z
B = BOZ—A (3.135)
P
2B 2By Z
7 = — = TO7A (3.136)
P
7 = PCAC 2 Qa Wattice 2
X = (a mx,lattice) + TA (3137)
X = Z'Y (3.138)
3.6.2 Pion-Massen als Funktion von Yo ¢
Das Ergebnis fiir die Pion-Masse lautet :
9 _ 1 8 _
miy = X+32772F lnp—i— ( Lsa+2Lgs) X
8
ﬁ (Lsg — W54 — 2Lgs + Wig) XPCAC/) (3.139)
0
Fiir den Fit wurde folgende Funktionen gew&hlt :
— —2
(@M gattice) 2 [amESiiee] = baxX +bsx’” +bsamb G4
= fo[amiSis..] (3.140)
mit den Fit-Parametern :
by, = <2‘2‘> 2 (3.141)
A
by = a’Z =2Ba (3.142)
8 32 B2
by = a2ﬁ (—Lsq + 2Lge) z7"?% = F2 (—Lsq + 2Lgg) (3.143)
0
8
by = a’—5 (Lss — Wiy — 2Lgg + Wig) p
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32Wy B
by = Fi;) (L54 — Wsy — 2Lge + Wgﬁ) a? (3.144)
0

Hier wurde der logarithmische Beitrag zur Masse nicht beriicksichtigt, da er sich im Rahmen
der Unsicherheit der Simulationsdaten nicht nachweisen lésst.

3.6.3 Pion-Zerfallskonstante f, als Funktion von x/p- 4

Fiir die Pion-Zerfallskonstante gilt :

Joo g1 yanJri LsaX + (—L +W)pxlpﬂ (3.145)
F 16r2F2" A2 T F2 ™ S '

Hieraus ergibt sich die Pion-Zerfallskonstante in Gitter-Einheiten zu :

g,
a fmlattz’ce [CL mi,%?ncce] = b5 - b6 X/ In X’ + b7 % + b8 X/
— PCAC
= fi [amy fasice] (3.146)

mit der Abkiirzung :

2
7 — PCAC Hiattice
X = \/(a mx,lattice> + ( ZA )

Die Fit-Parameter sind hier :

a2
by = (- 3.147
1 (ZA) ( )
bs = aky (3.148)
7' a B
bg = = 14
0 167T2F0 87T2F0 (3 9)
4 8 W,
br = — (~Lss+Ws)pa = > (—Lsa + Wsa) a® (3.150)
“(5) o )
4 AZ 8B A2
bg = —Lgq — Z'a = —Ls4 — 3.151
i BT | 7Y TR YT 8a2h (3.151)
Hierbei wurde benutzt, dass beispielsweise aus Gleichung (3.76) fiir py folgt :
mPCAC
po = pecos(w) =p-—=2 +0 (az)
Myq
amPC’AC
= X + 0O (a?) (3.152)

p 2
lames)+ (3

3.6.4 Pseudoskalares Matrixelement g, als Funktion von x/p- 4

Fir g, gilt :
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Yr 1 X 4 .
= 11— ———=¥Iln-~ + — (4Lgg — L
FoBg 327T2F02X A2 + F? (4Ls6 54) X
4 !/
+ﬁ (2Wgs — 4Lgs — Wsa + Lsa) pXPX# (3.153)
0

Hieraus ergibt sich g = Zp gr jattice in Gitter-Einheiten zu :

PCAC

X lattice

_ _ am _
D ee] = bo—bioxX In X' + biy — = + b
X

2
Q" gr lattice [a My lattice

= f3[am Gice] (3.154)

a

Die Fit-Parameter sind hier mit Z’ = 28 und B = BO% :

b = (;‘;) 2 (3.155)
A
a®> FoBy  a’FyB
b P— pr— .1
9 Z: 7 (3.156)
1 By Z'a? 1 B?a
b o~ L _+t bra 1
10 Zp 32712 Fy,  Za 1672 Fy (3.157)
1 4Bya?
bu = 7n 1% (2Wge — 4Lgs — W54 + Lsa) p
1 8SWyB
= 7 Fs (2Wgg — 4Lgg — Wsyg + Lsy) a® (3.158)
,. _ A4Bod (4L — Loy) 7 By Z' a® hl(%)
12 N ZPFO 86 o Zp 327T2F0
Z/
8 B In (F) B%a
- 4Lgs — L 7 3.159
ZAFO( 50 54)& 167T2F0 ZA ( )
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3.6.5 PCAC-Quark-Masse als Funktion von amg

Neben dem Zusammenhang von Pion-Masse und Pion-Zerfallskonstante mit der PCAC-
Quark-Masse ist auch die Abhéngigkeit dieser drei Groflen von der nackten Gitter-Quark-
Masse my fiir einen Fit von Interesse. Dazu wird zunéchst |x*| durch m{, = mo — m. ausge-

driickt :
2B attice 2
| == \/(amo—amc)2+ (a’” . ) (3.160)

ZA
B = Byg—/—
OZP
g = 2B _2B0Za
T a a Zp

Fiir die PCAC-Quark-Masse (Gl. 3.76) gilt mit x( = 2By (mg — me) :
5,
2By mECAY = x§ + 72 p IX*| (Wse — 2Lss)

beziehungsweise in Gitter-Einheiten :

8 -\ 2
aml G, = Zaamly + —5 (—2Lss + Wae) Za \/ (am)? + (‘”‘”t> (3.161)
’ Fy ZA
amb a5 lamo] = baramf + bag \/(amp) 2+ bis = fr [amy] (3.162)

Fiir die Fit-Parameter gilt hierbei mit a m6 =amg—am.=amgy— big :

biu = ame (3.163)
2
a Wattice
b = —_— .164
5= () (3.164
8
0
by = Zo (3.166)

Fiir den Zweck dieser Fits wird Z» vorerst nicht auf den physikalischen Wert Zy = 1 fixiert,
sondern als freier Parameter behandelt, da an dieser Stelle zunéchst die Methodik der Fits an
moglichst einfachen Modellen iiberpriift wird. Eine prizise Rechnung unter Beriicksichtigung
der physikalischen Parameter der Chiralen Stérungstheorie wird jedoch zeigen, dass es fiir
Zo = 1 offenbar nicht ausreicht, bei der PCAC-Quark-Masse als Funktion von amg nur
Gitter-Effekte bis O (a) zu beriicksichtigen. Es ist ganz deutlich zu beobachten, dass hier die
Gitter-Artefakte eine sehr grofie Rolle spielen, was in Abschnitt 3.7.2 nidher erldutert wird.
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3.6.6 Pion-Masse als Funktion von am,

Fiir die Pion-Masse folgt aus (3.85) :

2
— a Ulatti
(a mﬂ',lattice) 2 = 2Ba \/(a m6) 2 <a:fzce)

9 2 QB\/(am/)2+ (aﬂlattice>2
B (am')2+ a [attice In a 0 Za
82 F? 0 ZA A?
32 B2 I 97, N\ 2 G Hiattice 2
+ F()2 (_ 54 + 86) (amo) + TA
32WyBa
F02 (Lsa — Wsq — 4Lgg + 2Wsg) amy (3.167)
0
mit
/ /
my 2 amg, 2
po =pcos(w)=p— +0(a°) =2Wya + O (a 3.168
T N e o A

In Gitter-Einheiten folgt unter Vernachlissigung des logarithmischen Terms :

(@M jattice) 2 [amo] = bigy/(amp)? + bis — big ((amf) >+ bis) — biramy
f4 [a mo] (3.169)

Die Fit-Parameter ergeben sich zu :

513 = 2Ba (3.170)
bia = ame (3.171)
2
Q Wattice
= _— 3.172
bis < 7 ) ( )
32 B?
big = i (—=Lsa + 2Lss) (3.173)
0
32WyBa
by = 7;2 (Lsa — Wsa — 4Ls6 + 2Wss) (3.174)
0

3.6.7 Pion-Zerfallskonstante f, als Funktion von am,

Als Funktion der nackten Gitter-Quark-Masse lautet die Pion-Zerfallskonstante fr (3.89) :

; 2B (amf)? + (m) 2
— F B 1\ 2 a Hiattice 1 a 0 Za
a fmlattice = arg— 32 FO (a mo) + TA n 2

8B Q Wattice 2
[ 1\ 2
Fy 54 \/(a mo) ( ZA
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2 /
8Woha amy,

—L W,
FO ( " + 54) /) 2 a Kiattice 2
(a mo) + (T)

Der Fit wurde mit folgender Funktion durchgefiihrt :

+

(3.175)

baa amy
(am{)? + bis

@ frattice (@] = bag — 623\/(a my) 2 + bisIn \/(a my) 2+ bis +

—|—b25 (a m6) 2 + b15
= fslamo] (3.176)

Die Fit-Parameter sind hier mit am( = amo —ame =amgy — by :

biu = ame (3.177)
2
a Mattice
b — 3.178
o= (M) (3179
522 = aFo (3179)
1
b = ——B 3.180
% 872 F, (3-180)
8 Wy a?
byy = F? (—Ls4 + Wss) (3.181)
0
In (4
8B <A2)
b = —Lsq — 3.182
v o= P ) 3.152)

3.6.8 Pseudoskalares Matrixelement ¢, als Funktion von am,

Das pseudoskalare Matrixelement g, ist (3.89) :

2
Q" Gr lattice

2
2B /2 a Kiattice
2 =24/(am +(7)
_ @2BR- D a\/( ’)2+<a“’“t““> In— \/( i -

Za A2

8 B e \ 2
+ a (4Lgs — Lsa) ([ (am})? + & Hattice
F Z A

+EBBW()a?’ amy

2
\/(am6) 2 + (aﬂlZa;tice)

(3.183)

Der Fit wurde mit folgender Funktion durchgefiihrt :

bgo am6
(@amf)? +bis

a r lattice [@Mo] = big — big \/(a mg) 2 + bisIn \/(a mg) 2+ bis +

+b214/(amy) 2 + bis
= fslamg] (3.184)
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Die Fit-Parameter sind hier :

bia = ame (3.185)
2
a Wiattice
b — [ ZPlattice 1
15 < 7, ) (3.186)
bis = a’BF, (3.187)
1
b = — RB? 1
19 1672 " (3-188)
8 BWyad
by = T@O (2Wsg — 4Lsgg — Wsa + Lsa) (3.189)
Zl
8 B2 n (%)
= ——a (4Lgg — Lyy) — — 2 B2 1
b21 F() a ( 86 54) 16 7T2 F() a (3 90)

3.6.9 Fit-Resultate fiir die MessgroBen als Funktion a mpcac

In einem ersten Schritt werden zunéchst fiir alle relevanten Groflen Einzel-Fits durchgefiihrt.
Dies dient zum einen dazu sicherzustellen, dass die Modellfunktionen die Daten auch tatséch-
lich addquat repréisentieren. Anderseits dienen sie als Referenz, um in den noch folgenden
immer komplexer werdenden Fits abweichende Ergebnisse zu erkennen.

Im Anschluss an die Einzel-Fits folgen die Ergebnisse fiir einen gemeinsamen Fit der be-
trachteten Groflen. An den Werten fiir die Modellparameter lédsst sich direkt ablesen, dass
beide Ansitze vergleichbare Ergebnisse liefern.

Zur Veranschaulichung der Grofienordnungen der jeweiligen Beitrige zu (a mﬂ)2 und aF
sind in den Abbildungen neben dem tatsichlichen Fit-Ergebnis auch die Korrekturen durch
die Terme b3 und by beziehungsweise b5, bg und b; dargestellt. Wie man auch an den nume-
rischen Werten der Unsicherheiten der beiden Parameter erkennen kann, liefert der b3-Term
keinen erkennbaren Beitrag. Die O (a)-Korrekturen durch by amf? cAC
sichtbar.

sind dagegen deutlich

Der Ubersichtlichkeit halber werden die fiir den Fit verwendeten Funktionen zusammen mit
den Werten fiir die Fit-Parameter fiir jeden Graph noch einmal angegeben.

Die hier gezeigten Ergebnisse beziehen sich auf den Fall einer Twist-Masse von a p = 0.01
sowie 3 = 0.67, wobei die Gréfe des Gitters 123 x 24 betrigt. Hierbei betrigt die Ausdehnung
des Gitters etwa L ~ 2fm und der Gitterabstand a ~ 0.18 fm, wobei eine minimale Pion-
Masse von ungefahr m, ~ 360 MeV gefunden wurde. Anzeichen einer Metastabilitit in der
Nihe dieses Minimums sind kaum zu finden, so dass sich die hier betrachteten Datenpunkte
offenbar alle innerhalb des Giiltigkeitsbereichs der Approximation n = £ < 1 befinden. Im
nichsten Kapitel werden zusitzlich die Daten fiir ein 162 x 32-Gitter mit 3 = 0.74 sowie der
Fall ;1 = 0 betrachtet, um die Genauigkeit der Vorhersage zu steigern.

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Modellfunktionen die Daten mit hoher Préazision wieder-
geben, was aufgrund der vergleichsweise grolien Zahl unabhingiger Fitparameter jedoch zu
erwarten ist. Mit Hilfe eines verallgemeinerten Least-Squares-Fit ergeben sich nun folgende
Werte fiir die Parameter aus dem Datensatz der Kollaboration [35], der mir von F. Farchioni
zur Verfiigung gestellt wurde :
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Pion-Massenquadrate
So.22f
© N — Fit Pion-Masse
o2 N« |- Fit mit b,=0 und b,=0
N Fit mit b,=0
0.18—
0.16 -
0.14
0.12|-
0.1
0.08
:}IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
am PCAC
X

Abbildung 3.6: Fit Pion-Massenquadrate (f2)

— —2
(a mw,lattice) = bax" + b3x" + bsa m;g{?t%:;e
_ 2
¥ = \/ (amPGac, ) + b
Fitparameter
b1 | 0.00023 £ 0.00018
ba 48+1.5
bs 0+30
by 0.194+0.12
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Pion-Zerfallskonstante

=
© 0.17:— — Fit Zerfallskonstante

R EEEes Fit mit b,=0 und bg=0
- N Fit mit b.=0

0.16— Y - Fit mit by=0

0.15 :—

0.14 :—

0.13—

0.12 :—

0.11:_ ........

O'll__l | | I | | | | | 11 1 | | | | 11 1 | | I | | | | | [
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04
a mPCAC
X

Abbildung 3.7: Fit Pion-Zerfallskonstante (f1)

Um ein brauchbares Fit-Resultat zu erreichen, wurde hier der Punkt mit

ampcac = —0,0413 nicht im Fit beriicksichtigt.

PCAC

_ _ a -
a fﬂ,lattice = b5 - b6 X/ In X/ + b7 # + b8 X/
! PCAC 2
X = (CL mx,lattice) + bl

Fitparameter
b1 | 0.00018 £ 0.00027
bs 0.069 =+ 0.095
be 1.1+2.2

b7 | 0.0180 £ 0.0039
bsg —1.44+5.0
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Pseudoskalares Matrixelement

= -
) B — Fit Matrixelement
048— | | Fit mit b,;=0 und b,,=0
N Fit mit b, =0
D Fit mit b,,=0
0.44—
0.42f~ e
0.4+ \
| - | I | | 11 1 1 | 1 1 ]‘];\—l_\—ii‘iidl‘—l‘fl-ll 11 1 | 11 1 1 | I | | 1 1
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04
a mPCAC
X

Abbildung 3.8: Fit pseudoskalares Matrixelement (f3)

Um ein brauchbares Fit-Resultat zu erreichen, wurde auch hier der Punkt mit

amiCAC = —0,0413 nicht im Fit berticksichtigt.

PCAC
a® grattice = bo — brox’Inx’ + buy % + b2 X
_ 2
v o= (amrgac)
Fitparameter

b1 | 0.00006 + 0.00044

bg 0.38 £0.21

b1o 0.4+45

b11 | —0.0072 £ 0.0084

b1o 1.3+9.6
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Pion-Massenquadrate

o E - .
E 0.22 — /I/
© - — Fit Pion-Masse .
o2 N~ ] Fit mit b,=0 und b,=0
N Fit mit b,=0
0.18__ //,
0.16
0.14
0.12|-
0.1
0.08
:Illllllllll||||||||||||||||||||||II|IIII|IIII|III
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
am PCAC
X
Abbildung 3.9: Fit Pion-Massenquadrate (f1+f2+£3)
Fitparameter
b1 | 0.000253 £ 0.000059
by 4.524+0.70
bs 6+17
— —2
(amﬂ,lattice)2 = b2X’+b3X, +b4am§,lcc£$ce by 0.19 £ 0.15
B 5 bs 0.048 £ 0.016
Y = \/ (amf%’?tc) + by be 1.72 £ 0.59
b7 0.0209 £ 0.0011
bs 31416
bg 0.307 £ 0.043
bio 1.9+1.6
b11 —0.0152 £ 0.0068
b12 —1.84+4.4




3.6. FIT-ERGEBNISSE 85

Pion-Zerfallskonstante

E :
© 0.17 —— Fit Zerfallskonstante, ]
- Fit mit b;=0 und bg=0,
I Fit mit b7:‘0 L
016~ | Fit mit bg=0 "~~~
0.15 :—
0.14:—
0.13:—
0.12:—

O.ll:—
O'l:|_||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04

PCAC
a mX
Abbildung 3.10: Fit Pion-Zerfallskonstante (f14+{2+£3)
Fitparameter
b1 | 0.000253 £ 0.000059
ba 4.524+0.70
- mPCAC b 6+ 17
a frjattice = bs —bgXx' Inx' + by A + bsg X/ by 0.19 + 0.15
B 5 bs 0.048 £ 0.016
Y = \/(amgj%‘f) + by be 1.72 £ 0.59
b7 0.0209 £ 0.0011
b —31+16
bg 0.307 £0.043
bio 1.9+ 1.6
bi1 —0.0152 £ 0.0068
bi2 —1.84+4.4
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£0.54
o

2
I

a
|

0.52

0.5

0.48

0.46

0.44

0.42

0.4

.I_II|III|III|III|III|III|

—~—— Fit Matrixelement
“---- Fitmit b, ;=0 und b,,=0
aoa. Fitmit by =0
_. _\.\-‘A\Fit mit b, ,=0

Pseudoskalares Matrixelement

-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01

0

0.01 0.02 0.03 0.04

Abbildung 3.11: Fit pseudoskalares Matrixelement (f1-+f2-+£3)

2
G gr lattice

=

bg — biox' In X' + by

2
PCAC
\/ (CL mx,lattice) + bl

PCAC

a meattice

+ b

Vv

2 X

a mPCAC
X

Fitparameter
b1 | 0.000253 £ 0.000059
ba 4.52 £0.70
bs 617
by 0.19 £0.15
bs 0.048 £ 0.016
be 1.72 +0.59
by 0.0209 £ 0.0011
bg —-3.1+1.6
bg 0.307 £ 0.043
bio 1.9+1.6
b11 —0.0152 £ 0.0068
b12 —1.84+4.4
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3.6.10 Fit-Resultate fiir die MessgroBen als Funktion von amy

In den folgenden Abbildungen sind die Fit-Resultate fiir die betrachteten Messgréfien als
Funktion der nackten Gitter-Quark-Masse dargestellt. Auch hier sind wieder die Beitrige
der verschiedenen Terme durch gestrichelte Linien gekennzeichnet.

Das Ziel dieser Analyse ist es, zu tiberpriifen, ob die Ergebnisse fiir den Fit auch bei Betrach-
tung der Messgroflen in Abhédngigkeit von der nackten Gitter-Quark-Masse sinnvoll sind.

Qualitativ gesehen werden die Daten durchaus verniinftig durch die Fit-Funktionen wieder-
gegeben. Aus diesem Grund werden im néchsten Schritt beide Ansétze kombiniert, wobei
nun tatsachlich alle verfiigbaren Messgrofien im Fit beriicksichtigt werden.
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Pion-Massenquadrate
oNLE -
=0.22—
© N —— Fit Pion-Masse ,
oo ™. ] Fitmitb, =0 undb,,=0 |
I N Fit mit b ;=0 /
0.18—
0.16
0.14
0.12|-
0.1
0.08
:I | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
-1.02 -1.01 -1 -0.99 -0.98 -0.97
am,
Abbildung 3.12: Fit Pion-Massenquadrate (f4+f5-+f641{7)
Fitparameter
bis 8.45 + 0.50
by | —1.00214 £ 0.00077
bis | 0.0000852 =+ 0.0000094
big 35+ 14
CL2 m72r = b3 (a m{)) 24 bis b7 1.224+0.43
—big ((a m6) 24 b15) big 0.307 £ 0.028
o big 41+1.3
e by | —0.0313 & 0.0057
boy —83+3.9
boo 0.0577 =+ 0.0081
bos 2.15 + 0.43
boa 0.0135 + 0.0027
bos —45+13
bog —0.344 + 0.088
bor 1.558 £ 0.073
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Pion-Zerfallskonstante

'-I—I: —
- -
0.17 - —— Fit Zerfallskonstante
N Fit mit b,,=0
0o16-— | Fit mit b,,=0
0.15 :—
0.14 :—
0.13 :—
0.12 :—
O.ll:—
O'l__l 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1
-1.02 -1.01 -1 -0.99 -0.98 -0.97
am 0
Abbildung 3.13: Fit Pion-Zerfallskonstante (f4+f5+{6+{7)
Fitparameter
b13 8.45 4+ 0.50
bi4 —1.00214 + 0.00077
bas a bi5 | 0.0000852 % 0.0000094
afﬂ' = by + 9 big 3b+14
(amg)? + bis
b7 1.22 4+ 0.43
—bas \/(a mg) % + bis In \/(a mg) ? + bis bis 0.307 £ 0.028
bio 41+1.3
/2
Fbasy/ (amo)® +bis by | —0.0313 £ 0.0057
bo1 —8.3+3.9
bao 0.0577 £+ 0.0081
bos 2.15 £+ 0.43
bay 0.0135 + 0.0027
bos —45+1.3
bog —0.344 4+ 0.088
bor 1.558 + 0.073
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Pseudoskalares Matrixelement

£0.54
m —
C\l(_G —
0.52 - l —— Fit Matrixelement
- N - Fit mit b,,=0 B
0.5
0.481—
0.46
0.44
0.42|—
0.4
:I | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | | |
-1.02 -1.01 -1 -0.98 -0.97
am,
Abbildung 3.14: Fit pseudoskalares Matrixelement (f44f5+f6-+£7)
Fitparameter
b3 8.45 + 0.50
bia | —1.00214 + 0.00077
bao a bis | 0.0000852 & 0.0000094
agr = bzt AP b1 35 + 14
(amf)? + bis
b1z 1.22 +0.43
—b19\/(a mg) ? + bis In \/(am6>2 +b15 bis 0.307 + 0.028
bio 41+1.3
1\ 2
a1y (amp) * + bis by | —0.0313 = 0.0057
boy 83439
boo 0.0577 & 0.0081
bos 2.15 + 0.43
boy 0.0135 4 0.0027
bos —45+1.3
bog —0.344 + 0.088
bor 1.558 4+ 0.073
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PCAC-Quark-Masse

O

<
£ 0.04
S

—— Fit PCAC-Quark-Masse

....... Fit mit b,,=0 /

T 0.03

0.02
0.01
0
-0.01
-0.02
-0.03
-0.04

IIII|IIII|IIII|IIII|A\IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III

01 -1 -0.99 -0.98 -0.97
am

-0.05, 1 1 |

-1.02 -1.

0

Abbildung 3.15: Fit PCAC-Quark-Masse (f4+f5-+f6+41{7)

Fitparameter
bis 8.45 4+ 0.50
b14 —1.00214 + 0.00077
b5 | 0.0000852 + 0.0000094
big 35+ 14
b17 1.22 +0.43
big 0.307 £0.028

ampcac = baramgy + bagy/(amg) 2 4 bis Z;z =5 04211;:630057

ba1 —-8.3+3.9
bao 0.0577 + 0.0081
bas 2.15+0.43
bay 0.0135 £ 0.0027
bos —4.54+1.3
bog —0.344 4+ 0.088
bar 1.558 +0.073
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3.6.11 Gemeinsamer Fit fiir alle MessgroB3en

Wie es sich zeigt, liefern sowohl die Fits der Messgrofien als Funktion der PCAC-Quark-
Masse als auch die Fits fiir die selben Grofien als Funktion der nackten Gitter-Quark-Masse
plausible Resultate. Es ist nun naheliegend, beide Ansétze geeignet zu kombinieren. Der beste
Weg dies zu erreichen ist es, die Pion-Masse und die Zerfallskonstanten in Anhéngigkeit von
der PCAC-Quark-Masse zu betrachten. Die PCAC-Quark-Masse wird dabei nun als Funktion
der nackten Gitter-Quark-Masse aufgefasst.

Hier zeigt sich auch erstmals eine der grofien Stéirken der Generalized-Nonlinear-Least-Squares
Methode. Fiir den Algorithmus ist es nicht wichtig, ob die Modellfunktionen in expliziter
Gestalt gegeben sind. Es ist ohne weiteres moglich, mit impliziten Modelldarstellungen zu
arbeiten. So wird hier iiber die Verkniipfung der PCAC-Quark-Masse mit der nackten Gitter-
Quark-Masse auch die Verkniipfung aller iibrigen Gréfien mit der nackten Masse realisiert.

In den folgenden Abbildungen sind die Resultate fiir einen gemeinsamen Fit aller Messgrofien
dargestellt. Wie bisher, sind auch hier wieder die Beitrdge der verschiedenen Terme durch
gestrichelte Linien gekennzeichnet. Aulerdem wurde b5 = 0.0001 = (au)2 gesetzt.

Der Vergleich mit den beiden vorhergehenden Analysen zeigt, dass diese Ergebnisse durch-
aus plausibel sind, so dass es sinnvoll erscheint, zur Maximierung der Vorhersagekraft im
folgenden mit einem Gesamt-Fit aller betrachteten Grofien zu arbeiten.
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Pion-Massenquadrate

—— Fit Pion-Masse
..... Fit mit b,=0 und b,=0
.......... Fit mit b,=0 I

0.18

0.16

0.14

0.12

0.1

0.08

_I_II|III|III|III|III|III|III|III|I

IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04

am ;CAC

Abbildung 3.16: Fit Pion-Massenquadrate (f1+f2+£34f{7)

Fitparameter
b1 | 0.000189 4+ 0.000040
b 5.67 +0.53
b3 —214+12
b4 0.20£0.11
b 0.052 £ 0.022
(@M tattice)? = baX +bsX + baam G, bZ 1.88+0.81
2
¢ x ) R
bg 0.314 £ 0.064
b1o 23+24
b11 —0.0150 £ 0.0057
b1o —-3.24+6.2
b14 | —1.00282 % 0.00052
bog —0.394 4+ 0.058
bor 1.582 4+ 0.044
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Pion-Zerfallskonstante

S ;
@ 0.17 :— —— Fit Zerfaliskonstante’l
S Fit mit b,=0 und bg=0
I Fit mit b7:o\.\ . :,v"’
0.16 Y Fit mit bg=0
0.15
0.14
0.13
0.12
0.11
O':|':|_IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
a mPCAC
X
Abbildung 3.17: Fit Pion-Zerfallskonstante (f14+{2+£3-+£7)
Fitparameter
b1 | 0.000189 £ 0.000040
ba 9.67+£0.53
b3 —21+12
- o mPCAC B by 0.20 £0.11
afﬂ,lattice = b5_b6 X/ IHX/—|—b7 Xf/ +b8 X/ b5 0.052 £ 0.022
X be 1.88 £0.81
— 2 by 0.0206 £ 0.0023
X= \/<am§%&6> +h b 37421
bg 0.314 £ 0.064
b1o 23+24
b1 —0.0150 £ 0.0057
b12 —-3.2£6.2
bisa | —1.00282 £ 0.00052
bas —0.394 £ 0.058
bar 1.582 +£0.044
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Pseudoskalares Matrixelement

£0.54
o = y .
) B —Fit Matrixelement
0.52— i ..... Fit.mit b,,=0 und b,,=0
\ .......... Fit mit b, =0
SN Fit'mit b,,=0 L
0.5k S
0.48—
0.46
0.44
0.42]—
0.4
:lllII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
PCAC
a mx
Abbildung 3.18: Fit pseudoskalares Matrixelement (f14f24£3+{7)
Fitparameter
b1 | 0.000189 + 0.000040
by 5.67 £ 0.53
b3 —21+£12
- PICAC B b4 0.20 £0.11
a® Gr jattice = by — biox'Inx’ + b1y 4X%attwe’ +b12 X/ bs 0.052 + 0.022
X be 1.88 £0.81
— 2 b 0.0206 4 0.0023
— PCAC 7
X = \/<“mx’l“t“%> +h b 37421
bg 0.314 4+ 0.064
b1o 2.3+24
b11 —0.0150 £ 0.0057
b1o —-3.2+6.2
b14 | —1.00282 4 0.00052
bog —0.394 £+ 0.058
bo7 1.582 £+ 0.044
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PCAC-Quark-Masse

—— Fit PCAC-Quark-Masse|

....... Fitmith, =0 |

1

IIII|IIII|IIII|IIII||IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III
\|

-0.98 -0.97
am,

11 11 11 1 1 | 11 1 1 11
01 -1 -0.

-1.02 -1. 99

Abbildung 3.19: Fit PCAC-Quark-Masse (f1+f2+f3+£7)

Fitparameter

b1 | 0.000189 + 0.000040

by 5.67 £ 0.53

b3 —21+£12

by 0.20£+0.11

bs 0.052 4+ 0.022

be 1.88 + 0.81
ampcac = baramg + bag \/ (amf) 2 + bis Z; 0.03(;6;;0;;)23

by 0.314 £+ 0.064

b1o 2.3+24

b11 —0.0150 £ 0.0057

b1o —-3.2+6.2

b1s | —1.00282 £ 0.00052

bog —0.394 4+ 0.058

bo7 1.582 £+ 0.044
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3.6.12 Gemeinsamer Fit fiir alle MessgroBen mit 7, = 0.952

Der wesentliche Fit-Parameter war bisher die Grofle bo, die im wesentlichen fiir den Kriim-
mungsradius im Minimum verantwortlich ist. Lésst man nun diese Grofle als freien Fit-
Parameter zu, so kommt es zu einem Effekt, der sich besonders gut im Fall der Pion-Masse
beobachten lasst. Die Breite des Minimums ist so beschaffen, dass bereits die Terme fithrender
Ordnung allein die Daten sehr gut wiedergeben. Beitrage der nichstfiihrenden Ordnungen
werden dadurch vollig iiberdeckt. Aus diesem Grund wird im folgenden nun ein anderer
Ansatz gewéhlt.

1
Z3
Faktor nun auf den physikalisch korrekten Wert fixiert. Da der Renormierungsfaktor Z 4 aber
sowohl von der Wahl der Gitter-Konstante beziehungsweise der Griéfle von § als auch von

Da alle wichtigen Fit-Parameter stark von der Grofle von by = abhéngen, wird dieser

der verwendeten Wirkung abhéngt, muss dieser Faktor aus den Simulationsdaten extrahiert
werden. Die Werte fiir Z4 sind zusammen mit den anderen Simulationsdaten im Anhang zu

finden.

Da die Kenntnis der Gréfle des Renormierungsfaktors Z4 aber mit einer gewissen Unsi-
cherheit behaftet ist, wird dies bei der Berechnung der Unsicherheiten der Fit-Parameter
explizit beriicksichtigt. In jedem einzelnen Monte-Carlo Sample wird ein neuer Wert fiir Z4
anhand einer Gauflverteilung generiert mit der Unsicherheit als Standardabweichung und
dem Messwert fiir Z4 als Mittelwert.

In den folgenden Abbildungen sind die Ergebnisse fiir einen gemeinsamen Fit aller Mess-
groffen dargestellt. Wie bisher, sind auch hier wieder die Beitrdge der verschiedenen Ter-
me durch gestrichelte Linien gekennzeichnet. Auflerdem wurden b; und bi5 auf den Wert

bys = by = 00001 — (@)® _ () 0001104 fixiert.

z3 z;

Vergleicht man nun diese Ergebnisse mit den Resultaten der vorhergehenden Analysen, so
sind nur kleine Abweichungen der Werte der relevanten Modellparameter zu beobachten.
Dennoch erhoht sich durch diese zusétzliche Einschrankung des Parameterbereichs der Mo-
dellfunktionen die Vorhersagekraft fiir die iibrigen Fit-Parameter. Somit liefert die hier be-
trachtete Analyse die an dieser Stelle beste Abschéitzung fiir die Grofle der Niederenergieko-
effizienten der Chiralen Stérungstheorie. Eine weitere Verbesserung lisst sich nur noch durch
Eliminieren sdmtlicher Redundanzen innerhalb der Menge der Fit-Parameter erzielen, was
der Inhalt des néichsten Abschnitts sein wird.
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Pion-Massenquadrate

F -
=0.22=
“© - — Fit Pion-Masse
02__ .......... Fit mitb3:O und b4:0
I T T Fit mit b,=0
0.18—
0.16
0.14
0.12|-
0.1
0.08
:IIIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
am PCAC
X
Abbildung 3.20: Fit Pion-Massenquadrate (f1+f2-+£34£7)
Fitparameter
o, b 7.02+0.15
(@M attice) > = box’ +b3x’ +biambGAC, by 51.8+55
_ 2 by 0.15 + 0.11
X = \/ <am§%§§c€> +h bs | 0.0687 £ 0.0092
b 1.48 +0.39
bz | 0.0187 £ 0.0015
0.0001 2
by =~ = (ZQ — 0.0001104 bs 28+ 1.1
A A by 0.348 & 0.019
bio 1.5+ 1.0
b1 | —0.0143 & 0.0063
bio —15+28
b4 | —1.00288 £ 0.00019
by | —0.376 & 0.039
bar 1.554 + 0.047
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Pion-Zerfallskonstante

E
© 0-17:— — Pién Zerfallskonstante
e Fit ‘mit'b ;=0 und bg=0| /
R Fit mitb,=0 '
016 — | Fit mit b,=0
0.15F .
0.14
0.13
0.12
0.11
O'l:|_llII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
PCAC
am X
Abbildung 3.21: Fit Pion-Zerfallskonstante (f14+{2+{3+£7)
peac Fitparameter
7 am — b 7.021+0.15
a Jr lattice — bs —bg X' Inx’ + b X + bg ! 2
fr latt 5 — be X' Inx' + b7 % 8 » “EISLEr
_ 2 by 0.15+£0.11
_ PCAC
X = \/ <amx,lattice> +h bs | 0.0687 & 0.0092
be 1.48 +£0.39
b7 0.0187 £ 0.0015
0.0001 2
b=~ = (CZQ) — 0.0001104 bs 28+ 1.1
A A b 0.348 £+ 0.019
bio 15+1.0
b1 —0.0143 £ 0.0063
b12 —-15+£28
bi4 | —1.00288 £ 0.00019
bag —0.376 = 0.039
ba7 1.554 £ 0.047
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£0.54
o

0.52
0.5
0.48
0.46
0.44
0.42

0.4

.I_II|III|III|III|III|IIII".'III|III

|

Pseudoskalares Matrixelement

Fit Matrixelement

Fit mit b ;=0 und b,,=0
Fit mitb,;=0

Fit mit b ,,=0

-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01

0

0.01 0.02 0.03 0.04

Abbildung 3.22: Fit pseudoskalares Matrixelement (f1-+f2-+{3+{7)

2
G~ Jr lattice

XI

b1

~0.0001  (ap)?

by — biox’In X’ + b11

PCAC

X,lattice

2
PCAC
\/ (a mx,lattice) + bl

Z3 Z4

= 0.0001104

+ b12

X

a mPCAC
X

Fitparameter
ba 7.02+0.15
bs —51.8£5.5
by 0.15£0.11
bs 0.0687 £ 0.0092
be 1.48 £0.39
b7 0.0187 £ 0.0015
bg —2.8+1.1
bg 0.348 +0.019
bio 1.5+1.0
b1 | —0.0143 £ 0.0063
bi2 —-1.56+28
bi4 | —1.00288 £ 0.00019
bag —0.376 = 0.039
bar 1.554 + 0.047
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O

<
£ >0.04
S
©0.03
0.02
0.01
0
-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05

!
ampcac = baramy+ bag
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PCAC-Quark-Masse

IIIII~,~IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III

—— PCAC-Quark-Masse
Fit mitb, =0

-1.02 -1.01 -1 -0.99

-0.98 -0.97

am,

Abbildung 3.23: Fit PCAC-Quark-Masse (f1+f2-+£34£7)

Fitparameter

ba 7.02+0.15

bs —51.8£5.5

by 0.15+£0.11

bs 0.0687 £ 0.0092

be 1.48 +0.39

b7 0.0187 £ 0.0015
(am6)2 + b1s bg —28+t1.1

bg 0.348 +0.019

bio 1.5+ 1.0

b1 —0.0143 £ 0.0063

bi2 —-1.54+28

b14 | —1.00288 £ 0.00019

bag —0.376 = 0.039

bar 1.554 £ 0.047
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3.7 Fit mit physikalischen Parametern

Bisher wurden die Fits immer mit einem Satz von Fit-Parametern b; durchgefiihrt, der noch
erhebliche Redundanzen enthielt. Hierdurch kann es bei der Regressionsanalyse zu Kompen-
sationseffekten der Parameter untereinander kommen. Das Ergebnis einer solchen Kompen-
sation sind falsche Vorhersagen fiir die Werte der Niederenergie-Koeffizienten der Chiralen
Storungstheorie.

Um dies vollstandig auszuschliefen kann man versuchen, einen Fit mit den physikalischen
Parametern der Chiralen Storungstheorie wie beispielsweise By, Fy oder Lgg durchzufiih-
ren. Dies ist aber mit teilweise erheblichen technischen Komplikationen verbunden, da die
Modellfunktionen nun in der Regel auch Produkte wie By Lgg oder Quotienten wie %806 ent-
halten. Problematisch ist hier die Tatsache, dass im Laufe der numerischen Minimierung
des ,Maximum-Likelyhood-Estimators” £ zwar die Produkte gegen einen konstanten Wert
konvergieren, die Parameter selbst aber weit auseinander driften. Dieser Effekt ist immer
dann zu beobachten wenn in den Modellfunktionen zu viele Parameter beriicksichtigt wer-
den. Diese sind dann in der Regel nicht mehr ausreichend durch die konkrete Beschaffenheit
der Daten, dass heifit durch den speziellen Kurvenverlauf, fixiert.

Aus diesem Grund ist es nicht sinnvoll, nur eine einzige Observable, wie beispielsweise die
Pion-Masse, allein zu fitten. In diesem Fall sind die Parameter nicht ausreichend fixiert
und die Regressionsanalyse verliert ihre Aussagekraft. Im folgenden werden also fiir jeden
Datensatz, also ein bestimmtes p und ein fixiertes 8, immer sémtliche Observable gleichzeitig
beriicksichtigt.

Um einen einfachen Vergleich der Ergebnisse dieser Fits auch mit fritheren Rechnungen
zu erméglichen, bietet es sich an, die universellen Niederenergie-Skalen A3z und A4 [21, 20]
einzufiihren iiber :

Ay = AxFye st oesas = 12872 (215 — LE,) (3.191)
Ay = AmnFye ™/t quy =1287°LE, (3.192)

Um die Qualitit der Approximation der Simulationsdaten durch die Gleichungen der Chi-
ralen Storungstheorie genau quantifizieren zu kénnen, wird bei jedem Fit zusétzlich das

Least-Squares-Minimum
A = ONLS (3.193)

man

angegeben.

Ebenso wie bisher, basieren alle der im folgenden dargestellten Analysen auf dem Datensatz,
der mir von F. Farchioni zur Verfiigung gestellt worden ist. Im Anhang F ist der Original Da-
tensatz abgedruckt, aus dem sich sdmtliche Angaben zum Setup der einzelnen Simulationen
entnehmen lassen.

Hier noch eine kurze Ubersicht der verwendeten Modellfunktionen und Renormierungsfak-
toren :
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Gitter-Grofien renormierte Gréfien
mPCAC PCAC PCAC
X lattice Zp x,lattice
_ 1
Hiattice B = 75 Hattice
_ (W)
fw,lattice = fﬂ' f7r = fw,lattice
9 lattice gr = ZP 9r lattice

Tabelle 3.2: Renormierungsfaktoren

Eine Zusammenfassung, aller fiir die hier durchgefiihrten Simulationen relevanten Beziehun-
gen, wurde von I. Wetzorke erstellt und ist im Original in Anhang E zu finden. Die fiir die
Analysen verwendeten Modellfunktionen bis O (a) lauten :

_ 1 2 a Wattice ) ZA
_ CAC
X = 2B- \/(a m)ilattice) + <ZaAwe und B =By~ Zp
1
Xo = 2Bo (mg —me) und amg = -~ 4
K
2 - 1 X

8
mi, = X+ 21 X L 2 5 (—Lsa + 2Lse) X°

32t AT TR
(Lsa — Wsa — 2Lg6 + Wse) X'poacp

1
- 32 2F2X "In

F2

8
Az (—L54 +2Lss) X°

F2 (W W) XpcacP
fr 1

Jn = 1-
F, 16m2F}

4 /
Xhl Az T {L54X + (= Lsa + Whsa) ,OXPEAC}

O

I _ X 4 Xpcac
= 1- In L W
167T2F2X el 02{ saX + W p——— Y

1 4
= 1- | 4Lgs — L
FoBo 32022 A2 A2 7z (s = Ls)X
4
72 (2Ws6 — 4Lgg — Wsa + Lsa) p Xpcac
0 X

4
= 1- (4L86 — Lsa) X

1
327 2F2Xl A2

4 F XPCAC
F2 (2W W) X
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8 .
2By mEAC = x{ + 72 P X1 (Wss — 2Ls)
0

ﬁGNLS

Zunéchst wird der Renormierungsfaktor Z,4 wéhrend der Minimierung von auf den

Wert fixiert, der sich direkt aus den Monte-Carlo-Daten ergibt. Da Z4 allerdings eine gewisse
B-Abhéngigkeit zeigt, wird mit folgender Konvention gearbeitet :

Zy = 0,952+0,030 fiir 3 =0.67 (3.194)
Z 0,944 40,074  fiir B =0.74 (3.195)

3.7.1 GroBe der Gitterkonstante «

Ganz wesentlich fiir die korrekte Skalierung der Fit-Ergebnisse ist es, in den Gleichungen
der Chiralen Storungstheorie, einen moglichst prazisen Wert fiir die Gitterkonstante a zu
verwenden. Da sich der genaue Wert fiir a aber erst aus den Ergebnissen der Gitter-QCD
Simulationen ergibt, ist es notwendig, ein verldssliches Verfahren zur Bestimmung der Git-
terkonstanten zu finden. Fiihrt man nun eine Full-Twist Extrapolation zu w = 5 der Werte
von ro/a durch, so lasst sich aus diesem Ergebnis zusammen mit der Kenntnis der Sommer-
Skala 79 = 0.5 fm = (394.654 MeV) ™! die GréBe des Gitterabstands bestimmen. Bei dieser
Extrapolation ergibt sich fiir r9/a jedoch das Problem, dass das Ergebnis davon abhingt,
ob man sich von der Seite positiver oder negativer Quark-Massen der Phaseniibergangslinie
néhert. Dies macht es nun notig, die Resultate geeignet zu interpolieren, was von F. Farchioni

durchgefiihrt wurde und folgende Ergebnisse liefert :

] \ =067 5 =0.74
mg >0 Mittelwert mg > 0 Mittelwert
ro/a | 2.680 £ 0.068 2.845 £+ 0.068 4.11+£0.13 3.77+£0.21
a 0.1866 £ 0.0046 | 0.1757 £ 0.0044 | 0.1216 £ 0.0039 | 0.1326 £ 0.0072

Bei einem Fit, in dem sowohl positive als auch negative Werte der Quark-Masse beriicksichtigt
werden, ist es also am giinstigsten, mit den oben angegebenen Mittelwerten zu arbeiten. Ist
man jedoch an einer Analyse interessiert, in der die Datenpunkte bei negativer Masse nicht
verwendet werden, ist es sinnvoller, statt dessen mit dem Wert fiir a bei my > 0 zu arbeiten.
Eines der Ziele dieser Fits ist es ndmlich gerade, die Konsistenz der oben getroffenen Wahl
von a zu liberpriifen, weshalb es sich anbietet, auf diese Weise beide Ansétze miteinander zu
vergleichen.

3.7.2  Fit fiir §=0,67 und p = 0,01 mit mZ“4¢

Wertet man den gemeinsamen Fit aller vier Observablen aus, so stellt man unmittelbar fest,
dass insbesondere der Fit fiir die PCAC-Quark-Masse die Daten nur sehr schlecht représen-
tiert. Offenbar liefern hier die im Fit nicht berticksichtigten Korrekturen der Ordnung O (a2)
einen wesentlichen Beitrag zum Ergebnis. Als Folge der Problematik mit der PCAC-Quark-
Masse nehmen nun auch die anderen Fit-Parameter nicht die korrekten Werte an. Dies kann
man vor allem an dem Resultat fiir die Pion-Masse erkennen, wo der systematische Fehler
sofort erkennbar ist.
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Uberraschend ist dieses Ergebnis allerdings nicht. Bereits in friiheren Arbeiten [28] wurde
festgestellt, dass bei Betrachtung der Observablen als Funktionen der nackten Quark-Masse
die Gitter-Effekte eine sehr grofie Rolle spielen. Deshalb ist es auch an dieser Stelle zu er-
warten gewesen, dass im Fall der PCAC-Quark-Masse, die ja gegen a mg aufgetragen wird,
dieser Effekt zu beobachten ist.

Dagegen ist genauso wie in [28] zu beobachten, dass es im Hinblick auf die Grole der Gitter-
Artefakte giinstig ist, die Observablen statt gegen amg nun gegen die PCAC-Quark-Masse
aufzutragen. Mit diesem Thema beschéftigt sich dann auch der néchste Abschnitt.

Dimensionslose Parameter
ame —0.996302 £ 0.000065
Lsy —0.00043 4 0.00037
Lgg 0.000348 +£ 0.000068
Qs —0.54 £ 0.47
6845 1.42 £ 0.50
5 3.0£1.5
& 11.0+£1.3
A 1084 + 81

Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV

i) 0.463 + 0.022 91.4+44
B 18.6 £1.6 3660 £ 320
W Wy || 0.00099 £ 0.00012 7570 £ 960

W Wo 0.0112 £ 0.0019 86000 % 15000
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Pion Massenquadrate Mf[, =0.67au=0.01

$0.22 — \ __
®© o “\\ Fit Pionmasse j,’l
02 + [ R [ Fit mit Ly,=0, L;;=0, W=0 und W=(
E “+ Fit mit W=0 und W=0
0.18—
0.16—
0.14
0.12[-
0.1
0.08- - ,
1’IIII|IIII|IIII|IIII|lII|II~"‘f|I I|I I|IIII|III
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0O 0.01 0.02 0.03 0.04
PCAC
a mX
Abbildung 3.24: Fit Pion-Massenquadrate
Pion Zerfallskonstante f,, B =0.67 ap = 0.01
e =
©0.12]— — Fit Zerfallkonstante
I R Fit mit W=0 und L,,=0 +
L - Fit mit W=0
= - Fitmit L,,=0
0.11— +
0.1
0.09|—
0.08[— +
I—IllllIIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III

0.07
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04

a m)I?CAC

Abbildung 3.25: Fit Pion-Zerfallskonstante
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Pseudoskalares Matrixelement g, B =0.67 au=0.01

£0.38
®osTE | N\ | i e, 10, L0 und Ly 0

0.36[ e

0.35[

0.34F

0.33F "

0.32F

031 +

0.3 + DR

0.29F |

o b b b e v s bova bt b by d 0y
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.0L 0 001 0.02 0.03 0.04

a m;’CAC

Abbildung 3.26: Fit pseudoskalares Matrixelement

PCAC

PCAC Quarkmasse m, ™, f=0.67 au=0.01

—— Fit PCAC Quarkmasse
©0.03

fffffff Fit mit W = 0 .

0.02
0.01

-0.01
-0.02

-0.03

-0.04 [

+IIII|III1\|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III

-0.05

-1.02 -1.01 -1 -0.99 -0.98 -0.97
am,

Abbildung 3.27: Fit PCAC-Quark-Masse
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3.7.3 Fit fiir 3=0,67 und u = 0,01

Wie sich im letzten Abschnitt gezeigt hat, sind bei Auftragung der Observablen gegen die
nackte Quark-Masse a mg die Diskretisierungsartefakte nicht mehr als klein anzusehen. Da-
mit ist bis zur Ordnung O (a) ein gemeinsamer Fit aller vier MessgroBen nicht sinnvoll.

An den hier dargestellten Resultaten des Fits liasst sich sofort erkennen, dass die Simulati-
onsdaten nun deutlich besser durch die Modellfunktionen dargestellt werden.

Der Grund, weshalb ein gemeinsamer Fit zusammen mit der PCAC-Quark-Masse urspriing-
lich angestrebt wurde, war eine Steigerung der Prézision der Analyse. Wie sich nun zeigt, ist
dieses Ziel aber nicht erreichbar, da die Einbeziehung von ami3 CAC in die Fits die Unsicher-
heiten der Ergebnisse drastisch erhoht. Besonders problematisch sind diese Unsicherheiten,
da sie sich als systematische Abweichungen nicht in einer Modifikation der Fehler der Fit-
Parameter niederschlagen. Die Fehlerbereiche sind im wesentlichen genauso grofl, wie ohne
Berticksichtigung der PCAC-Quark-Masse, obwohl die Werte selbst deutliche Abweichungen
zeigen.

In den folgenden Analysen wird also die PCAC-Quark-Masse nicht mehr beriicksichtigt, da
dies zu massiven und schwer abschétzbaren systematischen Fehlern fiihren wiirde.

Neben der Untersuchung der Problematik im Zusammenhang mit der nackten Gitter-Quark-
Masse dient dieser Fit aber vor allem dazu, zu iiberpriifen, ob die Gleichungen der Chiralen
Storungstheorie bis O (a) die vorliegenden Simulationsdaten angemessen beschreiben kénnen.
Wie sich bei Betrachtung der folgenden Abbildungen zeigt, ist dies aber tatséichlich gut
erfiillt.

Dimensionslose Parameter
Lsy 0.00046 + 0.00016
Lgg 0.000348 £ 0.000083
45 0.59 +0.20
Q6845 0.29 +£0.29
& 944238
H 14.55 £ 0.75
A 102+ 24
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50.24
0,22
0.20
0.18
0.16
0.14
0.12
0.10
0.08
0.06
0.04

Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV
Fy 0.381 +0.023 75.3 +4.6
B 18.4+1.3 3630 £ 260
W Wy 0.0039 + 0.0017 30000 £ 14000
W W 0.0069 £ 0.0025 53000 % 20000

Pion-Masse M2 B =0.67 au=0.01

I|III|III|III|III|III|III|III|III|III|IIJ,I‘I

Fit Pion-Masse
777777 Fit mit Lg,=0, Lge=0, W=0 und W=(

++ Fit mit W=0 und W=0

==

-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01

0 0.01 0.02 0.03 0.04
a mPCAC
X

Abbildung 3.28: Fit Pion-Massenquadrate
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Pion-Zerfallskonstante f, 3 =0.67 ap = 0.01

E =
© 0,12 Fit Zerfallkonstante
R R Fit mit W=0 und L_,=0 +
- ~+ Fit mit W=0
= - Fit mit L,=0
0.11—
010
0.09/-
0.08/— +
0.07I—||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
PCAC
a mX
Abbildung 3.29: Fit Pion-Zerfallskonstante
Pseudoskalares Matrixelement g, B = 0.67 au=0.01
=0.38F
(S c
© : Fit 9,
0.37 e Fit mit W=0, W=0, L_,=0 und L,=0
C Fit mit W=0 und W=0
0.36 - _ e L54:0uund Lee=0
0.35F
0.34
0.33F
0.32[
0.31F
0.30 +
029 / e
+I‘>I~AI‘:}‘:I‘T~LI 1 | 1111 | 11 I‘>‘|.| 111 | | | -IV'.I 11 | | | l‘r'l"vl:’l—;] 1
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
a mPCAC
X

Abbildung 3.30: Fit pseudoskalares Matrixelement
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3.7.4 Fit fiir 5=0,67 mit 4= 0,01 und ;=0

Nun kann man aber auch noch die Daten fiir © = 0 berticksichtigen und erhélt damit ein
deutlich zuverléssigeres Resultat fiir die Fit-Parameter. Vergleicht man diese Ergebnisse mit
denen ohne p = 0, so ist festzustellen, dass sich nur kleine Abweichungen der Werte der Para-
meter ergeben. Auflerdem werden die Simulationsdaten auch hier gut durch die Gleichungen
der Chiralen Storungstheorie beschrieben. Dies ist ein deutlicher Hinweis darauf, dass die

Analysen in sich konsistent sind.

Dimensionslose Parameter
Lsy 0.00098 4 0.00026
Lgg 0.00078 4+ 0.00013
Q45 1.23+0.32
Q6845 0.73 +0.47
5 6.1+2.8
H 171+1.4
A 268 £ 74

Fitparameter in fm

Fitparameter in MeV

Ey 0.409 £ 0.018 80.7 £ 3.6
B 16.21 £ 0.64 3200 £ 130
W Wy 0.0066 £ 0.0019 50000 = 15000

W Wo

0.0116 £ 0.0024

89000 £ 19000
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Pion-Masse M, B=0.67 au =0.01

So.24F
N(_U 0.22 i Fit Pion-Masse ~
C N\ |- Fit mit Lg,=0, Lg,=0, W=0 und W=(]
0-20:_ + “+ Fit mit W=0 und W=0
018 -
0.16
0.14F
0.12|
0.10
0.08
0.06 N
0.04
+IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0O 0.01 0.02 0.03 0.04
PCAC
a mX
Abbildung 3.31: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallskonstante f, 3 =0.67 ap = 0.01
E =
©0.12[- —— Fit Zerfallkonstante
I SRS Fit mit W=0 und L,,=0 +
- Fit mit W=0 .
= - Fitmit L,,=0
0.11— + _
0.10 +
0.08[— +
I—IllllIIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III

0.07
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04
a mPCAC
X

Abbildung 3.32: Fit Pion-Zerfallskonstante
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[=4
(@)
T

2
U

a‘ M

0.38
0.37
0.36
0.35
0.34
0.33
0.32
0.31
0.30
0.29

-0.

0.19

0.18

0.17

0.16

0.15

0.14

0.13

o

Pseudoskalares Matrixelement g, B =0.67 au=0.01

Fitg,
Fit mit W=0, W=0, L¢,=0 und Ly=0
Fit mit W=0 und W=0

- Fitmit L;,=0 und Lg,=0

i

o—l—l

Abbildung 3.33: Fit pseudoskalares Matrixelement

Pion-Masse M2, B=0.67 ap=0

5 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O

:_ Fit Pion-Masse
E 7777777 Fit mit L,,=0, L4,=0, W=0 und W=0
:_ Fit mit W=0 und W=0
E | 1 |I‘4. 1 1-7 1 | 1 1 |
02 0.025 0.03 0.035 0.04
a mPCAC
X

Abbildung 3.34: Fit

Pion-Massenquadrate
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Pion-Zerfallkonstante f,, =0.67au=0

E —
s [ :
Fit Zerfallkonstante +
0.13 I [ Fit mit W=0 und L,,=0
- ~ Fit mit W=0
N - Fitmit L ,=0
0.125[-
0.12|—
0.115
0.11
0.02
Abbildung 3.35: Fit Pion-Zerfallskonstante
Pseudoskalares Matrixelement g,,, f=0.67 au =0
E =
©0.34 —
N('G : Fitg,
: ,,,,, Fit mit L, =0, L =0, W=0 und W=0 +
0.335 B <o Fit mit W=0 und W=0
0.33
0.3251-
0.321—
0.315
. 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | I 1 1 1 |
0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
a mPCAC
X

Abbildung 3.36: Fit pseudoskalares Matrixelement
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3.7.5 Fit fiir 5=0,74 und p = 0,0075

Genauso wie im Fall fiir 6 = 0,67 kann man auch hier verfahren. Vergleicht man nun die
Ergebnisse fiir beide 8-Werte miteinander, so kann man erste Aussagen dariiber machen,
ob man sich mit den unterschiedlichen Simulationen bereits im Scaling-Bereich der Chiralen
Storungstheorie befindet. Aufgrund der §-Abhéngigkeit der in die Definition von B einge-
henden Renormierungsfaktoren, muss man fiir 5 = 0.74, an Stelle von B, mit einer neuen
Grofle arbeiten, die hier mit B’ bezeichnet wird. Da die $3-Abhéngigkeit der Renormierungs-
faktoren jedoch nur schwach ist, unterscheiden sich die numerischen Werte von B und B’
nur geringfiigig.

Im wesentlichen liefern die beiden Fits bei unterschiedlichen (3-Werten jedoch vergleichba-
re Resultate, so dass es sinnvoll erscheint, einen gemeinsamen Fit der beiden Datensitze

durchzufiihren.
Dimensionslose Parameter

Lsy 0.0009 £+ 0.0013
Lgg 0.0007 £ 0.0013

Q45 1.1+1.6

06845 0.6 +3.6

2 7424
& 16.5 + 6.8
A 90 + 220

Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV

Iy 0.306 = 0.038 60.4+ 7.6
B’ 17.9+£28 3540 £ 560
W Wy —0.006 + 0.069 —40000 £ 550000

W Wy —0.003 = 0.035 —20000 £ 280000
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Pion-Masse M2, B =0.74 ap = 0.0075

o E =
= L
© L Fit Pion-Masse
010} |- Fit mit Ly,=0, Lg,=0, W,=0 und W,=0
K - Fit mit W,=0 und W,=0
0.081- ’
0.06— °
0.04-
0.021—
_lIIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|I
-0.02 -0.015 -0.01-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
PCAC
a mX
Abbildung 3.37: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallkonstante f,, 3= 0.74 ap = 0.0075
‘-I—': -
©.085 B Fit Zerfallkonstante
S R Fit mit W,=0 und L,=0 +
- - Fit mit W,=0
0.080 - Fit mit L,=0
0.0751-
0.070f~ -
0.0651
0.060
_lIIII|IIII|IIIIlll\‘l:;lir:lr:lf:l.’l'lllII|IIII|IIII|IIII|I
-0.02 -0.015 -0.01-0.005 O 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

a m)I?CAC

Abbildung 3.38: Fit Pion-Zerfallskonstante
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Pseudoskalares Matrixelement g,, B = 0.74 au = 0.0075

E =
©0.19—
T : Fit gy
I N T — Fit it Lg,=0, Lgg=0, W,=0 und W,=0
0-18__ - Fit mit W,=0 und W,=0
0.17f-
0.16
0.151
0.14F *;,r
;‘l‘l\\l“\llllIII|IIII|IIII|IIII|IIIII’i,;’I/Illllllllllll
-0.02 -0.015 -0.01-0.005 O 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
a mPCAC
X

Abbildung 3.39: Fit pseudoskalares Matrixelement

3.7.6 Fit fiir 3= 0,74 mit u = 0,0075 und =0

Nun kann man aber auch noch die Daten fiir ;4 = 0 beriicksichtigen und erhélt :

Dimensionslose Parameter
Lsy 0.00096 + 0.00026
Lgg 0.00081 +£ 0.00011
05 1.22+0.33
6845 0.83 £0.43
o 55423
& 17.04+ 1.4
A 148 £ 59
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Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV
Fy 0.347 £+ 0.026 68.6 £ 5.2
B’ 16.8 + 1.5 3310 £ 300
W Wy —0.0027 £+ 0.0020 —21000 £ 16000
W W, 0.0027 £ 0.0048 21000 £ 38000

Pion-Masse M, B =0.74 ap = 0.0075

N E F
= L
Ncu Fit Pion-Masse
0.10 =~ |- Fit mit Ly,=0, Lg,=0, W,=0 und W,=0
i - Fit mit W,=0 und W,=0
0.08—
0.06—
0.04—
0.02—
_llIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|I

-0.02 -0.015 -0.01-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

a m)I?CAC

Abbildung 3.40: Fit Pion-Massenquadrate
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Pion-Zerfallkonstante f,, 3 =0.74 ap = 0.0075

q_l‘-‘
a).085

Fit Zerfallkonstante
77777 Fit mit W,=0 und L,=0
- Fit mit W,=0
- FitmitL,=0

0.080

_,~1|IIII|I

0.075-

0.070f

0.065[-

0.060—
_lllII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|I
-0.02 -0.015 -0.01-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

amPCAC
X

Abbildung 3.41: Fit Pion-Zerfallskonstante

Pseudoskalares Matrixelement g, B =0.74 au = 0.0075

£ =
©0.19
N
© + Fit g
,,,,,,,, Fit mit L5,=0, Lgg=0, W,=0 und W,=0
0.18 - Fit mit W,=0 und W,=0

0.17

0.16

0.15

0.14

II,|IIII|IIII|IIII|IIII|I,-|II

.

_lIIII|I\I‘\I\ﬁ‘JllllllIII|IIII|IIII|IIII|I4‘I"I’I"|"IIII|I

-0.02 -0.015 -0.01-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

a m)F(’CAC

Abbildung 3.42: Fit pseudoskalares Matrixelement
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Pion-Masse M2, B=0.74 au =0

o R
= B
© L Fit Pion-Masse
0.09 | - Fit mit Lg,=0, Lgz=0, W,=0 und W, =0
- - Fit mit W,=0 und W,=0
0.08-
0.07
0.06
0.05—
Abbildung 3.43: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallkonstante f,, B =0.74ap =0
‘-I—': -
('ES -
0.088 . —— Fit Zerfallkonstante +
= Fit mit W, = 0
0.086—
0.084 -
0.082|-
0.08-
= ——
0.078[-
0076 __ 1 | 1 1 1 | /'i/ 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 |
0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024
a mPCAC
X

Abbildung 3.44: Fit Pion-Zerfallskonstante
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Pseudoskalares Matrixelement g, B =0.74 au=0

4.178
%176
0.174
0.172
0.17
0.168
0.166
0.164
0.162
0.16
0.158

Fit g,
7777777 Fit mit Ly,=0, Lg;=0, W,=0 und W,=0 .~ +

Fit mit Lg,=0 und Lg=0
- Fit mit W,=0 und W,=0

0.024

PCAC
Abbildung 3.45: Fit pseudoskalares Matrixelement

3.7.7 Fit fiir 3=0,67, 3=0,74 und = 0,01, = 0,0075

Ein gleichzeitiger Fit fiir beide 8 Werte ist auch moglich und zeigt, ob die Annahme gerecht-
fertigt ist, dass die hier vorliegenden Simulationsdaten schon im Scaling-Bereich der Chiralen
Storungstheorie liegen. Fiir die Fit-Parameter gilt :

Dimensionslose Parameter
Lsy 0.00078 4+ 0.00013
Lgg 0.00059 4 0.00011
Q45 0.99 +0.16
Q6845 0.52 +0.33
o 7.5+2.4
& 16.08 £ 0.66
A 240 + 64
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Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV
) 0.330 £ 0.015 65.2+ 3.0
B 18.0+ 1.2 3560 £ 240
B’ 179+ 2.3 3530 £ 460
W Wy || —0.00062 £ 0.00098 —4800 £ 7800
W W, 0.0024 £+ 0.0014 19000 +£ 11000

Pion-Masse M2, B =0.67 au=0.01

$0.24
022
0.20
0.18
0.16
0.14
0.12
0.10
0.08
0.06
0.04

Fit Pion-Masse

,,,,,, Fit mit L;,=0, Lg=0, W=0 und W=(

++ Fit mit W=0 und W=0

I|III|III|III|III|III|III|III|IIILJ'II|III|I

=

-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04
a mPCAC
X

Abbildung 3.46: Fit Pion-Massenquadrate
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Pion-Zerfallskonstante f,, 3 =0.67 ap = 0.01

= —
© .12/ Fit Zerfallkonstante
D Fit mit W=0 und L,,=0 :
- * Fit mit W=0
- - Fit mit L,=0
0.11—
0.10f~
0.09F-
0.08- +
0.07]—||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
PCAC
a mX
Abbildung 3.47: Fit Pion-Zerfallskonstante
Pseudoskalares Matrixelement g, B =0.67 au=0.01
0.38
o c
N@ C Fit g,
0.37 T (. Fit mit W=0, W=0, L,,=0 und L,,=0
C it mit W=0 und W=0
0.36 - - E.I mi;\li\;:OuundV\I;E:O
0.35
0.34F
0.33F
0.32F-
0.31F
0.30F +
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Abbildung 3.48:

a m)F(’CAC

Fit pseudoskalares Matrixelement
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Pion-Masse M2, B =0.74 ap = 0.0075

o E =
= L
®© L Fit Pion-Masse
0.10— |- Fit mit Lg,=0, Lgg=0, W,=0 und W,=0 ‘
N - Fit mit W,=0 und W,,=0
0.08- -
0.06 —
0.04-
0.02—
_llIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|I
-0.02 -0.015 -0.01-0.005 O 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
PCAC
a mX
Abbildung 3.49: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallkonstante f,, 3= 0.74 ap = 0.0075
‘-I—': -
©.085 B Fit Zerfallkonstante
S R Fit mit W,=0 und L,=0 +
- - Fit mit W,=0
0.080— - Fit mit L,=0
0.0751-
0.070f~
0.0651
0.060
_lIIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|I

-0.02 -0.015 -0.01-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

a m)I?CAC

Abbildung 3.50: Fit Pion-Zerfallskonstante
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Pseudoskalares Matrixelement g,, B = 0.74 au = 0.0075

=0.19-
© B Fit g
N + 77777777 Fit mit Lg,=0, Lgg=0, W,=0 und W,=0
0.18~ - Fit mit W,=0 und W,,=0 ’
0.17|-
0.16|—
0.151-
0.14F ;
_lIIII|IIII|II\\I\\I‘IIII||||||||III-’I/II’/I/’II|IIII|IIII|I
-0.02 -0.015 -0.01-0.005 O 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
a mPCAC
X

Abbildung 3.51: Fit pseudoskalares Matrixelement
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3.7.8 Fit fiir 3=0,67, 3=0,74 und p = 0,01, = 0,0075 und px =0

Wie man an den Ergebnissen eines gemeinsamen Fits fiir beide Werte von § erkennen kann,
werden die vorliegenden Daten gut durch die Gleichungen der Chiralen Stérungstheorie mo-
delliert. Die Werte der wesentlichen Parameter bei verschiedenem (8 weichen nur wenig von-
einander ab, so dass die Annahme gerechtfertigt erscheint, dass sich die Daten schon im
Scaling-Bereich befinden.

Nun kann man aber auch noch die Daten fiir ;4 = 0 beriicksichtigen und erhélt :

Dimensionslose Parameter
Lz 0.00117 £ 0.00028
Lsg 0.00094 + 0.00014
45 1.48 +0.35
Q6845 0.91 £ 0.50
& 51425
& 182+ 1.6
A 510 + 280

Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV

Ey 0.373 £0.024 73.7+£4.38

B 16.20 £ 0.61 3200 £ 120

B’ 16.0+1.9 3160 £ 380
W Wy 0.0023 £ 0.0021 18000 +£ 17000

W W 0.0083 £ 0.0036 64000 £ 29000
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Pion-Masse M, B =0.67 au = 0.01

So0.24F
% 0.22 :_ Fit Pion-Masse )
o N Fit mit Ly,=0, Lgg=0, W=0 und W=(
0.20:— . + “++ Fit mit W=0 und W=0
0.18F .
0.16
0.14F
0.12|
0.10
0.08|
0.06
0.04
+IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
PCAC
a mX
Abbildung 3.52: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallskonstante f,, 3 =0.67 ap = 0.01
= B
012 Fit Zerfallkonstante
N B Fit mit W=0 und L_,=0 +
L * Fit mit W=0
- - Fitmit L,=0
0.11+—
0.10~ )
0.09F-
0.08[— +
I—IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III

0.07
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O

0.01 0.02 0.03 0.04
a mPCAC
X

Abbildung 3.53: Fit Pion-Zerfallskonstante
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Pseudoskalares Matrixelement g, B = 0.67 au=0.01

=0.38
o

Fitg,

,,,,,,, Fit mit W=0, W=0, L,=0 und Lg=0
Fit mit W=0 und W=0

- Fitmit L;,=0 und Lg,=0

©0.37

0.36

0.35
0.34
0.33
0.32

0.31
0.30

e

.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04

a m;CAC

0.29

)
o
(63}
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Abbildung 3.54: Fit pseudoskalares Matrixelement

Pion-Masse M2, B=0.67 au=0

[N~

N

© 0.2

Fit Pion-Masse

7777777 Fit mit L.,=0, L,,=0, W=0 und W=0

0.19

Fit mit W=0 und W=0

0.18

0.17

0.16

0.15

0.14

0.13

o
o
N

Abbildung 3.55: Fit Pion-Massenquadrate
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Pion-Zerfallkonstante f,, B=0.67au=0

E —
© [ .
Fit Zerfallkonstante +
0.13 I [ Fit mit W=0 und L,=0
- = Fit mit W=0
O - Fitmit L ,=0
0.125-
0.12}—
0.115
0.11—
N 1 L | 1 | 1 1 1 4 1 - —I 1 1 1 | 1 1 1 1 |
0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
PCAC
a mX
Abbildung 3.56: Fit Pion-Zerfallskonstante
Pseudoskalares Matrixelement g,, f=0.67 ap =0
E =
90.34—
NCG : Fitg,
I [ Fit mit L,,=0, L =0, W=0 und W=0 +
0335 __ <--=-===- Fit mit W=0 und W=0
0.331
0.3251-
0.321-
0.315
. 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 I 1 1 | 1 1 1 1 |
0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
a mPCAC
X

Abbildung 3.57: Fit pseudoskalares Matrixelement
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Pion-Masse M2, B =0.74 ap = 0.0075

o E =
= L .
‘© - Fit Pion-Masse
0.10px |- Fit mit L,=0, Lgg=0, W,=0 und W,=0 ‘
B - Fit mit W,=0 und W,=0
0.08|- -
0.06 —
0.04-
0.02—
_lIIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|I
-0.02 -0.015 -0.01-0.005 O 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
PCAC
a mX
Abbildung 3.58: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallkonstante f,, 3= 0.74 ap = 0.0075
‘-I—': -
.085 - Fit Zerfallkonstante
N Fit mit W,=0 und L,=0 +
C -~ Fit mit W,=0
0.080 - Fit mit L,=0
0.075 :_
0.065[ . s
0.060F .
_lIIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|I

-0.02 -0.015 -0.01-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

a m)I?CAC

Abbildung 3.59: Fit Pion-Zerfallskonstante
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Pseudoskalares Matrixelement g,, B = 0.74 au = 0.0075

=0.19-
© B Fit g
D + 77777777 Fit mit Ly,=0, Lgz=0, W, =0 und W,=0 )
0.18 - Fit mit W,=0 und W,,=0 )
0.17|-
0.16|—
0.151-
0.14 e
_lIIII|IIII\l\;‘l\‘llllllllllll|IIII|IIII|IIII|IIII|I
-0.02 -0.015 -0.01-0.005 O 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
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Abbildung 3.60: Fit pseudoskalares Matrixelement
Pion-Masse M2, B=0.74ap=0
SN~
= T
© L Fit Pion-Masse -
0.09 | - Fit mit Lg,=0, Lge=0, W,=0 und W,=0 "
- ~ Fit mit W,=0 und W,=0
0.08/—
0.07|—
0.06[—
0.05|- -
.- Iv‘ | /’I | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 |
0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024
a mPCAC
X

Abbildung 3.61: Fit Pion-Massenquadrate
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Pion-Zerfallkonstante f,, =0.74au=0

'4—': —
m -
0.088- —— Fit Zerfallkonstante +
- |- Fit mit W, = 0
0.086—
0.084
0.082|-
0.08[—
o ——
0.078—
0'076 __ 1 | 1 | | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 |
0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024
PCAC
a mX
Abbildung 3.62: Fit Pion-Zerfallskonstante
Pseudoskalares Matrixelement g, 3 =0.74 au=0
$.178F
R - Fit g,
0.176 N [ Fit mit L,,=0, L,,=0, W,=0 und W,=0 +
0.174 - Fit mit L,,=0 und L,=0 s
' - - Fit mit W,=0 und W,=0
0.172
0.17F
0.168F—
0.166
0.164
0.162
0.16
0.158F
- 1 | 1 | 'I'I | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 |
0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024
aMpeac

Abbildung 3.63: Fit pseudoskalares Matrixelement
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3.7.9 Bestimmung des Renormierungsfaktors 7,4

Ein weiterer Test auf Konsistenz der Auswertung der Simulationsdaten ist die Bestimmung
des Renormierungsfaktors Z4 aus den Fits selbst. Idealerweise sollte dieser Wert im Rah-
men der Unsicherheit mit dem im Anhang tabellierten und davon unabhingigen Resultat
iibereinstimmen.

Es zeigt sich nun, dass die durch einen chiralen Fit bestimmten Werte fiir die Renormie-
rungskonstanten durchaus mit den direkt aus den Simulationsdaten berechneten Werten
vertriglich sind.
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Z fir 4 =0,67 mit 4 =0.01 und =0
Der Wert fiir Z4, der direkt aus den Simulationsdaten ermittelt wurde, betrigt ;

Z4 =0,952+0,030

Der Wert fiir Z4 aus dem Fit liegt in der Nidhe dieses Wertes.

Dimensionslose Parameter
ZA 0.8658 £ 0.0090
Lsy 0.00050 £ 0.00015
Lgg 0.000554 £ 0.000084
45 0.64 +0.19
6845 0.76 £ 0.28
& 594 1.7
& 14.74 +0.69
A 183 + 32

Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV

Ey 0.400 £ 0.016 78.9 3.2
B 15.65 £ 0.52 3090 £ 100
W Wy 0.0046 £ 0.0015 35000 £ 12000

W Wy 0.0080 £ 0.0018 62000 £ 14000
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Z', fir =0,74 mit ¢ = 0.0075 und p =0

Auch hier kann die Grofle von Z4 direkt aus den Simulationsdaten ermittelt werden und
betrégt ;
Z =0,944 £0,074

Der Wert fiir Z’; liegt somit genau im Fehlerbereich des Werts fiir Z4 aus dem Fit.

Dimensionslose Parameter
z' 0.868 4+ 0.018
Lsy 0.00080 +£ 0.00023
Lgg 0.00076 £ 0.00010
Q45 1.00 4+ 0.28
6845 0.92 +0.39
& 5.0+2.0
# 16.2+ 1.1
A 127 + 26

Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV

Iy 0.335 £0.022 66.0 4.4
B’ 15.81 £ 0.97 3120 £ 190
W Wy —0.0039 £ 0.0018 —30000 £ 14000

W Wo —0.0011 £ 0.0027 —9000 = 22000
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Z4 und Z', fiir 3=0,74 und 8 = 0,67 mit = 0.0075, ;= 0,01 und ;= 0

Beriicksichtigt man nun beide 3 Werte, so ergibt sich das gleiche Bild wie bei den Einzelfits.

Dimensionslose Parameter
ZA 0.852 +0.014
N 0.909 £ 0.031
Lsy 0.00074 £ 0.00012
Lgg 0.000709 £ 0.000061
45 0.93 £0.15
Q6845 0.86 +£0.22
& 53+ 1.1
& 15.86 & 0.59
A 348 £ 58

Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV

Eo 0.365 £ 0.015 72.0+ 3.0

B 15.52 £0.47 3063 £ 94

B’ 16.10 £0.73 3180 £ 150
W Wy 0.0009 £ 0.0010 6600 £ 8000

W W 0.0046 £+ 0.0015 35000 £ 12000




3.7. FIT MIT PHYSIKALISCHEN PARAMETERN 137

PCAC

3.7.10 Fit fiir positive Werte von am,

Eine weitere Moglichkeit zur Uberpriifung der Ergebnisse auf Konsistenz besteht darin, im
Fit nur die statistisch sicheren Werte der Observablen bei positiven Quark-Massen zu be-
riicksichtigen. Allerdings kann es aufgrund der nun noch kleineren Zahl von Datenpunkten
zu dem Effekt kommen, dass der Iterationsprozess zur Minimierung von £ nun gegen ein
physikalisch unsinniges Minimum konvergiert. Die Ursache fiir dieses Verhalten liegt darin,
dass die Daten nun ohne zusétzliche Einschrankungen die zugrunde liegende Physik nicht
mehr ausreichend beschreiben.

Bei den hier vorliegenden Daten tritt der Effekt der Konvergenz gegen ein unphysikalisches
Minimum im Fall der Observablen vor allem bei 8 = 0.67 auf. Ganz besonders deutlich
zeigt sich dieses Verhalten bei dem Fit der Pion-Masse. Am Ende dieses Abschnitts sind die
entsprechenden Abbildungen zu finden, die den hier beschriebenen Effekt veranschaulichen.

Macht man nun eine Niherung und vernachldssigt NLO-Gitter-Korrekturen, die durch die
Konstanten W und W parametrisiert werden, so tritt dieser Effekt nicht mehr auf und der
Iterationsprozess konvergiert gegen ein physikalisch sinnvolles, also im wesentlichen symme-
trisches Resultat. In einem weiteren Satz von Abbildungen werden dann abschlieflend einige
der Ergebnisse veranschaulicht, die zu den folgenden Analysen mit W = 0 und W = 0
gehoren.

Fit 8 =0.67 mit ¢ = 0.01 und p = 0. Z4 = 0.952 fixiert

Dimensionslose Parameter
Lsy 0.00139 + 0.00033
Lgg 0.00092 + 0.00016
o5 1.76 +0.42
6845 0.58 £ 0.58
o 71441
& 19.542.0
A 121 +£ 59

Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV

£y 0.407 £ 0.017 80.3 3.4

B 14.81 £0.57 2920 £ 110
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Fit fiir 5 = 0.74 mit ¢ = 0.0075 und p = 0. Z'; = 0.944 fixiert

Dimensionslose Parameter
L3y 0.00104 £ 0.00053
Lgg 0.00071 £ 0.00020
45 1.31+0.66
06845 0.49+0.83
2 7.7+6.4
& 174429
A 16 £ 39

Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV

Fy 0.462 £ 0.027 91.2+54

B’ 176 £1.1 3460 £ 220

Fit fir 8 = 0.74 und § = 0.67 mit x = 0.0075, ¢ = 0.01 und p = 0. Z4 und 7/,
fixiert

Dimensionslose Parameter
Lsy 0.00123 +£ 0.00028
Lgg 0.00081 +£ 0.00015
Q45 1.56 £0.35
06845 0.49 +0.52
& 7.7+4.0
H 18.6 + 1.6
A 140 + 190
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Fitparameter in fm

Fitparameter in MeV

Ey 0.425 + 0.022 83.9+44
B 14.94 £ 0.57 2950 £ 110
B’ 17.8+1.9 3520 + 380

Z 4 wird bestimmt fiir 5 = 0.67 mit ©x =0.01 und =10

Der Wert fiir Z 4, der direkt aus den Simulationsdaten ermittelt wurde, betragt ;

Z4 =0.952+0.030

und liegt somit genau im Fehlerbereich des Werts fiir Z4 aus dem Fit.

Dimensionslose Parameter
ZA 0.888 + 0.010
L5y 0.00086 + 0.00017
Lgg 0.00070 £ 0.00011
Qs 1.08 +0.21
Q6845 0.68 £0.35
o 6.4+ 2.2
& 16.47 £+ 0.88
A 77 £ 22

Fitparameter in fm

Fitparameter in MeV

Fy

0.402 £ 0.017

79.3£34

14.43 £0.52

2850 £ 100
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7'y wird bestimmt fiir 3 = 0.74 mit p = 0.0075 und =0

Auch hier kann die Gréfle von Z4 direkt aus den Simulationsdaten ermittelt werden und

betragt ;
Z'y =0.944 4 0.074

Der Wert fiir Z; aus dem Fit liegt in der Nihe dieses Wertes.

Dimensionslose Parameter
N 0.910 £ 0.018
L3y 0.00082 £ 0.00023
Lgg 0.00064 £ 0.00013
05 1.03 +0.29
06845 0.60 £+ 0.44
& 6.9 +3.0
& 16.3 4+ 1.2
A 13 +12

Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV

Fy 0.455 £ 0.021 89.9 +4.2

B’ 17.17£0.75 3390 £ 150
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141

Z4 und Z'; werden bestimmt fiir 3 = 0.74 und 5 = 0.67 mit p = 0.0075, p = 0.01

und 1 =0

Dimensionslose Parameter
ZA 0.896 £ 0.011
z' 0.880 £ 0.023
Lsy 0.00080 £ 0.00013
Lgg 0.000649 + 0.000077
o5 1.01 +0.17
6845 0.63 = 0.26
% 6.7+ 1.7
o 16.19 £ 0.69
A 99 + 36

Fitparameter in fm

Fitparameter in MeV

Fy 0.416 £ 0.013 82.2+£26
B 14.51 £0.42 2864 + 84
B’ 17.19 £0.53 3390 £ 110
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Konvergenz gegen ein unphysikalisches Minimum

In den folgenden Abbildungen ldsst sich der Effekt der Konvergenz gegen ein offensichtlich
unphysikalisches Minimum deutlich erkennen. Zum Vergleich hier noch eine Ubersicht der
entsprechenden Fit-Resultate.

Dimensionslose Parameter

Lsa 0.00107 4 0.00081

Lgs 0.00040 = 0.00027

s 1.4+1.0
6845 —0.34+1.2

& 18 4+ 22

H 17.6 £4.5

A 48 +53

Fitparameter in fm

Fitparameter in MeV

I 0.304 £0.074 60 £ 15

B 13.77+£0.48 2716 £ 96
W Wy 0.0288 £ 0.0050 221000 £ 40000
W W 0.0134 £ 0.0076 103000 £ 61000
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Pion-Masse M, B =0.67 au = 0.01

S0.24F
N('CS 0.22 :_ Fit Pion-Masse )
N Fit mit Ly,=0, Lgg=0, W=0 und W=(
C [}
0-20__ + “++ Fit mit W=0 und W=0
0.18
0.16
0.14F -
0.121-
0.10
0.08]- .
0.06
0.04
+IIII|IIII|IIII| IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
PCAC
a mX
Abbildung 3.64: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallskonstante f,, 3 =0.67 ap = 0.01
E =
0,12 Fit Zerfallkonstante
I s Fit mit W=0 und L_,=0 +
L * Fit mit W=0
- - Fitmit L,=0
0.11— +
0.10[~ .
0.09/—
0.08|-
I—llll|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III

0.07
-0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04
a mPCAC
X

Abbildung 3.65: Fit Pion-Zerfallskonstante
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Pseudoskalares Matrixelement g, B = 0.67 au=0.01

=0.38
o

Fitg,
,,,,,,, Fit mit W=0, W=0, L,=0 und Lg=0
Fit mit W=0 und W=0
- Fitmit L;,=0 und Lg,=0

©0.37

0.36

0.35
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0.32
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i
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0.29

)
o
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Abbildung 3.66: Fit pseudoskalares Matrixelement

Abbildungen fiir den Fit mit 5 = 0.74 und = 0.67 mit x = 0.0075, = 0,01 und
w=0.Z4 und Z/ fixiert

Die folgenden Abbildungen zeigen nun zum Vergleich die Ergnisse eines Fits mit W = 0
und W = 0. Man kann deutlich erkennen, dass diese Ergebnisse gut mit den bisherigen
tibereinstimmen, was auf ein hohes Mafl an Konsistenz der Analysen hindeutet. Letztlich
spiegelt sich dies auch in den weiter oben tabellierten Werten der Fit-Parameter wieder.
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Abbildung 3.67: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallskonstante f,, 3 =0.67 ap = 0.01

- Fit Zerfallkonstante

C N Fit mit W=0 und L_,=0 +

L * Fit mit W=0

- Fit mit L ,=0 + ;

I—lllllllllllIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|III

05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 O 0.01 0.02 0.03 0.04

a m)F(’CAC

Abbildung 3.68: Fit Pion-Zerfallskonstante
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Pseudoskalares Matrixelement g, B = 0.67 au=0.01

=0.38
o

Fitg,

,,,,,,, Fit mit W=0, W=0, L,=0 und Lg=0
Fit mit W=0 und W=0

- Fitmit L;,=0 und Lg,=0
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Abbildung 3.69: Fit pseudoskalares Matrixelement

Pion-Masse M2, B=0.67 au=0
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Abbildung 3.70: Fit Pion-Massenquadrate
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Pion-Zerfallkonstante f,, B=0.67au=0

E —
© [ .
Fit Zerfallkonstante +
0.13 I R Fit mit W=0 und L_,=0
- * Fit mit W=0
N - Fitmit L ,=0
0.125-
0.12|—
0.115 i
0.11
_,—’l’ 1 1 1 |
0.02 0.04
PCAC
am,
Abbildung 3.71: Fit Pion-Zerfallskonstante
Pseudoskalares Matrixelement g,, f=0.67 ap =0
E =
90.34—
NCG : Fitg,
: ,,,,, Fit mit L =0, L, =0, W=0 und W=0 +
0335 __ - Fit mit W=0 und W=0
0.331
0.3251-
0.321-
0.315
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a mPCAC
X

Abbildung 3.72

: Fit pseudoskalares Matrixelement
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Pion-Masse M2, B =0.74 ap = 0.0075

o E =
= L
© L Fit Pion-Masse
0.10— |- Fit mit L,=0, Lgg=0, W,=0 und W,=0
i -~ Fit mit W,=0 und W,=0
0.081
0.06
0.04
0.021—
_lllII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|I
-0.02 -0.015 -0.01-0.005 O 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
PCAC
a mX
Abbildung 3.73: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallkonstante f,, 3= 0.74 ap = 0.0075
‘-I—': -
©.085 B Fit Zerfallkonstante
S R Fit mit W,=0 und L,=0
- < Fit mit W,=0
0.080 -~ FitmitL,,=0
0.0751-
0.070[
0.0651
0.060
_llIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|I

-0.02 -0.015 -0.01-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

a m)I?CAC

Abbildung 3.74: Fit Pion-Zerfallskonstante
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Pseudoskalares Matrixelement g,, B = 0.74 au = 0.0075

=0.19-
© B Fit g
B + 77777777 Fit mit Ly,=0, Lgz=0, W, =0 und W,=0
0-18__ - Fit mit W,=0 und W,=0
0.17|-
0.16 -
0.151-
0.14F ;
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Abbildung 3.75: Fit pseudoskalares Matrixelement
Pion-Masse M2, B=0.74ap=0
[NH S
= B
N('[S L Fit Pion-Masse
0.09 | - Fit mit Lg,=0, Lge=0, W,=0 und W,=0
- ~ Fit mit W,=0 und W,=0
0.08/—
0.07|—
0.06[—
0.05[
I |/"I 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 |
0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024
a mPCAC
X

Abbildung 3.76: Fit Pion-Massenquadrate
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Pion-Zerfallkonstante f,, =0.74au=0

'4—': —
m -
0.088- —— Fit Zerfallkonstante +
- |- Fit mit W, = 0
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0.082|-
0.08[—
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Abbildung 3.77: Fit Pion-Zerfallskonstante
Pseudoskalares Matrixelement g, 3 =0.74 au=0
$.178F
% - Fit g,
0.176 N Fit mit Ly,=0, L,,=0, W,=0 und W,=0| +
0.174 - Fit mit L,,=0 und L,=0
’ - - Fit mit W,=0 und W,=0
0.172
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0.168F—
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Abbildung 3.78: Fit pseudoskalares Matrixelement
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3.7.11 Fit fiir 3 = 0.67 und 3 = 0.74 bis O (a?)

Da im Fall der PCAC-Quark-Masse die Gitter-Effekte nicht mehr als klein angesehen werden

2

konnen, ist es aufschlussreich, einen Gesamt-Fit durchzufiihren, in dem Gitterterme fiir m;

bis zur Ordnung O (a2) beriicksichtigt werden.

In dieser Ordnung lauten die Ergebnisse der Chiralen Stérungstheorie :

_ 1 2 a Whlatti 2 Yy
_ A _
X = 2B a \/(a mi,%tt%e) + <ZaA - und B = BO—P

1
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2 R e
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9r - 1_

1 4
1 ALsg — L
FoBo 3272 F2 nA2 7z (s = Ls)X

4
72 (2Ws6 — 4Lgg — Wsa + Lsa) p Xpcac
0 X

| 4
51 ALs — L
3272F2 " nA2 7z (4lss — Ls)X

4 F XPCAC
Pﬂ (2M/ VV) X

= 1—



152 KAPITEL 3. AUSWERTUNG DER GITTER-QCD SIMULATION

8 16 Y3
CAC X
2By mf = X6 + FT? P ‘X | (W86 — 2L86) + ng (L86 — Wse + Wé6) p2 |X*0| 3
8 Xo X6
+—== (L54 —4Lgg — Wsyq + 2W86) p2 <1 —
F§ Ix*| Ix*|2
8 16 X3
— / = * W _ 2L e W/ 2 0
X0+F()2P|X|( 86 86)+F02 p EE
8 N X/ X62
+— <2W—W>p2 0 (1—
E§ IX*| IE

2B ap
¥ = T _ 2 )2
IX*| ; \/(amo ame)?+ (ZA>

Hierbei ist zu beachten, dass sich f; und g, aus £4 nur bis O (a) berechnen lassen. Terme
proportional zu a? wiren bereits von NNLO, also O (pG), und werden an dieser Stelle nicht
beriicksichtigt.

Bis zur Ordnung O (a) ist es nicht moglich, den Wert von W, unabhéngig von W und 144
zu bestimmen. Ohne Einschrinkung l&sst sich in dieser Ordnung also mit Wy = 1 arbeiten.
Versucht man allerdings die vorliegenden Analysen auf den Fall bis O (aQ) auszudehnen, so
zeigt sich, dass die Ergebnisse fiir die Parameter der Chiralen Stérungstheorie nur eine schwa-
che Abhéngigkeit von der konkreten Wahl von Wy haben. Andererseits ist es notig, diesen
Parameter wihrend des Fits zu fixieren, um die Konvergenz nicht zu gefihrden. Untersucht
man nun eine gewisse Anzahl von Fits mit unterschiedlicher Wahl von Wy aus dem Inter-
vall [0, 10], so findet man tatséchlich ein Minimum in der Ndhe von Eins. Fiir die folgenden
Auswertungen stellt die Wahl Wy = 1 also eine gewisse Approximation dar. Allerdings sind
die Unsicherheiten, die hierdurch entstehen, nicht sehr grof}, da sowohl die Qualitit des Fits
als auch die Werte der Parameter nur sehr schwach von der Wahl von W{ in der Nahe des
Minimums abhéngen.

Ein Vergleich mit den Fit-Ergebnissen bis O (a) zeigt nun eine erstaunlich gute Uberein-
stimmung im Bereich der Kontinuums-Parameter. Betrachtet man jedoch die NLO-Gitter-
Korrekturen, so ergeben sich nicht zuletzt aufgrund der Approximation Wy = 1, deutliche
Abweichungen vom bisher beobachteten Verhalten. Allerdings bewegen sich die Werte dieser
Koeffizienten durchaus in einem plausiblen Bereich, da diese bis O (a) ja schon mit erheb-
lichen Unsicherheiten behaftet sind. Wirklich aussagekréftige Ergebnisse werden sich aller-
dings auch hier erst ergeben koénnen, sobald die Genauigkeit der Gitter-QCD-Simulationen
gesteigert wird.
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Dimensionslose Parameter

ame —1.00481 + 0.00032
am, —0.85580 + 0.00029
Lsy 0.00057 4+ 0.00033

Lgg 0.00052 4 0.00013

Q45 0.724+0.42
Q6845 0.60 4+ 0.54

& 6.9+3.7

& 15.1+1.6

A 2160 + 250

Fitparameter in fm | Fitparameter in MeV
Fy 0.429 4+ 0.030 84.7+6.0
B 19.5+ 1.1 3850 £ 220
B’ 18.1+ 1.6 3580 £ 320
W Wy 0.00053 £ 0.00011 4040 £ 880
W W, 0.0130 £+ 0.0035 100000 £ 28000
W’ W¢ || —0.00002 + 0.00043 —200 % 3400
W We 0.0045 £+ 0.0016 35000 £ 13000
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Pion-Masse M, B=0.67 au =0.01

S0.24F
© 0.22 C Fit Pion-Masse )
A (e Fit mit Lg,=0, Lg=0, W=0 und W=(

0.20 :— + s Fit mit W=0 und W=0
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Abbildung 3.79: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallskonstante f, 3 =0.67 ap = 0.01
..._':
©0.12 —— Fit Zerfallkonstante
————— Fit mit W=0 und L,,=0 +
~+ Fit mit W=0
- Fitmit L,,=0
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0'09 ......
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Abbildung 3.80: Fit Pion-Zerfallskonstante
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Pseudoskalares Matrixelement g, B =0.67 au=0.01

=0.38=
o C
< N Fit g,
0.37 N Y RR— Fit mit W=0, W=0, L¢,=0 und Ly=0
0.36[ e
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0.34F
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amX
Abbildung 3.81: Fit pseudoskalares Matrixelement
PCAC-Quark-Masse m;“*°, B =0.67 au = 0.01
Q —
§><0.04: g
IS B —— Fit PCAC-Quark-Masse -
© 0.03—
O [RRR Fit mit W = 0 o
0.02]- ,
- g3
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Abbildung 3.82: Fit PCAC-Quark-Masse
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Pion-Masse M2, B=0.67 au=0

N§|: E
Ncu 0.2 r Fit Pion-Masse )
E o Fit mit L,,=0, L, =0, W=0 und W=0 |
0.19 Fit mit W=0 und W=0
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Abbildung 3.83: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallkonstante f,, =0.67 au=0
‘-I—': B
© - -
Fit Zerfallkonstante +
0.13 I [ Fit mit W=0 und L,,=0
- ~ Fit mit W=0
~ - Fitmit L,,=0
0.125[-
0.12[-
0.1151-
0.11—

Abbildung 3.84: Fit Pion-Zerfallskonstante
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Pion-Masse M2, B =0.74 ap = 0.0075

T 0
© L Fit Pion-Masse
0.10— | e Fit mit L,=0, L,,=0, W=0 und W=0 * '
i ~Fit mit W=0 und W=0 Ey
0.08
0.06}
0.04
0.02—
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-0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025
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amX
Abbildung 3.85: Fit Pion-Massenquadrate
PCAC-Quark-Masse m“"°, B =0.74 ay = 0.0075
0.025=
0 C
;’Q,OZO_— —— Fit PCAC-Quark-Masse L
€ C g
© e Fit mit W=0
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0.010—
0.005F
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-0.865 -0.86 -0.855 -0.85 -0.845 -0.84 -0.835

am,

Abbildung 3.86: Fit PCAC-Quark-Masse
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Pion-Masse M2, B=0.74 au =0

Y F
® i Fit Pion-Masse -
0.09 T e Fit mit Ly,=0, L4,=0, W=0 und W,=0 .
- * Fit mit W=0 und W=0
0.08-
0.07
0.06
0.05
- 1’/|
0.0
Abbildung 3.87: Fit Pion-Massenquadrate
Pion-Zerfallkonstante f,, B =0.74ap =0
‘-I—': -
(TS -
0.088 . —— Fit Zerfallkonstante
R Fit mit W =0
0.086—
0.084 -
0.082|-
0.08-
- ——
0.078[-
0076__I | ”I”’I 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 |
0.012 0.014 0.016 0.018 0.02 0.022 0.024
a mPCAC
X

Abbildung 3.88: Fit Pion-Zerfallskonstante
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0.024
o x<
%.022
0.02
0.018
0.016

0.014

0.012

PCAC-Quark-Masse m)F(’CAC, B=0.74au=0

—— Fit PCAC-Quark-Masse

777777 Fit mit W = 0

-0.846

-0.838  -0.836
am

-0.844 -0.842 -0.84

0

Abbildung 3.89: Fit PCAC-Quark-Masse
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3.8 Zusammenfassung

Das Ziel der hier dargestellten Analysen ist eine moglichst préizise Bestimmung der Nieder-
energie-Koeffizienten aus den vorliegenden Simulationsdaten. Ein kombinierter Fit fiir zwei
verschiedene Werte von 3 und damit auch von a ist moglich und liefert die besten Schitzwerte
fiir die Parameter der Chiralen Stérungstheorie. Verwendet man nun keinen festen Wert
fir Z 4, sondern ldsst Z4 als freien Fit-Parameter zu, so kann man beobachten, dass die
Ergebnisse nur geringe Abweichungen von den Resultaten einer direkten Berechnung aus den
Monte-Carlo-Daten zeigen. Ein weiterer Konsistenz-Check ergibt sich aus dem Vergleich der
Analysen unter Vernachlédssigung negativer Quark-Massen. Im Rahmen der Unsicherheiten
der einzelnen GroBen zeigt sich auch hier eine zufriedenstellende Ubereinstimmung der beiden
verschiedenen Ansétze.

Abschlieend lésst sich im Hinblick auf die Aussagekraft der hier durchgefithrten Rechnungen
also feststellen, dass sich die Kontinuums-Parameter der Chiralen Stérungstheorie mit den
oben geschilderten Methoden gut aus den Daten der Gitter-QCD-Simulationen extrahieren
lassen. Um jedoch auch fiir die NLO-Gitter-Korrekturen, die durch W und 1474 parametrisiert
werden, verlassliche Vorhersagen machen zu kénnen ist es notig, mit einer deutlich gréfleren
Zahl unabhéngiger Datenpunkte zu arbeiten.

Interessant ist aber vor allem ein Vergleich der Fit-Resultate mit phdnomenologischen Werten
fiir die universellen Niederenergie-Skalen As und A4. In den Arbeiten [22] wurden folgende
Werte fiir die A; aus experimentellen Daten extrahiert :

As

A; = 05975019Gev  und 2 =6.41}%2 (3.196)
A
Ay = 1.25701%Gev  und ?3 = 13.671¢ (3.197)

Es ist also festzustellen, dass die Ergebnisse einer Analyse der hier vorliegenden Gitter-QCD-
Daten, trotz der noch grofen Unsicherheiten, eine iiberraschend gute Ubereinstimmung mit
den phanomenologischen Werten zeigen.

Zur schnellen Ubersicht sind alle wichtigen Ergebnisse der Analyse in den folgenden bei-
den Tabellen noch einmal zusammengefasst. Alle dimensionsbehafteten Grofien sind hier in
Einheiten von MeV angegeben.
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Fit fiir alle Werte von a mf cac
Input Z4 Z 4 gefittet
8=067 | =0.74 both 8 6=067 | 3=0.74 both G
ZA 0.952(30) - 0.952(30) || 0.8658(90) - 0.852(14)
N - 0.944(74) | 0.944(74) - 0.868(18) | 0.909(31)
Fy 80.7(3.6) | 68.6(5.2) | 73.7(4.8) 78.9(3.2) | 66.0(4.4) | 72.0(3.0)
B 1073 3.20(13) — 3.20(12) 3. 09( 0) — 3.063(94)
B'1073 — 3.31(30) | 3.16(38) 3.12(19) | 3.18(15)
Lsy 103 0.98(26) | 0.96(26) 1.17(28) 0.50(15) 0.80(23) | 0.74(12)
Lgg 103 0.78(13) | 0.81(11) | 0.94(14) 0. 554(84) 0.76(10) | 0.709(61)
Wo W 1073 50(15) —21(16) 18(17) 35(12) —30(14) 6.6(8.0)
Wo W 1073 89(19) 21(38) 64(29) 62(14) —9(22) 35(12)
Q45 1.23(32) 1.22(33) 1.48(35) 0.64(19) 1.00(28) | 0.93(15)
Q6845 0.73(47) | 0.83(43) | 0.91(50) 0.76(28) 0.92(39) | 0.86(22)
A3 | Fy 6.1(2.8) 5.5(2.3) 5.1(2.5) 5.9(1.7) 5.0(2.0) 5.3(1.1)
Ay | Fy 17.1(1.4) | 17.0(1.4) | 18.2(1.6) 14.74(69) | 16.2(1.1) | 16.86(59)
Lonin 268(74) 148(59) | 510(280) 183(32) 127(26) 348(58)
Fit fiir positive Werte von a mf cAC
Input Z4 Z 4 gefittet
6=067 | 3=0.74 both 3 6=0.67 | 6=0.74 both 3
ZA 0.952(30) - 0.952(30) || 0.888(10) - 0.896(11)
z' - 0.944(74) | 0.944(74) - 0.910(18) | 0.880(23)
Fy 80.3(3.4) | 91.2(5.4) | 83.9(4.4) || 79.3(3.4) | 89.9(4.2) | 82.2(2.6)
B 1073 2.92(11) — 2.95(11) 2.85(10) — 2.864(84)
B'1073 — 3.46(22) | 3.52(38) — 3.39(15) | 3.39(11)
Lsy 103 1.39(33) 1.04(53) 1.32(28) 0.86(17) | 0.82(23) | 0.80(13)
Lgg 10% || 0.92(16) | 0.71(20) | 0.81(15) 0.70(11) | 0.64(13) | 0.649(77)
Q45 1.76(42) 1.31(66) 1.56(35) 1.08(21) | 1.03(29) | 1.01(17)
6845 0.58(58) | 0.49(83) | 0. 49(52) 0.68(35) | 0.60(44) | 0.63(26)
As /| Fy 7.1(4.1) 7.7(6.4) 7.7(4.0) 6.4(2.2) 6.9(3.0) 6.7(1.7)
Ay / Fy || 19.5(2.0) | 17.4(2.9) 18.6(1.6) 16.47(88) | 16.3(1.2) | 16.19(69)
Lonin 121(59) 16(39) 140(190) 77(22) 13(12) 99(36)
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Kapitel 4

Partiell gequenchte
Chirale Storungstheorie

In den partiell gequenchten Simulationen der QCD wird die Approximation der Fermion-
Démpfung verwendet. Da die Berechnung der Fermion-Determinanten bei realistischen up-
und down-Quark-Massen extrem zeitaufwéndig ist, wird fiir die dynamisch simulierten See-
Quarks eine grofliere als die physikalische Masse verwendet. In den Propagatoren jedoch, die
vergleichsweise einfach zu berechnen sind, wird dagegen mit den physikalischen Werten der
Massen gearbeitet. Im Vergleich zu Simulationen ohne jedes Quenching ist es nun mdoglich,
bei gleicher Rechenzeit sehr viel prazisere Ergebnisse zu erhalten. Der wichtigste Aspekt
ist allerdings, dass in der partiell gequenchten Chiralen Stérungstheorie die Niederenergie-
Koeffizienten, im Gegensatz zum Fall des vollen Quenching, ihre physikalischen Werte an-
nehmen. Damit ist es moglich, physikalische Ergebnisse, also Werte fiir die L; und W;, aus
unphysikalischen Simulationen zu extrahieren. Je genauer die Werte dieser Parameter be-
kannt sind, desto prézisere Vorhersagen lassen sich mit Hilfe der Chiralen Stérungstheorie
iiber die Niederenergie-Struktur der QCD machen.

Die hier durchgefithrte Berechnung der Massen der Pseudo-Goldstone-Bosonen im Rah-
men der partiell gequenchten Chiralen Stérungstheorie erfolgt im sogenannten physikali-
schen Grenzfall vergleichsweise kleiner Gitter-Artefakte % < 1. Nur in diesem Fall ldsst
sich die Position des Sattelpunkts des Potentials durch eine einfache Entwicklung in den
Gitter-Korrekturen proportional zu a bestimmen. Bis auf die zusétzlich zu beriicksichtigen-
den Quark-Flavours entspricht die Herleitung der Ergebnisse deshalb den Rechnungen in der
ungequenchten Theorie aus Kapitel 2. Aus diesem Grund werden im folgenden nur noch die
speziell fiir die Arbeiten mit der partiell gequenchten Theorie relevanten Anmerkungen und

Erlduterungen préasentiert.
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4.1 Tree-Level Mesonen-Massen

4.1.1 Lagrange-Dichte

Die Lagrange-Dichte der partiell gequenchten Chiralen Storungstheorie hat formell die selbe
Gestalt, wie die Lagrange-Dichte der vollen ungequenchten Theorie :

L = 202 (9,U0,U") — 1102 (xvt+Uxt) - 1102 (pUt+Upt)
~L1 (00,01 )? — Ly (9,00,01)? — Ly ((9,U0,U1) ?)
YLy <a Uo UT> <><UT n UXT> F WL <8HU8HUT> <pUT n UpT>
Vs <a Ua,Ut ( Ut + UXT)> W <8MU8MUT (pUT + U,oT>>
L <x +UYy >2 A <><UT + UX*> <pr + Upf> W <pUT + U,oT> 2
L, <XUT >2—W7 <XUT—UXT> <pUT—UpT> — Wl <pUT—UpT>2
{

—Lg (xUWUT + UxTUxT > — Wy <XUT,0UJr + UpTUxT> - W§ <pUTpUT + UpTUpT>
(4.1)

Durch spitze Klammern wird aber nun die Super-Spur gekennzeichnet. Die SU (4]2)-Matrix
U wird parametrisiert durch :

U = exp ( ;, q>> mit  sTrd =0 (4.2)
0

Fiir die Matrix der Goldstone-Bosonen-Felder ® werden im folgenden zwei verschiedene Dar-
stellungen verwendet. Im Rahmen der Tree-Level Berechnung der Pion-Massen erweist es sich
als vorteilhaft, in der Basis der 35 Generatoren der SU (4/2) zu arbeiten, womit ® dargestellt
wird durch :

o =2 77T, (4.3)

Fiir die Loop-Rechnungen ist es jedoch giinstiger, in der Quark-Basis zu arbeiten, in der ®
die Form :
$11 P12 P13 P14 015 bOip
21 P22 P23 P24 b5 26
> — $31 032 P33 P34 O35 0356 (4.4)
a1 Qa2 P43 Paa Os5 Oip
Os1 052 053 054 @55 @56
061 Us2 Oc3 064 065 66

hat, wobei es sich bei ¢;; um bosonische und bei ;; um fermionische Goldstone-Bosonen-
Felder handelt.

Auch hier wird fiir die Berechnung der Massen der Goldstone-Bosonen in der Physical-Basis
gearbeitet, in der die Massen- und die Gittermatrix folgende Gestalt haben :

X = 2Bodiag (my, my,mg, mg, my,my) (4.5)
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A PV (wv) 0 0
pw) =emp= 0 pows) 0O (4.6)
0 0 p%(wv)

wobei die 2 x 2-Matrizen pX mit X € {V, S, G} verwendet werden mit :

X =19y 2Woacoswx + i3 2Woasinwy (4.7)
und
Xo = 2Bymx
pé( = 2Wpacoswy
= 2Wohasinwy (4.10)

Die Verschiebung der Matrix der Goldstone-Bosonen-Felder U wird hier symmetrisch durch-
gefiihrt : _ _ _
U — eﬁ(d)minTS)eFLOq)eﬁ(d)minTS) (411)

wobei zur Vereinfachung der Notation folgende Abkiirzung verwendet wird :

¢min7—3 = Z ¢7)§m7_3X (4.12)
Xe{V,S,G}
mit der Position des Sattelpunkts gbfu-n im Raum der Goldstone-Bosonen-Felder und den
erweiterten Pauli-Matrizen :

™ 0 0 0 0 0 0 0 O
w=lo0oo0oo0], #=l0mo], F=[000 (4.13)
0 0 O 0 0 O 0 0 73
4.1.2 Die Generatoren der SU (4/2)
Obwohl der Ansatz 55
o =2 7T,
a=1

fiir die Goldstone-Bosonen-Felder in der Parametrisierung der 35 Generatoren Tg, der SU (4/2)
fiir die Tree-Level Rechnungen eine elegante Erweiterung der Rechnungen in der ungequench-
ten Theorie darstellt, so gibt es jedoch auch einige Probleme bei diesem Vorgehen. Die kon-
krete Wahl einer Menge von Generatoren gestaltet sich ndmlich ausgesprochen schwierig, da
es kaum moglich ist, die zu fordernden Orthogonalitéits-Bedingungen :

sTr (TaTb) = 6ab (414)

auch tatséchlich zu erfiillen. Da auf Tree-Level die Kopplungen der physikalischen Felder an
die unphysikalischen Geister jedoch nicht relevant sind, ergibt sich die Moglichkeit, auf Tree-
Level mit einer Untermenge der T, zu arbeiten, die nur die physikalischen Freiheitsgrade
parametrisieren. Damit sind aber noch immer nicht alle Schwierigkeiten beseitigt. Fiir die
Berechnung der Eigenschaften der Flavour-neutralen Goldstone-Bosonen-Felder, die auf der
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Diagonalen von @ liegen, benétigt man neben den drei erweiterten Pauli-Matrizen 75* noch

zwei weitere diagonale Generatoren der SU (4/2). In [33] wird das Konstruktionsprinzip dieser
Generatoren konkret angegeben :

1 1 1 1
T34 = dla‘g <_25_27_2)_27_15_1> (415)

11 1 1
T = di — =, — =, —= 4.1
35 lag<2727 9’ 27070> ( 6)
Ist man jedoch nur an den NLO-Massen der iibrigen Goldstone-Bosonen bis O (CLQ) interes-
siert, so kann man auf diese beiden zusétzlichen Generatoren in der Rechnung verzichten, da
in der Lagrange-Dichte keine Mischungen mit den diagonalen Feldern auftreten.

Arbeitet man allerdings nur bis O (a), so stellt sich heraus, dass die durch die beiden zu-
sitzlichen SU (4|2)-Generatoren parametrisierten Mischungen der diagonalen Felder keine
Rolle spielen. Diese Terme sind proportional zu pg und miissen als O (aQ)—Eﬁ'ekte in dieser
Ordnung nicht beriicksichtigt werden.

Aus Zeitgriinden wird nun auf die Berechnung der Massen der Flavour-neutralen Goldstone-
Bosonen verzichtet. Im Hinblick auf einen Vergleich der Mesonen-Massen mit den Ergeb-
nissen der Monte-Carlo-Simulationen sind die Ergebnisse der ungeladenen Teilchen nur von
untergeordneter Bedeutung. Da es numerisch vorteilhaft ist, die Eigenschaften der geladenen
Bosonen zu simulieren, werden zunéchst nur deren Massen in den Simulationen bestimmt.
Deshalb ist es wichtiger, diese Massen im Rahmen der Chiralen Stérungstheorie zu berech-
nen, was im folgenden explizit durchgefiihrt wird.

4.1.3 Bestimmung des Minimums des Potentials

Fiir die Berechung der Massen wird zunéchst die Lagrange-Dichte um den Sattelpunkt herum
in den Feldern aus ® entwickelt [33, 34]. In diesem Fall muss der in den Feldern lineare Anteil

im Potential verschwinden, was auf folgende Gleichungen fiir die Position des Sattelpunkts
b'e

-~ in 1M Raum der Goldstone-Bosonen-Felder fiihrt :

VvV S VvV
X psWs x7p3We po Py W4 PPy W§ | 1py V)2
0=(16 8 32 16 :
< SR R 3 4+ ERR ) (Gmin")

WerV oV w! ViV oS W ( V)2 2y
1% 8X Po 1% 6PoPo 60 8\ Po p Wy
+ +16—————+ + 32 +16 + 32 — 16
(p 0 e X 7% 7% £ 2
Le(vV)? LevSyV WexS oV
+16 8(X2) 43R0 g X Po )y LV
Fo Fo Fo (4.17)
W/ S VW
+ (32 6p33p0 +16p3X . quinsqsminv_ngO
Foy Fy?

XVP:‘),/WB 16Po P3 Ws 16X P3 Y We 32P0 P3 W6
Fy Fy Fy Fy
¢mmSP:§qWéP};/ 100 P3 W() XWG
32——————=+ (16 + 8
F02 FO3 FO (quln )

-8
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(—32W} — 16W3) psp3 L (165 — 8Ws) x°p5

S
= —pS F,
0 P3 0o+ FO FO
2
s (64W5+ 32W7) (pf) s (32W5 + 16Ws) x°p5

+ | x7 + 2 + Lo + P)

Fo FO
ooy (418)

—32p *W§ —16p *Wy  (16Ls + 32Ls) (x°) s
+ F02 + F02 ¢mzn
L(LeE, (32We + 16We) xpf | (64W5 + 32WY) pfips (6min)’
2 Ry Fy3 Fy? e

Wie in der ungequenchten Theorie erfolgt die Verschiebung des Minimums nur in 73-Richtung;
hier also entsprechend den erweiterten Pauli-Matrizen in die 7'3X -Richtung mit X € {V, S, G}.
Aus diesem Grund wird auch auf den Index ,,3” in der Notation verzichtet. Die Position des
Sattelpunkts qﬁmmG fir die Geister-Felder ist dabei identisch mit der Position im Fall der
Valenz-Felder. Das Ergebnis lautet nun :

v_ Py pEpp By (=32L6 + 16We) x5y

¢min - XV XV2 XVF()

| (=32Ws 4 64L6) XOpY o | (32Ls = 24Ws +16W9) ol g
XV2F0 XVFO

N (—16Ws + 32W¢) pY p3 N (—16Lg + 8Ws) pY
XV Fo Fo

s PRy p3Fopy | (32Lg — 48Ws + 32W{ + 64L — 24Ws + 16WY) p5 pff
¢mm - S 2 + S
X x® X" Fo (4.20)
N (—16Ls — 32L¢ + 8Wg + 16Ws) p3
Fo

4.1.4 Tree-Level Ergebnisse fiir die Goldstone-Bosonen-Massen

Die Tree-Level Ergebnisse fiir die Massen der Goldstone-Bosonen in der partiell gequenchten
Chiralen Stérungstheorie werden genauso berechnet, wie im ungequenchten Fall. Fiir ein Feld
¢xy mit dem Quark-Inhalt X,Y € {V,S,G} wird der entsprechende Anteil der Lagrange-
Dichte zunéchst in folgender Form zusammengefasst :

Axy Bxy

Lxy = 5 (Oudxy (x))* + 5 (pxv (x))2 (4.21)

Hieraus ergibt sich nun die Tree-Level Masse durch Ausklammern von Axy und anschlie-
ende Renormierung der Feldstérke :

Lxy =5 @0y (@) + 5 (52 (0 (@) (422

Die Tree-Level Masse lisst sich jetzt sofort ablesen :

(Mﬁ}"ff) 2 Bxy

_ 4.23
Axy (4.23)
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Entwickelt man nun die Lagrange-Dichte um den Sattelpunkt, so folgt fiir die Koeffizienten
Axy mit X,Y € {V, S} der kinetischen Terme der unterschiedlichen Felder :
S \% S Vv
X" Ly X" Ls Wapg Wspg
Ayy =1416 +38 + 16 +38
v Ry Fy? Ry Ry
2 2
(ALs +8Ws) (ps)” . (16Wa —8L4) (p5)
XV Fo? X5 Fy?

(4.24)

(8Ls +16Ly) x*  (16Wy +8Ws) p5  (16Ws — 4L5 — 8La + 8W5) (63)° (4.25)
Fy? Fy? XS Fy?

Ags =1+

AL5 4 16Ly) x° VL WspY  (16Wy + 4W5) ps

(4Ls 24)>< X 25+4 5/;0+( 4 25)Po
F F Fy Fy

(—2Ls + 4Ws) (pY)” | (16W; — 215 — 8L, + 4W5) (05)°
XV Fy? X5 Fy?

Ays =1+

(4.26)

Fiir die Koeffizienten Bxy der in den Feldern quadratischen Terme folgt :
2 2
1 (%) x°x" Le (xV) Ls Wex°py XV Weps
ByvE =XV +pf + 220 432 +16 +16 0 116 0
174% X Po 2 Y 2 Fp? Fy2 Fy2
WexVo¥  WipSpY . Wi(e¥)?  (—16Lg + 16Ws) ()’
4 1628X 200 139 6,002P0 116 8(93 ) 4 ( 8 . 8) (p3) (4.27)
F() FO FO FO
2 2
(—=16Lg + 16Ws) x° (p¥) N (—=16Lg 4+ 16Ws) x" (p3)

Fo?xV X5 Fy?

2 2

Bsst —y5 4 p5 4 1 (p5)" | (16Ls +32Ls) (x*)"  (16Ws +32Ws) x*p
0 2 XS F02 F02

| (16W5 +3211) (03)° | (-32L6 + 32W5 + 16Ws — 16Ls) (03)”

Fy? Fy?

(4.28)

2 2 2 2
Brg= sl Ly Ls 108)° 1(e8)" | Ls(X')" | (4Ls +16Le) (x°)
VST 9 2 o0 TP T TS T TV Fy2 Fy2
(8Ls +16Le) x°x" 4stvpov L (8W + 4Ws) X%y (8We + 4Ws) pix"
Fy? Fy? Fy? Fy?
2 2
L (16Ws +4Wy) x5pf  (16WG + 8WY) ppt  Wilpy)™ | (16WG + 4IW5) (p5)
2 2
N (—8Lg + 4Ws + 8Wg — 4Lg) x° (p¥) N (—8Lg + 4Ws + 8Ws — 4Ls) (p3) X"
Fy*xV X Fy?
(—8Lg — 16Lg + 8Ws + 16Ws — 4W3) (p3)”
+ e
0
2
| (8Ws = 8Ls —4W)) (p})*  (=8W{+8Ws — 8Ls) il
Fy? Fy?

+ +

+

(4.29)
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Durch ,,+” wird gekennzeichnet, dass es sich bei den betrachteten Feldern um geladene
Goldstone-Bosonen handelt. Die Tree-Level Massen ergeben sich damit zu Axy /Bxy :

2 2
1(pY)"  (16Ls —8Ls) (xV)"  (32Lg — 16L4) x°x"
Myy )2 =XV 4l + 2 4 +
( 17a% ) X Po 2 Y F02 F02
N (—8W5 + 16Ws — 8Ls) X" oy N (16Ws — 16L4) x°p§
Fy? Fy?
2
(16Ws — 16W4) XV o5 (32W, — 16Wy) pspy  (16W§ — 8Ws) (p ) A
+ 5 + 5 + 3 ( 30)
Fo Fy Foy
N (—8Ws + 16Wg — 16Lg) (p¥ ) N (—8Ls — 16Lg + 16W) x5 (oY)’
Fy? Fo*xV
| (16W + 8Ly — 16Ls — 1) x” (03)”

X Fy?

SV2 (=16L4 — 8Ls + 16Lg + 32Lg) (x5)?
(Mssi)22X5+PoS+1(i32 4 (S168a = 8Ls + 161y + 32Lg) (x7)

2 Fy?
N (16Wg + 32Ws — 16Ly — 16W, — 8W5 — 8Ls) x°p§
Fy?
(32W + 16W, — 16Wy — 8Ws) (p5)° 30
4 6 3 4 5 Po)

Fy?
N (—=8Ws5 — 16Ls — 16Wy — 32Lg + 32Ws + 16Ws) (p3)
Fy?

2
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2 2
1 1 1 1 1(08)"  1(pY)
Mo =151 23V 2,8 2 v, 3 <
Vst = oXT T Xt T 5P Tk Ty S T YV
2 2
(—8L4 +4Lg — 2L5 + 16L6) (XS) (4L8 — 2L5) (XV)
* Fy? * Fy?
(—4L5 — 8Ly + 8Lg + 16Lg) x°x"  (4Ws — 2L5 — 2Ws5) XV pY
+ 2 + 2
Fo Fo
N (—2Ws — 2L5 + 8Wg — 8L4 + 4Ws) x° oy
Fy?
N (—2W5 — 8Wy + 8Wps — 2Ls + 4Ws) p5 x"
Fy?
N (—2Ws + 4Wg — 8Ly — 8Wy — 2L5 + 16Ws) x°p3
Fy?
2
(—4Ws5 + 8W§ — 8Wy + 16WY) pi p§ (AW, — 2W5) (pl)) (4.32)
+ 2 + 2
Fo Fo
2
(AT — W5 — 8Wi + 16W]) (p§)"  (—8W + 8Ws — L) 5 pY
+ 2 + 2
FO FO
| (S8Wa+ 4Ly — 8L — L + SWs — 215 + 4115) (05)*x"
X Fy?
| (22W5 — 8L+ 8 Wy + 16Ws — 8W — 4W{ — 16L) (p3)”
Fy?
2
N (=AW — 2W5 + 8Ws — 8Lg) (p¥ )
Fy?
| (AL = 8Lg — 2Ws — ALy + 8Ws + 4Wx) x° (oY)
Fo*xV

4.2 Loop-Rechnungen

Zu den Ergebnissen in O (p4) tragen neben den Tree-Level Resultaten aus £4 auch Loop-
Korrekturen aus Lo bei. Es stellt sich jedoch heraus, dass eine direkte Berechnung der Loop-
Integrale in dimensioneller Regularisierung nicht notwendig ist, sondern sich das Ergebnis
durch eine Substitution direkt aus dem Kontinuums-Resultat ergibt.

4.2.1 Loop-Beitriage zu den Massen

Rechnet man in der Quark-Basis, so ist zusétzlich das Feld ®y in der Lagrange-Dichte zu
beriicksichtigen :

L - 0 (9,U0,U") ~ 202 (xut+uxt) - i (Ut +Up) +a (8,0)* — MG}

4 4
(4.33)

mit My ~ Agep [33]. Der kinetische Term fiir das Feld ®( hat hier keine Bedeutung und
kann weggelassen werden.
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Kontinuum

Im Kontinuum, also mit p = 0, erhilt man [33, 34] folgende Loop-Beitriige zu den Massen
der Goldstone-Bosonen :

S2 S
Loop? _ X0 X0
MsSeon: = 35,3 77 o8 <A2) (4.34)
v
Loop? Xo 174 X0
Myy? . = Ry {xo — x5+ (2x0 — X5 log < A2>} (4.35)
]\4—Loop2 o XX ( + ) 1 4.36
V' S,cont - 647T2F2 X0 Xo ) 108 A2 ( . )

Gitter-Rechnungen

Um die Gitter-Rechnungen in der Quark-Basis moglichst einfach zu gestalten, wurden die
Fahigkeiten von Maple zur Arbeit mit Grassmann-wertigen Variablen genutzt, wobei das Pa-
ket Grassmann von E.S. Cheb-Terrab (www.scg.uwaterloo.ca/~ecterrab/) verwendet wurde.
Durch die sehr grofie Zahl von Termen, die im partiell gequenchten Fall auftreten, war es
notwendig, die Rechnungen zu automatisieren. Genauso wie im ungequenchten Fall, werden
die Rechnungen drastisch vereinfacht, wenn man die Verschiebung der Matrix U um den
Sattelpunkt symmetrisch parametrisiert :

U — 62}0 (¢min73)efo 62F0 (d)mznTS) (437)

Entwickelt man nun die Lagrange-Dichte Lo mit p # 0 in den Feldern und beriicksichtigt alle
Terme bis zur Ordnung O (a2) erkennt man, dass das Ergebnis die gleiche Form hat, wie im
Kontinuum. In diesem Fall tritt dabei die LO-Masse m())fggit auf mit X, Y € {V,S,G} :

mé(clgnt =x5 +x0 (4.38)

Auf dem Gitter erhélt man jedoch bis O (aQ) das LO-Ergebnis

2 Y2
XY?
mg Jattice — XO + XO + pO + pO + 7){ + oY (439)
2X5 2X0
Der einzige Unterschied der in den Feldern entwickelten Lagrange-Dichten auf dem Gitter
und im Kontinuum ist nun das Auftreten von méfggit beziehungsweise von mgff;:ti ce- Damit

geht also das Gitter-Ergebnis nach der Substitution méff;:tice — méfggit in das Kontinuums-
Resultat iiber. Der Beweis dieser Aussage erfolgt durch explizite Subtraktion der beiden
Ergebnisse, wobei sich wie erwartet der Wert Null ergibt. Durch diese Substitution folgt
damit bereits das Ergebnis fiir die Loop-Beitrage zu den Massen :

Loop? g §2tt g ?Qtt
00p _ attice attice
MSS,lattice - 397 2F2 log A2 (440)

my b 2 2 2 2 my b

Loop? o attice VvV SS vV SS attice
MVVlattzce - 39 2F2 mO,lattice - m(],lattice + <2m0,lattice - mO,lattice) log A2
™
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(4.41)
VV2 VV2
Loop? Mg latti V2 552 Mo latti
Mvg?lzjlttice = 647:;};626 (mO,lattice + mO,lattice) log % (442)
0
Und explizit ergibt sich :
S 4 S+£ ’ s, 5,
oo Xo TP) T 53 Xo t+ro + 2;’75 (4.43)
SS|lattice gl —z :
attice 32TF2F02 A2
Xy + oy + o V2 $2
apLoor? 20 0 7 2y Mg P3 S — pf — P3
VV,lattice 327’[’2F02 0 0 9 (\)/ 0 0 2X()S
o s Xy + oY+ ;’:«Lj
2| +o0 + 2| = X6 — 06 — 25 | o Xo
( Xo T Po 2XE)/ Xo — Po 2X2)9 g A2
(4.44)
X6 + 4 + é V2 s?
MLoopz' _ 2xg V+ V+:03 + S+ S+103
V' S,lattice 647’[‘2F02 X0 Po 2 (\)/ X0 Lo ng
2
Xo +o0 + 5y
x log (4.45)

4.3 NLO-Mesonen-Massen bis O (a?)

Da die Loop-Beitrdge zu den Massen der Goldstone-Bosonen fiir geladene und ungeladene
Teilchen identisch sind, folgt schliellich mit

loop\ 2 __ loop 2
(MXY> = (MXY,lattice)

fiir die NLO-Massen bis O (a2) :

() = () + (i)’ (4.46)
(MiE,)" = (M%ei):+ (MW): (4.47)
(M) = (qu’"seeo) +<Mé0§p> (4.48)
(M35)" = (M%ei)2+ (Mé"s"”)z (4.49)

(MVS) 2 — (Mtree) 2 + Mloop) 2 (4 50)
Vs Vs .
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Zu beriicksichtigen ist an dieser Stelle, dass es sich bei den Niederenergie-Koeffizienten L;,
W; und W/, die hier auftreten, bereits um die renormierten handelt :

FA
LT = L; ! 4.51
W= Wi+ -Sig (4.52)
i T 392 '
4 ! A/
LA / ? 4.
w' W, + 32772R (4.53)
mit
1 2 3
Iy == T:=2 Tho=_-"2 T<=
1 =g =35 le=5, It 0
1 2 3
4 =3 5= 3 6= 15 =20
3
;9 1
6 =35 ODs=0 (4.54)
und 5
R = —— —[log (47) — v+ 1] (4.55)
€

Das gesamte Renormierungsschema ist vollig analog zum ungequenchten Fall aus Kapitel 2.
In den Ergebnissen fiir MY sind also sémtliche Niederenergie-Koeffizienten durch ihre re-
normierten Werte L? sowie W/ und W’} zu ersetzen, wobei die funktionale Form der Resul-
tate natiirlich unverdndert bleibt. Auch hier ergibt sich, wie bereits im ungequenchten Fall,
dass sich sdmtliche Divergenzen, aus den Lo-Loop-Beitrigen durch die oben dargestellte
Renormierung der freien Parameter in £4 absorbieren lassen.

Diese Ergebnisse stimmen mit den bis O (a) angegebenen Resultaten aus [34] iiberein und
liefern im Grenzfall my = mg und wy = wg die Massen der ungequenchten Theorie aus
Kapitel 2.

Als ein zukiinftiges Projekt bietet sich an dieser Stelle die Berechnung der Tree-Level-Massen
der flavour-neutralen Goldstone-Bosonen M{f}"‘e/eo und Mg@?eo an.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und
Ausblick

In dieser Arbeit ist es gelungen, einige wesentliche Aspekte der Chiralen Stérungstheorie auf
dem Gitter detailliert aufzukliren. Kapitel 2 gibt einen Uberblick iiber die Ergebnisse fiir
die Mesonen-Massen im Fall eines axial gedrehten Massenterms. Durch diesen Trick ergibt
sich bei maximalem Twist automatisch ein O (a)-Improvement der Ergebnisse. Es konnten
zusétzlich zu den bereits in [14] aufgefithrten Resultaten nun auch O (a2)—K0rrekturen zu
den Massen der Pionen berechnet werden. Diese Korrekturen stimmen mit den unabhéngig
hiervon berechneten Resultaten von L. Scorzato [15] iberein. Mit Hilfe dieser Ergebnisse wird
es moglich, deutlich prizisere Auswertungen von Gitter-QCD Simulationen durchzufiihren,
da sdmtliche Unsicherheiten durch die kiinstliche Diskretisierung der Raum-Zeit von Ordnung
@ (a3) sind.

Kapitel 3 zeigt nun die direkte Anwendung der Ergebnisse der Chiralen Stoérungstheorie
auf die Auswertung konkreter Simulationen der Gitter-QCD aus [35]. Zunéchst wurde durch
theoretische Untersuchungen sichergestellt, dass sich der Giiltigkeitsbereich der Chiralen Sto-
rungstheorie auch tatsédchlich auf die in der Simulation untersuchte Situation erstreckt. Nach-
dem diese Frage positiv beantwortet werden konnte, folgt eine detaillierte Beschreibung der
Fit-Methoden, die zur Extraktion der Gasser-Leutwyler-Koeffizienten aus den Gitter-Daten
dienen. Beginnend mit einfachen Analysen konnte die Komplexitit der Fits immer weiter
gesteigert werden, bis sich am Ende préizise Werte fiir die Niederenergie-Koeffizienten ange-
ben lassen. Mit Hilfe der Kenntnis dieser Konstanten wird es nun moglich, immer prézisere
Vorhersagen iiber die Niederenergiedynamik der QCD zu machen.

Allerdings sind im Verlauf der Auswertungen der Gitter-QCD Daten auch sehr deutlich die
Beschrankungen der heute verfiigbaren Rechenkapazititen zu Tage getreten. Obwohl die
hier betrachteten Simulationen auf Hochstleistungs-Rechnern durchgefiihrt wurden, so war
es unter Einhaltung einer sinnvollen Prézision der Ergebnisse nur méglich, mit einer sehr ge-
ringen Anzahl unabhéngiger Datenpunkte zu arbeiten. Diese kleine Zahl der zur Verfiigung
stehenden Daten stellte fiir die Bestimmung der Gasser-Leutwyler-Koeffizienten die grofite
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theoretische Unsicherheit dar, da sich etablierte statistische Verfahren nicht sinnvoll anwen-
den lieflen. Aus diesem Grund wurde die moderne und zuerst in [31, 32] geschilderte Methode
der Generalized-Nonlinear-Least-Squares zunéchst deutlich erweitert und anschlieSfend auf
die Auswertung der Gitter-QCD Simulationen angewendet. Die Ergebnisse dieser Analysen
zeigen jedoch, dass sich zwar die Kontinuums-Koeffizienten der Chiralen Stérungstheorie
prézise aus den vorliegenden Daten extrahieren lassen, die Resultate fiir Gitter-Korrekturen
aber noch mit sehr grofen Unsicherheiten behaftet sind. Eine genauere Bestimmung der
Grofle dieser Diskretisierungsartefakte wird aber erst moglich werden, wenn eine deutlich
grofere Zahl unabhéngiger Datenpunkte zur Verfiigung steht.

Genau diese notwendige Steigerung der Prézision und Menge der verfiigharen Simulations-
ergebnisse wird durch Rechnungen in der partiell gequenchten Approximation moéglich. Da
die wesentliche Hiirde aller Simulationen dynamischer Fermion-Systeme die kleine Masse der
betrachteten Teilchen darstellt, wird in der partiell qequenchten QCD die zeitaufwéindige
Berechnung der Fermion-Determinante mit unphysikalisch groflen Quark-Massen durchge-
fithrt. Durch die Anwendung der Chiralen Stérungstheorie fiir die partiell gequenchte Gitter
QCD wird es nun jedoch moglich, aus diesen unrealistischen Simulationen physikalische Er-
gebnisse zu gewinnen. Ebenso wie im Fall ohne Quenching, ergibt sich auch hier ein O (a)-
Improvement der Observablen bei maximalem Twist-Winkel. Aus diesem Grund wurden
die zuerst in [34] berechneten Ergebnisse fiir die Massen der geladenen Pseudo-Goldstone-
Bosonen bis zur Ordnung O (a2) erweitert. Mit diesen Gleichungen lassen sich nun, unter
weitgehender Beriicksichtigung der Diskretisierungsartefakte, in einem zukiinftigen Projekt
auch Simulationen in der partiell gequenchten Approximation auswerten. Im Vergleich zu
Rechnungen ohne Quenching erreichen sie bei gegebener Prizision der Ergebnisse in etwa die
zehnfache Ausfithrungsgeschwindigkeit, wodurch sich auch die Gréfle der Gasser-Leutwyler-
Koefhizienten sehr viel besser quantifizieren lassen wird als bisher.
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Anhang A

Konventionen

A.1 Einheiten

Wie in der Elementarteilchen Physik iiblich, wird auch in dieser Arbeit mit natiirlichen
FEinheiten gearbeitet, in denen Zeiten und Léngen gleichberechtigt sind :

c =h=1 (A.1)

Damit erhalten Zeiten die Dimension einer Lénge, und Energien sowie Impulse erhalten die
Dimension einer Masse. Das Produkt aus Lange und Masse hat also die Dimension Eins :

o] =[] =[m] " =[]~ =[] (A.2)

Auf dem Gitter ist die natiirliche Lingenskala fm, wobei folgende Umrechnung verwendet
wird :

he = 197.326968 (17) MeV fm (A.3)

A.2 Summenkonvention

In Anlehnung an die Einstein’sche Notation wird der Ubersichtlichkeit halber auch hier eine
Summenkonvention benutzt. Uberall dort, wo Indizes doppelt vorkommen, ist eine geeignete
Summation durchzufithren. Mit den griechischen Indizes p und v werden die Komponenten
eines Vierervektors im Euklidischen- oder im Minkowski-Raum bezeichnet. In allen anderen
Fallen ist dem Kontext zu entnehmen, in welchen Grenzen die Summation durchzufiihren
ist.
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A.3 Spur und Superspur einer Matrix

Da die Spur und die Superspur einer Matrix A im Zusammenhang mit der Chiralen Sto-
rungstheorie hiufig auftauchen, wird der Ubersichtlichkeit halber die Abkiirzung :

TrA = (A) und sTrA = (A) (A.4)

verwendet. Verwechslungen kénnen bei dieser Notation aber nicht auftreten, da niemals
Spur und Superspur gleichzeitig verwendet werden; Im Rahmen der partiell gequenchten
Rechnungen wird nur die Superspur verwendet, bei Rechnungen im ungequenchten Fall nur
die Spur einer Matrix.
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Anhang B

Die SU(N)-Generatoren

Als SU (V) bezeichnet man die Gruppe der komplexen, unitdren N x N-Matrizen mit De-
terminante Eins. Das bedeutet, sie haben die Eigenschaften :

detA =1 und ATA=A44T=1 (B.1)

B.1 Die Generatoren der SU(2)

Die SU (2) lésst sich parametrisieren durch drei Generatoren, mit der iiblichen Wahl :

(U0 e (09) we(Bh) w

Diese drei Matrizen werden auch als Pauli-Matrizen bezeichnet und haben folgende Eigen-

schaften :
T = Oijlaxa + €Tk (B.3)
Tr(r;) = 0 (B.4)
Tr(rimj) = 2045 (B.5)
Tr (i) = 2€5 (B.6)
Tr (TiTkaTl) = 2 ((5ij5kl + 5z‘l5jk — 5z‘k5jl) (B.7)

Beziiglich des Kommutators bilden die SU(2)-Generatoren eine Lie-Algebra :

Ty T4 . Tk
[517 Ej} = zeijkg (B8)

mit den charakteristischen Strukturkonstanten e
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B.2 Die Generatoren der SU(3)

Die Generatoren der SU (3) lassen sich wéhlen als :

010 0 — 0 1 0 0
A= 100}, M=% 0 0], XM=0 -120
0 00 0 0 O 0 0 O
0 01 0 0 —3 0 00
A = 00O0], Xs=100 0 , =0 0 1
100 t 0 0 010
00 O 10
Ay = 00 —i |, X — 1 0 1 (B.9)
0 7 0 \[ 0 0

Beziiglich des Kommutators bilden die auch als Gell-Mann Matrizen beizeichneten Genera-
toren der SU(3) eine Lie-Algebra :

A A A
[2 2] :ifijkg’“ (B.10)

mit den Strukturkonstanten f;;, die folgende Werte besitzen :

fizz = 1
fiss = fers = \f
Juur = faae = f3a5 = fosr = —f156 = —fae7 = % (B.11)

Alle anderen Strukturkonstanten f;;, besitzen den Wert Null.
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Anhang C

Dirac-Matrizen

Da in dieser Arbeit durchgehend in der Euklidischen Formulierung der Quantenfeldtheorie
gearbeitet wird, folgt nun eine kurze Ubersicht der wichtigsten Relationen fiir den Zusam-
menhang der Dirac-Matrizen im Euklidischen mit denen im Minkowski-Raum

(E)

7B = _@'yj(.M) mit  j €{1,2,3} (C.1)
P = i = ©2

verkniipft. Im folgenden wird nur noch im Euklidischen gerechnet, so dass auf den Index ,,E”
verzichtet werden kann. Die Dirac-Matrizen erfiillen nun folgende Relationen :

o= 4 mit po€{1,2,3,4}
{7;L77V} = 25;w 1yx4 und ’Yﬁ =14x4

Zusitzlich ist es sinnvoll, eine fiinfte Matrix ~y5 einzufithren, die definiert wird iiber :

V5 = V1727374 (C.5)

Weitere niitzliche Beziehungen zwischen den Dirac-Matrizen sind :

75? = 14x4
Bo= (C.7)
{’7/14? ’75} =0

Da der Kommutator zweier Dirac-Matrizen héufig auftaucht, wird dieser abgekiirzt zu :
o = g Vs Y] = iy — 10w Laxa (C.9)

Fiir die Spur von Produkten aus Dirac-Matrizen gilt :

Tr (’YM’YV) = 4 6/w (ClO)
Tr (/YM,-YV,‘YP’YT) = 4 (511,115[)7' + 5#7-6yp - 5up6y7—) (Cll)
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Eine mogliche Wahl der Dirac-Matrizen, die alle oben aufgefiihrten Beziehungen erfiillt, ist :

0 —1ox2
— C.12
" (_IM : ) (C.12)
0 —iTj . .
L= t 1.2.3 C.13
wo= (0 7)) mit e (©13)

¥ = (120“ ’ ) (C.14)
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Anhang D

Renormierung

Aufgrund des chiralen Power-Countings ist sichergestellt, dass sich in jeder Ordnung der
Chiralen Storungstheorie immer ein endliches Resultat ergibt. Divergenzen, die durch Ein-
Loop-Beitrige aus Lo auftreten, werden durch eine Renormierung der Gasser-Leutwyler-
Koeffizienten L;, W; und W/ aus L4 absorbiert. Ein konsistentes Renormierungsschema, das
auf alle Observablen anwendbar ist [6, 23], lautet :

r L
W= Wi Sip (D.2)
i ' 3272 '
A
m _ / 1
W= Wi+ o hGR (D.3)

mit der divergenten Konstante R, die bei dimensioneller Regularisierung in 4 — e Raum-Zeit-
Dimensionen auftaucht : 5
R = - [log (47) — v + 1] (D.4)

Fiir Ny = 2 haben die Renormierungs-Konstanten folgende Werte :

1 2 3
I'y =- I's = — I'e = — I's =
1 =g =35 le=5, T 0
1 2 3
Ay ==, As=2, Ag=-2, Ag=0
1 =73 5= g 6= 1g’ 8
3
6§ ===, A{=0 (D.5)
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Anhang E

Renormierungsfaktoren
auf dem Gitter

Der Zusammenhang der Gitter-Groflen mit den Parametern aus der Chiralen Storungstheorie
wurde von 1. Wetzorke zusammengestellt und wird hier zur Referenz im Original gezeigt :

H bare lattice quantities renormalized quantities H

PCAC _ (0AP) PCAC _ Za ,,PCAC

1) T 2(PP) Mrx(1) T Zr (1)
PCAC _ [frxm3 PCAC _ Za , PCAC

M@ = 2r Merx@) = Zpr "™x(@2)
PCAC _ _p PCAC _ 1, PCAC

M) SinG MR = Zp ")
PCAC _ _1 PCAC PCAC _ _1 PCAC

m = Coso M mp T cosw mR,X

= Za p,POAC
P

A oca,
J5x = 7= (01 A=)
fa) = = (0[vioeel|m)

Ve cons
W = L (o|vers|m)

fr(rA) zﬁﬁ(rg() fﬂ'R:ZAfT({'A) Efw
1) = s fon=2v ) = fx
29 = Gp ey frr= " = fr since Zy =1

g=(= fp  Sharpe-Wu ) 9xR = ZpYr
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ANHANG E. RENORMIERUNGSFAKTOREN AUF DEM GITTER

Z
2 PCAC A PCAC
m; = 2BOV/On£§AC)2+-u% mpy = ZP7nX
ZA 1 1
= 9B PCACH2 2 —

1
= QBfit\/(m§CAc)2 + ﬁlﬁg
A
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Datensatz

187

Der gesamte hier verwendete Datensatz wurde mir von F. Farchioni zur Verfiigung gestellt
und ist im Original abgedruckt. Da der Datenpunkt bei § = 0.67 und x = 1.665 mit erheb-
lichen statistischen Problemen behaftet ist, wird dieser Punkt in den hier durchgefiihrten
Analysen nicht verwendet, was konsistent ist mit dem Vorgehen in [35].

DBW?2 (TSMB) 123 x 24 lattice, 8 = 0.67, n =0

K Neong | To/a aMmy am,, My /M, oMy (roma)?
0.1650 | 4514 | 2.305(36) | 0.4468(30) | 0.7025(44) | 0.6359(51) | 1.030(19) | 1.061(38)
0.1655 | 2590 2.391(56) | 0.4085(55) | 0.7007(79) | 0.5831(66) | 0.977(23) | 0.954(44)
0.1660 | 2589 2.351(27) | 0.3619(27) | 0.629(10) 0.5747(84) | 0.850(11) | 0.724(19)
0.1665 | 1721 | 2.652(38) | 0.235(12) | 0.595(22) | 0.396(18) | 0.623(30) | 0.389(37)
K amiCAC romiDCAC aF; rolx a297r

0.1650 | 0.03884(22) | 0.0895(14) | 0.18567(90) | 0.4279(62) | 0.4760(31)

0.1655 | 0.03224(71) | 0.0771(18) | 0.1798(17) | 0.4301(98) | 0.4651(31)

0.1660 | 0.02247(80) | 0.0528(20) | 0.1553(27) | 0.3653(75) | 0.4481(58)

0.1665 | 0.00972(43) | 0.0258(11) | 0.1369(65) 0.363(18) 0.383(14)




188 ANHANG F. DATENSATZ
DBW2, 8 =0.67, . = 0.01

K wy /a) wa /72 &/m®) Z /Z‘(/4) Z‘(/S) Z‘(/G) Z(7)
0.1650 | 0.1352(13) | 0.0564(17) | 0.0883(13) | 1.589(26) | 0.5910(13) | 0.5810(16) | 0. 939(15)
0.1655 | 0.1772(29) | 0.0771(27) | 0.1190(25) | 1.587(28) | 0.5813(11) | 0.5761(25) | 0.923(16)
0.1660 | 0.2412(62) | 0.1069(41) | 0.1661(54) | 1.649(28) | 0.5766(12) | 0.5708(38) | 0.951(16)
0.1665 | 0.411(12) 0.229(17) | 0.334(17) 1.979(68) | 0.5689(10) | 0.5657(39) | 1.126(39)
0.1670 | 0.678(12) 0.622(16) | 0.647(11) | 0.815(58) | 0.5705(14) | 0.5666(46) | 0.465(33)
0.1675 | 0.8053(86) | 0.826(13) | 0.8137(80) | 1.087(47) | 0.5716(32) | 0.5688(38) | 0.623(27)
0.1680 | 0.8709(43) | 0.843(23) | 0.857(11) | 0.894(78) | 0.5851(33) | 0.5754(43) | 0.518(46)

K a migAC a f7(rVC) a® gx amy amf CAC
0.1650 | 0.03652(53) | 0.1672(25) | 0.4692(45) | 0.4540(24) | 0.03801(63)
0.1655 | 0.02739(55) | 0.1541(25) | 0.4436(68) | 0.3981(40) | 0.02791(65)
0.1660 | 0.02006(59) | 0.1447(23) | 0.4286(56) | 0.3449(40) | 0.01846(99)
0.1665 | 0.01154(11) | 0.1192(18) | 0.4026(56) | 0.2793(26) | 0.00505(82)
0.1670 | 0.01117(38) | 0.1085(37) | 0.4220(88) | 0.2937(32) | -0.0109(2)
0.1675 | 0.01810(69) | 0.1203(44) | 0.462(21) | 0.3706(50) | -0.0252(18)
0.1680 | 0.0230(17) | 0.1146(95) | 0.513(14) | 0.4514(84) | -0.0409(17)

DBW2 (HMC) 16 x 32 lattice, 8 = 0.74, . = 0

K Neons | T0/a amy am,, My /M, oMy (rom)?
0.1580 | 1319 | 3.563(33) | 0.3038(15) | 0.5256(37) | 0.5780(41) | 1.082(11) | 1.172(23)
0.1585 | 419 3.741(90) | 0.2250(29) | 0.491(14) | 0.457(13) | 0.843(22) | 0.711(36)
K am PCAC romPCAC aF; rolx an7T
0.1580 | 0. 02313(23) 0. 0824(10) 0.1243(12) | 0.4429(58) | 0.2481(17)
0.1585 | 0.01251(43) | 0.0469(24) | 0.1124(37) | 0.420(22) | 0.2271(34)
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K wy /7M) wa /7 &/m®) ZA/Z‘(/4) Z‘(/5) Z‘(/G) ZS)
0.1580 | 0.1542(26) | 0.0722(38) | 0.1076(31) | 1.508(35) | 0.6379(12) | 0.6315(32) | 0.963(22)
0.1585 | 0.2613(66) | 0.1393(96) | 0.1963(77) | 1.515(59) | 0.6294(11) | 0.6294(38) | 0.953(37)
0.1590 | 0.532(12) | 0.582(37) | 0.5544(92) | 1.65(45) | 0.62595(95) | 0.6241(38) | 1.04(28)
0.1597 | 0.7966(49) | 0.790(15) | 0.794(12) | 0.972(73) | 0.6291(25) | 0.6242(40) | 0.612(46)

K a m{; ?AC a f7(er) a? gx amy a m§ cAC
0.1580 | 0.02262(45) | 0.1170(25) | 0.2525(25) | 0.3107(24) | 0.02247(33)

0.1585 | 0.01297(44) | 0.0999(26) | 0.2268(34) | 0.2429(36) | 0.01093(49)

0.1590 | 0.007611(38) | 0.0874(15) | 0.1961(19) | 0.1954(22) | -0.00120(18)

0.1595 | 0.01245(61) | 0.0867(39) | 0.2621(31) | 0.2620(38) | -0.01635(66)
Determination of pixe:

Action B U Hrer (W{i/_) Krer (m§CAC+) Hrer (w\;) Hrer (m§CAC _)

DBW2 | 0.67 | 0.01 2.99800(9) 2.99839(12) 3.00059(13) | 3.00043(17)
DBW2 | 0.74 | 0.0075 | 3.145528(52) | 3.145645(22) 3.145441(52) | 3.145435(21)
Wilson | 5.2 | 0.01 2.903778(65)

Wilson | 5.3 | 0.008 | 2.984400(56) | 2.984377(57) 2.993895(87) | 2.994187(84)
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Full-twist extrapolations wi% = 7/2 (from positive m? CAC. for DBW2, =

xk = 0.1665 omitted):
Action | g u A2 Za)Zy Za 78 | 25120
DBW2 | 0.67 | 0.0 | 0.5650(10) | 1.683(52) | 0.952(30) | 1.438(33) | 0.854(46)
DBW2 | 0.74 | 0.0075 | 0.6217(23) | 1.52(12) | 0.944(74) | 1.328(36) | 0.874(93)
Wilson | 5.2 | 0.01 | 0.5228(51) | 1.771(59) | 0.929(33) | 0.450(14) | 0.254(16)
Wilson | 5.3 | 0.008 | 0.5621(46) | 1.57(12) | 0.884(70) | 0.472(34) | 0.301(23)

Zero quark-mass extrapolations m@ ()jAC = 0 (from positive mf CAC. for DBW2, 3 = 0.67

point k = 0.1665 omitted; for Wilson, 8 = 5.3 point x = 0.16715 omitted ):

0.67 point

Action | S i ro/a a (fm) a fV) V) 1y
DBW2 | 0.67 | 0.0 | 2.680(68) | 0.1866(72) 0.1171( 9) | 0.314(24)
DBW2 | 0.74 | 0.0075 | 4.11(13) | 0.1216(39) | 0.0726(25) | 0.208(20)
Wilson | 5.2 | 0.01 | 3.48(12) | 0.1437(50) | 0.1124(77) | 0.391(40)
Wilson | 5.3 | 0.008 | 4.10(15) | 0.1193(43) | 0.0487(82) | 0.204(42)
V.tP
(1) tanwy = —i 72 < g_io y_>
z A:cO Py >
1251<A; Vi i > +tan WVZ:E z< ;ci- A_z>
(2) tanwy = Y et Y
Z ( yz>_ZtanwVZx z( xi Ayz)
(3) Rotation angle deﬁned by
anu = ZVV;M cosW + €qp ZAAb sinw
Ag“ = ZAA7, cOSW + €ap ZVVW sinw

where V@ , A? are the physical currents. tan® = /fan wy tanwy
o Ay phy

(4) From the relation Z4/Zy = \/tanwv/tanwA

Z:}:(V;: x0 P, Yy >
>Z#(Vao Pr)
6) Indirect determination by the VWI for the conserved current: Zy =

(6)
(7) From (4) and (5)
(8)
(9)

(5) Direct determination from Zy =

2p (O[P|m)
mpg (0|V|m)

8) From cotwy = (wx — tirer)/(Zov ), Zov = (ZaZs)/(Zv Zp)

9) From (4) and (8)
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