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Der S
hauendeI
h sehe den Bäumen die Stürme an,die aus laugewordenen Tagenan meine ängstli
hen Fenster s
hlagen,und höre die Fernen Dinge sagen,die i
h ni
ht ohne Freund ertragen,ni
ht ohne S
hwester lieben kann.Da geht der Sturm, ein Umgestalter,geht dur
h den Wald und dur
h die Zeit,und alles ist wie ohne Alter:die Lands
haft, wie ein Vers im Psalter,ist Ernst und Wu
ht und Ewigkeit.Wie ist das klein, womit wir ringen,was mit uns ringt, wie ist das groÿ;lieÿen wir, ähnli
her den Dingen,uns so vom groÿen Sturm bezwingen, -wir würden weit und namenlos.Was wir besiegen, ist das Kleine,und der Erfolg selbst ma
ht uns klein.Das Ewige und Ungemeinewill ni
ht von uns gebogen sein.Das ist der Engel, der den Ringerndes Alten Testaments ers
hien;wenn seiner Widersa
her Sehnenim Kampfe si
h metallen dehnen,fühlt er sie unter seinen Fingernwie Saiten tiefer Melodien.Wen dieser Engel überwand,wel
her so oft auf Kampf verzi
htet,der geht gere
ht und aufgeri
htetund groÿ aus jener harten Hand,die si
h, wie formend, an ihn s
hmiegte.Die Siege laden ihn ni
ht ein.Sein Wa
hstum ist: Der Tiefbesiegtevon immer Gröÿerem zu sein. (Rainer Maria Rilke)
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3
EinleitungEs gibt viele vers
hiedene mathematis
he Methoden, die zur Bes
hreibungvon Naturereignissen nützli
h sind. Eine zentrale Rolle haben dabei die par-tiellen Di�erentialglei
hungen eingenommen. Mit ihnen ist eine Vielzahl vonProzessen in physikalis
hen, 
hemis
hen und biologis
hen Systemen model-lierbar. Dazu zählen unter anderem die vers
hiedensten Transport- und Strö-mungsereignisse, Wellenphänomene, Strukturbildung, 
hemis
he Reaktionenund Populationsentwi
klungen, um nur einige umfassende Berei
he zu nen-nen. In dieser Arbeit geht es um Glei
hungen, deren Lösungen den Transportvon Wärme oder Sto�konzentrationen darstellen, um sogenannte Reaktions-Di�usions-Systeme.Der Begri� Di�usion stammt aus der Ni
htglei
hgewi
hts-Thermodynamik,in der für den Wärmetransport zwis
hen zwei Reservoiren die Grundglei-
hung der Di�usion hergeleitet wird. Diese Grundglei
hung läÿt si
h so erwei-tern, daÿ si
h mit ihr kompliziertere Di�usionsvorgänge bes
hreiben lassen.Betra
htet man ein System von sol
hen Di�usionsglei
hungen, deren Lösun-gen voneinander abhängen, so nennt man dieses allgemein ein Reaktions-Di�usion-System. Leider sind diese erweiterten Glei
hungen und Systemedavon in vielen Fällen ni
ht lösbar, wennglei
h ihre Konstruktion aus demdarzustellenden Sa
hverhalt verhältnismäÿig einfa
h ist. Häu�g interessiertman si
h au
h gar ni
ht für die exakte Lösung, weil diese aufgrund unsi
he-rer Parameter in den Glei
hungen (Materialkonstanten, Übertragungsratenvon Bakterien o.ä.) ohnehin ni
ht überprüfbar ist. Vielmehr mö
hte mandas Verhalten des Reaktions-Di�usions-Systems zu groÿen Zeiten kennen unddamit unter Umständen die Entwi
klung ins thermis
he Glei
hgewi
ht. Dasist die zentrale Fragestellung in der vorliegenden Arbeit.



4 EINLEITUNGUm Aussagen über Di�erentialglei
hungen ma
hen zu können, betra
htetman drei wesentli
he Punkte:Existenz von LösungenEindeutigkeit der gefundenen LösungenStabilität der Lösungen gegenüber einer kleinen Störung der An-fangsbedingungenInsbesondere die Stabilität ents
heidet darüber, ob die gefundene Lösungau
h beoba
htbar ist, wenn man es mit realisierbaren Modellen zu tun hat.Ebenso müssen diese Eigens
haften überprüft werden, wenn man das Lang-zeitverhalten von Di�usionsproblemen heraus�nden will.Zur Bere
hnung des asymptotis
hen Verhaltens gestörter Di�usionsglei
hun-gen kann man ausnutzen, daÿ die Fundamentallösung der Di�usion ein soge-nanntes Skalenverhalten zu groÿen Zeiten aufweist. Das bedeutet, daÿ sie, jena
h Anfangsbedingung, eine bestimmte Form erhält, die bei ri
htiger Ska-lierung im Ort, in der Zeit und in der Amplitude si
h ni
ht ändert. AlleSkalierungen hängen dabei nur von der Zeit ab. Dieser Umstand läÿt si
hals Ausgangspunkt wählen, um die Störungen und die Anfangsbedingungenso zu klassi�zieren, daÿ diese keine Änderung des Skalenverhaltens bewirken.Damit erweist si
h der asymptotis
he Zustand der ungestörten Di�usion alsstabil gegenüber Störungen der Dynamik und der Anfangswerte.Anders verhält es si
h mit Glei
hungen, zu deren Lösungen ein Skalenver-halten na
hgewiesen wurde, das von dem der Di�usion stark abwei
ht. Insol
hen Fällen muÿ si
h die Skalierungsvors
hrift aus der Glei
hung bestim-men lassen. Die Ansätze dafür sind vers
hieden. Oft wird der Skalenansatzin die partielle Di�erentialglei
hung eingesetzt, um eine gewöhnli
he zu er-halten, die ans
hlieÿend in Abhängigkeit von den Skalierungsparametern aufeindeutige Lösungsexistenz und Stabilität untersu
ht wird. Dana
h versu
htman na
hzuweisen, daÿ die gesu
hte Lösung gegen die skalierte konvergiert.Ein sol
hes Vorgehen ist sehr spezi�s
h auf das gegebene System ausgeri
htet.Die hier verwendete Methode zur Bere
hnung eines Skalenverhaltens vongestörten Di�usionsglei
hungen basiert auf Renormierungsgruppentransfor-mationen. Die Renormierungsgruppe wurde erst vor wenigen Jahrzehnten imBerei
h der Quantenfeldtheorie von K. Wilson entwi
kelt um sogenannte



EINLEITUNG 5kritis
he Exponenten, die einen Phasenübergang des Quantensystems kenn-zei
hnen, zu bere
hnen. J. Bri
mont, A. Kupiainen und G. Lin habenu.a. in [Bri
93/II℄ gezeigt, daÿ si
h die Idee der Renormierungsgruppe zurBestimmung eines Skalenverhaltens von Lösungen gestörter Wärmeleitungs-glei
hungen eignet. Dabei bes
hränken sie si
h auf sol
he Fälle, in denen dasSkalenverhalten der ungestörten Di�usion na
hweisbar ist. Anomale Skalie-rungen werden ni
ht betra
htet.Im ersten Teil dieser Arbeit wird die Verö�entli
hung [Bri
93/II℄ ausführli
herläutert. Es werden also ni
htlineare Wärmeleitungsglei
hungen betra
htet,zu denen si
h ein Langzeitverhalten der normalen Di�usion mit Hilfe der Re-normierungsgruppe na
hweisen läÿt.Im zweiten Kapitel werden Reaktions-Di�usions-Systeme mit anomalem Ska-lenverhalten untersu
ht. Dabei steht die Su
he na
h den Skalierungsparame-tern im Vordergrund. Als Hilfsmittel dient wieder ein Renormierungsgrup-penansatz. Unterstützt werden diese Überlegungen von numeris
hen Simu-lationen, die anhand von Modellsystemen die wesentli
hen Punkte aufzeigen.Eine Diskussion der Ergebnisse s
hlieÿt si
h an.In den folgenden Kapiteln werden die numeris
hen Hintergründe und die Ar-beitsweise des Programms näher erläutert.Der Anhang enthält als letzter Teil die De�nitionen und Hilfssätze, die ver-wendet werden.
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Kapitel 1Gestörte Wärmeleitung
1.1 Die Renormierungsgruppe alsLösungsmittelIn diesem Kapitel wird eine von J.Bri
mont, A.Kupiainen und G.Linentwi
kelte Idee zur Bestimmung des Langzeitverhaltens von Lösungen derDi�erentialglei
hung vom Typ�tu(x; t) = �2xu(x; t) + F (u; �xu; �2xu) (1.1)mit x 2 R , t 2 [1;1) vorgestellt (vgl. [Bri
93/II℄). Die Glei
hung (1.1)ist eine Wärmeleitungsglei
hung, die dur
h eine zunä
hst ni
ht näher spezi-�zierte Funktion F (a; b; 
) gestört wird. Man su
ht nun na
h einer Funktionr : R �! R und einem Parameter � 2 R , so daÿ die Lösung von (1.1) eineGlei
hung der Form limt!1


u(x; t)� t��2 r(xt� 12 )


 = 0 (1.2)erfüllt, wobei die Konvergenz in einer Norm erfolgt, die je na
h Störterm Fpassend gewählt werden muÿ.Um ein sol
hes Verhalten zu �nden wird eine Skalentransformation betra
h-tet, die auf dem Bana
h-Raum S aller Startbedingungen von (1.1) wirkt.Die Fixpunkte der Transformation lassen si
h dann als asymptotis
he Lösun-gen von (1.1) au�assen, wenn man zeigen kann, daÿ das gegebene Anfangs-wertproblem si
h unter der Skalentransformation einem sol
hen Fixpunkt7



8 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGbeliebig nähert, weil damit das transformierte Startwertproblem skaleninva-riant wird. Das bedeutet, daÿ die Dynamik des gegebenen Problems diegegebene Anfangsbedingung in den Fixpunkt der Skalentransformation ent-wi
kelt und diesen s
hlieÿli
h auf si
h selbst wieder abbildet, so daÿ dasLösungsverhalten für groÿe Zeiten nur dur
h eine einfa
he Skalentransforma-tion bes
hrieben werden kann.Dabei geht man prinzipiell folgendermaÿen vor:Sei zunä
hst S := fu(x; 1) = f(x)ju erfüllt (1.1)g der Bana
h-Raum al-ler Anfangsbedingungen zu (1.1). Dann sei L > 1 und � zunä
hst beliebigaber fest gewählt, und die Abbildungu(x; t) 7! TL(u) := uL(x; t) := L�u(Lx; L2t) (1.3)mit u(x; 1) 2 S de�niert. Die transformierte Lösung uL erfüllt damit diepartielle Di�erentialglei
hung�tuL(x; t) = L2+��tu(Lx; L2t)= L2+��2xu(Lx; L2t) + L2+�F (u; �xu; �2xu)= �2xuL(x; t) + FL(uL; �xuL; �2xuL) (1.4)mit FL(a; b; 
) = L2+�F (L��a; L�1��b; L�2��
) (1.5)Die Renormierungsabbildung R : S �! S wird dur
h (1.3) und (1.4) indu-ziert und ist daher von L, � und F abhängig, R = R(�)L;F = RL;F :(R(�)L;Ff)(x) := uL(x; 1)= L�u(Lx; L2) (1.6)Für die in (1.3) de�nierte Abbildung TL giltTL2 = TL Æ TL (1.7)und somit für t = 1 ebenfallsRL2;F = RL;FL ÆRL;F (1.8)



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 9beziehungsweise allgemeinerRLn;F = RL;Fn�1 ÆRL;Fn�2 Æ : : : ÆRL;F (1.9)Mit der Setzung t = L2n erhält man damit aus (1.6)u(x; t) = t��2 (RLn;Ff)(xt� 12 ) (1.10)= L�n�uLn(xL�n; 1)= u(x; L2n)Nun versu
ht man na
hzuweisen, daÿ ein � existiert, derart daÿ die Abbil-dung (1.6) gegen einen Fixpunkt konvergiert, alsoRLn;Ff �! f � (1.11)FLn �! F � (1.12)gilt, so daÿ RL;F �f � = f � (1.13)erfüllt wird. f � ist dann die Anfangswertfunktion der skaleninvarianten Dif-ferentialglei
hung �tu = �2xu+ F �. Dur
h (1.10) erhält man die Asymptotikdes ursprüngli
hen Problemsu(x; t) � t��2 f �(xt� 12 ); (1.14)wobei die Glei
hheit nur gilt, wenn es ein no 2 N gibt, derart daÿ RLno ;Ff =f � gilt. Weiterhin muÿ dieses Verhalten, wel
hes nur den führenden Termdes Langzeitverhaltens angibt, ni
ht global sein, sondern es ist je na
h Falldie Teilmenge 
 � R zu nennen, auf der dieses Skalenverhalten vorliegt.Mathematis
h wird das dur
h die Wahl einer passenden Norm bes
hrieben,bezügli
h der RLn;Ff konvergieren soll.1.2 Der Gauÿ-Fixpunkt1.2.1 Die FundamentallösungNun soll (1.1) mit F = 0 betra
htet werden, also die ungestörte Wärmelei-tungsglei
hung �tu(x; t) = �2xu(x; t) (1.15)



10 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGmit der integrablen Anfangswertfunktion f(x) = u(x; 1). Na
h einer Fou-rier-Transformation bezügli
h der Ortsvariablen kann man (1.15) s
hreibenals �tû(k; t) = �k2û(k; t) (1.16)mit der Anfangsbedingung f̂(k) = û(k; 1); die allgemeine Lösung hierzu istdann û(k; t) = f̂(k)e�k2(t�1) (1.17)und dur
h Rü
ktransformation erhält man daraus die Fundamentallösungu(x; t) = f(x) � 12p�(t� 1)e� x24(t�1)= 12p�(t� 1) � Z 1�1 f(y)e� (x�y)24(t�1) dy (1.18)= e(t�1)�2x � f(x)wobei f � g das Faltungsprodukt zweier Funktionen bezei
hnet (s. Anhang5.3). Dieses Ergebnis wird dur
h die Renormierungsgruppe mit (1.3) wiefolgt ausgedrü
kt:
Ru(k; t) = Z 1�1 eikx(Ru(x; t))dx= Z 1�1 eikxL�u(Lx; L2t)dx= Z 1�1 eikL�1(Lx)L��1u(Lx; L2t)d(Lx)= L��1û(L�1k; L2t)= ûL(k; t)Für � = 1 und t = 1 ist damit
Rf(k) = ûL(k; 1)= f̂(L�1k)e�k2(1�L�2) (1.19)=: dRof(k)(Rof)(x) = Le(L2�1)�2x � f(Lx) (1.20)



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 11Daraus erkennt man den Gauÿ-Fixpunktf̂ �o (k) = e�k2 (1.21)und es ist f �o (x) = 12p�e�x24die Anfangswertfunktion der skaleninvarianten Lösung mit � = xt� 12u(�t 12 ; t) = 1p4�te� �24= t� 12f �o (�)Unter no
h zu nennenden Voraussetzungen soll gezeigt werden, daÿ diesesasymptotis
he Verhalten au
h für F 6= 0 in (1.1) mögli
h ist. Bezügli
hwel
her Norm die Konvergenz erfolgt und wel
he Bedingungen an F gestelltwerden müssen, soll nun erläutert werden. Bei allen folgenden Abs
hätzungenwerden alle Konstanten mit C bezei
hnet; sind diese beispielsweise no
h vonL abhängig, so wird dies dur
h einen Index gekennzei
hnet, also CL.De�nition:Für Funktionen f mit f̂ 2 C1(R) sei die Sobolew-Normkfk := supk (1 + k4)(jf̂(k)j+ jf̂ 0(k)j) (1.22)de�niert. �Bemerkungen:1. Für ĝ(0) = 0 erhält man mit (1.19)kRogk � CL kgk (1.23)2. Es gelten die Unglei
hungenkfk1 � kfk (1.24)kfk1 � kfk (1.25)



12 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGDas bedeutet, daÿ die Konvergenz bzgl. (1.22) die Konvergenz in den Räu-men L1 und L1 (vgl. Anhang 5.2) impliziert.Beweis:Bemerkung 1:kRogk = supk (1 + k4)(jdRog(k)j+ jdRog0(k)j)= supk (1 + k4)(je�k2(1�L�2)ĝ(L�1k)j+j(1� L�2)(�2k)ĝ(L�1k)e�k2(1�L�2) +e�k2(1�L�2)L�1ĝ0(L�1k)j)= 1L supk (1 + k4)e�k2(1�L�2)(Ljĝ(L�1k)j+j(1� L�2)(�2kL)ĝ(L�1k) + ĝ0(L�1k)j)� 1L supk (1 + k4)e�k2(1�L�2)(jkĝ0(L�1sk)j+j2(1� L�2)k2ĝ0(L�1sk)j+ jĝ0(L�1k)j)= 1L supk (1 + (Lk)4)e�(Lk)2(1�L�2)(jLkĝ0(sk)j+j2(1� L�2)(kL)2ĝ0(sk)j+ jĝ0(k)j)� CL (supk (ĝ0(sk)) + supk (ĝ0(k)))� CL kgk (1.26)wobei aufgrund des Mittelwertsatzesjĝ(L�1k)j � L�1jkjjĝ0(L�1sk)jfür ein s 2 [0; 1℄ benutzt wurde, sowie die Bes
hränktheit des Ausdru
ks(1 + (Lk)4)exp[�(Lk)2(1� L�2)℄(jLkj+ 2jLkj2) � Cfür alle k und alle L > 1.Bemerkung 2: Zunä
hst s
hätzt man mit der Hölder-Unglei
hung (s. 5.2)kg � hk1 � kgk2 � khk2



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 13für g(x) := (1 + jxj)f(x) und h(x) := (1 + jxj)�1 die Unglei
hungenkfk1 � C k(1 + jxj)fk2� C kfk2 + C kxfk2ab, weil khk2 � C ist. Na
h Plan
herel (s. Anhang 5.3) gilt kfk2 = 


f̂


2.Nun ist aber 


f̂


22 = Z 1�1 jf̂(k)j(1 + k4)2(1 + k4)�2dk� C � supk (1 + k4)2jf̂(k)j2� C � kfk2und analog au
h kxfk22 = 



xf(k)


22= 


�kf̂(k)


22� C � kfk2und somit insgesamt (1.24). Für (1.25) weiÿ man, daÿkfk1 � 


f̂


1 � C � kfkerfüllt ist (s. 5.3). �Zur Klassi�zierung der Ni
htlinearitäten werden folgende Vereinbarungen ge-tro�en:De�nition:1. Zu der Ni
htlinearität F : C 3 �! C mit der Gestalt F (a; b; 
) = anabnb
n
de�niert man nun dF := na + 2nb + 3n
 � 3 (1.27)so daÿ für � = 1 FL = L�dFF



14 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGgilt.2. Für eine in 0 analytis
he Funktion F : C 3 �! C sei dF die kleinsteZahl (1.27) all jener Monome der Taylor-Reihe von F in 0 mit ni
htver-s
hwindenden Koe�zienten.3. F heiÿe irrelevant; falls dF > 0marginal; falls dF = 0relevant; falls dF < 0Damit erkennt man, in wel
hen Fällen F unter der Abbildung Ro allmähli
hvers
hwindet oder verstärkt wird. �1.2.2 Der irrelevante FallWir kommen na
h den Vorbereitungen nun zum ersten Resultat dieser Me-thode, dem irrelevanten Fall. Dabei stellt si
h heraus, daÿ si
h die gestörteWärmeleitungsglei
hung unter bestimmten Anfangsbedingungen für groÿeZeiten t wie die Lösung der ungestörten verhält.Satz:Sei F : C 3 �! C analytis
h um 0 , dF > 0 , Æ > 0 fest; dann existiert ein" > 0 , so daÿ, falls kfk < " gilt, das Anfangswertproblem�tu(x; t) = �2xu(x; t) + F (u; �xu; �2xu) (1.28)u(x; 1) = f(x) (1.29)eine eindeutig Lösung besitzt, dielimt!1 t1�Æ 


u(�t 12 ; t)� At� 12 f �o (�)


 = 0 (1.30)mit A = A(f; F ) 2 C erfüllt.Beweis:Der Beweis besteht aus zwei wesentli
hen Teilen, dem Na
hweis der Lösungs-existenz und der Bestimmung der Asymptotik. Begonnen wird mit der



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 15(i) Diskussion der lokalen LösungsexistenzMit der S
hreibweise F (s) = F (u(x; s); �xu(x; s); �2xu(x; s)) und uf = e(t�1)�2xf(vgl. (1.18)) formt man (1.28) um zuu(x; t) = e(t�1)�2xf + Z t�10 dses�2xF (t� s) (1.31)=: uf +N(u) (1.32)Dazu re
hnet man mittelsddt Z b(t)a(t) f(x; t)dx = f(b(t); t)b0(t)� f(a(t); t)a0(t)+ Z b(t)a(t) �tf(x; t)dx(1.31) als Lösung von (1.28) aus�tu = �2xe(t�1)�2xf + e(t�1)�2xF (1) + Z t�10 dses�2x�tF (t� s) ;sowie�2xu = �2xe(t�1)�2xf + Z t�10 ds�2xes�2xF (t� s)= �2xe(t�1)�2xf + Z t�10 ds( ddses�2x)F (t� s)= �2xe(t�1)�2xf + e(t�1)�2xF (1)� F (t)� Z t�10 dses�2x( ddsF (t� s))= �2xe(t�1)�2xf + e(t�1)�2xF (1)� F (t) + Z t�10 dses�2x�tF (t� s)= �tu� F (t)Insgesamt betra
htet man nun den Bana
h-Raum der Funktionen u(x; t)mit t 2 [1; L2℄ und der NormkukL := supt ku(t)k (1.33)



16 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGzusammen mit der AbbildungT (u) := uf +N(u) (1.34)Von dieser wird gezeigt, daÿ sie T : Bf �! Bf mit Bf := fuj ku� ufkL �kfkg erfüllt und zudem kontrahierend ist. Dadur
h existiert na
h dem Ba-na
hs
hen Fixpunktsatz eine eindeutig bestimmte Funktion u�(x; t), wel
heT (u�) = u� (1.35)erfüllt. Wegen (1.34) löst u� dann au
h (1.31).Um kN(u)kL in (1.34) abs
hätzen zu können sei zunä
hst die Taylor-Entwi
kung von F um 0 in der FormF (a; b; 
) = Pn2N3 znanabnb
n
gegeben mit n = (na; nb; n
) 2 N3 , zn 2 C und a = u , b = u0 , 
 = u00 . DieFourier-Transformierte ist dannF̂ (â; b̂; 
̂) = Pn2N3 znâ�na � b̂�nb � 
̂�n
wobei � das Faltungsprodukt bezei
hnet (s. 5.3). Auÿerdem giltj
u(l)(k)j = jkljjû(k)j ; l = 0; 1; 2und für alle k 2 R(1 + k2)jklj � C � (1 + k4) ; l = 0; 1; 2denn für jkj � 1 ist 1 � jkj � k2 undC � (k4 + 1)� k2(k2 + 1) = (C � 1)k4 � k2 + C= (C � 1)(k2 � 12(C � 1))2 � 14(C � 1) + C� 0 mit C � 3=2bei jkj � 1 ist 1 � jkj � k2 undC � (k4 + 1)� (k2 + 1) = C(k2 � 12C )2 � 14C + (C � 1)� 0 mit C � 3=2



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 17Damit ergibt si
h für l = 0; 1; 2j
u(l)(k)j = jklj(1 + k2)(1 + k2)�1jû(k)j� C � (1 + k4)(1 + k2)�1jû(k)j� C(1 + k2) kukL : (1.36)Entspre
hend gilt genausoj�k
u(l)(k)j � C(1 + k2) kukL ; (1.37)denn j�k
u(l)(k)j = j�k(klû(k))j� jlkl�1û(k)j+ jklû0(k)j� C � 1 + k41 + k2 (jû(k)j+ jû0(k)j)� C � (1 + k2)�1 kukLNeben diesen Unglei
hungen brau
ht man no
h die Formel((1 + k2)�1)�m = �m�1 � mm2 + k2 (1.38)wel
he si
h aus d11 + k2 = �e�jxjund aus dem Zusammenhang für Faltungenf̂1 � f̂2 = \f1 � f2 (1.39)



18 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGergibt, hier also((1 + k2)�1)�m = \�me�jmxj= (2�)�1 Z e�ikx�me�jmxjdx= 12�m�1 Z e�ik(x�m)=mm�1e�jx�mjd(x �m)= �m�1m�1\�e�jxj( km)= �m�1m�1(1 + ( km)2)�1= �m�1 mm2 + k2Diese Formeln werden nun benutzt umZ t�10 dse�sk2jâ�na � b̂�nb � 
̂�n
j(k) � CLCm(1 + k4) kukmL (1.40)mit m = na + nb + n
 � 2 (dF = m+ nb + 2n
 � 3 > 0 ist vorausgesetzt) zuzeigen.Aus (1.32) ergibt si
h für ein F (a; b; 
) = anabnb
n
 mit (1.36) und (1.38)j[N(u)j � Z t�10 dse�sk2jâ�na � b̂�nb � 
̂�n
 j(k)� (C � kukL)m � 1� e�(t�1)k2k2 � Z (1 + (k � p1)2)�1 � � � (1 + p2m)�1dp1 : : : dpm= (C � kukL)m � 1� e�(t�1)k2k2 � ((1 + k2)�1)�(m�1)= (C � kukL)m � 1� e�(t�1)k2k2 � �m�2 � m� 1(m� 1)2 + k2� (C 0 � kukL)m � 1� e�(t�1)k2k2 � (1 + k2)�1� CL � (C 0 � kukL)m ;wobei die letzte Abs
hätzung für jkj � 1 wegen1� e�(t�1)k2k2 � (1 + k2)�1 � (k2 + k4)�1� (1 + k4)�1



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 19und für jkj � 1 wegen1� e�(t�1)k2k2 � (1 + k2)�1 � (L2 � 1)(1 + k2)�1� (L2 � 1)(1 + k4)�1gilt ((1� exp[�(t� 1)k2℄)=k2 hat lokales Maximum bei k = 0).Analog bere
hnet man die glei
he Abs
hätzung mittels (1.37) und�k(f̂ � ĝ)(k) = f̂ 0 � ĝ(k)= f̂ � ĝ0(k)für j�k[N(u)jj�k[N(u)j � Z t�10 dsj � 2skje�sk2jâ�na � b̂�nb � 
̂�n
j+ Z t�10 dse�sk2j�k(â�na � b̂�nb � 
̂�n
)j� (C kukL)m � (1 + k2)�1 � 21� (1 + (t� 1)k2)e�(t�1)k2jkj3+ CL(C kukL)m(1 + k4)�1� C 0L(C 0 kukL)m(1 + k4)�1 ;wobei in der letzten Abs
hätzung21� (1 + (t� 1)k2)e�(t�1)k2jkj � CLeingesetzt wird. Insgesamt ist also für den Fall, daÿ F ein Monom ist,kN(u)kL � CL � (C kukL)m :Für ein beliebiges analytis
hes F giltjznj � (CF )mund somit, falls kukL klein genug ist,kN(u)kL � CL;F � kuk2L : (1.41)



20 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGNun war na
h Voraussetzung und (1.18)kufkL � CL kfk� C"(L; F )und somit gilt für u 2 Bf kukL � (CL + 1) kfk ; (1.42)also ist wegen (1.41) kT (u)� ufkL = kN(u)kL� CL;F"(L; F ) ;woraus nun T (Bf ) � Bf folgt.Nun soll no
h die Kontraktion der bes
hriebenen Abbildung gezeigt werden.Dazu beginnt man mitkT (u1)� T (u2)kL = kN(u1)�N(u2)kL= 



Z 10 dq �qN(u2 + q(u1 � u2))



L� Z 10 dq k�qN(u2 + q(u1 � u2))kL (1.43)und re
hnet weiter�qN(u2 + q(u1 � u2)) = Z t�10 dses�2x � �qF (t� s)= Z t�10 dses�2x � [�aF (t� s)(u1 � u2)+ �bF (t� s)�x(u1 � u2) + �
F (t� s)�2x(u1 � u2)℄ :Setzt man die Potenzreihenentwi
klung für F ein, so ergibt si
h an den Stellen�dF mit d = a; b; 
 dieselbe Situation wie in (1.31), allerdings dur
h die



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 21Ableitungen nur no
h mit m � 1. Daher s
hätzt man (1.43) analog ab:kN(u1)�N(u2)kL � Z t�10 dses�2x � k�aF (t� s)(u1 � u2)kL+ Z t�10 dses�2x � k�bF (t� s)�x(u1 � u2)kL+ Z t�10 dses�2x � 

�
F (t� s)�2x(u1 � u2)

L� 3CL;F ku2 + q(u1 � u2)kL ku1 � u2kL� 3CL;F ((1� q) ku2kL + q ku1kL) ku1 � u2kL� 3CL;F (ku2kL + ku1kL) ku1 � u2kL (1.44)Das zeigt wegen (1.43) die Kontraktion der Abbildung T (u).Insgesamt existiert also für kfk � "(L; F ) eine eindeutige Lösung u� 2 Bf ,die (1.35) erfüllt und damit zum Zeitpunkt t = L2 au
h (1.28).Wir können die Lösung von (1.31) mit u� = u also in der Formu(x; L2) = uf(x; L2) +N(u)= e(L2�1)�2xf(x) +N(u) (1.45)mit kN(u)k = kT (u)� ufk � CF;L kfk2 (1.46)s
hreiben, denn kT (u)� ufk � kT (u)� ufkL= kN(u)kL� CF;L kuk2L� ĈF;L kfk2 :Zur Vereinfa
hung benutzen wir nunN(u) =: v (1.47)(ii) Wir kommen zum 2: Teil des Beweises, in wel
hem die Asymptotikdur
h Iteration einer Renormierungsabbildung bere
hnet wird. Dazu wird



22 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGdie Startwertfunktion als ein gestörter Gauÿ-Fixpunkt ges
hrieben:f(x) = Aof �o (x) + go(x) (1.48)Ao := f̂(0) (1.49)= Z 1�1 f(x)dxf̂ �o (0) = 1ĝo(0) = 0Die letzte Bedingung erlaubt es die Kontraktionseigens
haft (1.23) von Roauf den Störterm go anzuwenden. Zunä
hst ergibt si
h aus (1.48)kgok = 


f � f̂(0)f �o


� kfk+ jf̂(0)j � kf �o k� C � kfk : (1.50)Die zu betra
htende Abbildung ist mit (1.20) und (1.47)Rf(x) = Lu(Lx; L2)= Luf(Lx; L2) + Lv(Lx)= Le(L2�1)�2xf(Lx) + Lv(Lx)= (Rof)(x) + Lv(Lx)= (Ro(Aof �o + go)) (x) + Lv(Lx)= (Ao + v̂(0)) f �o � v̂(0)f �o +Rogo + Lv(Lx):= A1f �o � v̂(0)f �o +Rogo + Lv(Lx):= A1f �o + g1mit A1 := Ao + v̂(0) (1.51)g1 := Rogo + Lv(Lx)� v̂(0)f �o (1.52)Somit ergibt si
h wiederĝ1(0) = [Rogo(0) + v̂(0)� v̂(0) � 1= 0 :



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 23Auÿerdem kann man mit (1.46) die Unglei
hungenjA1 � Aoj = jv̂(0)j� kvk� CL;F kfk2 (1.53)und kLv(Lx)� v̂(0)f �o (x)k � L kv(Lx)k+ jv̂(0)j kf �o k� L4 kvk+ jv̂(0)j kf �o k� L4CL;F kfk2herleiten. Insgesamt erhält man damitkg1k � CL�1 kgok+ L4CL;F kfk2� ĈL�1 kfk+ L4CL;F kfk2� L�(1�Æ) kfk ; (1.54)wobei kfkCL;F � CL�5 für groÿe und in Abhängigkeit von Æ < 1 gewählteL gelten soll.Diese Prozedur läÿt si
h iterieren. Zu diesem Zwe
k wirdfn := RLn;Ff= Anf �o + gn (1.55)An := An�1 + v̂n�1(0) (1.56)gn := Rogn�1 + Lvn�1(L�)� v̂n�1(0)f �o (1.57)gesetzt (vo = v). Zu zeigen ist, daÿ immer no
hjAnj � (C � L�n) kfk (1.58)kgnk � CL�(1�Æ)n kfk (1.59)gilt, woraus kfnk � C kfk (1.60)folgt. Die Glei
hungen (1.58) und (1.59) lassen si
h dur
h Induktion zeigen,wobei die Fälle n = 0; 1 s
hon na
hgere
hnet wurden (vgl. (1.53) und (1.54)).



24 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGDur
h Wiederholung der Abs
hätzungen für FLn aus dem ersten Teil desBeweises entsteht statt CF der Term CF �L�ndF , denn jedes Monom von FLnhat die Form Ln(3�i�2j�3k)aibj
k (vgl. (1.4)) und somit gilt na
h (1.27):Ln(3�i�2j�3k)jaibj
kj| {z }Monom aus FLn � L�ndF jaibj
kj| {z }Monom aus L�ndF �F :S
hlieÿli
h also kvnk � CL;FL�ndF kfnk2� CL;FL�ndF kfk2und damit jAn+1 � Anj = jv̂n(0)j� kvnk� CL;FL�ndF kfk2wieder mit kfkCL;F � CL�5 (s. Bem. zu (1.54)).Ebenso ist dannkgn+1k � CL�1 kgnk+ kLvn(Lx)k+ jv̂n(0)j kf �o k� CL�1 kgnk+ L4 kvnk+ C kvnk� CL�1 kgnk+ CL;FL4L�ndF kfnk2 :Insgesamt bekommt man nun unter der Induktionsvoraussetzung, daÿ dieFormeln für beliebiges festes n gelten (dF � 1) mit genügend groÿem L:jAn+1j � jAnj+ jAn+1 � Anj� (C � L�n) kfk+ CL;FL4L�ndF kfk2� (C � L�n) kfk+ L�(n+1) kfk2� (C � L�(n+1)) kfkund für gn+1 :kgn+1k � ĈL�1CL�(1�Æ)n kfk+ CL;FL4L�ndF kfk2� C 0L�(n+1)LÆn kfk+ L�(n+1) kfk� CL�(1�Æ)(n+1) kfk :



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 25Das zeigt die Unglei
hungen (1.58) und (1.59).Zusammenfassend gilt damitAn �! AjAn � Aj � CL�ndF kfk ;denn es ist für n > m � 1jAn � Amj � m+1Xk=n jAk � Ak�1j� CL;F kfk2 m+1Xk=n L�kdF= CL;F kfk2 L�(m+1)dF n�(m+1)Xk=0 L�kdF� CL;FL�mdF kfk2und somit An eine Cau
hy-Folge, die wegenjA� Amj � CL;FL�mdF kfk2gegen A konvergiert. Insbesondere giltjA� Aoj = jA� f̂(0)j� CL;F kfk2 :Abs
hlieÿend läÿt si
h nun au
h die behauptete Asymptotik für die Zeit-punkte t = L2n bere
hnen:u(�t 12 ; t) = t��2 (RLn;Ff)(�)= t��2 (Anf �o + gn)(�)mit � = 1


u(�t 12 ; t)� At� 12 f �o (�)


 = t� 12 k(Anf �o + gn � Af �o )(�)k� t� 12 [jAn � Aj kf �o k+ kgnk℄� L�n(CL�ndF kf �o k+ ĈL�(1�Æ)n) kfk� C 0L�2n+Æn kfk= C 0t�1+ 12 Æ kfk :



26 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGNun ändert si
h an den oben genannten Abs
hätzungen ni
hts, wenn mandie Ersetzung L2 7! (�L)2 für � 2 [1;pL) vornimmt. Damit ist für alleZeitpunkte t � 1 die Behauptung gezeigt. �1.2.3 Der marginale FallHier wird das Langzeitverhalten zu dF = 0 untersu
ht. Die Ni
htlinearitätenaus (1.1) sollen die FormF = �u3 +G(u; �xu; �2xu) (1.61)oder F = �x(u2) +H(u; �xu; �2xu) (1.62)mit dG; dH � 1 haben, das heiÿt die Taylor-Entwi
klungen um 0 von Gund H starten mit einem Grad � 4. Ohne diese Voraussetzung muÿ erst dieSystemzeit betra
htet werden, in wel
her G den Term �u3 bzw. H den Term�x(u2) dominiert. Behandelt wird hier nur der Fall (1.61) und ni
ht (1.62),wel
her auf die als Burger-Glei
hung bekannte Di�erentialglei
hung führt.Näheres dazu �ndet man aber au
h bei [Bri
93/II℄.Mit einer Ersetzung u 7! �u := �1=2u, so daÿ b�u(k = 0; t = 1) = 1 gilt,gelangt man zur Di�erentialglei
hung�t�u = �2x�u� ��u3 +G�(�u; �x�u; �2x�u) (1.63)für �u, wobei G�(a; b; 
) := �� 12G(� 12a; � 12 b; � 12 
) (1.64)gilt und die Startwertfunktion ges
hrieben wird als�u(x; 1) = f(x):= f �o (x) + g(x) (1.65)ĝ(0) = 0 : (1.66)Das Hauptresultat im marginalen Fall lautet damit:



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 27Satz:Für alle Æ > 0 existieren �o; " > 0, so daÿ für alle 0 < � � �o und kgk � " dasAnfangswertproblem (1.63)-(1.66) mit irrelevantemG eine eindeutige Lösungbesitzt, für dielimt!1 t 12 (log t)1�Æ 



�u(�t 12 ; t)� (�t log t2p3� )� 12 f �o (�)



 = 0 (1.67)gilt.Beweis:Erst einmal sei festgestellt, daÿ im Verglei
h zum irrelevanten Fall 1.2.2 diehier getro�ene Aussage deutli
h s
hwä
her ist: einerseits muÿ die Startbedin-gung f(x) s
hon so gewählt werden, daÿ sie wenig vom Gauÿ-Fixpunkt f �oabwei
ht und andererseits erfolgt die Konvergenz wegen (log t)1�Æ s
hwä
herals zuvor. Insofern ist dieses Ergebnis eher als Stabilitätsaussage über denGauÿ-Fixpunkt bei sol
hen marginalen Fällen zu verstehen. Weiterhin be-sagt der Satz, daÿ ein marginaler Term zwar auftreten darf, dessen Kopplung� aber umso kleiner sein soll, je gröÿer das Integral der Startbedingung ist.Aus dem Beweis wird ersi
htli
h, daÿ � klein gewählt werden muÿ, damit dieAbs
hätzungen gelingen.Im Folgenden wird wieder u statt �u ges
hrieben. Die Beweisführung folgtjener aus dem irrelevanten Fall, ebenso sind die Normnotationen wie in 1.2.2zu verstehen:(I) Beweis der lokalen LösungsexistenzZuerst verwandelt man die Di�erentialglei
hung (1.63) wieder in eine Inte-gralglei
hung u(x; t) = e(t�1)�2xf +N�(u)= uf � �N3(u) +NG(u) (1.68)mit N3(u) := Z t�10 dses�2x[u(t� s)℄3 (1.69)NG(u) := Z t�10 dses�2xG�(t� s) (1.70)



28 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGund versu
ht erneut die Voraussetzungen des Bana
hs
hen Fixpunktsatzesfür die Abbildung u 7�! T�(u) := uf +N�(u)auf der Menge Bf := fuj ku� ufkL � kfkgna
hzuweisen, also T�(Bf ) � Bf und kT�(a)� T�(b)k � C ka� bk.Im weiteren Verlauf bezei
hnen KL, KL;G, �CL, �CL;G und C(i)L , C(ii)L , C(iii)L festgewählte Gröÿen.In diesem Fall gilt kfk � 1, so daÿ der Parameter � in den folgenden Nor-mabs
hätzungen für beliebig kleine Gröÿen sorgen wird. Wie im irrelevantenFall hat man hier die Fourier-Transformierte der Potenzreihenentwi
klungvon N�(u) um 0 zu betra
hten:N̂�(a; b; 
) = � Z t�10 dses�2x  �û�3 +Xn2N zn�mG�32 â�na � b̂�nb � 
̂�n
!wobei na
h Voraussetzung mG = na + nb + n
 � 4 sein soll.Nun ist u 2 Bf und kufkL � CL kfk, also ist kukL � (CL + 1) kfk := KL.Na
h Voraussetzung ist KL > 1.Nun gilt mit � < K�2LkN�(u)kL � � kN3(u)kL + kNG(u)kL (1.71)� �CL� kuk3L + �CL;G� 32 kuk4L (1.72)� ( �CL + �CL;G� 12KL)K3L� (1.73)� KL;G� : (1.74)Wegen T�(u)� uf = N�(u) ergibt si
h für�o := �(L;G) < K�1L;G := �( �CL + �CL;G)K3L��1 (1.75)die Inklusion T�(Bf) � Bf . Die analoge Glei
hung aus dem irrelevanten Fallist (1.41), in der kukL � CL;F" den glei
hen S
hluÿ zulieÿ.



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 29Au
h zum Na
hweis der Kontraktionseigens
haft benutzt man die Umfor-mungen aus dem vorangegangenen Abs
hnitt (vgl. (1.43) und (1.44)) für dieAusdrü
ke N3(u) und NG(u), so daÿ für � � �o gilt:kT�(u1)� T�(u2)kL = kN�(u1)�N�(u2)kL� � kN3(u1)�N3(u2)kL + kNG(u1)�NG(u2)kL� CL� ku1 + u2k2L ku1 � u2kL+ ~CL;G� 32 ku1 + u2k3L ku1 � u2kL� CL;G� ku1 � u2kL : (1.76)Damit sind insgesamt die zur Anwendbarkeit des Bana
hs
hen Fixpunkt-satzes nötigen Voraussetzungen ges
ha�en, woraus wegen T�(u�) = u� wiederdie eindeutige Lösungsexistenz u� zum Zeitpunkt t = L2 folgt.Analog zu (1.46) und (1.45) s
hreibt man die gefundene Lösung alsu(x; L2) = e(L2�1)�2xf(x) + v= uf(x; L2) +N�(u) (1.77)mit kvk = kT�(u)� ufk = kN�(u)k � KL;G� : (1.78)Dies ist s
hlieÿli
h der Ausgangspunkt für die RenormierungstransformationRf(x) = Lu(x; L2)= (Rof)(x) + Lv(Lx) :(II) Jetzt gelangt man zur Iteration der Renormierungsabbildung um dieasymptotis
he Lösung zu erhalten. Zunä
hst werden ein paar Hilfsgröÿeneingeführt.1. u�A bezei
hne die Lösung von (1.63) mit u�A(x; 1) = Af �o (x) und G� = 0,also u�A = Ae(t�1)�2xf �o � �N3(u�A) (1.79)2. uA bezei
hne die Lösung von (1.63) mit uA(x; 1) = Af �o + g, alsouA = e(t�1)�2x [Af �o + g℄� �N3(uA) +NG(uA) (1.80)



30 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGZwar war dur
h vorherige Skalierung (vgl. Def. von �) A = 1 gesetzt worden,do
h die folgenden Re
hnungen gelingen au
h für A � 1.Man hat nun zu zeigen, daÿ uA ! u�A und u�A(�t 12 ; t) ! C�(t log t)� 12f �o (�)für groÿe t erfüllt wird, denn dies bedeutet:der Anfangswert von u�A darf dur
h g lei
ht gestört werden und trotz irre-levanter Störungen der Dynamik dur
h NG wird allmähli
h die Lösung u�Aangenommen, wel
he si
h in der angegebenen Weise in die skalierte Gauÿ-Funktion f �o entwi
kelt, wenn � nur klein genug ist. Tatsä
hli
h �nden diesebeiden Prozesse natürli
h glei
hzeitig statt, allerdings vers
hwinden die ir-relevanten Terme s
hneller als die Konvergenz in den Fixpunkt erfolgt. Indieser Reihenfolge verläuft au
h das weitere Vorgehen.Sei also kgk � " und � � �o. Dann gilt:kN3(uA)�N3(u�A)kL = 1� kuA �NG(uA)� u�A � RogkL (1.81)� CL(A2 kgk+ kgk3) + CL;G� 32 (1.82)Um dieses Hilfsmittel zu zeigen geht man folgendermaÿen vor, wobei eineBestimmungsglei
hung für " entsteht und einige Konstanten gekennzei
hnetsind:(i) kN3(uA)�N3(u�A)kL � Z 10 dq k�qN3(uA + q(u�A � uA))kL� Z 10 dqC(i)L kuA + q(u�A � uA)k2L ku�A � uAkL� C(i)L (kuAkL + ku�AkL)2 kuA � u�AkL (1.83)ganz analog zu (1.76) mitk��uN3(�u)kL = 



Z t�10 dses�2x[3�u2℄



L� CL k�uk2L :(ii) Auÿerdem gilt mit (1.74), (1.79) und (1.80)kuA � u�AkL � 


e(t�1)�2xg


L + kNG(uA)kL + � kN3(uA)�N3(u�A)kL� C(ii)L kgk+ CL;G� 32 + � kN3(uA)�N3(u�A)kL (1.84)



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 31(iii) Da uA 2 Bf bzw. u�A 2 Bf die Glei
hung (1.80) bzw. (1.79) erfüllen,s
hätzt man problemlosku�AkL � 


Ae(t�1)�2xf �o 


L + � kN3(u�A)kL� C(iii)L jAj (1.85)und ebenso kuAkL � C(iii)L (jAj+ kgk) (1.86)ab (vgl. (1.42)).Insgesamt erhält man daraus nunkN3(uA)�N3(u�A)kL � C(i)L (kuAkL + ku�AkL)2 kuA � u�AkL� C(i)L [C(iii)L jAj+ C(iii)L (jAj+ kgk)℄2 kuA � u�AkL� C(i)L �C(iii)L �2 [jAj+ kgk℄2 �[C(ii)L kgk+ CL;G� 32 + � kN3(uA)�N3(u�A)kL℄Zum Umstellen brau
ht manC(i)L �C(iii)L �2 [jAj+ kgk℄2 � ĈL(A2 + kgk2)C(i)L �C(iii)L �2 [jAj+ kgk℄2CL;G� 32 � ĈL;G� 32C(i)L �C(iii)L �2 [jAj+ kgk℄2� < 1Bei den ersten beiden Unglei
hungen wird nur gegen eine neue Konstanteabges
hätzt. Für die letzte Abs
hätzung wird��1o > C(i)L �C(iii)L �2 [jAj+ kgk℄2gefordert. Das bedeutet für die Wahl von ":"(L;G) <vuut( �CL + �CL;G)K3LC(i)L �C(iii)L �2 � 1 (1.87)



32 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGDabei liegt C(i)L �C(iii)L �2 in der Ordnung O(K3L). Wi
htig hieran ist, daÿman �o und "(L;G) nur in Abhängigkeit von L und G klein wählen kann.Daraus ergibt si
h endli
h (1.82):kN3(uA)�N3(u�A)kL � (1� C(i)L �C(iii)L �2 [jAj+ kgk℄2�)�1 �[ĈL(A2 + kgk2)C(ii)L kgk+ ĈL;G� 32 ℄� CL(A2 kgk+ kgk3) + CL;G� 32 :Man kennt damit nun die Abwei
hung der u3�Integralterme, wel
he si
hzum gestörten und ungestörten Anfangswert ergeben, in Abhängigkeit vonder Störung g. Die spätere Iteration der Renormierungsabbildung daraufwird dann den CL;G��Ausdru
k in der Abs
hätzung verni
hten, weil G irre-levant ist. Zu betra
hten ist dann no
h das Verhalten der Lösung u�A.Um den Gauÿ-Fixpunkt aus der Lösung u�A zu extrahieren wird nun derUnters
hied der Lösung u�A und u�Af := Rof �o im u3�Anteil der PDGl zurZeit t = L2 untersu
ht, also N3(u�A)� A3N3(u�Af ).Sei dazu v�(x) := Z L2�10 dses�2x[e(L2�1�s)�2xf �o (x)℄3= Z L2�10 dses�2x[u�Af (x)℄3 (1.88)= N3(u�Af )(x; L2)de�niert, die freie Lösung zum ungestörten Angangswert im u3�Integraltermzur Zeit t = L2. WegenkN3(u�A)kL � CL ku�Ak3L � CLjAj3gilt für jAj � 1 au
h

N3(u�A)(x; L2)� A3v�(x)

L � CL�jAj5 : (1.89)



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 33Die Abwei
hung ist also von der Ordnung � � �o. Das erkennt man mittels(1.79) aus

N3(u�A)(x; L2)� A3v�(x)

 = 




Z L2�10 dses�2xf�Ae(L2�1�s)�2xf �o (x)��N3(u�A)(x; L2 � s)�3� �Ae(L2�1�s)�2xf �o (x)�3g



� Z L2�10 


3Ae(L2�1�s)�2xf �o (x) ��N3(u�A)(x; L2 � s)�2� 3�Ae(L2�1�s)�2xf �o (x)�2 �N3(u�A)(x; L2 � s)� ��N3(u�A)(x; L2 � s)�3


� CL�jAj2 kN3(u�A)kL+ �CL�2jAj 

N23 (u�A)

L + ~CL�3 

N33 (u�A)

L� CL�jAj5(1 + �jAj2 + �2jAj4)� CL�jAj5 :Diese Vorbereitungen, nämli
h (1.82) und (1.89), motivieren jetzt die folgen-de S
hreibweise der Störung in (1.77)v = N�(uA) = ��A3N3(u�Af ) + w = ��A3v� + w (1.90)so daÿ eben kwk � CL;G�(kgk+ � 12 ) (1.91)gilt, das heiÿt, man ste
kt nun alle Abwei
hungen in den w�Term. Dadur
hwird deutli
h, daÿ der Term ��A3N3(u�Af ) konserviert werden soll und eineStörung dessen, falls � und g klein genug sind, vers
hwindet. Mithin muÿaus ihm dann der zeitli
he Abfall, mit wel
hem u�A konvergiert, folgen. (1.91)erre
hnet si
h mit Hilfe der vorangegangenen Abs
hätzungen (1.82), (1.89)



34 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGund (1.74) auskwk = 

N�(uA) + �A3v�

= 

��N3(uA) +NG(uA) + �A3v�

� kNG(uA)k+ � 

A3v� �N3(u�A)(x; L2)

+ � 

N3(u�A)(x; L2)�N3(uA)

� CL;G� 32 + CL�2jAj5 + � kN3(u�A)�N3(uA)kL� CL;G� 32 + CL�2jAj5 + ~CL�(kgk+ kgk3) + ~CL;G� 52� CL;G�(kgk+ � 12 )Nun kann s
hlieÿli
h mit (1.88), (1.89), (1.90) und (1.91) die Iteration derSkalierungsabbildung betra
htet werden um zu zeigen, daÿ die vorherigenAbs
hätzungen si
h für groÿe L vers
härfen.Erneut wird mit f1(x) := Rf(x) (1.92)= A1f �o (x) + g1(x) (1.93)A1 := Ao + v̂(0) (1.94)= 1 + v̂(0) (1.95)g1(x) = Rog(x) + Lv(Lx)� v̂(0)f �o (x) (1.96)begonnen ganz analog zu 1.2.2, so daÿ ĝ1(0) = 0 gilt (Ao = A = 1). ZurVerkürzung sei � := v̂�(0).Mit (1.91) gilt jŵ(0)j = jA1 � Ao + ��j= jv̂(0) + ��j� kwk� CL;G�(kgk+ � 12 )und mit der Kontraktionseigens
haft von Ro auf g (s. (1.23))kg1k � kRogk+ kLv(L�)k+ kv̂(0)f �o k� CL�1 kgk+ L4 kvk+ C 0� CL�1 kgk+ CL;G�



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 35Die analoge Glei
hung im Beweis zuvor ist (1.54).Die Iterationsvors
hrift lautet jetzt genau wie zuvor im irrelevanten Fallfn(x) := RLn;Ff(x) (1.97)= Lnu(Lnx; L2n) (1.98)= Anf �o (x) + gn(x) (1.99)An := An�1 + v̂n�1(0) (1.100)gn(x) := Rogn�1(x) + Lvn�1(Lx)� v̂n�1(0)f �o (x) (1.101)wieder mit ĝn(0) = 0, also An = f̂n(0). Hierbei ist nunvn = N�(RLn;Ff) = ��A3nN3(u�Af ) + wn = ��A3nv� + wn (1.102)zu betra
hten (s. (1.90)), weil RLn;Ff �o = Rof �o = u�Af und damit v� invariantist.Zu zeigen bleibt nun, daÿ für n!1gn ! 0 (1.103)An = p2�p3p� � 2n logL +O( 1n) (1.104)gilt, weil somit die Störungen von Anf �o vers
hwinden und An mit der Setzungt = L2n, also log t = 2n logL gerade die behauptete Asymptotik bes
hreibt.Wir werden feststellen, daÿ der G�Term mit jedem Iterationss
hritt minde-stens dur
h einen Faktor L�dG reduziert wird, was die 2. Abs
hätzung in(1.74) und die Unglei
hung (1.82) verbessert. Dies entspri
ht der Te
hnik in1.2.2.Der Unters
hied zum irrelevanten Teil wird dur
h An ! 0 für n!1 verur-sa
ht, was zeigt, daÿ die Skalierung t 12u(�t 12 ; t) no
h ni
ht auf eine stationäreLösung führt. Es liegt deshalb nahe, die dur
h den w�Term eingebra
htenKorrekturen von An in (1.102) während der Iteration zu verfolgen. Dieseliegen wegen (1.89) in der Ordnung A5.Zuerst s
hätzt man mit (1.74), (1.82) und (1.89)



36 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGkwnk = 

vn + �A3nv�

= 

��N3(uAn) +NGLn (uAn) + �A3nv�

� 

��N3(uAn) + �A3nv�

 + kNGLn (uAn)k� � 

�N3(u�An) + A3nv�

+ � 

N3(u�An) +N3(uAn)

 + CL;GL�ndG� 32� CL�2jAnj5 + ~CL�(A2n kgnk+ kgnk3) + �L�ndG ~CL;G� 32 + CL;GL�ndG� 32� CL;G�[A2n kgnk+ kgnk3 + �jAnj5 + � 12L�ndG ℄ab und damit au
hjAn+1 � An| {z }v̂n(0) +��A3nj = jŵn(0)j� kwnk� CL;G�[A2n kgnk+ kgnk3 + �jAnj5 + � 12L�ndG ℄Nun ist v̂�(0) = � > 0 (s. Beweiss
hluÿ), alsokgn+1k � kRognk+ kLvn(L�)k+ kv̂(0)f �o k� CL�1 kgnk+ L4 kvnk+ C�� CL�1 kgnk+ L4� 

A3nv�

 + L4 kwnk+ C�� C 0L�1 kgnk+ L4�CL;G(jAnj3 + kgnk3 + �jAnj5 + � 12L�dG)mit CL;G�A2n � L�1 für kleines �.Die Iteration von An und gn (s. [Bri
93/II℄) führt aufA2n = (2��n+ bn)�1kgnk � CL;Gn� 32mit jbn+1 � bnj � CL;Gn� 12 :Der Induktionsanfang dazu wurde oben s
hon na
hgere
hnet.Aus der Di�erenzenglei
hung für bn ergibt si
h dannjbnj � CL;Gpn



1.2. DER GAUß-FIXPUNKT 37Damit ist das behauptete Verhalten der gn� und An� Folge na
hgewiesen,denn nun ist An =r 12��n + (2��n)� 32 bn + : : :S
hieÿli
h bleibt no
h die Bere
hnung von � = v̂�(0) um aus An die Asym-ptotik bestimmen zu können:v̂�(k) = 14�2 Z L2�10 dse�sk2[ \e(L2�1�s)�2xf �o| {z }e�(L2�s)k2 ℄�3 :
Damit ist dann� = 14�2 Z L2�10 ds ZR2 e�(L2�s)(p2+(p�q)2+q2)dpdq= 14�2 Z L2�10 ds ZRr �2(L2 � s)e� 32 (L2�s)q2dq= 14�2 Z L2�10 ds �p3(L2 � s)= 14�p3[� log jL2 � sj℄L2�10= logL2p3� :Benutzt man wieder t = L2n bzw. log t = 2n logL, so folgt die Behauptunganalog zum irrelevanten Fall (s. Bemerkungen zu (1.97), (1.103) und (1.104)).Ebenso ändert si
h ni
hts, wenn man die Ersetzung L2 7! (�L)2 wieder mit



38 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNG� 2 [1; L2) vornimmt. Für genügend groÿes n ist also wieder





u(�t 12 ; t)�s 2�p3� log t t� 12f �o (�)





 = t� 12 




(Anf �o + gn � p2�p3p� log t f �o )(�)




� t� 12 [jAn � p2�p3p� log t j kf �o k+ kgnk℄� L�n(C 1n kf �o k+ ĈL;Gn� 32 )� C 0L�n 1n kfk� C 0t� 12 (log t)Ælog t kfk ;wobei 1n log t = 2 logL � (2n)Æ(logL)Æ = (log t)Æ mit Æ > 0 und für n �(2 lnL) 1Æ�1 in der letzten Abs
hätzung benutzt wurde. �Wie man sieht muÿ für den marginalen Fall 1.2.3, obwohl die Aussage s
hwä-
her ist, unglei
h mehr Aufwand getrieben werden, als für den irrelevantenFall 1.2.2. Aussagen über die Glei
hung�tu = �2xu+ �ujujp�1für 3 > p > 1 , � = �1 oder p � 3 und andere �ndet man in [Bri
93/I℄ und[Bri
94℄.



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 391.3 Ni
ht-Gauÿ-FixpunkteIn diesem Abs
hnitt werden asymptotis
he Lösungen von sol
hen Anfangs-wertproblemen der Glei
hung (1.1) bespro
hen, für die limjxj!1u(x; 1) 6= 0 nunzugelassen ist. Zwis
hen diesen Startwerten bildet si
h in den hier betra
h-teten Fällen dann eine stabile Frontlösung aus. Die Bes
hränkung auf eineräumli
he Dimension ist hier wi
htiger als zuvor (s. [Bri
93/II℄).Betra
htet wird mit einer analytis
hen Funktion a(u; �xu) das folgende Dif-ferentialglei
hungssystem für eine Funktion u(x; t):�tu = �x((1 + a(u; �xu))�xu) (1.105)= �xa(u; �xu)�xu+ �2xu(1 + a(u; �xu))= �2xu+ �ua(u; �xu)(�xu)2 + �(�xu)a(u; �xu)�2xu�xu+ �2xu � a(u; �xu)u(x; 1) = �(x) (1.106)limx!�1�(x) =: u� (1.107)In der S
hreibweise von (1.1) ist alsoF (u; �xu; �2xu) = �ua � (�xu)2 + �(�xu)a � �2xu�xu+ �2xu � aGilt für diese a(0; 0) = 0 , so wird F irrelevant und die Konstanten u(x; t) = 
sind Lösungen von (1.105)-(1.107). Einen physikalis
hen Grund diese Art vonGlei
hungen zu betra
hten gibt es no
h ni
ht. Wie zuvor wird au
h von derGauÿ-Lösung des ungestörten Problems, das heiÿt zu a = 0, ausgegangenund gezeigt, daÿ die Lösungen von (1.105)-(1.107) zu a 6= 0 unter bestimm-ten Voraussetzungen an die Anfangswerte, wieder dasselbe Skalenverhaltenfür groÿe Zeiten t besitzen, wie die Lösung zu a = 0.(I) Zunä
hst sei also der triviale Fall a = 0 betra
htet:Das Problem (1.105)-(1.107) ist mittels Gauÿ-Faltung exakt lösbar. Manerhält, wenn statt x glei
h die skalierte Form �pt ges
hrieben wird, um den



40 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGGrenzprozeÿ t!1 übersi
htli
her dur
hführen zu können,u(�pt; t+ 1) = 12p� Z e� (y��)24 �(ypt)dy= 12p�fZ 10 e� (�y��)24 �(�ypt)dy+ Z 10 e� (y��)24 �(ypt)dygt!1�! 12p�fu� Z 10 e� (�y��)24 dy+ u+ Z 10 e� (y��)24 dyg= 12p�f�u� Z �1�� e� y24 dy + u+ Z 1�� e� y24 dyg= u� + (u+ � u�)e(�):= ��o(�) (1.108)wobei e(�) := 12p� Z ��1 e� y24 dydie bekannte Fehlerfunktion ist. Wie zuvor au
h wird ��o �Gauÿ�-Fixpunktzum u��Anfangswertproblem genannt, denn er ist ein Fixpunkt der Trans-formation RL�(x) = u(Lx; L2) (1.109)u(x; L2) = �(x) (1.110)(s. Anhang 5.4); im Verglei
h mit (1.6), ist zu bea
hten, daÿ hier nun � = 0gesetzt ist.Bemerkungen:1. Die Anfangsbedingungen sind im allgemeinen ni
ht dur
h ihr Integral nor-mierbar und ebenso kann ni
ht davon ausgegangen werden, daÿ u(x; t) ! 0für t ! 1 (lokal) erfüllt wird. Wir werden in den folgenden Kapiteln no
hsehen, daÿ auf den Mengen N := fx 2 R j u(x; t ! 1) ! 0g für Probleme



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 41der Art (1.105)-(1.107) zu anderem F , die Lösungen u(x; t) ein anderes Ska-lenverhalten haben können, als hier gezeigt wird. Hingegen kann man aufBerei
hen x =2 N die im folgenden diskutierte Skalierung u(�t 12 ; t) = f �(�)�nden.2. Die Stabilität des trivialen Fixpunktes ��o ist einfa
h zu untersu
hen.Dazu stört man ��o dur
h ein f und s
hreibt die Anfangswertfunktion� = ��o + f (1.111)f(�1) = 0 (1.112)wobei si
h herausstellt, daÿ ein Problem�tv = �2xvv(x; 1) = f(x)zu lösen ist. Dies aber ist ein Fall aus dem Abs
hnitt 1.2.2 und deshalb kannman u(x; t) � ��o( xpt) + f̂(0)pt f �o ( xpt) +O(tÆ�1)erwarten. Letztli
h soll analog zu diesem Ergebnis ein weiteres Resultatdieser Form für (1.105)-(1.107) mit a 6= 0 gezeigt werden, jedo
h mit demUnters
hied, daÿ ��o und f �o dann ni
ht die Gauÿ-Fixpunkte darstellen. �(II) Bevor ein sol
her Satz zum Fall a 6= 0 formuliert wird, soll eine Be-weisskizze vorangestellt werden:De�niert man die GröÿenuL(x; t) := u(Lx; L2t)aL(u; �xu) := a(u; L�1�xu) ;so erfüllt uL (1.105) mit aL(u; �xu) statt a(u; �xu). Zu �nden ist ein Fixpunktder Transformation (1.109) und (1.110), wel
her die Glei
hung (1.105) mitL!1 erfüllt, also �tu = �x ((1 + a�(u))�xu) (1.113)u(x; 1) = ��(x) (1.114)



42 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGmit ��(�1) = u� und a�(u) = a(u; 0).Aufgrund der Skalentransformation wird der Ansatzu(x; t) = ��( xpt) (1.115)gewählt um na
h einer skaleninvarianten Lösung von (1.113) zu su
hen.In der S
hreibweise � = x=pt und � := �� gilt�xu(x; t) = 1pt���(�) (1.116)�tu(x; t) = �( x2t3=2 )���(�) (1.117)und daher �((1 + a�(��))���) + 12���� = 0 : (1.118)Dies ist dann die zugehörige Fixpunktglei
hung, für wel
he deren Lösungsexi-stenz und Eindeutigkeit erst no
h untersu
ht werden müssen. Da man na
hLösungen su
ht, die vom Gauÿ-Fixpunkt ��o aus (1.108) abwei
hen, wird einLösungsansatz der Form �� = ��o +  (1.119) (�1) = 0 (1.120)gema
ht, ganz analog zu (1.111). Es gilt also (�t � �2x)��o = 0.Für  ergibt si
h so die Glei
hungA := �� � 12�� (1.121)A��o = 0A = � (a�(��)���)= �a�(��)��� + a�(��)�2�� : (1.122)Zur Vereinfa
hung soll die S
hreibweise o = � (a�(��o)���o)gelten. Damit ist das ursprüngli
he Problem auf  vers
hoben: Existenz undEindeutigkeit der Lösung von (1.122) müssen untersu
ht werden. Es zeigt



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 43si
h, daÿ diese zwar eindeutig existiert, jedo
h ni
ht angegeben werden kann.Weil aber diese Lösung dur
h eine (no
h zu de�nierende) Norm abges
hätztwerden kann, ist sie trotzdem verwendbar um das behauptete Skalenverhaltenzu zeigen.De�nition:Für eine Funktion  2 CN (Raum der N�fa
h stetig di�erenzierbaren Funk-tionen) sei k kN := max0�m�N supx j�m (x)jex28 (1.123)de�niert.Die Fixpunktglei
hung (1.118) bzw. (1.122) wird im Raum der CN - Funk-tionen unter Benutzung der Norm k�kN gelöst.Mit d wird der Grad von a� bezei
hnet, das heiÿt:Für kleine u soll a�(u) = O(ud)gelten. Sei nun d > 0. �Damit formuliert man dieProposition:Sei a : C 2 �! C in (1.105) analytis
h um (0; 0) und sei N 2 N .Dann existiert ein " > 0, so daÿ für ju�j � " in (1.107) gilt: (1.122) hat eineeindeutige Lösung  , wel
hek �  okN � C"2d+1 (1.124)erfüllt.Beweis:Zum Beweis dieses Hilfssatzes verglei
he man [Bri
93/II℄ oder [Gühn2001℄.�



44 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNG
Dadur
h nun ist die Eindeutigkeit und Existenz von ��, dem Fixpunkt derGlei
hung (1.105), gesi
hert. Man kann daher die Lösung u(x; t) s
hreibenals u(x; t) = ��( xpt) + v(x; t) := u�(x; t) + v(x; t) : (1.125)Wegen (1.113) und (1.115) erfüllt v(x; t) dann das Startwertproblem�tv = �x ((1 + a)�xv + (a� a�(u�)) �xu�) (1.126)v(x; 1) = f(x) (1.127)f(�1) = 0 (1.128)Die RG-Transformation für v setzt man wie im irrelevanten oder marginalenFall an, also RLf(x) = Lv(Lx; L2) = vL(x; 1) ; (1.129)allerdings erwartet man einen anderen als den Gauÿ-Fixpunkt. Damit erhältdie Glei
hung (1.126) die Form�tvL = �x((1 + aL)�xvL + L(aL � a�(u�))�xu�) (1.130)aL(uL; �xuL) := a(uL; L�1�xuL) (1.131)uL(x; t) := (u� + v)(Lx; L2t) (1.132)= (u� + L�1vL)(x; t) (1.133)denn mit ~� := �(Lx), also L~� = �x , ist�tvL(x; t) = L3�(L2t)v(Lx; L2t)= L3 ~� h(1 + a)~�v + (a� a�(u�))~�u�i (Lx; L2t)= L3[ ~�(1 + a)~�v + (1 + a)~�2v+ ~�(a� a�(u�))~�u� + (a� a�(u�))~�2u�℄Die vorkommenden Terme erfahren folgende Umre
hnung:L3 ~�a~�v = �xaL�xvLL3(1 + a)~�2v = (1 + aL)�2xvLL3 ~�(a� a�)~�u� = L�x(aL � a�)�xu�L3(a� a�)~�2u� = L(aL � a�)�2xu�



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 45wobei die linke Seite jeweils an der Stelle (Lx; L2t) und die re
hte Seite ander Stelle (x; t) auszuwerten ist.Für L!1 wird dann aus (1.130) die Fixpunktglei
hung für v� (Begründungs.u.) �tv� = �x ��x ((1 + a�(u�))v�) + �(�xu)a(u�; 0) (�xu�)2� : (1.134)Dieser soll si
h aufgrund der Skalentransformation alsv�(x; t) = t� 12f �(xt� 12 ) (1.135)s
hreiben lassen.Zur Glei
hung (1.134) gelangt man dur
h die beiden GrenzwertübergängelimL!1(1 + aL)�xvL = (1 + a�)�xv� (1.136)limL!1L(aL � a�(u�))�xu� = �x(a�(u�))v�+ �(�xu)a(u�; 0) (�xu�)2 (1.137)Der erste davon ist klar, weil aL(uL; �xuL)L!1�!a�(u�) gilt, der zweite ergibtsi
h, wenn man aL in eine Potenzreihe entwi
kelt:a(u; �xu) =Xn;m �n;m � un(�xu)mworausL(aL � a�(u�)) = LXn;m �n;m � (u� + vLL )n hL�1�x �u� + vLL �im� LXn;o �n;o � (u�)nfolgt. Für L ! 1 vers
hwinden somit alle Ausdrü
ke, die L�m mit m � 2enthalten und ebenso heben si
h für m = 0 die Terme (u�)n gegenseitig wegund die Produkte (u�)j (L�1vL)n�j vers
hwinden im Grenzwertprozess, falls



46 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGn� j � 2 ist. Insgesamt bleibt übrig:L(aL � a�(u�)) L!1�! LXn;o �n;o � � n1 � (u�)n�1�v�L �+LXn;1 �n;1 � �u� + v�L �n hL�1�x �u� + vLL �i= Xn;o �n;o � n (u�)n�1 v� +Xn;1 �n;1 � (u�)n (�xu�)= �(u�)(a�(u�))v� + �(�xu)a(u�; 0)�xu�und mit �x (a�(u�)) = �(u�)a��xu� folgt die Behauptung.Dur
h Einsetzen des Skalenansatzes (1.135) in (1.134) gelangt man dannzur gewönli
hen Di�erentialglei
hung für f �(�) mit � := xt� 12 und � := ��� �� ((1 + a�(��)) � f �) + 12�f � + h� = 0 (1.138)�(�xu)a(��; 0) (���)2 =: h (1.139)Wie übli
h (vgl. (1.116) und (1.117)) ges
hieht dies dur
h Umre
hnen derpartiellen Ableitungen. Einmalige Integration ergibt�f � = ���a�(��) + 12�� � f � + h� C1 + a�(��) ;wobei allerdings die Integrationskonstante C = 0 ist, weillimj�j!1f � = limj�j!1�f � = 0 sein soll.Für Di�erentialglei
hungen der Formy0 = �P (x)y +Q(x)gibt es eine standardisierte Lösungy(x) = e� R P (x)dx�Z Q(x)eR P (x)dxdx + C�



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 47woraus si
h für f �(�) die Darstellungf �(�) = e� R �o P (z)dz �Z �0 h(z)F (z)dz +N�F (�) := �(1 + a�(��))�1 � eR �o P (z)dzP (�) := �a�(��) + 12�1 + a�(��)mit der Normierungskonstanten N ergibt, so daÿ f̂ �(0) = 1 ist.Zu P (�) läÿt si
h eine Stammfunktion angeben:Z �0 P (y)dy = �14y2 + lnj1 + a�(��(y))j��0= 14�2 + lnj1 + a�(��(�))j � lnjb�jb� := j1 + a�(��(0))jDamit erhält f � abs
hlieÿend die Formf �(�) = f �o (�)(1 + a�(��(�)) �2p�b�N � Z �0 h(y)f �o (y)dy� (1.140)Für kleine ��, also für kleine u�, wei
ht (1.134) von der ungestörten Wär-meleitungsglei
hung nur wenig ab, so daÿ f � ebenfalls nur wenig vom Gauÿ-Fixpunkt f �o (�) = 12p�e� �24aus dem Kapitel 1.2.1 zuvor abwei
ht. �



48 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGZusammenfassung des bisherigen Vorgehens:1. Der Fall a = 0 wurde zuerst behandelt, exakt gelöst und für t!1 zu ��obere
hnet (vgl. (1.108)).2. Im Fall a 6= 0 wird die Lösung von (1.105) in der Form u = �� + vges
hrieben. Man weiÿ über(a) den Summanden �� :Die Skalentransformation (1.109) und (1.110) ergibt aus (1.105) für L!1die Glei
hung (1.113). Als Lösungsansatz dafür wird u(x; t) = ��(xt� 12 ) =[��o+ ℄(xt� 12 ) genommen und als Störung der Lösung ��o zu a = 0 aufgefaÿt,was eine partielle Di�erentialglei
hung für  ergibt (s. (1.122)). Für diesekann man die eindeutige Lösungsexistenz  mithin jene von �� na
hweisen.(b) den Summanden v :Die Skalentransformation (1.129) ergibt eine partielle Di�erentialglei
hungfür vL bzw. für L ! 1 eine für v�, namentli
h (1.134). Der dazu ent-spre
hende Lösungsansatz v(x; t) = t� 12 f �(x; t� 12 ) ergibt eine gewöhnli
heDi�erentialglei
hung für f �, (1.138), die gelöst werden kann. �S
hlieÿli
h muÿ no
h die Norm festgelegt werden, bezügli
h der die Kon-vergenz u(x; t)! ��(�) gezeigt werden soll.De�nition:(i) Sei � 2 C1 mit � : X ! R eine ni
ht-negative Funktion mit kompaktemTräger T � [�1; 1℄ , so daÿ die Translationen von ��n(x) := �(x� n); n 2 Zdie Glei
hung 1 = 1Xn=�1�nerfüllen, also eine Zerlegung der 1 auf R darstellen.



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 49(ii) Für eine Funktion f 2 C2 sei dann die Normkfk := supn2Z;k2R;i�2(1 + n4)(1 + k2)[\�n�ixf(k)℄ (1.141)de�niert. �Bemerkungen:1. Ist kfk <1, so bedeutet das ans
hauli
h, daÿ f und �ixf mit i = 1; 2 fürgroÿe jxj mindestens wie x�4 abfallen undd�2xf = k2f̂ für groÿe jkj mindestenswie k�2 abfällt, mithin f̂ wie k�4. Dieses Verhalten wird dur
h die Faktoren(1 + n4) bzw. (1 + k2) erzwungen.Ist f 2 Cm mit m � 4, so gibt es eine Konstante M 2 R+ mitsupk;i�2(1 + k2)j\�n�ixf(k)j �M <1für alle n 2 N .Beweis:Diese Hilfe ergibt si
h aus �n�ixf 2 C2 mit kompaktem Träger. Denn dannexistiert immer eine Konstante M 0 2 R+ , so daÿ für alle k 2 Rj\�n�ixf(k)j � M 01 + k2gilt, weil jk2\�n�ixf(k)j � C k�2x (�n�ixf)k1 <1 o�ensi
htli
h erfüllt ist.2. Ein Beispiel für eine Zerlegung der 1 auf R bildet die folgende Kon-struktion: g(x) := 8<: exp(� 11�x2 ); jxj < 10; sonstG(x) := Xn2Zg(x� n)�(x) := gG(x)�n(x) = g(x� n)Pn+1i=n�1 g(x� i)



50 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGdenn dann gilt � 2 C1 , weil G 6= 0; g 2 C1 und 1 = Pn2Z�n(x). Einweiteres, aber für diese Zwe
ke ni
ht benutzbares Beispiel be�ndet si
h imAnhang 5.5.3. Für zwei vers
hiedene Zerlegungen �(1) und �(2) der 1 auf R giltkfk(1) � C kfk(2)denn für festes n 2 Z giltj \1 � �(1)n �ixf(k)j = j \Xk2Z�(2)k �(1)n �ixf(k)j= j \n+1Xk=n�1�(2)k �(1)n �ixf(k)j� j \n+1Xk=n�1�(2)k �ixf(k)j� n+1Xk=n�1 j\�(2)k �ixf(k)j� Cj\�(2)k �ixf(k)jund damit die genannte Relation.4. Es gilt k���k � k���ok + k� k < 1 , denn ���o und deren 1. und 2.Ableitung fällt als Gauÿ-Glo
ke im Orts- und Impulsraum s
hneller ab, alsjede Potenz. Ein sol
her exponentieller Abfall wird dur
h k kN <1 wegen(1.124) für � ebenfalls impliziert.Ebenfalls kann man zeigen, daÿ kf �k < 1 ist. Dazu betra
htet man dieFormeln (1.140) und (1.139) für j�j ! 1:Der Term h enthält ���. Für groÿes � verhält si
h ��� � 2�e� �24 , weilj� j � e� �28 aufgrund von k kN <1 ist ( aus (1.124)).Für j�j ! 1 ist j��oj � C, bes
hränkt dur
h Vielfa
hes der Werte u�. Mithinwerden au
h Ausdrü
ke der Form 1 + a�(��) konstant.



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 51Deshalb ist für groÿe j�j si
herli
h jhj � jC�pe� �22 j mit endli
hem p � 2, alsojh(f �o )�1j � C�pe� �24 .Dann existiert au
h R � jh(f �o )�1(y)jdy � C 0�p+1 und damit erkennt man, daÿfür genügend groÿe j�j au
h jf �j � C�p+1f �o ist, woraus si
h die Behauptungergibt.5. Es gilt limn!1 kfn � fk = 0) limn!1kfn � fkL1;L1 = 0Der Beweis hierzu ergibt si
h aus den Glei
hungen (1.164) für L1 und (1.163)für L1 jeweils für i = 0. �Nun sind alle Hilfsmittel vorhanden um ein den vorangegangenen Kapitelnähnli
hes Ergebnis zu formulieren.Satz:Sei a : C 2 ! C analytis
h um 0 mit positivem Grad d > 0 und Æ > 0 fest.Dann existiert ein � > 0 , derart daÿ für ju�j; kfk < � das Anfangswertpro-blem �tu = �x (1 + a(u; �xu)�xu) (1.142)u(x; 1) = ��(x) + f(x) (1.143)eine eindeutige Lösung hat, dielimt!1 t1�Æ 


u(�t 12 ; t)� ��(x)� t� 12 f̂(0)f �(�)


 = 0 (1.144)erfüllt, wobei f � dur
h (1.140) und �� dur
h (1.118) bzw. (1.119) gegeben ist.Beweis:Man beginnt, wie oben s
hon angedeutet wurde, mit (1.126) und (1.129),wel
he si
h aus dem Ansatzu(x; t) = u�(x; t) + v(x; t) (1.145)u�(x; t) := ��(xt� 12 ) (1.146)



52 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGergaben. v(x; t) erfülle also�tv = �x((1 + a)�xv + (a� a�(u�))�xu�) (1.147)v(x; 1) = f(x) (1.148)RLf(x) := Lv(Lx; L2) (1.149)= vL(x; 1) (1.150)Wie bei den Beweisen zuvor s
hreibt man den Anfangswert alsf(x) = �f̂(0)f � + g� (x) (1.151)(f � normiert, also ĝ(0) = 0 ) und entspre
hend dazuv(x; t) = (v� + w) (x; t) (1.152)v�(x; t) = t� 12 f̂(0)f �(xt� 12 ) (1.153)was bedeutet, daÿ g(x) der Startwert der eingeführten Funktion w(x; t) ist.Damit ergibt si
h jf̂(0)j = j \Xn2Z�nf(0)j� Xn2Z j\�nf(0)j� Xn2Z kfk1 + n4� C kfkund wegen kf �k � C au
h kgk � C kfk � C" : (1.154)Die Di�erentialglei
hung für w hat insgesamt die folgende Gestalt�tw = �2xw +K (1.155)w(x; 1) = g(x) (1.156)wobei K = �x [(a� a�(u�))�xv� + a�xw � v��xa�(u�) (1.157)+ (a� a�(u�)� �(�xu)a�(u�; 0) � �xu�)�xu�� (1.158)



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 53mit a(u; �xu) = a und u = u� + v� + w ist. Man erhält diese Glei
hung ausw = v � v� , (1.126) und (1.134) (vgl. Anhang 5.6).Die exakte Form der Ni
htlinearität K ist unwi
htig für das weitere Vor-gehen. Relevant sind die folgenden Eigens
haften, die K erfüllt:1. K läÿt si
h als eine Potenzreihe in u� , v�, w� und ihren Ableitungens
hreiben, denn na
h Voraussetzung war a analytis
h in u und �xu.2. K hat keinen linearen Term, denn a hat na
h Voraussetzung den Gradd > 0.3. K enthält keinen Term � (u�)k , also keine alleinige u��Potenz.Aufgrund der Wahl des Skalierungsansatzes für v hat manRLn;Kg(x) = Lnw(Lnx; L2n)für groÿe n zu kontrollieren. Dabei geht Kn+1 aus Kn dur
h (1.5) zu � = 1und den Ersetzungen �ixv� 7! L�1�i�ixv��ixw 7! L�1�i�ixw�ixu� 7! L�i�ixu�mit i 2 N hervor (L�1 fehlt in der letzten Zeile wegen uL(x; t) = u(Lx; L2t)im Gegensatz zu den anderen Gröÿen).Zu einem Monom aus K wird nundK := n� + nv� + nw � 3 (1.159)de�niert, wobei nv� und nw die Faktoren �ixv�und �ixw mit i = 0; 1; 2 ineinem Summanden von K zählen und n� die Anzahl aller Ableitungen ineinem sol
hen Term sein soll. Ein sol
her Ausdru
k wird, analog zur früherenBezei
hnung, als irrelevant; falls dK > 0marginal; falls dK = 0relevant; falls dK < 0



54 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGgilt, eingestuft. Man bea
hte nun, daÿ jeder in K vorkommende Ausdru
kentweder aus mindestens drei Ableitungen besteht, oder zwei Ableitungenund einen v�� oder w� Faktor enthält, womit also dK � 0 ist. Dabei sinddie marginalen nur von der Form (u�)k �2xw und (u�)k �xu��xw ; alle anderenmarginalen Ausdrü
ke, wie z.B. (u�)k �2xv�, heben si
h dur
h die vorkom-menden Subtraktionen, in diesem Beispiel dur
h den Faktor (a�a�) vor demTerm �xv� , gegenseitig weg.Wie oben s
hon angedeutet ist eine Abs
hätzung für kRLn;Kgk zu �nden.In drei S
hritten soll nun die Lösungsexistenz, eine Abs
hätzung für RL unddie Iteration von RL für die Glei
hung (1.155) mit (1.156) bewiesen und dar-gestellt werden.1. LösungsexistenzZunä
hst formt man aus (1.155) die Integralglei
hungw(x; t) = e(t�1)�2xg(x) + Z t�10 dses�2xK(t� s)analog zur Te
hnik und Notation im irrelevanten Fall, um erneut das Prinzipder kontrahierenden Abbildung in der NormkwkL = supt2[1;L2℄ kw(x; t)kverwenden zu können, so daÿ auf einen Fixpunkt ges
hlossen werden kann.Dazu wird K in eine Potenzreihe entwi
kelt. Die Abs
hätzung wird angege-ben für einen Term der Form�(x) = Z t�10 dses�2x [u�(x; (t� s))℄l F (x; (t� s))= Z t�10 ds Z dyA(x� y; s) [u�(y; (t� s))℄l F (y; t� s)A(z; �) := 1p4�� exp�� z24��wobei l � 0 und F ein ni
htleeres Produkt aus v� und w und deren Ablei-tungen ist; A(z; �) ist der bekannte Integralkern des Operators e��2x. Man
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hreibt nun weiter (Variable t� s weggelassen):�(x) = Xm2Z�m(x):= Xm2ZZ t�10 ds Z dyA(x� y; s)�m(y) [u�(y)℄l F (y)und versu
ht �mn := supk j(1 + k2) \�n�ix�m(k)jfür i = 0; 1; 2 allgemein zu bes
hränken.Zwei Fälle werden dafür betra
htet:1. Fall: jm� nj � 2Betra
htet wird also�nm = supk j Z dxe�ikx Z t�10 ds Z dy(1� �2x) ���n(x) ��ixA(x� y; s)���m(y) [u�(y)℄l F (y)jwobei na
h Voraussetzung gilt, daÿ �n und �m disjunkte Träger haben.Also ist j�kxA(x� y; s)j � Cke�jm�nj � Ce�jm�nj (1.160)wobei die letzte Abs
hätzung wegen k � 4 gilt.Desweiteren benötigt man die Unglei
hungen

�ixu�

 ; 

�ixv�

 � C"j�ixw(x)j � C kwkum F (y) zu bes
hränken. Diese weist man folgendermaÿen na
h:(i) Es gilt für alle CN�Funktionen und i � N

�ixf

L1 � supx j�ixf j� supx j�ixf jex8� kfkN



56 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNG(ii) Mit (i) und aus (1.124) erre
hnet si
h

�ixu�

L1 � 

�ix��o

L1 + 

�ix 

L1� ju+ � u�j 

�ixe(x)

L1 + 

�ix( �  o)

L1+ 

�ix o

L1� C"+ 

�ix( �  o)

N + 

�i+1x (a�(��o)�x��o)

L1� C"+ C"2d+1 + C"� C" (1.161)(iii) Man bea
hte, daÿ kfk � " na
h Voraussetzung gilt und jf̂(0)j � C kfkna
hgere
hnet wurde.

�ixv�

 = t� 12 jf̂(0)j 

�ixf �

L1� kfk 

�ixf �

L1� C"C 0 (1.162)(iv) Stü
kweise ergibt si
hj�ixw(x)j � Xn2Z j�n�ixwj� Xn2ZZ dkj\�n�ixw(k)j� Xn2Z (1 + n4)(1 + n4) Z dk (1 + k2)(1 + k2) j\�n�ixw(k)j� Xn2Z 1(1 + n4) Z dk kwk(1 + k2)� C kwk (1.163)Man muÿ aber no
h zeigen, daÿ j�nmj � (1 + m4)�1 gilt, um k�mk zu be-s
hränken. Dafür weist manZ j�m(y)�iyw(y)jdy � C kwk1 +m4 (1.164)Z j�m(y)�iyv�(y)jdy � C"1 +m4 ; 0 � i � 2 (1.165)Z j�m(y)�iyu�(y)jdy � C"1 +m4 ; 0 < i � 2 (1.166)



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 57wie folgt na
h:Sei �m 2 C1o (R) mit �m�m = �m :Z j�m(y)�iyw(y)jdy = Z j�m(y)�m�iyw(y)jdy� �Z �2m(y)dy�12 �Z j�m(y)�iyw(y)j2dy� 12� C �Z j\�m�ixw(k)j2dk� 12� C kwk1 +m4wobei erst die Hölder-Unglei
hung und ans
hlieÿend der Satz von Plan-
herel benutzt wurde (s. 5.2 und 5.3). Für die Funktionen �ixv� und �ixu�kann man diese Abs
hätzung analog wiederholen und weiterführen zu (1.165)und (1.166), weil kv�k ; ku�k � C" (1.167)erfüllt ist (vgl. (1.161)).Nun können wir �nm bes
hränken: das Integral über x kann wegen der Funk-tionen �n(x) gegenüber einer Konstanten abges
hätzt werden, das Integralüber s ist bes
hränkt dur
h CL2. Für den (u�)l�Faktor wird (1.161) undfür jene in F vorkommenden Faktoren (1.161), (1.162) und (1.163) benutztmit Ausnahme eines Faktors, für den (1.164), (1.165) oder (1.166) verwandtwird. Man erhält abs
hlieÿend:�nm � L2C l+M+Ne�jm�nj"l+M kwkNL1 +m4 ; (1.168)wobei M die Anzahl aller �ixv��Faktoren mit i = 0; 1; 2 und aller �ixu��Faktoren in F darstellt und N die Anzahl der �ixw�Faktoren in F . Da Kna
h obigen Bemerkungen keine linearen Terme enthält, gilt l+M +N � 2.2. Fall: jm� nj < 2Die Unglei
hung (1.160) ist nun ni
ht mehr verwendbar. Statt dessen kann



58 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGman ausnutzen, daÿ ni
ht über alle m 2 Z summiert werden muÿ. Zur Ab-kürzung sei �m(u�)l =: fm mit �m 2 C1o (R), �m�m = �m gewählt. Es istdamit\�n�ix�m(k) = �̂n � \��ix Z dses�2xfm�mF�(k)= Z ds Z dp�̂n(k � p)(ip)ie�sp2 �f̂m �[�mF� (p)= Z ds Z dpdq�̂n(k � p)(ip)ie�sp2 f̂m(p� q)[�mF (q)Nun sollen wieder die Faktoren unter dem Integral der re
hten Seite abge-s
hätzt werden:Beginnen wir mit der C1�Funktion �, wel
he einen kompakten Träger be-sitzt. Für diese gilt (s. z.B. [Fors84℄):j�̂n(k � p)j = je�i(k�p)n�̂(k � p)j � Cl1 + jk � pjl ; l = 0; 1; : : : (1.169)Wegen (1.161) gilt analog für k = 0; 1; : : :j�kx(u�)lj � Ck(C")lund damit für alle rZ j(1 + (��2x)r)fmjdx � Z jfmjdx+ Z j � �2rx fmjdx� (C")l + Cr(C")l� Cr(C")lWeiter ist mit diesen Hilfsmittelnjf̂m(p� q)j � 11 + (p� q)2r Z jei(p�q)x(1 + (��2x)r)fmjdx (1.170)� Cr(C")l1 + (p� q)2r : (1.171)Bea
htet man wieder, daÿZ t�10 dsjpjje�sp2 � CL2; j � 2 (1.172)



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 59gilt, so bleibt nur no
h der Term[�mF abzus
hätzen.Zu zeigen ist: j[�mF (q)j � CN+M"M kwkN(1 +m4)(1 + q2) (1.173)Damit könnte man endli
h �nm abs
hätzen zu�nm � L2C l+M+N"l+M kwkN(1 +m4) : (1.174)Der Beweis von (1.173) beginnt mitj\�m�ixw(q)j � (1 + q2)(1 +m4)(1 + q2)(1 +m4) j\�m�ixw(q)j� kwk(1 + q2)(1 +m4) :Genauso ergibt si
h jd�ixw(q)j � Xm \j�m�ixw(q)j� C kwk(1 + q2)j\�j+1x u�(q)j; jd�jxv�(q)j � C"(1 + q2) ; j = 0; 1; : : :Mit den S
hreibweisen V = �j+1x u�; �jxv� und W = �jxw , j = 0; 1; : : : läÿtsi
h daraus unter Berü
ksi
htigung der Formel (1.38)j[�mF (q)j = jV̂ �M � Ŵ �(N�1) � \�m�ixwj� CM+N"M kwkN(1 + q2)(1 +m4)bestimmen. Die Bezei
hnungen M und N sind dieselben wie in (1.168).Insgesamt kann nun (1.174) hergeleitet werden. Indem die einzelnen Ab-s
hätzungen eingesetzt werden, erhält man erneut unter Verwendung von



60 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNG(1.38) j \�n�ix�m(k)j � Z ds Z dpdqjpjie�sp2 Cl1 + jk � pjl Cr(C")l1 + (p� q)2rCM+N"M kwkN(1 + q2)(1 +m4)� CL2CM+N+l"M+l kwkN(1 + k2)(1 +m4)Setzt man dies in �nm ein, so ist endli
h�nm = supk j(1 + k2)\�m�ix�(k)j� CL2CM+N+l"M+l kwkN(1 +m4) :Insgesamt existiert also für �nm eine Abs
hätzung der Form (1.174) oder(1.168). S
hlieÿli
h kann man damit nun � bes
hränken.Es ist k�k � supn (1 + n4)Xm j�nmj (1.175)� CL2CM+N+l"M+l kwk supn Xm 1 + n41 +m4 e�jn�mj (1.176)� C 0L2CM+N+l"M+l kwk : (1.177)Ziel dieser ganzen Re
hnungen ist es gewesen, die lokale Lösungsexistenzfür w(x; t) zu beweisen. Dies kann nun erneut mit dem Bana
hs
hen Fix-punktsatz zu Ende gebra
ht werden. Betra
htet wird dazu die freie Lösungwf(x; t) := e(t�1)�2xg(x) und wieder der Bana
h-RaumBw := fwj kw � wfkL � kgkg. Na
h Voraussetzung ist kgk � C kfk � C"(s. (1.154)). Für die AbbildungT (w) := wf +N(w) (1.178):= wf + Z t�10 dses�2xK(t� s) (1.179)sind dann die Eigens
haften T (Bw) � Bw und kT (w1)� T (w2)k � C kw1 � w2kLna
hzuweisen.



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 61Die Kontraktionseigens
haft ergibt si
h genau wie die Abs
hätzungen (1.44)und (1.43) in 1.2.2, womit man wegen (1.177) in diesem Fall direktkT (w1)� T (w2)k = kN(w1)�N(w2)k (1.180)� CL2(kw1kL + kw2kL) kw1 � w2kL (1.181)� CL2" kw1 � w2kL (1.182)notieren kann (w 2 Bw ) kwkL � (C + 1)", weil kwfkL � C kgk � C 0").Wegen (1.177) läÿt si
h aber au
h direkt kN(w)kL abs
hätzen. Die Tay-lor-Reihe des Terms K beginnt mit N + M + l � 2. Deshalb gilt fürgenügend kleines " wieder kN(w)kL � L2Ca" ; (1.183)wobei die Konstante no
h von a(u; �xu) abhängen kann. Die analoge Glei-
hung in 1.2.2 ist (1.41). Insgesamt existiert also aufgrund des Fixpunkt-satzes eine eindeutige Lösung w 2 Bw zum Zeitpunkt t = L2 der Glei
hung(1.155). Diese wird wieder ges
hrieben alsw(x; L2) = e(L2�1)�2xg(x) + v(x; L2)mit kvk � kvkL = kN(w)kL (1.184)� CL;a"("+ kgk) (1.185)wobei der erste Term � "2 aus den Summanden der Potenzreihe von K mitN = 0 ,M+ l � 2 und der zweite von sol
hen mit N � 1,M+ l � 1 stammt,denn N � 1 bedeutet die Anwesenheit von w in einem Monom.2. RG-Transformation: KontraktionWir wollen nun die Renormierungstransformation studieren. Als Ansatz istmit Bli
k auf (1.149) und (1.152)(RL;Kg)(x) = Lw(Lx; L2)s
hon gewählt worden. Es gilt ĝ(0) = 0 und man überzeugt si
h erst einmaldavon, daÿ die Transformation diese Eigens
haft erhält, um damit wieder



62 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGeine Kontraktionseigens
haft von RL;K auf sol
hen Funktionen ausnutzen zukönnen (vgl. dazu (1.23)). Mit K = �x �K kann manddt Z 1�1w(x; t)dx = Z 1�1 �tw(x; t)dx= Z 1�1(�2xw(x; t) + �x �K)dx= � �K�1�1bere
hnen. Nun enthält �K nur �j+1x u�, �jxv� mit j = 0; 1; : : : und �xw. Diesenehmen an der Stelle jxj =1 alle den Wert 0 an (die Ableitungen von u� undv� fallen exponentiell im Unendli
hen ab), weshalb �K(�1) = 0 ist. Damitgilt für alle Zeiten t � 1 ŵ(0; t) = 0 ;also insbesondere ĝ(0) = 0.Wie s
hon angedeutet soll jetztkRgk � CL kgk+ CL;a"("+ kgk) (1.186)gezeigt werden. Allerdings genügt wegen (1.185) der Na
hweis vonkRogk = 


L�e(L2�1)�2xg� (x)


 � CL kgk : (1.187)Wir bleiben in der Ortsdarstellung und s
hreiben(Rog)(x) = Z G(x; y)g(y)dy (1.188)�(L) := 1� L�2 (1.189)G(x; y) = 1p4��(L) exp ��x� yL�24�(L) ! (1.190)Zu der Darstellung von G(x; y) gelangt man dur
h Verglei
h mit (1.18). Ab-zus
hätzen ist nunkRogk = supk;n;i�2(1 + n4)j Z dxeikx Z dy(1� �2x) ��n(x)�ixG(x; y)� g(y)j=: supk;n;i�2(1 + n4)jM(k; n; i)j (1.191)



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 63Zu zeigen ist, daÿ jM(k; n; i)j � CL kgk(1 + n4) (1.192)erfüllt ist.Teil 1: jnj � C logLDann gilt für genügend groÿes LjM(k; n; i)j � Xm Z dxdyj(1� �2x) ��n(x)�ixG(x; y)��m(y)g(y)j� CXm e�jn�L�1mj kgk(1 +m4)� CL3 kgk(1 + n4) :Zu der ersten Abs
hätzung gelangt man mit den analogen Umformungen, diezu den Unglei
hungen (1.163) und (1.160) geführt haben. Um die Summezu kontrollieren benutzt man für jn � L�1mj � jnj2 die Voraussetzung jnj �C logL, denn damit ist für groÿes Le�jn�L�1mj � e� jnj2= 1L3 elogL3� jnj2� 1L3 e( 3C� 12 )jnj� CL3 1(1 + n4)Für jn � L�1mj � jnj2 folgt jmj � L jnj2 , also 1 + m4 � 1 + (L2 )4jnj4 �L4C (1 + jnj4). Damit ist für groÿe L<1Xm e�jn�L�1mj 1(1 +m4) � CL4 1(1 + n4) <1Xm e�jn�L�1mj � C 0L3 11 + n4Teil 2: jnj � C logLDazu s
hreibt manjM(k; n; i)j �Xm Z dxdyj(1� �2x) ��n(x)�ix [G(x; y)�G(x; 0)℄��m(y)g(y)j ;



64 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGwas wegen ĝ(0) = 0 ohne weiteres mögli
h ist. Für die Ausdrü
ke mit jmj � Lwird für i = 0; 1; 2j�ix [G(x; y)�G(x; 0)℄ j � CLe�jnj(1 + jmj) (1.193)benutzt, denn wegen jyj � jm+ 1j giltjG(x; y)�G(x; 0)j = 1p4��(L)e� x24�(L) �e 2Lxy�y2L24�(L) � 1�� Ce�x24 �eLxjm+1j2(L2�1) � 1�� Ce�x24 �exjm+1j2L �� Ce�jxj� CLe�jxj(1 + jmj)und zusätzli
h für i = 2 (für i = 1 analog)j(x� yL)2 � x2j � Cjx+ 1j jm+ 1jL :Insgesamt also (1.193). Damit giltXjmj�L j : : : j � CL Xjmj�L e�jnj(1 + jmj) kgk1 +m4� CL kgk1 + n4 :Für jmj > L kann man direkt dur
h (1.164) dieselbe Unglei
hung gewinnen:Xjmj>L j : : : j � C Xjmj>L kgk1 +m4� C 0L3 kgk� CL kgk1 + n4wobei die letzte Abs
hätzung wegen jnj � C logL gilt, denn dann gilt au
he� logL2 � e� jnjC � (1 + n4)�1.



1.3. NICHT-GAUß-FIXPUNKTE 65Zusammenfassend ist damit also (1.192) erfüllt und somit s
hlieÿli
h (1.187).3. IterationAbs
hlieÿend wird nun auf jenen Teil des Beweises eingegangen, der die Ite-ration der Renormierungsgruppentransformation zuläÿt, denn jetzt sind alleHilfsmittel dazu bereitgestellt. Abzus
hätzen ist der Term kRL;Kngnk mit Kaus (1.158). Na
h den Vorbereitungen ergibt si
hkRL;Kngnk = k(Rogn)(x) + Lvn(Lx)k� CL kgnk+ CL kvnk� CL kgnk+ CL;a"(L�n"+ kgnk) : (1.194)Dabei ergibt si
h die Abs
hätzung für gn aufgrund der Kontraktionseigen-s
haft von Ro auf Funktionen mit ĝn(0) = 0 (s. (1.187)). Die Unglei
hungenfür den vn�Term ergeben si
h wie (1.185). Dabei verbessern si
h die Ab-s
hätzungen der irrelevanten Terme aus K um den Faktor L�n; die margi-nalen, wel
he zu N = 1, l � 1 und M = 0; 1 gehören, bleiben bestehen undwerden nur dur
h CL;a" kgnk bes
hränkt.Abs
hlieÿend erhält man für ein Æ > 0kRLn;Kgk � CL;aL�(1�Æ)n(kfk+ ")lei
ht dur
h Induktion. Der Induktionsanfang ist mit (1.194) und der Start-bedingung kgk � C kfk (s. (1.154)) s
hon gema
ht. Weiter ergibt si
h dur
hglei
hzeitiges Einsetzen von (1.194) und der InduktionsvoraussetzungkRLn+1;Kgk = kRL;Kn(RLn;Kg)k� CLCL;aL�(1�Æ)n(kfk+ ")+CL;a"(L�n"+ CL;aL�(1�Æ)n(kfk+ "))= CL;aL�(1�Æ)n(kfk+ ")�CL + CL;aL�n"2 + CL;a"�� CL;aL�(1�Æ)(n+1)(kfk+ ")für " � (CL;aL)�1 und C � LÆ.



66 KAPITEL 1. GESTÖRTE WÄRMELEITUNGDamit erkennt man, daÿ für groÿe Zeiten t1�Æ 

ptw(�pt; t)

 ! 0 erfülltist, woraus si
h die behauptete Konvergenz von u(x; t) ergibt. �1.4 Zwis
henstandIn den vorangegangenen Abs
hnitten ist das Langzeitverhalten von Lösun-gen gestörter Di�usionsglei
hungen zu bestimmten Voraussetzungen an dieAnfangsbedingungen bere
hnet worden. Charakteristis
h dafür ist das Ska-lenverhalten der Lösungen: man kann die Amplitude und die Ortsvariableder Lösung so mit der Zeit skalieren, daÿ si
h eine Funktion ergibt, die nurno
h von einem Argument abhängt. Der Ausgangspunkt na
h einem sol-
hen Verhalten zu su
hen ist jeweils die exakte Lösung des Anfangswert-problems mit ungestörter Wärmeleitungsglei
hung gewesen, wel
he, je na
hStartbedingung, ein spezielles Skalierungverhalten für groÿe Zeiten besitzt.Die Startbedingungen und die Störungen können so klassi�ziert werden, daÿsi
h keine Änderung dieses natürli
hen Verhaltens na
hweisen läÿt. Da dieseBedingungen zum Teil sehr streng sind, kann man die vorstehenden Resultateau
h als Stabilitätsanalyse der normalen Di�usion werten und diese deshalbals unemp�ndli
h gegenüber Störungen der Startbedingungen und der Dy-namik betra
hten.Die Te
hnik, mit der die obigen Ergebnisse erzielt werden, besteht in derKonstruktion einer kontrahierenden Skalentransformation, die auf dem Raumaller Startbedingungen zu der betra
hteten Glei
hung operiert und in diesenwieder abbildet. Aufgrund der Kontraktionseigens
haft existiert ein Fix-punkt dieser Transformation, der zum Langzeitverhalten der Lösung korre-spondiert. Dies bedeutet, daÿ si
h das asymptotis
he Verhalten dur
h eineSkalenabbildung bes
hreiben läÿt. Dazu müssen allerdings die Parameter je-ner Transformation ri
htig gewählt sein, wel
he si
h in obigen Fällen an derungestörten Wärmeleitungsglei
hung und deren Lösungen orientieren.Dur
h die Ergebnisse anderer Arbeitsgruppen hat si
h herausgestellt, daÿdie Lösungen anderer Di�usionsglei
hungen mit Störungen ein anderes alsdas natürli
he Skalenverhalten für groÿe Zeiten aufweisen. Im folgendenwird untersu
ht, inwiefern si
h die Parameter zur oben erläuterten Te
h-nik der kontrahierenden Abbildung aus der Di�erentialglei
hung bestimmenlassen. Dadur
h soll ein besserer Ausgangspunkt für einen Konvergenzbe-weis in sol
hen Fällen errei
ht werden. Der Unters
hied zur vorangehenden



1.4. ZWISCHENSTAND 67Beweisführung ist, daÿ kein natürli
hes Verhalten gegeben ist, von wel
hemdie Überlegungen zum gestellten Problem aus entwi
kelbar sind. Unterstütztwerden die theoretis
h gefundenen Zusammenhänge dur
h numeris
he Simu-lationen.
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Kapitel 2Reaktion und Di�usionIn diesem Kapitel sollen Reaktions-Di�usions-Systeme betra
htet werden, diesi
h von den vorangegangenen dur
h ihr Skalenverhalten sehr unters
heiden.Sie besitzen ni
ht mehr die Gauÿ-Skalierung, wel
he si
h aus der ungestör-ten Glei
hung (1.1) ergibt. Eine allgemeine Klassi�zierung der Störungenzu einem bestimmten Skalenverhalten, wie sie für (1.30), (1.67) und (1.144)zuvor diskutiert wurde, existiert aber no
h ni
ht. Statt dessen ist nur dasasymptotis
he Verhalten einiger Modellsysteme eingehender untersu
ht wor-den (s. [Baz2000/I℄, [Baz2000/II℄, [Droz91℄, [Droz92℄, [Galf84℄, [Witt99℄,[Kise2000℄).Zu Beginn wird ein 
harakteristis
hes Reaktions-Di�usions-System vorge-stellt, wel
hes einige der untersu
hten Modelle als Spezialfälle enthält, umals Ausgangspunkt für allgemeine Überlegungen zu den gesu
hten Skalie-rungsexponenten nutzbar zu sein. Das zentrale Instrument wird wieder eineSkalentransformation mit einer Norm sein. Die Resultate der gefundenen all-gemeinen Zuammenhänge werden mit den Ergebnissen anderer Arbeitsgrup-pen demonstriert. Abs
hlieÿend werden dur
h numeris
he Untersu
hungenanhand eines bislang ni
ht betra
hteten Modells die in diesem Teil der Arbeitentwi
kelten Ergebnisse untermauert.2.1 Das SystemEinführend wird das Reaktions-Di�usions-System�ta = Da�2xa� kap � apbq (2.1)�tb = Db�2xb� kbq � apbq (2.2)69



70 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONmit den Konstanten Da > 0 , p; q � 1 , ka; kb > 0 unda(x; 1) = ao falls x < 0b(x; 1) = bo falls x > 0a(x; 1) = 0 falls x > 0b(x; 1) = 0 falls x < 0 (2.3)betra
htet. Dabei bezei
hnen a und b die Konzentrationen zweier Reaktan-den, die Konstanten ka und kb die zu dieser Reaktion gehörenden Reaktions-raten und Da;b die jeweiligen Di�usionskonstanten. Dur
h Umskalierung derVariablen x und t mittels~a(x; t) := Aa(Mx;Nt)~b(x; t) := Bb(Mx;Nt)erhält man mit den De�nitionenM2 := NDD := DbDaund den Abhängigkeiten A = qkbpkaBApBq = pkaAN = qkbBNdas Glei
hungssystem �t~a = �2x~a� ~ap~bq�t~b = D�2x~b� ~ap~bq (2.4)Wählt man für ao > 0 speziell A = 1aoso sind die weiteren Parameter festgelegt, insbesondere istN = (pka)q�1ap+q�1o � (qkb)q > 0 :



2.1. DAS SYSTEM 71So ergeben si
h die Startbedingungen zu~a(x; 1) = 1; x < 0~b(x; 1) = k = bo � pkaao � qkb ; x > 0~b(x; 1) = 0 = ~a(�x; t); x < 0Nun bes
hränkt man si
h auf D = 1, also glei
he Di�usionskonstanten fürjeden Sto�, weil si
h dadur
h das obige skalierte System entkoppeln läÿt:dur
h die Setzung u(x; t) := ~a(x; t)� ~b(x; t) (2.5)v(x; t) := ~a(x; t) + ~b(x; t) (2.6)erhält man das Di�erentialglei
hungssytem�tu = �2xu (2.7)�tv = �2xv � 2~ap~bq (2.8)= �2xv � 21�p�q(u+ v)p(v � u)q (2.9)mit u(x; 1) = v(x; 1) = 1; x < 0�u(x; 1) = v(x; 1) = k; x > 0 (2.10)Die Lösung für u ist mittels Gauÿ-Faltung bekannt:u(x; t� 1) = 1p4�t Z 1�1 e� (x�y)24t u(y; 1)dy= �2ptp4�t (Z x2pt1 e�z2dz � k Z �1x2pt e�z2dz)= �12p� (�p� + 2 Z x2pt0 e�z2dz +p�k + 2k Z x2pt0 e�z2dz)= 1� k2 � 1 + k2 erf( x2pt) (2.11)



72 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONBemerkungen:1. Ist k 6= 1, so wandert das Zentrum der Reaktionszone xR. Für den Ortdieses Zentrums gilt a(xR; t) = b(xR; t), also u(xR; t) = 0, so daÿ aus (2.11)xR = 2dRpt (2.12)erf(dR) := 1� k1 + k (2.13)folgt. Na
h (2.12) ist es also sinnvoll die Transformation x 7! x � xR := ~xdur
hzuführen, denn so betra
htet man die Umgebung der Reaktionszone,mithin jenen Berei
h, der für das Skalenverhalten interessant ist, immer ander Stelle ~x = 0. Dur
h die zeitli
he Ableitung entsteht allerdings ein zu-sätzli
her Term �2dRt� 12 v0. Dieser jedo
h spielt in den betra
hteten Fällenkeine Rolle für das Skalenverhalten. Bei der Erklärung der Beispiele in 2.5wird darauf no
h eingegangen.2. Für p; q � 1 zu den oben genannten Anfangsbedingungen wurde dieAsymptotik bestimmt (s. [Droz91℄, [Droz92℄, [Magn2000℄ und speziell fürp = q = 1 [Galf84℄ und [Witt91℄).3. Zu p = q � 4 und ka = kb = 4p2p mit verallgemeinerten Startbedin-gungen wurde das Langzeitverhalten dieses Systems ebenfalls bestimmt (s.[Witt99℄).4. Für den Fall D = 0 sind die Skalierungseigens
haften au
h zu allge-meineren Anfangsbedingungen aufgeklärt (s. [Baz2000/II℄).2.2 Der SkalierungsansatzDas oben angegebene Modell, insbesondere (2.9), soll nun die folgende allge-meine Formulierung des Problems motivieren:Betra
htet wird mit � : R � [1;1) ! C analytis
h um (0; t) für alle t � 1und F : C 2 ! C analytis
h um (0; 0) das Anfangswertproblem�tv = �2xv + F (v; �) (2.14)v(x; 1) = f(x) (2.15)limx!�1 f(x) = v� > 0 (2.16)



2.2. DER SKALIERUNGSANSATZ 73Ohne Bes
hränkung kann man jv�j � 1 annehmen, wenn supx jf(x)j < 1vorausgesetzt wird.Die Form, wel
he für F zulassen ist, wird später in (2.58) de�niert.Eine Eins
hränkung, die � betri�t, wird dur
h (2.70) angegeben.Um nun das Skalenverhalten der Lösung v(x; t) für groÿe Zeiten t zu �n-den, sei als Ansatz analog zu (1.3) ganz allgemein für v(x; t)vL(x; t) := (vL(x; t))(!) := L!v(Lx; L#t) (2.17)gewählt (# > 0), was na
h n Iterationen , n 2 N , auf die Lösungv(x; t) = L�!nvLn(L�nx; 1)= t�!# vLn(t� 1#x; 1) (2.18)führt. Es wird si
h herausstellen, daÿ # von ! abhängt. Deshalb ist in (2.17)nur ! als Index aufgeführt.In der Literatur werden oft die Bezei
hnungen � = #�1 und 
 = !#�1benutzt. Der Übersi
ht halber bleiben wir aber zunä
hst bei der Notationmit ! und #.Um die Skalierung für � eindeutig wählen zu können, sei die Taylor-Reihevon � um (0; t) mit d� 2 No und dem Konvergenzradius R(�) betra
htet:�(x; t) = Xk=0 zk(t)xk (2.19)zk(t) = 0; k < d� (2.20)zk(t) 6= 0; k = d� (2.21)Damit wird der Skalenansatz für � de�niert als�L(x; t) := (�L(x; t))(!) := Ld�!�(Lx; L#t) (2.22)Diese Wahl bezieht si
h also auf das lokale Verhalten von �, genauer aufjxj < R(�). Wir werden später sehen, daÿ zum Na
hweis eines Skalenverhal-tens die Umgebung um x = 0 eine zentrale Rolle spielt. In einer allgemeine-ren Formulierung muÿ die Stelle xo, um die � entwi
kelt wird, mit angegeben



74 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONwerden.Die partielle Di�erentialglei
hung für vLn hat dur
h diesen Ansatz dann fürn = 0; 1; 2; : : : die Form�tvLn(x; t) = L(#�2)n�2xvLn(x; t) + FLn(vLn ; �Ln) (2.23)FLn(a; b) := L(!+#)nF (L�!na; L�d�!nb) (2.24)Betra
htet wird nun 2Æ := #� 2 > 0 ; (2.25)auf dessen physikalis
he Bedeutung no
h eingegangen wird. Bei den bishe-rigen Arbeiten mit einem sol
hen Ansatz wird nur die Mögli
hkeit Æ = 0untersu
ht (vgl. z.B. [Bri
93/II℄). Sie bieten daher einen Ausgangspunktzur Charakterisierung des Falls Æ > 0. Nun muÿ no
h die Norm festgelegtwerden, zu wel
her die Konvergenz von (2.17) untersu
ht werden soll. Dazudient die folgendeDe�nition:Zu Funktionen f : R � [1;1) ! C , �; a 2 R+ , � � 1 und � 2 R sei dieHalbnormkf(�; t)ka;�;� := supt2[1;� ℄ supj�j< at� jf(�; t)j = supt2[1;� ℄ supjxj<a jf(xt��; t)j (2.26)de�niert. �Die Menge
a;�;� := �(�; t) 2 R � [1; � ℄ j j�j < at��; a 2 R+ ; � 2 R	 ; (2.27)auf wel
hem das Supremum dur
h diese Halbnorm bestimmt wird, verdeut-li
ht für ein � > 0 und � = L# der s
hra�erte Berei
h in der Abb. 2.1:
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t=L
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Abb.: 2.1Bemerkungen:1. Für 0 < a � b, 0 � � � � und festes � gilt o�enbarkfka;�;� � kfkb;�;� (2.28)Daraus ergibt si
h mit 
 := 
a;�;� aus (2.27) au
h sofort die Abs
hätzungkfkL1(
) � kfka;�;�2. Mit der Abkürzung � lokal glm.� für � lokal glei
hmäÿig konvergent� giltfür festes � und f : R � [1:� ℄! C mit kfk1;�;� <1â>0 kfn � fka;�;� ! 0 ) fn lokal glm�! f auf R � [1; � ℄ (2.29)(vgl. Anhang 5.10 zur Def. der lokal glm. Konvergenz).3. Die Räume Va;�;� := ff : R � [1;1)! C j kfka;�;� <1g



76 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONbilden für alle � 2 R einen C�Vektorraum und es gelten die Normaxiomeauf 
a;�;� � R � [1;1).(i) Es gilt für eine Funktionenfolge fn : R � [1;1)! C :Es ex : ein f 2 Va;�;�mit : kfn � fka;�;� ! 0 (2.30), fn ist gegen f glm: konvergent auf 
a;�;� (2.31)(ii) Desweiteren ist die folgende Äquivalenz für f 2 Va;�;� erfüllt:kfn � fka;�;� ! 0 (2.32), fn ist Cau
hy � Folge in 
a;�;� (2.33)Beweis (ii):Die Ri
htung �)� ist trivial. Zu zeigen ist also nur �(�:Wegen ^z2
a;�;� : jfm(z)� fn(z)j � kfm � fnka;�;�ist jede Wertefolge fn(z), z 2 
a;�;� eine Cau
hy-Folge. Folgli
h konvergiertfn in 
a;�;� punktweise. Sei limn fn =: f ; damit ist^z2
a;�;� : jfn(z)� f(z)j � jfn(z)� fm(z)j+ jfm(z)� f(z)jFür alle " > 0 existiert nun ein no 2 N , so daÿ für alle m; n > no und allez 2 
a;�;� die Relation jfn(z) � fm(z)j < " erfüllt ist. Wählt man zu einemz 2 
a;�;� ein m = m(z) > no so, daÿ jfm(z) � f(z)j < " , so folgt eben füralle n > no und z 2 
a;�;� : jfn(z)� f(z)j < 2".4. Mit der C1�Funktion �a;� : R � [1;1)! (0; 1℄ zu a 2 R+o und � 2 R�a;�(�; t) := 8<: 1 ; j�t�j < ae�(�t��a)2 ; j�t�j � a (2.34)



2.2. DER SKALIERUNGSANSATZ 77gilt kf(�; t)ka;�;� = k(f � �a;�)(�; t)ka;�;�= supt2[1;� ℄ supjxj<a j Z \f � �a;�(k; t)e�ikxt��dkj� supt2[1;� ℄ supjxj<a supk (1 + k2)j\f � �a;�(k; t)jj Z e�ikxt��1 + k2 dkj� supt2[1;� ℄ supk (1 + k2)j\f � �a;�(k; t)j � supt2[1;� ℄ supjxj<a e�jxt��j� supt2[1;� ℄ supk (1 + k2)j\f � �a;�(k; t)j (2.35)Zu bea
hten ist, daÿ f̂ ni
ht unbedingt existiert und deshalb a ! 1 ni
htnotwendig zu einer Vers
härfung der Unglei
hung beiträgt. Wä
hst f(�; t)ni
ht exponentiell, so existiert \f � �a;�(k; t) für alle a und fällt sogar expo-nentiell ab. Die Abs
hätzung stellt einen mögli
hen Ans
hluÿ an die Normenin den Kapiteln zuvor dar. �Im folgenden wird nur � = L# benutzt, weshalb der zugehörige Index imweiteren Verlauf ni
ht mehr hinges
hrieben wird.Es soll nun die Folge vLn(x; t) für alle a > 0 zu einer Cau
hy-Folge auf
a;� gema
ht werden, woraus mit obigen Bemerkungen die lokal glei
hmä-ÿige Konvergenz auf R � [1; L#℄ folgt. Diese Idee ähnelt der Beweisidee, dieKupiainen et al. verwenden (s. [Bri
93/II℄), weil diese den Bana
hs
henFixpunktsatz benutzen, dessen Beweis auf die Konstruktion einer Cau
hy-Folge mittels einer kontrahierenden Abbildung zurü
kgeht. Allerdings wirdhier später die Existenz einer Grenzfunktion vorausgesetzt und ni
ht bewie-sen. Trotzdem kann man allein aus diesem Ansatz s
hon notwendige Aussa-gen über !, # und der mögli
hen Grenzfunktion �nden.Begonnen wird mit dem Umstand, daÿ zu vorgegebenem " > 0 und zu jedema > 0 ein N(a; ") 2 N mit a � "LÆN existiert (Æ > 0).



78 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONEs gilt dann für alle n 2 N mit n > N(a; ") und �� 1=2 > 0:L�(�� 12 )#n < L�(�� 12 )#N < L�(�� 12 )#Æ lnL a" = �"a�1+r (2.36)1 + r := (�� 12)#Æ (2.37)Ist nun r � 0 bzw. � � 1� 1=# > 1=2 (2.38)und m;n 2 N , m;n > N(a; "), so re
hnet man na
h:kvLn � vLmka;� = supt2[1;L#℄ supjxj<a jvLn(xt��; t)� vLm(xt��; t)j= supt2[1;L#℄ supjxj<a jL!nv(L(1��#)nxt��; L#nt)�L!mv(L(1��#)mxt��; L#mt)j� supt2[1;L#℄ supjxj<"LÆN jL!nv(L(1��#)nxt��; L#nt)�L!mv(L(1��#)mxt��; L#mt)j= supt2[1;L#℄ supjxj<" jL!nv(L�Æ(n�N)L( 12��)#nxt��; L#nt)�L!mv(L�Æ(m�N)L( 12��)#mxt��; L#mt)j� L!n supt2[1;L#℄ supjxj<" jv(L�Æ(n�N)L( 12��)#nxt��; L#nt)�v(L�Æ(m�N)L( 12��)#mxt��; L#nt)j+ supt2[1;L#℄ supjxj<" jL!nv(L�Æ(m�N)L( 12��)#mxt��; L#nt)�L!mv(L�Æ(m�N)L( 12��)#mxt��; L#mt)j� L!n supt2[1;L#℄ supjxj<" jv(L�Æ(n�N) �"a�1+r xt��; L#nt)�v(L�Æ(m�N) �"a�1+r xt��; L#nt)j+ supt2[1;L#℄ supjxj<" jL!nv(L�Æ(m�N) �"a�1+r xt��; L#nt)�L!mv(L�Æ(m�N) �"a�1+r xt��; L#mt)j (2.39)



2.3. LOKALE UND GLOBALE KONVERGENZ 79Eine Taylor-Entwi
klung des 1. Summanden der letzten Abs
hätzung von(2.39) um (0; L#nt) ergibt für m � n unter der Bedingung! � Æ = #2 � 1 (2.40)mit 1 < C := "LÆN=a die Abs
hätzungL!n supt2[1;L#℄ supjxj<" jv(L�Æ(n�N) � "a�1+r xt��; L#nt)�v(L�Æ(m�N) �"a�1+r xt��; L#nt)j� L!njL�Æ(n�N) � L�Æ(m�N)j�"a�1+r jv0(0; L#nt)j � supt2[1;L#℄ supjxj<" jxt��j+O("2)� C � jL(!�Æ)n � L!n�Æmj�"a�r jv0(0; L#nt)j � "+O("2)� C 0 � �"a�r jv0(0; L#nt)j � "+O("2) (2.41)Damit ist auf Kosten einer stärkeren Konvergenzforderung als die Cau
hy-Bedingung die allgemeine Abs
hätzung (2.40) zwis
hen den Skalierungsex-ponenten ! und # entstanden. Aus der Problemstellung muÿ si
h nun no
hdie Konvergenz des zweiten Summanden von (2.39) ergeben. Um diese na
h-zuweisen kann man si
h darauf bes
hränken das Konvergenzverhalten an derStelle x = 0 zu untersu
hen, weil in einer analogen Taylor-Entwi
klungsi
h nur die konstanten Ausdrü
ke gegenseitig wegheben müssen damit derSummand wieder � O(") ist. Am S
hluÿ des Abs
hnitts 2.3 wird diese Ar-gumentation ausführli
her dargestellt.2.3 Lokale und globale KonvergenzDie Unglei
hung (2.40) wurde unabhängig vom Anfangswertproblem einge-führt um das Vers
hwinden einiger Terme zu erzwingen. Es stellt si
h dieFrage, inwiefern der Wahl von Æ > 0 , � � 1� 1# und (2.40) eine physikalis
heBedeutung zukommt.Der Parameter � hingegen ist nur dur
h die Te
hnik der diskreten Transfor-mation bestimmt.Im folgenden sollen für v = v(A;B) die Notationen _v := �Bv und v(i) := �iAvals Abkürzungen dienen.



80 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSION1. Æ > 0 (2.25):Hier wird ein Prozeÿ PÆ betra
htet, der si
h mit t 1# < t 12 im Ortsraum aus-breitet, also langsamer als die übli
he Di�usion, für wel
he Æ = 0 gilt. Letz-teres erkennt man an der Glei
hung (2.23), wel
he im Falle Æ = 0 wieder einegestörte Wärmeleitungsglei
hung ist. Umgekehrt würde der Fall Æ < 0 einEreignis bes
hreiben, wel
hes für groÿe Zeiten t über die Di�usion dominie-ren würde, was si
h in der iterierten Skalentransformation dur
h allmähli
hesVers
hwinden des Terms �2xv ausdrü
kt.2. � � 1� 1# (2.38):Die Wahl von � > 0 verursa
ht eine zeitabhängige Kontraktion des Orts-raums (vgl. Abb. 2.1), auf wel
hem eine Funktion f betra
htet wird. Wirddur
h f(�; t) nun ein di�usiver Prozeÿ PÆ bes
hrieben, der auf einem Inter-vall I � R zur Zeit to startet, so wird dieser an Raum gewinnen, so daÿ fürden Träger T (t) von PÆ zur Zeit t > to gilt: I � T (t).Der Parameter � eliminiert nun ein mögli
hes Skalenverhalten der Funktionf(�; t) = f(�t�; t), so daÿ man mit der Norm kfka;� nur f(�t�; t) für � 2 Ibetra
hten muÿ.Zur Verans
hauli
hung dazu sei die übli
he Di�usion angeführt, für wel
hebspw. na
h (1.30) supj�j<a jt 12 v(�t 12��; t)� v�(�t��; t)j t!1�! 0 (2.42)gilt (vgl. (2.26)).Für � = 12 wird das ri
htige Skalenverhalten dargestellt und es ist dann_v�(�t� 12 ; t) = 0 für alle t und alle j�j < a.Insofern trägt � eine ähnli
he ans
hauli
he Bedeutung wie Æ (� = 12 ) Æ = 0),weil dur
h die Wahl von � � 1� 1# > 12 ein Skalenverhalten der übli
hen Dif-fusion (Æ = 0) ausges
hlossen wird.3. !# + 1# � 12 , (2.40) :Diese allgemeine Abs
hätzung, die si
h u.a. aus den beiden Fällen zuvorergibt, wird deutli
her, wenn man mit (2.18) und � = xt� 1#j�xv(x; t)j = t� 1# (!+1)j��g(�)j � C � t� 12



2.3. LOKALE UND GLOBALE KONVERGENZ 81betra
htet, was bedeutet, daÿ die gesu
hte Funktion v(x; t) si
h räumli
hmindestens � t� 12 ändert. Der einhüllende Di�usionsprozeÿ läÿt aber wegenÆ > 0 hö
hstens eine Änderung � t�1=2 zu. In man
hen Verö�entli
hungenwird deshalb ! = Æ als Bedingung an die Skalierungsexponenten formuliert.Weiter unten wird dies mathematis
h präzisiert. Es stellt si
h dabei heraus,daÿ die Glei
hheit von (2.40) für die führenden, zum Æ > 0-Anteil gehörendenExponenten in der asymptotis
hen Entwi
klung der Lösung v(x; t) gilt. �Bevor die eigentli
he Su
he na
h den Zahlen ! und # beginnt, soll erst einnotwendiger Zusammenhang zwis
hen beiden geklärt werden. Dazu wird dieExistenz einer Funktion v� : 
a;� ! C undkvLn(�; t)� v�(�; t)ka;� n!1�! 0mit � � 1� 1# vorausgesetzt. Aufgrund von (2.17) kann man dann au
hsupt2[1;L#℄ supjxj<a jL!nv(L(1�#�)nxt��; L#nt)� v�(xt��; t)j n!1�! 0s
hreiben. Zu jedem fest gewählten � 2 [1; L#℄ wird also mit T = L#nsupjxj<a jT !# v(xT 1# (T�)��; T �)� v� �x���; �� j T!1�! 0 (2.43)erfüllt, ganz analog zu (1.14).An (2.43) erkennt man, daÿ T !# v(xT 1# (T�)��; T �) für T ! 1 unabhängigvom endli
hen � wird. Daher soll_v�(xt� 1# ; t) = 0; jxj < a (2.44)als Fixpunktkriterium benutzt werden (vgl. Bemerkung zu (2.42)).Eine sol
he Konvergenz kann man allerdings nur auf den Mengen N � Rvoraussetzen, die dur
h N = fx 2 Rj v(x; t) t!1�! 0 gde�niert sind (vgl. Bem.1 zu (1.109)).



82 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONAuÿerdem soll no
h die glei
hmäÿige Konvergenz der zeitli
hen Ableitung�t �t!# v(x; t)�für jxj < a vorausgesetzt werden. Damit folgt wegen (2.43)�t �t!# v(x; t)�! _v�(xt� 1# ; t) = 0also mit (2.44) au
h t!# _v(0; t) t!1�! 0 bzw. L�#n�tvLn(0; t) n!1�! 0.Es wird alsoL�2Æn�tvLn(x; t) = �2xvLn(x; t) + L�2ÆnFLn(vLn ; �Ln) (2.45)betra
htet und versu
ht, eine Bedingung fürL(2�#)n k�tvLn(x; t)ka;� = L�2Æn k�tvLn(x; t)ka;� ! 0zu bestimmen, das heiÿt eine Relation zwis
hen den Skalierungsexponenten! und #.Der hinzugefügte Faktor L2n ändert am Resultat ni
hts. Man verglei
he dazudie Fuÿnote zu (2.55). Die S
hreibweise suggeriert aber s
hon, daÿ �2xvLn einskaleninvarianter Teil wird, der in die Fixpunktglei
hung eingeht.Für a � "LÆN(a;") , n > N(a; ") und (2.40) ist zunä
hst analog zu (2.41)L�2Æn k�tvLnka;� = L�2Æn supt2[1;L#℄ supjxj<aL(!+#)nj _v(L(1��#)nxt��; L#nt)j� L�2Æn supt2[1;L#℄ supjxj<"L(!+#)nj _v(L�Æ(n�N)L�(�� 12 )#nxt��; L#nt)j� L�2Æn supt2[1;L#℄ supjxj<"L(!+#)nj _v(C �"a�r L�Ænxt��; L#nt)j� L�2Æn �k�tvLn(0; t)k";� + C � "a�r 

 _v0(0; L#nt)

";� L(!+#�Æ)n"+ C22! �"a�2r 

 _v00(0; L#nt)

";� L(!+#�2Æ)n"2 +O("3) + : : :�� Ko 

 _v(0; L#nt)

";� + CK1 

 _v0(0; L#nt)

";� "+ C22! K2 

 _v00(0; L#nt)

";� "2 +O("3) + : : : (2.46)



2.3. LOKALE UND GLOBALE KONVERGENZ 83mit Ki := � "a�ir L(2�(i�1)Æ)n, i = 0; 1; : : : für genügend groÿes n.Folgender Zusammenhang wird nun für � � 1� 1# si
htbar:Falls Ko 

 _v(0; L#nt)

";� n!1�! 0 (2.47)Ki 

 _v(i)(0; L#nt)

";� < 1 ; i � 1 (2.48)erfüllt wird, dann folgt^">0;R(�)>a _N(a;")2N ^n>N(a;;")

�2xvLn(x; t) + L�2ÆnFLn(vLn ; �Ln)

a;� < " (2.49)Dabei bedeutet (2.48) j�ix�tv(0; t)j � t� 2# � C (2.50)und (2.47) j�tv(0; t)j � t�( 12+ 1#+�) � C (2.51)für ein maximales � > 0 für groÿe Zeiten t.Mit der Maximalität von � selektiert man gerade die führende t�Potenz,mit wel
her �tv stärker als t�( 12+ 1# ) abfällt. Man wählt also � so groÿ alsmögli
h, derart daÿ (2.51) gerade no
h erfüllt ist. Alle Ausdrü
ke � t�s mits > 12 + 1# + � in der Entwi
klung von �tv vers
hwinden ohnehin und könnenfür Konvergenzbetra
htungen unberü
ksi
htigt bleiben.Aus dem Skalenansatz ergibt si
h mit � = xt�1=# und der Voraussetzung(2.44): v(x; t) = t�!# v�(xt� 1# ) (2.52)�tv(x; t) = �1#t�!#�1 (!v�(�) + ���v�(�))j�tv(0; t)j � !#t�( 32� 1# )jv�(0)j wegen ! � ÆInsgesamt ist also aufgrund von (2.51)t�( 32� 1# ) � t�!#�1 � t�( 12+ 1#+�) (2.53)



84 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONfür groÿe Zeiten t zu lösen, was auf1 � t�!+1# + 12 � t1� 2#�� (2.54)führt und wegen der Maximalität von � zu1� = 1� 2# 2 (0; 1) (2.55)!# + 1# = 12 (2.56), ! = Æ (2.57)für die in der asymptotis
hen Entwi
klung von v(x; t) führenden Exponentenim Æ > 0�Anteil.Desweiteren ist dann für k = 1; 2; : : :�kx�tv(x; t) = �t�kx ht�!# v�(xt� 1# )i= �t ht� (!+k)# �k� v�(�)i= �1#t� (!+k)# �1 �(! + k)�k� v�(�) + ��k+1� v�(�)�j�kx�tv(0; t)j = (! + k)# t�( 32+ k�1# )j�k� v�(0)jwel
he wegen # > 2 s
hlieÿli
h (2.50) erfüllen. Das bedeutet:Falls die Lösung v(x; t) von (2.14) für groÿe Zeiten t ein Skalierungsver-halten (2.18) mit # > 2 (Æ > 0) erfüllt, dann gilt unter der Bedingung, daÿdie Grenzfunktion v� der Folge t!# v(x; t) ! v�(xt� 1# ; t) zeitli
h konstant istauf jxj < a (�Fixpunktbedingung�) und die Folge der zeitli
hen Ableitungen�t �t!# v(x; t)� für jxj < a glei
hmäÿig konvergiert, die Glei
hung (2.52) mit(2.56). �1Diese Argumentation erlaubt es, den Faktor L2n auf der linken Seite von (2.45) ste-henzulassen, weil er nur in die obere S
hranke von (2.53) eingeht. Entfällt L2n auf derlinken Seite von (2.45), so haben die Entwi
klungskoe�zienten die Form �Ki = L�2nKi .Damit lautet die oberen S
hranke von (2.54) t1���. Die Maximalität von �� führt dann mit�� = 1 = sup� (unabh. von #) zum glei
hen Ergebnis.



2.4. BESTIMMUNG DES EXPONENTEN ! 85Mit der obigen Konvergenzvoraussetzung steht der Entwi
klung des 2. Sum-manden aus (2.39) ni
hts mehr im Wege, was die Behauptung am Ende desAbs
hnitts 2.2 zum Na
hweis der Cau
hy-Konvergenz auf 
a;� dur
h denBeweis der lokalen Konvergenz demonstriert:supt2[1;L#℄ supjxj<" jL!nv(L�Æ(m�N) �"a�1+r xt��; L#nt)�L!mv(L�Æ(m�N) �"a�1+r xt��; L#mt)j � kL!mVn;m(0; t)k";�+ C k�xVn;m(0; t)k";� "+ L�#mC22! 

�2xVn;m(0; t)

";� "2+ L�2#mO("3) + : : :wobei wie zuvor au
h s
hon m � n > N(a; ") sein soll undVn;m(x; t) := L�Æ(m�n)v(x; L#nt)� v(x; L#mt)de�niert wird. Dabei vers
hwindet der TermkL!mVn;m(0; t)k";� !=Æ= 

L!nv(0; L#nt)� L!mv(0; L#mt)

";� m;n>N(a;")�! 0aufgrund von (2.52). �Au
h wenn no
h hinrei
hende Bedingungen für Æ > 0 aus dem Anfangs-wertproblem festgelegt werden müssen, so erlei
htert (2.56) die Su
he na
hdem Skalierungsverhalten deutli
h. Auÿerdem genügt es, den Ort x = 0 zubetra
hten, da na
h obiger Argumentation dort zuerst ein mögli
hes Konver-genzverhalten in diesem Sinn erkennbar ist.Die Überlegungen jedo
h kann man auf alle Stellen xo beziehen, an wel
henv(xo; t)! 0 gilt und j�tv(xo; t)j in einer Umgebung von xo maximal ist. Da-bei ist es dur
haus mögli
h, daÿ # und ! von den betra
hteten Stellen xoabhängen, weil das Skalierungsverhalten für � ja nur lokal gewählt wordenist.2.4 Bestimmung des Exponenten !Trotz aller s
hon bestehenden Zusammenhänge wäre die numeris
he Su
hena
h einem der Parameter, ! oder #, ein zeitaufwendiges Unternehmen, wenn



86 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONman ni
ht weiÿ, wo man zu su
hen hat. In diesem Abs
hnitt wird eineMögli
hkeit angegeben den Exponenten ! aus der betra
hteten Di�erenti-alglei
hung zu bestimmen. Dabei su
ht man wieder na
h skaleninvariantenAnteilen im Störterm F (v; �), wel
he in die Di�erentialglei
hgung für denmögli
hen Fixpunkt eingehen. Die Eigens
haften der dann entstandenenFixpunktglei
hung, inbesondere die Lösungsexistenz, lassen s
hlieÿli
h ent-spre
hende Rü
ks
hlüsse auf den Skalenansatz zu. Sol
he Lösungsversu
hewerden selbst-konsistent genannt. Stehen die mögli
hen Skalierungsexpo-nenten erst einmal fest, so errei
ht man einen besseren Ausgangspunkt füreinen rigorosen Konvergenzbeweis. Vorausgesetzt wird die Konvergenz desSkalenansatzes, (2.52) mit (2.56), um mit (2.49) Aussagen für eine Fixpunkt-glei
hung zu bekommen.Betra
htet man nun die Entwi
klung von F (v; �) aus (2.14) um (0; 0) mitder Forderung, daÿ keine konstanten Terme und keine Ausdrü
ke der Form� v vorkommen dürfen, so läÿt si
h mit dij := i+ d�j (s. (2.22) und (2.24))s
hreiben: F (v; �) = Xi�2 ziovi + Xi;j�1 zij(vi � �j) +Xj�1 zoj�j (2.58):= V (v) +W (v; �) + Y (�) (2.59)VL(vL) = L!+#Xi�2 L�i!zioviL (2.60)WL(vL; �L) = L!+# Xi;j�1 zijL�dij!(viL � �jL) (2.61)YL(�L) = L!+#Xj�2 zojL�d�!j�jL (2.62)FL(vL; �L) = VL(vL) +W (vL; �L) + Y (�L) (2.63)Sei nun zum ersten Koe�zienten zi�;j� 6= 0 mit i� > 0 die Zahld� := i� + d�j� � 2 (2.64)de�niert. Dann führt die Wahl!� := 2d� � 1 ; #� := 2 � d� + 1d� � 1 (2.65)



2.4. BESTIMMUNG DES EXPONENTEN ! 87mit �(dij � 1)!� + 2 = �2dij � d�d� � 1�(d� � 1)!� + #� = 2!� = #� � 2aufFL(vL; �L) = L#��2 Xdij=d� zij (viL � �jL) + L#�+!� Xdij 6=d� zij L�dij!�(viL � �jL)= L2Æ� Xdij=d� zij (viL � �jL) + L2Æ�+!�+2 Xdij 6=d� zij L�dij!�(viL � �jL)= L2Æ� 24 Xdij=d� zij (viL � �jL) + Xdij 6=d� zij L�2 dij�d�d��1 (viL � �jL)35(2.66)Diese Form ist dur
h (2.49) motiviert und läÿt die folgenden Bezei
hnungensinnvoll ers
heinen:F �d�(vLn ; �Ln) := Xdij=d� zijviLn�jLn (2.67)F>d�(vLn ; �Ln) := Xdij>d� zij L�n!�(dij�d�)(viLn�jLn) (2.68)Y <d� (�Ln) := Xd�j<d� zoj L�n!�(d��d�j)�jLn (2.69)Der Wert d� ist dur
h die Taylor-Reihe von � um (0; t) de�niert worden,wel
he den Konvergenzradius R(�) besitzt. Dieser geht in die Überlegungenmit ein, weil der Skalenansatz für � nur dort gilt, wo die Taylor-Reihe dieFunktion � au
h darstellt. Sei nun r(�) � R(�).Dann folgt unter der Voraussetzung^a<r(�) _M(a)2N ^n>M(a) k�Ln(x; t)ka;� � kvLn(x; t)ka;� (2.70)



88 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONfür n > max(N(a; ");M(a)) � 1 (N(a; ") aus a � "LÆn für n � N(a; "))

F>d�(vLn ; �Ln)

a;� � Xdij>d� jzijjL�2 dij�d�d��1 n 

viLn � �jLn

a;�� Xdij>d� jzijjL�2 dij�d�d��1 n kvLnkia;� k�Lnkja;�� Xdij>d� jzijjL�2 dij�d�d��1 n kvLnkdija;�(�)� C Xdij>d� L�2 dij�d�d��1 n� C 0� 11� L�!�n � 1�= C 0 L�!�n1� L�!�nn!1�! 0 (2.71)Die Stelle, an der die Bes
hränktheit von vLn vorausgesetzt wird, ist dabeimit (�) gekennzei
hnet und folgt aus der Konvergenz der Folge. Damit istC := supfjzijj kvLn(x; t)kdija;� j i; j � 0; dij > d�g <1gesetzt worden.Der Term Y <d� läÿt si
h ni
ht ohne Benutzung zusätzli
her Eigens
haften von�, wie z.B. ein eigenes Skalenverhalten, abs
hätzen. Ein sol
hes Beispiel wirdin den Ergebnissen no
h dargestellt. An dieser Stelle aber kann man s
honerkennen, daÿ in einigen Fällen der gesu
hte Skalierungsexponent ni
ht ver-s
hieden von !� gewählt werden kann.1. Sei Y <d� = 0.Zu !� und #� läÿt si
h die Fixpunktglei
hung für v�(�), � = xt� 1#� < r(�) �R(�) bere
hnen, wel
he die Form�2v� + F �d�(v�; �) + t�2!�#� 1#� (!�v� + ��v�) + F>d�(v�; �)| {z }t!1�! 0 = 0 (2.72)



2.4. BESTIMMUNG DES EXPONENTEN ! 89hat. Daran sieht man:(I) Je kleiner der Konvergenzradius R(�) bzw. r(�) ist, desto s
hwä
herbreitet si
h das Konvergenzgebiet für den Fixpunkt aus.(II) Je s
hneller die Taylor-Reihe von � gegen � konvergiert, also das Rest-glied des Taylor-Polynoms vers
hwindet, desto s
hneller erfüllt v� die Fix-punktglei
hung.Angenommen, es gäbe nun ein �! > !�, derart daÿ (vLn)(�!) ! v� gilt. Dannwürde si
h die triviale Fixpunktglei
hung �2v� = 0 ergeben.Denn aus 2�d�1 := �! > !� folgt �d < d� und somit gilt F ��d = 0, also F>�d = F ,weil Y <d� = 0 ist.Die entstehende Glei
hung für v� aber besitzt keine sinnvollen Lösungen mehrfür das gestellte Problem. Also gilt �! � !�.Angenommen, es gäbe nun ein 0 < 2�d�1 := �! < !�, derart daÿ (vLn)(�!) ! v�gilt, also �d > d� ist. Wegen 2�! = 2�Æ = �# � 2 > 0 existiert dann au
h dieAbs
hätzung 2 < �# < #�. Diese Relationen können aber ni
ht für alle d�Bestand haben, weil mit d� ! 1, also au
h �d ! 1, si
h 0 � �! � 0 und2 � �# � 2 ergibt.Bleibt d� < 1, so kann deshalb nur �! = 0 und �# = 2 sein. Denn re
hnetman F �d� zu �d um, so ergeben si
h i.a. Terme der Form L�n�!(dij� �d)(viLn�jLn)mit dij < �d , die si
h für n ! 1 dur
h die vorausgesetzte Konvergenz vonvLn ni
ht bes
hränken lassen. Mithin kann dann keine Fixpunktglei
hungentstehen.Aufgrund dieser beiden Überlegungen muÿ �! = !� (Æ > 0) oder �! = 0und �# = 2 (Æ = 0) sein.2. Sei Y <d� 6= 0.Die Anteile aus Y <d� werden dur
h die Iteration der Skalierungsabbildung ni
htunterdrü
kt. Deshalb müÿte die Wahl des Skalierungsexponenten 2�d�1 := �!in dieser Situation so angepaÿt werden, daÿ si
h Y <�d = 0 ergibt. Dann könntesi
h obige Argumentation ans
hlieÿen.Um das zu errei
hen wird �d zum ersten Summanden von Pmj=�j zoj�j mit



90 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSION1 < d��j < : : : < d�m < d� de�niert, analog zu d�, also �d = d��j > 1 (zok = 0für k < �j und zo�j 6= 0).Dann aber hätte die Fixpunktglei
hung für den Fixpunkt �v mit �(x; t) :=��j(x; t) die Gestalt �2�v + � = 0weil es sonst keine skaleninvarianten Anteile gibt.Das bedeutet, daÿ si
h für groÿe Zeiten t der Störungsterm F s
hreiben läÿtals F (v; �) = � + G(v; �) = ��v00 + G(v; �) = �F (v; v00; �) mit G ! 0 fürt!1.Ni
htlinearitäten der Form F (v; v0; v00) fallen in die Klasse der von Bri
-mont und Kupiainen untersu
hten partiellen Di�erentialglei
hungen (s.[Bri
93/II℄ und 1.2.2). Für sol
he ist allerdings ein anderes Skalenverhal-ten s
hon na
hgewiesen.Um also mögli
he Kon�ikte mit bereits bestehenden Ergebnissen zu vermei-den, sollen die Fälle Y <d� 6= 0 hier ausges
hlossen werden. Dieses Argumentist eher heuristis
her Natur und soll keinesfalls bedeuten, daÿ es Systeme mitsol
hem Skalenverhalten zum konstruierten �! ni
ht gibt.Die Betra
htungen bes
hränken si
h also auf den Fall Y <d� = 0. �Insgesamt wurde in diesem Abs
hnitt, wie zuvor au
h, die Konvergenz derFolge vLn im Sinne von (2.43) und (2.44) bzw. (2.52) vorausgesetzt, und einVors
hlag zur Wahl des Skalierungsexponenten !� im Falle Æ > 0 gema
ht,wel
her si
h aus der Widerspru
hsfreiheit und Eindeutigkeit der Fixpunkt-glei
hung (wegen (2.22) und (2.70)) begründet. Der zweite Parameter #�wurde mittels 2Æ� = 2!� = #� � 2 aufgrund der Überlegungen aus 2.3 be-re
hnet.Allgemein hängt demna
h die Wahl von !� zu Æ > 0 vom lokalen Verhaltender Funktion � an der betra
hteten Stelle xo, die in den Herleitungen aufxo = 0 reduziert wurde, ab. Ebenso beein�uÿt der Störungsterm F , dessenTaylor-Entwi
klung eine spezielle Form haben soll (s. (2.58)), die Wahlvon !�. Bes
hränkt man si
h auf Fälle, in denen Y <d� = 0 gilt, so konnte mandie Di�erentialglei
hung für v� bere
hnen (s. (2.72)). Das Konvergenzgebietfür den Fixpunkt v� wird dur
h r(�) � R(�) aus (2.70) bestimmt, wel
hesebenfalls i.a. von xo abhängt.



2.5. ANSCHLUß AN BISHERIGE ERGEBNISSE 91Abs
hlieÿend sei no
h bemerkt, daÿ mit d� ! 1 au
h #� ! 2 und !� ! 0gilt. Es entsteht dadur
h ein Skalierungsverhalten, wie es in 1.3 s
hon dis-kutiert wurde (vgl. (1.144)). Ans
hauli
h bedeutet dieser Übergang, daÿdie Terme, wel
he den Di�usionsprozeÿ stören, irrelevant werden und dasLangzeitverhalten si
h dem der Fehlerfunktion erf( x2pt) nähert. Diese Termi-nologie ist bewuÿt an jene aus den Kapiteln zuvor angelehnt, in denen dieNi
htlinearitäten F (v; v0; v00) , wel
he si
h ni
ht auf das Langzeitverhaltender ungestörten Di�usion auswirken, so genannt werden.2.5 Ans
hluÿ an bisherige ErgebnisseIn diesem Abs
hnitt wird die Übereinstimmung zwis
hen !� und #� aus 2.4und den Ergebnissen anderer Verö�entli
hungen dargestellt. Die Autorenleiten in allen Fällen das Skalenverhalten anders als bislang gezeigt her, ins-besondere nutzen sie dafür spezielle Eigens
haften des behandelten Problems.Der Vorteil obiger Formulierung ist deshalb der allgemeine Charakter. DieVoraussetzung Æ > 0 läÿt si
h no
h ni
ht na
hweisen, weil hinrei
hende Be-dingungen dafür ni
ht bekannt sind. Eine Idee dazu ist aber das folgendeVerglei
hsprinzip:Besitzt das Anfangswertproblem (2.14) an der Stelle � = 0 für t ! 1 eineLösung mit dem Skalenverhaltenvo(x; t) = t��ov�o(xt� 12 ) (2.73)und gilt für alle Zeiten t � 1 F (v; �) � F (v; 0) (2.74)sowie die Unglei
hung (2.70), d� � 2 und Y <d� = 0, so kann man in derEntwi
klung der Lösung v von (2.14) für groÿe Zeiten t einen Æ� > 0�Anteilerwarten, das heiÿt sie hat mit �o; �� 2 No um x = 0 die Gestaltv(x; t) = �oXi=0 t��ifi(xt� 12 ) + ��Xj=0 t��j !�#� gj(xt� 1#� ) (2.75)�o = 1 (2.76)!� + 1#� = 12 (2.77)



92 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSION�Beweis�:Zu zeigen ist nur no
h, daÿ der Fall Æ > 0 eintritt. Die restli
he Argu-mentation verläuft wie in den vorangegangenen Abs
hnitten und drü
kt einesogenannte selbst-konsistente Lösung aus, weil gezeigt wurde, daÿ der ge-ma
hte Skalenansatz unter den oben genannten Voraussetzungen ni
ht aufWidersprü
he führt.Nun bedeutet die Glei
hung (2.74), daÿ zu allen Zeiten t � 1�2xv + F (v; �) � �2xv + F (v; 0)gilt. Unter der Voraussetzung (2.73) folgt dann�tv � �tvound weil v(x; 1) � vo(x; 1) somit au
h für groÿe Zeitenv(x; t) � t��ov�o(xt� 12 )Man verglei
ht also die partielle Di�erentialglei
hung (2.14) an der Stelle � =0 mit Systemen, für deren Lösung vo ein Skalenverhalten vo � t��ov�o(xt� 12 )na
hgewiesen wurde. Sol
he Glei
hungen bes
hreiben, wie in 2.3 s
hon erläu-tert wurde, einen Prozeÿ Po, der si
h wie die übli
he Di�usion im Ortsraumausbreitet. Gilt dann F (v; �) > F (v; 0), so muÿ die gesu
hte Lösung v si
hräumli
h langsamer als t� 12 ändern, was gerade der ans
hauli
hen Bedeutungvon Æ > 0 entspri
ht.Die folgenden Beispielsysteme führen mit dem Verglei
hsprinzip immer aufeine partielle Di�erentialglei
hung der Gestalt�tvo = �2xvo � vojvojp�1; p > 1für deren Lösung mit t ! 1 ein Skalenverhaltenvo(x; t) = 8<: t� 1p�1v�o(xt� 12 ); p < 3t� 12 v�o(xt� 12 ); p � 3dur
h [Bri
94℄ bekannt ist. Insbesondere für p > 3 wurde dies im erstenKapitel dieser Arbeit gezeigt. Demna
h sind entspre
hende Entwi
klungenwie (2.75) zu erwarten. �



2.5. ANSCHLUß AN BISHERIGE ERGEBNISSE 93Nun werden Beipiele betra
htet, die zum Teil aus den Verö�entli
hungenanderer Arbeitsgruppen stammen. Die folgenden Aussagen über das Skalen-verhalten beziehen si
h nur auf den führenden Term im��-Anteil von (2.75),die Konvergenz der Folge vLn wird wie in 2.3 und 2.4 vorausgesetzt. Insbe-sondere wird ni
ht auf die Voraussetzung (2.70) eingegangen.Es geht nur um die Demonstration von (2.65).1. Gegeben sei (2.9) mit p; q > 0 , p+ q � 2:Die Fehlerfunktion u(x; t) ist um (0; t) linear, also ist du = 1. Na
h (2.22)ergibt si
h uqL(x; t) = Lq!uq(Lx; L#t).Na
h der De�nition von d� in (2.64) hat man hier also d� = p+ q zu setzen.Die skalierte Glei
hung lautet also mit s := p + q � 1 = d� � 1 an dervers
hobenen Stelle ~x := x� xR (vgl. (2.12) in 2.1):L�2Æn�tvLn = �2~xvLn + 2dRL�Ænt� 12�~xvLn�2�sL(2�!s)n(vLn + uLn)p(vLn � uLn)qWählt man nun !� = 2s ; #� = 2 � 2 + ssso ergibt si
h Y <d� = 0 = F>d� , L�Ænt� 12�xvLn ! 0 für n!1 undF �d�(v�; u) = �2�s(v� + u)p(v� � u)qMan kann also ein Skalenverhaltenv(x; t) = t� 12+sv�(xt� s2(2+s) )�2v� = 2�s(v� + u)p(v� � u)qerwarten.Diese Ergebnisse sind na
hzulesen bei [Droz91℄ [Droz92℄ und [Magn2000℄;für die spezielle Wahl p = q = 1 �ndet man die Arbeiten von [Galf84℄ und[Witt91℄.Mit einer anderen Klasse von Startwerten wurde das System für p = q � 4dur
h [Witt99℄ behandelt. Es zeigt si
h eine Entwi
klung der Form (2.75),



94 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONebenfalls mit den Exponenten !� und #� im ��-Anteil und �o = 0.2. Sei nun mit q � p > 1 die Glei
hung�tv(x; t) = �2xv(x; t)� vp(x; t) + ju(x; t)jq (2.78)betra
htet, wobei u(x; t) aus (2.11) ist und die Startbedingungen (2.10) mitk = 1 gelten sollen.Der Fall k 6= 1 läÿt si
h analog zum ersten Beipiel behandeln: dur
h die ein-geführte S
hwerpunktkoordinate ~x = x� xR entsteht wieder ein irrelevanterZusatzterm. Das Skalenverhalten wurde für p = q = 2 dur
h [Galf84℄ und[Witt91℄ bestimmt.Hier gilt analog zum ersten Beispiel d� = p. Die skalierte Glei
hung nimmtmit !� = 2p� 1 ; #� = 2 � p+ 1p� 1die FormL�2Æn�tvLn(x; t) = �2xvLn(x; t)� L(2�!(p�1))nvpLn(x; t) + L(2�!(q�1))njuLn(x; t)jq= �2xvLn(x; t)� vpLn(x; t) + L�2n q�pp�1 juLn(x; t)jqF �d�(vLn; uLn) = �vpLnF>d�(vLn; uLn) = L�2n q�pp�1 juLnjqY <d� (uLn) = 0an. Das Verglei
hsprinzip ist hier o�ensi
htli
h erfüllt: �vp + jujq � �vp .Die Fixpunktglei
hung hat für jxt� 1# j < r(�) die fast einfa
he Form�2v� � (v�)p = 8<: �jujp; q = p0; q > pÜberdies stellt si
h au
h in einigen Fällen mit q < p eine sehr s
hwa
heKonvergenz der skalierten Lösungen t 1p+1v(xt p�12(p+1) ; t) gegen eine feste Funk-tion v�(x) um die Stelle x = 0 heraus. Diese ist jedo
h ni
ht allein auf dieArgumentation aus 2.4 mit Y <d� = 0 zurü
kführbar, weil bei einer sol
hen



2.5. ANSCHLUß AN BISHERIGE ERGEBNISSE 95Parameterwahl Y <d� 6= 0 ist, was in den Herleitungen zuvor ausges
hlossenworden war.Eine sol
he Konvergenz beruht unter o.g. Skalenansatz auf dem von u(x; t) =u(12xt� 12 ) mitgebra
hten Skalenverhalten. Dies erkennt man, wenn man dieFixpunktglei
hung �2v� � (v�)p + jt p�qp+1u(�; t)jq = 0für kleine � betra
htet. Es ergibt si
h der Termjt p�qp+1u(�; t)jq = t p�qp+1 �( 1p��t� 12 )q + ( 12p� (�t� 12 )3)q + : : : �= ( 1p��)qt 2p�q(p+3)2(p+1) + ( 12p��3)qt 2p�q(3p+5)2(p+1) + : : :Um nun überhaupt so etwas wie Konvergenz am Ursprung zu dem gema
htenSkalenansatz beoba
hten zu können muÿ also2p � q(p+ 3) (2.79)gelten, weil damit die Summanden der Entwi
klung für groÿe t allmähli
hvers
hwinden bzw. si
h auf den ersten reduzieren. Mithin breitet si
h dieKonvergenz langsam aus, weil r(�) aus (2.70) für q < p sehr viel kleiner istals für p � q. Ist (2.79) ni
ht erfüllt, so kann man erwarten, daÿ ein r(�) aus(2.70) gar ni
ht existiert.Die vers
hiedenen Situationen werden anhand von numeris
hen Simulationenin 2.6 verans
hauli
ht.3. Diese folgenden Glei
hungen werden bei [Baz2000/II℄ ausführli
h dis-kutiert. Sie entspringen den Glei
hungen (2.1) und (2.2) mit Db = 0 undsollen hier als Anwendungsbeispiel obiger Methode zitiert werden, weil die-se die glei
hen Resultate (selbst-konsistent) liefert, wel
he die Autoren von[Baz2000/II℄ festgestellt haben, allerdings ohne deren ausführli
he Fallunter-s
heidung. Die Besonderheit gegenüber den anderen Modellen liegt darin,daÿ der Störterm � wieder von der gesu
hten Funktion abhängt.



96 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSION(I) Betra
htet man das Anfangswertproblem�ta(x; t) = �2xa(x; t)�H(x) [a(x; t)℄m e�q�(x;t) (2.80)a(x; 1) = H(x) (2.81)limx!1a(x; t) = 0 (2.82)limx!�1a(x; t) = 1 (2.83)�(x; t) := Z t1 am(x; �)d� (2.84)mit q > 0 und m � 2 konstant, so erhalten die Glei
hungen (2.80) und (2.84)na
h der Transformation die Form�taLn = L�2Æn�2xaLn � L(#�!(m�1))nHLn [aLn ℄m exp(�q�Ln)�L(x; t) = Z t1 amL (x; �)d� = Z t1 L!mam(Lx; L#�)d(L#�)= L!m�(Lx; L#t)Mit aLn ! a� (lokal glm.) gilt dann�Ln(x; t) n!1�! Z t1 [a�(x; �)℄md� =: ��(x; t)Das Skalenverhalten von � ist aufgrund von (2.22) dur
h den in � vorkom-menden Term am zu de�nieren, also �L(x; t) = L!m�(Lx; L#t).Die Exponenten lauten na
h 2.4!� = 2m� 1 ; #� = 2 � m+ 1m� 1denn am ist die in (2.80) führende Ni
htlinearität, wel
he in die Bestimmungvon d� = m eingeht.(II) Nun sei zu k > 1 die Glei
hung�ta = �2xa(x; t)� H(x) [a(x; t)℄m[1 + q(k � 1)�(x; t)℄k=(k�1)gegeben mit � aus (2.84) und denselben Start- und Randbedingungen wieoben. In diesem Fall gilt dann[1 + q(k � 1)�Ln(x; t)℄k=(k�1) n!1�! [1 + q(k � 1)��(x; t)℄k=(k�1)



2.6. NUMERISCHE ERGEBNISSE 97Da die Taylor-Entwi
klung von (1 + x)� kk�1 = 1 + : : : um x = 0 mit 1beginnt, müssen !� und #� wie zuvor gewählt werden, weil am erneut derführende Term ist. Daraus ergibt si
h also das glei
he Skalenverhalten wieim ersten Fall a(x; t) = t� 1m+1a�(xt� m�12(m+1) )unabhängig von k , wie es au
h von den Autoren bestätigt wird. �2.6 Numeris
he ErgebnisseHier werden einige Simulationen vorgestellt, die die Zusammenhänge der vor-stehenden Abs
hnitte verdeutli
hen. Die Resultate der numeris
hen Analysehaben, damit die zugehörigen Daten ni
ht versehentli
h gemis
ht werden,jeweils einen 
harakteristis
hen Namen, wel
her im Titel der Abbildungendur
h [Systemname℄ ersi
htli
h ist. Weitere Erläuterungen zur benutztenDi�erentialglei
hung und den Startbedingungen be�nden si
h im beigefügtenText. Alle weiteren Bezei
hnungen entnimmt man, sofern sie si
h auf nume-ris
he Aspekte beziehen, den si
h ans
hlieÿenden Kapiteln 3.1 und 3.2.Alle Simulationen wurden mit einer Zeitgitterkonstante k = 0:05 (s. (3.24))und einer Ortsgitterkonstante h = 0:1 (s. (3.23)) dur
hgeführt, weil si
h dieWahl dieser Werte als guter Kompromiÿ zwis
hen Re
henaufwand und Er-gebnisqualität erwiesen hat. Der erwartete Fehler einer bere
hneten Lösungliegt in der Ordnung O(h2 + k2) � 0:0125 (s. (3.39)) und ist natürli
h vonden betra
hteten Ni
hlinearitäten abhängig.Alle Skalierungen wurden zum Wert L = 1:18 vorgenommen, das heiÿt also,daÿ zu den Zeiten tn = L#�n; n 2 Ndie Lösung v der Umre
hnungv(x; tn) 7! t!�#�n v(xt 1#�n ; tn) = vLn(x; 1)unterzogen wurde. Bei einer Konvergenz ist vLn ! v� mit _v(x; t) = 0 fürgenügend kleine jxj zu beoba
hen. Diese Zeiten tn stehen zum jeweils be-nutzten #� in der Legende der Abbildungen, wobei die ersten Folgegliederzugunsten einer besseren Übersi
ht oft wegfallen.



98 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSION2.6.1 FehleranalyseBevor auf die interessierenden Simulationen eingegangen wird, soll ein kurz-er Verglei
h zwis
hen exakter und numeris
he Lösung vorangestellt werden.Dazu wurdeu(x; t) = D�2xu(x; t) (2.85)u(x; 1) = � 12(1 + x2) + 1(1 + (x� 4)2) + 1(1 + (x+ 4)2) (2.86)mittelsGauÿ-Faltung und Simulation für die Zeit t = 20000 zu vers
hiedenenD bere
hnet. In den Bildern bezei
hnet g(x; t) die Gauÿ-Lösung.
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Abb.: 2.2In Abb. 2.2 erkennt man u(x; t) als numeris
he und g(x; t) Gauÿ-Lösungvon (2.85) zu D = 0:1 und (2.86) mit t = 20000. Die Abwei
hung an derStelle x = 0 liegt unterhalb der eingangs erwähnten Fehlergrenze von 0:0125.Mit diesem Fehler stimmen die Kurven also überein.
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Abb.: 2.3Analog zu Abb. 2.2 wird hier der Verglei
h zwis
hen exakter g(x; t) undnumeris
her Lösung u(x; t) von (2.85) zu D = 1 dargestellt. Wieder erkenntman, daÿ die Abwei
hung an der Stelle x = 0 maximal wird, jedo
h liegtdie Di�erenz der beiden Kurven immer no
h unterhalb der Fehlergrenze von0:0125.
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Abb.: 2.4In diesem Beispiel wurde (2.85) zu D = 10 numeris
h u(x; t) und exaktg(x; t) bestimmt. Man erkennt, daÿ die periodis
hen Randbedingungen dienumeris
he Lösung u so stark verändern, daÿ von einer Übereinstimmung mitder exakten Lösung ni
ht mehr gespro
hen werden kann. Die periodis
henRänder sind aber dur
haus sinnvoll, wenn man wissen muÿ, zu wel
her Zeitt eine numeris
he Lösung die Begrenzung dur
h das Ortsgitter errei
ht.
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0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

-400 -200 0 200 400

u(x,t) [Nirel]

t=2819.58
t=3926.35
t=5467.44
t=7613.28
t=10601.1
t=14761.3

Abb.: 2.5Die Abb. 2.5 zeigt die Lösung der partiellen Di�erentialglei
hung_u = u00 + u6 (2.87)u(x; 1) = � 12(1 + x2) + 1(1 + (x� 4)2) + 1(1 + (x+ 4)2) (2.88)zu den in der Legende gekennzei
hneten Zeiten t.Na
h dem Kapitel 1.2.2 soll diese Lösung für groÿe t ein Skalierungsverhaltender Form t 12u(xt 12 ; t) aufweisen, weil der Störungsterm u6 na
h der De�nitionzu (1.27) irrelevant ist.Die Skalierungen der Kurven in Abb. 2.5 werden in Abb. 2.6 dargestellt.
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Abb.: 2.6Dies ist die skalierte Lösung u(x; t) des Anfangswertproblems (2.87) ge-mäÿ t 12u(xt 12 ; t) = Af �o (x) = Ap4�e�x24 (2.89)Man erkennt ohne S
hwierigkeit den Gauÿ-Fixpunkt aus (2.89). Die Ab-wei
hung der Kurven voneinander an der Stelle x = 0 liegt unterhalb deserlaubten Fehlers.
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Abb.: 2.7Ein weiteres Beispiel zum irrelevanten Fall 1.2.2 sei mit_v = v00 � v 72zum Startwert (2.86) angeführt, deren Lösung zu den Zeiten t = (1:18)2n,n = 23; : : : ; 29 in der Abbildung 2.7 aufgezei
hnet sind. Au
h für diese wirdein Skalenverhalten t 12 v(xt 12 ; t) vermutet. Man bea
hte aber, daÿ F (v) = �v 72ni
ht mehr analytis
h an der Stelle 0 ist, so wie es in der Voraussetzung zu(1.30) gefordert wird.
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Abb.: 2.8In Abbildung 2.8 erkennt man die entspre
hend (2.89) skalierten Graphenaus Abb. 2.7 . Au
h in dieser Simulation ist der Gauÿ-Fixpunkt o�ensi
ht-li
h, die Abwei
hungen liegen wieder innerhalb der Fehlertoleranz.
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Abb.: 2.9Die Simulationen BigNoWit und NoWit2 behandeln das Reaktions-Di�usions-Systemu(x; t) = �erf( x2pt) (2.90)�tv(x; t) = �2xv(x; t)� v(x; t)p + ju(x; t)jq (2.91)v(x; 1) = 1 (2.92)mit p = q > 1.Der Theorie in 2.5 (vgl. Bemerkungen zu (2.78)) zufolge wird ein Skalenver-



2.6. NUMERISCHE ERGEBNISSE 107halten t 1p+1v(xt p�12(p+1) ; t) = v�(x) (2.93)für p � q erwartet.In Abbildung 2.9 sind die skalierten Lösungen von (2.91) zu p = q = 7dargestellt. Die lokale Konvergenz um die Stelle x = 0 ist gut erkennbar.Dies gilt au
h für die in Abb. 2.10 gezei
hneten Skalierungen, wel
he ausLösungen von (2.91) zu p = q = 4 erstellt wurden. Das qualitative Verhaltender Lösung v(x; t) ist in Abb. 2.13 abgedru
kt.
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Abb.: 2.10
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t=1344.8

t=2765.19

Abb.: 2.11In den Überlegungen des Abs
hnitts 2.4 sollte die Störung F (v; u) =�vp + jujq in einer Glei
hung (2.91) analytis
h um (0; 0) sein. In der Ab-bildung 2.11 sind die gemäÿ (2.93) skalierten Lösungen von (2.91) zu sehen,aber mit p = q = 2; 7, so daÿ F (v; u) also ni
ht mehr analytis
h ist. AmFixpunktverhalten der Lösung v(x; t) ändert si
h aber gegenüber den in Abb.2.10 und Abb. 2.9 gezei
hneten Fällen qualitativ ni
hts.
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Abb.: 2.12Eine weitere Voraussetzung zur Bestimmung der Skalierungsexponenten!� und #� in 2.4 war d� � 2, wobei d� aufgrund der Taylor-Reihe vonF (v; u) = �vp + jujq bestimmt wurde. In Abb. 2.12 sind die dur
h (2.93)skalierten Lösungen von (2.91) zu p = q = 1; 5 abgedru
kt. F (v; u) ist alsoni
ht analytis
h und ni
ht von der Ordung � 2 . Trotzdem ist um x = 0deutli
h ein skaleninvarianter Berei
h festzustellen, qualitativ dem der Abb.2.11, 2.10 und 2.9 glei
h.
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ho
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Abb.: 2.13Die Simulationen mit dem Namen Ty
ho beziehen si
h (mit Ausnahmevon Ty
ho1) alle auf (2.91) mit q > p.Na
h den Ausführungen in 2.5 und 2.4 sollte si
h dasselbe lokale Skalenver-halten (2.93) ergeben. In der Abb. 2.13 sind die Lösungen v(x; t) zu p = 4;q = 6 aufgetragen.
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Abb.: 2.14In Abb. 2.14 ist der Verlauf der skalierten Lösungen (2.93) von (2.91) zup = 4; q = 6 aufgetragen. Klar zu erkennen ist wieder die si
h um x = 0ausbreitende Skaleninvarianz.
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Abb.: 2.15Ein weiteres Beipiel zu (2.91) mit p = 5; q = 8 ist in Abb. 2.15 darge-stellt. An diesem läÿt si
h der Unters
hied zwis
hen lokaler Konvergenz derSkalierungen (2.93), die um x = 0 erwartet wird, und globaler Konvergenz,die für die si
h ausbreitenden Fronten prägend sind, sehr gut feststellen. Inden Abb. 2.16 und 2.17 wird dies verans
hauli
ht.
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Abb.: 2.16Hier sind die Funktionen aus (2.93) zu p = 5; q = 8 abgebildet. Er-wartungsgemäÿ stimmen diese, im Rahmen der Fehlergenauigkeit, in einerUmgebung des Nullpunkts überein. Die Fronten aber genügen einem anderenSkalenverhalten, wie in Abbildung 2.17 verdeutli
ht wird.
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Abb.: 2.17In Abb. 2.17 sieht man die skalierten Lösungen von (2.91) zu p = 5; q = 8allerdings ni
ht mittels (2.93) bere
hnet, sondern dur
hv(xt 12 ; t) = ~v�(x); jxj > 1Dies entspri
ht der Skalierungseigens
haft der Funktion u(x; t). Eine Konver-genz am Nullpunkt liegt o�enbar ni
ht vor. Dies de
kt si
h mit dem Ergebnis,wel
hes in Abb. 2.16 dargestellt ist: um x = 0 dominiert das Skalenverhalten(2.93).Es läÿt si
h beoba
hten, daÿ es zu jeder Zeit t ein jxtj gibt, derart daÿ für allejxj � jxtj die Unglei
hung ju(x; t)j � jv(x; t)j gilt. Dies verletzt die einge-führte Bedingung (2.70) und ist der Grund des gemis
hten Skalenverhaltens.Weitere Beipiele zu sol
hem gemis
hten Skalenverhalten werden no
h folgen.
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Abb.: 2.18Hier wird no
h einmal das Anfangswertproblem (2.91) mit q = 4; p = 6betra
htet. Diesmal aber steht die Auswirkung des von u(x; t) = u( x2pt) mit-gebra
hten Skalenverhaltens auf die lokale Konvergenz von v(x; t) im Mittel-punkt, weil q < p und damit Y <d� (u) = juj4 6= 0 ist, was in der Herleitung vond� in 2.4 ausges
hlossen wurde. Na
h der Diskussion in 2.5 zum Beispiel 2muÿ also eine Bedingung 2p � q(p+ 3)erfüllt werden, wenn eine Konvergenz von (2.93) in dieser Situation beob-a
htbar sein soll. Diese Bedingung ist hier erfüllt.In Abbildung 2.18 sind die skalierten Lösungent 1p+1v(xt p�12(p+1) ; t) = v�(x) (2.94)



116 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONaufgetragen.In Übereinstimmung mit den Vorhersagen ist eine lokale Konvergenz im Rah-men der Fehlerordung erkennbar. An den Zeiten t in der Legende sieht man,daÿ im Gegensatz zu den Konvergenzen, die in den Abbildungen 2.10 - 2.12zu sehen sind, si
h dieses Ergebnis zu gröÿeren t allmähli
h einstellt . Au
hdieser Umstand wurde bei der vorangehenden Diskussion s
hon erwähnt.Ein weiters Beispiel soll si
h an dieser Stelle direkt ans
hlieÿen: diesmalsind p = 3; q = 2 so gewählt, daÿ 2p = 6 < 12 = q(p+ 3) gilt. Selbst zu sehrviel gröÿeren Zeiten t kann man nun aus Abb. 2.19, in der wieder die Skalie-rungen gemäÿ (2.94) zu sehen sind, no
h ni
ht auf eine Konvergenz der FolgevLn(0; 1) gegen einen Fixpunkt s
hlieÿen. Immerhin ist na
hweisbar, daÿ dieDi�erenz zweier Folgenglieder jvLn +1(0; 1)� vLn(0; 1)j allmähli
h abnimmt.Andererseits würde eine fals
he Einstellung der Skalierungsexponenten si
haufgrund der groÿen Simulationszeiten deutli
her zeigen, als in Abb. 2.19.
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Abb. 2.20Die Simulationen mit dem Namen GalRa sind unter zwei Aspekten zusehen. Einerseits demonstrieren sie, daÿ die Formulierung in 2.4 tatsä
hli
hau
h für Störungen F (v; �) zutri�t, die in eine Potenzreihe entwi
kelbar sind.In den Beispielen zuvor wurden gröÿtenteils polynomiale Ausdrü
ke für Fbetra
htet. Andererseits wird an ihnen no
h einmal die Mis
hung zweierSkalenverhalten auf vers
hiedenen Berei
hen verans
hauli
ht, das heiÿt fürgroÿe Zeiten t hat die Lösung v(x; t) die Formv(x; t) = v�o( xpt) + t�!�#� v�( xt 1#� ) (2.95)



118 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONIn der Abbildung 2.20 sind die Lösungen der Di�erentialglei
hung_v = v00 � (v � u)2(v + u)3 + 11 + (v � u)4 � 1 (2.96)aufgezei
hnet, wobei wieder u(x; t) = �erf( x2pt) ist.Entwi
kelt man die Störung F (v; u) = �(v � u)2(v + u)3 + 11+(v�u)4 � 1in eine Taylor-Reihe um (0; 0), so erkennt man, daÿ die Terme v4; v2u2und u4 führend sind. Na
h (2.64) ist also hier d� = 2 + 2du = 4, weildu = 1 ist. Insbesondere ist damit au
h Y <d� = 0. Demna
h setzt man!� = 2=(d� � 1) = 2=3 und #� = 2(!� + 1) = 10=3.Das Ergebnis der Skalierung mit diesen Parametern stellt die Abb. 2.21 dar,also den v��Anteil aus (2.95) für genügend kleine x. Die Skaleninvarianz umden Nullpunkt ist gut erkennbar.
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Abb.: 2.21



2.6. NUMERISCHE ERGEBNISSE 119Das Verhalten aus Abb. 2.21 läÿt si
h aber für gröÿere jxj ni
ht mehrzeigen. Statt dessen wird das Lösungsverhalten an sol
hen Stellen dur
h dieFunktion u(x; t) dominiert, so daÿ deren Skalierung zum v�o( xpt)-Anteil in(2.95) führt.In Abbildung 2.22 ist diese Skalierung der Kurven aus Abb. 2.20 darge-stellt. Gut erkennbar ist die vorhergesagte Skaleninvarianz auf Berei
hen,die genügend von der Stelle x = 0 entfernt liegen.
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120 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONAbs
hlieÿend soll no
h die Di�ertialglei
hung_v = v00 � (v � u)2(v + u)3 + sin2 �(v + u)2� (2.97)mit u(x; t) = �erf( x2pt) betra
htet werden, deren Lösungsentwi
klung manin Abbildung 2.23 abliest.Für x < �60 ist eine übli
he Di�usionsfront gut si
htbar, für x > 60 breitetsi
h eine formstabile Front aus.
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Abb.: 2.23



2.6. NUMERISCHE ERGEBNISSE 121Das Skalierungverhalten der Lösungen zu (2.97) kann wieder als ein zu-sammengesetztes im Sinne von (2.95) betra
htet werden.Für den v��Anteil stellt man fest, daÿ in einer Potenzreihenentwi
klung vonF (v; u) = �(v � u)2(v + u)3 + sin2 ((v + u)2) wieder die Terme v4; v2u2 undu4 führend sind. Entspre
hend zu (2.96) werden die Skalierungsexponentengewählt. Das Ergebnis dieser Skalierungen ist in Abbildung 2.24 abgedru
kt.
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Abb.: 2.24Diesmal wird eine Skaleninvarianz von t!�#� v(xt 1#� ; t) = v�(x) um die Stellex = �4 si
htbar. Wie weit si
h diese no
h ausbreiten wird, das heiÿt dasKonvergenzgebiet, läÿt si
h no
h ni
ht abs
hätzen. An den übrigen Ortenhat man aber das Skalenverhalten der normalen Di�usion v(xt 12 ; t) = v�o(x)zu erwarten.
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Abb.: 2.25Wie zu Abb. 2.24 s
hon angedeutet wurde ist für weite Teile der Lösungvon (2.97) eine Skalierungsvors
hrift v�o( xpt) zu erwarten, wenn man na
hskaleninvarianten Anteilen in v(v; t) su
ht. Dies wird dur
h Abbildung 2.25eindru
ksvoll bestätigt.Allerdings stellt si
h in der Umgebung von x = �12 o�enbar keine Konvergenzein. Dieser Berei
h wird zumindest für x < �12 besser dur
h die in Abb. 2.24dargestellte Skalierung zeitunabhängig.



2.6. NUMERISCHE ERGEBNISSE 123Als Kritikpunkt läÿt si
h no
h bemerken, daÿ in allen Simulationen, diesi
h auf den Abs
hnitt 2.4 beziehen, die Fehlerfunktion u(x; t) = �erf( x2pt) =�(x; t) benutzt wird, obwohl die theoretis
he Formulierung allgemeiner ist.Dieser Umstand ist dur
h das Programm bedingt, mit dem die Simulationendur
hgeführt wurden: u(x; t) ist selbst Lösung einer Di�usionsglei
hung undläÿt si
h daher lei
ht in die betra
hteten Di�erentialglei
hungen einbringen,weil das Programm Reaktions-Di�usions-Systeme simulieren kann. Funktio-nen �(x; t), die ni
ht einer Di�usionsglei
hung genügen, können ni
ht ohneweiteres eingebunden werden.Die Fehlerfunktion hat aber den Vorteil, daÿ si
h mit ihr die Bedingung (2.70)lei
hter erfüllen läÿt, weil die Lösungen v der betra
hteten Di�erentialglei-
hungen gerade Prozesse bes
hreiben sollen, die si
h langamer als di�usiveausbreiten.



124 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSION2.7 ZusammenfassungIn den vorangegangenen Abs
hnitten ist das Skalenverhalten gestörter Di�u-sionsglei
hungen für groÿe Zeiten untersu
ht worden. Begonnen wurde mitGlei
hungen der Form _v = v00 + F (v; v0; v00) :Das Anfangswertproblem läÿt si
h im Fall F = 0 exakt mittelsGauÿ-Faltunglösen. Diese Gauÿ-Lösungen besitzen ein Skalenverhalten, das heiÿt, siehaben je na
h Anfangswertproblem für groÿe Zeiten t die GestaltvG(x; t) = Ct� f�( xpt) ;wobei � = 12 oder � = 0 ist. f� ist je na
h Fall die Gauÿ-Verteilung oder dieFehlerfunktion.Dieser Umstand wird benutzt, um Anfangswertprobleme und Störungen Fso zu klassi�zieren, daÿ die zugehörigen Lösungen v si
h für groÿe Zeiten tder Funktion vG für alle x beliebig nähern.Der Beweis dazu läÿt si
h mit Renormierungsgruppentransformationen füh-ren. Dabei wird eine kontrahierende Skalentransformation R auf dem Raumaller zuvor zugelassenen Anfangswerte konstruiert und gezeigt, daÿ eine häu-�ge Wiederanwendung auf vG(x; 1) führt. Dieser Anfangswert, so läÿt si
hdann zeigen, ist aber die Lösung v(x; t) zu groÿen Zeiten t, die si
h annäherndna
h der ungestörten Di�usionsglei
hung entwi
kelt und damit der Form vGimmer ähnli
her wird.Es gibt nun Systeme von partiellen Di�erentialglei
hungen, die auf Glei
hun-gen der Struktur _v = v00 + F (v; �)mit einer bekannten Funktion �(x; t) führen. Für die Lösungen v derartigerGlei
hungen ist in einigen Fällen au
h ein Skalenverhalten bekannt geworden:vS(x; t) = t��v�(xt�
)wobei 12 > 
 ist. Im Kapitel 2 ist versu
ht worden, die Methode der Re-normierungstransformation auf sol
he Probleme anzuwenden. Im Gegensatz



2.7. ZUSAMMENFASSUNG 125zu den Gauÿ-Fällen zuvor existiert hier kein natürli
h vorgegebenes Verhal-ten. Vielmehr müssen die Exponenten � und 
 aus der Di�erentialglei
hungbestimmt werden. Dabei hat si
h herausgestellt, daÿ bei vorausgesetztemSkalenverhalten v ! vS für t!1 zu 
 > 2 die Glei
hung� + 
 = 12gilt, unabhängig vom Anfangswertproblem.Desweiteren ist die Konvergenz v ! vS gegenüber den Gauÿ-Fällen einelokale, das heiÿt, sie gilt ni
ht unbedingt für alle x. Dabei ist das Kon-vergenzgebiet einges
hränkt dur
h den Konvergenzradius der Taylor-Reihevon � um die Stelle xo, an der ein Skalenverhalten vS erwartet wird. Diesliegt an der De�nition der Skalentransformation für �.Zudem ist no
h ein Verfahren zur Bestimmung der Exponenten � bzw. 
angegeben worden, wenn an F (v; �) gewisse Bedingungen gestellt werden.Die gefundenen Zusammenhänge stimmen mit den Ergebissen anderer Ver-ö�entli
hungen überein.Diese Details sind s
hlieÿli
h mit numeris
hen Methoden an einigen Modell-glei
hungen verans
hauli
ht worden. Dabei hat si
h in man
hen Fällen eingemis
htes, auf vers
hiedenen Berei
hen ausgeprägtes Skalenverhalten derLösung v gezeigt:v(x; t) = vG(x; t) + vS(x; t) = Ct� f�( xpt) + t��v�(xt�
)Insgesamt erhält man damit einen besseren Ausgangspunkt für einen Beweisder Aussage v ! vG + vS für t!1.Die Weiterentwi
klung dieser Ergebnisse kann in vers
hiedene Ri
htungenverlaufen:die Bedingungen für 12 > 
 sind in dieser Arbeit fast unberü
ksi
htigt geblie-ben. Diese hängen aber si
herli
h von den Anfangsbedingungen ab: fallendiese für jxj ! 1 auf 0 ab, so kann man, wenn F (v; �) bes
hränkt bleibt, miteinem Gauÿ-Verhalten der Lösung v re
hnen. Desweiteren muÿ der Term �in F (v; �) �bremsend� auf die Ausbreitung von v wirken, denn 12 > 
 bedeu-tet, daÿ si
h v langsamer als die übli
he Di�usion ausbreitet.Weiterhin sind die hinrei
henden Bedingungen für einen Konvergenzbeweisunbekannt und nur an speziellen Systemen untersu
ht worden. Insbesondere



126 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSIONwird dadur
h unter Umständen das Konvergenzgebiet genauer bestimmt.S
hlieÿli
h läÿt si
h das Programmpaket dahingehend weiterentwi
keln, daÿsi
h ein Skalenverhalten v = vG + vS besser untersu
hen läÿt. �Im folgenden Kapitel wird der numeris
he Hintergrund beleu
htet. Da eshier um Langzeitsimulationen geht, besteht die wesentli
he Bere
hnungs-methode aus dem Crank-Ni
olson-Verfahren, wel
hes eigens für partielleDi�erentialglei
hungen vom Typ der linearen Wärmeleitungsglei
hung ent-wi
kelt wurde. Für die ni
htlinearen Anteile, die i.a. ni
ht bekannt sind,wurde eine Näherung verwendet. Das Zeitgitter wurde daraufhin �dyna-mis
h� programmiert, weil die Stabilität des Algorithmus ni
ht gewährleistetwerden kann. Das bedeutet, daÿ die Zeitau�ösung verfeinert wird, wenndie Lösung der ni
htlinearen Di�erentialglei
hung si
h zeitli
h ras
h ändertund automatis
h gröber gewählt wird, wenn die Lösung si
h zeitli
h kaumno
h ändert. Einzelheiten zur Arbeitsweise des Programms be�nden si
h imvierten Kapitel.



Kapitel 3Numerik
Die meisten partiellen Di�erentialglei
hungen lassen si
h ni
ht exakt, dasheiÿt in ges
hlossener Form, lösen. Zwar ist es mögli
h dur
h eine Störungs-re
hnung das Lösungsverhalten für kurze Systemzeiten zu 
harakterisieren,allerdings kann man daraus im allgemeinen ni
ht auf die Asymptotik s
hlie-ÿen. Numeris
he Simulationen bieten einen Eindru
k von mögli
hen Lang-zeitverhalten anhand 
harakteristis
her Modellsysteme.In diesem Kapitel wird ein e�zientes Verfahren, das Crank-Ni
olson-Verfahren, zur Lösung sol
her Reaktions-Di�usions-Systeme (RDS) vorge-stellt, wel
he si
h dur
h partielle Di�erentialglei
hungen vom Typ der ge-störten Wärmeleitungsglei
hung mit jeweils einer Koordinate in der Zeit undim Ort bes
hreiben lassen. Die numeris
hen Betra
htungen in dieser Arbeitdienen aber ni
ht nur der Lösung sol
her RDS, sondern au
h der Su
he na
heinem Skalierungsverhalten dieser Lösungen für groÿe Zeiten. Man versu
htalso die Zahlen 
; � 6= 0 so zu einer numeris
h bestimmten Lösung u(x; t)zu �nden, daÿ ein Verhalten der Formt
u(�t�; t) = g(�)für genügend groÿe t und � 2 (a; b) � R na
hweisbar wird.Zunä
hst seien einige Bemerkungen zu allgemeinen Begri�en der Numerikvorangestellt (vgl. [Mit
80℄ und [S
hw97℄). Diese dienen dann der si
h an-s
hlieÿenden Erläuterung und Diskussion des hier benutzten Verfahrens.127



128 KAPITEL 3. NUMERIK3.1 Grundbegri�e numeris
her VerfahrenZur numeris
hen Behandlung von Di�erentialglei
hungen müssen die vor-kommenden Funktionen und partiellen Ableitungen diskretisiert werden. Einerster Ansatz hierfür ist das Ersetzen der Ableitungen dur
h ihren Di�eren-zenquotienten. Betra
htet man die gewöhnli
he Di�erentialglei
hungddxy(x) = f(x; y(x))mit der Anfangsbedingung y(xo) = yoso geht diese mit den Stützstellen xk := xo+hi , i = 0; 1; 2; : : : ; n, h =konst.über in 1h(yi+1 � yi) = f(xi; yi) (3.1), yi+1 = yi + hf(xi; yi) (3.2)Dies ist die Integrationsmethode von Euler. Geometris
h bedeutet (3.2)eine Approximation der exakten Lösungswerte y(xi) dur
h die yi , die dur
heine sukzessive Linearisierung an den Stützstellen xk entstehen. Die Abbil-dung 3.1 verdeutli
ht diesen Zusammenhang.

Abb.: 3.1 x
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Da yi+1 ohne weitere Zwis
hens
hritte ausgere
hnet wird, heiÿt ein sol-
hes Verfahren Eins
hrittverfahren, sonst Mehrs
hrittverfahren.



3.1. GRUNDBEGRIFFE NUMERISCHER VERFAHREN 129Wenn man statt (3.2) dur
h eine Diskretisierung eine Re
henvors
hrift derForm yi+1 = yi + hF (xi; yi; yi+1; h) (3.3)erhält, so spri
ht man von einem impliziten Verfahren. Zu sol
hen werdennun die Begri�e lokaler und globaler Diskretisationsfehler eingeführt.De�nition :(a) Der lokale Diskretisationsfehler di+1 an der Stützstelle xi sei de�niert alsdi+1 := y(xi+1)� y(xi)� hF (xi; y(xi); y(xi+1); h) (3.4)(b) Der globale Diskretisationsfehler gi an der Stützstelle xi sei de�niert alsgi := y(xi)� yi (3.5)Für implizite Verfahren, wie das in dieser Arbeit verwendete Crank-Ni
olson-Verfahren, gilt unter der Voraussetzung der Lips
hitz-Stetigkeitvon F (x; y; z; h) in den Variablen y und z und mit dmax � max(jdij ji =0; 1; 2; : : : ; n) die Beziehungjgij � dmaxhL � ehiK ; i = 0; 1; : : : ; n (3.6)wobei 0 < L <1 die Lips
hitz-Konstante und hK = (1+hL)=(1�hL)�1mit 0 < K bezei
hnet (vgl. Anhang 5.8). �Die Stabiliät einer numeris
hen Methode bedeutet die dauerhafte Bes
hrän-kung der Abwei
hung von der exakten Lösung. Ist also y(xi) die exakte undyi die bere
hnete Lösung, so soll eine Konstante G existieren, derart daÿ füralle i = 1; 2; : : : ; n gilt: jgij < G (3.7)Man bea
hte, daÿ dies bei (3.6) wegen der Abhängigkeit von h und i no
hni
ht der Fall ist. Bevor wir zu Kriterien für die Stabilität bestimmter Ver-fahren kommen, dehnen wir die Bezei
hnungen auf Funktionen y(x; t) aus,



130 KAPITEL 3. NUMERIKwel
he nun von zwei Variablen abhängen. Zugrunde liegt ein 2-dim. Gitteraus Stützstellen xi = xo+hi , i = 0; 1; : : : ; n und tj = to+kj, j = 0; 1; : : : ; mmit den Gitterkonstanten h und k. Wie zuvor au
h, bedeutet y(xi; tj) dieexakte Lösung einer gesu
hten Funktion y an diesen Stützstellen und yi;j dieApproximation des Wertes y(xi; tj) dur
h ein numeris
hes Verfahren.Zur Vereinfa
hung der Notation fassen wir alle Werte zum selben tj in ei-nem Vektor zusammen. Es stelle also y(tj) = (y(x1; tj); : : : ; y(xn; tj)) 2 Rnden Vektor der exakten Lösung an der Stützstelle tj dar und analog yj =(y1;j; : : : ; yn;j) 2 Rn die zugehörige numeris
he Lösung.Jetzt gehen wir davon aus, daÿ eine Iterationsvors
hrift der FormAyj+1 = Byj (3.8)gilt, wobei A und B n� n- Matrizen sind und A invertierbar ist. Wenn si
hdaraus für den Fehlervektor gj+1 = y(tj+1)� yj+1, j = 0; 1; : : : ; m ebenfallsgj+1 = A�1Bgj (3.9)=: Cgj (3.10)also gj+1 = Cjg1 (3.11)ergibt, so läÿt si
h die Stabilität der Methode (3.8) wie folgt festlegen:De�nition:Eine Methode mit der Iterationsvors
hrift (3.8) zur Approximation einerFunktion y(x; t) wird als stabil bezei
hnet, falls für den Fehlervektor gj+1die Glei
hung (3.11) erfüllt ist1 und es ein G 2 R gibt, so daÿ für alle j 2 Nund bezügli
h einer Matrixnorm k�k gilt:kgj+1k � 

Cj

 kg1k � G (3.12)Dies ist äquivalent zu 

Cj

 � G (3.13)1Dies ist bei Glei
hungen der Form �(x; t)�tv = �x (a(x; t)�xv) + b(x; t)�xv � 
(x; t)vder Fall, weil die gesu
hte Funktion v(x; t) nur linear auftau
ht.



3.2. DIE CRANK-NICOLSON-METHODE 131�Als Spektralradius einer quadratis
hen n� n� Matrix M de�niert man�(M) := maxl fj�ljj�l ist Eigenwert von M; l = 1; : : : ; ng (3.14)Dann gilt für beliebige Matrizennormen die Abs
hätzung �(M) � kMkund damit (vgl. Anhang 5.7)�(Mj) � �j(M) � kMjk � kMkj (3.15)Mit (3.13) und (3.15) wird klar:Stabilit�at des Verfahrens ) �(C) � 1 (3.16)�(C) < 1 und Stabilit�at ) gj j!1�! 0 (3.17)kCk � 1 ) Stabilit�at (3.18)�(C) = kCk ) fStabilit�at , �(C) � 1g (3.19)Wie im Anhang bes
hrieben ist, läÿt si
h gerade bei symmetris
hen MatrizenkCk � 1 erfüllen. Dies ist nützli
h zu wissen, denn sol
he Matrizen tretenbei der Crank-Ni
olson-Methode auf. Diese Erläuterungen bilden denbegri�i
hen Rahmen, in wel
hem das benutzte Verfahren nun erklärt wird.3.2 Die Crank-Ni
olson-MethodeDas Verfahren von Crank und Ni
olson wurde für Funktionen u(x; t),x 2 R und t 2 R+o entwi
kelt, deren Bestimmungsglei
hung Varianten derWärmeleitungsglei
hung sind, bspw. mit den Funktionen a(x), p(x) und q(x)�tu(x; t) = �x (a(x)�xu(x; t)) + p(x)u(x; t) + q(x) (3.20)Sol
he Formen einer gestörten Wärmeleitungsglei
hung werden in dieser Ar-beit aber ni
ht untersu
ht, weil u in der Störung nur linear auftritt, hingegendas Langzeitverhalten gerade von den Ni
htlinearitäten in u abhängt. ImFolgenden wird das Crank-Nio
olson-Verfahren entspre
hend modi�ziertvorgestellt und hinsi
htli
h des Diskretisationsfehlers diskutiert. Die Stabi-lität der Methode kann ni
ht generell behandelt werden. Mit den Begri�endazu aus 3.1 sind aber lineare Glei
hungen vom Typ (3.20) no
h analysierbar.



132 KAPITEL 3. NUMERIKBei der Ersetzung der partiellen Ableitungen von u(x; t) in (3.20) dur
hdiskrete Ausdrü
ke ist es wüns
henswert, daÿ dieselbe Gitterstelle zu ap-proximieren. Dies wäre bei der Wahl�tu � 1k fui;j+1 � ui;jg (3.21)�2xu � 1h2 fui+1;j � 2ui;j + ui�1;jg (3.22)xi = x1 + hi; h = konst ; i = 1; : : : ; n (3.23)tj = to + kj; k = konst ; j = 0; 1; : : : (3.24)si
herli
h ni
ht der Fall, wie aus der Abbildung 3.2 deutli
h wird, denn �tuwird am Punkt C ermittelt, �2xu hingegen an der Stelle A= (xi; tj). Des-halb mittelt man die Di�erenzenapproximation der Ortsableitung über zweiZeits
hritte und diskretisiert also mituxx � 12h2 fui+1;j+1 � 2ui;j+1 + ui�1;j+1 + ui+1;j � 2ui;j + ui�1;jg (3.25)wodur
h der Punkt C (vgl. Abb. 3.2) von beiden Ausdrü
ken jeweils am be-sten approximiert wird. Natürli
h kann man si
h au
h andere Veränderungenunter diesem Aspekt überlegen. Diese stellen jedo
h hinsi
htli
h des Re
hen-aufwands und der Fehlerminimierung ni
ht unbedingt eine Verbesserung zurhier benutzten Form dar.
A
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D E
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x x x

t

t

i-1 i i+1

j

j+1

Abb.: 3.2Auf diese Art werden au
h alle weiteren Terme in Glei
hungen der Form�tu = D�2xu+ �u+N [u℄ + f(x)angenähert, wobei D; � 2 R Konstanten, f(x) eine ni
ht notwendig stetige,aber zeitunabhängige Funktion und N [u℄ Ni
htlinearitäten in Abhängigkeit



3.2. DIE CRANK-NICOLSON-METHODE 133von u(x; t) bezei
hnen. Das bedeutet also die Ersetzungenu(xi; ti+ 12 ) 7! 12 fui;j + ui;j+1g (3.26)f(xi) 7! fi (3.27)Wir werden weiter unten feststellen, daÿ in den zu betra
htenden gekoppeltenGlei
hungssystemen (3.26) ni
ht immer dur
hführbar ist. Zunä
hst seienaber die Reaktions-Di�usions-Systeme (RDS), wel
he von nun an betra
htetwerden, angeführt:�tu(1) = D(1)�2xu(1) + �(1)u(1) +N (1)[u(1); : : : ; u(q)℄ + f (1)(x)�tu(2) = D(2)�2xu(2) + �(2)u(2) +N (2)[u(1); : : : ; u(q)℄ + f (2)(x): : : = : : :�tu(q) = D(q)�2xu(q) + �(q)u(q) +N (q)[u(1); : : : ; u(q)℄ + f (q)(x) (3.28)mit q 2 N , �(l) = konst (l) und D(l) , l = 1; : : : ; q als Di�usionskonstanten.Die Funktionen N (l)[u(1); : : : ; u(q)℄, l = 1 : : : q enthalten Kopplungstermeund Ni
htlinearitäten, hängen aber ni
ht explizit vom Ort x oder der Zeitt ab. In ihnen ist die Ersetzung (3.26) i.a. au
h ni
ht sinnvoll, weil zumeinen Gröÿen mit vers
hiedenen Zeitindizes ni
ht so separiert werden kön-nen, daÿ si
h eine Glei
hung der Form u(l)j+1 = F [u(1)j ; : : : ;u(q)j+1℄ ergibt,wobei F ni
ht mehr explizit von u(l)j+1 abhängen soll, und desweiteren die inder l � ten Glei
hung vorkommenden u(l̂)j+1 mit l̂ > l erst später bere
h-net werden. Der dadur
h entstehende Fehler bei der Bestimmung von u(l)j+1wird dur
h mehrere Na
hiterationen mit wählbarer Genauigkeit wieder kom-pensiert. Das bedeutet, daÿ die gefundenen Lösungen solange ineinandereingesetzt werden, bis eine voreingestellte Toleranz von der zuvor bere
hne-ten Lösung unters
hritten wird. Erst na
h dieser Prozedur der Na
hiterationbere
hnet der eigentli
he Crank-Ni
olson-Algorithmus aus uj die Lösunguj+1.Um nun eine handli
he Re
henvors
hrift zu gewinnen, s
hreibt man zunä
hstmit N (l)i;j := N (l) hu(1)i;j ; : : : ; u(q)i;j i



134 KAPITEL 3. NUMERIKdie diskretisierte Glei
hung für einen Reaktanden mit dem Index l = 1; : : : ; qim Inneren des numeris
hen Gitters, d.h. für i = 2; : : : ; n � 1 und j � 0 ,hin: 1k nu(l)i;j+1 � u(l)i;jo = D(l) 12h2 nu(l)i+1;j+1 � 2u(l)i;j+1 + u(l)i�1;j+1+u(l)i+1;j � 2u(l)i;j + u(l)i�1;j o (3.29)+�(l)12 nu(l)i;j+1 + u(l)i;jo +N (l)i;j + f (l)i (3.30)Ans
hlieÿend sortiert man zu glei
hem Zeitindex j mit der S
hreibweise r :=k=h2: �rD(l)2 u(l)i+1;j+1 + �1 + rD(l) � k�(l)2 � u(l)i;j+1 � rD(l)2 u(l)i�1;j+1= rD(l)2 u(l)i+1;j + �1� rD(l) + k�(l)2 � u(l)i;j + rD(l)2 u(l)i�1;j (3.31)+ kN (l)i;j + kf (l)iFür die Indizes i = 1; n �ieÿen Rande�ekte in die si
h ergebenen Glei
hun-gen ein. Diese sind hier so gewählt, daÿ das zugrunde liegende Ortsgitter mitden Stützstellen xi periodis
h wird, d.h. für alle j � 1 sollu(l)o;j := u(l)n;ju(l)n+1;j := u(l)1;j (3.32)gelten. Das stellt si
her, daÿ man den Zeitpunkt tj des Errei
hens der Orts-bes
hränkungen einer Lösung u(l) erkennen und dadur
h die folgenden Itera-tionen unter Umständen als ni
ht auswertbar identi�zieren kann. Ohne peri-odis
he Ränder hingegen können die Sto�komponenten u(l) aus dem System�ieÿen und damit mögli
herweise völlig vers
hwinden, so daÿ eine Langzeit-simulation verfäls
ht wird.Mit (3.32) und der Vektors
hreibweise aus 3.1 läÿt si
h nun für festes j � 1und l die Glei
hung (3.31) dur
h�(2� k�(l))E+ rD(l)J�u(l)j+1 = �(2 + k�(l))E� rD(l)J�u(l)j+2k(N(l)j + f (l)) (3.33)



3.2. DIE CRANK-NICOLSON-METHODE 135zusammenfassen, wobei E die n� n�Einheitsmatrix,N(l)j = (N (l)1;j; : : : ; N (l)n;j)f (l) = (f (l)1 ; : : : ; f (l)n )und J eine n� n�Matrix der Gestalt
J :=

0BBBBBBBBBBBBBBB�
2 �1 0 : : : : : : 0 �1�1 2 �1 0 : : : : : : 0 00 �1 2 �1 0 : : : : : : 0 0... 0 �1 . . . . . . ... ...... 0 . . . ...... . . . . . . 0 ...... ... ... . . . 2 �1 00 0 0 : : : : : : 0 �1 2 �1�1 0 0 : : : : : : 0 �1 2

1CCCCCCCCCCCCCCCAist. Man erhält also eine Iterationsvors
hrift ähnli
h zu (3.8).Um nun den Vektor u(l)j+1 mit mögli
hst geringem Aufwand zu bere
hnen,wird zunä
hst festgestellt, daÿ folgende Zerlegung der auf der linken Seitevon (3.33) stehenden Matrix mita(l) := 2� k�(l) + 2rD(l)
(l) := �rD(l) (3.34)gilt:
(2� k�(l))E+ rD(l)J = 0BBBBBBBB�

a(l) 
(l) 0 : : : 0 
(l)
(l) a(l) 
(l) 0 : : : 00 
(l) . . . . . . ...... 0 . . . . . . 
(l) 00 ... 
(l) a(l) 
(l)
(l) 0 : : : 0 
(l) a(l)
1CCCCCCCCA = L(l)R(l)

(3.35)
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:= 0BBBBBBBBB�

1 0 : : : : : : 0
(l)m(l)1 1 0 : : : : : : 00 . . . . . . ...... . . . 1 0 00 0 0 
(l)m(l)n�2 1 0�(l)1 �(l)2 : : : �(l)n�2 �(l)n�1 1
1CCCCCCCCCA
0BBBBBBBBB�

m(l)1 
(l) 0 : : : 0 �(l)10 m(l)2 
(l) 0 : : : 0 �(l)2... 0 . . . . . . ...... . . . 
(l) �(l)n�2... . . . m(l)n�1 �(l)n�10 : : : : : : 0 m(l)n
1CCCCCCCCCADabei werden die rekursiven Folgen �m(l)i �i=1;2;::: ;n, ��(l)i �i=1;2;::: ;n�1 und��(l)i �i=1;2;::: ;n�1 de�niert dur
hm(l)1 := a(l)�(l)1 := 
(l)m(l)1 = �rD(l)a(l)m(l)i := a(l) � �
(l)�2m(l)i�1 ; i = 2 : : : n� 1�(l)i := rD(l)m(l)i �(l)i�1 = � �rD(l)�iQij=1mj ; i = 2 : : : n� 2 (3.36)m(l)n := a(l) � n�1Xj=1 ��(l)j �2mj�(l)n�1 := rD(l)m(l)n�1 ��(l)n�2 � 1��(l)i := �(l)i m(l)i ; i = 1 : : : n� 1Der Grund für eine sol
he Zerlegung ist folgender:Betra
htet man ein lineares Glei
hungssystem der FormAx = (LR)x = bmit der Unbekannten x und dem vorgegebenen Lösungsvektor b, so läÿt
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h dieses au
h dur
h die Operationen1: Ly = b (3.37)2: Rx = y (3.38)mit einer Hilfsvariablen y lösen. Die spezielle Gestalt von L und R gemäÿ(3.35) ermögli
ht aber ein besonders einfa
hes sog. Vorwärts- bzw. Rü
k-wärtseinsetzen zur Bestimmung der Vektoren y bzw. x.Der gesamte Re
henaufwand beträgt, sofern si
h die Zerlegung der MatrixA ni
ht ändert, (n� 2) + (n� 1) + 1+ 2+ (n� 2) � 3 = 6(n� 1) / n (wobeinur Multiplikationen bzw. Divisionen als wesentli
he Operationen gezähltwerden). Eine Invertierung einer Matrix mittels Gauÿ-Algorithmus muÿ miteinem Aufwand / n3 betrieben werden und selbst wenn L�1 bere
hnet undverwendet wird, so vermindert si
h die Anzahl der wesentli
hen Operationennur so, daÿ sie proportional zu n2 ist.Es sei an dieser Stelle bemerkt, daÿ derartige tridimensionale Glei
hungs-systeme zur Lösung von Di�usionsprobemen im zweidimensionalen von derCrank-Ni
olson-Methode ni
ht optimal gelöst werden. Statt dessen ver-wendet man besser die Methode der alternierenden Ri
htungen von Pea
e-man und Ra
hford zur Minimierung des Re
hen- und Spei
herbedarfs. �Kommen wir nun zur Bere
hnung des lokalen und globalen Diskretisations-fehlers di;j+1 und gi;j+1:Na
h (3.4) hat man mit � := Dr=2 und � := k�=2di;j+1 = ��u(xi+1; tj+1) + (1 + 2�� �)u(xi; tj+1)� �u(xi�1; tj+1)��u(xi+1; tj)� (1� 2�+ �)u(xi; tj)� �u(xi�1; tj)�kN(xi; tj)� kf(xi)zu betra
hten. Setzt man nun die jeweiligen Taylor-Entwi
klungen biszur 4. Ordnung um den Punkt (xi; tj) ein, so ergibt si
h mit der Notation



138 KAPITEL 3. NUMERIK�zu(xi; tj) = �zu, z = x; t in zusammengefaÿter Form der Ausdru
kdi;j+1 = k[�tu�D�2xu� �u�N � f ℄ + 12k2�t [��u�D�2xu+ �tu℄| {z }=N+f+12k3�2t [��u� D2 �2xu+ 13�tu℄� D12kh2�4xu� 112k4�3t [��u� 12�tu℄ + �2 � 4!k5�4t u+ : : := O(k3) +O(h2k) + : : :Die erste Klammer stellt die betra
htete Di�erentialglei
hung dar und ver-s
hwindet daher, die 2. Klammer ergibt na
h der vorgegebenen Glei
hunggerade die Störungen N und f , wel
he ja ni
ht explizit von der Zeit ab-hängen sollen, woraus das Vers
hwinden des 2. Summanden folgt. Aus demZusammenhang (3.6) zwis
hen globalem und lokalem Diskretisierungfehlers
hlieÿt man auf gi;j+1 = O(k2) +O(h2) : (3.39)�Zur Stabilität der Methode läÿt si
h, falls N (l)[u(1); : : : ; u(q)℄ = 0 für allel gilt, folgendes sagen:Na
h (3.8) und (3.33) muÿ die MatrixC(l) := �(2� k�(l))E+ rD(l)J��1 �(2 + k�(l))E� rD(l)J�betra
htet werden. Die Eigenwerte der symmetris
hen MatrizenB(l)� := �(2� k�(l))E� rD(l)J�haben, wenn �J die Eigenwerte der Matrix J bezei
hnen, die Gestalt�(B(l)� ) = 2� k�(l) � rD(l)�J :Für die Eigenwerte �J der Matrix J gilt 0 � �J � 4 (s. Anhang 5.9).Legen wir die MatrixnormkMk2 := max fj�j j� ist Eigenwert von Mg
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hen Matrizen �(M) = kMk2 (s. Anhang 5.7).Na
h (3.19) hat man also für die Eigenwerte �(C(l)) der Matrix C(l)j�(C(l))j = j�(B(l)+ )�(B(l)� ) j � 1zu fordern, um Stabilitätsaussagen über das Verfahren ma
hen zu können.Dies führt auf die Bes
hränkung0 � �(l)h2 � D(l)�J :Wenn man si
her gehen will, daÿ der Fehlervektor gj+1 (vgl. 3.10) für häu�geIterationen vers
hwinden soll, dann ist0 � �(l)h2 < D(l)�J (3.40)zu erfüllen.Der Fehlervektor gj+1 vers
hwindet ni
ht, falls der Eigenvektor eTo = (1; : : : ; 1)zum Eigenwert �J = 0 si
h als Lösung der Iteration ergibt. Das Auftretenvon eTo bedeutet aber, das an jeder Stützstelle xi , i = 1; : : : ; n der glei
heWert angenommen wird. Aufgrund der periodis
hen Randbedingungen kanndann ni
ht mehr sinnvoll von einer Di�usion gespro
hen werden. Dur
h eineni
ht zu aufwendige Vergröÿerung des Gitters kann diesem Problem jedo
haus dem Wege gegangen werden.Zwar liegen keine Bedingungen hinsi
htli
h der Stabilität für h und k vor,falls �(l) = 0 ist. Trotzdem dürfen h und k ni
ht beliebig groÿ gewählt wer-den, weil sonst der globale Fehler gi;j zu groÿ wird und man bestenfalls no
heine qualitative Bes
hreibung der Lösung erhält.Im Gegensatz zur herkömmli
hen Crank-Ni
olson-Methode ist zu bea
h-ten, daÿ diese Stabilitätsanalyse ni
ht ohne zusätzli
he Annahmen für denFall N [u℄ 6= 0 zu gebrau
hen ist. Für allgemeine Ni
htlinearitäten kann mankeine Aussagen über die Stabilität der Bere
hnungsmethode tre�en. Ebensogilt die Fehlerabs
hätzung (3.39) nur, wenn die in den Entwi
klungskoef-�zienten stehenden Terme N (l)i;j zu allen Zeiten bes
hränkt sind, was einerStabilitätsaussage glei
hkommt.In der praktis
hen Umsetzung ist der Algorithmus deshalb mit einer Funk-tion versehen, die eine zu starke zeitli
he Änderung der bere
hneten Lösung



140 KAPITEL 3. NUMERIKwahrnimmt. Tritt ein sol
her Fall ein, so verringert si
h die Zeitgitterkon-stante k sowie die davon abhängigen Gröÿen und es wird eine Neubere
hnungdur
hgeführt. Verläuft die Bestimmung der Lösung auf dem kontrahiertenZeitgitter in diesem Sinn stabil, so wird k na
h einigen Iterationen auto-matis
h wieder vergöÿert. Die Zeitau�ösung paÿt si
h also der zeitli
henVeränderung der Lösung so an, daÿ s
hnelle Änderungen feiner und langsa-me gröber aufgelöst werden. �



Kapitel 4Programmbes
hreibung
4.1 Programmverlauf undHilfen für den AnwenderDas ProgrammpaketNotwendig für das Programm sind folgende Dateien:1. 
ure.plPerl-Skript zur Eingabeverwaltung2. Baba.pmModul für 
ure.pl zur Verarbeitung von Funktionen3. WIZZY.
ppC++- Simulationsmaske4. Yaga.hVektorklasse für WIZZY.
pp mit speziellen Eigens
haftenKonzipiert wurde das Programmpaket zu den folgenden Hilfsprogrammen:(i) Perl-Interpreter der Version 5.005_03 für UNIX-Systeme(ii) g++- Compiler der Version 2.95.2 für UNIX-Systeme(iii) Gnuplot der Version 3.7 für LinuxWeiter umfaÿt das Programmpaket no
h diverse Hilfsprogramme zur Daten-verarbeitung, deren Bes
hreibung si
h in den folgenden Abs
hnitten be�ndet.141



142 KAPITEL 4. PROGRAMMBESCHREIBUNGProgrammverlaufsübersi
htEine Verlaufsübersi
ht sei vorangestellt, wobei Sysna den Namen der Simu-lation bezei
hnet:
ure.pl erstellt mit Hilfe des Moduls Baba.pm in einem Dialog mit dem An-wender die für die Simulation nötigen Eingabedateien, wel
he auss
hlieÿli
haus dem Teil Systemeinstellungen 4.1.2 aufgebaut sind (vgl. Abb. 4.1).Sie enthalten keine für die Bere
hnungsmethode nötigen Daten und tragenalle die Endung *Sysna, was sie von den Simulationsdaten unters
heidbarma
ht (vgl. Datenausgabe 4.1.3).Im Teil Numeris
he Umgebung 4.1.1 hingegen werden hauptsä
hli
h diefür den Crank-Ni
olson-Algorithmus nötigen Parameter eingestellt. Die-se werden dur
h 
ure.pl mit WIZZY.
pp verbunden und somit der eigentli
heC++-Quell
ode Sysna.
pp der Simulation erstellt. Dieser wird automatis
hkompiliert und zur Ausführung gebra
ht.

Abb.: 4.1

Eingabe-
dateien

Numerische Umgebung
Systemeinstellungen

Yaga.h
WIZZY.cpp

Baba.pm
cure.pl

Sysna.cpp Compilierung

Sysna

Simulationsdaten

(Dialog mit dem Anwender)

Insofern stellen die folgenden Abs
hnitte Numeris
he Umgebung undSystemeinstellungen eine Bes
hreibung des Verlaufs des Perl-Skriptes 
u-re.pl dar. Eine detailierte Erläuterung des Programms Sysna be�ndet si
him Kapitel 4.2.



4.1. PROGRAMMVERLAUF UNDHILFEN FÜR DEN ANWENDER 1434.1.1 Numeris
he UmgebungDie Bezei
hnungen stimmen mit denen des Quell
odes der Simulationsmas-ke WIZZY.
pp bzw. mit denen aus 3.2 überein. Um das unters
heiden zukönnen, ist denjenigen Gröÿen, die aus 3.2 stammen die entspre
hende Glei-
hungsbezei
hnung angefügt.Zunä
hst wird der Dialog mit dem Anwender bes
hrieben und die Bedeu-tung der abgefragten Werte erklärt. Jeder Frageblo
k kann auf Wuns
h desBenutzers wiederholt werden.1. Systemname: Sysna2. Kommentar zur SimulationDieser be�ndet si
h im Kopf der Dateien mit der Bezei
hnung*_Stinx_Sysna (vgl.4.1.3)3. z : Anzahl der Ortsgitterpunkte (3.23)4. h : Feinheit des Ortsgitters (3.23)Abstand zweier bena
hbarter Ortsgitterpunkte5. k : Feinheit des Zeitgitters (3.24)Abstand zweier aufeinanderfolgender Zeitgitterpunkte6. Zeit : Simulierter Zeitpunkt, der das Ende der Bere
hnung markiertUnabhängig von den folgenden Eingaben wird beim Abs
hluÿ der Si-mulation eine letzte Ausgabe zu diesem Endzeitpunkt erzeugt. Darineinges
hlossen sind au
h die Kombinationen und deren Skalierungen(vgl. unter 4.1.2 den Abs
hnitt Skalierungen).7. Datens
hritt : Iterationsanzahl zwis
hen zwei MomentaufnahmenNa
h Datens
hritt Iterationen wird ein Abdru
k des Systems gema
ht.8. L : Zeitbasis ((1.3) oder (2.17))Falls Lösungen zu den Zeitpunktentshot = Ln�#; n 2 N (4.1)skaliert werden sollen, kann ein festes L 2 [1; 100) hier eingestellt wer-den. Die Eingabe von unter Umständen vers
hiedenen #�Werten er-folgt später (s. unter 4.1.2 im Abs
hnitt Skalierungen).



144 KAPITEL 4. PROGRAMMBESCHREIBUNG9. Feinheit : Maximale Änderung aufeinanderfolgender LösungenEs kann vorkommen, daÿ si
h der simulierte Systemzustand währendaufeinanderfolgender Iterationen sehr s
hnell ändert. Mit dem WertFeinheit kann eine obere S
hranke dieser Änderung eingegeben werden,die bei Übers
hreiten eine Verfeinerung des Zeitgitters veranlaÿt. Derzugehörige Parameter dafür ist k_Redfak.10. Intern : Innere IterationswiederholungDa i.a. gekoppelte Systeme bere
hnet werden sollen, muÿ die zu ei-nem Zeitpunkt t gefundene Lösung für die beteiligten Komponenten�getestet� werden. Dazu werden die Lösungen in die jeweils anderenGlei
hungen, in denen sie verwendet werden, eingesetzt. Bei zu starkerAbwei
hung von der zuvor gefundenen Lösung muÿ die Bere
hnung fürdiesen Zeitpunkt t erneut erfolgen (�Na
hiteration� vgl. 3.2). Wie häu-�g dieses automatis
h dur
hgeführt wird, kann hier eingestellt werden.11. k_Redfak : k-ReduktionsfaktorDa Lösungen s
hnell wa
hsen und die Feinheit lei
ht übers
hreiten kön-nen, ist es sinnvoll die Zeitau�ösung k automatis
h anzupassen. Es istdann: k(R)neu = kalt=kRedfak : (4.2)Die von k abhängigen Gröÿen des Algorithmus werden ebenfalls neubere
hnet.12. Max_Breaks : Maximale Häu�gkeit der k� Anpassung mit k_RedfakMitMax_Breaks kann eine obere S
hranke für die Häu�gkeit des Über-s
hreiten des Wertes Feinheit eingestellt werden. Sollte dann währendder Simulation no
h einmal Feinheit übers
hritten werden, so erfolgtkeine Zeitgitteranpassung mehr, das heiÿt die bere
hneten Ergebnissesind dann günstigenfalls no
h qualitativ verwendbar.13. Min_stabil : Minimale Iterationsanzahl zur k�ExpansionMit Min_stabil läÿt si
h eine minimale Anzahl von Iterationen ein-stellen, die dur
hlaufen werden müssen um das Zeitgitter wieder ex-pandieren zu lassen, falls es zuvor verfeinert wurde (s. Feinheit undMax_Breaks). Der zugehörige Parameter dafür ist Dosis. Min_stabilfunktioniert nur, falls Max_Breaks no
h ni
ht übers
hritten wurde.



4.1. PROGRAMMVERLAUF UNDHILFEN FÜR DEN ANWENDER 14514. Dosis : Prozentanteil der aktuellen Zeitau�ösung kDer Wert Dosis regelt die automatis
he Expansion des Zeitgitters, daszuvor dur
h k_Redfak verkleinert wurde. Dabei ist dannDosis 2 [0; 1℄ (4.3)k(D)neu = (1 +Dosis)kalt (4.4)Es kann k(D)neu ni
ht den ursprüngli
hen Wert ku, wel
her vor Beginn derSimulation eingegeben wurde, übersteigen. Gilt also ku < k(D)neu , dann�ndet keine Anpassung mehr statt, das heiÿt die von k abhängigenGröÿen des Algorithmus werden ni
ht verändert.4.1.2 Systemeinstellungen1. Konstanten� Anzahl : Sto�anzahl q aus (3.28)Dies ist die Zahl der Komponenten (< 100 ), aus wel
hen das simulierteSystem bestehen soll.� Gauÿ-Lösung (s. 1.2.1)Hier ist es mögli
h die Bere
hnungen der Gauÿ-Lösungen zu umgehen,wel
he vor der Simulation mittlels Gauÿ-Faltung bere
hnet werden.Diese werden in Dateien mit der Bezei
hnung Gaussto�Stinx (vgl.4.1.3) gespei
hert und können von gnuplot gelesen werden. Dies istsinnvoll für Verglei
he mit der Lösung zum ungestörten Wärmeleitungs-system, aber u.U. sehr zeitaufwendig. Das Hilfsprogramm real.pl (s.4.1.4) nimmt diese Option jedo
h ni
ht wahr und erstellt immer Da-teien, die auf Gauÿ-Lösungen Bezug nehmen. Diese Verweise müssendann na
hträgli
h entfernt werden, weil es sonst zu Fehlermeldungenkommen kann.� Di�ko und alpha : Konstanten D und �lin aus (3.28)Pro Sto� werden die Di�usionskonstanten D und die �lin�Werte ab-gefragt und in den Dateien mit der Bezei
hnung Di�.Sysna bzw.Alph.Sysna hinterlegt (vgl. 4.1.3).� StartbedingungenPro Sto� werden die Startbedingungen erfragt und in Dateien mit der



146 KAPITEL 4. PROGRAMMBESCHREIBUNGBezei
hnung Sto�.Stinx.Sysna und Sto�_Stinx_Sysna gespei
hert(vgl. 4.1.3). Es besteht die Mögli
hkeit mehrere Intervalle mit ver-s
hiedenen Funktionen, die in Abhängigkeit von x ges
hrieben werdenmüssen, zu initialisieren. Eine Überlagerung wird additiv verarbeitetund für Divisionen muÿ hier ':' statt '/' benutzt werden.2. Ni
htlinearitäten N [u(1); : : : ; u(q)℄ aus (3.28)� Pro Komponente wird nun na
h den Ni
htlinearitäten in Abhängigkeitaller vorkommenden Sto�e gefragt. Diese müssen mit u[Sto�ndex-1℄bezei
hnet sein. So muss z.B.�2(2:Sto�)(1:Sto�) + (3:Sto�) als 0� 2 � u[1℄ � u[0℄ + u[2℄eingegeben werden.3. Zeitfreie Funktionen f(x) aus (3.28)� Pro Sto� können hier zeitunabhängige Funktionen eingegeben werden,analog zu den Startbedingungen. Zu �nden sind sie in den DateienZf.Stinx.Sysna und Zf_Stinx_Sysna (vgl. 4.1.3)4. Skalierungen� RGKom(u[0℄, : : : ,u[q℄) : Zu skalierende KombinationIn Abhängigkeit der vers
hiedenen Komponenten können Kombinatio-nen eingegeben werden (s. 4.1.2 im Abs
hnitt Ni
htlineaitäten), diegemäÿ RGKom(x; t) �! t 
Skal2 RGKom(xt�Skal2 ; t) (4.5)skaliert werden sollen. Der Zeitpunkt t wird aufgrund von Datens
hrittoder L (s. 4.1.1) gewählt und die Lösung in SKomStinx.ab
 gespei-
hert. Je na
h Wuns
h können au
h die zu skalierenden Kombinationenausgedru
kt werden. Die zugehörigen Dateien tragen die NamenKombiStinx.ab
 (vgl. 4.1.3).Die Mögli
hkeit Kombinationen zu skalieren ist sinnvoll, weil bei ent-koppelten Systemen Intern (s. 4.1.1) kleiner gewählt werden kann,trotzdem aber dur
h diese Option die ursprüngli
h gekoppelten Kom-ponenten bere
hnet und skaliert werden können.



4.1. PROGRAMMVERLAUF UNDHILFEN FÜR DEN ANWENDER 147Man erkennt hier folgenden Zusammenhang zwis
hen den Bezei
hnun-gen der Skalierungsexponenten der Theorie (2.18) und des Programms:�Skal(#) = 2# (4.6)
Skal(!; #) = 2!# (4.7)� Gamma und Alpha_RG : Skalierungsexponenten (4.7) und (4.6)Dies sind die zu den zuvor eingegebenen Kombinationen gehörigen Ska-lierungsexponenten (s. RGKom(u[0℄, : : : ,u[q℄)). Sie werden als Dezi-malbru
h eingegeben. Für (2.56) und (2.65) gilt:�Skal(#�) + 
Skal(!�; #�) = d� � 1d� + 1 + 2d� + 1 = 1Na
h der letzten Eingabe werden die Daten verarbeitet und die Simulationgestartet.4.1.3 DatenausgabeDas Programm erstellt folgende Dateien (Sysna = Systemname; Stinx =Sto�ndex; ab
 = Dateiindex):1. Sysna.
ppEnthält den C++- Code für die Simulation und wird i.a. automatis
hkompiliert mit g++ -o Sysna Sysna.
pp -lm2. SysnaAusführbare Simulation3. Alph.SysnaEnthält die �lin�Werte (alpha bzw. (3.28)) der Komponenten und wirdvon Sysna.
pp benötigt4. Di�.SysnaEnthält die Di�usionskonstanten D (Di�ko bzw. (3.28)) der Kompo-nenten und wird von Sysna.
pp benötigt



148 KAPITEL 4. PROGRAMMBESCHREIBUNG5. Sto�.Stinx.SysnaEnthält die Startfunktionen der Komponenten (s. 4.1.2 Abs
hnittKon-stanten) und wird von Sysna.
pp benötigt6. Sto�_Stinx_SysnaWie 5., jedo
h von Gnuplot lesbar (linke Spalte = x�Koordinate,re
hte Spalte = y� Koordinate) und erweitert dur
h den zu Beginnder Einstellungen eingegebenen Kommentar und dur
h die Angabe derStartfunktionen7. Zf.Stinx.Sysna und Zf_Stinx_SysnaAnalog zu 5. und 6. werden hier die zeitfreien Funktionen der Kompo-nenten gespei
hert8. Gaussto�StinxEnthält die Gauÿ-Lösung des Anfangswertproblems (s. 1.2.1)9. Sto�stinx.ab
Enthält die gefundene Lösung und folgenden Kopf (�#� am Beginn einerZeile kennzei
hnet für das Programm gnuplot eine Kommentarzeileund wird daher überlesen. Bei anderen Graphikprogrammen muÿ diesu.U. geändert werden.):#System: sysna##Datum: 24.02.2001##Shot : 0=1##Shot-Nr : Shot_Nr#Di�ko = D#Alpha = �lin#Ni
htlin = Ni
htlinearitäten#Feinheit des Ortsgitters h= h#Feinheit des Zeitgitters k= k#Zeit = Zeit#Zeitpunkt: Timestep#Feinheit = Feinheit#Anzahl der k-Halbierungen : Breaks#Innere Iterationen Intern = Intern



4.1. PROGRAMMVERLAUF UNDHILFEN FÜR DEN ANWENDER 149#Abdru
k na
h Iterationen : Datens
hritt#Gammaexponent der RG-Trafo: 
Skal#Alphaexponent der RG-Trafo: �SkalErläuterungen zu no
h unbekannten Variablen:(I) Der Zeile �Shot� entnimmt man, daÿ die betra
htete Datei zu ei-nem Zeitpunkt tshot = Ln�# , n 2 N , gedru
kt wurde (s. 4.1.1) oderinfolge der regelmäÿigen Abdru
knahme mittels Datens
hritt (s. 4.1.1)entstand. Im ersten Fall steht na
h �Shot:� die Zi�er 1, im zweiten dieZi�er 0.(II) An der Zeile �Shot-Nr� liest man ab, wie oft �Shot: 1� bisher auftrat.(III) �Ni
htlin� enthält die zu dieser Komponente eingegebene Kom-bination von Ni
htlinearitäten (s. 4.1.2).(IV) �Zeitpunkt� dru
kt die Systemzeit, zu wel
her die Datei erstelltwurde. Mit �Shot: 1� und den bekannten Werten �Skal = 2=# und Lläÿt si
h somit zu einer skalierten Kombination das zugehörige n (s.(I)) bestimmen.(V) �Anzahl der k-Halbierungen� gibt an, wie oft das Zeitgitter verrin-gert wurde. In der Zeile �Feinheit des Zeitgitters k� steht aber immerder aktuelle k�Wert.10. KombiStinx.ab
Enthält die zu skalierenden Kombinationen; Stinx bedeutet hier denIndex der eingegebenen Kombination. Der Dateikopf ist identis
h mitdem von Sto�Stinx.ab
.11. SKomStinx.ab
Enthält die skalierten Komponenten-Kombinationen; Stinx bedeutethier den Index der eingegebenen Kombination.Der Kopf der Datei unters
heidet si
h von Sto�stinx.ab
 in zweiPunkten:(a) Es gibt eine Zeile, die den L�Wert enthält.



150 KAPITEL 4. PROGRAMMBESCHREIBUNG(b) Statt der Zeile, wel
he die Ni
htlinearitäten in Sto�stinx.ab
 dar-stellt, wird in SKomStinx.ab
 jene Kombination RGKom[ : : : ℄ ge-dru
kt, wel
he zur Erstellung von SKomStinx.ab
 skaliert wurde.4.1.4 Bes
hreibung der Hilfen(i) Benutzung von real.plDas Hilfsprogramm real.pl (Aufruf u.U. dur
h ./real.pl) erstellt eine Da-tei, wel
he die Dateinamen *Stinx.ab
 aus einer Simulation enthält, derenDaten si
h der Benutzer ans
hauen will. Die Benutzung verläuft folgender-maÿen:1. Eingabe des Systemnamens : Sysna2. Eingabe des Namens der zu erstellenden Datei : Name3. Eingabe der einzulesenden Daten : DateitypHier muÿ also entweder �Sto��, �Kombi� oder �SKom� eingetragen wer-den.4. Eingabe eines Kommentars : Kommentar5. Eingabe von StinxHier werden na
heinander jene Stinx eingegeben, die man si
h vonDateityp ans
hauen mö
hte. Um die Eingabe zu beenden gibt mans
hlieÿli
h 'q' ein.6. Eingabe von ab
Zu jedem Stinx, den man zuvor eingegeben hat, kann man nun eineAuswahl von Indizes ab
 bzw. die eigentli
he Dateiauswahl tre�en.Jede Eingabe ist mit 'q' abzus
hlieÿen. Na
h der letzten Abfrage hatman die Mögli
hkeit alle Abfragen zu wiederholen.



4.1. PROGRAMMVERLAUF UNDHILFEN FÜR DEN ANWENDER 151Es entsteht eine Datei Name.Sysna, wel
he typis
herweise so aussieht################################### Kommentar: Ein kleines Beipiel eines Kommentars####################################plot "Sto�01.002"w l,\"Sto�01.004"w l,\"Kombi02.008"w l,\"SKom02.001"w l,\"SKom02.003"w l,\"SKom02.006"w l,\"Gaussto�01"w l,\"Gaussto�02"w lpause -1Dabei wird immer Bezug auf die Dateien Gaussto�Stinx genommen, au
hwenn diese ni
ht bere
hnet wurden. Diese Verweise müssen dann gegebenen-falls entfernt werden.Der plot-Befehl wird vom Hilfsprogramm gnuplot verarbeitet. Er kanndur
h die entpre
hende Optionen verändert werden. Die Mögli
hkeiten dazuentnimmt man der gnuplot-Hilfe.(ii) Benutzung von 
hangy.plDieses Hilfsprogramm erzeugt aus den Dateien, die eine Simulation erstellthat, Eingabedateien für eine erneute Simulation. Dabei werden alle Kom-mentarzeilen und die Spalte der x�Werte gelös
ht und der Rest in einerneuen Datei gespei
hert. Das ist sinnvoll, wenn eine Simulation abgebro-
hen werden muÿ: die zuletzt erstellten Daten Sto�Stinx.ab
 können dur
h
hangy.pl für eine neue Simulation mit u.U. anderen Rahmenbedingungenverwendet werden.(iii) Benutzung von rename.plMit rename.pl lassen si
h Dateinamen speziellen Formats ändern. Dieses For-mat hat die Form *Stinx.ab
 und kann in *neuerNameStinx.ab
 geändertwerden. Dies hilft beim Gebrau
h von real.pl.



152 KAPITEL 4. PROGRAMMBESCHREIBUNG(iv) Benutzung von autozip.plautozip.pl komprimiert alle Daten in einem Verzei
hnis und prüft ans
hlie-ÿend in regelmäÿigen Zeitabständen dessen Gröÿe. Sobald Daten hinzugefügtwurden wird dies erkannt und die Daten automatis
h mittels gzip kompri-miert. Die Zeit zwis
hen zwei Kontrollen kann voreingestellt werden. auto-zip.pl ist in jedem Fall dann zu verwenden, wenn dur
h eine Simulation groÿeDatenmengen zu erwarten sind.(v) Benutzung von expo.plDieses kleine Programm bere
hnet zu einem L�Wert die Werte tshot = Ln�#mit n 2 N zu vers
hiedenen �Skal = 2=# und bis zu einem maximalen nmax.Diese Werte werden auf dem Bilds
hirm ausgegeben. Dies ist hilfrei
h bei derZuordnung von Dateien: wenn zu vers
hiedenen �Skal�Werten Skalierungendur
hgeführt wurden, brau
ht man nur den ZeitstempelTimestep (vgl. 4.1.3)der zu prüfenden Datei mit den Ergebnissen von expo.pl zu verglei
hen.



4.2. PROGRAMMVERLAUF DER SIMULATION 1534.2 Programmverlauf der SimulationIn diesem Teil der Bes
hreibung wird auf die Arbeitsweise der eigentli
henSimulation, genannt Sysna, eingegangen. Diese Bemerkungen sollen helfenneue Module in den s
hon bestehenden Teil zu integrieren oder einige Funk-tionen zu verbessern. Die erläuterten Routinen entspre
hen denen der MaskeWIZZY.
pp und der Klasse Yaga.h. In einigen Punkten muÿ auf 3.2 verwie-sen werden, wo die Funktionsweise des Algorithmus ausführli
h dargestelltwird. Zunä
hst soll wieder eine Übersi
ht vorangestellt werden, in der nurdie wesentli
hen S
hritte eingezei
hnet sind:
Iteration mit

Test: Feinheit

Wiederholung: Intern

Parameter-
korrektur

Test: shot-Zeit
Test: Datenschritt

Ausgabe
Skalierung (optional)

Berechnung der
Gauß-Lösung
(optional)

shot-Werte
Berechnung der

Eingabedaten
Lesen der

Test: Min_stabil

GausstoffStinx

Berechnung der
m- und ξ− Folge

Crank-Nicolson

Abb.: 4.2Erläuterungen zur Abbildung 4.2:Im si
h ans
hlieÿenden Text werden die folgenden Abkürzungen gebrau
ht:(a) Spei
herung: Arraybezei
hnet Daten, die zur Laufzeit von Sysna entstehen und in Array abge-



154 KAPITEL 4. PROGRAMMBESCHREIBUNGlegt werden.(b) X-Methode: Methodebezei
hnet die wesentli
he Funktion Methode, die gerade benutzt wird. Da-bei ist X = W oder Y für Funktionen aus WIZZY.
pp oder Yaga.h.Die Ausgaben werden immer von Writeall (W-Methode) gesteuert mit Aus-nahme der Dateien SKomStinx.ab
, wel
he von Give_out (Y-Methode) be-dru
kt werden.1. Bere
hnung der shot-WerteIn diesem zu Beginn des Programms stehenden Teils werden die für den Test�shot-Zeit� nötigen Werte (4.1) zu u.U. vers
hiedenen �Skal bere
hnet. Dabeiwird nmax so gewählt, daÿ zu maximalem �(max)Skal no
ht(max)shot � Zeitgilt.Spei
herung: Expo2. Lesen der EingabedatenIn der Reihenfolge �lin (alpha), D (Di�ko), Startbedingungen und ZeitfreieFunktionen werden die entspre
henden Dateien eingelesen (s. 4.1.2).Spei
herung: alpha, Di�ko, Sto�, Zf_Fkt3. Bere
hnung der Gauÿ-Lösung (optional)Hier werden auf Wuns
h des Benutzers die Lösungen zum Anfangswertpro-blem _u(x; t) = u00(x; t)u(x; 0) = f(x)mittelsGauÿ-Faltung für den Zeitpunkt Zeit bere
hnet und als Gaussto�Stinxausgegeben (s. 1.2.1 und 4.1.3) .Y-Methode: GaussFalt4. Bere
hnung der m�und ��FolgeIn diesem Teil wird aus den Werten k , �lin und D für jeden Sto� die m�und



4.2. PROGRAMMVERLAUF DER SIMULATION 155��Folge rekursiv gebildet (vgl. (3.36)und (3.28)).W-Methode: m_xi_F5. (I) Mit der m�und �� Folge stehen nun die Matrizen für die modi�zierteCrank-Ni
olson-Methode fest. Damit läÿt si
h nun die LR�Zerlegungausnutzen (s. (3.37) und (3.38)):(i) Bere
hnung des Vektorsbj = ((2 + k�lin)E� rDJ)uj + 2kNj + 2kffür jede Komponente (vgl. (3.33)) zu 0 � jW-Methode: RightSide(ii) Vorwärtseinsetzen: Bere
hnung von 
j in L
j = bjY-Methode: Push(iii) Rü
kwärtseinsetzen: Bere
hnung von uj+1 in Ruj+1 = 
jY-Methode: Pull(II) Test: FeinheitGilt nun für die in (I) gefundene Lösung_i2f1;::: ;ng : jui;j+1 � ui;jj > Feinheit; (4.8)so wird die Lösung uj+1 verworfen. Es erfolgt eine Anpassung der Zeitgit-terau�ösung k 7! k(R)neu wie in (4.2) bes
hrieben und eine Neubere
hnung derm� und ��Folge bezügli
h k(R)neu für alle Komponenten. Ist (4.8) ni
ht erfüllt,so wird uj+1 wieder für den Teil (I) verwandt.W-Methode: Test_itInsgesamt wiederholt si
h die Abfolge (I)/(II) Intern-mal. Erst wenn es alsoIntern oft ni
ht zur Erfüllung von (4.8) gekommen ist wird der Programm-verlauf fortgesetzt. Dur
h diese Na
hiteration wird man der Kopplung derGlei
hungen untereinander gere
ht. Eine Zeitgitteranpassung wie sie in (II)bes
hrieben ist wird nur Max_Breaks-mal zugelassen (vgl. 4.1.1).6. Test: shot-Zeit/Datens
hritt



156 KAPITEL 4. PROGRAMMBESCHREIBUNGDie simulierte Systemzeit tSystem wird mit den bere
hneten �shot-Zeiten� tshotaus 1. vergli
hen. Gilt dann tSystem � tshot < kso wird u.U. skaliert und ein Abdru
k des Systemzustandes gema
ht. Glei-
hes ges
hieht, falls Datens
hritt Iterationen dur
hlaufen wurden, oder dieSimulation beendet wird, das heiÿtZeit� tSystem < kerfüllt ist (zu Zeit vgl. 4.1.1).7. Test: Min_stabilSind seit der zuletzt dur
hgeführten Zeitgitteranpassung mittels k 7! k(R)neuaus (4.2) Min_stabil Iterationen dur
hgeführt worden, dann erfolgt eine au-tomatis
he Vergröÿerung des k�Wertes auf k 7! k(D)neu < ku wie in (4.4) be-s
hrieben und die Neubere
hnung der m�und ��Folge zu k(D)neu. Als S
hrankefür k(D)neu dient der ursprüngli
h eingegebene Wert ku. �Auf der beigefügten CD be�nden si
h die bes
hriebenen Programme im Ver-zei
hnis Paket.Die übrigen Verzei
hnisse enthalten alle in dieser Arbeit bes
hriebenen Si-mulationsdaten, aber au
h sol
he Ergebnisse, die hier ni
ht näher erläutertwurden.



Kapitel 5Anhang
5.1 De�nition eines Bana
h-RaumesEin reeller Vektorraum B mit einer Abbildung k�k : B ! R heiÿe Bana
h-Raum, falls gilt:(i) Für alle b 2 B, b 6= 0 : kbk > 0(ii) Für alle r 2 R, b 2 B : krbk = jrj � kbk(iii) Für alle 
; b 2 B (Dreie
ksunglei
hung): k
 + bk � k
k+ kbk(iv) B ist vollständig bezügli
h k�k (Jede Cau
hy-Folge konvergiert in B).5.2 De�nition der Lp�RäumeFür 1 � p <1 und 
 � Rn seiLp(
) := (u : 
! Rju messbar; kukp := �Z
 jujpdx� 1p <1)und L1(
) := �u : 
! Rj kuk1 := inffq 2 Rj Zfx2
jju(x)j>qjg dx = 0g�de�niert. Dabei werden Funktionen miteinander identi�ziert, die si
h nurauf einer Nullmenge unters
heiden.Die Räume Lp(
) sind Bana
h-Räume bezügli
h k�kp .Es gilt die Hölder-Unglei
hung: Seien 1 < p; q 2 R mit157



158 KAPITEL 5. ANHANG1q + 1p = 1Dann gilt für je zwei Funktionen f 2 Lp(
), g 2 Lq(
)kfgkL1(
) � kfkP kgkq5.3 De�nition der Fourier-TransformationFür jede Funktion f 2 L1(Rn) und jedes � 2 Rn heiÿe die Funktionf̂ : Rn �! Cwel
he de�niert ist dur
hf̂(�) := 1(2�)n ZRn f(x)e�i(x��)dnxdie Fourier-Transformierte von f . Dabei ist (x � �) :=Pnk=1 xk�k.Als Umkehrung erhält manf(x) = ZRn f̂(�)ei(x��)dn�1. Es gilt die sog. Faltungsformel̂f � ĝ = df � gmit (f � g)(x) := ZRn f(x� y)g(y)dy2. Aus dem Satz von Plan
herel folgt:Ist f 2 L1(Rn) \ L2(Rn), so ist f̂ 2 L2(Rn)undkfk2 = 


f̂


2



5.4. TRIVIALER FIXPUNKT ��O BEI FRONTEN 1593. O�ensi
htli
h giltkfk1 = 



Z eikxf̂(k)dk



1� Z 

eikx

1 jf̂(k)jdk= 


f̂


1� supk (1 + k4)jf̂(k)j Z 11 + k4dk� supk (1 + k4)(jf̂(k)j+ jf̂ 0(k)j)5.4 Trivialer Fixpunkt ��o bei FrontenEs gilt RL��o(x) = ��o(x) = u� + (u+ � u�)e(x)denn mittels Gauÿ-Faltung erhält manu(Lx; L2) = 1p4�p4�(L2 � 1) Z 1�1 exp (� (y � Lx)4(L2 � 1)) Z y�1 exp (�z24 )dz| {z }=e(y) dy= 1p4�p4�(L2 � 1) Z 1�1 exp (� (y � Lx)4(L2 � 1)) Z 0�1 exp (�(z + y)24 )dzdy= 1p4�p4�(L2 � 1) Z 0�1 Z 1�1 exp (� (y � Lx)4(L2 � 1)) exp (�(z + y)24 )dydz= 1p4�L Z 0�1 exp ((Lx� (L2 � 1)z)4L2(L2 � 1) ) exp (�L2x2 + (L2 � 1)z24(L2 � 1) )dz= 1p4�L Z 0�1 exp (�(z � Lx)24L2 )dz= 1p4� Z x�1 exp (�z24 )dz= e(x)



160 KAPITEL 5. ANHANGDie Konstanten erfüllen die o.g Glei
hung ohnehin. Ein wenig heuristis
herverläuft die folgende Herleitung: es gilt jadRLf(k) = L�1û(L�1k; L2)= L�1e�k2(1�L�2) � f̂(L�1k)weil RLf(x) = u(Lx; L2)= 1p4�(L2 � 1)e� (Lx)24(L2�1) � f(x)Nun ist f(x) = e(x) , also �xf(x) = 1p4�expf(�x24 )g. Daher istd�xf(L�1) = i kLf̂(L�1k)= e�(L�1k)2und somit ikdRLf(k) = L�1Le�k2(1�L�2)e�(L�1k)2= e�k2woraus dur
h Rü
ktransformationddx(RLf)(x) = 1p4�e�x24RLf(x) = 1p4� Z x�1 e� z24 dz= e(x)folgt. Die Fourier-Transformierte von e(x) existiert jedo
h für k = 0 ni
ht,weshalb der Ansatz in Frage gestellt werden muÿ.



5.5. EINE TEILUNG DER 1 AUF R 1615.5 Eine Teilung der 1 auf REine weitaus einfa
here als in der Arbeit angegebene Teilung der Eins ist diefolgende Konstruktion für eine Funktion  : R ! R : (x) := 8<: 1� jxj; falls jxj � 10; falls jxj � 1Xn2Z (x� n) = 1Diese erfüllt aber ni
ht die Voraussetzungen in der Normde�nition, denn  ist in x = 0 ni
ht di�erenzierbar, mithin  =2 C1.5.6 Bere
hnung der Glei
hung für wWie im text s
hon angedeutet ist, soll a = a(u; �xu) und u = u� + v� + wbezei
hnen. Na
h Defnition ist w = v � v�. Die PDGl für v und v�sindbekannt, so daÿ also�tw = ��tv� + �tv= ��x ��x ((1 + a�(u�))v�) + �(�xu)a(u�; 0) (�xu�)2�+ �x ((1 + a)�xv + (a� a�(u�))�xu�)= �x [(a� a�(u�)) �xv� � a�xv� � �xv� � v��xa�(u�)��(�xu)a(u�; 0) (�xu�)2 + a�xv + �xv + (a� a�(u�))�xu��= �x [(a� a�(u�)) �xv� + a�xw + �xw � v��xa�(u�)��(�xu)a(u�; 0) (�xu�)2 + (a� a�(u�))�xu��= �2xw + �x [(a� a�(u�)) �xv� + a�xw � v��xa�(u�)+ �(a� a�(u�))� �(�xu)a(u�; 0)�xu�� �xu��= �2xw +Kgilt.



162 KAPITEL 5. ANHANG5.7 Spektralradius und MatrizennormSei M eine beliebige quadratis
he Matrix und kMk eine bel. Matrizennormsowie �(M) der zu M gehörige Spektralradius. Dann ist�(M) � kMkdenn o�enbar gilt für jeden Eigenvktor x von Mj�j kxk � k�xk = kMxk � kMk kxkund wegen 

Mj

 � kMk 

Mj�1

 � : : : � kMkjfür j = 0; 1; : : : folgt eben �(Mj) � kMkjBetra
htet man nun die sog. SpektralnormkMk2 := max fj�jj� ist Eigenwert von Mgso stellt man sofort fest:Ist M eine symmetris
he und quadratis
he Matrix, so gilt �(M) = kMk2;denn: kMk22 = �(MTM) = �(M2) = �2(M)5.8 Globaler und lokaler DiskretisationsfehlerSei jF (x; a; b; h)� F (x; �; b; h)j � L ja� �jjF (x; a; b; h)� F (x; a; �; h)j � L jb� �j (5.1)mit 0 < L <1 und max (jdij ji = 0; 1; 2; : : : ) � dmax <1 , sowie 0 < K so,daÿ 1 + hK = 1 + hL1� hL (5.2)



5.8. GLOBALER UND LOKALER DISKRETISATIONSFEHLER 163gilt. Betra
htet man nuny(xi+1) = y(xi) + hF (xi; y(xi); y(xi+1); h) + di+1 (5.3)und zieht davon yi+1 = yi + hF (xi; yi; yi+1; h) (5.4)ab, so ergibt si
h für i = 0; 1; : : : mit (5.1)jgi+1j = jgi + h � [F (xi; y(xi); y(xi+1); h)� F (xi; yi; y(xi+1); h)+ F (xi; yi; y(xi+1); h)� F (xi; yi; yi+1; h)℄ + di+1j� jgij+ hL � [jy(xi)� yij+ jy(xi+1)� yi+1j℄ + jdi+1j= (1 + hL) jgij+ hL jgi+1j+ jdi+1j� (1 + hL)(1� hL) jgij+ jdi+1j(1� hL) falls hL < 1 ist:� (1 + hK) jgij+ D(1� hL) (5.5)Insgesamt kann man damit abs
hätzenjgi+1j � (1 + hK) jgij+ dmax(1� hL)� (1 + hK)2 jgi�1j+ ((1 + hK) + 1) dmax(1� hL)� : : :� (1 + hK)i+1 jgoj+ �(1 + hK)i + : : :+ (1 + hK) + 1� � dmax(1� hL)= (1 + hK)i+1 jgoj+ (1 + hK)i+1 � 1hK � dmax(1�hL)� e(i+1)hK jgoj+ e(i+1)hK � 1hK � dmax(1� hL)� dmaxhK(1� hL)e(i+1)hK weil go = y(xo)� yo = 0 ist:= dmax(1 + hL)e(i+1)hK (5.6)wobei (1 + x)i � eix für alle i = 1; 2; : : : und für alle 0 � x benutzt wurde.



164 KAPITEL 5. ANHANG5.9 Bere
hnung der Eigenwerte der J-MatrixZur Stabilitätsanalyse des Crank-Ni
olson-Verfahrens benötigt man dieEigenwerte der vorkommenden Matrizen und damit die der vorkommendenMatrix J. Dazu bedient man si
h der diskreten Fourier-Analyse: manbetra
htet die Basisvektoren eines n�dimensionalen C�Vektorraums
ek := 0BBB� exp(2�ik=n)exp(2 � 2�ik=n)...exp(n � 2�ik=n) 1CCCA ; k = 1 : : : nund stellt fest, daÿ jeder dieser Vektoren s
hon Eigenvektor der Matrix J ist,denn es ist Jek = (2� exp(2�ik=n)� exp(�2�ik=n))ek= 2(1� 
os(2�ik=n))ek=: �kekDa aber J hö
hstens n vers
hiedene Eigenwerte �k haben kann, sind diesau
h s
hon alle. Insbesondere erkennt man die Abs
hätzung 0 � �k � 4 füralle k = 1 : : : n.5.10 Lokal glei
hmäÿige KonvergenzDe�nitionEine Funktionenfolge fn : X ! C heiÿt lokal glei
hmäÿig konvergent inX, falls jeder Punkt xo 2 X eine Umgebung (o�ene, xo enthaltene Menge)U � X besitzt, so daÿ fn in U glei
hmäÿig konvergiert.
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