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Der Schauende

Ich sehe den Bdumen die Stirme an,
die aus laugewordenen Tagen

an meine dangstlichen Fenster schlagen,
und hore die Fernen Dinge sagen,

die ich nicht ohne Freund ertragen,
nicht ohne Schwester lieben kann.

Da geht der Sturm, ein Umgestalter,
geht durch den Wald und durch die Zeit,
und alles ist wie ohne Alter:

die Landschaft, wie ein Vers im Psalter,
st Ernst und Wucht und Fwigkeit.

Wie st das klein, womit wir ringen,
was mit uns ringt, wie ist das grofs;
lieffen wir, dhnlicher den Dingen,

uns so vom grofsen Sturm bezwingen, -
wir wirden weit und namenlos.

Was wir besiegen, ist das Kleine,

und der Erfolg selbst macht uns klein.
Das Fwige und Ungemeine

will nicht von uns gebogen sein.

Das ist der Engel, der den Ringern
des Alten Testaments erschien;

wenn seiner Widersacher Sehnen

im Kampfe sich metallen dehnen,
fiihlt er sie unter seinen Fingern

wie Saiten tiefer Melodien.

Wen dieser Engel tiberwand,

welcher so oft auf Kampf verzichtet,

der geht gerecht und aufgerichtet

und grofS aus jener harten Hand,

die sich, wie formend, an thn schmiegte.
Die Siege laden ihn nicht ein.

Sein Wachstum ist: Der Tiefbesiegte
von immer Gréflerem zu sein.

(Rainer Maria Rilke)
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Einleitung

Es gibt viele verschiedene mathematische Methoden, die zur Beschreibung
von Naturereignissen niitzlich sind. Eine zentrale Rolle haben dabei die par-
tiellen Differentialgleichungen eingenommen. Mit ihnen ist eine Vielzahl von
Prozessen in physikalischen, chemischen und biologischen Systemen model-
lierbar. Dazu zdhlen unter anderem die verschiedensten Transport- und Stro-
mungsereignisse, Wellenphdnomene, Strukturbildung, chemische Reaktionen
und Populationsentwicklungen, um nur einige umfassende Bereiche zu nen-
nen. In dieser Arbeit geht es um Gleichungen, deren Losungen den Transport
von Wérme oder Stoffkonzentrationen darstellen, um sogenannte Reaktions-
Diffusions-Systeme.

Der Begriff Diffusion stammt aus der Nichtgleichgewichts-Thermodynamik,
in der fiir den Wiarmetransport zwischen zwei Reservoiren die Grundglei-
chung der Diffusion hergeleitet wird. Diese Grundgleichung l4fst sich so erwei-
tern, daf sich mit ihr kompliziertere Diffusionsvorgéinge beschreiben lassen.
Betrachtet man ein System von solchen Diffusionsgleichungen, deren Losun-
gen voneinander abhdngen, so nennt man dieses allgemein ein Reaktions-
Diffusion-System. Leider sind diese erweiterten Gleichungen und Systeme
davon in vielen Féllen nicht 16sbar, wenngleich ihre Konstruktion aus dem
darzustellenden Sachverhalt verhiltnisméfig einfach ist. H&iufig interessiert
man sich auch gar nicht fiir die exakte Losung, weil diese aufgrund unsiche-
rer Parameter in den Gleichungen (Materialkonstanten, Ubertragungsraten
von Bakterien 0.4.) ohnehin nicht iiberpriifbar ist. Vielmehr mochte man
das Verhalten des Reaktions-Diffusions-Systems zu grofsen Zeiten kennen und
damit unter Umstinden die Entwicklung ins thermische Gleichgewicht. Das
ist die zentrale Fragestellung in der vorliegenden Arbeit.
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Um Aussagen iiber Differentialgleichungen machen zu koénnen, betrachtet
man drei wesentliche Punkte:

Existenz von Losungen
FEindeutigkeit der gefundenen Ldsungen

Stabilitdt der Losungen gegeniiber einer kleinen Stérung der An-
fangsbedingungen

Insbesondere die Stabilitdt entscheidet dariiber, ob die gefundene Losung
auch beobachtbar ist, wenn man es mit realisierbaren Modellen zu tun hat.
Ebenso miissen diese Figenschaften iiberpriift werden, wenn man das Lang-
zeitverhalten von Diffusionsproblemen herausfinden will.

Zur Berechnung des asymptotischen Verhaltens gestorter Diffusionsgleichun-
gen kann man ausnutzen, daf die Fundamentallosung der Diffusion ein soge-
nanntes Skalenverhalten zu groften Zeiten aufweist. Das bedeutet, dak sie, je
nach Anfangsbedingung, eine bestimmte Form erhélt, die bei richtiger Ska-
lierung im Ort, in der Zeit und in der Amplitude sich nicht dndert. Alle
Skalierungen hingen dabei nur von der Zeit ab. Dieser Umstand lafst sich
als Ausgangspunkt wihlen, um die Stérungen und die Anfangsbedingungen
so zu klassifizieren, daf diese keine Anderung des Skalenverhaltens bewirken.
Damit erweist sich der asymptotische Zustand der ungestorten Diffusion als
stabil gegeniiber Storungen der Dynamik und der Anfangswerte.

Anders verhélt es sich mit Gleichungen, zu deren Losungen ein Skalenver-
halten nachgewiesen wurde, das von dem der Diffusion stark abweicht. In
solchen Fillen mufs sich die Skalierungsvorschrift aus der Gleichung bestim-
men lassen. Die Ansétze dafiir sind verschieden. Oft wird der Skalenansatz
in die partielle Differentialgleichung eingesetzt, um eine gewohnliche zu er-
halten, die anschlieffend in Abh#ngigkeit von den Skalierungsparametern auf
eindeutige Losungsexistenz und Stabilitdt untersucht wird. Danach versucht
man nachzuweisen, daf die gesuchte Losung gegen die skalierte konvergiert.
Ein solches Vorgehen ist sehr spezifisch auf das gegebene System ausgerichtet.

Die hier verwendete Methode zur Berechnung eines Skalenverhaltens von
gestorten Diffusionsgleichungen basiert auf Renormierungsgruppentransfor-
mationen. Die Renormierungsgruppe wurde erst vor wenigen Jahrzehnten im
Bereich der Quantenfeldtheorie von K. WILSON entwickelt um sogenannte
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kritische Exponenten, die einen Phaseniibergang des Quantensystems kenn-
zeichnen, zu berechnen. J. BRICMONT, A. KUPIAINEN und G. LIN haben
u.a. in [Bric93 /11| gezeigt, dak sich die Idee der Renormierungsgruppe zur
Bestimmung eines Skalenverhaltens von Losungen gestorter Wirmeleitungs-
gleichungen eignet. Dabei beschrinken sie sich auf solche Félle, in denen das
Skalenverhalten der ungestorten Diffusion nachweisbar ist. Anomale Skalie-
rungen werden nicht betrachtet.

Im ersten Teil dieser Arbeit wird die Verdffentlichung [Bric93 /11| ausfiihrlich
erlautert. Es werden also nichtlineare Warmeleitungsgleichungen betrachtet,
zu denen sich ein Langzeitverhalten der normalen Diffusion mit Hilfe der Re-
normierungsgruppe nachweisen laft.

Im zweiten Kapitel werden Reaktions-Diffusions-Systeme mit anomalem Ska-
lenverhalten untersucht. Dabei steht die Suche nach den Skalierungsparame-
tern im Vordergrund. Als Hilfsmittel dient wieder ein Renormierungsgrup-
penansatz. Unterstiitzt werden diese Uberlegungen von numerischen Simu-
lationen, die anhand von Modellsystemen die wesentlichen Punkte aufzeigen.
Eine Diskussion der Ergebnisse schliefst sich an.

In den folgenden Kapiteln werden die numerischen Hintergriinde und die Ar-
beitsweise des Programms naher erlautert.

Der Anhang enthilt als letzter Teil die Definitionen und Hilfssétze, die ver-
wendet werden.
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Kapitel 1

Gestorte Warmeleitung

1.1 Die Renormierungsgruppe als
Losungsmittel

In diesem Kapitel wird eine von J.BRICMONT, A.KUPIAINEN und G.LIN
entwickelte Idee zur Bestimmung des Langzeitverhaltens von Losungen der
Differentialgleichung vom Typ

ouu(z,t) = 0 u(z,t) + F(u,dpu, 0%u) (1.1)

mit z € R, t € [1,00) vorgestellt (vgl. [Bric93/II]). Die Gleichung (1.1)
ist eine Warmeleitungsgleichung, die durch eine zunéchst nicht ndher spezi-
fizierte Funktion F'(a,b,c) gestort wird. Man sucht nun nach einer Funktion
r: R — R und einem Parameter & € R, so dak die Losung von (1.1) eine
Gleichung der Form

lim Hu(x, t) — t*%r(xt*%)

t— 00

‘ —0 (1.2)

erfiillt, wobei die Konvergenz in einer Norm erfolgt, die je nach Stérterm F'
passend gewihlt werden mufs.

Um ein solches Verhalten zu finden wird eine Skalentransformation betrach-
tet, die auf dem BANACH-Raum § aller Startbedingungen von (1.1) wirkt.
Die Fixpunkte der Transformation lassen sich dann als asymptotische Lésun-
gen von (1.1) auffassen, wenn man zeigen kann, daf das gegebene Anfangs-
wertproblem sich unter der Skalentransformation einem solchen Fixpunkt

7
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beliebig néhert, weil damit das transformierte Startwertproblem skaleninva-
riant wird. Das bedeutet, dafs die Dynamik des gegebenen Problems die
gegebene Anfangsbedingung in den Fixpunkt der Skalentransformation ent-
wickelt und diesen schlieflich auf sich selbst wieder abbildet, so daf das
Losungsverhalten fiir grofse Zeiten nur durch eine einfache Skalentransforma-
tion beschrieben werden kann.

Dabei geht man prinzipiell folgendermafen vor:

Sei zunéchst S = {u(z,1) = f(x)|u erfiillt (1.1)} der BANACH-Raum al-
ler Anfangsbedingungen zu (1.1). Dann sei L > 1 und « zunéchst beliebig
aber fest gewihlt, und die Abbildung

u(z,t) — Tp(u):=ur(z,t) := Lou(Lx,L*) (1.3)

mit u(z,1) € S definiert. Die transformierte Losung uy, erfiillt damit die
partielle Differentialgleichung

Oy (z,t) = L*™0wu(Lx, L*t)
= L**0%u(Lx, L*t) + L***F (u, Opu, 02u)
= 8§uL(a:,t) +FL(UL,8IUL,85UL) (14)

mit
Fr(a,b,c) = L2+°‘F(L’°‘a, L9, L’z’o‘c) (1.5)

Die Renormierungsabbildung R : § — S wird durch (1.3) und (1.4) indu-
ziert und ist daher von L, o und F' abhéngig, R = Rs—f‘}ﬂ =Rpr:

(RER)(2) = ur(z,1)
= L*u(Lx, L?) (1.6)

Fiir die in (1.3) definierte Abbildung T}, gilt
TL2 = TL e} TL (]_7)
und somit fiir £ = 1 ebenfalls

Ri>»p=Rpr, o Rrp (1.8)
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beziehungsweise allgemeiner

RLn’F = RL’Fn—l o RL’Fn—2 ©0...0 RL,F (19)
Mit der Setzung ¢t = L?" erhiilt man damit aus (1.6)
u(z,t) = t5(Rpnpf)(xt™?) (1.10)
= L ™upn(zL ™ 1)
= u(z, L*")

Nun versucht man nachzuweisen, daf ein « existiert, derart daf die Abbil-
dung (1.6) gegen einen Fixpunkt konvergiert, also

Frn — F”© (1.12)
gilt, so daft
Rpp-f* = f* (1.13)

erfiillt wird. f* ist dann die Anfangswertfunktion der skaleninvarianten Dif-
ferentialgleichung dyu = 9>u + F*. Durch (1.10) erhélt man die Asymptotik
des urspriinglichen Problems

w(z,t) ~t 3 fH(at 2), (1.14)

wobei die Gleichheit nur gilt, wenn es ein n, € N gibt, derart dall Rpno pf =
f* gilt. Weiterhin mufs dieses Verhalten, welches nur den fithrenden Term
des Langzeitverhaltens angibt, nicht global sein, sondern es ist je nach Fall
die Teilmenge 2 C R zu nennen, auf der dieses Skalenverhalten vorliegt.
Mathematisch wird das durch die Wahl einer passenden Norm beschrieben,
beziiglich der R f konvergieren soll.

1.2 Der GAURL-Fixpunkt

1.2.1 Die Fundamentall6sung

Nun soll (1.1) mit F' = 0 betrachtet werden, also die ungestorte Wirmelei-
tungsgleichung

owu(z,t) = 0 u(z,t) (1.15)
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mit der integrablen Anfangswertfunktion f(x) = u(z,1). Nach einer FOU-
RIER-Transformation beziiglich der Ortsvariablen kann man (1.15) schreiben
als

oyi(k,t) = —k*u(k,t) (1.16)

mit der Anfangsbedingung f(k) = @(k,1); die allgemeine Lisung hierzu ist
dann

a(k,t) = f(k)e 0D (1.17)
und durch Riicktransformation erhilt man daraus die Fundamentallosung

1 2?

* — e 41
2/t —1)

1 (0.0
2\ /m(t — 1) '/_oo f)

= D% f(r)

u(z,t) = f(z)

_(@—y)’
e -0 dy (1.18)

wobei f * g das Faltungsprodukt zweier Funktionen bezeichnet (s. Anhang
5.3). Dieses Ergebnis wird durch die Renormierungsgruppe mit (1.3) wie
folgt ausgedriickt:

Ru(k,t) = / " e (Ru(z, 1)) da

o0

= / e Lou(Lx, L*t)dx

o0

= / e ) Loy (L, L*)d(Lx)

= L 'a(L™'k, L*t)
’&L(ka t)

Fir a =1 und ¢ = 1 ist damit

Rf(k) = (k1)

= f(L 'k)e FOET) (1.19)
R,f (k)
(Rof)(z) = Le" V% . f(Lx) (1.20)
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Daraus erkennt man den GAUf-Fixpunkt
frk) = ¥ (1.21)

und es ist

[M]

1 e
folz) = mff

die Anfangswertfunktion der skaleninvarianten Losung mit & = Ttz

1 2
uth,t) = ——=e7r

VATt
= 1T3f(E)

Unter noch zu nennenden Voraussetzungen soll gezeigt werden, daf dieses
asymptotische Verhalten auch fiir F' # 0 in (1.1) moglich ist. Beziiglich
welcher Norm die Konvergenz erfolgt und welche Bedingungen an F' gestellt
werden miissen, soll nun erldutert werden. Bei allen folgenden Abschétzungen
werden alle Konstanten mit C' bezeichnet; sind diese beispielsweise noch von
L abhéngig, so wird dies durch einen Index gekennzeichnet, also Cf,.

Definition:

Fiir Funktionen f mit f € C'(R) sei die SOBOLEW-Norm

11} += sup(1+ EY(F R+ 1 (R)]) (1.22)
definiert. N
Bemerkungen:
1. Fiir g(0) = 0 erhédlt man mit (1.19)
IRogll < 7 lgll (1.23)

2. Es gelten die Ungleichungen

171l
11l

il (1.24)
il (1.25)

IAIN
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Das bedeutet, dak die Konvergenz bzgl. (1.22) die Konvergenz in den Réu-
men L; und Ly, (vgl. Anhang 5.2) impliziert.

Beweis:
Bemerkung 1:

1Hog]l = sup(1+ k) (|Rog (k)| + [Rog (k)))
= sup(1+k4)(| gL )|+

(1= L72)(=2k)g(L~"k)e ¥ 0-17%) 4
67192(1 L~ )LflA/(Lflk)D

= L sup(1+ KO L)+
|(1—L_2)(—2kL) (L7'k) + g'(L7"k)))

< Laup(1 Ko 0 g (1) +
2(1 — L ?)k*§' (L 'sk)| + | (LK)

_ %s%p(l—l-(Lk)) ~(LR(=L7) (| Lk (sk)| +
2(1 — L7?)(kL)?§ (sk)| + 19/ (k)])

< %(sip( (5k))+Sllip(§l(k)))

< Sl (1.26)

wobei aufgrund des Mittelwertsatzes
9(L™"k)| < L™k||g' (L™ sk)]
fiir ein s € [0, 1] benutzt wurde, sowie die Beschrénktheit des Ausdrucks
(1+ (Lk)*)exp[—(Lk)*(1 — L™*)](|Lk| +2|Lk|*) < C

fiir alle £ und alle L > 1.

Bemerkung 2: Zunéchst schitzt man mit der HOLDER-Ungleichung (s. 5.2)

lg - plly < llglly - 171l
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fiir g(z) :== (1 + |z|) f(z) und h(z) := (1 + |z|)~" die Ungleichungen

Il < G+ =) fll
< Clflly +C sl

ab, weil |||, < C'ist. Nach PLANCHEREL (s. Anhang 5.3) gilt || f||, = HfH .
2

Nun ist aber

!

z _ /Oo FO(1 + EY2(1+ k) ~2dk

o0

< C-sup(1+ K f (k)
k

< C-fI1P
und analog auch
leflz = |7
— Jasoo]
< -1

und somit insgesamt (1.24). Fiir (1.25) weif man, daf

e < |7, = c-ml

erfiillt ist (s. 5.3). O

Zur Klassifizierung der Nichtlinearitdten werden folgende Vereinbarungen ge-
troffen:

Definition:

1. Zu der Nichtlinearitit F : C* — C mit der Gestalt F(a,b,c) = a™b™c"
definiert man nun

dr == ng +2ny + 3n, — 3 (1.27)
so daB fira=1

F,=L"%F
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gilt.

2. Fiir eine in 0 analytische Funktion F' : C}* — C sei dp die kleinste
Zahl (1.27) all jener Monome der TAYLOR-Reihe von F' in 0 mit nichtver-
schwindenden Koeffizienten.

3. I heifle

irrelevant, falls drp >0
marginal, falls dp =0
relevant, falls dp <0

Damit erkennt man, in welchen Fillen F' unter der Abbildung R, allméhlich
verschwindet oder verstiarkt wird. 0]

1.2.2 Der irrelevante Fall

Wir kommen nach den Vorbereitungen nun zum ersten Resultat dieser Me-
thode, dem irrelevanten Fall. Dabei stellt sich heraus, dak sich die gestorte
Wirmeleitungsgleichung unter bestimmten Anfangsbedingungen fiir grofe
Zeiten t wie die Losung der ungestorten verhilt.

Satz:

Sei F': C* — C analytisch um 0, dr > 0, 6 > 0 fest; dann existiert ein
e >0, so daf, falls || f|| < e gilt, das Anfangswertproblem

Ou(z,t) = O2u(z,t) + F(u, Opu, 02u) (1.28)
u(z,1) = f(z) (1.29)

eine eindeutig Losung besitzt, die
lim 179 Hu(gt%,t) - At—%f;(g)H =0 (1.30)

mit A = A(f, F) € C erfiillt.

Beweis:
Der Beweis besteht aus zwei wesentlichen Teilen, dem Nachweis der Losungs-
existenz und der Bestimmung der Asymptotik. Begonnen wird mit der
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(i) Diskussion der lokalen Losungsexistenz
Mit der Schreibweise F(s) = F(u(z, s), dyu(z, s), 02u(z, s)) und u; = et~1% f
(vgl. (1.18)) formt man (1.28) um zu

1

t—
u(z,t) = et V% +/ dse®%= F(t — s) (1.31)
0
=: us+ N(u) (1.32)

Dazu rechnet man mittels

b(t)
%/am fla,t)de = f(b(e), V' (2) = f(alt), D)o’ (1)

b(t)
+ / O f(z,t)dx
a(t)

(1.31) als Losung von (1.28) aus
a2 a2 ! a2
Oy = 92e"V% f 4 DR P(1) 4 / dse*= 0 F(t — s),
0
sowie
2 =1 2
Pu = 0PetV%f 4 / dsd2e*% F(t — s)
0
2 =1 d 2
= 9PtV f +/ ds(—e*%)F(t — s)
0 ds
ds

. t—1 . d
= PeVEf L DR — F(t) — / dse®® (—F(t — s))
0

t—1
= O2et1% f 4 D% P(1) — F(1) + / dse®®% 9, F (t — s)
0

Insgesamt betrachtet man nun den BANACH-Raum der Funktionen u(z,t)
mit ¢ € [1, L?] und der Norm

[ull, = sup [Ju(t)]] (1.33)
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zusammen mit der Abbildung
T(u) = us + N(u) (1.34)

Von dieser wird gezeigt, dak sie T': By — By mit By := {ul||lu — ug||, <
| f|I} erfiillt und zudem kontrahierend ist. Dadurch existiert nach dem BA-
NACHschen Fixpunktsatz eine eindeutig bestimmte Funktion u*(z,t), welche

T(u*) =u* (1.35)

erfiillt. Wegen (1.34) 16st u* dann auch (1.31).

Um ||[N(u)||, in (1.34) abschétzen zu konnen sei zunichst die TAYLOR-
Entwickung von F' um 0 in der Form

F(a,b,c) = > o Zna™b™c"

gegeben mit n = (ng,ny,n.) EN?, zp€Cunda=u,b=1u,c=u". Die
FOURIER-Transformierte ist dann

F(a,b,6) = Y, cnp 2™ b0 5 &0
wobei x das Faltungsprodukt bezeichnet (s. 5.3). Auferdem gilt
O (k)| = [K|la(k)] , [=0,1,2
und fiir alle £ € R
1+ k) < C-(1+kY, 1=0,1,2
denn fiir |k| > 1ist 1 < |k| < k? und
C-(K"+1) =k (k*+1) = (C-1Dk'-k*+C
o 1 — !

2(C — 1))2 S 4(C-1)
> 0 mit C' > 3/2

+C

bei |k| < 1ist 1 > |k| > k? und

1 1
O — 55 = 35 +(C 1)

0 mit C' > 3/2

C-(K*+1)— (K +1)

v
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Damit ergibt sich fiir [ = 0,1, 2

ul® (k)] (1 + K*) (1 4+ &) Ha(k)]
C-(L+EH1+EH 7 a(k)|
C

m ||U||L .

IN

IN

(1.36)

Entsprechend gilt genauso

0pu (k)| < (1.37)

C
m ||U||L )
denn

|Oku® (k)|

|0k (K'i(k))]

K a(k)| + k'’ (k)|
1+ k% .,
C- m(h&(kﬂ + |4’ (K)])

< C-(1+E)ully,

IN

IN

Neben diesen Ungleichungen braucht man noch die Formel

m

2y—1\yxm __ _m-—1
(R = e

(1.38)

welche sich aus

—_—

1
14+ k2

i

=Te

und aus dem Zusammenhang fiir Faltungen

fl*f2 = m (1-39)
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ergibt, hier also

L —

(14K = e
= (27r)1/eik”37rmemxd:1:

1 .
— 57_‘.mfl \/62/6(1-771)/77177116x-md('r . m)

——

Lre—lal(

= 7™ iy

)

2)71

k
m

~—

k
— m—1, —1 1 v
T m ( + (m

m
m? + k2

Diese Formeln werden nun benutzt um

m—1

c.cm
(1+ k%)
mit m =n, +ny +ne. > 2 (dp = m + ny + 2n. — 3 > 0 ist vorausgesetzt) zu

zeigen.
Aus (1.32) ergibt sich fiir ein F(a, b, c) = a™b™c" mit (1.36) und (1.38)

-1
/ dse )@ e 5 b« ¢*7e| (k) < |ull7 (1.40)
0

t—1
|N(u)| < / d86_5k2|&*na . B 5 é*nc|(k)
0

m 1= e~ (=D 2\—1 2 \—1
< ()™ o [ =) ()
. 1 — e—(t—l)k2 (e
= (@ ullp)™ ——— (O + k)Y
1—e (=D m—1
- (C- m, > 0 om-2 _ T2
(€ lull) 12 i (m — 1)2 + k2
' m L= e~ (- 2\—1
< (C7-lull)™ - 12 (14K
< Cp- (O ull)™,

wobei die letzte Abschitzung fiir [k| > 1 wegen
1—e (DK 2\—1 2 | p4y—1
3 C(I4+E)T < (BFHEY

< (T+kYH
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und fiir k] < 1 wegen

1 — 6_(t_1)k2

S ()T < (PR

< (P-1)(1+kH!
gilt ((1 — exp[—(t — 1)k?])/k? hat lokales Maximum bei k = 0).
Analog berechnet man die gleiche Abschitzung mittels (1.37) und

O(fg)(k) = f'xg(k)
f

——

fiir [0 N (u)|

——

t—1
0N ()| < / ds| — 2sk|e= (G e 5 bTe 5 e
0

t—1
+ / d8675k2|ak(d*na * b*nb % é*nc)
0

1— (14 (t—1)k?)e -DF
|k[?

IN

(C llull )™ (1 + &%) -2

+ Cr(Cllull )"+ £
< CLClull)™ (1 + &7,

wobei in der letzten Abschétzung

_ _ 2\, —(t—1)k?
1—(1+(t—1)k)e <o,

2 <
K|

eingesetzt wird. Insgesamt ist also fiir den Fall, daf F' ein Monom ist,
N, < Cp-(Cllull,)™ .
Fiir ein beliebiges analytisches F' gilt
[z < (CR)™
und somit, falls ||ul|; klein genug ist,

IN(W)l, < Crp-llull} - (1.41)
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Nun war nach Voraussetzung und (1.18)

lugll, < Crllfll
< Ce(L,F)
und somit gilt fiir u € By
lull, < (C+ DI (1.42)
also ist wegen (1.41)
1T(u) —ugll, = NI,
< Crre(L, F),

woraus nun 7'(By) C By folgt.

Nun soll noch die Kontraktion der beschriebenen Abbildung gezeigt werden.
Dazu beginnt man mit

1T (ur) =T(u2)ll, = [IN(u1) = N(uz)ll

1
= ‘/ dq OyN (uz + q(u1 — us))
0 L

< [ daloN G+ an =), (143

und rechnet weiter
—1 ,
Oy N (uz + q(uy —ug)) = / dse*% - 9,F(t — s)
0

= /0 . dse®®% [0, F (t — ) (uy — us)
+ O F(t — 58)0y(uy — ug) + O F (t — 5)0%(u1 — uy)].

Setzt man die Potenzreihenentwicklung fiir F' ein, so ergibt sich an den Stellen
OqF mit d = a,b,c dieselbe Situation wie in (1.31), allerdings durch die



1.2. DER GAUSS-FIXPUNKT 21

Ableitungen nur noch mit m > 1. Daher schétzt man (1.43) analog ab:

t—1
IN(u1) = N(ug)l[, < / dse’™ - [|0,F (t — ) (u1 — u2)|l,
0

t—1
+/ dse®® - |0y F (t — 5)y(ur — us) ||,
0

t—1
+ / dse®: - |0:F(t — )02 (uy — U/Q)HL
0
< 3CLr [lua + q(ur — u2) ||y, [Jur — ually
< 3CLr((1—q) [Jully + g llwillp) lve — wallg
< 3CLr(llually, + [Jutlly) [[ur — usll, (1.44)

Das zeigt wegen (1.43) die Kontraktion der Abbildung T'(u).

Insgesamt existiert also fiir || f|| < (L, F) eine eindeutige Losung u* € By,
die (1.35) erfiillt und damit zum Zeitpunkt ¢ = L? auch (1.28).

Wir kénnen die Losung von (1.31) mit u* = u also in der Form

u(xaLQ) = Uf(xaLQ) + N(u) (1.45)
570% £ (2) + N (u) '
mit
IN(Il = 1T (w) = ugll < Cre 111 (1.46)
schreiben, denn
1T () = ugll < [T () = uglly
= [Nl
< Cpyull}
< CrellfI*
Zur Vereinfachung benutzen wir nun
N(u)=:v (1.47)

(ii) Wir kommen zum 2. Teil des Beweises, in welchem die Asymptotik
durch Iteration einer Renormierungsabbildung berechnet wird. Dazu wird
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die Startwertfunktion als ein gestorter GAUfL-Fixpunkt geschrieben:

f@) = Aofs(x) + go(x) (1.48)

A, = f(0) 1.49)
= /_ f(z)dz

f0 =1

90(0) = 0

Die letzte Bedingung erlaubt es die Kontraktionseigenschaft (1.23) von R,
auf den Storterm g, anzuwenden. Zunéchst ergibt sich aus (1.48)

ool = || = FO)f;

< N+ IF O 1]
< C-lfI- (1.50)

Die zu betrachtende Abbildung ist mit (1.20) und (1.47)

Rf(z) = Lu(Lz,L?)
= Lus(Lz, L?) + Lv(Lx)
= Le™ V% f(Lx) + Lv(Lx)
(R, f)(z) + Lv(Lx)
(Ro(Aofs + 90)) (x) + Lu(Lx)
(Ao +9(0)) f5 — 0(0).f7 + Rogo + Lv(Lz)
= Aify —9(0)f; + Rogo + Lv(Lx)

= Aifo+ta
mit
A = A, +9(0) (1.51)
g1 = R,g9,+ Lv(Lz) —v(0)f) (1.52)

Somit ergibt sich wieder

01(0) = Rog,(0) +9(0) — (0) - 1
— 0.
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Auferdem kann man mit (1.46) die Ungleichungen

|Ar = A,| = 10(0)]
< vl
< CrrlfIP (1.53)
und
| Lo(La) = 0(0) f5(x)|| < Lljv(La)| + [6(0)] | £;]]
< Ll + [20)[ | £5]
< L'Crrl|lfIf

herleiten. Insgesamt erhdlt man damit

CL™" |lgoll + L*Crr I £II?
CL7 | fl + L'Crre I FI1?
LOOYf (1.54)

g1l

VANRVANVAN

wobei ||f]|Cr.r < CL fiir groke und in Abhingigkeit von § < 1 gewihlte
L gelten soll.

Diese Prozedur 14t sich iterieren. Zu diesem Zweck wird

fn = Rinpf

= A (1.55)
Ay = Ay g+ 1(0) (1.56)
gn = Rogn—1+ Lvp_1(L+) — 0—1(0) f (1.57)

gesetzt (v, = v). Zu zeigen ist, dafl immer noch

[An| < (C= L) /]l (1.58
lgall < L™ 1] (1.59)

gilt, woraus
Ifall < CA (1.60)

folgt. Die Gleichungen (1.58) und (1.59) lassen sich durch Induktion zeigen,
wobei die Fille n = 0, 1 schon nachgerechnet wurden (vgl. (1.53) und (1.54)).



24 KAPITEL 1. GESTORTE WARMELEITUNG

Durch Wiederholung der Abschidtzungen fiir Fy» aus dem ersten Teil des
Beweises entsteht statt Cr der Term Cp- L% | denn jedes Monom von Fjn
hat die Form L"B==21=3k)gipick (vgl. (1.4)) und somit gilt nach (1.27):

Ln(3—i—2j—3k)|aibjck| < L—ndF|aibjCk|
~ - S————

~~

Monom aus Fpn Monom aus L~ "4F.F

Schlieflich also

loall < CopL™ || ful”
< CL,FL_ndF ||f||2
und damit
|An+1_An| — |@n(0)|
< vl
< CL,FL_ndF ||f||2

wieder mit ||f]|Cr.r < CL™ (s. Bem. zu (1.54)).
Ebenso ist dann

CL [|gall + | Lva (L) | + |2 (0) | 1 f5
CL™ lgall + L' [[all + C [lva]
CL™ llgall + Crp L' L™ || ful* -

[ Ggn-+1]

IA AN IA

Insgesamt bekommt man nun unter der Induktionsvoraussetzung, dafs die
Formeln fiir beliebiges festes n gelten (dr > 1) mit gentigend grokem L:

|An+1| < |An| + |An+1 - An|
< (C= L™ [|Ifl| + CrpL* L7 | £
< (C=L)IfIl+ LD f)P
< (C— LDy |If|
und fiir g, :
lgnall < CL'CL™ UM ||f||+ CppL* L | £
< CLTIL | Fl 4+ LY £l
S CL7(176)(n+1) ||f|| )
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Das zeigt die Ungleichungen (1.58) und (1.59).

Zusammenfassend gilt damit
A, — A
A=A < CcL ]

denn es ist firn >m > 1

m+1
Ap = Al <D AR — A
k=n
m+1
< CurllfI? Y L
k=n
n—(m+1)
= ol L YT g
k=0

< CppL ™" ||f|
und somit A, eine CAUCHY-Folge, die wegen
A=Al < Copl ™| f|?
gegen A konvergiert. Insbesondere gilt
A=A, = [A=[(0)]
< Crrllfl”-

Abschliefend 1aft sich nun auch die behauptete Asymptotik fiir die Zeit-
punkte ¢ = L?" berechnen:

w(Etz,t) = t 3 (Rpnpf)(€)
1%

mit o =1

77 | (Anfi + g0 — AL

£ 1A = A5 ]+ gall
L™(CL ™ || f2]) + CL- D) | £
C/L—2n+6n ||f||

't f]]

|uteet, ) = ari g )|

VANVANRVAN
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Nun éndert sich an den oben genannten Abschitzungen nichts, wenn man
die Ersetzung L? +— (7L)? fiir 7 € [1,v/L) vornimmt. Damit ist fiir alle
Zeitpunkte ¢ > 1 die Behauptung gezeigt. O

1.2.3 Der marginale Fall

Hier wird das Langzeitverhalten zu dp = 0 untersucht. Die Nichtlinearitdten
aus (1.1) sollen die Form

F = —u+ G(u,0u,d%u) (1.61)
oder
F = 0,(v*) + H(u, 0yu, d*u) (1.62)

mit dg, dy > 1 haben, das heiflt die TAYLOR-Entwicklungen um 0 von G
und H starten mit einem Grad > 4. Ohne diese Voraussetzung muf erst die
Systemzeit betrachtet werden, in welcher G' den Term —u? bzw. H den Term
d;(u?) dominiert. Behandelt wird hier nur der Fall (1.61) und nicht (1.62),
welcher auf die als BURGER-Gleichung bekannte Differentialgleichung fiihrt.
Niheres dazu findet man aber auch bei [Bric93/II].

Mit einer Ersetzung u — @ := \/?u, so dak u(k = 0,t = 1) = 1 gilt,
gelangt man zur Differentialgleichung

Oy = 0%t — Mu® + G (1, Opti, 071) (1.63)
fiir @, wobei
Gila,b,c) == A\"2G(\2a, \2b, A2 c) (1.64)

gilt und die Startwertfunktion geschrieben wird als

u(z,1) = f(x)
= fy(z) +g(z) (1.65)
g(0) = 0. 1.66)

Das Hauptresultat im marginalen Fall lautet damit:
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Satz:

Fiir alle § > 0 existieren \,, ¢ > 0, so dak fiir alle 0 < A < A, und [|g|| < ¢ das
Anfangswertproblem (1.63)-(1.66) mit irrelevantem G eine eindeutige Losung
besitzt, fiir die

Atlogt

2\/§7r

1

o) =0 e

)7 a1 — ( )

lim 2 (logt
t—00

gilt.

Beweis:

Erst einmal sei festgestellt, dalk im Vergleich zum irrelevanten Fall 1.2.2 die
hier getroffene Aussage deutlich schwécher ist: einerseits mufs die Startbedin-
gung f(x) schon so gewihlt werden, daf sie wenig vom GAUR-Fixpunkt f*
abweicht und andererseits erfolgt die Konvergenz wegen (logt)'=° schwicher
als zuvor. Insofern ist dieses Ergebnis eher als Stabilitdtsaussage iiber den
GAUR-Fixpunkt bei solchen marginalen Fillen zu verstehen. Weiterhin be-
sagt der Satz, daf ein marginaler Term zwar auftreten darf, dessen Kopplung
A aber umso kleiner sein soll, je grofer das Integral der Startbedingung ist.
Aus dem Beweis wird ersichtlich, dafs A klein gewédhlt werden muf, damit die
Abschétzungen gelingen.

Im Folgenden wird wieder u statt u geschrieben. Die Beweisfiihrung folgt
jener aus dem irrelevanten Fall, ebenso sind die Normnotationen wie in 1.2.2
zu verstehen:

(I) Beweis der lokalen Losungsexistenz
Zuerst verwandelt man die Differentialgleichung (1.63) wieder in eine Inte-
gralgleichung

u(z, t) = e(t_l)agf + Ny (u)
= uy — AN3(u) + Ng(u) (1.68)

mit
Ny(u) = /0 s u(t — s)]° (1.69)

No(u) = /0 T dse Gt 8) (1.70)
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und versucht erneut die Voraussetzungen des BANACHschen Fixpunktsatzes
fiir die Abbildung

u— Ty(u) == us+ Ny(u)
auf der Menge

By = {ul lu —uyll, < [I£1}

nachzuweisen, also T)(By) C By und ||Tx(a) — Tx(b)|| < C'||la — b]|.

Im weiteren Verlauf bezeichnen K, K., Cp, Cr.¢ und C’g), C’gi), Cgii) fest
gewahlte Grofsen.

In diesem Fall gilt ||f|| > 1, so daf der Parameter A in den folgenden Nor-
mabschétzungen fiir beliebig kleine Gréfsen sorgen wird. Wie im irrelevanten
Fall hat man hier die FOURIER-Transformierte der Potenzreihenentwicklung
von Ny(u) um 0 zu betrachten:

t—1
~ 2 N mg=3 7 ~
Niy(a,b,c) = )\/ dse®% (—u*3 + g Zn AT 2 A" % b x c*"c>
0

neN

wobei nach Voraussetzung mg = n, + ny + n. > 4 sein soll.
Nun ist u € By und |lugl|, < Cp, ||f]], also ist [[u]|, < (Cp + 1) [|f|| = K.

Nach Voraussetzung ist Ky > 1.

Nun gilt mit A\ < K2

[N, < AMINs(u)ll, + INa(u)ll, (1.71)
< CpMull} + CpaA? ||ull} (1.72)
< (Cp+Cpa 2 Kp)K}A (1.73)
< Kpah. (1.74)

Wegen T)\(u) — uys = Nx(u) ergibt sich fiir

1

Ao = AL,G) < K; &= ((Cp+ Cra)K})~ (1.75)

die Inklusion T)(By) C By . Die analoge Gleichung aus dem irrelevanten Fall
ist (1.41), in der [Ju||; < Cf pe den gleichen Schluf zuliefs.



1.2. DER GAUSS-FIXPUNKT 29

Auch zum Nachweis der Kontraktionseigenschaft benutzt man die Umfor-
mungen aus dem vorangegangenen Abschnitt (vgl. (1.43) und (1.44)) fiir die
Ausdriicke N3(u) und Ng(u), so dak fiir A < A, gilt:

[T (ur) = Ta(u2)], [[Nx(u1) = Nx(uz)ll,,

< A[[Ns(ui) = N3(ua)|f, + [[Ne(ui) — Ne(ua) ||,

< CpA lun + ualf} [Jur — uall,,

+ CreA? lluy + uzll} llur = wall,

< Crelur —usll, . (1.76)

Damit sind insgesamt die zur Anwendbarkeit des BANACHschen Fixpunkt-
satzes notigen Voraussetzungen geschaffen, woraus wegen T)(u*) = u* wieder
die eindeutige Losungsexistenz u* zum Zeitpunkt ¢t = L? folgt.

Analog zu (1.46) und (1.45) schreibt man die gefundene Losung als

2y (L2-1)02
u(z, L?) e 5 f(z)+wv (1.77)
= wus(z, L) + Ny(u)
mit
[oll = [[Tx(u) = usll = INx(u)]| < KpgA. (1.78)
Dies ist schliefslich der Ausgangspunkt fiir die Renormierungstransformation

Rf(z) = Lu(x,L?)
= (R,f)(z) + Lv(Lx).

(IT) Jetzt gelangt man zur Iteration der Renormierungsabbildung um die
asymptotische Losung zu erhalten. Zunéchst werden ein paar Hilfsgrofsen
eingefiihrt.

1. u* bezeichne die Losung von (1.63) mit u*(z,1) = Af(x) und G, = 0,
also

wh = AeD% f* — AN5(u¥) (1.79)
2. ua bezeichne die Losung von (1.63) mit ua(z,1) = Afr + g, also
ug = V%ALY 4 g — ANs(ua) + Ne(ua) (1.80)
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Zwar war durch vorherige Skalierung (vgl. Def. von \) A = 1 gesetzt worden,
doch die folgenden Rechnungen gelingen auch fiir A < 1.

Man hat nun zu zeigen, dak uy — u* und w*(€t2,t) — CA(tlogt) 2 f1(€)
fiir grofe ¢ erfiillt wird, denn dies bedeutet:

der Anfangswert von u% darf durch g leicht gestort werden und trotz irre-
levanter Storungen der Dynamik durch Ng wird allméhlich die Losung w
angenommen, welche sich in der angegebenen Weise in die skalierte GAUR-
Funktion f} entwickelt, wenn A nur klein genug ist. Tatséichlich finden diese
beiden Prozesse natiirlich gleichzeitig statt, allerdings verschwinden die ir-
relevanten Terme schneller als die Konvergenz in den Fixpunkt erfolgt. In
dieser Reihenfolge verlduft auch das weitere Vorgehen.

Sei also [|g|| <& und A < A,. Dann gilt:

k 1 *
INa(ua) = Na(u)lly, = llwa = Ne(ua) —uiy = Rogll;, (1.81)
< Cu(A lgll + llgll*) + CroA? (1.82)

Um dieses Hilfsmittel zu zeigen geht man folgendermafen vor, wobei eine
Bestimmungsgleichung fiir £ entsteht und einige Konstanten gekennzeichnet
sind:

(1)

1
[N3(ua) = Ns(uz)ll, < /0dQIlanz(UA+q(UZ—UA))||L

1 .
< [ gl s+ atuty = wnlf s = wall,
0
< CP(uwally, + il )2 llwa — il (1.83)
ganz analog zu (1.76) mit
t—1
@l = | [ s
0 L
< Crllally -

(i) Aukerdem gilt mit (1.74), (1.79) und (1.80)
\L + [[Ng(ua)ll, + M| Na(ua) — Ns(u?)],
< CU gl + CraAz + A||Na(ua) — Ns(u?)]l,  (1.84)

lua —will, <
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(iii) Da ug € By bzw. u’ € By die Gleichung (1.80) bzw. (1.79) erfiillen,
schéitzt man problemlos

luall, < ||Ae D% 52|+ AN,
< 4] (1.85)
und ebenso
uall, < CED(1A]+ lgll) (1.86)

ab (vgl. (1.42)).

Insgesamt erhélt man daraus nun

Clually, + il )? llua = wil,
CPICED|Al+ O (1Al + [lgID]? lwa — will,
P (08) 11T + 1ol

[CE gl + CraA® + A [[Na(wa) — Na(u)] ]

N3 (ua) = N(ui)ll,

VANRVAN

IN

Zum Umstellen braucht man
O (CE) 1A+ ol < A+ )
(2) iii)\ 2 A 3
O (CE) 1A+ lgPCraht < Crard
O (CF9) 14 + gllPA < 1

Bei den ersten beiden Ungleichungen wird nur gegen eine neue Konstante
abgeschéitzt. Fiir die letzte Abschitzung wird

x> O (089) 1] + gl

gefordert. Das bedeutet fiir die Wahl von e:

~ ~ 3
(CL.JF CLf?')[gL —1 (1.87)
cf? (cf)

e(L,G) <
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. LN 2
Dabei liegt C1" (C’g")> in der Ordnung O(K3}). Wichtig hieran ist, daf
man )\, und (L, G) nur in Abhéngigkeit von L und G klein wihlen kann.

Daraus ergibt sich endlich (1.82):

. G\ 2
INs(a) = No(u)ll, < (L= (C5) 1AL+ lgllPn) ™
[C(4* + 119" C5” llgl + Cr.A?]
< Cul&lgl+ lg]*) + Crar?

Man kennt damit nun die Abweichung der u®—Integralterme, welche sich
zum gestorten und ungestorten Anfangswert ergeben, in Abhéngigkeit von
der Storung g. Die spéitere Iteration der Renormierungsabbildung darauf
wird dann den Cf, gGA—Ausdruck in der Abschétzung vernichten, weil G irre-
levant ist. Zu betrachten ist dann noch das Verhalten der Losung u%.

Um den GAUS-Fixpunkt aus der Losung u% zu extrahieren wird nun der
Unterschied der Losung v% und Uy, = RofF im u?—Anteil der PDGI zur

Zeit t = L? untersucht, also Nj(u}) — A*N3(u} ).
Sei dazu

L2-1
) = [ dse e g
0

- /0  dse R, (o)) (1.88)

= Ny, 1)

definiert, die freie Losung zum ungestorten Angangswert im u®—Integralterm
zur Zeit t = L2. Wegen

IN5 (u)ll,, < Cr [luilly, < CrlAP
gilt fiir |[A] <1 auch

| N3 (uhy) (z, L?) — A%0*(z)]|, < CLAAP. (1.89)
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Die Abweichung ist also von der Ordnung A < ),. Das erkennt man mittels
(1.79) aus

L2_1 2 2 2
/ dse®%{ (Ae(L —1-5)0; Io(x)
0
—ANs(u?)(z, L2 — 5))°
2 2 3
- (aeet i)Y

/L2—1
0

- 3 <A6(L215)33f*(x)>2 )\N3(Uf4)(a?, I2 _ 5)

o

IN3(u) (w, L) = AP (@) || = ‘

3Ae 1992 pr () (AN (u?) (2, L2 — 5))°

IN

(ANs(u) (@, I = 5)’|

C_’LA|A|2 | N3 (ui) I, i

CL)\2|A| HNg(u;) |L + A3 HN??(UZ)
CLA AP+ ANAP2 + XA/
CLAAP.

;

ININ 4+ A

Diese Vorbereitungen, ndmlich (1.82) und (1.89), motivieren jetzt die folgen-
de Schreibweise der Storung in (1.77)

v = Ny(uy) = —)\A3N3(u’;‘f) +w = —AA** +w (1.90)
so dafl eben
lwll < CreA(lgll +A%) (1.91)

gilt, das heifst, man steckt nun alle Abweichungen in den w—Term. Dadurch
wird deutlich, daf der Term —\A3N;(u’ ;) konserviert werden soll und eine
Storung dessen, falls A und ¢ klein genug sind, verschwindet. Mithin mufs
aus ihm dann der zeitliche Abfall, mit welchem v* konvergiert, folgen. (1.91)
errechnet sich mit Hilfe der vorangegangenen Abschétzungen (1.82), (1.89)
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und (1.74) aus

|lw]| = HNA(UA)‘F)\ABU*H
|=AN3(ua) + Ne(ua) + AA*0*
NG (wa)ll + A [| A% — Ny (ul) (2, L?)|| + X || Na(uly) (2, L) — Na(ua)||
Cr,oA? + CN|AP + X || N3 () — Na(ua)ll,,

CraA? + CL X AP + Cod(llgll + lgIP) + CraA?

Cra(llg +2?)

IN

VAN VARRVAN

Nun kann schliefslich mit (1.88), (1.89), (1.90) und (1.91) die Iteration der
Skalierungsabbildung betrachtet werden um zu zeigen, dafs die vorherigen
Abschétzungen sich fiir grofse L verschérfen.

Erneut wird mit

filz) = Rf(x) (1.92)
= A fi(x) 4+ g1(x) (1.93)

Ay = A, +0(0) (1.94)
= 1+ 9(0) (1.95)

gi(x) = Rog(x)+ Lv(Lx) — 9(0) f; () (1.96)

begonnen ganz analog zu 1.2.2, so daf ¢,(0) = 0 gilt (4, = A = 1). Zur
Verkiirzung sei 3 := 0*(0).

Mit (1.91) gilt

[@w(0)] = |A1 — A, + Af|
9(0) + AB|

< w]|
1
< CraAlgll +X?)

und mit der Kontraktionseigenschaft von R, auf g (s. (1.23))

< |[Rogll + [[Lo(L-) || + [[5(0) £l
< OL7'|lgll + L* ||v]| + C"
< CL! gl + CraA

g1l
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Die analoge Gleichung im Beweis zuvor ist (1.54).
Die Iterationsvorschrift lautet jetzt genau wie zuvor im irrelevanten Fall

fule) = Rpwrf(a) (1.97)
= [™u(L"z, L™ (1.98)
= Anf5(2) + gn(2) (1.99)
Ap = Ap_i + 01 (0) (1.100)
gn(z) = Rogn 1(z) + Lv, 1(Lx) — 0, 1(0) f2(2) (1.101)

wieder mit ¢,(0) = 0, also A, = f,(0). Hierbei ist nun
vp = Nx(Rpn pf) = —)\Af’LNg,(uj}f) +w, = —AA3 T 4w, (1.102)

zu betrachten (s. (1.90)), weil Rr» r f; = R,fy = v}, und damit v* invariant
ist.
Zu zeigen bleibt nun, dafs fiir n — oo

g — 0 (1.103)

4 = 2TV3 Lo (1.104)

VA-2nlog L n

gilt, weil somit die Stérungen von A, f; verschwinden und A,, mit der Setzung
t = L?", also logt = 2nlog L gerade die behauptete Asymptotik beschreibt.
Wir werden feststellen, dalk der G—Term mit jedem Iterationsschritt minde-
stens durch einen Faktor L~% reduziert wird, was die 2. Abschitzung in
(1.74) und die Ungleichung (1.82) verbessert. Dies entspricht der Technik in
1.2.2.

Der Unterschied zum irrelevanten Teil wird durch A,, — 0 fiir n — oo verur-
sacht, was zeigt, dak die Skalierung t%u(ft%,t) noch nicht auf eine stationére
Losung fiihrt. Es liegt deshalb nahe, die durch den w—Term eingebrachten
Korrekturen von A, in (1.102) wihrend der Iteration zu verfolgen. Diese
liegen wegen (1.89) in der Ordnung A°.

Zuerst schiatzt man mit (1.74), (1.82) und (1.89)
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wal = |Jvn + AAZV*||
= [|[=ANs(ua,) + Napna (ua,) + A"

< || =ANs(ua,) + A 0| + [Ny (wa,) |

< A H—Ng(uzn) + A3t + A HN;),(uzn) + Ng(UAn)H + C’L,GL_"dG)\%

< CpN|An) + CLAA2 [lgnll + llgnll®) + AL 9 Cp oA? + CpL ™ N3
< CLeAA2 llgall + lgnll® + AAn|? + A5 L70]

ab und damit auch

| Apgr — Ay +ABAY| = [ (0)]
w_/
0 (0)
< Jlwall
< CraMAL [|gnll + [lgall® + A An[> + A2 L7

Nun ist v*(

0) = 3 > 0 (s. Beweisschluk), also
lgnsill < [1Rogall + | Lo (L) + 1[0 (0) f51]

<

<

CL™"|gnll + L* ||vn|| + CB
CL ™ ||gall + L'\ | A20*|| + L* |wa || + OB
C'L™" | gnll + LACLG(| A + [|gal® + A A, > + A3 L7%)

IN

mit Cr gAAZ < L' fiir kleines \.

Die Iteration von A,, und g, (s. [Bric93/I1]) fithrt auf

A2 = (2\Bn+b,) !
3

lgnll < Crgn®

mit

N

|bn+1 - bn| S C’L,Gni‘ .

Der Induktionsanfang dazu wurde oben schon nachgerechnet.
Aus der Differenzengleichung fiir b,, ergibt sich dann

|bn| S CL,G\/E
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Damit ist das behauptete Verhalten der g,— und A, — Folge nachgewiesen,
denn nun ist

1

A, = 9 -3
n 2A/3n+( ABn) 2b, +

Schieflich bleibt noch die Berechnung von f = v*(0) um aus A, die Asym-
ptotik bestimmen zu kénnen:

[
N————

e—(L2—5)k?

1 L*-1 2 2 a2
f)*(k) — _/ dse_Sk [B(L _1_5)8“’f*]*3 )
0

Damit ist dann

1 L?-1
B = s ds/ L?—s)(p*+(p—9)°+q%) dpdg
m R2
LZ 1 2
o= A BT v =
1 LZ 1
= dsi
4n? 0 V3(L2 — s)

= log|L? — s|]I"~!
I log |7 — sl
log L

2\/_7r-

Benutzt man wieder ¢t = L?" bzw. logt = 2nlog L, so folgt die Behauptung
analog zum irrelevanten Fall (s. Bemerkungen zu (1.97), (1.103) und (1.104)).
Ebenso éndert sich nichts, wenn man die Ersetzung L? — (7L)? wieder mit
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7 € [1, L?) vornimmt. Fiir geniigend grofies n ist also wieder

w(Ets, 1) — /Q\T(ﬁt‘%f;(f) = t73 (Anf§+gn—%ﬁf§)(f)H
< 1A, - %| 150+ llgnl]
< LI+ Crgnh)
< o)
< o3 0os’ g

logt

wobei +logt = 2logL < (2n)°(log L)’ = (logt)’ mit § > 0 und fiir n >
(2InL)5 " in der letzten Abschiitzung benutzt wurde. O

Wie man sieht muf fiir den marginalen Fall 1.2.3, obwohl die Aussage schwé-
cher ist, ungleich mehr Aufwand getrieben werden, als fiir den irrelevanten
Fall 1.2.2. Aussagen iiber die Gleichung

Oru = O2u + ujulP~!

fir 3 >p>1, A= —1oder p> 3 und andere findet man in [Bric93/I] und
[Bric94].
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1.3 Nicht-GAUR-Fixpunkte

In diesem Abschnitt werden asymptotische Losungen von solchen Anfangs-
wertproblemen der Gleichung (1.1) besprochen, fiir die lim u(x,1) # 0 nun

|z|—00
zugelassen ist. Zwischen diesen Startwerten bildet sich in den hier betrach-
teten Fillen dann eine stabile Frontlosung aus. Die Beschrinkung auf eine
raumliche Dimension ist hier wichtiger als zuvor (s. [Bric93/II]).

Betrachtet wird mit einer analytischen Funktion a(u, 0,u) das folgende Dif-
ferentialgleichungssystem fiir eine Funktion u(z, t):

ou = 0,((1+ a(u, 0yu))0,u) (1.105)
Opa(u, Opu)Opu + 02u(l + alu, Opu))
= 02u+ Oya(u, 0pu)(0yu)* + O, uya(u, Opu) oudyu

+  O2u - a(u, Oyu)
u(r,1) = o(x) (1.106)
xll)rinoodﬁx) = uy (1.107)

In der Schreibweise von (1.1) ist also
F(u, Oyu, 02u) = Oya - (8,u)” + Op,uya - O2udpu + Oou - a

Gilt fiir diese a(0,0) = 0, so wird F irrelevant und die Konstanten u(z,t) = ¢
sind Losungen von (1.105)-(1.107). Einen physikalischen Grund diese Art von
Gleichungen zu betrachten gibt es noch nicht. Wie zuvor wird auch von der
GAUR-Losung des ungestorten Problems, das heifst zu a = 0, ausgegangen
und gezeigt, da die Losungen von (1.105)-(1.107) zu a # 0 unter bestimm-
ten Voraussetzungen an die Anfangswerte, wieder dasselbe Skalenverhalten
fiir grofe Zeiten ¢ besitzen, wie die Losung zu a = 0.

(I) Zunéchst sei also der triviale Fall a = 0 betrachtet:

Das Problem (1.105)-(1.107) ist mittels GAUR-Faltung exakt 16sbar. Man
erhiilt, wenn statt x gleich die skalierte Form &1/t geschrieben wird, um den
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Grenzprozeft t — oo iibersichtlicher durchfiihren zu koénnen,

u(EVit+1) = ﬁ / L gy )y
B ﬁ{/owe‘(_yzwas(—yﬁ)dy
* /0 6_(y_“§)2¢(y\/5)dy}

1 O (ye)?
- B - 2 d
2\/77{u /0 € y

w92

+ u+/ e 1 dy}
0
1 — 00 y2 o0 y2
= —{—u/ e4dy—|—u/ e Tdy}
2y/m ~¢ T

= et (s~ u)e()
= 3O (1.108)

T
8

l

wobei

1 4 2
e(§) == m/_ e Tdy

die bekannte Fehlerfunktion ist. Wie zuvor auch wird ¢} ,,GAUR™Fixpunkt
zum u—Anfangswertproblem genannt, denn er ist ein Fixpunkt der Trans-

formation

Rpp(x) = wu(Lxz,L?) (1.109)
u(z,L?) = ¢() (1.110)

(s. Anhang 5.4); im Vergleich mit (1.6), ist zu beachten, daf hier nun a =0
gesetzt ist.

Bemerkungen:

1. Die Anfangsbedingungen sind im allgemeinen nicht durch ihr Integral nor-
mierbar und ebenso kann nicht davon ausgegangen werden, daf u(x,t) — 0
fiir ¢ — oo (lokal) erfiillt wird. Wir werden in den folgenden Kapiteln noch
sehen, dalk auf den Mengen N := {x € R|u(z,t — oo) — 0} fiir Probleme
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der Art (1.105)-(1.107) zu anderem F', die Losungen u(z,t) ein anderes Ska-
lenverhalten haben konnen, als hier gezeigt wird. Hingegen kann man auf
Bereichen = ¢ N die im folgenden diskutierte Skalierung u(€t2,t) = f*(¢)
finden.

2. Die Stabilitdt des trivialen Fixpunktes ¢ ist einfach zu untersuchen.
Dazu stort man ¢’ durch ein f und schreibt die Anfangswertfunktion

¢ = ¢,+f (1.111)
f(£o0) = 0 (1.112)
wobei sich herausstellt, daf ein Problem
ov = 0
(e, 1) = f(x)

zu 10sen ist. Dies aber ist ein Fall aus dem Abschnitt 1.2.2 und deshalb kann
man

vy, 0,
Vi VTV
erwarten. Letztlich soll analog zu diesem Ergebnis ein weiteres Resultat

dieser Form fiir (1.105)-(1.107) mit a # 0 gezeigt werden, jedoch mit dem
Unterschied, dak ¢} und f; dann nicht die GAUK-Fixpunkte darstellen. [

u(x, 1) ~ o fo(=7) + 0™

(IT) Bevor ein solcher Satz zum Fall a # 0 formuliert wird, soll eine Be-
weisskizze vorangestellt werden:

Definiert man die Grofen

ur(z,t) = u(Lz, L*t)
ar,(u,0pu) = a(u, L™'0u),
so erfiillt uy, (1.105) mit ar,(u, d,u) statt a(u, Oyu). Zu finden ist ein Fixpunkt

der Transformation (1.109) und (1.110), welcher die Gleichung (1.105) mit
L — oo erfiillt, also

ou = 0y (14 a"(u))oyu) (1.113)
u(z,1) = ¢*(x) (1.114)
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mit ¢*(+o00) = ug und a*(u) = a(u, 0).

Aufgrund der Skalentransformation wird der Ansatz

u(x,t) = ¢*(%) (1.115)

gewihlt um nach einer skaleninvarianten Losung von (1.113) zu suchen.

In der Schreibweise ¢ = x/v/t und 0 := 0, gilt

]' *
Oyu(z,t) = %8¢ (€) (1.116)
du(,1) = ~(537)06"(6) (1.117)
und daher
O((1+a*(6°))06") + 5£06" = 0. (1.118)

Dies ist dann die zugehérige Fixpunktgleichung, fiir welche deren Losungsexi-
stenz und Eindeutigkeit erst noch untersucht werden miissen. Da man nach
Losungen sucht, die vom GAUR-Fixpunkt ¢f aus (1.108) abweichen, wird ein
Losungsansatz der Form

" = ¢+ (1.119)
PY(+o0) = 0 (1.120)

gemacht, ganz analog zu (1.111). Es gilt also (9; — 92)¢% = 0.
Fiir ¢ ergibt sich so die Gleichung

A = —a—%ga (1.121)
Ag: = 0
Ay = 0(a"(¢")0¢")
= Ja*(¢*)0d* + a* (¢*)0*p* . (1.122)

Zur Vereinfachung soll die Schreibweise

tho = 0(a*(4,)0¢;)

gelten. Damit ist das urspriingliche Problem auf v) verschoben: Existenz und
Eindeutigkeit der Losung von (1.122) miissen untersucht werden. Es zeigt
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sich, dak diese zwar eindeutig existiert, jedoch nicht angegeben werden kann.
Weil aber diese Losung durch eine (noch zu definierende) Norm abgeschéitzt
werden kann, ist sie trotzdem verwendbar um das behauptete Skalenverhalten
zZu zeigen.

Definition:

Fiir eine Funktion ¢y € CV (Raum der N —fach stetig differenzierbaren Funk-
tionen) sei

22

¥lly =  max sup|d™(z)le= (1.123)

definiert.
Die Fixpunktgleichung (1.118) bzw. (1.122) wird im Raum der C - Funk-
tionen unter Benutzung der Norm ||-|| gelost.

Mit d wird der Grad von a* bezeichnet, das heift:
Fiir kleine u soll

gelten. Sei nun d > 0. U

Damit formuliert man die

Proposition:

Sei a : C* — C in (1.105) analytisch um (0,0) und sei N € N.
Dann existiert ein ¢ > 0, so daf fiir |us| < e in (1.107) gilt: (1.122) hat eine
eindeutige Losung 1 , welche

14 — ol y < CX*! (1.124)

erfiillt.

Beweis:
Zum Beweis dieses Hilfssatzes vergleiche man [Bric93/II| oder [Giithn2001].
0J
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Dadurch nun ist die Eindeutigkeit und Existenz von ¢*, dem Fixpunkt der
Gleichung (1.105), gesichert. Man kann daher die Losung u(zx,t) schreiben
als

u(a,t) = qﬁ*(%) Fo(a, ) = u (1) + oz, 1) . (1.125)
Wegen (1.113) und (1.115) erfiillt v(x,t) dann das Startwertproblem
v = 0 (14 a)d,v+ (a— a*(u")) O,u*) (1.126)
v(z,1) = f(x) (1.127)
flkoo) = 0 (1.128)

Die RG-Transformation fiir v setzt man wie im irrelevanten oder marginalen
Fall an, also

Rpf(z) = Lv(Lz, L*) = v (x,1), (1.129)

allerdings erwartet man einen anderen als den GAUR-Fixpunkt. Damit erhélt
die Gleichung (1.126) die Form

o, = 0,((1+ar)0yvr + Lag — a*(u))0,u™) (1.130)

ar(ur,, Opur) = a(ug, L™'0ur) (1.131)
ur(z,t) = (u*+v)(Lx, L*) (1.132)

= (v + L") (z,1) (1.133)

denn mit 9 := OLa), also LO =0, , ist
dwr(r,t) = L*dgenv(Lx, L*t)
= L*0|(1+a)dv+ (a—a*(u")ou*| (L, Lt)
= L[0(1+a)dv+ (1 +a)d0*v
+ Oa—a*(u))Ou* + (a — a* (u*))P*u]
Die vorkommenden Terme erfahren folgende Umrechnung;:

L30adv = 0p01,0,07,
L(l1+a)dv = (1+a1)dvy
L30(a — a*)ou* = Ldy(a; — a*)d,u*
L*(a—a")d*u* = Llag —a*)0%u*
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wobei die linke Seite jeweils an der Stelle (Lx, L?t) und die rechte Seite an
der Stelle (z,t) auszuwerten ist.

Fiir L — oo wird dann aus (1.130) die Fixpunktgleichung fiir v* (Begriindung
s.11.)

0" = 0y [0 (1 + a* (u™))v") + Do, wa(u*, 0) (Dpu*)?] . (1.134)
Dieser soll sich aufgrund der Skalentransformation als
vt () = £ fF (0t ?) (1.135)
schreiben lassen.

Zur Gleichung (1.134) gelangt man durch die beiden Grenzwertiiberginge

Llim (1+ap)0v, = (1+a")0,0" (1.136)
Llim L(ar, — a*(u"))0,u* = 0y(a”(u*))v*

+ Oauwa(u’,0) (Opu*)? (1.137)

Der erste davon ist klar, weil ar(ur, BIUL)Lifa* (u*) gilt, der zweite ergibt
sich, wenn man ay, in eine Potenzreihe entwickelt:

a(u,0pu) = - u" (Fpu)™
woraus
Loy —a'(@)) = LY anm-(u' + )" [L*lax (u + ”—L>]m

L L
— LZan,o (u*)”

folgt. Fiir L. — oo verschwinden somit alle Ausdriicke, die L™ mit m > 2
enthalten und ebenso heben sich fiir m = 0 die Terme (u*)" gegenseitig weg
und die Produkte (u*)’ (L='vz)""’ verschwinden im Grenzwertprozess, falls
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n — 7 > 2 ist. Insgesamt bleibt iibrig:

und mit 9, (a*(u*)) = O~)a*O,u* folgt die Behauptung.

Durch Einsetzen des Skalenansatzes (1.135) in (1.134) gelangt man dann
zur gewonlichen Differentialgleichung fiir f*(&) mit € := 2t~ 2 und 9 := Of
1
9, a((1+a*(¢*))-f*)+—§f*+h =0 (1.138)
Donya(6",0) (96" = h (1.139)

Wie iiblich (vgl. (1.116) und (1.117)) geschieht dies durch Umrechnen der
partiellen Ableitungen. Einmalige Integration ergibt

(0a*(¢*)+3&) - f*+h—-C

or=- T+ a'(6) /

wobei allerdings die Integrationskonstante C' = 0 ist, weil
lim f* = lim df* = 0 sein soll.

|§]—o0 |§]—o0

Fiir Differentialgleichungen der Form
Y = —P()y+ Q)

gibt es eine standardisierte Losung

y(x) — e—fP(x)dac {/Q(x)efP(x)dxdx+C}
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woraus sich fiir f*(§) die Darstellung

) = e Jire {/ dz+N}

F(&) == —(1+a"(¢ >> el P
da* () +
P = Ha—(qs)

mit der Normierungskonstanten N ergibt, so daR f*(0) = 1 ist.
Zu P(£) lakt sich eine Stammfunktion angeben:

¢ 1 ¢
[ Pwiy = [p+mn+a e
_ %§2+ln|1+a*(¢*(f))|—1n|b*|
bt = [14a"(47(0))|
Damit erhélt f* abschliefsend die Form
¢ _f*—(f) *
10 = e (V- [ ) 0

Fiir kleine ¢*, also fiir kleine uy, weicht (1.134) von der ungestorten Wir-

meleitungsgleichung nur wenig ab, so dafs f* ebenfalls nur wenig vom GAU%-
Fixpunkt

0

aus dem Kapitel 1.2.1 zuvor abweicht. O
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Zusammenfassung des bisherigen Vorgehens:

1. Der Fall @ = 0 wurde zuerst behandelt, exakt gelost und fiir £ — oo zu ¢}
berechnet (vgl. (1.108)).

2. Im Fall @ # 0 wird die Losung von (1.105) in der Form u = ¢* + v
geschrieben. Man weifs {iber

(a) den Summanden ¢* :

Die Skalentransformation (1.109) und (1.110) ergibt aus (1.105) fiir L — oo
die Gleichung (1.113). Als Losungsansatz dafiir wird u(z,t) = ¢*(zt72) =
(¢ + ] (zt™2) genommen und als Stérung der Losung ¢7 zu a = 0 aufgefaft,
was eine partielle Differentialgleichung fiir ¢ ergibt (s. (1.122)). Fiir diese
kann man die eindeutige Losungsexistenz 1 mithin jene von ¢* nachweisen.

(b) den Summanden v :

Die Skalentransformation (1.129) ergibt eine partielle Differentialgleichung
fir v, bzw. fiir L — oo eine fiir v*, namentlich (1.134). Der dazu ent-
sprechende Lisungsansatz v(z,t) = ¢ 2 f*(z,¢ 2) ergibt eine gewdhnliche
Differentialgleichung fiir f*, (1.138), die gelost werden kann. O

Schlieflich mufs noch die Norm festgelegt werden, beziiglich der die Kon-
vergenz u(x,t) — ¢*(£) gezeigt werden soll.

Definition:

(i) Sei x € C* mit y : X — R eine nicht-negative Funktion mit kompaktem
Trager T C [—1,1] , so daf die Translationen von yx

Xn(z) :=x(x —n), neZ

die Gleichung

erfiillen, also eine Zerlegung der 1 auf R darstellen.
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ii) Fiir eine Funktion f € C? sei dann die Norm
(ii)

= sup (140" (L + k) [xa0i (k)] (1.141)
neZ, keR,i<2

definiert. N

Bemerkungen:

L. Ist || f|| < oo, so bedeutet das anschaulich, daf f und 9% f mit i = 1,2 fiir

grofe || mindestens wie z~* abfallen und 92 f = k? f fiir groRe |k| mindestens
wie k2 abfillt, mithin f wie k=*. Dieses Verhalten wird durch die Faktoren
(1 +n*) bzw. (1 + k?) erzwungen.

Ist f € C™ mit m > 4, so gibt es eine Konstante M € R* mit

sup (1 + k2)|xndi f (k)] < M < o0
ki<2

fiir alle n € N.

Beweis:
Diese Hilfe ergibt sich aus x,0. f € C? mit kompaktem Triger. Denn dann
existiert immer eine Konstante M’ € R", so daf fiir alle k € R

!
1+ k2
gilt, weil [£2x,01 f (k)| < C'[|02 (xadLf)||, < oo offensichtlich erfiillt ist.

DL f ()] <

2. Ein Beispiel fiir eine Zerlegung der 1 auf R bildet die folgende Kon-
struktion:

exp(—1=), |2/ <1

g(x) =

0, sonst
G(z) = Zg(x—n)
x(@) = Z)
W) = i
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denn dann gilt y € C® , weil G # 0,9 € C* und 1 = > _, x,(z). Ein
weiteres, aber fiir diese Zwecke nicht benutzbares Beispiel befindet sich im
Anhang 5.5.

3. Fiir zwei verschiedene Zerlegungen y(") und x(® der 1 auf R gilt

1fllgy < C Il

denn fiir festes n € Z gilt

—

1otk = D xS oL (k)]

kEZ
—_—

n+1

= | XX aifk)

k=n—1
——

n+1

1Y xPaifh)|

k=n—1

IN

n+1 —

> o f (k)]

k=n—1

IN

L —

CIxPai f (k)|

IN

und damit die genannte Relation.

4. Es gilt [|0¢*|] < ||0¢%]| + [|[0¢|| < oo, denn 0¢f und deren 1. und 2.
Ableitung fallt als GAUR-Glocke im Orts- und Impulsraum schneller ab, als
jede Potenz. Ein solcher exponentieller Abfall wird durch |||, < co wegen
(1.124) fiir 0y ebenfalls impliziert.

Ebenfalls kann man zeigen, dak ||f*|| < oo ist. Dazu betrachtet man die
Formeln (1.140) und (1.139) fiir |£] — oo:

2
Der Term h enthilt d¢*. Fiir grofes ¢ verhilt sich d¢* ~ 2€e %, weil

2
|0y] < e~ aufgrund von Y]]y < 00 ist (¢ aus (1.124)).
Fiir |£] — oo ist |¢%| < C, beschrinkt durch Vielfaches der Werte u,.. Mithin
werden auch Ausdriicke der Form 1 + a*(¢*) konstant.
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2
Deshalb ist fiir grofe |¢] sicherlich || < |C’§pe_§2_| mit endlichem p > 2, also
2
h(f;) ] < Cere .
Dann existiert auch [ |h(f3)~ (y)|dy < C"¢**' und damit erkennt man, dak
fiir geniigend groRe |¢| auch |f*| ~ CEPF! £+ ist, woraus sich die Behauptung

ergibt.
5. Es gilt
it 1o = 1) =0 = Jing o= Fl, . =0

Der Beweis hierzu ergibt sich aus den Gleichungen (1.164) fiir L; und (1.163)
fiir Ly, jeweils fiir 2 = 0. U

Nun sind alle Hilfsmittel vorhanden um ein den vorangegangenen Kapiteln
ahnliches Ergebnis zu formulieren.

Satz:

Sei a : C* — C analytisch um 0 mit positivem Grad d > 0 und & > 0 fest.
Dann existiert ein € > 0 , derart daf fiir |u|, ||f|| < € das Anfangswertpro-
blem

ou = 0y (14 a(u, 0yu)0,u) (1.142)
u(r,1) = ¢*(z)+ f(x) (1.143)

eine eindeutige Losung hat, die

lim #1-9 Hu(gt%,t) — ¢t (x) — t*%f(o)f*(g)H —0 (1.144)

t—o00

erfiillt, wobei f* durch (1.140) und ¢* durch (1.118) bzw. (1.119) gegeben ist.

Beweis:
Man beginnt, wie oben schon angedeutet wurde, mit (1.126) und (1.129),
welche sich aus dem Ansatz

u(z,t) = u'(x,t) +v(z,t) (1.145)
uiz,t) = ¢ (at ?) (1.146)
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ergaben. v(z,t) erfiille also

O = 0:((14a)dyv+ (a—a*(u*))0,u”) (1.147)
v(z,1) = f(x) (1.148)
Ryf(r) := Lv(Lz,L?) (1.149)
= wp(z,1) (1.150)

Wie bei den Beweisen zuvor schreibt man den Anfangswert als
flz) = (f(O)f* + g) (z) (1.151)

(f* normiert, also g(0) = 0 ) und entsprechend dazu

v(z,t) = (v'4+w)(x,t) (1.152)
v, t) = tTf(0)f (at7) (1.153)

was bedeutet, daf g(z) der Startwert der eingefiihrten Funktion w(x,t) ist.
Damit ergibt sich

O = 13 xf )

neZ

3 X (0)]
nez

/1]
; 1+ nt

ClIf

IN

IN

IN

und wegen ||f*|| < C auch
lgll < ClIfll < Ce. (1.154)
Die Differentialgleichung fiir w hat insgesamt die folgende Gestalt

ow = Pw+K (1.155)
w(z,1) = g(z) (1.156)

wobei

K = 0.[(a—a"(u"))0v" + adyw — v 0pa* (u*) (1.157)
+ (a— a*(u*) — Op,uya’ (u*,0) - Dpu*)Dpu’] (1.158)
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mit a(u, d;u) = a und u = u* + v* + w ist. Man erhélt diese Gleichung aus
w=v—v*,(1.126) und (1.134) (vgl. Anhang 5.6).

Die exakte Form der Nichtlinearitit K ist unwichtig fiir das weitere Vor-
gehen. Relevant sind die folgenden Eigenschaften, die K erfiillt:

*

1. K laft sich als eine Potenzreihe in u* , v*, w* und ihren Ableitungen
schreiben, denn nach Voraussetzung war a analytisch in u und 0,u.

2. K hat keinen linearen Term, denn a hat nach Voraussetzung den Grad
d> 0.

3. K enthilt keinen Term ~ (u*)* | also keine alleinige u*—Potenz.

Aufgrund der Wahl des Skalierungsansatzes fiir v hat man
Rin kg(x) = L"w(L™z, L*")

fiir groke n zu kontrollieren. Dabei geht K, aus K, durch (1.5) zu o = 1
und den Ersetzungen

olv* w L'l
Ow w L 10w
i, % —1 9, *
oyu* — L7'0u

mit ¢ € N hervor (L~! fehlt in der letzten Zeile wegen ur(z,t) = u(Lx, L*t)
im Gegensatz zu den anderen Grofen).
Zu einem Monom aus K wird nun

A =Ny + Ny + Ny — 3 (1.159)

definiert, wobei n, und n, die Faktoren d.v*und 9w mit i = 0,1,2 in
einem Summanden von K zdhlen und ny die Anzahl aller Ableitungen in
einem solchen Term sein soll. Ein solcher Ausdruck wird, analog zur fritheren
Bezeichnung, als

irrelevant, falls dx >0
marginal, falls dxg =0
relevant, falls dg <0
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gilt, eingestuft. Man beachte nun, daf jeder in K vorkommende Ausdruck
entweder aus mindestens drei Ableitungen besteht, oder zwei Ableitungen
und einen v*— oder w— Faktor enthilt, womit also dx > 0 ist. Dabei sind
die marginalen nur von der Form (u*)* 82w und (u*)* 9,u*d,w ; alle anderen
marginalen Ausdriicke, wie z.B. (u*)* 82v*, heben sich durch die vorkom-
menden Subtraktionen, in diesem Beispiel durch den Faktor (¢ —a*) vor dem
Term 0,v* , gegenseitig weg.

Wie oben schon angedeutet ist eine Abschétzung fiir ||Rr» xg|| zu finden.
In drei Schritten soll nun die Lésungsexistenz, eine Abschiatzung fiir Ry und
die Iteration von Ry, fiir die Gleichung (1.155) mit (1.156) bewiesen und dar-
gestellt werden.

1. Losungsexistenz
Zunichst formt man aus (1.155) die Integralgleichung

t—1
w(z,t) = et D%g(z) + / dse*% K (t — s)
0

analog zur Technik und Notation im irrelevanten Fall, um erneut das Prinzip
der kontrahierenden Abbildung in der Norm

|wll, = sup [lw(z,?)]]
te[1,L?]

verwenden zu konnen, so daf auf einen Fixpunkt geschlossen werden kann.

Dazu wird K in eine Potenzreihe entwickelt. Die Abschitzung wird angege-
ben fiir einen Term der Form

alz) = /0 dses® [ (o, (1 — )] P, (1 — 5))
= [ s [ a0 6= )] Pl =)
1 2

Az, 1) o= @exp{—%}

wobei [ > 0 und F' ein nichtleeres Produkt aus v* und w und deren Ablei-
tungen ist; A(z,7) ist der bekannte Integralkern des Operators e . Man
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schreibt nun weiter (Variable ¢t — s weggelassen):

alz) = Zam(x)

meZ

= X [t [ @@ —spnt )] Fo)

und versucht

Bon = sup |(1 + k) X0k (B)|
k

fiir « = 0, 1, 2 allgemein zu beschrinken.
Zwei Falle werden dafiir betrachtet:

L. Fall: |m —n| > 2
Betrachtet wird also

t—1
Bam = sup|/dxe“”/ ds/dy(l—@i)-
k 0

[xn () (DL Az — 3, 5))] Xm () [u” ()] F(y)|

wobei nach Voraussetzung gilt, daf x, und y,, disjunkte Triger haben.
Also ist

108 A(x — y,5)| < Cre™ M= < CemIm— (1.160)

wobei die letzte Abschiatzung wegen k < 4 gilt.
Desweiteren benotigt man die Ungleichungen

VIR
H@Iu

i < ce
Bw(@)| < Cwl

um F'(y) zu beschrinken. Diese weist man folgendermafen nach:
(i) Es gilt fiir alle CY —Funktionen und i < N

101, < Sl;plaifl
< sup|0Lfles
T

11l

IN
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(i) Mit (i) und aus (1.124) errechnet sich
|l < ol + 2l
< fug = f[|0e(@) ]+ [0 = vo)|,
+ 050

..

< Ce+ |00 =) ||y + (|87 (@"(8)280)]
< Ce+C? 4 Ce
< Ce (1.161)

(iii) Man beachte, daf ||f|| < ¢ nach Voraussetzung gilt und |f(0)] < C'[|f||
nachgerechnet wurde.

7k
|oz°]]

2| f(0)] |0 ],
(VAN A .
CeC' (1.162)

IA A

(iv) Stiickweise ergibt sich

Gw(z)] < Y bl

nel

> [ dnindu)

nel

S (i [ g o)

~ (1+nt) (1+42)

1 [[wll
< Sl tave

nel

< Cluwl (1.163)

IN

IN

Man muf aber noch zeigen, daf |Bu,| ~ (1 +m?*)~! gilt, um [Ja,,|| zu be-
schrianken. Dafiir weist man

; C |Jw]
/Ixm(y)ayw(yﬂdy < oo (1.164)
/| (y)o,v*(y)|dy < e 0<i<?2 (1.165)
X Wy < o, <i< :

/Ixm(y)B’;U*(dey < — 0<i<?2 (1.166)
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wie folgt nach:
Sei ¢, € C2°(R) mit Gy Xm = Xm :

/ X @) Bw(y)|dy = / o ()0 ()

< (/ ¢;<y>dy)% (/ |xm<y>a;w(y>|2dy)%

< o[ waamirar)
C Jw)
1+ m?

wobei erst die HOLDER-Ungleichung und anschlieffend der Satz von PLAN-
CHEREL benutzt wurde (s. 5.2 und 5.3). Fiir die Funktionen 9.v* und 0% u*
kann man diese Abschétzung analog wiederholen und weiterfiithren zu (1.165)
und (1.166), weil

[o*][s fJu'[] < Ce (1.167)

erfiillt ist (vgl. (1.161)).

Nun konnen wir f3,,,, beschrinken: das Integral iiber x kann wegen der Funk-
tionen y,(z) gegeniiber einer Konstanten abgeschétzt werden, das Integral
iiber s ist beschriinkt durch CL?. Fiir den (u*)'—Faktor wird (1.161) und
fiir jene in F' vorkommenden Faktoren (1.161), (1.162) und (1.163) benutzt
mit Ausnahme eines Faktors, fiir den (1.164), (1.165) oder (1.166) verwandt
wird. Man erhilt abschlieffend:

N
[wll

Bnm < L20l+M+Nef|mfn|8l+M -,
1+m

(1.168)

wobei M die Anzahl aller 0%v*—Faktoren mit i = 0,1,2 und aller §.u*—
Faktoren in F' darstellt und N die Anzahl der dZw—Faktoren in F. Da K
nach obigen Bemerkungen keine linearen Terme enthélt, gilt [+ M + N > 2.

2. Fall: j/m —n| <2
Die Ungleichung (1.160) ist nun nicht mehr verwendbar. Statt dessen kann
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man ausnutzen, daf nicht iiber alle m € Z summiert werden muf. Zur Ab-
kiirzung sei ¢, (u*)! =: fr, mit ¢, € CP(R), dpmXm = Xm gewihlt. Es ist
damit

——

XoBiom(k) = Font [a; / dsesf’%fmme] (k)
= [ s [ dptati = pinye ™ (fu s XaF)
= / ds / dpdqn(k — p)(ip)'e ™ fou(p — ) Xm F (q)

Nun sollen wieder die Faktoren unter dem Integral der rechten Seite abge-
schitzt werden:

Beginnen wir mit der C"°—Funktion y, welche einen kompakten Triger be-
sitzt. Fir diese gilt (s. z.B. [Fors84]):

. C,
ok — )| = e " FPmy(k — < 7t
[Xn(k —p)[ = le X(k=p)| < Rt

[=0,1,...  (1.169)
Wegen (1.161) gilt analog fiir £ = 0,1, ...
|05 (u")'| < Ci(Ce)'

und damit fiir alle r

/| V) fulde < /|fm|d:c+/| o £ ldz
< )+ C,(Ce)!
< Cr(Ce)

Weiter ist mit diesen Hilfsmitteln

~

_ ; ei(p—q)oc _a2\r -
Falo =0l < T [ 0+ (O falds (1170

C,(Ce)!

< m (1.171)

Beachtet man wieder, daf

t—1
/ ds|pfe " < CL? j <2 (1.172)
0
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gilt, so bleibt nur noch der Term )ﬁ abzuschétzen.
Zu zeigen ist:

N
TF(g)| < ovvon vl 1.173
Damit konnte man endlich 3, abschitzen zu
Jlw]™
B < LPCHMANEM_LT 1 (1.174)

(1+m?)

Der Beweis von (1.173) beginnt mit

IXmOiw(q)] <

Genauso ergibt sich

[|w]]
- (1+4¢?)
_ - C’g
Ol Ly Oy < —  i=0,1,...
02 ur(q)], [rv* ()| < arp l =00

Mit den Schreibweisen V' = 97"'u*, §7v* und W = dlw , j = 0,1,... likt
sich daraus unter Beriicksichtigung der Formel (1.38)

N F ()] = [V W0 sy |
N
CM+N€M||,U)||

(1+¢>)(1+m*)

bestimmen. Die Bezeichnungen M und N sind dieselben wie in (1.168).
Insgesamt kann nun (1.174) hergeleitet werden. Indem die einzelnen Ab-
schatzungen eingesetzt werden, erhédlt man erneut unter Verwendung von
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(1.38)

C,(Ce)
nOLom (k /ds/dpdqu
hadies P 1+|/€ pl'1+(p—q)*

CMHNEM |

(14 ¢2)(1+m*)
CM+N+I M+l ||w||N

(14 k2)(1 +m*)
Setzt man dies in f3,,, ein, so ist endlich
Bum = sup |(1+ k)X ()
k

N
CM+N+I6M+I ||w||

CL?

< 2
s O

Insgesamt existiert also fiir f,, eine Abschitzung der Form (1.174) oder
(1.168). Schlieflich kann man damit nun « beschrénken.

Es ist
lodl - < sup(L+n") > |Buml (1.175)
m n4
< CIL? ce Il (1.176)
< O'LACMANFMAL 1)) (1.177)

Ziel dieser ganzen Rechnungen ist es gewesen, die lokale Losungsexistenz
fiir w(z,t) zu beweisen. Dies kann nun erneut mit dem BANACHschen Fix-
punktsatz zu Ende gebracht werden. Betrachtet wird dazu die freie Losung
wf(:r t) == e=D% g(z) und wieder der BANACH-Raum

= {w| ||lw —wy||;, <|lgl|}. Nach Voraussetzung ist ||g|| < C||f]] < Ce

( (1 154)). Fiir die Abbildung
T(w) = wr+ N(w) (1.178)
—1
= ws+ / dse*% K (t — s) (1.179)
0

sind dann die Eigenschaften T'(B,,) C B, und ||T(wy) — T (ws)|| < C'||wi — ws||;
nachzuweisen.



1.3. NICHT-GAUSS-FIXPUNKTE 61

Die Kontraktionseigenschaft ergibt sich genau wie die Abschitzungen (1.44)
und (1.43) in 1.2.2, womit man wegen (1.177) in diesem Fall direkt

[T (w1) = T(w)|| = |[N(w1) = N(ws)] (1.180)
< CL(Jlwilly + [Jwally) [lwy — well,  (1.181)
< CL% |lwy —ws|; (1.182)

notieren kann (w € B, = ||w||, < (C + 1), weil ||ws||, < Clg]] < ).

Wegen (1.177) lafst sich aber auch direkt |[|N(w)]||; abschétzen. Die TAY-
LOR-Reihe des Terms K beginnt mit N + M + [ > 2. Deshalb gilt fiir
geniigend kleines ¢ wieder

IN(w)|, < L*Che, (1.183)

wobei die Konstante noch von a(u,d,u) abhingen kann. Die analoge Glei-
chung in 1.2.2 ist (1.41). Insgesamt existiert also aufgrund des Fixpunkt-
satzes eine eindeutige Losung w € B, zum Zeitpunkt ¢+ = L? der Gleichung
(1.155). Diese wird wieder geschrieben als

w(z, L) = e =D% g(z) + v(z, L?)
mit
[oll, = IN (), (1.184)
Cra(e + gl (1.185)

loll - <
<

wobei der erste Term ~ 2 aus den Summanden der Potenzreihe von K mit
N =0, M+1 > 2 und der zweite von solchen mit N > 1, M +1[ > 1 stammt,
denn N > 1 bedeutet die Anwesenheit von w in einem Monom.

2. RG-Transformation: Kontraktion
Wir wollen nun die Renormierungstransformation studieren. Als Ansatz ist
mit Blick auf (1.149) und (1.152)

(Rr.x9)(x) = Lw(Lz, L?)

schon gewéhlt worden. Es gilt §(0) = 0 und man iiberzeugt sich erst einmal
davon, daf die Transformation diese Eigenschaft erhilt, um damit wieder
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eine Kontraktionseigenschaft von Ry, aiuf solchen Funktionen ausnutzen zu
konnen (vgl. dazu (1.23)). Mit K = 0, K kann man

% Zw(w,t)dx = /Z oyw(x, t)dx
= /oo(ﬁgw(x,t) + 0, K)dx
= [K]7,
berechnen. Nun enthélt K nur ¢/*'u*, d2v* mit j = 0,1,... und d,w. Diese

nehmen an der Stelle [z] = oo alle den Wert 0 an (die Ableitungen von u* und
v* fallen exponentiell im Unendlichen ab), weshalb K(400) = 0 ist. Damit
gilt fiir alle Zeiten ¢ > 1

@(0,1) =0,

also insbesondere g(0) = 0.

Wie schon angedeutet soll jetzt

C
1Rgl] < — llgll + Crae(e +llgl) (1.186)
gezeigt werden. Allerdings geniigt wegen (1.185) der Nachweis von
2 2 C
|Rogll = |2 (9% ) (@) | < - ligl (1.187)
Wir bleiben in der Ortsdarstellung und schreiben
(Rog)(x) = /G(fr,y)g(y)dy (1.188)
(L) = 1-L7? (1.189)
! (-
Gz, = ———exp | —~——~LL 1.190
(z,y) e T ( =03 (1.190)

Zu der Darstellung von G(x,y) gelangt man durch Vergleich mit (1.18). Ab-
zuschitzen ist nun

Rogl = sup (1)) [ e [yl =02 (xu(0)2:Ge.0) a0
= sup (1+n")|M(k,n,i)| (1.191)

k,n,i<2
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Zu zeigen ist, dak

gl
14+nt

| M (k,n,i)| <

=~ Q

—~
~—

erfillt ist.

Teil 1: |n| > ClogL
Dann gilt fiir geniigend grofses L

M) < 3 [ duayl(1 - 3) (@36 (e0) X ()a(0)

< O —|n—L~1m)| ||g||
= Zm:e (1+m)

¢ _ll

— L3 (1+nY)

63

(1.192)

Zu der ersten Abschitzung gelangt man mit den analogen Umformungen, die
zu den Ungleichungen (1.163) und (1.160) gefithrt haben. Um die Summe
zu kontrollieren benutzt man fiir [n — L™ 'm]| > @ die Voraussetzung |n| >

C'log L, denn damit ist fiir grofles L

ef\nfL_lm\ <
= — T2
< o E-bm

< ~_ -
— L3 (1+4n%)

Fiir [n — L7'm| < @ folgt |m| > L'%‘ ,also T4+ m* > 1+ (L) nl*
LL(1+ [n|*). Damit ist fiir grofe L

<00 <0 '
)T RN N — S
— (1+m*) = L (1 +n') & L31+nt

Teil 2: |n] < ClogL
Dazu schreibt man

>

| M(k,n, )| < Z/dfrdyl(l = 82) (xa ()0, [G (2, ) — G(2,0)]) Xm(y)g ()],
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was wegen §(0) = 0 ohne weiteres moglich ist. Fiir die Ausdriicke mit |m| < L
wird fiir 2 = 0,1, 2

. C
2, [G(,y) = G, 0)] | < T~ "I(1+[ml) (1.193)
benutzt, denn wegen |y| < |m + 1| gilt
1 _ w? [ 2Leyy?
|G(z,y) = G(z,0)] = 47(11)6 T et —1
s

IN

22 Lz|m+1]|
Ce 1 e —1

_m_ zlm+1]

< 1 <6 2L )
C

< S pml)

und zusétzlich fiir 7 = 2 (fiir i = 1 analog)

—l—l
(@ =3 =% < Cla oyl

Insgesamt also (1.193). Damit gilt

Z|| < _Z —|n\1+|m| ||g||

Im|<L \m\<L

C gl
L1+nt

<

Fiir |m| > L kann man direkt durch (1.164) dieselbe Ungleichung gewinnen:

Yl < cz%

|m|>L |m|>L
Cl
< 73 lgl
_ C gl
= L1+nt

wobei die letzte Abschitzung wegen |n| < C'log L gilt, denn dann gilt auch
e—logL2 < e__ (1 +n ) T
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Zusammenfassend ist damit also (1.192) erfiillt und somit schlieflich (1.187).

3. Iteration

Abschliefsend wird nun auf jenen Teil des Beweises eingegangen, der die Ite-
ration der Renormierungsgruppentransformation zuldft, denn jetzt sind alle
Hilfsmittel dazu bereitgestellt. Abzuschétzen ist der Term || Ry, k., ¢ || mit K
aus (1.158). Nach den Vorbereitungen ergibt sich

IRkl = [(Rog)(@) + Lon(L)]
< < lonll+ Ol

C —-n
7 llgall + Cros (L7 + llgall) (1.194)

IN

Dabei ergibt sich die Abschédtzung fiir g, aufgrund der Kontraktionseigen-
schaft von R, auf Funktionen mit §,(0) =0 (s. (1.187)). Die Ungleichungen
fir den v,—Term ergeben sich wie (1.185). Dabei verbessern sich die Ab-
schitzungen der irrelevanten Terme aus K um den Faktor L="; die margi-
nalen, welche zu N = 1,1 > 1 und M = 0,1 gehoren, bleiben bestehen und
werden nur durch Cp e ||g,|| beschrénkt.

Abschliefsend erhélt man fiir ein § > 0

[Rnregll < Cral™ =M £1] + )

leicht durch Induktion. Der Induktionsanfang ist mit (1.194) und der Start-
bedingung ||g|| < C'||f]| (s. (1.154)) schon gemacht. Weiter ergibt sich durch
gleichzeitiges Einsetzen von (1.194) und der Induktionsvoraussetzung

Rt rgll = ||Ri, (Roexg)ll
C

Tl S+ )

+Cae (L7 + Cp o L= (|| £ + 2))

= Ol L I+ o) (9 L c)

<

L
< Cpr L7000 0 (|| £l + €)

fiir e < (Cr,L)~" und C < L°.
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Damit erkennt man, daf fiir groBe Zeiten ¢'=0 [[vtw(£v/E,¢)|| — 0 erfiillt
ist, woraus sich die behauptete Konvergenz von u(z,t) ergibt. O

1.4 Zwischenstand

In den vorangegangenen Abschnitten ist das Langzeitverhalten von Losun-
gen gestorter Diffusionsgleichungen zu bestimmten Voraussetzungen an die
Anfangsbedingungen berechnet worden. Charakteristisch dafiir ist das Ska-
lenverhalten der Losungen: man kann die Amplitude und die Ortsvariable
der Losung so mit der Zeit skalieren, dak sich eine Funktion ergibt, die nur
noch von einem Argument abhingt. Der Ausgangspunkt nach einem sol-
chen Verhalten zu suchen ist jeweils die exakte Losung des Anfangswert-
problems mit ungestorter Wérmeleitungsgleichung gewesen, welche, je nach
Startbedingung, ein spezielles Skalierungverhalten fiir grofte Zeiten besitzt.
Die Startbedingungen und die Stérungen konnen so klassifiziert werden, daf
sich keine Anderung dieses natiirlichen Verhaltens nachweisen lifit. Da diese
Bedingungen zum Teil sehr streng sind, kann man die vorstehenden Resultate
auch als Stabilitdtsanalyse der normalen Diffusion werten und diese deshalb
als unempfindlich gegeniiber Storungen der Startbedingungen und der Dy-
namik betrachten.

Die Technik, mit der die obigen Ergebnisse erzielt werden, besteht in der
Konstruktion einer kontrahierenden Skalentransformation, die auf dem Raum
aller Startbedingungen zu der betrachteten Gleichung operiert und in diesen
wieder abbildet. Aufgrund der Kontraktionseigenschaft existiert ein Fix-
punkt dieser Transformation, der zum Langzeitverhalten der Losung korre-
spondiert. Dies bedeutet, dafk sich das asymptotische Verhalten durch eine
Skalenabbildung beschreiben 1dft. Dazu miissen allerdings die Parameter je-
ner Transformation richtig gewéhlt sein, welche sich in obigen Féllen an der
ungestorten Warmeleitungsgleichung und deren Losungen orientieren.

Durch die Ergebnisse anderer Arbeitsgruppen hat sich herausgestellt, dafs
die Losungen anderer Diffusionsgleichungen mit Stérungen ein anderes als
das natiirliche Skalenverhalten fiir grofe Zeiten aufweisen. Im folgenden
wird untersucht, inwiefern sich die Parameter zur oben erliuterten Tech-
nik der kontrahierenden Abbildung aus der Differentialgleichung bestimmen
lassen. Dadurch soll ein besserer Ausgangspunkt fiir einen Konvergenzbe-
weis in solchen Féllen erreicht werden. Der Unterschied zur vorangehenden
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Beweisfiithrung ist, daf kein natiirliches Verhalten gegeben ist, von welchem
die Uberlegungen zum gestellten Problem aus entwickelbar sind. Unterstiitzt
werden die theoretisch gefundenen Zusammenhénge durch numerische Simu-

lationen.
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Kapitel 2

Reaktion und Diffusion

In diesem Kapitel sollen Reaktions-Diffusions-Systeme betrachtet werden, die
sich von den vorangegangenen durch ihr Skalenverhalten sehr unterscheiden.
Sie besitzen nicht mehr die GAUR-Skalierung, welche sich aus der ungestor-
ten Gleichung (1.1) ergibt. Eine allgemeine Klassifizierung der Stérungen
zu einem bestimmten Skalenverhalten, wie sie fiir (1.30), (1.67) und (1.144)
zuvor diskutiert wurde, existiert aber noch nicht. Statt dessen ist nur das
asymptotische Verhalten einiger Modellsysteme eingehender untersucht wor-
den (s. [Baz2000/I|, [Baz2000/II], [Droz91]|, [Droz92|, [Galf84], [Witt99|,
[Kise2000]).

Zu Beginn wird ein charakteristisches Reaktions-Diffusions-System vorge-
stellt, welches einige der untersuchten Modelle als Spezialfille enthélt, um
als Ausgangspunkt fiir allgemeine Uberlegungen zu den gesuchten Skalie-
rungsexponenten nutzbar zu sein. Das zentrale Instrument wird wieder eine
Skalentransformation mit einer Norm sein. Die Resultate der gefundenen all-
gemeinen Zuammenhénge werden mit den Ergebnissen anderer Arbeitsgrup-
pen demonstriert. Abschliefend werden durch numerische Untersuchungen
anhand eines bislang nicht betrachteten Modells die in diesem Teil der Arbeit
entwickelten Ergebnisse untermauert.

2.1 Das System

Einfiihrend wird das Reaktions-Diffusions-System

Oia = D,0%a — kyp - aPb? (2.1)
8,5[) = Dba,f,b — kbq - aPbh?

69
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mit den Konstanten D, >0, p,q > 1, k,, ky, > 0 und

a(z,1) =a, fallsz <0
b(z,1) =b, fallsz >0
a(r,1) =0 fallsz >0
b(z,1) =0 fallsz <0 (2.3)

betrachtet. Dabei bezeichnen a und b die Konzentrationen zweier Reaktan-
den, die Konstanten k, und k; die zu dieser Reaktion gehérenden Reaktions-
raten und D, die jeweiligen Diffusionskonstanten. Durch Umskalierung der
Variablen x und ¢ mittels

a(z,t) := Aa(Mx,Nt)
b(z,t) := Bb(Mz, Nt)

erhalt man mit den Definitionen

M? := ND
Dy
D = —
D,
und den Abhéngigkeiten
qky
A = B
pka

APBY = pk,AN = qk,BN
das Gleichungssystem

i = 0%a—all’

b = DO — arb? (2.4)

Wihlt man fiir a, > 0 speziell

A=—
Qo
so sind die weiteren Parameter festgelegt, insbesondere ist

(pka)?

=— >0.
ab Tt (ghy)
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So ergeben sich die Startbedingungen zu

a(z,1) = 1, <0

bo - pkq
ao'qkb,
b(z,1) = 0 =a(—z,t), <0

b(z,1) = k = z>0

Nun beschriankt man sich auf D = 1, also gleiche Diffusionskonstanten fiir
jeden Stoff, weil sich dadurch das obige skalierte System entkoppeln lift:
durch die Setzung

u(z,t) = a(x,t) —b(x,t) (2.5)
v(z,t) = a(x,t) +b(z,t) (2.6)

erhélt man das Differentialgleichungssytem

dv = 0% —2aPH (2.8)
= 020 — 2P (u 4 v)P(v — u)? (2.9)
mit
u(z,1) = v(x,1) =1, <0
—u(z,1) = v(z,1) =k, >0 (2.10)
Die Losung fiir u ist mittels GAUK-Faltung bekannt:
wat—1) = —- /OO e O u(y, 1)
5 = Yy, L)ay
—2V/t [avi —oo
= \/_( ey — k/ e dz)
A7t S o S
1 WL NG
L (—/r+2 /M e~ dz + 7k + 2k /M e~ dz)
2y/m 0 0
1-k 14k x
= — erf 2.11
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Bemerkungen:

1. Ist k£ # 1, so wandert das Zentrum der Reaktionszone zx. Fiir den Ort
dieses Zentrums gilt a(xg,t) = b(xg,t), also u(zg,t) = 0, so dak aus (2.11)

tr = 2dpVi (2.12)
1—k
erf(dR) = H——k (213)

folgt. Nach (2.12) ist es also sinnvoll die Transformation x +— = — zg =
durchzufiihren, denn so betrachtet man die Umgebung der Reaktionszone,
mithin jenen Bereich, der fiir das Skalenverhalten interessant ist, immer an
der Stelle £ = 0. Durch die zeitliche Ableitung entsteht allerdings ein zu-
sitzlicher Term —2dpt 2v'. Dieser jedoch spielt in den betrachteten Féllen
keine Rolle fiir das Skalenverhalten. Bei der Erklarung der Beispiele in 2.5
wird darauf noch eingegangen.

2. Fiir p, ¢ > 1 zu den oben genannten Anfangsbedingungen wurde die
Asymptotik bestimmt (s. [Droz91|, [Droz92|, [Magn2000] und speziell fiir
p = q =1 [Galf84] und [Witt91]).

3. Zup =q > 4und k, = k, = % mit verallgemeinerten Startbedin-

gungen wurde das Langzeitverhalten dieses Systems ebenfalls bestimmt (s.
[Witt99)).

4. Fiir den Fall D = 0 sind die Skalierungseigenschaften auch zu allge-
meineren Anfangsbedingungen aufgeklért (s. [Baz2000/11]).

2.2 Der Skalierungsansatz

Das oben angegebene Modell, insbesondere (2.9), soll nun die folgende allge-
meine Formulierung des Problems motivieren:

Betrachtet wird mit ¢ : R X [1,00) — C analytisch um (0,¢) fiir alle ¢ > 1
und F : C* — C analytisch um (0,0) das Anfangswertproblem

o = 02+ F(v,¢) (2.14)
v(z,1) = f(x) (2.15)
lim f(x) = vy >0 (2.16)

r—+00
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Ohne Beschrinkung kann man |vi| < 1 annehmen, wenn sup|f(z)| < oo

vorausgesetzt wird.
Die Form, welche fiir F' zulassen ist, wird spéter in (2.58) definiert.
Eine Einschrinkung, die ¢ betrifft, wird durch (2.70) angegeben.

Um nun das Skalenverhalten der Losung wv(z,t) fiir grofe Zeiten ¢ zu fin-
den, sei als Ansatz analog zu (1.3) ganz allgemein fiir v(z, t)

vy (z, 1) = (v (z, 1)) = L (Lx, L°t) (2.17)
gewéhlt (9 > 0), was nach n Iterationen , n € N, auf die Losung

v(xz,t) = L™ (L™ "z, 1)
_w 1
— ot 1) (2.18)

fiihrt. Es wird sich herausstellen, daf 9 von w abhéngt. Deshalb ist in (2.17)
nur w als Index aufgefiihrt.

In der Literatur werden oft die Bezeichnungen o = 9! und v = wid™!
benutzt. Der Ubersicht halber bleiben wir aber zuniichst bei der Notation

mit w und 9.

Um die Skalierung fiir ¢ eindeutig wéhlen zu konnen, sei die TAYLOR-Reihe
von ¢ um (0,#) mit dy € N, und dem Konvergenzradius R(¢) betrachtet:

pla.t) = Y z(t)r* (2.19)

k=0
Zk(t) = 0, k< d¢ (220

Damit wird der Skalenansatz fiir ¢ definiert als
br(x,1) == (¢1(x, 1)) := L% ¢(La, L't) (2.22)

Diese Wahl bezieht sich also auf das lokale Verhalten von ¢, genauer auf
|z| < R(¢). Wir werden spéter sehen, daf zum Nachweis eines Skalenverhal-
tens die Umgebung um z = 0 eine zentrale Rolle spielt. In einer allgemeine-
ren Formulierung mufs die Stelle x,, um die ¢ entwickelt wird, mit angegeben
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werden.

Die partielle Differentialgleichung fiir v;» hat durch diesen Ansatz dann fiir
n=20,1,2,... die Form

Oywpn(z,t) = Lw’2)"8§vm(x,t)+FLn(an,¢Ln) (2.23)
Fin(a,b) = LWTOrp(p=wng [~dewnp) (2.24)

Betrachtet wird nun
20 =19 —2>0, (2.25)

auf dessen physikalische Bedeutung noch eingegangen wird. Bei den bishe-
rigen Arbeiten mit einem solchen Ansatz wird nur die Moglichkeit 6 = 0
untersucht (vgl. z.B. [Bric93/II]). Sie bieten daher einen Ausgangspunkt
zur Charakterisierung des Falls 6 > 0. Nun muf noch die Norm festgelegt
werden, zu welcher die Konvergenz von (2.17) untersucht werden soll. Dazu
dient die folgende

Definition:

Zu Funktionen f : R x [1,00) = C , 7,0 € R, 7 > 1 und p € R sei die
Halbnorm

1€, D)llayr := sup_sup |f(C,t)[ = sup sup |f(zt™",1)| (2.26)
te[l, 7] |¢|<ym te[l,7] |zl<a
definiert. 0J
Die Menge
Qorpi={(Ct) ERX[1,7]][¢| <at ™ a€eR', peR}, (2.27)

auf welchem das Supremum durch diese Halbnorm bestimmt wird, verdeut-
licht fiir ein g > 0 und 7 = L? der schraffierte Bereich in der Abb. 2.1:
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) ¢
| | "

I I

| |

| y=at" |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

: :

= [~ t=1

| |

{ | R

-a a Abb.: 2.1
Bemerkungen:
1. Fir0 < a <b,0<n < pund festes 7 gilt offenbar
[ oy < WMl r (2.28)

Daraus ergibt sich mit © :=Q, ., aus (2.27) auch sofort die Abschétzung

1l ey < M

|a"7-9.u’

2. Mit der Abkiirzung "lokal glm.” fiir “lokal gleichmdfig konvergent” gilt

fiir festes g und f: R x [L.7] — C mit || f|,, , < oo
lokal glm
NN = Fllagy =0 = fo "=2" fauf Rx[1,7] (2.29)
a>0

(vgl. Anhang 5.10 zur Def. der lokal glm. Konvergenz).

3. Die Raume

Va,’r,u = {f tR x [17 OO) - (C| ||f||a,'r,u < OO}
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bilden fiir alle 4 € R einen C—Vektorraum und es gelten die Normaxiome
auf Q,,, C R x [1,00).

(i) Es gilt fiir eine Funktionenfolge f,, : R x [1,00) — C:

Esez.ein f € Vorumit :||fu — fllo,, — 0 (2.30)
& faist gegen f glm. konvergent auf Q47 (2.31)

(ii) Desweiteren ist die folgende Aquivalenz fiir f € Vo7, erfiillt:

||f77« - f||a,‘r,u —0 (232)
& foist Cauchy — Folge in Q- ), (2.33)

Beweis (ii):
Die Richtung “=" ist trivial. Zu zeigen ist also nur “<":
Wegen

/\ D fm(2) = ()| < [ fm — fn”amu

ZEQa,T,,u

ist jede Wertefolge f,,(2), z € Q4. eine CAUCHY-Folge. Folglich konvergiert
fn in Qg -, punktweise. Sei lim f,, =: f ; damit ist

A 1al2) = £ < 1Fale) = Fun] | fnl2) = £(2)]

ZGQa,‘r,u

Fiir alle ¢ > 0 existiert nun ein n, € N, so dak fiir alle m, n > n, und alle
z € Q4. , die Relation |f,(2) — fm(2)| < € erfiillt ist. Wahlt man zu einem
2 € Qqrp ein m = m(z) > n, so, dak |f,(2) — f(2)| < e, so folgt eben fiir
alle n > n, und z € Qu 7, 0 | fu(2) — f(2)] < 2e.

4. Mit der C*—Funktion x,, : R x [1,00) = (0,1] zu a € R} und pp € R
L, [¢t" <a

XoulGo1) = 2 231
e~ (CtHh—a) , |Ct“| > q
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gilt

1A Marp = 10 Xay) (G D)l r,

= sup sup | f/-x\w(k,t)e’ik’”t_”dM
te[l,7] |z|<a

— efik:zt_“
< sup sup sup(l + k2 e Xapulk,t /7dk
te[l,r] |z|<a k ( ) a“( gl 1+ k2 |
< sup sup(L+ k)| Xau(k,t)] - sup sup e
te[l,7] k te[l,7] |z|<a
< sup sup(1+k%)|f - Xap(k,1)] (2.35)
te[l,r] k

7Zu beachten ist, dafk f nicht unbedingt existiert und deshalb a — oo nicht
notwendig zu einer Verschiarfung der Ungleichung beitragt. Wichst f((,t)

nicht exponentiell, so existiert f/xj u(k,t) fiir alle a und fallt sogar expo-
nentiell ab. Die Abschitzung stellt einen moglichen Anschlufs an die Normen
in den Kapiteln zuvor dar. 0

Im folgenden wird nur 7 = L” benutzt, weshalb der zugehérige Index im
weiteren Verlauf nicht mehr hingeschrieben wird.

Es soll nun die Folge v« (z,t) fiir alle a > 0 zu einer CAUCHY-Folge auf
2, gemacht werden, woraus mit obigen Bemerkungen die lokal gleichmé-
Rige Konvergenz auf R x [1, L?] folgt. Diese Idee ihnelt der Beweisidee, die
KUPIAINEN et al. verwenden (s. [Bric93/II]), weil diese den BANACHschen
Fixpunktsatz benutzen, dessen Beweis auf die Konstruktion einer CAUCHY-
Folge mittels einer kontrahierenden Abbildung zuriickgeht. Allerdings wird
hier spater die Existenz einer Grenzfunktion vorausgesetzt und nicht bewie-
sen. Trotzdem kann man allein aus diesem Ansatz schon notwendige Aussa-
gen iiber w, ¥ und der moglichen Grenzfunktion finden.

Begonnen wird mit dem Umstand, daf zu vorgegebenem ¢ > 0 und zu jedem
a > 0 ein N(a,e) € Nmit a < LV existiert (§ > 0).
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Es gilt dann fiir alle n € N mit n > N(a,e) und g —1/2 > 0:

S L(u@%m%:(i)”’" (2.36)

a
1.9
1 = - =)= 2.
b= (-5 (237
Ist nun r > 0 bzw.
p>1-1/9>1/2 (2.38)

und m,n € N, m,n > N(a,¢), so rechnet man nach:
|ven —vimll,, = sup sup |ope (2t " 1) —vpm(xt ™, 1))
te[1,L?] |z|<a

= sup sup |L¥Mu(LUTHOR gk [0
te1,1?] || <a

_mev(L(l—mﬁ‘)mxt—u, Lﬂmt) |

sup  sup |Lmu(LAmIngr 100
te[1,L9] |z|<eLsN

— LMy (LA rm =i T imy)|

= sup sup |L“’"v(L_(S("_N)L(%_”)ﬂ"xt_”,Lﬂ"t)
te[1,L] |z|<e

_mev(L—(S(m—N)L(%—u)ﬂmxt—u, Lﬂmt) |

IN

L®" sup sup |v(L_5("_N)L(%_“)'9":1:t_”,Lﬁnt)
te[1,LY] |z]<e

—y(L0m=N) [(Gmwdmygmn ] Ing))
+ sup sup |L“"U(L’5(m’N)L(%’“wmxt’“,Lﬂ"t)

IN

te[1,LY] |z|<e
_mev(L—(S(m—N)L(%—u)ﬂmxt—u, Lﬂmt)|
14+r
< L®" sup sup [o(L70N) (£> xt L")
te[1,19] |z|<e a

1+r
—p(Lm=N) (5) st L))
a

1+r
+ sup sup |Ly(L70MmN) <£) wt™", L)
te[1,LY] |z|<e a

1+r
_pemy (L0 N) (5) ot L) (2.39)
a
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Eine TAYLOR-Entwicklung des 1. Summanden der letzten Abschatzung von
(2.39) um (0, L") ergibt fiir m > n unter der Bedingung

wgazg—1 (2.40)

mit 1 < C :=¢L°" /a die Abschiitzung

1+r
L™ sup sup |v(L700N) (E) wt P, L")

te[1,1.9] |z|<e a
—u( ( ) wt™*, L")
1+r
< [en|[ 00N _ [ —d(m >|( ) 0/(0, L") - sup sup |zt7#| + O(?)
te[1,LY] |z|<e
< C - |L(w—6) _ Jwn— 6m|< ) | /(0 Lﬂnt)| -€+O(€2)
< c'-(f) 10'(0, L7™1)| - £ + O(£2) (2.41)
a

Damit ist auf Kosten einer stirkeren Konvergenzforderung als die CAUCHY-
Bedingung die allgemeine Abschitzung (2.40) zwischen den Skalierungsex-
ponenten w und ¥ entstanden. Aus der Problemstellung muf sich nun noch
die Konvergenz des zweiten Summanden von (2.39) ergeben. Um diese nach-
zuweisen kann man sich darauf beschrinken das Konvergenzverhalten an der
Stelle # = 0 zu untersuchen, weil in einer analogen TAYLOR-Entwicklung
sich nur die konstanten Ausdriicke gegenseitig wegheben miissen damit der
Summand wieder ~ O(g) ist. Am Schlufs des Abschnitts 2.3 wird diese Ar-
gumentation ausfiihrlicher dargestellt.

2.3 Lokale und globale Konvergenz

Die Ungleichung (2.40) wurde unabhéngig vom Anfangswertproblem einge-
fithrt um das Verschwinden einiger Terme zu erzwingen. Es stellt sich die
Frage, inwiefern der Wahl von 6 > 0, 1 > 1— < und (2.40) eine physikalische
Bedeutung zukommt.

Der Parameter 7 hingegen ist nur durch die Technik der diskreten Transfor-
mation bestimmt.

Im folgenden sollen fiir v = v(A, B) die Notationen © := dgv und v := dv
als Abkiirzungen dienen.
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1. § >0 (2.25):

Hier wird ein Prozels Ps betrachtet, der sich mit 5 < t2 im Ortsraum aus-
breitet, also langsamer als die iibliche Diffusion, fiir welche § = 0 gilt. Letz-
teres erkennt man an der Gleichung (2.23), welche im Falle 6 = 0 wieder eine
gestorte Warmeleitungsgleichung ist. Umgekehrt wiirde der Fall 6 < 0 ein
Ereignis beschreiben, welches fiir grofse Zeiten ¢ iiber die Diffusion dominie-
ren wiirde, was sich in der iterierten Skalentransformation durch allméhliches
Verschwinden des Terms 92v ausdriickt.

2. p>1— 3 (2.38):

Die Wahl von g > 0 verursacht eine zeitabhiingige Kontraktion des Orts-
raums (vgl. Abb. 2.1), auf welchem eine Funktion f betrachtet wird. Wird
durch f(C,t) nun ein diffusiver Prozek Ps; beschrieben, der auf einem Inter-
vall I C R zur Zeit t, startet, so wird dieser an Raum gewinnen, so daf fiir
den Triager T'(t) von Py zur Zeit t > t, gilt: I C T'(t).

Der Parameter p eliminiert nun ein mogliches Skalenverhalten der Funktion
f(C,t) = f(&t2,1), so dak man mit der Norm || f||, , nur f(§,¢) fir € € 1
betrachten muf.

Zur Veranschaulichung dazu sei die iibliche Diffusion angefiihrt, fiir welche
bspw. nach (1.30)

sup |t2o(&t2 " 1) — vt (&M 1) 23 0 (2.42)
€[<a

gilt (vgl. (2.26)).
Fir p = % wird das richtige Skalenverhalten dargestellt und es ist dann
o*(&t72, 1) = 0 fiir alle ¢ und alle €| < a.

Insofern triigt yu eine dhnliche anschauliche Bedeutung wie § (1 =1 = 6§ = 0),
weil durch die Wahl von 4 > 1 — % > % ein Skalenverhalten der {iblichen Dif-
fusion (6 = 0) ausgeschlossen wird.

3. 445 <16 (240):
Diese allgemeine Abschitzung, die sich u.a. aus den beiden Féllen zuvor
ergibt, wird deutlicher, wenn man mit (2.18) und & = 2t~ 9

|0p0(z, )] =t 7@ |9,g(8)| > C -t 2
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betrachtet, was bedeutet, dafs die gesuchte Funktion v(z,t) sich rdumlich
mindestens ~ ¢~z fndert. Der einhiillende Diffusionsprozefs 14t aber wegen
6 > 0 hochstens eine Anderung ~ t~'/? zu. In manchen Veréffentlichungen
wird deshalb w = ¢ als Bedingung an die Skalierungsexponenten formuliert.
Weiter unten wird dies mathematisch prazisiert. Es stellt sich dabei heraus,
dak die Gleichheit von (2.40) fiir die fithrenden, zum § > 0-Anteil gehérenden
Exponenten in der asymptotischen Entwicklung der Losung v(z,t) gilt. O

Bevor die eigentliche Suche nach den Zahlen w und ¥ beginnt, soll erst ein
notwendiger Zusammenhang zwischen beiden geklért werden. Dazu wird die
Existenz einer Funktion v* : Q, , — C und

o2 (1) = 0" (¢ 8 =5 0

mit 4 > 1 — 5 vorausgesetzt. Aufgrund von (2.17) kann man dann auch

sup sup | L (LA ge=r L) — p* (zt# 1) =3 0
te[1,L7] |z|<a

schreiben. Zu jedem fest gewihlten 7 € [1, L”] wird also mit T = L"

sup |T%v(xT%(T7)_”,T7) —v* (277", 7) | =3 (2.43)

|z|<a

erfiillt, ganz analog zu (1.14).
An (2.43) erkennt man, dak T v(zTs(T7)™*,T7) fir T — oo unabhiingig
vom endlichen 7 wird. Daher soll

i (w7, =0, |z <a (2.44)
als Fixpunktkriterium benutzt werden (vgl. Bemerkung zu (2.42)).

Eine solche Konvergenz kann man allerdings nur auf den Mengen N C R
voraussetzen, die durch

N ={zeRlv(z,t) =50}

definiert sind (vgl. Bem.1 zu (1.109)).
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Auferdem soll noch die gleichméfige Konvergenz der zeitlichen Ableitung
O (t%v(x, t))
fiir |z| < a vorausgesetzt werden. Damit folgt wegen (2.43)
B, (t3v(w, ) — o*(xt~9,t) =0
also mit (2.44) auch t59(0,t) =X 0 baw. L= (0,t) "= 0.

Es wird also

L™29pn(x,t) = 02vpn (2, t) + L7 Fra(vin, ¢rn) (2.45)
betrachtet und versucht, eine Bedingung fiir

L&D 190 (, Ol =1 %n 10vrn (z, )|, — 0

zu bestimmen, das heifst eine Relation zwischen den Skalierungsexponenten
w und 9.

Der hinzugefiigte Faktor L?" indert am Resultat nichts. Man vergleiche dazu
die Fufnote zu (2.55). Die Schreibweise suggeriert aber schon, daf vz« ein
skaleninvarianter Teil wird, der in die Fixpunktgleichung eingeht.

Fiir a < eL°V(®9) | n > N(a,<) und (2.40) ist zunichst analog zu (2.41)

L—26n||atan||a’u — L—25n sup sup L(w—l—ﬁ)nw(L(l—mﬁ‘)nxt—u,Lﬂnt)|
te[1,LY] |z|<a

< L—25n sup sup L(w+19)n|1-)(L—6(n—N)L—(u—%)ﬂnxt—u,Lﬂnt)|
te[1,LY] |z|<e
< L7 sup sup L@t |p(C (§> L™t L")
te[1,LY] |z|<e a
—2Z0Nn € " g n w —o)n
< L7 ([0w0n 0.9, +C (Z) 010, L), L=
CQ N . In w+19—28)n 2
+ 5 (E> |60, )], Lt +OE) + ...
< K, |90, Lt)||., + CKy |0, L™t)||_ e

Es1 Esb

+ C—K2 [0, 7)) =% + O + .. (2.46)
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mit K; := (é)ir LE-G=Ddn 5 — 0, 1,. .. fiir geniigend grofes n.

a

Folgender Zusammenhang wird nun fiir 4 > 1 — % sichtbar:

Falls
K, [[#(0, L7t)|| . =5
<

0
&1
K; || (0, L?t)|| 0o, i>1 (2.48)

&1 =
erfiillt wird, dann folgt
AV A Puet) + L Fr(one, é0)]|,, < (2.49)

e>0,R(p)>a N(a,e)eEN n>N(a,,e)
Dabei bedeutet (2.48)
1020,0(0,1)| < 77 - C (2.50)
und (2.47)
0w(0,8)] <t GFit) . C (2.51)

fiir ein maximales o > 0 fiir grofe Zeiten t.

Mit der Maximalitdt von o selektiert man gerade die fiihrende t—Potenz,
mit welcher 0;v stirker als t=(3+3) abfillt. Man wihlt also o so grof als
moglich, derart daf (2.51) gerade noch erfiillt ist. Alle Ausdriicke ~ ¢* mit
5> % + % + 0 in der Entwicklung von 0,v verschwinden ohnehin und kénnen
fiir Konvergenzbetrachtungen unberiicksichtigt bleiben.

Aus dem Skalenansatz ergibt sich mit ¢ = ¢t~ /? und der Voraussetzung
(2.44):
vz, t) = t’%v*(xt’ﬁ) (2.52)
1w .
ow(z,t) = _Et 7 (W (€) + £0ev*(€))
w0 (0,1)] > g75’(%’%) v (0 wegen w < 0
0w (0 9

Insgesamt ist also aufgrund von (2.51)

(S8

Sl
€

679 < il <Gt (2.53)
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fiir grofe Zeiten t zu losen, was auf

M=

1<t 5+

< timie (2.54)

fiihrt und wegen der Maximalitiit von o zu'

2
o = 1-5 €(0,1) (2.55)
w 1 1
— 4+ - = - 2.56
gt9 T 3 )
& w =4 (2.57)

fiir die in der asymptotischen Entwicklung von v(z,t) fiihrenden Exponenten
im 6 > 0—Anteil.
Desweiteren ist dann fiir k =1,2,...

oFow(z,t) = 0,0 [t’%v*(ajt’%)]

_ (wtk)

= o [ 0k (©)]

1 (it
,“’T,1

= ((w+F)Ofv*(©) + €0E 10" (£))

wH+k) s k1 «
Bhow(0.0] = LR o)

welche wegen ¥ > 2 schlieflich (2.50) erfiillen. Das bedeutet:

Falls die Losung v(x,t) von (2.14) fiir groke Zeiten t ein Skalierungsver-
halten (2.18) mit ¥ > 2 (6 > 0) erfiillt, dann gilt unter der Bedingung, dafs
die Grenzfunktion v* der Folge t7uv(z,t) — v*(xt 7, t) zeitlich konstant ist
auf |z| < a (,Fixpunktbedingung”) und die Folge der zeitlichen Ableitungen
Oy (t7v(z,t)) fiir || < a gleichm#Rig konvergiert, die Gleichung (2.52) mit
(2.56). O

!Diese Argumentation erlaubt es, den Faktor L?" auf der linken Seite von (2.45) ste-
henzulassen, weil er nur in die obere Schranke von (2.53) eingeht. Entfillt L?" auf der
linken Seite von (2.45), so haben die Entwicklungskoeffizienten die Form K; = L2"K; .
Damit lautet die oberen Schranke von (2.54) =7, Die Maximalitéit von & fiihrt dann mit
& =1 =supo (unabh. von 9) zum gleichen Ergebnis.
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Mit der obigen Konvergenzvoraussetzung steht der Entwicklung des 2. Sum-
manden aus (2.39) nichts mehr im Wege, was die Behauptung am Ende des
Abschnitts 2.2 zum Nachweis der CAUCHY-Konvergenz auf €, , durch den
Beweis der lokalen Konvergenz demonstriert:

1+r
sup sup |Lemy(L 00N <£) xt ", L")
te[1,L7] lz|<e @
1+r
—LEm (LN (2) e L)< L (0,1)]

a Eskt

+ ClO V(0,1

b v 0,0
2' x ' nm ) eyl
+ LMo + ...
wobei wie zuvor auch schon m > n > N(a,¢) sein soll und
Vi (,1) == L7y (z, L) — v(z, L'™t)

definiert wird. Dabei verschwindet der Term

m,n>N(a,)

L™ Vo (0, 8)]|., =" | L 0(0, L) — L™ (0, L7™4) 0

N |a,u

aufgrund von (2.52). O
Auch wenn noch hinreichende Bedingungen fiir § > 0 aus dem Anfangs-
wertproblem festgelegt werden miissen, so erleichtert (2.56) die Suche nach
dem Skalierungsverhalten deutlich. Auferdem geniigt es, den Ort z = 0 zu
betrachten, da nach obiger Argumentation dort zuerst ein mogliches Konver-
genzverhalten in diesem Sinn erkennbar ist.

Die Uberlegungen jedoch kann man auf alle Stellen x, beziehen, an welchen
v(xo,t) — 0 gilt und |0yv(x,,t)| in einer Umgebung von z, maximal ist. Da-
bei ist es durchaus moglich, dafs ¥ und w von den betrachteten Stellen z,
abhéngen, weil das Skalierungsverhalten fiir ¢ ja nur lokal gewéihlt worden
ist.

2.4 Bestimmung des Exponenten w

Trotz aller schon bestehenden Zusammenhinge wire die numerische Suche
nach einem der Parameter, w oder 9, ein zeitaufwendiges Unternehmen, wenn
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man nicht weifs, wo man zu suchen hat. In diesem Abschnitt wird eine
Moglichkeit angegeben den Exponenten w aus der betrachteten Differenti-
algleichung zu bestimmen. Dabei sucht man wieder nach skaleninvarianten
Anteilen im Storterm F'(v, ¢), welche in die Differentialgleichgung fiir den
moglichen Fixpunkt eingehen. Die Eigenschaften der dann entstandenen
Fixpunktgleichung, inbesondere die Losungsexistenz, lassen schliefslich ent-
sprechende Riickschliisse auf den Skalenansatz zu. Solche Losungsversuche
werden selbst-konsistent genannt. Stehen die moglichen Skalierungsexpo-
nenten erst einmal fest, so erreicht man einen besseren Ausgangspunkt fiir
einen rigorosen Konvergenzbeweis. Vorausgesetzt wird die Konvergenz des
Skalenansatzes, (2.52) mit (2.56), um mit (2.49) Aussagen fiir eine Fixpunkt-
gleichung zu bekommen.

Betrachtet man nun die Entwicklung von F (v, ¢) aus (2.14) um (0,0) mit
der Forderung, dafs keine konstanten Terme und keine Ausdriicke der Form
~ v vorkommen diirfen, so 1aft sich mit d;; := i + dyj (s. (2.22) und (2.24))
schreiben:

F(v,0) = Y zov'+ ) #(0' )+ 26’ (2.58)

i>2 i1 i>1

= V() +W(v,¢) +Y(¢) (2.59)

Vi(ur) = L) L%z (2.60)
i>2

Wi (v, ) = L Z Zi L% (v - 47 (2.61)
ij>1

YVi(or) = L)zl %) (2.62)
i>2

Fr(vp,¢r) = Vi(or) +Wi(vr, ¢1) +Y(or) (2.63)

Sei nun zum ersten Koeffizienten z;, ;. 7# 0 mit z, > 0 die Zahl
dy =i +dgj. > 2 (2.64)

definiert. Dann fiihrt die Wahl

(2.65)
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mit
d;i — d,
_(dij — 1)&)* +2 = =2 dj* 1
—(de — Dw. +9, = 2w, = 9, —2
auf

Fi(vr, ¢) = L7 Z 2ij (Vg - ¢7) + L7 Z 2y L% (0], - 6]

dij=d. dij #d«
— 20 Z %; (Uz . ¢]L) _|_L25*+w*+2 Z % I, dijws (Uz ) ¢JL)
di]‘:d* dijid*
. . d;i—dx R .
= L 30w (v o)+ Y m LT (v 6]) | (2:66)
dij=dx« dij #d

Diese Form ist durch (2.49) motiviert und lafst die folgenden Bezeichnungen
sinnvoll erscheinen:

F;*(ULnﬂgéL") = Z ZZ]ULTL¢Ln (267)
Zde*

Ej (vpn, ppn) = Z 2y L= d) ()t 7 ) (2.68)
dij>d.«

Yi(orn) = Z 2oy Lo gl (2.69)
d¢j<d*

Der Wert dy ist durch die TAYLOR-Reihe von ¢ um (0,¢) definiert worden,
welche den Konvergenzradius R(¢) besitzt. Dieser geht in die Uberlegungen
mit ein, weil der Skalenansatz fiir ¢ nur dort gilt, wo die TAYLOR-Reihe die
Funktion ¢ auch darstellt. Sei nun r(¢) < R(¢).

Dann folgt unter der Voraussetzung

AV A 6w, < om0, (2.70)

a<r(¢) M(a)eEN n>M(a)
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fiir n > max(N(a,z), M(a)) > 1 (N(a,e) aus a < eL°" fiir n > N(a,¢))

d;:—dx
-2 ) . ;
HFi(an,¢Ln)Ha’# < Z |25 L2701 ™ ||, - ]LnHa,,L

dij>dx
dij—dx . .
< ST sl LT ol e 2
dij>d.
dij—dx
<Y gl LR ||
dij>dx
< oy e
dij>d.
1
!
s ¢ <1 — L wn 1)
L—w*n
_ i
= YT
n—oo

Die Stelle, an der die Beschrinktheit von vy» vorausgesetzt wird, ist dabei
mit (x) gekennzeichnet und folgt aus der Konvergenz der Folge. Damit ist

dij
a,[b

C" = sup{|zi| |vpn (2, 1) i, >0, dij > d,} <00

gesetzt worden.

Der Term Y,° ldt sich nicht ohne Benutzung zusétzlicher Eigenschaften von
¢, wie z.B. ein eigenes Skalenverhalten, abschétzen. Ein solches Beispiel wird
in den Ergebnissen noch dargestellt. An dieser Stelle aber kann man schon
erkennen, dak in einigen Fillen der gesuchte Skalierungsexponent nicht ver-
schieden von w, gewahlt werden kann.

L. Sei Y* =0.
Zu w, und ¥, lafkt sich die Fixpunktgleichung fiir v*(§), £ = ot 9 < r(¢) <
R(¢) berechnen, welche die Form

W 1
O*v* + F (v*, ¢) + t_QWﬁ— (wov™ 4+ EO0™) + F (v*,¢) =0 (2.72)

*
N 4

t—
220
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hat. Daran sieht man:

(I) Je kleiner der Konvergenzradius R(¢) bzw. 7r(¢) ist, desto schwécher
breitet sich das Konvergenzgebiet fiir den Fixpunkt aus.

(IT) Je schneller die TAYLOR-Reihe von ¢ gegen ¢ konvergiert, also das Rest-
glied des TAYLOR-Polynoms verschwindet, desto schneller erfiillt v* die Fix-
punktgleichung.

Angenommen, es giibe nun ein @ > w,, derart dak (vy»)® — v* gilt. Dann
wiirde sich die triviale Fixpunktgleichung 9?v* = 0 ergeben.

Denn aus % =@ > w* folgt d < d, und somit gilt F7 =0, also FJ> =F,
weil Y= = 0 ist.

Die entstehende Gleichung fiir v* aber besitzt keine sinnvollen Losungen mehr
fiir das gestellte Problem. Also gilt @ < w,.

Angenommen, es géibe nun ein 0 < -2 := © < w,, derart dak (v;»)® — v*
gilt, also d > d, ist. Wegen 2w = 20 = 9 — 2 > 0 existiert dann auch die
Abschitzung 2 < ¥ < ¥J,. Diese Relationen kénnen aber nicht fiir alle d,
Bestand haben, weil mit d, — oo, also auch d — oo, sich 0 < @ < 0 und
2<9<2 ergibt.

Bleibt d, < oo, so kann deshalb nur @ = 0 und Y = 2 sein. Denn rechnet
man Fj zu d um, so ergeben sich i.a. Terme der Form L "%~ (vt 47 )
mit d;; < d , die sich fiir n — oo durch die vorausgesetzte Konvergenz von
vrn nicht beschrdnken lassen. Mithin kann dann keine Fixpunktgleichung

entstehen.

Aufgrund dieser beiden Uberlegungen muk @ = w, (6 > 0) oder @ = 0
und ¥ = 2 (6 = 0) sein.

2. Sei V< #0.

Die Anteile aus Y~ werden durch die Iteration der Skalierungsabbildung nicht
unterdriickt. Deshalb miifte die Wahl des Skalierungsexponenten %

in dieser Situation so angepafst werden, daf sich Yd-< = 0 ergibt. Dann kdnnte
sich obige Argumentation anschliefen.
Um das zu erreichen wird d zum ersten Summanden von Z;n:j Zoj®' mit

= w
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1 <dyj <...<dgm < d, definiert, analog zu d,, also d= dej > 1 (2o =0
fiir k < j und z,; # 0).

Dann aber hétte die Fixpunktgleichung fiir den Fixpunkt o mit ®(x,t) :=
¢/ (x,t) die Gestalt

Po+d=0

weil es sonst keine skaleninvarianten Anteile gibt.

Das bedeutet, dak sich fiir groke Zeiten ¢ der Storungsterm F' schreiben l&fst
als F(v,0) = ® + G(v,¢) = —0" + G(v,¢) = F(v,v",¢) mit G — 0 fiir
t — 0.

Nichtlinearitéiten der Form F(v,v',v") fallen in die Klasse der von BRIC-
MONT und KUPIAINEN untersuchten partiellen Differentialgleichungen (s.
[Bric93/II] und 1.2.2). Fiir solche ist allerdings ein anderes Skalenverhal-
ten schon nachgewiesen.

Um also mogliche Konflikte mit bereits bestehenden Ergebnissen zu vermei-
den, sollen die Fille Y,* # 0 hier ausgeschlossen werden. Dieses Argument
ist eher heuristischer Natur und soll keinesfalls bedeuten, daf es Systeme mit
solchem Skalenverhalten zum konstruierten w nicht gibt.

Die Betrachtungen beschrénken sich also auf den Fall Y~ = 0. 0]

Insgesamt wurde in diesem Abschnitt, wie zuvor auch, die Konvergenz der
Folge vz im Sinne von (2.43) und (2.44) bzw. (2.52) vorausgesetzt, und ein
Vorschlag zur Wahl des Skalierungsexponenten w, im Falle 6 > 0 gemacht,
welcher sich aus der Widerspruchsfreiheit und Eindeutigkeit der Fixpunkt-
gleichung (wegen (2.22) und (2.70)) begriindet. Der zweite Parameter 9,
wurde mittels 20, = 2w, = ¥, — 2 aufgrund der Uberlegungen aus 2.3 be-
rechnet.

Allgemein hingt demnach die Wahl von w, zu § > 0 vom lokalen Verhalten
der Funktion ¢ an der betrachteten Stelle x,, die in den Herleitungen auf
x, = 0 reduziert wurde, ab. Ebenso beeinfluft der Stérungsterm F', dessen
TAYLOR-Entwicklung eine spezielle Form haben soll (s. (2.58)), die Wahl
von w,. Beschrinkt man sich auf Félle, in denen Ydf = 0 gilt, so konnte man
die Differentialgleichung fiir v* berechnen (s. (2.72)). Das Konvergenzgebiet
fiir den Fixpunkt v* wird durch r(¢) < R(¢) aus (2.70) bestimmt, welches
ebenfalls i.a. von z, abhingt.
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Abschliefend sei noch bemerkt, dafs mit d, — oo auch ¥, — 2und w, — 0
gilt. Es entsteht dadurch ein Skalierungsverhalten, wie es in 1.3 schon dis-
kutiert wurde (vgl. (1.144)). Anschaulich bedeutet dieser Ubergang, daf
die Terme, welche den Diffusionsprozeft storen, irrelevant werden und das
Langzeitverhalten sich dem der Fehlerfunktion erf(QLﬁ) nahert. Diese Termi-
nologie ist bewuftt an jene aus den Kapiteln zuvor angelehnt, in denen die
Nichtlinearitaten F'(v,v’,v") , welche sich nicht auf das Langzeitverhalten

der ungestorten Diffusion auswirken, so genannt werden.

2.5 Anschluff an bisherige Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird die Ubereinstimmung zwischen w, und 9, aus 2.4
und den Ergebnissen anderer Verdffentlichungen dargestellt. Die Autoren
leiten in allen Fillen das Skalenverhalten anders als bislang gezeigt her, ins-
besondere nutzen sie dafiir spezielle Eigenschaften des behandelten Problems.
Der Vorteil obiger Formulierung ist deshalb der allgemeine Charakter. Die
Voraussetzung 0 > 0 ldft sich noch nicht nachweisen, weil hinreichende Be-
dingungen dafiir nicht bekannt sind. Eine Idee dazu ist aber das folgende

Vergleichsprinzip:

Besitzt das Anfangswertproblem (2.14) an der Stelle ¢ = 0 fiir ¢ — oo eine
Losung mit dem Skalenverhalten

vo(,t) =t Mot (zt 2) (2.73)
und gilt fiir alle Zeiten ¢ > 1
F(v,6) > F(0,0) (2.74)

sowie die Ungleichung (2.70), d, > 2 und Y,* = 0, so kann man in der
Entwicklung der Losung v von (2.14) fiir grofe Zeiten ¢ einen ¢, > 0—Anteil
erwarten, das heifst sie hat mit A,, A, € N, um x = 0 die Gestalt

A, A
o, t) = Y N filat7) + Y T gy (at ) (2.75)
i=0 §=0
po = 1 (2.76)
wye +1 1
_ ! 2.
0 . (2.77)
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,, Beweis™:

Zu zeigen ist nur noch, dak der Fall § > 0 eintritt. Die restliche Argu-
mentation verlauft wie in den vorangegangenen Abschnitten und driickt eine
sogenannte selbst-konsistente Losung aus, weil gezeigt wurde, daf der ge-
machte Skalenansatz unter den oben genannten Voraussetzungen nicht auf
Widerspriiche fiihrt.

Nun bedeutet die Gleichung (2.74), dak zu allen Zeiten ¢ > 1

O2v+ F(v,¢) > 92v + F(v,0)
gilt. Unter der Voraussetzung (2.73) folgt dann
o0 > O,
und weil v(z,1) > v,(x, 1) somit auch fiir grofe Zeiten
v(x,t) > t’A"v;‘(xt’%)

Man vergleicht also die partielle Differentialgleichung (2.14) an der Stelle ¢ =
0 mit Systemen, fiir deren Losung v, ein Skalenverhalten v, ~ t~2°v7 (2172)
nachgewiesen wurde. Solche Gleichungen beschreiben, wie in 2.3 schon erliu-
tert wurde, einen Prozefs P,, der sich wie die iibliche Diffusion im Ortsraum
ausbreitet. Gilt dann F'(v, ¢) > F(v,0), so muf die gesuchte Losung v sich
rdumlich langsamer als =3 andern, was gerade der anschaulichen Bedeutung
von ¢ > 0 entspricht.

Die folgenden Beispielsysteme fiihren mit dem Vergleichsprinzip immer auf
eine partielle Differentialgleichung der Gestalt

Oy = 020y — V|0o|P 1, P> 1
fiir deren Losung mit ¢ — oo ein Skalenverhalten

t*p%lv;(xt_%), p<3
vo(x, 1) =
tri(at ), p>3
durch [Bric94] bekannt ist. Insbesondere fiir p > 3 wurde dies im ersten

Kapitel dieser Arbeit gezeigt. Demnach sind entsprechende Entwicklungen
wie (2.75) zu erwarten. O
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Nun werden Beipiele betrachtet, die zum Teil aus den Veroffentlichungen
anderer Arbeitsgruppen stammen. Die folgenden Aussagen iiber das Skalen-
verhalten beziehen sich nur auf den fithrenden Term im A,-Anteil von (2.75),
die Konvergenz der Folge vy» wird wie in 2.3 und 2.4 vorausgesetzt. Insbe-
sondere wird nicht auf die Voraussetzung (2.70) eingegangen.

Es geht nur um die Demonstration von (2.65).

1. Gegeben sei (2.9) mit p,g >0,p+q > 2:

Die Fehlerfunktion u(z,t) ist um (0,¢) linear, also ist d, = 1. Nach (2.22)
ergibt sich vl (z,t) = L%ui(Lx, L°t).

Nach der Definition von d, in (2.64) hat man hier also d, = p 4+ ¢ zu setzen.
Die skalierte Gleichung lautet also mit s := p+¢—1 = d, — 1 an der
verschobenen Stelle & := x — zp (vgl. (2.12) in 2.1):

L725natULn = angn—i-?dRL*‘;"t*%@,;an

_zst(27ws)n(an + U,Ln)p(an - ULn)q

Wahlt man nun

2 2
Wy = —, 19*:2 s
S S

so ergibt sich Y* =0=F; , L==39,v7n — 0 fiir n — oo und
Fj (v*,u) = =27 (v" + w)P(v* —u)?
Man kann also ein Skalenverhalten

v(x,t) = tfﬁv*(xfm)

O*v* = 2 5(v* +u)P(v* — u)?

erwarten.
Diese Ergebnisse sind nachzulesen bei [Droz91| [Droz92| und [Magn2000];
fiir die spezielle Wahl p = ¢ = 1 findet man die Arbeiten von [Galf84] und
[Witt91].
Mit einer anderen Klasse von Startwerten wurde das System fiir p = ¢ > 4
durch [Witt99] behandelt. Es zeigt sich eine Entwicklung der Form (2.75),
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ebenfalls mit den Exponenten w, und 9, im A,-Anteil und A\, = 0.

2. Sei nun mit ¢ > p > 1 die Gleichung
o (z,t) = 02v(x,t) — vP(x,t) + |u(z,t)|? (2.78)

betrachtet, wobei u(x,t) aus (2.11) ist und die Startbedingungen (2.10) mit
k =1 gelten sollen.

Der Fall k£ # 1 14t sich analog zum ersten Beipiel behandeln: durch die ein-
gefithrte Schwerpunktkoordinate ¥ = x — x g entsteht wieder ein irrelevanter
Zusatzterm. Das Skalenverhalten wurde fiir p = ¢ = 2 durch [Galf84] und
[Witt91] bestimmyt.

Hier gilt analog zum ersten Beispiel d. = p. Die skalierte Gleichung nimmt
mit

2 1
Wy = _—, 19* — 2 &
p—1 p—1
die Form
L™2dupn (x,t) = 0Pvpa(x,t) — L@l (g 4y 4 LE=2@=DIn gy (1, 1)|9
= ava" (SL’, t) - UII)/’ (SL’, t) + L_Qn% |uL” (SL’, t)|q
Fg (vpn,ugn) = —vp.
Fj (vpn,ugn) = L7 tuga?

Yi(ugn) = 0

an. Das Vergleichsprinzip ist hier offensichtlich erfiillt: —v? + |u|? > —vP .
Die Fixpunktgleichung hat fiir |zt~ 7| < r(¢) die fast einfache Form

—lulP, ¢=p
827]* o (U*)p _
0, ¢g>p

Uberdies stellt sich auch in einigen Fillen mit ¢ < p eine sehr schwache
Konvergenz der skalierten Losungen tﬁv(xtﬂz’—ﬁ),t) gegen eine feste Funk-
tion v*(z) um die Stelle x = 0 heraus. Diese ist jedoch nicht allein auf die
Argumentation aus 2.4 mit Y;* = 0 zuriickfithrbar, weil bei einer solchen
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Parameterwahl Y~ # 0 ist, was in den Herleitungen zuvor ausgeschlossen
worden war.

Eine solche Konvergenz beruht unter o.g. Skalenansatz auf dem von u(x,t) =
u(%xt_%) mitgebrachten Skalenverhalten. Dies erkennt man, wenn man die
Fixpunktgleichung

O*v* — () + [t u(s, 1) = 0
fiir kleine & betrachtet. Es ergibt sich der Term

EFtu(E )T = 1 | (=67 +

1 2p —q(p+3) 1 2p —q(3p+5)
— a9t 2(p+1) - g3 94 20+1D) ..
(e T 4 (o

NG

Um nun iiberhaupt so etwas wie Konvergenz am Ursprung zu dem gemachten
Skalenansatz beobachten zu konnen muf also

2p < q(p+3) (2.79)

gelten, weil damit die Summanden der Entwicklung fiir grofse ¢ allméahlich
verschwinden bzw. sich auf den ersten reduzieren. Mithin breitet sich die
Konvergenz langsam aus, weil r(¢) aus (2.70) fiir ¢ < p sehr viel kleiner ist
als fiir p < ¢. Ist (2.79) nicht erfiillt, so kann man erwarten, daf ein r(¢) aus
(2.70) gar nicht existiert.

Die verschiedenen Situationen werden anhand von numerischen Simulationen
in 2.6 veranschaulicht.

3. Diese folgenden Gleichungen werden bei [Baz2000/11] ausfiihrlich dis-
kutiert. Sie entspringen den Gleichungen (2.1) und (2.2) mit D, = 0 und
sollen hier als Anwendungsbeispiel obiger Methode zitiert werden, weil die-
se die gleichen Resultate (selbst-konsistent) liefert, welche die Autoren von
[Baz2000/11] festgestellt haben, allerdings ohne deren ausfiihrliche Fallunter-
scheidung. Die Besonderheit gegeniiber den anderen Modellen liegt darin,
dak der Storterm ¢ wieder von der gesuchten Funktion abhéngt.



96 KAPITEL 2. REAKTION UND DIFFUSION

(I) Betrachtet man das Anfangswertproblem

da(x,t) = 0%a(x,t) — H(z) [a(x,t)]™ e 19D (2.80)
a(r,1) = H(x) (2.81)

xli)rgo a(z,t) = 0 (2.82)
xli)gloo a(z,t) = 1 (2.83)

@, t) = /1 o (. 7)dr (2.84)

mit ¢ > 0 und m > 2 konstant, so erhalten die Gleichungen (2.80) und (2.84)
nach der Transformation die Form

8taLn — L725n8§al/n . L(ﬁfw(mfl))nHLn [aLn]m eXp(—q¢Ln)

or(z,t) = /ta?(x,r)dr = /tL“mam(Lx,LﬂT)d(LﬂT)
1 1
= L“™¢(Lax, L°t)

Mit az» — a* (lokal glm.) gilt dann

bun (1) "2 /1 (" (2, 7)]"dr = & (1)

Das Skalenverhalten von ¢ ist aufgrund von (2.22) durch den in ¢ vorkom-
menden Term a™ zu definieren, also ¢ (z,t) = L“™¢(Lx, L7t).
Die Exponenten lauten nach 2.4
2 1
9, =2. 0%

Wy = x —

m—1’ m—1

denn @™ ist die in (2.80) fithrende Nichtlinearitét, welche in die Bestimmung
von d, = m eingeht.

(IT) Nun sei zu k > 1 die Gleichung
H(x) [a(z, 1)]"™
[1+q(k = 1), )"

gegeben mit ¢ aus (2.84) und denselben Start- und Randbedingungen wie
oben. In diesem Fall gilt dann

14+ q(k—1)pra (x,t)]k/(k_l) noee (14 q(k — 1)¢*(x,t)]k/(k_1)

ora = 02a(z,t) —
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Da die TAYLOR-Entwicklung von (1 + x)_ﬁ =14+...umx = 0 mit 1
beginnt, miissen w, und v, wie zuvor gewiahlt werden, weil ¢ erneut der
fiihrende Term ist. Daraus ergibt sich also das gleiche Skalenverhalten wie
im ersten Fall

a(z,t) = t g (xtiﬁ)

unabhéngig von k£ , wie es auch von den Autoren bestatigt wird. O

2.6 Numerische Ergebnisse

Hier werden einige Simulationen vorgestellt, die die Zusammenhinge der vor-
stehenden Abschnitte verdeutlichen. Die Resultate der numerischen Analyse
haben, damit die zugehorigen Daten nicht versehentlich gemischt werden,
jeweils einen charakteristischen Namen, welcher im Titel der Abbildungen
durch [SYSTEMNAME] ersichtlich ist. Weitere Erlduterungen zur benutzten
Differentialgleichung und den Startbedingungen befinden sich im beigefiigten
Text. Alle weiteren Bezeichnungen entnimmt man, sofern sie sich auf nume-
rische Aspekte beziehen, den sich anschliefenden Kapiteln 3.1 und 3.2.

Alle Simulationen wurden mit einer Zeitgitterkonstante & = 0.05 (s. (3.24))
und einer Ortsgitterkonstante h = 0.1 (s. (3.23)) durchgefiihrt, weil sich die
Wahl dieser Werte als guter Kompromift zwischen Rechenaufwand und Er-
gebnisqualitit erwiesen hat. Der erwartete Fehler einer berechneten Losung
liegt in der Ordnung O(h? + k?) =~ 0.0125 (s. (3.39)) und ist natiirlich von
den betrachteten Nichlinearititen abhingig.

Alle Skalierungen wurden zum Wert L = 1.18 vorgenommen, das heift also,
dafs zu den Zeiten

die Losung v der Umrechnung

we 1
v(z, t,) = ta v(xte”  t,) = vpa(z, 1)

unterzogen wurde. Bei einer Konvergenz ist vy» — v* mit 0(z,t) = 0 fiir
geniigend kleine |z| zu beobachen. Diese Zeiten t,, stehen zum jeweils be-
nutzten ¥, in der Legende der Abbildungen, wobei die ersten Folgeglieder
zugunsten einer besseren Ubersicht oft wegfallen.
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2.6.1 Fehleranalyse

Bevor auf die interessierenden Simulationen eingegangen wird, soll ein kurz-
er Vergleich zwischen exakter und numerische Losung vorangestellt werden.
Dazu wurde

u(z,t) = DO*u(x,t) (2.85)

uw(r,1) = — ! + ! + ! (2.86)
’ 20 +2?)  (I1+(x—4)?) (14 (x+4)?) '

mittels GAUR-Faltung und Simulation fiir die Zeit ¢ = 20000 zu verschiedenen
D berechnet. In den Bildern bezeichnet g(x,t) die GAUR-Losung.
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u(x,t) (D=0.1) und g(x,t) [Gauss]

0.03 T T T T T
g g N g g u(x,t=20000) ——
g(x,t=20000 -
0.025 -
0.015 -
0.005 -
0 1 ; ; ;
-300 -200 -100 0 100 200 300

Abb.: 2.2

In Abb. 2.2 erkennt man u(z,t) als numerische und g(z,t) GAUf-Losung
von (2.85) zu D = 0.1 und (2.86) mit ¢ = 20000. Die Abweichung an der
Stelle x = 0 liegt unterhalb der eingangs erwidhnten Fehlergrenze von 0.0125.
Mit diesem Fehler stimmen die Kurven also iiberein.
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u(x,t) (D=1) und g(x,t) [Gauss]
0.01 ! ! !

u(x,t=20000) ——
: : g(x,t=20000 -------

0.006 -
0.003 -
0.002 -

: p : \ :
i Y/ i \ i
O S
\
\
, \

0 | | i
-1000 500 0 500 1000

Abb.: 2.3

Analog zu Abb. 2.2 wird hier der Vergleich zwischen exakter ¢(z,t) und
numerischer Losung u(z,t) von (2.85) zu D = 1 dargestellt. Wieder erkennt
man, dafs die Abweichung an der Stelle x = 0 maximal wird, jedoch liegt
die Differenz der beiden Kurven immer noch unterhalb der Fehlergrenze von
0.0125.
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u(x,t) (D=10) und g(x,t) [Gauss]

0.003 T o T
; TN : u(x,t=20000) ——
e : . : g(x,t=20000 -------
: / : \\\ :
0.0025 [N
0.002 | N

0.0015

0.001

0.0005 | | |
-1000 -500 0 500 1000

Abb.: 2.4
In diesem Beispiel wurde (2.85) zu D = 10 numerisch u(x,t) und exakt
g(x,t) bestimmt. Man erkennt, daf die periodischen Randbedingungen die
numerische Losung u so stark verindern, daf von einer Ubereinstimmung mit
der exakten Losung nicht mehr gesprochen werden kann. Die periodischen
Rénder sind aber durchaus sinnvoll, wenn man wissen mufs, zu welcher Zeit
t eine numerische Losung die Begrenzung durch das Ortsgitter erreicht.
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2.6.2 Nirel

u(x,t) [Nirel]

0.03 T T T T T
: : ; ; ; 1=2819.58 ———
t=3926.35 -------
t=5467.44 --------
t=7613.28
0.025 - 4 t=10601.1 -~
t=14761.3 ------
0.015 |- -
0.005 |- -

Abb.: 2.5

Die Abb. 2.5 zeigt die Losung der partiellen Differentialgleichung

u = u'+u® (2.87)
1 1 1
u(zr,1) = — + + 2.88
(1) 20+22)  (I+(@x—-4?%) A+ (z+4)? (2.88)
zu den in der Legende gekennzeichneten Zeiten ¢.
Nach dem Kapitel 1.2.2 soll diese Losung fiir grofe ¢ ein Skalierungsverhalten
der Form t2u(xt2,t) aufweisen, weil der Storungsterm u® nach der Definition
zu (1.27) irrelevant ist.
Die Skalierungen der Kurven in Abb. 2.5 werden in Abb. 2.6 dargestellt.
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u(x,t) skaliert [Nirel]
16 ! ! ! ! !

t=2819.58

‘ ‘ Fooy ‘ ‘ t=14761.3

Abb.: 2.6

Dies ist die skalierte Losung u(z,t) des Anfangswertproblems (2.87) ge-
maf

22

1 1 A
t2u(xt?,t) = Af,(z) = e T 2.89
(wth.0) = Af; (@) =~ (2:89)
Man erkennt ohne Schwierigkeit den GAUK-Fixpunkt aus (2.89). Die Ab-
weichung der Kurven voneinander an der Stelle z = 0 liegt unterhalb des
erlaubten Fehlers.
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v(x,t) [Nirel]
0.01 ! ! ! ! ! !

t=5467.44 ——
t=7613.28 -~~~
t=10601.1 -
t=14761.3 e

0.009
0.008
0.007
0.006
0.005
0.004
0.003
0.002

0.001

0 T : : | |
-300 -200 -100 0 100 200 300

Abb.: 2.7

Ein weiteres Beispiel zum irrelevanten Fall 1.2.2 sei mit

7
v=0v" —wv2

zum Startwert (2.86) angefiihrt, deren Losung zu den Zeiten ¢t = (1.18)%",
n =23,...,29 in der Abbildung 2.7 aufgezeichnet sind. Auch fiir diese wird
ein Skalenverhalten t2v (212, t) vermutet. Man beachte aber, daR F(v) = —v?
nicht mehr analytisch an der Stelle 0 ist, so wie es in der Voraussetzung zu
(1.30) gefordert wird.
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v(x,t) skaliert [Nirel]
07 ! ! ' ! !

t=5467.44 ——
t=7613.28 -~~~
t=10601.1 -

06 b {=14761.3 e

0 : ; ; ; ™
6 -4 -2 0 2 4 6

Abb.: 2.8

In Abbildung 2.8 erkennt man die entsprechend (2.89) skalierten Graphen
aus Abb. 2.7 . Auch in dieser Simulation ist der GAUR-Fixpunkt offensicht-
lich, die Abweichungen liegen wieder innerhalb der Fehlertoleranz.
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2.6.3 BigNoWit und NoWit2

v(x,t) (p=7) skaliert [BigNoWit]

1 t=33.1631 ——
{=52.1128 ~------
t=81.6137 -
{=127.416
t=198.671 ——
t=309.411 -
| t=481.619 -

06 ; ; ; ; ;
-15 -10 -5 0 5 10 15

Abb.: 2.9

Die Simulationen BIGNOWIT und NOWIT2 behandeln das Reaktions-
Diffusions-System

u(z,t) = —erf(2—\/%) (2.90)
ow(z,t) = vz, t) — vz, t)? + |u(x,t)|? (2.91)
v(xz,1) = 1 (2.92)

mit p =¢q > 1.
Der Theorie in 2.5 (vgl. Bemerkungen zu (2.78)) zufolge wird ein Skalenver-
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halten
tFHTy (ot 70 ) = v* () (2.93)

fiir p < ¢ erwartet.

In Abbildung 2.9 sind die skalierten Losungen von (2.91) zu p = ¢ = 7
dargestellt. Die lokale Konvergenz um die Stelle x = 0 ist gut erkennbar.
Dies gilt auch fiir die in Abb. 2.10 gezeichneten Skalierungen, welche aus
Losungen von (2.91) zu p = ¢ = 4 erstellt wurden. Das qualitative Verhalten
der Losung v(z,t) ist in Abb. 2.13 abgedruckt.

v(x,t) skaliert (p=4) [NoWit2]
35 ! ! ! ! ! !

t=26.4163 ——
t=46.5660 -------
t=81.6168 --------
t=142.3710 -
t=247.9270 ——
t=431.2350 -------
‘| t=1301.8600 --------
t=2261.0500 -
t=3926.3700 ———

05 L ; ; ; ; ; ;

Abb.: 2.10
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v(x,t) skaliert (p=2.7) [NoWit2]
4 T T T T T T T

t=74.4164 ——
t=154.021 -~~~
| t=317.562 -
{=653.78 -
/7 t=13448 ——

| t=2765.19 -

Abb.: 2.11

In den Uberlegungen des Abschnitts 2.4 sollte die Stérung F(v,u) =
—vP + |u|? in einer Gleichung (2.91) analytisch um (0,0) sein. In der Ab-
bildung 2.11 sind die geméf (2.93) skalierten Losungen von (2.91) zu sehen,
aber mit p = ¢ = 2,7, so daf F(v,u) also nicht mehr analytisch ist. Am
Fixpunktverhalten der Losung v(x, t) &ndert sich aber gegeniiber den in Abb.
2.10 und Abb. 2.9 gezeichneten Fillen qualitativ nichts.
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v(x,t) skaliert (p=1.5) [NoWit2]
>3 ! ! !

| =26.4163 ——
t=142.371 -~~~
t=749.407 -
| t=3926.37 -

Abb.: 2.12

Eine weitere Voraussetzung zur Bestimmung der Skalierungsexponenten
w, und ¥, in 2.4 war d, > 2, wobei d, aufgrund der TAYLOR-Reihe von
F(v,u) = —v? + |u|? bestimmt wurde. In Abb. 2.12 sind die durch (2.93)
skalierten Losungen von (2.91) zu p = ¢ = 1,5 abgedruckt. F'(v,u) ist also
nicht analytisch und nicht von der Ordung > 2 . Trotzdem ist um z = 0
deutlich ein skaleninvarianter Bereich festzustellen, qualitativ dem der Abb.
2.11, 2.10 und 2.9 gleich.
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2.6.4 Tycho

v(x,t) [Tycho2]
1 F~ T T T T T —=

t=247.942 ——

< | =3926.39 - - - -
o t=6817.78 -~

0.8
0.7
0.6
0.4

0.3

0.2

o1 | | M e | |
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

Abb.: 2.13
Die Simulationen mit dem Namen TYCHO beziehen sich (mit Ausnahme
von TyCHO1) alle auf (2.91) mit ¢ > p.
Nach den Ausfiihrungen in 2.5 und 2.4 sollte sich dasselbe lokale Skalenver-
halten (2.93) ergeben. In der Abb. 2.13 sind die Losungen v(x,t) zu p = 4,
q = 6 aufgetragen.
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v(x,t) skaliert [Tycho2]
35 ! ! ! ! !

t=247.942 ——
t=431.199 -------
{=749.422 -
t=1301.83 -
t=2261.01 ———-
7 t=3926.39 - - -

| t=6817.78 -

0s ; ; ; ; ;

6 -4 2 0 2 4 6
Abb.: 2.14

In Abb. 2.14 ist der Verlauf der skalierten Losungen (2.93) von (2.91) zu
p = 4, ¢ = 6 aufgetragen. Klar zu erkennen ist wieder die sich um z = 0
ausbreitende Skaleninvarianz.
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v(x,t) [Tycho8]

. \.
N 2
N /

. N : : : /i K
. N : : : S I
. RN : : : S .
. S : : : s .
- \ /
\ /
\

Abb.: 2.15

-1 t=1043.82 ——

t=1715.63 -
t=2819.46 --------
t=4633.10

150

Ein weiteres Beipiel zu (2.91) mit p = 5, ¢ = 8 ist in Abb. 2.15 darge-
stellt. An diesem lafst sich der Unterschied zwischen lokaler Konvergenz der
Skalierungen (2.93), die um x = 0 erwartet wird, und globaler Konvergenz,
die fiir die sich ausbreitenden Fronten prégend sind, sehr gut feststellen. In

den Abb. 2.16 und 2.17 wird dies veranschaulicht.
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v(x,t) skaliert [Tycho8]
4 ! ! ! ! !

| t=1043.82 ——
= 42171563 oo

| t=2819.46 -
t=4633.10

Abb.: 2.16

Hier sind die Funktionen aus (2.93) zu p = 5, ¢ = 8 abgebildet. Er-
wartungsgeméf stimmen diese, im Rahmen der Fehlergenauigkeit, in einer
Umgebung des Nullpunkts iiberein. Die Fronten aber geniigen einem anderen
Skalenverhalten, wie in Abbildung 2.17 verdeutlicht wird.
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v(x,t) skaliert [Tycho9]

1 T T T
i i : : t=101.983
t=142.385
t=198.639
09 - t=276.987
t=386.061
0.6 - -
03 4
0.2 | | o | |
-4 2 0 2 4

Abb.: 2.17

In Abb. 2.17 sieht man die skalierten Losungen von (2.91) zup =5, ¢ = 8
allerdings nicht mittels (2.93) berechnet, sondern durch

v(ztz,t) = 0% (x), |z > 1

Dies entspricht der Skalierungseigenschaft der Funktion u(z,t). Eine Konver-
genz am Nullpunkt liegt offenbar nicht vor. Dies deckt sich mit dem Ergebnis,
welches in Abb. 2.16 dargestellt ist: um = = 0 dominiert das Skalenverhalten
(2.93).

Es laft sich beobachten, daf es zu jeder Zeit ¢ ein || gibt, derart dafk fiir alle
|z| > |z¢| die Ungleichung |u(x,t)| > |v(x,t)| gilt. Dies verletzt die einge-
fiithrte Bedingung (2.70) und ist der Grund des gemischten Skalenverhaltens.
Weitere Beipiele zu solchem gemischten Skalenverhalten werden noch folgen.
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v(x,t) skaliert [Tycho5]
B ! ! ! ! !

| t=2638.48
7| 1=4194.47

-| 1=6667.77
t=10599.1

Abb.: 2.18

Hier wird noch einmal das Anfangswertproblem (2.91) mit ¢ =4, p =6

betrachtet. Diesmal aber steht die Auswirkung des von u(x,t) = u(Qi”/i) mit-

gebrachten Skalenverhaltens auf die lokale Konvergenz von v(z,t) im Mittel-
punkt, weil ¢ < p und damit Y~ (u) = |u|* # 0 ist, was in der Herleitung von
d, in 2.4 ausgeschlossen wurde. Nach der Diskussion in 2.5 zum Beispiel 2
muf also eine Bedingung

2p < q(p+3)

erfiillt werden, wenn eine Konvergenz von (2.93) in dieser Situation beob-
achtbar sein soll. Diese Bedingung ist hier erfiillt.
In Abbildung 2.18 sind die skalierten Losungen

tﬁv(xtz(zll) 1) =0v"(2) (2.94)
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aufgetragen.
In Ubereinstimmung mit den Vorhersagen ist eine lokale Konvergenz im Rah-
men der Fehlerordung erkennbar. An den Zeiten ¢ in der Legende sieht man,
dak im Gegensatz zu den Konvergenzen, die in den Abbildungen 2.10 - 2.12
zu sehen sind, sich dieses Ergebnis zu groferen ¢ allméhlich einstellt . Auch
dieser Umstand wurde bei der vorangehenden Diskussion schon erwihnt.
Ein weiters Beispiel soll sich an dieser Stelle direkt anschlieften: diesmal
sind p = 3, ¢ = 2 so gewéhlt, dak 2p =6 < 12 = ¢(p + 3) gilt. Selbst zu sehr
viel groferen Zeiten ¢ kann man nun aus Abb. 2.19, in der wieder die Skalie-
rungen gemifs (2.94) zu sehen sind, noch nicht auf eine Konvergenz der Folge
vrn(0,1) gegen einen Fixpunkt schliefen. Immerhin ist nachweisbar, daf die
Differenz zweier Folgenglieder |vzn +1(0,1) — vz (0,1)| allméhlich abnimmt.
Andererseits wiirde eine falsche Einstellung der Skalierungsexponenten sich
aufgrund der groften Simulationszeiten deutlicher zeigen, als in Abb. 2.19.

v(x,t) skaliert [Tycho7]

6 - ;\I T T T T T T T T /7 .7
3 3 3 3 3 3 3 /| t51453.82 ———

R ; ; ; ‘ ‘ ‘ : 7| t2819.61 -
t=5467.47 -
| t210599.1 o
| tF20555.0 ———~

Abb.: 2.19
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2.6.5 GalRa

v(x,t) [GalRa]

1 =
t=749.422 ——
t=1301.83 ——--—
t=2261.01 --------
N A | | | ; t=3926.39 -
NN - i,
0.2 |-
o -
o2 ; ; ; ; ; ; ;
-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200

Abb. 2.20

Die Simulationen mit dem Namen GALRA sind unter zwei Aspekten zu
sehen. Einerseits demonstrieren sie, daft die Formulierung in 2.4 tatséchlich
auch fiir Stérungen F'(v, ¢) zutrifft, die in eine Potenzreihe entwickelbar sind.
In den Beispielen zuvor wurden gréfitenteils polynomiale Ausdriicke fiir F'
betrachtet. Andererseits wird an ihnen noch einmal die Mischung zweier
Skalenverhalten auf verschiedenen Bereichen veranschaulicht, das heifst fiir
grofe Zeiten t hat die Losung v(z,t) die Form

v(z,t) =vy(—=) + 1t v (—) (2.95)
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In der Abbildung 2.20 sind die Losungen der Differentialgleichung
1

o 2 3

V=70 —(v—u) (U+U) +m—1 (296)
aufgezeichnet, wobei wieder u(z,t) = —erf(QL\/i) ist.
Entwickelt man die Storung F(v,u) = —(v — u)*(v + u)® + m -1

in eine TAYLOR-Reihe um (0,0), so erkennt man, daf die Terme v*, v?u?
und u* fiithrend sind. Nach (2.64) ist also hier d, = 2 + 2d, = 4, weil
d, = 1 ist. Insbesondere ist damit auch Ydf = 0. Demnach setzt man
we =2/(d. —1) =2/3 und 9, = 2(w, + 1) = 10/3.

Das Ergebnis der Skalierung mit diesen Parametern stellt die Abb. 2.21 dar,
also den v*—Anteil aus (2.95) fiir geniigend kleine z. Die Skaleninvarianz um
den Nullpunkt ist gut erkennbar.

v(x,t) skaliert [GalRa]
> ! ! ! ! !

t=749.422 ——
t=1301.83 -------
t=2261.01 --------
t=3926.39 --------

-10 5 0 5 10
Abb.: 2.21
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Das Verhalten aus Abb. 2.21 14t sich aber fiir grofere |z| nicht mehr
zeigen. Statt dessen wird das Losungsverhalten an solchen Stellen durch die
Funktion u(z,?) dominiert, so dak deren Skalierung zum v;‘(%)—Anteil in
(2.95) fiihrt.

In Abbildung 2.22 ist diese Skalierung der Kurven aus Abb. 2.20 darge-
stellt. Gut erkennbar ist die vorhergesagte Skaleninvarianz auf Bereichen,
die geniigend von der Stelle x = 0 entfernt liegen.

v(x,t) skaliert{GalRa4]

! ! ! ! ! ! !

t=142.385 ——
t=198.639 -------
t=276.987 -
t=386.061 - -

o2 ; ; ; ; ; ;

Abb.: 2.22
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Abschliefsend soll noch die Differtialgleichung

b =" — (v—u)*(v+u)’ +sin® ((v+u)?) (2.97)
mit u(z,t) = —erf(;%-) betrachtet werden, deren Losungsentwicklung man

in Abbildung 2.23 abliest.
Fiir z < —60 ist eine iibliche Diffusionsfront gut sichtbar, fiir x > 60 breitet

sich eine formstabile Front aus.

v(x,t) [GalRa2]

16 T T T T T T T
: : : : : : : t=2261.01 ——
t=3926.39 -------
t=6817.71 --------
s 15118379 -
0.2 | | | I | | |
-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200

Abb.: 2.23
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Das Skalierungverhalten der Losungen zu (2.97) kann wieder als ein zu-
sammengesetztes im Sinne von (2.95) betrachtet werden.
Fiir den v*—Anteil stellt man fest, daf in einer Potenzreihenentwicklung von
F(v,u) = —(v —u)*(v + u)? + sin? (v + u)?) wieder die Terme v*, v?u? und
u* fiihrend sind. Entsprechend zu (2.96) werden die Skalierungsexponenten
gewéhlt. Das Ergebnis dieser Skalierungen ist in Abbildung 2.24 abgedruckt.

v(x,t) skaliert [GalRa2]
10 T T T T T T T

t=2261.01 ——
t=3926.39 --—---
9 b e T TEE8LT L e

: 3 3 3 : L ] t=11837.9 -~

-20 -15 -10 5 0 5 10 15 20
Abb.: 2.24

Diesmal wird eine Skaleninvarianz von t%v(:rti,t) = v*(z) um die Stelle
x = —4 sichtbar. Wie weit sich diese noch ausbreiten wird, das heifst das
Konvergenzgebiet, 14t sich noch nicht abschétzen. An den iibrigen Orten
hat man aber das Skalenverhalten der normalen Diffusion v(zt2,t) = v*(z)
zu erwarten.
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v(x,t) skaliert{GalRa3]
16 ! ! ! !

t=142.385 ——
t=198.639 -~~~
t=276.987 -
t=386.061 - -

os S | |

Abb.: 2.25

Wie zu Abb. 2.24 schon angedeutet wurde ist fiir weite Teile der Losung
von (2.97) eine Skalierungsvorschrift v;(%) zu erwarten, wenn man nach
skaleninvarianten Anteilen in v(v,t) sucht. Dies wird durch Abbildung 2.25
eindrucksvoll bestétigt.

Allerdings stellt sich in der Umgebung von x = —% offenbar keine Konvergenz
ein. Dieser Bereich wird zumindest fiir z < —% besser durch die in Abb. 2.24

dargestellte Skalierung zeitunabhéngig.
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Als Kritikpunkt lafst sich noch bemerken, daf in allen Simulationen, die

sich auf den Abschnitt 2.4 beziehen, die Fehlerfunktion u(z,t) = —erf(;%-) =

¢(z,t) benutzt wird, obwohl die theoretische Formulierung allgemeiner ist.
Dieser Umstand ist durch das Programm bedingt, mit dem die Simulationen
durchgefiihrt wurden: u(x,t) ist selbst Losung einer Diffusionsgleichung und
146t sich daher leicht in die betrachteten Differentialgleichungen einbringen,
weil das Programm Reaktions-Diffusions-Systeme simulieren kann. Funktio-
nen ¢(z,t), die nicht einer Diffusionsgleichung geniigen, kénnen nicht ohne
weiteres eingebunden werden.

Die Fehlerfunktion hat aber den Vorteil, daf sich mit ihr die Bedingung (2.70)
leichter erfiillen 14ft, weil die Losungen v der betrachteten Differentialglei-
chungen gerade Prozesse beschreiben sollen, die sich langamer als diffusive
ausbreiten.
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2.7 Zusammenfassung

In den vorangegangenen Abschnitten ist das Skalenverhalten gestorter Diffu-
sionsgleichungen fiir grofe Zeiten untersucht worden. Begonnen wurde mit
Gleichungen der Form

v=0"+ F(v,v,v").

Das Anfangswertproblem 14ft sich im Fall F' = 0 exakt mittels GAUk-Faltung
16sen. Diese GAUR-Losungen besitzen ein Skalenverhalten, das heifst, sie
haben je nach Anfangswertproblem fiir groke Zeiten ¢ die Gestalt

Vi

wobei [ = % oder 8 = 0 ist. fg ist je nach Fall die GAUK-Verteilung oder die
Fehlerfunktion.

Dieser Umstand wird benutzt, um Anfangswertprobleme und Stérungen F
so zu klassifizieren, dafs die zugehorigen Losungen v sich fiir grofle Zeiten ¢
der Funktion vg fiir alle « beliebig nédhern.

Der Beweis dazu 14t sich mit Renormierungsgruppentransformationen fiih-
ren. Dabei wird eine kontrahierende Skalentransformation R auf dem Raum
aller zuvor zugelassenen Anfangswerte konstruiert und gezeigt, daf eine héu-
fige Wiederanwendung auf vg(z, 1) fiihrt. Dieser Anfangswert, so it sich
dann zeigen, ist aber die Losung v(x, t) zu grofen Zeiten ¢, die sich annéhernd
nach der ungestorten Diffusionsgleichung entwickelt und damit der Form vq
immer dhnlicher wird.

ol 1) = I,

Es gibt nun Systeme von partiellen Differentialgleichungen, die auf Gleichun-
gen der Struktur

v=v"+F(v,9)

mit einer bekannten Funktion ¢(z,t) fithren. Fiir die Losungen v derartiger
Gleichungen ist in einigen Fillen auch ein Skalenverhalten bekannt geworden:

vg(z,t) =t~ %" (xt™7)

wobei % > ~ ist. Im Kapitel 2 ist versucht worden, die Methode der Re-

normierungstransformation auf solche Probleme anzuwenden. Im Gegensatz
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zu den GAUR-Fillen zuvor existiert hier kein natiirlich vorgegebenes Verhal-
ten. Vielmehr miissen die Exponenten v und 7 aus der Differentialgleichung
bestimmt werden. Dabei hat sich herausgestellt, daf bei vorausgesetztem
Skalenverhalten v — wvg fiir ¢ — oo zu v > 2 die Gleichung
1

a+7—2
gilt, unabhingig vom Anfangswertproblem.
Desweiteren ist die Konvergenz v — wvg gegeniiber den GAUR-Fillen eine
lokale, das heifst, sie gilt nicht unbedingt fiir alle z. Dabei ist das Kon-
vergenzgebiet eingeschrankt durch den Konvergenzradius der TAYLOR-Reihe
von ¢ um die Stelle x,, an der ein Skalenverhalten vg erwartet wird. Dies
liegt an der Definition der Skalentransformation fiir ¢.
Zudem ist noch ein Verfahren zur Bestimmung der Exponenten « bzw. v
angegeben worden, wenn an F'(v, ¢) gewisse Bedingungen gestellt werden.
Die gefundenen Zusammenhénge stimmen mit den Ergebissen anderer Ver-
offentlichungen iiberein.

Diese Details sind schliefslich mit numerischen Methoden an einigen Modell-
gleichungen veranschaulicht worden. Dabei hat sich in manchen Féllen ein
gemischtes, auf verschiedenen Bereichen ausgeprigtes Skalenverhalten der
Losung v gezeigt:

v(x,t) = vg(x,t) +vs(z,t) = tgﬁfﬁ(%) + %" (xt™7)

Insgesamt erhilt man damit einen besseren Ausgangspunkt fiir einen Beweis
der Aussage v — vg + vg fiir t — o0.

Die Weiterentwicklung dieser Ergebnisse kann in verschiedene Richtungen
verlaufen:

die Bedingungen fiir 3 > + sind in dieser Arbeit fast unberiicksichtigt geblie-
ben. Diese hingen aber sicherlich von den Anfangsbedingungen ab: fallen
diese fiir |x| — oo auf 0 ab, so kann man, wenn F'(v, ¢) beschriankt bleibt, mit
einem GAUf-Verhalten der Losung v rechnen. Desweiteren mufl der Term ¢
in F(v,¢) ,bremsend” auf die Ausbreitung von v wirken, denn % > v bedeu-
tet, daf sich v langsamer als die iibliche Diffusion ausbreitet.

Weiterhin sind die hinreichenden Bedingungen fiir einen Konvergenzbeweis
unbekannt und nur an speziellen Systemen untersucht worden. Insbesondere
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wird dadurch unter Umstdnden das Konvergenzgebiet genauer bestimmt.
Schlielich 14t sich das Programmpaket dahingehend weiterentwickeln, dafs
sich ein Skalenverhalten v = vg + vg besser untersuchen lafst. O

Im folgenden Kapitel wird der numerische Hintergrund beleuchtet. Da es
hier um Langzeitsimulationen geht, besteht die wesentliche Berechnungs-
methode aus dem CRANK-NICOLSON-Verfahren, welches eigens fiir partielle
Differentialgleichungen vom Typ der linearen Wirmeleitungsgleichung ent-
wickelt wurde. Fiir die nichtlinearen Anteile, die i.a. nicht bekannt sind,
wurde eine Nidherung verwendet. Das Zeitgitter wurde daraufhin ,dyna-
misch” programmiert, weil die Stabilitdt des Algorithmus nicht gewédhrleistet
werden kann. Das bedeutet, daf die Zeitauflosung verfeinert wird, wenn
die Losung der nichtlinearen Differentialgleichung sich zeitlich rasch &ndert
und automatisch grober gewdhlt wird, wenn die Losung sich zeitlich kaum
noch dndert. Einzelheiten zur Arbeitsweise des Programms befinden sich im
vierten Kapitel.



Kapitel 3

Numerik

Die meisten partiellen Differentialgleichungen lassen sich nicht exakt, das
heifst in geschlossener Form, 16sen. Zwar ist es moglich durch eine Stérungs-
rechnung das Losungsverhalten fiir kurze Systemzeiten zu charakterisieren,
allerdings kann man daraus im allgemeinen nicht auf die Asymptotik schlie-
fsen. Numerische Simulationen bieten einen Eindruck von moglichen Lang-
zeitverhalten anhand charakteristischer Modellsysteme.

In diesem Kapitel wird ein effizientes Verfahren, das CRANK-NICOLSON-
Verfahren, zur Losung solcher Reaktions-Diffusions-Systeme (RDS) vorge-
stellt, welche sich durch partielle Differentialgleichungen vom Typ der ge-
storten Wérmeleitungsgleichung mit jeweils einer Koordinate in der Zeit und
im Ort beschreiben lassen. Die numerischen Betrachtungen in dieser Arbeit
dienen aber nicht nur der Losung solcher RDS, sondern auch der Suche nach
einem Skalierungsverhalten dieser Losungen fiir grofte Zeiten. Man versucht
also die Zahlen 7, & # 0 so zu einer numerisch bestimmten Losung u(z,t)
zu finden, daf ein Verhalten der Form

u(Et,t) = g(§)

fiir gentigend grofe ¢ und £ € (a,b) C R nachweisbar wird.

Zunichst seien einige Bemerkungen zu allgemeinen Begriffen der Numerik
vorangestellt (vgl. [Mitc80] und [Schw97]). Diese dienen dann der sich an-
schlieffenden Erlduterung und Diskussion des hier benutzten Verfahrens.

127
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3.1 Grundbegriffe numerischer Verfahren

Zur numerischen Behandlung von Differentialgleichungen miissen die vor-
kommenden Funktionen und partiellen Ableitungen diskretisiert werden. Ein
erster Ansatz hierfiir ist das Ersetzen der Ableitungen durch ihren Differen-
zenquotienten. Betrachtet man die gewohnliche Differentialgleichung

d

(@) = £l y(@)

mit der Anfangsbedingung

y(T6) = Yo
so geht diese mit den Stiitzstellen xp := x,+hi , 71 =0,1,2,... ,n, h =konst.
iiber in

%(yi-i-l —yi) = [flwi ) (3.1)

= Yir1 = Yi+hf(zi, ) (3.2)
Dies ist die Integrationsmethode von EULER. Geometrisch bedeutet (3.2)
eine Approximation der exakten Losungswerte y(z;) durch die y; , die durch

eine sukzessive Linearisierung an den Stiitzstellen x; entstehen. Die Abbil-
dung 3.1 verdeutlicht diesen Zusammenhang.

y

y(X)

Y Y Y, Y,

Abb 3.1 X, X, X, X,

Da y;,1 ohne weitere Zwischenschritte ausgerechnet wird, heifst ein sol-
ches Verfahren Einschrittverfahren, sonst Mehrschrittverfahren.
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Wenn man statt (3.2) durch eine Diskretisierung eine Rechenvorschrift der
Form

Yir1 = Yi + hF (25, yi, Yig1, ) (3.3)

erhilt, so spricht man von einem impliziten Verfahren. Zu solchen werden
nun die Begriffe lokaler und globaler Diskretisationsfehler eingefiihrt.

Definition :

(a) Der lokale Diskretisationsfehler d;y, an der Stiitzstelle z; sei definiert als

div1 = y(wip1) — y(@:) — hF (25, y(2:), y(2ig1), h) (3.4)
(b) Der globale Diskretisationsfehler g; an der Stiitzstelle z; sei definiert als
9i = y(xi) — i (3.5)

Fiir implizite Verfahren, wie das in dieser Arbeit verwendete CRANK-
NicoLsON-Verfahren, gilt unter der Voraussetzung der LIPSCHITZ-Stetigkeit
von F(x,y,zh) in den Variablen y und z und mit dpe, > maz(|d;||i =
0,1,2,...,n) die Beziehung

dmax ) .
|gl| < Ll 'GhZK, ZZO)L"' y 1 (36)
wobei 0 < L < oo die LipscHITZ-Konstante und h/K = (1+hL)/(1—hL)—1
mit 0 < K bezeichnet (vgl. Anhang 5.8). O

Die Stabiliat einer numerischen Methode bedeutet die dauerhafte Beschréin-
kung der Abweichung von der exakten Losung. Ist also y(z;) die exakte und
y; die berechnete Losung, so soll eine Konstante GG existieren, derart daf fiir
allez =1,2,...,n gilt:

lgil <G (3.7)

Man beachte, dak dies bei (3.6) wegen der Abhéngigkeit von h und i noch
nicht der Fall ist. Bevor wir zu Kriterien fiir die Stabilitdt bestimmter Ver-
fahren kommen, dehnen wir die Bezeichnungen auf Funktionen y(z,t) aus,
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welche nun von zwei Variablen abhingen. Zugrunde liegt ein 2-dim. Gitter
aus Stiitzstellen z; = z,+hi , 7 =0,1,... ,;nund t; =t,+kj, 5 =0,1,... ,m
mit den Gitterkonstanten h und k. Wie zuvor auch, bedeutet y(z;,¢;) die
exakte Losung einer gesuchten Funktion y an diesen Stiitzstellen und y; ; die
Approximation des Wertes y(z;,t;) durch ein numerisches Verfahren.

Zur Vereinfachung der Notation fassen wir alle Werte zum selben ¢; in ei-

nem Vektor zusammen. Es stelle also y(¢;) = (y(z1,%5),... ,y(zn,t;)) € R
den Vektor der exakten Losung an der Stiitzstelle ¢; dar und analog y; =
(Y14 -+ »Yn,;) € R die zugehorige numerische Losung.

Jetzt gehen wir davon aus, dafs eine Iterationsvorschrift der Form

AYj+1 = By; (3.8)

gilt, wobei A und B n x n- Matrizen sind und A invertierbar ist. Wenn sich
daraus fiir den Fehlervektor g;11 =y (tj+1) — ¥j41, J =0,1,...,m ebenfalls

gj+1 = Ailng (3.9)
also
gin = Clg (3.11)

ergibt, so lakt sich die Stabilitat der Methode (3.8) wie folgt festlegen:

Definition:

Eine Methode mit der Iterationsvorschrift (3.8) zur Approximation einer
Funktion y(x,t) wird als stabil bezeichnet, falls fiir den Fehlervektor g;
die Gleichung (3.11) erfiillt ist' und es ein G € R gibt, so daf fiir alle j € N
und beziiglich einer Matrixnorm ||-|| gilt:

lgiill < ||| el < G (3.12)
Dies ist dquivalent zu

¢’ <@ (3.13)

!Dies ist bei Gleichungen der Form o(z,t)0v = 0, (a(z,t)0,v) + b(x,t)0,v — c(x,t)v
der Fall, weil die gesuchte Funktion v(z, ) nur linear auftaucht.
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Als Spektralradius einer quadratischen n x n— Matrix M definiert man

p(M) := mlax{|)\l||)\l ist Eigenwert von M; [ =1,... ,n} (3.14)

Dann gilt fiir beliebige Matrizennormen die Abschitzung p(M) < ||M]|
und damit (vgl. Anhang 5.7)

p(MI) <pI(M) < M| < M (3.15)

Mit (3.13) und (3.15) wird klar:

Stabilitat des Verfahrens = p(C) <1 (3.16)
p(C) <1 und Stabilitit = g; =3 0 (3.17)
ICII<1 = Stabilitat (3.18)

p(C)=|C| = {Stabilitit & p(C) <1}  (3.19)

Wie im Anhang beschrieben ist, lifst sich gerade bei symmetrischen Matrizen
|IC|| < 1 erfiillen. Dies ist niitzlich zu wissen, denn solche Matrizen treten
bei der CRANK-NICOLSON-Methode auf. Diese Erlduterungen bilden den
begrifflichen Rahmen, in welchem das benutzte Verfahren nun erklirt wird.

3.2 Die CRANK-NICOLSON-Methode

Das Verfahren von CRANK und NICOLSON wurde fiir Funktionen u(x,t),
r € Rund ¢t € R entwickelt, deren Bestimmungsgleichung Varianten der
Wirmeleitungsgleichung sind, bspw. mit den Funktionen a(z), p(z) und ¢(z)

Owu(z,t) = 0, (a(x)O,u(x,t)) + p(x)u(z,t) + q(z) (3.20)

Solche Formen einer gestorten Wéarmeleitungsgleichung werden in dieser Ar-
beit aber nicht untersucht, weil v in der Stérung nur linear auftritt, hingegen
das Langzeitverhalten gerade von den Nichtlinearitdten in v abhingt. Im
Folgenden wird das CRANK-N10COLSON-Verfahren entsprechend modifiziert
vorgestellt und hinsichtlich des Diskretisationsfehlers diskutiert. Die Stabi-
litdt der Methode kann nicht generell behandelt werden. Mit den Begriffen
dazu aus 3.1 sind aber lineare Gleichungen vom Typ (3.20) noch analysierbar.
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Bei der Ersetzung der partiellen Ableitungen von u(z,t) in (3.20) durch
diskrete Ausdriicke ist es wiinschenswert, dafs dieselbe Gitterstelle zu ap-
proximieren. Dies wére bei der Wahl

1
O~ z {wiger — uig} (3.21)
1
8§u ~~ ﬁ {Ui+1,j — 2Ui,j + Uifl,j} (3.22)
x; = x1+hi, h=kFkonst, i=1,...,n (3.23)
tj = to+kj, k=konst, j=0,1,... (3.24)

sicherlich nicht der Fall, wie aus der Abbildung 3.2 deutlich wird, denn d,u
wird am Punkt C ermittelt, 9?u hingegen an der Stelle A= (z;, t;). Des-
halb mittelt man die Differenzenapproximation der Ortsableitung iiber zwei
Zeitschritte und diskretisiert also mit

1
Uge & g Wittt = 2iget + Uiy + Ui — 2055+ uimagh o (3.25)

wodurch der Punkt C (vgl. Abb. 3.2) von beiden Ausdriicken jeweils am be-
sten approximiert wird. Natiirlich kann man sich auch andere Verdnderungen
unter diesem Aspekt iiberlegen. Diese stellen jedoch hinsichtlich des Rechen-
aufwands und der Fehlerminimierung nicht unbedingt eine Verbesserung zur
hier benutzten Form dar.

B
o |
C
tj D A E
X1 X Xi+1 Abb.: 3.2

Auf diese Art werden auch alle weiteren Terme in Gleichungen der Form
Ou = DO2u + au + Nu] + f(z)

angenéhert, wobei D, o € R Konstanten, f(z) eine nicht notwendig stetige,
aber zeitunabhingige Funktion und N[u| Nichtlinearitdten in Abhéngigkeit
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von u(z,t) bezeichnen. Das bedeutet also die Ersetzungen

1
u(zi tips) = 5 Ui+ uiga} (3.26)
flzi) — fi (3.27)
Wir werden weiter unten feststellen, dafs in den zu betrachtenden gekoppelten
Gleichungssystemen (3.26) nicht immer durchfithrbar ist. Zunéchst seien

aber die Reaktions-Diffusions-Systeme (RDS), welche von nun an betrachtet
werden, angefiihrt:

o = DMy 4 oWyM ¢ NORO,
dul? = D(Q)azu@) +aPu® 4 N [u(l), e

()

()

s 8
S =
+ -
~ =
s 2

oul? = D(Q)agu(Q) + a@y@ 4 N@ [u(l), . ,u(‘I)] + f@ (z) (3.28)

mit g € N, a® = konst und DO | [ =1,...,q als Diffusionskonstanten.
Die Funktionen N®[u® ... u@] [ =1...¢ enthalten Kopplungsterme
und Nichtlinearitdten, hingen aber nicht explizit vom Ort z oder der Zeit
t ab. In ihnen ist die Ersetzung (3.26) i.a. auch nicht sinnvoll, weil zum
einen Grofen mit verschiedenen Zeitindizes nicht so separiert werden kon-
nen, dak sich eine Gleichung der Form ug-l}rl = F[ug-1 - ,ug-‘izl] ergibt,
wobei F' nicht mehr explizit von ug-l}rl abhingen soll, und desweiteren die in

g-l}rl mit [ > erst spiiter berech-
net werden. Der dadurch entstehende Fehler bei der Bestimmung von ug-l}rl
wird durch mehrere Nachiterationen mit wihlbarer Genauigkeit wieder kom-
pensiert. Das bedeutet, daf die gefundenen Lésungen solange ineinander
eingesetzt werden, bis eine voreingestellte Toleranz von der zuvor berechne-
ten Losung unterschritten wird. Erst nach dieser Prozedur der Nachiteration

berechnet der eigentliche CRANK-NICOLSON-Algorithmus aus u; die Losung

der [ —ten Gleichung vorkommenden u

u]'+1.

Um nun eine handliche Rechenvorschrift zu gewinnen, schreibt man zunéchst
mit

N(l) — N(l) U(l) u(‘])

] f 2t g
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die diskretisierte Gleichung fiir einen Reaktanden mit dem Index [ =1,... ¢
im Inneren des numerischen Gitters, d.h. fiir ¢ =2,... ,n—1und 5 >0,
hin:

1 ! ! 1 l ! l
7 {U’E])+1 - U'E])} = D(l)2—h2 {UEJZLJ'H - QUZ(',;'H + Uz(>)1,j+1

+ully— 2+l b (3:29)

1 I ! l l
vl ul} £ NG+ A0 Ba0)

Anschliefsend sortiert man zu gleichem Zeitindex j mit der Schreibweise r :=
k/h?:

TD(l) 1 I{?Oz(l) 1 T'D(l) 1
D uggl,jﬁ(umm_ 2_> = 20
)

’I“D( 1 ka(l) 1 TDU) 1
= iy + <1 —rDY + T) ug) + Tuz(—)l,j (3.31)

G G
+ kNY 4 kf,

Fiir die Indizes 7 =1, n flieken Randeffekte in die sich ergebenen Gleichun-
gen ein. Diese sind hier so gewihlt, dafs das zugrunde liegende Ortsgitter mit
den Stiitzstellen x; periodisch wird, d.h. fiir alle 7 > 1 soll

o ._ 0

Yoj = Unyj
I !
u,(zzrl’j = ug’)J (3.32)

gelten. Das stellt sicher, daf man den Zeitpunkt ¢; des Erreichens der Orts-
beschrinkungen einer Losung u” erkennen und dadurch die folgenden Itera-
tionen unter Umstédnden als nicht auswertbar identifizieren kann. Ohne peri-
odische Rénder hingegen konnen die Stoffkomponenten u”) aus dem System
fliefsen und damit moglicherweise vollig verschwinden, so daf eine Langzeit-
simulation verfélscht wird.

Mit (3.32) und der Vektorschreibweise aus 3.1 14t sich nun fiir festes j > 1

und [ die Gleichung (3.31) durch
(2= kaME+rDY) W), = (2+ka®)E —rDOF) v
+2k(NY 4 £0) (3.33)
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zusammenfassen, wobei E die n x n—FEinheitsmatrix,

und J eine n x n — Matrix der Gestalt

2 -1

-1 2
0o -1

: 0

J = :
0 O

-1 0

(N N33)
)TNy
(F0 - 1)
0
0 ... 0
-1 0 0
0
.2 —1
0 -1 2
0 -1

ist. Man erhélt also eine Iterationsvorschrift dhnlich zu (3.8).

(0

Um nun den Vektor u;,

135

mit moglichst geringem Aufwand zu berechnen,

wird zunéchst festgestellt, dak folgende Zerlegung der auf der linken Seite
von (3.33) stehenden Matrix mit

gilt:

(2 - kaME+rDVJ =

2 — kaV +2rDO

—rDW
Ao ... 0 D
a® O 0 0
RO) :
0 oo
: D g 0
0 0 O 40

(3.34)

(3.35)
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C(ll) 0 mgl) C O 0 fl)
) 1 0 0 0 mél) D 0 Cél)
0 0 :
B 1 0 0 ¢,
0 0 0 nff,’f2 1 0 m® W
€0 g, 1)\ o 0w

2

Dabei werden die rekursiven Folgen (m(-l)> , (5”) und
i=1,2,...,n i=1,2,...,n—1

(g ~(l)> definiert durch
i=1,2,... ,n—1

mgl) = al¥
o ) —rD®
L mgl) a®
N2
mgl) = a(l) — (C((Z) , 1= 2 n — ]_
mi_y
DO — (rDOY’
D= r(l)gﬁ)l ( ) ,i=2...n—2 (3.36)
m; Hj:l m;
n—1 9
) = a3 (&)
j=1
1 TD(l) 1
572)71 = 0 (§n72_1>
my_1
Ci(l) = fl(l)mgl) ,i1=1...n—1

Der Grund fiir eine solche Zerlegung ist folgender:

Betrachtet man ein lineares Gleichungssystem der Form
Ax=(LR)x=Db

mit der Unbekannten x und dem vorgegebenen Losungsvektor b, so 1aft
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sich dieses auch durch die Operationen

1. Ly =b (3.37)
2. Rx =y (3.38)

mit einer Hilfsvariablen y l6sen. Die spezielle Gestalt von L und R geméaf
(3.35) ermoglicht aber ein besonders einfaches sog. Vorwérts- bzw. Riick-
wirtseinsetzen zur Bestimmung der Vektoren y bzw. x.

Der gesamte Rechenaufwand betrégt, sofern sich die Zerlegung der Matrix
A nicht dndert, (n —2)+(n—1)+14+24+(n—2)-3 =6(n—1) x n (wobei
nur Multiplikationen bzw. Divisionen als wesentliche Operationen gezihlt
werden). Eine Invertierung einer Matrix mittels GAUR-Algorithmus muf mit
einem Aufwand oc n? betrieben werden und selbst wenn L~! berechnet und
verwendet wird, so vermindert sich die Anzahl der wesentlichen Operationen
nur so, daf§ sie proportional zu n? ist.

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daf derartige tridimensionale Gleichungs-
systeme zur Losung von Diffusionsprobemen im zweidimensionalen von der
CRANK-NICOLSON-Methode nicht optimal geldst werden. Statt dessen ver-
wendet man besser die Methode der alternierenden Richtungen von PEACE-
MAN und RACHFORD zur Minimierung des Rechen- und Speicherbedarfs. [

Kommen wir nun zur Berechnung des lokalen und globalen Diskretisations-
fehlers d; ;11 und g; ;1

Nach (3.4) hat man mit p:= Dr/2 und v := ka/2

di,j-l—l = —/,Lu(l‘i+1, tj_|_1) + (]. + 2/,L — l/)u(fL’Z’,t]‘+1) — /Lu(xi—latj-i—l)
s, ) — (1= 2+ v)u(as, ) — (s 1, t)

zu betrachten. Setzt man nun die jeweiligen TAYLOR-Entwicklungen bis
zur 4. Ordnung um den Punkt (z;,¢;) ein, so ergibt sich mit der Notation
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d,u(xi, t;) = 0,u, z = x,t in zusammengefakter Form der Ausdruck

1
dij1 = k[Ou— DOu—au— N — f]+ 5/62@ [—au — DO?u + Oyul

1. 4.9 D _, 1 D 5.
—|—2k 0; [—au 28Iu+38tu] 12kh diu
1 yas 1 o
“pk O lou = ol + o

= O(K’) + O(h%k) + ...

KO u+ ...

Die erste Klammer stellt die betrachtete Differentialgleichung dar und ver-
schwindet daher, die 2. Klammer ergibt nach der vorgegebenen Gleichung
gerade die Storungen N und f , welche ja nicht explizit von der Zeit ab-
héngen sollen, woraus das Verschwinden des 2. Summanden folgt. Aus dem
Zusammenhang (3.6) zwischen globalem und lokalem Diskretisierungfehler
schliefst man auf

giji1 = O(K*) + O(h?) . (3.39)
O

Zur Stabilitit der Methode iRt sich, falls NO[u), .. @] = 0 fiir alle
[ gilt, folgendes sagen:

Nach (3.8) und (3.33) muk die Matrix
C® = (2 = ka)E + rDOI) " (2 + ka)E — rDVJT)
betrachtet werden. Die Eigenwerte der symmetrischen Matrizen
BY := (2 + ka®)E 7 rDVJ)
haben, wenn \; die Eigenwerte der Matrix J bezeichnen, die Gestalt
ABYY =2+ ka® FrDO); .

Fiir die Eigenwerte \; der Matrix J gilt 0 < A\; <4 (s. Anhang 5.9).
Legen wir die Matrixnorm

IM]|, := max {|A| | A ist Eigenwert von M}
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fest, so gilt bei symmetrischen Matrizen p(M) = |[[M||, (s. Anhang 5.7).
Nach (3.19) hat man also fiir die Eigenwerte A\(C") der Matrix C

ABY)
(B(l)

MCO)| = | <1

>
~—

zu fordern, um Stabilitdtsaussagen iiber das Verfahren machen zu koénnen.
Dies fiihrt auf die Beschriankung

0<aPh?<DOU);.

Wenn man sicher gehen will, daf der Fehlervektor g; 1 (vgl. 3.10) fiir hiufige
Iterationen verschwinden soll, dann ist

0<aPn? < DO),; (3.40)
zu erfiillen.
Der Fehlervektor g verschwindet nicht, falls der Eigenvektor eZ = (1,...,1)
zum Eigenwert A\; = 0 sich als Losung der Iteration ergibt. Das Auftreten
von el bedeutet aber, das an jeder Stiitzstelle z; , i = 1,... ,n der gleiche

Wert angenommen wird. Aufgrund der periodischen Randbedingungen kann
dann nicht mehr sinnvoll von einer Diffusion gesprochen werden. Durch eine
nicht zu aufwendige Vergroferung des Gitters kann diesem Problem jedoch
aus dem Wege gegangen werden.

Zwar liegen keine Bedingungen hinsichtlich der Stabilitit fiir A und k vor,
falls ¥ = 0 ist. Trotzdem diirfen h und k nicht beliebig grof gewihlt wer-
den, weil sonst der globale Fehler g; ; zu grof wird und man bestenfalls noch
eine qualitative Beschreibung der Losung erhilt.

Im Gegensatz zur herkémmlichen CRANK-NICOLSON-Methode ist zu beach-
ten, dafs diese Stabilitdtsanalyse nicht ohne zusétzliche Annahmen fiir den
Fall N[u] # 0 zu gebrauchen ist. Fiir allgemeine Nichtlinearititen kann man
keine Aussagen iiber die Stabilitdt der Berechnungsmethode treffen. Ebenso
gilt die Fehlerabschéitzung (3.39) nur, wenn die in den Entwicklungskoef-
fizienten stehenden Terme Ni(’lj) zu allen Zeiten beschrinkt sind, was einer
Stabilitdtsaussage gleichkommt.

In der praktischen Umsetzung ist der Algorithmus deshalb mit einer Funk-
tion versehen, die eine zu starke zeitliche Anderung der berechneten Lésung
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wahrnimmt. Tritt ein solcher Fall ein, so verringert sich die Zeitgitterkon-
stante k sowie die davon abhéingigen Gréfsen und es wird eine Neuberechnung
durchgefiihrt. Verlduft die Bestimmung der Losung auf dem kontrahierten
Zeitgitter in diesem Sinn stabil, so wird k£ nach einigen Iterationen auto-
matisch wieder vergofert. Die Zeitauflosung pafst sich also der zeitlichen
Veriinderung der Losung so an, dak schnelle Anderungen feiner und langsa-
me grober aufgelost werden. O



Kapitel 4

Programmbeschreibung

4.1 Programmverlauf und
Hilfen fiir den Anwender

Das Programmpaket
Notwendig fiir das Programm sind folgende Dateien:

1. cure.pl
Perl-Skript zur Eingabeverwaltung

2. Baba.pm
Modul fiir cure.pl zur Verarbeitung von Funktionen

3. WIZZY .cpp
C-++4- Simulationsmaske

4. Yaga.h
Vektorklasse fiir WIZZY .cpp mit speziellen Eigenschaften

Konzipiert wurde das Programmpaket zu den folgenden Hilfsprogrammen:

(i) Perl-Interpreter der Version 5.005_ 03 fiir UNIX-Systeme
(ii) g++- Compiler der Version 2.95.2 fiir UNIX-Systeme
(iii) GNUPLOT der Version 3.7 fiir LINUX

Weiter umfakt das Programmpaket noch diverse Hilfsprogramme zur Daten-
verarbeitung, deren Beschreibung sich in den folgenden Abschnitten befindet.

141
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Programmverlaufsiibersicht

Eine Verlaufsiibersicht sei vorangestellt, wobei SYSNA den Namen der Simu-
lation bezeichnet:

cure.pl erstellt mit Hilfe des Moduls Baba.pm in einem Dialog mit dem An-
wender die fiir die Simulation nétigen Eingabedateien, welche ausschliefslich
aus dem Teil Systemeinstellungen 4.1.2 aufgebaut sind (vgl. Abb. 4.1).
Sie enthalten keine fiir die Berechnungsmethode nétigen Daten und tragen
alle die Endung *SYSNA, was sie von den Simulationsdaten unterscheidbar
macht (vgl. Datenausgabe 4.1.3).

Im Teil Numerische Umgebung 4.1.1 hingegen werden hauptséichlich die
fiir den CRANK-NICOLSON-Algorithmus nétigen Parameter eingestellt. Die-
se werden durch cure.pl mit WIZZY .cpp verbunden und somit der eigentliche
C++-Quellcode SYSNA.cpp der Simulation erstellt. Dieser wird automatisch
kompiliert und zur Ausfiithrung gebracht.

Eingabe- WIZZY .cpp
dateien Yaga.h
-

Numerische Umgebung
Systemeinstellungen
(Dialog mit dem Anwender)

Syshna

[ Simulationsdaten}

=

Abb.: 4.1

Insofern stellen die folgenden Abschnitte Numerische Umgebung und
Systemeinstellungen eine Beschreibung des Verlaufs des Perl-Skriptes cu-
re.pl dar. Eine detailierte Erlauterung des Programms SYSNA befindet sich
im Kapitel 4.2.
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4.1.1 Numerische Umgebung

Die Bezeichnungen stimmen mit denen des Quellcodes der Simulationsmas-
ke WIZZY .cpp bzw. mit denen aus 3.2 iiberein. Um das unterscheiden zu
konnen, ist denjenigen Grofen, die aus 3.2 stammen die entsprechende Glei-
chungsbezeichnung angefiigt.

Zunéchst wird der Dialog mit dem Anwender beschrieben und die Bedeu-
tung der abgefragten Werte erklirt. Jeder Frageblock kann auf Wunsch des
Benutzers wiederholt werden.

1.

2.

Systemname: SYSNA

Kommentar zur Simulation
Dieser befindet sich im Kopf der Dateien mit der Bezeichnung
* STINX SysNA (vgl4.1.3)

z : Anzahl der Ortsgitterpunkte (3.23)

h : Feinheit des Ortsgitters (3.23)
Abstand zweier benachbarter Ortsgitterpunkte

k : Feinheit des Zeitgitters (3.24)
Abstand zweier aufeinanderfolgender Zeitgitterpunkte

Zeit . Simulierter Zeitpunkt, der das Ende der Berechnung markiert
Unabhéngig von den folgenden Eingaben wird beim Abschlufs der Si-
mulation eine letzte Ausgabe zu diesem Endzeitpunkt erzeugt. Darin
eingeschlossen sind auch die Kombinationen und deren Skalierungen
(vgl. unter 4.1.2 den Abschnitt Skalierungen).

Datenschritt : Iterationsanzahl zwischen zwei Momentaufnahmen
Nach Datenschritt Iterationen wird ein Abdruck des Systems gemacht.

L : Zeitbasis ((1.3) oder (2.17))
Falls Losungen zu den Zeitpunkten

tshot = L™, n €N (4.1)

skaliert werden sollen, kann ein festes L € [1,100) hier eingestellt wer-
den. Die Eingabe von unter Umstdnden verschiedenen 9—Werten er-
folgt spater (s. unter 4.1.2 im Abschnitt Skalierungen).
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10.

11.

12.

13.
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Feinheit : Maximale Anderung aufeinanderfolgender Losungen

Es kann vorkommen, dafs sich der simulierte Systemzustand wihrend
aufeinanderfolgender Iterationen sehr schnell dndert. Mit dem Wert
Feinheit kann eine obere Schranke dieser Anderung eingegeben werden,
die bei Uberschreiten eine Verfeinerung des Zeitgitters veranlaft. Der
zugehorige Parameter dafiir ist £ Redfak.

Intern : Innere Iterationswiederholung

Da i.a. gekoppelte Systeme berechnet werden sollen, mufs die zu ei-
nem Zeitpunkt ¢ gefundene Losung fiir die beteiligten Komponenten
wgetestet” werden. Dazu werden die Losungen in die jeweils anderen
Gleichungen, in denen sie verwendet werden, eingesetzt. Bei zu starker
Abweichung von der zuvor gefundenen Losung muft die Berechnung fiir
diesen Zeitpunkt ¢ erneut erfolgen (,Nachiteration” vgl. 3.2). Wie héiu-
fig dieses automatisch durchgefiihrt wird, kann hier eingestellt werden.

k_ Redfak : k-Reduktionsfaktor

Da Losungen schnell wachsen und die Feinhest leicht {iberschreiten kon-
nen, ist es sinnvoll die Zeitauflosung £ automatisch anzupassen. Es ist
dann:

kB, = Kair /K eaar - (4.2)

Die von k abhéngigen Grofen des Algorithmus werden ebenfalls neu
berechnet.

Mazx_ Breaks : Maximale Haufigkeit der k— Anpassung mit k& Redfak
Mit Maz_ Breaks kann eine obere Schranke fiir die Haufigkeit des Uber-
schreiten des Wertes Feinheit eingestellt werden. Sollte dann wihrend
der Simulation noch einmal Feinheit iiberschritten werden, so erfolgt
keine Zeitgitteranpassung mehr, das heifst die berechneten Ergebnisse
sind dann giinstigenfalls noch qualitativ verwendbar.

Min_ stabil : Minimale Iterationsanzahl zur k—Expansion

Mit Min_ stabil 1ikt sich eine minimale Anzahl von Iterationen ein-
stellen, die durchlaufen werden miissen um das Zeitgitter wieder ex-
pandieren zu lassen, falls es zuvor verfeinert wurde (s. Feinheit und
Maz_ Breaks). Der zugehorige Parameter dafiir ist Dosis. Min_ stabil
funktioniert nur, falls Max_Breaks noch nicht {iberschritten wurde.
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14. Dosis : Prozentanteil der aktuellen Zeitauflosung k

Der Wert Dosis regelt die automatische Expansion des Zeitgitters, das
zuvor durch k_ Redfak verkleinert wurde. Dabei ist dann

Dosis € [0,1] (4.3)

kD) = (14 Dosis)ka (4.4)

Es kann kﬁgg nicht den urspriinglichen Wert k,, welcher vor Beginn der

Simulation eingegeben wurde, iibersteigen. Gilt also k, < kD) , dann

findet keine Anpassung mehr statt, das heift die von k£ abhingigen
Grofsen des Algorithmus werden nicht verdndert.

4.1.2 Systemeinstellungen

1. Konstanten

e Anzahl : Stoffanzahl ¢ aus (3.28)

Dies ist die Zahl der Komponenten (< 100 ), aus welchen das simulierte
System bestehen soll.

GAUk-Losung (s. 1.2.1)

Hier ist es moglich die Berechnungen der GAUR-Losungen zu umgehen,
welche vor der Simulation mittlels GAUR-Faltung berechnet werden.
Diese werden in Dateien mit der Bezeichnung Gausstoff STINX (vgl.
4.1.3) gespeichert und kénnen von GNUPLOT gelesen werden. Dies ist
sinnvoll fiir Vergleiche mit der Lésung zum ungestorten Wiarmeleitungs-
system, aber u.U. sehr zeitaufwendig. Das Hilfsprogramm real.pl (s.
4.1.4) nimmt diese Option jedoch nicht wahr und erstellt immer Da-
teien, die auf GAUR-Losungen Bezug nehmen. Diese Verweise miissen
dann nachtriglich entfernt werden, weil es sonst zu Fehlermeldungen
kommen kann.

Diffko und alpha : Konstanten D und ay;, aus (3.28)

Pro Stoff werden die Diffusionskonstanten D und die «y;,—Werte ab-
gefragt und in den Dateien mit der Bezeichnung Diff. SYSNA bzw.
Alph.SYsSNA hinterlegt (vgl. 4.1.3).

Startbedingungen
Pro Stoff werden die Startbedingungen erfragt und in Dateien mit der
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Bezeichnung Stoff. STINX.SYSNA und Stoff  STINX SYSNA gespeichert
(vgl. 4.1.3). Es besteht die Mdoglichkeit mehrere Intervalle mit ver-
schiedenen Funktionen, die in Abhéngigkeit von = geschrieben werden
miissen, zu initialisieren. Eine Uberlagerung wird additiv verarbeitet

9.9

und fiir Divisionen muf hier *:’ statt ’/’ benutzt werden.

2. Nichtlinearitsiten N[u("),... ,u(@] aus (3.28)

e Pro Komponente wird nun nach den Nichtlinearitdten in Abhingigkeit
aller vorkommenden Stoffe gefragt. Diese miissen mit u[Stoffindex-1|
bezeichnet sein. So muss z.B.

—2(2.Stoff)(1.Stoff) + (3.Stoff) als 0 — 2% u[l] * u[0] + u[2]

eingegeben werden.

3. Zeitfreie Funktionen f(z) aus (3.28)

e Pro Stoff konnen hier zeitunabhéngige Funktionen eingegeben werden,
analog zu den Startbedingungen. Zu finden sind sie in den Dateien
Zf.STINX.SYSNA und Zf STINX SYSNA (vgl. 4.1.3)

4. Skalierungen

e RGKom(u[0], ... ,u[q]) : Zu skalierende Kombination
In Abhéangigkeit der verschiedenen Komponenten kénnen Kombinatio-
nen eingegeben werden (s. 4.1.2 im Abschnitt Nichtlineaitéiten), die
gemilfs

RGKom(z,t) — tmfuRGKom(xtﬁfu,t) (4.5)

skaliert werden sollen. Der Zeitpunkt ¢ wird aufgrund von Datenschritt
oder L (s. 4.1.1) gewihlt und die Losung in SKomSTINX.ABC gespei-
chert. Je nach Wunsch kénnen auch die zu skalierenden Kombinationen
ausgedruckt werden. Die zugehorigen Dateien tragen die Namen
KombiSTINX.ABC (vgl. 4.1.3).

Die Moglichkeit Kombinationen zu skalieren ist sinnvoll, weil bei ent-
koppelten Systemen Intern (s. 4.1.1) kleiner gew&hlt werden kann,
trotzdem aber durch diese Option die urspriinglich gekoppelten Kom-
ponenten berechnet und skaliert werden kénnen.
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Man erkennt hier folgenden Zusammenhang zwischen den Bezeichnun-
gen der Skalierungsexponenten der Theorie (2.18) und des Programms:

skat (V) % (4.6)
YSkal (W, 79) = %ﬂ (4-7)

e Gamma und Alpha_ RG : Skalierungsexponenten (4.7) und (4.6)
Dies sind die zu den zuvor eingegebenen Kombinationen gehorigen Ska-
lierungsexponenten (s. RGKom(u[0], ... ,u[q])). Sie werden als Dezi-
malbruch eingegeben. Fiir (2.56) und (2.65) gilt:

d*_1+ 2 .
d,+1 d,+1

skat(Vs) + Vskar(we, V) =

Nach der letzten Eingabe werden die Daten verarbeitet und die Simulation
gestartet.

4.1.3 Datenausgabe

Das Programm erstellt folgende Dateien (SYSNA = Systemname; STINX —
Stoffindex; ABC = Dateiindex):

1. SYSNA.cpp
Enthélt den C++- Code fiir die Simulation und wird i.a. automatisch
kompiliert mit g++ -o SYSNA SYSNA.cpp -1m

2. SYSNA
Ausfithrbare Simulation

3. Alph.SysNa
Enthélt die ay;, —Werte (alpha bzw. (3.28)) der Komponenten und wird
von SYSNA.cpp benétigt

4. Diff. SysNa
Enthélt die Diffusionskonstanten D (Diffko bzw. (3.28)) der Kompo-
nenten und wird von SYSNA.cpp bendétigt
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Stoff. STINX.SYSNA
Enthilt die Startfunktionen der Komponenten (s. 4.1.2 Abschnitt Kon-
stanten) und wird von SYSNA.cpp bendtigt

Stoff STINX SYSNA

Wie 5., jedoch von GNUPLOT lesbar (linke Spalte — z—Koordinate,
rechte Spalte — y— Koordinate) und erweitert durch den zu Beginn
der Einstellungen eingegebenen Kommentar und durch die Angabe der
Startfunktionen

Zf.STINX.SYSNA und Zf STINX SYSNA
Analog zu 5. und 6. werden hier die zeitfreien Funktionen der Kompo-
nenten gespeichert

Gausstoff STINX
Enthilt die GAUSS-Losung des Anfangswertproblems (s. 1.2.1)

Stoff STINX.ABC

Enthélt die gefundene Losung und folgenden Kopf (,#” am Beginn einer
Zeile kennzeichnet fiir das Programm GNUPLOT eine Kommentarzeile
und wird daher iiberlesen. Bei anderen Graphikprogrammen muf dies
u.U. geéindert werden.):

#System: SYSNA

i

#Datum: 24.02.2001
i

#Shot : 0/1

#

#8Shot-Nr : Shot Nr
#Diftko = D
#Alpha = ayp

#Nichtlin = Nichtlinearititen
#Feinheit des Ortsgitters h— h
#Feinheit des Zeitgitters k= k

#Zeit = Zeit

#Zeitpunkt: Timestep

#Feinheit = Feinheit

#Anzahl der k-Halbierungen : Breaks
#Innere Iterationen Intern = Intern
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#Abdruck nach Iterationen : Datenschritt
#Gammaexponent der RG-Trafo: vyspa
#Alphaexponent der RG-Trafo: agrq

Erlduterungen zu noch unbekannten Variablen:

(I) Der Zeile ,Shot” entnimmt man, dak die betrachtete Datei zu ei-
nem Zeitpunkt g, = L™ , n € N, gedruckt wurde (s. 4.1.1) oder
infolge der regelméfigen Abdrucknahme mittels Datenschritt (s. 4.1.1)

entstand. Im ersten Fall steht nach ,Shot:” die Ziffer 1, im zweiten die
Ziffer 0.

(IT) An der Zeile ,Shot-Nr” liest man ab, wie oft ,,Shot: 1” bisher auftrat.

(ITIT) ,Nichtlin” enthélt die zu dieser Komponente eingegebene Kom-
bination von Nichtlinearititen (s. 4.1.2).

(IV) ,Zeitpunkt” druckt die Systemzeit, zu welcher die Datei erstellt
wurde. Mit ,Shot: 17 und den bekannten Werten aggy = 2/9 und L
14kt sich somit zu einer skalierten Kombination das zugehorige n (s.
(I)) bestimmen.

(V) ,Anzahl der k-Halbierungen” gibt an, wie oft das Zeitgitter verrin-
gert wurde. In der Zeile ,Feinheit des Zeitgitters k” steht aber immer
der aktuelle k—Wert.

KombiSTINX.ABC

Enthélt die zu skalierenden Kombinationen; STINX bedeutet hier den
Index der eingegebenen Kombination. Der Dateikopf ist identisch mit
dem von Stoff STINX.ABC.

SKomSTINX.ABC

Enthélt die skalierten Komponenten-Kombinationen; STINX bedeutet
hier den Index der eingegebenen Kombination.

Der Kopf der Datei unterscheidet sich von StoffSTINX.ABC in zwei
Punkten:

(a) Es gibt eine Zeile, die den L—Wert enthilt.
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(b) Statt der Zeile, welche die Nichtlinearititen in StoffSTINX.ABC dar-
stellt, wird in SKomSTINX.ABC jene Kombination RGKom/[ ... | ge-
druckt, welche zur Erstellung von SKomSTINX.ABC skaliert wurde.

4.1.4 Beschreibung der Hilfen

(i) Benutzung von real.pl

Das Hilfsprogramm real.pl (Aufruf u.U. durch ./real.pl) erstellt eine Da-
tei, welche die Dateinamen *STINX.ABC aus einer Simulation enthélt, deren
Daten sich der Benutzer anschauen will. Die Benutzung verlauft folgender-
mafen:

1. Eingabe des Systemnamens : SYSNA
2. Eingabe des Namens der zu erstellenden Datei : NAME

3. Eingabe der einzulesenden Daten : DATEITYP
Hier mufs also entweder ,,Stoft”, ,Kombi” oder ,SKom” eingetragen wer-
den.

4. Eingabe eines Kommentars : KOMMENTAR

5. Eingabe von STINX
Hier werden nacheinander jene STINX eingegeben, die man sich von
DATEITYP anschauen mochte. Um die Eingabe zu beenden gibt man
schlieflich ’q’ ein.

6. Eingabe von ABC
Zu jedem STINX, den man zuvor eingegeben hat, kann man nun eine
Auswahl von Indizes ABC bzw. die eigentliche Dateiauswahl treffen.
Jede Eingabe ist mit 'q’ abzuschlieflen. Nach der letzten Abfrage hat
man die Moglichkeit alle Abfragen zu wiederholen.
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Es entsteht eine Datei NAME.SYSNA, welche typischerweise so aussieht

HHHHHHFHAHHAFH AT HHFHAHFHAH AT HAF A
#+#  Kommentar: Ein kleines Beipiel eines Kommentars

##

iikia

i b b
plot "Stoff01.002"w 1,\

"Stoff01.004"w 1,\
"Kombi02.008"w 1,\
"SKom02.001"w 1,\
"SKom02.003"w 1,\
"SKom02.006"w 1,\
"Gausstoff01"w 1,\
"Gausstoff02"w 1
pause -1

Dabei wird immer Bezug auf die Dateien Gausstoff STINX genommen, auch
wenn diese nicht berechnet wurden. Diese Verweise miissen dann gegebenen-
falls entfernt werden.

Der plot-Befehl wird vom Hilfsprogramm GNUPLOT verarbeitet. Er kann
durch die entprechende Optionen verindert werden. Die Moglichkeiten dazu
entnimmt man der GNUPLOT-Hilfe.

(ii) Benutzung von changy.pl

Dieses Hilfsprogramm erzeugt aus den Dateien, die eine Simulation erstellt
hat, Eingabedateien fiir eine erneute Simulation. Dabei werden alle Kom-
mentarzeilen und die Spalte der x—Werte geldscht und der Rest in einer
neuen Datei gespeichert. Das ist sinnvoll, wenn eine Simulation abgebro-
chen werden muf: die zuletzt erstellten Daten Stoff STINX.ABC kénnen durch
changy.pl fiir eine neue Simulation mit u.U. anderen Rahmenbedingungen
verwendet werden.

(iii) Benutzung von rename.pl

Mit rename.pl lassen sich Dateinamen speziellen Formats d&ndern. Dieses For-
mat hat die Form *STINX.ABC und kann in *neuerNameSTINX.ABC geindert
werden. Dies hilft beim Gebrauch von real.pl.
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(iv) Benutzung von autozip.pl

autozip.pl komprimiert alle Daten in einem Verzeichnis und priift anschlie-
fsend in regelméfigen Zeitabsténden dessen Grofse. Sobald Daten hinzugefiigt
wurden wird dies erkannt und die Daten automatisch mittels gzip kompri-
miert. Die Zeit zwischen zwei Kontrollen kann voreingestellt werden. auto-
zip.pl ist in jedem Fall dann zu verwenden, wenn durch eine Simulation grofte
Datenmengen zu erwarten sind.

(v) Benutzung von expo.pl

Dieses kleine Programm berechnet zu einem L—Wert die Werte tg,,, = L™
mit n € N zu verschiedenen agg = 2/9 und bis zu einem maximalen 7,4,
Diese Werte werden auf dem Bildschirm ausgegeben. Dies ist hilfreich bei der
Zuordnung von Dateien: wenn zu verschiedenen o gy, —Werten Skalierungen
durchgefiihrt wurden, braucht man nur den Zeitstempel Timestep (vgl. 4.1.3)
der zu priifenden Datei mit den Ergebnissen von expo.pl zu vergleichen.
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4.2 Programmverlauf der Simulation

In diesem Teil der Beschreibung wird auf die Arbeitsweise der eigentlichen
Simulation, genannt SYSNA, eingegangen. Diese Bemerkungen sollen helfen
neue Module in den schon bestehenden Teil zu integrieren oder einige Funk-
tionen zu verbessern. Die erlauterten Routinen entsprechen denen der Maske
WIZZY .cpp und der Klasse Yaga.h. In einigen Punkten mufs auf 3.2 verwie-
sen werden, wo die Funktionsweise des Algorithmus ausfiihrlich dargestellt
wird. Zunichst soll wieder eine Ubersicht vorangestellt werden, in der nur
die wesentlichen Schritte eingezeichnet sind:

Berechnung de
shot-Werte
p Berechnung der
m- und &-Folge

Iteration mit

Berechnung de
Gaul3-Loésung
(optional)

Lesen der
Eingabedaten

Crank-Nicolson

Parameter-
Y korrektur
Test: Feinheit

Wiederholung: Intern

Test: shot-Zeit
Test: Datenschritt

Skalierung (optional)
Ausgabe

Test: Min_stabil

Abb.: 4.2

.

GausstoffStinx
Erlauterungen zur Abbildung 4.2:

Im sich anschlieffenden Text werden die folgenden Abkiirzungen gebraucht:

(a) Speicherung: Array
bezeichnet Daten, die zur Laufzeit von SYSNA entstehen und in Array abge-
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legt werden.

(b) X-Methode: Methode
bezeichnet die wesentliche Funktion Methode, die gerade benutzt wird. Da-
bei ist X = W oder Y fiir Funktionen aus WIZZY .cpp oder Yaga.h.

Die Ausgaben werden immer von Writeall (W-Methode) gesteuert mit Aus-
nahme der Dateien SKomSTINX.ABC, welche von Give out (Y-Methode) be-
druckt werden.

1. Berechnung der shot-Werte
In diesem zu Beginn des Programms stehenden Teils werden die fiir den Test
,Shot-Zeit” notigen Werte (4.1) zu u.U. verschiedenen agy,; berechnet. Dabei

wird ne, S0 gewihlt, dak zu maximalem agzsf) noch

o) < Zeit
gilt.
Speicherung: Expo

2. Lesen der Eingabedaten

In der Reihenfolge oy, (alpha), D (Diffko), Startbedingungen und Zeitfreie
Funktionen werden die entsprechenden Dateien eingelesen (s. 4.1.2).
Speicherung: alpha, Diffko, Stoff, Zf Fkt

3. Berechnung der GAUR-Losung (optional)
Hier werden auf Wunsch des Benutzers die Losungen zum Anfangswertpro-
blem

w(x,t) = u'(x,t)
u(z,0) = f(z)
mittels GAUR-Faltung fiir den Zeitpunkt Zeit berechnet und als Gausstoff STINX

ausgegeben (s. 1.2.1 und 4.1.3) .
Y-Methode: GaussFalt

4. Berechnung der m—und £—Folge
In diesem Teil wird aus den Werten k , «y;, und D fiir jeden Stoff die m—und
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¢—Folge rekursiv gebildet (vgl. (3.36)und (3.28)).
W-Methode: m_xi_F

5. (I) Mit der m—und £— Folge stehen nun die Matrizen fiir die modifizierte
CRANK-NI1COLSON-Methode fest. Damit 14t sich nun die LR—Zerlegung
ausnutzen (s. (3.37) und (3.38)):

(i) Berechnung des Vektors
b; = ((2+ kayin)E — r1DI)u; + 2kN; + 2kf

fiir jede Komponente (vgl. (3.33)) zu 0 < j
W-Methode: RightSide

(ii) Vorwértseinsetzen: Berechnung von c; in Lc; = b,
Y-Methode: Push

(iii) Riickwértseinsetzen: Berechnung von u;;; in Ru; .y = ¢;

Y-Methode: Pull

(IT) Test: Feinheit
Gilt nun fiir die in (I) gefundene Losung

\/ s |ui i1 — uij| > Feinheit, (4.8)
ie{l,...,n}

so wird die Losung u;y; verworfen. Es erfolgt eine Anpassung der Zeitgit-
terauflosung k s kir) wie in (4.2) beschrieben und eine Neuberechnung der
m— und £—Folge beziiglich S fiir alle Komponenten. Ist (4.8) nicht erfiillt,
so wird u;;; wieder fiir den Teil (I) verwandst.

W-Methode: Test it

Insgesamt wiederholt sich die Abfolge (I)/(IT) Intern-mal. Erst wenn es also
Intern oft nicht zur Erfiillung von (4.8) gekommen ist wird der Programm-
verlauf fortgesetzt. Durch diese Nachiteration wird man der Kopplung der
Gleichungen untereinander gerecht. Eine Zeitgitteranpassung wie sie in (II)
beschrieben ist wird nur Maz_Breaks-mal zugelassen (vgl. 4.1.1).

6. Test: shot-Zeit/Datenschritt
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Die simulierte Systemzeit ¢gyssen Wird mit den berechneten ,shot-Zeiten” ¢4,
aus 1. verglichen. Gilt dann

tSystem - tshot <k

so wird u.U. skaliert und ein Abdruck des Systemzustandes gemacht. Glei-
ches geschieht, falls Datenschritt Iterationen durchlaufen wurden, oder die
Simulation beendet wird, das heifst

Zeit — tSystem <k
erfiillt ist (zu Zeit vgl. 4.1.1).

7. Test: Min_stabil

Sind seit der zuletzt durchgefiihrten Zeitgitteranpassung mittels k& +— k)
aus (4.2) Min_ stabil Tterationen durchgefiihrt worden, dann erfolgt eine au-
tomatische Vergroferung des k—Wertes auf k — kien < k, wie in (4.4) be-
schrieben und die Neuberechnung der m—und £—Folge zu kSP). Als Schranke
fiir ki) dient der urspriinglich eingegebene Wert k. U

Auf der beigefiigten CD befinden sich die beschriebenen Programme im Ver-
zeichnis Paket.

Die iibrigen Verzeichnisse enthalten alle in dieser Arbeit beschriebenen Si-
mulationsdaten, aber auch solche Ergebnisse, die hier nicht niher erlautert
wurden.



Kapitel 5

Anhang

5.1 Definition eines BANACH-Raumes

Ein reeller Vektorraum B mit einer Abbildung ||-|| : B — R heifle BANACH-
Raum, falls gilt:

(i) Firallebe B, b#0: ||b|| >0

(ii) Fir aller e R, b€ B : ||rb|| = || - ||b]|

(iii) Fiir alle ¢,b € B (Dreiecksungleichung): ||c + b|| < ||e]| + |||

(iv) B ist vollsténdig beziiglich ||-|| (Jede CAUCHY-Folge konvergiert in B).

5.2 Definition der L,—Raume

Fir 1 <p < oo und Q C R"” sei

L,(Q) = {u :  — Rlu messbar, |[|ul|, := (/ |u|pd:1:> "< oo}
0

und

Lo(2) := {u : Q= R ||u]|, =inf{q € R dr = 0}}

{zeQ|u(z)|>q|}

definiert. Dabei werden Funktionen miteinander identifiziert, die sich nur
auf einer Nullmenge unterscheiden.

Die Riume L,(€2) sind BANACH-Réume beziiglich ||-|, .

Es gilt die HOLDER-Ungleichung: Seien 1 < p,q € R mit

157
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1 1
4=t
qg D

Dann gilt fiir je zwei Funktionen f € L,(2), g € L,(2)

1£9ll, ) <1 Fllp llgll,

5.3 Definition der FOURIER-Transformation
Fiir jede Funktion f € L;(R™) und jedes £ € R” heife die Funktion

f:R'—C

welche definiert ist durch

¢ - 1 —i(z-&) gn
f(&): 2n) /n f(x)e d"z
= > ko1 Tk

die FOURIER-Transformierte von f. Dabei ist (x - &) :
Als Umkehrung erhélt man

fx)= [ f©ee9de

Rn
1. Es gilt die sog. Faltungsformel
fxg="F-g
mit
(fx9)(@) = | flz—y)gy)dy
R

2. Aus dem Satz von PLANCHEREL folgt:
Ist f e Li(R") N Ly(R™), so ist f € Ly(R™)und

11, = || 4],
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3. Offensichtlich gilt

1l = H/’“fkdkH

< / [ 1 lak
A 1

< Sukp(1+k4)|f(k)|/mdk

< s%p(l + B (1 F(R) + 1 F (R)])

5.4 Trivialer Fixpunkt ¢} bei Fronten
Es gilt

Rpgy(z) = ¢5(2) = u + (uy — u)e()

denn mittels GAUR-Faltung erhilt man

w(Le,1?) = \/4_“/4#7_1/ exp ( fi”l)))/y exp(_zg)didy
—e(v)
e B e BT R
T Van/ar L2—1/ / xp ( yL Lxl)))eXp(_(zzy)Q)dydz
= [ e g (N,
“ . exm—“;é%
- = / exp ( )dz

= e(2)
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Die Konstanten erfiillen die o.g Gleichung ohnehin. Ein wenig heuristischer
verlauft die folgende Herleitung: es gilt ja

Rif(k) = L7'a(L™'k, L?)
— [ lek(O-L72) f(L_lk)

weil

Rpf(x) = u(Lx,L?)
L a5
= me @2=0 x f(x)

Nun ist f(z) = e(z) , also 9, f (v) = F=exp{(—%)}. Daher ist

BT = i f(L)

_ e*(L_lk)Q

und somit

ikRpf(k) = L 'Le ® (L7 (LTH)

1.2
:@k

woraus durch Ricktransformation

d 1 22
4

C(Ruf)@) = ——e

Vi
Ripf(x) = \/%/ e~ dz

folgt. Die FOURIER-Transformierte von e(z) existiert jedoch fiir £ = 0 nicht,
weshalb der Ansatz in Frage gestellt werden mufs.
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5.5 Eine Teilung der 1 auf R

Eine weitaus einfachere als in der Arbeit angegebene Teilung der Eins ist die
folgende Konstruktion fiir eine Funktion ¢y : R — R :

1—|z|, falls|z|<1
d(x) =

Zw(x—n) = 1

nel

0, falls|z|>1

Diese erfiillt aber nicht die Voraussetzungen in der Normdefinition, denn
ist in z = 0 nicht differenzierbar, mithin ¢ ¢ C'*.

5.6 Berechnung der Gleichung fiir w

Wie im text schon angedeutet ist, soll a = a(u,d,u) und v = u* + v* + w
bezeichnen. Nach Defnition ist w = v — v*. Die PDGI fiir v und v*sind
bekannt, so dafs also

w = —8tv* + 8tv
= =0, [0: (1 +a* (u))v*) + O, walu’, 0) (Opu*)?]
((1 + a)@ v+ (a—a*(u*))0u")
Oz [(a —a*(u")) 0,v" — a0yv™ — Opv™ — v*0a™ (u”)
~0(o,wya(u*,0) (Bu*)? + adyv + d,v + (a — a*(u*))dyu’]

Oy [(a — a™(u")) 0pv" + ad,w + Opw — v*0a™ (u*)
~o.wa(u’,0) (9,u")” + (a — a(u"))dyu”]
= *w+ 0, [(a — a*(u*)) Opv* + adyw — v*Opa* (u*)

+ ((a —a*(u")) — Oo,uya(u”, 0)&,;11*) &Cu*]
= Pw+K

+

gilt.
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5.7 Spektralradius und Matrizennorm

Sei M eine beliebige quadratische Matrix und ||[M]|| eine bel. Matrizennorm
sowie p(M) der zu M gehorige Spektralradius. Dann ist

p(M) < [M]]

denn offenbar gilt fiir jeden Eigenvktor x von M

Al el < [[Ax ]| = [[Mx ]| < [IMI] 1|
und wegen
M| < M vt << v
fiir j =0,1,... folgt eben
p(MY) < MY
Betrachtet man nun die sog. Spektralnorm
|M]|, := max {|A||\ ist Eigenwert von M}

so stellt man sofort fest:
Ist M eine symmetrische und quadratische Matrix, so gilt p(M) = |[|M||,;
denn:

IMIf; = p(MTM) = p(M?) = p*(M)

5.8 Globaler und lokaler Diskretisationsfehler

Sei

|F(z,a,b,h) — F(x,a,b, h)|
|F(z,a,b,h) — F(z,a,5,h)|

Lla— «of

<
< Lp-p] (5.1)

mit 0 < L < oo und max (|d;| | =0,1,2,...) < dpazr < 00 , sowie 0 < K so,
dafs
1+ hL

1+hK:1_hL

(5.2)
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gilt. Betrachtet man nun
y(@ip1) = y(@;) + hF (2, y(2:), y(2i41), h) + diga (5.3)
und zieht davon
Yir1 = Yi + hF (2, Yi, Yir1, ) (5.4)
ab, so ergibt sich fiir i =0, 1,... mit (5.1)

giv1] = lgi +h - [F(@i,y(z:),y(xis1), h) — F (@i, yi, y(xita), h)
+ F(x4, yi, y(Tig1), h) — F (@i, ¥is Yir1, h)] + diy1]
< lgil + AL - [ly(2i) — il + [y(wis1) = via|] + |diga]
(L+hL) |gil + hL |gis1| + |dis1]

(1+hL) |diq] ,
—_— falls hL < 1 ist.
= hL)| Gl @y lshE<T
< (1 K  PEE— .

Insgesamt kann man damit abschétzen

ar

9iv1] < (A4 hK)|g| + —

(1-— hL)
dm
< (14 hK)?|g;i_ hK)+1 “
< (R g+ (14 ) + 1)
<
. - dmaI
< (1+hK)* g+ (1 +hK) + ...+ (1+hK)+1) T hD)
— 141 (1 + h’K)H_l -1 . dmaz
- (]‘ + hK) |g0| + hK (1-hL)
. GHDRE _ 1 (g
< Q+DhK € ) maz
S el e Ao
d A
< max (H—l)hK 1 = o) — Yo = . t.
S RO -hD) weil g, = y(x,) — yo, = 0 is
d .
_ _Amar itk 5.6
(1+hL)" (5:6)

wobei (1 + z)! < € fiir alle i = 1,2,... und fiir alle 0 < x benutzt wurde.
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5.9 Berechnung der Eigenwerte der J-Matrix

Zur Stabilitdtsanalyse des CRANK-NICOLSON-Verfahrens benotigt man die
Eigenwerte der vorkommenden Matrizen und damit die der vorkommenden
Matrix J. Dazu bedient man sich der diskreten FOURIER-Analyse: man
betrachtet die Basisvektoren eines n—dimensionalen C—Vektorraums

exp(2mik/n)

exp(2 - 2mik/n
e, = p( . /) L k=1...n
exp(n - 2mik/n)

und stellt fest, dak jeder dieser Vektoren schon Eigenvektor der Matrix J ist,
denn es ist

Jer, = (2 —exp(2mik/n) — exp(—2wik/n))ey
= 2(1 — cos(2mik/n))ex
=: )\kek

Da aber J hochstens n verschiedene Eigenwerte A, haben kann, sind dies
auch schon alle. Insbesondere erkennt man die Abschétzung 0 < A\, < 4 fiir
alle k =1...n.

5.10 Lokal gleichmafiige Konvergenz

Definition

Eine Funktionenfolge f, : X — C heiftt lokal gleichméfig konvergent in
X, falls jeder Punkt z, € X eine Umgebung (offene, x, enthaltene Menge)
U C X besitzt, so dak f, in U gleichméfig konvergiert.



Literaturverzeichnis

[Baz2000/1] Bazant, M. Z.; Bonnefont Antoine; Argoul, Francoise: Asym-
ptotic Analysis of Diffuse-Layer Effects on Time-Dependent Interfacial Ki-
netics. cond-mat /0006104 7 Jun 2000

[Baz2000/II] Bazant, M. Z.; Stone, H. A.: Asymptotics of Reaction-Diffusion
Fronts with One Static and One Diffusiong Reactant. physics/9904008 10
Nov 2000

[Bron95] Bronstein, I. N.; Semendjajew, K. A.; Musiol, G.; Miihlig, H.: Ta-
schenbuch der Mathematik 2. Aufl. Verlag Harri Deutsch, Thun, Frankfurt
am Main 1995

[Brey99] Breymann, U.: C++ Eine Einfithrung. 5. Aufl. Carl Hanser Verlag
Miinchen 1999

[Bric93 /1] Bricmont, J.; Kupiainen, A.: Universality in Blow-Up for Nonli-
near Heat Equations. chao-dyn/9306007 21 Jun 1993

[Bric93 /11| Bricmont, J.; Kupiainen, A.; Lin, G.: Renormalisation Group
and Asymptotics of Solutions of Nonlinear Parabolic Equations. chao-
dyn /9306008 21 Jun 1993

[Bric94| Bricmont, J.; Kupiainen, A.: Renormalizing Partial Differential
Equations. chao-dyn/9411015 14 Nov 1994

[Bric96] Bricmont, J.; Kupiainen, A.: Stable Nongaussian Diffusive Profiles.
Nonlinear Analysis, Theory, Methods & Applications, Vol. 26, No. 3, pp.
583-593, 1996

[Buse91| Busenberg, S.; Martelli, M. (Eds.): Differential Equations Models
in Biology, Epidemiology and Ecology. Springer Berlin 1991

165



166 LITERATURVERZEICHNIS

[Cons2000] Constantin, P.; Kiselev, A.; Ryzhik, L.: Quenching of Flames by
Fluid Advection. nlin.CD /0006024 15 Jun 2000

[Droz91| Droz, M.; Cornell, S.; Chopard B.: Role of fluctuations for inho-
mogeneous reaction-diffusion phenomena. Physical Review A, Vol. 44, No.
8, pp 4826-4832, 15 October 1991

[Droz92| Droz, M.; Cornell, S.; Chopard B.: Some properties of the diffusion-
limited reaction nA + mB — C' with homogeneous and inhomogeneous
initial conditions. Physica A, Vol. 188, pp 322-336, 1992

[Droz99| Droz, M.; Antal, T.; Magnin, J.; Racz, Z.: Formation of Liesegang
Patterns: A Spinodal Decomposition Scenario. Physical Review Letters,
Vol. 83, No. 15, pp 2880-2883, 11 October 1999

|[Epst62] Epstein, B.: Partial Differential Equations. McGraw-Hill Book
Company, Inc. 1962

[Fors83] Forster, O.: Analysis 1. 4. Aufl. Vieweg & Sohn Verlagsgesellschaft
mbH Braunschweig 1983

[Fors84] Forster, O.: Analysis 3. 3. Aufl. Vieweg & Sohn Verlagsgesellschaft
mbH Braunschweig 1984

[Galf84| Galfi, L.; Racz, Z.; Properties of the reaction front in an A+ B — C'
type reaction-diffusion process. Physical Review A, Vol. 38, No. 6, pp 3151-
31554, 15 September 1988

|Gold94] Goldenfield, Nigel; Chen, Lin-Yuan; Oono, Y.: Renormalisation
Group Theory for Global Aysmptotic Analysis. cond-mat/9407024 5 Jul
1994

[Grob77] Grobner, W.: Differentialgleichungen Teil 1&2. Bibliographisches
Institut AG Ziirich 1977

|Giihn2001] Giihne, O.: Diplomarbeit an der Westfilischen-Wilhelms-
Universitit Miinster, Institut fiir Theoretische Physik. Januar 2001

[Jets89] Jetschke, G.: Mathematik der Selbstorganisaton. VEB Deutscher
Verlag der Wissenschaften Berlin 1989

[Jost98| Jost, J.: Partielle Differentialgleichungen. Springer Berlin 1998



LITERATURVERZEICHNIS 167

[Kise2000] Kiselev, A.; Ryzhik, L..  Enhancement of the Trave-
ling Front Speeds in Reaction- Diffusion Equations with Advection.
math.AP /0002175 22 Feb 2000

[Levi94| Levin, S. A. (Ed.): Frontiers in Mathematical Biology. Springer
Berlin 1994

[Magn2000] Magnin, J.: Properties of the asymptotic nA + mB — C
reaction-diffusion fronts. cond-mat /0004219 19 Apr 2000

[Mitc80] Mitchell, A. R.; Griffiths, D. F.: The Finite Difference Method in
Partial Differential Equations. John Wiley & Sons Ltd. 1980

[Murr93] Murray, J.D.: Mathematical Biology. 2nd Ed. Springer Berlin 1993

[Prig79] Prigogine, I.: Vom Sein Zum Werden. 2. Aufl. R. Piper & Co. Verlag,
Miinchen 1979

[Remm95] Remmert, R.: Funktionentheorie 1. 4. Aufl. Springer Berlin 1995

[Schw97| Schwarz, H.R.: Numerische Mathematik. 4. Aufl. B.G. Teubner
Stuttgart 1997

[Stra95| Strauss, W. A.: Partielle Differentialgleichungen. Vieweg & Sohn
Verlagsgesellschaft mbH Braunschweig 1995

[Witt91] Wittwer, P.; Schenkel, A.; Stubbe, J.; Asymptotics of Solutions in
a A+ B — C Reaction-Diffusion System. Physica D 69, pp135-147, pp
135-147

[Witt99] Wittwer, P.; Schenkel, A.; van Baalen, G.: Asymptotics of solutions
in nA 4+ nB — C reaction-diffusion systems. 15 April 1999

[Wlok82] Wloka, J.: Partielle Differentialgleichungen. B.G. Teubner Stutt-
gart 1982



168 LITERATURVERZEICHNIS



Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich abschlieffend noch bei all denen bedanken,
die diese Arbeit in der vorliegenden Form ermoglicht haben. Dies sind in
unsortierter Reihenfolge

CHRISTIAN WIECZERKOWSKI, der mit der Themenwahl mein In-
teresse wecken konnte und zu meinem Verstindnis des mathema-
tischen Hintergrunds beitrug,

Prof. Dr. GERNOT MUNSTER, der sich der Betreuung annahm
und mich durch Gespréiche und Hinweise auf einige Ideen brachte,

MATHIAS BODE, der mir einen anderen Zugang zu diesem Thema,
aufzeigte und Anregungen zur Programmgestaltung gab,

ANDREAS BERG, AXEL FELDMANN und ANGELIKA KIPPERT,
die sich zur Korrektur einiger Kapitel bereit erklarten,

ToBias KAROW, der seinen Rechner wochenends zur Verfiigung
stellte und mir damit viel Zeit ersparte,

OTFRIED GUHNE, der sich mit mir den ersten Teil im gemein-
samen Biiro erarbeitet hat und mit dem es immer wieder Spafs
gemacht hat iiber mathematische oder physikalische Probleme zu
diskutieren und

GISELA und JURGEN HIESTER, meine Eltern, die mein Interesse
fiir Physik jahrelang durch ein Studium forderten.

Ganz besonders bedanke ich mich bei Dir, Angelika, fiir dein Verstindnis
und deine Unterstiitzung wiahrend der letzten Monate.

169












Hiermit versichere ich, diese Arbeit selbststindig und ohne andere als die
angegebenen Hilfsmittel angefertigt zu haben.

Miinster, 24.02.2001
























