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1. Einfithrung

Gittereichtheorien stellen heutzutage ein wichtiges Hilfsmittel zur Untersuchung teil-
chenphysikalischer Theorien dar. Sie eignen sich aufgrund ihrer Konstruktion hervorra-
gend fiir eine numerische Simulation und bieten eine alternative, nicht-stérungstheore-
tische Herangehensweise. Insbesondere in der Quantenchromodynamik ist dieser Ansatz
duferst gewinnbringend, weil dadurch in den durch Stérungstheorie nicht erreichbaren
Bereich kleiner Energien vorgedrungen werden kann. Somit konnen Phdnomene wie das
prominente Confinement der Hadronen theoretisch untersucht werden. Sozusagen als Ne-
beneffekt sind die Gittereichtheorien automatisch regularisiert, das heif3t es treten hier
keine stérenden Ultraviolettdivergenzen auf.

Die Konzepte der Gittereichtheorie sind allerdings nicht auf die Quantenchromodyna-
mik beschrinkt. Ebenso kéonnen zum Beispiel die Quantenelektrodynamik oder auch
supersymmetrische Theorien auf dem Gitter behandelt werden. Die in dieser Arbeit ge-
messenen Daten wurden auf Basis eines solchen supersymmetrischen Modells erstellt.

Als eine das Standardmodell der Teilchenphysik erweiternde Theorie ist das Konzept der
Supersymmetrie ein viel versprechender Kandidat. Mit ihr wird eine Symmetrie zwischen
Bosonen und Fermionen postuliert, wodurch bosonische und fermionische Zusténde in
direkter Weise ineinander transformiert werden konnen. Damit verdoppelt sich quasi das
Teilchenspektrum des Standardmodells: Jedes Teilchen erhélt einen sogenannten Super-
partner. Obgleich eine experimentelle Verifikation noch aussteht - bisher wurde noch kein
Superpartner gefunden - bietet das Konzept der Supersymmetrie doch einige Ldsun-
gen zu heutigen Problemen des Standardmodells. Beispielsweise findet sich in dieser
Theorie ein Ansatz zur Losung des Problems der Feinabstimmung der Naturkonstanten.
Zudem ist es in supersymmetrischen Theorien weitaus einfacher, eine Quantentheorie
der Gravitation zu entwickeln. Aus diesen Griinden ist eine genauere Untersuchung der
Eigenschaften von supersymmetrischen Quantenfeldtheorien von Interesse. Die Gitte-
reichtheorie bietet sich dabei als nicht-storungstheoretischer Ansatz besonders an, weil
hiermit Vorhersagen und offene Fragen analytischer Untersuchungen mit numerischen
Methoden abgekléart werden konnen.

Die Arbeitsgruppe um Prof. Dr. Gernot Miinster, in der diese Arbeit entstanden ist, be-
trachtet dabei die N = 1 supersymmetrische Yang-Mills-Theorie. Thre Wirkung &hnelt
der der Quantenchromodynamik; es existiert ein bosonischer und ein fermionischer Teil
der Wirkung. Der bosonische Part beschreibt die aus der QCD bekannten Gluonen,
welche bei dem in dieser Arbeit betrachteten Modell in drei Farben auftreten diirfen.
Der fermionische Part ist im Gegensatz zur QCD nicht durch die Wirkung der Quarks
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gegeben, sondern beschreibt stattdessen die sogenannten Gluinos, die Superpartner der
Gluonen. Der Namenszusatz N = 1 steht hier fiir die Anzahl der Gluino-, Flavors“, also
die Anzahl der betrachteten Superladungen.

Aufgrund der Tatsache, dass Quarks und ihre zugehorigen supersymmetrischen Partner-
teilchen vollstédndig vernachléssigt werden, stellt die beschriebene Theorie keine super-
symmetrische Erweiterung der Quantenchromodynamik dar.

Wie dem Titel dieser Arbeit bereits zu entnehmen ist, soll der Fokus hier auf Methoden
zur Bestimmung einer Skala in der Gittereichtheorie liegen. Die Techniken und Verfah-
ren hierfiir sind im Grunde unabhéngig davon, ob nun die Quantenchromodynamik oder
eine supersymmetrische Theorie genutzt wird.

Die Bestimmung der Skala ist von grundlegender Bedeutung, um die auf dem Gitter
evaluierten Groflen in physikalischen Einheiten oder zumindest in einer einheitlichen
Skala darstellen zu konnen. Ohne Skala kénnen zum Beispiel fiir den Fall der QCD keine
Vergleiche mit dem Experiment erfolgen. Mehr noch: Daten, die auf verschiedenen Git-
tern berechnet werden, konnen dann nicht verglichen werden. Dies ist der entscheidende
Punkt, warum die Berechnung einer Skala auch fiir das in dieser Arbeit betrachtete
supersymmetrische Modell von Interesse ist. FEin Vergleich zwischen Experiment und
Gitterergebnissen ist hier nicht von Interesse. Um jedoch zum Beispiel Ergebnisse fiir
das Kontinuumslimes zu erhalten, miissen zwangsweise Daten mehrerer Gitter betrach-
tet werden, weshalb eine einheitliche Skala unablésslich ist.

Die einzige Gréfe, die fiir eine Skalierung der auf dem Gitter berechneten Gréflen von
Noten ist, ist der Abstand zweier Gitterpunkte, der Gitterabstand a. Um dieser Grofie
einen physikalischen Wert zuzuordnen, besteht die Moglichkeit, die dimensionslose Grofie
aM auf dem Gitter zu messen, wobei M die Masse eines bekannten physikalischen Zu-
stands sein muss. Da in Theorien wie der QCD, die mit dem Experiment vergleichbar
sind, der Wert fiir M in physikalischen Einheiten aus dem Experiment bekannt ist,
kann a durch direkten Vergleich ermittelt werden. In Theorien wie der Vorliegenden ist
dies natiirlich nicht direkt moglich. Stattdessen kann aber auch einfach eine willkiirlich
gesetzte Grofle als Referenz dienen. Dadurch ist die so erlangte Skala zwar ,,unphysi-
kalisch®, kann aber zum Vergleich von auf verschiedenen Gittern berechneten Gréfien
herangezogen werden.

Eine andere Moglichkeit zur Einfithrung einer Skala ist die Bestimmung des Sommer-
Parameters. Diese Methode soll in der vorliegenden Arbeit untersucht werden. Das Prin-
zip ist hier so, wie im letzten Abschnitt erlautert: Eine Grofle - der Sommer-Parameter -
muss auf dem Gitter berechnet und aus Experimenten bekannt sein. Ein Vergleich ergibt
dann einen Wert fiir den Gitterabstand. Der Sommer-Parameter in der QCD entspricht
einem spezifischen Abstand zwischen zwei statischen Quarks und ist {iber die Kraft zwi-
schen diesen definiert. Diese Kraft kann in Experimenten gut in den Spektren schwerer
Quarks gemessen werden. Auf dem Gitter ist eine Berechnung iiber das Potential zwi-



schen diesen Quarks ebenfalls zuverlassig moglich.

Wiederum gilt hier, dass der Sommer-Parameter auch beim benutzten supersymmetri-
schen Modell zur Festlegung einer ,,unphysikalischen“, aber vergleichbaren Skala ange-
wendet werden kann.

Um ein moglichst gutes Ergebnis fiir das Potential, aus welchem der Sommer-Parameter
in direkter Weise ermittelt wird, zu erhalten, ist ein weiterer Schwerpunkt dieser Ar-
beit bei den sogenannten Smearing-Verfahren zu finden. Smearing-Verfahren werden
auch fiir andere Observablen auf dem Gitter angewandt und stellen eine Moglichkeit zur
Verbesserung der Daten dar. Wie der Name vermuten lésst, ,,schmieren“ sie das Git-
ter durch Mittelungsverfahren aus und verringern damit unerwiinschte kurzreichweitige
Fluktuationen. Insbesondere soll auch das Variational Smearing-Verfahren, welches sich
besonders gut fiir die Bestimmung des Potentials und damit des Sommer-Parameters
eignet, untersucht werden.

An dieser Stelle soll die Gliederung dieser Arbeit kurz vorgestellt werden. Dafiir folgt
nun eine kurze Zusammenfassung der drei Hauptteile.

Zunéchst sollen die theoretischen Grundlagen présentiert werden. Insbesondere der Git-
tereichtheorie und ihren numerischen Verfahren soll besondere Beachtung geschenkt wer-
den, wobei jedoch lediglich Themen dargestellt werden sollen, die fiir den weiteren Ver-
lauf von Interesse sein werden.

Der zweite Teil widmet sich dem statischen Quark-Antiquark-Potential auf dem Git-
ter. Nach einer Einfilhrung und Begriindung der Gitterversion des Potentials soll auch
auf die rechentechnische Realisierung der Messung und Analyse des Potentials und des
Sommer-Parameters eingegangen werden. Im Grunde handelt es sich bei diesem Teil
natiirlich ebenfalls um theoretische Grundlagen; die dortigen Inhalte liegen jedoch im
zentralen Fokus dieser Arbeit, weshalb sie hier eigenstédndig abseits der anderen Grund-
lagen présentiert werden sollen.

Der dritte Teil bildet den Hauptteil dieser Arbeit. Dort sollen die durchgefiihrten Ana-
lysen dargestellt und diskutiert werden. Die zentralen Fragen, die in diesem Abschnitt
gestellt und beantwortet werden sollen, sind solche nach den Auswirkungen verschiedener
Verfahren zur Ermittlung des Sommer-Parameters, beispielsweise:

e Wie verhalten sich die Daten generell bei Anwendung des Smearing-Verfahrens?

e Welche Unterschiede weisen die Ergebnisse bei Benutzung des APE- und HYP-
Smearing-Verfahrens auf?

e Welche Methoden eignen sich am Besten zur Bestimmung des Potentials?

e Wie gut eignet sich das Variational Smearing-Verfahren zur Bestimmung des Po-
tentials?

Abschlieflend soll dann eine Zusammenfassung und ein kurzer Ausblick folgen.






2. Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen wichtige theoretische Grundlagen herausgearbeitet werden.
Nach einem Einblick in die fiir diese Arbeit wichtigsten Eigenschaften der Quantenfeld-
theorie soll kurz auf das hier benutzte supersymmetrische Modell eingegangen werden.
Darauf folgt ein Uberblick zur Definition und zu Eigenschaften von Gittereichtheorien.
Abschlieflend sollen dann die Grundlagen der numerischen Methoden in Gittereichtheo-
rien insbesondere mit Hinblick auf die allgemeine Datenanalyse dargestellt werden.
Das supersymmetrische Modell ist der Vollsténdigkeit und der Einordnung wegen von
Interesse; es spielt jedoch fiir diese Arbeit eine eher untergeordnete Rolle, weil die be-
nutzten Techniken und Methoden zur Bestimmung des statischen Potentials und der
Sommer-Skala im Ganzen unabhéngig vom benutzten Modell angewendet werden kénnen
und auch im Analyse-Teil keine fiir die Supersymmetrie spezifischen Effekte zu erwarten
sind.

In allen folgenden Rechnungen soll im Fall freistehender Indizes die Einsteinsche Sum-
menkonvention verwendet werden. Ebenso soll wie oft iiblich A = 1 gesetzt werden.

2.1. Ausgewaihlte Themen der Quantenfeldtheorie

Die Quantenfeldtheorie bildet die Basis fiir die heutige Theorie der Elementarteilchen-
physik; mehr noch, sie stellt vielmehr die mathematische Sprache, mit der die physi-
kalischen Prozesse beschrieben werden konnen, dar. Dabei beschreibt sie keine einzelne
Theorie, sondern eher einen Formalismus, der auch abseits der Elementarteilchenphysik
breite Verwendung gefunden hat. Sie z&hlt nach etwa achtzig Jahren Entwicklung zu den
umfangreichsten Theorien der Physik iiberhaupt. Ein Grund dafiir ist darin zu finden,
dass im Laufe der Zeit immer wieder neue Ansétze und neue Ideen entwickelt wurden,
um aufgetretene Probleme zu beseitigen. Einige haben sich dabei bewéhrt, andere je-
doch mussten aufgrund neuer Erkenntnisse wieder verworfen werden. Heutzutage ist,
wie eingangs erwahnt, das Konzept der Supersymmetrie ein Kandidat fiir eine mogli-
che Erweiterung des Standardmodells der Teilchenphysik. Im Hinblick auf die laufenden
Messungen des LHC am CERN werden die néchsten Jahre wohl Aufschluss dariiber
geben, ob Supersymmetrie in der Natur tatséchlich realisiert ist, oder ob auch diese
Theorie wieder verworfen werden muss. Dabei ist die Beschéftigung mit solchen neuen
Konzepten auch im Fall einer nicht in der Natur realisierten Theorie fruchtbar, da sich
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doch meist neue Rechenmethoden und tiefere Einsichten ergeben, welche an anderer
Stelle wiederverwertet werden koénnen.

Die Anwendungen der Quantenfeldtheorie im Standardmodell erwiesen sich bisher als
auBerordentlich effizient. Theorie und Experiment zeigen eine unvergleichbar hohe Uber-
einstimmung. Dies zeigt auf der einen Seite natiirlich den grolen Erfolg des Standardmo-
dells, dessen Theorien ja quasi durch die Quantenfeldtheorie ausgedriickt werden. Auf
der anderen Seite ist diese Ubereinstimmung aber auch problematisch, weil erst durch
die Messung von Diskrepanzen zwischen Theorie und Experiment auf neue Theorien ge-
schlossen werden kann. Und diese sind tatséchlich erforderlich, um letztlich einen Ansatz
zu entwickeln, wie starke, elektroschwache und gravitative Wechselwirkung mithilfe ein
und derselben Theorie beschrieben kénnen.

Fiir diese Arbeit werden nur einige wenige Facetten der Quantenfeldtheorie benotigt,
die als Grundlage fiir die weiteren Betrachtungen dienen sollen. Dafiir soll zunéchst der
Vorgang der Quantisierung der Felder gestreift werden, um eine anschauliche Vorstel-
lung von Quantenfeldern darzustellen. Ein Exkurs zu Eichsymmetrien, die die Grundlage
heutiger wechselwirkender Theorien bilden, soll diesen Abschnitt dann abschlieflen.

Die Darstellungen orientieren sich dabei an der Vorgehensweise in [AHO3].

2.1.1. Quantisierung der Felder

Der Prozess der Quantisierung der Felder ist sehr komplex und eine nur anndhernd
vollstdndige Beschreibung ist hier weder moglich noch erwiinscht. Stattdessen soll le-
diglich eine Idee davon vermittelt werden, wie die klassischen Felder quantisiert werden
kénnen und welche Struktur sie dabei aufweisen. Es sollen lediglich skalare, reelle Felder
betrachtet werden, die die Wellengleichung erfiillen. Diese Betrachtung reicht an dieser
Stelle als Grundlage fiir die folgenden Betrachtungen aus.

Wie in der Quantenmechanik wird die Quantisierung der Felder durch den Ubergang zu
Operatoren vollzogen. Neben dem eigentlichen Feld ¢(Z,t) ist dabei noch das kanonisch
konjugierte Impulsfeld
S oL
(Z,t) = —
0o(Z,t)
zu nennen. Dieses Feld ergibt sich analog zum kanonisch konjugierten Impuls im La-
grange-Formalismus der klassischen Mechanik, wo er durch
oL
pz(t) =9 G
gegeben ist. (&, t) ist an dieser Stelle deshalb von Interesse, weil Orte und Impulse in
der Quantenmechanik durch die kanonischen Vertauschungsrelationen iiber Kommutato-
ren miteinander verkniipft sind und gerade durch diese Nicht-Vertauschbarkeit typische
quantenmechanische Effekte hervorgerufen werden. Analog zu

(9i, pj] = 10i; (2.1.3)

(2.1.1)

(2.1.2)
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in der Quantenmechanik werden folgende Kommutatoren fiir die Felder angesetzt:

[ﬁ(f, ), (7, t)] — 6@z — ) (2.1.4)

631, 9(7.0)| = [7(&,0),7(7,0)] = 0. (2.1.5)

Durch diesen Ubergang zu operatorwertigen Gréfien werden die Felder zuniichst zu einer
unanschaulichen Grofle, dessen physikalische Natur auf den ersten Blick nicht zu erken-
nen ist. Das Feld wird nun zur Observable, mit der die physikalischen Eigenschaften des
Feldes in noch zu spezifizierender Weise gemessen werden konnen.

Zum néheren Verstandnis ist die Fourierdarstellung der Felder hilfreich, die im kontinu-
ierlichen Fall durch [AHO3, S. 131]

o0 3
O(Z,1) = / Lﬁ [a(%’) exp(ik - & — iw(B)t) + a* (k) exp(—ik - 7 + iw(%)t)]
o (2m)34/ 2w(k)
(2.1.6)
gegeben ist, falls das hier als reell angenommene Feld ¢(7, ) die Wellengleichung erfiillt.
Anschaulich kann dies als Entwicklung des Feldes in seine einzelnen Moden interpretiert

werden, wobei die Parameter a(k) und a*(k) die Verteilung der Moden angeben. Der
Ubergang zu Operatoren bringt dann

Cg — /Oo L_, [&(E) exp(ilg. 7 — iw(lg)t) + &T(E) exp(—iE 74 iw(E)t) ‘
0 (27)34/ 2w(k)
(2.1.7)

Es kann gezeigt werden, dass von den nun operatorwertigen a(k) und a' (k) die Kommu-
tatorrelationen

[a(/;’), a*(/%')] — 2r)3®(F — k) (2.1.8)

[aT(E),aT(E’)] - [a(%),a(ﬁ)} —0 (2.1.9)

erfiillt werden miissen, um konsistent mit den Kommutatoren der quantisierten Felder
zu sein[AHO3| S. 132]. Diese Kommutatorrelationen sind kontinuierliche Verallgemeine-
rungen derjenigen Kommutatoren, die fiir zwei quantenmechanische harmonische Oszil-
latoren gelten miissen:

[&i,aﬂ =5, (2.1.10)
[&I,&ﬂ = lai, a;] = 0. (2.1.11)

Das heiBt, die einzelnen Moden des Feldes werden durch die Auf- und Absteigeoperatoren
harmonischer Oszillatoren erzeugt. Da die Moden fiir kontinuierliche Werte k existieren
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konnen, miissen dementsprechend auch die Kommutatorrelationen (2.1.8)) dieses Konti-
nuum beriicksichtigen, weshalb statt des Kronecker-Deltas in der Quantenmechanik an
dieser Stelle die Deltadistribution verwendet wird.

Damit kann bereits eine Interpretation des quantisierten Feldes gegeben werden: das
Feld ngS setzt sich aus Moden zusammen, welche durch a' und @ nur quantisiert angeregt
werden konnen. Diese Anregungsquanten sind Quanten harmonischer Oszillatoren und
konnen als die durch das Feld beschriebenen Partikel interpretiert werden. Sie besitzen
bei passender Wahl des Feldes die gewiinschten Eigenschaften dieser Partikel.

Es sollte noch angemerkt werden, dass das klassische Feld ¢(Z,t) eine Funktion von
Raum und Zeit ist, die im hier dargestellten Fall auf skalare Werte abbildet. Die Grofie
¢(,t) enthilt somit alle im Feld enthaltenen Informationen: sie beschreibt den Zustand.
Im quantisierten Fall ist das anders. Dort ist der Feldoperator eine Observable, welche
auf einen Zustand wirkt. Sie entspricht physikalisch einer Messgrofie und enthélt kei-
ne Informationen iiber den Feldzustand selbst. Die Information ist im Systemzustand
enthalten, der im Fock-Formalismus beschrieben werden kann. Beispielsweise beschreibt

k1, ko, /;?3> = Nat(ky)al (ka)at (1) 0) (2.1.12)
drei Partikel mit unterschiedlichen Werten fiir E, wobei N der Normalisierung dient.

Um Partikel, wie beispielsweise Elektronen oder Photonen, addquat beschreiben zu
konnen, miissen die hier vorgestellten Ideen natiirlich erweitert werden. Durch die Ska-
larwertigkeit der Felder wurde zum Beispiel der Spin vernachléssigt. Weiterhin kommu-
tieren die Erzeugungsoperatoren af, wodurch die Zusténde symmetrisch unter Vertau-
schung zweier Quanten sind:

Fi ) = Nal(fa)al (F1) 0) = Nal (Fy)a' (j2) [0) =

EQ,E1>. (2.1.13)

Dementsprechend kénnen mithilfe dieses Ansatzes lediglich Bosonen dargestellt werden.
An dieser Stelle sollten aber lediglich die wichtigsten Grundlagen der Quantisierung
rekapituliert werden, weshalb diese Darstellung hier reichen soll.

2.1.2. Eichsymmetrien

Symmetrien spielen heute in der Physik eine zentrale Rolle. Und so bildet die Quanten-
feldtheorie auch keine Ausnahme; fiir sie gelten sogenannte Fichsymmetrien. Je nach Per-
spektive konnen sie sogar als Bedingung bei deren Formulierung vorausgesetzt werden.
Das Konzept der Eichsymmetrie ist dabei nicht auf Quantenfeldtheorien beschréinkt. Im
Grunde beschreibt der Begriff Eichsymmetrie im weiteren Sinne lediglich den Umstand,
dass die Physik eines beschriebenen Systems gegeniiber einer Eichung - also gegeniiber
einer Transformation bestimmter Systemgrofien - invariant ist.
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In der Quantenfeldtheorie fiihrt die Voraussetzung einer lokalen Eichsymmetrie der Fel-
der zwangslaufig auf die Existenz sogenannter Fichfelder. Durch die Einfithrung der
Eichfelder wird die vormals nicht-wechselwirkende Theorie zu einer wechselwirkenden
Theorie. Dabei kénnen die durch die Eichfelder erzeugten Quanten als Austauschteil-
chen der Wechselwirkung interpretiert werden.

Eine lokale Eichsymmetrie liegt vor, wenn die Symmetrietransformationen fiir jeden
Ort unabhéngig voneinander sein diirfen. Bei einer globalen Eichsymmetrie miissen die
Transformationen dementsprechend an jedem Ort gleich sein.

Aufgrund der hohen Relevanz dieser Symmetrien, die dem Namen entsprechend auch in
Gittereichtheorien Anwendung finden, soll das Konzept der Eichsymmetrie nun vorge-
stellt werden.

2.1.2.1. Die Eichsymmetrie in der Elektrodynamik

Ein prominentes Beispiel fiir eine klassische Theorie, die eine Eichsymmetrie erfiillt,
ist die klassische Elektrodynamik. Dort kann das elektromagnetische Feld durch ihm
zugrundeliegende Potentiale ® und A représentiert werden:

—

DA(Z,1)
ot
B(@ t) =V x A(Z,1). (2.1.14)

Die gesamte Elektrodynamik kann dann durch die Maxwellgleichungen und die Potentia-
le beschrieben werden. Aus obigen Gleichungen ist jedoch sofort abzulesen, dass die Po-
tentiale nicht eindeutig bestimmt sind. Das heif3t, verschiedene Potentiale P, A konnen
die gleiche Physik, welche durch E und B messbar ist, beschreiben. Dies ist jedoch
nicht problematisch, weil sie keine wirklich physikalischen Groflen repridsentieren. Im
Gegensatz zu den elektrischen und magnetischen Feldern E und B sind die Potentiale
ndmlich nicht direkt messbar. Diese fehlende Eindeutigkeit bedeutet lediglich, dass ein
Eichfreiheitsgrad existiert, der es erlaubt, die Potentiale in festgelegten Grenzen frei zu
bestimmen.

Im Fall der Elektrostatik (A = 0) gilt beispiclsweise

E(Z) = —V(D). (2.1.15)
Wird ein ®'(Z) gewahlt, fiir welches
E(Z) = —V&(&) = -V (&) = E'(Z) (2.1.16)

gilt, so ist das beschriebene System physikalisch invariant unter der sogenannten Eich-
transformation ® — &®’. In diesem speziellen Beispiel muss diese Transformation die
Gleichung

o(7) — (), P'(¥) =d(x)+C (2.1.17)
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erfilllen. Das @' geniigt dabei Gleichung 1} falls VC' = 0 gilt. Die eingefiihrte
Eichfunktion C' darf also nicht von Raum und Zeit abhéngen. Deshalb besitzt die Elek-
trostatik eine globale Eichsymmetrie.

Wird hingegen die gesamte Elektrodynamik beschrieben, so kann durch Einsetzen in
leicht nachgewiesen werden, dass die messbaren elektromagnetischen Felder und
damit die Physik des Systems unter der Eichtransformation

(T, 1) — V(7,1) = D(F, 1) + axg’ !
A(Z,t) — A'(Z,t) = AT, t) + Vx(T,1) (2.1.18)

invariant sind. Einzige Bedingung an die Eichfunktion x(Z,t) ist ihre Skalarwertigkeit,
insbesondere kann sie aber von Raum und Zeit abhéngen. Damit besitzt die klassische
Elektrodynamik eine lokale Eichsymmetrie.

Naiv sollte angenommen werden, dass die bisherige Eichung problemlos auf die klassische
Elektrodynamik in der Quantenmechanik iibertragen werden kann. Die Beschreibung in
der nicht-relativistischen Quantenmechanik éndert schliellich die Felder und Potentia-
le nicht. In dieser Theorie wird ein Teilchen im elektromagnetischen Feld durch die
Schrodingergleichung mit dem Hamiltonoperator

N 1 . — 2 .
= <p _ Az, t)) +qd(7,1) (2.1.19)

beschrieben. Hierbei stellt ¢ die elektrische Ladung dar. Es stellt sich jedoch heraus, dass
die lokale Eichsymmetrie gegeniiber der Transformation (2.1.18)) verloren geht. Eine loka-
le Eichsymmetrie ist nur dann vorhanden, wenn die quantenmechanische Wellenfunktion
durch die Eichung ebenfalls ortsabhéngig transformiert wird. Da die Wellenfunktion ge-
nau wie die elektromagnetischen Potentiale keine direkt messbare Grofle darstellt und
lediglich Betragsquadrate und Phasendifferenzen messbar sind, ist dies auch nicht weiter
problematisch.

Ein freies Teilchen, welches durch die Schrédingergleichung beschrieben wird, ist bereits
invariant beziiglich der globalen Transformation, die durch

P'(Z,t) = exp(—iCt) - (, t) (2.1.20)

vermittelt WiI‘d.D Durch die Erweiterung auf eine lokale Transformation der Wellenfunk-
tion ist die Elektrodynamik in der Quantentheorie insgesamt wieder lokal eichinvariant,
sofern wie folgt transformiert wird:

BT, 1) — V(T,1) = D(Z, 1) + axg )
A7, 1) — A'(Z,t) = AT, t) + Vx(T,1)
(@, t) = Y7 1) = exp(—ix(Z, )t) - (7, 1). (2.1.21)

!Durch Bildung des Betragsquadrats fillt der Phasenfaktor weg. Eine lokale Symmetrie ist hingegen
nicht gegeben, weil sonst Auswirkungen auf Phasendifferenzen messbar wéren.
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Dabei sollte betont werden, dass die lokale Eichinvarianz der Wellenfunktion erst in der
wechselwirkenden Theorie moglich ist. Die Wellenfunktion eines freien Teilchens besitzt
in der nicht-relativistischen Quantenmechanik lediglich eine globale Eichsymmetrie. Fer-
ner ist die lokale Eichinvarianz der Wellenfunktion sogar zwingend erforderlich, um eine
zur klassischen Elektrodynamik konsistente Beschreibung in der Quantenmechanik zu
erhalten. Auf diesem Sachverhalt basiert das Eichprinzip. Es postuliert den Zusammen-
hang zwischen Eichsymmetrie und Wechselwirkung und erméglicht die Einfiihrung einer
solchen Wechselwirkung allein aufgrund der Annahme einer lokalen Symmetrie.

2.1.2.2. Das Eichprinzip

Statt wie im letzten Abschnitt lediglich festzustellen, dass der Ubergang einer freien
Theorie zu einer wechselwirkenden Theorie das Vorliegen einer lokalen Eichsymmetrie
erfordert, kann der entgegengesetzte Ansatz verwendet werden: es wird vorausgesetzt,
dass die freie Theorie lokal eichinvariant sein soll, was zwangslaufig den Ubergang zu
einer wechselwirkenden Theorie erfordert. Diese Voraussetzung fithrt dann auf die Not-
wendigkeit der Einfithrung sogenannter Eichfelder, die die Wechselwirkung vermitteln.
Diese Vorgehensweise wird Eichprinzip genannt.

Als Beispiel sei die durch die Dirac-Gleichung beschriebene Theorie einer relativistischen
Quantenmechanik genannt. Die freie Theorie besitzt hier folgende Bewegungsgleichung
fiir die Spinoren :

(—107 V- i% + 5m) (7, 1) = 0. (2.1.22)

ai=<i ‘(’)) ﬁ:(% _0]1> (2.1.23)

eine mogliche Wahl fiir die Koeffizienten, & ist ein Vektor im Ortsraum von Matrizen
im Spinorraum. In relativistisch kovarianter Schreibweise ergibt sich

Dabei ist

(i7", — m)(Z, ) = 0, (2.1.24)

wobei v, die Gamma-Matrizen repréisentieren und die Einsteinsche Summenkonvention
genutzt wurde. Diese Gleichung ist erwartungsgemé&fl so nicht lokal eichinvariant. Das
Eichprinzip diktiert nun die Einfithrung einer Wechselwirkung, um diese lokale Eichin-
varianz zu erfiillen. Es stellt sich heraus, dass der einzige Weg hierfiir die Einfiihrung
einer sogenannten kovarianten Ableitung darstellt:

" — DM = 0" + igA". (2.1.25)

A* ist dabei das neu eingefiihrte Eichfeld und im Fall der elektromagnetischen Wechsel-
wirkung durch

—,

Al = (@, A) (2.1.26)
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gegeben. Die dadurch entstandene Bewegungsgleichung ist lokal eichinvariant gegeniiber
der Transformation ([2.1.21]), welche in relativistisch kovarianter Form als

AR(Z,1) — AM(Z,t) = AM(T, 1) + 0"x(T, 1)
(T, ) — (T, 1) = exp(—ix(T, )t) - (T, 1) (2.1.27)

geschrieben werden kann. Bei den v’s handelt es sich hier um Spinoren und nicht um
einfache Wellenfunktionen.

Das Eichprinzip erweist sich als sehr niitzlich fiir die Formulierung der wechselwirkenden
Theorien. Vor allem interessant ist aber, dass die dadurch entstehenden Wechselwirkun-
gen nicht fiir sich postuliert werden, sondern sich als Folge der vorausgesetzten inneren
Symmetrie erweisen.

2.1.2.3. Eichsymmetrien in Quantenfeldtheorien

In den Quantenfeldtheorien ist das Konzept prinzipiell das Gleiche wie beim Elektroma-
gnetismus in der Quantenmechanik. Dort ist eine Eichsymmetrie ebenfalls durch Invari-
anz gegeniiber einer Transformation

DT, 1) = P (F,1) (2.1.28)

gegeben. Transformiert werden miissen hier allerdings die Quantenfelder. Diese Trans-
formationen werden durch Multiplikation mit einem Phasenfaktor vermittelt, wie in

(2.1.27]) bereits dargestellt:

~ ~

V(T 1) = exp(—ix(Z, )t)ib(Z, b). (2.1.29)

Im allgemeinen Fall ist es nun aber moglich, dass zwei unterschiedliche Eichtransfor-
mationen untereinander nicht kommutieren. Kommutativitét ist im oben beschriebenen
Fall der Elektrodynamik gegeben, weil die Eichtransformation durch Addition einer reell-
wertigen Funktion bzw. durch Multiplikation mit einem skalarwertigen Faktor entsteht.
In den Quantenfeldtheorien wird die Transformation allerdings im Allgemeinen durch
Multiplikation mit moglicherweise operatorwertigen Funktionen vermittelt, die nicht not-
wendigerweise kommutieren miissen. Eichtheorien werden deshalb in abelsche (kommu-
tierende Transformationen) und nichtabelsche (nicht-kommutierende Transformationen)
Theorien unterteilt. Nichtabelsche Eichtheorien sind im Allgemeinen weitaus komplexer
und bringen fundamentale Neuerungen wie die Selbstwechselwirkung der Eichfelder mit
sich. Die Quantenchromodynamik ist ein Beispiel fiir eine solche nichtabelsche Eichtheo-
rie, ebenso wie das im néchsten Abschnitt beschriebene supersymmetrische Modell, das
in dieser Arbeit benutzt werden soll.
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2.2. Uberblick zum verwendeten supersymmetrischen
Modell

In diesem Abschnitt soll in aller Kiirze auf das bei der Messung der Daten genutzte
Modell eingegangen werden. Hier soll lediglich die Wirkung présentiert und erldutert
werden. Weitergehende Informationen sind fiir die Fragestellung dieser Arbeit nicht re-
levant und kénnen zum Beispiel in [Dem09] gefunden werden.

Nach dem Konzept der Supersymmetrie kann jedem Elementarteilchen ein sogenannter
Superpartner zugeordnet werden kann. Diese Superpartner unterscheiden sich von den
ihnen zugehorigen Teilchen bei ungebrochener Supersymmetrie lediglich im Spin, der
eine Differenz von % aufweist. Fermionen haben bosonische Superpartner und Bosonen
haben fermionische Superpartner. Beide konnen dabei durch eine Symmetrieoperation

ineinander umgewandelt werden.

Supersymmetrie kann in der Natur - wenn iiberhaupt - nur als gebrochene Symmetrie
realisiert sein. Bei ungebrochener Symmetrie beséiflen die jeweiligen Partnerteilchen auch
gleiche Massen, was der Beobachtung widersprechen wiirde, dass bis heute noch kein Su-
perpartner gefunden wurde.

Das Modell, mit welchem die fiir diese Arbeit untersuchten Konfigurationen erzeugt
wurden, ist die N = 1 supersymmetrische Yang-Mills-Theorie (N = 1-SYM-Theorie).
In der Einleitung wurde sie bereits grob erldutert. Im Grunde ist sie eine Yang-Mills-
Theorie (nicht-abelsche Theorie) fiir Gluonen und ihre Superpartner. Dabei werden die
Superpartner - die sogenannten Gluinos - durch lediglich eine Sorte Majorana-Fermionen
miteinbezogen.

Die Wirkung dieser Theorie ist im Kontinuum durch

S = /d4x (—}LngFW + %Xﬂ(w)“) (2.2.1)

gegeben. Es sei darauf hingewiesen, dass es sich hierbei um die Darstellung in Minkowski-
Metrik handelt und 7 geméfl der Feynman-Konvention zu verstehen ist:

3
P=> 4D, (2.2.2)
©n=0

Die bosonischen Felder und die Majorana-Spinoren liegen in der adjungierten Darstel-
lung vor. Fiir diese gilt:

Au(z) = —igAj (z)T"
Ax) = A (x)T. (2.2.3)
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Die T* sind dabei die Generatoren der zugrundeliegenden Eichgruppe; im Fall des in
dieser Arbeit benutzten Modells sind das die Generatoren der Gruppe SU(2). Dement-
sprechend ist a der Farbindex und kann dabei Werte zwischen 1 und N2 — 1 = 3 anneh-
men. g bezeichnet die Kopplungsstarke.

Die kovariante Ableitung D, wird in diesem Modell durch

(DMS‘>a = (“)HS\“ + gfabcAZ/_\C (2.2.4)

beschrieben.
Zusétzlich kann und soll noch ein weiterer Term in das Integral der Wirkung eingefiihrt
werden: i

L5=——2(A"\). (2.2.5)

Dieser Term fiihrt eine Masse fiir die Gluinos ein und bricht so die Supersymmetrie.

Der wichtigste Unterschied zwischen ,klassischen® Theorien wie um Beispiel der QCD
und dem hier vorgestellten Modell ist das verschiedene Transformationsverhalten der
Fermionen beider Modelle und die in der supersymmetrischen Theorie zusétzliche Inva-
rianz gegeniiber Supersymmetrie-Transformationen

A(z) = Au(x) +0A4,(x) = Au(x? — 2g\(7)7,e
Az) = AMz) + 6M(z) = \(z) — éam,Fw,(:v)a

< < < i

M) = Ae) +07() = Mz) + 20y Fyu (1), (2.2.6)

wobei € den sogenannten fermionischen Parameter darstellt.

Wie in der Einleitung bereits erwéhnt, dhnelt die hier verwendete supersymmetrische
Wirkung von der Form her der Wirkung der Quantenchromodynamik. Jedoch sind ledig-
lich die Gluonen in beiden Theorien vorhanden. Quarks werden in der hier dargestellten
Theorie nicht beschrieben. Der fermionische Teil der Wirkung, der der Wirkung der
Quarks in der QCD é&hnelt, beschreibt hier die Superpartner der Gluonen, die Gluinos.

Die Lagrangedichte

1
Lo=—FpF"

beschreibt demnach die Dynamik und Kinematik der Gluonen und
i
Lp= EAG(YPA)“
die der Gluinos.

Die Farbindizes a, b und ¢ wurden hier explizit ausgeschrieben. Auf eine Aufsummierung
wurde der Ubersichtlichkeit wegen aber verzichtet.
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2.3. Gittereichtheorien

Die storungstheoretische Betrachtung von elementaren Prozessen durch Feynman-Gra-
phen hat sich als sehr niitzliches Werkzeug zur Beschreibung von Phéanomenen der Quan-
tenfeldtheorien erwiesen. Insbesondere im Rahmen der Quantenelektrodynamik werden
auBerordentlich gute Ergebnisse erzielt. Auch in der Quantenchromodynamik kénnen im
hochenergetischen Fall, in dem die Teilchen asymptotische Freiheit besitzen, mit dem Ex-
periment vertrigliche Vorhersagen getroffen werden. Sollen hingegen niederenergetische
Prozesse beschrieben werden, so ist die Anwendung der Stérungstheorie ausgeschlossen,
weil ihre Kernvoraussetzung - die Kleinheit der Kopplung - nicht mehr gegeben ist. In
diesem Energiebereich sind Phinomene wie das Confinement farbgeladener Objekte zu
erwarten. Auch binden sich hier die Quarks zu Hadronen. Es besteht also die Notwendig-
keit einer nicht-storungstheoretischen Methode, um diesen Energiebereich beschreiben
zu konnen.

Ein Ansatz, um zu diesem Energiebereich vordringen zu koénnen, stellt die Gittereich-
theorie dar, die insbesondere auch fiir numerische Simulationen hervorragend geeignet
ist. Kenneth Wilson entwickelte 1974 erste Ideen hierfiir[Wil74]. Die Idee ist einfach: die
kontinuierliche Raumzeit soll durch ein diskretes vierdimensionales Gitter aus Raumzeit-
Punkten ersetzt werden. Dabei soll das Gitter selbst keine physikalische Realitéit abbil-
den, sondern lediglich als Hilfskonstrukt dienen. Die Theorie geht also nicht davon aus,
dass die Raumzeit wirklich in Form eines kubischen Gitters vorliegt. Gittereichtheorien
stellen damit eine Rechenmethode dar, mit der auch der storungstheoretisch unzugéng-
liche Bereich abgedeckt werden kann. Neue Ergebnisse werden heute in der Regel durch
Monte-Carlo-Simulationen erlangt, allerdings bietet bereits die analytische Untersuchung
der Eichtheorien auf dem Gitter konzeptionell neue Einsichten. Beispielsweise kann das
Confinement der QCD im Grenzfall starker Kopplung in der reinen Eichtheorie relativ
einfach gezeigt werden, ohne Simulationen durchfithren zu miissen. Gleichzeitig treten
Probleme mit Ultraviolettdivergenzen, wie sie zum Beispiel aus der QED oder der QCD
bekannt sind, hier erst gar nicht auf.

Im Folgenden soll nun dargestellt werden, wie eine Gittereichtheorie formuliert werden
kann. Basis hierfiir soll der Pfadintegralformalismus sein, der den Vorteil mitbringt, keine
operatorwertigen Grofien zu verwenden. Die im Anschluss beschriebene Gitterdiskreti-
sierung ist in diesem Formalismus schnell geschehen. Schwieriger wird es dann bei den
Fermionen und Eichfeldern, die auf das Gitter gebracht werden sollen. Abschlieffend soll
in diesem Abschnitt auf Eigenschaften der reinen Eichtheorie eingegangen und insbe-
sondere ein erster Einblick in die fiir das statische Potential wichtigen Wilson-Loops
gegeben werden.

Mit Ausnahme des ersten Unterabschnitts zu Pfadintegralen basiert die Vorgehensweise
und die Auswahl der Themen auf der Darstellung in [GL10]. Der Pfadintegral-Abschnitt
orientiert sich an [MWO00).
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2.3.1. Der Pfadintegralformalismus

Der aus der Quantenmechanik bekannte Pfadintegralformalismus ist geradezu préadesti-
niert zur Diskretisierung von Raum und Zeit. Der Formalismus beschreibt Ubergangs-
amplituden anschaulich durch eine Integration iiber alle moglichen Bahnen, die das Sys-
tem von Zustand |z) zu Zustand |2’) durchlaufen kann. Dadurch ergibt sich im Konti-
nuum ein unendlichdimensionales Integral mit der bekannten Form

(' |x, t) = /Dx exp(iS). (2.3.1)

Bei diskreter Raumzeit ist die maximale Anzahl der unterscheidbaren Bahnen endlich
und somit einer numerischen Berechnung prinzipiell zuginglich.

Zunéchst sollen hier noch einmal kurz die Grundlagen des Formalismus in der Quanten-
mechanik darstellt werden, bevor dieser auf die Funktionalintegrale in der Quantenfeld-
theorie angewendet wird.

2.3.1.1. Pfadintegrale in der Quantenmechanik

Von Interesse sind Ubergangsamplituden (z’,#|z,t), deren Betragsquadrate die Wahr-
scheinlichkeit zum Ubergang von Zustand |z, t) zu Zustand |2’,¢') beschreiben. Zur Dar-
stellung der Amplituden in Form von Pfadintegralen wird nun wie folgt vorgegangen:
Ausgangspunkt sei ein quantenmechanisches System, dessen Hamiltonoperator der Ein-
fachheit halber als nicht explizit zeitabhéngig angenommen wird,

R P2
H=—+V(x). 2.3.2
2m (x) ( )

Das Potential V darf jedoch explizit vom Ort abhéngen. Die Zeitabhingigkeit der Uber-
gangsamplitude kann dann durch den Zeitentwicklungsoperator

T(t',t) = exp[—iH (' — t)] (2.3.3)
dargestellt werden. Es gilt also
(2 |z, t) = (&) Tt 1) |z) . (2.3.4)

Der Zeitentwicklungsoperator T(t’ ,t) kann auch als Hintereinanderausfithrung von N
Zeitentwicklungsoperatoren aufgefasst werden, die den Zustand jeweils um ein Zeitinter-
vall At = (t' —t)/N weiterentwickeln. Dann folgt mit

T(t',t) = exp[—iH(t' — t)] = exp(—iHAt) - - - exp(—iHAL) (2.3.5)

~
N-mal

die Gleichung
= (2',t'|z,t) = (/| T(t,t) |z) = (2| exp(—iHAL) - - - exp(—iHAL) |) . (2.3.6)



2.3. Gittereichtheorien 17

Dieser Ausdruck kann mit Hilfe der Vollsténdigkeitsrelation 1 = [ dw; |2;) (z;] in Inte-
gralform gebracht werden. Dazu wird diese (N — 1)-mal eingesetzt:

(' |z, t) = /de_1 cooday (@ | exp(—iHAL) |xy_1) - - - (21 exp(—1HAL) |z)

N
= /d:ch oeday H (z;| exp(—iHAL) |z;_1) (2.3.7)

j=1

wobei zy = ' und z := x definiert wurden. In dieser Form werden die Ubergangs-
amplituden als Integrale représentiert.

Die wahre Starke des Pfadintegralformalismus liegt allerdings in der Tatsache, dass samt-
liche operatorwertigen Grofien in Zahlen umgewandelt werden. Das ist von grofiem Vor-
teil, weil diese numerisch sehr viel leichter zu handhaben sind. Deshalb muss das Ma-
trixelement (z;] exp(—iHAt) |x;_1) nun explizit ausgerechnet werden.

Diese Matrixelemente koénnen als abschnittsweise Ubergangsamplituden interpretiert
werden und konnen zur Vereinfachung zunéchst approximiert werden. Dazu wird die
Exponentialfunktion geméfl der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel in ihre Anteile auf-
geteilt, wobei die Korrekturterme vernachlassigt werden. Es folgt dann

(z;| exp(—iH - At) |z, 1) = (x;] exp(—iHy - At) |z; 1) exp(—iV (z;_1)At),  (2.3.8)
ﬁ2

wobei mit Hy = - substituiert wurde. Gleichzeitig wurde ausgenutzt, dass das Po-

tential V' lediglich vom Ort abhédngt. Das verbleibende Matrixelement ist nun leicht
auszuwerten, indem die Vollstédndigkeitsrelation beziiglich der Impulseigenzusténde,

1= / ap|p) (o], (23.9)

eingesetzt wird. Damit kann wie folgt vorgegangen werden:
A ;[32
(xj|exp(—iHy - At) |z;—1) = (x| exp (—i% : At) |z-1)
}32
— [avtalexs (i a) 1) G0
P
= [avesn (<ig - at) (i) Gy (23.10)

Hier wurde ausgenutzt, dass p|p) = p|p) gilt. Die Entwicklungskoeffizienten (z|p) sind
aus der Quantenmechanik als

(x|p) = \/lz_ﬁexp(ipx) (2.3.11)
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bekannt. Unter Ausnutzung dieser Formel kann das Integral (2.3.10]) als GauBintegral

gelost werden[MWOO, S. 6]:
m (z;—x; 1\
— 1= : 2.3.12
> ( Al )” (23.12)

(x;| exp(—iHy - At) |zj;_1) = 4/ 27rTinAt exp {iAt
5 ( ~ "1) - V(g;j_l)] } . (2.3.13)

Wird dieses Ergebnis in 1} eingesetzt, so folgt
den_1---dryy/ At
/ TN = 27r1At P { Z

Dabei wurde das Produkt als Summe in das Argument der Exponentialfunktion gezogen
und das Potential V' direkt in diese integriert. Um die aus der Quantenmechanik bekann-
te Form fiir das Pfadintegral zu erreichen, wird das Zeitintervall At als infinitesimal klein
betrachtet. Dies entspricht anschaulich einer Aufteilung des Zeitentwicklungsoperators
in unendlich viele Operatoren. Hierdurch wird die Summe im Argument der Exponenti-
alfunktion im Riemannschen Sinne zum Integral:

ZN 2 ( At ‘1>2_V(xj‘1)]

—>/ df [% <E) —V(z)

Die Grofle S ist hierbei eine Definition der aus der analytischen Mechanik und dem
Lagrange-Formalismus bekannten Wirkung. Mit der Notation folgt dann die eingangs
vorgestellte Pfadintegraldarstellung der Ubergangsamplitude

fiir N — oo

(2.3.14)

(2! ], £) = / D exp(iS). (2.3.15)

Die rechte Seite der Gleichung enthélt jetzt keine operatorwertigen GréBen mehr und
lediglich die Wirkung S aller moglichen Pfade des Teilchens ist von Néten, um die Uber-
gangswahrscheinlichkeit zu berechnen.

2.3.1.2. Erweiterung auf die Quantenfeldtheorie

Der fiir die Quantenmechanik entwickelte Formalismus zur Beschreibung der Ubergangs-
amplituden durch Pfadintegrale ldsst sich auf die Quantenfeldtheorie verallgemeinern.
Hier sind die Vakuumerwartungswerte

(0] ¢(z) ... d(x1) |0) (2.3.16)
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von Interesse, wobei ¢(z;) die Feldoperatoren bei den Raumzeitkoordinaten z; = (Z;, t;)
darstellen. Diese Erwartungswerte, die auch Greensche Funktionen genannt werden, ent-
halten alle physikalisch relevanten Informationen des beschriebenen Systems. Sie stellen
in gewisser Weise das Analogon zu den Ubergangsamplituden in der Quantenmechanik
dar.

Zur Anwendung des Pfadintegralformalismus aus dem letzten Abschnitt miissen die fol-
genden Ubersetzungsregeln beachtet werden[MWO(, S. 8]:

zi(t) < o(T, t)

14> T
[ dzit) < [[do(@ 1) =
t,i t,@
S = /dt L S= /dt d’z L. (2.3.17)

Hierdurch wird lediglich die Feldnatur von ¢(Z,t) beriicksichtigt. Dementsprechend ist
die physikalische Basis auch nicht langer die Lagrangefunktion sondern die Lagrange-
dichte, wie in Feldtheorien iiblich. Analog zum quantenmechanischen Pfadintegral ergibt
sich das quantenfeldtheoretische Funktionalintegral dann durch [MWO0, S. 9]

01 &) . .. d1) 0) = / Do dla) . .. da1) exp(iS), (2.3.18)

wobel Z = [ D¢ exp(iS) die sogenannte Zustandssumme ist. Zu beachten ist hier, dass
die ¢(z;) auf beiden Seiten der Gleichung unterschiedliche mathematische Objekte re-
prasentieren. Links finden sich Operatoren, rechts hingegen sind es ganz normale Felder.

Die Darstellung des Funktionalintegrals in kann allerdings noch modifiziert wer-
den, um die numerische Berechnung zu vereinfachen. Storend ist hier der oszillierende
Faktor exp(iS), welcher lediglich Werte auf dem komplexen Einheitskreis annehmen
kann und deswegen Fragen zur Konvergenz des Integrals aufwirft. Um die Oszillation
loszuwerden, liegt es nahe, den Faktor exp(iS) so zu transformieren, dass sein Argument
reell ist. Dies ist tatsédchlich moglich, indem zu imaginéren Zeiten t = —ir iibergegangen
wird. Im Grunde handelt es sich hierbei um eine einfache Koordinatentransformation.
Es ergibt sich dann fiir das Funktionalintegral

% /ng &(xy) ... p(x1) exp(—Sg), (2.3.19)

wobei sich die Wirkung Sg durch den Ubergang ¢ — —ir ergibt. Die Zustandssumme Z
muss ebenfalls transformiert werden und ist nun durch

_ / Do exp(—S) (2.3.20)
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AIlrn(t)

Abbildung 2.1.: Grafische Darstellung der Wick-Rotation.

gegeben. Der Index E soll andeuten, dass es sich bei dieser Wirkung um die euklidische
Wirkung handelt. Durch die Transformation wird die benutzte Minkowski-Metrik

—ds® = —dt* + d2® + dy® + d2° (2.3.21)
zur euklidischen Metrik
—ds® = dr? + da? + dy® + dz2 (2.3.22)

Wird diese Transformation genutzt, so wird von einer euklidischen Feldtheorie gespro-
chen. Nach dem Ubergang zu imaginérer Zeit - also in euklidischer Metrik - werden die
Berechnungen durchgefiihrt. Um letztlich jedoch die physikalisch relevanten Ergebnisse
zu ermitteln, muss natiirlich wieder zuriicktransformiert werden. Dies geschieht durch
die Riickkehr zu reellen Zeiten. Dieser Vorgang wird als Wick-Rotation bezeichnet, wel-
che allgemein ein in euklidischer Metrik gelostes Problem auf die Minkowski-Metrik
iibertrigt. Rotation wird diese Prozedur deshalb genannt, weil die die Transformation
vermittelnde Multiplikation mit —i gerade als Drehung in der komplexen Ebene um 7 /2

interpretiert werden kann (siche Abb. [2.1)).

Die Vorteile der Darstellung in Gleichung sind offensichtlich: der vormals kom-
plex-oszillierende Faktor exp(iS) ist nun eine exponentielle Gewichtung des Integranden,
die mit steigender Wirkung Sy abfillt. Dadurch werden Pfade mit hoher Wirkung, also
starker Fluktuation, exponentiell unterdriickt. Ebenso existiert aufgrund des Prinzips der
minimalen Wirkung ein minimales Sg und damit ein maximales exp(—Sg). Gleichzeitig
ist die rechentechnische Realisierung zumindest fiir die Berechnung des Funktionalinte-
grals einfacher, weil der Integrand reell ist.
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2.3.2. Grundlagen der Gitterdiskretisierung

Die Benutzung des Pfad- bzw. Funktionalintegralformalismus ist deshalb so niitzlich fiir
Gittertheorien, weil eine Diskretisierung hier relativ einfach zu bewerkstelligen ist. Eine
Beschreibung auf dem Gitter bedeutet, wie eingangs bereits beschrieben, eine Diskre-
tisierung der Raumzeit, bei der lediglich ein endliches Volumen betrachtet wird. Das
heiflt, die physikalischen Objekte sind nur fiir Punkte einer endlichen Menge und deren
Verbindungen definiert. Die Menge der Punkte ist durch

A ={z|z,=a n,} mitn, € G, (2.3.23)

gegeben. a ist hierbei der physikalische Abstand zwischen zwei Gitterpunkten, G, be-
schreibt die Menge der betrachteten Gitterpunkte in p-Richtung. Um nun Pfadintegrale
auf dem Gitter zu betrachten, bedarf es prinzipiell lediglich zwei Ubersetzungsvorschrif-
ten:

e Raumzeitintegrale gehen in Summen iiber
/d% = a (2.3.24)

e Partielle Ableitungen werden zu Differenzenf]

¢z + ap) — p(x — ap)
2a ’

wobei 1 den Einheitsvektor in p-Richtung darstellt.

V, = (2.3.25)

Im Folgenden soll - wie es in vielen Publikationen iiblich ist - auf die Darstellung etwai-
ger Vektorpfeile verzichtet werden.

Ein einfaches Beispiel, an dem die Gitterdiskretisierung nachvollzogen werden kann, ist
das Klein-Gordon-Feld mit der Wirkung;:

2

S = / dt d*z %(fm(l«, 0)(0"6(2, 1)) — 26,12 — V(6. 1)), (2.3.26)

In euklidischer Metrik wird diese Wirkung durch Diskretisierung dann zu:

Sp=at} E 3 <¢(“” ) —ole = “>> + m;gb(xf SVeE)|. @327)

2a
z€EA pn=1

2Hier ist die diskrete Darstellung der Ableitung unter anderem durch die Differenz von ¢(x) und
o(x+ ), oder von ¢(x — ) und ¢(z + ) moglich. Letzteres beschreibt die symmetrische Ableitung.
Sie besitzt einen geringeren Diskretisierungsfehler[GLI0L S. 19], weshalb sie im Folgenden betrachtet
werden soll. Es sei hier angemerkt, dass die Ableitung auch in anderer Weise diskretisiert werden
kann.
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Es sei angemerkt, dass p = 4 hier die zeitliche Komponente darstellt, im Gegensatz zum
Minkowski-Raum, in dem die Zeit durch @ = 0 charakterisiert wird. Dadurch, dass zu-
dem ein endliches Gitter betrachtet wird, wird das unendlichdimensionale Pfadintegral
in (2.3.19) endlichdimensional, weil auf einem endlichen Gitter nur eine endliche Anzahl
von unterscheidbaren Pfaden existiert.

Ganz analog zu den Phononen in der Festkorperphysik, die sich auf einem Gitter befin-
den, haben auch die hier beschriebenen Felder auf dem Gitter einen maximalen Impuls.
Dadurch treten die in der kontinuierlichen Theorie problematischen Ultraviolettdiver-
genzen in Gittertheorien erst gar nicht auf.

Die Pfadintegrale sind bereits jetzt prinzipiell numerisch zugénglich. Im Gegensatz zur
blolen Beschreibung des Gitters und des Pfadintegrals auf diesem ist die Beschreibung
physikalischer Objekte wie beispielsweise Fermionen oder Eichfelder auf dem Gitter eine
komplexe Aufgabe. Nachfolgend soll der Fokus deshalb auf der Entwicklung der Wirkung
des benutzten supersymmetrischen Modells liegen. Hierfiir sollen zunéchst die Fermio-
nen - hier Gluinos - auf das Gitter gebracht werden, um dann anschlieend durch die
Anwendung des Eichprinzips die Eichfelder einzufiihren.

Zuvor soll an dieser Stelle allerdings noch der Begriff des Kontinuumslimes erlautert
werden.

Die im Formalismus des Gitters berechneten Groflen besitzen neben allen Effekten
zunéchst allein schon dadurch eine Abweichung vom im Kontinuum evaluierten Wert,
weil eben die Raumzeit als diskretes Gitter betrachtet wird. Um aus den auf dem Gitter
berechneten Groflien den Wert zu erhalten, der im Kontinuum erwartet wird, muss ein
recht hoher Aufwand betrieben werden; das Prinzip ist jedoch einfach: Die Berechnung
der GroBlen muss dafiir auf mehreren Gittern, die sich lediglich durch ihren Gitterab-
stand unterscheiden, durchgefiihrt werden. Bei immer feiner werdendem Gitter, ndhern
sich auch die Werte der Observablen ihren Kontinuumswerten an. Da offensichtlich nicht
unendlich feine Gitter betrachtet werden kénnen, weil in diesem Fall immer grofiere Git-
ter zur Beibehaltung des physikalischen Volumens untersucht werden miissten, muss aus
den Ergebnissen der verschiedenen Gitter der Wert fiir die Observable bei verschwin-
dendem Gitterabstand a = 0 extrapoliert werden.

Eine genauere Beschreibung findet sich zum Beispiel in [GL10L, S. 69] und in [Nec03| S.
111f.].

2.3.3. Naive Diskretisierung von Fermionen

Die naive Diskretisierung von Fermionenf’|ist die naheliegendste Prozedur, um Fermionen
und ihre Kinematik auf das Gitter zu bringen. Sie verwendet lediglich die Diskretisie-
rungsvorschriften, die bereits beim Pfadintegral von Néten waren. Die auf diese Weise

3Die in den folgenden Abschnitten entwickelten Rechnungen und Beispiele orientieren sich am benutz-
ten supersymmetrischen Modell. Allerdings sind die verwendeten Techniken allgemein anwendbar
und koénnen in dhnlicher Form auch in der QCD angewendet werden.
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beschriebene freie Theorie der Fermionen erméglicht iiber die Anwendung des Eichprin-
zips die Einfiihrung der korrekten Eichfelder. Fiir Gluinos gilt folgende Wirkung fiir die
freie Theorie im Kontinuum:

1 _
S](:_‘)‘,Kontinuum = §/d41’ )\(x)(’yuau + mg))\(fﬁ) (2328)

Farbindizes wurden hier der Ubersichtlichkeit wegen weggelassen, weil diese in der freien
Theorie keine Rolle spielen. Es sei angemerkt, dass es sich hierbei um die euklidische
Wirkung handelt. Im Folgenden soll immer in euklidischer Metrik gearbeitet werden.
Wird nun die im letzten Abschnitt entwickelte Prozedur angewendet, so ergibt sich durch
Summation statt Integration und Differenzbildung statt partieller Ableitung

St naiv = %a“ > [Z X(m)wk(x T Az maA(z)A\ ()| . (2.3.29)

2a
zeA Lp=1

Damit ist die naive Diskretisierung bereits abgeschlossen und es besteht ein erster An-
satz fiir die Beschreibung freier Fermionen auf dem Gitter. Aus diesem lassen sich die
Eichfelder wie erwdhnt bereits in korrekter Weise ableiten. Dies soll in einem spéteren
Abschnitt geschehen. Zunéchst soll hier jedoch auf Verbesserungen der Theorie eingegan-
gen werden, weil die naive Diskretisierung zu Gitterartefakten, den sogenannten fermion
doublers, fiihrt.

2.3.4. Erweiterte Modelle fiir Fermionen auf dem Gitter

Obwohl im weiteren Verlauf dieser Arbeit der Schwerpunkt bei den Eichfeldern liegen
wird, sollen zumindest einige wichtige Grundziige der Theorie mit Fermionen dargestellt
werden.

Der erste, naheliegendste Schritt hin zu einer verbesserten Beschreibung von Fermionen
auf dem Gitter ist die Hinzunahme der Fermi-Statistik. In den Funktionalintegralen, auf
denen ja die Berechnung der Vakuumerwartungswerte beruht, sind die Felder als klassi-
sche Felder enthalten. Dies ist einerseits ein Vorteil des Pfadintegralformalismus, weil die
numerische Rechnung mit Operatoren problematisch ist. Andererseits muss dann auch
sichergestellt sein, dass diese klassischen Felder im Fall der Beschreibung von Fermionen
die Antikommutationsregeln reproduzieren.

2.3.4.1. Fermi-Statistik

Die Einfithrung der Fermi-Statistik wird durch Benutzung der sogenannten Grassmann-
Zahlen ermoglicht. Diese haben unter anderem die fundamentale Eigenschaft:

Gid; = —0;0i, (2.3.30)
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reproduzieren also die Antisymmetrie der Fermionen unter Vertauschung. Die im Folgen-
den genutzten Fermionfelder sollen deshalb von diesem Typ sein. Hier soll nicht weiter
auf die besonderen Eigenarten der Grassmann-Zahlen eingegangen werden, weil in die-
ser Arbeit nur eine grundlegende Beschreibung der Fermionen erfolgen soll und weitere
Eigenschaften hierzu nicht von Néten sind.

2.3.4.2. Fermion doubling

Das Phénomen des fermion doubling beschreibt das Auftreten von zusétzlichen - unphy-
sikalischen - Fermionen. Es beschreibt den Grund, warum die naive Diskretisierung fiir
physikalische Berechnungen nicht ausreicht. Um das Ph&nomen zu verdeutlichen, muss
im Folgenden der Dirac-Operator auf dem Gitter betrachtet werden. Anzusetzen ist hier
bei Gleichung , welche zunéchst erweitert werden kann auf

4

1 3 5ab636 v 5ab§x7 ,
Sg,naiv = 5&4 Z Z Ag(x) Z(’yﬂ)aﬁ Y = +m§5ab5a/55xy )\g(Q)

2a
z,y€A a,b,a,f p=1

(2.3.31)
Hierbei wurden die Farbindizes a und b explizit angefiihrt, weil diese Darstellung bei
der spéteren Einfithrung der wechselwirkenden Theorie niitzlich sein wird. Der Dirac-
Operator ist hier durch

4

naiv 5ab51‘ o 6ab5z— ,
D y)aun = Y (das—— ==Y gy (2.3.32)

p=1

gegeben, die Wirkung lautet mit diesem dementsprechend

1 3\ naiv
= 5P naiv = §a4 S Mg () D, 9)aF s (w): (2.3.33)

z,yEN a,b,a,B

Der Dirac-Operator ist deshalb von Interesse, weil sein Inverses den Propagator der
Fermionen darstellt. Durch Fouriertransformation und anschlieBende Invertierung der
Matrix ergibt sich:
D)L = mg —ia”" 2 Ve Sin(pua)
L= — —
natv mZ +a=2y" sin’(p,a)
Dass die Fouriertransformierte von D(x,y) bzgl. x und y eine Diagonalmatrix ist - des-

halb auch die Abhéngigkeit von nur einem Impuls p - kann durch die Impulserhaltung
erklirt werden: die Impulse vor und nach der Propagation miissen iibereinstimmen []

(2.3.34)

4Eine explizite Rechnung zur Bestimmung des invertierten und fouriertransformierten Dirac-Operators
im Fall der QCD kann zum Beispiel in [GL10, S. 111f.] oder in [Smi02, S. 151ff.] gefunden werden.
Der hier dargestellte Rechenweg orientiert sich an Ersterem; die Unterschiede aufgrund der Nutzung
des supersymmetrischen Modells sind dabei nur gering.
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Im Kontinuumslimes, wenn also das Gitter immer feiner und feiner betrachtet werden
und die Gluino-Masse gegen Null laufen wiirde, ergébe sich der Propagator
~ 1 a_—>0> —i Zp YuPu

D (p ) naiv pg ’

der dem Kontinuums-Propagator im Impulsraum entspricht. Fiir den Grenzwert wurde
die Sinusfunktion in Gleichung durch ihr Argument genéhert. Im Fall masseloser
Fermionen im Kontinuum hat dieser Propagator also eine Singularitit bei p = (0,0, 0,0),
die ein einzelnes Fermion beschreibt, dessen Kinematik durch den Dirac-Operator be-
stimmt ist.

Auf dem Gitter ist der Propagator in allerdings fiir beliebiges a periodisch in
py- Wiaren auf dem Gitter alle Impulse erlaubt, so gidbe es unendlich viele Singularitéten

fiir alle p, = n -2 mit n € Z. Durch die Gitterdiskretisierung sind wie bereits erwéhnt
aber nicht alle Impulse erlaubt. Lediglich Impulse

(2.3.35)

T
Pu € ( - a] (2.3.36)
konnen existieren.ﬂ Damit reduziert sich die Anzahl der Singularitdten pro Impulsrich-
tung p, auf zwei Punkte, fiir die eine Singularitdt auftauchen kann: p, = = und p, = 0,
weshalb in der englischsprachigen Literatur auch von fermion doubling die Rede ist.
Insgesamt ergeben fiir sich vier Raumzeitdimensionen aber immerhin 15 zusétzliche Sin-
gularitéiten, die in der Kontinuumstheorie nicht auftreten und zudem noch vom verwen-
deten Gitterabstand a abhéngen. Da das Gitter jedoch nur ein Hilfskonstrukt fiir die
numerische Berechnung darstellt, bildet es selbst keine physikalische Realitit ab. Die
zusétzlichen Singularitéten konnen damit keine physikalische Realitét besitzen.

2.3.4.3. Wilson-Fermionen

Eine mogliche Losung fiir das Problem des fermion doubling stellt die Einfithrung ei-
nes neuen Terms im Dirac-Operator dar. Voraussetzung ist natiirlich, dass dieser im
Kontinuumslimes verschwindet und die unphysikalischen Singularitdten (doublers) im
Fall endlicher Gitterabsténde a entfernt. Vorgeschlagen wurde der folgende modifizierte
Dirac-Operator im Impulsraum:

.4

~ 1 .

D(p) = mgz+ - Zl Y sin(pua) +
M:

> (1= cos(pua)). (2.3.37)

1
a
p=1

Wilsc?r:Term
Der physikalische Impuls p = (0,0, 0, 0) bleibt vom sogenannten Wilson-Term unberiihrt

- dieser ergibt dann keinen Beitrag. Die anderen unphysikalischen Impulse werden al-
lerdings entfernt und tauchen nicht mehr als Singularitdten im Impulsraum-Propagator

5Dies entspricht gerade der ersten Brillouin-Zone. Die offene Intervallgrenze ergibt sich dadurch, dass
py = —% durch die Periodizitét bereits durch p, = +7- gegeben ist.
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D(p)~" auf[GLI0, S. 113]. Fiir diese ergibt sich der Wilson-Term zu

4
1 2

—E (1 — cos(pua) —g-l
p=1

wobei [ die Anzahl der Impulsrichtungen mit dem Wert p, = = darstellt. Hierdurch wird
das Kontinuumslimes in jedem Fall bewahrt: Der Wilson-Term wirkt wie eine zusétzli-
che Masse fiir den Fall einer unphysikalischen Singularitdt. Im Limes a — 0 wird diese
Masse unendlich grofl, wodurch die unphysikalischen doublers von der Theorie entkop-
peln. Der Beitrag zum nicht-invertierten Dirac-Operator im Ortsraum ergibt sich aus
der Fouriertransformation von Gleichung Al

(2.3.38)

Q

4
ilson 5ab§x , + 5ab5x— , + 26ab6x
D(x,y)osen = —ay S v (2.3.39)

p=1

Damit ergibt sich die Wirkung fiir freie Fermionen letztendlich zu[GLI10, S. 113]:

= Sp = —a4 > > Aa(@)D(xy aﬁyabAB( ) (2.3.40)

z,y€EN a,b,a,B
mit
+4
D(z, y)gb’,ab (mg +4/a) dapdapdey — - Z (1 = Yu)apOabOotp,y- (2.3.41)
u +1

Es sollte noch einmal hervorgehoben werden, dass hier der Fall einer Theorie freier Fer-
mionen betrachtet wurde, die erwartungsgeméf so nicht eichinvariant ist. Da die Eich-
felder fiir die bisherige Betrachtung aber nicht benotigt wurden, wurde die Erweiterung
des Fermion-Modells durch den Wilson-Term fiir die freie Theorie durchgefiihrt. Das
dargestellte Prinzip dndert sich durch die Hinzunahme von Eichfeldern nicht, im Prinzip
miissen lediglich die Deltadistributionen d,, durch Links V,;, ersetzt werden.ﬁ]

2.3.5. Eichfelder und Eichinvarianz

Die bisher noch nicht betrachteten Eichfelder konnen im Gegensatz zu den Fermio-
nen nicht einfach aus der Kontinuumstheorie auf das Gitter iibertragen werden. Thre
Einfithrung geschieht iiber das Eichprinzip. Die Wirkung der in Abschnitt naiv
diskretisierten Fermionen dient dabei als freie Theorie, fiir welche dann die Forderung
nach einer SU(2)-Eichinvarianz im Fall des benutzten Modells auf die Einfithrung der

SEine explizite Rechnung, die die Eichfelder in der QCD miteinbezieht, ist in [GLI0} S. 112f.] zu finden.
Fiir das hier verwendete Modell miissen zusétzlich noch die Links in adjungierter Darstellung benutzt

werden (siche Gl. (2.3.58)).
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Eichfelder fithrt. Die doublers spielen fiir die Wirkung der Eichfelder keine Rolle, weshalb
nicht unbedingt Wilson-Fermionen genutzt werden miissen. Ausgangspunkt soll deshalb
der Einfachheit wegen die Wirkung naiv diskretisierter Fermionen sein,

SPonay = %a“z Zﬂ(x)w“x - ”)Q_GA(QS “H 4 @A @) | (2.3.42)

Geméifl dem Eichprinzip wird die Eichinvarianz gegeniiber den Transformationen
N(z) = Q@)\z), N(z) = Mz)Q(2) (2.3.43)

gefordert. Q(z) sind die Elemente der Eichgruppe, also Q(z) € SU(2) im Fall des be-
nutzten Modells. Davon soll in diesem Abschnitt ausgegangen werden; der dargestellte
Vorgang an sich ist jedoch allgemeiner anwendbar.

Der Massenterm in ist bereits eichinvariant und erfordert keine zusétzlichen
Felder. Dagegen ist der kinetische Term problematisch. Der relevante Term verhélt sich

unter der Eichtransformation ([2.3.43|) wie folgt:

Mz)A (@ + 1) = Mx)Mz — )
— M2)QN(2)Q(z + )Mz 4+ p) — M) (2)Qx — )@ — p). (2.3.44)

Dieser Term ist nicht eichinvariant. Die Eichfelder U, (x), welche die Eichinvarianz her-
beifiihren sollen, sind jedoch einfach einzufiihren. Sie werden zwischen den Fermionfel-
dern eingefiigt, sodass der problematische Term vor der Transformation als

M2)Uu (@)X + p) — Mz)U_(2)N(z — p) (2.3.45)

geschrieben werden kann. Das Verhalten der Eichfelder unter einer Eichtransformation
wird durch

Uu(@) = Q@)U (@) (@ + ). Uopla) = Q@)Uu@)Q (@ —p)  (2:3.46)

definiert, wodurch sich die ’s gerade gegenseitig wegheben und der in (2.3.45|) betrach-
tete Term eichinvariant ist. Dabei wurde die Definition

U_u(z) =Ul(z — p) (2.3.47)
genutzt.

Die Eichfelder U, (x) werden auch als Links bezeichnet, weil sie jedem Verbindungsstiick
zwischen zwei Gitterpunkten - quasi jeder Gitterstrebe - zugeordnet werden konnen. Sie
sind orientiert, U, (x) verlduft also vom Punkt x in p-Richtung. Der entsprechende Link
in Riickrichtung ist aber nicht unabhéngig, sondern ergibt sich aus dem Link in Hin-
richtung durch die Definition in Gleichung . Eine symbolische Darstellung findet
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Abbildung 2.2.: Symbolische Darstellung der Links auf dem Gitter.

sich in Abb. 2.2

Hervorzuheben ist, dass die Eichfelder hier als Flemente der Fichgruppe eingefithrt wer-
den miissen, das heifit U,(z) € SU(3). Dies steht im Kontrast zur Kontinuumstheorie,
in der die Eichfelder mathematisch gesehen Elemente der Lie-Algebra sind.

Insgesamt ergibt sich mit den Ergebnissen dieses Abschnitts eine Wirkung, die die Kine-
matik und Dynamik von Fermionen in der naiven Diskretisierung beschreibt. Sie lautet:

SF,naiv _ %a4 Z Z 5\(37)7# Uu(x))\(l’ + /~L) ;aU—u(fE))\(ZL’ — M) + mgj\(x)k(:c)

zeAN Lu=1

(2.3.48)

Die Einfiihrung der Eichinvarianz und damit der Links geschieht fiir Wilson-Fermionen
ganz analog. Dort miissen genau wie hier Links zu den Fermion-Feldern hinzugefiigt
werden. Die dadurch erlangten Links sind jedoch identisch mit den hier hergeleiteten
Links, weshalb diese Prozedur ausgespart wurde.

2.3.6. Wirkung der Eichfelder

Fiir eine vollsténdige Beschreibung der Theorie muss die Wirkung Kinematik und Dy-
namik von Fermionen und Eichfeldern beschreiben. In den Abschnitten [2.3.3] und [2.3.4]
wurde die Kinematik der Fermionen entwickelt. IThre Dynamik wurde im letzten Ab-
schnitt besprochen. Es fehlt also noch die Wirkung fiir die Kinematik und - da eine
nichtabelsche Eichtheorie betrachtet wird - die Selbstwechselwirkung der Eichfelder.
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Abbildung 2.3.: Beispiel zweier geschlossener Linkketten.

Grundvoraussetzung einer Wirkung fiir die Eichfelder ist natiirlich Eichinvarianz, weswe-
gen zunéchst ein aus Links aufgebautes Objekt gefunden werden muss, das eichinvariant
ist. Aufgrund des Transformationsverhaltens der Links bieten sich hierbei Ketten von
Linkvariablen an. Die einzelnen Transformationsmatrizen zwischen den Kettengliedern
heben sich gegenseitig auf und somit bleiben lediglich die Matrizen an den Enden der
Kette bestehen. Formal lésst sich eine n-komponentige Kette also durch

P =U,, (21)Up,(v1 4+ p) Uy (22 + 1) - - - Uy, () = HepU (2.3.49)
T T3 (z.1)

definieren und ihre Transformation gemé&f3
P — P'=Q(x1)P Qf(2,). (2.3.50)

Fiir den Fall, dass die Linkkette geschlossen ist, kann durch Spurbildung das Objekt

L=t J] U (2.3.51)

(z,m)eL

erzeugt werden, welches eichinvariant ist:

LU =tr | Qn) [] Uu@)Qi(@1) | =tr | ] Uula) | =L[U). (2.3.52)

(z,n)eL (z,n)eL

Durch die Spurbildung verschwinden die Eichtransformationen, weil die Operatoren in-
nerhalb des Spuroperators zyklisch vertauscht werden diirfen und sich dadurch die Eich-
matrizen gegenseitig aufheben. Das so entstehende Objekt ist von allgemeiner Bedeu-
tung. Spéter werden die sogenannten Wilson-Loops, welche zentral fiir die Bestimmung
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T+ Ul(z+7) §x+ﬂ+z§
Ul(x) U,(z+ [)
" < Up(2) )?'z' ti

Abbildung 2.4.: Kleinste geschlossene Linkkette: die Plaquette. Es sei auf den Umlauf-
sinn hingewiesen.

des statischen Quarkpotentials sind, durch eine solche Schleife dargestellt. Im Moment
ist allerdings ein anderer Nutzen von Interesse: Wilsons Ansatz fiir eine Wirkung der
Eichfelder nutzt die kleinsten nicht-trivialen Schleifen als Ausgangspunkt. Diese soge-
nannten Plaquetten sind wie folgt definiert:

Uw() = Up(@)Up(z + p)U_p(z + p+ v)U_p(z + v)
U(2)U, (z + m)Ul (2 + ) Ul (z). (2.3.53)

Mit ihr lautet Wilsons Ansatz fiir die Wirkung der Eichfelder

Sa = %Z > Retr (1 - U(x)), (2.3.54)

xEA p<v

wobei der Vorfaktor lediglich eine Normierung darstellt, um im Limes a — 0 mit der
Kontinuumstheorie iibereinzustimmen. Prinzipiell ergibt sich die Wirkung als Summe
iiber alle Plaquetten, wobei wegen der Summierungsbedingung pu < v jede Plaquette
unabhéngig vom Durchlaufsinn nur einmal gezéhlt wird.

Diese Wirkung ist per Definition bereits eichinvariant und besitzt tatséichlich das kor-
rekte Kontinuumslimes!]

2.3.7. Die volistandige Wirkung des benutzten Modells

Nachdem in den letzten Abschnitten die Kinematik und Dynamik der Fermion- und Eich-
felder entwickelt wurde, ist eine Formulierung der vollstédndigen Wirkung des benutzten
supersymmetrischen Modells auf dem Gitter nun méglich. Sie ergibt sich einfach als

"Eine kurze Rechnung hierzu findet sich in [GLI0, S. 38].
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Summe iiber den fermionischen und bosonischen Anteil, wobei jeweils Kinematik und
Dynamik beachtet werden miissen. Symbolisch folgt also

SGesamt = SF + SG- (2355)

Bei Benutzung von (eichinvarianten) Wilson-Fermionen ergibt sich

SGesamt _a4 Z Z >\"‘ l‘ y af, ab>\ﬁ ZZRG tI‘ 1- /u/( ))

o z,yeN a,B,a,b B N zEA p<v |
S Sa
(2.3.56)
mit dem Gitter-Dirac-Operator
4 =
D(a:, y)aﬁ,ab = (m§ + 5) 5aﬁ(5ab5:vy - % Z (]1 - %)aﬁvlﬁ(n)abdﬁu,y' (2-3-57)
p=-+£1

Dabei sollte beachtet werden, dass die in die letzte Summe eingefiihrten Felder V,(n)q
Links in der adjungierten Darstellung sind. Sie sind durch

Vi(n)ay = 2 tr (U}(n)T*U,,(n)T") (2.3.58)

gegeben[Dem09, S. 23].
Insgesamt werden in der Wirkung also die Links in zwei unterschiedlichen Darstellungen
benutzt.

2.3.8. Eigenschaften und Anwendungen der reinen Eichtheorie

Die reine Eichtheorie liasst die Fermionen komplett aulen vor und betrachtet lediglich
die Eichfelder. Fiir den Fall einer abelschen Eichsymmetrie, zum Beispiel im Fall der
Quantenelektrodynamik, ist die reine Eichtheorie eine freie Theorie, die recht einfach
auszuwerten ist. Die Photonen der QED wechselwirken nicht miteinander und lediglich
ihre Kinematik muss beschrieben werden. Liegt hingegen eine nichtabelsche Eichsym-
metrie vor, wie zum Beispiel in der Quantenchromodynamik oder bei der N = 1-SYM-
Theorie, so kann diese Beschreibung bereits sehr komplex sein, weil hier zusétzlich die
Wechselwirkung der Gluonen untereinander betrachtet werden muss.

Dabei ist die reine Eichtheorie keine ,,akademische Spielwiese“, viele Eigenschaften der
vollen Theorie lassen sich ohne Hinzunahme von Fermionen bereits hier erfassen. Bei-
spielsweise kann das fiir diese Arbeit zentrale statische Quark-Antiquark-Potential durch
Objekte der reinen Eichtheorie berechnet werden. Das aus der Phdnomenologie bekannte
Confinement l&sst sich hier ebenfalls beobachten - wenn auch ohne das sogenannte string
breaking.

Fiir den Eichfeldanteil der Theorie auf dem Gitter miissen noch einige Anmerkungen
gemacht werden. In den letzten Abschnitten wurden Wirkung und Typus der Eichfelder
zwar bereits ermittelt; ihre konkrete Auswertung ist hingegen noch unklar. Hierauf soll
zunéchst eingegangen werden.
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2.3.8.1. Haarsches MaB

Die Ermittlung von Observablen wurde bisher im Funktionalintegralformalismus bespro-
chen. Erwartungswerte sind dementsprechend durch

(0) = [ IO exp(-Saiw)olU]

7 = /D[U] exp(—Sa[U)) (2.3.59)

gegeben. Das Integrationsmafl im Fall fermionischer Felder bedurfte keines Kommentars.
Dort sind die Felder ¢(z,t) nicht-matrixwertige Grofen, iiber die mit bekannten Regeln
integriert werden kann, sofern ihre Eigenschaften als Grassmann-Zahlen beriicksichtigt
werden. Fiir die Eichfelder ist allerdings zunédchst unklar, wie iiberhaupt integriert wer-
den soll. Ein méglicher Ansatz ist die folgende Integration:

/ D] = Hﬁ / AU, () (2.3.60)

€A p=1

Da die Eichfelder U,(z) aber Elemente der (kompakten) Lie-Gruppe selbst sind, han-
delt es sich bei ihnen in der Regel nicht um Skalare. Wie aber soll {iber solche Objekte
integriert werden?

Zunéchst kann festgestellt werden, dass das Integrationsmafl dU,(x) wie auch die Eich-
felder selbst eine Invarianz unter Eichtransformationen besitzen muss:

AU}, (z) = A(QUx)U, () (z + p)) = dU,, (2.3.61)

wobei Q(-) ein Element der zugrundeliegenden (kompakten) Lie-Gruppe G darstellt.
Dass diese Relation gilt, kann zum Beispiel anhand des Transformationsverhaltens der
Zustandssumme Z gezeigt werden. Diese muss invariant unter Eichtransformationen sein,
sodass

Z= [ D) expl-Sal) = [ DU exp(-Sal0) = [ DI exp(-SalU)) (2:362)

giltff

Hieraus folgt die Eichinvarianz des Integrationsmafles selbst, also
D[U'] = D[U] (2.3.63)
und damit Gleichung (2.3.61)). Diese Bedingung kann - iibertragen auf die einzelnen

Integrationselemente - allgemein als

dU =d(VU) =d(UV), VeG (2.3.64)

8Der erste Schritt in ([2.3.62) kann entweder als Invarianz unter Eichtransformation oder aber als
einfache Substitution verstanden werden. Der zweite Schritt ergibt sich aus der Eichinvarianz der
Wirkung, welche grundlegend gefordert ist.
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geschrieben werden. Prinzipiell folgt dies direkt aus (2.3.61)), weil Q(-) aufgrund der
lokalen Eichsymmetrie fiir den Punkt frei gewéhlt werden kann. Zusétzlich darf noch
eine Normierungsbedingung an die Felder dU,(z) gestellt werden, weil die Lie-Gruppe
G, um die es gehen soll, kompakt ist. Die Bedingung soll

/dUp, 1=1 (2.3.65)

lauten. Diese beiden Bedingungen - ([2.3.64]) und (|2.3.65)) - definieren gerade das soge-
nannte Haarsche Maﬂ.ﬂ Dieses Maf} erlaubt die Integration iiber reelle Parameter. Das

Maf$ dU,, kann dann durch

AU = c - \/det[g(w)] [ ] dw® (2.3.66)

dargestellt werden["]
g(w) ist dabei der metrische Tensor, dessen einzelne Komponenten durch

(2.3.67)

oU (w) OU T (w)
9Mm:“<mmaWM>

gegeben sind. Diese Betrachtungen sollen hier geniigen; wichtig ist vor allem, dass nun

eine Integration iiber die Eichfelder durch bekannte Regeln moglich ist und die Funktio-
nalintegrale prinzipiell auswertbar sind.

9Vgl. hierzu auch [Smi02] S. 95fF.].
10Eine Herleitung hierzu findet sich in [GLI0, S. 45]. Die Parametrisierung der Gruppenelemente durch
reelle Zahlen ist durch die allgemeine Exponentialdarstellung von SU(V)-Elementen,

NZ-1
Q=exp|i Z wMT,
n=1

moglich. T}, sind hierbei die Generatoren der Gruppe.
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2.3.8.2. Wilson- und Polyakov-Loops

Zentral fiir die Bestimmung des statischen Potentials auf dem Gitter sind Wilson-Loops.
Wie in vorherigen Abschnitten bereits angedeutet, sind dies spezielle geschlossene Schlei-
fen von Links. Durch Spurbildung werden diese Schleifen zu eichinvarianten Objekten
und sind somit prinzipiell fiir die Benutzung als Observable geeignet.

-

Abbildung 2.5.: Beispiel fiir eine planare (links) und ein nicht-planare (rechts) Wilson-
Loop.

Definitionsgemé&f besteht ein Wilson-Loop aus vier einzelnen Teilen. Dies sind zwei so-
genannte Wilson lines S, Linkketten, welche zwei Raumpunkte zur jeweils gleichen Zeit
verbinden, und zwei Linkketten T', die temporal transporter genannt werden und zwei
Zeitpunkte am jeweils gleichen Ort miteinander verbinden. Startpunkt ist ein Raumzeit-
punkt, von dem eine Wilson-Line zu einem anderen Raumpunkt zeigt. Von dort zeigt ein
temporaler Transporter zu einer anderen Zeit am gleichen Ort. Darauf folgt noch einmal
eine Wilson-Line zuriick zum rdumlichen und ein temporaler Transporter zum zeitlichen
Startpunkt. Im allgemeinen Fall miissen die Wilson-Lines keine geraden Ketten in nur
einer Dimension sein. Es wird zwischen planaren und nicht-planaren Wilson-Loops un-

terschieden, die in Abb. dargestellt sind.

Formal ergibt sich fiir die Wilson-Loops eine geschlossene Schleife bestehend aus Links,
die durch

L:(a,t) 3 (1) D (g, 1) 2 (,8) D (2, 12) (2.3.68)
beschrieben werden kann. Die Wilson-Lines werden hierfiir formal durch
Syt)= [] UiG.Y) (2.3.69)
Ui(j,t)EC

definiert. Das Produkt ist so zu verstehen, dass alle Linkvariablen entlang des Weges C
zwischen den Raumpunkten x und y miteinander multipliziert werden.
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Die temporalen Transporter ergeben sich ganz &hnlich durch

tl-‘r(nt—l)

T(x,m) = [[ Ualxt), (2.3.70)

t=t1

wobei n; die Anzahl der nétigen zeitlichen Links darstellt. Ein Wilson-Loop ergibt sich
dann allgemein durch den Ausdruck

Wy = tr (S(z,v, t) TV (y, t)ST (z,y, )T (, t1)). (2.3.71)

Damit ist die zentrale Observable zur Bestimmung des statischen Potentials gegeben.
Diese kurze Einfithrung soll an dieser Stelle reichen, spéater wird noch einmal explizit auf
die Begriindung dieses Zusammenhangs eingegangen werden.

Am Rande seien hier Polyakov-Loops erwdhnt, die vereinfachte Versionen der Wilson-
Loops sind. Werden periodische Randbedingung in Zeitrichtung auf dem Gitter ange-
nommen und werden die temporalen Transporter auf die gesamte Zeitachse ausgedehnt,
so bilden diese selbst zwei iiber die Zeit geschlossene Schleifen an unterschiedlichen
Raumpunkten. Diese temporalen Transporter selbst bilden durch Spurbildung eichinva-
riante Objekte auf dem Gitter. Wie die Wilson-Loops koénnen sie zur Bestimmung des
statischen Potentials dienen.
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2.4. Numerische Methoden in Gittereichtheorien

Bisher ist lediglich auf die Formulierung des theoretischen Unterbaus wie zum Beispiel
auf die Entwicklung der Wirkungen eingegangen worden. Fiir die tatsidchliche Berech-
nung der Observablen wurde hier zunédchst nur die Auswertung des Funktionalintegrals

(0) = % / D[U] D[N exp[—(Sc + Sp)|O[U, A] (2.4.1)

vorgeschlagen. Die Integration lésst sich fiir ein Gitter auch als

/ DIU] D[\ = / HTTTavu@) [T T dr () (2.4.2)

€A pu=1 TEA a,a

schreiben, wobei a: Spinorindex und a Farbindex bezeichnen. Der Prozess der Integration
bedeutet hier anschaulich, dass die freien Parameter - hier also Fermion- und Eichfelder
- alle moglichen Wertkombinationen annehmen, {iber die dann summiert wird und fiir
diese die Observable dann berechnet wird. Bei einer typischen Gittergréfle, zum Beispiel
323 x 64, sind dies allerdings

32°.64-4 -32%-64-4-3 (2.4.3)

freie Parameter ['] Bei einer Theorie mit einem Gluino-Flavor und drei Farben, wie bei
der hier benutzten, wéren das etwa 211 Billionen Parameter. Selbst wenn die Integrale
alle analytisch gelost werden konnten, was im Allgemeinen nicht moglich ist, dann miiss-
ten 211 Billionen Integrale gelost werden. Da die Integrale aber numerisch gelost werden
miissen, muss jede mogliche Parameterkombination beachtet werden. Selbst wenn ein
Parameter nur zwei verschiedene Zustéinde annehmen konnte, ergében sich kombinato-
risch mehr als 221119 Zusténde, fiir welche jedes Mal die Observable bestimmt werden
miisste. Dies ist zur Zeit unmoglich und wird es wohl auch in néherer Zukunft bleiben.
Es ist also eine andere Rechenmethode von Noten, um die Erwartungswerte der Obser-
vablen zu bestimmen: die Monte-Carlo-Simulation.

Dieser Abschnitt orientiert sich an den Darstellungen zur numerischen Simulation auf
dem Gitter in [GLI0].

2.4.1. Monte-Carlo-Simulation

Bei Monte-Carlo-Simulationen handelt es sich um Rechenmethoden, mit denen Aussa-
gen durch statistische Verteilungen getroffen werden kénnen. Sie konnen sehr vielfiltig

11323 x 64 bedeutet eine raumliche Ausdehnung von 32 Gitterpunkten in jeder Raumdimension und
eine zeitliche Ausdehnung von 64 Punkten.
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X

Abbildung 2.6.: Typisches Beispiel der Anwendung des Monte-Carlo-Verfahrens: Die
ndherungsweise Bestimmung von 7.

eingesetzt werden und sind nicht auf statistische Systeme beschriankt: Ein beliebtes Bei-
spiel fiir eine Anwendung der Monte-Carlo-Methode ist die niherungsweise Bestimmung
von 7. Hierzu werden in einem Quadrat der Kantenldnge Eins zuféillig und gleichverteilt
Punkte generiert. Die Skalierung wird zum Beispiel so gewahlt, dass links unten der
Ursprung liegt und das Quadrat gerade einen Ausschnitt des ersten Quadranten eines
kartesischen Koordinatensystems darstellt (siehe dazu Abb. 2.6). Damit wird ein Viertel
des Einheitskreises von diesem Quadrat eingeschlossen.

Auch ohne Kenntnis von 7 kann entschieden werden, ob die generierten Punkte innerhalb
des Einheitskreises liegen, ndmlich iiber die Gleichung

r=/2%+y>. (2.4.4)

Bei Werten r < 1 liegt der jeweilige Punkt innerhalb des Einheitskreises, sonst aufler-
halb. Werden die Punkte gleichverteilt im Quadrat platziert, so kann bei gentigend vielen
Punkten das Verhéltnis der Anzahl von Punkten innerhalb und auferhalb des Einheits-
kreises sehr genau bestimmt werden. Die Gesamtanzahl der Punkte entspricht dabei
gerade dem Flicheninhalt Eins, die Anzahl der Punkte innerhalb des Einheitskreises
entspricht gerade der Fliache m/4. Damit kann die Kreiszahl durch

Anzahl im Einheitskreis

TR

) 2.4.
Gesamtanzahl der Punkte (2.4.5)

approximiert werden.

Dies ist nur ein Beispiel. Hauptanwendungsgebiet fiir Monte-Carlo-Simulationen sind
Systeme mit sehr vielen Freiheitsgraden. Simulationen sind heutzutage sehr lukrativ,
weil sie fiir diese analytisch nicht mehr zugénglichen Systeme mit vertretbarem Zeitauf-
wand zuverléssige Ergebnisse liefern konnen.
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2.4.1.1. Grundlagen der Methode

Die Grundlagen des Monte-Carlo-Verfahrens sollen im Folgenden anhand der hier inter-
essanten Anwendung in Gittereichtheorien présentiert werden. Grundlage der Methode
ist die Durchfiihrung stichprobenartiger Rechnungen. Ausgangspunkt ist hierbei

(0) ~ % > o[U,. (2.4.6)

Die Variable O représentiert dabei die zu ermittelnde Observable und O[U,] ist ihr Wert
in der sogenannten Konfiguration U,, also eine Stichprobe. Damit ist der Erwartungs-
wert (O) also ndherungsweise durch die Mittelung iiber eine Stichprobe gegeben. Die
Konfiguration beschreibt eine ganz bestimmte Einstellung der Eichfelder des gesamten
Gitters.

Soll die Ndherung in Gleichung eine gute Niherung sein, so muss die Auswahl
der Konfigurationen U,, in der Stichprobe an das verwendete theoretische Modell an-
gepasst werden. Deshalb miissen Konfigurationen, die der Theorie nach mit hoéherer
Wahrscheinlichkeit realisiert sind, auch bevorzugt in der Stichprobe auftreten. Im Pfad-
integralformalismus zeichnen sich solche Konfigurationen dadurch aus, dass sie durch
den Boltzmann-Faktor exp(—S) mit stiarkerer Gewichtung in das Integral eingehen.
Gleichzeitig muss die betrachtete Stichprobe fiir eine gute Naherung natiirlich grof3 ge-
nug sein.

Im Prinzip reduziert sich das Problem dann darauf, dass stichprobenartig Konfiguratio-
nen von Eich- und Fermionfeldern erstellt werden, die eine passende Verteilungsfunktion
besitzen. Fiir diese miissen die Observablen einzeln berechnet werden und eine anschlie-
Bende Mittelung ergibt daraufhin ndherungsweise den Erwartungswert.

Um bei der Erstellung der Konfigurationen die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten be-
stimmter Konfigurationen zu beriicksichtigen, ist ein spezieller Algorithmus notwendig.
Die Konfigurationen miissen ausgehend von einer beliebigen Startkonfiguration sukzes-
sive erstellt werden. Jede Konfiguration wird dabei durch das sogenannte Update aus
der Vorhergehenden erzeugt. Diese so entstehende Abfolge von Konfigurationen, die das
Update je nach deren Wahrscheinlichkeit erzeugt, nennt sich Markow-Kette:

Uy—U —Uy— ... = Uy. (2.4.7)

Der Update-Prozess muss einige Bedingungen erfiillen, um die korrekte Wahrscheinlich-
keit fiir das Auftreten einer Konfiguration zu reproduzieren:

e Die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang zu einer neuen Konfiguration U’ hingt
lediglich von der vorhergehenden Konfiguration U und sonst von keiner anderen
Grofle - wie beispielsweise der Position in der Kette - ab. Die so entstehenden Kette
nennt sich Markow-Kette erster Ordnung.
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e Im Equilibrium (siehe unten) muss die Gesamtwahrscheinlichkeit zum Ubergang
in die Konfiguration U’ genauso grof sein, wie die Wahrscheinlichkeit, diese Kon-
figuration wieder zu verlassen. Mathematisch driickt sich dies durch

Y TUU)PU)=> TUU)PU) (2.4.8)

aus. Dabei ist T(U’|U) die Ubergangswahrscheinlichkeit und P(U) die Wahrschein-
lichkeit, nach der U in diesem Prozess momentan vorliegt. P(U) stellt damit die
Verteilungsfunktion der Konfigurationen dar, die abhéingig von der verwendeten
Wirkung geméf

P(U) = exp (=S[U]) (2.4.9)

festgelegt wird.

Die rechte Seite von Gleichung lasst sich noch vereinfachen, weil die Ge-
samtwahrscheinlichkeit zum Ubergang in eine andere oder zum Verbleiben in der
jetzigen Konfiguration, ), T'(U|U’), gleich Eins ist:

Y TU'\U)P(U) = P(U"). (2.4.10)

e Jede Konfiguration muss vom Update-Prozess in einer endlichen Anzahl von Schrit-
ten erreicht werden konnen. Eine Voraussetzung hierfiir ist, dass 7'(U’|U) fiir alle
Kombinationen (U’|U) echt grofier als Null ist.

Dabei stellt die sogenannte detailed balance condition,
TU'\U)PU)=TU|\U)PU"), (2.4.11)

eine mogliche Realisierung dar, um Gleichung ([2.4.8)) zu erfiillen. Diese Bedingung findet
hédufig Verwendung.

Es kann gezeigt werden, dass der Update-Prozess nach mehrfacher Anwendung ein so-
genanntes Equilibrium erreicht[Rot05, S. 284ff.]. Dieses zeichnet sich durch eine stati-
ondre Wahrscheinlichkeit P.,,;(U) aus, die angibt mit welcher Wahrscheinlichkeit die
momentane Konfiguration U vorliegt. Befindet sich das System einmal im sogenannten
thermalisierten Zustand, verweilt es dort. Werden Konfigurationen vor Erreichen des
Equilibriums fiir die Auswertung verwendet, so ist dadurch bedingt eine Korrelation
zu erwarten. Doch auch wenn nur thermalisierte Konfigurationen verwendet werden, ist
eine Korrelation nicht vollstdndig zu vermeiden. Dies ist dadurch begriindet, dass jede
Konfiguration mithilfe ihres Vorgéngers in der Markow-Kette erstellt wird.

Nach wie vielen Iterationen das Equilibrium erreicht ist, ist nicht einfach zu beantwor-
ten. Eine Moglichkeit stellt die Berechnung der Autokorrelationszeit dar, die angibt,
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wie stark die Korrelation nachfolgender Konfigurationen ist. Zu beachten ist dabei aller-
dings, dass die Autokorrelationszeit nicht nur dadurch bestimmt ist, ob thermalisierte
Konfigurationen verwendet werden oder nicht. Auf die Autokorrelation wird in einem
folgenden Abschnitt noch eingegangen werden.

Eine andere Moglichkeit, um das Erreichen des Equilibriums festzustellen, bietet die Un-
tersuchung des Wertes der Plaquette. Mit Erreichen des Equilibriums zeigt ihr Wert kein
systematisches Ansteigen oder Absinken mehr, sondern lediglich noch eine Fluktuation
um einen bestimmten Wert herum.

Die wichtigsten Groflen der Monte-Carlo-Simulation auf dem Gitter sind der vorher-
gehenden Darstellung nach P(U) (Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von U) und
T(U|U") (Ubergangswahrscheinlichkeit fiir U — U’). Dabei sollte P(U) das physikalische
Modell moglichst gut beschreiben. Dementsprechend muss geméafl eine passende
Wirkung gewéhlt werden.

Konkret wurde fiir die Erstellung der Konfigurationen der PHMC-Algorithmus [FJ97]
genutzt. Eine Darstellung dieses Algorithmus wiirde den Rahmen dieser Arbeit spren-
gen - insbesondere in Hinblick darauf, dass die Erstellung der Konfigurationen fiir die
Analyse nicht von Noten war. Nichtsdestotrotz wurden hier nun einige Grundlagen des
Monte-Carlo-Verfahrens dargestellt, weil einige Tatsachen der Konfigurationserstellung,
wie beispielsweise das Erreichen des Equilibriums, auch fiir die spéitere Analyse niitzlich
sein werden.

2.4.2. Methoden zur Datenanalyse

Sind die Konfigurationen erstellt, so konnen die Observablen prinzipiell durch
1
(0) =+ Zn: O[U,.] (2.4.12)

berechnet werden. Es wird bei diesem Simulationsprozess auch oft von einer Messung
gesprochen. In der Praxis werden oft sogenannte Resampling-Methoden verwendet, um
den statistischen Fehler der berechneten Observable zu schétzen. Hier soll im Folgen-
den néher auf die Jackknife-Methode eingegangen werden. Zunéchst soll allerdings noch
der Fehler fiir die durch die Monte-Carlo-Simulation ermittelten Observablen geschétzt
werden und die sogenannte Autokorrelation der Daten besprochen werden.

2.4.2.1. Fehlerabschitzung und Autokorrelation

Durch die Monte-Carlo-Simulation an sich resultiert natiirlich bereits eine Unsicherheit
allein dadurch, dass nur eine Stichprobe untersucht wird. Zunéchst soll der Fall unkor-
relierter Konfigurationen betrachtet werden. Der durch die Simulation berechnete Wert
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fiir die Observable ergibt sich gem&fi der Monte-Carlo-Methode durch eine Mittelung
iiber die Werte der einzelnen Markow-Kettenglieder:

.1
0= zn: O, (2.4.13)

Fiir den berechneten Wert O ergibt sich ein Stichprobenfehler, der durch

A 1 ~
62 = Var(O) = V1 (0, —0)? (2.4.14)

gegeben ist. Dieser ergibt sich allein aus der Tatsache, dass fiir nur endlich viele Konfi-
gurationen gemessen wird. Auf der anderen Seite ergibt sich eine Abweichung aber auch
dadurch, dass gerade diese oder jene Menge von Konfigurationen genutzt wurde. Damit
ist O selbst eine ZufallsgroBe, fiir die (O) = (O) gilt. (O) ist in diesem Fall der Wert,
der sich bei Mittelung aller méglicher Mengen von N Konfigurationen ergeben wiirde.
Dieser Wert stimmt mit dem tatséchlichen, ohne die Monte-Carlo-Methode bestimmten
Wert (O) tiberein. Per Definition gilt fiir die Varianz

0% = (0= (0)?) <<%20n - <o>) >

1, 5 1
= 0% =0V + 5 mz#n (OnO,,) . (2.4.15)
Im Fall unkorrelierter Konfigurationen gilt
(0n0,) = (00} (0,) = (07, (2.4.16)

der Gesamterwartungswert entspricht also dem Produkt der einzelnen Erwartungswerte.
Dadurch kann die Varianz als

1 1 1 N(N —1)
Tp =3 (0%) = (O + 53 D_ (0 = {(0%) = (0)" + — 57— (0’
m#n
1
= N(<02> — (0)2) (2.4.17)
—_———
Var(O)=c%,
geschrieben werden. Damit gilt letztendlich
1
0 = \/_NO-O (2418)
bzw. |
—0 (2.4.19)

oy = 00,
10) \/NO
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wenn das unbekannte oo approximativ durch das in (2.4.14]) berechnete 6o ersetzt wird.

Nun gelten diese Ergebnisse nur fiir den Fall unkorrelierter Messdaten. Sind die Da-
ten korreliert, so sind die Ergebnisse fiir o in Gleichung (2.4.19)) nicht anwendbar, weil
die statistische Unabhéngigkeit der Konfiguration eine wichtige Voraussetzung darstellt.
Anschaulich ist dies verstéandlich, weil bei korrelierten Daten im Prinzip weniger Statis-
tik vorhanden ist; die Varianz bzw. ¢ sollte hier also grofler sein als bei unkorrelierten
Daten.
Selbst wenn die Messung nur auf Konfigurationen geschieht, die im Equilibrium sind, ist
eine Korrelation der auf den einzelnen Konfigurationen gemessenen Observablen kaum
zu verhindern. Dies nennt sich Autokorrelation und ist eine (weitere) Fehlerquelle, weil
die einzelnen Konfiguration statistisch unabhéngig sein sollten, es in der Regel aber nicht
sind. Ausgangspunkt, um diesen Umstand zu beriicksichtigen, ist die Autokorrelations-
funktion

Co = (0;0:14) — (O;) (Oi1y) (2.4.20)

Fiir Konfigurationen im Equilibrium - was hier vorausgesetzt sein soll - hingt diese nur
von t ab und ist unabhéngig davon, welche Konfigurationen fiir die Berechnung vorliegen,
es ist also Co(t) = Co(On, Oniy). Co(0) ist gerade o2 und fiir den Fall unkorrelierter
Daten verschwindet Cp wegen Gleichung fiir alle ¢ # 0.

Die normalisierte Korrelationsfunktion I'p(t) := gg(é))

in ¢, wobei der Term mit dem grofiten Einfluss durc

zeigt einen exponentiellen Abfall

Lo(t) o< exp(—t/70 exp) (2.4.21)

gegeben ist. 7o exp ist demnach ein Mafl dafiir, wie ,,schnell” die Korrelation zwischen
den Konfigurationen in der Markow-Kette verschwindet. Wichtig wird ['o(t), wenn die
Varianz aus Gleichung fiir den Fall korrelierter Daten berechnet werden soll. Es
ergibt sich dann

o2 (1 &
o0 ™ 2 (5 +3 To(t) | (2.4.22)
t=1
Hierbei wird
1 N
LY Tt = o (2.4.23)

integrierte Autokorrelationszeit genannt. Damit kann der Fehler im Fall korrelierter Da-
ten geschitzt werden. Insgesamt ergibt sich aus den beiden letzten Gleichungen also

2 in
0} = %U% (2.4.24)

im Vergleich zur Abweichung bei unkorrelierten Daten. Es sollte betont werden, dass

020 = +05 gilt. Interessant ist hier vor allem, dass der zusitzliche Korrekturfaktor im
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Abbildung 2.7.: Vereinfachte Darstellung des Binning-Vorgangs: Daten mehrerer Konfi-
gurationen (hier zwei) werden zu einem Bin zusammengefasst und ge-
mittelt. Die gemittelten Werte werden dann als neue Zufallsgrofien fiir
die weitere Rechnung verwendet.

]

HEBREEH

Vergleich zu Gleichung (2.4.19)) so wirkt, als wiirde er die Anzahl der Konfigurationen
verringern:

N

27—O,int

Wird dieses N, statt N in Gleichung (2.4.19) fiir die Abweichung unkorrelierter Da-
ten benutzt, so ergibt sich gerade aéc. Dies passt zur oben gegebenen anschaulichen

N. (2.4.25)

Erklarung, dass korrelierte Daten im Prinzip eine kleinere Statistik besitzen als es un-
korrelierte Daten tun.

2.4.2.2. Data binning

Im vorherigen Abschnitt wurde dargestellt, wie sich der Fehler unter Verwendung kor-
relierter Daten verdndert. Dabei wurde davon ausgegangen, dass die Daten selbst nicht
weiter verdandert werden, um die Korrelation zu verringern. Durch das sogenannte data
binning|GLI10, S. 96f.] ist dies jedoch mdglich. Das Prinzip dieser Methode ist einfach:
die fiir die einzelnen Konfigurationen berechneten Observablen werden in Blocke von je-
weils N Messwerten aufgeteilt. Die Mittelwerte dieser Blocke werden dann als die neuen
ZufallsgroBlen betrachtet. Dabei muss die Grofle N der Blocke gerade so gewéhlt sein,
dass die Korrelation zwischen ihnen nicht mehr messbar ist. Je nach Autokorrelationszeit

wird die Anzahl der nutzbaren Observablen dadurch stark reduziert. Eine symbolische
Darstellung findet sich in Abb. 2.7

2.4.2.3. Jackknife-Methode

Der in Gleichung (2.4.22)) bestimmte Fehler bietet eine Moglichkeit den Fehler zu be-
stimmen. Teilweise ist diese Art der Bestimmung jedoch nicht einfach. Sollen zudem aus
den gemessenen Observablen zusammengesetzte Gréfien ermittelt werden - dies kénnen
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zum Beispiel Fits von gemittelten Observablen sein -, so muss die Fehlerfortpflanzung
beachtet werden, was ebenfalls Probleme mit sich bringt.
Die statistische Methode des Jackknifing[GL10, S. 97] bietet hier eine einfache und ef-
fiziente Alternative, um unabhéngig vom angenommenen Fehler der Observable einen
Fehler zu bestimmen. Voraussetzung fiir die folgende Darstellung ist die Benutzung un-
korrelierter Daten. Unkorrelierte Daten kénnen hier auch durch Binning erzeugt werden.
In diesem Fall wird wie folgt vorgegangen:
Es seien N Messwerte gegeben. Aus diesen werden N Datensétze D; = {d,} gebildet,
in denen alle Messwerte bis auf den i-ten Messwert enthalten sind. Fiir jeden dieser
Datenséitze wird dann der Mittelwert D; bestimmt, also
D ! d
iy o2 (2.4.26)
n#i

In Abb. ist der Vorgang symbolisch dargestellt. Die GréBe D; kann nun als Zufalls-
grofle verstanden werden, fiir die die Varianz berechnet werden kann:

N1 . .
of =———> (Di= D)’ (2.4.27)

=1

Der Erwartungswert D, der sich hier durch Mittelung iiber alle D; ergibt, ist mit dem oh-
ne die Jackknife-Methode berechneten Erwartungswert fiir die N Messwerte identisch. Je
kleiner die Varianz, desto néher liegen die Ergebnisse der einzelnen Datensétze beieinan-
der und desto weniger weichen die weggelassenen Messwerte von den anderen Werten ab.

[ B (HE
H—EH B
i B \E

Abbildung 2.8.: Jackknifing: Aus den Daten werden durch Weglassen jeweils eines Da-
tenpunktes sogenannte Jackknifes erzeugt. Die Datenpunkte konnen
auch durch bereits durch das Binning gemittelte Daten gegeben sein.

Prinzipiell ist o% demnach sehr einfach zu berechnen und liefert unabhéngig von der
Ermittlung der Observable eine Vorstellung vom Fehler der Messwerte. Im Analysepro-
gramm ist der durch das Jackknifing bestimmte Fehler teilweise die einzige Grofe, die
ein Maf fiir die Unsicherheit eines Wertes angibt.
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3. Die Bestimmung des statischen
Quark-Antiquark-Potentials

Dieses Kapitel soll sich der Begriindung des statischen Potentials und den Techniken
zu dessen Bestimmung widmen. Ebenso soll der fiir diese Arbeit zentrale Sommer-
Parameter eingefithrt werden. Zunéchst soll deshalb genauer auf die theoretischen Grund-
lagen des statischen Potentials und des Sommer-Parameters eingegangen werden, bevor
die im Analyseteil dieser Arbeit benutzten Methoden explizit prisentiert und erlautert
werden. Der erste Abschnitt zum Potential basiert dabei teilweise auf der Darstellung
in [GL10].

3.1. Einfiihrung des Potentials

Das statische Quark-Antiquark-Potential beschreibt das Potential der starken Wechsel-
wirkung eines unbeweglichen (statischen) Quark-Antiquark-Paares. Dieses Potential ist
mithilfe von Wilson-Loops, welche in Abschnitt als die zentralen Objekte der rei-
nen Eichtheorie vorgestellt wurden, bestimmbar. Diese Objekte der reinen Eichtheorie
dienen interessanterweise der Bestimmung einer Wechselwirkung zwischen zwei Fermio-
nen, den Quarks. Der Grund dafiir ist darin zu finden, dass fermionische Observablen
auf dem Gitter ebenfalls durch Linkketten beschrieben werden kénnen.

Das Potential ist eine wichtige Grofle der Gittereichtheorien und kann dazu dienen, den
Sommer-Parameter zu bestimmen, der eine zentrale Rolle bei der Bildung einer einheitli-
chen Skala und der Verkniipfung von Gitter- und physikalischen Gréfien spielt. Daneben
zeigt es in der reinen Eichtheorie das Phdnomen des Confinements, das sich in einem
mit der Entfernung ansteigenden Potential duflert.

Der erste Abschnitt erldutert den Zusammenhang zwischen Wilson-Loops und dem
Quark-Antiquark-Potential. Hierdurch soll dargestellt werden, warum diese Objekte der
reinen Eichtheorie zur Ermittlung des Potentials dienen koénnen und iiber welche Glei-
chungen die Wilson-Loops und das Potential verbunden sind. Anschliefend soll die for-
male Gestalt des Potentials in der reinen Eichtheorie hergeleitet werden, bevor dann der
Sommer-Parameter eingefithrt werden soll.
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3.1.1. Zusammenhang mit den Wilson-Loops

Die folgende Darstellung soll die QCD als zugrundeliegende Theorie nutzen. Dieser
Weg wurde gewihlt, weil hier der Zusammenhang zwischen Quarks und Wilson-Loops
erlautert werden soll und das eigentlich betrachtete supersymmetrische Modell keine
Quarks enthélt.

Allgemein lassen sich die Erwartungswerte der Wilson-Loops durch
<WC> = <tI‘ (S(SL’, Y, t2)TT(y7 t2 - tl)ST(Iv Y, tl)T(I', t2 - tl))> (311)

schreiben. Ein erster Schritt, um den Zusammenhang zwischen Wilson-Loops und Po-
tential zeigen zu konnen, ist durch die Fixierung der Eichung méoglich, welche aufgrund
der vorausgesetzten lokalen Eichsymmetrie physikalisch keine Anderung bringt.

3.1.1.1. Wilson-Loops in temporaler Eichung

In der temporalen Eichung sind die Eichfelder so gewéhlt, dass fiir alle x € A
Uy(z) =1 (3.1.2)

gilt. Die Links in Zeitrichtung und mit ihnen alle temporalen Transporter sind damit
trivial und obiger Ausdruck ({3.1.1]) vereinfacht sich zu

(Wehp = (tr (S(z, y,t2)ST (2,1, tl))>T. (3.1.3)

Der Index T" deutet dabei die durchgefiihrte temporale Eichung an und soll im Folgenden
weggelassen werden. Im Grenzfall einer sehr grofien zeitlichen Ausdehnung des Gitters
ergibt sich [GL10, S. 56]

We) =3 (01 (2, y)as |K) (k| ST (@, y)sa |0) exp(—Ey), (3.1.4)

wobei iiber die Indizes a und b summiert wird. Hier geben nur diejenigen Summanden
einen Beitrag, fiir die ST(z,1)pq [0) einen Uberlapp mit |k) hat.

Wie im Folgenden noch gezeigt werden wird, beschreiben solche Zusténde aber gerade ein
statisches Quark-Antiquark-Paar an den Stellen x und y. Die zugehorigen Energien Ej,
sollten demnach die Energien des Quark-Antiquark-Paares darstellen, wobei die kleinste
Energie E; dabei die reine potentielle Energie zwischen beiden Teilchen reprisentiert.
Hohere Energien repréisentieren angeregte Zustdnde des Systems.

Das statische Quark-Antiquark-Potential V(r) = FE; kann also aus den Wilson-Loops
bestimmt werden, weil folgende Proportionalitéit gilt:

(We) o exp(—tV (r)) - (1 4+ O(exp(—tAE))). (3.1.5)
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Dabei ist AFE die Differenz zwischen Grundzustandsenergie E; und erstem angeregten
Zustand FE,. Hier kénnen nun unterschiedliche Methoden ansetzen, um V(r) aus den
vorhandenen Daten zu ermitteln, welche spéter in diesem Kapitel beschrieben werden
sollen. Die r-Abhéngigkeit des Potentials ist so zu verstehen, dass es vom Abstand zwi-
schen Quark und Antiquark abhéingt. Dieser Abstand ist durch den Wilson-Loop selbst
gegeben, weil r = alx — y| gilt.

3.1.1.2. Hopping expansion

Es bleibt noch zu zeigen, dass ST(z,9)p, |0) nun wirklich einen Uberlapp mit den Zustéin-
den des Quark-Antiquark-Paares besitzt. Dazu wird die sogenannte hopping expansion
benotigt. Durch sie konnen fermionische Observablen durch Linkketten, die sogenannten
fermion lines beschrieben werden. Die Wilson-Lines S sind ebenso solche Ketten und im
Fall unendlich schwerer Quarks reduzieren sich Fermion- bzw. Quark-Propagatoren auf
eine solche Wilson-Line. Ausgangspunkt, um dies zu zeigen, ist der Dirac-Operator fiir
die Beschreibung von Wilson-Fermionen, der in Gleichung im Fall der N = 1-
SYM-Theorie dargestellt ist. Dieser kann in der QCD auch durch [GL10, S. 115]
D =C(1 H = L C = A 3.1.6

(z,y) = C(1 — kH(z,y)), H—ma =m+- (3.1.6)
dargestellt werden. Die Grofle H wird als hopping matriz bezeichnet, weil sie nur dann
einen Wert ungleich Null besitzt, wenn x und y néchste Nachbarpunkte sind. Der Term
enthélt in diesem Fall den beide Punkte verbindenden Link U, (z):

H(z,y) = Z (1 =) Un(2) 004195 (3.1.7)

p==%1

wobei hier der Einfachheit halber die Dirac-, Farb- und Flavor-Indizes weggelassen wur-
den. Der Term p im Kronecker-Delta stellt den Einheitsvektor in p-Richtung dar. Die
Konstante C' in Gleichung lisst sich in die Normierung der Fermionfelder ()
bzw. 1 (y) einbeziehen, also

¢ — VCip und ¢ — VCp, (3.1.8)
weshalb der hier zu betrachtende Dirac-Operator zu

vereinfacht werden kann. Von Interesse ist wie eingangs erwédhnt der Quarkpropagator,
also das Inverse des Dirac-Operators

D Yx,y) = (1 — kH(z,y)) " (3.1.10)



48  Die Bestimmung des statischen Quark-Antiquark-Potentials

Die rechte Seite dieser Gleichung ist dabei der Grenzwert einer (konvergenten) geome-
trischen Reihe

Ya,y) = Z/{iHi(x,y) (3.1.11)

mit den Koeflizienten

H'(z,y) Z (H — Yy ) L5 Y) Ottty (3.1.12)

pj==1

wobei die Linkkette P durch
P(z,y) = Up (2)Upy (x + p2) ... Upy (@ + p1 + p2 - prim1) (3.1.13)

gegeben ist. Der Koeffizient H'(z,y) bedarf einer Erliuterung. Summe und Produkt sind
so zu verstehen, dass iiber alle Linkketten der Lange ¢ summiert wird. Das Kronecker-
Delta reduziert diese Terme dann auf Ketten, die die Punkte x und y miteinander ver-
binden. Gleichzeitig fallen Linkketten weg, in denen direkt aufeinander folgende Links
zwischen den gleichen Gitterpunkten aber mit unterschiedlicher Orientierung existieren.
In diesem Fall wiirde das Produkt

(1 =9, )(L + 7,) =0 (3.1.14)

auftauchen und der Term wiirde Null ergeben. Fiir den Fall der kiirzesten Verbindung
zwischen zwei Punkten enthilt der Term H'(x,y) gerade die Linkkette der zugehdrigen
Wilson-Line.

Wird nun der Fall schwerer Quarks betrachtet, so strebt x — 0 fiir m — oo. Damit
werden hohere Terme - also Terme mit langeren Linkketten - in Gleichung unter-
driickt. Der kleinste nicht-verschwindende Terme entspricht gerade einer Wilson-Line,
womit der Dirac-Operator in erster Naherung fiir schwere Quarks im Groflen und Gan-
zen aus dieser aufgebaut ist.

Damit ist der Zusammenhang zwischen den Wilson-Loops und dem statischen Quark-
potential hergestellt. Die Wilson-Loops lassen sich in temporaler Eichung durch zwei
Wilson-Lines darstellen und diese wiederum bilden den essentiellen Baustein fiir den
Quarkpropagator im Fall schwerer Quarks. Fiir diesen giltfz]

iD = ((@)(y)) - (3.1.15)

12Vgl. hierzu [GLIO, S. 114]. Der Index F des Erwartungswerts der Gleichung bedeutet die Nutzung
des fermionischen Erwartungswertes unter Vernachléssigung der Eichfelder.



3.1. Einfiihrung des Potentials 49

3.1.2. Verlauf des Potentials in der reinen Eichtheorie

Die reine Eichtheorie ist hier deshalb so interessant, weil das betrachtete supersymme-
trische Modell keine Quarks enthélt und deshalb zumindest fiir das Potential dhnliche
Ergebnisse wie in der reinen Eichtheorie erwartet werden.

Die erwartete Form des statischen Quark-Antiquark-Potentials in der reinen Eichtheorie
ist relativ einfach nachzuweisen. Sie lautet dort

B
V(r)=A+ " +or. (3.1.16)

— Statisches Potential
-- Coulomb-Potential
-- o-Anteil

Potential V(r)

Abstand r

Abbildung 3.1.: Willkiirlich skalierte Darstellung des statischen Potentials: Die rote Kur-
ve stellt dabei den Coulomb-artigen Anteil des Potentials dar, wogegen
die blaue Kurve den Confinement-Term repréasentiert. Mit dieser Dar-
stellung soll das Grenzwertverhalten des statischen Potentials angedeu-
tet werden, nachdem der Coulomb-artige Anteil bei kleinen Abstdnden
dominiert und das Potential bei groffen Absténden linear ansteigt.

Hierbei ist A eine Potentialverschiebung, welche fiir physikalisch messbare Groflen weg-
fallt und damit nicht weiter von Interesse ist. Der zweite Term beschreibt den Coulomb-
artigen Anteil des Potentials und der dritte Term o ist der fiir das Confinement ver-
antwortliche Term, welcher linear mit dem Abstand ansteigt. Dieser nennt sich string
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tension. Eine schematische Darstellung des Potentials kann in Abb. gefunden wer-
den.

Zunéchst soll hier das Vorherrschen des Coulomb-artigen Terms bei schwacher Kopplung
g, also grofiem S (5 = g%) gezeigt werden. Anschlieflend soll darauf eingegangen werden,
dass sich das Potential im Fall starker Kopplung ¢g durch den dritten, linear ansteigenden
Term néhern lésst. Die Rechnung soll in der reinen Eichtheorie durchgefiihrt werden und
orientiert sich an der Rechnung in [GL10} S. 58ff.].

3.1.2.1. Grenzfall schwacher Kopplung

Der Verlauf des Potentials im Fall schwacher Kopplung lésst sich bereits in der Konti-
nuumstheorie analytisch auswerten. Betrachtet wird zuniichst die bosonische Wirkung™|

8
1 a a
SalA] = yoe > / d*zF¢,Fe,, (3.1.17)
a=1
wobei
Fo (1) = 0,A%x) — 9, A%(x) — fare AL AS () (3.1.18)

den komponentenweisen Feldstédrketensor darstellt. Durch Reskalierung der Eichfelder
geméf éA# — A, kann der Kopplungsfaktor aus Gleichung 1} herausgezogen und
in der Gleichung fiir die Eichfelder absorbiert werden. Die obigen Gleichungen werden
in diesem Fall zu

8
1
Sald] = ; > / d'zFg, Fe, (3.1.19)
a=1
mit
FS () = 0,AL(x) — 0,A%(x) — gfarc AL AL (). (3.1.20)

Der Vorteil dieser Darstellung liegt auf der Hand. Es ist leicht ersichtlich, dass bei
schwécher und schwécher werdender Kopplung lediglich der fiir die Selbstwechselwir-
kung verantwortliche Term fabcAzAl‘i(x) verschwindet. Ubrig bleibt dann der Feldstérke-
tensor in einer Form, wie er sie auch in der Quantenelektrodynamik besitzt. Da in
der Quantenelektrodynamik die Form des Potentials vom Coulomb-Typ ist, ist sie das
dementsprechend im Grenzfall schwacher Kopplungen in der reinen Eichtheorie ebenso.

3.1.2.2. Grenzfall starker Kopplung

Fiir den Nachweis des linearen Potentialanstiegs im Fall starker Kopplung muss mehr
Aufwand betrieben werden. Ausgangspunkt ist hier die Betrachtung von

(We) = %/D[U] exp (—g > Retr[l - UP]> | [0

leC
13Die Stellung der Lorentz-Indizes erklirt sich durch die Darstellung in euklidischer Metrik und die
Obergrenze der Summe ist 8, weil SU(3)-Eichsymmetrie hier vorausgesetzt wird.

, (3.1.21)
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wobei die Zustandssumme durch

Z = /D[U] exp <_§ZRG tr[l — Up]> (3.1.22)

gegeben ist. Die genutzte Wirkung ist die der reinen Eichtheorie aus Gleichung (2.3.54),
wobei hier eine vereinfachte Konvention genutzt wurde. Der Erwartungswert ist in dieser
Form durch den Pfadintegralformalismus gegeben und nutzt keinerlei Naherungen der
Monte-Carlo-Methode. In gewisser Weise findet die folgende Rechnung also analytisch
statt.

Die durchgefithrte Ndaherung zur Betrachtung des Grenzfalls einer starker Kopplung
betrifft die Exponentialfunktion, weil schliefilich nur diese mit der kopplungsabhéngigen
Grofle 8 verkniipft ist. Dafiir sollte der Exponent zunédchst umformuliert werden.

Der konstante Term im Exponenten mit ), tr[l1] kann zuallererst aus dem Integral
herausgezogen werden. Eben dieser Term tritt auch in der Zustandssumme Z auf; beide
Terme kiirzen sich dann weg. Der Exponent selbst ldsst sich zudem noch geméaf3 der
Definition des Realteils verindern was im Folgenden noch wichtig sein wird. Es bleibt
damit:

: (3.1.23)

1[0

P leC

(We) = % /D[U] exp (% Z(tr[Up] + tr[U}E])) tr

wobel die neue Zustandssumme durch
7 — /D[U] exp (g Z(tr[Up] + tr[U;])) (3.1.24)
P

gegeben ist. Der wahre Naherungsschritt kann nun durchgefiihrt werden. Beziiglich bei-
der Summanden wird die Exponentialfunktion als Taylorreihe entwickelt. Starke Kopp-
lung zeichnet sich durch ein grofies ¢ und damit kleines 5 aus, weshalb die Taylorreihe
nach ihrem ersten nichtverschwindenden Term abgebrochen werden darf.

Die Taylorreihe kann allgemein durch

exp (g;mwp] +tr[U;1>> -> (5 (;trwp]) (;trw;])

i,j=0
(3.1.25)

MEs wurde dabei .
Re tr[Up] = §(tr[Up] + tr[U}])

ausgenutzt. Anschaulich wird die Plaquette Up in dieser Rechnung in ihre beiden Orientierungen

aufgeteilt, wodurch sich der Faktor % erklart.
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geschrieben werden|GL10, S. 60]. Fiir die Zustandssumme reicht die nullte Ordnung der
Taylorreihe aus. Werden nur die Terme mit ¢ = 7 = 0 in Gleichung (3.1.25)) genutzt, so
wird die Exponentialfunktion zu Eins genéhert und es ergibt sich:

7 - /D[U] (14+0(8) = 1+ O(5). (3.1.26)

Die Berechnung des gesamten Erwartungswerts in (3.1.23]) erweist sich als weitaus weni-
ger trivial. Problematisch ist hier, dass der erste nichtverschwindende Term nicht wieder
durch die nullte Ordnung gegeben ist[] Es gilt also, die kleinste nichtverschwindende
Ordnung der Taylorentwicklung zu finden.

Die essentiellen Bestandteile des Integrals sind in der Taylorentwicklung Produkte von
Spuren iiber Elemente der Eichgruppe. Hier besitzen lediglich Integrale der Form

/ D[U] tr[VU]tx[UTW] = étr[VW] (3.1.27)

einen nichtverschwindenden Wert[GL10, S. 48, S. 60]. Der kleinste nichtverschwinden-
de Term der Taylorreihe muss U und UT, also einen Link in beiden Orientierungen
enthalten, damit Gleichung mit eingesetzter Taylorentwicklung einen von Null
verschiedenen Wert aufweist. Dies kann dadurch realisiert werden, dass der Wilson-Loop
mit Plaquettes aufgefillt wird. Sind diese Plaquettes entgegengesetzt zum Wilson-Loop
orientiert, so ist genau Bedingung erfiillt. Hier wird klar, warum die Auftei-
lung der Plaquettes der gluonischen Wirkung in beide Umlaufrichtungen sinnvoll ist.
Diejenigen Plaquettes mit gleichem Umlaufsinn wie die Wilson-Loops brauchen fiir die
Taylor-Entwicklung nicht betrachtet zu werden, weil diese keinen Beitrag zum Integral
liefern. Von den anderen Plaquettes werden ny = ng - np viele benétigt, wobei ng
die rdumliche und ny die zeitliche Ausdehnung des Wilson-Loops beschreiben. Dadurch
kann der Wilson-Loop aufgefiillt werden.

Entsprechend muss die Taylorentwicklung bis zur n 4-ten Ordnung durchgefiihrt werden,
weil dann gem#B Gleichung n4 Plaquettes vorhanden sind. Eingesetzt in das

Integral aus Gleichung (|3.1.23)) ergibt sich damiﬂr_gl
1 /B\™ 1 s
/ D[U] - (E) (; tr[UP]> tr

() )
— 3. exp (nA In (1%)) . (3.1.28)

5Das Integral, welches in dieser Néherung lediglich durch den Wilson-Loop tr [[]p Up] bestimmt wird,
ist vom Typ [ D[U] Uqp und verschwindet deshalb[GLI0} S. 47]

16Dije Darstellung als Exponentialfunktion im letzten Schritt wurde der Vergleichbarkeit mit (We) o
exp(—angV (r)) wegen angestrebt.

[[o

leC
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Zusammen mit dem Ergebnis fiir die Zustandssumme Z’ folgt dann schlussendlich

(We) = 3exp (anT In (%)) (1+0(H)), (3.1.29)
wobei der Vergleich mit dem Erwartungswert der Wilson-Loops (W) o exp(—angV (r))
im Fall grofler ny tatsédchlich zeigt, dass das Potential bei starker Kopplung einen linear
ansteigenden Charakter besitzt:

V(r) «cang =r. (3.1.30)

3.1.2.3. Confinement und string breaking

Confinement bezeichnet das Phdnomen, dass in der Natur keine freien Farbladungen
existieren. Phdnomenologisch kann dies durch ein immer stédrker werdendes Potential
bei steigendem Abstand erklért werden. Wird also versucht, ein einzelnes Quark zum
Beispiel aus einem Meson oder einem Proton zu separieren, so steigt die Kraft zwischen
Quark und dem zuriickgebliebenen Rest immer weiter an.

In der Natur kann es dabei zum sogenannten string breaking kommen, bei dem das
Quark unter Neubildung von Teilchen separiert werden kann. Die letztendlich entstan-
denen Teilchen sind allerdings insgesamt wieder farbneutral. Dementsprechend miissen
also farbgeladene Teilchen entstanden sein, die insgesamt aber farbneutral sind. Zwi-
schen Mesonen, die in Quark und Antiquark separiert werden, kann sich zum Beispiel
ein Meson bilden, das zum string breaking fithrt.

Dieses Verhalten zeigt sich auch in der Betrachtung der vollen QCD bei Beriicksichtung
dynamischer Fermionen auf dem Gitter. Im Potential &uflert sich dieses Phdnomen dar-
in, dass das Potential nach einer Phase des Anstiegs in einen konstanten Wert iibergeht
- also ein Plateau erreicht.

Im Gegensatz zur Quantenchromodynamik wird in dieser Arbeit aber ein Modell be-
nutzt, in dem keine Quarks beschrieben werden. Dementsprechend sollte hier das in den
letzten Abschnitten gezeigte Verhalten der reinen Eichtheorie reproduziert werden.

Anschaulich kann das Confinement auch am Feldlinienverlauf eines Quark-Antiquark-
Paares gezeigt werden. Im Gegensatz zur Elektrodynamik, in der die Feldlinien zweier
entgegengesetzt gleicher Ladungen im Raum als Dipolfeld realisiert sind, sind die Feld-
linien des Quark-Antiquark-Paares in einem engen Schlauch zwischen den Ladungen
konzentiert.

3.1.3. Einfiihrung des Sommer-Parameters

Bisher wurde hier noch nicht detailliert auf die benutzten Einheiten in den Rechnungen
eingegangen. Eine genaue Unterscheidung war nicht notwendig. In Gitterrechnungen
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werden die Groflen zundchst immer auch in Gittereinheiten berechnet. Natiirlich ist aber
eine Darstellung in physikalischen Einheiten - oder zumindest in einer einheitlichen, vom
jeweiligen Gitter unabhéngigen Skala - erwiinscht. Mithilfe des Sommer-Parameters und
dem mit diesem verbundenen Verfahren kann diese Verbindung

Gittereinheiten <+ physikalische Einheiten

hergestellt werden[Som94]. Voraussetzung fiir dieses Verfahren ist das Vorliegen der Pa-
rameter des statischen Potentials. Es sei hier angemerkt, dass die folgende Methode
nur eine Moglichkeit zum Ubergang in physikalische Einheiten darstellt. Beispielsweise
kann die Skala auch durch Vergleich von gemessenen und simulierten Massen bestimmt
werden[GLI10, S. 63].
Die zu bestimmende Grofie in dieser Methode ist der Gitterabstand a, also die Entfer-
nung zwischen zwei direkten Gitternachbarn, denn prinzipiell sind Gitterabstéinde und
physikalische Absténde durch

r=n.a, t=mna (3.1.31)

miteinander verkniipft. n; sind hier die Gitterkoordinaten. Dementsprechend kénnen aus
den Wilson-Loops ohne den Gitterabstand a eigentlich gar keine physikalischen Gréfien
gewonnen werden, weil

(We) = Cexp(—tV(r)) = Cexp(—ma - V(n,a)) (3.1.32)

gilt und damit auf dem Gitter die Grofle a - V(n,a) extrahiert wird.
Ein moglicher Ansatz zur Bestimmung von a ist der Vergleich zwischen einer in Ex-
perimenten gemessenen und auf dem Gitter bestimmten Groéfle. Geeignet ist dabei die

dimensionslose Grofie
dV

dr’
die in Experimenten mit schweren Mesonen quasi aus der Kraft zwischen Quark und
Antiquark gewonnen werden kann. Es ergibt sich

F(ro) - rg = 1.65 fiir 79 = 0.5 fm. (3.1.34)

F(r)-r* mit F(r) = (3.1.33)

Der Abstand rq ist der Sommer-Parameter. Er entspricht also einem bestimmten physi-
kalischen Abstand zwischen Quark und Antiquark. Diese Entfernung ist iiber rqo = 0.5 fm
definiert, wird aber gleichzeitig mit dem Potential bzw. der resultierenden Kraft iiber die
Grofe F(r)r? verbunden. Durch diese Verbindung kann 7y auch auf dem Gitter, g,
ermittelt werden, indem dasjenige 79 1. gefunden wird, welches

F(rojata) - 15 aa” = 1.65 (3.1.35)

erfiillt. Fiir diese Gleichung wurde lediglich 7¢ = rg st - @ in Gleichung (3.1.34) eingesetzt.
Es liegt damit ein gleicher Abstand in Gitter- und physikalischen Einheiten vor und der
Parameter a ist dementsprechend durch

ro  0.5fm

T0,lat T0,lat

(3.1.36)

a =
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berechenbar.
Mit dem in Abschnitt gezeigten Potentialverlauf kann F(n,a) auf dem Gitter be-
stimmt werden:

B

2,2
na

F(n.a)

dv d
( + 0. (3.1.37)

dn,a dn,a

Durch die Bedingung in (|3.1.35]) folgt dann

F(roata) - 7’(2)’1%@2 =165=—-B+ JralataQ (3.1.38)

/1.65+ B
at = A ————. 3.1.39
T'0,lat P ( )

Auf den ersten Blick erscheint es so, als ob zur Bestimmung von a durch 7, in Glei-
chung (3.1.39)) eben gerade a? bekannt sein muss. Aus den Wilson-Loops wird allerdings
aV (n,a) bestimmt und nicht V(r). Damit wird effektiv

#o(ma)) = -

(n.a)

bzw. algebraisch umgestellt

B
aV(n.a) = aA+ — + oa’n, (3.1.40)
n,
gemessen. Die durch einen Fit bestimmbaren Parameter sind dann a4, B und ca?. Der
Gitterabstand a muss fiir die r( ,-Bestimmung somit nicht bekannt sein, weil oa? als
Fitparameter vorliegt.

Diese Darstellung bezieht sich auf die Quantenchromodynamik. Bei dem in dieser Arbeit
benutzten supersymmetrischen Modell werden aber eigentlich gar keine Quarks beschrie-
ben und die Verbindung von Experiment und Simulation ist prinzipiell gar nicht moglich.
Der Sommer-Parameter kann in Analogie zur QCD dennoch genau so benutzt werden,
weil lediglich eine Skala von Interesse ist, mit der auf den jeweiligen Gittern berechnete
Groflen miteinander verglichen werden kénnen.

Somit dient das Verfahren des Sommer-Parameters hier nicht der Ermittlung von Er-

gebnissen in physikalischen Einheiten, sondern lediglich der Definition einer einheitlichen
Skala.
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3.2. Methoden zur Bestimmung des statischen
Potentials

Im Folgenden soll explizit auf die Berechnungsmethoden fiir das statische Quark-Anti-
quark-Potential und des sich daraus ergebenden Sommer-Parameters eingegangen wer-
den.[T_7] Die Programme, welche diese Methoden programmiertechnisch umsetzen, wurden
speziell fiir diese Arbeit auf der Basis vorhandener Quelltexte von Dirk Sandbrink er-
stellt. Dabei werden zwei Programme benétigt: eines fiir die Messung und eines fiir die
Analyse der Wilson-Loops.

Das eine Programm dient der Messung der Observablen, bei der diese fiir die einzelnen
vorliegenden Linkkonfigurationen berechnet werden. Hier sind dies die Wilson-Loops mit
verschiedenen Ausdehnungen in Zeit- und Raumrichtung. Nach der Messung miissen die
Observablen vom anderen Programm gem#f der Monte-Carlo-Methode (siehe hierzu
iiber die einzelnen Konfigurationen gemittelt werden, um nédherungsweise den sta-
tistischen Erwartungswert zu erhalten. Die Mittelung wird bei den Wilson-Loops durch
das Verfahren des Jackknifings durchgefiihrt. Hierdurch kann zusétzlich der statistische
Fehler abgeschiitzt werden. Wie in Abschnitt beschrieben, wird die eigentliche
Rechnung dann auf den zu mittelnden Jackknifes durchgefiihrt. Diese besteht in der
Berechnung des Potentials und seiner Parameter durch verschiedene Fitmethoden. An-
schliefend kann der Sommer-Parameter bestimmt werden.

Der zweigeteilte Ablauf dieses Prozesses ebenso wie die Anwendung des Jackknifings ist
auch fiir andere Messgroflen typisch. Im Folgenden soll zundchst auf die Messung der
Wilson-Loops genauer eingegangen werden.

Hier sollen lediglich planare Wilson-Loops betrachtet werden, weil das fiir diese Arbeit
benutzte Messprogramm auch eben nur solche unterstiitzt. Die Einbeziehung nichtpla-
narer Wilson-Loops konnte die Anzahl der berechneten Wilson-Loops erhéhen (siehe
und damit die Datengrundlage verfeinern. Damit wire allerdings auch mehr
Rechenzeit und groflere Programmkomplexitéit notwendig.

3.2.1. Messung der Wilson-Loops

Ausgangspunkt ist eine Linkkonfiguration des Gitters. Von Interesse sind alle Wilson-
Loops bis zu einer rdumlichen Ausdehnung von Sy,.,/2 und einer zeitlichen Ausdehnung
von Thax/2, wobel Spax und Thay die Ausdehnung des Gitters beschreiben. Noch grofie-
re Wilson-Loops konnen bei Verwendung periodischer Randbedingungen nicht genutzt
werden. Die maximal mogliche Ausdehnung der Wilson-Loops muss zudem nicht unbe-
dingt voll ausgeschopft werden; insbesondere solche mit grofien zeitlichen Ausdehnungen

1"Der Ubersichtlichkeit wegen sollen dabei die auf dem Gitter berechneten Groen in Gitterkoordinaten
dargestellt werden, ohne jedesmal mit einem Index ,lat“ darauf hinzuweisen. Aus gleichem Grund
soll auch zum Beispiel V (r) statisches Potential und nicht statisches Potential in Gitterkoordinaten
genannt werden.
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konnen bei ausreichend grofien Gittern vernachléssigt werden, weil das Signal der Wilson-
Loops im oberen Zeitbereich oft starken statistischen Schwankungen unterworfen ist.
Die Schleifen bestehen aus zwei Wilson-Lines und zwei temporalen Transportern. Je-
de der vier Komponenten ist eine Linkkette, also ein Produkt mehrerer Links. Diese
miissen zunéchst berechnet werden. Thre Léngen definieren dabei spatiale bzw. tempo-
rale Ausdehnung der Schleife. Je grofler diese Ausdehnung also ist, desto groler ist auch
der Rechenaufwand, weil mehr Links miteinander multipliziert werden miissen. Dement-
sprechend bendétigen gréflere Schleifen auch mehr Rechenzeit.

Im Programm werden die fiir die Wilson-Loops verwendeten Linkketten im ersten Schritt
berechnet. Der zweite Schritt fiigt sie durch

Wﬁ =tr (S([L’, Y, tQ)TT<y7 lo — tl)ST(xv Y, tl)T(I7 lo — tl)) (321)

zu Schleifen zusammen.

Fiir eine bestimmte rdumliche bzw. zeitliche Lange existieren auf einem Gitter viele
Moglichkeiten, um einen solchen Wilson-Loop zu realisieren. Die Entfernungen zwischen
x und y bzw. zwischen t; und ts sind durch ihre Ausdehnung festgelegt; die Wahl ei-
nes Raumzeitpunktes - zum Beispiel von (z,t;) - ist jedoch frei. Gleichzeitig diirfen die
raumlichen Punkte x und y nur auf einer Achse gegeneinander verschoben sein, weil nur
planare Wilson-Loops betrachtet werden sollen. Welche Achse dies ist, ist aber wiederum
frei. Das heifit, fiir jeden Raumzeitpunkt und fiir jede (rdumliche) Achse, auf der z und y
voneinander entfernt sind, existiert ein anderer Wilson-Loop. Es sei darauf hingewiesen,
dass fiir die Analysen im nachfolgenden Kapitel periodische Randbedingungen benutzt
werden. Damit kann eine Linkkette auch iiber den Definitionsbereich des Gitters hin-
auszeigen; sie wird dann an der entgegengesetzten Seite weiter fortgesetzt.

Zur Veranschaulichung der zu bearbeitenden Datenmenge sei hier ein typisches Gitter
als Beispiel gegeben. Fiir ein 323 x 64-Gitter ergeben sich fiir eine bestimmte zeitliche
und raumliche Ausdehnung

Ny = (Smax)” * Tinax - 3 = 6.291.456 (3.2.2)

Wilson-Loops. Von Interesse ist nur ein Wert fiir eine bestimmte Ausdehnung, weil
Schleifen gleicher Grofle an unterschiedlichen Positionen aus Symmetriegriinden die
gleiche Observable darstellen. Berechnet wird also der Mittelwert dieser dquivalenten
GroBen. Bei typischer maximaler Ausdehnung der Schleifen muss dieser Mittelwert so-
mit fiir

No = Shax/2 - Trax/2 = 512 (3.2.3)

unterschiedliche Léngen berechnet werden. Effektiv miissen damit fiir ein typisches Git-
ter N = Ny - Ny = 3.221.225.472 Wilson-Loops berechnet werden, um Daten fiir eine
Konfiguration zu erhalten. Geméafl der Monte-Carlo-Methode ist allerdings erst der Mit-
telwert iiber viele Konfiguration eine aussagekriftige Grofle, weshalb fiir verwertbare
Ergebnisse viele Konfigurationen notwendig sind.
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Diese riesige Datenmenge verdeutlicht, warum eine effiziente Umsetzung der Messung
von Noten ist. Gleichzeitig liefert sie auch Anlass dazu, besonderes Augenmerk auf die
Verbesserung der Datenqualitéit zu legen, denn eine bessere Datenqualitéit bedeutet,
dass weniger Konfigurationen notwendig sind, um verléssliche Ergebnisse zu erhalten.
Der Begrift bessere Datenqualitit ist natiirlich abhéngig von der Fragestellung. Im Fall
der Untersuchung des statischen Potentials bedeutet eine bessere Qualitét, dass Terme
héherer Ordnung in den Werten der Wilson-Loops unterdriickt sind. Dadurch kann der
niedrigste Term - das Potential - besser extrahiert werden. Die in dieser Arbeit zentrale
Methode zur Verbesserung der Daten ist das sogenannte Smearing, welches im néchsten
Abschnitt besprochen werden soll.

3.2.1.1. Smearing-Verfahren

Bei der Extraktion des statischen Potentials auf dem Gitter wird dieses nicht in seiner
reinen Form gewonnen, sondern enthélt zuséitzlich Einfliisse angeregter Zusténde. Diese
angeregten Zusténde entsprechen kurzreichweitigen Fluktuationen der Links auf dem
Gitter. Sie iiberlagern natiirlich das langreichweitige Verhalten des Systems und wirken
sich bei einer Messung des statischen Potentials stérend aus. Storend bedeutet in diesem
Fall, dass die Observablen unerwiinschte Einfliisse hoherer Zusténde beinhalten und dass
damit das Potential weniger genau bestimmt werden kann.

Smearing- oder auch Smoothing-Methoden versuchen, eben diese kurzreichweitigen Fluk-
tuationen zu vermindern, indem die einzelnen Links durch Mittelungen von Links aus
ihrer Umgebung ersetzt werden['¥ Die vorher in einem Link lokalisierten Informationen
werden dadurch auf mehrere Links verteilt, was so aufgefasst werden kann, als bekémen
die Links eine Art Ausdehnung.

Das jeweilige Smearing-Verfahren kann mehrfach hintereinander angewandt werden; die
Links werden dabei mit jedem Schritt sozusagen immer weiter ,,verschmiert*. Natiirlich
muss beachtet werden, dass nicht auch das langreichweitige Verhalten des Systems und
damit in diesem Fall die Messung des Potentials beeintrachtigt wird.

Weiterhin wichtige Voraussetzung fiir alle Smearing-Verfahren ist die Erhaltung der
Eichsymmetrie des Systems, weshalb nicht einfach iiber die Links in einer beliebigen
Umgebung gemittelt werden kann, sondern spezielle Links gefunden werden miissen, da-
mit die Voraussetzung erfiillt ist.

Im Folgenden sollen hier zwei bekannte Smearing-Verfahren vorgestellt werden: APE-
und HYP-Smearing, welche beide im Programm implementiert sind. Danach soll die
Technik des sogenannten Variational Smearing beschrieben werden.

Am Rande sei noch erwéhnt, dass Smearing-Verfahren ebenfalls den Einfluss sogenannter
exceptional configurations vermindern konnen, was allerdings nur bei der Betrachtung
von Fermionen relevant ist und hier deshalb nicht weiter ausgefiihrt werden soll[GL10,
S. 141f.].

18Djie sich durch das Smearing ergebenden Links werden in der Literatur oft als fat links(,dicke Links“)
bezeichnet. Die urspriinglichen Links werden dann thin links(,,diinne Links“) genannt.
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APE-Smearing

Beim APE-Smearing [AIb87] wird jeder Link durch eine Mittelung tiber ihn selbst
und iiber die ihn umgebenden sogenannten staples berechnet. Staples sind im Prin-
zip Plaquetten, denen ein Link fehlt. Eine symbolische Darstellung ist in Abb. zu
finden.

Wi

Abbildung 3.2.: Schematische Darstellung des APE-Smearing-Verfahrens (ohne zeitli-
ches Smearing). Der dicke Link in der Mitte repriasentiert den geschmier-
ten Link, der durch sich selbst und die umgebenden staples berechnet
wird.

Der Vorgang des Smearings kann dabei als Transformation der Links gemaf

U.(n) — U//jpE(n) = Projq |Uu(n) + 52 (Cllw(n) +C,(n)) (3.2.4)
vER

verstanden werden, wobei Proj, angedeutet, dass die geschmierten Links auf die Eich-
gruppe projiziert werden miissen. Der Parameter ¢ legt dabei fest, wie stark die den
alten Link umgebenden staples in die Berechnung des neuen Links eingehen sollen. Die
beiden Groflen C),(n) reprasentieren die staples und koénnen durch

Cl,(n) = Uy(n)Uu(n + V)US (n + p) (3.2.5)

und

Ch,(n) = Ul(n —v)Uu(n —v)U,(n — v+ p) (3.2.6)

berechnet werden. Die hochgestellten Indizes sollen hier die ,,Orientierung” links bzw.
rechts der staples in Bezug zum Link U,(n) verdeutlichen. Fiir ein vierdimensionales
Raumzeitgitter existieren damit maximal sechs staples, die in die Berechnung einflieflen.
Allerdings werden solche, die sich in zeitlicher Richtung erstrecken, oft vernachlissigt,
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was auch in dem fiir diese Arbeit benutzten Programm der Fall ist. Damit miissen
vier staples pro Link berechnet werden. Voruntersuchungen in der Arbeitsgruppe zeig-
ten durch temporales Smearing ausgeloste, unerwiinschte Ergebnisse. Zudem besitzt das
Smearing in rdumlichen Dimensionen eine physikalische Interpretation: Die Informatio-
nen, die in den Links enthalten sind, sind nicht fest in einem Link lokalisiert, sondern
iiber einen grofleren Bereich ausgeschmiert. Beim Smearing in zeitlicher Richtung ist die
physikalische Interpretation nicht derart eindeutig.

Die durch Gleichung transformierten Felder sind im Allgemeinen keine Elemente
der zugrundeliegenden Eichgruppe mehr. Im Falle der SU(2) ist diese Projektion eine ein-
fache Reskalierung. Wird hingegen eine Theorie genutzt, die eine SU(3)-Eichsymmetrie
besitzt, so ist eine komplexere Projektion notwendig|GL10, S. 142].

Wie oben erwdhnt wurde, ist es moglich und iiblich, Smearing-Verfahren mehrfach aus-
zufithren. Das Smearing geschieht dabei iterativ fiir die gesamte Konfiguration, alle
Links einer Konfiguration werden also geméaf3 transformiert - und das so oft, wie
es erwiinscht ist. Welche Anzahl von Smearing-Schritten optimal ist, hingt vom Gitter
und der zu messenden Observable ab. Dabei wird die Anzahl der benutzten Smearing-
Schritte iiblicherweise als Smearing-Level bezeichnet.

Dass die transformierten Links ihr Eichtransformationsverhalten behalten, lasst sich oh-
ne viel Aufwand zeigen. Von Noten sind lediglich die Transformationsvorschriften fiir
die Felder U, (n) und U} (n). Die eichtransformierten Felder sind durch

U,(n) = Qn)U,(n)Q(n + u)t (3.2.7)
(Ul(n))" = Qn + p)UL ()9 (n) (3.2.8)

gegeben. Die beiden Terme C),,, welche die Staples représentieren, zeigen damit das
folgende Transformationsverhalten:

€L () = CLy )
= Q(n)U,(n)Uu(n + v)Uf(n + )2 (n + p)

=Q(n)C,,(n)Q"(n + p) (3.2.9)
€1 n) = G, ()

= Qn)U}(n = )Uu(n = v)U,(n — v + ) (n + p)

= Q(n)CZV(n)QT(n + 1. (3.2.10)

Aus Platzgriinden wurden hier die zwischen den Eichfeldern eingefiigten Transformati-
onsabbildungen direkt weggelassen, weil sich diese zu 1 kiirzen. Das sich fiir beide C,,
ergebene Transformationsverhalten ist identisch mit dem eines einzelnen Links, weshalb
eichinvariante Objekte auf Konfigurationen ohne Smearing auch auf geschmierten Kon-
figurationen diese Eigenschaft behalten.
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Fiir das APE-Smearing lésst sich eine effektive Reichweite des Verfahrens in Abhéngig-
keit der Iterationsanzahl und des Parameters ermitteln[Bon02][BD99]. Der sogenannte
Smearing-Radius kann durch

Rsmear = ﬂ (3211)

3

in Gittereinheiten definiert werden. € ist dabei der Smearing-Parameter und n die Anzahl
der Iterationen. Der Begrift dicke Links gewinnt hierdurch zusétzlich an Bedeutung; der
Smearing-Radius stellt ein Maf fiir die mittlere Ausdehnung dieser Links dar.
Es sei hier angemerkt, dass auch andere Definitionen fiir den Smearing-Radius existieren.
Beispielsweise kann ebenfalls

R, e = €N (3.2.12)

smear

als Radius dienen[Dem09, S. 48].

HYP-Smearing

Das sogenannte HYP-Smearing oder hypercubic Smearing [HKO1] wird im allgemeinen
Fall in drei Schritten ausgefiihrt, bei denen jeweils eine abgewandelte Form des APE-
Smearings angewandt wird. Wichtig ist, dass nur die staples beriicksichtigt werden, die
sich innerhalb der Hyperkuben befinden, die an den zu transformierenden Link angren-
zen. Hieraus ergibt sich auch der Name dieses Verfahrens.

Im Folgenden sollen die einzelnen Berechnungsschritte dargestellt werden. Dabei soll
nicht in chronologischer Berechnungsreihenfolge vorgegangen werden, sondern die hier-
archische Reihenfolge darstellt werden, so wie es in der eingangs zitierten Quelle der Fall
ist. In dieser Form ist das Verfahren besser darzustellen.

1. Die Links werden wie beim APE-Smearing fiir ein vierdimensionales Raumzeitgit-
ter aus sechs bzw. vier staples berechnet:

Uu(n) = UMY (n) = Projg |Uu(n) + 1Y (Cl,(n) +C,(n))| . (3.213)
vEN

In diesem Fall bestehen die staples C,,,(n) jedoch wiederum aus dicken Links, also
aus Links, die bereits durch Smearing verdndert wurden:

O;lw(n) = 01/;#(”)(];» V(n + V)U M(n + 1)
Cp,(n) = ~j (n— 1)U, (n — v)U,u(n — v+ p). (3.2.14)

Wie bereits im Abschnitt zum APE-Smearing erwiahnt, miissen die geschmierten
Links auf die Eichgruppe projiziert werden. Diese Operation wird wieder durch
Proj, angedeutet.
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2. Die dicken Links Uml,(n) werden durch Mittelung iiber angrenzende staples und

sich selbst berechnet. Sie besitzen neben Richtung g und Position n jedoch einen
weiteren Parameter v, der angibt, dass in dieser Richtung liegende staples ver-
nachléssigt werden sollen. Aus diesem Grund werden fiir diese Links nicht sechs
bzw. vier staples berechnet, sondern vier bzw. zwei - je nachdem, ob das Smearing-
Verfahren auch in zeitlicher Richtung durchgefiihrt werden soll. Diese Einschrén-
kung hat den Zweck, dass nur solche staples bzw. Links beriicksichtigt werden, die
sich innerhalb der oben genannten Hyperkuben befinden.

Formal lassen sich diese dicken Links U, (n) durch

Uyw(n) = Projg [Uu(n) + &2 > (Ch,,(n) + C,,, (n)) (3.2.15)

pFEMY
beschreiben, wobei die staples in diesem Schritt durch
1 ~ ~ %T
Cupl/(n) :UPU/# (n) UM;’/P (TL + p) Up;l/u (n + :u)

~ T ~ ~
C;pu(n> :Up;v,u (n - p) U,M;VP (TL - p) Uﬂ;’/lJf (’TL —p+ :u) (3216)

gegeben sind.

. Im allgemeinen Fall sind die (7 uwp () wiederum dicke Links, die sich dhnlich wie

in den vorherigen Schritten ergeben:

Upivp=Projg |Uu(n) +e5 > (Chy(n) +Cpy(n)) | - (3.2.17)

NF Vs

Hier sind die staples identisch mit denen des APE-Smearings.
Soll das Smearing lediglich rdumlich durchgefiihrt werden - so wie es im vorliegen-
den Programm der Fall ist -, dann sind die Links dieses Schritts durch

Uy (n) = U (n) (3.2.18)

gegeben. Dies wird offensichtlich, wenn die Summationsbedingung in Gleichung
betrachtet wird: n # u, v, p. Da u, v und p aufgrund der vorangegangenen
Schritte paarweise verschieden sein miissen, kann die Bedingung nur erfiillt sein,
wenn das Smearing in vier Raumzeitrichtungen betrachtet wird.

Anschaulich werden sukzessive alle Links durch staples berechnet, sofern sich diese in
einem passenden Hyperkubus befinden und noch nicht fiir einen anderen Link berechnet
wurden. Beim Originallink, der transformiert werden soll, sind das im Fall des rdum-
lichen Smearings vier staples. An jeden der Links, aus denen diese staples bestehen,
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grenzen dann zwei noch nicht berechnete staples, welche sich im erlaubten Volumen be-
finden. Jene staples besitzen nun keinen Link mehr, der an einen noch nicht berechneten
staple grenzt. Es sind damit quasi alle Flachen der Hyperkuben beriicksichtigt. Im Fall,
dass nur in Raumrichtung geschmiert wird, stellen die Hyperkuben normale dreidimen-
sionale Wiirfel dar, weshalb die Bezeichung hypercubic smearing eigentlich nicht mehr
ganz passend ist. Wie in [HKO1] beschrieben, eignet sich dieses Smearing-Verfahren im
Besonderen auch zur Verbesserung der Messergebnisse des statischen Potentials, wobei
der statistische Fehler stark verringert werden kann.

Die Eichsymmetrie bleibt auch beim HYP-Smearing erhalten, da letztlich nur staples
berechnet werden und diese, wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, das gleiche Transfor-
mationsverhalten wie normale Links zeigen.

Variational Smearing

Das sogenannte Variational Smearing ist kein Smearing-Verfahren an sich. Es beschreibt
die Verbindung von Variations- mit Smearing-Methoden. Ansatzpunkt der Variations-
methoden ist im Allgemeinen eine Korrelationsmatrix, die durch

Ci;(t) = (0i(t)04(0)) (3.2.19)
gegeben ist[Dem09, S. 50]. Dabei ldsst sich der Korrelator spektral aufspalten,

Ci;(t) = (0i()0;(0)) =Y "(0]0;]n){n|O!|0) exp(—tE,), (3.2.20)

n

wobei E,, die Energieeigenwerte der Zusténde |n) darstellen. Die Operatoren O, miissen
dabei das gleiche physikalische Objekt mit identischen Quantenzahlen beschreiben, diir-
fen sich aber zum Beispiel in Eigenschaften wie dem Smearing-Level unterscheiden. In die
Eintriige der Korrelationsmatrix C(t) gehen aufgrund des Vorfaktors (0|O;|n) (n|O]T]O>

die Zusténde |n) verschieden stark ein. Je groBer der Uberlapp von einerseits O! [0) und
andererseits O]T- |0) mit dem Zustand |n) ist, desto stérker geht dieser auch in die Ein-
triage der Korrelationsmatrix ein. Werden die variierten Operatoren so gewéhlt, dass sie
allesamt einen grofien Uberlapp mit einem bestimmten Energieniveau haben, so gehen
die zugehorigen Zustéinde demnach stéarker in die Eintrédge der Korrelationsmatrix ein.

Im speziellen Fall des Variational Smearing unterscheiden sich die variierten Operato-
ren O! im Smearing-Level. Der Zustand, mit dem beide Zustéinde der Form O; [0) den
groften Uberlapp haben, ist hier der Grundzustand, weil das Smearing-Verfahren die
hoheren Zustéinde tendenziell unterdriickt, und damit zwei verschieden oft geschmier-
te Observablen den groBten gemeinsamen Uberlapp beim Grundzustand besitzen. Das
heifit, die Eintrdge der Korrelationsmatrix bauen sich zu einem grofien Teil aus dem
gewiinschten Grundzustand - dem Zustand mit der Energie des statischen Potentials -
auf.
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Es kann gezeigt werden, dass die Eigenwerte A, der Korrelationsmatrix C(t) zur Be-
stimmung der einzelnen Energieniveaus genutzt werden konnen. Es gilt dabei folgender
nicht auf das Variational Smearing beschrinkte Zusammenhang|LW90]:

An(t) = ¢ exp(—tE,) [1 + O(exp(—tAE,))]. (3.2.21)

Zur Bestimmung der Eigenwerte wurde in der soeben zitierten Arbeit vorgeschlagen, das
generalisierte Eigenwertproblem

Ot = At t0)C (to)0 (3.2.22)

zu 16sen, anstatt lediglich die normalen Eigenwerte von C(t) zu ﬁnden.m Durch dieses
Verfahren werden die Terme hoherer Ordnung in Gleichung ((3.2.21)) unterdriickt und der

Vorfaktor ¢, lasst sich nun ndherungsweise schreiben als
cn = exp(toEy). (3.2.23)
Die dadurch errechneten Eigenwerte weisen dann in etwa den Zusammenhang
An(t, to) = exp(—(t — to)Ey) (3.2.24)

auf. Aus diesen Werten lasst sich im Fall des Variational Smearing das gewiinschte Ej
durch Methoden bestimmen, die in nachfolgenden Abschnitten beschrieben werden sol-
len. Hervorzuheben ist, dass die Eigenwerte \o(t, to) in das gleiche approximative
Verhalten zeigen, wie es die Wilson-Loops tun: Beide Groflen erfiillen in Bezug zum sta-
tischen Potential die gleiche Proportionalitiat. Dadurch kénnen alle im Abschnitt zur
Analyse der Wilson-Loops beschriebenen Methoden nicht nur auf Wilson-Loops,
sondern in gleicher Weise auch auf die hier berechneten Eigenwerte angewendet werden.

Zur praktischen Berechnung der Eigenwerte im Programmcode wurden zwei Methoden
verwendet. Zum Einen wurde die t-eigenvector-Methode benutzt, bei der das generali-
sierte Eigenwertproblem fiir jeden Zeitpunkt gelost wird. Die jeweils grofiten Eigenwerte
Ao werden dann zur Berechnung des Potentials herangezogen. Die andere verwendete
Methode ist die sogenannte fized vector-Methode, bei der das Eigenwertproblem fiir
lediglich einen festen Zeitpunkt gelost wird. Der dadurch erhaltene Eigenvektor wird
genutzt, um das statische Potential berechnen zu kénnen. Effektiv verhélt sich dann die

Grofle
1,J

ndherungsweise wie der in der ersten Methode berechnete FEigenwert, wobei v; die Kom-
ponenten des Eigenvektors ¢ darstellen. Hier werden also nicht die Eigenwerte, sondern

19Tn der Literatur wird der normale Vorgang oft als Diagonalisierung bezeichnet, weil die Diagonalisie-
rung einer Matrix im Allgemeinen mit der Bestimmung der Eigenwerte einhergeht.
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die Groflen in ((3.2.25)) genutzt, um das Potential bestimmen zu kénnen. Eine genauere
Beschreibung findet sich in [Dem09, S. 51].

Es liegt zunéchst nahe, die beiden Gréfien O, in ((3.2.20)) so zu implementieren, dass sie
fiir sich gesehen bereits Wilson-Loops mit unterschiedlichen Smearing-Levels darstellen.
Stattdessen stellen aber beide Groflen zusammen einen Wilson-Loop dar. Die beiden
Operatoren O; und O; reprisentieren die beiden (unterschiedlich geschmierten) Wilson-
Lines der Schleife. Wie in Abschnitt dargestellt wurde, lassen sich Wilson-Loops in
temporaler Eichung auf Wilson-Lines reduzieren. Der Korrelator ist dann durch die Glei-
chungen und gegeben. Genau genommen besitzt der Korrelator deshalb
fiir Wilson-Loops die Form

(tr [0:()0;(0)]) = > (0] Oi[n) , (n] O |0),, exp(—tEy). (3.2.26)
An der hier dargestellten Vorgehensweise éndert sich durch den Spuroperator im Farb-
raum und die zusétzlichen Indizes allerdings nichts: die relevanten Daten werden, wie
oben beschrieben, durch die Losung des generalisierten Eigenwertproblems gewonnen.

Es sei hier noch darauf hingewiesen, dass das Variational Smearing-Verfahren weitaus
rechenintensiver ist. Die Zahl der Observablen, die berechnet werden miissen, steigt
quadratisch mit der Groe der Korrelationsmatrix, wodurch auch der Rechenaufwand in
etwa quadratisch steigt.

3.2.2. Analyse der Wilson-Loops

Sind die Wilson-Loops bzw. die Korrelatoren berechnet, so miissen die gewiinschten
physikalischen Parameter wie das Potential noch durch Analyse der vorliegenden Daten
ermittelt werden. Beim Monte-Carlo-Verfahren ist der Erwartungswert des Wilson-Loops
durch

(W) = % > WU, (3.2.27)

gegeben, also wie in Gleichung beschrieben. In diesem Fall ist die Observable -
also der Wilson-Loop W - nur von den Links U,, abhéngig und der Wert fir (W) gilt
dabei natiirlich nur ndherungsweise und umso besser, je grofier die Anzahl N der Kon-
figurationen ist.

Bei der Analyse der Wilson-Loops ist aber nicht ihr Erwartungswert von Interesse. Be-
rechnet werden sollen die Erwartungswerte von aus ihr zusammengesetzten Grofien. Fiir
diese GroBen wire dann eine Mittelung im Sinne von Gleichung moglich. Sie
miissten dafiir separat auf jeder Konfiguration einzeln berechnet werden und ihr Er-
wartungswert wiirde sich dann durch Mittelung ergeben. Gleichzeitig sollen aber auch
die statistischen Fehler durch das Jackknifing-Verfahren berechnet werden. Aus diesem
Grund werden die Groflen von Interesse auf den einzelnen Jackknifes bestimmt; ihr Er-
wartungswert ergibt sich dann entsprechend durch die Mittelung iiber alle Jackknifes.
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Allgemein ist das Vorgehen beim Jackknifing-Verfahren im Programmcode so realisiert,
dass es sich durch folgende Schritte beschreiben lasst:

1. Zunéchst werden die eingelesenen Wilson-Loops in Ny,s-viele Bins aufgeteilt. Die
einzelnen Bins lassen sich dabei symbolisch durch

bini = {‘/Vz'vbinsizey SR W(i+1)-binsize} (3228)

darstellen. Weitere Rechnungen finden dann mit dem Mittelwert bin; iiber die in
einem Bin enthaltenen Daten statt.

2. Aus diesen Bins werden Jackknife-Datensétze J; = {bin'n}n# gebildet und durch
Mittelung ihrer Elemente die Jackknifes:

~ 1 .
J; = N1 ;bmn. (3.2.29)

Wenn nun die statistischen Erwartungswerte der Wilson-Loops und ihre Fehler
von Interesse wéren, so miisste lediglich iiber alle Jackknifes gemittelt werden und

die Varianz geméf (2.4.27) berechnet werden.

3. Von Interesse sind nun aber Grofien, die aus den Wilson-Loops ermittelt werden:
Parameter, die das Potential charakterisieren, der Sommer-Parameter und das Po-
tential selbst. Diese werden nun fiir jedes Wilson-Loop-Jackknife berechnet:

0; = 0;(J;). (3.2.30)

4. Die Mittelung aller so berechneten O; ergibt - wie in Abschnitt beschrieben
- den Erwartungswert dieser Grofien:

1
B Nbins

(0) > 0. (3.2.31)

5. Die Varianz ist dann analog zu Gleichung (2.4.27)) durch

Nb' o 1 Nbins
0loy = —r—— > (0; — (0))? (3.2.32)

zu berechnen.

Die Berechnung der Gréflen O; auf den einzelnen Jackknifes in Schritt 3 ist durch ver-
schiedene Methoden realisiert. Diese Methoden und ihre Motivation sollen nun in den
folgenden Abschnitten dargestellt werden. Betrachtet werden sollen hier lediglich soge-
nannte Two-Fit-Methoden, bei denen Potential und Potentialparameter in zwei Schritten
jeweils durch Anpassung einer Fitfunktion an die Daten berechnet werden.
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3.2.2.1. Methoden zur Bestimmung des Potentials V()

Wilson-Loops verhalten sich in erster Ordnung proportional zum exponentiellen Zerfall
des statischen Potentials V (r):

(W) o exp(—tV(r))(1 + O(exp(—tAE))). (3.2.33)

Wie im Abschnitt zum Variational Smearing dargelegt wurde, erfiillen auch die dort
anstatt der Wilson-Loops gemessenen Groflen diesen Zusammenhang. Die nachfolgend
dargelegten Methoden lassen sich also auf normale Wilson-Loops wie auch auf ihre ge-
schmierten Korrelatoren anwenden. Um diesem Umstand Rechnung zu tragen, sollen die
verwendeten Datenpunkte in diesem Abschnitt allgemein durch y(r, t) repriasentiert wer-
den. Im Fall des Standard-Smearing-Verfahrens ist y(r, ) also durch die Wilson-Loops
gegeben.

Im Programmcode nutzen alle Methoden zum Fitten die Methode der kleinsten Qua-
drateF_U] Das Programm versucht also, die Gréfie x? durch Abéndern der Fitparameter
ZUu minimieren.

Das Intervall, das beschreibt, welche Daten durch die Fitfunktion angepasst werden
sollen, ist im Programm verdnderbar. Im Folgenden soll deshalb [t.in, tmax] das in den
jeweiligen Methoden verwendete zeitliche und [rpin, Tmax] das rdumliche Intervall dar-
stellen.

Naiver Ansatz

Der naheliegende, naive Ansatz nutzt in direkter Weise Gleichung aus. Dafiir
werden die Terme hoherer Ordnung als klein angenommen und in der Rechnung nicht
beriicksichtigt. Die Daten werden dann durch die Funktion

y(r,t) = cexp(—tV (r)) (3.2.34)

gefittet. Damit hohere Terme tatsdchlich vernachléssigt werden koénnen, sollten die Da-
tenpunkte mit sehr kleinem ¢ - beim Ansatz ohne Variational Smearing sind dies die
Wilson-Loops mit sehr kleinen temporalen Léngen - nicht zum Fitten herangezogen
werden. Terme hoherer Ordnung sind gegeniiber dem Term exp(—tV/(r)) noch einmal
exponentiell unterdriickt und werden somit fiir groflere ¢t im Rauschen untergehen.

Ein fiir den Erfolg des Fits entscheidender Faktor liegt in den iibergebenen Startparame-
tern. Beim Fitvorgang werden diese Parameter von der Fitroutine leicht variiert, um x?
zu minimieren. Dabei wird jedoch kein globales, sondern ein lokales Minimum gesucht.
Sind nun die Startparameter suboptimal gewé&hlt, so kann es sein, dass die Fitroutine
nicht das bestmogliche Ergebnis liefert.

Bei dieser Methode erweisen sich an die Daten angepasste Startparameter als vorteilhaft.
Dabei werden einzelne Datenpunkte in die Fitfunktion eingesetzt, um so Schatzwerte fiir

20Genutzt wird eine Variante des Levenberg-Marquardt-Algorithmus, der von der GNU Scientific Li-
brary (GSL) zur Verfiigung gestellt wird.
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die Parameter zu erhalten. Zur Schétzung des Potentials V (r) werden zwei Datenpunkte
bendtigt:

y(r,2) = cexp(=2-V(r)) (I)
y(r,3) = cexp(—=3-V(r)) (II)
L1y eexp(=2-V(r)
I y(r,3) cexp(—=3-V(r))
=V9(r) = log (Zng: ;g) . (3.2.35)

Welche zwei Datenpunkte hier gewahlt werden, ist zunéchst unerheblich. Sie sollten nur
nicht bei zu grofien Zeiten ¢ liegen, weil diese Daten verrauscht sein konnen.

Fiir den Fitparameter c ist ein Datenpunkt erforderlich. Der Schatzwert ergibt sich durch
Umstellen von (3.2.34)) und Einsetzen eines Datenpunktes, also durch

A =y(r,1)-exp(l-VO(r)), (3.2.36)

wobei fiir das eigentlich noch unbekannte Potential V' (r) sein berechneter Schitzwert
eingesetzt wird.

Nicht immer sind diese datenabhéngigen Schéatzwerte die beste Wahl. Bei unzureichender
Datenqualitéit konnen die Startparameter dann vollig unpassende Werte annehmen.

Erweiterter naiver Ansatz
Die Beriicksichtigung eines Terms hoherer Ordnung verfeinert den naiven Ansatz. Das
Modell fiir die Daten kann dann durch

y(r,t) = ¢ exp(—tV(r)) + co exp(—tcs) (3.2.37)
oder
y(r,t) = crexp(—tV(r))(1 + co exp(—tcs)) (3.2.38)

beschrieben werden. Formal korrekt ist dabei die letzte Darstellung; fiir den Fit von
V' (r) bringen beide Gleichungen allerdings theoretisch das gleiche Ergebnis. In der Praxis
existieren hier lediglich Unterschiede in der Stabilitéat des Fits.

Mogliche Startparameter konnen zum Beispiel durch

VO(r) = log (W’ 3>>

y(r,4)
A=10
=01
=10 (3.2.39)

gegeben sein. Diese Methode beschreibt die Daten in gleicher Ordnung, wie es die Me-
thode des exponentiellen Zerfalls (siche unten) tut. Im Gegensatz zu dieser bendtigt
die Fitfunktion jedoch einen zusitzlichen Fitparameter, weshalb die Stabilitdt dieser
Methode geringer ausfallen sollte.
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Exponentieller Zerfall von V(r,t) zu V(r)
Ausgangspunkt dieser Methode [BSS95][Des99] ist die Bestimmung von V' (r,¢) durch

V(r,t) = log (M) (3.2.40)

y(rt+1)
und der anschlieBende Fit der Daten durch die Funktion

V(r,t) = V(r) + c1exp(—cat), (3.2.41)

in der V(r,t) exponentiell auf ein Plateau V (r) zerfillt. Diese Methode beriicksichtigt
einen Term hoéherer Ordnung des Wilson-Loops bzw. der zum Korrelator gehorenden
GroBe aus Gleichung (3.2.33). Dabei kann der letzte Datenpunkt des zeitabhingigen
Potentials V (r,t = tmay) bedingt durch die Definition von V' (r, t) nicht bestimmt werden.
In der Regel spielt dies jedoch keine Rolle, weil diese Punkte ohnehin stark verrauscht
sind.

Vollstandig datenabhéingige Startparameter erweisen sich fiir diese Methode als sehr
instabil. Lediglich eine Angabe fiir den Startparameter V°(r) in Abhiingigkeit der Daten
ist hier sinnvoll. Als funktionierende Parameter erweisen sich zum Beispiel

VOr) = y(r, tmax/2)
A =10
) = 1.0. (3.2.42)

Plateau-Fit fiir V(r,t)
Die Methode der Plateau-Fits ldsst sich aus der Methode des exponentiellen Zerfalls von
V(r,t) zu V(r) ableiten. Das zeitabhéngige Potential wird wiederum durch

y(r,t) )
V(r,t) =log | ————— 3.2.43
bestimmt. Im Gegensatz zur genannten Methode wird hier aber der exponentielle Zerfall
vernachléssigt und es wird angenommen, dass

V(r,t) = V(r) fir grofle t (3.2.44)

gilt. Ausschlaggebend fiir verhédltnismafig gute Ergebnisse dieser Methode ist dabei das
Fitintervall. Es sollte nicht bei zu kleinen Zeiten ¢ beginnen, weil die benutzte Naherung
dort nicht gilt. Andererseits fithrt die Betrachtung der Daten bei grofien Zeiten zu unzu-
verlassigen Ergebnissen, weil dort das Rauschen stark ist. Bei dieser einfachen Methode
muss dafiir also ein guter Kompromiss gefunden werden.
Der einzige Startparameter ist hier das Potential selbst, das datenabhéngig zum Beispiel
durch

VOr) = y(r, tmax/2) (3.2.45)

angegeben werden kann.
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Inverser Zerfall von V(r,t) zu V(r)

Diese Methode [Dem09L S. 52] nutzt dasselbe Modell fiir die Daten wie der naive Ansatz
. Da aber eine andere Fitfunktion genutzt wird, sollten die Ergebnisse beider
Methoden leicht voneinander abweichen. Fiir den zeitlichen Verlauf des Potentials wird
folgende Form definiert:

V(rt) = —% log(y(r,t)). (3.2.46)

Durch Ausnutzen des Modells in ((3.2.34)) ergibt sich

S V(rt) = —% log(cexp(—tV (1))

= V(rt)=V(r)—- ——. (3.2.47)

Da der Parameter ¢ im weiteren Verlauf nicht bendétigt wird und lediglich als Hilfs-
grofle fungiert, kann dieser dementsprechend redefiniert werden, so dass der handliche
Ausdruck

Vir,t)=V(r) + g (3.2.48)

folgt, der einen inversen Zerfall von V' (r,t) auf das Plateau V(r) aufzeigt. Als verhalt-
nisméfig stabile Startparameter konnen zum Beispiel die folgenden datenabhingigen
GroBen verwendet werden:

VO(r) = y(r, tmax/2)
1= 2[y(r,2) —y(r,3)]. (3.2.49)

C

3.2.2.2. Methoden zur Bestimmung der Potentialparameter

Ist das statische Potential bestimmt, so kénnen die Parameter des Potentials genutzt
werden, um den Sommer-Parameter zu bestimmen. In Abschnitt wurde der allge-
meine Verlauf des statischen Potentials dargestellt:

B
V(ir)=A+ - tor (3.2.50)

Entscheidend sind dabei die Parameter B fiir den Coulomb-artigen Anteil des Potentials
und o fiir die string tension, aus denen der Sommer-Parameter nach Gleichung (3.1.39))

durch
[1.65+ B
ro = 1] 2225 (3.2.51)
g
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bestimmt werden kannF_r] Dieses Potentialmodell soll hier als ,, Einfaches Potential“ be-
zeichnet werden. Erweiterte Modelle fiir das auf dem Gitter simulierte Potential beriick-
sichtigen zusétzliche Gitterterme, die im Modell des einfachen Potentials vernachléssigt
werden.

Die Parameter konnen nun wie bei den Methoden zur Bestimmung von V(r) durch
Anpassung einer Fitfunktion an die Daten bestimmt werden. Dabei erweisen sich beim
einfachen Potential die Startparameter

0¥ = Y(Tmax — 2) — Y(Tmax — 3)

A° = y(rmax — 1) — 0+ (rmax — 1)
B =y(1) — A” — ¢" (3.2.52)

als vorteilhaft. Die vorhandenen Daten y, an die die Fitfunktion angepasst wird, sind
die Werte des Potentials V (r).

Erweitertes Potential
Das Modell fiir das statische Potential ist bei dieser Methode durch

V(r)= A+ B H p— (H - 1) (3.2.53)

r T

gegeben[Dem09l S. 53], wobei der Parameter [%] im Coulomb-Term durch

L T o d%k H?:l cos(rik;)
{;} - /Tr (2m) 4 <Z§:1 sin®(k;/2) — 4er Y27, sin4(k;j/2)> (3.254)

gegeben ist. Der Parameter ¢; ist abhéngig vom verwendeten Modell und der Diskreti-
sierung. Im Fall der vom Programm genutzten Technik ist er durch ¢; = —1—12 gegeben.
Die Anpassung an die Fitfunktion kann zum Beispiel mithilfe der Startparameter

o’ = y(rmax - 2) - y(rmax - 3)

AY = Y(Tmax — 1) — 0+ (Fmax — 1)

B'=y(l)-A—-o0

F'=0.4 (3.2.55)
erfolgen.

Dieser Ansatz fiir das Potential enthélt einen besser an das Gitter angepassten Coulomb-
Anteil[Mic92].

21Das so berechnete r¢ in Gittereinheiten entspricht dem physikalischen rg = 0.5 fm. Beide Parameter
werden der Ubersichtlichkeit wegen gleich genannt, weil hier keine Verwechslungsgefahr besteht.
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Ahnlich wie beim erweiterten naiven Ansatz zur Bestimmung von V (r) ist es auch hier
nicht unproblematisch, dass die Fitfunktion vier freie Parameter besitzt. Aus diesem
Grund kann B = —5 fest definiert werden, weil B diesem Wert wegen theoretischer
Uberlegungen ohnehin entsprechen sollte. Dadurch werden wieder lediglich drei Para-
meter fiir den Fit benotigt.

3.2.2.3. Bestimmung des Sommer-Parameters ohne Potential

Neben den in den letzten beiden Abschnitten dargestellten Methoden zu Ermittlung
des Sommer-Parameters iiber die Potentialparameter existiert auch die Moglichkeit, den
Sommer-Parameter ohne Kenntnis des Potentials zu bestimmen. Dazu werden die soge-
nannten Creutz-Ratios

W) OV D.6 1)
3.2.56
W (r. (¢ — 1) (W(r = 1).1) (3:2:90)
betrachtet. Die Betrachtung findet hier fiir die Wilson-Loops statt, allerdings gilt das

Verfahren in gleicher Weise auch fiir die Daten des Variational Smearing.
Da die Wilson-Loops fiir grofle ¢ durch

x(r,t) = —log (

(W(r,t)) = cexp(—tV(r)) (3.2.57)
und das Potential fiir grofie » durch
V(r)=or (3.2.58)
gegeben sind, gilt fiir grofle r, ¢ ndherungsweise
(W(r,t)) = cexp(—tro). (3.2.59)
Eingesetzt in die Creutz-Ratios ergibt sich fiir diesen Fall
x(r,t) =0, rtgroB. (3.2.60)

Dieses Verhalten ermoglicht geméfl der Rechnung in [Dem09, S. 55] die Ermittlung des
Sommer-Parameters durch

1.65 — 2y (r, ) (r2 — r/?
rix(r,t) —rix(r +1,1)

() R 3 ) R

wobel
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gilt. Der Parameter [%] ist in Gleichung gegeben. Es kann ein beliebiges r
gewdhlt werden, es darf aber gemafl der geltenden Bedingung fiir die Creutz-Ratios
nicht zu klein gewéhlt werden. Diese Methode hat den grundsétzlichen Vorteil, dass kei-
ne Fits getétigt werden miissen.

Diese Methode wird zur Analyse im néchsten Kapitel allerdings nicht genutzt, weil sie
sich bei Voruntersuchungen als auflergewthnlich instabil erwiesen hat.
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4. Analyse und Auswertung

Die zentrale Frage dieser Arbeit ist, welche Methoden sich gut und welche sich eher nicht
so gut zur Bestimmung des statischen Potentials und damit des Sommer-Parameters
eignen. Der Begriff Methoden soll hier nicht allein im Sinne der in Abschnitt be-
schriebenen Techniken verstanden werden, sondern vielmehr als Uberbegriff fiir die un-
terschiedlichen Verfahren, mit denen das Potential bestimmt werden kann. Untersucht
werden sollen dazu in dieser Arbeit folgende Gréflen und Verfahren:

e Methoden zur Bestimmung des Potentials (beschrieben in Abschnitt [3.2.2))
e Smearing-Methode (APE- und HYP-Smearing)
e Smearing-Parameter

e Smearing-Level (Insbesondere in Hinblick auf die Benutzung des Variational
Smearing ist ein moglichst passendes Smearing-Level von Néten.)

e Variational Smearing

Besonderes Augenmerk soll auch dem Vergleich zwischen Standard- und Variational
Smearing zukommen; insbesondere soll untersucht werden, inwiefern dieses Verfahren
bei der Bestimmung des statischen Potentials Vorteile gegeniiber den Standard-Methoden
bringt.

In diesem Kapitel sollen nun die Messergebnisse préasentiert, analysiert und diskutiert
werden. Dementsprechend sollen die einzelnen Untersuchungen generell in drei Schritte
unterteilt werden:

1. Auflistung der benutzten Parameter
2. Priésentation und Analyse der Messergebnisse

3. Zusammenfassung und Diskussion der Ergebnisse.

Die zuerst prasentierte Untersuchung soll den Einfluss der Bin-Gréfle auf die Ergebnisse
analysieren. Dies ist wichtig, weil fiir alle folgenden Untersuchungen eine moglichst pas-
sende Bin-Grofle gewéhlt sein sollte, um Autokorrelationseffekte zu vermeiden.

Darauf folgend soll untersucht werden, welche allgemeinen Effekte bei der Anwendung
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des Smearing-Verfahrens beobachtbar sind und wie sich die einzelnen Methoden zur r¢-
Bestimmung im Detail verhalten.

Da zunéchst nur mit dem APE-Verfahren geschmierte Daten untersucht wurden, soll
dann ein Vergleich zwischen APE- und HYP-geschmierten Ergebnissen folgen, mit dem
Unterschiede und eventuelle Vorteile eines Verfahrens herausgearbeitet werden sollen.
Ebenfalls interessant ist, wie sich der Smearing-Parameter beim APE-Verfahren auf die
Daten auswirkt. Hier soll insbesondere auf die Relation zwischen Smearing-Level und
Smearing- Parameter eingegangen werden.

Abschlielend soll dann das Variational Smearing-Verfahren beim Sommer-Parameter
genauer untersucht und mit den Standard-Smearing-Verfahren verglichen werden.

Fiir die Messung der Wilson-Loops war sehr viel Rechenleistung nétig, insbesondere weil
der Sommer-Parameter auch bei sehr hohen Smearing-Levels unerwarteterweise noch
sehr stabil berechnet werden konnte und dementsprechend eine grofie Anzahl verschie-
den stark geschmierter Datenpunkte von Néten war. Auch die Daten des Variational
Smearing-Verfahrens benotigten eine sehr grofie Rechenzeit.

Aus diesem Grund fand die Messung der Wilson-Loops auf PALMA statt, dem Compu-
tercluster der Westfalischen Wilhelms-Universitét. Er verfiigt bei mehr als 3000 Prozes-
sorkernen iiber etwa 30 Teraflops Rechenleistung und bietet damit zumindest auf dem
betrachteten, relativ kleinen Gitter die Moglichkeit einer verhéltnisméfig schnellen Be-
rechnung.

Die Analyse der gemessenen Wilson-Loops konnte hingegen mit vertretbarem Zeitauf-
wand auf einem handelsiiblichen Achtkern-System durchgefiihrt werden. Bei den Va-
riational Smearing-Daten musste hier mit einer Messdauer von einigen Stunden pro
Datenpunkt gerechnet werden.

Sofern nicht explizit anders beschrieben, représentieren die dargestellten Fehlerbalken in
den folgenden Untersuchungen den beim Jackknifing ermittelten statistischen Fehlern.
Der Begriff relativer Fehler soll dabei den Quotienten aus Fehler und Wert bezeichnen.

Bevor nun die eigentlichen Untersuchungen présentiert werden, sollen noch die im Fol-
genden benutzten Methoden dargestellt und nummeriert werden.
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4.1. Zur Auswertung genutzte Methoden

Die Untersuchungen sollen mit den in Abschnitt genauer beschriebenen Methoden
durchgefiihrt werden. Die Sommer-Parameter-Bestimmung geschieht bei allen Methoden
grundsétzlich durch Fit von zwei Gréflen: Potential und darauf folgend Potentialpara-
meter. Das Programm, mit dem alle Untersuchungen durchgefiihrt wurden, ermoglicht
die Kombination der verschiedenen Verfahren fiir deren Bestimmung. Bei den nachfol-
genden Untersuchungen wurden dabei die folgenden Kombinationen zur Bestimmung
benutzt. Damit eine einfache Benennung im Weiteren moglich ist, sollen die Methoden
in spezieller Weise nummeriert werden:

Methode 1.1a

e Berechnung von V(r,t) durch V(r,t) = log <—<{§VW(/7E:ﬁ)1>)>>

e Bestimmung von V(r) durch Fit von V(r,t) = V(r) + ¢; exp(—ca - t)
e (Standard-)Potentialparameter-Bestimmung durch Fit von V(r) = A+ Z+or

Methode 1.1b

e Berechnung von V(r,t) durch V(r,t) = log <<I/<‘,M(/7f—:i)l>)>>

e Bestimmung von V' (r) durch Fit von V(r,t) = V(r) + ¢ exp(—ca - t)
e Potentialparameter-Bestimmung durch Fit von®?

V(T)ZA+B[1] +UT+F<H _l)

T T T

Methode 1.1c
e Berechnung von V(r,t) durch V(r,t) = log <%>
e Bestimmung von V (r) durch Fit von V(r,t) = V(r) + ¢ exp(—cq - t)

e Potentialparameter-Bestimmung durch Fit von

1 1 1
V(ir)=A+B {—} —I—ar—l—F({—} ——) :
r r r
wobei hier lediglich ein Drei-Parameter-Fit durchgefiithrt wird, indem B =
— 15 gesetzt wird

Methode 1.2

e Berechnung von V(r,t) durch V(r,t) = log <—<V<VM(/T(Z)1>)>>

22Die GroBe [ﬂ ist in (3.2.54)) beschrieben.
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e Bestimmung von V(r) durch Plateau-Fit von V(r,t) = V(r). Das betrachtete
Fitintervall ist durch [4, 8] gegeben.

e Standard-Potentialparameter-Bestimmung

Methode 2.1
e Bestimmung von V(r) durch Fit von (W (r,t)) = cexp(—tV(r))

e Standard-Potentialparameter-Bestimmung

Methode 2.2

e Bestimmung von V (r) durch Fit von

(W(r,t)) = cpexp(—tV(r))(1 + cqexp(—tcs))

e Standard-Potentialparameter-Bestimmung

Methode 3
e Berechnung von V (r,t) durch V(r,t) = —1 log((W(r,t)))
e Bestimmung von V(1) durch Fit von V(r,t) = V(r) + ¢

e Standard-Potentialparameter-Bestimmung

Die erste Zahl der Methodennummer gibt dabei den grundsétzlichen Ansatz an, die
zweite Zahl soll einer weiteren Differenzierung dienen. Beispielsweise nutzen die Me-
thoden 1.1x und 1.2 zur Bestimmung des zeitabhéngigen Potentials V' (r,t) die gleiche
Rechnung, unterscheiden sich allerdings in der Extraktion des Potentials V' (r). Der Buch-
stabe, der hier bei den ersten drei Methoden 1.1a bis 1.1c¢ auftaucht, soll die Methode
Potentialparameter-Bestimmung anzeigen.

Der Sommer-Parameter wird bei allen Methoden mithilfe der Potentialparameter be-

rechnet:
1.65+ B
ro =) =22 (4.1.1)
o

Fiir das Variational Smearing kénnen dabei nicht direkt die Wilson-Loops zur Bestim-
mung genutzt werden, wie in Abschnitt [3.2.1.1] genauer dargelegt.
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4.2. Untersuchung verschiedener Bin-GroBen

Zur Vermeidung von Effekten, die durch die Autokorrelation der Konfigurationen auftre-
ten konnen, wurde das Binning-Verfahren angewendet. Die Anzahl der Konfigurationen
pro Bin - die Bin-Gréfle oder bin size - muss grofl genug sein, um eben diese Effekte zu
vermeiden und sollte klein genug sein, um die Statistik nicht allzu stark zu beeintréchti-
gen.

Von Interesse ist hier deshalb eine Untersuchung, welche Bin-Gréfle fiir die folgen-
den Messung am Besten geeignet ist. Allgemein ist zu erwarten, dass Messgréflen in
Abhéngigkeit der Bin-Grofle auf ein Plateau ansteigen oder absinken sollten. Abhéngig
von den Daten und der Anzahl der Konfigurationen, muss dieses Plateau nicht immer
gut erkennbar sein. Sehr schnell kann es zu verrauschten Werten kommen.

Im Folgenden wird diese Untersuchung durch Messung des Sommer-Parameters bei ver-
schiedenen Bin-Groflen realisiert.

4.2.1. Benutzte Parameter

Folgende Parameter wurden fiir die Ergebnisse dieses Abschnitts genutzt:

Gitter 163 x 36, = 1.75, x = 0.1490
Anzahl ausgewerteter Konfigurationen 9798
Grofle der Jackknife-Bins variabel
Smearing-Methode APE
Smearing-Parameter O.5|ﬁ|

Tabelle 4.1.: Benutzte Parameter fiir die Daten.

Grundsétzlich wurden von Tobias Berheide 10000 Konfigurationen fiir dieses Gitter
erstellt[Ber12], die ersten zweihundert Konfigurationen wurden allerdings nicht beriick-
sichtigt, um sicherzustellen, dass lediglich solche im Equilibrium benutzt werden.

Der Parameter « ist in Gleichung als Hopping-Parameter bezeichnet worden.
ist aus der Eichfeldwirkung bekannt und durch g% gegeben.

Wenn einzelne Betrachtungen abweichende Parameter nutzen, so wird explizit darauf
hingewiesen.

4.2.2. Abhangigkeit des Sommer-Parameters von der Bin-GréBe

In diesem Abschnitt soll der Sommer-Parameter gegen die Bin-Gréfie aufgetragen wer-
den. Der Ubersichtlichkeit wegen soll diese Darstellung separat fiir einige ausgewihlte
Smearing-Level erfolgen. Zudem soll zunéchst lediglich Methode 1.1a betrachtet werden.

23Dieser Parameter ist nach Tests von Dirk Sandbrink beim Smearing zur Bestimmung der Glueball-
Massen eine gute Wahl und dient deshalb als Ausgangspunkt.
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Abbildung 4.2.1.: Verlauf des Sommer-Parameters aufgetragen gegen die Bin-Grofle.
Dargestellt ist Methode 1.1a.
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Abbildung 4.2.2.: Verlauf des Sommer-Parameters aufgetragen gegen die Bin-Grofe.
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Abbildung 4.2.3.: Verlauf des Sommer-Parameters aufgetragen gegen die Bin-Grofe.
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Abbildung 4.2.4.: Verlauf des Sommer-Parameters aufgetragen gegen die Bin-Grofe.
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Abbildung 4.2.5.: Verlauf des Sommer-Parameters aufgetragen gegen die Bin-Grofe.

Die Abbildungen und fir die Smearing-Levels 8 und 16 zeigen in etwa das
erwartete Verhalten: Korrelationseffekte verschwinden mit zunehmender Bin-Gréfie und
ro erreicht ein Plateau.

Uberraschenderweise ist in den Abbildungen [4.2.4| und |4.2.5| fiir die Smearing-Levels 60
und 80 ein anderes Verhalten zu beobachten: Das Plateau ist im Bereich der dargestell-
ten Bin-Groflen nicht erkennbar.

Die Daten des Smearing-Levels 32 in Abbildung[4.2.3|zeigen unsichere Ergebnisse; mogli-
cherweise beginnt hier das Plateau bei Bin-Grofie 14.

4.2.3. Genauere Untersuchung fiir Smearing-Level 80

Eine genauere Untersuchung des Einflusses der Bin-Grofle fiir ein hohes Smearing-Level
ist erforderlich, weil die Korrelationseffekte dort auch fiir eine verhéltnisméaflig grofie
Bin-Grofle von 16 vorzuliegen scheinen, wie in den Abb. 4.2.3| bis [4.2.5| zu erkennen
ist. Deshalb sollen nun auch die anderen Methoden exemplarisch fiir Smearing-Level 80
untersucht werden.
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Abbildung 4.2.6.: Methode 1.1b: Verlauf des Sommer-Parameters aufgetragen gegen die

Bin-Grofe.
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Abbildung 4.2.7.: Methode 1.1c: Verlauf des Sommer-Parameters aufgetragen gegen die
Bin-Grofe.
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Abbildung 4.2.8.: Methode 1.2: Verlauf des Sommer-Parameters aufgetragen gegen die

Bin-Grofle.
L L |
T |
® Smearing-Level 80 ‘
8,5 L
E 8,48 r
[
E
E > 4 » > L > L >
e
=
[
€
€
o
v 8,46 1 r
8,44 = 1 1 -
: : : : : : : : : : : : : : : :
0 4 8 12 16

Bin-GroRe

Abbildung 4.2.9.: Methode 2.1: Verlauf des Sommer-Parameters aufgetragen gegen die
Bin-Grofe.
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Abbildung 4.2.10.: Methode 2.2: Verlauf des Sommer-Parameters aufgetragen gegen die
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Abbildung 4.2.11.: Methode 3: Verlauf des Sommer-Parameters aufgetragen gegen die

Bin-Grofe.
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Die Methoden 1.1b, 2.1 und 2.2 zeigen nur geringe Schwankungen in Abhéngigkeit der
Bin-Grofe. Dabei sinken die Daten der Methode 1.1b zwar stetig herab, allerdings ledig-
lich in einem Rahmen von 0.01, was etwa sechsmal kleiner ist, als das Herabsinken der
Methode 1.1a. Vor allem die Methoden 2.1 und 2.2 scheinen selbst fiir eine Bin-Grofle
von 1 keine spiirbare Beeinflussung zu erfahren.

Methode 1.1c zeigt einen zu Methode 1.1a sehr &hnlichen Verlauf.

Das Verhalten von Methode 1.2 ist in Abbildung nicht eindeutig zu erkennen. Dort
ist ein kontinuierliches Absinken erkennbar, welches allerdings kleiner als jenes der Me-
thode 1.1a ist. Zudem konnte dort ein Plateau bei Bin-Groéfle 12 erreicht sein.
Methode 3 zeigt ab einer Bin-Gréfle von 4 ein kontinuierliches Absinken.

Zusammengefasst ausgedriickt, ist das Verhalten der Methoden also durchaus verschie-
den. Wichtig dabei ist, dass die Methoden 1.1b, 2.1, 2.2 und vielleicht auch Methode 1.2
das Verhalten von Methode 1.1a - das stetige, starke Absinken - nicht reproduzieren.

Weiterhin interessant ist nun auch das Verhalten der Methoden fiir sehr groflie Bin-
Groflen. Dieses soll im Folgenden fiir die Methoden 1.1a, 1.1b, 1.2 und 2.1 dargestellt
werden.

8,6 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1
1 ® Smearing-Level 80

8,55 L

8,45 i -

Sommer-Parameter

8,35 L -

8,3 ¥ F—T 77—
0 50 100 150 200 250 300
Bin-GroRe

Abbildung 4.2.12.: Methode 1.1a: Verlauf des Sommer-Parameters fiir sehr groie Bin-
Groflen.
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Abbildung 4.2.13.: Methode 1.1b: Verlauf des Sommer-Parameters fiir sehr grofie Bin-
Grofen.

8,6

8,55 o + T -

8,5 r

8,45 4 -

Sommer-Parameter

8,4 - + L

8,35 + r

e Smearing-Level 80

8,3 L B B S L S T —
0 50 100 150 200 250 300
Bin-GroRe

Abbildung 4.2.14.: Methode 1.2: Verlauf des Sommer-Parameters fiir sehr grofie Bin-
Groflen.
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Abbildung 4.2.15.: Methode 2.1: Verlauf des Sommer-Parameters fiir sehr grofie Bin-
Grofen.

Methode 1.1a zeigt auch bis zu einer Bin-Grofle von 300 noch ein stetiges Absinken.
Ebenso ist auch das Absinken von Methode 1.1b {iber den gesamten betrachteten Be-
reich erkennbar. Beide Methoden sinken jedoch mit einer anderen ,Geschwindigkeit®,
wie oben bereits beschrieben.

Im Gegensatz zu den gerade genannten Methoden folgt Methode 2.1 keinem systemati-
schen Trend.

Methode 1.2 zeigt einen unstetigen Verlauf. Das, was in Abb. [1.2.§ wie ein Plateau wirkt,
setzt sich fiir hohere Smearing-Levels nicht fort (siche Abb. [£.2.14)).

Gemeinsam haben alle hier betrachteten Methoden einen Sprung bei einer Bin-Grofle
von 100.

4.2.4. Zusammenfassung und Diskussion der Ergebnisse

Anscheinend wirkt sich die Wahl der Bin-Grofle abhéngig vom verwendeten Smearing-
Level unterschiedlich stark auf den erhaltenen Wert aus.

Bei kleinen Smearing-Levels konnte in den Daten mit grofler Sicherheit ein Plateau
erkannt werden. Die Daten einiger Methoden bei groflen Smearing-Levels scheinen hin-
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gegen immer weiter abzusinken.

Das stetige Absinken von 7y bei einigen Methoden kann allerdings nicht auf einen Kor-
relationseffekt zuriickzufithren sein, sondern muss andere Ursachen haben. Dies wurde
durch die Betrachtung sehr hoher Bin-Groflen ausgeschlossen, bei denen sicher keine
Korrelation mehr zu erwarten ist. Zudem zeigt Methode 2.1 das systematische Verhal-
ten der anderen Methoden bei hohen Bin-Grofien nicht.

Grundséatzlich ist das Ergebnis dieser Untersuchung unschliissig. Der Effekt, der den
Wert des Sommer-Parameters immer weiter absinken ldsst, kann eine - eventuell vom
Smearing-Level abhéingige - Verfilschung zur Folge haben kann. Das eigentlich erwartete
Plateau ist in den Daten nicht zu erkennen und somit ist auch die optimale Bin-Grofie
unklar.

Auf eine weitergehende Untersuchung dieses Effekts wird hier verzichtet, weil der Fokus
vorwiegend auf der Untersuchung der Smearing-Verfahren und ihrer Auswirkung auf
den Sommer-Parameter gesetzt wurde und vermutlich weitreichende Analysen zur Auf-
klarung des Sachverhalts von Noten wiren. Deshalb sei an dieser Stelle lediglich auf die
Beobachtung hingewiesen, dass unterschiedlich stark geschmierte Daten anders auf un-
terschiedliche Bin-Gréflen reagieren. Mdoglicherweise liegt bei hoheren Smearing-Levels
eine grofe Korrelation vor.

In den nachfolgenden Rechnungen soll durchgehend eine Bin-Grofie von 10 genutzt wer-
den. Diese Bin-Grofle ist zumindest grof§ genug, um Effekte der Korrelation ungeschmier-
ter Konfigurationen zu vermeiden. Zudem sind die Effekte relativ zu den statistischen
Fehler recht klein, insbesondere fiir Bin-Groéflen im Bereich 2-16.
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4.3. Allgemeines Verhalten und Analyse der
Smearing-Effekte

Zur Unterdriickung der kurzreichweitigen Fluktuationen wird das Smearing in der Regel
mehrmals hintereinander ausgefiihrt. Es ist zunéchst unklar, bis zu welchem Smearing-
Level die relevanten physikalischen Informationen erhalten bleiben. Deshalb soll hier in
erster Linie untersucht werden, wie sich die Observablen bei steigendem Smearing-Level
allgemein verhalten und wann das Smearing ,, unerwiinschte Nebenwirkungen® zeigt.
Hierfiir soll zunéchst der Verlauf des Sommer-Parameters in Abhéngigkeit des Smearing-
Levels dargestellt werden. Die Ergebnisse sollen fiir alle Methoden zur Bestimmung von
ro prasentiert und verglichen werden. Im Anschluss daran sollen die Observablen, aus
denen der Sommer-Parameter bestimmt wird, genauer untersucht werden: Die beiden Po-
tentiale V(r) und V(r,t) und die Potentialparameter. Eine Untersuchung zur Abhéngig-
keit des Sommer-Parameters von der Anzahl der Konfigurationen soll diesen Abschnitt
dann abschlieflen.

4.3.1. Benutzte Parameter

Die in diesem Abschnitt priasentierten Daten nutzten im Allgemeinen die folgenden Pa-
rameter:

Gitter 163 x 36, = 1.75, x = 0.1490
Anzahl ausgewerteter Konfigurationen 9798
Grofe der Jackknife-Bins 10
Smearing-Methode APE
Smearing-Parameter 0.5

Tabelle 4.2.: In dieser Untersuchung genutzte Parameter.

4.3.2. Verhalten des Sommer-Parameters

Im Folgenden soll der Verlauf des Sommer-Parameters in Abhéngigkeit des Smearing-
Levels dargestellt werden. Datfiir sollen zunéchst einige grundlegende Plots gezeigt wer-
den, die einen Uberblick iiber das allgemeine Verhalten vermitteln.
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Abbildung 4.3.1.: Darstellung des durch die verschiedenen Methoden ermittelten

Sommer-Parameters in Abhéngigkeit vom Smearing-Level. Der Uber-
sichtlichkeit wegen wurden die Punkte durch Linien verbunden und
Fehlerbalken weggelassen.
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Abbildung 4.3.2.: Anders skalierte Darstellung der letzten Abbildung, die das Maximum
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des Sommer-Parameter-Verlaufs hervorhebt.
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Abbildung 4.3.3.: Hier ist das Maximum exemplarisch fiir Methode 1.1a mit Fehlerbal-

ken dargestellt, um einen Eindruck iiber die Fehlergréienordnung zu
vermitteln.
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Abbildung 4.3.4.: Darstellung der Ergebnisse von Methode 1.1a in anderer Skalierung.
Die benutzte Skala entspricht dem bereits vorgestelltem Smearing-

Radius (Rgmear = \/€N/3).

Auf den ersten Blick ist in Abbildung erkennbar, dass alle Methoden ein mehr oder
minder schnelles ,, Konvergenzverhalten“ gegeniiber steigendem Smearing-Level zeigen.
Die dort dargestellten Methoden zeigen im Bereich niedriger Smearing-Levels einen star-
ken Anstieg, der im weiteren Verlauf immer weiter abflacht und schliellich nach Erreichen
eines Maximums, welches sich je nach Methode etwa bei den Levels 70 bis 110 befindet,
in ein Absinken iibergeht.

Die Methoden 1.1a bis 1.1c sowie Methode 2.2 erreichen etwa bei Smearing-Level 10 einen
Bereich besonderer Steigung und zeigen danach einen nur noch sehr kleinen Anstieg des
Sommer-Parameters. Dieser Bereich soll im Folgenden auch als ,Plateau® bezeichnet
werden und beschreibt etwa den Bereich zwischen den Levels 10 und 20. Methode 2.2
zeigt zusétzlich einen sprunghaften Anstieg zwischen den Levels 70 und 80.

Die offensichtliche Ahnlichkeit der Verldufe fiir die Methoden 1.1a, 1.1b und 1.1c ist nicht
weiter verwunderlich, weil die Potentialbestimmung fiir alle Methoden identisch ist und
lediglich der Fit der Potentialparameter variiert. Diesen Methoden gegeniiber wachsen
die Methoden 1.2, 2.1 und 3 grundsétzlich langsamer und scheinen sich fiir hohere Levels
den anderen Methoden anzupassen.
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Abbildung zeigt das genannte Maximum in passender Skalierung. Dort sind auch
die verschiedenen Steigungen im Verlauf des Sommer-Parameters fiir niedrige bzw. hohe
Smearing-Levels bei den Methoden 1.1a bis 1.1c sowie Methode 2.2 sichtbar. Die anderen
Methoden zeigen dabei diese Verhalten nicht. Eine Vorstellung von der Gréfenordnung
des Fehlers bietet Abbildung [4.3.3] in welcher die sehr stabile Methode 1.1a dargestellt
ist. Es sei darauf hingewiesen, dass der Sommer-Parameter fiir das Plateau bei niedrigen
Smearing-Levels im Rahmen des Fehlers nicht mit dem hoher Smearing-Levels iiberein-
stimmt.

Die Abbildung zeigt den Verlauf fiir Methode 1.1a in anderer Skalierung. Benutzt
wurde hier der Smearing-Radius Rgnear = /€/N/3 anstelle des Smearing-Levels. Das
Maximum liegt in dieser Skalierung bei Rgpear =~ 3.8.

Fiir die weiteren Untersuchungen werden die Smearing-Levels, bei denen die Maxima
auftauchen, noch von Interesse sein. Sie sind in folgender Tabelle beschrieben:

Methode | Nyax
1.1a 90
1.1b 100
1.1c 90
1.2 90
2.1 110
2.2 100
3 80

Tabelle 4.3.: Auflistung derjenigen Smearing-Levels, bei denen die ry-Verldufe der ein-
zelnen Methoden ihren maximalen Wert annehmen.

Ein detaillierterer Vergleich der einzelnen Methoden soll nun folgen.
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4.3.3. Vergleich der einzelnen Methoden

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse der einzelnen Methoden zunéchst présen-
tiert und dann miteinander verglichen werden. Neben der Betrachtung der Sommer-
Parameter-Werte, soll den relativen Fehlern der Methoden besondere Beachtung ge-
schenkt werden. Untereinander verglichen werden sollen ausgewihlte Methoden.
Zuséatzlich sollen im Anschluss ausgewihlte Untersuchungen préasentiert werden, die bei
der spateren Interpretation der Ergebnisse von Interesse sein werden.
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Abbildung 4.3.5.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir Methode 1.1a.
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Abbildung 4.3.6.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir Methode 1.1b.
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Abbildung 4.3.7.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir Methode 1.1c.
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Abbildung 4.3.8.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir Methode 1.2.
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Abbildung 4.3.9.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir Methode 2.1.
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Abbildung 4.3.10.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir Methode 2.2.
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Abbildung 4.3.11.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir Methode 3.
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4.3.3.1. Methoden 1.1a, 1.1b und 1.1c
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Abbildung 4.3.12.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir die Methoden 1.1a bis 1.1c.

Die Methoden 1.1a bis 1.1c (Abb. liefern erwartungsgemifl sehr dhnliche Er-
gebnisse: ab Smearing-Level 4 stimmen die einzelnen Werte innerhalb des Fehlers iibe-
rein. Dennoch gibt es systematische Unterschiede zwischen diesen Methoden. Bei klei-
nen Smearing-Levels zeigen die Methoden 1.1b und 1.1c ein dhnliches Verhalten, beide
Verlaufe sind sich sehr dhnlich und liefern gegeniiber Methode 1.1a systematisch erhohte
Werte. Fiir hohere Levels gleichen sich die Werte der Methoden 1.1a und 1.1b an (bei
Smearing-Level 60 zeigt rg dort eine relative Differenz von weniger als einem halben
Promille), die Werte von Methode 1.1c¢ hingegen bleiben erhtht. Insgesamt erscheint
Methode 1.1b in ihrem Verlauf besonders stabile Werte zu liefern.

Interessant sind bei diesen Methoden die sehr hohen Unterschiede zwischen geschmierten
und ungeschmierten Werte. Diese konnten in den voranstehenden Plots teilweise nicht
darstellt werden, weil sonst Details aufgrund der Skalierung nicht mehr zu erkennen ge-
wesen waren.
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Methode | rg, ungeschmiert | rq, 2-fach geschmiert
1.1a 6.897 £ 0.180 7.915 4+ 0.036
1.1b 2.345 4+ 0.693 7.994 + 0.032
1.1c 6.306 4= 0.247 7.920 £ 0.037

Tabelle 4.4.: Sommer-Parameter-Werte der Methoden 1.1a bis 1.1c fiir ungeschmierte
und 2-fach geschmierte Daten.

Insbesondere Methode 1.1b liefert hier einen stark von den Ergebnissen geschmierter
Daten abweichenden Wert.
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Abbildung 4.3.13.: Darstellung der relativen statistischen Fehler der ersten drei Metho-
den im direkten Vergleich.

Die Fehlerverldufe (Abb. 4.3.13)) zeigen wie die Daten selbst untereinander ein dhnliches
Verhalten. Allgemein zeigt sich hier zunéchst ein Maximum in den Daten des relativen
Fehlers, das fiir alle drei Methoden bei Smearing-Level 8 liegt.
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Methode | Relativer Fehler fiir ry bei Level 8
1.1a 5.94%
1.1b 5.00%0
1.1c 7.14%0

Tabelle 4.5.: Relative Fehler der Sommer-Parameter-Werte fiir die Methoden 1.1a bis
1.1c bei achtfach-geschmierten Daten.

Nach dem Maximum folgt ein Absinken zu einem Minimum, worauf die Daten wieder
leicht ansteigen. Methode 1.1b zeigt dabei den kleinsten Fehler fiir das Maximum und
den klarsten Fehlerverlauf. Insgesamt ist dieser Fehler ab Level 18 jedoch systematisch
grofer als die der beiden anderen Methoden. Von diesen zeigt Methode 1.1a den kleinsten
relativen Fehler.

4.3.3.2. Methode 2.2
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Abbildung 4.3.14.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir die Methoden 1.1a und 2.2.

Methode 2.2 zeigt im Rahmen des Fehlers eine Ubereinstimmung mit Methode 1.1a
fiir alle Smearing-Levels. Allerdings sind die Abweichungen bei kleinen Smearing-Levels
relativ grof}, sodass die Ubereinstimmung dort nur durch den sehr groflen Fehler von
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Methode 2.2 fiir einige Datenpunkte zustande kommt. Im Bereich der Levels 12 bis 70
sind sich die Werte aber sehr dhnlich. Dies ist insbesondere fiir den Bereich der Levels
10 bis 40 interessant, weil dort beide Methoden eine &hnliche Steigung aufweisen, die
sonst nur noch die Methoden 1.1b und 1.1c besitzen (das ,,Plateau®).

Zusétzlich ist in den Daten von Methode 2.2 ein Sprung zwischen den Levels 70 und 80
erkennbar. Dieser Sprung deutet sich bei Level 70 bereits durch einen iiberméfig groflen
Fehler an.
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Abbildung 4.3.15.: Darstellung der relativen statistischen Fehler der Methoden 1.1a und
2.2 im direkten Vergleich.

Der relative Fehler von Methode 2.2 liegt in derselben Gréflenordnung wie der von Me-
thode 1.1a. Methode 2.2 besitzt fiir die meisten Datenpunkte einen hoheren Fehler als
Methode 1.1a, zeigt dabei aber bei kleinen Smearing-Levels ein weniger ausgeprigtes
Maximum. Der Sprung, den der Sommer-Parameter bei Methode 2.2 zeigt, ist auch im
Verlauf des relativen Fehlers zu erkennen. Dabei ist der Fehler fiir Level 70 aufgrund
seines sehr groflen Wertes in obiger Abbildung nicht zu erkennen.

Aus demselben Grund sind die relativen Fehler beider Methoden bei den Levels 150 und
200 in der Abbildung nicht dargestellt worden, weil diese relativ grof§ sind.
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4.3.3.3. Methoden 1.2 und 3
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Abbildung 4.3.16.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir die Methoden 1.2 und 3.

Die Methoden 1.2 und 3 zeigen ein qualitativ dhnliches Verhalten. In beiden Féllen zeigt
der rg-Verlauf ein sehr monotones und stabiles Verhalten. Methode 3 liefert dabei syste-
matisch tiefere Ergebnisse als Methode 1.2 und beide stimmen ab Level 32 im Rahmen
des Fehlers iiberein, wobei die Ubereinstimmung beider Methoden ab Smearing-Level 50
besonders grofl erscheint.

Bei Voruntersuchungen fiel insbesondere bei Methode 1.2 - die Plateau-Fits zur Bestim-
mung des Potentials V' (r) nutzt - auf, dass der qualitative Verlauf von ry in Abhéngigkeit
des Smearing-Levels sehr davon abhéngt, in welchem Bereich das Plateau gefittet wird.
Im spiter folgenden Abschnitt wird dies genauer dargestellt werden.
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Abbildung 4.3.17.: Darstellung der relativen statistischen Fehler der Methoden 1.2 und
3 im direkten Vergleich.

Der Verlauf der relativen Fehler in obiger Abbildung ist im Vergleich zu den bisher dar-
gestellten Methoden eher ungewohnlich. Auch hier wird wie bei Methode 1.1a ein lokales
Minimum erreicht, nach welchem der relative Fehler dann wieder ansteigt. Allerdings ist
dieses Minimum hier sehr friih erreicht.

Methode 1.2 zeigt dabei einen insgesamt sehr viel grofieren relativen Fehler als Methode
3, obwohl der Wert des Sommer-Parameters selbst bei Methode 1.2 sehr viel schneller
gegen seinen maximalen Wert konvergiert.

Fiir niedrige Smearing-Levels ist der relative Fehler bei Methode 3 zudem auch im Ver-
gleich mit den anderen Methoden auflergewohnlich klein.

Es sollte an dieser Stelle betont werden, dass kleinere statistische Fehler nicht zwangs-
weise auch bessere Ergebnisse bedeuten. Ausschlaggebend wiire eigentlich der Gesamt-
fehler, der noch eine systematische Komponente miteinbezieht. Letzterer kann ledig-
lich abgeschétzt werden, indem beispielsweise das Konvergenzverhalten verglichen wird.
Dieses ist fiir Methode 3 hier durchaus als schlechter zu bewerten: Beide Methoden er-
reichen zwar in etwa das gleiche Maximum bei hohen Smearing-Levels, aber Methode
1.2 tut dies weitaus schneller. Eine schnellere Konvergenz bedeutet dann, dass weniger
Smearing-Iterationen und damit auch weniger Rechenzeit benttigt werden, um densel-
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ben Wert zu produzieren.

Zusitzlich stellt eine Untersuchung von x? eine weitere Moglichkeit dar, um die Giite
einer Methode abzuschétzen. Da hier allerdings viele weitere Faktoren eine Rolle spielen
und sich diese Grofle bei den durchgefiithrten Analysen als sehr unzuverlissig herausge-
stellt hat, wurde hier darauf verzichtet.

4.3.3.4. Methode 2.1
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Abbildung 4.3.18.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir die Methoden 1.1a und 2.1.

Die von Methode 2.1 berechneten Werte fiir 79 (Abb. zeigen grob dasselbe Verhal-
ten wie die anderen Methoden. Dabei sind die einzelnen Werte verhéltnisméflig grofien
Schwankungen unterworfen. Der statistische Fehler schwankt sogar noch starker, wie
eingangs bereits erwahnt. Ab Level 24 stimmen hier die fiir ry berechneten Werte im
Rahmen des Fehlers mit denen der Methode 1.1a {iberein und die Abweichungen sind
nicht allzu grof.

Wie Methode 2.2 zeigt auch diese Methode bei einem hohen Smearing-Level einen Sprung
im Sommer-Parameter (Smearing-Level 100).

Der relative Fehler der Ergebnisse von Methode 2.1 wurde hier nicht untersucht, weil
dieser sehr grof} ist und starken Schwankungen unterliegt (siche Abbildung|4.3.9)). Inter-
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essant ist hier allerdings, dass der Sommer-Parameter selbst scheinbar stabilere Werte
aufweist, als es der Fehler vermuten lassen wiirde.

4.3.3.5. Untersuchung des Einflusses von Standard- und erweitertem Potential

Fiir Methode 1.1b wurde gezeigt, dass diese abgesehen vom ungeschmierten Datenpunkt
im Vergleich zu Methode 1.1a stabilere Ergebnisse brachte. Beide Methoden unterschei-
den sich lediglich durch das Modell, welches fiir das Potential V' (r) angenommen wird.
Methode 1.1a nutzt dabei das einfache Standard-Potential und Methode 1.1b nutzt das
erweiterte Modell zur besseren Beschreibung des Coulomb-artigen Anteils.

Welche Unterschiede durch die Benutzung des erweiterten Potentials hervorgerufen wer-
den, soll fiir die restlichen Methoden 1.2, 2.1, 2.2 und 3 genauer untersucht Werden@
Dafiir sollen nun die Sommer-Parameter-Verlaufe in Abhéngigkeit des Smearing-Levels
fiir Standard- und erweitertes Potential bei diesen Methoden dargestellt werden.
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Abbildung 4.3.19.: Vergleich der ry-Verldufe bei Benutzung von Standard- und erweiter-
tem Potential fiir Methode 1.2.

24Die Ergebnisse fiir die Methoden 1.1a und 1.1Db finden sich in den Abbildungen |4.3.12| und |4.3.13}
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Abbildung 4.3.20.: Vergleich der ry-Verldufe bei Benutzung von Standard- und erweiter-
tem Potential fiir Methode 2.1.
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Abbildung 4.3.21.: Vergleich der ry-Verldufe bei Benutzung von Standard- und erweiter-
tem Potential fiir Methode 2.2.
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Abbildung 4.3.22.: Vergleich der ry-Verldufe bei Benutzung von Standard- und erweiter-
tem Potential fiir Methode 3.

Generell zeigen alle betrachteten Methoden das schon fiir die Methoden 1.1a und 1.1b be-
obachtete Verhalten: Fiir hohere Smearing-Levels nédhern sich beide Sommer-Parameter-
Verlidufe stark an und fiir niedrige Levels ist beim erweiterten Potential ein etwas hoher-
er ro-Wert erkennbar, wobei letzterer Effekt jedoch relativ klein ausféllt. Es scheint, als
wiirden die Methoden mit erweitertem Potential beziiglich des Smearing-Levels schneller
konvergieren.

Erwdhnenswert ist, dass Methode 2.2 zwischen den Smearing-Levels 70 und 80 beim
erweiterten Potential wenn iiberhaupt nur einen sehr kleinen Sprung zeigt, was im Fol-
genden noch von Interesse sein wird.

4.3.3.6. Zusidtzliche Untersuchungen

Es sollen nun einige zusétzliche Untersuchungen und anders skalierte Abbildungen présen-
tiert werden, die zur besseren Illustration und bei der Diskussion der Ergebnisse am Ende
dieses Abschnitts hilfreich sein werden.
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Vergleich aller Methoden im Bereich des Maximums
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Abbildung 4.3.23.: Detaillierte Darstellung der einzelnen Methoden im Bereich des
Maximums.

Obiger Abbildung ist zu entnehmen, wie dhnlich die Ergebnisse sind, die die Methoden
fiir hohe Smearing-Levels ermitteln. Mit Ausnahme von Methode 3 liefern dort alle
Methoden im Rahmen des Fehlers miteinander kompatible Ergebnisse. Die Ergebnisse
von Methode 3 sind in dem betrachteten Bereich sogar durchgehend inkompatibel mit
den Werten der Methoden 1.1c und 2.2.

Sprung bei Methode 2.2

Der Sprung bei einem hohen Smearing-Level, welcher (nur) bei den dhnlichen Methoden
2.1 und 2.2 auftaucht, soll hier bei Methode 2.2 etwas genauer betrachtet werden (siehe
zum Beispiel Abb. . Bei dieser Methode ldge der erste Ansatzpunkt zunéchst bei
einem Vergleich des Potentials V' (r) vor und nach dem Sprung, um damit zu iiberpriifen,
ob der Sprung bereits in den Daten des Potentials sichtbar ist, oder ob er ein Effekt der
Potentialparameter-Bestimmung beim Fit des Potentials ist Da die Anderung des
Potentials in diesem Bereich jedoch so gering ist, dass sie nicht dargestellt werden kann,

ZEine Untersuchung von V (r,t) ist hier nicht moglich, weil diese Grole von den Methoden 2.1 und 2.2
nicht genutzt wird.
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soll hier ein anderer, aber dquivalenter Weg gewéhlt werden. In folgender Abbildung soll
die Differenz der Potentiale Vgig(r) = V,(r) — V,(r) bei verschiedenen Smearing-Levels
dargestellt werden. Die V;(r) sind dabei die Potentiale beim Smearing-Level . Dabei soll
immer die Differenz zwischen zwei benachbarten Smearing-Levels in unterschiedlichen
Kurven in der Abbildung geplottet werden.
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Abbildung 4.3.24.: Darstellung der Differenz zwischen jeweils zwei Potentialen V' (r) ver-
schiedener Smearing-Level. Der Ubersichtlichkeit wegen wurden die
Datenpunkte mit Linien verbunden und Fehlerbalken weggelassen.

Sofort ersichtlich ist der abweichende Wert bei r = 2 fiir die Differenz zwischen den Po-
tentialen V7o und Vg (griine Kurve). In diesem Bereich befindet sich auch der fragliche
Sprung. Dementsprechend kann der Sprung auf eine Abweichung im Potential zuriick-
gefiihrt werden. Quantitative Aussagen sind hier allerdings nicht moglich, weil die (hier
nicht gezeigten) Fehlerbalken sehr grof sind. Von Interesse war hier aber auch eher eine
qualitative Aussage.

Es sei darauf hingewiesen, dass der Sprung bei Methode 2.2 bei Benutzung des erwei-
terten Potentialmodells kaum zu erkennen war (siche Abb. - obwohl auch in
jenem Fall das gleiche Potential V' (r) genutzt wird, welches lediglich durch eine andere
Funktion gefittet wird.
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Unterschiedliche Fit-Intervalle bei Methode 1.2

Methode 1.2 extrahiert das Potential V' (r) durch linearen Fit des zeitabhéngigen Poten-
tials V(r,t) in einem festgelegten Zeitintervall (,,Plateau-Fit“). Dieses Zeitintervall ist
willkiirlich gesetzt. Im Prinzip miisste es fiir jedes Potential V' (r, t) passend ermittelt wer-
den. Statt jedoch einen Algorithmus zu entwickeln, wurde ein einfacherer Weg gewahlt:
Bei Voruntersuchungen wurden verschiedene Intervallgrenzen ausgetestet. Exemplarisch
sollen hier nun die Ergebnisse der Methode 1.2 fiir zwei unterschiedliche Zeitintervalle
dargestellt werden.

Sommer-Parameter

6.5 j —o- Fit-Intervall [4, 8] B

—o— Fit-Intervall [2, Tmax-2]

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
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Smearing-Level

Abbildung 4.3.25.: Darstellung des Sommer-Parameters fiir Methode 1.2 bei Benutzung
verschiedener Fit-Intervalle. Fiir die Auswertung der bisherigen und
der folgenden Daten wurde und wird das Intervall [4, 8] genutzt.

Wichtigste Beobachtung ist, dass der Sommer-Parameter bei Benutzung des Intervalls
2, Thnax — 2] weitaus langsamer konvergiert und systematisch kleiner ist. Insbesondere
fiir kleine Smearing-Levels liefert die Benutzung dieses Intervalls dann weitaus kleinere
ro-Werte als bei den anderen Methoden.
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4.3.4. Verhalten des Potentials V (1)

Das Potential V(r) ist eine physikalische Messgrofle, die von jeder Methode berechnet
werden muss. Durch einen Fit kénnen dann die Potentialparameter bestimmt werden,
aus denen der Sommer-Parameter berechnet wird. Allein deshalb bietet sich schon eine
genauere Untersuchung des Potentials V' (r) an.

Zusétzlich jedoch kann die Betrachtung des Potentials auch weitere Informationen er-
bringen, die durch den Fit zur Bestimmung der Potentialparameter verloren gehen. An-
derseits konnen auch Effekte, die allein durch diesen Fit entstehen, als solche ausgemacht
werden. Diese Effekte sind dann lediglich bei den Potentialparametern und dem Sommer-
Parameter, nicht aber beim Potential sichtbar.

4.3.4.1. V(r) fiir alle Methoden

Zunéchst soll eine Darstellung der Potentiale aller Methoden folgen. Die Potentiale der
ersten drei Methoden 1.1a, 1.1b und 1.1.c werden vom Programm durch dasselbe Ver-
fahren ermittelt, weshalb diese Methoden in einer Abbildung als Methode 1.1 zusam-
mengefasst werden kénnen. Damit die Abbildungen iibersichtlich bleiben, werden nur
Potentiale ausgewéhlter Smearing-Levels dargestellt. Eine Untersuchung einzelner Po-
tentialpunkte fiir alle gemessenen Smearing-Levels folgt im néchsten Abschnitt.

Die dargestellten Kurven in den Abbildungen stellen das Standard-Potential

V(r):A—i-E—i-ar
T

dar. Die Werte fiir die Potentialparameter sind die gleichen, die auch vom Analysepro-
gramm zur Ermittlung des Sommer-Parameters genutzt wurden.

Zusétzlich soll zu jedem Potential auch der letzte Potentialpunkt bei r = 8 dargestellt
werden, weil dort die Abweichungen der Potentiale verschiedener Smearing-Levels am
deutlichsten sichtbar ist. Zudem kann an diesen Abbildungen die Grélenordnung des sta-
tistischen Fehlers abgelesen werden. Dies ist in den Potential-Plots meist nicht moglich,
weil die Fehler der Potentiale sehr klein sind.
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Abbildung 4.3.26.: Potentialverlauf der Methode 1.1.
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Abbildung 4.3.27.: Potential bei r = 8 fiir die Methode 1.1.
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Abbildung 4.3.28.: Potentialverlauf fiir Methode 1.2.
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Abbildung 4.3.29.: Potential bei r = 8 fiir Methode 1.2.
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Abbildung 4.3.30.: Potentialverlauf fiir Methode 2.1.

Kein Smearing
Smearing-Level 4
Smearing-Level 16
Smearing-Level 80

T
8

Abstand r

Abbildung 4.3.31.: Potential bei r = 8 fiir Methode 2.1.
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Abbildung 4.3.32.: Potentialverlauf fiir Methode 2.2.
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Abbildung 4.3.33.: Potential bei r = 8 fiir Methode 2.2.
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Abbildung 4.3.34.: Potentialverlauf fiir Methode 3.
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Abbildung 4.3.35.: Potential bei r = 8 fiir Methode 3.
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Mit Ausnahme des ungeschmierten Potentials der Methode 1.1 zeigen die Potentiale aller
Methoden ein stabiles Verhalten. Die ungeschmierten Potentiale sind so instabil, dass
diese ab r = 4 in der gegebenen Skalierung nicht dargestellt werden kénnen. Auffallig
ist, dass die gefittete Kurve des Potentials der Methode 1.1 mit den letzten Potential-
punkten keine sonderlich gute Ubereinstimmung zeigt (siche Abb. .

Der vordere Teil des Potentials, welcher stark durch den Coulomb-artigen Teil bestimmt
ist, zeigt in Abhéngigkeit des Smearing-Levels bei keiner Methode starke Anderungen.
Die Abweichung durch das Smearing wird allerdings umso stérker, je grofier der Abstand
ist.

Fiir grofle Entfernungen und hohe Smearing-Levels sind die Potentiale dann stérker un-
terdriickt. Diese Systematik wird von allen Methoden reproduziert, was an den Kurven
gut zu erkennen ist. Besonders stark zeigt sich dieses Verhalten fiir die Potentiale der
Methode 3 in Abbildung [4.3.34] die zudem auch im ungeschmierten Fall stabile Ergeb-
nisse produziert.

4.3.4.2. Einzelne Potentialpunkte V' (r) in Abhdngigkeit von r

Zum genauen Verhalten der einzelnen Datenpunkte des Potentials in Abhéngigkeit des
Smearing-Levels konnte bisher aufgrund der Skalierung keine Aussage getroffen wer-
den. Insbesondere an den Daten kleiner Absténde war keine Veranderung sichtbar. Des-
halb soll nun eine Darstellung der einzelnen Potentialpunkte V(r) in Abhéngigkeit des
Smearing-Levels fiir alle Abstdnde r folgen, bei der aufgrund einer anderen Skalierung
Unterschiede besser ausgemacht werden koénnen.

Die Untersuchung wird fiir alle Methoden durchgefiihrt. Da hier aber lediglich Resultate
zum allgemeinen Verhalten des Potentials von Interesse sind, beschréinkt sich die fol-
gende Darstellung auf die Préasentation der Ergebnisse von Methode 1.1, weil sich diese
bisher als besonders stabil erwies.

Die einzelnen Datenpunkte sollen zur besseren Erkennbarkeit des Verlaufs durch eine
Interpolationskurve miteinander verbunden werden. Diese Kurve entspricht einem Fit
durch ein Polynom dritten Grades (kubische Interpolation).
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Abbildung 4.3.36.: Potentialpunkt V(r = 1) fiir Methode 1.1.
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Abbildung 4.3.37.: Potentialpunkt V (r = 2) fiir Methode 1.1.
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Abbildung 4.3.38.: Potentialpunkt V (r = 3) fiir Methode 1.1.
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Abbildung 4.3.39.: Potentialpunkt V(r = 4) fiir Methode 1.1.
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Abbildung 4.3.40.: Potentialpunkt V (r = 5) fiir Methode 1.1.
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Abbildung 4.3.41.: Potentialpunkt V(r = 6) fiir Methode 1.1.
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Abbildung 4.3.42.: Potentialpunkt V(r = 7) fiir Methode 1.1.
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Abbildung 4.3.43.: Potentialpunkt V(r = 8) fiir Methode 1.1.



4.3. Allgemeines Verhalten und Analyse der Smearing-Effekte 123

Gemeinsam ist allen Potentialpunkten die Tendenz, mit steigendem Smearing-Level zu
einem Minimum herabzusinken und danach wieder anzusteigen. Vor allem fiir kleine
Abstéande r ist die Reaktion auf das Smearing jedoch duflerst gering, weshalb sie bei
der vorherigen Untersuchung auch nicht erkannt werden konnte. Beim Potentialpunkt
V(r = 1) beispielsweise dndert sich das Potential lediglich in der fiinften Nachkomma-
stelle (siche Abb. [4.3.36). Aus diesem Grund erscheinen die Fehlerbalken in den Plots

fiir die kleineren Absténde auch weitaus grofler als fiir die grofleren Absténde.

Der Potentialpunkt bei r = 1 zeigt im Gegensatz zu den anderen Punkten fiir die kleins-
ten Smearing-Levels zunéchst einen Anstieg bis zum Erreichen eines Maximums. Erst
danach zeigt sich das oben beschriebene Verhalten.

Die anderen - hier nicht dargestellten - Methoden zeigen ein &hnliches, wenn auch teil-
weise instabileres Verhalten.

Zu erkennen ist in den Abbildungen bereits, dass die Minima der Potentialpunkte bei
unterschiedlichen Smearing-Levels vorliegen. Interessant dabei ist dessen Lage:

Methode
Abstand 1.1 1.2 21 22 3
1 43 14 37 26 16
2 28 31 31 23 31
3 58 46 46 41 46
4 68 57 - 54 58
5 71 66 - 60 67
6 83 75 80 72 78
7 95 85 88 81 86
8 107 93 101 89 97

Tabelle 4.6.: Eingetragen fiir jede Methode und jeden Abstand r ist das Smearing-Level,
bei welchem das Potential V(r) ein Minimum zeigt. Die Minima der Me-
thode 1.1 sind in den Abb. [4.3.36] bis 4.3.43] erkennbar. Bestimmt wurden
die Minima durch Ablesen der interpolierten Werte. Datenpunkte, die auf-
grund starker Fluktuationen nicht ermittelt werden konnten, sind durch ein
»- - gekennzeichnet.

Ganz bewusst wurden fiir die Werte in der Tabelle keine Fehler angegeben. Die Fehler
der einzelnen Datenpunkte sind an sich bereits so grof}, dass keine sichere physikali-

sche Aussage iiber die Lage des Minimums getroffen werden kann (siehe Abb. |4.3.36| bis
1.3.43).

Es sollte betont werden, dass die gefundenen Minima nur grobe Approximationen dar-
stellen. Dass die Werte aus der interpolierten Kurve abgelesen wurden, also die Minima
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bei Punkten gefunden wurden, die im Grunde nicht direkt gemessen wurden, ist mit der
Hoffnung begriindet, dass die Systematik der Minima hierdurch besser erkennbar ist.
Dies ist natiirlich nur dann der Fall, wenn die (kubische) Interpolationskurve eine gu-
te Approximation des Verlaufs darstellt. Letztendlich sollen die aus dieser Betrachtung
gewonnenen Daten jedoch nur als Idee zum Verhalten des Potentials bei verschiedenen
Smearing-Levels verstanden werden.

Die Werte der Tabelle sind in Abb. [4.3.44] grafisch aufgetragen.
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Abbildung 4.3.44.: Darstellung der Werte aus Tabelle . Aufgetragen sind also die

Smearing-Levels, bei denen V (r) bei gegebenem r minimal wird.

Besonders hervorzuheben ist dabei, dass das Potential in Abhéngigkeit des Smearing-
Levels nicht einheitlich sinkt bzw. steigt, wie es die Potentialplots vermuten lieen. Das
Smearing-Level, bei welchem ein Potentialpunkt V' (r = const) minimal wird, hingt vom
Abstand r ab. Im néchsten Abschnitt wird dieses Verhalten am zeitabhéngigen Potential
V(r,t) noch einmal genauer untersucht.
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4.3.5. Verhalten des Potentials V (7, 1)

Die Werte des zeitabhéngigen Potentials V' (r,t) werden mit Ausnahme der Methoden
2.1 und 2.2 von allen Methoden zur Extraktion des zeitunabhéngigen Potentials V()
benotigt. Es stellt damit eine noch grundlegendere Grofle im Vergleich zu V(r) dar
und zeigt insbesondere die Wirkung des Smearings in sehr direkter Weise. Aus diesem
Grund soll V(r,t) nun fiir ausgewahlte Smearing-Levels prasentiert werden. Dabei sind
zwei verschiedene Verfahren zu untersuchen: jenes, das von den Methoden 1.1 und 1.2
genutzt wird und das, welches in Methode 3 Anwendung findet.
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Abbildung 4.3.45.: Zeitabhingiges Potential V' (r, t) fiir r = 4, welches von den Methoden
1.1 und 1.2 genutzt wird. Die horizontalen Linien in den nachfolgen-
den Plots stellen den vom Analyseprogramm ermittelten Wert fiir
das Potential V(r) dar.
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Abbildung 4.3.46.: Zeitabhingiges Potential V' (r, t) fiir r = 8, welches von den Methoden
1.1 und 1.2 genutzt wird.
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Abbildung 4.3.47.: Zeitabhingiges Potential V(r,t) fiir r = 4, welches von Methode 3

genutzt wird.
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Abbildung 4.3.48.: Zeitabhingiges Potential V(r,t) fiir r = 8, welches von Methode 3
genutzt wird.
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In den Abbildungen [4.3.45| bis [4.3.48] ist zu erkennen, dass bei beiden V(r,t)-Bestim-
mungsmethoden die Erhchung des zeitabhéngigen Potentials fiir kleine Zeiten zunéchst
beziiglich des Smearing-Levels absinkt und fiir sehr hohe Levels wieder ansteigt. Ein sol-
ches Absinken des Potentials bei kleinen Zeiten entspricht der Unterdriickung angeregter
Zusténde. Interessant ist deshalb eine genauere Untersuchung, bei welchem Smearing-
Level die Erhéhung am Anfang des Potentials V' (r,¢) minimal wird. Dieses Level sollte
dann einer maximalen Unterdriickung angeregter Zustdnde entsprechen.

4.3.5.1. Einzelne Potentialpunkte V' (r,t) in Abhangigkeit von r

Bei der folgenden Untersuchung soll festgestellt werden, bei welchem Smearing-Level
der erste Datenpunkt V(r,t = 1) minimal wird. Dabei sollen separat alle Abstidnde r
untersucht werden. Eine Analyse erfolgt beim ersten Datenpunkt ¢ = 1, weil hier die
Differenz zwischen den verschieden stark geschmierten Potentialen V'(r,¢) maximal ist,
wie in den Abbildungen zu erkennen war (siche zum Beispiel Abb. .

Die Untersuchung ist ganz dhnlich der, die im letzten Abschnitt durchgefiihrt und in Ta-
belle [4.6) und Abbildung préasentiert wurde. Dort wurde fiir jeden Potentialpunkt
V(r = const) separat das Minimum beziiglich des Smearing-Levels gesucht.

Eine quantitative Untersuchung wird hier lediglich fiir jenes V'(r,t) durchgefiihrt, wel-
ches von den Methoden 1.1 und 1.2 verwendet wird. Qualitativ zeigt aber auch das von
Methode 3 genutzte V(r,t) ein dhnliches Ergebnis.

Die Untersuchung des zeitabhédngigen Potentials V(r = const,t = 1) in Abhéngigkeit
des Smearing-Levels zeigt qualitativ das gleiche Verhalten wie die Untersuchung von
V(r = const). Auch hier zeigen die Potentialpunkte ein Absinken zu einem Minimum mit
anschliefendem Anstieg. Im Gegensatz zur V(r)-Untersuchung zeigen die Datenpunkte
des zeitabhéngigen Potentials V' (r,t) allerdings einen bedeutend kleineren Fehler, was
auf die grundlegendere Natur von V' (r, t) zurtickzufiithren ist. Deshalb ist die Bestimmung
der Minima hier weitaus zuverldssiger als noch beim Potential V'(r).

Die Abbildungen der Potentialpunkte V'(r,t) sind der Ubersichtlichkeit wegen nicht hier,
sondern im Anhang zu finden (siehe auf S. R13[t.).

Die Minima wurden an den (kubischen) Interpolations-Kurven abgelesen. Die zugehori-
gen Abbildungen sind im Anhang durch |[A.1.1] bis [A.1.8| gegeben.
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Abstand | Methoden 1.1 und 1.2

9.3
24.0
35.4
44.6
52.3
59.1
65.3
71.5

CO O UL i W N+~

Tabelle 4.7.: Eingetragen fiir jeden Abstand r ist das Smearing-Level, bei welchem das
Potential V' (r,t = 1) ein Minimum zeigt.

Dieses Ergebnis ist ganz #hnlich dem, das in Tabelle [£.6| und Abb. dargestellt
wurde. Das zeitabhédngige Potential V(r,t) ist allerdings von weitaus grundlegenderer
Natur, weil es im Gegensatz zum Potential V' (r) direkt aus den Wilson-Loops bestimmt
wird und héngt dementsprechend von weniger vielen Faktoren ab. Dadurch ist diese
Bestimmung hier weitaus genauer moglich.

Dennoch: Es sei auch hier wieder darauf hingewiesen, dass die Minima an der Interpola-
tionskurve abgelesen wurden und dass dementsprechend die Qualitéit der Daten davon
abhéngt, wie gut die Interpolation der Daten den tatséchlichen Potentialverlauf appro-
ximiert. Da hier keine quantitativen Aussagen getétigt werden sollen, wurden hier sogar
nicht-ganzzahlige Smearing-Level fiir die Positionen der Minima ermittelt.

Abhéngig vom Grad, in dem die interpolierten Daten mit dem tatséchlichen Verlauf
iibereinstimmen, kann dadurch auf eine klarere Systematik der Positionen gehofft wer-

den (siehe dazu auch Abb. |4.3.49).
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Abbildung 4.3.49.: Darstellung der Minima aus Tabelle [4.7]

Das zentrale Ergebnis dieser Untersuchung soll also die ungefdhre Kenntnis derjenigen
Smearing-Levels sein, bei denen die angeregten Zustinde im Potential in Abhéngigkeit
des Abstandes r am stérksten unterdriickt sind.

4.3.6. Verhalten der Potentialparameter

Das allgemeine Verhalten des Potentials wurde in den beiden vorhergehenden Abschnit-
ten dargelegt. Es ist in der einfachen Darstellung des Potentials bestimmt durch den
Coulomb-artigen Anteil B und die String-Tension o. Diese Parameter, aus denen sich der
Sommer-Parameter direkt zusammensetzt, sollen nun in Abhéngigkeit vom Smearing-
Level dargestellt werden. Der Ubersichtlichkeit wegen sollen lediglich die Ergebnisse von
Methode 1.1a présentiert werden. Die - sehr &hnlichen - Ergebnisse der anderen Metho-

den sind im Anhang zu finden (siehe auf S. R13fF.).
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Abbildung 4.3.50.: Darstellung der String-Tension ¢ fiir Methode 1.1a.
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Abbildung 4.3.51.: Darstellung des Coulomb-artigen Parameters B fiir Methode 1.1a.
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Es sei darauf hingewiesen, dass die Skala des (negativen) Parameters B invertiert darge-
stellt wurde. Das hat den Vorteil, dass intuitiv ersichtlich ist, ob B betragsméafig absinkt
oder ansteigt.

Alle Methoden zeigen ein dhnliches Verhalten wie die hier dargestellte Methode 1.1a.
Mit steigendem Smearing-Level wéchst der Coulomb-Anteil des Potentials an und der
String-Tension-Anteil sinkt ab. Einzig der Verlauf des Parameters B fiir Methode 1.1b,
die das erweiterte Potential verwendet, zeigt ein gegenlaufiges Verhalten.

Fiir alle Methoden mit Ausnahme von Methode 2.1 weisen auch in dieser Untersuchung
die betrachteten Grofien - die beiden Parameter - ein Extremum bei hohen Smearing-
Levels auf. Methode 2.1 liefert relativ instabile Parameter und es kann deshalb nicht mit
Sicherheit angegeben werden, ob hier ein Extremum existiert.

Das lokale Minimum in obigem Plot von B bei niedrigen Smearing-Levels (Abb.
ist sonst nur noch in Methode 1.1b zu erkennen; die anderen Methoden weisen dieses
Minimum nicht auf.

Diese Darstellung soll an dieser Stelle ausreichen. Da der bereits untersuchte Sommer-
Parameter in direkter Weise aus den Potentialparametern ermittelt wird, sind hier fun-
damental neue Erkenntnisse eher nicht zu erwarten.

4.3.7. Abhangigkeit von der Anzahl der Konfigurationen

Die Erstellung von Konfigurationen fiir ein Gitter ist eine sehr rechenintensive Aufgabe.
Aus diesem Grund ist es von Interesse, zu wissen, wie viele Konfigurationen in etwa
benotigt werden, um einen zuverldssigen Wert fiir die Observable zu erhalten. Deshalb
soll hier nun untersucht werden, wie sich die Berechnung des Sommer-Parameters in
Abhéngigkeit der Konfigurationsanzahl verhélt.

Der Schwerpunkt soll dabei auf eine Abschétzung des allgemeinen Verhaltens der un-
terschiedlichen Methoden gelegt werden, um eine Vorstellung davon zu erhalten, wie
schnell der Sommer-Parameter in Abhéngigkeit der Konfigurationsanzahl und fiir die
unterschiedlichen Methoden konvergiert.

In allen Untersuchungen, die eine Konfigurationsanzahl N nutzen, die kleiner als die
Anzahl der insgesamt gemessenen Konfigurationen ist, wurden jeweils die ersten N Kon-
figurationen in der Reihenfolge, wie sie erstellt wurden, verwendet.
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Abbildung 4.3.52.: Darstellung des Sommer-Parameters aller Methoden in Abhéngigkeit
von der Konfigurationsanzahl bei Smearing-Level 80.
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Abbildung 4.3.53.: Plot des relativen statistischen Fehlers von 7. Die dargestellten Kur-
ven sind gefittete Funktionen der Form y(z) = cv/N -
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Abbildung 4.3.54.: Darstellung des Sommer-Parameters fiir Methode 1.1a gegen die
Konfigurationsanzahl fiir verschiedene Smearing-Levels.
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Abbildung 4.3.55.: Plot des relativen statistischen Fehlers von ry fiir Methode 1.1a fiir
verschiedene Smearing-Levels.
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Abbildung 4.3.56.: Darstellung des Sommer-Parameters fiir Methode 1.1a gegen die
Konfigurationsanzahl mit Fehlerbalken.

Alle Methoden zeigen im direkten Vergleich denselben Verlauf in Abhéngigkeit der Kon-
figurationsanzahl und scheinen sich grofitenteils lediglich systematisch zu unterscheiden
(Abb. . Aulffallig ist, dass alle Methoden bereits bei verhaltnisméfig kleinen Kon-
figurationsanzahlen passable Ergebnisse produzieren. Exemplarisch wurde dazu in Abb.
Methode 1.1a mit Fehlern dargestellt. Abgesehen vom Ergebnis bei N, = 1000,
befindet sich der am stéirksten vom Endwert r(Neonr = 9798) abweichende Wert bei
Neont = 4000. Selbst dieser zeigt lediglich eine Abweichung von etwa einem Prozent be-
zogen auf den Endwert.

Wie in Abb. exemplarisch fiir Methode 1.1a dargestellt ist, hat das Smearing-Level
selbst keinen bedeutenden Einfluss auf die Stérke der Schwankungen beziiglich der Kon-
figurationsanzahl: Es zeigen sich die gleichen Verldufe bei allen Levels, die zueinander
lediglich systematisch verschoben sind.

Der relative Fehler fiir Daten verschiedener Smearing-Levels ist in Abb. dar-
gestellt. Dort ist sicher zu erkennen, dass der relative Fehler der Daten fiir Level 80
bei Neonr > 1000 systematisch unterhalb der Fehler der anderen Smearing-Levels liegt.
Ebenso scheinen die Fehler bei Level 16 systematisch tber den Fehlern der anderen
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Smearing-Levels zu liegen. Es sei angemerkt, dass diese Effekte jedoch relativ klein sind.

Der relative Fehler der einzelnen Methoden im Vergleich ist in dargestellt. Allge-
mein zeigen alle Methoden dort weitgehend denselben Verlauf, die Methoden 1.2 und 3
scheinen allerdings stark schwankende Werte zu produzieren. Die Fitkurven in diesem
Diagramm weisen den erwarteten LN—Fehlerverlauf nach, wobei allerdings die Daten-
punkte bei N e = 1000 vernachléssigt werden mussten.

Weggelassen wurden hier die Darstellung der Methoden 2.1 und 2.2, die stark schwan-
kende Ergebnisse produzieren.

4.3.8. Zusammenfassung und Diskussion der Ergebnisse

Konvergenz des Sommer-Parameters bzgl. des Smearing-Levels

Offensichtlich streben die Ergebnisse fiir den Sommer-Parameter bei allen Methoden
mehr oder weniger schnell einem Wert entgegen. Die ersten Iterationen des Smearing-
Verfahrens haben dabei die grofiten Auswirkungen. Besonders schnell konvergieren die
Werte der Methoden 1.1a, 1.1b, 1.1c und 2.2.

Dass sich die durch die einzelnen Methoden berechneten Sommer-Parameter mit stei-
gendem Smearing-Level einander annéhern, ist bereits in der ersten Abbildung
erkennbar. Diese Beobachtung ist von zentraler Wichtigkeit, zeigt sie doch, dass das
Smearing die Daten in Bezug auf die Ermittlung des Sommer-Parameters verbessert,
weil Methoden unterschiedlicher Ansétze zunehmend besser iibereinstimmende Ergeb-
nisse ermitteln. Die dennoch unterschiedlichen rq-Verldufe der einzelnen Methoden liegen
in eben diesen verschiedenen Ansétzen zur Bestimmung von ry begriindet. Beispielswei-
se beriicksichtigt Methode 1.1a einen Term hoherer Ordnung, Methode 2.1 tut das nicht.

Auftreten eines Maximums bzgl. des Smearing-Levels

Wie in Abb. zu sehen ist, erreicht der Sommer-Parameter in allen Methoden einen
Maximalwert bei hohen Smearing-Levels und sinkt dann wieder herab. Grob liegt dieses
Maximum fiir alle Methoden im selben Bereich. Das ist zunéchst nur eine Beobachtung
und die Position des Maximums lédsst so noch keine Schliisse zu. Allerdings kann die-
ses Verhalten eindeutig auf einen Effekt des Smearing-Verfahrens zuriickgefiithrt werden,
weil eben alle Methoden zunéchst monoton zu diesem Maximum ansteigen und dann
wieder absinken.

Die Anzahl der Smearing-Iterationen, bei denen das Maximum auftritt, erscheint sehr
hoch. Die physikalische Information kann durch das Smearing allerdings nicht verlo-
ren gegangen sein, weil sich die Werte im betrachteten Smearing-Bereich trotz allem
sehr &hnlich sind und nicht sehr stark von den Werten bei niedrigeren Levels abwei-
chen. Zusétzlich ist der Smearing-Radius, der ein Maf fiir die effektive Reichweite des
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Smearing-Verfahrens darstellt, fiir diese Iterationsanzahl in einem mit der Gittergrofie
vertraglichen Bereich bei Rgpear < 4.

Wirkung des Smearings auf die Potentiale V() bzw. V(1)

Die Betrachtung des Potentials V (), aus dem der Sommer-Parameter bestimmt wird, er-
brachte die Erkenntnis, dass die einzelnen Potentialpunkte bei verschiedenen Absténden
r unterschiedlich auf das Smearing reagieren. Grundsétzlich zeigt sich an allen Poten-
tialpunkten V(r) ein Absinken des Potentials mit steigendem Smearing-Level, worauf
nach Erreichen eines Minimums ein Ansteigen folgt. Die Positionen dieser Minima sind
abhéngig vom betrachteten Abstand r in Abb. skizziert. FErgebnis dieser Un-
tersuchung war, dass das Potential bei kleinen Abstédnden bereits bei weitaus weni-
ger Smearing-Iterationen das Minimum erreicht, als es bei Potentialpunkten bei grofien
Absténden der Fall ist.

Die Abhéngigkeit der Position des Minimums vom Abstand r des betrachteten Poten-
tialpunkts liegt darin begriindet, dass Potentialpunkte V' (r) von Linkketten der Lénge
r abhéngen. Da das Smearing-Verfahren nach und nach die Unterschiede zwischen den
Links wverschmiert, also mit jeder Iteration Fluktuationen immer gréflerer Reichweite
unterdriickt, sind dementsprechend bei gleichem Smearing-Level die enthaltenen Infor-
mationen kurzer Linkketten stédrker verschmiert als die langer Linkketten. Deshalb wird
das qualitative Verhalten der Potentialpunkte bei steigendem Smearing-Level viel eher
bei den Punkten kleiner Absténde verdndert.

Dennoch: Im Gegensatz zum qualitativen Verhalten zeigt das Smearing fiir kleine Ab-
stdnde eine quantitativ weitaus geringere Wirkung als fiir grole Absténde. Dies scheint
zunéchst widerspriichlich, wird bei genauerer Betrachtung jedoch klar. Auch wenn die
Informationen kurzer Linkketten natiirlich schneller ausgeschmiert sind, so ist der abso-
lute Einfluss des Smearing-Verfahrens fiir grofe Absténde trotzdem grofler, einfach weil
die dortigen Potentialpunkte aus Linkketten aufgebaut sind, die aus vielen geschmierten
Links bestehen und absolut demnach stéarker auf das Smearing reagieren.

Da das Potential V(r) bei den meisten Methoden aus dem zeitabhédngigen Potential
V(r,t) bestimmt wird, wurde dieses ebenfalls untersucht. Die Information der in V'(r)
auftretenden Minima muss natiirlich auch im zeitabhéngigen V'(r,t) vorhanden sein.
Dort wird auch die physikalische Bedeutung der Minima klar: Minimales V' (r) bedeutet
in grober N#éherung maximal unterdriickte angeregte Zusténde in V (r,t). Dies ist wie
folgt nachzuvollziehen:

Die Werte in den Abbildungen und wurden durch

V(r,t) = log <%) (4.3.1)

ermittelt. Die Extraktion von V/(r) aus V (r,t) geschieht dann fiir die Methoden 1.1a bis
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1.1c durch Fit eines exponentiellen Zerfalls
V(r,t) = V(r) + c1 exp(—cat). (4.3.2)

In dieser Gleichung steht der zweite Term fiir die Beriicksichtigung héherer Zusténde.
Wie in den Abbildungen von V/(r,t) zu erkennen war, ist eben dieser Term fiir hohere
Smearing-Levels unterdriickt. Er steigt allerdings wieder an, was in den Abbildungen
exemplarisch fiir das sehr hohe Smearing-Level 200 demonstriert wird. Dieses Level be-
findet sich bereits weit hinter dem Sommer-Parameter-Maximum in Abb. £.3.2]

Weil V(r,t) eine grundlegendere Grofe als V(r) ist, ist hier eine Bestimmung des Mini-
mums in Bezug zum Smearing-Level weitaus einfacher. Die in Abb. dargestellten
Minima représentieren das optimale Smearing-Level fiir die einzelnen Absténde. Dieser
Abbildung folgend kann das fiir den Sommer-Parameter optimale Smearing-Level fiir
dieses Gitter also hochstens bei etwa 75 Iterationen liegen - dies gilt zumindest fiir die
Methoden 1.1a, 1.1b, 1.1c und 1.2, die das zeitabhéngige Potential V' (r,t) fiir ihre Be-
rechnungen verwenden. V' (r,t) ist allerdings eine sehr grundlegende Grofle, mit der die
angeregten Einfliisse identifiziert werden kénnen und somit sollte dieses Ergebnis prin-
zipiell auch fiir die anderen Methoden gelten.

Dass die Positionen der Minima in den Datenpunkten V'(r) (siche Abb. nicht ge-
nau mit denen von V (r,t) (siche Abb. ibereinstimmen, ist unproblematisch. Die
Extraktion von V (r) aus V (r,t) geschieht durch einen Fit und ist somit vielen Einfliissen
unterworfen. Zudem sind die Daten in Abb. nur sehr ungenau zu bestimmen ge-
wesen.

Angemerkt werden sollten an dieser Stelle noch zwei Probleme. Es fillt auf, dass das
Potential in einigen Féllen nicht passend an die Datenpunkte gefittet wird. Exemplarisch
sei hier der Potentialfit der Methode 1.1 in Abb. genannt. Insbesondere fiir die
Datenpunkte bei Smearing-Level 80 ist die Fitkurve fiir grofe Abstéinde systematisch zu
hoch. Der Fit ist jedoch korrekt durchgefiihrt. Das x? ist in diesem Fall minimal, weil
so die ersten Datenpunkte von der Kurve am Besten approximiert werden. Da diese Da-
tenpunkte auch den geringsten Fehler besitzen, werden sie vom Fitprogramm sozusagen
bevorzugt. Abhilfe wiirde hier vielleicht die Einfithrung eines willkiirlichen systemati-
schen Fehlers schaffen, wovon hier allerdings abgesehen wurde.

Die zweite Auffilligkeit findet sich in der Extraktion von V(r) aus dem zeitabhéingigen
Potential im Fall von Methode 3, dargestellt in den Abb. [£.3.47] und [£.3.48] Dort scheint
der Fit systematisch oberhalb des Plateaus zu liegen.
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Optimales Smearing-Level

Wie bereits erwéhnt wurde, kann das optimale Smearing-Level gem&fl der Untersuchung
der Minima von V/(r,t) (siche zum Beispiel Abb. nicht {iber 75 Iterationen
liegen. Noch hohere Smearing-Levels wirken dann auf das gesamte Potential wie eine
Verstarkung der angeregten Zusténde.

Die Smearing-Levels, bei dem die im Sommer-Parameter-Verlauf der einzelnen Methoden
entdeckten Maxima auftauchen, sind etwas grofler. Der Wert bei Level 75 und der, den
die jeweiligen Maxima aufweisen, ist trotzdem sehr dhnlich, wie untenstehende Tabelle
zeigt. Verglichen werden sollen hier die Werte, bei denen ry maximal wird und die bei
Level 70, weil gemessene Daten von Level 75 selbst nicht vorliegen und diese Zahl ohnehin
eher als Obergrenze fiir ein optimales Smearing-Level zu verstehen ist.

Methode | 7o (Level 70) | ro (Maximum)
1.1a 8.505 £+ 0.032 | 8.512 £ 0.033 (90)
1.1b 8.507 £+ 0.036 | 8.513 & 0.037 (100)
1.1c 8.543 4+ 0.033 | 8.550 & 0.034 (90)
1.2 8.491 + 0.048 | 8.495 = 0.049 (90)
2.1 8.468 + 0.032 | 8.508 £+ 0.042 (110)
2.2 8.522 4+ 0.510 | 8.580 £ 0.053 (100)
3 8.453 £+ 0.035 | 8.454 £ 0.036 (80)

Tabelle 4.8.: Vergleich der Sommer-Parameter bei Level 70 und dem Level des Maxi-
mums. Letzteres ist durch die in Klammern gesetzte Zahl angegeben.

Die vorliegenden Daten legen also nahe, dass die Smearing-Levels der Maxima schon
einen relativ guten Richtwert fiir das optimale Level darstellen, auch wenn hier vermut-
lich schon zuwviel geschmiert wurde.

Die Untersuchungen mit Standard-Smearing-Methoden lassen hier keine weiteren Schluss-
folgerungen zu. Sicher ist nur, dass das Smearing-Level, bei dem eine optimale Unter-
driickung der angeregten Zusténde erfolgt, bei diesem Gitter unter 75 liegen sollte. Spéater
bei der Untersuchung der Variational Smearing-Methode wird ein weiteres Werkzeug zu
Verfiigung stehen, um den Bereich der besten Smearing-Levels weiter einzugrenzen.

Besonderheiten der einzelnen Methoden

Selbst Methoden verschiedener Ansétze zeigen einige interessante Gemeinsamkeiten. Die
Ahnlichkeit der Methoden 1.1a, 1.1b und 1.1c ist dabei nicht weiter verbliiffend, weil
diese das Potential V(r) alle auf gleiche Art und Weise bestimmen. Methode 2.2 zeigt
allerdings im Bereich kleiner Smearing-Levels ebenfalls eine grofie Ubereinstimmung mit
Methode 1.1a, was besonders in Hinblick darauf interessant ist, dass diese Methoden
grundlegend verschiedene Ansétze benutzen. In diesem Bereich zeigen die Methoden
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1.1a, 1.1b, 1.1c und 2.2 allesamt eine Art Plateau zwischen den Levels 10 und 20, fiir
Methode 2.2 gut zu erkennen in Abb. [4.3.14] Dies deutet darauf hin, dass die Form
des Verlaufs fiir kleine Smearing-Levels - also der schnelle Anstieg zu einer Art Plateau
- durch die Beriicksichtigung eines Terms hoherer Ordnung zustande kommt, weil die
genannten Methoden die einzigen sind, die eben diesen Term beriicksichtigen.

Die Methoden 2.1 und 2.2, welche beide auf dem naiven Ansatz basieren, zeigen relativ
wenige Ahnlichkeiten. Allerdings ist in beiden Fillen ein Sprung im Sommer-Parameter-
Verlauf zu erkennen, der fiir Methode 2.2 genauer untersucht wurde. Er wurde hier auf
eine relativ starke Anderung im Potential V (r) zuriickgefiihrt. Dieser Sprung ist kein Ef-
fekt des Smearings selbst, weil andere Methoden ihn nicht zeigen. Vermutlich ist er auf
das ,,Umspringen“ der Parameter beim Fit, also auf die schlechte Fit-Stabilitédt zuriick-
zufithren, was auch durch die Beobachtung gestiitzt wird, dass das ry der fraglichen
Methoden 2.1 und 2.2 beim Messpunkt vor den jeweiligen Spriingen einen sehr grofien
Fehler zeigt (siehe Abb. 4.3.9 und [4.3.10]). Der Fehler kann dadurch zustande kommen,
dass das ,,Umspringen“ dort auf einigen Jackknifes passiert, auf anderen wiederum nicht.

Interessant ist in diesem Zusammenhang jedoch, dass der Sprung in Methode 2.2 kaum
oder gar nicht erkennbar ist, wenn das erweiterte Potentialmodell benutzt wird, welches
durch
1 1 1
V(T):A+B[ :|—|—O'7‘+F(|:—:|——> (4.3.3)

T r T

bestimmt ist (siehe Abschnitt . Gleichgiiltig ob Standard- oder erweitertes Po-
tentialmodell verwendet werden, um das Potential zu fitten: in beiden Féallen wird das
gleiche Potential V() benutzt, welches ebenfalls einen Sprung zeigt, wie in Abb.
zu erkennen ist.

Dort ist auch zu erkennen, dass der Sprung in V' (r) bei r = 2 liegt, also bei einem relativ
kleinen Abstand, wo der Coulomb-artige Anteil eine gréfiere Rolle spielt. Moglicherweise
wird der Sprung im Fall des erweiterten Potentials also in eben diesem Anteil F' ab-
sorbiert. Dieser spielt ndmlich fiir die ro-Bestimmung keine Rolle, was das Fehlen des
Sprungs erkléiren wiirde.

Eine weitere Auffilligkeit findet sich in den Fehlerverldufen der Methoden 1.2 und 3.
Der Grund fiir diese Verldufe kann sehr viele Ursachen haben. Dass sich jedoch beide
Fehlerverlaufe ebenso wie die Verlaufe des Sommer-Parameters dhnlich sind, kann da-
durch erklért werden, dass beide Methoden nur den Term kleinster Ordnung bei der
Betrachtung der Wilson-Loops beriicksichtigen und beide Methoden von relativ einfa-
chen Annahmen ausgehen.

Fiir Methode 1.2 wurde zudem die besonders starke Abhéngigkeit vom verwendeten In-
tervall untersucht, in welchem das Plateau gefittet wird. Die Ergebnisse fiir den Sommer-
Parameter unterscheiden sich dort vor allem durch ein unterschiedliches Konvergenzver-
halten in Abhéngigkeit des Smearing-Levels. Es sei hier erwahnt, dass das standardméfig
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in dieser Arbeit benutzte Intervall [4, 8] nicht allgemein giiltig funktioniert, sondern le-
diglich fiir das betrachtete Gitter gute Ergebnisse liefert und dass bei anderen Gittern
eventuell ein anderes optimales Intervall gefunden werden muss.

Die Gegeniiberstellung der Methoden bei Benutzung von Standard- und erweitertem Po-
tentialmodell zeigt, dass jene mit erweitertem Modell nur im Bereich kleiner Smearing-
Levels eine Erhohung zeigen und bei hoheren Smearing-Levels dann im Vergleich zu
solchen des Standard-Potentialmodells sehr dhnliche Ergebnisse liefern. Das erweiter-
te Potentialmodell besitzt realistischere Annahmen des Coulomb-Anteils des Potenti-
als, welcher den Anfangsbereich des Potentials dominiert. Dies ist eine mogliche Er-
klarung dafiir, warum die Methoden auch bei Benutzung unterschiedlicher Potentialmo-
delle bei hohen Smearing-Levels einander nahezu gleichen, denn je grofler die Anzahl
der Smearing-Iterationen, desto weniger spielen kurzreichweitige Effekte eine Rolle. Und
da der Coulomb-Anteil des Potentials durch diese relativ kurzreichweitigen Effekte be-
stimmt ist, reicht dann vermutlich das einfache Modell fiir das Potential aus.

Vorteile bringt das erweiterte Potential dementsprechend vor allem bei kleinen Smearing-
Levels.

Abhangigkeit von der Anzahl der Konfigurationen

Auf das Konvergenzverhalten beziiglich der Anzahl der Konfigurationen hat das APE-
Smearing-Verfahren keinen FEinfluss. Der Sommer-Parameter-Verlauf erfihrt lediglich
eine systematische Verschiebung (siehe Abb.[4.3.54)). Auch die einzelnen Methoden zeigen
qualitativ das gleiche Verhalten.

Die Untersuchung hat zudem erbracht, dass die Bestimmung des Sommer-Parameters
auch fiir wenige Konfigurationen - hier etwa 2000 - zuverlassig moglich ist (siche Abb.

350).
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4.4. Vergleich von APE- und HYP-geschmierten Daten

Bisher wurden lediglich mit dem APE-Verfahren geschmierte Daten untersucht. In dieser
Arbeit soll auch das HYP-Smearing-Verfahren genauer betrachtet werden, insbesondere
in Hinblick darauf, ob bei der Bestimmung des statischen Potentials und des Sommer-
Parameters mit diesem Verfahren bessere Ergebnisse erzielt werden kénnen und wo in
Bezug auf die Daten Unterschiede zum APE-Smearing-Verfahren zu finden sind.

4.4.1. Benutzte Parameter

Fiir die APE-geschmierten Daten werden die gleichen Parameter wie bei der letzten
Untersuchung benutzt, die in Abschnitt zu finden sind. Fiir die HYP-geschmierten
Daten gelten nachfolgend aufgelistete Parameter:

Gitter 163 x 36, = 1.75, x = 0.1490
Anzahl ausgewerteter Konfigurationen 9798
Grofle der Jackknife-Bins 10
Smearing-Methode HYP
Smearing-Parameter (0.6, 0.3)

Tabelle 4.9.: Benutzte Parameter fiir HYP-Daten.

4.4.2. Verhalten des Sommer-Parameters

Zunéchst soll im Folgenden das Verhalten des Sommer-Parameters fiir beide Smearing-
Verfahren gegeniiber gestellt werden. Dabei sollen alle benutzten Methoden untersucht
werden.
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Abbildung 4.4.2.: Methode 1.1b: Sommer-Parameter in Abhéngigkeit vom Smearing-

Level fiir APE- und HYP-Smearing.
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Abbildung 4.4.5.: Methode 2.1: Sommer-Parameter in Abhéngigkeit vom Smearing-
Level fiir APE- und HYP-Smearing.
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Abbildung 4.4.6.: Methode 2.2: Sommer-Parameter in Abhéngigkeit vom Smearing-
Level fiir APE- und HYP-Smearing.
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Abbildung 4.4.7.: Methode 3: Sommer-Parameter in Abhéngigkeit vom Smearing-Level
fiir APE- und HYP-Smearing.

Die 7y-Verldufe der APE- und HYP-geschmierten Daten zeigen sehr schnell eine Uber-
einstimmung im Rahmen des Fehlers. Einzig die Methoden 1.2 und 2.2 verhalten sich
erst bei den Levels 24 beziehungsweise 40 in dieser Weise. Ebenfalls sind die Unterschie-
de der statistischen Fehler zwischen APE- und HYP-Daten scheinbar klein.

Viel interessanter ist aber der Umstand, dass sich die Verlaufe fiir APE- und HYP-Daten
scheinbar hauptséichlich durch eine Stauchung in Smearing-Level-Richtung unterschei-
den. Dieses Verhalten soll im folgenden Abschnitt genauer untersucht werden.

4.4.3. Skalenvergleich von HYP- und APE-geschmierten Daten

Wenn die Ergebnisse fiir den Sommer-Parameter in beiden Smearing-Verfahren lediglich
dadurch differieren, dass sie gegeneinander in Smearing-Level-Richtung gestaucht sind,
dann bedeutet das, dass beide Smearing-Methoden dieselben Ergebnisse produzieren,
dafiir aber eine unterschiedlich grofie Anzahl an Smearing-Iterationen benétigen.

Aus diesem Grund wird nun im Folgenden ein Vergleich der beiden Skalen fiir die FEr-
gebnisse der Methode 1.1a durchgefiihrt.
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Das Verfahren fiir solch einen Vergleich ist einfach: Fiir jeden HYP-geschmierten Da-
tenpunkt wird derjenige APE-geschmierte Datenpunkt gesucht, bei welchem das gleiche
Ergebnis fiir ro produziert wird. Die Smearing-Levels, bei denen sich die dadurch ermit-
telten Datenpunkte befinden, geben an, wie viele Smearing-Levels das jeweilige Verfahren
zum Erreichen eines bestimmten Wertes fiir o benotigen.

Weil aber nur eine begrenzte Anzahl von Datenpunkten vorliegt, existiert fiir die meis-
ten HYP-Datenpunkte jedoch kein APE-Datenpunkt, der einen sehr d&hnlichen ro-Wert
aufweist. Deshalb wurden die HY P-Datenpunkte mit einer Interpolationskurve der APE-
Datenpunkte verglichen %]

Eine schematische Darstellung dieses Verfahrens ist in untenstehender Abbildung zu fin-
den.
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Abbildung 4.4.8.: Schematische Darstellung des verwendeten Verfahrens zum Vergleich
zweier Skalen. Exemplarisch wird hier der Verlauf der APE- und HYP-
Daten fiir Methode 1.1a in einer Skalierung gezeigt, in der das Verfah-
ren gut illustriert werden kann.

26Wiederum wurde eine kubische Interpolation der Daten genutzt.



150  Analyse und Auswertung

Durch dieses Verfahren wurden folgende Ergebnisse ermittelt:

Smearing-Level APE | Smearing-Level HYP
6.2 4
9.0 6
11.4 8
14.0 10
16.4 12
20.4 14
234 16
29.6 20
324 22
35.4 24
38.4 26
41.2 28
44.2 30
47.3 32
50.1 34
58.7 40
72.5 50
83.9 60
106.5 70
119.5 80
133.5 90
147.8 100
162.4 110

Tabelle 4.10.: Nach oben beschriebenem Verfahren ermittelte Smearing-Levels, bei denen
die Ergebnisse fiir den Sommer-Parameter bei HYP- und APE-Smearing
einander entsprechen.
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Abbildung 4.4.9.: Darstellung der Ergebnisse aus Tabelle . Es sei darauf hingewiesen,
dass der Fehler der Steigung im linearen Fit y = m - x nur als grober
Anhaltspunkt gelten kann, weil fiir die einzelnen Datenpunkte kein
Fehler bestimmt wurde.

In Abbildung wurde explizit die Steigung der Fit-Geraden eingetragen. Anschau-
lich bedeutet das Ergebnis dieser Untersuchung, dass die APE- und HYP-geschmierten
Daten tatséchlich beziiglich des Smearing-Levels systematisch in linearer Weise gegen-
einander gestaucht sind. Die Steigung der Geraden kann so verstanden werden, dass fiir
das benutzte HYP-Smearing nur 0.677-mal soviele Smearing-Schritte erforderlich sind,
um dieselben Ergebnisse wie das benutzte APE-Smearing zu produzieren.

Es sei hier darauf hingewiesen, dass dies natiirlich nur fiir die genutzten Smearing-
Parameter gezeigt wurde und dass insbesondere die Steigung nur fiir eben diese gilt.
Streng genommen wurde diese Relation auch bisher lediglich fiir Methode 1.1a ge-
zeigt, allerdings zeigen die ro-Verliufe aller Methoden eine Ubereinstimmung fiir beide
Smearing-Verfahren, wenn die Smearing-Level-Skalen aneinander angepasst werden.
Exemplarisch soll dies nun bei Methode 1.1a fiir den Sommer-Parameter und den relati-
ven Fehler gezeigt werden. Im Anhang konnen dquivalente Darstellungen fiir die anderen

Methoden gefunden werden (siehe auf S. [224fF.).
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Abbildung 4.4.10.: Methode 1.1a: ro-Verlaufe fiir APE- und HYP-Smearing in angepass-
ter Skalierung. In dieser und der folgenden Abb. stellt die obere Skala

das Smearing-Level fiir die HYP-Daten dar.
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Abbildung 4.4.11.: Methode 1.1a: Relativer statistischer Fehler von rq fiir APE-

HYP-Smearing in angepasster Skalierung.
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4.4.4. Abhangigkeit von der Anzahl der Konfigurationen

Es ist es auch beim Vergleich der beiden Smearing-Verfahren interessant zu erfahren,
ob APE- und HYP-geschmierte Ergebnisse beziiglich der Konfigurationsanzahl ein ver-
schiedenartiges Verhalten zeigen. Deshalb soll auch der Verlauf der Sommer-Parameters
gegen verschiedene Konfigurationsanzahlen dargestellt werden. Exemplarisch werden da-
bei die Werte von Methode 1.1a bei Smearing-Level 80 fiir APE- und HYP-Smearing
verglichen.
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Abbildung 4.4.12.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir verschieden viele Konfiguratio-
nen. Vergleich von Methode 1.1a fiir APE- und HYP-Smearing bei
Level 80.
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Abbildung 4.4.13.: Relativer Fehler von ry bzgl. der Anzahl der Konfigurationen. Ver-
gleich von Methode 1.1a fiir APE- und HYP-Smearing bei Level 80.

In Abb. eindeutig zu erkennen ist, dass sich der Verlauf des Sommer-Parameters
fiir APE- und HYP-Smearing nur systematisch unterscheidet und nur geringe Abwei-
chungen zeigt. Ahnlich verhilt es sich mit dem relativen Fehler (Abb. , der fiir
beide Smearing-Methoden den gleichen Verlauf zeigt.

Dass die systematischen Abweichungen hier so gering sind, liegt darin begriindet, dass
APE- und HYP-Smearing bei Smearing-Level 80 einen sehr dhnlichen rp-Wert ermitteln

(siehe Abb. [4.4.1)).

4.4.5. Zusammenfassung und Diskussion der Ergebnisse

Diese Teiluntersuchung erbrachte das Ergebnis, dass sich APE- und HYP-Smearing-
Verfahren lediglich dadurch unterscheiden, wie viele Smearing-Iterationen notwendig
sind, um einen bestimmten Wert fiir ry zu erzielen. Dies konnte dadurch gezeigt wer-
den, dass die APE- und HYP-Verldufe von Sommer-Parameter und relativem Fehler fiir
jeweils alle Methoden zur Deckung gebracht werden konnten, wenn die Smearing-Level-
Skala angepasst wurde.
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Beziiglich der Konfigurationsanzahl zeigen beide Smearing-Verfahren das gleiche Konver-
genzverhalten. Es konnten lediglich systematische Verschiebungen beobachtet werden.
Dementsprechend hat keine Methode, abgesehen von Erwégungen, die die Rechenzeit
betreffen, einen Vorteil.

Ein genauer Vergleich der Rechenzeit ist hier schwierig. Einerseits bendctigt das HYP-
Smearing grundsatzlich mehr Rechenzeit fiir eine Iteration als das APE-Smearing, al-
lerdings liefert es auch - im Fall der genutzten Parameter - bei einer geringeren Anzahl
von Smearing-Iterationen die gleichen Ergebnisse wie das APE-Smearing.

Wie viele Iterationen weniger von Néten sind, héngt aber zusétzlich noch von den APE-
und HYP-Parametern ab, sodass zur Beantwortung der Frage nach der effizientesten
Smearing-Methode zusétzlich sehr viele Untersuchungen bei verschiedenen Parametern
durchgefiihrt werden miissten.

Letztlich bringen APE- und HYP-Smearing jedoch - wenn auch bei unterschiedlichen
Smearing-Levels - mehr oder weniger dquivalente Ergebnisse. Deshalb soll im Folgenden
auch weiterhin das APE-Smearing-Verfahren Anwendung finden.
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4.5. Vergleich verschiedener APE-Parameter

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, in welcher Weise verschiedene APE-Smearing-
Parameter € Einfluss auf die Berechnung des Sommer-Parameters ausiiben. Die Linktrans-
formation ist beim APE-Smearing durch

Uy(n) = URPE(n) = Projq |Uu(n) + > (Ch,(n) + C},(n))
VEL

gegeben, wie in Abschnitt beschrieben wurde. Das bedeutet, der Parameter
gibt an, wie stark die den Link umgebenden staples in die Betrachtung eingehen.

Der Fokus dieser Betrachtung soll dabei auf dem allgemeinen Zusammenhang zwischen
Daten liegen, die mit unterschiedlichem e geschmiert wurden.

Der Ubersichtlichkeit wegen soll sich die Priisentation dieser Untersuchung auf Methode
1.1a beschranken - insbesondere weil Untersuchungen der anderen Methoden zeigten,
dass diese qualitativ dasselbe Verhalten aufweisen.

4.5.1. Benutzte Parameter

Folgende Parameter wurden fiir die Berechnungen dieses Abschnitts genutzt:

Gitter 163 x 36, = 1.75, x = 0.1490
Anzahl ausgewerteter Konfigurationen 9798
Grofle der Jackknife-Bins 10
Smearing-Methode APE
Smearing-Parameter 0.3,0.4, 0.5, 0.6, 0.7

Tabelle 4.11.: Benutzte Parameter fiir die Daten. Es sollen im Folgenden Daten verschie-
dener Smearing-Parameter untersucht werden. An den jeweiligen Stellen
wird dort dann darauf hingewiesen, welcher Parameter benutzt wurde.

4.5.2. Verhalten des Sommer-Parameters

Fiir verschiedene APE-Parameter ¢ wurde der Sommer-Parameter ry fiir ausgewéhlte
Smearing-Levels bestimmt. Diese Verldufe sollen nun dargestellt werden. In jeder Ab-
bildung soll zudem der Verlauf der mit ¢ = 0.5 geschmierten Daten zum Vergleich
dargestellt werden.

Zur besseren Erkennbarkeit und um den Verlauf besser darstellen zu kénnen, wurden
die einzelnen Datenpunkte mit Linien verbunden.
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Sommer-Parameter
.
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Abbildung 4.5.1.: Darstellung des ro-Verlaufs fiir ¢ = 0.3 im Vergleich zum Verlauf fiir
den Parameter ¢ = 0.5. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass
lediglich Methode 1.1a prasentiert wird.
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Abbildung 4.5.2.: Darstellung des ry-Verlaufs fiir ¢ = 0.4.
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Abbildung 4.5.3.: Darstellung des ry-Verlaufs fiir ¢ = 0.6.

Die mit dem APE-Parameter ¢ = 0.7 geschmierten Daten kénnen vom Programm be-
reits ab Smearing-Level 16 schlecht und darauf folgend gar nicht mehr berechnet werden,
weshalb sie hier nicht dargestellt wurden.

In den Abb. 4.5.1jund [4.5.2]ist zu erkennen, dass die verschieden geschmierten Daten eine
groBe Ubereinstimmung mit den Referenzdaten zeigen. Im Rahmen des Fehlers stimmen
alle Datenpunkte fiir ¢ = 0.3 und € = 0.4 mit den Referenzdaten iiberein - auch beim
nicht dargestellten Smearing-Level 4.

Durchaus interessant ist das Verhalten der ¢ = 0.6-Daten. In Abb. kann zunéichst
eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Referenzdaten bei niedrigen Smearing-Levels
erkannt werden. Doch ab etwa Smearing-Level 34 sinkt der Sommer-Parameter bei stei-
gendem Fehler kontinuierlich ab, bis er schliellich ab Level 44 vom Analyseprogramm
gar nicht mehr berechnet werden kann.

In einem spiter folgenden Abschnitt soll hierauf noch genauer eingegangen werden.
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4.5.3. Skalenvergleich

Wie bei den HYP-geschmierten Daten féllt hier ebenfalls auf, dass sich die mit ver-
schiedenen APE-Parametern geschmierten Daten gegeniiber den Referenzdaten lediglich
durch eine Streckung der Smearing-Level-Achse zu unterscheiden scheinen, wenn von den
¢ = 0.6-Daten abgesehen wird.

Um diese Hypothese zu verifizieren und auch zu quantifizieren, bietet sich also eine Un-
tersuchung an, die schon bei den HYP-Daten in Abschnitt[4.4.3|interessante Erkenntnisse
brachte: Ein Vergleich der Smearing-Level-Skalen.

Durch das in Abschnitt beschriebene Verfahren zum Vergleich zweier Smearing-
Level-Skalen (siehe S. , wurden die Zusammenhénge dieser Skalen ermittelt. Hier
soll nun eine grafische Darstellung der Ergebnisse folgen.
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Abbildung 4.5.4.: In dieser und den zwei folgenden Abb. stellen die Punkte diejeni-
gen Smearing-Levels dar, bei denen die ro-Werte der verschieden ge-
schmierten Daten iibereinstimmen. Hier dargestellt ist das Skalenver-
halten der mit € = 0.3 geschmierten Daten. Gefittet wurden die Daten
durch die Funktion y = mx.
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Abbildung 4.5.5.: Skalenverhalten der mit € = 0.4 geschmierten Daten.
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Abbildung 4.5.6.: Skalenverhalten der mit € = 0.6 geschmierten Daten.
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Es zeigt sich ein klar linearer Zusammenhang der Skalen. Die Ergebnisse fiir verschiede-
ne APE-Parameter unterscheiden sich demnach nur dadurch, wie viele Smearing-Levels
fiir einen bestimmten Wert von Noéten sind - ganz so, wie es schon beim Vergleich von
HYP- und APE-Smearing-Verfahren gezeigt wurde.

Zur Extraktion des linearen Steigungsfaktors m wurde fiir den Fit der Daten bei e = 0.4
(sieche Abb. der letzte Punkt weggelassen, weil dieser sehr schlecht zu bestimmen
ist. Bei diesem Punkt muss ein Vergleich der Verldufe in Abb. bei Smearing-Level
100 durchgefiihrt werden. Der Referenzverlauf (¢ = 0.5) zeigt an dieser Stelle sein Maxi-
mum und dementsprechend eine sehr geringe Steigung. Somit ist das Smearing-Level, bei
dem das Referenz-rg mit dem rg bei ¢ = 0.4 {ibereinstimmt, nur ungenau zu bestimmen.

Das Ergebnis des Skalenvergleichs fiir die mit € = 0.6 geschmierten Daten (Abb.
ist iiberraschend. Der lineare Steigungsfaktor m ist im Rahmen des Fehler 1@ Die bei-
den Skalen scheinen hier also nicht linear gegeneinander gestaucht oder gestreckt zu sein,
wie es bei den anderen Parametern der Fall ist. Aufgrund der hohen Unsicherheit, der
das Verfahren zur Bestimmung der Daten der Geraden unterliegt, kann dies aber nicht
mit Sicherheit gesagt werden.

Um zu demonstrieren, dass sich die Werte fiir ro fiir verschiedene APE-Parameter ¢
tatséchlich nur durch eine Streckung/Stauchung der Smearing-Level-Skala unterschei-
den, sollen nun Darstellungen folgen, in denen die Daten durch angepasste Skalen zur
Deckung gebracht wurden (Abbildungen und . Exemplarisch soll auch die
Ubereinstimmung des relativen Fehlers zwischen den Daten bei ¢ = 0.5 und £ = 0.3 bei
angepassten Skalen in Abb. gezeigt werden.

Die untere Skala in den folgenden Plots entspricht der Skala der ¢ = 0.5-Daten, die obere
Skala der der € # 0.5-Daten.

27Es sei an dieser Stelle noch einmal betont, dass die Fehler der Steigung nur einen groben Ansatzpunkt
darstellen und vermutlich weit unter den realen Fehlern liegen.
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Abbildung 4.5.7.: Verlaufe des Sommer-Parameters ry fiir die Parameter ¢ = 0.3 und
e = 0.5 bei angepassten Skalen.
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Abbildung 4.5.8.: Verlaufe des Sommer-Parameters ry fiir die Parameter ¢ = 0.4 und
e = 0.5 bei angepassten Skalen.
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Abbildung 4.5.9.: Verlauf des relativen statistischen Fehlers von r( fiir ¢ = 0.3 und ¢ =
0.5 bei angepassten Skalen.

4.5.4. Untersuchung der ¢ = 0.6-Daten bei den Levels 34 bis 42

Die Daten, die mit einem Parameter ¢ > 0.5 geschmiert wurden, zeigen ein ungewéhn-
liches Verhalten. Das betrifft die ¢ = 0.6- und € = 0.7-Daten, wobei fiir letztere keine
ausreichende Datengrundlage zur Verfiigung steht. Insbesondere von Interesse ist, warum
der Sommer-Parameter einen sehr starken Abfall zeigt.

Im Folgenden soll deshalb eine Untersuchung der ¢ = 0.6-Daten bei den Levels 34-42
durchgefiihrt werden, bei welchen sich ein schneller Abfall des Sommer-Parameters und
ein starker Anstieg des Fehlers zeigt (Abb. [4.5.2). Hierfiir bietet sich zunéchst eine Ana-
lyse des zeitabhéngigen Potentials V (r,t) an, das die Effekte des Smearing-Verfahrens
auf die Wilson-Loops ohne Verfalschung durch Fits darstellen sollte.

Untersucht werden soll hier das V' (r,t), welches von den Methoden 1.1a, 1.1b, 1.1c¢ und
1.2 verwendet wird.
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Abbildung 4.5.10.: Darstellung des Potentials V(r,t) fiir » = 4 fiir verschiedene mit
¢ = 0.6 APE-geschmierte Smearing-Levels.
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Abbildung 4.5.11.: Dreidimensionale Darstellung des Potentials V' (r, ) fiir die Levels 34,

40 und 42 (von oben nach unten).
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V(r,t) bei Smearing-Level 34
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Abbildung 4.5.12.: Darstellung des Potential V (r,t) durch Graustufen-Farbskala fiir die
Levels 34, 40 und 42.
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In Abb. ist im interessanten Bereich kleiner Zeiten zu erkennen, dass die expo-
nentielle Anregung zwischen den Levels 12 (schwarze Datenpunkte) und 34 (rote Da-
tenpunkte) zunédchst erwartungsgeméf absinkt, dann allerdings fiir die Levels 40 und 42
stark ansteigt.

Weiterhin zeigt sich, dass die hoheren Smearing-Levels tendenziell frither zu rauschen
beginnen. Besonders gut ist dies fiir die 42-fach geschmierten Daten ersichtlich, die be-
reits ab ¢t = 4 stark verrauschte Werte fiir ry liefern. In diesem Zusammenhang sei noch
einmal erwahnt, dass die verwendeten Smearing-Techniken lediglich in rdumlicher und
nicht in zeitlicher Richtung schmieren.

Die Plots in Abbildung zeigen das zeitabhéngige Potential V' (r,t) in dreidimen-
sionaler Darstellung. Hier kann die allgemeine Tendenz beobachtet werden, dass das
Rauschen mit steigendem Smearing-Level zunimmt. Gut sichtbar wird dies auch in Abb.
[4.5.12] in welcher die Werte fiir V (r,t) durch Graustufen dargestellt werden.

Die Extraktion von V(r) geschieht bei Methode 1.1a durch Fit von V(r,t) fiir festes
r, wodurch nach und nach die einzelnen V'(r)-Datenpunkte ermittelt werden. Dies ent-
spricht in Abb. einer Betrachtung der Daten in vertikaler Richtung fur festes r.
Insbesondere bei Smearing-Level 42 zeigen diese zu fittenden Daten, mit Ausnahme der
kleinsten Absténde r, ein starkes Rauschen selbst bei kleinen Zeiten, wodurch natiirlich
die Berechnung von V' (r) weitaus unzuverlassiger und letztendlich unmoglich wird.

Das Rauschen des zeitabhingigen Potentials ist auf das Rauschen der Wilson-Loops
selbst zuriickzufiihren. Zur Verdeutlichung sollen hier die Werte der Wilson-Loops in
dreidimensionaler Darstellung aufgetragen werden.

Es stellt sich heraus, dass auch die Wilson-Loops fiir grofie Zeiten und Absténde (grofie
temporale und spatiale Ausdehnungen der Schleife) stark verrauscht sind. Zudem zei-
gen sie bei steigendem Smearing-Level einen stédrkeren exponentiellen Abfall, der in der
folgenden Abbildung wie ein Verkippen der (logarithmisch dargestellten) Ebene wirkt.
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100 ¢
107 :
102 F
103 &
10 F
10° ¢
106 F

5 4 o
Abstand r 3 2 718

Dreidimensionale Darstellung der Wilson-Loops (W (r,t)) fiir die Le-
vels 34, 40 und 42. Negative Werte konnen aufgrund der logarith-
mischen Skala nicht dargestellt werden und erscheinen in den Plots
nicht.
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4.5.5. Abhangigkeit von der Anzahl der Konfigurationen

Ahnlich wie beim Vergleich der APE- und HYP-geschmierten Ergebnisse, ist es auch fiir
verschiedene APE-Smearing-Parameter interessant zu erfahren, ob dort ein Unterschied
im Konvergenzverhalten beziiglich der Konfigurationsanzahl existiert. Da aber bereits
nachgewiesen wurde, dass sich verschiedenartig geschmierte Daten lediglich durch eine
andere Smearing-Level-Skalierung unterscheiden, sollten sich die Verldufe von rg fiir ver-
schieden viele Konfigurationen wieder hochstens systematisch voneinander unterschei-
den.

Exemplarisch sollen aber der Vollstédndigkeit wegen die Verldufe der ¢ = 0.5- und € = 0.3-
Daten bei den Smearing-Levels 80 bzw. 50 verglichen werden.

9 ! | ! | ! | ! |

—— £=0.5, Level 80
—=— g=0.3, Level 50

8,8 L

Sommer-Parameter

. T . I : : | ; |
0 2.000 4.000 6.000 8.000 10.000
Konfigurationsanzahl

Abbildung 4.5.14.: Verlauf des Sommer-Parameters fiir verschieden viele Konfiguratio-
nen. Vergleich von Methode 1.1a fiir verschiedene APE-Parameter.
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Abbildung 4.5.15.: Relativer Fehler von ry bzgl. der Anzahl der Konfigurationen. Ver-
gleich von Methode 1.1a fiir verschiedene APE-Parameter.

Die Verlaufe des Sommer-Parameters unterscheiden sich wie in den bisherigen Untersu-
chungen zur Abhéngigkeit von der Konfigurationsanzahl lediglich systematisch, genau
wie es erwartet wurde. Ebenso sind die relativen Fehler wieder sehr dhnlich und zeigen
fiir hohere Smearing-Levels eine grofe Ubereinstimmung.

Dass hier die Daten der unterschiedlichen Smearing-Parameter beim Smearing-Level 80
bzw. 50 verwendet wurden, hat lediglich den Grund, dass diese beiden Datenpunkte als
Messdaten vorliegen. Prinzipiell ist es unerheblich, welche Smearing-Levels miteinan-
der verglichen werden, weil in Unterabschnitt bereits gezeigt wurde, dass sich die
Daten fiir unterschiedliche Smearing-Levels nur systematisch voneinander unterscheiden.

4.5.6. Zusammenfassung und Diskussion der Ergebnisse

Skalenverhalten

Fiir die untersuchten APE-Parameter ¢ = 0.4 und € = 0.3 wurde nachgewiesen, dass sich
die Verlaufe des Sommer-Parameters lediglich durch eine lineare Streckung der Smearing-
Level-Achse vom Verlauf bei e = 0.5 unterscheiden. Genauso wie es schon fiir das HYP-
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Smearing-Verfahren nachgewiesen wurde, zeigen also auch unterschiedliche Parameter
beim APE-Smearing kein qualitativ neues Verhalten. Es sind lediglich unterschiedlich
viele Smearing-Iterationen notwendig, um das gleiche Ergebnis zu erzielen.

Der Grund, warum {iberhaupt eine lineare Streckung vorliegt, ldsst sich anhand des
Smearing-Radius verstehen. Wird angenommen, dass der Smearing-Radius tatséchlich
ein MafB fiir die effektive Reichweite - sozusagen ein Maf fiir die Stdrke des Smearing-
Verfahrens - ist, so sollte der Sommer-Parameter unter Vernachléssigung anderer Effekte
immer dann den gleichen Wert haben, wenn der Smearing-Radius

[eN
Rsmear = % (451)

gleich ist. Formal muss dann also gelten:
’l“o(Rl) = To(RQ), wenn Rl = Rg. (452)

Letztere Bedingung ist nicht nur durch identische APE-Parameter und gleiche Iterati-
onsanzahl zu erfiillen. Lediglich das Produkt e/ N muss gleich sein, damit der Sommer-
Parameter in beiden Féllen identische Werte besitzt.

Werden nun zwei mit unterschiedlichem APE-Parameter € geschmierte Sommer-Para-
meter-Verlaufe in Smearing-Radius-Skalierung betrachtet,

ro(R1), ro(R2) mit Ry = \/6_1\/§, Ry = \/5—2@, (4.5.3)

so folgt wegen Ry = Ry - \/€1/c2 unmittelbar, dass

m@ﬂzm(&-V%) (4.5.4)

bei gleichem Smearing-Level N gilt. Das bedeutet, dass die Verldaufe des Sommer-Para-
meters fiir unterschiedliche Smearing-Parameter iibereinstimmen, wenn die Skalierung
angepasst wird. Dieser Skalierungsfaktor héingt dabei nur von den beiden Smearing-Pa-
rametern ab.

Bei den Untersuchungen zum Skalenverhalten wurde das Smearing-Level und nicht der
Smearing- Radius als Skala verwendet. An der linearen Relation der Skalen dndert sich
dadurch aber nichts, weil die Voraussetzung in Gleichung mithilfe der Definition
des Smearing-Radius auch direkt auf die Smearing-Level-Skalierung iibertragen werden

kann:
1Ny \/€2N2
R =R —
! 2:¢3 3

= Ny = 2N (4.5.5)
€2
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Die letzte Gleichung bedeutet anschaulich, dass die Berechnung der mit €5 geschmierten
Daten z—;Nl—Viele [terationen benotigt, um den gleichen rg-Wert zu berechnen, der aus
den mit £; geschmierten Daten nach N;-vielen Iterationen berechnet werden kann.

Fiir die Interpretation der vorliegenden Daten ist hier allerdings lediglich die lineare
Relation, die die Skalen zueinander besitzen, wichtig. Wie sich nédmlich zeigt, stimmen
die Vorhersagen fiir den Streckungsfaktor nicht mit den beobachteten Werten iiberein.
Dies zeigen die Werte der folgenden Tabelle:

€ MVorhergesagt M Beobachtet
0.3 1.6 1.220 £0.003
0.4 1.2 1.088 £ 0.003
0.6 0.83 0.992 +0.014

Tabelle 4.12.: Gegeniiberstellungen der vorgesagten und der tatséchlich beobachteten
Werte fiir den Streckungsfaktor der Skalen gegeniiber ¢ = 0.5-Daten. Der
vorhergesagte Wert ist geméfl Gleichung 1} durch % gegeben.

Die gemessenen Datenpunkte reichen nicht aus, um den genauen Zusammenhang fiir den
Skalierungsfaktor zu ermitteln. Dies ist allerdings fiir die weitere Betrachtung auch nicht
weiter relevant. Angemerkt werden soll hier noch lediglich, dass der Zusammenhang

N = 2N, (4.5.6)
€9

an Stelle von Gleichung (4.5.5)) weitaus passender wire. In diesem Fall wiirden die Vor-
hersagen besser mit den beobachteten Werten iibereinstimmen:

€ MVorhergesagt MBeobachtet
0.3 1.291 1.220 £ 0.003
0.4 1.118 1.088 £ 0.003
0.6 0.913 0.992 £0.014

Tabelle 4.13.: Gegeniiberstellungen der beobachteten und nach Gleichung (4.5.6)) vorher-
gesagten Werte fiir den Streckungsfaktor der Skalen gegeniiber der Daten
mit € = 0.5.

Dieser Zusammenhang ergibe sich z.B., wenn die Definition
R, ... =cvVeVN, (4.5.7)

fiir den Smearing-Radius verwendet wiirde. Fiir den Vergleich der Skalen ist der Para-
meter ¢ nicht von Interesse, ebenso wie die genaue Ausfiithrung der Formel. Damit der
Zusammenhang in (4.5.6]) erfiillt werden kann, muss lediglich

1

R one 0C ELN'TT2 (4.5.8)

smear

gelten. Es sei hier angemerkt, dass die vorgestellte alternative Definition fiir den Smearing-
Radius R = ¢N diesen Zusammenhang nicht erfiillt (vgl. Gleichung ((3.2.12])).

smear
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Verhalten der mit ¢ = 0.6 geschmierten Daten

Qualitativ bisher in keiner Untersuchung beobachtetes Verhalten zeigte sich bei der Un-
tersuchung der mit € > 0.5 geschmierten Daten, insbesondere fiir ¢ = 0.6. Dort zeigen
die Daten bei kleinen Smearing-Levels eine groBe Ubereinstimmung mit den Referenz-
daten bei ¢ = 0.5, bis der Sommer-Parameter-Verlauf zwischen den Levels 34 und 42
plotzlich abstiirzt. Die Daten bei € = 0.7 zeigen dieses Verhalten ebenfalls, allerdings bei
einem so niedrigen Smearing-Level, dass keine auswertbaren Daten vorlagen.

Fiir die Untersuchung des Absturz wurde das zeitabhéngige Potential betrachtet. Die-
ses zeigt im Bereich des plotzlichen Absinkens zwei Effekte. Zum einen scheint es, als
wiirden die angeregten Zustédnde, die durch das Smearing eigentlich unterdriickt werden
sollten, mit steigendem Smearing-Level wieder ansteigen (siehe Abb. . Auf der
anderen Seite zeigt sich ein mit steigendem Smearing-Level zunehmendes Rauschen in
V (r,t). Dieses Rauschen erscheint auch fiir immer kleiner werdende r und ¢ (siehe Abb.
[4.5.11) und [4.5.12)). Es konnte auf ein Rauschen in den Werten der Wilson-Loops selbst
zuriickgefiihrt werden (Abb. [£.5.13).

Die Datenpunkte fiir groflere » und ¢ werden aus Linkketten grofler Ausdehnung ge-
wonnen werden. Dementsprechend stdrker wirkt sich bei diesen das Smearing aus. Dass
das Rauschen allerdings innerhalb weniger Smearing-Iterationen so stark zunimmt und
sich zudem auf kleinere r und t ausdehnt, ist unerwartet. Auch auffillig dabei ist, dass
die Werte der Wilson-Loops fiir grofle rdumliche Absténde - also grofie r - und steigen-
dem Smearing-Level stark absinken. Scheinbar ist hier ein kritischer Punkt erreicht, an
dem das Smearing-Verfahren einen Vorgang begiinstigt, der die Werte der Wilson-Loops
absinken lasst und bei immer kleinen werdenden r und ¢ zu starkem Rauschen fiihrt.

Vorteile einzelner Parameter

Die Untersuchungen legen nahe, dass der bisher immer benutzte Smearing-Parameter
e = 0.5 die besten Daten erzeugt. Groflere Werte fiir € fithren scheinbar zu einem Ab-
sturz des Sommer-Parameters bei verhéltnisméflig niedrigen Smearing-Levels.

Kleinere Parameter erzeugen hingegen die gleichen Daten, benotigen dafiir aber eine
groflere Anzahl an Smearing-Iterationen. Somit benotigen Messungen mit solchen Para-
metern eine groflere Rechenzeit bei gleichen Ergebnissen und sind deshalb von Nachteil.
Natiirlich sind hier die Parameter lediglich in groffen Abstdnden getestet worden. Ein
wirklich optimaler Wert fiir € wiirde aber eine weitaus feinere Abtastung und somit viele
weitere Untersuchungen erfordern.

Ahnliche Ergebnisse erbringt auch die Untersuchung in [Bon02|. Hier wird angegeben,
dass der Parameter ¢ zur Produktion verniinftiger Werte unterhalb von 0.6 liegen muss.
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4.6. Untersuchung des Variational Smearing-Verfahrens

Beim Variational Smearing ist, wie im Kapitel zu den theoretischen Grundlagen bereits
erwahnt, eine Reduktion des Einflusses angeregter Zustdnde zu erwarten, was zu einem
besseren Ergebnis fiir den Sommer-Parameter fithren sollte. Statt lediglich Wilson-Loops
eines Smearing-Levels zu untersuchen, werden bei diesem Verfahren Wilson-Loops, die
sich aus mehreren Smearing-Levels zusammensetzen, zu einer Observable verbunden,
um den gewiinschten Grundzustand besonders gut beschreiben zu kénnen.

Insbesondere aber in Hinblick auf den weitaus hoheren Rechenbedarf, der quadratisch
mit der Grofle der Korrelationsmatrix steigt, ist eine genauere Untersuchung dieses Ver-
fahrens wiinschenswert.

4.6.1. Benutzte Parameter

Folgende Parameter wurden fiir die Ergebnisse dieses Abschnitts genutzt:

Gitter 16% x 36, B = 1.75, k = 0.1490
Anzahl ausgewerteter Konfigurationen 9798
Grofe der Jackknife-Bins 10
Smearing-Methode APE (Variational Smearing)
Smearing-Parameter 0.5

Tabelle 4.14.: Benutzte Parameter fiir die Daten.

Da das Variational Smearing-Verfahren keine eigenstédndige Smearing-Methode ist, son-
dern lediglich ein Smearing-Verfahren mit der Anwendung von Variationsmethoden ver-
kniipft, ist in obiger Tabelle das benutzte Verfahren spezifiziert. Das APE-Verfahren
findet hier Anwendung, weil in Abschnitt gezeigt werden konnte, dass sich APE-
und HYP-Smearing lediglich durch eine andere Smearing-Level-Skala unterscheiden und
fiir das APE-Smearing-Verfahren viele Daten zum Vergleich zur Verfiigung stehen.

4.6.2. Darstellung der Ergebnisse fiir die einzelnen Methoden

Zunéchst folgt nun eine Darstellung der Variational Smearing-Ergebnisse fiir die verschie-
denen Methoden. Dabei werden verschiedene Smearing-Level-Intervalle in der Korrela-
tionsmatrix berticksichtigt; mit Ausnahme des in den Abbildungen dargestellten letzten
Datenpunktes enthalten die 4 x 4-Korrelationsmatrizen immer vier Smearing-Levels, die
sich durch eine Differenz von wiederum vier Levels untereinander unterscheiden.

Der letzte Datenpunkt deckt ein weitaus gréfleres Intervall ab, wie in unten stehender
Tabelle zu erkennen ist. In den Abbildungen dargestellt werden jeweils die Ergebnisse
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der beiden Verfahren, die zur Bestimmung der dem Wilson-Loop entsprechenden Ob-
servable benutzt werden: Das fixed vector- und das t-eigenvector-Verfahren. Eine kurze

Erlduterung und eine Referenz hierzu findet sich in Abschnitt [3.2.1.1].

Smearing-Levels in
Korrelationsmatrix
{4, 8,12, 16}

{20, 24, 28, 32}
{34, 38, 42, 46}
{48, 52, 56, 60}
{62, 66, 70, 74}
{80, 84, 88, 92}
{16, 40, 64, 88}

Tabelle 4.15.: Fiir die Korrelationsmatrix genutzte Smearing-Levels.

856 1 1 1 1 1 1 1
8,54 r

8,52 ] -

8,48 — -

8,46 ! -

Sommer-Parameter

8,44 -

8,42 -

8,4 1 r
4 * Fixed vector-Methode t
= t-eigenvector-Methode

8,38 T T T T T T T
{4,8,12,16} {20, 24, 28, 32} {34, 38, 42, 46} {48, 52, 56, 60} {62, 66, 70, 74} {80, 84, 88, 92} {16, 40, 64, 88}
Smearing-Level in Korrelationsmatrix

Abbildung 4.6.1.: Methode 1.1a: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsma-
trizen.
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{4,8,12, 16} {20,24,28,32}  {34,38,42,46)  {48,52,56,60}  {62,66,70,74}  {80,84,88,92}  {16,40, 64, 88}
Smearing-Level in Korrelationsmatrix

Abbildung 4.6.2.: Methode 1.1b: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsma-
trizen.

Il Il Il Il Il Il Il

8,64 r

8,62 L

Sommer-Parameter

o

ey

©
1
T

8,46 r

8,44 | -

8.42 *  Fixed vector-Methode L
! = t-eigenvector-Methode

8,4 T T T T T T

T
{4,8,12, 16} {20,24,28,32}  {34,38,42,46)  {48,52,56,60}  {62,66,70,74}  {80,84,88,92}  {16,40, 64,88}
Smearing-Level in Korrelationsmatrix

Abbildung 4.6.3.: Methode 1.1c: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsma-
trizen.
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Abbildung 4.6.4.: Methode 1.2: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsmatri-
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Abbildung 4.6.5.: Methode 2.1: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsmatri-
zen.
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Abbildung 4.6.6.: Methode 2.2: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsmatri-
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Smearing-Level in Korrelationsmatrix

Abbildung 4.6.7.: Methode 3: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsmatri-
zen.
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Die Beschreibung der Daten soll separat fiir beide Verfahren geschehen.

fixed vector-Verfahren

Die Methoden 1.1a bis 1.1c und Methode 1.2 zeigen ein stabiles Verhalten. Die sich
abzeichnende Tendenz &hnelt der beim Standard-Smearing: Der Sommer-Parameter ist
fiir niedrige Smearing-Levels kleiner als fiir hohe Smearing-Levels. Scheinbar erreicht der
Sommer-Parameter dann eine Art Plateau. Im Rahmen des Fehlers sind die Ergebnisse
der genannten Methoden fiir alle Datenpunkte kompatibel.

Interessanterweise dhneln sich die Verldufe der Methoden 2.1 und 3 stark. Der Sommer-
Parameter zeigt in beiden Féllen einen relativ starken Abfall zwischen den Smearing-
Level-Intervallen {20, 24, 28, 32} und {62, 66, 70, 74}. Bei diesen Methoden sind die
Ergebnisse im Rahmen des Fehlers nicht fiir alle Datenpunkte kompatibel.

Methode 2.2 zeigt stark fluktuierende Werte mit groflen Fehlern. Ein Vergleich mit den
anderen Methoden zeigt auch, dass die Werte alle sehr hoch sind.

t-eigenvector-Verfahren

Die ersten drei Methoden ebenso wie Methode 1.2 zeigen hier einen sehr dhnlichen Ver-
lauf im Vergleich zur fized vector-Methode. Anders verhalten sich die Methoden 2.1, 2.2
und 3. Diese Methoden sind hier grundsétzlich stabiler, die Ergebnisse fluktuieren also
weniger. Die Methoden 2.2 und 3 zeigen zudem einen grundsétzlich kleineren Fehler und
Methode 2.2 ist im Vergleich zum fixed vector-Verfahren nicht erhoht.
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4.6.3. Vergleich zwischen Standard- und Variational Smearing

Von besonderem Interesse ist auch der Vergleich der Ergebnisse mit denen des Standard-
Smearing-Verfahrens. Das Standard-Smearing-Verfahren ist weitaus weniger rechenin-
tensiv und hat dadurch bereits einen Vorteil. Folgen soll deshalb eine Untersuchung der
Daten fiir jede Methode beim Standard- und Variational Smearing, wobei besonderes
Augenmerk auf eventuelle Vor- und Nachteile gelegt werden soll.

Die Variational Smearing-Ergebnisse werden in den Abbildungen dabei als transparente
Rechtecke dargestellt, deren Breite die Grofie des Smearing-Level-Intervalls reprasentiert
und deren Mitte die Grofle des Wertes darstellt. Die Hohe der Rechtecke stellt die Un-
sicherheit des Wertes dar.

Fiir die Methoden 1.1a bis 1.1c und 1.2 sollen der Ubersichtlichkeit wegen lediglich
die Ergebnisse der fized vector-Methode dargestellt werden. Wie im letzten Abschnitt
gezeigt, unterscheiden sich t-eigenvector- und fized vector-Methode dort nicht sehr stark.
Im Gegensatz dazu sollen die Ergebnisse der Methoden 2.1, 2.2 und 3 fiir beide Verfahren
gezeigt werden, weil hier starke Unterschiede bestehen.
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Abbildung 4.6.8.: Methode 1.1a: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsma-
trizen im Vergleich (fized vector-Methode).
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Abbildung 4.6.9.: Methode 1.1b: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsma-
trizen im Vergleich (fized vector-Methode).
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Abbildung 4.6.10.: Methode 1.1c: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsma-
trizen im Vergleich (fized vector-Methode).
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Abbildung 4.6.11.: Methode 1.2: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsma-
trizen im Vergleich (fized vector-Methode).
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Abbildung 4.6.12.: Methode 2.1: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsma-
trizen im Vergleich (fized vector-Methode).
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Abbildung 4.6.13.: Methode 2.1: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsma-
trizen im Vergleich (¢-eigenvector-Methode).
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Abbildung 4.6.14.: Methode 2.2: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsma-
trizen im Vergleich (fized vector-Methode).
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Abbildung 4.6.15.: Methode 2.2: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsma-
trizen im Vergleich (¢-eigenvector-Methode).
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Abbildung 4.6.16.: Methode 3: Sommer-Parameter fiir verschiedene Korrelationsmatri-
zen im Vergleich (fized vector-Methode).
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Die Methoden 1.1a, 1.1b, 1.1c und 1.2 erweisen sich auch im direkten Vergleich zwischen
Standard- und Variational Smearing als stabil. Mit Ausnahme des ersten Intervalls sind
sich die Ergebnisse beider Smearing-Verfahren sehr dhnlich. Grundsétzlich scheint der
Sommer-Parameter beim Variational Smearing fiir diese Methoden sehr stabil zu sein.
Fast unabhéngig vom untersuchten Smearing-Intervall wird durchgehend ein bestimmter
ro-Wert ermittelt. Der Verlauf, der sich beim Standard-Smearing-Verfahren zeigt, also
das Ansteigen auf ein Maximum mit anschlieBendem Absinken, ist hier nicht zu beob-
achten.

Insbesondere fiir die ersten beiden Korrelationsmatrizen liegen die Werte im Vergleich
zum Standard-Smearing bei den ersten drei Methoden etwas und bei Methode 1.2 sehr
viel hoher. Dies ist gleichbedeutend mit einem im Vergleich besseren Konvergenzverhal-
ten.

Die anderen Methoden 2.1, 2.2 und 3 produzieren mit Variational Smearing und dem
fized vector-Verfahren weitaus instabilere Ergebnisse als mit dem Standard-Smearing.
Insbesondere Methode 2.2 zeigt dabei einen systematisch stark erhéhten Wert und sehr
grof3e Fehler.

Das t-eigenvector-Verfahren bringt zwar weitaus bessere Ergebnisse als das fized vec-
tor-Verfahren; diese sind allerdings immer noch instabil (Methode 2.1) oder besitzen
sehr grofie Fehler (Methode 2.2). Methode 2.1 besitzt hier zwar weitaus weniger starke
Fluktuationen fiir den Wert von 7y - die Fehler sind aber ebenfalls sehr hoch. Eben-
so verhélt es sich mit Methode 2.2. Allein Methode 3 produziert zusammen mit dem
t-eigenvector-Verfahren stabile Werte mit verhéltnisméfig kleinen Fehlern im Vergleich
zum Standard-Smearing.

4.6.4. Methodenvergleich

Die Methoden 1.1a, 1.1b, 1.1c und 1.2, welche sich im letzten Abschnitt beim fized
vector-Verfahren als stabil erwiesen, sollen nun gegeneinander verglichen werden. Dabei
soll lediglich Methode 1.1a mit Fehlern dargestellt werden, um den Plot iibersichtlich zu
halten. Gleichzeitig werden aus demselben Grund die einzelnen Datenpunkte mit Linien
verbunden.
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Abbildung 4.6.18.: Vergleich der Methoden 1.1a, 1.1b, 1.1c und 1.2 (fized vector-
Verfahren) fiir die verschiedenen Korrelationsmatrizen.

Mit Ausnahme von Methode 1.1c stimmen die Ergebnisse aller Methoden im Rahmen
des Fehlers iiberein. Methode 1.1c¢ ist - wie auch schon beim Standard-Smearing - stark
erhoht. Alle Methoden zeigen dabei deutlich das Plateau beziiglich des Smearing-Levels.
Insbesondere bei den Methode 1.1b und 1.2 erweist sich dieses als sehr stabil.

4.6.5. Vergleich der relativen Fehler

In Abschnitt konnte an der Hohe der Rechtecke bereits gesehen werden, dass die
Fehler der (stabilen) Variational Smearing-Methoden keine deutlichen Abweichungen im
Vergleich zum Standard-Smearing zeigen. Nun soll dieser Sachverhalt genauer behandelt
werden, indem die relativen Fehler aller Methoden im Vergleich zu denen des Standard-
Smearings dargestellt werden. Die relativen Fehler der Methoden 2.1 und 2.2 sollen hier
nicht dargestellt werden, weil diese Methoden vergleichsweise groflie Fehler und unzu-
verlédssige Ergebnisse produzieren.

Es sollen die Daten des t-eigenvector- und des fixed vector-Verfahrens priasentiert werden.
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In den Abbildungen ist die horizontale Ausdehnung der Variational Smearing-Daten-
punkte nicht etwa als Unsicherheitsintervall zu verstehen, sondern analog zur Darstel-
lung im vorletzten Abschnitt als Grofle des Smearing-Level-Intervalls derjenigen Levels,
die in der Korrelationsmatrix vorkommen.

Wird der jeweils erste Datenpunkt auler Acht gelassen, so produzieren die Methoden
1.1a bis 1.1c und 1.2 beim fized vector-Verfahren sehr stabile - also fiir die einzelnen In-
tervalle sehr dhnliche - Fehler. Fiir die ersten drei Methoden sind diese Fehler sehr klein
und entsprechen in etwa dem Fehler des Minimums der Standard-Smearing-Ergebnisse.
Methode 1.1b zeigt hier besonders stabile Werte.

Fiir Methode 1.2 hingegen entsprechen die Fehler nicht denen des Minimums in den
Werten der Standard-Smearing-Ergebnisse. Hier scheint es, als wiirden grob die Fehler
des Plateaus in den Standard-Smearing-Werten reproduziert werden.

Die Fehler von Methode 3 sind relativ zu den Fehlern des Standard-Smearings und auch
im Vergleich zu den anderen Methoden beim fized vector-Verfahren sehr grof.

Die mit dem t-eigenvector-Verfahren berechneten Werte fiir die Methoden 1.1a bis 1.1c
und 1.2 sind dagegen instabiler, die Fehler zeigen also stérkere Fluktuationen. Dennoch
sind auch hier die Fehler nicht iiberméflig groff. Interessanterweise ist der relative Fehler
von Methode 3 bei diesem Verfahren deutlich kleiner und stabiler als beim fixed vector-
Verfahren.

4.6.6. Verhalten des Potentials V (7, 1)

Bei den Daten des Standard-Smearing-Verfahrens brachte die Betrachtung des zeitab-
héngigen Potentials V (r,¢) niitzliche Informationen. So war bereits an den Abbildun-
gen ersichtlich, dass die angeregten Zusténde bis zu einem bestimmten Smearing-Level
geddmpft werden und danach wieder anzusteigen scheinen.

Deshalb soll nun das Verhalten des Potentials V' (r, t) fiir die einzelnen Smearing-Intervalle
untersucht werden. Dabei soll sich die Darstellung auf Methode 1.1a und die Anwendung
des fizxed vector-Verfahrens beschrdnken. Fiir einen iibersichtlichen zweidimensionalen
Plot wurde r = 4 gesetzt; betrachtet wird also die Grofle V(r = 4,t) in Abhéngigkeit
von .
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Es ist klar, dass - trotz der groflen Darstellung der Potentiale in einer seitenfiillenden Ab-
bildung - ein quantitativer Vergleich aller Potentiale anhand dieses Plots nicht moglich
ist. Die grundsétzliche Tendenz des Potentialverlaufs ist jedoch sehr deutlich sichtbar:
Bis auf das Potential des ersten Intervalls {4,8,12,16} zeigen die Potentiale aller Inter-
valle eine sehr grofie Ubereinstimmung.

Das allgemeine Verhalten des Potentials, also das exponentielle Absinken auf ein Plateau
mit anschliefend verrauschten Werten, ist beim Variational Smearing prinzipiell das glei-
che wie auch schon beim Standard-Smearing, jedoch stimmen hier die unterschiedlich
geschmierten Daten viel besser iiberein. Das Smearing-Verfahren scheint also die ange-
regten Zusténde fiir die einzelnen Intervalle nahezu gleich stark zu unterdriicken.
Einzige Ausnahme bildet das erste Intervall mit den Levels 4, 8 12 und 16, dessen ex-
ponentielle Komponente fiir kleine Zeiten weniger gut gedampft ist.

4.6.7. Einfluss der GroBe der Korrelationsmatrix

In den bisherigen Untersuchungen wurden Daten betrachtet, die vier Smearing-Levels
in der Korrelationsmatrix nutzen. Von Interesse ist aber auch, zu erfahren, was passiert,
wenn ein oder zwei Smearing-Levels weniger aus diesem Smearing-Level-Intervall fiir die
Analyse genutzt werden.

In das Analyseprogramm wurde deshalb eine Funktion implementiert, die es ermdoglicht,
beliebige Smearing-Levels aus der Korrelationsmatrix auszulassen. Somit kann ohne
Neumessung der Daten eine Untersuchung des Intervalls {34,38,42,46} durchgefiihrt
werden, bei der nur jeweils zwei oder drei Levels fiir die Analyse genutzt werden. Im
Folgenden soll diese Analyse fiir Methode 1.1a in Zusammenspiel mit dem fized vector-
Verfahren durchgefiithrt werden.
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Die Ergebnisse beim Auslassen nur eines Eintrags der Korrelationsmatrix im Intervall
{34,38,42,46} scheinen unabhingig davon zu sein, welches Smearing-Level bei der Ana-
lyse unberticksichtigt bleibt. Alle Werte in Abb. sind im Vergleich zum Ergebnis
bei Nutzung des vollen Intervalls in gleicher Weise zu niedrigeren ro-Werten verschoben.
Der Effekt selbst ist relativ klein, wie in folgender Tabelle abzulesen ist:

Matrixeintrage To

{34, 38,42} 8.4928 £ 0.0325
{34, 38,46} 8.4931 £ 0.0325
{34,42, 46} 8.4933 £ 0.0324
{38,42, 46} 8.4933 £ 0.0324

{34,38,42,46} | 8.5000 + 0.0331

Tabelle 4.16.: Ergebnisse fiir den Sommer-Parameter bei Auslassung eines Eintrags der
Korrelationsmatrix.

Werden zwei Eintrige der Korrelationsmatrix ausgelassen, so zeigt der jeweils gemessene
Sommer-Parameter ebenfalls einen kleineren Wert im Vergleich zur Ausnutzung des
vollen Smearing-Intervalls (siche Abb. [4.6.31). Der Effekt ist hier weitaus stérker als bei
der Auslassung eines Eintrags der Matrix: Zum einen sind die Messwerte hier kleiner als
noch bei der Auslassung eines Eintrags und zum anderen ist die Differenz zwischen den
einzelnen Werten grofler. Eine tabellarische Auflistung der Daten soll zur Verdeutlichung
nun folgen:

Matrixeintrage To

{34, 38} 8.4794 £+ 0.0343
{34,42} 8.4815 £+ 0.0341
{34,46} 8.4837 £ 0.0324
{38,42} 8.4836 £+ 0.0325
{38,46} 8.4850 £ 0.0324
{42, 46} 8.4863 £ 0.0324
{34,38,42,46} | 8.5000 + 0.0331

Tabelle 4.17.: Ergebnisse fiir den Sommer-Parameter bei Auslassung von zwei Eintragen
der Korrelationsmatrix.

Zum Vergleich: Beim Standard-Smearing berechnet die gleiche Methode bei Level 40
einen Wert von ry = 8.4501 4 0.0348. Die Auslassung von selbst zwei Smearing-Levels
innerhalb der Korrelationsmatrix hat also nur relativ kleine Auswirkungen.

Insgesamt zeigt sich hier auch, dass die Benutzung von mehr Eintrdgen in der Korrela-
tionsmatrix keine Vorteile beziiglich des Fehlers aufweist, dafiir allerdings die Werte fiir
ro stirker von denen des Standard-Smearings abweichen.
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4.6.8. Ergebnisse bei Nutzung einer 2 x 2-Korrelationsmatrix

Im letzten Abschnitt wurde ersichtlich, dass auch durchaus weniger grofle Korrelati-
onsmatrizen gute Ergebnisse liefern konnen. Da grofie Korrelationsmatrizen sehr viel
Rechenzeit benétigen, ist es natiirlich wiinschenswert, die kleinstmogliche Grofle fiir
Messungen zu wahlen.

Aus diesem Grund sollen nun die Ergebnisse fiir den Sommer-Parameter aller Intervalle
bei einer 2 x 2 grofflen Matrix mit denen der 4 x 4-Korrelationsmatrix und den Standard-
Smearing-Ergebnissen verglichen werden. Die Eintrége der 2 x 2-Matrizen sollen dabei
aus den beiden mittleren Smearing-Levels der gemessenen Smearing-Intervalle gebildet
werden. Zum Beispiel werden also statt der Levels {4, 8,12, 16} die Levels {8, 12} genutzt.

Zur Auswertung wurde Methode 1.1a und das fized vector-Verfahren benutzt. Die Dar-
stellungsweise von Variational Smearing- und Standard-Smearing-Ergebnissen in einem
Plot ist dieselbe, die auch in Abschnitt benutzt wurde: Variational Smearing-Daten
werden als Rechtecke dargestellt, deren Mitte den Wert fiir rg, deren Hohe die Fehler-
grenzen und deren Breite das Smearing-Intervall angeben.
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Abbildung 4.6.32.: Vergleich der Variational- und der Standard-Smearing-Daten bei Be-
nutzung einer 2 x 2 groflen Korrelationsmatrix.
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Abbildung 4.6.33.: Vergleich der Variational Smearing-Daten bei Benutzung einer 2 x 2-
und 4 x 4 groflen Korrelationsmatrix.

Im Vergleich zu den Standard-Smearing-Ergebnissen zeigt sich auch bei Nutzung von
2 x 2-Korrelationsmatrizen eine grofiere Stabilitéit des Verlaufs (siehe Abb. [£.6.32)). Die
Variational Smearing-Werte scheinen fiir hohere Smearing-Levels ein Plateau zu bilden,
wie es schon bei den Korrelationsmatrizen voller Grole beobachtet werden konnte. Die
Fehler sind mit Ausnahme des ersten Intervalls bei beiden Smearing-Verfahren in etwa
von gleicher Grofle. Beim ersten Intervall mit den kleinsten Smearing-Levels 8 und 12
besitzt der Fehler einen deutlich grofleren Wert.

Werden die Ergebnisse der beiden Korrelationsmatrix-Grofien direkt miteinander vergli-
chen, so fallt sofort auf, dass die Konvergenz zum Plateau bei Nutzung der 2 x 2-Matrix
weitaus langsamer verlauft als bei Nutzung der 4 x 4-Matrix. Beide Matrizen erbringen
jedoch im Rahmen des Fehlers kompatible Ergebnisse, die fiir die letzten drei Intervalle
besonders gut miteinander iibereinstimmen. Es scheint, als strebten beide Verldufe dem
gleichen Wert entgegen.

Zur weiteren Untersuchung soll nun das zeitabhéngige Potential V' (r, ) fiir die Daten bei
einer 2 x 2-Matrix gezeigt werden. In der Abbildung ist zum Vergleich eine gestrichelte
Linie fiir den Verlauf eines Potentials bei Nutzung der 4 x 4-Matrix eingezeichnet.
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Qualitativ zeigt sich auch hier das gleiche Verhalten wie bei den Daten der 4 x 4-Matrix:
Mit Ausnahme des ersten Intervalls liegen die Potentialpunkte der Intervalle sehr eng
beieinander. Das erste Intervall zeigt hier eine besonders grofie Abweichung im Vergleich
zu den anderen Intervallen.

Der Vergleich mit einem Intervall bestehend aus vier mittelgrofien Smearing-Levels (ge-
strichelte Linie) zeigt, dass bei Nutzung der 4 x 4-grofen Korrelationsmatrix der expo-
nentielle Anteil am Anfang des Potentials stdrker unterdriickt ist. Besonders gut ist dies
beim ersten Potentialpunkt zu erkennen. Welches Intervall hier zum Vergleich heran-
gezogen wird, ist aufler beim ersten Intervall prinzipiell unerheblich, weil alle Intervalle
extrem dhnliche Werte aufweisen. Hier wurde willkiirlich das Intervall {48, 52, 56,60} fiir
den Vergleich ausgewihlt.

4.6.9. Abhangigkeit von der Anzahl der Konfigurationen

Auch fiir das Variational Smearing-Verfahren soll bestimmt werden, ob in Abhéingig-
keit von der Konfigurationsanzahl ein Unterschied im Konvergenzverhalten existiert.
Exemplarisch soll diese Untersuchung fiir Methode 1.1a beim fized vector-Verfahren
durchgefiihrt werden. Wie bei der letzten Untersuchung der Abhéngigkeit von der Kon-
figurationsanzahl, werden auch hier nicht Daten bei gleichen Smearing-Levels verglichen.
Dort wurde aber bereits erwéhnt, dass dies unerheblich ist, weil in Unterabschnitt
gezeigt wurde, dass sich die Daten fiir unterschiedliche Smearing-Levels nur systematisch
voneinander unterscheiden.

Die Untersuchung zeigt, dass sich auch hier die Verldufe des Sommer-Parameters beim
Variational Smearing wie bei allen bisherigen Untersuchungen wieder lediglich systema-
tisch unterscheiden. Die zugehorigen Darstellungen sollen nun folgen.
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4.6.10. Zusammenfassung und Diskussion der Ergebnisse

Variational Smearing und Standard-Smearing im Vergleich

Die Methoden 1.1a, 1.1b, 1.1c und 1.2 zeigen auch beim Variational Smearing generell
gute Ergebnisse. Der Sommer-Parameter scheint hier wie beim Standard-Smearing ge-
gen einen bestimmten Wert zu konvergieren.

Diese Konvergenz ist beim Variational Smearing-Verfahren fiir diese Methoden deutlich
besser. Das heifit, dass der beste Wert bereits bei relativ kleinen Smearing-Levels er-
reicht wird. Diese Hypothese wird auch durch die relativen Fehler gestiitzt. Beim fized
vector-Verfahren scheinen diese ein Plateau zu bilden, welches in etwa den Wert des
geringsten relativen Fehlers beim Standard-Smearing besitzt (siche Abb. [1.6.19] [4.6.21]
4.6.23] 4.6.25)).

Einen Vorteil des Variational Smearing beziiglich der Fehler ist hier allerdings nicht zu
erkennen. Je nachdem, welches Smearing-Level beim Standard-Smearing zum Vergleich
herangezogen wird, liegen die relativen Fehler des Variational Smearing entweder iiber
oder unter denen des Standard-Smearing.

Bei den restlichen Methoden muss zwischen t-eigenvector- und fized vector-Verfahren
unterschieden werden. Die Methoden 2.1 und 2.2 zeigen bei keinem Verfahren wirklich
gute Werte im Vergleich zum Standard-Smearing; das fized vector-Verfahren ermittelt
fiir beide Methoden stark fluktuierende Werte mit sehr groffen Fehlern. Zudem liegen hier
alle Werte von Methode 2.2 systematisch iiber den beim Standard-Smearing bestimmten
Werten. Das t-eigenvector-Verfahren liefert etwas stabilere Werte fiir beide Methoden,
die Fehler sind allerdings im Vergleich zum Standard-Smearing auch hier recht grof.
Methode 3 stellt hier einen Sonderfall dar. Beim fized vector-Verfahren erzeugt diese Me-
thode stark fluktuierende Ergebnisse, die vom Verlauf her denen der Methode 2.1 &hneln.
Zudem sind hier auch die Fehler verhiltnisméfig grof. Das t-eigenvector-Verfahren hin-
gegen erzeugt sehr stabile Werte, die mit denen des Standard-Smearings kompatibel
sind. Gleiches gilt hier fiir die Fehler, die mit denen des Standard-Smearing-Verfahrens
vergleichbar sind.

Zusammengefasst zeigen die stabilen Methoden (1.1a, 1.1b, 1.1¢ und 1.2) mit Variatio-
nal Smearing eine schnellere Konvergenz beziiglich der Anzahl der Smearing-Iterationen,
allerdings keine deutlichen Vorteile in Hinblick auf Fehlergrole oder Stabilitét.

Die anderen Methoden (2.1, 2.2 und 3) zeigen mit Ausnahme von Methode 3 schlechtere
Ergebnisse im Vergleich zum Standard-Smearing-Verfahren. Methode 3 bringt bei Be-
nutzung des t-eigenvector-Verfahren stabile Werte, die mit den Werten beim Standard-
Smearing vergleichbar sind.

Vergleich der stabilen Methoden
Der Vergleich der stabilen Methoden untereinander erbrachte nur wenige neue Informa-
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tionen. Die Ergebnisse der Methoden 1.1a, 1.1b, 1.1c und 1.2 stimmen im Rahmen des
Fehlers fiir alle betrachteten Smearing-Intervalle iiberein; Methode 1.1c zeigt - wie schon
beim Standard-Smearing - systematisch groffere Werte als die anderen Methoden.

Alle Methoden erreichen ein Plateau in Bezug auf das Smearing-Level schon etwa beim
zweiten Intervall, obwohl dies stark von der Definition des Begriffs Plateau abhéngt.
In jedem Fall werden im zweiten Intervall von allen Methoden bereits sehr gute Werte
produziert.

Insgesamt erbringen alle diese Methoden gute Ergebnisse, Methode 1.1b scheint dabei
die besten Resultate zu liefern. Die Differenz zwischen dem gréfiten und dem kleinsten
Sommer-Parameter ist hier am geringsten. Gleichzeitig ist sie sehr stabil in der Form
ihres Verlaufs und besitzt im Gegensatz zu den Methoden 1.1a und 1.1c keine nennens-
werten Fluktuationen.

Allerdings sind auch bei diesen Methoden die Fluktuationen sehr klein, so dass auch
diese als stabil bezeichnet werden sollten.

Vergleich der Smearing-Level-Intervalle

Bei den Methoden, die stabile Werte fiir den Sommer-Parameter produzieren, ist zu
erkennen, dass sich die Intervalle {20, 24, 28, 32}, {34, 38, 42, 46}, {48, 52, 56, 60},
{62, 66, 70, 74} und {80, 84, 88, 92} nur sehr geringfiigig unterscheiden. Die Interval-
le {4, 8,12, 16} und {16, 40, 64, 88} hingegen zeigen teilweise deutlichere Abweichungen.

Dabei zeigt das erste Intervall fiir die stabilen Methoden einen im Vergleich etwas zu klei-
nen Wert. In Anbetracht des Umstands, dass auch die Werte beim Standard-Smearing
dort kleiner sind als bei hoheren Smearing-Levels, ist dies nicht weiter verwunderlich.
Vergleichsweise sind die Unterschiede zwischen diesem ersten und den folgenden Inter-
vallen sogar kleiner als die Unterschiede zwischen den zugehorigen niedrigen und hohen
Smearing-Levels beim Standard-Smearing.

Im Allgemeinen zeigt sich, dass die Variational Smearing-Ergebnisse der betrachteten
stabilen Methoden fiir alle Intervalle im Rahmen des Fehlers kompatibel sind.

Das Intervall {16, 40, 64, 88} ist das einzige betrachtete Intervall in den Daten, dessen
einzelne Smearing-Levels sich nicht durch vier Iterationen voneinander unterscheiden.
Bei den Methoden 1.1b und 1.2 liegt dieses Intervall ebenfalls auf Hohe des Plateaus,
fiir die Methoden 1.1a und 1.1c ist der Wert etwas erhoht.

Bei genauerer Betrachtung ist zu erkennen, dass der Wert beim zweiten Intervall {20,
24, 28, 32} nur geringfiigig unterhalb der Werte der folgenden Intervalle liegt. Es liegt
damit also mehr oder weniger auf dem Plateau der nachfolgenden Werte. Damit scheint
sich dieses Intervall fiir das Variational Smearing auf dem betrachteten Gitter besonders
gut zu eignen, weil es einen guten Kompromiss zwischen benétigter Rechenzeit und Ge-
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nauigkeit darstellt - dies gilt zumindest bei Nutzung von Korrelationsmatrizen, die vier
Smearing-Levels nutzen.

fixed vector- vs. t-eigenvector-Verfahren

Wie bereits erwdhnt wurde, unterscheiden sich die Ergebnisse der beiden Verfahren fiir
die Methoden 1.1a, 1.1b, 1.1c und 1.2 nicht sehr stark. Gleichzeitig konnte in den Abb.
[4.6.2 4.6.3| und [4.6.4] aber erkannt werden, dass hier das fized vector-Verfahren leicht
stabilere Wert ermittelt. Dies zeigt sich auch in den relativen Fehlern, die beim fized
vector-Verfahren ein stabiles Plateau zeigen und beim t-eigenvector-Verfahren im Ver-
gleich dazu relativ stark fluktuieren.

Ein groflerer Unterschied zeigt sich allerdings bei den anderen Methoden, wie oben be-
schrieben wurde. Hier liefert das t-eigenvector-Verfahren deutlich bessere Ergebnisse,
insbesondere bei Methode 3.

Verhalten des zeitabhingigen Potentials V' (r,t)

Das zeitabhéngige Potential, das unter anderem von Methode 1.1a genutzt wird, zeigt
beim Variational Smearing denselben allgemeinen Verlauf wie beim Standard-Smearing.
Auf einen exponentiellen Zerfall folgt ein Plateau, welches dann in ein Rauschen iiber-
geht. Beim Variational Smearing weisen die unterschiedlich geschmierten Potentiale al-
lerdings eine sehr grofie Ubereinstimmung untereinander auf.

Das einzige abweichende Potential wird beim Smearing-Intervall {4, 8,12, 16} produziert.
Hier zeigt sich ein deutlich groflerer exponentieller Anteil als bei den anderen Intervallen.
Dies kann vermutlich dadurch erkliart werden, dass die hier in der Korrelationsmatrix
vorhandenen Smearing-Level einfach sehr stark durch angeregte Zustéande ,, verunreinigt
sind und dementsprechend keine bessere Evaluation erlauben.

Optimales Smearing-Level

Wie bereits in der Diskussion in Abschnitt angekiindigt wurde, ist mit dem Variatio-
nal Smearing-Verfahren eine weitere Moglichkeit gegeben, um das optimale Smearing-
Level bei den Standard-Smearing-Methoden abzuschétzen. Vorausgesetzt, dass das Ver-
fahren wie erwartet funktioniert, sollten die damit berechneten Ergebnisse ndher am
Grundzustand liegen, als es beim Standard-Smearing-Verfahren der Fall ist und somit
bessere Ergebnisse fiir r( liefern. In diesem Fall muss nur verglichen werden, bei welchem
Smearing-Level die Standard-Methoden eben dieses bessere Ergebnis reproduzieren.

Die stabilen Methoden 1.1a, 1.1b, 1.1c und 1.2 zeigen beim fized vector-Verfahren, wie
bereits erwahnt, ein recht stabiles Plateau. Wird der Wert fiir dieses Plateau grob ab-
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geschétzt und dieser dann mit den Werten des Standard-Smearing-Verfahrens verglichen,
so ergeben sich folgende optimale Smearing-Levels:

Methode | Optimales Smearing-Level
1.1a 60

1.1b 70

1.1c 60

1.2 (70)

Tabelle 4.18.: Optimale Smearing-Levels fiir das Standard-Smearing-Verfahren geméfl
der Variational Smearing-Ergebnisse.

Der letzte Wert in der Tabelle ist in Klammern gesetzt, weil hier eine genaue Bestimmung
unmoglich ist (siche Abb. und deshalb dieser Wert nur als grober Anhaltspunkt
dienen kann.

Insgesamt sind die hier vorhergesagten Werte kompatibel mit der Vorhersage in Ab-
schnitt [4.3] dass das optimale Smearing-Level unterhalb von 75 Iterationen liegen sollte.
Diese konkreten Angaben gelten natiirlich wieder lediglich fiir das hier betrachtete Git-
ter.

Verschiedene GréBen der Korrelationsmatrix

Es konnte gezeigt werden, dass auch zuverlissige Ergebnisse produziert werden koénnen,
wenn die Korrelationsmatrix nur zwei oder drei Eintriage enthélt. Solche Daten brachten
in der ersten Untersuchung fiir das betrachtete Intervall {34, 38, 42, 46} jedoch einen
niedrigeren Wert fiir ry, der hier gleichbedeutend mit stédrkeren Einfliissen kurzreich-
weitiger Fluktuationen ist (dies ist schon bei den Ergebnissen des Standard-Smearing-
Verfahrens ersichtlich, weil dort ry zu einem Maximum ansteigt). Bei Benutzung von
drei Levels in der Korrelationsmatrix ist diese Abweichung von ry zu kleineren Werten
relativ klein; bei zwei Levels ist sie hingegen schon verhéltnisméafig grof.

Die Untersuchung erbrachte auch, dass der Wert fiir ry davon abhéngt, welche zwei Le-
vels aus dem Intervall {34, 38, 42, 46} zur Berechnung genutzt werden. Bei Benutzung
der obersten beiden Levels ergibt sich bei diesem Intervall der grofite, bei Benutzung der
untersten beiden Levels ergibt sich der kleinste Wert fiir den Sommer-Parameter. Dies
ist dadurch zu erkldren, dass die Daten hoherer Smearing-Levels in diesem Bereich eine
bessere Ubereinstimmung mit dem Grundzustand des Potentials besitzen und weniger
durch angeregte Zustdnde ,verunreinigt® sind, wie ja schon beim Standard-Smearing
nachgewiesen werden konnte.

Die zweite Untersuchung, in der gesondert auf die Benutzung einer 2 x 2-Matrix einge-
gangen wurde, ergab, dass die Konvergenz zum genannten Plateau fiir rq von der Grofie
der Korrelationsmatrix abhéngt. Die Daten der 2 x 2-Matrix scheinen zwar ebenfalls
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den gleichen Wert fiir das Plateau anzustreben, wie es die Daten der 4 x 4-Matrix tun,
Dieser Wert wird aber weitaus langsamer erreicht; der Wert konvergiert hier schlechter.
Ein Blick auf das zeitabhéngige Potential V' (r,t) offenbarte ein sehr &hnliches Verhalten
unabhéngig davon, ob die Korrelationsmatrix von der Grofle 2 x 2 oder 4 x 4 ist: Die
einzelnen Potentialpunkte stimmen mit Ausnahme des ersten Intervalls {8, 12} unterein-
ander sehr gut iiberein. Gleichzeitig wurde aber auch festgestellt, dass der exponentielle
Anteil bei kleinen Zeiten ¢ - welcher den angeregten Zusténden entspricht - bei Nutzung
der 4 x 4-Matrix grundsatzlich etwas stéarker unterdriickt ist. Ob dadurch jedoch bei
Benutzung dieser Matrizen ein objektiver Vorteil vorliegt, ist unklar, da der Sommer-
Parameter fiir die Intervalle hoher Smearing-Levels bei beiden Matrixgréoflen nahezu
identische Werte liefert.
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Zusammenfassung und Ausblick

Zentrales Ziel dieser Arbeit war die Untersuchung verschiedener Verfahren zur Bestim-
mung des Sommer-Parameters ry in der N = 1 supersymmetrischen Yang-Mills-Theorie
auf dem Gitter. Hierfiir wurden verschiedene Methoden zur Bestimmung der Potenti-
alparameter, die fiir den Sommer-Parameter von Né&ten sind, ebenso wie verschiedene
Smearing-Methoden und das Variational Smearing untersucht.

Bei der Untersuchung der Smearing-Verfahren wurde festgestellt, dass 7y mit steigender
Anzahl der Smearing-Iterationen bei allen Bestimmungsmethoden in erster Ndherung
einen bestimmten Wert anstrebt. Die ersten Iterationen zeigten dabei die grofiten Aus-
wirkungen. Im Detail zeigten alle Methoden zunéchst einen Anstieg zu einem maxima-
len ro-Wert bei einem bestimmten Smearing-Level und ein abschlielendes Absinken. Bei
Betrachtung der sehr grundlegenden Grofle des zeitabhingigen Potentials V' (7, ¢) konn-
te zudem festgestellt werden, dass die durch das Smearing unterdriickten angeregten
Zustédnde ab einem bestimmten Smearing-Level scheinbar wieder ansteigen. Ab einem
bestimmten Smearing-Level, das fiir dieses Gitter bei etwa 75 Iterationen liegt, werden
die Ergebnisse also wieder schlechter, weil der Uberlapp mit dem Grundzustand des Po-
tentials wieder abnimmt.

Diese allgemeinen Effekte traten unabhingig davon auf, ob APE- oder HYP-Smearing
angewendet wurden. Mehr noch: Es konnte sogar gezeigt werden, dass APE- und HYP-
geschmierte Daten die gleichen Ergebnisse produzieren und dafiir lediglich eine unter-
schiedliche Anzahl von Iterationen benétigen. Ahnliches konnte auch beim Vergleich
unterschiedlicher Smearing-Parameter ¢ beim APE-Smearing beobachtet werden. Mit
verschiedenen Parametern ¢ geschmierte Daten produzieren gleiche Ergebnisse bei un-
terschiedlichen Smearing-Levels. Allerdings konnte auch gezeigt werden, dass die Daten
bei den untersuchten Parametern ¢ = 0.6, 0.7 schon bei relativ geringen Levels ein ra-
pides Absinken des Sommer-Parameters aufweisen und somit eher als schlecht geeignet
erscheinen.

Es zeigte sich, dass die Wahl € = 0.5 im Vergleich zu anderen untersuchten Parametern
die besten Ergebnisse produziert.

Die Untersuchung der unterschiedlichen Bestimmungsmethoden fiir ry erbrachte, dass
besonders die Methoden 1.1a und 1.1b stabile Werte liefern. Beide Methoden nutzen den
gleichen Ansatz zur Bestimmung des Potentials V' (r). Zundchst wird das zeitabhéngige
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Potential V (r,t) durch
_ (W(r,t))
Vi) = o (G 1)

bestimmt, um anschlieBend V' (r) durch Fit von
V(r,t) =V (r)+crexp(—cs - t)

zu erhalten. Die Methoden unterscheiden sich lediglich im Modell, das fiir das Potential
angenommen wird. Es stellte sich heraus, dass das erweiterte Potential,

1 1 1
V(ir)=A+B [—] +or+ F ([—} — —> ,
r r r
welches von Methode 1.1b genutzt wird, insgesamt auch bei den anderen Methoden bes-

sere Ergebnisse bringt. Vor allem bei kleinen Smearing-Levels zeigte sich ein deutlicher
Vorteil.

Interessant ist auch die Erkenntnis, dass der Sommer-Parameter-Verlauf in Abhéngig-
keit der benutzten Konfigurationsanzahl scheinbar unabhéingig von Smearing-Verfahren,
Smearing-Level und Bestimmungsmethode ist. Es zeigten sich bei allen Untersuchungen
lediglich systematische Unterschiede; somit eignet sich kein Verfahren besonders gut
oder schlecht fiir wenige Konfigurationen. Insgesamt zeigt sich aber, dass der Sommer-
Parameter auch bei verhaltnisméfig kleiner Konfigurationsanzahl zuverléssig berechnet
werden kann. Natiirlich hangt die ben6tigte Anzahl sicherlich von den im Einzelfall ver-
wendeten Konfigurationen und ebenso davon ab, welche Préizision erwiinscht ist, aller-
dings reichten bei den untersuchten Daten auf dem betrachteten 162 x 36-Gitter bereits
2000 Konfigurationen zur Bestimmung eines akzeptablen ro-Werts aus.

Die Daten, die durch das Variational Smearing-Verfahren erzeugt wurden, zeigten ab-
héngig von der rp-Bestimmungsmethode teilweise stabileres, teilweise instabileres Ver-
halten. Die oben schon als besonders geeignet erscheinenden Methoden 1.1a und 1.1b
zeigen hier etwas bessere Werte als beim Standard-Smearing. Besser bedeutet in diesem
Zusammenhang, dass die ro-Werte in Abhéngigkeit von den Smearing-Levels in der Kor-
relationsmatrix nicht so stark voneinander abweichen. Beziiglich der statistischen Fehler
bringt das Variational Smearing aber keinen Vorteil.

Der Vergleich von fized vector- und t-eigenvector-Verfahren zeigte, dass das fixzed vector-
Verfahren bei fast allen Methoden bessere Ergebnisse liefert und somit - insbesondere
bei Benutzung der stabilen Methoden 1.1a oder 1.1b - vorzuziehen ist.

Aufgrund des hohen Rechenbedarfs beim Variational Smearing war auch insbesondere
ein Vergleich der Ergebnisse verschieden grofler Korrelationsmatrizen von Interesse. Da-
bei zeigte sich, dass auch die kleinstmdoglichen Korrelationsmatrizen der Grofle 2 x 2
den Vorteil einer recht stabilen rp-Bestimmung zeigen, auch wenn die Nutzung der 4 x 4



Zusammenfassung und Ausblick 211

Korrelationsmatrizen bessere Ergebnisse bringt. In beiden Féllen scheint es, als wiirde r
mit steigenden Smearing-Levels in der Korrelationsmatrix einem bestimmten Wert ent-
gegenstreben. Diese Konvergenz war bei groen Matrizen weitaus deutlicher ausgepragt.

Neben diesen Ergebnissen war bei dieser Untersuchung aber auch eine gute Abschitzung
des optimalen Smearing-Levels beim Standard-Smearing moglich. Insgesamt konnte es
fiir das hier untersuchte Gitter auf den Bereich zwischen 60 und 70 Iterationen einge-
grenzt werden. Diese recht hoch erscheinende Zahl erweist sich als berechtigt: Einmal
durch die Daten selbst, die auch bei hohen Smearing-Levels eine grofle Stabilitéit zeigen
und auf der anderen Seite durch Betrachtung des Smearing-Radius, der sich - zumindest
in einer Definition - im vertrédglichen Bereich Rgycar & 3 befindet.

Bei Betrachtung aller Ergebnisse ist es fraglich, ob die Vorteile des Variational Smearing-
Verfahrens den stark erhohten Rechenaufwand rechtfertigen kénnen. Es scheint, als
kénne das Standard-Smearing bei Kenntnis des optimalen Smearing-Levels dquivalente
Ergebnisse ermitteln und das zu einem Bruchteil der Rechenzeit, die beim Variational
Smearing benétigt wird.

Problematisch ist hierbei natiirlich, das fiir jedes Gitter optimale Smearing-Level zu
bestimmen. In dieser Arbeit wurde es unter Zuhilfenahme der Ergebnisse des Variatio-
nal Smearings ermittelt. Gleichzeitig wurden sehr viele Datenpunkte unterschiedlicher
Smearing-Levels untersucht, was fiir praktische Untersuchung natiirlich nicht in Frage
kommt.

Von Interesse wére also eine allgemeine Regel fiir das optimale Smearing-Level in Abhén-
gigkeit der Gitter-Parameter. Dies ist eine der offenen Fragen, die sich nach Beendigung
dieser Arbeit stellt.

In diesem Fall ist die Beantwortung der Frage durch recht simple, aber sehr zeitauf-
wendige Untersuchungen moglich: Fiir eine solche allgemeine Regel fiir das optimale
Smearing-Level miissten unterschiedliche Gitter mit dem Variational Smearing- und dem
Standard-Smearing-Verfahren untersucht werden. Unter der Annahme, dass rq fiir ver-
schiedene Smearing-Level-Intervalle in der Korrelationsmatrix beim Variational Smea-
ring einem bestimmten Wert entgegenstrebt, so wie es in dieser Arbeit beobachtet wurde,
muss dieser Wert lediglich einem Smearing-Level beim Standard-Smearing zugeordnet
werden. In Abhéngigkeit von Gittergroe und anderen Parametern kann dann eine Regel
fiir das optimale Smearing-Level aufgestellt werden.

Bevor eine solche oder dhnliche Untersuchung durchgefiithrt wurde, sollte tendenziell bei
geniigend vorhandener Rechenzeit das Variational Smearing-Verfahren genutzt werden,
weil es in Abhéngigkeit der verwendeten Smearing-Levels im Vergleich zum Standard-
Smearing weniger stark fluktuierende Werte produziert.

Weitere offene Fragen und ungelste Probleme sollen nun aufgelistet werden:

e Die erste Untersuchung, die eigentlich als Voruntersuchung gedacht war, betraf



212

Zusammentassung und Ausblick

den Einfluss der Bin-Groéfle auf die Ergebnisse. Sie wurde durchgefiihrt, um die
optimale Bin-Groéfle zur weitgehenden Vermeidung der Autokorrelation zu eva-
luieren. Unerwarteterweise zeigte sich hier aber ein unschliissiges Ergebnis: Das
erwartete Plateau, aus dem die ideale Bin-Grofie abgelesen werden sollte, erscheint
fiir hohere Smearing-Levels nicht. Die Verlaufe des Sommer-Parameters gegen die
Bin-Grofe sind abhéingig vom benutzten Smearing-Level. Dieses Verhalten scheint
jedoch nicht auf die Korrelation zuriickzufiithren zu sein, sondern auf einen unbe-
kannten Effekt.

Hier bieten sich weitere Untersuchungen, wie eine Analyse der Autokorrelations-
zeit an, die aufgrund des Fokus dieser Arbeit nicht betrachtet wurden.

Moglicherweise der erste Ansatzpunkt fiir eine Verbesserung der Sommer-Parame-
ter-Bestimmung liegt beim Fitten der Potentiale. Es konnte gezeigt werden, dass
der hintere Teil des Potentials relativ schlecht durch die Fitkurve approximiert
wird. Dies wurde auf die sehr geringen Fehler im vorderen Teil des Potentials
zuriickgefiihrt. Die Einfiihrung eines willkiirlichen systematischen Fehlers wiirde
dem Abhilfe schaffen, gleichzeitig aber wissenschaftlich schwer zu legitimieren sein.
Fiir die Daten des von unserer Arbeitsgruppe benutzten supersymmetrischen Mo-
dells ist zudem fraglich, wie grofi der Nutzen eines solchen Vorgehens wire. Letzt-
endlich von Interesse ist lediglich eine einheitliche Skala und somit ist eine Ab-
weichung im Fit des Potentials unproblematisch, wenn sie denn systematisch fiir
alle Gitter in gleicher Weise erfolgt. Auf jeden Fall problematisch wére diese Ab-
weichung dann, wenn die auf dem Gitter evaluierten Werte mit dem Experiment
verglichen werden sollen, wie es zum Beispiel bei der Gitter-QCD der Fall sein kann.

Bereits in kleinem Rahmen wurde die verschiedenen Definitionen fiir den Smearing-
Radius anhand der Daten verschiedener APE-Parameter untersucht. Durch eine
ausfiihrlichere Untersuchung bei vielen verschiedenen APE-Parametern e wire
sozusagen eine ,experimentelle“ Verifikation des Smearing-Radius beim APE--
Smearing moglich.

Weiterhin offen ist ein genauer Vergleich von APE- und HYP-Smearing-Verfahren.
Zwar wurde in dieser Arbeit gezeigt, dass beide Verfahren die gleichen Ergebnis-
se liefern, allerdings wurde nicht untersucht, welche Methode in Bezug auf die
benotigte Rechenzeit optimal ist. Somit konnten durch eine genauere Untersuchung
verschiedener Smearing-Parameter-Kombinationen die optimalen HYP-Parameter
ermittelt werden, um dann durch APE- und HYP-Smearing erzeugte Daten hin-
sichtlich der Rechenzeit und Konvergenz untersuchen.
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A. Zusatzliche Abbildungen

Im Folgenden sollen Plots, die der Ubersichtlichkeit wegen nicht im Text untergebracht
wurden, dargestellt werden.

A.1. Allgemeines Verhalten und Analyse der
Smearing-Effekte
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Abbildung A.1.1.: Darstellung des Potentialpunkts V(r = 1,¢ = 1) in Abhéngigkeit vom
Smearing-Level. In dieser und den folgenden Abb. soll Methode 1.1a
dargestellt werden.
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Abbildung A.1.2.: Darstellung des Potentialpunkts V (r = 2,¢ = 1) in Abhéngigkeit vom
Smearing-Level.
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Abbildung A.1.3.: Darstellung des Potentialpunkts V (r = 3,¢ = 1) in Abhéngigkeit vom
Smearing-Level.
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Abbildung A.1.4.: Darstellung des Potentialpunkts V (r = 4,¢ = 1) in Abhéngigkeit vom
Smearing-Level.
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Abbildung A.1.5.: Darstellung des Potentialpunkts V (r = 5,¢ = 1) in Abhéngigkeit vom
Smearing-Level.
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Abbildung A.1.6.: Darstellung des Potentialpunkts V (r = 6,¢ = 1) in Abhéngigkeit vom
Smearing-Level.
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Abbildung A.1.7.: Darstellung des Potentialpunkts V (r = 7,¢ = 1) in Abhéngigkeit vom
Smearing-Level.
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Abbildung A.1.8.: Darstellung des Potentialpunkts V (r = 8,¢ = 1) in Abhéngigkeit vom
Smearing-Level.

Nachfolgende Abbildungen zeigen die Verldufe der Potentialparameter B und o fiir die
Methoden 1.1b bis 3. Die dazugehorige Untersuchung findet sich in Abschnitt auf
S. [[32H. .
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Abbildung A.1.9.: Darstellung der String-Tension o fiir Methode 1.1b.
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Abbildung A.1.10.: Darstellung des Coulomb-artigen Parameters B fiir Methode 1.1b.
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Abbildung A.1.11.: Darstellung der String-Tension o fiir Methode 1.1c.

Anmerkung: Diese Methode nutzt eine Fitfunktion des Potentials, bei der B fest definiert
wird. Deshalb erscheint der zugehorige Plot hier nicht.
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Abbildung A.1.12.: Darstellung der String-Tension o fiir Methode 1.2.
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Abbildung A.1.15.: Darstellung des Coulomb-artigen Parameters B fiir Methode 2.1.
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Abbildung A.1.17.: Darstellung des Coulomb-artigen Parameters B fiir Methode 2.2.
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Abbildung A.1.19.: Darstellung des Coulomb-artigen Parameters B fiir Methode 3.
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A.2. Vergleich von APE- und HYP-geschmierten Daten

Die folgenden Abbildungen zeigen die Verlaufe des Sommer-Parameters fiir HYP- und
APE-geschmierte Daten in angepassten Skalen im Vergleich. Die dazugehorige Untersu-

chung findet sich in Abschnitt auf S. [I51Jff. .
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Abbildung A.2.1.: Methode 1.1b: ry-Verldufe fiir APE- und HYP-Smearing und ange-
passte Skalen. (Obere Skala: Smearing-Level fiir die HYP-Daten).
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Abbildung A.2.2.: Methode 1.1b: Relativer statistischer Fehler von ry fiir APE- und
HYP-Smearing in angepasster Skalierung.
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Abbildung A.2.3.: Methode 1.1c: rp-Verldufe fiir APE- und HYP-Smearing und ange-
passte Skalen. (Obere Skala: Smearing-Level fiir die HYP-Daten).
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Abbildung A.2.4.: Methode 1.1c: Relativer statistischer Fehler von ry fiir APE- und
HYP-Smearing in angepasster Skalierung.
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Abbildung A.2.5.: Methode 1.2: ro-Verlaufe fiir APE- und HYP-Smearing und angepass-
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te Skalen. (Obere Skala: Smearing-Level fiir die HYP-Daten).
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Abbildung A.2.6.: Methode 1.2: Relativer statistischer Fehler von ry fiir APE- und HYP-

Smearing in angepasster Skalierung.
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Abbildung A.2.7.: Methode 2.1: ro-Verlaufe fiir APE- und HYP-Smearing und angepass-
te Skalen. (Obere Skala: Smearing-Level fiir die HYP-Daten).
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Abbildung A.2.8.: Methode 2.2: ry-Verlaufe fiir APE- und HYP-Smearing und angepass-
te Skalen. (Obere Skala: Smearing-Level fiir die HYP-Daten).
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Abbildung A.2.9.: Methode 2.2: Relativer statistischer Fehler von ry fiir APE- und HYP-
Smearing in angepasster Skalierung.
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Abbildung A.2.10.: Methode 3: ro-Verlidufe fiir APE- und HYP-Smearing und angepasste
Skalen. (Obere Skala: Smearing-Level fiir die HYP-Daten).
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