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Einleitung

Im Jahr 1982 bekam der Amerikaner Kenneth G. Wilson den Nobelpreis fiir
Physik. Er erhielt ihn als Anerkennung ,fiir seine Theorie der kritischen
Erscheinungen bei Phaseniibergingen®. Gewiirdigt wurden damit seine Bei-
triage zur statistischen Physik, die unter dem Begriff ,Renormierungsgruppe’
zusammengefakt werden. Die Methode der Renormierungsgruppe hat sich in
den letzten dreiflig Jahren in der Physik als sehr fruchtbar erwiesen.

Aus der Untersuchung statischer Systeme ist das Phanomen der Universali-
tiat bekannt. Dabei gehoéren Theorien mit unterschiedlicher mikroskopischer
Wechselwirkung derselben Universalitdtsklasse an und haben dieselben kriti-
schen Exponenten. Die Zugehorigkeit zu einer Universalitdtsklasse hangt nur
von den mikroskopischen Freiheitsgraden, der Symmetrie und der Dimension
des Systems ab.

Renormierungsgruppentransformationen sind Skalentransformationen: Kurz-
wellige Fluktuationen werden ausintegriert und die Theorie wird so auf eine
grobere Theorie abgebildet. Die Zugehorigkeit zu einer bestimmten Uni-
versalitdtsklasse entspricht der Zugehorigkeit zu einem Fixpunkt der Renor-
mierungsgruppentransformation. Das kritische Verhalten wird durch diesen
Fixpunkt bestimmt.

Aber nicht nur in der statistischen Physik ist die Renormierungsgruppe von
Bedeutung. In dieser Arbeit werden Renormierungsgruppentransformatio-
nen in zwei verschiedenen Kontexten untersucht.

Der erste Teil der Arbeit beschéftigt sich mit partiellen Differentialgleichun-
gen. Dabei werden speziell Gleichungen von Reaktions-Diffusions-Systemen
betrachtet. Fiir die Losungen dieser Gleichungen kann eine Art Renormie-
rungsgruppentransformation definiert werden. Fixpunkte unter dieser Trans-
formation entsprechen einer moglichen Asymptotik der Losung.

Im ersten Kapitel wird mit dieser Methode die nichtlineare Warmeleitungs-
gleichung untersucht. Es wird der Fall betrachtet, daf die Anfangswertfunk-
tion im Unendlichen verschwindet. Fiir grofe Klassen von Nichtlinearitdten
kann gezeigt werden, daf sich die Losungen fiir grofte Zeiten wie die Losung
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der linearen Wirmeleitungsgleichung verhalten.

Im zweiten Kapitel wird die nichtlineare Warmeleitungsgleichung fiir An-
fangswerte, die nicht im Unendlichen abfallen, betrachtet. Dadurch bilden
sich Fronten. Auch hier kann gezeigt werden, dafs die Losungen gegen eine
Grenzfunktion konvergieren. Diese Grenzfunktion unterscheidet sich jedoch
leicht von der Losung der linearen Warmeleitungsgleichung.

Der erste Teil der Arbeit basiert im wesentlichen auf einer Verdffentlichung
von J. Bricmont, A. Kupiainen und G. Lin [BKL94|. Er schlieft mit einer
Zusammenfassung und einem Ausblick.

Im zweiten Teil der Arbeit werden Renormierungsgruppentransformationen
an einer skalaren Feldtheorie auf dem Gitter untersucht. Ziel ist es dabei,
ein Potential zu bestimmen, das forminvariant unter der Renormierungs-
gruppe ist. So ein Potential definiert eine Trajektorie im Raum der Theori-
en; da sie im vorliegenden Fall einen ¢*-Wechselwirkungsterm enthiilt, heifit
sie ¢p*-Trajektorie. Der benutzte Zugang hat den Vorteil, daR allein aus dem
Prinzip der Renormierungsinvarianz des gesuchte Potential schon vollstédndig
bestimmt ist.

Im dritten Kapitel werden mathematische Vorarbeiten geleistet. Es wird
der Formalismus der sogenannten A-Kerne eingefiihrt. Diese Operatoren er-
moglichen die Formulierung einer Blockspinrenormierungsgruppe. Auferdem
wird durch sie eine interessante Korrespondenz zwischen Theorien auf dem
Gitter und auf dem Kontinuum vermittelt.

Das vierte Kapitel bildet den Kern dieser Diplomarbeit. In ihm wird die
¢*-Trajektorie fiir Gittertheorien konstruiert. Dabei wird das Problem vom
Gitter in das Kontinuum transferiert und dort geldst. In drei Dimensionen ist
die Konstruktion komplett. In vier Dimensionen klafft noch eine Liicke in der
Konstruktion. Es werden Vorschlidge gemacht, wie diese Liicke geschlossen
werden kann. Das Kapitel schliefst mit einer Zusammenfassung und einem
Ausblick.

In einem Anhang werden die in dieser Arbeit benotigten mathematischen
Definitionen und Satze angegeben und erldutert.
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Partielle Differentialgleichungen






0.1. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 9
0.1 Partielle Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen spielen eine wichtige Rolle in der Physik.
Viele physikalische Systeme lassen sich durch (im allgemeinen nichtlineare)
partielle Differentialgleichungen beschreiben. Bei einer gegebenen Differenti-
algleichung ist man vor allem an Antworten zu folgenden Fragen interessiert:

e Existenz einer Losung. Dabei ist zuerst eine explizite Losungsfunktion
interessant. Bei vielen Differentialgleichungen ist die explizite Losung
jedoch nicht angebbar. Dann versucht man wenigstens die Existenz
einer Losung fiir ein beschrinktes oder unbeschrinktes Zeitintervall zu
zeigen.

e Qualitatives Verhalten der Losung. Bei nicht explizit bekannter Lo-
sung kann man versuchen, das Verhalten der Losung in einigen Grenz-
féllen zu bestimmen. Wenn fiir alle Zeiten eine Losung existiert, ist das
Verhalten der Losung fiir groke Zeiten interessant. Wenn die Losung
nur bis zu einem gewissen Zeitpunkt existiert und dann singulér wird,
mochte man Aussagen iiber die Losung in der Nihe der Singularitit
machen. Bei nichtlinearen Gleichungen steht auch die Frage im Raum,
ob die Losung der nichtlinaren Gleichung Ahnlichkeit mit der Losung
der dazugehorigen linearisierten Gleichung haben.

Die Frage nach der zeitlichen Asymptotik bei nicht explizit bekannter Lo-
sung ist in der Literatur intensiv behandelt worden. Bei vielen Ansétzen
[GR88, SWS93, BSW00| wird dabei, meist aufgrund numerischer Rechnun-
gen, ein Ansatz fiir das Verhalten der Losung fiir grofse Zeiten gemacht. Dann
wird eine Differentialgleichung fiir die Differenz zwischen der Losung der ur-
spriinglichen Differentialgleichung und der vermuteten Asymptotik bestimmt
und untersucht.

Eine andere Methode ist in den Arbeiten von J. Bricmont und A. Kupiai-
nen (vgl. [BKL94, BK95| und die darin enthaltenen Referenzen) entwickelt
worden. Die Idee besteht darin, das asymptotische Verhalten fiir grofe Zei-
ten durch Iteration einer Abbildung, die das Verhalten der Losung fiir ein
endliches Zeitintervall beschreibt, zu bestimmen.

Diese Methode wird im folgenden Abschnitt allgemein erldutert und durch
ein numerisches Beispiel illustriert. Im ersten und zweiten Kapitel wird sie
auf konkrete Anfangswertprobleme angewandt.
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0.2 Die Methode der Renormierungsgruppe

Betrachtet werden Differentialgleichungen vom Typ der Wirmeleitungsglei-
chung mit einem Zusatzterm:

u=u"+ F(u,u',u"). (1)

Dabei sei v = u(x,t) und z € R. Der Zusatzterm F sei zuerst noch ganz
allgemein gehalten, spiter wird er genauer spezifiziert. Gesucht ist nun eine
Funktion g : R — R, so daf sich die Losung der Differentialgleichung fiir
t — oo entsprechend
e 1
u(z,t) ~ 172 g(xt™?) (2)

verhilt, das heifst, es ist
lim [[u(e, 1) — =5 g(xt7%)|| = 0. (3)
t—o00

Die Norm, in der die Konvergenz stattfindet, muf dabei dem Einzelfall an-

gepalst werden.

Ziel ist es nun, eine Abbildung, die das Verhalten fiir ein endliches Zeitinter-
vall beschreibt, zu definieren, und sie dann zu iterieren, um etwas iiber das
Langzeitverhalten zu erfahren. Von dieser sogenannten Renormierungsgrup-
pentransformation auf dem Banachraum aller moglichen Anfangswerte wird
schlieflich ein Fixpunkt gesucht, der einer Asymptotik entspricht. Dabei
geht man in folgenden Schritten vor:

Fiir ein festes L > 1 (in den spiter folgenden Beweisen ist immer L > 1
gewihlt) und ein spiter zu bestimmendes « wird die Transformation im

Loésungsraum
My :u — ug(x,t) :== L*u(Lx, L*t) (4)

definiert. Dabei sei u(x,t) Losung der Differentialgleichung zum Anfangswert
f(z). Diese Abbildung M, erfiillt offensichtlich

Mi2 = My, o My, (5)
Nun ist fiir das Bild dieser Abbildung
ur(z,t) = L*"*u(Lx, L*t)
uy(z,t) = LM/ (Lax, L*t)
uf(z,t) = Lu"(La, L*t) (6)
und damit erfiillt u;, die neue Differentialgleichung
up(z,t) = uf(x,t)+ L2 (F(u(La, L*t),u' (Lo, L*t),u"(Lx, L*t)))
= uf(x,t) + LT F (L™ %y (2, ), L~ ") (2, 1), L™l (2, 1))
= uf(x,t)+ Fr(up(x, t),uy (x,t), u (z,1)). (7)
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Dabei ist
Fr(a,b,c) = L*™F(L™%, L™*"'b, L™*%¢). (8)

Die Renormierungsgruppenabbildung R als Abbildung der Menge aller An-
fangswertfunktionen auf sich selbst ist dann gegeben durch

(R(/))(=) = u(e,1)
= L*u(Lz,L?). 9)

R hangt von L und F' ab: R = Ry . Fiir die Verkettung zweier R gilt
Ri2p = Ry, 0 Ry p, (10)
beziehungsweise allgemeiner
Rinp=Rrp, ,0..0oRp oRyp. (11)

Die Wirkung der Renormierungstransformation ist in folgendem Diagramm
dargestellt:

M;e

(Lsg.) (t=1) (Lsg.) (t=1) (Lsg.) (t=1)

f(x) (Rrrf)(x) (Rr> rf)(2)

Bei der Renormierungsgruppenabbildung wird erst die Differentialgleichung
gelost, dann die Abbildung M angewandt, und schlieflich ¢ = 1 gesetzt.
Aus der Beziehung (5) folgt dann die Identitit fiir Ry» p.

Setzt man nun ¢ = L?" so gilt
u(z,t) = u(x, L)
— Lfna(Lnau((fon)Ln, LZn))
£ 5 (R p f) (2t 7). (12)
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Ziel ist es nun, « so zu wihlen, daf die Iteration gegen einen Fixpunkt lauft,
d.h. dafs

Frn — F* (13)
und
RL",Ff — f*a (14)
wobei
Ryp-f"=f" (15)

der Fixpunkt ist. Dann hat man fiir u(z,t) das asymptotische Verhalten

w(z,t) ~t 3 fr(at2), (16)

Um das eben vorgestellte Verfahren an einem kleinen Beispiel! anschaulich
darzustellen, wurde die Differentialgleichung

=" + u® (17)
mit der Anfangsbedingung

11 1 1
1)=—= 18
u(, 1) 21+x2+1+(x_4)2+1+(x+4)2 (18)

mit dem Runge-Kutta-Verfahren [FPTV93| numerisch gelost. An den in
Abbildung 1 dargestellten Losungen der Differentialgleichung erkennt man
nur, dafs die Losung fiir grofe Zeiten zerfliekt. Wenn jedoch die Transfor-
mation (9) fir « = 1 und L = 2 iteriert wird, scheint es, daf die bei den
einzelnen Schritten entstehenden skalierten Losungen gegen einen Fixpunkt
laufen. Das ist in Abbildung 2 dargestellt.

"Umfangreiche numerische Untersuchungen findet man in [Hie01].
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1 T T T L
Anfangswert bei t=1 ——
Loesung bei t=2 -------
Loesung bei t=3 --------
0.8 Loesung bei t=5

Loesung bei t=10 ---------
Loesung bei t=50 -~

0.6

0.4

0.2

-0.4 ! L !
-15 -10 5 0 5 10 15

Abbildung 1. Mit dem Runge-Kutta-Verfahren berechnete Lésungen der
Differentialgleichung (17) mit dem Anfangswert (18).

1.6 ; : |
Nullter Schritt (Anfangswert)
Erster Schritt (L=2) --------
14r Zweiter Schritt (L=2) i
Dritter Schritt (L=2)
Vierter Schritt (L=2) ---------
12 - Fuenfter Schritt (L=2) -~ |

Sechster Schritt (L=2) -------

0.8

0.6

0.4

-10 -5 0 5 10

Abbildung 2. Geméif (9) mit o = 1 und L = 2 skalierte Losungen von (17).
Im n-ten Schritt wird die skalierte Losung L™u(L"z, L?") berechnet.
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Wie wir im nichsten Kapitel zeigen werden, gehen die skalierten Losungen
der Differentialgleichung (17) gegen die Gaufverteilung, die Losung verhélt
sich also fiir grofe Zeiten wie die Losung der normalen Wérmeleitungsglei-
chung.

Abschliefend sei noch bemerkt, dafs sich im Falle einer bei einem endlichen
Zeitpunkt T singuldren Lésung mittels einer Renormierungsgruppentransfor-
mation Aussagen iiber das Anwachsen der Losung in der Nihe der Singula-
ritit T machen lassen. Eine Ubersicht dazu findet man in [BK95]. Auch
lassen sich mit der vorgestellten Methode Systeme von Differentialgleichun-
gen behandeln. Das geschieht z.B. in [Cag97].



Kapitel 1

Der Gaulssche Fixpunkt

In diesem Kapitel wird die oben vorgestellte Methode auf Anfangswertpro-
bleme, bei denen der Anfangswert fiir x — +o0o gegen 0 geht, angewandst.
Ziel dieses Kapitels ist es, zu zeigen, daf sich die Losungen der Wirmelei-
tungsgleichung mit nichtlinearem Zusatzterm - unter gewissen Bedingungen
an die Nichtlinearitit und den Anfangswert - wie die Losung der normalen
Wirmeleitungsgleichung verhalten. Wir folgen dabei der Beweisstruktur in
[BKL94].

1.1 Allgemeine Begriffe

Bevor wir die Hauptresultate formulieren kdnnen, mufs noch einiges zur Wir-
meleitungsgleichung gesagt werden. Aufterdem muf die Norm, in der schliefs-
lich Konvergenz gezeigt werden soll, festgelegt werden. Das soll in diesem
Abschnitt geschehen. Von nun an sei aufserdem

a=1 (1.1)

gesetzt. Weiterhin sei im folgenden C' immer eine allgemeine Konstante un-
abhingig von L und F ; C} , CFr seien Konstanten, die von L bzw. F
abhingen. Die Werte, fiir die C' steht, &ndern sich dabei von Ort zu Ort, sie
konnen sich auch innerhalb ein und derselben Ungleichung &ndern.

1.1.1 Die Wiarmeleitungsgleichung und ihre Losung

Im Fall einer verschwindenden Nichtlinearitdt (F' = 0) hat man die Wérme-
leitungsgleichung

15



16 KAPITEL 1. DER GAUSSSCHE FIXPUNKT

o =u" (1.2)

zu losen, fiir eine Anfangswertfunktion f(z) lautet die allgemeine Losung:

u(z,t) = e(t_1)62f(x)
(y —2)°

1
= \/Wi—l) /dyexp(— At —1) )f(y) (1.3)

Daf dieser Ausdruck die Gleichung 16st, rechnet man nach. Aufgrund der
Grenzwertdarstellung der d-Funktion

1 (_(m}a)2)

(1.4)

§(z —a) = lim

(&
(=0t /(T

(vgl. [Nol90]) ist auch die Anfangswertbedingung erfiillt. Als Renormie-
rungstransformation erhélt man dementsprechend

(Ruof)(z) = (L™ ~D% f)(La). (1.5)

In der Impulsdarstellung schreibt sich das als

—~ 1 ..~k
2
Rf(k) = exp(=k"(1 - 3))f(7)
=: Rof(k). (1.6)
Von diesem R, erkennt man sofort einen Fixpunkt, ndmlich
fi (k) = exp(=k). (17)

In Ortsdarstellung entspricht dies der Funktion

N 1 x?
folz) = \/EGXP(—Z)- (1.8)

Das asymptotische Verhalten bestimmt sich zu

u(z,t) = 2 fi(at?)
1 72

= exp(——
Vart p( 4t

Um diesen Gaufschen Fixpunkt (1.8) soll es im folgenden gehen. Ziel wird
es sein, ein obiger Gleichung entsprechendes asymptotisches Verhalten auch
fiir den Fall nichtverschwindender Nichtlinearitdt nachzuweisen.

). (1.9)
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1.1.2 Die Sobolew-Norm

Fiir unseren Konvergenzbegriff werden wir folgende Norm verwenden:

Definition. Die Norm einer Funktion f mit fe C'! ist gegeben durch
HHMZS?K1+kﬂGﬂkN+Lﬂ%H) (1.10)

Wichtig sind zwei Eigenschaften dieser Norm. Zum einen folgt aus Konver-
genz in ihr die punktweise Konvergenz:

Bemerkung 1. Konvergenz in der Norm (1.10) impliziert auch L'- und
L*°-Konvergenz.

Beweis: Nach der Schwartzschen Ungleichung! gilt:

5@l = I @l
< gl + D @)l
< o+ )@l
< CIf @+ 2 @) (1.11)

Es ist nach dem Satz von Plancherel

1fll2 = 1112 (1.12)

und weiter

I£1l2 < CIIfI, (1.13)

denn

1718 = [ aniwr

. 1
2 4\2
< su(FRI0+ 1) [ b s
< Cly® (114
Ganz analog gilt
(@)l < €I (115

1Zur Schwartzschen Ungleichung und zum Satz von Plancherel konsultiere man den
Abschnitt (5.4) im Anhang.



18 KAPITEL 1. DER GAUSSSCHE FIXPUNKT

denn es ist mit einer dhnlichen Rechnung wie in (1.14)

lef@)l. = lzf@)]

= [If (&)1
< 71 (1.16)
Insgesamt ist also
1l < Al (1.17)
und damit die L'-Konvergenz gezeigt.
Fiir die L>*-Konvergenz benutzt man
[flloe < [1£]]1, (1.18)

(vgl. (5.70)) und schétzt weiter ab:

= 1+ K
= dk
i
~ 1
< 1+ kY) [ dk
< sup(Ifi+ k) [ dk
< Cfll (1.19)
Insgesamt ist damit
1flloo < C[LFI, (1.20)
womit die L*°-Konvergenz gezeigt ist. O

Weiterhin hat die Abbildung R, in dieser Norm eine schéne Kontraktionsei-
genschaft:

Bemerkung 2. Mit dieser Norm und dem Ry aus (1.6) gilt fiir eine Funktion
g mit g(0) =0

C
1Rogll < —lgll- (1.21)

Beweis. Nach Mittelwertsatz existiert ein s € (0,1) mit

WW

|()| (LN (1.22)

Nun kann man die Behauptung nachrechnen:

1 k

IRogll = |exp(—2(1 — =) ()
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= sup(L+ K exp(—R(1 - )]+

L2 L
Hlesp(—k(1— L))
— sup(1+ K exp(—H(1 - 1))

(5(3)] + 281~ 2)3(5) + 73 (D)

%st}tp(l + k) (exp(—k*(1 — %))

(7 5] + 2801 — 2k )+ ()])

1
= 7 sup(1 + L'k*) exp(—k*(L* — 1))
k

IN

(LI (k)| + 2E(E7 — 1)3'(5K) + 7' (R))
T (sup(@(5h)) +sup(@ (1)
C

IN

IN

7 lgll- (1.23)

1.1.3 Klassifizierung der Nichtlinearitaten

Bei der Nichtlinearitit F' ist es zweckméfig, zu schauen, ob sie im Zuge der
Renormierungsgruppenabbildung wachst oder gegen Null geht. Deshalb setzt
man:

Definition.

(a) Falls F' ein Monom ist,

F(a,b,c) = a™b"c"™ (1.24)
so 1st
Fpn=L"r R (1.25)
mit
dF =ny + 27’L2 + 37’13 — 3. (126)

(b) Fiir ein analytisches F' sei d immer das kleinste d in der Potenzreihen-
entwicklung mit nichtverschwindendem Koeffizienten.

(c) F heikt irrelevant, falls dp > 0, marginal, falls dp = 0, und relevant, falls
dr < 0.
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1.2 Der irrelevante Fall

Wir kénnen nun das Hauptresultat fiir den irrelevanten Fall formulieren, bei
dem F'im Laufe der Iteration der Renormierungstransformation gegen Null
geht. Die Losung der Differentialgleichung verhilt sich dementsprechend fiir
grofe Zeiten wie die Losung der Warmeleitungsgleichung.

Satz. Sei F : C* — C analytisch um 0 mit dp > 0 und § mit 0 < 6 < 1 ge-
geben. Dann existiert ein € > 0, so da® fiir || f||] < € das Anfangswertproblem

o = u' 4+ F(u,u',u") (1.27)
u(r,1) = f(z) (1.28)
eine eindeutige Losung besitzt. Diese Losung erfiillt
lim (w2, t) — Atz £ (z)|| = 0. (1.29)
—00

Dabei ist A = A(f,F) € C.

Beweis. Zuerst geben wir eine kurze Ubersicht iiber die Struktur des Be-
weises. Als Erstes wird die Existenz einer Losung fiir ein festes Zeitintervall
gezeigt. Das geschieht mit dem Banachschen Fixpunktsatz. Dabei wird die
Losung der Differentialgleichung als Fixpunkt einer Abbildung in einem pas-
senden Banachraum aufgefafst. Der Abschnitt {iber die Existenz der Losung
endet mit Gleichung (1.67). Die Gleichung (1.67) stellt zugleich ein neues An-
fangswertproblem dar, welches betrachtet wird. Die Hauptaufgabe besteht
dann darin, die bei der Iteration entstehenden Groéfsen zu kontrollieren.

Es wird die Differentialgleichung in eine Integralgleichung umgerechnet:

t—1
w(z,t) = ety +/ dse’® F(t — s)
0

= up+ N(u). (1.30)
Dabei ist
t—1 ,
N(u) = / dse*? F(t — s)
i1 )
= / dse*? F(u(x,t — s),u' (2, t — s),u"(2,t — 5)) (1.31)
0
und

us(z,t) = =07 £ (1) (1.32)
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ist die Losung der ,freien“ Wiarmeleitungsgleichung. Um zu beweisen, daf
(1.30) die Differentialgleichung (1.27) l6st, benutzt man die allgemeine Regel

a(t)
) /bm duf(e,t) = a(t)f(alt), ) — B FO). ) +

a(t)
+ / dzo, f(z,1) (1.33)
b(t)

und rechnet nach:
-1
u:a%“4wf+é*UWFa)+/‘ dse®” 0, F (t — s) (1.34)
0
und

-1
u" = etV 4 / dsd?e*? F(t — )
0

t—1 d .
= PV f 4 / ds(—eP)F(t — s)
0 ds

t—1

= etV f 4 [GSBQF(t - s)] -
0
t—1 52 d
— dse’” (—F(t —
| s Gr =)
_ 826(1571)82]0 + 6(t71)82F(1) . F(t) +
—1
+/ dse®” 0,F (t — s)
0

= a—F(1). (1.35)

Damit ist gezeigt, dafs eine Losung von (1.30) auch die urspriingliche Diffe-
rentialgleichung erfiillt.
Um zu zeigen, daf (1.30) eine eindeutige Losung besitzt, wird gezeigt, daf
die Abbildung
T(u) == us+ N(u) (1.36)

in einem geeigneten Banachraum einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Be-
nutzt wird der Banachsche Fixpunktsatz im Banachraum aller u(z,t) mit
t € [1, L?] mit der Norm

Jullz := sup_[lu(t)]]. (1.37)

te[1,L2]

Dabei sei L sehr grofs gewéhlt, so daf spéater immer % < 1ist. Zu zeigen ist,
dak die Abbildung T die Kugel

By = {ulllu = uslle < [ fI} (1.38)
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in sich selbst abbildet und kontrahierend ist.

Es muf nun ||N(u)||, abgeschiitzt werden. Dafiir wird F als Potenzreihe
geschrieben und fouriertransformiert:

~ . ~ %no ~ ¥n3
F= E ap ™™ xu o xu’ . (1.39)
neNd

Dabei ist * die Faltung und n = (ny,n9,n3) € N. Es soll eine Abschitzung
von ||N(u)||;, fiir einen allgemeinen Term dieser Reihe gewonnen werden.
Dabei braucht man die Hilfsformel

7 Cllulls
0
Ok < T (1.40)
fir 1 =0,1,2. Fiir |k] <1 gilt ndmlich:
uO)] = [Ka(k)
< u(k)]
C
< ——ulk
< pofih)
Cllulls
< : 1.41
T 1+ (1-41)
Und fiir k] > 1 gilt
uO)| = [Ka(k)
< Kfu(k)|
2k*
< ———ulk
S ]
Cllulls
< : 1.42
T 14 k2 (1-42)
Damit ist (1.40) bewiesen. Analog beweist man auch
~ Cllulle
(k)| < 1.4
ey < el (1.43)
indem man im Beweis von (1.40) u durch @’ ersetzt.
Um nun ||N(u)||,, fiir den Fall, daf
F(u,u',u") = (u)™ (u')"*(u")" (1.44)

—_~— e~

ist, abschétzen zu konnen, braucht man Abschétzungen fiir | N (u)| und 0| N (u)].
Es ist mit m = ny + ny + n3
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t—1
IN(u)] < / dse™*F [T ™ « Wk u”*n3|
0

1

t—1
—sk? m *1m
< [ ase )
1 — e~ (t=DF? 1
< m . .
< (Cluly"— ) ) (1.45)
Dabei wurde die Faltungsformel
1 L1
(1+k2) (m2+k2) (1.46)

benutzt, deren Beweis sich im Anhang findet. Es ist weiterhin fiir festes
t€[1,L? und |k| > 1
1 — e (=D C
< Y
L o o

(1.47)
und fiir |k| <1 ist
1 — 67(t71)l<:2
k2 + k4
denn die linke Seite ist bei 0 beschrinkt, wie man durch zweifache Anwendung
der Regel von ’Hospital sieht. Insgesamt hat man also

<, (1.48)

. (Cllullz)™
N <Cp———. 1.49
N < o, (1.49)
Um |8km| abzuschétzen, benutzt man
- t=1 2 ~ %n9 ~ %ng
0N ()| < / dse=F |9 (@™« " ™)
0
=1 ~ %N ~ *N3 2
+/ ds|(@™ s u' s u" " )ope *F| (1.50)
0
und erhélt fiir den ersten Term mit (1.43)
10, (™ sl x| = [((O) @ s )|
1
< m m 1.51
< ()™ () (151)
und damit
t—1
2 ~ ~ *N ~ *N C m
/0 dse ¥ |9 (W™ wu! wu )| < CL%. (1.52)
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Fiir den zweiten Term benutzt man mit einer dhnlichen Argumentation wie
in (1.47f)

. ,t—1
/tl n |ak6—sk2 | _ 1 5 e—skz
0 T+ k2 = T4k 7| k2

<
S Ei 7]
Cr
a—— 1.
< o (1.53)
und erhélt
t—1
— ~ %N ~ xn, 2 C m
A ds|(u*m xu! 2 xu" 3)8k675k: | < C’L% (154)

Man hat also insgesamt fiir den betrachteten Spezialfall (1.44) von F
IN () < Cr(Cllull)™. (1.55)

Fiir ein beliebiges analytisches F, bei dem die Potenzreihe einen Konvergenz-
radius R > 0 hat, ist in (1.39)

|an| < (Cp)™ (1.56)

(man setze zum Beispiel Cr = 1/R ) und auferdem ist im irrelevanten Fall
immer

m> 2. (1.57)
Deshalb gilt fiir geniigend kleine |Ju|y, :

IN ()] < Cr.pllulz. (1.58)

Falls € klein genug ist, ist das jedoch der Fall, denn es ist nach der Definition
von uy (1.32)
lugll < Crlf (1.59)

und in By ist dementsprechend

Jull. < (C+ DI f] (1.60)

und damit
Jullr, < Ce (1.61)
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also
IN(w)|r < Cppe. (1.62)
Damit ist gezeigt, daf T" die Kugel By in sich selbst abbildet.

Um nun auf By Kontraktion zu zeigen, benutzt man dafs
[T (u1) = T(u2)ll. = [IN(w1) - N(U2)||L
= [ daCE NGt s~ )

< / dq||din<u2+q(u1—uz>>||L. (1.63)

Es ist weiterhin (mit der Notation F'(u,u’,u") = F(a,b,c))

d

d
d_qN() = —N(us + q(ug — ug))

dg
t—1 ) d
= dse 5?9 F
/0 (5 FO)

= [ e TG0 =)+

oF oF
+%( ) (w1 —u2) + %(') - (ur = ug)). (1.64)

Die Terme ‘g—f, %—I; und BF sind Potenzreihen ohne konstanten Term; es kann

in einigen Monomen Jedoch schon m = 1 sein, denn bei F' kann m = 2
vorkommen. Deshalb erhélt man mit denselben Mitteln, wie man (1.55) und
(1.58) gezeigt hat:

NGl < [ e G - wl
4| / e () — wly
H [ s G - wl

3CLr||(ug + q(ur — ug)) ||l (ur — u2)|lz
C'L,F((1 - Q)||U2||L + Q||U1||L)||(U1 - U2)||L
Cr.r(l|uallz + ludl|o) || (w1 — uz)]|z- (1.65)

IA NN

und damit insgesamt

1T (ur) = T(ug)l|z < Crp((Juallz + [Juzll)llur — usl[r- (1.66)
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Aufgrund der Bedingung (1.61) ist damit 7" kontrahierend auf By und T
besitzt damit einen eindeutigen Fixpunkt, die Losung der Integralgleichung
(1.30).

Zum Zeitpunkt ¢t = L? ist die Losung der Differentialgleichung also

u(z, L?) = =0 £(2) + v(x) (1.67)
mit
loll = [IN(u(x, L?))]|
<IN (u(z, L))l
< CLrlfIP?
= K(L,F)|f|* (1.68)

Die Konstante K (L, F') wird hier mit einem eigenen Namen versehen, da sie
spater noch einmal auftaucht. Im folgenden sei || f|| immer so klein gewéhlt,
dafk an dieser Stelle

K(L,F)fl <L (1.69)

gilt. Um spéter Aussagen iiber die Losung der Differentialgleichung zu be-
liebigen Zeitpunkten machen zu konnen, sei an dieser Stelle sogar etwas all-
gemeiner

KE((V7L), F)lIfll < (VTL)™ (1.70)

fiir alle
T €[1, L7 (1.71)

gefordert, d.h. die Gleichung (1.69) gelte nicht nur fiir ein festes L, sondern
fiir alle L aus einem kompakten Intervall.

Man beachte, daf die Abschitzung fiir ||v|| aus der Abschitzung (1.49) fiir
N(u) gewonnen wurde, bei der ein einzelnes Monom der Potenzreihenent-
wicklung von F'(u,u,u") betrachtet wurde. Steht in jedem Monom der Po-
tenzreihenentwicklung ein zuséitzlicher konstanter Faktor, so kann dieser di-
rekt in (1.68) hineingeschrieben werden.

Nun soll die Renormierungsgruppentransformation iteriert werden und da-
mit die Asymptotik bestimmt werden. Dazu wird der Anfangswert f(x)
geschrieben als ein Vielfaches des Gaufischen Fixpunktes f; (1.8) und einen
Restterm:

f(x) = Ao fo(x) + go() (1.72)

Dabei sei
Ay = f(0)
_ /d:cf(:c), (1.73)
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und da f#(0) = 1, ist go(0) = 0. Der Vorteil besteht darin, dak die Transfor-
mation Ry (1.5) fiir dieses gy bereits kontrahierend ist (vgl. 1.21):

C
| Rogll < —llgll- (1.74)
Aufserdem ist
lgll = IIf = FO) £l
< @+ LD
< C|fll- (1.75)

Die Renormierungsgruppentransformation ist nun

(Rf)(z) = Le V7 f(Lx)+ Lo(Lx)

(Rof)(z) + Lv(Lz

(Ro(Aofg + 90))(x) + Lv(Lx)
Ao(Ro(fg))(@) + (Rogo)(x) + Lv(Lx)
Ao fy (z) + (Rogo)(x) + Lv(Lzx)

= Aifi+o (1.76)
mit
und

g1 := Rogo + Lv(Lz) —v(0) f5. (1.78)

Dann hat auch ¢g; wieder die Eigenschaft, daf ¢;(0) = 0, denn es war go(0) =
0. Es gilt aufserdem:

A1 = Aol = [0(0)]
< loll
< Curlfl® (1.79)
(vgl. 1.68) und
[1Lv(Lz) = 0(0) fg ()| < [[Lo(La)|| + v(0) (£l
< L@ +(0)l /5]
< IR(L F)CIfIP. (1.80)

Damit kann man nun ||g;|| abschétzen:

g1l = [[Rogo + Lv(Lz) — v(0) 7|
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< [ Rogoll + [|Lv(Lz) — v(0) f5 |
C
< ol + LK (L F)C £
C
< IFI(F + LK (L, F)CI)
O IPK(L,F)O||f
— ||f||L (1 6)(ﬁ+ ( L5) || ||)
< AL, (1.81)

falls man L gro genug gewéhlt hat (in Abhéngigkeit von §) und die Gleichung
(1.69) beachtet.

Nun wird die ganze Transformation iteriert:

fn = RL”Ff
mit
Ang1 = An + 0,(0) (1.83)
und
Gn+1 = Rogn + Lv,(Lz) — v,(0) f; - (1.84)

Uber die A, und die g, soll nun gezeigt werden, daf
[An| < (C = L)|IFl (1.85)

und

lgall < CLO=(| 7. (1.86)

Der Beweis geht iiber Induktion nach n. Der Induktionsanfang n = 0 oder
n = 1 ist klar, bzw. wurde schon bewiesen (1.77 und 1.81). Seien also im
Induktionsschritt (1.85) und (1.86) fiir n schon gezeigt. Dann ist zunéchst
einmal

[fnll < {[An o1l + [lgnll
< CfIl, (1.87)

da § < 1 ist. Dabei hingt die Konstante C' nicht von n ab. Nun muf bei der
Abbildung von n nach n + 1 die Differentialgleichung

o = u' 4 Fra(u,u’ u")
= "+ L"F(L "u, L "', L *"u") (1.88)
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betrachtet werden, dabei wird ein Monom a*¥/c* aus der Potenzreihenent-
wicklung von F zu LG =23k gipick und es ist

|L"(3_i_2j_3k)aibjck| < L_"dF|aibjck|. (1.89)

Deshalb werden die Abschétzungen, die durch Betrachtung von Monomen
der Potenzreihenentwicklung von F entstanden sind, um einen Faktor L%
besser, man hat

loal < K(LF)L ™| £
< CK(L,F)L " ||f|? (1.90)

(entsprechend (1.68)) und deshalb ist
|An+1 - An| — |7};l(0)|

< onll
< CK(L,F)L™""||f|*. (1.91)

Fiir g, gilt
C ~ x
lgnsill < Zllgall + [[Lva(La) || + on (0| f5l
C
< Zllgnll + Llvall + Clloal
C —n
< Fllonll + CK(L, F)L'L™ || £ (1.92)

Nun 148t sich der Induktionsschritt durchfithren:
|An+1| < |An| + |An+1 An |

< (O = 2+ CR (L YL |

< FIC 75+ Fsy)

< wmo—i+Lin

< e -2

< 7@ - 1) (1.9

Dabei wurden die Bedingungen L > 1 und (1.69) ausgenutzt. Der Indukti-
onsschritt fiir g, lautet:

C —n
lgnall < Zllgnll + CK(L, F)LAL" || f]?
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c n
< LN pe
L6(n+1)
< (1.94)

Wiederum wurden L > 1 und (1.69) ausgenutzt. Damit sind nun (1.85) und
(1.86) bewiesen.

Es gilt fiir die A, und m > n
m—1
A = Al <D A= A
k=n

m—1
< CR(L,F)L 0|2y e hir
k=n
< CK(L,F)L ™| f|* (1.95)

Deshalb ist die Folge der A, eine Cauchyfolge, die gegen A konvergiert, und
es findet sich

[An— Al <> Ak — gy
k=n
< CK(LF)L™| f|?
< oL f). (1.96)
Insbesondere gilt N
[A = F0)] < CrrlfI” (1.97)

Jetzt kann man endlich die zu zeigende Behauptung fiir den Zeitpunkt ¢ =
L?" nachrechnen:

172 Ry o f — At f7]|
[t 2 g + (A, — A)t 2 £
75| gnll + (A — A)t73| £
Ct=2(||gal| + (A, — A))

Lén J
CLIf (5 + L7F)
CL2| fII(L™ + 1)
CL™2 L[ f|

Cs L, (1.98)

lu(at?, 1) — A7 fo (z)]|

ININ N

IA NN
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also insgesamt
0 u(ats, t) — At 3 5 (2)]| < Ct . (1.99)

Diese Abschétzung, die die zu zeigende Behauptung fiir diskrete Zeitpunkte
t = L darstellt, kann fiir alle anderen Zeitpunkte durch die Ersetzung
L? — 7L? mit 1 < 7 < L? gewonnen werden. Damit ist das Hauptresultat
fiir den irrelevanten Fall bewiesen. OJ

1.3 Der marginale Fall

Auch im marginalen Fall, in dem die Nichtlinearitdt im Laufe der Iterati-
on der Renormierungsgruppenabbildung nicht gegen 0 geht, 146t sich zeigen,
daf die Losung unter bestimmten Bedingungen gegen die Losung der linea-
ren Wiarmeleitungsgleichung geht. Hier soll nur kurz das Resultat erliutert
werden.

Beim marginalen Fall kann F' im wesentlichen nur zwei Formen annehmen.
Es ist

F=—u*+Gu,u',u") (1.100)
oder

F = 2ud + H(u,u',u")
= (u®) + H(u,u',u"). (1.101)

Dabei sind G und H irrelevant. Es wird an dieser Stelle nur der erste Fall
(1.100) betrachtet. Im zweiten Fall (1.101) handelt es sich um die Burgers-
Gleichung [Bur74| mit einem Storterm. Es wird auferdem die Funktion
skaliert, d.h. es wird A2y betrachtet, wobei A so gewahlt wird, daf

Uk=0,t=1)=1 (1.102)
ist. Wenn nun Azu die Gleichung (1.100) erfiillt, so erfiillt u die Gleichung
i =" — M+ Gy(u,u',u") (1.103)

mit
Gi(u, v/, u") = A2 G(A2u, A2/, A2u"). (1.104)
Nun kann das Hauptresultat fiir den marginalen Fall formuliert werden.

Satz. Sei
G:C*—C (1.105)
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analytisch, die Potenzreihe von G bestehe aus Monomen mit einem Grad
>4, d.h.

G(a,b,c) = Z apa™ b e (1.106)
neN?
mit
a, =0 falls |n| =ny +ng +nz < 4. (1.107)

Dann existiert fiir alle ) > 0 ein A\g > 0 und ein € > 0, so daf fiir alle A mit
0 < A < Ap und fiir alle g(x) mit ||g|| < e das Anfangswertproblem

u = u' =’ 4+ Gy(u, v u") (1.108)
u(rz,t=1) = f(z)
= i) + o) (1.109)
mit
9(0)=0 (1.110)

eine eindeutige Losung besitzt. Diese Losung erfiillt:

lim 1 (log #)' = [[u(at?, #) — (=——tlog )4 ;| =0. (1.111)
—00

2\/§7r

Der Beweis dieses Satzes findet sich in [BKL94| oder [Hie01].

Man mache sich allerdings klar, daf die Aussage des obigen Satzes schwéicher
als die Aussage des entsprechenden Satzes im irrelevanten Fall ist. Zum einen
braucht man im marginalen Fall stirkere Voraussetzungen als im irrelevan-
ten Fall, der Anfangswert muf bereits in der Ndhe der Losung der linearen
Warmeleitungsgleichung liegen. Zum anderen ist die Konvergenz gegen den
Fixpunkt f; nicht so schnell.



Kapitel 2

Bildung von Fronten

Im vorherigen Kapitel haben wir den Fall untersucht, dafs die Anfangswert-
funktion fiir grofe x gegen 0 geht. Bei vielen Reaktions-Diffusions-Systemen
(oder thermodynamischen Prozessen) ist das jedoch eine unrealistische An-
fangsbedingung, da die Konzentration des einen Stoffes (oder die Tempera-
tur) auf einer Seite grofer ist und man daran interessiert ist, wie der Stoff
sich in einer Front ausbreitet. In diesem Kapitel soll nun die Bildung und

Stabilitdt solcher Fronten untersucht werden. Wir folgen dabei wieder der
Darstellung in [BKL94|.

Betrachtet wird der Fall, dafs die Anfangswertfunktion fiir z+ — 400 nicht
gegen 0 geht, sondern gegen zwei verschiedene endliche Werte:

lim ¢(x) = uy. (2.1)

r—F00

Weiterhin sei a(u,u') eine analytische Funktion in v und «' mit a(0,0) = 0.
Betrachtet wird die Differentialgleichung

0
u = u// +u"a(u,u') + (ul)Qa_Z +u,u”8—3,
= u'(1+a)+ud,(1+a)
= J0((1+ a)ou) (2.2)
mit
u(z,1) = ¢(x). (2.3)
Die entsprechende Nichtlinearitét
0 0
F(u,v',u") = u"a(u,u’) + (u')28—z + u'u"a—Z, (2.4)

ist dann irrelevant. Wie im ersten Kapitel schauen wir uns erst einmal den
Fall a = 0 an.

33
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2.1 Der Fall a =0

Beim Fall ¢ = 0 hat man die Warmeleitungsgleichung gegeben. Dies kann
man exakt 16sen, es ist

u(z,t+1) =

1 T
T dy exp(— m o (y)

oder

m¢hx+1r=;%;/@wmmfx;yywmﬁw. (2.6

Der Ubergang t — 0o berechnet sich zu

lim w(Vtz,t+1) = ! lim 0 dy ex (—M)qﬁ(\/f)
t—o0 ’ VA t—oo | o yexp 4 Y
[ e (v —y)?
+ lim dyexp(— Vit
T [y p( T )eViy)
u_ [0 (z —y)”
= — dy ex
I p( )
Uy > ( —y)2
+—F dy exp(—
T xp( T )
e [ dzen() s [ dzen(E)
= ——(u_ zexp(—) +u zexp(——
i . p 1 + B, p A
u. [ —22 u_ [ —22
= — dzexp(——) — — dz exp(——
Var J oo p( 4 ) VAT ) g P 4 )
ot OOdze (_zQ)
_— X —_—
VAar J_, Py
T oodz —22
= u_+ (uy —u-) exp(——). (2.7)
—oo VAT 4
Die so definierte Funktion
do(z) == u_ + (up —u )e(x)
T d L2
= u_+(u+—u_)/ —Zexp(—z) (2.8)
—oo VAT 4

stellt das asymptotische Verhalten im Falle der Warmeleitungsgleichung dar,
entspricht also dem Fixpunkt f; (1.8) bei anderen Randbedingungen. e(x)
wird auch die Fehlerfunktion genannt. Daf diese Funktion ¢f tatsédchlich ein
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Fixpunkt der Renormierungsgruppentransformation mit o = 0

Rp(u(x,t)) = wu(Lz, L?) (2.9)

u(z,1) = ¢(z) (2.10)

ist, ist einzusehen, wenn man zeigt, daf e(x) ein solcher Fixpunkt ist. Das
kann man mit etwas Zeit explizit nachrechnen, es ist

_ (Le=y)? 22
e 412-1)e7 4

Ri(e(r)) =

1 / /y dz
—— [ dy
Ar(L? — 1) oo VAT
sa—yta ,(Lz—y>2+(L?2—1)(z+y—a:)2

— i#/\dy /I dze 4(L=°-1)
dm /L2 — 1 e
1 1 /‘T _ GHa(L=1))?
= —— dze iz

= e(x). (2.11)

Fiir einen schnelleren Uberzeugungsversuch betrachtet man die Fouriertrans-
formierte von (2.10)

— 1 s 1.~k

Rf(k) = L exp(=k*(1 = ) f(7) (2.12)
(man vergleiche dieses Resultat mit (1.6)). Die Fouriertransformierte der
Fehlerfunktion e(z) ist von der Form

exp(—k?)

ik
denn sie ist die Stammfunktion der Gaufkurve. Wenn man nun ignoriert,
dak diese Fouriertransformierte bei & = 0 singulér ist, glaubt man, daf e(x)

ein Fixpunkt der Renormierungsabbildung (2.10) ist, und deshalb ist ¢ ein
Fixpunkt.

ek) =C (2.13)

Das weitere Vorgehen im Falle a = 0 ist damit klar. Ein Anfangswert ¢ wird
geschrieben als

¢=¢o+ [ (2.14)
Der Restterm f fillt dann bei oo ab und erfiillt die normale Warmeleitungs-
gleichung. Aufihn kann man die Ergebnisse des irrelevanten Falles anwenden
und erwartet deshalb die Asymptotik
f(0)

SRV RRCI ] (2.15)

Dabei ist f; der Gaufssche Fixpunkt geméf (1.8).

u(z, 1) ~ ¢o(
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2.2 Der Fall a #0

Dieser Fall ist wesentlich komplizierter. Es miissen in der Formel (2.15) die
Fixpunkte ¢ und f; durch andere Funktionen ersetzt werden. Erst dann
kann das Hauptresultat formuliert werden, deshalb hier ein kurzer Uberblick:
Der Fixpunkt ¢ muf um einen Korrekturterm ¢ ergédnzt werden. Das ge-
schieht in Abschnitt (2.3). Der Korrekturterm ¢ kann zwar nicht explizit
angegeben werden, es lassen sich jedoch fiir ihn einige Abschéitzungen ma-
chen. Eine wesentliche Aussage wird sein, dak fiir kleine Anfangswerte der
Korrekturterm im Vergleich zu ¢ klein ist.

Der Fixpunkt f; muf durch eine andere Funktion als die Gaufikurve ersetzt
werden. Diese neue Funktion wird in Abschnitt (2.4) bestimmt. Sie kann
explizit angegeben werden.

Um ¢ nachher bestimmen zu kénnen, wird nun welche Differentialgleichung
sich aus der urspriinglichen Differentialgleichung durch Skalierung mit L fiir
grofse L ergibt. Wenn eine Losung u der Differentialgleichung skaliert wird,

u — uy, = u(Lx, L*t) (2.16)

so muf in der Differentialgleichung auch a umgerechnet werden durch

ul

a— ar, = a(u, f) (2.17)

Im Limes L. — oo wird a damit unabhéngig von «' und geht iiber in
a— a*(u) = a(u,u’ =0). (2.18)

Gesucht sind nun Fixpunkte ¢* der Abbildung (2.10) die die Differentialglei-
chung im Limes L — oo

= 01 +a*(u"))ou”) (2.19)
— (U*)”—F ((U*),)2§Z* + (u*)"a*
u (z,1) = ¢"(z) (2.20)
erfilllen. Um diese Differentialgleichung zu losen, ist der Ansatz
* * x -
u'(z,t) = ¢* () =: ¢(2) (2.21)

Vit

zweckméfig und man erhilt als neue Differentialgleichung fiir ¢ mit der Um-
rechnung

X

3 850
2755) ¢

W=
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(Y = 0
(u)" = %am (2.22)
die Gleichung
—%x&zqﬁ* = 0,(1 4 a*(6")0u0". (2.23)

Dabei wurde wieder x = % gesetzt. Von dieser Gleichung sucht man Lésungen
der Form

¢" = ¢y + ¢, (2.24)
dabei ist ¢ der Gauksche Fixpunkt (2.15). Die Funktion ¢ muf nun genauer
untersucht werden.

2.3 Der Restterm 1

In diesem Abschnitt wird die Funktion ¢ ndher untersucht. Es wird eine
Differentialgleichung fiir 1) hergeleitet und dann gezeigt, dafs diese Differenti-
algleichung eine eindeutige Losung besitzt. Diese Losung kann nicht explizit
angegeben werden, in einer noch zu definierenden Norm gibt es aber eine Ab-
schitzung fiir sie. Da die gesamte Beweisfithrung eher technisch ist und fiir
das Hauptresultat iiber die Losung der urspriinglichen Differentialgleichung
nicht relevant ist, kann ein ungeduldiger Leser sich auf die Lektiire des unten
bewiesenen Lemmas (2.34) beschrinken und den Beweis verschméhen.

Wir bestimmen zuerst die Differentialgleichung fiir ¢). Es war
1 k k k k
0 = 51'8(@50 + 1) + (1 + a* (¢ + ¢))0(dg + ).

= %xaw + 0(a* (g 4+ V)O(d% + 1)) + 0%, (2.25)

denn es ist )
O*ppy + §x8q§3 =0, (2.26)

wie man an der Definition (2.8) erkennt. ¢ erfiillt also die Gleichung

1 k k *
—0% = Sxdp = O(a” (¢ + ¥)(d] + ¢)). (2.27)
Um die Untersuchung dieser Differentialgleichung fortzusetzen, mufs eine
neue Norm eingefiihrt werden.
Definition. Fiir eine N-fach stetig differenzierbare Funktion wird gesetzt

|o||lw = max su (|am¢(x)|e%). (2.28)

0<m<N
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Konvergenz in dieser Norm impliziert offensichtlich L'-Konvergenz. Aufer-

dem gilt fiir zwei Funktionen f, g in dieser Norm
1f9llx < Cxll fllvllglly- (2.29)

Weiterhin sei mit d der Grad von a* bezeichnet, d.h. dafs
a*(u) ~ Cu® (2.30)

fiir kleine u ist. Wenn a und damit a¢* in 0 analytisch ist, beginnt dann die
Potenzreihe von a* erst in der Ordnung d. AuRerdem setzt man'

o = 0(a" ()0
= RS(227)|,_,- (2.31)

Nun gilt:
Lemma. Sei a : C2> — C analytisch in 0 mit d > 0 und sei N € N. Dann

existiert ein € > 0 so dab falls |u4| < e ist, die Gleichung

1 * * *
—0* — Sxd = O(a” (65 + ¥)0(6] + ¢)) (2.32)
eine eindeutige Losung besitzt. Diese Losung erfiillt
[ —olly < Ce™! (2.33)
lelly < Cet. (2.34)
Beweis. Die Ausgangsgleichung ist von der Form
A = 0(a* (¢ + ¥)0(¢ + ¢)) (2.35)
mit
5 1
A=-0"— 53:8. (2.36)
Setzt man nun
h = Ay (2.37)
so schreibt sie sich als?
h = 0(a* (¢ + A 'h)O(¢5 + A 'h))
(2.38)

=. Zbo + N(h)

L RS bezeichnet die rechte Seite einer Gleichung, LS die linke Seite.
2Bei dieser Schreibweise wird natiirlich die Invertierbarkeit von A vorausgesetzt. Né-

heres findet man im Anhang im Abschnitt iiber die Mehlersche Formel.
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Diese Fixpunktgleichung wird wie im Beweis zum irrelevanten Fall behandelt,
wir zeigen, daf die Abbildung

T(u) =1y + N(u) (2.39)
fiir ein kleines € > 0 den Ball
B = {ul||lu—1lly <€} (2.40)

auf sich selbst abbildet und kontrahierend ist. Dazu muf [|[N(h)||y genauer
untersucht werden. Es ist

Yo+ N(h) = 0(a*(dg+ A 1h)3¢>o) +0(a*(¢g + AT'h)O(A™"h))
= 0 ( (qﬁs)“wh)laqﬁz)
+0(a* (d)é +A 1h)(’)(A*lh)). (2.41)
Also ist

00 k
) (Za > (1) e 1h>la¢’a>
k=d
+0(a* (¢ + A Th)O(A1h)). (2.42)
N(h) ist eine analytische Funktion in A~'h, 9A~'h und 0*A~'h. Mit der
Umschreibung

PATh=(—-A- %xa)Alh =—h— %x@Alh (2.43)

erhiilt man, daf N (h) analytisch in A~'h, 9A~'h und xdA~'h ist. Wir wollen
nun annehmen, dafs folgendes gilt:

Hilfssatz. Die Operatoren A='h, A='h und 20A~'h sind stetig in der
Norm (2.28).

Der Beweis dieses Hilfssatzes erfolgt am Ende dieses Abschnittes.

Dann sind die entsprechenden Operatoren beschrinkt, denn ein linearer Ope-

rator O ist genau dann stetig, wenn ||Of||y < C||f]|x gilt. Nun kénnen wir
N(h) abschétzen. Aus der Definition von ¢§ (2.8) und der von v (2.31) folgt

[ol[v < Cae™. (2.44)
Deshalb gilt im Banachraum (2.40)
Jul|v < Coe. (2.45)
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Aus der expliziten Form fiir N (2.42) und dem Hilfssatz folgt damit
IN(u)||y < Cae™. (2.46)

Also bildet T die Kugel B fiir kleines € auf sich selbst ab. Um Kontraktion
von T zu zeigen, benutzen wir denselben Trick mit der Ableitung von N wie
im irrelevanten Fall (man vergleiche mit (1.63)) und erhalten

IN(h1) = N(ho)lly < Cac[|hy — ha |- (2.47)

Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit der Losung gezeigt.

Um die Abschéitzungen fiir den Fixpunkt h zu zeigen, bemerkt man zuerst,
daf

1hllx < lollx + [IN(B)]ly < Coe™! (2.48)
gilt. Aufgrund der Stetigkeit von A~! gilt
[lly < Coe™t (2.49)

und
[ — oy < Coe®™. (2.50)

Zum Abschluf mufs noch der Hilfssatz bewiesen werden. Fiir einen Operator
O e {A 1A 20A" '} muk gezeigt werden, daf

|OR|ly < ClhlIx (2.51)
gilt. Aufgrund der Normdefinition reicht es
, 22
|0'Oh| < Ce 5 ||h||y Vi€ {l,..,N} (2.52)

zu zeigen. Betrachtet man die Moglichkeiten, die fiir O gegeben sind, so
reicht es

(14 |2))0"(A™'h)(2)| < C'e_%HhHN Vie {1,.,N+1} (2.53)

zu zeigen. Wie im Abschnitt (5.3) des Anhangs dargelegt ist, bestimmt sich
der Kern von A~! mit Hilfe der Mehlerschen Formel zu

_t
_1(@—e”2y)?

TR (2.54)

[MES

_ 1 [ e
A 1(1’,y) = 5 . dt\/;\/—_iefte

=: /OO dtMy(z,y). (2.55)
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Dieser Kern wird aufgespalten

ANz, y) = /dtMt(x,y)—i-/ dtMy(x,y)
0 T
= MY+ M@ (2.56)

und die beiden Terme werden einzeln abgeschitzt. Fiir M® wird

POrm@| = | [t [ dydisnannt)

o0 . 2
< [ at [ el F il @57

benutzt. Um |0% M, (z,y)| genauer zu untersuchen, bemerken wir zuerst, daf
ganz allgemein fiir ein Polynom zweiten Grades f(z) aufgrund der Ketten-
regel

§ef®) = Py(f/(), f")el@ (2.58)

gilt. Der Term P; der aus den inneren Ableitungen besteht, ist dabei ein
Polynom in f’ und f”, er besteht aus Termen der Gestalt (f")%(f")" mit
a+b>*%(da f” =0) und enthilt einen Term (f’)". Wendet man das auf
den Kern von A~! an, ergibt sich

. _;(w*e_%y)2 1 . _l(m—e_%y)2
PeTTT < O Gl = Ty
_6_ B
; _t .
(VO Ci (ot it Gt i et
< VRS ‘
7 — e t)3
t
1 ; 15 (e—e 2y)°
< Ci e T ah (2.59)

[VIEN

(Vo) (L= e

Fiir den vollen Kern bedeutet das fiir alle 9 die Abschitzung

(SRS

t
C; e ! _1-d @ 2y)?

Vo —enien’ T (260

Das dann noch zu betrachtende Integral in (2.57) 14t sich exakt 16sen

_ z767£ 2 2 T IZ
/dyeﬁ“aﬁyf% _ 2V e T T (2.61)
_¢ 1
\/(1 - 5)1:% +3
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und damit bekommen wir fiir grofles 7 und entsprechend kleines § die Schran-
ke?

i (2 < i
PO < Wi [

V=0 +
< Cillbllve* (2:62)
Dieselbe Abschiitzung gilt fiir |z||0*(M @ h)(z)|. Zusammen gilt also
(1+ |2)|0 (M@ h)(x)| < C|lhllxe s Vi€ {0,..N +1}. (2.63)
Um M® abzuschitzen, bemerken wir zuerst, daf§
O My(z,y) = —eéayMt(x, Y) (2.64)

gilt, und deshalb erhilt man durch partielle Integration
o OnGa)| = | [ det [ ol 0,0 (e.)n)
= 1 [ et [ ayor Mo ),
:|Aﬁﬁ£/@@mmm%wwn (2.65)

Durch Einsatz der Formeln (2.60) und (2.61) und da 7 und ¢ fest gilt

t

. T (i—1)t C e~ 15 (@—e 2y)? 2

EMORE) < il [ e [y e e
; al—c?)

MBS

_1=s5_ %
e 4 14+(1—-28)e—t

C G-vr /T e
hlly—=e 2 dt
|| ||N\/g 0 (1 _ 67t) \/(1 B 5) e—t 4+ %

1-e-t

[SIES

IN

@_% _1=5_ 22
4 1+(1—28)et f(t) (266)

< Crgllblln [ di
0

Dabei ist der Restterm

f(t) = ! (2.67)

VA=)t +1(1—et)

3 An dieser Stelle werden 7 und § fest gewhlt.
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in ¢ beschrinkt. Da e ! < 1—+t ist, kann man im Integral noch weiter abschét-
zen:
1-9 x? < 1=d (1L+t)2?
4 1+ (1—-2§et — 4 2(1—=0)+t
_ z? ta?
8+ L 84+ 2L
o a? 562(—14%5) ta?
8 8(8+%L) 84
2 ta? 2(1-6)—1
= — - —(———5F+—). 2.68
8 8 (2(1 —d)+ t) (2:68)
Um (2.66) weiter zu behandeln, braucht nur noch
T —Ctx2-1t C
At < = (2.69)
0 (1—e7?) 7]
gezeigt zu werden. Aber das ist klar, denn es ist
T 7Ctz —3
sup \/7|:1:| <C (2.70)
aufgrund von
T —Cta*-t o=
|:1:| <c / g
0 ( V(1 —e
“3vem — 1
=C 1— arctanve” — 1.  (2.71)
— 6*7'
Damit wurde
(14 |z))|*(MDh)(x)] < C||h||ve~F Vi€ {0,..N +1} (2.72)
gezeigt? und der Hilfssatz und das Lemma sind damit bewiesen. 0

2.4 Die Fixpunkte v* und f*

Mit der Bestimmung von ¢ ist der dem Fixpunkt (2.15) entsprechende Fix-
punkt fiir den Fall a # 0 bekannt. Nun wird die Losung u der urspriinglichen

*Aus der Beweisstruktur des Hilfssatzes folgt iibrigens sofort, daf auch der Operator

T"OAT! stetig ist.
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Differentialgleichung (2.2) geschrieben als
x

u(z,t) = ¢*(\/E
= u*(x,t) + v(x,t). (2.73)

) +v(z,t)

Dann wird die Gleichung fiir v ausgerechnet. Es ist mit (2.2) und (2.19)

v = O((1+a(u))(Ou* + dv)) —a*
= 0((1+ a(uw))0ov) + (1 + a(u))ou*) — ((1 + a* (u*))ou")

= O((1+a(u))ov+ (a(u) — a*(u"))ou™) (2.74)

und v erfiillt die Anfangswertbedingung
v(z, 1) = f(x) (2.75)
Igrinoof(x) = 0. (2.76)

Die Gleichungen fiir v erinnern an den Gaufsschen Fixpunkt. Benutzt wird
die aus dem ersten Kapitel bekannte Renormierungsgruppentransformation

Ryf = Lv(Lxz, L?)
=: wvg(z,1). (2.77)
Um den Fixpunkt v* unter dieser Transformation zu bestimmen, mufs die Dif-

ferentialgleichung fiir vy, ausgerechnet werden, dann wird an ihr der limy,_,
ausgefithrt. Es ist

vy = L*0(Lx, L*t)
L* (1 + a)0*v + 0adv — (0°u*)(a — a*) — d(a — a*)Ou*)

S0
(2.78)
Fiihrt man die Notation ein
ap, = a(u*+ %, Za( Y4+ %))
= a(Lz, L*t) (2.79)
so rechnet man weiter
LP(1+ a)aQU‘x_)Lx’t_)L% = (14 ap)0v; (1)
L38a6v‘x_)Lx’t_)L2t = Oarovr,
L*(0%u*)(a — a*)‘QJ‘_)L:E’t_”:21t = L((ar — a*(u*))0*u*)
L*(0u*)0(a — a*)‘x%Lm’HL21t = L((0u*)0(ar —a*(u™)))  (2.80)
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und bekommt die Gleichung
v = 0((1 + ar)Ovr, + L(ag, — a*(u”))0u™). (2.81)

Von dieser Gleichung wird jetzt der Limes L. — oo bestimmt. Es ist klar,
daf
A(1 + ap)0v, =% 9(1 + a* (u*))dv* (2.82)

gilt. Um die Asymptotik des anderen Terms zu bestimmen, wird a in eine
Potenzreihe entwickelt:
a= Z W™ (u)™ (2.83)
n,m

und es ist

(2.84)

Die Terme mit m > 1 gehen fiir L — oo gegen 0, die beim Ausmultiplizieren
des (...)"-Termes im Fall n,m = n,0 auftretenden (u*)"-Terme heben sich
weg, die ebenfalls dabei entstehenden (u*)”(%)Y-Terme mit y > 2 gehen
gegen (. Damit hat man

L(ap, — a*(u")) iy Z v o (u*)" ' nu* + Z Q1 (u”)"Ou”
n=0 n=0

= 0"0a"(u") + %(u ,0)0u’. (2.85)
Setzt man das ein, ergibt das als Differentialgleichung fiir v* :
. % % % * aa % *\ 2
v* = 0[0(1 + a*(u"))v*] + %(u ,0)(0u™)”. (2.86)

Fiir dieses v* macht man nun den Ansatz

o () = — (L

VWV

Mit den iiblichen Ersetzungsregeln, (analog zu 2.22), erhélt man als neue
Differentialgleichung fiir f* :

). (2.87)

d (a (L +a" (") f) + %:cf* + w) =0. (2.88)
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Dabei wurde die Notation

o= 20 (4, 0)(06°)" (2.89)

benutzt.

Diese Differentialgleichung 14kt sich sogar explizit 16sen. Zuerst wird (2.88)
einmal integriert:

O((1+a* (") f*) + %xf* +w=C (2.90)

Da lim, 4 f = 0 und lim,_,4 f' = 0 sein soll, muk C' = 0 gelten und man
gelangt zu der Gleichung

af = <_71¢)> <(aa*(¢*) + %x)f* +w> : (2.91)

1+ a*(

Das ist eine Differentialgleichung von der Form

y' =—P(2)y + Q(z), (2.92)
die allgemeine Losung lautet [For77]
y(z) = e I 4P0) (C’ +/ dzh(z)elo dzp(z)) : (2.93)
0

In diesem Falle also

@) = exp {—1 / dyw}

2 1+ a*(¢*)
N /:r ol )e% Sy dr=2Re ) 290
+ w .
0 M I+ a*(df‘)

Dabei sei N so gewédhlt, daf f* normiert ist:
F5(0) = 1. (2.95)

Man beachte, dak fiir ein kleines ¢* (d.h. fiir kleine Anfangswerte u.) f* bzw.
v* in den Gaufschen Fixpunkt iibergehen, denn die Differentialgleichung fiir
v* geht dann in die Warmeleitungsgleichung iiber.

2.5 Das Hauptresultat fiir Fronten

Da jetzt die Fixpunkte der Renormierungsabbildungen bekannt sind, kann
bald das Hauptresultat formuliert werden. Vorher mufs aber noch eine neue
Norm festgelegt werden, in der Konvergenz gezeigt werden soll.
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2.5.1 Eine neue Norm

Definition. Sei x eine glatte, positive Funktion mit kompaktem Triger
C [-1,1], so dak die Verschiebungen

Xu(2) == X(7 —n) (2.96)

eine Zerlegung der Eins bilden. Dann wird die Norm durch

Ifl = sup  (1+n*)(1+ k)| xadif (R)] (2.97)

neZ;keR;i<2

definiert.

Anschaulich gesprochen ist eine Funktion in dieser Norm endlich, wenn sie
und ihre erste und zweite Ableitung fiir grofe = wie x4 abfallen, aufgrund des
(1 + n?)-Faktors. Aukerdem muf k?f wie k=2 abfallen, f also wie k~*. Diese
Bedingungen werden unten im Beweis von Bemerkung 3 noch préazisiert. Die
Norm hat folgende Eigenschaften:

Bemerkung 1. Seien y, und &, zwei verschiedene Zerlegungen der Eins.
Dann sind die entsprechenden Normen #dquivalent, genauer gilt:

1l < 3/l (2.98)
1flle < 3l fll (2.99)
Beweis. Es ist
o n+1 ‘ .
a0 f(k)| < /dx > (E@) xn (@) 10°f ()] |e™*7))
j=n—1
<&@ f )|+ &I TE)| _ + @S 0]
(2.100)

und durch die Bildung des Supremums iiber k£ und n ergibt sich die Behaup-
tung. 0]

Bemerkung 2. Konvergenz in der Norm (2.97) impliziert L'- und L°°-
Konvergenz fiir die im spiteren Hauptresultat dieses Kapitels betrachtete
Funktion.

Beweis. Die L'- und L*®-Konvergenz folgt aus einer Gleichung, die beim

Beweis des Hauptresultates gezeigt wird. Man vergleiche die Fufsnote zu der
Gleichung (2.147). O

Bemerkung 3. f* seine erste und zweite Ableitung und 0¢* und seine
Ableitungen sind in der Norm (2.97) endlich.
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Beweis. Um fiir eine Funktion f Endlichkeit in der Norm (2.97) zu zeigen,
reicht es, fiir - = 0,1, 2 die Abschitzungen

1

X2 0'f (k)| < Cﬁfﬁﬁﬁvmk (2.101)
X2 0'f (k)| < C&Zijgzﬁjg Vi, n (2.102)
zu zeigen. Dann gilt ndmlich
. 1+ k2
4 2 ; < .
1+n)A+E) O f (k)] < Cryzg (2.103)
1+ nt

(140 (1+E) D f(R)] < Co

und damit ist die linke Seite von (2.104) beschrénkt, denn das Minimum der
rechten Seiten von (2.104) ist beschréankt. Wire dem nicht so, d.h. wére fiir
ein grofses C'

1+nt
C < Cgm (2.105)
1+ &
— 2.1
cC < O T+l ( 06)
so wiirde )
1+n') > 1+n' 2.107
(1Y) > 5 (1+n) (2.107)
mit einem Widerspruch folgen.
Um nun (2.101) zu zeigen, benutzt man
GO 0] < [ del @0 )
< 2 sup |0'f(2)). (2.108)

z€[n—1,n+1]
Fiir (2.102) benutzt man, daf die Fouriertransformierte von yx, und allen
seinen Ableitungen existiert, und deshalb X, fiir grofe k schneller als jede

Potenz abfillt. Wenn man weiterhin voraussetzt, daf f wie k¢ abfiillt,
kommt man zu

e ~——

XD f(B)] = [Xn % O]
< c / 0o T(@) |0 f (K — )
1 1
C/da1+a10|1+(k—a)4|

¢
(14 k2)%

IN

IN

(2.109)
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Nun wird 0¢* betrachtet. Es ist 0¢* = 0¢y + 0. 0¢; ist die Gaukkurve und
fallt im Orts- und Impulsraum exponentiell ab, erfiillt also die durch (2.101,
2.108, 2.109) gegebenen Bedingungen. Da ¢ in der Norm (2.28) endlich ist,
fallt es (und alle seine Ableitungen) im Orts- und Impulsraum exponentiell
ab. Damit ist die Endlichkeit von 0¢* und seinen Ableitungen gezeigt.

Fir f* muk (2.94) betrachtet werden. Da ¢* fiir grofe = konstant wird, gilt
in (2.94)

lf(;y dzz+26a:¢5¢;‘)
e? TFax(o y>1 I
~ (Cet? (2.110)

1+ a*(¢*)
und da ¢(z) R Ce=% gilt, ist w(z) R Ce= und deshalb

%foy dzzﬁaazdgf;)
e ax >1
T o () ~ Cux. (2.111)

Aufgrund der Exponentialfunktion in (2.94) fillt damit f* fiir grofe z stark
ab, und damit ist die Behauptung bewiesen. 0]

N /0 " dyly)

2.5.2 Das Hauptresultat

Das Hauptresultat im Falle der Frontenbildung ist in gewisser Weise dhnlich
zu dem des irrelevanten Falles. Die Losung der Differentialgleichung geht
mit derselben zeitlichen Asymptotik gegen eine Funktion. Diese Funktion
besteht aus einem Term ¢*, der die Frontenbildung beschreibt, und einem
Term f*, der den Abfall der von der Front abweichenden Funktionswerte
beschreibt.

Satz. Sei a : C2 — C analytisch bei 0, mit Grad d > 0, und § > 0 gegeben.
Dann existiert ein € > 0 so daf, falls |uy| < e und || f|| < €sind, die Gleichung

o = 0(1+ a(u.0u)ou) (2.112)
u(z,1) = ¢"(z) + f(2) (2.113)
eine eindeutige Losung besitzt. Diese Losung erfiillt die Asymptotik

Jim 70 u(Vix, t) — ¢*(z) — L\/%)

Dabei sind ¢* und f* durch (2.24) bzw. (2.94) gegeben.

Beweis. Die Strategie des Beweises ist einfach. Es wird die Differenz w zwi-
schen der Losung und der vermuteten Asymptotik betrachtet. Diese Funkti-
on w erfiillt dann die Warmeleitungsgleichung (2.126) mit einer marginalen

F (@) = 0. (2.114)
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Nichtlinearitdt K. Fiir ein endliches Zeitintervall wird Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung mit dem Banachschen Fixpunktsatz gezeigt. Dann wird
die Renormierungsgruppenabbildung studiert. Der Beweis der Kontraktion
dieser Abbildung (2.184) ist technisch. Schlielich wird die Tteration der
Abbildung betrachtet und die Asymptotik gezeigt.

Die Losung wird wie in (2.73) geschrieben als
u(z,t) = u*(z,t) + v(z, t). (2.115)
v erfiillt dann die Gleichung (2.74)

v = 0((1+4a)dv+ (a(u) — a*(u*)ou") (2.116)
v(z,1) = f(x), (2.117)

und die Renormierungsabbildung lautet
Ry f = Lv(Lxz, L?). (2.118)

Nun wird der Anfangswert f geschrieben als

f=Fr0)f"+g, (2.119)
und dann ist g(0) = 0, da f* normiert ist. Weiterhin wird v aufgespalten in
fO)
vz, t) = —F—f(—&)+ , b
(z,1) i A \/E) w(z, t)

=: v*(x,t) + w(x,t). (2.120)

Man beachte dabei den anderen Vorfaktor von v* als in (2.87). Es soll ein
Anfangswertproblem fiir w bestimmt werden. ¢ ist der Anfangswert fiir w.
Um eine Aussage iiber ||g|| zu bekommen, benutzt man

FOI = 1D xaf0)]
< D I f(0)

1 —_
< 1+ 0" (14 k) |xa0
< ;Hn@}:}z( 1t (1L + K [xad (k)]

< Clfll (2.121)
und da || f*]| < C ist, erhélt man

ClIfl (2.122)
Ce. (2.123)

9]l

IAIN
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Nun wird die Differentialgleichung fiir w ausgerechnet, es ist nach (2.117)
v* + 1 = Ovda + (1 + a)0*v + (0u*)d(a — a*) + (a — a*)?u*  (2.124)

und gemék (2.86) gilt

0" = 0(vda* + (1 + a*)ov*) + %(u*, 0)(Au")2. (2.125)
Uu

Fafit man zusammen, ergibt das

W = (Ov* + 0w)da + (1 +a)d*v* + (1 + a)0*w
D010 — ) + 0~ a")oPu —
= 0*w+ d(adw) + d(adv*) + 0*v* + (Ou*)d(a — a*)
+(a — a*)0?u* — d(via* + (1 + a*)ov*)
(% (o, 0) (@)?)
= 0*w + 0(adw) + d(adv*) — A(a*dv*) + (Ou*)d(a — a*)

+(a — a*)0?u* — d(vda*) — 8(%@*, 0)(0u*)?)

= 0w+ 0((a —a*)Ov* + 0(adw) + ((a — a*)Ou*)
00 0a") — (S (u, 0)(2u))

. Pwsk (2.126)

w erfiillt also eine Warmeleitungsgleichung mit einer Nichtlinearitét

K = 9[(a—a")ov* + 8(adw) + d([a — a*]ou*) —

—0(v*0a*) — 3(%@*, 0)(0u*)?)]. (2.127)

Die genaue Form von K ist fiir das weitere Vorgehen nicht wichtig. Benotigt
werden aber die folgenden Eigenschaften:

e Esist a = a(u,u') mit u = u* + v* 4+ w, also ist K eine Potenzreihe in
u*, Ou*, 0%u*, v*, Ov*, 0%v*, w, Ow und *w

e K hat keinen Term der Form (u*)".

e Da a keinen konstanten Term besitzt, hat K keinen linearen Term.
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Nun lautet die Renormierungsgruppentransformation fiir v
Riv = Lv(Lx, L?), (2.128)
und deshalb braucht man Abschédtzungen fiir
L"w(L"x, L") = Ry, g, w. (2.129)

Bei der Renormierungsabbildung wird die Nichtlinearitit K geméf (8) ska-
liert. Das geschieht, indem man die Terme in K ersetzt gemif den Regeln

6iv* SN L—l—iaiv*

Ow — L 70w

ou* — L7'0'u* (2.130)
(zu der letzten Zeile vergleiche man (2.10)) und das Ganze mit L* multipli-

ziert:
K,.1 = L’K,(Ersetzungen). (2.131)

Nun muf bestimmt werden, wie sich die einzelnen Terme von K unter diesen
Ersetzungen verhalten. Fiir einen einzelnen Term von K wird gesetzt

d = ng + Ny + Ny — 3. (2.132)

Dabei sind n,, bzw. n,- die Anzahl von 0w bzw. d"v*-Faktoren und ny ist
die Gesamtzahl der Ableitungen. Ein Term heifft nun

irrelevant < d >0
marginal & d=0
relevant < d < 0.

In K kommen jedoch keine relevanten Terme vor. Jeder Term von K enhilt
namlich entweder zwei Ableitungen und einen w - oder v* -Faktor, oder drei
oder mehr Ableitungen.® Marginale Terme kommen jedoch in K vor, sie sind
von der Form (u*)!9?w oder (u*)'du*Ow.

Nun kommt der eigentliche Beweis. Ziel ist es, eine Abschétzung fiir || Rp» xg||
zu finden. Zuerst wird die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung gezeigt.

Analog zum Beweis des irrelevanten Falles beim Gaufschen Fixpunkt wird
die Integralgleichung

t—1
w(t) = eV 4+ / dse’® K (t — s) (2.133)
0

"Der einzige Term, bei dem das nicht offensichtlich ist, ist der d(a — a*)du*-Term,
aufgrund der Definition von a* enthdlt (a — a*) jedoch Ableitungen.
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betrachtet. Fiir die durch sie definierte Abbildung T'(u) soll ein Fixpunkt
gefunden werden. Benutzt wird dabei die Norm

|w|lz = sup [Jw]]. (2.134)
te[1,L2]

Dazu mufs ein allgemeiner Term in der Potenzreihenentwicklung von K ab-
geschiitzt werden. Es wird also eine Schranke fiir

alr) = /0_ dse’? (u* (z,t — ) F(z,t — s)
= [ s [waepe o) (2159

benétigt. Dabei stellt (u*)!'F' einen Term von K dar, es ist [ > 0, und F ist
ein nichtleeres Produkt von (9)v*, (0)w und du*. Wenn [ = 0 ist, so hat F'
mindestens zwei Faktoren. A(x,y) stellt den Kern der Gaukfaltung dar:

Alz,y) = \/% exp {—%} : (2.136)

a(x) wird als Summe geschrieben:
Y ()
Z/O_ dS/dyA(x,y)xm(y)(U*(y))lF(y). (2.137)

Um nun iiber ||«| etwas aussagen zu konnen, braucht man fiir 7 = 0, 1, 2 eine
Schranke fiir

Bran = sup |(1 + £2) Xn® i (k)| (2.138)
kER

Nun werden zwei Fille unterschieden:

Erster Fall: |m —n| > 2.
Hier haben x,, und x, einen disjunkten Triger, und deshalb ist in A(z,y)
immer x # y. Es gilt

li\r‘% A(xz,y) =0. (2.139)

Bmn wird umgeschrieben zu

Bmn = sup|/d:1:e ds/dy1—62
0

Az, )X (y) (W) F(y (2.140)
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und einzelne Terme davon betrachtet. Da |z — y| > ¢ > 0 ist, gilt

09 A(z, y)| < CjeIm= (2.141)
und da in (2.140) immer j < 4 ist, hat man

7 Az, y)| < Ce Ml (2.142)
Fiir F(y) braucht man die Hilfsformel

10" Flloo < £ lIw (2.143)

fiir beliebiges f und i < N, die offensichlich aus der Definition der ||| y-Norm
folgt. Damit gilt

10"1* || oo 10" ¢l o0 + ||?W}||oo
luy —u_|l|0"e(z) |l + [[¢]| v
Ce + Cett!

Ce. (2.144)

IA AN CIN N

Dabei wurde (2.34) benutzt. Analog gilt

< A0 [0
< C|Ifl
< Ce. (2.145)

10" |

Auferdem 1iRt sich |0'w(x)| abschiitzen
Ow(x)] <Y xa(@)dw(a)]
< | [ ket 5w
< 3 [ arorum)
(14 n)(1+ 1) [xud o (F)
<
< 3 [ty

+n')(1+ £?)
< Clul. (2.146)

Damit eine Abschitzung von ||ay,|| durch eine Schranke von |3, ,| moglich

ist, muf in der Abschitzung fiir |5, ein Faktor L stehen. Dehalb wird
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nun

Cllw]]
1+ m?

/dy|xm(y)6iw(y)| < (2.147)

bewiesen. Sei dazu ¢,, € L? eine glatte Funktion, die auf dem Triger von
Xm konstant eins ist, so daf also

Xm®Pm = Xm (2.148)

gilt. Dann wird gerechnet:

/ Ay ()P0 (y)| = / Ay (1) S0 ()|

< </ dy|¢(y)|2>% </dy|xm(y)3iw(y)l2>2

<o/ dklﬁv(k)F)%

1wl o)
< dk
- C(/ |1+m41+k2|
Cjw)|
14+ m4’

< (2.149)

Dabei wurde die Holdersche Ungleichung und Plancherel benutzt. Fiir 9'u*(0 <
i <2 ) und d"v* gilt analog

~ Ce
7k < .
[t wl < oo (2.150)
- Ce
"v* < 2.151
[ o wl < o 2.151)
denn es ist
'l < 1F )£l
< Ce (2.152)
[u*] < Ce. (2.153)

Dabei kann (2.153) mit einer zu (2.144) analogen Rechnung verifiziert werden.

Nun kann endgiiltig (2.140) abgeschéitzt werden. Das dz-Integral ergibt we-
gen Y, () einen konstanten Faktor. Das ds-Integral lifit sich durch C'L? ab-
schétzen, da der Integrand fiir grofe s abfillt und fiir kleine s wegen (2.139)

6 Aus dieser Gleichung fiir den Fall i = 0 folgt L!-Konvergenz, aus der Gleichung (2.146)
fiir i = 0 folgt L°°-Konvergenz.
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beschriinkt ist. Die Faktoren (u*)! werden durch (2.144) beschrinkt. Ein
Faktor aus F(y) wird mittels (2.147), (2.150) oder (2.151) abgeschétzt, die
anderen durch (2.144), (2.145) oder (2.146). So erhélt man:

Bm,n S LZCZ+M+N67\m7n\€l+M||w||g_ (2154)

Dabei ist M die Anzahl der 0*v* bzw. 0'u*-Faktoren in F und N die Anzahl
der 0'w-Faktoren in F'(y). Da K keinen linearen Term enthilt, ist [+M+N >
2.

Zweiter Fall: |m —n| < 2.

In diesen Falle hat man (2.139) nicht zur Verfiigung. Als Kompensation
muf jedoch nicht iiber alle m € Z summiert werden. Mit der Notation
fmn = dm(u*)!, wobei ¢, wie in (2.148) definiert ist, gilt

P

XD am(k) = Yo (ai / dses62¢mxm<u*>lF)

— /ds/dp%(k —p)(ip)ie_”ﬁ?; * Xm F'

- / s / dpdgu(k — p)(ip)'e ™ fuu(p — )X F (q)-
(2.155)

Es sollen die Faktoren auf der rechten Seite einzeln abgeschitzt werden. Es
ist

Xn(k —p)| = IX(k—p)
C

< -
1+ k=l

Vi e N, (2.156)

denn da die Fouriertransformierte von y und allen seine Ableitungen existiert,
fillt sie schneller als jede Potenz ab. Weiterhin ist

0" (u*)'| < Cy(Ce)’ (2.157)
(man vergleiche dazu die Rechnung (2.144)) und deshalb gilt
[ast+ oryonteyt < [ doiontu)|+ [ dal = o oY
Col+ Y /dx|ai¢maﬂ’(u*)l|

i,
i+j=2r

C,(Ce). (2.158)

IN

IN
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Damit 14t sich weiterrechnen:

L+ (p—q)”
L+ (p—q)
1 .

drl(1 _82 r - «\I _i(p—q)x
o [ el (0 ) e
C,(Ce)
L+ (p—q)”

Auferdem léafst sich zeigen:

fmlp—q)| = | || (u*) (p — q)]

(2.159)

CN+M€M||U)||N

(1 +m"(1+¢*)

XmF(g)] < (2.160)

Der Beweis dieser Formel geht wie folgt. Es ist

vl 1+m(1+ k%), ——
|Xmalw| < ( )( )|Xmalw|

(2.161)

und ganz analog folgt

—~— —_—

Owk)] < 1Y xudw(k)]

IN

(2.162)

us (k)] < ——3 (2.163)
0o (k)| < (2.164)
Damit ist, mit der Notation f € {u*,v*,w} und g € {u*,v*},
X F| =[x = (@)™ (5)™]
C¥ MM Y

 (+mh(+¢?)

(2.165)

Dabei wurde die Faltungsformel (1.46) benutzt. (2.160) ist damit gezeigt.
Als letzte Ungleichung vor der Abschitzung von (2.155) braucht man noch

t—1
/ ds|plie=*"" < C'L?, (2.166)
0
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und damit gilt:

. Ce)’
WO (k ds [ dpd l Cr
XnC /S/MHIk 1+ (p—q)

CN MM ]|

(1+m*)(1+¢?)
CLQCN+M+l6M+l||w||N

S T e

Dabei wurde wiederum (1.46) benutzt, um die Faltungen auszufiihren. Im-
gesamt hat man damit fiir den Fall |m —n| < 2:

CI?

(2.167)

B = S‘ip (1 + kQ)XnaiO‘m(kﬂ
CL20N+M+l€M+l||’LU||N

(14 m*)

< (2.168)

Nun kann man endlich ||| bestimmen:
lall =1 ol
m

< sup(1+ 7)Y [
n m

1+n

< L2CN+MH MHHU)“NSHPZ

< LPONTMAMEL | N, (2.169)

Die dabei benutzte Tatsache, dafs

supz eIl < | (2.170)

wird spéter bei einer Rechnung noch klar werden. Man vergleiche dazu die
Fufinote zu (2.196).

Jetzt 1dft sich mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung zeigen. Betrachtet wird der Banachraum

By = {w, ||V g —w|, < |gl| < Ce} (2.171)
und die Abbildung

—: g;+ N(w). (2.172)
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Damit T' die Kugel By in sich abbildet, muf ||N(w)||;, abgeschitzt werden.
Es besteht N(w) in der Potenzreihenentwicklung von K aus Termen mit
[+ N + M > 2 mit der Abschitzung von a und den Relationen

(t—1)02

e gl < Clgl
< Ce (2.173)
lwll, < Ce (2.174)

kann man N (u) fiir kleine € durch den Term mit [ + N + M = 2 bestimmen,
es ergibt sich
IN(w)|l < L*Caé’. (2.175)

Man vergleiche dazu auch die entsprechenden Gleichungen des irrelevanten

Falles. Um Kontraktion zu zeigen wird eine Schranke fiir || N(wq) — N(w2)||

benotigt. Mit den gleichen Rechnungen wie im irrelevanten Fall ergibt sich
IN(w1) = N(wa)|| < CL*(Jlwi]| + Jwallp)llwr — wallz

S L26||’w1 —’U)QHL (2176)

Damit hat man die eindeutige Losung

w(z, L?) = e~ g(z) + v(x) (2.177)
mit
ol < IN(w)ll.
< Crae(e +[lg]]) (2.178)
< Orgeé’ (2.179)

Der erste Term (€®) in (2.178) kommt dabei von dem Falle, dak N = 0,1 +
M > 2 ist, der zweite Term (¢€||g||) von dem Fall, dak N > 1,1+ M > 1 ist.
Damit ist Existenz und Eindeutigkeit der Losung bewiesen.

Nun kann die Renormierungstransformation
Rg = Lw(Lxz, L?) (2.180)

untersucht werden. Man macht sich zuerst einmal klar, daff R die Bedin-
gung ¢(0) = 0 erhélt. Es ist ndmlich K von der Form 0[A], wobei [A] im
Unendlichen abfillt, und deshalb ist

/de = A]®_=0. (2.181)
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6t/d:cw(:c,t) = /d:ratw
= /dx82w+/de
= /dx@Qw

= ow|®,
- 0. (2.182)

Damit ist

Die Aussage iiber Rg, die nun gezeigt werden soll, ist
| Ryl | Rog + Lo(L-)||

C
7 gl + Crae(e +llall). (2.183)

A=l

Aufgrund von (2.178) reicht es

2_
[ Rogl| ILe™ Vg (L-)]|

A=l

C
gl (2184

zu zeigen. Die nun folgende Rechnung ist etwas technisch. R, wird als
Integralkern dargestellt

Rog = /dyG(x,y)g(y) (2.185)

G(z,y) (2.186)

2

L (flf Dl
" Vir, / (1=4)
Die Darstellung erhilt man leicht mit Substitution aus dem Kern (2.136) der
Gauffaltung. Mit dieser Notation ist

[Rogll = sup(1 +n%)]| /dxe““’”/dy(l — ) (xn(2)0G (2, y)g(y)|. (2.187)

n,k,i

~~

=:Z(k,n,i)
7 soll genauer untersucht werden. Gezeigt werden soll folgendes
Lemma. Es gilt

N O gl
Z(k < — .
(k,m, ) < L1+n*

(2.188)
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Aus (2.188) folgt dann sofort (2.184).

Beweis des Lemmas. Betrachtet wird zuerst der Fall, daft
|n| > C'log L. (2.189)

Dann ist
z < Y [ dedyl(t - B0 @EG o 00 )g(0)

< oS elnmpr_lall 2.190
- ;6 "Tma ( )

Dabei wurden Ungleichungen analog zu (2.142) und (2.147) benutzt. Nun
miissen zwei Félle fiir n unterschieden werden:

Falls |n — 2| < % gilt, so folgt

m n
=1 > 15|
L 2

n
= |m| > L|§|

1 1
= < -
L+m' = 141t
C1
S T
c 1
< - 2.191
- L1+ nt ( )
Weiterhin ist
Y —eil<c (2.192)
denn es gilt”
lim e "Il < lim e 1" T
L—oo L—oo
meEZ
= / dre~In—2!, (2.193)
Damit gilt
¢ gl
7 < — 2.194
— L31+nt ( )

"TMan beachte, daf die Summe iiber m in (2.192) im betrachteten Fall eine endliche
Summe ist.



62 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTEN

Falls [n — 2| > @ gilt, so wird (2.189) ausgenutzt:

n

—3log L ,3log L—| 5|

& &

%63%_%
1 6c
ﬁe 20
1 C

I31+nt

IN

In]

IN

IN

(2.195)

und damit gilt wieder®

_C ol
— L31+nt

Z (2.196)

Fiir den Fall daf
In| < C'log L (2.197)

gilt, bemerkt man zuerst einmal, daf
[ 6@ 0igts) = Gw.0) [ dagly
= G(z,0)-0= (2.198)
gilt, deshalb ist

22 Y [ dudyl(1 - ) (@0, (Glw.9) — Gla. O)xnl0)g)|- - (2:199)

Es erfolgt wieder eine Fallunterscheidung.
Fiir den Fall, daf
Im| < L (2.200)

gilt,ist

PG - G| < ¢ Y (o ()

a+B=j
= 2
<a§ <e4<11w>(5"'+32) - 1)) - (2.201)
Fiir die einzelnen Terme gilt
1:2
o2 <64(1—L‘2>> < Ceill, (2.202)

8Wenn man die Gleichungen (2.190) und (2.196) fiir den Fall L = 1 betrachtet, ergeben
sie einen Beweis fiir (2.170).
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beim zweiten Term ist fiir den Fall, daft 5 > 0 ist,

58 <64(11L2>(’”£’+%§> _ 1) - (2 (71 2)) e*m(*%Jﬁé)
’ L4(1 - L~

S C|m+1|e%+1

C,|m—i—1|e%

< - (2.203)

Dabei wurde benutzt, daf |y‘ < ‘mﬂ‘ und |m| < 1ist. Falls g =0 ist, gilt

2 00 k
- (%4 1) 1 -1 xy  y?
aa-r=H\ L2 ] = ==
‘ Zk! (41—L—2)( L+L2)>
< S L (e )
= M\11—-L 2" L L
1| 1=
< Cme% (2.204)
L
Damit ergibt sich insgesamt fiir den Fall |m| < L
' C o
|02(G(z,y) — G(x,0)| < 7€ |m + 1 (2.205)

Nun kénnen wir die Summe in (2.199) mittels (2.147) fiir die Summanden
mit |m| < L abschétzen:

¢ gl
ol < ZZ€H1+m| m+ 1|

|m|<L |m|<L

¢ gl

2.206
= L1+n* ( )

Bei den Summanden mit |m| > L in (2.199) ist die Subtraktion von G(x,0)
nicht notwendig, man kann sie direkt mittels (2.147) abschétzen:

Sl o< Y 1@”4

|m|>L \m\>L

A
E
|
3

A
s
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C
= Cglere
[n|<ClogL (
e
¢ gl

Damit ist das Lemma (2.188) und dadurch auch (2.184) bewiesen.

Nun kann die Iteration der Renormierungsgruppenabbildung betrachtet wer-
den. Bevor iiber || Ry~ gl|| etwas ausgesagt werden kann, braucht man Fakten
iiber ||Rrx, gnl].° Es gilt

I1RLk,9nll = ||Rogn + Lv(L-)]]
C
< Zllgall + Crllvall
C —n
< T lgall + Crae(L 7"+ lgall)- (2.208)

Die dabei benutzte Abschétzung fiir ||Rogy|| ergibt sich aus der Aussage
des obigen Lemmas (2.188). Die Schranke fiir ||v,|| ergibt sich analog zum
Beweis von (2.178). Dabei verbessern sich die Abschidtzungen, die von irre-
levanten Termen in K herrithren um einen Faktor L~". Die Abschitzungen
der marginalen Terme &ndern sich nicht. Die marginalen Terme sind die mit
[+M > 1, N > 1, sie bedingen den ||g||-Term in (2.178). Die anderen Terme
sind irrelevant.

Als letzte Formel zeigen wir noch
|Rin kgl < Cro L™ O (|11 + ). (2.209)

Der Beweis ist ein Induktionsbeweis. Fiir den Induktionsanfang benutzen
wir ||g]] < C||f]], (2.122) und (2.178) und erhalten

1Burall < Slall+ Craele + gl
< Sl + Craete+ 151D
< Cra 0D (e [ £1). (2210)
Der Induktionsschritt ergibt
|Rioi gl = |Res,Bin ol

9Zur Definition von K, vergleiche man (2.131).
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C
< i3 (Cr oL~ (I £l +€)) +
+COp e (L + Cp L7070 (|| £ + €))
E<#,¢1L
< Op L (| + ). (2.211)

Nun kann der Beweis abgeschlossen werden. Es war
u=u"+v"+w (2.212)
und um (2.114) zu zeigen muf nur noch
tl_i)rglotl"us(\/i-, tl =0 (2.213)
verifiziert werden. Sei dafiir + = L?". Dann gilt

' w(VE, 1)

1703 || R g

< L2n72n57nCL’aL7n+5n(“fH + 6)
< CLal (£l +¢)
%0, (2.214)
Damit ist das Haupresultat (2.114) bewiesen. O

2.6 Zusammenfassung und Ausblick

In den ersten beiden Kapiteln wurde eine Methode erlautert, mit der das
asymptotische Verhalten von Loésungen von nichtlinearen partiellen Diffe-
rentialgleichungen bestimmt werden kann. Diese Methode beruht auf der
Iteration einer Renormierungsgruppenabbildung und der Suche nach ihren
Fixpunkten. Mit dieser Methode wurden Gleichungen vom Typ der Wir-
meleitungsgleichung mit einem nichtlinearen Zusatzterm untersucht. Im er-
sten Kapitel wurden im Unendlichen verschwindende Anfangswertfunktionen
betrachtet. Es wurde gezeigt, dak fiir groke Klassen von Nichtlinearitdten
und Anfangswertfunktionen die Losungen in die entsprechende Losung der
linearen Wirmeleitungsgleichung iibergehen. Im zweiten Kapitel wurde die
Bildung und Stabilitit von Fronten untersucht. Auch hier zeigte sich, daf
fiir gewisse Typen von Nichtlinearitdten und Anfangswerten die Losungen
dieselbe Asymptotik haben. Diese Asymptotik ist jedoch nicht mehr die Lo-
sung der linearen Wérmeleitungsgleichung, sondern eine leicht modifizierte
Funktion.



66 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTEN

Die vorgestellte Methode kann in verschiedene Richtungen erweitert werden.
Zum einen konnen immer grofere Klassen von Gleichungen betrachtet wer-
den. Weiterhin kann untersucht werden, wie weit die bisherigen Resultate
auch fiir Systeme von Differentialgleichungen gelten. Eine andere Moglich-
keit besteht darin, anstatt einer Differentialgleichung ihre auf einem Git-
ter diskretisierte Form, also eine Differenzengleichung zu untersuchen. Die
Asymptotik einer solchen Differenzengleichung ist aus zwei Griinden inter-
essant. Zum einen ist es prinzipiell interessant, zu wissen, ob eine Diffe-
rentialgleichung vielleicht eine andere Asymptotik hat als die entsprechende
Differenzengleichung. Zum anderen ist ist es fiir die numerische Behandlung
von Differentialgleichungen von Interesse, da einige numerische Verfahren
(z.B. Multigrid-Verfahren) vebessert werden konnen, wenn die Asymptotik
der Differenzengleichung bereits bekannt ist.

Um die Korrespondenz zwischen Differentialgleichung und Differenzenglei-
chung zu untersuchen, muf ein Formalismus gefunden werden, der Funktio-
nen und die Renormierungsgruppe vom Kontinuum auf das Gitter transfe-
riert. Dafiir bieten sich A-Kerne an, die aus der Quantenfeldtheorie bekannt
sind. Im nun folgenden Kapitel werden diese A-Kerne, allerdings im Hinblick
auf eine andere Problemstellung, eingefiihrt.



Teil 11

Renormierungsinvariante
Trajektorien
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Kapitel 3

A-Kerne

In diesem mathematisch orientierten Kapitel werden Operatoren, die auf
Funktionen, welche auf Gittern definiert sind, wirken, behandelt. Basierend
auf Ideen von K. Gawedzki und A. Kupiainen [GK84| werden Operatoren
im Hinblick auf zwei Ziele konstruiert. Zum einen sollen Blockmittelwerte
und Dilatationen eingefiihrt werden, mit denen dann eine Blockspinrenormie-
rungsgruppe erklirt werden kann. Zum anderen kann mit den vorgestellten
Methoden ein Gittermodell in ein dquivalentes Kontinuumsmodell iibertra-
gen werden.

Bei unserer Konstruktion werden zuerst einfache Operatoren eingefiihrt, die
das Gitter vergrofern oder Mittelwerte bilden. Dann wird ausgehend von
einer allgemeinen Kovarianz, die geblockte Kovarianz und die Fluktuations-
kovarianz eingefiithrt. Danach wird eine Kovarianz konstruiert, die invariant
unter der Blockung ist. Damit wird dann der wichtigste Operator dieses Ka-
pitels, A, eingefiihrt, der eine Vermittlerrolle zwischen dem Gitter und dem
Kontinuum spielt. Mit ihm kann eine auf dem Gitter definierte Funktion in
das Kontinuum transferiert werden. Mit ihm wird auch die Definition von
den Gitteroperatoren entsprechenden Kontinuumsoperatoren moglich. Die
dadurch entstehenden Kontinuumskovarianzen werden dann griindlich unter
die Lupe genommen. Aufgrund der Eigenschaft (3.93) von A2 kann spéter
auch die Gitterrenormierungsgruppe ins Kontinuum iibertragen werden.

Die in diesem Kapitel vorgestellte Methode findet im vierten Kapitel in der
Quantenfeldtheorie Anwendung. Im vorliegenden Kapitel sind die Ausfiih-
rungen jedoch noch nicht auf diese Anwendung ausgerichtet, sondern mog-
lichst allgemein gehalten.

Teile der Darstellung in diesem Kapitel basieren auf [Wie98b|. Einige Resul-
tate dieses Kapitels werden in [GW] benutzt.

69
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3.1 Elementare Operatoren

Im ersten Teil dieses Abschnittes werden einige Definitionen angegeben und
grundlegende Tatsachen angefiihrt, die fiir unseren weiteren Weg notwendig
sind. Dann werden die Blockmittelwertoperatoren B;, und C}, und die Di-
latation Sz und die dazu adjungierten Operatoren erklirt. Dabei wird die
Wirkung dieser Operatoren mit einigen Bildern veranschaulicht.

3.1.1 Allgemeines

Sei im folgenden immer

A(a) = aZP (3.1)

ein D-dimensionales Gitter mit der Gitterkonstanten a. Integration einer
Funktion f : A(a) — R iiber eine Teilmenge M C A(a) wird durch

/MdD:rf(:r) = aP Z f(z) (3.2)

reEM

definiert. Wir betrachten den Hilbertraum
H(a) ={f: A(a) = R}, (3.3)

als die Menge aller reellwertigen Funktionen auf A mit dem Skalarprodukt

()= | dsf@ygl) (3.4)
A(a)
Auch auf dem Gitter kann man eine Fouriertransformierte
7iA(a) = [_g, g)D CR” —R (3.5)

zu einer Funktion f definieren. Niheres dazu findet sich im Abschnitt (5.1)
des Anhangs.

Die Eigenschaften eines linearen Operators
A:H(a) — H(d). (3.6)

lassen sich hiufig mit Hilfe seines Kerns' A(x,y) untersuchen. Dabei gelten
einige Regeln, die wir hier ohne Beweis angeben mochten:

'Der Kern eine Operators definiert sich durch (A¢)(z) = fA(a) dyA(z,y)o(y).
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e Wenn A translationsinvariant ist, hingt der Kern A(z,y) nur von der
Differenz der Argumente ab und hat deshalb die Fourierdarstellung

e Wenn A translationsinvariant ist, ist der fouriertransformierte Kern von
A~! durch ﬁ gegeben.

e Der Kern des adjungierten Operators ist durch Af(z,y) = A(y,x) ge-
geben.
3.1.2 Der Blockmittelwertoperator By,

Im Folgenden sei L € {2,3,4,..} immer eine ganze Zahl grofer als 1. Der
Operator By, bildet von einer Funktion Mittelwerte iiber L”-Blocke:
Definition. Der Blockmittelwertoperator

By, : H(a) — H(La) (3.8)

ist definiert durch

BUNE = [ w0 (59)

Dabei ist der Block, iiber den gemittelt wird?

B(z') = {y € A(a), La%] = 2"} (3.10)

und
IB(z")| = (La)D =: |B| (3.11)

ist das ,Volumen“ von B(z') (unabhéngig von z').

Den adjungierten Operator
B! : H(La) — H(a) (3.12)
berechnet man, indem man seine Definition durch

(f, Bi(g)) = (BL(f),9) (3.13)

%[c] bezeichnet den ganzzahligen Anteil von c.




72 KAPITEL 3. A-KERNE

beziehungsweise explizit

dDT D t I I
PN f (La)Dg( 7)=a” > (BIf)(@)g(x))  (3.14)
z'eA(La) z'e€A(a)

benutzt und ¢(T) = d;, setzt. Er ist durch

(BL(N)(@) = f(Lal=]) (3.15)

gegeben. Der Index L von By wird im folgenden héufig fortgelassen. Anhand
der Definitionen von B und B' erkennt man, daf

BoB! =1 (3.16)
B'oB # 1 (3.17)

ist. Diese Operatoren sind (fiir den Fall, daff L = 2) in folgenden Bildern
dargestellt. By, wirkt so:

B —® @

Es werden Mittelwerte von 2x2-Blécken gebildet und auf ein groberes Gitter
abgebildet. Der Operator Bz erzeugt eine Funktion, die auf den entsprechen-
den Blécken konstant ist:

D @ B}
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Die bei der hier verwendeten Definition des Blockmittelwertoperators enste-
henden Blocke sind nicht zentriert. Bei ungeradem L kann eine Zentrierung
durch die Ersetzung v — z— %a erreicht werden. Die Tatsache, daf die hier
verwendeten Blocke nicht zentriert sind, wird spéter in einigen Gleichungen
zu Zusatztermen fiihren.

3.1.3 Der Dilatationsoperator S;,

Definition. Der Dilatationsoperator

St : H(La) — H(a) (3.18)
ist definiert durch
(St(f)(x) = L7 f(Lz). (3.19)
Dabei wird o die Skalendimension genannt. Spéter wird o = % — 1 gesetzt.
Der adjungierte Operator
Si: H(a) — H(La) (3.20)
ist durch
t ! o—D IIJI
(Sp(N))a) = L7 7F () (3.21)

gegeben. Auch bei S;, wird der Index L meistens unterdriickt. Fiir den
Operator S gilt:

SoSt = L* "1 (3.22)
Stos = L¥Pu. (3.23)
Der Operator S7, kann in natiirlicher Weise in das Kontinuuum fortgesetzt

werden. Bei einer graphischen Darstellung von S, ergibt sich mit L = 2 und
o=0:
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Der Operator Sz streckt das Gitter und multipliziert die Funktionswerte mit
einem Faktor, im vorliegenden Fall ist der Faktor %.

3.1.4 Der Blockmittelwertoperator Cf,

Durch Kombination von B und C' erhélt man einen Operator, der Mittelwerte
bildet, aber die Gitterkonstante nicht dndert:
Definition. Der Blockmittelwertoperator

Cr: H(a) = H(a) (3.24)

ist die Komposition von S und B

C, = SoB (3.25)
_ Py
@ = [ g (3.26)
Fiir den adjungierten Operator C’; gilt
Ct = Biogst (3.27)
(M) = L7 Pfal=]). (3.28)

Auch bei Cf, wird in eindeutigen Fillen der Index weggelassen. Der Operator
C erfiillt die Relationen

CoCl = L* "1 (3.29)
CloC = L* PB'oB (3.30)
CLOCL = CLZ. (331)

Aufgrund der letzten Relation kann eine Iteration von C'7, durch einen limy,_,
ersetzt werden. Bildlich stellt sich C}, fiir L = 2 so dar:
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CrL

Durch den Operator C' werden Mittelwerte von 2x2-Blécken gebildet und
dann auf dem selben Gitter abgebildet. Die Abbildung C} = B! o ST ergibt
eine auf Blocken konstante Funktion:

3.2 Kovarianzen

Eine Kovarianz ist ein linearer, symmetrischer® und positiv definiter Operator
auf H(a). Von einer allgemein gehaltenen Konvarianz v ausgehend, betrach-
ten wir die daraus entstehende geblockte Kovarianz v und berechnen deren
Kern. Schlieflich werden noch einige Eigenschaften von u und v untersucht.

3.2.1 Die Kovarianz v
Definition. Der Operator

v:H(a) = H(a) (3.32)

3Die Begriffe ,symmetrisch“ und ,selbstadjungiert* werden hier synonym verwendet.
Zur Frage eines Unterschieds dieser Begriffe in der Physik vergleiche man das Vorwort von
Peter Lax in [CH93].
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sei eine Kovarianz mit dem translationsinvarianten Kern

dp o
v(z,y) = / D eI (p).

A(a) (27T)D

Die Fouriertransformierte v(p) habe folgende Eigenschaften:

e U(p) € R aufgrund der Selbstadjungiertheit.
e U(Rp) = v(p) fiir alle Gitterspiegelungen p; — —p;.
e U(p) > 0 fiir alle p € RP.

o [[o(p)ll < oo

(3.33)

Obwohl wir uns spéter auf eine bestimmte Kovarianz festlegen werden, ist es
dennoch niitzlich, zuerst von einer allgemeinen Kovarianz auszugehen. Falls
unsere Gitterkovarianz von einer Kontinuumskovarianz kommt, ist es nicht
sinnvoll, von einer festen Gitterkovarianz auszugehen, da es viele Moglich-

keiten der Diskretisierung gibt.

3.2.2 Die geblockte Kovarianz u
Definition. Die geblockte Kovarianz
w: H(a) — H(a)

ist definiert durch
u = CvCT.

Der Kern von u ist gegeben durch:

dP’p _
o) = [ e

A(a) (27T)D
mit
D 202 ( PEO
_ b D+ P sin”(25%)
a(p) = Y L - ALY
PcM L w1 L2 SmQ((kaerk) )
wobei

2T Lr

L
M:{PGA(;); — <p; < Tﬂ Viel,...,D}.

a

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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Die Berechnung dieses Kerns geht folgendermafen. Es ist:
W@ = ¢ f PrEnen
- & o 5 L arm e [g’an
= 5 L BT Ly oy T
7

B(L
/ " dD |/ i) |de 5.2)f ).

Also insgesamt:

27 d"y d"z =
u(z,y) =1L /Lx Y /Ly BLy)| Ly U, T). (3.40)
Diesen Kern kann man noch fouriertransformieren:
ey = 2 [ et [ i L G )
, B(Lz) |]B L«T )l B(Ly) |]B Ly)|
_ I / d”p () / d’y / dD_ Sip(ET)
Ao (2m)P s(ra) [B(LT)| Jary) IB(L

D

D L
— LQU/ d p fﬁ(p)eipL(x—y)H sin ( BLe )
Ray (2m)P o L?sin ( 2“)
de D sin?
= L2”D/ ePTy) (3.41)
R(a/1) (27T) 1;[ LL)

Die bei der Umformung von der zweiten zur dritten Zeile benutzte Hilfsformel
laft sich (fiir den Fall D = 1) leicht nachrechnen:

cL+L-1 yL+L-—1

dDy/ deeip(ffy) - a a 6ipamefipan
/B(Lx) B(Ly) Z Z

m=xL n=yL

L-1 L-1
= QQBZPL(x Y) (Z eipam) (Z e—ipan)

_ pipalb 1 _ ,—ipal
9 ipL(s— )1 e 1—e
1 —eire 1 — etpa
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- () 1 - (o)

2 ipL(x—
—  q2ePL(z—y) — —
1—(62) 1—(6 2)

(3.42)

Das Integral iiber /N\(%) in (3.41) lafst sich umschreiben als ein Integral tiber

A(a) und eine Summe iiber M. Aufgrund der Symmetrie des sin? ergibt sich
(3.37).

3.2.3 Eigenschaften von u und v

Die Kovarianzen v und u haben folgende Eigenschaften:

e Mittels der Produktdarstellung des Sinus

sin(z) = 2z [J(1 - (Tk)Q) (3.43)

11 %‘Z(ka) =11 % IT - (%)2)2 (3.44)

analytisch ist und keine Polstellen besitzt. Deshalb kommen durch die
Blockung mit C' keine neuen Pole hinzu, u(p) hat dieselben Pole wie

o(p).
e Falls v selbstadjungiert ist, d.h. v = v, so ist

ul = (CvCHT
Citytot
= u (3.45)

also ist auch u selbstadjungiert.
e Falls v positiv definit ist, (f,vf) > 0Vf € H so ist

(9.ug) = (C'g,vCg)
> 0Vyg (3.46)

also ist auch u positiv definit.
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e Falls v invariant unter Gittertranslationen ist, so ist auch u invariant
unter Gittertranslationen.

Aus diesen Eigenschaften folgt, dak u tatsichlich eine Kovarianz ist, wenn v
eine Kovarianz ist.

3.3 Aund '

In diesem Abschnitt werden A und I eingefiihrt. Der Operator A ist eine mit
den Operatoren v und u ! verzierte Version von CT. Er hat deshalb Ahnlich-
keiten mit der Dilatation S~' im Kontinuum. Wir berechnen seinen Kern
und listen einige seiner Eigenschaften auf. Dann wird die Fluktuationskova-
rianz I eingefiihrt und untersucht. Eine ihrer wichtigsten Eigenschaften ist,
daf T'f = 0 ist, wenn die Funktion f auf den C' entsprechenden Blécken
konstant ist.

Die Idee hinter der Konstruktion von A und T ist die folgende: Die Kovarianz
v 14kt sich schlieRlich schreiben als v = AuA" + T'. Sie zerfiillt so in einen
geblockten Anteil und einen Fluktuationsanteil. In der Renormierungsgruppe
wird spéter durch Integration iiber das I' entsprechende Gaufische Mafs die
Theorie auf eine vergroberte Theorie abgebildet.

3.3.1 Der A-Kern A

Definition. Der Operator

A:H(a) — H(a) (3.47)
ist definiert durch
A=vCu™". (3.48)
Sein Kern ist durch!
A( _ 10 dp ip(z—Lz—L51a) u(p) - Sin(Lpzka)
2 =1L /K(a) 2m)° T07%) g Lom(zey ~ G49)

4Zwecks Vereinfachung der Notation bezeichnet a ab dieser Gleichung nicht nur die
Zahl a, sondern manchmal auch den Vektor € R”, der in allen seinen Komponenten den
Eintrag a hat. Hier ist also ipa = ia ), p;.
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gegeben. Die Rechnung geht folgendermafsen:

Az, 2)

mit B(0)

= A(a)/A(La) =

/A RISl

/ A yo (e, ) L7 (al 1], 2

/dD/ 0

{w € A(a); 0 < % < 1}. Von diesem Kern soll die

y,2)  (3.50)

v(z, Ly + w)u

Fouriertransformierte ausgerechnet werden. Es ist

v(z, Ly + w) =

(x, Ly + w)

weB(0

pof
Aa) weB(0

d p p(x—Ly) D —
2 z—Ly) 1 - ipw
/~(a) (2m)P Z ‘

LIDE:

zp x—Ly—w)

A

weB(0
D a
/ d”p Jip(e—Ly) H sm(LPQ’“ )6_Z~(L—12)Pka
Ry (2m)P Pt Lsin(22)
(3.51)

Die dabei benutzte Summationsformel zeigt man fiir D = 1 durch die Rech-

nung

Weiterhin ist

2 : e—ipw

wEB(0)

L—
— Z —ipaw
w=
1— 72pLa
T
ipLa _ipLa
e 2 —e 2 i(L—1)pa
= ipa ~ipa (& 2
e2 —e 2
sin (=£%) o
= —i7j-(Lm. (3.52)
Sin (7)
dPq 1
= =2 (3.53)
(& = .
Q/;m)(Qﬂ)D u(q)
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Also insgesamt:

D D D . ¢Lora
A(l‘, ,Z) = / d—p / d q ei(prqu%pa) H w
A 2m)7 Ji@ (2m)P L7 sin(ze)
o Lg/ APyer ey, (3.54)
u(q) Aa)

Nun ergibt die letzte Integration eine J-Funktion, denn es ist

/A( | dPye?y = Z (2m)P6P (p + P), (3.55)

PeA(3F)

Damit kann man die ¢g-Integration ausfithren und erhélt schlieflich (3.49).

3.3.2 Eigenschaften von A

Der Operator A hat die folgenden Eigenschaften:

e Daf der Term e **2 ¢ in der Fourierdarstellung vorkommt, liegt daran,
daR die CT zugeordneten Bldcke auf A(a) nicht um den Ursprung zen-

triert sind. Wenn L ungerade ist (was eine Zentrierung einfach macht)
ist #— Lz —*1a € A(a). Falls dann Fip) Analytisch ist, tauchen in der
Fourierdarstellung von A(x,y) keine Pole mehr auf. Wie im Anhang in

Abschnitt (5.2) erklirt wird, gibt es dann Konstanten C' und a > 0, so

dafs .
|A(z,y)| < Ceole-Ly="5al (3.56)
gilt.
e Esist
CA=CvClu 't =uu "t =1, (3.57)

also ist A ein Rechtsinverses von C.

e Fall v = v' und damit auch u = u' ist, so ist

(AC) = CTAT = CT(u™"'Cv) = (v ' A)Cw. (3.58)

e Wenn man dann das Skalarprodukt

(f.9) = (f,v'g) (3.59)
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einfiihrt, so gilt

(f,ACg) = ((AO)'v™'f,g)
= (v 'ACf,g)
(ACf, v 1g)
= (ACY, g), (3.60)

also ist AC' in diesem Skalarprodukt selbstadjungiert.

e Da aullerdem
(AC)?* = AC (3.61)

ist, ist AC' mit obigem Skalarprodukt ein Projektor.

e Fiir eine spezielle Kovarianz werden wir den Kontinuumslimes von
A(x,y) berechnen (3.85). Dabei wird sich herausstellen, daf A der
Dilatation S—! entspricht.

3.3.3 Die Fluktuationskovarianz I'

Definition. Der Operator
I': H(a) — H(a) (3.62)

ist definiert durch

I'=v— AuAl (3.63)
Der Kern von I' wird hier nicht berechnet, da er im weiteren Verlauf der Ar-
beit nicht gebraucht wird. Aufgrund der in A enthaltenen Blockmittelwerte,
ist I" auch nicht voll translationsinvariant, deshalb kann man fiir I'(z, y) kei-
ne Darstellung der Form (3.7) erwarten. Wenn spéter die Kovarianz T" in
das Kontinuum iibertragen worden ist, wird der Kern von I' im Kontinuum
berechnet. Dann wird auch deutlich werden, daf [' nur gittertranslationsin-
variant fiir das Gitter A(La) ist.

3.3.4 Eigenschaften von I
Die Fluktuationskovarianz hat die folgenden Eigenschaften:

e Falls u und v selbstadjungiert sind, was im Folgenden immer angenom-
men sei, so ist

Al = (wCTu ™Y = u1Cv (3.64)

also ist,
I'=v—ovCu™'Cu. (3.65)
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e Es ist

deshalb ist I' selbstadjungiert.

e Es gilt

Ccr

Damit ist andersherum

83
M=ol —o'CHuH)ICTu! =T (3.66)
= Cv— (CvC'u)Cu
= Cv—1Cv
0. (3.67)
rct = (cn)t =o, (3.68)

deshalb ist T'(f) = 0 fiir Funktionen f, die auf den CT entsprechen-
den Blocken konstant sind. Diese wichtige Eigenschaft begriindet den
Namen Fluktuationskovarianz.

e Den Operator I' kann man dann auch schreiben als

r

Fiir k& > ||u]| 148t sich 'y, umschreiben zu

Iy

=
1
— T _ T
= ]lcl_r%(v vC u+kC’v) (3.69)
v —vCt ! Cv
u+k
v — UC’Tl ! —Cv
k1+ 3
Ot S, —CuCt
U= T(Z( 2 )")Cv
i=0
- —vCiC
()
i=0
v
1+ 29C
k
! (3.70)
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3.4 Der Fixpunkt v,

Bis zu diesem Punkt wurde eine allgemeine Kovarianz v benutzt. Nun werden
wir uns auf eine Kovarianz festlegen. Wir werden v so wihlen, dafs v unter
der Blockung mit C' invariant bleibt. Das ist auch die Stelle an der o = % -1
gewahlt werden muf. Nachdem v = v, gesetzt ist, schauen wir uns noch kurz
die Operatoren A und I' mit dieser Festlegung an.

3.4.1 Bestimmung von v,

Mit dem Blockmittelwertoperator CY, ist ein Fluft der Kovarianz verbunden:
v —u=CpCy]. (3.71)

Es ergibt sich die Frage, ob es davon einen Fixpunkt gibt, d.h. eine Kovarianz

Uy, SO dals
v, = Cpu,Cf. (3.72)

Eine andere Frage ist, ob die urspriingliche Kovarianz v durch Iteration der
Blockung mittels C7, gegen einen solchen Fixpunkt v, flieft. Aufgrund von
Gleichung (3.31) kann man, anstatt C, zu iterieren, auch den limy_,., be-
trachten. Das soll jetzt anhand von Gleichung (3.41) geschehen. Sei dazu
zuerst v(p) von der Form

_ a?

v = . 3.73
(p) co + cop?a? + Ziil O(pia*) ( )

Setzt man weiterhin o = % — 1, so gilt

_ ,P=242
L%y = T
ET aralpre+ S o))
LD 2
- S : (3.74)
L2CO + 02p2a2 + % Zizl O(p;'la4)
und fiir den Fall, daf ¢y = 0, und ¢; = 1 ist, gilt
: 20—-Dzy B _ i
Lh_)rr;OL U(L) = (3.75)

Weiterhin erkennt man, indem man mit der Potenzreihenentwicklung der
Sinusfunktion, daf

lim 12[ () 12[ sin(557) (3.76)
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Damit erhilt man als Grenzwert aus (3.41)

o(a,y) = lim (CLoCi)(z,y)
d°p 1 . . D gin?(2s2)
= / (2 )D_er( y)H(pTa)QQ (377)
RD i P Pty B

Dieser Ausdruck kann mit einer Symmetrisierung noch kompakter geschrie-
ben werden. Mit der Definition der Symmetrisierung einer Funktion f be-
ziiglich eines Gitters A(a)

HOINOEDIFIESS (3.78)
erhalt man
Vel = de ieiq(x—y) < Sin?(%a)
) /Kw) (2m)” [q2 ey ]Am) v
= ﬂeip(fv—y)’g
/T\(a) (2m)D (») (3.79)
mit

7. = [ sin?(%) [é 11 ﬁ] (). (3.80)
k=1 (

s 2 A(2E)

a

An dieser Darstellung sieht man, dafs v bei 0 einen Pol besitzt. Man kann
also fiir v(x,y) keinen exponentiellen Abfall erwarten.

Es ist interessant, den lim,_,o von v, zu betrachten. Es ist

1

lim v, (p) = el (3.81)

a—0

das ist der masselose freie Propagator im Kontinuum.

3.4.2 Die Operatoren A, und I',

Ausgehend vom Fixpunkt v, kann man sich nun den Operator A, als Ope-
rator A mit der Kovarianz v, definieren:

A, =0,CT(v,) L. (3.82)
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Aufgrund der Fourierdarstellung (3.49) von A hat er folgenden Kern

d’p i1, Bu(p) v sin(*4)
A, =L’ — = pwle—ly—"5ma) X | | 2 3.83
(l‘ay) /K(a) (27‘(’)D6 ’U*(Lp) palet LSin(pSa) ( )

Da diese Fourierdarstellung keine Pole besitzt, gibt es, falls L ungerade ist,
Konstanten C' und o > 0, so daf

|A.(2,y)| < Cele=ly="5ra (3.84)
gilt. Im Kontinuumslimes gilt

. Y,

lim A, (z,y) = L7(3 — y)- (3.85)

Also stellt A, in diesem Limes den Operator S~ im Kontinuum dar.
Analog zum Operator A, ist der Operator I', durch

T, =v, — A, Al (3.86)

definiert.

3.5 Der A-Kern A

In diesem Abschnitt wird der Operator A2° eingefiihrt, der spéter eine tra-
gende Rolle spielen wird. Er bildet Funktionen von einem Gitter in das
Kontinuum ab. Mit seiner Hilfe wird spéter eine Korrespondenz zwischen
einer Gittertheorie und einer Kontinuumstheorie sichtbar. Er ermoglicht es
auch, Gitteroperatoren in das Kontinuum zu iibertragen.

Sei St : H(a) — H($) der Dilatationsoperator. Man kann diesen Operator
auf verschiedenen Gittern® mehrmals hintereinander ausfiihren oder auch L
potenzieren und erhélt so den Operator

a

Spe H(a) = H(). (3.87)

Nun setzt man
A™ . H(a) > H(%) (3.88)
A = Sp.o(A)" (3.89)

Die verwendete Notation ist etwas lax, da Sp eigentlich nur auf H(a) definiert ist.
Aber Sy, kann offensichtlich auf beliebigen Gittern und auch im Kontinuum angewandt
werden.
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Weiterhin definiert man

A® . H(a)— H(0) (3.90)
A® = lim A™. (3.91)

Die Konvergenz findet dabei durch eine Grenzwertbildung in den entspre-
chenden Operatorkernen statt, mehr dazu spéter. Fir A gilt

AMA, = Spa(A)"H!
= (S1)7'(SL)Spn (A"
S, LAMHY (3.92)

Im Limes n — oo wird daraus
AXA, = S7TA, (3.93)

Das ist die wichtigste Eigenschaft von AS°. Sie besagt, dak der Operator A,,
der ja im wesentlichen eine leicht abgewandelte Form von CT ist, im Konti-
nuum genau der Dilatation S; 'entspricht, wenn die Gitterfunktionen mittels
A in das Kontinuum transferiert werden. Dafl A, im Kontinuumslimes der
Dilatation S—! entspricht, war bereits mit (3.85) gezeigt worden. Mit der
Eigenschaft (3.93) kann schlieflich auch die Blockspinrenormierungsgruppe
in das Kontinuum {iibertragen werden.

Um die Existenz von A* zu begriinden, muf noch der Kern von A2° ausge-
rechnet werden. Es ist

(A (L) = (v.Clvh)"
= v(Ch)"!

= U*C’znv; !
= A.(L"), (3.94)
und deshalb 1afst sich der lim,,_,, durch einen lim;_,, ersetzen:
lim A™ = lim S~ 0 A, (L")
n—00 n—00

= Llim St 0 A.(L). (3.95)
Es gilt gemak (3.50)

dPw
SpoA (L) = L2”/ dDy/ Y (L, Ly + w)v (y, )
Aa) Ba)(0) |B(a)(0)]

L2”/ dD/ d"w (Lz, L(y + w))
= y — v, (Lx, L(y + w
Aa) B(L-1a)(0) B(L™'a)(0)]

v, (Y, 2), (3.96)
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und mit o = £ — 1 und (3.77) gilt

dPp 1 D sin? (2
lim L*v,(Lz,Ly) = lim LQ(’/ P ei”Lx Ly) HM
L—oo L—o0 (27r) Pl ( £ )
2 D . o p
= lim LQ(’_D/ d” p L p(z—y) Hsmk 2
L—oo RD (2 b1 (_L
dPp . 1
= | ooV 3.97
/RD (gﬂ)pe 2 (3.97)

Damit hat man

e~ oL i s
:/ dD/ B(0) / (de /K(Z:;]Deip(x_y_w)

p U*(Q)

dP dP : 1 1
= / pD/ v 61p(:rfwfz)_2~— (398)
o (27) B(0) IB(0)] p? v«(p)

Dabei ist B(0) = {7 |0 < z, < a} ein Block im Kontinuum und |B(0)| = a”.
Im letzten Schritt wurde benutzt, dak v, symmetrisiert ist. Das dw—Integral
lafst sich noch ausfiihren

dD . —zpka -1
[ - 5
B(0) |B(0)| —Pa

D zpka _ipka
. 2 — 2
_ it H e ' e
IPLQ

_ wp%/ﬁ( p(2 )> (3.99)

und damit erh&lt man insgesamt

AR (z, 2) = /RD (;Z:;’De@(“w I] <Smp_ )> 7 tp)' (3.100)

k=1 2

Der —ipg-Term in diesem Kern hingt wieder damit zusammen, daf die
Blocke nicht zentriert sind. Da sich die Pole von v, in der Fouriertrans-
formierten wegheben, existieren Konstanten C' und o > 0 so daf

AP (2, y)| < Cem@lrmv3] (3.101)
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gilt. Im Kontinuumslimes a — 0 enspricht A° der Identitét.

3.6 Ein Urbild von A%

Fiir den weiteren Weg ist die Eigenschaft von A® und A%!, Funktionen vom
Gitter auf das Kontinuum oder andersherum abzubilden, wichtig. Interessant
ist nun die Frage, fiir welche auf dem Gitter definierten Funktionen f!(x)
eine auf dem Kontinuum definierte Funktion f"(z) existiert, so daf

flat — A:o]‘fcont (3102)

gilt.
Wir wollen fiir ein beliebiges f'?* schrittweise ein Urbild konstruieren. Zuerst
soll fiir f € H(a) eine Funktion g, € H(4%) gefunden werden, so dak

f =AM, (3.103)
gilt. Es ist
AT — =Y (O )wSE . (3.104)
Wir wihlen A, als Rechtsinverses von C;, und machen den Ansatz
= (S} o e . (3.105)

Zwischen g, und g, | besteht dann die Beziehung

<szn>—1 —1(051>v(s;n,l>gn_1
( L> (ST, 1> 10*(5; )1

(Sz) lczgnfl

= Blg.1. (3.106)

gn =

Aufgrund der Definition von Bz werden im Schritt von ¢, ; nach g, nur
weitere Gitterpunkte eingefiigt, die mit den Werten ihrer Nachbarpunkte
besetzt werden. Anhand dieser Konstruktion liegt es nahe, f¢" als eine auf
den Blocken konstante Funktion anzusetzen. Dals dieser Ansatz funktioniert,
soll nun gezeigt werden.

Sei dazu A(a) = {b; i € N} und seien B; = {[0,a)” + b;} die Blécke. Es gilt
dann RP = 3", B;. Sei weiter

flo) = ailp,(x) (3.107)

1€EN
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eine blockkonstante Funktion im Kontinuum. Ip, stellt die Indikatorfunktion
dar. Es soll nun

(A% ) (@) =) iy, (3.108)

€N

fiir z € A(a) gezeigt werden. Es reicht das Integral von A®T(x,y) iiber einen
Block zu betrachten. Eine direkte Rechnung ergibt

dPp L sin(Z) 11 T
/ o) = | enr 250 /s

k=1 2
D a ip(b;—x
_ / dPp Hsm %)iei(z )/ .
RD (27T)D kel %a p? U*(p) [-2,2]
_ / de ﬁ Sin %a) i@lp(ngz) ﬁ 2S]_n(1%)
ro 2M)P S B 02 ) S ;e
D dPp D st(’%) 1 elp(}r)
= a - H - -
RD (27T) Pl (T) p )
i _‘-—x D
— ClD/ de p(b H 4 6iQ(Ei—$)
Y D 2 2
Xay (27) Qen(es) (r+Q) Pl (P + Qr)?
b —1
> g lan
QeEA(ZE) (p+ Q) k=1 (a(pr + Qk))?
D )
— 4P / d”p oip(bi—)
Aoy (2m)P
_ ﬁ sin(Z(b; — x))
k=1 (%(bz — 7))
= O (3.109)

Also ist die blockkonstante Funktion ein Urbild der entsprechenden Gitter-
funktion. Es kann natiirlich noch andere (z.B. stetige) Urbilder geben. Diese
Ubertragung einer Gitterfunktion in das Kontinuum erscheint auf den ersten
Blick nicht besonders niitzlich zu sein. Mit dem bisher entwickelten Formalis-
mus kann man jedoch auch die Operatoren in das Kontinuum iibertragen, so
daf sie mit der Ubertragung der Funktionen kompatibel sind. Damit werden
wir uns im néchsten Abschnitt beschéiftigen.
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3.7 Kontinuumsoperatoren aus Gitteroperato-
ren
In diesem Abschnitt werden zu den bisher bekannten Gitteroperatoren die

entsprechenden Kontinuumsoperatoren konstruiert. Die entstehenden Kon-
tinuumskovarianzen v °und I'S° werden dann griindlich untersucht.

Die Eigenschaften des Operators A2° legen es nahe, aus einem Gitteroperator
O einen Kontinuumsoperator O* zu konstruieren mittels

0> = AXO(AX)1. (3.110)
Man erhilt so die Kontinuumskovarianzen

v® = A%y, (AX)T (3.111)

und
I = AXD,(A®)!

= A®(v, — A, Al (AX)T (3.112)
Fiir sie gilt

v TP = APAw AL (AX)f
= S hue(sThHT. (3.113)

3.7.1 Eine Hilfsfunktion (g, a)

Bevor von den Operatoren v° und [';° die Kerne ausgerechnet werden, soll
noch eine Notationshilfe eingefiihrt werden. Fiir ¢ € R” und festes a € R
wird gesetzt:

D 1 |
Ana)= D H<qk+czk> Gxap (3.114)

QeA(a) k=1

Bei (g, a) handelt es sich um eine spezielle gittersymmetrisierte Funktion.
(2 hat die folgenden Eigenschaften:

e () hat keine Nullstellen.

o () ist singulir fiir alle ¢ € RP, bei denen fiir ein i ¢; € aZ ist. Fiir alle
anderen ¢ konvergiert obige Potenzreihe absolut und gleichméfig und
stellt so eine stetige Funktion dar.
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e Q(q,a) = Qg+ w,a) fir alle w € A(a), d.h. Q ist gitterperiodisch.

e Oq,a) =Q(—q,a), Q ist gerade.
o O(Lg,a) = L72P72Q(q, ¢)

Um einige dieser Eigenschaften zu veranschaulichen, ist die Funktion € fiir
einen Spezialfall in der Abbildung 3 graphisch dargestellt.

LX)
o S A o o
.:::’:~:-

AT
RS2 T AZARATS
¥AZR LRI

Abbildung 3. Darstellung der Hilfsfunktion (g, a) fiir a =1 und D = 2.

3.7.2 Die Kontinuumskovarianz v°

Um in der Kontinuumsformulierung gut arbeiten zu kénnen, miissen fiir
v°(z,y) brauchbare Formeln hergeleitet werden. Das soll in diesem Ab-
schnitt geschehen.

Die drei wichtigsten Darstellungen fiir v>°(x,y) lauten:

dPq . 11 1
00 _ iq(z—y) _ _
o) = [ o el

k=1

o T 1 1
¥ o (ira) arap 1

QeA(®E) k=1

a
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oder auch

dPp . 1
U::O(IL’,y) — / pDelp(l’_y) 5

A (27) Qp, Z)
*iQy « 1 1
Qe%f) kl;[l (pk+Qk> (p+ Q)?
a : 1 |
zP
PEAZTr yg <pk+Pk> (p+ P)? (3.116)

Wie jede gittertranslationsinvariante Funktion lafst sich v2°(z, y) auch schrei-

ben als D D
e = [ G [ g e G
R

p (2m)P 2m)P
mit
v2(pg)= Y. d(p+a+Q)uX(p.q) (3.118)
QeA(®r)

und im Falle von v ist

D
v3(p, q) = 3.119
(v,q) = Q(p, % l;[ " (3.119)

a

Diese dritte Darstellung wird im folgenden am wichtigsten sein.

Man beachte, daf v>(p, ¢) aufgrund der §-Funktion nur fiir den Fall p4 ¢ €
A(%) interessant ist. Da die Q-Funktion auferdem symmetrisch unter Git-
tertranslationen ist, kann in (3.119) Q(p, 2*) durch Q(q, 2*) ersetzt werden.
An der Darstellung erkennt man weiterhin, dak v=(p, ¢) bei 0 eine Singula-
ritdt besitzt. Fiir kleine p muf ¢ = —p sein, und deshalb gilt fiir kleine p die
Abschitzung

—~~

1
ve(p, —p) < C’E. (3.120)

Die anderen Singularititen von ﬁ | ) zﬁ werden durch 2 regularisiert.

Da Q keine Nullstellen besitzt, hat v®(p, ¢) keine weiteren Pole und es gilt
die Abschétzung

D
[0 (0, )l gen e < H (3.121)
=1

|kak| '

Im Kontinuumslimes ergibt sich fiir v° die Kovarianz z%'
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Um die Formeln (3.115) bis (3.119) zu beweisen, muf man etwas rechnen.
Die Rechnung fiir die erste Darstellung lautet

vP(ry) = Alv(AP) (2,y)
:/ da/ dBAL (z, a)v.(a, B)AL(y, B)

D D
=/da/ dﬂ/ 3 L@ Lo o
(2m)P Jgp (2m)P Jrp (2m)P
qu a— zry B— Z)U (p)
_ﬁ(sin(%))i ;D <Sin(%)>i 1
o\ B S dule) S\ B ) o)
dPp / dPq dPr
-/ 5(p— g+ P)
5 5D
(o) (2m)P (2m)P Jrp (27) Syves

S ST b+ Q) DD ()

QeA(®x)

1=
=
le]
o
S
b@
%\
le]
o
S
NI
=
)
_I_
=
+
o
D
&
1S

2
D (9x+Qr)a
T -y sin(P527)) L1
@t@ue (g +Q)?0.(q + Q)
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—iQy < 1 1
> | o (+ Q)

QEACEE) k=1 2

D
_ / d”q eiq(x—lel
rp (27)P ¢* L g

2 eiQyﬁ (‘Ik i Qk> (q +1Q)2

A(2E k=1
B (3.122)

H <Qk + Qk>2 (q +1Q)2

T\' k=1

a

Bei der mit (*) gekennzeichneten Umformung wurde benutzt, daf v.(p) be-
reits symmetrisiert, ist. Wenn man von dem mit (*) gekennzeichneten Punkt
an anders umformt bekommt man die zweite Darstellung:

etp(z— Z Z —3) o—iQy—%)

QEA Zﬂ)PEA 21r

M\

,H P+ Q2 u(p+Q)
— / e ip(z—y) Hk 1 Sln qT Z Z
R(a) (27T)D v(p)

27 1r
QEA(ZZ) PEA(2D)

HD 1 1 HD 1 1
o ( ) - ( )
e e
+Qr)a 2 +Pr)a 2
(Pk . Be | (p+ Q) (Pk - wa | (p+ P)

(Pr1+Qr)a +Qk—

sin( ’“+P’“ 1 1
,Hl e ) (b + P2 o.(p+ P)
sin( pk+Qk 1 1
o

1

D
D

k=1 k=1
D D
= / d”p eP(T—y) Z iQyH< 1 > 1
R(ay (2m)P oences) v\ T Qi) (p+ Q)
S et o
PeA(E) e \Pe+ P/ (p+ P)?
= . . (3.123)
1 1
H < + /) _'_ 1\ 2
QEA(2z) ke @+ Q) (¢+Q)

Um die dritte Darstellung zu bekommen, wendet man die Definition der
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Fouriertransformation auf die erste Darstellung (3.115) an

vP(pq) = /R dx /R . dye™PTIp2 (x, y)
D

= / dx/ dyeimiqy/ d”t eit(l‘*y)l

RD RD RD (27T)D t2

Z 1l (tk . Qk> o

2Zm k=1

e = 1\ 1
H<tk+Qk> (t+Q)?

QeA(ZE) k=1

1201
— dyefiqyfipy_ il
/RD p HP

k=1 1k

3 e—iQyﬁ 1 > 1
pe+Qr) (p+ Q)2

QEA(PT) k=1

ﬁ (pk i Qk>2 (p +1Q)

=1

N

O
M

=

Ll
e

1 )2 1
e+ Qr/) (p+ Q)2
(3.124)

s

Damit ist (3.119) gezeigt.
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3.7.3 Die Kontinuumskovarianz I'}°

Der Kern von T'?° soll in diesem Abschnitt aus der Formel I'® = v® —

S~=1y®(S~HT bestimmt werden. Da S~ (S~HT nur invariant unter Trans-
formationen des Gitters A(La) ist, ist ['?°® im Impulsraum nur fiir p + ¢ €
A(%2) definiert. Die kompakteste Darstellung lautet

Te(pg) = Y. dp+q+QT(p,0q) (3.125)

QeEA(3E)

wobei F/i\o abschnittsweise definiert ist durch

(Qp, ) — Q(p, I)) (27)P 19[ L sead
F/o\o Q(p,%r)ﬂ(p,%—z) p2q2 k:lpqu
*(p,q) = 1 amp 2

-1 2T 2
— p+qeAN—)\A(—).
Qp, 75) P°¢ gpqu (T VAT

(3.126)

Die Rechnung fiir diese Darstellung findet sich am Ende dieses Abschnittes.
Wichtig ist zunédchst der folgende

Satz. I/‘Q\O(p, q) ist fiir alle p+ ¢ € A(2%) endlich, besitzt fiir diese Werte von
p, q keine Singularititen. Deshalb gelten die Abschitzungen

—~~

0 (p, ) < G (3.127)

pHaEA(ZE)

—~~

T2(p,q)|

1 o 1
Co—— . 3.128
‘p+qu(%") "% IH [Pk | (8.128)

Die Polfreiheit von F/g\o ist aus zwei Griinden wichtig. FEinerseits erwartet
man nun exponentiellen Abfall fiir I'}° im Ortsraum. Zum anderen wird sie
spiter in der Quantenfeldtheorie explizit gebraucht. Man vergleiche dazu
Abschnitt (4.7).

Beweis. Um die Polfreiheit von fg\o zu zeigen, miissen die beiden moglichen
Fille fiir p+¢ getrennt betrachtet werden. Sei zuniichst p+q € A(22)\A(%E).
Insbesondere ist dann p # —¢. Es reicht, den Ausdruck (3.126) auf seine End-
lichkeit bei 0 zu untersuchen. Falls p — 0 kann ¢ nicht in allen Komponenten
ebenfalls gegen 0 gehen, da dann die Bedingung p # —q verletzt wire. Sei
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also 0.B.d.A ¢p # 0. Dann wird umgeformt:
1

—_—~ 2
[(p,q) = - . it

(3.129)

Z p Pp H DPrqk
2 2 2
QenCen) (»+ @)% (pp + @p)* 1 (e + Q)
Der Faktor qu2 ist endlich und der Nenner hat keine Nullstellen, da der
Summand mit @ = 0 fiir p # 0 # ¢ immer einen endlichen Beitrag liefert.
Deshalb ist T'%(p, q) regulir. Dafk '®°(p, ¢) im hier betrachteten Fall endlich
ist, erkennt man auch gut an der graphischen Darstellung der Formel (3.126)

in Abbildung 4. F/i\o(p, q) hat fiir p = 0 zwar singuldre Stellen, aber falls
q € A(2) \ A(%) ist, bleibt der Funktionswert endlich.

Abbildung 4. Die Kontinuumskovarianz [ fiir den Fall p+¢ € A(ENA(ZE).
Die Parameter sind D =1, L =2 und a = 1.

Falls p + ¢ € A(%2) ist, gilt Q(p, ) = Q(¢, %) und damit wird F/g\o(p, q) zu

a
D

B = L S | 3 1 1 IR
S P+ @)% = \Pe + Qk

2 2
pq= ;- PrAk QEA(ZENACE) 1
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-1

2 (»+ Q ﬁ<pk+Qk>2

QeA(FE)
1 £ 1 \? -
2 wrellia)

ZZ ﬁﬁQ?kak)Z

| (lﬁpk> 2 (» J]:QQV ,f[l <pk ika>2

-1

QeN(2)
) (g(—%)) ointie) (q + Q)? U (qk + Qk>
=: g(p)h(q) (3.130)

An dieser Darstellung sieht man, daf h(q) keine Singularititen aufweist,
da der Nenner von h(q) keine Nullstellen hat. Bei g(p) bereitet der Fall

= 0 auch keine Probleme, es kénnten noch Probleme fiir p; € 227 \ 227
auftauchen wenn man ¢(p) jedoch umformt zu

-1

D 2
2 2
D b Hpk EZ p+Q2H<pk+Qk>
o D 2
; p+Q2IH<k+Qk>

(3.131)

erkennt man, dak sich alle moglichen Singularitéiten - p; € %—ZZ - gegenseitig
wegheben. Auch hier wurde die Gleichung (3.126) graphisch in Abbildung 5
(auf der néchsten Seite) aufgetragen. Man sieht, daf die Funktion regulir
ist. Die Abschitzungen (3.127) und (3.128) sind dann elementar. O
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77/

277777
2L

ST

z7Z
T
S

23
22>
LRI
KRS

Abbildung 5. Die Kontinuumskovarianz T fiir den Fall p + ¢ € A(%). Die
Parameter sind D =1, L =2 und a = 1.

Zum Schluf soll noch die Formel (3.126) nachgerechnet werden. Es ist zuerst
einmal

ST yy) = L (T, F)

* * La Z
D D
_ [-D+2 d”q ei%(rfy)i H L
ro (27)P ¢ Pl
D
@+ Qr) (¢+Q)?

QeA(E) k=1

a

D 1 |
H %+ Qr) (¢+Q)?

QeA(EE) k=1

D 2 D+
[,~D+2+D d”q 6iq(m—y)L_HL_

rp (2m)P q> w1 K
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. D L—l L—Q
e~ QY
2 U<Qk+Qk> (¢+Q)?

QeA(3E)
> 15 o
2
QeA(zs) kol w+Qr) (¢+Q)
D
= / d” iqo—y) L 1 H L
ro (2m)P g, 13) @ oy Ik
D
Z ﬂ.QyH < 1 ) 1 :
Qencem) oo \ak + Q) (a4 Q)
(3.132)
Nun kann man die Terme zusammenfassen und erhélt
dPq . 1 Do
r2(oy) = [ e e ]
o (2m)P Q(q, 27 (g, 75) 42 kUl QU
D
2 . 1 1
Q(QJ _) Z GileH ( > 5
Lo® Soey i\ Qi) (04 Q)
D
2 : 1 1
—Q(Q7 _) Z 672Qy H < > 5
@ enten o \a+ Q) (04 Q)
D D
— / d”q ela(z—y) 1 Hi
RD (27T)D Q(Qa a )Q(qa La q2
D
. 1 1
> 1l <qk +Qk> (¢ + Q)
QEA(3E) k=1
(g, 25)0(Q) - (g, T (3.133)
q, Ta q, 4 .
wobei 0 A(2 )
1, Q€ A(F
0(Q) —{ 0. sonst (3.134)

ist. Aus dieser Darstellung kann man nun leicht die Fouriertransformierte
von ['$° berechnen, es ist

/ dx/ dye PP (1, )
RD RD
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= /RD d"””/RD/ (;Zj:)rD

'Q(r,a)gz( H 2 _ZQyﬁ<rkiQk>

’La k= 1 QEA%' k=1

;)2 <Q(r, 2T)0(Q) — 9, 2—”))

dyefipriqyeir(xfy)

‘(r +Q a
Dol &1
= 6(p+q+Q) 2 — —
QE%Z;) Q(p ) pa La IH Prq I!_[l k
-(2m)" <Q(p, %)G(Q) — Q(p, 2%)) : (3.135)

Betrachtet man nun die einzelnen Fille fiir #, so kommt man auf die Formel
(3.126).

3.7.4 Summationen

Bei der Anwendung der Kontinuumskovarianzen in der (Quantenfeldtheorie
im néchsten Kapitel tauchen Faltungen der Kovarianzen mit Vertices auf.
Wir wollen hier schon eine Abschitzung beweisen, aus der dann spéiter die
Endlichkeit der Faltungsintegrale folgt. Das Hauptresultat lautet:

Satz. Sei A(a) ein D-dimensionales Gitter, g(p) : R” — R eine beschriinkte
Funktion, so daf

) Hpik (3.136)

keine Polstellen besitzt. Sei weiter & < 2 und § € R* beliebig. Dann gilt

P|*log? |P
> %V(Pﬂ < o0. (3.137)
PeA(a)\{0}

Beweis. Zuerst bemerken wir, dafs die Aussage des Satzes intuitiv klar ist,
denn es ist
f(P) 1

7~ CTpD (3.138)

Die Summation iiber A entspricht einer Integration iiber dem RP und das
Volumenelement bringt einen Faktor |P|”~! herein. Deshalb bleibt bei einem
Vorfaktor |P|* fiir & < 2 immer noch ein konvergentes Integral iiber |P|. Es
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gilt jedoch keine Abschidtzung mit ,<“ in (3.138) und deshalb mufs genauer
argumentiert werden.

Man kann sich auf den Fall @ = 1 beschrinken. Es gilt fiir alle £ > 0 eine
Abschitzung

(log |P|)? < CpelPIF. (3.139)
Deshalb braucht der logarithmische Term nicht beachtet zu werden. Weiter-
hin gibt es zu jedem € > 0 ein v > 0 und ein ¢ > 0, so daf

L < ¢ (3.140)

(s2ap) (25t r) Py

gilt. Das sieht man leicht ein, denn es ist nach der binomischen Formel

(3.141)

Mit den Definitionen
hP) = sup|g(P)] (3.142)

r(P) = lim |g(P)| (3.143)

PD%U

kann die Summe (3.137) behandelt werden:
9(P)| y7 L
LS < C
2. e g

h(P) | |
<2 ey Wi, 2 et

PpeZ\{0}

(3.144)
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Die Funktionen A(P) und r(P) regularisieren immer noch die verbliebenen
Pole, und so gibt sich durch Induktion nach D die Behauptung. 0l

Wir schliefsen diesen Abschnitt mit der Bemerkung, daf obiger Satz auf die
Kontinuumskovarianzen anwendbar ist. Eine Abschitzung der Art

> |P|*1og” |P| [02(P, Q)| Q| log” |Q < 00 (3.145)
PeA(a)\{0} QEA(a)\{0}

sollte fiir o, @' < 2 keine Uberraschung sein. Eine analoge Aussage gilt fiir
[,

3.8 Weitere Arbeiten

Abschliefsend sollen kurz einige weitere Arbeiten genannt werden, in denen
ein dhnlicher Formalismus wie der hier prasentierte, benutzt wird. In der
Literatur werden haufig endliche Gitter mit periodischen Randbedingungen
verwandt, so dafs die Notationen teilweise deutlich abweichen. Manchmal
werden die A-Kerne auch als GK-Kerne bezeichnet.

Eingefiihrt und zuerst untersucht wurden dieser Formalismus von K. Ga-
wedzki und A. Kupiainen. Dafiir seien die Arbeiten [GK80, GK84| genannt.
Anwendungen dieser Operatoren in der Quantenfeldtheorie findet man auch
in [Por90] und in [Xyl97]. Operatoren vom Typ C' und A konnen auch als
Interpolationsoperatoren in Algorithmen verwandt werden. Das geschieht in
[Kal94| und [Bak95].



Kapitel 4

Die ¢*-Trajektorie

In diesem Kapitel wird die ¢*-Trajektorie fiir eine Quantenfeldtheorie auf
dem Gitter perturbativ konstruiert. Die ¢*-Trajektorie ist, grob gesagt, ein
Potential, das forminvariant unter der Renormierungsgruppe ist und einen
¢*-Wechselwirkungsterm enthélt.

Zuerst werden einige Grundbegriffe erklirt und die Blockspinrenormierungs-
gruppe eingefithrt. Dann wird eine Gitter-Kontinuums-Korrespondenz er-
klart, mit der das Problem in das Kontinuum iibertragen werden kann. Die
Idee besteht darin, eine renormierungsinvariante Trajektorie im Kontinuum
zu konstruieren, die eine renormierungsinvariante Trajektorie auf dem Git-
ter erzeugt. Die Formulierung des Problems im Kontinuum hat, neben der
Tatsache, dak ¢*-Trajektorien im Kontinuum schon berechnet wurden, auch
einige technische Vorteile, die noch erklart werden. Als Potentialansatz wird
eine Potenzreihe in der Kopplungskonstanten g verwandt. Aus der Forde-
rung nach Forminvarianz des Potentials ergibt sich eine Gleichung, mit der
das Potential nach Ordnungen in g iterativ bestimmt werden kann. Es wird
gezeigt, dal dieses Iterationsschema losbar ist. Ferner wird untersucht, in
welchem Sinne die bei der Iteration entstehenden Potentiale endlich sind.

Schliefslich wird das Problem speziell in drei und vier Dimensionen unter-
sucht. In drei Dimensionen kann die Endlichkeit der Iteration gezeigt wer-
den. Folglich ist die Konstruktion der ¢3-Trajektorie komplett. Im vierdi-
mensionalen Fall sind die Abschitzungen schwieriger, und die Konstruktion
der Trajektorie ist noch nicht vollstindig. Es wird allerdings eine Reihe von
Ideen présentiert, wie die Abschétzungen verbessert werden kénnen, um die
Konstruktion zu vervollstdndigen.

Die Ausfiihrungen des vorliegenden Kapitels haben kein Pendant in der Li-
teratur. Ein erster Konstruktionsversuch der ¢3-Trajektorie auf dem Gitter
findet sich in [Zie98]. Die Art und Weise, wie die Kontinuumsformulierung

105
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behandelt wird, ist von [Wie97a, Wie97c| inspiriert.

4.1 Grundbegriffe

4.1.1 Quantenfeldtheorie auf dem Gitter

In diesem Abschnitt wollen wir kurz erkldren, was wir unter einer skalaren
Feldtheorie auf einem Gitter verstehen. Fiir eine ausfiihrliche Einfiihrung sei
auf [MM94| verwiesen.

Sei A(a) = aZP” ein Gitter. Eine euklidische Quantenfeldtheorie auf A ist
gegeben durch

e cinen gittertranslations- und rotationsinvarianten Propagator v bzw.
dessen Kern

v(w,y) = / d”pe”V(p). (4.1)
e Einen Boltzmann-Faktor Z(¢) bzw. ein Potential V'(¢), die durch
Z(¢)=e"@ (4.2)
miteinander verkniipft sind.

Aus diesen beiden Grofsen erhilt man das erzeugende Funktional der Korre-
lationsfunktionen als'

[ di(6)Z(6)el
= i @z@)

aus dem die Greenschen Funktionen durch Funktionalableitung berechnet
werden:

(4.3)

_ [ () Z(0)(1)...0(r)

(p(x1)...0(2n))

J dpo(6)Z(9)
5 5
= 5557wy (4.4)

Wir werden mit den Groflen

H($) = exp{H())
[ dm(QZ(6+0Q)
[ dn(QZ(C)

Ydu, ist das zu der Kovarianz v gehorende Gaufische Magk.

(4.5)
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arbeiten. H(¢) ist das erzeugende Funktional der v-amputierten Greenschen
Funktionen. H%(¢) ist das erzeugende Funktional der v-amputierten verbun-
denen Greenschen Funktionen. Einen Beweis davon findet man in [Sal99].
v-amputierte Greensche Funktionen enstehen aus den gewohnlichen Green-
schen Funktionen durch Anwendung von v~—! auf die Felder ¢(z;). Zwischen
G(J) und H(¢) besteht der Zusammenhang

G(J) = ez H (v]) (4.6)

wie man mit der Transformationsformel (5.89) nachrechnen kann.

Ein Standardbeispiel fiir eine Quantenfeldtheorie auf einem Gitter ist die
¢*-Theorie. Da ist die Kovarianz gegeben durch

v(z,y) = (el +m?)~(z,y), (4.7)

wobei A den Laplaceoperator auf dem Gitter darstellt. Das Potential ist
durch

D
g 1
VO =4 [ atste) ey [ Y (VL0 4 mt@? (1)
A 2 N B
gegeben. Dabei ist V/ die durch Vig(z) := L(g(x + apt) — g(x)) definierte
Vorwértsableitung.
Eine Quantenfeldtheorie im Kontinuum wird durch dieselben Begriffe erklart.

4.1.2 Die Blockspinrenormierungsgruppe

Mit den Operatoren des dritten Kapitels kann nun in Anlehnung an Gawedzki
und Kupiainen [GK84| die Blockspinrenormierungsgruppe konstruiert wer-
den.

Die Frage ist, wie H(¢) durch eine Skalierung der Felder mit A transformiert
wird. Das Integral iiber das Gaufsche Maf wird mittels (5.102) aufgespalten
und (5.91) benutzt. Der Fluktuationsanteil wird ausintegriert. Es gilt:

J dp () Z(Ad 4 Q)
[ dus($)Z(Q)

fdMAum(f) fdMF(C)Z(A¢+§+ ()
[ dpauat (&) [ dur($)Z(€+¢)

J dp (&) [ dpur(()Z(A(d +€) + ()
[ dpa(€) [ dur(Q)Z(AE+ Q)

[ dpu(§)R(Z) (¢ + Q)
Jdu(§)R(Z)(C)

H(Ag)




108 KAPITEL 4. DIE ¢*-TRAJEKTORIE

Dabei ist

_ Jdur(QZ(Ad+ Q)
B2 = =m0z

Durch die Skalierung der Felder mit ¢ — A¢ wird also die Theorie auf eine
andere Theorie mit der neuen Kovarianz u und einer neuen Wechselwirkung
R(Z) abgebildet. Die Abbildung R(Z) heift Renormierungstransformation.
Fiir das Potential V' schreibt sie sich als

(4.10)

T(V)(6) = ~log( [ dur()Z(46 + Q) + logl [ dur(©)2(0))  (411)

Sie hat den trivialen Fixpunkt V' = 0. Die Linearisierung an diesem Fixpunkt
ist

T (V) (g) = / dyir(O)V(Ad + () — / IOV, (412)

Wir werden im folgenden immer den Fixpunkt v = v, als Kovarianz nehmen.
Dann braucht der Flufs der Kovarianz nicht mehr untersucht zu werden son-
dern nur noch R(Z). Die Wahl von v, hat auch einen anderen Vorteil, der
spater bei der Normalordnung deutlich wird.

Wir kénnen nun einen ersten Eindruck von Ziel unserer Konstruktion vermit-
teln. Wie wir am Beispiel der ¢*-Theorie gesehen haben, ist das Potential
V' ein Funktional in ¢ und der Kopplungskonstanten g. Dieses Funktional
wird durch die Renormierungstransformation auf ein anderes Funktional ab-
gebildet. Wir suchen ein Potential V' bei dem diese Abbildung einer Verén-
derung der Kopplungskonstanten gleichkommt, bei dem also T(V)(¢,g) =

Vg, B(g)) gilt.

Im néchsten Abschnitt werden wir erlautern, wie das Problem in das Konti-
nuum iibertragen werden kann. Dort werden wir es 16sen.

4.2 Gitter-Kontinuums-Korrespondenz

In diesem Abschnitt soll, ausgehend von einer Gittertheorie mit der Block-
spinrenormierungsgruppe eine ihr entsprechende Kontinuumstheorie mit ei-
ner Kontinuumsrenormierungsgruppe formuliert werden. Diese Theorie wird
dann genauer untersucht.

4.2.1 Die Kontinuumstheorie

Sei zuerst eine Kontinuumstheorie mit einem Potential V¢ (") gegeben.
Dann kann man sofort eine Gittertheorie mit einem Potential V2 (g!a) defi-
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nieren, indem man

Vlat(¢lat) — Vcont(Aio¢lat) (4.13)

setzt. Sei das Kontinuumspotential von der Form
}/cont ¢cont Z Vcont d)cont g (414)

mit

r+l1

1
Vcont,(r) d)cont — / deL’ / le, .
(") z_; o)l Jor o TV Jen o P

-V;;fm’(r)(xl, ooy Top) 1 O (7). 0% (29, yoo -
(4.15)

Die Darstellung mit normalgeordneten Feldern wird deshalb gewéhlt, weil
die normalgeordneten Monome im Kontinuum Eigenvektoren der am trivia-
len Fixpunkt linearisierten Renormierungsgruppe sind. Diese Tatsache wird
spéter noch genauer erkliart. Die Normalordnung wird im Anhang (Abschnitt
5.5) erldutert. Dann ist das Gitterpotential von der Form

o0

Vit (gl g) = Y Vit (d>l“t) (4.16)
=1
mit
lat,(r) _ — 1 D D
4 () = ;w//\(a)d xl.../A(a)d Ton
Vool (1, ooy 290) © P (1) (02) 10y (4.17)
wenn man

Vélzt’(r) (xla teey x?n) - / dDyl--- / d y2n‘/207;mt( )(yla teey y2n)
RD RD
Aio(ylaxl)A* (y2nax2n) (418)

setzt. Das kann man auch schreiben als

Vi) () o wan) = (A x o x (A V0 (2 2a). (4.19)

2n
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Um das einzusehen, bemerke man, dak V' (¢) ein Skalarprodukt der Vertices
mit den Feldern darstellt, in dem ein Operator hiniibergewélzt werden kann.
Weiter braucht man die Identitét

EAiO) % % (Aio)l ¢latm¢lat = A;’O¢lat___Aio¢lat :Agov*Afof’ (420)

-~

2n

die aus (4.118) und (4.124) folgt.
Wir haben in diesem Abschnitt gesehen, wie eine Kontinuumstheorie und ei-

ne dquivalente Gittertheorie zusammenhéngen. Im folgenden Abschnitt wird
gezeigt, daf eine passende Kontinuumsrenormierungsgruppe der Gitterrenor-
mierungsgruppe entspricht.

4.2.2 Ubertragung der Renormierungsgruppe

Mit Hilfe der Gleichung (5.91) gilt fiir ein beliebiges Funktional O(¢®") =
O(AX¢let) die Gleichung

!/dmu@XXAfLL¢”“+O)=1/dum46XX51A?¢W4%U, (4.21)
denn es ist
LS = [ dun.(Q0(Az A" + A70)

- /dl‘AeoF*(Af")*(C)O(SlAioqﬁlat +¢)
— RS. (4.22)

Also wird, wenn fiir die Kontinuumsrenormierunggruppe

B f d/'LF‘:O (C)Zcont(sflqscont + C)

Reont ( Zeont ¢cont — 4.23

(7 () T s (0200 (4.23)

angesetzt wird, der Boltzmann-Faktor auf dem Gitter transformiert geméf
dpr. (Q) 7' (A" + ()

Rlat Zlat ¢lat — f * . 4.24

) = T e O 2 () )

Das ist jedoch die Blockspinrenormierungsgruppe (4.10). Analog erzeugen
die Transformationen

T(vcont)(¢cont) — _log(/durgo(g)zcont(s1¢cont+g))
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+logl [ dur=(0)27(0) (1.25)
Tlin(vcont) (¢cont) — / d/l,l"go (C)Vcont(sflgbcont 4 C)
- [ e (4.26)

die Transformationen (4.11) und (4.12).

Diese Tatsache ist sehr bemerkenswert. Eine Kontinuumstheorie mit den
Kovarianzen v2° und T'® und der Renormierungsgruppe (4.23) entspricht
also einer Gittertheorie mit den Kovarianzen v, und I'y und der Blockspin-
renormierungsgruppe. Falls man eine Kontinuumstheorie mit bestimmten
Eigenschaften beziiglich der Kontinuumsrenormierungsgruppe konstruieren
kann, hat die entsprechende Gittertheorie dieselben Eigenschaften beziiglich
der Gitterrenormierungsgruppe. Die Renormierungstransformation (4.23) ist
formal eine Standardrenormierungsgruppe. Die Besonderheit liegt nur in den
Propagatoren v° und I'S°. Diese Propagatoren haben zwei ungewthnliche Ei-
genschaften:

e ' und v fallen im Impulsraum nicht exponentiell ab. Das wird
spiater Abschéitzungen im Impulsraum schwieriger machen.

e I'%° und v2° sind im Ortsraum nicht voll translationsinvariant, sondern
nur gittertranslationsinvariant. Deshalb darf von der Kontinuumstheo-
rie nur Gittertranslationsinvarianz gefordert werden.

Fiir den Fall, dafs die Theorie voll translationsinvariant ist und die Pro-
pagatoren im Impulsraum exponentiell abfallen, wurde die ¢*-Trajektorie
schon konstruiert [Wie97a, Wie97b, Wie97¢c|. Die uniiblichen Propagatoren
erschweren eine Konstruktion der ¢*-Trajektorie im Kontinuum. Aus einem
anderen Grund ist eine Kontinuumsformulierung jedoch fast unumgénglich:
Die normalgeordneten Monome sind im Kontinuum Eigenfunktionen der li-
nearisierten Renormierungsgruppe, auf dem Gitter sind sie es nicht.

Wie werden von nun an im Kontinuum arbeiten. Alle nun vorkommenden
Grofsen sind Kontinuumsgrofen, wenn sie nicht anders indiziert sind. Die
Kovarianzen im Kontinuum werden mit v := v° und I' := T'{° bezeichnet.
Das Ziel ist es, eine renormierungsinvariante Trajektorie im Kontinuum zu
konstruieren, die eine entsprechende Trajektorie auf dem Gitter definiert.
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4.3 Problemstellung und Beweisstruktur

In diesem Abschnitt wird das Problem gestellt, und ein Uberblick iiber die
Losung gegeben.

4.3.1 Das Problem

Hier wird erklért, was unter einer renormierten Trajektorie zu verstehen ist.
Die Definition ist dabei an [Wie97a, Wie97h, Wie97c| angelehnt.

Sei ein Potential V (¢, g) gegeben. Ein solches Potential definiert eine Kurve
V(¢,-) im Raum aller Theorien vermdoge

Vig,-): 9= V(¢ 9). (4.27)

Gesucht ist nun eine solche Trajektorie, die als Menge unter der Renormie-
rungsgruppenabbildung invariant bleibt:

T(V(g,-) CV(s,). (4.28)

Das wird nun genauer spezifiziert. Gesucht ist eine Kurve V (¢, ) bzw. ein
Potential V (¢, g) mit folgenden Eigenschaften:

e I/ kann zerlegt werden durch

o @] r

V(o.9) =Y V(@)% (4:29)

und weiter in

r+1
() — 1 D D
V() = ;(271)!/1@6[ «’171---/RDd Top
‘/—2(7:)(1‘17 "'71‘277,) : qs(l‘l)d)(xQn) - (430)

Ziel ist eine perturbative Entwicklung der Trajektorie um den trivialen
Fixpunkt V' = 0. Dabei wird nach einer Konvergenz der Reihe (4.29)
nicht gefragt, sie wird als formale Potenzreihe betrachtet. Weiterhin
beschrénken wir uns durch die Wahl von V' auf gerade Potentiale. Alle
vorkommenden Potentiale werden so normiert, dak V(¢ = 0) = 0 gilt.
Deshalb werden feldunabhéngige Konstanten in den Potentialen wegge-
lassen. Da die normalgeordneten Monome invariant unter Permutation
der Koordinaten sind, sollten es auch die Kerne ‘/'2(7:) (@1, ..., Tap) sein.
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e Die erste Ordnung V() ist durch
VO(9) = 04(0)
= / dPx : p(x)* (4.31)
RD

gegeben.?

e Dic Vertices Vo7 (21, ..., 23,) sind gittertranslationsinvariante Funktio-
nen fiir ein Gitter A(a). Sie haben eine Fourierdarstellung

d”p A"Pn s pini
V(xla"-axn) :/(271.)1D/ (27T)D6 ij] ]V(pla"'apn) (432)

mit
Vpropa) = Y. 62(@Q =Y p)V(pis .o Pa)- (4.33)

QEA(®r) J

Die reduzierten Impulskerne V(pl, ..., pp) sind differenzierbare Funk-
tionen. Die Beschridnkung auf die Gittertranslationsinvarianz anstatt
voller Translationsinvarianz liegt in der Gittertranslationsinvarianz der
Propagatoren begriindet.

e Es existiert eine Funktion

Blg) =Y bri—:, (4.34)
so dafs
T(V(o,9)) =VI(e.5(9)) (4.35)

gilt. Das ist die entscheidende Bedingung. Sie beinhaltet, daf V' (¢, -)
forminvariant unter der Renormierungsgruppe ist. Es wird sich zeigen,
dak allein durch die Bedingung der Forminvarianz V' in allen Ordnungen
bestimmt ist.

Diese Bedingungen sind noch nicht vollstindig. Sie miissen noch um eine
Bedingung an die Kopplungskonstante ergénzt werden. Dafiir bieten sich
zwei Moglichkeiten an. Zum einen kann ¢ so definiert werden, daf der ¢*-
Vertex nur in der linearen Ordnung in g vorkommt:

—

V;l(r) (07 0,0, 0) = 67‘,1- (436)

2 Allgemeiner schreibt man auch Oa,(¢) := ﬁ [dPz : ¢p(x)>™ - .
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Man kann ¢ auch dadurch festlegen, indem man Bedingungen an die Form
von ((g) stellt. Dabei ist es sinnvoll, § linear zu wéhlen. Wir werden sehen,
daf dann nur

Blg) =L Pyg (4.37)
in Frage kommt.

Das Problem wurde eben unabhingig von der Dimension gestellt. Jedoch
bedarf diese Problemstellung leichter Modifikationen, je nachdem, ob man
sich in drei oder vier Dimensionen befindet. Diese Abdnderungen werden
erst dann untersucht, wenn die Dimensionszahl festgelegt ist.

4.3.2 Beweisstruktur

Das gestellte Problem wird anfangs unabhéngig von der Dimension betrach-
tet. Zuerst zeigen wir, dals die normalgeordneten Monome Eigenfunktionen
der am Fixpunkt linearisierten Renormierungsgruppe sind und rechtfertigen
damit den Ansatz fiir das Potential. Dann zeigen wir, wie aus der Bedingung
(4.35) Gleichungen fiir die Koeffizienten der S-Funktion werden. Zusammen
mit der Darstellung durch normalgeordnete Felder kommen wir zu einer Glei-
chung vom Typ

LV (Lz) = V™ (z) = KWW, ye-D), (4.38)

Diese Gleichung ((4.60), bzw. (4.62) und (4.64)) ist die wichtigste Glei-
chung in dem Beweis. Sie ermdglicht die Bestimmung einer hoheren Ord-
nung von V, wenn die niedrigeren Ordnungen bekannt sind. Das geschieht
in den Abschnitten (4.5) und (4.6). Im ersten dieser Abschnitte werden
allgemein Gleichungen von obigen Typ betrachtet, im zweiten wird darauf
aufbauend der hier interessante Fall gittertranslationsinvarianter Funktionen
untersucht. Es muf jedoch auch die rechte Seite von (4.38) erforscht wer-
den. K™ VM . V@=1) muk in einem gewissen Sinne endlich sein, damit
V() bestimmt werden kann. Das wird im Abschnitt (4.7) gezeigt. In den
beiden anschliefenden Kapiteln werden die Spezialfille D = 3 und D = 4
untersucht.

4.4 Die [-Funktion

In diesem Abschnitt werden die Bedingungen, die sich durch Gleichung (4.35)
an das Potential ergeben, bestimmt.
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4.4.1 Normalordnung und Eigenvektoren
Die am Fixpunkt linearisierte Renormierungsgruppe ist nach (4.26)>
Tlm(v)(¢) = <V>r,s—1¢- (4.39)

Es soll gezeigt werden, dafs die normalgeordneten Monome Eigenvektoren die-
ser Transformation sind. Fiir das erzeugende Funktional der Normalordnung
gilt
G eiD ) o, = ST / dr(C)eli0)
— 05710 5(w0) o3 (:THd)
s o—1

10579 1o (sw-r)sty(s-1)1, (4.40)

Aufgrund von (3.113) gilt jedoch bei den speziell gewéhlten Kovarianzen
v=_S(v-T)S" (4.41)

Damit manifestiert sich fiir einen Term die Abbildungsvorschrift

c ()™ ()™ o (S (x1))™..(S™ ()™ LS ly(s-1)t

: (L(17%)¢(ﬂ))ml(L(lig)gﬁ(—))m" SARENERDE

L

Also ist der Vertex

o) ™% 170(g) (4.44)

- nD—l—(l—g)Zmi. (4.45)

Ein Vertex der Form

O(p) = /RD dPx,... /RD dPz,V(zy, .y zn) : p(z)™ ()™ 2y (4.46)

*Tm Kontinuum verwenden wir auch die Notation (F)p g1, := [dur(Q)F(S™'¢ + ().
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wird dementsprechend durch die Renormierungsgruppe transformiert geméaf

O(¢) — L7 /RD dDarl.../RD dPx, V(Lxy, ... Lz,) « ¢(21)™ ocp(2)™ 2 -

(4.47)
Ein bekannter Eigenvektor ist der ¢*-Vertex

O(¢) = /R P () (4.48)

Fiir ihn ist c =4 — D.
Aus den Uberlegungen dieses Abschnittes ergibt sich auch, daf die normal-
geordneten Monome auf dem Gitter keine Eigenfunktionen darstellen. Auf

dem Gitter muf in den Rechnungen S~! durch A, ersetzt werden, und die
Rechnung (4.42) 14kt sich dann nicht durchfiihren.

4.4.2 Gleichungen fiir die Koeffizienten der S-Funktion

Aus der Bedingung (4.35) ergeben sich Gleichungen fiir die die Vertices V()
und die Koeffizienten b,. Zuerst wird dazu T'(V') als Potenzreihe in g ent-
wickelt. Man definiert dazu fiir ¢ € [0, 1] die Hilfstransformation

;R — R
Q(V(d,9) = T(tV(¢,9)). (4.49)

Damit ist

- aant(V)Lﬁ:O L1m

m)!

(—ni!)m 97" log({exp(tV))p g-14)

>

t=0

3
Il
o

(-
m!

[
NE

(V™) g1 - (4.50)

3
I
=)

Dabei stellt (-)7 den trunkierten Erwartungswert dar. Damit ist weiter, unter
der Benutzung der Form von V' (4.30) und der Multilinearitét der trunkierten
Erwartungswerte

T(V)(#,9)
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00 ( 11 my T
)" )9
- e <2vﬁ>
m=0 r,s-1¢
00 m+1 00
DIl S S A e
m=0 ri=1 rm=1 HZ 1 Z hETe
- > 2.9 2 VOV
m=0 ri+.. -l—rm—rH ’
B o0 gr r (_1)m+1 ,r.! (7-1)_ . (rm) T
- Zﬁ(Z m) Z H <V PV >r,sfl¢ '
r=1 m=1 ri+..4+rm=r
(4.51)
Dann wird V (¢, 3(g)) als Potenzreihe in g geschrieben:
) B9)"
V.86 = v Y
r=1 :
S (oot
= D V05| 2
r=1 k=1
= XVOO Y Y
r=1 ki=1 k,=1 b Il k!
V() & b, * . b,
=2 2 > T, %!
r=1 k=r ki+...4+kr=k =
N V(@) 7!
35T B ),
r=1~ \m=1lki+..+km=r ) i=1
(4.52)

Nun kann man einen Koeffizientenvergleich durchfiihren. In der ersten Ord-

nung ergibt sich

blv(l)(¢) = <V )>F,S_1¢
= (V) gmrg- (4.53)
Die zweite Ordnung lautet
bV 4 (5)2V® = <V(2)>f,571¢—<V(” <1>>?’571¢
T
= (V) = (VOVI) oy (459)
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Im allgemeinen Fall lautet die Gleichung
(VI iy = ()" V(@) = (by)" K™, (4.55)

wobel die rechte Seite durch

1 n!
(bl)"K(n) - - Z V(m)(ﬁﬁ)mibkl . bi..
ot T [T, k!
"L (=1t n! ). 0T
R m=2 m' ri+ ; =n H?:l ri! <V 1 ’ ’ V >F9571¢
(4.56)

gegeben ist. Man beachte, daf K nicht von V(™ abhingt.

4.4.3 Folgerungen aus diesen Gleichungen

Die Gleichung fiir den ersten Koeffizienten b; (4.53) ist eine Eigenwertglei-
chung fiir den Eigenwert b,. Ein Eigenvektor ist der ¢*-Vertex, der entspre-

chende Eigenwert ist
by =L*7P. (4.57)

Um die allgemeine Gleichung zu behandeln, werden beide Seiten von (4.55)
in normalgeordnete Felder entwickelt. Die linke Seite ergibt

n+1
_ 1 D D . .
LS = mz_l (Qm)' /RDd :1:1.../RDd Tom - ¢(J}'1)¢(l‘2m) W
- (Lm(D”)V;;’(LxI, ooy Ltam) — (b1)™ - V. (x, ...,me)) .
(4.58)
Die rechte Seite wird formal entwickelt
RS = (b)"K™
n+1 1
= (b)" dPx... dP zom
( 1) mZ:1 (Zm)' /RD e /RD 2
KN (@1, o o) D(@1) e (Tom) o - (4.59)

Insgesamt kommt man zu den Gleichungen

LV (Lay, ..., Lrgw) — Vi (@1, oy Tom) = KS (@1, ooy @0m) (4.60)

m



4.4. DIE B-FUNKTION 119
mit (man beachte (4.57))
=m(D+2) —n(4 — D). (4.61)

Im Impulsraum wird Gleichung (4.60) zu

—~—

5 p DP2m n
mit
5 =0 —2mD. (4.63)

Falls die Vertices translationsinvariant sind, sind deren Fourlertransformierte
distributionswertig, d.h. es ist V(pi, .. ,pn) = 5(X p)V (p1, ..., ).t Wird
dann die 0-Distribution fiir den Fall, daf > p; = 0 ist, entfernt, hat man die
Gleichung

—

o p p m n
L ‘/Qm (fla teey z ) ‘/Qm (pla . '7p2m) = Kém)(pla "'7p2m) (464)

mit
o+ D
D+m(2—D)—n(4— D)

_ 3—m—mn; falls D=3
- 4 —2m; falls D =4

)
|

(4.65)

Die Vertices werden nun, je nachdem ob o > 0, ¢ = 0 oder o < 0 ist, als
relevant, marginal, oder irrelevant bezeichnet. Die folgende Tabelle listet die
relevanten und die marginalen Vertices und das groftmogliche & auf:

‘ (m,n) ‘ relevant ‘ marginal ‘ Cmar ‘
D=3 (L) |(L2oD] 1
D=4| (1,n) (2,n) 2

In drei Dimensionen gibt es nur zwei marginale Vertices. Der einzige rele-
vante Vertex in drei Dimensionen wird durch die Anfangsbedingung (4.31)
ausgeschlossen. In vier Dimensionen gibt es in allen Ordnungen relevante
und marginale Vertices.

4Im Falle von Gittertranslationsinvarianz hat man eine Summe von é-Funktionen, & ist
aber genauso definiert.



120 KAPITEL 4. DIE ¢*-TRAJEKTORIE

4.5 Differenzengleichungen I

In diesem Abschnitt sollen Gleichungen vom Typ der Gleichungen (4.62) und
(4.64) genauer untersucht werden. Die Grundidee bei der Losung solcher
Gleichungen besteht in ihrer Iteration.

Seien dazu

f:R* - R (4.66)
g:R" = R (4.67)

Fiir ein festes L > 1 und o wird nach Funktionen f(p), die die Gleichung

L7F(3) = (p) = 9(p) (4.68)

bei bekanntem g¢(p) erfiillen, gesucht. Da die allgemeine Losung der Glei-
chung (4.68) sich aus einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung
und den Losungen der homogenen Gleichung

o) = L7f(%) (4.69)

zusammensetzt, wird zuerst die homogene Gleichung betrachtet.

Losungen der homogenen Gleichung

Aus (4.69) folgt

flp) = L™ f(L"p) (4.70)
= L™f(1) (4.71)

fiir alle m,n € N. Nun mufs man drei Fille unterscheiden.

Erster Fall: Es ist 0 = 0.
Dann sind die einzigen stetigen Funktionen, die (4.69) erfiillen, die konstan-
ten Funktionen:

) =c. (4.72)
Zweiter Fall: Es ist 0 < 0.
Hier existiert als stetige Losung nur die Funktion

=0, (4.73)

denn falls f(p) = ¢ # 0 fiir ein p so folgt aus (4.70), dak f in einer Umgebung
von 0 nicht beschrinkt ist, sich also nicht in 0 stetig fortsetzen lafst.
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Dritter Fall: Es ist o0 > 0.
Hier sollen nur analytische Losungen von (4.69) gesucht werden. Zuerst er-
kennt man, dafs

£(0)=0 (4.74)
gelten muf, da sonst aufgrund von (4.70) f fiir kein p # 0 einen endlichen
Wert annehmen kann. Wenn man die Ursprungsgleichung (4.69) ableitet,
erhilt man die Gleichung®

olel f

o P) = La—|a\w(£) (4.75)

op® "L

(p)

und fiir |a| > o ist man im zweiten Fall, wo nur die Nullosung existiert. Fiir
la| = o gilt

o
66 f(p) = const , (4.76)
pa
und fiir |a| < o mufs
ol
- Loy =0 (477)
gelten. Insgesamt erhilt man den
Satz. Sei o > 0. Fiir 0 ¢ Z ist
f=0 (4.78)

die einzige analytische Losung von (4.69). Fiir o € Z lautet die allgemeine
analytische Losung von (4.69)

fl@)=">" asp™ (4.79)

|a|=0

Nun kann man sich der inhomogenen Gleichung widmen.

Losung der inhomogenen Gleichung

Erster Fall: Es ist 0 < 0 und ¢ ist beschriankt.
Man kann (4.68) iterieren

f0) = —9o)+L7f(%)
= —g) - Lg%y + I ()
= —g(p)— I"g(5) — Lg(5) + L/ () (4380)

Hier ist o ein Multiindex, es ist also a = (ay,...,a,), (Op)® = (Op1)**..(Opy)*" und

la| =32, i
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und erhélt so den folgenden

Satz. Fiir 0 < 0 und ein beschrénktes g(p) konvergiert die Reihe
= — — )L 4.81
)=~ 3o (4.81)

absolut und gleichméfig auf dem R™. Die so definierte Funktion f hat die
folgenden Eigenschaften:

(1) f(p) 16st die Gleichung (4.68).
(2) f(p) ist beschrinkt durch®

7)) < 2 (4.82)

(3) f(p) ist die einzige beschriankte Losung von (4.68).

Beweis. Die absolute und gleichméfige Konvergenz von (4.81) folgt aus dem
Weierstraf-Kriterium fiir gleichmifige Konvergenz. (1) erhélt man durch
Einsetzen unter Ausnutzung der absoluten Konvergenz. (2) ergibt sich durch
die geometrische Reihe. (3) folgt aus dem zur homogenen Gleichung gesag-
tem. UJ

Bemerkung. Falls g stetig ist, so ist auch f stetig. Das folgt aus der gleich-
méfigen Konvergenz von (4.81).

Bemerkung. Falls g k-mal stetig partiell differenzierbar ist, so ist auch f
k-mal stetig partiell differenzierbar. Das ergibt sich aus den iiblichen Re-
chenregeln [For76] von gleichmafiger Konvergenz und Differenzierbarkeit.
Bemerkung. Die Bedingung, daf ¢ auf ganz R” beschrinkt ist, ist Luxus.
Es reicht, daf g in einer Umgebung von 0 beschrénkt ist (das ist z.B. der Fall,
wenn ¢ in 0 stetig ist), damit die Reihe (4.81) auf jeder kompakten Teilmenge
des R™ gleichmifig konvergiert. Die durch sie dargestellte Funktion ist dann
jedoch nur auf jeder kompakten Teilmenge des R" beschrinkt.
Bemerkung. Falls eine monoton steigende Funktion h(x) existiert, so daf

l9(p)] < R(lpl) (4.83)
ist, so gilt (i)
h(lp
fo) < /75 (4.84)

Das ergibt sich dadurch, daf man die dann die g()-Terme in (4.81) durch
h(|p|) abschéitzen kann.

Es ist [|glloo := sup,ern [9(p)|-
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Zweiter Fall: Es ist 0 = 0.

In diesem Fall muf offensichtlich ¢(0) = 0 sein, damit eine Losung existiert.
Es gilt:

Satz. Sei 0 = 0, g k-mal stetig differenzierbar, g(0) = 0 und g beschrénkt.
Dann konvergiert die Reihe

F0) == 9(72) (4.85)

auf jeder kompakten Teilmenge des R" gleichméfig. Die durch sie dargestellte
Funktion 16st Gleichung (4.68) und hat folgende Eigenschaften:

e f ist k-mal stetig differenzierbar.

e Fiir [p| <1 gilt’

L
()] < 7= sup [[(Dg) (@)l Ip (4.86)
lg|<1
o Fiir |p| > 1 gilt
L 00
01 < 2 s D)@ + ol 05 (o). (487)

Beweis. Da g einmal differenzierbar ist, existiert ein r > 0 und ein C' so dafs
fir alle p mit |p| < 7 |g(p)| < C|p| gilt. Deshalb l&t sich die Reihe (4.85)
fiir grofe o gegen die geometrische Reihe abschiitzen, woraus die Konvergenz
folgt. (4.86) folgt aus der Tatsache, dak fiir [p| <1

l9(p)| < sup [[(Dg)(q)|l |p] (4.88)

lal<1

gilt und der geometrischen Reihe. (4.87) wird induktiv gezeigt: Fiir 1 <
p| < L gilt

F@) = |=9)+ F(7)
< ol st (Do) a) |
< lglle-+ 500 (D)0 (459)

TFiir A € R™*" ist ||A]| := SUD,ern,|z|=1 [47|. Dg stellt die Ableitung(smatrix) von g
dar.



124 KAPITEL 4. DIE ¢*-TRAJEKTORIE

und fiir L™ < |p| < L"*! gilt

o = = 9)+ (7]
< 27 500 (D)(a)|+ 2ol + 1 Oog() ~ o5 )
= 7 s Do)+ lalle {5 os(bl). (490

O
Falls im vorliegenden Fall g(0) # 0 ist, gibt es keine Losungen. Das fiihrt zu
sogenannten Resonanzen, die speziell behandelt werden miissen. Man ver-
gleiche dazu die Ausfiihrungen zur Massenresonanz in D = 3 Dimensionen.
Dritter Fall: Es ist o > 0.
Der Trick besteht darin, Gleichung (4.68) abzuleiten, um o zu erniedrigen.
Man erhilt so die Gleichung

9 ,.p, 0 9

8pif(z) apif(p) =

o—1

9(p)- (4.91)

Es liegt also nahe, als Ansatz fiir f eine Taylorreihe bis zu der Ordnung, bei
der o = 0 wird, zu machen. Die Taylorkoeffizienten fiir die niedrigeren Ord-
nungen werden durch die Ableitungen von ¢ im Nullpunkt bestimmt. Man
erhélt:

Satz: Sei 0 > 0 und g (0 + 1)-mal stetig partiell differenzierbar. Die Tay-
lorreihe

al plel
f(p):Z Lo f Za'/ dt(1 —t)° f(tp) (4.92)

ist genau dann eine Losung der Differenzengleichung, wenn

ol f dlg

Lol = fall 4.

( )ap (0) o (0) falls |af <o, (4.93)
o p olel £ olelg

o (D) " g ) T G @) fallslal =0 20

gilt.

Die Ableitungen mit |a| = o sind durch (4.94) nur bis auf eine Konstante
bestimmt. Das entspricht den Lésungen der homogenen Gleichung gemaf
(4.79). Natiirlich ist (4.94) nur sinnvoll, wenn %la,‘lg(()) = 0 ist. Niitzlich ist es
noch, fiir oben gegebene Losung f eine Abschéitzung fiir grofe p zu haben.
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Es gilt:
Bemerkung. Sei fiir |o| = o %‘;Lg (p) = 0 und %l;‘yg (p) beschrinkt. Dann
existiert ein C' so dak fiir grofe p

f(p) < Clp|"log|p] (4.95)
gilt.

Beweis. Aufgrund der Voraussetzungen wichst der %(p)—Term im Integral
in (4.92) logarithmisch. Daraus ergibt sich die Behauptung. O

Eine grundsitzlich andere Idee, die Gleichung (4.68) im Falle o > 0 zu l6sen,
besteht in einer Iteration ,nach aufsen‘:

flp) = Z L7 g(L'p). (4.96)

Die so gewonnenen Losungen sind jedoch schlecht zu gebrauchen, da man
zusitzlich starke Voraussetzungen an g stellen muk (z.B. starker Abfall fiir
grofe p), damit aus der Differenzierbarkeit von g die Differenzierbarkeit von
f folgt.

4.6 Differenzengleichungen II

In diesem Kapitel sollen die Differenzengleichungen fiir den realistischen Fall,
dak f(x) gittertranslationinvariant ist, betrachtet werden. Dann sind die
Fouriertransformierten distributionswertig. Auch hier besteht die Grundidee
der Losung in einer Iteration.

Es wird dabei die Notation p = (pi,...,pn) und p; = (pi1,...,pip) € RP
benutzt. Ferner wird

pl =D (i)’ (4.97)

i=1 j=1
gesetzt. Mit dieser Definition gelten auch die Abschiatzungen des vorherigen
Kapitels. Weiter ist

pl <Y Ipil. (4.98)
i—=1

Ausgangspunkt ist eine Differenzengleichung der Fouriertransformierten von
einer beziiglich de Gitters A(a) gittertranslationsinvarianten Funktion f(z) :®

n n

-~ p -~

L? Z 5(Zpi—LQ)f(f) - Z 5(Zpi—Q)f(p)
Qen(E) =l QeA(Zr) =1

8Das in dieser Gleichung verwendete o entspricht dem & aus Gleichung (4.64).
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n

= Y 5O pi—Q)lp) (4.99)

QeAr) =l

In obigem Ansatz ist impliziert, daf der inhomogene Term K in (4.60) inva-
riant unter Gittertranslationen mit dem Gitter A(a) ist. Das ist nicht trivial,
denn K enhélt Faltungen mit der Kovarianz T, die nur A(La)-invariant ist.
Doch die Dilatation S~! stellt die urspriingliche Translationsinvarianz wie-
der her. Das wird im Kapitel (4.7) in dem K untersucht wird, noch deutlich
werden.

Bei einer Losung f(p) einer solchen Differenzengleichung ist aufgrund der
d-Funktion nur der Fall }°, p; € A(2%) interessant. Deshalb macht man eine
Unterscheidung bei den moglichen Fille fiir Y, p; € A(2%). Fiir Abschiitzun-
gen muf beachtet werden, welche Werte ¢ annimmt.

4.6.1 S,p=0

Hier konnen die §-Funktionen direkt aus (4.99) entfernt werden. Damit erhélt
man die Gleichung

LF(2) = Fo) = ). (4.100)

Diese Gleichung kann mit den im vorherigen Kapitel beschriebenen Methoden
behandelt werden.

4.6.2 S.p #0

In diesem Falle kénnen die d-Funktionen nicht so einfach entfernt werden.
Man kann jedoch die Gleichung (4.99) mitsamt den J-Funktionen iterieren.
Dabei kommt man zu immer kleineren Impulsen, bis schliefslich die Tteration
abbricht, weil >, % nicht mehr im Gitter A(2%) liegt. Wenn Y. p; # 0 und

Lk
> pi € A(%5) sein soll, dann existiert ein k = k(p), so daR
. 2 Lk
Spmoe A ”a ), (4.101)
i=1
- 2 LE+1
dpi ¢ A——) (4.102)
i=1

gilt. Deshalb ergibt dann eine Iteration der Gleichung (4.99)

> 5(Zpi—Q)f(p) = - > O _n—-Qi)

QEA(Z) QeA(fE) =l
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LY A - f(5)

QeA( 2#) =1

Z 5(2291'—

QeA(dE) =t

-7 Y - Qa5
QeA(Zm)  i=l

n

o— > D
+L2OTP Y T80 75— (1)
QeA(Z) =l
(4.103)
das Resultat
n . k n p
Yo O p-Qfp=> L > 6(Zpi—QLa)§(ﬁ). (4.104)
QeA(Zx)  i=l a=0 QeA(Z)  i=1
Fiir f(p) gilt deshalb?®

k(p) D
=> L7g(77)- (4.105)
a=0

Damit ist f(p) tiberall bestimmt.

4.6.3 Abschatzungen

Um das eben erlduterte Iterationschema gewinnbringend anwenden zu kon-
nen, braucht man Abschétzungen fiir das Verhalten der Losungen fiir grofe p.
Um die Anzahl der Summanden in (4.105) zu bestimmen, muf k(p) genauer
untersucht werden. Aus

o Lk
S pie A Wa ) (4.106)
folgt
; —L’c 4.107
Jggag}zp,g > (4.107)

9Man kann dies auch als Ansatz nehmen und dann nachrechnen, daf ein f mit dem
durch (4.105) gegebenen f die Gleichung (4.99) 16st.
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und weiter

a n
k(p) < logg (%jerﬁ%}z:m»

=1

< log;(Clpl). (4.108)

Mit dieser Abschétzung und den aus dem vorherigen Kapitel bekannten Ab-
schitzungen fiir den ), p; = 0-Fall ((4.84), (4.87) und (4.95)) kann man nun
leicht die Resultate formulieren:

Satz. Sei 0 < 0. Es existiere eine monoton steigende Funktion A(x), so dafs

9(p)| < h(|pl) (4.109)
gilt. Dann hat man
F(p)] < 1h9pL|)g. (4.110)

Satz. Sei 0 = 0 und g beschriankt und differenzierbar mit g(0) = 0. Dann
existieren Konstanten C4, Csy, C3, so daf

~

[f(P)] < C1 + Cylog (Cslpl) (4.111)

gilt.
Satz. Sei 0 > 0, g(p) beschrinkt und fiir |o| = o %(p) = 0 und %(p).
Dann existiert ein C' so dak fiir grofe p

f(p) < Clp|° log |p| (4.112)

gilt.
Beweis. Das ist genau die Abschitzung (4.95). Die endlichen Summen aus

(4.105) andern an dieser Abschétzung nichts, denn da g(p) beschrénkt ist,
gilt fiir . p; # 0 die Abschitzung

A L° k+1 1
flp) < C(L)"i—l
L7(LF)7 — 1
Lo —1
L7|p|” —1
Lo —1 ~

IN

C

IN

C (4.113)
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4.7 Untersuchung von K

In diesem Abschnitt wollen wir uns dem inhomogenen Term K in der Diffe-
renzengleichung widmen. Ziel ist es, unter gewissen Vorraussetzungen End-
lichkeit von K zu zeigen. Die Untersuchung verlduft dabei so: K besteht im
wesentlichen aus Summen von Vertices niedrigerer Ordnung und Termen der
Form <V(’“1); o V("m)>:5_1¢ . Fiir die Vertices niedrigerer Ordnung ist durch
die Losung der Diﬁ’ereniengleichung meist schon eine Schranke gegeben. Der
trunkierte Erwartungswert stellt einen verbundenen Graphen dar. Die darin
enthaltenen Faltungen kénnen mit Hilfe von (3.145) abgeschétzt werden.

K™ besteht gemik Gleichung (4.56) aus zwei Beitriigen

e Der kinematische Beitrag

Z >, v ’(qﬁ)Hm'k,b S (4.114)

m= 1 k:1+ Akm=n

besteht aus einer endlichen Summe von Vertices niedrigerer Ordnung.
Wenn diese Vertices in einer Norm endlich sind, ist der kinematische
Beitrag offensichtlich auch endlich. Ferner hingt dieser Beitrag auch
von der Wahl der S-Funktion ab. Wenn diese linear gewdhlt wird,
verschwindet der kinematische Beitrag.

e Der dynamische Beitrag

= (—1)mH !
27( n)l, 3 H" VOV e (4115)

m=2 ’ r1+...+rm=n

Dieser Beitrag ist das eigentliche Problem. Um ihn zu behandeln, reicht

es, (V); ’"m)>r g1 20 untersuchen. Da die V) gemif (4.30) zerlegt
werden konnen, gilt
ri+1 rm—+1 ) T
(VO Ve L= < RTINS A >FS_1¢ (4.116)
ki=1  kpm=1 ’

mit der Notation

i ]- ri
Vi) = /del.../ AP 2o, VI (21, ooy k) = (1) (k) o0
4 (2kz)' RD RD ¢
(4.117)
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Damit kann das Problem weiter auf die Betrachtung des trunkierten Erwar-
tungswertes (Vi; ...;Vn>:1f’s_1¢ mit V;, = ‘/'2(,:) reduziert werden. Um diesen
Term zu behandeln verwenden wir nun die Darstellungen fiir Erwartungs-
wertbildung und Normalordnung

WieiViry = o0 {5 (55:Ta5) J 10 Wil
205 = {5 (g50p) b 20 (@18

und die Replica-Formel

ot = B G}

GeGe{l...n} {i,j}€G

e {5 (5ra) v

Dabei wird iiber alle Graphen GG aus der Menge aller verbundenen Graphen
G° summiert. Eine Erlduterung dieser Formel findet sich auf Seite 159. Setzt
man nun

. (4.119)
Voi=¢

Vi(p) = V(o) (4.120)
<‘/1;-'-;Vn>€,¢ = R(d)) v
= 1 K(0) -, (4.121)

ot (r) v
RS CE)

10Mit demselben Trick wie in (5.107).
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R I

GeGe{l...n} {i,j}€G

B Eexp{(a@ ai-)}
D IR ()
e sa) D]

Da jedoch noch die Dilatation S~! zu beachten ist benutzen wir K, welches
durch

K(¢) = HeXp{%,(v_r)a%)}
= JL s GRorag) - e

GeGe{l..n} {i,j}e@ i=1

(4.122)

Voi=¢
(4.123)

gegeben ist. Die Idee bei der Verwendung von K besteht darin, daf durch
die Dilatation S~! wieder eine Normalordnung beziiglich v hergestellt wird.
In der Tat gilt aufgrund von

0

0 ~1 _ -1 0 -1
S3@PE ) = [ @S [dgms (P 0 WS el
0 1
= m(x)F(S ¢) (4.124)
und S(v —T')ST fiir ein Funktional 7
Z(¢) = :2(¢) wr (4.125)
= Z(S7'¢) = :Z(57'¢):, (4.126)

Damit gilt
(V5. Vn>€,5*1¢ = K(S19¢) 1, (4.127)
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mit

DO | —

> 1 [ed

GeGe{l..n} {i,j}eq@
Hv )

Diese Formel ist ein wichtiger Meilenstein auf dem Wege zu den Abschétzun-
gen. Um die Formel (4.128) zu veranschaulichen, ist im Anhang im Abschnitt
(5.9) die zweite Ordnung mit ihrer Hilfe explizit ausgerechnet worden. An
diesen Rechnungen sieht man auch, daf durch die Dilatation S~! die Gitter-
translationsinvarianz des inhomogenen Terms beziiglich A(a) (und nicht nur
beziiglich A(La)) gewihrleistet ist.

Wie sieht ein allgemeiner Term von K aus? Ausgangspunkt ist ein Satz von
Vertices V;. Durch H{i’j}eG(eé(wi,srsfa@) — 1) werden diese Vertices durch
den zusammenhingenden Graphen G mit I'-Linien verbunden. Der Term
[L- i el99iv9%;) verbindet die Vertices noch durch v-Linien, das muf allerdings
kein zusammenhéngender Graph sein.

d Ny
(a8 735}

(4.128)

Voi=¢

Um einen allgemeinen Term K(z1, ..., Z,,) von
K(g) = / A2 AP (1) (@ V(T o ) (4.129)

als Formel darzustellen und abzuschiitzen, wihlt man fiir jeden Vertex!! V;
einen Satz von externen Koordinaten E’, so daR > | E* = {x1,...,2m}
gilt. Die Verbindungen zwischen V; und V; werden mit M* bezeichnet.
M%7 ist ein (eventuell leeres) Produkt von Propagatoren, von I'(Lx, Ly) und
L*Py(x,y). Wenn die Koordinaten der Verbindungen von V; nach V; mit
C*I bezeichnet werden, ist die Anzahl der Faktoren in M* = #{C%}. M*I
hingt von den Koordinaten aus C* und C?* ab. Es gilt

K@i,y m) = /( H d” ”) H M (z, € O 2, € CI)
1<,j<n keCti 1<i<j<n

] Valz € B, € | C9). (4.130)

a=1 q=1

Die im folgenden mit V (z;...x,,) bezeichneten Vertices seien bereits mit (S~')f skaliert.
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Fiir die Abschétzung von K betrachten wir eine Verbindung mit zwei Vertices.
Wir werden sehen, dak eine Abschédtzung dafiir reicht. Das Ziel ist es, eine
Schranke fiir C(p) zu finden. K ist gegeben durch

Kz, o) = C/H(dDyidDyg)Vl(arl...:cl,yl...yn)

HP y’nyz)‘/?( ynalerl xm) (4131)

i=1

mit Pi(x,y) € {v(z,y),(Lx, Ly)}. Mit Hilfe der Umrechnungsregel

A(my) = / d=B(z, )C(zy) (4.132)
= Alpq = /g—ié(p,@a(—z,q) (4.133)

ergibt die Gleichung (4.131) im Impulsraum

kv:(pla"'apm — /H quldD P, q1-- qn)

n

T P—ai, ~4)Va(dh oy Prorpm)- (4.134)

=1

Um diese Gleichung zu behandeln, werden im folgenden die Impulse immer

zerlegt in einen kleinen Impuls p € [~2, %) und einen Gitterimpuls P €

A(2). Diese Zerlegung ist eindeutig. Ein Vertex wird geschrieben als
a

n

Vir+Popa+P) = Y 60 i+P)+QV(pi+ Prop,+ P)
Qen(dE) =t

= 5((3p) = 0mod A(%’r))V(p1 + Propn+ Py).

(4.135)

In analoger Weise wird P geschrieben. In dieser Darstellung ist es natiirlich,
ein Integral in (4.134) als ein Integral iiber ¢ und eine Gittersumme iiber @
zu schreiben. So erhélt man

l n
i=1 k=1

Jj= 1Q]Q’€AT”



134 KAPITEL 4. DIE ¢*-TRAJEKTORIE

-‘71(171 +Pr.pi+ PLq +Qr..gn + Qy) H ﬁz‘(—% — Qi —q; — Q)

=1

-H5 ql+qz—0modA sz—l—qu—OmodA 27T))

i=1 i=l+1
Va(q) + Qe + Qo Pror + Prot.pm + Pm). (4.136)

Die 0(¢; + ¢, = 0mod A(%)) Funktionen bedingen nun, daf fiir ¢; # —Z
¢; = —¢; sein muk, fir ¢ = —% ist ¢; = ¢;. In dem letzteren Fall kann

auch ¢, = —¢; gesetzt werden, wenn man die entsprechende Q) -Summation
verschiebt. Damit fallen die dg; -Integrationen weg und man erhilt

Z > /Hquz anLqu—OmodA =)

I=1 Q;,QjeN(3E)

Vipr+ Proopr+ Py + Queegn + Q) [[ P~ — Qi — Q)
=1

Zpl qu—OmodA ))

i=l+1
VQ(—C]l + Q.. —qn + Qmpl—i—l + Pi1...pm + Pn)

n

sz = OmodA Z Z /~ H(dD%)

i=1 j=1 Qj,QLEA( Tﬂ) (a) j—1

Vi(pr + Proopr+ Pqy + Qv + Q) Hﬁi(_%’ — Qi ¢ — Q)
i=1

Z P — qu = (0modA 27T))

i=l+1
V(=1 + Qoo — @n + Qs Pyt + Priroo-D + Pr). (4.137)

Also ist

oY)
Il

/ HdD% (S e qu_OrnodA%))

J= 1Q] QieA(®r) i=l+1
n

Vilpr + Propi+ Py + Qg + Q) Hpi(_Qi - Qi qi — Q)
i=1

Va(—q1 + Qoo — gn + Qs pris + PryreoDon + Po). (4.138)
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Aus diesem Ausdruck kann folgendermafien eine Abschitzung fiir K gewon-
nen werden: Die Pole, die fiir den Fall P, = v auftreten, sind wegen (3.120)
in drei und vier Dimensionen integrabel. Die Summationen iiber @ und Q'
werden durch die Propagatoren konvergent, wenn die Vertices V; und V; fiir
grofte Impulse nicht zu stark anwachsen. Die verbliebene d-Funktion birgt
eine kleine Schwierigkeit: Wenn alle P; durch v gegeben sind, sind die Pole
nicht alle integrierbar.!? Aber dieser Fall ist nicht realistisch, da die Vertices
in JC durch eine Graphen aus I'-Linien verbunden sind, hingt an jedem Ver-
tex auch eine I'-Linie. Dieselbe Argumentation funktioniert auch, wenn K
mehr als zwei Vertices enthilt.'3 C zeigt also fiir grofie p dasselbe Verhalten
wie die Vertices.

Mit (3.145) kann man als Ergebnis dieses Abschnittes festhalten:

—

Satz. Fiir alle VQ(:Q) mit k& < n existiere ein o < 2, so daf

2m

VAR (p.pam)| < C +C" S || Log(|py) (4.139)
j=1
gilt. Dann gilt
— 21
K (prp)] < C+C Ips* log([ps). (4.140)
j=1

Dabei wurde die Notation aus (4.64) benutzt.

Wie im n#chsten Abschnitt deutlich werden wird, reicht diese Schranke fiir
den Fall D = 3 aus. In vier Dimensionen muff K™ besser abgeschitzt
werden.

4.8 D=3

In diesem Abschnitt soll der Spezialfall, daft D = 3 ist, untersucht werden.
Dabei miissen leichte Modifikationen an der Problemstellung vorgenommen
werden. Grund dafiir ist die sogenannte Massenresonanz. Vorbild ist dabei
die Darstellung des Themas in [Wie97c|.

'?Das sieht man am besten bei n =1 und P; = v. Dann findet gar keine dg-Integration
statt, und K hat einen Pol.

13Bei n Vertices hat man mindestens n — 1 I-Linien im Graphen. Die Vertices liefern n
d-Funktionen, eine -Funktion wirkt auf die dufseren Impulse p;, und so enthilt £ n — 1
d-Funktionen.
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Wie aus dem oben angefiihrten ersichtlich ist, muf man noch eine Bedingung
an die Kopplungskonstante ¢ stellen. Fiir den hier betrachteten Fall soll
angenommen werden, daf die S-Funktion linear ist. Es ist also

Blg) = L* Py
— ILg. (4.141)

Weiterhin soll angenommen werden, daf die erste Ordnung wie in (4.31)
nur aus einem ¢*-Vertex besteht. Die (willkiirliche) Wahl der linearen [3-
Funktion hat natiirlich technische Vorteile, da die hoheren Koeffizienten der
pB-Funktion wegfallen. Sie fiihrt jedoch zum Problem der Massenresonanz,
welches schliefslich eine Doppelentwicklung in ¢ und log g nétig macht.

Zuerst noch ein Hinweis zur Notation. Fiir ein Potential V' (¢) definiert man
sich einen Lokalisierungsoperator vermoge

Lon (V) = Vau(0, ..., 00O, (). (4.142)
Ausgehend vom Operator Ly, definiert man sich einen Operator L;, durch
Ly, = 1 — Lo,. (4.143)

4.8.1 Die Massenresonanz

Versucht man, das bisherige Schema mit einer linearen [S-Funktion in drei
Dimensionen durchzurechnen, stoft man in der zweiten Ordnung auf ein
Problem. Die (4.54) entsprechende Gleichung

<V(2)>F,S¢ Lve = (Oy; O4>p5 14 (4.144)

erfordert, dafs
Ly (O4; O g-15 =10 (4.145)

sein muf, denn es ist
L, (<V<2>>F oip— L2V(2>) —0. (4.146)

Um das einzusehen, betrachte man die Gleichung (4.64) fiir den Fall, daf
D =3n=1und m = 2 ist. Um zu zeigen, dak (4.145) erfiillt ist, muf
man ((’)4, O} s-14 ausrechnen. Diese Berechnung der zweiten Ordnung ist
im Anhang aufgefuhrt Im Fall voll translationsinvarianter Propagatoren ist
(4.145) nicht erfiillt ([Wie97c¢|). Im vorliegenden Fall mit Gittertranslations-
invarianz ist es uns leider nicht gelungen, das explizit zu zeigen. Um auf der
sicheren Seite zu sein, gehen wir dennoch davon aus, daf (4.145) nicht erfiillt
ist. Dann 14t sich (4.144) nicht l6sen. Dieses Problem heifst Massenresonanz.
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4.8.2 Zweite Ordnung

Wenn man vom O, -Vertex absieht, 14kt sich jedoch Gleichung (4.144) ein-
deutig losen. Die VZL(Q)— und VG(Q)—Vertices sind irrelevant und kénnen mit den
Methoden aus den Kapiteln (4.5) und (4.6) bestimmt werden. Die Gleichung

fiir den nichtlokalen Anteil des VQ(Z)—VerteX
PP
L’ L
lafst sich ebenfalls mit den oben besprochenen Methoden 16sen, denn es ist

L+ K$%(0,0) = 0. Die so berechnete Funktion L Vi (py, po) wiichst fiir grofe
p logarithmisch, man vergleiche dazu (4.87).

L3 V32 ) — Ly Vo (p1, p2) = Ly K (p1, po) (4.147)

4.8.3 Der ¢%logg -Zusatzterm

Nach diesen Vorbereitungen macht man fiir V (¢, g) bis zur zweiten Ordnung
folgenden Ansatz:

Vg, g) = V(I’O)(¢)g+V(2’0)(¢)g—2+V(2’1)(¢)g—2 log g+0(g%, g*log g) (4.148)

2 2
mit
V(l,O)(¢) = 04(0) (4.149)
VED(g) = Ly VEN () + XV Oy(9) (4.150)
VED(g) = AEDO,(g). (4.151)
Dies entspricht einer Kopplung fiir den O, -Vertex geméfs
9 9
Xo(g) = )\(2’0)5 + )\(2’1)5 log g + O(g*, ¢*log g). (4.152)

Diese Kopplung fliefst unter der linearen -Funktion durch
2
Xa(Lg) = L*(Xa(g)) + log LA(Q’”% +0(g%, g°log g). (4.153)

Ein Koeffizientenvergleich der Gleichung (T'V)(¢, g) = V (¢, Lg) in den Ord-
nungen ¢ und ¢?log g, liefert fiir g2

L2 (e — VEO _A\CD1og LOy = L2 (O4; O4) 4- (4.154)

)>r,s¢ 1
(vgl. (4.54)) und fiir g?log g

L2VED) o, =V =0 (4.155)
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(vgl. (4.53)). Die logarithmische Korrektur beseitigt die Massenresonanz
und es ergibt sich fiir A" die Bedingung

—\®D1og LOy = L7 (O4; Ou)f- -1 (4.156)
Der weitere Parameter A% kann frei gewiihlt werden. Es ist naheliegend,
A29) — 0 zu setzen. Da alle anderen Vertices aufer dem V(22 _Vertex irre-

levant sind, sind sie eindeutig bestimmt. Auch kann bei ihnen das Problem
einer Resonanz nicht erneut auftreten.

4.8.4 g-log g-Entwicklung

Nach diesen Vorbereitungen kann der Raum der Potentiale genauer spezifi-
ziert werden. Betrachtet werden Potentiale V' (¢, ¢) von der Form

o [5]

"(1
=> > v Og,g) : (4.157)
'oal
r=1 a=1
wobei V(") (¢) weiter zerlegt werden kann geméif
r—2a+1 1
viea(g) = / d*x / > 2oy, -
@ = 2 G fe T S
"/2(7:’&)(1.17 ---ax2n) : ¢(.§U1)¢($2n) v - (4158)

Ein solches Potential flielst unter der linearen S-Funktion geméfs

L”1 L+1
V(g,Lg) = ZZV (Og +logg)*

a!
~ [5] [ [5]
) lo b " "
_ ;; ZLT (r, ( gbL!) <a> %(logg)
~ &l (18 logL)” “ | g" (log g)°
= >y ZL’" (rb)( b—al | T a (4.159)

Das Bild von V' (¢, g) unter der Renormierungstransformation berechnet sich,
ausgehend von (4.50), zu
m T
g" (log g)*
rl al

r,s—1¢
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00 m+1 00 00 [%] 5
-y YT
m=0 ri=1 rm=1ai1=o am=0
T
g=" (logg)=* /15
. — V Tknak'
[Tt TTE, ad <H >r,51¢>

m+1 o 0

Yy vy %

m=0 r=ma=mri+..+rm=r ai+...+am=a

T
g" (logg)* 7“’ (ri
o0 [ee] 1
- eyttt S

m=1ri+..+rm=r a1 +...+am=a

—1)mtt oyl ’
A n)ﬂ 0 H <HVH > . (4.160)

-
e LS~

Bei dieser Notation wird fiir a > [g] V() = ( gesetzt. Ein Koeffizienten-
vergleich ergibt nun die Gleichung

- <V(r,a)>m_l¢ — Vo (g) = K0 () (4.161)
mit

(ra) _ iy o (l0g L)"~*
KOO = ) VG

r
S 2DIED DY
m=2ri+...4+rm=r ai+...4+am=a
T

—1)mtt oyl k)
( n)l! T Hz o <Hv : > . (4.162)

r,s—1¢

Um V"% auszurechnen, ist also die Kenntnis aller V(™" mit b > ¢ und aller
V() mit s < r notwendig. Wenn also V(10 1720 ynd V& bekannt sind,
wird zuerst V3" ausgerechnet, dann V3% und dann V*? und so fort.

4.8.5 Differenzengleichungen

Die Gleichung (4.161) entspricht der Gleichung (4.55), nur mit anderem Aus-
druck fiir K. Somit kommt man auch hier zu den Gleichungen (4.60, 4.62,
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4.64). Diese werden wie in den Kapiteln iiber Differenzengleichungen be-
schrieben ist, gelost. Es handelt sich dabei immer um den irrelevanten Fall.

4.8.6 Abschitzungen

In drei Dimensionen lift sich K (® mit den Methoden der letzten Abschnit-
te einfach abschitzen. Der logarithmische Zusatzterm in (4.162) entspricht
dem kinematischen Beitrag und stellt kein neues Problem dar. Der einzige
marginale Vertex V(2% erfiillt nach (4.87)

—~

[VEO (pr,pa)| < €+ Crlog(|pil) + Co log([p2)) (4.163)

Damit haben nach (4.140) KGD und alle hoheren inhomogenen Terme eben-
falls logarithmisches Wachstum. Mit (4.84) und (4.110) gilt dann

— 2m
Var® (pr..pam)| < C +C" Y log(|ps]) (4.164)
7j=1

fiir alle (7, a).
Damit ist die Konstruktion der ¢*-Trajektorie auf dem Gitter in drei Dimen-
sionen komplett.

4.9 D =14

In diesem Abschnitt soll der vierdimensionale Fall skizziert werden. Das
Hauptproblem im vierdimensionalen Fall ist die Abschitzung von K™, da
diesmal auch relevante Vertices vorkommen.

In vier Dimensionen kann die S-Funktion nicht linear gew#hlt werden, da sie
dann die Identitat wire. Also wird fiir # die volle Potenzreihe angesetzt und
die Kopplungskonstante mit (4.36) fixiert.

Als erste Ordnung kann diesmal nicht der einfache ¢*-Vertex genommen wer-
den. Er muf um einen Zusatzterm ergénzt werden. Die erste Ordnung ist

VD (p) = O4(6) + % /de () (—L)p(z) - (4.165)
Die Notwendigkeit dieses Zusatzterms wird bei der Behandlung marginaler
Vertices deutlich. Diese Vertices verlangen auch im vierdimensionalen Fall
eine Sonderbehandlung. Dabei werden auch die hoheren Koeffizienten der

p-Funktion bestimmt. Man vergleiche dazu [Wie97a].
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Die entstehenden Differenzengleichungen werden wie iiblich gelost. Dabei
treten diesmal jedoch auch relevante Vertices mit einem ¢ = 2 auf. Um sie

mittels einer Taylorentwicklung zu 16sen, muf noch gezeigt werden, dal K()
in eine Taylorreihe entwickelbar ist.

Die Abschitzung fiir K™ Lkann nicht so einfach wie in drei Dimensionen
vollzogen werden. Da bei den Zweipunktvertices ¢ = 2 ist, wachsen diese
Vertices wie |p|®log(|p|), (4.95) und deshalb ist (4.139) nicht anwendbar.

Um trotzdem eine Schranke fiir K(") zu zeigen, gibt es folgende Ideen:

Zum einen bemerkt man, daf die bisherigen Abschitzungen teilweise ver-
schwenderisch waren. Die Abschitzungen fiir die Propagatoren konnen nicht
mehr verbessert werden. Bei den Schranken fiir die Zweipunktvertices wurde
jedoch nicht die spezielle Struktur von V bedacht. V ist auf Hyperebenen im
R?P definiert. Das |p|? log(|p|)-Wachstum durch die Taylorentwicklung tritt
nur in der Ebene mit p; +p, = 0 auf. Aufgrund der §-Funktion werden dann
jedoch bei den Integralen zwei Propagatoren mit dem |p|? log(|p|)-Wachstum
,belastet® und die Faltungen mit den Propagatoren sind in diesem Sektor
konvergent. Bei den anderen Hyperebenen ist das logarithmische Wachstum
durch k(p) (vgl. 4.108) gerade orthogonal zur (p; + p» = 0)-Hyperebene.
Auch ist die Abschdtzung mit k(p) nicht sehr sauber, da fiir die meisten Hy-
perebenen k = 1 ist und die Ebenen mit htherem & exponentiell (in £) selten
sind. Man kann also optimistisch sein, daf die Abschidtzung im Impulsraum
noch gelingt.

Eine andere Idee besteht darin, das ganze im Ortsraum zu betrachten. Da die
Kovarianz I'" aufgrund der Endlichkeit von I vermutlich exponentiell abfillt,
und die Vertices durch I'-Linien verbunden sind, sollte auch K im Ortsraum
exponentiell abfallen.

In vier Dimensionen ist also noch viel zu tun.

4.10 Zusammenfassung und Ausblick

Der zweite Teil dieser Arbeit befakte sich mit Renormierungstheorie auf dem
Gitter. Im dritten Kapitel wurde der Formalismus der A-Kerne eingefiihrt.
Damit konnte eine Blockspinrenormierungsgruppe erklért werden. Es wurde
auch eine Moglichkeit aufgezeigt, Funktionen und Operatoren vom Gitter in
das Kontinuum und umgekehrt zu transferieren.

Im vierten Kapitel wurde mit diesen Methoden die ¢*-Trajektorie auf dem
Gitter perturbativ berechnet. Die Konstruktion der ¢*-Trajektorie auf dem
Gitter geschah durch Bestimmung einer passenden ¢*-Trajektorie im Konti-
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nuum. In drei Dimensionen war die Konstruktion komplett. In vier Dimen-
sionen fehlen noch einige Abschitzungen bis zum vollstdndigen Beweis.

Es gibt einige Ansétze fiir weitere Arbeiten. Zum einen kann der Formalis-
mus der A-Kerne fiir weitere Untersuchungen der Korrespondenz zwischen
diskreten und kontinuierlichen Systemen genutzt werden. Die Untersuchung
von Differenzengleichungen wurde bereits erwéhnt.

Auch die Erforschung von renormierungssinvarianten Trajektorien auf dem
Gitter sollte weiter vorangetrieben werden. Dabei sollte gezeigt werden, dafs
die Massenresonanz auf dem Gitter wirklich auftritt, die hier benutzte g-log g-
Entwicklung also notwendig ist. Dringender ist jedoch eine Vervollstindigung
des prisentierten Schemas fiir vier Dimensionen. Einige Ideen dafiir wurden
ja bereits aufgezeigt.



Kapitel 5

Anhang

Im Anhang sollen einige mathematische Definitionen und Sétze zusammen-
getragen werden, die in der Arbeit gebraucht werden. Teilweise sind auch
Begriindungen angegeben, bei den ,Beweisen” handelt es sich aber manchmal
nur um Beweisideen. Literatur wird in den einzelnen Abschnitten angegeben.

5.1 Fouriertransformation

5.1.1 Fouriertransformation im Kontinuum

Definition. Fiir eine Funktion f € L*(R”) ist die Fouriertransformierte
definiert durch

Fo) = [ s exp(-ipa) (o) (5.1)
Die Umkehrung ist dann gegeben durch
1 D CNT
f(z) = 2n)P d”pexp(ipz) f(p). (5.2)
Bemerkung. Fiir die Multiplikation zweier Funktionen gilt
= f(D)*3(p)
= 5.3
fa(p) onp (5.3)

dabei ist die Faltung % definiert durch

i) *5p) = / ) (5.4)

143



144 KAPITEL 5. ANHANG

5.1.2 Fouriertransformation auf dem Gitter

Definition. Fiir eine auf einem Gitter definierte Funktion

fiA(a) = R, (5.5)
wobei A(a) = aZPdas Gitter ist, ist die Fouriertransformation
FiAa) >R (5.6)
mit
KQﬂ::RP/%?ZD (5.7)

definiert durch
= dPx ex )
7 / L dPrep(=ipn) 0
= a” Z exp(—ipz) f(x). (5.8)

z€A(a)

Diese Fouriertransformierte kann in natiirlicher Weise zu einer ——perlodlschen
Funktion auf dem R” ausgedehnt werden, beziehungsweise als solche aufge-
fafst werden. Die Umkehrung ergibt sich durch:

1 5 o
10)= Gy [, Aresplion T 5.9

5.1.3 Fouriertransformation und Gittertranslationsinva-
rianz

Sei V (w1, ...x,), z; € RP translationsinvariant unter Gittertranslationen eines
Gitters A(a) = aZP :

V(zy,ewxn) = V(e + a, ...,z + @) Ya € Ala) (5.10)
Dann gilt fiir die Fouriertransformierte
V(p1, ., p) = € Zi %V (py, ..., pn) Yo € A(a). (5.11)

Es ist namlich

V(pl,...,pn) = /del.../deneiEJ‘”ﬂfV(:rl,...,xn)

= /dD:U1 /dDSU 12 Pitie TG ORI (11, L 1y, )

e XV (py, ooy pa)- (5.12)
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Weiter folgt, dafs ‘7(p1, wesyPn) # 0 nur sein kann, wenn

aij € 2nZ Va € A(a) (5.13)

J

ij € (%r) 7P = A (%r) (5.14)

gelten. Deshalb besitzt V(pl, ..., pn) eine Darstellung

Vpr,opn) = > 07 (Q Zm) (D1, - Dn). (5.15)

QGA 27r)

ist, also muf

Die Funktion V(pl, <.y Pp) wird im folgenden auch reduzierter (Impuls)kern
genannt. Im Falle voller Translationsinvarianz (a = 0) vereinfacht sich dieser
Ausdruck zu

V(py,....pn) = 67 <ij> (D1, -y Pn)- (5.16)

J

5.1.4 Faltung reduzierter Kerne

Wichtig ist zu wissen, wie sich der reduzierte Kern von zwei gefalteten Fou-
riertransformierten berechnet. Es ist

(f(Prseepn) % @p1,a)) = Y 67(Q - Zp] «(9).  (5.17)

QeA(®T)
mit
(5 +@ = (F1,-0n) # <GP, s m))
= /dm /dan Z 5D Za]
PeA(2r)
f(pl—al,. Do — ) g, oy ). (5.18)

Der Zusammenhang von *x mit der normalen Faltung wird fiir den Fall n = 2
und voller Translationsinvarianz deutlich. Dann kann man schreiben

-~ -~ -~

f.q) = f(p, —p) =: f(p) (5.19)

und hat

~ ~

F(p,q) * %G(p,q) = F(p) * F(p). (5.20)
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5.2 Exponentieller Abfall

In diesen Kapitel soll eine Moglichkeit erldutert werden, wie aus der Analy-
tizitéit der Fouriertransformation auf exponentiellen Abfall der Funktion im
Ortsraum geschlossen werden kann. Die Idee besteht darin, den Integrations-
weg im Impulsraum bei der Darstellung von f(x) durch f(p) von der reellen
Achse ins Komplexe zu verlegen.

5.2.1 Der eindimensionale Fall I: x € A(a) C R

Betrachten wir zuerst den einfachsten Fall: Es ist D = 1 und f(x) lebt auf
einem Gitter. Die Darstellungen lauten:

fo) = [ greslimio) (5.21)
fin = [ drep=ipnse) (5.22)

Wenn nun fin einem Streifen der Breite m um die reelle Achse analytisch
ist, so kann der Integrationsweg in der komplexen Ebene deformiert werden,
wie es folgende Skizze zeigt.

V2

m
§a! V3

213
213

Die drei Wege sind

L 71[0,1] = C oy (t) = -2 +imt
IL o[, %] = C, 9 (f) == + ¢ (5.23)
IILy3[0,1] = C, 3 (1) = 5

f(z) setzt sich aus drei Beitrdgen zusammen, die entprechenden Beitriige
sind

[ SEesplinn) o)
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= Zme*ii / dte ™ f(— —i—imt) (5.24)

II. = /—exp ipx) f (p)

= —e¢ m‘”/ dte™" f(im + t) (5.25)
2 _z
d N7
= [ el )
L 2T
= Mz / dte _mtxf( + imt) (5.26)
2m 0

Es folgt aus der Definition (5.22) sofort, daf f(p—i— ) = f(p) ist.! Weiterhin
ist fiir # € A(a) €'a® = e7'a% und deshalb heben sich die Beitrdige I und III
weg. Man erhélt somit fiir f(z) die Abschidtzung

1 2T ~
flx)] < —e ™ — sup f(im+t
O < g™ s flim

< Ce ™. (5.27)
Fiir z < 0 bringt diese Abschétzung wenig, man kann jedoch den Integrati-
onsweg in die untere Halbebene verlegen, das entspricht m < 0. Zusammen-
fassend erhilt man folgenden Satz: _
Satz. Sei f : A(a) — R eine Funktion, dessen Fouriertransformierte f in
einem Streifen {z € C; =7 < Re(z) < T, —m < Im(p) < m} analytisch ist.
Dann existieren Konstanten C' und «, so daf

|f ()] < Ce®H (5.28)
gilt.

5.2.2 Der eindimensionale Fall IT: z € R

Da f eine Darstellung der Form (5.2) besitzt, gilt

a—00 b—00

f(z) = lim hm/ —exp ipz) f (p). (5.29)

Falls nun fin einem Streifen um die reelle Achse analytisch ist, kann man
wieder den Integrationsweg verschieben:

'Diese Aussage gilt fiir alle p € C, nicht nur fiir p € R.
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Y2

m
il V3

—a b

Die Wege sind wie im vorherigen Abschnitt definiert und die einzelnen Bei-
trage lauten analog

I = /—exp ipz) f(p)

= e_m“’/ dte™™ f(—a + imt) (5.30)
d
L= [ Sreslipn) fv)
= 27re e /a dte ™ f(im + t) (5.31)
. dp T
I = . exp(ipx) f (p)
3 2
. 1 .
= meib"’“’/ dte™™ f (b + imt) (5.32)
2m 0

Man kann nun nicht mehr mit der Symmetrie von f argumentieren, aber
voraussetzen, daf lim, oo (|I]) = limy, o (|III]) = 0 gilt. Dann folgt, dak das
Integral [ dte " f(im + t) existiert, und man erhilt das Resultat:

Satz. Sei f : R — R eine Funktion, dessen Fouriertransformierte fin einem
Streifen {z € C; —m < Im(p) < m} analytisch ist. f erfiille auferdem

lim sup |f(—a+imt)| = hm sup |f(b+ imt)| = 0. (5.33)

a0 e _1,1] b=00el-1,1]
Dann existieren Konstanten C' und «, so dafs
£(@)] < Ceee (5.34)

gilt.
Man beachte, daf die Bedingung (5.33) nicht schon aus der Analytizitit von
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fin dem Streifen folgt. Als Gegenbeispiel soll die Funktion

. cos(p?)
e’ 4 e’
e — 5.35
2(p* + 1) (5:35)

dienen. Verschiebt man sie um ¢ in die imaginare Richtung, so ist sie unbe-
schriankt, d.h.

6i(p27<—: ) —2pe Te i(p2762)62pe

2((p + i€)* + 1)

flp+ie) = (5.36)

ist fiir alle € > 0 in p unbeschrinkt. Falls f jedoch bei oo eine hebbare
Singularitdt hat, ist es in einer Umgebung von oo beschrinkt und damit ist
(5.33) erfiillt. Ein Beispiel:

Korollar. Sei f: R — R eine Funktion, dessen Fouriertransformierte

= qa(p)
flp) = o) (5.37)

eine rationale Funktion ist. Es gelte grad(r) > grad(q) + 2 und das Polynom
r(p) habe keine reellen Nullstellen. Dann existieren Konstanten C' und «, so

dafs
|f ()] < Ceel (5.38)

gilt.

Beweis. fist offensichtlich analytisch in einem Streifen um die reelle Achse
und bei oo beschriankt.

5.2.3 Der mehrdimensionale Fall I: z ¢ RP

Um diesen Fall zu erldutern, soll D = 2 gesetzt werden. Das Endresultat
wird dann jedoch fiir beliebiges D formuliert, diese Verallgemeinerung ist
offensichtlich. Die Transformation ist gegeben durch

d d
flar, ) = / pl/ L2 gimativa: fp, py)
d A2 oo 7
/ pl 6Zp1$1 / p2 6lp212f(p1,p2) (539)

2 2

~”

::7(171 9x2)
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Falls nun f(p;.ps) eine (5.33) entsprechende Bedingung in p, erfiillt, so gilt

[F(p1,w2)| < C(pr)e 21! (5.40)

und damit insgesamt

|f (w1, 22)| < gu(wr)e P12, (5.41)

Vertauscht man in dieser Argumentation die Variablen x; und x5 so erhilt
man die Gleichung

|f (w1, m2)| < galwa)e 1o, (5.42)

Nun konnen, da f(z1,22) beide Gleichungen (5.41) und (5.42) erfiillt die
Funktionen g; und g beschriankt gew#hlt werden, und damit erhélt man fiir
f die Abschiitzung?

|f (@1, 22)| < Cemtlzil—azlz2], (5.43)

Insgesamt gilt also:

Satz. Sei f : RP — RP eine Funktion deren Fouriertransformierte f(py, ..., pp)
folgende Bedingungen erfiillt:

e Fiir allei € {1,...,D} und alle py, ..., p;_1,Dit1, .-, Pp ISt fin p; analy-
tisch in einem Streifen {p; € C; —m < Im(p;) < m}.

e Fiirallei € {1,...,D} und alle py, ..., p; 1, Di+1, .., Pp ist

lim sSup |f(p17"'7pifla_a'+imt7pi+la"'JpD)| =0 (544)
a—)oote[_l’l]

lim sup |f(p17"'inflab+imt7pi+la"'7pD)| = 0. (545)
b%oote[_l’l}

Dann existieren Konstanten C' und ayq, ...ap, so dak
f (21, ..., 2p)| < Ce™ Zizaailzi] (5.46)

gilt.

’Die genaue Beweisfiihrung, wenn g; und g beschriinkt sind, lehnt sich an den Beweis
der Bemerkung 3 in Abschnitt (2.5.1) an.
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5.2.4 Der mehrdimensionale Fall IT: z € A(a) C R”

In diesem Fall erhilt man die Abschatzungen fiir f genau wie in dem vorhe-
rigen Abschnitt aus den Gleichungen fiir den Fall D = 1. Man kann direkt

das Resultat hinschreiben:

Satz. Sei f : A(a) — R eine Funktion auf einem D-dimensionalen Gitter
A, dessen Fouriertransformierte f(py,...,pp) fiir alle i € {1,..., D} und alle
D1y ey Dic1s Dit1s -, Pp als Funktion von p; in einem Streifen {p; € C; -2 <

Re(p;) < 7, —m < Im(p;) < m} analytisch ist. Dann existieren Konstanten
C und a, ..., ap so daf

|f (21,0, wp)| < Ce Him sl (5.47)

gilt.

5.3 Die Mehlersche Formel

Die Mehlersche Formel ist eine explizite Formel fiir einen Operatorkern. Sie
lautet:

Satz. Sei ] ] ]
[ = ——0%+ 2% — —. A4
5 2:)5 5 (5 8)

L gegeben durch

Dann ist der Kern des Operators e~

1 @24y (e 2ty —detay

21-e=h : (5.49)

1
6_tL(1‘7 y) = =

TV1— 6*2'56

Weitere Erlduterungen und einen Beweis dieser Formel findet man in [GJ87]
oder [Sim79].
Wie kann nun mit dieser Formel fiir den Operator

A=—-0*— %x@ (5.50)

der Kern von A~! berechnet werden? Zuerst schaut man, ob A iiberhaupt
invertierbar ist. Fiir die Funktionen f(z) = C' und

g(xz) = C’/I dye 19" = Ce(r) (5.51)

gilt
Af =Ag=0, (5.52)
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also ist A~! nicht eindeutig. Da aber || f||x = ||g||x = oo, sind f und ¢ nicht
im Banachraum B. Deshalb ist A in B eindeutig invertierbar. Man rechnet

leicht nach, dafs
22 2 22 1
S P _ _a2 L =
es Ae™ s 0+ 16 + 1
= B (5.53)

22

gilt, also ist mit der Notation C :=e's
A = C'BC
At = oc'BlC.
Um B~' auszurechnen, bemerken wir, daf fiir eine Dilatation (S, f)(z) :
f(ax) die Relationen

S 19*S, = a*0?, (5.56)
_ 1
S ta?S, = EQ’J (5.57)
gelten, deshalb gilt
1 1
B = S;l(§L + 5)52. (5.58)
Mit einer formalen Invertierung eines Operators O
O '= / dte "© (5.59)
0
bekommen wir
- 4,1 1.
B! = 521(§L+§) LS,
= 5;1(/ dte™7e75") S, (5.60)
0
Mit den Kernen
Clz,y) = esd(z—y) (5.61)
1 y
o(T, = 0 —y)=—0(r — = .62
Salry) = Slaz—y) = bz — L) (562)

ergibt sich in einer technischen Rechnung

e = @5 et 5060

0

1 22 o0 t t T Y, ¥
= _e F dte 2(e 2 (2. L)es
F [T e
t _t
e 2 _1(m—e 2y)?

1 o0
= - dt————¢ ¢ 1t | 5.63
2 /0 VTVl — et ( )
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5.4 Die LP-Raume

An dieser Stelle sollen noch einige Eigenschaften der LP-Normen zusam-
mengetragen werden. Auf Beweise, sofern sie in der Standardliteratur (z.B.
[HS71, For96|) vorkommen, wird verzichtet.

Definition. Sei p > 1 eine relle Zahl. Unter der LP-Norm einer Funktion
f :R* = R versteht man

o= ([ aelsor)” (5.64

Definition. Sei f: R” — R. Dann ist die L>**-Norm gegeben durch

| floo = inlg(|f(:c)| < ¢ fast ueberall ). (5.65)
q€
Satz (Holdersche Ungleichung). Seien p, g reelle Zahlen > 1 mit
1 1
-+ -=1 (5.66)
P q
Dann gilt fiir zwei Funktionen f, g:
£l < 1 fllllglg- (5.67)
Satz (Schwartzsche Ungleichung). Fiir zwei Funktionen f, g gilt
£l < [If[l2llg]l2- (5.68)

Das ist die Holdersche Ungleichung fiir p = ¢ = 2.
Satz (Plancherel). Es ist fiir f € L?

1£ 1l = 11 ll2- (5.69)

Bemerkung. Es ist

1£lloe < £ (5.70)

Beweis. Nach Definition ist

&k~
Il = sup] [ e (b

sup / k|| | F(k)

< |l (5.71)

IN
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5.5 Normalordnung

Der Normalordnung von Feldoperatoren liegt eine einfache Idee zugrunde:
In der richtigen Basis oder im richtigen Koordinatensystem ist alles einfach
(oder zumindest einfacher). Im vorliegenden Fall benutzt man die Normal-
ordnung, da die normalgeordneten Monome Eigenvektoren der am Fixpunkt
linearisierten Renormierungsgruppe sind. Als Literatur zur Normalordnung
und Gaufschen Maken seien [GJ87, Sal99] empfohlen.

Definition. Die Normalordnung von Monomen beziiglich einer Kovarianz v
wird iiber das erzeugende Funktional

1

exp (7, 8)) = exp ((j, 6~ 30 vj>) (5.72)

durch Funktionalableitung definiert:

0 %
- 9j(21) ()

: 9(21)-b(2) 2 : exp (7, 9)) (5.73)

Jj=0

Man kann die Normalordnung fiir polynomiale Funktionale auch definieren

e $ Z(6) 1= exp {_% <a%’ Ué’%) } 70 o

Die Aquivalenz ist klar, wenn man Z durch Funktionalableitungen von el:%)
ausdriickt.

Vergleicht man die Definition der Normalordnung mit der Definition der
Hermite-Polynome

n

exp(2tr — %) (5.75)

t=0
so erkennt man den Zusammenhang
L (@) = (g) ’H, <<f/(§_)> . (5.76)
Die ersten normalgeordneten Monome lauten
co(x), = o(x) (5.77)
1o(@)B(y) w = B(2)e(y) —v(z,y) (5.78)

Die normalgeordneten Monome sind per Definition invariant unter Permuta-
tion der Variablen.
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5.6 Gaulische Malie

Definition. Sei v eine Kovarianz. Dann wird das Gaufsche MaR [ dy, so
definiert, so dak fiir alle f

/ Ay (C)el&) = 30 (5.79)
gilt. Haufig wird auch
(), = [ dl0)2(6+0) (5.80)
geschrieben. Fiir ein polynomiales Funktional 146t sich das Gaufssche Maf
auch als /s 8
zZy, = | = v=—) ¢ Z 81
D= {5 (55055 L 20 (5.81)
schreiben.

5.7 Kumulanten
Trunkierte Erwartungswerte oder Kumulanten sind definiert iiber

([01;..50a)" = 667 = <62?:1 AiOi> (5:82)

A1...0\,

Al=...=Ap=0

Diese Definition ist unabhéingig von der Art der Mittelwertbildung (-) . Die
ersten Kumulanten lauten

O = (0) (5.83)
(01:0,)7 = (0,05) — (01) (0,). (5.84

Allgemeiner gilt fiir die Transformation von Kumulanten zu Erwartungswer-
ten die Formel [MM94]

(01..00) = (055500 -+ (Op;.; 0" (5.85)

dabei stellt ), die Summe iiber alle moglichen Aufteilungen der Menge
{1,...,n} in nichtleere Teilmengen dar. Andersherum gilt

(01;500)" = (=1 (k= 1)1{03..;05) -+ (Og;.;0p) . (5.86)

P

Dabei ist k£ die Anzahl der Mengen von einer Aufteilung P.
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5.8 Einige Formeln

In diesem Abschnitt werden einige Formeln erliutert, die mit den bisher
eingefiihrten Begriffen zusammenhéngen.

5.8.1 Beweis von (1.46)

Um die Faltung

1
d Apy— .
<1+k2> /p1 /p ' k p)2 L+ PR (5-:87)

auszurechnen, zeigt man mittels Partialbruchzerlegung

1 1 1+a 1
d = 5.88
/ pl—l—(k—p)2a2+p2 "a k? 4+ (a+1)2 (5.88)

und erhilt so mittels Iteration die Formel (1.46). Eine andere Moglichkeit
besteht darin, mit dem Residuensatz die Fouriertransformierte von # aus-

zurechnen (~ e~} davon im Ortsraum die m-te Potenz zu bestimmen und
dann zuriickzutransformieren.

5.8.2 Die erste Transformationsformel

Sei O ein Funktional und v eine Kovarianz. Dann gilt
[ dnf©0c+ i) = e 4009 [ a0, (5.9

Beweis[Wie98a]. Es reicht, den Fall O(+) = e(*/) fiir beliebiges f zu betrach-
ten. Dann ist

RS = e 2livi

= LS. (5.90)



5.8. EINIGE FORMELN 157

5.8.3 Die zweite Transformationsformel

Sei O(-) ein Funktional, v eine Kovarianz auf H und A : H — H' ein Opera-
tor. Dann gilt

/ A1y (C)O(AC) = / Byt (O)O(0). (5.91)

Beweis. Sei zuerst H = H' angenommen. Dann reicht es, die Behauptung
fiir O(-) = e>/) nachzurechnen. Es ist

RS = ¢30,AvAT)
L
2

= €

= LS. (5.92)

Fiir den Fall, dalt H # H' ist, geht das nicht so einfach, da dann das Ska-
larprodukt im Exponenten auf der linken Seite nicht erklart ist. Man kann
jedoch jedes polynomiale Funktional durch Funktionalableitung von e(?)
nach j gewinnen und erhélt so die Behauptung. O

5.8.4 Normalordnungsformeln

Bemerkung. Fiir ein polynomiales Funktional Z(¢) gilt
(0 Z )y =0 Z()) 1y - (5.93)

Beweis: Es reicht, die Behauptung fiir das erzeugende Funktional nachzu-
rechnen. Es ist

(: e :”>w — i) =3 0vd) / dyi, (¢) e

J— e(]aw)_%(szj)e%(Js’Y:])
= eV . (5.94)
U

Bemerkung. Es gilt fiir zwei Felder ¢ und v und zwei Kovarianzen v und
[' die Relation

n

@) =3 (1) @ e e 699)

k=0
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Beweis: Fiir die erzeugenden Funktionale gilt
. b t) = od:9) " eUh¥) T (5.96)

und aus der Produktregel folgt dann die Behauptung. 0l

5.8.5 Die Fusionsformel

Es gilt:
min{n,m} n m
20" () 1 9" (y) W= Z k! (k) <k>v(x,y)k o) Ep(y)mE
k=0
(5.97)
Beweis. Zuerst vergewissert man sich, dafs
. (@) " (1) = e(d+]) » e(fvi) (5.98)
gilt, dann rechnet man mit der Produktregel
k
k _
o0 =3 (})@neo (5.99)
1=0
weiter:
o" o , -
LS = : . e($d+]) ” ef>07)
dj(x)™ o f(y)™ j=f=0
- Z <”> <m> < ot S e :v>
2 o)1) G s
5F 5! : )
. (fvd) (5.100)
- € . .
<6J (2)* o f(y)t j=f=0
Nun ist
ok ot , 0, falls k # 1
—— (£09) = ’ 5.101
(serarar >j#ﬂ Ukt ok G100
und damit ist die Fusionsformel bewiesen. Ol

5.8.6 Summe zweier Kovarianzen

Seien C', C5 zwei Kovarianzen und C' = C + C5. Dann gilt fiir alle F

[ nc@F©) = [ duey(c) [ due. (PG + ). (5.102)

Diese Formel beweist man leicht, indem man F' = e(¢/) setzt und nachrech-
net.
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5.8.7 Eine Kumulantenformel

Es gilt

(") i 67 (0) )], = mm{fm}k!(’;) () s star o,

k=1
k

S0 (Do . o

1=1
denn mit der Fusionsformel rechnet man nach:

LS = (¢"(@) w: 0™(Y) w)yy = ¢ 0"(2) )y (0™ (W) 20)yy

- <m{2m} () (7)ot star—ommt >¢ -

) e b s
_ mi{ém} " (Z) (j’j)(x 9 @) ey —
_muim}k!@) <TZ> (v(x,y) = (2, )" = (@) oy)™ " oy
_ mg}k!(z) (’Z) @) )™
(U(x,y>k_§k;<—1>l<’;) (a0 )
_ s o (5.104)
[l

Mit dieser Formel kann, alternativ zu (4.128), die zweite Ordnung ausgerech-
net werden.

5.8.8 Die Replica-Formel

In diesem Abschnitt soll die Formel

ViVl = 5 1 [p{

)]
r— -1
GeGe{l..n} {i,j}€G <a¢l 0¢;

Hexp{ (acm aqsz)}HV %)

DN =

(5.105)

Voi=¢
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erlautert werden. Ein Beweis davon findet sich in [SW00]. Zuerst ein Hin-
weis zu den verbundenen Graphen G°. Ein Graph auf {1,...,n} wird darge-
stellt durch die Paare {7, j} der Punkte, die verbunden sind. Fiir n = 4 ist
({1,2},{2,4},{4,3}) ein verbundener Graph, ({1,2},{3,4}) ist unverbun-
den. Die Summe iiber alle verbundenen Graphen in dieser Darstellung wird
manchmal Ursell-Funktion genannt [Sal99]. Nun betrachten wir

Wity =e {5 (3505 ) J 1@ Va0 (5109

Die Produktregel

8 n
P (H fi(:c)> Z o (H filz; ) (5.107)
i=1 1=1 Vr; =z
gilt in analoger Weise auch fiir fiir Funktionen F' (a%), und so folgt:

1 0 -
(Vl;...;Vn>r,¢ - exp{§ (Zla—@, ZB¢J>}HVL
_ ji=

i=1

Voi=¢

1 9 o n 1 0 0
SR NICEH Gty )
HV%(@)
i=1

Der zweite Term (i = j) sorgt fiir Selbstkontraktionen der Vertices. Der erste
Term (i # j) verbindet verschiedene Vertices miteinander. Da der trunkierte
Erwartungswert nur aus den verbundenen Graphen besteht, mufs bei ihm
nicht {iber alle i # j summiert werden, sondern nur iiber die {i,;}, die zu
einem verbundenen Graphen G € G° gehoren. Das motiviert (5.105).

(5.108)

Vi=¢

5.9 Zweite Ordnung

In diesem Abschnitt soll die zweite Ordnung, also K, mit Hilfe der Formel
(4.128) ausgerechnet werden. Seien dazu

V(S o) = o [ dPa(s 0 @) (5.100)
Va(S7l0) = — [ dPy(s16n)(y) (5.110)

4!
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Es gibt nur einen verbundenen Graphen zwischen zwei Vertices, deshalb ha-
ben die Summationen iiber G € G, und iiber die {ij} und die i < j in
(4.128) nur einen Term. Es ist

0 0
A <( S~') F( 1¢2)>Vl(5 BV

dﬂ/dm/dy 1¢1 a, B)

a(s TR GICREON OICRERCY
- / s [ dyPie,)(S 100" @)(S W) (1)

0 0
42 = ( S=1¢1) F( 1¢>2)>A

dr [ dyT?(z,y) (S 1¢1)*(z)(S 1)’ (y)  (5.112)

da

und

und

0 d
hs <a(5_1¢1)’ra(5‘1¢2)>A2
- /dx/dyF?’(fUay)(5‘1¢1)(x)(5‘1¢2)(y) (5.113)

Weiter ist, mit v = S~'v S~

b= eXp{( 3 5 5 31¢2)>}A1

= A+ — g /dx/dyf‘ T, y)u )(S™ 1) 2(x) (S )2 (v)
§/dx/dyr z, y)u’ (2, y) (S~ 1) (2) (S~ b2) (y) (5.114)

b = eXp{( 5 15 81¢2)>}A2

_ —A2+ /d:z;/dyFQxy )(S™'60) (2)(S™ o) (1)
(5.115)

und
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und

~ A, (5.116)
Mit dem Kern u( y) = L ¥0(%,4) = L2 Py(£,4) und mit S '¢(z) =
L7¢(%) = d)(%) ergibt sich
K® = By + Bs

dr | dyL5P¢*(x)¢*(y)T (L, Ly)

b [ dn [ ayzt @) (2P (e, Lot

+1F2(Lx Ly))

1
/ dx / dyL*> P ¢(x)o(y) <§L4_2DF(Lx,Ly)v2(x,y)+

+2L2 PT(Ly. Ly)o(z, y) + 1'F3(Lx,Ly)>. (5.117)

3

An diesem Ausdruck erkennt man gut, da die Reskalierung mit S~ die Git-
tertranslationsinvarianz beziiglich A(a) wieder herstellt, auch wenn I'(z,y)
nur A(La)-translationsinvariant ist. Wenn dieser Ausdruck beziiglich v nor-
malgeordnet?® wird, bekommt man den Ausdruck fiir (Oy; O4>11:,5—1 - Um die
Massenresonanz in drei Dimensionen zu illustrieren, muf gezeigt werden,
daf die Faltungen der Propagatoren im Impulsraum bei p = 0 verschwin-
den. Diese Faltungen miissen mit (5.18) ausgerechnet werden. Da die dabei
entstehenden Summen auch negative Summanden haben, ist leider nicht si-
chergestellt, dak die Massenresonanz tatsichlich auftritt.

3Dabei muft nur die Ersetzung ¢ (x)¢" (y) —: ¢"(x)¢"(y) :» vorgenommen werden.
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