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EinleitungIm Jahr 1982 bekam der Amerikaner Kenneth G. Wilson den Nobelpreis fürPhysik. Er erhielt ihn als Anerkennung �für seine Theorie der kritis
henErs
heinungen bei Phasenübergängen�. Gewürdigt wurden damit seine Bei-träge zur statistis
hen Physik, die unter dem Begri� �Renormierungsgruppe�zusammengefaÿt werden. Die Methode der Renormierungsgruppe hat si
h inden letzten dreiÿig Jahren in der Physik als sehr fru
htbar erwiesen.Aus der Untersu
hung statis
her Systeme ist das Phänomen der Universali-tät bekannt. Dabei gehören Theorien mit unters
hiedli
her mikroskopis
herWe
hselwirkung derselben Universalitätsklasse an und haben dieselben kriti-s
hen Exponenten. Die Zugehörigkeit zu einer Universalitätsklasse hängt nurvon den mikroskopis
hen Freiheitsgraden, der Symmetrie und der Dimensiondes Systems ab.Renormierungsgruppentransformationen sind Skalentransformationen: Kurz-wellige Fluktuationen werden ausintegriert und die Theorie wird so auf einegröbere Theorie abgebildet. Die Zugehörigkeit zu einer bestimmten Uni-versalitätsklasse entspri
ht der Zugehörigkeit zu einem Fixpunkt der Renor-mierungsgruppentransformation. Das kritis
he Verhalten wird dur
h diesenFixpunkt bestimmt.Aber ni
ht nur in der statistis
hen Physik ist die Renormierungsgruppe vonBedeutung. In dieser Arbeit werden Renormierungsgruppentransformatio-nen in zwei vers
hiedenen Kontexten untersu
ht.Der erste Teil der Arbeit bes
häftigt si
h mit partiellen Di�erentialglei
hun-gen. Dabei werden speziell Glei
hungen von Reaktions-Di�usions-Systemenbetra
htet. Für die Lösungen dieser Glei
hungen kann eine Art Renormie-rungsgruppentransformation de�niert werden. Fixpunkte unter dieser Trans-formation entspre
hen einer mögli
hen Asymptotik der Lösung.Im ersten Kapitel wird mit dieser Methode die ni
htlineare Wärmeleitungs-glei
hung untersu
ht. Es wird der Fall betra
htet, daÿ die Anfangswertfunk-tion im Unendli
hen vers
hwindet. Für groÿe Klassen von Ni
htlinearitätenkann gezeigt werden, daÿ si
h die Lösungen für groÿe Zeiten wie die Lösung5



6 EINLEITUNGder linearen Wärmeleitungsglei
hung verhalten.Im zweiten Kapitel wird die ni
htlineare Wärmeleitungsglei
hung für An-fangswerte, die ni
ht im Unendli
hen abfallen, betra
htet. Dadur
h bildensi
h Fronten. Au
h hier kann gezeigt werden, daÿ die Lösungen gegen eineGrenzfunktion konvergieren. Diese Grenzfunktion unters
heidet si
h jedo
hlei
ht von der Lösung der linearen Wärmeleitungsglei
hung.Der erste Teil der Arbeit basiert im wesentli
hen auf einer Verö�entli
hungvon J. Bri
mont, A. Kupiainen und G. Lin [BKL94℄. Er s
hlieÿt mit einerZusammenfassung und einem Ausbli
k.Im zweiten Teil der Arbeit werden Renormierungsgruppentransformationenan einer skalaren Feldtheorie auf dem Gitter untersu
ht. Ziel ist es dabei,ein Potential zu bestimmen, das forminvariant unter der Renormierungs-gruppe ist. So ein Potential de�niert eine Trajektorie im Raum der Theori-en; da sie im vorliegenden Fall einen �4-We
hselwirkungsterm enthält, heiÿtsie �4-Trajektorie. Der benutzte Zugang hat den Vorteil, daÿ allein aus demPrinzip der Renormierungsinvarianz des gesu
hte Potential s
hon vollständigbestimmt ist.Im dritten Kapitel werden mathematis
he Vorarbeiten geleistet. Es wirdder Formalismus der sogenannten A-Kerne eingeführt. Diese Operatoren er-mögli
hen die Formulierung einer Blo
kspinrenormierungsgruppe. Auÿerdemwird dur
h sie eine interessante Korrespondenz zwis
hen Theorien auf demGitter und auf dem Kontinuum vermittelt.Das vierte Kapitel bildet den Kern dieser Diplomarbeit. In ihm wird die�4-Trajektorie für Gittertheorien konstruiert. Dabei wird das Problem vomGitter in das Kontinuum transferiert und dort gelöst. In drei Dimensionen istdie Konstruktion komplett. In vier Dimensionen kla�t no
h eine Lü
ke in derKonstruktion. Es werden Vors
hläge gema
ht, wie diese Lü
ke ges
hlossenwerden kann. Das Kapitel s
hlieÿt mit einer Zusammenfassung und einemAusbli
k.In einem Anhang werden die in dieser Arbeit benötigten mathematis
henDe�nitionen und Sätze angegeben und erläutert.



Teil IPartielle Di�erentialglei
hungen
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0.1. PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 90.1 Partielle Di�erentialglei
hungenPartielle Di�erentialglei
hungen spielen eine wi
htige Rolle in der Physik.Viele physikalis
he Systeme lassen si
h dur
h (im allgemeinen ni
htlineare)partielle Di�erentialglei
hungen bes
hreiben. Bei einer gegebenen Di�erenti-alglei
hung ist man vor allem an Antworten zu folgenden Fragen interessiert:� Existenz einer Lösung. Dabei ist zuerst eine explizite Lösungsfunktioninteressant. Bei vielen Di�erentialglei
hungen ist die explizite Lösungjedo
h ni
ht angebbar. Dann versu
ht man wenigstens die Existenzeiner Lösung für ein bes
hränktes oder unbes
hränktes Zeitintervall zuzeigen.� Qualitatives Verhalten der Lösung. Bei ni
ht explizit bekannter Lö-sung kann man versu
hen, das Verhalten der Lösung in einigen Grenz-fällen zu bestimmen. Wenn für alle Zeiten eine Lösung existiert, ist dasVerhalten der Lösung für groÿe Zeiten interessant. Wenn die Lösungnur bis zu einem gewissen Zeitpunkt existiert und dann singulär wird,mö
hte man Aussagen über die Lösung in der Nähe der Singularitätma
hen. Bei ni
htlinearen Glei
hungen steht au
h die Frage im Raum,ob die Lösung der ni
htlinaren Glei
hung Ähnli
hkeit mit der Lösungder dazugehörigen linearisierten Glei
hung haben.Die Frage na
h der zeitli
hen Asymptotik bei ni
ht explizit bekannter Lö-sung ist in der Literatur intensiv behandelt worden. Bei vielen Ansätzen[GR88, SWS93, BSW00℄ wird dabei, meist aufgrund numeris
her Re
hnun-gen, ein Ansatz für das Verhalten der Lösung für groÿe Zeiten gema
ht. Dannwird eine Di�erentialglei
hung für die Di�erenz zwis
hen der Lösung der ur-sprüngli
hen Di�erentialglei
hung und der vermuteten Asymptotik bestimmtund untersu
ht.Eine andere Methode ist in den Arbeiten von J. Bri
mont und A. Kupiai-nen (vgl. [BKL94, BK95℄ und die darin enthaltenen Referenzen) entwi
keltworden. Die Idee besteht darin, das asymptotis
he Verhalten für groÿe Zei-ten dur
h Iteration einer Abbildung, die das Verhalten der Lösung für einendli
hes Zeitintervall bes
hreibt, zu bestimmen.Diese Methode wird im folgenden Abs
hnitt allgemein erläutert und dur
hein numeris
hes Beispiel illustriert. Im ersten und zweiten Kapitel wird sieauf konkrete Anfangswertprobleme angewandt.



100.2 Die Methode der RenormierungsgruppeBetra
htet werden Di�erentialglei
hungen vom Typ der Wärmeleitungsglei-
hung mit einem Zusatzterm:_u = u00 + F (u; u0; u00): (1)Dabei sei u = u(x; t) und x 2 R: Der Zusatzterm F sei zuerst no
h ganzallgemein gehalten, später wird er genauer spezi�ziert. Gesu
ht ist nun eineFunktion g : R ! R; so daÿ si
h die Lösung der Di�erentialglei
hung fürt!1 entspre
hend u(x; t) � t��2 g(xt� 12 ) (2)verhält, das heiÿt, es istlimt!1 ku(x; t)� t��2 g(xt� 12 )k = 0: (3)Die Norm, in der die Konvergenz statt�ndet, muÿ dabei dem Einzelfall an-gepaÿt werden.Ziel ist es nun, eine Abbildung, die das Verhalten für ein endli
hes Zeitinter-vall bes
hreibt, zu de�nieren, und sie dann zu iterieren, um etwas über dasLangzeitverhalten zu erfahren. Von dieser sogenannten Renormierungsgrup-pentransformation auf dem Bana
hraum aller mögli
hen Anfangswerte wirds
hlieÿli
h ein Fixpunkt gesu
ht, der einer Asymptotik entspri
ht. Dabeigeht man in folgenden S
hritten vor:Für ein festes L > 1 (in den später folgenden Beweisen ist immer L � 1gewählt) und ein später zu bestimmendes � wird die Transformation imLösungsraum ML : u! uL(x; t) := L�u(Lx; L2t) (4)de�niert. Dabei sei u(x; t) Lösung der Di�erentialglei
hung zum Anfangswertf(x): Diese Abbildung ML erfüllt o�ensi
htli
hML2 =ML ÆML: (5)Nun ist für das Bild dieser Abbildung_uL(x; t) = L�+2 _u(Lx; L2t)u0L(x; t) = L�+1u0(Lx; L2t)u00L(x; t) = L�+2u00(Lx; L2t) (6)und damit erfüllt uL die neue Di�erentialglei
hung_uL(x; t) = u00L(x; t) + L�+2(F (u(Lx; L2t); u0(Lx; L2t); u00(Lx; L2t)))= u00L(x; t) + L�+2F (L��uL(x; t); L���1u0L(x; t); L���2u00L(x; t))= u00L(x; t) + FL(uL(x; t); u0L(x; t); u00L(x; t)): (7)



0.2. DIE METHODE DER RENORMIERUNGSGRUPPE 11Dabei ist FL(a; b; 
) = L2+�F (L��a; L���1b; L���2
): (8)Die Renormierungsgruppenabbildung R als Abbildung der Menge aller An-fangswertfunktionen auf si
h selbst ist dann gegeben dur
h(R(f))(x) := uL(x; 1)= L�u(Lx; L2): (9)R hängt von L und F ab: R = RL;F : Für die Verkettung zweier R giltRL2;F = RL;FL ÆRL;F ; (10)beziehungsweise allgemeinerRLn;F = RL;FLn�1 Æ ::: ÆRL;FL ÆRL;F : (11)Die Wirkung der Renormierungstransformation ist in folgendem Diagrammdargestellt: ?� �6
?

6
? ?

6- -
(Lsg:) (Lsg:) (Lsg:)(t = 1) (t = 1) (t = 1)u(x; t) uL(x; t) uL2(x; t)

(RL2;Ff)(x)(RL;Ff)(x)f(x)
ML MLML2

Bei der Renormierungsgruppenabbildung wird erst die Di�erentialglei
hunggelöst, dann die Abbildung ML angewandt, und s
hlieÿli
h t = 1 gesetzt.Aus der Beziehung (5) folgt dann die Identität für RL2;F :Setzt man nun t = L2n so giltu(x; t) = u(x; L2n)= L�n�(Ln�u((xL�n)Ln; L2n))= t��2 (RLn;Ff)(xt� 12 ): (12)



12Ziel ist es nun, � so zu wählen, daÿ die Iteration gegen einen Fixpunkt läuft,d.h. daÿ FLn ! F � (13)und RLn;Ff ! f �; (14)wobei RL;F �f � = f � (15)der Fixpunkt ist. Dann hat man für u(x; t) das asymptotis
he Verhaltenu(x; t) � t��2 f �(xt� 12 ): (16)Um das eben vorgestellte Verfahren an einem kleinen Beispiel1 ans
hauli
hdarzustellen, wurde die Di�erentialglei
hung_u = u00 + u6 (17)mit der Anfangsbedingungu(x; 1) = �12 11 + x2 + 11 + (x� 4)2 + 11 + (x+ 4)2 (18)mit dem Runge-Kutta-Verfahren [FPTV93℄ numeris
h gelöst. An den inAbbildung 1 dargestellten Lösungen der Di�erentialglei
hung erkennt mannur, daÿ die Lösung für groÿe Zeiten zer�ieÿt. Wenn jedo
h die Transfor-mation (9) für � = 1 und L = 2 iteriert wird, s
heint es, daÿ die bei deneinzelnen S
hritten entstehenden skalierten Lösungen gegen einen Fixpunktlaufen. Das ist in Abbildung 2 dargestellt.1Umfangrei
he numeris
he Untersu
hungen �ndet man in [Hie01℄.



0.2. DIE METHODE DER RENORMIERUNGSGRUPPE 13

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

-15 -10 -5 0 5 10 15

Anfangswert bei t=1
Loesung bei t=2
Loesung bei t=3
Loesung bei t=5

Loesung bei t=10
Loesung bei t=50

Abbildung 1. Mit dem Runge-Kutta-Verfahren bere
hnete Lösungen derDi�erentialglei
hung (17) mit dem Anfangswert (18).
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Abbildung 2. Gemäÿ (9) mit � = 1 und L = 2 skalierte Lösungen von (17).Im n-ten S
hritt wird die skalierte Lösung Lnu(Lnx; L2n) bere
hnet.



14Wie wir im nä
hsten Kapitel zeigen werden, gehen die skalierten Lösungender Di�erentialglei
hung (17) gegen die Gauÿverteilung, die Lösung verhältsi
h also für groÿe Zeiten wie die Lösung der normalen Wärmeleitungsglei-
hung.Abs
hlieÿend sei no
h bemerkt, daÿ si
h im Falle einer bei einem endli
henZeitpunkt T singulären Lösung mittels einer Renormierungsgruppentransfor-mation Aussagen über das Anwa
hsen der Lösung in der Nähe der Singula-rität T ma
hen lassen. Eine Übersi
ht dazu �ndet man in [BK95℄. Au
hlassen si
h mit der vorgestellten Methode Systeme von Di�erentialglei
hun-gen behandeln. Das ges
hieht z.B. in [Cag97℄.



Kapitel 1Der Gauÿs
he FixpunktIn diesem Kapitel wird die oben vorgestellte Methode auf Anfangswertpro-bleme, bei denen der Anfangswert für x ! �1 gegen 0 geht, angewandt.Ziel dieses Kapitels ist es, zu zeigen, daÿ si
h die Lösungen der Wärmelei-tungsglei
hung mit ni
htlinearem Zusatzterm - unter gewissen Bedingungenan die Ni
htlinearität und den Anfangswert - wie die Lösung der normalenWärmeleitungsglei
hung verhalten. Wir folgen dabei der Beweisstruktur in[BKL94℄.1.1 Allgemeine Begri�eBevor wir die Hauptresultate formulieren können, muÿ no
h einiges zur Wär-meleitungsglei
hung gesagt werden. Auÿerdem muÿ die Norm, in der s
hlieÿ-li
h Konvergenz gezeigt werden soll, festgelegt werden. Das soll in diesemAbs
hnitt ges
hehen. Von nun an sei auÿerdem� = 1 (1.1)gesetzt. Weiterhin sei im folgenden C immer eine allgemeine Konstante un-abhängig von L und F ; CL , CF seien Konstanten, die von L bzw. Fabhängen. Die Werte, für die C steht, ändern si
h dabei von Ort zu Ort, siekönnen si
h au
h innerhalb ein und derselben Unglei
hung ändern.1.1.1 Die Wärmeleitungsglei
hung und ihre LösungIm Fall einer vers
hwindenden Ni
htlinearität (F = 0) hat man die Wärme-leitungsglei
hung 15



16 KAPITEL 1. DER GAUßSCHE FIXPUNKT_u = u00 (1.2)zu lösen, für eine Anfangswertfunktion f(x) lautet die allgemeine Lösung:u(x; t) = e(t�1)�2f(x):= 1p4�(t� 1) Z dy exp(�(y � x)24(t� 1) )f(y) (1.3)Daÿ dieser Ausdru
k die Glei
hung löst, re
hnet man na
h. Aufgrund derGrenzwertdarstellung der Æ-FunktionÆ(x� a) = lim�!0+ 1p��e(� (x�a)2� ) (1.4)(vgl. [Nol90℄) ist au
h die Anfangswertbedingung erfüllt. Als Renormie-rungstransformation erhält man dementspre
hend(RL;0f)(x) = (Le(L2�1)�2f)(Lx): (1.5)In der Impulsdarstellung s
hreibt si
h das alsfRf(k) = exp(�k2(1� 1L2 )) ef( kL)=: gR0f(k): (1.6)Von diesem R0 erkennt man sofort einen Fixpunkt, nämli
hef �0 (k) = exp(�k2): (1.7)In Ortsdarstellung entspri
ht dies der Funktionf �0 (x) = 1p4� exp(�x24 ): (1.8)Das asymptotis
he Verhalten bestimmt si
h zuu(x; t) = t� 12 f �0 (xt� 12 )= 1p4�t exp(�x24t ): (1.9)Um diesen Gauÿs
hen Fixpunkt (1.8) soll es im folgenden gehen. Ziel wirdes sein, ein obiger Glei
hung entspre
hendes asymptotis
hes Verhalten au
hfür den Fall ni
htvers
hwindender Ni
htlinearität na
hzuweisen.



1.1. ALLGEMEINE BEGRIFFE 171.1.2 Die Sobolew-NormFür unseren Konvergenzbegri� werden wir folgende Norm verwenden:De�nition. Die Norm einer Funktion f mit ef 2 C1 ist gegeben dur
hkfk := supk (1 + k4)(j ef(k)j+ jef 0(k)j): (1.10)Wi
htig sind zwei Eigens
haften dieser Norm. Zum einen folgt aus Konver-genz in ihr die punktweise Konvergenz:Bemerkung 1. Konvergenz in der Norm (1.10) impliziert au
h L1- undL1-Konvergenz.Beweis: Na
h der S
hwartzs
hen Unglei
hung1 gilt:kf(x)k1 = k1 + jxj1 + jxjf(x)k1� k 11 + jxjk2k(1 + jxj)f(x)k2� Ck(1 + jxj)f(x)k2� C(kf(x)k2 + kxf(x)k2): (1.11)Es ist na
h dem Satz von Plan
herelkfk2 = k efk2 (1.12)und weiter k efk2 � Ckfk; (1.13)denn k efk22 = Z dkj ef(k)j2 (1 + k4)2(1 + k4)2� supk (j ef(k)j2(1 + k4)2) Z dk 1(1 + k4)2� Ckfk2: (1.14)Ganz analog gilt kxf(x)k2 � Ckfk; (1.15)1Zur S
hwartzs
hen Unglei
hung und zum Satz von Plan
herel konsultiere man denAbs
hnitt (5.4) im Anhang.



18 KAPITEL 1. DER GAUßSCHE FIXPUNKTdenn es ist mit einer ähnli
hen Re
hnung wie in (1.14)kxf(x)k2 = kx̂f(x)k2= k ef(k)0k2� kfk: (1.16)Insgesamt ist also kfk1 � Ckfk (1.17)und damit die L1-Konvergenz gezeigt.Für die L1-Konvergenz benutzt mankfk1 � k efk1; (1.18)(vgl. (5.70)) und s
hätzt weiter ab:k efk1 = Z dkj ef j1 + k41 + k4� supk (j ef j(1 + k4)) Z dk 11 + k4� Ckfk (1.19)Insgesamt ist damit kfk1 � Ckfk; (1.20)womit die L1-Konvergenz gezeigt ist. �Weiterhin hat die Abbildung R0 in dieser Norm eine s
höne Kontraktionsei-gens
haft:Bemerkung 2. Mit dieser Norm und dem R0 aus (1.6) gilt für eine Funktiong mit eg(0) = 0 : kR0gk � CL kgk: (1.21)Beweis. Na
h Mittelwertsatz existiert ein s 2 (0; 1) mitjeg( kL)j � jkjL jeg0(ksL )j: (1.22)Nun kann man die Behauptung na
hre
hnen:kR0gk = k exp(�k2(1� 1L2 ))eg( kL)k



1.1. ALLGEMEINE BEGRIFFE 19= supk (1 + k4)(j exp(�k2(1� 1L2 ))eg( kL)j++j(exp(�k2(1� 1L2 ))eg( kL))0j)= supk (1 + k4)(exp(�k2(1� 1L2 ))(jeg( kL)j+ j2k(1� 1L2 )eg( kL) + 1Leg0( kL)j))� 1L supk (1 + k4)(exp(�k2(1� 1L2 ))(kjeg0(skL )j+ j2k(1� 1L2 )keg0(skL ) + eg0( kL)j))= 1L supk (1 + L4k4) exp(�k2(L2 � 1))(kLjeg0(sk)j+ j2k2(L2 � 1)eg0(sk) + eg0(k)j))� CL (supk (eg0(sk)) + supk (eg0(k)))� CL kgk: (1.23)�1.1.3 Klassi�zierung der Ni
htlinearitätenBei der Ni
htlinearität F ist es zwe
kmäÿig, zu s
hauen, ob sie im Zuge derRenormierungsgruppenabbildung wä
hst oder gegen Null geht. Deshalb setztman:De�nition.(a) Falls F ein Monom ist, F (a; b; 
) = an1bn2
n3 (1.24)so ist FLn = L�ndFF (1.25)mit dF := n1 + 2n2 + 3n3 � 3: (1.26)(b) Für ein analytis
hes F sei dF immer das kleinste dF in der Potenzreihen-entwi
klung mit ni
htvers
hwindendem Koe�zienten.(
) F heiÿt irrelevant, falls dF > 0; marginal, falls dF = 0; und relevant, fallsdF < 0:



20 KAPITEL 1. DER GAUßSCHE FIXPUNKT1.2 Der irrelevante FallWir können nun das Hauptresultat für den irrelevanten Fall formulieren, beidem F im Laufe der Iteration der Renormierungstransformation gegen Nullgeht. Die Lösung der Di�erentialglei
hung verhält si
h dementspre
hend fürgroÿe Zeiten wie die Lösung der Wärmeleitungsglei
hung.Satz. Sei F : C 3 ! C analytis
h um 0 mit dF > 0 und Æ mit 0 < Æ < 1 ge-geben. Dann existiert ein � > 0; so daÿ für kfk < � das Anfangswertproblem_u = u00 + F (u; u0; u00) (1.27)u(x; 1) = f(x) (1.28)eine eindeutige Lösung besitzt. Diese Lösung erfülltlimt!1 t1�Æku(xt 12 ; t)� At� 12f �0 (x)k = 0: (1.29)Dabei ist A = A(f; F ) 2 C :Beweis. Zuerst geben wir eine kurze Übersi
ht über die Struktur des Be-weises. Als Erstes wird die Existenz einer Lösung für ein festes Zeitintervallgezeigt. Das ges
hieht mit dem Bana
hs
hen Fixpunktsatz. Dabei wird dieLösung der Di�erentialglei
hung als Fixpunkt einer Abbildung in einem pas-senden Bana
hraum aufgefaÿt. Der Abs
hnitt über die Existenz der Lösungendet mit Glei
hung (1.67). Die Glei
hung (1.67) stellt zuglei
h ein neues An-fangswertproblem dar, wel
hes betra
htet wird. Die Hauptaufgabe bestehtdann darin, die bei der Iteration entstehenden Gröÿen zu kontrollieren.Es wird die Di�erentialglei
hung in eine Integralglei
hung umgere
hnet:u(x; t) = e(t�1)�2f + Z t�10 dses�2F (t� s)= uf +N(u): (1.30)Dabei istN(u) := Z t�10 dses�2F (t� s):= Z t�10 dses�2F (u(x; t� s); u0(x; t� s); u00(x; t� s)) (1.31)und uf(x; t) = e(t�1)�2f(x) (1.32)



1.2. DER IRRELEVANTE FALL 21ist die Lösung der �freien� Wärmeleitungsglei
hung. Um zu beweisen, daÿ(1.30) die Di�erentialglei
hung (1.27) löst, benutzt man die allgemeine Regel�t Z a(t)b(t) dxf(x; t) = a0(t)f(a(t); t)� b0(t)f(b(t); t) ++ Z a(t)b(t) dx�tf(x; t) (1.33)und re
hnet na
h:_u = �2e(t�1)�f + e(t�1)�2F (1) + Z t�10 dses�2�tF (t� s) (1.34)und u00 = �2e(t�1)�2f + Z t�10 ds�2es�2F (t� s)= �2e(t�1)�2f + Z t�10 ds( ddses�2)F (t� s)= �2e(t�1)�2f + hes�2F (t� s)it�10 �� Z t�10 dses�2( ddsF (t� s))= �2e(t�1)�2f + e(t�1)�2F (1)� F (t) ++ Z t�10 dses�2�tF (t� s)= _u� F (t): (1.35)Damit ist gezeigt, daÿ eine Lösung von (1.30) au
h die ursprüngli
he Di�e-rentialglei
hung erfüllt.Um zu zeigen, daÿ (1.30) eine eindeutige Lösung besitzt, wird gezeigt, daÿdie Abbildung T (u) := uf +N(u) (1.36)in einem geeigneten Bana
hraum einen eindeutigen Fixpunkt besitzt. Be-nutzt wird der Bana
hs
he Fixpunktsatz im Bana
hraum aller u(x; t) mitt 2 [1; L2℄ mit der Norm kukL := supt2[1;L2℄ ku(t)k: (1.37)Dabei sei L sehr groÿ gewählt, so daÿ später immer CL < 1 ist. Zu zeigen ist,daÿ die Abbildung T die KugelBf = fujku� ufkL � kfkg (1.38)



22 KAPITEL 1. DER GAUßSCHE FIXPUNKTin si
h selbst abbildet und kontrahierend ist.Es muÿ nun kN(u)kL abges
hätzt werden. Dafür wird F als Potenzreiheges
hrieben und fouriertransformiert:eF = Xn2N3 aneu�n1 � eu0�n2 � eu00�n3 : (1.39)Dabei ist � die Faltung und n = (n1; n2; n3) 2 N3 : Es soll eine Abs
hätzungvon kN(u)kL für einen allgemeinen Term dieser Reihe gewonnen werden.Dabei brau
ht man die Hilfsformeljfu(l)(k)j � CkukL1 + k2 (1.40)für l = 0; 1; 2: Für jkj � 1 gilt nämli
h:jfu(l)(k)j = jkleu(k)j� jeu(k)j� C1 + k2 jeu(k)j� CkukL1 + k2 : (1.41)Und für jkj � 1 gilt jfu(l)(k)j = jkleu(k)j� k2jeu(k)j� 2k41 + k2 jeu(k)j� CkukL1 + k2 : (1.42)Damit ist (1.40) bewiesen. Analog beweist man au
hjeu0(k)j � CkukL1 + k2 ; (1.43)indem man im Beweis von (1.40) eu dur
h eu0 ersetzt.Um nun kN(u)kL für den Fall, daÿF (u; u0; u00) = (u)n1(u0)n2(u00)n3 (1.44)ist, abs
hätzen zu können, brau
ht man Abs
hätzungen für j℄N(u)j und �kj℄N(u)j:Es ist mit m = n1 + n2 + n3



1.2. DER IRRELEVANTE FALL 23
j℄N(u)j � Z t�10 dse�sk2jeu�n1 � eu0�n2 � eu00�n3 j� Z t�10 dse�sk2(CkukL)m( 11 + k2 )�m� (CkukL)m(1� e�(t�1)k2k2 )( 11 + k2 ): (1.45)Dabei wurde die Faltungsformel( 11 + k2 )�m = m�m�1( 1m2 + k2 ) (1.46)benutzt, deren Beweis si
h im Anhang �ndet. Es ist weiterhin für festest 2 [1; L2℄ und jkj > 1 1� e�(t�1)k2k2 + k4 � C1 + k4 ; (1.47)und für jkj � 1 ist 1� e�(t�1)k2k2 + k4 � C; (1.48)denn die linke Seite ist bei 0 bes
hränkt, wie man dur
h zweifa
he Anwendungder Regel von l'Hospital sieht. Insgesamt hat man alsoj℄N(u)j � CL (CkukL)m1 + k4 : (1.49)Um j�k℄N(u)j abzus
hätzen, benutzt manj�k℄N(u)j � Z t�10 dse�sk2j�k(eu�n1 � eu0�n2 � eu00�n3)j+ Z t�10 dsj(eu�n1 � eu0�n2 � eu00�n3)�ke�sk2j (1.50)und erhält für den ersten Term mit (1.43)j�k(eu�n1 � eu0�n2 � eu00�n3)j = j((�keu) � eu�n1�1 � eu0�n2 � eu00�n3)j� (CkukL)m( 11 + k2 )�m (1.51)und damitZ t�10 dse�sk2j�k(eu�n1 � eu0�n2 � eu00�n3)j � CL (CkukL)m1 + k4 : (1.52)



24 KAPITEL 1. DER GAUßSCHE FIXPUNKTFür den zweiten Term benutzt man mit einer ähnli
hen Argumentation wiein (1.47f) Z t�10 ds j�ke�sk2j1 + k2 � 11 + k2 �������k "e�sk2�k2 #t�10 ������� 1k2 + k4 je�(t�1)k2(k2(t�1) � 1) + 1jjkj� CL1 + k4 ; (1.53)und erhältZ t�10 dsj(eu�n1 � eu0�n2 � eu00�n3)�ke�sk2j � CL (CkukL)m1 + k4 : (1.54)Man hat also insgesamt für den betra
hteten Spezialfall (1.44) von FkN(u)kL � CL(CkukL)m: (1.55)Für ein beliebiges analytis
hes F; bei dem die Potenzreihe einen Konvergenz-radius R > 0 hat, ist in (1.39) janj � (CF )m (1.56)(man setze zum Beispiel CF = 1=R ) und auÿerdem ist im irrelevanten Fallimmer m � 2: (1.57)Deshalb gilt für genügend kleine kukL :kN(u)kL � CL;Fkuk2L: (1.58)Falls � klein genug ist, ist das jedo
h der Fall, denn es ist na
h der De�nitionvon uf (1.32) kufkL � CLkfk (1.59)und in Bf ist dementspre
hendkukL � (CL + 1)kfk (1.60)und damit kukL � C� (1.61)



1.2. DER IRRELEVANTE FALL 25also kN(u)kL � CL;F �2: (1.62)Damit ist gezeigt, daÿ T die Kugel Bf in si
h selbst abbildet.Um nun auf Bf Kontraktion zu zeigen, benutzt man daÿkT (u1)� T (u2)kL = kN(u1)�N(u2)kL= k Z 10 dq( ddqN(u2 + q(u1 � u2)))kL� Z 10 dqk ddqN(u2 + q(u1 � u2))kL: (1.63)Es ist weiterhin (mit der Notation F (u; u0; u00) = F (a; b; 
))ddqN(�) := ddqN(u2 + q(u1 � u2))= Z t�10 dse�s�2( ddqF (�))= Z t�10 dse�s�2(�F�a (�) � (u1 � u2) ++�F�b (�) � (u1 � u2) + �F�
 (�) � (u1 � u2)): (1.64)Die Terme �F�a ; �F�b und �F�
 sind Potenzreihen ohne konstanten Term; es kannin einigen Monomen jedo
h s
hon m = 1 sein, denn bei F kann m = 2vorkommen. Deshalb erhält man mit denselben Mitteln, wie man (1.55) und(1.58) gezeigt hat:k ddqN(�)kL � k Z t�10 dse�s�2(�F�a (�))(u1 � u2)kL+k Z t�10 dse�s�2(�F�b (�))(u1 � u2)kL+k Z t�10 dse�s�2(�F�
 (�))(u1 � u2)kL� 3CL;Fk(u2 + q(u1 � u2))kLk(u1 � u2)kL� CL;F ((1� q)ku2kL + qku1kL)k(u1 � u2)kL� CL;F (ku2kL + ku1kL)k(u1 � u2)kL: (1.65)und damit insgesamtkT (u1)� T (u2)kL � CL;F (ku1kL + ku2kL)ku1 � u2kL: (1.66)



26 KAPITEL 1. DER GAUßSCHE FIXPUNKTAufgrund der Bedingung (1.61) ist damit T kontrahierend auf Bf und Tbesitzt damit einen eindeutigen Fixpunkt, die Lösung der Integralglei
hung(1.30).Zum Zeitpunkt t = L2 ist die Lösung der Di�erentialglei
hung alsou(x; L2) = e(L2�1)�2f(x) + v(x) (1.67)mit kvk = kN(u(x; L2))k� kN(u(x; L2))kL� CL;Fkfk2=: K(L; F )kfk2: (1.68)Die Konstante K(L; F ) wird hier mit einem eigenen Namen versehen, da siespäter no
h einmal auftau
ht. Im folgenden sei kfk immer so klein gewählt,daÿ an dieser Stelle K(L; F )kfk � L�5 (1.69)gilt. Um später Aussagen über die Lösung der Di�erentialglei
hung zu be-liebigen Zeitpunkten ma
hen zu können, sei an dieser Stelle sogar etwas all-gemeiner K((p�L); F )kfk � (p�L)�5 (1.70)für alle � 2 [1; L2℄ (1.71)gefordert, d.h. die Glei
hung (1.69) gelte ni
ht nur für ein festes L; sondernfür alle L aus einem kompakten Intervall.Man bea
hte, daÿ die Abs
hätzung für kvk aus der Abs
hätzung (1.49) fürN(u) gewonnen wurde, bei der ein einzelnes Monom der Potenzreihenent-wi
klung von F (u; u0; u00) betra
htet wurde. Steht in jedem Monom der Po-tenzreihenentwi
klung ein zusätzli
her konstanter Faktor, so kann dieser di-rekt in (1.68) hineinges
hrieben werden.Nun soll die Renormierungsgruppentransformation iteriert werden und da-mit die Asymptotik bestimmt werden. Dazu wird der Anfangswert f(x)ges
hrieben als ein Vielfa
hes des Gauÿs
hen Fixpunktes f �0 (1.8) und einenRestterm: f(x) = A0f �0 (x) + g0(x) (1.72)Dabei sei A0 = ef(0)= Z dxf(x); (1.73)



1.2. DER IRRELEVANTE FALL 27und da ef �0 (0) = 1; ist eg0(0) = 0: Der Vorteil besteht darin, daÿ die Transfor-mation R0 (1.5) für dieses g0 bereits kontrahierend ist (vgl. 1.21):kR0gk � CL kgk: (1.74)Auÿerdem ist kgk = kf � ef(0)f �0k� (1 + kf �0k)kfk� Ckfk: (1.75)Die Renormierungsgruppentransformation ist nun(Rf)(x) = Le(L2�1)�2f(Lx) + Lv(Lx)= (R0f)(x) + Lv(Lx)= (R0(A0f �0 + g0))(x) + Lv(Lx)= A0(R0(f �0 ))(x) + (R0g0)(x) + Lv(Lx)= A0f �0 (x) + (R0g0)(x) + Lv(Lx)= A1f �0 + g1 (1.76)mit A1 := A0 + ev(0) (1.77)und g1 := R0g0 + Lv(Lx)� ev(0)f �0 : (1.78)Dann hat au
h g1 wieder die Eigens
haft, daÿ eg1(0) = 0; denn es war eg0(0) =0: Es gilt auÿerdem: jA1 � A0j = jev(0)j� kvk� CL;Fkfk2 (1.79)(vgl. 1.68) undkLv(Lx)� ev(0)f �0 (x)k � kLv(Lx)k + ev(0)kf �0k� L4kv(x)k+ ev(0)kf �0k� L4K(L; F )Ckfk2: (1.80)Damit kann man nun kg1k abs
hätzen:kg1k = kR0g0 + Lv(Lx)� ev(0)f �0k



28 KAPITEL 1. DER GAUßSCHE FIXPUNKT� kR0g0k+ kLv(Lx)� ev(0)f �0k� CL kg0k+ L4K(L; F )Ckfk2� kfk(CL + L4K(L; F )Ckfk)= kfkL�(1�Æ)( CLÆ + L5K(L; F )CkfkLÆ )� kfkL�(1�Æ); (1.81)falls man L groÿ genug gewählt hat (in Abhängigkeit von Æ) und die Glei
hung(1.69) bea
htet.Nun wird die ganze Transformation iteriert:fn := RLnFf= Anf �0 + gn (1.82)mit An+1 = An + evn(0) (1.83)und gn+1 = R0gn + Lvn(Lx)� evn(0)f �0 : (1.84)Über die An und die gn soll nun gezeigt werden, daÿjAnj � (C � L�n)kfk (1.85)und kgnk � CL�(1�Æ)nkfk: (1.86)Der Beweis geht über Induktion na
h n: Der Induktionsanfang n = 0 odern = 1 ist klar, bzw. wurde s
hon bewiesen (1.77 und 1.81). Seien also imInduktionss
hritt (1.85) und (1.86) für n s
hon gezeigt. Dann ist zunä
hsteinmal kfnk � kAnf �0k+ kgnk� Ckfk; (1.87)da Æ < 1 ist. Dabei hängt die Konstante C ni
ht von n ab. Nun muÿ bei derAbbildung von n na
h n + 1 die Di�erentialglei
hung_u = u00 + FLn(u; u0; u00)= u00 + L3nF (L�nu; L�2nu0; L�3nu00) (1.88)



1.2. DER IRRELEVANTE FALL 29betra
htet werden, dabei wird ein Monom aibj
k aus der Potenzreihenent-wi
klung von F zu Ln(3�i�2j�3k)aibj
k und es istjLn(3�i�2j�3k)aibj
kj � L�ndF jaibj
kj: (1.89)Deshalb werden die Abs
hätzungen, die dur
h Betra
htung von Monomender Potenzreihenentwi
klung von F entstanden sind, um einen Faktor L�ndFbesser, man hat kvnk � K(L; F )L�ndF kfnk2� CK(L; F )L�ndF kfk2 (1.90)(entspre
hend (1.68)) und deshalb istjAn+1 � Anj = j evn(0)j� kvnk� CK(L; F )L�ndF kfk2: (1.91)Für gn+1 gilt kgn+1k � CL kgnk+ kLvn(Lx)k + evn(0)kf �0k� CL kgnk+ L4kvnk+ Ckvnk� CL kgnk+ CK(L; F )L4L�ndF kfk2: (1.92)Nun läÿt si
h der Induktionss
hritt dur
hführen:jAn+1j � jAnj+ jAn+1 � Anj� (C � 1Ln )kfk+ CK(L; F )L�ndF kfk2� kfk(C � 1Ln + CLndF+1 )� kfk(C � 1Ln + CLn+1 )� kfk(C � L� CLn+1 )� kfk(C � 1Ln+1 ): (1.93)Dabei wurden die Bedingungen L � 1 und (1.69) ausgenutzt. Der Indukti-onss
hritt für gn lautet:kgn+1k � CL kgnk+ CK(L; F )L4L�ndF kfk2



30 KAPITEL 1. DER GAUßSCHE FIXPUNKT� CLn+1LÆnkfk+ CLndF+1kfk� CLÆ(n+1)Ln+1 kfk: (1.94)Wiederum wurden L� 1 und (1.69) ausgenutzt. Damit sind nun (1.85) und(1.86) bewiesen.Es gilt für die An und m > njAn � Amj � m�1Xk=n jAk � Ak+1j� CK(L; F )L�ndF kfk2 m�1Xk=n LndFL�kdF� CK(L; F )L�ndF kfk2: (1.95)Deshalb ist die Folge der An eine Cau
hyfolge, die gegen A konvergiert, undes �ndet si
h jAn � Aj � 1Xk=n jAk � Ak+1j� CK(L; F )L�ndF kfk2� CL�ndF kfk: (1.96)Insbesondere gilt jA� ef(0)j � CL:Fkfk2: (1.97)Jetzt kann man endli
h die zu zeigende Behauptung für den Zeitpunkt t =L2n na
hre
hnen:ku(xt 12 ; t)� At� 12 f �0 (x)k = kt� 12RLn;Ff � At� 12f �0 k= kt� 12gn + (An � A)t� 12 f �0k� t� 12kgnk+ (An � A)t� 12kf �0k� Ct� 12 (kgnk+ (An � A))� CL�nkfk(LÆnLn + L�ndF )� CL�2nkfk(LÆn + 1)� CL�2nLÆnkfk� Ct Æ2�1; (1.98)



1.3. DER MARGINALE FALL 31also insgesamt t1�Æku(xt 12 ; t)� At� 12 f �0 (x)k � Ct� Æ2 : (1.99)Diese Abs
hätzung, die die zu zeigende Behauptung für diskrete Zeitpunktet = L2n darstellt, kann für alle anderen Zeitpunkte dur
h die ErsetzungL2 ! �L2 mit 1 < � < L2 gewonnen werden. Damit ist das Hauptresultatfür den irrelevanten Fall bewiesen. �1.3 Der marginale FallAu
h im marginalen Fall, in dem die Ni
htlinearität im Laufe der Iterati-on der Renormierungsgruppenabbildung ni
ht gegen 0 geht, läÿt si
h zeigen,daÿ die Lösung unter bestimmten Bedingungen gegen die Lösung der linea-ren Wärmeleitungsglei
hung geht. Hier soll nur kurz das Resultat erläutertwerden.Beim marginalen Fall kann F im wesentli
hen nur zwei Formen annehmen.Es ist F = �u3 +G(u; u0; u00) (1.100)oder F = 2uu0 +H(u; u0; u00)= (u2)0 +H(u; u0; u00): (1.101)Dabei sind G und H irrelevant. Es wird an dieser Stelle nur der erste Fall(1.100) betra
htet. Im zweiten Fall (1.101) handelt es si
h um die Burgers-Glei
hung [Bur74℄ mit einem Störterm. Es wird auÿerdem die Funktion uskaliert, d.h. es wird � 12u betra
htet, wobei � so gewählt wird, daÿeu(k = 0; t = 1) = 1 (1.102)ist. Wenn nun � 12u die Glei
hung (1.100) erfüllt, so erfüllt u die Glei
hung_u = u00 � �u3 +G�(u; u0; u00) (1.103)mit G�(u; u0; u00) = �� 12G(� 12u; � 12u0; � 12u00): (1.104)Nun kann das Hauptresultat für den marginalen Fall formuliert werden.Satz. Sei G : C 3 ! C (1.105)



32 KAPITEL 1. DER GAUßSCHE FIXPUNKTanalytis
h, die Potenzreihe von G bestehe aus Monomen mit einem Grad� 4; d.h. G(a; b; 
) = Xn2N3 �nan1bn2
n3 (1.106)mit �n = 0 falls jnj = n1 + n2 + n3 < 4: (1.107)Dann existiert für alle Æ > 0 ein �0 > 0 und ein � > 0; so daÿ für alle � mit0 < � < �0 und für alle g(x) mit kgk � � das Anfangswertproblem_u = u00 � �u3 +G�(u; u0; u00) (1.108)u(x; t = 1) = f(x)= f �0 (x) + g(x) (1.109)mit eg(0) = 0 (1.110)eine eindeutige Lösung besitzt. Diese Lösung erfüllt:limt!1 t 12 (log t)1�Æku(xt 12 ; t)� ( �2p3� t log t)� 12f �0k = 0: (1.111)Der Beweis dieses Satzes �ndet si
h in [BKL94℄ oder [Hie01℄.Man ma
he si
h allerdings klar, daÿ die Aussage des obigen Satzes s
hwä
herals die Aussage des entspre
henden Satzes im irrelevanten Fall ist. Zum einenbrau
ht man im marginalen Fall stärkere Voraussetzungen als im irrelevan-ten Fall, der Anfangswert muÿ bereits in der Nähe der Lösung der linearenWärmeleitungsglei
hung liegen. Zum anderen ist die Konvergenz gegen denFixpunkt f �0 ni
ht so s
hnell.



Kapitel 2Bildung von FrontenIm vorherigen Kapitel haben wir den Fall untersu
ht, daÿ die Anfangswert-funktion für groÿe x gegen 0 geht. Bei vielen Reaktions-Di�usions-Systemen(oder thermodynamis
hen Prozessen) ist das jedo
h eine unrealistis
he An-fangsbedingung, da die Konzentration des einen Sto�es (oder die Tempera-tur) auf einer Seite gröÿer ist und man daran interessiert ist, wie der Sto�si
h in einer Front ausbreitet. In diesem Kapitel soll nun die Bildung undStabilität sol
her Fronten untersu
ht werden. Wir folgen dabei wieder derDarstellung in [BKL94℄.Betra
htet wird der Fall, daÿ die Anfangswertfunktion für x ! �1 ni
htgegen 0 geht, sondern gegen zwei vers
hiedene endli
he Werte:limx!�1�(x) = u�: (2.1)Weiterhin sei a(u; u0) eine analytis
he Funktion in u und u0 mit a(0; 0) = 0:Betra
htet wird die Di�erentialglei
hung_u = u00 + u00a(u; u0) + (u0)2 �a�u + u0u00 �a�u0= u00(1 + a) + u0�x(1 + a)= �((1 + a)�u) (2.2)mit u(x; 1) = �(x): (2.3)Die entspre
hende Ni
htlinearitätF (u; u0; u00) = u00a(u; u0) + (u0)2 �a�u + u0u00 �a�u0 (2.4)ist dann irrelevant. Wie im ersten Kapitel s
hauen wir uns erst einmal denFall a = 0 an. 33



34 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTEN2.1 Der Fall a = 0Beim Fall a = 0 hat man die Wärmeleitungsglei
hung gegeben. Dies kannman exakt lösen, es istu(x; t+ 1) = 1p4�t Z dy exp(�(x� y)24t )�(y) (2.5)oder u(ptx; t + 1) = 1p4� Z dy exp(�(x� y)24 )�(pty): (2.6)Der Übergang t!1 bere
hnet si
h zulimt!1u(ptx; t+ 1) = 1p4� limt!1Z 0�1 dy exp(�(x� y)24 )�(pty)+ 1p4� limt!1Z 10 dy exp(�(x� y)24 )�(pty)= u�p4� Z 0�1 dy exp(�(x� y)24 )+ u+p4� Z 10 dy exp(�(x� y)24 )= 1p4� (u� Z �x�1 dz exp(�z24 ) + u+ Z 1�x dz exp(�z24 ))= u�p4� Z 1�1 dz exp(�z24 )� u�p4� Z 1�x dz exp(�z24 )+ u+p4� Z 1�x dz exp(�z24 )= u� + (u+ � u�) Z x�1 dzp4� exp(�z24 ): (2.7)Die so de�nierte Funktion��0(x) := u� + (u+ � u�)e(x):= u� + (u+ � u�) Z x�1 dzp4� exp(�z24 ) (2.8)stellt das asymptotis
he Verhalten im Falle der Wärmeleitungsglei
hung dar,entspri
ht also dem Fixpunkt f �0 (1.8) bei anderen Randbedingungen. e(x)wird au
h die Fehlerfunktion genannt. Daÿ diese Funktion ��0 tatsä
hli
h ein



2.1. DER FALL A = 0 35Fixpunkt der Renormierungsgruppentransformation mit � = 0RL(u(x; t)) := u(Lx; L2) (2.9)u(x; 1) = �(x) (2.10)ist, ist einzusehen, wenn man zeigt, daÿ e(x) ein sol
her Fixpunkt ist. Daskann man mit etwas Zeit explizit na
hre
hnen, es istRL(e(x)) = 1p4�(L2 � 1) Z dy Z y�1 dzp4�e� (Lx�y)24(L2�1) e� z24z!z�y+x= 14� 1pL2 � 1 Z dy Z x�1 dze� (Lx�y)2+(L2�1)(z+y�x)24(L2�1)= 1p4� 1L Z x�1 dze� (z+x(L�1))24L= e(x): (2.11)Für einen s
hnelleren Überzeugungsversu
h betra
htet man die Fouriertrans-formierte von (2.10) fRf(k) = 1L exp(�k2(1� 1L2 )) ef( kL) (2.12)(man verglei
he dieses Resultat mit (1.6)). Die Fouriertransformierte derFehlerfunktion e(x) ist von der Formee(k) = C exp(�k2)ik ; (2.13)denn sie ist die Stammfunktion der Gauÿkurve. Wenn man nun ignoriert,daÿ diese Fouriertransformierte bei k = 0 singulär ist, glaubt man, daÿ e(x)ein Fixpunkt der Renormierungsabbildung (2.10) ist, und deshalb ist ��0 einFixpunkt.Das weitere Vorgehen im Falle a = 0 ist damit klar. Ein Anfangswert � wirdges
hrieben als � = ��0 + f: (2.14)Der Restterm f fällt dann bei1 ab und erfüllt die normale Wärmeleitungs-glei
hung. Auf ihn kann man die Ergebnisse des irrelevanten Falles anwendenund erwartet deshalb die Asymptotiku(x; t) � ��0( xpt) + ef(0)pt f �0 ( xpt) +O(tÆ�1): (2.15)Dabei ist f �0 der Gauÿs
he Fixpunkt gemäÿ (1.8).



36 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTEN2.2 Der Fall a 6= 0Dieser Fall ist wesentli
h komplizierter. Es müssen in der Formel (2.15) dieFixpunkte ��0 und f �0 dur
h andere Funktionen ersetzt werden. Erst dannkann das Hauptresultat formuliert werden, deshalb hier ein kurzer Überbli
k:Der Fixpunkt ��0 muÿ um einen Korrekturterm  ergänzt werden. Das ge-s
hieht in Abs
hnitt (2.3). Der Korrekturterm  kann zwar ni
ht explizitangegeben werden, es lassen si
h jedo
h für ihn einige Abs
hätzungen ma-
hen. Eine wesentli
he Aussage wird sein, daÿ für kleine Anfangswerte derKorrekturterm im Verglei
h zu ��0 klein ist.Der Fixpunkt f �0 muÿ dur
h eine andere Funktion als die Gauÿkurve ersetztwerden. Diese neue Funktion wird in Abs
hnitt (2.4) bestimmt. Sie kannexplizit angegeben werden.Um  na
hher bestimmen zu können, wird nun wel
he Di�erentialglei
hungsi
h aus der ursprüngli
hen Di�erentialglei
hung dur
h Skalierung mit L fürgroÿe L ergibt. Wenn eine Lösung u der Di�erentialglei
hung skaliert wird,u! uL = u(Lx; L2t) (2.16)so muÿ in der Di�erentialglei
hung au
h a umgere
hnet werden dur
ha! aL = a(u; u0L ): (2.17)Im Limes L!1 wird a damit unabhängig von u0 und geht über ina! a�(u) = a(u; u0 = 0): (2.18)Gesu
ht sind nun Fixpunkte �� der Abbildung (2.10) die die Di�erentialglei-
hung im Limes L!1_u� = �(1 + a�(u�))�u�) (2.19)= (u�)00 + ((u�)0)2 �a��u� + (u�)00a�u�(x; 1) = ��(x) (2.20)erfüllen. Um diese Di�erentialglei
hung zu lösen, ist der Ansatzu�(x; t) = ��( xpt) =: �(x̂) (2.21)zwe
kmäÿig und man erhält als neue Di�erentialglei
hung für � mit der Um-re
hnung _u� = (� x2t 32 )�x̂�



2.3. DER RESTTERM  37(u�)0 = 1pt�x̂�(u�)00 = 1t �x̂� (2.22)die Glei
hung �12x�x�� = �x(1 + a�(��))�x��: (2.23)Dabei wurde wieder x = x̂ gesetzt. Von dieser Glei
hung su
ht man Lösungender Form �� = ��0 +  ; (2.24)dabei ist ��0 der Gauÿs
he Fixpunkt (2.15). Die Funktion  muÿ nun genaueruntersu
ht werden.2.3 Der Restterm  In diesem Abs
hnitt wird die Funktion  näher untersu
ht. Es wird eineDi�erentialglei
hung für  hergeleitet und dann gezeigt, daÿ diese Di�erenti-alglei
hung eine eindeutige Lösung besitzt. Diese Lösung kann ni
ht explizitangegeben werden, in einer no
h zu de�nierenden Norm gibt es aber eine Ab-s
hätzung für sie. Da die gesamte Beweisführung eher te
hnis
h ist und fürdas Hauptresultat über die Lösung der ursprüngli
hen Di�erentialglei
hungni
ht relevant ist, kann ein ungeduldiger Leser si
h auf die Lektüre des untenbewiesenen Lemmas (2.34) bes
hränken und den Beweis vers
hmähen.Wir bestimmen zuerst die Di�erentialglei
hung für  : Es war0 = 12x�(��0 +  ) + �(1 + a�(��0 +  ))�(��0 +  ):= 12x� + �(a�(��0 +  )�(��0 +  )) + �2 ; (2.25)denn es ist �2��0 + 12x���0 = 0; (2.26)wie man an der De�nition (2.8) erkennt.  erfüllt also die Glei
hung��2 � 12x� = �(a�(��0 +  )�(��0 +  )): (2.27)Um die Untersu
hung dieser Di�erentialglei
hung fortzusetzen, muÿ eineneue Norm eingeführt werden.De�nition. Für eine N -fa
h stetig di�erenzierbare Funktion wird gesetztk kN := max0�m�N supx �j�m (x)jex28 � : (2.28)



38 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENKonvergenz in dieser Norm impliziert o�ensi
htli
h L1-Konvergenz. Auÿer-dem gilt für zwei Funktionen f; g in dieser NormkfgkN � CNkfkNkgkN : (2.29)Weiterhin sei mit d der Grad von a� bezei
hnet, d.h. daÿa�(u) � Cud (2.30)für kleine u ist. Wenn a und damit a� in 0 analytis
h ist, beginnt dann diePotenzreihe von a� erst in der Ordnung d: Auÿerdem setzt man1 0 = �(a�(��0)���0)= RS(2:27)j =0 : (2.31)Nun gilt:Lemma. Sei a : C 2 ! C analytis
h in 0 mit d > 0 und sei N 2 N . Dannexistiert ein � > 0 so daÿ falls ju�j � � ist, die Glei
hung��2 � 12x� = �(a�(��0 +  )�(��0 +  )) (2.32)eine eindeutige Lösung besitzt. Diese Lösung erfülltk �  0kN � C�d+1 (2.33)k kN � C�d+1: (2.34)Beweis. Die Ausgangsglei
hung ist von der FormA = �(a�(��0 +  )�(��0 +  )) (2.35)mit A = ��2 � 12x�: (2.36)Setzt man nun h := A (2.37)so s
hreibt sie si
h als2h = �(a�(��0 + A�1h)�(��0 + A�1h))=:  0 +N(h): (2.38)1RS bezei
hnet die re
hte Seite einer Glei
hung, LS die linke Seite.2Bei dieser S
hreibweise wird natürli
h die Invertierbarkeit von A vorausgesetzt. Nä-heres �ndet man im Anhang im Abs
hnitt über die Mehlers
he Formel.



2.3. DER RESTTERM  39Diese Fixpunktglei
hung wird wie im Beweis zum irrelevanten Fall behandelt,wir zeigen, daÿ die AbbildungT (u) =  0 +N(u) (2.39)für ein kleines � > 0 den BallB = fu j ku�  0kN � �g (2.40)auf si
h selbst abbildet und kontrahierend ist. Dazu muÿ kN(h)kN genaueruntersu
ht werden. Es ist 0 +N(h) = �(a�(��0 + A�1h)���0) + �(a�(��0 + A�1h)�(A�1h))= � 1Xk=d a�k kXl=0 �kl�(��0)k�l(A�1h)l���0!+�(a�(��0 + A�1h)�(A�1h)): (2.41)Also ist N(h) = � 1Xk=d a�k kXl=1 �kl�(��0)k�l(A�1h)l���0!+�(a�(��0 + A�1h)�(A�1h)): (2.42)N(h) ist eine analytis
he Funktion in A�1h; �A�1h und �2A�1h: Mit derUms
hreibung�2A�1h = (�A� 12x�)A�1h = �h� 12x�A�1h (2.43)erhält man, daÿN(h) analytis
h in A�1h; �A�1h und x�A�1h ist. Wir wollennun annehmen, daÿ folgendes gilt:Hilfssatz. Die Operatoren A�1h; �A�1h und x�A�1h sind stetig in derNorm (2.28).Der Beweis dieses Hilfssatzes erfolgt am Ende dieses Abs
hnittes.Dann sind die entspre
henden Operatoren bes
hränkt, denn ein linearer Ope-rator O ist genau dann stetig, wenn kOfkN � CkfkN gilt. Nun können wirN(h) abs
hätzen. Aus der De�nition von ��0 (2.8) und der von  0 (2.31) folgtk 0kN � Ca�d+1: (2.44)Deshalb gilt im Bana
hraum (2.40)kukN � Ca�: (2.45)



40 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENAus der expliziten Form für N (2.42) und dem Hilfssatz folgt damitkN(u)kN � Ca�d+1: (2.46)Also bildet T die Kugel B für kleines � auf si
h selbst ab. Um Kontraktionvon T zu zeigen, benutzen wir denselben Tri
k mit der Ableitung von N wieim irrelevanten Fall (man verglei
he mit (1.63)) und erhaltenkN(h1)�N(h2)kN � Ca�dkh1 � h2kN : (2.47)Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung gezeigt.Um die Abs
hätzungen für den Fixpunkt h zu zeigen, bemerkt man zuerst,daÿ khkN � k 0kN + kN(h)kN � Ca�d+1 (2.48)gilt. Aufgrund der Stetigkeit von A�1 giltk kN � Ca�d+1 (2.49)und k �  0kN � Ca�d+1: (2.50)Zum Abs
hluÿ muÿ no
h der Hilfssatz bewiesen werden. Für einen OperatorO 2 fA�1; �A�1; x�A�1g muÿ gezeigt werden, daÿkOhkN � CkhkN (2.51)gilt. Aufgrund der Normde�nition rei
ht esj�iOhj � Ce�x28 khkN 8i 2 f1; :::; Ng (2.52)zu zeigen. Betra
htet man die Mögli
hkeiten, die für O gegeben sind, sorei
ht esj(1 + jxj)�i(A�1h)(x)j � Ce�x28 khkN 8i 2 f1; :::; N + 1g (2.53)zu zeigen. Wie im Abs
hnitt (5.3) des Anhangs dargelegt ist, bestimmt si
hder Kern von A�1 mit Hilfe der Mehlers
hen Formel zuA�1(x; y) = 12 Z 10 dt e� t2p�p1� e�t e� 14 (x�e� t2 y)21�e�t (2.54)=: Z 10 dtMt(x; y): (2.55)



2.3. DER RESTTERM  41Dieser Kern wird aufgespaltenA�1(x; y) = Z �0 dtMt(x; y) + Z 1� dtMt(x; y)=: M (1) +M (2) (2.56)und die beiden Terme werden einzeln abges
hätzt. Für M (2) wirdj�i(M (2)h)(x)j = j Z 1� dt Z dy�ixMt(x; y)h(y)j� Z 1� dt Z dyj�ixMt(x; y)je� y28 khkN (2.57)benutzt. Um j�ixMt(x; y)j genauer zu untersu
hen, bemerken wir zuerst, daÿganz allgemein für ein Polynom zweiten Grades f(x) aufgrund der Ketten-regel �ief(x) = Pi(f 0(x); f 00)ef(x) (2.58)gilt. Der Term Pi der aus den inneren Ableitungen besteht, ist dabei einPolynom in f 0 und f 00; er besteht aus Termen der Gestalt (f 0)a(f 00)b mita + b � i2 (da f 000 = 0 ) und enthält einen Term (f 0)i: Wendet man das aufden Kern von A�1 an, ergibt si
h�ie� 14 (x�e� t2 y)2(1�e�t) � C 1(1� e�t) i2 Ci(x� e� t2y)ie� 14 (x�e� t2 y)2(1�e�t)� (pÆ)i(pÆ)i Ci(1� e�t) i2 (x� e� t2y)ie� Æ4 (x�e� t2 y)2(1�e�t) e� 1�Æ4 (x�e� t2 y)2(1�e�t)� 1(pÆ)i Ci(1� e�t) i2 e� 1�Æ4 (x�e� t2 y)2(1�e�t) : (2.59)Für den vollen Kern bedeutet das für alle Æ die Abs
hätzungj�ixMt(x; y)j � Ci(pÆ)i e� t2(1� e�t) 12 (i+1) e� 1�Æ4 (x�e� t2 y)2(1�e�t) : (2.60)Das dann no
h zu betra
htende Integral in (2.57) läÿt si
h exakt lösenZ dye� 1�Æ4 (x�e� t2 y)2(1�e�t) � y28 = 2p�q(1� Æ) e�t1�e�t + 12 e� 1�Æ4 x21+(1�2Æ)e�t ; (2.61)



42 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENund damit bekommen wir für groÿes � und entspre
hend kleines Æ die S
hran-ke3 j�i(M (2)h)(x)j � khkNCi 1pÆi Z 1� dt e� t2(1� e�t) 12 (i+1)2p�q(1� Æ) e�t1�e�t + 12 e� 1�Æ4 x21+(1�2Æ)e�t� CikhkNe�x28 : (2.62)Dieselbe Abs
hätzung gilt für jxjj�i(M (2)h)(x)j: Zusammen gilt also(1 + jxj)j�i(M (2)h)(x)j � CkhkNe�x28 8i 2 f0; :::N + 1g: (2.63)Um M (1) abzus
hätzen, bemerken wir zuerst, daÿ�xMt(x; y) = �e t2�yMt(x; y) (2.64)gilt, und deshalb erhält man dur
h partielle Integrationj�ixM (1)h(x)j = j Z �0 dte t2 Z dy�i�1x �yMt(x; y)h(y)j= j Z �0 dte t2 Z dy�i�1x Mt(x; y)�yh(y)j= j Z �0 dte i�12 Z dy�xMt(x; y)�i�1y h(y)j: (2.65)Dur
h Einsatz der Formeln (2.60) und (2.61) und da � und Æ fest giltj�ixM (1)h(x)j � khkN Z �0 dte (i�1)t2 Z dy CpÆ e� t2(1� e�t)e� 1�Æ4 (x�e� t2 y)2(1�e�t) e� y28� khkN CpÆ e (i�1)�2 Z �0 dt e� t2(1� e�t) e� 1�Æ4 x21+(1�2Æ)e�tq(1� Æ) e�t1�e�t + 12� C�;ÆkhkN Z �0 dt e� t2p(1� e�t)e� 1�Æ4 x21+(1�2Æ)e�t f(t): (2.66)Dabei ist der Resttermf(t) = 1q(1� Æ)e�t + 12(1� e�t) (2.67)3An dieser Stelle werden � und Æ fest gewählt.



2.4. DIE FIXPUNKTE V � UND F � 43in t bes
hränkt. Da e�t � 11+t ist, kann man im Integral no
h weiter abs
hät-zen: �1� Æ4 x21 + (1� 2Æ)e�t � �1� Æ4 (1 + t)x22(1� Æ) + t= � x28 + 4t1�Æ � tx28 + 4t1�Æ= �x28 � x2(� 4t1�Æ )8(8 + 4t1�Æ ) � tx28 + 4t1�Æ= �x28 � tx28 (2(1� Æ)� 12(1� Æ) + t ): (2.68)Um (2.66) weiter zu behandeln, brau
ht nur no
hZ �0 dt e�Ctx2� t2p(1� e�t) � Cjxj (2.69)gezeigt zu werden. Aber das ist klar, denn es istsupx Z �0 dt e�Ctx2� t2p(1� e�t) jxj � C (2.70)aufgrund vonZ �0 dt e�Ctx2� t2p(1� e�t) jxj � C Z �0 dt e� t2p(1� e�t)= C 2e� �2pe� � 1p1� e�� ar
tanpe� � 1: (2.71)Damit wurde(1 + jxj)j�i(M (1)h)(x)j � CkhkNe�x28 8i 2 f0; :::N + 1g (2.72)gezeigt4 und der Hilfssatz und das Lemma sind damit bewiesen. �2.4 Die Fixpunkte v� und f �Mit der Bestimmung von  ist der dem Fixpunkt (2.15) entspre
hende Fix-punkt für den Fall a 6= 0 bekannt. Nun wird die Lösung u der ursprüngli
hen4Aus der Beweisstruktur des Hilfssatzes folgt übrigens sofort, daÿ au
h der Operatorxn�A�1 stetig ist.



44 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENDi�erentialglei
hung (2.2) ges
hrieben alsu(x; t) = ��( xpt) + v(x; t)= u�(x; t) + v(x; t): (2.73)Dann wird die Glei
hung für v ausgere
hnet. Es ist mit (2.2) und (2.19)_v = �((1 + a(u))(�u� + �v))� _u�= �((1 + a(u))�v) + �((1 + a(u))�u�)� �((1 + a�(u�))�u�)= �((1 + a(u))�v + (a(u)� a�(u�))�u�) (2.74)und v erfüllt die Anfangswertbedingungv(x; 1) = f(x) (2.75)limx!�1 f(x) = 0: (2.76)Die Glei
hungen für v erinnern an den Gauÿs
hen Fixpunkt. Benutzt wirddie aus dem ersten Kapitel bekannte RenormierungsgruppentransformationRLf = Lv(Lx; L2)=: vL(x; 1): (2.77)Um den Fixpunkt v� unter dieser Transformation zu bestimmen, muÿ die Dif-ferentialglei
hung für vL ausgere
hnet werden, dann wird an ihr der limL!1ausgeführt. Es ist_vL = L3 _v(Lx; L2t)= L3 �(1 + a)�2v + �a�v � (�2u�)(a� a�)� �(a � a�)�u���� x!Lxt!L2t :(2.78)Führt man die Notation einaL := a(u� + vLL ; 1L�(u� + vLL ))= a(Lx; L2t) (2.79)so re
hnet man weiterL3(1 + a)�2v��x!Lx;t!L2t = (1 + aL)�2vL(x; t)L3�a�v��x!Lx;t!L2t = �aL�vLL3(�2u�)(a� a�)��x!Lx;t!L2t = L((aL � a�(u�))�2u�)L3(�u�)�(a� a�)��x!Lx;t!L2t = L((�u�)�(aL � a�(u�))) (2.80)



2.4. DIE FIXPUNKTE V � UND F � 45und bekommt die Glei
hung_vL = �((1 + aL)�vL + L(aL � a�(u�))�u�): (2.81)Von dieser Glei
hung wird jetzt der Limes L ! 1 bestimmt. Es ist klar,daÿ �(1 + aL)�vL L!1�! �(1 + a�(u�))�v� (2.82)gilt. Um die Asymptotik des anderen Terms zu bestimmen, wird a in einePotenzreihe entwi
kelt: a =Xn;m �n;mun(u0)m (2.83)und es ist L(aL � a�(u�)) = LXn;m �n;m(u� � vLL )n�( 1L�(u� + vLL ))m � LXn �n;0(u�)n: (2.84)Die Terme mit m > 1 gehen für L!1 gegen 0; die beim Ausmultiplizierendes (:::)n-Termes im Fall n;m = n; 0 auftretenden (u�)n-Terme heben si
hweg, die ebenfalls dabei entstehenden (u�)x(vLL )y-Terme mit y > 2 gehengegen 0: Damit hat manL(aL � a�(u�)) L!1�! 1Xn=0 �n;0(u�)n�1nv� + 1Xn=0 �n;1(u�)n�u�= v��a�(u�) + �a�u0 (u�; 0)�u�: (2.85)Setzt man das ein, ergibt das als Di�erentialglei
hung für v� :_v� = �[�(1 + a�(u�))v�℄ + �a�u0 (u�; 0)(�u�)2: (2.86)Für dieses v� ma
ht man nun den Ansatzv�(x; t) = 1ptf �( xpt): (2.87)Mit den übli
hen Ersetzungsregeln, (analog zu 2.22), erhält man als neueDi�erentialglei
hung für f � :� �� ((1 + a�(��))f �) + 12xf � + !� = 0: (2.88)



46 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENDabei wurde die Notation ! = �a�u0 (��; 0)(���)2 (2.89)benutzt.Diese Di�erentialglei
hung läÿt si
h sogar explizit lösen. Zuerst wird (2.88)einmal integriert: � ((1 + a�(��))f �) + 12xf � + ! = C (2.90)Da limx!�1 f = 0 und limx!�1 f 0 = 0 sein soll, muÿ C = 0 gelten und mangelangt zu der Glei
hung�f � = � �11 + a�(��)��(�a�(��) + 12x)f � + !� : (2.91)Das ist eine Di�erentialglei
hung von der Formy0 = �P (x)y +Q(x); (2.92)die allgemeine Lösung lautet [For77℄y(x) = e� R x0 dzP (z)�C + Z x0 dzh(z)eR x0 dzP (z)� : (2.93)In diesem Falle alsof �(x) = exp��12 Z x0 dyy + 2�a�(��)1 + a�(��) ��0�N + Z x0 dy!(y)e 12 R y0 dz z+2�a�(��)1+a�(��)1 + a�(��) 1A (2.94)Dabei sei N so gewählt, daÿ f � normiert ist:ef �(0) = 1: (2.95)Man bea
hte, daÿ für ein kleines �� (d.h. für kleine Anfangswerte u�) f � bzw.v� in den Gauÿs
hen Fixpunkt übergehen, denn die Di�erentialglei
hung fürv� geht dann in die Wärmeleitungsglei
hung über.2.5 Das Hauptresultat für FrontenDa jetzt die Fixpunkte der Renormierungsabbildungen bekannt sind, kannbald das Hauptresultat formuliert werden. Vorher muÿ aber no
h eine neueNorm festgelegt werden, in der Konvergenz gezeigt werden soll.



2.5. DAS HAUPTRESULTAT FÜR FRONTEN 472.5.1 Eine neue NormDe�nition. Sei � eine glatte, positive Funktion mit kompaktem Träger� [�1; 1℄; so daÿ die Vers
hiebungen�n(x) := �(x� n) (2.96)eine Zerlegung der Eins bilden. Dann wird die Norm dur
hkfk := supn2Z;k2R;i�2(1 + n4)(1 + k2)j�̂n�if(k)j (2.97)de�niert.Ans
hauli
h gespro
hen ist eine Funktion in dieser Norm endli
h, wenn sieund ihre erste und zweite Ableitung für groÿe x wie x�4 abfallen, aufgrund des(1+n4)-Faktors. Auÿerdem muÿ k2 ef wie k�2 abfallen, ef also wie k�4: DieseBedingungen werden unten im Beweis von Bemerkung 3 no
h präzisiert. DieNorm hat folgende Eigens
haften:Bemerkung 1. Seien �n und �n zwei vers
hiedene Zerlegungen der Eins.Dann sind die entspre
henden Normen äquivalent, genauer gilt:kfk� � 3kfk� (2.98)kfk� � 3kfk�: (2.99)Beweis. Es istj�̂n�if(k)j � Z dx n+1Xj=n�1(�j(x)j�n(x)j j�if(x)j je�ikxj)� j^�n�1�if(k)j���k=0 + j�̂n�if(k)j���k=0 + j ^�n+1�if(k)j���k=0(2.100)und dur
h die Bildung des Supremums über k und n ergibt si
h die Behaup-tung. �Bemerkung 2. Konvergenz in der Norm (2.97) impliziert L1- und L1-Konvergenz für die im späteren Hauptresultat dieses Kapitels betra
hteteFunktion.Beweis. Die L1- und L1-Konvergenz folgt aus einer Glei
hung, die beimBeweis des Hauptresultates gezeigt wird. Man verglei
he die Fuÿnote zu derGlei
hung (2.147). �Bemerkung 3. f �; seine erste und zweite Ableitung und ��� und seineAbleitungen sind in der Norm (2.97) endli
h.



48 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENBeweis. Um für eine Funktion f Endli
hkeit in der Norm (2.97) zu zeigen,rei
ht es, für i = 0; 1; 2 die Abs
hätzungenj�̂n�if(k)j � C1 1(1 + n4)2 8n; k (2.101)j�̂n�if(k)j � C2 1(1 + k2)2 8k; n (2.102)zu zeigen. Dann gilt nämli
h(1 + n4)(1 + k2)j�̂n�if(k)j � C1 1 + k21 + n4 (2.103)(1 + n4)(1 + k2)j�̂n�if(k)j � C21 + n41 + k2 (2.104)und damit ist die linke Seite von (2.104) bes
hränkt, denn das Minimum derre
hten Seiten von (2.104) ist bes
hränkt. Wäre dem ni
ht so, d.h. wäre fürein groÿes C C < C21 + n41 + k2 (2.105)C < C1 1 + k21 + n4 (2.106)so würde (1 + n4) > C2C1C2 (1 + n4) (2.107)mit einem Widerspru
h folgen.Um nun (2.101) zu zeigen, benutzt manj�̂n�if(k)j � Z dxj�n(x)�if(x)j� 2 supx2[n�1;n+1℄ j�if(x)j: (2.108)Für (2.102) benutzt man, daÿ die Fouriertransformierte von �n und allenseinen Ableitungen existiert, und deshalb f�n für groÿe k s
hneller als jedePotenz abfällt. Wenn man weiterhin voraussetzt, daÿ ef wie k�6 abfällt,kommt man zu j�̂n�if(k)j = jf�n � f�if j� C Z d�jf�n(�)jjf�if(k � �)j� C Z d� 11 + �10 1j1 + (k � �)4j� C(1 + k2)2 : (2.109)



2.5. DAS HAUPTRESULTAT FÜR FRONTEN 49Nun wird ��� betra
htet. Es ist ��� = ���0+ � : ���0 ist die Gauÿkurve undfällt im Orts- und Impulsraum exponentiell ab, erfüllt also die dur
h (2.101,2.108, 2.109) gegebenen Bedingungen. Da  in der Norm (2.28) endli
h ist,fällt es (und alle seine Ableitungen) im Orts- und Impulsraum exponentiellab. Damit ist die Endli
hkeit von ��� und seinen Ableitungen gezeigt.Für f � muÿ (2.94) betra
htet werden. Da �� für groÿe x konstant wird, giltin (2.94) e 12 R y0 dz z+2�a�(��)1+a�(��)1 + a�(��) y�1� Ce 14 y2 (2.110)und da  (x) x�1� Ce�x28 gilt, ist !(x) x�1� Ce�x24 und deshalbN + Z x0 dy!(y)e 12 R y0 dz z+2�a�(��)1+a�(��)1 + a�(��) x�1� Cx: (2.111)Aufgrund der Exponentialfunktion in (2.94) fällt damit f � für groÿe x starkab, und damit ist die Behauptung bewiesen. �2.5.2 Das HauptresultatDas Hauptresultat im Falle der Frontenbildung ist in gewisser Weise ähnli
hzu dem des irrelevanten Falles. Die Lösung der Di�erentialglei
hung gehtmit derselben zeitli
hen Asymptotik gegen eine Funktion. Diese Funktionbesteht aus einem Term ��; der die Frontenbildung bes
hreibt, und einemTerm f �; der den Abfall der von der Front abwei
henden Funktionswertebes
hreibt.Satz. Sei a : C 2 ! C analytis
h bei 0; mit Grad d > 0; und Æ > 0 gegeben.Dann existiert ein � > 0 so daÿ, falls ju�j < � und kfk < � sind, die Glei
hung_u = �(1 + a(u:�u)�u) (2.112)u(x; 1) = ��(x) + f(x) (2.113)eine eindeutige Lösung besitzt. Diese Lösung erfüllt die Asymptotiklimt!1 t1�Æku(ptx; t)� ��(x)� ef(0)pt f �(x)k = 0: (2.114)Dabei sind �� und f � dur
h (2.24) bzw. (2.94) gegeben.Beweis. Die Strategie des Beweises ist einfa
h. Es wird die Di�erenz w zwi-s
hen der Lösung und der vermuteten Asymptotik betra
htet. Diese Funkti-on w erfüllt dann die Wärmeleitungsglei
hung (2.126) mit einer marginalen
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htlinearität K: Für ein endli
hes Zeitintervall wird Existenz und Eindeu-tigkeit der Lösung mit dem Bana
hs
hen Fixpunktsatz gezeigt. Dann wirddie Renormierungsgruppenabbildung studiert. Der Beweis der Kontraktiondieser Abbildung (2.184) ist te
hnis
h. S
hlieÿli
h wird die Iteration derAbbildung betra
htet und die Asymptotik gezeigt.Die Lösung wird wie in (2.73) ges
hrieben alsu(x; t) = u�(x; t) + v(x; t): (2.115)v erfüllt dann die Glei
hung (2.74)_v = �((1 + a)�v + (a(u)� a�(u�)�u�) (2.116)v(x; 1) = f(x); (2.117)und die Renormierungsabbildung lautetRLf = Lv(Lx; L2): (2.118)Nun wird der Anfangswert f ges
hrieben alsf = ef(0)f � + g; (2.119)und dann ist eg(0) = 0; da f � normiert ist. Weiterhin wird v aufgespalten inv(x; t) = ef(0)pt f �( xpt) + w(x; t)=: v�(x; t) + w(x; t): (2.120)Man bea
hte dabei den anderen Vorfaktor von v� als in (2.87). Es soll einAnfangswertproblem für w bestimmt werden. g ist der Anfangswert für w:Um eine Aussage über kgk zu bekommen, benutzt manj ef(0)j = jXn g�nf(0)j� Xn jg�nf(0)j� Xn 11 + n4 supk;n;i(1 + n4)(1 + k2)j�̂n�if(k)j� Ckfk (2.121)und da kf �k < C ist, erhält mankgk � Ckfk (2.122)� C�: (2.123)



2.5. DAS HAUPTRESULTAT FÜR FRONTEN 51Nun wird die Di�erentialglei
hung für w ausgere
hnet, es ist na
h (2.117)_v� + _w = �v�a + (1 + a)�2v + (�u�)�(a� a�) + (a� a�)�2u� (2.124)und gemäÿ (2.86) gilt_v� = �(v�a� + (1 + a�)�v�) + �a�u0 (u�; 0)(�u�)2: (2.125)Faÿt man zusammen, ergibt das_w = (�v� + �w)�a + (1 + a)�2v� + (1 + a)�2w+(�u�)�(a� a�) + (a� a�)�2u� � _v�= �2w + �(a�w) + �(a�v�) + �2v� + (�u�)�(a� a�)+(a� a�)�2u� � �(v�a� + (1 + a�)�v�)��( �a�u0 (u�; 0)(�u�)2)= �2w + �(a�w) + �(a�v�)� �(a��v�) + (�u�)�(a� a�)+(a� a�)�2u� � �(v�a�)� �( �a�u0 (u�; 0)(�u�)2)= �2w + �((a� a�)�v� + �(a�w) + �((a� a�)�u�)��(v��a�)� �( �a�u0 (u�; 0)(�u�)2))=: �2w +K: (2.126)w erfüllt also eine Wärmeleitungsglei
hung mit einer Ni
htlinearitätK = �[(a� a�)�v� + �(a�w) + �([a� a�℄�u�)���(v��a�)� �( �a�u0 (u�; 0)(�u�)2)℄: (2.127)Die genaue Form von K ist für das weitere Vorgehen ni
ht wi
htig. Benötigtwerden aber die folgenden Eigens
haften:� Es ist a = a(u; u0) mit u = u� + v� + w; also ist K eine Potenzreihe inu�; �u�; �2u�; v�; �v�; �2v�; w; �w und �2w:� K hat keinen Term der Form (u�)l:� Da a keinen konstanten Term besitzt, hat K keinen linearen Term.



52 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENNun lautet die Renormierungsgruppentransformation für vRLv = Lv(Lx; L2); (2.128)und deshalb brau
ht man Abs
hätzungen fürLnw(Lnx; L2n) = RL;Knw: (2.129)Bei der Renormierungsabbildung wird die Ni
htlinearität K gemäÿ (8) ska-liert. Das ges
hieht, indem man die Terme in K ersetzt gemäÿ den Regeln�iv� ! L�1�i�iv��iw ! L�1�i�iw�iu� ! L�i�iu� (2.130)(zu der letzten Zeile verglei
he man (2.10)) und das Ganze mit L3 multipli-ziert: Kn+1 = L3Kn(Ersetzungen): (2.131)Nun muÿ bestimmt werden, wie si
h die einzelnen Terme von K unter diesenErsetzungen verhalten. Für einen einzelnen Term von K wird gesetztd = n� + nv� + nw � 3: (2.132)Dabei sind nw bzw. nv� die Anzahl von �iw bzw. �iv�-Faktoren und n� istdie Gesamtzahl der Ableitungen. Ein Term heiÿt nunirrelevant , d > 0marginal , d = 0relevant , d < 0:In K kommen jedo
h keine relevanten Terme vor. Jeder Term von K enhältnämli
h entweder zwei Ableitungen und einen w - oder v� -Faktor, oder dreioder mehr Ableitungen.5 Marginale Terme kommen jedo
h in K vor, sie sindvon der Form (u�)l�2w oder (u�)l�u��w:Nun kommt der eigentli
he Beweis. Ziel ist es, eine Abs
hätzung für kRLn;Kgkzu �nden. Zuerst wird die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung gezeigt.Analog zum Beweis des irrelevanten Falles beim Gauÿs
hen Fixpunkt wirddie Integralglei
hungw(t) = e(t�1)�2g + Z t�10 dses�2K(t� s) (2.133)5Der einzige Term, bei dem das ni
ht o�ensi
htli
h ist, ist der �(a � a�)�u�-Term,aufgrund der De�nition von a� enthält (a� a�) jedo
h Ableitungen.
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htet. Für die dur
h sie de�nierte Abbildung T (u) soll ein Fixpunktgefunden werden. Benutzt wird dabei die NormkwkL = supt2[1;L2℄ kwk: (2.134)Dazu muÿ ein allgemeiner Term in der Potenzreihenentwi
klung von K ab-ges
hätzt werden. Es wird also eine S
hranke für�(x) = Z t�10 dses�2(u�(x; t� s))lF (x; t� s)= Z t�10 ds Z dyA(x; y)(u�(y))lF (y) (2.135)benötigt. Dabei stellt (u�)lF einen Term von K dar, es ist l � 0; und F istein ni
htleeres Produkt von (�)v�; (�)w und �u�: Wenn l = 0 ist, so hat Fmindestens zwei Faktoren. A(x; y) stellt den Kern der Gauÿfaltung dar:A(x; y) = 1p4�s exp��(x� y)24s � : (2.136)�(x) wird als Summe ges
hrieben:�(x) = Xm �m(x):= Xm Z t�10 ds Z dyA(x; y)�m(y)(u�(y))lF (y): (2.137)Um nun über k�k etwas aussagen zu können, brau
ht man für i = 0; 1; 2 eineS
hranke für �mn = supk2R j(1 + k2)�̂n�i�m(k)j (2.138)Nun werden zwei Fälle unters
hieden:Erster Fall: jm� nj � 2:Hier haben �m und �n einen disjunkten Träger, und deshalb ist in A(x; y)immer x 6= y: Es gilt lims&0A(x; y) = 0: (2.139)�m;n wird umges
hrieben zu�m;n = supk j Z dxe�ikx Z t�10 ds Z dy(1� �2x)�(�n(x)�ixA(x; y))�m(y)(u�)lF (y) (2.140)



54 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENund einzelne Terme davon betra
htet. Da jx� yj > 
 > 0 ist, giltj�jA(x; y)j � Cje�jm�nj (2.141)und da in (2.140) immer j � 4 ist, hat manj�jA(x; y)j � Ce�jm�nj: (2.142)Für F (y) brau
ht man die Hilfsformelk�ifk1 � kfkN (2.143)für beliebiges f und i � N; die o�ensi
hli
h aus der De�nition der k�kN -Normfolgt. Damit giltk�iu�k1 � k�i��0k1 + k�i k1� ju+ � u�jk�ie(x)k1 + k kN� C�+ C�d+1� C�: (2.144)Dabei wurde (2.34) benutzt. Analog giltk�iv�k1 � j ef(0)jk�if �k1� Ckfk� C�: (2.145)Auÿerdem läÿt si
h j�iw(x)j abs
hätzenj�iw(x)j � Xn j�n(x)�iw(x)j� Xn j Z dkeikx�̂n�iw(k)j� Xn Z dkj�̂n�iw(k)j� Xn Z dk (1 + n4)(1 + k2)j�̂n�iw(k)j(1 + n4)(1 + k2)� Ckwk: (2.146)Damit eine Abs
hätzung von k�mk dur
h eine S
hranke von j�m;nj mögli
hist, muÿ in der Abs
hätzung für j�m;nj ein Faktor 11+m4 stehen. Dehalb wird



2.5. DAS HAUPTRESULTAT FÜR FRONTEN 55nun6 Z dyj�m(y)�iw(y)j � Ckwk1 +m4 (2.147)bewiesen. Sei dazu �m 2 L2 eine glatte Funktion, die auf dem Träger von�m konstant eins ist, so daÿ also�m�m = �m (2.148)gilt. Dann wird gere
hnet:Z dyj�m(y)�iw(y)j = Z dyj�m(y)�m�iw(y)j� �Z dyj�(y)j2� 12 �Z dyj�m(y)�iw(y)j2� 12� C �Z dkj�̂m�iw(k)j2� 12� C �Z dkj 11 +m4 kwk1 + k2 j2� 12� Ckwk1 +m4 : (2.149)Dabei wurde die Hölders
he Unglei
hung und Plan
herel benutzt. Für �iu�(0 <i � 2 ) und �iv� gilt analogZ dyj�m(y)�iu�(y)j � C�1 +m4 (2.150)Z dyj�m(y)�iv�(y)j � C�1 +m4 (2.151)denn es ist kv�k � j ef(0)jkf �k� C� (2.152)ku�k � C�: (2.153)Dabei kann (2.153) mit einer zu (2.144) analogen Re
hnung veri�ziert werden.Nun kann endgültig (2.140) abges
hätzt werden. Das dx-Integral ergibt we-gen �n(x) einen konstanten Faktor. Das ds-Integral läÿt si
h dur
h CL2 ab-s
hätzen, da der Integrand für groÿe s abfällt und für kleine s wegen (2.139)6Aus dieser Glei
hung für den Fall i = 0 folgt L1-Konvergenz, aus der Glei
hung (2.146)für i = 0 folgt L1-Konvergenz.
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hränkt ist. Die Faktoren (u�)l werden dur
h (2.144) bes
hränkt. EinFaktor aus F (y) wird mittels (2.147), (2.150) oder (2.151) abges
hätzt, dieanderen dur
h (2.144), (2.145) oder (2.146). So erhält man:�m;n � L2C l+M+Ne�jm�nj�l+MkwkNL : (2.154)Dabei istM die Anzahl der �iv� bzw. �iu�-Faktoren in F und N die Anzahlder �iw-Faktoren in F (y):DaK keinen linearen Term enthält, ist l+M+N �2:Zweiter Fall: jm� nj < 2:In diesen Falle hat man (2.139) ni
ht zur Verfügung. Als Kompensationmuÿ jedo
h ni
ht über alle m 2 Z summiert werden. Mit der Notationfm = �m(u�)l; wobei �m wie in (2.148) de�niert ist, gilt�̂n�i�m(k) = f�n � ^��i Z dses�2�m�m(u�)lF�= Z ds Z dpf�n(k � p)(ip)ie�sp2ffm �℄�mF= Z ds Z dpdqf�n(k � p)(ip)ie�sp2ffm(p� q)℄�mF (q):(2.155)Es sollen die Faktoren auf der re
hten Seite einzeln abges
hätzt werden. Esist jf�n(k � p)j = je�(k � p)j� Cl1 + jk � pjl 8l 2 N; (2.156)denn da die Fouriertransformierte von � und allen seine Ableitungen existiert,fällt sie s
hneller als jede Potenz ab. Weiterhin istj�k(u�)lj � Ck(C�)l (2.157)(man verglei
he dazu die Re
hnung (2.144)) und deshalb giltZ dxj(1 + (��2)r�m(u�)l � Z dxj�m(u�)lj+ Z dxj � �2r�m(u�)lj� (C�)l + Xi;ji+j=2r Z dxj�i�m�j(u�)lj� Cr(C�)l: (2.158)



2.5. DAS HAUPTRESULTAT FÜR FRONTEN 57Damit läÿt si
h weiterre
hnen:jffm(p� q)j = j1 + (p� q)2r1 + (p� q)2r jj�̂m(u�)l(p� q)j� 11 + (p� q)2r Z dxj(1 + (��2x)r�m(u�)lei(p�q)xj� Cr(C�)l1 + (p� q)2r (2.159)Auÿerdem läÿt si
h zeigen:j℄�mF (q)j � CN+M�MkwkN(1 +m4)(1 + q2) : (2.160)Der Beweis dieser Formel geht wie folgt. Es istj�̂m�iwj � (1 +m4)(1 + k2)(1 +m4)(1 + k2) j�̂m�iwj� kwk(1 +m4)(1 + k2) (2.161)und ganz analog folgt jg�iw(k)j � jXn �̂n�iw(k)j� kwk1 + k2 (2.162)jg�iu�(k)j � C�1 + k2 (2.163)jg�iv�(k)j � C�1 + k2 : (2.164)Damit ist, mit der Notation f 2 fu�; v�; wg und g 2 fu�; v�g;j�mF j = jg�mf � ( ew)�N � (eg)�M j� CN+M�MkwkN(1 +m4)(1 + q2) : (2.165)Dabei wurde die Faltungsformel (1.46) benutzt. (2.160) ist damit gezeigt.Als letzte Unglei
hung vor der Abs
hätzung von (2.155) brau
ht man no
hZ t�10 dsjpjje�sp2 � CL2; (2.166)



58 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENund damit gilt:̂�n�i�m(k) � Z ds Z dpdq Cl1 + jk � pjl Cr(C�)l1 + (p� q)2rCL2 CN+M�MkwkN(1 +m4)(1 + q2)� CL2CN+M+l�M+lkwkN(1 + k2)(1 +m4) : (2.167)Dabei wurde wiederum (1.46) benutzt, um die Faltungen auszuführen. Im-gesamt hat man damit für den Fall jm� nj < 2 :�m;n = supk j(1 + k2)�̂n�i�m(k)j� CL2CN+M+l�M+lkwkN(1 +m4) : (2.168)Nun kann man endli
h k�k bestimmen:k�k = kXm �mk� supn (1 + n4)Xm j�m;nj� L2CN+M+l�M+lkwkN supn Xm 1 + n41 +m4 e�jn�mj� L2CN+M+l�M+lkwkN : (2.169)Die dabei benutzte Tatsa
he, daÿsupn Xm 1 + n41 +m4 e�jn�mj � C; (2.170)wird später bei einer Re
hnung no
h klar werden. Man verglei
he dazu dieFuÿnote zu (2.196).Jetzt läÿt si
h mit Hilfe des Bana
hs
hen Fixpunktsatzes die Existenz undEindeutigkeit der Lösung zeigen. Betra
htet wird der Bana
hraumBf = fw; ke(t�1)�2g � wkL � kgk � C�g (2.171)und die AbbildungT (w) = e(t�1)�2g + Z t�10 dses�2K(t� s)=: gf +N(w): (2.172)



2.5. DAS HAUPTRESULTAT FÜR FRONTEN 59Damit T die Kugel Bf in si
h abbildet, muÿ kN(w)kL abges
hätzt werden.Es besteht N(w) in der Potenzreihenentwi
klung von K aus Termen mitl +N +M � 2 mit der Abs
hätzung von � und den Relationenke(t�1)�2gkL � Ckgk� C� (2.173)) kwkL � C� (2.174)kann man N(u) für kleine � dur
h den Term mit l+N +M = 2 bestimmen,es ergibt si
h kN(w)kL � L2Ca�2: (2.175)Man verglei
he dazu au
h die entspre
henden Glei
hungen des irrelevantenFalles. Um Kontraktion zu zeigen wird eine S
hranke für kN(w1)� N(w2)kbenötigt. Mit den glei
hen Re
hnungen wie im irrelevanten Fall ergibt si
hkN(w1)�N(w2)k � CL2(kw1k+ kw2kL)kw1 � w2kL� CL2�kw1 � w2kL: (2.176)Damit hat man die eindeutige Lösungw(x; L2) = e(L2�1)�2g(x) + v(x) (2.177)mit kvk � kN(w)kL� CLa�(� + kgk) (2.178)� CLa�2: (2.179)Der erste Term (�2) in (2.178) kommt dabei von dem Falle, daÿ N = 0; l +M � 2 ist, der zweite Term (�kgk) von dem Fall, daÿ N � 1; l +M � 1 ist.Damit ist Existenz und Eindeutigkeit der Lösung bewiesen.Nun kann die RenormierungstransformationRg = Lw(Lx; L2) (2.180)untersu
ht werden. Man ma
ht si
h zuerst einmal klar, daÿ R die Bedin-gung eg(0) = 0 erhält. Es ist nämli
h K von der Form �[A℄; wobei [A℄ imUnendli
hen abfällt, und deshalb istZ dxK = Aj1�1 = 0: (2.181)



60 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENDamit ist �t Z dxw(x; t) = Z dx�tw= Z dx�2w + Z dxK= Z dx�2w= �wj1�1= 0: (2.182)Die Aussage über Rg; die nun gezeigt werden soll, istkRgk = kR0g + Lv(L�)k!� CL kgk+ CL;a�(� + kgk): (2.183)Aufgrund von (2.178) rei
ht eskR0gk = kLe(L2�1)g(L�)k!� CLkgk (2.184)zu zeigen. Die nun folgende Re
hnung ist etwas te
hnis
h. R0 wird alsIntegralkern dargestellt R0g = Z dyG(x; y)g(y) (2.185)mit G(x; y) = 1p4� 1q1� 1L2 exp(�14 �x� yL�2�1� 1L2 �) : (2.186)Die Darstellung erhält man lei
ht mit Substitution aus dem Kern (2.136) derGauÿfaltung. Mit dieser Notation istkR0gk = supn;k;i(1 + n4) j Z dxeikx Z dy(1� �2x)(�n(x)�ixG(x; y)g(y)j| {z }=:Z(k;n;i) : (2.187)Z soll genauer untersu
ht werden. Gezeigt werden soll folgendesLemma. Es gilt Z(k; n; i) � CL kgk1 + n4 : (2.188)



2.5. DAS HAUPTRESULTAT FÜR FRONTEN 61Aus (2.188) folgt dann sofort (2.184).Beweis des Lemmas. Betra
htet wird zuerst der Fall, daÿjnj � C logL: (2.189)Dann ist Z � Xm Z dxdyj(1� �2x)(�n(x)�ixG(x; y)�m(y)g(y))j� CXm e�jn�mL j kgk1 +m4 : (2.190)Dabei wurden Unglei
hungen analog zu (2.142) und (2.147) benutzt. Nunmüssen zwei Fälle für n unters
hieden werden:Falls jn� mL j � jnj2 gilt, so folgt jmL j � jn2 j) jmj � Ljn2 j) 11 +m4 � 11 + L4 n416� CL4 1n4� CL4 11 + n4 : (2.191)Weiterhin ist Xm 1Le�jn�mL j � C; (2.192)denn es gilt7 limL!1Xm 1Le�jn�mL j � limL!1Xm2Z 1Le�jn�mL j= Z dxe�jn�xj: (2.193)Damit gilt Z � CL3 kgk1 + n4 : (2.194)7Man bea
hte, daÿ die Summe über m in (2.192) im betra
hteten Fall eine endli
heSumme ist.



62 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENFalls jn� mL j � jnj2 gilt, so wird (2.189) ausgenutzt:e�jn�mL j � e�jn2 j= e�3 logLe3 logL�jn2 j� 1L3 e3 jnjC � jnj2� 1L3 e 6�C2C jnj� 1L3 C1 + n4 (2.195)und damit gilt wieder8 Z � CL3 kgk1 + n4 : (2.196)Für den Fall daÿ jnj � C logL (2.197)gilt, bemerkt man zuerst einmal, daÿZ dyG(x; 0)g(y) = G(x; 0) Z dxg(y)= G(x; 0) � 0 = 0 (2.198)gilt, deshalb istZ �Xm Z dxdyj(1� �2x)(�n(x)�ix(G(x; y)�G(x; 0))�m(y)g(y))j: (2.199)Es erfolgt wieder eine Fallunters
heidung.Für den Fall, daÿ jmj � L (2.200)gilt,ist j�jx(G(x; y)�G(x; 0))j � C X�+�=j���x �e� x24(1�L�2)�����x �e� 14(1�L�2) (�xyL + y2L2 ) � 1�� : (2.201)Für die einzelnen Terme gilt��x �e� x24(1�L�2)� � Ce� 54 jxj; (2.202)8Wenn man die Glei
hungen (2.190) und (2.196) für den Fall L = 1 betra
htet, ergebensie einen Beweis für (2.170).



2.5. DAS HAUPTRESULTAT FÜR FRONTEN 63beim zweiten Term ist für den Fall, daÿ � > 0 ist,��x �e� 14(1�L�2) (�xyL + y2L2 ) � 1� = � yL 14(1� L�2)�� e� 14(1�L�2) (�xyL + y2L2 )� C jm+ 1jL e jxj4 +1� C jm+ 1jL e jxj4 (2.203)Dabei wurde benutzt, daÿ jyjL � jm+1jL und jmjL � 1 ist. Falls � = 0 ist, gilte� 14(1�L�2) (�xyL + y2L2 ) � 1 = 1Xk=1 1k! � �14(1� L�2)(�xyL + y2L2 )�k� C jm+ 1jL 1Xk=1 1k! � �14(1� L�2)(�xL + yL)�k� C jm+ 1jL e jxj4 (2.204)Damit ergibt si
h insgesamt für den Fall jmj � Lj�jx(G(x; y)�G(x; 0)j � CLe�jnjjm+ 1j (2.205)Nun können wir die Summe in (2.199) mittels (2.147) für die Summandenmit jmj � L abs
hätzen:Xjmj�L j:::j � CL Xjmj�L e�jnj kgk1 +m4 jm+ 1j� CL kgk1 + n4 : (2.206)Bei den Summanden mit jmj > L in (2.199) ist die Subtraktion von G(x; 0)ni
ht notwendig, man kann sie direkt mittels (2.147) abs
hätzen:Xjmj>L j:::j � C Xjmj>L kgk1 +m4� CL3kgk Xjmj>L 1L L4m4� CL3kgk



64 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTEN= CL kgke�2 logLjnj�C logL� CL kgke�Cjnj� CL kgk1 + n4 : (2.207)Damit ist das Lemma (2.188) und dadur
h au
h (2.184) bewiesen.Nun kann die Iteration der Renormierungsgruppenabbildung betra
htet wer-den. Bevor über kRLnKgk etwas ausgesagt werden kann, brau
ht man Faktenüber kRLKngnk:9 Es giltkRLKngnk = kR0gn + Lv(L�)k� CL kgnk+ CLkvnk� CL kgnk+ CL;a�(L�n�+ kgnk): (2.208)Die dabei benutzte Abs
hätzung für kR0gnk ergibt si
h aus der Aussagedes obigen Lemmas (2.188). Die S
hranke für kvnk ergibt si
h analog zumBeweis von (2.178). Dabei verbessern si
h die Abs
hätzungen, die von irre-levanten Termen in K herrühren um einen Faktor L�n: Die Abs
hätzungender marginalen Terme ändern si
h ni
ht. Die marginalen Terme sind die mitl+M � 1; N � 1; sie bedingen den kgk-Term in (2.178). Die anderen Termesind irrelevant.Als letzte Formel zeigen wir no
hkRLn;Kgk � CL;aL�(1�Æ)n(kfk+ �): (2.209)Der Beweis ist ein Induktionsbeweis. Für den Induktionsanfang benutzenwir kgk � Ckfk; (2.122) und (2.178) und erhaltenkRL;Kgk � CL kgk+ CL;a�(� + kgk)� CL kfk+ CL;a�(� + kfk)� CL;aL�(1�Æ)(�+ kfk): (2.210)Der Induktionss
hritt ergibtkRLn+1;Kgk = kRL;KnRLn;Kgk9Zur De�nition von Kn verglei
he man (2.131).



2.6. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 65� CL �CL;aL�(1�Æ)n(kfk+ �)� ++CL;a� �L�n�+ CL;aL�(1�Æ)n(kfk+ �)��< 1CL;aL� CL;aL�(1�Æ)n+1(kfk+ �): (2.211)Nun kann der Beweis abges
hlossen werden. Es waru = u� + v� + w (2.212)und um (2.114) zu zeigen muÿ nur no
hlimt!1 t1�Ækw(pt�; t)k = 0 (2.213)veri�ziert werden. Sei dafür t = L2n: Dann giltt1�Ækw(pt�; t)k = t1�Æt� 12kRLn;Kgk� L2n�2nÆ�nCL;aL�n+Æn(kfk+ �)� CL;aL�Æn(kfk+ �)n!1�! 0: (2.214)Damit ist das Haupresultat (2.114) bewiesen. �2.6 Zusammenfassung und Ausbli
kIn den ersten beiden Kapiteln wurde eine Methode erläutert, mit der dasasymptotis
he Verhalten von Lösungen von ni
htlinearen partiellen Di�e-rentialglei
hungen bestimmt werden kann. Diese Methode beruht auf derIteration einer Renormierungsgruppenabbildung und der Su
he na
h ihrenFixpunkten. Mit dieser Methode wurden Glei
hungen vom Typ der Wär-meleitungsglei
hung mit einem ni
htlinearen Zusatzterm untersu
ht. Im er-sten Kapitel wurden im Unendli
hen vers
hwindende Anfangswertfunktionenbetra
htet. Es wurde gezeigt, daÿ für groÿe Klassen von Ni
htlinearitätenund Anfangswertfunktionen die Lösungen in die entspre
hende Lösung derlinearen Wärmeleitungsglei
hung übergehen. Im zweiten Kapitel wurde dieBildung und Stabilität von Fronten untersu
ht. Au
h hier zeigte si
h, daÿfür gewisse Typen von Ni
htlinearitäten und Anfangswerten die Lösungendieselbe Asymptotik haben. Diese Asymptotik ist jedo
h ni
ht mehr die Lö-sung der linearen Wärmeleitungsglei
hung, sondern eine lei
ht modi�zierteFunktion.



66 KAPITEL 2. BILDUNG VON FRONTENDie vorgestellte Methode kann in vers
hiedene Ri
htungen erweitert werden.Zum einen können immer gröÿere Klassen von Glei
hungen betra
htet wer-den. Weiterhin kann untersu
ht werden, wie weit die bisherigen Resultateau
h für Systeme von Di�erentialglei
hungen gelten. Eine andere Mögli
h-keit besteht darin, anstatt einer Di�erentialglei
hung ihre auf einem Git-ter diskretisierte Form, also eine Di�erenzenglei
hung zu untersu
hen. DieAsymptotik einer sol
hen Di�erenzenglei
hung ist aus zwei Gründen inter-essant. Zum einen ist es prinzipiell interessant, zu wissen, ob eine Di�e-rentialglei
hung viellei
ht eine andere Asymptotik hat als die entspre
hendeDi�erenzenglei
hung. Zum anderen ist ist es für die numeris
he Behandlungvon Di�erentialglei
hungen von Interesse, da einige numeris
he Verfahren(z.B. Multigrid-Verfahren) vebessert werden können, wenn die Asymptotikder Di�erenzenglei
hung bereits bekannt ist.Um die Korrespondenz zwis
hen Di�erentialglei
hung und Di�erenzenglei-
hung zu untersu
hen, muÿ ein Formalismus gefunden werden, der Funktio-nen und die Renormierungsgruppe vom Kontinuum auf das Gitter transfe-riert. Dafür bieten si
h A-Kerne an, die aus der Quantenfeldtheorie bekanntsind. Im nun folgenden Kapitel werden diese A-Kerne, allerdings im Hinbli
kauf eine andere Problemstellung, eingeführt.
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Kapitel 3A-KerneIn diesem mathematis
h orientierten Kapitel werden Operatoren, die aufFunktionen, wel
he auf Gittern de�niert sind, wirken, behandelt. Basierendauf Ideen von K. Gawedzki und A. Kupiainen [GK84℄ werden Operatorenim Hinbli
k auf zwei Ziele konstruiert. Zum einen sollen Blo
kmittelwerteund Dilatationen eingeführt werden, mit denen dann eine Blo
kspinrenormie-rungsgruppe erklärt werden kann. Zum anderen kann mit den vorgestelltenMethoden ein Gittermodell in ein äquivalentes Kontinuumsmodell übertra-gen werden.Bei unserer Konstruktion werden zuerst einfa
he Operatoren eingeführt, diedas Gitter vergröÿern oder Mittelwerte bilden. Dann wird ausgehend voneiner allgemeinen Kovarianz, die geblo
kte Kovarianz und die Fluktuations-kovarianz eingeführt. Dana
h wird eine Kovarianz konstruiert, die invariantunter der Blo
kung ist. Damit wird dann der wi
htigste Operator dieses Ka-pitels, A1� ; eingeführt, der eine Vermittlerrolle zwis
hen dem Gitter und demKontinuum spielt. Mit ihm kann eine auf dem Gitter de�nierte Funktion indas Kontinuum transferiert werden. Mit ihm wird au
h die De�nition vonden Gitteroperatoren entspre
henden Kontinuumsoperatoren mögli
h. Diedadur
h entstehenden Kontinuumskovarianzen werden dann gründli
h unterdie Lupe genommen. Aufgrund der Eigens
haft (3.93) von A1� kann späterau
h die Gitterrenormierungsgruppe ins Kontinuum übertragen werden.Die in diesem Kapitel vorgestellte Methode �ndet im vierten Kapitel in derQuantenfeldtheorie Anwendung. Im vorliegenden Kapitel sind die Ausfüh-rungen jedo
h no
h ni
ht auf diese Anwendung ausgeri
htet, sondern mög-li
hst allgemein gehalten.Teile der Darstellung in diesem Kapitel basieren auf [Wie98b℄. Einige Resul-tate dieses Kapitels werden in [GW℄ benutzt.69



70 KAPITEL 3. A-KERNE3.1 Elementare OperatorenIm ersten Teil dieses Abs
hnittes werden einige De�nitionen angegeben undgrundlegende Tatsa
hen angeführt, die für unseren weiteren Weg notwendigsind. Dann werden die Blo
kmittelwertoperatoren BL und CL und die Di-latation SL und die dazu adjungierten Operatoren erklärt. Dabei wird dieWirkung dieser Operatoren mit einigen Bildern verans
hauli
ht.3.1.1 AllgemeinesSei im folgenden immer �(a) = aZD (3.1)ein D-dimensionales Gitter mit der Gitterkonstanten a: Integration einerFunktion f : �(a)! R über eine Teilmenge M � �(a) wird dur
hZM dDxf(x) := aD Xx2M f(x) (3.2)de�niert. Wir betra
hten den HilbertraumH(a) = ff : �(a)! Rg; (3.3)als die Menge aller reellwertigen Funktionen auf � mit dem Skalarprodukt(f; g) = Z�(a) dDxf(x)g(x): (3.4)Au
h auf dem Gitter kann man eine Fouriertransformierteef : e�(a) := [��a ; �a )D � RD �! R (3.5)zu einer Funktion f de�nieren. Näheres dazu �ndet si
h im Abs
hnitt (5.1)des Anhangs.Die Eigens
haften eines linearen OperatorsA : H(a)! H(a0): (3.6)lassen si
h häu�g mit Hilfe seines Kerns1 A(x; y) untersu
hen. Dabei gelteneinige Regeln, die wir hier ohne Beweis angeben mö
hten:1Der Kern eine Operators de�niert si
h dur
h (A�)(x) = R�(a) dyA(x; y)�(y):



3.1. ELEMENTARE OPERATOREN 71� Wenn A translationsinvariant ist, hängt der Kern A(x; y) nur von derDi�erenz der Argumente ab und hat deshalb die FourierdarstellungA(x; y) = Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�y) eA(p): (3.7)� Wenn A translationsinvariant ist, ist der fouriertransformierte Kern vonA�1 dur
h 1eA(p) gegeben.� Der Kern des adjungierten Operators ist dur
h Ay(x; y) = A(y; x) ge-geben.3.1.2 Der Blo
kmittelwertoperator BLIm Folgenden sei L 2 f2; 3; 4; ::g immer eine ganze Zahl gröÿer als 1: DerOperator BL bildet von einer Funktion Mittelwerte über LD-Blö
ke:De�nition. Der Blo
kmittelwertoperatorBL : H(a)! H(La) (3.8)ist de�niert dur
h (BL(f))(x0) = ZB(x0 ) dDyjB (x0)jf(y): (3.9)Dabei ist der Blo
k, über den gemittelt wird2B (x0) = fy 2 �(a); La[ yLa ℄ = x0g (3.10)und jB (x0)j = (La)D =: jB j (3.11)ist das �Volumen� von B (x0) (unabhängig von x0).Den adjungierten Operator ByL : H(La)! H(a) (3.12)bere
hnet man, indem man seine De�nition dur
h(f; BL(g)) = (ByL(f); g) (3.13)2[
℄ bezei
hnet den ganzzahligen Anteil von 
:



72 KAPITEL 3. A-KERNEbeziehungsweise explizit(La)D Xx02�(La) f(x0) ZB(x0 ) dDx(La)D g(x) = aD Xx02�(a)(ByLf)(x0)g(x0) (3.14)benutzt und g(x) = Æx;x setzt. Er ist dur
h(ByL(f))(x) = f(La[ xLa ℄) (3.15)gegeben. Der Index L von BL wird im folgenden häu�g fortgelassen. Anhandder De�nitionen von B und By erkennt man, daÿB ÆBy = 11 (3.16)By ÆB 6= 11 (3.17)ist. Diese Operatoren sind (für den Fall, daÿ L = 2) in folgenden Bilderndargestellt. BL wirkt so:
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Es werden Mittelwerte von 2x2-Blö
ken gebildet und auf ein gröberes Gitterabgebildet. Der Operator ByL erzeugt eine Funktion, die auf den entspre
hen-den Blö
ken konstant ist:
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3.1. ELEMENTARE OPERATOREN 73Die bei der hier verwendeten De�nition des Blo
kmittelwertoperators enste-henden Blö
ke sind ni
ht zentriert. Bei ungeradem L kann eine Zentrierungdur
h die Ersetzung x! x�L�12 a errei
ht werden. Die Tatsa
he, daÿ die hierverwendeten Blö
ke ni
ht zentriert sind, wird später in einigen Glei
hungenzu Zusatztermen führen.3.1.3 Der Dilatationsoperator SLDe�nition. Der DilatationsoperatorSL : H(La)! H(a) (3.18)ist de�niert dur
h (SL(f))(x) = L�f(Lx): (3.19)Dabei wird � die Skalendimension genannt. Später wird � = D2 � 1 gesetzt.Der adjungierte Operator SyL : H(a)! H(La) (3.20)ist dur
h (SyL(f))(x0) = L��Df(x0L ) (3.21)gegeben. Au
h bei SL wird der Index L meistens unterdrü
kt. Für denOperator S gilt: S Æ Sy = L2��D11 (3.22)Sy Æ S = L2��D11: (3.23)Der Operator SL kann in natürli
her Weise in das Kontinuuum fortgesetztwerden. Bei einer graphis
hen Darstellung von SL ergibt si
h mit L = 2 und� = 0:
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74 KAPITEL 3. A-KERNEDer Operator SyL stre
kt das Gitter und multipliziert die Funktionswerte miteinem Faktor, im vorliegenden Fall ist der Faktor 14 :
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3.1.4 Der Blo
kmittelwertoperator CLDur
h Kombination von B und C erhält man einen Operator, der Mittelwertebildet, aber die Gitterkonstante ni
ht ändert:De�nition. Der Blo
kmittelwertoperatorCL : H(a)! H(a) (3.24)ist die Komposition von S und BCL = S ÆB (3.25)(CL(f))(x) = ZB(Lx) dDyjB (Lx)j f(y): (3.26)Für den adjungierten Operator CyL giltCy = By Æ Sy (3.27)(Cy(f))(x) = L��Df(a[ xLa ℄): (3.28)Au
h bei CL wird in eindeutigen Fällen der Index weggelassen. Der OperatorC erfüllt die Relationen C Æ Cy = L2��D11 (3.29)Cy Æ C = L2��DBy ÆB (3.30)CL Æ CL = CL2 : (3.31)Aufgrund der letzten Relation kann eine Iteration von CL dur
h einen limL!1ersetzt werden. Bildli
h stellt si
h CL für L = 2 so dar:
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Dur
h den Operator C werden Mittelwerte von 2x2-Blö
ken gebildet unddann auf dem selben Gitter abgebildet. Die Abbildung CyL = ByL Æ SyL ergibteine auf Blö
ken konstante Funktion:
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3.2 KovarianzenEine Kovarianz ist ein linearer, symmetris
her3 und positiv de�niter Operatorauf H(a): Von einer allgemein gehaltenen Konvarianz v ausgehend, betra
h-ten wir die daraus entstehende geblo
kte Kovarianz u und bere
hnen derenKern. S
hlieÿli
h werden no
h einige Eigens
haften von u und v untersu
ht.3.2.1 Die Kovarianz vDe�nition. Der Operator v : H(a)! H(a) (3.32)3Die Begri�e �symmetris
h� und �selbstadjungiert� werden hier synonym verwendet.Zur Frage eines Unters
hieds dieser Begri�e in der Physik verglei
he man das Vorwort vonPeter Lax in [CH93℄.



76 KAPITEL 3. A-KERNEsei eine Kovarianz mit dem translationsinvarianten Kernv(x; y) = Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�y)ev(p): (3.33)Die Fouriertransformierte ev(p) habe folgende Eigens
haften:� ev(p) 2 R aufgrund der Selbstadjungiertheit.� ev(Rp) = ev(p) für alle Gitterspiegelungen pi ! �pi:� ev(p) � 0 für alle p 2 RD :� kev(p)k1 <1:Obwohl wir uns später auf eine bestimmte Kovarianz festlegen werden, ist esdenno
h nützli
h, zuerst von einer allgemeinen Kovarianz auszugehen. Fallsunsere Gitterkovarianz von einer Kontinuumskovarianz kommt, ist es ni
htsinnvoll, von einer festen Gitterkovarianz auszugehen, da es viele Mögli
h-keiten der Diskretisierung gibt.3.2.2 Die geblo
kte Kovarianz uDe�nition. Die geblo
kte Kovarianzu : H(a)! H(a) (3.34)ist de�niert dur
h u = CvCy: (3.35)Der Kern von u ist gegeben dur
h:u(x; y) = Ze�(a) dDp(2�)D eu(p)eip(x�y) (3.36)mit eu(p) = XP2M L2��Dev(p+ PL ) DYk=1 sin2(pka2 )L2 sin2( (pk+Pk)a2L ) ; (3.37)wobei M = fP 2 �(2�a );�L�a < pi � L�a 8i 2 1; :::; Dg: (3.38)



3.2. KOVARIANZEN 77Die Bere
hnung dieses Kerns geht folgendermaÿen. Es ist:(u(f))(x) = C Z�(a) dDyv(x; y)(Cy(f))(y)= L� ZB(Lx) dDyjB (Lx)j Z�(a) dDyv(y; y)L��Df(a[ yLa ℄)= L2� ZB(Lx) dDyjB (Lx)j Z�(a) dDy ZB(Ly) dDxLD v(y; x)f(x)= L2� Z�(a) dDy ZB(Lx) dDyjB (Lx)j ZB(Ly) dDxjB (Ly)jv(y; x)f(y):(3.39)Also insgesamt:u(x; y) = L2� ZB(Lx) dDyjB (Lx)j ZB(Ly) dDxjB (Ly)jv(y; x): (3.40)Diesen Kern kann man no
h fouriertransformieren:u(x; y) = L2� ZB(Lx) dDyjB (Lx)j ZB(Ly) dDxjB (Ly)j Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�y)ev(p)= L2� Ze�(a) dDp(2�)Dev(p) ZB(Lx) dDyjB (Lx)j ZB(Ly) dDxjB (Ly)j eip(x�y)= L2� Ze�(a) dDp(2�)Dev(p)eipL(x�y) DYk=1 sin2(Lpka2 )L2 sin2(pka2 )= L2��D Ze�(a=L) dDp(2�)Dev( pL)eip(x�y) DYk=1 sin2(pka2 )L2 sin2(pka2L ) : (3.41)Die bei der Umformung von der zweiten zur dritten Zeile benutzte Hilfsformelläÿt si
h (für den Fall D = 1) lei
ht na
hre
hnen:ZB(Lx) dDy ZB(Ly) dDxeip(x�y) = a xL+L�1Xm=xL a yL+L�1Xn=yL eipame�ipan= a2eipL(x�y) L�1Xm=0 eipam! L�1Xn=0 e�ipan!= a2eipL(x�y)1� eipaL1� eipa 1� e�ipaL1� eipa



78 KAPITEL 3. A-KERNE= a2eipL(x�y) 1� �e ipaL2 �21� �e ipa2 �2 1� �e� ipaL2 �21� �e� ipa2 �2= a2eipL(x�y) sin2 �Lpa2 �sin2 �pa2 � (3.42)Das Integral über e�( aL) in (3.41) läÿt si
h ums
hreiben als ein Integral übere�(a) und eine Summe über M : Aufgrund der Symmetrie des sin2 ergibt si
h(3.37).3.2.3 Eigens
haften von u und vDie Kovarianzen v und u haben folgende Eigens
haften:� Mittels der Produktdarstellung des Sinussin(z) = z 1Yk=1(1� z2(�k)2 ) (3.43)erkennt man, daÿDYk=1 sin2(pka2 )L2 sin2(pka2L ) = DYk=1 1L2 Yl2NnLN(1� ( pka2�n)2)2 (3.44)analytis
h ist und keine Polstellen besitzt. Deshalb kommen dur
h dieBlo
kung mit C keine neuen Pole hinzu, eu(p) hat dieselben Pole wieev(p):� Falls v selbstadjungiert ist, d.h. v = vy; so istuy = (CvCy)y= CyyvyCy= u (3.45)also ist au
h u selbstadjungiert.� Falls v positiv de�nit ist, (f; vf) > 0 8f 2 H so ist(g; ug) = (Cyg; vCyg)> 0 8g (3.46)also ist au
h u positiv de�nit.



3.3. A UND � 79� Falls v invariant unter Gittertranslationen ist, so ist au
h u invariantunter Gittertranslationen.Aus diesen Eigens
haften folgt, daÿ u tatsä
hli
h eine Kovarianz ist, wenn veine Kovarianz ist.3.3 A und �In diesem Abs
hnitt werden A und � eingeführt. Der Operator A ist eine mitden Operatoren v und u�1 verzierte Version von Cy: Er hat deshalb Ähnli
h-keiten mit der Dilatation S�1 im Kontinuum. Wir bere
hnen seinen Kernund listen einige seiner Eigens
haften auf. Dann wird die Fluktuationskova-rianz � eingeführt und untersu
ht. Eine ihrer wi
htigsten Eigens
haften ist,daÿ �f = 0 ist, wenn die Funktion f auf den Cy entspre
henden Blö
kenkonstant ist.Die Idee hinter der Konstruktion von A und � ist die folgende: Die Kovarianzv läÿt si
h s
hlieÿli
h s
hreiben als v = AuAy + �: Sie zerfällt so in einengeblo
kten Anteil und einen Fluktuationsanteil. In der Renormierungsgruppewird später dur
h Integration über das � entspre
hende Gauÿs
he Maÿ dieTheorie auf eine vergröberte Theorie abgebildet.3.3.1 Der A-Kern ADe�nition. Der Operator A : H(a)! H(a) (3.47)ist de�niert dur
h A = vCyu�1: (3.48)Sein Kern ist dur
h4A(x; z) = L� Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�Lz�L�12 a) ev(p)eu(Lp) DYk=1 sin(Lpka2 )L sin(pka2 ) (3.49)4Zwe
ks Vereinfa
hung der Notation bezei
hnet a ab dieser Glei
hung ni
ht nur dieZahl a; sondern man
hmal au
h den Vektor 2 Rn ; der in allen seinen Komponenten denEintrag a hat. Hier ist also ipa = iaPi pi:



80 KAPITEL 3. A-KERNEgegeben. Die Re
hnung geht folgendermaÿen:A(x; z) = Z�(a) dDyv(x; y)(Cyu�1)(y; z)= Z�(a) dDyv(x; y)L��Du�1(a[ yLa ℄; z)= L� Z�(a) dDy ZB(0) dDwjB (0)j v(x; Ly + w)u�1(y; z) (3.50)mit B (0) = �(a)=�(La) = fw 2 �(a); 0 � wiL < 1g: Von diesem Kern soll dieFouriertransformierte ausgere
hnet werden. Es istZB(0) dDwjB (0)j v(x; Ly + w) := L�D Xw2B(0) v(x; Ly + w)= L�D Ze�(a) dDp(2�)D Xw2B(0) ev(p)eip(x�Ly�w)= Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�Ly)L�D Xw2B(0) e�ipw= Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�Ly) DYk=1 sin(Lpka2 )L sin(pka2 )e�i (L�1)pka2 :(3.51)Die dabei benutzte Summationsformel zeigt man für D = 1 dur
h die Re
h-nung Xw2B(0) e�ipw = L�1Xw=0 e�ipaw= 1� e�ipLa1� e�ipa= e ipLa2 � e� ipLa2e ipa2 � e� ipa2 e� i(L�1)pa2= sin �Lpa2 �sin �pa2 � e� i(L�1)pa2 : (3.52)Weiterhin ist u�1(y; z) = Ze�(a) dDq(2�)D eiq(y�z) 1eu(q) : (3.53)



3.3. A UND � 81Also insgesamt:A(x; z) = Ze�(a) dDp(2�)D Ze�(a) dDq(2�)D ei(px�qz�L�12 pa) DYk=1 sin(Lpka2 )L sin(pka2 )ev(p)eu(q)L� Z�(a) dDye�i(Lp�q)y: (3.54)Nun ergibt die letzte Integration eine Æ-Funktion, denn es istZ�(a) dDyeipy = XP2�( 2�a )(2�)DÆD(p+ P ); (3.55)Damit kann man die q-Integration ausführen und erhält s
hlieÿli
h (3.49).3.3.2 Eigens
haften von ADer Operator A hat die folgenden Eigens
haften:� Daÿ der Term e�ipL�12 a in der Fourierdarstellung vorkommt, liegt daran,daÿ die Cy zugeordneten Blö
ke auf �(a) ni
ht um den Ursprung zen-triert sind. Wenn L ungerade ist (was eine Zentrierung einfa
h ma
ht)ist x�Lz� L�12 a 2 �(a): Falls dann evew(Lp) analytis
h ist, tau
hen in derFourierdarstellung von A(x; y) keine Pole mehr auf. Wie im Anhang inAbs
hnitt (5.2) erklärt wird, gibt es dann Konstanten C und � > 0; sodaÿ jA(x; y)j � Ce��jx�Ly�L�12 aj (3.56)gilt.� Es ist CA = CvCyu�1 = uu�1 = 11; (3.57)also ist A ein Re
htsinverses von C:� Fall v = vy und damit au
h u = uy ist, so ist(AC)y = CyAy = Cy(u�1Cv) = (v�1A)Cv: (3.58)� Wenn man dann das Skalarprodukthf; gi := (f; v�1g) (3.59)



82 KAPITEL 3. A-KERNEeinführt, so gilt hf; ACgi = ((AC)yv�1f; g)= (v�1ACf; g)= (ACf; v�1g)= hACf; gi; (3.60)also ist AC in diesem Skalarprodukt selbstadjungiert.� Da auÿerdem (AC)2 = AC (3.61)ist, ist AC mit obigem Skalarprodukt ein Projektor.� Für eine spezielle Kovarianz werden wir den Kontinuumslimes vonA(x; y) bere
hnen (3.85). Dabei wird si
h herausstellen, daÿ A derDilatation S�1 entspri
ht.3.3.3 Die Fluktuationskovarianz �De�nition. Der Operator � : H(a)! H(a) (3.62)ist de�niert dur
h � = v � AuAy: (3.63)Der Kern von � wird hier ni
ht bere
hnet, da er im weiteren Verlauf der Ar-beit ni
ht gebrau
ht wird. Aufgrund der in A enthaltenen Blo
kmittelwerte,ist � au
h ni
ht voll translationsinvariant, deshalb kann man für �(x; y) kei-ne Darstellung der Form (3.7) erwarten. Wenn später die Kovarianz � indas Kontinuum übertragen worden ist, wird der Kern von � im Kontinuumbere
hnet. Dann wird au
h deutli
h werden, daÿ � nur gittertranslationsin-variant für das Gitter �(La) ist.3.3.4 Eigens
haften von �Die Fluktuationskovarianz hat die folgenden Eigens
haften:� Falls u und v selbstadjungiert sind, was im Folgenden immer angenom-men sei, so ist Ay = (vCyu�1)y = u�1Cv (3.64)also ist � = v � vCyu�1Cv: (3.65)



3.3. A UND � 83� Es ist �y = vy � vyCy(u�1)yCyyuy = � (3.66)deshalb ist � selbstadjungiert.� Es gilt C� = Cv � (CvCyu�1)Cv= Cv � 1Cv= 0: (3.67)Damit ist andersherum �Cy = (C�)y = 0; (3.68)deshalb ist �(f) = 0 für Funktionen f; die auf den Cy entspre
hen-den Blö
ken konstant sind. Diese wi
htige Eigens
haft begründet denNamen Fluktuationskovarianz.� Den Operator � kann man dann au
h s
hreiben als� = limk!0(�k):= limk!0(v � vCy 1u+ kCv) (3.69)Für k > kuk läÿt si
h �k ums
hreiben zu�k = v � vCy 1u+ kCv= v � vCy 1k 11 + uk Cv= v � vCyk ( 1Xi=0 (�CvCyk )i)Cv= ( 1Xi=0 (�vCyCk )i)v= v1 + vCyCk= 1v�1 + CyCk : (3.70)



84 KAPITEL 3. A-KERNE3.4 Der Fixpunkt v�Bis zu diesem Punkt wurde eine allgemeine Kovarianz v benutzt. Nun werdenwir uns auf eine Kovarianz festlegen. Wir werden v so wählen, daÿ v unterder Blo
kung mit C invariant bleibt. Das ist au
h die Stelle an der � = D2 �1gewählt werden muÿ. Na
hdem v = v� gesetzt ist, s
hauen wir uns no
h kurzdie Operatoren A und � mit dieser Festlegung an.3.4.1 Bestimmung von v�Mit dem Blo
kmittelwertoperator CL ist ein Fluÿ der Kovarianz verbunden:v ! u = CLvCyL: (3.71)Es ergibt si
h die Frage, ob es davon einen Fixpunkt gibt, d.h. eine Kovarianzv�; so daÿ v� = CLv�CyL: (3.72)Eine andere Frage ist, ob die ursprüngli
he Kovarianz v dur
h Iteration derBlo
kung mittels CL gegen einen sol
hen Fixpunkt v� �ieÿt. Aufgrund vonGlei
hung (3.31) kann man, anstatt CL zu iterieren, au
h den limL!1 be-tra
hten. Das soll jetzt anhand von Glei
hung (3.41) ges
hehen. Sei dazuzuerst ev(p) von der Formev(p) = a2
0 + 
2p2a2 +PDi=1O(p4ia4) : (3.73)Setzt man weiterhin � = D2 � 1; so giltL2�ev( pL) = LD�2a2
0 + 
2( pL)2a2 +PDi=1O((piL )4a4)= LDa2L2
0 + 
2p2a2 + 1L2 PDi=1O(p4ia4) ; (3.74)und für den Fall, daÿ 
0 = 0; und 
2 = 1 ist, giltlimL!1L2��Dev( pL) = 1p2 : (3.75)Weiterhin erkennt man, indem man mit der Potenzreihenentwi
klung derSinusfunktion, daÿ limL!1 DYk=1 sin2(pka2 )L2 sin2(pka2L ) = DYk=1 sin2(pka2 )(pka2 )2 : (3.76)



3.4. DER FIXPUNKT V� 85Damit erhält man als Grenzwert aus (3.41)v�(x; y) := limL!1(CLvCyL)(x; y)= ZRD dDp(2�)D 1p2 eip(x�y) DYk=1 sin2(pka2 )(pka2 )2 : (3.77)Dieser Ausdru
k kann mit einer Symmetrisierung no
h kompakter ges
hrie-ben werden. Mit der De�nition der Symmetrisierung einer Funktion f be-zügli
h eines Gitters �(a)[f(q)℄� (p) :=XP2� f(p+ P ) (3.78)erhält manv�(x; y) = Ze�(a) dDp(2�)D " 1q2 eiq(x�y) DYk=1 sin2( qka2 )( qka2 )2 #�( 2�a ) (p)= Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�y)ev(p) (3.79)mit ev�(p) = DYk=1 sin2(pka2 )" 1q2 DYk=1 1( qka2 )2#�( 2�a ) (p): (3.80)An dieser Darstellung sieht man, daÿ ev bei 0 einen Pol besitzt. Man kannalso für v(x; y) keinen exponentiellen Abfall erwarten.Es ist interessant, den lima!0 von v� zu betra
hten. Es istlima!0 ev�(p) = 1p2 ; (3.81)das ist der masselose freie Propagator im Kontinuum.3.4.2 Die Operatoren A� und ��Ausgehend vom Fixpunkt v� kann man si
h nun den Operator A� als Ope-rator A mit der Kovarianz v� de�nieren:A� = v�Cy(v�)�1: (3.82)



86 KAPITEL 3. A-KERNEAufgrund der Fourierdarstellung (3.49) von A hat er folgenden KernA�(x; y) = L� Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�Ly�L�12 a) ev�(p)ev�(Lp) DYk=1 sin(Lpka2 )L sin(pka2 ) : (3.83)Da diese Fourierdarstellung keine Pole besitzt, gibt es, falls L ungerade ist,Konstanten C und � > 0; so daÿjA�(x; y)j � Ce��jx�Ly�L�12 aj (3.84)gilt. Im Kontinuumslimes giltlima!0A�(x; y) = L��Æ(xL � y): (3.85)Also stellt A� in diesem Limes den Operator S�1 im Kontinuum dar.Analog zum Operator A� ist der Operator �� dur
h�� = v� � A�v�Ay� (3.86)de�niert.3.5 Der A-Kern A1�In diesem Abs
hnitt wird der Operator A1� eingeführt, der später eine tra-gende Rolle spielen wird. Er bildet Funktionen von einem Gitter in dasKontinuum ab. Mit seiner Hilfe wird später eine Korrespondenz zwis
heneiner Gittertheorie und einer Kontinuumstheorie si
htbar. Er ermögli
ht esau
h, Gitteroperatoren in das Kontinuum zu übertragen.Sei SL : H(a) ! H( aL) der Dilatationsoperator. Man kann diesen Operatorauf vers
hiedenen Gittern5 mehrmals hintereinander ausführen oder au
h Lpotenzieren und erhält so den OperatorSLn : H(a)! H( aLn ): (3.87)Nun setzt man A(n)� : H(a)! H( aLn ) (3.88)A(n)� = SLn Æ (A�)n (3.89)5Die verwendete Notation ist etwas lax, da SL eigentli
h nur auf H(a) de�niert ist.Aber SL kann o�ensi
htli
h auf beliebigen Gittern und au
h im Kontinuum angewandtwerden.



3.5. DER A-KERN A1� 87Weiterhin de�niert man A1� : H(a)! H(0) (3.90)A1� = limn!1A(n)� : (3.91)Die Konvergenz �ndet dabei dur
h eine Grenzwertbildung in den entspre-
henden Operatorkernen statt, mehr dazu später. Für A(n)� giltA(n)� A� = SLn(A)n+1= (SL)�1(SL)SLn(A)n+1= S�1L A(n+1)� (3.92)Im Limes n!1 wird darausA1� A� = S�1A1� : (3.93)Das ist die wi
htigste Eigens
haft von A1� : Sie besagt, daÿ der Operator A�;der ja im wesentli
hen eine lei
ht abgewandelte Form von Cy ist, im Konti-nuum genau der Dilatation S�1L entspri
ht, wenn die Gitterfunktionen mittelsA1� in das Kontinuum transferiert werden. Daÿ A� im Kontinuumslimes derDilatation S�1 entspri
ht, war bereits mit (3.85) gezeigt worden. Mit derEigens
haft (3.93) kann s
hlieÿli
h au
h die Blo
kspinrenormierungsgruppein das Kontinuum übertragen werden.Um die Existenz von A1 zu begründen, muÿ no
h der Kern von A1� ausge-re
hnet werden. Es ist (A�(L))n = (v�CyLv�1� )n= v�(CyL)nv�1�= v�CyLnv�1�= A�(Ln); (3.94)und deshalb läÿt si
h der limn!1 dur
h einen limL!1 ersetzen:limn!1A(n)� := limn!1SLn Æ A�(Ln)= limL!1SL Æ A�(L): (3.95)Es gilt gemäÿ (3.50)SL ÆA�(L) = L2� Z�(a) dDy ZB(a)(0) dDwjB (a)(0)j v�(Lx; Ly + w)v�1� (y; z)= L2� Z�(a) dDy ZB(L�1a)(0) dDwjB (L�1a)(0)jv�(Lx; L(y + w))�v�1� (y; z); (3.96)



88 KAPITEL 3. A-KERNEund mit � = D2 � 1 und (3.77) giltlimL!1L2�v�(Lx; Ly) = limL!1L2� ZRD dDp(2�)D 1p2 eip(Lx�Ly) DYk=1 sin2(pka2 )(pka2 )2= limL!1L2��D ZRD dDp(2�)D L2p2 eip(x�y) DYk=1 sin2(pka2L )(pka2L )2= ZRD dDp(2�)D eip(x�y) 1p2 : (3.97)Damit hat manA1� (x; z) = Z�(a) dDy ZB(0) dDwjB (0)j ZRD dDp(2�)D eip(x�y�w) 1p2v�1� (y; z)= Z�(a) dDy ZB(0) dDwjB (0)j ZRD dDp(2�)D Ze� dDq(2�)D eip(x�y�w)�eiq(y�z) 1p2 1ev�(q)= ZRD dDp(2�)D ZB(0) dDwjB (0)j eip(x�w�z) 1p2 1ev�(p) (3.98)Dabei ist B (0) = fx j 0 � xn � ag ein Blo
k im Kontinuum und jB (0)j = aD:Im letzten S
hritt wurde benutzt, daÿ ev� symmetrisiert ist. Das dw�Integralläÿt si
h no
h ausführenZB(0) dDwjB (0)j e�ipw = DYk=1�e�ipka � 1�ipka �= e�ipa2 DYk=1 e ipka2 � e� ipka2ipka !
= e�ipa2 DYk=1�sin(pka2 )pka2 � (3.99)und damit erhält man insgesamtA1� (x; z) = ZRD dDp(2�)D eip(x�z�a2 ) DYk=1�sin(pka2 )pka2 � 1p2 1ev�(p) : (3.100)Der �ipa2 -Term in diesem Kern hängt wieder damit zusammen, daÿ dieBlö
ke ni
ht zentriert sind. Da si
h die Pole von ev� in der Fouriertrans-formierten wegheben, existieren Konstanten C und � > 0 so daÿjA1� (x; y)j � Ce��jx�y�a2 j (3.101)



3.6. EIN URBILD VON A1y� 89gilt. Im Kontinuumslimes a! 0 enspri
ht A1� der Identität.3.6 Ein Urbild von A1y�Für den weiteren Weg ist die Eigens
haft von A1� und A1y� ; Funktionen vomGitter auf das Kontinuum oder andersherum abzubilden, wi
htig. Interessantist nun die Frage, für wel
he auf dem Gitter de�nierten Funktionen f lat(x)eine auf dem Kontinuum de�nierte Funktion f 
ont(x) existiert, so daÿf lat = A1y� f 
ont (3.102)gilt.Wir wollen für ein beliebiges f lat s
hrittweise ein Urbild konstruieren. Zuerstsoll für f 2 H(a) eine Funktion gn 2 H( aLn ) gefunden werden, so daÿf = A(n)y� gn (3.103)gilt. Es ist A(n)y = v�1(CL)nvSyLn : (3.104)Wir wählen A� als Re
htsinverses von CL und ma
hen den Ansatzgn = (SyLn)�1v�1(C�1L )nvf: (3.105)Zwis
hen gn und gn�1 besteht dann die Beziehunggn = (SyLn)�1v�1(C�1L )v(SyLn�1)gn�1= (SyLn)�1CyL(SyLn�1)gn�1= (SyL)�1(SyLn�1)�1CyL(SyLn�1)gn�1= (SyL)�1CyLgn�1= ByLgn�1: (3.106)Aufgrund der De�nition von ByL werden im S
hritt von gn�1 na
h gn nurweitere Gitterpunkte eingefügt, die mit den Werten ihrer Na
hbarpunktebesetzt werden. Anhand dieser Konstruktion liegt es nahe, f 
ont als eine aufden Blö
ken konstante Funktion anzusetzen. Daÿ dieser Ansatz funktioniert,soll nun gezeigt werden.Sei dazu �(a) = f~bi i 2 Ng und seien Bi = f[0; a)D +~big die Blö
ke. Es giltdann RD =Pi2N Bi: Sei weiterf(x) =Xi2N aiIBi(x) (3.107)



90 KAPITEL 3. A-KERNEeine blo
kkonstante Funktion im Kontinuum. IBi stellt die Indikatorfunktiondar. Es soll nun (A1yf)(x) =Xi2N aiÆ~bi;x (3.108)für x 2 �(a) gezeigt werden. Es rei
ht das Integral von A1y(x; y) über einenBlo
k zu betra
hten. Eine direkte Re
hnung ergibtZBi dyA1y(x; y) = ZRD dDp(2�)D DYk=1 sin(pka2 )pka2 1p2 1ev�(p) Z[0;a)D dyeip(y+~bi�x�a2 )= ZRD dDp(2�)D DYk=1 sin(pka2 )pka2 1p2 eip(~bi�x)ev�(p) Z[�a2 ;a2 ℄ eipy= ZRD dDp(2�)D DYk=1 sin(pka2 )pka2 1p2 eip(~bi�x)ev�(p) DYk=1 2 sin(pka2 )pk= aD ZRD dDp(2�)D DYk=1 sin2(pka2 )(pka2 )2 1p2 eip(~bi�x)ev�(p)= aD Ze�(a) dDp(2�)D XQ2�( 2�a ) eip(~bi�x)(p+Q)2 DYk=1 4a2(pk +Qk)2 eiQ(~bi�x)�0� XQ2�( 2�a ) 1(p+Q)2 DYk=1 4(a(pk +Qk))21A�1
= aD Ze�(a) dDp(2�)D eip(~bi�x)= DYk=1 sin(�a (~bi � x))(�a (~bi � x))= Æ~bi;x: (3.109)Also ist die blo
kkonstante Funktion ein Urbild der entspre
henden Gitter-funktion. Es kann natürli
h no
h andere (z.B. stetige) Urbilder geben. DieseÜbertragung einer Gitterfunktion in das Kontinuum ers
heint auf den erstenBli
k ni
ht besonders nützli
h zu sein. Mit dem bisher entwi
kelten Formalis-mus kann man jedo
h au
h die Operatoren in das Kontinuum übertragen, sodaÿ sie mit der Übertragung der Funktionen kompatibel sind. Damit werdenwir uns im nä
hsten Abs
hnitt bes
häftigen.



3.7. KONTINUUMSOPERATOREN AUS GITTEROPERATOREN 913.7 Kontinuumsoperatoren aus Gitteroperato-renIn diesem Abs
hnitt werden zu den bisher bekannten Gitteroperatoren dieentspre
henden Kontinuumsoperatoren konstruiert. Die entstehenden Kon-tinuumskovarianzen v1� und �1� werden dann gründli
h untersu
ht.Die Eigens
haften des Operators A1� legen es nahe, aus einem GitteroperatorO einen Kontinuumsoperator O1 zu konstruieren mittelsO1 = A1� O(A1� )y: (3.110)Man erhält so die Kontinuumskovarianzenv1� = A1� v�(A1� )y (3.111)und �1� = A1� ��(A1� )y= A1� (v� � A�v�Ay�)(A1� )y: (3.112)Für sie gilt v1� � �1� = A1� A�v�Ay�(A1� )y= S�1v1� (S�1)y: (3.113)3.7.1 Eine Hilfsfunktion 
(q; a)Bevor von den Operatoren v1� und �1� die Kerne ausgere
hnet werden, sollno
h eine Notationshilfe eingeführt werden. Für q 2 RD und festes a 2 Rwird gesetzt: 
(q; a) = XQ2�(a) DYk=1� 1qk +Qk�2 1(q +Q)2 : (3.114)Bei 
(q; a) handelt es si
h um eine spezielle gittersymmetrisierte Funktion.
 hat die folgenden Eigens
haften:� 
 hat keine Nullstellen.� 
 ist singulär für alle q 2 RD ; bei denen für ein i qi 2 aZ ist. Für alleanderen q konvergiert obige Potenzreihe absolut und glei
hmäÿig undstellt so eine stetige Funktion dar.



92 KAPITEL 3. A-KERNE� 
(q; a) = 
(q + w; a) für alle w 2 �(a); d.h. 
 ist gitterperiodis
h.� 
(q; a) = 
(�q; a), 
 ist gerade.� 
(Lq; a) = L�2D�2
(q; aL)Um einige dieser Eigens
haften zu verans
hauli
hen, ist die Funktion 
 füreinen Spezialfall in der Abbildung 3 graphis
h dargestellt.
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0.5q1Abbildung 3. Darstellung der Hilfsfunktion 
(q; a) für a = 1 und D = 2:3.7.2 Die Kontinuumskovarianz v1�Um in der Kontinuumsformulierung gut arbeiten zu können, müssen fürv1� (x; y) brau
hbare Formeln hergeleitet werden. Das soll in diesem Ab-s
hnitt ges
hehen.Die drei wi
htigsten Darstellungen für v1� (x; y) lauten:v1� (x; y) = ZRD dDq(2�)D eiq(x�y) 1
(q; 2�a ) 1q2 DYk=1 1qk� XQ2�( 2�a ) e�iQy DYk=1� 1qk +Qk� 1(q +Q)2 (3.115)



3.7. KONTINUUMSOPERATOREN AUS GITTEROPERATOREN 93oder au
h v1� (x; y) = Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�y) 1
(p; 2�a )� XQ2�( 2�a ) e�iQy DYk=1� 1pk +Qk� 1(p+Q)2� XP2�( 2�a ) eiPy DYk=1� 1pk + Pk� 1(p+ P )2 : (3.116)Wie jede gittertranslationsinvariante Funktion läÿt si
h v1� (x; y) au
h s
hrei-ben als v1� (x; y) = ZRD dDp(2�)D ZRD dDq(2�)D eipx+iqyfv1� (p; q) (3.117)mit fv1� (p; q) = XQ2�( 2�a ) Æ(p+ q +Q)
v1� (p; q) (3.118)und im Falle von v1� ist
v1� (p; q) = (�2�)D
(p; 2�a ) 1p2q2 DYk=1 1pkqk (3.119)Diese dritte Darstellung wird im folgenden am wi
htigsten sein.Man bea
hte, daÿ 
v1� (p; q) aufgrund der Æ-Funktion nur für den Fall p+ q 2�(2�a ) interessant ist. Da die 
-Funktion auÿerdem symmetris
h unter Git-tertranslationen ist, kann in (3.119) 
(p; 2�a ) dur
h 
(q; 2�a ) ersetzt werden.An der Darstellung erkennt man weiterhin, daÿ 
v1� (p; q) bei 0 eine Singula-rität besitzt. Für kleine p muÿ q = �p sein, und deshalb gilt für kleine p dieAbs
hätzung 
v1� (p;�p) � C 1p2 : (3.120)Die anderen Singularitäten von 1p2q2 QDk=1 1pkqk werden dur
h 
 regularisiert.Da 
 keine Nullstellen besitzt, hat 
v1� (p; q) keine weiteren Pole und es giltdie Abs
hätzung j
v1� (p; q)j��p+q2�( 2�a ) � C 1p2q2 DYk=1 1jpkqkj : (3.121)Im Kontinuumslimes ergibt si
h für fv1� die Kovarianz 1p2 :



94 KAPITEL 3. A-KERNEUm die Formeln (3.115) bis (3.119) zu beweisen, muÿ man etwas re
hnen.Die Re
hnung für die erste Darstellung lautetv1� (x; y) = A1� v�(A1� )y(x; y)= Z�(a) d� Z�(a) d�A1� (x; �)v�(�; �)A1� (y; �)= Z�(a) d� Z�(a) d� Ze�(a) dDp(2�)D ZRD dDq(2�)D ZRD dDr(2�)D�eip(���)eiq(x���a2 )eir(y���a2 ) ev�(p)� DYk=1�sin( qka2 )qka2 � 1q2 1ev�(q) DYk=1�sin( rka2 )rka2 � 1r2 1ev�(r)= Ze�(a) dDp(2�)D ZRD dDq(2�)D ZRD dDr(2�)D XP2�( 2�a ) Æ(p� q + P )� XQ2�( 2�a ) Æ(p+ r +Q)eiq(x�a2 )eir(y�a2 ) ev�(p)� DYk=1�sin( qka2 )qka2 � 1q2 1ev�(q) DYk=1�sin( rka2 )rka2 � 1r2 1ev�(r)(�)= ZRD dDq(2�)D ZRD dDr(2�)D XQ2�( 2�a ) Æ(q + r +Q)eiq(x�a2 )�eir(y�a2 ) DYk=1�sin( qka2 )qka2 � 1q2 DYk=1�sin( rka2 )rka2 � 1r2 1ev�(r)= ZRD dDq(2�)D eiq(x�a2 ) DYk=1�sin( qka2 )qka2 � 1q2� XQ2�( 2�a ) ei(�q�Q)(y�a2 ) DYk=1 sin( (qk+Qk)a2 )(qk+Qk)a2 ! 1(q +Q)2 1ev�(q +Q)= ZRD dDq(2�)D eiq(x�y) DYk=1�sin( qka2 )qka2 � 1q2 1ev�(q)� XQ2�( 2�a ) e�iQ(y�a2 ) DYk=1 sin( (qk+Qk)a2 )(qk+Qk)a2 ! 1(q +Q)2= ZRD dDq(2�)D eiq(x�y) DYk=1�sin2( qka2 )qka2 � 1q2 1ev�(q)



3.7. KONTINUUMSOPERATOREN AUS GITTEROPERATOREN 95� XQ2�( 2�a ) e�iQy DYk=1 1(qk+Qk)a2 ! 1(q +Q)2= ZRD dDq(2�)D eiq(x�y) 1q2 DYk=1 1qk� XQ2�( 2�a ) e�iQy DYk=1� 1qk +Qk� 1(q +Q)2XQ2�( 2�a ) DYk=1� 1qk +Qk�2 1(q +Q)2 (3.122)Bei der mit (*) gekennzei
hneten Umformung wurde benutzt, daÿ ev�(p) be-reits symmetrisiert ist. Wenn man von dem mit (*) gekennzei
hneten Punktan anders umformt bekommt man die zweite Darstellung:::: = Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�y)ev(p) XQ2�( 2�a ) XP2�( 2�a ) eiP (x�a2 )e�iQ(y�a2 )� DYk=1 sin( (pk+Pk)a2 )(pk+Pk)a2 ! 1(p+ P )2 1ev�(p+ P )� DYk=1 sin( (pk+Qk)a2 )(pk+Qk)a2 ! 1(p+Q)2 1ev�(p+Q)= Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�y)QDk=1 sin2( qka2 )ev(p) XQ2�( 2�a ) XP2�( 2�a )�e�iQy DYk=1 1(pk+Qk)a2 ! 1(p +Q)2 eiPy DYk=1 1(pk+Pk)a2 ! 1(p+ P )2= Ze�(a) dDp(2�)D eip(x�y) XQ2�( 2�a ) e�iQy DYk=1� 1pk +Qk� 1(p+Q)2
� XP2�( 2�a ) eiPy DYk=1� 1pk + Pk� 1(p+ P )2XQ02�( 2�a ) DYk=1� 1qk +Q0k�2 1(q +Q0)2 : (3.123)Um die dritte Darstellung zu bekommen, wendet man die De�nition der



96 KAPITEL 3. A-KERNEFouriertransformation auf die erste Darstellung (3.115) an:fv1� (p; q) = ZRD dx ZRD dye�ipx�iqyv1� (x; y)= ZRD dx ZRD dye�ipx�iqy ZRD dDt(2�)D eit(x�y) 1t2� DYk=1 1tk XQ2�( 2�a ) e�iQy DYk=1� 1tk +Qk� 1(t +Q)2XQ2�( 2�a ) DYk=1� 1tk +Qk�2 1(t+Q)2= ZRD dye�iqy�ipy 1p2 DYk=1 1pk� XQ2�( 2�a ) e�iQy DYk=1� 1pk +Qk� 1(p+Q)2XQ2�( 2�a ) DYk=1� 1pk +Qk�2 1(p+Q)2= XQ2�( 2�a ) Æ(p+ q +Q) 1p2 DYk=1 1pk DYk=1� 1(�q)k� 1(�q)2XQ2�( 2�a ) DYk=1� 1pk +Qk�2 1(p+Q)2 :(3.124)Damit ist (3.119) gezeigt.



3.7. KONTINUUMSOPERATOREN AUS GITTEROPERATOREN 973.7.3 Die Kontinuumskovarianz �1�Der Kern von �1� soll in diesem Abs
hnitt aus der Formel �1� = v1� �S�1v1� (S�1)y bestimmt werden. Da S�1v1� (S�1)y nur invariant unter Trans-formationen des Gitters �(La) ist, ist f�1� im Impulsraum nur für p + q 2�( 2�La) de�niert. Die kompakteste Darstellung lautetf�1� (p; q) = XQ2�( 2�La ) Æ(p+ q +Q)
�1� (p; q); (3.125)wobei 
�1� abs
hnittsweise de�niert ist dur
h
�1� (p; q) = 8>>>><>>>>: �
(p; 2�La)� 
(p; 2�a )�
(p; 2�a )
(p; 2�La) (2�)Dp2q2 DYk=1 �1pkqk p+ q 2 �(2�a )�1
(p; 2�La) (2�)Dp2q2 DYk=1 �1pkqk p+ q 2 �(2�La) n �(2�a ): (3.126)Die Re
hnung für diese Darstellung �ndet si
h am Ende dieses Abs
hnittes.Wi
htig ist zunä
hst der folgendeSatz. 
�1� (p; q) ist für alle p+ q 2 �( 2�La) endli
h, besitzt für diese Werte vonp; q keine Singularitäten. Deshalb gelten die Abs
hätzungenj
�1� (p; q)j���p+q2�( 2�a ) � C1 (3.127)j
�1� (p; q)j���p+q2�( 2�a ) � C2 1p2q2 DYk=1 1jpkqkj : (3.128)Die Polfreiheit von 
�1� ist aus zwei Gründen wi
htig. Einerseits erwartetman nun exponentiellen Abfall für �1� im Ortsraum. Zum anderen wird siespäter in der Quantenfeldtheorie explizit gebrau
ht. Man verglei
he dazuAbs
hnitt (4.7).Beweis. Um die Polfreiheit von 
�1� zu zeigen, müssen die beiden mögli
henFälle für p+q getrennt betra
htet werden. Sei zunä
hst p+q 2 �( 2�La)n�(2�a ):Insbesondere ist dann p 6= �q: Es rei
ht, den Ausdru
k (3.126) auf seine End-li
hkeit bei 0 zu untersu
hen. Falls p! 0 kann q ni
ht in allen Komponentenebenfalls gegen 0 gehen, da dann die Bedingung p 6= �q verletzt wäre. Sei



98 KAPITEL 3. A-KERNEalso o.B.d.A qD 6= 0: Dann wird umgeformt:
�1� (p; q) = � 1qDq2XQ2�( 2�La ) p2(p+Q)2 pD(pD +QD)2 D�1Yk=1 pkqk(pk +Qk)2 : (3.129)
Der Faktor 1qDq2 ist endli
h und der Nenner hat keine Nullstellen, da derSummand mit Q = 0 für p 6= 0 6= q immer einen endli
hen Beitrag liefert.Deshalb ist 
�1� (p; q) regulär. Daÿ 
�1� (p; q) im hier betra
hteten Fall endli
hist, erkennt man au
h gut an der graphis
hen Darstellung der Formel (3.126)in Abbildung 4. 
�1� (p; q) hat für p = 0 zwar singuläre Stellen, aber fallsq 2 �( 2�La) n �(2�a ) ist, bleibt der Funktionswert endli
h.
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pAbbildung 4. Die Kontinuumskovarianz 
�1� für den Fall p+q 2 �( 2�La)n�(2�a ):Die Parameter sind D = 1; L = 2 und a = 1:Falls p+ q 2 �(2�a ) ist, gilt 
(p; 2�a ) = 
(q; 2�a ) und damit wird 
�1� (p; q) zu
�1� (p; q) = 1p2q2 DYk=1 �1pkqk XQ2�( 2�La )n�( 2�a ) 1(p+Q)2 DYk=1� 1pk +Qk�2



3.7. KONTINUUMSOPERATOREN AUS GITTEROPERATOREN 99�0� XQ2�( 2�La ) 1(p+Q)2 DYk=1� 1pk +Qk�21A�1
�0� XQ2�( 2�a ) 1(q +Q)2 DYk=1� 1qk +Qk�21A�1

= XQ2�( 2�La )n�( 2�a ) 1(p+Q)2 DYk=1� 1pk +Qk�2
� DYk=1 pk!0� XQ2�( 2�La ) p2(p+Q)2 DYk=1� pkpk +Qk�21A�1
� DYk=1(�qk)!0� XQ2�( 2�a ) q2(q +Q)2 DYk=1� qkqk +Qk�21A�1=: g(p)h(q) (3.130)An dieser Darstellung sieht man, daÿ h(q) keine Singularitäten aufweist,da der Nenner von h(q) keine Nullstellen hat. Bei g(p) bereitet der Fallpi = 0 au
h keine Probleme, es könnten no
h Probleme für pi 2 2�LaZ n 2�a Zauftau
hen, wenn man g(p) jedo
h umformt zug(p) =  DYk=1 pk!�0BBBBBB�p2 DYk=1 p2k + p2 DYk=1 p2k XQ2�( 2�La ) 1(p+Q)2 DYk=1� 1pk +Qk�2XQ2�( 2�La )n�( 2�a ) 1(p+Q)2 DYk=1� 1pk +Qk�2 1CCCCCCA

�1
(3.131)erkennt man, daÿ si
h alle mögli
hen Singularitäten - pi 2 2�LaZ - gegenseitigwegheben. Au
h hier wurde die Glei
hung (3.126) graphis
h in Abbildung 5(auf der nä
hsten Seite) aufgetragen. Man sieht, daÿ die Funktion regulärist. Die Abs
hätzungen (3.127) und (3.128) sind dann elementar. �
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Abbildung 5. Die Kontinuumskovarianz 
�1� für den Fall p + q 2 �(2�a ): DieParameter sind D = 1; L = 2 und a = 1:Zum S
hluÿ soll no
h die Formel (3.126) na
hgere
hnet werden. Es ist zuersteinmal
S�1v1� (S�1)y(x; y) = L�2�v1� (xL; yL)= L�D+2 ZRD dDq(2�)D ei qL (x�y) 1q2 DYk=1 1qk� XQ2�( 2�a ) e�iQL y DYk=1� 1qk +Qk� 1(q +Q)2XQ2�( 2�a ) DYk=1� 1qk +Qk�2 1(q +Q)2= L�D+2+D ZRD dDq(2�)D eiq(x�y)L�2q2 DYk=1 L�1qk
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� XQ2�( 2�La ) e�iQy DYk=1� L�1qk +Qk� L�2(q +Q)2XQ2�( 2�La ) DYk=1� L�1qk +Qk�2 L�2(q +Q)2= ZRD dDq(2�)D eiq(x�y) 1
(q; 2�La) 1q2 DYk=1 1qk� XQ2�( 2�La ) e�iQy DYk=1� 1qk +Qk� 1(q +Q)2 (3.132)Nun kann man die Terme zusammenfassen und erhält�1� (x; y) = ZRD dDq(2�)D eiq(x�y) 1
(q; 2�a )
(q; 2�La) 1q2 DYk=1 1qk�0�
(q; 2�La) XQ2�( 2�a ) e�iQy DYk=1� 1qk +Qk� 1(q +Q)2��
(q; 2�a ) XQ2�( 2�La ) e�iQy DYk=1� 1qk +Qk� 1(q +Q)21A= ZRD dDq(2�)D eiq(x�y) 1
(q; 2�a )
(q; 2�La) 1q2 DYk=1 1qkXQ2�( 2�La ) e�iQy DYk=1� 1qk +Qk� 1(q +Q)2��
(q; 2�La)�(Q)� 
(q; 2�a )� (3.133)wobei �(Q) = � 1; Q 2 �(2�a )0; sonst (3.134)ist. Aus dieser Darstellung kann man nun lei
ht die Fouriertransformiertevon �1� bere
hnen, es istf�1� (p; q) = ZRD dx ZRD dye�ipx�iqy�1� (x; y)



102 KAPITEL 3. A-KERNE= ZRD dx ZRD ZRD dDr(2�)D dye�ipx�iqyeir(x�y)� 1
(r; 2�a )
(r; 2�La) 1r2 DYk=1 1rk XQ2�( 2�La ) e�iQy DYk=1� 1rk +Qk�� 1(r +Q)2 �
(r; 2�La)�(Q)� 
(r; 2�a )�= XQ2�( 2�La ) Æ(p+ q +Q) 1
(p; 2�a )
(p; 2�La) 1p2 DYk=1 1pk 1q2 DYk=1 �1qk�(2�)D �
(p; 2�La)�(Q)� 
(p; 2�a )� : (3.135)Betra
htet man nun die einzelnen Fälle für �; so kommt man auf die Formel(3.126).3.7.4 SummationenBei der Anwendung der Kontinuumskovarianzen in der Quantenfeldtheorieim nä
hsten Kapitel tau
hen Faltungen der Kovarianzen mit Verti
es auf.Wir wollen hier s
hon eine Abs
hätzung beweisen, aus der dann später dieEndli
hkeit der Faltungsintegrale folgt. Das Hauptresultat lautet:Satz. Sei �(a) ein D-dimensionales Gitter, g(p) : RD ! R eine bes
hränkteFunktion, so daÿ f(p) = g(p) DYk=1 1pk (3.136)keine Polstellen besitzt. Sei weiter � < 2 und � 2 R+ beliebig. Dann giltXP2�(a)nf0g jP j� log� jP jP 2 jf(P )j <1: (3.137)Beweis. Zuerst bemerken wir, daÿ die Aussage des Satzes intuitiv klar ist,denn es ist f(P )P 2 � C 1jP j2+D : (3.138)Die Summation über � entspri
ht einer Integration über dem RD und dasVolumenelement bringt einen Faktor jP jD�1 herein. Deshalb bleibt bei einemVorfaktor jP j� für � < 2 immer no
h ein konvergentes Integral über jP j: Es



3.7. KONTINUUMSOPERATOREN AUS GITTEROPERATOREN 103gilt jedo
h keine Abs
hätzung mit �<� in (3.138) und deshalb muÿ genauerargumentiert werden.Man kann si
h auf den Fall a = 1 bes
hränken. Es gilt für alle � > 0 eineAbs
hätzung (log jP j)� < C�;�jP j�: (3.139)Deshalb brau
ht der logarithmis
he Term ni
ht bea
htet zu werden. Weiter-hin gibt es zu jedem � > 0 ein 
 > 0 und ein Æ > 0; so daÿ1�PDi=1 P 2i �� � C�PD�1i=1 P 2i �
 (PD)Æ (3.140)gilt. Das sieht man lei
ht ein, denn es ist na
h der binomis
hen FormelDXi=1 P 2i � 2jPDj �vuutD�1Xi=1 P 2i : (3.141)Mit den De�nitionen h(P ) = supPD jg(P )j (3.142)r(P ) = limPD!0 jg(P )j (3.143)kann die Summe (3.137) behandelt werden:LS � C XP2Znf0g jg(P )jjP j� DYk=1 1jPkj� C XP1:::PD�12Z h(P )�PD�1i=1 P 2i �
 D�1Yk=1 1jPkj XPD2Znf0g 1jP j1+Æ ++C XP1:::PD�12Z r(P )�PD�1i=1 P 2i �� D�1Yk=1 1jPkj� C XP1:::PD�12Z h(P )�PD�1i=1 P 2i �
 D�1Yk=1 1jPkj ++C XP1:::PD�12Z r(P )�PD�1i=1 P 2i �� D�1Yk=1 1jPkj : (3.144)



104 KAPITEL 3. A-KERNEDie Funktionen h(P ) und r(P ) regularisieren immer no
h die verbliebenenPole, und so gibt si
h dur
h Induktion na
h D die Behauptung. �Wir s
hlieÿen diesen Abs
hnitt mit der Bemerkung, daÿ obiger Satz auf dieKontinuumskovarianzen anwendbar ist. Eine Abs
hätzung der ArtXP2�(a)nf0g XQ2�(a)nf0g jP j� log� jP j j
v1� (P;Q)j jQj�0 log�0 jQj <1 (3.145)sollte für �; �0 < 2 keine Überras
hung sein. Eine analoge Aussage gilt für
�1� :3.8 Weitere ArbeitenAbs
hlieÿend sollen kurz einige weitere Arbeiten genannt werden, in denenein ähnli
her Formalismus wie der hier präsentierte, benutzt wird. In derLiteratur werden häu�g endli
he Gitter mit periodis
hen Randbedingungenverwandt, so daÿ die Notationen teilweise deutli
h abwei
hen. Man
hmalwerden die A-Kerne au
h als GK-Kerne bezei
hnet.Eingeführt und zuerst untersu
ht wurden dieser Formalismus von K. Ga-wedzki und A. Kupiainen. Dafür seien die Arbeiten [GK80, GK84℄ genannt.Anwendungen dieser Operatoren in der Quantenfeldtheorie �ndet man au
hin [Por90℄ und in [Xyl97℄. Operatoren vom Typ C und A können au
h alsInterpolationsoperatoren in Algorithmen verwandt werden. Das ges
hieht in[Kal94℄ und [Bäk95℄.



Kapitel 4Die �4-TrajektorieIn diesem Kapitel wird die �4-Trajektorie für eine Quantenfeldtheorie aufdem Gitter perturbativ konstruiert. Die �4-Trajektorie ist, grob gesagt, einPotential, das forminvariant unter der Renormierungsgruppe ist und einen�4-We
hselwirkungsterm enthält.Zuerst werden einige Grundbegri�e erklärt und die Blo
kspinrenormierungs-gruppe eingeführt. Dann wird eine Gitter-Kontinuums-Korrespondenz er-klärt, mit der das Problem in das Kontinuum übertragen werden kann. DieIdee besteht darin, eine renormierungsinvariante Trajektorie im Kontinuumzu konstruieren, die eine renormierungsinvariante Trajektorie auf dem Git-ter erzeugt. Die Formulierung des Problems im Kontinuum hat, neben derTatsa
he, daÿ �4-Trajektorien im Kontinuum s
hon bere
hnet wurden, au
heinige te
hnis
he Vorteile, die no
h erklärt werden. Als Potentialansatz wirdeine Potenzreihe in der Kopplungskonstanten g verwandt. Aus der Forde-rung na
h Forminvarianz des Potentials ergibt si
h eine Glei
hung, mit derdas Potential na
h Ordnungen in g iterativ bestimmt werden kann. Es wirdgezeigt, daÿ dieses Iterationss
hema lösbar ist. Ferner wird untersu
ht, inwel
hem Sinne die bei der Iteration entstehenden Potentiale endli
h sind.S
hlieÿli
h wird das Problem speziell in drei und vier Dimensionen unter-su
ht. In drei Dimensionen kann die Endli
hkeit der Iteration gezeigt wer-den. Folgli
h ist die Konstruktion der �43-Trajektorie komplett. Im vierdi-mensionalen Fall sind die Abs
hätzungen s
hwieriger, und die Konstruktionder Trajektorie ist no
h ni
ht vollständig. Es wird allerdings eine Reihe vonIdeen präsentiert, wie die Abs
hätzungen verbessert werden können, um dieKonstruktion zu vervollständigen.Die Ausführungen des vorliegenden Kapitels haben kein Pendant in der Li-teratur. Ein erster Konstruktionsversu
h der �43-Trajektorie auf dem Gitter�ndet si
h in [Zie98℄. Die Art und Weise, wie die Kontinuumsformulierung105



106 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEbehandelt wird, ist von [Wie97a, Wie97
℄ inspiriert.4.1 Grundbegri�e4.1.1 Quantenfeldtheorie auf dem GitterIn diesem Abs
hnitt wollen wir kurz erklären, was wir unter einer skalarenFeldtheorie auf einem Gitter verstehen. Für eine ausführli
he Einführung seiauf [MM94℄ verwiesen.Sei �(a) = aZD ein Gitter. Eine euklidis
he Quantenfeldtheorie auf � istgegeben dur
h� einen gittertranslations- und rotationsinvarianten Propagator v bzw.dessen Kern v(x; y) = Z dDpeip(x�y)ev(p): (4.1)� Einen Boltzmann-Faktor Z(�) bzw. ein Potential V (�); die dur
hZ(�) = e�V (�) (4.2)miteinander verknüpft sind.Aus diesen beiden Gröÿen erhält man das erzeugende Funktional der Korre-lationsfunktionen als1 G(J) = R d�v(�)Z(�)e(�;J)R d�v(�)Z(�) ; (4.3)aus dem die Greens
hen Funktionen dur
h Funktionalableitung bere
hnetwerden: h�(x1):::�(xn)i := R d�v(�)Z(�)�(x1):::�(xn)R d�v(�)Z(�)= ÆÆJ(x1) ::: ÆÆJ(xn)G(J)����J=0 : (4.4)Wir werden mit den GröÿenH(�) = exp �HC(�)	= R d�v(�)Z(�+ �)R d�v(�)Z(�) (4.5)1d�v ist das zu der Kovarianz v gehörende Gauÿs
he Maÿ.



4.1. GRUNDBEGRIFFE 107arbeiten. H(�) ist das erzeugende Funktional der v-amputierten Greens
henFunktionen. HC(�) ist das erzeugende Funktional der v-amputierten verbun-denen Greens
hen Funktionen. Einen Beweis davon �ndet man in [Sal99℄.v-amputierte Greens
he Funktionen enstehen aus den gewöhnli
hen Green-s
hen Funktionen dur
h Anwendung von v�1 auf die Felder �(xi): Zwis
henG(J) und H(�) besteht der ZusammenhangG(J) = e 12 (J;vJ)H(vJ) (4.6)wie man mit der Transformationsformel (5.89) na
hre
hnen kann.Ein Standardbeispiel für eine Quantenfeldtheorie auf einem Gitter ist die�4-Theorie. Da ist die Kovarianz gegeben dur
hv(x; y) = (�4+m2)�1(x; y); (4.7)wobei 4 den Lapla
eoperator auf dem Gitter darstellt. Das Potential istdur
hV (�) = g4! Z�(a) dDx�4(x) + 12 Z�(a) dx DX�=1(rf�(�))2(x) +m2�(x)2 (4.8)gegeben. Dabei ist rf� die dur
h rf�g(x) := 1a(g(x + a�̂) � g(x)) de�nierteVorwärtsableitung.Eine Quantenfeldtheorie im Kontinuum wird dur
h dieselben Begri�e erklärt.4.1.2 Die Blo
kspinrenormierungsgruppeMit den Operatoren des dritten Kapitels kann nun in Anlehnung an Gawedzkiund Kupiainen [GK84℄ die Blo
kspinrenormierungsgruppe konstruiert wer-den.Die Frage ist, wie H(�) dur
h eine Skalierung der Felder mit A transformiertwird. Das Integral über das Gauÿs
he Maÿ wird mittels (5.102) aufgespaltenund (5.91) benutzt. Der Fluktuationsanteil wird ausintegriert. Es gilt:H(A�) = R d�v(�)Z(A�+ �)R d�v(�)Z(�)= R d�AuAy(�) R d��(�)Z(A�+ � + �)R d�AuAy(�) R d��(�)Z(� + �)= R d�u(�) R d��(�)Z(A(�+ �) + �)R d�u(�) R d��(�)Z(A� + �)= R d�u(�)R(Z)(�+ �)R d�u(�)R(Z)(�) : (4.9)



108 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEDabei ist R(Z)(�) = R d��(�)Z(A�+ �)R d��(�)Z(�) : (4.10)Dur
h die Skalierung der Felder mit � ! A� wird also die Theorie auf eineandere Theorie mit der neuen Kovarianz u und einer neuen We
hselwirkungR(Z) abgebildet. Die Abbildung R(Z) heiÿt Renormierungstransformation.Für das Potential V s
hreibt sie si
h alsT (V )(�) = � log(Z d��(�)Z(A�+ �)) + log(Z d��(�)Z(�)) (4.11)Sie hat den trivialen Fixpunkt V = 0: Die Linearisierung an diesem Fixpunktist T lin(V )(�) = Z d��(�)V (A�+ �)� Z d��(�)V (�): (4.12)Wir werden im folgenden immer den Fixpunkt v = v� als Kovarianz nehmen.Dann brau
ht der Fluÿ der Kovarianz ni
ht mehr untersu
ht zu werden son-dern nur no
h R(Z): Die Wahl von v� hat au
h einen anderen Vorteil, derspäter bei der Normalordnung deutli
h wird.Wir können nun einen ersten Eindru
k von Ziel unserer Konstruktion vermit-teln. Wie wir am Beispiel der �4-Theorie gesehen haben, ist das PotentialV ein Funktional in � und der Kopplungskonstanten g: Dieses Funktionalwird dur
h die Renormierungstransformation auf ein anderes Funktional ab-gebildet. Wir su
hen ein Potential V bei dem diese Abbildung einer Verän-derung der Kopplungskonstanten glei
hkommt, bei dem also T (V )(�; g) =V (�; �(g)) gilt.Im nä
hsten Abs
hnitt werden wir erläutern, wie das Problem in das Konti-nuum übertragen werden kann. Dort werden wir es lösen.4.2 Gitter-Kontinuums-KorrespondenzIn diesem Abs
hnitt soll, ausgehend von einer Gittertheorie mit der Blo
k-spinrenormierungsgruppe eine ihr entspre
hende Kontinuumstheorie mit ei-ner Kontinuumsrenormierungsgruppe formuliert werden. Diese Theorie wirddann genauer untersu
ht.4.2.1 Die KontinuumstheorieSei zuerst eine Kontinuumstheorie mit einem Potential V 
ont(�
ont) gegeben.Dann kann man sofort eine Gittertheorie mit einem Potential V lat(�lat) de�-



4.2. GITTER-KONTINUUMS-KORRESPONDENZ 109nieren, indem man V lat(�lat) := V 
ont(A1� �lat) (4.13)setzt. Sei das Kontinuumspotential von der FormV 
ont(�
ont; g) = 1Xr=1 V 
ont;(r)(�
ont)grr! (4.14)mit V 
ont;(r)(�
ont) = r+1Xn=1 1(2n)! ZRD dDx1::: ZRD dDx2n ��V 
ont;(r)2n (x1; :::; x2n) : �
ont(x1):::�
ont(x2n) :v1� :(4.15)Die Darstellung mit normalgeordneten Feldern wird deshalb gewählt, weildie normalgeordneten Monome im Kontinuum Eigenvektoren der am trivia-len Fixpunkt linearisierten Renormierungsgruppe sind. Diese Tatsa
he wirdspäter no
h genauer erklärt. Die Normalordnung wird im Anhang (Abs
hnitt5.5) erläutert. Dann ist das Gitterpotential von der FormV lat(�lat; g) = 1Xr=1 V lat;(r)(�lat)grr! ; (4.16)mit V lat;(r)(�) = r+1Xn=1 1(2n)! Z�(a) dDx1::: Z�(a) dDx2n�V lat;(r)2n (x1; :::; x2n) : �lat(x1):::�lat(x2n) :v� ; (4.17)wenn manV lat;(r)2n (x1; :::; x2n) = ZRD dDy1::: ZRD dDy2nV 
ont;(r)2n (y1; :::; y2n)�A1� (y1; x1):::A1� (y2n; x2n) (4.18)setzt. Das kann man au
h s
hreiben alsV lat;(r)2n (x1; :::; x2n) = (A1� )y � :::� (A1� )y| {z }2n V 
ont;(r)2n (x1; :::; x2n): (4.19)



110 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEUm das einzusehen, bemerke man, daÿ V (�) ein Skalarprodukt der Verti
esmit den Feldern darstellt, in dem ein Operator hinübergewälzt werden kann.Weiter brau
ht man die Identität(A1� )� :::� (A1� )| {z }2n : �lat:::�lat :v�=: A1� �lat:::A1� �lat :A1� v�A1y� ; (4.20)die aus (4.118) und (4.124) folgt.Wir haben in diesem Abs
hnitt gesehen, wie eine Kontinuumstheorie und ei-ne äquivalente Gittertheorie zusammenhängen. Im folgenden Abs
hnitt wirdgezeigt, daÿ eine passende Kontinuumsrenormierungsgruppe der Gitterrenor-mierungsgruppe entspri
ht.4.2.2 Übertragung der RenormierungsgruppeMit Hilfe der Glei
hung (5.91) gilt für ein beliebiges Funktional O(�
ont) =O(A1� �lat) die Glei
hungZ d���(�)O(A1� (A��lat + �)) = Z d��1� (�)O(S�1A1� �lat + �); (4.21)denn es ist LS = Z d���(�)O(A1� A��lat + A1� �))= Z d�A1� ��(A1� )y(�)O(S�1A1� �lat + �)= RS: (4.22)Also wird, wenn für die KontinuumsrenormierunggruppeR
ont(Z
ont)(�
ont) = R d��1� (�)Z
ont(S�1�
ont + �)R d��1� (�)Z
ont(�) (4.23)angesetzt wird, der Boltzmann-Faktor auf dem Gitter transformiert gemäÿRlat(Z lat)(�lat) = R d���(�)Z lat(A��lat + �)R d��1� (�)Z lat(�) : (4.24)Das ist jedo
h die Blo
kspinrenormierungsgruppe (4.10). Analog erzeugendie TransformationenT (V 
ont)(�
ont) = � log(Z d��1� (�)Z
ont(S�1�
ont + �))



4.2. GITTER-KONTINUUMS-KORRESPONDENZ 111+ log(Z d��1� (�)Z
ont(�)) (4.25)T lin(V 
ont)(�
ont) = Z d��1� (�)V 
ont(S�1�
ont + �)� Z d��1� (�)V 
ont(�) (4.26)die Transformationen (4.11) und (4.12).Diese Tatsa
he ist sehr bemerkenswert. Eine Kontinuumstheorie mit denKovarianzen v1� und �1� und der Renormierungsgruppe (4.23) entspri
htalso einer Gittertheorie mit den Kovarianzen v� und �� und der Blo
kspin-renormierungsgruppe. Falls man eine Kontinuumstheorie mit bestimmtenEigens
haften bezügli
h der Kontinuumsrenormierungsgruppe konstruierenkann, hat die entspre
hende Gittertheorie dieselben Eigens
haften bezügli
hder Gitterrenormierungsgruppe. Die Renormierungstransformation (4.23) istformal eine Standardrenormierungsgruppe. Die Besonderheit liegt nur in denPropagatoren v1� und �1� : Diese Propagatoren haben zwei ungewöhnli
he Ei-gens
haften:� �1� und v1� fallen im Impulsraum ni
ht exponentiell ab. Das wirdspäter Abs
hätzungen im Impulsraum s
hwieriger ma
hen.� �1� und v1� sind im Ortsraum ni
ht voll translationsinvariant, sondernnur gittertranslationsinvariant. Deshalb darf von der Kontinuumstheo-rie nur Gittertranslationsinvarianz gefordert werden.Für den Fall, daÿ die Theorie voll translationsinvariant ist und die Pro-pagatoren im Impulsraum exponentiell abfallen, wurde die �4-Trajektories
hon konstruiert [Wie97a, Wie97b, Wie97
℄. Die unübli
hen Propagatoreners
hweren eine Konstruktion der �4-Trajektorie im Kontinuum. Aus einemanderen Grund ist eine Kontinuumsformulierung jedo
h fast unumgängli
h:Die normalgeordneten Monome sind im Kontinuum Eigenfunktionen der li-nearisierten Renormierungsgruppe, auf dem Gitter sind sie es ni
ht.Wie werden von nun an im Kontinuum arbeiten. Alle nun vorkommendenGröÿen sind Kontinuumsgröÿen, wenn sie ni
ht anders indiziert sind. DieKovarianzen im Kontinuum werden mit v := v1� und � := �1� bezei
hnet.Das Ziel ist es, eine renormierungsinvariante Trajektorie im Kontinuum zukonstruieren, die eine entspre
hende Trajektorie auf dem Gitter de�niert.



112 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIE4.3 Problemstellung und BeweisstrukturIn diesem Abs
hnitt wird das Problem gestellt, und ein Überbli
k über dieLösung gegeben.4.3.1 Das ProblemHier wird erklärt, was unter einer renormierten Trajektorie zu verstehen ist.Die De�nition ist dabei an [Wie97a, Wie97b, Wie97
℄ angelehnt.Sei ein Potential V (�; g) gegeben. Ein sol
hes Potential de�niert eine KurveV (�; �) im Raum aller Theorien vermögeV (�; �) : g 7! V (�; g): (4.27)Gesu
ht ist nun eine sol
he Trajektorie, die als Menge unter der Renormie-rungsgruppenabbildung invariant bleibt:T (V (�; �)) � V (�; �): (4.28)Das wird nun genauer spezi�ziert. Gesu
ht ist eine Kurve V (�; �) bzw. einPotential V (�; g) mit folgenden Eigens
haften:� V kann zerlegt werden dur
hV (�; g) = 1Xr=1 V (r)(�)grr! (4.29)und weiter inV (r)(�) = r+1Xn=1 1(2n)! ZRD dDx1::: ZRD dDx2n�V (r)2n (x1; :::; x2n) : �(x1):::�(x2n) :v : (4.30)Ziel ist eine perturbative Entwi
klung der Trajektorie um den trivialenFixpunkt V = 0: Dabei wird na
h einer Konvergenz der Reihe (4.29)ni
ht gefragt, sie wird als formale Potenzreihe betra
htet. Weiterhinbes
hränken wir uns dur
h die Wahl von V auf gerade Potentiale. Allevorkommenden Potentiale werden so normiert, daÿ V (� = 0) = 0 gilt.Deshalb werden feldunabhängige Konstanten in den Potentialen wegge-lassen. Da die normalgeordneten Monome invariant unter Permutationder Koordinaten sind, sollten es au
h die Kerne V (r)2n (x1; :::; x2n) sein.



4.3. PROBLEMSTELLUNG UND BEWEISSTRUKTUR 113� Die erste Ordnung V (1)(�) ist dur
hV (1)(�) = O4(�):= ZRD dDx : �(x)4 : (4.31)gegeben.2� Die Verti
es V (r)2n (x1; :::; x2n) sind gittertranslationsinvariante Funktio-nen für ein Gitter �(a): Sie haben eine FourierdarstellungV (x1; :::; xn) = Z dDp1(2�)D ::: Z dDpn(2�)D eiPj pjxj eV (p1; :::; pn) (4.32)mit eV (p1; :::; pn) = XQ2�( 2�a ) ÆD(Q�Xj pj)bV (p1; :::; pn): (4.33)Die reduzierten Impulskerne bV (p1; :::; pn) sind di�erenzierbare Funk-tionen. Die Bes
hränkung auf die Gittertranslationsinvarianz anstattvoller Translationsinvarianz liegt in der Gittertranslationsinvarianz derPropagatoren begründet.� Es existiert eine Funktion �(g) = 1Xr=1 br grr! ; (4.34)so daÿ T (V (�; g)) = V (�; �(g)) (4.35)gilt. Das ist die ents
heidende Bedingung. Sie beinhaltet, daÿ V (�; �)forminvariant unter der Renormierungsgruppe ist. Es wird si
h zeigen,daÿ allein dur
h die Bedingung der Forminvarianz V in allen Ordnungenbestimmt ist.Diese Bedingungen sind no
h ni
ht vollständig. Sie müssen no
h um eineBedingung an die Kopplungskonstante ergänzt werden. Dafür bieten si
hzwei Mögli
hkeiten an. Zum einen kann g so de�niert werden, daÿ der �4-Vertex nur in der linearen Ordnung in g vorkommt:dV (r)4 (0; 0; 0; 0) = Ær;1: (4.36)2Allgemeiner s
hreibt man au
h O2n(�) := 1(2n)! R dDx : �(x)2n : :



114 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEMan kann g au
h dadur
h festlegen, indem man Bedingungen an die Formvon �(g) stellt. Dabei ist es sinnvoll, � linear zu wählen. Wir werden sehen,daÿ dann nur �(g) = L4�Dg (4.37)in Frage kommt.Das Problem wurde eben unabhängig von der Dimension gestellt. Jedo
hbedarf diese Problemstellung lei
hter Modi�kationen, je na
hdem, ob mansi
h in drei oder vier Dimensionen be�ndet. Diese Abänderungen werdenerst dann untersu
ht, wenn die Dimensionszahl festgelegt ist.4.3.2 BeweisstrukturDas gestellte Problem wird anfangs unabhängig von der Dimension betra
h-tet. Zuerst zeigen wir, daÿ die normalgeordneten Monome Eigenfunktionender am Fixpunkt linearisierten Renormierungsgruppe sind und re
htfertigendamit den Ansatz für das Potential. Dann zeigen wir, wie aus der Bedingung(4.35) Glei
hungen für die Koe�zienten der �-Funktion werden. Zusammenmit der Darstellung dur
h normalgeordnete Felder kommen wir zu einer Glei-
hung vom TypL�V (n)(Lx)� V (n)(x) = K(n)(V (1); :::; V (n�1)): (4.38)Diese Glei
hung ((4.60), bzw. (4.62) und (4.64)) ist die wi
htigste Glei-
hung in dem Beweis. Sie ermögli
ht die Bestimmung einer höheren Ord-nung von V; wenn die niedrigeren Ordnungen bekannt sind. Das ges
hiehtin den Abs
hnitten (4.5) und (4.6). Im ersten dieser Abs
hnitte werdenallgemein Glei
hungen von obigen Typ betra
htet, im zweiten wird daraufaufbauend der hier interessante Fall gittertranslationsinvarianter Funktionenuntersu
ht. Es muÿ jedo
h au
h die re
hte Seite von (4.38) erfors
ht wer-den. K(n)(V (1); :::; V (n�1)) muÿ in einem gewissen Sinne endli
h sein, damitV (n) bestimmt werden kann. Das wird im Abs
hnitt (4.7) gezeigt. In denbeiden ans
hlieÿenden Kapiteln werden die Spezialfälle D = 3 und D = 4untersu
ht.4.4 Die �-FunktionIn diesem Abs
hnitt werden die Bedingungen, die si
h dur
h Glei
hung (4.35)an das Potential ergeben, bestimmt.



4.4. DIE �-FUNKTION 1154.4.1 Normalordnung und EigenvektorenDie am Fixpunkt linearisierte Renormierungsgruppe ist na
h (4.26)3T lin(V )(�) = hV i�;S�1� : (4.39)Es soll gezeigt werden, daÿ die normalgeordneten Monome Eigenvektoren die-ser Transformation sind. Für das erzeugende Funktional der Normalordnunggilt 
: e(j;�) :v��;S�1� = e(j;S�1�)� 12 (j;vj) Z d��(�)e(j;�)= e(j;S�1�)� 12 (j;vj)e 12 (j;�;j)= : e(j;S�1�) :S�1(S(v��)Sy)(S�1)y: (4.40)Aufgrund von (3.113) gilt jedo
h bei den speziell gewählten Kovarianzenv = S(v � �)Sy: (4.41)Damit manifestiert si
h für einen Term die Abbildungsvors
hrift: �(x1)m1 :::�(xn)mn :v T lin�! : (S�1�(x1))m1 ::(S�1�(xn))mn :S�1v(S�1)y= : (L(1�D2 )�(x1L ))m1 ::(L(1�D2 )�(xnL ))mn :L2�Dv( xL ; yL ) :(4.42)Also ist der VertexO(�) = ZRD dDx1::: ZRD dDxn : �(x1)m1 :::�(xn)mn :v (4.43)ein Eigenvektor mit O(�) T lin�! L�O(�) (4.44)� = nD + (1� D2 ) nXi=1 mi: (4.45)Ein Vertex der FormeO(�) = ZRD dDx1::: ZRD dDxnV (x1; :::; xn) : �(x1)m1 :::�(xn)mn :v (4.46)3Im Kontinuum verwenden wir au
h die Notation hF i�;S�1� := R d��(�)F (S�1�+ �):



116 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEwird dementspre
hend dur
h die Renormierungsgruppe transformiert gemäÿeO(�)! L� ZRD dDx1::: ZRD dDxnV (Lx1; :::; Lxn) : �(x1)m1 :::�(xn)mn :v :(4.47)Ein bekannter Eigenvektor ist der �4-VertexO(�) = ZRD dDx : �(x)4 : : (4.48)Für ihn ist � = 4�D:Aus den Überlegungen dieses Abs
hnittes ergibt si
h au
h, daÿ die normal-geordneten Monome auf dem Gitter keine Eigenfunktionen darstellen. Aufdem Gitter muÿ in den Re
hnungen S�1 dur
h A� ersetzt werden, und dieRe
hnung (4.42) läÿt si
h dann ni
ht dur
hführen.4.4.2 Glei
hungen für die Koe�zienten der �-FunktionAus der Bedingung (4.35) ergeben si
h Glei
hungen für die die Verti
es V (r)und die Koe�zienten br: Zuerst wird dazu T (V ) als Potenzreihe in g ent-wi
kelt. Man de�niert dazu für t 2 [0; 1℄ die HilfstransformationQt : R ! RQt(V (�; g)) := T (tV (�; g)): (4.49)Damit istT (V )(�; g) = Q1(V )(�; g)= 1Xm=0 �mt Qt(V )jt=0m! � 1m= 1Xm=0 �(�1)mm! �mt log(hexp(tV )i�;S�1�)����t=0= 1Xm=0 (�1)m+1m! h[V ℄miT�;S�1� : (4.50)Dabei stellt h�iT den trunkierten Erwartungswert dar. Damit ist weiter, unterder Benutzung der Form von V (4.30) und der Multilinearität der trunkiertenErwartungswerteT (V )(�; g)



4.4. DIE �-FUNKTION 117= 1Xm=0 (�1)m+1m! *" 1Xr=1 V (r)grr! #m+T�;S�1�= 1Xm=0 (�1)m+1m! 1Xr1=1 ::: 1Xrm=1 g�riQmi=1 ri! 
V (r1); :::;V (rm)�T�;S�1�= 1Xm=0 (�1)m+1m! 1Xr=m gr Xr1+:::+rm=r 1Qmi=1 ri! 
V (r1); :::;V (rm)�T�;S�1�= 1Xr=1 grr!  rXm=1 (�1)m+1m! Xr1+:::+rm=r r!Qmi=1 ri! 
V (r1); :::;V (rm)�T�;S�1�! :(4.51)Dann wird V (�; �(g)) als Potenzreihe in g ges
hrieben:V (�; �(g)) = 1Xr=1 V (r)(�)�(g)rr!= 1Xr=1 V (r)(�) 1r!  1Xk=1 bkgkk! !r= 1Xr=1 V (r)(�) 1Xk1=1 ::: 1Xkr=1 g�kir! bk1 � ::: � bkrQri=1 ki!= 1Xr=1 V (r)(�)r! 1Xk=r gk Xk1+:::+kr=k bk1 � ::: � bkrQri=1 ki!= 1Xr=1 grr!  rXm=1 Xk1+:::+km=r Vm(�)m! r!Qmi=1 ki!bk1 � ::: � bkm! :(4.52)Nun kann man einen Koe�zientenverglei
h dur
hführen. In der ersten Ord-nung ergibt si
h b1V (1)(�) = 
V (1)�T�;S�1�= 
V (1)��;S�1� : (4.53)Die zweite Ordnung lautetb2V (1) + (b1)2V (2) = 
V (2)�T�;S�1� � 
V (1);V (1)�T�;S�1�= 
V (2)��;S�1� � 
V (1);V (1)�T�;S�1� : (4.54)



118 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEIm allgemeinen Fall lautet die Glei
hung
V (n)��;S�1� � (b1)nV (n)(�) = (b1)nK(n); (4.55)wobei die re
hte Seite dur
h(b1)nK(n) = n�1Xm=1 1m! Xk1+:::+km=nV (m)(�) n!Qmi=1 ki!bk1 � ::: � bkm� nXm=2 (�1)m+1m! Xr1+:::+rm=n n!Qni=1 ri! 
V (r1); :::;V (rm)�T�;S�1�(4.56)gegeben ist. Man bea
hte, daÿ K(n) ni
ht von V (n) abhängt.4.4.3 Folgerungen aus diesen Glei
hungenDie Glei
hung für den ersten Koe�zienten b1 (4.53) ist eine Eigenwertglei-
hung für den Eigenwert b1: Ein Eigenvektor ist der �4-Vertex, der entspre-
hende Eigenwert ist b1 = L4�D: (4.57)Um die allgemeine Glei
hung zu behandeln, werden beide Seiten von (4.55)in normalgeordnete Felder entwi
kelt. Die linke Seite ergibtLS = n+1Xm=1 1(2m)! ZRD dDx1::: ZRD dDx2m : �(x1):::�(x2m) :v��Lm(D+2)V (n)2m (Lx1; :::; Lx2m)� (b1)n � V (n)2m (x1; :::; x2m)� :(4.58)Die re
hte Seite wird formal entwi
keltRS = (b1)nK(n)= (b1)n n+1Xm=1 1(2m)! ZRD dDx1::: ZRD dDx2m�K(n)2m (x1; :::; x2m) : �(x1):::�(x2m) :v : (4.59)Insgesamt kommt man zu den Glei
hungenL�V (n)2m (Lx1; :::; Lx2m)� V (n)2m (x1; :::; x2m) = K(n)2m (x1; :::; x2m) (4.60)
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hte (4.57))� = m(D + 2)� n(4�D): (4.61)Im Impulsraum wird Glei
hung (4.60) zuLe�gV (n)2m (p1L ; :::; p2mL )� gV (n)2m (p1; :::; p2m) = gK(n)2m (p1; :::; p2m) (4.62)mit e� = � � 2mD: (4.63)Falls die Verti
es translationsinvariant sind, sind deren Fouriertransformiertedistributionswertig, d.h. es ist eV (p1; :::; pn) = Æ(P pi)bV (p1; :::; pn):4 Wirddann die Æ-Distribution für den Fall, daÿP pi = 0 ist, entfernt, hat man dieGlei
hungLb�dV (n)2m (p1L ; :::; p2mL )� dV (n)2m (p1; :::; p2m) = dK(n)2m (p1; :::; p2m) (4.64)mit b� = e� +D= D +m(2�D)� n(4�D)= � 3�m� n; falls D = 34� 2m; falls D = 4 : (4.65)Die Verti
es werden nun, je na
hdem ob b� > 0; b� = 0 oder b� < 0 ist, alsrelevant, marginal, oder irrelevant bezei
hnet. Die folgende Tabelle listet dierelevanten und die marginalen Verti
es und das gröÿtmögli
he b� auf:(m;n) relevant marginal b�maxD = 3 (1; 1) (1; 2); (2; 1) 1D = 4 (1; n) (2; n) 2In drei Dimensionen gibt es nur zwei marginale Verti
es. Der einzige rele-vante Vertex in drei Dimensionen wird dur
h die Anfangsbedingung (4.31)ausges
hlossen. In vier Dimensionen gibt es in allen Ordnungen relevanteund marginale Verti
es.4Im Falle von Gittertranslationsinvarianz hat man eine Summe von Æ-Funktionen, b� istaber genauso de�niert.



120 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIE4.5 Di�erenzenglei
hungen IIn diesem Abs
hnitt sollen Glei
hungen vom Typ der Glei
hungen (4.62) und(4.64) genauer untersu
ht werden. Die Grundidee bei der Lösung sol
herGlei
hungen besteht in ihrer Iteration.Seien dazu f : Rn ! R (4.66)g : Rn ! R: (4.67)Für ein festes L > 1 und � wird na
h Funktionen f(p); die die Glei
hungL�f( pL)� f(p) = g(p) (4.68)bei bekanntem g(p) erfüllen, gesu
ht. Da die allgemeine Lösung der Glei-
hung (4.68) si
h aus einer speziellen Lösung der inhomogenen Glei
hungund den Lösungen der homogenen Glei
hungf(p) = L�f( pL) (4.69)zusammensetzt, wird zuerst die homogene Glei
hung betra
htet.Lösungen der homogenen Glei
hungAus (4.69) folgt f(p) = L��nf(Lnp) (4.70)= L�mf( pLm ) (4.71)für alle m;n 2 N : Nun muÿ man drei Fälle unters
heiden.Erster Fall: Es ist � = 0:Dann sind die einzigen stetigen Funktionen, die (4.69) erfüllen, die konstan-ten Funktionen: f(p) = C: (4.72)Zweiter Fall: Es ist � < 0:Hier existiert als stetige Lösung nur die Funktionf = 0; (4.73)denn falls f(p) = 
 6= 0 für ein p so folgt aus (4.70), daÿ f in einer Umgebungvon 0 ni
ht bes
hränkt ist, si
h also ni
ht in 0 stetig fortsetzen läÿt.



4.5. DIFFERENZENGLEICHUNGEN I 121Dritter Fall: Es ist � > 0:Hier sollen nur analytis
he Lösungen von (4.69) gesu
ht werden. Zuerst er-kennt man, daÿ f(0) = 0 (4.74)gelten muÿ, da sonst aufgrund von (4.70) f für kein p 6= 0 einen endli
henWert annehmen kann. Wenn man die Ursprungsglei
hung (4.69) ableitet,erhält man die Glei
hung5�j�jf�p� (p) = L��j�j�j�jf�p� ( pL) (4.75)und für j�j > � ist man im zweiten Fall, wo nur die Nullösung existiert. Fürj�j = � gilt �j�jf�p� (p) = 
onst ; (4.76)und für j�j < � muÿ �j�jf�p� (0) = 0 (4.77)gelten. Insgesamt erhält man denSatz. Sei � > 0: Für � =2 Z ist f = 0 (4.78)die einzige analytis
he Lösung von (4.69). Für � 2 Z lautet die allgemeineanalytis
he Lösung von (4.69)f(x) = Xj�j=� a�p�: (4.79)Nun kann man si
h der inhomogenen Glei
hung widmen.Lösung der inhomogenen Glei
hungErster Fall: Es ist � < 0 und g ist bes
hränkt.Man kann (4.68) iterierenf(p) = �g(p) + L�f( pL)= �g(p)� L�g( pL) + L2�f( pL2 )= �g(p)� L�g( pL)� L2�g( pL2 ) + L3�f( pL3 ) (4.80)5Hier ist � ein Multiindex, es ist also � = (�1; :::; �n); (�p)� = (�p1)�1 ::(�pn)�n undj�j =Pi �i:



122 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEund erhält so den folgendenSatz. Für � < 0 und ein bes
hränktes g(p) konvergiert die Reihef(p) = � 1Xi=0 g( pLi )Li� (4.81)absolut und glei
hmäÿig auf dem Rn : Die so de�nierte Funktion f hat diefolgenden Eigens
haften:(1) f(p) löst die Glei
hung (4.68).(2) f(p) ist bes
hränkt dur
h6jf(p)j < kgk11� L� : (4.82)(3) f(p) ist die einzige bes
hränkte Lösung von (4.68).Beweis. Die absolute und glei
hmäÿige Konvergenz von (4.81) folgt aus demWeierstraÿ-Kriterium für glei
hmäÿige Konvergenz. (1) erhält man dur
hEinsetzen unter Ausnutzung der absoluten Konvergenz. (2) ergibt si
h dur
hdie geometris
he Reihe. (3) folgt aus dem zur homogenen Glei
hung gesag-tem. �Bemerkung. Falls g stetig ist, so ist au
h f stetig. Das folgt aus der glei
h-mäÿigen Konvergenz von (4.81).Bemerkung. Falls g k-mal stetig partiell di�erenzierbar ist, so ist au
h fk-mal stetig partiell di�erenzierbar. Das ergibt si
h aus den übli
hen Re-
henregeln [For76℄ von glei
hmäÿiger Konvergenz und Di�erenzierbarkeit.Bemerkung. Die Bedingung, daÿ g auf ganz RD bes
hränkt ist, ist Luxus.Es rei
ht, daÿ g in einer Umgebung von 0 bes
hränkt ist (das ist z.B. der Fall,wenn g in 0 stetig ist), damit die Reihe (4.81) auf jeder kompakten Teilmengedes Rn glei
hmäÿig konvergiert. Die dur
h sie dargestellte Funktion ist dannjedo
h nur auf jeder kompakten Teilmenge des Rn bes
hränkt.Bemerkung. Falls eine monoton steigende Funktion h(x) existiert, so daÿjg(p)j � h(jpj) (4.83)ist, so gilt f(p) � h(jpj)1� L� : (4.84)Das ergibt si
h dadur
h, daÿ man die dann die g( pLi )-Terme in (4.81) dur
hh(jpj) abs
hätzen kann.6Es ist kgk1 := supp2Rn jg(p)j:



4.5. DIFFERENZENGLEICHUNGEN I 123Zweiter Fall: Es ist � = 0:In diesem Fall muÿ o�ensi
htli
h g(0) = 0 sein, damit eine Lösung existiert.Es gilt:Satz. Sei � = 0; g k-mal stetig di�erenzierbar, g(0) = 0 und g bes
hränkt.Dann konvergiert die Reihe f(p) = � 1X�=0 g( pL� ) (4.85)auf jeder kompakten Teilmenge des Rn glei
hmäÿig. Die dur
h sie dargestellteFunktion löst Glei
hung (4.68) und hat folgende Eigens
haften:� f ist k-mal stetig di�erenzierbar.� Für jpj � 1 gilt7 jf(p)j � LL� 1 supjqj�1 k(Dg)(q)k jpj: (4.86)� Für jpj > 1 giltjf(p)j � LL� 1 supjqj�1 k(Dg)(q)k+ kgk1 + kgk1logL log(jpj): (4.87)Beweis. Da g einmal di�erenzierbar ist, existiert ein r > 0 und ein C so daÿfür alle p mit jpj < r jg(p)j < Cjpj gilt. Deshalb läÿt si
h die Reihe (4.85)für groÿe � gegen die geometris
he Reihe abs
hätzen, woraus die Konvergenzfolgt. (4.86) folgt aus der Tatsa
he, daÿ für jpj � 1jg(p)j � supjqj�1 k(Dg)(q)k jpj (4.88)gilt und der geometris
hen Reihe. (4.87) wird induktiv gezeigt: Für 1 <jpj � L gilt jf(p)j = j � g(p) + f( pL)j� kgk1 + supjqj�1 k(Dg)(q)kjpjL� kgk1 + supjqj�1 k(Dg)(q)k (4.89)7Für A 2 Rm�n ist kAk := supx2Rn;jxj=1 jAxj: Dg stellt die Ableitung(smatrix) von gdar.



124 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEund für Ln < jpj � Ln+1 giltjf(p)j = j � g(p) + f( pL)j� LL� 1 supjqj�1 k(Dg)(q)k+ 2kgk1 + kgk1logL (log(jpj)� logL)= LL� 1 supjqj�1 k(Dg)(q)k+ kgk1 + kgk1logL log(jpj): (4.90)�Falls im vorliegenden Fall g(0) 6= 0 ist, gibt es keine Lösungen. Das führt zusogenannten Resonanzen, die speziell behandelt werden müssen. Man ver-glei
he dazu die Ausführungen zur Massenresonanz in D = 3 Dimensionen.Dritter Fall: Es ist � > 0.Der Tri
k besteht darin, Glei
hung (4.68) abzuleiten, um � zu erniedrigen.Man erhält so die Glei
hungL��1 ��pi f( pL)� ��pi f(p) = ��pi g(p): (4.91)Es liegt also nahe, als Ansatz für f eine Taylorreihe bis zu der Ordnung, beider � = 0 wird, zu ma
hen. Die Taylorkoe�zienten für die niedrigeren Ord-nungen werden dur
h die Ableitungen von g im Nullpunkt bestimmt. Manerhält:Satz: Sei � � 0 und g (� + 1)-mal stetig partiell di�erenzierbar. Die Tay-lorreihef(p) =X�<� 1�! �j�jf�p� (0)p� +X�=� 1�! Z 10 dt(1� t)� �j�jf�p� (tp)p� (4.92)ist genau dann eine Lösung der Di�erenzenglei
hung, wenn(L��j�j � 1)�j�jf�p� (0) = �j�jg�p� (0) falls j�j < �; (4.93)�j�jf�p� ( pL)� �j�jf�p� (p) = �j�jg�p� (p) falls j�j = � (4.94)gilt.Die Ableitungen mit j�j = � sind dur
h (4.94) nur bis auf eine Konstantebestimmt. Das entspri
ht den Lösungen der homogenen Glei
hung gemäÿ(4.79). Natürli
h ist (4.94) nur sinnvoll, wenn �j�jg�p� (0) = 0 ist. Nützli
h ist esno
h, für oben gegebene Lösung f eine Abs
hätzung für groÿe p zu haben.



4.6. DIFFERENZENGLEICHUNGEN II 125Es gilt:Bemerkung. Sei für j�j = � �j�jg�p� (p) = 0 und �j�jg�p� (p) bes
hränkt. Dannexistiert ein C so daÿ für groÿe pf(p) � Cjpj� log jpj (4.95)gilt.Beweis. Aufgrund der Voraussetzungen wä
hst der �j�jf�p� (p)-Term im Integralin (4.92) logarithmis
h. Daraus ergibt si
h die Behauptung. �Eine grundsätzli
h andere Idee, die Glei
hung (4.68) im Falle � > 0 zu lösen,besteht in einer Iteration �na
h auÿen�:f(p) = 1Xi=1 L�i�g(Lip): (4.96)Die so gewonnenen Lösungen sind jedo
h s
hle
ht zu gebrau
hen, da manzusätzli
h starke Voraussetzungen an g stellen muÿ (z.B. starker Abfall fürgroÿe p), damit aus der Di�erenzierbarkeit von g die Di�erenzierbarkeit vonf folgt.4.6 Di�erenzenglei
hungen IIIn diesem Kapitel sollen die Di�erenzenglei
hungen für den realistis
hen Fall,daÿ f(x) gittertranslationinvariant ist, betra
htet werden. Dann sind dieFouriertransformierten distributionswertig. Au
h hier besteht die Grundideeder Lösung in einer Iteration.Es wird dabei die Notation p = (p1; :::; pn) und pi = (pi;1; :::; pi;D) 2 RDbenutzt. Ferner wird jpj =vuut nXi=1 DXj=1 (pi;j)2 (4.97)gesetzt. Mit dieser De�nition gelten au
h die Abs
hätzungen des vorherigenKapitels. Weiter ist jpj � nXi=1 jpij: (4.98)Ausgangspunkt ist eine Di�erenzenglei
hung der Fouriertransformierten voneiner bezügli
h de Gitters �(a) gittertranslationsinvarianten Funktion f(x) :8L� XQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 pi � LQ) bf( pL) � XQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 pi �Q) bf(p)8Das in dieser Glei
hung verwendete � entspri
ht dem b� aus Glei
hung (4.64).



126 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIE= XQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 pi �Q)bg(p) (4.99)In obigem Ansatz ist impliziert, daÿ der inhomogene Term K in (4.60) inva-riant unter Gittertranslationen mit dem Gitter �(a) ist. Das ist ni
ht trivial,denn K enhält Faltungen mit der Kovarianz �; die nur �(La)-invariant ist.Do
h die Dilatation S�1 stellt die ursprüngli
he Translationsinvarianz wie-der her. Das wird im Kapitel (4.7) in dem K untersu
ht wird, no
h deutli
hwerden.Bei einer Lösung ef(p) einer sol
hen Di�erenzenglei
hung ist aufgrund derÆ-Funktion nur der FallPi pi 2 �(2�a ) interessant. Deshalb ma
ht man eineUnters
heidung bei den mögli
hen Fälle fürPi pi 2 �(2�a ): Für Abs
hätzun-gen muÿ bea
htet werden, wel
he Werte � annimmt.4.6.1 Pi pi = 0Hier können die Æ-Funktionen direkt aus (4.99) entfernt werden. Damit erhältman die Glei
hung L� bf( pL)� bf(p) = bg(p): (4.100)Diese Glei
hung kann mit den im vorherigen Kapitel bes
hriebenen Methodenbehandelt werden.4.6.2 Pi pi 6= 0In diesem Falle können die Æ-Funktionen ni
ht so einfa
h entfernt werden.Man kann jedo
h die Glei
hung (4.99) mitsamt den Æ-Funktionen iterieren.Dabei kommt man zu immer kleineren Impulsen, bis s
hlieÿli
h die Iterationabbri
ht, weil Pi piLk ni
ht mehr im Gitter �(2�a ) liegt. Wenn Pi pi 6= 0 undPi pi 2 �(2�a ) sein soll, dann existiert ein k = k(p); so daÿnXi=1 pi 2 �(2�Lka ); (4.101)nXi=1 pi =2 �(2�Lk+1a ) (4.102)gilt. Deshalb ergibt dann eine Iteration der Glei
hung (4.99)XQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 pi �Q) bf(p) = � XQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 pi �Q)bg(p)



4.6. DIFFERENZENGLEICHUNGEN II 127+L��D XQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 piL �Q) bf( pL)= � XQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 pi �Q)bg(p)�L��D XQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 piL �Q)bg( pL)+L2(��D) XQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 piL2 �Q) bf( pL2 )(4.103)das ResultatXQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 pi �Q) bf(p) = kX�=0 L�� XQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 pi �QL�)bg( pL� ): (4.104)Für bf(p) gilt deshalb9 bf(p) = k(p)X�=0 L��bg( pL� ): (4.105)Damit ist bf(p) überall bestimmt.4.6.3 Abs
hätzungenUm das eben erläuterte Iterations
hema gewinnbringend anwenden zu kön-nen, brau
ht man Abs
hätzungen für das Verhalten der Lösungen für groÿe p:Um die Anzahl der Summanden in (4.105) zu bestimmen, muÿ k(p) genaueruntersu
ht werden. Aus Xi pi 2 �(2�Lka ) (4.106)folgt maxj2f1:::Dg nXi=1 pi;j � 2�a Lk (4.107)9Man kann dies au
h als Ansatz nehmen und dann na
hre
hnen, daÿ ein ef mit demdur
h (4.105) gegebenen bf die Glei
hung (4.99) löst.



128 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEund weiter k(p) � logL a2� maxj2f1:::Dg nXi=1 pi;j!� logL(Cjpj): (4.108)Mit dieser Abs
hätzung und den aus dem vorherigen Kapitel bekannten Ab-s
hätzungen für denPi pi = 0-Fall ((4.84), (4.87) und (4.95)) kann man nunlei
ht die Resultate formulieren:Satz. Sei � < 0: Es existiere eine monoton steigende Funktion h(x); so daÿjbg(p)j � h(jpj) (4.109)gilt. Dann hat man j bf(p)j � h(jpj)1� L� : (4.110)Satz. Sei � = 0 und bg bes
hränkt und di�erenzierbar mit bg(0) = 0: Dannexistieren Konstanten C1; C2; C3; so daÿj bf(p)j � C1 + C2 log (C3jpj) (4.111)gilt.Satz. Sei � > 0; bg(p) bes
hränkt und für j�j = � �j�jg�p� (p) = 0 und �j�jg�p� (p):Dann existiert ein C so daÿ für groÿe pf(p) � Cjpj� log jpj (4.112)gilt.Beweis. Das ist genau die Abs
hätzung (4.95). Die endli
hen Summen aus(4.105) ändern an dieser Abs
hätzung ni
hts, denn da bg(p) bes
hränkt ist,gilt für Pi pi 6= 0 die Abs
hätzungbf(p) � C (L�)k+1 � 1L� � 1� CL�(Lk)� � 1L� � 1� CL�jpj� � 1L� � 1 : (4.113)�



4.7. UNTERSUCHUNG VON K(N) 1294.7 Untersu
hung von K(n)In diesem Abs
hnitt wollen wir uns dem inhomogenen Term K in der Di�e-renzenglei
hung widmen. Ziel ist es, unter gewissen Vorraussetzungen End-li
hkeit von K zu zeigen. Die Untersu
hung verläuft dabei so: K besteht imwesentli
hen aus Summen von Verti
es niedrigerer Ordnung und Termen derForm 
V (r1); :::;V (rm)�T�;S�1� : Für die Verti
es niedrigerer Ordnung ist dur
hdie Lösung der Di�erenzenglei
hung meist s
hon eine S
hranke gegeben. Dertrunkierte Erwartungswert stellt einen verbundenen Graphen dar. Die darinenthaltenen Faltungen können mit Hilfe von (3.145) abges
hätzt werden.K(n) besteht gemäÿ Glei
hung (4.56) aus zwei Beiträgen� Der kinematis
he Beitragn�1Xm=1 1m! Xk1+:::+km=nV (m)(�) n!Qmi=1 ki!bk1 � ::: � bkm (4.114)besteht aus einer endli
hen Summe von Verti
es niedrigerer Ordnung.Wenn diese Verti
es in einer Norm endli
h sind, ist der kinematis
heBeitrag o�ensi
htli
h au
h endli
h. Ferner hängt dieser Beitrag au
hvon der Wahl der �-Funktion ab. Wenn diese linear gewählt wird,vers
hwindet der kinematis
he Beitrag.� Der dynamis
he BeitragnXm=2 (�1)m+1m! Xr1+:::+rm=n n!Qmi=1 ri! 
V (r1); :::;V (rm)�T�;S�1� : (4.115)Dieser Beitrag ist das eigentli
he Problem. Um ihn zu behandeln, rei
htes, 
V (r1); :::;V (rm)�T�;S�1� zu untersu
hen. Da die V (ri) gemäÿ (4.30) zerlegtwerden können, gilt
�V (r1); :::;V (rm)��T�;S�1� = r1+1Xk1=1 ::: rm+1Xkm=1DV (r1)2k1 ; :::;V (rm)2km ET�;S�1� (4.116)mit der NotationV (ri)2ki = 1(2ki)! ZRD dDx1::: ZRD dDx2kiV (ri)2ki (x1; :::; x2ki) : �(x1):::�(x2ki) :v :(4.117)



130 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEDamit kann das Problem weiter auf die Betra
htung des trunkierten Erwar-tungswertes hV1; :::;VniT�;S�1� mit Vi = V (ri)2ki reduziert werden. Um diesenTerm zu behandeln verwenden wir nun die Darstellungen für Erwartungs-wertbildung und NormalordnunghV1; :::;Vni�;� = exp�12 � ���;� �����V1(�) � ::: � Vn(�): Z(�) :v = exp��12 � ���; v �����Z(�) (4.118)und die Repli
a-FormelhV1; :::;VniT�;� = XG2G
f1:::ng Yfi;jg2G �exp�12 � ���i ;� ���j��� 1�� nYi=1 exp�12 � ���i ;� ���i�� nYi=1 Vi(�i)�����8�i=� : (4.119)Dabei wird über alle Graphen G aus der Menge aller verbundenen GraphenG
 summiert. Eine Erläuterung dieser Formel �ndet si
h auf Seite 159. Setztman nun Vi(�) = : V(�) :v (4.120)hV1; :::;VniT�;� = : R(�) :v= : K(�) :v��; (4.121)so gilt10 R(�) = exp�12 � ���; v ����� hV1; :::;VniT�;�= Yi;j exp�12 � ���i ; v ���j��� XG2G
f1:::ng Yfi;jg2G �exp�12 � ���i ;� ���j��� 1�� nYi=1 exp�12 � ���i ;� ���i�� nYi=1 Vi(�i)�����8�i=�= Yi<j exp�� ���i ; v ���j��10Mit demselben Tri
k wie in (5.107).



4.7. UNTERSUCHUNG VON K(N) 131� XG2G
f1:::ng Yfi;jg2G �exp�12 � ���i ;� ���j��� 1�� nYi=1 exp�12 � ���i ;� ���i��� nYi=1 exp�12 � ���i ; v ���i�� nYi=1 Vi(�i)�����8�i=�= Yi<j exp�� ���i ; v ���j��� XG2G
f1:::ng Yfi;jg2G �exp�12 � ���i ;� ���j��� 1�� nYi=1 exp�12 � ���i ;� ���i�� nYi=1 Vi(�i)�����8�i=� : (4.122)Da jedo
h no
h die Dilatation S�1 zu bea
hten ist benutzen wir K; wel
hesdur
hK(�) = Yi<j exp�� ���i ; (v � �) ���j��� XG2G
f1:::ng Yfi;jg2G �exp�12 � ���i ;� ���j��� 1� nYi=1 Vi(�i)�����8�i=�(4.123)gegeben ist. Die Idee bei der Verwendung von K besteht darin, daÿ dur
hdie Dilatation S�1 wieder eine Normalordnung bezügli
h v hergestellt wird.In der Tat gilt aufgrund von(Sy ���)(x)F (S�1�) = Z dyS(y; x) Z dz ��(S�1�)(z)F (S�1�) ���(y)S�1�(z)= ��(S�1�)(x)F (S�1�) (4.124)und S(v � �)Sy für ein Funktional ZZ(�) = : Z(�) :v�� (4.125)) Z(S�1�) = : Z(S�1�) :v (4.126)Damit gilt hV1; :::;VniT�;S�1� =: K(S�1�) :v (4.127)



132 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEmit K(S�1�) = Yi<j exp�� ���i ; v ���j��� XG2G
f1:::ng Yfi;jg2G �exp�12 � ���i ; S�Sy ���j��� 1�� nYi=1 Vi(S�1�i)�����8�i=� : (4.128)Diese Formel ist ein wi
htiger Meilenstein auf dem Wege zu den Abs
hätzun-gen. Um die Formel (4.128) zu verans
hauli
hen, ist im Anhang im Abs
hnitt(5.9) die zweite Ordnung mit ihrer Hilfe explizit ausgere
hnet worden. Andiesen Re
hnungen sieht man au
h, daÿ dur
h die Dilatation S�1 die Gitter-translationsinvarianz des inhomogenen Terms bezügli
h �(a) (und ni
ht nurbezügli
h �(La)) gewährleistet ist.Wie sieht ein allgemeiner Term von K aus? Ausgangspunkt ist ein Satz vonVerti
es Vi: Dur
h Qfi;jg2G(e 12 (��i;S�Sy��j) � 1) werden diese Verti
es dur
hden zusammenhängenden Graphen G mit �-Linien verbunden. Der TermQi<j e(��i;v��j) verbindet die Verti
es no
h dur
h v-Linien, das muÿ allerdingskein zusammenhängender Graph sein.Um einen allgemeinen Term K(x1; :::; xm) vonK(�) = Z dDx1:::dDxm�(x1):::�(xm)K(x1; :::; xm) (4.129)als Formel darzustellen und abzus
hätzen, wählt man für jeden Vertex11 Vieinen Satz von externen Koordinaten Ei; so daÿ Pni=1Ei = fx1; :::; xmggilt. Die Verbindungen zwis
hen Vi und Vj werden mit M i;j bezei
hnet.M i;j ist ein (eventuell leeres) Produkt von Propagatoren, von �(Lx; Ly) undL2�Dv(x; y): Wenn die Koordinaten der Verbindungen von Vi na
h Vj mitCi;j bezei
hnet werden, ist die Anzahl der Faktoren in M i;j = #fCi;jg: M i;jhängt von den Koordinaten aus Ci;j und Cj;i ab. Es giltK(x1; :::; xm) = C Z  Y1�i;j�n Yk2Ci;j dDxi;jk ! Y1�i<j�nM i;j(xr 2 Ci;j; xs 2 Cj;i)� nY�=1V�(xl 2 E�; xp 2 n[q=1C�;q): (4.130)11Die im folgenden mit V (x1:::xn) bezei
hneten Verti
es seien bereits mit (S�1)y skaliert.



4.7. UNTERSUCHUNG VON K(N) 133Für die Abs
hätzung vonK betra
hten wir eine Verbindung mit zwei Verti
es.Wir werden sehen, daÿ eine Abs
hätzung dafür rei
ht. Das Ziel ist es, eineS
hranke für bK(p) zu �nden. K ist gegeben dur
hK(x1; :::; xm) = C Z nYi=1(dDyidDy0i)V1(x1:::xl; y1:::yn)� nYi=1 Pi(yi; y0i)V2(y01:::y0n; xl+1:::xm) (4.131)mit Pi(x; y) 2 fv(x; y);�(Lx; Ly)g: Mit Hilfe der Umre
hnungsregelA(x; y) = Z dzB(x; z)C(z; y) (4.132)) eA(p; q) = Z dz2� eB(p; z) eC(�z; q) (4.133)ergibt die Glei
hung (4.131) im ImpulsraumeK(p1; :::; pm) = C Z nYi=1(dDqidDq0i) eV1(p1:::pl; q1:::qn)� nYi=1 ePi(�qi;�q0i) eV2(q01:::q0n; pl+1:::pm): (4.134)Um diese Glei
hung zu behandeln, werden im folgenden die Impulse immerzerlegt in einen kleinen Impuls p 2 [��a ; �a ) und einen Gitterimpuls P 2�(2�a ): Diese Zerlegung ist eindeutig. Ein Vertex wird ges
hrieben alseV (p1 + P1:::pn + Pn) = XQ2�( 2�a ) Æ( nXi=1 (pi + Pi) +Q)bV (p1 + P1:::pn + Pn)= Æ(( nXi=1 pi) = 0mod�(2�a ))bV (p1 + P1:::pn + Pn):(4.135)In analoger Weise wird eP ges
hrieben. In dieser Darstellung ist es natürli
h,ein Integral in (4.134) als ein Integral über q und eine Gittersumme über Qzu s
hreiben. So erhält maneK = nXj=1 XQj ;Q0j2�( 2�a ) Ze�(a) nYi=1(dDqidDq0i) Æ( lXi=1 pi + nXk=1 qk = 0mod�(2�a ))



134 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIE� bV1(p1 + P1:::pl + Pl; q1 +Q1:::qn +Qn) nYi=1 bPi(�qi �Qi;�q0i �Q0i)� nYi=1 Æ(qi + q0i = 0mod�(2�a )) Æ( mXi=l+1 pi + nXk=1 q0k = 0mod�(2�a ))� bV2(q01 +Q01:::q0n +Q0n; pl+1 + Pl+1:::pm + Pm): (4.136)Die Æ(qi + q0i = 0mod�(2�a )) Funktionen bedingen nun, daÿ für qi 6= ��aq0i = �qi sein muÿ, für qi = ��a ist qi = q0i: In dem letzteren Fall kannau
h q0i = �qi gesetzt werden, wenn man die entspre
hende Q0i -Summationvers
hiebt. Damit fallen die dq0i -Integrationen weg und man erhälteK = nXj=1 XQj ;Q0j2�( 2�a ) Ze�(a) nYi=1(dDqi)Æ( lXi=1 pi + nXk=1 qk = 0mod�(2�a ))� bV1(p1 + P1:::pl + Pl; q1 +Q1:::qn +Qn) nYi=1 bPi(�qi �Qi; qi �Q0i)�Æ( mXi=l+1 pi � nXk=1 qk = 0mod�(2�a ))� bV2(�q1 +Q01:::� qn +Q0n; pl+1 + Pl+1:::pm + Pm)= Æ( mXi=1 pi = 0mod�(2�a )) nXj=1 XQj ;Q0j2�( 2�a ) Ze�(a) nYi=1(dDqi)� bV1(p1 + P1:::pl + Pl; q1 +Q1:::qn +Qn) nYi=1 bPi(�qi �Qi; qi �Q0i)�Æ( mXi=l+1 pi � nXk=1 qk = 0mod�(2�a ))� bV2(�q1 +Q01:::� qn +Q0n; pl+1 + Pl+1:::pm + Pm): (4.137)Also istbK = nXj=1 XQj ;Q0j2�( 2�a ) Ze�(a) nYi=1(dDqi) Æ( mXi=l+1 pi � nXk=1 qk = 0mod�(2�a ))� bV1(p1 + P1:::pl + Pl; q1 +Q1:::qn +Qn) nYi=1 bPi(�qi �Qi; qi �Q0i)� bV2(�q1 +Q01:::� qn +Q0n; pl+1 + Pl+1:::pm + Pm): (4.138)



4.8. D = 3 135Aus diesem Ausdru
k kann folgendermaÿen eine Abs
hätzung für bK gewon-nen werden: Die Pole, die für den Fall Pi = v auftreten, sind wegen (3.120)in drei und vier Dimensionen integrabel. Die Summationen über Q und Q0werden dur
h die Propagatoren konvergent, wenn die Verti
es bV1 und bV2 fürgroÿe Impulse ni
ht zu stark anwa
hsen. Die verbliebene Æ-Funktion birgteine kleine S
hwierigkeit: Wenn alle Pi dur
h v gegeben sind, sind die Poleni
ht alle integrierbar.12 Aber dieser Fall ist ni
ht realistis
h, da die Verti
esin K dur
h eine Graphen aus �-Linien verbunden sind, hängt an jedem Ver-tex au
h eine �-Linie. Dieselbe Argumentation funktioniert au
h, wenn Kmehr als zwei Verti
es enthält.13 bK zeigt also für groÿe p dasselbe Verhaltenwie die Verti
es.Mit (3.145) kann man als Ergebnis dieses Abs
hnittes festhalten:Satz. Für alle dV (k)2m mit k < n existiere ein � < 2; so daÿjdV (k)2m (p1:::p2m)j � C + C 0 2mXj=1 jpjj� log(jpjj) (4.139)gilt. Dann gilt jdK(n)2l (p1:::p2l)j � C + C 0 2lXj=1 jpjj� log(jpjj): (4.140)Dabei wurde die Notation aus (4.64) benutzt.Wie im nä
hsten Abs
hnitt deutli
h werden wird, rei
ht diese S
hranke fürden Fall D = 3 aus. In vier Dimensionen muÿ K(n) besser abges
hätztwerden.4.8 D = 3In diesem Abs
hnitt soll der Spezialfall, daÿ D = 3 ist, untersu
ht werden.Dabei müssen lei
hte Modi�kationen an der Problemstellung vorgenommenwerden. Grund dafür ist die sogenannte Massenresonanz. Vorbild ist dabeidie Darstellung des Themas in [Wie97
℄.12Das sieht man am besten bei n = 1 und P1 = v: Dann �ndet gar keine dq-Integrationstatt, und bK hat einen Pol.13Bei n Verti
es hat man mindestens n� 1 �-Linien im Graphen. Die Verti
es liefern nÆ-Funktionen, eine Æ-Funktion wirkt auf die äuÿeren Impulse pi; und so enthält bK n � 1Æ-Funktionen.



136 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEWie aus dem oben angeführten ersi
htli
h ist, muÿ man no
h eine Bedingungan die Kopplungskonstante g stellen. Für den hier betra
hteten Fall sollangenommen werden, daÿ die �-Funktion linear ist. Es ist also�(g) = L4�Dg= Lg: (4.141)Weiterhin soll angenommen werden, daÿ die erste Ordnung wie in (4.31)nur aus einem �4-Vertex besteht. Die (willkürli
he) Wahl der linearen �-Funktion hat natürli
h te
hnis
he Vorteile, da die höheren Koe�zienten der�-Funktion wegfallen. Sie führt jedo
h zum Problem der Massenresonanz,wel
hes s
hlieÿli
h eine Doppelentwi
klung in g und log g nötig ma
ht.Zuerst no
h ein Hinweis zur Notation. Für ein Potential V (�) de�niert mansi
h einen Lokalisierungsoperator vermögeL2n(V ) = bV2n(0; :::; 0)O2n(�): (4.142)Ausgehend vom Operator L2n de�niert man si
h einen Operator L?2n dur
hL?2n = 11� L2n : (4.143)4.8.1 Die MassenresonanzVersu
ht man, das bisherige S
hema mit einer linearen �-Funktion in dreiDimensionen dur
hzure
hnen, stöÿt man in der zweiten Ordnung auf einProblem. Die (4.54) entspre
hende Glei
hung
V (2)��;S� � L2V (2) = hO4;O4iT�;S�1� (4.144)erfordert, daÿ L2 hO4;O4iT�;S�1� = 0 (4.145)sein muÿ, denn es ist L2 �
V (2)��;S�1� � L2V (2)� = 0: (4.146)Um das einzusehen, betra
hte man die Glei
hung (4.64) für den Fall, daÿD = 3; n = 1 und m = 2 ist. Um zu zeigen, daÿ (4.145) erfüllt ist, muÿman hO4;O4iT�;S�1� ausre
hnen. Diese Bere
hnung der zweiten Ordnung istim Anhang aufgeführt. Im Fall voll translationsinvarianter Propagatoren ist(4.145) ni
ht erfüllt ([Wie97
℄). Im vorliegenden Fall mit Gittertranslations-invarianz ist es uns leider ni
ht gelungen, das explizit zu zeigen. Um auf dersi
heren Seite zu sein, gehen wir denno
h davon aus, daÿ (4.145) ni
ht erfülltist. Dann läÿt si
h (4.144) ni
ht lösen. Dieses Problem heiÿt Massenresonanz.



4.8. D = 3 1374.8.2 Zweite OrdnungWenn man vom O2 -Vertex absieht, läÿt si
h jedo
h Glei
hung (4.144) ein-deutig lösen. Die V (2)4 - und V (2)6 -Verti
es sind irrelevant und können mit denMethoden aus den Kapiteln (4.5) und (4.6) bestimmt werden. Die Glei
hungfür den ni
htlokalen Anteil des V (2)2 -Vertex\L?2 V (2)2 (p1L ; p2L )� \L?2 V (2)2 (p1; p2) = \L?2 K(2)2 (p1; p2) (4.147)läÿt si
h ebenfalls mit den oben bespro
henen Methoden lösen, denn es ist\L?2 K(2)2 (0; 0) = 0: Die so bere
hnete Funktion \L?2 V (2)2 (p1; p2) wä
hst für groÿep logarithmis
h, man verglei
he dazu (4.87).4.8.3 Der g2 log g -ZusatztermNa
h diesen Vorbereitungen ma
ht man für V (�; g) bis zur zweiten Ordnungfolgenden Ansatz:V (�; g) = V (1;0)(�)g+V (2;0)(�)g22 +V (2;1)(�)g22 log g+O(g3; g3 log g) (4.148)mit V (1;0)(�) = O4(�) (4.149)V (2;0)(�) = L?2 V (2;0)(�) + �(2;0)O2(�) (4.150)V (2;1)(�) = �(2;1)O2(�): (4.151)Dies entspri
ht einer Kopplung für den O2 -Vertex gemäÿ�2(g) = �(2;0) g22 + �(2;1) g22 log g +O(g3; g3 log g): (4.152)Diese Kopplung �ieÿt unter der linearen �-Funktion dur
h�2(Lg) = L2(�2(g)) + logL�(2;1) g22 +O(g3; g3 log g): (4.153)Ein Koe�zientenverglei
h der Glei
hung (TV )(�; g) = V (�; Lg) in den Ord-nungen g2 und g2 log g; liefert für g2L�2 
V (2;0)��;S� � V (2;0) � �(2;1) logLO2 = L�2 hO4;O4iT�;S�1� (4.154)(vgl. (4.54)) und für g2 log gL�2 
V (2;1)��;S�1� � V (2;1) = 0 (4.155)



138 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIE(vgl. (4.53)). Die logarithmis
he Korrektur beseitigt die Massenresonanzund es ergibt si
h für �(2;1) die Bedingung��(2;1) logLO2 = L�2 hO4;O4iT�;S�1� : (4.156)Der weitere Parameter �(2;0) kann frei gewählt werden. Es ist naheliegend,�(2;0) = 0 zu setzen. Da alle anderen Verti
es auÿer dem V (2;2)-Vertex irre-levant sind, sind sie eindeutig bestimmt. Au
h kann bei ihnen das Problemeiner Resonanz ni
ht erneut auftreten.4.8.4 g-log g-Entwi
klungNa
h diesen Vorbereitungen kann der Raum der Potentiale genauer spezi�-ziert werden. Betra
htet werden Potentiale V (�; g) von der FormV (�; g) = 1Xr=1 [ r2 ℄Xa=1 V (r;a)(�)grr! (log g)aa! ; (4.157)wobei V (r;a)(�) weiter zerlegt werden kann gemäÿV (r;a)(�) = r�2a+1Xn=1 1(2n)! ZR3 d3x1::: ZR3 d3x2n ��V (r;a)2n (x1; :::; x2n) : �(x1):::�(x2n) :v : (4.158)Ein sol
hes Potential �ieÿt unter der linearen �-Funktion gemäÿV (�; Lg) = 1Xr=1 [ r2 ℄Xa=1 V (r;a)(�)Lrgrr! (logL + log g)aa!= 1Xr=1 [ r2 ℄Xa=10B� [ r2 ℄Xb=a LrV (r;b)(�)(logL)b�ab! �ba�1CA grr! (log g)a= 1Xr=1 [ r2 ℄Xa=10B� [ r2 ℄Xb=a LrV (r;b)(�)(logL)b�a(b� a)! 1CA grr! (log g)aa! : (4.159)Das Bild von V (�; g) unter der Renormierungstransformation bere
hnet si
h,ausgehend von (4.50), zuT (V )(�; g) = 1Xm=0 (�1)m+1m! *264 1Xr=1 [ r2 ℄Xa=1 V (r;a)(�)grr! (log g)aa! 375m+T�;S�1�



4.8. D = 3 139= 1Xm=0 (�1)m+1m! 1Xr1=1 ::: 1Xrm=1 [ r12 ℄Xa1=0 ::: [ rm2 ℄Xam=0� gP riQmi=1 ri! (log g)PaiQmi=1 ai! * mYk=1V (rk;ak);+T�;S�1�= 1Xm=0 (�1)m+1m! 1Xr=m 1Xa=m Xr1+:::+rm=r Xa1+:::+am=a�grr! (log g)aa! r!Qmi=1 ri! a!Qmi=1 ai! * mYk=1V (rk;ak);+T�;S�1�= 1Xr=1 1Xa=0 grr! (log g)aa! rXm=1 Xr1+:::+rm=r Xa1+:::+am=a�(�1)m+1m! r!Qmi=1 ri! a!Qmi=1 ai! * mYk=1V (rk ;ak);+T�;S�1� : (4.160)Bei dieser Notation wird für a > � r2� V (r;a) = 0 gesetzt. Ein Koe�zienten-verglei
h ergibt nun die Glei
hungL�r 
V (r;a)��;S�1� � V (r;a)(�) = K(r;a)(�) (4.161)mit K(r;a) = [ r2 ℄Xb=a+1 V (r;b)(�)(logL)b�a(b� a)!�L�r rXm=2 Xr1+:::+rm=r Xa1+:::+am=a�(�1)m+1m! r!Qmi=1 ri! a!Qmi=1 ai! * mYk=1V (rk;ak);+T�;S�1� : (4.162)Um V (r;a) auszure
hnen, ist also die Kenntnis aller V (r;b) mit b > a und allerV (s;a) mit s < r notwendig. Wenn also V (1;0); V (2;0) und V (2;1) bekannt sind,wird zuerst V (3;1) ausgere
hnet, dann V (3;0) und dann V (4;2) und so fort.4.8.5 Di�erenzenglei
hungenDie Glei
hung (4.161) entspri
ht der Glei
hung (4.55), nur mit anderem Aus-dru
k für K: Somit kommt man au
h hier zu den Glei
hungen (4.60, 4.62,



140 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIE4.64). Diese werden wie in den Kapiteln über Di�erenzenglei
hungen be-s
hrieben ist, gelöst. Es handelt si
h dabei immer um den irrelevanten Fall.4.8.6 Abs
hätzungenIn drei Dimensionen läÿt si
h K(r;a) mit den Methoden der letzten Abs
hnit-te einfa
h abs
hätzen. Der logarithmis
he Zusatzterm in (4.162) entspri
htdem kinematis
hen Beitrag und stellt kein neues Problem dar. Der einzigemarginale Vertex V (2;0) erfüllt na
h (4.87)j℄V (2;0)(p1; p2)j � C + C1 log(jp1j) + C2 log(jp2j) (4.163)Damit haben na
h (4.140)\K(3;1) und alle höheren inhomogenen Terme eben-falls logarithmis
hes Wa
hstum. Mit (4.84) und (4.110) gilt dannj[V (r;a)2m (p1:::p2m)j � C + C 0 2mXj=1 log(jpjj) (4.164)für alle (r; a):Damit ist die Konstruktion der �4-Trajektorie auf dem Gitter in drei Dimen-sionen komplett.4.9 D = 4In diesem Abs
hnitt soll der vierdimensionale Fall skizziert werden. DasHauptproblem im vierdimensionalen Fall ist die Abs
hätzung von K(n); dadiesmal au
h relevante Verti
es vorkommen.In vier Dimensionen kann die �-Funktion ni
ht linear gewählt werden, da siedann die Identität wäre. Also wird für � die volle Potenzreihe angesetzt unddie Kopplungskonstante mit (4.36) �xiert.Als erste Ordnung kann diesmal ni
ht der einfa
he �4-Vertex genommen wer-den. Er muÿ um einen Zusatzterm ergänzt werden. Die erste Ordnung istV (1)(�) = O4(�) + �12 Z dDx : �(x)(�4)�(x) : : (4.165)Die Notwendigkeit dieses Zusatzterms wird bei der Behandlung marginalerVerti
es deutli
h. Diese Verti
es verlangen au
h im vierdimensionalen Falleine Sonderbehandlung. Dabei werden au
h die höheren Koe�zienten der�-Funktion bestimmt. Man verglei
he dazu [Wie97a℄.



4.10. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK 141Die entstehenden Di�erenzenglei
hungen werden wie übli
h gelöst. Dabeitreten diesmal jedo
h au
h relevante Verti
es mit einem b� = 2 auf. Um siemittels einer Taylorentwi
klung zu lösen, muÿ no
h gezeigt werden, daÿ dK(n)in eine Taylorreihe entwi
kelbar ist.Die Abs
hätzung für dK(n) kann ni
ht so einfa
h wie in drei Dimensionenvollzogen werden. Da bei den Zweipunktverti
es b� = 2 ist, wa
hsen dieseVerti
es wie jpj2 log(jpj); (4.95) und deshalb ist (4.139) ni
ht anwendbar.Um trotzdem eine S
hranke für dK(n) zu zeigen, gibt es folgende Ideen:Zum einen bemerkt man, daÿ die bisherigen Abs
hätzungen teilweise ver-s
hwenderis
h waren. Die Abs
hätzungen für die Propagatoren können ni
htmehr verbessert werden. Bei den S
hranken für die Zweipunktverti
es wurdejedo
h ni
ht die spezielle Struktur von bV beda
ht. bV ist auf Hyperebenen imR2D de�niert. Das jpj2 log(jpj)-Wa
hstum dur
h die Taylorentwi
klung trittnur in der Ebene mit p1+p2 = 0 auf. Aufgrund der Æ-Funktion werden dannjedo
h bei den Integralen zwei Propagatoren mit dem jpj2 log(jpj)-Wa
hstum�belastet� und die Faltungen mit den Propagatoren sind in diesem Sektorkonvergent. Bei den anderen Hyperebenen ist das logarithmis
he Wa
hstumdur
h k(p) (vgl. 4.108) gerade orthogonal zur (p1 + p2 = 0)-Hyperebene.Au
h ist die Abs
hätzung mit k(p) ni
ht sehr sauber, da für die meisten Hy-perebenen k = 1 ist und die Ebenen mit höherem k exponentiell (in k) seltensind. Man kann also optimistis
h sein, daÿ die Abs
hätzung im Impulsraumno
h gelingt.Eine andere Idee besteht darin, das ganze im Ortsraum zu betra
hten. Da dieKovarianz � aufgrund der Endli
hkeit von b� vermutli
h exponentiell abfällt,und die Verti
es dur
h �-Linien verbunden sind, sollte au
h K im Ortsraumexponentiell abfallen.In vier Dimensionen ist also no
h viel zu tun.4.10 Zusammenfassung und Ausbli
kDer zweite Teil dieser Arbeit befaÿte si
h mit Renormierungstheorie auf demGitter. Im dritten Kapitel wurde der Formalismus der A-Kerne eingeführt.Damit konnte eine Blo
kspinrenormierungsgruppe erklärt werden. Es wurdeau
h eine Mögli
hkeit aufgezeigt, Funktionen und Operatoren vom Gitter indas Kontinuum und umgekehrt zu transferieren.Im vierten Kapitel wurde mit diesen Methoden die �4-Trajektorie auf demGitter perturbativ bere
hnet. Die Konstruktion der �4-Trajektorie auf demGitter ges
hah dur
h Bestimmung einer passenden �4-Trajektorie im Konti-



142 KAPITEL 4. DIE �4-TRAJEKTORIEnuum. In drei Dimensionen war die Konstruktion komplett. In vier Dimen-sionen fehlen no
h einige Abs
hätzungen bis zum vollständigen Beweis.Es gibt einige Ansätze für weitere Arbeiten. Zum einen kann der Formalis-mus der A-Kerne für weitere Untersu
hungen der Korrespondenz zwis
hendiskreten und kontinuierli
hen Systemen genutzt werden. Die Untersu
hungvon Di�erenzenglei
hungen wurde bereits erwähnt.Au
h die Erfors
hung von renormierungssinvarianten Trajektorien auf demGitter sollte weiter vorangetrieben werden. Dabei sollte gezeigt werden, daÿdie Massenresonanz auf dem Gitter wirkli
h auftritt, die hier benutzte g-log g-Entwi
klung also notwendig ist. Dringender ist jedo
h eine Vervollständigungdes präsentierten S
hemas für vier Dimensionen. Einige Ideen dafür wurdenja bereits aufgezeigt.



Kapitel 5AnhangIm Anhang sollen einige mathematis
he De�nitionen und Sätze zusammen-getragen werden, die in der Arbeit gebrau
ht werden. Teilweise sind au
hBegründungen angegeben, bei den �Beweisen� handelt es si
h aber man
hmalnur um Beweisideen. Literatur wird in den einzelnen Abs
hnitten angegeben.5.1 Fouriertransformation5.1.1 Fouriertransformation im KontinuumDe�nition. Für eine Funktion f 2 L2(RD ) ist die Fouriertransformiertede�niert dur
h ef(p) = Z dDx exp(�ipx)f(x): (5.1)Die Umkehrung ist dann gegeben dur
hf(x) = 1(2�)D Z dDp exp(ipx) ef (p): (5.2)Bemerkung. Für die Multiplikation zweier Funktionen giltffg(p) = ef(p) � eg(p)(2�)D ; (5.3)dabei ist die Faltung � de�niert dur
hef(p) � eg(p) := Z dDk ef(p� k)eg(k): (5.4)143



144 KAPITEL 5. ANHANG5.1.2 Fouriertransformation auf dem GitterDe�nition. Für eine auf einem Gitter de�nierte Funktionf : �(a)! R; (5.5)wobei �(a) = aZDdas Gitter ist, ist die Fouriertransformationbf : e�(a)! R (5.6)mit e�(a) = RD=2�a ZD (5.7)de�niert dur
h bf(p) = Z�(a) dDx exp(�ipx)f(x):= aD Xx2�(a) exp(�ipx)f(x): (5.8)Diese Fouriertransformierte kann in natürli
herWeise zu einer 2�a -periodis
henFunktion auf dem RD ausgedehnt werden, beziehungsweise als sol
he aufge-faÿt werden. Die Umkehrung ergibt si
h dur
h:f(x) = 1(2�)D Ze�(a) dDp exp(ipx) bf(p): (5.9)5.1.3 Fouriertransformation und Gittertranslationsinva-rianzSei V (x1; :::xn); xi 2 RD translationsinvariant unter Gittertranslationen einesGitters �(a) = aZD :V (x1; :::; xn) = V (x1 + �; :::; xn + �) 8� 2 �(a) (5.10)Dann gilt für die FouriertransformierteeV (p1; :::; pn) = e�i�Pj pj eV (p1; :::; pn) 8� 2 �(a): (5.11)Es ist nämli
heV (p1; :::; pn) = Z dDx1::: Z dDxneiPj pjxjV (x1; :::; xn)= Z dDx1::: Z dDxneiPj pjxje�iPj �pjV (x1; :::; xn)= e�i�Pj pj eV (p1; :::; pn): (5.12)



5.1. FOURIERTRANSFORMATION 145Weiter folgt, daÿ eV (p1; :::; pn) 6= 0 nur sein kann, wenn�Xj pj 2 2�Z 8� 2 �(a) (5.13)ist, also muÿ Xj pj 2 �2�a �ZD = ��2�a � (5.14)gelten. Deshalb besitzt eV (p1; :::; pn) eine DarstellungeV (p1; :::; pn) = XQ2�( 2�a ) ÆD Q�Xj pj! bV (p1; :::; pn): (5.15)Die Funktion bV (p1; :::; pn) wird im folgenden au
h reduzierter (Impuls)kerngenannt. Im Falle voller Translationsinvarianz (a = 0) vereinfa
ht si
h dieserAusdru
k zu eV (p1; :::; pn) = ÆD Xj pj! bV (p1; :::; pn): (5.16)5.1.4 Faltung reduzierter KerneWi
htig ist zu wissen, wie si
h der reduzierte Kern von zwei gefalteten Fou-riertransformierten bere
hnet. Es ist( ef(p1; :::; pn)) � (eg(p1; :::; pn)) = XQ2�( 2�a ) ÆD(Q�Xj pj)( bf) � �(bg): (5.17)mit ( bf) � �(bg) := ( bf(p1; :::; pn)) � �(bg(p1; :::; pn)):= Z d�1::: Z d�n XP2�( 2�a ) ÆD(P �Xj �j)� bf(p1 � �1; :::; pn � �n)bg(�1; :::; �n): (5.18)Der Zusammenhang von ��mit der normalen Faltung wird für den Fall n = 2und voller Translationsinvarianz deutli
h. Dann kann man s
hreibenbf(p; q) = bf(p;�p) =: bf(p) (5.19)und hat bf(p; q) � �bg(p; q) = bf(p) � bf(p): (5.20)



146 KAPITEL 5. ANHANG5.2 Exponentieller AbfallIn diesen Kapitel soll eine Mögli
hkeit erläutert werden, wie aus der Analy-tizität der Fouriertransformation auf exponentiellen Abfall der Funktion imOrtsraum ges
hlossen werden kann. Die Idee besteht darin, den Integrations-weg im Impulsraum bei der Darstellung von f(x) dur
h ef(p) von der reellenA
hse ins Komplexe zu verlegen.5.2.1 Der eindimensionale Fall I: x 2 �(a) � RBetra
hten wir zuerst den einfa
hsten Fall: Es ist D = 1 und f(x) lebt aufeinem Gitter. Die Darstellungen lauten:f(x) = Ze�(a) dp2� exp(ipx) ef(p); (5.21)ef(p) = Z�(a) dx exp(�ipx)f(x): (5.22)Wenn nun ef in einem Streifen der Breite m um die reelle A
hse analytis
hist, so kann der Integrationsweg in der komplexen Ebene deformiert werden,wie es folgende Skizze zeigt.
��a �a

im
1 
2 
3 -
- -
- -

6
6 6rr r

r
Die drei Wege sind I: 
1[0; 1℄! C ; 
1(t) = ��a + imtII: 
2[��a ; �a ℄! C ; 
2(t) = �a + tIII:
3[0; 1℄! C ; 
3(t) = �a + imt: (5.23)f(x) setzt si
h aus drei Beiträgen zusammen, die entpre
henden Beiträgesind I: = Z
1 dp2� exp(ipx) ef(p)



5.2. EXPONENTIELLER ABFALL 147= im2� e�i�a x Z 10 dte�mtx ef(��a + imt) (5.24)II: = Z
2 dp2� exp(ipx) ef(p)= 12�e�mx Z �a��a dte�itx ef(im + t) (5.25)III: = Z�
3 dp2� exp(ipx) ef (p)= � im2� ei�ax Z 10 dte�mtx ef(�a + imt) (5.26)Es folgt aus der De�nition (5.22) sofort, daÿ ef(p+ 2�a ) = ef(p) ist.1 Weiterhinist für x 2 �(a) ei�a x = e�i�ax und deshalb heben si
h die Beiträge I und IIIweg. Man erhält somit für f(x) die Abs
hätzungjf(x)j � 12�e�mx 2�a supt2[��a ;�a ℄ ef(im + t)� Ce��x: (5.27)Für x < 0 bringt diese Abs
hätzung wenig, man kann jedo
h den Integrati-onsweg in die untere Halbebene verlegen, das entspri
ht m < 0: Zusammen-fassend erhält man folgenden Satz:Satz. Sei f : �(a) ! R eine Funktion, dessen Fouriertransformierte ef ineinem Streifen fz 2 C ;��a � Re(z) � �a ;�m � Im(p) � mg analytis
h ist.Dann existieren Konstanten C und �; so daÿjf(x)j � Ce��jxj (5.28)gilt.5.2.2 Der eindimensionale Fall II: x 2 RDa f eine Darstellung der Form (5.2) besitzt, giltf(x) = lima!1 limb!1Z b�a dp2� exp(ipx) ef(p): (5.29)Falls nun ef in einem Streifen um die reelle A
hse analytis
h ist, kann manwieder den Integrationsweg vers
hieben:1Diese Aussage gilt für alle p 2 C ; ni
ht nur für p 2 R:
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�a b
im
1 
2 
3-

- -
- -

6
6 6rr r

r
Die Wege sind wie im vorherigen Abs
hnitt de�niert und die einzelnen Bei-träge lauten analogI: = Z
1 dp2� exp(ipx) ef (p)= im2� e�iax Z 10 dte�mtx ef(�a + imt) (5.30)II: = Z
2 dp2� exp(ipx) ef (p)= 12�e�mx Z b�a dte�itx ef(im + t) (5.31)III: = Z�
3 dp2� exp(ipx) ef(p)= im2� eibx Z 10 dte�mtx ef(b+ imt) (5.32)Man kann nun ni
ht mehr mit der Symmetrie von ef argumentieren, abervoraussetzen, daÿ lima!1(jIj) = limb!1(jIIIj) = 0 gilt. Dann folgt, daÿ dasIntegral R1�1 dte�itx ef(im + t) existiert, und man erhält das Resultat:Satz. Sei f : R ! R eine Funktion, dessen Fouriertransformierte ef in einemStreifen fz 2 C ;�m � Im(p) � mg analytis
h ist. ef erfülle auÿerdemlima!1 supt2[�1;1℄ j ef(�a + imt)j = limb!1 supt2[�1;1℄ j ef(b + imt)j = 0: (5.33)Dann existieren Konstanten C und �; so daÿjf(x)j � Ce��jxj (5.34)gilt.Man bea
hte, daÿ die Bedingung (5.33) ni
ht s
hon aus der Analytizität von



5.2. EXPONENTIELLER ABFALL 149ef in dem Streifen folgt. Als Gegenbeispiel soll die Funktionef(p) = 
os(p2)p4 + 1= eip2 + e�ip22(p4 + 1) (5.35)dienen. Vers
hiebt man sie um i� in die imaginäre Ri
htung, so ist sie unbe-s
hränkt, d.h. ef(p+ i�) = ei(p2��2)e�2p� + e�i(p2��2)e2p�2((p+ i�)4 + 1) (5.36)ist für alle � > 0 in p unbes
hränkt. Falls ef jedo
h bei 1 eine hebbareSingularität hat, ist es in einer Umgebung von 1 bes
hränkt und damit ist(5.33) erfüllt. Ein Beispiel:Korollar. Sei f : R ! R eine Funktion, dessen Fouriertransformierteef(p) = q(p)r(p) (5.37)eine rationale Funktion ist. Es gelte grad(r) � grad(q)+ 2 und das Polynomr(p) habe keine reellen Nullstellen. Dann existieren Konstanten C und �; sodaÿ jf(x)j � Ce��jxj (5.38)gilt.Beweis. ef ist o�ensi
htli
h analytis
h in einem Streifen um die reelle A
hseund bei 1 bes
hränkt.5.2.3 Der mehrdimensionale Fall I: x 2 RDUm diesen Fall zu erläutern, soll D = 2 gesetzt werden. Das Endresultatwird dann jedo
h für beliebiges D formuliert, diese Verallgemeinerung isto�ensi
htli
h. Die Transformation ist gegeben dur
hf(x1; x2) = Z dp12� Z dp22� eip1x1+ip2x2 ef(p1; p2)= Z dp12� eip1x1 Z dp22� eip2x2 ef(p1; p2)| {z }:=f(p1;x2) (5.39)



150 KAPITEL 5. ANHANGFalls nun ef(p1:p2) eine (5.33) entspre
hende Bedingung in p2 erfüllt, so giltjf(p1; x2)j < C(p1)e��2jx2j (5.40)und damit insgesamt jf(x1; x2)j < g1(x1)e��2jx2j: (5.41)Vertaus
ht man in dieser Argumentation die Variablen x1 und x2 so erhältman die Glei
hung jf(x1; x2)j < g2(x2)e��1jx1j: (5.42)Nun können, da f(x1; x2) beide Glei
hungen (5.41) und (5.42) erfüllt dieFunktionen g1 und g2 bes
hränkt gewählt werden, und damit erhält man fürf die Abs
hätzung2 jf(x1; x2)j � Ce��1jx1j��2jx2j: (5.43)Insgesamt gilt also:Satz. Sei f : RD ! RD eine Funktion deren Fouriertransformierte ef(p1; :::; pD)folgende Bedingungen erfüllt:� Für alle i 2 f1; :::; Dg und alle p1; :::; pi�1; pi+1; :::; pD ist ef in pi analy-tis
h in einem Streifen fpi 2 C ;�m � Im(pi) � mg:� Für alle i 2 f1; :::; Dg und alle p1; :::; pi�1; pi+1; :::; pD istlima!1 supt2[�1;1℄ j ef(p1; :::; pi�1;�a + imt; pi+1; :::; pD)j = 0 (5.44)limb!1 supt2[�1;1℄ j ef(p1; :::; pi�1; b + imt; pi+1; :::; pD)j = 0: (5.45)Dann existieren Konstanten C und �1; :::�D; so daÿjf(x1; :::; xD)j � Ce�PDi=1 �ijxij (5.46)gilt.2Die genaue Beweisführung, wenn g1 und g2 bes
hränkt sind, lehnt si
h an den Beweisder Bemerkung 3 in Abs
hnitt (2.5.1) an.



5.3. DIE MEHLERSCHE FORMEL 1515.2.4 Der mehrdimensionale Fall II: x 2 �(a) � RDIn diesem Fall erhält man die Abs
hätzungen für f genau wie in dem vorhe-rigen Abs
hnitt aus den Glei
hungen für den Fall D = 1: Man kann direktdas Resultat hins
hreiben:Satz. Sei f : �(a) ! R eine Funktion auf einem D-dimensionalen Gitter�; dessen Fouriertransformierte ef(p1; :::; pD) für alle i 2 f1; :::; Dg und allep1; :::; pi�1; pi+1; :::; pD als Funktion von pi in einem Streifen fpi 2 C ;��a �Re(pi) � �a ;�m � Im(pi) � mg analytis
h ist. Dann existieren KonstantenC und �1; :::; �D so daÿjf(x1; :::; xD)j � Ce�PDi=1 �ijxij (5.47)gilt.5.3 Die Mehlers
he FormelDie Mehlers
he Formel ist eine explizite Formel für einen Operatorkern. Sielautet:Satz. Sei L = �12�2 + 12x2 � 12 : (5.48)Dann ist der Kern des Operators e�tL gegeben dur
he�tL(x; y) = 1p� 1p1� e�2t e� (x2+y2)(1+e�2t)�4e�txy2(1�e�2t) : (5.49)Weitere Erläuterungen und einen Beweis dieser Formel �ndet man in [GJ87℄oder [Sim79℄.Wie kann nun mit dieser Formel für den OperatorA = ��2 � 12x� (5.50)der Kern von A�1 bere
hnet werden? Zuerst s
haut man, ob A überhauptinvertierbar ist. Für die Funktionen f(x) = C undg(x) = C Z x�1 dye� 14 y2 = Ce(x) (5.51)gilt Af = Ag = 0; (5.52)



152 KAPITEL 5. ANHANGalso ist A�1 ni
ht eindeutig. Da aber kfkN = kgkN =1; sind f und g ni
htim Bana
hraum B: Deshalb ist A in B eindeutig invertierbar. Man re
hnetlei
ht na
h, daÿ ex28 Ae�x28 = ��2 + x216 + 14=: B (5.53)gilt, also ist mit der Notation C := ex28A = C�1BC (5.54)A�1 = C�1B�1C: (5.55)Um B�1 auszure
hnen, bemerken wir, daÿ für eine Dilatation (S�f)(x) :=f(�x) die Relationen S�1� �2S� = �2�2; (5.56)S�1� x2S� = 1�2x2 (5.57)gelten, deshalb gilt B = S�12 (12L + 12)S2: (5.58)Mit einer formalen Invertierung eines Operators OO�1 = Z 10 dte�tO (5.59)bekommen wir B�1 = S�12 (12L+ 12)�1S2= S�12 (Z 10 dte� t2 e� t2L)S2: (5.60)Mit den Kernen C(x; y) = ex28 Æ(x� y) (5.61)S�(x; y) = Æ(�x� y) = 1�Æ(x� y�) (5.62)ergibt si
h in einer te
hnis
hen Re
hnungA�1(x; y) = (C�1S�12 (Z 10 dte� t2 e� t2L)S2C)(x; y)= 12e�x28 Z 10 dte� t2 (e� t2L)(xL; yL)e y28= 12 Z 10 dt e� t2p�p1� e�t e� 14 (x�e� t2 y)21�e�t : (5.63)



5.4. DIE LP -RÄUME 1535.4 Die Lp-RäumeAn dieser Stelle sollen no
h einige Eigens
haften der Lp-Normen zusam-mengetragen werden. Auf Beweise, sofern sie in der Standardliteratur (z.B.[HS71, For96℄) vorkommen, wird verzi
htet.De�nition. Sei p � 1 eine relle Zahl. Unter der Lp-Norm einer Funktionf : Rn ! R versteht mankfkp = �ZRn dxjf(x)jp� 1p : (5.64)De�nition. Sei f : Rn ! R: Dann ist die L1-Norm gegeben dur
hkfk1 = infq2R(jf(x)j < q fast ueberall ): (5.65)Satz (Hölders
he Unglei
hung). Seien p; q reelle Zahlen > 1 mit1p + 1q = 1: (5.66)Dann gilt für zwei Funktionen f; g:kfgk1 � kfkpkgkq: (5.67)Satz (S
hwartzs
he Unglei
hung). Für zwei Funktionen f; g giltkfgk1 � kfk2kgk2: (5.68)Das ist die Hölders
he Unglei
hung für p = q = 2:Satz (Plan
herel). Es ist für f 2 L2kfk2 = k efk2: (5.69)Bemerkung. Es ist kfk1 � k efk1: (5.70)Beweis. Na
h De�nition istkfk1 = supx j Z dnk(2�)neikx ef(k)j� supx Z dnkjeikxj j ef(k)j� k efk1 (5.71)�



154 KAPITEL 5. ANHANG5.5 NormalordnungDer Normalordnung von Feldoperatoren liegt eine einfa
he Idee zugrunde:In der ri
htigen Basis oder im ri
htigen Koordinatensystem ist alles einfa
h(oder zumindest einfa
her). Im vorliegenden Fall benutzt man die Normal-ordnung, da die normalgeordneten Monome Eigenvektoren der am Fixpunktlinearisierten Renormierungsgruppe sind. Als Literatur zur Normalordnungund Gauÿs
hen Maÿen seien [GJ87, Sal99℄ empfohlen.De�nition. Die Normalordnung von Monomen bezügli
h einer Kovarianz vwird über das erzeugende Funktional: exp ((j; �)) :v= exp�(j; �)� 12(j; vj)� (5.72)dur
h Funktionalableitung de�niert:: �(x1):::�(xn) :v= ��j(x1) ::: ��j(xn) : exp ((j; �)) :v����j=0 : (5.73)Man kann die Normalordnung für polynomiale Funktionale au
h de�nierendur
h : Z(�) :v= exp��12 � ���; v �����Z(�): (5.74)Die Äquivalenz ist klar, wenn man Z dur
h Funktionalableitungen von e(j;�)ausdrü
kt.Verglei
ht man die De�nition der Normalordnung mit der De�nition derHermite-Polynome Hn(x) = �n(�t)n exp(2tx� t2)����t=0 (5.75)so erkennt man den Zusammenhang: �(x)n :v= �v2�n2 Hn��(x)p2v� : (5.76)Die ersten normalgeordneten Monome lauten: �(x) :v = �(x) (5.77): �(x)�(y) :v = �(x)�(y)� v(x; y) (5.78)Die normalgeordneten Monome sind per De�nition invariant unter Permuta-tion der Variablen.



5.6. GAUßSCHE MAßE 1555.6 Gauÿs
he MaÿeDe�nition. Sei v eine Kovarianz. Dann wird das Gauÿs
he Maÿ R d�v sode�niert, so daÿ für alle fZ d�v(�)e(�;f) = e 12 (f;vf) (5.79)gilt. Häu�g wird au
h hZiv;� := Z d�v(�)Z(�+ �) (5.80)ges
hrieben. Für ein polynomiales Funktional läÿt si
h das Gauÿs
he Maÿau
h als hZiv;� = exp�12 � ���; v �����Z(�) (5.81)s
hreiben.5.7 KumulantenTrunkierte Erwartungswerte oder Kumulanten sind de�niert überh[O1; :::;On℄iT = �n��1:::��n lnDePni=1 �iOiE�����1=:::=�n=0 : (5.82)Diese De�nition ist unabhängig von der Art der Mittelwertbildung h�i : Dieersten Kumulanten lautenhO1iT = hO1i (5.83)hO1;O2iT = hO1O2i � hO1i hO2i : (5.84)Allgemeiner gilt für die Transformation von Kumulanten zu Erwartungswer-ten die Formel [MM94℄hO1:::Oni =XP hOi; :::;OjiT � � � hOk; :::;OliT (5.85)dabei stellt PP die Summe über alle mögli
hen Aufteilungen der Mengef1; :::; ng in ni
htleere Teilmengen dar. Andersherum gilthO1; :::;OniT =XP (�1)k�1(k � 1)! hOi; :::;Oji � � � hOk; :::;Oli : (5.86)Dabei ist k die Anzahl der Mengen von einer Aufteilung P:



156 KAPITEL 5. ANHANG5.8 Einige FormelnIn diesem Abs
hnitt werden einige Formeln erläutert, die mit den bishereingeführten Begri�en zusammenhängen.5.8.1 Beweis von (1.46)Um die Faltung� 11 + k2��m = Z dp1::: Z dpm�1 11 + (k � p1)2 ::: 11 + p2m�1 (5.87)auszure
hnen, zeigt man mittels Partialbru
hzerlegungZ dp 11 + (k � p)2 1a2 + p2 = �1 + aa 1k2 + (a+ 1)2 (5.88)und erhält so mittels Iteration die Formel (1.46). Eine andere Mögli
hkeitbesteht darin, mit dem Residuensatz die Fouriertransformierte von 11+k2 aus-zure
hnen (� e�jxj), davon im Ortsraum die m-te Potenz zu bestimmen unddann zurü
kzutransformieren.5.8.2 Die erste TransformationsformelSei O ein Funktional und v eine Kovarianz. Dann giltZ d�v(�)O(� + vj) = e� 12 (j;vj) Z d�v(�)O(�)e(�;j): (5.89)Beweis[Wie98a℄ . Es rei
ht, den Fall O(�) = e(�;f) für beliebiges f zu betra
h-ten. Dann ist RS = e� 12 (j;vj)e 12 (f+j;v(f+j))= e(vj;f)+ 12 (f;vf)= e(vj;f) Z d�v(�)e(�;f)= LS: (5.90)�



5.8. EINIGE FORMELN 1575.8.3 Die zweite TransformationsformelSei O(�) ein Funktional, v eine Kovarianz auf H und A : H ! H 0 ein Opera-tor. Dann gilt Z d�v(�)O(A�) = Z d�AvAy(�)O(�): (5.91)Beweis. Sei zuerst H = H 0 angenommen. Dann rei
ht es, die Behauptungfür O(�) = e(�;f) na
hzure
hnen. Es istRS = e 12 (j;AvAyj)= e 12 (Ayj;vAyj)= Z d�v(�)e(�;Ayj)= Z d�v(�)e(Ay�;j)= LS: (5.92)Für den Fall, daÿ H 6= H 0 ist, geht das ni
ht so einfa
h, da dann das Ska-larprodukt im Exponenten auf der linken Seite ni
ht erklärt ist. Man kannjedo
h jedes polynomiale Funktional dur
h Funktionalableitung von e(�;j)na
h j gewinnen und erhält so die Behauptung. �5.8.4 NormalordnungsformelnBemerkung. Für ein polynomiales Funktional Z(�) gilth: Z :vi
; =: Z( ) :v�
 : (5.93)Beweis: Es rei
ht, die Behauptung für das erzeugende Funktional na
hzu-re
hnen. Es ist 
: e(j;�) :v�
; = e(j; )� 12 (j;vj) Z d�
(�)e(j;�)= e(j; )� 12 (j;vj)e 12 (j;
;j)= : e(j; ) :v�
 : (5.94)�Bemerkung. Es gilt für zwei Felder � und  und zwei Kovarianzen v und� die Relation: (�+  )n(x) :v��= nXk=0 �nk� : �k(x) :u:  n�k(x) :� : (5.95)



158 KAPITEL 5. ANHANGBeweis: Für die erzeugenden Funktionale gilt: e(j;�+ ) :v��=: e(j;�) :v: e(j; ) :� (5.96)und aus der Produktregel folgt dann die Behauptung. �5.8.5 Die FusionsformelEs gilt:: �n(x) :v: �m(y) :v= minfn;mgXk=0 k!�nk��mk�v(x; y)k : �(x)n�k�(y)m�k :v :(5.97)Beweis. Zuerst vergewissert man si
h, daÿ: e(�;j) :v: e(�;f) :v=: e(�;j+f) :v e(f;vj) (5.98)gilt, dann re
hnet man mit der Produktregel�k(f � g) = kXl=0 �kl�(�lf)(�k�lg) (5.99)weiter: LS = ÆnÆj(x)n ÆmÆf(y)m : e(�;j+f) :v e(f;vj)����j=f=0= maxn;mXk;l=0 �nk��ml �� Æn�kÆj(x)n�k Æm�lÆf(y)m�l : e(�;j+f) :v�� � ÆkÆj(x)k ÆlÆf(y)l e(f;vj)�����j=f=0 : (5.100)Nun ist� ÆkÆj(x)k ÆlÆf(y)l e(f;vj)�����j=f=0 = � 0; falls k 6= lk!v(x; y)k; falls k = l (5.101)und damit ist die Fusionsformel bewiesen. �5.8.6 Summe zweier KovarianzenSeien C1; C2 zwei Kovarianzen und C = C1 + C2: Dann gilt für alle FZ d�C(�)F (�) = Z d�C1(�1) Z d�C2(�2)F (�1 + �2): (5.102)Diese Formel beweist man lei
ht, indem man F = e(�;f) setzt und na
hre
h-net.



5.8. EINIGE FORMELN 1595.8.7 Eine KumulantenformelEs gilth: �n(x) :v; : �m(y) :viT
; = minfn;mgXk=1 k!�nk��mk� :  (x)n�k (y)m�k :v�
� kXl=1 (�1)l+1�kl�v(x; y)k�l
(x; y)l: (5.103)denn mit der Fusionsformel re
hnet man na
h:LS = h: �n(x) :v: �m(y) :vi
; � h: �n(x) :vi
; h: �m(y) :vi
; = *minfn;mgXk=0 k!�nk��mk�v(x; y)k : �(x)n�k�(y)m�k :v+
; �� :  (x)n :v�
 :  (y)m :v�
= minfn;mgXk=0 k!�nk��mk�v(x; y)k :  (x)n�k (y)m�k :v�
 ��minfn;mgXk=0 k!�nk��mk�(v(x; y)� 
(x; y))k :  (x)n�k (y)m�k :v�
= minfn;mgXk=1 k!�nk��mk� :  (x)n�k (y)m�k :v�
�(v(x; y)k � kXl=0 (�1)l�kl�v(x; y)k�l
(x; y)l)= RS: (5.104)�Mit dieser Formel kann, alternativ zu (4.128), die zweite Ordnung ausgere
h-net werden.5.8.8 Die Repli
a-FormelIn diesem Abs
hnitt soll die FormelhV1; :::;VniT�;� = XG2G
f1:::ng Yfi;jg2G �exp�12 � ���i ;� ���j��� 1�nYi=1 exp�12 � ���i ;� ���i�� nYi=1 Vi(�i)�����8�i=� (5.105)



160 KAPITEL 5. ANHANGerläutert werden. Ein Beweis davon �ndet si
h in [SW00℄. Zuerst ein Hin-weis zu den verbundenen Graphen G
: Ein Graph auf f1; :::; ng wird darge-stellt dur
h die Paare fi; jg der Punkte, die verbunden sind. Für n = 4 ist(f1; 2g; f2; 4g; f4; 3g) ein verbundener Graph, (f1; 2g; f3; 4g) ist unverbun-den. Die Summe über alle verbundenen Graphen in dieser Darstellung wirdman
hmal Ursell-Funktion genannt [Sal99℄. Nun betra
hten wirhV1; :::;Vni�;� = exp�12 � ���;� �����V1(�) � ::: � Vn(�): (5.106)Die Produktregel��x  nYi=1 fi(x)! = nXi=1 ��xi  nYi=1 fi(xi)!�����8xi=x (5.107)gilt in analoger Weise au
h für für Funktionen F ( ��x); und so folgt:hV1; :::;Vni�;� = exp(12  nXi=1 ���i ;� nXj=1 ���j!) nYi=1 Vi(�i)�����8�i=�= Yi 6=j exp�12 � ���i ;� ���j�� nYi=1 exp�12 � ���i ;� ���i��nYi=1 Vi(�i)�����8�i=� : (5.108)Der zweite Term (i = j) sorgt für Selbstkontraktionen der Verti
es. Der ersteTerm (i 6= j) verbindet vers
hiedene Verti
es miteinander. Da der trunkierteErwartungswert nur aus den verbundenen Graphen besteht, muÿ bei ihmni
ht über alle i 6= j summiert werden, sondern nur über die fi; jg; die zueinem verbundenen Graphen G 2 G
 gehören. Das motiviert (5.105).5.9 Zweite OrdnungIn diesem Abs
hnitt soll die zweite Ordnung, also K(2); mit Hilfe der Formel(4.128) ausgere
hnet werden. Seien dazuV1(S�1�1) = 14! Z dDx(S�1�1)4(x) (5.109)V2(S�1�2) = 14! Z dDy(S�1�2)4(y) (5.110)



5.9. ZWEITE ORDNUNG 161Es gibt nur einen verbundenen Graphen zwis
hen zwei Verti
es, deshalb ha-ben die Summationen über G 2 G
f1:::ngund über die fijg und die i < j in(4.128) nur einen Term. Es istA1 = � ��(S�1�1) ;� ��(S�1�2)�V1(S�1�1)V2(S�1�2)= 1(4!)2 Z d� Z d� Z dx Z dy ��(S�1�1)(�)�(�; �)��(S�1�2)(�)(S�1�1)4(x)(S�1�2)4(y)= 1(3!)2 Z dx Z dy�(x; y)(S�1�1)3(x)(S�1�2)3(y) (5.111)und A2 = � ��(S�1�1) ;� ��(S�1�2)�A1= 1(2!)2 Z dx Z dy�2(x; y)(S�1�1)2(x)(S�1�2)2(y) (5.112)und A3 = � ��(S�1�1) ;� ��(S�1�2)�A2= Z dx Z dy�3(x; y)(S�1�1)(x)(S�1�2)(y) (5.113)Weiter ist, mit u = S�1vS�1yB1 = exp�� ��(S�1�1) ; u ��(S�1�2)��A1= A1 + 1(2!)2 Z dx Z dy�(x; y)u(x; y)(S�1�1)2(x)(S�1�2)2(y)+12 Z dx Z dy�(x; y)u2(x; y)(S�1�1)(x)(S�1�2)(y) (5.114)und B2 = exp�� ��(S�1�1) ; u ��(S�1�2)�� A22= 12A2 + 12 Z dx Z dy�2(x; y)u(x; y)(S�1�1)(x)(S�1�2)(y)(5.115)



162 KAPITEL 5. ANHANGund B3 = exp�� ��(S�1�1) ; u ��(S�1�2)�� A33!= 13!A3: (5.116)Mit dem Kern u(x; y) = L�2�v( xL ; yL) = L2�Dv( xL ; yL) und mit S�1�(x) =L���( xL) = L1�D2 �( xL) ergibt si
hK(2) = B1 +B2 +B3= 1(3!)2 Z dx Z dyL6�D�3(x)�3(y)�(Lx; Ly)+ 12!2 Z dx Z dyL4�2(x)�2(y)�L2�D�(Lx; Ly)v(x; y)+12�2(Lx; Ly)�+ Z dx Z dyL2+D�(x)�(y)�12L4�2D�(Lx; Ly)v2(x; y)++12L2�D�2(Lx; Ly)v(x; y) + 13!�3(Lx; Ly)� : (5.117)An diesem Ausdru
k erkennt man gut, daÿ die Reskalierung mit S�1 die Git-tertranslationsinvarianz bezügli
h �(a) wieder herstellt, au
h wenn �(x; y)nur �(La)-translationsinvariant ist. Wenn dieser Ausdru
k bezügli
h v nor-malgeordnet3 wird, bekommt man den Ausdru
k für hO4;O4iT�;S�1� : Um dieMassenresonanz in drei Dimensionen zu illustrieren, muÿ gezeigt werden,daÿ die Faltungen der Propagatoren im Impulsraum bei p = 0 vers
hwin-den. Diese Faltungen müssen mit (5.18) ausgere
hnet werden. Da die dabeientstehenden Summen au
h negative Summanden haben, ist leider ni
ht si-
hergestellt, daÿ die Massenresonanz tatsä
hli
h auftritt.
3Dabei muÿ nur die Ersetzung �n(x)�n(y)!: �n(x)�n(y) :v vorgenommen werden.
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