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1. Einleitung

Die Problematik die Gravitation zu quantisieren ist ein seit vielen Jahren aktuel-
les Thema der Forschung. Man mdochte eine Theorie der Quantengravitation, da
die Allgemeine Relativititstheorie beim Ubergang zu quantenmechanischen Skalen
ihre Giltigkeit verliert. Sie ist also nicht geeignet, um beispielsweise den Urknall
oder schwarze Locher zu beschreiben. Da die Gravitation die Raumzeit als das dy-
namische Feld und nicht nur als umgebenden Raum besitzt, unterscheidet sie sich
wesentlich von den anderen elementaren Wechselwirkungen. Auf der anderen Sei-
te sind alle diese Wechselwirkungen Eichtheorien und sind daher im Rahmen des
Wirkungsformalismus beschreibbar. Fiir die freie Gravitation ist diese Wirkung die
Einstein-Hilbert-Wirkung

Sgg = /M %(R(:C) — QA)\/ |g(x)|d4x

K

mit dem metrischen Tensor g(z), dem Ricci-Skalar R(z) und der kosmologischen
Konstanten A und einer beliebigen randlosen Mannigfaltigkeit M als Integrati-
onsgebiet. Die Simpliziale Quantengravitation ist ein Zugang, der dieser Raumzeit
M durch Triangulieren eine Quantisierung aufzwingt. Der Ursprung dieser Sim-
plizialen Quantengravitation ist der Regge-Kalkiil, in welchem dem nur auf einer
glatten Mannigfaltigkeit definierten Ricci-Skalar ein auf der Triangulierung distri-
butionswertiges Analogon zugeordnet wird. Dies fiihrt zu dem simplizialen Analo-
gon der Einstein-Hilbert-Wirkung, der Regge-Wirkung. Im Rahmen dieser Arbeit
wird als Integrationsgebiet ein Universum betrachtet, das topologisch einem sphé-
rischen Friedmann-Universum M = S3 X R entspricht. Das sphérische Friedmann-
Universum basiert auf der Verwendung des Robertson-Walker-Linienelementes,
welches im leeren Raum nur einen dynamischen Freiheitsgrad, den Weltradius,
besitzt. Dieses Universum kann also nur radialsymmetrisch expandieren bzw. kon-
trahieren. Auf Grund der besonderen Form dieses metrischen Tensors g(x), hat die
Determinante des auf den rdumlichen Anteil eingeschriankten metrischen Tensors

den gleichen Wert, wie die Determinante des gesamten metrischen Tensors. Dies
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ermoglicht eine unmittelbare Trennung des statischen und des dynamischen An-
teils der Einstein-Hilbert-Wirkung und somit eine Anwendung des Regge-Kalkiils
allein auf die rdumliche Mannigfaltigkeit S3. Dies impliziert, dass die Zeit konti-
nuierlich bleibt. Zur Anwendung des Regge-Kalkiils auf die Oberfliche S3, muss
diese zunachst trianguliert werden. Hierzu werden im Wesentlichen genau die ver-
allgemeinerten Platonischen Korper verwendet, deren Oberfliche gleichzeitig einen
Simplizialkomplex bilden. Man beschrinkt sich also erheblich auf die einfachsten
Triangulierungen, die der Symmetrie der S3 gerecht werden. Diese Triangulierun-
gen durch die verallgemeinerten Platonischen Korper ist auf Grund ihres Ursprungs
zunéchst gleichseitig. Da allerdings nichts dagegen spricht die Kantenldngen, abge-
sehen von den natiirlichen geometrischen Einschrankungen, als beliebig variierbar
anzunehmen, konnen durch diese Erweiterung auch nicht-radiale Deformationen
beschrieben werden. Somit sind alle Deformationen des Raumes, die die Topologie

nicht verdndern, in der letzten Fassung der Regge-Wirkung enthalten.
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2. Topologische Voraussetzungen

Die natiirliche Approximation einer glatten zweidimensionalen Mannigfaltigkeit ist
ein (beliebig feines) Gitter von Dreiecken, welches man daher anschaulich auch
als Triangulierung bezeichnet. Das folgende Kapitel beschéftigt sich damit, diese

anschaulichen Begriffe abstrakt einzufiihren.

2.1. Triangulierungen

Um von einer Triangulierung sprechen zu kénnen, miissen zunéchst ein paar Begriffe
definiert werden. Da im Rahmen dieser Arbeit nur Triangulierungen der Oberfla-
che S35 der Vollkugel durchgefiihrt werden, reichen die Definitionen beziiglich eines
umgebenden IR"™ von beliebiger endlicher Dimension n aus. Sie sind |Zie 2003| ent-

nomimen.

2.1.1. Definition eines Simplizialkomplexes
Definition (Simplex):

Ist V- = {wg,v1,...,u} C R™ eine Menge von k + 1 affin unabhéngigen Punkten,

so ist die konvexe Hiille

k k
oF = conv {vg, v1,..., 0} = {Z Aiv; € RN\ > O,Z)\i = 1}
i=0 1=0
ein k-Simplex. Die Simplizes 7 = conv(G) fiir G C V heifen dann Seiten von o*.
Desweiteren bezeichne o ein Simplex beliebiger Dimension. Die Abbildung 2.1 zeigt

zwei Beispiele von k-Simplizes.

Definition (Simplizialkomplex):

Ein (geometrischer) Simplizialkomplex K ist eine Menge von Simplizes in einem
RN (fiir ein N > 0), die folgende Eigenschaften erfiillt

e e K



2.2 Die verallgemeinerten Platonischen Korper

2-Simplex 3-Simplex

Abbildung 2.1.: Beispiele von Simplizes aus [JoTh 2008, S.21]

e Fiir o € K liegen alle Seiten 7 C ¢ in K
e [iir 0,0’ € K ist auch o N ¢’ eine Seite von o und o’.

Insbesondere bildet die Oberflache jedes k-Simplizes einen (k — 1)-dimensionalen

Simplizialkomplex.

2.1.2. Definition einer Triangulierung
Definition (Triangulierung):

Eine Triangulierung eines kompakten topologischen Raumes X ist ein endlicher

simplizialer Komplex K zusammen mit einem Homdéomorphismus
7 K — X.

Die Anzahl i-dimensionaler Teilsimplizes der Triangulierung wird mit N;(T') be-

zeichnet.

2.2. Die verallgemeinerten Platonischen Korper

Der Grund verallgemeinerte Platonische Korper zu betrachten ist der, dass eini-
ge von ihnen eine Oberfliche haben, die einen Simplizialkomplex bilden. In drei
Dimensionen hat man die folgenden bekannten Platonischen Korper: Tetraeder,
Oktaeder, Hexaeder bzw. Wiirfel, Tkosaeder, Dodekaeder. Sie sind dadurch cha-
rakterisiert, dass sich ihre Oberflaiche aus gleichseitigen, identischen n-Ecken so
zusammensetzt, dass an jeder Ecke gleich viele n-Ecke zusammentreffen. Diese

Charakterisierung lésst sich in hoheren Dimensionen analog fortsetzen und man
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erhélt die verallgemeinerten Platonischen Korpern. Um die Sprache der regelmé-
Rigen, konvexen Polyeder in allen abzdhlbaren Dimensionen erheblich zu vereinfa-
chen, verwendet man die durch Ludwig Schlafli eingefiihrten Schlédfli-Symbole, die

auf dieser eindeutigen Charakterisierung beruhen.

2.2.1. Schlafli-Symbol

Die Schléafli-Symbole lauten {p,q,r,---} mit p,q,r--- € N fir die hier relevanten
Polyeder. Wir werden gleich sehen, dass man fiir einen m-dimensionalen Polyeder
m — 1 Eintrége benotigt. Naheliegender Weise verwendet man im Fall von zwei
Dimensionen, also fiir ein n-Eck, die Angabe der Kantenanzahl {p} = {n}. In
jeder hoheren Dimension k gibt der hinzukommende Eintrag die Anzahl (k — 1)-
dimensionaler Polyeder an, die sich an den (k — 3)-dimensionalen Teilkrpern be-
rithren. Im Falle von drei Dimensionen, also einem Schlafli-Symbol der Form {p, ¢},
bedeutet der zweite Eintrag ¢ demnach die Anzahl p-Ecke, die sich an den Vertizes
beriihren.

Unter Berticksichtigung rein geometrischer Griinde (vgl. Anhang B) erhélt man
bis zur Dimension 4 die Existenz von genau den folgenden regelméfigen, konve-
xen Polyedern, die in Tabelle 2.1 angegeben sind. Auf Grund der Regelméfigkeit
dieser Polyeder lassen sich eine Reihe geometrischer Gréfsen berechnen, die natiir-
lich teilweise Funktionen der Kantenlédnge [ sind. Zu diesen geometrischen Gréfen
gehoren die Anzahl k-dimensionaler Teilsimplizes Ny, das Volumen V' ({), der Fl&-
chenoffnungswinkel o und der Radius R(l) der Umkugel, die alle Vertizes tangiert.
Aus der Tabelle 2.1 lasst sich ablesen, dass nur die Oberfliche des 5-, des 16- und
des 600-Zeller aus Tetraedern {3,3} besteht und somit ein Simplizialkomplex ist.
Die fiir die gewéhlten Triangulierungen notwendigen Werte dieser drei Zeller sind
im Anhang C und sind [Cox 1973, S.292f] entnommen. Zusétzlich befinden sich
die Werte des 24-Zellers in dieser Tabelle, da dieser ebenfalls fiir eine gleichseitige

Triangulierung verwendet werden kann.



2.2 Die verallgemeinerten Platonischen Korper

’ Dimension n ‘ Polyeder ‘ Schlafli-Symbol ‘

’ 2 ‘ n-Eck ‘ {n} ‘
3 Tetraeder {3,3}
3 Oktaeder {3,4}
3 Hexaeder {4,3}
3 Ikosaeder {3,5}
3 Dodekaeder {5,3}
4 5-Zeller {3,3,3}
4 16-Zeller {3,3,4}
4 Tesseract {4,3,3}
4 24-Zeller {3,4,3}
4 120-Zeller {5,3,3}
4 600-Zeller {3,3,5}

Tabelle 2.1.: Die verallgemeinerten Platonischen Korper bis zur Dimension 4 aus
[Cox 1973]



3. Differentialgeometrische

Voraussetzungen

3.1. Tensoren

Das folgende Kapitel beschéftigt sich mit Tensoren, den zentralen mathemati-
schen Objekten der Allgemeinen Relativitdtstheorie, und ist im Wesentlichen an
[Bro 2003, S.212ff] angelehnt.

3.1.1. Das Tensorprodukt

Seien V, W zwei K-Vektorrdume. Dann ist das Tensorprodukt von V und W ein

Vektorraum V @ W iiber K zusammen mit einer bilinearen Abbildung
T : VXW =VeW, (vw)—vQuw,

die die folgende universelle Eigenschaft erfiillt:

Sei X ein weiterer K-Vektorraum, dann existiert zu jeder bilinearen Abbildung
a:VxW-—-X,

genau eine lineare Abbildung ¢, : V @ W — X, so dass das folgende Diagramm
kommutiert:
VW -">VeoWw
|
x | P
v
X
d.h. o = ¢y 0 7g.
Seien (e1,:-- ,en), (€}, ,€y,) Basen von V bzw. W, dann ist e; ® €} eine Basis
von V' ® W, die die universelle Eigenschaft respektiert. Die Elemente von V @ W
heiffen Tensoren.

Fiir einen Koordinatenwechsel, der durch die linearen Abbildungen

B:VoV, ~:WoW
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gegeben ist, wird eine lineare Abbildung
B@7):VOW VoW

induziert, indem die universelle Eigenschaft auf X = V @ W und a = To o (B x7)

angewendet wird, d.h. man erhélt das Diagramm:

(va) V x WT*®>V®W
|
I (ﬁxv)i I (&)
\
BAW) W T e W

Diese linearen Abbildungen lassen sich auch in Basisdarstellung angeben. Dafiir

seien § und v in Koordinaten ohne Einsteinsche Summenkonvention durch
)= e, ) =) e
k l

gegeben. Es folgt also erst

(B ) (e ® €)) Zb Cier ® €

und damit
(B®y) ZAje,@)e] = ZbkclA” €L ® e
kil i,J
Die Transformation der Koordinaten ist also
(B@7): (A7) = [ D bFchAY (3.1.1)
Z"j
Dieses Transformationsverhalten der A% nennt man kontravariant.

Da der Dualraum V* eines K-Vektorraums V' als Menge aller K-linearen Abbil-

dungen von V in den zugrunde liegenden Korper K, d.h.
V* := Homg(V, K),

selbst ein Vektorraum ist, lasst sich das Tensorprodukt auch auf dem Dualraum
definieren. Im Falle des Vektorraums V' der Dimension n mit Basis (eg,...,ep)

lisst sich die duale Basis (el,...,e") durch

e'(ej) == 5;



10

Differentialgeometrische Voraussetzungen

definieren. Durch die entgegengesetzte Indexstellung der Basiselemente erhélt man
flir das Transformationsverhalten der Elemente des Dualraums ebenfalls die entge-

gengesetzte Indexstellung
(Aij) = | D bicl Ay
]
zu Gleichung (3.1.1). Jeder Tensor ldsst sich also durch seine Komponenten via

(A“"""“jl__jl) eEVi®.. oW e...0W;

darstellen und man kann ohne Betrachtung der expliziten Homomorphismen des

Dualraums in der Basisdarstellung arbeiten.

Ein Tensor mit n kontravarianten und m kovarianten Indizes heifft Tensor vom Typ
(n,m) und hat die Stufe n + m.

3.1.2. Der metrische Tensor

Auf einer abstrakt eingefiihrten differenzierbaren Mannigfaltigkeit M besteht zu-
néchst keine Moglichkeit, die Lange eines Tangentialvektors zu messen. Da der
Tangentialraum 7, M in jedem Punkt p € M ein Vektorraum ist, lasst sich auf
TpM x T, M ein (0,2)-Tensor g;r(p), also eine Bilinearform, definieren. Um sicher
zu stellen, dass die durch diese Bilinearform eingefiihrte Metrik mit der Topologie
des Raumes vertréglich ist, wahlt man eine sogenannte Riemannsche Metrik, die
durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert ist: Der metrische Tensor g (p)
soll in jedem Punkt p € M ein hinreichend oft stetig differenzierbarer, symmetri-

scher Tensor sein, mit

det gir(p) =: || #0  Vpe M.

Im eigentlichen Sinne ist der metrische Tensor g;; ein Tensorfeld auf M und das
Tupel (M, g;) heikt dann (Pseudo-)Riemannscher Raum. Das Linienelement ds?
nimmt damit die Form

ds® = gikdwidl‘k

an. Dieses Linienelement ist invariant unter Koordinatentransformationen, da die
dx* kontravariante Vektoren sind und gir ein kovarianter Tensor 2.Stufe ist.

Auf dem Riemannschen Raum (M, g;) sind Abstédnde wohldefiniert und man kann
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eine Bewegung im Gravitationsfeld, welches durch g;; beschrieben ist, charakteri-
sieren. Die extremale Kurve x(t), mit ¢ einem Zeitparameter, die zwei Raumzeit-
punkte miteinander verbindet, nennt man Geodétische und sie erfiillt die Geoda-
tengleichung

i T iR =0

mit den Christoffel-Symbolen 2. Art
" = ¢"" T, (3.1.2)
die iiber die Christoffel-Symbole 1. Art

1 (g O O
i = 2( Iik | 291 gk.l) (3.1.3)

ozl " oxk Ozl

gegeben sind.

3.1.3. Die kovariante Ableitung

In einer Tensorgleichung sind partielle Ableitungen eine ungeeignete Wahl, da sie
nicht invariant sind unter Koordinatenwechsel. Denn betrachtet man ein Vektorfeld
A unter einer Koordinatentransformation z? — :L‘ZT, so transformiert das Vektorfeld

nach Gleichung (3.1.1) kontravariant in der Form
ozt

_ k
N 8xkA '

Al

Leitet man nun das transformierte Vektorfeld nach den neuen Variablen partiell
ab, so ist die Ableitung in gekriimmten Koordinaten kein Tensor mehr. Dies gilt
insbesondere fiir gekriimmte Koordinaten eines flachen Raumes. Daher definiert

man die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes A’
Ay =AY+ T A (3.1.4)

so, dass die Ableitung wieder einen Tensor ergibt. Durch die Struktur des Tensor-
produktes lisst sich diese Definition der kovarianten Ableitung eines Vektors A’
auf Tensoren beliebiger Stufe konsistent zu

T l

me;r

= T

\T

+1% . T%% 4 fiir jeden kontravarianten Index

—1¢, 7% — fiir jeden kovarianten Index
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erweitern. Die unterschiedliche Vorzeichenwahl ist notwendig, um fiir jedes Skalar-
feld die gewiinschte Ubereinstimmung der partiellen und der kovarianten Ableitung
sowie die Giiltigkeit der Produktregel zu erhalten.

Eine wesentliche Eigenschaft der kovarianten Ableitung ist, dass die Komponenten

des metrischen Tensors kovariant konstant sind, d.h. es gilt

Gik;l = 5ki;l = gik;l =0.
Daher lassen sich die Indizes mittels des metrischen Tensors sogar innerhalb kova-
rianter Ableitungen beliebig hinauf und hinunter ziehen.

3.1.4. Der Riemannsche Kriimmungstensor

Auf einem Riemannschen Raum gibt es fiir kovariante Ableitungen im Allgemeinen
kein Analogon zum Satz von Schwarz. Die Differenz der beiden Ausdriicke A;.;
und A;. ;.. hingt direkt mit dessen lokaler Kriimmung zusammen und ist durch die
Ricci-Identitét

Ai;k;j - Ai;j;k = ATRrikja (315)
mit dem Riemannschen Kriimmungstensor
R =10 = i £ el — T Tk (3.1.6)

und den Christoffel-Symbolen 2. Art aus Gleichung (3.1.2), gegeben. Die Tensorei-
genschaft von R",, y folgt mittels des Quotiententheorems [Schro 2005, S.51| sofort
aus der Ricci-Identitat (3.1.5).
Durch Herunterziehen des ersten Indizes von R"; . aus Gleichung (3.1.6), erhalt
man die vollstdndig kovariante Form des Riemannschen Kriimmungstensors
Rpijk = R'yji9nr
1
= 5 (9nkij + Gijhk — Gik,jh — Gin,ik) +
9™ (ConijCink — Toniling)

aus dem man seine Symmetrieeigenschaften ablesen kann:
(1) Rnijk = —Rinjk
(ii) Rpijk = —Rhikj

(iii) Rpijk = Rjkni
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(iv) Rniji + Rujri + Rpgij =0

Im n-dimensionalen Raum werden durch diese Symmetrieeigenschaften die Zahl der
unabhingigen Komponenten des Kriimmungstensors auf n?(n? — 1)/12 reduziert.
Im Fall n = 4 bleiben somit noch 20 unabhéngige Komponenten. Genau dann
wenn der Riemannsche Kriimmungstensor in jedem Punkt verschwindet, ist der
Riemannsche Raum lokal flach. Durch Kontraktion von Ry i lassen sich zwei neue

Grofsen definieren. Dies ist zum einen der Ricci-Tensor
Ry, = R}, = Ry (3.1.7)
und zum anderen der Ricci-Skalar
R := ¢"*Ry,. (3.1.8)

Aus der Symmetrieeigenschaft (iv) lasst sich durch ein paar algebraische Umfor-
mungen der in n = 4 Dimensionen einzige divergenzfreie Tensor ablesen, der nur
aus g;r und und dessen ersten beiden Ableitungen besteht [AmDulJo 1997, S. 40,

Referenz hierin|. Er heifst Einstein-Tensor.

1 )
Gik = Riy = SR mit G"*, = (3.1.9.a,b)




4. Allgemeine Relativitatstheorie

Die Allgemeine Relativitatstheorie (ART) ist eine Feldtheorie, die die Gravita-
tion als geometrische Eigenschaft der gekriimmten vierdimensionalen Raumzeit
beschreibt. Da die ART fiir hinreichend kleine Gebiete in die Spezielle Relativi-
tatstheorie tibergeht, muss die ART lokal lorentzkovariant sein. Damit ist die Lor-
entzgruppe O(3,1) die lokale Symmetriegruppe und die ART ist eine Eichtheorie.
Die grundlegenden Prinzipien und die fiir diese Arbeit relevanten Gleichungen der
ART des folgenden Kapitels sind sinngeméf aus [SeUr 2002] und [Schré 2007] ent-

nomimen.

4.1. Prinzipien der Allgemeinen Relativitatstheorie

Die Prinzipien der ART stellen Forderungen an die Raumzeit, die globaler und auch
lokaler Natur sein kénnen. Sie fordern insbesondere den Zusammenhang zwischen

Spezieller und Allgemeiner Relativitdstheorie.

4.1.1. Kosmologisches Prinzip

Das kosmologische Prinzip besagt, dass das Weltall isotrop ist. Dies impliziert Ho-
mogenitat und somit hat die Erde keinen priviligierten Platz im Universum. Der
wichtigste experimentelle Hinweis hierfiir ist die Isotropie der kosmischen Hinter-
grundstrahlung. Bei dem Versuch, das Weltall als Ganzes zu betrachten, kann man
die nichtgravitativen Kréifte vernachléssigen, da sie entweder kurzreichweitig sind
oder sich wegen der Ladungsneutralitéit iiber weite Strecken kompensieren. Auch
flir den Energie-Impuls-Tensor lassen sich vereinfachende Annahmen machen. Man
fasst die Materie als ein Gas auf, in dem die Galaxien die Rolle der Atome, die Hau-
fen von Galaxien diejenige der Molekiile spielen. Es ist also ein Gas einheitlicher

Dichte zu beschreiben.

14
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4.1.2. Aquivalenzprinzipien und allgemeine Kovarianz
Das schwache Aquivalenzprinzip:

Das schwache Aquivalenzprinzip besagt, dass man fiir jedes beliebige Gravitati-
onsfeld in jedem Raumzeitpunkt ein lokales Inertialsystem wahlen kann, so dass
gravitative Effekte auf Bewegungen makroskopischer Teilchen in einer hinreichend

kleinen Umgebung des Raumzeitpunktes vernachléssigbar sind.

Das starke Aquivalenzprinzip:

Das starke Aquivalenzprinzip fordert, dass man fiir jedes beliebige Gravitationsfeld
in jedem Raumzeitpunkt ein lokales Inertialsystem wéahlen kann, so dass in ihm die

Spezielle Relativitatstheorie gilt.

Allgemeine Kovarianz:

Um sich von den ausgezeichneten globalen Intertialsystemen der Speziellen Relati-
vitdtstheorie zugunsten der lokalen Inertialsysteme zu losen, muss die ART unter
beliebigen nichtlinearen Koordinatentransformationen invariant sein. Eine solche
Theorie nennt man dann kovariant und sie ldsst sich durch Tensorgleichungen for-

mulieren.

4.2. Die Einsteinschen Feldgleichungen

Zur Herleitung der Einsteinschen Feldgleichungen betrachtet man erneut den Einstein-

Tensor G, aus Gleichungen (3.1.9.a,b)
1
Gik = Rir — 59inR

mit den iiblichen Bezeichnungen aus Kapitel 3.1. In der ART ist der Energie-
Impuls-Tensor die Quelle der Raumzeitkriimmung Gy, = 5Ti mit £ = 8g—2G der
Einsteinschen Gravitationskonstanten und G der Newtonschen Gravitationskon-
stanten. Damit erhélt man die iibliche Form der Einsteinschen Feldgleichungen
zZu

R, — %gz’kR = %Tzk (4.2.1)

c

Da der Einstein-Tensor G;; symmetrisch und divergenzfrei ist, ist T;; ebenfalls

symmetrisch und divergenzfrei. Da experimentell nur Energiedifferenzen und kein
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Absolutwert der Energie messbar ist, addiert man zu den Einsteinschen Feldglei-
chungen einen lokal lorentzkovarianten Energiebeitrag des Vakuums TZZ = %gik
mit der Vakuumenergiedichte A, die nur in der Kosmologie von Bedeutung ist. Die

verallgemeinerten Einsteinschen Feldgleichungen lauten damit

1 K
Rik = 59inft = 5 Ti + Agir | (4.2.2)

Setzt man die Definitionen des Ricci-Tensors und des Ricci-Skalars in die Gleichun-
gen (4.2.1) bzw. (4.2.2) ein, so stellt man fest, dass diese in den zweiten Ableitungen
linear, in den ersten Ableitungen hingegen nicht linear sind. Diese Kopplung ist der

Grund, der das Auffinden von Losungen so kompliziert macht.

4.3. Die Einstein-Hilbert-Wirkung

Wenn eine Feldtheorie lorentzkovariant ist, kann man die Bewegungsgleichungen
stets aus einem Variationsprinzip herleiten. Es lasst sich zeigen, dass die Einstein-
Hilbert-Wirkung, die auf die verallgemeinerten Einsteinschen Feldgleichungen (4.2.2)
fiihrt, fiir jede randlose Mannigfaltigkeit M durch

SeH = /M [;I{(R(x) —2A) + Ly ()| /]g(z)|d (4.3.1)
gegeben ist. Hierbei ist £, die Lagrangedichte der Materie, |g| die Determinte
des metrischen Tensors und R wieder der Ricci-Skalar. Ein Beweis dafiir, dass die
Einsteinschen Feldgleichungen aus der Einstein-Hilbert-Wirkung folgen, befindet
sich im Anhang A.1. Auf die genaue Form der Lagrangedichte wird hier verzichtet,
da im Rahmen dieser Arbeit nur ein freies Gravitationsfeld Tj, = 0 betrachtet
wird, fir das die Lagrangedichte ebenfalls verschwindet. Damit reduziert sich die

Einstein-Hilbert-Wirkung des leeren Raumes zu

Son = — [ (R(x) - 28) /g(a)]d"z | (4.3.2)

2’{/\4

Fiir das freie Gravitationsfeld hangt die Einstein-Hilbert-Wirkung also vom Ricci-
Skalarfeld R(x), vom metrischen Tensorfeld g(z) sowie vom Wert der kosmologi-

schen Konstanten A und der Geometrie der Raumzeit M ab.

4.4. Friedmann-Universen

Fir die Friedmann-Universen macht man einschrankende Annahmen an die Man-

nigfaltigkeit M. Zusétzlich zur Isotropieforderung des kosmologischen Prinzips soll
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die Projektion der Stromlinien, auf den rdumlichen Anteil der Mannigfaltigkeit,
aller bewegten Teilchen frei von Rotation und Scherung sein. Hierdurch werden
die zugelassenen Mannigfaltigkeiten auf einfach zusammenhéingende Geometrien

eingeschrankt, deren Raumanteil rotationssymmetrisch ist.

4.4.1. Das Robertson-Walker-Linienelement

Das Robertson-Walker-Linienelement ist das Resultat der Annahmen eines

Friedmann-Universums in problemangepassten Koordinaten. Hierbei bieten sich
auf Grund der Rotationssymmetrie des Raumanteils offenbar Kugelkoordinaten
(r,0,¢) an. Fir die Zeitkoordinate ¢ wihlt man die Eigenzeit eines geeignet mitbe-
wegten Bezugssystems. Durch Einfiihren zweier Skalenfaktoren k € {1,0, —1} und
R(t), so dass k die Topologie charakterisiert und R(t) die Ausdehnung des Raumes

skaliert, folgt das Robertson-Walker-Linienelement zu

dr?
1 — kr2

ds? = dt* — R*(t) + r2df* 4 1% sin? 0dp? | | (4.4.1)

Diese Metrik erlaubt auf Grund ihrer Konstruktion nur eine rotationssymmetrische
Expansion und Kontraktion des Universums. Das induzierte raumliche Linienele-

ment do? = dt? — ds? ist fiir
e k = 0 euklidisch,
e k=1 (lokal) sphérisch,
e k= —1 (lokal) hyperbolisch
und der durch die Robertson-Walker-Metrik beschriebene Raum hat fiir

e k =0 keine Kriimmung und ist auf Grund der Annahme einfach zusammen-

héngend unendlich ausgedehnt,

e k =1 eine positive Kriimmung, ist endlich ausgedehnt und hat eine Koordi-

natensingularitat in r =1,
e k = —1 eine negative Kriimmung und ist unendlich ausgedehnt.

Im Falle der sphérischen Symmetrie ist der Skalenfaktor R(¢) der Radius des Raum-
es und 7 kann nur Werte in [0, 1) annehmen. Uberlegungen, die die scheinbare Hel-

ligkeit des Universums betreffen, bestarken Vermutungen fiir eine Geometrie mit

k #0.
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4.4.2. Zeitentwicklung der Friedmann-Universen

Um die Zeitentwicklung der Friedmann-Universen besser zu verstehen, setzt man
die Metrik des Robertson-Walker-Linienelements (4.4.1) in die Feldgleichungen

(4.2.2) ein und es verbleiben nur die folgenden zwei Bedingungen

k -+ R? 2RR +R?* + k
kp+A=3——— und ﬁp—A:—T,

= (4.4.2.a,b)

da alle anderen Gleichungen identisch erfiillt sind. Beschreibt man weiter die Ma-
terie des Friedmann-Universum als ideale Fliissigkeit, so erhélt man im Fall inko-
hérenter Materie, also fiir einen Druck p = 0, dass p = % gilt. Hierbei ist M eine
Integrationskonstante aus der hydrodynamischen Kontinuitétsgleichung

(pu*)  +puli =0,
wobei u* die Vierergeschwindigkeit der mitbewegten Materie ist. Somit folgt aus
Gleichungen (4.4.2.a,b) die Relation

1
% + AR — k. (4.4.3)

R? =
Fiir den Fall eines strahlungsdominierten Universums mit Druck p = g erhilt man
mit einer analogen Betrachtung p = %, wobei auch K = const. eine Integrations-

konstante aus der hydrodynamischen Kontinuitatsgleichung ist und man erhalt

. K 1
R? = ;@ SAR? k. (4.4.4)

Die schnellere Abnahme der Dichte der elektromagnetischen Strahlung um einen
Faktor % kommt durch die Rotverschiebung zustande. Falls die Materie und die
Strahlung nicht miteinander wechselwirken, kann man die Gleichungen (4.4.3) und

(4.4.4) zu

. kK kM
R2 —
+ 3

1
=_— —k+ -AR?*=:F 4.4.
am3 T o g AR? = Fi(R) (4.4.5)

zusammenfassen.

Die statische Lésung der Gleichungen (4.4.5)

Eine statische Losung ist offenbar dadurch charakterisiert, dass R = 0 = R gilt.
Daher folgt aus den Gleichungen (4.4.2.a,b) die Gleichgewichtsbedingung des Uni-
versums

kp = 2A. (4.4.6)
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Hieran lasst sich ablesen, dass hochstens im Fall einer positiven Vakuumenergie-
dichte, der sogenannten kritischen Vakuumenergiedichte A., eine (instabile) stati-

sche Losung existieren kann.

Die nicht-statischen Lésungen der Gleichungen (4.4.5)

Um die nicht-statischen Losungen von (4.4.5) zu finden, muss Fj(R) analysiert wer-
den. Es muss also eine Fallunterscheidung fiir £k = 4+1,0 und verschiedene A-Werte
durchgefiihrt werden. Man findet, dass es neben den intuitiven Fallunterscheidun-
gen A <0, A =0und A > 0 fiir kK = 1 den oben angegebenen zusétzlichen positiven
kritischen Wert A, gibt. Bemerkenswert ist weiterhin, dass sich das Verhalten von

k =0 und k = —1 nur geringfiigig unterscheidet.

e Negative Vakuumenergiedichte A < 0 fiir beliebige Werte k: Falls
A < 0 ist, dann existiert nach Gleichung (4.4.5) immer ein Wert Ry, so
dass F(Ro) =0 und F(R) <0 VR > Ry. Rp ist im Falle der sphérischen

Geometrie der maximale Radius des Universums (vgl. Abbildung 4.1).

A RO

A<O, k=%10
A=0 k=1

 /

Abbildung 4.1.: Lésungstypen der Friedmann-Gleichungen fiir A < 0,k = +1,0 und A =
0,k =1 aus [SeUr 2002, S. 135]

¢ Keine Vakuumenergiedichte A = 0:

— Fiir £ = 1 bleibt Gleichung (4.4.5) qualitativ wie im Fall negativer
Energiedichte, also wie in Abbildung 4.1.

— Fiir k = —1, 0 verschwindet der negative Summand in Gleichung (4.4.5)
und Fj(R) ist eine monoton wachsende Funktion. Insbesondere gilt
R(A<0,k=-1)>R(A <0,k =0) (vgl. Abbildung 4.2)
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Abbildung 4.2.: Lésungstypen der Friedmann-Gleichungen fiir A > 0,k = —1,0 und A >
Ak =1 aus [SeUr 2002, S. 137]

e Positive Vakuumenergiedichte A > 0 Wie bereits erwéhnt, kann man im
Fall einer positiven Vakuumenergiedichte eine statische Lésung von Gleichung
(4.4.5) erhalten. Fiir die oben angesprochene Fallunterscheidung beziiglich
dieser kritischen Vakuumenergiedichte betrachtet man die Funktion Fj(R)
in Abbildung 4.3.

‘} F(R)

Abbildung 4.3.: Charakterisierung der Losungstypen fiir A > 0 aus [SeUr 2002, S. 136]

— Fir k=0, -1 ist Fi(R) fiir alle Werte des Skalenfaktors R und alle po-
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sitiven Werte von A selbst positiv und man hat ein stetig expandierendes

Universum.

— Fir £ = 1 hat man den oben eingefiihrten kritischen Wert der Va-

kuumenergiedichte A., denn im Minimum gilt wegen Fj(R) = R2 so-

wie R = %dli%(f) natiirlich R = 0 = R. Zusiitzlich zu dieser stati-

schen Losung kann sich das Universum auch, wie in Abbildung 4.4 ge-

zeigt, asymptotisch an den statischen Einstein-Kosmos anndhern. Fir

R

-

q-

Abbildung 4.4.: Asymptotische Losungstypen fiir A = A, aus [SeUr 2002, S. 137]

0 < A < A, erhélt man abhéngig vom Anfangsradius die in Abbildung
(4.5) dargestellte Zeitentwicklung. Und fir A > A, hat man das gleiche

4 R

N

t
:

Abbildung 4.5.: Losungstypen fiir 0 < A < A, fiir kK = 1 aus [SeUr 2002, S. 137]

Verhalten wie fiir A > 0,k =0, —1 (vgl. Abbildung 4.2).



5. Der Regge-Kalkiil

Der Regge-Kalkiil liefert simpliziale Approximationen von Raumzeiten, die Losun-
gen der Einsteinschen Feldgleichungen sind. Hierzu trianguliert man eine Mannig-
faltigkeit der Dimension D durch einen Simplizialkomplex, der aus D-dimensionalen
Simplizes o (vgl. Kapitel 2.1) besteht. Die Teilsimplizes niedrigerer Dimension
werden mit o, d € {0,1,... D}, bezeichnet. Regge schlug 1961 vor [AmDuJo 1997,
S. 279|, dass das simpliziale Analogon der Einstein-Hilbert-Wirkung ohne Materie-
felder durch

Sgp = Z €,p-2V, p-2a —A Z V.o (5.0.1)

obP—2¢T oPeT

gegeben ist. Hierbei ist der erste Summand
Sl{t{ = Z €,0—2V_ D-2 (5.0.2)
ob-2¢eT

der Kriimmungsanteil mit dem Defizit-Winkel

€gD—2 1= 2T — Z a(oP72 oP) (5.0.3)
oP350D-2
und dem Offnungswinkel a(cP?~2, ¢P) am Simplex o?~2. Der zweite Summand
Spo=A > Vo (5.0.4)

oPeT
ist der Volumenanteil der Regge-Wirkung. Wie in Regges urspriinglicher Formu-

L Verzichtet. Falls ein numerischer

lierung wurde auch hier auf den Vorfaktor x~
Vergleich der Regge-Wirkung und der Einstein-Hilbert-Wirkung von Interesse ist,
muss dieser Faktor natiirlich beriicksichtigt werden.

Man {iiberlegt sich leicht, dass der Krimmungsterm auf Grund seiner Proportio-
nalitdt zum Defizit-Winkel nur auf Triangulierungen gekriimmter Mannigfaltig-
keiten einen Beitrag liefern kann. Fiir eine gleichseitige Triangulierung T einer

D-dimensionalen Mannigfaltigkeit vereinfacht sich dieser Ausdruck zu

Sp = Z €,p—2V.p2a—ANp(T)V, b |, (5.0.5)

obP-2¢T

22
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wobei Np(T') die Anzahl D-dimensionaler Simplizes der Triangulierung 7' angibt
(vgl. Kapitel 2.2.1). Eine Herleitung der Regge-Wirkung aus der Einstein-Hilbert-
Wirkung wurde unter anderem 1984 von R. Friedberg und T.D. Lee gegeben
[FrLe 1984]. In ihrem Beweis, der im Anhang A.2 skizziert ist, liefern sie eine im
Vergleich zur Regge-Wirkung etwas stiarkere Aussage, da sie insbesondere die fol-

gende distributionswertige Relation zwischen Integrand und Summand beweisen

V]gIR = 2e,0-20(x1)d(x2) |, (5.0.6)

D-2

die im iiblichen Sinne zu verstehen ist. Hierbei sind 21 und o die zu o senk-

rechten Koordinatenachsen in dem umgebenden RP”.
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Teil 1.

Die Regge-Wirkung eines
statischen, spharischen

Friedmann-Universums



6. Die Wahl der Triangulierungen

Eine der drei moglichen Topologien, die Losungen der Friedmann-Modelle sind,
ist, wie bereits erwahnt, die durch den Wert &k = 1 charakterisierte sphérische
Geometrie. In diesem Fall sieht der Raumanteil topologisch aus wie die Oberflédche
S3 der vierdimensionalen Vollkugel. Im Rahmen dieser Arbeit wird der Regge-
Kalkiil auf die triangulierte Oberfliche S3 angewendet, wohingegen der Zeitanteil
IR kontinuierlich bleibt.

6.1. Voriiberlegungen zur Einstein-Hilbert-Wirkung

Die Mannigfaltigkeit M = S3 x R ist als randlose, glatte Mannigfaltigkeit ein
mogliches Integrationsgebiet der Einstein-Hilbert-Wirkung und man kann diese in

der Form
SEH_ — dt/ Vg, t)|d®z (R(z,t) — 2A) (6.1.1)
S3

schreiben. Die Robertson-Walker-Metrik aus Kapitel 4.4.1, die den Friedmann-

Modellen zugrunde liegt, ist eine Metrik der Form

1 0
g(w,t) = (0 ’Y(«%ﬂ) )

mit v dem rdumlichen Anteil des metrischen Tensors g. Da der Ricci-Skalar allein
aus der zugrunde liegenden Metrik berechnet wird, wird dieser im folgenden mit
R, bzw. R, bezeichnet. In solch einer Metrik g(x,t) sind Raum- und Zeitanteil

offenbar senkrecht zueinander und es gilt

Vigla )l = vz, 0.
Schiebt man noch eine Null der Form (R, — R,) in Gleichung (6.1.1) ein und zieht

den Integranden auseinander, so erhélt man die zentrale Gleichung:

SEH_/dt/S\/ (z,1)|d*z (R (x,t) — 2A)
L dt/ V@Ol (Ry(2,1) — R (2,1)) (6.1.2)
R S3

25
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Die Einstein-Hilbert-Wirkung lasst sich also in die zwei Summanden

L. — ;H/Rdt/s V@Ol (R, (e,t) — 2A) (6.1.3)

und
SHn = 5 [t [ VRGO (Rywt) = Rofat)  (614)

zerlegen, die zundchst unabhéngig voneinander betrachtet werden konnen. Diese

Zerlegung begriindet sich darin, dass das rdumliche Integral

. /S V@Ol (R, (,t) — 2A) (6.1.5)

des ersten Teils S JIE g der Einstein-Hilbert-Wirkung genau die Form hat, die zur An-
wendung des Regge-Kalkiils ben6tigt wird. Desweiteren zeigt man in Kapitel 8.1.1,
dass aus der Forderung R = 0 = R eines statischen Friedmann-Universums sofort
SH o (Ry(w,t) — Ry(x,t)) = 0 folgt. Der erste Teil der Einstein-Hilbert-Wirkung
SJ{J g beschreibt also allein den statischen Anteil des sphérisches Friedmann-
Universums und ist demnach der einzige Summand, der in diesem Kapitel betrach-
tet wird.

6.2. Die gewahlten Simplizialkomplexe

Mochte man den Regge-Kalkiil auf Gleichung (6.1.5) anwenden, muss zunéchst das
Integrationsgebiet trianguliert werden. Die einfachsten Triangulierungen, die der
Symmetrie der S3 gerecht werden, sind genau die Oberflachen der vierdimensiona-
len verallgemeinerten Platonischen Korper {p, ¢, r} aus Kapitel 2.2, die gleichzeitig
einen Simplizialkomplex bilden. Die anderen verallgemeinerten Platonischen Kor-
per konnen auch nicht beziiglich eines verallgemeinerten Triangulierungsbegriffs
verwendet werden. Der Grund hierfiir ist, dass die geringere Anzahl geometrischer
Existenzbedingungen zu einer grofseren Anzahl {ibriger Freiheitsgrade fiihrt, so dass
die Angabe der Kantenlédngen hier nicht ausreicht um diese Polyeder eindeutig zu
bestimmen. Sogar im gleichseitigen Fall reicht die Angabe der Kantenlénge bei dem
16-Zeller, der aus Wiirfeln zusammengesetzt ist, und bei dem 120-Zeller, der aus
Ikosaedern zusammengesetzt ist, nicht aus, um diese eindeutig zu bestimmen, da
insbesondere die Scherung auch nach Zusammensetzung zur Oberfliche der vierdi-
mensionalen verallgemeinerten Platonischen Kérper noch moglich ist. Im Gegensatz

dazu ist der 24-Zeller, der aus Oktaedern zusammengesetzt ist, im gleichseitigen
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Fall eindeutig, da seine Oberfliche aus Dreiecken besteht. Um zu verstehen, dass
dies fiir die Eindeutigkeit des gleichseitigen Falls ausreicht, betrachtet man zunéchst
einen Oktaeder beliebiger Kantenldnge. Offenbar sind die einzelnen Dreiecke, aus
denen die Oberfliche zusammengesetzt ist, jeweils eindeutig. Die zusétzlichen Frei-
heitsgrade haben also nur einen Einfluss auf die drei Schnittvierecke (ABF D),
(ACFE) und (BCDE) mit den Bezeichnungen wie in Abbildung 6.1. Diese las-

A -

Abbildung 6.1.: Die Schnittvierecke innerhalb eines Oktaeders

sen sich innerhalb des Oktaeders allerdings nicht kontinuierlich deformieren, da
dies durch die beiden Pyramiden verhindert wird. Dies geschieht dadurch, dass die
Endpunkte von vier Kanten, die an einem gemeinsamen Vertex beginnen, nur fiir
endlich viele Ausrichtungen in einer gemeinsamen Ebene liegen, also die Vertizes
eines Vierecks bilden. Da von diesen Vierecken nur eines konvex ist, ist dieses im
gleichseitigen Fall auch das einzige existierende Viereck, da die hypothetischen,
nicht-konvexen das Volumen Null zur Folge hétten. Daher ist der gleichseitige 24-
Zeller durch Angabe seiner Kantenldnge ebenfalls eindeutig bestimmt, obwohl seine
Oberflache keinen Simplizialkomplex bildet und kann daher ebenfalls zum triangu-
lieren verwendet werden. Formal miisste man natiirlich erst jeden dieser Oktaeder
in 3-Simplizes zerlegen, um dann den definierten Begriff der Triangulierung benut-
zen zu konnen. Dies ist allerdings nicht notwendig, da die Oktaeder im Inneren
flach sind und die neuen Kanten damit keinen zusétzlichen Beitrag zur Kriimmung

liefern.



7. Die Regge-Wirkungen im

statischen Fall

Die Zerlegung der Einstein-Hilbert-Wirkung in zwei Summanden wie in Gleichung
(6.1.2) hat den statischen Anteil

L, — 1/ dt/ V@ D@ (R (x,t) — 2A),
2K R Ss3

mit dem sich dieses Kapitel beschéftigt, absepariert. Auf Grund der unterschied-
lichen Herangehensweise kénnen und miissen Raum- und Zeitanteil separat be-
trachtet werden. Aber auch zur Triangulierung des Raumanteils mit den soeben
eingefiihrten Oberflichen verallgemeinerter Platonischer Koérper geht man in zwei
Schritten vor. Im ersten Schritt wird eine gleichseitige Triangulierung der Kanten-
lange [ verwendet, so dass die Regge-Wirkung nur von diesem einen Parameter
[ abhéngt. Dies hat die unmittelbare Folge, dass nur radiale Fluktuationen des
Raumes beschreibbar sind, da die (diskrete) Kugelsymmetrie fiir jede Kantenlénge
I natiirlich erhalten bleibt. Im zweiten Schritt werden alle im Rahmen der geometri-
schen Existenzbedingungen (vgl. Anhang B) moglichen Kantenldngen zugelassen.
Dadurch ist letztendlich jede Geometrie, die die Topologie nicht veréndert, in der

Beschreibung enthalten.

7.1. Gleichseitige Triangulierungen

Um alle verwendbaren, besonders symmetrischen Approximation auszunutzen, wird
hier neben dem 5-, dem 16- und dem 600-Zeller zusétzlich noch der gleichseitige 24-
Zeller, der nach Kapitel 6.2 ebenfalls durch die Kantenldnge [ eindeutig bestimmt

ist, zur Triangulierung verwendet.

7.1.1. Die Regge-Wirkung

Der Regge-Kalkiil liefert die Regge-Wirkung als simpliziales Analogon zur Einstein-
Hilbert-Wirkung zunéchst als Funktion der Kantenlénge /. Da im gleichseitigen Fall

28
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die (diskrete) Kugelsymmetrie erhalten bleibt, ist neben der Kantenlidnge auch
der Radius R der Kugel, die alle Vertizes tangiert, ein sinnvoller Parameter. Zum
spateren Vergleich mit den Einsteinschen Feldgleichungen und insbesondere zum
besseren Vergleich untereinander werden die Regge-Wirkungen abschliefsend in eine

Funktion des Kugelradius umgerechnet.

Die Regge-Wirkung als Funktion der Kantenlidnge

Wendet man den Regge-Kalkiil auf den ersten Summanden der Einstein-Hilbert-
Wirkung S]{J g an, so erhdlt man je ein simpliziales Analogon fiir den Kriimmungs-
und den Volumenterm. Daher werden diese beiden Terme im Folgenden zunéchst
separat betrachtet. Im gleichseitigen Fall erhdlt man also fiir den Volumenterm der

Regge-Wirkung SII%’VOI wegen Gleichung (5.0.4) sofort
gLVel _ 5 / dt Ny(T)V,s, (7.1.1)
R

mit N3(T") der Anzahl und V,s dem Volumen der 3-Simplizes der gewéhlten Tri-
angulierung 7. Die Abhéngigkeit der Gréfen vom Zeitpunkt ¢ wird hier und im
Folgenden zunéchst unterdriickt, da er in den néchsten Berechnungen keine Be-
deutung hat. Vor der eigentlichen Betrachtung des Kriimmungsterms Sf{ aus Glei-
chung (5.0.2) vereinfacht man zunéchst die Notation, indem man das eindimensio-

nale Volumen V1, also die Kantenldnge, mit ! bezeichnet.

SEK :/ it > el (7.1.2)
R

leT

Es gilt also

mit dem Defizit-Winkel
€ =21 — Z a(l, o). (7.1.3)
o331
und dem Offnungswinkel a(l,03) an der Kante [ beziiglich des anliegenden 3-
Simplizes o3. Auf Grund der Symmetrie der Triangulierung hat man an jeder Kante
aller 3-Simplizes {p, ¢} den gleichen Offnungswinkel afpgy = a(l,0®) und somit
auch den gleichen Defizit-Winkel

€ =27 — rag, - (7.1.4)

Der Parameter r ist nach Definition des Schlafli-Symbols {p, ¢, 7} genau der Para-
meter r des dritten Eintrags des gewédhlten 4-Simplizes (vgl. Kapitel 2.2.1), da er
die Anzahl r von 3-Simplizes angibt, die sich an jeder Kante beriihren. Nach Wahl
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der Triangulierung T héangt der Defizit-Winkel also nur noch von der Kantenlange

[ ab und man erhalt insgesamt

LK — / dt N\(T) [27 — ragpg)] 1,
R

mit Ny(7') der Anzahl Kanten der Triangulierung 7. Die Regge-Wirkung einer
gleichseitigen Triangulierung der Ss, als Teil der Mannigfaltigkeit M = S3 x R,
durch die Oberflache eines 4-dimensionalen Platonischen Korpers {p,q,r} lautet

also

sk = /R dt Ny(T)l [21 — rag, o (1)] — A /R dt N3(T)V,s |. (7.1.5)

Setzt man nun die charakteristischen Werte aus den Tabellen in Anhang C in
(7.1.5) ein, so erhdlt man auf Grund der gerundeten Werte der Winkel die Regge-
Wirkungen S’é’n der n-Zeller als Funktion der jeweiligen Kantenldnge [ approxima-

tiv zu:

SQS(Z):/]Rdt 31% l(t)—51\/2§A z%)]

SL16(7) = /]R dt 2?2’?;? z(t)—4\/fA z%s)]

S (p) = /}R dt _1276;” 1(t) — 8v/2A l3(t)]

L0007y — / dt Siw I(t) — 50v/2A z%)]
R L

Die Regge-Wirkung als Funktion des Kugelradius

Da [ stets die Kantenlédnge der jeweiligen Triangulierung ist, bietet sich, wie bereits
erwahnt, fiir die Regge-Wirkung der gleichseitigen Triangulierungen stattdessen der

Kugelradius R als Parameter an. Mit den Werten der letzten Spalte aus Tabelle
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C.1 im Anhang C folgt nach Skalieren ndherungsweise:

SIS(R) = /]R it |R(#) - i,g: 733@)] (7.1.6)
SLIS(R) — /]R dt R(t)-*(),/if R3(t)] (7.1.7)
SLA(R) = /}R dt R(t)—\g/ijrX R3(t)] (7.1.8)
1,600 : 2\/§A 3

SLO0(R) — /}R at R - 22 R (t)] (7.1.9)

Die weniger anschauliche, aber wesentlich genauere Form dieser Regge-Wirkungen
befindet sich im Anhang D.

7.2. Triangulierungen variabler Kantenlangen

Nachdem die Regge-Wirkung fiir den gleichseitigen Fall eines statischen Friedmann-
Universums berechnet wurde, werden in diesem Kapitel die Kantenlangen beliebig
variierbar sein. Beliebig bedeutet hier und im folgenden stets nur bis auf die na-
tiirlichen geometrischen Einschrankungen, die im Anhang B angegeben sind. Die
Regge-Wirkung S{z lasst sich durch Angabe aller Kantenlangen [;; zwischen den
Vertizes ¢ und j angeben, da jeder Simplizialkomplex, wie bereits in Kapitel 2.1
erwahnt, dadurch eindeutig bestimmt ist. Um dies zu erreichen, ist sowohl die Ab-
hingigkeit der Offnungswinkel als auch die der Volumina von den Kantenlingen
zu bestimmen. Dies hat man letztendlich bereits im Fall gleichseitiger Polyeder
gemacht, doch in diesem Fall reduzierte sich der Offnungswinkel o auf eine von der
Kantenldnge [ unabhingige Konstante und das Volumen war schlicht proportio-
nal zu 3. Da dies fiir beliebig wihlbare Kantenlingen erheblich komplizierter ist,

miissen zunéchst ein paar Bezeichnungen definiert werden.

7.2.1. Definition der Bezeichnungen

An der Kante ;;(= lj;) des 3-Simplizes A = (ijkl) wird der Offnungswinkel durch
a;j(A) bezeichnet. Auf Grund der Eindeutigkeit des Polyeders ist c;(A) natiirlich
ebenfalls fiir beliebige Kantenldngen eindeutig. Durch diese Notation unterdriickt
man bewusst die genauen Vertizes des 3-Simplizes A, da man im Folgenden zu-

néchst nur einen einzelnen 3-Simplex beriicksichtigt um dann im Anschluss iiber
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eine Auswahl 3-Simplizes zu summieren, die sich ohne explizite Vertizes sogar bes-
ser angeben liasst. Was dies bedeutet, ldsst sich bereits in der néchsten Formel fiir
den Offnungswinkel v;; der gesamten Triangulierung 7' an der Kante /;; erken-
nen. Denn nach Berechnung aller Offnungswinkel a;;(A) fiir die an die Kante ;;

anliegenden 3-Simplizes A, ergibt sich der gesamte Offnungswinkel zu

192‘j = Z CVU(A) (7.2.1)

A3l

Es wird also schlicht iiber alle 3-Simplizes summiert, die an die Kante /;; anliegen.

7.2.2. Variation der Kantenldngen des Tetraeders

Da alle dreidimensionalen Simplizialkomplexe aus 3-Simplizes zusammengesetzt
sind, geniigt es zunéchst die Kantenldngen eines einzelnen Tetraeders zu variieren,
um die Abhéngigkeit des Offnungswinkels und des Volumens von den Kantenléingen

zu erhalten.

Offnungswinkel eines 3-Simplizes

Der Offnungswinkel a;;(A) beziiglich des 3-Simplizes A = (ijkl) an der Kante ;;

berechnet sich zu

ij(A) =

J J

272 2 72 272 4 4 4
HaE{k,l} \/2 (lijlja + ljalia + lialij) - <l2] + lia + lja)

l?j (lz‘k + 0 G+ ljz'l - l?j - 25121@) + ljz'klzzl + l?kl?z - lzklgzl — 1303

arccos

(7.2.2)

Um dies zu beweisen, betrachtet man den 3-Simplex A mit den Vektoren der Kan-
ten I, vom Vertex a zum Vertex b, mit a, b € {i,4,k,1}, a # b. Der Offnungswinkel

a;j(A) befindet sich damit zwischen den auf die Kante /;; senkrechten Projektionen

. S N,

i) = Lk — ﬁ(lzk “Lij)li (7.2.3)
ij

. I RO

Li(ly) = la— ﬁ(lil lij)lij (7.2.4)
ij
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der Vektoren l_;l und l_;k und berechnet sich somit einfach aus der Definition des

Skalarproduktes zu
() - B (13
a;j(A) = arccos (Zk(])”(])> . (7.2.5)

Alternativ lassen sich selbstverstdndlich auch die senkrechten Projektionen der
Vektoren fjl und l;k verwenden. Im Folgenden hat man sich allerdings fiir die oben
explizit angegebenen Projektionen entschieden. Weiter folgt fiir den Z&hler von
Gleichung (7.2.5):

ij i
i (0 ) (1 7)
= l% <l_;k : l:l) I3 - % <l21 : Q) <l_;k : l:J) (7.2.6)
5 Z

Zusammenfassen des Zahlers fiihrt also auf Skalarprodukte von Vektoren aneinan-
der anliegender Kanten. Um diese Skalarprodukte der Vektoren der Kanten in eine
Funktion der Kantenldngen umzuschreiben, benttigt man zum einen die allgemeine

Definition des Skalarproduktes

—

Lialiv 08 £ (Li, lip) = lia - i

und zum anderen den Kosinussatz

— -

12, =12, + 12 — 2 lily cos Z(lia, lip),

wobei a, b € {j, k,}. Fasst man diese beiden Gleichungen zusammen, so erhélt man

—

- 1
lia  lip = 5 (I + 1 — lay) - (7.2.7)
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Durch Einsetzen von Gleichung (7.2.7) in Gleichung (7.2.6) kann man den Zahler

noch weiter umformen

. . 1

i) - Grly) = i [2 (1 + 0 — 1) B — (G + 1 = 15) (1 + 1 — )]
ij
1
=z (_Zinlz‘Qj + l?jl?’k + lz‘leiQk + l?jlz?z + l?jl?z - 2lz‘2jl12k + l?’kl?z‘*‘
ij
G5 — Gyl — 1303)

1

)

Ghliy + 5 — Uyl — 1303 - (7.2.8)

Offenbar hingt Gleichung (7.2.8) nur noch von den Kantenldngen ab und ist somit
die gewtinschte Form des Zahlers aus Gleichung (7.2.5).
Der Nenner aus Gleichung (7.2.5) lésst sich ebenfalls mit Hilfe von (7.2.7) in eine

Funktion der Kantenldngen umschreiben:

2 2
- - (7.2.4),(7.2.4) - 1 /- -\ - - 1 /= =\ =
FRUDEAUD = (\/lzk - (lik . lij) lz‘j) . <\/l7;z 7 <lil . lz‘j) ij)
ij
1 L2 NP
= l.2.\/ (lzgklzgj - (lik ' lij) ) ' \/ <lz‘2llz’2j - (lz‘l ' lz‘j) >
ij

(7.2.7) 1 272 2 12 272 4 4 4
= @ l_gl \/(2lijlja + b5, + lialij> - (lij + 1, + lja)

(7.2.9)

Damit sind nun Zahler und Nenner in Funktionen der Kantenldngen umgeschrieben
und man erhélt durch Einsetzen von Gleichung (7.2.8) und Gleichung (7.2.9) in die
allgemeine Definition eines Skalarproduktes (7.2.5) die behauptete Formel (7.2.2)

zur Berechnung des Offnungswinkels.

Volumen eines 3-Simplizes

Im vorherigen Abschnitt wurde der Offnungswinkel eines 3-Simplizes als Funktion
der Kantenléngen formuliert. Nun méchte man das gleiche fiir das Volumen erhal-
ten. Nach dem Paper von Hartle [Har 1985] ist das Volumen eines n-Simplizes o™

mit Vertizes (0, 1,---n) durch

1 Lo
VUQn = W det(l()i . loj) (7.2.10)
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gegeben. Offenbar hat der Vertex 0 eine ausgezeichnete Stellung in dieser Formel.
Hieran soll man sich allerdings nicht storen, denn es ladsst sich eine dquivalente
Formel fiir das Volumen herleiten, in der alle Vertizes symmetrisch eingehen. Diese
wird allerdings selten verwendet, da es sehr umsténdlich ist, mit ihr zu arbeiten
[Har 1985]. Fiir den Tetraeder A ergibt sich damit durch Einsetzen von Gleichung
(7.2.7) in Gleichung (7.2.10) das Volumen zu

] li2j %(lzzj +15 - lgzk) %(lgj +15 - 532'1)
VR = 36 det %(l% +15 - ljz'k) I% %(l?j +15 - 532'1) - (7.211)
s+ -2 05+ - 1) &

Nun sind alle Vorarbeiten erledigt und die Regge-Wirkung der drei Triangulierun-

gen l&sst sich prinzipiell als Funktion der Kantenldngen angeben.

7.2.3. Die Regge-Wirkung

Die Regge-Wirkung des 5-, des 16- und des 600-Zellers berechnet sich damit durch
Einsetzen des Volumens (7.2.11) und des Offnungswinkels (7.2.2) beziiglich eines

einzelnen anliegenden 3-Simplizes {iber die Formel (7.2.1) in die folgende Gleichung

Nu(T

)
1
St = 2/dt Z lij [2m — 4] —A/dt Z Va. (7.2.12)

i,j=1 AeT

Hierbei geht die erste Summe {iber alle Ny (7') Vertizes und die zweite Summe {iber
alle N3(T') 3-Simplizes A der Triangulierung 7. Dabei benétigt man im Vergleich
zu Gleichung (5.0.2) einen zusétzlichen Faktor % vor der ersten Summe, da man

jede Kante doppelt zahlt.
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8. Die Regge-Wirkungen im

dynamischen Fall

Bisher wurde nur der statische Anteil

St = [ a /S V@Ol (R, (1) — 2A)

2K‘R

der Einstein-Hilbert-Wirkung
1
S = 2/ dt/ V@ OIEs (R, (x,t) — 2A)
kJR JSs
1
+ % Rdt/s VI, t)|dz (Ry(z,t) — R (2,t))
3

betrachtet. Zur Beriicksichtigung der vollstédndigen Einstein-Hilbert-Wirkung eines
sphérischen Friedmann-Universums, muss zunéchst die Differenz der beiden Ricci-

Skalare I?; und R, berechnet werden.

8.1. Gleichseitige Triangulierungen

Im Fall der gleichseitigen Triangulierungen ist die zu triangulierende Mannigfaltig-
keit kugelsymmetrisch und die zugrunde liegende Metrik ist die Robertson-Walker-

Metrik g bzw. ihre Einschrankung + auf den rdumlichen Anteil.

8.1.1. Die Differenz der Ricci-Skalare R, und R,

Betrachtet man also die Differenz dieser beiden Ricci-Skalare R, und R, so erhélt

man allgemein die Beziehung

R(t) R

Rg_R’YZGW—'_ RZ(t) ’

(8.1.1)

wobei R(t) auch hier wieder der Radius der Kugel, die alle Vertizes tangiert, ist.

37
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Die Robertson-Walker-Metrik

Vor der eigentlichen Berechnung dieser Differenz aus den metrischen Tensoren g
und 7 werden alle Komponenten und alle bendtigten Ableitungen zusammenge-
stellt. Man hat also die kovarianten

R(t)

1,2 960 =700 = —RE)?, s = Voo = —R*(t)r?sin® 0

git = 17 9rr = Yrr = —
und die kontravarianten

1—r? 1 1
tt o rr __ 00 _ 60 _ P _ PP _
—1, — T = , L —— = 4% = —
g g7 RrR2) 7 77 Rz 9 7 R2(t)r2sin? 0

Eintradge der metrischen Tensoren sowie die nicht verschwindenden Ableitungen des

kovarianten metrischen Tensors

B _ 2R(OR(Y) - _ 2RP(t)r
Grrt = Vrrt = 12 Grrr = Vrry = (1 — 7"2)2

9004 = Voo.0 = —2REOR(E)T?,  goo.r = Yoo, = —2R*(t)r
Goébt = Vobt = 7273(75)7'{(25)7"2 sin? 0, Gobr = Vopr = 727?,2(t)7‘ sin? 0,

66,0 = Vb0 = —2R?*(t)r? sin @ cos 6.

Der Riemannsche Kriimmungstensor

Da der Ricci-Skalar iiber den Riemannschen Kriimmungstensor definiert ist, beno-
tigt man zunéchst die Definition des Riemannschen Kriimmungstensors.
h h h h h s
R = Digj — Ui + T Ui — D L7, mit i, 5,k h € {t,r,0,6}.
Die sehr aufwandige separate Berechnung der Ricci-Skalare Ry und R, ist allerdings
gar nicht notwendig, da diese Differenz offenbar nur die Summanden enthélt, in
dem mindestens ein Index den Wert ¢t annimmt. Hierbei gibt es die folgenden zwei

Typen:
e die Rhijk in denen ein Index den Wert ¢ annimmt,

e der Summand aus jedem (Fﬁnj = Fﬁlkfg) in denen m den Wert ¢ an-

nimmt.
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Bezeichnet man den Anteil vom Typ eins mit R; und den Anteil vom Typ zwei
mit Ryy, so gilt offenbar
Ry, —R,=R;+ Ryy. (8.1.2)

Aus der Literatur, wie beispielsweise [Olo 2004, S.216|, entnimmt man die Werte

des ersten Typs:

r R(1)
Ry, = Rettﬂ = sz = R(t)
R(HR(t)

¢ _
Ry =——"3~

Rpps = —R(OR(t)r”
bed)t = —R(t)R(t)r*sin? 0

Berechnet man hieraus den Anteil Ry vom Typ eins des Ricci-Skalars, so folgt

_ RO
Ry = 6W. (8.1.3)

Die im Allgemeinfall sehr umfangreiche Berechnung der Summanden vom Typ
zwei vereinfacht sich hier erheblich, da der hier verwendete metrische Tensor g

Diagonalform hat. Damit ist

(3.1.2)

LG — TR =" ¢"Thg" Tk — 6" "Thing T
(313) 1
= Zghh (Gntj + Gint — Gtjh) g" (Gtik + Grti — Gik,t)
1
—Zghh (9t + Grne — Gien) 97 (9ig + 9jti — Gijit)
1

1
= - Zghhgjh,tgik,t + Zghhgkh,tgij,b

Da (F?jfﬁk — F?kf’;j) ein Summand in R%, % 1st, miissen wegen R;; = R?jh zunichst
k und h kontrahiert werden und man erhélt
1
F?jrgh - P?hrgj = Zghh (Gnht9ijt — GintGint) - (8.1.4)
Analog, da R = g“ R;; gilt, multipliziert man Gleichung (8.1.4) mit g% und man

erhélt die Summanden vom Typ zwei

) 1.
g" (FZ;th - F?hFﬁi) = Zgnghh (Ghh.tGiit — YintGiht)

des Ricci-Skalars. Betrachtet man nun die moglichen Werte von h und ¢, so sieht

man, dass fiir h = 4 die Differenz (gnn+Giit — gint9int) verschwindet. Da der zweite
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Summand wegen der Diagonalform von g fiir A # ¢ immer verschwindet, verbleibt
nur der erste Summand

3 1
g" (F?zrfh - F?hﬁi) = zgmghhghh,tgii,t.

Da fiir die Summanden von Typ II ausgeschlossen war, dass einer der Indizes am
Riemannschen Kriimmungstensor Rhi ik den Wert ¢t annimmt, bleiben demnach nur
die sechs Félle {h,i € {r,0, ¢} |h # i} und so erhélt man den Anteil R;; vom Typ

zwel des Ricci-Skalars zu

o $¢ ,00 } _

1
Rip= - [grrgeegee,tgrr,t + 9" 9% 900,19t + 97797 900,1 960t

2
Setzt man weiter die Komponenten des metrischen Tensors ein, so ergibt sich
R*(t)
RA(t)

Ry =g" (ThTh, = ThIY) =6 (8.1.5)

Addition der Summanden von Typ I aus Gleichung (8.1.3) und der vom Typ II aus
Gleichung (8.1.5) liefert das behauptete Resultat (8.1.1).

8.1.2. Die Regge-Wirkung

Setzt man die Differenz der beiden Ricci-Skalare aus Gleichung (8.1.1) in die
Einstein-Hilbert-Wirkung aus Gleichung (6.1.2) ein, so erhdlt man

Sen = 5 [ /S VARG Oldr (Ry(e.1) — 24)

. ,
+i Rdt/53\/|y(x,t)\d3x (628+6§2E2>.

Da der Radius R(t) nur eine Funktion der Zeit ist, lasst er sich aus dem réumlichen

Integral herausziehen und es bietet sich die folgende Notation der Einstein-Hilbert-

Wirkung an

Sen =g [ dt [ VG Olds Byt
kJrR  JSs

) .
* % Lt [6' <§8 . ;Eg) - 2/\] /53 y(z,t)|d3z.|  (8.1.6)

Das raumliche Integral des zweiten Summanden reduziert sich demnach genau wie
bei der kosmologischen Konstanten auf das Volumen des Integrationsgebietes. Da-
mit liefert der Regge-Kalkiil mit den expliziten Werten der Triangulierungen né-

herungsweise die dynamischen Regge-Wirkungen auf der teilweise triangulierten
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Mannigfaltigkeit zu:

S3(R) = /IR dt {R( ) + ;{)i :3 (7%(75)732(75) +R2()R(t )) —AR3(t):}
(8.1.7)

SI(R) = /]R dt{R( ) + gfr :3 (ﬁ(t)vzz‘(t) T R2()R(t )) —AR?’(t):}
(8.1.8)

S2U(R) = /}R dt {R( ) + ;ﬁ [3 (ﬁ(tm?(t) + 7'3%)73( ~ARR() } }
(8.1.9)

S900(R) = / dt {R(t) + igﬂ [3 (7%(75)722(75) + 7'32(15)73( —AR3(t) } }

R us

(8.1.10)

Die Zuordnung des dynamischen Zusatzterms zum Volumenanteil der Einstein-

Hilbert-Wirkung ist allerdings, wie der néchste Abschnitt zeigt, nicht die einzige
Moglichkeit.

8.1.3. Die alternative Regge-Wirkung

Betrachtet man den zweiten Teil

RAt) | RE()
S — dt/\/ t)|d*x L 6
EH = 5, s, VI RO T OR2(0)
der Einstein-Hilbert-Wirkung erneut und setzt die Determinante des metrischen

Tensors

R3(t)r? sin 0
Vi, )| = A2

ein, so erhilt man

SHy = o /R dt (6R(R(1) + 6R2(R(1)) /S 3 \iSi_Lid%.

Partielle Integration des ersten Summanden liefert
/ dt RORYt) = RR2 / R2(t)
R
= —2/ dt R%:(t)R(t),
R
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da der Randterm verschwindet. Insgesamt folgt daraus

2 3 0
1 [ a6 / T dy
SHa =3 | R() [

und durch Riicksubstitution der Determinante des metrischen Tensors (8.1.3) ergibt

sich die alternative Form des zweiten Teils der Einstein-Hilbert-Wirkung

S”A_—— /dt/ Vi, t)|dx 2 (8.1.11)
S3

Zieht man nun allein die Ableitung des Radius R aus dem raumlichen Integral und

verwendet, dass R, = % ist, so folgt

I11,A 1 2 3
Spi = —%/dtR /\/ :ctdeRQ)
= —;/dt”R2 / Vv(x,t) d?’xR
K JR

Zusammen mit dem statischen Anteil der Einstein-Hilbert-Wirkung erhélt man

insgesamt die alternative Form der Einstein-Hilbert Wirkung

%Fd;Aﬁ“hﬁ%»&JMmm%&—mégﬁ@ﬂ&i

und der dynamische Zusatzterm wird hier nicht als Korrektur des Volumen- sondern
des Krimmungsterms betrachtet. Analoges Einsetzen der charakteristischen Werte

der Triangulierungen wie oben, liefert die Regge-Wirkungen:

SEA(R) = /}R it | Rt — R20R () — ;ﬁr AR (t)] (8.1.12)
S18A(R / it | Rt — R20R () — gﬁmﬁ(wl (8.1.13)
SHAR) = /}R dt :R(t) — RY()R(t) — ;frm%)] (8.1.14)
S90A(R) = /}R dt _R(t) ~R2R(t) — igfzm?)(t)] (8.1.15)

Der Unterschied dieser beiden Betrachtungsweisen wird deutlicher, wenn man fiir
die Gleichungen (8.1.7) bis (8.1.10) ebenfalls die partiell integrierte Form aus Glei-
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chung (8.1.11) verwendet. Es ergeben sich damit die zu (8.1.7) bis (8.1.10) voll-

kommen aquivalenten Gleichungen:

SH(R) = /R dt{R(t)—;;fT [3R2(t)R(t)+AR3(t)}} (8.1.16)
SIS(R) = /R dt{R(t)—b}fT [3RQ(t)R(t)+AR3(t)}} (8.1.17)
S2(R) = /R dt{R(t)—?:fT [3R2(t)7z(t)+AR3(t)}} (8.1.18)
SE0(R) — /R dt{R(t)—i;/f [3RQ(t)R(t)+AR3(t)]} (8.1.19)

Der einzige Unterschied ist der Vorfaktor des dynamischen Zusatzterms. In Kapitel
9.1, welches sich mit den resultierenden Bewegungsgleichungen befasst, werden die
Vorfaktoren genauer untersucht. Im folgenden Abschnitt wird allerdings zun&chst

die Regge-Wirkung fiir Triangulierungen beliebiger Kantenléingen hergeleitet.
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9. Die simplizialen

Bewegungsgleichungen

9.1. Die simplizialen Bewegungsgleichungen der

gleichseitigen Triangulierungen

Die resultierenden Bewegungsgleichungen der beiden Varianten der Regge-Wirkung
der Gleichungen (8.1.12) bis (8.1.15) sowie (8.1.16) bis (8.1.19) erhélt man durch
Extremieren der Wirkung. Fiir den statischen Anteil der Regge-Wirkung allein
macht diese Betrachtung keinen Sinn, da in diesem Fall sowohl die kosmologische
Konstante A als auch der Radius R proportional zur Gesamtmasse sind und somit

verschwinden.

Extremieren der Wirkungen (8.1.12) bis (8.1.15)
Da sich die Wirkungen (8.1.12) bis (8.1.15) nur um den Wert des Vorfaktors un-
terscheiden, extremiert man eine Wirkung der Form

Sa(R) = /}R at [R(t) ~ RAOR() ~ adR(W)] . a € Ry

Damit folgt zunéchst

ol 5Sr(R)  OR(t) S8(R*R) 6(aAR3(t) . 0 5(R*R)
T OR() OR(®) | OR() | R() 0t oR()

= 1 R2(t) - 3aAR2(t) + 2% <R(t)R(t))

= 1-R3(t) — 3aAR*(t) + 2R(t)R(t) + 2R*(¢t)
= 1 -3aAR?(t) + 2R(t)R(t) + R3(t)

und nach Auflosen erhalt man

3aAR2(t) = 1+ 2R(t)R(t) + R2(t). (9.1.1)
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Setzt man die jeweiligen Werte fiir a ein, so folgen die Bewegungsgleichungen zu

19v/2 . .
5-Zeller : SO‘Q[ARQ(t) =14 2R()R(t) + R(1)
s

16-Zeller : ;75‘3/51\722(75) =14 2R(HR(t) + RA(t)
s

24-Zeller : 112‘1[/\7%2( t) =14 2R(R(t) + R2(t)
T

47+/2

S AR2(t) = 1+ 2R(H)R(t) + R2(t).

600-Zeller :

Néaherungsweise ergibt dies

5-Zeller: 0, 171AR*(t) = 1 + 2R(t)R(t) + R2(t) (9.1.2)
16-Zeller :  0,347TAR2(t) = 1 + 2R(1)R(t) + R>(t) (9.1.3)
24-Zeller :  0,641AR%(t) = 1+ 2R(t)R(t) + R2(¢) (9.1.4)

600-Zeller :  0,880AR2(t) = 1 + 2R(t)R(t) + R2(t). (9.1.5)

Extremieren der Wirkungen (8.1.16) bis (8.1.19)

Beim Extremieren der Regge-Wirkungen (8.1.16) bis (8.1.19) geht man genauso

vor und betrachtet eine Wirkung der Form
Sa(R) = /R dt [R(1) ~ 3aR2(OR(D) ~ aARY(1)] . a€ R,
Analog folgt zunéchst
3aAR%(t) = 1+ 6aR(t)R(t) + 3aR%(t)

und nach Einsetzen der Werte fir a erhalt man

5-Zeller : ;%\Q/EAR%)Z ::3‘2/; ()R(t)+18%\2£ R2(t)
16-Zeller : ;75;/51\732@): 245;; RORE) + 275?{; R2(1)
24-Zeller : llgfmz?(t): 31‘;1“7: (t)R(t)+1179£7'22(t>
600-Zeller : ‘;;;/EAR%) 1+2‘;5f (t)R(tHé;;/fR?(t).
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Naherungsweise ergibt dies

5-Zeller: 0, 17T1IAR%(t) = 1+ 0, 341R(t)R(t) + 0, 171R*(t)  (9.1.6)
16-Zeller :  0,347AR2(t) = 1 + 0, 694R(t)R(t) + 0, 347TR2(t)  (9.1.7)
24-Zeller :  0,641AR?(t) = 14 1,282R(t)R(t) + 0,641R%*(t) (9.1.8)
600-Zeller :  0,880AR?(t) = 1 + 1, 759R(t)R(t) + 0,880R2(t). (9.1.9)

Vergleich mit den Friedmann-Gleichungen

Vergleicht man die simplizialen Approximationen (9.1.2) bis (9.1.5) sowie (9.1.6)
bis (9.1.9) mit der Friedmann-Gleichung (4.4.2.a,b) in der Form

AR? =1+ 2RR + R,

so erkennt man in beiden Féllen eine langsame Anndherung an diese Bewegungs-
gleichung, die direkt aus der Einstein-Hilbert-Wirkung mit der Robertson-Walker-
Metrik folgt. Die Giite dieser Approximation ist vergleichbar mit dem Verhéltnis

der Volumina der Triangulierungen und dem Volumen 272R? der Oberfliche Ss:

Polyeder | Volumenanteil

5-Zeller 16%
16-Zeller 24%
24-Zeller 40%
600-Zeller 88%

9.2. Ausblick hinsichtlich der Bewegungsgleichungen
der Triangulierungen durch einen n-Zeller mit
variabler Kantenldange

Stellt man noch einmal die endgiiltige Form der Regge-Wirkung einer Raumzeit

zusammen, bei der der rdumliche Anteil topologisch wie die Oberflache S3 aussieht

und der zeitliche Anteil kontinuierlich bleibt, so hat man

Ni(T)
/dtz 911 A/dtZVA
3,j=1 AeT
.y )r
82 i
—3/ dt lii, 9.2.1
”zzl 277—19@']']2 ! 021
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mit dem gesamten Offnungswinkel

191'3' = Z Oéij(A),

A3l

der iiber die einzelnen Flachenoffnungswinkel
ai(A) =
B (BB o+ B 3= 2 - 28 ) + B3+ B3 - 23— B3
Maca /2 (B0 + B2+ 22) — (1 + 1t +14,)

gegeben ist sowie dem Volumen

arccos

1 l?j %(Zzzj + 15— l?k) %(l% +15 - l]2'l)
VR = 3g det | 3+ — 15 12, s+ -2y (922
s+ 13— ) s+ - 1) 15

Fiir jede Kante /;; erhélt man prinzipiell durch Extremieren der Wirkung oder An-
wenden von Euler-Lagrange dessen Bewegungsgleichung. Hat man erstmal dieses
gekoppelte Gleichungssystem der Bewegungsgleichungen aller Kantenldngen aufge-
stellt, so lasst es sich (numerisch) 16sen und liefert die globale Zeitentwicklung der
sphéarischen Raumzeit. Dariiber hinaus bietet sich vermutlich an, die statistische

Verteilung der Kantenldngen zu jedem festen Zeitpunkt zu betrachten.
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A. Herleitungen

A.1l. Die Einstein-Hilbert-Wirkung
Die Einstein-Hilbert-Wirkung

1
Sen = / |:2’€(R — 2A) + Ly | V |g|d4a? (A.l.l)
liefert auf Mannigfaltigkeiten ohne Rand eine zu den verallgemeinerten Einstein-
schen Feldgleichungen

1 81rG
Ry, — igik(R —2A) = 7Tik- (A12)
dquivalente Formulierung der Relativitdtstheorie. Man beweist dies durch Anwen-
den des Prinzips extremaler Wirkung §.5 < 0 bzw. Extremieren der funktionalen

Ableitung von Sgp.

1 0SEH
0 = 5gik
_ 1 (6W/lglR)  2Adv/]g| n 6(\/191Lnm)
% 5k 5gik 5g7k

VBL(0 RV 2 VB
o gk \/@ Sgk \/m Sgik dgtk

Zur Berechnung dieser Funktionalableitungen benétigt man die zu Tjyx = 5Gi

dquivalenten Formel des Energie-Impuls-Tensors [SeUr 2002, S.74, Referenzen hier-
in|

Ty, = LMiM

Vgl 99

und zunéchst die Definition des Riemannschen Kriimmungstensors aus Gleichung

(A.1.4)

(3.1.6), da der Ricci-Skalar tiber den Ricci-Tensor aus dem Riemannschen Kriim-
mungstensor definiert ist (vgl. Gleichungen (3.1.8) und (3.1.9.a,b)). Daher betrach-

tet man zunéchst die Variation des Riemannschen Kriimmungstensors

5R’g.jk = 9;0T}; — x0T, + 6T T}, + ThoT3, — 0TI, — TR0,

50
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Mit der Definition der kovarianten Ableitung D; aus Gleichung (3.1.4) folgt
6ha’jk - Dj(éFZi) - Dk@%)-

Verjiingung des Riemannschen Kriimmungstensors liefert hieraus die Variation des
Ricci-Tensors
SRij = Dy(6T}) — D;(6T7). (A.1.5)

Kontrahiert man die verbleibenden Indizes durch Multiplikation mit ¢*/, so erhélt

man die Variation des Ricci-Skalars R

0R = Rijégij + gijéRij
DthZ]:O Rijcsg” + Dh (g”él‘?i - gijéfzi)
und damit auch seine Funktionalableitung

OR

5o Rik. (A.1.6)

Der zweite Summand Dj (gik(ﬂ%i — g" 5F2i) liefert keinen Beitrag zur Funktional-
ableitung, da er selbst eine totale Ableitung und somit nur ein Randterm ist, der
auf den betrachteten randlosen Mannigfaltigkeiten verschwindet. Abschlieffend be-
notigt man noch die Funktionalableitung der Determinante des metrischen Tensors
V]9l = /—g. Die Kettenregel liefert zuniichst

Iv—g 1 dlgl
= = — — . Al
6gzk 2 /_g 5gzk ( 7)

Entwickelt man die Determinante mit der iiblichen Definition der Adjunkten A*

gl = gA™,
k

wobei hier ausnahmsweise keine Einsteinsche Summenkonvention gilt, so folgt fiir

von g;x in

die Funktionalableitung unmittelbar

0Gik ’
da per Konstruktion A* # Fkt(g;,) gilt. Andererseits ist der zu g;, inverse metri-
sche Tensor ¢g%* ebenfalls iiber die Adjunkte durch
W Aik
9]
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gegeben. Insgesamt gilt also

dlg ik
= gl ¢ Al
5g 9l g (A.1.8)

und durch Einsetzen von Gleichungen (A.1.4),(A.1.6) und (A.1.8) in (A.1.3) erhélt

man die oben angegebene Form der Einsteinschen Feldgleichungen (A.1.2).

A.2. Die Regge-Wirkung

R. Friedberg und T.D. Lee leiteten 1984 in [FrLe 1984]| die Regge-Wirkung aus der
Einstein-Hilbert-Wirkung ab. Der Ricci-Skalar R in der Einstein-Hilbert-Wirkung
ist nur fiir glatte Mannigfaltigkeiten und damit nicht auf einem Simplizialkomplex
definiert. Durch eine Folge glatter Mannigfaltigkeiten, die einen Simplizialkomplex
als Grenzwert haben, lisst sich der Ubergang konstruieren. Fiir eine D-dimensionale
Mannigfaltigkeit ergibt sich der Volumenterm offenbar als Summe iiber die einzel-
nen Volumina der D-Simplizes. Es verbleibt also der Beweis des Kriimmungsterms

der Regge-Wirkung

Sg = Z €;p-2V D2, €yD—2 1= 2T — VY D2 (A.2.1)

0'D726T

aus dem Kriimmungsterm der Einstein-Hilbert-Wirkung
1
SKy = o / V0g|R dPzx. (A.2.2)
K

Hierbei ist €,p-2 der Defizit-Winkel am Simplex oP=2 und ¥,p-2 ist der entspre-
chende Offnungswinkel. Vorab sei noch bemerkt, dass bereits 1984 die Ubereinstim-
mung der Ausdriicke (A.2.1) und (A.2.2) in Dimension D = 2 durch das Gaufs-
Bonnet-Theorem gegeben war. Der hier nachskizzierte Beweis von Friedberg und
Lee beweist, wie bereits erwahnt, dariiber hinaus einen Zusammenhang zwischen

den lokalen Grofen, dem Summand und dem Integrand der Form

\/@R = 260/:)725(3:1)5(3:2), (A23)

D=2 genkrechten Koordinatenachsen sind. Aus

wobei 1 und z9 die zum Simplex o
dieser stirkeren Aussage lédsst sich selbstverstdndlich unmittelbar die Gleichheit

von (A.2.1) und (A.2.2) im Sinne des obigen Grenzprozesses folgern.
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Dimension D = 2

Zunichst betrachtet man den Fall eines 2-dimensionalen Simplizialkomplexes ein-
gebettet in einem flachen R3. Es gelten die iiblichen Existenzbedingungen fiir
Simplizes (vgl. Anhang B). Da man zeigen mochte, dass sich die Kriimmung in
den Vertizes konzentriert, betrachtet man einen Vertex p und alle benachbarten
Vertizes 1,2,---n. Die Umgebung von p besteht also aus n Dreiecken A(1) :=
(pnl), A2)=((p1l2), - ,An) = (p n—1mn). Jeder Punkt des Dreiecks
A(1) lasst sich mittels seines Normalenvektors 7i(i) := (ng, (i), g, (7), nag (1)) be-
reits durch die x1- und die x9- Koordinate angeben, da fiir jeden Punkt die Zwangs-

bedingung
3
ank (D)xp =0 (A.2.4)
k=1

gilt. Die Metrik des mittels der Abbildung 7 : R?* — R?, (z1, 22, 23) +— (71,22)
in die (z1,z2)-Ebene projezierten Dreiecks m(A(7)), die den Abstandsbegriff nicht

verandert, ist durch
P 0z 0z
Iy = Ouw Oz, Oz,

gegeben. Mit der Definition

, §al (2 a—; A24) [ —niG
§(i) = ( 3 )> = (%; (420 restd (A.2.5)

5902 (l) Oxo Ny (@)

lasst sich der metrische Tensor zu

g=1+&@)E () (A.2.6)

kompakt umschreiben. Hierbei ist £7(i) der transponierte Vektor. An Gleichung
(A.2.6) lasst sich der inverse metrische Tensor
_ 1
o= 1o e gl =14 (A2.7)

ablesen. Mit den tiblichen Definitionen erhalt man den Ricci-Skalar zu

_ 2 1 2 1 2/ __ 1 2 1 2
R =2|g]| Nirt2) '  Drrze) — Du) Dy Oy Oy (A.2.8)

Inbesondere folgt hiermit und mit Gleichung (A.2.5) die Flachheit des Inneren je-
des Dreiecks. Um die behauptete Relation des Ricci-Skalars zu beweisen, fiihrt man
noch einen weiteren Koordinatenwechsel durch. Die Wahl dieses Koordinatenwech-

sels begriindet sich darin, dass die Unstetigkeit von £(7) im Ubergang von A(4)
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nach A(i+ 1) nur in der zu m(l;,) orthogonalen Richtung e (i) auftritt. Bezeichne

die zu 7(l;p) parallele Richtung mit ej(7). Man fiihrt also den Koordinatenwechsel

e (GO _ (&)
i <f¢(i))' (f'ﬂ@) (4:29)

durch. Entlang der offenen Kante l;;, — {7,p} ist also nur £ unstetig. In allen

Punkten des Dreiecks, aufter der Vertizes, gilt weiter

0g,(e)  9g(1) oo & (1), &y (1)) _ 9(§)(4),€1(7))
Oz (i) Oz (i) 0=k Ow1(i),z2(i)) — O(w(i)zL(3))

=0,

was bedeutet, dass im Grenzwert der glatten Mannigfaltigkeiten, dem Simplizial-
komplex, die Kriimmung iiberall verschwindet, aufter in den Vertizes. Nun lasst sich
der Kriimmungsterm der Einstein-Hilbert-Wirkung durch Einsetzen von Gleichung
(A.2.7.b) und (A.2.8.a) in ein elementares Integral

/ V]g|R dxidzy = /Q (2d§$1d§$2

1+ £T¢)3/2

B ;/ﬂ(z‘) W%I(z)dﬁxz@) (A.2.10)

umschreiben, wobei zuletzt noch 2 in eine den Dreiecken A(7) zugeornete Summe
Q=>"", Qi) zerlegt wurde. Durch den Koordinatenwechsel, der durch die Abbil-
dung P aus Gleichung (A.2.9) gegeben ist und einer lingeren Rechnung, die man
in [FrLe 1984, S.152f] nachlesen kann, folgt fiir jede Umgebung w, die als einzigen
Vertes den Vertex p enthilt, die Relation

/ VIgIR dzydzs = 2¢,. (A.2.11)

Definieren der Testfunktion

N [ B A
zﬁS/Z(Z) = /Q(i) (1+§2(i))3/2

liefert mit Gleichung (A.2.10) sowie (A.2.11) die gesuchte, distributionswertige
Gleichheit

VIgIR = 20(21)8(22) Y 3/9(i) = 2ep6(21)d(2), (A.2.12)
=1

die im tblichen Sinne zu verstehen ist.
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Beliebige Dimension D

Bis jetzt wurde nur ein zweidimensionaler Simplizialkomplex betrachtet, der in
einem R? eingebettet ist. Fiir einen Simplizialkomplex der Dimension D mit Ny
Vertizes hat man nach Berticksichtigung der Ng Zwangsbedingungen, die durch die
Kantenldngen impliziert werden in einem flachen RY, N € N, noch N Ny— N ver-
bleibende Freiheitsgrade. Da jedes Gitter im RN N Freiheitsgrade der Translation
und 3N (N — 1) Freiheitsgrade der Rotation besitzt, muss stets

1
NNy —Ng = N+ NN —1)

gelten. Fiir sehr grofse Gitter lasst sich die rechte Seite vernachléssigen und man
erhalt N
K
N> —. A.2.13
- Ny ( )

Fiir einen sehr groffen zweidimensionalen Simplizialkomplex folgt hieraus, dass der
einbettende Raum mindestens die Dimension drei haben muss. Durch Abzéihlen
von Freiheitsgraden, wie in [FrLe 1984, S. 156f], lasst sich zeigen, dass sich jeder
D-dimensionale Simplizialkomplex durch stetige Koordinatentransformationen in
einen RP*! einbetten ldsst. Transformationen dieser Art sind zugelassen, da die
Einstein-Hilbert-Wirkung kovariant ist. Um die Kriimmung an einem (D — 2)-

D-2

5 < zu erhalten, rotiert man das Koordinatensystem

dimensionalen Teilsimplex o

so, dass die x1- und die x2- Achse senkrecht zu diesem Teilsimplex stehen. Damit

ergibt sich die Metrik zu
&t 0
=1+ , A2.14
g ( 0 o ( )

mit £(i) wie vorher. Die Metrik der zweidimensionalen Oberflache des D — 2-
dimensionalen Teilsimplizes hat also erwartungsgemafs die gleiche Form wie die
eines Dreiecks im D = 2-dimensionale Fall. Setzt man dieses Ergebnis (A.2.14) in
die Formel des Ricci-Skalars ein und wendet wieder die gleiche Testfunktion 35 (i)

an, so erhilt man die Verallgemeinerung von Gleichung (A.2.12)

V]g|R = 2¢P726(21)8(x2), (A.2.15)

mit dem einzigen Unterschied, dass hier der Defizit-Winkel an 0P~ steht. Damit
folgt fiir eine Umgebung w, die keinen weiteren D — 2-dimensionalen Teilsimplex

neben oP~2 beinhaltet,

/ V0g|R dPz = 2esV, p-2. (A.2.16)
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Integration iiber den gesamten Raum liefert die behauptete Gleichheit:

/\/|g]R d”r =2 €V, p (A.2.17)

A.3. Schliflis notwendige Existenzbedingungen der

verallgemeinerten Platonischen Korper

Schliflis notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines regelméfigen verallgemeine-
ren Platonischen Korpers ist die Verallgemeinerung von der in n = 3 Dimensionen
fiir den Polyeder {p, ¢} giiltigen anschaulichen Bedingung, dass die ¢ Flachenwinkel
(1 — %) 7 (vgl. Abbildung A.1) an jedem Vertex kleiner 27 bleiben miissen:

2

Die rechte Ungleichung ist die iibliche Notation dieser Bedingung, die insbesondere

2 1 1 1
q-<1—><271’<:>—|—> (A.3.1)
p p g

die Symmetrie zwischen p und ¢ zum Ausdruck bringt. Zur Vorbereitung definiert
man die Mittelpunkte O; einer geschachtelten Folge von i-dimensionalen Teilsim-

plizes mit ¢ = 0,1, ---n. In Abbildung A.1 ist diese Folge fiir ein 5-Eck dargestellt.

Abbildung A.1.: Beispiele der Mittelpunkte O; anhand eines 5-Ecks aus [Cox 1973, S. 3]

Nun betrachtet man die Winkel ¢, xy und ¢ am Mittelpunkt O,, (vgl. Abbildung
A.2) des Polyeders {p,q, - ,v,w}, die wie folgt definiert sind:

:= /(0,00,0,01) Halber Offnungswinkel einer Kante

-

X := £(0,00,0,0,-1) Anteil des Umbkreises einer (n — 1)-dim. Zelle

¢ = £(0,0,—2,0,0,—1) 7 — 21 ist der Hyperflichen-Offnungswinkel
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Og 0,

in *
S1 »

L4

sin” sin?%
? g

sin } sin’}

Oncos;{ o8, 02 On cosfq (@)
Abbildung A.2.: Die Winkel ¢, x, 1 am Mittelpunkt 0,, modifiziert aus [Cox 1973, S. 21|

Nimmt man eine Kantenldnge 2/ an, so erhdlt man aus dem linken Dreieck aus
Abbildung A.2 sofort

Ry sin¢ = 000, =1, (A.3.2)
wobei Rg der Radius der Kugel ist, die alle Vertizes tangiert. Ganz analog kann
man die Grofien R(()k), [%) und ¢*¥) als die entsprechenden Grofen der k-ten Ver-
texfigur definieren Die k-te Vertexfigur erhélt man durch Streichen der ersten k
Eintrdage von {p,q,--- ,v,w}. Insbesondere ist die gestrichelte Linie in Abbildung
A.1 die Vertexfigur des 5-Ecks. Analog zu Gleichung (A.3.2) gilt dann fiir die erste
Vertexfigur

R(()l) sin ¢(1) =1M = cos g

Auferdem lasst sich aus Abbildung (A.3) die Bezichung

Abbildung A.3.: Das Dreieck 0,007 modifiziert aus [Cox 1973, S.22]

RV =1lcos¢ (A.3.3)
ablesen und somit gilt
T . 9 0052% A
cos¢p = o0 cos; & sin“g=1-— 2 g0 (A.3.4)
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Fiir die anderen Vertexfiguren folgt damit unmittelbar

2w 2T
cos cos” = T
2o =1 — 9 .. §in2e®D 1 " v it o2 = =
sin” ¢ ERCINCIR , sin“ ¢ Sin? g2 mit ¢ o

Man sieht, dass sin? ¢ iterativ durch Angabe von {p,q,---,v,w} eindeutig be-

stimmt ist. Definiert man eine Funktion D durch

1 ¢ 0 0 0 0
Ccl 1 o 0 0 0
Dy g.... vw = det ,
0O 0 O Cn—9 1 Cn—1
0O 0 O 0 cno1 1
mit den Koeffizienten ¢ := cos %, Co := COS %, s+t Cp—1 = €08 1, S0 ldsst sich diese
Iteration kompakt zu
sin? ¢ = Dpgeeow (A.3.5)
Dy ... vw

umschreiben, da die Iteration in die Funktion D, die selbst durch die Iteration

2 7-[-
= Dgr.c v — Dy cOS ;

D

p,q,ry W

mit den Anfangsbedingungen D = 1 sowie D, = sinQ% gegeben ist, absorbiert
wird. Durch vollstindige Induktion zeigt man, dass D wie oben definiert, dieser
Iteration gentigt. Durch wiederholte Anwendung von Gleichung (A.3.5) folgt nun
sofort

sin ¢sin? ¢ - - - sin? 9D = Do o

und daher

| Dy, w0 >0} (A.3.6)

Im Fall n = 3, also fur {p, ¢}, bedeutet dies

2T o2l 50 o sl 4sin?l > 1 (A.3.7)

D, , = sin
b p q p q

Da natiirlich immer p,q > 2 gelten muss, folgt die Aquivalenz von Gleichung
(A.3.7.b) mit der anschaulichen Bedingungen (A.3.1) sofort aus dem Verlauf der
Funktion sin? =

Im Fall n = 4, also fiir {p, ¢, }, besagt Gleichung (A.3.6), dass

sin = sin ©— > cos - (A.3.8)
p r q
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gelten muss. Aus Abbildung A.3 lasst sich cosvy = “® ¢ ablesen und es folgt die

sin &
P

Beziehung
sin = > cos . (A.3.9)
r

Mit sin = = —cos (£ + %) und da cosz auf (0,7) monoton fallend und beziiglich
0, ) punktsymmetrisch ist, erhdlt man, dass Gleichung (A.3.9) genau dann erfillt
(0, %) punktsy g g

ist, wenn 27“ grofer ist als der Offnungswinkel 7 — 2¢ von {p, q}, also wenn

2

T2 (A.3.10)

-
gilt. Da m — 2¢ der Fliachenoffnungswinkel von {p, ¢} ist, ist Gleichung (A.3.10)
bzw. (A.3.8) anschaulich ein notwendiges Kriterium dafiir, dass an einem Vertex
genug Platz ist r {p, ¢}’s anzuordnen. Dieses Kriterium liefert die Aussage, dass es

hochsten die folgenden sechs 4-dimensionalen Platonischen Korper

’ Polyeder ‘ Schlafli-Symbol ‘

5-Zeller {3,3,3}
8-Zeller {3,3,4}
16-Zeller {4,3,3}
24-Zeller {3,4,3}
120-Zeller | {3,3,5}
600-Zeller {5,3,3}

gibt. Da Schléfli’s Bedingung nur ein notwendiges aber kein hinreichendes Krite-
rium ist, ist hiermit lediglich gezeigt, dass es keine weiteren 4-dimensionalen Pla-
tonischen Korper geben kann. Durch explizite Konstruktion, wie beispielsweise in

[Cox 1973|, ldsst sich zeigen, dass diese wirklich existieren.



B. Existenzbedingungen eines

n-Simplizes

Die Volumenformel eines n-Simplex mit Vertizes 0,1, - -- , n ist, wie bereits erwahnt,
nach [Har 1985] durch

1 - o :
V2= [GIE det (lailaj> ,  mitae{0,1,---,n}, (B.0.1)
mit der n x n-Matrix (ﬁ)iﬁ)j) (also 4,7 € {0,...,n}, i, # a), dessen Eintrége
nach Gleichung (7.2.7) durch

L.
lailaj = 5 (I + 12, — 1)

berechnet werden, gegeben. In dieser etwas allgemeineren Form zeichnet diese For-
mel nicht mehr den Vertex 0 sondern den Vertex a aus. Da die Existenzbedingungen
eines n-Simplizes fordern, dass jeder k-dimensionale Teilsimplex ein reelles, positi-

ves k-dimensionales Volumen hat, d.h. dass

V2>0 Vke{0,1,...,n}| (B.0.2)

gilt, musste der Vertex 0 gegen den Vertex a ersetzt werden, da der Vertex 0
natiirlich nicht in jedem Teilsimplex enthalten ist.
Dimension n = 3

Im Fall eines (n = 3)-Simplizes V,3 mit den Vertizes i, j, k,[ bedeutet dies, dass

die folgenden Bedingungen gelten miissen

e Das Volumen V3 ist reell und positiv:

1 2 S(B+a-n) s(Brz-z)
VA= odet [ § (1403 -13) 2, LB+ -1 | >0
b(Ere-2) j@Evr-) 3
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e Jede Fliche in 03 hat einen reellen, positiven Flicheninhalt:
2 _ 1 et ( lc%b % (lzb + lgc - ll%c)
2 % (lgb + Z(QZC - ll%c) lgc

V(abc) - (2|)
Ya,b,c € {i,j,k,l},a#bF#c#a
e Jede Kante in o2 hat eine reelle, positive Lange:

V2 =12>0 Va,be {i,j,k1},a#b

a

)0



C. Die benotigten charakteristischen

Werte der Platonischen Korper

Wie bereits erwihnt, lassen sich auf Grund der Regelméfigkeit der (verallgemei-
nerten) Platonischen Korper diverse geometrische Grofen berechnen. Die folgen-
den Tabellen geben die zur Quantisierung der Einstein-Hilbert-Wirkung auf der
triangulierten S3 benédtigten Werte an und sind [Cox 1973, S.292f] entnommen.
Von den vierdimensionalen verallgemeinerten Platonischen Koérpern, deren Ober-
fliche aus einem Simplizialkomplex besteht, benotigt man die Anzahlen N; an
i-dimensionalen Teilsimplizes und den Quotienten aus Radius R der Kugel, die al-
le Vertizes tangiert und der Kantenldnge [. Da diese Polyeder aus Tetraedern oder
Oktaedern zusammengesetzt sind, bendtigt man auferdem deren Anzahlen an i-
dimensionalen Teilsimplizes, deren Flachentffnungswinkel e sowie ihr Volumen Vs

als Funktion der Kantenldnge.

Polyeder | SchlifliSymbol | No | Ny | No | Ny | Rp |
5-Zeller {3,3,3} 5 | 10 | 10 5 205 . 5705
16-Zeller {3,3,4} 8 | 24 | 32 16 2705
24-Zeller (3,4,3} 24 | 96 | 96 24 1
600-Zeller {3,3,5} 120 | 720 | 1200 | 600 52041
Polyeder | Schlifli-Symbol | No | Ny | No | o | Vs
Tetraeder (3,3} 406 | 4 | 70°32 V23
Oktaeder (3,4} 6 | 12| 8 |109°28 | 23

Tabelle C.1.: Die fiir die Regge-Wirkung bendtigten charakteristischen Werte aus
[Cox 1973, S.292f]
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D. Die statischen Regge-Wirkungen

Die genauere Form der statischen Regge-Wirkungen lautet:

S,%(R)—/dt -

SH(R) = / dt
S2HR) = / dt

SSOR) = / dt

R

474887

_ 75v2A .
46727

_ 75v2A 23
25287

375/2A R3]

| 236375v2A _,
58088247

°|

(D.0.1)

(D.0.2)

(D.0.3)

(D.0.4)

Die dynamischen Regge-Wirkungen sind hier nicht zusétzlich angefiihrt, da dessen

Vorfaktoren die gleichen sind wie im statischen Fall.
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