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Einleitung

Die Welt besteht aus Elementarteilchen, die sich in einer gekriimmten Raumzeit
bewegen. Als Elementarteilchen werden Leptonen (z.B. das Elektron), deren Anti-
teilchen (z.B. das Positron), die zugehorigen Neutrinos und die Quarks sowie de-
ren Antiteilchen angesehen. Alle bisher genannten Teilchen sind Fermionen, d.h.
sie haben einen halbzahligen Spin und sie gehorchen dem Pauli-Prinzip. Auflerdem
gehoren zu den Elementarteilchen die die Kréfte vermittelnden Austauschteilchen,
namlich das Photon, das fiir die elektromagnetische Wechselwirkung verantwortlich
ist, die W-Bosonen und das Z-Boson fiir die schwache Wechselwirkung, die Gluo-
nen fiir die starke Wechselwirkung sowie das Graviton fiir die Gravitation und das
Higgs-Teilchen, das fiir die Massenerzeugung im Standardmodell der Elementarteil-
chenphysik verantwortlich ist. Bei den letztgenannten Teilchen handelt es sich um
Bosonen, d.h. um Teilchen mit ganzzahligem Spin, die sich gem&fl der Bose-Einstein-
Statistik verhalten.

Das Verhalten dieser Teilchen wird nach heutiger Kenntnis perfekt durch das Stan-
dardmodell der Teilchenphysik beschrieben, d.h. es gibt keinen experimentellen Be-
fund, der den Aussagen des Standardmodells widerspricht.

Das Standardmodell ist der bislang letzte Schritt in einer langen Kette von Bemiih-
ungen auf der Suche nach Méglichkeiten zur Vereinheitlichung der Teilchenwelt. Ein
erster Schritt in diese Richtung gelang 1888 MAXWELL, der in seiner Theorie die
elektrische und die magnetische Wechselwirkung zur elektromagnetischen Wechsel-
wirkung vereinheitlichen konnte, und auflerdem den Zusammenhang der elektroma-
gnetischen Wellen mit dem Licht erkannte. Dadurch konnten bis 1900 drei grofle
Bereiche der Physik — Elektrizitdt, Magnetismus und Optik — zu einem Bereich
zusammengefaflt werden.

Anfang dieses Jahrhunderts wurden dann die Quantentheorie und von EINSTEIN
die spezielle und die allgemeine Relativitdtstheorie entwickelt. Bereits 1928 konnte
DIRAC eine Synthese zwischen der speziellen Relativitidtstheorie und der Quanten-
theorie erstellen. Der Erfolg seiner Arbeit war die Vorhersage des Positrons, dem
Antiteilchen des Elektrons. In der weiteren Folge konnte die elektromagnetische
Wechselwirkung durch die Quantenelektrodynamik (QED) beschrieben werden, der
ersten Eichtheorie im engeren Sinne.
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In den 60er Jahren konnten GLASHOW, WEINBERG und SALAM eine Theorie der
elektroschwachen Wechselwirkung aufstellen, in der die elektromagnetische Wech-
selwirkung mit der schwachen Wechselwirkung zusammengefiihrt wurde. Zusammen
mit der nicht-abelschen Eichtheorie der starken Wechselwirkung, der Quantenchro-
modynamik (QCD) bildet diese Theorie das sogenannte Standardmodell der Teil-
chenphysik.

Dieses Standardmodell hat aulergewthnliche Erfolge zu verzeichnen. Die QED zur
Beschreibung von Elektronen konnte z.B. auf zehn Stellen hinter dem Komma ge-
nau durch Experimente bestitigt werden, ohne den kleinsten Hinweis auf eine Ab-
weichung zu finden. Mit Hilfe der Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung
konnten Vorhersagen iiber die Massen der zugehorigen Austauschteilchen gemacht
werden, die dann Anfang der 80er Jahre am CERN bestétigt wurden. Ein erster
Erfolg der QCD war die Entdeckung des J/W¥-Teilchens und die damit verbundene
Erkenntnis {iber die Existenz eines vierten Quarks, und zuletzt die Entdeckung des
Top-Quarks.

Es gibt somit keinen Befund, der dem Standardmodell und seinen vielzdhligen Vor-
hersagen widerspricht. Dennoch wird seit Jahrzehnten sowohl in theoretischen als
auch experimentellen Arbeiten nach einer Physik jenseits des Standardmodells ge-
sucht, und aufgrund der Erfolge des Standardmodells stellt sich die Frage, woher
der Glaube an die Existenz einer noch umfassenderen Theorie kommt.

Bereits durch die Arbeit von MAXWELL sowie die spiteren Theorien hat sich gezeigt,
daf3 die Suche nach Vereinheitlichung ein sehr erfolgversprechendes Konzept beim
Aufstellen neuer Theorien ist. Dementsprechend begann man bereits in den 70er Jah-
ren mit der Suche nach einer ,Grand Unified Theory “(GUT), in der auch die starke
Wechselwirkung mit der elektroschwachen vereinheitlicht werden soll, und in den
80er Jahren nach einer ,, Theory Of Everything “(TOE), in der auch noch die Gra-
vitation mit einbezogen sein soll. In diese Richtung ist z.Z. die Superstring-Theorie,
eine auf der Supersymmetrie aufbauende String-Theorie am weitesten entwickelt.
Supersymmetrie bezeichnet dabei eine Symmetrie zwischen Bosonen und Fermio-
nen. Daraus folgt, dafl es zu jedem bekannten Fermion einen bosonischen Partner
und zu jedem Boson einen fermionischen Partner geben muf}. Bis auf den Spin soll-
ten supersymmetrische Partner dieselben Eigenschaften haben. Wenn es allerdings
Supersymmetrie gibt, so muf} diese gebrochen sein, da andernfalls die supersymme-
trischen Partner zu den bereits bekannten Teilchen, die dann dieselbe Masse hitten,
bereits gefunden worden wéren.

Ein weiterer Grund fiir die Suche nach einer iibergeordneten Theorie ist das so-
genannte Hierarchie-Problem. Die drei Eichkopplungen des Standardmodells sind
laufende Kopplungen, d.h. ihre Stdrke hidngt von der Energieskala ab, bei der sie
gemessen werden. Betrachtet man diese Kopplungskonstanten z.B. durch stérungs-
theoretische Methoden bei hohen Energien, so erkennt man, dafl sich die drei Kopp-
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Abbildung 1: Die laufenden Kopplungskonstanten

lungen nicht in einem Punkt treffen, siehe Abb. 1a [Ol]. Dies wire wiinschenswert,
da man dann oberhalb dieser Grenze eine GUT erwarten konnte, in der es nur noch
eine Kopplung gibt. Dieses Problem kénnte durch ein supersymmetrisches Standard-
modell gelost werden, siehe Abb. 1b [Ol], da supersymmetrische Theorien geringere
UV-Divergenzen haben, und sich in diesem Modell die drei Kopplungskonstanten
ungefihr bei einer Skala von mg ~ 2 - 10'GeV treffen. Daneben gibt es weiter die
Skala my =~ 100GeV, bei der die elektroschwache Symmetrie bricht. Diese Ska-
la ergibt sich aus dem erwarteten Wert fiir die Masse des Higgs-Teilchens. Durch
Strahlungskorrekturen sollte das Higgs-Teilchen allerdings eine Masse bei der durch
mg gesetzten Skala erhalten. Dies steht im Widerspruch zu dem deutlich kleineren
Wert von my,. Um die Masse des Higgs-Teilchens in den Bereich von my, zu bringen,
miiffite man die freien Parameter einer GUT in jeder Ordnung Storungstheorie auf
26 Stellen genau einstellen. Dies ist keine wiinschenswerte Losung des Problems, das
man als Hierarchie-Problem bezeichnet. Fiir supersymmetrische Theorien gibt es ein
,hon-renormalization“-Theorem, und demnach miissen die freien Parameter einer
supersymmetrischen GUT nur einmal feinjustiert werden. Dies wird als Teillosung
des Hierarchie-Problems angesehen.

Die genannten theoretischen Uberlegungen deuten alle darauf hin, daB die Welt
besser durch ein vom Standardmodell abweichendes supersymmetrisches Modell be-
schrieben wird. Bisher ist es allerdings nicht moglich gewesen, eine Abweichung
der Natur vom Standardmodell nachzuweisen. Dies konnte sich in naher Zunkunft
dndern. Abschidtzungen aus dem Standardmodell fiir die Zerfallszeit eines Protons
haben eine Halbwertszeit von etwa 2 - 103%sec ergeben. Die letzten experimentellen
Befunde zeigen jedoch, dafl die Halbwertszeit des Protons voraussichtlich ~ 1033sec
betragt, wobei diese Aussagen noch mit Vorsicht zu bewerten sind. Sollten sich diese
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Aussagen bestétigen, wire eine Abweichung des Standardmodells gefunden, wihrend
supersymmetrische Theorien im Einklang mit diesen neuen experimentellen Daten
stehen.

Der beste Hinweis auf Supersymmetrie wéire der direkte Nachweis eines supersymme-
trischen Partners zu einem bereits bekannten Teilchen. Die experimentellen M&glich-
keiten werden dabei durch die Masse des nachzuweisenden Teilchens begrenzt. Fiir
die Massen der supersymmetrischen Partner gibt es Vorhersagen, und man erwartet,
dafl mit der nichsten Beschleunigergeneration supersymmetrische Teilchen entdeckt
werden.

Aufgrund dieser Uberlegungen werden grofie Anstrengungen zur Erforschung super-
symmetrischer Theorien unternommen. Zwei der Moglichkeiten zur Untersuchung
einer solchen Theorie sind die Storungstheorie und Simulationen mit Hilfe des Com-
puters. Auf beide Moglichkeiten wird im Rahmen dieser Arbeit eingegangen.

Die Diplomarbeit gliedert sich wie folgt:

Im ersten Kapitel wird auf die Konstruktion supersymmetrischer Theorien einge-
gangen, wobei zwei Modelle vorgestellt werden, eins davon ist die Super-Yang-Mills-
Theorie. Dieses Modell wird dann in den folgenden Kapiteln nidher betrachtet.

Im zweiten Kapitel wird auf die Storungstheorie dieses Modells eingegangen. Dazu
werden zunédchst die zugehorigen Feynman-Regeln entwickelt, spidter werden damit
Renormierungskonstanten berechnet. Insbesondere wird am Ende dieses Kapitels
der Superstrom betrachtet, der in mathematisch teilweise dhnlichen Theorien wie
der QCD nicht vorkommt, da dieser Strom die Fermionenzahlerhaltung verletzt. In
supersymmetrischen Theorien ist dies durch die Symmetrie zwischen Fermionen und
Bosonen moglich.

Im dritten Kapitel wird das betrachtete Modell auf dem Gitter formuliert, und im
vierten Kapitel werden die zugehorigen Feynman-Regeln auf dem Gitter entwickelt.
Damit werden Renormierungskonstanten berechnet, insbesondere auch die additive
Massenrenormierung. Dies fiihrt zu einer storungstheoretischen Vorhersage fiir den
fiir Simulationen wichtigen kritischen Hoppingparameter. Um diese Vorhersage so
genau wie moglich zu machen, wird am Ende dieses Kapitels noch auf Moéglichkeiten
zur Verbesserung der Storungstheorie eingegangen.



Kapitel 1
Supersymmetrische Theorien

Auf der Suche nach einer Theorie, in der die Gravitation mit den restlichen Fun-
damentalkriften nicht-trivial vereinigt ist, haben Arbeiten Anfang der 70er Jahre
deutlich gemacht, daf dies aller Wahrscheinlichkeit nach nur in supersymmetrischen
Theorien moglich ist. Grundlage einer solchen vereinheitlichten Theorie ist sicher-
lich, dafl die Raum-Zeit Symmetrien, beschrieben von der Poincaré-Gruppe, mit den
inneren Symmetrien, wie sie aus der Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung
und aus der QCD bekannt sind, zu einer einzigen Symmetrie zusammengefaflt wer-
den. Bereits 1967 konnte allerdings durch COLEMAN und M ANDULA gezeigt werden
[CM], dafl es nicht mdglich ist, diese beiden Symmetrien nicht-trivial zu vereinigen.
Entweder ist die entstehende Gruppe ein triviales Produkt der Poincaré-Gruppe und
der Lie-Gruppe der inneren Symmetrie, oder die resultierende Theorie hat eine tri-
viale S-Matrix, d.h. verschwindende Streuamplituden. Dieses erniichternde Resultat
ist unter dem Namen No-Go-Theorem von Coleman und Mandula bekannt.

Da man aber das Konzept einer vereinheitlichten Theorie nicht so schnell aufge-
ben wollte, wurden Versuche zur Umgehung dieses No-Go-Theorems unternommen.
1971 konnte gezeigt werden [GL], daf dies durch eine Erweiterung des Konzepts der
Lie-Gruppe moglich ist. Wahrend iiblicherweise eine Lie-Gruppe vollstindig durch
die Kommutatorrelationen zwischen den Generatoren festgelegt ist, wurden in dieser
Arbeit Antikommutatorrelationen hinzugenommen. Dies fiihrt zu zwei unterschied-
lichen Klassen von Generatoren, die man als bosonisch und fermionisch klassifizie-
ren kann. Auflerdem entwickelte man das Konzept der graduierten Lie-Algebra. Es
zeigte sich dann 1975 [HLS|, dafl die Z,-Graduierung die Einzige ist, die mit der
Quantenfeldtheorie in Einklang zu bringen ist. Damit gelangt man zu der Super-
Poincaré-Algebra, auf der supersymmetrische Theorien aufbauen.

In diesem Kapitel werden zwei solcher Theorien vorgestellt. Zum einen das Wess-
Zumino-Modell [WZ], die erste supersymmetrische Theorie, und zum anderen die
N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie [VY]. Beide werden hier im Rahmen des Super-
feldformalismus entwickelt, dann aber durch Materie- und Eichfelder dargestellt, da
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dies zwingend notwendig ist, wenn man eine dieser Theorien spédter auf dem Gitter
betrachten mdochte.

1.1 Konstruktion supersymmetrischer Lagrange-
dichten

Materie- und Eichfelder, wie z.B. Felder von Gluonen und Quarks in der QCD,
sind im Minkowski-Raum definiert, die Lorentz-Transformationen aus der Poincaré-
Gruppe wirken auf die Minkowski-Koordinaten dieser Felder. Ebenso fiihrt man
einen Superraum ein, der aus der {iblichen 4-dimensionalen Raumzeit z, sowie
zusitzlichen fermionischen Dimensionen 6 und @ besteht, auf dessen Koordinaten
die SUSY-Transformationen der Super-Poincaré-Algebra wirken, und in dem Super-
felder definiert sind. Die fermionischen Dimensionen werden dabei durch Grassmann-
Zahlen beschrieben. Ein Superfeld F = F(z,6,0) kann man in eine Potenzreihe in
6 und 6 entwickeln:

F(z,0,0) = f(x)+0¢(z)+0x(z) + (80)M(z) + (FG)N(z)
+05"9 A, (z) + (60)0X(z) + (60)0a(z) + (90)(09)d(z) (1.1)

Dabei ist o# = (1,0, 02, 03).
Aus der Forderung, dal F ein Lorentzskalar sein soll, ergibt sich fiir das Verhalten
der Komponentenfelder unter Lorentztransformationen:

e 4 komplexe skalare Felder: f(z), M(z), N(z),d(z)
z)

e 2 rechtshéndige Weyl-Spinorfelder: x(z), A(z)

—_ o~

e 2 linkshindige Weyl-Spinorfelder: ¢(z), o

e 1 komplexes Vektorfeld: A,(z)

Es ist nun klar, dafl Linearkombinationen von Superfeldern wieder Superfelder er-
geben, so daf} eine lineare Darstellung der SUSY-Algebra gefunden wurde. Diese ist
aber im allgemeinen reduzibel. Irreduzible Darstellungen erhilt man, indem man
nur eine Teilklasse von Superfeldern betrachtet, die einer gewissen Zusatzbedingung
geniigen. Dazu werden zunéchst kovariante Ableitungen definiert:

D, = 8A+i(UM9_)A8M (1.2)
D; = —0;+i(6"9),0, (1.3)
mit 6# = (1, —o', —0?, —03).

Damit kann man Superfelder wie folgt klassifizieren:
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e chirale Superfelder ®(z,6,0) : D;® =0
e antichirale Superfelder ®'(z,6,60) : D4®" =0
o Vektor-Superfelder V(z,6,0) : V = V1

Chirale und antichirale Superfelder, die auch als skalare Superfelder bezeichnet wer-
den, beschreiben dabei Materiefelder, Vektor-Superfelder beschreiben Eichfelder.

Es folgt aus diesen Bedingungen, dafl ein allgemeines chirales Superfeld von der

Form
®(z,0,0) = 2(y, ) (1.4)
mit
y* = 2" + ifotf (1.5)
ist. Die Taylorentwicklung ergibt sich dann zu:
®(y,0) = p(y) + V204 (y) + (66)F(y) (1.6)

Man verbleibt also mit folgenden Komponentenfeldern:
e 1 komplexes skalares Feld ¢
e 1 linkshdndiges Weyl-Spinorfeld 1)
e 1 komplexes skalares Hilfsfeld F’

Mit ¢ lassen sich dabei Fermionenfelder (Leptonen oder Quarks) beschreiben, ¢
stellt die zugehorigen bosonischen Superpartner (Sleptonen oder Squarks) dar.

Ebenso 148t sich ein antichirales Superfeld wie folgt schreiben:

®'(7,60) = ¢ (7) + V209(7) + (08)F*(7). (1.7)
Aus der Bedingung fiir Vektor-Superfelder ergeben sich folgende Bedingungen fiir
die Komponentenfelder aus (1.1):

f = f*, AM :AZ, d:d*, M:N*, ¢:X und \ = « (18)

Aus diesen Feldern soll eine Lagrangedichte £ konstruiert werden, so dafl die Wir-
kung S = [ d*zL unter SUSY-Transformationen invariant bleibt. Es zeigt sich, daf
man dies erreicht, wenn man die d-Komponente eines allgemeinen Superfeldes oder
die F-Komponente eines skalaren Superfeldes dazu benutzt. Dabei wird folgende
Schreibweise benutzt:

F looss = d(z) (1.9)
Plog = F(z) (1.10)

Supersymmetrische Lagrangedichten erhélt man also durch folgende Konstruktion:

L = (Superfelder) |g955 + (chirale Superfelder) |gq (1.11)



8 Supersymmetrische Theorien

1.1.1 Das Wess-Zumino-Modell

Eine mogliche Gestalt einer supersymmetrischen Lagrangedichte ist die folgende:
L = (I)T(:E’ 9, 9_)@(2}, 9, é) |000_§
m
—5@2(3/, 9) |99 + (hc)

—§¢%%9n%-chq (1.12)

Um eine reelle Lagrangedichte zu erhalten, wurde zu den chiralen Superfeldern noch
der hermitesch konjugierte Ausdruck addiert. In Komponentenfeldern lautet diese
Lagrangedichte:

L = (@u)0"0) — 56" 0,0 +$0"0,)
+%(W + ) + glevy + " YY)
+F*F — (mg + gp*)F — (myp* + go*?)F* (1.13)

Dies ist die off-shell-Lagrangedichte des beriihmten Wess-Zumino-Modells.

Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir das Hilfsfeld F' ergibt als Losung folgende Bewe-
gungsgleichung fiir das Hilfsfeld:

F = mp* + gp*? (1.14)

Diese enthélt keine Ableitungen von F' und ist somit rein algebraisch, wodurch F
nicht an der Dynamik teilnimmt. Man kann es also durch seine Bewegungsgleichung
ersetzen, wodurch man folgende on-shell-Lagrangedichte erhilt:

L = (0u9")(0"p) —m*|g
5 (0540, +$0"0,) + 2 (v + UY)
+a(ev + 0 99) — mglol (0 + ¢*) — g* |0l (1.15)

Die erste Zeile beschreibt ein Boson der Masse m, die zweite ein Fermion gleicher
Masse, in der dritten steht die Wechselwirkung der beiden Felder.

Mit

(A—1iB) (1.16)

Sl

0=
und
w:(ﬁ),am T = (v, 9) (1.17)
lautet das freie Wess-Zumino-Modell, also das mit g = 0 wie folgt:
L = % [(0,A)(0*A) — m*A?] + % [(6,B)(0"B) — m*B?

1-
—5\11 (iv*0, —m) ¥ (1.18)
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Es zeigt sich, dafl das Feld A(z) ein reelles, skalares Feld ist, B(z) ein reelles, pseudo-
skalares und ¥(z) ein Majorana-Spinorfeld. Die Bewegungsgleichungen dieser Felder

lauten:
(O+m?)A = 0 (Klein-Gordon) (1.19)
(@O+m?)B = 0 (Klein-Gordon) (1.20)
(iv*0, —m)¥ = 0 (Dirac) (1.21)
T(i4"9 +m) = 0 (Dirac) (1.22)

An dieser Darstellung erkennt man recht gut, dafl das Wess-Zumino-Modell ein
natiirliches Modell ist, wenn man eine Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen
fordert.

1.1.2 Die N =1 Super-Yang-Mills-Theorie

Mit dem Wess-Zumino-Modell konnte erstmals gezeigt werden, daf} es systematisch
moglich ist, eine supersymmetrische Lagrangedichte zu konstruieren. Allerdings war
es eher ein Spielzeugmodell. Als nichstes wird daher ein supersymmetrisches Modell
mit einer nicht-abelschen Eichinvarianz, wie sie aus der QCD bekannt ist, vorgestellt.

Fiir ein Vektorfeld V(z,#, ) definiert man die supersymmetrische Feldstérke:
1 - _
Wy = —Z(DD)e*VDAeV (1.23)

Diese ist ein chirales Superfeld. Damit 148t sich aus dieser Feldstérke wieder eine
supersymmetrische Lagrangedichte konstruieren. Auflerdem verhdlt es sich unter
einer Eichtransformation wie folgt:

Wa — e AW 4e™, (1.24)
wenn sich V' wie folgt verhilt:
V — e Myt (1.25)
mit
A =TA" V =TV" (1.26)

T* sind dabei die Generatoren der adjungierten Darstellung.
Eine mogliche Lagrangedichte, die sowohl SUSY-invariant als auch eichinvariant ist,

ist die folgende:
1
L= ZWAWA loo + (h.c.) (1.27)

In Komponentenfeldern lautet diese, mit dem {iblichen nicht-abelschen Feldstarke-
tensor:

Fo = 0,A, — 0,A, + [A,, A,)] (1.28)
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und der kovarianten Ableitung in adjungierter Darstellung:

DA = O\ + [A,, N (1.29)

sowie in der Wess-Zumino-Eichung und in euklidischer Raumzeit wie folgt:

1 _
L= —2—92Tr (FuwFuw) + Tt (A, D) — Tr (dd) . (1.30)
Die Bewegungsgleichung des Hilfsfelds d ist durch d = 0 gegeben, so daf} die on-
shell-Wirkung mit

A, = —igAT® (1.31)
A= AT (1.32)
wie folgt aussieht:
4 1 a a 1_0, a
S= | dz ZFW(:I:)FW(:I:) + 5/\ ()y, D\ () (1.33)

Formal ist dies, bis auf einen Faktor 1/2 vor dem Fermionenteil der Wirkung, iden-
tisch zur QCD. Allerdings sind die Fermionen keine Dirac-Spinoren in der Fun-
damental-Darstellung, sondern Majorana-Fermionen in der adjungierten Darstel-
lung.

Diese Theorie soll im folgenden genauer betrachtet werden. Dies bedeutet, dal man
fiir einen Operator O an seinen Erwartungswerten

_ | DADXOe~®
~ [DAD)e$

(0) (1.34)
interessiert ist. Diese gilt es zu berechnen, wozu zwei Ansétze hervorzuheben sind.
Zum einen ist dies die storungstheoretische Entwicklung, bei der man fiir die Ex-
ponentialfunktion, und gegebenfalls fiir den Operator O, die in dem Integranden
auftreten, die Taylorentwicklung in g einsetzt. Mit einigen rechentechnischen Ver-
einfachungen ist dies in den Feynman-Regeln zusammengefafit, die in einem spéteren
Kapitel fiir diese Theorie hergeleitet werden.

Nachteil dieser Methode ist, daf} fiir grofle Kopplungskonstanten eine gute Entwick-
lung in verniinftiger Zeit nicht moglich ist. Aulerdem gibt es auch sogenannte nicht-
perturbative Anteile, die prinzipiell nicht durch eine solche Entwicklung erhalten
werden kdnnen.

Diese Schwierigkeiten konnen umgangen werden, wenn man die Theorie auf dem
Gitter definiert, und die Erwartungswerte mit dem Computer berechnet!.

!Dies wird im Rahmen der DESY-Miinster-Kollaboration getan, in welcher auch diese Diplom-
arbeit angefertigt wurde.
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Allerdings treten bei dieser Methode Gittereffekte durch eine endliche Gittergrofie
auf, und auflerdem konnen die Ergebnisse nicht direkt mit den Kontinuumswerten
verglichen werden. Zur Abschitzung des ersten Effekts und auch zur Anpassung an
die Kontinuumswerte kann man auch auf dem Gitter stérungstheoretische Berech-
nungen anstellen. Auch diese Stérungstheorie soll im folgenden entwickelt und dann
angewandt werden.



Kapitel 2

Storungstheorie fiir die NV =1
Super-Yang-Mills-Theorie im
Kontinuum

In dem vorherigen Kapitel wurde die Wirkung der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie
entwickelt. Eine Moglichkeit, um Korrelationsfunktionen bzw. Erwartungswerte zu
berechnen, besteht in einer storungstheoretischen Behandlung. Die Grundlagen dazu
werden in diesem Kapitel entwickelt, wobei auf Kenntnisse aus der QCD zuriickge-
griffen werden kann. Anschliefend werden damit einige Renormierungskonstanten
berechnet, wie sie in der chiralen und in der SUSY Ward-Identitit auftreten®.

2.1 Das erzeugende Funktional

Ziel ist es, im Euklidischen stérungstheoretisch Korrelationsfunktionen zu berech-
nen. Dazu werden die Korrelationsfunktionen durch funktionale Ableitungen des
erzeugenden Funktionals Z nach den Quelltermen J beschrieben. Dieses kann in
der Kopplungskonstanten g entwickelt werden, so dafl man zu einer stérungstheo-
retischen Beschreibung der Theorie gelangt, die sich dann in den Feynman-Regeln
widerspiegelt. Sind neue Feynman-Regeln zu entwickeln, so mufl zuvor sichergestellt
werden, dafl aus dem erzeugenden Funktional der jeweiligen Theorie die Feynman-
Regeln in der iiblichen Weise zu erhalten sind.

Der rein gluonische Teil des erzeugenden Funktionals ist bereits aus der QCD be-
kannt. Man setzt

2] = / DAexp <—S[A]+ / d43:J,L(3:)A,,(x)> (2.1)

!Diese Ward-Identitéiten wurden in der parallel angefertigten Diplomarbeit von Tobias Galla
betrachtet [Ga]. Die zugehorigen stérungstheoretischen Berechnungen im Kontinuum und auf dem

Gitter wurden gemeinsam mit ihm durchgefiihrt.
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Dabei ist S[A] der reine Eich-Anteil der Wirkung (1.33).

Dieses Pfadintegral ist allerdings nicht mit geniigender Vorsicht definiert. In dem
Pfadintegral wird nidmlich iiber alle Pfade A integriert, und damit auch iiber solche,
die sich nur durch eine Eichung unterscheiden. Die Wirkung S ist aber fiir alle diese
Pfade gleich. Dies fiihrt zu einem Problem bei der stérungstheoretischen Behand-
lung von (2.1), da durch die lokale Eichinvarianz Nullmoden bei der Berechnung des
Gluonenpropagators auftreten. Dieses Problem konnte von FADDEEV und Popov
durch einen Trick gelost werden, indem sie eine Deltafunktion iiber die Eichungen in
das Integral einfiigen. Sei also F(A) eine Funktion, die gleich Null gesetzt die Eich-
fixierungsbedingung sein soll. Einfiigen einer funktionalen Deltafunktion 6(F(A))
wiirde also das Problem l6sen. Der Trick ist, die Eins wie folgt zu schreiben:

1 - / DAS (F (AM)) det (”;#) , (2.2)

wobei A" das eichtransformierte Feld ist. Dies ist der Standardtrick zum Lésen die-
ses Problems, so daf} hier im folgenden nicht auf die technischen Details eingegangen
werden soll. Durch Einfiigen dieser Eins in das erzeugende Funktional kann also eine
Eichfixierung durchgefiihrt werden, so dafl von daher keine Probleme mehr auftau-
chen. Allerdings hiangt die mit der Eins eingefiihrte Faddeev-Popov-Determinante
im allgemeinen von dem Feld A ab, und es ist zundchst unklar, wie damit umzuge-
hen ist. Auch hier konnten FADDEEV und POPOV eine sinnvolle Losung anbieten,
indem sie die Determinante durch ein funktionales Integral iiber neu einzufiihren-
de antikommutierende Felder ersetzten. Diese sogenannten Geisterfelder n und n*
stehen dann derart in dem erzeugenden Funktional, dal man eine Wirkung fiir sie
aufschreiben kann. Diese lautet bei einer kovarianten Eichbedingung und in euklidi-
scher Raumzeit:

S"[A,n, 7] = / d'zi(z) (00° — gf "0, A5 — gfacAL0,) n°(x)  (2.3)

Dieser Anteil der Wirkung darf nicht vergessen werden. Es handelt sich zwar bei den
Geisterfeldern um keine echten Teilchen, vielmehr sind sie nur durch einen mathe-
matischen Trick eingefiihrt worden, und gehorchen dazu noch der falschen Statistik.
Sie koppeln aber offensichtlich an das Feld A, an, und haben somit direkten Einfluf3
auf die Physik dieses Feldes.

Des weiteren mufl in der Wirkung beriicksichtigt werden, dafl eine Eichfixierung
gewdhlt wurde, wobei die spdteren Rechnungen in einer kovarianten Eichung durch-
gefiihrt werden sollen, also z.B. in der Landau- oder der Feynman-Eichung. Andere
Moglichkeiten sind z.B. die Coulomb-Eichung oder die axiale Eichung, aber auch die
in supersymmetrischen Theorien oft benutzte chirale Eichung. Im Fall der gew&hlten
kovarianten Eichfixierung lautet die Eichbedingung:

9,A" =0, (2.4)



14  Storungstheorie der N =1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

oder allgemeiner 9, A* = c(z). Dies entspricht dem Hinzufiigen eines zusétzlichen
eichfixierenden Terms zur Lagrangedichte £

1
Los = 5 (u A", (25)

wobei o = 1 der Feynman-Eichung entspricht, der Limes a« — 0 der Landau- oder
auch Lorentz-Eichung.

Damit kann man sich wieder dem erzeugenden Funktional (2.1) zuwenden. Fiir dieses
ist bekannt, dafl man durch eine Variablenverschiebung

Ay —s A+ / d*yDy (& — )T (y) (2.6)

die J-Abhingigkeit des freien erzeugenden Funktionals Z,[J] explizit wie folgt schrei-
ben kann:

217 = Zraewp (3 [doa @D (e - )10 ) 1)

Dabei ist

Dfﬁ(x —y) = /(;1—7:;4 <5,w -(1-aw k;f”) % exp (ik(z — y)) (2.8)

das Inverse des quadratischen Terms in der Wirkung der Gluonen, es stellt den
Feynman-Propagator fiir das Gluonenfeld dar.

Auch wenn man fiir die Geisterfelder kein erzeugendes Funktional definiert, so wird
es fiir spatere Rechnungen doch sinnvoll sein, auf dieselbe Art einen Propagator S
fiir die soeben eingefiihrten Geister zu definieren. Dieser ist dann gegeben durch:

5z —y) = 8 [ i exp(ia(e — 1) (2.9

Formal kann man damit auch fiir die Geisterteilchen ein erzeugendes Funktional
aufstellen. Dies ist in der freien Theorie nicht nétig, da man nicht an Korrelati-
onsfunktionen der Geisterteilchen interessiert ist, da es sich dabei nur um virtuelle
Teilchen handeln kann. Um aber elegant die Storungstheorie formulieren zu kénnen,
wie z.B. in (2.21), ist es sinnvoll, auch fiir die Geisterteilchen ein freies erzeugendes
Funktional zu haben. Dieses lautet dann mit x* und x als Quellen fiir n und n* wie
folgt:

* 1 *
Zy[x, X"} = Zy exp (5 / d*zd'yx*(2)S(z — y)x(y)> (2.10)
Man ist daran interessiert, auch die Fermionen der Theorie durch ein erzeugendes

Funktional beschreiben zu kénnen. Fiir Dirac-Spinoren ist solch ein Formalismus aus
der QCD bekannt, und es muf} gezeigt werden, dafl dies auch fiir Majorana-Spinoren
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durchfiihrbar ist. Fiir den fermionischen Teil des erzeugenden Funktionals setzt man
mit der duBeren Quelle # wie folgt an:

Z/0) = / DA exp (—SA[A,)\, 3 + / d4x9_(m))\(m)> (2.11)

Die fermionische Teil der Wirkung Sy[A, ), A] ist fiir den masselosen Fall durch (1.33)
gegeben. Mit dem Masseterm lautet er:

Sy[A, 03] = / d's {%xa(x)yﬂpﬂv(x) + %m/_\“(x))\“(x)} (2.12)

Bei dem Funktional ist wichtig, da man nur iiber D, und nicht iiber DAD inte-
griert ([Mo], [Ra]), da A und X wegen

A= \C (2.13)

bzw.

A= —-C T (2.14)

mit der Ladungskonjugationsmatrix C' keine unabhéngigen Variablen sind. Durch
eine Variablenverschiebung in A kann auch in (2.11) die Integration ausgefiihrt wer-
den. Diese Variablenverschiebung sieht formal ganz identisch aus zu (2.6), es ist
allerdings zu beachten, dafl nun nicht nur iiber die Farbindizes, sondern auch iiber
die Spinorindizes zu summieren ist:

A— A+ /d4y5p(x —)8(y) (2.15)

Dabei wird € so definiert, dafl es die Majorana-Eigenschaft (2.13) erfiillt. Damit
ergibt sich fiir Majorana-Spinoren folgende Abhingigkeit des freien erzeugenden
Funktionals von den Quellen:

Z0[8] = Zoo exp (% / d*od*yd(z)Sr(z — y)9(y)> (2.16)
mit
50 ) =0 [ 5 BT explin(e ) (27)

Man erkennt daran sofort folgende Formeln, die spédter noch gebraucht werden:
CSp(z—y)C ' = SE(y — 2) (2.18)

und
C%LSF(x - y)Cil = —S%:(y - :1:)7”. (2.19)
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Insgesamt erhélt man fiir das freie erzeugende Funktional

21,0, x, X" = Zo exp< /d4:cd4 (J( VD (z — y)Ju(y)

+0(@)Sr(x = )0(y) + X" (@)S(z — y)x(w)) ) (2:20)

und fiir das erzeugende Funktional

* = ex - 5 5 - 5 5 N 5
Z[1,0,x,x"] = P< S1 [5J(m)’59_(x), 00(z)’ ox*(z)" dx(z)

:| ) ZO[J’ 9, X5 X*]
(2.21)
St bezeichnet dabei den wechselwirkenden Anteil der Wirkung. Da man nun einen
Ausdruck fiir das erzeugende Funktional hat, ist formal klar, wie man Erwartungs-
werte ausrechnet. Daher ist dieser Ausdruck fiir theoretische Uberlegungen wichtig,
tatsdchliche Berechnungen sind damit allerdings kaum anzustellen, da diese bereits
fiir einfache Berechnungen sehr lang werden. Daher wendet man bei jeder prakti-
schen Rechnung dieser Art Feynman-Regeln an, mit deren Hilfe man auf verh&lt-
nisméaBig einfache Weise zu demselben Ergebnis gelangt.
Im folgenden werden daher die Feynman-Regeln dieser Theorie entwickelt. Bevor
man damit Berechnungen durchfiihren kann, bleibt noch zu zeigen, dafl so gewonnene
Ergebnisse mit denen aus dem erzeugenden Funktional berechneten iibereinstimmen.
Dies wird in Kapitel 2.3 gezeigt.

2.2 Herleitung der Feynman-Regeln fiir das Kon-
tinuum

Eine Herleitung der Feynman-Regeln fiir die QCD ist in jedem Lehrbuch iiber Quan-
tenfeldtheorie zu finden. Das Verfahren ist mit geringen Modifikationen auch auf die
N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie anwendbar. Diesem Schema folgend werden die
Vertices berechnet, nachdem bereits im letzten Kapitel die Propagatoren angegeben
wurden.

Zur Berechnung der Feynman-Regeln wird von
1 a a c
s = / d4${1 [0,43(2) — 8,A%@) + g fure A (2) AS ()]

1- 1 -
—1—5)\“(3;)7,,7)“)\“(93) + im)\“(x))\“(x)} (2.22)
ausgegangen.

Zunéchst ist die Wirkung in einer fiir die Berechnung der Feynman-Regeln geeigne-

ten Form aufzuschreiben:
(A)

A

s = [aw{} 0w - 040 + ofudl(o) As@)
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43 MWD () +5mA (@)X () (2.23)
(B)

Dies ist so zu schreiben, dafl die Terme mit gleicher Anzahl und Art an Feldern
zusammengefait werden. Die kurzen Rechenschritte dahin werden an dieser Stelle
angefiihrt. Dabei wird im folgenden der Parameter x nicht mehr mitgeschrieben,
solange dadurch keine Unklarheiten entstehen.

(A) = [0,A2 — 0, 4% + g furc ALAZ)”
= (0,49) + (8,4%)° + ¢ (FareALAS)” — 20,420, A°
+29 fape (0,A%) ALAS — 2g fup (8,A%) AL AS
= 2((8,4%)° — 8,A%0,A%) + ¢* fape foae A2 AL AC AL
4G fape0, A2 AL AC

vitpty

(B) = S‘a’)'u (6u)‘a + gfabcAZ/\c)

Damit ist man in der Lage, die Wirkung S aufzuteilen in einen nicht-wechselwir-
kenden Anteil Sy und einen wechselwirkenden Anteil S;. Auflerdem sind die im
vorherigen Kapitel angegebenen Terme fiir die Geister und der Eichfixierungsterm
hinzuzufiigen:

siarmr] = [ata{Ga (-0 (1- 1) 00, ) 4

1- 1 -
+§/\a'yu<9u)\a + Em)\“)\a + n*a82na} (2.24)

1
SI[Aa )‘a n, 77*] = /d4CL' {gfabc (8yA:) AZAIC/ + Zg2fabefcdeAZA;€AZAg

]_ Y *Q Cc
30 Tabe X ALN = g (971) A5} (2:25)

2.2.1 Der 3-Gluonen-Vertex

Im folgenden wird das Yang-Mills Feld A, in Analogie zur QCD als Gluon bezeich-
net, A als Gluino. Die algebraischen Ausdriicke fiir die Vertices erhilt man, indem
man die Wirkung Fourier-transformiert, und dann die Vorfaktoren abliest und sym-
metrisiert.

Aus dem Term gfu. (8,A4%) ALAS aus (2.25) wird die Feynman-Regel fiir den 3-
Gluonen-Vertex entwickelt. Ausgedriickt durch die Fouriertransformierten flu der
Felder A, lautet dieser Teil der Wirkung:

Ss4, = /d4x G fabe (&,AZ(x)) Af,(x)AZ(x) (2.26)



18 Storungstheorie der N =1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

a) 3-Gluonen-Vertex b) 4-Gluonen-Vertex

Abbildung 2.1: Die Gluonen-Vertices
‘ d'ky .
= gfae | d°2z | 0, WeXp(klx)Aﬂ(kl) (2.27)

X (/(24—7:“;1 exp(ikﬂ)flf’,(kQ)) (/% exp(z'kgx)[l;(kg)>

d*k, d*k, d*k _ ,
= Gfabe / (27r)14 (27r)24 (2ﬂ)34 d*ziky, exp (i(k1 + ko + k3)x)

x Al (k1) A} (ko) A5 (ks) (2.28)

d*k; d'ky dYks . .,
= igfabe o) ke, 6 (kg + ko + K
ng b \/(27_(_)4 (27T)4 (27_(_)4( ﬂ-) 1 5( 1+ K2+ 3)

x Al (k1) A} (ko) A5, (ks) (2:29)

Der Vertex V ist wie folgt definiert:

(2m)* /d4k1 d*ky d*ks
Sza, = 4 4 4
3! (2m)* (2m)* (2m)
><AZ(kl)Az(kg)fii(kg)vaji(kl, k2, kg) (230)

7

8(k1 + ko + k3)

Der Vorfaktor ist dabei Konvention, er entspricht den Kombinationsméglichkeiten
der identischen Teilchen, hier also der drei Gluonen. Mit dieser Definition des Ver-
tex ist man in der Lage, diesen aus (2.29) abzulesen. Damit erh&lt man ein erstes
Ergebnis:

V% (ky, kay k3) = 3!+ ig fapck1, 0, (2.31)

o

Fiir allgemeine Berechnungen ist die derzeitige Form des Vertex allerdings noch nicht
geeignet, es sollte noch eine Symmetrisierung beziiglich der Indizes stattfinden. Dies
ist so zu verstehen, dafl der Ausdruck fiir den Vertex invariant bleiben soll unter
einer beliebigen Vertauschung der Indexgruppen (kq,u,a), (ka,v,b) und (ks, A, c).
Aufgrund der Antisymmetrie der Strukturkonstanten in den Farbindizes mufl auch
die Vertauschung in den Lorentzindizes antisymmetrisch sein. Insgesamt ergeben
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sich sechs Vertauschungsmoglichkeiten, so dal man folgendes Ergebnis erhilt:

Vuazfi(kla k2a k3) = igfabc ((kl - k3)1/5u)\ + (k2 - kl))\éuu + (k3 - k2)p5u)\) (232)

2.2.2 Der 4-Gluonen-Vertex

Als néchstes wird aus dem Term g2 fape fede A% AL AL AZ aus (2.25) der 4-Gluonen-

pivetutty
Vertex entwickelt. Der erste Schritt ist wieder die Fouriertransformation:
1 a C
Sin = 30t [ A'0A3(0) AY(0) 45 (0) 41(0) (2.33)
1

= 0 faefoae / dtz ( / (d;Tk); exp(z'klx)ﬁz(kl))
<(f % explikan) 2(0) ) ([ % explikn) 250

d*ky N
« ( / Wexp(zk4x)Ay(k4)> (2.34)
1, d*k; d'ky d*ks d'ky
= Zg fabefcde/(27r)4 (2m)t (274 (27)"
X A (k1) AD (ko) A5 (ks) AL (ky) (2.35)

(271')45(]61 + kz + kg + k‘4)

Mit folgender Definition des 4-Gluonen-Vertex V

4 4 4 4 4
Saa, = (22!) / (C;:)14 ((;:)24 (C;:)i ((;:)44 (k1 + ko + k3 + k)
><AZ(kl)fig(kﬂfii(k3)1‘1i(k4)v:f§i(k1, ko, ks, ka) (2.36)
ergibt sich dann
Vs kv, o, ks, ka) = 30+ 9% fabe fodeOurdur. (2.37)

Dieser Ausdruck mufl noch symmetrisiert werden. Der Vertex ist allerdings bereits
invariant unter der Vertauschung der Indexpaare (u,a) und (A, c), sowie (v,b) und
(k,d), so dal man nur noch mit sechs Permutationen verbleibt, deren Indexpaare
hinzugefiigt werden miissen. Es ergibt sich dann:

Vuaz?ii(kla kZa k?n k4) = 92 (fabefcde((su)\(svn - 5#551/)\)
+facefbde(6uu6)\n - 5;“@ 61/)\)
+fadefbce(6un6u)\ - 5;41/6)\n)> (238)

2.2.3 Der Gluon-Ghost-Vertex

Als néchstes wird der Term —gfae7® (8un°) AS — gfancii®n’0,AS aus dem wech-
selwirkenden Teil der Wirkung (2.25) betrachtet, der durch die Faddeev-Popov-
Determinante eingefiihrt wurde. Ausgedriickt durch die Fouriertransformierten der
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Abbildung 2.2: Der Gluon-Ghost-Vertex

Felder lautet er:

Srp = —9/fabe /d4$ﬁa(x) ((aunb(&")) Al (z) + nb(x)auAZ(ﬂf)) (2.39)

= —gfabe / d'z < / g:f)ﬂ exp(—iqlm)ﬁa(q1)>
Ao [ S8 exntiamitien ) ([ ot exptina) 50

([ e entiaa)it@)) (3 [ s etk 0 ) b 2.0

. dig; dq, d
- ngabc / (2:)14 (273)24 (271')4 (27T)4(k + Q2)M5(k —q1+ Q2)

<11 (1)1 (a2) A5, (k) (2.41)

Es ist dabei Konvention, von den Geisterfeldern n und n* das eine einlaufend und

das andere auslaufend zu definieren, und zwar 7 in die Richtung wie A,, 7 in die
entgegengesetzte Richtung.

Da in dem Gluon-Ghost Term keine zwei identischen Teilchen enthalten sind, ist
in der Definition auch kein entsprechender kombinatorischer Vorfaktor nétig. Der
Vertex V ist also wie folgt definiert
d'qy d'qe d%k
Spp = (2m)* 5(k —
FP ( ﬂ—) \/(27_(_)4 (27T)4 (27_(_)4 ( q1 + Q2)

<71 ()7 (42) A (k) Vi (k, a1, g2) (2.42)
und direkt aus (2.41) abzulesen:
Vit (k, a1, 42) = i fabeis (2.43)

2.2.4 Der Gluon-Gluino-Vertex

Als letzter Term ist der Gluon-Gluino Vertex zu behandeln. Wahrend die Behand-
lung der anderen Vertices bereits in die Lehrbiicher eingegangen ist, so ist dies bei
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b1 D2 b1 D2 D1 D2

a) b) c)

Fermionenzahlerhaltend Fermionenzahlverletzend Fermionenzahlverletzend

Abbildung 2.3: Die Gluonen-Gluino-Vertices

Gluon-Fermionen Vertices nur fiir die Dirac-Fermionen der Fall. Werden die Fer-
mionen allerdings durch Majorana-Spinoren beschrieben, so miissen die Majorana-
Eigenschaften beriicksichtigt werden. Die Berechnung des Vertex kann man aber
trotzdem wie gewohnt durchfiihren, wie dies z.B. in [JS] oder in [HK] getan wurde.
Auf diese Art soll auch an dieser Stelle der Vertex aus dem Term %g fabc/_\“fyMAZ)\c
aus (2.25) berechnet werden. Wie gewohnt setzt man also die Fouriertransformierten
der Felder ein:

Samn = yafae [AX (@) (2N (244

= %gfabc/dflx </(d ) eXp Zp1$ /:\ >

< ( / (‘;’; exp(ikz) A ) ( / - exp(ipa) X° (p2)> (2.45)

d'py d'p, d'k
0o | G Gt o7 (27) 600+ 11 + o)

N ()AL (k)2e(ps) (2.46)

Der Vertex ist wie iiblich durch den Vorfaktor dieses Terms gegeben, wobei man
in die Definition des Vertex die kombinatorischen Faktoren, die durch identische

1
2
X

Teilchen entstehen, direkt mit einbeziehen mdochte. Fiir Majorana-Teilchen gilt die
Aussage, daf} sie ihre eigenen Antiteilchen sind. Die mathematische Bedeutung davon
ist

A= 2\"C, (2.47)
mit der Ladungskonjugationsmatrix C'. Damit ist der Gluon-Gluino-Vertex wie folgt
zu definieren:

(2m)* / d*p; d*p, d'k
Sasn = d(k
i 2 | Gy ottt
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<X (p)V [ A, A, X2 (k, pr, p2) AL (k) X°(p2) (2.48)
Aus (2.46) liest man, noch ohne Symmetrisierung, ab:

V[)‘, Aua S‘]Zbc(kaplalh) = gfabc’y;t (249)

Der zugehorige Graph ist in Abb. 2.3a dargestellt. Anders als bei Fermionen in der
QCD, oder auch den Geisterfeldern dieser Theorie sind bei den Majorana Fermionen
die Impulse nicht mit Teilchen bzw. Antiteilchen assoziiert, da sich Majoranateilchen
eher wie skalare Felder verhalten. Die hier gewdhlte Konvention besagt daher, dafl
die Impulse der Gluinos in den Vertices stets einwérts laufen, der Pfeil bedeutet
nach innen laufend, daf} es sich um ein Teilchen handelt, und nach auflen laufend
um ein Antiteilchen.

Bei der durchzufiihrenden Symmetrisierung ist auf die Majorana-Eigenschaft (2.47)
zu achten. Das bedeutet also, dafl man nicht, wie von den Gluonen gewohnt, einfach
nur die Indizes durchzutauschen hat, da aus der Majorana-Eigenschaft folgendes fiir
zwei Majoranaspinoren 6 und ¢ folgt (siehe [Lu]):

0.9 = —v,.8 (2.50)

Um den Vertex zu symmetrisieren, mufl also noch der Term beachtet werden, bei
dem die Indizes a und c vertauscht, und zusétzlich das vy, durch ein —v, ersetzt
wurde. Dies liefert aber aufgrund der Antisymmetrie der Strukturkonstanten wieder
(2.49), so dafl dadurch bereits der Vertex in seiner symmetrisierten Form gegeben

1st.

In der QCD ist dieser Vertex der einzige zwischen den Fermionen und dem Gluon.
Wegen (2.47) kann man die Wirkung auch wie folgt schreiben:

1
Sam = 30fue / A4 2AT (1) Oy A (2) N () (2.51)

Damit ist klar, dafl es auch einen Vertex aus einem Gluon A, und zwei Gluinos A
gibt, der dann wie folgt lautet:

VA, A, ALY = g fabeCu (2.52)
Mit CT = —C und Ct = C~ ' ist
A=—CI\T (2.53)

dquivalent zu (2.47). Es gibt daher noch einen dritten Gluon-Gluino-Vertex, der fiir
die Wechselwirkung zwischen einem A, und zwei As verantwortlich ist. Er lautet:

VIA, A N = =g fabeyuC (2.54)
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Es ist deutlich geworden, wie die Tatsache, dafl aus den Dirac-Spinoren der QCD
in supersymmetrischen Theorien Majorana-Spinoren werden, Anderungen in den
Feynman-Regeln bewirkt. Fiir tatsidchliche Berechnungen bedeutet es aber auf den
ersten Blick einen erheblich grofleren Arbeitsaufwand, da aus einem Vertex drei Ver-
tices wurden [GZ]. Ein in den folgenden Berechnungen weniger wichtiger weiterer
Nachteil dieser Vertices ist es, daf} sie scheinbar beliebige Vorzeichen haben, wenn
man sich nur den Graphen und nicht die zugehérigen Greensfunktionen ansieht. Be-
trachtet man z.B. den zweiten Gluon-Gluino Vertex, so erscheint der Graph unter
Austausch der Indizes a und b symmetrisch, wihrend der algebraische Ausdruck bei
diesem Austausch sein Vorzeichen wechselt. Mochte man Greensfunktionen berech-
nen, so ist dies kein echtes Problem, da die Anordnung der Indizes klar vorgegeben
ist. Mochte man allerdings Berechnungen automatisieren, und diese dann z.B. mit
dem Computer durchfiihren, so ist eine einfache Losung dieses Vorzeichenproblems
wiinschenswert. Ein entsprechender Formalismus wurde von Denner et. al. vorge-
schlagen in [DEHKa] und [DEHKDb]. Neben der Losung des Vorzeichenproblems wird
mit diesem Formalismus auch die Anzahl der zu betrachtenden Vertices von drei auf
nur einen Vertex reduziert. Dafiir ist dann anstelle des aus der QCD bekannten
Fermionenzahlflusses ein Fermionenfluf} einzufiihren, der keine direkte physikalische
Bedeutung mehr hat.

2.3 Anwendbarkeit der Feynman-Regeln

Bisher wurden Propagatoren und Vertices fiir die Gluonen, Geister und Majora-
na-Fermionen berechnet. Fiir die Propagatoren und Vertices, die Majorana-Teilchen
enthalten, hat sich dabei herausgestellt, dafl es neben den aus der QCD bekannten
Graphen noch zwei weitere gibt, die die Fermionenzahl nicht erhalten. Damit muf
man fiir beliebige Korrelationsfunktionen zeigen, daf} sich diese mittels der Feynman-
Regeln berechnen lassen, und dafl das Ergebnis nicht von dem abweicht, das man
direkt aus dem erzeugenden Funktional erhalten hétte. Da aber die Giiltigkeit der
QCD-Feynman-Regeln in der QCD wohlbekannt ist, bleibt hier nur noch zu zeigen,
daf die zusédtzlichen Graphen sich problemlos in dieses Konzept einfiigen lassen.

Zu diesem Zweck wird zundchst durch Berechnen der 4-Punkt-Funktion in der frei-
en Theorie die Giiltigkeit des Wickschen Theorems gezeigt. Anschliefend wird in
der Theorie mit Wechselwirkungen direkt aus dem erzeugenden Funktional eine 1-
Loop-Rechnung ausgefiihrt. In der zugehdrigen Rechnung mittels Feynman-Regeln
treten dann die zusétzlichen Graphen auf. Erhidlt man dasselbe Ergebnis fiir beide
Berechnungen, so ist klar, daf§ die Feynman-Regeln allgemeingiiltig anwendbar sind.
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2.3.1 Die freie Theorie

Es ist zu zeigen, daf} sich auch in dieser Theorie die 4-Punkt-Funktion geméf
dem Wickschen Theorem aus 2-Punkt-Funktionen berechnen 148t. Héhere n-Punkt-
Funktionen sind nicht zu berechnen, da durch Induktion klar ist, dal das Wicksche
Theorem auch dafiir gilt.

Fiir den bosonischen Teil der Theorie ist die Giiltigkeit bekannt, da dieser Teil
identisch ist mit dem bosonischen Teil der QCD. Es ist also nur der fermionische
Teil zu behandeln. Die erste n-Punkt-Funktion, die ausgerechnet werden soll, ist die
2-Punkt-Funktion (AZA5). Um diese Greensfunktion zu berechnen, ist (2.20) bzw.
(2.16) nach der Quelle von A und A, also nach 6 abzuleiten, und anschlieend sind
die Quellterme gleich Null zu setzen. Dazu betrachte man zunichst den Exponenten
von (2.16) genauer unter Beachtung von (2.13), (2.14) und (2.18):

0(z)Sp(z —y)i(y) = —07(x)CSr(z—y)C'0"(y) (2.55)
—07 (2)SE(y — )0 (y) (2.56)
= 0(y)Sr(y — z)8(x) (2.57)

Das bei der letzten Umformung entstandene Minuszeichen ist nicht sofort erkennbar.
Es ist durch das Vertauschen der Grassmann-Variablen entstanden (vgl. dazu die
entsprechenden Rechnungen in [Lu]).

Des weiteren ist noch eine Anmerkung zu den Quellen bzw. den Ableitungen nach
den Quellen wichtig. In einer Theorie mit Majorana-Fermionen gibt es nur eine Quel-
le fiir diese, hier §. Mit dieser Quelle ist formal noch eine weitere verkniipft, namlich
6. Das erzeugende Funktional 148t sich in jeder der beiden Quellen beschreiben, der
Quellterm lautet:

ZQuenclf] = / DX exp ( / d4x§(x))\(x)> (2.58)

- / D) exp ( / d4x5\(x)9(x)> (2.59)

Zur Berechnung von Greensfunktionen ist dieses erzeugende Funktional nach den
Quelltermen abzuleiten. Man erkennt anhand obiger Gleichungen folgenden Zusam-

menhang:
5
A — 2.60
Y, (2.60)
< )
A — 2.61
e 5 (2.61)

Es ist vom Ergebnis her gleichgiiltig, ob man lieber mit Rechts- und Linksableitungen
arbeitet oder nur mit nach rechts wirkenden Ableitungen. Bei letzteren ist darauf
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zu achten, dafl man ein Minuszeichen einfiigen muf}, wenn man nach rechts wirkend
nach 6 ableitet. Um nidmlich MA@ nach 6 ableiten zu kénnen, muf die Ableitung zuerst
an X vorbeigezogen werden. Da es sich bei den beiden aber um Grassmann Variablen
handelt, entsteht dabei ein Minuszeichen. Dieses muf} in der Definition ausgeglichen
werden, so dafl folgende Zusammenhinge gelten:

d
A\ 9 2.62
© 5 (2.62)
< d
A —— 2.
© 5 (2.63)
Des weiteren folgt aus
J J
0 _ _ (2.64)
665 6(07C)5
d
. — 2.
02Ces) (269
noch folgende Relation fiir die Ableitung nach den Quellen:
J J
— O -2 2.
562 Cﬂaeg (2.66)
Ebenso folgt:
4] )
- = _ 2.
462 Ca 63 (2:67)
Damit kann man die gesuchte 2-Punkt-Funktion wie folgt berechnen:
< 1 52
2 (2 NG (2 - = Al 2.68
R S P T i >
1 52 _
= ——— d*zd*yf: (z) S5 s(z — y)63 2.69
G | @SR i) 26
_ 1 9 /d%(éc(x)S;” (¢ 22) + 03(2) Sty — 22)) (2.70)
) 593(m1) ¥ 78 B
== S?;!;B(Il — .'172) (271)

Von (2.69) nach (2.70) wurde ausgenutzt, da} aufgrund der Majorana-Eigenschaft
von # sowohl 6 als auch 6 nach 6 abgeleitet werden miissen unter Ausnutzung von
(2.57).

Neben dieser im wesentlichen aus der QCD bekannten 2-Punkt-Funktion gibt es
wegen (2.13) und (2.14) noch zwei weitere, die folgende Beziehungen erfiillen:

(Mz)A(22)) = (Mz1)A(22))C™ (2.72)
= Sp(z; —25)C 1 (2.73)
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und

(A (z1)Mz2)) = —CA@1)A(z2)) (2.74)
= —CSp(z; — 7). (2.75)

Es sei darauf hingewiesen, dafl diese Formeln zunéichst nicht mit den entsprechenden
aus [Ta] iibereinstimmen. Dies liegt daran, dafi dort C? = —1 ausgenutzt wurde.
Dies gilt zwar fiir die meisten der oft verwandten Wahlen fiir C', wie z.B. die in
[Ta] benutzte Wahl C' = 7y7,. Allerdings sind die hier prisentierten Formeln allge-
meingiiltig, so daf} diese Form bevorzugt werden sollte.

Die 4-Punkt-Funktion 148t sich ganz analog berechnen:

(Aa (@) N5 (22) X5 (23) X5 (4))

1 54
- ZJ56_3(371)5(—92(xz))5§§(m3)5(—9g($4))20[9] oo (2.76)
1 §4
T 8.008(1)065 (22)005 (w5)50% (z4)
X </d4xd4y§§(x)5?2£(x - y)9£(y)> (2.77)
1 5

8 602 (21)86% (22)00< (23)060% (w4)
X /d4md4yd4zd4w§Z(x)SffC§(m - y)&f(y)é?(z)S?;(z —w)fn(w) (2.78)

= Sis(@1 — 22)S7ls (25 — 4)
+ S5 (11 — 23) Sis (22 — T4)
+SFas(t1 — 334)52357(332 — z3) (2.79)

Dies entspricht dem Wickschen Theorem. Neben dieser 4-Punkt-Funktion gibt es
natiirlich wieder weitere aufgrund der Majorana-Eigenschaft.

2.3.2 Die Theorie mit Wechselwirkungen

Als néchstes ist durch Ableiten nach den Quelltermen aus dem erzeugenden Funk-
tional (2.21) eine n-Punkt-Funktion in 1-Loop-Ordnung zu berechnen. Um unnéti-
ge Komplikationen zu vermeiden, wird eine 2-Punkt-Funktion gewéhlt. Sowohl der
Gluonenpropagator als auch der Fermionenpropagator enthalten in 1-Loop-Ordnung
die zu iiberpriifenden Vertices mit den Majorana-Fermionen. Prinzipiell 148t sich an
beiden Beispielen die Giiltigkeit der Feynman-Regeln zeigen. Da aber spéter auf dem
Gitter zunéchst Berechnungen mit dem Fermionenpropagator durchgefiihrt werden,
ist es sinnvoll, auch an dieser Stelle die explizite Berechnung fiir diesen Propagator
durchzufiihren.



2.3 Anwendbarkeit der Feynman-Regeln 27

Da der Teil des erzeugenden Funktionals mit den Geistern von vornherein keinen
Beitrag erster Ordnung zu dem Fermionenpropagator liefert, wird dieser im folgen-
den nicht mitgeschrieben. Damit ist dann folgendes zu berechnen:

a Yo — 1 o
(Aa(r1)Ag(m2)) = Z[0] 59‘3(3;1)5(—92(372))2[J’6] 60 (250)
52
002 (z1)8(—05(x2))
) ) d
*exp (“9’ Lw(x)’ 66(x)’ _59(93)])
xZO[J,Q]‘ (2.81)

J=6=0

Der storungstheoretische Ansatz besteht darin, die Exponentialfunktion in (2.81) in

eine Taylorreihe
2

exp(z) =1+z+ % + O(z*) (2.82)

zu entwickeln. Da das Ergebnis mit einer 1-Loop-Berechnung verglichen werden soll,
was einer Entwicklung bis g2 entspricht, ist die Taylorreihe bis zur zweiten Ordnung
zu betrachten. Man erhélt dann folgendes:

KB = z

X ZolJ, 9]‘J +0(g%) (2.83)

Der Term nullter Ordnung der Taylorentwicklung entspricht dabei offensichtlich der
freien Theorie, die bereits behandelt wurde. Dieser Term ergibt also den freien Pro-
pagator. Bei dem Term erster Ordnung tritt Sy aus (2.25) auf. Betrachtet man diesen
Teil der Wirkung, so erkennt man, daf3 die meisten Terme von S; keinen Beitrag lie-
fern, da nach Ausfiihren der Ableitungen einzelne Quellterme iiberbleiben, die aber
gleich Null gesetzt werden. Der einzige Beitrag ergibt sich aus ;g° fape feae A% AL AS AQ.
Dieser Term ist aus der QCD wohlbekannt und entspricht einer Vakuumsfluktuati-
on. Damit kiirzt sich dieser Term spiter wieder weg und ist daher fiir die weitere

Rechnung unbeachtlich.

Bleibt also der Term quadratisch in S7. Von den durch das Quadrieren entstehenden
neun Termen spielen nach der gleichen Argumentation die meisten Terme keine
Rolle. Des weiteren sind, wie iiblich, nur zusammenhéngende Graphen zu betrachten.
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Der einzig interessante Term ist der Term (g fabc/_\“fyMAZ)\c)2. Damit 148t sich der
Fermionenpropagator in 1-Loop-Ordnung wie folgt berechnen:

a U 1 >
(Aal(r1)Ag(z2)) Z[0] 662 (z1)5(—05(x2))

1
X {1 + §g2fcdeffgh /d4$d4y

L0 55 6
56°(z) 5.7 (x) 50°(x) 667 (y) ' JE (y) 68" (y) }
x Zy[J, 6] roet 0(g®) (2.84)
;2
009 (x1)0(—05(z2))
< {1 + 58 ety [ Ao’y
5 55 6 54
" 50°(z) 5.7 (z) 60¢ () 067 (y) ' 5T (y) 00" (1) }

X { (1 + % /d4z1d4z2J,\(zl)DM(z1 - 22)Jn(z2)>

11 ~
X <§§ /d4z3d4z4d4z5d4z6d4z7d4zg9(z3)Sp(z3 — 24)

x0(24)0(25)Sr (25 — 26)0(26)0(27) Sk (27 — 23)0(2s)
+% /d421d4229_(21)SF(21 - Z2)6(Z2)> } ‘J:G:O
+0(g%) (2.85)
= ?vl;ﬁ(xl — )
52 4 4
502 (22)3 (0% (2)) / dody
5 5 ) 5 5 5
*50°(z) "4 5.79(z) 08 () 067 () " 72 (y) 08" ()

]‘ 2
+%g fedeftqn

X /d4zld422d4z3d4z4d4z5d4z6d4z7d4zg

XJ)\(Zl)D)\K(Zl — 22)JK(Z2)§(23)SF(Z3 — 24)9(24)
x0(25)Sr (25 — 25)0(26)0(27) Sr (27 — 23)0(28)
+0(g%) (2.86)

Nun bleibt noch, die Ableitungen zu berechnen. Dabei sind die Formeln (2.18) und
(2.19) auszunutzen, da es sich bei den Ableitungen nach den Majorana-Quellen wie-
der um Majorana-Spinoren handelt. Neben den relevanten Termen entstehen dabei
noch Terme, die den unverbundenen Graphen entsprechen, und die somit wegge-
lassen werden konnen. Die noch iibrig bleibenden Terme lassen sich zu folgendem
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einfachen Ausdruck zusammenfassen:
(Ae(z)Xg(22)) = Sgs(z1— 22) + g fedefron /d4xd4y5$27(901 — )V

x D% (z — y)Seh s(z — y) 1 Shys(y — 72)
+0(g*) (2.87)

Im Impulsraum sieht dies wie folgt aus:

/ Ay die, explip(zs — 22))(A% (1) X (1))

“a Ak -, . - .
= SFbaﬂ(p) +92fcdeffgh/W Faﬁ(p)7uDZzg/(k)SF}fy5(P— k)%S{ffm(P)
+0(g*) (2.88)

Das auf den ersten Blick erstaunliche Ergebnis ist, dafl sich der Fermionenpropa-
gator in dieser supersymmetrischen Theorie zur Ordnung g2 wie der aus der QCD
berechnet. Dieses Ergebnis ist deshalb bemerkenswert, weil die Anzahl der Propa-
gatoren und Vertices dieser Theorie dreimal so grof ist verglichen mit der QCD, da
es neben dem iiblichen Fermionenzahl-erhaltenden Graph noch zwei Fermionenzahl-
verletzende gibt.

Um die folgende Diskussion zu vereinfachen, wird diese an amputierten Graphen
gefiihrt. Der Term in g2 im obigen Ergebnis lautet dann wie folgt:
2 d4k Ndg Qch
2(p) = g fcdafbgh (2—71_)4’-YMDMy(k)SF76(p - k)')’u (2'89)
Es sind nun nach den iiblichen Feynman-Regeln alle erlaubten Kombinationen eines

1-Loop-Graphen aus den vorhandenen Vertices und Propagatoren zu bilden und zu
priifen, ob das Ergebnis mit (2.89) iibereinstimmt.

In Abb. 2.4 sind die Graphen angegeben, von denen man zunéichst annehmen wiirde,
daf sie fiir die Beitrdge in 1-Loop-Ordnung verantwortlich wéren. Dabei ist dann
aber nicht auf die Eigenschaft der Majorana-Fermionen geachtet worden, die besagt,
daf diese ihre eigenen Antiteilchen sind. Es ist also erlaubt, alle Pfeile der Fermionen
eines Graphen umzudrehen, da dies aus einem Teilchen ein Antiteilchen macht und
umgekehrt. Dreht man alle Pfeile des zweiten Graphen in Abb. 2.4 um und liest den
Graphen dann von rechts nach links, so erkennt man, dafl dieser Graph identisch
ist mit dem dritten Graphen. Man darf also nur einen der beiden Graphen zur
Berechnung nehmen, da man ihn andernfalls filschlicherweise doppelt gewichten
wiirde. Bei dem ersten und vierten Graphen erkennt man, dafl diese unter Umkehr
der Pfeile wieder jeweils in sich {ibergehen. Sie sind also beide fiir die Rechnung zu
beachten.

Es sind die Propagatoren und Vertices der drei zu benutzenden Graphen durch ihre
algebraischen Ausdriicke zu ersetzen und die Ergebnisse aufzusummieren. Der erste
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LA W W

Abbildung 2.4: Mégliche Beitradge zum Gluino-Propagator

Graph liefert:
Si(p) = VIA, Ay 1D (k) Se[M A (p — k)VA, Ay, A] (2.90)
Der zweite bzw. dritte Graph liefert:

Ta(p) = VA Au D (k)Se[X Al (k — p)VA, Ay, A
CV A, Ay, ND,, (k)Se[X N (k — p)C VA A, A
_V[)"Au’j‘]ﬁ/w(k) F[)" ](p k) [)"Amj‘]
= —Yi(p)

Dabei wurde
CVve't=-V (2.95)

ausgenutzt. Damit ist auch das Ergebnis des vierten Graphen zu erkennen:

Zap) = VN A A D (k)Se(X Ak = p)VX, Ay, Al
CVI\ A, )\]D,w( )C1Sp[\ N (k — p)CV[A, A, \]C !
VA, Auy, \D, (K)Se[\ N(p — K)VIA, Ay, A
= Yi(p)

Der zweite bzw. dritte Graph hebt sich also mit dem vierten auf, und das Ergebnis
dieser graphischen Berechnung ist bereits durch (2.90) gegeben, was wiederum mit
(2.89) iibereinstimmt. Da die Systematik dahinter auch bei Graphen héherer Loop-
Ordnung dieselbe bleibt, ist klar, dal man auch mit diesen zun&chst ungewohn-
ten Majorana-Fermionen — wie aus der QCD gewohnt — Storungstheorie mittels
Feynman-Graphen betreiben kann. Allerdings ist diese in der bisherigen Form deut-
lich komplizierter als eine vergleichbare Theorie mit Dirac-Fermionen. Zum einen
sind weiterhin dreimal so viele Vertices und Propagatoren zu betrachten. Das grofite
Problem ist, daf} es bei komplizierteren Graphen nicht mehr so einfach ist, zu sehen,
welche Graphen sich durch Umdrehen der Pfeile ineinander iiberfiihren lassen und
welche nicht. In [DEHKa] und [DEHKb] wurde daher ein Formalismus entwickelt,
der die Anzahl der Vertices und Propagatoren wieder auf ihre urspriingliche Anzahl
reduziert, so da} damit die Berechnungen nicht komplizierter werden im Vergleich
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zur QCD. Dieser Formalismus soll hier allerdings nicht eingefiithrt werden, da bis in
1-Loop-Ordnung die Berechnungen iiberschaubar bleiben und sich die Einfiihrung
des Dennerschen Formalismus nicht lohnt.

Abschliessend sei noch darauf hingewiesen, dafl zwar dieses Ergebnis aus der N =1
Super-Yang-Mills-Theorie mit der aus der QCD iibereinstimmt, dafl aber Unter-
schiede bestehen. Zum einen ist nicht zu vergessen, dafl in dieser Theorie Korrela-
tionsfunktionen ungleich Null sind, die in der QCD gleich Null sind. Zum anderen
sind aber auch die Korrekturen zu den {iblichen Propagatoren in héherer Ordnung
verschieden von denen aus der QCD. Dies liegt daran, daf3 ein Fermionen-Loop nicht
nur den bekannten Faktor —1 erhilt, sondern auch wie der Gluonen-Loop einen Fak-
tor % fiir identische Teilchen. Damit ergeben sich Abweichungen von den Ergebnissen
der QCD, sobald geschlossene Fermionen-Loops auftreten, was stets spatestens in
2-Loop-Ordnung der Fall ist.

2.4 Zusammenfassung der Feynman-Regeln fiir
das Kontinuum

An dieser Stelle sollen die Feynman-Regeln fiir die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie
noch kurz zusammengefafit werden. Dabei werden dann auch die zuvor nicht be-
rechneten Symmetriefaktoren angegeben, die direkt aus [Po] iibernommen werden
konnen.

Gluon Propagator @, 4 AA~A~AA~AA~AA~A~A~A~ b v kl_zfsab (514'/ — (1 — a) kukl,)

kZ
. P ab Zﬁ‘i‘m
Gluino Propagator a > b ) 22 m?
P .
by iptm
a - b —0%C e
p ab Wp+m ~_1

Ghost Propagator @ - - b 5abqi2
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3-Gluonen-Vertex

4-Gluonen-Vertex

Gluon-Ghost-Vertex

Gluon-Gluino-Vertex

igfabc ((kl - k3)u5,u)\
+(ko — k1)A0u
+(ks — k2)u0u2)

92 [fabefcde (5,u)\51/n

_5;m51/)\)
+facefbde (5;“/ 5)\1%
_5,un51/)\)
+fade fcbe (5;m 51/)\
—0uvOxx)]
k%a,u
.9, _gfabCQ2u
l-)(.-' L
q q2
k§a
_gfabc7u
bapl C, D2
k§ap
_gfabcC'Yu
bapl C, D2
kya,
gfabc7uc_1
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Symmetriefaktoren 'W\{::}rv‘w S = %
’\N\O\M S = %
W\.@-\N» S = %

Neben diesen Regeln ist noch zu beachten, daf jeder Gluino- und jeder Ghost-Loop
ein zusitzliches Minuszeichen als Vorfaktor erhéilt.

2.5 Renormierungskonstanten der chiralen Ward-
Identitdt und ihre Berechnung

In diesem Kapitel sollen die zuvor hergeleiteten Feynman-Regeln zur Berechnung
einiger Renormierungskonstanten benutzt werden. Zunéchst wird das benutzte Re-
normierungsschema erkldrt sowie die Eigenschaften der zu betrachtenden Groéfien
mittels einer chiralen Ward-Identitdt ndher untersucht, anschlieffend folgt dann die
konkrete Berechnung der Renormierungskonstanten.

2.5.1 Das MS Renormierungsschema

In der chiralen Ward-Identitdt treten die pseudoskalare Dichte und der axiale Vek-
torstrom auf und man ist an ihrem Verhalten interessiert. In entsprechenden Iden-
titdten in der QCD tritt auch die skalare Dichte auf, so dafl auch diese betrachtet
werden soll. Der aus der QCD bekannte Vektorstrom ist nicht zu betrachten, da die-
ser aufgrund der Majorana-Eigenschaft der Fermionen identisch zu Null ist. Damit
interessiert man sich fiir die Operatoren

Or(z) = A(z)T\(z) (2.100)
mit
T'= 1,7, 7u7s- (2.101)

Daher sollen im folgenden die Groflen

Gr(z,y) = (A(z)Or(0)A(y)) (2.102)
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storungstheoretisch behandelt werden. Dafiir betrachtet man die Gréfen im Impuls-
raum, d. h. es ist noch eine Fouriertransformation durchzufiihren:

Gr(pi,p2) = /d4md4yei”1”i”2yGF(x,y) (2.103)

Zur weiteren Vereinfachung werden die amputierten Grofilen wie in [MPSTV] ange-
geben definiert:

Ar(p1,p2) = S5 (p1)Gr(p1,p2) S5 (—p2) (2.104)

Sowohl der inverse Fermionenpropagator Sl;l als auch die Groflen Ar sind divergent,
d. h. wenn man die 1-Loop Korrekturen dieser Gréf8en berechnen méchte, trifft man
auf divergente Integrale. Es zeigt sich allerdings, daf} die auftretenden Integrale in
vier Dimensionen zwar divergieren, aber in D = 4 — ¢ Dimensionen endlich sind.
Daher werden die entsprechenden Integrale in DD Dimensionen berechnet. Dieses
Verfahren bezeichnet man als dimensionelle Regularisierung.

In D Dimensionen haben die Groflen fiir ¢ — 0 ein asymptotisches Verhalten pro-
portional zu % Diese Divergenz ist in geeigneter Weise in die zugehdrige Renormie-
rungskonstante zu absorbieren, damit die renormierte Gréfle auch im Limes € — 0
endlich bleibt. Beachtet man dabei nur den Faktor %, so heiffit das Schema MS-
Schema (Minimal Substraction). Es zeigt sich allerdings, da8 mit dem I stets noch
ein —yg +In 47 verbunden ist, und es stellt sich als sinnvoll heraus, auch diese Terme
mit in die Renormierungskonstante zu absorbieren. Dieses Schema der Renormie-
rung heit MS-Schema [Co].

Teilt man die Selbstenergie in einen zu ip und einen zu m proportionalen Anteil auf

B(p) = —ipZi(p) + mB2(p), (2.105)

so steckt die Divergenz des inversen Propagators

S5' = —ip (1 - T1(p)) + m (1 - Ta(p)) (2.106)

im masselosen Fall in ¥;(p). In diesem Schema ist diese Divergenz — wie zuvor er-
klirt — mittels der Renormierungskonstanten ZMS abzuspalten. Fiir eine vollstéindi-
ge Renormierung des Propagators ist auch die Masse zu renormieren, die verblei-
bende Divergenz der Masse wird durch die Renormierungskonstante Z® absorbiert.
Die Renormierungskonstanten werden somit iiber

St = 1im 2 (—ip (1 - u(p)) + m (1 - Da(p)))
— iy (1 - 2{”_5(19)) + mS (1 - 2;‘4_5(19)) (2.107)
mit

mMS = lim Z¥5m (2.108)
e—0



2.5 Renormierungskonstanten aus der chiralen Ward-Identitét 35

festgelegt.

Auf die gleiche Weise werden die Renormierungskonstanten zu den Groflen Ar defi-
niert. Mit den stérungstheoretischen Korrekturen lauten diese Groflen fiir gleichen
einlaufenden und auslaufenden Impuls:

Ar(p) = Ar(p,—p)
= T'+ Ar(p, —p) (2.109)

Die renormierten Gréflen werden wie folgt definiert:
AP (p) = lim ZY5 72 A (p)
e—
= T+ AM5(p) (2.110)

Dabei ist darauf zu achten, dafl die Renormierungskonstante des inversen Fermio-
nenpropagators mit in die Definition aufgenommen wurde. Der Grund dafiir ist,
dafl durch die Felder, zwischen denen der Operator Or betrachtet wird, auch ein
Beitrag zur Divergenz entsteht, den man nicht in Zr enthalten haben mdochte. Fiir
amputierte Groflen ist daher — wie angegeben — ein Faktor Z){VI_S in die Definition
aufzunehmen, im nicht amputierten Fall ein Faktor Z)Z\‘TS_1

Im folgenden sollen die Renormierungskonstanten ZIQTS berechnet werden und man
mochte zuvor wissen, welche Eigenschaften man von diesen Renormierungskonstan-
ten zu erwarten hat. Eine Eigenschaft ist das Verhalten bei einem Wechsel der
Eichung, wobei hier die Feynman-Eichung (o = 1) und die Landau-Eichung (« = 0)
betrachtet werden. Ergebnisse fiir andere kovariante Eichungen folgen daraus sofort.

Die Renormierungskonstante Z){”_S des inversen Fermionenpropagators wird sich si-
cherlich bei einem Wechsel der Eichung dndern, da der Propagator nicht eichin-
variant ist. Die Operatoren Or sind zwar eichinvariant, aber sie werden zwischen
Fermionenfeldern betrachtet, so daff auch hier zunéchst keine Invarianz unter einem
Wechsel der Eichung erwartet werden kann. In der Tat ist es so, dal es Renormie-
rungsschemata gibt, in denen Zr gemifl dieser Argumentation nicht eichinvariant
ist.

Es hat sich allerdings gezeigt, da8 das MS-Schema nicht von den dufieren Zustsinden
abhingt ([V1], [MPSTV]). Man hitte zur Berechnung von Z¥® den Operator Or also
auch zwischen zwei explizit eichinvarianten Zustidnden wie z.B. Hadronen betrach-
ten konnen, oder aber mit dem Schrédinger-Funktional-Formalismus eine manifest
eichinvariante Formulierung wihlen konnen, ohne das Ergebnis zu verdndern. Daher
erwartet man, daB die Renormierungskonstanten Z25 eichinvariant sind.

2.5.2 Die chirale Ward-Identitat

Neben dem Verhalten bei einem Wechsel der Eichung ist es von Interesse zu wissen,
ob es noch weitere Zusammenhénge zwischen den einzelnen Renormierungskonstan-
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ten gibt. Entsprechende Aussagen lassen sich mit Hilfe von Ward-Identitéten treffen,
weshalb diese nun betrachtet werden.

Im masselosen Fall ist die Wirkung invariant unter der chiralen Rotation
AMz) — e \(z). (2.111)

Dieser Rotation entspricht aufgrund der Majorana-Eigenschaft

Az) = M(z)e™s. (2.112)
Dabei ist « ein globaler Transformationsparameter. Aus der Invarianz der Wirkung

unter dieser chiralen Rotation ergibt sich fiir beliebige Masse m die chirale Ward-
Identitat

Ou <)‘ z1) J5 >
= 2m </\ ) (2o > §(z — <75)\ T 5\(332)> —(z — o <)\ 1)\ (2o 75>
(2.113)
mit dem axialen Strom
Tn(x) = Oy, (2) (2.114)
und der pseudoskalaren Dichte
P(z) = O, (z). (2.115)

Die zugehorigen Renormierungskonstanten werden Z4 und Zp benannt. Diesen sind
durch die Ward-Identitat Einschrinkungen auferlegt ([PT], [CLV]).

Flieit an dem axialen Strom und der pseudoskalaren Dichte ein Impuls ¢ ein, und
werden die entsprechenden amputierten Groflen mit A, (p1, ¢, p2) und A, (p1, q,p2)
bezeichnet, so folgt mit

Y5Sr(—p2) = Sr(p2)7s (2.116)
fiir die chirale Ward-Identitit:

Quly,ys (P1, 4, p2) = 2mAy (1, 4, p2) — (S7' (p1) + Sz (p2)) 75 (2.117)

Diese gilt fiir die nackten Groflen. Da es sich bei den Brechungstermen um weiche
Brechungsterme handelt [Po|, erwartet man die Giiltigkeit dieser Ward-Identit&t
auch fiir die renormierten Grofen:

ZNZ 40Dy (D1, 05 02) = 2Zm Z3ZpmAyy (D1, 4,02) — Zx (Sp' (p1) + Sp'(p2)) 7s-
(2.118)
Setzt man die Fermionen auf die Massenschale, so verschwinden die inversen Pro-
pagatoren, und aus (2.117) und (2.118) folgt der Zusammenhang

Z4= 7 7p. (2.119)
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Damit gilt neben

Qul\y,ys (P15 @ P2) — 2mAy (p1, 4, p2) = — (S5 (p1) + S5 (P2)) 715 (2.120)

auch

AV (quAvms (p1, ¢, p2) — 2mA, (p1, q,Pz)) = —7) (Sﬁl(pl) + Sp:l(p2)) V55
(2.121)
und es folgt

Zy=1 (2.122)

und
Zp =27 (2.123)

2.5.3 Der Gluino-Propagator

Zuerst wird der Gluino-Propagator berechnet. Nachdem man erkannt hat, dafl dieser
divergent ist, wird die Berechnung in Naiver Dimensioneller Regularisierung (NDR)
durchgefiihrt, d.h., dafl die Berechnung in 4 — ¢ Dimensionen ausgefiihrt wird. Im
Unterschied zur 't Hooft-Veltman Regularisierung bleiben allerdings die Definition
des 5 und damit auch die zugehorigen Kommutatorregeln unverdndert.

2.5.3.1 Nackte Groéfle in 1-Loop-NDR

Gesucht ist die Selbstenergie des Fermionen-Propagators, der entsprechende Term
ist in Abb. 2.5 angegeben. Um das Verhalten fiir verschiedene kovariante Eichungen
zu erkennen, ist man an einem Ergebnis fiir beliebige Eichparameter « interessiert.
Deshalb wird die nackte Groe zunichst in Feynman-Eichung (oo = 1) berechnet,
anschliefend in Landau-Eichung (o = 0). Fiir andere Werte von « ldt sich das
Ergebnis dann interpolieren.

Feynman-Eichung (a = 1)

Zunichst wird die Berechnung also in Feynman-Eichung durchgefiihrt:

=) = [ TE yraenix 4, 3(p — , b, —p) Se[AX](p) Dy (k)

(2m)*
XV;?Cd[/\aAIM /_\](pa _k, k _p) (2124)
_ 2 d*k yu[i(p — F) + m]y,
= —9 facdSoca /(27r)4 k2[(p — k)% + m?] (2.125)

Fiir die Summe {iber die Strukturkonstanten gilt:

Z facdfbcd = Nc(sab = CA(Sab (2126)
c,d
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k,c

AT

Abbildung 2.5: 1-Loop Selbstenergie des Fermionen-Propagators

Des weiteren sind einige Rechenregeln fiir euklidische Gammamatrizen in D Dimen-
sionen auszunutzen:

YV = D (2.127)
%t?i”)’u = av7u(25uv - 7#71/)
= (2—D)a (2.128)

Damit ergibt sich fiir das Diagramm:

2 cav [ d'k (2 D)i(p —F) + Dm
—g°C4d /(%)4 Pl B o (2.129)

Fiir grole k ist der Nenner proportional zu k*. In vier Dimensionen ist das Integral
dariiber logarithmisch divergent, so dafl die folgende Berechnung in D = 4 — ¢ Di-
mensionen ausgefiihrt wird. Dies nennt man dimensionelle Regularisierung. Dabei
ist zunédchst nicht klar, wie die Gamma-Matrizen in D < 4 Dimensionen kommutie-
ren. Die hier getroffene Wahl beldfit den Kommutator unveréndert, so dafl man von
naiver dimensioneller Regularisierung (NDR) spricht.

Mit Hilfe der Feynman Parametrisierung

ab / / (az + by e - /01 ez 5;3 e (2.130)

148t sich obiges Integral weiter berechnen ([Ry], [Mu]). Es ergibt sich:

/ d°’k (2 - D)i(p — F) + Dm
(2m)? k*[(p — k)2 m?]

d? (2—D)i(p — k) + Dm
p+k2 2p - k + m? — k?)x + k?|?
de D)i(p — ¥) + Dm
)P [ —2mp k+ (p? + m?)zx]?

J, ] o
ISk
_ /Oldx/ d”k D)ip — (2 — D)i(k — pz) — (2 — D)ipz + Dm (2.133)
ISk
foe=

dx

(2.131)

(2.132)

l\?

7T

21) D [(k — pz)? + (p* + m?)z — p2a?]?
dPk D)ip(1 — z) — (2 — D)if + Dm

27) D (k2 + p?z(1 — z) + m2z]?

dPk D)ip(l — z) + Dm

(2m)P k2 + p?z(1 — z) + m2z)?

(2.134)

(2.135)
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Dabei wurde zunéchst in (2.134) eine Substitution k¥ — pz nach k durchgefiihrt, im
letzten Schritt wurde dann der Term weggelassen, der im Zihler linear in k ist, da
der Nenner gerade in k ist, und somit jeder ungerade Term im Zahler unter dem
Integral verschwindet.
In Kugelkoordinaten in D Dimensionen ist, mit ®(D) der Oberfliche der D-dimen-
sionalen Einheitskugel:

dPk = ®(D)kP'dk (2.136)
mit 0D
(D) = = (7;) oL (2.137)

Damit wird aus obigem Integral:

1 9 D/2 o0 D1
dz[(2 — D)ip(1 — Dm|l—F == dk
/0 wl(2 = Dyip(L =)+ Dm G Sp e 5 2 /0 2 + pPa(1 — o) + m2z)?
(2.138)
Dies ist ein Spezialfall folgender Integrationsformel:
o -1 L{/2)T(n—1/2
o (K> +a®)" 2T'(n)

Damit ergibt sich fiir das zu berechnende Integral:

F(2-D/2) (", [2=D)ip(l - =)+ Dm]
W/O A (= o) + m2a P2 (2.140)

In D Dimensionen haben die fermionischen Felder eine Massendimension %, die
Eichfelder % — 1. Die Kopplungskonstante erhilt damit die Dimension 2 — g, so daf3
effektiv folgende Substitution durchgefiihrt wird:

[y

g — gu* (2.141)

Damit ergibt sich fiir obiges Integral, multipliziert mit g:

2 4+ pP(2—=D/2) (' [(2—D)ip(1—z)+ Dm]
P P o ), O i 5 T e (2.142)

e LD [ 20+l 1

K dm)z—r p°z(1 — 2) + m2z]/2
2 1 ;
g [(=2+e)ip(1 —z) + (4 — )m]
= I'(e/2 d 2.144
L e e G
Mit folgender Entwicklung in ¢
af =™ =1+¢lna+ O(?) (2.145)

und 1
T'(e) = -~ e+ O(e) (2.146)
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mit der Eulerschen Gamma-Konstanten
v = 0.5772.... (2.147)
ergibt sich:
2 1
g- |2 .
. {g /0 dz—2ip(1 — z) + 4m]

1

—VE/O da—2ip(1 — ) + 4m] + 2/ dzlip(1 — z) — m]

0

- /01 dz[—2ip(1 — z) + 4m] In <p2x(1 ;:;2: mza:)] (2.148)
— 12;2 lz( ip + 4m) — yg(—ip + 4m) + ip — 2m
2 /01 dz[—ip(1 — &) + 2m]In <p2x(1 ;7:2;’ m2’”>] (2.149)
72

= 15 lz( ip + 4m) +ip(1 + vg) — 2m(1 + 27vg)

/01 z[—ip(1 — z) + 2m]1 (p“_w +m2m>] (2.150)

2

2 1
- 9 [—i;ﬁ(——’yg—i-lnélﬁ—l)+4m<——’yE+ln47r—§>
2

1672

/01 dzfip(1 — z) — 2m]In (p vl =) +m2m>} (2.151)

1

Fiir den inversen Propagator in Feynman-Eichung erhilt man somit, abgesehen von
einem Faktor §°:

u— . 2 - 2
St (p) = —ip+m+ 1ng Ca [—215 (g — g+ Indr — 1>
2 1
+4m (— —vg + Indm — —>
€ 2

+2 /01 dz[ip(1 — z) — 2m]In <p2$(1 —2)+ m%)} (2.152)

12

Mit
' 2
g

] =

— g +Indm (2.153)

m0 [
_9 /01 dz(l—z)In <p2x(1 _,fz) +m2x>} }

ist dies in Termen von ip und m:

S = {1
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Pk 1 1
Cil=z=Z
1672 A[é 2

_ /01 dzIn <p2x(1 _:;) il m2x>] } (2.154)

+m{1—|—4

Landau-Eichung (« = 0)

In dem vorherigen Abschnitt ist die Selbstenergie zum Fermionenpropagator in der
Feynman-Eichung berechnet worden. Nun wird sie noch in der Landau-Eichung be-
rechnet, wobei zusétzlich zu dem Term aus der Feynman-Eichung ein Term hinzu-
kommt, in dem das 4, aus dem Gluonpropagator durch ein

kuky

12 (2.155)
ersetzt wird. Der zusdtzliche Term zur Selbstenergie lautet:
d%k R[i(p — F) + mik
(1—e) — 2 € 21
S (p) = FuCa / P Ky R+ md] (2.156)
de i(2pk — pk — k2)f + mk?
—  g2,f 2.1
I CA/ (2m)P Kl — k) + m?) 2150
APk 2ipkk + (—ip — if + m)k?
—  g2,f 2.1
P [ Gy = i (2159)

_ g2MECA/(d k {k4[( 2ipkk N —i(]ﬁ—i—k)—i—m]}(zwg)

2m)D p—Fk)2+m?  k%[(p—k)>2+m?

Die beiden Integrale werden getrennt behandelt. Fiir das erste ergibt sich:

/ dPk 2ipkf
(

2m)P k4[(p — k) + m?]

B / <§:>kn / TP 2p‘,‘f$_’2’f)x + K -
_ /01 da(1 — :c)/ ((21:)12 Tk = pa)? +¥2‘(5?1)k_ z) + m2z]3 (2.161)
o it e
R

Zur Berechnung kann der Spezialfall n = 3 und a? = p?z(1 — z) + m%z der Formel

= (2.164)

/ Ak Kk, 1 S  T(n—1-DJ2)
@m)P (k2 +a2)»  (4m)P22(a?)n-1-P2  T(n)
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sowie die Formel

/(de 1 1 T(n-D/2) 1 (2.165)

2m)D (k2 +a2)n  (4m)P/2 T'(n) (a2)n-D/2’

ebenfalls fiir n = 3 benutzt werden. Damit folgt fiir obiges Integral:

2% 1 . I'(2—D/2)p '3 - D/2)x2p2¢
=2 {2[p2x< * }

(4m)D/2 1—z)+m2z]2-P/2 " [p2x(1 — x) + m2z|3-P/2

_ ip ' ['(e/2) 922
= W/O dz(1 — z) { [p2z(1 — z) + m2$]5/2 + p2z(1 — z) + m2z] } (2.166)

Fiir das zweite Integral aus der Selbstenergie folgt mit denselben Rechenschritten:
/ d’k  —i(p+E)+m / / —ip —i(F + pz) + m (2.167)
2m)P k2(p— k)2 +m?] D k2 + p?z(1 — z) + m?z]>

['(e/2) 1 —ip(l+z)+m
/ o (2.168)

(4mr)2—</2 z(1 — z) + m2z]s/?

Damit ergibt sich:

5= (p)
_ 92 CA(47T,U/2)E/2 /1 dz {Zﬁ(l —rz—1-— -’17) + mI‘(s/2) + 2p2$2(1 — CL‘)Zﬁ }

1672 0 [p?z(1 — z) + m2z]s/? p’z(l — ) + m2z

2
q e
= 1+ —=1In4
167T20A( -|-2 n 7T)

() framm o (P20

+/01 d 2p%z(1 — z)ip } (2.169)

p?(1 — z) + m?

2

= o {2 m) —aeip 4 m
- /01 dz(—2ipz + m)In <p2x(1 _:;) ki m2x>
+2ip / Aoz

- 13;2 o { <§ — g +In 47r> (—ip + m)

+ /01 dz(2ipz — m)1n <p23’(1 —2)+ m2“’>

p*(1—1z)
1—ac)—|—m2

+ (—ip+m) 1n47r} (2.170)

12

“2ip /01 dez(l — x)% In <p2(1 —2) + m2> } (2.171)

112
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Das letzte Integral dieser Formel wird mit Hilfe partieller Integration weiter berech-
net:

/01 dza(1 — x)di In <p2(1 2+ m2>

T 2

S /01 dz(1 - 2z) {ln <p2x(1 _:;) i m2x> - lnx} (2.172)

_ —/Oldx(1—2x)ln< z(1 :;me)Jr/oldx (%(m—x2)>lnx(2.173)

1 1— 2 1
- _/ dz(1 — 22)In (p ( 3“;) m $> —/ dz(1 — z) (2.174)
0 H 0
1 2 2
p’z(l —z) +mz 1
= —/0 dz(1 —2z)In ( e > ~3 (2.175)
Damit ergibt sich schliefllich fiir diesen Teil der Selbstenergie:
g’ 2
1 2 1— 2
+/ dz[2ip(z + 1 — 2z) — m]In (p 2 “’2) rm m) } (2.176)
0 H

2

2
= g CA{—i]é[g—'yE—I-lnMr—l

1672
1 2 1— 2
—2/ dz(1 —z)ln <p z( Z)—I—mm)]
0 L

9 1 2 1 — 2
+m l——’)’E+1n47r—/ dz In <p il m2)+m x)]}
€ 0 H

(2.177)

Man erkennt, dafl der Term proportional zu —ip genau wie in dem Term aus der
Feynman-Eichung auftritt, nun allerdings mit umgekehrtem Vorzeichen. In der Lan-

dau-Eichung hebt sich dieser Term somit auf, und man verbleibt mit:
AN (p) = B (p) + 209 (p)
2

g 3 ! p’z(l — ) + m’x
= C ——=+24+3 dxl 2.178
T2 CAm [ : +2+ /0 zln < e ( )

Der inverse Propagator in Landau-Eichung lautet damit:

SeM N (p) = —ip+m — N (p) (2.179)
— iy

1 2 1— 2
+m<1+ J Ca 3—2—3/ dzln P z) +ma
1672 3 0 u?

(2.180)
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2.5.3.2 Bestimmung von Z}% und ZM$

Der inverse Propagator, also (2.154) in Feynman-Eichung und (2.180) in Landau-
Eichung, multipliziert mit Z, ergibt dann den im MS Schema renormierten inversen
Propagator S;""™%(p). Dafiir muff Z, gemi$ (2.107) wie folgt gewihlt werden:

2

MS ,FEY g 2
Zy = 1- 167r2CA <E —vg + 1n47r> (2.181)

ZUSLAN - (2.182)

Fiir eine vollstdndige Renormierung des Propagators ist auch eine renormierte Masse
zu definieren. Mit (2.108) mufl ZMS wie folgt gewihlt werden:

S 2 2
ZMSFEY 1439 o (2 yp4ind 2.183
m Togmta\s TR (2.183)
5,LAN g9’ 2
Z = 1+3 Cal--— In4 2.184
m + 1672 A <6 Ve +1n 7'(') ( )
Fiir die renormierte Selbstenergie ergibt sich somit:
SIS FPY/EAN (p) — _igsil TS FEY/LAN () | g MSSITSFEYLAN ) (3.185)
mit
2 - 1 2 2
MS,FEY g p’z(1 —z) + m’z
SYSIPp) = a1+ 2/0 dz(1 - z)n < - )] (2.186)
2 - 1 2 2.\ T
MS,FEY g p’z(l —z) +mz
SIS p) = 5 |2+4 /0 dzln < = ) (2.187)
RMSLAN Y = ¢ (2.188)
— 2 r 1 2r(1 —x) + m?z\ ]
T MS,LAN _ 9 9 / dzl p°x( _ 2.1
2 (p) 16204 _ +3 ~dzln " _ (2.189)
Fiir spiatere Rechnungen werden die Gréflen noch fiir den Fall m = 0 angegeben:
2 2
MS,FEY g p
)N (p) = 672 Ca <1n 7 1> (2.190)
SMSFEY (1)) = " o (am? 6 (2.191)
1672 u?
RMSLAN () — (2.192)
MS,LAN g9’ P’

2.5.4 Skalare und Pseudoskalare Dichte

Als néchstes werden die skalare und die pseudoskalare Dichte berechnet. Es wird
sich dabei herausstellen, daf} fiir den Fall m = 0 aus der skalaren Dichte sofort die
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(p—Fk),d (p—k),d

D, a p,b
) k,c )

Abbildung 2.6: 1-Loop-Korrektur

pseudoskalare Dichte folgt. Auch diese Gréen erweisen sich als divergent und sollen
wieder in NDR regularisiert und im MS Schema renormiert werden. Die renormierten
Groflen werden dabei geméfl der Erklarung im Kapitel 2.5.1 berechnet.

2.5.4.1 Nackte Grofie in 1-Loop-NDR

Die 1-Loop-Korrektur zur skalaren und pseudoskalaren Dichte ist durch Abb. 2.6
fiir I' = 1 bzw. 5 gegeben und lautet:

Re) =[GVt Ih A Xo, k. k= p)Se{A o = BTS2 — )

x VAN, Ay, N (p — k, k, —p) D, (K) (2.194)

Feynman-Eichung (a = 1)

In Feynman-Eichung ist dieser Ausdruck durch

APPY(p) = =g Cada /((;7:;4 - _[@ fglrf%%]@ AU (2.195)

gegeben. Feynman-Parametrisierung ergibt unter Benutzung der Identitét

1 ! dr -z
b 2/0 (a—b)z + o (2.196)

den Ausdruck

M) = —2giCud [ - [ 2B LGB s

[(p? — 2pk + m?)z + k2?]?

 9g2Cb /dw ) /d‘*k Wi — )+ mIPlp — ) + mly,

(k2 — 2pkz + p?x + m2z]?
_ oo [LE %[ —F) + mIT — F) + mln
= 2g CA5ab/d / ) [(k —px)? + p?z(1 — z) + m2z]®
(2.197)
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Nach Substitution & — pzr — k wird dies zu

X FEY, 2 d'k YVwlip(l — z) —if + m|T[ip(1 — x) — if + m]y,
Ar™p) = =29 CA5“b/d“’ “J/ & p2a(l — 2) + meal?

(2.198)
Beim Ausmultiplizieren im Zahler ist zu beachten, dafl lineare Terme in k nicht zur
d*k-Integration iiber den R* beitragen. Man bekommt somit zwei relevante Terme

AP (p) = ALP"W(p) + ALV O (p), (2.199)
wobei
= TR,
ATEY M) — 2420,8, / d / 1kTEY, 2.9
T (p) 9 C40ap Tz TR T 2ol — 2) - mZa]? (2.200)
- d4k Y (1 — z) + m|T[ip(1 — ) + m],
AFEY,(Z) — _9 C 50 / d / v 1/.
r (v) g~ alab v (k2 + p2z(1 — z) + m2z)?
(2.201)

Der erste Beitrag divergiert, wie durch power-counting sofort ersichtlich wird, und
muf} daher regularisiert werden. Deswegen wird das Integral in einer beliebigen An-
zahl D von Dimensionen betrachtet. Fiir den Fall I' = 1 gilt:

Ywkky, = Ky = DE? (2.202)
~w[ip(1 - 2)][ip(1 - 2)ly = (1-2)*nppy, = Dp*(1 - z)° (2.203)

Daraus folgt im Limes m — 0, der zur Vereinfachung betrachtet wird:

2
AFEY,(I) — 9.2 ; D/ d / _
() 9°Cabas Tz 2 1 el )P (2.204)
- (1—z)?
ATFY® (p) = 292C464,4D / d / 2.2
1 (p) 9°CadayDp z-T k2+px(1—x)] (2.205)

FEY,(1

Das Integral in dem Ausdruck Aj ( ) divergiert und wird daher in D =4 — ¢

Dimensionen betrachtet:

T FEY,(1) _ 2 D*u*P T (2 ~ _) /1 1
Ay (p) = 297 Cadaryg ( PR AG) ), dxm[pr(l—x)]Q*D/z (2.206)

=L 20A5ab Sa—orr(2) (4”2‘2)8/2 / deala(1 - )" (2207)

p
2 2
g € 2 € AT
:—0508(1——) i 1451
1672 A7 2 (5 7E> ( +2 n( P’ >>

x /01 dee [1 - gln(x(l - x))] (2.208)
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1
« <1 e / dzz Infz(1 —x)]) (2.200)
0
g° 2 e. Amp?
— 05a4<——7><1——+ s) 2.210
16752 ~ATab E 9 2 ( )
g’ 2 47
= 16 CA(Sab4 (— — Y + 1+In p2 ) (2.211)
2 1 p2
= T6m ZCA5ab4 ( —1In E + ]-> (2212)
[\fEY’(z) (p) ist endlich, und kann daher direkt in D = 4 Dimensionen ausgerechnet
werden:
. r-2)p ! z(1—z)?
AFEY@ () = 9620460 D— 21 / d 2.213
v = 20 el y Y- apon B2
— a,,4/ dz(1 — ) (2.214)
0
= I 20A5a,,2 (2.215)
Insgesamt ergibt sich damit:
2 1 p2 3
ATEY 45 —In= += 2.21
(p) = 752040 < nst 2) (2.216)

Im Fall m = 0 folgt sofort fiir die pseudoskalare Dichte:

AT () = AT (p)s (2.217)
Landau-Eichung (a = 0)

Auch die 1-Loop-Korrektur zur skalaren Dichte soll in Landau-Eichung berechnet
werden. Wie bereits beim Gluinopropagator ist dazu der d,,-Term aus dem Gluo-
nenpropagator zu ersetzen. Der zusdtzliche Term lautet dann:

F-a) \ _ o d*k R[i(p — F) + m][i(p — F) +m]k
Ay 7 (p) = 9°Cadas /(%)4 o~ )2 + m2 (k22 (2.218)

Von diesem Term wird der Zahler fiir den Fall m = 0 ndher betrachtet:

—FP-B@ -k = —k@* +k —pf— k)R (2.219)
—F(p® + k% — 2pk)k (2.220)
= —k*(p* + k* — 2pk) (2.221)

Damit lautet der zu betrachtende Term:
AL (p) = —*Cadus / (

d*k p® + k* — 2pk
2m)* [(p — k)?]2k?

(2.222)
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In diesem kann wieder eine Feynman-Parametrisierung durchgefiihrt werden und
anschlieffend eine Substitution der Integrationsvariablen erfolgen:

~(1- p? + k% — 2pk
A2 () = —242C40, / d / 2.293
1 (p) 9 CAOah Tr k p:L‘) —|—p2$(1 — CL')]S ( )

d4k p* — 2p(k + pz) + (k + pzx)?
= —2¢%Cadn | d 2.224
s / / e -ap 2P

d4k p*(1 — z)% + k?
= 29 C’Aéab/ dxm/ k24 (1 — o) (2.225)

Der Vergleich mit den Termen (2.204) und (2.205) zeigt, dal diese bis auf einen

Vorfaktor —% = —i — 15 identisch sind. Damit kann das Ergebnis der dortigen

Rechnung direkt ﬁbernommen werden, und man erhélt

~ (1—a 2 1 2
AV (p) = - 6 2CAéaLb<€ ln%+2> (2.226)

und

AN = A7)+ Ay V()

2 2
g 3 p
- Cudus [ 2 =32 4. 2.227
2 Catn (2 -3 L 4 4) (2.227)
2.5.4.2 Berechnung von ZY° und Z¥%

Multipliziert mit ZyZs soll die in Feynman- und in Landau-Eichung berechnete
GroBe endlich sein. Im MS Schema ergibt sich damit:

Z}W,FEYZF,FEY = 1- 416220A (g — v +1In 47r> (2.228)
ZMSLAN ZMSIAN - q _ 31 g 5Ca (2 —yg +1In 47r> (2.229)
Daraus folgt:
ZMSFEY  _ o _ 3162 C <2 — v +1n 47r> (2.230)
ZISEAN _ 31 g* 4 <§ — v + 1n47r> (2.231)

Fiir die Renormierungskonstante der pseudoskalaren Dichte folgt dann in beiden

Eichungen:
ZJJE\)/IS,FEY/LAN _ ZéMS,FEY/LAN (2.232)
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Die renormierte skalare Dichte lautet damit:

— 2 2
AMSFEY () — 14 16 _Cix <6—41n %) (2.233)
AVSLAN () = 14 g Ca(4-31 P 2.234
1 p) = 16 A - HE (2.234)

Fiir die pseudoskalare Dichte ist diese Gréfle im Fall m = 0 noch mit 5 zu multi-
plizieren:

AJSPEVIEAN () — AJISTEVIEAN ()0 (2.235)
2.5.5 Axialer Vektorstrom

Es folgt die Berechnung des axialen Vektorstroms in NDR, die Renormierungskon-
stante wird wieder im MS Schema berechnet.

2.5.5.1 Nackte Grofie in 1-Loop-NDR

Auch die 1-Loop-Korrektur zum axialen Vektorstrom ist durch Abb. 2.6 gegeben,
in diesem Fall mit ' = ~y,75. Entsprechend gilt auch (2.194).

Feynman-Eichung (a = 1)

Der Vertex ist in 1-Loop-Ordnung mit I' = 7,75 durch den Ausdruck (2.195) gege-
ben. Daraus folgt, da§ (2.200) und (2.201) fiir I" = 7,5 zu berechnen sind, also

AFEY()(p) = 92420 46, / d / Yk vuvsk v 2.236
T '(v) g Tala | LT )4 k% + p?x(1 — z) + m2z]? ( )

d*k 7, [ip(1 — ) + m]y,ys[ip(1 — ) + mly,
FEY,(2 _ 9.2 d K -
Av;mrs ') = —29 CAéab/dm :c/ (k2 + p?z(1 — z) + m2z]?

(2.237)

Der erste Beitrag divergiert, der zweite ist hingegen endlich, wie sich durch power-
counting ergibt. Um die Regularisierung des ersten Integrals durchzufiihren, geht
man zu einer beliebigen Anzahl D von Dimensionen iiber. Mit {,,7} = 0 und
{Vu> Y} = 20, ergibt sich:

Yokvuvskre = vkvkrs
Yok (2 — Fvu)vovs
2k, Yok ys — VkEYu oY
2k (2ky — k) vs — K2y vs
= dkukys — 2k ks — K2 (200 — YuYs)
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= dk,fvs — 2Dk, fys — 2k%v,75 + Dk,
(4 — 2D)k,Kvs — (2 — D)k*vy,7s
= (2 D)(2kuf — K*v.)7s. (2.238)

Dabei wurde in dimensioneller Regularisierung die Formel ) 7,7, = D benutzt.

Auflerdem ist aus Dimensionsgriinden ¢g? durch ¢?u*~" zu ersetzen, und man erhilt

unter Benutzung der Formel

/ d’k ke, 1 8w '(n—1-D/2) (2.230)
(27T)D (k2 + a2)n o (47T)D/2 2(a2)n—1—D/2 F(n) )
(mit n = 3 und a? = p*z(1 — z) + m2z) den Ausdruck
4-D
1 FEY,(1) _ 2 M I'(2-D/2) _
A’Yu‘ys (p) = 9 Cada (47T)D/2 F(3) (2 D)
! 20,7, — Dy
dz - e - 2.240
. /0 o x[p%(l —z)+ mzx]sz/Q% ( )

Mit D = 4 — ¢ wird dies nach Ausfithren der Kontraktion iiber v

- ¢ T(g/2) ! 1
AFEY;(1) — 2C 5, I ) 2 /d .
wn (P = 97 Cadar gy — o — (C2H )W | Ao ae e

(2.241)
Um die Divergenz des Limes € — 0 zu isolieren, wird dieser Ausdruck in € entwickelt.
Dies ergibt:
2

i FEY,(1 g € 2
A%’YS ( )(p) = WCA&I;, (1 + 3 In 47‘r> (2 — 2¢) <g — ’)’E> YuYs

X /Oldx-m l1 . gln (p%(l - 9”2) +m2m>] + O(e)

1

2

g € 2
== WCA(sab’)’ﬂ’% -2 (1 + 5 Indmr — 6) <g — ’)’E>

X F —f/oldx-xln <p2m(1—m2)+m2m>:| +O(e)

2 2 W
2

g 2
= WCA%WM% {g — g +Indr — 2

) /Oldx-:cln <p2x(1 —2) +m2x>] +0()

112
(2.242)

Es ist noch AEHEZ’(Z) (p) zu berechnen. Der dort im Zahler auftretende Term ist:

YWlip(1 — x) + mly,ys[ip(l — z) + mly,
= —(1 =21 by +im(1 — ) (v + 1Y sb) + M s
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= —(1— o) 1prabns +im(l — ) [=nBrrrs + VB rs) — M s
= 2(1—2)* [28p, — P Y] ¥5 + 2m7 Y75
— 2pA(1 - ) — mys + 41— 2L — Dps (2.243)
Dabei wurden die Beziehungen (A.7) bis (A.10) benutzt. Mit dem Spezialfall n = 3,
D = 4 der Integralformel
d"k 1 1 T(n—DJ2 1
/ - (n—D/2) (2.244)
@m)P (k2 +a2)"  (4n1)P2  T(n) (a2)n-DP2
ergibt sich dann schliellich

. 1 T(1)
AFEY,(Z) - 9 20 50
YuYs (p) G CA0ap 1672 —(3)

o TR L RS L VUL T
0 p?z(1 —x) + m2z
T
1672 " J, p2a(l — z) + m2z '

2

(2.245)
Insgesamt verbleibt man daher mit:

A ) = ML) + ASEEO ()

9 2
= CA(Sab{’)’p’YE; |:g —YE + Indm — 2

1672
1 2 1— 2
—2/dm-mln (p z( $2)+mx>
0 L
1 2(1 — )2 — m2
+2/d:c-mp( 7) m ]
0

p?z(l —z) + m2z

—4p, /Old:c T (1= 2)p(1 = 2) 75} + 0O(e) (2.246)

p?z(l —z) + m?z

Das endliche zweite Integral kann man weiter auswerten:

1 p2(1 _ l’)2 _ m2 1 p2(1 _ .'17)2 + m2 2m2
dz -z = [dx-2 —
0 p’z(l —z)+m2x  J, pP?r(l—z)+m2z  pz(l —z)+ m’z

(2.247)

Damit folgt weiter:

/1 p?(1 — z)% + m?
0

[ary

+
(o
8

dz -z —

p*(1 —z)% + m? )
p?z(1 —z) + m2z

p?x(l —z) + m?z
p*(1 — 2x) + m?
p?z(1 —z) + m2z

+
Q-.H
8

o— o o >—

cz(l — )

N[ = N —= N~ N~

1 2 1— 2
= —+ dx-m(l—x)%ln(p z( ;)—i-m x)
1 2 1— 2
— -~ [dz-(1-22)In (p 2 “;) m x) (2.248)
"
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sowie

1 2m2 1 2m2
/d:c-m 5 = /dm
0 p?z(l —z) + m?z o pP*(1—z)+m?

B P 2 2
= dz—2m*— In(p*(1 — =) + m?)
0

p? dx
1 2 2\ 1 2
_ gp2lnm +pp2 n(m’) (2.249)

Mit der Regel von de I’'Hospital erkennt man, dafl das letzte Integral im Fall p?> — 0
zwei ergibt, also insbesondere endlich bleibt. Somit kann man fiir den nackten Vertex
A, (p) das Endergebnis

2

Maw) = 16

VY5

2
CA5ab{’)’u’)’5 [g — g + Indm

L /Old”” o (sz(l —:;) ; mxﬂ
—4p, /Oldw -z(1— ) A e

p?z(1 —x) + m2z

,In(m? + p?) — In(m?)
—4m p } + O(e) (2.250)

angeben. Im masselosen Fall lautet dies:
2 p? p
Affﬁ:( ) = 5ab CA {’YM’YE, {— — g —In <M ) + Indrm + 1] - 2%75} (2.251)
Landau-Eichung (a = 0)

Zu berechnen ist der folgende Ausdruck:

a*% FliGh— B) + mlyslit — )+ ml
/(271')4 [(p — k)2 + m?]2(k?)? (2.252)
Mit Hilfe der Formel , X ” |
R R (2.259)
ist dies:
/ / a1 — o HP = B) + I sliCh — ) + mlf
[((p— k)2 +m2 — k%)z + k2]*

dm

1 (22)4
= /Odm/(;l—ﬂ_l;ﬁx(l

)k[i(ﬁ — ) + mlyuysli(p — §) + mlk

[(k = pz)? + (p* + m?)z — p*2?]*
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o (A pr)[—if + (1 — 2)ip + mpy,ys[—if + (1 — z)ip + m|(f + pz)

B+ (7 + m)a — 2]’

(2.254)

Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich dabei durch die Substitution k& — px — k.
Der Zé&hler ist durch

(F + po)[—if + (1 = 2)ip + my,ys[—if + (1 — 2)ip + m](§ + pz) (2.255)

gegeben, durch Ausmultiplizieren ergeben sich die folgenden Terme:

/0 dz /((217:;4637(1 — ) {=(k*)* 175 (2.256)
+2(1 — 2)zk*p*y, 75 (2.257)
+imak® (Vup — Pru)s (2.258)
—(1—2)*2*p s (2.259)

+(1 = z)zkprufprs (2.260)

+(1 — z)zpfypks (2.261)
—(1 = 2)*kprubkrs (2.262)
—z* PRy fprs (2.263)
—(1 = z)imkpy. ks (2.264)
—zimfufpys (2.265)
+(1 = z)imfyupks (2.266)
+zimpky ks (2.267)
—m* kv ks (2.268)
+i(1 — z)z*mp® (P, — 1ub) s (2.269)
—m’zpypys § (2.270)

Der einzig divergente Term ist der erste, der zunédchst weiter betrachtet werden soll:

(k)" (2.271)

1
d
’ B+ @7+ m)

—Yus
0

Mit der Integralformel

/ (de (K)° L T(a+ D/AT(B—a=D/2) o ppera-s (5979

2m)P (k? +a?)f — (4m)P/2 L(D/2)T(B)

mit « = 2 und 8 = 4 und a® = (p? + m?)r — p?z? erhiilt man:

' 1 T@R+D/AT2-D/2) 5, , 2 2\D/22

(2.273)
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In D =4 — ¢ Dimensionen ist dies

1 T'(4 —¢/2)T(e/2) /1 _
. €/2, € . 2 2V, 2,2\ —€/2
(2.274)
Mit der Funktionalgleichung der Gamma-Funktion
['(z)=(z—1)T(z—1) (2.275)
kann man diese zu
IF'4—¢/2)=(3—-¢/2)(2—¢/2)T(2—¢/2) (2.276)

entwickeln. Der Faktor I'(2 — €/2) kiirzt sich anschliefend weg. Man erhilt dann

1 1
— g L (4%)5/2MEF(5/2)(6—58/2+(9(€2))/ dz6z(1—z)((p*+m?)z—p*z?)~*/%
0
(2.277)
Unter Beriicksichtigung von
> = 1+¢/2lna+ O(?)
2
I'(e/2) = - E + O(e) (2.278)
ergibt sich schliellich nach kurzer Rechnung das Endergebnis
1 2 5
2.2 = - — | —+Indr —vg — -
(2.256) W ) <6+ ndr —yp -
1 2 2\, _ 2.2
—/ dm6m(1—m)ln<(p —|—m)2$ px))—i—(?(s).
0 H
(2.279)
Zur Berechnung der Terme (2.257) und (2.258) verwendet man die Integralformel
/ d’k ke, 1 S I'(n—1-D/2) (2.280)
(2m)P (k2 + a2)n  (47)P/22(a2)n1-D/2 I'(n) ’ '

wobei man hier aufgrund der Konvergenz D = 4 setzen kann. Damit hat man dann
fiir (2.257)

(2.257) = /1 622(1 — x)2/ 4 koky o
. - 0 (27-‘-)4 [k2 + (p2 + mz)x _ p2$2]4 D Yus

' 4 1
— 2 2 2
= /0 dzx (1 - .77) (47‘()2 (p2 T 2)1' — p2m2p YuYs- (2281)

Fiir (2.258) bekommt man entsprechend:

s ) d*k k,k,
(2.258) = zm/0 dz6z(1 — z) /(27r)4 T (2 £ mt)e — Pl (Y = P )5

: Lo 2 1
= zm/o dez”(1 - z) (4m)2 (p + m?)z — p2a2 (Vb — PY) s (2.282)
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Zur Berechnung von (2.259) benutzt man die Identitét

d 1 1 Tm-D/2) 1
/(QW)4 (k2 +a2)»  (4m)P2  T(n) (a?)» D/ (2.283)

(auch hier bei D = 4) und erhilt:

1 d*k 1
2.959) = — d61—33/ . pt
( ) /0 z6( z)’z (2m)* [k2 + (p? + m?)x — p2z?]* P75
1 1 1
_ 3..3 4
a _/0 do(l = o)’z (4m)2 (02 + m2)z — prg2y2 T W75 (2:284)

Bei Term (2.260) beachtet man zundchst (A.11). Damit ergibt sich unter Benutzung
der obigen Integralformel

2060) = [ d 2 Epvukprs
(2.260) T — ) (k2 + (p? + m?)z — p2a?]*
d4 9 9 ik2
= d 1 _ .
/0 I/(27r)46$ ( l’) [k2 + (p2 +m2)x —p2x2]4 7p777u7ppr]675
46,
0
= [ [0 s e g
1 1T(1) 1
e 2 1 _ 2 - . 4
/0 dz6z( z) (47)2 2T (4) (p? + m?)z — p2a? Pubs
1 1 ]
2 2
B /0 dza’(1 =) (47)2 (p* + m?)z — p?z? 25 (2.285)

Die Berechnung des Terms (2.261) verlduft vollig analog und liefert dasselbe Ergeb-
nis. Man kann also

1 1
(4m)? (p* + m?)z — p’z

(2.261) = /01 dzz?(1 — z)? = 2D (2.286)

notieren. Fiir die Terme (2.262) und (2.263) beachtet man (A.12). Damit ergibt sich

B2+ (2 + e — et
d4 lk2
— 4
= / dx/ 61’ ) [k2 ( i m2)$ — p2x2]4 Yo Vv VYuYrYp PvPr

6x (1—x)*

==2%r VW

= /0 dzz(1 m)s( = : 2% (=27 s)

4m)? (p? + m?)x — p%x

! ; 1 1
N /0 dee(l =) (47)% (P + m?)z — p?z® Calt el (2.287)
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Fiir den nichsten Term bekommt man:

1 1 1
472) (p? + m?)x — p?x? 2

(2.263) = —/1dxx3(1—x)(

s 1 1
— /0 dzz®(1 — ) @ (7 mbe gt (Br.s)

Den Term (2.264) berechnet man analog zu (2.260) und bekommt

! 1 1
2.264) = —i dzz(l — ) - 2D s
( ) Zm/o zz(1l —z) (47)2 (p? + m?)z — pa? Pus
Der Term (2.265) ergibt sich analog zu (2.263):
ro 1
2.265) =1 d 1-— . .
( ) zm/0 rz°(1 — ) (@r 2 (7 - md)s — pa? Vb5
Term (2.266) 148t sich wie (2.261) berechnen und ergibt
(2.266) ' /1 dzz(l — z)? ! ! 2
: = im rz(l—z .
o (47)2 (p? + m?)z — p2a? Pu7s
= —(2.264).
Fiir (2.267) erhilt man wie bei (2.263)
1
(2.267) = —im/ dzz?(1 — ) ! ! Py
' , @ 7+ e~ T
Weiterhin hat man
(2.268) 2/1d (1-2) ! !
. =m rr(l—z :
0 (4m)2 (p2 + m2)z —pra? W

und fiir (2.269) ergibt sich

1
(&2 (2 + m)e — pPa?

1
(2.269):z'm/ dz(1—z)*z®
0

Schlielich hat man noch den Beitrag

1 1
m)? ((p* + m?)z — p*a?)

(2.270) = —m2/0 dz(1 — z)z* a 5 PYVuPYs

: 16/7p7u7p¢75
—

=—2pvu P75

)2 'pz(ﬁ')’u = YuP)V5-

(2.288)

(2.289)

(2.290)

(2.291)

(2.292)

(2.293)

(2.294)

(2.295)

aus Term (2.270). Durch Zusammenfassen aller Terme erh&lt man schliellich nach

Hinzufiigen des bisher ausgelassenen Vorfaktors d,,9?°C4 als Zwischenergebnis den
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Ausdruck
- 1 2 5
- _ 2
A(W%)(P) = —dabg CA’YWsw <g +Indr —vg — 6
1 2 2\, _ .22
—/ d:c6:c(1—:c)ln<(p m )2:13 re )) + O(e)
0 K
e /1d 2(1 = g)? 2 . :
abg A 0 rr r (47T)2 (p2+m2)m_p2m2p 7#75
+6apg°Cai /ld 2(1 - x) 2 L
abg AU 0 v v (47)2 (p? + m?)z — p2x?
! 1 1
s 2 1— 2323 4
R T
! 1 1
2 2
—I—5abg2C’A/0 dzz®(1 — z) (@) (- e — i 2D, P75
+oug?C /1d 2(1 _ g)2 1 !  2pup
o -z
g Ca ) Tz (4m)2 (9 + m¥)z — PuPYs5
1
+9, gQCA/ drz(l — z)? L L 5 (PYupys)
“ 0 (4m)? (p* + m?)z — ol
+aag’Cs [ dss'(1 o) s (Prbs)
0 (4m)2 (p? + m?)z — p22? ="
! 1 1
2Cyi dzz?(1 —
+dabg C’Azm/o zz®(1—x) @) (P + e — o VPV
1
1
2~ 2
—0abg CAzm/O dzz*(1 — z) @) (7 e — it PV
+5ug’C 2/1d (1—z)— !
B e O R

1 P’ (ﬁ')’u - ’Yuﬁ)%
(4m)? ((p? + m?)z — p*x?)?
1 Prubrs
(47)% ((p? + m?)z — p2?)?’

1
+5abg2C’Aim/ dz(1 — z)%z®
0

1
—5abg2C’Am2/ dz(1 — z)z?
0

Im masselosen Fall erhalt man hieraus

5

A 1 2
(1-a) _ 2 2 _ 5
A’nﬁs (p) = —bwy CA7u75—(4ﬂ_)2 <5 + Indmr — 5

- [ dztat - oy (2= + o0

1
4
+5ab920A/0 dzz(1 — CL‘)W"}’H’}%

1
1
—5,11,920%1/(; dx(l — I).’EW . 7#75

) (”)’Mé - ]M’u)?’s

(2.296)
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1
+5ab920A/ dzz(1 — z)
0

! 1 1
0a69°Ca | dz(l—1z)? — -
+bugCa [ dal1 =2 s - )
+gC /ld 2 b1 ) (2.207)
a rr—s— :
bg A 0 (471_)2 p2 ’Yll /75
2 2
= 5,11,%0/; Yu¥s |—— — Indm + g +1n P 1+ 2M'y5
A € p? p?
(2.298)
Insgesamt erhidlt man damit fiir die Grofe in Landau-Eichung:
X LAN X FEY X(1-a
A'YM'YS (p) = A'YH’YS (p) + AEY;L'Y5 ) (p)
=0 (2.299)

2.5.5.2 Berechnung von ZF

Aus dem Ergebnis kann man die Renormierungskonstante des axialen Vektorstromes
wie folgt ablesen:

ZISFEY S EEY 12;2 Ca (g — g +1n 47r> (2.300)
ZUSLAN ZMSIAN - _ 4 (2.301)
Daraus ergibt sich sofort:
ZMSFEY _ 4 (2.302)
ZMSLAN  _ 4 (2.303)

Die renormierte, amputierte Greensfunktion des axialen Vektorstroms lautet damit
fiir m = 0:
2 2

MS g p PubYs
A%:';FEY(Z)) = Y5+ WO’A <—’YM’)’5 In E + VY5 — 2 Mp2 > (2304)

AW,LAN(p) = Y% (2.305)

YuY5

Fiir spatere Rechnungen ist man an den projizierten Greensfunktionen dieser Grofien
interessiert. Diese sind wie folgt definiert

_ 1 _
D)5, () = 7T (357AL5, () (2.306)
und sie ergeben sich zu:
2 2
MS,FEY _ g p° 1
Ty () = 1+ 5,50 <_lnﬁ + 5) (2.307)

MS,LAN
F'YM'YS ( )

=1 (2.308)
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2.5.6 Diskussion der Ergebnisse

In den vorherigen Kapiteln wurden eine Reihe von Renormierungskonstanten mit di-
mensioneller Regularisierung im MS Schema fiir verschiedene Eichungen berechnet.
Noch vor der Berechnung wurden in den Kapiteln 2.5.1 und 2.5.2 Aussagen iiber das
Verhalten der Renormierungskonstanten bei einem Wechsel der Eichung sowie iiber
weitere Zusammenhdnge zwischen den Renormierungskonstanten gemacht. Daher
sollen abschlieflend alle berechneten Grofien angegeben werden, um diese Aussagen
zu iiberpriifen.

Die Rechnungen fiihrten auf die folgenden Renormierungskonstanten:

guseey _ o 9 o (2 In 4
A = 1= A g_’YE+n7T

1672
Z}W,LAN -1
MS,FEY 92 2
Zm ’ = 1+3 CA ——’)’E+11’147T
1672 €
S g2 2
ZMSEAN  — 143 2—Cy | = —yg+Indr
1672 €
MS,FEY 92 2
ZS ’ = 1_3167T20A <g—’)’E+1n4ﬂ'>
MS,LAN 92 2
ZS ’ = 1_3167T20A <g—’)’E+1n4ﬂ'>
MS,FEY 92 2
ZP ’ = 1_3167T20A <g—’)’E+1n4ﬂ'>
MS,LAN 92 2
ZP ) = 1_3167]'20A <g—7E+ln47r>
ZF,FEY - 1
ZMSLAN (2.309)

In Kapitel 2.5.1 wurde behauptet, dal das MS Schema nicht von den duferen Fel-
dern abhingt, zwischen denen der jeweilige Operator betrachtet wird. Damit sollten
Renormierungskonstanten eichinvarianter Gréflen und damit alle hier betrachteten
bis auf Z,{”_S eichinvariant sein. Diese Aussage wurde offensichtlich bestatigt.

Im Kapitel 2.5.2 wurde mit Hilfe einer Ward-Identitdt noch
ZMS =1 (2.310)

und -
ZMSZMS — 1 (2.311)

behauptet. An der Zusammenstellung erkennt man sofort, dafl auch diese Aussa-
gen durch die Berechnungen bestétigt wurden. Auflerdem erfiillen die angegebenen
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Groflen den Zusammenhang
ZMS = Z M8, (2.312)

Auch dieses Ergebnis ist kein Zufall. In der QCD gibt es neben der chiralen Sym-
metrie (2.111) und (2.112) eine weitere:

Mz) — e“\(z),

Mz) — Az)e™™, (2.313)
Aus dieser folgt fiir die Renormierungskonstanten in der QCD der Zusammenhang
(2.312). Da in 1-Loop-Ordnung die Storungstheorie der N = 1 Super-Yang-Mills-
Theorie nur geringe Unterschiede gegeniiber der der QCD aufweist, erwartet man
auch hier diesen Zusammenhang. An dieser Stelle bleibt es eine offene Frage, ob

dieser Zusammenhang auch in 2-Loop-Ordnung gilt, da dort die Unterschiede zur
QCD grofler sind.

Auch die renormierten Groflen seien an dieser Stelle geschlossen angegeben:

MS,FEY 2 p2
BET0) = 1 (“?‘1)
n SN (p) = 0

S5 )

O)

"'; t|’6 ‘:|’B
.4;
\_/\/

SIS LAN () 3

5

]\W,FEY(p) _ C <6 p_)
u?
AW’LAN(]?) — " 4 — p_
1671'2 u?
A (p) = 15504 <6 p—) s
u?
AM_S,LAN(p) — a4 p_ Vs
1671'2 u?
p?
DuP
RS (p) = 167T2 < 'Msln + Y5 — 2 ‘f 5)
A’];;I’L‘;‘SLAN() - 0
MS,FEY _ p
FW% () = 1671'2 < M_ _>
PN () = 0 (2.314)

Da die chiralen Ward-Identitdten aus Kapitel 2.5.2 auch fiir renormierte Grofien
gelten sollen, folgt noch die folgende Aussage:

S5 (p) + AMS(p) = 0 (2.315)
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Auch diese ist offensichtlich erfiillt.

2.6 Vertices fiir den Superstrom

Eine weitere Grofle, an deren storungstheoretischem Verhalten man interessiert ist,
ist der Superstrom. Dieser lautet

5,(2) = —22Tr (P (@) (2.316)

Da in dem Superstrom ein F},; enthalten ist, miissen zunéchst zuséitzliche Vertices,
namlich die des Superstroms entwickelt werden. Im Rahmen dieser Arbeit werden
noch Hinweise darauf gegeben, mit diesen Regeln Berechnungen durchgefiihrt wer-
den.

2.6.1 Herleitung der Vertices fiir den Superstrom
Mit

Fpr(2) = 9,40 (2) — 8, 4,(2) + [4,(x), A, (2)] (2.317)
erkennt man, dafl zu dem Superstrom (2.316) zwei Vertices gehoren, einer mit ei-
nem Gluon und einer mit zwei Gluonen. Diese Vertices sind in Abb. 2.7 dargestellt
und werden in den nichsten beiden Unterkapiteln berechnet. In Abb. 2.8 sind die
im Kontinuum in 1-Loop-Ordnung fiir den Superstrom zu berechnenden Graphen
angegeben.

2.6.1.1 Der Gluon-Superstrom-Vertex

Der fiir den Vertex des Superstroms mit einem Gluon verantwortliche Term ist der
folgende:

S0 = 2T (0, 4:(2) = 0,A,(0)) 7\ @) (2.318)

= —2(0,A%(z) — 0, A(2)) 0pr Y, A (x)Tx (T°T") (2.319)
= 20,0, (2)0, 7\ () (2.320)

Das Einsetzen der Fourier-Transformierten der Felder A,(z) und A(z) liefert dann

S(q) = / dtzei SO (2) (2.321)

: d*k
= —225ab0p7'yﬂ/d4x /(27r)

: % d*p o %a
R / e / G+ kAW (232

Eo wbsam (k)30 (2.322)
(27T)4 pPiT p .
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a) mit einem Gluon b) mit zwei Gluonen

Abbildung 2.7: Vertices des Superstroms

Der Gluon-Superstrom-Vertex Sl‘jb (p, k) ist iiber

,T

1 — d4k d4p ab 10 Ya
SP(g) = /W /(2—7r)45(p +k+q)S, . (p, k) A7 (k)X (p) (2.324)

definiert, und er ergibt sich zu

S (p, k) = —2i6a0 prVukp- (2.325)

2.6.1.2 Der 2-Gluonen-Superstrom-Vertex

Der 2-Gluonen-Superstrom-Vertex kommt aus dem Term

1

SP@) = =2 Tr{[Ay(@), Ar(@)lorpm A (@)} (2.326)
= 2igAS(x)AL(z)A*(z)o ey, Tr ([T€, TO)T7) . (2.327)

Mit Tr ([T, T°)T°) = ifuaTr (TT) = ifepas0da = — 3 fave ergibt dies
Sl(f) () = gfabcAZ(x)A’;(x)/\“(x)am%. (2.328)
Nach Einsetzen der Fourier-Transformierten der beteiligten Felder erhédlt man hieraus

2 4 iqr (2

5O (q) = / dtzci 5P (2) (2.329)

d'ky [d'%, [ d oz \%a
= gfabco'prf)’u /(27_(_)4 /(271’)4 /(27Tl))45(k1 + k2 +p+Q)A£]-(k1)Ap(k2)/\ (p)
(2.330)

Mit der Definition

(2) d4k1 d4k2 d4p abc Ab Ac Ya
SM (q) = (27(_)4 (271')4 (27T)45(k1 + kz +p+ Q)SM’Tp(p, kl, k2) T(kl) p(kz))\ (p)

(2.331)
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Abbildung 2.8: Die 1-Loop-Graphen des Superstroms

folgt fiir den Vertex der Ausdruck

SZ?:p(pa kla k2) = gfabco'prf)’u- (2'332)

Dieser ist bereits symmetrisch unter Vertauschung der beiden Gluonen, also bei
gleichzeitigem Austausch der Indizes p <> 7 und a <> b, so daf durch (2.332) bereits
die Version des Vertex gegeben ist, die in storungstheoretischen Betrachtungen in
gewohnter Weise verwendet werden kann.



Kapitel 3

Die N =1
Super-Yang-Mills-Theorie auf dem
Gitter

In dem letzten Kapitel wurde deutlich, dal die betrachtete Theorie Divergenzen
enthilt, weshalb Renormierungskonstanten betrachtet werden mufiten. Diese Diver-
genzen lassen sich auch regularisieren, indem man die Theorie auf dem Gitter fiir
eine feste Gitterkonstante a definiert.

Diese Formulierung hat gleichzeitig weitere Vorteile. Bei Berechnungen ist man nicht
mehr auf eine Entwicklung in der Kopplungskonstanten g angewiesen, so dafl Berech-
nungen auch in Bereichen moglich werden, in denen die Storungstheorie versagt. Au-
Berdem werden auch Gréflen zuginglich, die prinzipiell nicht-stérungstheoretischer
Natur sind, und somit zuvor auch fiir kleine g nicht berechenbar waren.

In diesem Kapitel wird daher zunichst die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf
dem Gitter formuliert. Danach wird die so aufgestellte Wirkung in einer fiir die
Storungstheorie geeigneten Weise notiert.

3.1 Formulierung der Theorie auf dem Gitter

In diesem Kapitel soll die betrachtete Eichtheorie auf dem Gitter formuliert werden.
Diese Formulierung mufl somit damit auskommen, daf} alle vorhandenen Felder nur
auf den Gitterpunkten definiert sind, und auch Eichtransformationen kénnen nur
auf diesen Gitterpunkten definiert werden.

Im Kontinuum sind Eichfelder durch Paralleltransporter entlang infinitesimal klei-
nen Abstdnden gegeben. Dies ist so auf dem Gitter nicht moglich, da der kleinste
Abstand die Gitterkonstante a ist. Ein Paralleltransporter auf dem Gitter ist daher
durch Verbindungen von einem Punkt x des Gitters zu einem benachbarten Punkt
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x+aji gegeben. Dabei ist p = 1,2, 3,4 eine der vier Raumrichtungen auf dem Gitter,
und /i der zugehorige Einheitsvektor. Ein Paralleltransporter, der von den Punkten
z und z + aft abhéngt, wird wie folgt angegeben:

U(z,z +ap) = Uy(z) (3.1)
— e_aAH(z)
Daraus lassen sich Plaquetten oder Wilson Loops konstruieren:

Uw(z) =U(z,z+a0)U(z+av, z+afi+av)U(z+ap+av, z+ap)U(z+ap, z) (3.3)

WILSON konnte 1974 zeigen [Wi], dafl man mit diesen Plaquetten eine Wirkung fiir
das Eichfeld aufstellen kann, die im Limes a — 0, dem Kontinuumslimes, mit der
urspriinglichen Theorie im Kontinuum iibereinstimmt. Dieser Eichterm kommt auch
in der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie vor, er lautet fiir die SU(N,) Farbgruppe:

S[U] = 2—;2 S (2N, — (Tl (z) + TrU (2))) (3.4)

T, 0,V
Auch fiir den fermionischen Teil der Wirkung in der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie
treten gegeniiber der QCD keine neuen Schwierigkeiten auf, wenn man die Wirkung
aufs Gitter bringt. Daher kann man auch diesen Teil sofort niederschreiben, wobei
wie im Kontinuum die adjungierte Darstellung der Fermionen zu beriicksichtigen
ist:

Saq = > a ( Trz Y — UL (@)A(z + a) U, (2)

— Xz + aft) (v, + 1)U, (2)A(z)U} () + (mo + t > TrA(z)A(z )> (3.5)

Dies ist die Wilsonsche Formulierung. Dabei tritt der Wilsonparameter r auf. Dieser
ist notwendig, da bei einer naiven Formulierung der Fermionen auf dem Gitter Fer-
mionendoppler auftreten. Durch den Wilson-Term divergiert deren Masse im Konti-
nuumslimes. Dadurch entkoppeln die zusitzlichen Fermionen, und somit erhilt man
eine korrekte Beschreibung der Theorie.

3.2 Die Wirkung auf dem Gitter

Die in dem vorherigen Kapitel niedergeschriebene Gitterwirkung soll in einer fiir
die Storungstheorie geeigneten Weise formuliert werden. Davon ausgehend wird es
im néchsten Kapitel leichter sein, die Feynman-Regeln fiir die Gittertheorie zu ent-
wickeln. Zu diesem Zweck braucht man eine Formulierung der Wirkung dieser Theo-
rie, die nach Potenzen der Kopplungskonstanten g geordnet ist. Dabei ist neben dem
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rein bosonischen Teil und dem fermionischen Teil noch ein Geister-Teil zu betrach-
ten. Dieser ist auch auf dem Gitter fiir stérungstheoretische Berechungen unumgéng-
lich.

3.2.1 Die Wilson-Wirkung

Der bosonische Teil der Wirkung wird, wie iiblich, durch die Wilson-Wirkung be-
schrieben. Um spiter Rechnungen in 1-Loop-Ordnung ausfiihren zu kénnen, muf
(3.4) bis zur zweiten Ordnung in g entwickelt und in folgender Form geschrieben
werden:

S = Z CL4 (L2 + ng + 92L4 + (9(93)) . (36)

Man geht dazu so vor, wie in [MM] Kapitel 3.2.2 in nullter Ordnung gezeigt wurde,
wobei folgende Form der Paralleltransporter U,(z) auszunutzen ist:

2

3 4
Uu(z) = e @ =1 — ad,(z) + %A“(x)Q - %A”(x)?’ + %Ap(x)‘l +... (37)

Die hier angegebenen Terme entsprechen einer Entwicklung in vierter Ordnung in
g, da folgende Beziehung gilt:

Au(z) = —igAb(2)T" (3.8)

Um spéter die Wirkung in zweiter Ordnung in g zu entwickeln, mufi der Parallel-
transporter bis in vierter Ordnung entwickelt werden, da in (3.4) noch ein Faktor g%
steht.

Um (3.7) in (3.3) einsetzen zu konnen, braucht man noch eine Beziehung zwischen
A,(z + afr)und A,(z). Diese ist gegeben durch:

Ay(z +af) = Ay (z) + aAL A, (z). (3.9)

Damit hat man alle Mittel, um U, bis in vierter Ordnung in g zu entwickeln. (3.7)
und (3.9) eingesetzt in (3.3) ergibt dann:

Uule) = (14 0da) + FALD + S A0 + 3 AL

X <1 +a(Au(z) + aAlA, (7)) + %2 (Au(z) + aA,’jAM(ac))2

3 4

2 () +adA) + 0 (4,0 + b4, ()’

X <1 —a (A4, (z) + aAl’:A,,(x)) + a; (A, (z) + aAf:A,,(m))2

3 4

& (A, (z) + aAl’:A,,(:zt))3 4+ 2

- 57 (Av(@) + aAf:A,,(:c))4>
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X <1 — aA,(z) + %2,4#(3:)2 . %AM(I)3 + ;—iAﬂ(m)‘l) +0(g)
(3.10)

Dieser Ausdruck ist nach Potenzen von g geordnet aufzuschreiben, und unter Be-
nutzung von

U (z)=U,.(z) (3.11)

uv
in (3.4) einzusetzen. Diese Rechung wurde bereits mehrfach ausgefiihrt ([HH] und
[KNS]J), wobei fiir Terme hoherer Ordnung der Einsatz eines Computers zu empfeh-
len ist. An dieser Stelle soll daher nur das Ergebnis angegeben werden:

1 a a 2
L= (AfA%(x) — AL A%(z)) (3.12)
Ly = fune (Af(@) AL(@) AL AS (@) + 5 AL(2) AL AL (2) AL A () (3.13)
Ly= fabefcde < AZAgAfLA,‘f + AI{AgAZAfLAZ N > (314)

Im Gegensatz zum Kontinuum gibt es zu diesen Termen noch weitere Terme durch
das Integrationsmaf}, das Haar-Maf}. Dessen Beitrdge zur Gesamtwirkung sind ge-

geben durch:

Sy = —%a A (2) A%(z) + O(g%) (3.15)

3.2.2 Die Wilson-Dirac-Wirkung

Der fermionische Teil der Wirkung ist durch (3.5) gegeben. Dies 148t sich auch wie
folgt schreiben:

Sa = Y a (2—1aTr > (@) T (v — UL ()N (2 + afp) U, (x) (3.16)
X+ o) o+ NUUADUY) + (1m0 + %) TR )
= > a (2—1aTr > (N(z + ap) T (= — 1)U, (2) A\ (2)T°Uf(z)  (3.17)

) )

Xz + ap) (v + 1)Uu(z) M) Ul (z)) + <m0 + 47: AMz)\(z
— Za4 (__Trz (z + aip)(y, +7)Uu( )A(x)UZ(x)))

+ <m0 + t > Ted(z)A(z) (3.18)
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Dies muf} bis in zweiter Ordnung in g entwickelt werden, so dal damit Berechnun-
gen in 1-Loop-Ordnung ausgefiihrt werden kénnen. Dann 148t sich dieser Teil der
Wirkung vergleichbar zu (3.6) schreiben als:

Su = a* (Loo + 9La1 + Loz + O(g°)) . (3.19)

Dies ist méglich mit (3.7), (3.8) und (3.9) sowie folgenden Beziehungen fiir Majorana-
Spinoren ¥ und A (vgl. [Lu)):

TN = U (3.20)
Ty = =2, 0 (3.21)
Es folgt sofort:
Lyo = 3X() {m0+2 o= AL Pt (3.22)
Lyy = ;fa,,c{v VYAl (2)X(z) + aALA (@) (7, + 1) AL (@)N(2)}  (3.23)
Lgl,2 - _g (fabefcde + facefbde) {r/_\a(x)AZ(:p)A;(x))\d(aj)
—i—aAﬁj\“(x) (Yu+7) AZ(x)AZ(x))\d(x)} (3.24)

3.2.3 Die Faddeev-Popov-Wirkung

Der noch verbleibende Teil der Wirkung enthilt die Terme der Geisterfelder. Diese
Geister entstehen wie im Kontinuum dadurch, dafl eine Eichfixierung gew&hlt wird
und die daraus resultierende Faddeev-Popov-Determinante durch eine funktionale
Integration iiber die Geisterfelder ersetzt wird.

Auch auf dem Gitter werden alle storungstheoretischen Berechnungen eichfixiert
durchgefiihrt. Dies liegt daran, dal man eine Entwicklung um den Sattelpunkt der
Wirkung durchfiihren mo6chte. Dafiir wird in den Funktionalintegralen die Anzahl
der Integrationsvariablen in der Art auf Unendlich erh6ht, da man dann Gauf-
sche Integrale erhilt, die dann zwar berechenbar sind, aber dafiir eine Eichfixierung
bendotigen.

Die vorliegende Theorie ist also durchaus wohldefiniert, aber fiir die Stérungstheorie
muf} eine Eichfixierung durchgefiihrt werden. Weitere Erlauterungen, allerdings fiir
den abelschen Fall, sind zu finden in [Ba).

Zur Herleitung der Faddeev-Popov-Geister sei auf [MM] hingewiesen. Ergebnis dieser
Herleitung, die auf dem Gitter deutliche Unterschiede zum Kontinuum aufweist, ist,
dafl man die Eichfixierung formal genau wie im Kontinuum durchfiihren kann. Hat
man also ein Funktionalintegral iiber eine eichinvariante Funktion X[U], so kann
man eine Eichfixierung durchfiihren, indem man mit der Eichfixierung noch die
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Faddeev-Popov-Determinante einfiihrt. Wie {iblich kann man diese dann noch durch
ein Integral iiber die Geister-Felder ausdriicken. Damit ergibt sich, formal identisch
zum Kontinuum:

/ [ 4V .2[U] = const. / [ Uz udneediies S[U e~ Ses A= SeplAn] (3.25)
T T, 0

Dabei ist der Eichfixierungsterm der Wirkung auf dem Gitter fiir eine kovariante
Eichung gegeben durch:

S,t[A] = Z a* (A AS(y))”, (3.26)

und die Faddeev-Popov-Wirkung durch:
SFP [Aa m, 77’] - Z asgﬁcchz,by [A]'r]by (327)
zy

Dabei ist der Faddeev-Popov-Operator gegeben durch:

Meriyl 4] = =SB A6 sany — B (A0))6,

6
a
9.4

By (A& — a))bay + By (Au(@ — ai))bs any | (3.28)

mit

(3.29)

.3|Q

E_l(:c) 1—exp(—z) exp(— Z

n=0
und
A,(2), = a9 focalis(x) (3.30)
wobei 3, die Bernoullischen Zahlen sind. Damit ergibt sich fiir die Faddeev-Popov-
Wirkung:

Sep =Y (Mo = fer) { B (Au@) — By (A @)oasn ) (331)

T,k

Die ersten Bernoullischen Zahlen sind

Bo=1 Br=—3 Bo=7%
B—0 Bim—k =0 (33
Bs =15 pr=0 Bs=—3;

Damit ist es moglich, die Faddeev-Popov-Wirkung in g zu entwickeln. Um spéter
Rechnungen in 1-Loop-Ordnung ausfithren zu kénnen, braucht man eine Entwick-
lung bis zur Ordnung g2. Mit

Srp = Z a’ (LFP,O +gLpp + 92LFP,2 + 0(93)) (3.33)

x
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ergibt sich dann:

Lrpp = —ZAﬁﬁa(x)Aﬁna(x) (3.34)
m
Leps = —fae Y (A" @) AL @) (@) + 5 AL (@) AL(0) Mnf(x))  (3.35)
u
2
Lppy = 35 fasefee Y AL (@) AL (@) Aj (2) Al () (3.36)
©

Die Wirkung aus (3.4) und (3.5) konnte so umgeschrieben werden, dafi man direkt
die zugehorigen Feynman-Regeln berechnen kann. Dies soll in dem folgenden Kapitel
getan werden.



Kapitel 4

Storungstheorie fiir die NV =1
Super-Yang-Mills-Theorie auf dem
Gitter

Ausgehend von der im vorherigen Kapitel niedergeschriebenen Gitterwirkung wer-
den analog zur Stérungstheorie im Kontinuum zuné&chst die Feynman-Regeln fiir die
N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie entwickelt. Anschliefend werden damit die kriti-
sche Masse und einige Renormierungskonstanten berechnet. Letztere sind auch auf
dem Gitter von Interesse, da die Theorie zwar fiir beliebige endliche Werte der Git-
terkonstanten a endlich ist, aber im Limes a — 0 divergiert. Daher ist man in diesem
Kontinuumslimes an den Renormierungskonstanten interessiert. Bei der kritischen
Masse wird sich herausstellen, da3 die berechnete Gréfle deutlich von dem aus Si-
mulationen erhaltenen Wert abweicht, was zunéchst ein prinzipielles Problem der
Storungstheorie auf dem Gitter ist. Neuerdings werden allerdings Mo6glichkeiten zur
Verbesserung der Storungstheorie diskutiert. Auch darauf wird in diesem Kapitel
eingegangen.

4.1 Herleitung der Feynman-Regeln auf dem Git-
ter

Man ist nun in der Lage, alle Feynman-Regeln der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie
auf dem Gitter aufzustellen, die fiir 1-Loop-Berechnungen nétig sind. Dazu geht
man prinzipiell wie in Kapitel 2.2 vor, die Anderungen fiir die Berechnung auf dem
Gitter sind in [MM] angegeben.
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4.1.1 Die Propagatoren

Die Propagatoren auf dem Gitter sind, wie schon im Kontinuum, fast direkt aus der
QCD zu iibernehmen. Die einzigen Anderungen, die durch die Majorana-Fermionen
im Gegensatz zu Dirac-Fermionen entstehen, sind bereits im Kontinuum erklart
worden, und gelten auf dem Gitter ebenso.

Der Propagator fiir die Gluonen sieht wie folgt aus:

. 51 kk,
Do (k) =6 ”A—Q S — (1= a) = (4.1)
k k
Dabei wird die Abkiirzung
- 2 a
k}t = E Sin (gku) (4 2)

benutzt, aulerdem ist die Abkiirzung
1
k, = " sin(ak,) (4.3)

iiblich. Damit ist offensichtlich, daf der Gitterpropagator im Kontinuumslimes gegen
den bereits bekannten Propagator konvergiert.

Es mag verwundern, dafl zur Berechnung des Propagators das Haar-Maf} nicht
beriicksichtigt wurde, obwohl der fiihrende Term auch quadratisch in den Gluonen-
feldern ist. Der Grund liegt darin, daf§ dieser Term bereits einen Faktor g2 enthilt.
Daher ist es notwendig, aus diesem Term einen Vertex zu definieren, der dann in
Berechnungen als ein Loop zu z&hlen ist. Der Vertex ist sofort abzulesen als:

N, 1
ab __ C 2c¢ab
V;w — _Eg 0 5#1/? (44)
Der Propagator fiir die Geister ist:
S9(q) = 4.5
(9) =9"2 (4.5)

Bleiben noch die Gluino-Propagatoren, von denen es wie im Kontinuum wieder
drei gibt, davon zwei die Fermionenzahl verletzend. Der fermionenzahl-erhaltende
Propagator lautet wie folgt:

5ab
S%(p) = 4.6

Der Zusammenhang zu den beiden Gluino-Propagatoren, die die Fermionenzahl
nicht erhalten, ist identisch zu dem im Kontinuum.
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a) 3-Gluonen-Vertex b) 4-Gluonen-Vertex

Abbildung 4.1: Die Gluonen-Vertices

4.1.2 Der 3-Gluonen-Vertex

Der 3-Gluonen-Vertex wird aus dem Term (3.13) entwickelt. Dies ist ein Term der
Wilson-Wirkung, die als Standard-Wirkung auf dem Gitter in der Literatur mehr-
fach behandelt wurde. Auch die Feynman-Regeln sind dafiir bereits berechnet, sie-
he [KNS]. Da aber die allgemeinen Rechenschritte in dem einfacheren Fall des 3-
Gluonen-Vertex am deutlichsten dargestellt werden koénnen, sei diese Herleitung
hier noch einmal vorgefiihrt.

Zuerst werden also wieder die Fouriertransformierten der Felder in die Wirkung
eingesetzt. Auf dem Gitter ist es dabei iiblich, das Gluonenfeld A,(x) nicht mit den
Gitterpunkten in Verbindung zu setzen, sondern mit den Links (z,z + aji). Thre
Fouriertransformierte ist daher gegeben durch:

Au(z) = /_ _ (;1%’“)4 exp (zk (x n gu)) Auk) (4.7)

Damit ergibt sich

53 = gZG4L3 (48)

- gfabc2a4 { (/S (d;Tk)lz; exp (ikl (m + gﬂ)) AZ(kQ)

_r
a

. ( [ e (s o+ 59)) Ag(k2)>

(S o (s o 39))
(/E ((;:)14 exp (z’kl (m + gﬂ)) AZ(’Q))

CNE]

_|_

a
2

SRE]
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/f d*k, exp (zk2 (m + g,u)) AZ(kQ)

X
N
>
S

(2

m)!
L[ e ) Ae) . e

Die Gitterableitung Al): ist dabei gegeben durch:

aly n\a

X
N
>

~

M) = = (Fly+a) — 1) (4.10)

Damit erhalt man:

a d*k d4k d4k
S; = gfabc{/ (2ﬂ_l 2 3 Za exp (i (k1 + ko + k3) x)

(o3 )

—exp (i— (kuy + (ko + kg),,))] A% (ky) A1 (ky) AS (k3)

+2i [exp ( ((kl + Ky + 2ks),, + (2k2 + ks)y))
((k1 + ko), 4 (2k + k3)y>)
((kl kg + 2ks), + kg))

exp (5 + ko), + ko) )| AnChn) AL (ka) A5 () | (410)

—exp(

—exp(

gl\ﬂQL\DIQ

Wiéhrend im Kontinuum an dieser Stelle stets eine Deltafunktion fiir die Impulse
entstand, so ist auf dem Gitter die periodische Deltafunktion §p(k) einzufiihren.
Dies liegt daran, daf exp(2miz,/a) = 1 fiir alle Gitterpunkte z gilt. Dies ist auch

der Grund, weshalb man alle Impulse auf dem Gitter auf die erste Brillouin Zone
beschriankt werden.

Aus (4.11) soll der Ausdruck fiir diesen Vertex abgelesen werden. Dabei ist der
3-Gluonen-Vertex V' wie folgt definiert:

~2n)t e d'k dYke d'ks . . abe
%=y /_E ()t (o)t (i P+ R R AL () A (o) A (s ) Vi3 B Ko, )

(4.12)

Damit ergibt sich:

Vi b k) = Bofe (3 [oxp (i (04 28), + (4 1), )
—exp (i5 (kv + (k2 + ks),)) | Do

+2i [exp ( ((kl + ko + 2k3),, + (2k2 + ks)u))
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— exp (zg ((k1 + k2)u + (2k2 + k3)v))
— exp ( 4 ((kl + ko + 2763) + k3u))

+exp ( ((k1 k), + kg))] 5”0) (4.13)

Dieser Ausdruck ist noch zu symmetrisieren, d.h. es ist {iber alle Ausdriicke zu
mitteln, die durch Vertauschen von (kq,u,a), (k2,0,b) und (ks,v,c) entstehen.

Im folgenden werden die bekannten Formeln fiir Sinus und Cosinus verwendet

sin(z) = le (exp(iz) — exp(—iz)) (4.14)

cos(z) = % (exp(iz) + exp(—iz)) . (4.15)

Damit ergibt die Symmetrisierung unter Ausnutzung der Deltafunktion fiir die Im-
pulse und mit der Abkiirzung (4.2):

Vet (ky, by k) = 2—1ag Fate {5”(, [exp (ﬁkg,,) + exp (—igkm)]

X :exp (zg(kz kl),,) — exp (—ig(kz - kl)u)]
+ou :exp (igkm) + exp (—ingH):
a

X :exp (ig(kl - k3)0> — exp (—z§

2k1,,> + exp ( z;kh,):

X [exp (ig(kg - kz),,> — exp (—i

|

40,5 |exp (z

= %gfabc {5,w coS (gkgﬂ) sin (g(kQ — Ky ,,)
+40,,, cos (gk%) sin (g(kl — kg)o-)
+0,, COS (;kl,,> sin (g ks — k2)u>} (4.17)

~ o~
+

= igfabc{%(kl —k3)o COS( Koy
+5,,U(k3 — k), cos ( kl,,)

oy (k2 — k1), cos (gkgu)
(4.18)

——

4.1.3 Der 4-Gluonen-Vertex

Der néchste zu entwickelnde Term ist (3.14). Von den zu verwendenden Rechen-
methoden dhnelt er dem 3-Gluonen-Vertex, der zuvor bereits ausfiihrlich behandelt
wurde. Daher wird an dieser Stelle das Ergebnis direkt aus [KNS] iibernommen.
Allerdings muf} in Formel (A.7) die Beschrankung in der Summe entfallen, wie man
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durch Anwenden der Ward-Identititen sieht, vergleiche [CMP], und auferdem ist
ein Fehler in den Indizes sowie einige Vorfaktoren zu korrigieren.

Die Feynman-Regel fiir den 4-Gluonen-Vertex auf dem Gitter lautet mit den Be-
zeichnungen aus Abb. 4.1b:

V:fﬁi(kl, ko, k3, k4) = _92{fabefcde
ki —k ks — k 4L L.
X {5/“/50,0 <COS <%> Cos <%> - %klak20k3uk4ﬂ>
ki — ky) 4.0 . L.
_51#751/0 <COS <( - 4 ) < ) - %kluk4vk2uk3ﬂ>
'k —1ik
+125“”5“”5“” <k2" P ( Z ma) i xP ( Z22Ma>>
. k ik
X <k4u exp < 223“a> — kgﬂ exp < ! 4“a>>
a —iki,a —1ka, 0 ks,a
6( . <k2pexp< 2" > klpexp< 2” >>k4ucos (Tp>
= ( 90 €XP ( zk10a> — ky, exp < zk20a>> ks, cos <k4aa>
2 2
—ik v 7 —1k v 7 k v
000 <k4uexp< = “) — s exp< 124 “)) oy cos< 12a>
k - —1ik ~ k
—0u60up <k4p exp < ’ 3"a> — ks, exp < ’ 4“a>> ki, cos < 2“a>>] }
2 2 2 sym

+glc21 (8abded + OacObd + Oadadpe)

X <5pv5p05up]%1p]%2pi€3u];4p - 5uu5pai€1p];2p]%3p];4p - 5;11/5;1;)]%10]%20]%3“]%40
_5u05ppl%11/i€2ul;3ui€4u - 5V05Vp];1VI%2ﬂIA€3ﬂ]%4M + 5;41/50?];10]%20'];3;41254;;
+5;w(5upiflul;'2uif3ul%4u + 5up51/oj€11/i€2ui€3ul%4ll> (419)

4.1.4 Der Gluon-Ghost-Vertex
Aus dem Term (3.35) kann man die Feynman-Regel fiir den Vertex aus zwei Geistern

und einem Gluon problemlos berechnen. Man setzt zuerst die Fouriertransformierten
in die Wirkung ein:

Srp1 = QZG4LFP,1 (4.20)

= _gfabcza4 { (Ai /E ((;7:1)14 exp (_i‘hx) ﬁa(QI)>

s
T a
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kY& H
a, q2 a)." ‘qz
)lh b‘ oo d
a) Gluon-Ghost-Vertex b) 2-Gluonen-Ghost-Vertex

Abbildung 4.2: Die Geister-Vertices

[ oo

(Aﬁ /__ % exp (—iqiz) ﬁ“(m))

o d*q
X A;]: (2:) exp (igaz) 7°(go )} (4.21)
2m)

45P( —q1+¢)

2277 |_2 (2m)1 (2m)1 (2"
X (exp (ig(% - C]1)u) — €Xp (‘ii(ﬁh - C]1)u)
+ exp (—ig(ql + Q2)u) — exp (ig(éh + Q2)u))

7" (1) A5 (k)7 (g2) (4.22)
1 < d'q d'% d'y oYk
- agﬁm/Z r)i (21)1 (27 1 (2m)*0p(k — a1 + g2)

.a a

X (exp (Z§QQM) + exp (—z§q2u))
.a a

< (exp (150m) = e (=i50))

<" (1) A7 (k)" (a2) (4.23)
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Daraus 148t sich der Vertex V geméf folgender Definition ablesen:

a diq d% d'qe
= (2m)4 (2m)* (2m)4
><ﬁa(m)fiﬁ(k)ﬁb(%)v;fbc(kaQ1,Q2) (4.24)

op(k —q1 + @)

Srp1 = (27T)4/

Er ergibt sich zu:

. ~ a
Vi(k, g1, 2) = 09 fabediy oS (quu) (4.25)

4.1.5 Der 2-Gluonen-Ghost-Vertex

Auf dem Gitter gibt es Vertices mit beliebig vielen Gluonen. Bei den Geister-Vertices
gibt es einen solchen Vertex, zu dem es kein Analogon im Kontinuum gibt, und der
fiir die folgenden Berechnungen bereits in 1-Loop-Ordnung beriicksichtigt werden
mufl. Die Feynman-Regel zu diesem Vertex berechnet man aus (3.36). Es ergibt

sich:

Srp2

9*Y a'Lppy (4.26)
a2a? z d4q . N
1—gfabefcde Z a'4 (Alf; / (27T)14 exp (—qu.’L’) a(Ql))

o dk :
X /1r (2—71_)4exp (zkl

« [ af /_ : ((;:;4 exp (igyt) ﬁd(q2)> (4.27)

2 z 4 4 4 4
g « d%q; dk; dky d7go 4
z 2 —

.aa .a
X {eXP (—15 @1 — 112)u) + exp (25(% - Q2)u)
.a .a
— exp (—Zg(ql + QZ)N) — exp (25((11 + Q2)u)}
i (q1) Ab (k1) AS (ko) (q2) (4.28)
ﬁf f /§ d*qy d'k; d*k, d'qy
12 7ol | (2m)t (2m)t (2m)d (27)*

X Q1o (q1) AL () A5, (k2)7 (g2) (4.29)

(27T)45P(k1 +ky—q1+q2)
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Der Vertex V ist unter Beriicksichtigung der Tatsache, dal mit den Gluonen zwei
identische Teilchen vorhanden sind, wie folgt definiert:

Op(k1+ky — g1 + @)

(2m)* /Z d'q; d*k; d*k, d'qe
SFP,2

2! = (2m)* (2m)* (2m)* (2m)*
1" (q) AL (k1) A (ko) (q2) Vi (K Ky 41, g2) (4.30)

Das Ergebnis liest man sofort ab, und auch die Symmetrisierung verlduft problemlos.
Man erhilt:

a’g? S
V:;fai(kla kZa q1, Q2) - T (fabefcde + facefbde) 5;wq1uq2u (431)

4.1.6 Der Gluon-Gluino-Vertex

Das Gitter-Analogon zum Gluon-Gluino-Vertex kann aus (3.23) berechnet werden.
Wie im Kontinuum treten hier neben dem Vertex, der bis auf einen Vorfaktor aus
der QCD bekannt ist, noch zwei weitere Vertices auf, in denen explizit die Ladungs-
konjugationsmatrix C' auftritt. Der Zusammenhang dieser beiden zu dem klassischen
Vertex ist derselbe wie im Kontinuum, daher geniigt es, hier nur diesen zu berechnen.
Es ergibt sich:

Sain = 93 a'Lyy (4.32)

13

dp,

= L fun > { ( / (3ai O (in) i“(m))
([ e (i e 55)) 800
>< ( / P e ) Mm))
+a (A;j /_ __ ((;1’)14 exp (ip1) i“(p1)>
e ([ o (e 50)) A4

a

x ( / ) (‘;Tﬂ exp (ipac) XC(m)) } (4.33)

g < d'p &k dhpy o,
= Z 2
2fabc \/_E (27T)4 7_(_)4 (27T)4( 7T) 5P(k +p1 +p2)

= (2m)* (2
X {exp (igk”) /:\a(Pl)%AZ(k);\c(Pz)




80 Storungstheorie der N =1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

b1 D2 D1 D2 D1 D2

a) b) c)

Fermionenzahlerhaltend Fermionenzahlverletzend Fermionenzahlverletzend

d) e) £)

Fermionenzahlerhaltend Fermionenzahlverletzend Fermionenzahlverletzend

Abbildung 4.3: Die Gluino-Vertices

+ (exp (i (k4 20),) = exp (igka) ) X' (o) () AL(R)AC(p2) |

(4.34)
Der Vertex V ist wie folgt definiert:
o (2n)t /S d*p, d*k dip,
Sam = 51 | oo ek et e)
XX (1) VA X, N2 (k, pa, p2) AL (K)3%(p2) (4.35)

Die noch nicht symmetrisierte Form liest man sofort ab:
N . .a
VA A N3k, 1, 2) = e (0 + 1) exp (iapy,) = 7) exp (i5h, ) (4.36)

Als néchstes ist die Symmetrisierung durchzufiihren, wobei wegen der Majorana-
Eigenschaft (2.47) auf folgendes zu achten ist:

Oy = 8 (4.37)
é%ﬂﬁ = _"QE’Y;‘O
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Es sind also die beiden identischen Teilchen zu vertauschen, und dann iiber die bei-
den Versionen des Vertices zu mitteln. Es werden also die Indices (py,a) und (ps,c)
vertauscht, wobei zu beachten ist, dafl das 7, in ein —v, iibergeht. Der symmetri-
sierte Vertex lautet damit:

3 : ) .a
VIA AN = 2 fune (o + 1) exp (iapus) + (3 = ) exp (iapa,) ) exp (15
(4.39)
a .. (a
= gfabe (’)’u cos (5(171 - P2)u) +rsin (5(191 - pz)u)) (4.40)
Es sei an dieser Stelle nochmal darauf hingewiesen, dal es neben diesem Vertex

noch zwei weitere Gluon-Gluino-Vertices V[A,, A, A]%" und V[A,, X, A]2* gibt, die
sich aus diesem wie in dem Kontinuum ergeben.

4.1.7 Der 2-Gluonen-Gluino-Vertex

Der zweite Vertex mit Gluonen und Gluinos, der in 1-Loop-Ordnung Beitréige liefert,
besteht aus je zwei Gluonen und Gluinos. Er wird aus (3.24) berechnet.

Soar = 97 _a'Lg, (4.41)

2
= _%(fabefcde + facefbde) ; a/4

([ o (1 (x4 21)) ,a;<k1))

™

Q

([ s (i e+ 28)) ,a;<k2))

X /_ . (27524 exp (ips) 53’(1?2))

a d4 ) ~a
+a (Aﬁ / . (2:)14 exp (ip1z) A (m))

X (Y, +7) ( ;; % exp (z’kl (m + gﬂ)) AZ(’ﬁ))

QN gy

X
/N
=
<
g
e
N

]
>
ke}
<
=
%)
& .
p
—~
e
N
N—’
N—"
— N

(4.42)
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Bei der Definition des Vertex ist zu beachten, dafl es sich sowohl bei den beiden
Gluinos als auch bei den beiden Gluonen um identische Teilchen handelt. Daher
definiert man den Vertex V wie folgt:

B PR — (2m)* /Z d'py d*ky d*ky d'py
24T o1l | . (2m)4 (2m)4 (2m) (27)*

X/:\ (pl)V[A;w Al/’ /\a E‘]Z?/Cd(kl) k?aplap2)AZ(kl)Ai(k2):\d(p2) (443)

Op(k1 + ko + p1 + p2)

Damit liest man sofort den noch nicht symmetrisierten Vertex ab:

2

_ a .a
V[A”, A,,, )\, /\]Z,bfd - %(fabefcde + facefbde)(spv (’Yu €xXp (Zi(kl + k2)p)

(7 + 1) exp (ig(kl Ny 2p1)”)) (4.44)

Dieser Vertex ist sowohl beziiglich der Gluinos als auch der Gluonen zu symmetrisie-
ren. Offensichtlich bleibt dieser Vertex aber unter Vertauschen der Indizes (kq,u,b)
und (ko,v,c) unverdndert, so da8 nur noch die Symmetrisierung unter Vertauschen
der Gluinos durchzufiihren ist. Diese verlauft unter denselben Regeln, die schon
bei der Berechnung des Gluon-Gluino-Vertex benutzt und erklért wurden. Danach
erhdlt man dann:

2
- a
V[Alw Al/’ )" )‘]Z?/Cd - _%(fabefcde + facefbde)(suz/
.a
X ((% +7)exp (zg(kl + ky + 2p1)p)

—(Yu — ) exp (ig(kl + ko + 2p2),,)) (4.45)
2
= _%(fabefcde + facefbde)(syz/

a .. (a
X (r cos <§(p1 - pQ)H) + i, sin (—

501 —p2),))  (446)

4.2 Zusammenfassung der Feynman-Regeln auf
dem Gitter

Fiir die nachfolgenden Berechnungen ist es angenehm, die bisher berechneten Feyn-
man-Regeln an einer Stelle im Uberblick aufgelistet zu haben. Dies soll hier gesche-

hen:
k . 3
Gluon Propagator Ay b AAANAANANANANANANL b, v ﬁdab ((5”,, — (1 — Oz) B )
. p 6(117
Gluino Propagator a > b

iyp+T5 p2+mo



4.2 Zusammenfassung der Feynman-Regeln auf dem Gitter 83

p
a L
p
a >
q
Ghost Propagator Q - e

3-Gluonen-Vertex

4-Gluonen-Vertex

kya,
Gluon-Ghost-Vertex
b . .c
'(Ch Ch"-,
c,V kl
k2 b,/L
2-Gluonen-Ghost-Vertex .
- 42
a Y "

6ab
iyp+T5 p2+mo
b -1
ivp+T5 p2+mo
ab 1
0%

19 fabe (5,“\(7%1 — ks),
X COS (%k%a)
0, (ky — E1)a
X COS (%kgua)
+o, (k3 — ks),

X COS (%kgy(l) )

siehe Text, Gleichung

(4.19)

_igfabc(qu Cos (%QIu)

2.2 A
%(fabefcde + facefbde)5pvq1pq2u
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k§a
Gluon-Gluino-Vertex
bapl C, D2
kLya,un
bapl C, D2
Lya,u
bapl C, D2

2-Gluonen-Gluino-Vertex

9 fabe (’Yu CoS (%(pl - pz),,)
—irsin (£(p1 — p2)u))

gfabcC (7” Cos (%(pl - p2)p)
—ir sin (%(pl — pQ)M))

_gfabc (’Y;t Cos (%(pl - p2)p)
—irsin (%(p1 — p2)u)) C !

_%(fabefcde + facefbde)
X0 (r cos (%(pl — p2)p)
+i7y, sin (%(pl — pQ)M))

_%(fabefcde + facefbde)
%8,,C (7 cos (2(p1 — p2)u)
+i7y,sin (4(p1 — p2)u))

_%(fabefcde + facefbde)
X6 (r cos (%(pl - pQ)M)
+ivusin (§(p1 — p2),)) C7F
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4.3 Die kritische Linie in 1-Loop-Ordnung

Es sind bereits eine Reihe von Gréflen in der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie mit
Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen berechnet worden. Die Simulationen kénnen
praktisch fiir beliebig starke Kopplungen durchgefiihrt werden, weshalb man sie
auch einer storungstheoretischen Berechnung vorzieht, da diese nur fiir schwache
Kopplungen verwertbare Ergebnisse liefern. Nachteil der Berechnungen mit diesem
Computerprogramm ist zum einen, dafl niemand sicher sein kann, daf3 nicht doch
ein Fehler in dem Programm versteckt ist. Die Ergebnisse erscheinen zwar verniinf-
tig, aber es ist in jedem Fall besser, wenn man zumindest einige der Groéflen mit
perturbativen Berechnungen vergleichen konnte. Wenn diese Ergebnisse iiberein-
stimmen, so kann man dann auch ein grofleres Vertrauen in Werte haben, die nicht
in der Storungstheorie berechnet werden kénnen. Des weiteren ist es noch wichtig,
Abschétzungen fiir Gittereffekte wie z.B. finit-size-Effekte zu bekommen. Auch dies
ist storungstheoretisch moglich, mit dem Computerprogramm ist man dafiir zu sehr
von der Rechengeschwindigkeit des Computers abhingig. Daher werden im folgen-
den einige ausgewdhlte Groflen berechnet, um einige der soeben genannten Probleme
zu behandeln.

Die kritische Linie ist eine Line in der (g2, K) Ebene, mit

1

R 4.47
8r + 2amy ( )

dem Hopping Parameter, bzw. in der (g2, amy) Ebene, mit mq der nackten Glui-
nomasse auf dem Gitter. Diese Linie ist so definiert, dafl auf ihr die renormierte
Gluinomasse verschwindet. In der QCD wurde diese Linie bereits storungstheore-
tisch in [MM] berechnet. Entsprechend kann auch hier vorgegangen werden.
Zunichst wird der Gluinopropagator in 1-Loop-Ordnung ausgerechnet. Der inverse
Propagator f‘p ist dabei durch das Inverse des freien Gluinopropagators A; 1 sowie
die Selbstenergie X, gegeben, wobei p der Impuls des Gluinos ist. Aus den Berech-
nungen in Kapitel 2.3 ist klar, dafl nur die beiden Graphen aus Abb. 4.4 Beitrige
zur Selbstenergie liefern.

Der erste dieser Graphen gibt folgenden Beitrag zur Selbstenergie:

4
]_ Z 3 Jacc
21(71) - 5 /k V[)" A/ta Az/, /\];w b(pa _k, k‘, _p)DHV(k) (4'48)

pv=1
ag? ! 1 k2
= _beceface / Z (r cos(ap,) — iy, sin(ap,)) = 1-(1- a)k—; (4.49)

Der Beitrag des zweiten Graphen ergibt sich wie folgt:

S = [ 3 VI A, k9SG BD

pr=1
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k
A—Qk k
p p P p—k P

Abbildung 4.4: 1-Loop Selbstenergie Graphen auf dem Gitter

XV[)" Ay, ’_\]f/db(p —k,k, _p) (4_50)
- ak ak
= ngcdafbdc/ Z <’Y” COS <ap — ?> — 77 sin <(lp — ?>>
k pp=1

-1 AoA
. ra ————2 1 k,k,
X <z'y(p—k)—|-3(r—k) —|—m0> = (5MV—(1—a) 22 )

X <’)’u cos (ap - %) — irsin (ap - %)) (4.51)

%, aulerdem kann

man noch bei beiden Termen folgende fiir die SU(V,) giiltige Beziehung ausnutzen:

Der erste Term enthilt dabei noch einen Symmetriefaktor von

facdfbcd = Ncéab (452)
Mit
=P+ —F)
1 —iy(p— k) + F(r —k) +mqg
. —> = — - (4.53)
iyp—k)+5(r—k) +my  (mo+5(p—k) )+ (p—k)
ergibt sich fiir den inversen Propagator:
1:‘p = Ag;l -3 (4.54)
= mo+ P+ ivp + Neg?
T O k2 o
[ i {22 [1—(1—a>§ (r cosp, = %,7,)
r -1 4 P
ra, —— . o 2 — k‘uk,,
+-<m0+3(p—k)) +(p—k)} Mgl [5“1,—(1—01) ]}2

X Y, COS p—§ —irsin p—E

r ra, —— o
X m0+?(p—k)2—z'y(p—k)]

X[ cos< k) 7 Si (p k)
Yu p——=) —arsin{p— =
2 2

p p

} + O(g") (4.55)
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Fiir feste r und « ist die Selbstenergie eine Funktion des Impulses p und der Para-
meter g2 und my. Man kann folgenden Ansatz fiir die renormierte Gluinomasse am

machen:
am = amg + 6(am) (4.56)
Mit der Wahl
d(am) = —a¥,— (4.57)
und der Forderung
am =0 (4.58)
ergibt sich fiir den kritischen Massenparameter:
ame, = a¥,—g (4.59)

Damit bekommt man eine storungstheoretische Abschitzung fiir die kritische Linie.
Dazu wird in dem Integral fiir die Selbstenergie aus (4.55) eine Substitution ak, —
k, durchgefiihrt. Dann ist es sinnvoll, k£ und & ab jetzt wie folgt zu definieren:

. k
by = 2sin ) (4.60)

k, = sink, (4.61)

AuBerdem ist zu beachten, dal am von amgy nur um einen O(g?)-Effekt abweicht.
Damit ist es fiir eine Abschédtzung der kritischen Linie in 1-Loop-Ordnung erlaubt,
anstelle von am auch amg zu Null zu setzen. In héherer Ordnung ist dieser Effekt
zu berticksichtigen. Die Abschitzung in 1-Loop lautet:

6(am) = —aX,—o(g*,am =0) (4.62)
) md'% 1 (r
= 70 [ G0~

22:1 (7,, oS “ + 47 sin 7“) ( 2 +ryk> (7,, oS “ + irsin & )
+
2 (k2)? + k2

4
l—a Z
1,V
( ,,cos +zrs1n—) ( k2+2’yk> (fyucos%"—l-irsin%“)}
B2 (2(k2)2 + k2)

(4.63)
Es konnen die folgenden Identitdten ausgenutzt werden
. k _
k, cos E" = k, (4.64)
(vk)? = k? (4.65)

.k
Zcos?“ = 4_Zk2’ (4.66)
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auflerdem ist der Nenner des Integrals gerade in der Integrationsvariablen k, so dafl
im Zé&hler alle Terme vernachldfligt werden kénnen, die ungerade in k£ sind. Damit
verbleibt man mit:

T 14 k2(4 — 112 _2]52_&];22
2 J o (2m)* 2 k2 + o (k2)
_%2_& k2)2
(1 a)_—;()} (4.67)
k2 4 2 (K2)2

,Ca [T d'% 1 k2(4 — 1k?) — &2
g°—r — |3+ — =
2 ), (2m)t g2 k2 + Lr2(k2)?

) + 0(gY), (4.68)

Die auftretenden Integrale konnen leicht numerisch berechnet werden. Entsprechen-
de C++ Programme sind im Anhang zu finden, die Ergebnisse sind:

T d'%k 1
= e = 0.1549. .. 4.
5= [ G =010 0
/“ d*k k24— 1k%) — k2
 (

r=1
— =L 0.1865. .. (4.70)
S G

Jo(r)

Damit ergibt sich fiir den kritischen Gluinomassenparameter bei r = 1 und fiir
N, =2 bzw. N, = 3:

ame (N, =2) = —0.6514¢%+ ... (4.71)
ame (N, =3) = —09771g° +... (4.72)
Mit -
B =" 4.73
e (4.73)
erhélt man damit
1
ame (N, =2) = —2.6065 + ... (4.74)
1
ame (N, =3) = —5.8635 +... (4.75)

Aktuelle Simulationen der Miinster-DESY-Kollaboration laufen bei Werten von 8 =
2.3 in der SU(2), wofiir die 1-Loop-Berechnung des kritischen Massenparameters
folgendes Ergebnis liefert:

ame (N, = 2) = —1.133 4+ O(g*) (4.76)
Die entsprechende Vorhersage fiir die SU(3) bei § = 5.6 lautet:

ame (N, = 3) = —1.047 + O(g*) (4.77)
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Daraus la8t sich der kritische Hoppingparameter K in Ordnung g* berechnen:

1

KalNe=2) = 37 2ammer (N, = 2) (4.78)
= 0.174+ O(g") (4.79)
K, (N.=3) = 0.169+ O(g") (4.80)

Damit liegt die storungstheoretische Abschétzung fiir die SU(2) zwar nicht weit
weg von dem aus den Simulationen abgeschédtzten Wert von 0.1955, die Differenz
ist aber doch zu grof} fiir eine ernsthafte Voraussage. Die Situation erscheint fiir die
SU(3) vergleichbar, eine Abschdtzung aus den Simulationen ergibt hier eine Wert von
0.1945, der allerdings noch nicht so genau bestimmt werden konnte. Eine &hnliche
Diskrepanz zwischen Stérungstheorie und Simulation ist auch aus der QCD bekannt.
Diese Ungenauigkeit der Storungstheorie kann natiirlich stets daran liegen, dal man
entscheidende Ordnungen nicht beriicksichtigt hat. Man konnte also eine 2-Loop-
Rechnung anstellen, und auf bessere Ergebnisse hoffen. Man kann die Stérungsreihe
aber auch auf andere Arten verbessern. Fiir diese Berechnung kénnte man z.B. ein
sogenanntes Tadpole-Improvement durchfithren. Allerdings ist es auf dem Gitter
allgemein so, dafl man Stérungsreihen in der Kopplungskonstanten g? nicht blind
vertrauen kann. Besser ist es, die Reihe durch eine physikalische Kopplungsgrofie
auszudriicken, wie z.B. durch die renormierte Kopplungskonstante.

4.4 Renormierungskonstanten der chiralen Ward-
Identitiat auf dem Gitter und ihre Berechnung

In diesem Kapitel sollen die Gréfen, die bereits in Kapitel 2.5 mit dimensioneller Re-
gularisierung berechnet wurden, auf dem Gitter berechnet werden und die entspre-
chenden Renormierungskonstanten angegeben werden. Daher werden zunéchst zwei
Renormierungsschemata erklart. Auflerdem werden die chiralen Ward-Identitdten
auf dem Gitter betrachtet, um wieder Aussagen iiber die Eigenschaften der Renor-
mierungskonstanten gewinnen zu kénnen.

4.4.1 Das MS/LAT Renormierungsschema

Analog zu (2.104) sind auf dem Gitter — das als Regulator eingefiihrt wurde — die
GroBen ALAT(p;, p,) definiert. Sie sind fiir beliebige endliche Werte der Gitterkon-
stanten a endlich, dhnlich den Kontinuumsgréfien in dimensioneller Regularisierung
bei endlichem €. Im Limes a — 0 divergieren diese Groflen allerdings proportional
zu In(a?) und man méchte diese Divergenz wieder in eine Renormierungskonstante
absorbieren, so daf3 die renormierte Grofle endlich bleibt.
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Der Grundgedanke des MS/LAT Renormierungsschemas ist es, daf$ die renormier-
ten Grofen unabhingig von dem gew#hlten Regulator sein sollen ([CLV], [LV],
[MPSTV]). Zu dem inversen Propagator auf dem Gitter

_ . ra .
S 4T (p) = iyp 4+ mo + 7192 — 24T (p), (4.81)

bei dem die Selbstenergie einen ip-proportionalen, einen mg-proportionalen und

T

einen Z-proportionalen Anteil enthilt
a

BPAT (p) = iSIAT + myBEAT + ZBEAT, (4.82)
lautet die renormierte Grofie

SEI,W/LAT(p) — lim Z}@/LATS;LLAT(p). (4.83)

a—0

Diese soll in diesem Schema wie folgt gegeben sein:
S I (p) £ 515 ). (4:84)

Dadurch ist die Renormierungskonstante definiert. Ebenso wird fiir die Masse

mMS/EAT — Jim ZMS/TAT (4.85)
a0 ™
mit
m = My — Meyr (4.86)

festgelegt, daf fiir die renormierte Masse folgender Zusammenhang gilt:

mMS/LAT L M5 (4.87)

Auch die Groflen

AAT(p) = AT (p,—p)
D AT (488

sollen an die im Kontinuum durch das MS Schema renormierten Gréfien angeglichen
werden. Dazu muf fiir die renormierte Grofle

AT (p) = lim 21T Z IS AT ARAT () (4.89)
a—>

die folgende Bedingung erfiillt sein:

AP (p) £ AV (p). (4.90)
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4.4.2 Das RI Renormierungsschema

Mit dem MS/LAT Schema wurde eine Moglichkeit angegeben, wie man auf dem
Gitter definierte Groéflen renormiert. Nachteil dieses Verfahrens ist, dafi man die
Renormierung im Kontinuum durchgefiihrt haben muf}. Ein fiir das Gitter besser
geeignetes Schema ist das Regularization Invariant (RI) Schema, daf§ auch als Mo-
mentum Substraction (MOM) Schema bekannt ist.

Bei diesem Verfahren werden die jeweiligen Grofien an ihren eigenen Treelevel-Wert
bei festem Impuls p? = u? angepafit. Die Gréfilen werden dabei geeignet projiziert,
um Probleme mit den Spinor- und Farbindizes zu umgehen ([LV], [MPSTV]). Die
Renormierungskonstante des inversen Propagators ist also wie folgt festgelegt:

—1,LA
R S (8SF1L T(p)>
4(N2 —1) op e
8571,LAT(p)
= i Tr |y, 4.91
Torve =) (”"’ ) (49
p2=p
Dabei ist die Spur iiber Spinor- und Farbindizes zu verstehen. Man erhalt:
1 ox{AT
ZH=1+3""(p) + —5—— Tr (v,,;s : ) (4.92)
16(Nc2 - 1) 8pp p2=p?
Die Renormierungskonstante der Masse ergibt sich aus
Z/z\uzgf—lmo (1 _ 2§AT) ., =m0 (4.93)
p2=p
zu
RI LAT LAT 1 oxiAT
28 =14 SHT() - ST )+ oo T (T ) (494)
16(Nc2 - 1) 8pp p2=p?
Fiir die Grofie ALAT(p) ist zunéichst die projizierte GroBe zu definieren
1 ~
DEAT (p) = S ——Tr (PrAEAT () 4.95
mit dem Projektor
1
Pr=1,, Z”)’s”)’u (4.96)
fiir
L'=1,v,7.7- (4.97)
Die Renormierungskonstante wird wie folgt festgelegt:
ZHZHTE ()] oo =1 (4.98)

pT=p
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Daraus folgt fiir die gesuchten Renormierungskonstanten:

RI LAT LAT 1 aZfAT
2 =1 )~ S8 () - o T (T
o

c

(4.99)

p2=p?

Offensichtlich hiangen die Renormierungskonstanten ausschliefilich von Gittergrofien
ab. Dies ist ein grofler Vorteil dieses Schemas. Ein Nachteil ist, dafl dieses Schema —
anders als z.B. das MS Schema — von den Feldern, zwischen denen die Operatoren
betrachtet werden, abhéngt. Somit kann man in diesem Schema keine Eichinvarianz
der Renormierungskonstanten erwarten.

4.4.3 Die chirale Ward-Identitat auf dem Gitter

Auch auf dem Gitter erhofft man sich, mit Hilfe von Ward-Identitdten auf dem
Gitter Aussagen iiber die Renormierungskonstanten zu erhalten [BMMRT]. Dazu
betrachtet man wieder die chirale Transformation

AMz) — e \(z), (4.100)
die aufgrund der Majorana-Eigenschaft
Az) = A(z)e™ (4.101)

entspricht. Anders als im Kontinuum ist die Gitterwirkung unter dieser Transfor-
mation nicht mehr invariant, die Symmetrie ist also gebrochen. Dennoch 148t sich
aus dieser Transformation, wie im Kontinuum, eine Ward-Identitét herleiten, die al-
lerdings durch das Gitter Brechungsterme X 4(z) enthélt (|[CLV], [Ga]). Die chirale
Ward-Identitdt auf dem Gitter lautet

Ay (M) (@) A(22)) = 2m (AM(a1)P(z)A(72)) + (A1) X a(z)A(22))
—8(z — z1) (1A (z1)A(22)) — (2 — @2) (A(m1)A(22)75) -
(4.102)

Damit ist klar, dal die Aussagen iiber die Renormierungskonstanten fiir das Gitter
modifiziert werden miissen. Es gelten nur noch die im Vergleich mit dem Kontinuum
schwicheren Aussagen

ZEAT = const. ZEAT ZLAT — const. (4.103)

Allerdings ergeben sich die vorkommenden Konstanten direkt aus der Ward-Identitét,
so dafl die Konstanten sowohl unabhéngig von der gewahlten Eichung als auch von
dem gewéhlten Renormierungsschema sein miissen.
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4.4.4 Der Gluino-Propagator

Zunichst wird der durch das Gitter regularisierte Fermionen-Propagator in 1-Loop-
Ordnung ausgerechnet und die zugehdrige Renormierungskonstante in den zuvor
erklarten Schemata MS/LAT und RI berechnet.

4.4.4.1 Berechnung der nackten Grofle

Zur Selbstenergie des Fermions tragen auf dem Gitter die beiden Diagramme aus
Abb. 4.5 bei, die sich durch Anwenden der Feynman-Regeln als

w/a d4 —
4 _ / TVaX, 4,, N (p.q — p, —0)Srl, N ()
—m/a (27‘-)

x VAN, Ayy Nl(q,p — ¢, —P)Dyo(p — q) (4.104)

1 w/a d4 wee
=0 = / / oy Vo0 Ay Ao N9 ~0,0, ) Dpola) (4109

schreiben lassen. In ©(7) wurde dabei ein Symmetriefaktor 1 eingefiigt. Der in £(4)
auftretende freie Propagator Sr(q) ist dabei der einzige Term, der von der Glui-
nomasse abhingt. Ist man nur an der Wellenfunktionsrenormierung interessiert, so
kann man direkt die Gluinomasse zu Null setzen. M6chte man fiir eine vollstdndige
Renormierung des Propagators auch die Masse renormieren, so ist Sg(q) zunéchst
nach mg zu entwickeln:

1 L 2r ) aq
Sr(q) = . ZZ’}’)\ sin(agqy) + " Zsm2 (T)‘) + myg
L A A
1 2 -
= |- Zi%\ sin(agy) + ET ZsiHZ (%)
RN A
1 GQA)
- s sin
- [ S wsinto) + 2 Y

A

= [—z’aZ%\ sin(agy) + 2stin2 (%)]
) A

-1

(4.106)

-2

+ O(my)? (4.107)
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g, ¢
(p—a),c
ATy
-
D q,d P b,a D, b

Abbildung 4.5: 1-Loop Selbstenergie des Fermionen-Propagators auf dem Gitter

Feynman-Eichung (a = 1)

Es werden zudchst die Ausdriicke in (4.104) und (4.105) in Feynman-Eichung be-
rechnet. Bei Vernachlédssigung der Terme hoherer Ordnung in my, erhilt man dafiir:

1 [~ dq |. q+ap . (a+ap
E(A),F'E'Y = 5abggCA; /ﬂ(2—71')4 [Z'YpCOS <T p—l-TSll’l 5 ,

X |—1 Z Ya sin gy + 27 sin? %‘]
A

X |17, cos <q—|—2ap> + rsin <q+2ap> ]
P P

X Z sin? g, + 4r? (Z sin? q_2,,> } + O(m)) (4.109)
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sowie

-1
2 m 4
g dq |. : Y/
N(BLFEY 5abCA2—Z /7r n)] [z;’yp sin(ap,) — ;cos(ap)\)] [4;sm2 E"] :
(4.110)
Da die urspriingliche Integrationsvariable g, nur in der Kombination ag, auftritt,

wurde direkt eine Substitution ag, — g, durchgefiihrt. Der Integrationsbereich ist
dafiir nach [—m, w]* zu reskalieren. Auflerdem ist bei dem my-unabhiingigen Term von
(4 sowie bei £(B) ein Vorfaktor é einzufiigen. Bei dem my-unabhéngigen Term von
»(4) ist dies notwendig, da der mg-unabhingige Term des Propagators in (4.108)
einen globalen Vorfaktor a enthélt, und der Gluonpropagator einen Vorfaktor a?
tragt, aber durch die Substitution ein Vorfaktor a% entsteht. Auch in (B tritt der
Gluonpropagator mit seinem Vorfaktor a? auf; auflerdem enthilt der einzige auftre-
tende Vertex ebenfalls einen Vorfaktor a, so dafl auch hier nach der Substitution
ein Vorfaktor % verbleibt. Der mg-abhingige Term von ¥(4) erhilt allerdings keinen
zusitzlichen Vorfaktor, da der entsprechende Term im Gluinopropagator proportio-
nal zu a? ist. Diese Argumentation ist sowohl fiir die Feynman-Eichung als auch fiir

die Landau-Eichung giiltig.

Zunichst wird der Teil von L(4)FFY berechnet, der unabhingig von my ist. Da ein
Vorfaktor % auftritt und die Divergenzen von dem endlichen Teil im Limes a — 0 zu
extrahieren sind, mufl der Zahler bis in die erste Ordnung von a entwickelt werden.
Dazu werden einige Abkiirzungen eingefiihrt, die sich in dieser und in den folgenden

Rechnungen zu Renormierungskonstanten als niitzlich erweisen:

s, = sin (%) ¢, = cos (L) g, = sin (g,)
§, =sin (%)p ¢, = cos (%)p g, =sin (g — ap), (4.111)
5, =sin ('”%)p ¢, = cos (%)p g, =sin (¢ + ap)p

Aus [MZ] werden die folgenden Definitionen verwandt:

Ay =) sin® (%)

Ay =), sin® (g,) + 477 ( , sin’ (%“))2 = Ay + 4r2A2

Az =37, sin® (%) (4.112)
Ay = Z“ sin® (g,) = 4(A; — A3)

Az =Y, sin® (g,) sin® (%)

Entsprechend zu (4.111) werden auch hierzu einige um ap verschobene Gréflen de-

finiert: _
1= ”sin2 (q;"p)”
R =¥, sin? (25)
A?) — MSIII4 (q;ap): (4113)
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Die in (4.112) mit angegebene Identitit fiir A, folgt sofort aus der Definition, und
die fiir A4 wird in (D.1) nachgerechnet.

Mit diesen Definitionen l&8t sich der Zihler in X(4)FEY gchreiben als:

(17pCp + 78,)(—id + 27 A1) (iy,C,p + 15))
= ié,zﬁ,,ﬁvp + 78,8007 + T8, 8o Yol — 27'Alé,2,7p7,,
+2ir’ A18,87, + 202 A18,8,7, — ir* Sof + 2’5 A,  (4.114)

Unter Benutzung von v,¢4v, = 29,7, — 4, 7,7, = 1 und {¢,7,} = 2q, (alles fiir festes
p) ergibt sich dann

20,7, — 16 + 278,800, — 2r A& 4 4ir? Ay 5,8y, — ir?Sof + 2r° A (4.115)

Die Durchfiihrung der schon angekiindigten Entwicklung nach der Gitterkonstanten

a ergibt
1
§, = sin q+ap = sin2 4 —ap, cos L O(a?) (4.116)
2 ) 2 2 2
1
¢, = COS <q +2ap> = cos% ~ 5P Sin% +0(a?), (4.117)
p

und somit sind die folgenden Ersetzungen gerechtfertigt

1
5, = s,+ 5P + 0(a?) (4.118)
& = ¢ —apys,c, + O(a?) (4.119)
8 = 5o+ apys,c, + O(d®) (4.120)
(4.121)

1
§,6, = S,cp+ Eapp(clz, — 52) + O(a?). 4.121

Dies ergibt fiir den Zzhler von %(4)
2icqu”yp — ic,z,q + 275,059, — 27'Alc,2, + 4ir2A15pcp7p — ir25,2,¢ + 2r35§A1
+ap, [—218,Cpq57p + 15,Cof + r(ci - si)qp + 2rA;s,c, + 2ir2A1(cl2, - si)fyp
—ir%s 0o + 2r°s,c,1] . (4.122)
Die Entwicklung des Nenners nach a erfordert dann die Umformung

1 1 p-q 2
— = — +a— + O(a”), 4.123
3 =& ok o) (4123)
die in (D.2) nachgerechnet wird.
Es werden nun die Terme des Ziahlers betrachtet, die nicht von p abhidngen und

keinen Vorfaktor r tragen:

2z'cl2,qp’yp — icigj = 2i(1— si)qpfyp —i(4— si)d
= —2if — 2is2q,, + s (4.124)
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Der erste Term ergibt einen divergenten Beitrag, der spéter diskutiert wird. Die
beiden anderen Summanden ergeben gemeinsam mit dem Nenner

11 —4iapugusyds, + 2iapudusyd e
(14A1A2 4fAl .

Da alle betrachteten Ausdriicke unter einem Integral iiber ¢ stehen, und die Inte-

(4.125)

QSCA

grationsgrenzen symmetrisch um Null verteilt sind, lassen sich einige Vereinfachun-
gen durchfiihren. In endlichen Ausdriicken unter dem Integral kann man n&dmlich
ausnutzen, dafl ungerade Funktionen verschwinden, wenn die Integrationsgrenzen
symmetrisch um Null liegen. Damit trégt der erste Summand nur fiir p = p bei, der
zweite nur fiir v = u:

1 g;Ca —4iap,s;q;Yp + 260puq; S,V
a 4A1 AQ 4A1

Fiir diesen Ausdruck kann man weiter ausnutzen, dafl er unter dem Integral steht.

(4.126)

Dazu schreibt man p,vy,, bzw. p,v, vor das Integral. Da das Integral iiber vier
Dimensionen geht, und alle die gleichen Grenzen haben, gelten die Identitdten

1
[dasi, = [ daas (4127)
und )
/d4qq§0 = Z/d‘*qA4, (4.128)

wobei keine Summation iiber p, erfolgt. Mit diesen Rechenregeln unter dem Integral,
die in den spéteren Kapiteln in dhnlicher Form noch hiufig angewandt werden, erhélt
man fiir den hier betrachteten Ausdruck:

1 1 —iapAs + tiapAsA

A
a 4A1A2 4A1 T8

1 2A
QSCA [ >

2 - o
- gOCA4A1A2 8 A,
(4.129)

Es werden nun die Terme des Zdhlers in Ordnung r betrachtet. Diese fithren auf
eine lineare Divergenz in % und werden spéter in Y, beriicksichtigt. Explizit erhilt
man bis auf den Vorfaktor:

275,Cpq, — 27"Alc‘2J = 7‘(]!2J — 8rA; + 27'Als,2,
= rAy—8rA; +2rA2 (4.130)
Die Terme des Zihlers in 7> ergeben einen endlichen Term der Form

81ar A1PuquSpCoYp — 2iar2pﬂqﬂszgj _ 4iar* A1puqud, Y, — 2iar2pﬂqus§q,/y,,

A 1A . (4.131)
Da iiber ¢ integriert wird, erhdlt man mit den gleichen Rechenregeln wie zuvor:
iar? Ay pAy — 2iar’p,q’sey, _ rfiap(AL Ay — CTASPAYY
4N, VAN

1
= ia¢r2§A4 (4.132)
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SchlieBlich gibt es noch einen Term in Ordnung 73, der wieder zu X beitrigt:
2r’s5 Ay = 2r° A3 (4.133)

Es ist noch der Term proportional zu ap, zu diskutieren, der auf einen endlichen
Beitrag fiihrt. Dabei kann man die in ¢ ungeraden Terme von vorneherein von der
Betrachtung ausschlieBen, denn sie verschwinden nach Integration iiber d*g. Damit
hat man dann:

ap,|—2i8,Cp0pYp + 15pCofl + 2ir A1 () — 52)7, — iT2 5,0,

7
—r2qpqufyﬂ] (4.134)

') i )
~QpQu Yy + 2zr2A1'yp - 4zr2A132'yp — 5

= apy[—igyy, + 3

Da sich dies unter einem Integral f d*q befindet, kann man auch
. 1 1 2 2a2 1 oo
zaﬁ[—ZA4 + §A4 +2r° Ay — A — 3" Ay
- éa]é (—As + 167°A; — 8r°AT — r°Ay) (4.135)

dafiir schreiben. Damit kann man die einzelnen Zwischenergebnisse wie folgt zusam-
menfassen:

SALFEY (1) gSCA{l /” d*q —2ig
a (2m)* (42 sin? (152) ) (3, sin® g, + 4r2A?2)
d4q —2As + Ay +72Ay — Ay + 167241 — 8r2A2 — r2A,
i / 1A,
1 /7r d4q rA4 — 8rA; + 2rA? + 2r*A2
_p (2m)* 4A1 A,

} + O(my) (4.136)

Der Term in my wird spéter betrachtet. Die Divergenz der bisher berechneten Grofie
steckt im ersten (logarithmisch divergenten) Integral, welches auf eine tabellierte
Form zu bringen ist, wozu das A, im Nenner noch etwas umgeformt werden muf.
Dazu benutzt man die Formel

1 1 Ag - ,,.2A%

1 4.1
A, 4A, T AL, (4.137)

aus (D.11). Fiihrt man diese Ersetzung in dem divergenten Integral durch, so wird
klar, daf} der erste Term der Ersetzung eine Divergenz liefert, da er sich wie 1/¢?
verhédlt. Der zweite Term liefert allerdings nur noch endliche Terme.
Da unter dem Integral alle in ¢ ungeraden Terme, die endlich sind, verschwinden,
gilt mit (D.2) fiir
Az —r2A? —2z¢
A1Ay 437 sin (= ap)”

(4.138)
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dafl man diesen Term ersetzen kann durch
Az —r2A? —4iap,qud
JARPANS (4A,)?

A; — r2A2 _

+0(a?) = 7136A3A2 L (—4zap,,qz”y,,) + 0(a?)
1

Ay(A; — rzA%)

= T 6ATA,

+ 0(a?). (4.139)

Die Divergenz ist nur in dem ersten aus (D.11) entstehenden Term enthalten:

1/” d*q —2isin g,7,
) (43, sin? (452), ) (43, sin® &)
43 T q* sin 2 cos &
- 2 p/ ( g Rl (4.140)
a'’)_

x (2m)* (4 > sin? (%)u) (43, sin® &)

Fiir das Integral

7. /7r d*q sin %” coS %” (4.141)
P 2 2 la—a Y :
_r (2m) (4 Zu sin? (¥)u) (4 > sin? %)

ist das Verhalten fiir ap — 0 in [EM] angegeben mit

1 (1 .
1o = {52 <1“pﬂ> (2= L (a°p*)) = 35aPpZo00o; (4.142)

wobei

L(a’p®) = In (a®p*) + v& — Foooo- (4.143)
Die benutzten Konstanten haben die Werte Fygo9 ~ 4.369 sowie Zyggo ~ 0.1549.
Im Vergleich mit [EM] ist zu beachten, daf das dort tabellierte Integral sich von dem
hier betrachteten durch ein Vorzeichen vor dem ap unterscheidet. Da das Ergebnis

eine ungerade Funktion in p ist, unterscheidet sich auch das Ergebnis um genau
dieses Vorzeichen.

Durch Einfiihren einer dritten Konstanten Fygo; ~ 1.311 gemafl

1 1
Fooor — F =——7 4.144
(47r)2( 0001 0000) g 20000 ( )
sowie
L1 = 1n(ap)2 +vg — FOOOI (4145)
ergibt sich schliefllich
1 1
Damit kann man den divergenten Term (4.140) schreiben als
_ 4 11
—47,’7,,[,, = ;’}%W Za,pp(L]_ — 2)
1

= el —2), (4.147)
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Und man kann Z(4)FFY wie folgt angeben:

o :
WWALFEY _ 4—;CA{216|:1n(a2p2) + v — Fooor — 2

™ diyq 1 A 1 Ay(As — r2A2) 1 Ay
A2 _t _ 1 U g2 1 4 281
e /,, (2n) < 1NN, 1 AN, A, T A,

v [Tl [ A8 A
i a/ (2m)* [AIAz A, * 2A2 (1+r7) +0(mo)  (4.148)

—m

(A),FEY

Als néchstes ist also der my-abhédngige Teil von % zu berechnen. Der Zihler

dieses Terms lautet

(iypc, +78,)(—1g + 27"A1)2(z'7pc,, +7s,)
— ciq2 + 4irc§A17pq7p — 4r2Afci — 2irfypspcpq2 + 41"2{')/,,, d}cps, A

+8ir’y,cp5,A7 — r’shq® — dir’ st Ay + 4rtsSAT (4.149)
= clz,q2 + 8irAlc,2,qp”yp — 4irAlc,2,¢ — 2irs,c,q*, — 47’2Afc§ + 872 A1¢,8,,
—r?s2q° + 8ir® Alc,s,y, — 4ir’ Aysid + 4rtAls?. (4.150)

Im zugehorigen Nenner steht die Integrationsvariable in sechster Potenz, damit
kommt der einzige divergente Beitrag von dem Term

g =(1—s)g" = (4— A)As (4.151)

Bei den verbleibenden Termen kann man im Nenner p zu Null setzen, so dafl der
Nenner gerade in ¢ ist. Ungerade Terme in ¢ verschwinden somit unter dem Integral,
so dal man mit folgenden, konvergenten Termen verbleibt:

—4T‘2A%C§ + 47’2A1q,2, — r25§q2 + 4r4Afs,2,
= —4r?A2(4 — A)) + 42N Ay — PP A A+ 4rt A3 (4.152)
= 3r2A Ay — 167°AT + 4r2A3 + 49t A3 (4.153)

Insgesamt lautet der mg-abhingige Teil von L(4)FFY damit:

4 d4q (4—A1)A4
. 2
4Z”sm ( 5 )” A3

g4 2N 1an2 2 2\ A2
/ d*q 3r°As —167°A; +4r*(1 + r?)Af (4.154)
—r (2m)* 443
Mit
i 1 + (A3 - T2A%)(2A1 B A3 + rzA%) (4155)

A~ 16A2 A2A2
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aus (D.17), wobei der zweite Term gem&8 vorheriger Diskussion stets endliche Bei-
trage liefert, ergibt sich:

™ 4
—mgggcA / ' 4= 404
— (2m)* 16 (42 sin® (522) )A2
/” d'q 3r’A, —16r*A; + 4r°(1 + %) A}
(

)t 4A2
/w dq (4 = A1)A(As — r?AY) (241 — As +r?A}) (4.156)
. (2n) 4A%A% .

Nur das erste Integral ist hiervon noch divergent, es 148t sich weiter wie folgt auf-
teilen:

/" d*q (4 — Ay)A,
= (2m)% 16 (42 sin® (4522) )A2

[T d%q Ay T dig Ay
B / (2m)*4 (42 sin? (22) )N_/_WWMA% (4157)

Der divergente Beitrag ist, abgesehen von dem Vorfaktor, durch den Ausdruck

167° /” d'y 444
4 . a
x (27) 4%, sin? ( 9=9p)y ) (4A,)?

_ 162 [ d4q 424 ~ (4.158)
/—” (2m)! [42 sin (q ap)u )] [42 sin (7“)]

gegeben. Mit der Abkiirzung

7o /” d*q sin () cos (%) sin (£) cos (&) (4.150)
py = 1 2 :
—r (27) [4 Zp sin? (7((1,;1, ")] [4 Zp sin? (%")]
ergibt sich hieraus:
167 - 166, 1, (4.160)

Die Struktur der Divergenz von I, im Limes ap — 0 findet man in [EM] als

1 1 2,2 pupu 1
I/w = 1672 |:1_65H1/(2 — L(CI, D ) + 8—p2 1285HVZ0000 (4161)
L L PuPv
= Ton? | 160w (2 ~ In(@’p’) — 5 + F “ 4.162
1672 {16 o ( n(a”p”) — Ve + Fooor) + 8 ] , ( )

und das divergente Integral 148t sich als

1672 - 160, 1, = 8 — 41n(a’p?) — 4vyg + 4Fpoo1 + 2 (4.163)
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schreiben.

Damit lautet S(AFEY . 1
(A),FEY _ @s . 2.2 _ _
by = 47TCA 7,]6 ln(a D ) + Ve FOOOI 2

™ d' 1 As  1A4(Asz —1r2A2) 1 Ay
A2 1 1 1 op2 - 2 81
an /W (2n)? < IAA, T 1 AN, A, TTA,

g 4
22 d q A4 . 8 Al 9
+47T CL/ (271')4 |:A1A2 AQ + 2A2 (1 tr )

™

—my |: - 41n(a2p2) - 4’7E + 4:F0001 + 10

4? /’T d’q <3r2A4—16r2A1+4r2(1+r2)A§ Ay >

o (2m) A3  16A?
4 /” d'q (4— ADA(As — A (2A; — Ay +12A3)
e (2m)4 A3A2
+0(m3) + O(a) (4.164)

Der Beitrag des zweiten Diagramms ist durch den Ausdruck

—1
1 (™ dYq |. . . 24
»(B).FEY :ggCA2—a /—WW !z Ep sin(ap,) — Ep cos(app)] l4 Eﬂ sin? 3"]

(4.165)
gegeben. Die Entwicklung nach Potenzen von a liefert daher:
S(B)LFEY () — 1o, (1672) /7r d'g iap —4r + O(a) (4.166)
2a4r 4 _r (2m)r 4N, '

oder anders gesagt:

T dlq 1 2r T dYg 1
Y(B),FEY () _ &S 4 2/ 2y 2/ - 4.1
) =2 Ca |47 | oo, ~ ¥ | @min,| TOW@ (4167)

-

Damit verbleibt man mit

SFEY (p) = ipnFEY 4 monFPY 4 225 By (4.168)
wobei
STEY = %CA lln(ap)z + e — Fooor — 2

T odt 1 A 1A(A; —r2A2) 272 LA 1
+47r2/ q4<__ 25 - — a 33 1)—I-——1"2—1—|-—
_r (27'(') 4 A1A2 4 AlAQ AQ Az 2A]_
IMit O(a) sind dabei alle Terme gemeint, die im Limes a — 0 verschwinden, also auch Terme
der Form alna.
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+O(mg) + O(a) (4.169)
= %CA [In(ap)® + v& — Fooor — 2 + 47’ IL"Y] + O(mg) + O(a),  (4.170)
D = Z_;CA [4 In(a®p?) + 4y — 4Foo01 — 10
4 /” dg (3r?As—16r°A; +4r2(1 + %A} A,
x (2m) A3 16A2
—471'2 /ﬂ- d4q (4: — Al)A4(A3 - T2A%)(2A1 — Ag + T2A%)
_p (2m)* A3A2
+0(m3) + O(a (4.171)
= 250y [4In(ap)? + 4y — AFyny — 10 — 42 IEFY] + O(md) + O(a)
(4.172)
und
T d'q¢ (A 8 Ay 2
SFEY _ @S 42/ L B VRN N
" 47TCA " -7 (27T)4 A1A2 A2 N ( T )Az Al
+0(m2) + O(a) (4.173)
_ %@4#2120 + O(m2) + O(a). (4.174)

Die Integrale Iy, I, und Iy, sind fiir 7 = 1 mit den Programmen aus dem Anhang
berechnet worden, es ergibt sich:

IEPY = 0.369470 (4.175)
IEPY = —0.173133 (4.176)
Iy, = —0.683119 (4.177)

Landau-Eichung (a = 0)

In 1-Loop-Ordnung sind fiir die Selbstenergie des Propagators die beiden Diagramme
(4.104) und (4.105) zu berechnen. Beide enthalten den Gluonen-Propagator und sind
somit in Landau-Eichung erneut zu berechnen. Der zusétzliche Term zu dem ersten
Diagramm lautet:

1 (7 d'q q—ap
nANI-) — 5. 20 _/ diq
90 ag | (27)d sin 5 .

™

X |17, cos <Q+2ap> + rsin <Q+2ap> ]
p p

X |—1 Z Yasin gy + 27 sin? q—z)‘]
A
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X {mcos(qgap)fm(q;ap)TL
><sin< > IQZsm <q_“p)J

X {Z sin? g, + 4r” (Z sin? %) }

mdlq . (g—ap
+m05abggCA/ W Sin <T
—r p

X |17, co8 <q+2ap> + rsin (q—|—2ap>]
p p

- 2
X —szy)\smq)\—i—Qrsmzqz]
L A

X |2y, COS g+ ap + 7 sin q+ap
L 2 T 2 T
-2
><sin< > IQZsm <q—ap)
m

X {Z sin? g, + 4r> (Z sin? q") 2} _ + O(m3) (4.178)

Es wird zunéchst der Term von (4.178) berechnet, der nicht proportional zu my ist,

also folgender Ausdruck:

20 1/” d*q 3,(iv,8, +18,)(—id + 2r A1) (iv,.¢, + 75,)5,
T4 ), ) 1R2A,

Von diesem werden zunichst nur die Terme proportional zu r oder r® berechnet,

(4.179)

also die Terme
T 4 ~ v v o~ ~ oy v o~ ~ v v 2 ~ U o~y
QCAC/ d%q 2A18,7,CoYrCr8r — 858 Ve Cr8r — 8,7pCrlSr — 217 A15,8,8, 8,

—r 27T)4 4A%A2
_ 2CAT/7T d'g —344 — 2r°A3
(27'(') 4A1A2
™ dq 1
= —¢?Cy— / — 4.180
gay _x (2m)*8A, ( )
Die anderen Terme sind
_gQCAz' /w d%q gpgTéfé;yp,j»yTngzCAﬁ ™ d%q §p§j§p§7gj
@r)t 1A%, a ). @n)t akia,

—92CA

212 /” d'q Di5p8e8,8y, o 2 [T d'q AdB,E5Ep, (4.181)
( : (4

a . (2m)4 4A%A2 g ta a . (2m)4 4A%A2
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Power-counting zeigt, das nur der erste Term divergent fiir ap — 0 ist, die anderen
drei Terme sind endlich. Es werden zunédchst nur die drei endlichen Terme betrachtet,
wobei zwei davon identisch sind, so dafl man mit

(4.182)

E CAﬁ ™ dYq Sp5r5,5rf ir? /” d'q A15p5r8,Er s
a J_n (2m)" 4A%A, - (2m)t ATA,

verbleibt. In diesen Termen ist eine Entwicklung nach a durchzufiihren. Diese Ent-
wicklung wird um ¢ — ap gemacht, so dal die Entwicklungen

§ = -+ apuyucos(du) + O(a”) (4.183)
Ar = Ai+3p-G+0() (4.184)
5, = §,+ap,E,+ O(a®) (4.185)
¢, = &,—ap,3,+ O(a?) (4.186)
A% - ALQ ~20— QPPQpSAngF b, O(a’) (4.187)

bendtigt werden. Die letzte Entwicklung ist dabei nicht sofort zu erkennen, sie ist
in (D.3) zu finden.

Mit den angegebenen Ersetzungen erhélt man fiir die beiden zuvor identifizierten
endlichen Integrale

I Y Y S .9 o4 R xoxoxox
920 14 d*q 5,5:5,5:4 9 T d*q A13,5:5,C:r
A—— — A—

o L eniaRiA, YT a )Gt R2A,

7rd4q.§§pé§& Wd4q§§§p5&
+2C ’l.7'2/ PT~P~PT + 2C ,l-r2/ PT~P~TT
R A 7 Ty X7 S A A ¢ V.78
PO i /” d%q 55578,5:p co8(du)Vu
_.(2m)4 4A2A,
9 20 . 9 T d4q gpngpgTﬁ(p : d - 2puq~ugi + 2T2A1p : d)
—2g Latr o)A e
_x (2m) 4A2A2
™ dYq A15,5,.p,8,Ex o (™ dYq A15,5:5,p,5 7,
—g2CAir2/ L e Detetrd +g2CAzr2/ L 220 el
- (271') A1A2 - (271') A1A2

™ d% p-G5,5.5,6.y
2 -2 PpPeTEPET IT
—qg°Cyir / ——
I ) @ 2A7A,
+9 20 Z-rz /Tr d4q Algpgrgpérf)’r(p : ‘j - 2puq~u§i + 27'2A1p ' ‘j)
I ], ) R2A2

. (4.188)

Die ¢g-Abhéngigkeit der auftretenden Terme ist durch ¢ — ap gegeben. Daher wird
eine Substitution ¢ — ¢ + ap durchgefiihrt. Die Integrationsgrenzen konnen dabei
unverdndert belassen werden, da die Integranden alle 27-periodisch sind. Damit
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ergibt sich

T d4 . s d4 .
gQCAz'rz/ g p-af +gZCAz'r2/ g p-af

—r (27T)4 8A1A2 —r (27T)4 8A1A2
i d4q ¢ . i d4q ¢A1
2 . 2 ry 2 2 7~
g Cair / _@ryiaa, 9 G / _2m)ish,
—g2C 4ir? /« d'q d(p-a—2puqus, +2r*Ap - q)
I (e 203
" d%q¢ p-ad T dYg pA
2 -2 2 -2 Pa1
g Cair / _emiana, Y Cair / _(2m)t4A,
" d% p-qgf
2 2
I Cair /r (27T)4 4A1A2
™ d'q 4(p-q — 2puqust + 2r2Aip - q)
2y - 2 uduSy
o Cair / )’ A2
™ d'q p-gd T d'q P
2~ -2 2 ;2 r
= g Cair /,r Gr)ianA, T AT /W (271 1A,
T d4q ﬁAI
20 . 2/ r=1
TIEAT | an)iea,
™ dtq d(p-q — 2puqus? + 2r2Aip - q)
2~ -2 w9uSy
41
+9°Cyir /_7r ) 272 (4.189)
™ 4
Og . 9 9 d q A4 1 Al A4 A5 2A1A4
— B0 - ST S e e .
I CATATT /,r (27)1 ( A, T, T, Taar T AR T Az

(4.190)

Dies ist das Endergebnis fiir die endlichen Terme, die am Anfang identifiziert wurden.

Es ist noch das im Limes ap — 0 divergente Integral zu berechnen, wozu der Z&hler
des Integranden um q — ap entwickelt wird. Dies fiihrt auf die Terme

eyl / ™ d'g 55rColr Yol Ve
a)_,(2m)*  4A2A,
1 4 d4q gpgrépér”)’p%/}/r 2 . i d4q §p§7'pp§pér’7p%7r
/ —|—g CAZ/

= —g2CA— ~ X
a) . (2m)t 4NN, x (2m)* 4ATA,

™ d%q 3,8,8pr5 Y
2 . poTCplToT [pU IT
C =
9 AZ/W @r)t 4AA,

i d4 S ~T~ ~7' - T
_2C4i / (2;;4 SpPrCpCrPu C:SA(;JA WD)V VT (4.191)
- 1222

Durch die Substitution ¢ — g + ap ergibt dies

(T d'q ddd T d'q sippvedd ™ d'q sZpddy
—201/ u+20z'/ ””5’+20i/
T emtieatk, TN ot sk, YL (m)t sata,
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—g?Cai /7r L @Mv + g*Cai /7r Ly Sippgf?/”d
—r (27T)4 16A%A2 - (27T)4 SA%A2
i g d4 A ™ d4
_ —gZCA—/ q4 ﬁ 4V _92 AZ/ q4 ﬁﬁdv
a ) . (2m)* 16A2A, _x (2m)*16A3A,

T d'q  pA, T dlq —3PALAL + 252Dy,
27 2 - 1 pPudy Y
29 (4.192
97 Clai /_,r )i 1604, 9 ¢4l /_,r (2m)? 8AZA, (4.192)

Unter dem Integral kann man ¢p¢ durch —1Ayp ersetzen. Damit, und mit (D.1) und
(D.11) ergibt sich

(" d'q T d'q  dpd
- 20 1/ - ~1 v 20 Z/ < \a [9
940 |, @) 16A; A, A ey 64A2A,

i [T dYq  dAs i [T d'q d(As —r2A2)
+2C—/ u—2C—/ 1
g Aa ™ (27‘-)4 4A%A2 g Aa -7 (27T)4 4A1A1A2

[T dlq pAL(As — r?AY)
2 1
g O / _2nf 3AMA,

T d4q ]ﬁA4 T d4q IﬁAE)
2 : 2 :
+g CAZ/W (2%)4 32A1A2 +g CAZ/W (2%)4 16A%A2. (4193)

Zwei der endlichen Integrale haben weiterhin einen Vorfaktor é, so dafl zunéchst nur
diese beiden Integrale weiter berechnet werden:

i [T d'q ¢A i [T d'q d(As —r2A2
g2CA—/ Q4 q 3 _g2CA_/ Q4¢( 3 1)
aJ_n (27T) 4A%A2 aJ _n (27T) 4AIAIAZ

92Cui / ™ d'q 4As(p-q — 2puqus;, +2r°Aip - q)
- A

. (2m)4 2A2A2
e [ p A gl
) et 1ATA, I | Boi T SATA,
(4.194)
o T dM [ —ARAL 20505, AsAL (22— Ay) (A —r2A2)
= g°Caip —-r
. (27)4 8A2ZA?2 4A A2 8AZA,
Ay(Ag — r2A2)
- 4.1
32ATA, (4.195)

Damit ergibt sich fiir den kompletten Ausdruck (4.193)

2 @[T d'q Y A
g CAa/_,r @r)16a,%, ¢ O /_w (2m)* 64A2A,
T Ci /” d'q <—A3A4 PN Ashs | (2= A))(As = 1?AY)
L @) SAZAZ 1A, A2 RAZA,
A, As
3nA, T 16A§A2> '

(4.196)
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Mit der Integraltabelle aus [EM] lassen sich auch die beiden verbleibenden diver-
genten Integrale

: /7r d4q q 2 [T d4q YpSpCo
a ) . (277')4 16A1£1 - ( )4 16AIAI
1 1 1672
= 1o 22}6 <—— In(a’®p?) — JvE T+ §Foooo +1- 16 Zoooo)
1 . 1 1 1
und

T d'q  idpd , ™ d%q s,cps.Cr
— mvyrey ol —4iv,py- 5V fA N2 R
—r ( 7T) 64A1A1 - ( ﬂ-) 64A1A2

1. 1 1 1 1 167?
= 167r2m <—§ In(a®p?) — 5 VE + §F0000 + 5" 16 Z0000>
1. 1 9 9v 1 1 1

berechnen. Damit ergibt sich fiir das zu Anfang als divergent identifizierte Integral:

a ) 3
4—;CAZI5< - 1n(a2p2) — v + Foom + B

o [T d'q [ —A3A4 +2A3A; JAsAy (2= A (A —r2A2)
+4m )3 . I

9A?A2 "AA] 2AZA,
Ay As

tsaat 4A%A2> > (4.199)

Mit den zuvor berechneten Termen ergibt sich:

3
nA1-e)  — %Cﬂ'ﬁ< —In(a®p®) — v& + Fooor + =
47 2
—|—47T2 /7r d4q —A3A4 + 2A3A5 4 (2 — Al)(Ag — TZA%)
_p (2m)* 2A2A2 2A2A,
Ay As AV 5 1 IWATYYAV!
Tsaa, TanA, T ana, T A, T AM
A A A A{A
2 21 2 =24 255 42124
+r 2A2—|-r 272 r A2 r A2 >>
T d4q 1 )
_ECA 47'(' (271')4 E + O(mo) + (’)(a) (4200)

Als niichstes ist der my-abhingige Term von (4.178) zu berechnen. Die Divergenz
dieses Terms ist wieder vom Typ log(ap). Andert man in den auftretenden Cosinus-
Funktionen das Argument von z.B. ¢ nach g+ap oder ¢—ap, so sind die Korrekturen
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endlich und proportional zu a. Man kann somit c, ohne zusétzliche Korrekturen
durch ¢, oder ¢, ersetzen. Damit lautet der Zahler:

3,(i7,c, + 13,)(—id + 2rAy)?(ivrcr + 13,)3,
= YpCo8 ol VrCrEr + 4T A1Y,Cp8 o VrCr B — ATP A2 0,5 70 Cr 8y
—ir8,8 )4 yrCr 8y + 47°5,8 ) A1 gy Cr 3y + 4ir35,5,A2q, ¢, 8,
—i1,Cp8 o8- 87 + A7%5:8: A1Y,0,5 0 + 4ir%5,.5,A3y,¢,5,
—128,8,5, 8,44 — 4ir>5,5,5, 5, 4A; + 4r%5,5,5,5, A (4.201)
Von diesen Termen ist nur der erste divergent. In den konvergenten Termen ist es
erlaubt, §, und $, durch s, zu ersetzen, da dies nur ein O(a)-Effekt ist. Aulerdem
kann in diesen Termen der Limes ap — 0 gebildet werden, indem man im Nenner
ap = 0 setzt. Damit verschwinden unter dem Integral alle konvergenten Terme, die
ungerade in ¢ sind. Man verbleibt mit:
Vo8 A4V, Er 8, — dr7ATc, 5,057, 7r + 4T2AlsicTsT;j’yT
+4r2A152c,8 708 — 125555 A + 47’45253Af
= AjAy — AgAy 4+ 2r2A2A, + 4 AL (4.202)
Dabei wurde A, = 4(A; — A;) ausgenutzt, wobei der Term in Az endlich ist, so daB
man den Limes ap — 0 betrachten kann.
Mit dem Nenner lautet dieses Ergebnis:
m gQC /7r d4q A4 —A3A4 + 2T2A%A4 + 47"4A£11
A | )t 44, A2 4ATA3 '

In dem zweiten Term sind die endlichen Anteile zusammengefafit, der erste Term

(4.203)

™

enthélt die Divergenz. Abgesehen von einem zusétzlichen Vorfaktor trat der diver-
gente Term auch schon in der Feynman-Eichung auf, so daf§ das Ergebnis dafiir

direkt iibernommen werden kann. Man erhdlt damit fiir den my-abhingigen Term

von Y(A).(1-a)

ag 2 2 5
—2Cy ¢ -1 — F, —
1A { n(a“p®) — ve + Fooor + 5

4? /’T d'q Ag(As —r?A}(2A, — Az +1r2A})

. @2n) AIAZ
—|—47‘(‘2 /W d4q —A3A4 + 2T2A%A4 + 41"4A%
—r (2m)* ATA;

5 —a
- %cA {— In(a’p”) = v + Fooor + 5 — anI) )} . (4.204)

Es ist noch der zweite Graph in Landau-Eichung zu berechnen. Dazu ist zu dem
Term aus der Feynman-Eichung der folgende Term zu addieren:

B L[ d4q q q
(B)(l-a) _— _ 200, — ' <_P) i i ' ( P)
X 90Ca o /7r @) sin | 5 [isin(ap,) — r cos(ap,)] sin 5
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2
X [2 Z sin? %"]
o

1

1

2a

EE(B),FEY
4

_QOCA

Insgesamt ergibt sich:

Z(A),FEY_Fz(A),(lfa)+Z(B),FEY+2(B),(17(1) — ZﬁEfAN—FmOEgAN—'—

+47r2/
e (

Dabei ist:
1

2

Qs

_ g, [_

EfAN

47

+0(m2) + O(a)

|

—C
47 A

1
—= 4 4x?

a
—SCA 5

47

EgAN

[3 In(a2p?)

d4

—95Ca - [isin(ap,) — 7 cos(ap,)]

isin(ap,) — rcos(an,)] [

og r 4
Soaar? |-
47 Cadm [ z]ﬁ/ 271' (2m)4 8A1 /_Tr

+7?

/” d*q sin® (%)
—r (2m)" 447
T 1
- (2m)4 164,

d'q 1
(271')4 2A1

|

r
LAN
_20

d'q [ —AsAg + 20545
27)4 < 2A2A2 a
(2 — A1)(As —r?Ad)
2AZA,
As
1AZA,
Ay

L AsA
AA2

Ay
AL,
Ay
2,
As
4NN,

_ 1"2 A4
AAL A,
A5
VANV
Ag(Ag — r2A2)
O 4ARA,

1
A,

3
8A;

+ 3r2

1 A1A
A3
A
_ 221
r A,

+ 72 +

)

_|_

(1527 + 14720) | + 000ud) + 00w

15
+ 37 — 3Fp001 — >

T2A4 - ].67"2A1 + 47’2A% A4 A3A4

(4.205)

(4.206)

(4.207)
(4.208)

(4.209)

. (4.210)

(4.211)

(4.212)

[

27)
d*q

3 (

A2  16A2
(3 - Al)A4(A3 - T2A%)(2A1 -

ATA3

[

+0(m3) + O(a)
%cA l3 In(a?p?)
+0(m3) + O(a)

2m)4

ATA3

15

+ 37 — 3Fpo01 — Cln 4 (Igfy + ]g;a))

Ag + T'2A%)-

)

(4.213)

(4.214)
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und
ReAN = uIEY, (4.215)

Die beiden numerisch zu berechnenden Integrale wurden im Anhang ermittelt, fiir
r = 1 ergibt sich
187 = —1{7% = 0.064801 (4.216)

4.4.4.2 Bestimmung von ZF/LAT

Der nackte Fermion-Propagator auf dem Gitter ist vom Typ
Spt=—ip (1= Z{T) +m (1 - £347), (4.217)

wobei der Term 73, in der Konstanten m absorbiert wurde. Der im MS-Schema
renormierte Propagator im Kontinuum sieht wie folgt aus:

SEUMS — iy (1 - 2{‘75) +m (1 - ZQTS) (4.218)

MS/LAT
zZs/

Damit ist die Renormierungskonstante in diesem Schema iiber (4.83) de-

finiert, und man erhalt:
S a
Zi\/IS/LAT,FEY — 14 4—20,4 (ln (a,u)2 +vp — Fooor — 1+ 47T2I£‘IEY)
= 1+ 52Cy (In(op)? + 12.852) (4.219)
T
und
FS/LAT,LAN ag 1 l-a
AT — 14 o (gt (127 1))
Qg
= 14+ —=C4(16.644). (4.220)
4T
Um den Propagator vollstdndig zu renormieren, ist auch noch eine Renormierungs-
konstante Z,, fiir die Masse einzufiihren, die ebenso in diesem Schema definiert wird.

4.4.4.3 Bestimmung von Z)I\H

Alternativ kann man den Propagator auch ohne Zuhilfenahme von Gréflen aus dem
Kontinuum berechnen, indem der Propagator im RI-Schema renormiert wird. Die
Renormierungskonstante Z§ ist iiber (4.91) definiert. Mit

o
ST (p? = @?) = 4_;CA (In(ap)® + 76 — Fooor — 2 + 4n°I5,"") (4.221)
und A
1 HRLAT,FEY 1ag
16(Nc2 - 1) (71]}6 app 2,2 2 4m ! ( )
p’=n
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ergibt sich fiir die Feynman-Eichung:

3
ZEE 14 %5, <1n(au)2 o Fogm — 47 1ng> (4.223)

— 14 %CA [In(ag)? + 12.352] (4.224)
T
In der Landau-Eichung hat man mit
Qg 1 -«
AN = %) = 04 (—5 + 4 (15 + I, >)> (4.225)
und LAT,LAN
1 [5) S
———Tr -1 =0 4.226
pr=p
fiir die Renormierungskonstante
RI,LAN as 1 2 ( fFEY (1-a)
Z! = 1450 (5 +4n (Izl + 1 ) (4.227)
Qg
= 1+ —=C4(16.644). (4.228)
4r
4.4.4.4 Bestimmung von ZF/LAT
Die Renormierungskonstante ZF /LAT ist iiber (4.85) definiert, und sie ergibt sich

fiir die Feynman-Eichung zu

ZySIPATERY — 14 250, (~3In(an)? - 3yp + 3Fon + 3+ 4n” (IEFY + L))
= 1+ 2Ca (~3In(ap)? +12.952) (4.229)

und in der Landau-Eichung zu

ZVS/LATLAN _ | | %CA (—31n(ap)?® + 12.952) . (4.230)
m

4.4.4.5 Bestimmung von Z,,IEI

In dem RI-Schema erhilt man gem&f der Definition in (4.93)

17
ZELFEY  _ 14 Z—;CA (—3 In(ap)® — 3vE + 3Fo001 + 5 T Ar? (IEPY + Ing)>

— 14 %CA (=3 In(ap)? + 18.452) (4.231)
T
und
(6]
ZRLIAN  — 14 4—;0,4 (—31n(ap)? — 3yg + 3Fooo + 7 + 4n? (I5EY + I5EY))

— 14 %CA (=3 1In(ap)? + 16.952) . (4.232)
T
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4.4.5 Skalare Dichte

Als néchstes wird die skalare Dichte auf dem Gitter in 1-Loop berechnet. Die entspre-
chende Renormierungskonstante wird wieder in den beiden zuvor benutzten Sche-
mata MS und RI angegeben.

4.4.5.1 Berechnung der nackten Groéfien

Es wird also im folgenden der Vertex Ap(p) aus Abb. 4.6 im Fall I' = 1 berechnet.
Dieser Ausdruck ist durch

™

Ap) = / (gﬁl;‘/,f”(p — k,p)So(p — k)1Sy(p — k)V,(p,p — k)G po(k)  (4.233)

gegeben. Die Integrationsvariable &, tritt dabei nur in der Kombination ak, auf, so
dafl wie beim Propagator die Substitution ak, — k, durchgefiihrt werden kann. Da
zwei Fermionenpropagatoren und ein Gluonpropagator auftreten, verbleiben durch
diese Substitution keine weiteren Vorfaktoren in a. Auflerdem wird eine neue Inte-
grationsvariable g, := ap, — k, eingefiihrt.

Feynman-Eichung (a = 1)

In der Feynman-Eichung lautet damit der Ausdruck:

b1 — s ron (52 s (05

. . . 2.4
X |—1 Zq/)\ sin g\ + 2r Z sm2(§)‘) 1
L y

. . . 2.4
X |—1 Z'y)\ sin gy + 2r Z sm2(5)‘)
B A A

-1

Y sin®(q,) + 4r? (Z sin? (%)) (4.234)

Man erkennt, dafl das Integral dasselbe ist, das bereits fiir den my-abhingigen Teil
des Propagators in Feynman-Eichung (4.109) berechnet wurde. Das Ergebnis kann

X

somit sofort iibernommen werden, und man erhélt:

< (o}
Ax(p) = 4—7f_CA [—41n(a®p®) — dyp + 4Fpoo1 + 10 + 4n’IFFY] + O(a)  (4.235)
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r

(p—Fk),d (p—k),d

D, a p,b
) k,c )

Abbildung 4.6: 1-Loop-Korrektur auf dem Gitter

Landau-Eichung (« = 0)

Fiir die Landau-Eichung ist noch der folgende Term zu berechnen:

- T g4 —a
(1-a) — _2 49 ). (92—ap
N = —den | o { ("),
X |7y, cos (L —|—2ap),,> + rsin (L +2ap)”>}

. . . 2,4
X —zZ’y)\sm q)\+2r251n2(§)‘) 1
A

A

. . . 2.4
X —127)\ sin q)‘—i—QTZsmz(?)‘)
LA ) i

« i, cos (AT | i (AF )] g, (102
i 2 2 2/,
- -2

-2

Y sin’(q) + 4r? (Z sin? (%")) (4.236)

X

Auch dieser Term ist identisch zu dem entsprechenden mg-abhéngigen Term im
Propagator (4.178), so dafl man mit

M@ = A7)+ M)
15 —a
= Z—;CA {—31n(a2p2) - 3’)’E + 3F0001 + 7 + 471'2 (Ing + Igz )) }

+0(a) (4.237)

verbleibt.
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4.4.5.2 Bestimmung von Zéw_s/LAT

Mit (4.89) ergibt sich

zg ST = 14 70, (31n(ap)? ~ 12.952) (4.238)
T
und _ o
Zé\/IS/LAT,LAN — 14 4_SCA (3 1n(a,u)2 _ 12.952) ) (4.239)
T

4.4.5.3 Bestimmung von ng

Wie zuvor wird in diesem Schema die betrachtete Grofie nicht an einen Kontinu-
umswert angepaft, sondern an den Gitterwert in der freien Theorie bei p? = u2.
Allerdings bekommt man dabei Probleme mit den Diracindizes, so dal zumindest
fiir die Renormierungskonstante der pseudoskalaren Dichte der berechnete Wert mit
vs zu multiplizieren ist, und davon dann die Spur zu bilden ist. Die Renormierungs-
konstante der skalaren Dichte ergibt sich also aus folgender Gleichung:

ZHZ§ =1 - M (0 = ) (4.240)
Nach Vergleich mit Zf' lautet die Renormierungskonstante in Feynman-Eichung
ZEDFEY _q Z—;CA (31n(ap?) — 18.452) , (4.241)
und in Landau-Eichung

ZENEAN _ 1 4 Z—;CA (31n(a’u”) — 16.952) . (4.242)

4.4.6 Pseudoskalare Dichte

Im Kontinuum war es mdglich, von Zg im Fall m = 0 direkt auf Zp zu schlielen.
Der Grund dafiir war, da} man das zusédtzliche 5 ohne zusétzliche Vorzeichen an
das Ende der Formel ziehen konnte:

Ay (p) = Au(p)s (4.243)

Auf dem Gitter ist dies auf Grund der Wilson-Terme nicht so einfach moglich, da
sich das ~y5 nicht ohne zusétzliche Effekte an das Ende der Gleichung schreiben 148t.
Daher muf} die pseudoskalare Dichte zusitzlich berechnet werden.
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4.4.6.1 Berechnung der nackten Groéfle

Feynman-Eichung (a =1)

Folgende Grofe ist zu berechnen:

< ™ dYq q+ap g+ ap
FEY _ 2 - .
A’ys (p) - gOCA /7|- (271_)4 [Z’Yp COSs < 9 >p —+ 7 sin < 5 )

s !—i ; Yasin gy + 27 sin? %}‘]

X |17, c08 (q—Bap) + rsin <q+2ap> ]
P P

- -1
. qg—ap
x |4 2
3 sin ( : ) ]
L u K
_ 0 —2
X Z sin? ¢, + 4r® (Z sin? q_2,,> (4.244)

Der Zahler lautet also:

X —iny)\ sin gy + 2r sin? %
A

(©7pCp + 75,)(—ig + 2r A1) vs(—id + 2r A1) (ivpc, + 7)) (4.245)

Man erkennt, dafl sich das 75 nicht wie im Kontinuum ganz nach rechts schieben
148t, ohne die relativen Vorzeichen der einzelnen Terme zu verdndern.

Nach dem Ausmultiplizieren und Anwenden der Rechenregeln fiir Gamma-Matrizen
identifiziert man zunichst mittels power-counting die Terme, die im Endergebnis
endlich bleiben. Von diesen brauchen — wie zuvor — nur diejenigen beriicksichtigt zu
werden, die gerade in der Integrationsvariablen ¢ sind, da der Nenner ebenfalls gerade
ist. Ferner kann man die Terme durch Anwenden von {v,,7s} = 0 so umformen,
daf} das im Vergleich zur skalaren Dichte hinzugefiigte 5 jeweils ganz rechts steht.
Damit nimmt der Z&hler die Gestalt

cf,q2’y5 + 4r2Afcf,75 + r232q2’y5 + 4r4Afs,2;y5

= (4 - Al)q275 + 47’2(4 - A1)A%75 + 7’2A1q275 + 47’4Ai’75 (4-246)

an. Insbesondere ist der erste Summand der einzige, der auf eine Divergenz fiihrt.
Er stimmt, abgesehen von dem <5, mit dem divergenten Term der skalaren Dichte
iiberein.

Damit ergibt sich:

- 4 d4q 4A4
;\FE'Y(p) 92CA/ Y,
Y5 0 4 . —a 5
_. (2m) 43, sin’ ((q 219);4) A2
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™ dlq —AAL + 16724 — 4r2A% + r2A Ay + 4r1A3
+900A 1

o) 4N A2 75
+0(a) (4.247)
Mt As — 12A2)(2A, — Ay + 12A2
1 1 - 2, —
2 L B = rA)RA = As +17A) (4.248)
Al " 16A? AZAZ

kann man aus dem divergenten Integral noch einen endlichen Anteil extrahieren und
erhilt so fiir den konvergenten Teil von ALPY (p) insgesamt

A4(4A3 — 4T2A%)(2A1 - Ag + TQA%)

—A1A4 + ].67"2A1 - 4T2A:1; + 7"2A1A4 + 4T4Ai’
* 1A, A2 e
Aoly AN 1, A RY-ST.Y
= A2 V5 A3 A 5T 575 — 5 V5
ATAS ATAZ 2" A A3 A3

LA Lol el 201 + 1A (4.249)
~2 /5 ~r? ~2 /5 r -7 ’)’5 rt 25 .
4 A2 4 A2 A% A2 A%

Der komplette nackte Vertex ist dann also durch

+4ﬂ_2 /7r (;1434 <A3A4 _ A§A4 .2 AZ 4A1A4
™

OAZA2 T 4AINZ T SAAZ T TAA2
Ay 5 Ay LA LA A2 )}
Vs

+r +ri—= - +r

 16A2 16A2 = A2 4A2 4A2
+0(a) (4.250)
= 5+ Z—;CA [—41n(a®p?) — 4vg + 4Fpo01 + 10 + 47 IF Y] v5 + O(a)
(4.251)
gegeben. I5¥Y wurde im Anhang berechnet, und es ergibt sich fiir r = 1:

IEEY =0.071126 (4.252)
Landau-Eichung (a = 0)

Analog zur Betrachtung der skalaren Dichte erhilt man im Fall der pseudoskalaren
Dichte den Ausdruck

. ™ dq q—ap
-« _ 2 :
) = o [ oo {< "),
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[inos (1522 ) < (0]

. . . q
X | —1 Zq/)\ sin gy + 27 Zs1n2(§)‘) Vs
DY A

. . . 2,4
X |—1 Z'y)\ sin gy + 2r Zsm%é‘)
A )

(57 (5 (57)

-2

X 2Zsin2 <%>]

o

o 2
X XU: sin?(qy) + 472 (XU: sin? (%")) . (4.253)
Der Zé&hler des Integranden schreibt sich daher als
Sp(ivpc, +18,)(—ig + 2rAy)ys(—ig + 2rAq) (9yrcr + 757) 3, (4.254)
Durch Vertauschen der Gamma-Matrizen erhilt man hieraus

8,87 (17,0, + 78,) (—ig + 2rAy) (i + 2rAy) (—ivrcr + 757)7s
= 5,5 (iv,c, + 78,) (472 A + @) (—ivrc, + T80 )5
= 5,5 (Vp¥rCoCr + iT8,Y,Cp — iTSyYrCr + T75.8,) (472 AT + Ag)vs

~ o~ . . 2
= spsT{”yp%cchA4 FirSYpCo Ay — 178, VrC Ay + 175,85,

HAr%y v o AT + 4irt s y,c, AT — dirts e AT + 47"45p57A%}’Y5- (4.255)

Nur der erste Term ist divergent, in den anderen kann man 5, durch s, ersetzen.
Unter Vernachldssigung der in ¢ ungeraden, endlichen Terme erh&lt man:

(808:7pVrCpCr D + 12525204 + 417,775 ,Cp5,¢ AT + 41"43233A%)’y5 (4.256)
Unter dem Integral kann man dies weiter zu
(8,87, VrCplr Ay + 272 ATA, + 47 AT y5
1-
= <1A4A4 + 27‘2A%A4 + 47’4A%> Y5
_ (AlA4 ~AgAy 222N, + 4r4A‘f) s (4.257)

umformen.
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In den konvergenten Termen kann die Tilde fortgelassen werden, da es sich dabei

nur um O(a)-Effekte handelt, und mit dem Nenner ﬁ erhilt man insgesamt
1=2

denselben Ausdruck wie bei der skalaren Dichte

~ T d4q A4 —A3A4 + 2T2A2A4 + 4T4A4
A(lfa) — 20 / i 1 1 O
Y5 (p) gO A . (271_)4 4A1A% 4A%Ag Vs + (a)
(4.258)
Dies ist das Ergebnis aus (4.203), und es folgt
- 5 —a
AG(p) = T2Ca {1n<a2p2> + 75 = Fooon — 3 + 477§, ’} 75+ 0(a)  (4.250)

sowie das Endergebnis
A’IYJfN(p) = ]\fsEY(p) + A’(é—a) (p)
15 .
= Z—;CA {—31n(a2p2) — 3vE + 3F001 + 5 + 472 (IEEY n 182 ))}

+0(a) (4.260)

4.4.6.2 Bestimmung von ZF/LAT

Wie im skalaren Fall erhédlt man aus den obigen Berechnungen sofort die Renormie-
rungskonstante der pseudoskalaren Dichte im MS Schema:

ZpIPATEEY — 14 2204 (8In(a”u?) + 3yg — 8Funnr — 3 — 4n*(IEY + IF™Y)

— 14 Z—;CA(?) In(a2u?) — 22.595) (4.261)
ZMS/LATLAN - _ 4 %CA@ In(a2u?) — 22.595). (4.262)

4.4.6.3 Bestimmung von Z};H

Auch in dem RI-Schema folgt die Renormierungskonstante analog zum Fall der
skalaren Dichte:

17
ZJIDU’FEY = 1+ % <3ln(‘12ﬂ2) + 37 — 3Fo001 — 5 4 (I;EY + IEEY)>
sy
— 14 %(31n(a2p2) — 28.095) (4.263)
sy
a
ZﬁI’LAN = 1+ 4—; (3In(a’u®) + 3vg — 3Fpoor — 7 — 4n? (I&7Y + IFPY))

— 14 %(31n(a2p2) ~ 26.595) (4.264)
m
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4.4.7 Axialer Vektorstrom

Als letzte Grofle aus der chiralen Ward-Identitdt wird der axiale Strom auf dem
Gitter betrachtet. Der Vektorstrom mufl dabei nicht betrachtet werden, da er, wie
schon im Kontinuum, aufgrund der Majorana-Eigenschaft identisch Null ist.

4.4.7.1 Nackte Grofle

Nachdem in dem vorherigen Kapitel Ap(p) fiir ' = 1 und I’ = +; berechnet wurde,
wird nun der Fall I' = 7,75 betrachtet. In 1-Loop-Ordnung lautet der Vertex:

~ w/a dk B
Ay () = / o (274 VPCdb[)\, Ay N(p — kyky —p)Sr(p — k) vus

xSp(k — p)Ve¥ [\, Ay, N (p, =k, k — p)Dyo(k)  (4.265)

Wie bereits bei den vorherigen Gitterintegralen ist dies ein Integral in ak,, so daf
wieder die zuvor beschriebene Variablensubstitution durchgefiihrt werden kann. Au-
Berdem wird ebenfalls eine Integrationsvariable g, = ap, — k, eingefiihrt. Des wei-
teren soll ausschliellich der Fall verschwindender Gluino-Masse betrachtet werden.

Feynman-Eichung (a =1)

In Feyman-Eichung erh&lt man in 1-Loop-Ordnung:

N (0) = giCa /: (;1234{ [m,,cos (L;p)ﬂ> + rsin (L;P)p)]

X | —1 Z Ya sin gy + 27 Z sin? (q?)‘) YuYs
| A A i

X —iZ’y)\ sin gy —I—2rzsin2 (%)
| A A i

[onos (1502) 1 (000

-1

X -4Zsin2 <%>]

x Z:sinz(qT)+4r2 (EsinQ (q;))} } (4.266)

Es sind, wie im Fall der skalaren und pseudoskalaren Dichte, die im Limes ap — 0

divergenten Terme von den endlichen zu trennen. Bei den endlichen Termen kann
dann sofort der Limes gebildet werden, was zu einer deutlichen Vereinfachung fiihrt.
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Die divergenten Terme miissen dann weiter bearbeitet werden. Da sich an der prin-
zipiellen Struktur in den Impulsen im Vergleich zu den bisher berechneten Groéfien
nichts verdndert hat, ist klar, dafl auch dieses Integral logarithmisch divergent ist.
Mit den zuvor eingefiihrten Abkiirzungen sieht der Zahler wie folgt aus:

(ivpcp +78,) (—ig + 2rAy) v, vs(—ig + 2rAq) (iy,c, +75,) (4.267)

Fiir die weitere Betrachtung muf} dieser Zahler ausmultipliziert werden, um divergen-
te und konvergente Teile weiter zu trennen. Erneut zeigt einfaches power-counting,
daf nur der Term v,c,4v,v547,¢, einen fiir ap — 0 divergenten Beitrag liefert. Alle
anderen Terme liefern in diesem Limes endliche Beitrdge, so daf} fiir diese sofort
ap = 0 gesetzt werden kann. Damit wird der Nenner in ¢ gerade, so dal nach Bil-
dung des Integrals die ungeraden Terme in g im Z&hler wegfallen. Man verbleibt also
nur noch mit den Termen gerade in ¢, also mit den folgenden:

Yl Vu st e + 277 Dicps ) (Vuyst o + dVuV5 Y0 + Vo VuYsd + Vo Vi Vs)
—r2 2y ysd — ArP ALy Yuvs Y, + At AT S2 s (4.268)

Mit den bekannten Rechenregeln ergibt sich:

Vu Vst Vo + 4VuYsYo + Vo VuVsd + Vol VuVs
= (WY = W¥uYo — Vo VuVo + VoV Vu) @5 (4.269)
= 2(Vp M Yu — Vo VuVo) &5 (4.270)
= 4(gpVuYs — SupdtYs) (4.271)

Damit folgt fiir die verbleibenden Terme im Z&hler:

Yol Vu Vst Vo + 877 A1¢,8,(0,1u Y5 — Suptlvs) + 7255 (20 — ¥ua*) V5
+4r2 A2 (20,7, — Yu)vs + 47 ATSS Y5 (4.272)

Als néchstes ist die Summe iiber p auszufiihren. Dabei sind wieder die bereits be-

kannten Rechenregeln auszunutzen, wie z.B. das Additionstheorem, oder die Regel,

2
n

dem Integral ¢.¢ = q.q,7 = Y.q*, da der Term fiir v # p ungerade in ¢ ist, und

dafl man s; unter dem Integral durch i Zu si ersetzen kann. Des weiteren ist unter

damit unter dem Integral verschwindet. Man verbleibt mit:

YoV vst e + 477 A (@ Vu — qud) s + 7221 (2qud — Vud") Vs
+4r? A2y, — (4 — AD)va)ys + 4rtAdyuvs (4.273)

5
= s tp + 5 DAY + 20 ALyys — 8P ALYy + 4rt Ay, s (4.274)

Power-counting, das bereits mehrfach durchgefiihrt wurde, zeigt, dal nur der erste
Term inklusive Nenner divergiert. Dieser Term wird nun weiter betrachtet:

SVl Vst = e (20, — 47)75 75 (4.275)
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= 26007l s — o8V Ve Y5 (4.276)
= 2630u(20u — dY0) V505 — €50° (20,4 — Vo) V0V (4.277)
= 40,075 — 26,0uds — 20uCo0 Vs + 0" Y Ys  (4.278)

=4 Z C§quM7p75 - 2(4 - Al)qud75

p
_2A4CZVM’Y5 + (4= A1) A (4.279)
= 4 0077 — 4 5200w Vp Vs — Squdrs + 2010udvs
P P

—2847u75 + 28485775 + 400775 — D1 Asy s (4.280)

Nutzt man wieder aus, das g,g, nur fiir 4 = v einen Beitrag liefert, so folgt weiter:

Aqudrys — 4S5 Ys — 8audys + 2014 Va5 —

204,75 + 2A4siq/”75 + 404775 — DAy ys (4.281)
= 2047, — 4qudvs — Dsyuvs + %AlAymg, + %AlAymf, — A1 Ayy,75 (4.282)
= 284747 — 44udrs — D515 (4.283)

In den ersten beiden Termen steckt die Divergenz, damit folgt als Zwischenergebnis:

~ ™ dYq 24y, — 4
ATPY(p) = g3Ca / i — 40,4 s
(2m)* [42 sin ( 4ap)e )] A2

2 Q4 d4q —As + 5r2A1A4 + 27’2A§ — 87‘2A% + 47"4Ai’
+go AYus B (27_(_)4 4A1A%
+0(a) (4.284)

Die Grofle ist in zwei Integrale aufgeteilt, wovon das erste bei ap — 0 logarithmisch
divergent ist, wihrend das zweite endlich ist.

Um auf bekannte Formeln fiir das erste Integral zuriickgreifen zu kénnen, wird in
diesem Integral der fermionische Propagator A, durch den bosonischen A; ausge-

driickt:
1 1 (A3 — T2A%)(2A1 — A3 + TzA%)

I +
A2~ 16A? AZAZ

In dem zweiten Term, der ein konvergentes Integral liefert, 148t sich wieder argumen-

(4.285)

tieren, daf}, weil der Nenner nach der Limesbildung gerade in ¢ ist, auch der Zahler
gerade in ¢ sein muf. Damit wird aus dem 2A4y, — 4q,¢ im Z&hler des endlichen
Integrals ein A47y,. Damit ergibt sich durch die Substitution:

™ 4 .

AFEz/'(p) — %CA167T2 d q 2A4’Yu 4qM¢ Vs

Yu 9
m o (2m)* [42 sin (q ap), )] [43, sin® (Z)]

aSC 2 " d4q A4 A 2A2 A A 2A2
+E A7M75167T . (27T)4 4A:£,A%( 3T 1)(2 1~ Azt 1)
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1 5
+m(—A5 + §T2A1A4 + 2T2A:{) — 8T2A% + 4T4A?) + O(G)
(4.286)
™ od? 204y, — 4
— %CA167T / g 47“ q“¢ 2’)’5
A (2m)* [42 sin (q ap)e )] [43", sin® (%)]
+%CA’YM’)/547T I+ O(a) (4.287)
Das divergente Integral lautet wie folgt:
™ oat 2047y, — 4
167‘(2/ q 4Vp qﬂq 275
_x (2m) [42 sin? (q ap), )] [43, sin® (%)]
™ at 29,,0,p0vq, — 4
~ 167 / (21 1 Tuluplvlp — “nlpYe s (4.288)
—n (2m)* [42 sin? (q Pe )] [43", sin® (%)]
= 167> (87.0u,Lp — 167,1,,) Vs (4.289)

Die Funktion I, wurde bereits in dem Kapitel {iber den Propagator eingefiihrt und
ihr Limes fiir ap — 0 diskutiert. In diesem Limes galt:

111 Duby

I, = —0uw(2—L - 4.290
w T 16m? {16”( 1)+ SpZ] (4.290)

Damit lautet das zu untersuchende Integral:

1672 (89,60, L,p — 167,1,,) Vs
1 1 1 16 pp

= 8 “(2—L)+=|—16 92— L) — —"Hy (4.201
s |32 L) + 5| = 163e1p2 ~ L) - $ s (4290

_ Iépu
= W (2— L) +1] =27 (4.292)

— _ 2 _ PPy

= % (= In(@*p*) = v + Fooor +3) = 2755 (4.293)

Es ergibt sich als Endergebnis auf dem Gitter

(07
AFEY(p) = 4—§CA |:’yﬂ’)/5 (— 1n(a2p2) — YE + F0001 + 3) - 2]6})”75 + 47T2IA:| + 0( )

Y5

(4.294)

die projizierte Grofle

1
R 0) = s ™ (AT @) (4.295)
lautet damit
5

Fiﬁ:(p) = %CA [_ 1n(a2p2) —vE + Fpoo1 + 2 + 47T2IA:| + O(a). (4.296)

Fiir das numerisch zu berechnende Integral ergibt sich fiir r = 1:

I4 = 0.005323 (4.297)
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Landau-Eichung (« = 0)

Um den axialen Strom in Landau-Eichung zu berechnen, ist der folgende Term zu
dem Ergebnis aus der Feynman-Eichung zu addieren:

A (-«
A’(YH’YS )(p)
= g3Ca / " dlq =5, (il + 75,) (i + 2rAn)yys(—id + 27 A) (i, 6 +75)5
— (2m)° 1R2A]
2C /n d'q —5,(iv,¢, +78,)(—id + 27’A1~)7,,(z¢ + 2rAy)(—iy. G- + rgT)gT%
- (27)* 4A2A2
(4.298)

Ausmultiplizieren und anschliefendes power-counting zeigen, dafl nur ein Term di-
vergent ist. In den endlichen Termen kann man ap zu Null setzen, da es sich dabei
nur um einen O(a)-Effekt handelt. Dann kénnen allerdings alle Terme weggelassen
werden, die ungerade in ¢ sind, da diese unter dem Integral verschwinden. Somit
verbleibt man mit:

—5808 1 (Eolr YoVl Vr + 272 A ps YoV — 22 Arcos ypudl + 47 Al c,cry
+r25957¢7u¢ - 27‘2Alspc7.q7”77 + 27‘2Alspc7.7”g% + 47'4A%5psr7u)75 (4.299)

Der erste Term ist der divergente. In diesem kann man das ¢ durch ¢ ersetzen, und
man verbleibt mit:

1- -
~ (i + 228300+ 4, ) o (4.300)

Der divergente Term lautet damit

™ d'q ddy.dd
—g2C / JHER 4.301
gO A . (271_)4 16A%Ag ( )

Mit
i - 1 i (A3 — T'QA%)(2A1 — A3 + TZA%)
A2 16A? A2 A2

ergibt sich ein weiterer endlicher Term, in dem man wieder ap zu Null setzen kann:

(4.302)

T 4 A2A—2A2 2A; — A 2A2
_ggCA/ d q 4( 3 r 1)( 1 3+7‘ 1) (4-303)

. (2m) 16ATAZ TuYs

Die Divergenz verbleibt in dem Term

" d'q ddvudd

2 [

—g CA/ Sy, (4.304)
077 ) . (2m)*256A2A2
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Als nichstes ist

G = qo—ap,(1—2s2)+ O(d®) (4.305)
G = Gp+ap,(1—2s2)+ O(a?) (4.306)

auszunutzen. Zunichst wird das erste ¢ nach a entwickelt, anschlieBend das zweite
¢. Man kann nicht beide ¢’s nach a entwickeln, da man dann aufgrund des A? im

Nenner {iber einen Pol vierter Ordnung bei ¢ = ap integrieren miifite. Es ist also
44,44 zanichst durch

A47ﬂ¢& + a&pp’)’p(l - 232)'}’;;%&, (4.307)
und dann durch
AsyuBs = aBiyudp,vp(1 — 252) + adp,v,(1 — 252)7,dd (4.308)

zu ersetzen. Die Terme in s? sind dabei vom Typ ax (endliches Integral) und kénnen
vernachlissigt werden. Mit A, = 4(A; — A3) ergibt sich daraus:

1621 A1, — 3281 Mgy, + 1642y, — al gy, dp + adpy.dd (4.309)

Insgesamt verbleibt man also mit

" T od'q p—2r?AIN,  ArtA}
All—a) . / 1 B 1
e (7) s o (27r)4{ AATA7  4ATA3

_AZ(A:; — T2A1)(2A1 — Ag + 7"2A%) Ag _ Ag }
16A%A2 8A3  16A7J MY

™ dYq 1
DA | Cmi16h,A,

T d'q ¢ Avudp dbvudd
+geC / e 2k + O(a). 4.310
ot (2W)4{256A‘;’A‘;’ 256A%A%}% (a) (4.310)

Die Integrale der ersten beiden Zeilen ergeben zusammen Null, was man mit

Ay = Ag+4r’A

erkennt:

—8r2A4A] — 167 A% — AZ(Az — 12 A2) (24, — Az + r°AY)
+2A3A1 (Ay + 4r2A3)? — AZ(Ay + 4r2A3)?
= —8r2AZAIA, + 32r°AYA] — 3272 ATAS
—8r2ATA Ay + 4(A5 — Ay))
=0 (4.312)
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Man verbleibt also mit

. ™ dg 1

Ao —g2C / _—
YuYs (p) 9oL A . (27T)4 16A1A17N75

_|_gcha/7r dq {Alj’uﬂ B Asj}’,lgfjﬁ B ﬁ]ﬁq:”M
0 = (2m)' L64ATAT  64ATAT  256AFA7

}75 + O(a). (4.313)

Der Term in Aj ist endlich, mit dem vorstehenden a kann dieser Term also ver-
nachléssigt werden. Auch die anderen beiden Integrale, vor denen ein Faktor a steht,
sind UV-endlich, allerdings nur mit dem vorstehenden Faktor a. Es ist daher der
Limes a — 0 zu betrachten. Mit

a/’r d'¢ sing, a/’r d'q sin g,
_r (27) 64A, A2 _p (2m)* 64> _sin (q ap) (Z sin (%)0)2
a® / e dlq sin(ag,)
o P15 (25in (a252) )? (X, (25in (a))?)

_ / = sin(ag,) i
~/a ( 2 sin (a Tp)T)2 (Zo’ (%sin (a%)a)2)

a—0 q qp
4.314
Rl e (4314
ergibt sich:
4 d4q Y, ﬁ}ﬁ —0 d4q q
2 a 2
gOCAa/ /;ﬂ (27]')4 64£1A%75 — gOCA’YH/YP¢ /(27_‘_)4 (q_p)pz(q2)2/y5 (4315)

Mit der Feynman Parametrisierung (2.196) verbleibt man mit

2 d'q ' 9o
0t [y |, =0~ i a T
_ 2 d4q ! (1 — 2 dp
- gOCA7M7p]6 /(271_)42/0 d (1 )[(q _ px)z 9 _ .77)]375 (4316)

+ p2z(1

d*q ! 1
= g2 2 ——2 [ dzz(l-— 4.31
gOCA’YMp /(271')4 /0' .'I?I( l’) [q2 -I-p2m(1 _ I)]375 ( 3 7)

Von (4.316) nach (4.317) wird die Verschiebung ¢ — ¢ + pz durchgefiihrt und alle
in ¢ ungeraden Terme werden weggelassen. Mit

d*k 1 B 1 I(n—D/2) 1
/(2#)4 (k2 +a2)n  (4m)D/2 T'(n) (a?)n-D/2 (4.318)

ergibt sich schliellich

T d q A Y a—0 1
QSCACL/ (2m)i 641A:i]52 - (47T)2930A'yﬂ'y5. (4.319)
i 2
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Das zweite UV-endliche Integral kann genauso berechnet werden:

~@Caa [ (d‘*q il oy /(d‘*q (4= P)opran(a = p)o

~ — T vieo
- (2m)7 256A23 2 (g —pPp(ey T
(4.320)
Mit der Feynman Parametrisierung
1 ! z(l — z)
—— =6/ d 4.321
a2b? /0 “la—b)z + b (4.321)

bekommt man

— d'g ' (¢ — p)pprav(qa — p)
C / 6/ dzz(l -z prTY o VYo
Jo™4 2m)* J, ( )[((q ) — )z q2]47p7 Yu Yo

d'q (! q = D)pPre(q — D)o
= —g5Cy /—6/ dzz(1 — z) 1 (2= P)opra(a —p) TRl
0

(2m)* q—pr)?+piz(l—=z
(4.322)
so dafl wieder die Verschiebung ¢ — ¢ + px durchgefiihrt werden kann:
d'q¢ ! (¢ + p(z — 1)),ps (g + p2)u(q + plz — 1))
—20/—6/d - obr v S
9 [ Gy z(l—z)z P —T VoV Vu VoY
(4.323)

Nur die Terme gerade in g miissen beriicksichtigt werden, und man verbleibt mit

" d'q  dpvadd
- 2C CL/ ~l‘
PoAt | (2m)t 256A2A2

a—0 2 d4q !
A —gOCA/(2W)46/0 dz(l —z)z

N —"

2m)* [¢* + p?z(1 — z))*

d'q 4Wls
—1)p,
o= Deens [ st
dq 40
PPy / @) [+ pPo(l— )]
d4q 1
- ]- 2 THV o

XYpYr VY Yv Yo - (4.324)

Durchfiihren der g-Integration mit

/d4k kuk,
(2m)4 (k2 +a2)n (47

/ d*k 1 _
(2m)4 (k2 + a?)m (4

O I'(n—1-D/2)
D/2 3(g2)n-1-D/2 T(n)
I'(n—D/2) 1
D/2 T'(n) (a2)n-D/2

1
)
; (4.325)
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fiihrt auf:
1 (' 1. pp 1. pp
_ 2 - - rrtho . - TEp _
gOCA(47r)2/0 dm{25p,, 2 (z 1)—|—25,,U o (x —1)

DPrDv DrDuPpPo
PR (1-

1
0 D)}, (4:326)
Mit
/YPIYT’YH/YP - 45”7'

VoVr VWV = =2V VuVr (4.327)
und nach der z-Integration kann man dafiir
1 prpg Lpp 1 prpy 1
—g2C {———4570—— Py oyr - 4 - 29, YuYr }
% A(4) 1 52 Owle = 3T ”m+4p (=2%%u7r) + 5% %5
1 Pub 11157 P,
2 I u
90 A(47T)2 p2 Yo — s
1 Pup 1 16;0 1
2 I I
= —g,C {——— - =+ = } 4.328
gO A (47_(_)2 p2 '7 27/! p2 2/7 /7 ( )
schreiben. Dieses Integral liefert also den Beitrag
" d'q dpvdd e 1 pup
2 u a 2 p
C a/ = — g,C 2—"-. 4.329
YA | (2m)t 256A2A2 A4z p2 (4:329)
Alle Terme zusammen ergeben damit:
S 1 5P P Tdq 1
R00) = GCa{ o} giea [ L1 Lo
ws (P) = 90Ca g3 + 15527 5 05 f ~ 90Ca Ry 16AA, T (@)

(4.330)
Das verbleibende divergente Integral kann in [EM] nachgesehen werden, und man
erhélt:

m d4q 1
—g3C / — = gaC
gO A . (271_)4 16A1A1 7#75 g() A{

(1n(a2p2) + e — Foooo — 2) }’Yu’)’s
(4.331)
Damit lautet der Term, der fiir die Landau-Eichung zu dem Term aus der Feynman-

1
1672

Eichung zu addieren ist wie folgt
R0 () = 256, [(n(a®?) + 76 — Foonn — Dvas + 2228s] + 0(a).  (4.332)
s P) = A A p VE 0000 YuYs 7 s . .

Daraus ergibt sich

AN () = AD5Y(p) + A5 () (4.333)

Y5 Y5 Y5
= ECA |:F0001 — Fooo() +2+ 47T2IA] YuYs + O(CL) (4334)
und

YuY5

-~ «
Doy () = 4—;CA [Foom — Foooo + 2+ 47T2[A] + O(a). (4.335)
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4.4.7.2 Bestimmung von ZF/LAT

Mit (4.89) ergibt sich die Renormierungskonstante zu
FLTMSFEY _ 4950, (4 g (557 4 1)
T
s
= 1——C4(15.796 4.336
%5 04 (15.796) (4.336)
in der Feynman-Eichung, und zu
ZEATMSLAN _q %CA (15.796) (4.337)
T

in der Landau-Eichung.

4.4.7.3 Bestimmung von Zflu

Diese Renormierungskonstante ergibt sich aus (4.98) zu

ZELFEY _q %CA(15.796), (4.338)
m
bzw. zu N
ZBLEAN _q _ 4—50,4(15.796). (4.339)
m

4.4.8 Zusammenstellung der Renormierungskonstanten

Bisher wurden die Renormierungskonstanten in Feynman-Eichung (o« = 1) und
Landau-Eichung (o = 0) berechnet. Daraus lassen sich die Ergebnisse fiir beliebige
Eichparameter o angeben, s. Abb. 4.7.

Die Ergebnisse des MS-Schemas wurden bereits in Kapitel 2.5.6 diskutiert.

Die Ergebnisse fiir die Masse, die skalare und die pseudoskalare Dichte und den axia-
len Vektorstrom im MS/LAT-Schema sind unabhiingig von der Eichung. Damit wird
diese in Kapitel 4.4.1 aufgestellte starke Forderung an die Renormierungskonstanten
erfiillt. Aulerdem gilt

ZMSILAT _ 7RI (4.340)
und
ZPW/LAT ZMS/LAT _  gRI zRI (4.341)
Qg
= 1——C4(9.643). 4.342
dr al ) ( )

Dies entspricht den Aussagen aus Kapitel 4.4.3, die mittels der chiralen Ward-
Identitat auf dem Gitter gewonnen wurden.

Die Renormierungskonstante des axialen Vektorstroms wurde auch in [Ta] berechnet,
allerdings fiir einen nicht-lokalen Strom. Da hier der lokale Strom benutzt wurde,
sind die Ergebnisse nicht vergleichbar. Auflerdem wird in [Ta| keines der hier benutz-
ten Renormierungsschemata verwandt, vielmehr wird das Renormierungsschema so
gewahlt, dafl 74 =1 gilt.
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Z)]‘VTS 1—a32C, (%—7E+1n47r)
Z)SIEAT | 4 as @y (aln(ap)? + 16.644 — 3.7920)
ZR 1+ 95C4 (aln(ap)?® + 16.644 — 4.292)

ZMs 14320, (2 —vp +Indn)
ZMs/LAT 1+ 250, (—31n(ap)?® + 12.952)
ZET 11+ 950, (—3In(ap)? + 16.952 + 1.50)

zZMs 1-3%250, (2 —vp +Indr)
ZMSILAT 14 250, (31n(ap)? — 12.952)
ZET 1+ 250, (3In(ap)® — 16.952 — 1.5)

zMs 1—-322Cy (2 — yp + Indm)
ZMSILAT 14 25C, (31n(ap)? — 22.595)
ZE 14 $£C4 (31n(ap)?® — 26.595 — 1.50)

ZMS 1
ZYSIAT |y — as ¢, (15.796)
ZET 11— 250,(15.796)

Abbildung 4.7: Zusammenstellung der Renormierungskonstanten

4.5 Vertices des Superstroms

Das storungstheoretischen Verhalten des Superstroms auf dem Gitter mufl weiter
untersucht werden. Dabei gibt es verschiedene Moglichkeiten, den Superstrom zu
definieren ([CV], [Gal, [Ta]). Die hier gew&hlte Form

i
Su() = ~22Tr (Fr (@), M (@) (4.343)
mit der Clover-Plaquette

Forlw) = 5 (FD (@) + F2(2)) (4.344)

DN | —

und
Fi(z) = —4—22 (Up,r(x) = Urp(@) + U—p—r(2) = U_r - p(2)) (4.345)

pT

wurde in [Ga] vorgeschlagen. Sie wird verwandt, da sie den Superstrom im Kontinu-
um besonders gut approximiert und trotzdem lokal definiert ist, was die folgenden
Berechnungen vereinfacht.
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4.5.1 Herleitung der Vertices fiir den Superstrom

Es sind nun die Feynman-Regeln zu dem Superstrom (4.343) zu berechnen. Da in
der Definition des Superstroms Plaquetten auftreten, gibt es Vertices zum Super-
strom mit beliebig vielen Gluonen. Die Vertices, die fiir die 1-Loop-Korrektur des
Superstroms von Interesse sind, sind in Abb. 4.8 wiedergegeben. Es sind die Vertices
mit bis zu drei Gluonen, die aus der folgenden Entwicklung der Plaquette kommen:

a? a?
Up(z) = (1 +aA,(r) + ?AT(I)Q + EAT(ap)?’>
a? a?
X <1 +aA,(z + aT) + ?Ap(:c + af)? + EAP(.T + a%)?’)

2 3
X <1 —aA,(z+ap) + %AT(.T +ap)® — %Ar(m + ap)®

3

X (1 —ad,(z) + %2Ap(m)2 — %Ap(x)3> + O(g") (4.346)

Diese sollen in den folgenden Unterkapiteln berechnet werden. Fiir eine 1-Loop-

Berechnung des Superstroms auf dem Gitter sind dann neben den Graphen aus
Abb. 2.8 noch die aus Abb. 4.9 zu beachten.

4.5.1.1 Der Gluon-Superstrom-Vertex

Der zu g proportionale Term aus U, (z) lautet wie folgt:
a(Ar(z) + Ay(z + at) — A (2 + ap) — Ap(x)) (4.347)

Damit lautet .7,9-) in erster Ordnung in g:

—p (Ae(@) + Ay(o -+ ) — Ao+ ad) — A,(@)

+A ;(z)+A (z—a7)— A (x—ap) — A_,(z)) (4.348)

Damit folgt:

—2! [ ataTr (P @)\ @)

= — /d4$Tr )+ Ay(z+a7) — Ar(z +ap) — Ay(z)
LA (2)+ A y(z — af) — A oz — ap) — A ()
X 0prYu (1)) (4.349)

_ 1 /d4xTr {(AY(z) + A(z + aF) — A(z + ap) — AD()
+ A" (z) + Afp(x —at) — A® _(z —ap) — A’ip(x)) "



132 Storungstheorie der N =1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

a) mit einem Gluon b) mit zwei Gluonen ¢) mit drei Gluonen

Abbildung 4.8: Vertices des Superstroms

X0y A (2) T} (4.350)
=:%m%%/&uﬂw+mwﬂﬁ—awww—%w
+A" (z) + A (z —a7) — A’ (z —ap) — A® (z)) A*(z) (4.351)

= 57 0ab0pr / d'z / (d4l;4 (d4 exp (ipz) \(p)
X {[exp (zk( + =7 ) — exp (zk (m—I—aﬁ—I—

—exp (ik (2 = 57) ) + ex (it (2 — 0~ 57)

+ [exp (zk ( at + gﬁ)) — exp (zk (x + gﬁ))

— exp ( (m —af — Ep)) + exp ( (x - gﬁ))] fli’,(k)} (4.352)

1 d*k  d'p
= EéabapT’Yu/(Q ) (27’1’) 5(k+p)

X [exp <z§ (kr + k,,)) + exp (—z’g (kr + kp))]
x [exp (—igkp) — exp (zgkp)] A (k)xe(p) (4.353)

2m
a
2

(k, + kp)) sin (ﬁkp) A (k)33 (p) (4.354)
2

Dabei wurde A_, = —A,, sowie in (4.353)

Opr = —0rp (4.355)

ausgenutzt. Fiir den gesuchten Vertex des Superstroms mufl der soeben betrachtete
Term mit der vollstdndigen Clover-Plaquette berechnet werden. Anhand der Defini-
tion (4.344) sieht man, daf man dazu noch die Terme hinzunehmen muf, bei denen
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Abbildung 4.9: Die zusétzlichen 1-Loop-Graphen des Superstroms auf dem Gitter

in den Termen der Plaquetten die Ersetzungen 7 — —p und p — 7 durchgefiihrt
wurden. Damit ergibt sich

Slgl)(q) = /d4xeiq’”Sl(Ll)(x) (4.356)
= —%éabapm/%(g; ok +p+q)
X {cos (g (ks + kp)) sin ( k ) Ab(k)X(p)
+cos (2 S (kop+k )) sin (2k ) g (k)ia(p)} (4.357)

4i d*k d
— __5ab0-p7'7u/ (k +p+ Q)

(2m)* (2m)*
Xcos( ) ( )sm( )Ab(k)xa(p) (4.358)

2i d*k d'p a, \ . o xa
= —3501,0!,77” 2 (2ﬂ)45(k +p+ q) cos (ng) sin (ak,) A} (k)\*(p),
(4.359)
wobei die Additionstheoreme
cos(z +y) + cos(x — y) = 2cosz cosy (4.360)
und )
coszsinz = 5 sin 2z (4.361)

ausgenutzt wurden. Der zugehorige Vertex S“b  (p, k) wird iiber folgende Relation
definiert

0@ = [ Grigadhpr OSEERADIE), (@30

und man liest als Ergebnis ab:

u 2 a .
S (p, k) = —3501,0!,77” cos (EkT) sin (ak,) (4.363)
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4.5.1.2 Der 2-Gluonen-Superstrom-Vertex

Es ist nun der in g lineare Term des Superstroms zu betrachten. Dafiir ist der in g
quadratische Term der Clover-Plaquette F,.(z) zu berechnen. Zunéchst wird dazu
der entsprechende quadratische Term von (U, (z) — Uy,()) behandelt, der durch

[—A- (z +ap),—A, (2)] + [A, (z + a7) , = A, (z)] + [A; (z) , -4, (z)]
+[A,(z +a7),—A; (z + ap)] + [A- (z), — A, (z + ap)] + [A- (2) , A, (z + aT)]
(4.364)
gegeben ist. Mit der Abkiirzung

1
2a2

Fo@) = —5 5 (U(a) — Uyy(x)) (4.365)

ergibt sich durch Einsetzen der Fourier-Transformierten

@ 1, ™ d%;, d'k, d'p
T (o) = patisu] [ iR,

x{ exp (z’kl (x + gﬁ) + tky (x +ap+ g%))
—exp (ik1 (m + gﬁ) + iko (m + g%))

. a . . . R a .
+exp (Zkl (I-i- §p+a7> + iky <x+ap+§7-))

e A5 (k1) AL (k2) A" (p)

+exp (z‘k1 (x n gp ¥ ai—) ik (x ¥ gr)) }
™ dYky dY%, d'p

- /w (2m)* (2m)* (2m)*
X exp (ik1 (m + gi' + aﬁ) + iky (:c + gf'))
B /“ d*k; d*k, d'p
_p (2m)% (2m)* (2m)4

e®* A2 (k1) A2 (k2)\°(p)

e®* A7 (k) Ap (ka) X (p)

X exp (ik1 (m + gﬁ) + iko (m + p—l-m')) }
(4.366)

Den entsprechenden Ausdruck fiir F_,_,(z) erhdlt man durch die Substitution
T — —T, p — —p, wobei wieder A_, = —A, zu beachten ist. Ausgedriickt durch
trigonometrische Funktionen erh&lt man:

T (2 (0)A@)

k d4k d* - - <
= ngabc{ / i (am) 2;)’ etk ) 46 (k1) AL (o) A°(p)
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x{ cos (g (k1p + 2ks, + sz)> — €08 (g (k1p + kQT))

-+ cos (g (klp + 2]{217- + 2k2p + km—)) -+ cos (g (klp + 2]{217- + k27)> }

T Ak dYky dYp

/_ﬂ (2m)* (2m)* (2m)*
a

X COS (5 (k1r + 2k, + k27)>

™ d', d*ky d'p

/_7, (2m)* (2m)* (2m)*

el 2 e (1) A2 (k) A (p)

e et A0 (k) Ap (ka) X (p)

X cos (g (ip + kg + 2k2,) ) } (4.367)

Mit den Additionstheoremen

cosx+cosy:2cosx;—ycosm_y (4.368)

und N
cosT — cosy = —2sin i 5 Y sin Z 5 Y (4.369)

ergibt sich hieraus nach Multiplikation mit o,, und Summation {iber o und 7

Tr (0, F (2) A () ?

pT

= il [ gif)g (‘;f) (j;)’ ikt D)s e (1) A1 (k) X(p)
X {2 cos (g(klp + kop + k1r + kw)) Ccos (g(kn — kZp)
—2sin (9(161,, + kir + kop + kor ) sin (g kir + kap) ) }
L i funer e / / =y jﬁfg itk ple (1) A0 (1) X2(p)

Joleneanre)

L i fuesr / / / P_gilh+hrto)s e (k) A0 (k,)3(p)

X{m ( (5@1%2),,%)) | s

Fiir die vollstdndige Plaquette ist noch der Anteil aus .7,(2 ,(x) zu beriicksichtigen.

Damit erhilt man:

Tt (07 Fpr(@)A(2))
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1, ™ d'% d'ky d'p el
- §92Zfabc/ (21 (2m)" (2ﬂ)4e(k1+k2+p) A (k1) A7 (k2) A (p)

{ cos (g kor + 2k1, — klp)) — cos (g (kor — klp))
+ cos (g (kor — 2k, + 2k1, — klp)) + cos (g (kar — 2o, — klp))
(5 (@hap + ki + vy ) = cos (5 (kar + )

—+ cos

-+ cos (5 (2k2p + kz,— + klp + 2k17-)> -+ cos (g (kz.,- + klp + 2]{17)) }

1, T A% A ' skaeme Fe b rp
- 5T or i(k1+ko z pc A a
89 Zf bcOp /_7r (27_(_)4 (271')4 (27_(_)46 T(k]-) T(kZ))‘ (p)
><{ cos (g(kh + ko + Zklp)) + cos (g(klr + koy — 2k2p))

— COoS (g(le + kor + 2k2p)> — cos (g(le + kor — 2k1p)) } (4.371)

Mit den bereits benutzten trigonometrischen Umformungen ergibt sich daher

4 . iqr
S (q) = / d*ze S (z) (4.372)

™ dYky d*k, d'p -
— G abeTor 6(k1 + k ¢
gf bcO p /;ﬂ— (27T)4 (271')4 (27T)4 ( 1+ K2 +p + Q)A (p)

X {flg(kl)/ﬁ(l@) (cos (g(kl + 2k2)p) cos (a(ky + k2)r) cos (aki,)
— Cos (gk1p> sin (a(ky + k2),) sin (ale)>

+fli(k1)[1’;(k2)% sin (g(kl + k2)T> (sin (aky,) — sin (aksy)) } (4.373)

Der Vertex S (p, ki1, kz) wird iiber

(2) " d4k1 d4k2 d4p abc Ac Ab Ya
Su (Q) = . (27’1’)4 (27_(_)4 (27T)45(k1 + k2 + p + Q)Sp Tp(p, kla k2)Ap(k2)AT(kl))‘ (p)
(4.374)

definiert, so dafl man das Ergebnis
abc a
Spro(Dy k1, k2) = gfabe Z 0upOur (cos (5(2k1 + kz)p) cos (a(ky + k2)r) cos (aka,)
— cos <2k2p> sin (a(ky + k2),) sin (ak27)>

—= Z 0prOyr SIN ( (k1 + k2)r ) (sin (aky,) — sin (aks, ) }

(4.375)
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= gfachpT{ (COS (g(le + kz)p) cos (a(ky + k2)r) cos (aka,)
~ cos (gk2p) sin (a(kr + k2),) sin (akzr))
+gfab05p7' ; Ovr sin (g(kl + kz)q-) (Sil’l (akly) — sin (a,kg,,)) }
(4.376)

ablesen kann. Es ist noch die Symmetrisierung beziiglich der Gluonen vorzunehmen,
d.h. beziiglich der simultanen Ersetzungen a <> b, v <> 7 und k; <> k,. Dies fiihrt
auf das Endergebnis

1 a
Sav (p, k1, k2) = gfabco'pTE{ (cos (—(k1 + 2k2)p) cos (a(k1 + k2)-) cos (aki,)

— COS

) sin (a(ky + k2)-) sin (aki,)
—cos | =ks ) sin (a(ky + k3),) sin (ak2p)> }

« (5
+ cos (a (2k1 + ko) ) cos (a(ky + k2),) cos (k2p)
(
( (y + ko) ) sin (akyy) — sin (aks)) (4.377)

ml@ N e 1\9

+= fabcépT Z sin

4.5.1.3 Der 3-Gluonen-Superstrom-Vertex

Der Kontinuumsfeldstédrketensor F,,(x) hingt maximal quadratisch vom Eichfeld A
ab, daher tritt im Kontinuum kein 3-Gluonen-Vertex auf. Auf dem Gitter stellt die
Plaquettenvariable U, (z) jedoch eine unendliche Potenzreihe in g dar, so daf§ der n-
Gluonen-Vertex hier fiir alle n auftritt. Die Entwicklung von FJ, (z) = —50 (Upr (2) —
U,,(z)) liefert in dritter Ordnung von A folgende Terme

1
f,?,(x)(?’) = —6a<AT (2)* — A, (2)® — A, (z + ap)® + A, (z + at)® >

11( — {4 @), A (2 + ap)} + {4, (v +af), 4, (2)'}

—{A,(z+a?)?, A, (2)} + {4, (z), A, (z + ap)?} )

~qo( {4 @ 4y o+ D)}~ {4, @+ 0) Ay (07}

- {AT (m)z ) Ap (37)} + {AT (x) ’Ap (m)2}
+{A, (), A, (z+af)’} — {A, (z +ap)?, A, (z)}

—{A, (v +a?)? A, (x+ap)} + {4, (x +a?), A, (z+ aﬁ)2}>
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~50( 404 D) A (04 09) 4, o) + A, (0) A, (54 09) 4, 0

2
—Ar (2) A, (z +a7) A,y (z) — Ar (2
—A (z+ap)A,(z+aT) A, (z) —

+A,(z) A (z +ap) A; (x) A, (z) Ar (z + ap) A, (z + aT) > :
(4.378)

VA, (z +a7) A, (z + ap)
A4, (2) 4, (z + af) A, (z)

Dieser Term wird, wie schon in der obigen Formel, durch Leerzeilen in drei Teile
getrennt, die mit I, IT und III bezeichnet werden. Mit der fiir beliebige f,, giiltigen
Beziehung

o-PT(pr - pr) - 20prpT (4379)
ergibt sich dann

T (0, F2, (2)yu A () P

— —%ad,,{)’ﬂi‘( (A, (2)° — A, (z + ap)?) A@:))

_;aa,,m( (~ {4, (2 A (& + D)} + {4, (2), 4, (& + a)?)}) A<x>)

(4.380)

™ Ak dYky, d'ks d'p | . . . -
—  _pin 1 2 3 b zw(k1+k2+k3+p)Aa k Ab k) A (k )\d
atg OprYu /;ﬂ (27T)4 (271_)4 (27T)4 (271')46 T( 1) T( 2) T( 3) (p)

x { %’I‘r (T°T*TT%) (exp (i (k1 + ks + ka)s )
— exp (ia(kl + ko + k3), + ig(kl + ko + k3)7))
—%Tr({T“T” TYT9) exp ( Sy + ko + k), + mkg,,)

+;Tr({T“ T°T}T?) exp ( —(ky + ko + k3)r +ia(ks + kg)p) } (4.381)

Mit der fiir die SU(2) giiltigen Beziehung
Tr (T°T°T°T*) = %(_fabefecd + dabOcd) (4.382)
und der unmittelbaren Folgerung
Tr ({T°T°,T°}T%) = Tr (T°T*T°T? + T°T°T"T?)
= %(_fabefecd — fabe fede + 20ab0ed)
1

= JOabea (4.383)
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erhilt man

3),I
Tr (Uprfgr(x)’yu)\(x))( )

™ Ak, diky diks dYp . ~ - ~ ~
= —aig® L 2 3 P w(kithaths+p) Ao (L) AL (ko) AC (k3)\?
“ Uprpy“/w (2m)4 (2m)% (2m)4 (271')46 U (ha) e () X)

1 .
X{ﬂ(_fa”efecd + dabded) (eXp (zg(kl ks + ks)T)

— exp (za(kl + k2 + kg)p + Zg(k}l + k2 + kg)T))
1 .Q .
—géab(Scd exp (Zi(kl + k2 + k3)7- + Z(lkgp)

1
+§5ad5bc exp (Zg(kl + k2 + k3),— + ia(k2 + kg)p) } (4384)

™ d*ky d'ky d'ks d'p - . TR
_ i3 1 2 3 p iz(ki+ka+ka+p) fo Ab A¢ d
arg 0-,07'/)/11/?r (27_(_)4 (271')4 (27_(_)4 (271')46 T(k]-) T(kz) T(k?)))‘ (p)

1 .
X{ﬂ(_fabefecd + 5ab50d) (eXp (Zg(kl + ko + k3)7-)

— exp (za(kl + k2 + kg)p + Zg(k}l + k2 + k3)7->>
1 .a .
—§5ab5cd (exp (zg(kl + ko + k3), + zak3p>
— exp (Zg(kl + kz + kg)T + ia(kl + kg)p)> } (4385)

Nach Hinzunahme des F_, _,(z)-Terms erh&lt man dann:

(3),I
Tr (amflg‘l)(x)q/”)\(x))

T

™ d*ky d'ky d'ks d'p - , TR
_ i3 1 2 3 p iz(ki+ka+ka+p) fo Ab A¢ d
arg 0-,07'/)/11/?r (27_(_)4 (271')4 (27_(_)4 (271')46 T(k]-) T(kz) T(k?)))‘ (p)

1
X{ﬂ(_fabefecd + 5ab50d) (COS (g(kl + ko + k3)7)

— cos (a(kl +ky+k3),+ g(/ﬁ + ko + ks)r)))
1 a
—§5ab5cd (cos (§(k1 + ko + k3), + akgp)

— cos (g(kl +ky+ks)r +a(k + kz)p>) } (4.386)

Fiir die vollstdndige Clover-Plaquette sind noch die beiden verbleibenden Plaquetten
hinzuzunehmen, die wieder nach dem Prinzip 7 —+ —p und p — 7 aus dem bisher
berechneten Ergebnis abgelesen werden kénnen. Damit ergibt sich:

Tr (Uprfpr(x)’)’u)‘(m))(s)’[

I T Ak A% d'ks AP sk tke ks i) § b e \xd
= iz A% (1) A (k) A (K3) A
soit o | Gttt e (k) S (k) A5 (k) V()
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1
X { ﬂ(_fabefecd + 5ab5cd)

X (cos (g(kl + ko + kg)T) + cos (—g(kl + ko + k;,»),)
— cos (a(k1 + ko + k3), + g(kl + ko + kg)r))
— cos (a(kl + ko + k3), — g(kl + ko + k3)1’)>)
—%5a,,50d (cos (g(k1 +ky+ ks)y + ak3p)
— cos (g(kl +ky+ks)r +a(k + k2),,)
~+ cos (

a
—5(]{51 + kz + kg)q- + ak3p>

— COS (—g(kl + k2 + kg),— + a(k1 + kz)p)) } (4387)
T d'% d'ky d'ks d'p . . L
;3 1 2 3 p zz(k1+k2+k3+p)Aa Ab A (k )\d
g GO pr7Yy /_ﬂ— (27_(_)4 (271')4 (27_(_)4 (271')46 T(kl) T(k2) T( 3) (p)

% (cos (g(k1 Yy 4 kg)T) {%(— Fase foed -+ Oapdeq) Sin2 (g(kl oy 4 kg),,)
- iéabécd(— sin (a(k1 + k2 + kg)p) sin (a(k1 + kz - kg),;))) } (4388)

Dies ist das Endergebnis fiir den ersten Term.
Fiir den Teil II erh&lt man:

(3),11
Tr (aprgT(x)%/\(x))

L. g T A% d'ky d'ks d'p (k1+ka-+ks+p) J ib i 3d
- __ sef1Tke A A2 (ko) AS (k3) A
27’9 A0 prVp \/—ﬂ’ (27_(_)4 (271')4 (27_(_)4 (271')46 T(kl) T( 2) p( 3) (p)
xTr ({T°T", T°}T?)

x (exp (ig(kl + ko), + iaks, + igk3p))

— exp (z’a(kl + ko), + ig(kl + ka)r) + z‘gkgp)
~exp (ig(kl 4 k) + igk3p)
+exp (m(kl + ko), + ig(kl + ky),) + daks, + igkg,p)) (4.389)
Fiir den Ausdruck mit der vollstdndigen Clover-Plaquette ergibt sich damit:
T (00 Fpr ()7 A () O
= —iz’gsa(sab(scdapr”)’u /" Ik d%, d', d'p i (k1 +ka+ks+p)

16 . 2m? (2n)* ) (2m)t°
x A2 (k1) AL (ko) AS(ks) X (p)
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X (cos (g(kl + ko), + aks, + gky,p) — €08 (g(kl + ko) + gk3p)
—cos (—g(kl + ko), — aks, + gkgp) + cos (—g(kl + ko), + gk3p)
— Cos (a(kl +ky)p+ g(kl + ka)r + gk3p)
+ cos <a(k1 + ko), + g(kl + k)T + aks, + gk3p>

a a
+ cos (a(kl + k2)p — 5(]61 + kz)q- + §k3p>
a a
— COS (a(kl + kz)p — 5(]61 + kz)q- - akgT + 5]63,,)) (4390)

1, T A ARy ds AP ik iks ke in)

= _529 a0ab0cd T pr Yy /7r (2m)% (2)% (2m)* (27‘()46
x sin (a(k1p + k2p + ksp)) cos (a(k1, + kap)) cos (a(kir + kor + ksr)) sin (—aks,)
x A% (k1) AL (k) A (K3)X%(p) (4.391)

Fiir den Teil IIT ergibt sich
(3),I1T
Tr (0 2y ()7 (2))

™ Ak d*k, d'ks dYp . . - <
— _ 3 1 2 3 p zaf:(kl-l—kg—l—kg—l—p)Aa Lk Ab ko)A (k /\d
tg ao’PTfYM/W (27T)4 (271_)4 (27T)4 (271')46 r( 1) r( 2) p( 3) (p)

< (Tr (T*T*T°T?) + Tr (T°T"T°T)) (exp (i5 (ks + ka)r + iaks, + i3 ks, )
— (Tx (T°T°T*T?) + Tx (T°T°T°T?))
X exp (Zg(kl + kz),— + iak2p + igkgp + iakgT)) y (4392)

und somit

(3),I1T
Tr (0',,7-.7:/5;1_) (:c)fyu)\(:c))

™ A%k, d'ky, d'ks dYp | . . S s
— _ .3 1 2 3 p zm(k1+kg+k3+p)Aa Lk Ab ko )AC(k /\d
Zg ao’prY/.t\/r (27_(_)4 (27T)4 (27_(_)4 (27_(_)46 T( 1) T( 2) p( 3) (p)

1 a
X (Z (_fabefecd + 5ab5cd) COos <§(k1 + k2)7’ + (lkzp + ak3p)
1 a a
_Z (_facefebd + 5a05bd) Cos (§(k1 + k2)7’ + (lkzp + Ekgp + a'k37') . (4393)

Hinzufiigen der beiden anderen Plaquetten ergibt

Tr (0 Fpr ()7, A () DT

™ Ak dYky, d'ks d'p - . . -
— ;.3 1 2 3 p zaf:(k1+k2+k3+p)Aa k Ab k) A (k )\d
tg ao’p‘"’)’ﬂ/7r (271_)4 (27T)4 (27T)4 (271_)46 T( 1) T( 2) p( 3) (p)

1 a
X {g (_fabefecd + 5ab5cd) (COS <§(k1 + kQ)T + akzp + akgp)
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_ cos (_g(kl + ky)r + aky, + ak3,,))

1 a a
2 (— faceSebd + 0acOba) (cos (§(k1 + ko), + aksy + Ekgp + CLk37->

— COoS (—g(kl + ko), + aksp + gk?)p — aksr)> }

™ d*k, d*ky, d%ks dip . - - - -
— ;3 1 2 3 p zaf:(kl—l—kg—l—kg—l—p)Aa L Ab k) A (k )\d
igtaoy | e e () AL () A5 (k) Xp)

X {% (_fabefecd + 5ab5cd) (_2 sin (a(kzp + kgp)) sin (g(kh. + k2T)>>
_% (_facefebd + 5ac5bd)

x (—2 sin (g(2k2,, + kg,,)) sin (g(le 4 ko + 2k37))) } (4.394)

Insgesamt gibt es also die folgenden Beitrdge zum Drei-Gluonen-Vertex des Super-

stroms:
4
S¥(q) = / d*zS%) (z) (4.395)

) ™ d'ky d'ky d'ks d'p
= —g a0,y

. (2m)4 (27)4 (2m)* (2%)45(]61 +ky+ks+p+q)

1
x <cos (g(kl Yk kg),) {6(_ Fase food + OapBoq) Sin? (g(kl Ykt kg)p)

_ %5ab5cd(— sin (ks + ks + ks),) sin (a(ky + ky — k3),,))> }

w A% (k1) AL (ko) A (k3) X% (p)

4 d4k1 d4k2 d4k3 d4p
. @) (2 2m)* (2)"
x sin (a(k1p + k2p + k3p)) cos (a(ki, + kop)) cos (a(kir + kor + k3;)) sin (—aks,)
x A2 (k1) A% (k) AS (k3) X% (p)

ISPy~ / 5kt + ks + ks + p + )

™ d*%k, d*k, d*k; d*
—gQaapT”m/ : 2 3 P §(ky +ky+ks+p+q)

x (2m)* (2m)* (2m)* (27)*

X {% (_fabefecd + 5ab50d) (_ sin (a(k2p + k3p)) sin (g(qu- + kz,—)))

+ (_facefebd + 5ac(sbd)

N | —

X sin (g(2k2p + ks,) sin (g(kh— + kar + 2k3¢))) }

Xﬁg(kl)fig(kz)fi;(k3):\d(p) (4.396)
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Der Vertex S3%4, (p, k1, ks, ks) wird iiber

[T A%y d%s dYks dp
W = | . @) (2n)* (27t (2n)"
x A (k1) A2 (k2) Ad (k3)X* (p) (4.397)

S®)

( S(k1 + ko + k3 +p + @) Siivea, (b, ki, Ko, ks)

wTpv

definiert, so dafl man das Ergebnis

Gabed (p, ki, ko, k3)

B,TpV

2
ag 1
== _75,07-{557-1/ E O-O'T/Y[L (fadefbce + 5ad5bc)

a . a
X COS (5 (k1 + ko + k3)T) sin? (5 (k1 + k2 + k3)0>
+6ry Y TorVubaddve sin (a (k1 + ka + ks),) sin (a (ky + K — k3),)

_20'u77u5ad5bc Sil’l (CL (kl + kz + kg)y) COS (CL (kl + kg)y)
x sin (a (k1 + k2 + k3),.) sin (aks,)

—OurVu (fadefbce + 5ad5bc) sin (a (kz + k’g)y) sin (g (kl + kz)r>

0y Y (Fade foce + Oaalbe) sin (a (2ks + k3), ) sin (g (k1 + ko + 2k3)r) }
(4.398)

ablesen kann. Fiir eine konkrete Berechnung ist dieser Ausdruck noch zu symmetri-
sieren, d.h. es sind alle sechs Kombinationen der Gluonen zu beachten. Da sich die
so entstehenden Terme in diesem Fall nicht weiter zusammenfassen lassen, wird an
dieser Stelle darauf verzichtet, die symmetrisierte Form anzugeben.

4.6 Verbesserung der Konvergenz der Storungs-
theorie

Storungstheoretische Berechnungen im Kontinuum liefern in ihrem Giiltigkeitsbe-
reich schon in 1-Loop-Ordnung eine gute Abschiatzung des Ergebnisses. Es hat sich
gezeigt, daf dies auf dem Gitter nicht gilt, stérungstheoretisch berechnete Groflen
weichen deutlich von den aus den Monte-Carlo-Simulationen erwarteten Werten ab
[LM]. Dies wurde auch bei der Berechnung der kritischen Linie deutlich. Es ist al-
so naheliegend, dafl man die Stérungsreihe zu friih abgebrochen hat, und deshalb
die bisher in 1-Loop-Ordnung berechneten Gréflen in 2-Loop-Ordnung auszurechnen
sind. Allerdings sind 2-Loop-Rechnungen auf dem Gitter relativ aufwendig, so daf3
zundchst iiber Moglichkeiten nachgedacht werden soll, wie man die Stérungsreihe
besser konvergieren lassen kann, um diese dann bereits nach niedrigerer Ordnung
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abbrechen zu lassen. Ideen fiir eine solche Verbesserung gab es schon lange, brauch-
bare Vorschlige wurden erstmals in [LM] gemacht und z.B. in [CLV] kommentiert
und angewandt.

4.6.1 Verbesserte Storungstheorie

Der Vorschlag von [LM] geht davon aus, dafl der gewéhlte Entwicklungsparameter
go weniger geeignet ist, und daf8 eine renormierte Kopplungskonstante gy (q*) bei
geeigneter Wahl bessere Ergebnisse liefern kann. In der iiblichen Stérungstheorie
lautet eine Grofe I entwickelt in der nackten Kopplungskonstanten gy wie folgt:

I(g)) = Io + Iigy + Iagy + . ... (4.399)

Ausgedriickt durch eine renormierte Kopplungskonstante gy (q*) lautet sie:

I(gy(q") = Io + Ligy (q*) + Lagy (q7) + .. .. (4.400)

Dabei ist ¢* eine noch zu bestimmende Skala. In [LM] wird vorgeschlagen, die renor-

mierte Kopplungskonstante aus dem Quark-Potential V(g) bei Impulsiibertragung

q zu definieren:

N2 —1gy(q)
2N, ¢

V(g) = (4.401)

Des weiteren wird vorgeschlagen, die Skala ¢* so zu wihlen, dafl mit I; = fd4qf(q)

gilt:

_ Jd'af(q) In(?)
Jd*qf(q)

Man kann das Quark-Potential in der Gitterstérungstheorie mit gy als Entwicklungs-
parameter ausrechnen, siehe [CLV]. Im Ortsraum lautet dieses Ergebnis (siehe [KI],
[Ko] oder [MM)]):

In(q*?)

(4.402)

N2 = 1g4(0)

_ NG 44
V() ON. drr (4.403)
N2 -1 g3

2N, 4nr

(1 + 2926, (1n (2) + A1> v O(gg)) (4.404)

Dabei ist [y der eindeutig bestimmte erste Entwicklungskoeffizient der Callan-Sy-
manzik g-Funktion fy. Die ersten beiden Koeffizienten in der N = 1 Super-Yang-
Mills-Theorie sind in [SV] und [NSVZ] wie folgt angegeben:

3N,
= 4.4
Fo 1672 (4.405)

62
P = (1675)2 (4.406)
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Auflerdem tritt in der Entwicklung des Potentials die Konstante A; auf. Diese ist
wie folgt definiert:

A
A = 1n< v ) (4.407)
Apar
Es ist also das Verhéltnis ﬁ fiir die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie zu bestim-

men. Das Verhéltnis der beiden A-Parameter zu Ay ist bekannt, so dafl daraus das
gesuchte Verhiltnis berechnet wird. Aus [Bi] erkennt man:

Ay 31N, — 20TRN;
Av 4.408
Ays P <7E T 86N, - 24TRNf> (4.408)

Dabei ist yg = 0.577215665 . .. die Eulersche Gamma Konstante. Auflerdem gilt in
der adjungierten Darstellung T, = T4 = N,, und fiir ein Majorana-Fermion gilt
Ny = % Fiir die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie ergibt sich damit:

Av _ 2 (4.409)

Aus [We] erkennt man:

Apar 1 1
_ = — N, -0.084978 . ..+ TN, - 0.006887 .. . 4.410
Ays P <ﬁo <16Nc TRy )) (4.410)

Fiir ein Majorana Fermion in der adjungierten Darstellung ergibt sich dann:

Apar 1 1
- - _ N,-0.08153. .. 4.411
Ars P\ B \ 16N, (4.411)

Insgesamt erhélt man damit:

2) = 4.435... (4.412)
Aj(N,=3) = 4.892... (4.413)

Das Konzept zur Verbesserung der Storungstheorie von Lepage und Mackenzie ba-
siert allerdings auf einer Entwicklung des Potentials im Impulsraum. Um dorthin
zuriickzugelangen, ist auf (4.404) eine Fourier-Transformation anzuwenden. Diese
liefert:

N? —1g%(q)
Vig = N, & (4.414)

N2 —1g5

1
= ON & <1 + 29550 <1n <a_q> + A - ’YE) + O(gé)) (4.415)

Die Kopplungskonstante g% (q) berechnet sich damit aus der nackten Kopplungskon-

stanten auf dem Gitter wie folgt:

9v(9) = g5 (1 — 29550 In (a—cq) + O(gg‘)) (4.416)
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Dabei ist ¢ wie folgt definiert:
c=-exp (A1 —vg) (4.417)

Es gibt mehrere Moglichkeiten, aus (4.416) die Grofie gy (¢*) zu ermitteln. Hier soll
eine Methode benutzt werden, die vollstindig auf stérungstheoretischen Methoden
beruht. Nur so konnen die Ergebnisse aus den Simulationen einer unabhingigen
Kontrolle unterzogen werden.

4.6.2 Die rein storungstheoretische Verbesserung (PPB)

Die erste in [CLV] beschriebene Moglichkeit, die dort Purely Perturbative Boosting
genannt wird, berechnet aus (4.416) zunéchst die Kopplung bei der Skala ¢ = £:

c
9v(=) = g5 + Olg5) (4.418)
Durch Ausfiihren der 2-Loop-Renormierungsgruppe erhilt man dann:
1 1 Ly b1 912/ (2)
= —~ +206pIn < ) +—1In & (4.419)
g (@) gv (%) c Bo \ g (q¥)

Damit ist durch das PPB eine Moglichkeit gegeben, storungstheoretische Ergeb-

nisse in verbesserter Storungstheorie zu betrachten, ohne auf Monte-Carlo-Daten
angewiesen zu sein.

4.6.3 Die kritische Linie in verbesserter Storungstheorie

Die in Kapitel 4.6.1 vorgeschlagenen Verbesserungen der Stérungstheorie sollen nun
bei der Berechnung des kritischen Hoppingparameters angewandt werden.

Zunéchst ist die optimale Skala fiir die kritische Linie zu bestimmen. Dies geschieht
mittels (4.402), wobei f(q) aus (4.68) abgelesen wird. Ein entsprechendes Computer-
Programm ist im Anhang wiedergegeben. Wie auch im Anhang von [CLV] diskutiert
wurde, hat man bei der Berechnung von Gittersummen die Wahlfreiheit, den inneren
Impuls eines Integrals um beliebige Werte zu verschieben. Dies sollte am Endergeb-
nis normalerweise nichts dndern. Dies gilt allerdings nicht fiir das Integral im Z&hler
von (4.402), da der dort auftauchende Logarithmus die Invarianz unter Verschiebun-
gen zerstort. Damit erhdlt man durch blofle Verschiebung des Impulses im Integral
verschiedene Werte fiir die optimale Skala?. In [CLV] wird weiter argumentiert, daf
dies nur ein akademisches Problem sei, da ¢* nur als typische Skala fiir den zu unter-
suchenden Prozefl anzusehen ist, und daher verschiedene Werte fiir ¢* gleichwertig

2Es wurde versucht, anstelle von ¢*2 bzw. ¢®> auf der linken bzw. rechten Seite von (4.402) §*?
und > oder ¢** und §¢* einzusetzen. Bei einer kanonischen Wahl der Richtung des Vektors ¢; 148t
sich (4.402) dann nicht mehr auflosen.



4.6 Verbesserung der Konvergenz der Stérungstheorie 147

sind, solange sie sich nur durch eine verschiedene Wahl bei dem inneren Impuls ¢
unterscheiden.

Die optimale Skala wurde fiir drei verschiedene Integrationsbereiche berechnet, was
drei verschiedenen Wahlen von ¢ entspricht. Fiir einen Integrationsbereich von —m
bis 7 ergibt sich:

g =2.585... (4.420)

Fiir einen Integrationsbereich von 0 bis 27 ergibt sich:

g, =6.925. .. (4.421)
Fiir einen Integrationsbereich von 7 bis 37 ergibt sich:

g3 =12.749 ... (4.422)

Um die Aussage von [CLV] zu iiberpriifen, daf§ diese verschiedenen Werte fiir die
optimale Skala alle gleichwertig sind, werden die folgenden Berechnungen fiir alle
berechneten Werte von ¢* durchgefiihrt.

Noch direkter kann man die Abhingigkeit der optimalen Skala von den Integrati-
onsgrenzen in Abb. 4.10 sehen. Dort ist

JTE d*af(g) In(¢?)
Jd'af (@)
mit den Bezeichnungen aus (4.402). Auch fiir die Werte aus der Abbildung werden

In (¢*(2q)?) = (4.423)

die folgenden Berechnungen durchgefiihrt.

Fiir diese Verbesserung bleibt, zumindest in 1-Loop-Ordnung, nichts weiter zu tun
als (4.419) zu 16sen. Man konnte dazu die renormierte Kopplungskonstante in dem
Logarithmus durch (4.416) ann&hern, besser ist aber sicher eine numerische Losung
der Gleichung, wozu man z.B. MATHEMATICA benutzen kann. Dieses liefert als
Losung fiir die renormierte Kopplungskonstante fiir die verschiedenen Werte von ¢*:

9% (g}, N. = 2)=1.687g7 g2 (qt, N, = 3)=1.767g2
g% (g3, N, = 2)=1.366g7 g% (g3, N, = 3)=1.440g2 (4.424)
gv (g3, Ne = 2)=1.223g3 9v(g3, Ne = 3)=1.293¢3.

In 1-Loop-Ordnung kann man in dem Ausdruck fiir den kritischen Massenparameter
(4.74) die nackte Kopplungskonstante gy durch gy ersetzen. Damit erhdlt man fiir
den kritischen Massenparameter

ame (g7, N. = 2)=—1.912 + O(g5,) ame (g7, N,

1 2 v 1
amer (g3, N, = 2)=—1.547 + O(g¢) amer (g5, N,
amer (g3, N, = 2)=—1.386 + O(g¢) amer (g3, N.

3)
3)
3)

~1.850 + O(g)
—1.507 + O(g¥)
v)

v

(

—1.354 4+ O(g
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Aq/m

Abbildung 4.10: Die optimale Skala ¢*, abhingig von Aq

und fiir den kritischen Hoppingparameter ergibt sich damit

K. (gt, N. = 2)=0.239 + O(g?) Ko (¢, N, = 3)=0.233 + O(g3,)

Ko (g5, N, = 2)=0.204 + O(g},) K (g5, N, = 3)=0.201 + O(g},)

Ker(g3, Ne = 2)=0.191 + O(gy,) Ker (g3, Ne = 3)=0.190 + O(gy,)
(4.426)

Damit weichen die Werte fiir den kritischen Hoppingparameter abhéingig von der
gewihlten optimalen Skala um iiber 25% voneinander ab. Dies erlaubt keine sinnvolle
Abschétzung des tatsdchlichen Wertes.

Besonders deutlich kann man dies in Abb. 4.11 erkennen, da dort das fiir das Er-
gebnis entscheidende Verhéltnis g2 /g2 offensichtlich deutlich variiert, wenn man den
Parameter Aq aus (4.423) geringfiigig dndert. Dadurch wird nochmals verdeutlicht,
daf auf diese Art keine sinnvolle Abschdtzung moglich ist.

Diese Form der Verbesserung der Stérungstheorie kann laut [CLV] die Abweichung
von den Monte-Carlo-Ergebnissen etwa halbieren, manchmal schligt sie aber auch
komplett fehl. Nach obiger Diskussion liegt dies an einer geeigneten Wahl von Ag,
wobei man keine Aussage dariiber treffen kann, welcher Wert dafiir zu wéhlen ist.
Aus den Simulationen ist allerdings eine sehr genaue Abschitzung des kritischen
Hoppingparameters fiir die SU(2) bekannt. Damit kann man Aq so wihlen, dafl die
verbesserte Storungstheorie den korrekten Wert K. = 0.1955 liefert. Dafiir muf
g% /gs = 1.273 gewihlt werden, und es ergibt sich

Aq = 1.4047. (4.427)
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a) g% in der SU(2) b) und in der SU(3)

Abbildung 4.11: Die renormierte Kopplungskonstante

Mit dieser Wahl fiir Aq ergibt sich in der SU(3):
g5 = 1.345¢7 (4.428)

Damit kann man mit Hilfe der Daten aus der SU(2) den kritischen Hoppingparame-
ter in der SU(3) abschitzen. Es ergibt sich:

Ko (qlp, Ne = 3) = 0.1929.... (4.429)

Dies ist die wahrscheinlich beste Abschdtzung, die man in 1-Loop mit dieser Form der
verbesserten Storungstheorie fiir den kritischen Hoppingparameter gewinnen kann.

Zum jetzigen Zeitpunkt lautet die Abschitzung aus den Simulationen KM¢(N, =
3) = 0.1945. Damit ist auf jeden Fall die Tendenz der stérungstheoretischen Vor-
hersage richtig, wonach der Wert fiir die SU(3) geringfiigig kleiner ist als der fiir die
SU(2). Wahrend allerdings der Wert aus den Simulationen fiir die SU(2) sehr genau
ist, so ist der Wert fiir die SU(3) noch mit Ungenauigkeiten behaftet, die erst durch
weitere Simulationen verringert werden kénnen. Diese Ungenauigkeiten werden z.Z.
auf etwa 0.002 geschétzt. Damit liegt der hier storungstheoretisch abgeschiatzte Wert
in dem Bereich, der z.Z. durch Simulationen angegeben werden kann.

Mit Hilfe der verbesserten Storungstheorie gelingt eine Abschidtzung des kritischen
Hoppingparameters, die mit den Abschidtzungen aus Monte-Carlo-Simulationen in
Einklang steht. Dies ist ohne diese Verbesserung nicht mdoglich.



Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurden stérungstheoretische Berechnungen in der
N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie durchgefiihrt. In dieser Theorie gibt es eine ver-
mehrte Anzahl an Vertices und Propagatoren durch die Majorana-Eigenschaft der
Fermionen. Es konnte gezeigt werden, daf} es ohne zusétzliche Komplikationen mog-
lich ist, mittels Feynman-Regeln Stérungstheorie zu betreiben, wie dies aus der QCD
bekannt ist.

Im weiteren Verlauf wurden Renormierungskonstanten im Kontinuum berechnet,
und die Ergebnisse mit den Aussagen verglichen, die aus Ward-Identitdten gewonnen
werden konnen. Alle Aussagen konnten in 1-Loop-Ordnung bestétigt werden.

Im dritten Kapitel wurde die N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter for-
muliert, und im vierten Kapitel die zugehorige Storungstheorie entwickelt. Berechnet
wurden dann multiplikative und additive Renormierungskonstanten.

Von besonderem Interesse ist die additive Renormierungskonstante der Masse. Diese
ist direkt verkniipft mit dem fiir Simulationen wichtigen kritischen Hoppingparame-
ter, sodafl eine unabhingige Kontrolle durch eine stérungstheoretische Abschiatzung
wichtig ist. Der zuerst berechnete Wert fiir den kritischen Hoppingparameter hatte
allerdings nicht die fiir Simulationen benétigte Genauigkeit, so dafl nach Mo6glichkei-
ten zur Verbesserung gesucht werden mufite. Einen entsprechenden Ansatz versprach
die verbesserte Storungstheorie von LEPAGE und M ACKENZIE, die auf den kritischen
Hoppingparameter angewandt wurde. Es zeigte sich, daf} diese Moglichkeit die Er-
wartungen nicht erfiillen konnte. Die verbesserten Werte liegen zwar etwas ndher an
den aus den Simulationen berechneten Werten, sind aber weiterhin zu ungenau.

Auflerdem zeigte sich durch diese Arbeit ein weiterer grofler Nachteil der verbesserten
Storungstheorie. Wihrend Gitterintegrale nicht abhéngig sind von einer Verschie-
bung der Integrationsgrenzen, geht in die verbesserte Stérungstheorie ein Parameter
— die optimale Skala — ein, der explizit davon abhéngt. Es konnte gezeigt werden,
daf} die verbesserte Storungstheorie, abhéngig von der willkiirlichen Wahl der Inte-
grationsgrenzen, Ergebnisse liefert, die um iiber 25% voneinander abweichen. Dies
kann nicht mehr als exakte Abschidtzung gewertet werden, so dafl die verbesser-
te Storungstheorie in der bisherigen Form nicht zur Berechnung exakter Aussagen
herangezogen werden kann.
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Da der kritische Hoppingparameter fiir N, = 2 bereits sehr genau mittels Simula-
tionen bestimmt wurde, konnten die bisherigen Erkenntnisse dazu genutzt werden,
trotz der Kritikpunkte an der verbesserten Stérungstheorie genauere Ergebnisse fiir
N, = 3 zu gewinnen. Dazu wurde anhand des Wertes fiir N, = 2 ermittelt, wel-
che Verschiebung der Integrationsgrenzen zu dem Wert aus den Simulationen fiihrt.
Mit genau dieser Verschiebung wurde dann der Wert fiir N, = 3 berechnet. Der
so berechnete Wert erreicht dieselbe Genauigkeit wie die bisher zu diesem Wert
durchgefiihrten Simulationen.

Uber die multiplikativen Renormierungskonstanten gibt es wie im Kontinuum Aus-
sagen aus Ward-Identitdten. Diese Aussagen sind nicht ganz so restriktiv wie die
Aussagen im Kontinuum, bedeuten aber dennoch eine Einschrdnkung an die Re-
normierungskonstanten. Es konnte gezeigt werden, dafl auch diese in 1-Loop erfiillt
werden. Auflerdem wurden weitere Identititen erfiillt, die in dieser Form aus der
QCD bekannt sind, fiir die aber in der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie keine Be-
griindung bekannt ist. Eine Berechnung in 2-Loop-Ordnung kénnte dazu aufschluf-
reiche Ergebnisse liefern.

Die berechneten multiplikativen Renormierungskonstanten sind die des Gluino-Pro-
pagators, der skalaren und pseudoskalaren Dichte und des axialen Stroms. Als néch-
stes ist die Renormierungskonstante des Superstroms zu berechnen. Ein erster Schritt
zu ihrer Berechnung wurde in dieser Arbeit bereits getan. Diese soll in Zukunft fort-
gesetzt werden. Allerdings wurde in einer dhnlichen Rechnung [Ta] deutlich, daf
durch nicht-eichinvariante Operatoren Probleme entstehen. Daher ist es empfeh-
lenswert einem Vorschlag von LUSCHER zu folgen, und die Renormierungskonstante
des Superstroms im Schrédinger-Funktional-Formalismus zu berechnen.



Anhang A

Gamma-Matrizen im Euklidischen

In diesem Teil des Anhangs sind Definitionen und niitzliche Formeln fiir Gamma-
Matrizen im Euklidischen enthalten.

A.1 Definitionen und niitzliche Formeln

Die Gamma-Matrizen im Euklidischen héngen mit denen im Minkowskiraum wie
folgt zusammen:

euklidisch __ ~ Minkowsk:
71,2,3 = 1123
euklidisch __ :  Minkowski __ . Minkowski
Y4 = Ty = V4 (A1)
Fiir diese gilt
__ _euklidisch __ _+
Yo =75 =, (A.2)

und sie erfiillen die Antikommutatorrelation

{'Yw’)’u} = 20, (A.3)

Wichtige Spuren von Gamma-Matrizen sind

Tr (7”71/) = 45;w (A4)
Tr (VYo VpYe) = 4840 + 40,000 — 40,5001, (A.5)

und die Spur eines Produktes mit einer ungeraden Anzahl an Gamma-Matrizen
verschwindet.

Ublich ist des weiteren noch die Definition

t

9 [/7/1) fYT] = i7p7T - i(SpT]l' (AG)

Opr =
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A.2 Weitere bendétigte Formeln

Durch Anwenden der bisher angegebenen Gleichungen lassen sich die folgenden Zu-

sammenhéinge zeigen:

Yo VY

Yol Vu Yy

VoYl Yo

VoDV ul Yy

YoVt YuYe

25#!/71/ — Tu vV
27u — Yu Vv Vv

Vol (20 — VoY)

29 — VPV Vu

27, — 1 (200 — Yol) Vu
27u¢ - 2¢”}’u + 4]67%
2{vu, $}

dp,

(200 — YW )P Y

270 — YW

20V — VY (200 — 10P)
2{p, v}

dp,

V(204 — V)PV
2%PuB Yy — VoVl Vo
27,0u(200 — V) + 27,0
Ap,p — 8pup + sz')’u
—4p,, + 2p*y,

7p'77'(25pu - '7p/7u)

29 — VoV Vo Vu

295 — Yo(26pr — Yp¥r)Vu

2'7;/77' - 277'7” + 47T7u
2{’)’;4, 77}
48,

(A.8)

(A.10)

(A.11)
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Voo Vu VYo = YoV Yu(20pr — VpYr)
29 Y = Vo Vo VYo Vr
29 Vu — 40upYr
= =27V (A.12)



Anhang B

Die SU(N.)-Generatoren

In diesem Teil des Anhangs sind wichtige Formeln fiir die Generatoren der SU(N,)
zusammengefafit, sowie einige spezielle Gleichungen fiir die Félle N, = 2 und N, = 3.

B.1 Definitionen und niitzliche Formeln

Die Generatoren T* (a = 1,2,..., N2 — 1) sind hermitesche, spurlose Matrizen, die
die geschlossene Algebra der SU(N,) generieren. Fiir sie gelten die Beziehungen

[Taa Tb] = ifabcTc (Bl)
1
{Ta’ Tb} = F(Sab + dabcTc (BZ)

mit f,. der total antisymmetrischen Strukturkonstanten, und dg. ist total symme-
trisch sowie gegeben durch:

dape = 2Tx({T°, T*}T°) (B.3)
Daraus ergibt sich die folgende Normierung:
1
Tr(T*T) = 55”” (B.4)

Aus den bisher angegebenen Formeln lassen sich die Spuren eines Produktes beliebig
vieler Generatoren herleiten. Fiir die hier benotigten Spuren erh&lt man:

T(T*TT) = (dase + i) (B.5)
Te(T°T"TTY) = %M(Sa”dcd + %(dabe + i fave) (dede + i fede) (B.6)

Fiir die Strukturkonstanten gilt auflerdem
facafoea = 6°°Ca (B.7)

mit CA = Nc.
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B.2 Die Formeln im Fall N, = 2

Als Generatoren der SU(2) werden meist die drei Pauli-Matrizen verwendet

T = -0, (B.8)

&:(2 3) ﬁ:(? ?) a%:<é_$>. (B.9)

Kommutator und Antikommutator fiir die Pauli-Matrizen lauten wie folgt:

mit

(0%, 0] = 2ieapo° (B.10)
{0%, 0"} = 261 (B.11)

€ape 18t dabei der total antisymmetrische Tensor dritter Stufe, der vollstdndig durch
die Antisymmetrie und €153 = 1 festgelegt ist. Damit erkennt man, da8 fiir die SU(2)
die folgenden Zusammenhénge gelten:

fabc = €abe (B12)
due = 0 (B.13)

Die Formeln fiir die Spuren vereinfachen sich damit fiir den Fall N, = 2 zu:
To(T°T'T°) = ifabc (B.14)

Te(T°T*T°TY) = %(5“”56d—fabefcde) (B.15)

B.3 Die Formeln im Fall N, =3

Fiir die SU(3) verwendet man meist die Gell-Mann-Matrizen in der Form

1
Ta = 5)\‘1, (B16)
mit
g 00 1
,\i:<0 0>,z':1,2,3 M={00 0
100
00 —i
¥=1{00 o v:<°ﬂ> (B.17)
i 0 0 0 o
10 0
0 0
A7:< 2) M=2l01 o
V3
0 o 00 —2
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Damit sind die total antisymmetrische Konstante fu;. und die total symmetrische
Konstante dg,. fiir N, = 3 festgelegt durch die folgenden Werte:

2
= f123 - 2f147 = 2f246 = 2f257 = 2f345 = _2f156 - _2f367 - %.}%78

= d118 = d228 = d338 = _d888

-5l
w —

- d448 = d558 = d668 = d778

= dyse = dis7 = daar = dose = d3aa = d3s5 = —dzge = —ds77 (B.18)

[\
L\DI»—\&



Anhang C

Benutzte Computer-Programme

In diesem Teil des Anhangs sind alle Quelltexte zu den Programmen zu finden, die
zur Berechnung verschiedener Gréflen benutzt wurden.

C.1 J; fiir die kritische Linie

Das folgende Programm wurde zur Berechnung der Grofle J;, wie sie in (4.69)

angegeben wurde, benutzt:

/* erstes Integral von (5.61) aus [MM]
von Claus Gebert

Benutzter Compiler: gcc v2.7 (mit Option -1m) */

#include <stdio.h>
#include <math.h>

main()

{
int 1i;
double k[4],mu[4],L=60,s1,s2=0,g=0;
for (mu[0]=0;mu[0]<L;mu[0]++) for (mu[1]=0;mu[1]<L;mul1]++)
for (mu[2]=0;mu[2]<L;mu[2]++) for (mu[3]=0;mu[3]<L;mu[3]++)
{
s2=0;
for (i=0;i<4;i++)
{

k[i]=2*%PI*mul[i]/L;
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s1=2xsin(k[i]/2);
s2+=s1%*s1;

}

if (s2>0) g+=1/s2;

}

printf("Bei L=%0.0f ergibt sich %f\n",L,g/(L*L*Lx*L));

Fiir verschiedene Werte von L ergibt dieses Programm J; wie in Tabelle C.1a)

angegeben.

C.2 7 fir die kritische Linie

Das folgende Programm wurde zur Berechnung der Gréfle [J», wie sie in (4.70)
angegeben wurde, benutzt:

/* zweites Integral von (5.61) aus [MM]
von Claus Gebert

Benutzter Compiler: gcc v2.7 (mit Option -1m) */

#include <stdio.h>
#include <math.h>

main()

{
int 1i;
double k[4],mu[4],L=60,s1,s2=0,s3=0,g=0;
for (mu[0]=0;mu[0]<L;mul[0]++) for (mu[1]=0;mul1]1<L;mul1]++)
for (mu[2]=0;mu[2]<L;mul[2]++) for (mu[3]=0;mul[3]<L;mul[3]++)

{

$2=0;83=0;
for (i=0;i<4;i++)
{

k[i]=2*PI*mul[i]/L;
s1=2xsin(k[i]1/2);

s2+=s1%*s1;
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L Jl L .72
60 | 0.154894 60 | 0.186511
90 | 0.154916 90 | 0.186576
120 | 0.154924 120 | 0.186599
200 | 0.15492988 200 | 0.18661753
300 | 0.15493183 300 | 0.18662338
a) J1 b) Jo

Abbildung C.1: Berechnete Grofien fiir die kritische Linie

s1=sin(k[i]);

s3+=s1%*s1;

}

if (s2>0) g+=(s2%(4-s2/4)-s3)/(s2%(s3+s2%s2/4));

}

printf("Bei L=%0.0f ergibt sich %f\n",L,g/(L*xL*LxL));

}

Fiir verschiedene Werte von L ergibt dieses Programm J, wie in Tabelle C.1Db)
angegeben.

C.3 Die optimale Skala ¢*

Das folgende Programm wurde zur Berechnung der Grofle ¢*, wie sie in (4.402)
definiert wurde, benutzt. Dabei wurde das Programm unter Ausnutzung der Sym-
metrien der Funktion auf dem Gitter optimiert [Mii]. Fiir grofe Gitter beschleunigt
dies die Berechnungen um einen Faktor 24.

Auf dem Gitter
A= {(nl,ng,ng,m) € Z*Ly <n; < Ly =Ly + L} (C.1)
sei die Funktion f(n) mit folgender Symmetrie definiert:
f(n1,n2,n3,14) = f(n1(), g2, ngs) s M) ) (C.2)

mit IT € S,. Dann 148t sich eine Gittersumme {iber diese Funktion wie folgt verein-
fachen:

Zf(n) = 24 Z f(n1,ma,m3,m4)

neA L1<ni<na<ng<ns<L>
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L |4 L g L |a
60 | 2.58659192 60 | 6.85039291 60 | 12.72761375
120 | 2.58568419 120 | 6.89332102 120 | 12.74005682
200 | 2.58546171 200 | 6.91028101 200 | 12.74503216
300 | 2.58538545 300 | 6.91869941 300 | 12.74751932
500 | 2.58534317 500 | 6.92539738 500 | 12.74950877
a) ¢* fiir b) ¢* fiir c) ¢* fiir
L, =03—L/2 Ly =0.3 L =03+ L/2

Abbildung C.2: Optimale Skala fiir die kritische Linie

+12 Z {f(n1,n1,m2,n3) + f(n1, n2, N2, m3)

Li<ni<na<n3z<L3
+f(n1an2an3an3)}
+ Z {4f(n1, 1, m1,m2) + 6f(n1, 11,12, 12)

Li<ni<na<Ls
+4f(n1a No, N, 77'2)}
+ Z f(n1,m1,m1,m1) (C.3)

Li1<ni1<L>

Neben dieser Vereinfachung wurde das Gitter durch die Wahl von L, so gew&hlt, daf}
die Polstellen auf keinem der Gitterpunkte liegen. Dies ist ein erlaubtes Verfahren,
es mufl nur genau darauf geachtet werden, ob das Ergebnis tatsichlich konvergiert.

/* Optimale Skala laut Lepage und Mackenzie
von Claus Gebert

Benutzter Compiler: gcc v2.7 (mit Option -1m) */

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>

double f(double k1,double k2,double k3,double k4)
{
double s1=0,s52=0;
s1=4x*(pow(sin(k1/2),2)+pow(sin(k2/2),2)
+pow(sin(k3/2),2)+pow(sin(k4/2),2));
s2=pow(sin(k1l),2)+pow(sin(k2),2)+pow(sin(k3),2)+pow(sin(k4),2);
return (3/s1)+(s1%x(4-81/4)-s2)/(s1x(s2+s1*xs1/4));
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main(int argc, char **argv)

{
int i;
double k[4],mu[4],L=0,L1,L2,p=0,g=0,g1=0,gs=0;
if (arge>1) L=atof(argv[i]l);
else
{
printf("Bitte L als Parameter uebergeben\n");
return;
¥
L1=0.3;L2=L1+L;
for (mul[0]=L1;mul[0]<L2-3;mul0]++)
for (mu[1]l=mul0]+1;mul1]<L2-2;mul1]++)
for (mu[2]=mul1]+1;mul[2]<L2-1;mul[2]++)
for (mu[3]=mu[2]+1;mu[3]<L2;mul[3]++)
{
p=0;
for (i=0;i<4;i++)
{
k[i]=2%PI*mul[i]/L;
p+=pow(k[i],2);
}
g1=24xf (k[0] ,k[1],k[2],k[3]);
g+=gl;
gs+=glxlog(p);
¥
for (mul[0]=L1;mul[0]<L2-2;mul0]++)
for (mu[1]l=mul[0]+1;mul1]<L2-1;mul1]++)
for (mu[2]=mul1]+1;mu[2]<L2;mul[2]++)
{
for (i=0;i<3;i++) k[i]=2*PI*muli]/L;
p=2*pow (k[0],2)+pow(k[1],2)+pow(k[2],2);
gl=12*f (k[0] ,k[0] ,k[1],k[2]);

g+=gl;



C.3 Die optimale Skala ¢* 163

gs+=gl*log(p);

p=pow (k[0],2)+2*pow(k[1],2)+pow(k[2],2);
g1=12xf (k[0],k[1],k[1],k[2]);

g+=gl;

gs+=gilxlog(p);

p=pow (k[0],2)+pow(k([1],2)+2*pow(k[2],2);
gl=12%f (k[0],k[1],k[2],k[2]);

g+=gl;

gs+=gilxlog(p);

for (mu[0]=L1;mu[0]<L2-1;mu[0]++)
for (mu[1]l=mu[0]+1;mul[1]<L2;mul1]++)

for (i=0;i<2;i++) k[i]=2*PI*muli]/L;
p=3*pow (k[0],2)+pow(k[1],2);
gl=4xf (k[0],k[0],k[0],k[1]);
g+=gl;

gs+=glxlog(p);
p=2*pow(k[0],2)+2*pow(k([1],2);
gl=6xf (k[0],k[0],k[1],k[11);
g+=gl;

gs+=gl*log(p);

p=pow (k[0],2)+3*pow(k[1],2);
gl=4x%f (k[0],k[1],k[1],k[1]);
g+=gl;

gs+=glxlog(p);

for (mul[0]=L1;mu[0]<L2;mul[0]++)

k[0]=2%PI*mu[0]/L;

p=4*pow (k[0],2);
g1l=f(k[0],k[0],k[0],k[0]);
g+=gl;

gs+=gixlog(p);
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g=gs/g;
gs=sqrt (exp(g));
printf("Bei L=)0.0f ergibt sich fuer g* %1.12f\n",L,gs);

}

Die Ergebnisse dieses Programms interessieren fiir verschiedene Werte von L;. Fiir
verschiedene Werte von L und L; ergibt dieses Programm ¢* wie in Tabelle C.2
angegeben.

C.4 Gittersummen der Renormierungskonstanten

L | Iy, L | IfPY L | I5FY
20 | -0.682247 20 | 0.369222 20 | -0.173215
60 | -0.683027 60 | 0.369444 60 | -0.173143
120 | -0.683099 120 | 0.369464 120 | -0.173135
200 | -0.683114 200 | 0.369469 200 | -0.173133
300 | -0.683119 300 | 0.369470 300 | -0.173133
a) Is, DR c) Iy,
L | IEPY L |1, L |15 L |15
20 [0.070379 | | 20 | 0.005342 | | 20 | 0.064634 | | 20 |-0.064653
60 | 0.071046 | | 60 | 0.005325 | | 60 | 0.064783 | | 60 | -0.064785

120 | 0.071107 120 | 0.005323 120 | 0.064797 120 | -0.064797
200 | 0.071121 200 | 0.005323 200 | 0.064800 200 | -0.064800
300 | 0.071126 300 | 0.005323 300 | 0.064801 300 | -0.064801

d) IEEY e) I £) 187 g) 157

Abbildung C.3: Gittersummen aus den Renormierungskonstanten

Mit den vorgestellten Programmen lassen sich mit geringfiigigen Modifikationen die
Gittersummen berechnen, die in den Ausdriicken fiir die Renormierungskonstanten
vorkommen. Die Ergebnisse sind in Abb C.3 wiedergegeben.



Anhang D

Einige trigonometrische
Umformungen

In diesem Teil des Anhangs werden einige Identitdten nachgerechnet, die zur Be-
rechnung der Renormierungskonstanten auf dem Gitter ben6tigt wurden, die aber
nur auf trigonometrischen Umformungen und einfachen Entwicklungen in der Git-
terkonstante beruhen, weshalb sie nicht im Hauptteil dieser Arbeit nachgerechnet
werden.

Die verwendeten Notationen sind die aus (4.111), (4.112) und (4.113). Direkt aus
diesen Definitionen folgt:

DAy=) qp=4Y sic=4) s (1—s1) =4(A — Ay) (D.1)
B 7 7

Des weiteren sind Umformungen nétig, wenn die um ap verschobenen Groéfien im
Nenner stehen, also insbesondere

1 1
A >, sin? (452)

1
- >, [sin® % — ap, sin % cos %] + O(a?)
_ 1
(52— 1Y apu] + O(@)
- 1
N Z 2 1— QZ“puqu 4 O( 2)
S 27>, 52 a
1 buq
- - 1+9M _|_(’)(a2)
(Z 52) 2 Zpsi
pu
1 p-q

_ L+ Pq 2
= A -I-aA% + O(a®). (D.2)



166 Einige trigonometrische Umformungen

Fiir die Berechnung der Selbstenergie in Landau-Eichung ist noch die folgende Um-
formung noétig

r 1
5 T gy

_ 1

B @2 + 2ap,q, cos 4, + 41"2(&% +alp- §) + O(a?)

1
Az (1 + 2ap,,tjp costij+2r2A1P'q + 0(@2))
2

_ L (1 — 9qPele €080 T 2r°Aip -4 + (’)(a2)>

2 AZ
1 G — 2p,0,8% + 2r2Aip - §
S W e o P9 o). (D.3)
A, A2

Auflerdem ist man an einer Moglichkeit interessiert, ein Ay im Nenner in ein A;
umzuwandeln. Dazu beachte man, daf§ sich A; fiir kleine q wie ¢?/4 und A, wie ¢?
verhélt. Damit ist folgende Aufteilung sinnvoll

1 1 1 1
— = — ——. D.4

A, 4, [A2 4A1] (D-4)
Fiir den eingeklammerten Term kann man nun schreiben:

1 1 4A; — A,

= — D.5
Ay 4N, 4A 1A, (D:5)
Ag - 7"2A2
Dabei wurde
4N, — Ay = 4 ;sin2 (%") - ; sin” g, — 4r*A? (D.7)
= 4;sin2 (%) - 4;sin2 (%‘) cos’ (%‘) —4r°A7  (D.8)
= 4 ;sin4 (%ﬂ) — 477 A2 (D.9)
= 475 — 4r°A? (D.10)
ausgenutzt. Damit ist folgende Ersetzung gerechtfertigt:
1 1 Az —r2A2
I (D.11)

A, A, T T AN,

Fiihrt man diese Ersetzung in einem divergenten Integral aus, so erkennt man durch
power-counting, dafl nur noch der erste Term divergent ist, wihrend der zweite
endlich ist.
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Ganz analog kann nun auch eine Ersetzung fiir ein A2 im Nenner gefunden werden:

1 1 1 1
A7~ (ng {A_ - (4A1>2] (D12)

Der eingeklammerte Term 148t sich wie folgt schreiben:

1 _ 16A2 — A3 (D.13)
A2 (4A)2  16A2A?2 ‘
(4A; — D) (4A; + A,)

D.14
16A2A2 (D-14)

Dabei ist die Differenz 4A; — Ay gemaf vorheriger Argumentation von der Ordnung
O(q*), der andere Faktor ist

4A; + Ay = 4A; + Ay +4r°A2 (D.15)
= 8A; — 4A; + 4r2A2, (D.16)

wobei (D.1) ausgenutzt wurde. Damit kann der fermionische Propagator wie folgt
ersetzt werden:

i _ 1 1 (Ag — T2A%)(2A1 - A3 + T2A%)
A T 16A? AZA?

(D.17)

Der erste Term verhélt sich wie 1/q*, der zweite wie 1/¢%. Substituiert man die-
sen Ausdruck in einem divergenten Integral, so liefert nur der erste Term dieses
Ausdrucks einen divergenten Anteil, der zweite Term ist endlich.



Abbildungsverzeichnis

1 Die laufenden Kopplungskonstanten . . . . . . .. ... ... .. ...

2.1 Die Gluonen-Vertices . . . . . . . . . . . . .. ... e
2.2 Der Gluon-Ghost-Vertex . . . . . . ... ... .. .. .. .......
2.3 Die Gluonen-Gluino-Vertices . . . . . . . . .. . ... .. .. .....
2.4 Mogliche Beitrage zum Gluino-Propagator . . . . . . .. .. ... ..
2.5 1-Loop Selbstenergie des Fermionen-Propagators . . . . . . . ... ..
2.6 1-Loop-Korrektur . . . . .. .. .. .. ... . . ...
2.7 Vertices des Superstroms . . . . . . . . . .. ... 0

2.8 Die 1-Loop-Graphen des Superstroms . . . . . .. ... ... .....

4.1 Die Gluonen-Vertices . . . . . . . . . . . . ... e
4.2 Die Geister-Vertices . . . . . . . . . . ...
4.3 Die Gluino-Vertices . . . . . . . . . . ...
4.4 1-Loop Selbstenergie Graphen auf dem Gitter . . . . .. .. ... ..
4.5 1-Loop Selbstenergie des Fermionen-Propagators auf dem Gitter . . .
4.6 1-Loop-Korrektur auf dem Gitter . . . . . .. ... ... ... ....
4.7 Zusammenstellung der Renormierungskonstanten . . . . . . ... ..
4.8 Vertices des Superstroms . . . . . . . . ... e
4.9 Die zusédtzlichen 1-Loop-Graphen des Superstroms auf dem Gitter . .
4.10 Die optimale Skala ¢*, abhdngigvon Aq . . . . . . . . ... ... ...

4.11 Die renormierte Kopplungskonstante . . . . . ... ... ... ....

C.1 Berechnete Grofien fiir die kritische Linie . . . . . . . . . . . . .. ..
C.2 Optimale Skala fiir die kritische Linie . . . . . . . .. ... ... ...

C.3 Gittersummen aus den Renormierungskonstanten . . . .. .. .. ..



Literaturverzeichnis

[Ba] B. E. Baaquie, Gauge Fizing and Mass Renormalization in the Lattice Gauge
Theory, Phys. Rev. D16 (1977) 2612

[Bi] A. Billoire, Another Connection between the A-Parameters of the Euclidean
Lattice and Continuum QCD, Phys. Lett. 104B (1981) 472

[BMMRT]| M. Bochicchio, L. Maiani, G. Martinelli, G. C. Rossi, M. Testa, Chiral
Symmetry on the Lattice with Wilson Fermions, Nucl. Phys. B262 (1985) 331

[CLV] M. Crisafulli, V. Lubicz, A. Vladikas, Improved Renormalization of Lattice
Operators: A Critical Reappraisal, Eur. Phys. J. C4 (1998) 145-171

[CM] S. Coleman, J. Mandula, All Possible Symmetries of the S Matriz, Phys. Rev.
159 (1967) 1251

[CMP] S. Caracciolo, P. Menotti, A. Pelissetto, One-Loop Analytic Computation of
the Energy-Momentum Tensor for Lattice Gauge Theories, Nucl. Phys. B 375
(1992) 195

[Co] J. Collins, Renormalization, Cambridge University Press (1984)

[CV] G. Curci, G. Veneziano, Supersymmetry and the Lattice: A Reconciliation,
Nucl. Phys. B292 (1987) 555

[DEHKa] A. Denner, H. Eck, O. Hahn, J. Kiiblbeck, Compact Feynman Rules for
Magorana Fermions, Phys. Lett. B 291 (1992) 278

[DEHKDb] A. Denner, H. Eck, O. Hahn, J. Kiiblbeck, Feynman Rules for Fermion-
Number-Violating Interactions, Nucl. Phys. B 387 (1992) 467

[EM] R. Ellis, G. Martinelli, Two-Loop Corrections to the A Parameters of One-
Plaquette Actions, Nucl. Phys. B235 [FS11] (1984) 93-114

(Ga] T. Galla, Supersymmetrische und Chirale Ward-Identititen in einer diskreti-
sierten N = 1-SUSY-Yang-Mills- Theorie, Diplomarbeit an der WWU Miinster
(1999)



170 LITERATURVERZEICHNIS

[GL] Y. Golfand, E. Likhtman, Eztension of the Algebra of Poincare Group Gene-
rators and Violation of P Invariance, JETP Lett. 13 (1971) 323

[GZ] J. Gluza. M. Zralek, Feynman-Rules for Majorana-Neutrino Interactions,
Phys. Rev. D 45 (1992) 1693

[HH] A. Hasenfratz, P. Hasenfratz, The Connection between the A Parameters of
Lattice and Continuum QCD, Phys. Lett. 93B (1980) 165

[HK]| H. E. Haber, G. L. Kane, The Search for Supersymmetry: Probing Physics
beyond the Standard Model, Phys. Reps. 117 (1985) 76

[HLS] R. Haag, J.T. Lopuszanski, M. Sohnius, All Possible Generators of Super-
symmetries of the S Matriz, Nucl. Phys B88 (1975) 257

[JS] S. K. Jones, C. H. L. Smith, Leptoproduction of Supersymmetric Particles, Nucl.
Phys. B 217 (1983) 145

[KNS] H. Kawai, R. Nakayama, K. Seo, Comparison of the A Parameter with the
Continuum A Parameter in Massless QCD, Nucl. Phys. B 189 (1981) 40

[K1] T. R. Klassen, QCD (Lattice) potential and coupling: How to accurately inter-
polate between Multiloop QCD and the String Picture, Phys. Rev D 51 (1995)
5130

[Ko] E. Kovacs, Lattice Predictions for Low-Q? Phenomenology, Phys. Rev D 25
(1982) 871

[LM] G.P. Lepage, P. B. Mackenzie, On the Viability of Lattice Perturbation Theory,
Phys. Rev. D48 (1993) 2250

[Lu] S. Luckmann, Ward-Identititen in der N = 1-Super-Yang-Mills- Theorie, Di-
plomarbeit an der WWU Miinster (1997)

[LV] V. Lubicz, A. Vladikas, unversffentlichte Notizen

[MM] 1. Montvay, G. Miinster, Quantum Fields on a Lattice, Cambridge University
Press (1994)

[Mo] I. Montvay, An Algorithm for Gluinos on the Lattice, Nucl. Phys. B466 (1996)
259

[IMPSTV]| G. Martinelli, C. Pittori, C.T. Sachrajda, M. Testa, A. Vladikas, A Ge-
neral Method for Nonperturbative Renormalization of Lattice Operators, Nucl.
Phys. B445 (1995) 81



LITERATURVERZEICHNIS 171

[Mu] T.Muta, Foundations of Quantum Chromodynamics - An Introduction to Per-
turbative Methods in Gauge Theories, World Scientific (1987)

Mii] G. Miinster, unveroffentlichte Notizen

[MZ] G. Martinelli, Y. C. Zhang, The Connection Between Local Operators on the
Lattice and in the Continuum and its Relation to meson Decay Constants, Phys.
Lett. 123B (1983), 433

INSVZ] V. Novikov, M. Shifman, A. Vainshtein, V. Zakharov, Ezact Gell-Mann-
Low Function of Supersymmetric Yang-Mills Theories from Instanton Calculus,
Nucl. Phys. B229 (1983) 381

[O]] K. Olive, Introduction to Supersymmetry: Astrophysical and Phenomenological
Constraints, hep-ph /9911307

[Po] S. Pokorski, Gauge Field Theories, Cambridge University Press (1987)

[PT] P. Pascual, R. Tarrach, QCD: Renormalization for the Practitioner, Springer-
Verlag (1984)

[Ra] P. Ramond, Field Theory: A Modern Primer, 2nd edition, Addison-Wesley
(1990)

[Ry] L. H. Ryder, Quantum Field Theory, 2nd edition, Cambridge University Press
(1996)

[SV] M. Shifman, A. Vainshtein, Instantons Versus Supersymmetry: Fifteen Years
Later, hep-th/9902018

[Ta] Y. Taniguchi, One Loop Calculation of SUSY Ward-Takahashi identity on Lat-
tice with Wilson Fermion, hep-lat/9906026

[V1] A. Vladikas, private Mitteilung

[VY] G. Veneziano, S. Yankielowicz, An Effective Lagrangian for the pure N = 1
Supersymmetric Yang-Mills Theory, Phys. Lett. 113B (1982) 231

[We] P. Weisz, On the Connection between the A-Parameters of Euclidean Lattice
and Continuum QCD, Phys. Lett 100B (1981) 331

(Wi] K. G. Wilson, Confinement of Quarks, Phys. Rev. D10 (1974) 2445

[WZ] J. Wess, B. Zumino, Supergauge Transformation in Four Dimensions, Nucl.
Phys. B70 39






Danksagung

Das Studium und die Diplomarbeit sind nicht das Produkt einer einzelnen Per-
son, vielmehr sind viele Menschen aus dem Umfeld — Professoren, Kommilitonen,
langjdhrige Freunde und Verwandte — teils sehr aktiv daran beteiligt. Ich mochte
mich bei allen bedanken, die meine Arbeit so geférdert haben, insbesondere bei

e Prof. Dr. Gernot Miinster fiir die interessante Aufgabe und den damit verbun-
denen Einstieg in das DESY-Miinster-SUSY-Projekt sowie die immer wieder
impulsgebende Betreuung der Arbeit,

e Prof. Dr. Anastassios ,, Tassos* Vladikas fiir die freundliche Unterstiitzung die-
ser Arbeit,

e Tobias Galla fiir die gute Zusammenarbeit und die vielen, stets hilfreichen
Gespréiche sowie ihm und meinen weiteren Zimmerkollegen Florian Heitger und
Christel Kamp fiir die sehr gute Atmosphére und die fruchtbaren Diskussionen,

e Klaus Spanderen sowie Alessandra Feo und Silke Luckmann fiir ihre Hilfe sowie
den Mitgliedern des Projektes aus Hamburg fiir ihre Gastfreundschaft,

e allen noch nicht genannten Mitgliedern der Arbeitsgruppen Miinster und Sting],
insbesondere Johannes Gottker-Schnetmann und Jens Kiister fiir unsere ge-
meinsamen Freitag-Nachmittags-Treffen,

o Wilfried Gleitze und meiner Schwester Jutta fiir das Korrekturlesen dieser
Arbeit.

Ganz besonders herzlich mo6chte ich mich noch bei den Personen bedanken, die mir
besonders nahe stehen, und deren Unterstiitzung ich mir jederzeit sicher sein konnte,

e bei meinen Eltern Christa, geb. Detje, und Alfred Gebert, die mir dieses Stu-
dium ermoglichten,

e bei meiner Freundin Nina Gleitze fiir ihre Geduld und aufmunternden Worte
sowie ihr ansteigendes Interesse an der Physik.



Hiermit versichere ich, die vorliegende Diplomarbeit selbstindig angefertigt und
keine anderen als die angegebenen Hilfsmittel verwendet zu haben.

Miinster, im November 1999









