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EinleitungDie Welt besteht aus Elementarteil
hen, die si
h in einer gekr�ummten Raumzeitbewegen. Als Elementarteil
hen werden Leptonen (z.B. das Elektron), deren Anti-teil
hen (z.B. das Positron), die zugeh�origen Neutrinos und die Quarks sowie de-ren Antiteil
hen angesehen. Alle bisher genannten Teil
hen sind Fermionen, d.h.sie haben einen halbzahligen Spin und sie gehor
hen dem Pauli-Prinzip. Au�erdemgeh�oren zu den Elementarteil
hen die die Kr�afte vermittelnden Austaus
hteil
hen,n�amli
h das Photon, das f�ur die elektromagnetis
he We
hselwirkung verantwortli
hist, die W -Bosonen und das Z-Boson f�ur die s
hwa
he We
hselwirkung, die Gluo-nen f�ur die starke We
hselwirkung sowie das Graviton f�ur die Gravitation und dasHiggs-Teil
hen, das f�ur die Massenerzeugung im Standardmodell der Elementarteil-
henphysik verantwortli
h ist. Bei den letztgenannten Teil
hen handelt es si
h umBosonen, d.h. um Teil
hen mit ganzzahligem Spin, die si
h gem�a� der Bose-Einstein-Statistik verhalten.Das Verhalten dieser Teil
hen wird na
h heutiger Kenntnis perfekt dur
h das Stan-dardmodell der Teil
henphysik bes
hrieben, d.h. es gibt keinen experimentellen Be-fund, der den Aussagen des Standardmodells widerspri
ht.Das Standardmodell ist der bislang letzte S
hritt in einer langen Kette von Bem�uh-ungen auf der Su
he na
h M�ogli
hkeiten zur Vereinheitli
hung der Teil
henwelt. Einerster S
hritt in diese Ri
htung gelang 1888 Maxwell, der in seiner Theorie dieelektris
he und die magnetis
he We
hselwirkung zur elektromagnetis
hen We
hsel-wirkung vereinheitli
hen konnte, und au�erdem den Zusammenhang der elektroma-gnetis
hen Wellen mit dem Li
ht erkannte. Dadur
h konnten bis 1900 drei gro�eBerei
he der Physik | Elektrizit�at, Magnetismus und Optik | zu einem Berei
hzusammengefa�t werden.Anfang dieses Jahrhunderts wurden dann die Quantentheorie und von Einsteindie spezielle und die allgemeine Relativit�atstheorie entwi
kelt. Bereits 1928 konnteDira
 eine Synthese zwis
hen der speziellen Relativit�atstheorie und der Quanten-theorie erstellen. Der Erfolg seiner Arbeit war die Vorhersage des Positrons, demAntiteil
hen des Elektrons. In der weiteren Folge konnte die elektromagnetis
heWe
hselwirkung dur
h die Quantenelektrodynamik (QED) bes
hrieben werden, derersten Ei
htheorie im engeren Sinne.



2 EinleitungIn den 60er Jahren konnten Glashow, Weinberg und Salam eine Theorie derelektros
hwa
hen We
hselwirkung aufstellen, in der die elektromagnetis
he We
h-selwirkung mit der s
hwa
hen We
hselwirkung zusammengef�uhrt wurde. Zusammenmit der ni
ht-abels
hen Ei
htheorie der starken We
hselwirkung, der Quanten
hro-modynamik (QCD) bildet diese Theorie das sogenannte Standardmodell der Teil-
henphysik.Dieses Standardmodell hat au�ergew�ohnli
he Erfolge zu verzei
hnen. Die QED zurBes
hreibung von Elektronen konnte z.B. auf zehn Stellen hinter dem Komma ge-nau dur
h Experimente best�atigt werden, ohne den kleinsten Hinweis auf eine Ab-wei
hung zu �nden. Mit Hilfe der Theorie der elektros
hwa
hen We
hselwirkungkonnten Vorhersagen �uber die Massen der zugeh�origen Austaus
hteil
hen gema
htwerden, die dann Anfang der 80er Jahre am CERN best�atigt wurden. Ein ersterErfolg der QCD war die Entde
kung des J=	-Teil
hens und die damit verbundeneErkenntnis �uber die Existenz eines vierten Quarks, und zuletzt die Entde
kung desTop-Quarks.Es gibt somit keinen Befund, der dem Standardmodell und seinen vielz�ahligen Vor-hersagen widerspri
ht. Denno
h wird seit Jahrzehnten sowohl in theoretis
hen alsau
h experimentellen Arbeiten na
h einer Physik jenseits des Standardmodells ge-su
ht, und aufgrund der Erfolge des Standardmodells stellt si
h die Frage, woherder Glaube an die Existenz einer no
h umfassenderen Theorie kommt.Bereits dur
h die Arbeit vonMaxwell sowie die sp�ateren Theorien hat si
h gezeigt,da� die Su
he na
h Vereinheitli
hung ein sehr erfolgverspre
hendes Konzept beimAufstellen neuer Theorien ist. Dementspre
hend begann man bereits in den 70er Jah-ren mit der Su
he na
h einer "Grand Uni�ed Theory \(GUT), in der au
h die starkeWe
hselwirkung mit der elektros
hwa
hen vereinheitli
ht werden soll, und in den80er Jahren na
h einer "Theory Of Everything \(TOE), in der au
h no
h die Gra-vitation mit einbezogen sein soll. In diese Ri
htung ist z.Z. die Superstring-Theorie,eine auf der Supersymmetrie aufbauende String-Theorie am weitesten entwi
kelt.Supersymmetrie bezei
hnet dabei eine Symmetrie zwis
hen Bosonen und Fermio-nen. Daraus folgt, da� es zu jedem bekannten Fermion einen bosonis
hen Partnerund zu jedem Boson einen fermionis
hen Partner geben mu�. Bis auf den Spin soll-ten supersymmetris
he Partner dieselben Eigens
haften haben. Wenn es allerdingsSupersymmetrie gibt, so mu� diese gebro
hen sein, da andernfalls die supersymme-tris
hen Partner zu den bereits bekannten Teil
hen, die dann dieselbe Masse h�atten,bereits gefunden worden w�aren.Ein weiterer Grund f�ur die Su
he na
h einer �ubergeordneten Theorie ist das so-genannte Hierar
hie-Problem. Die drei Ei
hkopplungen des Standardmodells sindlaufende Kopplungen, d.h. ihre St�arke h�angt von der Energieskala ab, bei der siegemessen werden. Betra
htet man diese Kopplungskonstanten z.B. dur
h st�orungs-theoretis
he Methoden bei hohen Energien, so erkennt man, da� si
h die drei Kopp-
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a) im Standardmodell b) in einemMinimal-Supersymmetris
hen-StandardmodellAbbildung 1: Die laufenden Kopplungskonstantenlungen ni
ht in einem Punkt tre�en, siehe Abb. 1a [Ol℄. Dies w�are w�uns
henswert,da man dann oberhalb dieser Grenze eine GUT erwarten k�onnte, in der es nur no
heine Kopplung gibt. Dieses Problem k�onnte dur
h ein supersymmetris
hes Standard-modell gel�ost werden, siehe Abb. 1b [Ol℄, da supersymmetris
he Theorien geringereUV-Divergenzen haben, und si
h in diesem Modell die drei Kopplungskonstantenungef�ahr bei einer Skala von mG � 2 � 1016GeV tre�en. Daneben gibt es weiter dieSkala mW � 100GeV, bei der die elektros
hwa
he Symmetrie bri
ht. Diese Ska-la ergibt si
h aus dem erwarteten Wert f�ur die Masse des Higgs-Teil
hens. Dur
hStrahlungskorrekturen sollte das Higgs-Teil
hen allerdings eine Masse bei der dur
hmG gesetzten Skala erhalten. Dies steht im Widerspru
h zu dem deutli
h kleinerenWert vonmW . Um die Masse des Higgs-Teil
hens in den Berei
h vonmW zu bringen,m�u�te man die freien Parameter einer GUT in jeder Ordnung St�orungstheorie auf26 Stellen genau einstellen. Dies ist keine w�uns
henswerte L�osung des Problems, dasman als Hierar
hie-Problem bezei
hnet. F�ur supersymmetris
he Theorien gibt es ein"non-renormalization\-Theorem, und demna
h m�ussen die freien Parameter einersupersymmetris
hen GUT nur einmal feinjustiert werden. Dies wird als Teill�osungdes Hierar
hie-Problems angesehen.Die genannten theoretis
hen �Uberlegungen deuten alle darauf hin, da� die Weltbesser dur
h ein vom Standardmodell abwei
hendes supersymmetris
hes Modell be-s
hrieben wird. Bisher ist es allerdings ni
ht m�ogli
h gewesen, eine Abwei
hungder Natur vom Standardmodell na
hzuweisen. Dies k�onnte si
h in naher Zunkunft�andern. Abs
h�atzungen aus dem Standardmodell f�ur die Zerfallszeit eines Protonshaben eine Halbwertszeit von etwa 2 � 1032se
 ergeben. Die letzten experimentellenBefunde zeigen jedo
h, da� die Halbwertszeit des Protons voraussi
htli
h � 1033se
betr�agt, wobei diese Aussagen no
h mit Vorsi
ht zu bewerten sind. Sollten si
h diese



4 EinleitungAussagen best�atigen, w�are eine Abwei
hung des Standardmodells gefunden, w�ahrendsupersymmetris
he Theorien im Einklang mit diesen neuen experimentellen Datenstehen.Der beste Hinweis auf Supersymmetrie w�are der direkte Na
hweis eines supersymme-tris
hen Partners zu einem bereits bekannten Teil
hen. Die experimentellen M�ogli
h-keiten werden dabei dur
h die Masse des na
hzuweisenden Teil
hens begrenzt. F�urdie Massen der supersymmetris
hen Partner gibt es Vorhersagen, und man erwartet,da� mit der n�a
hsten Bes
hleunigergeneration supersymmetris
he Teil
hen entde
ktwerden.Aufgrund dieser �Uberlegungen werden gro�e Anstrengungen zur Erfors
hung super-symmetris
her Theorien unternommen. Zwei der M�ogli
hkeiten zur Untersu
hungeiner sol
hen Theorie sind die St�orungstheorie und Simulationen mit Hilfe des Com-puters. Auf beide M�ogli
hkeiten wird im Rahmen dieser Arbeit eingegangen.Die Diplomarbeit gliedert si
h wie folgt:Im ersten Kapitel wird auf die Konstruktion supersymmetris
her Theorien einge-gangen, wobei zwei Modelle vorgestellt werden, eins davon ist die Super-Yang-Mills-Theorie. Dieses Modell wird dann in den folgenden Kapiteln n�aher betra
htet.Im zweiten Kapitel wird auf die St�orungstheorie dieses Modells eingegangen. Dazuwerden zun�a
hst die zugeh�origen Feynman-Regeln entwi
kelt, sp�ater werden damitRenormierungskonstanten bere
hnet. Insbesondere wird am Ende dieses Kapitelsder Superstrom betra
htet, der in mathematis
h teilweise �ahnli
hen Theorien wieder QCD ni
ht vorkommt, da dieser Strom die Fermionenzahlerhaltung verletzt. Insupersymmetris
hen Theorien ist dies dur
h die Symmetrie zwis
hen Fermionen undBosonen m�ogli
h.Im dritten Kapitel wird das betra
htete Modell auf dem Gitter formuliert, und imvierten Kapitel werden die zugeh�origen Feynman-Regeln auf dem Gitter entwi
kelt.Damit werden Renormierungskonstanten bere
hnet, insbesondere au
h die additiveMassenrenormierung. Dies f�uhrt zu einer st�orungstheoretis
hen Vorhersage f�ur denf�ur Simulationen wi
htigen kritis
hen Hoppingparameter. Um diese Vorhersage sogenau wie m�ogli
h zu ma
hen, wird am Ende dieses Kapitels no
h auf M�ogli
hkeitenzur Verbesserung der St�orungstheorie eingegangen.



Kapitel 1Supersymmetris
he TheorienAuf der Su
he na
h einer Theorie, in der die Gravitation mit den restli
hen Fun-damentalkr�aften ni
ht-trivial vereinigt ist, haben Arbeiten Anfang der 70er Jahredeutli
h gema
ht, da� dies aller Wahrs
heinli
hkeit na
h nur in supersymmetris
henTheorien m�ogli
h ist. Grundlage einer sol
hen vereinheitli
hten Theorie ist si
her-li
h, da� die Raum-Zeit Symmetrien, bes
hrieben von der Poin
ar�e-Gruppe, mit deninneren Symmetrien, wie sie aus der Theorie der elektros
hwa
hen We
hselwirkungund aus der QCD bekannt sind, zu einer einzigen Symmetrie zusammengefa�t wer-den. Bereits 1967 konnte allerdings dur
h Coleman undMandula gezeigt werden[CM℄, da� es ni
ht m�ogli
h ist, diese beiden Symmetrien ni
ht-trivial zu vereinigen.Entweder ist die entstehende Gruppe ein triviales Produkt der Poin
ar�e-Gruppe undder Lie-Gruppe der inneren Symmetrie, oder die resultierende Theorie hat eine tri-viale S-Matrix, d.h. vers
hwindende Streuamplituden. Dieses ern�u
hternde Resultatist unter dem Namen No-Go-Theorem von Coleman und Mandula bekannt.Da man aber das Konzept einer vereinheitli
hten Theorie ni
ht so s
hnell aufge-ben wollte, wurden Versu
he zur Umgehung dieses No-Go-Theorems unternommen.1971 konnte gezeigt werden [GL℄, da� dies dur
h eine Erweiterung des Konzepts derLie-Gruppe m�ogli
h ist. W�ahrend �ubli
herweise eine Lie-Gruppe vollst�andig dur
hdie Kommutatorrelationen zwis
hen den Generatoren festgelegt ist, wurden in dieserArbeit Antikommutatorrelationen hinzugenommen. Dies f�uhrt zu zwei unters
hied-li
hen Klassen von Generatoren, die man als bosonis
h und fermionis
h klassi�zie-ren kann. Au�erdem entwi
kelte man das Konzept der graduierten Lie-Algebra. Eszeigte si
h dann 1975 [HLS℄, da� die Z2-Graduierung die Einzige ist, die mit derQuantenfeldtheorie in Einklang zu bringen ist. Damit gelangt man zu der Super-Poin
ar�e-Algebra, auf der supersymmetris
he Theorien aufbauen.In diesem Kapitel werden zwei sol
her Theorien vorgestellt. Zum einen das Wess-Zumino-Modell [WZ℄, die erste supersymmetris
he Theorie, und zum anderen dieN = 1 Super-Yang-Mills-Theorie [VY℄. Beide werden hier im Rahmen des Super-feldformalismus entwi
kelt, dann aber dur
h Materie- und Ei
hfelder dargestellt, da



6 Supersymmetris
he Theoriendies zwingend notwendig ist, wenn man eine dieser Theorien sp�ater auf dem Gitterbetra
hten m�o
hte.1.1 Konstruktion supersymmetris
her Lagrange-di
htenMaterie- und Ei
hfelder, wie z.B. Felder von Gluonen und Quarks in der QCD,sind im Minkowski-Raum de�niert, die Lorentz-Transformationen aus der Poin
ar�e-Gruppe wirken auf die Minkowski-Koordinaten dieser Felder. Ebenso f�uhrt maneinen Superraum ein, der aus der �ubli
hen 4-dimensionalen Raumzeit x� sowiezus�atzli
hen fermionis
hen Dimensionen � und �� besteht, auf dessen Koordinatendie SUSY-Transformationen der Super-Poin
ar�e-Algebra wirken, und in dem Super-felder de�niert sind. Die fermionis
hen Dimensionen werden dabei dur
h Grassmann-Zahlen bes
hrieben. Ein Superfeld F = F(x; �; ��) kann man in eine Potenzreihe in� und �� entwi
keln:F(x; �; ��) = f(x) + ��(x) + �� ��(x) + (��)M(x) + (����)N(x)+�����A�(x) + (��)����(x) + (����)��(x) + (��)(����)d(x) (1.1)Dabei ist �� = (11; �1; �2; �3).Aus der Forderung, da� F ein Lorentzskalar sein soll, ergibt si
h f�ur das Verhaltender Komponentenfelder unter Lorentztransformationen:� 4 komplexe skalare Felder: f(x);M(x); N(x); d(x)� 2 linksh�andige Weyl-Spinorfelder: �(x); �(x)� 2 re
htsh�andige Weyl-Spinorfelder: ��(x); ��(x)� 1 komplexes Vektorfeld: A�(x)Es ist nun klar, da� Linearkombinationen von Superfeldern wieder Superfelder er-geben, so da� eine lineare Darstellung der SUSY-Algebra gefunden wurde. Diese istaber im allgemeinen reduzibel. Irreduzible Darstellungen erh�alt man, indem mannur eine Teilklasse von Superfeldern betra
htet, die einer gewissen Zusatzbedingunggen�ugen. Dazu werden zun�a
hst kovariante Ableitungen de�niert:DA := �A + i(����)A�� (1.2)�D _A := ��� _A + i(~���) _A�� (1.3)mit ~�� = (11;��1;��2;��3).Damit kann man Superfelder wie folgt klassi�zieren:



1.1 Konstruktion supersymmetris
her Lagrangedi
hten 7� 
hirale Superfelder �(x; �; ��) : �D _A� = 0� anti
hirale Superfelder �y(x; �; ��) : DA�y = 0� Vektor-Superfelder V (x; �; ��) : V = V yChirale und anti
hirale Superfelder, die au
h als skalare Superfelder bezei
hnet wer-den, bes
hreiben dabei Materiefelder, Vektor-Superfelder bes
hreiben Ei
hfelder.Es folgt aus diesen Bedingungen, da� ein allgemeines 
hirales Superfeld von derForm �(x; �; ��) = �(y; �) (1.4)mit y� = x� + i����� (1.5)ist. Die Taylorentwi
klung ergibt si
h dann zu:�(y; �) = '(y) +p2� (y) + (��)F (y) (1.6)Man verbleibt also mit folgenden Komponentenfeldern:� 1 komplexes skalares Feld '� 1 linksh�andiges Weyl-Spinorfeld  � 1 komplexes skalares Hilfsfeld FMit  lassen si
h dabei Fermionenfelder (Leptonen oder Quarks) bes
hreiben, 'stellt die zugeh�origen bosonis
hen Superpartner (Sleptonen oder Squarks) dar.Ebenso l�a�t si
h ein anti
hirales Superfeld wie folgt s
hreiben:�y(�y; ��) = '�(�y) +p2�� � (�y) + (����)F �(�y): (1.7)Aus der Bedingung f�ur Vektor-Superfelder ergeben si
h folgende Bedingungen f�urdie Komponentenfelder aus (1.1):f = f �; A� = A��; d = d�; M = N�; � = � und � = � (1.8)Aus diesen Feldern soll eine Lagrangedi
hte L konstruiert werden, so da� die Wir-kung S = R d4xL unter SUSY-Transformationen invariant bleibt. Es zeigt si
h, da�man dies errei
ht, wenn man die d-Komponente eines allgemeinen Superfeldes oderdie F -Komponente eines skalaren Superfeldes dazu benutzt. Dabei wird folgendeS
hreibweise benutzt: F j������ := d(x) (1.9)� j�� := F (x) (1.10)Supersymmetris
he Lagrangedi
hten erh�alt man also dur
h folgende Konstruktion:L = (Superfelder) j������ + (
hirale Superfelder) j�� (1.11)



8 Supersymmetris
he Theorien1.1.1 Das Wess-Zumino-ModellEine m�ogli
he Gestalt einer supersymmetris
hen Lagrangedi
hte ist die folgende:L := �y(x; �; ��)�(x; �; ��) j�������m2 �2(y; �) j�� + (h:
:)�g3�3(y; �) j�� + (h:
:) (1.12)Um eine reelle Lagrangedi
hte zu erhalten, wurde zu den 
hiralen Superfeldern no
hder hermites
h konjugierte Ausdru
k addiert. In Komponentenfeldern lautet dieseLagrangedi
hte: L = (��'�)(��')� i2( � ~���� +  ���� � )+m2 (  + � � ) + g('  + '� � � )+F �F � (m'+ g'2)F � (m'� + g'�2)F � (1.13)Dies ist die o�-shell-Lagrangedi
hte des ber�uhmten Wess-Zumino-Modells.Die Euler-Lagrange-Glei
hung f�ur das Hilfsfeld F ergibt als L�osung folgende Bewe-gungsglei
hung f�ur das Hilfsfeld: F = m'� + g'�2 (1.14)Diese enth�alt keine Ableitungen von F und ist somit rein algebrais
h, wodur
h Fni
ht an der Dynamik teilnimmt. Man kann es also dur
h seine Bewegungsglei
hungersetzen, wodur
h man folgende on-shell-Lagrangedi
hte erh�alt:L = (��'�)(��')�m2 j'j2� i2( � ~���� +  ���� � ) + m2 (  + � � )+g('  + '� � � )�mg j'j2 ('+ '�)� g2 j'j4 (1.15)Die erste Zeile bes
hreibt ein Boson der Masse m, die zweite ein Fermion glei
herMasse, in der dritten steht die We
hselwirkung der beiden Felder.Mit ' = 1p2(A� iB) (1.16)und 	 := �  � � ; also �	 = ( ; � ) (1.17)lautet das freie Wess-Zumino-Modell, also das mit g = 0 wie folgt:L = 12 �(��A)(��A)�m2A2�+ 12 �(��B)(��B)�m2B2��12 �	 (i
��� �m)	 (1.18)



1.1 Konstruktion supersymmetris
her Lagrangedi
hten 9Es zeigt si
h, da� das Feld A(x) ein reelles, skalares Feld ist, B(x) ein reelles, pseudo-skalares und 	(x) ein Majorana-Spinorfeld. Die Bewegungsglei
hungen dieser Felderlauten: (2+m2)A = 0 (Klein-Gordon) (1.19)(2+m2)B = 0 (Klein-Gordon) (1.20)(i
��� �m)	 = 0 (Dira
) (1.21)�	(i
� �� +m) = 0 (Dira
) (1.22)An dieser Darstellung erkennt man re
ht gut, da� das Wess-Zumino-Modell einnat�urli
hes Modell ist, wenn man eine Symmetrie zwis
hen Bosonen und Fermionenfordert.1.1.2 Die N = 1 Super-Yang-Mills-TheorieMit dem Wess-Zumino-Modell konnte erstmals gezeigt werden, da� es systematis
hm�ogli
h ist, eine supersymmetris
he Lagrangedi
hte zu konstruieren. Allerdings wares eher ein Spielzeugmodell. Als n�a
hstes wird daher ein supersymmetris
hes Modellmit einer ni
ht-abels
hen Ei
hinvarianz, wie sie aus der QCD bekannt ist, vorgestellt.F�ur ein Vektorfeld V (x; �; ��) de�niert man die supersymmetris
he Feldst�arke:WA := �14( �D �D)e�VDAeV (1.23)Diese ist ein 
hirales Superfeld. Damit l�a�t si
h aus dieser Feldst�arke wieder einesupersymmetris
he Lagrangedi
hte konstruieren. Au�erdem verh�alt es si
h untereiner Ei
htransformation wie folgt:WA �! e�i�WAei�; (1.24)wenn si
h V wie folgt verh�alt: V �! e�i�yV ei�; (1.25)mit � = T a�a V = T aV a: (1.26)T a sind dabei die Generatoren der adjungierten Darstellung.Eine m�ogli
he Lagrangedi
hte, die sowohl SUSY-invariant als au
h ei
hinvariant ist,ist die folgende: L = 14WAWA j�� + (h:
:) (1.27)In Komponentenfeldern lautet diese, mit dem �ubli
hen ni
ht-abels
hen Feldst�arke-tensor: F�� = ��A� � ��A� + [A�; A�℄ (1.28)



10 Supersymmetris
he Theorienund der kovarianten Ableitung in adjungierter Darstellung:D��� = ����+ [A�; ��℄ (1.29)sowie in der Wess-Zumino-Ei
hung und in euklidis
her Raumzeit wie folgt:L = � 12g2Tr (F��F��) + Tr ���
�D���� Tr (dd) : (1.30)Die Bewegungsglei
hung des Hilfsfelds d ist dur
h d = 0 gegeben, so da� die on-shell-Wirkung mit A� = �igAa�T a (1.31)� = �aT a (1.32)wie folgt aussieht:S = Z d4x�14F a��(x)F a��(x) + 12��a(x)
�D��a(x)� (1.33)Formal ist dies, bis auf einen Faktor 1=2 vor dem Fermionenteil der Wirkung, iden-tis
h zur QCD. Allerdings sind die Fermionen keine Dira
-Spinoren in der Fun-damental-Darstellung, sondern Majorana-Fermionen in der adjungierten Darstel-lung.Diese Theorie soll im folgenden genauer betra
htet werden. Dies bedeutet, da� manf�ur einen Operator O an seinen ErwartungswertenhOi = R DAD�Oe�SR DAD�e�S (1.34)interessiert ist. Diese gilt es zu bere
hnen, wozu zwei Ans�atze hervorzuheben sind.Zum einen ist dies die st�orungstheoretis
he Entwi
klung, bei der man f�ur die Ex-ponentialfunktion, und gegebenfalls f�ur den Operator O, die in dem Integrandenauftreten, die Taylorentwi
klung in g einsetzt. Mit einigen re
hente
hnis
hen Ver-einfa
hungen ist dies in den Feynman-Regeln zusammengefa�t, die in einem sp�aterenKapitel f�ur diese Theorie hergeleitet werden.Na
hteil dieser Methode ist, da� f�ur gro�e Kopplungskonstanten eine gute Entwi
k-lung in vern�unftiger Zeit ni
ht m�ogli
h ist. Au�erdem gibt es au
h sogenannte ni
ht-perturbative Anteile, die prinzipiell ni
ht dur
h eine sol
he Entwi
klung erhaltenwerden k�onnen.Diese S
hwierigkeiten k�onnen umgangen werden, wenn man die Theorie auf demGitter de�niert, und die Erwartungswerte mit dem Computer bere
hnet1.1Dies wird im Rahmen der DESY-M�unster-Kollaboration getan, in wel
her au
h diese Diplom-arbeit angefertigt wurde.



1.1 Konstruktion supersymmetris
her Lagrangedi
hten 11Allerdings treten bei dieser Methode Gittere�ekte dur
h eine endli
he Gittergr�o�eauf, und au�erdem k�onnen die Ergebnisse ni
ht direkt mit den Kontinuumswertenvergli
hen werden. Zur Abs
h�atzung des ersten E�ekts und au
h zur Anpassung andie Kontinuumswerte kann man au
h auf dem Gitter st�orungstheoretis
he Bere
h-nungen anstellen. Au
h diese St�orungstheorie soll im folgenden entwi
kelt und dannangewandt werden.



Kapitel 2St�orungstheorie f�ur die N = 1Super-Yang-Mills-Theorie imKontinuumIn dem vorherigen Kapitel wurde die Wirkung der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorieentwi
kelt. Eine M�ogli
hkeit, um Korrelationsfunktionen bzw. Erwartungswerte zubere
hnen, besteht in einer st�orungstheoretis
hen Behandlung. Die Grundlagen dazuwerden in diesem Kapitel entwi
kelt, wobei auf Kenntnisse aus der QCD zur�u
kge-gri�en werden kann. Ans
hlie�end werden damit einige Renormierungskonstantenbere
hnet, wie sie in der 
hiralen und in der SUSY Ward-Identit�at auftreten1.2.1 Das erzeugende FunktionalZiel ist es, im Euklidis
hen st�orungstheoretis
h Korrelationsfunktionen zu bere
h-nen. Dazu werden die Korrelationsfunktionen dur
h funktionale Ableitungen deserzeugenden Funktionals Z na
h den Quelltermen J bes
hrieben. Dieses kann inder Kopplungskonstanten g entwi
kelt werden, so da� man zu einer st�orungstheo-retis
hen Bes
hreibung der Theorie gelangt, die si
h dann in den Feynman-Regelnwiderspiegelt. Sind neue Feynman-Regeln zu entwi
keln, so mu� zuvor si
hergestelltwerden, da� aus dem erzeugenden Funktional der jeweiligen Theorie die Feynman-Regeln in der �ubli
hen Weise zu erhalten sind.Der rein gluonis
he Teil des erzeugenden Funktionals ist bereits aus der QCD be-kannt. Man setzt Z[J ℄ � Z DA exp��S[A℄ + Z d4xJ�(x)A�(x)� (2.1)1Diese Ward-Identit�aten wurden in der parallel angefertigten Diplomarbeit von Tobias Gallabetra
htet [Ga℄. Die zugeh�origen st�orungstheoretis
hen Bere
hnungen im Kontinuum und auf demGitter wurden gemeinsam mit ihm dur
hgef�uhrt.



2.1 Das erzeugende Funktional 13Dabei ist S[A℄ der reine Ei
h-Anteil der Wirkung (1.33).Dieses Pfadintegral ist allerdings ni
ht mit gen�ugender Vorsi
ht de�niert. In demPfadintegral wird n�amli
h �uber alle Pfade A integriert, und damit au
h �uber sol
he,die si
h nur dur
h eine Ei
hung unters
heiden. Die Wirkung S ist aber f�ur alle diesePfade glei
h. Dies f�uhrt zu einem Problem bei der st�orungstheoretis
hen Behand-lung von (2.1), da dur
h die lokale Ei
hinvarianz Nullmoden bei der Bere
hnung desGluonenpropagators auftreten. Dieses Problem konnte von Faddeev und Popovdur
h einen Tri
k gel�ost werden, indem sie eine Deltafunktion �uber die Ei
hungen indas Integral einf�ugen. Sei also F(A) eine Funktion, die glei
h Null gesetzt die Ei
h-�xierungsbedingung sein soll. Einf�ugen einer funktionalen Deltafunktion Æ(F(A))w�urde also das Problem l�osen. Der Tri
k ist, die Eins wie folgt zu s
hreiben:11 = Z D�Æ �F �A���det ÆF �A��Æ� ! ; (2.2)wobei A� das ei
htransformierte Feld ist. Dies ist der Standardtri
k zum L�osen die-ses Problems, so da� hier im folgenden ni
ht auf die te
hnis
hen Details eingegangenwerden soll. Dur
h Einf�ugen dieser Eins in das erzeugende Funktional kann also eineEi
h�xierung dur
hgef�uhrt werden, so da� von daher keine Probleme mehr auftau-
hen. Allerdings h�angt die mit der Eins eingef�uhrte Faddeev-Popov-Determinanteim allgemeinen von dem Feld A ab, und es ist zun�a
hst unklar, wie damit umzuge-hen ist. Au
h hier konnten Faddeev und Popov eine sinnvolle L�osung anbieten,indem sie die Determinante dur
h ein funktionales Integral �uber neu einzuf�uhren-de antikommutierende Felder ersetzten. Diese sogenannten Geisterfelder � und ��stehen dann derart in dem erzeugenden Funktional, da� man eine Wirkung f�ur sieaufs
hreiben kann. Diese lautet bei einer kovarianten Ei
hbedingung und in euklidi-s
her Raumzeit:S�[A; �; ��℄ = Z d4x��a(x) �Æab�2 � gfab
��A
� � gfab
A
���� �b(x) (2.3)Dieser Anteil der Wirkung darf ni
ht vergessen werden. Es handelt si
h zwar bei denGeisterfeldern um keine e
hten Teil
hen, vielmehr sind sie nur dur
h einen mathe-matis
hen Tri
k eingef�uhrt worden, und gehor
hen dazu no
h der fals
hen Statistik.Sie koppeln aber o�ensi
htli
h an das Feld A� an, und haben somit direkten Ein
u�auf die Physik dieses Feldes.Des weiteren mu� in der Wirkung ber�u
ksi
htigt werden, da� eine Ei
h�xierunggew�ahlt wurde, wobei die sp�ateren Re
hnungen in einer kovarianten Ei
hung dur
h-gef�uhrt werden sollen, also z.B. in der Landau- oder der Feynman-Ei
hung. AndereM�ogli
hkeiten sind z.B. die Coulomb-Ei
hung oder die axiale Ei
hung, aber au
h diein supersymmetris
hen Theorien oft benutzte 
hirale Ei
hung. Im Fall der gew�ahltenkovarianten Ei
h�xierung lautet die Ei
hbedingung:��A� = 0; (2.4)



14 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuumoder allgemeiner ��A� = 
(x). Dies entspri
ht dem Hinzuf�ugen eines zus�atzli
henei
h�xierenden Terms zur Lagrangedi
hte LLgf = 12�(��A�)2; (2.5)wobei � = 1 der Feynman-Ei
hung entspri
ht, der Limes � ! 0 der Landau- oderau
h Lorentz-Ei
hung.Damit kann man si
h wieder dem erzeugenden Funktional (2.1) zuwenden. F�ur diesesist bekannt, da� man dur
h eine Variablenvers
hiebungA� �! A� + Z d4yD��(x� y)J�(y) (2.6)die J-Abh�angigkeit des freien erzeugenden FunktionalsZ0[J ℄ explizit wie folgt s
hrei-ben kann: Z0[J ℄ = ZJ;0 exp�12 Z d4xd4yJ�(x)D��(x� y)J�(y)� (2.7)Dabei ist Dab��(x� y) = Z d4k(2�)4 �Æ�� � (1� �)k�k�k2 � Æabk2 exp (ik(x� y)) (2.8)das Inverse des quadratis
hen Terms in der Wirkung der Gluonen, es stellt denFeynman-Propagator f�ur das Gluonenfeld dar.Au
h wenn man f�ur die Geisterfelder kein erzeugendes Funktional de�niert, so wirdes f�ur sp�atere Re
hnungen do
h sinnvoll sein, auf dieselbe Art einen Propagator Sf�ur die soeben eingef�uhrten Geister zu de�nieren. Dieser ist dann gegeben dur
h:Sab(x� y) = Æab Z d4q(2�)4 1q2 exp (iq(x� y)) (2.9)Formal kann man damit au
h f�ur die Geisterteil
hen ein erzeugendes Funktionalaufstellen. Dies ist in der freien Theorie ni
ht n�otig, da man ni
ht an Korrelati-onsfunktionen der Geisterteil
hen interessiert ist, da es si
h dabei nur um virtuelleTeil
hen handeln kann. Um aber elegant die St�orungstheorie formulieren zu k�onnen,wie z.B. in (2.21), ist es sinnvoll, au
h f�ur die Geisterteil
hen ein freies erzeugendesFunktional zu haben. Dieses lautet dann mit �� und � als Quellen f�ur � und �� wiefolgt: Z0[�; ��℄ = Z�;0 exp�12 Z d4xd4y��(x)S(x� y)�(y)� (2.10)Man ist daran interessiert, au
h die Fermionen der Theorie dur
h ein erzeugendesFunktional bes
hreiben zu k�onnen. F�ur Dira
-Spinoren ist sol
h ein Formalismus ausder QCD bekannt, und es mu� gezeigt werden, da� dies au
h f�ur Majorana-Spinoren



2.1 Das erzeugende Funktional 15dur
hf�uhrbar ist. F�ur den fermionis
hen Teil des erzeugenden Funktionals setzt manmit der �au�eren Quelle �� wie folgt an:Z[�℄ � Z D� exp��S�[A; �; ��℄ + Z d4x��(x)�(x)� (2.11)Die fermionis
he Teil der Wirkung S�[A; �; ��℄ ist f�ur den masselosen Fall dur
h (1.33)gegeben. Mit dem Masseterm lautet er:S�[A; �; ��℄ = Z d4x�12��a(x)
�D��a(x) + 12m��a(x)�a(x)� (2.12)Bei dem Funktional ist wi
htig, da� man nur �uber D�, und ni
ht �uber D�D�� inte-griert ([Mo℄, [Ra℄), da � und �� wegen�� = �TC (2.13)bzw. � = �C�1��T (2.14)mit der Ladungskonjugationsmatrix C keine unabh�angigen Variablen sind. Dur
heine Variablenvers
hiebung in � kann au
h in (2.11) die Integration ausgef�uhrt wer-den. Diese Variablenvers
hiebung sieht formal ganz identis
h aus zu (2.6), es istallerdings zu bea
hten, da� nun ni
ht nur �uber die Farbindizes, sondern au
h �uberdie Spinorindizes zu summieren ist:� �! �+ Z d4ySF (x� y)�(y) (2.15)Dabei wird � so de�niert, da� es die Majorana-Eigens
haft (2.13) erf�ullt. Damitergibt si
h f�ur Majorana-Spinoren folgende Abh�angigkeit des freien erzeugendenFunktionals von den Quellen:Z0[�℄ = Z�;0 exp�12 Z d4xd4y��(x)SF (x� y)�(y)� (2.16)mit SabF (x� y) = Æab Z d4p(2�)4 i=p+mp2 +m2 exp(ip(x� y)): (2.17)Man erkennt daran sofort folgende Formeln, die sp�ater no
h gebrau
ht werden:CSF (x� y)C�1 = STF (y � x) (2.18)und C
�SF (x� y)C�1 = �STF (y � x)
�: (2.19)



16 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im KontinuumInsgesamt erh�alt man f�ur das freie erzeugende FunktionalZ0[J; �; �; ��℄ = Z0 exp�12 Z d4xd4y�J�(x)D��(x� y)J�(y)+��(x)SF (x� y)�(y) + ��(x)S(x� y)�(y)�� (2.20)und f�ur das erzeugende FunktionalZ[J; �; �; ��℄ = exp��SI � ÆÆJ(x) ; ÆÆ��(x) ;� ÆÆ�(x) ; ÆÆ��(x) ;� ÆÆ�(x)��Z0[J; �; �; ��℄(2.21)SI bezei
hnet dabei den we
hselwirkenden Anteil der Wirkung. Da man nun einenAusdru
k f�ur das erzeugende Funktional hat, ist formal klar, wie man Erwartungs-werte ausre
hnet. Daher ist dieser Ausdru
k f�ur theoretis
he �Uberlegungen wi
htig,tats�a
hli
he Bere
hnungen sind damit allerdings kaum anzustellen, da diese bereitsf�ur einfa
he Bere
hnungen sehr lang werden. Daher wendet man bei jeder prakti-s
hen Re
hnung dieser Art Feynman-Regeln an, mit deren Hilfe man auf verh�alt-nism�a�ig einfa
he Weise zu demselben Ergebnis gelangt.Im folgenden werden daher die Feynman-Regeln dieser Theorie entwi
kelt. Bevorman damit Bere
hnungen dur
hf�uhren kann, bleibt no
h zu zeigen, da� so gewonneneErgebnisse mit denen aus dem erzeugenden Funktional bere
hneten �ubereinstimmen.Dies wird in Kapitel 2.3 gezeigt.2.2 Herleitung der Feynman-Regeln f�ur das Kon-tinuumEine Herleitung der Feynman-Regeln f�ur die QCD ist in jedem Lehrbu
h �uber Quan-tenfeldtheorie zu �nden. Das Verfahren ist mit geringen Modi�kationen au
h auf dieN = 1 Super-Yang-Mills-Theorie anwendbar. Diesem S
hema folgend werden dieVerti
es bere
hnet, na
hdem bereits im letzten Kapitel die Propagatoren angegebenwurden.Zur Bere
hnung der Feynman-Regeln wird vonS = Z d4x�14 ���Aa�(x)� ��Aa�(x) + g fab
Ab�(x)A
�(x)�2+12��a(x)
�D��a(x) + 12m��a(x)�a(x)� (2.22)ausgegangen.Zun�a
hst ist die Wirkung in einer f�ur die Bere
hnung der Feynman-Regeln geeigne-ten Form aufzus
hreiben:S = Z d4xn14 (A)z }| {���Aa�(x)� ��Aa�(x) + gfab
Ab�(x)A
�(x)�2



2.2 Herleitung der Feynman-Regeln f�ur das Kontinuum 17+12 ��a(x)
�D��a(x)| {z }(B) +12m��a(x)�a(x)o (2.23)Dies ist so zu s
hreiben, da� die Terme mit glei
her Anzahl und Art an Feldernzusammengefa�t werden. Die kurzen Re
hens
hritte dahin werden an dieser Stelleangef�uhrt. Dabei wird im folgenden der Parameter x ni
ht mehr mitges
hrieben,solange dadur
h keine Unklarheiten entstehen.(A) = ���Aa� � ��Aa� + g fab
Ab�A
��2= (��Aa�)2 + ���Aa��2 + g2 �fab
Ab�A
��2 � 2��Aa���Aa�+2g fab
 (��Aa�)Ab�A
� � 2g fab
 ���Aa��Ab�A
�= 2 �(��Aa�)2 � ��Aa���Aa��+ g2fabef
deAa�Ab�A
�Ad�+4gfab
��Aa�Ab�A
�(B) = ��a
� ����a + gfab
Ab��
�Damit ist man in der Lage, die Wirkung S aufzuteilen in einen ni
ht-we
hselwir-kenden Anteil S0 und einen we
hselwirkenden Anteil SI . Au�erdem sind die imvorherigen Kapitel angegebenen Terme f�ur die Geister und der Ei
h�xierungstermhinzuzuf�ugen:S0[A; �; �; ��℄ = Z d4xn12Aa� ��Æ���2 + �1� 1�� �����Aa�+12��a
����a + 12m��a�a + ��a�2�ao (2.24)SI [A; �; �; ��℄ = Z d4x�gfab
 (��Aa�)Ab�A
� + 14g2fabef
deAa�Ab�A
�Ad�+12gfab
��a
�Ab��
 � gfab
��a ����b�A
�o (2.25)2.2.1 Der 3-Gluonen-VertexIm folgenden wird das Yang-Mills Feld A� in Analogie zur QCD als Gluon bezei
h-net, � als Gluino. Die algebrais
hen Ausdr�u
ke f�ur die Verti
es erh�alt man, indemman die Wirkung Fourier-transformiert, und dann die Vorfaktoren abliest und sym-metrisiert.Aus dem Term gfab
 (��Aa�)Ab�A
� aus (2.25) wird die Feynman-Regel f�ur den 3-Gluonen-Vertex entwi
kelt. Ausgedr�u
kt dur
h die Fouriertransformierten ~A� derFelder A� lautet dieser Teil der Wirkung:S3A� = Z d4x gfab
 ���Aa�(x)�Ab�(x)A
�(x) (2.26)
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�
k1

k2 k3�; a�; b �; 
a) 3-Gluonen-Vertex �
k1k2

k3 k4�; a
�; b

�; 
 �; db) 4-Gluonen-VertexAbbildung 2.1: Die Gluonen-Verti
es= gfab
 Z d4x��� Z d4k1(2�)4 exp(k1x) ~Aa�(k1)� (2.27)��Z d4k2(2�)4 exp(ik2x) ~Ab�(k2)��Z d4k3(2�)4 exp(ik3x) ~A
�(k3)�= gfab
 Z d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4d4xik1� exp (i(k1 + k2 + k3)x)� ~Aa�(k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3) (2.28)= igfab
 Z d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 (2�)4k1�Æ(k1 + k2 + k3)� ~Aa�(k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3) (2.29)Der Vertex V ist wie folgt de�niert:S3A� = (2�)43! Z d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 Æ(k1 + k2 + k3)� ~Aa�(k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3)V ab
���(k1; k2; k3) (2.30)Der Vorfaktor ist dabei Konvention, er entspri
ht den Kombinationsm�ogli
hkeitender identis
hen Teil
hen, hier also der drei Gluonen. Mit dieser De�nition des Ver-tex ist man in der Lage, diesen aus (2.29) abzulesen. Damit erh�alt man ein erstesErgebnis: V ab
���(k1; k2; k3) = 3! � igfab
k1�Æ�� (2.31)F�ur allgemeine Bere
hnungen ist die derzeitige Form des Vertex allerdings no
h ni
htgeeignet, es sollte no
h eine Symmetrisierung bez�ugli
h der Indizes statt�nden. Diesist so zu verstehen, da� der Ausdru
k f�ur den Vertex invariant bleiben soll untereiner beliebigen Vertaus
hung der Indexgruppen (k1; �; a), (k2; �; b) und (k3; �; 
).Aufgrund der Antisymmetrie der Strukturkonstanten in den Farbindizes mu� au
hdie Vertaus
hung in den Lorentzindizes antisymmetris
h sein. Insgesamt ergeben
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h se
hs Vertaus
hungsm�ogli
hkeiten, so da� man folgendes Ergebnis erh�alt:V ab
���(k1; k2; k3) = igfab
 ((k1 � k3)�Æ�� + (k2 � k1)�Æ�� + (k3 � k2)�Æ��) (2.32)2.2.2 Der 4-Gluonen-VertexAls n�a
hstes wird aus dem Term 14g2fabef
deAa�Ab�Ad�Ae� aus (2.25) der 4-Gluonen-Vertex entwi
kelt. Der erste S
hritt ist wieder die Fouriertransformation:S4A� = 14g2fabef
de Z d4xAa�(x)Ab�(x)A
�(x)Ad�(x) (2.33)= 14g2fabef
de Z d4x�Z d4k1(2�)4 exp(ik1x) ~Aa�(k1)���Z d4k2(2�)4 exp(ik2x) ~Ab�(k2)��Z d4k3(2�)4 exp(ik3x) ~A
�(k3)���Z d4k4(2�)4 exp(ik4x) ~Ad�(k4)� (2.34)= 14g2fabef
de Z d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4k4(2�)4 (2�)4Æ(k1 + k2 + k3 + k4)� ~Aa�(k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3) ~Ad�(k4) (2.35)Mit folgender De�nition des 4-Gluonen-Vertex VS4A� = (2�)44! Z d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4k4(2�)4 Æ(k1 + k2 + k3 + k4)� ~Aa�(k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3) ~Ad�(k4)V ab
d����(k1; k2; k3; k4) (2.36)ergibt si
h dann V ab
d����(k1; k2; k3; k4) = 3! � g2fabef
deÆ��Æ��: (2.37)Dieser Ausdru
k mu� no
h symmetrisiert werden. Der Vertex ist allerdings bereitsinvariant unter der Vertaus
hung der Indexpaare (�; a) und (�; 
), sowie (�; b) und(�; d), so da� man nur no
h mit se
hs Permutationen verbleibt, deren Indexpaarehinzugef�ugt werden m�ussen. Es ergibt si
h dann:V ab
d����(k1; k2; k3; k4) = g2�fabef
de(Æ��Æ�� � Æ��Æ��)+fa
efbde(Æ��Æ�� � Æ��Æ��)+fadefb
e(Æ��Æ�� � Æ��Æ��)� (2.38)2.2.3 Der Gluon-Ghost-VertexAls n�a
hstes wird der Term �gfab
��a ����b�A
� � gfab
��a�b��A
� aus dem we
h-selwirkenden Teil der Wirkung (2.25) betra
htet, der dur
h die Faddeev-Popov-Determinante eingef�uhrt wurde. Ausgedr�u
kt dur
h die Fouriertransformierten der
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�
k

b

; �a q1 q2Abbildung 2.2: Der Gluon-Ghost-VertexFelder lautet er:SFP = �gfab
 Z d4x��a(x) �����b(x)�A
�(x) + �b(x)��A
�(x)� (2.39)= �gfab
 Z d4x�Z d4q1(2�)4 exp(�iq1x)~��a(q1)������ Z d4q2(2�)4 exp(iq2x)~�b(q2)��Z d4k(2�)4 exp(ikx) ~A
�(k)�+ �Z d4q2(2�)4 exp(iq2x)~�b(q2)���� Z d4k(2�)4 exp(ikx) ~A
�(k)�� (2.40)= igfab
 Z d4q1(2�)4 d4q2(2�)4 d4k(2�)4 (2�)4(k + q2)�Æ(k � q1 + q2)�~��a(q1)~�b(q2) ~A
�(k) (2.41)Es ist dabei Konvention, von den Geisterfeldern � und �� das eine einlaufend unddas andere auslaufend zu de�nieren, und zwar � in die Ri
htung wie A�, �� in dieentgegengesetzte Ri
htung.Da in dem Gluon-Ghost Term keine zwei identis
hen Teil
hen enthalten sind, istin der De�nition au
h kein entspre
hender kombinatoris
her Vorfaktor n�otig. DerVertex V ist also wie folgt de�niertSFP = (2�)4 Z d4q1(2�)4 d4q2(2�)4 d4k(2�)4 Æ(k � q1 + q2)�~��a(q1)~�b(q2) ~A
�(k)V ab
� (k; q1; q2) (2.42)und direkt aus (2.41) abzulesen:V ab
� (k; q1; q2) = igfab
q1� (2.43)2.2.4 Der Gluon-Gluino-VertexAls letzter Term ist der Gluon-Gluino Vertex zu behandeln. W�ahrend die Behand-lung der anderen Verti
es bereits in die Lehrb�u
her eingegangen ist, so ist dies bei
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�
b; �ka 
p1 p2a)Fermionenzahlerhaltend�

b; �ka 
p1 p2b)Fermionenzahlverletzend�
b; �ka 
p1 p2
)FermionenzahlverletzendAbbildung 2.3: Die Gluonen-Gluino-Verti
esGluon-Fermionen Verti
es nur f�ur die Dira
-Fermionen der Fall. Werden die Fer-mionen allerdings dur
h Majorana-Spinoren bes
hrieben, so m�ussen die Majorana-Eigens
haften ber�u
ksi
htigt werden. Die Bere
hnung des Vertex kann man abertrotzdem wie gewohnt dur
hf�uhren, wie dies z.B. in [JS℄ oder in [HK℄ getan wurde.Auf diese Art soll au
h an dieser Stelle der Vertex aus dem Term 12gfab
��a
�Ab��
aus (2.25) bere
hnet werden. Wie gewohnt setzt man also die Fouriertransformiertender Felder ein:SA���� = 12gfab
 Z d4x��a(x)
�Ab�(x)�
(x) (2.44)= 12gfab
 Z d4x�Z d4p1(2�)4 exp(ip1x)~��a(p1)��
��Z d4k(2�)4 exp(ikx) ~Ab�(k)��Z d4p2(2�)4 exp(ip2x)~�
(p2)� (2.45)= 12gfab
 Z d4p1(2�)4 d4p2(2�)4 d4k(2�)4 (2�)4Æ(k + p1 + p2)�~��a(p1)
� ~Ab�(k)~�
(p2) (2.46)Der Vertex ist wie �ubli
h dur
h den Vorfaktor dieses Terms gegeben, wobei manin die De�nition des Vertex die kombinatoris
hen Faktoren, die dur
h identis
heTeil
hen entstehen, direkt mit einbeziehen m�o
hte. F�ur Majorana-Teil
hen gilt dieAussage, da� sie ihre eigenen Antiteil
hen sind. Die mathematis
he Bedeutung davonist �� = �TC; (2.47)mit der Ladungskonjugationsmatrix C. Damit ist der Gluon-Gluino-Vertex wie folgtzu de�nieren: SA���� = (2�)42 Z d4p1(2�)4 d4p2(2�)4 d4k(2�)4 Æ(k + p1 + p2)
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� (k; p1; p2) ~Ab�(k)~�
(p2) (2.48)Aus (2.46) liest man, no
h ohne Symmetrisierung, ab:V [�;A�; ��℄ab
� (k; p1; p2) = gfab

� (2.49)Der zugeh�orige Graph ist in Abb. 2.3a dargestellt. Anders als bei Fermionen in derQCD, oder au
h den Geisterfeldern dieser Theorie sind bei den Majorana Fermionendie Impulse ni
ht mit Teil
hen bzw. Antiteil
hen assoziiert, da si
h Majoranateil
heneher wie skalare Felder verhalten. Die hier gew�ahlte Konvention besagt daher, da�die Impulse der Gluinos in den Verti
es stets einw�arts laufen, der Pfeil bedeutetna
h innen laufend, da� es si
h um ein Teil
hen handelt, und na
h au�en laufendum ein Antiteil
hen.Bei der dur
hzuf�uhrenden Symmetrisierung ist auf die Majorana-Eigens
haft (2.47)zu a
hten. Das bedeutet also, da� man ni
ht, wie von den Gluonen gewohnt, einfa
hnur die Indizes dur
hzutaus
hen hat, da aus der Majorana-Eigens
haft folgendes f�urzwei Majoranaspinoren � und  folgt (siehe [Lu℄):��
� = � � 
�� (2.50)Um den Vertex zu symmetrisieren, mu� also no
h der Term bea
htet werden, beidem die Indizes a und 
 vertaus
ht, und zus�atzli
h das 
� dur
h ein �
� ersetztwurde. Dies liefert aber aufgrund der Antisymmetrie der Strukturkonstanten wieder(2.49), so da� dadur
h bereits der Vertex in seiner symmetrisierten Form gegebenist.In der QCD ist dieser Vertex der einzige zwis
hen den Fermionen und dem Gluon.Wegen (2.47) kann man die Wirkung au
h wie folgt s
hreiben:SA�2� = 12gfab
 Z d4x�aT (x)C
�Ab�(x)�
(x) (2.51)Damit ist klar, da� es au
h einen Vertex aus einem Gluon A� und zwei Gluinos �gibt, der dann wie folgt lautet:V [�;A�; �℄ab
� = gfab
C
� (2.52)Mit CT = �C und Cy = C�1 ist � = �C�1��T (2.53)�aquivalent zu (2.47). Es gibt daher no
h einen dritten Gluon-Gluino-Vertex, der f�urdie We
hselwirkung zwis
hen einem A� und zwei ��s verantwortli
h ist. Er lautet:V [��;A�; ��℄ab
� = �gfab

�C�1 (2.54)



2.3 Anwendbarkeit der Feynman-Regeln 23Es ist deutli
h geworden, wie die Tatsa
he, da� aus den Dira
-Spinoren der QCDin supersymmetris
hen Theorien Majorana-Spinoren werden, �Anderungen in denFeynman-Regeln bewirkt. F�ur tats�a
hli
he Bere
hnungen bedeutet es aber auf denersten Bli
k einen erhebli
h gr�o�eren Arbeitsaufwand, da aus einem Vertex drei Ver-ti
es wurden [GZ℄. Ein in den folgenden Bere
hnungen weniger wi
htiger weitererNa
hteil dieser Verti
es ist es, da� sie s
heinbar beliebige Vorzei
hen haben, wennman si
h nur den Graphen und ni
ht die zugeh�origen Greensfunktionen ansieht. Be-tra
htet man z.B. den zweiten Gluon-Gluino Vertex, so ers
heint der Graph unterAustaus
h der Indizes a und b symmetris
h, w�ahrend der algebrais
he Ausdru
k beidiesem Austaus
h sein Vorzei
hen we
hselt. M�o
hte man Greensfunktionen bere
h-nen, so ist dies kein e
htes Problem, da die Anordnung der Indizes klar vorgegebenist. M�o
hte man allerdings Bere
hnungen automatisieren, und diese dann z.B. mitdem Computer dur
hf�uhren, so ist eine einfa
he L�osung dieses Vorzei
henproblemsw�uns
henswert. Ein entspre
hender Formalismus wurde von Denner et. al. vorge-s
hlagen in [DEHKa℄ und [DEHKb℄. Neben der L�osung des Vorzei
henproblems wirdmit diesem Formalismus au
h die Anzahl der zu betra
htenden Verti
es von drei aufnur einen Vertex reduziert. Daf�ur ist dann anstelle des aus der QCD bekanntenFermionenzahl 
usses ein Fermionen
u� einzuf�uhren, der keine direkte physikalis
heBedeutung mehr hat.
2.3 Anwendbarkeit der Feynman-RegelnBisher wurden Propagatoren und Verti
es f�ur die Gluonen, Geister und Majora-na-Fermionen bere
hnet. F�ur die Propagatoren und Verti
es, die Majorana-Teil
henenthalten, hat si
h dabei herausgestellt, da� es neben den aus der QCD bekanntenGraphen no
h zwei weitere gibt, die die Fermionenzahl ni
ht erhalten. Damit mu�man f�ur beliebige Korrelationsfunktionen zeigen, da� si
h diese mittels der Feynman-Regeln bere
hnen lassen, und da� das Ergebnis ni
ht von dem abwei
ht, das mandirekt aus dem erzeugenden Funktional erhalten h�atte. Da aber die G�ultigkeit derQCD-Feynman-Regeln in der QCD wohlbekannt ist, bleibt hier nur no
h zu zeigen,da� die zus�atzli
hen Graphen si
h problemlos in dieses Konzept einf�ugen lassen.Zu diesem Zwe
k wird zun�a
hst dur
h Bere
hnen der 4-Punkt-Funktion in der frei-en Theorie die G�ultigkeit des Wi
ks
hen Theorems gezeigt. Ans
hlie�end wird inder Theorie mit We
hselwirkungen direkt aus dem erzeugenden Funktional eine 1-Loop-Re
hnung ausgef�uhrt. In der zugeh�origen Re
hnung mittels Feynman-Regelntreten dann die zus�atzli
hen Graphen auf. Erh�alt man dasselbe Ergebnis f�ur beideBere
hnungen, so ist klar, da� die Feynman-Regeln allgemeing�ultig anwendbar sind.



24 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum2.3.1 Die freie TheorieEs ist zu zeigen, da� si
h au
h in dieser Theorie die 4-Punkt-Funktion gem�a�dem Wi
ks
hen Theorem aus 2-Punkt-Funktionen bere
hnen l�a�t. H�ohere n-Punkt-Funktionen sind ni
ht zu bere
hnen, da dur
h Induktion klar ist, da� das Wi
ks
heTheorem au
h daf�ur gilt.F�ur den bosonis
hen Teil der Theorie ist die G�ultigkeit bekannt, da dieser Teilidentis
h ist mit dem bosonis
hen Teil der QCD. Es ist also nur der fermionis
heTeil zu behandeln. Die erste n-Punkt-Funktion, die ausgere
hnet werden soll, ist die2-Punkt-Funktion h�a���b�i. Um diese Greensfunktion zu bere
hnen, ist (2.20) bzw.(2.16) na
h der Quelle von � und ��, also na
h � abzuleiten, und ans
hlie�end sinddie Quellterme glei
h Null zu setzen. Dazu betra
hte man zun�a
hst den Exponentenvon (2.16) genauer unter Bea
htung von (2.13), (2.14) und (2.18):��(x)SF (x� y)�(y) = ��T (x)CSF (x� y)C�1��T (y) (2.55)= ��T (x)STF (y � x)��T (y) (2.56)= ��(y)SF (y � x)�(x) (2.57)Das bei der letzten Umformung entstandene Minuszei
hen ist ni
ht sofort erkennbar.Es ist dur
h das Vertaus
hen der Grassmann-Variablen entstanden (vgl. dazu dieentspre
henden Re
hnungen in [Lu℄).Des weiteren ist no
h eine Anmerkung zu den Quellen bzw. den Ableitungen na
hden Quellen wi
htig. In einer Theorie mit Majorana-Fermionen gibt es nur eine Quel-le f�ur diese, hier �. Mit dieser Quelle ist formal no
h eine weitere verkn�upft, n�amli
h��. Das erzeugende Funktional l�a�t si
h in jeder der beiden Quellen bes
hreiben, derQuellterm lautet: ZQuelle[�℄ = Z D� exp�Z d4x��(x)�(x)� (2.58)= Z D� exp�Z d4x��(x)�(x)� (2.59)Zur Bere
hnung von Greensfunktionen ist dieses erzeugende Funktional na
h denQuelltermen abzuleiten. Man erkennt anhand obiger Glei
hungen folgenden Zusam-menhang: � $ !ÆÆ�� (2.60)�� $  ÆÆ� (2.61)Es ist vom Ergebnis her glei
hg�ultig, ob man lieber mit Re
hts- und Linksableitungenarbeitet oder nur mit na
h re
hts wirkenden Ableitungen. Bei letzteren ist darauf
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hten, da� man ein Minuszei
hen einf�ugen mu�, wenn man na
h re
hts wirkendna
h � ableitet. Um n�amli
h ��� na
h � ableiten zu k�onnen, mu� die Ableitung zuerstan �� vorbeigezogen werden. Da es si
h bei den beiden aber um Grassmann Variablenhandelt, entsteht dabei ein Minuszei
hen. Dieses mu� in der De�nition ausgegli
henwerden, so da� folgende Zusammenh�ange gelten:� $ ÆÆ�� (2.62)�� $ � ÆÆ� (2.63)Des weiteren folgt aus ÆÆ��a� = ÆÆ(�TC)a� (2.64)= ÆÆ(�a�C��) (2.65)no
h folgende Relation f�ur die Ableitung na
h den Quellen:ÆÆ�a� = C�� ÆÆ��a� (2.66)Ebenso folgt: ÆÆ��a� = �C�1�� ÆÆ�a� (2.67)Damit kann man die gesu
hte 2-Punkt-Funktion wie folgt bere
hnen:h�a�(x1)��b�(x2)i = 1Z0 Æ2Æ��a�(x1)Æ(��b�(x2))Z0[�℄������=0 (2.68)= �12 Æ2Æ��a�(x1)Æ�b�(x2) Z d4xd4y��

(x)S
dF
Æ(x� y)�dÆ (y) (2.69)= 12 ÆÆ��a�(x1) Z d4x���

(x)S
bF
�(x� x2) + ��dÆ (x)SdbFÆ�(x� x2)� (2.70)= SabF��(x1 � x2) (2.71)Von (2.69) na
h (2.70) wurde ausgenutzt, da� aufgrund der Majorana-Eigens
haftvon � sowohl � als au
h �� na
h � abgeleitet werden m�ussen unter Ausnutzung von(2.57).Neben dieser im wesentli
hen aus der QCD bekannten 2-Punkt-Funktion gibt eswegen (2.13) und (2.14) no
h zwei weitere, die folgende Beziehungen erf�ullen:h�(x1)�T (x2)i = h�(x1)��(x2)iC�1 (2.72)= SF (x1 � x2)C�1 (2.73)



26 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuumund h��T (x1)��(x2)i = �Ch�(x1)��(x2)i (2.74)= �CSF (x1 � x2): (2.75)Es sei darauf hingewiesen, da� diese Formeln zun�a
hst ni
ht mit den entspre
hendenaus [Ta℄ �ubereinstimmen. Dies liegt daran, da� dort C2 = �11 ausgenutzt wurde.Dies gilt zwar f�ur die meisten der oft verwandten Wahlen f�ur C, wie z.B. die in[Ta℄ benutzte Wahl C = 
0
2. Allerdings sind die hier pr�asentierten Formeln allge-meing�ultig, so da� diese Form bevorzugt werden sollte.Die 4-Punkt-Funktion l�a�t si
h ganz analog bere
hnen:h�a�(x1)��b�(x2)�

(x3)��dÆ(x4)i= 1Z0 Æ4Æ��a�(x1)Æ(��b�(x2))Æ��

(x3)Æ(��dÆ (x4))Z0[�℄������=0 (2.76)= 18 Æ4Æ��a�(x1)Æ�b�(x2)Æ��

(x3)Æ�dÆ (x4)��Z d4xd4y��e�(x)SefF��(x� y)�f� (y)�2 (2.77)= 18 Æ4Æ��a�(x1)Æ�b�(x2)Æ��

(x3)Æ�dÆ (x4)� Z d4xd4yd4zd4w��e�(x)SefF��(x� y)�f� (y)��m� (z)SmnF��(z � w)�n�(w) (2.78)= SabF��(x1 � x2)S
dF
Æ(x3 � x4)+Sa
F�
(x1 � x3)SbdF�Æ(x2 � x4)+SadF�Æ(x1 � x4)Sb
F�
(x2 � x3) (2.79)Dies entspri
ht dem Wi
ks
hen Theorem. Neben dieser 4-Punkt-Funktion gibt esnat�urli
h wieder weitere aufgrund der Majorana-Eigens
haft.2.3.2 Die Theorie mit We
hselwirkungenAls n�a
hstes ist dur
h Ableiten na
h den Quelltermen aus dem erzeugenden Funk-tional (2.21) eine n-Punkt-Funktion in 1-Loop-Ordnung zu bere
hnen. Um unn�oti-ge Komplikationen zu vermeiden, wird eine 2-Punkt-Funktion gew�ahlt. Sowohl derGluonenpropagator als au
h der Fermionenpropagator enthalten in 1-Loop-Ordnungdie zu �uberpr�ufenden Verti
es mit den Majorana-Fermionen. Prinzipiell l�a�t si
h anbeiden Beispielen die G�ultigkeit der Feynman-Regeln zeigen. Da aber sp�ater auf demGitter zun�a
hst Bere
hnungen mit dem Fermionenpropagator dur
hgef�uhrt werden,ist es sinnvoll, au
h an dieser Stelle die explizite Bere
hnung f�ur diesen Propagatordur
hzuf�uhren.



2.3 Anwendbarkeit der Feynman-Regeln 27Da der Teil des erzeugenden Funktionals mit den Geistern von vornherein keinenBeitrag erster Ordnung zu dem Fermionenpropagator liefert, wird dieser im folgen-den ni
ht mitges
hrieben. Damit ist dann folgendes zu bere
hnen:h�a�(x1)��b�(x2)i = 1Z[0℄ Æ2Æ��a�(x1)Æ(��b�(x2))Z[J; �℄�����J=�=0 (2.80)= Æ2Æ��a�(x1)Æ(��b�(x2))� exp��SI � ÆÆJ(x) ; ÆÆ��(x) ;� ÆÆ�(x)���Z0[J; �℄���J=�=0 (2.81)Der st�orungstheoretis
he Ansatz besteht darin, die Exponentialfunktion in (2.81) ineine Taylorreihe exp(x) = 1 + x+ x22 +O(x3) (2.82)zu entwi
keln. Da das Ergebnis mit einer 1-Loop-Bere
hnung vergli
hen werden soll,was einer Entwi
klung bis g2 entspri
ht, ist die Taylorreihe bis zur zweiten Ordnungzu betra
hten. Man erh�alt dann folgendes:h�a�(x1)��b�(x2)i = 1Z[0℄ Æ2Æ��a�(x1)Æ(��b�(x2))��1� SI � ÆÆJ(x) ; ÆÆ��(x) ;� ÆÆ�(x)�+12 �SI � ÆÆJ(x) ; ÆÆ��(x) ;� ÆÆ�(x)��2!�Z0[J; �℄���J=�=0 +O(g3) (2.83)Der Term nullter Ordnung der Taylorentwi
klung entspri
ht dabei o�ensi
htli
h derfreien Theorie, die bereits behandelt wurde. Dieser Term ergibt also den freien Pro-pagator. Bei dem Term erster Ordnung tritt SI aus (2.25) auf. Betra
htet man diesenTeil der Wirkung, so erkennt man, da� die meisten Terme von SI keinen Beitrag lie-fern, da na
h Ausf�uhren der Ableitungen einzelne Quellterme �uberbleiben, die aberglei
h Null gesetzt werden. Der einzige Beitrag ergibt si
h aus 14g2fabef
deAa�Ab�A
�Ad� .Dieser Term ist aus der QCD wohlbekannt und entspri
ht einer Vakuums
uktuati-on. Damit k�urzt si
h dieser Term sp�ater wieder weg und ist daher f�ur die weitereRe
hnung unbea
htli
h.Bleibt also der Term quadratis
h in SI . Von den dur
h das Quadrieren entstehendenneun Termen spielen na
h der glei
hen Argumentation die meisten Terme keineRolle. Des weiteren sind, wie �ubli
h, nur zusammenh�angende Graphen zu betra
hten.



28 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im KontinuumDer einzig interessante Term ist der Term (12gfab
��a
�Ab��
)2. Damit l�a�t si
h derFermionenpropagator in 1-Loop-Ordnung wie folgt bere
hnen:h�a�(x1)��b�(x2)i = 1Z[0℄ Æ2Æ��a�(x1)Æ(��b�(x2))��1 + 18g2f
deffgh Z d4xd4y� ÆÆ�
(x)
� ÆÆJd�(x) ÆÆ��e(x) ÆÆ�f (y)
� ÆÆJg� (y) ÆÆ��h(y)��Z0[J; �℄���J=�=0 +O(g3) (2.84)= Æ2Æ��a�(x1)Æ(��b�(x2))��1 + 18g2f
deffgh Z d4xd4y� ÆÆ�
(x)
� ÆÆJd�(x) ÆÆ��e(x) ÆÆ�f (y)
� ÆÆJg� (y) ÆÆ��h(y)����1 + 12 Z d4z1d4z2J�(z1)D��(z1 � z2)J�(z2)��� 13! 123 Z d4z3d4z4d4z5d4z6d4z7d4z8��(z3)SF (z3 � z4)��(z4)��(z5)SF (z5 � z6)�(z6)��(z7)SF (z7 � z8)�(z8)+12 Z d4z1d4z2��(z1)SF (z1 � z2)�(z2)�� ���J=�=0+O(g3) (2.85)= SabF��(x1 � x2)+ 1768g2f
deffgh Æ2Æ��a�(x1)Æ(��b�(x2)) Z d4xd4y� ÆÆ�
(x)
� ÆÆJd�(x) ÆÆ��e(x) ÆÆ�f(y)
� ÆÆJg� (y) ÆÆ��h(y)� Z d4z1d4z2d4z3d4z4d4z5d4z6d4z7d4z8�J�(z1)D��(z1 � z2)J�(z2)��(z3)SF (z3 � z4)�(z4)���(z5)SF (z5 � z6)�(z6)��(z7)SF (z7 � z8)�(z8)+O(g3) (2.86)Nun bleibt no
h, die Ableitungen zu bere
hnen. Dabei sind die Formeln (2.18) und(2.19) auszunutzen, da es si
h bei den Ableitungen na
h den Majorana-Quellen wie-der um Majorana-Spinoren handelt. Neben den relevanten Termen entstehen dabeino
h Terme, die den unverbundenen Graphen entspre
hen, und die somit wegge-lassen werden k�onnen. Die no
h �ubrig bleibenden Terme lassen si
h zu folgendem
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hen Ausdru
k zusammenfassen:h�a�(x1)��b�(x2)i = SabF��(x1 � x2) + g2f
deffgh Z d4xd4ySa
F�
(x1 � x)
��Ddg��(x� y)S
hF
Æ(x� y)
�SfbFÆ�(y � x2)+O(g3) (2.87)Im Impulsraum sieht dies wie folgt aus:Z d4x1d4x2 exp(ip(x1 � x2))h�a�(x1)��b�(x2)i= ~SabF��(p) + g2f
deffgh Z d4k(2�)4 ~Sa
F��(p)
� ~Ddg��(k) ~S
hF
Æ(p� k)
� ~SfbFÆ�(p)+O(g3) (2.88)Das auf den ersten Bli
k erstaunli
he Ergebnis ist, da� si
h der Fermionenpropa-gator in dieser supersymmetris
hen Theorie zur Ordnung g2 wie der aus der QCDbere
hnet. Dieses Ergebnis ist deshalb bemerkenswert, weil die Anzahl der Propa-gatoren und Verti
es dieser Theorie dreimal so gro� ist vergli
hen mit der QCD, daes neben dem �ubli
hen Fermionenzahl-erhaltenden Graph no
h zwei Fermionenzahl-verletzende gibt.Um die folgende Diskussion zu vereinfa
hen, wird diese an amputierten Graphengef�uhrt. Der Term in g2 im obigen Ergebnis lautet dann wie folgt:�(p) = g2f
dafbgh Z d4k(2�)4
� ~Ddg��(k) ~S
hF
Æ(p� k)
� (2.89)Es sind nun na
h den �ubli
hen Feynman-Regeln alle erlaubten Kombinationen eines1-Loop-Graphen aus den vorhandenen Verti
es und Propagatoren zu bilden und zupr�ufen, ob das Ergebnis mit (2.89) �ubereinstimmt.In Abb. 2.4 sind die Graphen angegeben, von denen man zun�a
hst annehmen w�urde,da� sie f�ur die Beitr�age in 1-Loop-Ordnung verantwortli
h w�aren. Dabei ist dannaber ni
ht auf die Eigens
haft der Majorana-Fermionen gea
htet worden, die besagt,da� diese ihre eigenen Antiteil
hen sind. Es ist also erlaubt, alle Pfeile der Fermioneneines Graphen umzudrehen, da dies aus einem Teil
hen ein Antiteil
hen ma
ht undumgekehrt. Dreht man alle Pfeile des zweiten Graphen in Abb. 2.4 um und liest denGraphen dann von re
hts na
h links, so erkennt man, da� dieser Graph identis
hist mit dem dritten Graphen. Man darf also nur einen der beiden Graphen zurBere
hnung nehmen, da man ihn andernfalls f�als
hli
herweise doppelt gewi
htenw�urde. Bei dem ersten und vierten Graphen erkennt man, da� diese unter Umkehrder Pfeile wieder jeweils in si
h �ubergehen. Sie sind also beide f�ur die Re
hnung zubea
hten.Es sind die Propagatoren und Verti
es der drei zu benutzenden Graphen dur
h ihrealgebrais
hen Ausdr�u
ke zu ersetzen und die Ergebnisse aufzusummieren. Der erste
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��	
Abbildung 2.4: M�ogli
he Beitr�age zum Gluino-PropagatorGraph liefert: �1(p) = V [�;A�; ��℄ ~D��(k) ~SF [�; ��℄(p� k)V [�;A�; ��℄ (2.90)Der zweite bzw. dritte Graph liefert:�2(p) = V [�;A�; �℄ ~D��(k) ~SF [��; ��℄(k � p)V [�;A�; ��℄ (2.91)= CV [�;A�; ��℄ ~D��(k) ~SF [�; ��℄(k � p)C�1V [�;A�; ��℄ (2.92)= �V [�;A�; ��℄ ~D��(k) ~SF [�; ��℄(p� k)V [�;A�; ��℄ (2.93)= ��1(p) (2.94)Dabei wurde CV C�1 = �V (2.95)ausgenutzt. Damit ist au
h das Ergebnis des vierten Graphen zu erkennen:�4(p) = V [�;A�; �℄ ~D��(k) ~SF [��; �℄(k � p)V [��;A�; ��℄ (2.96)= CV [�;A�; ��℄ ~D��(k)C�1 ~SF [�; ��℄(k � p)CV [�;A�; ��℄C�1 (2.97)= V [�;A�; ��℄ ~D��(k) ~SF [�; ��℄(p� k)V [�;A�; ��℄ (2.98)= �1(p) (2.99)Der zweite bzw. dritte Graph hebt si
h also mit dem vierten auf, und das Ergebnisdieser graphis
hen Bere
hnung ist bereits dur
h (2.90) gegeben, was wiederum mit(2.89) �ubereinstimmt. Da die Systematik dahinter au
h bei Graphen h�oherer Loop-Ordnung dieselbe bleibt, ist klar, da� man au
h mit diesen zun�a
hst ungewohn-ten Majorana-Fermionen | wie aus der QCD gewohnt | St�orungstheorie mittelsFeynman-Graphen betreiben kann. Allerdings ist diese in der bisherigen Form deut-li
h komplizierter als eine verglei
hbare Theorie mit Dira
-Fermionen. Zum einensind weiterhin dreimal so viele Verti
es und Propagatoren zu betra
hten. Das gr�o�teProblem ist, da� es bei komplizierteren Graphen ni
ht mehr so einfa
h ist, zu sehen,wel
he Graphen si
h dur
h Umdrehen der Pfeile ineinander �uberf�uhren lassen undwel
he ni
ht. In [DEHKa℄ und [DEHKb℄ wurde daher ein Formalismus entwi
kelt,der die Anzahl der Verti
es und Propagatoren wieder auf ihre urspr�ungli
he Anzahlreduziert, so da� damit die Bere
hnungen ni
ht komplizierter werden im Verglei
h



2.4 Zusammenfassung der Feynman-Regeln f�ur das Kontinuum 31zur QCD. Dieser Formalismus soll hier allerdings ni
ht eingef�uhrt werden, da bis in1-Loop-Ordnung die Bere
hnungen �ubers
haubar bleiben und si
h die Einf�uhrungdes Denners
hen Formalismus ni
ht lohnt.Abs
hliessend sei no
h darauf hingewiesen, da� zwar dieses Ergebnis aus der N = 1Super-Yang-Mills-Theorie mit der aus der QCD �ubereinstimmt, da� aber Unter-s
hiede bestehen. Zum einen ist ni
ht zu vergessen, da� in dieser Theorie Korrela-tionsfunktionen unglei
h Null sind, die in der QCD glei
h Null sind. Zum anderensind aber au
h die Korrekturen zu den �ubli
hen Propagatoren in h�oherer Ordnungvers
hieden von denen aus der QCD. Dies liegt daran, da� ein Fermionen-Loop ni
htnur den bekannten Faktor �1 erh�alt, sondern au
h wie der Gluonen-Loop einen Fak-tor 12 f�ur identis
he Teil
hen. Damit ergeben si
h Abwei
hungen von den Ergebnissender QCD, sobald ges
hlossene Fermionen-Loops auftreten, was stets sp�atestens in2-Loop-Ordnung der Fall ist.2.4 Zusammenfassung der Feynman-Regeln f�urdas KontinuumAn dieser Stelle sollen die Feynman-Regeln f�ur die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorieno
h kurz zusammengefa�t werden. Dabei werden dann au
h die zuvor ni
ht be-re
hneten Symmetriefaktoren angegeben, die direkt aus [Po℄ �ubernommen werdenk�onnen.Gluon Propagator �k b; �a; � 1k2 Æab �Æ�� � (1� �)k�k�k2 �Gluino Propagator �p ba Æab i=p+mp2+m2
p ba �ÆabC i=p+mp2+m2Æp ba Æab i=p+mp2+m2C�1Ghost Propagator �q ba Æab 1q2
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2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 33Symmetriefaktoren � S = 12!� S = 12!
� S = 12!
� S = 13!Neben diesen Regeln ist no
h zu bea
hten, da� jeder Gluino- und jeder Ghost-Loopein zus�atzli
hes Minuszei
hen als Vorfaktor erh�alt.2.5 Renormierungskonstanten der 
hiralenWard-Identit�at und ihre Bere
hnungIn diesem Kapitel sollen die zuvor hergeleiteten Feynman-Regeln zur Bere
hnungeiniger Renormierungskonstanten benutzt werden. Zun�a
hst wird das benutzte Re-normierungss
hema erkl�art sowie die Eigens
haften der zu betra
htenden Gr�o�enmittels einer 
hiralen Ward-Identit�at n�aher untersu
ht, ans
hlie�end folgt dann diekonkrete Bere
hnung der Renormierungskonstanten.2.5.1 Das MS Renormierungss
hemaIn der 
hiralen Ward-Identit�at treten die pseudoskalare Di
hte und der axiale Vek-torstrom auf und man ist an ihrem Verhalten interessiert. In entspre
henden Iden-tit�aten in der QCD tritt au
h die skalare Di
hte auf, so da� au
h diese betra
htetwerden soll. Der aus der QCD bekannte Vektorstrom ist ni
ht zu betra
hten, da die-ser aufgrund der Majorana-Eigens
haft der Fermionen identis
h zu Null ist. Damitinteressiert man si
h f�ur die OperatorenO�(x) = ��(x)��(x) (2.100)mit � = 11; 
5; 
�
5: (2.101)Daher sollen im folgenden die Gr�o�enG�(x; y) = 
�(x)O�(0)��(y)� (2.102)



34 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuumst�orungstheoretis
h behandelt werden. Daf�ur betra
htet man die Gr�o�en im Impuls-raum, d. h. es ist no
h eine Fouriertransformation dur
hzuf�uhren:G�(p1; p2) = Z d4xd4yeip1x+ip2yG�(x; y) (2.103)Zur weiteren Vereinfa
hung werden die amputierten Gr�o�en wie in [MPSTV℄ ange-geben de�niert: ��(p1; p2) = S�1F (p1)G�(p1; p2)S�1F (�p2) (2.104)Sowohl der inverse Fermionenpropagator S�1F als au
h die Gr�o�en �� sind divergent,d. h. wenn man die 1-Loop Korrekturen dieser Gr�o�en bere
hnen m�o
hte, tri�t manauf divergente Integrale. Es zeigt si
h allerdings, da� die auftretenden Integrale invier Dimensionen zwar divergieren, aber in D = 4 � " Dimensionen endli
h sind.Daher werden die entspre
henden Integrale in D Dimensionen bere
hnet. DiesesVerfahren bezei
hnet man als dimensionelle Regularisierung.In D Dimensionen haben die Gr�o�en f�ur " ! 0 ein asymptotis
hes Verhalten pro-portional zu 1" . Diese Divergenz ist in geeigneter Weise in die zugeh�orige Renormie-rungskonstante zu absorbieren, damit die renormierte Gr�o�e au
h im Limes " ! 0endli
h bleibt. Bea
htet man dabei nur den Faktor 1" , so hei�t das S
hema MS-S
hema (Minimal Substra
tion). Es zeigt si
h allerdings, da� mit dem 1" stets no
hein �
E+ln 4� verbunden ist, und es stellt si
h als sinnvoll heraus, au
h diese Termemit in die Renormierungskonstante zu absorbieren. Dieses S
hema der Renormie-rung hei�t MS-S
hema [Co℄.Teilt man die Selbstenergie in einen zu i=p und einen zu m proportionalen Anteil auf�(p) = �i=p�1(p) +m�2(p); (2.105)so ste
kt die Divergenz des inversen PropagatorsS�1F = �i=p (1� �1(p)) +m (1� �2(p)) (2.106)im masselosen Fall in �1(p). In diesem S
hema ist diese Divergenz | wie zuvor er-kl�art |mittels der Renormierungskonstanten ZMS� abzuspalten. F�ur eine vollst�andi-ge Renormierung des Propagators ist au
h die Masse zu renormieren, die verblei-bende Divergenz der Masse wird dur
h die Renormierungskonstante ZMSm absorbiert.Die Renormierungskonstanten werden somit �uberS�1;MSF = lim"!0ZMS� (�i=p (1� �1(p)) +m (1� �2(p)))= �i=p�1� �MS1 (p)� +mMS �1� �MS2 (p)� (2.107)mit mMS = lim"!0ZMSm m (2.108)



2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 35festgelegt.Auf die glei
he Weise werden die Renormierungskonstanten zu den Gr�o�en �� de�-niert. Mit den st�orungstheoretis
hen Korrekturen lauten diese Gr�o�en f�ur glei
heneinlaufenden und auslaufenden Impuls:��(p) � ��(p;�p)= � + ~��(p;�p) (2.109)Die renormierten Gr�o�en werden wie folgt de�niert:�MS� (p) = lim"!0ZMS� ZMS� ��(p)= � + ~�MS� (p) (2.110)Dabei ist darauf zu a
hten, da� die Renormierungskonstante des inversen Fermio-nenpropagators mit in die De�nition aufgenommen wurde. Der Grund daf�ur ist,da� dur
h die Felder, zwis
hen denen der Operator O� betra
htet wird, au
h einBeitrag zur Divergenz entsteht, den man ni
ht in Z� enthalten haben m�o
hte. F�uramputierte Gr�o�en ist daher | wie angegeben | ein Faktor ZMS� in die De�nitionaufzunehmen, im ni
ht amputierten Fall ein Faktor ZMS� �1.Im folgenden sollen die Renormierungskonstanten ZMS� bere
hnet werden und manm�o
hte zuvor wissen, wel
he Eigens
haften man von diesen Renormierungskonstan-ten zu erwarten hat. Eine Eigens
haft ist das Verhalten bei einem We
hsel derEi
hung, wobei hier die Feynman-Ei
hung (� = 1) und die Landau-Ei
hung (� = 0)betra
htet werden. Ergebnisse f�ur andere kovariante Ei
hungen folgen daraus sofort.Die Renormierungskonstante ZMS� des inversen Fermionenpropagators wird si
h si-
herli
h bei einem We
hsel der Ei
hung �andern, da der Propagator ni
ht ei
hin-variant ist. Die Operatoren O� sind zwar ei
hinvariant, aber sie werden zwis
henFermionenfeldern betra
htet, so da� au
h hier zun�a
hst keine Invarianz unter einemWe
hsel der Ei
hung erwartet werden kann. In der Tat ist es so, da� es Renormie-rungss
hemata gibt, in denen Z� gem�a� dieser Argumentation ni
ht ei
hinvariantist.Es hat si
h allerdings gezeigt, da� das MS-S
hema ni
ht von den �au�eren Zust�andenabh�angt ([Vl℄, [MPSTV℄). Man h�atte zur Bere
hnung von ZMS� den OperatorO� alsoau
h zwis
hen zwei explizit ei
hinvarianten Zust�anden wie z.B. Hadronen betra
h-ten k�onnen, oder aber mit dem S
hr�odinger-Funktional-Formalismus eine manifestei
hinvariante Formulierung w�ahlen k�onnen, ohne das Ergebnis zu ver�andern. Dahererwartet man, da� die Renormierungskonstanten ZMS� ei
hinvariant sind.2.5.2 Die 
hirale Ward-Identit�atNeben dem Verhalten bei einem We
hsel der Ei
hung ist es von Interesse zu wissen,ob es no
h weitere Zusammenh�ange zwis
hen den einzelnen Renormierungskonstan-
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hende Aussagen lassen si
h mit Hilfe von Ward-Identit�aten tre�en,weshalb diese nun betra
htet werden.Im masselosen Fall ist die Wirkung invariant unter der 
hiralen Rotation�(x)! ei�
5�(x): (2.111)Dieser Rotation entspri
ht aufgrund der Majorana-Eigens
haft��(x)! ��(x)ei�
5 : (2.112)Dabei ist � ein globaler Transformationsparameter. Aus der Invarianz der Wirkungunter dieser 
hiralen Rotation ergibt si
h f�ur beliebige Masse m die 
hirale Ward-Identit�at�� 
�(x1)J5�(x)��(x2)�= 2m 
�(x1)P (x)��(x2)�� Æ(x� x1) 

5�(x1)��(x2)�� Æ(x� x2) 
�(x1)��(x2)
5�(2.113)mit dem axialen Strom J5�(x) = O
�
5(x) (2.114)und der pseudoskalaren Di
hte P (x) = O
5(x): (2.115)Die zugeh�origen Renormierungskonstanten werden ZA und ZP benannt. Diesen sinddur
h die Ward-Identit�at Eins
hr�ankungen auferlegt ([PT℄, [CLV℄).Flie�t an dem axialen Strom und der pseudoskalaren Di
hte ein Impuls q ein, undwerden die entspre
henden amputierten Gr�o�en mit �
�
5(p1; q; p2) und �
5(p1; q; p2)bezei
hnet, so folgt mit 
5SF (�p2) = SF (p2)
5 (2.116)f�ur die 
hirale Ward-Identit�at:q��
�
5(p1; q; p2) = 2m�
5(p1; q; p2)� �S�1F (p1) + S�1F (p2)� 
5: (2.117)Diese gilt f�ur die na
kten Gr�o�en. Da es si
h bei den Bre
hungstermen um wei
heBre
hungsterme handelt [Po℄, erwartet man die G�ultigkeit dieser Ward-Identit�atau
h f�ur die renormierten Gr�o�en:Z�ZAq��
�
5(p1; q; p2) = 2ZmZ�ZPm�
5(p1; q; p2)� Z� �S�1F (p1) + S�1F (p2)� 
5:(2.118)Setzt man die Fermionen auf die Massens
hale, so vers
hwinden die inversen Pro-pagatoren, und aus (2.117) und (2.118) folgt der ZusammenhangZA = ZmZP : (2.119)



2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 37Damit gilt nebenq��
�
5(p1; q; p2)� 2m�
5(p1; q; p2) = � �S�1F (p1) + S�1F (p2)� 
5 (2.120)au
hZ�ZA �q��
�
5(p1; q; p2)� 2m�
5(p1; q; p2)� = �Z� �S�1F (p1) + S�1F (p2)� 
5;(2.121)und es folgt ZA = 1 (2.122)und ZP = Z�1m : (2.123)2.5.3 Der Gluino-PropagatorZuerst wird der Gluino-Propagator bere
hnet. Na
hdem man erkannt hat, da� dieserdivergent ist, wird die Bere
hnung in Naiver Dimensioneller Regularisierung (NDR)dur
hgef�uhrt, d.h., da� die Bere
hnung in 4 � " Dimensionen ausgef�uhrt wird. ImUnters
hied zur 't Hooft-Veltman Regularisierung bleiben allerdings die De�nitiondes 
5 und damit au
h die zugeh�origen Kommutatorregeln unver�andert.2.5.3.1 Na
kte Gr�o�e in 1-Loop-NDRGesu
ht ist die Selbstenergie des Fermionen-Propagators, der entspre
hende Termist in Abb. 2.5 angegeben. Um das Verhalten f�ur vers
hiedene kovariante Ei
hungenzu erkennen, ist man an einem Ergebnis f�ur beliebige Ei
hparameter � interessiert.Deshalb wird die na
kte Gr�o�e zun�a
hst in Feynman-Ei
hung (� = 1) bere
hnet,ans
hlie�end in Landau-Ei
hung (� = 0). F�ur andere Werte von � l�a�t si
h dasErgebnis dann interpolieren.Feynman-Ei
hung (� = 1)Zun�a
hst wird die Bere
hnung also in Feynman-Ei
hung dur
hgef�uhrt:�FEY (p) = Z d4k(2�)4V d
b� [�;A�; ��℄(p� k; k;�p)SF [���℄(p)D��(k)�V a
d� [�;A�; ��℄(p;�k; k � p) (2.124)= �g2fa
dfb
d Z d4k(2�)4 
�[i(=p� =k) +m℄
�k2[(p� k)2 +m2℄ (2.125)F�ur die Summe �uber die Strukturkonstanten gilt:X
;d fa
dfb
d = N
Æab = CAÆab (2.126)
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�p ba (p� k); dk; 
 pAbbildung 2.5: 1-Loop Selbstenergie des Fermionen-PropagatorsDes weiteren sind einige Re
henregeln f�ur euklidis
he Gammamatrizen in D Dimen-sionen auszunutzen: 
�
� = D (2.127)
�=a
� = a�
�(2Æ�� � 
�
�)= (2�D)=a (2.128)Damit ergibt si
h f�ur das Diagramm:�g2CAÆab Z d4k(2�)4 (2�D)i(=p� =k) +Dmk2[(p� k)2 +m2℄ (2.129)F�ur gro�e k ist der Nenner proportional zu k4. In vier Dimensionen ist das Integraldar�uber logarithmis
h divergent, so da� die folgende Bere
hnung in D = 4 � " Di-mensionen ausgef�uhrt wird. Dies nennt man dimensionelle Regularisierung. Dabeiist zun�a
hst ni
ht klar, wie die Gamma-Matrizen in D < 4 Dimensionen kommutie-ren. Die hier getro�ene Wahl bel�a�t den Kommutator unver�andert, so da� man vonnaiver dimensioneller Regularisierung (NDR) spri
ht.Mit Hilfe der Feynman Parametrisierung1ab = Z 10 dx Z 10 dy Æ(x+ y � 1)(ax + by)2 = Z 10 dx 1[(a� b)x + b℄2 (2.130)l�a�t si
h obiges Integral weiter bere
hnen ([Ry℄, [Mu℄). Es ergibt si
h:Z dDk(2�)D (2�D)i(=p� =k) +Dmk2[(p� k)2 +m2℄= Z 10 dx Z dDk(2�)D (2�D)i(=p� =k) +Dm[(p2 + k2 � 2p � k +m2 � k2)x+ k2℄2 (2.131)= Z 10 dx Z dDk(2�)D (2�D)i(=p� =k) +Dm[k2 � 2xp � k + (p2 +m2)x℄2 (2.132)= Z 10 dx Z dDk(2�)D (2�D)i=p� (2�D)i(=k � =px)� (2�D)i=px+Dm[(k � px)2 + (p2 +m2)x� p2x2℄2 (2.133)= Z 10 dx Z dDk(2�)D (2�D)i=p(1� x)� (2�D)i=k +Dm[k2 + p2x(1� x) +m2x℄2 (2.134)= Z 10 dx Z dDk(2�)D (2�D)i=p(1� x) +Dm[k2 + p2x(1� x) +m2x℄2 (2.135)



2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 39Dabei wurde zun�a
hst in (2.134) eine Substitution k � px na
h k dur
hgef�uhrt, imletzten S
hritt wurde dann der Term weggelassen, der im Z�ahler linear in k ist, dader Nenner gerade in k ist, und somit jeder ungerade Term im Z�ahler unter demIntegral vers
hwindet.In Kugelkoordinaten in D Dimensionen ist, mit �(D) der Ober
�a
he der D-dimen-sionalen Einheitskugel: dDk = �(D)kD�1dk (2.136)mit �(D) = 2�D=2�(D=2) : (2.137)Damit wird aus obigem Integral:Z 10 dx[(2�D)i=p(1� x) +Dm℄ 2�D=2(2�)D�(D=2) Z 10 dk kD�1[k2 + p2x(1� x) +m2x℄2(2.138)Dies ist ein Spezialfall folgender Integrationsformel:Z 10 dkkl�1(k2 + a2)n = al�2n�(l=2)�(n� l=2)2�(n) (2.139)Damit ergibt si
h f�ur das zu bere
hnende Integral:�(2�D=2)�(2)(4�)D=2 Z 10 dx [(2�D)i=p(1� x) +Dm℄[p2x(1� x) +m2x℄2�D=2 (2.140)In D Dimensionen haben die fermionis
hen Felder eine Massendimension D�12 , dieEi
hfelder D2 �1. Die Kopplungskonstante erh�alt damit die Dimension 2� D2 , so da�e�ektiv folgende Substitution dur
hgef�uhrt wird:g �! g�2�D2 (2.141)Damit ergibt si
h f�ur obiges Integral, multipliziert mit g2:g2�4�D�(2�D=2)(4�)D=2 Z 10 dx [(2�D)i=p(1� x) +Dm℄[p2x(1� x) +m2x℄2�D=2 (2.142)= g2�" �("=2)(4�)2�"=2 Z 10 dx [(�2 + ")i=p(1� x) + (4� ")m℄[p2x(1� x) +m2x℄"=2 (2.143)= g216�2�("=2) Z 10 dx [(�2 + ")i=p(1� x) + (4� ")m℄[(p2x(1� x) +m2x)=(4��2)℄"=2 (2.144)Mit folgender Entwi
klung in "a" = e" ln a = 1 + " lna +O("2) (2.145)und �(") = 1" � 
E +O(") (2.146)



40 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuummit der Eulers
hen Gamma-Konstanten
E = 0:5772 : : : : (2.147)ergibt si
h:g216�2 �2" Z 10 dx[�2i=p(1� x) + 4m℄�
E Z 10 dx[�2i=p(1� x) + 4m℄ + 2 Z 10 dx[i=p(1� x)�m℄� Z 10 dx[�2i=p(1� x) + 4m℄ ln�p2x(1� x) +m2x4��2 �� (2.148)= g216�2�2"(�i=p + 4m)� 
E(�i=p + 4m) + i=p� 2m�2 Z 10 dx[�i=p(1� x) + 2m℄ ln�p2x(1� x) +m2x4��2 �� (2.149)= g216�2�2"(�i=p + 4m) + i=p(1 + 
E)� 2m(1 + 2
E)�2 Z 10 dx[�i=p(1� x) + 2m℄ ln�p2x(1� x) +m2x4��2 �� (2.150)= g216�2 ��i=p�2" � 
E + ln4� � 1�+ 4m�2" � 
E + ln 4� � 12�+2 Z 10 dx[i=p(1� x)� 2m℄ ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� (2.151)F�ur den inversen Propagator in Feynman-Ei
hung erh�alt man somit, abgesehen voneinem Faktor Æab:S�1;FEYF (p) = �i=p +m+ g216�2CA ��i=p�2" � 
E + ln 4� � 1�+4m�2" � 
E + ln 4� � 12�+2 Z 10 dx[i=p(1� x)� 2m℄ ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� (2.152)Mit 1̂" � 2" � 
E + ln 4� (2.153)ist dies in Termen von i=p und m:S�1;FEYF (p) = �i=p�1 + g216�2CA � 1̂" � 1�2 Z 10 dx(1� x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 ���



2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 41+m�1 + 4 g216�2CA � 1̂" � 12� Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��� (2.154)Landau-Ei
hung (� = 0)In dem vorherigen Abs
hnitt ist die Selbstenergie zum Fermionenpropagator in derFeynman-Ei
hung bere
hnet worden. Nun wird sie no
h in der Landau-Ei
hung be-re
hnet, wobei zus�atzli
h zu dem Term aus der Feynman-Ei
hung ein Term hinzu-kommt, in dem das Æ�� aus dem Gluonpropagator dur
h ein�k�k�k2 (2.155)ersetzt wird. Der zus�atzli
he Term zur Selbstenergie lautet:�(1��)(p) = g2�"CA Z dDk(2�)D =k[i(=p� =k) +m℄=kk4[(p� k)2 +m2℄ (2.156)= g2�"CA Z dDk(2�)D i(2pk � =p=k � k2)=k +mk2k4[(p� k)2 +m2℄ (2.157)= g2�"CA Z dDk(2�)D 2ipk=k + (�i=p� i=k +m)k2k4[(p� k)2 +m2℄ (2.158)= g2�"CA Z dDk(2�)D � 2ipk=kk4[(p� k)2 +m2℄ + �i(=p+ =k) +mk2[(p� k)2 +m2℄� (2.159)Die beiden Integrale werden getrennt behandelt. F�ur das erste ergibt si
h:Z dDk(2�)D 2ipk=kk4[(p� k)2 +m2℄= Z dDk(2�)D Z 10 dx(1� x) 4i(pk)=k[(p2 � 2pk +m2)x + k2℄3 (2.160)= Z 10 dx(1� x) Z dDk(2�)D 4i(pk)=k[(k � px)2 + p2x(1� x) +m2x℄3 (2.161)= Z 10 dx(1� x) Z dDk(2�)D 4i[p(k + px)℄(=k + =px)[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 (2.162)= Z 10 dx(1� x) Z dDk(2�)D 4i[(pk)=k + p2x2=p℄[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 (2.163)Zur Bere
hnung kann der Spezialfall n = 3 und a2 = p2x(1� x) +m2x der FormelZ dDk(2�)D k�k�(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 Æ��2(a2)n�1�D=2 �(n� 1�D=2)�(n) (2.164)



42 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuumsowie die FormelZ dDk(2�)D 1(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 �(n�D=2)�(n) 1(a2)n�D=2 ; (2.165)ebenfalls f�ur n = 3 benutzt werden. Damit folgt f�ur obiges Integral:2i(4�)D=2 Z 10 dx(1� x)� �(2�D=2)=p2[p2x(1� x) +m2x℄2�D=2 + �(3�D=2)x2p2=p[p2x(1� x) +m2x℄3�D=2�= i=p(4�)2�"=2 Z 10 dx(1� x)� �("=2)[p2x(1� x) +m2x℄"=2 + 2p2x2[p2x(1� x) +m2x℄� (2.166)F�ur das zweite Integral aus der Selbstenergie folgt mit denselben Re
hens
hritten:Z dDk(2�)D �i(=p + =k) +mk2[(p� k)2 +m2℄ = Z 10 dx Z dDk(2�)D �i=p� i(=k + =px) +m[k2 + p2x(1� x) +m2x℄2 (2.167)= �("=2)(4�)2�"=2 Z 10 dx �i=p(1 + x) +m[p2x(1� x) +m2x℄"=2 (2.168)Damit ergibt si
h:�(1��)(p)= g216�2CA(4��2)"=2 Z 10 dx� i=p(1� x� 1� x) +m[p2x(1� x) +m2x℄"=2 �("=2) + 2p2x2(1� x)i=pp2x(1� x) +m2x�= g216�2CA(1 + "2 ln 4�)��2" � 
E�Z 10 dx(�2i=px +m)�1� "2 ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��+ Z 10 dx 2p2x(1� x)i=pp2(1� x) +m2� (2.169)= g216�2CA�2"(�i=p +m)� 
E(�i=p +m)� Z 10 dx(�2i=px +m) ln�p2x(1� x) +m2x�2 �+2i=p Z 10 dxx p2(1� x)p2(1� x) +m2 + (�i=p+m) ln 4�� (2.170)= g216�2CA��2" � 
E + ln 4�� (�i=p +m)+ Z 10 dx(2i=px�m) ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��2i=p Z 10 dxx(1� x) ddx ln�p2(1� x) +m2�2 �� (2.171)



2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 43Das letzte Integral dieser Formel wird mit Hilfe partieller Integration weiter bere
h-net:Z 10 dxx(1� x) ddx ln�p2(1� x) +m2�2 �= � Z 10 dx(1� 2x)�ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� lnx� (2.172)= � Z 10 dx(1� 2x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 �+ Z 10 dx� ddx(x� x2)� lnx (2.173)= � Z 10 dx(1� 2x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� Z 10 dx(1� x) (2.174)= � Z 10 dx(1� 2x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� 12 (2.175)Damit ergibt si
h s
hlie�li
h f�ur diesen Teil der Selbstenergie:�(1��)(p) = g216�2CA��2" � 
E + ln4�� (�i=p +m) + i=p+ Z 10 dx[2i=p(x + 1� 2x)�m℄ ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� (2.176)= g216�2CA��i=p �2" � 
E + ln 4� � 1�2 Z 10 dx(1� x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��+m �2" � 
E + ln 4� � Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 ���(2.177)Man erkennt, da� der Term proportional zu �i=p genau wie in dem Term aus derFeynman-Ei
hung auftritt, nun allerdings mit umgekehrtem Vorzei
hen. In der Lan-dau-Ei
hung hebt si
h dieser Term somit auf, und man verbleibt mit:�LAN (p) = �FEY (p) + �(1��)(p)= g216�2CAm �� 3̂� + 2 + 3 Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� (2.178)Der inverse Propagator in Landau-Ei
hung lautet damit:S�1;LANF (p) = �i=p +m� �LAN (p) (2.179)= �i=p+m�1 + g216�2CA � 3̂� � 2� 3 Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 ���(2.180)



44 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum2.5.3.2 Bestimmung von ZMS� und ZMSmDer inverse Propagator, also (2.154) in Feynman-Ei
hung und (2.180) in Landau-Ei
hung, multipliziert mit Z�, ergibt dann den im MS S
hema renormierten inversenPropagator S�1;MSF (p). Daf�ur mu� Z� gem�a� (2.107) wie folgt gew�ahlt werden:ZMS;FEY� = 1� g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (2.181)ZMS;LAN� = 1 (2.182)F�ur eine vollst�andige Renormierung des Propagators ist au
h eine renormierte Massezu de�nieren. Mit (2.108) mu� ZMSm wie folgt gew�ahlt werden:ZMS;FEYm = 1 + 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (2.183)ZMS;LANm = 1 + 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (2.184)F�ur die renormierte Selbstenergie ergibt si
h somit:�MS;FEY=LAN(p) = �i=p�MS;FEY=LAN1 (p) +mMS�MS;FEY=LAN2 (p) (2.185)mit�MS;FEY1 (p) = g216�2CA �1 + 2 Z 10 dx(1� x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� (2.186)�MS;FEY2 (p) = g216�2CA �2 + 4 Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� (2.187)�MS;LAN1 (p) = 0 (2.188)�MS;LAN2 (p) = g216�2CA �2 + 3 Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� : (2.189)F�ur sp�atere Re
hnungen werden die Gr�o�en no
h f�ur den Fall m = 0 angegeben:�MS;FEY1 (p) = g216�2CA�ln p2�2 � 1� (2.190)�MS;FEY2 (p) = g216�2CA�4 ln p2�2 � 6� (2.191)�MS;LAN1 (p) = 0 (2.192)�MS;LAN2 (p) = g216�2CA�3 ln p2�2 � 4� (2.193)2.5.4 Skalare und Pseudoskalare Di
hteAls n�a
hstes werden die skalare und die pseudoskalare Di
hte bere
hnet. Es wirdsi
h dabei herausstellen, da� f�ur den Fall m = 0 aus der skalaren Di
hte sofort die
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�p; a (p� k); dk; 
(p� k); d p; b

�
Abbildung 2.6: 1-Loop-Korrekturpseudoskalare Di
hte folgt. Au
h diese Gr�o�en erweisen si
h als divergent und sollenwieder in NDR regularisiert und imMS S
hema renormiert werden. Die renormiertenGr�o�en werden dabei gem�a� der Erkl�arung im Kapitel 2.5.1 bere
hnet.2.5.4.1 Na
kte Gr�o�e in 1-Loop-NDRDie 1-Loop-Korrektur zur skalaren und pseudoskalaren Di
hte ist dur
h Abb. 2.6f�ur � = 11 bzw. 
5 gegeben und lautet:~��(p) = Z d4k(2�)4V a
d� [�;A�; ��℄(p;�k; k � p)SF [�; ��℄(p� k)�SF [�; ��℄(p� k)�V d
b� [�;A�; ��℄(p� k; k;�p)D��(k) (2.194)Feynman-Ei
hung (� = 1)In Feynman-Ei
hung ist dieser Ausdru
k dur
h~�FEY� (p) = �g2CAÆab Z d4k(2�)4 
�[i(=p� =k) +m℄�[i(=p� =k) +m℄
�[(p� k)2 +m2℄2k2 (2.195)gegeben. Feynman-Parametrisierung ergibt unter Benutzung der Identit�at1a2b = 2 Z 10 dx � x[(a� b)x + b℄3 (2.196)den Ausdru
k~�FEY� (p) = �2g2CAÆab Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 
�[i(=p� =k) +m℄�[i(=p� =k) +m℄
�[(p2 � 2pk +m2)x + k2℄3= �2g2CAÆab Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 
�[i(=p� =k) +m℄�[i(=p� =k) +m℄
�[k2 � 2pkx + p2x +m2x℄3= �2g2CAÆab Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 
�[i(=p� =k) +m℄�[i(=p� =k) +m℄
�[(k � px)2 + p2x(1� x) +m2x℄3 :(2.197)



46 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im KontinuumNa
h Substitution k � px! k wird dies zu~�FEY� (p) = �2g2CAÆabZ 10dx �xZ d4k(2�)4 
�[i=p(1� x)� i=k +m℄�[i=p(1� x)� i=k +m℄
�[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 (2.198)Beim Ausmultiplizieren im Z�ahler ist zu bea
hten, da� lineare Terme in k ni
ht zurd4k-Integration �uber den R4 beitragen. Man bekommt somit zwei relevante Terme~�FEY� (p) = ~�FEY;(1)� (p) + ~�FEY;(2)� (p); (2.199)wobei~�FEY;(1)� (p) = 2g2CAÆab Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 
�=k�=k
�[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 (2.200)~�FEY;(2)� (p) = �2g2CAÆab Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 
�[i=p(1� x) +m℄�[i=p(1� x) +m℄
�[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 :(2.201)Der erste Beitrag divergiert, wie dur
h power-
ounting sofort ersi
htli
h wird, undmu� daher regularisiert werden. Deswegen wird das Integral in einer beliebigen An-zahl D von Dimensionen betra
htet. F�ur den Fall � = 11 gilt:
�=k=k
� = k2
�
� = Dk2 (2.202)�
�[i=p(1� x)℄[i=p(1� x)℄
� = (1� x)2
�=p=p
� = Dp2(1� x)2 (2.203)Daraus folgt im Limes m! 0, der zur Vereinfa
hung betra
htet wird:~�FEY;(1)11 (p) = 2g2CAÆabD Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 k2[k2 + p2x(1� x)℄3 (2.204)~�FEY;(2)11 (p) = 2g2CAÆabDp2 Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 (1� x)2[k2 + p2x(1� x)℄3 (2.205)Das Integral in dem Ausdru
k ~�FEY;(1)11 (p) divergiert und wird daher in D = 4 � "Dimensionen betra
htet:~�FEY;(1)11 (p) = 2g2CAÆab D2�4�D2(4�)D=2 � �2� D2 ��(3) Z 10 dxx 1[p2x(1� x)℄2�D=2 (2.206)= g216�2CAÆab 12(4� ")2��"2��4��2p2 �"=2 Z 10 dxx[x(1 � x)℄�"=2 (2.207)= g216�2CAÆab8�1� "2��2" � 
E��1 + "2 ln�4��2p2 ��� Z 10 dxx h1� "2 ln(x(1� x))i (2.208)= g216�2CAÆab4�2" � 
E��1� "2��1 + "2 ln�4��2p2 ��



2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 47��1� " Z 10 dxx ln[x(1� x)℄� (2.209)= g216�2CAÆab4�2" � 
E��1� "2 + "2 ln 4��2p2 + "� (2.210)= g216�2CAÆab4�2" � 
E + 1 + ln 4��2p2 � (2.211)= g216�2CAÆab4� 1̂" � ln p2�2 + 1� (2.212)~�FEY;(2)11 (p) ist endli
h, und kann daher direkt in D = 4 Dimensionen ausgere
hnetwerden: ~�FEY;(2)11 (p) = 2g2CAÆabD� �3� D2 � p2�(3)(4�)D=2 Z 10 dx x(1� x)2[p2x(1� x)℄3�D=2 (2.213)= g216�2CAÆab4 Z 10 dx(1� x) (2.214)= g216�2CAÆab2 (2.215)Insgesamt ergibt si
h damit:~�FEY11 (p) = g216�2CAÆab4� 1̂" � ln p2�2 + 32� (2.216)Im Fall m = 0 folgt sofort f�ur die pseudoskalare Di
hte:~�FEY
5 (p) = ~�FEY11 (p)
5 (2.217)Landau-Ei
hung (� = 0)Au
h die 1-Loop-Korrektur zur skalaren Di
hte soll in Landau-Ei
hung bere
hnetwerden. Wie bereits beim Gluinopropagator ist dazu der Æ��-Term aus dem Gluo-nenpropagator zu ersetzen. Der zus�atzli
he Term lautet dann:~�(1��)11 (p) = g2CAÆab Z d4k(2�)4 =k[i(=p� =k) +m℄[i(=p� =k) +m℄=k[(p� k)2 +m2℄2(k2)2 (2.218)Von diesem Term wird der Z�ahler f�ur den Fall m = 0 n�aher betra
htet:�=k(=p� =k)(=p� =k)=k = �=k(p2 + k2 � =p=k � =k=p)=k (2.219)= �=k(p2 + k2 � 2pk)=k (2.220)= �k2(p2 + k2 � 2pk) (2.221)Damit lautet der zu betra
htende Term:~�(1��)11 (p) = �g2CAÆab Z d4k(2�)4 p2 + k2 � 2pk[(p� k)2℄2k2 (2.222)



48 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im KontinuumIn diesem kann wieder eine Feynman-Parametrisierung dur
hgef�uhrt werden undans
hlie�end eine Substitution der Integrationsvariablen erfolgen:~�(1��)11 (p) = �2g2CAÆab Z 10 dxx Z d4k(2�)4 p2 + k2 � 2pk[(k � px)2 + p2x(1� x)℄3 (2.223)= �2g2CAÆab Z 10 dxx Z d4k(2�)4 p2 � 2p(k + px) + (k + px)2[k2 + p2x(1� x)℄3 (2.224)= �2g2CAÆab Z 10 dxx Z d4k(2�)4 p2(1� x)2 + k2[k2 + p2x(1� x)℄3 (2.225)Der Verglei
h mit den Termen (2.204) und (2.205) zeigt, da� diese bis auf einenVorfaktor � 1D = �14 � "16 identis
h sind. Damit kann das Ergebnis der dortigenRe
hnung direkt �ubernommen werden, und man erh�alt~�(1��)11 (p) = � g216�2CAÆab � 1̂" � ln p2�2 + 2� (2.226)und ~�LAN11 (p) = ~�FEY11 (p) + ~�(1��)11 (p)= g216�2CAÆab � 3̂" � 3 ln p2�2 + 4� : (2.227)2.5.4.2 Bere
hnung von ZMSS und ZMSPMultipliziert mit Z�ZS soll die in Feynman- und in Landau-Ei
hung bere
hneteGr�o�e endli
h sein. Im MS S
hema ergibt si
h damit:ZMS;FEY� ZMS;FEYS = 1� 4 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (2.228)ZMS;LAN� ZMS;LANS = 1� 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (2.229)Daraus folgt: ZMS;FEYS = 1� 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (2.230)ZMS;LANS = 1� 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (2.231)F�ur die Renormierungskonstante der pseudoskalaren Di
hte folgt dann in beidenEi
hungen: ZMS;FEY=LANP = ZMS;FEY=LANS (2.232)



2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 49Die renormierte skalare Di
hte lautet damit:�MS;FEY11 (p) = 1 + g216�2CA�6� 4 ln p2�2� (2.233)�MS;LAN11 (p) = 1 + g216�2CA�4� 3 ln p2�2� (2.234)F�ur die pseudoskalare Di
hte ist diese Gr�o�e im Fall m = 0 no
h mit 
5 zu multi-plizieren: �MS;FEY=LAN
5 (p) = �MS;FEY=LAN11 (p)
5 (2.235)2.5.5 Axialer VektorstromEs folgt die Bere
hnung des axialen Vektorstroms in NDR, die Renormierungskon-stante wird wieder im MS S
hema bere
hnet.2.5.5.1 Na
kte Gr�o�e in 1-Loop-NDRAu
h die 1-Loop-Korrektur zum axialen Vektorstrom ist dur
h Abb. 2.6 gegeben,in diesem Fall mit � = 
�
5. Entspre
hend gilt au
h (2.194).Feynman-Ei
hung (� = 1)Der Vertex ist in 1-Loop-Ordnung mit � = 
�
5 dur
h den Ausdru
k (2.195) gege-ben. Daraus folgt, da� (2.200) und (2.201) f�ur � = 
�
5 zu bere
hnen sind, also~�FEY;(1)
�
5 (p) = 2g2CAÆabZ 10 dx�xZ d4k(2�)4 
�=k
�
5=k
�[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 (2.236)~�FEY;(2)
�
5 (p) = �2g2CAÆabZ 10 dx�xZ d4k(2�)4 
�[i=p(1� x) +m℄
�
5[i=p(1� x) +m℄
�[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 :(2.237)Der erste Beitrag divergiert, der zweite ist hingegen endli
h, wie si
h dur
h power-
ounting ergibt. Um die Regularisierung des ersten Integrals dur
hzuf�uhren, gehtman zu einer beliebigen Anzahl D von Dimensionen �uber. Mit f
�; 
5g = 0 undf
�; 
�g = 2Æ�� ergibt si
h:
�=k
�
5=k
� = 
�=k
�=k
�
5= 
�=k(2k� � =k
�)
�
5= 2k�
�=k
�
5 � 
�=k=k
�
�
5= 2k�
�(2k� � 
�=k)
5 � k2
�
�
�
5= 4k�=k
5 � 2k�
�
�=k
5 � k2
�(2Æ�� � 
�
�
5)



50 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum= 4k�=k
5 � 2Dk�=k
5 � 2k2
�
5 +Dk2
�
5= (4� 2D)k�=k
5 � (2�D)k2
�
5= (2�D)(2k�=k � k2
�)
5: (2.238)Dabei wurde in dimensioneller Regularisierung die Formel P� 
�
� = D benutzt.Au�erdem ist aus Dimensionsgr�unden g2 dur
h g2�4�D zu ersetzen, und man erh�altunter Benutzung der FormelZ dDk(2�)D k�k�(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 Æ��2(a2)n�1�D=2 �(n� 1�D=2)�(n) (2.239)(mit n = 3 und a2 = p2x(1� x) +m2x) den Ausdru
k~�FEY;(1)
�
5 (p) = g2CAÆab �4�D(4�)D=2 �(2�D=2)�(3) (2�D)� Z 10 dx � x 2Æ��
� �D
�[p2x(1� x) +m2x℄2�D=2
5 (2.240)Mit D = 4� " wird dies na
h Ausf�uhren der Kontraktion �uber �~�FEY;(1)
�
5 (p) = g2CAÆab �"(4�)2�"=2 �("=2)2 (�2 + ")2
�
5 Z 10 dx � x 1[p2x(1� x) +m2x℄"=2(2.241)Um die Divergenz des Limes "! 0 zu isolieren, wird dieser Ausdru
k in " entwi
kelt.Dies ergibt:~�FEY;(1)
�
5 (p) = g216�2CAÆab �1 + "2 ln 4�� (2� 2")�2" � 
E� 
�
5� Z 10 dx � x �1� "2 ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��+O(")= g216�2CAÆab
�
5 � 2�1 + "2 ln 4� � "��2" � 
E�� �12 � "2 Z 10 dx � x ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��+O(")= g216�2CAÆab
�
5 �2" � 
E + ln 4� � 2�2 Z 10 dx � x ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��+O(") (2.242)Es ist no
h ~�FEY;(2)
�
5 (p) zu bere
hnen. Der dort im Z�ahler auftretende Term ist:
�[i=p(1� x) +m℄
�
5[i=p(1� x) +m℄
�= �(1� x)2
�=p
�
5=p
� + im(1� x) [
�=p
�
5
� + 
�
�
5=p
�℄ +m2
�
�
5
�
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hiralen Ward-Identit�at 51= �(1� x)2
�=p
�=p
�
5 + im(1� x) [�
�=p
�
�
5 + 
�
�=p
�
5℄�m2
�
�
�
5= 2(1� x)2 �2=pp� � p2
�� 
5 + 2m2
�
5= �2[p2(1� x)2 �m2℄
�
5 + 4(1� x)=p(1� x)p�
5 (2.243)Dabei wurden die Beziehungen (A.7) bis (A.10) benutzt. Mit dem Spezialfall n = 3,D = 4 der IntegralformelZ dDk(2�)D 1(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 �(n�D=2)�(n) 1(a2)n�D=2 (2.244)ergibt si
h dann s
hlie�li
h~�FEY;(2)
�
5 (p) = 2g2CAÆab 116�2 �(1)�(3)� Z 10 dx � x2[p2(1� x)2 �m2℄
�
5 � 4(1� x)=p(1� x)p�
5p2x(1� x) +m2x= 2g2CA16�2 Æab Z 10 dx � x [p2(1� x)2 �m2℄
�
5 � 2(1� x)=p(1� x)p�
5p2x(1� x) +m2x :(2.245)Insgesamt verbleibt man daher mit:~�FEY
�
5 (p) = ~�FEY;(1)
�
5 (p) + ~�FEY;(2)
�
5 (p)= g216�2CAÆab�
�
5 �2" � 
E + ln 4� � 2�2 Z 10 dx � x ln�p2x(1� x) +m2x�2 �+2 Z 10 dx � x p2(1� x)2 �m2p2x(1� x) +m2x��4p� Z 10 dx � x (1� x)=p(1� x)p2x(1� x) +m2x
5�+O(") (2.246)Das endli
he zweite Integral kann man weiter auswerten:Z 10 dx � x p2(1� x)2 �m2p2x(1� x) +m2x = Z 10 dx � x� p2(1� x)2 +m2p2x(1� x) +m2x � 2m2p2x(1� x) +m2x�(2.247)Damit folgt weiter:Z 10 dx � x p2(1� x)2 +m2p2x(1� x) +m2x = 12 + Z 10 dx � x � p2(1� x)2 +m2p2x(1� x) +m2x � 1�= 12 + Z 10 dx � x(1� x) p2(1� 2x) +m2p2x(1� x) +m2x= 12 + Z 10 dx � x(1� x) ddx ln�p2x(1� x) +m2x�2 �= 12 � Z 10 dx � (1� 2x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 � (2.248)



52 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuumsowie Z 10 dx � x 2m2p2x(1� x) +m2x = Z 10 dx 2m2p2(1� x) +m2= Z 10 dx�1p2 2m2 ddx ln(p2(1� x) +m2)= 2m2 ln(m2 + p2)� ln(m2)p2 : (2.249)Mit der Regel von de l'Hospital erkennt man, da� das letzte Integral im Fall p2 ! 0zwei ergibt, also insbesondere endli
h bleibt. Somit kann man f�ur den na
kten Vertex~�
�
5(p) das Endergebnis~�FEY
�
5 (p) = g216�2CAÆab�
�
5 �2" � 
E + ln 4��1� 2 Z 10 dx � (1� x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 ���4p� Z 10 dx � x(1� x) =p(1� x)p2x(1� x) +m2x
5�4m2 ln(m2 + p2)� ln(m2)p2 �+O(") (2.250)angeben. Im masselosen Fall lautet dies:~�FEY
�
5 (p) = Æab�S4�CA�
�
5 �2" � 
E � ln� p2�2� + ln 4� + 1�� 2p�=pp2 
5� (2.251)Landau-Ei
hung (� = 0)Zu bere
hnen ist der folgende Ausdru
k:Z d4k(2�)4 =k[i(=p� =k) +m℄
�
5[i(=p� =k) +m℄=k[(p� k)2 +m2℄2(k2)2 (2.252)Mit Hilfe der Formel 1a2b2 = 6 Z 10 dx x(1� x)[(a� b)x + b℄4 (2.253)ist dies:Z 10 dx Z d4k(2�)46x(1� x)=k[i(=p� =k) +m℄
�
5[i(=p� =k) +m℄=k[((p� k)2 +m2 � k2)x + k2℄4= Z 10 dx Z d4k(2�)46x(1� x)=k[i(=p� =k) +m℄
�
5[i(=p� =k) +m℄=k[(k � px)2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4= Z 10 dx Z d4k(2�)46x(1� x)



2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 53�(=k + =px)[�i=k + (1� x)i=p +m℄
�
5[�i=k + (1� x)i=p +m℄(=k + =px)[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 (2.254)Das letzte Glei
hheitszei
hen ergibt si
h dabei dur
h die Substitution k � px ! k.Der Z�ahler ist dur
h(=k + =px)[�i=k + (1� x)i=p +m℄
�
5[�i=k + (1� x)i=p +m℄(=k + =px) (2.255)gegeben, dur
h Ausmultiplizieren ergeben si
h die folgenden Terme:Z 10 dx Z d4k(2�)46x(1� x)��(k2)2
�
5 (2.256)+2(1� x)xk2p2
�
5 (2.257)+imxk2(
�=p� =p
�)
5 (2.258)�(1� x)2x2p4
�
5 (2.259)+(1� x)x=k=p
�=k=p
5 (2.260)+(1� x)x=p=k
�=p=k
5 (2.261)�(1� x)2=k=p
�=p=k
5 (2.262)�x2=p=k
�=k=p
5 (2.263)�(1� x)im=k=p
�=k
5 (2.264)�xim=k
�=k=p
5 (2.265)+(1� x)im=k
�=p=k
5 (2.266)+xim=p=k
�=k
5 (2.267)�m2=k
�=k
5 (2.268)+i(1� x)x2mp2(=p
� � 
�=p)
5 (2.269)�m2x2=p
�=p
5	 (2.270)Der einzig divergente Term ist der erste, der zun�a
hst weiter betra
htet werden soll:�
�
5 Z 10 dx Z dDk(2�)D 6x(1� x) (k2)2[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 (2.271)Mit der IntegralformelZ dDk(2�)D (k2)�(k2 + a2)� = 1(4�)D=2 �(�+D=2)�(� � ��D=2)�(D=2)�(�) (a2)D=2+��� (2.272)mit � = 2 und � = 4 und a2 = (p2 +m2)x� p2x2 erh�alt man:�
�
5 Z 10 dx6x(1� x) 1(4�)D=2 �(2 +D=2)�(2�D=2)�(D=2)�(4) ((p2 +m2)x� p2x2)D=2�2(2.273)



54 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im KontinuumIn D = 4� " Dimensionen ist dies�
�
5 1(4�)2 (4�)"=2�"�(4� "=2)�("=2)�(2� "=2)6 Z 10 dx6x(1� x)((p2 +m2)x� p2x2)�"=2:(2.274)Mit der Funktionalglei
hung der Gamma-Funktion�(x) = (x� 1)�(x� 1) (2.275)kann man diese zu �(4� "=2) = (3� "=2)(2� "=2)�(2� "=2) (2.276)entwi
keln. Der Faktor �(2� "=2) k�urzt si
h ans
hlie�end weg. Man erh�alt dann�16
�
5 1(4�)2 (4�)"=2�"�("=2)(6�5"=2+O("2)) Z 10 dx6x(1�x)((p2+m2)x�p2x2)�"=2:(2.277)Unter Ber�u
ksi
htigung von a"=2 = 1 + "=2 lna+O("2)�("=2) = 2" � 
E +O(") (2.278)ergibt si
h s
hlie�li
h na
h kurzer Re
hnung das Endergebnis(2:256) = �
�
5 1(4�)2 �2" + ln4� � 
E � 56� Z 10 dx6x(1� x) ln�(p2 +m2)x� p2x2�2 ��+O("):(2.279)Zur Bere
hnung der Terme (2.257) und (2.258) verwendet man die IntegralformelZ dDk(2�)D k�k�(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 Æ��2(a2)n�1�D=2 �(n� 1�D=2)�(n) ; (2.280)wobei man hier aufgrund der Konvergenz D = 4 setzen kann. Damit hat man dannf�ur (2.257)(2:257) = Z 10 6x2(1� x)2 Z d4k(2�)4 k�k�[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 � 2p2
�
5= Z 10 dxx2(1� x)2 4(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 p2
�
5: (2.281)F�ur (2.258) bekommt man entspre
hend:(2:258) = im Z 10 dx6x2(1� x) Z d4k(2�)4 k�k�[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 � (
�=p� =p
�)
5= im Z 10 dxx2(1� x) 2(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (
�=p� =p
�)
5 (2.282)



2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 55Zur Bere
hnung von (2.259) benutzt man die Identit�atZ d4k(2�)4 1(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 �(n�D=2)�(n) 1(a2)n�D=2 (2.283)(au
h hier bei D = 4) und erh�alt:(2:259) = � Z 10 dx6(1� x)3x3 Z d4k(2�)4 1[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 � p4
�
5= � Z 10 dx(1� x)3x3 1(4�)2 1((p2 +m2)x� p2x2)2 � p4
�
5 (2.284)Bei Term (2.260) bea
htet man zun�a
hst (A.11). Damit ergibt si
h unter Benutzungder obigen Integralformel(2:260) = Z 10 dx Z d4k(2�)46x2(1� x)2 =k=p
�=k=p
5[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4= Z 10 dx Z d4k(2�)46x2(1� x)2 14k2[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 � 
�
�
�
�| {z }4Æ�� p�=p
5= Z 10 dx Z d4k(2�)46x2(1� x)2 14k2[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 � 4p�=p
5= Z 10 dx6x2(1� x)2 1(4�)2 12 �(1)�(4) 1(p2 +m2)x� p2x2 � 4p�=p
5= Z 10 dxx2(1� x)2 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�=p
5: (2.285)Die Bere
hnung des Terms (2.261) verl�auft v�ollig analog und liefert dasselbe Ergeb-nis. Man kann also(2:261) = Z 10 dxx2(1� x)2 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�=p
5 (2.286)notieren. F�ur die Terme (2.262) und (2.263) bea
htet man (A.12). Damit ergibt si
h(2:262) = � Z 10 dx Z d4k(2�)46x(1� x)3 =k=p
�=p=k
5[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4= � Z 10 dx Z d4k(2�)46x(1� x)3 14k2[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 � 
�
�
�
�
�| {z }=�2
�
�
� p�p�= � Z 10 dxx(1� x)3 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 12 � (�2=p
�=p
5)= Z 10 dxx(1� x)3 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (=p
�=p
5): (2.287)



56 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im KontinuumF�ur den n�a
hsten Term bekommt man:(2:263) = � Z 10 dxx3(1� x) 1(4�2) 1(p2 +m2)x� p2x2 12 � =p
�
�
�=p
5| {z }=�2=p
�=p
5= Z 10 dxx3(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (=p
�=p
5) (2.288)Den Term (2.264) bere
hnet man analog zu (2.260) und bekommt(2:264) = �im Z 10 dxx(1� x)2 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�
5: (2.289)Der Term (2.265) ergibt si
h analog zu (2.263):(2:265) = im Z 10 dxx2(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 
�=p
5: (2.290)Term (2.266) l�a�t si
h wie (2.261) bere
hnen und ergibt(2:266) = im Z 10 dxx(1� x)2 1(4�)2 4(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�
5= �(2:264): (2.291)F�ur (2.267) erh�alt man wie bei (2.263)(2:267) = �im Z 10 dxx2(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � =p
�
5: (2.292)Weiterhin hat man(2:268) = m2 Z 10 dxx(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 
�
5; (2.293)und f�ur (2.269) ergibt si
h(2:269) = im Z 10 dx(1� x)2x3 1(4�)2 1((p2 +m2)x� p2x2)2 � p2(=p
�� 
�=p)
5: (2.294)S
hlie�li
h hat man no
h den Beitrag(2:270) = �m2 Z 10 dx(1� x)x3 1(4�)2 1((p2 +m2)x� p2x2)2 � =p
�=p
5 (2.295)aus Term (2.270). Dur
h Zusammenfassen aller Terme erh�alt man s
hlie�li
h na
hHinzuf�ugen des bisher ausgelassenen Vorfaktors Æabg2CA als Zwis
henergebnis den



2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 57Ausdru
k~�(1��)
�
5 (p) = �Æabg2CA
�
5 1(4�)2 �2" + ln 4� � 
E � 56� Z 10 dx6x(1� x) ln�(p2 +m2)x� p2x2�2 ��+O(")+Æabg2CA Z 10 dxx2(1� x)2 4(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 p2
�
5+Æabg2CAim Z 10 dxx2(1� x) 2(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (
�=p� =p
�)
5�Æabg2CA Z 10 dx(1� x)3x3 1(4�)2 1((p2 +m2)x� p2x2)2 � p4
�
5+Æabg2CA Z 10 dxx2(1� x)2 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�=p
5+Æabg2CA Z 10 dxx2(1� x)2 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�=p
5+Æabg2CA Z 10 dxx(1� x)3 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (=p
�=p
5)+Æabg2CA Z 10 dxx3(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (=p
�=p
5)+Æabg2CAim Z 10 dxx2(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 
�=p
5�Æabg2CAim Z 10 dxx2(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � =p
�
5+Æabg2CAm2 Z 10 dxx(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 
�
5+Æabg2CAim Z 10 dx(1� x)2x3 1(4�)2 p2(=p
� � 
�=p)
5((p2 +m2)x� p2x2)2�Æabg2CAm2 Z 10 dx(1� x)x3 1(4�)2 =p
�=p
5((p2 +m2)x� p2x2)2 : (2.296)Im masselosen Fall erh�alt man hieraus~�(1��)
�
5 (p) = �Æabg2CA
�
5 1(4�)2 �2" + ln4� � 
E � 56� Z 10 dx6x(1� x) ln�p2x(1� x)�2 ��+O(")+Æabg2CA Z 10 dxx(1� x) 4(4�)2
�
5�Æabg2CA Z 10 dx(1� x)x 1(4�)2 � 
�
5



58 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum+Æabg2CA Z 10 dxx(1� x) 1(4�)2 1p2 � 4p�=p
5+Æabg2CA Z 10 dx(1� x)2 1(4�)2 1p2 � (=p
�=p
5)+Æabg2CA Z 10 dxx2 1(4�)2 1p2 � (=p
�=p
5) (2.297)= Æab�S4�CA�
�
5 ��2" � ln 4� + 
E + ln� p2�2�� 1�+ 2p�=pp2 
5�(2.298)Insgesamt erh�alt man damit f�ur die Gr�o�e in Landau-Ei
hung:~�LAN
�
5 (p) = ~�FEY
�
5 (p) + ~�(1��)
�
5 (p)= 0 (2.299)2.5.5.2 Bere
hnung von ZMSAAus dem Ergebnis kann man die Renormierungskonstante des axialen Vektorstromeswie folgt ablesen:ZMS;FEY� ZMS;FEYA = 1� g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (2.300)ZMS;LAN� ZMS;LANA = 1 (2.301)Daraus ergibt si
h sofort: ZMS;FEYA = 1 (2.302)ZMS;LANA = 1 (2.303)Die renormierte, amputierte Greensfunktion des axialen Vektorstroms lautet damitf�ur m = 0:�MS;FEY
�
5 (p) = 
�
5 + g216�2CA��
�
5 ln p2�2 + 
�
5 � 2p�=p
5p2 � (2.304)�MS;LAN
�
5 (p) = 
�
5 (2.305)F�ur sp�atere Re
hnungen ist man an den projizierten Greensfunktionen dieser Gr�o�eninteressiert. Diese sind wie folgt de�niert�MS
�
5(p) = 116Tr�
5
��MS
�
5(p)� ; (2.306)und sie ergeben si
h zu:�MS;FEY
�
5 (p) = 1 + g216�2CA�� ln p2�2 + 12� (2.307)�MS;LAN
�
5 (p) = 1 (2.308)



2.5 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 592.5.6 Diskussion der ErgebnisseIn den vorherigen Kapiteln wurden eine Reihe von Renormierungskonstanten mit di-mensioneller Regularisierung im MS S
hema f�ur vers
hiedene Ei
hungen bere
hnet.No
h vor der Bere
hnung wurden in den Kapiteln 2.5.1 und 2.5.2 Aussagen �uber dasVerhalten der Renormierungskonstanten bei einem We
hsel der Ei
hung sowie �uberweitere Zusammenh�ange zwis
hen den Renormierungskonstanten gema
ht. Dahersollen abs
hlie�end alle bere
hneten Gr�o�en angegeben werden, um diese Aussagenzu �uberpr�ufen.Die Re
hnungen f�uhrten auf die folgenden Renormierungskonstanten:ZMS;FEY� = 1� g216�2CA�2" � 
E + ln4��ZMS;LAN� = 1ZMS;FEYm = 1 + 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4��ZMS;LANm = 1 + 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4��ZMS;FEYS = 1� 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4��ZMS;LANS = 1� 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4��ZMS;FEYP = 1� 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4��ZMS;LANP = 1� 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4��ZMS;FEYA = 1ZMS;LANA = 1 (2.309)In Kapitel 2.5.1 wurde behauptet, da� das MS S
hema ni
ht von den �au�eren Fel-dern abh�angt, zwis
hen denen der jeweilige Operator betra
htet wird. Damit solltenRenormierungskonstanten ei
hinvarianter Gr�o�en und damit alle hier betra
htetenbis auf ZMS� ei
hinvariant sein. Diese Aussage wurde o�ensi
htli
h best�atigt.Im Kapitel 2.5.2 wurde mit Hilfe einer Ward-Identit�at no
hZMSA = 1 (2.310)und ZMSP ZMSm = 1 (2.311)behauptet. An der Zusammenstellung erkennt man sofort, da� au
h diese Aussa-gen dur
h die Bere
hnungen best�atigt wurden. Au�erdem erf�ullen die angegebenen



60 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie im KontinuumGr�o�en den Zusammenhang ZMSS = ZMSP : (2.312)Au
h dieses Ergebnis ist kein Zufall. In der QCD gibt es neben der 
hiralen Sym-metrie (2.111) und (2.112) eine weitere:�(x) ! ei��(x);��(x) ! ��(x)e�i�: (2.313)Aus dieser folgt f�ur die Renormierungskonstanten in der QCD der Zusammenhang(2.312). Da in 1-Loop-Ordnung die St�orungstheorie der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie nur geringe Unters
hiede gegen�uber der der QCD aufweist, erwartet manau
h hier diesen Zusammenhang. An dieser Stelle bleibt es eine o�ene Frage, obdieser Zusammenhang au
h in 2-Loop-Ordnung gilt, da dort die Unters
hiede zurQCD gr�o�er sind.Au
h die renormierten Gr�o�en seien an dieser Stelle ges
hlossen angegeben:�MS;FEY1 (p) = g216�2CA�ln p2�2 � 1��MS;LAN1 (p) = 0�MS;FEY2 (p) = g216�2CA�4 ln p2�2 � 6��MS;LAN2 (p) = g216�2CA�3 ln p2�2 � 4�~�MS;FEY11 (p) = g216�2CA�6� 4 ln p2�2�~�MS;LAN11 (p) = g216�2CA�4� 3 ln p2�2�~�MS;FEY
5 (p) = g216�2CA�6� 4 ln p2�2� 
5~�MS;LAN
5 (p) = g216�2CA�4� 3 ln p2�2� 
5~�MS;FEY
�
5 (p) = g216�2CA��
�
5 ln p2�2 + 
�
5 � 2p�=p
5p2 �~�MS;LAN
�
5 (p) = 0~�MS;FEY
�
5 (p) = g216�2CA�� ln p2�2 + 12�~�MS;LAN
�
5 (p) = 0 (2.314)Da die 
hiralen Ward-Identit�aten aus Kapitel 2.5.2 au
h f�ur renormierte Gr�o�engelten sollen, folgt no
h die folgende Aussage:�MS2 (p) + ~�MS
5 (p) = 0 (2.315)



2.6 Verti
es f�ur den Superstrom 61Au
h diese ist o�ensi
htli
h erf�ullt.2.6 Verti
es f�ur den SuperstromEine weitere Gr�o�e, an deren st�orungstheoretis
hem Verhalten man interessiert ist,ist der Superstrom. Dieser lautetS�(x) = �2 igTr (F�� (x)���
�) : (2.316)Da in dem Superstrom ein F�� enthalten ist, m�ussen zun�a
hst zus�atzli
he Verti
es,n�amli
h die des Superstroms entwi
kelt werden. Im Rahmen dieser Arbeit werdenno
h Hinweise darauf gegeben, mit diesen Regeln Bere
hnungen dur
hgef�uhrt wer-den.2.6.1 Herleitung der Verti
es f�ur den SuperstromMit F�� (x) = ��A� (x)� ��A�(x) + [A�(x); A� (x)℄ (2.317)erkennt man, da� zu dem Superstrom (2.316) zwei Verti
es geh�oren, einer mit ei-nem Gluon und einer mit zwei Gluonen. Diese Verti
es sind in Abb. 2.7 dargestelltund werden in den n�a
hsten beiden Unterkapiteln bere
hnet. In Abb. 2.8 sind dieim Kontinuum in 1-Loop-Ordnung f�ur den Superstrom zu bere
hnenden Graphenangegeben.2.6.1.1 Der Gluon-Superstrom-VertexDer f�ur den Vertex des Superstroms mit einem Gluon verantwortli
he Term ist derfolgende: S(1)� (x) = �2 igTr ((��A� (x)� ��A�(x)) ���
��(x)) (2.318)= �2 ���Ab� (x)� ��Ab�(x)����
��a(x)Tr �T aT b� (2.319)= �2Æab��Ab� (x)���
��a(x) (2.320)Das Einsetzen der Fourier-Transformierten der Felder A� (x) und �(x) liefert dannS(1)� (q) = Z d4xeiqxS(1)� (x) (2.321)= �2iÆab���
� Z d4x Z d4k(2�)4 Z d4p(2�)4 ei(p+k+q)xk� ~Ab� (k)~�a(p) (2.322)= �2iÆab���
� Z d4k(2�)4 Z d4p(2�)4 Æ(p+ k + q)k� ~Ab� (k)~�a(p) (2.323)
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�p a
k b; �

a) mit einem Gluon �p ak1 b; � k2 
; �
b) mit zwei GluonenAbbildung 2.7: Verti
es des SuperstromsDer Gluon-Superstrom-Vertex Sab�;� (p; k) ist �uberS(1)� (q) = Z d4k(2�)4 Z d4p(2�)4 Æ(p+ k + q)Sab�;� (p; k) ~Ab� (k)~�a(p) (2.324)de�niert, und er ergibt si
h zuSab�;� (p; k) = �2iÆab���
�k�: (2.325)2.6.1.2 Der 2-Gluonen-Superstrom-VertexDer 2-Gluonen-Superstrom-Vertex kommt aus dem TermS(2)� (x) = �2 igTrf[A�(x); A� (x)℄���
��(x)g (2.326)= 2igA
�(x)Ab� (x)�a(x)���
�Tr �[T 
; T b℄T a� : (2.327)Mit Tr �[T 
; T b℄T a� = if
bdTr �T dT a� = if
bd 12Æda = �12 ifab
 ergibt diesS(2)� (x) = gfab
A
�(x)Ab� (x)�a(x)���
�: (2.328)Na
h Einsetzen der Fourier-Transformierten der beteiligten Felder erh�alt man hierausS(2)� (q) = Z d4xeiqxS(2)� (x) (2.329)= gfab
���
� Z d4k1(2�)4 Z d4k2(2�)4 Z d4p(2�)4 Æ(k1 + k2 + p+ q) ~Ab� (k1) ~A
�(k2)~�a(p):(2.330)Mit der De�nitionS(2)� (q) = Z d4k1(2�)4 Z d4k2(2�)4 Z d4p(2�)4 Æ(k1 + k2 + p+ q)Sab
�;��(p; k1; k2) ~Ab� (k1) ~A
�(k2)~�a(p)(2.331)
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p� k; ek; 
p� k; d p; b �p; a p+ k; 
k; d p; bp� k; e

 p; a p� k; 
 k; d
p; b !p; a p; bk; d p+ k; 


Abbildung 2.8: Die 1-Loop-Graphen des Superstromsfolgt f�ur den Vertex der Ausdru
kSab
�;��(p; k1; k2) = gfab
���
�: (2.332)Dieser ist bereits symmetris
h unter Vertaus
hung der beiden Gluonen, also beiglei
hzeitigem Austaus
h der Indizes �$ � und a$ b, so da� dur
h (2.332) bereitsdie Version des Vertex gegeben ist, die in st�orungstheoretis
hen Betra
htungen ingewohnter Weise verwendet werden kann.



Kapitel 3Die N = 1Super-Yang-Mills-Theorie auf demGitterIn dem letzten Kapitel wurde deutli
h, da� die betra
htete Theorie Divergenzenenth�alt, weshalb Renormierungskonstanten betra
htet werden mu�ten. Diese Diver-genzen lassen si
h au
h regularisieren, indem man die Theorie auf dem Gitter f�ureine feste Gitterkonstante a de�niert.Diese Formulierung hat glei
hzeitig weitere Vorteile. Bei Bere
hnungen ist man ni
htmehr auf eine Entwi
klung in der Kopplungskonstanten g angewiesen, so da� Bere
h-nungen au
h in Berei
hen m�ogli
h werden, in denen die St�orungstheorie versagt. Au-�erdem werden au
h Gr�o�en zug�angli
h, die prinzipiell ni
ht-st�orungstheoretis
herNatur sind, und somit zuvor au
h f�ur kleine g ni
ht bere
henbar waren.In diesem Kapitel wird daher zun�a
hst die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie aufdem Gitter formuliert. Dana
h wird die so aufgestellte Wirkung in einer f�ur dieSt�orungstheorie geeigneten Weise notiert.3.1 Formulierung der Theorie auf dem GitterIn diesem Kapitel soll die betra
htete Ei
htheorie auf dem Gitter formuliert werden.Diese Formulierung mu� somit damit auskommen, da� alle vorhandenen Felder nurauf den Gitterpunkten de�niert sind, und au
h Ei
htransformationen k�onnen nurauf diesen Gitterpunkten de�niert werden.Im Kontinuum sind Ei
hfelder dur
h Paralleltransporter entlang in�nitesimal klei-nen Abst�anden gegeben. Dies ist so auf dem Gitter ni
ht m�ogli
h, da der kleinsteAbstand die Gitterkonstante a ist. Ein Paralleltransporter auf dem Gitter ist daherdur
h Verbindungen von einem Punkt x des Gitters zu einem bena
hbarten Punkt



3.2 Die Wirkung auf dem Gitter 65x+a�̂ gegeben. Dabei ist � = 1; 2; 3; 4 eine der vier Raumri
htungen auf dem Gitter,und �̂ der zugeh�orige Einheitsvektor. Ein Paralleltransporter, der von den Punktenx und x + a�̂ abh�angt, wird wie folgt angegeben:U(x; x + a�̂) � U�(x) (3.1)= e�aA�(x) (3.2)Daraus lassen si
h Plaquetten oder Wilson Loops konstruieren:U��(x) � U(x; x+a�̂)U(x+a�̂; x+a�̂+a�̂)U(x+a�̂+a�̂; x+a�̂)U(x+a�̂; x) (3.3)Wilson konnte 1974 zeigen [Wi℄, da� man mit diesen Plaquetten eine Wirkung f�urdas Ei
hfeld aufstellen kann, die im Limes a ! 0, dem Kontinuumslimes, mit derurspr�ungli
hen Theorie im Kontinuum �ubereinstimmt. Dieser Ei
hterm kommt au
hin der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie vor, er lautet f�ur die SU(N
) Farbgruppe:S[U ℄ = 12g2 Xx;�;� �2N
 � �TrU��(x) + TrU�1�� (x)�� (3.4)Au
h f�ur den fermionis
hen Teil der Wirkung in derN = 1 Super-Yang-Mills-Theorietreten gegen�uber der QCD keine neuen S
hwierigkeiten auf, wenn man die Wirkungaufs Gitter bringt. Daher kann man au
h diesen Teil sofort nieders
hreiben, wobeiwie im Kontinuum die adjungierte Darstellung der Fermionen zu ber�u
ksi
htigenist:Sgl = Xx a4 12aTrX� ���(x)(
� � r)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)���(x+ a�̂)(
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)� + �m0 + 4ra �Tr��(x)�(x)� (3.5)Dies ist die Wilsons
he Formulierung. Dabei tritt der Wilsonparameter r auf. Dieserist notwendig, da bei einer naiven Formulierung der Fermionen auf dem Gitter Fer-mionendoppler auftreten. Dur
h den Wilson-Term divergiert deren Masse im Konti-nuumslimes. Dadur
h entkoppeln die zus�atzli
hen Fermionen, und somit erh�alt maneine korrekte Bes
hreibung der Theorie.3.2 Die Wirkung auf dem GitterDie in dem vorherigen Kapitel niederges
hriebene Gitterwirkung soll in einer f�urdie St�orungstheorie geeigneten Weise formuliert werden. Davon ausgehend wird esim n�a
hsten Kapitel lei
hter sein, die Feynman-Regeln f�ur die Gittertheorie zu ent-wi
keln. Zu diesem Zwe
k brau
ht man eine Formulierung der Wirkung dieser Theo-rie, die na
h Potenzen der Kopplungskonstanten g geordnet ist. Dabei ist neben dem



66 Die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitterrein bosonis
hen Teil und dem fermionis
hen Teil no
h ein Geister-Teil zu betra
h-ten. Dieser ist au
h auf dem Gitter f�ur st�orungstheoretis
he Bere
hungen unumg�ang-li
h.3.2.1 Die Wilson-WirkungDer bosonis
he Teil der Wirkung wird, wie �ubli
h, dur
h die Wilson-Wirkung be-s
hrieben. Um sp�ater Re
hnungen in 1-Loop-Ordnung ausf�uhren zu k�onnen, mu�(3.4) bis zur zweiten Ordnung in g entwi
kelt und in folgender Form ges
hriebenwerden: S =Xx a4 �L2 + gL3 + g2L4 +O(g3)� : (3.6)Man geht dazu so vor, wie in [MM℄ Kapitel 3.2.2 in nullter Ordnung gezeigt wurde,wobei folgende Form der Paralleltransporter U�(x) auszunutzen ist:U�(x) � e�aA�(x) = 1� aA�(x) + a22 A�(x)2 � a36 A�(x)3 + a424A�(x)4 + : : : (3.7)Die hier angegebenen Terme entspre
hen einer Entwi
klung in vierter Ordnung ing, da folgende Beziehung gilt: A�(x) = �igAb�(x)T b (3.8)Um sp�ater die Wirkung in zweiter Ordnung in g zu entwi
keln, mu� der Parallel-transporter bis in vierter Ordnung entwi
kelt werden, da in (3.4) no
h ein Faktor 1g2steht.Um (3.7) in (3.3) einsetzen zu k�onnen, brau
ht man no
h eine Beziehung zwis
henA�(x+ a�̂)und A�(x). Diese ist gegeben dur
h:A�(x+ a�̂) = A�(x) + a�f�A�(x): (3.9)Damit hat man alle Mittel, um Up bis in vierter Ordnung in g zu entwi
keln. (3.7)und (3.9) eingesetzt in (3.3) ergibt dann:U��(x) = �1 + aA�(x) + a22 A�(x)2 + a36 A�(x)3 + a424A�(x)4���1 + a �A�(x) + a�f�A�(x)�+ a22 �A�(x) + a�f�A�(x)�2+a36 �A�(x) + a�f�A�(x)�3 + a424 �A�(x) + a�f�A�(x)�4���1� a �A�(x) + a�f�A�(x)�+ a22 �A�(x) + a�f�A�(x)�2�a36 �A�(x) + a�f�A�(x)�3 + a424 �A�(x) + a�f�A�(x)�4�



3.2 Die Wirkung auf dem Gitter 67��1� aA�(x) + a22 A�(x)2 � a36 A�(x)3 + a424A�(x)4� +O(g5)(3.10)Dieser Ausdru
k ist na
h Potenzen von g geordnet aufzus
hreiben, und unter Be-nutzung von U�1�� (x) = U��(x) (3.11)in (3.4) einzusetzen. Diese Re
hung wurde bereits mehrfa
h ausgef�uhrt ([HH℄ und[KNS℄), wobei f�ur Terme h�oherer Ordnung der Einsatz eines Computers zu empfeh-len ist. An dieser Stelle soll daher nur das Ergebnis angegeben werden:L2 = 14 ��f�Aa�(x)��f�Aa�(x)�2 (3.12)L3 = fab
 �Aa�(x)Ab�(x)�f�A
�(x) + a2Aa�(x)�f�Ab�(x)�f�A
�(x)� (3.13)L4 = fabef
de�14Aa�Ab�A
�Ad� + a2�f�Aa�Ab�A
�Ad� + : : :� (3.14)Im Gegensatz zum Kontinuum gibt es zu diesen Termen no
h weitere Terme dur
hdas Integrationsma�, das Haar-Ma�. Dessen Beitr�age zur Gesamtwirkung sind ge-geben dur
h: Sm = � 112a2g2Aa�(x)Aa�(x) +O(g3) (3.15)3.2.2 Die Wilson-Dira
-WirkungDer fermionis
he Teil der Wirkung ist dur
h (3.5) gegeben. Dies l�a�t si
h au
h wiefolgt s
hreiben:Sgl = Xx a4 12aTrX� ���a(x)T a(
� � r)U y�(x)�b(x+ a�̂)T bU�(x) (3.16)���(x + a�̂)(
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)�+ �m0 + 4ra �Tr��(x)�(x)�= Xx a4 12aTrX� ���b(x+ a�̂)T b(�
� � r)U�(x)�a(x)T aU y�(x) (3.17)���(x + a�̂)(
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)�+ �m0 + 4ra �Tr��(x)�(x)�= Xx a4 �1aTrX� ���(x + a�̂)(
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)�!+�m0 + 4ra �Tr��(x)�(x) (3.18)



68 Die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterDies mu� bis in zweiter Ordnung in g entwi
kelt werden, so da� damit Bere
hnun-gen in 1-Loop-Ordnung ausgef�uhrt werden k�onnen. Dann l�a�t si
h dieser Teil derWirkung verglei
hbar zu (3.6) s
hreiben als:Sgl =Xx a4 �Lgl;0 + gLgl;1 + g2Lgl;2 +O(g3)� : (3.19)Dies ist m�ogli
h mit (3.7), (3.8) und (3.9) sowie folgenden Beziehungen f�ur Majorana-Spinoren 	 und � (vgl. [Lu℄): �	� = ��	 (3.20)�	
�� = ���
�	 (3.21)Es folgt sofort:Lgl;0 = 12��a(x)nm0 +X� �(
� � r)�f��o�a(x) (3.22)Lgl;1 = 12fab
 ���a(x)
�Ab�(x)�
(x) + a�f���a(x)(
� + r)Ab�(x)�
(x)	 (3.23)Lgl;2 = �a8 (fabef
de + fa
efbde)�r��a(x)Ab�(x)A
�(x)�d(x)+a�f���a(x) (
� + r)Ab�(x)A
�(x)�d(x)	 (3.24)3.2.3 Die Faddeev-Popov-WirkungDer no
h verbleibende Teil der Wirkung enth�alt die Terme der Geisterfelder. DieseGeister entstehen wie im Kontinuum dadur
h, da� eine Ei
h�xierung gew�ahlt wirdund die daraus resultierende Faddeev-Popov-Determinante dur
h eine funktionaleIntegration �uber die Geisterfelder ersetzt wird.Au
h auf dem Gitter werden alle st�orungstheoretis
hen Bere
hnungen ei
h�xiertdur
hgef�uhrt. Dies liegt daran, da� man eine Entwi
klung um den Sattelpunkt derWirkung dur
hf�uhren m�o
hte. Daf�ur wird in den Funktionalintegralen die Anzahlder Integrationsvariablen in der Art auf Unendli
h erh�oht, da� man dann Gau�-s
he Integrale erh�alt, die dann zwar bere
henbar sind, aber daf�ur eine Ei
h�xierungben�otigen.Die vorliegende Theorie ist also dur
haus wohlde�niert, aber f�ur die St�orungstheoriemu� eine Ei
h�xierung dur
hgef�uhrt werden. Weitere Erl�auterungen, allerdings f�urden abels
hen Fall, sind zu �nden in [Ba℄.Zur Herleitung der Faddeev-Popov-Geister sei auf [MM℄ hingewiesen. Ergebnis dieserHerleitung, die auf dem Gitter deutli
he Unters
hiede zum Kontinuum aufweist, ist,da� man die Ei
h�xierung formal genau wie im Kontinuum dur
hf�uhren kann. Hatman also ein Funktionalintegral �uber eine ei
hinvariante Funktion �[U ℄, so kannman eine Ei
h�xierung dur
hf�uhren, indem man mit der Ei
h�xierung no
h die



3.2 Die Wirkung auf dem Gitter 69Faddeev-Popov-Determinante einf�uhrt. Wie �ubli
h kann man diese dann no
h dur
hein Integral �uber die Geister-Felder ausdr�u
ken. Damit ergibt si
h, formal identis
hzum Kontinuum:Z Yx;� dUx;��[U ℄ = 
onst. Z Yx;� dUx;�d�axd��ax�[U ℄e�Sgf [A℄�SFP [A;�;��℄ (3.25)Dabei ist der Ei
h�xierungsterm der Wirkung auf dem Gitter f�ur eine kovarianteEi
hung gegeben dur
h: Sgf [A℄ = 12�Xy a4 ��b�A
�(y)�2 ; (3.26)und die Faddeev-Popov-Wirkung dur
h:SFP [A; �; ��℄ =Xx;y a8g��
xM
x;by[A℄�by: (3.27)Dabei ist der Faddeev-Popov-Operator gegeben dur
h:M
x;by[A℄ = 1a6g 4X�=1 nE�1b
 (A�(x))Æx+a�̂;y � E�1
b (A�(x))Æx;y�E�1b
 (A�(x� a�̂))Æx;y + E�1
b (A�(x� a�̂))Æx�a�̂;yo (3.28)mit E�1(x) = x1� exp(�x) = 1Xn=0 �nn! (�x)n (3.29)und A�(x)b
 = agfb
dAd�(x) (3.30)wobei �n die Bernoullis
hen Zahlen sind. Damit ergibt si
h f�ur die Faddeev-Popov-Wirkung:SFP = a2Xx;� (��
;x+a�̂ � ��
x)nE�1
b (A�(x))�bx � E�1b
 (A�(x))�b;x+a�̂o (3.31)Die ersten Bernoullis
hen Zahlen sind�0=1 �1=�12 �2= 16�3=0 �4=� 130 �5=0�6= 142 �7=0 �8=� 130 : (3.32)Damit ist es m�ogli
h, die Faddeev-Popov-Wirkung in g zu entwi
keln. Um sp�aterRe
hnungen in 1-Loop-Ordnung ausf�uhren zu k�onnen, brau
ht man eine Entwi
k-lung bis zur Ordnung g2. MitSFP =Xx a4 �LFP;0 + gLFP;1 + g2LFP;2 +O(g3)� (3.33)



70 Die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitterergibt si
h dann:LFP;0 = �X� �f���a(x)�f��a(x) (3.34)LFP;1 = �fab
X� ��f���a(x)Ab�(x)�
(x) + a2�f���a(x)Ab�(x)�f��
(x)� (3.35)LFP;2 = a212fabef
deX� �f���a(x)Ab�(x)A
�(x)�f��d(x) (3.36)Die Wirkung aus (3.4) und (3.5) konnte so umges
hrieben werden, da� man direktdie zugeh�origen Feynman-Regeln bere
hnen kann. Dies soll in dem folgenden Kapitelgetan werden.



Kapitel 4St�orungstheorie f�ur die N = 1Super-Yang-Mills-Theorie auf demGitterAusgehend von der im vorherigen Kapitel niederges
hriebenen Gitterwirkung wer-den analog zur St�orungstheorie im Kontinuum zun�a
hst die Feynman-Regeln f�ur dieN = 1 Super-Yang-Mills-Theorie entwi
kelt. Ans
hlie�end werden damit die kriti-s
he Masse und einige Renormierungskonstanten bere
hnet. Letztere sind au
h aufdem Gitter von Interesse, da die Theorie zwar f�ur beliebige endli
he Werte der Git-terkonstanten a endli
h ist, aber im Limes a! 0 divergiert. Daher ist man in diesemKontinuumslimes an den Renormierungskonstanten interessiert. Bei der kritis
henMasse wird si
h herausstellen, da� die bere
hnete Gr�o�e deutli
h von dem aus Si-mulationen erhaltenen Wert abwei
ht, was zun�a
hst ein prinzipielles Problem derSt�orungstheorie auf dem Gitter ist. Neuerdings werden allerdings M�ogli
hkeiten zurVerbesserung der St�orungstheorie diskutiert. Au
h darauf wird in diesem Kapiteleingegangen.
4.1 Herleitung der Feynman-Regeln auf dem Git-terMan ist nun in der Lage, alle Feynman-Regeln der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorieauf dem Gitter aufzustellen, die f�ur 1-Loop-Bere
hnungen n�otig sind. Dazu gehtman prinzipiell wie in Kapitel 2.2 vor, die �Anderungen f�ur die Bere
hnung auf demGitter sind in [MM℄ angegeben.



72 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter4.1.1 Die PropagatorenDie Propagatoren auf dem Gitter sind, wie s
hon im Kontinuum, fast direkt aus derQCD zu �ubernehmen. Die einzigen �Anderungen, die dur
h die Majorana-Fermionenim Gegensatz zu Dira
-Fermionen entstehen, sind bereits im Kontinuum erkl�artworden, und gelten auf dem Gitter ebenso.Der Propagator f�ur die Gluonen sieht wie folgt aus:Dab��(k) = Æab 1̂k2  Æ�� � (1� �) k̂�k̂�k̂2 ! (4.1)Dabei wird die Abk�urzung k̂� = 2a sin�a2k�� (4.2)benutzt, au�erdem ist die Abk�urzung�k� = 1a sin(ak�) (4.3)�ubli
h. Damit ist o�ensi
htli
h, da� der Gitterpropagator im Kontinuumslimes gegenden bereits bekannten Propagator konvergiert.Es mag verwundern, da� zur Bere
hnung des Propagators das Haar-Ma� ni
htber�u
ksi
htigt wurde, obwohl der f�uhrende Term au
h quadratis
h in den Gluonen-feldern ist. Der Grund liegt darin, da� dieser Term bereits einen Faktor g2 enth�alt.Daher ist es notwendig, aus diesem Term einen Vertex zu de�nieren, der dann inBere
hnungen als ein Loop zu z�ahlen ist. Der Vertex ist sofort abzulesen als:V ab�� = �N
12 g2ÆabÆ�� 1a2 (4.4)Der Propagator f�ur die Geister ist:Sab(q) = Æab 1̂q2 (4.5)Bleiben no
h die Gluino-Propagatoren, von denen es wie im Kontinuum wiederdrei gibt, davon zwei die Fermionenzahl verletzend. Der fermionenzahl-erhaltendePropagator lautet wie folgt:SabF (p) = Æabi
 � �p+ ra2 p̂2 +m0 (4.6)Der Zusammenhang zu den beiden Gluino-Propagatoren, die die Fermionenzahlni
ht erhalten, ist identis
h zu dem im Kontinuum.
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"
k1

k2 k3a; �b; � 
; �a) 3-Gluonen-Vertex #
k1k2

k3 k4a; �
b; �


; � d; �b) 4-Gluonen-VertexAbbildung 4.1: Die Gluonen-Verti
es4.1.2 Der 3-Gluonen-VertexDer 3-Gluonen-Vertex wird aus dem Term (3.13) entwi
kelt. Dies ist ein Term derWilson-Wirkung, die als Standard-Wirkung auf dem Gitter in der Literatur mehr-fa
h behandelt wurde. Au
h die Feynman-Regeln sind daf�ur bereits bere
hnet, sie-he [KNS℄. Da aber die allgemeinen Re
hens
hritte in dem einfa
heren Fall des 3-Gluonen-Vertex am deutli
hsten dargestellt werden k�onnen, sei diese Herleitunghier no
h einmal vorgef�uhrt.Zuerst werden also wieder die Fouriertransformierten der Felder in die Wirkungeingesetzt. Auf dem Gitter ist es dabei �ubli
h, das Gluonenfeld A�(x) ni
ht mit denGitterpunkten in Verbindung zu setzen, sondern mit den Links (x; x + a�̂). IhreFouriertransformierte ist daher gegeben dur
h:A�(x) = Z �a��a d4k(2�)4 exp�ik �x + a2 �̂�� ~A�(k) (4.7)Damit ergibt si
hS3 = gXx a4L3 (4.8)= gfab
Xx a4( Z �a��a d4k1(2�)4 exp�ik1 �x + a2 �̂�� ~Aa�(k1)!� Z �a��a d4k2(2�)4 exp �ik2 �x + a2 �̂�� ~Ab�(k2)!� �f� Z �a��a d4k3(2�)4 exp�ik3 �x + a2 �̂�� ~A
�(k3)!+a2  Z �a��a d4k1(2�)4 exp�ik1 �x + a2 �̂�� ~Aa�(k1)!



74 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter� �f� Z �a��a d4k2(2�)4 exp �ik2 �x + a2 �̂�� ~Ab�(k2)!�  �f� Z �a��a d4k3(2�)4 exp�ik3 �x + a2 �̂�� ~A
�(k3)!) : (4.9)Die Gitterableitung �f� ist dabei gegeben dur
h:�f�f(y) = 1a (f(y + a�̂)� f(y)) (4.10)Damit erh�alt man:S3 = gfab
(Z �a��a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 Xx a4 exp (i (k1 + k2 + k3)x)��1a hexp �ia2 �(k1 + 2k3)� + (k2 + k3)���� exp�ia2 (k1� + (k2 + k3)�)�i ~Aa�(k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3)+ 12a hexp�ia2 �(k1 + k2 + 2k3)� + (2k2 + k3)���� exp �ia2 �(k1 + k2)� + (2k2 + k3)���� exp �ia2 �(k1 + k2 + 2k3)� + k3���+exp�ia2 �(k1 + k2)� + k3���i ~Aa�(k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3)�o (4.11)W�ahrend im Kontinuum an dieser Stelle stets eine Deltafunktion f�ur die Impulseentstand, so ist auf dem Gitter die periodis
he Deltafunktion ÆP (k) einzuf�uhren.Dies liegt daran, da� exp(2�ix�=a) = 1 f�ur alle Gitterpunkte x gilt. Dies ist au
hder Grund, weshalb man alle Impulse auf dem Gitter auf die erste Brillouin Zonebes
hr�ankt werden.Aus (4.11) soll der Ausdru
k f�ur diesen Vertex abgelesen werden. Dabei ist der3-Gluonen-Vertex V wie folgt de�niert:S3 = (2�)43! Z �a��a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 ÆP (k1+ k2+ k3) ~Aa�(k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3)V ab
���(k1; k2; k3)(4.12)Damit ergibt si
h:V ab
���(k1; k2; k3) = 3! gfab
�1a hexp �ia2 �(k1 + 2k3)� + (k2 + k3)���� exp �ia2 (k1� + (k2 + k3)�)�i Æ��+ 12a hexp�ia2 �(k1 + k2 + 2k3)� + (2k2 + k3)���



4.1 Herleitung der Feynman-Regeln auf dem Gitter 75� exp �ia2 �(k1 + k2)� + (2k2 + k3)���� exp �ia2 �(k1 + k2 + 2k3)� + k3���+exp�ia2 �(k1 + k2)� + k3���i Æ��� (4.13)Dieser Ausdru
k ist no
h zu symmetrisieren, d.h. es ist �uber alle Ausdr�u
ke zumitteln, die dur
h Vertaus
hen von (k1,�,a), (k2,�,b) und (k3,�,
) entstehen.Im folgenden werden die bekannten Formeln f�ur Sinus und Cosinus verwendetsin(x) = 12i (exp(ix)� exp(�ix)) (4.14)
os(x) = 12 (exp(ix) + exp(�ix)) : (4.15)Damit ergibt die Symmetrisierung unter Ausnutzung der Deltafunktion f�ur die Im-pulse und mit der Abk�urzung (4.2):V ab
���(k1; k2; k3) = 12agfab
 nÆ�� hexp �ia2k3�� + exp ��ia2k3��i� hexp�ia2(k2 � k1)��� exp��ia2(k2 � k1)��i+Æ�� hexp �ia2k2�� + exp ��ia2k2��i� hexp�ia2(k1 � k3)��� exp ��ia2(k1 � k3)��i+Æ�� hexp �ia2k1�� + exp ��ia2k1��i� hexp�ia2(k3 � k2)��� exp ��ia2(k3 � k2)��io (4.16)= 2ia gfab
 nÆ�� 
os�a2k3�� sin�a2(k2 � k1)��+Æ�� 
os�a2k2�� sin�a2(k1 � k3)��+Æ�� 
os�a2k1�� sin�a2(k3 � k2)��o (4.17)= igfab
 nÆ��(\k1 � k3)� 
os�a2k2�� + Æ��(\k2 � k1)� 
os�a2k3��+Æ��(\k3 � k2)� 
os�a2k1��o (4.18)4.1.3 Der 4-Gluonen-VertexDer n�a
hste zu entwi
kelnde Term ist (3.14). Von den zu verwendenden Re
hen-methoden �ahnelt er dem 3-Gluonen-Vertex, der zuvor bereits ausf�uhrli
h behandeltwurde. Daher wird an dieser Stelle das Ergebnis direkt aus [KNS℄ �ubernommen.Allerdings mu� in Formel (A.7) die Bes
hr�ankung in der Summe entfallen, wie man



76 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitterdur
h Anwenden der Ward-Identit�aten sieht, verglei
he [CMP℄, und au�erdem istein Fehler in den Indizes sowie einige Vorfaktoren zu korrigieren.Die Feynman-Regel f�ur den 4-Gluonen-Vertex auf dem Gitter lautet mit den Be-zei
hnungen aus Abb. 4.1b:V ab
d����(k1; k2; k3; k4) = �g2�fabef
de� �Æ��Æ�� �
os�(k1 � k2)�a2 � 
os�(k3 � k4)�a2 �� a412 k̂1�k̂2�k̂3�k̂4���Æ��Æ�� �
os�(k1 � k4)�a2 � 
os�(k2 � k3)�a2 �� a412 k̂1� k̂4� k̂2�k̂3��+ a12Æ��Æ��Æ���k̂2� exp��ik1�a2 �� k̂1� exp��ik2�a2 ����k̂4� exp��ik3�a2 �� k̂3� exp��ik4�a2 ���a6 �Æ��Æ�� �k̂2� exp��ik1�a2 �� k̂1� exp��ik2�a2 �� k̂4� 
os�k3�a2 ��Æ��Æ�� �k̂2� exp��ik1�a2 �� k̂1� exp��ik2�a2 �� k̂3� 
os�k4�a2 �+Æ��Æ�� �k̂4� exp��ik3�a2 �� k̂3� exp��ik4�a2 �� k̂2� 
os�k1�a2 ��Æ��Æ�� �k̂4� exp��ik3�a2 �� k̂3� exp��ik4�a2 �� k̂1� 
os�k2�a2 ����sym+g2a412 (ÆabÆ
d + Æa
Æbd + ÆadÆb
)��Æ��Æ��Æ��k̂1�k̂2�k̂3�k̂4� � Æ��Æ��k̂1�k̂2�k̂3�k̂4� � Æ��Æ��k̂1�k̂2�k̂3�k̂4��Æ��Æ��k̂1� k̂2�k̂3� k̂4� � Æ��Æ��k̂1� k̂2�k̂3�k̂4� + Æ��Æ��k̂1�k̂2�k̂3�k̂4�+Æ��Æ��k̂1� k̂2�k̂3� k̂4� + Æ��Æ��k̂1� k̂2�k̂3�k̂4�� (4.19)4.1.4 Der Gluon-Ghost-VertexAus dem Term (3.35) kann man die Feynman-Regel f�ur den Vertex aus zwei Geisternund einem Gluon problemlos bere
hnen. Man setzt zuerst die Fouriertransformiertenin die Wirkung ein:SFP;1 = gXx a4LFP;1 (4.20)= �gfab
Xx a4( �f� Z �a��a d4q1(2�)4 exp (�iq1x) ~��a(q1)!
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b) 2-Gluonen-Ghost-VertexAbbildung 4.2: Die Geister-Verti
es
� Z �a��a d4k(2�)4 exp �ik �x + a2 �̂�� ~A
�(k)!� Z �a��a d4q2(2�)4 exp (iq2x) ~�b(q2)!+a2  �f� Z �a��a d4q1(2�)4 exp (�iq1x) ~��a(q1)!� Z �a��a d4k(2�)4 exp �ik �x + a2 �̂�� ~A
�(k)!�  �f� Z �a��a d4q2(2�)4 exp (iq2x) ~�b(q2)!) (4.21)= � 12agfab
 Z �a��a d4q1(2�)4 d4k(2�)4 d4q2(2�)4 (2�)4ÆP (k � q1 + q2)��exp�ia2(q2 � q1)��� exp ��ia2(q2 � q1)��+exp ��ia2(q1 + q2)��� exp �ia2(q1 + q2)����~��a(q1) ~A
�(k)~�b(q2) (4.22)= 12agfab
 Z �a��a d4q1(2�)4 d4k(2�)4 d4q2(2�)4 (2�)4ÆP (k � q1 + q2)��exp�ia2q2�� + exp ��ia2q2�����exp�ia2q1��� exp��ia2q1����~��a(q1) ~A
�(k)~�b(q2) (4.23)



78 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterDaraus l�a�t si
h der Vertex V gem�a� folgender De�nition ablesen:SFP;1 = (2�)4 Z �a��a d4q1(2�)4 d4k(2�)4 d4q2(2�)4 ÆP (k � q1 + q2)�~��a(q1) ~A
�(k)~�b(q2)V ab
� (k; q1; q2) (4.24)Er ergibt si
h zu: V ab
� (k; q1; q2) = igfab
q̂1� 
os�a2q2�� (4.25)4.1.5 Der 2-Gluonen-Ghost-VertexAuf dem Gitter gibt es Verti
es mit beliebig vielen Gluonen. Bei den Geister-Verti
esgibt es einen sol
hen Vertex, zu dem es kein Analogon im Kontinuum gibt, und derf�ur die folgenden Bere
hnungen bereits in 1-Loop-Ordnung ber�u
ksi
htigt werdenmu�. Die Feynman-Regel zu diesem Vertex bere
hnet man aus (3.36). Es ergibtsi
h:SFP;2 = g2Xx a4LFP;2 (4.26)= a2g212 fabef
deXx a4 �f� Z �a��a d4q1(2�)4 exp (�iq1x) ~��a(q1)!� Z �a��a d4k1(2�)4 exp �ik1 �x + a2 �̂�� ~Ab�(k1)!� Z �a��a d4k2(2�)4 exp �ik2 �x + a2 �̂�� ~A
�(k2)!� �f� Z �a��a d4q2(2�)4 exp (iq2x) ~�d(q2)! (4.27)= g212fabef
de Z �a��a d4q1(2�)4 d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4q2(2�)4 (2�)4ÆP (k1 + k2 � q1 + q2)�nexp ��ia2(q1 � q2)�� + exp�ia2(q1 � q2)��� exp ��ia2(q1 + q2)��� exp �ia2(q1 + q2)��o�~��a(q1) ~Ab�(k1) ~A
�(k2)~�d(q2) (4.28)= a2g212 fabef
de Z �a��a d4q1(2�)4 d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4q2(2�)4 (2�)4ÆP (k1 + k2 � q1 + q2)�q̂1�q̂2�~��a(q1) ~Ab�(k1) ~A
�(k2)~�d(q2) (4.29)



4.1 Herleitung der Feynman-Regeln auf dem Gitter 79Der Vertex V ist unter Ber�u
ksi
htigung der Tatsa
he, da� mit den Gluonen zweiidentis
he Teil
hen vorhanden sind, wie folgt de�niert:SFP;2 = (2�)42! Z �a��a d4q1(2�)4 d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4q2(2�)4 ÆP (k1 + k2 � q1 + q2)�~��a(q1) ~Ab�(k1) ~A
�(k2)~�d(q2)V ab
d�� (k1; k2; q1; q2) (4.30)Das Ergebnis liest man sofort ab, und au
h die Symmetrisierung verl�auft problemlos.Man erh�alt: V ab
d�� (k1; k2; q1; q2) = a2g212 (fabef
de + fa
efbde) Æ�� q̂1�q̂2� (4.31)4.1.6 Der Gluon-Gluino-VertexDas Gitter-Analogon zum Gluon-Gluino-Vertex kann aus (3.23) bere
hnet werden.Wie im Kontinuum treten hier neben dem Vertex, der bis auf einen Vorfaktor ausder QCD bekannt ist, no
h zwei weitere Verti
es auf, in denen explizit die Ladungs-konjugationsmatrix C auftritt. Der Zusammenhang dieser beiden zu dem klassis
henVertex ist derselbe wie im Kontinuum, daher gen�ugt es, hier nur diesen zu bere
hnen.Es ergibt si
h:SA���� = gXx a4Lgl;1 (4.32)= g2fab
Xx a4( Z �a��a d4p1(2�)4 exp (ip1x) ~��a(p1)!�
� Z �a��a d4k(2�)4 exp �ik �x + a2 �̂�� ~Ab�(k)!� Z �a��a d4p2(2�)4 exp (ip2x) ~�
(p2)!+a �f� Z �a��a d4p1(2�)4 exp (ip1x) ~��a(p1)!� (
� + r) Z �a��a d4k(2�)4 exp�ik �x + a2 �̂�� ~Ab�(k)!� Z �a��a d4p2(2�)4 exp (ip2x) ~�
(p2)!) (4.33)= g2fab
 Z �a��a d4p1(2�)4 d4k(2�)4 d4p2(2�)4 (2�)4ÆP (k + p1 + p2)�nexp �ia2k�� ~��a(p1)
� ~Ab�(k)~�
(p2)
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&
b; �k 
a p1 p2a)Fermionenzahlerhaltend'

b; �ka 
p1 p2b)Fermionenzahlverletzend(
b; �ka 
p1 p2
)Fermionenzahlverletzend

)
b; �k1d; �k2 
a p1 p2d)Fermionenzahlerhaltend*

b; �k1d; �k2a 
p1 p2e)Fermionenzahlverletzend+
b; �k1d; �k2a 
p1 p2f)FermionenzahlverletzendAbbildung 4.3: Die Gluino-Verti
es+�exp �ia2 (k + 2p1)��� exp �ia2k��� ~��a(p1) (
� + r) ~Ab�(k)~�
(p2)o(4.34)Der Vertex V ist wie folgt de�niert:SA���� = (2�)42! Z �a��a d4p1(2�)4 d4k(2�)4 d4p2(2�)4 ÆP (k + p1 + p2)�~��a(p1)V [A�; �; ��℄ab
� (k; p1; p2) ~Ab�(k)~�
(p2) (4.35)Die no
h ni
ht symmetrisierte Form liest man sofort ab:V [A�; �; ��℄ab
� (k; p1; p2) = gfab
� (
� + r) exp (iap1�)� r� exp �ia2k�� (4.36)Als n�a
hstes ist die Symmetrisierung dur
hzuf�uhren, wobei wegen der Majorana-Eigens
haft (2.47) auf folgendes zu a
hten ist:�� = � � (4.37)��
� = � � 
�� (4.38)



4.1 Herleitung der Feynman-Regeln auf dem Gitter 81Es sind also die beiden identis
hen Teil
hen zu vertaus
hen, und dann �uber die bei-den Versionen des Verti
es zu mitteln. Es werden also die Indi
es (p1,a) und (p2,
)vertaus
ht, wobei zu bea
hten ist, da� das 
� in ein �
� �ubergeht. Der symmetri-sierte Vertex lautet damit:V [A�; �; ��℄ab
� = g2fab
�(
� + r) exp (iap1�) + (
� � r) exp (iap2�)� exp �ia2k��(4.39)= gfab
 �
� 
os�a2(p1 � p2)�� + ir sin�a2(p1 � p2)��� (4.40)Es sei an dieser Stelle no
hmal darauf hingewiesen, da� es neben diesem Vertexno
h zwei weitere Gluon-Gluino-Verti
es V [A�; �; �℄ab
� und V [A�; ��; ��℄ab
� gibt, diesi
h aus diesem wie in dem Kontinuum ergeben.4.1.7 Der 2-Gluonen-Gluino-VertexDer zweite Vertex mit Gluonen und Gluinos, der in 1-Loop-Ordnung Beitr�age liefert,besteht aus je zwei Gluonen und Gluinos. Er wird aus (3.24) bere
hnet.S2A���� = g2Xx a4Lgl;2 (4.41)= �ag28 (fabef
de + fa
efbde)Xx a4�(r Z �a��a d4p1(2�)4 exp (ip1x) ~��a(p1)!� Z �a��a d4k1(2�)4 exp �ik1 �x + a2 �̂�� ~Ab�(k1)!� Z �a��a d4k2(2�)4 exp �ik2 �x + a2 �̂�� ~A
�(k2)!� Z �a��a d4p2(2�)4 exp (ip2x) ~�d(p2)!+a �f� Z �a��a d4p1(2�)4 exp (ip1x) ~��a(p1)!�(
� + r) Z �a��a d4k1(2�)4 exp �ik1 �x + a2 �̂�� ~Ab�(k1)!� Z �a��a d4k2(2�)4 exp �ik2 �x + a2 �̂�� ~A
�(k2)!��dvpap2 exp (ip2x) ~�d(p2)�o (4.42)



82 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterBei der De�nition des Vertex ist zu bea
hten, da� es si
h sowohl bei den beidenGluinos als au
h bei den beiden Gluonen um identis
he Teil
hen handelt. Daherde�niert man den Vertex V wie folgt:S2A���� = (2�)42!2! Z �a��a d4p1(2�)4 d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p2(2�)4 ÆP (k1 + k2 + p1 + p2)�~��a(p1)V [A�; A�; �; ��℄ab
d�� (k1; k2; p1; p2) ~Ab�(k1) ~A
�(k2)~�d(p2) (4.43)Damit liest man sofort den no
h ni
ht symmetrisierten Vertex ab:V [A�; A�; �; ��℄ab
d�� = ag22 (fabef
de + fa
efbde)Æ�� �
� exp �ia2(k1 + k2)���(
� + r) exp�ia2(k1 + k2 + 2p1)��� (4.44)Dieser Vertex ist sowohl bez�ugli
h der Gluinos als au
h der Gluonen zu symmetrisie-ren. O�ensi
htli
h bleibt dieser Vertex aber unter Vertaus
hen der Indizes (k1,�,b)und (k2,�,
) unver�andert, so da� nur no
h die Symmetrisierung unter Vertaus
hender Gluinos dur
hzuf�uhren ist. Diese verl�auft unter denselben Regeln, die s
honbei der Bere
hnung des Gluon-Gluino-Vertex benutzt und erkl�art wurden. Dana
herh�alt man dann:V [A�; A�; �; ��℄ab
d�� = �ag24 (fabef
de + fa
efbde)Æ����(
� + r) exp�ia2(k1 + k2 + 2p1)���(
� � r) exp�ia2(k1 + k2 + 2p2)��� (4.45)= �ag22 (fabef
de + fa
efbde)Æ����r 
os�a2(p1 � p2)��+ i
� sin�a2(p1 � p2)��� (4.46)4.2 Zusammenfassung der Feynman-Regeln aufdem GitterF�ur die na
hfolgenden Bere
hnungen ist es angenehm, die bisher bere
hneten Feyn-man-Regeln an einer Stelle im �Uberbli
k aufgelistet zu haben. Dies soll hier ges
he-hen:Gluon Propagator ,k b; �a; � 1̂k2 Æab �Æ�� � (1� �) k̂�k̂�k̂2 �Gluino Propagator -p ba Æabi
�p+ ra2 p̂2+m0



4.2 Zusammenfassung der Feynman-Regeln auf dem Gitter 83.p ba �C Æabi
�p+ ra2 p̂2+m0/p ba Æabi
�p+ ra2 p̂2+m0C�1Ghost Propagator 0q ba Æab 1̂q2
3-Gluonen-Vertex 1

k1k2 k3
a; �b; � 
; �

igfab
 �Æ��(k̂1 � k̂3)�� 
os �12k2�a�+Æ��(k̂2 � k̂1)�� 
os �12k3�a�+Æ��(k̂3 � k̂2)�� 
os �12k3�a��
4-Gluonen-Vertex 2

k1k2
k3 k4 a; �b; �
; � d; � siehe Text, Glei
hung(4.19)

Gluon-Ghost-Vertex 3
kb a; � 
q1 q2 �igfab
q̂2� 
os �a2q1��

2-Gluonen-Ghost-Vertex4
k1k2a b; �
; �
dq1 q2 a2g212 (fabef
de + fa
efbde)Æ�� q̂1�q̂2�
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Gluon-Gluino-Vertex5

kb; p1 a; � 
; p2 gfab
 �
� 
os �a2(p1 � p2)���ir sin �a2(p1 � p2)���
6

kb; p1 
; p2a; � gfab
C �
� 
os �a2(p1 � p2)���ir sin �a2(p1 � p2)���
7

k a; �b; p1 
; p2 �gfab
 �
� 
os �a2 (p1 � p2)���ir sin �a2(p1 � p2)���C�1
2-Gluonen-Gluino-Vertex8

b; �k1
; �k2 da p1 p2 �ag22 (fabef
de + fa
efbde)�Æ�� �r 
os �a2(p1 � p2)��+i
� sin �a2(p1 � p2)���
9

b; �k1
; �k2a dp1 p2 �ag22 (fabef
de + fa
efbde)�Æ��C �r 
os �a2(p1 � p2)��+i
� sin �a2 (p1 � p2)���
:

b; �k1
; �k2a dp1 p2 �ag22 (fabef
de + fa
efbde)�Æ�� �r 
os �a2(p1 � p2)��+i
� sin �a2(p1 � p2)���C�1



4.3 Die kritis
he Linie in 1-Loop-Ordnung 854.3 Die kritis
he Linie in 1-Loop-OrdnungEs sind bereits eine Reihe von Gr�o�en in der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie mitHilfe von Monte-Carlo-Simulationen bere
hnet worden. Die Simulationen k�onnenpraktis
h f�ur beliebig starke Kopplungen dur
hgef�uhrt werden, weshalb man sieau
h einer st�orungstheoretis
hen Bere
hnung vorzieht, da diese nur f�ur s
hwa
heKopplungen verwertbare Ergebnisse liefern. Na
hteil der Bere
hnungen mit diesemComputerprogramm ist zum einen, da� niemand si
her sein kann, da� ni
ht do
hein Fehler in dem Programm verste
kt ist. Die Ergebnisse ers
heinen zwar vern�unf-tig, aber es ist in jedem Fall besser, wenn man zumindest einige der Gr�o�en mitperturbativen Bere
hnungen verglei
hen k�onnte. Wenn diese Ergebnisse �uberein-stimmen, so kann man dann au
h ein gr�o�eres Vertrauen in Werte haben, die ni
htin der St�orungstheorie bere
hnet werden k�onnen. Des weiteren ist es no
h wi
htig,Abs
h�atzungen f�ur Gittere�ekte wie z.B. �nit-size-E�ekte zu bekommen. Au
h diesist st�orungstheoretis
h m�ogli
h, mit dem Computerprogramm ist man daf�ur zu sehrvon der Re
henges
hwindigkeit des Computers abh�angig. Daher werden im folgen-den einige ausgew�ahlte Gr�o�en bere
hnet, um einige der soeben genannten Problemezu behandeln.Die kritis
he Linie ist eine Line in der (g2; K) Ebene, mitK = 18r + 2am0 (4.47)dem Hopping Parameter, bzw. in der (g2; am0) Ebene, mit m0 der na
kten Glui-nomasse auf dem Gitter. Diese Linie ist so de�niert, da� auf ihr die renormierteGluinomasse vers
hwindet. In der QCD wurde diese Linie bereits st�orungstheore-tis
h in [MM℄ bere
hnet. Entspre
hend kann au
h hier vorgegangen werden.Zun�a
hst wird der Gluinopropagator in 1-Loop-Ordnung ausgere
hnet. Der inversePropagator ~�p ist dabei dur
h das Inverse des freien Gluinopropagators ~��1p sowiedie Selbstenergie �p gegeben, wobei p der Impuls des Gluinos ist. Aus den Bere
h-nungen in Kapitel 2.3 ist klar, da� nur die beiden Graphen aus Abb. 4.4 Beitr�agezur Selbstenergie liefern.Der erste dieser Graphen gibt folgenden Beitrag zur Selbstenergie:�(1)p = 12 Zk 4X�;�=1V [�;A�; A�; ��℄a

b�� (p;�k; k;�p)D��(k) (4.48)= �ag22 fb
efa
e Zk 4X�=1 (r 
os(ap�)� i
� sin(ap�)) 1̂k2  1� (1� �) k̂2�k̂2!(4.49)Der Beitrag des zweiten Graphen ergibt si
h wie folgt:�(2)p = Zk 4X�;�=1V [�;A�; ��℄ad
� (p;�k; k � p)SF [�; ��℄(p� k)D��(k)
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;p p

k <p p� kk pAbbildung 4.4: 1-Loop Selbstenergie Graphen auf dem Gitter�V [�;A�; ��℄
db� (p� k; k;�p) (4.50)= g2f
dafbd
 Zk 4X�;�=1�
� 
os�ap� ak2 �� ir sin�ap� ak2 ����i
(p� k) + ra2 \(r � k)2 +m0��1 1̂k2  Æ�� � (1� �) k̂�k̂�k̂2 !��
� 
os�ap� ak2 �� ir sin�ap� ak2 �� (4.51)Der erste Term enth�alt dabei no
h einen Symmetriefaktor von 12 , au�erdem kannman no
h bei beiden Termen folgende f�ur die SU(N
) g�ultige Beziehung ausnutzen:fa
dfb
d = N
Æab (4.52)Mit 1i
(p� k) + ra2\(r � k)2 +m0 = �i
(p� k) + ra2\(r � k)2 +m0(m0 + ra2\(p� k)2)2 + (p� k)2 (4.53)ergibt si
h f�ur den inversen Propagator:~�p � ~��1p � �p (4.54)= m0 + ra2 p̂2 + i
�p +N
g2� Z �a��a d4k(2�)4 1̂k2 (12 4X�=1 "1� (1� �) k̂2�k̂2# (r 
os p� � i
��p�)+ ��m0 + ra2 ([p� k)2�2 + (p� k)2��1 4X�;�=1"Æ�� � (1� �) k̂�k̂�k̂2 #� �
� 
os�p� k2�� � ir sin�p� k2���� hm0 + ra2 ([p� k)2 � i
(p� k)i�"
� 
os�p� k2�� � ir sin�p� k2��#) +O(g4) (4.55)



4.3 Die kritis
he Linie in 1-Loop-Ordnung 87F�ur feste r und � ist die Selbstenergie eine Funktion des Impulses p und der Para-meter g2 und m0. Man kann folgenden Ansatz f�ur die renormierte Gluinomasse amma
hen: am � am0 + Æ(am) (4.56)Mit der Wahl Æ(am) = �a�p=0 (4.57)und der Forderung am = 0 (4.58)ergibt si
h f�ur den kritis
hen Massenparameter:am
r = a�p=0 (4.59)Damit bekommt man eine st�orungstheoretis
he Abs
h�atzung f�ur die kritis
he Linie.Dazu wird in dem Integral f�ur die Selbstenergie aus (4.55) eine Substitution ak� !k� dur
hgef�uhrt. Dann ist es sinnvoll, k̂ und �k ab jetzt wie folgt zu de�nieren:k̂� = 2 sin k�2 (4.60)�k� = sin k� (4.61)Au�erdem ist zu bea
hten, da� am von am0 nur um einen O(g2)-E�ekt abwei
ht.Damit ist es f�ur eine Abs
h�atzung der kritis
hen Linie in 1-Loop-Ordnung erlaubt,anstelle von am au
h am0 zu Null zu setzen. In h�oherer Ordnung ist dieser E�ektzu ber�u
ksi
htigen. Die Abs
h�atzung in 1-Loop lautet:Æ(am) = �a�p=0(g2; am = 0) (4.62)= g2CA Z ��� d4k(2�)4 1̂k2�r2(3� �)+P4�=1 �
� 
os k�2 + ir sin k�2 �� r2 k̂2 + i
�k��
� 
os k�2 + ir sin k�2 �r24 (k2)2 + �k2�(1� �) 4X�;�=1 k̂�k̂���
� 
os k�2 + ir sin k�2 � � r2 k̂2 + i
�k��
� 
os k�2 + ir sin k�2 �k̂2 � r24 (k2)2 + �k2� �(4.63)Es k�onnen die folgenden Identit�aten ausgenutzt werdenk̂� 
os k�2 = �k� (4.64)(
�k)2 = �k2 (4.65)4X�=1 
os k�2 = 4� 14 k̂2; (4.66)



88 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitterau�erdem ist der Nenner des Integrals gerade in der Integrationsvariablen k, so da�im Z�ahler alle Terme verna
hl�a�igt werden k�onnen, die ungerade in k sind. Damitverbleibt man mit:Æ(am) = g2CA2 r Z ��� d4k(2�)4 1̂k2�3 + �+ k2(4� 14k2)� 2�k2 � r24 (k̂2)2�k2 + r24 (k2)2�(1� �)��k2 � r24 (k2)2�k2 + r24 (k2)2 � (4.67)= g2CA2 r Z ��� d4k(2�)4 1̂k2  3 + k̂2(4� 14 k̂2)� �k2�k2 + 14r2(k̂2)2 !+O(g4); (4.68)Die auftretenden Integrale k�onnen lei
ht numeris
h bere
hnet werden. Entspre
hen-de C++ Programme sind im Anhang zu �nden, die Ergebnisse sind:J1 � Z ��� d4k(2�)4 1̂k2 = 0:1549 : : : (4.69)J2(r) � Z ��� d4k(2�)4 k̂2(4� 14 k̂2)� �k2k̂2 ��k2 + 14r2(k̂2)2� r=1�! 0:1865 : : : (4.70)Damit ergibt si
h f�ur den kritis
hen Gluinomassenparameter bei r = 1 und f�urN
 = 2 bzw. N
 = 3: am
r(N
 = 2) = �0:6514g2 + : : : (4.71)am
r(N
 = 3) = �0:9771g2 + : : : (4.72)Mit � = 2N
g2 (4.73)erh�alt man damit am
r(N
 = 2) = �2:606 1� + : : : (4.74)am
r(N
 = 3) = �5:863 1� + : : : (4.75)Aktuelle Simulationen der M�unster-DESY-Kollaboration laufen bei Werten von � =2:3 in der SU(2), wof�ur die 1-Loop-Bere
hnung des kritis
hen Massenparametersfolgendes Ergebnis liefert:am
r(N
 = 2) = �1:133 +O(g4) (4.76)Die entspre
hende Vorhersage f�ur die SU(3) bei � = 5:6 lautet:am
r(N
 = 3) = �1:047 +O(g4) (4.77)



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 89Daraus l�a�t si
h der kritis
he Hoppingparameter K in Ordnung g2 bere
hnen:K
r(N
 = 2) = 18 + 2am
r(N
 = 2) (4.78)= 0:174 +O(g4) (4.79)K
r(N
 = 3) = 0:169 +O(g4) (4.80)Damit liegt die st�orungstheoretis
he Abs
h�atzung f�ur die SU(2) zwar ni
ht weitweg von dem aus den Simulationen abges
h�atzten Wert von 0:1955, die Di�erenzist aber do
h zu gro� f�ur eine ernsthafte Voraussage. Die Situation ers
heint f�ur dieSU(3) verglei
hbar, eine Abs
h�atzung aus den Simulationen ergibt hier eine Wert von0:1945, der allerdings no
h ni
ht so genau bestimmt werden konnte. Eine �ahnli
heDiskrepanz zwis
hen St�orungstheorie und Simulation ist au
h aus der QCD bekannt.Diese Ungenauigkeit der St�orungstheorie kann nat�urli
h stets daran liegen, da� manents
heidende Ordnungen ni
ht ber�u
ksi
htigt hat. Man k�onnte also eine 2-Loop-Re
hnung anstellen, und auf bessere Ergebnisse ho�en. Man kann die St�orungsreiheaber au
h auf andere Arten verbessern. F�ur diese Bere
hnung k�onnte man z.B. einsogenanntes Tadpole-Improvement dur
hf�uhren. Allerdings ist es auf dem Gitterallgemein so, da� man St�orungsreihen in der Kopplungskonstanten g2 ni
ht blindvertrauen kann. Besser ist es, die Reihe dur
h eine physikalis
he Kopplungsgr�o�eauszudr�u
ken, wie z.B. dur
h die renormierte Kopplungskonstante.4.4 Renormierungskonstanten der 
hiralenWard-Identit�at auf dem Gitter und ihre Bere
hnungIn diesem Kapitel sollen die Gr�o�en, die bereits in Kapitel 2.5 mit dimensioneller Re-gularisierung bere
hnet wurden, auf dem Gitter bere
hnet werden und die entspre-
henden Renormierungskonstanten angegeben werden. Daher werden zun�a
hst zweiRenormierungss
hemata erkl�art. Au�erdem werden die 
hiralen Ward-Identit�atenauf dem Gitter betra
htet, um wieder Aussagen �uber die Eigens
haften der Renor-mierungskonstanten gewinnen zu k�onnen.4.4.1 Das MS=LAT Renormierungss
hemaAnalog zu (2.104) sind auf dem Gitter { das als Regulator eingef�uhrt wurde { dieGr�o�en �LAT� (p1; p2) de�niert. Sie sind f�ur beliebige endli
he Werte der Gitterkon-stanten a endli
h, �ahnli
h den Kontinuumsgr�o�en in dimensioneller Regularisierungbei endli
hem ". Im Limes a ! 0 divergieren diese Gr�o�en allerdings proportionalzu ln(a2) und man m�o
hte diese Divergenz wieder in eine Renormierungskonstanteabsorbieren, so da� die renormierte Gr�o�e endli
h bleibt.



90 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterDer Grundgedanke des MS=LAT Renormierungss
hemas ist es, da� die renormier-ten Gr�o�en unabh�angig von dem gew�ahlten Regulator sein sollen ([CLV℄, [LV℄,[MPSTV℄). Zu dem inversen Propagator auf dem GitterS�1;LATF (p) = i
�p+m0 + ra2 p̂2 � �LAT (p); (4.81)bei dem die Selbstenergie einen i=p-proportionalen, einen m0-proportionalen undeinen ra -proportionalen Anteil enth�alt�LAT (p) = i=p�LAT1 +m0�LAT2 + ra�LAT0 ; (4.82)lautet die renormierte Gr�o�eS�1;MS=LATF (p) = lima!0ZMS=LAT� S�1;LATF (p): (4.83)Diese soll in diesem S
hema wie folgt gegeben sein:S�1;MS=LATF (p) != S�1;MSF (p): (4.84)Dadur
h ist die Renormierungskonstante de�niert. Ebenso wird f�ur die MassemMS=LAT = lima!0ZMS=LATm m (4.85)mit m = m0 �m
r (4.86)festgelegt, da� f�ur die renormierte Masse folgender Zusammenhang gilt:mMS=LAT != mMS: (4.87)Au
h die Gr�o�en �LAT� (p) � �LAT� (p;�p)= � + ~�LAT� (p) (4.88)sollen an die im Kontinuum dur
h das MS S
hema renormierten Gr�o�en angegli
henwerden. Dazu mu� f�ur die renormierte Gr�o�e�MS=LAT� (p) = lima!0ZMS=LAT� ZMS=LAT� �LAT� (p) (4.89)die folgende Bedingung erf�ullt sein:�MS=LAT� (p) != �MS� (p): (4.90)



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 914.4.2 Das RI Renormierungss
hemaMit dem MS=LAT S
hema wurde eine M�ogli
hkeit angegeben, wie man auf demGitter de�nierte Gr�o�en renormiert. Na
hteil dieses Verfahrens ist, da� man dieRenormierung im Kontinuum dur
hgef�uhrt haben mu�. Ein f�ur das Gitter bessergeeignetes S
hema ist das Regularization Invariant (RI) S
hema, da� au
h als Mo-mentum Substra
tion (MOM) S
hema bekannt ist.Bei diesem Verfahren werden die jeweiligen Gr�o�en an ihren eigenen Treelevel-Wertbei festem Impuls p2 = �2 angepa�t. Die Gr�o�en werden dabei geeignet projiziert,um Probleme mit den Spinor- und Farbindizes zu umgehen ([LV℄, [MPSTV℄). DieRenormierungskonstante des inversen Propagators ist also wie folgt festgelegt:ZRI� �1 = �i 14(N2
 � 1)Tr �S�1;LATF (p)�=p !�����p2=�2= �i 116(N2
 � 1)Tr 
��S�1;LATF (p)p� !�����p2=�2 (4.91)Dabei ist die Spur �uber Spinor- und Farbindizes zu verstehen. Man erh�alt:ZRI� = 1 + �LAT1 (p) + 116(N2
 � 1) Tr�
�=p��LAT1�p� �����p2=�2 (4.92)Die Renormierungskonstante der Masse ergibt si
h ausZRI� ZRIm �1m0 �1� �LAT2 ����p2=�2 = m0 (4.93)zu ZRIm = 1 + �LAT1 (p)� �LAT2 (p) + 116(N2
 � 1) Tr�
�=p��LAT1�p� �����p2=�2 (4.94)F�ur die Gr�o�e �LAT� (p) ist zun�a
hst die projizierte Gr�o�e zu de�nieren�LAT� (p) = 14(N2
 � 1)Tr�P�~�LAT� (p)� ; (4.95)mit dem Projektor P� = 11; 
5; 14
5
� (4.96)f�ur � = 11; 
5; 
�
5: (4.97)Die Renormierungskonstante wird wie folgt festgelegt:ZRI� ZRI� �LAT� (p)��p2=�2 = 1 (4.98)



92 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterDaraus folgt f�ur die gesu
hten Renormierungskonstanten:ZRI� = 1� �LAT� (p)� �LAT1 (p)� 116(N2
 � 1) Tr�
�=p��LAT1�p� �����p2=�2 (4.99)O�ensi
htli
h h�angen die Renormierungskonstanten auss
hlie�li
h von Gittergr�o�enab. Dies ist ein gro�er Vorteil dieses S
hemas. Ein Na
hteil ist, da� dieses S
hema {anders als z.B. das MS S
hema { von den Feldern, zwis
hen denen die Operatorenbetra
htet werden, abh�angt. Somit kann man in diesem S
hema keine Ei
hinvarianzder Renormierungskonstanten erwarten.4.4.3 Die 
hirale Ward-Identit�at auf dem GitterAu
h auf dem Gitter erho�t man si
h, mit Hilfe von Ward-Identit�aten auf demGitter Aussagen �uber die Renormierungskonstanten zu erhalten [BMMRT℄. Dazubetra
htet man wieder die 
hirale Transformation�(x)! ei�
5�(x); (4.100)die aufgrund der Majorana-Eigens
haft��(x)! ��(x)ei�
5 (4.101)entspri
ht. Anders als im Kontinuum ist die Gitterwirkung unter dieser Transfor-mation ni
ht mehr invariant, die Symmetrie ist also gebro
hen. Denno
h l�a�t si
haus dieser Transformation, wie im Kontinuum, eine Ward-Identit�at herleiten, die al-lerdings dur
h das Gitter Bre
hungsterme XA(x) enth�alt ([CLV℄, [Ga℄). Die 
hiraleWard-Identit�at auf dem Gitter lautet�� 
�(x1)J5�(x)��(x2)� = 2m 
�(x1)P (x)��(x2)�+ 
�(x1)XA(x)��(x2)��Æ(x� x1) 

5�(x1)��(x2)�� Æ(x� x2) 
�(x1)��(x2)
5� :(4.102)Damit ist klar, da� die Aussagen �uber die Renormierungskonstanten f�ur das Gittermodi�ziert werden m�ussen. Es gelten nur no
h die im Verglei
h mit dem Kontinuums
hw�a
heren AussagenZLATA = 
onst. ZLATP ZLATm = 
onst. (4.103)Allerdings ergeben si
h die vorkommenden Konstanten direkt aus der Ward-Identit�at,so da� die Konstanten sowohl unabh�angig von der gew�ahlten Ei
hung als au
h vondem gew�ahlten Renormierungss
hema sein m�ussen.



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 934.4.4 Der Gluino-PropagatorZun�a
hst wird der dur
h das Gitter regularisierte Fermionen-Propagator in 1-Loop-Ordnung ausgere
hnet und die zugeh�orige Renormierungskonstante in den zuvorerkl�arten S
hemata MS=LAT und RI bere
hnet.4.4.4.1 Bere
hnung der na
kten Gr�o�eZur Selbstenergie des Fermions tragen auf dem Gitter die beiden Diagramme ausAbb. 4.5 bei, die si
h dur
h Anwenden der Feynman-Regeln als�(A) = Z �=a��=a d4q(2�)4V a
d� [��;A�; �℄(p; q � p;�q)SF [��; �℄(q)�V d
b� [��;A�; �℄(q; p� q;�p)D��(p� q) (4.104)�(B) = 12 Z �=a��=a d4q(2�)4V a

b�� [��;A�; A�; �℄(p;�q; q;�p)D��(q) (4.105)s
hreiben lassen. In �(B) wurde dabei ein Symmetriefaktor 12 eingef�ugt. Der in �(A)auftretende freie Propagator SF (q) ist dabei der einzige Term, der von der Glui-nomasse abh�angt. Ist man nur an der Wellenfunktionsrenormierung interessiert, sokann man direkt die Gluinomasse zu Null setzen. M�o
hte man f�ur eine vollst�andigeRenormierung des Propagators au
h die Masse renormieren, so ist SF (q) zun�a
hstna
h m0 zu entwi
keln:SF (q) = "1aX� i
� sin(aq�) + 2ra X� sin2 �aq�2 �+m0#�1 (4.106)= "1aX� i
� sin(aq�) + 2ra X� sin2 �aq�2 �#�1�m0 "1aX� i
� sin(q�) + 2ra X� sin2 �aq�2 �#�2 +O(m0)2 (4.107)= "�iaX� 
� sin(aq�) + 2raX� sin2 �aq�2 �#�24X� sin2(aq�) + 4r2 X� sin2 �aq�2 �!235�1�m0 "�iaX� 
� sin(aq�) + 2raX� sin2 �aq�2 �#2�24X� sin2(aq�) + 4r2 X� sin2 �aq�2 �!235�2 +O(m0)2 (4.108)
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=pa q; d(p� q); 
 pb >p; a p; b

q; 

Abbildung 4.5: 1-Loop Selbstenergie des Fermionen-Propagators auf dem GitterFeynman-Ei
hung (� = 1)Es werden zu�a
hst die Ausdr�u
ke in (4.104) und (4.105) in Feynman-Ei
hung be-re
hnet. Bei Verna
hl�assigung der Terme h�oherer Ordnung in m0 erh�alt man daf�ur:
�(A);FEY = Æabg20CA 1a Z ��� d4q(2�)4 "i
� 
os�q + ap2 �� + r sin�q + ap2 ��#�"�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 #�"i
� 
os�q + ap2 �� + r sin�q + ap2 ��#�"4X� sin2�q � ap2 ��#�1�24X� sin2 q� + 4r2 X� sin2 q�2 !235�1�m0Æabg20CA Z ��� d4q(2�)4 "i
� 
os�q + ap2 �� + r sin�q + ap2 ��#�"�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 #2�"i
� 
os�q + ap2 �� + r sin�q + ap2 ��#�"4X� sin2�q � ap2 ��#�1�24X� sin2 q� + 4r2 X� sin2 q�2 !235�2 +O(m20) (4.109)



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 95sowie�(B);FEY = ÆabCA g202a Z ��� d4q(2�)4 "iX� 
� sin(ap�)� rX� 
os(ap�)#"4X� sin2 q�2 #�1:(4.110)Da die urspr�ungli
he Integrationsvariable q� nur in der Kombination aq� auftritt,wurde direkt eine Substitution aq� ! q� dur
hgef�uhrt. Der Integrationsberei
h istdaf�ur na
h [��; �℄4 zu reskalieren. Au�erdem ist bei demm0-unabh�angigen Term von�(A) sowie bei �(B) ein Vorfaktor 1a einzuf�ugen. Bei dem m0-unabh�angigen Term von�(A) ist dies notwendig, da der m0-unabh�angige Term des Propagators in (4.108)einen globalen Vorfaktor a enth�alt, und der Gluonpropagator einen Vorfaktor a2tr�agt, aber dur
h die Substitution ein Vorfaktor 1a4 entsteht. Au
h in �(B) tritt derGluonpropagator mit seinem Vorfaktor a2 auf; au�erdem enth�alt der einzige auftre-tende Vertex ebenfalls einen Vorfaktor a, so da� au
h hier na
h der Substitutionein Vorfaktor 1a verbleibt. Der m0-abh�angige Term von �(A) erh�alt allerdings keinenzus�atzli
hen Vorfaktor, da der entspre
hende Term im Gluinopropagator proportio-nal zu a2 ist. Diese Argumentation ist sowohl f�ur die Feynman-Ei
hung als au
h f�urdie Landau-Ei
hung g�ultig.Zun�a
hst wird der Teil von �(A);FEY bere
hnet, der unabh�angig von m0 ist. Da einVorfaktor 1a auftritt und die Divergenzen von dem endli
hen Teil im Limes a! 0 zuextrahieren sind, mu� der Z�ahler bis in die erste Ordnung von a entwi
kelt werden.Dazu werden einige Abk�urzungen eingef�uhrt, die si
h in dieser und in den folgendenRe
hnungen zu Renormierungskonstanten als n�utzli
h erweisen:s� = sin � q�2 � 
� = 
os � q�2 � q� = sin (q�)~s� = sin � q�ap2 �� ~
� = 
os � q�ap2 �� ~q� = sin (q � ap)��s� = sin � q+ap2 �� �
� = 
os � q+ap2 �� �q� = sin (q + ap)� (4.111)Aus [MZ℄ werden die folgenden De�nitionen verwandt:�1 :=P� sin2 �q�2 ��2 :=P� sin2 (q�) + 4r2 �P� sin2 �q�2 ��2 = �4 + 4r2�21�3 :=P� sin4 �q�2 ��4 :=P� sin2 (q�) = 4(�1 ��3)�5 :=P� sin2 (q�) sin2 �q�2 � (4.112)
Entspre
hend zu (4.111) werden au
h hierzu einige um ap vers
hobene Gr�o�en de-�niert: ~�1 :=P� sin2 � q�ap2 ����1 :=P� sin2 � q+ap2 ��~�3 :=P� sin4 � q�ap2 ��~�4 :=P� sin2 (q � ap)� (4.113)



96 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterDie in (4.112) mit angegebene Identit�at f�ur �2 folgt sofort aus der De�nition, unddie f�ur �4 wird in (D.1) na
hgere
hnet.Mit diesen De�nitionen l�a�t si
h der Z�ahler in �(A);FEY s
hreiben als:(i
��
� + r�s�)(�i=q + 2r�1)(i
��
� + r�s�)= i�
2�
�=q
� + r�s��
�=q
� + r�s��
�
�=q � 2r�1�
2�
�
�+2ir2�1�s��
�
� + 2ir2�1�s��
�
� � ir2�s2�=q + 2r3�s2��1 (4.114)Unter Benutzung von 
�=q
� = 2q�
�� =q, 
�
� = 11 und f=q; 
�g = 2q� (alles f�ur festes�) ergibt si
h dann2i�
2�q�
� � i�
2�=q + 2r�s��
�q� � 2r�1�
2� + 4ir2�1�s��
�
� � ir2�s2�=q + 2r3�s2��1: (4.115)Die Dur
hf�uhrung der s
hon angek�undigten Entwi
klung na
h der Gitterkonstantena ergibt �s� = sin�q + ap2 �� = sin q�2 + 12ap� 
os q�2 +O(a2) (4.116)�
� = 
os�q + ap2 �� = 
os q�2 � 12ap� sin q�2 +O(a2); (4.117)und somit sind die folgenden Ersetzungen gere
htfertigt�s� = s� + 12ap�
� +O(a2) (4.118)�
2� = 
2� � ap�s�
� +O(a2) (4.119)�s2� = s2� + ap�s�
� +O(a2) (4.120)�s��
� = s�
� + 12ap�(
2� � s2�) +O(a2): (4.121)Dies ergibt f�ur den Z�ahler von �(A)2i
2�q�
� � i
2�=q + 2rs�
�q� � 2r�1
2� + 4ir2�1s�
�
� � ir2s2�=q + 2r3s2��1+ap� ��2is�
�q�
� + is�
�=q + r(
2� � s2�)q� + 2r�1s�
� + 2ir2�1(
2� � s2�)
��ir2s�
�=q + 2r3s�
��1� : (4.122)Die Entwi
klung des Nenners na
h a erfordert dann die Umformung1~�1 = 1�1 + ap � q�21 +O(a2); (4.123)die in (D.2) na
hgere
hnet wird.Es werden nun die Terme des Z�ahlers betra
htet, die ni
ht von p abh�angen undkeinen Vorfaktor r tragen:2i
2�q�
� � i
2�=q = 2i(1� s2�)q�
� � i(4� s2�)=q= �2i=q � 2is2�q�
� + is2�=q (4.124)



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 97Der erste Term ergibt einen divergenten Beitrag, der sp�ater diskutiert wird. Diebeiden anderen Summanden ergeben gemeinsam mit dem Nennerg20CA 1a 14�1�2 �4iap�q�s2�q�
� + 2iap�q�s2�q�
�4�1 : (4.125)Da alle betra
hteten Ausdr�u
ke unter einem Integral �uber q stehen, und die Inte-grationsgrenzen symmetris
h um Null verteilt sind, lassen si
h einige Vereinfa
hun-gen dur
hf�uhren. In endli
hen Ausdr�u
ken unter dem Integral kann man n�amli
hausnutzen, da� ungerade Funktionen vers
hwinden, wenn die Integrationsgrenzensymmetris
h um Null liegen. Damit tr�agt der erste Summand nur f�ur � = � bei, derzweite nur f�ur � = �: 1a g20CA4�1�2 �4iap�s2�q2�
� + 2iap�q2�s2�
�4�1 (4.126)F�ur diesen Ausdru
k kann man weiter ausnutzen, da� er unter dem Integral steht.Dazu s
hreibt man p�
�, bzw. p�
� vor das Integral. Da das Integral �uber vierDimensionen geht, und alle die glei
hen Grenzen haben, gelten die Identit�atenZ d4q s2�0q2�0 = 14 Z d4q�5 (4.127)und Z d4q q2�0 = 14 Z d4q�4; (4.128)wobei keine Summation �uber �0 erfolgt. Mit diesen Re
henregeln unter dem Integral,die in den sp�ateren Kapiteln in �ahnli
her Form no
h h�au�g angewandt werden, erh�altman f�ur den hier betra
hteten Ausdru
k:g20CA 1a 14�1�2 �ia=p�5 + 12 ia=p�4�14�1 = g20CA 14�1�2 i8=p ��2�5�1 +�4� (4.129)Es werden nun die Terme des Z�ahlers in Ordnung r betra
htet. Diese f�uhren aufeine lineare Divergenz in 1a und werden sp�ater in �0 ber�u
ksi
htigt. Explizit erh�altman bis auf den Vorfaktor:2rs�
�q� � 2r�1
2� = rq2� � 8r�1 + 2r�1s2�= r�4 � 8r�1 + 2r�21 (4.130)Die Terme des Z�ahlers in r2 ergeben einen endli
hen Term der Form8iar2�1p�q�s�
�
� � 2iar2p�q�s2�=q4�1 = 4iar2�1p�q�q�
� � 2iar2p�q�s2�q�
�4�1 : (4.131)Da �uber q integriert wird, erh�alt man mit den glei
hen Re
henregeln wie zuvor:iar2�1=p�4 � 2iar2p�q2�s2�
�4�1 = r2ia=p(�1�4 � 12�1�4)4�1= ia=pr218�4 (4.132)
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hlie�li
h gibt es no
h einen Term in Ordnung r3, der wieder zu �0 beitr�agt:2r3s2��1 = 2r3�21 (4.133)Es ist no
h der Term proportional zu ap� zu diskutieren, der auf einen endli
henBeitrag f�uhrt. Dabei kann man die in q ungeraden Terme von vorneherein von derBetra
htung auss
hlie�en, denn sie vers
hwinden na
h Integration �uber d4q. Damithat man dann:ap�[�2is�
�q�
� + is�
�=q + 2ir2�1(
2� � s2�)
� � ir2s�
�=q℄= ap�[�iq2�
� + i2q�q�
� + 2ir2�1
� � 4ir2�1s2�
� � i2r2q�q�
�℄ (4.134)Da si
h dies unter einem Integral R d4q be�ndet, kann man au
hia=p[�14�4 + 18�4 + 2r2�1 � r2�21 � 18r2�4℄= i8a=p ���4 + 16r2�1 � 8r2�21 � r2�4� (4.135)daf�ur s
hreiben. Damit kann man die einzelnen Zwis
henergebnisse wie folgt zusam-menfassen:�(A);FEY (p) = g20CA�1a Z ��� d4q(2�)4 �2i=q�4P� sin2 � q�ap2 ��� �P� sin2 q� + 4r2�21�+18 i=p Z ��� d4q(2�)4 �2�5�1 +�4 + r2�4 ��4 + 16r2�1 � 8r2�21 � r2�44�1�2+1a Z ��� d4q(2�)4 r�4 � 8r�1 + 2r�21 + 2r3�214�1�2 �+O(m0) (4.136)Der Term in m0 wird sp�ater betra
htet. Die Divergenz der bisher bere
hneten Gr�o�este
kt im ersten (logarithmis
h divergenten) Integral, wel
hes auf eine tabellierteForm zu bringen ist, wozu das �2 im Nenner no
h etwas umgeformt werden mu�.Dazu benutzt man die Formel1�2 = 14�1 + �3 � r2�21�1�2 (4.137)aus (D.11). F�uhrt man diese Ersetzung in dem divergenten Integral dur
h, so wirdklar, da� der erste Term der Ersetzung eine Divergenz liefert, da er si
h wie 1=q2verh�alt. Der zweite Term liefert allerdings nur no
h endli
he Terme.Da unter dem Integral alle in q ungeraden Terme, die endli
h sind, vers
hwinden,gilt mit (D.2) f�ur �3 � r2�21�1�2 �2i=q4P� sin2 � q�ap2 �� ; (4.138)



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 99da� man diesen Term ersetzen kann dur
h�3 � r2�21�1�2 �4iap�q�=q(4�1)2 +O(a2) = �3 � r2�2116�31�2 (�4iap�q2�
�) +O(a2)= �ia=p�4(�3 � r2�21)16�31�2 +O(a2): (4.139)Die Divergenz ist nur in dem ersten aus (D.11) entstehenden Term enthalten:1a Z ��� d4q(2�)4 �2i sin q�
��4P� sin2 �q�ap2 ��� �4P� sin2 q�2 �= �4ia 
� Z ��� d4q(2�)4 sin q�2 
os q�2�4P� sin2 � q�ap2 ��� �4P� sin2 q�2 � (4.140)F�ur das Integral I� := Z ��� d4q(2�)4 sin q�2 
os q�2�4P� sin2 � q�ap2 ��� �4P� sin2 q�2 � (4.141)ist das Verhalten f�ur ap! 0 in [EM℄ angegeben mitI� = 116�2 �14ap���2� L �a2p2��� 132ap�Z0000; (4.142)wobei L(a2p2) = ln �a2p2�+ 
E � F0000: (4.143)Die benutzten Konstanten haben die Werte F0000 � 4:369 sowie Z0000 � 0:1549.Im Verglei
h mit [EM℄ ist zu bea
hten, da� das dort tabellierte Integral si
h von demhier betra
hteten dur
h ein Vorzei
hen vor dem ap unters
heidet. Da das Ergebniseine ungerade Funktion in p ist, unters
heidet si
h au
h das Ergebnis um genaudieses Vorzei
hen.Dur
h Einf�uhren einer dritten Konstanten F0001 � 1:311 gem�a�1(4�)2 (F0001 � F0000) = �18Z0000 (4.144)sowie L1 � ln(ap)2 + 
E � F0001 (4.145)ergibt si
h s
hlie�li
h I� = 116�2 �14ap�� (2� L1) : (4.146)Damit kann man den divergenten Term (4.140) s
hreiben als�4i
�I� = 4ia 
� 116�2 14ap�(L1 � 2)= 116�2 i=p(L1 � 2); (4.147)



100 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterUnd man kann �(A);FEY wie folgt angeben:�(A);FEY = �S4�CA�i=p� ln(a2p2) + 
E � F0001 � 2+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ��14 �5�21�2 � 14 �4(�3 � r2�21)�31�2 + 2r2 1�2 + r2�1�2��+4�2 ra Z ��� d4q(2�)4 � �4�1�2 � 8�2 + 2�1�2 (1 + r2)��+O(m0) (4.148)Als n�a
hstes ist also der m0-abh�angige Teil von �(A);FEY zu bere
hnen. Der Z�ahlerdieses Terms lautet(i
�
� + rs�)(�i=q + 2r�1)2(i
�
� + rs�)= 
2�q2 + 4ir
2��1
�=q
� � 4r2�21
2� � 2ir
�s�
�q2 + 4r2f
�; =qg
�s��1+8ir3
�
�s��21 � r2s2�q2 � 4ir3=qs2��1 + 4r4s2��21 (4.149)= 
2�q2 + 8ir�1
2�q�
� � 4ir�1
2�=q � 2irs�
�q2
� � 4r2�21
2� + 8r2�1
�s�q��r2s2�q2 + 8ir3�21
�s�
� � 4ir3�1s2�=q + 4r4�21s2�: (4.150)Im zugeh�origen Nenner steht die Integrationsvariable in se
hster Potenz, damitkommt der einzige divergente Beitrag von dem Term
2�q2 = (1� s2�)q2 = (4��1)�4: (4.151)Bei den verbleibenden Termen kann man im Nenner p zu Null setzen, so da� derNenner gerade in q ist. Ungerade Terme in q vers
hwinden somit unter dem Integral,so da� man mit folgenden, konvergenten Termen verbleibt:�4r2�21
2� + 4r2�1q2� � r2s2�q2 + 4r4�21s2�= �4r2�21(4��1) + 4r2�1�4 � r2�1�4 + 4r4�31 (4.152)= 3r2�1�4 � 16r2�21 + 4r2�31 + 4r4�31 (4.153)Insgesamt lautet der m0-abh�angige Teil von �(A);FEY damit:�m0g20CA�Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�4�4P� sin2 � q�ap2 ����22+ Z ��� d4q(2�)4 3r2�4 � 16r2�1 + 4r2(1 + r2)�214�22 � (4.154)Mit 1�22 = 116�21 + (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�21�22 (4.155)



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 101aus (D.17), wobei der zweite Term gem�a� vorheriger Diskussion stets endli
he Bei-tr�age liefert, ergibt si
h:�m0g20CA�Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�416�4P� sin2 �q�ap2 ����21+ Z ��� d4q(2�)4 3r2�4 � 16r2�1 + 4r2(1 + r2)�214�22+ Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�4(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)4�31�22 � (4.156)Nur das erste Integral ist hiervon no
h divergent, es l�a�t si
h weiter wie folgt auf-teilen:Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�416�4P� sin2 � q�ap2 ����21= Z ��� d4q(2�)4 �44�4P� sin2 �q�ap2 ����21 � Z ��� d4q(2�)4 �464�21 (4.157)Der divergente Beitrag ist, abgesehen von dem Vorfaktor, dur
h den Ausdru
k16�2 Z ��� d4q(2�)4 4�44P� sin2 � (q�ap)�2 � (4�1)2= 16�2 Z ��� d4q(2�)4 4�4h4P� sin2 � (q�ap)�2 �i h4P� sin2 �q�2 �i2 (4.158)gegeben. Mit der Abk�urzungI�� := Z ��� d4q(2�)4 sin � q�2 � 
os � q�2 � sin �q�2 � 
os �q�2 �h4P� sin2 � (q�ap)�2 �i h4P� sin2 � q�2 �i2 (4.159)ergibt si
h hieraus: 16�2 � 16Æ��I�� (4.160)Die Struktur der Divergenz von I�� im Limes ap! 0 �ndet man in [EM℄ alsI�� = 116�2 � 116Æ��(2� L(a2p2) + p�p�8p2 �� 1128Æ��Z0000 (4.161)= 116�2 � 116Æ��(2� ln(a2p2)� 
E + F0001) + p�p�8p2 � ; (4.162)und das divergente Integral l�a�t si
h als16�2 � 16Æ��I�� = 8� 4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 2 (4.163)
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hreiben.Damit lautet �(A);FEY : 1�(A);FEY = �S4�CA�i=p� ln(a2p2) + 
E � F0001 � 2+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ��14 �5�21�2 � 14 �4(�3 � r2�21)�31�2 + 2r2 1�2 + r2�1�2��+4�2 ra Z ��� d4q(2�)4 � �4�1�2 � 8�2 + 2�1�2 (1 + r2)��m0�� 4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 10+4�2 Z ��� d4q(2�)4 �3r2�4 � 16r2�1 + 4r2(1 + r2)�21�22 � �416�21�+4�2 Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�4(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�31�22 ��+O(m20) +O(a) (4.164)Der Beitrag des zweiten Diagramms ist dur
h den Ausdru
k�(B);FEY = g20CA 12a Z ��� d4q(2�)4 "iX� sin(ap�)� rX� 
os(ap�)#"4X� sin2 q�2 #�1(4.165)gegeben. Die Entwi
klung na
h Potenzen von a liefert daher:�(B);FEY (p) = 12a �s4�CA(16�2) Z ��� d4q(2�)4 ia=p� 4r4�1 +O(a) (4.166)oder anders gesagt:�(B);FEY (p) = �S4�CA �i=p4�2 Z ��� d4q(2�)4 12�1 � 2ra 4�2 Z ��� d4q(2�)4 1�1�+O(a) (4.167)Damit verbleibt man mit�FEY (p) = i=p�FEY1 +m0�FEY2 + ra�FEY0 ; (4.168)wobei�FEY1 = �S4�CA� ln(ap)2 + 
E � F0001 � 2+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ��14 �5�21�2 � 14 �4(�3 � r2�21)�31�2 + 2r2�2 � r2�1�2 + 12�1��1Mit O(a) sind dabei alle Terme gemeint, die im Limes a ! 0 vers
hwinden, also au
h Termeder Form a lna.



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 103+O(m20) +O(a) (4.169)= �S4�CA �ln(ap)2 + 
E � F0001 � 2 + 4�2IFEY�1 �+O(m20) +O(a); (4.170)�FEY2 = �S4�CA�4 ln(a2p2) + 4
E � 4F0001 � 10�4�2 Z ��� d4q(2�)4 �3r2�4 � 16r2�1 + 4r2(1 + r2)�21�22 � �416�21��4�2 Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�4(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�31�22 �+O(m20) +O(a) (4.171)= �S4�CA �4 ln(ap)2 + 4
E � 4F0001 � 10� 4�2IFEY�2 �+O(m20) +O(a)(4.172)und �FEY0 = �S4�CA�4�2 Z ��� d4q(2�)4 � �4�1�2 � 8�2 + 2(1 + r2)�1�2 � 2�1��+O(m20) +O(a) (4.173)= �S4�CA4�2I�0 +O(m20) +O(a): (4.174)Die Integrale I�1 , I�2 und I�0 sind f�ur r = 1 mit den Programmen aus dem Anhangbere
hnet worden, es ergibt si
h:IFEY�1 = 0:369470 (4.175)IFEY�2 = �0:173133 (4.176)I�0 = �0:683119 (4.177)Landau-Ei
hung (� = 0)In 1-Loop-Ordnung sind f�ur die Selbstenergie des Propagators die beiden Diagramme(4.104) und (4.105) zu bere
hnen. Beide enthalten den Gluonen-Propagator und sindsomit in Landau-Ei
hung erneut zu bere
hnen. Der zus�atzli
he Term zu dem erstenDiagramm lautet:�(A);(1��) = �Æabg20CA 1a Z ��� d4q(2�)4 sin�q � ap2 ���"i
� 
os�q + ap2 �� + r sin�q + ap2 ��#�"�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 #
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� 
os�q + ap2 �� + r sin�q + ap2 ���� sin�q � ap2 �� "2X� sin2�q � ap2 ��#�2�24X� sin2 q� + 4r2 X� sin2 q�2 !235�1+m0Æabg20CA Z ��� d4q(2�)4 sin�q � ap2 ���"i
� 
os�q + ap2 �� + r sin�q + ap2 ��#�"�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 #2� �i
� 
os�q + ap2 �� + r sin�q + ap2 ���� sin�q � ap2 �� "2X� sin2�q � ap2 ��#�2�24X� sin2 q� + 4r2 X� sin2 q�2 !235�2 +O(m20) (4.178)Es wird zun�a
hst der Term von (4.178) bere
hnet, der ni
ht proportional zu m0 ist,also folgender Ausdru
k:�g2CA 1a Z ��� d4q(2�)4 ~s�(i
��
� + r�s�)(�i=q + 2r�1)(i
��
� + r�s� )~s�4 ~�21�2 : (4.179)Von diesem werden zun�a
hst nur die Terme proportional zu r oder r3 bere
hnet,also die Termeg2CA ra Z ��� d4q(2�)4 2�1~s�
��
�
��
� ~s� � ~s��s�=q
��
� ~s� � ~s�
��
�=q�s� � 2r2�1~s��s�~s� �s�4 ~�21�2= g2CA ra Z ��� d4q(2�)4 �12�4 � 2r2�214�1�2= �g2CA ra Z ��� d4q(2�)4 18�1 (4.180)Die anderen Terme sind�g2CA ia Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s��
��
�
�=q
�4 ~�21�2 + g2CA ir2a Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� �s��s�=q4 ~�21�2�g2CA2ir2a Z ��� d4q(2�)4 �1~s�~s� �s��
�
�4 ~�21�2 � g2CA2ir2a Z ��� d4q(2�)4 �1~s�~s� �s��
�
�4 ~�21�2 : (4.181)
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hiralen Ward-Identit�at 105Power-
ounting zeigt, das nur der erste Term divergent f�ur ap! 0 ist, die anderendrei Terme sind endli
h. Es werden zun�a
hst nur die drei endli
hen Terme betra
htet,wobei zwei davon identis
h sind, so da� man mitg2CA ir2a Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� �s��s�=q4 ~�21�2 � g2CA ir2a Z ��� d4q(2�)4 �1~s�~s� �s��
�
�~�21�2 (4.182)verbleibt. In diesen Termen ist eine Entwi
klung na
h a dur
hzuf�uhren. Diese Ent-wi
klung wird um q � ap gema
ht, so da� die Entwi
klungen=q = ~=q + ap�
� 
os(~q�) +O(a2) (4.183)�1 = ~�1 + a2p � ~q +O(a2) (4.184)�s� = ~s� + ap�~
� +O(a2) (4.185)�
� = ~
� � ap�~s� +O(a2) (4.186)1�2 = 1~�2 � 2ap � ~q � 2p�~q�~s2� + 2r2 ~�1p � ~q~�22 +O(a2) (4.187)ben�otigt werden. Die letzte Entwi
klung ist dabei ni
ht sofort zu erkennen, sie istin (D.3) zu �nden.Mit den angegebenen Ersetzungen erh�alt man f�ur die beiden zuvor identi�ziertenendli
hen Integraleg2CA ir2a Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� ~s�~s�~=q4 ~�21 ~�2 � g2CA ir2a Z ��� d4q(2�)4 ~�1~s�~s� ~s�~
�
�~�21 ~�2+g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s�p�~
�~s�~=q4 ~�21 ~�2 + g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� ~s�p�~
�~=q4 ~�21 ~�2+g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� ~s�~s�p� 
os(~q�)
�4 ~�21 ~�2�2g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� ~s�~s�~=q(p � ~q � 2p�~q�~s2� + 2r2 ~�1p � ~q)4 ~�21 ~�22�g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~�1~s�~s�p�~
�~
�
�~�21 ~�2 + g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~�1~s�~s� ~s�p� ~s�
�~�21 ~�2�g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 p � ~q~s�~s� ~s�~
�
�2 ~�21 ~�2+2g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~�1~s�~s� ~s�~
�
� (p � ~q � 2p�~q�~s2� + 2r2 ~�1p � ~q)~�21 ~�22 : (4.188)Die q-Abh�angigkeit der auftretenden Terme ist dur
h q � ap gegeben. Daher wirdeine Substitution q ! q + ap dur
hgef�uhrt. Die Integrationsgrenzen k�onnen dabeiunver�andert belassen werden, da die Integranden alle 2�-periodis
h sind. Damit
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hg2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 p � q=q8�1�2 + g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 p � q=q8�1�2+g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 =p4�2 � g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 =p�18�2�g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 =q(p � q � 2p�q�s2� + 2r2�1p � q)2�22�g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 p � q=q4�1�2 + g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 =p�14�2�g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 p � q=q4�1�2+g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 =q(p � q � 2p�q�s2� + 2r2�1p � q)�22= �g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 p � q=q4�1�2 + g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 =p4�2+g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 =p�18�2+g2CAir2 Z ��� d4q(2�)4 =q(p � q � 2p�q�s2� + 2r2�1p � q)2�22 (4.189)= �S4�CAi=p4�2r2 Z ��� d4q(2�)4 �� �44�1�2 + 1�2 + �12�2 + �42�22 � �5�22 + r2�1�4�22 � :(4.190)Dies ist das Endergebnis f�ur die endli
hen Terme, die amAnfang identi�ziert wurden.Es ist no
h das im Limes ap! 0 divergente Integral zu bere
hnen, wozu der Z�ahlerdes Integranden um q � ap entwi
kelt wird. Dies f�uhrt auf die Terme�g2CA ia Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s��
��
�
�=q
�4 ~�21�2= �g2CA ia Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s�~
�~
�
�~=q
�4 ~�21�2 + g2CAi Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s�p�~s�~
�
�~=q
�4 ~�21�2+g2CAi Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s�~
�p� ~s�
�~=q
�4 ~�21�2�g2CAi Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s�~
�~
�p� 
os(q � ap)�
�
�
�4 ~�21�2 : (4.191)Dur
h die Substitution q ! q + ap ergibt dies�g2CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q=q=q16�21 ��2 + g2CAi Z ��� d4q(2�)4 s2�p�
�=q=q8�21 ��2 + g2CAi Z ��� d4q(2�)4 s2�p�=q=q
�8�21 ��2



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 107�g2CAi Z ��� d4q(2�)4 =q=p=q16�21 ��2 + g2CAi Z ��� d4q(2�)4 s2�p�=q
�=q8�21 ��2= �g2CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q�416�21 ��2 � g2CAi Z ��� d4q(2�)4 =q=p=q16�21 ��2+g2CAi Z ��� d4q(2�)4 =p�416�1�2 + g2CAi Z ��� d4q(2�)4 �14=p�1�4 + 2s2�p�q2�
�8�21�2 :(4.192)Unter dem Integral kann man =q=p=q dur
h �12�4=p ersetzen. Damit, und mit (D.1) und(D.11) ergibt si
h�g2CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q16�1 ��1 � g2CAi Z ��� d4q(2�)4 =q=p=q64�21 ��1+g2CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q�34�21 ��2 � g2CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q( ��3 � r2 ��21)4�1 ��1 ��2+g2CAi Z ��� d4q(2�)4 =p�4(�3 � r2�21)32�31�2+g2CAi Z ��� d4q(2�)4 =p�432�1�2 + g2CAi Z ��� d4q(2�)4 =p�516�21�2 : (4.193)Zwei der endli
hen Integrale haben weiterhin einen Vorfaktor 1a , so da� zun�a
hst nurdiese beiden Integrale weiter bere
hnet werden:g2CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q�34�21 ��2 � g2CA ia Z ��� d4q(2�)4 ~=q(�3 � r2�21)4 ~�1�1�2= �g2CAi Z ��� d4q(2�)4 =q�3(p � q � 2p�q�s2� + 2r2�1p � q)2�21�22+g2CAi Z ��� d4q(2�)4 p�
� 
os q�(�3 � r2�21)4�21�2 � g2CAi Z ��� d4q(2�)4 p � q=q(�3 � r2�21)8�31�2(4.194)= g2CAi=p Z ��� d4q(2�)4 ���3�4 + 2�3�58�21�22 � r2 �3�44�1�22 + (2��1)(�3 � r2�21)8�21�2��4(�3 � r2�21)32�31�2 � : (4.195)Damit ergibt si
h f�ur den kompletten Ausdru
k (4.193)�g2CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q16�1 ��1 � g2CAi Z ��� d4q(2�)4 =q=p=q64�21 ��1+g2CAi=p Z ��� d4q(2�)4 ���3�4 + 2�3�58�21�22 � r2 �3�44�1�22 + (2��1)(�3 � r2�21)8�21�2+ �432�1�2 + �516�21�2� : (4.196)
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h au
h die beiden verbleibenden diver-genten Integraleia Z ��� d4q(2�)4 =q16�1 ��1 = 2ia Z ��� d4q(2�)4 
�s�
�16�1 ��1= 116�2 i=p��12 ln(a2p2)� 12
E + 12F0000 + 1� 16�216 Z0000�= 116�2 i=p��12 ln(a2p2)� 12
E + 12F0001 + 1� (4.197)und� Z ��� d4q(2�)4 i=q=p=q64�21 ��1 = �4i
�=p
� Z ��� d4q(2�)4 s�
�s�
�64�21 ��2= 116�2 i=p��12 ln(a2p2)� 12
E + 12F0000 + 12 � 16�216 Z0000�= 116�2 i=p��12 ln(a2p2)� 12
E + 12F0001 + 12� (4.198)bere
hnen. Damit ergibt si
h f�ur das zu Anfang als divergent identi�zierte Integral:�S4�CAi=p�� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 32+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ���3�4 + 2�3�52�21�22 � r2�3�4�1�22 + (2��1)(�3 � r2�21)2�21�2+ �48�1�2 + �54�21�2��: (4.199)Mit den zuvor bere
hneten Termen ergibt si
h:�(A);(1��) = �S4�CAi=p�� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 32+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ���3�4 + 2�3�52�21�22 + (2��1)(�3 � r2�21)2�21�2+ �48�1�2 + �54�21�2 � r2 �44�1�2 + r2 1�2 � r2�3�4�1�22+r2 �12�2 + r2 �42�22 � r2�5�22 + r4�1�4�22 ����S4�CA ra4�2 Z ��� d4q(2�)4 12�1 +O(m20) +O(a): (4.200)Als n�a
hstes ist der m0-abh�angige Term von (4.178) zu bere
hnen. Die Divergenzdieses Terms ist wieder vom Typ log(ap). �Andert man in den auftretenden Cosinus-Funktionen das Argument von z.B. q na
h q+ap oder q�ap, so sind die Korrekturen
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h und proportional zu a. Man kann somit 
� ohne zus�atzli
he Korrekturendur
h �
� oder ~
� ersetzen. Damit lautet der Z�ahler:~s�(i
�
� + r�s�)(�i=q + 2r�1)2(i
�
� + r�s� )~s�= 
�
�~s�=q=q
�
� ~s� + 4ir�1
�
�~s�=q
�
� ~s� � 4r2�21
�
�~s�
�
� ~s��ir~s��s�=q=q
�
� ~s� + 4r2~s��s��1=q
�
� ~s� + 4ir3~s��s��21
�
� ~s��ir
�
�~s�=q=q�s� ~s� + 4r2~s� �s��1
�
�~s�=q + 4ir3~s� �s��21
�
�~s��r2~s��s�~s� �s�=q=q � 4ir3~s��s�~s� �s�=q�1 + 4r4~s��s�~s� �s��21: (4.201)Von diesen Termen ist nur der erste divergent. In den konvergenten Termen ist eserlaubt, ~s� und �s� dur
h s� zu ersetzen, da dies nur ein O(a)-E�ekt ist. Au�erdemkann in diesen Termen der Limes ap ! 0 gebildet werden, indem man im Nennerap = 0 setzt. Damit vers
hwinden unter dem Integral alle konvergenten Terme, dieungerade in q sind. Man verbleibt mit:
�~
�~s��4
�~
� ~s� � 4r2�21
�s�
�s�
�
� + 4r2�1s2�
�s�=q
�+4r2�1s2� 
�s�
�=q � r2s2�s2��4 + 4r4s2�s2��21= ~�1�4 ��3�4 + 2r2�21�4 + 4r4�41: (4.202)Dabei wurde ~�4 = 4( ~�1� ~�3) ausgenutzt, wobei der Term in �3 endli
h ist, so da�man den Limes ap! 0 betra
hten kann.Mit dem Nenner lautet dieses Ergebnis:m0g20CA Z ��� d4q(2�)4 � �44 ~�1�22 + ��3�4 + 2r2�21�4 + 4r4�414�21�22 � : (4.203)In dem zweiten Term sind die endli
hen Anteile zusammengefa�t, der erste Termenth�alt die Divergenz. Abgesehen von einem zus�atzli
hen Vorfaktor trat der diver-gente Term au
h s
hon in der Feynman-Ei
hung auf, so da� das Ergebnis daf�urdirekt �ubernommen werden kann. Man erh�alt damit f�ur den m0-abh�angigen Termvon �(A);(1��):�S4�CA�� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 52+4�2 Z ��� d4q(2�)4 �4(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�31�22+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ��3�4 + 2r2�21�4 + 4r4�41�21�22 �= �S4�CA�� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 52 � 4�2I(1��)�2 � : (4.204)Es ist no
h der zweite Graph in Landau-Ei
hung zu bere
hnen. Dazu ist zu demTerm aus der Feynman-Ei
hung der folgende Term zu addieren:�(B);(1��) = �g20CA 12a Z ��� d4q(2�)4 sin�q�2 � [i sin(ap�)� r 
os(ap�)℄ sin�q�2 �
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os(ap�)℄Z ��� d4q(2�)4 sin2 � q�2 �4�21 (4.206)= �g20CA 12a [i sin(ap�)� r 
os(ap�)℄Z ��� d4q(2�)4 116�1 (4.207)= �14�(B);FEY (4.208)= �S4�CA4�2 ��i=p Z ��� d4q(2�)4 18�1 + ra Z ��� d4q(2�)4 12�1� : (4.209)Insgesamt ergibt si
h:�(A);FEY +�(A);(1��)+�(B);FEY +�(B);(1��) = i=p�LAN1 +m0�LAN2 + ra�LAN0 : (4.210)Dabei ist:�LAN1 = �S4�CA ��12 + 4�2 Z ��� d4q(2�)4 ���3�4 + 2�3�52�21�22 � r2�3�4�1�22+(2��1)(�3 � r2�21)2�21�2+ �48�1�2 + �54�21�2 � r2 �44�1�2 + 3r2 1�2+r2 �12�2 + r2 �42�22 � r2�5�22 + r4�1�4�22 + 38�1� �54�21�2 � �4(�3 � r2�21)4�31�2 � r2�1�2��+O(m20) +O(a) (4.211)= �S4�CA ��12 + 4�2 �IFEY�1 + I(1��)�1 ��+O(m20) +O(a); (4.212)�LAN2 = �S4�CA �3 ln(a2p2) + 3
E � 3F0001 � 152�4�2 Z ��� d4q(2�)4 �r2�4 � 16r2�1 + 4r2�21�22 � �416�21 + �3�4�21�22��4�2 Z ��� d4q(2�)4 (3��1)�4(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�31�22 �+O(m20) +O(a) (4.213)= �S4�CA �3 ln(a2p2) + 3
E � 3F0001 � 152 � 4�2 �IFEY�2 + I(1��)�2 ��+O(m20) +O(a) (4.214)



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 111und �LAN0 = �FEY0 : (4.215)Die beiden numeris
h zu bere
hnenden Integrale wurden im Anhang ermittelt, f�urr = 1 ergibt si
h I(1��)�1 = �I(1��)�2 = 0:064801 (4.216)4.4.4.2 Bestimmung von ZMS=LAT�Der na
kte Fermion-Propagator auf dem Gitter ist vom TypS�1F = �i=p �1� �LAT1 �+m �1� �LAT2 � ; (4.217)wobei der Term ra�0 in der Konstanten m absorbiert wurde. Der im MS-S
hemarenormierte Propagator im Kontinuum sieht wie folgt aus:S�1;MSF = �i=p�1� �MS1 � +m�1� �MS2 � (4.218)Damit ist die Renormierungskonstante ZMS=LAT� in diesem S
hema �uber (4.83) de-�niert, und man erh�alt:ZMS=LAT;FEY� = 1 + �S4�CA �ln (a�)2 + 
E � F0001 � 1 + 4�2IFEY�1 �= 1 + �S4�CA �ln(a�)2 + 12:852� (4.219)und ZMS=LAT;LAN� = 1 + �S4�CA��12 + 4�2 �IFEY�1 + I(1��)�1 ��= 1 + �S4�CA(16:644): (4.220)Um den Propagator vollst�andig zu renormieren, ist au
h no
h eine Renormierungs-konstante Zm f�ur die Masse einzuf�uhren, die ebenso in diesem S
hema de�niert wird.4.4.4.3 Bestimmung von ZRI�Alternativ kann man den Propagator au
h ohne Zuhilfenahme von Gr�o�en aus demKontinuum bere
hnen, indem der Propagator im RI-S
hema renormiert wird. DieRenormierungskonstante ZRI� ist �uber (4.91) de�niert. Mit�LAT;FEY1 (p2 = �2) = �S4�CA �ln(a�)2 + 
E � F0001 � 2 + 4�2IFEY�1 � (4.221)und 116(N2
 � 1) Tr 
�=p��LAT;FEY1�p� !�����p2=�2 = 12 �S4�CA (4.222)
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h f�ur die Feynman-Ei
hung:ZRI;FEY� = 1 + �S4�CA�ln(a�)2 + 
E � F0001 � 32 + 4�2IFEY�1 � (4.223)= 1 + �S4�CA �ln(a�)2 + 12:352� (4.224)In der Landau-Ei
hung hat man mit�LAT;LAN1 (p2 = �2) = �S4�CA��12 + 4�2 �IFEY�1 + I(1��)�1 �� (4.225)und 116(N2
 � 1) Tr 
�=p��LAT;LAN1�p� !�����p2=�2 = 0 (4.226)f�ur die RenormierungskonstanteZRI;LAN� = 1 + �S4�CA��12 + 4�2 �IFEY�1 + I(1��)�1 �� (4.227)= 1 + �S4�CA(16:644): (4.228)4.4.4.4 Bestimmung von ZMS=LATmDie Renormierungskonstante ZMS=LATm ist �uber (4.85) de�niert, und sie ergibt si
hf�ur die Feynman-Ei
hung zuZMS=LAT;FEYm = 1 + �S4�CA ��3 ln(a�)2 � 3
E + 3F0001 + 3 + 4�2 �IFEY�1 + IFEY�2 ��= 1 + �S4�CA ��3 ln(a�)2 + 12:952� ; (4.229)und in der Landau-Ei
hung zuZMS=LAT;LANm = 1 + �S4�CA ��3 ln(a�)2 + 12:952� : (4.230)4.4.4.5 Bestimmung von ZRImIn dem RI-S
hema erh�alt man gem�a� der De�nition in (4.93)ZRI;FEYm = 1 + �S4�CA��3 ln(a�)2 � 3
E + 3F0001 + 172 + 4�2 �IFEY�1 + IFEY�2 ��= 1 + �S4�CA ��3 ln(a�)2 + 18:452� (4.231)undZRI;LANm = 1 + �S4�CA ��3 ln(a�)2 � 3
E + 3F0001 + 7 + 4�2 �IFEY�1 + IFEY�2 ��= 1 + �S4�CA ��3 ln(a�)2 + 16:952� : (4.232)



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 1134.4.5 Skalare Di
hteAls n�a
hstes wird die skalare Di
hte auf dem Gitter in 1-Loop bere
hnet. Die entspre-
hende Renormierungskonstante wird wieder in den beiden zuvor benutzten S
he-mata MS und RI angegeben.4.4.5.1 Bere
hnung der na
kten Gr�o�enEs wird also im folgenden der Vertex ~��(p) aus Abb. 4.6 im Fall � = 11 bere
hnet.Dieser Ausdru
k ist dur
h~�(p) = Z �a��a d4k(2�)4V (1)� (p� k; p)S0(p� k)11S0(p� k)V�(p; p� k)G��(k) (4.233)gegeben. Die Integrationsvariable k� tritt dabei nur in der Kombination ak� auf, soda� wie beim Propagator die Substitution ak� ! k� dur
hgef�uhrt werden kann. Dazwei Fermionenpropagatoren und ein Gluonpropagator auftreten, verbleiben dur
hdiese Substitution keine weiteren Vorfaktoren in a. Au�erdem wird eine neue Inte-grationsvariable q� := ap� � k� eingef�uhrt.Feynman-Ei
hung (� = 1)In der Feynman-Ei
hung lautet damit der Ausdru
k:~�11(p) = g20CA Z ��� d4q(2�)4 ��i
� 
os�(q + ap)�2 �+ r sin�(q + ap)�2 ���"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )# 11�"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )#� �i
� 
os�(q + ap)�2 �+ r sin�(q + ap)�2 ���"4X� sin2�(q � ap)�2 �#�1
� 24X� sin2(q� ) + 4r2 X� sin2 �q�2 �!235�29=; (4.234)Man erkennt, da� das Integral dasselbe ist, das bereits f�ur den m0-abh�angigen Teildes Propagators in Feynman-Ei
hung (4.109) bere
hnet wurde. Das Ergebnis kannsomit sofort �ubernommen werden, und man erh�alt:~�11(p) = �S4�CA ��4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 10 + 4�2IFEY�2 �+O(a) (4.235)
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?p; a (p� k); dk; 
(p� k); d p; b

�
Abbildung 4.6: 1-Loop-Korrektur auf dem GitterLandau-Ei
hung (� = 0)F�ur die Landau-Ei
hung ist no
h der folgende Term zu bere
hnen:~�(1��)11 (p) = �g20CA Z ��� d4q(2�)4 (sin�q � ap2 ��� �i
� 
os�(q + ap)�2 � + r sin�(q + ap)�2 ���"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )# 11�"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )#� �i
� 
os�(q + ap)�2 � + r sin�(q + ap)�2 �� sin�q � ap2 ���"2X� sin2�(q � ap)�2 �#�2

� 24X� sin2(q�) + 4r2 X� sin2 �q�2 �!235�29=; (4.236)Au
h dieser Term ist identis
h zu dem entspre
henden m0-abh�angigen Term imPropagator (4.178), so da� man mit~�LAN11 (p) = ~�FEY11 (p) + ~�(1��)11 (p)= �S4�CA��3 ln(a2p2)� 3
E + 3F0001 + 152 + 4�2 �IFEY�2 + I(1��)�2 ��+O(a) (4.237)verbleibt.



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 1154.4.5.2 Bestimmung von ZMS=LATSMit (4.89) ergibt si
hZMS=LAT;FEYS = 1 + �S4�CA �3 ln(a�)2 � 12:952� (4.238)und ZMS=LAT;LANS = 1 + �S4�CA �3 ln(a�)2 � 12:952� : (4.239)4.4.5.3 Bestimmung von ZRISWie zuvor wird in diesem S
hema die betra
htete Gr�o�e ni
ht an einen Kontinu-umswert angepa�t, sondern an den Gitterwert in der freien Theorie bei p2 = �2.Allerdings bekommt man dabei Probleme mit den Dira
indizes, so da� zumindestf�ur die Renormierungskonstante der pseudoskalaren Di
hte der bere
hnete Wert mit
5 zu multiplizieren ist, und davon dann die Spur zu bilden ist. Die Renormierungs-konstante der skalaren Di
hte ergibt si
h also aus folgender Glei
hung:ZRI� ZRIS = 1� ~�LAT11 (p2 = �2) (4.240)Na
h Verglei
h mit ZRI� lautet die Renormierungskonstante in Feynman-Ei
hungZRI;FEYS = 1 + �24�CA �3 ln(a2�2)� 18:452� ; (4.241)und in Landau-Ei
hungZRI;LANS = 1 + �24�CA �3 ln(a2�2)� 16:952� : (4.242)4.4.6 Pseudoskalare Di
hteIm Kontinuum war es m�ogli
h, von ZS im Fall m = 0 direkt auf ZP zu s
hlie�en.Der Grund daf�ur war, da� man das zus�atzli
he 
5 ohne zus�atzli
he Vorzei
hen andas Ende der Formel ziehen konnte:~�
5(p) = ~�11(p)
5 (4.243)Auf dem Gitter ist dies auf Grund der Wilson-Terme ni
ht so einfa
h m�ogli
h, dasi
h das 
5 ni
ht ohne zus�atzli
he E�ekte an das Ende der Glei
hung s
hreiben l�a�t.Daher mu� die pseudoskalare Di
hte zus�atzli
h bere
hnet werden.



116 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter4.4.6.1 Bere
hnung der na
kten Gr�o�eFeynman-Ei
hung (� = 1)Folgende Gr�o�e ist zu bere
hnen:~�FEY
5 (p) = g20CA Z ��� d4q(2�)4 "i
� 
os�q + ap2 �� + r sin�q + ap2 ��#�"�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 # 
5 "�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 #�"i
� 
os�q + ap2 �� + r sin�q + ap2 ��#�"4X� sin2�q � ap2 ��#�1�24X� sin2 q� + 4r2 X� sin2 q�2 !235�2 (4.244)Der Z�ahler lautet also:(i
�
� + rs�)(�i=q + 2r�1)
5(�i=q + 2r�1)(i
�
� + rs�) (4.245)Man erkennt, da� si
h das 
5 ni
ht wie im Kontinuum ganz na
h re
hts s
hiebenl�a�t, ohne die relativen Vorzei
hen der einzelnen Terme zu ver�andern.Na
h dem Ausmultiplizieren und Anwenden der Re
henregeln f�ur Gamma-Matrizenidenti�ziert man zun�a
hst mittels power-
ounting die Terme, die im Endergebnisendli
h bleiben. Von diesen brau
hen { wie zuvor { nur diejenigen ber�u
ksi
htigt zuwerden, die gerade in der Integrationsvariablen q sind, da der Nenner ebenfalls geradeist. Ferner kann man die Terme dur
h Anwenden von f
�; 
5g = 0 so umformen,da� das im Verglei
h zur skalaren Di
hte hinzugef�ugte 
5 jeweils ganz re
hts steht.Damit nimmt der Z�ahler die Gestalt
2�q2
5 + 4r2�21
2�
5 + r2s2�q2
5 + 4r4�21s2�
5= (4��1)q2
5 + 4r2(4��1)�21
5 + r2�1q2
5 + 4r4�31
5 (4.246)an. Insbesondere ist der erste Summand der einzige, der auf eine Divergenz f�uhrt.Er stimmt, abgesehen von dem 
5, mit dem divergenten Term der skalaren Di
hte�uberein.Damit ergibt si
h:~�FEY
5 (p) = g20CA Z ��� d4q(2�)4 4�44P� sin2 � (q�ap)�2 ��22
5



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 117+g20CA Z ��� d4q(2�)4 ��1�4 + 16r2�1 � 4r2�31 + r2�1�4 + 4r4�314�1�22 
5+O(a) (4.247)Mit 1�22 = 116�21 + (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�21�22 (4.248)kann man aus dem divergenten Integral no
h einen endli
hen Anteil extrahieren underh�alt so f�ur den konvergenten Teil von ~�FEY
5 (p) insgesamt�4(4�3 � 4r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�31�22 
5+��1�4 + 16r2�1 � 4r2�31 + r2�1�4 + 4r4�314�1�22 
5= 2�3�4�21�22
5 � �23�4�31�22
5 � 12r2 �24�1�22
5 � r4�1�4�22 
5�14 �4�22
5 + 14r2�4�22
5 + 4r2�1�22
5 � r2�21�22
5 + r4�21�22
5 (4.249)Der komplette na
kte Vertex ist dann also dur
h�LAT;FEY
5 = 
5 + �S4�CA�� 4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 10+4�2 Z ��� d4q(2�)4 � �3�42�21�22 � �23�44�31�22 � r2 �248�1�22 � r4�1�44�22� �416�22 + r2 �416�22 + r2�1�22 � r2 �214�22 + r4 �214�22��
5+O(a) (4.250)= 
5 + �S4�CA ��4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 10 + 4�2IFEYP � 
5 +O(a)(4.251)gegeben. IFEYP wurde im Anhang bere
hnet, und es ergibt si
h f�ur r = 1:IFEYP = 0:071126 (4.252)Landau-Ei
hung (� = 0)Analog zur Betra
htung der skalaren Di
hte erh�alt man im Fall der pseudoskalarenDi
hte den Ausdru
k~�(1��)
5 (p) = �g20CA Z ��� d4q(2�)4 (sin�q � ap2 ��
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� 
os�(q + ap)�2 � + r sin�(q + ap)�2 ���"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )# 
5�"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )#� �i
� 
os�(q + ap)�2 � + r sin�(q + ap)�2 �� sin�q � ap2 ���"2X� sin2�(q � ap)�2 �#�2
� 24X� sin2(q�) + 4r2 X� sin2 �q�2 �!235�29=; : (4.253)Der Z�ahler des Integranden s
hreibt si
h daher als~s�(i
�
� + rs�)(�i=q + 2r�1)
5(�i=q + 2r�1)(i
�
� + rs�)~s� : (4.254)Dur
h Vertaus
hen der Gamma-Matrizen erh�alt man hieraus~s�~s� (i
�
� + rs�)(�i=q + 2r�1)(i=q + 2r�1)(�i
� 
� + rs� )
5= ~s�~s� (i
�
� + rs�)(4r2�21 + q2)(�i
� 
� + rs� )
5= ~s�~s� (
�
�
�
� + irs�
�
� � irs�
�
� + r2s�s�)(4r2�21 +�4)
5= ~s�~s�n
�
�
�
��4 + irs�
�
��4 � irs�
�
��4 + r2s�s��4+4r2
�
�
�
��21 + 4ir3s�
�
��21 � 4ir3s�
�
��21 + 4r4s�s��21o
5: (4.255)Nur der erste Term ist divergent, in den anderen kann man ~s� dur
h s� ersetzen.Unter Verna
hl�assigung der in q ungeraden, endli
hen Terme erh�alt man:(~s�~s�
�
�
�
��4 + r2s2�s2��4 + 4r2
�
�s�
�s�
��21 + 4r4s2�s2��21)
5 (4.256)Unter dem Integral kann man dies weiter zu(~s�~s�
�
�~
�~
��4 + 2r2�21�4 + 4r4�41)
5= �14 ~�4�4 + 2r2�21�4 + 4r4�41� 
5= � ~�1�4 � ~�3�4 + 2r2�21�4 + 4r4�41� 
5 (4.257)umformen.



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 119In den konvergenten Termen kann die Tilde fortgelassen werden, da es si
h dabeinur um O(a)-E�ekte handelt, und mit dem Nenner 14 ~�21�22 erh�alt man insgesamtdenselben Ausdru
k wie bei der skalaren Di
hte~�(1��)
5 (p) = �g20CA Z ��� d4q(2�)4 � �44 ~�1�22 + ��3�4 + 2r2�21�4 + 4r4�414�21�22 � 
5 +O(a)(4.258)Dies ist das Ergebnis aus (4.203), und es folgt~�(1��)
5 (p) = �S4�CA�ln(a2p2) + 
E � F0001 � 52 + 4�2I(1��)�2 � 
5 +O(a) (4.259)sowie das Endergebnis~�LAN
5 (p) = ~�FEY
5 (p) + ~�(1��)
5 (p)= �S4�CA��3 ln(a2p2)� 3
E + 3F0001 + 152 + 4�2 �IFEYP + I(1��)�2 ��+O(a) (4.260)4.4.6.2 Bestimmung von ZMS=LATPWie im skalaren Fall erh�alt man aus den obigen Bere
hnungen sofort die Renormie-rungskonstante der pseudoskalaren Di
hte im MS S
hema:ZMS=LAT;FEYP = 1 + �S4�CA �3 ln(a2�2) + 3
E � 3F0001 � 3� 4�2(IFEY�1 + IFEYP )�= 1 + �S4�CA(3 ln(a2�2)� 22:595) (4.261)ZMS=LAT;LANP = 1 + �S4�CA(3 ln(a2�2)� 22:595): (4.262)4.4.6.3 Bestimmung von ZRIPAu
h in dem RI-S
hema folgt die Renormierungskonstante analog zum Fall derskalaren Di
hte:ZRI;FEYP = 1 + �S4� �3 ln(a2�2) + 3
E � 3F0001 � 172 � 4�2 �IFEY�1 + IFEYP ��= 1 + �S4� (3 ln(a2�2)� 28:095) (4.263)ZRI;LANP = 1 + �S4� �3 ln(a2�2) + 3
E � 3F0001 � 7� 4�2 �IFEY�1 + IFEYP ��= 1 + �S4� (3 ln(a2�2)� 26:595) (4.264)



120 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter4.4.7 Axialer VektorstromAls letzte Gr�o�e aus der 
hiralen Ward-Identit�at wird der axiale Strom auf demGitter betra
htet. Der Vektorstrom mu� dabei ni
ht betra
htet werden, da er, wies
hon im Kontinuum, aufgrund der Majorana-Eigens
haft identis
h Null ist.4.4.7.1 Na
kte Gr�o�eNa
hdem in dem vorherigen Kapitel ~��(p) f�ur � = 11 und � = 
5 bere
hnet wurde,wird nun der Fall � = 
�
5 betra
htet. In 1-Loop-Ordnung lautet der Vertex:~�
�
5(p) = Z �=a��=a dk(2�4)V 
db� [�;A�; ��℄(p� k; k;�p)SF (p� k)
�
5�SF (k � p)V ad
� [�;A�; ��℄(p;�k; k � p)D��(k) (4.265)Wie bereits bei den vorherigen Gitterintegralen ist dies ein Integral in ak�, so da�wieder die zuvor bes
hriebene Variablensubstitution dur
hgef�uhrt werden kann. Au-�erdem wird ebenfalls eine Integrationsvariable q� = ap� � k� eingef�uhrt. Des wei-teren soll auss
hlie�li
h der Fall vers
hwindender Gluino-Masse betra
htet werden.Feynman-Ei
hung (� = 1)In Feyman-Ei
hung erh�alt man in 1-Loop-Ordnung:~�FEY
�
5 (p) = g20CA Z ��� d4q(2�)4��i
� 
os�(q + ap)�2 �+ r sin�(q + ap)�2 ���"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2 �q�2 �# 
�
5�"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2 �q�2 �#� �i
� 
os�(q + ap)�2 � + r sin�(q + ap)�2 ���"4X� sin2�(q � ap)�2 �#�1
�24X� sin2(q� ) + 4r2 X� sin2 �q�2 �!235�2� (4.266)Es sind, wie im Fall der skalaren und pseudoskalaren Di
hte, die im Limes ap ! 0divergenten Terme von den endli
hen zu trennen. Bei den endli
hen Termen kanndann sofort der Limes gebildet werden, was zu einer deutli
hen Vereinfa
hung f�uhrt.



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 121Die divergenten Terme m�ussen dann weiter bearbeitet werden. Da si
h an der prin-zipiellen Struktur in den Impulsen im Verglei
h zu den bisher bere
hneten Gr�o�enni
hts ver�andert hat, ist klar, da� au
h dieses Integral logarithmis
h divergent ist.Mit den zuvor eingef�uhrten Abk�urzungen sieht der Z�ahler wie folgt aus:(i
�
� + rs�)(�i=q + 2r�1)
�
5(�i=q + 2r�1)(i
�
� + rs�) (4.267)F�ur die weitere Betra
htung mu� dieser Z�ahler ausmultipliziert werden, um divergen-te und konvergente Teile weiter zu trennen. Erneut zeigt einfa
hes power-
ounting,da� nur der Term 
�
�=q
�
5=q
�
� einen f�ur ap! 0 divergenten Beitrag liefert. Alleanderen Terme liefern in diesem Limes endli
he Beitr�age, so da� f�ur diese sofortap = 0 gesetzt werden kann. Damit wird der Nenner in q gerade, so da� na
h Bil-dung des Integrals die ungeraden Terme in q im Z�ahler wegfallen. Man verbleibt alsonur no
h mit den Termen gerade in q, also mit den folgenden:
2�
�=q
�
5=q
� + 2r2�1
�s�(
�
5=q
� + =q
�
5
� + 
�
�
5=q + 
�=q
�
5)�r2s2�=q
�
5=q � 4r2�21
2�
�
�
5
� + 4r4�21s2�
�
5 (4.268)Mit den bekannten Re
henregeln ergibt si
h:
�
5=q
� + =q
�
5
� + 
�
�
5=q + 
�=q
�
5= (
�
�
� � 
�
�
� � 
�
�
� + 
�
�
�) q�
5 (4.269)= 2 (
�
�
� � 
�
�
�) q�
5 (4.270)= 4 (q�
�
5 � Æ��=q
5) (4.271)Damit folgt f�ur die verbleibenden Terme im Z�ahler:
2�
�=q
�
5=q
� + 8r2�1
�s�(q�
�
5 � Æ��=q
5) + r2s2�(2q�=q � 
�q2)
5+4r2�21
2�(2Æ��
� � 
�)
5 + 4r4�21s2�
�
5 (4.272)Als n�a
hstes ist die Summe �uber � auszuf�uhren. Dabei sind wieder die bereits be-kannten Re
henregeln auszunutzen, wie z.B. das Additionstheorem, oder die Regel,da� man s2� unter dem Integral dur
h 14P� s2� ersetzen kann. Des weiteren ist unterdem Integral q�=q = q�q�
� = 
�q2, da der Term f�ur � 6= � ungerade in q ist, unddamit unter dem Integral vers
hwindet. Man verbleibt mit:
2�
�=q
�
5=q
� + 4r2�1(q2
� � q�=q)
5 + r2�1(2q�=q � 
�q2)
5+4r2�21(2
2�
� � (4��1)
�)
5 + 4r4�31
�
5 (4.273)= 
2�
�=q
�
5=q
� + 52r2�1�4
�
5 + 2r2�31
�
5 � 8r2�21
�
5 + 4r4�31
�
5 (4.274)Power-
ounting, das bereits mehrfa
h dur
hgef�uhrt wurde, zeigt, da� nur der ersteTerm inklusive Nenner divergiert. Dieser Term wird nun weiter betra
htet:
2�
�=q
�
5=q
� = 
2�
�=q(2q� � =q
�)
�
5 (4.275)



122 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter= 2
2�q�
�=q
�
5 � 
2�q2
�
�
�
5 (4.276)= 2
2�q�(2q� � =q
�)
�
5 � 
2�q2(2Æ�� � 
�
�)
�
5 (4.277)= 4
2�q�q�
�
5 � 2
2�q�=q
5 � 2Æ��
2�q2
�
5 + 
2�q2
�
5 (4.278)= 4X� 
2�q�q�
�
5 � 2(4��1)q�=q
5�2�4
2�
�
5 + (4��1)�4
�
5 (4.279)= 4X� q�q�
�
5 � 4X� s2�q�q�
�
5 � 8q�=q
5 + 2�1q�=q
5�2�4
�
5 + 2�4s2�
�
5 + 4�4
�
5 ��1�4
�
5 (4.280)Nutzt man wieder aus, das q�q� nur f�ur � = � einen Beitrag liefert, so folgt weiter:4q�=q
5 � 4s2�q2�
�
5 � 8q�=q
5 + 2�1q2�
�
5�2�4
�
5 + 2�4s2�
�
5 + 4�4
�
5 ��1�4
�
5 (4.281)= 2�4
�
5 � 4q�=q
5 ��5
�
5 + 12�1�4
�
5 + 12�1�4
�
5 ��1�4
�
5 (4.282)= 2�4
�
5 � 4q�=q
5 ��5
�
5 (4.283)In den ersten beiden Termen ste
kt die Divergenz, damit folgt als Zwis
henergebnis:~�FEY
�
5 (p) = g20CA Z ��� d4q(2�)4 2�4
� � 4q�=qh4P� sin2 � (q�ap)�2 �i�22
5+g20CA
�
5 Z ��� d4q(2�)4 ��5 + 52r2�1�4 + 2r2�31 � 8r2�21 + 4r4�314�1�22+O(a) (4.284)Die Gr�o�e ist in zwei Integrale aufgeteilt, wovon das erste bei ap! 0 logarithmis
hdivergent ist, w�ahrend das zweite endli
h ist.Um auf bekannte Formeln f�ur das erste Integral zur�u
kgreifen zu k�onnen, wird indiesem Integral der fermionis
he Propagator �2 dur
h den bosonis
hen �1 ausge-dr�u
kt: 1�22 = 116�21 + (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�21�22 (4.285)In dem zweiten Term, der ein konvergentes Integral liefert, l�a�t si
h wieder argumen-tieren, da�, weil der Nenner na
h der Limesbildung gerade in q ist, au
h der Z�ahlergerade in q sein mu�. Damit wird aus dem 2�4
� � 4q�=q im Z�ahler des endli
henIntegrals ein �4
�. Damit ergibt si
h dur
h die Substitution:~�FEY
�
5 (p) = �S4�CA16�2 Z ��� d4q(2�)4 2�4
� � 4q�=qh4P� sin2 � (q�ap)�2 �i �4P� sin2 � q�2 ��2
5+�S4�CA
�
516�2 Z ��� d4q(2�)4 � �44�31�22 (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)
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hiralen Ward-Identit�at 123+ 14�1�22 (��5 + 52r2�1�4 + 2r2�31 � 8r2�21 + 4r4�31)�+O(a)(4.286)= �S4�CA16�2 Z ��� d4q(2�)4 2�4
� � 4q�=qh4P� sin2 � (q�ap)�2 �i �4P� sin2 �q�2 ��2
5+�S4�CA
�
54�2IA +O(a) (4.287)Das divergente Integral lautet wie folgt:16�2 Z ��� d4q(2�)4 2�4
� � 4q�=qh4P� sin2 � (q�ap)�2 �i �4P� sin2 �q�2 ��2
5= 16�2 Z ��� d4q(2�)4 2
�Æ��q�q� � 4q�q�
�h4P� sin2 � (q�ap)�2 �i �4P� sin2 � q�2 ��2
5 (4.288)� 16�2 (8
�Æ��I�� � 16
�I��) 
5 (4.289)Die Funktion I�� wurde bereits in dem Kapitel �uber den Propagator eingef�uhrt undihr Limes f�ur ap! 0 diskutiert. In diesem Limes galt:I�� = 116�2 � 116Æ��(2� L1) + p�p�8p2 � (4.290)Damit lautet das zu untersu
hende Integral:16�2 (8
�Æ��I�� � 16
�I��) 
5= 8
�
5 �14(2� L1) + 18�� 16
�
5 116(2� L1)� 168 =pp�p2 
5 (4.291)= 
�
5 [(2� L1) + 1℄� 2=pp�p2 
5 (4.292)= 
�
5 �� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 3�� 2=pp�p2 
5 (4.293)Es ergibt si
h als Endergebnis auf dem Gitter~�FEY
�
5 (p) = �S4�CA �
�
5 �� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 3�� 2=pp�p2 
5 + 4�2IA�+O(a);(4.294)die projizierte Gr�o�e ~�FEY
�
5 (p) = 14(N2
 � 1)Tr�
5
�~�FEY
�
5 (p)� (4.295)lautet damit~�FEY
�
5 (p) = �S4�CA �� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 52 + 4�2IA�+O(a): (4.296)F�ur das numeris
h zu bere
hnende Integral ergibt si
h f�ur r = 1:IA = 0:005323 (4.297)
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hung (� = 0)Um den axialen Strom in Landau-Ei
hung zu bere
hnen, ist der folgende Term zudem Ergebnis aus der Feynman-Ei
hung zu addieren:~�(1��)
�
5 (p)= g20CA Z ��� d4q(2�)4 �~s�(i
��
� + r�s�)(�i=q + 2r�1)
�
5(�i=q + 2r�1)(i
��
� + r�s� )~s�4 ~�21�22= g20CA Z ��� d4q(2�)4 �~s�(i
��
� + r�s�)(�i=q + 2r�1)
�(i=q + 2r�1)(�i
� �
� + r�s� )~s�4 ~�21�22 
5(4.298)Ausmultiplizieren und ans
hlie�endes power-
ounting zeigen, da� nur ein Term di-vergent ist. In den endli
hen Termen kann man ap zu Null setzen, da es si
h dabeinur um einen O(a)-E�ekt handelt. Dann k�onnen allerdings alle Terme weggelassenwerden, die ungerade in q sind, da diese unter dem Integral vers
hwinden. Somitverbleibt man mit:�~s�~s� (�
��
�
�=q
�=q
� + 2r2�1
�s�
�=q
� � 2r2�1
�s�
�
�=q + 4r2�21
�
�
�
�
�+r2s�s�=q
�=q � 2r2�1s�
�=q
�
� + 2r2�1s�
�
�=q
� + 4r4�21s�s�
�)
5 (4.299)Der erste Term ist der divergente. In diesem kann man das �
 dur
h ~
 ersetzen, undman verbleibt mit:��14~=q=q
�=q~=q + 2r2�21�4
� + 4r4�41
�� 
5 (4.300)Der divergente Term lautet damit�g20CA Z ��� d4q(2�)4 ~=q=q
�=q~=q16 ~�21�22 : (4.301)Mit 1�22 = 116�21 + (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�21�22 (4.302)ergibt si
h ein weiterer endli
her Term, in dem man wieder ap zu Null setzen kann:�g20CA Z ��� d4q(2�)4 �24(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)16�41�22 
�
5 (4.303)Die Divergenz verbleibt in dem Term�g20CA Z ��� d4q(2�)4 ~=q=q
�=q~=q256 ~�21�21
5: (4.304)



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 125Als n�a
hstes ist ~q� = q� � ap�(1� 2s2�) +O(a2) (4.305)q� = ~q� + ap�(1� 2s2�) +O(a2) (4.306)auszunutzen. Zun�a
hst wird das erste =q na
h a entwi
kelt, ans
hlie�end das zweite~=q. Man kann ni
ht beide ~=q's na
h a entwi
keln, da man dann aufgrund des ~�21 imNenner �uber einen Pol vierter Ordnung bei q = ap integrieren m�u�te. Es ist also~=q=q
�=q~=q zun�a
hst dur
h ~�4
�=q~=q + a~=qp�
�(1� 2s2�)
�=q~=q; (4.307)und dann dur
h~�4
��4 � a ~�4
�=qp�
�(1� 2s2�) + a~=qp�
�(1� 2s2�)
�=q~=q (4.308)zu ersetzen. Die Terme in s2� sind dabei vom Typ a�(endli
hes Integral) und k�onnenverna
hl�assigt werden. Mit ~�4 = 4( ~�1 � ~�3) ergibt si
h daraus:16 ~�1�1
� � 32�1�3
� + 16�23
� � a ~�4
�=q=p+ a~=q=p
�=q~=q (4.309)Insgesamt verbleibt man also mit~�(1��)
�
5 (p) = g20CA Z ��� d4q(2�)4n�2r2�21�44�21�22 � 4r4�414�21�22��24(�3 � r2�1)(2�1 ��3 + r2�21)16�41�22 + �38�31 � �2316�41o
�
5�g20CA Z ��� d4q(2�)4 116 ~�1�1
�
5+g20CAa Z ��� d4q(2�)4n ~�4
�=q=p256 ~�21�21 � ~=q=p
�=q~=q256 ~�21�21o
5 +O(a): (4.310)Die Integrale der ersten beiden Zeilen ergeben zusammen Null, was man mit�2 = �4 + 4r2�21�4 = 4(�1 ��3) (4.311)erkennt:�8r2�4�41 � 16r4�61 ��24(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)+2�3�1(�4 + 4r2�21)2 ��23(�4 + 4r2�21)2= �8r2�21�23�4 + 32r2�31�23 � 32r2�21�33= �8r2�21�23(�4 + 4(�3 ��1))= 0 (4.312)



126 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterMan verbleibt also mit~�(1��)
�
5 (p) =�g20CA Z ��� d4q(2�)4 116 ~�1�1
�
5+g20CAaZ ��� d4q(2�)4n ~�1
�=q=p64 ~�21�21 � ~�3
�=q=p64 ~�21�21 � ~=q=p
�=q~=q256 ~�21�21o
5 +O(a): (4.313)Der Term in �3 ist endli
h, mit dem vorstehenden a kann dieser Term also ver-na
hl�assigt werden. Au
h die anderen beiden Integrale, vor denen ein Faktor a steht,sind UV-endli
h, allerdings nur mit dem vorstehenden Faktor a. Es ist daher derLimes a! 0 zu betra
hten. Mita Z ��� d4q(2�)4 sin q�64 ~�1�21 = a Z ��� d4q(2�)4 sin q�64P� sin2 � q�ap2 �� �P� sin2 � q2���2= a5 Z �=a��=a d4q(2�)4 sin(aq�)P� �2 sin �a q�p2 ���2 �P� �2 sin �a q2��2�2= Z �=a��=a d4q(2�)4 1a sin(aq�)P� � 2a sin �a q�p2 ���2 �P� � 2a sin �a q2���2�2a!0�! Z d4q(2�)4 q�(q � p)2(q2)2 (4.314)ergibt si
h:g20CAa Z ��� d4q(2�)4 
�=q=p64 ~�1�21
5 a!0�! g20CA
�
�=p Z d4q(2�)4 q�(q � p)2(q2)2
5 (4.315)Mit der Feynman Parametrisierung (2.196) verbleibt man mitg20CA
�
�=p Z d4q(2�)42 Z 10 dx(1� x) q�[(q2 � (q � p)2)(1� x) + (q � p)2℄3
5= g20CA
�
�=p Z d4q(2�)42 Z 10 dx(1� x) q�[(q � px)2 + p2x(1� x)℄3
5 (4.316)= g20CA
�p2 Z d4q(2�)42 Z 10 dxx(1� x) 1[q2 + p2x(1� x)℄3
5 (4.317)Von (4.316) na
h (4.317) wird die Vers
hiebung q ! q + px dur
hgef�uhrt und allein q ungeraden Terme werden weggelassen. MitZ d4k(2�)4 1(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 �(n�D=2)�(n) 1(a2)n�D=2 (4.318)ergibt si
h s
hlie�li
hg20CAa Z ��� d4q(2�)4 ~�1
�=q=p64 ~�21�21 a!0�! 1(4�)2g20CA
�
5: (4.319)
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hiralen Ward-Identit�at 127Das zweite UV-endli
he Integral kann genauso bere
hnet werden:�g20CAa Z ��� d4q(2�)4 ~=q=p
�=q~=q256 ~�21�22 a!0�! �g20CA Z d4q(2�)4 (q � p)�p�q�(q � p)�((q � p)2)2(q2)2 
�
�
�
�
�(4.320)Mit der Feynman Parametrisierung1a2b2 = 6 Z 10 dx x(1� x)[(a� b)x + b℄4 (4.321)bekommt man�g20CA Z d4q(2�)46 Z 10 dxx(1� x) (q � p)�p�q�(q � p)�[((q � p)2 � q2)x + q2℄4
�
�
�
�
�= �g20CA Z d4q(2�)46 Z 10 dxx(1� x) (q � p)�p�q�(q � p)�[(q � px)2 + p2x(1� x)℄4
�
�
�
�
�;(4.322)so da� wieder die Vers
hiebung q ! q + px dur
hgef�uhrt werden kann:�g20CA Z d4q(2�)46Z 10dx(1� x)x(q + p(x� 1))�p� (q + px)�(q + p(x� 1))�[q2 + p2x(1� x)℄4 
�
�
�
�
�(4.323)Nur die Terme gerade in q m�ussen ber�u
ksi
htigt werden, und man verbleibt mit�g20CAa Z ��� d4q(2�)4 ~=q=p
�=q~=q256 ~�21�22a!0�! �g20CA Z d4q(2�)46 Z 10 d x(1� x)x�n(x� 1)p�p� Z d4q(2�)4 q�q�[q2 + p2x(1� x)℄4+(x� 1)p�p� Z d4q(2�)4 q�q�[q2 + p2x(1� x)℄4+xp�p� Z d4q(2�)4 q�q�[q2 + p2x(1� x)℄4+(x� 1)2xp�p�p�p� Z d4q(2�)4 1[q2 + p2x(1� x)℄4o�
�
�
�
�
�: (4.324)Dur
hf�uhren der q-Integration mitZ d4k(2�)4 k�k�(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 Æ��2(a2)n�1�D=2 �(n� 1�D=2)�(n)Z d4k(2�)4 1(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 �(n�D=2)�(n) 1(a2)n�D=2 (4.325)



128 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitterf�uhrt auf:�g20CA 1(4�)2 Z 10 dxn12Æ�� p�p�p2 (x� 1) + 12Æ�� p�p�p2 (x� 1)+12Æ�� p�p�p2 x+ p�p�p�p�p4 (1� x)o
�
�
�
�
� (4.326)Mit 
�=p
�
� = 4p�
�
�
�
� = 4Æ��
�
�
�
�
� = �2
�
�
� (4.327)und na
h der x-Integration kann man daf�ur�g20CA 1(4�)2n� 14 p�p�p2 4Æ��
� � 14 p�p�p2 
�
� � 4
� + 14 p�p�p2 (�2
�
�
� ) + 12
�o
5= �g20CA 1(4�)2n� p�=pp2 � 
� � 12 =p
�=pp2 + 12
�o
5= �g20CA 1(4�)2n� p�=pp2 � 
� + 12
� � =pp�p2 + 12
�o
5: (4.328)s
hreiben. Dieses Integral liefert also den Beitrag�g20CAa Z ��� d4q(2�)4 ~=q=p
�=q~=q256 ~�21�22 a!0�! g20CA 1(4�)22p�=pp2 : (4.329)Alle Terme zusammen ergeben damit:~�(1��)
�
5 (p) = g20CAn 116�2
�
5 + 116�22p�=pp2 
5o� g20CA Z ��� d4q(2�)4 116 ~�1�1
�
5 +O(a)(4.330)Das verbleibende divergente Integral kann in [EM℄ na
hgesehen werden, und manerh�alt:�g20CA Z ��� d4q(2�)4 116 ~�1�1
�
5 = g20CAn 116�2 �ln(a2p2) + 
E � F0000 � 2�o
�
5(4.331)Damit lautet der Term, der f�ur die Landau-Ei
hung zu dem Term aus der Feynman-Ei
hung zu addieren ist wie folgt~�(1��)
�
5 (p) = �S4�CAh(ln(a2p2) + 
E � F0000 � 1)
�
5 + 2p�=pp2 
5i+O(a): (4.332)Daraus ergibt si
h~�LAN
�
5 (p) = ~�FEY
�
5 (p) + ~�(1��)
�
5 (p) (4.333)= �S4�CAhF0001 � F0000 + 2 + 4�2IAi
�
5 +O(a) (4.334)und ~�LAN
�
5 (p) = �S4�CAhF0001 � F0000 + 2 + 4�2IAi +O(a): (4.335)



4.4 Renormierungskonstanten aus der 
hiralen Ward-Identit�at 1294.4.7.2 Bestimmung von ZMS=LATAMit (4.89) ergibt si
h die Renormierungskonstante zuZLAT;MS;FEYA = 1 + �S4�CA ��1� 4�2 �IFEY�1 + IA��= 1� �S4�CA (15:796) (4.336)in der Feynman-Ei
hung, und zuZLAT;MS;LANA = 1� �S4�CA (15:796) (4.337)in der Landau-Ei
hung.4.4.7.3 Bestimmung von ZRIADiese Renormierungskonstante ergibt si
h aus (4.98) zuZRI;FEYA = 1� �S4�CA(15:796); (4.338)bzw. zu ZRI;LANA = 1� �S4�CA(15:796): (4.339)4.4.8 Zusammenstellung der RenormierungskonstantenBisher wurden die Renormierungskonstanten in Feynman-Ei
hung (� = 1) undLandau-Ei
hung (� = 0) bere
hnet. Daraus lassen si
h die Ergebnisse f�ur beliebigeEi
hparameter � angeben, s. Abb. 4.7.Die Ergebnisse des MS-S
hemas wurden bereits in Kapitel 2.5.6 diskutiert.Die Ergebnisse f�ur die Masse, die skalare und die pseudoskalare Di
hte und den axia-len Vektorstrom im MS=LAT-S
hema sind unabh�angig von der Ei
hung. Damit wirddiese in Kapitel 4.4.1 aufgestellte starke Forderung an die Renormierungskonstantenerf�ullt. Au�erdem gilt ZMS=LATA = ZRIA (4.340)und ZMS=LATP ZMS=LATm = ZRIP ZRIm (4.341)= 1� �S4�CA(9:643): (4.342)Dies entspri
ht den Aussagen aus Kapitel 4.4.3, die mittels der 
hiralen Ward-Identit�at auf dem Gitter gewonnen wurden.Die Renormierungskonstante des axialen Vektorstroms wurde au
h in [Ta℄ bere
hnet,allerdings f�ur einen ni
ht-lokalen Strom. Da hier der lokale Strom benutzt wurde,sind die Ergebnisse ni
ht verglei
hbar. Au�erdem wird in [Ta℄ keines der hier benutz-ten Renormierungss
hemata verwandt, vielmehr wird das Renormierungss
hema sogew�ahlt, da� ZA = 1 gilt.



130 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterZMS� 1� ��S4�CA �2" � 
E + ln 4��ZMS=LAT� 1 + �S4�CA (� ln(a�)2 + 16:644� 3:792�)ZRI� 1 + �S4�CA (� ln(a�)2 + 16:644� 4:292�)ZMSm 1 + 3�S4�CA �2" � 
E + ln 4��ZMS=LATm 1 + �S4�CA (�3 ln(a�)2 + 12:952)ZRIm 1 + �S4�CA (�3 ln(a�)2 + 16:952 + 1:5�)ZMSS 1� 3�S4�CA �2" � 
E + ln 4��ZMS=LATS 1 + �S4�CA (3 ln(a�)2 � 12:952)ZRIS 1 + �S4�CA (3 ln(a�)2 � 16:952� 1:5�)ZMSP 1� 3�S4�CA �2" � 
E + ln 4��ZMS=LATP 1 + �S4�CA (3 ln(a�)2 � 22:595)ZRIP 1 + �S4�CA (3 ln(a�)2 � 26:595� 1:5�)ZMSA 1ZMS=LATA 1� �S4�CA(15:796)ZRIA 1� �S4�CA(15:796)Abbildung 4.7: Zusammenstellung der Renormierungskonstanten4.5 Verti
es des SuperstromsDas st�orungstheoretis
hen Verhalten des Superstroms auf dem Gitter mu� weiteruntersu
ht werden. Dabei gibt es vers
hiedene M�ogli
hkeiten, den Superstrom zude�nieren ([CV℄, [Ga℄, [Ta℄). Die hier gew�ahlte FormS�(x) = �2 igTr (F�� (x)���
��(x)) (4.343)mit der Clover-PlaquetteF�� (x) = 12 �F (4)�� (x) + F (4)�;��(x)� (4.344)und F (4)�� (x) = � 14a2 (U�;� (x)� U�;�(x) + U��;�� (x)� U��;��(x)) (4.345)wurde in [Ga℄ vorges
hlagen. Sie wird verwandt, da sie den Superstrom im Kontinu-um besonders gut approximiert und trotzdem lokal de�niert ist, was die folgendenBere
hnungen vereinfa
ht.
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es des Superstroms 1314.5.1 Herleitung der Verti
es f�ur den SuperstromEs sind nun die Feynman-Regeln zu dem Superstrom (4.343) zu bere
hnen. Da inder De�nition des Superstroms Plaquetten auftreten, gibt es Verti
es zum Super-strom mit beliebig vielen Gluonen. Die Verti
es, die f�ur die 1-Loop-Korrektur desSuperstroms von Interesse sind, sind in Abb. 4.8 wiedergegeben. Es sind die Verti
esmit bis zu drei Gluonen, die aus der folgenden Entwi
klung der Plaquette kommen:U�� (x) = �1 + aA� (x) + a22 A� (x)2 + a36 A� (x)3���1 + aA�(x+ a�̂ ) + a22 A�(x + a�̂)2 + a36 A�(x + a�̂)3���1� aA� (x + a�̂) + a22 A� (x + a�̂)2 � a36 A� (x + a�̂)3���1� aA�(x) + a22 A�(x)2 � a36 A�(x)3� +O(g4) (4.346)Diese sollen in den folgenden Unterkapiteln bere
hnet werden. F�ur eine 1-Loop-Bere
hnung des Superstroms auf dem Gitter sind dann neben den Graphen ausAbb. 2.8 no
h die aus Abb. 4.9 zu bea
hten.4.5.1.1 Der Gluon-Superstrom-VertexDer zu g proportionale Term aus U�� (x) lautet wie folgt:a (A� (x) + A�(x+ a�̂ )� A� (x+ a�̂)� A�(x)) (4.347)Damit lautet F (4)�� in erster Ordnung in g:� 12a (A� (x) + A�(x + a�̂)� A� (x + a�̂)� A�(x)+A�� (x) + A��(x� a�̂ )� A�� (x� a�̂)� A��(x)) (4.348)Damit folgt:�2 ig Z d4xTr �F (4)�� (x)���
��(x)�= iag Z d4xTr ((A� (x) + A�(x + a�̂)� A� (x + a�̂)� A�(x)+A�� (x) + A��(x� a�̂ )� A�� (x� a�̂)� A��(x))� ���
��(x)) (4.349)= 1a Z d4xTr ��Ab� (x) + Ab�(x+ a�̂ )� Ab� (x+ a�̂)� Ab�(x)+Ab�� (x) + Ab��(x� a�̂ )� Ab�� (x� a�̂)� Ab��(x)�T b
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�p a
k b; �

a) mit einem GluonAp ak1 b; � k2 
; �
b) mit zwei GluonenBp ak1b; � k2 
; � k3d; �


) mit drei GluonenAbbildung 4.8: Verti
es des Superstroms����
��a(x)T ag (4.350)= 12aÆab���
� Z d4x �Ab� (x) + Ab�(x+ a�̂ )� Ab� (x + a�̂)� Ab�(x)+Ab�� (x) + Ab��(x� a�̂)� Ab�� (x� a�̂)� Ab��(x)��a(x) (4.351)= 12aÆab���
� Z d4x Z d4k(2�)4 d4p(2�)4 exp (ipx) ~�a(p)�nhexp �ik �x + a2 �̂��� exp �ik �x+ a�̂ + a2 �̂��� exp �ik �x� a2 �̂��+ exp �ik �x� a�̂� a2 �̂��i ~Ab� (k)+ hexp �ik �x + a�̂ + a2 �̂��� exp�ik �x + a2 �̂��� exp�ik �x� a�̂ � a2 �̂�� + exp�ik �x� a2 �̂��i ~Ab�(k)o (4.352)= 1aÆab���
� Z d4k(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k + p)� hexp �ia2 (k� + k�)� + exp��ia2 (k� + k�)�i� hexp ��ia2k��� exp �ia2k��i ~Ab� (k)~�a(p) (4.353)= �4ia Æab���
� Z d4k(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k + p)� 
os�a2 (k� + k�)� sin�a2k�� ~Ab� (k)~�a(p) (4.354)Dabei wurde ~A�� = � ~A� , sowie in (4.353)��� = ���� (4.355)ausgenutzt. F�ur den gesu
hten Vertex des Superstroms mu� der soeben betra
hteteTerm mit der vollst�andigen Clover-Plaquette bere
hnet werden. Anhand der De�ni-tion (4.344) sieht man, da� man dazu no
h die Terme hinzunehmen mu�, bei denen
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Cp; ak; 
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k; 

Abbildung 4.9: Die zus�atzli
hen 1-Loop-Graphen des Superstroms auf dem Gitterin den Termen der Plaquetten die Ersetzungen � ! �� und � ! � dur
hgef�uhrtwurden. Damit ergibt si
hS(1)� (q) = Z d4xeiqxS(1)� (x) (4.356)= �2ia Æab���
� Z d4k(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k + p+ q)�n
os�a2 (k� + k�)� sin�a2k�� ~Ab� (k)~�a(p)+ 
os�a2 (k�� + k� )� sin�a2k�� ~Ab��(k)~�a(p)o (4.357)= �4ia Æab���
� Z d4k(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k + p+ q)� 
os�a2k�� 
os�a2k�� sin�a2k�� ~Ab� (k)~�a(p) (4.358)= �2ia Æab���
� Z d4k(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k + p+ q) 
os�a2k�� sin (ak�) ~Ab� (k)~�a(p);(4.359)wobei die Additionstheoreme
os(x + y) + 
os(x� y) = 2 
os x 
os y (4.360)und 
os x sin x = 12 sin 2x (4.361)ausgenutzt wurden. Der zugeh�orige Vertex Sab�;� (p; k) wird �uber folgende Relationde�niert S(1)� (q) = Z d4k(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k + p+ q)Sab�;�(p; k) ~Ab� (k)~�a(p); (4.362)und man liest als Ergebnis ab:Sab�;� (p; k) = �2ia Æab���
� 
os�a2k�� sin (ak�) (4.363)



134 St�orungstheorie der N=1 Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter4.5.1.2 Der 2-Gluonen-Superstrom-VertexEs ist nun der in g lineare Term des Superstroms zu betra
hten. Daf�ur ist der in gquadratis
he Term der Clover-Plaquette F�� (x) zu bere
hnen. Zun�a
hst wird dazuder entspre
hende quadratis
he Term von 1a2 (U�� (x)�U��(x)) behandelt, der dur
h[�A� (x+ a�̂) ;�A� (x)℄ + [A� (x + a�̂ ) ;�A� (x)℄ + [A� (x) ;�A� (x)℄+ [A� (x + a�̂ ) ;�A� (x + a�̂)℄ + [A� (x) ;�A� (x + a�̂)℄ + [A� (x) ; A� (x + a�̂)℄(4.364)gegeben ist. Mit der Abk�urzungF0�� (x) = � 12a2 (U�� (x)� U��(x)) (4.365)ergibt si
h dur
h Einsetzen der Fourier-TransformiertenTr �F0�� (x)�(x)�(2) = 14g2ifab
�Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 eipx ~A
�(k1) ~Ab� (k2)~�a(p)�� exp �ik1 �x + a2 �̂� + ik2 �x + a�̂ + a2 �̂��� exp �ik1 �x+ a2 �̂� + ik2 �x + a2 �̂��+exp�ik1 �x + a2 �̂+ a�̂� + ik2 �x + a�̂ + a2 �̂��+exp�ik1 �x + a2 �̂+ a�̂� + ik2 �x + a2 �̂���� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 eipx ~A
� (k1) ~Ab� (k2)~�a(p)� exp �ik1 �x+ a2 �̂ + a�̂�+ ik2 �x + a2 �̂��� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 eipx ~A
�(k1) ~Ab�(k2)~�a(p)� exp �ik1 �x+ a2 �̂� + ik2 �x + a2 �̂+ a�̂���:(4.366)Den entspre
henden Ausdru
k f�ur F��;�� (x) erh�alt man dur
h die Substitution� ! ��; � ! ��, wobei wieder ~A�� = � ~A� zu bea
hten ist. Ausgedr�u
kt dur
htrigonometris
he Funktionen erh�alt man:Tr �F (4)�� (x)�(x)�(2)= 14g2ifab
�Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
�(k1) ~Ab� (k2)~�a(p)
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os�a2 (k1� + 2k2� + k2� )�� 
os �a2 (k1� + k2� )�+
os�a2 (k1� + 2k1� + 2k2� + k2� )� + 
os�a2 (k1� + 2k1� + k2� )��� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
� (k1) ~Ab� (k2)~�a(p)� 
os�a2 (k1� + 2k1� + k2� )�� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
�(k1) ~Ab�(k2)~�a(p)� 
os�a2 (k1� + k2� + 2k2� )��: (4.367)Mit den Additionstheoremen
os x + 
os y = 2 
os x + y2 
os x� y2 (4.368)und 
os x� 
os y = �2 sin x+ y2 sin x� y2 (4.369)ergibt si
h hieraus na
h Multiplikation mit ��� und Summation �uber � und �Tr ����F (4)�� (x)�(x)�(2)= 14g2ifab
��� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
�(k1) ~Ab� (k2)~�a(p)��2 
os�a2(k1� + k2� + k1� + k2� )� 
os�a2(k1� � k2���2 sin�a2(k1� + k1� + k2� + k2� )� sin�a2(k1� + k2�)���14g2ifab
��� Z ��� d4k1(2�)4 Z ��� d4k2(2�)4 Z ��� d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
� (k1) ~Ab� (k2)~�a(p)�� 
os�a�12(k1 + k2)� + k1�����14g2ifab
��� Z ��� d4k1(2�)4 Z ��� d4k2(2�)4 Z ��� d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
�(k1) ~Ab�(k2)~�a(p)�� 
os�a�12(k1 + k2)� + k2����: (4.370)F�ur die vollst�andige Plaquette ist no
h der Anteil aus F (4)�;��(x) zu ber�u
ksi
htigen.Damit erh�alt man:Tr (���F�� (x)�(x))(2)
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 Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
�(k1) ~Ab� (k2)~�a(p)�� 
os�a2 (k2� + 2k1� � k1�)�� 
os�a2 (k2� � k1�)�+
os�a2 (k2� � 2k2� + 2k1� � k1�)�+ 
os �a2 (k2� � 2k2� � k1�)�+
os�a2 (2k2� + k2� + k1�)�� 
os�a2 (k2� + k1�)�+
os�a2 (2k2� + k2� + k1� + 2k1� )� + 
os�a2 (k2� + k1� + 2k1� )���18g2ifab
��� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
� (k1) ~Ab� (k2)~�a(p)�� 
os�a2(k1� + k2� + 2k1�)� + 
os�a2(k1� + k2� � 2k2�)�� 
os�a2(k1� + k2� + 2k2�)�� 
os�a2(k1� + k2� � 2k1�)��: (4.371)Mit den bereits benutzten trigonometris
hen Umformungen ergibt si
h daherS(2)� (q) = Z d4xeiqxS(2)� (x) (4.372)= gfab
��� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k1 + k2 + p+ q)~�a(p)�� ~A
�(k1) ~Ab� (k2)�
os�a2(k1 + 2k2)�� 
os (a(k1 + k2)� ) 
os (ak1� )� 
os�a2k1�� sin (a(k1 + k2)� ) sin (ak1� )�+ ~A
� (k1) ~Ab� (k2)12 sin�a2(k1 + k2)�� (sin (ak1�)� sin (ak2�))�: (4.373)Der Vertex Sab
�;��(p; k1; k2) wird �uberS(2)� (q) = Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k1 + k2 + p+ q)Sab
�;��(p; k1; k2) ~A
�(k2) ~Ab� (k1)~�a(p)(4.374)de�niert, so da� man das ErgebnisSab
�;��(p; k1; k2) = gfab
�X� Æ����� �
os�a2(2k1 + k2)�� 
os (a(k1 + k2)� ) 
os (ak2� )� 
os�a2k2�� sin (a(k1 + k2)� ) sin (ak2� )��12X� Æ����� sin�a2(k1 + k2)�� (sin (ak1�)� sin (ak2�))�(4.375)
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�����
os�a2(2k1 + k2)�� 
os (a(k1 + k2)� ) 
os (ak2� )� 
os�a2k2�� sin (a(k1 + k2)� ) sin (ak2� )�+g2fab
Æ��X� ��� sin�a2(k1 + k2)�� (sin (ak1�)� sin (ak2�))�(4.376)ablesen kann. Es ist no
h die Symmetrisierung bez�ugli
h der Gluonen vorzunehmen,d.h. bez�ugli
h der simultanen Ersetzungen a $ b, � $ � und k1 $ k2. Dies f�uhrtauf das EndergebnisSab
�;��(p; k1; k2) = gfab
��� 12��
os�a2(k1 + 2k2)�� 
os (a(k1 + k2)� ) 
os (ak1� )� 
os �a2k1�� sin (a(k1 + k2)� ) sin (ak1� )+ 
os�a2(2k1 + k2)�� 
os (a(k1 + k2)�) 
os (k2�)� 
os �a2k2�� sin (a(k1 + k2)�) sin (ak2�)��+g2fab
Æ��X� sin�a2(k1 + k2)�� (sin (ak1�)� sin (ak2�)) (4.377)4.5.1.3 Der 3-Gluonen-Superstrom-VertexDer Kontinuumsfeldst�arketensor F�� (x) h�angt maximal quadratis
h vom Ei
hfeld Aab, daher tritt im Kontinuum kein 3-Gluonen-Vertex auf. Auf dem Gitter stellt diePlaquettenvariable U�� (x) jedo
h eine unendli
he Potenzreihe in g dar, so da� der n-Gluonen-Vertex hier f�ur alle n auftritt. Die Entwi
klung von F0�� (x) = � 12a2 (U�� (x)�U��(x)) liefert in dritter Ordnung von A folgende TermeF0��(x)(3) = �16a�A� (x)3 � A� (x)3 � A� (x + a�̂)3 + A� (x+ a�̂ )3��14a�� �A� (x)2 ; A� (x + a�̂)	+ �A� (x + a�̂ ) ; A� (x)2	��A� (x + a�̂ )2 ; A� (x)	+ �A� (x) ; A� (x + a�̂)2	��14a��A� (x)2 ; A� (x+ a�̂)	� �A� (x + a�̂) ; A� (x)2	��A� (x)2 ; A� (x)	+ �A� (x) ; A� (x)2	+�A� (x) ; A� (x + a�̂ )2	� �A� (x+ a�̂)2 ; A� (x)	��A� (x + a�̂ )2 ; A� (x + a�̂)	+ �A� (x+ a�̂ ) ; A� (x+ a�̂)2	�
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�12a�A� (x + a�̂)A� (x+ a�̂)A� (x) + A� (x)A� (x+ a�̂)A� (x)�A� (x)A� (x + a�̂ )A� (x)� A� (x)A� (x + a�̂)A� (x+ a�̂)�A� (x + a�̂)A� (x + a�̂)A� (x)� A� (x)A� (x+ a�̂ )A� (x)+A� (x)A� (x+ a�̂)A� (x)A� (x)A� (x+ a�̂)A� (x+ a�̂ )�:(4.378)Dieser Term wird, wie s
hon in der obigen Formel, dur
h Leerzeilen in drei Teilegetrennt, die mit I, II und III bezei
hnet werden. Mit der f�ur beliebige f�� g�ultigenBeziehung ��� (f�� � f��) = 2���f�� (4.379)ergibt si
h dannTr ����F0�� (x)
��(x)�(3);I= �13a���
�Tr��A� (x)3 � A� (x+ a�̂)3��(x)��12a���
�Tr����A� (x)2 ; A� (x + a�̂)	 + �A� (x) ; A� (x + a�̂)2	��(x)�(4.380)= �aig3���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
� (k3)~�d(p)��13Tr �T aT bT 
T d� �exp �ia2(k1 + k2 + k3)��� exp �ia(k1 + k2 + k3)� + ia2(k1 + k2 + k3)����12Tr(fT aT b; T 
gT d) exp�ia2(k1 + k2 + k3)� + iak3��+12Tr(fT a; T bT 
gT d) exp�ia2(k1 + k2 + k3)� + ia(k2 + k3)��� (4.381)Mit der f�ur die SU(2) g�ultigen BeziehungTr �T aT bT 
T d� = 18(�fabefe
d + ÆabÆ
d) (4.382)und der unmittelbaren FolgerungTr �fT aT b; T 
gT d� = Tr �T aT bT 
T d + T 
T aT bT d�= 18(�fabefe
d � fabefed
 + 2ÆabÆ
d)= 14ÆabÆ
d (4.383)
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es des Superstroms 139erh�alt manTr ����F0��(x)
��(x)�(3);I= �aig3���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
� (k3)~�d(p)�� 124(�fabefe
d + ÆabÆ
d)�exp �ia2(k1 + k2 + k3)��� exp �ia(k1 + k2 + k3)�+ ia2(k1 + k2 + k3)����18ÆabÆ
d exp �ia2(k1 + k2 + k3)� + iak3��+18ÆadÆb
 exp �ia2(k1 + k2 + k3)� + ia(k2 + k3)��� (4.384)= �aig3���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
� (k3)~�d(p)�� 124(�fabefe
d + ÆabÆ
d)�exp �ia2(k1 + k2 + k3)��� exp �ia(k1 + k2 + k3)� + ia2(k1 + k2 + k3)����18ÆabÆ
d �exp �ia2(k1 + k2 + k3)� + iak3��� exp �ia2(k1 + k2 + k3)� + ia(k1 + k2)���� (4.385)Na
h Hinzunahme des F��;�� (x)-Terms erh�alt man dann:Tr ����F (4)�� (x)
��(x)�(3);I= �aig3���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
� (k3)~�d(p)�� 124(�fabefe
d + ÆabÆ
d)�
os �a2(k1 + k2 + k3)��� 
os �a(k1 + k2 + k3)� + a2(k1 + k2 + k3)� )���18ÆabÆ
d �
os �a2(k1 + k2 + k3)� + ak3��� 
os�a2(k1 + k2 + k3)� + a(k1 + k2)���� (4.386)F�ur die vollst�andige Clover-Plaquette sind no
h die beiden verbleibenden Plaquettenhinzuzunehmen, die wieder na
h dem Prinzip � ! �� und � ! � aus dem bisherbere
hneten Ergebnis abgelesen werden k�onnen. Damit ergibt si
h:Tr (���F�� (x)
��(x))(3);I= �12aig3���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
� (k3)~�d(p)
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d + ÆabÆ
d)��
os�a2(k1 + k2 + k3)�� + 
os��a2(k1 + k2 + k3)��� 
os�a(k1 + k2 + k3)� + a2(k1 + k2 + k3)� )�� 
os�a(k1 + k2 + k3)� � a2(k1 + k2 + k3)� )���18ÆabÆ
d �
os�a2(k1 + k2 + k3)� + ak3��� 
os�a2(k1 + k2 + k3)� + a(k1 + k2)��+
os��a2(k1 + k2 + k3)� + ak3��� 
os��a2(k1 + k2 + k3)� + a(k1 + k2)���� (4.387)= �ig3a���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
� (k3)~�d(p)��
os�a2(k1 + k2 + k3)��� 112(�fabefe
d + ÆabÆ
d) sin2 �a2(k1 + k2 + k3)��� 14ÆabÆ
d(� sin (a(k1 + k2 + k3)�) sin (a(k1 + k2 � k3)�))�� (4.388)Dies ist das Endergebnis f�ur den ersten Term.F�ur den Teil II erh�alt man:Tr ����F0�� (x)
��(x)�(3);II= �12 ig3a���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)�Tr �fT aT b; T 
gT d���exp�ia2(k1 + k2)� + iak3� + ia2k3�)�� exp �ia(k1 + k2)� + ia2(k1 + k2)� ) + ia2k3��� exp �ia2(k1 + k2)� + ia2k3��+exp�ia(k1 + k2)� + ia2(k1 + k2)� ) + iak3� + ia2k3��� (4.389)F�ur den Ausdru
k mit der vollst�andigen Clover-Plaquette ergibt si
h damit:Tr (���F�� (x)
��(x))(3);II= � 116 ig3aÆabÆ
d���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p)� ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)



4.5 Verti
es des Superstroms 141��
os�a2(k1 + k2)� + ak3� + a2k3��� 
os�a2(k1 + k2)� + a2k3��� 
os��a2(k1 + k2)� � ak3� + a2k3��+ 
os ��a2(k1 + k2)� + a2k3��� 
os�a(k1 + k2)� + a2(k1 + k2)� + a2k3��+
os�a(k1 + k2)� + a2 (k1 + k2)� + ak3� + a2k3��+
os�a(k1 + k2)� � a2(k1 + k2)� + a2k3��� 
os�a(k1 + k2)� � a2(k1 + k2)� � ak3� + a2k3��� (4.390)= �12 ig3aÆabÆ
d���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p)� sin (a(k1� + k2� + k3�)) 
os (a(k1� + k2�)) 
os (a(k1� + k2� + k3� )) sin (�ak3� )� ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p) (4.391)F�ur den Teil III ergibt si
hTr ����F0�� (x)
��(x)�(3);III= �ig3a���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)� �Tr �T aT bT 
T d�+ Tr �T 
T bT aT d�� �exp �ia2(k1 + k2)� + iak2� + ia2k3��� �Tr �T aT 
T bT d�+ Tr �T bT 
T aT d��� exp �ia2(k1 + k2)� + iak2� + ia2k3� + iak3��� ; (4.392)und somitTr ����F (4)�� (x)
��(x)�(3);III= �ig3a���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)��14 (�fabefe
d + ÆabÆ
d) 
os�a2(k1 + k2)� + ak2� + ak3���14 (�fa
efebd + Æa
Æbd) 
os �a2(k1 + k2)� + ak2� + a2k3� + ak3��� : (4.393)Hinzuf�ugen der beiden anderen Plaquetten ergibtTr (���F�� (x)
��(x))(3);III= �ig3a���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)��18 (�fabefe
d + ÆabÆ
d)�
os�a2(k1 + k2)� + ak2� + ak3��
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os��a2(k1 + k2)� + ak2� + ak3����18 (�fa
efebd + Æa
Æbd)�
os�a2(k1 + k2)� + ak2� + a2k3� + ak3��� 
os��a2(k1 + k2)� + ak2� + a2k3� � ak3���o= �ig3a���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)��18 (�fabefe
d + ÆabÆ
d)��2 sin (a(k2� + k3�)) sin�a2(k1� + k2� )���18 (�fa
efebd + Æa
Æbd)���2 sin�a2(2k2� + k3�)� � sin�a2(k1� + k2� + 2k3� )���: (4.394)Insgesamt gibt es also die folgenden Beitr�age zum Drei-Gluonen-Vertex des Super-stroms:S(3)� (q) = Z d4xS(3)� (x) (4.395)= �g2a���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k1 + k2 + k3 + p+ q)��
os�a2(k1 + k2 + k3)���16(�fabefe
d + ÆabÆ
d) sin2 �a2(k1 + k2 + k3)��� 12ÆabÆ
d(� sin (a(k1 + k2 + k3)�) sin (a(k1 + k2 � k3)�))��� ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
� (k3)~�d(p)�g2aÆabÆ
d���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k1 + k2 + k3 + p + q)� sin (a(k1� + k2� + k3�)) 
os (a(k1� + k2�)) 
os (a(k1� + k2� + k3� )) sin (�ak3� )� ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)�g2a���
� Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k1 + k2 + k3 + p+ q)��12 (�fabefe
d + ÆabÆ
d)�� sin (a(k2� + k3�)) sin�a2(k1� + k2� )��+12 (�fa
efebd + Æa
Æbd)� sin�a2(2k2� + k3�) sin�a2(k1� + k2� + 2k3� )���� ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p) (4.396)
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d�;���(p; k1; k2; k3) wird �uberS(3)� (q) = Z ��� d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 Æ(k1 + k2 + k3 + p+ q)Sab
d�;���(p; k1; k2; k3)� ~Ab� (k1) ~A
�(k2) ~Ad�(k3)~�a(p) (4.397)de�niert, so da� man das ErgebnisSab
d�;���(p; k1; k2; k3)= �ag22 Æ��n13Æ��X� ���
� (fadefb
e + ÆadÆb
)� 
os�a2 (k1 + k2 + k3)�� sin2 �a2 (k1 + k2 + k3)��+Æ��X� ���
�ÆadÆb
 sin (a (k1 + k2 + k3)�) sin (a (k1 + k2 � k3)�)�2���
�ÆadÆb
 sin (a (k1 + k2 + k3)�) 
os (a (k1 + k2)�)� sin (a (k1 + k2 + k3)� ) sin (ak3� )����
� (fadefb
e + ÆadÆb
) sin (a (k2 + k3)�) sin�a2 (k1 + k2)��+���
� (fadefb
e + ÆadÆb
) sin (a (2k2 + k3)�) sin�a2 (k1 + k2 + 2k3)��o(4.398)ablesen kann. F�ur eine konkrete Bere
hnung ist dieser Ausdru
k no
h zu symmetri-sieren, d.h. es sind alle se
hs Kombinationen der Gluonen zu bea
hten. Da si
h dieso entstehenden Terme in diesem Fall ni
ht weiter zusammenfassen lassen, wird andieser Stelle darauf verzi
htet, die symmetrisierte Form anzugeben.4.6 Verbesserung der Konvergenz der St�orungs-theorieSt�orungstheoretis
he Bere
hnungen im Kontinuum liefern in ihrem G�ultigkeitsbe-rei
h s
hon in 1-Loop-Ordnung eine gute Abs
h�atzung des Ergebnisses. Es hat si
hgezeigt, da� dies auf dem Gitter ni
ht gilt, st�orungstheoretis
h bere
hnete Gr�o�enwei
hen deutli
h von den aus den Monte-Carlo-Simulationen erwarteten Werten ab[LM℄. Dies wurde au
h bei der Bere
hnung der kritis
hen Linie deutli
h. Es ist al-so naheliegend, da� man die St�orungsreihe zu fr�uh abgebro
hen hat, und deshalbdie bisher in 1-Loop-Ordnung bere
hneten Gr�o�en in 2-Loop-Ordnung auszure
hnensind. Allerdings sind 2-Loop-Re
hnungen auf dem Gitter relativ aufwendig, so da�zun�a
hst �uber M�ogli
hkeiten na
hgeda
ht werden soll, wie man die St�orungsreihebesser konvergieren lassen kann, um diese dann bereits na
h niedrigerer Ordnung
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hen zu lassen. Ideen f�ur eine sol
he Verbesserung gab es s
hon lange, brau
h-bare Vors
hl�age wurden erstmals in [LM℄ gema
ht und z.B. in [CLV℄ kommentiertund angewandt.4.6.1 Verbesserte St�orungstheorieDer Vors
hlag von [LM℄ geht davon aus, da� der gew�ahlte Entwi
klungsparameterg0 weniger geeignet ist, und da� eine renormierte Kopplungskonstante gV (q�) beigeeigneter Wahl bessere Ergebnisse liefern kann. In der �ubli
hen St�orungstheorielautet eine Gr�o�e I entwi
kelt in der na
kten Kopplungskonstanten g0 wie folgt:I(g20) = I0 + I1g20 + I2g40 + : : : : (4.399)Ausgedr�u
kt dur
h eine renormierte Kopplungskonstante gV (q�) lautet sie:I(g2V (q�)) = I0 + I1g2V (q�) + ~I2g4V (q�) + : : : : (4.400)Dabei ist q� eine no
h zu bestimmende Skala. In [LM℄ wird vorges
hlagen, die renor-mierte Kopplungskonstante aus dem Quark-Potential V (q) bei Impuls�ubertragungq zu de�nieren: V (q) = �N2
 � 12N
 g2V (q)q2 (4.401)Des weiteren wird vorges
hlagen, die Skala q� so zu w�ahlen, da� mit I1 = R d4qf(q)gilt: ln(q�2) = R d4qf(q) ln(q2)R d4qf(q) (4.402)Man kann das Quark-Potential in der Gitterst�orungstheorie mit g0 als Entwi
klungs-parameter ausre
hnen, siehe [CLV℄. Im Ortsraum lautet dieses Ergebnis (siehe [Kl℄,[Ko℄ oder [MM℄):V (r) = �N2
 � 12N
 g2V (r)4�r (4.403)= �N2
 � 12N
 g204�r �1 + 2g20�0 �ln�ra� + A1�+O(g40)� (4.404)Dabei ist �0 der eindeutig bestimmte erste Entwi
klungskoeÆzient der Callan-Sy-manzik �-Funktion �V . Die ersten beiden KoeÆzienten in der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie sind in [SV℄ und [NSVZ℄ wie folgt angegeben:�0 = 3N
16�2 (4.405)�1 = 6N2
(16�2)2 (4.406)



4.6 Verbesserung der Konvergenz der St�orungstheorie 145Au�erdem tritt in der Entwi
klung des Potentials die Konstante A1 auf. Diese istwie folgt de�niert: A1 = ln� �V�LAT � (4.407)Es ist also das Verh�altnis �V�LAT f�ur die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie zu bestim-men. Das Verh�altnis der beiden �-Parameter zu �MS ist bekannt, so da� daraus dasgesu
hte Verh�altnis bere
hnet wird. Aus [Bi℄ erkennt man:�V�MS = exp�
E + 31N
 � 20TRNf66N
 � 24TRNf� (4.408)Dabei ist 
E = 0:577215665 : : : die Eulers
he Gamma Konstante. Au�erdem gilt inder adjungierten Darstellung TR = TA = N
, und f�ur ein Majorana-Fermion giltNf = 12 . F�ur die N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie ergibt si
h damit:�V�MS = exp�
E + 2154� (4.409)Aus [We℄ erkennt man:�LAT�MS = exp� 1�0 � 116N
 �N
 � 0:084978 : : :+ TRNf � 0:006887 : : :�� (4.410)F�ur ein Majorana Fermion in der adjungierten Darstellung ergibt si
h dann:�LAT�MS = exp� 1�0 � 116N
 �N
 � 0:08153 : : :�� (4.411)Insgesamt erh�alt man damit:A1(N
 = 2) = 4:435 : : : (4.412)A1(N
 = 3) = 4:892 : : : (4.413)Das Konzept zur Verbesserung der St�orungstheorie von Lepage und Ma
kenzie ba-siert allerdings auf einer Entwi
klung des Potentials im Impulsraum. Um dorthinzur�u
kzugelangen, ist auf (4.404) eine Fourier-Transformation anzuwenden. Dieseliefert: V (q) = N2
 � 12N
 g2V (q)q2 (4.414)= N2
 � 12N
 g20q2 �1 + 2g20�0�ln� 1aq�+ A1 � 
E�+O(g40)� (4.415)Die Kopplungskonstante g2V (q) bere
hnet si
h damit aus der na
kten Kopplungskon-stanten auf dem Gitter wie folgt:g2V (q) = g20 �1� 2g20�0 ln�aq
 � +O(g40)� (4.416)
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 wie folgt de�niert: 
 = exp (A1 � 
E) (4.417)Es gibt mehrere M�ogli
hkeiten, aus (4.416) die Gr�o�e gV (q�) zu ermitteln. Hier solleine Methode benutzt werden, die vollst�andig auf st�orungstheoretis
hen Methodenberuht. Nur so k�onnen die Ergebnisse aus den Simulationen einer unabh�angigenKontrolle unterzogen werden.4.6.2 Die rein st�orungstheoretis
he Verbesserung (PPB)Die erste in [CLV℄ bes
hriebene M�ogli
hkeit, die dort Purely Perturbative Boostinggenannt wird, bere
hnet aus (4.416) zun�a
hst die Kopplung bei der Skala q = 
a :g2V ( 
a) = g20 +O(g60) (4.418)Dur
h Ausf�uhren der 2-Loop-Renormierungsgruppe erh�alt man dann:1g2V (q�) = 1g2V ( 
a) + 2�0 ln�aq�
 �+ �1�0 ln g2V � 
a�g2V (q�)! (4.419)Damit ist dur
h das PPB eine M�ogli
hkeit gegeben, st�orungstheoretis
he Ergeb-nisse in verbesserter St�orungstheorie zu betra
hten, ohne auf Monte-Carlo-Datenangewiesen zu sein.4.6.3 Die kritis
he Linie in verbesserter St�orungstheorieDie in Kapitel 4.6.1 vorges
hlagenen Verbesserungen der St�orungstheorie sollen nunbei der Bere
hnung des kritis
hen Hoppingparameters angewandt werden.Zun�a
hst ist die optimale Skala f�ur die kritis
he Linie zu bestimmen. Dies ges
hiehtmittels (4.402), wobei f(q) aus (4.68) abgelesen wird. Ein entspre
hendes Computer-Programm ist im Anhang wiedergegeben. Wie au
h im Anhang von [CLV℄ diskutiertwurde, hat man bei der Bere
hnung von Gittersummen die Wahlfreiheit, den innerenImpuls eines Integrals um beliebige Werte zu vers
hieben. Dies sollte am Endergeb-nis normalerweise ni
hts �andern. Dies gilt allerdings ni
ht f�ur das Integral im Z�ahlervon (4.402), da der dort auftau
hende Logarithmus die Invarianz unter Vers
hiebun-gen zerst�ort. Damit erh�alt man dur
h blo�e Vers
hiebung des Impulses im Integralvers
hiedene Werte f�ur die optimale Skala2. In [CLV℄ wird weiter argumentiert, da�dies nur ein akademis
hes Problem sei, da q� nur als typis
he Skala f�ur den zu unter-su
henden Proze� anzusehen ist, und daher vers
hiedene Werte f�ur q� glei
hwertig2Es wurde versu
ht, anstelle von q�2 bzw. q2 auf der linken bzw. re
hten Seite von (4.402) �q�2und �q2 oder q̂�2 und q̂2 einzusetzen. Bei einer kanonis
hen Wahl der Ri
htung des Vektors q�� l�a�tsi
h (4.402) dann ni
ht mehr au
�osen.
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h nur dur
h eine vers
hiedene Wahl bei dem inneren Impuls qunters
heiden.Die optimale Skala wurde f�ur drei vers
hiedene Integrationsberei
he bere
hnet, wasdrei vers
hiedenen Wahlen von q entspri
ht. F�ur einen Integrationsberei
h von ��bis � ergibt si
h: q�1 = 2:585 : : : (4.420)F�ur einen Integrationsberei
h von 0 bis 2� ergibt si
h:q�2 = 6:925 : : : (4.421)F�ur einen Integrationsberei
h von � bis 3� ergibt si
h:q�3 = 12:749 : : : (4.422)Um die Aussage von [CLV℄ zu �uberpr�ufen, da� diese vers
hiedenen Werte f�ur dieoptimale Skala alle glei
hwertig sind, werden die folgenden Bere
hnungen f�ur allebere
hneten Werte von q� dur
hgef�uhrt.No
h direkter kann man die Abh�angigkeit der optimalen Skala von den Integrati-onsgrenzen in Abb. 4.10 sehen. Dort istln �q�(4q)2� = R �+4q��+4qd4qf(q) ln (q2)R d4qf(q) (4.423)mit den Bezei
hnungen aus (4.402). Au
h f�ur die Werte aus der Abbildung werdendie folgenden Bere
hnungen dur
hgef�uhrt.F�ur diese Verbesserung bleibt, zumindest in 1-Loop-Ordnung, ni
hts weiter zu tunals (4.419) zu l�osen. Man k�onnte dazu die renormierte Kopplungskonstante in demLogarithmus dur
h (4.416) ann�ahern, besser ist aber si
her eine numeris
he L�osungder Glei
hung, wozu man z.B. Mathemati
a benutzen kann. Dieses liefert alsL�osung f�ur die renormierte Kopplungskonstante f�ur die vers
hiedenen Werte von q�:g2V (q�1; N
 = 2)=1:687g20 g2V (q�1; N
 = 3)=1:767g20g2V (q�2; N
 = 2)=1:366g20 g2V (q�2; N
 = 3)=1:440g20g2V (q�3; N
 = 2)=1:223g20 g2V (q�3; N
 = 3)=1:293g20: (4.424)In 1-Loop-Ordnung kann man in dem Ausdru
k f�ur den kritis
hen Massenparameter(4.74) die na
kte Kopplungskonstante g0 dur
h gV ersetzen. Damit erh�alt man f�urden kritis
hen Massenparameteram
r(q�1 ; N
 = 2)=�1:912 +O(g4V ) am
r(q�1; N
 = 3)=�1:850 +O(g4V )am
r(q�2 ; N
 = 2)=�1:547 +O(g4V ) am
r(q�2; N
 = 3)=�1:507 +O(g4V )am
r(q�3 ; N
 = 2)=�1:386 +O(g4V ) am
r(q�3; N
 = 3)=�1:354 +O(g4V );(4.425)
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Abbildung 4.10: Die optimale Skala q�, abh�angig von 4qund f�ur den kritis
hen Hoppingparameter ergibt si
h damitK
r(q�1; N
 = 2)=0:239 +O(g4V ) K
r(q�1; N
 = 3)=0:233 +O(g4V )K
r(q�2; N
 = 2)=0:204 +O(g4V ) K
r(q�2; N
 = 3)=0:201 +O(g4V )K
r(q�3; N
 = 2)=0:191 +O(g4V ) K
r(q�3; N
 = 3)=0:190 +O(g4V ):(4.426)Damit wei
hen die Werte f�ur den kritis
hen Hoppingparameter abh�angig von dergew�ahlten optimalen Skala um �uber 25% voneinander ab. Dies erlaubt keine sinnvolleAbs
h�atzung des tats�a
hli
hen Wertes.Besonders deutli
h kann man dies in Abb. 4.11 erkennen, da dort das f�ur das Er-gebnis ents
heidende Verh�altnis g2V =g20 o�ensi
htli
h deutli
h variiert, wenn man denParameter 4q aus (4.423) geringf�ugig �andert. Dadur
h wird no
hmals verdeutli
ht,da� auf diese Art keine sinnvolle Abs
h�atzung m�ogli
h ist.Diese Form der Verbesserung der St�orungstheorie kann laut [CLV℄ die Abwei
hungvon den Monte-Carlo-Ergebnissen etwa halbieren, man
hmal s
hl�agt sie aber au
hkomplett fehl. Na
h obiger Diskussion liegt dies an einer geeigneten Wahl von 4q,wobei man keine Aussage dar�uber tre�en kann, wel
her Wert daf�ur zu w�ahlen ist.Aus den Simulationen ist allerdings eine sehr genaue Abs
h�atzung des kritis
henHoppingparameters f�ur die SU(2) bekannt. Damit kann man 4q so w�ahlen, da� dieverbesserte St�orungstheorie den korrekten Wert K
r = 0:1955 liefert. Daf�ur mu�g2V =g20 = 1:273 gew�ahlt werden, und es ergibt si
h4q = 1:404�: (4.427)
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a) g2V in der SU(2) b) und in der SU(3)Abbildung 4.11: Die renormierte KopplungskonstanteMit dieser Wahl f�ur 4q ergibt si
h in der SU(3):g2V = 1:345g20 (4.428)Damit kann man mit Hilfe der Daten aus der SU(2) den kritis
hen Hoppingparame-ter in der SU(3) abs
h�atzen. Es ergibt si
h:K
r(q�opt; N
 = 3) = 0:1929 : : : (4.429)Dies ist die wahrs
heinli
h beste Abs
h�atzung, die man in 1-Loopmit dieser Form derverbesserten St�orungstheorie f�ur den kritis
hen Hoppingparameter gewinnen kann.Zum jetzigen Zeitpunkt lautet die Abs
h�atzung aus den Simulationen KMC
r (N
 =3) = 0:1945. Damit ist auf jeden Fall die Tendenz der st�orungstheoretis
hen Vor-hersage ri
htig, wona
h der Wert f�ur die SU(3) geringf�ugig kleiner ist als der f�ur dieSU(2). W�ahrend allerdings der Wert aus den Simulationen f�ur die SU(2) sehr genauist, so ist der Wert f�ur die SU(3) no
h mit Ungenauigkeiten behaftet, die erst dur
hweitere Simulationen verringert werden k�onnen. Diese Ungenauigkeiten werden z.Z.auf etwa 0:002 ges
h�atzt. Damit liegt der hier st�orungstheoretis
h abges
h�atzte Wertin dem Berei
h, der z.Z. dur
h Simulationen angegeben werden kann.Mit Hilfe der verbesserten St�orungstheorie gelingt eine Abs
h�atzung des kritis
henHoppingparameters, die mit den Abs
h�atzungen aus Monte-Carlo-Simulationen inEinklang steht. Dies ist ohne diese Verbesserung ni
ht m�ogli
h.



Zusammenfassung und Ausbli
kIm Rahmen dieser Diplomarbeit wurden st�orungstheoretis
he Bere
hnungen in derN = 1-Super-Yang-Mills-Theorie dur
hgef�uhrt. In dieser Theorie gibt es eine ver-mehrte Anzahl an Verti
es und Propagatoren dur
h die Majorana-Eigens
haft derFermionen. Es konnte gezeigt werden, da� es ohne zus�atzli
he Komplikationen m�og-li
h ist, mittels Feynman-Regeln St�orungstheorie zu betreiben, wie dies aus der QCDbekannt ist.Im weiteren Verlauf wurden Renormierungskonstanten im Kontinuum bere
hnet,und die Ergebnisse mit den Aussagen vergli
hen, die aus Ward-Identit�aten gewonnenwerden k�onnen. Alle Aussagen konnten in 1-Loop-Ordnung best�atigt werden.Im dritten Kapitel wurde die N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter for-muliert, und im vierten Kapitel die zugeh�orige St�orungstheorie entwi
kelt. Bere
hnetwurden dann multiplikative und additive Renormierungskonstanten.Von besonderem Interesse ist die additive Renormierungskonstante der Masse. Dieseist direkt verkn�upft mit dem f�ur Simulationen wi
htigen kritis
hen Hoppingparame-ter, soda� eine unabh�angige Kontrolle dur
h eine st�orungstheoretis
he Abs
h�atzungwi
htig ist. Der zuerst bere
hnete Wert f�ur den kritis
hen Hoppingparameter hatteallerdings ni
ht die f�ur Simulationen ben�otigte Genauigkeit, so da� na
h M�ogli
hkei-ten zur Verbesserung gesu
ht werden mu�te. Einen entspre
henden Ansatz verspra
hdie verbesserte St�orungstheorie von Lepage undMa
kenzie, die auf den kritis
henHoppingparameter angewandt wurde. Es zeigte si
h, da� diese M�ogli
hkeit die Er-wartungen ni
ht erf�ullen konnte. Die verbesserten Werte liegen zwar etwas n�aher anden aus den Simulationen bere
hneten Werten, sind aber weiterhin zu ungenau.Au�erdem zeigte si
h dur
h diese Arbeit ein weiterer gro�er Na
hteil der verbessertenSt�orungstheorie. W�ahrend Gitterintegrale ni
ht abh�angig sind von einer Vers
hie-bung der Integrationsgrenzen, geht in die verbesserte St�orungstheorie ein Parameter| die optimale Skala | ein, der explizit davon abh�angt. Es konnte gezeigt werden,da� die verbesserte St�orungstheorie, abh�angig von der willk�urli
hen Wahl der Inte-grationsgrenzen, Ergebnisse liefert, die um �uber 25% voneinander abwei
hen. Dieskann ni
ht mehr als exakte Abs
h�atzung gewertet werden, so da� die verbesser-te St�orungstheorie in der bisherigen Form ni
ht zur Bere
hnung exakter Aussagenherangezogen werden kann.



Zusammenfassung und Ausbli
k 151Da der kritis
he Hoppingparameter f�ur N
 = 2 bereits sehr genau mittels Simula-tionen bestimmt wurde, konnten die bisherigen Erkenntnisse dazu genutzt werden,trotz der Kritikpunkte an der verbesserten St�orungstheorie genauere Ergebnisse f�urN
 = 3 zu gewinnen. Dazu wurde anhand des Wertes f�ur N
 = 2 ermittelt, wel-
he Vers
hiebung der Integrationsgrenzen zu dem Wert aus den Simulationen f�uhrt.Mit genau dieser Vers
hiebung wurde dann der Wert f�ur N
 = 3 bere
hnet. Derso bere
hnete Wert errei
ht dieselbe Genauigkeit wie die bisher zu diesem Wertdur
hgef�uhrten Simulationen.�Uber die multiplikativen Renormierungskonstanten gibt es wie im Kontinuum Aus-sagen aus Ward-Identit�aten. Diese Aussagen sind ni
ht ganz so restriktiv wie dieAussagen im Kontinuum, bedeuten aber denno
h eine Eins
hr�ankung an die Re-normierungskonstanten. Es konnte gezeigt werden, da� au
h diese in 1-Loop erf�ulltwerden. Au�erdem wurden weitere Identit�aten erf�ullt, die in dieser Form aus derQCD bekannt sind, f�ur die aber in der N = 1 Super-Yang-Mills-Theorie keine Be-gr�undung bekannt ist. Eine Bere
hnung in 2-Loop-Ordnung k�onnte dazu aufs
hlu�-rei
he Ergebnisse liefern.Die bere
hneten multiplikativen Renormierungskonstanten sind die des Gluino-Pro-pagators, der skalaren und pseudoskalaren Di
hte und des axialen Stroms. Als n�a
h-stes ist die Renormierungskonstante des Superstroms zu bere
hnen. Ein erster S
hrittzu ihrer Bere
hnung wurde in dieser Arbeit bereits getan. Diese soll in Zukunft fort-gesetzt werden. Allerdings wurde in einer �ahnli
hen Re
hnung [Ta℄ deutli
h, da�dur
h ni
ht-ei
hinvariante Operatoren Probleme entstehen. Daher ist es empfeh-lenswert einem Vors
hlag von L�us
her zu folgen, und die Renormierungskonstantedes Superstroms im S
hr�odinger-Funktional-Formalismus zu bere
hnen.



Anhang AGamma-Matrizen im Euklidis
henIn diesem Teil des Anhangs sind De�nitionen und n�utzli
he Formeln f�ur Gamma-Matrizen im Euklidis
hen enthalten.A.1 De�nitionen und n�utzli
he FormelnDie Gamma-Matrizen im Euklidis
hen h�angen mit denen im Minkowskiraum wiefolgt zusammen: 
euklidis
h1;2;3 = �i
Minkowski1;2;3
euklidis
h4 = �i
Minkowski4 = 
Minkowski4 (A.1)F�ur diese gilt 
� � 
euklidis
h� = 
+� ; (A.2)und sie erf�ullen die Antikommutatorrelationf
�; 
�g = 2Æ�� : (A.3)Wi
htige Spuren von Gamma-Matrizen sindTr (
�
�) = 4Æ�� (A.4)Tr (
�
�
�
� ) = 4Æ��Æ�� + 4Æ��Æ�� � 4Æ��Æ�� ; (A.5)und die Spur eines Produktes mit einer ungeraden Anzahl an Gamma-Matrizenvers
hwindet.�Ubli
h ist des weiteren no
h die De�nition��� = i2 [
�; 
� ℄ = i
�
� � iÆ��11: (A.6)



A.2 Weitere ben�otigte Formeln 153A.2 Weitere ben�otigte FormelnDur
h Anwenden der bisher angegebenen Glei
hungen lassen si
h die folgenden Zu-sammenh�ange zeigen: 
�
�
� = 2Æ��
� � 
�
�
�= 2
� � 
�
�
�= �2
� (A.7)
�=p
�
� = 
�=p(2Æ�� � 
�
�)= 2
�=p� 
�=p
�
�= 2
�=p� 
�(2p� � 
�=p)
�= 2
�=p� 2=p
� + 4=p
�= 2f
�; =pg= 4p� (A.8)
�
�=p
� = (2Æ�� � 
�
�)=p
�= 2=p
� � 
�
�=p
�= 2=p
� � 
�
�(2p� � 
�=p)= 2f=p; 
�g= 4p� (A.9)
�=p
�=p
� = 
�(2p� � 
�=p)=p
�= 2
�p�=p
� � 
�
�p2
�= 2
�p�(2p� � 
�=p) + 2
�p2= 4p�=p� 8p�=p+ 2p2
�= �4=pp� + 2p2
� (A.10)
�
�
�
� = 
�
�(2Æ�� � 
�
�)= 2
�
� � 
�
�
�
�= 2
�
� � 
�(2Æ�� � 
�
� )
�= 2
�
� � 2
�
� + 4
�
�= 2f
�; 
�g= 4Æ�� (A.11)
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hen
�
�
�
�
� = 
�
�
�(2Æ�� � 
�
� )= 2
�
�
� � 
�
�
�
�
�= 2
�
�
� � 4Æ��
�= �2
�
�
� (A.12)



Anhang BDie SU (N
)-GeneratorenIn diesem Teil des Anhangs sind wi
htige Formeln f�ur die Generatoren der SU(N
)zusammengefa�t, sowie einige spezielle Glei
hungen f�ur die F�alleN
 = 2 und N
 = 3.B.1 De�nitionen und n�utzli
he FormelnDie Generatoren T a (a = 1; 2; : : : ; N2
 � 1) sind hermites
he, spurlose Matrizen, diedie ges
hlossene Algebra der SU(N
) generieren. F�ur sie gelten die Beziehungen[T a; T b℄ = ifab
T 
 (B.1)fT a; T bg = 1N
 Æab + dab
T 
 (B.2)mit fab
 der total antisymmetris
hen Strukturkonstanten, und dab
 ist total symme-tris
h sowie gegeben dur
h: dab
 = 2Tr(fT a; T bgT 
) (B.3)Daraus ergibt si
h die folgende Normierung:Tr(T aT b) = 12Æab (B.4)Aus den bisher angegebenen Formeln lassen si
h die Spuren eines Produktes beliebigvieler Generatoren herleiten. F�ur die hier ben�otigten Spuren erh�alt man:Tr(T aT bT 
) = 14(dab
 + ifab
) (B.5)Tr(T aT bT 
T d) = 14N
 ÆabÆ
d + 18(dabe + ifabe)(d
de + if
de) (B.6)F�ur die Strukturkonstanten gilt au�erdemfa
dfb
d = ÆabCA (B.7)mit CA = N
.



156 Die SU(N
)-GeneratorenB.2 Die Formeln im Fall N
 = 2Als Generatoren der SU(2) werden meist die drei Pauli-Matrizen verwendetT a = 12�a; (B.8)mit �1 = � 0 11 0 � �2 = � 0 �ii 0 � �3 = � 1 00 �1 � : (B.9)Kommutator und Antikommutator f�ur die Pauli-Matrizen lauten wie folgt:[�a; �b℄ = 2i�ab
�
 (B.10)f�a; �bg = 2Æab11 (B.11)�ab
 ist dabei der total antisymmetris
he Tensor dritter Stufe, der vollst�andig dur
hdie Antisymmetrie und �123 = 1 festgelegt ist. Damit erkennt man, da� f�ur die SU(2)die folgenden Zusammenh�ange gelten:fab
 = �ab
 (B.12)dab
 = 0 (B.13)Die Formeln f�ur die Spuren vereinfa
hen si
h damit f�ur den Fall N
 = 2 zu:Tr(T aT bT 
) = i4fab
 (B.14)Tr(T aT bT 
T d) = 18 �ÆabÆ
d � fabef
de� (B.15)B.3 Die Formeln im Fall N
 = 3F�ur die SU(3) verwendet man meist die Gell-Mann-Matrizen in der FormT a = 12�a; (B.16)mit �i = � �i 00 0 � ; i = 1; 2; 3 �4 = 0� 0 0 10 0 01 0 0 1A�5 = 0� 0 0 �i0 0 0i 0 0 1A �6 = � 0 00 �1 ��7 = � 0 00 �2 � �8 = 1p3 0� 1 0 00 1 00 0 �2 1A
(B.17)



B.3 Die Formeln im Fall N
 = 3 157Damit sind die total antisymmetris
he Konstante fab
 und die total symmetris
heKonstante dab
 f�ur N
 = 3 festgelegt dur
h die folgenden Werte:1 = f123 = 2f147 = 2f246 = 2f257 = 2f345 = �2f156 = �2f367 = 2p3f6781p3 = d118 = d228 = d338 = �d888� 12p3 = d448 = d558 = d668 = d77812 = d146 = d157 = d247 = d256 = d344 = d355 = �d366 = �d377 (B.18)



Anhang CBenutzte Computer-ProgrammeIn diesem Teil des Anhangs sind alle Quelltexte zu den Programmen zu �nden, diezur Bere
hnung vers
hiedener Gr�o�en benutzt wurden.C.1 J1 f�ur die kritis
he LinieDas folgende Programm wurde zur Bere
hnung der Gr�o�e J1, wie sie in (4.69)angegeben wurde, benutzt:/* erstes Integral von (5.61) aus [MM℄von Claus GebertBenutzter Compiler: g

 v2.7 (mit Option -lm) */#in
lude <stdio.h>#in
lude <math.h>main()f int i;double k[4℄,mu[4℄,L=60,s1,s2=0,g=0;for (mu[0℄=0;mu[0℄<L;mu[0℄++) for (mu[1℄=0;mu[1℄<L;mu[1℄++)for (mu[2℄=0;mu[2℄<L;mu[2℄++) for (mu[3℄=0;mu[3℄<L;mu[3℄++)f s2=0;for (i=0;i<4;i++)f k[i℄=2*PI*mu[i℄/L;



C.2 J2 f�ur die kritis
he Linie 159s1=2*sin(k[i℄/2);s2+=s1*s1;gif (s2>0) g+=1/s2;gprintf("Bei L=%0.0f ergibt si
h %f\n",L,g/(L*L*L*L));gF�ur vers
hiedene Werte von L ergibt dieses Programm J1 wie in Tabelle C.1a)angegeben.C.2 J2 f�ur die kritis
he LinieDas folgende Programm wurde zur Bere
hnung der Gr�o�e J2, wie sie in (4.70)angegeben wurde, benutzt:/* zweites Integral von (5.61) aus [MM℄von Claus GebertBenutzter Compiler: g

 v2.7 (mit Option -lm) */#in
lude <stdio.h>#in
lude <math.h>main()f int i;double k[4℄,mu[4℄,L=60,s1,s2=0,s3=0,g=0;for (mu[0℄=0;mu[0℄<L;mu[0℄++) for (mu[1℄=0;mu[1℄<L;mu[1℄++)for (mu[2℄=0;mu[2℄<L;mu[2℄++) for (mu[3℄=0;mu[3℄<L;mu[3℄++)f s2=0;s3=0;for (i=0;i<4;i++)f k[i℄=2*PI*mu[i℄/L;s1=2*sin(k[i℄/2);s2+=s1*s1;



160 Benutzte Computer-ProgrammeL J160 0.15489490 0.154916120 0.154924200 0.15492988300 0.15493183a) J1
L J260 0.18651190 0.186576120 0.186599200 0.18661753300 0.18662338b) J2Abbildung C.1: Bere
hnete Gr�o�en f�ur die kritis
he Linies1=sin(k[i℄);s3+=s1*s1;gif (s2>0) g+=(s2*(4-s2/4)-s3)/(s2*(s3+s2*s2/4));gprintf("Bei L=%0.0f ergibt si
h %f\n",L,g/(L*L*L*L));gF�ur vers
hiedene Werte von L ergibt dieses Programm J2 wie in Tabelle C.1b)angegeben.

C.3 Die optimale Skala q�Das folgende Programm wurde zur Bere
hnung der Gr�o�e q�, wie sie in (4.402)de�niert wurde, benutzt. Dabei wurde das Programm unter Ausnutzung der Sym-metrien der Funktion auf dem Gitter optimiert [M�u℄. F�ur gro�e Gitter bes
hleunigtdies die Bere
hnungen um einen Faktor 24.Auf dem Gitter � = �(n1; n2; n3; n4) 2 Z4jL1 � ni < L2 = L1 + L	 (C.1)sei die Funktion f(n) mit folgender Symmetrie de�niert:f(n1; n2; n3; n4) = f(n�(1); n�(2); n�(3); n�(4)) (C.2)mit � 2 S4. Dann l�a�t si
h eine Gittersumme �uber diese Funktion wie folgt verein-fa
hen:Xn2� f(n) = 24 XL1�n1<n2<n3<n4<L2 f(n1; n2; n3; n4)



C.3 Die optimale Skala q� 161L q�160 2.58659192120 2.58568419200 2.58546171300 2.58538545500 2.58534317a) q� f�urL1 = 0:3� L=2
L q�260 6.85039291120 6.89332102200 6.91028101300 6.91869941500 6.92539738b) q� f�urL1 = 0:3

L q�360 12.72761375120 12.74005682200 12.74503216300 12.74751932500 12.74950877
) q� f�urL1 = 0:3 + L=2Abbildung C.2: Optimale Skala f�ur die kritis
he Linie+12 XL1�n1<n2<n3<L2 ff(n1; n1; n2; n3) + f(n1; n2; n2; n3)+f(n1; n2; n3; n3)g+ XL1�n1<n2<L2 f4f(n1; n1; n1; n2) + 6f(n1; n1; n2; n2)+4f(n1; n2; n2; n2)g+ XL1�n1<L2 f(n1; n1; n1; n1) (C.3)Neben dieser Vereinfa
hung wurde das Gitter dur
h die Wahl von L1 so gew�ahlt, da�die Polstellen auf keinem der Gitterpunkte liegen. Dies ist ein erlaubtes Verfahren,es mu� nur genau darauf gea
htet werden, ob das Ergebnis tats�a
hli
h konvergiert./* Optimale Skala laut Lepage und Ma
kenzievon Claus GebertBenutzter Compiler: g

 v2.7 (mit Option -lm) */#in
lude <stdio.h>#in
lude <math.h>#in
lude <stdlib.h>double f(double k1,double k2,double k3,double k4)f double s1=0,s2=0;s1=4*(pow(sin(k1/2),2)+pow(sin(k2/2),2)+pow(sin(k3/2),2)+pow(sin(k4/2),2));s2=pow(sin(k1),2)+pow(sin(k2),2)+pow(sin(k3),2)+pow(sin(k4),2);return (3/s1)+(s1*(4-s1/4)-s2)/(s1*(s2+s1*s1/4));g



162 Benutzte Computer-Programmemain(int arg
, 
har **argv)f int i;double k[4℄,mu[4℄,L=0,L1,L2,p=0,g=0,g1=0,gs=0;if (arg
>1) L=atof(argv[1℄);elsef printf("Bitte L als Parameter uebergeben\n");return;gL1=0.3;L2=L1+L;for (mu[0℄=L1;mu[0℄<L2-3;mu[0℄++)for (mu[1℄=mu[0℄+1;mu[1℄<L2-2;mu[1℄++)for (mu[2℄=mu[1℄+1;mu[2℄<L2-1;mu[2℄++)for (mu[3℄=mu[2℄+1;mu[3℄<L2;mu[3℄++)f p=0;for (i=0;i<4;i++)f k[i℄=2*PI*mu[i℄/L;p+=pow(k[i℄,2);gg1=24*f(k[0℄,k[1℄,k[2℄,k[3℄);g+=g1;gs+=g1*log(p);gfor (mu[0℄=L1;mu[0℄<L2-2;mu[0℄++)for (mu[1℄=mu[0℄+1;mu[1℄<L2-1;mu[1℄++)for (mu[2℄=mu[1℄+1;mu[2℄<L2;mu[2℄++)f for (i=0;i<3;i++) k[i℄=2*PI*mu[i℄/L;p=2*pow(k[0℄,2)+pow(k[1℄,2)+pow(k[2℄,2);g1=12*f(k[0℄,k[0℄,k[1℄,k[2℄);g+=g1;



C.3 Die optimale Skala q� 163gs+=g1*log(p);p=pow(k[0℄,2)+2*pow(k[1℄,2)+pow(k[2℄,2);g1=12*f(k[0℄,k[1℄,k[1℄,k[2℄);g+=g1;gs+=g1*log(p);p=pow(k[0℄,2)+pow(k[1℄,2)+2*pow(k[2℄,2);g1=12*f(k[0℄,k[1℄,k[2℄,k[2℄);g+=g1;gs+=g1*log(p);gfor (mu[0℄=L1;mu[0℄<L2-1;mu[0℄++)for (mu[1℄=mu[0℄+1;mu[1℄<L2;mu[1℄++)f for (i=0;i<2;i++) k[i℄=2*PI*mu[i℄/L;p=3*pow(k[0℄,2)+pow(k[1℄,2);g1=4*f(k[0℄,k[0℄,k[0℄,k[1℄);g+=g1;gs+=g1*log(p);p=2*pow(k[0℄,2)+2*pow(k[1℄,2);g1=6*f(k[0℄,k[0℄,k[1℄,k[1℄);g+=g1;gs+=g1*log(p);p=pow(k[0℄,2)+3*pow(k[1℄,2);g1=4*f(k[0℄,k[1℄,k[1℄,k[1℄);g+=g1;gs+=g1*log(p);gfor (mu[0℄=L1;mu[0℄<L2;mu[0℄++)f k[0℄=2*PI*mu[0℄/L;p=4*pow(k[0℄,2);g1=f(k[0℄,k[0℄,k[0℄,k[0℄);g+=g1;gs+=g1*log(p);g



164 Benutzte Computer-Programmeg=gs/g;gs=sqrt(exp(g));printf("Bei L=%0.0f ergibt si
h fuer q* %1.12f\n",L,gs);gDie Ergebnisse dieses Programms interessieren f�ur vers
hiedene Werte von L1. F�urvers
hiedene Werte von L und L1 ergibt dieses Programm q� wie in Tabelle C.2angegeben.C.4 Gittersummen der RenormierungskonstantenL I�020 -0.68224760 -0.683027120 -0.683099200 -0.683114300 -0.683119a) I�0
L IFEY�120 0.36922260 0.369444120 0.369464200 0.369469300 0.369470b) IFEY�1

L IFEY�220 -0.17321560 -0.173143120 -0.173135200 -0.173133300 -0.173133
) IFEY�2L IFEYP20 0.07037960 0.071046120 0.071107200 0.071121300 0.071126d) IFEYP
L IA20 0.00534260 0.005325120 0.005323200 0.005323300 0.005323e) IA

L I(1��)�120 0.06463460 0.064783120 0.064797200 0.064800300 0.064801f) I(1��)�1
L I(1��)�220 -0.06465360 -0.064785120 -0.064797200 -0.064800300 -0.064801g) I(1��)�2Abbildung C.3: Gittersummen aus den RenormierungskonstantenMit den vorgestellten Programmen lassen si
h mit geringf�ugigen Modi�kationen dieGittersummen bere
hnen, die in den Ausdr�u
ken f�ur die Renormierungskonstantenvorkommen. Die Ergebnisse sind in Abb C.3 wiedergegeben.



Anhang DEinige trigonometris
heUmformungenIn diesem Teil des Anhangs werden einige Identit�aten na
hgere
hnet, die zur Be-re
hnung der Renormierungskonstanten auf dem Gitter ben�otigt wurden, die abernur auf trigonometris
hen Umformungen und einfa
hen Entwi
klungen in der Git-terkonstante beruhen, weshalb sie ni
ht im Hauptteil dieser Arbeit na
hgere
hnetwerden.Die verwendeten Notationen sind die aus (4.111), (4.112) und (4.113). Direkt ausdiesen De�nitionen folgt:�4 =X� q2� = 4X� s2�
2� = 4X� s2� �1� s2�� = 4 (�1 ��3) (D.1)Des weiteren sind Umformungen n�otig, wenn die um ap vers
hobenen Gr�o�en imNenner stehen, also insbesondere1~�1 = 1P� sin2 � q�ap2 ��= 1P� �sin2 q�2 � ap� sin q�2 
os q�2 �+O(a2)= 1hP� s2� � 12P� ap�q�i+O(a2)= 1�P� s2�� h1� a2P� p�q�P� s2� i +O(a2)= 1�P� s2�� "1 + a2P� p�q�P� s2� #+O(a2)= 1�1 + ap � q�21 +O(a2): (D.2)



166 Einige trigonometris
he UmformungenF�ur die Bere
hnung der Selbstenergie in Landau-Ei
hung ist no
h die folgende Um-formung n�otig1�2 = 1q2� + 4r2(s2�)2= 1~q2� + 2ap�~q� 
os ~q� + 4r2( ~�21 + a ~�1p � ~q) +O(a2)= 1~�2 �1 + 2ap�~q� 
os ~q�+2r2 ~�1p�~q~�2 +O(a2)�= 1~�2  1� 2ap�~q� 
os ~q� + 2r2 ~�1p � ~q~�2 +O(a2)!= 1~�2 � 2ap � ~q � 2p�~q�~s2� + 2r2 ~�1p � ~q~�22 +O(a2): (D.3)Au�erdem ist man an einer M�ogli
hkeit interessiert, ein �2 im Nenner in ein �1umzuwandeln. Dazu bea
hte man, da� si
h �1 f�ur kleine q wie q2=4 und �2 wie q2verh�alt. Damit ist folgende Aufteilung sinnvoll1�2 = 14�1 + � 1�2 � 14�1� : (D.4)F�ur den eingeklammerten Term kann man nun s
hreiben:1�2 � 14�1 = 4�1 ��24�1�2 (D.5)= �3 � r2�21�1�2 : (D.6)Dabei wurde4�1 ��2 = 4X� sin2 �q�2 ��X� sin2 q� � 4r2�21 (D.7)= 4X� sin2 �q�2 �� 4X� sin2 �q�2 � 
os2 �q�2 �� 4r2�21 (D.8)= 4X� sin4 �q�2 �� 4r2�21 (D.9)= 4�3 � 4r2�21 (D.10)ausgenutzt. Damit ist folgende Ersetzung gere
htfertigt:1�2 = 14�1 + �3 � r2�21�1�2 (D.11)F�uhrt man diese Ersetzung in einem divergenten Integral aus, so erkennt man dur
hpower-
ounting, da� nur no
h der erste Term divergent ist, w�ahrend der zweiteendli
h ist.



167Ganz analog kann nun au
h eine Ersetzung f�ur ein �22 im Nenner gefunden werden:1�22 = 1(4�1)2 + � 1�22 � 1(4�1)2� (D.12)Der eingeklammerte Term l�a�t si
h wie folgt s
hreiben:1�22 � 1(4�1)2 = 16�21 ��2216�21�22 (D.13)= (4�1 ��2)(4�1 +�2)16�21�22 (D.14)Dabei ist die Di�erenz 4�1��2 gem�a� vorheriger Argumentation von der OrdnungO(q4), der andere Faktor ist4�1 +�2 = 4�1 +�4 + 4r2�21 (D.15)= 8�1 � 4�3 + 4r2�21; (D.16)wobei (D.1) ausgenutzt wurde. Damit kann der fermionis
he Propagator wie folgtersetzt werden: 1�22 = 116�21 + (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�21�22 (D.17)Der erste Term verh�alt si
h wie 1=q4, der zweite wie 1=q2. Substituiert man die-sen Ausdru
k in einem divergenten Integral, so liefert nur der erste Term diesesAusdru
ks einen divergenten Anteil, der zweite Term ist endli
h.
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