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Einleitung

Zum Verstdndnis der kleinsten Bausteine der Materie und ihrer Wechselwirkungen ist
die Beschiftigung mit dem Begriff der Symmetrie unumgéinglich. In allen gegenwértigen
Modellen der Elementarteilchen spielen verschiedenene Arten von Invarianzen eine grofie
Rolle. Die Einbeziehung von Symmetrieeigenschaften beschréinkt sich dabei aber nicht nur
auf die Elementarteilchentheorie, sondern ist auch in weitaus dlteren Fragestellungen von
zentraler Bedeutung. Beispielsweise nutzt man bei der Losung des Kepler-Problems, also
der Frage nach der Bewegung der Planeten, die Translations- und Rotationsinvarianz des
Raumes aus. Kein Punkt und keine Richtung im leeren Raum soll gegeniiber den anderen
ausgezeichnet sein, auflerdem auch kein Zeitpunkt gegeniiber dem anderen. Die Méchtig-
keit von Symmetriebetrachtungen in der theoretischen Physik ist dabei nicht zuletzt auf ein
1918 von EMMY NOETHER bewiesenes Theorem zuriickzufiihren, welches mit jeder Sym-
metrie eine Erhaltungsgrofie verkniipft. Im obigen Beispiel der Planetenbewegung sind dies
die Energie-, Impuls- und Drehimpulserhaltung.

Auch die Fortschritte, die im vergangenen Jahrhundert in der Frage nach einer Verein-
heitlichung der Naturkrifte gemacht worden sind, sind ohne die Einbeziehung von Sym-
metrien undenkbar. Der erste Schritt in diese Richtung gelang 1888 MAXWELL durch
die Entdeckung der Theorie des Elektromagnetismus, in der die elektrische und magneti-
sche Wechselwirkung im Rahmen einer gemeinsamen Beschreibung vereinheitlicht wurden.
Neben den o.g. raum-zeitlichen Symmetrien weist die Maxwellsche Theorie eine zusétz-
liche ,innere“ Symmetrie auf, die Feldgleichungen fiir die Potentiale A(z) und ¢(z) sind
invariant gegeniiber sogenannten FEichtransformationen. Konsequenz dieser zusétzlichen
Symmetrie ist die Erhaltung der elektrischen Ladung.

Auch hinter der 1905 von EINSTEIN formulierten speziellen Relativitdtstheorie stehen Ei-
genschaften der Raum-Zeit. Mathematisch wird diese Theorie durch die Invarianz unter
den Lorentz- bzw. Poincaré-Transformationen heschrieben.

Kurz nach dem Aufkommen quantenmechanischer Ideen formulierte DIRAC 1928 die erste
Theorie, die es erlaubte, die Quantenmechanik und die Relativitidtstheorie miteinander
zu verbinden. DIRAC postulierte dabei die Existenz der Antimaterie, so sollen etwa das
Elektron und sein Antiteilchen, das Positron, durch eine sogenannte Ladungskonjugation
ineinander tibergehen. Den Erfolg dieser Idee besiegelte 1932 der experimentelle Nachweis

des Positrons.

Die Verkniipfung der Maxwellschen Theorie mit der Quantenmechanik gelang dann in
den 40er-Jahren im Rahmen der Quantenelektrodynamik (QED), bis heute die Theorie,
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die die genauesten Vorhersagen iiber Eigenschaften geladener Teilchen macht. Die QED
ist dabei der Prototyp der modernen Eichtheorien, die den Weg zum Standardmodell der
Elementarteilchen erdffneten.

Zur Zeit sind uns vier fundamentale Wechselwirkungen bekannt. Neben der Gravitati-
on und der elektromagnetischen Kraft unterscheiden wir zwischen der starken und der
schwachen Wechselwirkung, die auf verschiedene Sorten von Elementarteilchen wirken.
Die schwache Wechselwirkung ist dabei beispielsweise fiir den radicaktiven S-Zerfall der
Atomkerne verantwortlich, die starke Kraft hingegen ist nach heutiger Vorstellung die
Ursache fiir den Zusammenhalt der Bausteine der Atomkerne. Ein grofies Ziel der theore-
tischen Physik ist es, diese vier Krifte auf ein gemeinsames Prinzip zuriickzufiihren. Ein
Teilerfolg gelang dabei in den 60er-Jahren, als GLASHOW, WEINBERG und SALAM die
Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung formulierten. Die Symmetrie, die diesem
Modell zugrunde liegt, heifit in mathematischer Sprechweise SU(2) x U(1).

Zusammen mit der Theorie der starken Wechselwirkung, der Quantenchromodynamik
(QCD), bildet das Glashow-Weinberg-Salam-Modell das heutige Standardmodell der Ele-
mentarteilchen. Die Vorhersagen dieses Modells haben sich im Vergleich mit experimentel-
len Daten bestens bewidhrt. Bis heute wurde keine Beobachtung gemacht, die dem Modell
widerspricht. Die jiingste eindrucksvolle Bestétigung der Vorhersagen des Standardmodells
war 1994 die Entdeckung des Top-Quarks.

Jegliche Materie im Universum besteht nach der Vorstellung des Standardmodells aus
Quarks und Leptonen. Insgesamt geht man von sechs verschiedenen Quark-Typen aus,
diese konstituieren die Hadronen, also beispielsweise das Proton oder das Neutron und
unterliegen der starken Wechselwirkung. Die Leptonen hingegen erfahren — neben der
elektromagnetischen — nur die schwache Kraft. Hier unterscheidet man das Elektron, das
Myon und das Tauon und ihre zugehdrigen Antiteilchen. Zusétzlich gibt es zu jedem
dieser leptonischen Teilchen einen Partner in Form eines Neutrinos. Alle bisher genannten
Teilchen sind nun Fermionen, d.h. ihr Spin ist halbzahlig und sie gehorchen dem Paulischen
AusschlieBungsprinzip. Auflerdem unterliegen sie der Pauli-Dirac-Statistik.

Daneben gibt es noch die Gruppe der Bosonen, deren Spin ganzzahlig ist und die sich
gemifl der Bose-Einstein-Statistik verhalten. Im Standardmodell sind die Bosonen fiir die
Vermittlung der Kréfte zwischen den Fermionen zustindig. So stellt man sich beispiels-
weise die elektromagnetische Wechselwirkung als einen Austausch von Photonen vor. Eine
dhnliche Rolle spielen das Z-Boson und die W-Bosonen bei der schwachen Wechselwir-
kung. Das Austauschteilchen der QCD ist das Gluon, es ist fiir den Zusammenhalt der
Atomkerne verantwortlich.

FEtwas abseits von den genannten Teilchen steht das sogenannte Higgs-Boson, das po-
stuliert wurde, um mittels eines theoretischen Mechanismus die Erzeugung der Massen
der Elementarteilchen zu erkliren. Der experimentelle Nachweis des Higgs-Teilchens steht
dabei noch aus, man erwartet ihn bei Energien von etwas tiber 100 GeV.

Bisher ist es also gelungen, die elektromagnetische mit der schwachen Wechselwirkung
im Rahmen einer gemeinsamen Theorie zu vereinheitlichen. Die Einbeziehung der starken

Wechselwirkung steht dabei noch aus, man spricht von der Suche nach einer ,,Grofien
Vereinheitlichenden Theorie“, kurz GUT (,,Grand Unifying Theory“). Weiteres Fernziel
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ist dann auch die Verkniipfung mit der vierten verbleibenden Kraft, der Gravitation. Ein
Modell, das dies leisten wiirde, wire dann in diesem Sinne eine ,, Theory of Everything“,
also eine allumfassende Feldtheorie.

Anfang der TOer-Jahre riickte mit der Supersymmetrie (SUSY) eine neue Art von Invari-
anz in das Interesse der Elementarteilchenphysik. Die entscheidende neue Idee war dabei
die Verkniipfung von Bosonen und Fermionen: Vermdige einer SUSY-Transformation ge-
hen Teilchen der einen Sorte in die andere iiber, und so bietet die Supersymmetrie einen
gemeinsamen geometrischen Rahmen zur Beschreibung von Bosonen und Fermionen. Ent-
scheidend ist dabei, dafi zu den iiblichen vier Dimensionen der Raum-Zeit sozusagen vier
weitere hinzukommen und sich auch das Teilchenspektrum verdoppelt. Die Supersymme-
trie postuliert zu jedem Fermion einen bosonischen Partner und umgekehrt.

Die aufwendige Suche nach supersymmetrischen Signalen in Hochenergieexperimenten
steht scheinbar im Widerspruch zu den FErfolgen des Standardmodells. Dennoch gibt es
gute Griinde, Physik jenseits dieses Modells zu betreiben. Zum Ersten weist das Standard-
modell zahlreiche offene Parameter auf, die nicht berechnet, sondern nur gemessen werden
kénnen. Vom asthetischen Standpunkt ist dies duflerst unbefriedigend. Auch scheinen su-
persymmetrische Theorien bessere Voraussagen {iber die Lebensdauer des Protons zu ma-
chen, die man aus experimentellen Daten auf mehr als 1032 Jahre schiitzt. Zudem bietet die
Supersymmetrie auch Ansdtze zur Losung theoretischer Probleme des Standardmodells,

ein prominentes Beispiel ist hier das sogenannte Hierarchie-Problem:

Die Stérke, mit denen die Felder im Standardmodell aneinander gekoppelt sind, hingt
von der betrachteten Energie ab, man spricht von ,laufenden Kopplungen®. Setzen wir
eine vereinheitlichende Theorie voraus, so sollten die Kopplungen bei hohen Energien
iibereinstimmen, oberhalb dieser Energie befindet sich dann der Giiltigkeitshereich einer
solchen Theorie. Genauere Betrachtungen des Standardmodells zeigen aber, dafi sich die
Kopplungen zwar in der Nihe von 10'* GeV schr nahe kommen, sich aber nicht treffen.

World average 91
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Abbildung 1: Die laufenden Kopplungskonstanten

Dieses Problem kann unter Einbeziehung der Supersymmetrie und ihrer Strahlungskor-
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rekturen gelost werden, man erhélt dann einen gemeinsamen Schnittpunkt bei einer Ener-
gieskala von etwa 10'® GeV. Man vergleiche dazu Abb. 1, die [Ol] entnommen ist. Da eine
potentielle GroBe Vereinheitlichende Theorie aber in jedem Fall das oben angefithrte Higgs-
Teilchen beinhalten soll, ergibt sich eine Diskrepanz zwischen diesen hohen Energieskalen
und der zur korrekten Einstellung der gemessenen Massen der W- und Z-Bosonen notwen-
digen Higgs-Masse von etwa 100 GeV. Es bleibt ein Rétsel, warum die Masse des Higgs-
Bosons soviel kleiner sein soll als die Skala der Grofien Vereinheitlichung. Dies bezeichnet
man als das Hierarchie-Problem, welches aufgrund von ,,non-renormalization“-Theoremen
in supersymmetrischen Modellen teilweise gelost werden kann.

Die Untersuchung supersymmetrischer Theorien wird ferner auch durch die Aussicht auf
eine mogliche Verkniipfung der Gravitation mit der Quantentheorie motiviert. Geht man
namlich von einer lokalen Supersymmetrie aus, so sind die Eich- und die Gravitationswech-
selwirkung auf natiirliche Weise miteinander verbunden. Dies erlaubt die Formulierung von
Super-Gravitationstheorien, die die allgemeine Relativitdtstheorie als Grenzfall enthalten.

Bisher gibt es jedoch keinerlei Indizien fiir die Existenz supersymmetrischer Teilchen. Ins-
besondere miifite z.B. der bosonische Partner des Elektrons, das sogenannte Selektron, die
gleiche Masse aufweisen wie das Elektron, also direkt nachweisbar sein. Man geht daher
davon aus, daf es sich bei der Supersymmetrie um eine auf irdischen Energieskalen gebro-
chene Symmetrie handelt, ganz so wie auch bei der elektroschwachen Wechselwirkung. Die
entsprechenden Invarianzen und daher auch die supersymmetrischen Teilchen sind nur bei
geniigend hohen Energien nachweisbar, und die direkte Beobachtung ist deshalb friihe-
stens in der nichsten Generation der Teilchenbeschleuniger zu erwarten. Die Tatsache,
dafl eine supersymmetrische Welt nur bei sehr hohen Energien zu erwarten ist, zeigt, daf}
die Suche nach vereinheitlichenden Theorien direkt mit der Erforschung des Frithstadiums
des Universums verkniipft ist, denn auch dort herrschten hinreichend hohe Energien, um
eine mogliche Supersymmetrie zu realisieren.

In den letzten zwanzig bis fiinfundzwanzig Jahren hat sich neben dem rein theoretischen
und dem rein experimentellen Zweig der Teilchenphysik ein dritter Ansatz fest etabliert,
die computergestiitzte Simulation von FEichfeldtheorien. Nicht zuletzt dank exponentiell
ansteigender Leistungskraft moderner Rechner bietet diese Methode eine ernsthafte Al-
ternative zu kostspieligen Hochenergieexperimenten. Aus offensichtlichen Griinden mufl
bei der Behandlung von Feldtheorien mit dem Rechner die unendliche Anzahl von Frei-
heitsgraden auf eine endliche Anzahl reduziert werden, dies gelingt durch eine Diskre-
tisierung der Raum-Zeit. Man {iberzieht den vierdimensionalen kontiniuierlichen Raum
mit einem hyperkubischen Gitter und 148t Teilchen sozusagen nur auf den Gitterpunkten
bzw. den Verbindungslinien zu. Der entscheidende Durchbruch gelang hier WILSON in den

T0er-Jahren durch die erste Formulierung von Fichtheorien auf dem Gitter.

Die Gitterregularisierung erdffnet die faszinierende Moglichkeit, die Pfadintegrale super-
symmetrischer Theorien nicht-perturbativ auszufithren. Auf der anderen Seite werden wir
sehen, daf} in diskreter Raum-Zeit Symmetrieeigenschaften der Kontinuumstheorie verlo-
ren gehen, man denke etwa an die Rotations- oder Translationsinvarianz. Ahnlich wie bei
der Drehsymmetrie ist auch die Supersymmetrie auf dem Gitter nicht erhalten, und man
erhilt explizite Brechungsterme.
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BANKS und WINDEY raten daher vom Versuch ab, supersymmetrische Modelle auf dem
Gitter zu formulieren (,, The anticommutator of two supersymmetry generators is an infini-
tesimal translation. This statement should be enough to dissuade anyone from attempting

to construct a supersymmetric lattice theory.“[BW]).

Das Problem der gebrochenen Symmetrien tritt dabei schon bei der Lorentzinvarianz auf,
die im euklidischen Raum Rotationsinvarianz bedeutet. Auf dem Gitter wird diese bis
auf eine Invarianz unter einer diskreten Untergruppe gebrochen. Allerdings wird dies im
allgemeinen nicht als ernstzunehmendes Problem aufgefafit, denn die erhaltene diskrete
Symmetrie sorgt fiir eine Wiederherstellung der vollen Lorentzinvarianz im Kontinuums-
limes. Bei der Supersymmetrie hingegen liegen die Dinge anders, denn auf dem Gitter
bleibt keine diskrete Untergruppe erhalten, so dafl eine Restauration der Symmetrie im
Kontinuumslimes nicht selbstversténdlich ist.

Trotz dieser Einwdnde wurden zahlreiche Versuche unternommen, supersymmetrische Mo-
delle auf dem Gitter zu formulieren. Eine Strategie ist es dabei, zu versuchen, durch eine
geeignete Wahl der diskretisierten SUSY-Transformationen eine exakte Symmetrie der
Gitter-Wirkung zu realisieren. Die so konstruierten SUSY-Transformationen sollen im Li-
mes verschwindender Gitterkonstante dann in die gewShnlichen Transformationsregeln des
Kontinuums iibergehen. Fiir endliche Gitterkonstanten erfiillen diese Transformationsvor-
schriften dann selbstverstdndlich nicht die durch die Super-Poincaré-Algebra vorgeschrie-
benen Relationen. In diesem Sinne gehen z.B. GOLTERMANN und PETCHER in [GP] vor,
dort wird durch geschicktes Hinzufiigen geeigneter Zusatzterme zu den naiv diskretisier-
ten Transformationsregeln eine exakte Invarianz der Wirkung auf dem Gitter erzeugt.
Dabei wird ausgenutzt, dafl sich die Wirkung des in [GP] betrachteten zweidimensiona-
len euklidischen Wess-Zumino-Modells als abbrechende Potenzreihe in einem Parameter A
schreiben 1dfit. Setzt man auch fiir die genannten Zusatzterme eine Potenzreihe in A an,
so erhilt man eine rekursive Vorschrift fiir die Koeffizienten. Diese 1dfit sich dann iterativ

behandeln.

In [DN] hatten zuvor DoNDI und NICOLAT eine nicht-lokale Gittertheorie mit expliziter
Supersymmetrie vorgestellt. Diese Arbeit verwendet den Superfeldformalismus und rekon-
struiert das Wess-Zumino-Modell. Aufgrund der fehlenden Lokalitit ist dieser Vorschlag
aber fiir numerische Simulationen unzuginglich, aulerdem bricht das Modell die Transla-
tionsinvarianz.

Einen dhnlichen Ansatz verwenden auch BARTELS und BRONZAN, um eine diskretisier-
te Form des Wess-Zumino-Modells konstruieren [BB]. Auch treten aber wieder Nicht-
Lokalitdten in Form sogenannter SLAC-Ableitungen [DWY] auf.

Ein anderer Zugang besteht darin, etwa modifizierte QCD-Gitter-Wirkungen zu verwen-
den und auf eine exakte Symmetrie auf dem Gitter zu verzichten. Man wihlt dann eine
Wirkung, die im Limes verschwindender Gitterkonstanten mit der Kontinuumswirkung
tibereinstimmt und mit analogem Ziel auch supersymmetrische Transformationen. Auf-
grund der gebrochenen Symmetrie ist diese Wirkung dann nicht mehr invariant unter den
diskretisierten Transformationen, sondern es treten explizite Brechungsterme auf. Ein sol-
ches Modell wird in [CV] vorgestellt, die Brechung der Supersymmetrie tritt dabei bereits
in erster Ordnung der Gitterkonstanten auf, wie wir im zweiten Kapitel feststellen werden.
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Ziel des ersten Teils dieser Arbeit ist es dann, im dritten Kapitel im Sinne von [GP] ei-
ne Erweiterung der SUSY-Transformationen zu finden, die es bei unverdnderter Wirkung
erlaubt, die Stérungen in erster Ordnung von a zu beseitigen.

Zusitzlich zur Invarianz unter den supersymmetrischen Transformationen weist die N = 1-
Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum eine zweite Symmetrie auf, sie ist invariant unter
der axialen U(1)-Symmetrie. Auch diese Invarianz wird auf dem Gitter explizit gebrochen,
inshesondere durch die Einfithrung von Wilson-Fermionen.

Neben der klassischen Betrachtung der Symmetrien der Wirkung sind vor allem die quan-
tentheoretischen Aspekte der chiralen und der supersymmetrischen Invarianz von Inter-
esse. Zentrales Objekt zur Untersuchung der auftretenden Quanteneffekte sind die Ward-
Identitdten, die sich aus den Symmetrien der Wirkung ableiten lassen. Sie stellen Ver-
kniipfungen zwischen den Greens-Funktionen der Theorie dar und erlauben einerseits eine
perturbative und andererseits auch eine numerische Analyse der Erhaltung der zugehori-
gen Noether-Stréme und ihrer Renormierungseigenschaften.

Sowohl bei der supersyvmmetrischen als auch bei der axialen Invarianz &uflert sich die
Brechung durch die Gitterregularisierung in expliziten Zusatztermen Xg bzw. X4 in den
entsprechenden Ward-Identitdten. Diese Operatoren sind auf Baumgraphen-Niveau irrele-
vant, d.h. von der Ordnung a. Bei der stérungstheoretischen Behandlung treten aber z.T.
lineare Divergenzen ~ % auf, so dafl Xg und X4 zu endlichen Quantenkorrekturen fiihren
kénnen. Diese Terme haben u.a. eine additive Massenkorrektur zur Folge, welche eine Fein-
einstellung der Parameter der Theorie erzwingt, um den korrekten Kontinuumslimes zu
erhalten. Dies ist von groBer Relevanz fiir die nicht-perturbative Untersuchung des Kon-
tinuumslimes. In [CV] wird beispielsweise diskutiert, ob der chirale und der supersymme-
trische Limes in einem Punkt zusammenfallen oder ob eine unabhingige Einstellung der

Parameter notwendig ist

Den mehr klassischen Betrachtungen im ersten Teil dieser Arbeit folgen daher einige
Aspekte der storungstheoretischen Untersuchung vor allem der chiralen Ward-Identitét.
Die vorliegende Arbeit besteht dabei aus sechs Kapiteln.

Der erste Abschnitt enthélt eine kurze formale Einfiihrung in supersymmetrische Theorien
und skizziert die Konstruktion der Wirkung der N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie des vier-
dimensionalen Kontinuums. Anschlieflend wird die supersymmetrische Invarianz explizit
nachgewiesen, und der Superstrom wird diskutiert.

Das zweite Kapitel behandelt das einfache Gitter-Modell aus [CV], es wird gezeigt, dafl
die Gitterregularisierung die Supersymmetrie explizit bricht. Dabei wird ein Vergleich
mit der Kontinuumsrechnung vorgenommen, und die genauen Ursachen der Brechung der

Supersymmetrie werden lokalisiert.

Im dritten Kapitel wird ein Vorschlag zur Verbesserung der SUSY-Transformationen ge-
macht, der es erlaubt die symmetriebrechenden Terme in héhere Ordnungen der Gitter-
konstanten zu verschieben. Auch werden verschiedene Formulierungen des SUSY-Stroms
diskutiert.

Das vierte Kapitel beschéftigt sich mit der Herleitung der Ward-Identitdten, die aus den
in Kapitel 3 konstruierten Transformationen resultieren. Auch hierbei werden unterschied-
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liche Ansédtze zur Formulierung des Noether-Stroms auf dem Gitter besprochen. Die dabei
erzielten Resultate kénnen als Vorbereitung zur numerischen bzw. perturbativen Unter-
suchung der Ward-Identitdten verstanden werden.

Schliefillich folgt im fiinften Kapitel eine stérungtheoretische Behandlung der chiralen
Ward-Identitdten. Die Renormierung wird dabei in verschiedenen Schemata durchgefiihrt,
und die Restauration der chiralen Symmetrie im Kontinuumslimes wird behandelt.

Im sechsten Kapitel werden die Feynman-Regeln fiir die Vertices des in Kapitel 4 konstru-
ierten Superstroms entwickelt. Diese knnen dann den Ausgangspunkt zur perturbativen
Behandlung der supersymmetrischen Ward-Identitédten bilden.



Kapitel 1

Die
N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie

1im Kontinuum

Dieses Kapitel enthilt eine kurze, formale Einfithrung in supersymmetrische Theorien.
Ausgehend von der Z,-Gradierung der Poincaré-Algebra wird der Superfeld-Formalismus
eingefiihrt, und das Konstruktionsprinzip supersymmetrisch-invarianter Wirkungen wird
besprochen. Eine ausfiihrlichere Darstellung der Inhalte dieser Abschnitte findet man in
der umfangreichen Literatur (z.B. [BL], [WB], [BK]), welche in der dieser Arbeit voran-
gegangenen Semesterarbeit zusammengefafit wurde (vergleiche [Ga]). Im Hinblick auf die
weiteren Kapitel ist der letzte Abschnitt dieser Einfiihrung besonders wichtig: In ihm wird
explizit nachgerechnet, dafl die zuvor konstruierte Lagrange-Dichte der N = 1-Super-
Yang-Mills-Theorie des vierdimensionalen euklidischen Kontinuums invariant unter den
SUSY-Transformationen ist. Prinzipiell wurde dies bereits in [Lu] verifiziert, allerdings
wird hier eine ,kovariantere“ Darstellung gewé&hlt, an die sich die Betrachtungen auf dem
Gitter anlehnen werden, vergleiche dazu auch [Mu]. Des weiteren wird der Ausdruck fiir
den Superstrom des Kontinuums angegeben, dieser wird dann spéter fiir die Berechnungen
auf dem Gitter relevant sein.

1.1 Die Poincaré-Superalgebra

Bei der Supersymmetrie handelt es sich um eine Erweiterung der in der relativistischen
Quantenfeldtheorie {iblichen Poincaré-Invarianz um eine innere Symmetrie zwischen Boso-
nen und Fermionen. Im Jahr 1967 zeigten COLEMAN und MANDULA, dalB} es nicht mdglich
ist, die Poincaré-Gruppe P mit einer inneren Symmetrie, beschrieben durch eine Lie-
Gruppe Z, sinnvoll zu vereinigen [CM]. Entweder ist die entstehende Gruppe G trivial im
Sinne von G = P x Z, oder die S-Matrix der resultierenden Theorie ist die Einheitsma-
trix, so daf} alle Strenamplituden verschwinden. 1971 konnten GOLDFAND und LIKHTMAN
zeigen [GL], dafl man dieses no-go-Theorem umgehen kann, indem man das Konzept der
Lie-Gruppen erweitert: Zu den Kommutatorrelationen zwischen den Generatoren kommen
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dann auch Antikommutatorbeziehungen hinzu, was auf die Idee der Zj-gradierten Poin-
caré-Algebra fiihrt. Dieses Konzept erwies sich 1975 als die einzige mit der relativistischen
Quantenfeldtheorie vereinbare Erweiterung der Poincaré-Gruppe [HLS], was die Stellung
der Zo-Gradierung untermauert.

Unter einer Gradierung einer Algebra G mit einer abelschen Halbgruppe (G,+) versteht
man dabei nach [FS] und [KS] eine Zerlegung

6= (1.1)
g€eG
von G in eine direkte Summe von Vektorrdumen, so dafi fiir die Verkniipfung o der Algebra
gilt
GQ oGy C G_q+h- (12)
Im Fall G = Z4 und Addition modulo 2 zerfillt also die Algebra G in zwei Teilrdume
Go und G, deren Generatoren wir wegen Gg o Gy C Gg, Goo G1 C G1, G1 o Gy C Gy und
G 0 G C Gy als bosonisch bzw. fermionisch identifizieren k&nnen. Verlangt man noch
zusdtzlich die folgenden Eigenschaften der Verkniipfung o

Supersymmetrie: ziox; = (—1)(~1)"z0umx; (1.3)
Jacobi-ldentitit: =z 0 (20 &) (—1)"™ 4 2 0 (2 0 2x)(—1)F

+2m o (x5 0 2;)(=1)™! = 0, (1.4)

so spricht man von einer Zg-gradierten Lie-Algebra. Da wir ja auf der Suche nach einer
Erweiterung der relativistischen Poincaré-Symmetrie sind, ist Gp in unserem Fall eben ge-
rade durch die von den zehn Generatoren P¥ und M* = —M"* (u,v =1, ...,4) erzeugte
Poincaré-Algebra gegeben. Sie hat bosonischen Charakter im obigen Sinne. Die Erweite-
rung geschieht nun durch Einfiihrung der SUSY-Generatoren (., a = 1,...,4N von G,
man spricht dann von einer N-fach erweiterten Supersymmetrie. Wir werden im folgenden
stets N = 1 betrachten und die Kollektion der vier Qs als Majorana-Spinor auffassen.

Daraus ergeben sich die folgenden Kommutatorrelationen zwischen den Generatoren von

Go und Gy:

[P*, Q. = 0 (1.5)
1

[M*,Qa] = _(50-'[“/)(1be- (1.8)

Dabel ist o#¥ = %[7”, ~¥], sieche dazu auch Anhang A. Fiir den Antikommutator G, x G; —
Go findet man mit Hilfe eines allgemeinen Ansatzes und der Jacobi-Identitédt (1.4)

{Qa, @b} = —2(v*C)ap L (1.7)

Dabei ist C der Ladungskonjugationsoperator.

Zusammenfassend wird die SUSY-Algebra also durch die 14 Generatoren
P, M# und Qa (1.8)

aufgespannt, und die Algebra wird durch (1.5)-(1.7) und die Poincaré-Algebra determi-
niert.
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Da das Teilchenspektrum einer Theorie durch die irreduziblen Darstellungen der zugehori-
gen Symmetriegruppe bestimmt wird, hat diese Erweiterung der Poincaré-Gruppe weit-
reichende Konsequenzen fiir die in der Theorie enthaltenen Elementarteilchen. Zu den
iiblichen Teilchen kommen wie in der Einleitung erldutert ihre entprechenden .,Superpart-

ner hinzu, insgesamt verdoppelt sich also die Teilchenanzahl.

1.2 Darstellung im Raum der Superfelder

Nachdem ich nun die Supersymmetrie-Algebra eingefiihrt habe, fehlt uns zur Formulie-
rung supersymmetrischer Theorien noch eine Darstellung auf einem linearen Vektorraum.
Dies fithrt direkt auf die Begriffe Superraum und Superfelder. Dazu sei daran erinnert,
daB Poincaré-Transformationen auf Minkowski-Koordinaten im R* und auf im Minkowski-
Raum erklérte Felder wirken. Eine Translation um a, wird dabei etwa durch die Operation
e'@P"* heschrieben. In genau der gleichen Weise lassen sich SUSY-Transformationen als
Verschiebungen im sogenannten Superraum auffassen, den man aus dem minkowskischen
R* durch Hinzufiigen neuer (fermionischer) Dimensionen erhilt. Der Darstellungsraum der
SUSY-Transformationen wird entsprechend aus Feldern gebildet, deren Definitionsbereich
eben dieser Superraum ist, man bezeichnet sie als Superfelder. Konkret hat ein solches
Superfeld die Form F(z*,0,0), wobei 8 und 0 die Grassmann-artigen zusitzlichen Koor-
dinaten angeben. Man beachte, dafl & und 8 Weyl-Spinoren sind. Eine SUSY-Translation
nimmt in diesem Raum die Gestalt

(",0,0) — (" +£*,0 +£,0+ ¢) (1.9)

an, wobei £* = a* — ieo#0 + ifo*Z. € und ¢ sind dabei Weyl-spinorielle Parameter der
SUSY-Transformation. Man ist nun an einer unitdren Darstellung interessiert, die diese

Art von Transformationen im Raum der Superfunktionen F(z*,8,0) realisiert:

F(2#.0,0) — F (2" + " 0+¢,0+¢) =UF (z*.0,0) . (1.10)
Mit dem Ansatz
U:exp{i(a”PH—I—eQ—I—éQ)} (1.11)
ergibt sich
P, = —id, (1.12)
s 8 . .z
iQ = 58 0 00, (1.13)
- 3}
iQ = = —i7"00,. (1.14)

Dabei ist o* als Kollektion (1,0, 0% ¢%) und * als (1, —o', —0?, —0®) zu verstehen. Zu
Superfeldern haben wir oben solche Felder erklirt, deren Definitionsbereich der Superraum
ist, also Felder der Form F = F(z,8,0). Man kann ein solches Superfeld wie folgt in eine
Potenzreihe in 8 und @ entwickeln (héhere Terme treten aufgrund der Grassmann-Natur
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der &’s nicht auf):

F(z,0,8) = f(x)+ 0d(x) + 0x(z) + (80) M (z)
+ (60)N(z) + 05#0A,(z) + (90)0A(z)

+  (00)0a(z) + (66)(66)D(z). (1.15)

An dieser Darstellung durch die sogenannten Komponentenfelder erkennt man auch den

Teilchengehalt des Superfeldes. Das Verhalten der Komponentenfelder unter Lorentztrans-

formationen ergibt sich, indem man fordert, dafi das Superfeld F ein Lorentzskalar ist. Der

Teilcheninhalt ist dann der folgende:

e 4 komplexe skalare Felder: f, M, N, D

e 2 linkshindige Weyl-Spinoren ¢, «

e 2 rechtshindige Weyl-Spinoren y, A
o 1 komplexes Vektorfeld A,.

Aus (1.15) 148t sich die Wirkungsweise der Transformationen auf die Komponentenfelder
explizit bestimmen, und man hat so eine lineare Darstellung der SUSY-Algebra konstru-
iert. Allerdings ist diese im allgemeinen hochgradig reduzibel. Zu irreduziblen Darstel-
lungen gelangt man, indem man nur solche Superfelder betrachtet, die gewissen SUSY-
kovarianten Bedingungen geniigen. Beispielsweise kann man eine kovariante Ableitung
iiber

D, = 8A+z'(a“§)A6,u (1.16)
D; = -8;+i(6"0),;0, (1.17)

definieren und dann
e chirale Superfelder ® durch DA(I) = 0 und
o antichirale Superfelder ®! durch D& =0

erklidren. Es zeigt sich, dafl das allgemeinste chirale Superfeld von der Form & = ®(y, )
ist, wobei y* = z# + i0c"0. Die Taylorentwicklung nach Potenzen von & und 8 ergibt sich

dann zu

o(y) + V200(y) + (00) F(y)
= ole) + (00" D)y0(z) — 5(05"0) (00" DB, Dui0()
V200 (2) + iV2(0070)8,00(2) + (00) F(y). (1.18)

$(y,0)

Der Teilchengehalt ist also durch

e 1 komplexes skalares Feld ¢

o | linkshindiges Weyl-Spinorfeld ¢
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e 1 komplexes skalares Hilfsfeld F

gegeben. Der Weyl-Spinor 148t sich dabei auch in einen 4-komponentigen Majorana-Spinor
konvertieren, so dafl sich genau das u.a. in [Lu] behandelte chirale Supermultiplett des
Wess-Zumino-Modells ergibt, in dem ein skalares bosonisches Feld und ein fermionisches
Feld enthalten ist. Das Hilfsfeld kann beim Ubergang zur on-shell-Darstellung aufier Be-
tracht gelassen werden.

Eine zweite Moglichkeit, zu irreduziblen Darstellungen zu gelangen, besteht darin, sich
auf sogenannte Vektor-Superfelder zu beschrinken. Unter einem Vektor-Superfeld versteht
man dabei ein Superfeld, das der Bedingung

V=yt (1.19)
geniigt. Vektor-Superfelder haben die schone Eigenschaft, eine FEichtransformation geméafl
VoV =V 4 (3406 (1.20)

mit einem chiralen Superfeld ¢ zu erlauben. Man kann nun nachrechnen, dafi die Kompo-
nentenfelder A und [ des Vektor-Superfeldes unter solchen abelschen Transformationen

invariant sind und daB sich fiir das Feld A, genau das gewohnte Verhalten
Ay = A=A, —20,A (1.21)

ergibt, wobei sich A aus den Komponentenfeldern von & rekrutiert. Diese Eichfreiheit
gestattet es, die sogenannte Wess-Zumino-Eichung zu wéhlen, in der ein Vektor-Superfeld
die Form

Vivz(w, 9,9) = (BU“Q)AH + i(BQ)(éj\) - i(éé)(@)\) + (89)(@9)1) (1.22)
annimmt. Der Teilcheninhalt ist dann also der folgende:
e 1 bosonisches Vektorfeld A,
e 1 Weyl-Spinorfeld A

e 1 skalares Hilfsfeld D).

Dieses Multiplett bezeichnet man als das Vektor-Supermultiplett. Es reprisentiert genau
die Teilchen, die in der hier betrachteten Theorie vorkommen. A, stellt dabei ein Gluon
dar, und mit einem aus A gewonnenen Majorana-Spinor werden wir die zugehdrigen Su-

perpartner, die Gluinos, modellieren.

1.3 Supersymmetrische Lagrange-Dichten

In diesem Abschnitt sollen aus den eingefiihrten linearen Darstellungen der SUSY-Algebra
Wirkungen S = [ d*&L konstruiert werden, die unter den SUSY-Transformationen inva-
riant sind. Dazu benutzt man die Tatsache, dafi sich bei allgemeinen Superfeldern F die
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D-Komponente und bei skalaren Superfeldern die F-Komponente nur um totale Diver-

genzen dndern:
0D = ;—'8'“,(60'”5\ — actE) (allgemeines Superfeld) (1.23)
oF = iv/28, (e5% ) (skalares Superfeld). (1.24)

Diese Terme &ndern also das Wirkungsintegral bei SUSY-Transformationen nicht, denn
mit dem Gaufischen Satz gehen sie in Oberflichenterme iiber, die dann verschwinden. Eine

Méglichkeit, supersymmetrische Lagrange-Dichten zu konstruieren, ist also durch
L = (Superfelder) ,, + (chirale Superfelder) (1.25)

gegeben.

1.3.1 Das Wess-Zumino-Modell

Das erste supersymmetrische Modell wurde 1974 von WESS und ZUMINO vorgeschlagen
[WZ]. Es wird durch folgende off-shell-Lagrange-Dichte erklért
L o= (%'(z,0,0)%(<,0,0))p
m
- 5‘1’2(%9)1? + (h.c.)

- §q>3(y,9)F + (hec) (1.26)

(h.c.) steht dabei fiir den entsprechenden hermitesch konjugierten Ausdruck, was sichert,
dafl die Lagrange-Dichte reell ist, ® = (¢, ¢, F) ist ein chirales Superfeld. Man erkennt
den Teilchengehalt wiederum als ein Boson und ein Fermion. Nach Ubergang zur on-shell-
Wirkung erhilt man die folgende Form der Lagrange-Dichte:

L= (8ue")(0"¢) = m? [ol
— G0EH O + Yot 0,y) + (U + )
+ glevy + o 0v) — mglol (¢ + ¢*) — g el (1.27)

deren erste Zeile flir die freie Bewegung des Bosons der Masse m steht. Die zweite Zeile
stellt das freie Fermion gleicher Masse dar, die dritte Zeile kennzeichnet die Wechselwir-
kung. Durch Einfithren alternativer Felder 4, B und ¥ via

1

T

v ( : ) 1.29)

kann man die Lagrange-Dichte der freien Theorie auch in der Form

(A—iB)

L = % [(8,4) (8" A) — m2A?] + % [(8,B)(8*B) — m*B?]
- %@ (76, — m) ¥, (1.29)

schreiben. Das Wess-Zumino-Modell beinhaltet also das folgende chirale Supermultiplett:



14 Die N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum

e 1 reelles skalares Feld A(z), A = A*
e 1 reelles pseudoskalares Feld B(z), B = B*
e 1 Majorana-Spinorfeld ¥(z), ¥ = C¥7.

Die zugehorigen Bewegungsgleichungen lauten dann

(04 m?)A = 0 (Klein-Gordon) (1.30)
(O04+m*)B = 0 (Klein-Gordon) (1.31)
(iv*8, —m)¥ = 0 (Dirac) (1.32)
U(iv* 8, +m) = 0 (Dirac) (1.33)

1.3.2 Supersymmetrische Eichtheorie

Um eine Lagrange-Dichte fiir ein Superfeld ® zu konstruieren, das sich unter nicht-abelschen
Fichtransformationen gem&fl der Standard-Darstellung

&(z,0,0) — e N=00d(1,0,0) (1.34)

' (2,0,0) — d(z,0,0)e =50 (1.35)
transformiert, fithrt man ein Vektor-Superfeld V als Eichfeld ein und kann dann eichinva-
riante Terme der Form

L= (de"®)p (1.36)

in die Lagrange-Dichte aufnehmen, vorausgesetzt, V' verhilt sich unter Eichtransformatio-
nen wie

eV o ¢TIV eid, (1.37)
Dieses Transformationsverhalten von V verallgemeinert die abelsche Eichtransformation
(1.20), und V gehort insbesondere zur adjungierten Darstellung der Eichgruppe. Eine
schéne mathematische Abhandlung der adjungierten Darstellung findet man in [FS], die
wichtigsten Fakten sind auch im Anhang dieser Arbeit zu finden. Um nun das Fichfeld in
die Dynamik mit einzubinden, d.h. ein Analogon des {iblichen F},, I'¥”-Terms zu erhalten,
definiert man einen Feldstirketensor geméif

1 -
W,y = —Z(DD)e_VDAeV, (1.38)

welcher sich dann unter Eichtransformationen wie
W4 — e AW, et (1.39)

verhilt. Die Einbindung in die Lagrange-Dichte erfolgt dann iiber einen simultan SUSY-
und eichinvarianten Term

Lg:=Tr{(WAW4)r} + (h.c.), (1.40)

dabei bezieht sich die Spurbildung nur auf die Farbfreiheitsgrade. Bei den Materiefel-
dern beschrianken sich die méglichen Terme aufgrund von Renormierbarkeitsforderungen
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aul Kopplungen der Form m;;®;®; bzw. g;;p,®;®; P, so dali die allgemeinste Form der
Lagrange-Dichte durch

1 .
L = ETr{(WAWA)FHWAWA)F}
AP
+ (oleVe)
1 1
+ <§mij¢i¢j+§gijkq)iq)jq)k> + (h.c.) (1.41)
F

gegeben ist (vgl. dazu [WB]).

1.4 N =1-SUSY-Yang-Mills im Kontinuum

1.4.1 Die Wirkung

Wir werden im weiteren die Materiefelder komplett von der Betrachtung ausschliefien und

uns auf den Eichanteil

L=Te{(WAW4)r} + (h.c.) (1.42)

der Lagrange-Dichte beschrinken. Um die Lagrange-Dichte durch die Komponentenfelder
auszudriicken, miissen wir also den F-Term von WAW, berechnen. Als Resultat erhilt
man in euklidischer Formulierung® [VY]

1 1- 1
£ = ZERFf, + X 7u(Dud)* = 3D D" (1.43)

i a1

Dabei ist Fy,, = 8,4, —8,A, + [A,u, A,] der iibliche nicht-abelsche Feldstirketensor und

(DuA) = 8,2 +[A,, A] (1.44)

die kovariante Ableitung in adjungierter Darstellung. Auf den ersten Blick sieht diese
Wirkung aus wie die der QCD. Allerdings treten hier statt Dirac-Spinoren Majorana-
Spinoren A bzw. A auf, und die Eichfelder wirken in adjungierter Darstellung. Durch
eine einfache GaufB-Integration 148t sich das Hilfsfeld D) eliminieren (denn es tritt in der
Wirkung nur quadratisch und nicht an andere Felder gekoppelt auf), und wir verbleiben
dann unter Benutzung der Zerlegungen

A = ATTe
Ap = —igA T
Fo = —igh,T" (1.45)
mit der Lagrange-Dichte
1 -
£(@) = ~55 T { B () Fuu @)} + Tt {N(@) 7,0 (@)} (1.46)

'Wir verwenden im Kontinuum stets die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. @iber mehrfach vorkom-

mende Lorentz-Indizes ist zu summieren. Gleiches gilt auch fiir die Farbfreiheitsgrade.
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der N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie im euklidischen, vierdimensionalen Kontinuum. Die
zugehdrige Wirkung ist dann invariant unter den SUSY-Transformationen (vgl. [WB])

dAL(2) = —Z.QX(m)'yus (1.47)
I\(z) = —éameT(w)e (1.48)
SX(z) = ;Qaap,FpT(x), (1.49)

was ich im verbleibenden Teil dieses Kapitels explizit verifizieren mdchte. Dazu zeigt man,
daf} sich die Lagrange-Dichte bei Anwendung dieser Transformationen nur um eine totale
Divergenz éndert, dafi also 6£(x) = 8,j,¢ fiir einen geeigneten Strom j, gilt.

1.4.2 Variation der Eichfeldwirkung

Es ist zunichst das Verhalten des Eichfeldanteils

Loa) = =505 10 Ups(0) s ()} (1.50)

unter den SUSY-Transformationen zu studieren.? Dazu ist nichts anderes als die Variati-
on des Feldstérketensors auszurechnen. Mit der kovarianten Ableitung in der Fundamen-
taldarstellung D, = 8, + A, schreibt sich der Feldstirketensor als

Fuy =8,A, —8,A, +[A,, A =D, D], (1.51)
und wegen 61, = 64, = —2gAv,e ergibt sich dann
§F,, = [DudD,]— (D, 0D,]
= —29[Dy, Mvoe + 29[ Dy, Alyue
- _29 ([Du: X]"}’,, - [Duaj\]FYu) .
= -39 (’Duj\'y,, — D,,X’yu) E. (1.52)
Dabei bezeichnet D, A = [D,, A] = 8,X + [A,, A] die kovariante Ableitung in der adjun-
gierten Darstellung. Daraus folgt dann
Tr{d (FuFu)}t = 2Tr{F,.dF,}
= —4gTr{F,, (Dujw,, - D,,j\’yu) }e
= —4gTr{FHVD”5\'yU — FU”DMX')[V}E
= —4gTr{F Dy . + FuDudv e

= —8gTr{F,D. v }e, (1.53)
und man bekommt
5L,(c) = _ﬁe(n{mw)m(w)})
_ gTr{Dﬂ(X(m))Fﬂy(l')}'YuE- (1.54)

?Es sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, daB sich die Spurbildung — bis auf wenige

gekennzeichnete Ausnahmen - stets auf die Farbfreiheitsgrade bezieht. Im Fall der Eichgruppe SU(2) mit

Generatoren 7% = 1¢® (vgl. Anhang B) ist mit Tr also eine 2 x 2-Spur gemeint.
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Man benutzt nun die Leibniz-Regel fiir die kovariante Ableitung
(DX Fw = Du(Aw) — M(DyF) (1.55)
und erhélt den Term
o) = =T {A@)DuFunle)} 2oz + S Tr {DulA(e) P (o)} ot
= ST {A@ D)} e + 20, (T A@ (o)) e, (156)

Dabei wurde ausgenutzt, daff von einem Term der Form D, (AF,,) = 8u(AFu)+[Au, AF,]
unter der Spur nur der erste Beitrag relevant ist, denn der Kommutator verschwindet nach
Spurbildung aufgrund der Identitit TrAB = TrBA.

Der zweite Term stellt offenbar einen Beitrag zum genannten Superstrom j, dar, und wir
werden im nichsten Abschnitt sehen, dafl sich der erste Term durch einen entsprechenden
Beitrag aus der Variation des fermionischen Anteils der Lagrange-Dichte eliminieren 148¢.

1.4.3 Variation der Fermion-Wirkung

Unter den SUSY-Transformationen verhélt sich der fermionische Anteil £; der Lagrange-

Dichte

Ly(z) =Tr {Mz)7.DuA(z)} (1.57)
wegen
§(D,A) = [6Dy, Al +[Dy, 6]
= —2g[Afyus,A]—$(DquT)apTe (1.58)
6Lp(z) = Tr{oX(@)v,Dur(z)} + Tr{A(z) (D M)}
= —.Tr{(DuA( )70 A (2 }+Tr{A w0(DuA(2))}

= ST {(DA )10 Eyr }——Tr{A YDy Fyr (2))pr}

—29Tr{/\ TulA&) e, Mz)]} - (1.59)

Anwendung einer Fierz-Identitit zeigt dann, dafl der dritte Term

—2gTr {Myu[Myue, A} = —igfape(A7:A%) (A7) (1.60)

verschwindet. Die Details dieses Nachweises findet man in Anhang D, man vergleiche dazu

auch [Lu] und [dWF] sowie [BSS]. Wir verbleiben daher also mit
i _
Ly(e) = ST {(DAE)) Ey (o)} e

—;;Tr{)\( W DpFor (%))} vuo pre. (1.61)
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Wie im Fall der Eichwirkung ziehen wir nun die Leibniz-Regel

D, (AFr) = (DuX)Epr + MDuFr) (1.62)
hinzu und erhalten
1) = TP ()} 7
—2£Tr {AM2)(DpFpr ()} a0 pre. (1.63)

Der Kommutatorterm in der kovarianten Ableitung Tr{D,(AF,,)} verschwindet wie schon
bei der Eichfeldwirkung gesehen, so dafl

0Ls(x) = —2;;Tr {M&)NDpFor ()} Yuopre + O (gTr {X@)F,r(x) } 'y,uams> (1.64)

richtig ist. Wir benutzen nun eine Beziehung zwischen den Dirac-Matrizen®:

TuTor = i(‘sup')/-r - J,u'r')/p) - Z‘EMPTUFYI/FYES (1-65)
und gewinnen
4 - 2 _
6L;(z) = ETr M) (PpFpw ()} voe — ETr IM&)PuFpor (2) } epprotuyse
+8, (éTr {X(m)FPT(m)} 'yuap,,ez) . (1.66)

Als letztes bringen wir nun die Bianchi-Identitit
[Dus For] +[Dp, Fru] + [Dr, Fupl = 0 (1.67)
ins Spiel, die sich auch als
(DpFpr())eppry =0 Vo, (1.68)
schreiben 148t. Damit lautet das Endergebnis dann
0L (x) = gTr {AMz)DpFu ()} voe + By (éTr {A(z)Fpr (%)} 'yyo'pﬁs) . (1.69)
Zusammen mit der Variation der Eichfeldwirkung
5L, (x) = —gTr (3&)D, Fo(z)} v0e + 38” (Tr {A(2) Fyu () }) 10e (1.70)

aus (1.56) konnen wir also bestétigen, dafl die Lagrange-Dichte unter Supersymmetrie-
Transformationen nur als totale Divergenz variiert:

50() = 0, (3T (M) @)} o0 + ST A B0} e ) 2. (171

3euprv ist dabei der total antisymmetrische Tensor vierter Stufe, vgl. dazu auch Anhang A.
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1.4.4 Superstrom

Wir haben nun also gezeigt, dafl

4 -
SL(z) = 8, (Tr {;)\(w)FW(w)'y,, + gh(w)FpT(x)’yHUpT}> e, (1.72)
was Anlafl zur Definition eines Stromes
— 4 _ -
Julz) :=Tr {EA(JL‘)FW(JE)’YV + E)\(.T)FPT(.T)’Y”UPT} (1.73)

gibt. Man beachte, dafi dieser Strom fermionischer Natur ist, hier also insbesondere auch
ein Majorana-Spinor. Es 1463t sich daher schreiben

§L(2) = 0,7a(2)e = 20, (2), (1.74)
wobel A )
3u(6) = T { = Fua)1.0@) + S Er @armda) } (1.75)

(Um j, aus j,(z) zu gewinnen, benutzt man die im Anhang wiedergegebenen Rechenregeln
fiir Majorana-Spinoren.)

Aufgrund des Ursprunges der beiden einzelnen Summanden in (1.73) in den Variationen
des bosonischen bzw. fermionischen Sektors der Lagrange-Dichte fiihre ich fiir diese beiden
Anteile zwei gesonderte Bezeichnungen ein:

Jug(x) = STI‘{)\(SL‘)FW,(I')’}/V}
Tii(z) = gTr{j\(x)FpT(x)'yHapT}. (1.76)

Es sei schon jetzt vorweggenommen, dafl j, = j, , + 7, ¢ nicht der Noether-Strom ist, der
aus der supersymmetrischen Invarianz abgeleitet werden kann. Dementsprechend tritt in
den spéter zu behandelnden Ward-Identitdten auch nicht der Strom j, auf, sondern eine
dann noch zu erklirende Grofle S,. Da aufgrund der Notation jedoch keine Verwechse-
lungsgefahr besteht, werde ich fiir beide Gréfien die Bezeichnung Superstrom benutzen.

Der Strom j, 148t sich unter Verwendung von

YuGor = z‘(‘5,tzp")/-r - J,u'r')/p) - Z‘EMPTUFYI/FYES (177)

auch als
-— 2 Y 1 3
Ju = Tr {EAFﬂyFYy + EAFPTEHVPTFYVFm} (178)
schreiben, denn aufgrund der Antisymmetrie von Fy, und wegen ¢, ;, = €., r gilt:
i - ) .
E)‘FPT'VMUPT = EAFPT (¢ (0upvr — Our¥p) — t€pprv Yo ¥s)
1- 1
= _EA (Fw,’)/y - Fyu’)’y) + Efuupr'Yy'YSFp'r
1_ 1
- _5)‘ (Fuwte + Fupve) + EEWPT'YV'”FPT

2 - 1
= _E)‘F[I,VFyV + EEMUPTFYVFYE’FPT . (179)
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Mit dem dualen* Feldstirketensor

1

oy = 5EWPTFPT (1.80)

wird dies zu N

Ju= T Do (B + F5) ) (1.81)
Wegen X7,7vs% = ¢v,7sx fiir Majorana-Spinoren ¢ und x sowie {7,,vs} = 0 erhilt man
dann auch

. 2
g = =T {(Fuw + F35) A} (1.82)

Zum Abschluff dieses Abschnittes mochte ich noch die wohl kompakteste Form des Super-
stromes angeben. Aus

. 4 i
i) = 1 { =2 B Ma) + - i a)apr, ) (1.83)
folgt ndmlich mit
VuOor = OprVu = 20(8ppYr — pr7p) (1.84)
auch
. 4 i 2
Julz) = Tr _EFHV(I)'YVA(-T) + EFPT (2)7uopor Alz) + EFPT () Bupyr — Ourp) A2)
4 i 2 2
= Tr _EF;W(”)'YVA('T) + ;FPT (2)7u0pr Alz) + ;Fuu(mhu - ;Fuu(m)%f A(z)

o

g

= Tr {ﬁ T(xmamx(x)} . (1.85)

Somit kann der Strom j, auch in der Form

o) =10 { b oo} (1.56)

bzw. nach Adjunktion als

— i 5
7o) = 11 { 23 i (), | (1.87)
notiert werden. Diese Schreibweise wird in [Lu], Formel (2.47) und auch auf dem Gitter

(3.92) verwendet.

‘Die Bezeichnung dual ist aufgrund von F* = F gerechtfertigt.



Kapitel 2

N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie
auf dem Gitter

Das zweite Kapitel beschiftigt sich mit einem einfachen Modell der eingefiihrten N = 1-
Super-Yang-Mills-Theorie in diskretisierter Raum-Zeit. Dazu erinnere ich zunéchst an
die in der Gittereichtheorie iiblichen Begriffe und Bezeichnungen und erldutere die git-
terregularisierte Wirkung. Wesentliches Ziel dieses Abschnittes ist es dann, das Verhal-
ten einer naiv gewihlten Lagrange-Dichte unter entsprechenden Gitter-Supersymmetrie-
Transformationen zu studieren. Dabei gehe ich von der in [Lu] gew&hlten Lagrange-
Dichte aus und verwende wie z.B. in [CV] vorgeschlagen die einfachste Form der SUSY-
Transformationen auf dem Gitter. Man erkennt dann, daB die Supersymmetrie sowohl
durch die Gitterregularisierung an sich als auch durch die Wilsonsche Formulierung der
Fermionen gebrochen wird und daf} sich diese Effekte bereits in erster Ordnung der Git-
terkonstanten a zeigen. Hauptanliegen dieses Kapitels ist es dabei, die Stellen in der an
die Kontinuumstheorie angelehnten Rechnung zu lokalisieren, an denen die entsprechen-
den Abweichungen auftreten. Konkret zeigen sich diese Stérungen in den auf dem Gitter
nicht exakt gliltigen Leibniz- und Bianchi-Identitdten bzw. eng damit verkniipft an der
ungiinstigen Wahl der kovarianten Ableitung auf dem Gitter. Diese Erkenntnisse werden
dann im n#chsten Kapitel dazu genutzt, um die SUSY-brechenden O(a)-Effekte zu be-
seitigen. Insbesondere wird in diesem Kapitel auch eine graphische Notation fiir die bei
den Rechnungen auftretenden Terme eingefiihrt, die die zum Teil recht uniibersichtlichen
Ausdriicke erst handhabbar macht.

Ich verwende in diesem und in den beiden nichsten Kapiteln die folgende Summenkon-
vention:

Bei allen mehrfach vorkommenden Lorentz-Indizes ist eine Summe von 1 bis 4 impliziert,
Stellen, an denen nicht summiert wird, sind selten und werden dann explizit gekennzeich-
net. Diese Konvention gilt nicht bei fiir Indizes, die auf der linken Seite einer Gleichung
unkontrahiert vorkommen, beispielsweise ist bei einer Formel der Art

SEte) = o T {ULe)Gpr (o + ap) Ul (2)

0, (2)U} @) A( + af) V() } (21)
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auf der rechten Seite eine Summation {iber p und 7 gemeint, wihrend iiber g nicht sum-
miert wird.

An einigen Stellen werde ich trotz dieser Konvention explizite Summenzeichen mitschrei-
ben, sofern dies zur Versténdlichkeit der Ausdriicke beitrigt.

2.1 Grundbegriffe der Gittereichtheorie

2.1.1 Notationen

Das lokale Eichprinzip macht bekanntermafBien die Einfiihrung von Paralleltransportern
und kovarianten Ableitungen notwendig. Genauer 148t sich in kontinuierlicher Raumzeit
zu jeder Kurve ¢, : [0,5] = R? ein durch die SU(N)-Eichsymmetrie induzierter Parallel-
transporter U(c,) € SU(N) finden, der dann iiber DysoN’s Formel

Ule,) = P exp {— / Au(m)dwu} (2.2)

mit dem Eichfeld A, verkniipft ist. Dabei stellt P den Pfadordnungsoperator dar, und das
Eichfeld ist Element der Lie-Algebra der SU(N), d.h. A,(2) € su(N). Hieraus 148t sich
unmittelbar die Differentialgleichung

d dc

S U(es) = —Ale(s) LU e,) (2.3)
ableiten. Den Kriimmungs- oder Feldstirketensor F),,(2) der Theorie erhilt man dann aus
infinitesimalen geschlossenen Kurven cg,;, . um x mit Seitenldngen dz, und dz, durch die

Beziehung

Ulcppn) = 1 — Fu(z)de,de,. (2.4)

Die diskretisierte Theorie ist nun auf einem vierdimensionalen, hyperkubischen Gitter
A = (aZ)* = {z|z, € aZ} erkldrt, so daB die kleinsten Wegstrecken nicht mehr infi-
nitesimal, sondern von der L&nge a sind und Paralleltransporte nur noch in Einheiten
der Gitterkonstanten moglich sind. Bezeichnet man den Paralleltransporter vom Punkt
z nach z + apt mit U,(), so ist also eine Eichfeldkonfiguration durch die Kollektion der
{Up(z)|p = —4,-3,-2,-1,1,2,3,4; = € A} gegeben. Es stellt sich dann die Frage, wie
sich etwa die Beziehungen (2.2) und (2.4) auf das Gitter iibertragen lassen. Grundsitz-
liches Anliegen ist es dabei, eine durch die Eichfeldkonfiguration auf dem Gitter (und die
Fermionfelder) bestimmte Wirkung zu erkliren, die im Limes verschwindenden Gitterab-
standes @ — 0 die Kontinuumswirkung reproduziert.

Man greift dazu auf die oben erwdhnten Paralleltransporter U,(z) entlang von Gitterkan-
ten (links) zuriick. Dabei beschreibt U,(z) den Transport von  nach & + afi, wobel f in
alle positiven und negativen Richtungen zeigen kann. Graphisch 146t sich dies durch das
Bild

Uul)

-

x x+aj
veranschaulichen.
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Der umgekehrte Transport von z + afi nach = wird dann durch U_,(z +af) = Uu(z)™! =

Ul(m) beschrieben:

Uj(x)

T x4+ ap

Die zu (2.2) analoge Beziehung zwischen den Paralleltransportern und dem Eichfeld A4,
wird dabei wie in [Lu] z.B. durch

Uy(z) = e~ und U,I(w) = *4ule) (2.5)

hergestellt. Dabei werden wir annehmen, dafl das Gitter in das Kontinuum eingebettet
ist und daB es sich bei A,(z) um das Eichfeld des Kontinuums am Gitterpunkt = € A
handelt. Auf die Relation zwischen Feldern auf dem Gitter und Kontinuumsfeldern wird
spéter noch genauer eingegangen (vgl. Kapitel 3.3).

2.1.2 Die Wilson-Wirkung fiir das Eichfeld

Um nun eine Gitter-Wirkung fiir das Eichfeld aufzustellen, bendtigt man analog zu (2.4)
geschlossene Kurven. Die kleinstmégliche Wahl ist hierbei auf dem Gitter die sogenannte

Plaquettenvariable U,,(z) entlang eines Quadrats der Seitenlénge a:

Ul(z + ab)

x + av - x + aji + av
Ul(a) 1 | Uule +ap)
x g T+ aji

Uu()

Algebraisch ist dieser Ausdruck durch
Un() = US@) Ul (2 + ab) Uy (o + ait) U (o) (2.6)

gegeben. Die umgekehrt durchlaufene Plaquette U, () = U, ,L,(m) erhilt man entsprechend
zu

Uyu(z) = Ul(m)UJ(m—I—aﬂ)Uu(m—l—ai})U,,(m). (2.7)

Zur Illustration sei hier noch die Plaquette

U_y—plz)=Uu(z —ap)U,(z — av — a,ﬂ)Ul(m — av — ap)U}(z — ab) (2.8)
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dargestellt:
Uz — afi)
x — afl > x
Uy(z — av — afi) | Y Ul(z — ab)
3
x —afi —ap B T — ap

Uz — ab — afi)

Durch Einsetzen der (2.5) entsprechenden Bezichungen, Benutzung der Campell-Baker-
Hausdorff-Formel und Taylor-Entwicklung nach a sieht man dann, daff (2.4) in der folgen-
den Art und Weise reproduziert wird!:

Uw(2) =1 — a®F(2) + O(a®). (2.9)
Man beachte, dafi a? gerade der Flicheninhalt des umlaufenen Quadrats ist. Genauer gilt
Upy(z) = e Guola) (2.10)

wobei Gpu(z) = Fuu(z) + O(a). Analog ergibt sich
Uyu(w) = et Gunle) (2.11)

Allgemein kann man sagen, dafl im Gegenuhrzeigersinn durchlaufene Plaquetten in diesem
Sinn 1 — a?F,,(z) und negativ durchlaufene Plaquetten 1 + a?F,,(z) triangulieren. Als
Diskretisierung des Eichfeldanteils der Lagrange-Dichte benutzen wir nun die Standard-
Formulierung nach WILSON (vergleiche [Wi74], [Wi75], [MM])?:

5l () = # D [4 T U (2) + Un ()} . (2.12)
z 1<p#r<a

Die Lagrange-Dichte auf dem Gitter hingt mit der Wirkung iiber die Beziehung
Slt = g* " L% (2) (2.13)

zusammen, denn es gilt a* . — [ d*z fiir a — 0. Eine naheliegende Wahl der Lagrange-
Dichte auf dem Gitter ist daher

1 1
lat _
L= g

> [4 — Tr {U, () + U, u(2)} | (2.14)

1<p#r<d

'Es stellt sich hierbei die Frage nach der Definition von Fy,(z) auf dem Gitter. Einerseits kann dies iiber
Flo (@) 1= AuAu(z) — AyAu(z) + [Au(z), Au(z)] geschehen, wobei A, eine Gitter-Version der partiellen
Ableitung ist (s. nichster Abschnitt) und A,(z) iiber Uu(z) = e~ *4#(®) erklirt wird. Ich gehe in diesem
und in den folgenden Kapiteln jedoch davon aus, dafi das Gitter in das Kontinuum eingebettet ist, so daf}
ein Riickgriff auf den Feldstirketensors des Kontinuums maglich ist, vgl. dazu auch Abschnitt 3.3.

*Die hier angegebene Wirkung gehért zur Eichgruppe SU(2), im Fall der SU(N.) verwendet man

S;at(-r‘”) = # Zz‘ 219@&”54 2N — Tr{Upu(z) + Uspu(z)}].
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Mit (2.10) und (2.11) ergibt sich dann, daf3
a 1
£5(2) = =5z T {Fw (@) B (2)} + O(a), (2.15)

also gilt wie gewlinscht im naiven Limes

lim £ (2) = L,(z). (2.16)

a=0 9

(2.14) 148t sich dabei auch in der Form
lat L1
£l (z) = Fai Y |4 - Tr{U() + Up(2)} (2.17)

a
1<p<vgd

schreiben.

2.1.3 Die Wirkung fiir den fermionischen Teil
Im Kontinuum ist der fermionische Teil der Wirkung durch den Ausdruck
£1(x) = Tr {2} D,A(x)) (2.18)

gegeben. Im wesentlichen sind nun also Ableitungen auf dem Gitter zu modellieren. Fir
die Ableitung ohne Eichfeld und eine auf dem Gitter erkliarte Funktion f findet man dabei

eine Vorwirts- und eine Riickwértsableitung sowie eine symmetrische Form:

AT f(z) = = ([ + o) - 1(2))
AL f(@) = (o)~ J(o - o)
AL f(5) = ([ 4 a) ~ (o) (2.19)

Durch Taylor-Entwicklungen sieht man sofort, dafi diese im Limes @ — 0 die Ableitungen
des Kontinuums ergeben. Fiir die kovariante Ableitung der adjungierten Darstellung kann

man auf dem Gitter analoge Versionen definieren

DI fla) = = (Ue)f (e + ai)Up(a) — ()

Dlettf(z) = % (f(x) — Uulz — ap) f (2 — af)Uf(x — aﬂ)))
Dlatsvm () = ” (UT( z)f(a + ap)Uy(2) — U(e — af) f(z — ap)Uf (2 — aﬂ)) :

(2.20)

Beispiclsweise hat man damit wegen U, (z) = e~*44(*) bzw. U;E(.?:) = ¢2Au(s)

D f(e) = —(Ula) m+au)U()—f(w))

(f )+ ad, f(x) +ad,(z)f(x) —af(z)Au(z) + (’)(az))
WS () + [Au(m)af(m)] + O(a), (2.21)

1
a
1
a
8
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also
lim DiebS f(z) = Dy f(=). (2.22)

a—0
Die fermionische Lagrange-Dichte, die in [Lu] verwendet wird, zerfillt nun in zwei An-
teile. Ein Term ist proportional zum Wilson-Parameter r und wird eingefiihrt, um die
bei der Bildung des Kontinuumslimes entstehenden Fermion-Doppler zu eliminieren. Der
r-unabhéngige Teil ist durch

L) = o 3 T AUl A + i) Uul)

Mz + ait) U () \(2)U} (2) } (2.23)

gegeben. Um dies auf eine Form zu bringen, die der von (2.18) entspricht, fiigen wir zwei
Nullen ein und nutzen die Zyklizitit der Spur:

Uﬁt(x) = ;—GZTr{X(w)'yuUl(w))\(w+a,€t)Uu(w)

= Ma)vuA (@)
0

~Ul(2)M(@ + ap)vuUu(2)M(2)
+ Me)vA(e) |
N—— ——

_ %Tr{j\(m)'y”Dift’f)\(m) ~ DI A @) (r) }
_ Tr{X(m)'yuDift’fA(m)}. (2.24)

Man erkennt, dafl auch hier der korrekte Kontinuumslimes reproduziert wird.

Schliellich ist der Wilson-Term, der kein Analogon im Kontinuum findet, durch den Aus-

druck
at 1
[’lf,Wil(W) = %7‘ Eu IT{
—)_\(x)ljﬁ(m))\(x-l—aﬂ)lju(m)

Az + aﬂ)UH(m))\(m)UJ(m)}

4 _
+§Tr {Mz)A(z)} (2.25)
gegeben.
Insgesamt sieht also der fermionische Anteil der Lagrange-Dichte wie folgt aus:
a a a ! 3 -~
L) + Leyale) + Ll (x) = Tl“{ D (A(w)('m — UM (@)Mx + ap)Uy(z)
L

A+ ai) (1 + r)Uu(w)A(m)U;m)

n (mo + t—") )\(m))\(x)}. (2.26)
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Dabei haben wir den Gluinos durch den Term £ (z) = moTr{A(z)A(x)} noch eine zusitz-
liche (nackte) Masse my verlichen. Die zugehdrige Wirkung findet man z.B. auch in [CV],
man vergleiche auch mit [Mo]. In der weiteren Rechnung werden wir die Kennzeichnung

lat weglassen, denn es ist klar, dafl es sich um die Variation der Gitter-Lagrange-Dichte

handelt.

2.1.4 Einfache SUSY-Transformationen auf dem Gitter

Eine einfache Realisierung der Supersymmetrie-Transformationen (1.47)-(1.49) auf dem

Gitter wird in [CV] vorgeschlagen und auch in [Lu] verwendet:

oUL(z) = —Z.agUu(m)éfm)\(m) (2.27)
IMz) = —éamg,ﬁ(w)g (2.28)
dA(z) = geamgpr(m). (2.29)

Dabei ist G, eine zunichst nicht niher spezifizierte Version des Feldstarketensors £, (x)
auf dem Gitter, d.h. man verlangt limg_,q Gor () = F,; (). Somit wird die Kontinuums-
Variation der Fermionenfelder in korrekter Weise wiedergegeben. Beachtet man, dafl

Uy(z) =1 — ad,(z) + Oa?), (2.30)
daB also 6U,(z) = —adA,(z) + O(a?) gilt und schreibt (2.27) als

§UL(z) = —2ag(l — ad,(z))evA(z) + O(a®)
= —2agevpA(z) + O(a2), (2.31)

so erkennt man, dafi die Kontinuums-Variation dA4,(z) = 2gevy,A(z) bis auf O(a)-Effekte

reproduzgiert wird.
Die Transformation eines Eichlinks U,I(x) gewinnt man aus der Unitaritdtsbedingung
Uu(z)Ul(z) = 1, dh. 6(Uﬂ(m)UJ(w)) = 0 baw. (8U,(z))UL(z) + Uu(z)(0U}(z)) = ©

7u
5U’E(m) = —UJ(I‘)JUH(CE)UJ(CE)

= 2ag§7”)\(m)UJ(m). (2.32)

Uberlegungen von NICOLAT zufolge sind die komplexe Konjugation und die hermitesche

Adjunktion von euklidischen Majorana-Spinoren mit theoretischen Subtilitdten verbunden
[Ni]. Es ist daher an dieser Stelle nicht mdglich (5(UJ) iiber (5(U;£) = (6U,)! zu erkliren.

2.2 Graphische Notation

Die bei der Variation der Wirkung entstehenden Terme sind bisweilen etwas sperrig, so
daf} sich hier eine graphische Veranschaulichung anbietet. Insbesondere werden hierdurch
die in den Rechnungen verborgenen Symmetrien leichter erfaflbar, was es im néchsten
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Kapitel vereinfacht, eine Verbesserung der Transformationen und der Lagrange-Dichte
vorzunehmen. Auch die Zuordung von Gitterausdriicken zu ihrem Kontinuumslimes wird

erleichtert.

Im folgenden werde ich Eichlinks stets durch eine durchgezogene Linie mit Pfeil kennzeich-
nen. Dabei ist die Richtung ,rechts“ in aller Regel mit dem Buchstaben ji verkniipft, der
Transport nach ,,oben“ mit der positiven »-Richtung. Fermionische Variablen A mache ich
durch einen Kreis deutlich, antifermionische durch einen Kreis mit zusitzlichem Balken.
Liegt eine Kontraktion eines Fermions mit einem anderen Spinor vor, so notiere ich diesen
Partner im Inneren des jeweiligen Kreises. So ist etwa

= EYuA.

In der Variation der Wirkung treten aufgrund der Spurbildung nur eichinvariante Sum-
manden auf. Dies bedeutet, daBl nur von solchen Termen die Spur gebildet wird, die sich
auf dem Gitter als geschlossene Wegstrecken mit geeigneten Feldern an den Gitterpunkten
schreiben lassen. Da die Spur zyklisch ist, spielt dabei die Wahl des Startpunktes keine
Rolle. Bei solchen geschlossenen Polygonziigen lasse ich daher die Pfeile an den Eichlinks
fort, es versteht sich dann von selbst, dafl eine Riickkehr zum Ausgangspunkt impliziert
ist. Beispielsweise steht

O—Q

dann fiir den Ausdruck e

Tr{X(w)U’I(w)V”A(w +ap)U,(z)} = Tr{X(w)'yuU’I(w))\(w +ap)U,(z)} (2.33)

(keine Summation iiber p). Allgemein gilt, daB bei den Kontraktionen der Spinorindizes
die in den Kreisen notierten Gamma-Matrizen zu beachten sind. Diese Zuordung ergibt
sich aus den Graphen aber in ganz natiirlicher Weise. Treten auflerdem noch Plaquetten-
variablen der Form G, auf, so werden diese durch ein auf der Spitze stehendes Quadrat

symbolisiert. So bedeutet dann etwa der Graph

Tr{EUpT(]pT(x)’yuUl(w))\(x +ap)Uy(x)}, (2.34)

wobei auch hier keine Summation iiber p, 7 und p erfolgt. Als letztes Beispiel gebe ich

nichts anderes als

nun noch die graphische Darstellung von
Te{em A (@ + ai)Uop (o + aji)} (2.35)

an

Y
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(auch hier keine Summation iiber g bzw. v) und verweise darauf, dafi die Kennzeichnung
der Gitterpunkte (beispielsweise #) gelegentlich ausgelassen wird, sofern keine Uneindeu-
tigkeiten bestehen. Ohnehin werden die Graphiken meistens auch von den algebraischen
Ausdriicken begleitet und dienen daher nur zur Verdeutlichung.

2.3 Die Gittergrofien

2.3.1 Kovariante Ableitung und Feldstirketensor

Um nun in der Variation der eingefiihrten Lagrange-Dichte unter den genannten Transfor-
mationen die SUSY-brechenden Terme in Ordnung a verfolgen zu kénnen, untersuchen wir
als néchstes, wie stark die Gitterversionen der kovarianten Ableitung und des Feldstérke-
tensors von ihren Verwandten im Kontinuum abweichen. Bei der kovarianten Ableitung

ist die Gitter-Version aufgrund der Wahl der Lagrange-Dichte durch
a 3 1 3 ~
DL LIX = E(UJ(m)A(m +app)Uyu(z) — A(x)) (2.36)

gegeben. Die Entwicklung nach der Gitterkonstanten a ergibt
1

Dyt (w) = -

= DuA(e) + 5 (PuDuMz) + [A2), Dud(a)]) + O(a?) (2.37)
Diesen Restterm werden wir in Zukunft mit R (A(x)) abkiirzen, wir schreiben also
Dift’fj\(m) =D, A(z) + aRE(X(m)) + O(a?). (2.38)

Bei der Variation des Eichfeldanteils der Lagrange-Dichte wird uns die , einfachste” Version
des Feldstirketensors auf dem Gitter
1

0o ._
G = ~ 92

(Vuu(2) — Upu(2)) (2.39)

begegnen, so dafl wir auch ihre Abweichung vom Kontinuumslimes bestimmen wollen. Man
beachtet (2.10) sowie (2.11) und erhélt

1

242

(Vs (2) = Upu(z))
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_ _# (1 - a®Fu(e) — (1 + a®Fyu(2)) + O(a®))
= Fu.(z)+ Ofa). (2.40)

Fine zur kovarianten Ableitung Dift"f analoge Bezeichnung wire wohl FL‘,I,t’f , denn auch
qu ist vorwérts gerichtet.

Um die Abweichungen vom Kontinuumsfeldstirketensor zu bestimmen, ist zunéichst die
Plaquettenvariable Uy, (%) bis zur dritten Ordnung von a zu entwickeln. Diese etwas léstige
Arbeit wurde schon in [Lu] verrichtet, mit einer kleinen Korrektur kénnen wir die dortige
Formel (3.81) direkt iibernehmen:

Uw(z) = 1—a*F,(z)

403 ([9,400). 44 0)] + [, 0). 0, 4, (0]

~ 310 Au(@), Au(2)] ~ S[Au(2), B A (2)]

~50u0u A () + 50,0, (s)

5 [A0(2), [A(e), Au(2)]

5 [l Auol] (o)) )

+0(a?). (2.41)
Die Entwicklung von U ,l,,(m) = U,u(z) liefert dasselbe Ergebnis mit vertauschten Rollen
von p und v. Das Zusammensetzen zu G, () = — 57 (Upw (7)) — Uyy(e)) fiihrt dann auf

ggy(w) = FuV("‘*")
(0o Au(a)] - [0 44(2). Au(a)]
_%[auAu(w)a Ap(z)] + %[8;1‘4”(‘7")’14”(3’”)]
_%8.&6#1411(1') + %8"6”‘4”(@

+0(a?). (2.42)

Wir bezeichnen diesen Rest mit Rgz, d.h. wir schreiben spéter G}, (z) = Fw,(.r)—l—aRgz(a:)—I—
O(a?).

2.3.2 Leibniz-Regel auf dem Gitter

Bei der Variation der Kontinuums-Lagrange-Dichte verwenden wir wiederholt die Leibniz-
Regel fiir die kovariante Ableitung. Auf dem Gitter gilt diese nicht exakt, in diesem Ab-
schnitt soll der Grad ihrer Brechung bestimmt werden. Die Aufgabe besteht also darin,
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den folgenden Ausdruck, der im Kontinuum exakt Null ist, bis zur ersten nicht-trivialen

Ordnung in ¢ zu entwickeln:
(DT M2))Gpp (2) + M) (D G, () — DT (M(2) G (2)). (2.43)

Man beachte dabei, dafl wir fiir den Feldstérketensor direkt den Kontinuumsausdruck ein-
setzen kdnnen, wenn wir uns nur fiir die Stérungen in erster Ordnung von a interessieren.
Ist z.B. G eine Gitterversion des Feldstirketensors, dessen Q(a)-Abweichung vom Kontinu-
umslimes wir mit RY bezeichnen wollen, fiir die also gilt G, (x) = Fr (x)+aRY, (z)+0(a?),
so erhilt man:

(@) (D Gor (2)) = DT (M(2)G e (7))
+ Az) (D Fr (2)) = D (M) e (2))
+a(D Y A(@)) R (2) + M) (D R (2) = DT (Mz)RE, (2)) + O(a?)
) + Mz ) (D Fyr () = Dy (M) Fyr ()
+a(DuA(2))R7, (2) + M) (DuR T, (x)) = Pu(M(z)RT () + O(a?)
) + M) (D Fpr (2)) = DT (@) Fyr (2)) + O(a®). (2.44)

)Gpr(z) + A
+ A

Wir konnen also von dem Ausdruck
(DI X)) For () + M) (D Fir(2)) = D (A(2) Fpr (2)) (2.45)

ausgehen. Dieser schreibt sich als

U + iU}y () = 3o ()
AU Fpr (2 + i) Up(2) — A2 Epr ()

_U;(m)j‘(m +ap)F(z+ap)Uy(z) + )\(m)FpT(m)}

- é{)‘(ﬂf)Fpr(m) = Az) Fpr (2)
+A(2) Fpr (2) — (@) F)r ()
—A(2) Fpr (2) + A(2) Fpr (2)
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5220040, Fyr (2) = A(£)0 Fyr () Au() + 5A(0) Fyr (2) Au(e)?

_%Au(m)zx(m)Fm(m) - Au(m)B”X(m)FpT(m) - Au(m)i(m)aprT(m)

A (£IN(E) Fyr (2) 4, (0)
S OuBA) Eyr (2) — NI, Fyr (2) + M) Fyr () 4, (2)

MO,y (5) 4 )0, o () A(0) — 30V i) A0
+0(a?)
= oA A0 Eir ()
F AN Eyr (2) 44 (2) — Au(@)A () 40(0) Fyr (2) — M(2) 4, (2)Epr (2) A (0)
FOAD) e (2), Ay (2)] + ), A, ()10, e (0)
~8,X(2)0, Fyr (2)
+0O(a?). (2.46)

Diesen etwas unangenehmen Restterm in erster Ordnung von a werde ich im folgenden
stets mit ’Rﬁ’(x, For(2)) abkiirzen (L wie Leibniz). Es gilt also

(DA ()G, () + M) (DA G) (2) = DY (A(2)Gy, (2))
= 0+ aRE(M(z), Fpr(2)) + O(a?). (2.47)

2.3.3 Bianchi-Identitit auf dem Gitter
Im Kontinuum ist folgendes richtig (sieche Anhang):
(Dutpr(x))epprs = 0. (2.48)
In (2.37) hatten wir geschen:
DLat’pr‘r(x) = Ol (z) + [Ap(z), For (2]

+a (400,00 For ()] + A4 ) Er () + 5 Fr () A2 A0

(o) (2)44(2) + 30,0uEm(2))
+0(a?). (2.49)

Den entstehenden Restterm in Ordnung ¢ hatten wir in (2.38) mit RE(FPT(.’L')) bezeichnet.

Bei der Betrachtung von Dift’f(]pf(x) ist nun aber auch zu beachten, dafi G,,(z) i.a. nicht
mit dem Kontinuumsausdruck iibereinstimmt, sondern dafl vielmehr im Kontinuumslimes

Gy (&) = Epr () + aRE, () + O(a?) (2.50)
gilt. Daher ist dann beispielsweise

DLat,fng(m) = DquT(-'L') + GRE(FPT ("‘E)) + GDHRgT(m) + o(az)v (2'51)
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d.h. es ist sowohl die O(a)-Storung des Feldstdrketensors als auch diejenige der kovarianten
Gitterableitung prasent. Dementsprechend gilt dann auch

(Dift’fgpr(x))éupw = (DuFpr(®))eppro
+a ((DHRgT(m)) + RE(FPT(CE)))E’LPTV
+0(a®). (2.52)

Der erste Term ergibt aufgrund der Bianchi-Identitit im Kontinuum Null, den zweiten
kénnen wir hier nicht weiter auswerten, denn er héngt von der speziellen Wahl von G, in
den SUSY-Transformationen ab (RgT ist zuniichst beliebig.). RP F,; hat folgende Form:

RE(Fye(e)) = 5Au(e)Au(0)Eyr(2) + 5 For(2) A (2) A (2)

A2 Fyr (2 Au() + 58 For (2)
+[Au(z), Op Fyr ()]

%(DﬂDquT(@”)(w) + [Fpr (2), DpAu(z)]) - (2.53)

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun mit der Variation der Lagrange-Dichte unter
den naiv diskretisierten SUSY-Transformationen beginnen. Als erstes betrachten wir dabei
die Variation des Eichfeld-Anteils der Lagrange-Dichte.

2.4 Variation des Eichfeldanteils der Lagrange-Dichte

Der Eichfeldanteil der Lagrange-Dichte war auf dem Gitter durch den Ausdruck

L0 =gy L[4 T Uale) 4 Ul (2.51)

a
g 1<p<v<a

gegeben. Man beachte, dall nur {iber ¢ < v summiert wird, dafi also jede Plaquette Uy,
nur in einer Orientierung durchlaufen wird. Die entgegengesetzte Orientierung kommt erst
durch U, hinzu. In graphischer Notation sieht diese Lagrange-Dichte wie folgt aus:

A
A

o

11 ‘
£g(;@-):a_4hq_2 > 4—( ) | + | [ ) (2.55)

1<p<v<d

Y
A

Die naiv diskretisierten SUSY-Transformationen auf dem Gitter lauten wie oben angege-

ben

UL (x) = —2agU,(z)ev.A(x) (2.56)
UNz) = 2ag§'yu)\(m)U‘l(m), (2.57)
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und man kann sie in Diagrammen durch

J( L ) = —2ag( () ) (2.58)

bzw.

5 ( — ) = Zag( —— ) (2.59)

Damit bekommt man fiir die Variation der Eichfeld-Wirkung folgenden Ausdruck:

veranschaulichen.

1<pu<p<d
_ A 4 _ Y
rF 5 A
Fvw) S )
&Y
_ A 4 _ Y
rF 5 A
g G
EYp
A 4 Y
+ rF 5 + A
- -~ -
A & Y
+ i + i (2 .60)
AT Yw h

Man erkennt, dafl die Graphen in der rechten Spalte jeweils durch Vertauschung von g und
v aus denen der linken Spalte hervorgehen (Spiegelung an der ji — -Winkelhalbierenden
und Vertauschen von 7, und +,). Somit a8t sich die Summe Z”Q/ in ZM&V umwandeln,
und es wird:

4
A
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+ | | + ] i (2.61)

I 3
| J

Letzteres bedeutet aber nichts anderes als

oz) = 2= 3 Tr{

a
I <upo<a

U(2) (F1:M(2) = U} () A (e + a?) U, (=) )
+ U,ule) (—é’yu)\(x) + UL (@), A (@ + aﬁ)U,,(m)) } (2.62)
Man verbleibt also letztendlich mit dem Term
0Lg(w) = %al_s Elsu;éugzl

Tr{ — e (U)M@ + a0)U(2) = A(2)) - (V(2) = Upp(2)) } (2.63)

Nun weifl man aber, dafi (UJ(m))\(m + a)U,(z) — )\(1‘)) nichts anderes ist als die Vorwérts-

Gitterversion der kovarianten Ableitung, daB also

Dieti N (2) := %(Ui(m))\(m +av)U,(z) — A(=)). (2.64)
Auflerdem war |
G () = = 5 (U (2) = Uyy(a) (2.65)

die ,einfachste” Darstellung des Feldstirketensors £}, (z) auf dem Gitter.

Die Variation des Fichfeldanteils der Lagrange-Dichte 1463t sich mit diesen Bezeichnungen

wie folgt notieren:
4 a
o)== > Te{g (@)D A(@)} . (2.66)
1<p#r<d

Dies ist aber nach einer einfachen Umformung (man benutze die Rechenregeln fiir Majorana-

Spinoren) nichts anderes als

Solr) == Y T {(DEIA))G0 (2) } e, (2.67)

I 1 <ugv<a

also das Gitter-Analogon zu (1.54). Mit den Zerlegungen:

G (x) = —igGul(a)T" (2.68)
Mz) = A(2)T° (2.69)

und Tr {T°T*} = £6° erhélt man daraus das Analogon zu [Lu] (2.36):

0L,(z) = —2iQﬂZ(m)th’f5\“(m)7,,5. (2.70)
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Mit der Leibniz-Regel auf dem Gitter (2.47) kénnen wir das Ergebnis aus (2.67) auch als

§L,(z) = STr {(DL‘”’f X(w))gﬂu(W)} e
— —§Tr {X(m)DL“t’fgﬁ,,(r)} Yve
—|—3Tr {DltT (A)G2, (@) } e
+a= 3T {RE(@), Fuo (@)} 705
Lo (2.71)

schreiben.

2.5 Variation der Fermion-Lagrange-Dichte

Ich mochte an dieser Stelle einen kurzen Hinweis zur Notation geben: Die Fermion-Wirkung
hingt von den Eichfeldern und den Fermion-Feldern ab, und es erscheint iibersichtlich die
gesamte Variation in zwei Teile aufzuspalten, die jeweils bei der Anwendung der Transfor-
mationen nur einer Teilchensorte entstehen. Diese Summanden werde ich mit d,L£; bzw.
0y L bezeichnen.

2.5.1 4,L;-Variation auf dem Gitter

Ich betrachte zunichst nur den nicht-Wilsonschen Teil der Fermionen-Wirkung, d.h. wir
verschieben die Analyse der r-abhéingigen Terme auf einen spéteren Zeitpunkt. Also gehen

wir von

Lie) = %ZTr{X(m)'yyU;(m)A(m—I—aﬂ)Uu(m)

A + a7 Uu(@)M @)Ul (2) }
(2.24) Tr {X(w)wat’f}\(w)} (2.72)

aus. Graphisch 148t sich dies wie folgt veranschaulichen:

w3 O—0 - OO

o o (2.73)

Zur Erinnerung sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafi die abgebildeten Eichlinks auf
dem Papier in horizontaler Richtung verlaufen, gemaB der hier verwendeten Schreibweise

also Transporte in fi-Richtung anzeigen.
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Wir betrachten nun das Verhalten von £;(x) bei Variation der Gluinofelder A und A. Man
bekommt mit

g

dA(z) = —;UpTgm-(l‘)E (2.74)
63 (z) = éaamgm(m) (2.75)
(2.76)

den folgenden Ausdruck:

0rLy(z) = %é 2ot

To
S
9 &

Dies bedeutet aber

i
WLs(@) = {20y G (@)D N(2))
~M&) 157 (DY Gy () } (2.78)
Nach einer weiteren kleinen Umformung ergibt dies schliefilich
i ot f <
0ALp(z) = ETT{(DLt’f)\(m))fmamng(w)e
) plett 2.79
(#)70r (D Gpr (2))e - (2.79)

Dies sind genau die ersten beiden Terme von (1.59). Wir benutzen nun wie im Fall des
FEichanteils die Leibniz-Regel

(D M2))Gpr (2) + M) (D Gpr (2)) — DI (A(2) G (2))
= 0+ aRL(Ma), Fpr(2)) + O(a?) (2.80)

und erhalten
B3Li(e) = =2 Te{A(@) 70, (D Gyr(o))e
j .
T { D (M@0, () 3000
+a§Tr{Rﬁ(j\(w),FpT(w))’yuame}

+0(a?). (2.81)
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Es gilt nun die schon benutzte Beziehung
YuGpr = i Bupr — 0ur¥p) — t€ppru s, (2.82)
also ist

0 Ly(z) = STI‘ {S\(m)(pilat,fgw(m))%g}

2 _
e { @)D G () enorivoe |

—I—E.Tr {’Dift’f (X(m)gm(m))wpaws}
+a§Tr {Ri’(X(w), For (2))7p0re }
+0(a?). (2.83)

Man erkennt einige Terme aus (1.66) wieder, insbesondere soll der dritte Summand einen
Beitrag zum Superstrom leisten. Allerdings konnte im Kontinuum gezeigt werden, daBl
der zweite Summand aufgrund der Bianchi-Identitit verschwindet. Auf dem Gitter gilt
diese nicht exakt, wie wir oben gesehen haben, unter Benutzung von (2.52) erhalten wir
vielmehr

inLi(e) = ST {A@DE G )c)
T { D (&) (@) 002
—a T {A()(DuRE, (2))epsmrrsc)
0= T {A @R (Fyr (@) uirs 6}
+a ST {REN ), For () 74,r)

+0(a?). (2.84)

2.5.2 JdyL;-Variation auf dem Gitter

Der nicht-Wilsonsche Teil der Gluino-Wirkung war auf dem Gitter durch

w3 O—0© - OO ]

(2.85)

gegeben, die algebraische Form ist
1 - A B
Loa) = -3 Tr{,\(m)%U;(m)A(x +ap)U, () — A(xm)\(m)}. (2.86)
u

Es soll nun berechnet werden, wie sich dieser Teil der Wirkung bei SUSY-Transformationen
der Eichfelder dndert. Die Transformationen sehen in graphischer Form wie folgt aus:

5( — ) - —2ag( (—— ) (2.87)
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bzw.
J(m_‘_ )zzag( @—4—) (2.88)
und schreiben sich algebraisch als

SUu() = —2agU,(z)enM(z)
6Ul(w) 2ag§'yu/\(w)Ul(w). (2.89)

Daher lautet dieser Teil der Variation der Wirkung
duly(z) = -—24Tr {Evuh(x)j\(w)vﬂUl(w))\(w +ap)U, }
+2¢Tr {X(m)'yuéfy”A(x)UJ(m))\(m +ap)U, }
= 29T {[A(2), 7A@ U (2)A (0 + ai)U,
= —2Tr {U}(2)A (e + ai) Un (o)l (@)re, A(w)]} (2.90)

Anhand der mittleren Zeile erkennt man, dafl die graphische Veranschaulichung wie folgt

ausschen kann:

duLly(z) =3,

@ . + 29 o .
(2.91)

Dabei vereinbaren wir, dafl bei der Umsetzung der Diagramme in algebraische Ausdriicke
zuerst die auftretende Schleife zu durchlaufen ist und die Felder auf den linken Seiten der
Graphen von oben nach unten zu notieren sind. Die Entwicklung nach Potenzen von a
liefert

Suly(z) = —29Tr {A(2)vu[A(#)7ae, A(@)]} + aRE (2) + O(a?). (2.92)
Dabei ist
Rf(z) = —29Tr{([Au(w),X(r)]+aui(w))w[x(w)'me,)\(w)]}
= —29Te{DuA()7u[A(z)vpe, Al)]}- (2.93)

Man erkennt, dafl dies genau dem dritten Term in (1.59) entspricht. Dieser verschwindet
im Kontinuum vollstindig, wie wir mit Hilfe einer Fierz-Transformation zeigen konnten.
Auf dem Gitter verbleibt man jedoch mit einem Rest RY (F wie Fierz). Es gilt also

SuLy(z) = aRY (2) + O(a?). (2.94)
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2.5.3 Zusammenfassung

Es gilt also:

HLy(z) = STr{)«(m)(piat,fgw(m))%g}
T { DY (M) G ()0
~aZ T {A@)(D,RE, (2) eyt 155}
—agTr {X(w)RE(FPT (x))epprvrorse }

+aZ T {RER(2), B (1) 74 ,02)

+0O(a?) (2.95)

bzw.
SuL(z) = aRY (z) + O(a?), (2.96)

d.h. insgesamt:
4 -
ILp(@) = T {A)DE Guule)we )

T D (A (0)Gr ()10 re
2 -

—a T (MNP, RE, ()ere 15 )
2 _

—CEETI‘{/\(%)RE(Fpr(w))fupru'}/u'mf}

+al T {RER(2), B (1) 74,02)

+aRF (z)
+0(a?). (2.97)
2.6 Wilson-Anteil der Fermion-Lagrange-Dichte
Der zum Wilson-Parameter r proportionale Teil der Lagrange-Dichte ist durch
1
ﬁf’Wﬂ(.’L‘) = %TZTI‘
u
—X(m)UJ(m))\(m +ap)U,(2)
~Az + aﬂ)Uﬂ(m))«(m)UJ(m)}

+4a—rTr {A(z)A(z)} (2.98)
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gegeben. Mit der Zyklizitat der Spur und unter Ausnutzung der Majorana-Eigenschaften
von A ergibt dies

[,f,W“(SL') = %T‘ZTY{
—X(w)U’E(w))\(aﬂ + ap)U, ()
—U’I(x)j\(w + aﬂ)Uu(x))\(w)}

+%TT1" [Me)A(2)}

= =3 T {A@)Pe M)} (2.99)

Dies ist offenbar genau von der Form (2.24), allerdings ist die Gamma-Matrix v, durch

den Wilson-Parameter r zu ersetzen. Die graphische Darstellung sieht wie folgt aus:

-5 O—O - OO |
(

2.100)

Im Kontinuumslimes schreibt sich die Lagrange-Dichte als Ly wu(z) = —r3_ A(z)DpA(z)+
O(a) und man erkennt

Spwa = 1Y [dle A @DAE)} + 0
= rZ/dller{(Dﬂ)\(w)))\(w)}+(9(a)
_ rZ/d‘ln:Tr{)\(m)D”)\(m)}—|—(9(a), (2.101)

wobei das erste Gleichheitszeichen durch partielle Integration zustande kommt® und das
letzte Gleichheitszeichen Folge der Majorana-Eigenschaft des Gluinos ist. Somit besteht
in nullter Ordnung von a die Identitdt S;wy; = —S;wq, und man erkennt, dafi die

Einfiihrung der Wilson-Fermionen erst in Ordnung a Beitrdge zur Wirkung liefert.

2.6.1 0,L;w;-Variation

In Analogie zum £ ¢-Term kann man dann schliefien, daf§

3D, geniigt der Leibniz-Regel.
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(2.102) bedeutet algebraisch

SrLywi(z) = —réZTr{EUPT(JPT(m)(DL“t’fA(m))

~M@)0pr (DI Gor ()} (2.103)

was wiederum nichts anderes ist als

BLpwal@) = r= 3 T {(DE A@))0pr Gpr(a)e

FA(2)pr (DI G (2))e } (2.104)

Mit Hilfe der Leibniz-Regel auf dem Gitter ergibt dies

SLpwae) = 230 Te{ DM@ ()ore

u!p"r

-H'aé Z Tr {Rﬂ’()‘(m), For(2))opre}

il'!pi‘r

+0O(a?). (2.105)

Dieser Term 148t sich bis auf Stérungen der Ordnung a als totale Divergenz schreiben
und trégt somit zur Variation der Wirkung in niedrigster Ordnung von a nicht bei. Dies
ist auch nicht anders zu erwarten, da die Einfiihrung der Wilsonschen Formulierung der
Gluinos die Wirkung ja erst in Ordnung a beeinflufit. In spiteren Kapiteln werde ich diesen
Teil der Lagrange-Dichte so wihlen, dal die Variation schon auf der Ebene der Lagrange-
Dichte erst in Ordnung a und héher beitragt. Man ben&tigt dann bei der Analyse in erster
Ordnung von a keinen r-proportionalen Anteil im Superstrom. Ich werde nun noch explizit
zeigen, dafl auch dy Ly w;; Stérungen in Ordnung a verursacht.

2.6.2 JdyL;wi-Variation

Man erhalt:

Sulywalz) =3,
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2rg @ . - 2rg . .

(2.106)
Algebraisch sieht dieser Term wie folgt aus:
Sulpwa(e) = 20T {EvA@) AU} (@)A(@ + af) Uu() }
—9grTr {X(m)mx(x)Ug(x)A(x + aﬂ)UH(w)}
= —29rTr {[A(w), 7, M (@)]Uf (2)A( + af)) U () }
= —9gr'Tr {U;(m):\(m + af) Uy (2)[M@)vue, )\(m)]} . (2.107)
Die Entwicklung nach Potenzen von a liefert
Sulywi(z) = —2gr Y Tr {A(x)[A(@)vue, A(=)]} + aREVH (@) + O(a?). (2.108)
Dabei ist*
REWilg) = —2gr'y" Tr{ (144 (), M)] + 82 (@) ) A () v, A(w)]}
= —29r Y Tr{D A(2)[Mz)7e, A(2)]}. (2.109)

Man erkennt auch hier, daBl 6L w4 () in nullter Ordnung von a verschwindet. Dies liegt
natiirlich daran, daB die Einfiihrung der Wilson-Fermionen erst in erster Ordnung von a
zur Wirkung beitrigt. Explizit berechnet man

T MR )70 AN} = iasch (2N (@) 7eX () (2.110)

und erkennt dann, da A%y,e ein Skalar (in den Spinorindizes) ist, das Folgende:

Tr {A(2)[A () 7,5, Ae)]) X (£ (2) X (2)

A ()R ()X ()
i e (@A ()N ()
X (B ()X )

— S faseA (@A ()N (0)
= —Tr{Mz)[Mx)vue, A(2)]} - (2.111)

*In Analogie zum Fierz-Rest bei der Variation des r-unabhingigen Teils der Fermion-Lagrange-Dichte

gebe ich diesem Term den oberen Index F.
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Das zweite Gleichheitszeichen gilt, da A ein Majorana-Spinor ist. Somit verschwindet der
Term.

2.7 Gesamte Variation und Superstrom

Die Variation der Eichfeldwirkung war durch

0Ly(z) = —ng{f‘(WL‘”’fGﬁu(r)}%f
=T {D (Me)05, (0) } e
rad ST (REGG), B (o)) e
+O(a2’) (2.112)

gegeben, vgl. (2.71). Zusammen mit der Variation des fermionischen Teils der Lagrange-
Dichte (s. (2.97)) ergibt sich daher

B(Ls(2) + Ly(2)) = T {M@) (DL G (@) )

Q|

Tr {X(w)Dﬁft=fg2,,(x)} YuE

+2 00 { DT (M@)Gpr (7))}

W | s | e

+ T {2 ()G (2) e
o= T (M) (DR (D
_agTr ()R (Fyr (2))e ppromuyse

+a§Tr {RE(A(2), Gpr (@) )u0pre )

+aR" (2)

+a§ 3T {RE(A(z), Fu (2))} 10e

+o(a;’;. (2.113)

Man erkennt, daf} sich bei der Wahl G,,, = Q’gu die ersten beiden Terme gegeneinander auf-
heben, wie dies auch im Kontinuum der Fall ist. Insbesondere ist dann eine Kopplung der
Variationen des fermionischen Teils und des Eichanteils der Wirkung gegeben, die wohl
entscheidend fiir die moglichst gute Erhaltung des Superstroms ist. Man erkennt auch,
dafB genau die Terme Nummer 3 und 4 einen Beitrag zum Superstrom in nullter Ordnung
von a liefern. Es sei dazu daran erinnert, dafi wir im Kontinuum Spuren kovarianter Ab-
leitungen aufgrund des Verschwindens des Kommutatorterms bei Spurbildung als totale
Divergenz schreiben konnten. Um nun den Superstrom auf dem Gitter zu ermitteln, stellen
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wir zunéchst fest, dafl Dift’f = A,‘i +[Ap, ]+ Ofa) gilt, was wir ausnutzen wollen, um den

dritten und vierten Term als Gitter-Vorwirts-Divergenz zu schreiben. Genauer gilt mit

einem geeigneten Restterm ﬁf (s.u.)

éTr { D (@) Gy () 100 re )

= T { (AL (2)) + [Au2), NG ()] + aRZA)Gpr (2))) 7 e |
—|.—(9(a2)
= T {(ALOE)Ge () + aRD @) For (2))) 7ure |

+0(a?). (2.114)

Der Rest ﬁf schreibt sich dabei als®

REOA@) Fr () = S AW Au(E)A0)Fyr (2) + SA() Fpr (2) A () A (2)

—Au(@)Ma) Fpr (2) A () + [Ap(2), Bu(Mz) Fpr (2))]-
(2.115)

Entsprechend hat man auch
210 { Dl (M) )} e
4 3 0 - o oy
= 521 {(A (G0) + 1Al M) ()] + R Ao () e

+0(a?)

= iy n {(AL (()652)) + aRE (A (@) Fuu (2))) e } + O(a?). (2.116)

g 2114

Diese Resultate zeigen, daf es Sinn macht, den Gitter-Superstrom wie folgt zu definieren:
) - gTr{X(z)gm(m)}vyap,
+ gTT {M2)Gh.(2)} 7. (2.117)
Man bekommt dann

(L (e) + Ly()) = A7 "(e)e

®Unter der Spur ergibt der letzte Summand keinen Beitrag.
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2 —

a2 T (M) (DR, ()i}
2 -

—GETI' {A(E)R:{IL)(FPT (-’L‘))EppTuFYUFVSE}

—|—a§ Z Tr {Rﬁ’(i(m), Fu(2)} voe

+a§.Tr {Ri’(j\(w), o (2))7,0,r¢ }

+aRY (z) + O(a?). (2.118)
Es treten also in Ordnung a die folgenden SUSY-brechenden Terme auf:

3 0
o adTe{Ma)(Du(RE,(2) - RE,(2)))oe )
Dieser Term entsteht bei nicht optimaler Anpassung der Variationen der fermionischen
und der Eichfeldwirkung. Durch die Wahl G, = QST in den Transformationsregeln
der Fermionen kann dieser Term zum Verschwinden gebracht werden.

. aéTr{ﬁE(X(w)FPT(w))V”UPTs}
Dieser Term entsteht bei der Einfithrung des Superstroms aufgrund der Tatsache,
daB Dyt7 = Al + [A,, ] +aRD

o aTe {RD(\2) Fyuw (2)) } 7we + O(a?).
Dieser Term entsteht aus dem gleichen Grund wie der vorige, allerdings stammt er
aus der Variation des Fichfeldanteils der Lagrange- Dichte.

o —aZTr {X(z)(DuR, (#))epprvovse }
Bei der éy-Variation der Fermion-Wirkung treten Terme der Form Dﬁft’f Gor€pprv
auf. Der Rest-Term resultiert aus der auf dem Gitter nicht exakt giiltigen Bianchi-
Identitat.

* —a%Tr {x(m)RE(pr (2))epprutoyse }
Dieser Beitrag hat den gleichen Ursprung wie der Term zuvor.

e ad,, Tr {RE(A(x), Fu(a))} 1ue
Bei der Variation der Eichfeldwirkung wird ein Term der Form (’Dift’f X)ggu nach

DL‘”’f(I\gg,,) iiberfithrt, um aus letzterem eine totale Divergenz zu gewinnen. Die
dabei benutzte Leibniz-Regel produziert auf dem Gitter einen Rest-Term.

. agTr{Rﬁ(X(w),Fm(w)m%g}
Dieser Term entsteht analog zum vorhergehenden Ausdruck. Er stammt jedoch aus

der Variation der Fermion-Wirkung.

e aRF(z)
Im Kontinuum verschwinden die dgy£s-Terme (, AAA-Terme*) aufgrund einer Fierz-
Identitdt vollstindig. Auf dem Gitter bleibt ein Term in Ordnung a.
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Die Rest-Terme haben dabei folgendes Aussehen:

REA@)F() = 5Au(E) 4@ (@) F(z) + ;M) F(e) Au(#) Au(o)
A B A @) F@)] - AN F@) Ay () (2119)
RE(FPT(W)) = % (Ap(@)Ap(2) For (2) + For (2)Ap(2) Ap(w) + 0,0, Fpr ()
—Au (@) Fpr (2) Ap(x) + [Ap(x), Bk pr (x)]. (2.120)

Das Aussehen des Terms ’RgT héngt von der konkreten Wahl von G ab. Ist G, = ggT S0
ziehe man (2.42)

G(x) = Fule)

(0010, A(e)] - (A2, A0
=310 A4u(2), Au(2)] + 500 (2), Au(2)]

1
5 OuBud (@) + 50,8, Au(a)

+0(a?) (2.121)
heran.

Der Leibniz-Rest RL (A, Fr) lautet (vgl. (2.46)):

( (£) 4 () e (2)

AN Fyr (2) Au (@) — Ap ()M @) Au (@) Fyr (2) = A(2) Ay (2) Fpr (2) A, ()
O AN Fye (2), Ap(2)] + (M), A ()00 P (2)
O IN@0L () ). (2.122)
Auflerdem hat man noch den Fierz-Rest
RF () = —2gTr{([Au(w>,A(w)]+auA(w))mA(wme,w)]}
S (RO GTRSTEN]S (2.123)

Es ist nun als letztes noch die Variation des Wilson-Anteils der Fermion-Wirkung mit zu
beriicksichtigen. Wir hatten in (2. 105) bzw. (2.108) gesehen, dafl

(5AEle = T‘— Z Tr {Dlatf ng( ))Up'rE}
.upT
—|—ra— Z Tr {’RL Fo(2))o e}
9 o

+0(a?) (2.124)
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bzw.
Syl wil(z) =0+ aRPW(2) 4 O(a?)

ist. Den ersten Beitrag schreiben wir als

GLyyri(z) = Z(rfTr{A[L(A(m)g,,,,(m))a,,,,g}

wor \ 9
: < RP(Ma z))o pre
tra T {RE(N(@) Fyr (2),re }
-H'aéTr{Ri’()\(w),FPT(w))ama})

+0(a?).

Somit 1a8¢ sich der Superstrom Eift(w) durch einen zusétzlichen Beitrag

(2.125)

(2.126)

(2.127)

(2.128)

réTr {A(2)Gpr(x)opr }
verbessern. Man erhilt dann die folgenden r-abhéingigen Storterme in erster Ordnung von
a:
aRFWi(z) = —zangr{ (A4 (2), M) + 8,2 () ) M) e A(m)]}
= 20T { (DDA e Ao
und

Z (raiTr {ﬁf(ﬂ(m)Fm(m))ama}

1,0,T g
—|—ra$Tr {Rﬁ‘(j\(m), For(2))o e} ) .
Der in dieser Weise verbesserte Superstrom auf dem Gitter lautet dann:
F@) = ST M@ () 10
2T (M@ (o) e
—I-réTr {A(#)Gor (x)opr } .

Im Fall von G, = gfw kann dies analog zu den Schritten in Kapitel 1.4.4 zu

ﬂat(w) = éTI‘{A(l')GpT(w)}UpTFyH

i _
T (30 (19,0
vereinfacht werden. Man kann dann schreiben:
5 () = ST {Ger () (1 = )7 A(2)}

was sozusagen die lokale Form von [Lu], Formel (3.123) ist.

(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)



Kapitel 3

Konstruktion O(a)-verbesserter
SUSY-Transformationen

In diesem Kapitel diskutiere ich eine erweiterte Version der diskretisierten supersymme-
trischen Transformationen, und zeige, daf} sie es erlaubt, die im letzten Kapitel identifi-
zierten Stérungen der Ordnung a, die nicht aus der Wilsonschen Formulierung der Fer-
mionen resultieren, in héhere Ordnungen zu verschieben. Insbesondere werden dabei die
Gitter-Analoga der Transformationen, der Lagrange-Dichte, des Feldstérketensors und des
Superstromes mit dem Ziel symmetrisiert, sie besser an das Kontinuum anzupassen. Bei
der dazu notwendigen Entwicklung der Plaquettenvariablen nach ¢ kann unter anderem
auch die Nicht-Abelsche Stokes-Formel verwendet werden, die im Anhang formuliert und
bewiesen wird. Im Zuge der Rechnung diskutiere ich den Zusammenhang der Gittergréfien
mit denen des Kontinuums. Nach Einfiihrung der symmetrisierten Gréfien und explizitem
Nachweis der gewtinschten Eigenschaften schlage ich gegen Ende des Kapitels eine nicht-
lokale Version des Supersymmetrie-Stroms vor und zeige, daBl hierdurch weitere Stérungen

héherer Ordnungen eliminiert werden kénnen.

3.1 Vorgehensweise

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dafl bei einer naiven Wahl der diskretisierten SUSY-
Transformationen und bei Verwendung der Lagrange-Dichte aus [Lu] eine Brechung der Su-
persymmetrie auf dem Gitter bereits in erster Ordnung der Gitterkonstanten a auftritt. In
diesem Kapitel werden diese Storungen durch geeignete Wahl der SUSY-Transformationen
soweit eliminiert, daf} sie jedenfalls in den r-unabhéngigen Termen erst quadratisch in a
auftreten, wir werden also 4L/ (2) = €A, 5% () + O(a?) + rO(a) erreichen. Dabei haben

wir folgende Freiheiten:

o Wir diirfen die Zuordnung der Summanden in der Gitterwirkung zu einzelnen Gitter-
punkten geeignet modifizieren, um von einer fiir unsere Zwecke giinstigen Lagrange-
Dichte ausgehen zu konnen. Konkret bedeutet dies, dali wir eine symmetrisierte
Lagrange-Dichte wihlen werden. An der Wirkung dndert sich dabei nichts.
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e Wir diirfen die Transformationen der Eichlinks ver&indern, solange sie den richtigen
Kontinuumslimes fiir die Transformationen des Kontinuumseichfeldes A,(z) erge-

ben.

e Die Definition von G, (z) in den Transformationen der Gluinofelder ist nur durch
folgende Bedingung eingeschrinkt: G, (x) soll im Kontinuumslimes F,;(z) reprodu-

zieren. Ansonsten haben wir bei der Wahl von G, () freie Hand.

Insgesamt besteht die Strategie darin, moglichst alle Gittergréfien so zu definieren, dafi sie
von ihren Partnern im Kontinuum erst in Ordnung a? abweichen. Beginnen méchte ich

mit der kovarianten Ableitung.

3.2 Symmetrische kovariante Ableitung auf dem Gitter

3.2.1 Definition

Bisher haben wir eine recht einfache Gitter-Version Dift’f der kovarianten Ableitung ver-
wendet. Sie hatte die Gestalt

P iAE) = 1 X—O - O |

(3.1)
Algebraisch gilt also
Dlair(z) = é (U (@)Nz + ap)Up(e) — M) )
= GuA(e) + [Au(e), Ale)]
+a( 4, 0,M2)] - 44(2)AE) 4,0
+% (Aul(@)Au(2)M(z) + Az) Ay (2) Ay ()
+0,0,0(a)) )
+0(d”)
= DuA(e) + %(DMDM(SB) +[Mz), DuAy(2)]) + O(a?)
= DpA(z) + Ofa). (3.2)
Dabei wurden die Eichlinks U,(z) wie folgt mit dem Eichfeld A,(z) des Kontinuums

verkniipft:

Up(z) = e7®4) Ul(z) = e, (3.3)
Dies ist insofern eine ungiinstige Wahl der Gitter-Version der kovarianten Ableitung, als
dafl sie schon in erster Ordnung von a von ihrem Kontinuums-Pendant abweicht. Letzte-
res hat zur Folge, dafl die Leibniz-Regel und die Bianchi-Identitéit auf dem Gitter bereits
in Ordnung a verletzt sind und verursacht somit einen groflen Teil der in erster Ord-
nung SUSY-brechenden Terme. Wiinschenswert ist also eine Definition von Dift, so daB

’Dift)\(m) = D, A(z) + O(a?). Eine solche wird im folgenden vorgestells.
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Dazu beobachtet man, dafl die bisher verwendete Version eine vorwérts gerichtete kovari-
ante Ableitung darstellt, denn es sind nur die Gitterpunkte # und z + afi involviert. Man
mochte also eine um & symmetrische Form wihlen, und ich schlage daher vor, stattdessen

1

lat,sym _
DA (z) = »

(V3@ @ + ai)Un(e) = Unle — ai)A (e — ai)Ul (e — i) (3.4)

zu verwenden. Bei der Entwicklung dieser symmetrisierten Form nach a stellt man aber
unter Benutzung von (3.3) fest, dafl sie in Ordnung ¢ immer noch von der Kontinuums-
Ableitung abweicht. Es treten zwar keine Terme mehr in A,(z) auf, wohl aber noch Terme
in 8, A,(x). Dies liegt an einer Asymmetrie in (3.3), denn mit dem link von z nach = + apt
wird das Eichfeld A4, an der Stelle x assoziiert. Explizit bedeutet das

DA Mz) = GuA(z) + [Au(a), )]

a
—5[OuAu(e), Alz)] + O(a®). (3.5)
Abhilfe schafft hier eine symmetrisierte Definition des Eichfeldes, und wir gehen zu
U, () = Pe= 57" d240(2) (3.6)

iiber!, wobei P den Pfadordnungsoperator darstellt. Dies gewihrleistet, dafl der Gitter-
Paralleltransporter entlang eines links auf das Kontinuumseichfeld entlang der vollstin-

digen Kante zugreift und nicht nur auf das Feld an einem der Randpunkte. Damit wird

z+aj r+ap r+ap

Uyz) = 1-— f dzAu(z)—l—%’P f dy f dz A, (y) Ay (2)

£Z

+0(a®)

= 1—a [ (Au(z) +atd,A,(z))dt
[

sy [an [ ds(Aufe)u(e) + ()

1
= 1—ad,u(z)— §a26uAu(m)
11

430 4@ 4uo) 2 [ at [ds+ 0(a)
0 t

= 1 —ad,(z) - %aQGHAu(:c) + %agAu(m)Au(x) +O(a).
(3.7)

—ady (z+a’;—

!Eine andere mégliche symmetrische Verkniipfung ist durch Uy(z) = e ) gegeben.
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Durch analoge Rechnungen findet man

Upe) = 1= adu(e) = 500, 4,(0) + 5o Au(2) A (2) + O(a”)

Ullz) = 1+aAu(a)+ %cﬂ@MAu(m) + %azAu(m)Au(:c) + O(a®)
Ude—aj)) = 1—adu(z)+ %azauAu(:c) + %a2Aﬂ(w)Au(m) +0(a)
Ul —af) = 1+ady(z) - %G2BMAM(.T) + %azA”(m)Au(m) +0(d)
(3.8)
und erkennt
Dietmae) = o (UN@)Me +ap)Ua(z) - Uple — aid Mz — ap)U (= — ait))
- %{o + a4 M@)] + 8,3(0) ) = a([-Aue) Mo)] - 9M(2) )

+at(510,A,(0) M) + 30,0,Me) + A44() AN

1
FAE)ALAL0) — Au(e)A(5) A, (0))
+0(a’)
= DyA(z) + O(a?). (3.9)
Somit komms PF5*™ der kovarianten Ableitung im Kontinuum viel niher als die bisher

betrachtete Version Dift’f . Insbesondere erfiillt sie die Bianchi-Identitit und die Leibniz-

o o : lat
Regel besser, wie wir nun nachrechnen wollen. Dazu verwende ich die Notation D,;"*™ =

2 D!at,sym
Dy+a'R, .

3.2.2 Leibniz-Regel und Bianchi-Identitit

Wir behaupten nun, dafl diese symmetrisierte Form der kovarianten Gitter-Ableitung auch
die Leibniz-Regel und die Bianchi-Identitit des Feldstirketensors bis zur Ordnung a ein-
schliefilich respektiert. Dabei wollen wir davon ausgehen, daBl auch die diskretisierte Form
G, (2) des Feldstérketensors so definiert werden kann, daf sie bis auf Terme der Ordnung
a? mit dem Kontinuumstensor iibereinstimmt, daf also G,-(z) = F,r (z) + a?RY, () gilt.
In diesem Fall erhalten wir fiir die Leibniz-Regel:

Db (\(2)Gpr () = Du(AM2)Fpr(2))
+a’Du(A(2)RY, (2)) + a®RE™""" (A(x) Fr ()

Du(A(#)Fpr(2)) + O(a?)
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(DuA(@)) Fpr (2) + M) (D Fpr (2)) + O(a?)
(D™ A (2))Gpr () + M) (DG (2)) + O(a?).
(3.10)

Wir benutzen hierbei natiirlich die Leibniz-Regel fiir das Kontinuum. Eine einfache prizi-

sere Betrachtung zeigt iibrigens, dafi
DIt (\(4)G,r (2)) = (D™ A(@)) G, () + Ma)(D97G, () + O(a®)  (3.11)

auch gilt, falls G I nur in niedrigster Ordnung approximiert.

Auf die gleiche Art und Weise erhélt man auch die Bianchi-Identitit in der Form

(DG e = DB (o
+aZDHRgT (T)epprs + QQREM’W“(FW (z))epprv
= DpFp(@)epprs + O(a’)
_ 04 0. (3.12)

Die Bedingung G,, = F,, +©O(a?) ist hier allerdings wichtig. Das letzte Gleichheitszeichen
ist natiirlich die Bianchi-Identitit im Kontinuum.

3.3 Der Zusammenhang von Gitter und Kontinuum

Diese Stelle scheint giinstig, kurz {iber den Zusammenhang der Felder auf dem Gitter
mit denen des Kontinuums nachzudenken. Wir sind in allen bisherigen Rechungen still-
schweigend davon ausgegegangen, dafl das Gitter im Sinn von A C R? in das Kontinuum
eingebettet ist. Beispielsweise haben wir vorausgesetzt, dafi die Fermionfelder A(x) an Git-
terpunkten # € A identisch mit denen des Kontinuums an der Stelle # sind, so dafl wir
bei Betrachtung des Kontinuumslimes daher auf die Kontinuumskonfiguration zugreifen
kénnen. Ansonsten machten Entwicklungen wie

Mz + ap) = Mz) + aduA(z) + ... (3.13)

keinen Sinn, da eine kontinuierliche Ableitung &, fiir vom Kontinuum geldste Felder ohne

Bedeutung ist.

Bei den FEichfeldern verhilt es sich geringfiigig anders, denn wie gesehen, machen auf
dem Gitter Paralleltransporte nur entlang von Kanten Sinn. Auch hier greift aber der
erklirte Transporter U,(z) auf das latente Kontinuumsfeld A,(z), z € [z,a + afi] zuriick.
Ob dies in asymmetrischer Weise U, (2) = e~24x()

z4aj ) . .
Pe Ja “dZA“(Z)), ist dabei Konvention.

oder symmetrisch geschieht (U,(z) =

Zusammenfassend kdnnen wir also sagen, dafl wir bei der Formulierung einer Gitterwir-
kung und der supersymmetrischen Transformationen von einer Kontinuumstheorie mit
Feldern A,‘f”t und A" im Hintergrund ausgehen. Bei der Formulierung der Gluinos
auf dem Gitter verwenden wir die Kontinuumsfelder an den Gitterpunkten und setzen
Met(g) = Aeont(y) fiir # € A C R* Das Fichfeld wird auf dem Gitter durch die Kol-
lektion der Uy(z) représentiert, deren Definition wiederum in geeigneter Weise auf das
Kontinuumseichfeld Aff”t Bezug nimmt.
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3.4 Entwicklung der Plaquettenvariable

Fiir spétere Zwecke ist es vorteilhaft, an dieser Stelle die Plaquettenvariable U, (x) bis zur
Ordnung a® nach der Gitterkonstanten zu entwickeln. Wir werden spéter eine Gitterversion
G,v(2) des Kontinuumsfeldstédrketensors so konstruieren wollen, dafi Abweichungen vom
Kontinuumstensor erst in Ordnung a? auftreten. G wird dabei eine Kombination von
Plaquetten sein, die mit dem Vorfaktor al—z versehen sein wird, daher die Entwicklung bis
zur dritten Ordnung. Ich verwende zur Durchfiihrung der Entwicklung ein in [GPGASB]

vorgestelltes Verfahren.

Es ist nun
Upo(z) = UJ(m)UJ(m—I—aﬁ)U,,(m—l—aﬂ)Uu(m). (3.14)

Gemifl [GPGASB] 148t sich dies als

UHV(JL‘) — €+GD"(Z)€+GD“ (m)e—aD,, (m)e—aD”(a:) (3.15)

schreiben. Dabei ist 1), die kovariante Ableitung in der Fundamental-Darstellung, also
Dy(z) =8, + Au(x). Es sei an dieser Stelle an die Darstellung des Translationsoperators
(um a in f-Richtung) im Ortsraum e*? erinnert, man kann sich (3.15) gewissermafien als
kovariante Erweiterung vorstellen? .

Man beachte, dafl in [GPGASB] fiir die Plaquetten eine andere Konvention verwendet wird
als in dieser Arbeit. Daher stimmt (3.15) nicht vollstindig mit Formel (10) in [GPGASB]
iiberein, sondern nur modulo Reihenfolge und Vorzeichen der einzelnen Exponenten. Die

Entwicklung verwendet natiirlich mehrfach die Baker-Campell- Hausdorff-Formel

eF G = F+G+3[F.GI+ [ FF.Gl+55[[F,GL.Gl+... (3.16)

AuBlerdem werden wir die Tatsachen

Fo = [Dy, D] (3.17)
Dyt = [Dp,[Dy, Du]] (3.18)

benutzen (in der zweiten Formel muf nicht notwendig {iber g summiert werden), wobei
D, wie gewohnt die kovariante Ableitung in adjungierter Darstellung ist. Nun ist

Uuu — EGD"EGDP‘E_GD"E_GD”

eaD,, EGD“

1
- exp { —a(D, + D,) + EQQ[D,,, D]

—%as[Du,[Dua D,u]] - %as[[DVa Dﬂ]! Du]} + O(a4)

eaD,, eaD“

?Allerdings gilt nicht U/, = e~*P#, sondern Beziehungen wie (3.15) sind nur fiir geschlossene Wege

giiltig.
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1

1 1
- exp { —a(D,+ D,) — §a2F,w + EaSDyFHV - Easquuu}

+0(a?)

1

1 1
D, 2 3 3
= ¢Pvexp { —aly — 5a*Fyy + a* Dy by — —a* Dy Ly

1 1 1
_502[1);“ D] - Zas[DuaFWJ - Eas[pm [Dua D.]]
1
+5a3[[17u, —(Dy + Dy)], = (Do + Du)]} +O(a")
= ePrexp! —aD, — la2F + iasD L, - ia3p I
Yoogn TV T TETREY T TR

1 1 1
—§a2Fu,, —~ Zaﬁ’Dqu, — Ea?’Dqu
1 5 1 5 4
+Ea [[DIMDVLDV] + Ea [[DIMDVLDM] + o(a )
aD 2 L 3 L 3
= e*Pexpq —ab, —a"Fy,, + ﬁa D, F,, — ﬁa Dy Fu

1
12

1

3
D, — —
N T

1 1
—Za?‘DﬂFw - Dy Fuy — EGBDHF,W} + O(a®)

= ePrvexp { —aD, — a®F,, — %asDﬂFw} + O(a*)

= exp { —a’F,, — %a?’D”FHV — %GSD,,F,W} + O(a). (3.19)
Also gilt

Upo(2) = 1 — a? o () — %asquuy(x) - %a?‘D,,FW(w) +0(@).  (3.20)
Aus diesem Resultat ergibt sich unmittelbar

1 1
Upu(2) = 1+ a*Fo(2) + gasDﬂFw(z‘) + Ea?’D,,FW(m) + O(a?), (3.21)

denn wir miissen nur p und v vertauschen und £}, = —F,, beachten. Inshesondere erhal-

ten wir das folgende Ergebnis:

1

e (Un(2) = Usa(#)) = Fyo(e) + 50D,y (2) + 20D, Fyu(z) + O(a?). (3.22)

0 ._
Guw = —

Nun sind wir im Hinblick auf spéter auch an den Entwicklungen anderer Plaquetten wie

z.B. U_, _, interessiert. Dazu iiberlegt man sich:

U_, _ () = e ®Pre=Dugablyvaly 3.23
”7 ( )



56 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationen

und erkennt, dafl man im Endergebnis (3.20) jeweils D, durch —D, bzw. D, durch —D,
ersetzen mufl (man denke dabei an D, F,, = [D,,[D,, D,]]). Damit bekommt man

1 1
U_p—u(z) =1—a’F,,(z) + §a3D”FW(m) + §a3D,,F,W(m) + O(a*) (3.24)

und deswegen

G0 i = (Ump(#) = Umsyp(2)) = Fu(z) -

1 1
~53 50D s — 5Dy Py + O(a?).

2
(3.25)
Ebenso ergibt sich aus (3.20), dafi

1 1
Up—u(z) =1 —a?F,(2) + §a3D”Fw(m) — 5aSD,,FW(m) + O(a"), (3.26)
denn ersetze D, durch D, und D, durch —D,. Es folgt

1 1 1
gg,—u = T 942 (Up,—p(z) = U_ppu(2)) = Fuu(z) — §GDMFMV(W) + EGDVFW('T) + O(a2).
(3.27)
Man erkennt weiter

02, 1= =5y (Uinl) = Upo(2)) = Fo (&) + 45D Fo () = a3 Dy Fa () + O(a).

2a2
(3.28)

Aus diesen Rechnungen ergibt sich die fiir uns hochinteressante Beobachtung, dafl

| —

(G (@) + 62, _,(2) = Fu(z) + O(a®)

(Go—ulz) + 6, ,(x)) = Fu(2) + O(a®). (3.29)

Bl )

Unser Resultat 188t sich auch in der folgenden Art und Weise formulieren:

Eine punktsymmetrische Kombination von Plaquetten liefert nur Beitridge in gerader Ord-
nung von a, beispielsweise gilt

Upo(2) + U_p—(x) = 2 — a*F(z) + O(a?). (3.30)

Das Verschwinden aller ungeraden Ordnungen ergibt sich vollig analog zum obigen Ar-
gument fiir die Ordnung 3 aus der Tatsache, daB beim Ubergang von Upp zu U_p _, die
Vorzeichen s@mtlicher kovarianter Ableitungen D, bzw. D, zu &ndern sind. Auf dieses
allgemeine Ergebnis werden wir spiter noch zuriickgreifen.

Es sei an dieser Stelle ausdriicklich darauf hingewiesen, dall die Entwicklung der Plaquet-
tenvariablen auch auf einem zweiten Wege gewonnen werden kann. Die alternative Me-
thode benutzt dabei die sogenannte Nicht-Abelsche Stokes-Formel ([Ar], [GPGASB]), eine
Verallgemeinerung des bekannten Stokesschen Satzes, die es erlaubt, die Plaquettenvaria-
ble im wesentlichen als Flachenintegral iiber die Feldstirke zu schreiben. Trotz der Eleganz
dieses Verfahrens habe ich die Durchfithrung in den Anhang verlegt, dort wird auch ein
sehr schéner Beweis der Nicht-Abelschen Stokes-Formel vorgefiihrt.
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3.5 Symmetrisierung der Lagrange-Dichte

Ich méchte nun die eingefiihrte symmetrische kovariante Gitter-Ableitung und die ge-
wonnenen Erkenntnisse {iber die Entwicklung der Plaquettenvariablen dazu nutzen, eine
symmetrisierte Lagrange-Dichte zu konstruieren. Wie sich zeigen wird, gelingt es dabei,
diese so zu wihlen, dafl sie von der Lagrange-Dichte des Kontinuums erst in zweiter Ord-
nung der Gitterkonstanten abweicht. Man beachte insbesondere aber auch, daffi wir bei
dieser Konstruktion die Gitter-Wirkung nicht &ndern, sondern lediglich die Finordnung
ihrer Summanden in die Lagrange-Dichte modifizieren. Beginnen werde ich mit dem fer-
mionischen Teil der Wirkung.

3.5.1 Fermion-Wirkung

In (2.24) hatten wir als fermionischen Teil der Gitterwirkung den Term

£4(x) = Tr { Me)3 Dl A=) } (3.31)

betrachtet. Wir zeigen nun, dafi sich der fermionische Teil der Wirkung als Gittersumme
iiber eine Lagrange-Dichte schreiben 148t, in der nur noch symmetrische kovariante Ablei-
tungen auftreten. Diese symmetrische Form, von der wir von nun an ausgehen wollen, ist

dann

L;(z) = Tr {X(x)%pifhsymx(m)} . (3.32)

Die graphische Darstellung des symmetrisierten Terms ergibt folgendes:

(3.33)

Die Aquivalenz der zu diesen beiden Lagrange-Dichten gehorenden Wirkungen sieht man

wie folgt ein:

Sy = a'y_ Tr{)\(m)'yﬂ)j:’l“t)\(x)}

€T

—614l rd Az A (z + aji z) — Az z
= LY T Ml e\ + ai)Uls) ~ Mo ) |

€T

0
= o Y { MUl + a)Ule) - A + e o)A U )
= a5 Y { MUl + 0 (e)

—AM@)1uUu(z — aft)A\(z - aﬁ,)Ul(w - aﬂ)}

= a Z X(m)fyy’l)ift’sym)\(m). (3.34)
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Beim dritten Gleichheitszeichen werden die Umformungen
T Meh Ul (Ao + 0i)0(2) |
= X%(x)7 Az + a,z)Tr{T“U;(x)TCUH(x)}
= —X(z+ aﬂ)'yuA“(m)Tr{TcUu(x)T“U;L(m)}

= —1{ale + a0 (3.35)

unterschlagen. Nach unseren obigen Uberlegungen zur symmetrischen kovarianten Ablei-
tung auf dem Gitter ist klar, dafl

Ly(z) =Tr {x(xmpﬁgf’symx(z)} (3.36)

bis auf Terme der Ordnung a? mit der fermionischen Lagrange-Dichte des Kontinuums
iibereinstimmt.

3.5.2 Eichfeldwirkung

Wie bereits mehrfach erwihnt, haben wir bei der Wahl der Lagrange-Dichte eine gewisse
Freiheit: Da die Wirkung eine Summe iiber das gesamte Gitter darstellt, ist die Zuordnung
einzelner Summanden zu bestimmten Gitterpunkten beliebig. Es ist uns einzig und allein
die Wirkung S vorgegeben, und die Lagrange-Dichte £ mufi dann der Bedingung

S=a"d L(2) (3.37)

geniigen. Was den Eichanteil der Wirkung angeht, so wurde in [Lu] die folgende Form

verwendet:
1 4 1 | -]
Ly(z)= 53 1—5( ‘ A + | ‘ ) - (3.38)
g 1<pu<e<4 > -
Diese Wahl
1 4 1
) =i 2 1= I Unale) + nle)) (3.39)
1<u<v<4

zeichnet offenbar die positiven Richtungen +f und +# gegeniiber den negativen aus, L4(x)
involviert auch die Punkte x + a1,  + ai» und = + afi + ai’, nicht aber die entsprechenden
Punkte in den negativen Richtungen. Eine dquivalente (d.h. zur selben Wirkung fithrende),
aber symmetrische Form der Lagrange-Dichte erhélt man beispielsweise unter Verwendung
von

Lya)= =2 S [1—lTr(Uu,u(mU_u,_ymw_u,u(m)+Uu,_y(m>) . (3.40)
a g 1€u<v<4 8
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Durch graphische Notation erkennt man, warum dieser Ausdruck Clover-Term genannt

wird? :

Tr (Upo(®) + Uop—(2) + U—pp(2) + Up,—u(2))

Y
I

(3.41)

Der Gitterpunkt = befindet sich in der Mitte. Fiir unsere Rechnung wird es sich aber als
giinstig erweisen, daBl mit jeder Plaquette U, die in der Lagrange-Dichte auftritt, auch ihr
Inverses U1 vorkommt. Dies ist bei dem einfachen Clover-Term nicht gegeben, wie man
an obigem Bild erkennt. In der folgenden Rechnung wird daher

La)=—2 % [1—1Tr(UW(x)+U-u,-u(m)+Uup(m)+U-u,-u(x)) . (3.42)
@ g 1<p<v<a 8

also die folgende Kombination

A 4

-4

A
4

+

4
A

¥
F 3

(3.43)

benutzt. Beide Wahlen sind aber in der Hinsicht dquivalent, daf} sie bei Entwicklung nach
a in der ersten Ordnung iibereinstimmen. Eine dritte Alternative wire der vollsténdig
symmetrisierte Term:

r 3
I
\
\

\ 4
A
A4
A
_|_
4
A
4
A

> - < >
- - -t ]

(3.44)
Aus unserer obigen Feststellung, dafl bei der Taylorentwicklung punktsymmetrischer Pla-
quetten-Kombinationen nach der Gitterkonstanten a alle ungerade Terme verschwinden,
kénnen wir daher folgern, daf bei einer solchen punktsymmetrischen Wahl der Eichfeld-

Lagrange-Dichte der Kontinuumslimes bis auf Terme der Ordnung a? approximiert wird.

*Die Bezeichnung Clover-Term wird in der Literatur nicht allzu streng gehandhabt, beispielsweise wer-
den auch Terme der Form (3.44) oder auch nur der erste Summand von (3.44) bisweilen als Clover-Plaquette

bezeichnet.
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3.6 Symmetrisierung der SUSY-Transformationen

Die obigen Betrachtungen zur Entwicklung der Plaquettenvariablen hatten es uns erlaubt,
eine Gitterversion des Feldstirketensors anzugeben, die bis auf Stérungen der Ordnung a?
mit dem Kontinuumstensor {ibereinstimmen. Mdgliche Wahlen wéren zum Beispiel

Gunle) = 5(G0,() + 6%, ()
Gule) = 5(63_,() +0%,,,(2) (3.45)
oder auch der Mittelwert
Guv(2) = i(gﬂ,u(m) +00, (@) + G u(2) + 62, (). (3.46)

Man erkennt dann unmittelbar, daf} bei einer solchen symmetrischen Wahl von G,; auch

die Transformationen der Gluinofelder

—éaprgp'r(m)s (347)

(=
>
—_—
]
~—
I

A éacrp,, Gur(z) (3.48)

(=%
>
—
=
~—
I

bis auf Terme der Ordnung a? mit denen des Kontinuums iibereinstimmen.

Fiir die Transformation der Eichlinks schlage ich die in folgender Weise erweiterten Trans-

formationsregeln vor (s.a. [Lu]):

5( — ) = —ag( D + ——= ) (3.49)

bzw.

§(m—<— ):ag(@—<— + ——) ) (3.50)

Algebraisch lauten diese symmetrisierten Transformationen

6Uu(z) = —agUpu(z)evur(z) — agevpre + ap)Uy(z) (3.51)
6Ul(w) = —l—agéfyy)\(.r)UJ(x) + agUJ(w)EFyHA(x + aft). (3.52)

Um den Kontinuumslimes zu bestimmen, den diese Transformationen fiir das Kontinu-
umseichfeld A, bedeuten, beachtet man einerseits

1 1
Up(z) =1—ad,(z) - §a26‘uAﬂ(w) + §a2Au(w)A”(w) + O(a®), (3.53)
woraus sich direkt
1 1
0Uu(z) = —adAy(z) - 5“26.u(‘5f4u($)) + 5“2‘5Au($)f4u(1')

+%a2Au(m)JAu(m) + 0(a®) (3.54)
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ergibt. Andererseits gilt mit den symmetrisierten Transformationen

U (2) = —agly(z)evur(z) —agevud(e +ap)Uy(z)
= —2agevuA(z) — a26,u(gé’)f,u)‘($))
Tage N(£) A (2) + aPgAu (D)) + O(@d).  (a5)

Der direkte Vergleich ergibt
5A(2) = 2ge9,A(2) + O(a?), (3.56)

so daBl auch diese Transformationen nur Stérungen in quadratischer Ordnung von a ver-

ursachen.

Da wir nun von einer Lagrange-Dichte ausgehen kénnen, die von ihrem Kontinuumslimes
erst in Ordnung a? abweicht und Gleiches auch fiir die symmetrisierten Transformationen
gilt, erwartet man, daBl sich die SUSY-brechenden Terme in der Variation der Lagrange-
Dichte durch eine geeignete Definition des Superstromes jfft in erster Ordnung von a
vollstdndig eliminieren lassen. Dies wird im folgenden explizit nachgerechnet, im Zuge
dieser Rechnung wird dann auch ein entsprechender Superstrom angeben.

3.7 Variation der Lagrange-Dichte

3.7.1 §,-Variation des Fermion-Anteils

Fiir den fermionischen Anteil der Lagrange-Dichte verwenden wir nach dem oben Gesagten

die symmetrische Form
L;(z)="Tr {X(x)%pifhsymx(m)} . (3.57)

Die Variation unter den Transformationen
)
d0A(z) = —Eaprgp,f(m)e (3.58)
- )

dA(z) = Eéamgpﬁ(m) (3.59)

ergibt dann
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Algebraisch ist dies

0Ly(z) = éTr {gapfgm(-T)’Yu(Dift:sym)\(m))

X&) 10 (DI G () } (3.61)
und 148t sich nach einem dhnlichen Argument wie in (3.35) auch als
0Ly(z) = éTr {(Dift’symj\(x))’maprQ’pT(-T)E

~ M@0 e (D™ G () } (3.62)

schreiben. Die weitere Behandlung verlduft analog zur Kontinuumstheorie unter Verwen-

dung der Leibniz-Regel und der Beziehung

YuOpr = H(0up¥r — 8urYp) — 1€ppruVuVs- (3.63)
Da D™ die Leibniz-Regel aber bis zur Ordnung a einschliefilich erfiillt, treten keine

RE-Terme mehr in Ordnung @ auf. Man bekommt
4 ,
BLp(e) = T M) DL Gz}

9 _
— ;TI‘ {)\(J))(th’sym ng (m))g,u,pTVFYVFY5€}

T D (A (2)Gr ()00
+0(a?). (3.64)

Die Bianchi-Identitét reduziert sich im Fall der symmetrischen kovarianten Ableitung auf
den Ausdruck
(Dift’symgpf(x))gupw = aDuRgT (z) + O(a®). (3.65)

Somit erhalten wir das Zwischenergebnis
4 _
BLi(e) = T { )DL Gl e
i -
4T { D (M) G () e}

—a=Tr {A@) (DR ()75}
+0(a?). (3.66)

Wir setzen nun voraus, daf} bei G, erst in Ordnung a* Abweichungen vom Feldstarketensor
F,r des Kontinuums auftreten, so dafl also RY, = O(a) gilt (Gr = Fyr (x) +aRY, +O(a?)).
Dann gilt die Bianchi-Identitdt wie gesehen bis in Ordnung a einschliefilich und da dann
auch DL“t’sym(X(x)ng(w)) = 8, (M@)Fpr (2)) + [A, A(x) For (2)] + O(a?) gilt und die Spur

des Kommutatorterms verschwindet, erhalten wir schliefllich

S\Ly(z) = STT{A(E)(D,LFW(JE))%E}

+§Tr {8u(M&) Fpr (2)) 140 re }

+0(a?). (3.67)
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Dies liefert also bis zur Ordnung a einschliefilich den entsprechenden Term der Variation

der Kontinnumswirkung, man vergleiche dazu (1.69).

3.7.2 J{y-Variation der Fermion-Wirkung

Das Verhalten der Fermion-Wirkung unter Variation der Eichfelder d;;L; erweist sich
in der symmetrisierten Form ebenfalls als tiberaus gilinstig. Es zeigt sich ndmlich, daf3
6uL;(z) = 0+ O(a?), daB also auch hier Abweichungen vom entsprechenden Kontinuums-

ausdruck erst in quadratischer Ordnung von a auftreten.

Mit den symmetrisierten Transformationen
0UL(z) = —agUy(z)evuA(z) —ageyur(z + af)U,(z) (3.68)
JUl(m) = —I—agéfyy)\(m)UJ(m) + agUJ(m)é’yu)\(m + aft) (3.69)
und der Lagrange-Dichte

£4(6) = 5 T MeP U2 + i) Upa) = M)~ ai) (s — o) U e — o)

erhilt man die folgenden Beitridge zur Variation: )
Der erste Term in (3.70) fithrt auf
3] MePne A UL + iUl
FAE UL )EAE +ai)A (e +ad) ()
~A@)r Ul (@) Mz + apg)Uu(z)evuA(2)
—X(m)quJ(m)A(m +ap)ev Az + aﬂ)Uﬂ(w)}. (3.71)
Dies ist das Gleiche wie
1] Mabulen o). U)o + ai)l (o)
MUl e + ai) M +ai]U(o) (3.72)
Die Variation des zweiten Terms in (3.70) ergibt
50t Al = an)en Az - adA(e - o)L - ai)
A e N (e — ai)Mx — ap)Ul (e — aj)
+A (@) Up(z — ap) Mz — ap)evu Mz — ap) U (z — aft)
PADUle -~ e - aUl(e - aiderd) ), ()

was nichts anderes ist als

50t Mahde - aAG - ai), M@ - ai]ULa - o)

AU - Nz = aU}(e - 0 en A} (7
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Insgesamt erhalten wir daher

buLy(s) = ;gTr{ A )7l @), UL (A + 0 Up(o)]
—I—X(x)fyﬂU;(m)[éfy”A(x +afp), A(z + ap)]Uy(2)
~M&)7uUu(x — ap)[Mz — aft), ey, Mz — a@)]U N (@ — a)

—A(@)vu[Up(z — aft) Mz — aﬂ)Ug(m — aﬂ),evﬂ)‘(m)]}

gTr Mz)vu[eve A(z), U;(m))«(aﬂ +ap)lU,(z)]

)
+A(2)7u[E7uA (@), Up(z — afi) A(z — aﬂ)U’I(w —aj)]
A @)U (@)E7A (e + i), Az + af)Us(a)

Mo = ailferde = ai) N = an)lU (e - i)}

(3.75)

Bei der Entwicklung nach a beachtet man, da U,(z) = 1 — aA,(z) + O(a?), U,I(m) =
1+ad,(z)+O(a?) sowie U (z—aji) = 1—ad,(z)+0(a?), UJ(w—aﬂ) = 1+ad,(z)+O(a?).
Man erkennt daher, dafl sich die Terme, die bei Entwicklung von (3.75) in Ordnung a
auftreten, exakt eliminieren und verbleibt mit

5L (x) = 29T {A(R)vlemA (), M)} + O(a?). (3.76)

Auch dieser Teil der Variation der Wirkung stimmt also bis zur Ordnung a einschliefilich
mit dem Kontinuumsterm {iiberein. Letzterer verschwindet wie gesehen aufgrund einer
Fierz-l1dentitit (vgl. (1.60) sowie Anhang D), daher kénnen wir also

oy Ls(x) =0+ O(a?) (3.77)

notieren.

Ein Vergleich von (3.75) mit [Lu], Formel (3.135) auf Seite 84 oben zeigt, daf} die beiden
Terme durch eine Verschiebung # — & — a2 in den beiden mittleren Ausdriicken von [Lu]
hervorgehen. Dies ist das Aquivalent zur hier vorgenommenen Reorganisation der Terme
in der Wirkung, d.h. zur Symmetrisierung der Lagrange-Dichte. Nach Summation iiber x
sind beide Ausdriicke identisch.

3.7.3 {¢y-Variation der Eichfeld-Wirkung

Zu guter Letzt betrachten wir nun das Verhalten der Eichfeldwirkung unter den o.g. sym-
metrisierten Transformationen

6( —— ) - —ag( D + —— ) (3.78)

bzw.

6(35—4— ):ag(@—<— + —— ) (3.79)
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Da der Eichfeldanteil der Gitter-Lagrange-Dichte z.B. durch

L) =5 2 [1m § T Ul) + Ul + Uuslo) + Umayle))| (350
g 1<u<r<4

gegeben ist, ist die Variation dieses Teils der Wirkung in erster Linie durch das Verhalten
einzelner Plaquetten bestimmt. Da sich G,, aus Plaquetten zusammensetzt und wir einen
Ausdruck der Form (D™ X(z))G, (2) erzeugen wollen (mit geeigneter 7-Struktur),
sollte die Variation einer einzelnen Plaquette U also Terme wie (D'*%¥™ ) .U ergeben, die

sich dann geeignet zu (Di"*¥™ A(z))Gy, (x) zusammensetzen. Fiihrt man die Variation mit
den symmetrisierten Transformationen aus, so ergibt eine Plaquette (modulo Vorfaktoren)

die folgenden Terme:

A 4

A 4

A 4

A 4

Y

A 4

A 4

EYp

A 4

EYw

Man erkennt, daBl solche Terme nicht direkt zu symmetrischen kovarianten Ableitungen
von A fiihren, denn dazu sind Terme notwendig, in denen A an zwei Gitterpunkten vor-
kommt, die den Abstand zwei voneinander haben, also z.B. A(z + afi) und A(zx — afi). In
unserem Fall sicht es zunéchst so aus, als kdnne man lediglich kovariante Vorwérts- bzw.

Riickwértsableitungen gewinnen, so fiihrt z.B.

+ 1 - Y (3.81)

mit geeignetem Vorfaktor 1 auf Tr{é'm(D,l,at’f)\(m))Uu,,(m)}. Der Punkt = sei dabei der
linke untere Eckpunkt der betrachteten Plaquette.

Um symmetrische kovariante Ableitungen zu produzieren, scheint es zunichst nahezulie-
gen, die dazu nétigen Terme durch geeignete Erweiterung der Transformationen zu gewin-
nen. In diesem Sinne habe ich fiir den zweidimensionalen Fall die an den Vorschlag aus
[Lu], Formel (3.139) angelehnte Transformation
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o
N
y

| =

() =

e 0
-]
+*—‘)

(3.82)
S

untersucht, welche den gleichen Kontinuumslimes fiir A4, (z) liefert wie die symmetrisier-

ten Transformationen. Es zeigt sich in der Tat, daf}

o>,
&
=
~—
=
]
o
8
S
pa—
|
=
<
| —
TN
A
1
A

]
]
o
-2
A

A
A
@
-2
]

v
v

I
A

A
A

EYw

(3.83)

Der hochgestellte Index  soll dabei darauf hinweisen, dafi nur die Variation der links in
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p-Richtung berticksichtigt wurde, iiber ihn wird an dieser Stelle und im folgenden nicht
summiert. Somit kénnen wir sagen:

6('9)Tr(UW(w)) = —azg%Tr(

+§7U(Dilat,sym/\(w + aﬂ))Uu,—u(CE + aﬂ)

+er (D™ M@ + aji + ab))U—p - (2 + aft + ap)

+Em (D™ (@) Uy o ()

—|—E'7,,(’Dift’sym)\(m +ab))U_, p(x + ar))) . (3.84)

Bei Betrachtung der Variation der vollsténdigen Fichfeld-Lagrange-Dichte ergibt sich tat-
séchlich das Resultat
at pla 4 _
8Lt () = =2 3 Tr (69, (DA(2)) Fou () + O(a), (3.85)

g pFEY

und es treten wie in (3.84) die gewlinschten symmetrischen kovarianten Ableitungen auf.

Dieses Verfahren der erweiterten Transformationen kann (und wurde von mir) auch auf
den drei- und vierdimensionalen Fall {ibertragen werden. Allerdings sind dann zusétzliche
Erweiterungen notwendig (mehrfaches ,, Abknicken“ der Transformationen). Jedoch ist dies
unnétig umstédndlich, denn wir werden nun einsehen, dafl die oben erwdhnten symmetri-
sierten Transformationen unsere Anforderungen vollauf erfiillen. Dazu beobachtet man

- -t -t

¥ 4+ v = 2 Y ) +TT{Y ,V(‘T)UH:V(‘T)}

Y | R | | = 9 ¥ | +Tr{Y, ,(x + ap)U, —u(z + aft) }
> - vy >
o EYw
Fyy Yv
-« < EES <
+ v \ = 2 Y +Tr{Yy o lztap+ad)U_p,, _,(z+ajitad)}
A A A
E%p e
| NI | = 2 ¥ | +Tr {Y, ,(z + a)U_, ,(x + ap)}

-
- - -

(wobei weder iiber g noch iiber » summiert wird). Dabei liefert die Gittergrofie ¥ im Kon-
tinuumslimes erst einen Beitrag in Ordnung a?, d.h fiir a — 0 gilt Y = O(a?). Beispielhaft
wollen wir die zweite Behauptung explizit verifizieren (wiederum ohne Summation iiber u
und v):

1] 7M@)V o) + Ul + aien Al + 20) Uyl + iU o+ o) |
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= 1{ Ue)er, AU )l + ai)
—I—U,I(m + ap)ev, A(z + 2ap)U, (2 + aﬂ)U,,j_”(m)}
_ Tr{ (Uu(m)éfy,,)\(m)U;L(m)

—I—U,I(ac +ap)ev, Az + 2ai)U, (2 + aﬂ)) Uy—p(z+ aﬂ)}.
(3.86)

Somit ist:

Y.u(z+ai) = U”(m)éfy,,)\(m)Ul(m) + UJ(CL‘ +ap)ev,A(x + 2ap)Uy (2 + aft)
—2&v,A(z + apt)
= —adu(EvA(z +an)) — a[Au(z + aft), v, A(z + afi)]
+ad, Az + i) + a[Au (& + a), e Az + 0i)] + O(?)
= 0O(d?), (3.87)

genauer fiihrt Y, im Kontinuumslimes auf Terme proportional zu a?D,D,A. Man beachte,
dafl die Taylor-Entwicklung in (3.87) um den Gitterpunkt # + afi ausgefiithrt wird.

Unter Benutzung der vier oben genannten Identitéten erhiilt man aus der ¢*)-Variation

einer Plaquette Uy, (z) unter den symmetrisierten Transformationen

6O Te(U () = ag(

]
]

das Ergebnis

I Tr(U,, (2)) = agi (

A
A
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s

I
I

A 4
A 4

k 4
k 4

- iagTr {Y,(2)U, . (x)}

¥+ %agTr {Yyou(z+ap)U, —u(z +ap)}

+ %agTr Yeplz +ap +av)U_y —o(z +aji + aji)}
— Lag T Vin(o + ad)U (o + ab)}

(3.89)

Dies ist das Gleiche wie

ATV, (2) = —a%g%Tr{

+e, DO Az + ap)Uy,— (2 + aft)
—I—E'y,,Dift’symA(m +ap+av)U_p, —o(z + afi + av)
+e%, Dt A (2) Uy o ()

+§7,,Dift""ymx\(w +a)U_, u(z + al))}
1

—ZGQ’TT {Viu(2)Up,u()}
1

ragTr V(e + ai)Us (e + ai)}

1
—I—ZagTr {Yo (2 +ap+av)U_, _,(z+ai+aft)}
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—iagTr {You(z + ar)U_, p(x +av)}.
(3.90)

Die Variation der umgekehrt durchlaufenen Plaquette ist dann durch einen analogen Term
gegeben, man braucht nur im KErgebnis den Umlaufsinn der Plaquetten zu &ndern und
aufgrund der Wahl der Transformationen das gesamte Vorzeichen umzukehren. Damit gilt
dann das Folgende:

6 (Tr(Up (&) + Uyp(2))

1
2
- _q?g=
agzlr{

+ern DM@ + aji) - (Un,—u(® + aft) = U—p (2 + afi)
—|—é'y,,D£ft’sym)\(m + api + av)

(U_p—v(z+ap+av) —U_,_u(z + afs + av))
+en DM @) (U (2) = Unu(2)

+57,,D£ft’”’m)\(w +av) - (U_yple+av) — Uy (e + al)))}

g T (Y, (2) (U (&) — U ()]
+2ag T (¥ (5 + ) (U (o + ait) = Uoyo (o + ai))}
+iagTr {You(z +afi + av)
(Ue sl + @ + ait) = Uoy—y(o + afi + ait))}
—iagTr (Y (2 + at)(U—y (e + ab) — Uy (2 + a))} .
(3.91)

Mit unserer Definition G}, ,(#) := — g (Upp(x) — Uy, u(2)) schreibt sich dies als

SOTe(U, ,(2) + Uy u(z)) = a4gTr{

+en, Dy Az + ap)Gy _ (= + aft)
+Efy,,DL’”’symA(x +ap + a&)ggu,_y(w + app + av)
+e3, DI A ()60, (x)

+€’nyift’sym)\(x +a0)G?, ,(z + aﬁ)}
1

—|—§a3gTr {Y 7u(m)g27u(m)}
1

=50 T {You(o + ait) Gy, (v + ai)}

1
—5angr {You(z +ap+ aﬁ)ggu’_y(m + apt +apt)}
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+= agTr{Y (z +a0)G°, (z+ab)}.
(3.92)

Villig analoge Uberlegungen zeigen

BT (U, ,(2) + Uy u(2)) = —a4gTr{

+&y, Db\ (& + a) G2, ulz+ap)
+&y, Db ™ N (& + afi + ai/)g_m_y(m + aji + av)

+en D A (2)G, , (2)

+&7, DT N + af)Gh _(z + aﬂ)}

1
_Ea .qTr{Y!” ggll( )}

+§(1ng1‘ {Y,ulz + ar))ggy,u(x + av)}

1 A A -~ A
+§a39Tr {You(z +aji +a2)G”, _(z+app+ap)}

1
—Ea?’gTr {V, .z + aﬂ)QS}_H(m +ap)} .
(3.93)

Um die totale Variation von ., Tr{Uy.(z) + Up,u(2)} in einer fiir die weitere Rechnung
glinstigen Form zu schreiben, vertauschen wir in den Ausdriicken, in denen =, vorkommt,
die Indizes g und v und beachten die Antisymmetrie von Qﬂ,u gegeniiber dieser Vertau-

schung. Man erreicht, dafl die Summe in ) u#u ubergeht und verbleibt mit

w<

ZTr(éU,w -|-(5UJr oz )) = a4gZTr{

<y e

e (D™ A (s + a))G0_, (z + af)

evy(DL“t WMz +ap + ar/))g_'u _(&+ap+av)
1 (DM ()G ()

E‘YV(DL(” W@+ ap))GY, (@ + ab)

1
oY ()00, ()

1 ) )
= 5 Yuw(z + )G, (z + ait)

+ + 4+ + +

1 -~ -~ ~ A
- =Y. (e+ap+ar)G°, ,(z+aj+ap)

2a 7
1
+ 2aY oz + au)ggup(m + at))}. (3.94)
Bei der Lagrange-Dichte hatten wir uns auf die Formulierung
1 4 1
Lole) = G5 2 [1 = ST (U (@) 4+ U)o+ Usa(@) + Ui (@)}

1€pu<v<4
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+ Up(z —app — av) + U’L}(m —afi — ar))}:| (3.95)

geeinigt, so dafl ihre Variation dann durch folgenden Ausdruck gegeben ist:

0Lg(x) ! Tr{

+ En(D M (e + af))G), (2 + ag)

+ s’y,,(’Dift’sym)\(w + afi +av))G°, _ (x +aji + ap)
+ e (DA ()G, ()

+ éﬂy,,(DL“t’sym)\(m + aﬁ))go V’”(m + av)

+ E'y,,(DL“t’sym)\(m - m/))GS, p(T —av)

+ en(DEHTTA())G2, (w)

+ e (DY AT — afi — af))Gy, (¢ — afi — ab)

b oen (DA — ai))Gl, (2 - o)

o Yuul)G0,(2)

1 R N
- g Yuule+ ait)G, (¢ + af)

1

_ %Yu,u(m +ap + aﬁ)ggui_y(m +app+ajfi)

1 N0 N

+ %Yu,u(w +ar)g-, (= + av)
1 L N

+ %Yp,y(m —ap — ai/)ggyy(m —afi — ap)

1 . .
— o Vaule — ad)Gh (e - ap)

V(26 (2)

1 . N
+ %YHW(‘T - GU)ggy,,u,(‘r - GM)}

(3.96)

Nun wissen wir, daBl D™ \(z) = D, A(z) + O(a?) und

G5,(2) = Fu(z)+aRE,(z) + O(a?)

G2, _J(r+ap+ar) = Fu(r+ap+ad)+ aREH _ (&) + 0(a?)
S _(e+ap) = Fule+ap)+aRi_,(«)+0(a)
G, (e +ap) = Ful(e+ad)+aR9, () + Oa?)

G (z—ap—ad) = Fu(z—ajp—abd)+aR9,(z) + O(a’)
QEH,_ (z) = Fu(z)+ a’RgH _(x) + O0(a?)
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Go_(z—ap) = Fu(z—ap)+aRS_,(z) + O(a?)
G2, (e —ap) = Fulz—ap)+aR9, ,(z)+0(a?) (3.97)

und schreiben weiter Y), ,(z) = a2’R§U(m) +O(a?), so dafi sich die Entwicklung von §£4(z)
als

+
z+af + ab))(Fu(x + aft + ab) + a’Rg(;’_y(m))
2))(Fu (2) + aRY, ()

pv

Fup(z + av) + aRg(:,,u(w))

z — aft))(Fuw(x — aft) + aRY,, ,(x))

+0(a?). (3.98)

schreiben 148t. Somit ergeben die aus Y resultierenden Terme in Ordnung @ keinen Beitrag,
und man erhilt

dL,(x) = —%ZTI‘{

+&% (DM + af))(Fu (@ + aft) + aRE_, ()
+&7 (DA + age + a2)) (Fu(x + ajt + ai)) + aRS, _(2))
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+e7 (Du @) (B (2) + aRE, ()

+&7, (DM@ + ai)) (Fu (z + ai) + aRY, ,(z))

+e7, (DuM@ — an))(Fu (2 — ab) + aRS_, ()
+&7(Du (@) (Fw (2) + aRE, _,(2))

+&7, (DM — aft — aft)) (Fu (2 — afi — ab) + aRY, (z))
+&7,(Du(z — ap))(Fu(x — ap) + aRY, ,(x))

+0(a?). (3.99)

Durch nochmalige Taylorentwicklung, nun stets um den Punkt x und unter Beachtung
gO _ g() gO _ gU .
von Ru,v = —R_M_U bzw. Ruj_” = —’R_y”u erhalten wir
4
6L (2) = - > T (e (DuA(@)) Fuw (2)) + O(a?). (3.100)

pEY

Also wird auch hier der Kontinuumsausdruck (1.54) bis zur Ordnung a einschliefilich re-
produziert. Unser Verfahren der sukzessiven Taylor-Entwicklung (zunichst Abweichungen
von th’sym von D, sowie Entwicklung von Y, dann Entwicklung um gewisse Gitter-
punkte) ist dabei aufgrund der Eindeutigkeit der Potenzreihenentwicklung analytischer
Funktionen gerechtfertigt. Da wir hier nur an der ersten Ordnung in a interessiert sind,
148t sich die letzte Entwicklung in (3.99) besonders leicht durchfithren: Man entwickelt die
Faktoren der einzelnen Summanden in erster Ordnung und zdhlt die Terme zusammen.

Dabei erkennt man, daf} sie sich paarweise ausléschen.

Wir haben also gesehen, daBl die Variation des Eichfeldanteils der Lagrange-Dichte mit dem
entsprechenden Kontinuumsausdruck tibereinstimmt. Dabei haben wir in der Lagrange-
Dichte sozusagen nur eine halbe Clover-Plaquette gewihlt, der Ubergang zum vollen
Clover-Blatt

1 4 |
_ t t
Lo(e) = — 1<§< j<4 [1 - —Tr {Uﬂ,y(m) + UL (2) + Umpe) + UL, (2)
SEYS

+U_y, (@) + UL

—H

(2) + Upale) + UL (@) }

(3.101)

dndert daran nichts, erhéht aber den Schreibaufwand.

3.8 Definition des Superstromes

Wir haben also bisher gesehen, dall unter den symmetrisierten SUSY-Transformationen
gilt:

BEs(e) = T {ME)(DuFsls))e)
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+8, (gTr {M&)Epr ()70 7€) }
+0(a?) (3.102)
SuLls(z) = 0+ 0(a?) (3.103)
$ole) = — Te {M@) (P (o))} e
+4, GTr (3(z) Fou(2)) W;} +0(a?). (3.104)

Bei 4L, beachte (3.100) und die Leibniz-Regel. Dabei wurde bei der Verwendung der

Bianchi-Identitdt auf dem Gitter in (3.67) vorausgesetzt, dafl
g,uu(-r) = F,uu(m) + 0(02).

(3.105)

Eine entsprechende Wahl von G, ist aber mdglich, wie wir in dem Kapitel tber die

Entwicklung der Plaquettenvariable gesehen haben (vgl. z.B. (3.29)).

Damit bekommen wir insgesamt

OALp(x) +dyLy(e) +0Ly(2)

= 0 (C1 (A e} + T {30) ) 0 2+ O

Mit dem Kontinuumsstrom
-— Z Y 4 Y
i) == ST (M) By (2 } + T (@) ()]} 70
gilt also
8 (L' (2) — Lz wi(x)) = 8ufu(w)e + O(a®).
Auf dem Gitter definieren wir nun

7 (z) = §T (Ao @)} + =T (M) G2} 70

dann gilt

—lat

7 (1) = Fule) + *RI(z) + O(a?).
Mit der symmetrischen Gitterableitung
1 N N
A (o) = o= (o + aft) = J(z — at))
ergibt sich daher
lat,s mlat _ !
A,u, v Ju (.CL‘) - %
1 - - 1 2 -—
% Ju(z) + a0y ju(z) + 3¢ OuOpju(z)
~(Gr(e) — 0,356 + 30,0, 75(0)) + O

= Guju(z) + O(a®).

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(Jule + a) + a*RI(a) = Jula - ait) - R (2) + O(a”))

(3.112)
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Somit haben wir mit

——lat

5 (L () — Ly wule) = AT (@)e + O(a?) (3.113)
unser Ziel erreicht. Den Gitter-Superstrom

7 @) = ST M@ @} 4 ST @) (114)

kénnen wir dabei wie gewohnt auch in der Form

——lat

7 () 1= §T @) ()07} (3.115)

schreiben. Dabei haben wir an G,, die Anforderung G,, = F,, +O(a?) gestellt und kénnen
daher z.B.

1
Guo(z) = g(gﬂ,u(-’E) +6%, ()
1
Guo(z) = 5(93,_”(1") +62, () (3.116)
oder das volle Clover-Blatt
1
guﬂ/(m) = Z(gg,y(w) + gg,u,,—u('r) + gg,—u(m) + ggu,,u.(w)) (3117)

wéhlen.

Ingesamt hat sich also unsere Erwartung bestétigt, daBl aufgrund der symmetrischen Wahl
der Lagrange-Dichte und der Supersymmetrie-Transformationen eine Wahl des Super-
stromes moglich wird, die die Finhaltung der Supersymmetrie auf dem Gitter bis in die
erste Ordnung von a einschliefilich gew&hrleistet. Dazu sei daran erinnert, dafi sowohl die
symmetrisierte Lagrange-Dichte als auch die erweiterten Transformationen ihren Konti-
nuumslimes bis in die erste Ordnung von a einschliefilich reproduzieren und daBl dies auch
fiir unsere Wahl des Superstromes und die symmetrische Gitterableitung gilt.

Bisher ist der Teil der Wirkung unberiicksichtigt geblieben, der proportional zum Wilson-
Parameter r ist. Die entsprechenden Betrachtungen mochte ich nun nachholen.

3.9 Wilson-Fermionen

Der r-proportionale Teil der Wirkung ist (vgl. z.B. [CV]}):
1 4 Y T ~
Siwia = —rya ;‘;Tr{)\(w)Uﬂ(w))\(w +ai)U,(x)
+A(x + aﬂ)Uu(.’s))\(w)U’E(w) — 2)\(.95'))\(1')}
1, - )
= —ro-a gTr{A(m)Ul(w)A(x+au)Uﬂ(w)

+A(x)Up(z — ap) Mz — aﬂ)UJ(x —afi) — 2)_\(1'))\(.1)}. (3.118)
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Man rechnet unmittelbar nach, dafi sich dies als

1 -
Siwi = a4ZTr{—ria)\(x)DL“t’f’Dift’b)\(m)}

1
4ZTI‘ —r2a)\ (z)Dletbplati ) (g )}

1
a’ E Tr{rzaDl“tb)\ Dl’”’b)\(w)}
4 1 lat lat,
EjTr{rzaD I A(z) DB M (2) (3.119)

schreiben 1488t. Dabei haben wir Dﬁft’f = —Dift’bT benutzt, man ziehe hierzu auch den

Anhang heran. Wir wollen also von der Lagrange-Dichte

1 _
Lowal) = r—aTr{Dift’fA(x)DL“’fA(z)}

r— aZTr{ ( X(m—l—aﬂ)UH(m)—j\(m))

a

- (Ug(m)x(x + aji)Uy(z) = Alz)) } (3.120)

ausgehen. Damit wird sofort

1 i
ALpwilr) = TgagTr{wpr(DL‘”’prr(a:))DL“‘*’fA(x)

—Dﬁf*’fX(z)ap,a(DL“t’fg,,,(x))}. (3.121)
Also trigt dieser Term erst in Ordnung a bei. Die 6U-Variation ergibt
Sy Ly wilx)
rgy Tr{a'm)\(w) H2)Mz + ap)Uu(2) - (UL (2) M@ + ap)Uy(z) — A(z))
' —|—U;[(x)a‘ uAlz + a) Mz + afp)Uy(z) - (U’I(x))\(w +ap)Uyu(z) — A(z))
—Ul (@) (e + a@)Uu(2)evuA(2) - (U (@) Mz + ai)Uu(2) = A=)

—Ul(x)j\(w +ap)evp Az + afp)Uy(x) - (U’I(w))\(w +ap)Uu(z) — )\(w))}

I
E

rag 32 0{[e7,0(2), U002 e + 0) Uy (o)D)

+UJ($)[E’)KH)\(JL‘ +afi), A(z + a,ﬂ)]Uu(x)Dift’f)\(x)} (3.122)

Auch hier verschwindet der nullte Term des Kontinuumslimes.

Genauer findet man
i _
OWLrwalz) = —mETr{DHA(m)(D”FPT(m))}ams

+0(a?) (3.123)
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Sulywalz) = 2ragTr{[5_’yu)\(x), )\(w)]DuA(w)} + O(d?). (3.124)

In Kapitel 2 waren wir von der Lagrange-Dichte
Lowale) = —rZTr{ (€)D" A )} (3.125)
ausgegangen und hatten gesehen, dal} ihre Variation einen Beitrag
r=Te{M@)G e (2) 0 } (3.126)
g

zum Superstrom liefert. In diesem Abschnitt haben wir nun eine etwas andere Lagrange-
Dichte gewdhlt und kénnen diesen Beitrag umgehen. Dies hat die folgende Ursache: Mit
der Dichte aus Kapitel 2 schreibt sich der r-proportionale Teil der Gitter-Wirkung als

Spwi = —ra ZZTr{ (@) DLt A(z )} (3.127)

Mit den Rechenregeln fiir Majorana-Spinoren kann man dies als
Spwi = —ra’= Z ZT { DIt ) (2)) A (w) + X(w)Dift’f)\(w)} (3.128)
schreiben. Mittels partieller Integration des ersten Summanden erhilt man hieraus

Spwi = —ra*= Z ZTr { )(Dlett th’b))\(:ﬂ)} : (3.129)

was sich aber auch als

Sgwia = —ra-a _ZZTT{ Dlatbpla,th( )}
- '“452;2”:%{Dﬁat’fi(r)if?ft’f)\(m)} (3.130)

auffassen 14B¢. Nun haben wir aber bei den partiellen Integrationen die Randterme aufier
acht gelassen, diese treten z.T. in nullter Ordnung von a auf. Dieses Auslassen von Rand-
termen in der Wirkung bzw. ihrer Variation ist aber dquivalent zur Integration {iber ihre
totale Divergenz, also zu einem Zusatzbeitrag im Superstrom. Diesen Beitrag hatten wir
in Kapitel 2 beobachtet.

Alternativ kann auch die (symmetrischere) Wahl
1 -
Liwa = Tr{ - r§a)\(x)DL“t’fDL“t’b)\(x)}
1 < N
= -ro- ZTF{A(m)U;(m)A(x + ait)U,(z)
I

+A(Z)Uyu(z — afp) Az — aﬂ)U’E(JL‘ —aj) — 25\(.1))\(1')} (3.131)
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benutzt werden. Sie fithrt auf

OLywiulz) = —r%agTr{e—a,,fgm(w)pigt,fDift,b)\(w)
—A(w)apTe(Dﬁff=fDL“t=bng(w))} (3.132)
bzw
buLwale) = ~50 3 { Mol A@), U2 + iUy

AU (@)[EA @ + a), A(e + afi)]U(2)
—e[evpA(z), Uplze — at) A(z — a,&)U’I(m —aft)]

~Ma)Uule ~ ai)fen(e — ait Mz — ai]U} (e —ai) }

(3.133)

3.10 Zusammenfassung

An dieser Stelle soll noch einmal eine Ubersicht iiber die bisher erzielten Resultate gegeben

werden. Wir haben die Lagrange-Dichte geméfi
L(x) = Ly(x) + Ls(x) + Lpwalz) (3.134)

definiert, wobei noch ein Massenterm der Form
Lm(z) = moTr{A(z)A(z)} (3.135)

hinzugefiigt werden kann. Die einzelnen Beitrige waren durch

o) =y B 1= §TUnle) 4 Uaslo) + Uunle) + Umsmple))|  (3.136)
1<u<r<4
bzw
Lia) = %Tr [Xer (VYA + ai U, ()
—U, (e — ai)Mz — ap) Ul (z — a[z))} (3.137)
und

Lowale) = r%a 3 Tr{é (U} ) A (e + 3 U, () — Ma))

1
a

(V3@ + ai)U(z) = M) } (3.138)
gegeben. Die Anwendung der Transformationen

6Uu(z) = —agUu(z)evud(c) — agevuMa + ap)Uy(z) (3.139)
JUJ(m) = —I—agéfyu)\(m)U;(m) + agUl(.r)éfm)\(m + ap). (3.140)
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und

i

6A(z) = - ;C"p'rgp,f(m)g

< i

dA = —&0, T
(z) gaap Gpr()

liefert dann*

5(L(x) + Lm(z)) = A7 (y)e + Xg(x) + Ds(z).

Dabei haben wir als Superstrom
7 (8) = ST M) ()
gewihlt, und es ist
Dg(2) = 5 Lom (3) = 2m0§Tr{eapTng(w)A(x)}
die Variation des Masseterms. Es ist daher dann
Xs(z) = 6L(x) — A7 (2)e.

Nun hatten wir gesehen, daf}

6[:(1‘) = §U£g(-7f) + JU[,f(.’L‘) + JAﬁf(l‘) + JU[,f,W“(JJ) + 6/\£f’Wig(.’)i'),

also gilt

Xs(@) = duly(w)+0uLls(a) + L) — AP™T ()e

oy Lywalz) + 6L walz).

Die einzelnen Beitréige sind durch die folgenden exakten Gitterausdriicke gegeben:

Suly(z) = “yaig agZTr{

pFEY

+e7 M) (U (2) = UL, (2) = U—pmil@) + UL, _,

—evwA(z + af)(U, (w+au)—UJ_y(w+au))

—&Yy (1‘+au+a1/)(U_ﬂ_,,(,r+au+ar/) Ulu—u

+ev Az + av)(Uoy p(z + av) — Uluy(x-l—cw))

e (e = ) Uy — ai) — Uf,_, (o — i)

+év, Az —app — av) (U o(x — afi — av) — Ul,y(w —apt — av))

tevMa — af)(Uoyple — aj)) — UT, (x am)}

(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(5 +aji + ai))

‘Den Brechungsterm bezeichnen wir hier mit einem geschwungenen Xs, um ihn vom entsprechenden

Term Xs in den Ward-Identitdten zu unterscheiden (vgl. Kap. 4).
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buLlslz) = ;gw{ A()1ulenuA(2), UL (£)A (e + ajt) U a)]

FAE A, U (& — ai)\(& — ap)Ul (2 — ap)]
—I—X(m)'yuU;(x)[éfm)\(m +ap), Mz +ap)]Uy(x)

+Mz)7, Up(z — aft)[ev,A(z — aft), A(z — aﬂ)]UJ(x — aﬂ)}

0 Ly(z) = éTr(('Dift’symX(m))fyuo'mgpr(m)e

—)\(1')%1‘7;07(th’symgm(m))a)
AWl () = AT (gTr (A(m)gpr(w)vuapT)JrgTr ()\(:v)g;w(ﬂf))’YV)6

(5U,Cf,W“(.’L‘) = T‘QZTI‘{

E7,M2) U (2)A (2 + ai)Un(2) - (U} (@)A(z + a)Up(z) — A(2))
+UL(@)e M@ + ai)A(z + a@)Uy(x) - (U)M@ + ai) Uy (&) — A(z))
U} (2)A(x + ai) U, ()7, A () - (U (@) Az + ait) Up(e) - Ma))

(2 + ai)enA (e + ai)Un(z) - (U} (2)A\(z + ai) Un(er) - A(w))}

>

—UT(m)

= rag ZTr{[%A(x), Ul(z) Az + aft) Uy (2)]D5F M(2)

I

—I—U’I(x)[éfm)\(m +ai), Mz + aﬂ)]Up(m)DL“t’f}\(m)}

1
Lywalz) = riaETr{éopT(DL“t’fgp,T(x))Dift’f)\(w)

—Dift’f)\(w)aPTe(Dift’fgp,T(w))}. (3.149)

Beachte, dal G eine exakte Gittergrdfie ist.

Die wesentliche Aussage dieses Kapitels ist:

SuLy(@) +uly() + rLy(z) — APTF " (2)e = 040(a?),
SuLywi(e) +rLywa(z) = 0+r-0(@@)  (3.150)

so dafl
Xs(z) = O(a?) + r - O(a). (3.151)

Also wird die Variation der Lagrange-Dichte des Kontinuums bis auf quadratische Terme
in a reproduziert, falls man von den Wilson-Fermionen absieht. Diese hingegen erzeugen
Storterme bereits in Ordnung a, denn ihre Einfiihrung geschieht ja gerade durch Hin-
zufiigen eines O(a)-Terms zur Wirkung. Man beachte, dafl dieser Term im Kontinuum

kein Analogon findet.
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3.11 Nicht-lokale Strome

Der Kontinuumsstrom 1if3t sich als

) = Srfa@e b )]
4 < ) -
= Tr{ EFHV(JL‘)/\(CL‘)‘YV + EFpr(w))\(w)vﬂam} (3.152)
schreiben. Wegen
8Lg(x) = —STr {AM2)PuFu(z)} Yoe + 8, (gTr {Az) ()} 'y,,a) (3.153)
und
4 - i _
6L1(a) = ST M@ (Do) e 4 04 (ST (M@ B )} e ) (59
haben wir

H(.’L‘) = gTr{A(w)Fpr(w)}'YuUpr (3.155)

zum fermionischen Anteil und

Jgu(®) 1= STT {A(@) Fu ()} 70 (3.156)

zum Eichanteil des Superstromes erklért.

In [CV] schlagen CURCIund VENEZIANO einen Superstrom der Form (in unserer Notation)
) = {0 UL + 0 U)o
= {20, (UL + an) V(e
+26, (UL +ai)Uye)o,s (3.157)
vor.® Die GittergroBe G,, wird in [CV] nicht niher spezifiziert, natiirlich soll sie im Kon-

tinuumslimes aber F),; ergeben. Dieser Vorschlag wird auch in [Lu] (3.92) aufgenommen.
Betrachtet man die geometrische Form dieses Terms

Jul®)e = ;; X : (3.158)

80 scheint es denkbar, dafi dies geschieht, um die Terme des Superstroms in ihrer geo-

metrischen Struktur denen der Variation der Wirkung anzupassen. In der Tat hatten wir

*Man beachte, dafl es sich bei dem Strom in [CV] um den in den Ward-Identititen vorkommenden
Noether-Strom S, handelt. Dieser stimmt nicht mit j, iiberein, sondern hingt mit ihm durch Vertauschen
der Reihenfolge von o,- und <y, zusammen, wie spiter gezeigt wird. Man achte auch genau darauf, in

welcher der beiden zueinander adjungierten Formen der Strom jeweils angegeben wird.
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Terme der gleichen Art bei der d)-Variation der Fermion-Wirkung erhalten:

14
0rLylz) = 2ag l
0,7

&

|

(3.159)

Allerdings weist der Curci-Veneziano-Strom bereits in Ordnung ¢ Abweichungen vom Kon-
tinuumsstrom auf, wenn man davon ausgeht, dal G,.(x) so gewdhlt wird, daBl G,,(z) =
For (2)+0(a?). Somit wiirde die Curci-Veneziano-Wahl des Stroms unser Ergebnis £ (z) =

AF™ jlat (z)e + O(a?) +rO(a) also wieder zunichte machen. Es wére allenfalls denkbar, die

Separation von Clover-Plaquette G und Fermion A symmetrisch zu gestalten, also etwa
——lat 14 N ~
7M@) = 5o 1{ G (@)UL)Ne + ai) U)o
+G,r(2)Uy(z — ap) A (z — aﬂ)UJ(m — aﬂ)amfyu} (3.160)

zu wihlen und bei der symmetrischen Wahl der Gitter-Ableitung zu bleiben. Dann gilt

weiterhin
—lat

6L(x) = A5, (z)e + O(a?) + rO(a). (3.161)

Wir werden nun eine weitere Version des Stromes konstruieren, die es erlaubt einen Teil
der Terme in Ordnung a? und héher zu eliminieren. Dazu macht man fiir zwei auf dem

Gitter definierte Funktionen f und g folgende interessante Beobachtung®:
1e{ (D p(e)gte) + 12D ) |
= ALl + an)Uue)
UL (o + ai)U(oal) . (3.162)
Wie man erkennt, erlaubt es diese Gleichung, die Storterme auf dem Gitter zu beseitigen,
die aus der nicht exakt giiltigen Leibniz-Regel fiir die symmetrische kovariante Ableitung

stammen. Der Nachweis von (3.162) verliuft wie folgt (dabei erfolgt keine Summation
itber p):

ST AL UL ale + an)Ue) + UL e + i) Unlo)ate) |

= %Tr{f(x)b’;(m)g(x +ap)Uy(z) + U’I(x)f(g; + ap)U,(z)g(x)

FYm

®Die folgende Gleichung ist eng mit der Tatsache verkniipft, daf DL‘” antihermitesch im Sinne von

Anhang F ist.
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—f(z — aﬂ)Ul(w —a)g(z)Up(z — afi)

—Ulz — ap) f(«)Uul(z — afp)g(z — am}

— iTr{f(m)Ul(m)g(m + ap)U,(z) + Ul(x)f(:); + af)Uu(z)g()
~Up(z — apg) f(a — ap)Ul(z — aj)g(z)

—}(2)Uu(z — a)g(z — ap) U} (= - am}
= iTr{U,I(w)f(w +ap)Uy(x)g(z) — Uye — app) f(x — aﬂ)U’I(w —aft)g(z)
AUl +ai)Ule) - F)Ule ~ ailafe — ai)Ule - ai) |

. Tr{(DL‘”’symf(w))g(w) 5 f(w)(Dii‘*’symg(w))}-

(3.163)
Wir hatten in (3.62) gesehen, dafl
i at,sym
BLi(r) = T (DA @) 3000 G ()
X&) (D97 G (2)) } (3.164)

Anwenden der gerade gefundenen Regel macht hieraus
JAEf (.’L‘) = TI‘{
14 - . 5 .
3oL (ML (e + ai)Ua(o) + UL + i)V (2)5,r(2) )

—2 A& DG, () e (3.165)

Die Benutzung von
YuTor = i(d,up'YT - 6;;7'7;0) - iEupTV7V75 (3-166)

liefert dann

SALy(z) = Tr{

(3.167)
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Man erkennt, dafl durch die Wahl von

T () = %Tr{w)v,z(w)am(z T ai)U,(x) + UL () A(z + amUu(x)am(w)}W
(3.168)
und die Verwendung der Gitter-Riickwirts-Divergenz eine in htheren Ordnungen von a
verbesserte Erhaltung des fermionischen Anteils des Stromes erreicht werden kann. Es ent-
fallen alle Terme, die aufgrund der Verletzung der Leibniz-Regel auf dem Gitter auftreten.
Die Stérungen der Bianchi-Identitit kdnnen mit diesem Verfahren hingegen nicht beseitigt

werden.

Diesem Ergebnis zufolge scheint es also glinstig, im Superstrom das Fermion und die
Clover-Plaquetten durch zusédtzliche FEichlinks zu trennen. Allerdings geschieht dies in
anderer Weise als in [CV] und lehnt sich mehr an die Behandlung der chiralen Symmetrie
an, auch dort unterscheidet man lokale und bilokale Stréme (engl. point-split currents),
vgl. hierzu z.B. [MM] oder [Un]. Um ein einheitliches Bild zu wahren, werden wir dieses
Verfahren nun auch auf den Eichanteil des Stromes anwenden und zeigen, dafl auch in
diesem Teil der Wirkung die Verwendung eines nicht-lokalen Stromes moglich ist. Dazu
definiert man

T ) o %gTr{Qu,,(x)UJ(w))\(w+aﬂ)Uﬂ(w)+U’I(w)gu,,(x+aﬂ)UH(w))\(w)}Fy,, (3.169)

und erkennt

-— 141
Tr{AZ]f,ﬂ(w)} = ———Tr{
v

(2)X(z + a@)Up () + Gy (& + at) U () X(2) Uf ()
)

Gy}l = Az = aiU}(o — ai) . (3.170)
Die Entwicklung nach a ergibt:
— .
THALT70)} = 0,5 T { A B ) 1+ O, (3.171)

also Ubereinstimmung mit dem Kontinuum bis in Ordnung a inklusive.

Wir konnen also abschlieBend feststellen, daffi uns durch die Definition

=lat

11 - . . -
Jp (#) = §§Tr{(],,T(w)Ul(w))\(w+au)UH(w)+U’I(x)ng(w—Fau)Uu(w))\(w)}UPTV” (3.172)
eine weitere Verbesserung des Superstromes gelungen ist. Zwar gilt immer noch
5L (2) = ALT (2)e + O(a®) + rO(a), (3.173)

aber es konnten einige Terme der htheren Ordnungen vollstdndig eliminiert werden.



Kapitel 4

Ward-Identitaten

In den vorigen Kapiteln wurde die Symmetrie der Kontinuums- bzw. Gitter-Lagrange-
Dichte unter den SUSY-Transformationen untersucht und festgestellt, dafl sich diese — auf
dem Gitter mit gewissen Einschrinkungen — als Viererdivergenz eines geeigneten Stromes
Ju schreiben 1463t. Hieraus folgert man, dafl die zugehdrige Wirkung invariant ist unter
den SUSY-Transformationen mit globalem Parameter €. Dem Noether-Theorem zufol-
ge induziert jede solche Symmetrie einen klassisch erhaltenen Strom, den sogenannten
Noether-Strom, den ich hier mit S, bezeichnen méchte und dessen konkrete Form im
Kontinuum und auf dem Gitter in diesem Kapitel ermittelt werden soll. Aus der o.g.
Symmetrie der Wirkung lassen sich durch den formalen Ubergang zu lokalen Transfor-
mationen, Anwenden auf die Wirkung und anschliefiende funktionale Differentiation nach
dem Transformationsparameter ferner die zugehérigen Ward-Identitdten ermitteln, also
Beziehungen zwischen den verschiedenen Greens-Funktionen der Theorie herstellen. In
diesen Gleichungen spiegelt sich erneut die Invarianz der Wirkung wider.

In dem vorliegenden Kapitel leite ich daher die supersymmetrischen Ward-Identitdten
im Kontinuum und auf dem Gitter her und diskutiere, wie sich dort die Brechung der
Supersymmetrie auf dem Gitter dulert. Zum Abschlufl des Kapitels wende ich mich im
Hinblick auf die storungstheoretischen Betrachtungen in Kapitel 5 noch kurz der chiralen
Symmetrie zu.

4.1 Der Noether-Strom

4.1.1 Symmetrie und Stromerhaltung

Wir betrachten den Allgemeinfall einer Wirkung S[¢] = [ d'zL(¢,5,6), die unter der

globalen Transformation
¢(z) = ¢(z) +9(2) (4.1)

invariant sei, wobei ¢ in d@(z) = eAd(x) ein konstanter infinitesimaler Parameter der
Transformation ist. (Ohne Einschrinkung nehmen wir dabei an, daf € ein Skalar ist, d.h.
wir unterscheiden nicht zwischen € und ¢.) Die transformierten Felder werden durch einen
oberen Index e gekennzeichnet. Ich notiere hier stets nur ein Feld ¢(x), im Fall der Super-

Yang-Mills-Theorie mufl man sich ¢(x) also als Kollektion der Felder A(z), A(z) und A,(x)
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vorstellen! . Wir wollen nun davon ausgehen, daf sich die Invarianz der Wirkung unter (4.1)
in der Variation der Lagrange-Dichte wie im Fall der Super-Yang-Mills-Theorie durch

L{x) = L(z) + e8,ju(c) (1.2)

duflert. Andererseits gilt aber

oL oL
0L = —4 = 0u(0
oL oL
ETC R

= o, (8(27;5)@) te (% - a%) Ag. (4.3)

Erfiillt das Feld ¢ die klassischen Bewegungsgleichungen, so verschwindet die zweite Klam-
mer, und man erhélt

0L(z) = by (%Aqﬂm)) . (4.4)
Dann gilt also
Ouin(e) = 0, g or ) 20(0) ) (45)
ORI T B 0u(a) ) '
und der Strom
S, (2) == %M(w) —iu(e) (4.6)

ist im Sinne von 8,5, = 0 klassisch erhalten, falls die klassischen Bewegungsgleichun-
gen erfiillt sind. Wir werden spiter sehen, dafl genau dieser Strom auch in den Ward-
Identitédten auftritt, in denen sich die Invarianz der Theorie aus quantenmechanischer
Sicht manifestiert.

Man bezeichnet ihn als den Noether-Strom, der Grund fiir seine Erhaltung ist die In-
varianz der Wirkung unter (4.1) bzw. genauer das Verhalten der Lagrange-Dichte un-
ter diesen Transformationen. Man beachte, dafl wir hier nur globale Transformationen
betrachtet haben, ist der Parameter e ortsabhiingig, so brauchen weder 5 = 0 noch
0L(x) = ()8, ju(x) erfiillt zu sein.

4.1.2 Der Noether-Strom fiir die N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie im
Kontinuum

Als néichstes soll der Noether-Strom fiir unsere Theorie im Kontinuum berechnet werden.
aL(x)

: o : . o 9= :

ich méchte spezifizieren, was damit gemeint ist, bevor wir mit der Rechnung weiter vor-

Nach dem oben Gesagten ist dann eine Ableitung der Form auszufiithren, und

anschreiten. Ich verwende dazu griechische Buchstaben, um die Spinorkomponenten von
A kenntlich zu machen, d.h. wir schreiben A% = A%?7T? fiir die a-te Komponente von A,

'Dabei sind X und A aufgrund der Majorana-Eigenschaft aber nicht unabhéngig voneinander.
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a kennzeichnet nach wie vor die Farbstruktur. Die g-Komponente der spinoriellen Grofie

9L{z) _ st dann durch

3(8uA(z))
ac(z) \*®  ac(a)
(o00m) = 5ot ()
erkldrt. Mit Hilfe der Zerlegung
Tr{A(2)7,Dur(z)}
= % (3“(1")%8#)\“(96) + gfabcia(zmAz(m)AC(m))
= 5 (NP0, (w) + afusc X ()7 42X ) (18)
ergibt sich daher z.B.2
O(Tr {)_\(m)'yuD”)\(m)}) BA 1, .
( 3B (@) ) = A (@)’ (4.9)

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir jetzt mir der Berechnung des gesuchten Noether-
Stroms beginnen. Wir wissen bereits, dal die Lagrange-Dichte unter den (globalen) SUSY-
Transformationen geméif

5L(x) = 8, GTr (3&) F (2)} 70 + ;—‘Tr (3(z)Fp (2)) fypap7> e (410)
variiert. Also ist
Jale) = ST (@) )} + T (M@)o )00 ) (1.11)
- iil5) = = ST { B @M@} + T (2o, @)} (1.12)
Nun ist die Lagrange-Dichte der Theorie durch
£le) = —55 T {(0pA () =0, Ay(e) + [A,(0), A ()
T {A(2)7,0,A (@) + M), [Ay(e), A(2)]} (4.13)

gegeben, daher gilt den obigen Vorbemerkungen zufolge (man beachte, dafl AX eine Matrix
in den Spinor-Indizes ist)

oL § oL \**
— = _AX = [ ——] AN
(6(8M) ) (6(8u)\))
1_
- EAb%gﬁmbﬁfs

L3y L g5 b
= o (o)
11,5y § b
= _55(’\ F}/HO-PT) Fp’r

- —éTr {Gnuoe) ) (1.14)

’Da die auftretenden Spinoren Grassmann-wertig sind, handelt es sich bei der hier verwendeten Ablei-

tung nach d,\ genau genommen um eine Ableitung nach Grassmann-Variablen, die nach links wirkt.
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Insgesamt notieren wir daher

oL i B
(3(8,L)\)AA> - _ETT {70 Fr } (4.15)

als Identitdt zwischen spinoriellen Gréfien. Aufgrund der Majorana-Eigenschaft von A
brauchen wir die Ableitung nach 8,A bei der Bestimmung des Noether-Stroms nicht ge-

sondert zu beriicksichtigen.

AuBerdem gilt nach analoger Vorgehensweise

oL 1 - -
——AA, = 2—=Tr{(-29Av.)Fu. — (—2gAv.)F,
5o, 1) 22 T (=202%) Fw = (=29A%) Py}
4 _
= —Tr{M.FuL}. (4.16)
)
Zur Erinnerung sei auf F,, = —F,, hingewiesen. Insgesamt wird damit
= acr oL —
Sy = =AM ——AA -
g 5,0 - 86, A,) In
— olty {AFv,0,:} . (4.17)
)

Zusammenfassend konnen wir also sagen, dafl der Strom, dessen Divergenz in der Variation
der Lagrange-Dichte (unter globalen Transformationen) auftritt, durch

ie) = ST A ()]
Be) = ST {E (@0, A ) (4.18)

gegeben ist, der klassisch divergenzfreie Noether-Strom hingegen durch

Su(z) = —2£Tr {M@)For ()40 pr }
Sue) = 2 Trlop L (2)A@), (4.19)

Bis auf den Vorfaktor besteht der Unterschied zwischen j, und 5, also nur in der Rei-
henfolge von v, und o,. Man beachte, dafi diese Matrizen im Euklidischen nicht trivial
kommutieren.

4.2 Ward-Identitat fiir den Superstrom

4.2.1 Kontinuum

Wir betrachten zunidchst wieder den allgemeinen Fall einer Theorie mit Wirkung S[¢] =
[ L(¢,8,¢)d*x. Unter globalen Transformationen

¢(z) = 6°(2) == ¢(z) + do(x) = o(x) + cAd(z) = ¢°(2) (4.20)
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gelte also
L(z) = L(x) 4+ €Ouju(x). (4.21)

Zur Herleitung der Ward-Identititen gehen wir formal zu einer lokalen Transformation
tiber, d.h. wir wéhlen ¢ ortsabhingig, also d¢(x) = e(z)A¢(x). Dann gilt aber

i) = Goirldsla) + 5o )0, (06(a)
= e(o) 3 A0(a) + £(o) 5 s (M0a)) + (Do) g s Aole)
= s(w)aun(w)+(aue(w>)%mw). (1.22)

Unter den lokalen Transformationen braucht die Wirkung also nicht mehr invariant zu

sein, vielmehr gilt

is = / d*z6L(z)

= [ de@)0iule) + Guete)) 5 s A0le)
= [ dee@)ouinle) - etz (%M(z))
= —fd4w€(w)8u5u(w), (4.23)
wobei
5,(0) = g orsA0(a) ~ (o) (4.24)

der Noether-Strom aus (4.6) ist. Man beachte, dafl seine Divergenz klassisch nur fiir Feld-
konfigurationen verschwindet, fiir die die Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt sind. Um nun
die gesuchten Ward-Identititen herzuleiten, starten wir mit dem erzeugenden Funktional
der Greens-Funktionen

Z[J] = fDqﬁexp{—S[qﬁ] — Suulé, I} (4.25)

Dabei ist Sgul¢,J] = (¢,J) = [d*x¢(w)J(z) der Quellterm. Nach Umparametrisierung

der Integrationsvariablen ist sicher

7] = f D exp{—S[¢*] — Syulé*, J1}, (4.26)

und bei Invarianz des Mafles folgt dann
Z[J] = /ng exp{—S[¢°] — Squl¢®, J]} =: Z[J,¢]. (4.27)

Es sei daran erinnert, dafi mit ¢° die nach (4.1) (bzw. einer nicht-lokalen Variante hiervon)
transformierten Felder gemeint sind. Dies zeigt nun aber, dai Z[J,¢] = Z[J, 0], dal Z[J, <]
also von der speziellen Form von e(z) unabhéngig ist, d.h. also insbesondere

8§Z[J, €]
de(x)

= 0. (4.28)
e=0
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Explizit ist aber

62148 _ 0S[6°)| . 05qule*,J]
56(1‘) . - fD¢ ( JE(CE) E=0+ JE(CE) m0 eXp{ S[¢] Squ[(,b,:]]}
(4.29)
Aus (4.23) und der Definition von S, = (J, ¢) gewinnt man
L
5e@) |y —0,5,(z) (4.30)
sowie
0S¢, ]| _
s(2) T J(z)Ad(z) (4.31)
und somit
< (OuSulx) — J(x)A¢(z)) exp {=Squl¢, J]} >=0 (4.32)
bzw. nach Nullsetzen der Quellen
< 8,Su(x) >=0. (4.33)
Dabei ist fiir einen beliebigen Operator O mit < @ > der Erwartungswert
3 [ DpOe5I9]

gemeint. Die quellenfreie Zustandssumme im Nenner wird von nun an mit Z abgekiirzt,
d.h. wir schreiben

7 = /D¢e—5[¢]. (4.35)

Man beachte, daB in dieser Identitédt (4.33) nicht wie z.B. in [Lu] (2.77) angenommen der
durch 6L = 8,5, definierte Strom j,(z) auftritt®, sondern der Noether-Strom S,(z). Wir
hatten bereits gesehen, dafi er in der klassischen Theorie erhalten war, sofern die Bewe-
gungsgleichungen erfiillt sind. Die Ward-Identitit zeigt dann, dafi auch der quantenmecha-
nische Erwartungswert dieses Stromes divergenzfrei, also erhalten ist. Man beachte dabei,
daf§ im Funktionalintegral auch iiber Feldkonfigurationen gemittelt wird, die nicht den
Euler-Lagrange- Gleichungen geniigen. Fiir einzelne Konfigurationen ist also i.a. 8,5, # 0,
lediglich im Erwartungswert gilt Divergenzfreiheit.

Ferner denke man daran, dafl wir zwar bei der Herleitung formal zu lokalen Transfor-
mationen iibergegangen sind, daB jedoch nur die Invarianz der Wirkung unter globalen
Transformationen eingeht. Genau gesagt geschieht dies in (4.22), denn wir nehmen dort
0L(x) = €8,j,(x) fir globale Transformationen an. Der Term in ,¢ beriicksichtigt dann
die Ortsabhéngigkeit von «.

Allgemeiner kann man in diese Ward-Identitédt noch einen zusdtzlichen Operator @ einfligen.

Die Argumentation fiir die N = 1-supersymmetrische Yang-Mills-Theorie des Kontinuums

?Vorsicht: Dieser Strom trigt in [Lu] die Bezeichnung 5, (z).
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verlduft dann wie folgt: Statt des erzeugenden Funktionals beginnt man mit dem Erwar-

tungswert

wobei wir auch hier wieder die Invarianz des Mafles voraussetzen. Der Quellterm ist hier
durch

Suul A4, A, J, 6] = / 2, (2) A, (z) + / A2\ (2)0(x) (4.37)

gegeben, wobei @ ein Grassmann-wertiger Majorana-Spinor ist. Es folgt?

0= 6 /DAD)\ S5yl ATAT=Saul AT IAl 0 4% 3¢
_ <( JSSYM[A /\E] _ O[A X]JSQH[Aea;\E:‘L B]‘
Caele) e T Pela) oo
RECENDS| §0[A4°, X] ) —Squ[AAJ,9]>
02(@) ez ’

(4.38)

und damit hat man schliellich

50 — Sgu[A,3,08]
5] e=o> e~ 5 . (4.39)

Dabei sind AA,(z) = 2gv,AMz) und AX(z) = éUpTFpT(w). Durch Nullsetzen der Quellen

erhilt man
= <(93”S“(:c) + =) E=0> . (4.40)

Natiirlich ist (4.33) der Spezialfall O = 1.
Man beachte, daB wir den Masseterm in der Lagrange-Dichte bisher ignoriert haben. Ist

0= (((98”5”(1') — OJ,(2)A4,(z) — OAX(2)0(z) +

mo # 0, so ist die Supersymmetrie explizit gebrochen. In den Ward-Identititen tritt dann
ein Term Dg auf, der aus der Variation des Masseterms £, (z) = moTr{\(z)A(z)} stammt.
Die Ward-Identitit hat dann die Form

= <(98P,S,u(.r) - ODg(z) + 528‘) _0> , (4.41)
wobei® ;
Dg(x) = 2m0§Tr{UpTFpT(w))\(w)}. (4.42)
und ;
Sp(z) = —2§Tr{0'pT'qupT(w))\(w)}. (4.43)

‘Die Ableitung nach der Grassmann-wertigen Gréfie & wirkt nach rechts.
*Der Masseterm Ds wird in der Literatur auch mit x bezeichnet, vgl. z.B. [DGHV].
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4.2.2 Noether-Strom auf dem Gitter

Die Herleitung der Gitter- Ward-Identitit verlduft formal genauso wie im Kontinuum, nach
Nullsetzen der Quellen gelangt man also im masselosen Fall zu
0Sgy p[A°, A° §O[A%, X°

Allerdings wissen wir bisher noch nichts tiber den Noether-Strom auf dem Gitter. Er ist

o=< O[4,A]

im Kontinuum durch _
dSsy m[AS, A%]

de(x)

definiert, so dafl wir auf dem Gitter

= —8,5,(z) (4.45)

aslat[Usj Xs]
de(x)

mit einer geeigneten Gitterversion des Noether-Stromes erwarten kénnen. Die Aufgabe be-

= —A, S (2) + O(a?) + rO(a) (4.46)

steht nun also darin, die Terme in der Variation der Wirkung geeignet zu ordnen, um dann
die Ableitung nach &(z) ausfiihren zu konnen. Wir miissen also eine lokale Transformation
e = £(z) betrachten und

> dL(z) ==Y a(@)A S (z) + 0(a®) + rO(a) (4.47)

@

erreichen.

4.2.2.1 6,5;-Variation

Unter einer lokalen Transformation der Gluino-Felder verhilt sich der fermionische Teil
der Lagrange-Dichte wie

33Ly(s) = T {e0)opn(2)Gpr () Dy ™ A()

Ay {X(l.),yﬂo.mpift,sym
g
¢
= T {e(@)osn ()0 (2Dl ™ Al
_éTr {)‘( )'YuUpTDlat sym ng

}
(@)}
}
. )
—éTr {X(m)’yuopr(]m(x)(th’”yma(w))} + O(a?). (4.48)

Die ersten beiden Terme entsprechen genau der Variation unter globalen Transformatio-
nen, und wir hatten in (3.67) gesehen, dafl sie einen Beitrag

[ a1 A0 Futaleta

+ Ea,L()‘\(a:)FpT(sc))vaﬁ(ff)}

+0(a?) (4.49)
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zur Variation der Wirkung liefern. Der dritte Term ist Konsequenz der Lokalitdt von e,

insgesamt hat man also nach partieller Integration dieses Terms

a4zm:6AEl;‘t(x) = f d4:;:Tr{SA(m)(DﬂFMU(m))'yua(m)

+58ﬂ(A(w)pr () 7uopre(x)
oy (4.50)

Wegen Tr {[A,(2), A(z) F,- ()]} = 0 ist dann auch

Y 6 Llta) = f d4:cTr{3)\(.r)(DuFW(m))fy,,
H20,(00) i ) | ()
+0(a?) (4.51)

richtig, denn e(x) trégt keine Farbindizes.

4.2.2.2 0yS;-Variation

Nach Reorganisation der Terme lautet dieser Teil der Variation der Wirkung (vgl. (3.75))

a’ ZJULf(m) = a Z %gTr{

(r) ule(@)vuA(z), Ul (2)A (e + apr)Uu(z)]
+A(@)vule(@)ruA(2), Ul — af) Mz — ap)Ul(z — afp)]
+A(z — a@)vuUl(z — ap)e(z)vuA(z), M)Uu(z — af)

+3e + a) U eNelehAle) AU |
. agZTr{U* A(x + ai)Up(2)3ule(e) 7, (2), A(2)]

4o — a)Ale = i)} = ailee) A (e), M)}

(4.52)

Da der Term Tr{Ay,[7,A, A]} nach Fierz verschwindet, erkennt man aufgrund der Ent-
wicklungen der Paralleltransporter, dafl

a* duLs(w) =0+ O(d). (4.53)
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4.2.2.3 0yS,-Variation

Fiir TréU,, (z) hat man den Term

< < s & .
g | 4 g 4 tag | 4 tag |
- > > - > >
- P o - -
g | 4 g 4 tag | 4 tag |
> -~ > > N

wobei z stets der linke untere Eckpunkt der Plaquette ist. Zusammmen mit dem Aus-
druck

- . N Y s _
_|_ag )i A 4 _|_ag | Y _ag i Y _ag 1
e < < Y < <
N N Ve &Yy N N
+ag I 3 I +ag F Y 1 _ag r 3 1 _ag r 3
-t o -t . - .
fiir Tr6U}, () bekommt man daher
§ (Z > T { Ul + U,L,(w)})
z gLy
= ag(—2a2)ZZTr{
z p<v
EFYVA(‘I) (gg,y(‘r) + ggu,,u.(w) - gg,—u(m) - ggu,—y(‘r))
+end(o) (~08,0) - 62 fe) + 62, (o) + O(e) b (45)

Die Definition der G%s findet man in Kapitel 3.4. Fiir Uy, () hatten wir
1 1
Up(x) = exp{—a?F,(x) — EasDuFW(w) - §a3D,,F,“,(w) + O(a*)} (4.55)

gefunden. Wir bendtigen nun aber auch das explizite Aussehen des Koeflizienten vierter
Ordnung der Entwicklung von U, () und kénnen dazu beispielsweise die Nicht-Abelsche
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Stokes-Formel aus dem Anhang verwenden. Alternativ kann man diesen Term durch eine
geschickte Wahl der Eichung bestimmen, vergleiche dazu [LW85]. Es ergibt sich

1 1
Uplz) = 1-— azF,“,(.r) — §a3DuFW(1') — §a3D,,F,W(x)
1 1 3 3

+5a4(Fu,,(m))2 — ga4(Di + D%+ ZDHD,, + ZD,,DH)FW + O(a®)(4.56)

Durch geeignete Manipulationen der Indizes gewinnt man hieraus die Entwicklung aller

anderen bendtigten Plaquetten, und wir kénnen damit die Ergebnisse aus Kapitel 3.4 zu

1 1 1
gﬂ,u(m) = Fu(r)+ §aDuF.W($) + §aDVFMV( z) - 5“2(FW(1'))2
£ (D2 + D2+ (DD, + Dy D)) B + O(a”)
1 1 1
G2mil®) = Fu(e) = SaDuFu() — JaD, Fu(z) = Sa? (Fu(2))?
1 3
+20 (D + Dp + £(DuDy + DuDy)) Fi + O(a”)
1 1 1
GS,_H(SL‘) = Iuu(z) - §aDuFuu(m) + §aD,,F,W(1‘) - EGQ(FHV(Z'))Q
5G4 (D2 + D2 = (DD, + DD, Fuw + O(a”)
1 1 1
G2 ”u(m) = () + gaDqu(m) - gaD,,FW(m) - 502(17”,,(1'))2
£a(D}+ D%~ S(DyDy + DyD,)) Fuw + O(a?)
(4.57)
erweitern und auf
(ZZTr{ z) + Ul (a )})
r pu<v
= —2a3gz ZTr{
r u<v
g(z)7,A(z) (0 + 2aD, Fuu(z) + O(a®))
+ele)nz) (0~ 20D, B () + 0(a") |
= —da'g> Y &(@)nMa)DuFu(z) + 0(a®) (4.58)

T pftv
schlieflen. Fiir die Wirkung heifit dies

'S dulya) = 7 [l 3 )T {1M@)DFu (o)} + O

pFty

__[d4 3T {A@) Dy Fu(0)7,} () + O(a?).  (4.59)

pFty
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Dieses Ergebnis folgt mittels partieller Integration auch aus (3.100), wenn man dort zu

einem lokalen Transformationsparameter tibergeht. Zusammen mit

a4zz:(mf(m) = /d‘ler{;A(:c)(DuFW(x))%
20, (M0 Eyr )y | (o)
+0(a?) (4.60)

und

a*> duLy(z) =0+ 0(a?) (4.61)

ergeben unsere Kalkulationen also

a’ Z 0L(z) = /d4xTr {233” (A(m)FpT(x)fyMapT)} e(z) + O(a?)

g
= a ZTI‘ {2§.Aff’m (A(2)Gor (£)7u0pr ) } e(z) + O(a?).
’ (1.62)

Funktionales Ableiten nach e(z) liefert dann den gewiinschten Ausdruck fiir den Noether-

Strom: .

Slat(z) = —ZéTr (M2)G e ()70} (4.63)
bzw. .

Syt (2) = =2 T {Gyr (2)0pr M)} - (4.64)

Wie man unmittelbar erkennt, ergibt sich fiir a — 0 der korrekte Kontinuumslimes, und
Stérungen treten erst quadratisch in a auf, sofern wir G,, etwa wie in Kapitel 3 wéhlen.
Wie im Fall des Stromes j, in den Kapiteln 2 und 3 haben wir auch hier die Wahl zwischen

dem o.g. lokalen Strom und einer bilokalen Version

Slet(a) = —gTr {X(x)U;(m)g,,T(m + aji)Uy(e)
HUN @M@ + i) Up()Gpr (2) } 77 (4.65)
baw.
Stat(z) = _é%wrﬁ [U}(@)Gpr (& + at) Uy () A(x)
+Gpr (1)UL (2)A (2 + afi)Un() } (4.66)

Im Fall dieses vorwérts gerichteten Stromes ist dann wie in den vorigen Kapiteln in der
Ward-Identitét nicht die symmetrische Gitter-Ableitung A" sondern die Riickwérts-
ableitung Af{ft’b 7u verwenden.

Des weiteren kénnen wir wie in den o.g. Kapiteln die Plaquettenstruktur in G,, wieder als

volles Clover-Blatt oder als einen punktsymmetrischen Teil hiervon wéhlen.
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4.2.3 Ward-Identitidt auf dem Gitter

Wir haben das Aussehen der Gitter-Ward-Identitdt mit

bereits gefunden, wollen aber bei der Variation der Wirkung nun auch den Massen- und den

r-proportionalen Wilson-Term beriicksichtigen. Die Variation des rein lokalen Massenterms
liefert einen Beitrag von

i
ZmogTr {€(x)0 5 Gor(2)A ()} (4.68)
zur Variation der Wirkung. Fiir die Wilson-Fermionen hatten wir in (3.122)

Z é‘Uﬁf’Wﬂ(.’L‘) = Z TgTI‘{

(@) A () UL () A2 + a@) U (&) - (U () Mz + at) U (&) — Alz)
+UL(@)e(e + aiyv M (e + ai)A(z + a@)Uu(e) - (Ul (@) Mz + ad)Uu(e) — A(2))
—Ul(2)A(z + a@)Up(@)2(@) 1A (&) - (U} (2)A (e + ai) Ulz) = A(2))
—Ul(@)A(z + a)e(e + ai) 1Az + a@)Un(e) - (U (@) M@ + ai)Us(e) - A(w»}

(4.69)

)

gefunden. Sortieren der Terme nach e(z) ergibt dann

ZJUE]’,WH(-T) = Z TgTI‘{

E(@) 7M@) UL (@) A + a@) U () - (Uf(2)A(z + a)U,u (&) — A(x))
LU} (& — at)e(@)7, M (@) Me) V(e — ai) - (Ul — ai) A(@)Up (@ — afi) — Mz — aft))
Ul (@)X(z + ai) U (@)e(€)7,A () - (U} (£)A(e + ai) U () — A(x))

V(e = aiM(a)ele) @)Ul — a) - (U = i No)Ue — o) = A~ o)}
. rngr{U* Ao + a)Up()E(@) 7, (w), A2)]

Ul = iz - aidUl(x - aidfe(a) M (a), Ao} (4.70)

Man erkennt z.B. an den Zeilen zwei bis fiinf, dafi die zweiten Faktoren im Kontinuumsli-
mes verschwinden, so dafl der Term erst in erster Ordnung von a beitrdgt. Man findet

> duLlywalz) =2rag Y Tr{[e(z)v,A(z), A(@)[Dur(z) } + O(d®). (4.71)
z T,k
Fiir die Anderung unter Variation der Gluinofelder bekommt man aus (3.121)

zm:é‘)\ﬁf’w“(l‘) = %Tagzw:TI‘{
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D (e(2)0pr G pr (2)) D M(z)

D A (e D ()G, () |
i a a 3
= ra_ ZTr{(DL Ll t’f)\(.r))amgm(m)}a(x). (4.72)
Den Kontinuumslimes erkennt man als

> 6Ly wialz) = raé > Tr {(DuDuA(@)) Fpr (2)0,r } (@) + O(a?). (4.73)

Somit ist insgesamt

J

de(z)

und wir kdnnen also nach diesen Rechnungen bestédtigen, dafl die Gitter-Ward-Identitét

E=0> (4.75)

Sf’W.” = TO((I), (4.74)
e=0

dSsy m[US, A¢]
de(x)

SO[US, X¢]

°:<‘OW“] ot e

die konkrete Form

a a 6
<0ALtSL Hz) — ODg(z) — OXg(x) + R €=0> =0 (4.76)
annimmt. Dabei ist .
Ds(z) = 2m0§Tr{0'pTng(m))\(m)} (4.77)

der Masseterm ist, und Xg bringt die Brechung der Supersymmetrie durch die Gitter-
Regularisierung und die Wilsonsche Form der Fermionen zum Ausdruck. Es gilt

Xg(z) = 0(a®) +rO(a) (4.78)

Der Vergleich mit [CV] zeigt véllige Ubereinstimmung, man achte aber auf den dort aus-
geklammerten Vorfaktor —2 é"

Der exakte Gitterausdruck fiir Xg ist durch

~ { > {’5A[’f(y) +6uLy(y) + duLy(y)

¥

+arLywily) + 5Uﬁf,Wﬂ(y)}} + AFS, (@) (4.79)

gegeben und hingt von der konkreten Wahl des Superstroms ab. Es soll nun das genaue
Aussehen des Terms X g(z) bestimmt werden, ich gehe dabei davon aus, dafl wir sowohl in
den Transformationen der Gluinofelder als auch im Superstrom die volle Clover-Plaquette
wéihlen, daB also

Gupl®) = %(gﬂ,u(ﬂf) +62, (@) + G _u(2) + 62, (). (4.80)
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Mit der Definition
1
How(e) 1= (G, (x) + G2, (z) — G, _(x) - G2, _,(z)) (4.81)

gilt dann unter den symmetrisierten Transformationen:
¢
Do 0aLsle) = 22 3 Tr{(e)op G () DAz |
ZJULf(m) = QZTT{UT (2 + af)U,(x)yu[e(x)vu A (), Alz)]

4o = a)Ale = i)} - an)lele)A(e). M)

Soukyle) = 2303 T {ele) A (o)

. pFv

> duLpwalz) = rgZTr{UT Az + ap)Uy(z)[E(z)7uA(2), A(2)]

~Uu(e — ai)A(x — ai)Uf(z — ap)[e(c) 1A (), A(xn}

S haLpwale) = —m—Z o 10{ 0,0, () (DD M) . (182)

Aus dieser Zusammenstellung gewinnt man dann die folgenden Beitrdge zum Brechungs-
term Xg:
Zunichst ergibt sich aus der d;-Variation des Wilson-Anteils

0xS wil

- _miTr{apTg,,,,(m)(pfﬁbpgatvf,\(m))}
g

= Z Tr{a,,fg,ﬁ ( Az) = Ul(z) Mz + ai) Un(x)

.up,

—Uu(w—a[z))\(w—aﬂ)Ul(w —aﬂ))}. (4.83)

Die Variation des vollen fermionischen Anteils unter Transformation des Eichfeldes liefert

den folgenden Beitrag:

xP() = JE‘(Z) dulSe+ Spwi)
_ gZTr{ Az + a@)Up () (7 + ) M), Ae)]

+Uu(z — ai)A(e — ap))Uf(x — ai) (7 — )7\ (), A(a:)]}.
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= g (’ru)\“(m)j\b(m +a) (v + )X (@) T{U L (2) T U ()1, T°T}

F1u A () A (2 — afp) (v, — r)A () Te{U, (= — aﬂ)TbUJ(m — aﬂ)[T“,Tﬂ})
(1.84)

Es gibt nun noch zwei weitere Terme in Xg, die aber von der konkreten Wahl des Stromes
(lokal oder nicht lokal) abhéngen. Dazu schreibt man

)
de(x) | .= 51
- ) ) ) )
= i—o'pT'yuTr{gm(m) (Ug(m))\(m +ap)Uu(z) — Up(z — ap)A(z — au)UJ(m — a,u)) }
(4.85)
Im Fall des nicht-lokalen Stroms betrachtet man auflerdem
Aift,b( — gTr {Ul(w)gpr(x + ap)Up(z)oprvu ()
+Qpr(w)UpT7ng(w))\(w + aﬂ)Uu(w)} )
;1
= 22U, o + 0 U)o (e)
G (@) UL ()A(E + 0 Up(2)
—U’I(.’L' —aft)Gpr (2)Uu(z — aft) o,y Mz — ajft)
el i, 3.V ~ M@)o - o)} (4.86)

und erkennt, dafi sich bei der Addition von (4.85) und (4.86) einige Terme gegeneinander

eliminieren. Die iibrigbleibenden Beitrige schreiben wir mittels

TprYu = —i€uprv Vo5 — i(8up¥r — Bur¥p) (4.87)

als

—ééTr{ (U,I(-T)Gpr(x + ap)Up(w)

U = 4Gy (x — ) ULz — an))aupfummw)}

_%lTr{ (U;(x)gw(x + ) Uu(@) = Uyl — ait) Gy (2 — ai)) U} (= — am) %A(m)}

ga
(4.88)
und erhalten dann gemeinsam mit dem Ausdruck fiir y7S,; zwei weitere Beitrdge zu Xg,
namlich
) 11 . X X )
x0a) = = ote{ (U)o + )Ula) = Ul = i)yl = ai)UL (= o)

-Eupw'y,,%)\(m)} (4.89)
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und

XP(2) = ZT {( 2)Guu(z + ais)Up(x)

~Ule = )Gz U} - ai) ~ 17,(2) 7.0 |.
(1.90)

Nun iiberlegt man sich (am besten graphisch), daf§

UL ()G + i)V (&) — Up(a — ai) Gy — ai)UL(z — aj)
= UJ(m)’HW(m +am)Uu(z) + Uple — ap)H o (x — aﬂ)U;(m —aft) + 2H,,(x)
(1.91)

(es mufl in dieser Identitdt nicht notwendig iiber p und v summiert werden), also ist
4 .
Xé) ———ZTr{( VH o (z + aft)U,(2)

+Uu(x — af)H po (2 — aﬂ)U’I(w —aft) — ZHuy(x))'yUA(w)}.
(4.92)

Diese Form des Brechungsterms Xg¢ = XS) + Xél) + Xés) + Xgl) findet man in leicht
modifizierter Notation auch in [Ta].

Im Fall des lokalen Stroms haben wir statt (4.86)

Aift,sym (_2?0-91_7”’:[‘1‘{9',07 (.’L‘)A(.’L‘)})

1 ) ) ) )
= —é—opTvuTr {Gor (2 + ai) Az + aft) — Gor (2 — aft) Mz — afi)}

1
_ —éaam'yuTr{ng(m +af)Mz + ap) — Uu(2)G,r (2)US (2) Mz + ap)

Gy (@) U()A (@ + i) U(2) — Gpr (2) Ui — af) A — af)U (2 — aj)
+G - (2)Up(z — api) Az — a[z)Ul(w —aft) — Gpr(x — afp) Mz — aﬂ)}. (4.93)

Wieder 16schen sich einige Terme mit (4.85) aus und wir verbleiben mit

11
LY T 6o + 0o + 08) = V()G ()0 0) N + a

a
g ”,p,TV

+0pr (2)Ule = ai)\x = iUz = i) = Gpe(s = ai)Az = o) |

21 %Tr{g,w(m T A + a1) — Uple)Gpun (@)U ()N z + o)

4G, (2)Uu(z — aft) Mz — ai)Ul (z — apt) — Guu(z — ap)A(z — aﬂ)}.

(4.94)
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Daher lauten X és) und X §4) im Fall des lokalen Stroms

11 . . X
XPe) = ——= EupwwrsTr{gpr(w +af)A(z + aft) — Gpr(2)UN(2)A(z + aft)Uu(z)

a
g 'LL,p’T,V

G0V~ iAo~ a)UL(e ~ ai) ~ Gyr(e ~ ai)\(x ~ ai) | (1.9)

bzw
x0a) = =22 % 1 Guule + ) + a) = GulD)ULIAE + ai) i)
+Gu (2)Uu(z — apt) Mz — ap) Ul (« — ap)
—Gu(z —ap) Az — apt) — 4H . (z) A () } (4.96)

Die direkte Entwicklung der Brechungsterme nach a zeigt, dafi X g) vom Typ rO(a) ist

und Xéz) wie O(a?) + rO(a) verschwindet. Xéa) und Xgl) sind von der Ordnung a®. Dies
gilt sowohl fiir den lokalen als auch fiir den nicht-lokalen Strom.

4.3 Chirale Ward-Identitat

In diesem Kapitel soll eine weitere Symmetrie unserer Theorie diskutiert werden, und
ich mochte die damit verbundene Ward-Identitdt fiir den chiralen Strom ableiten. Man
betrachtet dazu die folgende chirale Rotation der Gluinofelder (vgl. z.B. [DGHV]):

Az) — €l A(r)
Az) — A(z)et@s, (4.97)

Der skalare Parameter a(x) sei dabei als lokal angenommen. Man denke daran, dafi die
Variationen von A und X aufgrund der Majorana-Eigenschaft von A nicht unabhiingig
voneinander gewdhlt werden kdnnen. Die obige Transformation ist aber mit dieser Ver-
kniipfung von A und A vertriglich.

Infinitesimal lauten diese Transformationen

Ji\(w) = ia(z)ysA(r)

dA(z) = A(x)ia(z)vs. (4.98)

Man rechnet unter Benutzung der Beziehung {v,,75} = 0 sofort nach, daf sich die
Lagrange-Dichte

1
£e) = =T Fyule) Fuul)
+Tr A(z)v, PpA(z) + moTr A(z)A(x) (4.99)
unter globalen chiralen Transformationen (a(x) = const) wie folgt verhilt:

6L(z) = 2moiaTr {A(z)ysA(z)} . (4.100)
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Im Fall verschwindender Gluinomasse hat daher man wie im Fall der Supersymmetrie
eine perfekte Erhaltung der Wirkung. Um nun die korrespondierende Kontinuums-Ward-
Identitéit herzuleiten, gehen wir formal wieder zu einem lokalen Transformationsparameter

a = a(z) iiber. Man erhilt dann
S(e) = T Aarsae) D) + AlersPula(o(2)
+2m0a(m))\(m)'y5)\(m)}. (4.101)
Daraus folgt mit partieller Integration
[atatso) = i [@enif e D) - a@)PAEaAE)

Famoa(0)A()sA(2) |
= / mTr{ z)D, (A(z 75%)\(@)+a(x)2m05\(m)75)\(m)}

| dtoa

2/ 1{8) (Ao 167A(2)) + 2moM(a)d(s) )
(4.102)

Mit den Definitionen

Ta(z) = =AMa)rsveAle) = Me)varsA(e)
(@) () (4.103)

=
s
[

erhilt man dann die Ward-Identitdt (vgl. 4.41)

. 1 60
- <6”JH(1')(9 — 2mgP(z)0 + i da(z)

a=o> : (4.104)

Um die Ward-Identitdt auf dem Gitter zu finden, miissen wir das Verhalten von
3 £4(e) ZTr{ (D) + k()N (1.105)

studieren, den r-proportionalen Teil betrachten wir spiter. Anwenden der Transformatio-
nen (4.98) fiihrt dann auf

S 6Lp(z) = ZTr{ PP DI A (1) + (s DI (o)A (2))
+2a(1‘)m0P(1‘)}. (4.106)

Partielles Integrieren des zweiten Summanden liefert

S 5Lp(a) = ZTr{ (257 DI M) — (DI 3 (7)) 3,350 (2) A ()
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+2a(m)m0P(w)}

= zz a(m)Tr{X(m)%'yﬂ)ift’sym)\(m) + Dift’symj\(m)'yyyu)\(m)

@

+2m0P(1‘)}. (4.107)
Wir benutzen nun die fiir Gittergrofien f und g giiltige Regel
e apisnm (o) + (Dl 1@t
= vl a (s@ulate + ante)
+Ul(e) /(e +an)l (o)) | (1.108)

und werden mit

Zdﬁf(m) = iZa(x)Tr{

€T

Aift’b (X(m)'yyyp Ul(m))\(m +ap)Uy(x)
FUL)M @ + i) Up () 357, ()
—I—ZmOP(m)} (4.109)

belohnt. Dies ist das Gleiche wie

Z 0L;(x) = iZa(m)Tr{

€

ZAift’b ()\(w)'yg,’yuUl(w))\(x + aﬂ)UAw))
+2m0P(1‘)}, (4.110)

denn fiir Majorana-Spinoren gilt die Beziehung @757,1)( = X75Yut.
Es zeigt sich im Fall der chiralen Transformationen also, dafi in der masselosen Theorie
auf dem Gitter ein Strom Jg’lat(w) definiert werden kann, der bei Vernachlissigung der

Wilson-Fermionen exakt erhalten ist. Genauer ergibt sich fiir die Gitter-Ward-Identitit

1 80
0= { AL I (YO — 2moP(2)O — X 4(2)O + = . 4.111
(3873000 = 2moP(a)0 - Xa@)0+ 1 50| ) (1.111)
Der axiale Vektorstrom ist dabei durch
S x) = —AMa)vsmuUl (@) Az + a@)Uy(x)

— (@)Ul (@)AE + ai) Ua(a) (1.112)
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erkldart. Dies ist genau die Form, die etwa in [BMMRT] und [MM] angegeben wird. Beim
Vergleich mit [MM] (5.153) beachte man, daf} die beiden dortigen Summanden in unserem
Fall aufgrund der Majorana-Natur der Gluinos zusammenfallen. Der Term X 4(x) in der
Ward-Identitdt ist ausschliefilich Konsequenz der Wilsonschen Formulierung der Fermio-

nen und ist im Kontinuumslimes von der Form rO(a).

Es ist nun nicht weiter schwer, seine explizite Form zu bestimmen:

Mit
1 _
ergibt sich
1, wt s .
> Lrwale) = ilmZTI"{DLt’f()\(m)a(m))%DLt’fA(m)

+DL“t’fA(w)75DL“t’f(a(ﬂf))\(w))}

L. Y lat,bylat, f
= —5zra2a(m)Tr{)\(m)'y5Du D A=)

£Z

—I—DiL“t’bDLat’f)\(m)’YE)‘(m)}- (4.114)

Es wurde dabei Dift’f = —Dift’bT verwendet. Also ist X 4 durch folgenden Ausdruck gege-
ben:

Xa(2) = —z'raTr{)\(m)'yg,DL“t’bDLat’fA(m)}, (4.115)

was das Resulat in [BMMRT](2.13) widerspiegelt. Dieser symmetriebrechende Term ent-
spricht also vollstédndig der Variation des r-abhingigen Teils der Wirkung.



Kapitel 5

Storungstheorie der Chiralen
Ward-Identitit

Bisher wurden die hergeleiteten Ward-Identitdten nur in unrenormierter Form, d.h. als Ver-
kniipfung zwischen den nackten Greens-Funktionen der N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie
betrachtet. Im folgenden Kapitel gehen wir nun zu stérungstheoretischen Untersuchungen
iiber und betrachten die betreffenden Identitédten auf 1-Loop-Niveau. Dieses Kapitel steht
dabei ein wenig orthogonal auf den iibrigen, denn es wird ausschlieflich die chirale Sym-
metrie behandelt. Bei der Berechnung der in den Ward-Identitéten vorkommenden Erwar-
tungswerte stellt man fest, dafl diese in Einschleifen-Ordnung z.T. divergent sind, also einer
Regularisierung und Renormierung bediirfen. Die Regularisierung wird hier durch naive
dimensionelle Regularisierung im Kontinuum bzw. durch das Gitter vorgenommen. Wir
bestimmen dann die Renormierungskonstanten der in der chiralen Ward-Identitdt vorkom-
menden Grofen im MS-Schema des Kontinuums, in einem daran angelehnten MS/LAT-
Schema auf dem Gitter und im sogenannten MOM- oder RI-Schema (momentum space
substraction bzw. regularisation invariant). Dabei diskutieren wir die Konsequenzen, die
die Giiltigkeit der nackten bzw. renormierten Ward-Identitéten fiir die Renormierungskon-
stanten hat sowie die Eichabhingigkeit der Schemata. Auflerdem zeigen wir, wie sich die
Brechung der chiralen Symmetrie durch den Gitterregulator in den Renormierungskonstan-
ten widerspiegelt. Die Renormierung der gitterregularisierten Grofien spielt eine wichtige
Rolle bei der Restauration der chiralen Symmetrie im Kontinuumslimes und ist daher
auch fiir numerische Simulationen von Bedeutung. Zum Abschlufl des Kapitels gebe ich
daher einen kurzen Uberblick iiber die Renormierung eichinvarianter zusammengesetzter
Operatoren, ihr Mischungsverhalten und die Konsequenzen fiir die chirale Ward-Identitat.
Alle perturbativen Kalkulationen dieses Kapitels wurden auf der Grundlage von [V]] und
[LV] gemeinsam mit Claus Gebert durchgefiihrt und sind daher auch Bestandteil seiner
parallel angefertigten Diplomarbeit.

5.1 Das Renormierungsprogramm

5.1.1 Das Konzept der Renormierung

Bei der storungstheoretischen Entwicklung feldtheoretischer Korrelationsfunktionen im

Impulsraum treten Komplikationen in Form von Divergenzen auf. Wihren die Korrelatoren
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in niedrigster Ordnung der perturbativen Enwticklung endlich bleiben, begegnet man in
héheren Ordnungen Loop-Integralen, die nicht konvergieren. Grundsétzlich unterscheidet
man dabei zwei Typen von Divergenzen:

Sogenannte Ultraviolett-Divergenzen assoziiert man mit hohen Impulsen, d.h. sie treten
in den dufleren Regionen der Schleifenintegrale auf, falls der Integrand nicht schnell genug
abfillt.

Zusétzlich kann es z.B. bei verschwindender Gluon-Masse zu sogenannten Infrarot-Diver-
genzen kommen, diese habe ihre Ursache im Verhalten des Integranden bei kleinen Im-
pulsen, typischerweise treten hier Pole auf, die nicht ohne Divergenz integriert werden

konnen.

Durch das Renormierungsprogramm ist es aber dennoch mdglich, aus solchen scheinbar
unsinnigen Theorien sinnvolle Informationen zu entnehmen. Aufgrund seiner grofien Er-
folge hat dieses Konzept Eingang in die Lehrbuchliteratur gefunden, man vergleiche etwa
[Ka], [Co] oder [PT].

Die Idee der Renormierung besteht im wesentlichen in einer Umparametrisierung der
Lagrange-Dichte. Formal werden die Divergenzen in die Beziechungen zwischen den Feldern
bzw. den nackten Parametern der Lagrange-Dichte (etwa die Massen oder Kopplungskon-
stanten) und den entsprechenden renormierten Gréfien absorbiert. Man fafit dann die di-
vergenten nackten GroBien in der Wirkung als unphysikalisch auf, physikalisch sinnvoll sind
lediglich die renormierten Massen oder Kopplungskonstanten. Die Verkniipfung zwischen
nackten und renormierten Gréfien ist dann derart konstruiert, dafi simtliche Korrelations-
funktionen in Abh#ngigkeit von den renormierten Parametern fiir alle Impulse endlich
bleiben. Allerdings bediirfen aus elementaren Feldern zusammengesetzte Operatoren eine
zusitzliche Renormierung wie wir sehen werden.

Diese multiplikative Renormierung der Felder und Parameter kann auch als Renormie-
rung durch Hinzufiigen von sogenannten Gegentermen (engl. counter-terms) zur Lagrange-
Dichte verstanden werden. Ist die Renormierung durch endlich viele Gegenterme moglich,
so unterscheidet man renormierbare (die Gegenterme sind unendliche Potenzreihen in der
Kopplungskonstanten) und super-renormierbare Theorien (nur eine endlich Anzahl von

Graphen gibt zu Gegentermen Anlaf}).

Das Renormierungsprogramm besteht aus zwei Schritten. Zunéchst wird die betreffende
Theorie regularisiert, es wird also ein zusédtzlicher Parameter eingefithrt, der die Endlich-
keit der betrachteten Korrelationsfunktionen erzwingt. Die Divergenz tritt dann bei der
Entfernung dieses Parameters, d.h. in einem entsprechenden Limes auf.

Die durch die Regularisierung identifizierten Divergenzen werden in geeigneter Form in
die Renormierungskonstanten bzw. Gegenterme absorbiert. Die genaue Vorschrift, nach
der dies geschieht, bezeichnet man als Renormierungsschema.

5.1.2 Ausgangslage

In diesem Kapitel interessieren wir uns fiir die Renormierung von Operatoren der Form

Or(z) := Mz)[A(z), (5.1)



5.1 Das Renormierungsprogramm 109

(Pl _k)vd (_p2 _k)vd

pL,a —pa,b
k) k’c )

Abbildung 5.1: 1-Loop-Korrektur

wobei I' € {1, 75,7475} - Dies sind genau die in den chiralen Ward-lIdentititen vorkom-
menden GréfBien, beispielsweise ergibt sich fiir I' = 7,75 der axiale Vektorstrom. Wir
betrachten diese Gréfien nun zwischen externen Gluino-Zustédnden und definieren hierzu
die folgenden Korrelationsfunktionen [LV]

Gr(z,y) =< Az)Or(0)A(y) > (5.2)

bzw. ihre Fourier-Transformierten?

Gr(pi,p2) := /d4md4y€ip1w+ip2yGr(may) (5.3)

(statt Gr(pi,ps) schreiben wir von nun an auch im Impulsraum Gr(pi, ps)). Bei der zur
Renormierung notwendigen Berechnung der nackten Grofien kénnen wir die externen fer-
mionischen Beine amputieren und uns auf die Berechnung von

Ar(pi,p2) == Sp' (p1)Gr(p1,p2) Sy ' (—p2) (5.4)

beschrinken. In erster Ordnung der Stérungstheorie sind die Quantenkorrekturen also
durch das Diagramm 5.1 gegeben, und wir schreiben die Summe aus Tree-level- und 1-
Loop-Beitrag in der Form

Ar(p1,p2) =T + Ar(p1, p2). (5.5)

Bei der Berechnung der f\p(pl, p2) konnen wir uns dabei auf den Fall p, = —ps = p
beschrianken, d.h. wir betrachten den Fall ohne Impulsiibertrag am oberen Vertex. Wir
benutzen dabei die Notation

Ar(p) := Ar(p, —p)- (5.6)
Der Fermion-Propagator, der die Renormierungskonstanten der Wellenfunktion und der
Masse bestimmt, ist iiber

Sp(x) =< A(z)A(0) > (5.7)
bzw. die Fourier-Transformierte dieses Ausdrucks

Sp(p) = f dizeP*Sp(x) (5.8)

definiert. Wir schreiben allerdings im Impulsraum die Tilde nicht explizit mit, sondern
verwenden die allgemein iibliche Notation Sp(p).

'In der QCD interessiert man sich auflerdem fiir den Vektorstrom I' = +,. Im Fall von Majorana-
Spinoren gilt aber Ay A =0

?Man beachte, daB die Impulse im obigen Diagramm in Pfeilrichtung laufen, in den Greens-Funktionen
jedoch als einlaufend erklart werden.
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5.1.3 Verwendete Regulatoren

In dieser Arbeit werden zwei verschiedene Regulatoren verwendet. Im Kontinuum benutzen
wir die sogenannte dimensionelle Regularisierung. Die Grundidee besteht hierbei in einer
analytischen Fortsetzung der Dimension [} der Raum-Zeit ins Komplexe. Formal werden
in 17 = 4 Dimensionen divergente Integrale dann in I} = 4 — ¢ Dimensionen betrachtet,
die Divergenz &uflert sich dann in den nackten Gréfien als einfacher Pol bei ¢ = 0. Wir
verwenden hier genauer die sogenannte naive dimensionelle Regularisierung (NDR), bei der
die Antikommutatoreigenschaft {v,,vs} = 0 auch in beliebigen Dimensionen giiltig bleibt.
Es ist hier zu beachten, dal fermionische Felder in ) Dimensionen die Massendimension
% und Eichfelder die Massendimension % -
die Dimension 2 — % haben muf, damit die Wirkung dimensionslos bleibt®. Wir fiihren

1 annehmen, so dafl die Kopplungskonstante

daher an geeigneter Stelle die Ersetzung g — gu?~P/2 durch, wobei p eine Konstante mit
Massendimension 1 ist.

Bei dem zweiten Regulator handelt es sich — dem Titel der Arbeit entsprechend — um die
Gitter-Regularisierung. Die Fourier-Transformierten der Felder im diskretisierten Orts-
raum (Gitterkonstante a) sind periodisch und daher beschrinken sich die Loop-Integrale
auf die erste Brillouin-Zone [—%, 5]4. Es besteht also ein Impuls-Cutoff ~ %, der die
UV-Divergenzen beseitigt. Im Kontinuumslimes @ — 0 treten diese dann in den hier be-
trachteten nackten Gréfien als logarithmische Divergenzen (~ In(a)) auf.

5.1.4 Verwendete Renormierungsschemata
5.1.4.1 Das MS-Schema

Im Kontinuum verwenden wir das sogenannte MS-Schema, cine Erweiterung der MS-
Vorschrift (minimal substraction). Eine formale Definition dieses Schemas findet man bei-
spielsweise in [Co].

Zur Bestimmung der Renormierungskonstanten £ der fermionischen Wellenfunktion be-

trachtet man den inversen Fermion-Propagator, der perturbativ die Form

Sp'(p) = —ip(1 = B1(p)) +m(1 — Ta(p)) (5.9)

annimmt. Es zeigt sich, dafl X;(p) einen Term proportional zu (% —vg+1n 471') enthilt,
Z,{VI—S wird dann {iber lim.— Z,(1 — X1(p)) = endlich und die MS-Vorschrift festgelegt.

Genauer ist Zi‘ﬂ in 1-Loop-Ordnung wegen
a 1 2
¥ (p) = ﬁCA (721 (Z —vg +In47 —In (%)) + chONT) + O(e), (5.10)
durch
S 1
Z,{‘“=1+j—SCA (m (——7,@ +1n47r>) (5.11)
T £

gegeben. Dabei sind vy, und CgloNT Konstanten. €4 ist ein gruppentheoretischer Faktor
(es gilt Cy = N, wobei N, die Anzahl der Farbfreiheitsgrade angibt). ag ist tiber 72 =

"Dabei beachte man die Zerlegung A, = —igAST*.
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1g:r2 mit der Kopplungskonstanten g verknfiipft, und v = 0.577215... ist die Eulersche

Gamma-Konstante.

Insgesamt erhilt man dann den renormierten Propagator zu

Sp M = —ip(1 = 2 () + mME(1 - 24T ()
= tim 235 (—ip(1 - 34(p)) +m(1 = Da(p))). (5.12)

Die Renormierung der Masse wird dabei wie folgt vorgenommen:

mMS = lim Zﬁm. (5.13)
e—0
Damit kdnnen wir auch
lim 275 (Z27%) (1 - Za(p)) = 1 — 35 (p) (5.14)

e—=0

schreiben.

Beim Vergleich mit [CLV] beachte man, dafl Z, dort den Propagator und nicht sein Inverses
renormiert.
Die auftretenden nackten amputierten Greens-Funktionen der Operatoren Or sind auf

1-Loop-Niveau typischerweise von der Form [CLV]

~ o 1 2
Ar(p) = ﬁcAaab (Fa,r (g — vg +In4r —In (%)) + CEONT> +0(),  (5.15)
wobei 4r eine (vom Operator abhéngige) Zahl, die sogenannte anomale Dimension des
Operators und Clg ONT gine endliche Konstante ist. j ist die aus Dimensionsgriinden ein-
gefiihrte Massenskala (s.0.). Die Renormierungskonstante im MS-Schema wird dann in
1-Loop-Ordnung durch

I — 1
ZMS gMS _ Z—;CA (fyp (E p. —|—ln4'rr)> (5.16)

definiert. Dabei schreiben wir — den allgemeinen Konventionen folgend- Zg fiir Zy, Zp

fiir Z, und Z,4 statt Z, Die renormierte amputierte Greens-Funktion lautet dann

pYs "

A (p,—p) = lim( 23 2 Ar (p, —p). (5.17)
e—>
Die nicht amputierte Greens-Funktion wird entsprechend durch Z3 1Z1 renormiert

GYS(p, —p) = lim ((Z35) " ZM5 Gr (p, —p)). (5.18)

e—=0

5.1.4.2 Das MS/LAT-Schema

Dieses Verfahren zur Renormierung der gitterregularisierten Gréfien greift auf die im MS-
Schema des Kontinuums vorgenommene Renormierung zuriick. Die Gitter-Gréfien werden
derart renormiert, daf} die resultierenden renormierten Griéfien vom Regulator unabhéngig
sind, also den MS-renormierten KontinuumsgriBen entsprechen [CLV], [MPSTV].
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Auf dem Gitter nimmt der inverse nackte Fermion-Propagator die Form

S AT (p) = ip + mo — BHT (p) + O(a) (5.19)

an?, wobei

XLAT (p) = AT (p) + moSEA (p) + ZXEA (p) + Ofa). (5.20)

Dabei ist 3y eine additive Massenkorrektur, die auf die Wilsonsche Formulierung der Fer-
mionen zuriickzufithren ist. Die Renormierung im MS/LAT-Schema wird nun durch eine
Anpassung an die renormierten Kontinuumsgréfien vorgenommen, im Fall des Propagators
also®

S;l,m/LAT(p) 2 ggl’m(—p), (5.21)

wobei der im MS/LAT-Schema renormierte inverse Propagator durch

—1,MS/LAT . MS/LAT ~—1,LAT
S MSTEAT (p) = Tim ZSTEAT SLEAT () (5.22)
definiert ist. Die Renormierung der Masse geschieht durch
mMS/LAT _ Jim Z;}lﬁ/[‘ATm, (5.23)
a—0
auch hier passen wir die renormierte Gréfie an das Kontinuum an:
Auf dem Gitter ist dabei
m = mg — My, (5.25)

wobei m.. der Wert der nackte Masse mgp ist, bei dem sich unter Beriicksichtigung der
additiven Massenkorrektur durch die lineare Divergenz der chirale Limes einstellt [MM],
[CLV]. Analog renormiert man auch die Greens-Funktionen der Operatoren Or iiber die
Vorschrift®

MS/LAT ; MS LAT ,MS,LAT ' MS
ARSI (p, —p) = lim (2T ST (p,—p)) =AM (p,—p). (5.26)

a—0

5.1.4.3 Das RI-Schema

Eine zweite Moglichkeit, gitterregularisierte Grofien zu renormieren, bietet das sogenann-
te RI- oder MOM-Schema (regularization invariant bzw. momentum space substraction)
[MPSTV]. Vorteil dieses Schemas ist, dafl nicht auf die renormierten Gréfien des Kontinu-

ums zuriickgegriffen wird.

‘Ich fithre hier den Term O(a) an, da wir § anstelle des trigonometrischen Ausdrucks v, sin(ap,)
schreiben.

SMan beachte, daff mit den in [Ge] angegebenen Feynman-Regeln limg—o SE47 (p) = SE°YT(—p) gilt.

6Schreibt man die projizierten nackten 1-Loop- Greens-Funktionen des Kontinuums (zur Projektion s.u.)

in der Form F?ONT(p) =14+%5C4 ('yr (% — v +In4r —1n (ﬁ%)) + CEONT’W) + O(e) und die auf dem

Gitter als TE4T(p) = 1 + $ZCa (—'yp In(a?p?) + CI‘PAT’W) + O(a), so kann man auf Einschleifen-Niveau

schreiben ZF’LATZ;WT’LAT =14 $2Calr In(a®u?) + CFCONT’I”’F - Cl‘::AT’pT), sieche dazu auch [CLV].
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Der Grundgedanke dieses Schemas besteht darin, die Renormierung so vorzunehmen, dafl
die renormierten Gréfien bei einer vorgegebenen Impulsskala p? = p? mit ihrem Tree-
level-Wert iibereinstimmen. Dabei werden wir auf die nackten Grofien noch geeignete
Projektoren anwenden, um die Spinor- und Farbindizes zu beseitigen. Konkret definieren

wir dazu
Poi= 1 (5.27)
By = 7 (5.28)
Pyps 1= i’Ys’Y,u (5.29)
und erkldren projizierte Gréflen via
TEAT (p) = 4(Ngl——1)Tr (Prf\%“(p, —p)) (5.30)
bzw. )
TEAT (p) = mﬁ (PrAFAT (p,—p)) - (5.31)

Dabei ist im Fall des axialen Vektorstroms {iber g zu summieren. Man beachte, dafy sich
diese Spur sowohl iiber die Spinor- als auch iiber die Farbindizes erstreckt. Die o.g. Re-
normierungsbedingung schreibt sich dann als

. RI o RITLAT
il_I)% (ZA ZieIF (P))

=1. (5.32)

pPP=p?

Die Renormierungskonstante 7, der Wellenfunktion legen wir dabei iiber

gt oL g (95T )
1 - _
ANz =) T |
= —i Tr | v,—L (5.33)
fest”. Es gilt dann in 1-Loop-Ordnung
1 QZLAT
ZR =14 (ELAT(p) +——Tr (7 P )) (5.34)
! 16(NZ — 1) " ap, P p?
Die Renormierungskonstante der Masse erhilt man aus der Bedingung
: RI > RI™1 LAT
lim 737, mo (1-%5 )pzzﬂ2 = my (5.35)
auf 1-Loop-Niveau zu
RI LAT LAT 1 ozt
Zo =1 X -% ——— T 5.36
v (S-S s T ()| 6
c e pP=p

Die Renormierungskonstanten der betrachteten Operatoren schreiben sich in diesem Sche-

ma dann ebenfalls auf Einschleifen-Niveau als

RI _ 1 _ [ +LAT LAT 1 0%, LAT (p)
2 =1 (T ) + S840 + rorrmy T (e

[

(5.37)

2,2

pr=p

"Beim Vergleich mit [MPSTV] beachte man wieder die vertauschten Rollen von Zy und zZit
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5.2 Dimensionelle Regularisierung der nackten Kontinuums-

grofien

5.2.1 Vorgehensweise

Die Vorgehensweise bei der Berechnung der einzelnen auszuwertenden Feynman-Diagramme

folgt im wesentlichen einem gemeinsamen Schema:

¢ Nach der Umsetzung des entsprechenden Graphen in algebraische Ausdriicke wer-
den — sofern es im Einzelfall giinstig erscheint— zunéchst einige Umformungen im
Zihler des jeweiligen Loop-Integrals vorgenommen, die es erlauben, den Ausdruck
zu vereinfachen.

e Danach wird in den Integralen eine Feynman-Parametrisierung durchgefiihrt. Hier-
durch kann von einem Nenner ausgegangen werden, der in der Integrationsvariablen

k gerade ist.

e Als néchstes wird — sofern dies noch notwendig ist— eine Aufspaltung des betrachteten
Integrals in einzelne Teilintegrale vorgenommen.

e Unter Beachtung der auftretenden ~v-Strukturen werden diese d'k-Integrationen un-
ter Benutzung der im Anhang angegeben Integralformeln in dimensioneller Regula-

risierung ausgewertet.

e Der verbleibende Ausdruck wird in Potenzen von e entwickelt, und die ggf. vorhan-
dene Divergenz tritt als einfacher Pol ~ % zutage.

¢ Es werden dann die verbleibenden Integrationen der Feynman-Parametrisierung aus-

gefiihrt.

5.2.2 Gluino-Propagator

Wir berechnen in diesem Abschnitt also die Selbstenergie des Fermion-Propagators in 1-
Loop- Stérungstheorie des Kontinuums. Das einzige beitragende Diagramm ist dann durch
Abb. 5.2 gegeben und schreibt sich algebraisch unter Benutzung der Feynman-Regeln des
Kontinuums und nach Amputation der duBeren Beine als®

d4k deb| 3 —
/WVV [A, Av, Al(p — k. k, —p) Sp[AM(p — k) Dy (k)

'VJCd[A,A”,X](p, _k:k _p) (538)

Die weitere Rechnung verléuft analog zur Renormierung der Quark-Wellenfunktion in der
QCD, man vgl. z.B. [Ry], [PS].

87ur Notation betreffs der Feynman-Regeln beachte man [Ge].
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k,c

AT

p (p - k): d p
Abbildung 5.2: 1-Loop-Beitrag zur Selbstenergie des Gluinos

5.2.2.1 Feynman-Eichung (o« =1)

Algebraischer Ausdruck und Vereinfachung

In dieser Eichung erhalten wir

d*k yu[i(p — F) + mly
_QQfacdfbcd/ ] "2[ v k)2 ]2“. (5.39)
(2m)* k[(p — k)? 4+ m?]
Fiir die Summe iiber die Strukturkonstanten gilt
Zfacdfbcd = Ncéab = CA(sa,b- (540)
e,d
AuBlerdem benutzen wir die Rechenregeln
YTV = D (5.41)
YultYe = @Vu(204 — VuYo)
= (2- D)4 (5.42)

fiir euklidische Gamma-Matrizen in ) Dimensionen. Damit ergibt sich fiir das Diagramm

9 d'k (2-D)i(p—F#)+ Dm
- CA&‘“’/ (2m)*  K[(p— k) +m?]

Power-counting zeigt, dafl dieses Integral in vier Dimensionen logarithmisch divergiert,

(5.43)

und wir werten es daher in D = 4 — £ Dimensionen aus.

Feynman-Parametrisierung

x—l—y—l L
d d 5.44
/ m[ aw+by L la—b)e + b2 a—bw—|—b] ( )

(wihle in unserem speziellen Fall @ = (p — k)2 + m? und b = k?) erhilt man dann nach
einer Substitution & — k + px

/ dPk (2 - D)i(p— ¥) + Dm
@m)P  k*(p — k) + m?]
[ / de (2 — DYip(1 — z) + Dm (5.45)

k2—|—pm(1—m)—|—mm]

Unter Benutzung von

Dabei haben wir im Integranden Terme vernachlissigt, die ungerade in der Integrations-
variablen & sind und somit keinen Beitrag liefern.
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Ausfiihren der d*k-Integration

Unter Benutzung von (G.20) ergibt sich hieraus

I'(2-D/2) /1 dx[(z — D)ip(1 — z) + Dm]
'(2)(4m)P/2 J, [p2a(1 — ) + m2z]2-D/2

(5.46)

Aus Dimensionsgriinden miissen wir das Integral wie oben besprochen mit der modifi-

zierten Kopplung g?u*~" multiplizieren und erhalten dann fiir die betrachtete GrioBe den
Ausdruck
I'(2- DJ2) f! 2 — D)ip(1 — D
PP ( /2) f m[( )ip(l — x) + Dm] (5.47)
(4m)Pl2 [, [p2z(1 — z) + m2z]2—D/2
SN L iy (PN C LTS EXCER 518
(4m)2—e/2 [, [p2z(1 — ) + m2z]e/?
2 ! —2 ip(1 — 4—
R =L (EUEIEC O] 5,19
1672 o [(p?x(1 —2) + mx)[(4mp?)]e/?
Entwicklung nach ¢
Um die Laurent-Entwicklung nach ¢ durchzufiihren, benutzen wir
af = e =1 4elna+ O?) (5.50)
und )
P(e) = =~ 5 + O(c), (5.51)
wobei
v = 0.577215... (5.52)

die Fulersche Gamma-Konstante ist.

Damit ergibt sich dann fiir die Selbstenergie des Fermions in Feynman-Eichung modulo
Vorfaktor 4., das Ergebnis

2
FEY P S Y & _ 2 _ 1
) (p) = CA167r2 [ ip (E v +1Indx 1) +4m (5 Vg +1ndw 2)
1 201 — 2
+sz de[ip(1 — ) — 2m]1n (p al ;2) Tm ”)] . (5.53)

Damit erhélt man fiir den inversen Propagator, wieder abgesehen von einem Faktor d4:

STHPEY(p) = —ip+m— Z(p)
: g’ (2
= —ip+m+ @CA [—z]ﬁ (E — g+ Indm — 1)

2 1
+4m (— —vg +Indmr — —)
€ 2

Pl — ) + m%)] |

+2 [01 dz[ip(1 — ) — 2m]In ( p?

(5.54)
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Sortiert nach Vorfaktoren von ip und m schreibt sich dies dann als

2 )
STLEEY () — g1+ I o, |2 Indr — 1
0 = {1+ o0 [P gt man
1 2 2
1_
DY CEETEA |
0 H
+mil+4 L Yndr
i len2 A~ TET AT T

e

5.2.2.2 Landau-Eichung («a =0)

Um die Renormierungskonstante Z, in Landau-Eichung zu bestimmen, ist dem eben be-
rechneten Term der Feynman-Eichung ein weiterer Anteil hinzuzufiigen, der sich aus dem
Ersetzen des d,, aus dem Gluonpropagator durch

ku.k,
—=

ergibt. Aufgrund des Gewichts (1 — @) in allgemeiner kovarianter Eichung werden wir

(5.56)

diesen Term mit (1 — a)2(~%)(p) bezeichnen. Man ziehe hierzu auch den Anhang heran,
der Gluon-Propagator nimmt in allgemeiner Eichung die Form

1 kuky
Pa‘lb (6,“, —(1-a) ;2 ) (5.57)

ar.

Algebraischer Ausdruck und Vereinfachung

Dieser zustzliche Term in der Selbstencrgie lautet (ohne den Vorfaktor (1 — a))
20-0) = e, [ D (5.5
= 10 [ Gy (R el -39
71 | (Z:)IGD e i are)

(5.60)

Feyman-Parametrisierung

Die beiden Integrale werden nun getrennt behandelt. Fiir das erste ergibt sich mit (G.18)

/ dPk 2ipkk
(2m)P k4 [(p — k)? + m?]

_ [ 4% 4i(pk)§
G R e e L

fol do(i - m)f (de 4i[(pk)E + p*z*f] (5.62)

2m)P (k2 + p?z(1 — z) + m2z]®"
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Ausfiihren der d*k-Integration

Zur weiteren Behandlung kann der Spezialfall n = 3 und a? = p?z(1 — z) + m?z der
Integralformel (G.21)

f dk ks, 1 Oy I'(n—1-D/2) (5.63)
(2m)D (k2 +a2)n ~ (4m)D/2 2(a2)n—1-D/2 I'(n) .
sowie die Integrationsregel (G.20)
[ dPk 1 1 T(n-DJ2) 1 (5.64)
A7 W+~ (mPE T (@)0P |
benutzt werden. Damit folgt fiir obiges Integral
ip ! I'(e/2) 2p*z? }
5.62) = —M—— dz(l — .
(5.62) (dm)2—</2 /0 z(1 - <) { 2ol —a) + mZaf 2 | pa(l - 2) + mPz
(5.65)
Fiir das zweite Integral aus (5.60) folgt mit denselben Rechenschritten
/ d®k  —i(p+E)+m / / de —ip—i(f+ pz)+m (5.66)
(2m)P k?[(p — k)2 + m?] D [k2 4 p2x(1 — z) + m2z]2 '
—ip(l+z)+m
e 5/2/ (1 - 7) + mia) e (5.67)

Entwicklung nach ¢

Insgesamt ergibt sich damit

21 (p)
= 162 Ca(dmp?)e/? fol da { gjéi(—l i;)l—i_—n:ggszr(g/z) N p;;i;ﬁ_(;)_fzgx}
= 12; Ca(l+ %1n47r)
{ (2 73) fol da(—2ipe + m) (1 - gln (p2””(1 —;2) + m%))
+/01 dﬂ%} +0() (5.68)

2

— 1ngcA { (; — g +ln4rr) (—ip + m)
+/01 dz(2ipe — m)In (p%(l = ”2) i m%)

Iz

—23';5/01 dza(l - m)diln (M)} +0(e). (5.69)

x p

Weitere Vereinfachung

Das letzte Integral kann nun mittels partieller Integration noch weiter ausgewertet werden,
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und man erhélt

1 271 _ 2
/ dzz(l - 2)In (M)
0 dz p?

S /01 da(1 - 2z) {m (p%(l _;2) * m%) - lnm} (5.70)
_ /01 dz(1 — 2¢)1n (p%(l _,fz) + m%) + fol de(l - 2¢)Inz.  (5.71)

v

=

Damit ergibt sich schlieBlich fiir den additiven Teil der Selbstenergie das Resultat

g 2
-2 = 2 _Cy4 {—z‘;ﬂ [E —vg +Indr — 1

1672
1 2 1 — 2
[ ot (PR 2]
0 H

2 1 20(1 — 2
+m [——’YE —|—1n47r—f dzIn (p z( $2)+m .r)]}
€ 0 H

(5.72)

Bei Vergleich mit (5.53) erkennt man nun, daf} sich die Terme proportional zu —ip bei der
Addition eliminieren. Wir kdnnen daher

SN (p) = TFEY(p) + x7 ()
_ 2. 32 In 47 + 2
= W AN | — (; — YE +In Ti') +
1 2001 2
+3[0 deln (p ul ;2) tm m)] (5.73)

notieren®. Der nackte inverse Propagator in Landau-FEichung lautet daher schlieflich

g-LLAN (p)

F = —ip+m - ¥V (p)

= —ip

g 2
1 Cil3(—— Indw) —2
+m{ +167T2 A[ (<€ g + In4m)

—3/.01 deln (p%(l _;2) * m%)] } . (5.74)

5.2.3 Skalare und Pseudoskalare Dichte

Wir wenden uns nun den in der Einfithrung vorgestellten Operatoren Or zu und berech-
nen die zugehdrigen nackten amputierten Greens-Funktionen. Die 1-Loop-Korrektur wird
dabei durch den Graphen aus Abb. 5.3 représentiert.

°In Landau-Eichung gilt @ = 0, so daf} der Vorfaktor (1 — &) vor 20=9) 24 1 wird. Es gilt daher
S LAN _ g FEY | y(1-a)
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(p—k),d (p—k),d

p.a p,b
) k’c b

Abbildung 5.3: 1-Loop-Korrektur zu den Operatoren Or

Der entsprechende algebraische Ausdruck lautet unter Verwendung der Feynman-Regeln
des Kontinuums
< d*k
Ar(p, —p) =
F(pa p) f(?ﬁ)4
VilIA, A, N, —ks b = p) Dy (K). (5.75)

[Aa Ai/v X](p - k, k, _p)SF [Aa X](p - k)FSF[Av X](p - k)

5.2.3.1 Feynman-Eichung (o =1)

Vorbereitungen fiir allgemeines I’

Der erste Teil der Rechnung im Kontinuum kann chne die Spezifizierung von I' durch-
gefiihrt werden, daher werden wir in spéteren Abschnitten auf den ersten Teil der nun
folgenden Umformungen zuriickgreifen.

In Feynman-Eichung ist die amputierte Greens-Funktion in 1-Loop-Ordnung des Konti-
nuums durch den Ausdruck

: d'k_ v li(h— F) + mIT[(p — K) + my
ALEY (p)y = —4%C 46, f Y Y 5.76
T L (PR e .76)
gegeben. Feynman-Parametrisierung ergibt unter Benutzung der Identitdt (G.18)
1 _2/1 de - x (5.77)
atb " Jy [(a—b)x +b]? '

den Ausdruck

4 m i(p — m|Ye
APV () = —ag cAaab[ o [ T

o dk wli(p— k) + mLL(p— §) + mlv
= —2g CA(Sabf dz - "3/ )t [(k — pz)2 + p?z(1l — z) + m2z]®

(5.78)
Nach Substitution & — k 4+ pz wird dies zu
1
AP () = —20°Cudu | do- 2
0
d*k 2 [ip(1 — 2) — if + m]lTip(1 — =) — ik + mly,
. (5.79)
(2m)4 [k? 4+ p?2(1 — z) + m2z]?

Beim Ausmultiplizieren im Zihler beachtet man nun, dafl lineare Terme in k& nicht zur
d*k-Integration iiber den R* beitragen und bekommt somit zwei relevante Terme

AEEY (p) = ALFEY (p) 4 A FEY (y, (5.80)
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wobei
4
~(1),FEY 9 d*k o AN L
A = 2g°C 44 d 5.81
T (p) g Aab/ €z - .1'/ k2+p w(l—w)+mx] ( )
4
< (2),FEY d*k v, [ip(1 — z) + m]I[ip(1 — z) + m]vy,
A = —25°C 46 d
T (p) g b4 ab/ z- / k2 +p .'1.'(1 _ .’L‘) —|—m2m]3

(5.82)

Der erste Beitrag divergiert, wie man durch power-counting sofort einsieht und mufl daher
regularisiert werden.

Weitere Vereinfachungen im Fall T' = 1

Fiir den Fall T' = 1l unterstellen wir nun zur Vereinfachung den Limes m — 0 und erhalten

kv, = kv, = DE (5.83)

—wlip(l = 2)[ip(1 =2l = (1 =) nppr = Dp*(1 - x). (5.84)
Daraus folgt
L2

T (1),FEY _
Ay () = 29 CA(sabD/ dez - xf T2 4 pPa(l — a)P (5.85)
< (2),FBY _ d4k (1-x)?
Ay (p) = 24°CadaDp’ f da - .1'/ k2+p i ap (580

Ausfithren der d*k-Integration und Entwicklung nach ¢

Unter Ausnutzung von (G.21) kann das divergente Integral in K%l)’FEY inD=4-—c¢
Dimensionen ausgewertet werden, dabei ergibt sich

~(1),FEY _ DQ4DF(2_2)f1 1
Ay = 2¢°C Al 2@n) P I(3) dw.r[pz (1= 0P (5.87)

- L 2CA5ab (1-2r () (425 ) /2/01d9:m[9:(1— 27 + 0(e)
- 16220A6“b4 (Z _ 7E) (1 _ %) (1 + %ln (4;5’2»

-(1 _ Efol dooIn[z(1 — .ﬂ]) +O(e)

=1

2 4 2
= I b4 (— —vp+1+1In & ) + O(e). (5.88)
P

1672

1&512)’FEY ist endlich, und kann daher mit Hilfe von (G.20)

d'k 1 1 T{n-D/2) 1
/(271-)4 (k2 + a2y (4m)D/2 I'(n) (a2)n—D/2

(5.89)

direkt in D) = 4 Dimensionen ausgerechnet werden:

z(l — z)?

= 29’ CA(Sa,bD 471_ D/2 / [pz 1 m)]:‘}—D/Z

A§12),FEY
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2

1
D=4 g
= Cadgpd [ dx(1 -
1672 A% fo #(1-a)
g2
= {emzCaZa (5.90)
Insgesamt ergibt sich damit
- 2 9 p2
A (p) = 15 Cadupd <_—‘)/E +lodn —ln 5+ )+(’)(5). (5.91)

Der analoge Ausdruck fiir die pseudoskalare Dichte kann hieraus sofort abgelesen werden,

man setze dazu in (5.76) I' = 45 und erkennt im masselosen Fall
M) = AL
2 2 3
= 16 5 C 0554 (— —E —|—1n47r—ln—+ )754-(’)(5). (5.92)
p?

5.2.3.2 Landau-Eichung (a = 0)

Auch die 1-Loop Korrektur zur skalaren Dichte soll nun in Landau-Fichung berechnet wer-
den. Wie bereits beim Gluinopropagator ist dazu der d,,-Term aus dem Gluon-Propagator

durc

Algebraischer Ausdruck und Vereinfachungen
Der additive Term lautet im Fall der skalaren Dichte

Fl—a) v d*k R[i(p— k) + m][i(p — F) + m]f
Anl (p) = 92CA5ab f(2w)4 [(p— k)2 + m2]2(k2)2 )

Im Fall m = 0 erhalten wir fiir den Zahler

~kP-Fb-PF = —K (" +k* - 2pk). (5.94)

(5.93)

Damit lautet der zu betrachtende Term

dk p? +k? — 2pk
2m)* [(p — k)?JPk%

A () = —g2Cbur f : (5.95)

Feynman-Parametrisierung

Nach Feynman-Parametrisierung und der iiblichen Verschiebung der Integrationsvariablen

bekommen wir

~(1—a) dk p? + k% — 2pk
A = —2g°C4é d
1 (p) g ta ab[ -”"/ [(k — pz)? + p?z(1 — )3
d4k (1—a)? + k?
= -3 CAJbe dw,r/ ;;—I-p .r()l 7 (5.96)

Der Vergleich mit den Termen (5.85) und (5.86) zeigt eine Ubereinstimmung mit den
dortigen Ausdriicken bis auf einen Vorfaktor — 5 = —+ — = + O(£?).
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Damit kann das Ergebnis der dortigen Rechnung verwendet werden, und man erhélt

2 2
il=a)e v 8 2 L
Ay ) = — ez Cada (E 7+ lndm —In g o+ 2) (5.97)
und daraus
ANy = AP (p) + AT (p)
g 2 P’
= gz Cadas (3 (; -7+ ln4fr> —3In z T 4) : (5.98)

Wie im Fall der Feynman-Eichung 148t sich hiermit sofort auch das Ergebnis im Fall der
pseudoskalaren Dichte angeben. Es ist

2 2
A(l—a _ g 2
ALT(p) = — L5 Cadas (— —y5 +Indr —In 2 ot 2) (5.99)
und daher
ALAN(p) = ADEY (p) + Al=9) (p)

g2 9 p2
= =—Cudu!3-- In4 —3ln=— +14 . 5.100
Te-2C4 b( (6 YE +1n W) H/Jz + )75 ( )

5.2.4 Axialer Vektorstrom

Wir wenden uns jetzt dem axialen Vektorstrom, d.h. dem Fall I' = ~,v5 zu.

5.2.4.1 Feynman-Eichung (o = 1)

Den ersten Teil der Rechnung der skalaren Dichte hatten wir fiir beliebiges I' durchgefiihrt,
so dafl wir an dem Punkt in die Rechnung einsteigen kénnen, an dem wir die zwei relevanten
Terme

AREY (p) = ARMEY (p) + AP (), (5.101)

identifiziert hatten, vgl. (5.80). Dabei galt

“(1),FEY d'k Yok Uk,

A = 929°C 48 d 5.102
r (p) g Aab/ .r:cf 1k2 4+ p?2(1 — z) + m2z]? ( )
4
< (2),FEY d*k v [ip(1 — z) + m]l[ip(1 — =) + m]y,

A = —24°C 46 d
r (p) g A“b/ o .rf [k2 + p?z(1 — x) + m2z]?

(5.103)

Durch power-counting siecht man, dafl der erste Beitrag im Limes ) — 4 divergent ist, der

zweite hingegen konvergent. Wir werden im Iall I' = ~,7vs beide Anteile separat behandeln.

(1),FEY
Berechnung von Awns

Unter Benutzung von {v,,¥5} = 0, {74, vw} = 26,, und >, 7.7, = D ergibt sich im Fall
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I' = 7,5 fiir den Zihler

Yokvuvskre = vokvukres
Yk[2ky = Fvulreys
2k v Evovs — TokEvuvos
2k, o2k — v klvs — K2 7s
= dhubvs — 2kur e kYs — K20 (20 — Yuvus)
= dkukvs — 2Dkufvs — 2k vy + Dk s
= (4- ZD)kuk’YS —(2- D)kE’Yﬂ'}’S

= (2 D)(2kuk — K’ vu)s. (5.104)
2u4—D

Wir ersetzen nun aus Dimensionsgriinden g? wieder durch g und erhalten unter

Benutzung der Formel (G.21) in D = 4 — ¢ Dimensionen den Ausdruck

. € I'(e/2
A(l),FEY(p) _ QQCAJab U (e/2)

2
Yuvs (4m)2—</2 2 (=2 + &) 1

1
1
A de . )
[0 e JLl[pgx(l — x) + m2z]s/?

(5.105)

Um die Divergenz des Limes € — 0 zu isolieren, entwickeln wir diesen Ausdruck in € und
erhalten

2

1(1),FEY _ 9 £ 2
ALY () = ey, (1 n 511147r) (2 — 2¢) (E - ’YE) TuVs

-/01 de -« [1 - gln (p%;u _52) + m%)] +0O(e)

2

_ 4 2_ _
= 1672 CA’sab'}/uFYS |:€ YE + In 47 2

_2/01 dz - zln (;;%;(1 _;2) ha m%)] +0(e). (5.106)

~(2),FEY
Berechnung von A~ /3,

(2)

Kommen wir nun zur Berechnung von [Lhn,s. Der dort im Zéhler auftretende Term 1&f3t
sich als

Ylip(l — ) + m]yuvslip(1 — z) + mlv,
= —20p*(1 — 2)® — m*vuys + 4(1 — 2)p(1 — 2)pus (5.107)

schreiben. Dabei wurden die Beziehungen

VeVuVo = —27
'}/uﬁ’Y.u'}/u = 4p,
Y YubYe = AP

Ybiubre = —APpu + 207, (5.108)
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benutzt, diese ergeben sich aus den im Anhang angegeben Vertauschungsregeln der Dirac-
Matrizen. Mit dem Spezialfall n = 3, D = 4 der Integralformel (G.20)

QW)D (k2 4 a2)n - (47|.)D/2 I'(n) (a2)n—D/2

f(de 1 1 T(n-DJ/2) 1 (5.109)

erhalten wir dann schliefllich

1 (2),FEY g el bfl s m[P2(1 —z)? —m?]yys — 2(1 — 2)p(1 — Z)PpYs
0

s ()= 1672 p?z(l —z) + m?x

(5.110)

Weitere Vereinfachung und z-Integration

Insgesamt haben wir daher

AFEY(p) — A(l)’FEY(p)—F[\(z)’FEY(p)

YuYs YuYs YuYs

g 2
= chﬂsab YuYs [g — g +1In 4 -2

1 2 _ 2
—2/ dw-wln(pm(l 1')—|—m.r)
0

+2/01dm-mp(l_m)2 ]

pPe(l —x) + m?z

_4pu/01dm-mp(1_m)ﬁ(1_m 75} +O(e) (5.111)

22(1 — x) + m?

Das endliche zweite Integral kann man noch weiter auswerten

1 2 2 2
1 — _
0 p’z(l — z) + m?z

1 2 2 2
1- 2
= f dz -z (2 (L—2)+m” m : (5.112)
0 ple(l —z)+m?2z  p?z(l — z) + m?z

und es gilt auflerdem

+

I
B — DN — N
+
o\'\o\"lo\"w
j=l
=
5
_
|
5
NEY

d (p23;'(1 —z)+ m%)

112

dz - (1 — 2z)In (p%u _:;) T m%;) . (5.113)

Man berechnet ferner

2m
plz(l — z) + m?z

o\'\H
j=l
=
&8

N
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/‘1 2m2
= de—m——"—p
o P(l-z)+m
o1, ad 2 2
-/ dwFZm aln(p (1-—x)+m*)
,In(m? + p?) — In(m?)
02

= 2m

(5.114)

und erkennt mit der Regel von de 1‘Hospital, dafl das letzte Integral auch im Fall p? — 0
endlich bleibt (es liefert den Wert 2). Insgesamt kdénnen wir damit fiir den 1-Loop-Beitrag
171.7“.75 das Endergebnis

2
g 2
AiyE—yf(P) = W@l%b{%% [g —~p + In4n
1 9 B 9
_1_2f dm-(l—x)ln(p z(1 9:2)—|—m m)]
0 T
1
Pl — =)
—4 de - z(1 —
pﬂ |:/0‘ X .T( m)pzx(l—m)—l—m2$ v5
1 2 2 -1 2
a2 2 +pg e )} +0(e) (5.115)
p

angeben.

Im masselosen Fall lautet dies nach Ausfithren der verbleibenden z-Integrationen

a 2 r’ 5P
Af;ﬁg(p) = 5[154—:_CA {'Yu% [E —vg—1n (H ) + In4m + 1] ;IS }—!—(9( )- (5.116)

5.2.4.2 Landau-Eichung (a = 0)

In Landau-Eichung ist der folgende additive Ausdruck zu bestimmen

T (- d'k Fli(p— #) + mlyvus[i(h — k) + mlk
All=e) — g2 46 / B : 5.117
yuvs. = 9 alab (27)* [(p — k)2 + m2]2(k2)2 ( )
Feyman-Parametrisierung
Mit Hilfe der Formel (G.19)
1 ! z(l—x)
—— =6 de—"—"7"F"— 5.118
a2b? fo Ta — o)z + b (5.118)
ist dies bis auf Vorfaktoren nach Substitution k& — k + pz das Gleiche wie
/ dw/ —x)
kﬂém)[ i (1= 2)ip o mlalif + ()i mlE g

(k% + (p? + m?)z — p?x?]?

Nach dem Ausmultiplizieren des Zdhlers ergeben sich die folgenden Beitrige:

| 4k !
fo 4 fWW - m)[lﬂ + (p? + m?)z — p?z?)*
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{ — (k%) y,7s (5.120)
+2(1 — 2)zk?pvuvs (5.121)
—I—zmmk2('y”]5 Pru)vs (5.122)
—(L = z)’e?p s (5.123)
+(1 — )k pr ks (5.124)
+(1 = )z Py ks (5.125)
—(1 = 2)*kpyuphs (5.126)
—2” Pl ks (5.127)
—(1 — x)imkpy ks (5.128)
—zimfy kpvs (5.129)
+(1 — &)imEv.pks (5.130)
+zimply ks (5.131)
—m? v, ks (5.132)
+i(L = 2)2?mp? (Pru — vub) Vs (5.133)
—QOzﬁ’yuﬁ%}. (5.134)
Ausfithren der dPk-Integration
Der einzig divergente Term ist der erste, wir wollen uns zuerst ihm zuwenden:
1 de k2)2
_7”75/0 dx / W&n(l - :L')[k2 e —|-(m)2)w I (5.135)
Mit der Integralformel (G.22)
d’k (k%) 1 T(a+D/T(B-a—-D/2), 3 praya_
_[(ZW)D (2 + ) ~ (4m)DF? T(D/2)1(3) (fyPrereme (5130)

fir @ = 2, 8 = 4 und a? = (p? + m?)z — p?z? erhiilt man in D = 4 — ¢ Dimensionen

fo de6z(l — 2)((p* + m*)e — p*a?) =/, (5.137)

Mit der Funktionalgleichung der Gamma-Funktion sieht man
IN4—-¢/2)=8—-¢/2)(2 —¢/2)T(2 — ¢/2), (5.138)

und wir erhalten damit

1
6

-[1 dz6z(1 — 2)((p? + m?)z — p?a?)~¢/2. (5.139)
0

(5.120) 571 g () 2T e/ 2)(6 — 52/2 + O(E)

dm)?
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Unter Beriicksichtigung von

a’> = 1+4¢/2lna+ O@?)
T(c/2) = % g+ Oe) (5.140)

ergibt sich schliefilich nach kurzer Rechnung das Endergebnis
2 5

(— +Indr —~vg — =
€ 6

_fol dz6z(l — 2)In (“’2 T mz)f _p%?)) +0(e).

L
(5.141)

(5.120) = !
. = TuVs (471')2

Zur Berechnung der Terme (5.121) und (5.122) verwendet man die Integralformel (G.21)

2m)P (k2 + a?)" - (4m)P/2 9(a2)n—1-D/2 T(n) 5 (5.142)

/ dPk  k.k, 1 8 I'(n—1-D/2)
(

wobei man hier aufgrund der Konvergenz D) = 4 setzen kann. Damit erhilt man dann

(5 121) _ /16 2(1 )2f dk kpkp 952
' R e R+ (7 + m)e — pra?p P
1
4 1
— 2 2 2
= /0‘ dez (1 — .1') (471_)2 (p2 n 2):’: — p2w2p YuYs- (5143)

Fiir (5.122) bekommt man entsprechend

1
(5.122) = zm[ dez?( ( ) Pt od)e _p2$2'(7u]5—]5’)/”)’y5. (5.144)

Zur Berechnung von (5.123) benutzt man die Identitdt (G.20) (auch hier bei D) = 4) und
erhélt

(5.123)

- /1 dz6(1 — w)3w3/ a’k ! N
: @) [+ 7+ mh)e —pre P

! 1 1
3.3
_L de(1 = o)e (4m)2 ((p? + m?)z — p?z?)? P (5:145)

Bei Term (5.124) beachtet man (A.16) und die Integralformel (G.21). Damit ergibt sich

' 5 (7 + m2)r — 7]
.
= .Z‘) [k2 + (pg + mg)l_ — p2.’l}2]4 ) 7P7T7H7PPT’575
=48, r
.
= -4
.’L') [kz + (pz n mz)m _ p2$2]4 p,lL}IVYS

1 1
= dmm (1 —z) ( T ) — Rt 2pups- (5.146)
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Die Berechnung des Terms (5.125) verliuft vollig analog und liefert dasselbe Ergebnis.
Man kann also

1
(@7 (7 + m)s — po?

(5.125) = /01 dez?(1 — x)? - 2p. P75 (5.147)

notieren. Fir die Terme (5.126) und (5.127) beachtet man (A.17) bzw. (A.15). Damit
ergibt sich

! dk
(5.126) = —/ de /—46w(1—x)3 kbvubhs
0 (2) (k% + (P + m?)z — p?z? ]!
1 4 3 %k2
= - d —6z(l — ' v [ vPr
;92 [amyeeet = =2 gy e =y g
==2vrvuve
— ' d 3 1 1
o za(l =) (4m)2 (02 + m2)z — p?a? (Praps) (5.148)
sowie
1
Gazn) = - [ asli-a) . L e
’ 0 (472) (p? + m2)x — p2e22 L2720
==2fvuprs
L 1 1
= . dzx (1 — .T) (471_)2 (p2 n m2)m — p2m2 . (]57”]5’75) (5149)
Term (5.128) berechnet man analog zu (5.124) und erhilt
! , 1 1
(5.128) = —im ; dez(l —x) ()2 (% + m?)s — pia? - 2puYs. (5.150)
Term (5.129) ergibt sich analog zu (5.127) zu
. 1d 2 1 1
(5.129) = im i zz(l — x)(4ﬂ_)2 RO Yubys. (5.151)
Term (5.130) 148t sich wie (5.125) berechnen und liefert
(5.130) j fld (1— ) ! ! 2
. = im ze(l — 2 .
o ()2 (o7 + m)e —pra? T
= —(5.128). (5.152)
Fiir (5.131) erhidlt man wie bei (5.127)
i [ dea? 1 1
(5.131) = —im ; zr (1l — w)(47r)2 TETrErrs - PYuYs- (5.153)
Weiterhin gilt
2 [ 1
5.132) = dzz(1 — . 5.1564
s = m* [ doslt - o) e s (150



130 Stérungstheorie der Chiralen Ward-Identitét

und fiir (5.133) ergibt sich

1
()2 (G + m)z — pPa?)
Schliellich hat man noch den Beitrag

(5.133) = zm/o dz(l — z)%c® PP — B (5.155)

1 1
(4m)? ((p* + m?)z — p*z?)

Zusammenfassen der Terme und z-Integration

(5.134) = —m2/0 dz(1 — z)z® = Prubs. (5.156)

Durch Zusammenfassen aller Terme erhélt man schliefilich nach Hinzufiigen des bisher
ausgelassenen Vorfaktors 6,,g°C 4 als Zwischenergebnis den Ausdruck

< l—a _ 9 1 2 5
AE,M%)(P) = —dabg CA’Y;KYSW Z + Indr — 5 — 5
1 2 2. 2.2
—f dz6z(l —«)In ((p +m );‘ Ll )) + O(e)
0 i
2 ! 2 2 4 2
9 C d 1-—
+0459 Afo x| z) an)? 7 1 m)z _p2w2p TuYs
1
1
8.59°C Al dez?(1 — . -
g Caim [ doct(1 =) o o (= P
1
1
—4 20 dae(l — 3 .3 e
abd A/; 'T( '7") z (4,”_)2 ((p2+m2)$—p2$2)2 P Yus
! 1 1
89’ C dzz?(1 — z)? )
+ abd A[O rr ( ‘T) (471_)2 (p2 +m2).1' —p21'2 pH’S75
! 1 1
89’ C dzz?(1 — z)? )
+0419 AL Tx ( 'T) (471_)2 (p2 +m2)1‘ —p2.1‘2 puﬁ'}/S
1
1
+6u6°C s [ dea(1 - 2)’; (Prubs)
0

1

) (7 + i)z — pPa?
1
)

1
1
2 301 _
+d.9 CA[O dzz”(1 m)(4ﬂ_)2(

1
1 1
0, 2C 41 dez?(1 —
+04p9 Azm/(; LT ( .1‘)(471_)2 (p2+m2)3:‘—p2 2 7“]575
5ung?C ai /1d 201 — g)— = ’
abg Catm ; Tx x (411-)2 (p2+m2).r p21'2 VY5

1
(m? (7% + mP)a — pPa?

1
+6abg2CAm2f drz(l — z) YuYs
0

! L P(Bre — 7ub)rs
5 2C - de(l — 2.3 a H
0469 Azm/O :L‘( .CL‘) z (471_)2 ((p2 4 m2).1' —P2$2)2

1 ]5’)/11-]5’7’5
(4m)2 ((p? + m%)z — p2z?)?’
Im masselosen Fall schreibt sich dies schliefllich nach Ausfithren der verbleibenden z-

Integrationen als

1
_JabQQCAmzf dz(1 - z)z (5.157)
0

2

i (1l-a _ s Os 2 P pub
Ag,m)(P) = 6abECA {’Yﬂs [_E —In4mw +vg +1In (E) - 1] + 2p—275} + O(e).
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(5.158)

Insgesamt kénnen wir damit unter Benutzung von (5.116) fiir den axialen Vektorstrom in

Landau-Eichung das Endergebnis

M) = ALE () + A ()
= 0+ 0(¢) (5.159)

festhalten, d.h. zu dieser nackten Grofe gibt es keinen Beitrag in Ordnung g°.

5.3 Berechnung der nackten Groéfien in Gitterregularisie-

rung

5.3.1 Notationen

Die Storungstheorie auf dem Gitter kommt naturgemifl nicht ohne die Benutzung trigo-
nometrischer Funktionen aus. Zur Reduktion des Schreibaufwandes definieren wir daher

fiir einen Impuls g die folgenden Grofien:

Q'p)
c = Ccos| —
I ( 2

) qp)
s, = sin|=*
g, = sin(g,). (5.160)
Man mag einwenden, dafi die letzte Zeile Eindeutigkeitsprobleme verursacht, aber auf

dem Gitter werden wir mit g, stets den trigonometrischen Ausdruck meinen. Zweckméfig

erscheint es auch, fiir einen zusétzlichen (dufleren) Impuls p die folgenden, verschobenen

Grofien
¢, = cos (w)
2
—a
5§, = sin (u)
2
Go = sin(g, — ap,) (5.161)
bzw.
+a
¢, = cos (L pp)
2
. +a
§, = sin (—qp pp)
2
g, = sin(g, + ap,) (5.162)

zu erkliren'®. AuBerdem verwenden wir die folgenden Abkiirzungen

. dp
A = sin? (—)
>_sin” (5
4
Man beachte, dal wir im Verlauf der Rechung eine Substitution ag — g durchfiihren, sowohl bei g als

auch bei ap handelt es sich daher um dimensionslose Grofien.
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2
sin? (g,) + 4r? (Z sin? (qzi)) = Ay +4r?AZ

Az = Z
P p
As = Z sin? (q2_p)
p
Ay = Z sin? (g,,)
P
A = zp: sin? (g,,) sin” (Q‘z_p) (5.163)

N

Ry = Y sin? (g —ap),) + 4r? (Z sin’ ((q _;‘p)”))z

3 = T (q‘z“p)ﬂ

Ay = D sin’(g—ap),. (5.164)

5.3.2 Sprachregelung und Konventionen

Im folgenden verwenden wir fiir einzelne Terme die Bezeichungen endlich oder konvergent
bzw. divergent. Dies bezieht sich auf den Limes a — 0, d.h. wenn wir von einem divergenten
Term sprechen ist stets gemeint, dafl der entsprechende Ausdruck im Limes @ — 0 einen
unendlichen Beitrag ergibt. Im regularisierten Fall a > 0 sind natiirlich alle Terme endlich

(falls der externe Impuls nicht verschwindet).

Auflerdem werden wir im Verlauf der Rechnung zahlreiche Taylor-Entwicklungen nach
der Gitterkonstanten a durchfiihren. Im Endergebnis interessieren wir uns dabei nur fiir
Beitrége, die fiir ¢ — 0 divergieren oder endliche Beitriige liefert, @ (a)-Terme kénnen wir
also vernachlédssigen. Wir werden in den einzelnen Zwischenschritten der Rechnung diese
Terme nicht immer gesondert auffithren, viele Identitdten gelten daher nur bis auf Terme
der Ordnung a. Im Endergebnis fiihren wir diese Terme dann aber wieder an. Terme vom
Typ a-In(a) subsummieren wird dabei in etwas ungenauer Sprechweise unter O(a).

Beziiglich der Summation {ber die Lorentz-Indizes verwenden wir folgende Konvention:

Bei jedem mehrfach vorkommenden Index ist eine Summation von 1 bis 4 impliziert.
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5.3.3 Vorgehensweise

Bei der Berechnung der nackten Gittergréfien verwenden wir die folgende Vorgehensweise

[LV], [V1]:

e Nach der Formulierung des algebraischen Ausdrucks der einzelnen Diagramme wird
zunichst im Zihler eine Entwicklung nach a vorgenommen. Insgesamt interessieren
wir uns dabei fiir den divergenten und den endlichen Anteil der Graphen im Limes

a — 0, insbesondere sind beim Propagator globale Vorfaktoren % zu beachten.

e Durch power-counting identifiziert man die konvergenten bzw. divergenten Terme
und kann in den konvergenten Anteilen eine Entwicklung des Nenners in Potenzen

von a durchfiihren.

e Durch algebraische Umformungen und Vereinfachung der v-Struktur lassen sich die
endlichen Beitrdge durch die oben eingefiihrten Abkiirzungen Aq,..., As ausdriicken

und numerisch bestimmen.

e Im Fall des axialen Vektorstroms treten UV-endliche Integrale der Form
a - (lineare Divergenz) auf, diese kénnen mit Kontinnumsmethoden im Limes a — 0

behandelt werden.

e Aus den divergenten Anteilen lassen sich durch geeignete Manipulationen weitere
endliche Anteile extrahieren. Die verbleibenden divergenten Integrale kénnen in [EM]

nachgeschlagen werden.

o Zur Bestimmung der Renormierungskonstante der Masse erfolgt eine Entwicklung
des Fermion-Propagators nach mg. Wahrend zur Ermittlung der iibrigen Renormie-
rungskonstanten im Limes my = 0 gearbeitet wird, ist zur Berechung von Z,, die
Betrachtung des Terms erster Ordnung in m( notwendig.

5.3.4 Gluino-Propagator

Zur Selbstenergie des Fermions tragen auf dem Gitter die beiden Diagramme aus Abb. 5.4
bei, nach Anwendung der Feynman-Regeln schreiben sie sich algebraisch als

(4) w/a d4q debis _
IC / LG yaors A, N(ap — ¢ —p)Se A A(a)

—n/a (27T)4
'VPGCd[j‘aApa )\](pa q—p _Q)DPU (p - Q) (5165)
1 w/a d4q B
yB) = _/ Vachix A, A, N(p, —¢,9, —p) Do (). 5.166
2 ) [ Ap, Ag, Al(p, =4, 4, —P) Do (9) (5.166)

Man achte auf den Symmetriefaktor L vor dem Diagramm %(B) vgl. dazu auch [MM].

2
Aus der Berechnung dieser beiden Graphen lassen sich die Renormierungskonstanten der
Wellenfunktion und die der Masse bestimmen. Bei der Massenrenormierung geniigt es,

den nackten Propagator in der Ndhe des chiralen Limes my — 0 zu betrachten, so dafl wir
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q,C
(p—4q)c
4@
-
P q, d P p,a b, b
Abbildung 5.4: Beitrage zur 1-Loop-Selbstenergie des Fermions auf dem Gitter

eine Entwicklung nach der nackten Masse vornehmen kénnen und nur die Terme bis zur

ersten Ordnung von mg betrachten [V1]. Es ergibt sich dann fiir Sp(g)

-1

-1 . 2r . a
Sp(a) = |5 imsin(agy) +— ) sin® (%) + mo (5.167)
L™ A
- -1
= |4 D imsintag) + 5 Y sin? ()
a & YA g a < 9
-2
1 . 2r ) a
—myg [— Zz'y,\ sin(gy) + — Z sin? (%)] + O(mg)?  (5.168)
a4 a %
= |:—z'a nyA sin(agy) + 2ra Z sin’ (%)
A A |

Zsinz(an) + 452 (Z sin? (%))

A

2
—my [—ia Z'm sin(ag,) + 2ra Z sin? (%)]

A A

07 =2
[Zsirﬂ(aanrz (Zsin2 (%)) } +O(mo)?.  (5.169)

A A

5.3.4.1 Feynman-Eichung (a = 1)

In Feynman-Eichung erhélt man fiir die beiden obigen Diagramme (5.165) und (5.166)
nach Amputation der dufieren Beine die algebraischen Ausdriicke

1 [ d! +a +a
(A),FEY _ _ 2~ q grapy . . [(gTap
pX (5abggCAa /;ﬂ @) |:fypcos( 5 ) irsin 5 )

. . .2 9
| =i ny/\ singy + 2r sin? 7]
L A

| Ve COS (q—;ap) — irsin (q—;ap)]
P P

- 1
. 42351112 (q—ap) ]
L & 2 K
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. [Zsinz g, + 4r? (Z sin? %) 2} )

v v

T dlq q+ap . . (g+ap
—I—motfabggCAf W l'yp cos ( 5 ) — irsin ( 5
-7 P P

- 2
= Z—m sin ¢y, + 2r sin? q?A:|
| A

“p COS (q —;ap) — irsin (q —;ap) ]
p P

x5

- —2

2
9 2 -9 Qv 2
S At (D i e, 5.170
sin® g, + 4r ( sin 2) + O(mg) ( )

v v

bzw.

2
w(B).FEY _ JabCAg_O

-1
[ nypsm (ap,) chos (apx) ] [ Zsmz q—“]
by

2a J_,
(5.171)

Dabei haben wir eine Substitution ag — g der Integrationsvariablen vorgenommen, die
Integrationen erstrecken sich dann iiber [—m, m]%.
Berechnung des O(m{)-Terms von X4
Algebraischer Ausdruck
Mit den oben eingefiihrten Abkiirzungen schreibt sich dieser Anteil als

(A FEY _ _JabggcAl fﬁ d'q (vplp — i"gp)(_iié:" 2rA1) (7,6 — ir.?p). (5.172)

_x (27)* 1A1 A,

Entwicklung von Z#hler und Nenner nach a

Aufgrund des Vorfaktors % ist der Integrand bis in die erste Ordnung der Gitterkonstanten
zu entwickeln. Zunichst aber schreiben wir den Z&hler als

—(vo€p — ir8,)(—ig + 2r A1) (7€) — irs,)
= iE7pf70 + TE ol Vo + TEpCovol — 2rALE T, + 20T AL E 8 + 2ir° A1E 87,
—ir’ g + 2r° A, (5.173)

Unter Benutzung von v,¢v, = 2¢,%, — ¢, 7,7, = 1 und {¢,7,} = 2q, (alles fir festes p)
ergibt sich dann

2,7, — iof + 2r8,foq, — A A EL + ArP A B8y, — it Eod + 200 AL (5.174)
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Wir fiithren nun die schon angekiindigte Entwicklung nach der Gitterkonstanten a durch

und erhalten mit den wegen

1
5, = sin at+ap = sinZ + —appcosq—p+(9(a2)
2 o 2 2 2
1 .
&, = cos g+tap = cose _ —ap, sin EL O(a?) (5.175)
2 o 2 2 2
gerechtfertigten Ersetzungen
y 1 2
S5p = Spt 5PeCe + O(a®)
Ei = c?, — appspc, + O(a?)
2 = s24apys.c,+ O(a’)
v 1 2 _ 2 2
oy = 8pc,+ §app(cp—sp)+(9(a ) (5.176)

das Ergebnis

2iciqp'yp - icigj + 2rs,coqp — 2rAlcl2) + 4ir2Alspcp'yp - irzsiﬂ + 21'33’29A1
+ap, [—2is,0,0,70 + 15,4 + r(ci — s?,)qp +2rAs,c, + ZiTZAl(ci — s?,)fyp

—ir’spepf + 2r°s,c,01] + O(a?) (5.177)

fiir den Zghler von X(A:FEY  Die Entwicklung des Nenners ergibt sich aus (G.11)

1 Il ap-q 2
-— = — 4+ —=—4+0 5.178
zu
1 1 ap-q) 2
— = = — 14+ =" 4+ 0Oa”). 5.179
4A1 A, 4A1 Ay ( 2 A (a) ( )

Vereinfachung der Terme

Wir betrachten nun die Terme nullter Ordnung in der Entwicklung des Z#hlers, die keinen

Vorfaktor r tragen:

2iciqp'yp — icigj = 2i(l - si)qpfyp —i(4— si);j
= —2ig — 2is’q,v, + isg. (5.180)
Der erste Term ergibt einen divergenten Beitrag, den wir spiter diskutieren. Die beiden

anderen Summanden ergeben gemeinsam mit dem Nenner (unter Auslassung endlicher
Terme mit ungeradem Integranden) den Ausdruck

20 l 1 —45‘119#%5%%7.0 =+ Ziapﬂqus%q,,’)’,,
Jotra a 4A1 Az 4A1 '

(5.181)

Da iiber ¢ integriert wird, tragt der erste Summand nur fiir p = y bei, der zweite nur fir

v = . Also verbleiben wir mit

g2iC4 —4iap,siqiy, + 2iapuqisiv,

5.182
a4A1A2 4A1 ( )
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Mit den aufgrund der hyperkubischen Symmetrie giiltigen Identitdten

T d4q 9 5 1 T d4q
= - A 5.183
[ = 1) (5189
T d4q 9 1 T d4q
= - —A 5.184
[t = ) o (5-184)

(wobei in beiden Féllen keine Summation iiber py erfolgt) kénnen wir dies in

1 1 —iapAs + TiapAsAy

2
C
o AG4A1A2 4A1
1 1 i 2A5
2
= Ca— - —— 4 A 5.185
o AG4A1A2 Saﬁ[ Al + 4] ( )

iiberfiihren.

Die Terme des Z&hlers in Ordnung r fithren auf eine lineare Divergenz in é und werden

spéter in ¥g subsummiert. Explizit haben wir bis auf den Vorfaktor

2rs,Cpq, — 27‘A1c§ = rqf) —8rA; + 27‘A15§
= rAq—8rA; +2rA%, (5.186)

Die Terme in r2 des Zihlers ergeben einen endlichen Term der Form

8iar? A1 puguspCoy, — Qz'arzpuqusi;j

47
4iaT2A1pquQp7p - %argpuq'us?;qy')/u
= . (5.187)
4A4
Da {iber q integriert wird, erhélt man mit den gleichen Rechenregeln wie oben
iar? A pAy — 2iar2p”qzs§'yu
4A,
.ol
= dapr §A4. (5.188)
Schliefilich gibt es noch einen Term in Ordnung r®, der zu X beitrigt
2852 A; = 2% A%, (5.189)

Es ist nun noch der Term aus (5.177) zu diskutieren, der proportional zu ap, ist. Dieser
fithrt auf einen endlichen Beitrag, und wir konnen die in g ungeraden Terme erneut von
der Betrachtung ausschliefen, denn sie verschwinden nach Integration iiber d*g. Damit
erhilt man dann

2

apol—218,C,q,Yp + 18pCof + 2ir2A1(ci — 8,)% — ir?

'.9 pCofl]

. ? . . z
= app[—zquyp + 290V + 2zr2A1'yp - 4zr2A1.9i'yp - 57'29'/99'#7#]- (5.190)
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Da wir uns unter einem Integral [ d%q befinden, rechnen wir mit
. ! 1 2 2,2 Lo
iap[——As + <As+ 2r° A — r* A7 — —rAy]
4 8 8
_ éa;ﬁ (—A4 +16r2A; — 82A2 — 12A,) (5.191)
weiter. Damit kénnen wir dann die einzelnen Zwischenergebnisse wie folgt zusammenfassen
T 4 :
E(A),FEY(p) _ ggCA{l/ d*q —2ig
a (27)* (42 sin? (4522) ) (3, sin? g, + 4r2A?)
]5/‘ q —2 —I—A4—|—1"2A4—A4—|-167‘2A1 —81"2A2—T Ay
+ =i
(2m)4

1A Ay

+l T odlq rAy—8rA; + 2rA% + 273A2
—r (21’[’)4 4A1A2

} + O(mg) + O(a).(5.192)

Behandlung der Divergenz

Die Divergenz dieser Grifie steckt nun also im ersten (logarithmisch divergenten) Integral

1 [T dig —2ig
—f y : (5.193)
@S M) (437, sin? (55%2),) (30, sin?q, + 4r2A%)

welches wir nun auf eine tabellierte Form bringen wollen. Dazu verwenden wir

1 Az —r?A?
Ay 4A AjA,

(5.194)

und kénnen damit weitere endliche Anteile abspalten. Man beachte, dafl der erste Sum-
mand von der Ordnung ;—2 ist, der zweite aber auf endliche Beitrige fiihrt. Es ist dann
moglich, den endlichen Anteil

Az — r?A? —24
= 2 qu - (5.195)
182 4% sin ? (2 )u
mittels (5.179) unter dem Integral [ (37;)14 durch
Ay — r?A? —diap,q,d 9
&) 5.196
A Ay (4A1)? +0(@) ( )
bzw. ( 272
. A4 Ag - Tr Al 9
— o 5.197
zu ersetzen. Die Divergenz ist nun in dem zweiten entstehenden Term
1 /7‘ diq —2isin q,7,
o L @R (45 sin? (52),) (4, sin? %)
44 T d4 dp dp
- —;zfypf ¢ 9 SIn 7y €05 (5.198)

M (1352, sin? (552) ) (13, sin? %)
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enthalten. Das Verhalten dieses UV-divergenten Integral fiir kleine a ist in [EM] tabelliert,
genauer findet man dort

I /” diq sin 4 cos %
p =
= O (45, sin? (552), ) (4, sin® &
_ 1 1 9 9 1 )
= 1672 (Zapp> (2- L (a*p%)) - ﬁappZOOOO + O(a®), (5.199)

wobei iiber p nicht summiert wird und
L(a*p*) = In(a®*p?) + v — Foono + Oa). (5.200)

Die auftretenden Konstanten haben die Werte Fpooo = 4.369 und Zpgoo & 0.1549. Fiihrt
man eine dritte Gréflie Fhogp mit

1
47)?

1
(Fooor — Foooon) = —gzoooo (5.201)

—_—

ein (es ist dann Fpogy = 1.311) und erklért

Li(a*p®) = In(a®p*) +~vE — Fooor, (5.202)
so ergibt sich schliefflich
1 ! 2 2 2
o= W Zapp (2 - Ll(a P )) + O(a ) (5203)

Damit erhalten wir dann fiir unser logarithmisch divergentes Integral (5.198)

4 11 ) 9 )
E%@Zapp(h(a p°) —2) +0(a”)
L. 2.2 2
und konnen das Endergebnis der masselosen Kalkulation von 3 (A)FEY angeben:
« .
y(4),FEY _ T;CA{Z_'S[IH(G2P2) 4 vp — Fooor — 2

T d4q 1 A5 1 A4(A3 — 1‘2A2) 1 Al
4r? _ _ 1 op?_— _ p281L
Ham f_,,r (2m)? ( 1A%A, 1 ala, A, A,

r g d4q A4 8 Al
+471'2;/ 27! [A1A2 A, + ZA—2(1 + rz)] + O(mo) + O(a).

—T

Berechung des O(m})-Terms von %)

Algebraischer Ausdruck und Vereinfachung

(A),FEY

Als néchstes ist also der mg-abhingige Teil von % zu berechnen. Power-counting
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zeigt, dafl auch hier nur eine maximal logarithmische Divergenz zu erwarten ist, so daf}
wir im Zéhler ap = 0 annehmen koénnen. Der Z&hler lautet dann mit unseren {iblichen
Abkiirzungen

—(vpco — irso)(—ig + 2rA1)2('chp —irs,)
2.2 . 2 . 2 . 2 2022 2
= c,q° +8irA gy, — 4M'A1cp;j — 2ir8,C,q" Y, — 47 Afc, + 8r°Ajc,8,q,

r2s2q2 + 8ir*Ale,s,v, — 4ir3Alsigj + 4r4A%si. (5.206)

Im Nenner tritt die Integrationsvariable ¢ in sechster Potenz auf, so daffi wir Divergenzen
nur von folgendem Beitrag des Zihlers erwarten

2.2 24 2

e5q” = (4 —85)q" = (4 — A)Ay. (5.207)

In den tibrigen (endlichen) Termen kénnen wir im Nenner ap zu Null setzen, denn es
handelt sich hierbei um einen @(ap)-Effekt. Damit wird der Nenner dann gerade in ¢, und
wir konnen aufgrund der Integration alle endlichen Beitridge des Zidhlers ignorieren, die
ungerade in ¢ sind. Wir verbleiben dann mit den folgenden konvergenten Ausdriicken im
Ziahler

—47‘2Afc§, + 41'2A1qp - r2s§q2 +4r Afsi
= —4r?A2(4 — A+ 4rPALA — A A Fart AR (5.208)
= 3r2A Ay — 16r2AZ £ 4r2A3 4 4p1A3, (5.209)
Insgesamt lautet der Beitrag in erster Ordnung von mg zu L(4)-FEY damit:
_moggCA{ fﬁ dg (41— A1)Ay
—x (2m)4 (42 sin? (4522) ) A2

+f” dlg 3r’As — 16r°Ay + 4r°(1 + r*)A2
. (2m)4 4A2

} +0@@)  (5.210)

Behandlung der Divergenz

Zur Abspaltung weiterer endlicher Abteile benutzen wir

1t (A — r?A?)(2A; — Az + r?AY)
A2 16A2 A2ZAZ

(5.211)

aus dem Anhang. Der erste Summand ist von der Ordnung 1/g* und fiihrt weiterhin auf
divergente Beitrige. Der zweite Summand hingegen ist vom Typ O(1/¢?) und liefert daher
endliche Integrale.

Insgesamt ergibt sich dann der folgende Ausdruck

, T diq (4 — Ap)A
—mogoCA{/;W( m)4 ( 3>, sin’ Eq ai) )A2

+f” d*q 3r?Ay — 16r2A) 4+ 4r?(1 + r?)A2
_ (2m)4 4A2

- 4 B 242 _ 2 A2
+[ d'q (14— A1)A4(Ay — r*A7)(2A1 — Ay +r?A7) + O(a).
—r (2m)* 1APA3

(5.212)
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Die Divergenz ist nun vollstindig im ersten Integral enthalten, welches sich wie folgt
aufteilen 14f3t:

/” dq (4 — Ap1)Ay
_a (2m)% (42 sin (q ap) )AZ

_ f d' Ay _ f d'g As g
—r (21’1’)4 4 (4 E” sin2 (Q—zap 'u) A% —r (271’)4 64A%

Der divergente Beitrag ist, abgesehen von dem Vorfaktor, durch den Ausdruck

16”2/” dq 4A,
—r (2m)* 437, sin (q ;p) )(4A1)2
™ g 4A
= 167r2/ 9 - (5.214)

—x (27)° [42 sin? (q ap)“)} [LIZ:Hsin2 (%“)r

gegeben. Mit der Abkiirzung (keine Summation {iber g und v)

Ly = f” dq sin (qz”) cos (q;) sin ( )cos ( 2") (5.215)
—r (2m)1 [ Z sin (q ap)p )] [42 sin? (%")]
ergibt sich hieraus
1672 - 166, 1, (5.216)

Die Struktur der Divergenz von I, im Limes ap — 0 findet man in [EM] als

1 1 %
Ly = —— [_ﬁapu(z — La®p?) + P - g, Zooen + Ola)  (5.217)

1672 |1 8p2] 128

1 1 PuPy
= — | —68,,(2 — In(a’p?) — F a O 5.218
s [z~ (@) s+ ) + 2]+ 0@), (5219

und unser divergentes Integral 148t sich als
1672 - 160, 1, = 8 — 41In(a’p?) — 4vp + 4Fo001 + 2 (5.219)

schreiben.
Endergebnis
Das finale Resultat fiir den Beitrag erster Ordnung von mg zu % (4FEY Jautet damit also

— 4In(a®p?) — 4vg + 4Fo001 + 10

ag
—mo—CA
4m

+47? fﬂ dlq (Mg~ 16r°A; +AP7 (1L 2)AT Ay
— (2m)* AZ 16A?

4 /” dlq (4— A1)A(Ay - r2?f)2(2A1 Ay r2A2)
— (271')4 AlAz

(5.220)
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Zusammenfassung

Damit haben wir fiir (4 FEY den Ausdruck

(81 .
y(ALFEY _ ﬁCA{zﬁlln(azﬁ) + 8 — Fooor — 2

T d'q 1 As 1 Ay(A3 —F2A2) 1 Ay
A2 _- _ 2 1 9p2 _— _ 221
T /W(ZW)4 ( 1A7A, 1 AfA, A, T A,

r 4 d4q A4 8 Al
472~ - 42— (14
AT /;ﬂ' (271')4 |:A1A2 Ag + Az( tr )]

—mg [ — 41n(a2p2) — 4vg + 4Fp001 + 10

o [T d'q [3r?Ay —16r2A; +4r?(1 + r?)A? Ay
+4m 5 - 5
- (2m)* AZ LAY

an? f’" dlg (4— A1)As(As — r2A?%)(2A, — Ay +r?A2)
— (2m) A3AZ
+0(a) + O(mg) (5.221)

gefunden.

Berechung von X(5)

Der Beitrag des zweiten Diagrammes ist durch den Ausdruck

-1
1 (™ dig |. ) . 24
v (B),FEY :ggCA%fﬂ )i [z Ep Ypsin(ap,) — r E cos(app)] [4 E’J sin? 7”]

o

(5.222)

gegeben. Die Entwicklung nach Potenzen von a liefert daher:

1 a T dlq iap—4r
SELEEY () = — 2, (1677 <40 5.223
(p) 2q 4m A( T ) . (271_)4 4A, + (a) ( )
oder anders gesagt
T odig 1 ar T d*q 1

RBLFEY () = 250 | ipan? —_ yp? —1. 5.224
(p) ar 4 ipim . (2m)* 27, «a g _e (2m)% Ay ( )

Zusammenfassung aller Beitrige zu XY

Insgesamt haben wir also die folgenden Beitridge zur 1-Loop-Selbstenergie des Fermions in
Feynman-Eichung:
SFEY (p) = ipnFBY 4 mxf B 4 Dy LBy, (5.225)
a
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Dabei sind
84
EFEY = ﬁCA ln(a2p2) —|—")/E — F0001 —2
—|—4Tr2 /n d4q _l A5 _ 1A4(A3 - T2A%) 42 21‘ 2A1 + 1
—r (27T)4 4 A%Ag 4 A:;’AQ AQ AQ 2A1
+0(a) + O(m?)
g 2,2 2 FEY 2
= =Ca In(a®p®) + v5 — Fooor — 2 +4n° I8 | + O(a) + O(m3),  (5.226)
EEEY = Z_TSI"CA 41]?1((12}92) + 4vg — 4Fp001 — 10
4 /7‘ diq [(3riAy—16r?A; + 4r2(1 + r?)A? Ay
- (2’11’)4 A% IGA%
_471_2 /‘W d4q (4 - Al)A4(A3 - T‘QA%)(ZAl — As + T‘QA%)
— (2m)? A3AZ
+0(a) + O(my)
= —CA [41]?1((1}9) + 4vg — 4Fp001 — 10 — 4w QIFEY]
+0O(a) + O(myg) (5.227)
und
T d4q A4 8 Al 2
vFBY _ A8~ 1,02 2 a9l eyt 2
0 4w A g —r (27T)4 AlAQ Ag * ( T )A2 Al

+0(a) + O(m?)
- Z—;cAzmzfzo + Oa) + O(md). (5.228)

und

Die Integrale ]glEY’ ]ngY ]gOEY wurden mit den in [Ge] abgedruckten Computer-

Programmen fiir den Fall r = 1 mittels einer Approximation durch Riemannsche Summen
berechnet. Es ergibt sich'!

ITEY = 0.369470 (5.229)
IFFY = -0.173133 (5.230)
Iy, = —1.302851. (5.231)

5.3.4.2 Landau-Eichung (a =0)

In 1-Loop-Ordnung tragen wie gesehen nur die beiden Diagramme (5.165) und (5.166)
zur Selbstenergie des Gluinos bei. Da in beiden Graphen ein Gluon-Propagator enthal-
ten ist, sind die Graphen eichabhiingig. Wir berechnen daher nun den additiven Beitrag
¥(1=2) zur Selbstenergie des Gluinos. Wie auch in der Feynman-Eichung fiihren wir dabei
zunichst eine Entwicklung in der nackten Masse mgo durch und behandeln nur die Terme,

"' Bei den angegebenen Zahlenwerten handelt es sich um gerundete Werte, so dafl} die letzte angegebene
Stelle nicht exakt sein mufl . Man vergleiche dazu auch Anhang G.
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die maximal linear in mg sind. Fiir das Diagramm (5.165) erhilt man dann nach Einsetzen
der Feynman-Regeln

1 (7 d' g—ap
sla)(-a) _ 5 20 _/ :
abfot AT . (2n)? sin 2 )

| Yo COS (q-l—;zp) — irsin (q—;ap) ]
| P P

. . . 94X
- —1 sin 2rsin? 2
EA Tasingy + 9 ]

. 7 cos (qga‘”)T — irsin (q J;‘”“)TL
.sin( _“p> [2Zsm ( _GPL]
. {2": sin? g, + 4r? (Z sin? qz—”) }

" d'q¢ . [q—ap
—moﬁangCA/ r)t sin ( 5 )
. )

2
ax
—3 sin 2r sin?
E Tasingy + 5 ]

[ (q—l—ap) .. (q—I—ap)]
- |~y cos 5 — irsin >

n (152) i ()]
. {Z sin® g, + 4r” (Z sin? qz—”) 2} B
—I-(’)(mg)'.} V (5.232)

Berechnung des O(m)-Beitrags zu X(4):(1-2)

Der massenunabhingige Beitrag zu »(A):(=2) Jauget

y(4),(1-a) _ Q2CAlf dlq 8,(vel, — ’."gp)(_iﬂj‘ 2rAy ) (vr&r — ir¥r)3,
074 J_, (2m)* 4AZA,

™

(5.233)

Berechnung der Beitrige zu g

Beim Ausmultiplizieren des Z#hlers identifiziert man die Terme, die zur linearen Divergenz

var X beitragen, dies sind genau die Terme, die proportional zu ungeraden Potenzen des



5.3 Berechnung der nackten GréBen in Gitterregularisierung 145

Wilson-Parameters sind. Fiir diese Beitrige ergibt sich

P 4 ~ o o o~ ~ oy T ~ o g 2 .y ox oy
2CAEf d*q 2A18,7,807rCr8r — 3,p8,0YrCr8r — 8oVoCr 8y — Ir°A18,5,5, 3,

_. (2m)4 4A2A,
T odig —LA4 - 2r?A2
= g°C 2 e,
g 4 / (27T) 4A1A2 + (a)
9., r [T d'q 1
= —g?Cy— Ola 5.234
coil [ S oE. (s

Behandlung der endlichen Beitrige

Die iibrigen Terme lauten

ngAi/W d*q 3,5: 67 dvr chﬁ T dlq 3,858,384
— 40

@M aAZa, a J_. (@m) aA?A,
2 22'1‘2 " d4q Algpg‘rgpé'r')/r 2 Zirz T d4q Algpgrgrépﬁyp
_QOCA 4 ~ _QOCA 4 ~ -
(2) 4A2A, —r (27) 4A2A,

(5.235)

Power-counting zeigt, dafi nur der erste Term einen im Limes ap — 0 divergenten Beitrag

ergibt. Die {ibrigen endlichen Terme lassen sich zu

) Aﬁf” d'q Bpbrdpied o ir? [T d'q AiG,E-EEes (5.236)

C = Cy— —
%o LM aAza,  PTe L et Az,

zusammenfassen. Die Vorfaktoren % machen nun wie im Fall der Feynman-Eichung eine

Entwicklung sowohl des Z&hlers als auch des Nenners nach a notwendig. Als Entwicklungs-
punkt wihlen wir dabei die Stelle g—ap und benutzen die folgenden Taylor- Entwicklungen
(keine Summation tiber p in (5.239) und (5.240))

¢ = d+ap,vucos((g—ap)u) + O(a®) (5.237)
A = A+ %p -G+ O(a*) (5.238)
5, = 3&,+ap,,+ O(a?) (5.239)
&, = ép—apyé,+ Oa*) (5.240)
A% — A% P ZPPQPSA?’; 2rifip-d O(a?). (5.241)

Damit erhilt man fiir (5.236)

gchﬁ/” d'q s’pgfg,im}_ ) Aﬁ T dig Algﬁg,f,@%
’ —r (2m)* 1474, a Jop(2m)t AZA,
) dqsspcsﬁ ) ”d4q.§§§pE;}
2 2 THplpoT 2 2 pS78pPrCr
+g5C 4ir / + gy C 4ir / —
0 Tt 4A2A, 0 (2m)*  4A2A,

d* . -
+g§CAz'r2/ q 8p878p8-pu cos((g — ap)u)vu
4A2ZA,

_2920 ir? T q 5p-§r§p§r¢(P'd—2Pn€fu53+2T2A1p-é)
o (2m)? 1AZA?
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RO ir? fvr d4q4 A18,8:PpCpCrr PERNY. frr d4q4 Ardpdrdppriss
- (27T) A%Ag —x (271') A%A2
2 [n d4q p- qungpET’Y-r
(2m)* 2A2A,

" d4q Algpgfgpér’Yr(P g - 2Pn@u52 + 27‘251}) . (}")
+242C ir2/ S s + O(a). 5.242
dhCair’ | s A (@) (5212)

Unter Ausnutzung der 27-Periodizitdt kann die Integrationsvariable ¢ nach g + ap ver-

schoben werden. Unter Auslassung verschwindender ungerader Terme und nach weiteren

trigonometrischen Umformungen sowie der Ausnutzung der hyperkubischen Symmetrie
ergibt sich dann schlieilich fiir (5.236) die endgiiltige Form

as ., .. 99 [T dlq Ay 1 A Ay As g A1AY
1 Cairt - ot o O(a).
T Azﬁwr/;ﬁ(%V( 4A1A2+A2+2A2+2A§ A%—I—r Az + Ofa)

(5.243)
Behandlung der Divergenz

Wir wenden uns nun dem im Limes ap — 0 divergenten Integral zu und miissen auch hier
den Zihler in Potenzen von a entwickeln (als Entwicklungspunkt wahlen wir ¢ — ap):

enl [ bt
Tla J (2m) 4AZA,

_ 200 i [T diq 8,8:CpC s 200 T d'q 3p8:PpBoCrpds
= ~Hota 97 5 ot Al PYRY) 2
-7 ( W) 4A1A2 - ( ﬂ-) 4A1A2
LP2C /‘ T d'q 8,3:8,pr Ervof
UL 2m)t aA2A,
20 f T dlq 3,8,CoCrpu cos((g — ap)u) Ve tr
T (2! 1A% A,
Nach Variablentransformation ¢ — ¢ 4 ap ergibt sich dann

[T d'q A T d'q  jipd
_g2C 1[ L s N o) z/ _fre
oty | ot eazh, P ), (2n)f 16A24,

T dig  pA, T odq —IPAIAL+ 2sipugiy
2 . 2 . utuy u
C P21 e
9 Az/;,r (27): 162, A5 1 %0 Az/:,, (27) SAZA,

+ O(a) (5.244)

(5.245)

Unter dem Integral kénnen wir ¢pgd durch —{ Ay ersetzen und erhalten dann nach weiteren
Vereinfachungen

-giC i[ﬂ d'q /
*a (27)° 16A1A1 64A2A1
| o d A A _ 2A2
+g§CAif 9__§As i/ q4¢ 3 — r°Af)
a ( ) A2A2 a 4A1A1A2
2 . T q ]5A4( 3—?‘2A2
C
0 “”/_n (2m)f  32A7A,
T d4q ]5A4 T d4q ISAS
2 . 2 .
C e C —_— . 5.246
9 “”/_ﬁ (2r): 320, A, 1 90 Az/:,r (2m)7 16A2A, (5.246)
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Die beiden Integrale in der zweiten Zeile sind im Limes ap — 0 endlich und k&nnen nach
der iiblichen Entwicklung von Z&hler und Nenner als

;T gt A . T g4 y As — r2A2
QSCAE/ q4 4 3 —gﬁCAif 9'4 4( 3~ 7 i)
a ) (2m)" 4A2A, @ (2m)1 4A1A A,
9 . T d4q —A3A4 + 2A3A5 9 A3A4 (2 - A])(Ag - T‘QA%)
= gyCaip 22 -r 2 2
—r (27T)4 8A1A2 4A1A2 SAIAQ
Ag(Ag — r?A?
_Aa(As _ 1) (5.247)
32A1A2

geschrieben werden. (5.246) kann daher zu
i T d4q [T d4q
el [ o [
@/ (2m)* 164, A, —r (27) 64A7A,
+g§CAZ]§ i d4q (—A3A4 + 2A3A5 2 A3A4 (2 - Al)(Ag - T‘QA%)

. (2m)? 8AZAZ | 4AA] BAZA,

o, A (5.248)
32A1A;  16A2A, '

vereinfacht werden.

Mit Hilfe der in [EM] tabellierten Integrale lassen sich jetzt die noch verbleibenden diver-
genten Beitrige

if” dq g _ 2% f” diq  vp8.C,
aJ_n (271-)4 16A151 a J_ . (277)4 16A151
1 1,494, 1 1 1672
= 16n? ip (—2 In(a®p®) - 5E T 2Foooo +1- 16 Zoooo) + O(a)
= ip 11(“) L+ S Faoor + 1 + O(a) (5.249)
= 1671-22 2 n\a p Z’YE 5 +/0001 a .
und
T dtq  idpd ) T odq s,Cp8.C,
_f T = —4zfyp]5fny 4%
—= (27)7 64227, _r (2m)* 64424,
1 1 1 1 1 16x?
= ip (| —=In(a’p®) — = - - z O
16,“_2”5( 9 n(a“p®) Z'YE + 5 0000 + 5 16 0000) + O(a)
1 1 1 1 1
= —ip( —-In(a’p?) — —F ~)+o 5.250
16,,1.22]5( 5 n(a“p®) 5 7B + 5 10001 + 2) + O(a) ( )
angeben.

Daher verbleiben wir schliefllich mit dem folgenden Ausdruck

3
Z—iCAiﬁ( — In(a?p?®) — 75 + Foom + y

T g4 _ _ L 2A2
+41T2/ d*q ( AszAy + 2A3A5 2A3A4 n (2 Al)(Ag r Al)

_. (27)? IAZAZ | AA2 IATA,

TS (5.251)
8A1A;  4AZA, '
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fiir den anfangs identifizierten divergenten Beitrag.

Zusammenfassung der Terme

Gemeinsam mit (5.243) und dem linear divergenten Anteil kénnen wir dann

- 24 . 3
yw(4)(l-a) _ —SCAW(— ln(a2p2) g+ Fooor + >
47 9
1452 /fr diq [ —A3Aq+ 2A3A5 2 AsAy N (2 — A)(Ag — r2A2)
. (21T)4 QAfA% A1A§ ZAng
Ay As 9 Ay g 1
+8A1 Ag + 4A2A2 d EYANWAY tr Asg
A A A AlA
2 21 224 20 FRANRAY]
TR 2AZ T A2 +r A3 ))
o r T odig 1
_ﬁCAE”z/ (2r) 27, + O(mo) + O(a) (5.252)

als Endergebnis des masselosen Falles festhalten.
Berechung des O(m})-Beitrages zu %40~

Algebraischer Ausdruck und Vereinfachung

Der jetzt zu betrachtende Term ist durch

T d'q q—ap
9 .
—mobag5Ca f_ﬂ m)i sin ( 5
p
(q+ap) .. (q+ap) }
. ’YpCOS 2 — trsin 2
| P e

- 2
qx
- —3 sin 2r sin?
E/\ Tasingy + 9 ]

[ q+ap . . [q+ap
| Y- COS — trsin
L 2 T 2 T
-2
-sin (q—ap) lZZsm (q—ap)]
i

—2

2
.2 2 2 v
v+ 4 — 5.253
E sin® g, + 4r (E sin 2) ( )

v v

gegeben. Die Divergenz dieses Terms ist wieder vom Typ log(ap). In den im Zihler auftre-
tenden Cosinus-Funktionen kénnen wir daher das Argument von g nach g+ap verschieben,
denn die dabei auftretenden Korrekturen verschwinden im Kontinuumslimes. Wir diirfen
somit z.B. ¢, ohne zusétzliche Effekte durch ¢, ersetzen. Damit kénnen wir den Z&hler als

5,(vpc, — ir8,)(—ig + 2rA1 ) (vre, —ird,)3,
= VplpS oy Cr5r + AT ALY C o8 oY Cr B — 4r2Af'ypcp§p'chT.§T
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—ir8,8 pddv-cr8- + 4r2.§p.§pA1¢7,cT§T + 4ir35p§pAf'chT§T

— i1 ,CpB o5 Br + 47781 B Ary 8 of + 4ir° 55, A2y 0,3,

—1r28,8,5, 5 — 4ir°5,3,8, 54 A + 4r?5,5,5, 5, A? (5.254)
schreiben. Nur der erste Term fithrt dabei im Limes ap — 0 zu einer Divergenz. In den
iibrigen konvergenten Termen ist es dann erlaubt, §, und 5, durch s, zu ersetzen, es handelt
sich auch hierbei nur um einen O(a)-Effekt. AuBlerdem kénnen wir in diesen Termen auch

im Nenner ap = 0 annehmen und daher alle konvergenten Terme, die ungerade in ¢ sind,
aufler Acht lassen. Wir verbleiben dann mit

YoCp8p N4V Crr — 47‘2Afcp 8,Cr8:YpYr + 4T2A15§CTST¢%
+4r? Ay 82,8, o — TP 8285 Ay + Artsisi AT
= AjAy - A3Ay + 2P AZA 4 4rt AL (5.255)

Dabei wurde 54 = 4(51 - 53) ausgenutzt, wobei der Term in 53 auf einen endlichen

Beitrag fithrt, so dafl wir dort ohne Korrekturen Ajz anstelle von A3 schreiben kénnen.

Gemeinsam mit dem Nenner lautet dieses Ergebnis:

T d4q A4 —A3A4 + 2:"2A2A4 + 4:"4A4
o f _ L L O(a). 5.256
mogdp*a (271.)4 4A1A% + 4A%A% + (a) ( )

Im zweiten Term sind die endlichen Anteile zusammengefafit, wihrend der erste die Di-

vergenz enthélt.

Behandlung der Divergenz

Abgesehen von einem zusétzlichen Vorfaktor trat der divergente Term auch schon in der
Feynman-Eichung auf, so dafi das Ergebnis direkt iibernommen werden kann. Man erhélt
damit fiir den Beitrag erster Ordnung in mg zu »(4):(1-2) das Resultat

g 2 9 5
—C4 < -1 - F —
my A A{ n(a”p*) — vg + Foom + 5

44 2 fﬁ d4q A4(A3 — T2A%)(2A1 — A3z + TzAf)

— (2m)4 A3AZ
T d4q —AszAy+ 21"2A2A4 + 4rt A
—|—47T2[ L LY+ 0(a)
. o) ATA]
o} 5 —a
= moﬁCA {—111(612])2) — g + Fooor + E — 4#212(:12 )} + O(CE) (5.257)

Berechnung von ¥ (B),(1-a)

Der zweite Graph liefert den folgenden additiven Beitrag:

1 [ dY
(B),(1=a) _ _ 2, BN\ o _ el
) = —g;Cy » /_Tr 2r)! sin ( 5 ) [i7, sin(ap,) — rcos(ap,)]sin ( 5 )

—2
[2 Y sin? q—"] (5.258)
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" dtq sn? (%)
(27)  4A?

20 limpsintap,) — reos(ap)] [ A0 ]
= - — |2 sinla — rcosla — Y T
ot g HTe SR Pell | (2m)3 16A,

1 . .
= —ggCA%[z'ypsm(app) — rcos(app)]f

L5 (m).FEY

= Z_;CA“”?[‘”/ Gmyrea * Zf_i(&) x| O

Zusammenfassung aller Beitrige zu XF4N

Insgesamt ergibt sich:
SLAN  _ w4 FEY | y(4),(l-0) | yw(B)FEY | y(B).(1-a)

. r
= PN L mongaN 4 Iapan,

Dabei sind
1 i d4q —A3A4 + 2A3A5 A3y
yLAN _ 95 __42/ )
L AT ) IA2A2 " ALA
(2 - Al)(As - TzA%)
2AZA,
Ay Aj g Ay 9 1
— 3 -
Yeaa, Taaza, T anaa, A,
A A A AlA 3
2 81 9 24 2 5 FRASFAY:] 9
A, T T R T Az Tea,
_ A5 _ A4(A3 — 1‘2A%) _ :I'2ﬁ
4A2A, 4A%A, Ay

+0(a) + O(m?)

_ as 1 2 (;FEY | ;(1—0) 2
= ECA [—§+47r (121 + Iy, ) + O(a) + O(my),

o 15
E%AN = ﬁCA [3111( )—I— 3vg — 3F0001 — 7

—41T2 /‘1r d4q T2A4 - 16T2A1 + 47‘2A% A4 + A3A4
(

_ (2m)? A2 ~16AZ T AZAZ
4 T odlq (83— A1)AL(Az —r?A%) (24, — Az +r2A2)
_ (2m)? ATAZ

+0(a) + O(my)

)

|

o} 15 —a
= —C4 [3111(‘1219 )+ 3vE — 30001 — 5 47? (]FEY + ]2(312 ))]

4m
+0O(a) + O(myo)

und
NLAN — pFBY _ T‘iCAzlferzo + O(a) + O(md).

(5.259)

(5.260)

(5.261)

(5.262)

(5.263)

(5.264)

(5.265)

(5.266)

(5.267)
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Dabei haben wir auch das erste Gleichheitszeichen nur modulo Termen der Form O(a) +

O(m?) nachgewiesen. Die numerischen Werte fiir die verbleibenden Integrale lauten im

Fall r =1
1579 = 117 = 0.064801. (5.268)

5.3.5 Skalare Dichte

Es wird also im folgenden der 1-Loop-Beitrag [\1"(}9) zur amputierten Greens-Funktion
Ar(p,—p) aus Abb. 5.5 im Fall I' = 1 berechnet. Dieser Ausdruck ist durch

B w/a dk B
) = [ VAN, Ay, Al(p — k. b, —p)Sp(p — KT

—nfa (27T4)
'SF (P - k)vpaca:[)\: Ap: X](pa _ka k — p)Dpa (k) (5'269)
gegeben. Wie im Fall des Propagators kann dabei zunéchst eine Substitution ak, — k,
durchgefiihrt werden. Aufierdem werden wir als Integrationsvariable g, := ap, — k, ver-
wenden.

5.83.5.1 Feynman-Eichung (o = 1)

Im masselosen Fall, den wir hier ohne Einschrinkung annehmen wollen, schreibt sich das
entsprechende Feynman-Diagramm als

—x (27)"

[% cos ((q +2ap)p> _irsin ((q +2ap)p)]

. . . qx
—i Z’m sin gy + 2r251n2(?):| 1

B T d4q
AP (p) = —QSCA/ —{

L A A
—iZ’YA sin gy + 27‘251112(%\)
L A A

e (4572) -iom (532

- -1
[’ (& —Zama)]
~ 97 —2
Z sin?(g,) + 4r? (Z sin® (%—)) } (5.270)

T T

Dieses Integral stimmt exakt mit demjenigen iiberein, das uns bei der Berechnung des
O(m})-Terms des Propagators iiber den Weg gelaufen ist, man vergleiche mit (5.170).
Wir kénnen daher sofort das Endergebnis

o

APY (p) = ﬁCA [—4In(a®p?) — 4vp + 4Foo01 + 10 + 472 [EFY] + O(a)  (5.271)
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r

(p—k),d (p—k),d
p.a p,b

k,c

Abbildung 5.5: 1-Loop-Korrektur zu Or auf dem Gitter
angeben.

5.3.5.2 Landau-Eichung (a = 0)

In Landau-FEichung ist noch der folgende additive Term

AT = gics f(;T?{n (Q—Za}?)
[rom(2572)-rn (2572

. . . 2.9
—i Z'y,\ sin gy + 2r ZSH’IQ(E)
) A

1

. . 2.9
—1 Z'y,\ sin g + 2r Zsmz(?)

L A A

[ (8522 - (8572 (15%)

[ ()]
- [Z sin(g,) + 4r? (Z sin? (%"))2} ) (5.272)

(23

zu berechnen. Auch dieser Ausdruck ist identisch zum entsprechenden O(m})-Term im
Propagator (5.253), so dafl wir mit

]‘]IfAN(p) = [X‘EEY(p) 1 f\gll_a) (p)
2 15 .
= ﬁCA {—31n(a2p2) — 3vg + 3Fh001 + 5 + 472 (Igfy n Igg ))}
ot (5.273)

verbleiben.
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5.3.6 Pseudoskalare Dichte
5.83.6.1 Feynman-Eichung (a = 1)

Im Kontinuum konnten wir den Ausdruck fiir A, im masselosen Fall leicht aus dem
entsprechenden Term der skalaren Dichte gewinnen, denn es galt

Any(p, —p) = Au(p, —p)7s. (5.274)
Auf dem Gitter ist es nicht ohne weiteres moglich, das hinzugekommene -5 zu isolieren.

Der Grund hierfiir liegt in der Wilsonschen Formulierung der Fermionen. Man erhélt im
Fall I' = v5 den Ausdruck

~ T dig g+ ap . . fgtap
FEY _ 2
AL (p) = —g5Ca f_ﬁ @) |:'YP cos (—2 ) —irsin 5 )

. . .94 . . .94y
—QXA:’YASIHQ'/\‘FZTSIH 7] 5 l—zz)‘:%\ sin g + 2rsin 7]

cos g+ap — {7 sin g+ ap
k& 2 e 2 e

- -1
iz (152 |
L o 2 H

- —2

2
.2 2 . 2 Qv
) a3y il : 5.275
sin” q, + 4r ( sin 2) ( )

v v

von dessen Zihler wir nur

—(7pep — irsp)(—ig + 2rAg )ys(—ig + 2rAq ) (ypc, — irs,). (5.276)

betrachten miissen. Man erkennt, daf} sich das +5 nicht wie im Kontinuum ganz nach rechts

schreiben 148t, ohne die relativen Vorzeichen der einzelnen Terme zu verdndern.

Nach Ausmultiplikation und Anwendung der Rechenregeln fiir Gamma-Matrizen identifi-
ziert man nun zunéchst mittels Power-counting die Terme, die im finalen Resultat endlich
bleiben. Von diesen brauchen wie oben nur diejenigen weiter beriicksichtigt zu werden, die
gerade in der Integrationsvariablen g sind, denn der Nenner ist ebenfalls gerade. Ferner
formt man die Terme durch Anwenden von {7,,7v5} = 0 so um, daB das im Vergleich zur
skalaren Dichte hinzugefiigte 5 jeweils ganz rechts steht. Somit nimmt der iibrigbleibende

Ziéhler die Gestalt

cﬁq275 + 4r2Afci'y5 + rzsiq275 + 4r4Af.si'y5
= (4= APy +4r%(4 — ADA s + r? A1 g ys + 4rf Al (5.277)

an. Insbesondere ist der erste Summand der einzige, der auf eine Divergenz fithrt und
stimms (bis auf ~5) mit dem divergenten Term der skalaren Dichte iiberein.
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Damit kénnen wir dann auf

i T dig 1A,
o) = g f
” —r (2m)% > sin? ((q_gp)“) A2

9 Todlg —A1AL +16r2A7 — 4r2AS + r2A A + 4rtA3
+9;C 4 :

_, (2m)! 4A1 A2 b
(5.278)
schlieflen. Mit der Formel (G.16)
1 1 Az — r?A2)(2A; — A + r?AT

_2: 2 ( 3 r 1)( 212 3+r ]_) (5279)

A5 16A7 ATAS
koénnen wir aus dem ersten (divergenten) Integral noch einen endlichen Anteil extrahieren
und erhalten so fiir den konvergenten Teil von jifjsEY insgesamt

A4(4A3 — 47‘2A%)(2A1 — Az + T‘zA%)

+—A1A4 + IBTQA% — 47"2A:f + 7"2A1A4 + 4T4A:f s
4A1A2
_ { AzAy A2ZAy 3 lr2 A —r4A1A4
AZAZ  A3AZ 2 AjAZ A2
TAy 1 ,A s A1 5 A? 4Af}
———— A+ =t - = s (5.280)
1A T AT AT T AT T A

Das verbleibende divergente Integral stimmt nun mit dem der skalaren Dichte bzw. des

massenabhéngigen Teils der Selbstenergie iiberein, und wir geben sofort das Endergebnis

o
AZEY (p,—p) = 75 + ﬁCA [—4In(a®p?) — 4vg + 4F1000 + 10 + 472 [EEY ] 45 + O(a)

(5.281)
an. Dabei ist
TEEY oy (2A3A4 CAA, 12 AR 8184
ATAZ T ASAY 2" AA2 A2
LAy 1 ,A4 oA LA AT
B SR e RPN e GRS e 5.282
aa T a Tttt e T Az T Az (5.282)

Den numerischen Wert bestimmt man fiir r = 1 zu IEEY = 0.071126.

5.3.6.2 Landau-Eichung (a = 0)

Analog zur Betrachtung der skalaren Dichte erhilt man im Fall der pseudoskalaren Dichte
den Ausdruck

- T gt —a
(1—a) _ 2 q . fg—ap
A% (r) ¢ /;,,r (2m)? {Sln ( 2 )p

_ ['rp cos ((q +zap)p> _irsin ((q +zap).o>]
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. . . qx
— 9 2012
ZE ~sin g, + T‘E 51n(2):|75
A A
. . . qx
— 9 2012
z% vy 8in gy + r% 5111(2)

o (472) - (45 (157).

|, Y sin? ((q —Zap)a)] -
Z sin?(g, ) + 4r? (Z sin? (%)) 2 . (5.283)

2 o

Der Zahler des Integranden schreibt sich daher unter Auslassung von O(a)-Termen als
Gp(vpcp — irs,)(—ig + 2rAq)ys(—ig + 2rA; ) (yrer — irss)ds. (5.284)
Durch Vertauschen der Gamma-Matrizen ergibt sich hieraus

§odr(vocp — irsp)(—ig + 2rAp)(ig + 2r A1) (=Y — irs,)7ys

= —§p§T{7p'chchA4 +irs;YpCo Ay — irs,vre Ay + r2sTspA4
+4r2'yp'chchAf + 4ir3577pcpAf — 4z'r3.sp’chTAf + 47‘45957Af}75. (5.285)

Nur der erste Term ist divergent, so dafi man in den anderen Termen s, durch s, ersetzen
kann. Unter Vernachlissigung der in ¢ ungeraden endlichen Terme erhélt man

— (8587 7pvrCocr Ay + rzsfsiA4 + 4r2'yp'yTspcpsTcTAf + 4r4s§53Af)75. (5.286)
Unter dem Integral kann man dies weiter zu

— (558,775 CoCr A + ZTQAfALl + 4T4A‘11)'y5
= - (AlA4 — A;;A4 + 2T2A%A4 + 4T4AL11) V5 (5.287)

umformen. In den konvergenten Anteilen kann nun die Tilde entfernt werden, da es sich da-

bei nur um O(a)-Effekte handelt. Mit dem Nenner n A% A erhélt man insgesamt denselben
1=2

Ausdruck wie bei der skalaren Dichte

. T dlyg Ay —A3As + 2r2AZA, + 4rTAT
Al=2) () = —g2C f ~ L LY vs. (5.288
w0 = | nyi 1, 1573 e

Dies ist das Ergebnis aus (5.256), und es folgt

~ o o] 5 —a
Agls '(p) = ﬁcA {ln(ang) + 76 — Fooor — 7T 4rr21§2 )}75 + O(a) (5.289)
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sowie das Endergebnis
AN () = ALEY(p) + AL (p)
= Z—;C’A {—3ln(a2p2) — 3vg + 3Fu001 + ? + 472 (I};EY + ]gz—a)) } 5
+0O(a). (5.290)
5.3.7 Axialer Vektorstrom

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten Ap (p) fir I' = 1 und I’ = ~5 berechnet
worden ist, wird nun der Fall I' = 7,75 betrachtet. In 1-Loop-Ordnung lautet das zu
betrachtende Diagramm

i "le dk deb 3
Ayvs(p) = / (2W4)Va (A, Ao, Ml(p — k. b, —p)SF(p — k)7us
-Sp(p — K)V A, Ap, M(p, —k. k — p)D o (k). (5.291)
Nach der {iblichen Substitution und Einfiihrung der Integrationsvariable g, := ap, — k,

betrachten wir auch hier nur den masselosen Fall.

5.3.7.1 Feynman-Eichung (a = 1)

Algebraischer Ausdruck
In Feynman-Eichung erhilt man fiir den 1-Loop-Beitrag den Ausdruck

M) = i [ (j—f)f{ o (L2220 g (2]
Y g oY (4)
_—i Z/\:'YA sinqy + 2r ZA:sixﬁ (%’\)

[om (55 (222

[ )]

Y sin?(gr) + 4r? (Zsin2 (%)) } } (5.292)

[ S

T T

Wie in den bisher betrachteten Gréfien ist auch dieses Integral im Ultravioletten logarith-
misch divergent. Im Z&hler setzen wir wie gehabt ap = 0, denn wir wollen O(a)-Effekte
unberiicksichtigt lassen. Mit den zuvor eingefiihrten Abkiirzungen sieht der Zihler dann
wie folgt aus:

—(vpe, — irsp)(—ig + 2rAq )vuys(—ig + 2rA ) (0, — irs,). (5.293)
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Vereinfachung des Zihlers

Nach Ausmultiplikation zeigt sich durch naives Z&hlen der Potenzen, dafi nur der Term
Y pC oY Ysd7YoC,p einen divergenten Beitrag liefert. Die tibrigen Terme tragen somit im Limes
a — 0 nur dann bei, falls sie gerade in ¢ sind. Man verbleibt noch mit

o ruvsdve + 2r2Avcos o (Yuvsdve + 41 VsVe + YoVu Yol + Vol vuVs)
—rzsf,ﬂfy”%gj - 47‘2Afcifyp'yufy57p + 4r4A%si7#75. (5.294)

Mit den bekannten Rechenregeln fiir Dirac-Matrizen ergibt sich

YuYsdYp + dvu 5o + VoYuvsd + Yol VuTs
= 4(gp1u¥s — Supds) , (5.295)

und die verbleibenden Terme im Zihler lassen sich als

ci'Yij'Y.u%ﬂ'Yp + 8"2Alcp3p(q97u75 = Gupfys) + "28,2,(2%71 - 7uq2)75
+ArP A2e2(28,,v, — Ya)vs + Ar AT S2 v, (5.296)

schreiben. Als nichstes wird die Summe {iber p explizit ausgewertet. Dabei sind wieder
die iiblichen Bezichungen zwischen den Dirac-Matrizen sowie die Additionstheoreme tri-

gonometrischer Funktionen auszunutzen. Ferner kénnen wir s2 unter dem Integral aus

1
Symmetriegriinden durch %Z u sﬁ ersetzen (ohne Summation iiber y). Ebenso kann im
Integranden ¢4 = ¢.9.7. Zu %fyuqz vereinfacht werden, da der Term fiir v # p ungerade
in einzelnen Komponenten von q ist und damit unter dem Integral verschwindet. Man

verbleibt mit folgenden Termen im Z&hler:

5
oYY + §r2A1A4~m5 + 2r? Ay s — 8P ATy, s + 4rt Ay,
(5.297)

Nur der erste Term fiihrt zu Divergenzen und kann mit Hilfe der Vertauschungsrelatio-
nen der Dirac-Matrizen und unter Benutzung unserer abkiirzenden Notation unter dem
Integral durch

2A47uYs — 4qudys — AsTuYs (5.298)

ersetzt werden. Die Divergenz steckt nun in den beiden ersten Summanden, und wir kénnen
als Zwischenresultat

_ T d 2847, — 4
Avus(p) = g5Ca f (2734 : 427“ (q—ai‘;? 2
- [4 >, sin (T)} A3
20 T dlq —As+ 5 ALAL 4 2r% A - 8rPAT + 4rfAT
FRCATYs | oy 441 A3

(5.299)

angeben.
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Behandlung des divergenten Anteils

Das erste Integral ist im UV-Limes a — O logarithmisch divergent, das zweite bleibt
endlich. Mit der schon verwendeten Identitit (G.16)

1 1 Ag — r?A?)(2A; — Az + r?A}
= +( 3 il = ) (5.300)
A7 16A7 ATAZ
ergibt sich hieraus
- ag T d'q 2A47, — 49
A’Yu’Y5(p) = 4_CA16"T2/ 2 £ uﬁ 575
T —x (27)° [42 sin (q 2L )} [43, sin? ()]
g o [T dg Ay 2 A2 242
—C 16 —— (A3 —r*AY(2A1 — A A
5 Cumaston? [ [ s - abiea) - A 17a)

5
+m(—A5 + §T‘2A1A4 + 2r? A — 8r2AT + 4r'AY) | + O(a).
(5.301)
Dies schreiben wir mit der Abkiirzung 4 als
< ag T dYg 2A47, — 4q
Ayvs(p) = 4_CA167"2/ a— app 2! 215
& —r (2m)* [42 sin ( )} [43, sin? ()]
o
+ﬁCA’)’H’Y54Tr L1+ Ofa). (5.302)
Das divergente Integral ist dann durch
T d 2047, — 4
16%2/ g 47e — 4qud s
g (2m) [42 sin (q ap)p )} [43, sin? (2]
= 1672 fﬂ d'q 290009090 — 49u907p s
= M a5 sin? (458 | (47, sin? (%)
= 1677 (8v.0,000, — 167,1,,) s (5.303)

gegeben. Die Abkiirzung /,, wurde bereits bei der Betrachtung der skalaren Dichte ein-
gefiihrt. Im Limes ap — 0 gilt

1 [1 - Puby
w = Te [E%u(? — In{a®p®) — v& + Fooo1) + 8p? ] + Ofa). (5.304)

Mit Li(a?p?) = In(ap)? + vg — Fooor ergibt sich fiir das zu untersuchende divergente
Integral also

1671-2 (Sf}/ué‘uplup - 16FYP].FLP) 75

! 22 1 1 2,2 16 pp
= 8% [1(2 = Lu(@®p?)) + | — 18 5 (2 La(@®p)) — p;% + Oa)
_ 2 2 ]5}9”
= 7 [(2— Li(@®p?)) + 1] — 2575 + O(a)
_ _ 2 2y _ ]5Pu
= 75 (—In(a®p?) — v + Fooor + 3) — 2775 + Ofa). (5.305)
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Endergebnis
Damit lautet das Endergebnis auf dem Gitter
1 ag P
Afﬁf (p) = ECA [’Y,u’YS (- In(a’p?) — v + Fooon + 3) — 2%75
—|—47’l’2’)/u"}/5]A:| + O(a). (5.306)

Der Wert des verbleibenden konvergenten Integrals wurde fiir r = 1 numerisch zu I{Y =
0.005323 bestimmt.

5.8.7.2 Landau-Eichung (« = 0)

Algebraischer Ausdruck

Der additive Term im Fall des axialen Stroms lautet

A2 (p)
o /"" (3334 5o(vo8, — ir8,)(—id + ZTAli'gL;YZ(Q—i¢+ 9 AL (yrér — ir8r)3y
- 1=2
= QSCA /7r d4q 5p(7p5p — i?‘gp)(—iﬂ + ZT‘AI):Y;L(M + 2r Ay ) (=7, 6 — ird,)3, .
— (27)° 1A2A2
(5.307)
Vereinfachung

Nach Ausmultiplikation des Z&hlers identifiziert man genau einen Term, der im Limes
ap — 0 divergiert. In den {ibrigen Termen setzen wir wie gewohnt ap = 0 und schreiben
endliche Terme, die ungerade in ¢ sind, nicht mehr mit. Man verbleibt dann mit

_gpg-r{\ép\ér')/pﬁ'mﬂ’)fr + 27‘2A16987—‘Yp¢7u - 2T2A169577p7uﬂ + 4T‘2A%CPCT’Y,0'}/“’YT
+r25p37;hu¢ - 2r2Alschghu’yT + 21‘2A1.spcr’yuﬁ% + 4T4Afspsfﬂyu}~y5.
(5.308)

Im ersten (divergenten) Term schreiben wir é anstellen von ¢ und kénnen den Zihler unter
dem Integral daher durch

1- -
= (deémd# +2rf AT Ay, + 4T4A?w) s (5.309)

ersetzen.

Vereinfachung des divergenten Anteils

Aus dem divergenten Beitrag
" d' ddvadd
2 i
-g,C —_— 5.310
9o A[ﬂ (2’”)4 16A%A%75 ( )
kénnen wir mit Hilfe von (G.16)

L _ 1 n (As — T2A%)(2A1 — Az + TQA%)
AZ = 16A7 AZAZ

(5.311)
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einen weiteren endlichen Term abspalten. Auch hier setzen wir ap = 0 und erhalten

T oddq AZ(Ay— r2A2)(2A; — Ag + r2A2
—QSCAf g A%(As 1)(2A1 — Ay 1)%%_ (5.312)

g (2m)4 16A%AZ2

Die Divergenz ist somit in

T odq ddv.dd
—g2C / [ 5.313
ot . (271_)4 256AfAf75 ( )

enthalten, und wir benutzen als nichstes (keine Summation iiber p)
= 2 2
Gp = gp—apy(1—2s,)+ O(a”)

% = Go+app(l —2s2)+0(a?), (5.314)

um zunichst das erste ¢ und danach das zweite & zu entwickeln. Man beachte, dafi es nicht
moglich ist, beide é’s nach a zu entwickeln, da ansonsten aufgrund des Af im Nenner ein
Pol vierter Ordnung bei ¢ = ap entsteht, {iber den nicht ohne Divergenz integriert werden
kann. Zunichst ersetzen wir &ﬁvyﬁg also durch

Asvudd + adppro(1 - 25%)%%& (5.315)
und dann durch

A47ﬂA4 - GA‘I’WMPP'}%(I - 25%) + a&pﬂ’p(l - 25%)7;4&- (5.316)

Die Terme, die si enthalten, sind vom Typ a-(endliches Integral) und kénnen vernachlissigt

werden. Mit A4 = 451 - 4&3 ergibt sich dann
16A1 A1y, — 3241 Asy, + 16A%7, — alsv,dp + adp.d4. (5.317)

Insgesamt erhalten wir daher

< (1—a T dig [—2r7A%A,  4riAd
A%%)(p) = gCa 4 AT TATAZ
—_x (2m) 4ATAS 4ATAZ
_Aﬁ(Ag—Tzﬂl)(ZAl —A3+7‘2A%) n Az _ Ag
16ATA2 8AT  TeAl [T
T dig 1
2
- C - ~a ____ ~
o Af—n (2m)? 16A1A1%ﬁ5
Y Rt L
0 _x (27)% [ 256A7A2  256A7A7

}75 + O(a). (5.318)

Vereinfachung der endlichen Anteile

Wir werden jetzt zeigen, dafl die Integrale der ersten beiden Zeilen zusammen Null ergeben

und benutzen dazu

Ay = Ay +4riA?
Ay = 4A; —4A;. (5.319)
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Man erkennt dann
—8r?A4AT — 16r1AY — AZ(A5 — r2AY)(2A; — A 4 r?A2)
+2A3A1(Ag + 4r2 A% — AZ(A4 + 4r2A%)?
= —8r2AZAZA, +32r2A%AZ — 3272 A%A3
= —8rAZAZ(A4 + 4(A3 — A}))
= 0, (5.320)

was auch numerisch iiberpriift wurde. Damit verbleiben wir mit
- T dig 1

A(]—Oﬁ) = - 20 e ——

Yus (p) ot a (M) 16A, A,

T d'q [A A 41,44

—I—ggCAa/ q { 1Yudp _ 37udp _ dpvudd

(2m)* | 64A2A2  64A2A2  256A2A?2

YuT5

}75+(’)(a).

(5.321)

—T

Der Term in Az ist endlich und ergibt aufgrund des Vorfaktors a keinen Beitrag. Daher
kénnen wir

A=) = —ge, [ I .

2 Tod'q [ vudp 4. dd
T Caa /_ﬂ (27r)4{64AIAf  256A2A2 }% +Oola) - (5:322)

schreiben.

Berechnung der UV-endlichen Integrale im Kontinuumslimes

Die beiden letzten Integrale bleiben im Ultraviolett-Limes a — 0 endlich und kénnen daher
mit Kontinuumsmethoden ausgewertet werden, man vergleiche dazu auch [KNS]. Mit

of g [ S
. (2m)T 644, A7 —= (2m) 643, sin? (452), (2, sin® (%),)°
_ asffrr/a d'q sin{ag,)
—rja B 5 (a5in (a732) )? (T, (25in (a3))?)’
_ fvr/a diq L sin(aq,)
s O 5 (2 in i) )7 (5, (in (a5),)7)
4

erhalten wir

T odlq b =0 f g d
2 4 a 9 )

Caa A C . 5.324
ot /_ﬂ (2m)4 64A; A2 e 9oCaVuob (27)% (¢ — p)2(q?)? 5 ( )

Nach Feynman-Parametrisierung

11—z

ab 2f0 d“’[(a —b)(1—z)+ b

(5.325)
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ergibt sich der gleichwertige Ausdruck

diq 1 1
2¢ 2/—2/ drz(l — ) 5.326
o ATup (211_)4 o ‘7‘.1‘( 'T’l) [q2 —|—p2m(1 — .’L‘)]S 75 ( )

Unter Benutzung von (G.20) erhalten wir schliefilich

d q A1 7##]5 a—0 1

2 2
C a[ = — C YuYs- 5.327
go A (2 )4 % % (I )290 ATu'td ( )

Das zweiten UV-konvergente Integral kann in derselben Weise behandelt werden:

T d'q il oo /d4q (9 — p)pprav(g — p)
2 B a 2 pPriy o
—g5Caa —— — —g:C e Yu Yo Yo -
9°A.[n@mme&g S R I (TR D rO
(5.328)
Die Feynman-Parametrisierung wird mittels
L z(1—z)
=6 de——m—————— 5.329
a?b? /0 Ha—b)z + b (5.329)
vorgenommen und ergibt nach Substitution ¢ — ¢ + px
dq [ (g + p(z — 1))opr(g + pa)u(q + p(z — 1))
2 T v a
—g5C 6] dex(l — rYu Yo Yo
fota /(27r)4 /; va(l = 2) [¢° + p?a(1 — x)]* e
(5.330)

Nach Ausmultiplikation des Zihlers brauchen nur die Terme beriicksichtigt zu werden, die

gerade in ¢ sind, und man verbleibt mit

"~ d'q  dpradd
_ 2C af ~P"
JomAt | n) 256A2A2

a—0 d4q !
— —ggCAfW6/O dmm(l—m){

d4q qoqv
-1 THCG
(= ”p./@ﬂﬁ@+p%u—wm
diq 4o
—1p,
e ”pﬁ/mMHf+p%u—ww
dlq 4p9s
”“”ﬂwVW+ww—mr

dq 1
(2m)* [¢? + p?2(1 — z)]*

+(z — 1)2@p,pupops f }vp%mm.

(5.331)

Ausfithren der g-Integrationen mittels (G.21) und (G.20) ergibt dann nach Vereinfachung
der Gamma-Struktur und verbleibender z-Integration das Resultat

L 2m)T256A7A2 A am

T odq dprdd o 1
_QSCAG/ q gﬁ)‘yﬂgd __)_>0 20 p,uﬁ (5332)
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Endergebnis
Insgesamt haben wir also
o 1 1, pub Todlq¢ 1
Al (p) = g2C4{ — = —2C'f—~— o
Sive (P) = G0 Cay o5 Tu¥s + 1o ety Gl R Ty 16A1A1’Yu75+ (a),
(5.333)

und das verbleibende divergente Integral kann in [EM] nachgesehen werden. Als Ender-

gebnis kénnen wir dann

'(‘flu"f?) (p) = ECA{(IH(CR}?) +ve — Foooo — 1)vuvs + ZPL’S%} + O(a)

(5.334)

notieren.

Daraus ergibt sich schliellich

ALAN FEY l—a
REANG) = RAEEY () + A9 ) (5.335)
= ECA Fooor — Foooo + 2 + 47T2]A Yu¥s + O(G), (5.336)

wobei wie oben bereits angegeben 74 = 0.005323 (fur r = 1).

5.4 Renormierung

Zu Beginn dieses Abschnittes sei auf folgendes hingewiesen: Alle weiteren Angaben bezie-
hen sich auf 1-Loop-Ordnung. Sowohl bei den nackten Groéfien als auch bei den Renormie-
rungskonstanten verzichten wir darauf, bei jedem einzelnen Term auf die Existenz hoherer
Beitrdge hinzuweisen, d.h. ein prinzipiell erforderlicher Summand (9(@%) wird stets igno-
riert. Auflerdem werden beim Invertieren von 1-Loop-Griflen Identititen formuliert, die
in héheren Ordnungen i.a. nicht gelten, beispielsweise wird das Inverse von 1 + ag - ¢ fiir

eine beliebige Konstante ¢ mit 1 — ag - ¢ angegeben.

5.4.1 Renormierung im MS-Schema des Kontinuums

Wir nehmen nun die Renormierung der Kontinuumsgréfien im MS-Schema vor.

5.4.1.1 Gluino-Propagator

Der nackte Propagator in Feynman-FEichung ist durch (5.55) gegeben:

2
2
S—l,FEY(p) — _2-15{1_1_ g CA |:__7E—|—]n47l'—1

(P )

2 1
5Ca [——7E+ln4ﬂ'——
€ 2

+m {1-1—4

_ [01 dz In (p%(l _:’2) + m%)] } _ (5.337)
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In Landau-Eichung lautet der entsprechende Ausdruck (siehe (5.74))

F

G LLAN (p)

= —ip

g 2
+mil+ =——C, 3| ——vg+Indm | — 2
1672 £

1 2
—3/ dzln (p i
0

1672

Z/]\VIS,LAN _—

Die Renormierungskonstante Z7% liest man dann

92

ZW,FEY — 143 C

m 1672 4
ZW,LAN — 143 g2 C.
m 1672

ab. Die renormierte Selbstenergie kann damit als

EW,FEY/LAN(

geschrieben werden,

ST )

ST )

MS,LAN
2 (p)

MS,LAN
Xy (p)

p) = —iﬁziﬁ’mw LAN (p)

_|_

g}

Daraus ergibt sich die Renormierungskonstante der Wellenfunktion Z/{VI_S zu

ZMS,FEY  _ ' 2
3 = 1—-—=04 E—7E+ln4'rr

als

2

(— —~vg + ln4'rr)
€
2

(— — g+ ln47r)
€

wobel die einzelnen Beitrige durch

r 1
1+2/ dz(1 —
L 0

gz r 1
= Cail244 dzl
1672 A_ + L wn(

92 r 1
- cilo+3 ] dal
T /O mn(

MSMS,FEY/LAN
mMs‘Eg / (p)

2

)l (p2.7:(1 —z) + miz

7
p?z(1 — z) + m?z

(2

p’z(l —z)+ m?z

(2

)

)

)

(5.338)

(5.339)

(5.340)

(5.341)

(5.342)

(5.343)

(5.344)

(5.345)

(5.346)

(5.347)

gegeben sind. Da wir spéter im MS/LAT-Schema auf die renormierten masselosen Gréfen

zuriickgreifen werden, seien diese an dieser Stelle noch einmal gesondert aufgefiihrt. Fir

m = 0 erhélt man nach Ausfithren der z-Integrationen

2

2m,FEY _ g C
1 (p) 1671'2 A
EW,FEY(p) _ g C
2 1672 4
MS LAN

0 p) = 0
EW,LAN(p) _ 92 C
2 1672 4

2
P
(1“?1)
2
P

2
(3111‘”—2 —4) .
7

(5.348)

(5.349)

(5.350)

(5.351)
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5.4.1.2 Skalare und Pseudoskalare Dichte

Im Fall der skalaren Dichte haben wir

2 2

N 2 3
APY (p,—p) = lgw Cad (— — g +In4dr — lnu_ + ) + O(e) (5.352)

berechnet (siehe (5.91) bzw. (5.92)) und konnten daraus
2 2

~ g 2 p 3
ALY (p.—p) = T2 0t (E — g+ In4r —In e + 5) vs + Ofe) (5.353)

folgern. In Landau-Eichung gilt gemif (5.98) und (5.100)

- 2 9 2
AN (p,—p) = 1g -C4 (3 (— — g+ 1n4rr) —3m 4 4) +O(e)  (5.354)
w € 7
bzw.
ALAN ¢ 2 p?
v (Pmp) = p5Ca(3( 7~ +ndm ) —3ln 2zt 4) s+ O(e).  (5.355)

Im MS-Schema schlieft man daher zunichst auf

- N 2 9

ZMSFEY pMSFEY 12 5Ca (— —7ve +In 47r) (5.356)
S S 2

ZMSLAN g MSLAN - _ lg ~Cy (— — g + ln4'rr) (5.357)

und erhélt mit den oben bestimmten Renormierungskonstanten der Wellenfunktion

MS.FEY g 2

Zg = 1-3 Tom ——Ca (——’}’E—|—1I147T> (5.358)
MS,LAN g’ 2

Zg ™ = 1—316 Cy (——’)’E+1I147T>. (5.359)

Die Renormierungskonstanten der pseudoskalaren Dichte sind aufgrund des trivialen Zu-
sammenhangs zwischen den nackten Gréfien identisch mit denen der skalaren Dichte, d.h.

es gilt o o
Z‘];/IS,FEY/LAN — Zé‘\/IS,FEY/LAN. (5.360)
Aus diesen Resultaten bestimmt man die renormierte skalare Dichte zu
MS,FEY g’ P
Ay () = 1+ IGTrECA (6—4lnﬁ> (5.361)
MS,LAN g P
AT ) = 1 50 (4 —3In F) (5.362)

und erhélt das Ergebnis des pseudoskalaren Falls durch

7S MS,FEY/LAN
A%S,FEY/LAN(p) = Ab / (p)7s- (5.363)
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5.4.1.83 Axialer Vektorstrom

Im Fall des axialen Vektorstroms I' = 7,75 haben wir fiir m =0 in (5.116)

]XFEY( )_EC 2 1 ﬁ In 4 1 21115 O(e) (5.364)
W“W5p’p_47rA7”75€_7E_nu2 +ndr + 1f — p2’75+ € )

und in (5.159)

ALY (p) = 0+ 0(e) (5.365)

gefunden.

Aus den Ergebnissen kénnen wir die folgenden Zusammenhénge fiir die Renormierungs-
konstante des axialen Vektorstromes ablesen:

N N 2
2
gUSEEY ZHSTEY g 1gw2 Ca (E —yE + ln47r) (5.366)

MS,LAN MS,LAN
Zy Zy = 1. (5.367)

Es folgt dann unmittelbar

MS,FEY
zh = 1 (5.368)
ZAISEAN =, (5.369)

Die renormierte amputierte Greensfunktion des axialen Vektorstroms erhilt man dann im
Fall m =0 zu

MS,FEY g’ P’ Pub
ALae ) = s+ WC’A (—'Yu’)f5 In ) + Yuvs — Zp—275) (5.370)
AL = s (5.371)

5.4.2 Renormierung im MS/LAT-Schema

Als niichstes geben wir die Renormierungskonstanten im MS/LAT-Schema an. In diesem
Schema wird die Renormierung der gitterregularisierten Gréflen — wie oben erldutert —

durch Anpassung an die MS-renormierten GréBen des Kontinuums vorgenommen [CLV],
[LV].
5.4.2.1 Gluino-Propagator
Der nackte Fermion-Propagator auf dem Gitter ist vom Typ
Splp) = ip (1 — ZAT) + mo (1 — 2547, (5.372)

wobei der Term =¥, in der Konstanten m absorbiert wurde. In Feynman-Eichung haben
wir dabei die folgenden Beitrige zur Selbstenergie des Fermions berechnet:

. r
SLATFEY (py = jpwf BY | s PEY | EEOFEY- (5.373)
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Dabei sind (nach (5.226) und (5.227))

81
sLATFBY  _ ﬁCA [In(ap)? + v& — Fooor — 2 + 472 IEPY] + O(a) + O(m?) (5.374)

¢4

ngﬂFEY - ﬁCA [4 In(ap)? + 4vg — 4Fpg0; — 10 — 4772]£2EY] + O(a) + O(my),
(5.375)
wobei

ITEY = 0.369470 (5.376)
ILFY = —0.173133 (5.377)
Iy, = -—0.683119. (5.378)

In Landau-FEichung haben wir

1 —a
SR = 850, | an? (15 + 1) |+ 0l + 00md) - (5310
bzw.
a 15 —a
ppATEAN = ﬁCA [3 In(a’p®) + 3y — 3Fpo0 — 5~ 47’ (IggEY + ]z(:lz ))]
+0(a) + O(mo) (5.380)

gesehen, vgl. (5.265), (5.266). Dabei ist
187 = 179 — g.064801 (5.381)
y, =-Ig =0 : :

Der im MS-Schema renormierte Propagator des Kontinuums ist durch

L (1 - Z{W) + mMS (1 - zgﬁ) (5.382)
gegeben, wobei
MS,FEY g’ P’
7 = Ca(ln——1 5.383
1 (p) 1671'2 A (Il ug ) ( )
MS,FEY g P’
SMSLAN () = g (5.385)
MS,LAN g P’
T, (p) = o7 Cy (3 In el 4) . (5.386)
Fiir die Renormierungskonstante Z/]\VIS/ AT im MS/LAT- Schema erhiilt man daher
Z?S/LAT’FEY = 1+ Z_TSrCA (1-‘[1 (au)2 +7vE — Foopor — 1 + 47T2]£1EY)

1 'Z—SCA (In(ap)? + 12.852) (5.387)
N
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und
MS o4 1 —a
Z:I\\/IS/LAT,LAN — 14 4_SCA (__ 1 4n? (]ZFlEY i ]gl )))
T 2
= 1+ 250,16.644. (5.388)
4T
Die Renormierungskonstante Z,]xf S/LAT ergibt sich in Feynman-Fichung wegen
S MS/LAT,FEY,— —
ZWA:IS/LAT’FEYZA / U - 14 ﬁCA [—41In(a®p?) — 4vg + 4Fo001
+4 +4n? 1L FY] (5.389)
zu
e o
ZMS/LATFEY _ 4 4_SCA [—31n(ap)? + 12.952] . (5.390)
T
In Landau-Eichung gilt
T S _ o
Z%S/LAT=LANZ¥S/LAT’LAN’ ooy ﬁCA — 3In(a®p?) — 3ve + 3Foon
7 —a
o A + ) (5.391)
und daher
e o
ZMSJLATLAN _ | 4 4—SCA [—3In(ap)® +12.952] . (5.392)
0y

5.4.2.2 Skalare Dichte
Fiir die skalare Dichte haben wir auf dem Gitter die Ergebnisse
-~ aS
ALY (p) = 1= Ca [~4In(a®p?) — dyp + 4Foo0r + 10+ Ar?IEFY] + O(a)  (5.393)
bzw.
1 LAN Qg 9 9 15
AV () = ECA —31In(a"p”) — 3yp + 3F0001 + 5
2

4n? (IQEY + ]gz“*))} + O(a) (5.394)

gefunden (s. (5.271) und (5.273)). Die renormierte skalare Dichte des Kontinuums ist durch

AMSFEY (= 4 g Ca (6 —4In ﬁ) (5.395)
1672 12

AMSLAN (y 4 g Ca (4 —3In ﬁ) (5.396)
1672 12

gegeben.

Daraus erhilt man zunéchst

Zé\JS/LAT,FEYZ/I\\lS/LAT,FEY - 14 Z—;CA[4IH(02M2)+4’YE — 4Fp001

—4 — 4[5 FY] (5.397)
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bzw.
MS/LAT,LAN ,MS/LAT,LAN tg
ZS / Z)\ / = 1+ ECA 3111(612”2) + 3vg — 30001
7 —a
-5 — 4 (5 + ) (5.398)
und dann
MS/LAT,FEY Qg
el = 1+ 2=Ca (3In(ap)’ - 12.952) (5.399)
sowie
MS/LAT,LAN ag
7M1 = 14 5 Ca (3In(ap)® — 12.952) (5.400)

5.4.2.3 Pseudoskalare Dichte

Auf dem Gitter haben wir
o
ALPY = 55 + 2204 [—4In(a®?) - 47p + 4Foon +10+ 47 IFY] 35,4 O(a)  (5.401)

berechnet (s. (5.281)), wobei IEEY = 0.071126. AuBierdem gilt (5.290):

) o 15
4472 (]II;‘EY + [élz—a))} + O(a).

(5.402)

Die renormierten Grofien des Kontinuums entsprechen (bis auf ein 45) denen der skalaren
Dichte, und es ergibt sich

- A< 81
ZJ];IS/LAT,FEY Zi\JS/LAT,FEY = 14 ﬁcfl[‘} 111(612,!12) + 4vg — 4 Fh001

—4 — 4x?[EEY] (5.403)
bzw.
ZF/LAT,LANZ/J\\W/LAT,LAN - Z_;CA Bln(agug) ¥ 3 — 3Fy001
T
so dall wir die Renormierungskonstanten als
ZMSILATFEY g Z—;C’A(Mn(azuz) — 22.595) (5.405)
ZMS/LATLAN -y j—;cA(?,ln(a?u?) — 22.595) (5.406)

angeben kdénnen.
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5.4.2.4 Axialer Vektorstrom

Hier hat sich in (5.306)

N o "
Aors(P) = 2Ca [’Yﬂs (—In(a®p®) — g + Fooor +3) — 2%%
+4W2WYSIA] + O(a) (5.407)
und in (5.335)
" (81
Aiﬁf(p) = ﬁCA [Foom — Foooo + 2 + 471'2]A] Yuvs + O(a) (5.408)

ergeben, und es ist /4 = 0.005323. Im Kontinuum gilt

MS,FEY g P’ b
AV TP = s+ WC’A (—'Yu’)f5 In 2 + Ve — 2p—275) (5.409)
APSLAN (D) = s, (5.410)
so daB} wir

MS/LAT,FEY ~MS/LAT,FEY ag
Z5/ zYs/ =1+ -2 Calln(@®®) + 75 = Foon =2 = 47°1,]  (5.411)

und
ZMS/LAT,LAN ZMS/LAT,LAN

(84
4 3 = 1+ ﬁcA[—Foom + Foogo — 2 — 471'21TA:| (5.412)

folgern kénnen. Daraus liest man

ZLATMSFEY _y Z—SCA (15.796) (5.113)
iy
und
ZEATMSLAN _y Z—SCA (15.796) (5.414)
iy
ab.

5.4.3 Renormierung im RI-Schema

In diesem Abschnitt nehmen wir die Renormierung der gitterregularisierten Gréflen im
RI-Schema vor. Dieses greift nicht auf die Kontinuumsresultate zuriick. Man beachte da-
bei, daf sich die Spurbildung bei der Projektion der Gréfien sowohl auf die Spinorindizes
wie auch auf die Farbfreiheitsgrade bezieht. Dabei méchte ich darauf hinweisen, dafi samt-
liche zu projizierenden Gréflen einen Vorfaktor ., tragen, den wir bisher in der Regel

nicht mitgeschrieben haben. Die Spurbildung tber die Farbindizes ist dabei im Sinne von
Tr(da) = ¥, 000 = N2 — 1 zu verstehen.
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5.4.3.1 Gluino-Propagator
Aus
o
ST (P = ) = L2 Cadas (Infap)® + 7 — Fooor =2+ 4n* IEFY) - (5.415)
und
1 gRLATIEY (1) | ag
o O W) __4s 5.416
16(N2 —1) (’Y’)’S p, L 24n 4 (5.416)
P =p
erhalten wir die Renormierungskonstante der Wellenfunktion gemif (5.33) zu
a 3
ZfI’FEY = 1+ ﬁCA (ln(a,u)2 +vE — Fooo1 — 27 4772]£1EY) (5.417)
- 1+ Z_SCA [In(ap)® + 12.352] . (5.418)
T
In Landau-Fichung ergibt sich wegen
Qg 1 —a
PN = i) = 2200, (—5 + 472 (IQEY + I8 ))) (5.419)
und
1 SR LAT,LAN ()
16(Nc2 - 1) ( 8 apP p2=p?
der Wert
87 1 —o
ZEEaN = 14 S, (—5 +an? (I + 1) ))> (5.421)
= 1+ 20, (16.644). (5.422)
47
Fiir die Renormierung der Masse erhélt man zunéchst
_ o
ZﬁI,FEYZfI,FEY, o 1+ ﬁCA [—4111((12,!12) — 4vg + 4 Foo01
+10 + 4n? IEEY] (5.423)
und
ZRLLAN gRLEANSL g j_;cA — 3In(a®4®) — 3vE + 3Fo001
15 20 FEY | j(1-a)
—1—7—1—471' (Ig, " + 15, )| (5.424)
Daher gilt
ZRLPEY _ 4 Z—SCA [-31n(ap)? + 18.452] (5.125)
T
bzw.
ZEPAN =1 4+ 220y [~31n(ap)” +16.957] . (5.426)
T
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5.4.3.2 Skalare Dichte

Fiir die skalare Dichte ergeben sich aus den o.g. nackten Resultaten auf dem Gitter die

folgenden projizierten GroBen:

@
e = 14 ﬁCA [—41n(a’p?) — 475 + 4Fpo01 + 10 + 47" [57Y ] + O(a)
N 15
O {‘3111@2?2) = 31+ 300 + 5
+an? (IBPY +1570) } + 0(a). (5.427)

Daraus lesen wir

Z?I’FEYZFI’FEY = 1+ Z{_TSFCA [4 111(612,{12) + 4vg — 4Fo001

—10 — 472 [EFY] (5.428)
und
o
ZBOEAN 7 RLLAN 4 ﬁCA 3In(a’p?) + 3vg — 3Fo001
15 FEY | j(l-a)
—? - 47T2(Izz + '[22 ) (5429)
ab, und es folgt
o'
Z?LFEY =14+ 4—2CA (3 In(a?p?) — 18.452) (5.430)
T
bzw.
o
Z?LLAN =1+ 4_26’A (3]n(a2,u2) — 16.952) . (5.431)
T

5.4.3.3 Pseudoskalare Dichte

Auf dem gleichen Weg ergibt sich im Fall der pseudoskalaren Dichte aus den projizierten
amputierten Greens-Funktionen

«
FSSEY = 1+ ﬁCA [—411’1((12])2) — 4"}’E + 4Fo001 + 10 + 41’[’2]11;1EY] + O((l)
TEAN() = 14250, ! —3In(a?p?) — J2 15
N (p) = + . Ca 3In(a“p®) — 3y +3 boo1 +
+an? (IEEY + ISZ‘“))} + O(a) (5.432)
das Zwischenergebnis
ZgI,FEYZfI,FEY - 14 j_:_CA [4111(@2“2) + 4vg — 4Fh001
—10 — 4n? IFEY] (5.433)
bzw.
«

15 o
-~ — A (5" + £eh. (5.434)
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Daher kénnen wir
ZBLFEY  _ 1y j—s(Bln(a2u2) ~ 28.095) (5.435)
T
gREAN g ‘:_5(3111(@2“2) — 26.595) (5.436)
T

notieren.

5.4.3.4 Axialer Vektorstrom

Im Falle des axialen Vektorstromes erhalten wir nach Projektion der o.g. nackten Gréfien

Por0) = 14 550 [~ 0(@?) 15 + Fuow + § + 4% L] + O
TEAN(p) = 14 Z—;CA [Foom — Foooo + 2 + 47r2]A] + 0(a), (5.437)
so da} wir
ZBLEEY ZRLEEY Z—;CA [ln(az,uz) + g — Faoor — g - 47r2]A] (5.438)
und
ZyPAN AN = 14 220, [~ Foooy + Fooeo = 2 = 47°14] (5.439)

ablesen kénnen. Es folgt dann mit den oben ermittelten Werten fiir Z{
RI,FEY ag
Z5 =1 - 2 C4(15.796) (5.440)

und
ZRLPAN Z—SCA(15.796). (5.441)
T

5.4.4 Zusammenfassung der Renormierungskonstanten

Wir haben die Renormierungskonstanten nun in allen drei Schemata sowohl in Feynman-
Eichung (@ = 1) als auch in Landau-Fichung (o = 0) bestimms. Durch Interpolation
lassen sich die Ergebnisse fir beliebige Eichparameter a angeben. Man erhélt:

Zi‘“‘ 1 —af2C, (%—7E+1n47r)
ZMSIEAT |y | a5 ¢ (aln(ap)? + 16.644 — 3.7920)
zH 1+ %£C, (aIn(ap)? + 16.644 — 4.292a)
ZMs 1+372C, (%—'yE +ln47r)
ZM3/LAT 1+ 250, (=31In(ap)? + 12.952)
A 1+ 2£C, (-31n(ap)? + 16.952 + 1.5a)
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75 1 -398C, (2 —vp +In4n)
Z?JS/LAT 1+ 25C, (3In(ap)? — 12.952)

Z8 1+ 2£C, (31n(ap)? — 16.952 — 1.5a)

Z}];/IS/LAT 14250, (3 In{ap)? — 22.595)

ZH 1+ 2£C, (3In(ap)? — 26.595 — 1.5a)

ZMS 1
ZASIEAT | | es o (15.796)
Z8 1 — $5C4(15.796)

5.5 Diskussion der Ergebnisse

Die aufgefiihrten Renormierungskonstanten sind nicht vollig unabhéngig voneinander, son-
dern sind durch die chirale Ward-Identitdt miteinander verkniipft. Im Kontinuum haben
wir beispielsweise in (4.104) gefunden, daBl zwischen den nackten Greensfunktionen des
axialen Vektorstroms und der pseudoskalaren Dichte die Relation

a=0> (5.442)

—_

0= <3”J3(9:)(9 —2mP(2)0 + = 522)

besteht. Im Fall von @ = A(z1)A(23) ergibt sich daraus

o (Mz1) i (@)A(z2)) = 2m (A(z1) P(2)A(z2))
—d{x — z1) (75A(w1)5\(w2)> —d(z — x2) (A(ml)j\(wg)%) }
(5.443)

Der obere Index # zeigt dabei an, dafl die Differentiation nach z erfolgt. Jg = Oy vy War
in unserer Notation der axiale Vektorstrom und F” = 0., die pseudoskalare Dichte. Nach
Fourier-Transformation und Amputation der dufleren Beine erhilt man hieraus [PT]

QuMryums (P15 4, p2) = 2mAy (p1,g,p2) — (S5 (p1) + Sz (p2)) 5. (5.444)

Dabei haben wir den an den Vertices des axialen Vektorstroms bzw. der pseudoskala-
ren Dichte einlaufenden Impuls mit ¢ bezeichnet und schreiben die amputierten Greens-
Funktionen als A, (p1, 9, p2) bzw. Ay, (p1,9,p2), wenn p; und ps die Impulse der externen
Fermionen sind. Bei der Amputation beachtet man 45Sp(—p2) = Sp(p2)7ys. Die Relation
(5.444) stellt eine Verkniipfung der nackten Gréflen dar, 1a8t sich aber — mit gewissen
Einschrankungen (s.u.) — auch auf die renormierten Greens-Funktionen {ibertragen. Prin-
zipiell wird die chirale Symmetrie zwar durch den dimensionellen Regulator gebrochen,
doch es handelt sich dabei um eine sogenannte weiche Symmetriebrechung [Po]. Die axiale
Ward-Identitdt ist daher in obiger Form auch fiir die renormierten Gréfien giiltig, sofern



5.5 Diskussion der Ergebnisse 175

wir die axiale Anomalie aufler Betracht lassen. Die Diskussion des anomalen Terms holen
wir unten nach. Wir schreiben daher zunéchst

INZ aGuMyys (1.4, P2) = 2Zm ZyZpmAyg (1, g, p2) — Z3 (Si' (p1) + S5’ (p2)) 75 (5.445)

Betrachten wir nun den Fall ¢ = 0, d.h. p1 = p3, so verschwinden die linken Seiten von
(5.444) und (5.445). Aus dem Vergleich der rechten Seiten erhélt man dann

2 Zp = 7y, (5.446)

so dafl also
Zp =271, (5.447)

folgt. Damit 148t sich (5.445) auch als

A7 AQuByys (P1,4,p2) = Zx (2mA, (p1, g, p2) — (SE' (p1) + S5 (p2)) 75) (5.448)

schreiben, und ein erneuter Vergleich mit (5.444) zeigt ZyZ4 = Z,, also
Z4=1. (5.449)

Diese Zusammenhinge werden von den Renormierungskonstanten des MS-Schemas des
Kontinuums erfiillt, wie ein Blick auf die obige Tabelle zeigt. Die Giiltigkeit der renor-
mierten Ward-Identitét erkennt man auch an 3395 + ji,yﬂ/;’ S=o0.

Allerdings haben wir in unseren bisherigen Betrachtungen die sogenannte axiale Anomalie
nicht beriicksichtigt. Bei der Anomalie handelt es sich um einen quantentheoretischen
Effekt, sie duflert sich also nicht in der nackten Ward-Identitdt, beeinflufit aber deren

renormierte Form. Statt (5.445) miissen wir daher im renormierten Fall korrekterweise

Z0ZaqQuMyys (P10, P2) = 2ZmZyZpmAs,(p1,a.p2) — Zx (Sp' (p1) + Sz (p2)) 15
+Z/\ZanAan(plaqap2)- (5450)

schreiben. Dabei ist A,, analog zu den Ar als amputierte Greens-Funktion zwischen zwei
Fermion-Zustinden erklart. Der zugehdrige Operator O, nimmt im Ortsraum die Gestalt

2

q
Oanlz) = Weu,,pTFw,(x)FpT(x) (5.451)

an, vgl. z.B. [CL] oder [MM]. Damit kann Gleichung (5.445) in Anwesenheit der Anomalie
nicht fiir allgemeine Impulse ¢ aufrecht erhalten werden, und wir kénnen nicht linger auf
Z 4 = 1 schlieBen. In der Tat findet man in htheren Ordnungen der Stérungstheorie Z4 #
1, insbesondere kann Z4 auch divergent sein. Fiir den Fall der QCD beobachtet ADLER
in [Ad] beispielsweise auf 2-Loop-Niveau eine explizite Divergenz. In der Notation der
Gitterregularisierung ist diese proportional zu g* In(a?m?). Insbesondere fillt auf, daf 74
in der QCD auf der kritischen Linie (m = 0) auch fiir endliche Gitterkonstanten divergiert,
d.h. im chiralen Limes kann keine Renormierungskonstante 7 4 angegeben werden. Ob dies
auch in der supersymmetrischen Theorie zutrifft, kann nicht ohne explizite Rechnungen
entschieden werden, es ist zumindest denkbar, daf} sich hier verschiedene anomale Beitrége
gegenseitig eliminieren, so daBl der totale Beitrag verschwindet.
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Weitergehende Uberlegungen zeigen, daf sich die axiale Anomalie perturbativ nur in soge-
nannten Dreicksgraphen beobachten 14t [Po], [Ry]. Aufgrund der in unseren Rechnungen
gewihlten externen Zustédnde (zwei Gluinos) treten diese Diagramme in dieser Arbeit nicht
auf, so dafi das 1-Loop-Ergebnis von der Anomalie nicht beeintrichtigt wird, wir beobach-
ten daher 7,4 = 1. Wahlt man beispielsweise den axialen Strom selbst als d&ufleren Zustand,
betrachtet also sogenannte AAA-Dreicksgraphen (vgl. [Ry]), so geht die Anomalie explizit
in die Rechnungen mit ein und beeinflufit Z,4 in Ordnung g* und h&her.

Auf die Gleichung 7, = Z;l hat der anomale Term hingegen keinen Einflufl, denn es
zeigt sich, dal der Vertex V,, des anomalen Terms im Impulsraum von der Form

Van ~ EuvprPlpP2r (5.452)

ist. Bei ¢ = 0, d.h. pj = py verschwindet also der anomale Beitrag [Ad]. In diesem Fall
bleibt die Anomalie fiir unsere Betrachtungen also ochne Bedeutung, und die Gleichungen
(5.446) und (5.447) bleiben weiterhin giiltig, es gilt nach wie vor Z,,Zp = 1.

Auf dem Gitter ist die axiale Ward-Identitéit schon auf Baumgraphen-Niveau nicht exakt
erfiillt, vielmehr tritt ein expliziter symmetriebrechender Term X 4 auf, vgl. (4.111). Daher
konnen wir fiir die Renormierungskonstanten — selbst in unseren ,,anomaliefreien* Berech-
nungen — im MS/LAT- und im RI-Schema nicht linger Z4 = 1 und Z,, = ZEl erwarten,
auch 74 = Z,,Zp gilt nicht mehr. Allerdings erwartet man, dafl diese Gréfien nach wie vor
endlich bleiben, insbesondere bildet also der axiale Strom in 1-Loop-Ordnung keine eigene
Divergenz aus. Die Fixierung durch die Ward-Identitit &uflert sich auf dem Gitter in der
Tatsache, daf} in unseren Betrachtungen weder Z 4 noch Z,,Zp vom Renormierungsschema
abhingen. Es gilt

gMSIPAT _ Ry ‘:_SCA(15.796) (5.453)
T
und
Zgﬁ/LAT ZF/LAT _ Z}?I Zﬁl

ag
= 1—-—=04(9.643). 5.454
220,4(9.613) (5.454)

Es ist analog zum Kontinuumsfall zu erwarten, dafl ZpZ,, auch in htheren Ordnungen von
der Wahl des Renormierungsschemas unabhingig und endlich ist, sofern das Renormie-
rungsschema die Ward-Identitit respektiert. Aufgrund der Anomalie kann Z 4 in hdheren
Ordnungen der Kopplungskonstanten gleichwohl Divergenzen beinhalten.

Wir beobachten auBerdem, dafl die Renormierungskonstanten Zg, Zp und Z4 im MS- und
MS/LAT-Schema eichinvariant sind, wihrend dies fiir das RI-Schema nicht zutrifft. Dies
hat den folgenden Hintergrund [V1], [MPSTV]:

Zur Renormierung im MS- bzw. MS/LAT-Schema werden die Divergenzen der nack-
ten Greens-Funktionen systematisch isoliert und unabhéngig von den gew&hlten &ufleren
Zustidnden (in unseren Berechnungen zwei Gluinos) subtrahiert. Prinzipiell kénnen hier-
bei auch eichinvariante externe Zustinde gewihlt werden (man denke etwa an Hadronen
oder den Schridinger-Funktional-Formalismus). Da die Divergenz des Operators Or aber
nicht von diesen Zustidnden abhingt und Oy eichinvariant ist, zeigt sich in jedem Fall,
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dal Zg, Zp und Z 4 in diesen Schemata eichunabhiingig sind. Anders verhilt es sich hin-
gegen im RI-Schema, da dort der endliche Anteil der Renormierungskonstanten von den
dufleren Zustdnden abhéingt und somit Eichabhingigkeiten beinhalten kann. Die anomale
Dimension bleibt davon allerdings unberiihrt.

Fiir die Renormierung der Wellenfunktion gilt die obige Argumentation nicht, denn der
Gluino-Propagator < A(x)A(y) > ist im Gegensatz zu den Operatoren Or nicht ultralo-
kal und daher eichabhéngig. Dennoch beobachten wir XFAY (p) = BIEY (p). Dies zeigt,
dafl die additive Massenrenormierung und insbesondere die kritische Linie der Theorie

eichunabhingig sind (zum Begriff der kritischen Linie vgl. [MM], [Ge]).

AufBlerdem fillt in unseren Ergebnissen auf, daf in allen Schemata und Eichungen Zg =
Z -1 gilt. Dies hat folgende Ursache: Unter Benutzung der Invarianz der QCD-Wirkung
unter den Transformationen ¢ — €'®¢, ¢ — e~*® der Quark-Felder 148t sich in dieser
Theorie eine weitere Ward-Identitdt der Form < 8,V, >= 2m < S > herleiten, wobei
V., = ¥(z)v,¢(z) den Vektorstrom darstellt. Analog zum axialen Fall, zeigt man dann
1=2Zy = ZynZs, in dieser Ward-Identitdt tritt keine Anomalie auf. Die dazu notwendige
Argumentation (s.0.) 148t sich im Gegensatz zur axialen Symmetrie auf das Gitter iiber-
tragen, denn es ist im Fall der QCD auch dort m&glich, einen exakt erhaltenen Vektorstrom
zu definieren [MM]. In einer Theorie mit Majorana-Spinoren machen aber die Transfor-
mationen A — e'®X, A = Xe~'® keinen Sinn, sondern fithren aufgrund der Verkniipfung
von A und A zum Widerspruch. Eine entsprechende Ward-Identitét steht in der super-
symmetrischen Theorie also nicht zur Verfiigung. Unser Ergebnis Zg = Z_1 ist auf die
strukturelle Ahnlichkeit unserer 1-Loop-Rechnungen zu denen der QCD zuriickzufiihren.
Aufgrund von auftretenden Fermion-Loops ist fraglich, ob dieses Ergebnis auch in héheren
Ordnungen der Stérungstheorie Bestand hat.

5.6 Die chirale Ward-Identitidt und die Gluino-Masse

In Kapitel 4 haben wir gesehen, dafi die chirale Symmetrie im Kontinuum fiir den Fall
verschwindender Fermion-Masse klassisch exakt erhalten ist, daher spricht man bei Glei-
chung (4.104) auch von der PCAC-Relation (partially conserved axial current). Auf dem
Gitter hingegen ist die chirale Symmetrie auch im Fall mg = 0 durch den Wilson-Term
explizit gebrochen. Die Definition eines renormierten axialen Stroms auf dem Gitter ist
daher — wie wir bereits an den oben bestimmten Renormierungskonstanten gesehen ha-
ben — komplizierter als in kontinuierlicher Raum-Zeit. Insbesondere ist auch eine additive
Massenkorrektur notwendig. Dies mochte ich vor dem Hintergrund moglicher zukiinftiger
Rechnungen im folgenden néher erliutern. Dazu wird zunéchst die Renormierung zusam-

mengesetzter Operatoren besprochen.

Unter zusammengesetzten Operatoren versteht man Produkte von Feldoperatoren und de-
ren Ableitungen, die am selben Raum-Zeit-Punkt auszuwerten sind, beispielsweise fallen
die in diesem Kapitel betrachteten Operatoren Op(z) = A(z)['A(z) in diese Kategorie. Bei
der direkten Berechnung bilden sie — wie gesehen — eigene Divergenzen aus und bediirfen
daher einer gesonderten Renormierung, die nicht durch die tibliche Renormierung der Fel-
der und Parameter der Wirkung abgedeckt werden kann. Ausnahmen bilden hier die exakt
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erhaltenen Noether-Stréme der Ward-Identitéiten. Wir haben z.B. gesehen, dafl der axia-
le Strom im Kontinuum (bei Abwesenheit von Anomalien) keiner eigenen Renormierung
bedarf, es ist dann Z4 = 1. Fir die anderen Operatoren Or hingegen ist eine zusitzliche
multiplikative Renormierung Zr # 1 notwendig, wobei Zp Divergenzen enthalten kann.
Genauere Betrachtungen zeigen, dall die Operatoren Or insofern eine Ausnahme bilden,
als dafl sie rein multiplikativ zu renormieren sind, im allgemeinen ist auch eine additive
Renormierung notwendig [Co], man spricht von operator mizing. Aus theoretischen Uberle-
gungen ergibt sich dabei, dafl eine Operatormischung nur mit solchen Operatoren auftritt,
deren Massendimension hochstens so grof ist wie die des zu renormierenden Operators.

So schreibt sich der renormierte Operator A als

A= ZZABB, (5.455)
B

wobei die Massendimensionen der Operatoren B kleiner-gleich der Massendimension des
Operators A sind. Ein Beweis hierzu findet sich in [Co] Kap. 6.4. Mischung tritt dabei
nur mit solchen Operatoren auf, die dieselben Quantenzahlen haben wie der untersuchte

Operator A.

Im Fall der chiralen (und auch der supersymmetrischen) Ward-Identitiit interessieren wir
uns fiir die Renormierung eichinvarianter zusammengesetzter Operatoren, man denke etwa
an die Brechungsterme X4 und Xg auf dem Gitter. Im Fall iiblicher globaler Symmetrien
der Wirkung tritt eine Mischung nur mit solchen Operatoren auf, die ebenfalls invariant
unter der jeweiligen Symmetrie sind. Als Beispiel mag hier die Lorentz-Invarianz dienen.
Dieses Argument gilt nicht fiir die (lokale) Eichsymmetrie, denn durch die Einfithrung von
Eichfixierungstermen in der Wirkung geht diese Invarianz verloren, man verbleibt mit der
BRS-Invarianz [Co], [St]. Allgemein zeigt sich (die dabei auftretenden Subtilititen werden
hier verschwiegen), dafl eichinvariante Operatoren nur mit BRS-invarianten Operatoren
mischen. Mischung eines eichinvarianten Operators O tritt dabei mit folgenden Klassen
von Operatoren héchstens gleicher Massendimension auf:

e cichinvariante Operatoren Oy, ..., O, die sich unter Ausnutzung der Bewegungsglei-
chungen als linear unabhéngig wahlen lassen

e Operatoren A;, die BRS-Transformationen anderer Operatoren A; darstellen: A; =

Sprs Ai
e Operatoren, die aufgrund der Bewegungsgleichungen verschwinden

e iibrige Operatoren, die aufgrund ihres Verhaltens unter den globalen Symmetrien
der Wirkung und ihrer Massendimension mit @ mischen kénnen.

Verschiedene Theoreme von JOGLEKAR und LEE [Co] zeigen aber, daf bei der Bildung
physikalischer Matrixelemente nur die erste Klasse von Operatoren beriicksichtigt werden
mufl. Betrachtet man in diesem Sinne den Term X 4 der chiralen Ward-Identitdt auf dem
Gitter

0= <AzJ3”‘”(:c)O — 9mP(2)O — XA(w)(9> (5.456)
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(wobei wir Kontaktterme vernachlissigt haben), so identifizieren BOCHICCHIO et. al. in
[BMMRT] sowie DONINI und Mitarbeiter in [DGHV] die folgenden Operatoren, mit de-
nen X4 im Kontinuumslimes mischt: P = AvsA, AzJﬁ’m und Q = G,,G,,. Dabei ist G,
eine Gitter-Version des dualen Feldstirketensors. Bezeichnet man die additiven Renormie-
rungskonstanten mit 2/m, Zg und Z4 — ZA — 1, so ergibt sich eine endliche Gréfle X 4 wie
folgt:

Xa(z)=Xa(z) +2mP(z) + (Za— Za - DALIN (@) — Z0Guu G- (5.457)

Wihlt man nun ein Renormierungsschema, in dem < X 4(z)O >228 0 erfiillt ist, so erhélt
man die renormierte Ward-Identitdat [DGHV]

<ZAAZJ5J‘”(9:)O> = 2(mo — m) (P(2)0)
+{ (209 (0)Gy (@) + ZaALIY(2))O) + O(a)
= 2(mo — M) {P(2)O) + < @ > +0(a). (5.458)

Q = 706G, (2)Gu.(2) + ZAAZJg(m) ist dabei der Term, der die chirale Anomalie zum
Ausdruck bringt!?. (5.458) nimmt daher genau die Form der entsprechenden renormierten
Ward-Identitit des Kontinuums (5.450) an. Beachtet man, dafl die pseudoskalare Dichte

mit Zp renormiert wird, so erkennt man
Zp'(mo — m) (5.459)

als die renormierte Masse. Es wird damit klar, dal X4 eine additive Massenkorrektur
bewirkt.

12Man beachte, dafl der Operator g]wg“,, nicht rein multiplikativ zu renormieren ist, sondern auch hier
Operator-Mischung (mit A%J3) auftritt [DGHV]. Dies wird durch die kiinstliche Einfiihrung von Z4 bereits

im voraus beriicksichtigt.



Kapitel 6
Die Vertices des Superstroms

Der in Kapitel 4 konstruierte Superstrom enthélt aufgrund des beteiligten Feldstéirketen-
sors gluonische Anteile. Bei storungstheoretischen Betrachtungen dieses Stroms ist deswe-
gen seine Entwicklung in Potenzen von g in Form von zusédtzlichen Vertices zu bertick-
sichtigen. In diesem Kapitel werden daher die Feynman-Regeln fiir einige der Vertices des
Noether-Stroms S, hergeleitet. Im Kontinuum treten nur der Ein-Gluonen-Vertex und
der Zwei-Gluonen-Vertex auf, auf dem Gitter sind aufgrund der Plaquettenvariablen im
Superstrom prinzipiell Vertices mit beliebig vielen Gluonen méglich. Wir beschrinken uns
hier auf die fiir 1-Loop-Betrachtungen relevanten Vertices mit einem, zwei bzw. drei Gluo-
nen. Dabel wihlen wir die in Kapitel 4 diskutierte lokale Version des Gitter-Superstroms,

dessen stérungstheoretische Behandlung einfacher ist als die des nicht-lokalen Stroms.!

6.1 Kontinuum

Im Kontinuum ist der in den behandelten Ward-Identitdten vorkommende Noether-Strom
durch

5,(2) = ~2-Tr{ £y (@) M )} (6.1)

gegeben, vgl. (4.19). Der explizite Ausdruck fiir den auftretenden Feldstdrketensor ist
For(2) = 0,A  (2) -8, Ay(x)+[As(2), A (2)], so daB hier nur zwei Vertices mit einem bzw.
zwel externen Gluonen auftreten, vgl. dazu Abb. 6.1. Die explizite Form ihrer Feynman-
Regeln soll im folgenden bestimmt werden.

6.1.1 Der Ein-Gluon-Vertex des Superstroms

Zur Bestimmung des Vertex nehmen wir eine Entwicklung des Superstroms nach der Kopp-
lungskonstanten g vor

Su(z) = S (z) + g5 (x) (6.2)

Die Herleitung der Vertices des Superstroms wurden gemeinsam mit Claus Gebert durchgefiihrt und

sind daher auch Bestandteil seiner Diplomarbeit [Ge].
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k§ob, T
PRa
a) mit einem Gluon b) mit zwei Gluonen
Abbildung 6.1: Vertices des Kontinuums-Superstroms
und erhalten den ersten nicht-trivialen Term zu
i
S(e) = 2T {(OpAr(2) = 0r4,(2)) 7 A (0}
= -2 (BPA?(J:) — &Ag(w)) O or YuA? (2) Tr {T“Tb}
= —20,4,8,A%(2)0 ¥ A (). (6.3)

Man beachte dabei, dafi A, = —igAZT*, daB also jeder Faktor des Eichfeldes A einer

Potenz der Kopplungskonstanten entspricht. Einsetzen der Fourier-Transformierten der

Felder A;(z) und A(z) geméf

4 - ~
HOE (%,le“wi(k)

X (c)

I
IS
[
3
.

3
8
>
<]
—
~—

0) = [ eemsiiia

dk d'p ~ <
= =200 Tp d41'/ / p ¢tPHktaag Ab(E)A? (p)

. ik [ d .
ENPYS I /(%)4/ P 5(p+k + )k, AL (K)A%(p).

Der Ein-Gluon-Vertex $2° (p, k) ist iiber

T

506) = [k [ s(p+ b+ ST (AL DA ()

definiert und ergibt sich daher zu

ab .
S (D k) = —2i0040 pryukip-

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)
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6.1.2 Der 2-Gluonen-Vertex des Superstroms

Der 2-Gluonen-Superstrom-Vertex resultiert aus dem Term erster Ordnung in g des Su-

perstroms
i
SP() = =2 Tr{lA,(2), A (2)]oprud (o)}
= 2igAS(2) AL ()% (2) ey T { [T, VT } (6.9)
Mit Tr {[T°, T*1T} = i fopg Tr {TT} = i fupabbua = — Li fare 1Bt sich dies als
5 () = gfapcAS(x) AL (2)X ()0 pr s (6.10)

schreiben. Nach Einsetzen der Fourier-Transformierten der beteiligten Felder erhélt man

hieraus wiederum nach Fourier-Transformation

§0(g) = f 425 (2)

d'k, [d%s [ d° . o ea
o [t [ [rindlh + ko +p+ ) A2k A5 (k) K).

(6.11)

Mit der Definition

~ d*k dik d4 - - ~
50)(g) = [ 1 f 4 / (ol ket D IS (b o) k1) A5 2 0)

(2m)* J (2m)* J (2m)
(6.12)

folgt fiir den Vertex der Ausdruck
SZ?:p(paklakQ) = gfabco'pTFYu- (6-13)

Dieser ist bereits symmetrisch gegen die Vertauschung der beiden Gluonen, also gegen den
gleichzeitigen Austausch der Indizes p ¢+ 7 und a < b, so dafi durch (6.13) die Version
des Vertex gegeben ist, die in stdrungstheoretischen Betrachtungen in gewohnter Weise
verwendet werden kann.

6.2 Gitter

Auf dem Gitter betrachten wir wie oben angekiindigt die lokale Version des Superstroms.
Die hier gewihlte Form ist dann (vgl. (4.64))

i
54(2) = ~2 T (G (@) M (2)). (6.14)
wobei wir fiir G,,(x) das volle Clover-Blatt

Gyr(2) = 7 (60, (2) + 0%, () + G2 (&) + 62, (<)) (6.15)

verwenden (dabei ist wie in den vorigen Kapiteln Q’ST(m) = — 555 (Upr (%) + U, ().

T 242



6.2 Gitter 183

L§b, T
PAa
a) mit einem Gluon b) mit zwei Gluonen ¢) mit drei Gluonen

Abbildung 6.2: Vertices des Gitter-Superstroms

Die Entwicklung des Superstroms (6.14) auf dem Gitter nach g schreiben wir in der Form
Su(z) = S0 (2) + gSP () + g*S3(z) + .... (6.16)

Man stellt fest, dafl aufgrund der beteiligten Plaquettenvariablen n-Gluonen-Vertices fiir
alle n € N auftreten. Fiir die 1-Loop-Korrektur zum Superstrom sind aber nur die in
Abb. 6.2 dargestellten Vertices mit maximal drei Gluonen von Interesse. In diesem Ab-
schnitt wird daher ihr explizites Aussehen bestimmt. Dazu ist die folgende Entwicklung

der Plaquettenvariablen nach g vorzunehmen (man beachte auch hier wieder A.(x) =
—igAsT?):

a? a®
Up-,—(.’l,') = (1 + aA.,-(.TL‘) + ?AT(.’L')Q + EAT(I‘)?’)
2
.y, 8 -2, 4 -3
. (1 +aAy(z + at) + EA'O(x +a?)* + EAp(JL‘ + a7) )

2 3
. (1 — aA,(z + ap) + %AT(m +ap)? — %AT(m + a,a)3>

a? a’
. (1 —aA(z) + EAp(x)2 — gAp(x)B) + O(g"). (6.17)

Fiir die Entwicklung der Plaquetten nach g benutzen wir eine zu (6.16) analoge Notation,

schreiben also z.B.
Gor(2) = g6 (2) + 9’02 (2) + 86 (2) + ... (6.18)

An dieser Stelle sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dafl wir in diesem Kapitel die in der

—adu(

Gitter-Storungstheorie iibliche Verkniipfung U,(z) =e %) der Paralleltransporter U, ,L

mit dem Eichfeld A, verwenden. Die Fourier-Transformation

w/a Ak . N
_ ihlz+2
Ay(z) = f_ﬁ/a T (e+8) A, (k) (6.19)
wird jedoch beziiglich des Punktes x + /i gebildet, so dafi weiterhin eine symmetrische
Verkniipfung des Paralleltransporters U,(z) mit dem link [z, z 4+ afi] besteht. Insbesondere
werden wir sehen, dafi die Vertices auf dem Gitter die des Kontinuums bis auf O(a?)-

Storungen reproduzieren.
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6.2.1 Der Ein-Gluon-Vertex des Superstroms
Der Term erster Ordnung von g in der Entwicklung von U, (2) lautet wie folgt:
a(Ar(x) + Ap(x +a7) — Ar(z + ap) — Ap(z)) . (6.20)

Damit erhélt man fiir den ersten Term der Entwicklung von % (g +G° p—r (T )

—% (A (@) + Ay(@ + a?) — A (e + ap) — A, (2)
+A_(2)+ A (x —af) — A_ (2 —ap) — A_,(z)). (6.21)

Dabei ist fiir 7 € {1,2,3,4} die Fourier-Transformierte von A_, wie folgt zu bilden?:

e @Ak o _any -
A (z) = —f eik(e=51) A (k). (6.22)
Es folgt weiter

i (1
_zz—lTr{g(go +6°, _ (@)™ cr,ﬂ'm)\(m)}

- ;—gTr ((Ar(2) + A,z + af) — Ar(z + ap) — A,()
YA (2) + A_(z — a?) — A_r (2 — ap) — A_,(2))
O M) (6.23)
= e {(A2(2) + Ab(e +ar) — A2z + ap) — AL(2)
+AY (@) + A% (& — af) — AL (2 — ap) — A (2)) T
@A (2) 17} (6.24)
= iéabamm (4b@) + 44w + a7) — A2z +ap) — A%(2)
+AY (@) + A% (o — ) =AY (2 —ap) — AL (2)) X*(z)  (6.25)

1 /e gtk dip
= 6,0, %
2% ab0p FYP"\/; Ja (271_) (271_) eXp (Zp.’)i‘) ( )

. { [exp (zk ( 'F')) — exp (zk (1‘ + ap+ %f')

—exp (ik (= = 57) ) + exp (i ( — a3 — 7))
o i e 0 20) o (o e+ 20)

—exp ( (m—ar——p))—l—exp(k( —%ﬁ))} fii(k)} (6.26)

d4k dp e
= bapT’Yuf 2n)* (ptk)

-[exp(z% (k- +k,) )+exp(—%(k +k:))]

*Es gilt U—,(z) = UT(I'—CIT — podr(z=a?) = —ad_, ()
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. [exp (—i%kp) — exp (igkp)] A (E)X(p) (6.27)

a . a 1b a
cos (2 (k, + k,,)) sin (2k ) Ab(k)2(p). (6.28)

Dabei wurde A_, = —A, benutzt, und in (6.27) haben wir
Opr = —0rp (6.29)

verwendet. Es mull nun sozusagen die zweite Hélfte des Clover-Blattes hinzugefligt werden.
Anhand von (6.15) sieht man, dai dazu noch die Terme addiert werden miissen, bei denen
in den Plaquetten die Ersetzungen 7 —+ —p und p — 7 vorgenommen werden. Damit

ergibt sich

SW(g) = a4§:eiqws}})(x) (6.30)
2 e @ik dip
= 0., 6p(k
a abap FYP" _Tr/a (271_)4 (271_)4 P( +p+Q)

{cos (% (ks + kp) ) sin (2k ) A2 (k)A%(p)
+cos (% (k—p + ky) ) sin (%k) A (k)2 (p) } (6.31)

45 e @ik dip
= _ad‘bapTFY”\/;n/a( ) ) Jp(k—i_p—i_Q)

(2
- COS ( ) cos ( ) ( ) AL (E)X(p) (6.32)

2 e @ik d'p a . b a
= —Edabapr’m /_n/a o) (271_)45}3(’57 + p+¢)cos (EkT) sin (ak,) A% (k)A°(p),

(6.33)
wobei die Additionstheoreme
cos(z + y) + cos(x —y) = 2cosxcosy (6.34)
und |
coszsinz = 3 sin 2z (6.35)

ausgenutzt wurden. dp bezeichnet die %”—periodische d-Funktion. Der zugehorige Vertex
5% (p, k) wird iiber folgende Relation definiert:

_ wfa 4 4 - .
6= Gt S e D LENe), (@)

und man liest als Ergebnis
9i
S;bT(p, k) = ——zéabam'yu cos (%kr) sin (ak,) (6.37)
: a

ab. Der Vergleich mit (6.8) zeigt, dal der Vertex auf dem Gitter bei Entwicklung nach der
Gitterkonstanten das Kontinuumsergebnis bis auf Abweichungen der Ordnung a? repro-

duziert.
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6.2.2 Der 2-Gluonen-Vertex des Superstroms

Es ist nun der in g lineare Term des Superstroms zu betrachten. Dazu ist der in g quadra-
tische Term der Clover-Plaquette G,, () zu berechnen. Zunéchst wird der entsprechende
quadratische Term von 25 (U, () — Uy ,(z)) behandelt, der durch

[—Ar (2 + ap), = A, (2)] + [A, (2 + aF) , = A, (2)] + [Ar (2) , =4, (2)]
+[Ay (e +af),—Ar (x+ap)] + [Ar (2),—A; (x + ap)] + [A, (2), A, (x + a7)]

(6.38)
gegeben ist. Mit der bereits mehrfach verwendeten Abkiirzung
1
G2, (¢) = — 55 (Upr (&) = Ury()) (6.9

ergibt sich durch Einsetzen der Fourier-Transformierten

wla d4k1 d4k2 d4p
wfa (27)* (27)* (27)1

Tr{gh (2)22)} ¥ = gg%‘fabc{ / e A (k1) AL (k2) X7 ()

{ exp (z‘kl (m + %ﬁ) + iky (w +ap+ %r))
—exp (z’k1 (.r + %ﬁ) + ik (1‘ n %r))

. a . . . R a .
+ exp (Zkl (IC + §p+a7’) + ikg (:c + ap + 57))

+ exp (ik1 (m + %ﬁ—l— a‘i’) + iky (m + %i‘)) }
w/a d4k1 d4k2 d4p

- /_ﬁ/a (2m)* (2m)* (2m)*
Cexp (z’k1 (w + %% + af)) + iky (w + %r))
w/a d4k1 d4k2 d4p

- / wfa (2m)* (2m)* (2m)

€% A (k1) AP (k2) A% (p)

. exp (z'k:1 (1‘ n %ﬁ) +iky (.r n %{) n m"')) }
(6.40)

Den entsprechenden Ausdruck fiir gﬁp,_T(m) erhdlt man durch die Substitution 7 —

—T, p = —p, wobei erneut A_, = —A, zu beachten ist. Es ergibt sich:

Tr {% (6° (z)+ 6%, _(2))? A(x)}

Ly, e d'ky d'ky d'p (kv +ha+p)z § ib 3
= —g%ifue : A% (k1) A% (k2)A®
& f{f/ (2m)? (2m)" (2m)" pr - (k)X (2)

{ COS (% (k1p + 2ka, + sz)) — cos (% (k1, + k27))
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a a
+ cos (E (k1p + 2:’61-,- + 2]62,0 + k2r)) + cos (5 (klp + 2]611- + kz-,-)) }
nfa d4k1 d4k2 d4p . - - -
_ z(k1+k2+p).z-Ac(k )Ab(k ))\a( )
€ 7\l )AL\ R2 p
f_f,-r/a (2m)* (2m)* (2m)*
- COS (% (kir+ 2k1, + kz-,-))
nfa d4k1 d4k2 d4p . ~ - -
_ 'L(k1+k2+p)$Ac k Ab k Aa,
L. wrtma Al A, (k)X (P)
a
- cos (5 (k1p + kop + 2k27)) } (6.41)
Zur Komplettierung der Clover-Plaquette ist noch der Anteil aus £ (G _(x) + G2, ()
zu beriicksichtigen. Wir erhalten
Tr {O'pfgm(w)@))\(m)}
1 o e Ak Ak AP g akape SIS
= g% fope ' TAS (k1) AT (k2)A®
s thae | oy ey AR (k) X(P)
a a
{ cos (5 (kar + 2k1r — k1p)) — COS (5 (k2r — klp))
a a
+ cos (5 (kgq— — 2k2p + 2k, — klp)) + cos (E (kQT — Zkzp — klp))
a a
+ cos (5 (2k2, + k2r + k1p)) — COoS (5 (kor + klp))
a a
+ cos (5 (2ksp + ks + k1, + 2k1T)) + cos (5 (kar + k1, + 2k1,)) }
1 9. 'rr/a d4k1 d4k2 d4p '(k1+k2+p) ~ b ~
—= - ’ TAS (k1) AL (ka)A®
89 Zfabco-p /;n/a (271_)4 (271_)4 (271_)46 T( 1) 7-( 2) (p)
a a
{ cos (E(le + k2'r + lep)) + cos (g(kl'r + k?'r - 2k2p))
a a
— cos (E(k” + kg + 2k2,))) — cos (E(k“ + kgy — 2k1,,)) } (6.42)
Mit den Additionstheoremen
cosw+cosy:2cosm+ycosm;y (6.43)
und
x z —
cosx — cosy = —2sin si 5 y (6.44)
konnen wir daher
SB(g) = a* ) _e"SP(x) (6.45)

"t gk d'ky d'p X
- gfabco-pr [W/a (27’[’)4 (271_)4 (271_)4 6P(k1 +k2 +P+Q))\ (p)
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{Ag(h)fﬁ(kg) (cos (%(kl + 2k2)p) cos (a(ky + k2);) cos (aki,)
— cos (%klp) sin (a(ky + k2)-) sin (aklr))
+Ai(k1)fii(k2)% sin (%(kl T kg)T) (sin (ak1,) — sin (aks,)) } (6.46)

schreiben. Der Vertex Sﬁf’fp(p, k1, ke) wird iiber

. e gl diky d* . . -
) 1 2 P abe c b a
S;(L )(Q) = /_W/a (27) (27)* (QW)4JP(’<~'1 +ka+p+ Q)SH,Tp(p: kl:kQ)Ap(kz)Ar(kl))‘ (p)

(6.47)

definiert, so dafi wir das Ergebnis

52t (p, ki, k)

BT

gfabc{ Z‘supaw (cos (%(2)%1 + kg)p) cos (a(ky + ka);) cos (aks,)
— cos (%kzp) sin (a(k1 + k2)-)sin (akgT))

—I—% ZJPTUW— sin (%(kl + kz)T) (sin (ak1,) — sin (aka,)) }

(6.48)
= gfabca'pT{ (cos (%(le + kg)p) cos (a(k1 + k2),) cos (aks;)
— cos (%kgp) sin (a(k1 + k2)-)sin (akgT))
+%fabc(5m- ZU:U,,T sin (%(kl + kg)f) (sin (ak1,) — sin (k) }

(6.49)

notieren kénnen. Es ist noch die Symmetrisierung beziiglich der Gluonen vorzunehmen,
d.h. beziiglich der simultanen Ersetzungen a <+ b, v & 7 und k1 ¢ ko. Dies fiihrt auf das
finale Resultat

1 a
Sﬁf’fp(p, ki,k2) = gfabcapTE{ (cos (E(kl -+ Zkg)p) cos (a(ky + k2)r) cos (aki,)

kz.,—) sin (a(k; + k2),) sin (akgp)) }
+§fabca,” u sin (%(kl + ka)r ) (sin (aks,) — sin (aky,)).  (6.50)

Der Vergleich mit dem Kontinuumsergebnis (6.13) zeigt auch hier wieder Ubereinstimmung

bis zur Ordnung a einschlieflich.
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6.2.3 Der 3-Gluonen-Vertex des Superstroms

Der Kontinuumsfeldstirketensor £, (z) hingt maximal quadratisch vom Eichfeld A ab.
Daher tritt im Kontinuum kein 3-Gluonen-Vertex auf. Auf dem Gitter stellt die Plaquet-
tenvariable U,-(x) jedoch eine unendliche Potenzreihe in g dar, so dafl der n-Gluonen-

Vertex hier fiir alle n auftritt. Die Entwicklung von G5 (z) = —g (Upr(2) — Urp(2))
liefert in dritter Ordnung von A folgende Beitrige:
1
gg,(m)(‘g’) = —ga (AT (x)® — A, (2)> — A, (z 4+ ap)® + A, (x + ai‘)B)

_la(_ {4: (07 4, ( +ap) b + {4, (2 + a7), 4, (0)}

—{Ap (@ +ar) 4, (@)} + {4 (2), Ar (2 +a,6)2})

{4 4 @)} + {4 (), 4, ()"}
+{4r (2), 4, (e + a?) } = {Ar (2 + ap)? 4, ()}
_ {Ap (x + at)?, A, (2 + aﬁ)} + {Ap (x+af), A, (2 + aﬁ)g})

—%a (Ap (¢ +a?) Ar (¢ + ap) A, (2) + Ar () Ar (2 + ap) A, (2)

—A(2) A, (x +aT) Ay (x) — Ar (2) A, (2 + aT) A; (2 + ap)
—Ar(x+ap) Ap(z + af) Ar (z) — Ay (2) Ay (2 + aT) Ar (%)

+4,(2) Ar (2 +ap) A, (2) + Ay (2) Ar (2 +ap) A, (¢ + aﬂ).
(6.51)

Dieser Term wird — wie schon in der obigen Formel durch Leerzeilen angedeutet — in
drei Beitrige unterteilt, die mit I, IT und III bezeichnet werden. Mit der fiir beliebige f,,
gliltigen Beziehung

O'pr(fp'r - f‘rp) =205 for (6.52)

ergibt sich
3),1
Tr {0505, ()72 ()}

= —%aﬁpfwTr{ (4 (@) = Ar (& + b)) A(w>}

_%aapryuTr{ (~ {4 @ A @ +ap) ) + {4 (@), 4, (o + ap)?)}) )\(9:)}
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(6.53)

/e @ik diky diks dp " . R
— a4 3 1 2 3 P zm(k1+k2+k3+p)Aa k Ab k Ac k )\d
atg o-pTFY,u,/Tr/a (271_)4 (271_)4 (271_)4 (271_)46 ’T( 1) T( 2) T( 3) (p)

{ %Tr {TaTchTd} (exp (i%(kl + ko + ks)T)
—exp (z'a(kl +ko+k3), + i%(kl + ko + ks)T))

1 a .
S Tr({TT?, T}T) exp (zg(kl Y kg + k), + zak3p)

1 . .
+5 I ({T, TP TYT) exp (z%(kl t kg + k), +ia(ks + ks)p) } (6.54)
Mit der fiir die Generatoren der SU(2) giiltigen Beziehung
arpbrpepd 1
Te { T TP TT?} = 2= fave feca + Surdea) (6.55)
und der unmittelbaren Folgerung
Te ({T°7",T}7%) = T {T“T'T°T? + T°T°T"T?}
1
= g(_fabefecd - fabefedc + 26ab6cd)
1
= —dud 6.56
4 abled ( )
erhilt man
Tr {0, 62, (2)pu A (2) )

/e dlky d'%y d'ks d'p . . Sk
— 3 1 2 3 b lm(k1+k2+k3+p)Aa k Ab k Ac k )\d
arg UPTFYﬂ/ﬁ/a (271_)4 (271_)4 (271_)4 (271_)46 'r( 1) ‘r( 2) 'r( 3) (p)

1 a
{ ﬂ(_fabefecd + Jab(scd) (GXP (Z§(k1 + k2 + kB)'r)

. .a
—exp (m(kl +ko+ k3)p+ zE(Iﬁ + ko + kB)T))

1 .a .
—géabécd exp (z§(k1 +ko+ k3)r + zakgp)

1 .a .
+g‘5add‘bc exp (zi(kl + ko + k3)7— + Z(l(kg + kg)p) } (6.57)

L /’f/a d'ky d'ky d'ks d'p
= —aig OprVu

it bk 8) 1o (k) AP (ko) A° (kg) N2
—nsa (2m)* (2m)* (2m)1 (27)1 A7 (k1) A7 (k2) A7 (k3) A% (p)

1 .a
{ ﬂ(_fabefecd + Jabdcd) (exp (Zi(kl + k2 + kS)r)

. .a
—exp (m(kl +ko+k3),+ z§(k1 + ko + ks)f))

1 .a .
—S8adea (exp (i5(ks + ko + ko), + iaks,)
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—exp (i%(kl + kg + ks)r + ia(ky + kg),,)) } (6.58)

Nach Hinzunahme des G°

Z p—r(x)-Terms ergibt sich

(3),1
T { g (03,(6) + 67, (@) 70 (o) |

3 /"f/a 'k d*Ry d*ks dip
= —a1g oy e
T g (2m)* (2m)* (2m)* (2m)*

btk k) 32 0y ) 38 (kg) A2 (ks) A (p)

1 a

'{ﬂ(_fabefecd + dap004) (cos (§(k1 + ko + ks)T)
a

—cos (G(kl +ky+k3),+ E(kl + ko + k3)T)))

- gt (cos (301 + b+ k), + aks,

_ cos (%(k1 ko + ka)r +alki + ), )) } (6.59)

Zur Vervollstdndigung der Clover-Plaquette sind die beiden noch verbleibenden Plaquetten
hinzuzufiigen, deren Beitrag wieder durch die Ersetzungen 7 =+ —p und p — 7 aus dem
bisher berechneten Ergebnis hervorgeht. Damit ergibt sich

Tr {07 Gpr(2) 7 (@)}

1, fﬂ/“ d'k1 d*ky d*ks d'p
= ——a1g°o,

g 19 TerTu (27)* (2m)* (27)* (27)°

gieththethote) 42k ) A7 (ko) A5 (k3) A (p)

—n/a

1
(- Sund
{24( fa,befecd+ ab cd)

cos (—%(lﬁ + ko + ks)r)
(k1 + ko + ka)r))

a
— cos (a(kl + kg + ks)p - E(k] + k2 + k3)7’)))

a
. (cos (E(kl + ko + ks)T) +
—cos (a(k1 +ky+k3)p+ %
1 a
~ Lasea (cos (5 (ks + b + ka), + aks, )
— cos (%(kl + ko + k), +a(k + kz)p)

+ cos (—%(kl + ko + k3)r + aksp)

— cos (—%(kl +ky + ks)r + a(ky + kz)p)) } (6.60)

m/a dik, diky diks dip . . . . .
— 3 1 2 3 P zm(k1+k2+k3+p)Aa k Ab k Ac k )\d
igac s / G (k1) AL (k) AS (k3) A (p)

1 .
' (COS (%(kl + ko + kS)T) {E(_fabefecd + Jabé‘cd) Sl]fl2 (%(kl + ko + k?x)p)
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_ %aabacd(— sin (a(ki + k2 + ks),) sin (a(ky + ks — ks)p))) } (6.61)

Dies ist das Endergebnis fiir den mit rémisch I indizierten Teil.

Fiir Teil 11 erhalten wir zunéchst

Tr {0,260, (2)7u M) }

[ e dtky diky d's AP ke tketn) T it (ky) A A
= - . e AT (k1) AT (k2) A5 (k3)A
e [, G o o R )

Tr ({T“Tb, TC}Td)

(exp (15 (ks + ko), + daks; +i% hy,))
~exp (z’a(kl +kg), + ig(kl + k),) + i%kgp)
—exp (15 (ks + ka)r +i5hs, )
+exp (ialky + ka), + i%(kl + ko)) + daks, + i%ksp)) . (6.62)

Fiir den Ausdruck mit der vollstdndigen Clover-Plaquette ergibt sich daraus

Tr {0 pr Gpr (2) 7 A () B

1.
- _Ezgsaé‘abacdapT%u/

w/a d4k1 d4k2 d4k3 d4p eiw(k1+k2+k3+l’)
1 @) ) ) (2r)

-A2 (k1) AY (k2) A (ka) X (p)
a a a a
- (cos (501 + ka), + aks, + Sha, ) — cos (S(ky + ka)r + Sho, )

(ki + ka), — aka, + %ksp) + cos (—%(kl + ko), + %ksp)

a a
(a(ln + k2), + E(kl + ko) + Ekap)
a a
+ cos (a(lﬁ + kz)p + E(kl + kz)-,- + ak37- + gkgp)
a a
(a(lﬁ +k2)p — E(kl + ko), + Ek?zp)

a a
— cos (a(lﬁ +k2)p — E(kl + ko), — akz, + 5’63,;)) (6.63)

e gik, dky d*ks d'p (i (k1+hy +hs+p)

w/a (2m)1 (2m)1 (2m)7 (27)°

-sin (a(k1, + kop + k3p)) cos (a(ki, + kop)) cos (alkir + kor + k3r)) sin (—aks,)
A% (k1) A7 (k2) Aj (ka) X (). (6.64)

1,
= _Ezgsa(sab(scdap‘r’nln/

Schliefilich berechnet man fir Teil 111

Tr {17,0792T (z)vuA(z)} ()11

"o @ik d'ke d'ks d'p . - P
N . 1 2 3 14 zz(k1+k2+k3+p)Aa k Ab ko)A (k )‘d
19 A0 prYu /;77/(1 (271_)4 (271_)4 (271_)4 (271_)46 T( 1) 'r( 2) p( 3) (p)
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(e (rertrert) + e (Tertrer?)) (exp (z‘%(kl + k), + iaky, + i%kgp)
- (Tr (T“TCTde) 4 Tr (TbTCT“Td))
- exp (z’%(kl + k), + iaks, + i%kgp + z'akgT)) (6.65)

und somit

(3), 111
T {a g (65,0614 6%, ()} (2)hlo) |

s fﬂ/“ d*ky d*ky d*ky d'p
= —i1g°a0,;
g 47pr (2m)* (2m)* (2m)* (2m)°

grlkitha ko tp) A2 (k1) A% (ko) A (k3) A (p)

—n/a
1 a
) (Z (_fabefecd + 6ab6cd) cos (E(kl + k?)‘r + ak2p + ak?zp)
1
1 (= face febd + Saclpa) cos (%(kl + ka)r + aka, + ;ksp + ak3,)> : (6.66)

Hinzufiigen der beiden noch fehlenden Plaquetten liefert dann

T {0 e Gpr ()7, A () } 1!

"t @k d'ky dks d'p R e (B3
- 3 3 1 2 3 P zm(k1+k2+k3+p)Aa k Ab k_ Ac k Ad
tg GGPTFYH\/‘W/G (271_)4 (271_)4 (271_)4 (2,”)46 'r( 1) 'r( 2) p( 3) (p)

1 a
: {g (_fabefecd + §a,b6cd) (COS (E(kl + k2)T + ak2p 4+ ak:’)p)
a
— cos (_E(kl + ka)r + aky, + ak3p))
1 a a
8 (= face febd + acOpa) (COS (5("71 + k2)r + akg, + Ek?)p + akg,T)

— cos (_%(kl + kg)r + ako, + %k:’)p - aksT))}

*fe @ik d'ky d'ks d'p i i e (13
— i3 1 2 3 p 12(k1+kz+k3+p)Aa k Ab ko)A (k Ad
19 A0 prYp /;Tr/a (271_)4 (271_)4 (271_)4 (21’r)4e 'r( 1) 'r( 2) p( 3) (p)

8
1
8

{ ! (_fabefecd + 6a,b6cd) (_2 sin (a(kzp + kSp)) sin (%(kl-r + k2-r)))
(_facefebd + §acabd)

- (~2sin (%(2@,, + k3p) ) -sin (%(klf + kar + 2har) )) } (6.67)

Insgesamt ergeben sich also die folgenden Beitrdge zum Drei-Gluonen-Vertex des Super-

stroms:
SP(g) =a*d e 5B (a) (6.68)

) /’f/“ d'ki d'ky d'ks d'p
= —9 Qa0srYu

e/a (2m)7 (2m)T (2m)7 (27)° Sp(ki + ko + ks +p+q)
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1 .
- (COS (%(kl + k? + k3)T) {g(_fa,befecd + Jabdcd) Slnz (%(kl + k2 + kS)p)

_ %aabacd(_ sin (a(ky + ka + ka),) sin (a(k1 + ko — ks)p))) }

A% (k) AP (kg) AC (k3) A% (p)

©/a @'k d*ky d*ks d'p 5
(2m)* (2m)* (2m)* (2m)* "
-sin (a(k1, + kop + ks3p)) cos (a(ky, + ko)) cos (a(kir + kor + k3. )) sin (—aks;)
LA (k) AL (k2) AS (ks) A% (p)

~ G2 80040 pr vy f (ki +ka+ks+p+q)

—n/a

) /e d*ky d*ky d*ky d'p
—4 A0prpu

e (27) (27)* (20)° (2ﬁ)4§p(k1 Ykt ks +ptg)

{ % (—fabefeca + Sapfed) (— sin (a(kg, + k3,)) sin (%(kl,, + sz)))

B | =

+ (_fa,cefebd + Jacé‘bd)

-sin (%(Zkgp + k3,) sin (%(klr +kor + 2k37.))) }
A2 (k) A (k) A5 ) M (). (6.69)

Der Vertex Sﬁf’fﬁ"(p,kl,kg, k3) wird iiber

5 e d'k dky d*ks d'p
5(3) = / 1 2 3 5olk: + ko + k Gabed P
g (q) —nfa (27T)4 (27T)4 (271')4 (271')4 P( Ltk t+hRs+p+ q) u,Tpu(pa 1,2, 3)

A7 (k1) A (k2) A5 (k3)A7 (p) (6.70)
definiert, so dafl wir das Endergebnis
Sade (p: ki1, k2, k3)

LT pU
2
ag 1
(591’ { 567:} 2{7: OorVu (fa,defbce + aadébc)

2

- Cos (% (k1 + k2 + kS)T) sin” (% (k1 + k2 + k3)a)

+6TI/ ZUJTFYu(sadec sin (a (kl + k? + kB)y) sin (Cl (kl + k2 - kB)y)

o

— 20,7 Vu0aa0p Sin (a (k1 + ko + k3),) cos (a (k1 + k2),,)
-sin (a (k1 + ko + k3) ) sin (ak3,)

. . a
=00y (fatefree + Saadoe) sin (a (kz + k), ) sin (5 (ki + ka), )

+o-u‘r7u (fadefbce + Jadébc) sin (a (2k2 + k3)y) sin (% (kl + k2 + 2"‘73).,-) }
(6.71)
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ablesen kdnnen. Dieser Vertex ist im Kontinuum nicht présent, und der Gitter-Ausdruck
liefert in nullter und erster Ordnung von @ keinen Beitrag. Somit wird auch hier der
Kontinuumslimes korrekt reproduziert.

Fiir konkrete stérungstheoretische Berechnungen ist dieser Ausdruck noch gegen den Aus-
tausch der Gluonen zu symmetrisieren, d.h. es sind alle sechs Permutationen der Tripel
(k1,7,b), (k2,p,c) und (ks,v,d) zu beachten. Da sich die dabei entstehenden Terme in
diesem Fall nicht weiter zusammenfassen lassen, wird an dieser Stelle darauf verzichtet,

die (ldngliche) symmetrisierte Form anzugeben.
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6.3 Feynman-Graphen der 1-Loop-Korrektur zum Super-

strom

Um die 1-Loop-Korrektur zur supersymmetrischen Ward-Identitit zu ermitteln, bieten sich
als duBlere Zustinde beispielsweise ein Fermion und ein Gluon an, d.h. man kann in der
Schreibweise von Kapitel 4 O = XGA? betrachten, um etwa das Renormierungsverhalten
des Superstroms zu untersuchen. Im Kontinuum tragen dann bei verschwindendem Im-
pulsiibertrag am oberen Vertex die folgenden vier Diagramme zur Amplitude < A2A42S, >
bei:

Abbildung 6.3: 1-Loop-Graphen des Superstroms im Kontinuum

Auf dem Gitter gibt es auflerdem die beiden folgenden Beitrage:
k,c

Abbildung 6.4: Zusétzliche 1-Loop-Graphen des Superstroms auf dem Gitter

6.4 Mischungsverhalten des Superstroms

In Kapitel 5.6 hatten wir das Mischungsverhalten des Diskretisierungsfehlers X 4 der axia-
len Ward-Identitdt betrachtet. Ein vdllig analoges Verhalten findet man auch in der su-
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persymmetrischen Identitdt, dort ist die Renormierung des Operators Xg zu studieren.
Er ist auf Baumgraphen-Niveau von Ordnung ©(a?) + rO(a) und daher irrelevant, lie-
fert aber in perturbativen Betrachtungen gleichwohl einen nicht-verschwindenden Beitrag.
Auf der Basis von Dimensionsbetrachtungen (X g ist vom Typ a-(Dimension- %—Operator)
und aufgrund der BRS-Invarianz identifizieren CURCI und VENEZIANO in [CV] folgende
Operatoren, mit denen eine Mischung mdglich ist:

o eichinvariante Operatoren, représentiert durch eine Basis A,S5,, ALT,, % PG A
und o,,G,-A. Dabei ist T, = G, ()7, A(z)

e Operatoren, die sich durch BRS-Transformation aus Operatoren der Dimension %

5
und 3 ergeben.

In Korrelationsfunktionen zwischen eichinvarianten &ufieren Zustdnden braucht die zweite
Gruppe von Operatoren nicht berticksichtigt zu werden. Durch eine analoge Prozedur wie
im chiralen Fall definiert man einen subtrahierten Operator X g, der im Kontinuumslimes

endlich bleibt, verlangt die Renormierungsbedingung
lim < OXg(z)>=0 (6.72)
und erhélt dann die renormierte Ward-Identitiat zu
< O(ZsAuSy + ZpALT,) >= 2(mg —m)Z,' < OZpDs(z) > +0(a). (6.73)
Wieder tritt eine additive Massenkorrektur auf und die renormierte Masse ist durch
Z5 (mo — ) (6.74)

gegeben [DGHV].



Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

Der erste Teil dieser Arbeit (Kapitel 1 bis 4) beschéftigt sich mit dem in [Lu] offen
gebliebenen Problem, eine geeignete Verbesserung der supersymmetrischen Transforma-
tionen der N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter zu finden, die eine O(a)-
Erhaltung der Supersymmetrie auch in diskretisierter Raum-Zeit gestattet. Nach einer
kurzen Einfiihrung in die Kontinuumstheorie, habe ich dazu zunichst in Kapitel 2 die
Schwachstellen einer naiven Diskretisierung der Lagrange-Dichte des Modells und der
SUSY-Transformationen analysiert. Dabei konnte ich zeigen, dafl die Brechung der Super-
symmetrie in erster Linie darauf zuriickzufiihren ist, dafl (kovariante) Gitter-Ableitungen
in der Regel nicht der Produktregel geniigen und daf} bei ungeschickter Wahl des Feldstéirke-
tensors auBlerdem die im Kontinuum exakt giiltige Bianchi-Identitdt auf dem Gitter bereits

in erster Ordnung der Gitterkonstanten verletzt ist.

Im dritten Kapitel ist es mir dann gelungen, die so gewonnen Erkenntnisse dazu zu nutzen,
um die o.g. Storungen in erster Ordnung von a durch eine geschickte Wahl der Lagrange-
Dichte und der SUSY-Transformationen in héhere Ordnungen zu verschieben. Zumindest
jedenfalls gelingt dies im r-unabhingigen Anteil der Variation der Lagrange-Dichte. Kon-
struktionsprinzip ist dabei die geometrische Symmetrisierung der Gitterausdriicke fiir die
kovariante Ableitung, des Feldstirketensors und der Transformationen der Linkvariablen
des Fichfeldes. Es konnte aullerdem gezeigt werden, dal} sich durch die Wahl eines nicht-
lokalen Stroms weitere Storungen héherer Ordnungen eliminieren lassen, genauer 148¢ sich
hierdurch der Diskretisierungsfehler der Leibniz-Regel partiell umgehen.

Die Herleitung der Ward-Identitéten im vierten Kapitel ist in erster Linie als Vorbereitung
zur Untersuchung ihres Kontinuumslimes zu verstehen. Insbesondere habe ich verschiede-
ne lokale und nicht-lokale Formulierungen des Noether-Stroms konstruiert, die sich dann
perturbativ behandeln lassen bzw. zur numerischen Bestimmung von geeigneten Matrix-
elementen herangezogen werden konnen. Durch die Angabe der SUSY-brechenden Ter-
me Xg im Fall verschiedener Stréme werden hier alle in der nackten Identitit prisenten
Operatoren in ihrer expliziten Form aufgefiihrt. Hierdurch werden alle Voraussetzungen
fiir weitergehende numerische oder analytische Untersuchungen der supersymmetrischen
Ward-Identitdt geschaffen.

Die abschlieflenden Kapitel 5 und 6 enthalten erste Schritte zur perturbativen Behand-
lung von gitterregularisierten Ward-Identititen. Insbesondere werden verschiedene Re-
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normierungsschemata vorgestellt, und ihre Eigenschaften werden diskutiert. Durch die
explizite Berechnung der multiplikativen Renormierungskonstanten der in der axialen
Ward-Identitdt vorkommenden Operatoren konnte dann gezeigt werden, wie sich die Ver-
kniipfungen zwischen den nackten bzw. renormierten Greenschen Funktionen auf die Re-
normierunskonstanten auswirken. Wir stellen fest, dafi der axiale Strom im Kontinuum (in
Abwesenheit von Anomalien) exakt erhalten ist (Z4 = 1), wihrend die chirale Symme-
trie auf dem Gitter bereits auf klassischem Niveau gebrochen wird. Dennoch &uflert sich
die Giiltigkeit der Gitter-Ward-Identitdt in der Beobachtung, dal die Renormierungskon-
stante des axialen Vektorstroms in 1-Loop-Ordnung auch auf dem Gitter von der Wahl
des Renomierungsschemas unabhiéngig und endlich ist. Wir konnten auflerdem verifizie-
ren, daf die Renormierungskonstanten der betrachteten Operatoren S = A\, P = AvsA
und Jg = M,v5A (in geeigneten Renormierungsschemata) eichunabhéngig sind. Kapitel 5
enthilt die durchgefiihrten Rechnungen in relativ breitem Detail, dennoch wird aber auch
das methodische Vorgehen erldutert, so dafi zukiinftige perturbative Rechnungen auf der
Grundlage der hier gegebenen Beispiele erfolgen kdnnen.

Das abschliefiende sechste Kapitel stellt die Feynman-Regeln fiir die Vertices des Super-
stroms bereit und zeigt auf, welche Graphen zu seiner Renormierung betrachtet werden
miissen. Eventuelle weitere Rechungen kdnnen daher auf den Resultaten dieses Abschnittes
aufbauen.

Insgesamt wurde in dieser Arbeit somit die in [Lu] begonnene klassische Analyse der
supersymmetrischen Ward-Identitdt in erster Ordnung von a zu Ende gefiihrt, und die of-
fen gebliebene Frage nach einer Verbesserung der SUSY-Transformationen konnte positiv
beantwortet werden. Durch die stérungstheoretischen Betrachtungen in Kapitel 5 und 6
wurde ferner ein Einstieg in die perturbative Behandlung von Ward-Identitéten geschaf-
fen, wobei erste Resultate erzielt werden konnten. Insbesondere das letzte sechste Kapitel
eroffnet Moglichkeiten zur direkten Ankniipfung.

Ausblick

Die in dieser Arbeit durchgefithrten Berechnungen erlauben nach dem oben Gesagten eine
Vielzahl von sich anschlieBenden Untersuchungen. Besonders motivieren mochte ich hier
die folgenden Punkte:

e Es kann versucht werden, die in Kapitel 3 vorgestellte ,, Verbesserung” der super-
symmetrischen Transformationen auch in héheren Ordnungen vorzunehmen und die
Brechungsterme in quadratischer und weiteren Ordnungen zu eliminieren. Es stellt
sich dabei die Frage, ob dies fiir alle Ordnungen moglich ist oder ob die Mdglich-
keiten der vorgegebenen Wirkung gewissermafien ausgereizt sind, sie stimmt ja nur
bis auf Terme des Typs O(a?) + rO(a) mit der Kontinuumswirkung iiberein. Es ist
dabei nicht davon auszugehen, dafi sich die in Kapitel 3 vorgestellte Lagrange-Dichte
weiter optimieren 148t. Die Behandlung héherer Terme unterscheidet sich daher fun-
damental von der ersten Ordnung, denn nun sind die SUSY-Transformationen nicht

nur im Hinblick ihres eigenen Kontinuumslimes zu wihlen, sondern es miissen Terme
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hinzugefiigt werden, die die Diskretisierungsfehler der Wirkung ausmerzen. Es wére
hierbei sicherlich einen Versuch wert, zu iiberpriifen, ob Erkenntnisse aus der Theo-
rie der verbesserten Wirkungen in dieser Frage zu Fortschritten fiithren kdnnen, d.h.
ob man die dortigen Methoden auf die Verbesserung der SUSY-Transformationen

iibertragen kann.

Die Storungstheorie der chiralen Ward-Identitdt konnte in ihrer vollen Bandbreite
durchgefiihrt werden. Man wiirde dazu den nicht-lokalen Strom J3(z) = A(z)v,7s

UM @) A(z + ap)U,(x) wihlen und seine Matrixelemente bei beliebigem Impulsiiber-
trag auswerten. Weiterhin kénnte der Brechungsterm X4 mit in die Betrachtungen
einbezogen werden. Dann ist auch eine Bestimmung der additiven Renormierungs-
konstanten der Masse moglich, die fiir die Einstellung des chiralen Limes von Bedeu-
tung ist. Ahnliche Rechnungen wurden in [Ta] bereits durchgefiihrt, allerdings wird
das verwendete Renormierungsschema dort nur unzureichend dokumentiert. Insbe-
sondere ist unklar, wie TaANIGUCHI auf dem Gitter zum Ergebnis 74 = 1 kommt.
Bei der nicht-lokalen Wahl des Stroms wére es interessant zu beobachten, ob und
wie sich das Ergebnis im Fall von Majorana-Spinoren von den Resultaten fiir Dirac-
Fermionen unterscheidet. Im letzteren Fall hat der axiale Vektorstrom die Gestalt
L(@(2) 71U ()6 + ail)Un(z) + UL(2)b(z + ai)U,(x),759(2)), unterscheidet
sich also leicht von dem Strom fiir Majorana-Spinoren A. Auch kénnten gluonische
duflere Zustinde gewahlt werden, so daf} sich die chirale Anomalie aufgrund der dann
auftretenden Dreiecksgraphen mit in die Betrachtungen einschliefien 148t. Die Ein-
beziehung hoherer Loop-Ordnungen ist bei allen eventuellen stdrungstheoretischen
Kalkulationen von prinzipiellem Interesse, denn erst hier kommt die Majorana-Natur

der Gluinos voll zum Tragen.

An die Vorbereitungen des sechsten Kapitels schliefien sich in kanonischer Weise per-
turbative Untersuchungen des SUSY-Stroms an. Dabei kann einerseits das in [GP]
vorgestellte Programm weiter verfolgt werden, andererseits konnen — wie in dieser
Arbeit fiir die chirale Ward-Identitidt geschehen — die Renormierungskonstanten des
SUSY-Stroms und des Masseterms g in den vorgestellten Schemata bestimmt wer-
den. Die dazu zu betrachtenden Graphen wurden in Kapitel 6 explizit angegeben,
falls man als &uflere Zusténde ein Fermion und ein Boson wihlt. Erste Schritte zur
Renormierung des Superstroms in dimensioneller Regularisierung des Kontinuums
wurden von Claus Gebert und mir bereits vorgenommen. Die Ausdriicke der in Abb.
6.3 aufgefiihrten vier Graphen wurden (unter Verwendung eines geeigneten Pro-
jektors) berechnet. Aufgrund der fiir die Bestimmung der Renormierungskonstanten
des Superstroms notwendigen Renormierung der gluonischen Wellenfunktion wurden
diese vorldufigen Ergebnisse jedoch nicht in diese Arbeit aufgenommen. Interessant
ist es zu untersuchen, inwiefern die dimensionelle Regularisierung die supersymme-
trische Invarianz bricht, und zu entscheiden, ob sich wie im Fall des axialen Stroms
Zsm = 1 ergibt. Analog zur axialen Ward-Identitit sollte auch hier im gitterre-
gularisierten Fall der Term X mit in die Betrachtungen aufgenommen werden, um
eine stérungstheoretische Abschitzung fiir die additive Massenkorrektur und den da-
mit verbundenen supersymmetrischen Limes zu erhalten. Vergleichbare Rechnungen
hierzu wurden in [Ta] vorgestellt, sind aber wiederum aufgrund fehlender Erldute-
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rungen nur bedingt verwendbar. TANIGUCHI beobachtet dabei eine Mischung des
Operators Xg auch mit nicht eichinvarianten Operatoren, was an der Wahl eichva-
rianter externer Zusténde liegt. Abhilfe kann hier die Verwendung des Schrédinger-
Funktional-Formalismus (vgl. z.B. [LNWW], [LW96], [Lii]) oder eine geeignete (eich-
invariante) Wahl der &ufleren Zusténde schaffen. Besonderes Augenmerk ist dabei
auf das Mischungsverhalten des Brechungsterms X g zu richten, welches die additive
Renormierung des Superstroms bestimmt. Es kann insbesondere iiberpriift werden,
ob Zg und Zp im Limes @ — 0 endlich bleiben. Durch perturbative Untersuchun-
gen kann auch der Frage nach eventuellen Anomalien in den supersymmetrischen
Ward-Identitéiten weiter nachgegangen werden®. Es besteht hier ein enger Bezug zur
sogenannten Spuranomalie des Energie-Impuls-Tensors und zur chiralen Anomalie
(Jg, der Energie-Impuls-Tensor 6, und S, gehéren zu einem Supermultiplett, glei-

ches gilt fiir die zugehorigen anomalen Terme).

e Die supersymmetrische Ward-Identitdt kann zur nicht-perturbativen Bestimmung
insbesondere der additiven Renormierungskonstanten der Masse verwendet werden.
Dazu schreibt man (6.73) in der Form [DGHV]

g—; < Oi()ALSu(z) > + < Oi(y) AT, (x) >= 2% < Oi(y)Dg(x) >
(Kontaktterme konnen im Fall z # y ignoriert werden) und bestimmt die auftre-
tenden Matrixelemente fiir zwei verschiedene Operatoren O; und @3 bei endlicher
Gitterkonstante mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen. Das resultierende Glei-
chungssystem kann nach g—i und mz;_fn aufgeldst werden und ermoglicht so die Be-
stimmung des supersymmetrische Limes (my — m) — 0. Unabhéngig davon kann
nach gleichem Prinzip aus der axialen Ward-Identitit die Feineinstellung der nack-
ten Masse bestimmt werden, die zum Erreichen des chiralen Limes notwendig ist:

A . -
ST < ALIN@)O0i() > = < Gu(@)G () Os(y) >= 27—
Q Q

< P(x)0i(y) >
(auch hier y # z). Ein Vergleich der numerischen Ergebnisse mit den perturbativ
bestimmten Resultaten ist dabei sowohl im axialen als auch im supersymmetrischen
Fall anzustreben.

e Bei der Wahl der Operatoren O und Oy zur nicht-perturbativen Untersuchung der
supersymmetrischen Ward-Identitét erdffnen sich prinzipiell die folgenden beiden
Méglichkeiten: Es konnen Operatoren gewihlt werden, die nicht SUSY-invariant
sind, in diesem Fall tritt dann die Variation des Operators explizit in der Ward-
Identitdt auf. Um die daraus resultierenden Kontaktterme zu vermeiden, sollte in
der obigen Notation daher y # z gelten. Die zweite Alternative besteht prinzipiell
darin, einen SUSY-invarianten Operator zu konstruieren, der sich — vergleichbar zur
Wirkung — iiber das gesamte Gitter erstreckt. Uber die Existenz solcher Operatoren

ist zum gegenwirtigen Zeitpunkt jedoch nichts bekannt. In der ersten genannten

3In der Literatur wird eine supersymmetrische Anomalie beispielsweise in [AGS77a], [AGS77b], [HPT],
[MPS80a], [MPS80b], [INR] und [NO] diskutiert.
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Gruppe von Operatoren sind in erster Linie die Wahlen O ~ Dg, O ~ T, oder
beispielsweise auch O ~ AT, denkbar. Bei diesen Operatoren handelt es sich um
Spin—%—Teilchen mit Majorana-Charakter.



Anhang A

Dirac-Matrizen

In dieser Arbeit werden ausschliellich die euklidischen Dirac-Matrizen verwendet. Sie sind

mit denen des Minkowski-Raumes durch

E . (M .
7} ) = —w} b =123
E . (M M
A = =i =4 (A1)
verkniipft. Es gelten dann mit der Bezeichnung ~, = 7LE) die folgenden Relationen:
’Y,TL = Yu (A.2)
{7#:711} = 26,(1,1/]17 (AB)
insbesondere ist 'yﬁ =1 Vu.
AuBerdem definiert man
Y5 = Y17Y2Y3 T4 (A.4)
i
o-p’r = 5[7/0777’]- (AS)
Dann gilt
1w o= (A.8)
i o= 1 (A7)
{7u:75} = 0 (AS)
Opr = I7pYr — 10, 1. (A.9)

Weiterhin werden die folgenden Relationen benutzt:

YuTpr = i((sﬂp’?"r - 6ur7p) - iE,u,p'ruFYu')% (A.lO)
{7;“ Up'r} = _23.5,up-ru'7’u75 (A.ll)
[FV,ua U,o‘r] = 2i(6u97r - J,u'r")fp)- (A.IZ)

Dabei ist €,,;, der total antisymmetrische Tensor vierter Stufe, €,,-, gibt also das Signum
der Permutation aus S4 an, die (1,2,3,4) auf (g, p, 7, v) abbildet.
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Fiir 4 x 4-Spuren iiber Produkte von Gamma-Matrizen gilt

Tr(ven) = 46w (A.13)
Tr(vurvvovr) = 40uwbpr + 0urdup — 0pp0,7). (A.14)

Die Spur iiber eine ungerade Anzahl von Dirac-Matrizen verschwindet.

Mit den Antivertauschungsrelationen der Dirac-Matrizen rechnet man nach, dafi in 1) = 4

Dimensionen die folgenden Beziehungen gelten:

YoVuYe = 200070 — TuVoTVu
2% — YuYeVp
= —2, (A.15)
YoV VuYe = Vo¥r(20om — VpVu)

= 29uYr — YoV Ve Vu
= 27u7T + 277’7[.:

= 2{vu, 7}
= 46,1 (A.16)

TV VY = Vet tu(200r = Y17)
2 W~ VeV Tu Ve
= 27 — HWourr
= =27 %Yo (A.17)

Dabei ist eine Summation iiber p impliziert.

Der Ladungskonjugationsoperator C besitzt die folgenden Eigenschaften [Ka], [Mul:

ct = ¢! (A.18)
ct = —C (A.19)
Cy,.C™" = —+f (A.20)
C'AlC = —, (A.21)
CysC™' = 4 (A.22)
Co,,C™' = —0). (A.23)

Eine mogliche Darstellung der Dirac-Matrizen ist

0 —io;
;= A.24
Vi ( io'j 0 ) ( )

fir j = 1,2,3 (die ¢; sind die Pauli-Matrizen). Fir 44 und 75 kann man die Dirac-

_ _ 1 0 _ B 0 -1 (A25)
Yo =74 = 0 —1 ) Y5 = Y172Y374 = _1 0 .

Darstellung
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oder die Weyl-Darstellung

_ _ 0 1 B _ 1 0
Y0 = Y4 = 1 0 ) Y5 = Y1Y2YsV4 = 0 —1

benutzen [MM]. Die Ladungskonjugationsmatrix kann darstellungsfrei als

C = z"yéM)’Yo = —’YéE)’Yo

gewihlt werden [KS]. In Weyl-Darstellung ist also

0 1 0 0
0 -1 0 0 0
c=1{"'" ° -
0 —109 0O 0 0 -1
01 0
moglich und in Dirac-Darstellung kann
0 0 0 -1
0 —i 0 0 1 0
C = . Hep] —
—109 0 0O -1 0 0
1 0 0 0

verwendet werden [MM].

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)



Anhang B

Die SU(N.)-Farbalgebra

B.1 Allgemeine Relationen

Der Darstellungsraum der Eichgruppe SU(N.) in der Fundamentaldarstellung besteht aus

Ne-komponentigen Vektoren ¢. Die Eichtransformationen wirken dann via

#(z) » w(@)é(a), (B.1)
wobei U eine Matrix aus SU(N,) ist. Diese lassen sich in der Form

w(z) = @T° (B.2)

schreiben, wobei die T® die Generatoren der Eichgruppe in Fundamentaldarstellung sind.
Genauer bilden sie eine Basis der zu SU(N) gehorigen Lie-Algebra. Fiir die Details kon-
sultiere man etwa [Ku] oder [FS]. Die Anzahl der Generatoren betréigt im Fall der SU(N,)
N2 — 1. Fiir diese spurfreien, hermiteschen Matrizen gelten mit der Normierung

1

Te(T°T?) = 5 0ab (B.3)

die Bezichungen
[T, 7" = ifacT* (B.4)
(T80} = bon+ dunT” (B.5)

Die fu. sind die Strukturkonstanten der Eichgruppe! und sind total antisymmetrisch

gegen die Vertauschung zweier Indizes. Die auftretenden Konstanten dgp. sind {iber

dape = 2Tr({T%, T®}T°) (B.6)
definiert und sind total symmetrisch gegen Permutationen der Indizes. Man kann nun
folgern:

Te(TTT) = (dase + i fae) (B.7)
W) = bt (o + )i+ S0 (BS)

'Sie legen die Struktur der zugehbrigen Lie- Algebra eindeutig fest.
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AuBlerdem gilt
Jacdfoea = 0apCa, (B.9)

wobel C4 = N.,.

B.2 Der Fall N, =2

Im Fall der SU(2) lassen sich als Generatoren etwa Vielfache der Pauli-Matrizen wihlen,

so dafl dann mit

. 0 1 ) 0 —i 5 1 0
0':(10) a:(i 0) 0':(0 _1) (B.10)

gilt
T = —0¢%,a=1,23. (B.11)
Die Pauli-Matrizen erfiillen
[o_a’o_b] = 2é"f:a',bco-c (B12)
{o%,0"} = 281, (B.13)
also ist im Fall der SU(2)
fabc = Egbe (B14)
dype = O. (B.15)
Fir N, = 2 gilt daher
1
Te(T°T°T%) = T fabe (B.16)
1
TI‘(TaTbTCTd) = g(dabécd - fabefcde)- (B17)

B.3 Adjungierte Darstellung

Die in dieser Arbeit behandelten Fermionen befinden sich in der adjungierten Darstellung.
Die Darstellungsmatrizen sind dann keine N, x N.-Matrizen mehr, sondern sind vom Typ
(N2 — 1) x (N2 — 1). Der Darstellungsraum kann als Raum von (N2 — 1)-komponentigen
Vektoren gewdhlt werden, die sich dann wie

gy — (94T yeg, (B.18)

transformieren. Dabei ist ad(1%))f = i fas.. Die Eintrige der Darstellungsmatrix des Ge-
nerators @ (a = 1,2,...N2 — 1) sind dann also fiir festes a durch die i f,;. gegeben.

Alternativ kann man die Elemente des Darstellungsraumes auch als spurfreie N, x N-
Matrizen wihlen und die in der Fundamentaldarstellung eingefiihrten N. x N.-Matrizen
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T“ als Generatoren auffassen. Die Transformationsregel der matrixwertigen Felder lautet
dann

6 - (0T )g(e# %) (B.19)
In dieser Arbeit wihle ich durchgehend den zweiten genannten Weg.

Mit jeder Eichgruppe ist eine kovariante Ableitung verbunden. Thre Form ergibt sich im
wesentlichen aus der Differentiation der Eichtransformationen nach den Eichparametern
0. Im Fall der Fundamentaldarstellung gewinnt man aus (B.1) und (B.2)

Dyd(z) = Oud(e) + Au(2)d(2), (B.20)
die kovariante Ableitung der adjungierten Darstellung (B.19) lautet
Dug(z) = Bu¢(2) + [Ay, p(2)]. (B.21)

Fiir detailliertere Fragen ziehe man auch hier [Ku] heran.

Die Eichtransformationen wirken auf die Felder unserer Kontinuums-Theorie wie folgt (w

ist ein Element der Eichgruppe)[Ral:

Mz) — w(@)(@)w(@)™! (B.22)

Apz) —— wlz)Ay(z)w(@)™" — (Buw(z))w(z) ™ (B.23)

Man weist damit (unter Benutzung von (8,w)w™' = —wd,(w™!)) nach, daBf D, A(z) —
w(z)(PuA(z))w(z)~! und erkennt, daff die Wirkung eichinvariant ist. Auf dem Gitter gilt
Mz) — w@)A(z)w(z)™" (B.24)

Up(z) — w(z+ap)U,(z)w(z)™" (B.25)

Mit Hilfe von U,(z) = 1 — aA,(2) + ... prift man nach, dafi diese Transformationen den
korrekten Kontinuumslimes ergeben. Man erkennt auch, dafi die in Kapitel 2 angegebene

Gitterwirkung eichinvariant ist.

B.4 Feldstirketensor, Leibniz-Regel und Bianchi-Identitat

Der lokale Kriimmungstensor ergibt sich aus der kovarianten Ableitung der Fundamen-

taldarstellung zu

Fo(z)=[Du, D)) =0,A, —0,A, +[A,, Al (B.26)
Aus der Jacobi-Identitét
[DH:[DpaDT]] + [Dpv[DT:DH]] + [DTa[D.U'aDP]] =0 (B27)
folgt dann fiir festes v die Bianchi-Identitat
DyFprepprv = [Dy, Forlepprv = 0. (B.28)
AuBlerdem erfiillt die kovariante Ableitung die Leibnizregel, denn fiir zwei Funktionen f
und g gilt
Du(f(e)g(z) = Ou(fle)g(e)) +[Ay, F(z)g(x)]

J(@)Dpg(). (B.29)



Anhang C
Majorana-Spinoren

Weyl-Spinoren sind zweikomponentige Spinoren, die sich nach der linken bzw. rechten
Fundamentaldarstellung der Lorentzgruppe transformieren. Ein Majorana-Spinor ist ein

Spezialfall eines allgemeinen aus zwei Weyl-Spinoren zusammengesetzten Dirac-Spinors

_{ vr
() o

Im Minkowski-Raum stellt man nédmlich an einen Majorana-Spinor die Bedingung

— !

¥ = Ply = 9iC. (C.2)

Dabei ist

0 1
o =715 = A = ( 1o ) (C.3)

und C die Ladungskonjugationsmatrix. Durch diese Bedingung wird die Anzahl der Frei-
heitsgrade im Vergleich zu Dirac-Spinoren halbiert, ein Majorana-Spinor verfiigt iiber vier
reelle Parameter. Fiir detailliertere Betrachtungen zu Majorana-Spinoren im Minkowski-
Raum konsultiere man z.B. [KS].

In der Literatur findet man zuweilen Autoren, die behaupten, es gibe keine Majorana-
Spinoren in euklidischer Formulierung (s. z.B. Referenz [Sch] aus [Ni]). Dies nur solange
richtig, wie man auch im Euklidischen die Hermitizitétseigenschaften der minkowskischen
Formulierung verlangt. In dieser Arbeit werden euklidische Majorana-Spinoren durch die

Beziehung
A= Mce (C.4)

definiert, wobei aber nicht lainger A = Avq gilt!. In Weyl-Darstellung nimmt ein Majorana-

A= ( ﬁ;g ) (C.5)

an. Dabei ist £, ein linkshdndiger Weyl-Spinor.

Spinor damit die Form

!Eine formale Definition von X in euklidischer Raum-Zeit findet man z.B. in [Ni].
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Im folgenden mochte ich einige Rechenregeln fiir Majorana-Spinoren beweisen, die in den
Kalkulationen dieser Arbeit vielfach verwendet werden. Fiir skalare Variablen 8,...,0,
mit ungerader Grassmann-Paritdt verwende ich dabei die folgende Regel zur Bildung von
Transpositionen:

(61 00)" = (=1)*™0, .- .. (C.6)
Dabei ist s(n) das Signum der Permutation aus S, die die Reihenfolge der 61, ...,8, um-
kehrt. Durch diese Konvention wird sichergestellt, daf} fiir beliebige (skalare) Elemente a
der Grassmann-Algebra a®=a gilt. Die Erweiterung auf spinorielle Objekte geschieht dann
in der gewohnten Weise, Spaltenvektoren gehen unter Transposition in Zeilenvektoren iiber
und umgekehrt. Unter Benutzung der definierenden Eigenschaften des Ladungskonjuga-
tionsoperators C erhilt man dann fiir Grassmann-wertige Majorana-Spinoren ¢ und ¢ die
folgenden Rechenregeln:

Yo = oy (C.7)
TE'Yuqﬁ = —&m@b (C.8)
YIuTp = hVul (C.9)
50 = Y (C.10)
YY1 = PravsY (C.11)
Yopr = —G0,y (C.12)
157;1‘7;07(]5 = ‘5‘7,077;1@5- (C.13)
Beispielsweise weist man die erste Beziehung wie folgt nach:
Yo = (V'Co)
= —¢'C'%
= ¢'Cy
= . (C.14)

Die zweite angegebene Identitdt folgt aus

Y79 = (¢'Crue)
= —pC
= 400
= —¢'Cm
= _QE'Y.uw- (C.15)

Zum Beweis der dritten Gleichung notieren wir

Vg = (Y Chre)
= —¢'7,7.C'
= ¢n7Co
= —¢"vCnd
= ¢'Crmuy
= q}y,/yﬂw. (C.16)
Die iibrigen angegebenen Relationen rechnet man unter Benutzung der Eigenschaften des

Ladungskonjugationsoperators mit analogen Argumenten nach, (C.12) ergibt sich dabei
direkt aus (C.9).



Anhang D

Fierz-Transformation

Bei der Variation des fermionischen Anteils der Lagrange-Dichte tritt (z.B. in (1.60)) ein
Term der Form fg. Z”(X“'y”)\c)(j\b’yya) auf, und ich mochte in diesem Anhang begriinden,
warum dieser Ausdruck keinen Beitrag liefert. Dabei wird auch iiber die Farbindizes a, b
und ¢ summiert. Wesentliches Argument wird hierbei eine Fierz-Umordnung sein. Bei der
Herleitung dieser Fierz-ldentitit folge ich in etwa der Darstellung von [BK] bzw. [Ku].

Man betrachtet dazu den Vektorraum der hermiteschen 4 x 4-Matrizen und definiert in
diesemm Raum ein Skalarprodukt via

(A, B) i= iTr(AB), (D.1)

wobei die Spur in diesem Abschnitt durchgehend iiber die Spinorindizes gebildet wird, in
unserer Theorie (12 = 4) sprechen wir also von 4 X 4-Spuren. Beziiglich dieses Skalarpro-
dukts bilden die 16 Matrizen

]]-5 Yus Cprs i7u755 Y5 (DZ)
eine Orthonormalbasis, beispielsweise rechnet man nach, dafl
1 . . 1
T rvwsinys) = =2 Tr(wsmrs)
1
= ETT(’YM'YV)
= O (D.3)
oder
1 1
I G B P e e e U (P G T e e Ce P P 1
(A.14)
=" Opulry — pulryp. (D.4)

Ich bezeichne diese Matrizen im folgenden mit =4, es gilt dann also

1
ZTI‘(')/A’)/B) = JAB- (D5)

Da die 74 eine Orthonormalbasis des o.g. Vektorraums bilden, findet man fiir eine beliebige
4 x 4-Matrix I' die Darstellung

F:ZCA’}’A, (DG)
A
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wobel

1
cq = ZTr(fyAF). (D.7)
Komponentenweise gilt dann
o 1 kAT AR b
Fﬁ:gZA:’MF 74, (D.8)

wobei iiber doppelt vorkommende Spinorindizes wie hier z.B. £ und A zu summieren ist.
Fiir zwei beliebige 4 X 4-Matrizen A; und Ay betrachten wir nun die Matrix I' = F(‘H), die
durch

[meB .= A2dATF (D.9)

definiert wird. (D.8) schreibt sich dann als

[23 o 1 7 K_a
ref = AlﬁAgﬁ = 3 ZVAAAE\éAg 7Aﬁ (D.10)
A

Sind jetzt 1,...,1204 Grassmann-wertige Dirac-Spinoren, so folgt

(G1A192)(Y3hays) = ($AT ) (0IA 0]
= 1R ANA v
A

1 ’ i 5 o O
= -7 >IN AN ude el (D.11)
A

Beim letzten Gleichheitszeichen haben wir die Grassmann-Natur der Eintrdge der Spi-
noren beriicksichtigt. Insgesamt haben wir also die folgende Regel zur Fierz-Umordnung
hergeleitet:
_ _ 1 _ _
(V1 A192)(Y3h2a) = —2 > (Gahovali ) (Gr17ata). (D.12)
A

Um nun zu zeigen, daBl fq. Z”(j\avﬂAc)(Xb'yue) = 0 setzen wir A; = Az = 7, und erhalten
nach Summation iiber p (sowie {iber a, b und ¢)

Jabe Z(j\“’m)\c)(j\b’mﬁ) = fabe Z(Xb'yug)()_\a'yu)\c)
H 2
= _lfa,bc Z(XGFY,(LFYVFYME)(XI)'}/U)\C)

4

"hLL
1 - Y
_Zfa,bc Z()\ v lly,e) (APTLAS)

121
1 - Y
= Jase Z (A0 pr € ) (AP pr A°)

H,p<T

1 . Y
5 fave D (N 15708) (X750
u’u

1

_Zfabc Z(j‘a’YﬂVS’YﬂE)(Xb'YSAC)- (D13)
121
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Die Summanden auf der rechten Seite werden nun einzeln behandelt, der erste Term ergibt

einen Beitrag von

1 - - 1 — _
_Zfabc UZ’;()\G’Y,M'}/U'}/;LE)(AID’YVAC) - Zfabczl:()‘a’?’ue)(Ab’YuAc)
= e 3 (M) (Roe)
’L
= e S (A (Re). (D14)
[J

Dabei haben wir (A.15) und die Antisymmetrie der fg;. verwendet. Der zweite Summand

trigt aufgrund von

Fabe(A%)APAS) = fape(A%e)(X°AY)
= —fane(A%)(A2X%) (D.15)

nicht bei, dabei haben wir die Rechenregel A’A¢ = A\ fiir Majorana-Spinoren ausgenutzt.
Nach dem gleichen Argument verschwinden auch die beiden letzten Beitrdge von (D.13),
denn es gilt APy, 75A¢ = A%y, 75A bzw. AbyzA¢ = A°y3A°. Unter Benutzung von (A.16)

erkennt man

ZFy,uo-pT')/u = O, (D16)
i

so dafl auch der dritte Summand in (D.13) verschwindet. Insgesamt geht (D.13) daher in

Fare 3PN A7) = = Foe D (A7 A) (No) (D.17)

B I3

iiber, und es folgt
Jabe Z(AG'YMAC)(Ab’Yu‘E) =0. (D.18)

I



Anhang E

Die Nicht-Abelsche Stokes-Formel

E.1 Formulierung der Formel

Wir haben im Kontinuum gesehen, dafl der Feldstirketensor mit einem Paralleltransport

infinitesimaler Ausdehnung geméaf
Ultaypp) =1 — Fy(x)de,dz, (E.1)

verbunden ist, vgl. (2.4). Dabei ist U(cg;p ) ein Paralleltransport entlang einer geschlos-
senen Kurve und dz,dz, die eingeschlossene Fliche. U(cg;y, ) wird durch das Wegintegral
(2.2)

Ulcaypy) = Pexp {—f | Ay(z)dzu} (E.2)

beschrieben. Wir behaupten nun, daf sich dies auch auf den nicht-infinitesimalen Fall ver-
allgemeinern 18ft. Man erhélt dann die sogenannte Nicht-Abelsche Stokes-Formel, die wie
im abelschen Fall ein Wegintegral entlang des Randes eines Gebietes mit einem Flachen-
integral {iber die umrandete Fliche verkniipft. Um unsere Behauptung prizisieren zu
konnen, definieren wir zunéchst fiir eine beliebige Lie-Algebra-wertige Funktion F auf
der euklidischen kontinuierlichen Raumzeit, einen Referenzpunkt # und eine Léingenskala
a die transportierte Funktion F via:

F(z + aap + Bav) := UﬁT(w)UfT(w + aaf) F(z + aap + Bar)UP (z + aap)Ug (z).
(E.3)

Dabei bezeichnet Ug(m) den Transporter vom Punkt £ um « Einheiten a in fi-Richtung,

also

_ [ztaap 2 5
Uo(x) = Pe=Jo " dzAule] (E.4)

und analog fiir die Transporter Uf. Typischerweise sind 0 < «,8 < 1 und a die Gitter-
konstante. Eine graphische Anschauung vermittelt:
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z + av x+aji + av

x4+ ap

Wir behaupten nun, daf fiir den I'eldstérketensor des Kontinuums F},,, und die Plaquet-
tenvariable Uy, () die folgende

Nicht-Abelsche Stokes-Formel

Upu(z) = Pexp {—a2 flda /ldﬁfw(w+aaﬂ +aﬁﬁ)}
0 0
Qi1 1
= 1+ZH/O dai/O dﬁi{

(—a*)Fu (2 + acnfi + aBnp) - (—a?) Fpuu(z + aay o + aﬁﬂ?)} (E.5)

korrekt ist. Dabei ist ap = 1, und P bezeichnet den Pfadordnungsoperator. Geméf obiger
Formel ordnet P die einzelnen Integrale in der Exponentialreihe so an, dal die Argumente
mit groflerer ji-Komponente jeweils rechts stehen, es ist stets o, < a,—1 < ... < a3 <

ag = 1. Bezliglich der #~-Komponenten wird keine Ordnung vorgenommen.

E.2 Beweis

Zum Beweis filhren wir einen Parameter L ein, der die Ausdehnung der Plaquettenvariable
in fi-Richtung kontrolliert. Genauer hat man dann:

UL (z):= UNx)U (2 + ab)U, (z + aLp)U L (2). (E.6)

Graphisch macht man sich dies durch

&+ ab . z+alii+ av

k 4

x x4+ alj
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klar.
Wir zeigen jetzt, dal

U ()

L 1
Pexp{—azjt; da/; dﬁfw(m—I—aa,&—l—aﬁI})}

fo " da /0 1 dﬂi{

(—a®)Fuu(z + acnfi + afnt) - - (—a) Fuu (2 + acy i + aﬁu}')} (E.7)

i
n

K
—

fiir alle L gilt, wobei wichtig ist, dal hier ag = L ist. Hat man dies fiir alle L eingeschen,
so ergibt sich (E.5) als Spezialfall L = 1. Um (E.7) zu beweisen, leiten wir eine Differen-
tialgleichung erster Ordnung in L her, der beide Seiten geniigen. Da zusétzlich sowohl die
rechte als auch die linke Seite von (E.T) fiir L = 0 die Einheitsmatrix ergeben, folgt dann
die Behauptung.

Differenzieren der rechten Seite von (E.7) nach L ergibt zundchst (mit a; = L):

1
/ dB(—a®)Fpu(x +alj + aBi D)
0

o0 n aj1 n 1
+> 1] fo da; 1:[1]0 dﬁi{(—az)}'w(w + acy fi + afn i)

n=2j=2

o (—a®) Fuu (= + acsft + aBop)(—a®) Fuu(x + aljt + aﬁlﬁ)}

e 7 Qi1 7 1
= {1 +> 11 fo da; 1:[2/0 dﬁi((—a2)}"u,,(w + ac, fi + afBnp)

n=245=2

1
- (=a®) Fuw (2 + acafs + aﬁzﬁ)) } : / dB1(—a®)F (@ + aLji + af19)
0

1
= (rechte Seite von (E.T)) f dB1(—a?)Fuu(z + aLii + afy p). (E.8)
0
Wir berechnen nun fiir die linke Seite
. 1 L4+A L
lim < (U5 () - UL () (19)
Graphisch ist dies:
i ( A 4 _ A 4 )
A 7 3 ¥ 3
a(z+A) >aL

| 1
S K( - 1) (E.10)

al ai
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Im Limes A — 0 gilt aber

1
=1- aZA/ dB1 Fuu(z + alii + afip) + O(A?), (E.11)
0

alh

wie man durch Benutzung von
U(C-Z';M;") =1- pr(.’lf)d.‘l‘pd.’l;y (E.12)
einsieht (man beachte, dafl der Limes A — 0 betrachtet wird). Damit folgt dann

d

1
EU;‘;(gf) = UL (z) (—a2 /0 dB1 Fuu(z + alj + aﬁ’lr))) : (E.13)

Somit erfiillen beide Seiten von (E.T) dieselbe Differentialgleichung des Typs

f'=71-9, (E.14)

wobel

1
g(L) = —d* f dB1 Fuu(x + aLfi + aBi i) (E.15)
0

und stimmen beim Anfangswert L. = 0 {iberein (beide Seiten sind dann gleich 1). Insgesamt
ist (E.7) damit fiir alle L gezeigt, (E.5) erhélt man als Spezialfall L = 1.

Diese Beweisidee entstand in einem gemeinsamen Gesprich mit Dr. Christian Wieczer-
kowski [Wi98]. Eine formale Ausarbeitung eines &hnlichen Beweises findet man in der
Referenz [Ar] aus [GPGASB].

E.3 Anwendung bei der Entwicklung der Plaquettenvaria-
blen

Aus der Nicht-Abelschen Stokes-Formel 1486 sich die in Kapitel 3 benstigte Entwicklung
der Plaquettenvariablen bis zur dritten Ordnung von a sehr bequem ablesen. Man beob-

achtet dazu zunéchst folgendes: Fiir
Fu(z+acp+apt) = Uﬁ‘T(m)UfT(x—|—aaﬂ)Fu,,(x—|—aaﬂ —I—aﬁﬁ)Uf(m—l—aau)Uﬁ(x) (E.16)
gilt

Fulz+acp+afp) = (14 aaA,(z))(l +afA.(z))
(Fyu(2) + aad, o (a) + afo, B, (2))
(1 - aBA(2))(1 - aad,(z))
+0(a?), (E.17)
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woraus man den ersten Taylor-Koeffizienten

8y Fuu(z + aaps + aﬁﬁ)|a=ﬁ=0
= Ap(@)Fu(z) — Fu(z)Au(z) + 0u b (2)
= D,F,(z) (E.18)

abliest. Dabei ist D, die kovariante Ableitung in adjungierter Darstellung. Allgemeiner
gilt [GPGASB]
0,0, Fuu(x) = DD Fuu(z). (E.19)

Damit kann man die Entwicklung von U,, aber nahezu miihelos niederschreiben, denn es
folgt aus der Nicht-Abelschen Stokes-Formel

1 1
Upolx) = Pexp{—cﬁ/{l dafo dﬁfuy(w+aaﬂ+aﬁﬁ)}
1 1
= 1—a2f da/ dB Fuu(z + acfi + aBi) + O(a®)
0 0

1 1
= 1- a2f da/ df (Fuu(z) + aad,Fuu(2) + afd,Fuu(x))
0 0

+0(a)
1 1
= 1- azFu,,(m) — 5(138”}'”,,(1') — gasa,,}'w(m) + O(a4)
1 1
= 1-a*F,(z) - 5a3DﬂF,w(x) — §a3D,,FW(.r) + O(a%). (E.20)

Dies ist genau das Ergebnis aus (3.20).



Anhang F

Kovariante Ableitungen auf dem
Gitter

Auf dem Gitter gibt es mehrere Moglichkeiten, eine kovariante Ableitung zu definieren.

Hier werden die folgenden Varianten verwendet:

Dt f(s) = (UL + o) Ua(e) — £(2)) (r.1)
Dt (a) = =(J(x) = Uple = o)z = ap)UL(x = ai) (F.2)

D j(z) = (Ul(@) (e + i) Uyle)
—Uu(e — af)f(e — ap)Ul(z — af)). (F.3)

Erklirt man auf dem Raum der auf dem Gitter definierten (Lie-Algebra-wertigen) Funk-

tionen ein Skalarprodukt vermoge
< fg>=Y Tr{f(2)- g(=)}, (F.4)
so gilt wegen
;Tr{f(w)Dift’fg(w)} = é ;Tr{f(w)UJ(w)g(w + ap)Uulx) — fz)g(z)}

- é 3 Te{Uu(e — ai) f(e — ap)Uj(x - aji)g(e)

—f(z)g()}
= Y Tr{-D" f(z)g(2)} (F.5)
die Beziehung
Dlets = _platbt, (F.6)

Fiir die symmetrische kovariante Ableitung rechnet man nach, dafi sie in diesem Sinne

antihermitesch ist, daf also DiEo*™ = _piet#¥™  AuBerdem rechnet man leicht nach,
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dafi
lat,f mylat,b
DD f(x)
_ lat,bpylat, f
= DD f(z)
1 . . . .
= S(Ul@)f(z + ai)Up(2) + Up(e — ai) f(z — ap)Ul(z — ajt) - 2f(x))
(F.7)
richtig ist. Schliefilich gilt noch

Dift,ff(w) _ Dift’bf(l‘) — aDift’fDLat’bf(l')- (FS)

Ferner sind Paralleltransporte unter der Spur sozusagen mit den Majorana-Eigenschaften

vertriglich. Beispielsweise gilt

Tr{A(@)7. Ul (@)A(z + ap)Uu(2)} = A (€)7.2°(z + ap) Te{TU}(2)TUpu()}
= —X(z + ap)y A (2)Te{T°U} () T°U,(2)}
= —X’(z + ap)y At (@) Te{U] (€)T°U ()T}
= —Tr{UL(@)A(z + ap)Up(z)7uA(2)}- (F.9)



Anhang G

Mathematische Hilfsmittel

G.1 Die Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion besitzt fiir z € C, Re z > 0 die folgende Integraldarstellung nach
EULER:

ru)zl/ dte=tt"1 (G.1)
0
Die Darstellung gemifl des Produktsatzes von WEIERSTRASS hingegen lautet [Re]
1 st z
— VB2 1 _) —zfk G.2
Tz ¢ IT(1+5)e (G-2)
k=1
Dabei ist
1 1
yg=lim [1+ -+...4+ - —Ink ) =0.577215... (G.3)
k—o0 2 k

die Fulersche Gamma-Konstante. Insbesondere ist die Gamma-Funktion eine meromorphe
Funktion mit einfachen Polstellen bei {—n|n € Ng}. Sie erfiillt die Funktionalgleichung

I'(z+1) = zI'(2) (G.4)
und hat bei z = 0 die Laurentreihen-Entwicklung

nqzé—m+0@y (G.5)

G.2 Trigonometrische Umformungen

G.2.1 Notationen

Bei den storungstheoretischen Berechnungen auf dem Gitter werden die folgenden Abkiirzun-

gen verwendet:

s, = sin (%) cp, = cos (£) g, = sin(q,)
5, =sin ( 2“ ) é, = cos ( 2“ ) G, = sin (g — ap)p (G.6)
§, = sin (22 ) &, = cos (22 ) dp =sin(g + ap), .
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Auflerdem iibernehmen wir die folgenden Notationen aus [MZ]:

Ay =3, sin® (gu) + 472 (E sin? (%")) = Ay + 4r?A?
Ag = us1n4 (%“)

Ay =3, sin? (g.) = 4(A1 — Ay)

As=3, sin? (g,) sin? (%)

und erkldren einige um ap verschobene Gréfien

A= >, sin? (G2

A= Z‘usin2 (£ )

< 2
Ag = E” sin? ((g — ap),) + 4r? (E” sin? ((q_gp)*‘))
As = Z:'usin4 (q 2‘”’)

Ay:i=3,sin? (g - ap)u

Mit diesen Bezeichnungen gilt dann

sowie

fir festes p.

=32 =Y 22 =4 2 (1) = 4A, — 44y
I 7

1

9o = 25,Cp

G.2.2 Taylor-Entwicklung der Propagatoren

Man erhalt auBlerdem

1 1
A 2 sin? (1222 “p)‘u
_ 1
B 2 [sin? 2 — ap,, sin & cos %] + O(a?)
_ 1
[ W u 22 appqp]—l—(?( %)
1

(o) [ - 15 row

a2, Pudu

- g ] e

(G.7)

(G.8)

(G.9)

(G.10)

(G.11)
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und
I 1
Ay qg + 47‘2(5%)2
_ 1
G2 + 2ap,g, cos(q — ap), + 4r2 (A7 + adyp - §) + O(a?)
_ 1
A2 (1 + 2appc}p cos(q—agip+2r2A1P'é + 0(02))

_ ~1 (1 — QQPpQP cos((g — ag)p) +2r2A1p - § + (’)(GZ))
2

1 G — 2p,G,5 + 2r2Ap -G
gl 4~ Prieds P o). (G.12)

Ay A2

G.2.3 Algebraische Beziehungen der Propagatoren

Mittels

4A1 — Ay = 4%:Sin2 (%) - X:Sin2 qu — 47‘2A%

b
= 4 ZM: sin® (%) —4 ZM: sin® (%) cos? (%) —4r?A?
= 4 zﬂ: sin* (q?”) — 4r?A?
= 4A; — 4r?A? (G.13)
zeigt man, dafl

1 1 Az —r?A?
= 4+
Ag 4A1 A1A2

(G.14)

gilt. Diese Identitdt kann zur Abspaltung endlicher Anteile aus logarithmisch divergenten
Integralen benutzt werden, denn der erste Term verhélt sich fiir kleine Impulse wie ql—z, der
zweite hingegen bleibt fiir ¢ — 0 endlich. Mit (G.13) und

AL+ Ay = 4A] + Ay + 4r?A2

= 8A; —4A3 + 4r?A? (G.15)
kann man auflerdem nachrechnen, dafl
1 1 Az — r?A%) (24, - A 2A2
. 2+( 3—T 1)(212 3 + reAf) (G.16)
A5 16A7 ATAS

richtig ist. Der erste Term verhilt sich fiir kleine ¢ wie 1/g*, der zweite wie 1/g%, so daB
auch diese Identitét zur Abspaltung endlicher Anteile aus divergenten Ausdriicken benutzt

werden kann.
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G.3 Integralformeln

G.3.1 Feynman-Parametrisierung

Zur Durchfiihrung der Feynman-Parametrisierungen in der Stérungstheorie des Kontinu-
ums verwenden wir die Beziehung [Ku]

dz+y-1) /1 1
d = dg————. G.17
ab / m[ (az + by)? 0 5E[(a—b)m—|—b]2 ( )
Durch Differentiation nach a bzw. a und b erhdlt man hieraus
1 1 dz -z
— =2 — G.18
a?b /0 [(a — bz + b ( )
und .
1 z(1 —x)
— =06 de—rF——~ . G.19
a2b? fo Ha—-b)z + b (G.19)

G.3.2 Integrale in D Dimensionen

In den stérungstheoretischen Kapiteln werden auflerdem die folgenden Integralformeln

verwendet (vgl. z.B. [PS] oder [St]):

d'k 1 1 I(n-Dj2) 1
/(27r)4 (k2 +a2)» ~ (Am)P/2  T(n) (a2)*DF2 (G.20)
dPk  kuk, _ 1 O I'n—1-D/2)
f (27T)D (k? + a?)" - (47-|-)D/2 2(a )n—l—D/2 I'(n) (G.21)
Pk (k) 1 D+ D/ATB —a=D/2) s ppias
f (2m)P (k2 +a2)8 (4m)D/? L(D/2)L(B) (a®) . (G.22)

G.3.3 Integralformeln der Gitter-Stérungstheorie

Zur Berechnung der nackten Gittergrofien in Kapitel 5 verwenden wir die folgenden For-
meln aus [EM] (keine Summation iiber u bzw. v):

/; (27)1 16A, A, - 167r2(2 —In(a®p?) — vE + Foooo) + O(a) (G.23)

™ dig sin (%“) cos (%“) B 1 1
/;7'{' (271-)4 16A1&1 1672 <_Z
1
_ﬁap,uZOOOO + O(a?) (G.24)
f” dtq sin (%“) cos (qz”) sin (qg—") cos (%")
—r (2m)* 64A2ZA,

1 1 Ppbr
= — | =62 — In(a®p?) — v + I Z
Ton? [16 ur(2 —In(a”p”) —vE + Foooo) + 7

flpy) (ln(ang) + 75 — Foooo — 2)

] 1286””20000 + O(a).

(G.25)
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Dabei werden die Konstanten Zggoo und Fpooo bzw. Fpoor 2z.B. in [GAKA] durch modifi-

zierte Besselfunktionen ausgedriickt. Die numerischen Werte sind

(G.26)
(G.27)
(G.28)

(G.29)

(G.30)

(G.31)

Foooo = 4.369...
Zoogg = 0.1549...
Fooo; = 1.311..,
und es besteht der Zusammenhang
L (Fooor — Foooo) = ——%
(am)? 0001 0000) = —2#0000-
Unter Ausnutzung der hyperkubischen Symmetrie verwenden wir aulerdem die folgenden
Identitdten:
T d4q 52 _ l T d4q Al
— (2m)2 7 4 J_n (2m)
T d4q 9 o _ 1 T d4q A
. (2m)f Spodpy = _, (2m)* 5

3
1
3 5

T d4q A
_ (2m)%

™ d4q 9
_, (2m)E e

wobei keine Summation tiber pg erfolgt.

G.4 Numerische Werte

(G.32)

In Kapitel 5 verbleiben wir mit einigen konvergenten Integralen, deren numerische Werte
mit Hilfe des in [Ge] abgedruckten Computer-Programms mittels einer Approximation
durch Riemannsche Summen bestimmt wurden. Die folgenden Tabellen illustieren das
Konvergenzverhalten in Abhéingigkeit von der Anzahl der dquidistant gewé&hlten Stiitz-

stellen. (L* gibt die Anzahl der Stiitzstellen an.)

L | Ix, L | IEEY Lo| IEEY
20 | -1.301547 20 | 0.369222 20 | -0.173215
60 |[-1.302713 60 | 0.369444 60 | -0.173143
120 | -1.302821 120 | 0.369464 120 | -0.173135
200 | -1.302844 200 | 0.369469 200 | -0.173133
300 | -1.302851 300 | 0.369470 300 | -0.173133
a) I, b) ]glEY c) IngY
L | IEEY L L L] L |5
20 | 0.070379 20 | 0.005342 20 | 0.064634 20 | -0.064653
60 | 0.071046 60 | 0.005325 60 | 0.064783 60 | -0.064785
120 | 0.071107 120 | 0.005323 120 | 0.064797 120 | -0.064797
200 | 0.071121 200 | 0.005323 200 | 0.064800 200 | -0.064800
300 | 0.071126 300 | 0.005323 300 | 0.064801 300 | -0.064801
d) I5EY e) 4 f) ]gl—a) g) ]gz—a)



Anhang H

Feynman-Regeln

An dieser Stelle werden kurz die in den stdrungstheoretischen Teilen dieser Arbeit verwen-
deten Feynman-Regeln zusammengestellt. Sie sind der parallel angefertigten Arbeit von

Claus Gebert entnommen [Ge].

H.1 Feynman-Regeln im Kontinuum

k
Gluon Propagator @, i b,v kl—zéab (a"uy —(1— a)k’,:f")
Gluino P 6 . gab it
uino Propagator a — b P
p :
by iftm
a -t b —d° Cp2+m2
D )
a - b Jab;f:;‘z c!

igfabc ((kl - k?))u’su/\
+(k2 — k1)abu0
+(k3 - kZ)uauA)

3-Gluonen-Vertex
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Gluon-Gluino-Vertex

H.2 Feynman-Regeln auf dem Gitter

Gluon Propagator a,p

Gluino Propagator

a

kya p

b:Pl c,p2
k§au

b:Pl c,p2
k§au

b1p1 C:p?

Yy

b,v

_gfachYp

—9fabcCYp

gfabc")f,uc_1

Lbuy (0 — (1= )

Jab

ypt 5 +mo

5ab

+mg

wypt 2P’

5u.b

iyp+ 52p? +my

-1

k

£
k

ky
2

)
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ig fave (802 (b1 — ks),
X COS (%kgﬂa)
8, (ka — k1)
X €cOS (%kg'u(l)
+0,a (ks — ko),

X COS (%k;g,,a))

3-Gluonen-Vertex

k§au
Gluon-Gluino-Vertex gf“bc. ('YH cos (5(191 - p2).u)
b,p1 ¢, p2 —irsin ($(p1 — p2)u))
kY a, K
9SabeC (v cos (2(p1 — p2)u)
b:Pl C, p2 —irsin (%(pl _pZ)'u))
kY&l
_gfabc (’Y,u cos (%(pl - p2),u)
b, p1 e, p2 —irsin (§(p1 — p2)u)) C™*

—%(fa,befcde + facefbde)
X8y (rcos (2(p1 — p2)y)
+iv,sin (§(p1 — p2)u))

2-Gluonen-Gluino-Vertex

—%(fabefcde + facefbde)
X 8,,,C (r cos (%(Pl — pa)u)
+ivysin ($(p1 — p2)u))
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_%(fabefcde + facefbde)
Xauu (T COs (%(pl _pZ)H)
+ivusin (2(p1 — p2)u)) C*

Dabei werden die folgenden Abkiirzungen verwendet:

k, = gsin (%ku) (H.1)

a

1
ky, = Esin(aky). (H.2)
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