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EinleitungZum Verst�andnis der kleinsten Bausteine der Materie und ihrer We
hselwirkungen istdie Bes
h�aftigung mit dem Begri� der Symmetrie unumg�angli
h. In allen gegenw�artigenModellen der Elementarteil
hen spielen vers
hiedenene Arten von Invarianzen eine gro�eRolle. Die Einbeziehung von Symmetrieeigens
haften bes
hr�ankt si
h dabei aber ni
ht nurauf die Elementarteil
hentheorie, sondern ist au
h in weitaus �alteren Fragestellungen vonzentraler Bedeutung. Beispielsweise nutzt man bei der L�osung des Kepler-Problems, alsoder Frage na
h der Bewegung der Planeten, die Translations- und Rotationsinvarianz desRaumes aus. Kein Punkt und keine Ri
htung im leeren Raum soll gegen�uber den anderenausgezei
hnet sein, au�erdem au
h kein Zeitpunkt gegen�uber dem anderen. Die M�a
htig-keit von Symmetriebetra
htungen in der theoretis
hen Physik ist dabei ni
ht zuletzt auf ein1918 von Emmy Noether bewiesenes Theorem zur�u
kzuf�uhren, wel
hes mit jeder Sym-metrie eine Erhaltungsgr�o�e verkn�upft. Im obigen Beispiel der Planetenbewegung sind diesdie Energie-, Impuls- und Drehimpulserhaltung.Au
h die Forts
hritte, die im vergangenen Jahrhundert in der Frage na
h einer Verein-heitli
hung der Naturkr�afte gema
ht worden sind, sind ohne die Einbeziehung von Sym-metrien undenkbar. Der erste S
hritt in diese Ri
htung gelang 1888 Maxwell dur
hdie Entde
kung der Theorie des Elektromagnetismus, in der die elektris
he und magneti-s
he We
hselwirkung im Rahmen einer gemeinsamen Bes
hreibung vereinheitli
ht wurden.Neben den o.g. raum-zeitli
hen Symmetrien weist die Maxwells
he Theorie eine zus�atz-li
he "innere\ Symmetrie auf, die Feldglei
hungen f�ur die Potentiale ~A(x) und �(x) sindinvariant gegen�uber sogenannten Ei
htransformationen. Konsequenz dieser zus�atzli
henSymmetrie ist die Erhaltung der elektris
hen Ladung.Au
h hinter der 1905 von Einstein formulierten speziellen Relativit�atstheorie stehen Ei-gens
haften der Raum-Zeit. Mathematis
h wird diese Theorie dur
h die Invarianz unterden Lorentz- bzw. Poin
ar�e-Transformationen bes
hrieben.Kurz na
h dem Aufkommen quantenme
hanis
her Ideen formulierte Dira
 1928 die ersteTheorie, die es erlaubte, die Quantenme
hanik und die Relativit�atstheorie miteinanderzu verbinden. Dira
 postulierte dabei die Existenz der Antimaterie, so sollen etwa dasElektron und sein Antiteil
hen, das Positron, dur
h eine sogenannte Ladungskonjugationineinander �ubergehen. Den Erfolg dieser Idee besiegelte 1932 der experimentelle Na
hweisdes Positrons.Die Verkn�upfung der Maxwells
hen Theorie mit der Quantenme
hanik gelang dann inden 40er-Jahren im Rahmen der Quantenelektrodynamik (QED), bis heute die Theorie,



2 Einleitungdie die genauesten Vorhersagen �uber Eigens
haften geladener Teil
hen ma
ht. Die QEDist dabei der Prototyp der modernen Ei
htheorien, die den Weg zum Standardmodell derElementarteil
hen er�o�neten.Zur Zeit sind uns vier fundamentale We
hselwirkungen bekannt. Neben der Gravitati-on und der elektromagnetis
hen Kraft unters
heiden wir zwis
hen der starken und ders
hwa
hen We
hselwirkung, die auf vers
hiedene Sorten von Elementarteil
hen wirken.Die s
hwa
he We
hselwirkung ist dabei beispielsweise f�ur den radioaktiven �-Zerfall derAtomkerne verantwortli
h, die starke Kraft hingegen ist na
h heutiger Vorstellung dieUrsa
he f�ur den Zusammenhalt der Bausteine der Atomkerne. Ein gro�es Ziel der theore-tis
hen Physik ist es, diese vier Kr�afte auf ein gemeinsames Prinzip zur�u
kzuf�uhren. EinTeilerfolg gelang dabei in den 60er-Jahren, als Glashow, Weinberg und Salam dieTheorie der elektros
hwa
hen We
hselwirkung formulierten. Die Symmetrie, die diesemModell zugrunde liegt, hei�t in mathematis
her Spre
hweise SU(2)� U(1).Zusammen mit der Theorie der starken We
hselwirkung, der Quanten
hromodynamik(QCD), bildet das Glashow-Weinberg-Salam-Modell das heutige Standardmodell der Ele-mentarteil
hen. Die Vorhersagen dieses Modells haben si
h im Verglei
h mit experimentel-len Daten bestens bew�ahrt. Bis heute wurde keine Beoba
htung gema
ht, die dem Modellwiderspri
ht. Die j�ungste eindru
ksvolle Best�atigung der Vorhersagen des Standardmodellswar 1994 die Entde
kung des Top-Quarks.Jegli
he Materie im Universum besteht na
h der Vorstellung des Standardmodells ausQuarks und Leptonen. Insgesamt geht man von se
hs vers
hiedenen Quark-Typen aus,diese konstituieren die Hadronen, also beispielsweise das Proton oder das Neutron undunterliegen der starken We
hselwirkung. Die Leptonen hingegen erfahren { neben derelektromagnetis
hen { nur die s
hwa
he Kraft. Hier unters
heidet man das Elektron, dasMyon und das Tauon und ihre zugeh�origen Antiteil
hen. Zus�atzli
h gibt es zu jedemdieser leptonis
hen Teil
hen einen Partner in Form eines Neutrinos. Alle bisher genanntenTeil
hen sind nun Fermionen, d.h. ihr Spin ist halbzahlig und sie gehor
hen dem Paulis
henAuss
hlie�ungsprinzip. Au�erdem unterliegen sie der Pauli-Dira
-Statistik.Daneben gibt es no
h die Gruppe der Bosonen, deren Spin ganzzahlig ist und die si
hgem�a� der Bose-Einstein-Statistik verhalten. Im Standardmodell sind die Bosonen f�ur dieVermittlung der Kr�afte zwis
hen den Fermionen zust�andig. So stellt man si
h beispiels-weise die elektromagnetis
he We
hselwirkung als einen Austaus
h von Photonen vor. Eine�ahnli
he Rolle spielen das Z-Boson und die W -Bosonen bei der s
hwa
hen We
hselwir-kung. Das Austaus
hteil
hen der QCD ist das Gluon, es ist f�ur den Zusammenhalt derAtomkerne verantwortli
h.Etwas abseits von den genannten Teil
hen steht das sogenannte Higgs-Boson, das po-stuliert wurde, um mittels eines theoretis
hen Me
hanismus die Erzeugung der Massender Elementarteil
hen zu erkl�aren. Der experimentelle Na
hweis des Higgs-Teil
hens stehtdabei no
h aus, man erwartet ihn bei Energien von etwas �uber 100 GeV.Bisher ist es also gelungen, die elektromagnetis
he mit der s
hwa
hen We
hselwirkungim Rahmen einer gemeinsamen Theorie zu vereinheitli
hen. Die Einbeziehung der starkenWe
hselwirkung steht dabei no
h aus, man spri
ht von der Su
he na
h einer "Gro�enVereinheitli
henden Theorie\, kurz GUT ("Grand Unifying Theory\). Weiteres Fernziel



Einleitung 3ist dann au
h die Verkn�upfung mit der vierten verbleibenden Kraft, der Gravitation. EinModell, das dies leisten w�urde, w�are dann in diesem Sinne eine "Theory of Everything\,also eine allumfassende Feldtheorie.Anfang der 70er-Jahre r�u
kte mit der Supersymmetrie (SUSY) eine neue Art von Invari-anz in das Interesse der Elementarteil
henphysik. Die ents
heidende neue Idee war dabeidie Verkn�upfung von Bosonen und Fermionen: Verm�oge einer SUSY-Transformation ge-hen Teil
hen der einen Sorte in die andere �uber, und so bietet die Supersymmetrie einengemeinsamen geometris
hen Rahmen zur Bes
hreibung von Bosonen und Fermionen. Ent-s
heidend ist dabei, da� zu den �ubli
hen vier Dimensionen der Raum-Zeit sozusagen vierweitere hinzukommen und si
h au
h das Teil
henspektrum verdoppelt. Die Supersymme-trie postuliert zu jedem Fermion einen bosonis
hen Partner und umgekehrt.Die aufwendige Su
he na
h supersymmetris
hen Signalen in Ho
henergieexperimentensteht s
heinbar im Widerspru
h zu den Erfolgen des Standardmodells. Denno
h gibt esgute Gr�unde, Physik jenseits dieses Modells zu betreiben. Zum Ersten weist das Standard-modell zahlrei
he o�ene Parameter auf, die ni
ht bere
hnet, sondern nur gemessen werdenk�onnen. Vom �asthetis
hen Standpunkt ist dies �au�erst unbefriedigend. Au
h s
heinen su-persymmetris
he Theorien bessere Voraussagen �uber die Lebensdauer des Protons zu ma-
hen, die man aus experimentellen Daten auf mehr als 1032 Jahre s
h�atzt. Zudem bietet dieSupersymmetrie au
h Ans�atze zur L�osung theoretis
her Probleme des Standardmodells,ein prominentes Beispiel ist hier das sogenannte Hierar
hie-Problem:Die St�arke, mit denen die Felder im Standardmodell aneinander gekoppelt sind, h�angtvon der betra
hteten Energie ab, man spri
ht von "laufenden Kopplungen\. Setzen wireine vereinheitli
hende Theorie voraus, so sollten die Kopplungen bei hohen Energien�ubereinstimmen, oberhalb dieser Energie be�ndet si
h dann der G�ultigkeitsberei
h einersol
hen Theorie. Genauere Betra
htungen des Standardmodells zeigen aber, da� si
h dieKopplungen zwar in der N�ahe von 1014 GeV sehr nahe kommen, si
h aber ni
ht tre�en.
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henStandard-ModellAbbildung 1: Die laufenden KopplungskonstantenDieses Problem kann unter Einbeziehung der Supersymmetrie und ihrer Strahlungskor-



4 Einleitungrekturen gel�ost werden, man erh�alt dann einen gemeinsamen S
hnittpunkt bei einer Ener-gieskala von etwa 1016 GeV. Man verglei
he dazu Abb. 1, die [Ol℄ entnommen ist. Da einepotentielle Gro�e Vereinheitli
hende Theorie aber in jedem Fall das oben angef�uhrte Higgs-Teil
hen beinhalten soll, ergibt si
h eine Diskrepanz zwis
hen diesen hohen Energieskalenund der zur korrekten Einstellung der gemessenen Massen derW - und Z-Bosonen notwen-digen Higgs-Masse von etwa 100 GeV. Es bleibt ein R�atsel, warum die Masse des Higgs-Bosons soviel kleiner sein soll als die Skala der Gro�en Vereinheitli
hung. Dies bezei
hnetman als das Hierar
hie-Problem, wel
hes aufgrund von "non-renormalization\-Theoremenin supersymmetris
hen Modellen teilweise gel�ost werden kann.Die Untersu
hung supersymmetris
her Theorien wird ferner au
h dur
h die Aussi
ht aufeine m�ogli
he Verkn�upfung der Gravitation mit der Quantentheorie motiviert. Geht mann�amli
h von einer lokalen Supersymmetrie aus, so sind die Ei
h- und die Gravitationswe
h-selwirkung auf nat�urli
he Weise miteinander verbunden. Dies erlaubt die Formulierung vonSuper-Gravitationstheorien, die die allgemeine Relativit�atstheorie als Grenzfall enthalten.Bisher gibt es jedo
h keinerlei Indizien f�ur die Existenz supersymmetris
her Teil
hen. Ins-besondere m�u�te z.B. der bosonis
he Partner des Elektrons, das sogenannte Selektron, dieglei
he Masse aufweisen wie das Elektron, also direkt na
hweisbar sein. Man geht daherdavon aus, da� es si
h bei der Supersymmetrie um eine auf irdis
hen Energieskalen gebro-
hene Symmetrie handelt, ganz so wie au
h bei der elektros
hwa
hen We
hselwirkung. Dieentspre
henden Invarianzen und daher au
h die supersymmetris
hen Teil
hen sind nur beigen�ugend hohen Energien na
hweisbar, und die direkte Beoba
htung ist deshalb fr�uhe-stens in der n�a
hsten Generation der Teil
henbes
hleuniger zu erwarten. Die Tatsa
he,da� eine supersymmetris
he Welt nur bei sehr hohen Energien zu erwarten ist, zeigt, da�die Su
he na
h vereinheitli
henden Theorien direkt mit der Erfors
hung des Fr�uhstadiumsdes Universums verkn�upft ist, denn au
h dort herrs
hten hinrei
hend hohe Energien, umeine m�ogli
he Supersymmetrie zu realisieren.In den letzten zwanzig bis f�unfundzwanzig Jahren hat si
h neben dem rein theoretis
henund dem rein experimentellen Zweig der Teil
henphysik ein dritter Ansatz fest etabliert,die 
omputergest�utzte Simulation von Ei
hfeldtheorien. Ni
ht zuletzt dank exponentiellansteigender Leistungskraft moderner Re
hner bietet diese Methode eine ernsthafte Al-ternative zu kostspieligen Ho
henergieexperimenten. Aus o�ensi
htli
hen Gr�unden mu�bei der Behandlung von Feldtheorien mit dem Re
hner die unendli
he Anzahl von Frei-heitsgraden auf eine endli
he Anzahl reduziert werden, dies gelingt dur
h eine Diskre-tisierung der Raum-Zeit. Man �uberzieht den vierdimensionalen kontiniuierli
hen Raummit einem hyperkubis
hen Gitter und l�a�t Teil
hen sozusagen nur auf den Gitterpunktenbzw. den Verbindungslinien zu. Der ents
heidende Dur
hbru
h gelang hierWilson in den70er-Jahren dur
h die erste Formulierung von Ei
htheorien auf dem Gitter.Die Gitterregularisierung er�o�net die faszinierende M�ogli
hkeit, die Pfadintegrale super-symmetris
her Theorien ni
ht-perturbativ auszuf�uhren. Auf der anderen Seite werden wirsehen, da� in diskreter Raum-Zeit Symmetrieeigens
haften der Kontinuumstheorie verlo-ren gehen, man denke etwa an die Rotations- oder Translationsinvarianz. �Ahnli
h wie beider Drehsymmetrie ist au
h die Supersymmetrie auf dem Gitter ni
ht erhalten, und manerh�alt explizite Bre
hungsterme.



Einleitung 5Banks und Windey raten daher vom Versu
h ab, supersymmetris
he Modelle auf demGitter zu formulieren ("The anti
ommutator of two supersymmetry generators is an in�ni-tesimal translation. This statement should be enough to dissuade anyone from attemptingto 
onstru
t a supersymmetri
 latti
e theory.\[BW℄).Das Problem der gebro
henen Symmetrien tritt dabei s
hon bei der Lorentzinvarianz auf,die im euklidis
hen Raum Rotationsinvarianz bedeutet. Auf dem Gitter wird diese bisauf eine Invarianz unter einer diskreten Untergruppe gebro
hen. Allerdings wird dies imallgemeinen ni
ht als ernstzunehmendes Problem aufgefa�t, denn die erhaltene diskreteSymmetrie sorgt f�ur eine Wiederherstellung der vollen Lorentzinvarianz im Kontinuums-limes. Bei der Supersymmetrie hingegen liegen die Dinge anders, denn auf dem Gitterbleibt keine diskrete Untergruppe erhalten, so da� eine Restauration der Symmetrie imKontinuumslimes ni
ht selbstverst�andli
h ist.Trotz dieser Einw�ande wurden zahlrei
he Versu
he unternommen, supersymmetris
he Mo-delle auf dem Gitter zu formulieren. Eine Strategie ist es dabei, zu versu
hen, dur
h einegeeignete Wahl der diskretisierten SUSY-Transformationen eine exakte Symmetrie derGitter-Wirkung zu realisieren. Die so konstruierten SUSY-Transformationen sollen im Li-mes vers
hwindender Gitterkonstante dann in die gew�ohnli
hen Transformationsregeln desKontinuums �ubergehen. F�ur endli
he Gitterkonstanten erf�ullen diese Transformationsvor-s
hriften dann selbstverst�andli
h ni
ht die dur
h die Super-Poin
ar�e-Algebra vorges
hrie-benen Relationen. In diesem Sinne gehen z.B. Goltermann und Pet
her in [GP℄ vor,dort wird dur
h ges
hi
ktes Hinzuf�ugen geeigneter Zusatzterme zu den naiv diskretisier-ten Transformationsregeln eine exakte Invarianz der Wirkung auf dem Gitter erzeugt.Dabei wird ausgenutzt, da� si
h die Wirkung des in [GP℄ betra
hteten zweidimensiona-len euklidis
hen Wess-Zumino-Modells als abbre
hende Potenzreihe in einem Parameter �s
hreiben l�a�t. Setzt man au
h f�ur die genannten Zusatzterme eine Potenzreihe in � an,so erh�alt man eine rekursive Vors
hrift f�ur die KoeÆzienten. Diese l�a�t si
h dann iterativbehandeln.In [DN℄ hatten zuvor Dondi und Ni
olai eine ni
ht-lokale Gittertheorie mit expliziterSupersymmetrie vorgestellt. Diese Arbeit verwendet den Superfeldformalismus und rekon-struiert das Wess-Zumino-Modell. Aufgrund der fehlenden Lokalit�at ist dieser Vors
hlagaber f�ur numeris
he Simulationen unzug�angli
h, au�erdem bri
ht das Modell die Transla-tionsinvarianz.Einen �ahnli
hen Ansatz verwenden au
h Bartels und Bronzan, um eine diskretisier-te Form des Wess-Zumino-Modells konstruieren [BB℄. Au
h treten aber wieder Ni
ht-Lokalit�aten in Form sogenannter SLAC-Ableitungen [DWY℄ auf.Ein anderer Zugang besteht darin, etwa modi�zierte QCD-Gitter-Wirkungen zu verwen-den und auf eine exakte Symmetrie auf dem Gitter zu verzi
hten. Man w�ahlt dann eineWirkung, die im Limes vers
hwindender Gitterkonstanten mit der Kontinuumswirkung�ubereinstimmt und mit analogem Ziel au
h supersymmetris
he Transformationen. Auf-grund der gebro
henen Symmetrie ist diese Wirkung dann ni
ht mehr invariant unter dendiskretisierten Transformationen, sondern es treten explizite Bre
hungsterme auf. Ein sol-
hes Modell wird in [CV℄ vorgestellt, die Bre
hung der Supersymmetrie tritt dabei bereitsin erster Ordnung der Gitterkonstanten auf, wie wir im zweiten Kapitel feststellen werden.



6 EinleitungZiel des ersten Teils dieser Arbeit ist es dann, im dritten Kapitel im Sinne von [GP℄ ei-ne Erweiterung der SUSY-Transformationen zu �nden, die es bei unver�anderter Wirkungerlaubt, die St�orungen in erster Ordnung von a zu beseitigen.Zus�atzli
h zur Invarianz unter den supersymmetris
hen Transformationen weist die N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum eine zweite Symmetrie auf, sie ist invariant unterder axialen U(1)-Symmetrie. Au
h diese Invarianz wird auf dem Gitter explizit gebro
hen,insbesondere dur
h die Einf�uhrung von Wilson-Fermionen.Neben der klassis
hen Betra
htung der Symmetrien der Wirkung sind vor allem die quan-tentheoretis
hen Aspekte der 
hiralen und der supersymmetris
hen Invarianz von Inter-esse. Zentrales Objekt zur Untersu
hung der auftretenden Quantene�ekte sind die Ward-Identit�aten, die si
h aus den Symmetrien der Wirkung ableiten lassen. Sie stellen Ver-kn�upfungen zwis
hen den Greens-Funktionen der Theorie dar und erlauben einerseits eineperturbative und andererseits au
h eine numeris
he Analyse der Erhaltung der zugeh�ori-gen Noether-Str�ome und ihrer Renormierungseigens
haften.Sowohl bei der supersymmetris
hen als au
h bei der axialen Invarianz �au�ert si
h dieBre
hung dur
h die Gitterregularisierung in expliziten Zusatztermen XS bzw. XA in denentspre
henden Ward-Identit�aten. Diese Operatoren sind auf Baumgraphen-Niveau irrele-vant, d.h. von der Ordnung a. Bei der st�orungstheoretis
hen Behandlung treten aber z.T.lineare Divergenzen � 1a auf, so da� XS und XA zu endli
hen Quantenkorrekturen f�uhrenk�onnen. Diese Terme haben u.a. eine additive Massenkorrektur zur Folge, wel
he eine Fein-einstellung der Parameter der Theorie erzwingt, um den korrekten Kontinuumslimes zuerhalten. Dies ist von gro�er Relevanz f�ur die ni
ht-perturbative Untersu
hung des Kon-tinuumslimes. In [CV℄ wird beispielsweise diskutiert, ob der 
hirale und der supersymme-tris
he Limes in einem Punkt zusammenfallen oder ob eine unabh�angige Einstellung derParameter notwendig istDen mehr klassis
hen Betra
htungen im ersten Teil dieser Arbeit folgen daher einigeAspekte der st�orungstheoretis
hen Untersu
hung vor allem der 
hiralen Ward-Identit�at.Die vorliegende Arbeit besteht dabei aus se
hs Kapiteln.Der erste Abs
hnitt enth�alt eine kurze formale Einf�uhrung in supersymmetris
he Theorienund skizziert die Konstruktion der Wirkung der N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie des vier-dimensionalen Kontinuums. Ans
hlie�end wird die supersymmetris
he Invarianz explizitna
hgewiesen, und der Superstrom wird diskutiert.Das zweite Kapitel behandelt das einfa
he Gitter-Modell aus [CV℄, es wird gezeigt, da�die Gitterregularisierung die Supersymmetrie explizit bri
ht. Dabei wird ein Verglei
hmit der Kontinuumsre
hnung vorgenommen, und die genauen Ursa
hen der Bre
hung derSupersymmetrie werden lokalisiert.Im dritten Kapitel wird ein Vors
hlag zur Verbesserung der SUSY-Transformationen ge-ma
ht, der es erlaubt die symmetriebre
henden Terme in h�ohere Ordnungen der Gitter-konstanten zu vers
hieben. Au
h werden vers
hiedene Formulierungen des SUSY-Stromsdiskutiert.Das vierte Kapitel bes
h�aftigt si
h mit der Herleitung der Ward-Identit�aten, die aus denin Kapitel 3 konstruierten Transformationen resultieren. Au
h hierbei werden unters
hied-



Einleitung 7li
he Ans�atze zur Formulierung des Noether-Stroms auf dem Gitter bespro
hen. Die dabeierzielten Resultate k�onnen als Vorbereitung zur numeris
hen bzw. perturbativen Unter-su
hung der Ward-Identit�aten verstanden werden.S
hlie�li
h folgt im f�unften Kapitel eine st�orungtheoretis
he Behandlung der 
hiralenWard-Identit�aten. Die Renormierung wird dabei in vers
hiedenen S
hemata dur
hgef�uhrt,und die Restauration der 
hiralen Symmetrie im Kontinuumslimes wird behandelt.Im se
hsten Kapitel werden die Feynman-Regeln f�ur die Verti
es des in Kapitel 4 konstru-ierten Superstroms entwi
kelt. Diese k�onnen dann den Ausgangspunkt zur perturbativenBehandlung der supersymmetris
hen Ward-Identit�aten bilden.



Kapitel 1DieN = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorieim KontinuumDieses Kapitel enth�alt eine kurze, formale Einf�uhrung in supersymmetris
he Theorien.Ausgehend von der Z2-Gradierung der Poin
ar�e-Algebra wird der Superfeld-Formalismuseingef�uhrt, und das Konstruktionsprinzip supersymmetris
h-invarianter Wirkungen wirdbespro
hen. Eine ausf�uhrli
here Darstellung der Inhalte dieser Abs
hnitte �ndet man inder umfangrei
hen Literatur (z.B. [BL℄, [WB℄, [BK℄), wel
he in der dieser Arbeit voran-gegangenen Semesterarbeit zusammengefa�t wurde (verglei
he [Ga℄). Im Hinbli
k auf dieweiteren Kapitel ist der letzte Abs
hnitt dieser Einf�uhrung besonders wi
htig: In ihm wirdexplizit na
hgere
hnet, da� die zuvor konstruierte Lagrange-Di
hte der N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie des vierdimensionalen euklidis
hen Kontinuums invariant unter denSUSY-Transformationen ist. Prinzipiell wurde dies bereits in [Lu℄ veri�ziert, allerdingswird hier eine "kovariantere\ Darstellung gew�ahlt, an die si
h die Betra
htungen auf demGitter anlehnen werden, verglei
he dazu au
h [Mu℄. Des weiteren wird der Ausdru
k f�urden Superstrom des Kontinuums angegeben, dieser wird dann sp�ater f�ur die Bere
hnungenauf dem Gitter relevant sein.1.1 Die Poin
ar�e-SuperalgebraBei der Supersymmetrie handelt es si
h um eine Erweiterung der in der relativistis
henQuantenfeldtheorie �ubli
hen Poin
ar�e-Invarianz um eine innere Symmetrie zwis
hen Boso-nen und Fermionen. Im Jahr 1967 zeigten Coleman und Mandula, da� es ni
ht m�ogli
hist, die Poin
ar�e-Gruppe P mit einer inneren Symmetrie, bes
hrieben dur
h eine Lie-Gruppe I, sinnvoll zu vereinigen [CM℄. Entweder ist die entstehende Gruppe G trivial imSinne von G = P � I , oder die S-Matrix der resultierenden Theorie ist die Einheitsma-trix, so da� alle Streuamplituden vers
hwinden. 1971 konnten Goldfand und Likhtmanzeigen [GL℄, da� man dieses no-go-Theorem umgehen kann, indem man das Konzept derLie-Gruppen erweitert: Zu den Kommutatorrelationen zwis
hen den Generatoren kommen



1.1 Die Poin
ar�e-Superalgebra 9dann au
h Antikommutatorbeziehungen hinzu, was auf die Idee der Z2-gradierten Poin-
ar�e-Algebra f�uhrt. Dieses Konzept erwies si
h 1975 als die einzige mit der relativistis
henQuantenfeldtheorie vereinbare Erweiterung der Poin
ar�e-Gruppe [HLS℄, was die Stellungder Z2-Gradierung untermauert.Unter einer Gradierung einer Algebra G mit einer abels
hen Halbgruppe (G;+) verstehtman dabei na
h [FS℄ und [KS℄ eine ZerlegungG =Mg2GGg (1.1)von G in eine direkte Summe von Vektorr�aumen, so da� f�ur die Verkn�upfung Æ der Algebragilt Gg Æ Gh � Gg+h: (1.2)Im Fall G = Z2 und Addition modulo 2 zerf�allt also die Algebra G in zwei Teilr�aumeG0 und G1, deren Generatoren wir wegen G0 Æ G0 � G0, G0 Æ G1 � G1, G1 Æ G0 � G1 undG1 Æ G1 � G0 als bosonis
h bzw. fermionis
h identi�zieren k�onnen. Verlangt man no
hzus�atzli
h die folgenden Eigens
haften der Verkn�upfung ÆSupersymmetrie: xi Æ xj = (�1)(�1)i�jxj Æ xi (1.3)Ja
obi-Identit�at: xk Æ (xl Æ xm)(�1)k�m + xl Æ (xm Æ xk)(�1)l�k+xm Æ (xk Æ xl)(�1)m�l = 0; (1.4)so spri
ht man von einer Z2-gradierten Lie-Algebra. Da wir ja auf der Su
he na
h einerErweiterung der relativistis
hen Poin
ar�e-Symmetrie sind, ist G0 in unserem Fall eben ge-rade dur
h die von den zehn Generatoren P� und M�� = �M�� (�; � = 1; :::; 4) erzeugtePoin
ar�e-Algebra gegeben. Sie hat bosonis
hen Charakter im obigen Sinne. Die Erweite-rung ges
hieht nun dur
h Einf�uhrung der SUSY-Generatoren Qa, a = 1; :::; 4N von G1,man spri
ht dann von einer N -fa
h erweiterten Supersymmetrie. Wir werden im folgendenstets N = 1 betra
hten und die Kollektion der vier Q0s als Majorana-Spinor au�assen.Daraus ergeben si
h die folgenden Kommutatorrelationen zwis
hen den Generatoren vonG0 und G1: [P�; Qa℄ = 0 (1.5)[M�� ; Qa℄ = �(12���)abQb: (1.6)Dabei ist ��� = i2 [
�; 
� ℄, siehe dazu au
h Anhang A. F�ur den Antikommutator G1�G1 !G0 �ndet man mit Hilfe eines allgemeinen Ansatzes und der Ja
obi-Identit�at (1.4)fQa; Qbg = �2(
�C)abP�: (1.7)Dabei ist C der Ladungskonjugationsoperator.Zusammenfassend wird die SUSY-Algebra also dur
h die 14 GeneratorenP�; M�� und Qa (1.8)aufgespannt, und die Algebra wird dur
h (1.5)-(1.7) und die Poin
ar�e-Algebra determi-niert.



10 Die N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie im KontinuumDa das Teil
henspektrum einer Theorie dur
h die irreduziblen Darstellungen der zugeh�ori-gen Symmetriegruppe bestimmt wird, hat diese Erweiterung der Poin
ar�e-Gruppe weit-rei
hende Konsequenzen f�ur die in der Theorie enthaltenen Elementarteil
hen. Zu den�ubli
hen Teil
hen kommen wie in der Einleitung erl�autert ihre entpre
henden "Superpart-ner\ hinzu, insgesamt verdoppelt si
h also die Teil
henanzahl.1.2 Darstellung im Raum der SuperfelderNa
hdem i
h nun die Supersymmetrie-Algebra eingef�uhrt habe, fehlt uns zur Formulie-rung supersymmetris
her Theorien no
h eine Darstellung auf einem linearen Vektorraum.Dies f�uhrt direkt auf die Begri�e Superraum und Superfelder. Dazu sei daran erinnert,da� Poin
ar�e-Transformationen auf Minkowski-Koordinaten imR4 und auf im Minkowski-Raum erkl�arte Felder wirken. Eine Translation um a� wird dabei etwa dur
h die Operationeia�P� bes
hrieben. In genau der glei
hen Weise lassen si
h SUSY-Transformationen alsVers
hiebungen im sogenannten Superraum au�assen, den man aus dem minkowskis
henR4 dur
h Hinzuf�ugen neuer (fermionis
her) Dimensionen erh�alt. Der Darstellungsraum derSUSY-Transformationen wird entspre
hend aus Feldern gebildet, deren De�nitionsberei
heben dieser Superraum ist, man bezei
hnet sie als Superfelder. Konkret hat ein sol
hesSuperfeld die Form F(x�; �; ��), wobei � und �� die Grassmann-artigen zus�atzli
hen Koor-dinaten angeben. Man bea
hte, da� � und �� Weyl-Spinoren sind. Eine SUSY-Translationnimmt in diesem Raum die Gestalt�x�; �; ��� �! �x� + ��; � + "; �� + �"� (1.9)an, wobei �� = a� � i"���� + i����". " und �" sind dabei Weyl-spinorielle Parameter derSUSY-Transformation. Man ist nun an einer unit�aren Darstellung interessiert, die dieseArt von Transformationen im Raum der Superfunktionen F(x�; �; ��) realisiert:F �x�; �; ��� �! F �x� + ��; � + �; �� + ��� =: UF �x�; �; ��� : (1.10)Mit dem Ansatz U = expni�a�P̂� + �Q̂+ �� �̂Q�o (1.11)ergibt si
h P̂� = �i�� (1.12)iQ̂ = ��� � i������ (1.13)i �̂Q = ���� � i~�����: (1.14)Dabei ist �� als Kollektion (11; �1; �2; �3) und ~�� als (11;��1;��2;��3) zu verstehen. ZuSuperfeldern haben wir oben sol
he Felder erkl�art, deren De�nitionsberei
h der Superraumist, also Felder der Form F = F(x; �; ��). Man kann ein sol
hes Superfeld wie folgt in einePotenzreihe in � und �� entwi
keln (h�ohere Terme treten aufgrund der Grassmann-Natur



1.2 Darstellung im Raum der Superfelder 11der �'s ni
ht auf): F(x; �; ��) = f(x) + ��(x) + �� ��(x) + (��)M(x)+ (����)N(x) + �����A�(x) + (��)����(x)+ (����)��(x) + (��)(����)D(x): (1.15)An dieser Darstellung dur
h die sogenannten Komponentenfelder erkennt man au
h denTeil
hengehalt des Superfeldes. Das Verhalten der Komponentenfelder unter Lorentztrans-formationen ergibt si
h, indem man fordert, da� das Superfeld F ein Lorentzskalar ist. DerTeil
heninhalt ist dann der folgende:� 4 komplexe skalare Felder: f;M;N;D� 2 linksh�andige Weyl-Spinoren �; �� 2 re
htsh�andige Weyl-Spinoren ��; ��� 1 komplexes Vektorfeld A�.Aus (1.15) l�a�t si
h die Wirkungsweise der Transformationen auf die Komponentenfelderexplizit bestimmen, und man hat so eine lineare Darstellung der SUSY-Algebra konstru-iert. Allerdings ist diese im allgemeinen ho
hgradig reduzibel. Zu irreduziblen Darstel-lungen gelangt man, indem man nur sol
he Superfelder betra
htet, die gewissen SUSY-kovarianten Bedingungen gen�ugen. Beispielsweise kann man eine kovariante Ableitung�uber DA := �A + i(����)A�� (1.16)�D _A := ��� _A + i(~���) _A�� (1.17)de�nieren und dann� 
hirale Superfelder � dur
h �D _A� = 0 und� anti
hirale Superfelder �y dur
h DA�y = 0erkl�aren. Es zeigt si
h, da� das allgemeinste 
hirale Superfeld von der Form � = �(y; �)ist, wobei y� = x�+ i�����. Die Taylorentwi
klung na
h Potenzen von � und �� ergibt si
hdann zu �(y; �) = '(y) + p2� (y) + (��)F (y)= '(x) + i(�����)��'(x)� 12(�����)(��� ��)����'(x)+p2� (x) + ip2(�����)��� (x) + (��)F (y): (1.18)Der Teil
hengehalt ist also dur
h� 1 komplexes skalares Feld '� 1 linksh�andiges Weyl-Spinorfeld  



12 Die N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum� 1 komplexes skalares Hilfsfeld Fgegeben. Der Weyl-Spinor l�a�t si
h dabei au
h in einen 4-komponentigen Majorana-Spinorkonvertieren, so da� si
h genau das u.a. in [Lu℄ behandelte 
hirale Supermultiplett desWess-Zumino-Modells ergibt, in dem ein skalares bosonis
hes Feld und ein fermionis
hesFeld enthalten ist. Das Hilfsfeld kann beim �Ubergang zur on-shell-Darstellung au�er Be-tra
ht gelassen werden.Eine zweite M�ogli
hkeit, zu irreduziblen Darstellungen zu gelangen, besteht darin, si
hauf sogenannte Vektor-Superfelder zu bes
hr�anken. Unter einem Vektor-Superfeld verstehtman dabei ein Superfeld, das der BedingungV = V y (1.19)gen�ugt. Vektor-Superfelder haben die s
h�one Eigens
haft, eine Ei
htransformation gem�a�V ! V 0 = V + (� + �y) (1.20)mit einem 
hiralen Superfeld � zu erlauben. Man kann nun na
hre
hnen, da� die Kompo-nentenfelder � und D des Vektor-Superfeldes unter sol
hen abels
hen Transformationeninvariant sind und da� si
h f�ur das Feld A� genau das gewohnte VerhaltenA� ! A0� = A� � 2��� (1.21)ergibt, wobei si
h � aus den Komponentenfeldern von � rekrutiert. Diese Ei
hfreiheitgestattet es, die sogenannte Wess-Zumino-Ei
hung zu w�ahlen, in der ein Vektor-Superfelddie Form VWZ(x; �; ��) = (�����)A� + i(��)(����)� i(����)(��) + (��)(����)D (1.22)annimmt. Der Teil
heninhalt ist dann also der folgende:� 1 bosonis
hes Vektorfeld A�� 1 Weyl-Spinorfeld �� 1 skalares Hilfsfeld D.Dieses Multiplett bezei
hnet man als das Vektor-Supermultiplett. Es repr�asentiert genaudie Teil
hen, die in der hier betra
hteten Theorie vorkommen. A� stellt dabei ein Gluondar, und mit einem aus � gewonnenen Majorana-Spinor werden wir die zugeh�origen Su-perpartner, die Gluinos, modellieren.1.3 Supersymmetris
he Lagrange-Di
htenIn diesem Abs
hnitt sollen aus den eingef�uhrten linearen Darstellungen der SUSY-AlgebraWirkungen S = R d4xL konstruiert werden, die unter den SUSY-Transformationen inva-riant sind. Dazu benutzt man die Tatsa
he, da� si
h bei allgemeinen Superfeldern F die



1.3 Supersymmetris
he Lagrange-Di
hten 13D-Komponente und bei skalaren Superfeldern die F -Komponente nur um totale Diver-genzen �andern: ÆD = i2��(������ �����) (allgemeines Superfeld) (1.23)ÆF = ip2��(��~�� ) (skalares Superfeld): (1.24)Diese Terme �andern also das Wirkungsintegral bei SUSY-Transformationen ni
ht, dennmit dem Gau�s
hen Satz gehen sie in Ober
�a
henterme �uber, die dann vers
hwinden. EineM�ogli
hkeit, supersymmetris
he Lagrange-Di
hten zu konstruieren, ist also dur
hL = (Superfelder)D + (
hirale Superfelder)F (1.25)gegeben.1.3.1 Das Wess-Zumino-ModellDas erste supersymmetris
he Modell wurde 1974 von Wess und Zumino vorges
hlagen[WZ℄. Es wird dur
h folgende o�-shell-Lagrange-Di
hte erkl�artL := (�y(x; �; ��)�(x; �; ��))D� m2 �2(y; �)F + (h:
:)� g3�3(y; �)F + (h:
:) (1.26)(h.
.) steht dabei f�ur den entspre
henden hermites
h konjugierten Ausdru
k, was si
hert,da� die Lagrange-Di
hte reell ist, � = ('; ; F ) ist ein 
hirales Superfeld. Man erkenntden Teil
hengehalt wiederum als ein Boson und ein Fermion. Na
h �Ubergang zur on-shell-Wirkung erh�alt man die folgende Form der Lagrange-Di
hte:L = (��'�)(��')�m2 j'j2� i2( � ~���� +  ���� � ) + m2 (  + � � )+ g('  + '� � � )�mg j'j2 ('+ '�)� g2 j'j4 ; (1.27)deren erste Zeile f�ur die freie Bewegung des Bosons der Masse m steht. Die zweite Zeilestellt das freie Fermion glei
her Masse dar, die dritte Zeile kennzei
hnet die We
hselwir-kung. Dur
h Einf�uhren alternativer Felder A; B und 	 via' = 1p2(A� iB)	 :=   � ! (1.28)kann man die Lagrange-Di
hte der freien Theorie au
h in der FormL = 12 �(��A)(��A)�m2A2� + 12 �(��B)(��B)�m2B2�� 12 �	 (i
��� �m)	; (1.29)s
hreiben. Das Wess-Zumino-Modell beinhaltet also das folgende 
hirale Supermultiplett:



14 Die N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie im Kontinuum� 1 reelles skalares Feld A(x), A = A�� 1 reelles pseudoskalares Feld B(x), B = B�� 1 Majorana-Spinorfeld 	(x), 	 = C �	T .Die zugeh�origen Bewegungsglei
hungen lauten dann(2+m2)A = 0 (Klein-Gordon) (1.30)(2+m2)B = 0 (Klein-Gordon) (1.31)(i
��� �m)	 = 0 (Dira
) (1.32)�	(i
� �� � +m) = 0 (Dira
): (1.33)1.3.2 Supersymmetris
he Ei
htheorieUm eine Lagrange-Di
hte f�ur ein Superfeld � zu konstruieren, das si
h unter ni
ht-abels
henEi
htransformationen gem�a� der Standard-Darstellung�(x; �; ��) �! e�i�(x;�;��)�(x; �; ��) (1.34)�y(x; �; ��) �! �y(x; �; ��)ei�y(x;�;��) (1.35)transformiert, f�uhrt man ein Vektor-Superfeld V als Ei
hfeld ein und kann dann ei
hinva-riante Terme der Form L = (�yeV �)D (1.36)in die Lagrange-Di
hte aufnehmen, vorausgesetzt, V verh�alt si
h unter Ei
htransformatio-nen wie eV ! e�i�yeV ei�: (1.37)Dieses Transformationsverhalten von V verallgemeinert die abels
he Ei
htransformation(1.20), und V geh�ort insbesondere zur adjungierten Darstellung der Ei
hgruppe. Eines
h�one mathematis
he Abhandlung der adjungierten Darstellung �ndet man in [FS℄, diewi
htigsten Fakten sind au
h im Anhang dieser Arbeit zu �nden. Um nun das Ei
hfeld indie Dynamik mit einzubinden, d.h. ein Analogon des �ubli
hen F��F�� -Terms zu erhalten,de�niert man einen Feldst�arketensor gem�a�WA = �14 ( �D �D)e�VDAeV ; (1.38)wel
her si
h dann unter Ei
htransformationen wieWA �! e�i�WAei� (1.39)verh�alt. Die Einbindung in die Lagrange-Di
hte erfolgt dann �uber einen simultan SUSY-und ei
hinvarianten Term LE := Trf(WAWA)F g+ (h:
:); (1.40)dabei bezieht si
h die Spurbildung nur auf die Farbfreiheitsgrade. Bei den Materiefel-dern bes
hr�anken si
h die m�ogli
hen Terme aufgrund von Renormierbarkeitsforderungen



1.4 N = 1-SUSY-Yang-Mills im Kontinuum 15auf Kopplungen der Form mij�i�j bzw. gijk�i�j�k, so da� die allgemeinste Form derLagrange-Di
hte dur
hL = 14g2Trf(WAWA)F + ( �W _A �W _A)Fg+ ��yeV ��D+ �12mij�i�j + 13gijk�i�j�k�F + (h:
:) (1.41)gegeben ist (vgl. dazu [WB℄).1.4 N = 1-SUSY-Yang-Mills im Kontinuum1.4.1 Die WirkungWir werden im weiteren die Materiefelder komplett von der Betra
htung auss
hlie�en unduns auf den Ei
hanteil L := Trf(WAWA)Fg + (h:
:) (1.42)der Lagrange-Di
hte bes
hr�anken. Um die Lagrange-Di
hte dur
h die Komponentenfelderauszudr�u
ken, m�ussen wir also den F -Term von WAWA bere
hnen. Als Resultat erh�altman in euklidis
her Formulierung1 [VY℄L = 14F a��F a�� + 12��a
�(D��)a � 12DaDa: (1.43)Dabei ist F�� = ��A� � ��A� + [A�; A�℄ der �ubli
he ni
ht-abels
he Feldst�arketensor und(D���) = ����+ [A�; ��℄ (1.44)die kovariante Ableitung in adjungierter Darstellung. Auf den ersten Bli
k sieht dieseWirkung aus wie die der QCD. Allerdings treten hier statt Dira
-Spinoren Majorana-Spinoren � bzw. �� auf, und die Ei
hfelder wirken in adjungierter Darstellung. Dur
heine einfa
he Gau�-Integration l�a�t si
h das Hilfsfeld D eliminieren (denn es tritt in derWirkung nur quadratis
h und ni
ht an andere Felder gekoppelt auf), und wir verbleibendann unter Benutzung der Zerlegungen� = �aT aA� = �igAa�T aF�� = �igF a��T a (1.45)mit der Lagrange-Di
hteL(x) = � 12g2Tr fF��(x)F��(x)g+Tr ���(x)
�D��(x)	 (1.46)1Wir verwenden im Kontinuum stets die Einsteins
he Summenkonvention, d.h. �uber mehrfa
h vorkom-mende Lorentz-Indizes ist zu summieren. Glei
hes gilt au
h f�ur die Farbfreiheitsgrade.



16 Die N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie im Kontinuumder N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie im euklidis
hen, vierdimensionalen Kontinuum. Diezugeh�orige Wirkung ist dann invariant unter den SUSY-Transformationen (vgl. [WB℄)ÆA�(x) = �2g��(x)
�" (1.47)Æ�(x) = � ig ���F�� (x)" (1.48)Æ��(x) = ig �"���F�� (x); (1.49)was i
h im verbleibenden Teil dieses Kapitels explizit veri�zieren m�o
hte. Dazu zeigt man,da� si
h die Lagrange-Di
hte bei Anwendung dieser Transformationen nur um eine totaleDivergenz �andert, da� also ÆL(x) = ��j�" f�ur einen geeigneten Strom j� gilt.1.4.2 Variation der Ei
hfeldwirkungEs ist zun�a
hst das Verhalten des Ei
hfeldanteilsLg(x) = � 12g2Tr fF��(x)F��(x)g (1.50)unter den SUSY-Transformationen zu studieren.2 Dazu ist ni
hts anderes als die Variati-on des Feldst�arketensors auszure
hnen. Mit der kovarianten Ableitung in der Fundamen-taldarstellung D� = �� +A� s
hreibt si
h der Feldst�arketensor alsF�� = ��A� � ��A� + [A�; A� ℄ = [D�;D� ℄; (1.51)und wegen ÆD� = ÆA� = �2g��
�" ergibt si
h dannÆF�� = [D�; ÆD� ℄� [D�; ÆD�℄= �2g[D�; ��℄
��+ 2g[D� ; ��℄
�"= �2g �[D�; ��℄
� � [D� ; ��℄
�� ":= �2g �D���
� � D���
��": (1.52)Dabei bezei
hnet D��� = [D�; ��℄ = ���� + [A�; ��℄ die kovariante Ableitung in der adjun-gierten Darstellung. Daraus folgt dannTrfÆ (F��F��)g = 2TrfF��ÆF��g= �4gTrfF�� �D���
� �D���
��g"= �4gTrfF��D���
� � F��D���
�g"= �4gTrfF��D���
� + F��D���
�g"= �8gTrfF��D���
�g"; (1.53)und man bekommt ÆLg(x) = � 12g2 Æ (Tr fF��(x)F��(x)g)= 4gTr�D�(��(x))F��(x)	 
�": (1.54)2Es sei an dieser Stelle no
h einmal darauf hingewiesen, da� si
h die Spurbildung { bis auf wenigegekennzei
hnete Ausnahmen { stets auf die Farbfreiheitsgrade bezieht. Im Fall der Ei
hgruppe SU(2) mitGeneratoren T a = 12�a (vgl. Anhang B) ist mit Tr also eine 2 � 2-Spur gemeint.



1.4 N = 1-SUSY-Yang-Mills im Kontinuum 17Man benutzt nun die Leibniz-Regel f�ur die kovariante Ableitung(D���)F�� = D�(��F��)� ��(D�F��) (1.55)und erh�alt den TermÆLg(x) = �4gTr ���(x)D�F��(x)	 
�"+ 4gTr�D�(��(x)F��(x))	 
�"= �4gTr ���(x)D�F��(x)	 
�"+ 4g �� �Tr���(x)F��(x)	�
�": (1.56)Dabei wurde ausgenutzt, da� von einem Term der Form D�(��F��) = ��(��F��)+[A�; ��F�� ℄unter der Spur nur der erste Beitrag relevant ist, denn der Kommutator vers
hwindet na
hSpurbildung aufgrund der Identit�at TrAB = TrBA.Der zweite Term stellt o�enbar einen Beitrag zum genannten Superstrom j� dar, und wirwerden im n�a
hsten Abs
hnitt sehen, da� si
h der erste Term dur
h einen entspre
hendenBeitrag aus der Variation des fermionis
hen Anteils der Lagrange-Di
hte eliminieren l�a�t.1.4.3 Variation der Fermion-WirkungUnter den SUSY-Transformationen verh�alt si
h der fermionis
he Anteil Lf der Lagrange-Di
hte Lf (x) = Tr ���(x)
�D��(x)	 (1.57)wegen Æ(D��) = [ÆD�; �℄ + [D�; Æ�℄= �2g[��
�"; �℄� ig (D�F�� )���" (1.58)wie ÆLf(x) = Tr �Æ��(x)
�D��(x)	+ Tr���(x)
�Æ(D��(x))	= �Tr �(D���(x))
�Æ�(x)	 +Tr ���(x)
�Æ(D��(x))	= igTr�(D���(x))
����F�� (x)"	� igTr ���(x)
�(D�F�� (x))���"	�2gTr ���(x)
�[��(x)
�"; �(x)℄	 : (1.59)Anwendung einer Fierz-Identit�at zeigt dann, da� der dritte Term�2gTr ���
�[��
�"; �℄	 = �igfab
(��a
��
)(��b
�") (1.60)vers
hwindet. Die Details dieses Na
hweises �ndet man in Anhang D, man verglei
he dazuau
h [Lu℄ und [dWF℄ sowie [BSS℄. Wir verbleiben daher also mitÆLf (x) = igTr �(D���(x))F�� (x)	 
����"� igTr���(x)(D�F�� (x))	 
����": (1.61)



18 Die N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie im KontinuumWie im Fall der Ei
hwirkung ziehen wir nun die Leibniz-RegelD�(��F�� ) = (D���)F�� + ��(D�F�� ) (1.62)hinzu und erhalten ÆLf (x) = igTr�D�(��(x)F�� (x))	 
����"�2 igTr ���(x)(D�F�� (x))	 
����": (1.63)Der Kommutatorterm in der kovarianten Ableitung TrfD�(��F�� )g vers
hwindet wie s
honbei der Ei
hfeldwirkung gesehen, so da�ÆLf (x) = �2 igTr���(x)(D�F�� (x))	 
����" + ��� igTr ���(x)F�� (x)	 
����"� (1.64)ri
htig ist. Wir benutzen nun eine Beziehung zwis
hen den Dira
-Matrizen3 :
���� = i (Æ��
� � Æ��
�) � i"����
�
5 (1.65)und gewinnenÆLf (x) = 4gTr ���(x)(D�F��(x))	 
�"� 2gTr ���(x)(D�F�� (x))	 "����
�
5"+��� igTr ���(x)F�� (x)	 
����"� : (1.66)Als letztes bringen wir nun die Bian
hi-Identit�at[D�; F�� ℄ + [D�; F��℄ + [D� ; F��℄ = 0 (1.67)ins Spiel, die si
h au
h als (D�F�� (x))"���� = 0 8�; (1.68)s
hreiben l�a�t. Damit lautet das Endergebnis dannÆLf (x) = 4gTr ���(x)(D�F��(x))	 
�"+ ��� igTr ���(x)F�� (x)	 
����"� : (1.69)Zusammen mit der Variation der Ei
hfeldwirkungÆLg(x) = �4gTr ���(x)D�F��(x)	 
�"+ 4g�� �Tr���(x)F��(x)	�
�" (1.70)aus (1.56) k�onnen wir also best�atigen, da� die Lagrange-Di
hte unter Supersymmetrie-Transformationen nur als totale Divergenz variiert:ÆL(x) = ���4gTr ���(x)F��(x)	 
� + igTr���(x)F�� (x)	 
����� ": (1.71)3"���� ist dabei der total antisymmetris
he Tensor vierter Stufe, vgl. dazu au
h Anhang A.



1.4 N = 1-SUSY-Yang-Mills im Kontinuum 191.4.4 SuperstromWir haben nun also gezeigt, da�ÆL(x) = ���Tr�4g ��(x)F��(x)
� + ig ��(x)F�� (x)
������ "; (1.72)was Anla� zur De�nition eines Stromesj�(x) := Tr�4g ��(x)F��(x)
� + ig ��(x)F�� (x)
����� (1.73)gibt. Man bea
hte, da� dieser Strom fermionis
her Natur ist, hier also insbesondere au
hein Majorana-Spinor. Es l�a�t si
h daher s
hreibenÆL(x) = ��j�(x)" = �"��j�(x); (1.74)wobei j�(x) = Tr��4gF��(x)
��(x) + ig F�� (x)���
��(x)� : (1.75)(Um j� aus j�(x) zu gewinnen, benutzt man die im Anhang wiedergegebenen Re
henregelnf�ur Majorana-Spinoren.)Aufgrund des Ursprunges der beiden einzelnen Summanden in (1.73) in den Variationendes bosonis
hen bzw. fermionis
hen Sektors der Lagrange-Di
hte f�uhre i
h f�ur diese beidenAnteile zwei gesonderte Bezei
hnungen ein:j�;g(x) := 4gTr ���(x)F��(x)
�	j�;f(x) := igTr ���(x)F�� (x)
����	 : (1.76)Es sei s
hon jetzt vorweggenommen, da� j� = j�;g + j�;f ni
ht der Noether-Strom ist, deraus der supersymmetris
hen Invarianz abgeleitet werden kann. Dementspre
hend tritt inden sp�ater zu behandelnden Ward-Identit�aten au
h ni
ht der Strom j� auf, sondern einedann no
h zu erkl�arende Gr�o�e S�. Da aufgrund der Notation jedo
h keine Verwe
hse-lungsgefahr besteht, werde i
h f�ur beide Gr�o�en die Bezei
hnung Superstrom benutzen.Der Strom j� l�a�t si
h unter Verwendung von
���� = i(Æ��
� � Æ��
�)� i"����
�
5 (1.77)au
h als j� = Tr�2g ��F��
� + 1g ��F��"����
�
5� (1.78)s
hreiben, denn aufgrund der Antisymmetrie von F�� und wegen "���� = "���� gilt:ig ��F��
���� = ig ��F�� (i (Æ��
� � Æ��
�)� i"����
�
5)= �1g �� (F��
� � F��
�) + 1g "����
�
5F��= �1g �� (F��
� + F��
�) + 1g "����
�
5F��= �2g ��F��
� + 1g "����
�
5F�� : (1.79)



20 Die N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie im KontinuumMit dem dualen4 Feldst�arketensor F ?�� := 12"����F�� (1.80)wird dies zu j� = 2gTr ���
�(F�� + F ?��
5)	 : (1.81)Wegen ��
�
5 = � 
�
5� f�ur Majorana-Spinoren  und � sowie f
�; 
5g = 0 erh�alt mandann au
h j� = �2gTr �(F�� + F ?��
5)
��	 : (1.82)Zum Abs
hlu� dieses Abs
hnittes m�o
hte i
h no
h die wohl kompakteste Form des Super-stromes angeben. Ausj�(x) = Tr��4gF��(x)
��(x) + ig F�� (x)���
��(x)� (1.83)folgt n�amli
h mit 
���� � ���
� = 2i(Æ��
� � Æ��
�) (1.84)au
hj�(x) = Tr��4gF��(x)
��(x) + igF�� (x)
�����(x) + 2gF�� (x)(Æ��
� � Æ��
�)�(x)�= Tr��4gF��(x)
��(x) + igF�� (x)
�����(x) +�2gF��(x)
� � 2gF��(x)
���(x)�= Tr� ig F�� (x)
�����(x)� : (1.85)Somit kann der Strom j� au
h in der Formj�(x) = Tr� igF�� (x)
�����(x)� (1.86)bzw. na
h Adjunktion als j�(x) = Tr� ig ��(x)F�� (x)���
�� (1.87)notiert werden. Diese S
hreibweise wird in [Lu℄, Formel (2.47) und au
h auf dem Gitter(3.92) verwendet.4Die Bezei
hnung dual ist aufgrund von F ?? = F gere
htfertigt.



Kapitel 2N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorieauf dem GitterDas zweite Kapitel bes
h�aftigt si
h mit einem einfa
hen Modell der eingef�uhrten N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie in diskretisierter Raum-Zeit. Dazu erinnere i
h zun�a
hst andie in der Gitterei
htheorie �ubli
hen Begri�e und Bezei
hnungen und erl�autere die git-terregularisierte Wirkung. Wesentli
hes Ziel dieses Abs
hnittes ist es dann, das Verhal-ten einer naiv gew�ahlten Lagrange-Di
hte unter entspre
henden Gitter-Supersymmetrie-Transformationen zu studieren. Dabei gehe i
h von der in [Lu℄ gew�ahlten Lagrange-Di
hte aus und verwende wie z.B. in [CV℄ vorges
hlagen die einfa
hste Form der SUSY-Transformationen auf dem Gitter. Man erkennt dann, da� die Supersymmetrie sowohldur
h die Gitterregularisierung an si
h als au
h dur
h die Wilsons
he Formulierung derFermionen gebro
hen wird und da� si
h diese E�ekte bereits in erster Ordnung der Git-terkonstanten a zeigen. Hauptanliegen dieses Kapitels ist es dabei, die Stellen in der andie Kontinuumstheorie angelehnten Re
hnung zu lokalisieren, an denen die entspre
hen-den Abwei
hungen auftreten. Konkret zeigen si
h diese St�orungen in den auf dem Gitterni
ht exakt g�ultigen Leibniz- und Bian
hi-Identit�aten bzw. eng damit verkn�upft an derung�unstigen Wahl der kovarianten Ableitung auf dem Gitter. Diese Erkenntnisse werdendann im n�a
hsten Kapitel dazu genutzt, um die SUSY-bre
henden O(a)-E�ekte zu be-seitigen. Insbesondere wird in diesem Kapitel au
h eine graphis
he Notation f�ur die beiden Re
hnungen auftretenden Terme eingef�uhrt, die die zum Teil re
ht un�ubersi
htli
henAusdr�u
ke erst handhabbar ma
ht.I
h verwende in diesem und in den beiden n�a
hsten Kapiteln die folgende Summenkon-vention:Bei allen mehrfa
h vorkommenden Lorentz-Indizes ist eine Summe von 1 bis 4 impliziert,Stellen, an denen ni
ht summiert wird, sind selten und werden dann explizit gekennzei
h-net. Diese Konvention gilt ni
ht bei f�ur Indizes, die auf der linken Seite einer Glei
hungunkontrahiert vorkommen, beispielsweise ist bei einer Formel der ArtSlat� (x) = � ig ���
�TrnU y�(x)G�� (x+ a�̂)U�(x)
��(x)+G�� (x)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)o : (2.1)



22 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitterauf der re
hten Seite eine Summation �uber � und � gemeint, w�ahrend �uber � ni
ht sum-miert wird.An einigen Stellen werde i
h trotz dieser Konvention explizite Summenzei
hen mits
hrei-ben, sofern dies zur Verst�andli
hkeit der Ausdr�u
ke beitr�agt.2.1 Grundbegri�e der Gitterei
htheorie2.1.1 NotationenDas lokale Ei
hprinzip ma
ht bekannterma�en die Einf�uhrung von Paralleltransporternund kovarianten Ableitungen notwendig. Genauer l�a�t si
h in kontinuierli
her Raumzeitzu jeder Kurve 
s : [0; s℄ ! R4 ein dur
h die SU(N)-Ei
hsymmetrie induzierter Parallel-transporter U(
s) 2 SU(N) �nden, der dann �uber Dyson's FormelU(
s) = P exp�� Z
s A�(x)dx�� (2.2)mit dem Ei
hfeld A� verkn�upft ist. Dabei stellt P den Pfadordnungsoperator dar, und dasEi
hfeld ist Element der Lie-Algebra der SU(N), d.h. A�(x) 2 su(N). Hieraus l�a�t si
hunmittelbar die Di�erentialglei
hungddsU(
s) = �A�(
(s))d
�ds U(
s) (2.3)ableiten. Den Kr�ummungs- oder Feldst�arketensor F��(x) der Theorie erh�alt man dann ausin�nitesimalen ges
hlossenen Kurven 
x;�;� um x mit Seitenl�angen dx� und dx� dur
h dieBeziehung U(
x;�;�) = 1� F��(x)dx�dx�: (2.4)Die diskretisierte Theorie ist nun auf einem vierdimensionalen, hyperkubis
hen Gitter� = (aZ)4 = fxjx� 2 aZg erkl�art, so da� die kleinsten Wegstre
ken ni
ht mehr in�-nitesimal, sondern von der L�ange a sind und Paralleltransporte nur no
h in Einheitender Gitterkonstanten m�ogli
h sind. Bezei
hnet man den Paralleltransporter vom Punktx na
h x + a�̂ mit U�(x), so ist also eine Ei
hfeldkon�guration dur
h die Kollektion derfU�(x)j� = �4;�3;�2;�1; 1; 2; 3; 4; x 2 �g gegeben. Es stellt si
h dann die Frage, wiesi
h etwa die Beziehungen (2.2) und (2.4) auf das Gitter �ubertragen lassen. Grunds�atz-li
hes Anliegen ist es dabei, eine dur
h die Ei
hfeldkon�guration auf dem Gitter (und dieFermionfelder) bestimmte Wirkung zu erkl�aren, die im Limes vers
hwindenden Gitterab-standes a! 0 die Kontinuumswirkung reproduziert.Man greift dazu auf die oben erw�ahnten Paralleltransporter U�(x) entlang von Gitterkan-ten (links) zur�u
k. Dabei bes
hreibt U�(x) den Transport von x na
h x+ a�̂, wobei �̂ inalle positiven und negativen Ri
htungen zeigen kann. Graphis
h l�a�t si
h dies dur
h dasBild -x x+ a�̂U�(x)verans
hauli
hen.



2.1 Grundbegri�e der Gitterei
htheorie 23Der umgekehrte Transport von x+ a�̂ na
h x wird dann dur
h U��(x+ a�̂) = U�(x)�1 =U y�(x) bes
hrieben: �x x+ a�̂U y�(x)Die zu (2.2) analoge Beziehung zwis
hen den Paralleltransportern und dem Ei
hfeld A�wird dabei wie in [Lu℄ z.B. dur
hU�(x) = e�aA�(x) und U y�(x) = eaA�(x) (2.5)hergestellt. Dabei werden wir annehmen, da� das Gitter in das Kontinuum eingebettetist und da� es si
h bei A�(x) um das Ei
hfeld des Kontinuums am Gitterpunkt x 2 �handelt. Auf die Relation zwis
hen Feldern auf dem Gitter und Kontinuumsfeldern wirdsp�ater no
h genauer eingegangen (vgl. Kapitel 3.3).2.1.2 Die Wilson-Wirkung f�ur das Ei
hfeldUm nun eine Gitter-Wirkung f�ur das Ei
hfeld aufzustellen, ben�otigt man analog zu (2.4)ges
hlossene Kurven. Die kleinstm�ogli
he Wahl ist hierbei auf dem Gitter die sogenanntePlaquettenvariable U��(x) entlang eines Quadrats der Seitenl�ange a:- 6�?x x+ a�̂U�(x)x+ a�̂ x+ a�̂+ a�̂U y�(x+ a�̂)U y�(x) U�(x+ a�̂)Algebrais
h ist dieser Ausdru
k dur
hU��(x) = U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x) (2.6)gegeben. Die umgekehrt dur
hlaufene Plaquette U��(x) = U y��(x) erh�alt man entspre
hendzu U��(x) = U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x): (2.7)Zur Illustration sei hier no
h die PlaquetteU��;��(x) = U�(x� a�̂)U�(x� a�̂ � a�̂)U y�(x� a�̂ � a�̂)U y�(x� a�̂) (2.8)



24 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitterdargestellt: � ?-6x� a�̂ � a�̂ x� a�̂Uy�(x � a�̂ � a�̂)x� a�̂ xU�(x� a�̂)U�(x� a�̂ � a�̂) U y�(x� a�̂)Dur
h Einsetzen der (2.5) entspre
henden Beziehungen, Benutzung der Campell-Baker-Hausdor�-Formel und Taylor-Entwi
klung na
h a sieht man dann, da� (2.4) in der folgen-den Art und Weise reproduziert wird1:U��(x) = 1� a2F��(x) +O(a3): (2.9)Man bea
hte, da� a2 gerade der Fl�a
heninhalt des umlaufenen Quadrats ist. Genauer giltU��(x) = e�a2G��(x); (2.10)wobei G��(x) = F��(x) + O(a). Analog ergibt si
hU��(x) = e+a2G��(x): (2.11)Allgemein kann man sagen, da� im Gegenuhrzeigersinn dur
hlaufene Plaquetten in diesemSinn 1 � a2F��(x) und negativ dur
hlaufene Plaquetten 1 + a2F��(x) triangulieren. AlsDiskretisierung des Ei
hfeldanteils der Lagrange-Di
hte benutzen wir nun die Standard-Formulierung na
h Wilson (verglei
he [Wi74℄, [Wi75℄, [MM℄)2:Slatg (x) = 12g2 Xx X1��6=��4 �4� Tr fU��(x) + U��(x)g �: (2.12)Die Lagrange-Di
hte auf dem Gitter h�angt mit der Wirkung �uber die BeziehungSlat = a4Xx Llat(x) (2.13)zusammen, denn es gilt a4Px ! R d4x f�ur a! 0. Eine naheliegende Wahl der Lagrange-Di
hte auf dem Gitter ist daherLlatg (x) = 12g2 1a4 X1��6=��4 �4 � Tr fU��(x) + U��(x)g �: (2.14)1Es stellt si
h hierbei die Frage na
h der De�nition von F��(x) auf dem Gitter. Einerseits kann dies �uberF lat�� (x) := ��A� (x) ���A�(x) + [A�(x); A� (x)℄ ges
hehen, wobei �� eine Gitter-Version der partiellenAbleitung ist (s. n�a
hster Abs
hnitt) und A�(x) �uber U�(x) = e�aA�(x) erkl�art wird. I
h gehe in diesemund in den folgenden Kapiteln jedo
h davon aus, da� das Gitter in das Kontinuum eingebettet ist, so da�ein R�u
kgri� auf den Feldst�arketensors des Kontinuums m�ogli
h ist, vgl. dazu au
h Abs
hnitt 3.3.2Die hier angegebene Wirkung geh�ort zur Ei
hgruppe SU(2), im Fall der SU(N
) verwendet manSlatg (x) = 12g2 PxP1��6=��4 [2N
 � Tr fU��(x) + U��(x)g℄.



2.1 Grundbegri�e der Gitterei
htheorie 25Mit (2.10) und (2.11) ergibt si
h dann, da�Llatg (x) = � 12g2Tr fF��(x)F��(x)g+ O(a); (2.15)also gilt wie gew�uns
ht im naiven Limeslima!0Llatg (x) = Lg(x): (2.16)(2.14) l�a�t si
h dabei au
h in der FormLlatg (x) = 1g2 1a4 X1��<��4�4� Tr fU��(x) + U��(x)g � (2.17)s
hreiben.2.1.3 Die Wirkung f�ur den fermionis
hen TeilIm Kontinuum ist der fermionis
he Teil der Wirkung dur
h den Ausdru
kLf (x) = Tr ���(x)
�D��(x)	 (2.18)gegeben. Im wesentli
hen sind nun also Ableitungen auf dem Gitter zu modellieren. F�urdie Ableitung ohne Ei
hfeld und eine auf dem Gitter erkl�arte Funktion f �ndet man dabeieine Vorw�arts- und eine R�u
kw�artsableitung sowie eine symmetris
he Form:�lat;f� f(x) = 1a (f(x+ a�̂)� f(x))�lat;b� f(x) = 1a (f(x)� f(x� a�̂))�lat;sym� f(x) = 12a (f(x+ a�̂) � f(x� a�̂)) : (2.19)Dur
h Taylor-Entwi
klungen sieht man sofort, da� diese im Limes a! 0 die Ableitungendes Kontinuums ergeben. F�ur die kovariante Ableitung der adjungierten Darstellung kannman auf dem Gitter analoge Versionen de�nierenDlat;f� f(x) = 1a �U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x)� f(x)�Dlat;b� f(x) = 1a �f(x)� U�(x� a�̂)f(x� a�̂)U y�(x� a�̂))�Dlat;sym� f(x) = 12a �U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x)� U�(x� a�̂)f(x� a�̂)U y�(x� a�̂)� :(2.20)Beispielsweise hat man damit wegen U�(x) = e�aA�(x) bzw. U y�(x) = eaA�(x)Dlat;f� f(x) = 1a �U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x)� f(x)�= 1a �f(x)� f(x) + a��f(x) + aA�(x)f(x)� af(x)A�(x) +O(a2)�= ��f(x) + [A�(x); f(x)℄ +O(a); (2.21)



26 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitteralso lima!0Dlat;f� f(x) = D�f(x): (2.22)Die fermionis
he Lagrange-Di
hte, die in [Lu℄ verwendet wird, zerf�allt nun in zwei An-teile. Ein Term ist proportional zum Wilson-Parameter r und wird eingef�uhrt, um diebei der Bildung des Kontinuumslimes entstehenden Fermion-Doppler zu eliminieren. Derr-unabh�angige Teil ist dur
hLlatf (x) = 12aX� Trn��(x)
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)���(x+ a�̂)
�U�(x)�(x)U y�(x)o (2.23)gegeben. Um dies auf eine Form zu bringen, die der von (2.18) entspri
ht, f�ugen wir zweiNullen ein und nutzen die Zyklizit�at der Spur:Llatf (x) = 12aX� Trn��(x)
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� ��(x)
��(x)| {z }0�U y�(x)��(x+ a�̂)
�U�(x)�(x)+ ��(x)
��(x)| {z }0 o= 12Trn��(x)
�Dlat;f� �(x) �Dlat;f� ��(x)
��(x)o= Trn��(x)
�Dlat;f� �(x)o : (2.24)Man erkennt, da� au
h hier der korrekte Kontinuumslimes reproduziert wird.S
hlie�li
h ist der Wilson-Term, der kein Analogon im Kontinuum �ndet, dur
h den Aus-dru
k Llatf;Wil(x) = 12arX� Tr����(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)���(x+ a�̂)U�(x)�(x)U y�(x)�+4ra Tr ���(x)�(x)	 (2.25)gegeben.Insgesamt sieht also der fermionis
he Anteil der Lagrange-Di
hte wie folgt aus:Llatf (x) + Llatf;Wil(x) + Llatm (x) = Tr( 12aX� ���(x)(
� � r)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)���(x+ a�̂)(
� + r)U�(x)�(x)U y�(x)�+�m0 + 4ra � ��(x)�(x)): (2.26)



2.2 Graphis
he Notation 27Dabei haben wir den Gluinos dur
h den Term Llatm (x) = m0Trf��(x)�(x)g no
h eine zus�atz-li
he (na
kte) Masse m0 verliehen. Die zugeh�orige Wirkung �ndet man z.B. au
h in [CV℄,man verglei
he au
h mit [Mo℄. In der weiteren Re
hnung werden wir die Kennzei
hnunglat weglassen, denn es ist klar, da� es si
h um die Variation der Gitter-Lagrange-Di
htehandelt.2.1.4 Einfa
he SUSY-Transformationen auf dem GitterEine einfa
he Realisierung der Supersymmetrie-Transformationen (1.47)-(1.49) auf demGitter wird in [CV℄ vorges
hlagen und au
h in [Lu℄ verwendet:ÆU�(x) = �2agU�(x)�"
��(x) (2.27)Æ�(x) = � ig ���G��(x)" (2.28)Æ��(x) = ig �"���G��(x): (2.29)Dabei ist G�� eine zun�a
hst ni
ht n�aher spezi�zierte Version des Feldst�arketensors F�� (x)auf dem Gitter, d.h. man verlangt lima!0 G�� (x) = F�� (x). Somit wird die Kontinuums-Variation der Fermionenfelder in korrekter Weise wiedergegeben. Bea
htet man, da�U�(x) = 1 � aA�(x) + O(a2); (2.30)da� also ÆU�(x) = �aÆA�(x) +O(a2) gilt und s
hreibt (2.27) alsÆU�(x) = �2ag(1 � aA�(x))�"
��(x) +O(a3)= �2ag�"
��(x) +O(a2); (2.31)so erkennt man, da� die Kontinuums-Variation ÆA�(x) = 2g�"
��(x) bis auf O(a)-E�ektereproduziert wird.Die Transformation eines Ei
hlinks U y�(x) gewinnt man aus der Unitarit�atsbedingungU�(x)U y�(x) = 11, d.h. Æ �U�(x)U y�(x)� = 0 bzw. (ÆU�(x))U y�(x) + U�(x)(ÆU y�(x)) = 0zu ÆU y�(x) = �U y�(x)ÆU�(x)U y�(x)= 2ag�"
��(x)U y�(x): (2.32)�Uberlegungen von Ni
olai zufolge sind die komplexe Konjugation und die hermites
heAdjunktion von euklidis
hen Majorana-Spinoren mit theoretis
hen Subtilit�aten verbunden[Ni℄. Es ist daher an dieser Stelle ni
ht m�ogli
h Æ(U y�) �uber Æ(U y�) = (ÆU�)y zu erkl�aren.2.2 Graphis
he NotationDie bei der Variation der Wirkung entstehenden Terme sind bisweilen etwas sperrig, soda� si
h hier eine graphis
he Verans
hauli
hung anbietet. Insbesondere werden hierdur
hdie in den Re
hnungen verborgenen Symmetrien lei
hter erfa�bar, was es im n�a
hsten



28 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterKapitel vereinfa
ht, eine Verbesserung der Transformationen und der Lagrange-Di
htevorzunehmen. Au
h die Zuordung von Gitterausdr�u
ken zu ihrem Kontinuumslimes wirderlei
htert.Im folgenden werde i
h Ei
hlinks stets dur
h eine dur
hgezogene Linie mit Pfeil kennzei
h-nen. Dabei ist die Ri
htung "re
hts\ in aller Regel mit dem Bu
hstaben �̂ verkn�upft, derTransport na
h "oben\ mit der positiven �̂-Ri
htung. Fermionis
he Variablen � ma
he i
hdur
h einen Kreis deutli
h, antifermionis
he dur
h einen Kreis mit zus�atzli
hem Balken.Liegt eine Kontraktion eines Fermions mit einem anderen Spinor vor, so notiere i
h diesenPartner im Inneren des jeweiligen Kreises. So ist etwa�����"
� = �"
��:In der Variation der Wirkung treten aufgrund der Spurbildung nur ei
hinvariante Sum-manden auf. Dies bedeutet, da� nur von sol
hen Termen die Spur gebildet wird, die si
hauf dem Gitter als ges
hlossene Wegstre
ken mit geeigneten Feldern an den Gitterpunktens
hreiben lassen. Da die Spur zyklis
h ist, spielt dabei die Wahl des Startpunktes keineRolle. Bei sol
hen ges
hlossenen Polygonz�ugen lasse i
h daher die Pfeile an den Ei
hlinksfort, es versteht si
h dann von selbst, da� eine R�u
kkehr zum Ausgangspunkt impliziertist. Beispielsweise steht ����x ����
�dann f�ur den Ausdru
kTrf��(x)U y�(x)
��(x+ a�̂)U�(x)g = Trf��(x)
�U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)g (2.33)(keine Summation �uber �). Allgemein gilt, da� bei den Kontraktionen der Spinorindizesdie in den Kreisen notierten Gamma-Matrizen zu bea
hten sind. Diese Zuordung ergibtsi
h aus den Graphen aber in ganz nat�urli
her Weise. Treten au�erdem no
h Plaquetten-variablen der Form G�� auf, so werden diese dur
h ein auf der Spitze stehendes Quadratsymbolisiert. So bedeutet dann etwa der Graph���������"���x ����
�ni
hts anderes als Trf�"���G��(x)
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)g; (2.34)wobei au
h hier keine Summation �uber �, � und � erfolgt. Als letztes Beispiel gebe i
hnun no
h die graphis
he Darstellung vonTrf�"
��(x + a�̂)U��;�(x+ a�̂)g (2.35)an x6- ?� Æ
���"
�



2.3 Die Gittergr�o�en 29(au
h hier keine Summation �uber � bzw. �) und verweise darauf, da� die Kennzei
hnungder Gitterpunkte (beispielsweise x) gelegentli
h ausgelassen wird, sofern keine Uneindeu-tigkeiten bestehen. Ohnehin werden die Graphiken meistens au
h von den algebrais
henAusdr�u
ken begleitet und dienen daher nur zur Verdeutli
hung.2.3 Die Gittergr�o�en2.3.1 Kovariante Ableitung und Feldst�arketensorUm nun in der Variation der eingef�uhrten Lagrange-Di
hte unter den genannten Transfor-mationen die SUSY-bre
henden Terme in Ordnung a verfolgen zu k�onnen, untersu
hen wirals n�a
hstes, wie stark die Gitterversionen der kovarianten Ableitung und des Feldst�arke-tensors von ihren Verwandten im Kontinuum abwei
hen. Bei der kovarianten Ableitungist die Gitter-Version aufgrund der Wahl der Lagrange-Di
hte dur
hDlat;f� �� = 1a(U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)� ��(x)) (2.36)gegeben. Die Entwi
klung na
h der Gitterkonstanten a ergibtDlat;f� ��(x) = 1a �U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)� ��(x)�= 1a�0 + a �A�(x)��(x) + ����(x)� ��(x)A�(x)�+a2 �[A�(x); ����(x)℄ + 12A�(x)A�(x)��(x) + 12 ��(x)A�(x)A�(x)�A�(x)��(x)A�(x) + 12������(x)�+ O(a3)�= ����(x) + [A�(x); ��(x)℄+a�[A�(x); ����(x)℄ + 12A�(x)A�(x)��(x) + 12 ��(x)A�(x)A�(x)�A�(x)��(x)A�(x) + 12������(x)�+O(a2)= D���(x) + a2 �D�D���(x) + [��(x);D�A�(x)℄�+O(a2) (2.37)Diesen Restterm werden wir in Zukunft mit RD� (��(x)) abk�urzen, wir s
hreiben alsoDlat;f� ��(x) = D���(x) + aRD� (��(x)) + O(a2): (2.38)Bei der Variation des Ei
hfeldanteils der Lagrange-Di
hte wird uns die "einfa
hste\ Versiondes Feldst�arketensors auf dem GitterG0�� := � 12a2 (U��(x)� U��(x)) (2.39)begegnen, so da� wir au
h ihre Abwei
hung vom Kontinuumslimes bestimmen wollen. Manbea
htet (2.10) sowie (2.11) und erh�alt� 12a2 (U��(x)� U��(x))



30 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter= � 12a2 �1 � a2F��(x)� (1 + a2F��(x)) +O(a3)�= F��(x) +O(a): (2.40)Eine zur kovarianten Ableitung Dlat;f� analoge Bezei
hnung w�are wohl F lat;f�� , denn au
hG0�� ist vorw�arts geri
htet.Um die Abwei
hungen vom Kontinuumsfeldst�arketensor zu bestimmen, ist zun�a
hst diePlaquettenvariable U��(x) bis zur dritten Ordnung von a zu entwi
keln. Diese etwas l�astigeArbeit wurde s
hon in [Lu℄ verri
htet, mit einer kleinen Korrektur k�onnen wir die dortigeFormel (3.81) direkt �ubernehmen:U��(x) = 1� a2F��(x)+a3�[��A�(x); A�(x)℄ + [A�(x); ��A�(x)℄�12[��A�(x); A�(x)℄� 12[A�(x); ��A�(x)℄�12����A�(x) + 12����A�(x)+12 [A�(x); [A�(x); A�(x)℄℄�12 [[A�(x); A�(x)℄ ; A�(x)℄�+O(a4): (2.41)Die Entwi
klung von U y��(x) = U��(x) liefert dasselbe Ergebnis mit vertaus
hten Rollenvon � und �. Das Zusammensetzen zu G0��(x) = � 12a2 (U��(x)� U��(x)) f�uhrt dann aufG0��(x) = F��(x)�a�[��A�(x); A�(x)℄� [��A�(x); A�(x)℄�12[��A�(x); A�(x)℄ + 12[��A�(x); A�(x)℄�12����A�(x) + 12����A�(x)+12 [A�(x); [A�(x); A�(x)℄℄+12 [A�(x); [A�(x); A�(x)℄℄�+O(a2): (2.42)Wir bezei
hnen diesen Rest mitRG0��, d.h. wir s
hreiben sp�ater G0��(x) = F��(x)+aRG0��(x)+O(a2).2.3.2 Leibniz-Regel auf dem GitterBei der Variation der Kontinuums-Lagrange-Di
hte verwenden wir wiederholt die Leibniz-Regel f�ur die kovariante Ableitung. Auf dem Gitter gilt diese ni
ht exakt, in diesem Ab-s
hnitt soll der Grad ihrer Bre
hung bestimmt werden. Die Aufgabe besteht also darin,



2.3 Die Gittergr�o�en 31den folgenden Ausdru
k, der im Kontinuum exakt Null ist, bis zur ersten ni
ht-trivialenOrdnung in a zu entwi
keln:(Dlat;f� ��(x))G0�� (x) + ��(x)(Dlat;f� G0�� (x))�Dlat;f� (��(x)G0��(x)): (2.43)Man bea
hte dabei, da� wir f�ur den Feldst�arketensor direkt den Kontinuumsausdru
k ein-setzen k�onnen, wenn wir uns nur f�ur die St�orungen in erster Ordnung von a interessieren.Ist z.B. G eine Gitterversion des Feldst�arketensors, dessen O(a)-Abwei
hung vom Kontinu-umslimes wir mitRG bezei
hnen wollen, f�ur die also gilt G�� (x) = F�� (x)+aRG�� (x)+O(a2),so erh�alt man:(Dlat;f� ��(x))G�� (x) + ��(x)(Dlat;f� G�� (x))�Dlat;f� (��(x)G��(x))= (Dlat;f� ��(x))F�� (x) + ��(x)(Dlat;f� F�� (x)) �Dlat;f� (��(x)F�� (x))+a(Dlat;f� ��(x))RG��(x) + ��(x)(Dlat;f� RG�� (x))�Dlat;f� (��(x)RG��(x)) +O(a2)= (Dlat;f� ��(x))F�� (x) + ��(x)(Dlat;f� F�� (x)) �Dlat;f� (��(x)F�� (x))+a(D���(x))RG�� (x) + ��(x)(D�RG��(x))� D�(��(x)RG��(x)) +O(a2)= (Dlat;f� ��(x))F�� (x) + ��(x)(Dlat;f� F�� (x)) �Dlat;f� (��(x)F�� (x)) +O(a2): (2.44)Wir k�onnen also von dem Ausdru
k(Dlat;f� ��(x))F�� (x) + ��(x)(Dlat;f� F�� (x))�Dlat;f� (��(x)F�� (x)) (2.45)ausgehen. Dieser s
hreibt si
h als1a�U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)F�� (x)� ��(x)F�� (x)+��(x)U y�(x)F�� (x+ a�̂)U�(x) � ��(x)F�� (x)�U y�(x)��(x+ a�̂)F�� (x+ a�̂)U�(x) + ��(x)F�� (x)�= 1a(��(x)F�� (x)� ��(x)F�� (x)+��(x)F�� (x)� ��(x)F�� (x)���(x)F�� (x) + ��(x)F�� (x)+a�[A�(x); ��(x)℄F�� (x) + ����(x)F�� (x)+��(x)[A�(x); F�� (x)℄ + ��(x)��F�� (x)�[A�(x); ��(x)F�� (x)℄� ����(x)F�� (x)� ��(x)��F�� (x)�+a2�12A�(x)2��(x)F�� (x) +A�(x)����(x)F�� (x)� A�(x)��(x)A�(x)F�� (x)+12������(x)F�� (x)� ����(x)A�(x)F�� (x) + 12 ��(x)A�(x)2F�� (x)+12 ��(x)A�(x)2F�� (x) + ��(x)A�(x)��F�� (x) � ��(x)A�(x)F�� (x)A�(x)



32 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter+12 ��(x)����F�� (x)� ��(x)��F�� (x)A�(x) + 12 ��(x)F�� (x)A�(x)2�12A�(x)2��(x)F�� (x) �A�(x)����(x)F�� (x)� A�(x)��(x)��F�� (x)+A�(x)��(x)F�� (x)A�(x)�12������(x)F�� (x)� ����(x)��F�� (x) + ����(x)F�� (x)A�(x)�12 ��(x)����F�� (x) + ��(x)��F�� (x)A�(x)� 12 ��(x)F�� (x)A�(x)2�+O(a2)= a���(x)A�(x)2F�� (x)+A�(x)��(x)F�� (x)A�(x)�A�(x)��(x)A�(x)F�� (x)� ��(x)A�(x)F�� (x)A�(x)+����(x)[F�� (x); A�(x)℄ + [��(x); A�(x)℄��F�� (x)�����(x)��F�� (x)�+O(a2): (2.46)Diesen etwas unangenehmen Restterm in erster Ordnung von a werde i
h im folgendenstets mit RL�(��; F�� (x)) abk�urzen (L wie Leibniz). Es gilt also(Dlat;f� ��(x))G0�� (x) + ��(x)(Dlat;f� G0��(x))� Dlat;f� (��(x)G0��(x))= 0 + aRL�(��(x); F�� (x)) + O(a2): (2.47)2.3.3 Bian
hi-Identit�at auf dem GitterIm Kontinuum ist folgendes ri
htig (siehe Anhang):(D�F�� (x))"���� = 0: (2.48)In (2.37) hatten wir gesehen:Dlat;f� F�� (x) = ��F�� (x) + [A�(x); F�� (x)℄+a�[A�(x); ��F�� (x)℄ + 12A�(x)A�(x)F�� (x) + 12F�� (x)A�(x)A�(x)�A�(x)F�� (x)A�(x) + 12����F�� (x)�+O(a2): (2.49)Den entstehenden Restterm in Ordnung a hatten wir in (2.38) mit RD� (F�� (x)) bezei
hnet.Bei der Betra
htung von Dlat;f� G��(x) ist nun aber au
h zu bea
hten, da� G�� (x) i.a. ni
htmit dem Kontinuumsausdru
k �ubereinstimmt, sondern da� vielmehr im KontinuumslimesG��(x) = F�� (x) + aRG�� (x) + O(a2) (2.50)gilt. Daher ist dann beispielsweiseDlat;f� G��(x) = D�F�� (x) + aRD� (F�� (x)) + aD�RG�� (x) +O(a2); (2.51)
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hfeldanteils der Lagrange-Di
hte 33d.h. es ist sowohl die O(a)-St�orung des Feldst�arketensors als au
h diejenige der kovariantenGitterableitung pr�asent. Dementspre
hend gilt dann au
h(Dlat;f� G��(x))"���� = (D�F�� (x))"����+a�(D�RG��(x)) +RD� (F�� (x))�"����+O(a2): (2.52)Der erste Term ergibt aufgrund der Bian
hi-Identit�at im Kontinuum Null, den zweitenk�onnen wir hier ni
ht weiter auswerten, denn er h�angt von der speziellen Wahl von G�� inden SUSY-Transformationen ab (RG�� ist zun�a
hst beliebig.). RDF�� hat folgende Form:RD� (F�� (x)) = 12A�(x)A�(x)F�� (x) + 12F�� (x)A�(x)A�(x)�A�(x)F�� (x)A�(x) + 12����F�� (x)+[A�(x); ��F�� (x)℄= 12 (D�D�F�� (x)(x) + [F�� (x);D�A�(x)℄) : (2.53)Na
h diesen Vorbereitungen k�onnen wir nun mit der Variation der Lagrange-Di
hte unterden naiv diskretisierten SUSY-Transformationen beginnen. Als erstes betra
hten wir dabeidie Variation des Ei
hfeld-Anteils der Lagrange-Di
hte.2.4 Variation des Ei
hfeldanteils der Lagrange-Di
hteDer Ei
hfeldanteil der Lagrange-Di
hte war auf dem Gitter dur
h den Ausdru
kLg(x) = 1a4 1g2 X1��<��4 �4� Tr fU��(x) + U��(x)g � (2.54)gegeben. Man bea
hte, da� nur �uber � < � summiert wird, da� also jede Plaquette U��nur in einer Orientierung dur
hlaufen wird. Die entgegengesetzte Orientierung kommt erstdur
h U�� hinzu. In graphis
her Notation sieht diese Lagrange-Di
hte wie folgt aus:Lg(x) = 1a4 1g2 X1��<��42666644 � - 6�? + 6- ?� !377775 (2.55)Die naiv diskretisierten SUSY-Transformationen auf dem Gitter lauten wie oben angege-ben ÆU�(x) = �2agU�(x)�"
��(x) (2.56)ÆU y�(x) = 2ag�"
��(x)U y�(x); (2.57)



34 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitterund man kann sie in Diagrammen dur
hÆ � -x � = �2ag � -Æ
���"
� � (2.58)bzw. Æ � �x � = 2ag � �Æ
���"
� � (2.59)verans
hauli
hen.Damit bekommt man f�ur die Variation der Ei
hfeld-Wirkung folgenden Ausdru
k:ÆLg(x) = 2g 1a3 X1��<��4� - 6�?Æ
���"
� � 6- ?�Æ
���"
�� - 6�?Æ
���"
� � 6- ?� Æ
���"
�+ - 6�? Æ
���"
� + 6- ?�Æ
���"
�+ - 6�?Æ
���"
� + 6- ?�Æ
���"
� (2.60)Man erkennt, da� die Graphen in der re
hten Spalte jeweils dur
h Vertaus
hung von � und� aus denen der linken Spalte hervorgehen (Spiegelung an der �̂� �̂-Winkelhalbierendenund Vertaus
hen von 
� und 
�). Somit l�a�t si
h die Summe P�<� inP�6=� umwandeln,und es wird: ÆLg(x) = 2g 1a3 X1��6=��4� 6- ?�Æ
���"
� � - 6�?Æ
���"
�
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hte 35+ 6- ?�Æ
���"
� + - 6�?Æ
���"
� (2.61)Letzteres bedeutet aber ni
hts anderes alsÆLg(x) = 2g 1a3 X1��6=��4Tr�U��(x)��"
��(x) � U y�(x)�"
��(x+ a�̂)U�(x)�+ U��(x)���"
��(x) + U y�(x)�"
��(x+ a�̂)U�(x)��: (2.62)Man verbleibt also letztendli
h mit dem TermÆLg(x) = 2g 1a3 P1��6=��4Tr�� �"
� �U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� �(x)� � (U��(x)� U��(x))�: (2.63)Nun wei� man aber, da� 1a �U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x) � �(x)� ni
hts anderes ist als die Vorw�arts-Gitterversion der kovarianten Ableitung, da� alsoDlat;f� �(x) := 1a(U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� �(x)): (2.64)Au�erdem war G0��(x) := � 12a2 (U��(x)� U��(x)) (2.65)die "einfa
hste\ Darstellung des Feldst�arketensors F��(x) auf dem Gitter.Die Variation des Ei
hfeldanteils der Lagrange-Di
hte l�a�t si
h mit diesen Bezei
hnungenwie folgt notieren: ÆLg(x) = 4g X1��6=��4TrnG0��(x)�"
�Dlat;f� �(x)o : (2.66)Dies ist aber na
h einer einfa
hen Umformung (man benutze die Re
henregeln f�ur Majorana-Spinoren) ni
hts anderes alsÆLg(x) = 4g X1��6=��4Trn(Dlat;f� ��(x))G0��(x)o 
�"; (2.67)also das Gitter-Analogon zu (1.54). Mit den Zerlegungen:G0��(x) = �igG0a��(x)T a (2.68)�(x) = �a(x)T a (2.69)und Tr �T aT b	 = 12Æab erh�alt man daraus das Analogon zu [Lu℄ (2.36):ÆLg(x) = �2iG0a��(x)Dlat;f� ��a(x)
�": (2.70)



36 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterMit der Leibniz-Regel auf dem Gitter (2.47) k�onnen wir das Ergebnis aus (2.67) au
h alsÆLg(x) = 4gTrn(Dlat;f� ��(x))G0��(x)o 
�"= �4gTrn��(x)Dlat;f� G0��(x)o 
�"+4gTrnDlat;f� ���(x)G0��(x)�o 
�"+a4gX�;� Tr �RL�(��(x); F��(x))	 
�"+O(a2) (2.71)s
hreiben.2.5 Variation der Fermion-Lagrange-Di
hteI
h m�o
hte an dieser Stelle einen kurzen Hinweis zur Notation geben: Die Fermion-Wirkungh�angt von den Ei
hfeldern und den Fermion-Feldern ab, und es ers
heint �ubersi
htli
h diegesamte Variation in zwei Teile aufzuspalten, die jeweils bei der Anwendung der Transfor-mationen nur einer Teil
hensorte entstehen. Diese Summanden werde i
h mit Æ�Lf bzw.ÆULf bezei
hnen.2.5.1 Æ�Lf-Variation auf dem GitterI
h betra
hte zun�a
hst nur den ni
ht-Wilsons
hen Teil der Fermionen-Wirkung, d.h. wirvers
hieben die Analyse der r-abh�angigen Terme auf einen sp�ateren Zeitpunkt. Also gehenwir von Lf(x) = 12aX� Trn��(x)
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)���(x+ a�̂)
�U�(x)�(x)U y�(x)o(2:24)= Trn��(x)
�Dlat;f� �(x)o (2.72)aus. Graphis
h l�a�t si
h dies wie folgt verans
hauli
hen:Lf(x) = 1aX� " x���� ����
� � ����x����
� # (2.73)Zur Erinnerung sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, da� die abgebildeten Ei
hlinks aufdem Papier in horizontaler Ri
htung verlaufen, gem�a� der hier verwendeten S
hreibweisealso Transporte in �̂-Ri
htung anzeigen.



2.5 Variation der Fermion-Lagrange-Di
hte 37Wir betra
hten nun das Verhalten von Lf(x) bei Variation der Gluinofelder � und ��. Manbekommt mit Æ�(x) = � ig ���G�� (x)" (2.74)Æ��(x) = ig �"���G��(x) (2.75)(2.76)den folgenden Ausdru
k: Æ�Lf (x) = 1a ig P�;�;����������"��� ����
� � ���������"�������
�� ����������� "����
� + ����������� "����
� (2.77)Dies bedeutet aber Æ�Lf(x) = igTrn�"���G��(x)
�(Dlat;f� �(x))���(x)
���� (Dlat;f� G��(x))"o : (2.78)Na
h einer weiteren kleinen Umformung ergibt dies s
hlie�li
hÆ�Lf(x) = igTrn(Dlat;f� ��(x))
����G��(x)"���(x)
���� (Dlat;f� G��(x))"o : (2.79)Dies sind genau die ersten beiden Terme von (1.59). Wir benutzen nun wie im Fall desEi
hanteils die Leibniz-Regel(Dlat;f� ��(x))G�� (x) + ��(x)(Dlat;f� G��(x))� Dlat;f� (��(x)G�� (x))= 0 + aRL�(��(x); F�� (x)) +O(a2) (2.80)und erhalten Æ�Lf(x) = �2 igTrn��(x)
���� (Dlat;f� G��(x))"o+ igTrnDlat;f� (��(x)G��(x))
����"o+a igTr�RL�(��(x); F�� (x))
����"	+O(a2): (2.81)



38 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterEs gilt nun die s
hon benutzte Beziehung
���� = i (Æ��
� � Æ��
�) � i"����
�
5; (2.82)also ist Æ�Lf(x) = 4gTrn��(x)(Dlat;f� G��(x))
�"o�2gTrn��(x)(Dlat;f� G��(x))"����
�
5"o+ igTrnDlat;f� (��(x)G��(x))
����"o+a igTr�RL�(��(x); F�� (x))
����"	+O(a2): (2.83)Man erkennt einige Terme aus (1.66) wieder, insbesondere soll der dritte Summand einenBeitrag zum Superstrom leisten. Allerdings konnte im Kontinuum gezeigt werden, da�der zweite Summand aufgrund der Bian
hi-Identit�at vers
hwindet. Auf dem Gitter giltdiese ni
ht exakt, wie wir oben gesehen haben, unter Benutzung von (2.52) erhalten wirvielmehr Æ�Lf(x) = 4gTrn��(x)(Dlat;f� G��(x))
�"o+ igTrnDlat;f� (��(x)G��(x))
����"o�a2gTr ���(x)(D�RG�� (x))"����
�
5"	�a2gTr ���(x)RD� (F�� (x))"����
�
5"	+a igTr �RL�(��(x); F�� (x))
����"	+O(a2): (2.84)2.5.2 ÆULf -Variation auf dem GitterDer ni
ht-Wilsons
he Teil der Gluino-Wirkung war auf dem Gitter dur
hLf(x) = 1aX� " ���� ����
� � ��������
� # (2.85)gegeben, die algebrais
he Form istLf(x) = 1aX� Trn��(x)
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� ��(x)
��(x)o: (2.86)Es soll nun bere
hnet werden, wie si
h dieser Teil der Wirkung bei SUSY-Transformationender Ei
hfelder �andert. Die Transformationen sehen in graphis
her Form wie folgt aus:Æ � -x � = �2ag � -Æ
���"
� � (2.87)



2.5 Variation der Fermion-Lagrange-Di
hte 39bzw. Æ � �x � = 2ag � �Æ
���"
� � (2.88)und s
hreiben si
h algebrais
h alsÆU�(x) = �2agU�(x)�"
��(x)ÆU y�(x) = 2ag�"
��(x)U y�(x): (2.89)Daher lautet dieser Teil der Variation der WirkungÆULf(x) = �2gTr n�"
��(x)��(x)
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)o+2gTr n��(x)
��"
��(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)o= 2gTrn[��(x); �"
��(x)℄
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)o= �2gTr nU y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)
�[��(x)
�"; �(x)℄o : (2.90)Anhand der mittleren Zeile erkennt man, da� die graphis
he Verans
hauli
hung wie folgtaussehen kann: ÆULf (x) =P��2g �������� ����
��"
� + 2g �������� ����
��"
� :(2.91)Dabei vereinbaren wir, da� bei der Umsetzung der Diagramme in algebrais
he Ausdr�u
kezuerst die auftretende S
hleife zu dur
hlaufen ist und die Felder auf den linken Seiten derGraphen von oben na
h unten zu notieren sind. Die Entwi
klung na
h Potenzen von aliefert ÆULf(x) = �2gTr ���(x)
�[��(x)
�"; �(x)℄	 + aRF (x) +O(a2): (2.92)Dabei ist RF (x) = �2gTr��[A�(x); ��(x)℄ + ����(x)�
�[��(x)
�"; �(x)℄�= �2gTrfD���(x)
�[��(x)
�"; �(x)℄g: (2.93)Man erkennt, da� dies genau dem dritten Term in (1.59) entspri
ht. Dieser vers
hwindetim Kontinuum vollst�andig, wie wir mit Hilfe einer Fierz-Transformation zeigen konnten.Auf dem Gitter verbleibt man jedo
h mit einem Rest RF (F wie Fierz). Es gilt alsoÆULf (x) = aRF (x) +O(a2): (2.94)



40 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter2.5.3 ZusammenfassungEs gilt also: Æ�Lf(x) = 4gTrn��(x)(Dlat;f� G��(x))
�"o+ igTrnDlat;f� (��(x)G��(x))
����"o�a2gTr ���(x)(D�RG�� (x))"����
�
5"	�a2gTr ���(x)RD� (F�� (x))"����
�
5"	+a igTr �RL�(��(x); F�� (x))
����"	+O(a2) (2.95)bzw. ÆULf(x) = aRF (x) +O(a2); (2.96)d.h. insgesamt: ÆLf (x) = 4gTrn��(x)(Dlat;f� G��(x))
�"o+ igTrnDlat;f� (��(x)G��(x))
����"o�a2gTr���(x)(D�RG��(x))"����
�
5"	�a2gTr���(x)RD� (F�� (x))"����
�
5"	+a igTr�RL�(��(x); F�� (x))
����"	+aRF (x)+O(a2): (2.97)2.6 Wilson-Anteil der Fermion-Lagrange-Di
hteDer zum Wilson-Parameter r proportionale Teil der Lagrange-Di
hte ist dur
hLf;Wil(x) = 12arX� Tr����(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)���(x+ a�̂)U�(x)�(x)U y�(x)�+4ra Tr ���(x)�(x)	 (2.98)



2.6 Wilson-Anteil der Fermion-Lagrange-Di
hte 41gegeben. Mit der Zyklizit�at der Spur und unter Ausnutzung der Majorana-Eigens
haftenvon � ergibt diesLf;Wil(x) = 12arX� Tr����(x)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)�U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)�(x)�+4ra Tr ���(x)�(x)	= � raX� Tr���(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)�+4ra Tr ���(x)�(x)	= � raX� �Tr���(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� ��(x)�(x)��= �rX� Trn��(x)Dlat;f� �(x)o : (2.99)Dies ist o�enbar genau von der Form (2.24), allerdings ist die Gamma-Matrix 
� dur
hden Wilson-Parameter r zu ersetzen. Die graphis
he Darstellung sieht wie folgt aus:Lf;Wil(x) = � raX� " ���� ���� � ��������# :(2.100)Im Kontinuumslimes s
hreibt si
h die Lagrange-Di
hte als Lf;Wil(x) = �rP� ��(x)D��(x)+O(a) und man erkenntSf;Wil = �rX� Z d4xTrf��(x)D��(x)g +O(a)= rX� Z d4xTrf(D���(x))�(x)g +O(a)= rX� Z d4xTrf��(x)D��(x)g +O(a); (2.101)wobei das erste Glei
hheitszei
hen dur
h partielle Integration zustande kommt3 und dasletzte Glei
hheitszei
hen Folge der Majorana-Eigens
haft des Gluinos ist. Somit bestehtin nullter Ordnung von a die Identit�at Sf;Wil = �Sf;Wil, und man erkennt, da� dieEinf�uhrung der Wilson-Fermionen erst in Ordnung a Beitr�age zur Wirkung liefert.2.6.1 Æ�Lf;Wil-VariationIn Analogie zum Lf -Term kann man dann s
hlie�en, da�3D� gen�ugt der Leibniz-Regel.



42 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterÆ�Lf(x) = � ra ig P�;�;����������"��� ���� � ���������"�������� ����������� "���� + ����������� "����(2.102)(2.102) bedeutet algebrais
hÆ�Lf;Wil(x) = �r ig X�;�;� Trn�"���G�� (x)(Dlat;f� �(x))���(x)��� (Dlat;f� G��(x))"o ; (2.103)was wiederum ni
hts anderes ist alsÆ�Lf;Wil(x) = r ig X�;�;� Trn(Dlat;f� ��(x))���G��(x)"+��(x)���(Dlat;f� G�� (x))"o : (2.104)Mit Hilfe der Leibniz-Regel auf dem Gitter ergibt diesÆ�Lf;Wil(x) = r ig X�;�;� TrnDlat;f� (��(x)G��(x))���"o+ra ig X�;�;� Tr �RL�(��(x); F�� (x))���"	+O(a2): (2.105)Dieser Term l�a�t si
h bis auf St�orungen der Ordnung a als totale Divergenz s
hreibenund tr�agt somit zur Variation der Wirkung in niedrigster Ordnung von a ni
ht bei. Diesist au
h ni
ht anders zu erwarten, da die Einf�uhrung der Wilsons
hen Formulierung derGluinos die Wirkung ja erst in Ordnung a beein
u�t. In sp�ateren Kapiteln werde i
h diesenTeil der Lagrange-Di
hte so w�ahlen, da� die Variation s
hon auf der Ebene der Lagrange-Di
hte erst in Ordnung a und h�oher beitr�agt. Man ben�otigt dann bei der Analyse in ersterOrdnung von a keinen r-proportionalen Anteil im Superstrom. I
h werde nun no
h explizitzeigen, da� au
h ÆULf;Wil St�orungen in Ordnung a verursa
ht.2.6.2 ÆULf;Wil-VariationMan erh�alt: ÆULf;Wil(x) =P�



2.6 Wilson-Anteil der Fermion-Lagrange-Di
hte 432rg �������� �����"
� � 2rg �������� �����"
� :(2.106)Algebrais
h sieht dieser Term wie folgt aus:ÆULf;Wil(x) = 2grTrn�"
��(x)��(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)o�2grTr n��(x)�"
��(x)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)o= �2grTr n[��(x); �"
��(x)℄U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)o= �2grTr nU y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)[��(x)
�"; �(x)℄o : (2.107)Die Entwi
klung na
h Potenzen von a liefertÆULf;Wil(x) = �2grX� Tr ���(x)[��(x)
�"; �(x)℄	 + aRF;Wil(x) + O(a2): (2.108)Dabei ist4RF;Wil(x) = �2grX� Tr��[A�(x); ��(x)℄ + ����(x)�[��(x)
�"; �(x)℄�= �2grX� TrfD���(x)[��(x)
�"; �(x)℄g: (2.109)Man erkennt au
h hier, da� ÆULf;Wil(x) in nullter Ordnung von a vers
hwindet. Dies liegtnat�urli
h daran, da� die Einf�uhrung der Wilson-Fermionen erst in erster Ordnung von azur Wirkung beitr�agt. Explizit bere
hnet manTr ���(x)[��(x)
�"; �(x)℄	 = 12 ifab
��
(x)��a(x)
�"�b(x) (2.110)und erkennt dann, da ��a
�" ein Skalar (in den Spinorindizes) ist, das Folgende:Tr ���(x)[��(x)
�"; �(x)℄	 = 12 ifab
��a(x)
�"��
(x)�b(x)(C:7)= 12 ifab
��a(x)
�"��b(x)�
(x)= 12 ifa
b��a(x)
�"��
(x)�b(x)= �12 ifab
��a(x)
�"��
(x)�b(x)= �12 ifab
��
(x)��a(x)
�"�b(x)= �Tr���(x)[��(x)
�"; �(x)℄	 : (2.111)4In Analogie zum Fierz-Rest bei der Variation des r-unabh�angigen Teils der Fermion-Lagrange-Di
htegebe i
h diesem Term den oberen Index F.



44 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem GitterDas zweite Glei
hheitszei
hen gilt, da � ein Majorana-Spinor ist. Somit vers
hwindet derTerm.2.7 Gesamte Variation und SuperstromDie Variation der Ei
hfeldwirkung war dur
hÆLg(x) = �4gTrn��(x)Dlat;f� G0��(x)o 
�"+4gTrnDlat;f� ���(x)G0��(x)�o 
�"+a4gX�;� Tr �RL�(��(x); F��(x))	 
�"+O(a2) (2.112)gegeben, vgl. (2.71). Zusammen mit der Variation des fermionis
hen Teils der Lagrange-Di
hte (s. (2.97)) ergibt si
h daherÆ(Lf (x) + Lg(x)) = 4gTrn��(x)(Dlat;f� G��(x))
�"o�4gTrn��(x)Dlat;f� G0��(x)o 
�"+ igTrnDlat;f� (��(x)G�� (x))
����"o+4gTrnDlat;f� ���(x)G0��(x)�o 
�"�a2gTr ���(x)(D�RG�� (x))"����
�
5"	�a2gTr ���(x)RD� (F�� (x))"����
�
5"	+a igTr �RL�(��(x);G�� (x))
����"	+aRF (x)+a4gX�;� Tr�RL�(��(x); F��(x))	 
�"+O(a2): (2.113)Man erkennt, da� si
h bei der Wahl G�� = G0�� die ersten beiden Terme gegeneinander auf-heben, wie dies au
h im Kontinuum der Fall ist. Insbesondere ist dann eine Kopplung derVariationen des fermionis
hen Teils und des Ei
hanteils der Wirkung gegeben, die wohlents
heidend f�ur die m�ogli
hst gute Erhaltung des Superstroms ist. Man erkennt au
h,da� genau die Terme Nummer 3 und 4 einen Beitrag zum Superstrom in nullter Ordnungvon a liefern. Es sei dazu daran erinnert, da� wir im Kontinuum Spuren kovarianter Ab-leitungen aufgrund des Vers
hwindens des Kommutatorterms bei Spurbildung als totaleDivergenz s
hreiben konnten. Um nun den Superstrom auf dem Gitter zu ermitteln, stellen



2.7 Gesamte Variation und Superstrom 45wir zun�a
hst fest, da� Dlat;f� = �f�+ [A�; �℄ +O(a) gilt, was wir ausnutzen wollen, um dendritten und vierten Term als Gitter-Vorw�arts-Divergenz zu s
hreiben. Genauer gilt miteinem geeigneten Restterm ~RD� (s.u.)igTrnDlat;f� (��(x)G��(x))
����"o= igTrn��f�(��(x)G�� (x)) + [A�(x); ��(x)G��(x)℄ + a ~RD� (��(x)G�� (x))� 
����"o+O(a2)= igTrn��f�(��(x)G�� (x)) + a ~RD� (��(x)F�� (x))� 
����"o+O(a2): (2.114)Der Rest ~RD� s
hreibt si
h dabei als5~RD� (��(x)F�� (x)) = 12A�(x)A�(x)��(x)F�� (x) + 12��(x)F�� (x)A�(x)A�(x)�A�(x)��(x)F�� (x)A�(x) + [A�(x); ��(��(x)F�� (x))℄: (2.115)Entspre
hend hat man au
h4gTrnDlat� ���(x)G0��(x)�o 
�"= 4gX�;� Trn��f� ���(x)G0��(x)�+ [A�(x); ��(x)G0��(x)℄ + a ~RD� (��(x)F��(x))� 
�"o+O(a2)= 4gX�;� Trn��f� ���(x)G0��(x)�+ a ~RD� (��(x)F��(x))� 
�"o +O(a2): (2.116)Diese Resultate zeigen, da� es Sinn ma
ht, den Gitter-Superstrom wie folgt zu de�nieren:j�lat(x) = igTr���(x)G��(x)	 
����+ 4gTr���(x)G0��(x)	 
�: (2.117)Man bekommt dannÆ(Lf (x) + Lg(x)) = �f�j�lat(x)"+a4gTrn��(x)(D�(RG��(x)� RG0��(x)))
�"o+a igTrn ~RD� (��(x)F�� (x))
����"o+a4gX�;� Trn ~RD� (��(x)F��(x))o 
�"5Unter der Spur ergibt der letzte Summand keinen Beitrag.



46 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter�a2gTr���(x)(D�RG��(x))"����
�
5"	�a2gTr���(x)RD� (F�� (x))"����
�
5"	+a4gX�;� Tr�RL�(��(x); F��(x))	 
�"+a igTr�RL�(��(x); F�� (x))
����"	+aRF (x) +O(a2): (2.118)Es treten also in Ordnung a die folgenden SUSY-bre
henden Terme auf:� a4gTrn��(x)(D�(RG��(x)�RG0��(x)))
�"oDieser Term entsteht bei ni
ht optimaler Anpassung der Variationen der fermionis
henund der Ei
hfeldwirkung. Dur
h die Wahl G�� = G0�� in den Transformationsregelnder Fermionen kann dieser Term zum Vers
hwinden gebra
ht werden.� a igTrn ~RD� (��(x)F�� (x))
����"oDieser Term entsteht bei der Einf�uhrung des Superstroms aufgrund der Tatsa
he,da� Dlat;f� = �f� + [A�; �℄ + a ~RD�� a4gTrn ~RD� (��(x)F��(x))o 
�"+ O(a2).Dieser Term entsteht aus dem glei
hen Grund wie der vorige, allerdings stammt eraus der Variation des Ei
hfeldanteils der Lagrange- Di
hte.� �a2gTr���(x)(D�RG��(x))"����
�
5"	Bei der Æ�-Variation der Fermion-Wirkung treten Terme der Form Dlat;f� G��"����auf. Der Rest-Term resultiert aus der auf dem Gitter ni
ht exakt g�ultigen Bian
hi-Identit�at.� �a2gTr���(x)RD� (F�� (x))"����
�
5"	Dieser Beitrag hat den glei
hen Ursprung wie der Term zuvor.� a4g P�;� Tr �RL�(��(x); F��(x))	 
�"Bei der Variation der Ei
hfeldwirkung wird ein Term der Form (Dlat;f� ��)G0�� na
hDlat;f� (��G0��) �uberf�uhrt, um aus letzterem eine totale Divergenz zu gewinnen. Diedabei benutzte Leibniz-Regel produziert auf dem Gitter einen Rest-Term.� a igTr�RL�(��(x); F�� (x))
����"	Dieser Term entsteht analog zum vorhergehenden Ausdru
k. Er stammt jedo
h ausder Variation der Fermion-Wirkung.� aRF (x)Im Kontinuum vers
hwinden die ÆULf -Terme ("���-Terme\) aufgrund einer Fierz-Identit�at vollst�andig. Auf dem Gitter bleibt ein Term in Ordnung a.



2.7 Gesamte Variation und Superstrom 47Die Rest-Terme haben dabei folgendes Aussehen:~RD� (��(x)F (x)) = 12A�(x)A�(x)��(x)F (x) + 12 ��(x)F (x)A�(x)A�(x)+[A�; ��(��(x)F (x))℄ �A�(x)��(x)F (x)A�(x) (2.119)RD� (F�� (x)) = 12 (A�(x)A�(x)F�� (x) + F�� (x)A�(x)A�(x) + ����F�� (x))�A�(x)F�� (x)A�(x) + [A�(x); ��F�� (x)℄: (2.120)Das Aussehen des Terms RG�� h�angt von der konkreten Wahl von G ab. Ist G�� = G0�� soziehe man (2.42) G0��(x) = F��(x)�a�[��A�(x); A�(x)℄� [��A�(x); A�(x)℄�12 [��A�(x); A�(x)℄ + 12[��A�(x); A�(x)℄�12����A�(x) + 12����A�(x)+12 [A�(x); [A�(x); A�(x)℄℄+12 [A�(x); [A�(x); A�(x)℄℄�+O(a2) (2.121)heran.Der Leibniz-Rest RL�(��; F�� ) lautet (vgl. (2.46)):���(x)A�(x)2F�� (x)+A�(x)��(x)F�� (x)A�(x)�A�(x)��(x)A�(x)F�� (x)� ��(x)A�(x)F�� (x)A�(x)+����(x)[F�� (x); A�(x)℄ + [��(x); A�(x)℄��F�� (x)���(x)��(x)��F�� (x)�: (2.122)Au�erdem hat man no
h den Fierz-RestRF (x) = �2gTr��[A�(x); ��(x)℄ + ����(x)�
�[��(x)
�"; �(x)℄�= �2gTr�(D���(x))
�[��(x)
�"; �(x)℄�: (2.123)Es ist nun als letztes no
h die Variation des Wilson-Anteils der Fermion-Wirkung mit zuber�u
ksi
htigen. Wir hatten in (2.105) bzw. (2.108) gesehen, da�Æ�Lf;Wil(x) = r ig X�;�;� TrnDlat;f� (��(x)G��(x))���"o+ra ig X�;�;� Tr �RL�(��(x); F�� (x))���"	+O(a2) (2.124)



48 N = 1-SUSY-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitterbzw. ÆULf;Wil(x) = 0 + aRF;Wil(x) + O(a2) (2.125)ist. Den ersten Beitrag s
hreiben wir alsÆ�Lf;Wil(x) = X�;�;� r igTrn�f�(��(x)G�� (x))���"o+ra igTrn ~RD� (��(x)F�� (x))���"o+ra igTr�RL�(��(x); F�� (x))���"	!+O(a2): (2.126)Somit l�a�t si
h der Superstrom jlat� (x) dur
h einen zus�atzli
hen Beitragr igTr ���(x)G�� (x)���	 (2.127)verbessern. Man erh�alt dann die folgenden r-abh�angigen St�orterme in erster Ordnung vona: aRF;Wil(x) = �2agrTr��[A�(x); ��(x)℄ + ����(x)�[��(x)
�"; �(x)℄�= �2agrTr�(D���(x))[��(x)
�"; �(x)℄� (2.128)und X�;�;�  ra igTrn ~RD� (��(x)F�� (x))���"o+ra igTr�RL�(��(x); F�� (x))���"	!: (2.129)Der in dieser Weise verbesserte Superstrom auf dem Gitter lautet dann:j�lat(x) = igTr ���(x)G��(x)	 
����+4gTr ���(x)G0��(x)	 
�+r igTr���(x)G��(x)���	 : (2.130)Im Fall von G�� = G0�� kann dies analog zu den S
hritten in Kapitel 1.4.4 zuj�lat(x) = igTr ���(x)G�� (x)	���
�+r igTr���(x)G��(x)���	 (2.131)vereinfa
ht werden. Man kann dann s
hreiben:jlat� (x) = igTr fG��(x)(
� � r)����(x)g ; (2.132)was sozusagen die lokale Form von [Lu℄, Formel (3.123) ist.



Kapitel 3Konstruktion O(a)-verbesserterSUSY-TransformationenIn diesem Kapitel diskutiere i
h eine erweiterte Version der diskretisierten supersymme-tris
hen Transformationen, und zeige, da� sie es erlaubt, die im letzten Kapitel identi�-zierten St�orungen der Ordnung a, die ni
ht aus der Wilsons
hen Formulierung der Fer-mionen resultieren, in h�ohere Ordnungen zu vers
hieben. Insbesondere werden dabei dieGitter-Analoga der Transformationen, der Lagrange-Di
hte, des Feldst�arketensors und desSuperstromes mit dem Ziel symmetrisiert, sie besser an das Kontinuum anzupassen. Beider dazu notwendigen Entwi
klung der Plaquettenvariablen na
h a kann unter anderemau
h die Ni
ht-Abels
he Stokes-Formel verwendet werden, die im Anhang formuliert undbewiesen wird. Im Zuge der Re
hnung diskutiere i
h den Zusammenhang der Gittergr�o�enmit denen des Kontinuums. Na
h Einf�uhrung der symmetrisierten Gr�o�en und explizitemNa
hweis der gew�uns
hten Eigens
haften s
hlage i
h gegen Ende des Kapitels eine ni
ht-lokale Version des Supersymmetrie-Stroms vor und zeige, da� hierdur
h weitere St�orungenh�oherer Ordnungen eliminiert werden k�onnen.3.1 VorgehensweiseIm letzten Kapitel haben wir gesehen, da� bei einer naiven Wahl der diskretisierten SUSY-Transformationen und bei Verwendung der Lagrange-Di
hte aus [Lu℄ eine Bre
hung der Su-persymmetrie auf dem Gitter bereits in erster Ordnung der Gitterkonstanten a auftritt. Indiesem Kapitel werden diese St�orungen dur
h geeignete Wahl der SUSY-Transformationensoweit eliminiert, da� sie jedenfalls in den r-unabh�angigen Termen erst quadratis
h in aauftreten, wir werden also ÆLlat(x) = �"��jlat� (x) +O(a2) + rO(a) errei
hen. Dabei habenwir folgende Freiheiten:� Wir d�urfen die Zuordnung der Summanden in der Gitterwirkung zu einzelnen Gitter-punkten geeignet modi�zieren, um von einer f�ur unsere Zwe
ke g�unstigen Lagrange-Di
hte ausgehen zu k�onnen. Konkret bedeutet dies, da� wir eine symmetrisierteLagrange-Di
hte w�ahlen werden. An der Wirkung �andert si
h dabei ni
hts.



50 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationen� Wir d�urfen die Transformationen der Ei
hlinks ver�andern, solange sie den ri
htigenKontinuumslimes f�ur die Transformationen des Kontinuumsei
hfeldes A�(x) erge-ben.� Die De�nition von G�� (x) in den Transformationen der Gluinofelder ist nur dur
hfolgende Bedingung einges
hr�ankt: G�� (x) soll im Kontinuumslimes F�� (x) reprodu-zieren. Ansonsten haben wir bei der Wahl von G�� (x) freie Hand.Insgesamt besteht die Strategie darin, m�ogli
hst alle Gittergr�o�en so zu de�nieren, da� sievon ihren Partnern im Kontinuum erst in Ordnung a2 abwei
hen. Beginnen m�o
hte i
hmit der kovarianten Ableitung.3.2 Symmetris
he kovariante Ableitung auf dem Gitter3.2.1 De�nitionBisher haben wir eine re
ht einfa
he Gitter-Version Dlat;f� der kovarianten Ableitung ver-wendet. Sie hatte die GestaltDlat;f� �(x) = 1a � x ���� � x����� : (3.1)Algebrais
h gilt alsoDlat� �(x) = 1a �U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� �(x)�= ���(x) + [A�(x); �(x)℄+a�[A�(x); ���(x)℄�A�(x)�(x)A�(x)+12 (A�(x)A�(x)�(x) + �(x)A�(x)A�(x)+�����(x))�+O(a2)= D��(x) + a2 (D�D��(x) + [�(x);D�A�(x)℄) +O(a2)= D��(x) + O(a): (3.2)Dabei wurden die Ei
hlinks U�(x) wie folgt mit dem Ei
hfeld A�(x) des Kontinuumsverkn�upft: U�(x) = e�aA�(x) U y�(x) = eaA�(x): (3.3)Dies ist insofern eine ung�unstige Wahl der Gitter-Version der kovarianten Ableitung, alsda� sie s
hon in erster Ordnung von a von ihrem Kontinuums-Pendant abwei
ht. Letzte-res hat zur Folge, da� die Leibniz-Regel und die Bian
hi-Identit�at auf dem Gitter bereitsin Ordnung a verletzt sind und verursa
ht somit einen gro�en Teil der in erster Ord-nung SUSY-bre
henden Terme. W�uns
henswert ist also eine De�nition von Dlat� , so da�Dlat� �(x) = D��(x) +O(a2). Eine sol
he wird im folgenden vorgestellt.



3.2 Symmetris
he kovariante Ableitung auf dem Gitter 51Dazu beoba
htet man, da� die bisher verwendete Version eine vorw�arts geri
htete kovari-ante Ableitung darstellt, denn es sind nur die Gitterpunkte x und x+ a�̂ involviert. Manm�o
hte also eine um x symmetris
he Form w�ahlen, und i
h s
hlage daher vor, stattdessenDlat;sym� �(x) = 12a �U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)� (3.4)zu verwenden. Bei der Entwi
klung dieser symmetrisierten Form na
h a stellt man aberunter Benutzung von (3.3) fest, da� sie in Ordnung a immer no
h von der Kontinuums-Ableitung abwei
ht. Es treten zwar keine Terme mehr in A�(x) auf, wohl aber no
h Termein ��A�(x). Dies liegt an einer Asymmetrie in (3.3), denn mit dem link von x na
h x+ a�̂wird das Ei
hfeld A� an der Stelle x assoziiert. Explizit bedeutet dasDlat;sym� �(x) = ���(x) + [A�(x); �(x)℄�a2[��A�(x); �(x)℄ +O(a2): (3.5)Abhilfe s
ha�t hier eine symmetrisierte De�nition des Ei
hfeldes, und wir gehen zuU�(x) = Pe� R x+a�̂x dzA�(z) (3.6)�uber1, wobei P den Pfadordnungsoperator darstellt. Dies gew�ahrleistet, da� der Gitter-Paralleltransporter entlang eines links auf das Kontinuumsei
hfeld entlang der vollst�an-digen Kante zugreift und ni
ht nur auf das Feld an einem der Randpunkte. Damit wirdU�(x) = 1 � x+a�̂Zx dzA�(z) + 12P x+a�̂Zx dy x+a�̂Zx dzA�(y)A�(z)+O(a3)= 1 � a 1Z0 (A�(x) + at��A�(x))dt+12a2P 1Z0 dt 1Z0 ds (A�(x)A�(x)) + O(a3)= 1 � aA�(x)� 12a2��A�(x)+12a2A�(x)A�(x) � 2 1Z0 dt 1Zt ds+ O(a3)= 1 � aA�(x)� 12a2��A�(x) + 12a2A�(x)A�(x) + O(a3): (3.7)1Eine andere m�ogli
he symmetris
he Verkn�upfung ist dur
h U�(x) = e�aA� (x+a �̂2 ) gegeben.



52 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-TransformationenDur
h analoge Re
hnungen �ndet manU�(x) = 1� aA�(x)� 12a2��A�(x) + 12a2A�(x)A�(x) +O(a3)U y�(x) = 1 + aA�(x) + 12a2��A�(x) + 12a2A�(x)A�(x) +O(a3)U�(x� a�̂) = 1� aA�(x) + 12a2��A�(x) + 12a2A�(x)A�(x) +O(a3)U y�(x� a�̂) = 1 + aA�(x)� 12a2��A�(x) + 12a2A�(x)A�(x) +O(a3) (3.8)und erkenntDlat;sym� �(x) = 12a �U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� U�(x� a�̂)�(x � a�̂)U y�(x� a�̂)�= 12a(0 + a�[A�(x); �(x)℄ + ���(x)�� a�[�A�(x); �(x)℄ � ���(x)�+a2�12[��A�(x); �(x)℄ + 12�����(x) + 12A�(x)A�(x)�(x)+12�(x)A�(x)A�(x)� A�(x)�(x)A�(x)��a2�12[��A�(x); �(x)℄ + 12�����(x) + 12A�(x)A�(x)�(x)+12�(x)A�(x)A�(x)� A�(x)�(x)A�(x)�)+O(a2)= D��(x) +O(a2): (3.9)Somit kommt Dlat;sym� der kovarianten Ableitung im Kontinuum viel n�aher als die bisherbetra
htete Version Dlat;f� . Insbesondere erf�ullt sie die Bian
hi-Identit�at und die Leibniz-Regel besser, wie wir nun na
hre
hnen wollen. Dazu verwende i
h die Notation Dlat;sym� =D� + a2RDlat;sym� .3.2.2 Leibniz-Regel und Bian
hi-Identit�atWir behaupten nun, da� diese symmetrisierte Form der kovarianten Gitter-Ableitung au
hdie Leibniz-Regel und die Bian
hi-Identit�at des Feldst�arketensors bis zur Ordnung a ein-s
hlie�li
h respektiert. Dabei wollen wir davon ausgehen, da� au
h die diskretisierte FormG�� (x) des Feldst�arketensors so de�niert werden kann, da� sie bis auf Terme der Ordnunga2 mit dem Kontinuumstensor �ubereinstimmt, da� also G��(x) = F�� (x) + a2RG��(x) gilt.In diesem Fall erhalten wir f�ur die Leibniz-Regel:Dlat;sym� (�(x)G�� (x)) = D�(�(x)F�� (x))+a2D�(�(x)RG�� (x)) + a2RDlat;sym� (�(x)F�� (x))= D�(�(x)F�� (x)) + O(a2)



3.3 Der Zusammenhang von Gitter und Kontinuum 53= (D��(x))F�� (x) + �(x)(D�F�� (x)) + O(a2)= (Dlat;sym� �(x))G��(x) + �(x)(Dlat;sym� G��(x)) + O(a2):(3.10)Wir benutzen hierbei nat�urli
h die Leibniz-Regel f�ur das Kontinuum. Eine einfa
he pr�azi-sere Betra
htung zeigt �ubrigens, da�Dlat;sym� (�(x)G�� (x)) = (Dlat;sym� �(x))G�� (x) + �(x)(Dlat;sym� G�� (x)) +O(a2) (3.11)au
h gilt, falls G F nur in niedrigster Ordnung approximiert.Auf die glei
he Art und Weise erh�alt man au
h die Bian
hi-Identit�at in der Form(Dlat;sym� G��(x))"���� = D�F�� (x)"����+a2D�RG�� (x)"���� + a2RDlat;sym� (F�� (x))"����= D�F�� (x)"���� + O(a2)= 0 + O(a2): (3.12)Die Bedingung G�� = F�� +O(a2) ist hier allerdings wi
htig. Das letzte Glei
hheitszei
henist nat�urli
h die Bian
hi-Identit�at im Kontinuum.3.3 Der Zusammenhang von Gitter und KontinuumDiese Stelle s
heint g�unstig, kurz �uber den Zusammenhang der Felder auf dem Gittermit denen des Kontinuums na
hzudenken. Wir sind in allen bisherigen Re
hungen still-s
hweigend davon ausgegegangen, da� das Gitter im Sinn von � � R4 in das Kontinuumeingebettet ist. Beispielsweise haben wir vorausgesetzt, da� die Fermionfelder �(x) an Git-terpunkten x 2 � identis
h mit denen des Kontinuums an der Stelle x sind, so da� wirbei Betra
htung des Kontinuumslimes daher auf die Kontinuumskon�guration zugreifenk�onnen. Ansonsten ma
hten Entwi
klungen wie�(x + a�̂) = �(x) + a���(x) + ::: (3.13)keinen Sinn, da eine kontinuierli
he Ableitung �� f�ur vom Kontinuum gel�oste Felder ohneBedeutung ist.Bei den Ei
hfeldern verh�alt es si
h geringf�ugig anders, denn wie gesehen, ma
hen aufdem Gitter Paralleltransporte nur entlang von Kanten Sinn. Au
h hier greift aber dererkl�arte Transporter U�(x) auf das latente Kontinuumsfeld A�(z), z 2 [x; a + a�̂℄ zur�u
k.Ob dies in asymmetris
her Weise U�(x) = e�aA�(x) oder symmetris
h ges
hieht (U�(x) =Pe� R x+a�̂x dzA�(z)), ist dabei Konvention.Zusammenfassend k�onnen wir also sagen, da� wir bei der Formulierung einer Gitterwir-kung und der supersymmetris
hen Transformationen von einer Kontinuumstheorie mitFeldern A
ont� und �
ont im Hintergrund ausgehen. Bei der Formulierung der Gluinosauf dem Gitter verwenden wir die Kontinuumsfelder an den Gitterpunkten und setzen�lat(x) � �
ont(x) f�ur x 2 � � R4. Das Ei
hfeld wird auf dem Gitter dur
h die Kol-lektion der U�(x) repr�asentiert, deren De�nition wiederum in geeigneter Weise auf dasKontinuumsei
hfeld A
ont� Bezug nimmt.



54 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationen3.4 Entwi
klung der PlaquettenvariableF�ur sp�atere Zwe
ke ist es vorteilhaft, an dieser Stelle die Plaquettenvariable U��(x) bis zurOrdnung a3 na
h der Gitterkonstanten zu entwi
keln. Wir werden sp�ater eine GitterversionG��(x) des Kontinuumsfeldst�arketensors so konstruieren wollen, da� Abwei
hungen vomKontinuumstensor erst in Ordnung a2 auftreten. G wird dabei eine Kombination vonPlaquetten sein, die mit dem Vorfaktor 1a2 versehen sein wird, daher die Entwi
klung biszur dritten Ordnung. I
h verwende zur Dur
hf�uhrung der Entwi
klung ein in [GPGASB℄vorgestelltes Verfahren.Es ist nun U��(x) = U y�(x)U y�(x+ a�̂)U�(x+ a�̂)U�(x): (3.14)Gem�a� [GPGASB℄ l�a�t si
h dies alsU��(x) = e+aD�(x)e+aD�(x)e�aD� (x)e�aD�(x) (3.15)s
hreiben. Dabei ist D� die kovariante Ableitung in der Fundamental-Darstellung, alsoD�(x) = �� + A�(x). Es sei an dieser Stelle an die Darstellung des Translationsoperators(um a in �̂-Ri
htung) im Ortsraum ea�� erinnert, man kann si
h (3.15) gewisserma�en alskovariante Erweiterung vorstellen2 .Man bea
hte, da� in [GPGASB℄ f�ur die Plaquetten eine andere Konvention verwendet wirdals in dieser Arbeit. Daher stimmt (3.15) ni
ht vollst�andig mit Formel (10) in [GPGASB℄�uberein, sondern nur modulo Reihenfolge und Vorzei
hen der einzelnen Exponenten. DieEntwi
klung verwendet nat�urli
h mehrfa
h die Baker-Campell-Hausdor�-FormeleFeG = eF+G+ 12 [F;G℄+ 112 [F;[F;G℄℄+ 112 [[F;G℄;G℄+:::: (3.16)Au�erdem werden wir die Tatsa
henF�� = [D�;D� ℄ (3.17)D�F�� = [D�; [D�;D� ℄℄ (3.18)benutzen (in der zweiten Formel mu� ni
ht notwendig �uber � summiert werden), wobeiD� wie gewohnt die kovariante Ableitung in adjungierter Darstellung ist. Nun istU�� = eaD�eaD�e�aD�e�aD�= eaD�eaD�� exp(� a(D� + D�) + 12a2[D� ;D�℄� 112a3[D� ; [D� ;D�℄℄� 112a3[[D�;D�℄;D�℄)+ O(a4)= eaD�eaD�2Allerdings gilt ni
ht U� = e�aD� , sondern Beziehungen wie (3.15) sind nur f�ur ges
hlossene Wegeg�ultig.



3.4 Entwi
klung der Plaquettenvariable 55� exp(� a(D� + D�)� 12a2F�� + 112a3D�F�� � 112a3D�F��)+O(a4)= eaD� exp(� aD� � 12a2F�� + 112a3D�F�� � 112a3D�F���12a2[D�;D� ℄� 14a3[D�; F�� ℄� 112a3[D�; [D�;D� ℄℄+ 112a3[[D�;�(D� +D�)℄;�(D� +D�)℄) +O(a4)= eaD� exp(� aD� � 12a2F�� + 112a3D�F�� � 112a3D�F���12a2F�� � 14a3D�F�� � 112a3D�F��+ 112a3[[D�;D� ℄;D� ℄ + 112a3[[D�;D�℄;D�℄) +O(a4)= eaD� exp(� aD� � a2F�� + 112a3D�F�� � 112a3D�F���14a3D�F�� � 112a3D�F�� � 112a3D�F�� � 112a3D�F��)+ O(a4)= eaD� exp(� aD� � a2F�� � 12a3D�F��) +O(a4)= exp(� a2F�� � 12a3D�F�� � 12a3D�F��)+O(a4): (3.19)Also gilt U��(x) = 1� a2F��(x)� 12a3D�F��(x)� 12a3D�F��(x) +O(a4): (3.20)Aus diesem Resultat ergibt si
h unmittelbarU��(x) = 1 + a2F��(x) + 12a3D�F��(x) + 12a3D�F��(x) +O(a4); (3.21)denn wir m�ussen nur � und � vertaus
hen und F�� = �F�� bea
hten. Insbesondere erhal-ten wir das folgende Ergebnis:G0�� := � 12a2 (U��(x)� U��(x)) = F��(x) + 12aD�F��(x) + 12aD�F��(x) + O(a2): (3.22)Nun sind wir im Hinbli
k auf sp�ater au
h an den Entwi
klungen anderer Plaquetten wiez.B. U��;�� interessiert. Dazu �uberlegt man si
h:U��;��(x) = e�aD�e�aD�eaD�eaD� (3.23)



56 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationenund erkennt, da� man im Endergebnis (3.20) jeweils D� dur
h �D� bzw. D� dur
h �D�ersetzen mu� (man denke dabei an D�F�� = [D�; [D�;D�℄℄). Damit bekommt manU��;��(x) = 1 � a2F��(x) + 12a3D�F��(x) + 12a3D�F��(x) + O(a4) (3.24)und deswegenG0��;�� := � 12a2 (U��;��(x)� U��;��(x)) = F��(x)� 12aD�F�� � 12aD�F�� + O(a2):(3.25)Ebenso ergibt si
h aus (3.20), da�U�;��(x) = 1 � a2F��(x) + 12a3D�F��(x)� 12a3D�F��(x) + O(a4); (3.26)denn ersetze D� dur
h D� und D� dur
h �D�. Es folgtG0�;�� := � 12a2 (U�;��(x)� U��;�(x)) = F��(x)� 12aD�F��(x) + 12aD�F��(x) +O(a2):(3.27)Man erkennt weiterG0��;� := � 12a2 (U��;�(x)� U�;��(x)) = F��(x) + a12D�F��(x)� a12D�F��(x) +O(a2):(3.28)Aus diesen Re
hnungen ergibt si
h die f�ur uns ho
hinteressante Beoba
htung, da�12 (G0�;�(x) + G0��;��(x)) = F��(x) +O(a2)12(G0�;��(x) + G0��;�(x)) = F��(x) +O(a2): (3.29)Unser Resultat l�a�t si
h au
h in der folgenden Art und Weise formulieren:Eine punktsymmetris
he Kombination von Plaquetten liefert nur Beitr�age in gerader Ord-nung von a, beispielsweise giltU�;�(x) + U��;��(x) = 2� a2F��(x) +O(a4): (3.30)Das Vers
hwinden aller ungeraden Ordnungen ergibt si
h v�ollig analog zum obigen Ar-gument f�ur die Ordnung 3 aus der Tatsa
he, da� beim �Ubergang von U�;� zu U��;�� dieVorzei
hen s�amtli
her kovarianter Ableitungen D� bzw. D� zu �andern sind. Auf diesesallgemeine Ergebnis werden wir sp�ater no
h zur�u
kgreifen.Es sei an dieser Stelle ausdr�u
kli
h darauf hingewiesen, da� die Entwi
klung der Plaquet-tenvariablen au
h auf einem zweiten Wege gewonnen werden kann. Die alternative Me-thode benutzt dabei die sogenannte Ni
ht-Abels
he Stokes-Formel ([Ar℄, [GPGASB℄), eineVerallgemeinerung des bekannten Stokess
hen Satzes, die es erlaubt, die Plaquettenvaria-ble im wesentli
hen als Fl�a
henintegral �uber die Feldst�arke zu s
hreiben. Trotz der Eleganzdieses Verfahrens habe i
h die Dur
hf�uhrung in den Anhang verlegt, dort wird au
h einsehr s
h�oner Beweis der Ni
ht-Abels
hen Stokes-Formel vorgef�uhrt.
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hte 573.5 Symmetrisierung der Lagrange-Di
hteI
h m�o
hte nun die eingef�uhrte symmetris
he kovariante Gitter-Ableitung und die ge-wonnenen Erkenntnisse �uber die Entwi
klung der Plaquettenvariablen dazu nutzen, einesymmetrisierte Lagrange-Di
hte zu konstruieren. Wie si
h zeigen wird, gelingt es dabei,diese so zu w�ahlen, da� sie von der Lagrange-Di
hte des Kontinuums erst in zweiter Ord-nung der Gitterkonstanten abwei
ht. Man bea
hte insbesondere aber au
h, da� wir beidieser Konstruktion die Gitter-Wirkung ni
ht �andern, sondern ledigli
h die Einordnungihrer Summanden in die Lagrange-Di
hte modi�zieren. Beginnen werde i
h mit dem fer-mionis
hen Teil der Wirkung.3.5.1 Fermion-WirkungIn (2.24) hatten wir als fermionis
hen Teil der Gitterwirkung den TermLf(x) = Trn��(x)
�Dlat;f� �(x)o (3.31)betra
htet. Wir zeigen nun, da� si
h der fermionis
he Teil der Wirkung als Gittersumme�uber eine Lagrange-Di
hte s
hreiben l�a�t, in der nur no
h symmetris
he kovariante Ablei-tungen auftreten. Diese symmetris
he Form, von der wir von nun an ausgehen wollen, istdann Lf(x) = Trn��(x)
�Dlat;sym� �(x)o : (3.32)Die graphis
he Darstellung des symmetrisierten Terms ergibt folgendes:Lf (x) = 12aX� � ����
� x ���� � ���� x����
� �(3.33)Die �Aquivalenz der zu diesen beiden Lagrange-Di
hten geh�orenden Wirkungen sieht manwie folgt ein:Sf = a4Xx Tr���(x)
�Df;lat� �(x)�= a4 1aXx Tr���(x)
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� ��(x)
��(x)| {z }0 �= a4 12aXx ���(x)
�U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� ��(x+ a�̂)
�U�(x)�(x)U y�(x)�= a4 12aXx ���(x)
�U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)���(x)
�U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)�= a4Xx ��(x)
�Dlat;sym� �(x): (3.34)



58 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-TransformationenBeim dritten Glei
hheitszei
hen werden die UmformungenTr���(x)
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)�= ��a(x)
��
(x+ a�̂)Tr�T aU y�(x)T 
U�(x)�= ���
(x+ a�̂)
��a(x)Tr�T 
U�(x)T aU y�(x)�= �Tr���(x+ a�̂)
�U�(x)�(x)U y�(x)� (3.35)unters
hlagen. Na
h unseren obigen �Uberlegungen zur symmetris
hen kovarianten Ablei-tung auf dem Gitter ist klar, da�Lf(x) = Trn��(x)
�Dlat;sym� �(x)o (3.36)bis auf Terme der Ordnung a2 mit der fermionis
hen Lagrange-Di
hte des Kontinuums�ubereinstimmt.3.5.2 Ei
hfeldwirkungWie bereits mehrfa
h erw�ahnt, haben wir bei der Wahl der Lagrange-Di
hte eine gewisseFreiheit: Da die Wirkung eine Summe �uber das gesamte Gitter darstellt, ist die Zuordnungeinzelner Summanden zu bestimmten Gitterpunkten beliebig. Es ist uns einzig und alleindie Wirkung S vorgegeben, und die Lagrange-Di
hte L mu� dann der BedingungS = a4Xx L(x) (3.37)gen�ugen. Was den Ei
hanteil der Wirkung angeht, so wurde in [Lu℄ die folgende Formverwendet:Lg(x) = 1a4 4g2 X1��<��42666641� 14 - 6�? + 6- ?� !377775 : (3.38)Diese Wahl Lg(x) = 1a4 4g2 X1��<��4�1� 14Tr (U�;�(x) + U�;�(x))� (3.39)zei
hnet o�enbar die positiven Ri
htungen +�̂ und +�̂ gegen�uber den negativen aus, Lg(x)involviert au
h die Punkte x+ a�̂; x+ a�̂ und x+ a�̂+ a�̂, ni
ht aber die entspre
hendenPunkte in den negativen Ri
htungen. Eine �aquivalente (d.h. zur selben Wirkung f�uhrende),aber symmetris
he Form der Lagrange-Di
hte erh�alt man beispielsweise unter VerwendungvonLg(x) = 1a4 4g2 X1��<��4 �1� 18Tr (U�;�(x) + U��;��(x) + U��;�(x) + U�;��(x))� : (3.40)
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hte 59Dur
h graphis
he Notation erkennt man, warum dieser Ausdru
k Clover-Term genanntwird3 : Tr (U�;�(x) + U��;��(x) + U��;�(x) + U�;��(x))= - 6�?- 6�?6- ?� 6- ?� (3.41)Der Gitterpunkt x be�ndet si
h in der Mitte. F�ur unsere Re
hnung wird es si
h aber alsg�unstig erweisen, da� mit jeder Plaquette U , die in der Lagrange-Di
hte auftritt, au
h ihrInverses U y vorkommt. Dies ist bei dem einfa
hen Clover-Term ni
ht gegeben, wie manan obigem Bild erkennt. In der folgenden Re
hnung wird daherLg(x) = 1a4 4g2 X1��<��4 �1� 18Tr (U��(x) + U��;��(x) + U��(x) + U��;��(x))� ; (3.42)also die folgende Kombination- 6�?- 6�? + 6- ?�6- ?� (3.43)benutzt. Beide Wahlen sind aber in der Hinsi
ht �aquivalent, da� sie bei Entwi
klung na
ha in der ersten Ordnung �ubereinstimmen. Eine dritte Alternative w�are der vollst�andigsymmetrisierte Term: - 6�?- 6�?- 6�? - 6�? + 6- ?�6- ?�6- ?� 6- ?� (3.44)Aus unserer obigen Feststellung, da� bei der Taylorentwi
klung punktsymmetris
her Pla-quetten-Kombinationen na
h der Gitterkonstanten a alle ungerade Terme vers
hwinden,k�onnen wir daher folgern, da� bei einer sol
hen punktsymmetris
hen Wahl der Ei
hfeld-Lagrange-Di
hte der Kontinuumslimes bis auf Terme der Ordnung a2 approximiert wird.3Die Bezei
hnung Clover-Term wird in der Literatur ni
ht allzu streng gehandhabt, beispielsweise wer-den au
h Terme der Form (3.44) oder au
h nur der erste Summand von (3.44) bisweilen als Clover-Plaquettebezei
hnet.



60 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationen3.6 Symmetrisierung der SUSY-TransformationenDie obigen Betra
htungen zur Entwi
klung der Plaquettenvariablen hatten es uns erlaubt,eine Gitterversion des Feldst�arketensors anzugeben, die bis auf St�orungen der Ordnung a2mit dem Kontinuumstensor �ubereinstimmen. M�ogli
he Wahlen w�aren zum BeispielG��(x) = 12 (G0�;�(x) + G0��;��(x))G��(x) = 12 (G0�;��(x) + G0��;�(x)) (3.45)oder au
h der MittelwertG��(x) = 14(G0�;�(x) + G0��;��(x) + G0�;��(x) + G0��;�(x)): (3.46)Man erkennt dann unmittelbar, da� bei einer sol
hen symmetris
hen Wahl von G�� au
hdie Transformationen der GluinofelderÆ�(x) = � ig ���G��(x)" (3.47)Æ��(x) = ig �"���G��(x) (3.48)bis auf Terme der Ordnung a2 mit denen des Kontinuums �ubereinstimmen.F�ur die Transformation der Ei
hlinks s
hlage i
h die in folgender Weise erweiterten Trans-formationsregeln vor (s.a. [Lu℄):Æ � -x � = �ag � -Æ
���"
� + - Æ
���"
� � (3.49)bzw. Æ � �x � = ag � �Æ
���"
� + � Æ
���"
� � : (3.50)Algebrais
h lauten diese symmetrisierten TransformationenÆU�(x) = �agU�(x)�"
��(x)� ag�"
��(x+ a�̂)U�(x) (3.51)ÆU y�(x) = +ag�"
��(x)U y�(x) + agU y�(x)�"
��(x+ a�̂): (3.52)Um den Kontinuumslimes zu bestimmen, den diese Transformationen f�ur das Kontinu-umsei
hfeld A� bedeuten, bea
htet man einerseitsU�(x) = 1� aA�(x)� 12a2��A�(x) + 12a2A�(x)A�(x) +O(a3); (3.53)woraus si
h direktÆU�(x) = �aÆA�(x) � 12a2��(ÆA�(x)) + 12a2ÆA�(x)A�(x)+12a2A�(x)ÆA�(x) +O(a3) (3.54)
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hte 61ergibt. Andererseits gilt mit den symmetrisierten TransformationenÆU�(x) = �agU�(x)�"
��(x)� ag�"
��(x+ a�̂)U�(x)= �2ag�"
��(x)� a2��(g�"
��(x))+a2g�"
��(x)A�(x) + a2gA�(x)�"
��(x) + O(a3): (3.55)Der direkte Verglei
h ergibt ÆA�(x) = 2g�"
��(x) +O(a2); (3.56)so da� au
h diese Transformationen nur St�orungen in quadratis
her Ordnung von a ver-ursa
hen.Da wir nun von einer Lagrange-Di
hte ausgehen k�onnen, die von ihrem Kontinuumslimeserst in Ordnung a2 abwei
ht und Glei
hes au
h f�ur die symmetrisierten Transformationengilt, erwartet man, da� si
h die SUSY-bre
henden Terme in der Variation der Lagrange-Di
hte dur
h eine geeignete De�nition des Superstromes jlat� in erster Ordnung von avollst�andig eliminieren lassen. Dies wird im folgenden explizit na
hgere
hnet, im Zugedieser Re
hnung wird dann au
h ein entspre
hender Superstrom angeben.3.7 Variation der Lagrange-Di
hte3.7.1 Æ�-Variation des Fermion-AnteilsF�ur den fermionis
hen Anteil der Lagrange-Di
hte verwenden wir na
h dem oben Gesagtendie symmetris
he Form Lf(x) = Trn��(x)
�Dlat;sym� �(x)o : (3.57)Die Variation unter den TransformationenÆ�(x) = � ig ���G�;� (x)" (3.58)Æ��(x) = ig �"���G�;�(x) (3.59)ergibt dannÆ�Lf(x) = 12a ig X�;�;� "���������"��� x ����
� � ����
� x���������"���� ����
� x ����������� " + ����������� " x����
� #:(3.60)



62 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-TransformationenAlgebrais
h ist dies Æ�Lf(x) = igTrn�"���G�� (x)
�(Dlat;sym� �(x))���(x)
����(Dlat;sym� G��(x))"o (3.61)und l�a�t si
h na
h einem �ahnli
hen Argument wie in (3.35) au
h alsÆ�Lf(x) = igTrn(Dlat;sym� ��(x))
����G��(x)"���(x)
����(Dlat;sym� G��(x))"o (3.62)s
hreiben. Die weitere Behandlung verl�auft analog zur Kontinuumstheorie unter Verwen-dung der Leibniz-Regel und der Beziehung
���� = i(Æ��
� � Æ��
�) � i"����
�
5: (3.63)Da Dlat;sym� die Leibniz-Regel aber bis zur Ordnung a eins
hlie�li
h erf�ullt, treten keineRL-Terme mehr in Ordnung a auf. Man bekommtÆ�Lf (x) = 4gTrn��(x)(Dlat;sym� G��(x))
�"o�2gTrn��(x)(Dlat;sym� G��(x))"����
�
5"o+ igTrnDlat;sym� (��(x)G��(x))
����"o+O(a2): (3.64)Die Bian
hi-Identit�at reduziert si
h im Fall der symmetris
hen kovarianten Ableitung aufden Ausdru
k (Dlat;sym� G��(x))"���� = aD�RG�� (x) +O(a2): (3.65)Somit erhalten wir das Zwis
henergebnisÆ�Lf(x) = 4gTrn��(x)(Dlat;sym� G��(x))
�"o+ igTrnDlat;sym� (��(x)G��(x))
����"o�a2gTr���(x)(D�RG��(x))"����
�
5"	+O(a2): (3.66)Wir setzen nun voraus, da� bei G�� erst in Ordnung a2 Abwei
hungen vom Feldst�arketensorF�� des Kontinuums auftreten, so da� also RG�� = O(a) gilt (G�� = F�� (x)+aRG��+O(a2)).Dann gilt die Bian
hi-Identit�at wie gesehen bis in Ordnung a eins
hlie�li
h und da dannau
h Dlat;sym� (��(x)G�� (x)) = ��(��(x)F�� (x)) + [A�; ��(x)F�� (x)℄ +O(a2) gilt und die Spurdes Kommutatorterms vers
hwindet, erhalten wir s
hlie�li
hÆ�Lf(x) = 4gTr���(x)(D�F��(x))
�"	+ igTr ���(��(x)F�� (x))
����"	+O(a2): (3.67)



3.7 Variation der Lagrange-Di
hte 63Dies liefert also bis zur Ordnung a eins
hlie�li
h den entspre
henden Term der Variationder Kontinuumswirkung, man verglei
he dazu (1.69).3.7.2 ÆU -Variation der Fermion-WirkungDas Verhalten der Fermion-Wirkung unter Variation der Ei
hfelder ÆULf erweist si
hin der symmetrisierten Form ebenfalls als �uberaus g�unstig. Es zeigt si
h n�amli
h, da�ÆULf(x) = 0+O(a2), da� also au
h hier Abwei
hungen vom entspre
henden Kontinuums-ausdru
k erst in quadratis
her Ordnung von a auftreten.Mit den symmetrisierten TransformationenÆU�(x) = �agU�(x)�"
��(x) � ag�"
��(x + a�̂)U�(x) (3.68)ÆU y�(x) = +ag�"
��(x)U y�(x) + agU y�(x)�"
��(x+ a�̂) (3.69)und der Lagrange-Di
hteLf(x) = 12aTr���(x)
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� ��(x)
�U�(x� a�̂)�(x � a�̂)U y�(x� a�̂)�(3.70)erh�alt man die folgenden Beitr�age zur Variation:Der erste Term in (3.70) f�uhrt auf12gTr� ��(x)
��"
��(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)+��(x)
�U y�(x)�"
��(x+ a�̂)�(x + a�̂)U�(x)���(x)
�U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)�"
��(x)���(x)
�U y�(x)�(x + a�̂)�"
��(x+ a�̂)U�(x)�: (3.71)Dies ist das Glei
he wie12gTr� ��(x)
�[�"
��(x); U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)℄+��(x)
�U y�(x)[�"
��(x+ a�̂); �(x + a�̂)℄U�(x)�: (3.72)Die Variation des zweiten Terms in (3.70) ergibt�12gTr� ���(x)
�U�(x� a�̂)�"
��(x� a�̂)�(x � a�̂)U y�(x� a�̂)���(x)
��"
��(x)U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)+��(x)
�U�(x� a�̂)�(x� a�̂)�"
��(x � a�̂)U y�(x� a�̂)+��(x)
�U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)�"
��(x)�; (3.73)was ni
hts anderes ist als�12gTr� ��(x)
�U�(x� a�̂)[�(x� a�̂); �"
��(x � a�̂)℄U y�(x� a�̂)+��(x)
�[U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂); �"
��(x)℄�: (3.74)



64 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-TransformationenInsgesamt erhalten wir daherÆULf(x) = 12gTr���(x)
�[�"
��(x); U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)℄+��(x)
�U y�(x)[�"
��(x+ a�̂); �(x+ a�̂)℄U�(x)���(x)
�U�(x� a�̂)[�(x � a�̂); �"
��(x� a�̂)℄U y�(x� a�̂)���(x)
�[U�(x� a�̂)�(x � a�̂)U y�(x� a�̂); �"
��(x)℄�= 12gTr���(x)
�[�"
��(x); U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)℄+��(x)
�[�"
��(x); U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)℄+��(x)
�U y�(x)[�"
��(x+ a�̂); �(x+ a�̂)℄U�(x)+��(x)
�U�(x� a�̂)[�"
��(x� a�̂); �(x� a�̂)℄U y�(x� a�̂)�: (3.75)Bei der Entwi
klung na
h a bea
htet man, da� U�(x) = 1 � aA�(x) + O(a2), U y�(x) =1+aA�(x)+O(a2) sowie U�(x�a�̂) = 1�aA�(x)+O(a2), U y�(x�a�̂) = 1+aA�(x)+O(a2).Man erkennt daher, da� si
h die Terme, die bei Entwi
klung von (3.75) in Ordnung aauftreten, exakt eliminieren und verbleibt mitÆULf(x) = 2gTrf��(x)
�[�"
��(x); �(x)℄g + O(a2): (3.76)Au
h dieser Teil der Variation der Wirkung stimmt also bis zur Ordnung a eins
hlie�li
hmit dem Kontinuumsterm �uberein. Letzterer vers
hwindet wie gesehen aufgrund einerFierz-Identit�at (vgl. (1.60) sowie Anhang D), daher k�onnen wir alsoÆULf (x) = 0 + O(a2) (3.77)notieren.Ein Verglei
h von (3.75) mit [Lu℄, Formel (3.135) auf Seite 84 oben zeigt, da� die beidenTerme dur
h eine Vers
hiebung x! x� a�̂ in den beiden mittleren Ausdr�u
ken von [Lu℄hervorgehen. Dies ist das �Aquivalent zur hier vorgenommenen Reorganisation der Termein der Wirkung, d.h. zur Symmetrisierung der Lagrange-Di
hte. Na
h Summation �uber xsind beide Ausdr�u
ke identis
h.3.7.3 ÆU -Variation der Ei
hfeld-WirkungZu guter Letzt betra
hten wir nun das Verhalten der Ei
hfeldwirkung unter den o.g. sym-metrisierten TransformationenÆ � -x � = �ag � -Æ
���"
� + - Æ
���"
� � (3.78)bzw. Æ � �x � = ag � �Æ
���"
� + � Æ
���"
� � : (3.79)



3.7 Variation der Lagrange-Di
hte 65Da der Ei
hfeldanteil der Gitter-Lagrange-Di
hte z.B. dur
hLg(x) = 1a4 4g2 X1��<��4 �1� 18Tr (U��(x) + U��;��(x) + U��(x) + U��;��(x))� (3.80)gegeben ist, ist die Variation dieses Teils der Wirkung in erster Linie dur
h das Verhalteneinzelner Plaquetten bestimmt. Da si
h G�� aus Plaquetten zusammensetzt und wir einenAusdru
k der Form (Dlat;sym� ��(x))G��(x) erzeugen wollen (mit geeigneter 
-Struktur),sollte die Variation einer einzelnen Plaquette U also Terme wie (Dlat;sym��) �U ergeben, diesi
h dann geeignet zu (Dlat;sym� ��(x))G��(x) zusammensetzen. F�uhrt man die Variation mitden symmetrisierten Transformationen aus, so ergibt eine Plaquette (modulo Vorfaktoren)die folgenden Terme:- - 6�?Æ
���"
� - - 6�? Æ
���"
� + - 6�? Æ
���"
� + - 6�?Æ
���"
�- - 6�? Æ
���"
� - - 6�? Æ
���"
� + - 6�?Æ
���"
� + - 6�?Æ
���"
�Man erkennt, da� sol
he Terme ni
ht direkt zu symmetris
hen kovarianten Ableitungenvon � f�uhren, denn dazu sind Terme notwendig, in denen � an zwei Gitterpunkten vor-kommt, die den Abstand zwei voneinander haben, also z.B. �(x + a�̂) und �(x� a�̂). Inunserem Fall sieht es zun�a
hst so aus, als k�onne man ledigli
h kovariante Vorw�arts- bzw.R�u
kw�artsableitungen gewinnen, so f�uhrt z.B.+ - 6�?Æ
���"
� - - 6�?Æ
���"
� (3.81)mit geeignetem Vorfaktor 1a auf Trf�"
�(Dlat;f� �(x))U��(x)g. Der Punkt x sei dabei derlinke untere E
kpunkt der betra
hteten Plaquette.Um symmetris
he kovariante Ableitungen zu produzieren, s
heint es zun�a
hst nahezulie-gen, die dazu n�otigen Terme dur
h geeignete Erweiterung der Transformationen zu gewin-nen. In diesem Sinne habe i
h f�ur den zweidimensionalen Fall die an den Vors
hlag aus[Lu℄, Formel (3.139) angelehnte Transformation



66 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-TransformationenÆ � -x � = �ag14 2 -Æ
���"
� + 2 - Æ
���"
�+ -Æ
���"
� + - Æ
���"
�+ -Æ
���"
� + - Æ
���"
� ! (3.82)untersu
ht, wel
he den glei
hen Kontinuumslimes f�ur ÆA�(x) liefert wie die symmetrisier-ten Transformationen. Es zeigt si
h in der Tat, da�Æ(�̂)Tr(U��(x)) = ag14 - 6�?Æ
���"
� - - 6�? Æ
���"
�+ - 6�?Æ
���"
� - - 6�? Æ
���"
�+ - 6�?Æ
���"
� - - 6�? Æ
���"
�+ - 6�?Æ
���"
� - - 6�? Æ
���"
� !:(3.83)Der ho
hgestellte Index �̂ soll dabei darauf hinweisen, da� nur die Variation der links in



3.7 Variation der Lagrange-Di
hte 67�̂-Ri
htung ber�u
ksi
htigt wurde, �uber ihn wird an dieser Stelle und im folgenden ni
htsummiert. Somit k�onnen wir sagen:Æ(�̂)Tr(U��(x)) = �a2g12Tr +�"
�(Dlat;sym� �(x+ a�̂))U�;��(x+ a�̂)+�"
�(Dlat;sym� �(x+ a�̂+ a�̂))U��;��(x+ a�̂+ a�̂)+�"
�(Dlat;sym� �(x))U�;�(x)+�"
�(Dlat;sym� �(x+ a�̂))U��;�(x+ a�̂)!: (3.84)Bei Betra
htung der Variation der vollst�andigen Ei
hfeld-Lagrange-Di
hte ergibt si
h tat-s�a
hli
h das ResultatÆlatLlatg (x) = �4gX�6=�Tr (�"
�(D��(x))F��(x)) + O(a2); (3.85)und es treten wie in (3.84) die gew�uns
hten symmetris
hen kovarianten Ableitungen auf.Dieses Verfahren der erweiterten Transformationen kann (und wurde von mir) au
h aufden drei- und vierdimensionalen Fall �ubertragen werden. Allerdings sind dann zus�atzli
heErweiterungen notwendig (mehrfa
hes "Abkni
ken\ der Transformationen). Jedo
h ist diesunn�otig umst�andli
h, denn wir werden nun einsehen, da� die oben erw�ahnten symmetri-sierten Transformationen unsere Anforderungen vollauf erf�ullen. Dazu beoba
htet man- 6�?Æ
���"
� + - 6�? Æ
���"
� = 2 - 6�?Æ
���"
� +Tr fY�;�(x)U�;�(x)g- 6�?Æ
���"
� + - 6�? Æ
���"
� = 2 - 6�? Æ
���"
� +Tr fY�;�(x+ a�̂)U�;��(x+ a�̂)g- 6�?Æ
���"
� + - 6�? Æ
���"
� = 2 - 6�? Æ
���"
� +TrfY�;� (x+a�̂+a�̂)U��;��(x+a�̂+a�̂)g- 6�?Æ
���"
� + - 6�? Æ
���"
� = 2 - 6�?Æ
���"
� +Tr fY�;�(x+ a�̂)U��;�(x+ a�̂)g(wobei weder �uber � no
h �uber � summiert wird). Dabei liefert die Gittergr�o�e Y im Kon-tinuumslimes erst einen Beitrag in Ordnung a2, d.h f�ur a! 0 gilt Y = O(a2). Beispielhaftwollen wir die zweite Behauptung explizit veri�zieren (wiederum ohne Summation �uber �und �): Tr��"
��(x)U�;�(x) + U y�(x+ a�̂)�"
��(x+ 2a�̂)U�(x+ a�̂)U�;��(x+ a�̂)�



68 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationen= Tr�U�(x)�"
��(x)U y�(x)U�;��(x+ a�̂)+U y�(x+ a�̂)�"
��(x+ 2a�̂)U�(x+ a�̂)U�;��(x)�= Tr��U�(x)�"
��(x)U y�(x)+U y�(x+ a�̂)�"
��(x+ 2a�̂)U�(x+ a�̂)�U�;��(x+ a�̂)�: (3.86)Somit ist:Y�;�(x+ a�̂) = U�(x)�"
��(x)U y�(x) + U y�(x+ a�̂)�"
��(x+ 2a�̂)U�(x+ a�̂)�2�"
��(x+ a�̂)= �a��(�"
��(x+ a�̂))� a[A�(x+ a�̂); �"
��(x + a�̂)℄+a��(�"
��(x+ a�̂)) + a[A�(x+ a�̂); �"
��(x + a�̂)℄ + O(a2)= O(a2); (3.87)genauer f�uhrt Y�� im Kontinuumslimes auf Terme proportional zu a2D�D��. Man bea
hte,da� die Taylor-Entwi
klung in (3.87) um den Gitterpunkt x+ a�̂ ausgef�uhrt wird.Unter Benutzung der vier oben genannten Identit�aten erh�alt man aus der Æ(�̂)-Variationeiner Plaquette U�;�(x) unter den symmetrisierten TransformationenÆ(�̂)Tr(U��(x)) = ag - 6�?Æ
���"
� + - 6�?Æ
���"
�- - 6�? Æ
���"
� - - 6�? Æ
���"
� ! (3.88)das ErgebnisÆ(�̂)Tr(U��(x)) = ag14 - 6�?Æ
���"
� - - 6�? Æ
���"
�
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hte 69+ - 6�?Æ
���"
� - - 6�? Æ
���"
�+ - 6�?Æ
���"
� - - 6�? Æ
���"
�+ - 6�?Æ
���"
� - - 6�? Æ
���"
� !� 14agTr fY�;�(x)U�;�(x)g+ 14agTr fY�;�(x+ a�̂)U�;��(x+ a�̂)g+ 14agTr fY�;�(x+ a�̂ + a�̂)U��;��(x+ a�̂+ a�̂)g� 14agTr fY�;��(x+ a�̂)U��;�(x+ a�̂)g : (3.89)Dies ist das Glei
he wieÆ(�̂)Tr(U��(x)) = �a2g12Tr(+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂)U�;��(x+ a�̂)+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂+ a�̂)U��;��(x+ a�̂+ a�̂)+�"
�Dlat;sym� �(x)U�;�(x)+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂)U��;�(x + a�̂))�14agTr fY�;�(x)U�;�(x)g+14agTr fY�;�(x+ a�̂)U�;��(x+ a�̂)g+14agTr fY�;�(x+ a�̂+ a�̂)U��;��(x+ a�̂+ a�̂)g



70 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationen�14agTr fY�;�(x+ a�̂)U��;�(x+ a�̂)g : (3.90)Die Variation der umgekehrt dur
hlaufenen Plaquette ist dann dur
h einen analogen Termgegeben, man brau
ht nur im Ergebnis den Umlaufsinn der Plaquetten zu �andern undaufgrund der Wahl der Transformationen das gesamte Vorzei
hen umzukehren. Damit giltdann das Folgende:Æ(�̂) (Tr(U��(x) + U��(x))= �a2g12Tr(+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂) � (U�;��(x+ a�̂) � U��;�(x+ a�̂))+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂+ a�̂)�(U��;��(x+ a�̂+ a�̂)� U��;��(x+ a�̂+ a�̂))+�"
�Dlat;sym� �(x)(U�;�(x)� U�;�(x))+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂) � (U��;�(x+ a�̂)� U�;��(x+ a�̂)))�14agTr fY�;�(x)(U�;�(x)� U�;�(x))g+14agTr fY�;�(x+ a�̂)(U�;��(x+ a�̂) � U��;�(x+ a�̂))g+14agTr fY�;�(x+ a�̂+ a�̂)�(U��;��(x+ a�̂+ a�̂) � U��;��(x+ a�̂+ a�̂))g�14agTr fY�;�(x+ a�̂)(U��;�(x+ a�̂)� U�;��(x+ a�̂))g : (3.91)Mit unserer De�nition G0�;�(x) := � 12a2 (U�;�(x) � U�;�(x)) s
hreibt si
h dies alsÆ(�̂)Tr(U�;�(x) + U�;�(x)) = a4gTr(+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂)G0�;��(x+ a�̂)+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂ + a�̂)G0��;��(x+ a�̂+ a�̂)+�"
�Dlat;sym� �(x)G0�;�(x)+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂)G0��;�(x+ a�̂))+12a3gTr �Y�;�(x)G0�;�(x)	�12a3gTr �Y�;�(x+ a�̂)G0�;��(x+ a�̂)	�12a3gTr �Y�;�(x+ a�̂ + a�̂)G0��;��(x+ a�̂+ a�̂)	



3.7 Variation der Lagrange-Di
hte 71+12a3gTr �Y�;�(x+ a�̂)G0��;�(x+ a�̂)	 : (3.92)V�ollig analoge �Uberlegungen zeigenÆ(�̂)Tr(U�;�(x) + U�;�(x)) = �a4gTr(+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂)G0��;�(x+ a�̂)+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂ + a�̂)G0��;��(x+ a�̂+ a�̂)+�"
�Dlat;sym� �(x)G0�;�(x)+�"
�Dlat;sym� �(x+ a�̂)G0�;��(x+ a�̂))�12a3gTr �Y�;�(x)G0�;�(x)	+12a3gTr �Y�;�(x+ a�̂)G0��;�(x+ a�̂)	+12a3gTr �Y�;�(x+ a�̂+ a�̂)G0��;��(x+ a�̂+ a�̂)	�12a3gTr �Y�;�(x+ a�̂)G0�;��(x+ a�̂)	 : (3.93)Um die totale Variation vonP�<� Tr fU�;�(x) + U�;�(x)g in einer f�ur die weitere Re
hnungg�unstigen Form zu s
hreiben, vertaus
hen wir in den Ausdr�u
ken, in denen 
� vorkommt,die Indizes � und � und bea
hten die Antisymmetrie von G0�;� gegen�uber dieser Vertau-s
hung. Man errei
ht, da� die Summe P�<� in P�6=� �ubergeht und verbleibt mitX�<�Tr �ÆU��(x) + ÆU y��(x)� = a4gX�6=� Tr(+ �"
�(Dlat;sym� �(x + a�̂))G0�;��(x+ a�̂)+ �"
�(Dlat;sym� �(x + a�̂+ a�̂))G0��;��(x+ a�̂ + a�̂)+ �"
�(Dlat;sym� �(x))G0��(x)+ �"
�(Dlat;sym� �(x + a�̂))G0��;�(x+ a�̂)+ 12aY�;�(x)G0�;�(x)� 12aY�;�(x+ a�̂)G0�;��(x+ a�̂)� 12aY�;�(x+ a�̂+ a�̂)G0��;��(x+ a�̂+ a�̂)+ 12aY�;�(x+ a�̂)G0��;�(x+ a�̂)): (3.94)Bei der Lagrange-Di
hte hatten wir uns auf die FormulierungLg(x) = 1a4 4g2 X1��<��4 �1 � 18Tr fU�;�(x) + U��;��(x) + U�;�(x) + U��;��(x)g�



72 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationen= 1a4 4g2 X1��<��4"1� 18TrnU��(x)) + U y��(x)+ U��(x� a�̂ � a�̂) + U y��(x� a�̂ � a�̂)o# (3.95)geeinigt, so da� ihre Variation dann dur
h folgenden Ausdru
k gegeben ist:ÆLg(x) = � 12gX�6=�Tr(+ �"
�(Dlat;sym� �(x+ a�̂))G0�;��(x+ a�̂)+ �"
�(Dlat;sym� �(x+ a�̂+ a�̂))G0��;��(x+ a�̂+ a�̂)+ �"
�(Dlat;sym� �(x))G0��(x)+ �"
�(Dlat;sym� �(x+ a�̂))G0��;�(x+ a�̂)+ �"
�(Dlat;sym� �(x� a�̂))G0�;��(x� a�̂)+ �"
�(Dlat;sym� �(x))G0��;��(x)+ �"
�(Dlat;sym� �(x� a�̂� a�̂))G0��(x� a�̂� a�̂)+ �"
�(Dlat;sym� �(x� a�̂))G0��;�(x� a�̂)+ 12aY�;�(x)G0�;�(x)� 12aY�;�(x+ a�̂)G0�;��(x+ a�̂)� 12aY�;�(x+ a�̂+ a�̂)G0��;��(x+ a�̂+ a�̂)+ 12aY�;�(x+ a�̂)G0��;�(x+ a�̂)+ 12aY�;�(x� a�̂� a�̂)G0�;�(x� a�̂� a�̂)� 12aY�;�(x� a�̂)G0�;��(x� a�̂)� 12aY�;�(x)G0��;��(x)+ 12aY�;�(x� a�̂)G0��;�(x� a�̂)): (3.96)Nun wissen wir, da� Dlat;sym� �(x) = D��(x) + O(a2) undG0�;�(x) = F��(x) + aRG0�;�(x) +O(a2)G0��;��(x+ a�̂+ a�̂) = F��(x+ a�̂+ a�̂) + aRG0��;��(x) + O(a2)G0�;��(x+ a�̂) = F��(x+ a�̂) + aRG0�;��(x) +O(a2)G0��;�(x+ a�̂) = F��(x+ a�̂) + aRG0��;�(x) + O(a2)G0�;�(x� a�̂� a�̂) = F��(x� a�̂� a�̂) + aRG0�;�(x) +O(a2)G0��;��(x) = F��(x) + aRG0��;��(x) +O(a2)



3.7 Variation der Lagrange-Di
hte 73G0�;��(x� a�̂) = F��(x� a�̂) + aRG0�;��(x) +O(a2)G0��;�(x� a�̂) = F��(x� a�̂) + aRG0��;�(x) + O(a2) (3.97)und s
hreiben weiter Y�;�(x) = a2RY�;�(x)+O(a3), so da� si
h die Entwi
klung von ÆLg(x)als ÆLg(x) = � 12gX�6=� Tr(+�"
�(D��(x + a�̂))(F��(x+ a�̂) + aRG0�;��(x))+�"
�(D��(x + a�̂+ a�̂))(F��(x+ a�̂ + a�̂) + aRG0��;��(x))+�"
�(D��(x))(F�� (x) + aRG0��(x))+�"
�(D��(x + a�̂))(F�� (x+ a�̂) + aRG0��;�(x))+�"
�(D��(x � a�̂))(F�� (x� a�̂) + aRG0�;��(x))+�"
�(D��(x))(F�� (x) + aRG0��;��(x))+�"
�(D��(x � a�̂� a�̂))(F��(x� a�̂� a�̂) + aRG0��(x))+�"
�(D��(x � a�̂))(F��(x� a�̂) + aRG0��;�(x))+12aRY�;�(x)F�;�(x)�12aRY�;�(x)F�;�(x)�12aRY�;�(x)F�;�(x)+12aRY�;�(x)F�;�(x)+12aRY�;�(x)F�;�(x)�12aRY�;�(x)F�;�(x)�12aRY�;�(x)F�;�(x)+12aRY�;�(x)F�;�(x))+O(a2): (3.98)s
hreiben l�a�t. Somit ergeben die aus Y resultierenden Terme in Ordnung a keinen Beitrag,und man erh�altÆLg(x) = � 12gX�6=� Tr(+�"
�(D��(x + a�̂))(F��(x+ a�̂) + aRG0�;��(x))+�"
�(D��(x + a�̂+ a�̂))(F��(x+ a�̂ + a�̂) + aRG0��;��(x))



74 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationen+�"
�(D��(x))(F��(x) + aRG0��(x))+�"
�(D��(x+ a�̂))(F��(x+ a�̂) + aRG0��;�(x))+�"
�(D��(x� a�̂))(F��(x� a�̂) + aRG0�;��(x))+�"
�(D��(x))(F��(x) + aRG0��;��(x))+�"
�(D��(x� a�̂� a�̂))(F��(x� a�̂� a�̂) + aRG0��(x))+�"
�(D��(x� a�̂))(F��(x� a�̂) + aRG0��;�(x))+O(a2): (3.99)Dur
h no
hmalige Taylorentwi
klung, nun stets um den Punkt x und unter Bea
htungvon RG0�;� = �RG0��;�� bzw. RG0�;�� = �RG0��;� erhalten wirÆLg(x) = �4gX�6=�Tr (�"
�(D��(x))F��(x)) + O(a2): (3.100)Also wird au
h hier der Kontinuumsausdru
k (1.54) bis zur Ordnung a eins
hlie�li
h re-produziert. Unser Verfahren der sukzessiven Taylor-Entwi
klung (zun�a
hst Abwei
hungenvon Dlat;sym� von D� sowie Entwi
klung von Y , dann Entwi
klung um gewisse Gitter-punkte) ist dabei aufgrund der Eindeutigkeit der Potenzreihenentwi
klung analytis
herFunktionen gere
htfertigt. Da wir hier nur an der ersten Ordnung in a interessiert sind,l�a�t si
h die letzte Entwi
klung in (3.99) besonders lei
ht dur
hf�uhren: Man entwi
kelt dieFaktoren der einzelnen Summanden in erster Ordnung und z�ahlt die Terme zusammen.Dabei erkennt man, da� sie si
h paarweise ausl�os
hen.Wir haben also gesehen, da� die Variation des Ei
hfeldanteils der Lagrange-Di
hte mit dementspre
henden Kontinuumsausdru
k �ubereinstimmt. Dabei haben wir in der Lagrange-Di
hte sozusagen nur eine halbe Clover-Plaquette gew�ahlt, der �Ubergang zum vollenClover-BlattLg(x) = 1a4 4g2 X1��<��4"1� 116TrnU�;�(x) + U y�;�(x) + U��;��(x) + U y��;��(x)+U��;�(x) + U y��;�(x) + U�;��(x) + U y�;��(x)o# (3.101)�andert daran ni
hts, erh�oht aber den S
hreibaufwand.3.8 De�nition des SuperstromesWir haben also bisher gesehen, da� unter den symmetrisierten SUSY-Transformationengilt: Æ�Lf(x) = 4gTr���(x)(D�F��(x))
�"	



3.8 De�nition des Superstromes 75+�� � igTr ���(x)F�� (x)
����"��+O(a2) (3.102)ÆULf (x) = 0 +O(a2) (3.103)ÆLg(x) = �4gTr ���(x)(D�F��(x))	 
�"+�� �4gTr ���(x)F��(x)�
�"�+O(a2): (3.104)Bei ÆLg bea
hte (3.100) und die Leibniz-Regel. Dabei wurde bei der Verwendung derBian
hi-Identit�at auf dem Gitter in (3.67) vorausgesetzt, da�G��(x) = F��(x) + O(a2): (3.105)Eine entspre
hende Wahl von G�� ist aber m�ogli
h, wie wir in dem Kapitel �uber dieEntwi
klung der Plaquettenvariable gesehen haben (vgl. z.B. (3.29)).Damit bekommen wir insgesamtÆ�Lf(x) + ÆULf (x) + ÆLg(x)= ��� igTr ���(x)F�� (x)
����	 + 4gTr���(x)F��(x)� 
�� "+ O(a2): (3.106)Mit dem Kontinuumsstromj�(x) := igTr���(x)F�� (x)
����	+ 4gTr ���(x)F��(x)	 
� (3.107)gilt also Ælat(Llat(x)� Lf;Wil(x)) = ��j�(x)"+O(a2): (3.108)Auf dem Gitter de�nieren wir nunj�lat(x) := igTr ���(x)G�� (x)
����	+ 4gTr���(x)G��(x)	 
�; (3.109)dann gilt j�lat(x) = j�(x) + a2Rj�(x) + O(a3): (3.110)Mit der symmetris
hen Gitterableitung�lat;sym� f(x) := 12a (f(x+ a�̂) � f(x� a�̂)) (3.111)ergibt si
h daher�lat;sym� j�lat(x) = 12a �j�(x+ a�̂) + a2Rj�(x) � j�(x� a�̂)� a2Rj�(x) + O(a3)�= 12a �j�(x) + a��j�(x) + 12a2����j�(x)�(j�(x)� a��j�(x) + 12a2����j�(x)) +O(a3)�= ��j�(x) +O(a2): (3.112)



76 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-TransformationenSomit haben wir mitÆlat(Llat(x)� Lf;Wil(x)) = �sym� j�lat(x)"+O(a2) (3.113)unser Ziel errei
ht. Den Gitter-Superstromj�lat(x) := igTr ���(x)G��(x)
����	 + 4gTr���(x)G��(x)	 
�; (3.114)k�onnen wir dabei wie gewohnt au
h in der Formj�lat(x) := igTr ���(x)G�� (x)���
�	 (3.115)s
hreiben. Dabei haben wir an G�� die Anforderung G�� = F��+O(a2) gestellt und k�onnendaher z.B. G�;�(x) = 12 (G0�;�(x) + G0��;��(x))G�;�(x) = 12 (G0�;��(x) + G0��;�(x)) (3.116)oder das volle Clover-BlattG�;�(x) = 14(G0�;�(x) + G0��;��(x) + G0�;��(x) + G0��;�(x)) (3.117)w�ahlen.Ingesamt hat si
h also unsere Erwartung best�atigt, da� aufgrund der symmetris
hen Wahlder Lagrange-Di
hte und der Supersymmetrie-Transformationen eine Wahl des Super-stromes m�ogli
h wird, die die Einhaltung der Supersymmetrie auf dem Gitter bis in dieerste Ordnung von a eins
hlie�li
h gew�ahrleistet. Dazu sei daran erinnert, da� sowohl diesymmetrisierte Lagrange-Di
hte als au
h die erweiterten Transformationen ihren Konti-nuumslimes bis in die erste Ordnung von a eins
hlie�li
h reproduzieren und da� dies au
hf�ur unsere Wahl des Superstromes und die symmetris
he Gitterableitung gilt.Bisher ist der Teil der Wirkung unber�u
ksi
htigt geblieben, der proportional zum Wilson-Parameter r ist. Die entspre
henden Betra
htungen m�o
hte i
h nun na
hholen.3.9 Wilson-FermionenDer r-proportionale Teil der Wirkung ist (vgl. z.B. [CV℄):Sf;Wil = �r 12aa4Xx;� Tr���(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)+��(x+ a�̂)U�(x)�(x)U y�(x)� 2��(x)�(x)�= �r 12aa4Xx;� Tr���(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)+��(x)U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)� 2��(x)�(x)�: (3.118)



3.9 Wilson-Fermionen 77Man re
hnet unmittelbar na
h, da� si
h dies alsSf;Wil = a4Xx Tr�� r12a��(x)Dlat;f� Dlat;b� �(x)�= a4Xx Tr�� r12a��(x)Dlat;b� Dlat;f� �(x)�= a4Xx Tr�r12aDlat;b� ��(x)Dlat;b� �(x)�= a4Xx Tr�r12aDlat;f� ��(x)Dlat;f� �(x)� (3.119)s
hreiben l�a�t. Dabei haben wir Dlat;f� = �Dlat;by� benutzt, man ziehe hierzu au
h denAnhang heran. Wir wollen also von der Lagrange-Di
hteLf;Wil(x) = r12aTr�Dlat;f� ��(x)Dlat;f� �(x)�= r12aX� Tr�1a �U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)� ��(x)��1a �U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� �(x)�� (3.120)ausgehen. Damit wird sofortÆ�Lf;Wil(x) = r12a igTr��"��� (Dlat;f� G��(x))Dlat;f� �(x)�Dlat;f� ��(x)���"(Dlat;f� G��(x))�: (3.121)Also tr�agt dieser Term erst in Ordnung a bei. Die ÆU -Variation ergibtÆULf;Wil(x)= rgX� Tr��"
��(x)U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x) � (U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� �(x))+U y�(x)�"
��(x+ a�̂)��(x+ a�̂)U�(x) � (U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x) � �(x))�U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)�"
��(x) � (U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� �(x))�U y�(x)��(x+ a�̂)�"
��(x+ a�̂)U�(x) � (U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x) � �(x))�= ragX� Tr�[�"
��(x); U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)℄Dlat;f� �(x)+U y�(x)[�"
��(x+ a�̂); ��(x+ a�̂)℄U�(x)Dlat;f� �(x)� (3.122)Au
h hier vers
hwindet der nullte Term des Kontinuumslimes.Genauer �ndet manÆ�Lf;Wil(x) = �ra igTr�D���(x)(D�F�� (x))����"+O(a2) (3.123)



78 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationensowie ÆULf;Wil(x) = 2ragTr�[�"
��(x); ��(x)℄D��(x)� +O(a2): (3.124)In Kapitel 2 waren wir von der Lagrange-Di
hteLf;Wil(x) = �rX� Trn��(x)Dlat;f� �(x)o (3.125)ausgegangen und hatten gesehen, da� ihre Variation einen Beitragr igTrf��(x)G�� (x)���g (3.126)zum Superstrom liefert. In diesem Abs
hnitt haben wir nun eine etwas andere Lagrange-Di
hte gew�ahlt und k�onnen diesen Beitrag umgehen. Dies hat die folgende Ursa
he: Mitder Di
hte aus Kapitel 2 s
hreibt si
h der r-proportionale Teil der Gitter-Wirkung alsSf;Wil = �ra4Xx X� Trn��(x)Dlat;f� �(x)o : (3.127)Mit den Re
henregeln f�ur Majorana-Spinoren kann man dies alsSf;Wil = �ra4 12Xx X� Trn(Dlat;f� ��(x))�(x) + ��(x)Dlat;f� �(x)o (3.128)s
hreiben. Mittels partieller Integration des ersten Summanden erh�alt man hierausSf;Wil = �ra4 12Xx X� Trn��(x)(Dlat;f� �Dlat;b� )�(x)o ; (3.129)was si
h aber au
h alsSf;Wil = �ra � a4 12Xx X� Trn��(x)Dlat;b� Dlat;f� �(x)o= ra � a4 12Xx X� TrnDlat;f� ��(x)Dlat;f� �(x)o (3.130)au�assen l�a�t. Nun haben wir aber bei den partiellen Integrationen die Randterme au�era
ht gelassen, diese treten z.T. in nullter Ordnung von a auf. Dieses Auslassen von Rand-termen in der Wirkung bzw. ihrer Variation ist aber �aquivalent zur Integration �uber ihretotale Divergenz, also zu einem Zusatzbeitrag im Superstrom. Diesen Beitrag hatten wirin Kapitel 2 beoba
htet.Alternativ kann au
h die (symmetris
here) WahlLf;Wil = Tr� � r12a��(x)Dlat;f� Dlat;b� �(x)�= �r 12aX� Tr���(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)+��(x)U�(x� a�̂)�(x � a�̂)U y�(x� a�̂) � 2��(x)�(x)� (3.131)



3.10 Zusammenfassung 79benutzt werden. Sie f�uhrt aufÆ�Lf;Wil(x) = �r12a igTr��"���G��(x)Dlat;f� Dlat;b� �(x)���(x)���"(Dlat;f� Dlat;b� G��(x))� (3.132)bzw.ÆULf;Wil(x) = �r2gX� ���(x)[�"
��(x); U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)℄+��(x)U y�(x)[�"�(x+ a�̂); �(x + a�̂)℄U�(x)��"[�"
��(x); U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)℄���(x)U�(x� a�̂)[�"
��(x� a�̂); �(x � a�̂)℄U y�(x� a�̂)�(3.133)3.10 ZusammenfassungAn dieser Stelle soll no
h einmal eine �Ubersi
ht �uber die bisher erzielten Resultate gegebenwerden. Wir haben die Lagrange-Di
hte gem�a�L(x) = Lg(x) + Lf(x) + Lf;Wil(x) (3.134)de�niert, wobei no
h ein Massenterm der FormLm(x) = m0Trf��(x)�(x)g (3.135)hinzugef�ugt werden kann. Die einzelnen Beitr�age waren dur
hLg(x) = 1a4 4g2 X1��<��4 �1� 18Tr (U��(x) + U��;��(x) + U��(x) + U��;��(x))� (3.136)bzw. Lf(x) = 12aTrn��(x)
� �U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)�U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)�o (3.137)und Lf;Wil(x) = r12aX� Tr�1a �U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)� ��(x)��1a �U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� �(x)�� (3.138)gegeben. Die Anwendung der TransformationenÆU�(x) = �agU�(x)�"
��(x) � ag�"
��(x + a�̂)U�(x) (3.139)ÆU y�(x) = +ag�"
��(x)U y�(x) + agU y�(x)�"
��(x+ a�̂): (3.140)



80 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationenund Æ�(x) = � ig ���G�;�(x)" (3.141)Æ��(x) = ig �"���G�;�(x) (3.142)liefert dann4 Æ(L(x) + Lm(x)) = �sym� j�lat(y)"+ XS(x) +DS(x): (3.143)Dabei haben wir als Superstromj�lat(x) := igTr ���(x)G�� (x)���
�	 (3.144)gew�ahlt, und es ist DS(x) = Æ�Lm(x) = 2m0 igTr f�"���G��(x)�(x)g (3.145)die Variation des Masseterms. Es ist daher dannXS(x) = ÆL(x)��sym� j�lat(x)": (3.146)Nun hatten wir gesehen, da�ÆL(x) = ÆULg(x) + ÆULf(x) + Æ�Lf(x) + ÆULf;Wil(x) + Æ�Lf;Wil(x); (3.147)also gilt XS(x) = ÆULg(x) + ÆULf(x) + Æ�Lf(x)��sym� j�lat(x)"+ÆULf;Wil(x) + Æ�Lf;Wil(x): (3.148)Die einzelnen Beitr�age sind dur
h die folgenden exakten Gitterausdr�u
ke gegeben:ÆULg(x) = �12 1a4g2 agX�6=�Tr(+�"
��(x)(U�;�(x)� U y�;�(x)� U��;��(x) + U y��;��(x))��"
��(x + a�̂)(U�;��(x+ a�̂)� U y�;��(x+ a�̂))��"
��(x + a�̂+ a�̂)(U��;��(x+ a�̂ + a�̂)� U y��;��(x+ a�̂ + a�̂))+�"
��(x + a�̂)(U��;�(x+ a�̂)� U y��;�(x+ a�̂))��"
��(x � a�̂)(U�;��(x� a�̂)� U y�;��(x� a�̂))+�"
��(x � a�̂� a�̂)(U�;�(x� a�̂� a�̂)� U y�;�(x� a�̂� a�̂))+�"
��(x � a�̂)(U��;�(x� a�̂)� U y��;�(x� a�̂)))4Den Bre
hungsterm bezei
hnen wir hier mit einem ges
hwungenen XS , um ihn vom entspre
hendenTerm XS in den Ward-Identit�aten zu unters
heiden (vgl. Kap. 4).



3.10 Zusammenfassung 81ÆULf(x) = 12gTr���(x)
�[�"
��(x); U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)℄+��(x)
�[�"
��(x); U�(x� a�̂)�(x � a�̂)U y�(x� a�̂)℄+��(x)
�U y�(x)[�"
��(x + a�̂); �(x + a�̂)℄U�(x)+��(x)
�U�(x� a�̂)[�"
��(x� a�̂); �(x� a�̂)℄U y�(x� a�̂)�Æ�Lf(x) = igTr�(Dlat;sym� ��(x))
����G��(x)"���(x)
���� (Dlat;sym� G�� (x))"��sym� j�lat(x)" = �sym� � igTr ���(x)G��(x)
�����+ 4gTr ���(x)G��(x)�
�� "ÆULf;Wil(x) = rgX� Tr��"
��(x)U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x) � (U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� �(x))+U y�(x)�"
��(x + a�̂)��(x+ a�̂)U�(x) � (U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� �(x))�U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)�"
��(x) � (U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x) � �(x))�U y�(x)��(x+ a�̂)�"
��(x + a�̂)U�(x) � (U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� �(x))�= ragX� Tr�[�"
��(x); U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)℄Dlat;f� �(x)+U y�(x)[�"
��(x+ a�̂); ��(x+ a�̂)℄U�(x)Dlat;f� �(x)�Æ�Lf;Wil(x) = r12a igTr��"��� (Dlat;f� G�;�(x))Dlat;f� �(x)�Dlat;f� ��(x)���"(Dlat;f� G�;� (x))�: (3.149)Bea
hte, da� G eine exakte Gittergr�o�e ist.Die wesentli
he Aussage dieses Kapitels ist:ÆULg(x) + ÆULf(x) + Æ�Lf(x)��sym� j�lat(x)" = 0 +O(a2);ÆULf;Wil(x) + Æ�Lf;Wil(x) = 0 + r � O(a) (3.150)so da� XS(x) = O(a2) + r � O(a): (3.151)Also wird die Variation der Lagrange-Di
hte des Kontinuums bis auf quadratis
he Termein a reproduziert, falls man von den Wilson-Fermionen absieht. Diese hingegen erzeugenSt�orterme bereits in Ordnung a, denn ihre Einf�uhrung ges
hieht ja gerade dur
h Hin-zuf�ugen eines O(a)-Terms zur Wirkung. Man bea
hte, da� dieser Term im Kontinuumkein Analogon �ndet.



82 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationen3.11 Ni
ht-lokale Str�omeDer Kontinuumsstrom l�a�t si
h alsj�(x) = igTr���(x)���
�F�� (x)�= Tr�4gF��(x)��(x)
� + igF�� (x)��(x)
����� (3.152)s
hreiben. WegenÆLg(x) = �4gTr ���(x)D�F��(x)	 
�"+ ���4gTr���(x)F��(x)	 
�"� (3.153)und ÆLf (x) = 4gTr ���(x)(D�F��(x))	 
�"+ ��� igTr ���(x)F�� (x)	 
����"� (3.154)haben wir jf;�(x) := igTr���(x)F�� (x)	 
���� (3.155)zum fermionis
hen Anteil undjg;�(x) := 4gTr ���(x)F��(x)	 
� (3.156)zum Ei
hanteil des Superstromes erkl�art.In [CV℄ s
hlagen Cur
i und Veneziano einen Superstrom der Form (in unserer Notation)j�(x) = igTr�G��(x)U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)���
��= Tr�4gG��(x)U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)
�+ igG�� (x)U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)
����� (3.157)vor.5 Die Gittergr�o�e G�� wird in [CV℄ ni
ht n�aher spezi�ziert, nat�urli
h soll sie im Kon-tinuumslimes aber F�� ergeben. Dieser Vors
hlag wird au
h in [Lu℄ (3.92) aufgenommen.Betra
htet man die geometris
he Form dieses Termsj�(x)" = igX�;� ����������� "x ����
� ; (3.158)so s
heint es denkbar, da� dies ges
hieht, um die Terme des Superstroms in ihrer geo-metris
hen Struktur denen der Variation der Wirkung anzupassen. In der Tat hatten wir5Man bea
hte, da� es si
h bei dem Strom in [CV℄ um den in den Ward-Identit�aten vorkommendenNoether-Strom S� handelt. Dieser stimmt ni
ht mit j� �uberein, sondern h�angt mit ihm dur
h Vertaus
hender Reihenfolge von ��� und 
� zusammen, wie sp�ater gezeigt wird. Man a
hte au
h genau darauf, inwel
her der beiden zueinander adjungierten Formen der Strom jeweils angegeben wird.



3.11 Ni
ht-lokale Str�ome 83Terme der glei
hen Art bei der Æ�-Variation der Fermion-Wirkung erhalten:Æ�Lf(x) = 12a ig X�;�;� " �����������"x ����
� � ����
� x����������� "� ����
� x �����������" + �����������" x����
� # (3.159)Allerdings weist der Cur
i-Veneziano-Strom bereits in Ordnung a Abwei
hungen vom Kon-tinuumsstrom auf, wenn man davon ausgeht, da� G��(x) so gew�ahlt wird, da� G��(x) =F�� (x)+O(a2). Somit w�urde die Cur
i-Veneziano-Wahl des Stroms unser Ergebnis ÆL(x) =�sym� �jlat� (x)"+O(a2)+rO(a) also wieder zuni
hte ma
hen. Es w�are allenfalls denkbar, dieSeparation von Clover-Plaquette G und Fermion �� symmetris
h zu gestalten, also etwaj�lat(x) = 12 igTr�G��(x)U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)���
�+G��(x)U�(x� a�̂)��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)���
�� (3.160)zu w�ahlen und bei der symmetris
hen Wahl der Gitter-Ableitung zu bleiben. Dann giltweiterhin ÆL(x) = �sym� j�lat(x)"+O(a2) + rO(a): (3.161)Wir werden nun eine weitere Version des Stromes konstruieren, die es erlaubt einen Teilder Terme in Ordnung a2 und h�oher zu eliminieren. Dazu ma
ht man f�ur zwei auf demGitter de�nierte Funktionen f und g folgende interessante Beoba
htung6 :Tr�(Dlat;sym� f(x))g(x) + f(x)(Dlat;sym� g(x))�= 12Tr��b�(f(x)U y�(x)g(x + a�̂)U�(x)+U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x)g(x))�: (3.162)Wie man erkennt, erlaubt es diese Glei
hung, die St�orterme auf dem Gitter zu beseitigen,die aus der ni
ht exakt g�ultigen Leibniz-Regel f�ur die symmetris
he kovariante Ableitungstammen. Der Na
hweis von (3.162) verl�auft wie folgt (dabei erfolgt keine Summation�uber �): 12Tr��b�(f(x)U y�(x)g(x+ a�̂)U�(x) + U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x)g(x))�= 12aTr�f(x)U y�(x)g(x+ a�̂)U�(x) + U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x)g(x)6Die folgende Glei
hung ist eng mit der Tatsa
he verkn�upft, da� Dlat;sym� antihermites
h im Sinne vonAnhang F ist.



84 Konstruktion O(a)-verbesserter SUSY-Transformationen�f(x� a�̂)U y�(x� a�̂)g(x)U�(x� a�̂)�U y�(x� a�̂)f(x)U�(x� a�̂)g(x � a�̂)�= 12aTr�f(x)U y�(x)g(x + a�̂)U�(x) + U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x)g(x)�U�(x� a�̂)f(x� a�̂)U y�(x� a�̂)g(x)�f(x)U�(x� a�̂)g(x � a�̂)U y�(x� a�̂)�= 12aTr�U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x)g(x)� U�(x� a�̂)f(x� a�̂)U y�(x� a�̂)g(x)+f(x)U y�(x)g(x + a�̂)U�(x)� f(x)U�(x� a�̂)g(x � a�̂)U y�(x� a�̂)�= Tr�(Dlat;sym� f(x))g(x) + f(x)(Dlat;sym� g(x))�: (3.163)Wir hatten in (3.62) gesehen, da�Æ�Lf(x) = igTrn(Dlat;sym� ��(x))
����G��(x)"���(x)
����(Dlat;sym� G��(x))"o : (3.164)Anwenden der gerade gefundenen Regel ma
ht hierausÆ�Lf (x) = Tr�12 ig�b����(x)U y�(x)G��(x+ a�̂)U�(x) + U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)G�� (x)��2 ig ��(x)(Dlat;sym� G�� (x))�
����": (3.165)Die Benutzung von 
���� = i(Æ��
� � Æ��
�) � i"����
�
5 (3.166)liefert dann Æ�Lf (x) = Tr�12 ig�b����(x)U y�(x)G��(x+ a�̂)U�(x)+U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)G�� (x)��
����"+4gTr���(x)(Dlat;sym� G��(x))�
�"�2gTr���(x)(Dlat;sym� G��(x))�"����
�
5": (3.167)



3.11 Ni
ht-lokale Str�ome 85Man erkennt, da� dur
h die Wahl vonjf;�lat(x) := 12 igTr���(x)U y�(x)G�� (x+ a�̂)U�(x) + U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)G�� (x)�
����(3.168)und die Verwendung der Gitter-R�u
kw�arts-Divergenz eine in h�oheren Ordnungen von averbesserte Erhaltung des fermionis
hen Anteils des Stromes errei
ht werden kann. Es ent-fallen alle Terme, die aufgrund der Verletzung der Leibniz-Regel auf dem Gitter auftreten.Die St�orungen der Bian
hi-Identit�at k�onnen mit diesem Verfahren hingegen ni
ht beseitigtwerden.Diesem Ergebnis zufolge s
heint es also g�unstig, im Superstrom das Fermion und dieClover-Plaquetten dur
h zus�atzli
he Ei
hlinks zu trennen. Allerdings ges
hieht dies inanderer Weise als in [CV℄ und lehnt si
h mehr an die Behandlung der 
hiralen Symmetriean, au
h dort unters
heidet man lokale und bilokale Str�ome (engl. point-split 
urrents),vgl. hierzu z.B. [MM℄ oder [Un℄. Um ein einheitli
hes Bild zu wahren, werden wir diesesVerfahren nun au
h auf den Ei
hanteil des Stromes anwenden und zeigen, da� au
h indiesem Teil der Wirkung die Verwendung eines ni
ht-lokalen Stromes m�ogli
h ist. Dazude�niert manjg;�lat(x) := 12 4gTr�G��(x)U y�(x)��(x+a�̂)U�(x)+U y�(x)G��(x+a�̂)U�(x)��(x)�
� (3.169)und erkenntTrf�b�jf;�(x)g = 12 4g 1aTr�G��(x)U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x) + G��(x+ a�̂)U�(x)��(x)U y�(x)�G��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)��(x)U�(x� a�̂)�G��(x)U�(x� a�̂)��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)�
�: (3.170)Die Entwi
klung na
h a ergibt:Trf�b�jf;�(x)g = �� 4gTr���(x)F��(x)�
� + O(a2); (3.171)also �Ubereinstimmung mit dem Kontinuum bis in Ordnung a inklusive.Wir k�onnen also abs
hlie�end feststellen, da� uns dur
h die De�nitionjlat� (x) = 12 igTr�G�� (x)U y�(x)��(x+a�̂)U�(x)+U y�(x)G��(x+a�̂)U�(x)��(x)����
� (3.172)eine weitere Verbesserung des Superstromes gelungen ist. Zwar gilt immer no
hÆLlat(x) = �b�jlat� (x)"+ O(a2) + rO(a); (3.173)aber es konnten einige Terme der h�oheren Ordnungen vollst�andig eliminiert werden.



Kapitel 4Ward-Identit�atenIn den vorigen Kapiteln wurde die Symmetrie der Kontinuums- bzw. Gitter-Lagrange-Di
hte unter den SUSY-Transformationen untersu
ht und festgestellt, da� si
h diese { aufdem Gitter mit gewissen Eins
hr�ankungen { als Viererdivergenz eines geeigneten Stromesj� s
hreiben l�a�t. Hieraus folgert man, da� die zugeh�orige Wirkung invariant ist unterden SUSY-Transformationen mit globalem Parameter ". Dem Noether-Theorem zufol-ge induziert jede sol
he Symmetrie einen klassis
h erhaltenen Strom, den sogenanntenNoether-Strom, den i
h hier mit S� bezei
hnen m�o
hte und dessen konkrete Form imKontinuum und auf dem Gitter in diesem Kapitel ermittelt werden soll. Aus der o.g.Symmetrie der Wirkung lassen si
h dur
h den formalen �Ubergang zu lokalen Transfor-mationen, Anwenden auf die Wirkung und ans
hlie�ende funktionale Di�erentiation na
hdem Transformationsparameter ferner die zugeh�origen Ward-Identit�aten ermitteln, alsoBeziehungen zwis
hen den vers
hiedenen Greens-Funktionen der Theorie herstellen. Indiesen Glei
hungen spiegelt si
h erneut die Invarianz der Wirkung wider.In dem vorliegenden Kapitel leite i
h daher die supersymmetris
hen Ward-Identit�atenim Kontinuum und auf dem Gitter her und diskutiere, wie si
h dort die Bre
hung derSupersymmetrie auf dem Gitter �au�ert. Zum Abs
hlu� des Kapitels wende i
h mi
h imHinbli
k auf die st�orungstheoretis
hen Betra
htungen in Kapitel 5 no
h kurz der 
hiralenSymmetrie zu.4.1 Der Noether-Strom4.1.1 Symmetrie und StromerhaltungWir betra
hten den Allgemeinfall einer Wirkung S[�℄ = R d4xL(�; ���), die unter derglobalen Transformation �(x)! �(x) + Æ�(x) (4.1)invariant sei, wobei " in Æ�(x) = "��(x) ein konstanter in�nitesimaler Parameter derTransformation ist. (Ohne Eins
hr�ankung nehmen wir dabei an, da� " ein Skalar ist, d.h.wir unters
heiden ni
ht zwis
hen �" und ".) Die transformierten Felder werden dur
h einenoberen Index " gekennzei
hnet. I
h notiere hier stets nur ein Feld �(x), im Fall der Super-Yang-Mills-Theorie mu� man si
h �(x) also als Kollektion der Felder �(x); ��(x) und A�(x)



4.1 Der Noether-Strom 87vorstellen1 . Wir wollen nun davon ausgehen, da� si
h die Invarianz der Wirkung unter (4.1)in der Variation der Lagrange-Di
hte wie im Fall der Super-Yang-Mills-Theorie dur
hL(x)! L(x) + "��j�(x) (4.2)�au�ert. Andererseits gilt aberÆL = �L�� Æ�+ �L�(���)��(Æ�)= "�L����+ " �L�(���)��(��)= "��� �L�(���)���+ "��L�� � �� �L�(���)���: (4.3)Erf�ullt das Feld � die klassis
hen Bewegungsglei
hungen, so vers
hwindet die zweite Klam-mer, und man erh�alt ÆL(x) = "��� �L(x)�(���(x))��(x)� : (4.4)Dann gilt also "��j�(x) = "��� �L(x)�(���(x))��(x)� ; (4.5)und der Strom S�(x) := �L(x)�(���(x))��(x) � j�(x) (4.6)ist im Sinne von ��S� = 0 klassis
h erhalten, falls die klassis
hen Bewegungsglei
hun-gen erf�ullt sind. Wir werden sp�ater sehen, da� genau dieser Strom au
h in den Ward-Identit�aten auftritt, in denen si
h die Invarianz der Theorie aus quantenme
hanis
herSi
ht manifestiert.Man bezei
hnet ihn als den Noether-Strom, der Grund f�ur seine Erhaltung ist die In-varianz der Wirkung unter (4.1) bzw. genauer das Verhalten der Lagrange-Di
hte un-ter diesen Transformationen. Man bea
hte, da� wir hier nur globale Transformationenbetra
htet haben, ist der Parameter " ortsabh�angig, so brau
hen weder ÆS = 0 no
hÆL(x) = "(x)��j�(x) erf�ullt zu sein.4.1.2 Der Noether-Strom f�ur die N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie imKontinuumAls n�a
hstes soll der Noether-Strom f�ur unsere Theorie im Kontinuum bere
hnet werden.Na
h dem oben Gesagten ist dann eine Ableitung der Form �L(x)�(���(x)) auszuf�uhren, undi
h m�o
hte spezi�zieren, was damit gemeint ist, bevor wir mit der Re
hnung weiter vor-ans
hreiten. I
h verwende dazu grie
his
he Bu
hstaben, um die Spinorkomponenten von� kenntli
h zu ma
hen, d.h. wir s
hreiben �� = �a;�T a f�ur die �-te Komponente von �,1Dabei sind �� und � aufgrund der Majorana-Eigens
haft aber ni
ht unabh�angig voneinander.



88 Ward-Identit�atena kennzei
hnet na
h wie vor die Farbstruktur. Die �-Komponente der spinoriellen Gr�o�e�L(x)�(���(x)) ist dann dur
h � �L(x)�(���(x))�b;� := �L(x)�(���b;�(x)) (4.7)erkl�art. Mit Hilfe der ZerlegungTrf��(x)
�D��(x)g= 12 ���a(x)
����a(x) + gfab
��a(x)
�Ab�(x)�
(x)�= 12 ���a;�(x)
��� ���a;�(x) + gfab
��a;�(x)
��� Ab�(x)�
;�(x)� (4.8)ergibt si
h daher z.B.2 �(Tr ���(x)
�D��(x)	)�(���(x)) !b;� = 12 ��b;�(x)
��� : (4.9)Na
h diesen Vorbereitungen k�onnen wir jetzt mir der Bere
hnung des gesu
hten Noether-Stroms beginnen. Wir wissen bereits, da� die Lagrange-Di
hte unter den (globalen) SUSY-Transformationen gem�a�ÆL(x) = ���4gTr ���(x)F��(x)	 
� + igTr���(x)F�� (x)	 
����� " (4.10)variiert. Also ist j�(x) = 4gTr ���(x)F��(x)
�	 + igTr���(x)F�� (x)
����	 (4.11)bzw. j�(x) = �4gTr fF��(x)
��(x)g + igTr fF�� (x)���
��(x)g : (4.12)Nun ist die Lagrange-Di
hte der Theorie dur
hL(x) = � 12g2Trn(��A� (x)� ��A�(x) + [A�(x); A� (x)℄)2o+Tr ���(x)
����(x) + ��(x)
�[A�(x); �(x)℄	 (4.13)gegeben, daher gilt den obigen Vorbemerkungen zufolge (man bea
hte, da� �� eine Matrixin den Spinor-Indizes ist)� �L�(���)���Æ � � �L�(���)�b;���b;�Æ= 12 ��b;�
��� ��b;�Æ= 12 ��b;�
��� �� ig ��Æ��F b���= � ig 12(��b
����)ÆF b��= � igTrn(��
����)ÆF��o : (4.14)2Da die auftretenden Spinoren Grassmann-wertig sind, handelt es si
h bei der hier verwendeten Ablei-tung na
h ��� genau genommen um eine Ableitung na
h Grassmann-Variablen, die na
h links wirkt.



4.2 Ward-Identit�at f�ur den Superstrom 89Insgesamt notieren wir daher� �L�(���)��� = � igTr �(��
����)F��	 (4.15)als Identit�at zwis
hen spinoriellen Gr�o�en. Aufgrund der Majorana-Eigens
haft von �brau
hen wir die Ableitung na
h ���� bei der Bestimmung des Noether-Stroms ni
ht ge-sondert zu ber�u
ksi
htigen.Au�erdem gilt na
h analoger Vorgehensweise�L�(��A�)�A� = �2 12g2Tr�(�2g��
�)F�� � (�2g��
�)F��	= 4gTr ���
�F��	 : (4.16)Zur Erinnerung sei auf F�� = �F�� hingewiesen. Insgesamt wird damit�S� = �L�(���)��+ �L�(��A�)�A� � j�= �2 igTr ���F��
����	 : (4.17)Zusammenfassend k�onnen wir also sagen, da� der Strom, dessen Divergenz in der Variationder Lagrange-Di
hte (unter globalen Transformationen) auftritt, dur
hj�(x) = igTr���(x)F�� (x)���
�	j�(x) = igTr fF�� (x)
�����(x)g (4.18)gegeben ist, der klassis
h divergenzfreie Noether-Strom hingegen dur
h�S�(x) = �2 igTr���(x)F�� (x)
����	S�(x) = �2 igTrf���
�F�� (x)�(x)g: (4.19)Bis auf den Vorfaktor besteht der Unters
hied zwis
hen j� und S� also nur in der Rei-henfolge von 
� und ��� . Man bea
hte, da� diese Matrizen im Euklidis
hen ni
ht trivialkommutieren.4.2 Ward-Identit�at f�ur den Superstrom4.2.1 KontinuumWir betra
hten zun�a
hst wieder den allgemeinen Fall einer Theorie mit Wirkung S[�℄ =R L(�; ���)d4x. Unter globalen Transformationen�(x)! �"(x) := �(x) + Æ�(x) = �(x) + "��(x) � �"(x) (4.20)



90 Ward-Identit�atengelte also L(x) ! L(x) + "��j�(x): (4.21)Zur Herleitung der Ward-Identit�aten gehen wir formal zu einer lokalen Transformation�uber, d.h. wir w�ahlen " ortsabh�angig, also Æ�(x) = "(x)��(x). Dann gilt aberÆL(x) = �L(x)��(x) Æ�(x) + �L(x)�(���(x))��(Æ�(x))= "(x)�L(x)��(x)��(x) + "(x) �L(x)�(���(x))��(��(x)) + (��"(x)) �L(x)�(���(x))��(x)= "(x)��j�(x) + (��"(x)) �L(x)�(���)(x)��(x): (4.22)Unter den lokalen Transformationen brau
ht die Wirkung also ni
ht mehr invariant zusein, vielmehr giltÆS = Z d4xÆL(x)= Z d4x"(x)��j�(x) + (��"(x)) �L(x)�(���(x))��(x)= Z d4x"(x)��j�(x)� "(x)��� �L(x)�(���(x))��(x)�= �Z d4x"(x)��S�(x); (4.23)wobei S�(x) := �L(x)�(���(x))��(x)� j�(x) (4.24)der Noether-Strom aus (4.6) ist. Man bea
hte, da� seine Divergenz klassis
h nur f�ur Feld-kon�gurationen vers
hwindet, f�ur die die Euler-Lagrange-Glei
hungen erf�ullt sind. Um nundie gesu
hten Ward-Identit�aten herzuleiten, starten wir mit dem erzeugenden Funktionalder Greens-Funktionen Z[J℄ = Z D� expf�S[�℄� Squ[�; J℄g: (4.25)Dabei ist Squ[�; J℄ = (�; J) = R d4x�(x)J(x) der Quellterm. Na
h Umparametrisierungder Integrationsvariablen ist si
herZ[J℄ = Z D�" expf�S[�"℄� Squ[�"; J ℄g; (4.26)und bei Invarianz des Ma�es folgt dannZ[J℄ = Z D� expf�S[�"℄� Squ[�"; J ℄g =: Z[J; "℄: (4.27)Es sei daran erinnert, da� mit �" die na
h (4.1) (bzw. einer ni
ht-lokalen Variante hiervon)transformierten Felder gemeint sind. Dies zeigt nun aber, da� Z[J; "℄ = Z[J; 0℄, da� Z[J; "℄also von der speziellen Form von "(x) unabh�angig ist, d.h. also insbesondereÆZ[J; "℄Æ"(x) ����"=0 = 0: (4.28)



4.2 Ward-Identit�at f�ur den Superstrom 91Explizit ist aberÆZ[J; "℄Æ"(x) ����"=0 = �Z D�� ÆS[�"℄Æ"(x) ����"=0 + ÆSqu[�"; J ℄Æ"(x) ����"=0� expf�S[�℄ � Squ[�; J℄g:(4.29)Aus (4.23) und der De�nition von Squ = (J; �) gewinnt manÆS[�"℄Æ"(x) ����"=0 = ���S�(x) (4.30)sowie ÆSqu[�"; J ℄Æ"(x) ����"=0 = J(x)��(x) (4.31)und somit < (��S�(x)� J(x)��(x)) exp f�Squ[�; J℄g >= 0 (4.32)bzw. na
h Nullsetzen der Quellen < ��S�(x) >= 0: (4.33)Dabei ist f�ur einen beliebigen Operator O mit < O > der Erwartungswert< O >= R D�Oe�S[�℄R D�e�S[�℄ (4.34)gemeint. Die quellenfreie Zustandssumme im Nenner wird von nun an mit Z abgek�urzt,d.h. wir s
hreiben Z := Z D�e�S[�℄: (4.35)Man bea
hte, da� in dieser Identit�at (4.33) ni
ht wie z.B. in [Lu℄ (2.77) angenommen derdur
h ÆL = "��j� de�nierte Strom j�(x) auftritt3, sondern der Noether-Strom S�(x). Wirhatten bereits gesehen, da� er in der klassis
hen Theorie erhalten war, sofern die Bewe-gungsglei
hungen erf�ullt sind. Die Ward-Identit�at zeigt dann, da� au
h der quantenme
ha-nis
he Erwartungswert dieses Stromes divergenzfrei, also erhalten ist. Man bea
hte dabei,da� im Funktionalintegral au
h �uber Feldkon�gurationen gemittelt wird, die ni
ht denEuler-Lagrange-Glei
hungen gen�ugen. F�ur einzelne Kon�gurationen ist also i.a. ��S� 6= 0,ledigli
h im Erwartungswert gilt Divergenzfreiheit.Ferner denke man daran, da� wir zwar bei der Herleitung formal zu lokalen Transfor-mationen �ubergegangen sind, da� jedo
h nur die Invarianz der Wirkung unter globalenTransformationen eingeht. Genau gesagt ges
hieht dies in (4.22), denn wir nehmen dortÆL(x) = "��j�(x) f�ur globale Transformationen an. Der Term in ��" ber�u
ksi
htigt danndie Ortsabh�angigkeit von ".Allgemeiner kann man in diese Ward-Identit�at no
h einen zus�atzli
hen Operator O einf�ugen.Die Argumentation f�ur die N = 1-supersymmetris
he Yang-Mills-Theorie des Kontinuums3Vorsi
ht: Dieser Strom tr�agt in [Lu℄ die Bezei
hnung S�(x).



92 Ward-Identit�atenverl�auft dann wie folgt: Statt des erzeugenden Funktionals beginnt man mit dem Erwar-tungswert 1Z Z DAD��e�SSYM [A;��℄�Squ[A;��;J;�℄O[A; ��℄= 1Z Z DA"D��"e�SSY M [A";��"℄�Squ[A";��";J;�℄O[A"; ��"℄= 1Z Z DAD��e�SSYM [A";��"℄�Squ[A";��";J;�℄O[A"; ��"℄; (4.36)wobei wir au
h hier wieder die Invarianz des Ma�es voraussetzen. Der Quellterm ist hierdur
h Squ[A; ��; J; �℄ = Z d4xJ�(x)A�(x) + Z d4x��(x)�(x) (4.37)gegeben, wobei � ein Grassmann-wertiger Majorana-Spinor ist. Es folgt40 = ÆÆ�"(x) �����"=0 1Z Z DAD��e�SSY M [A";��"℄�Squ[A";��";J;�℄O[A"; ��"℄= ���O[A; ��℄ÆSSY M [A"; ��"℄Æ�"(x) �����"=0 � O[A; ��℄ÆSqu[A"; ��"; J; �℄Æ�"(x) �����"=0+ ÆO[A" ; ��"℄Æ�"(x) �����"=0� e�Squ[A;��;J;�℄� ; (4.38)und damit hat man s
hlie�li
h0 = ��O��S�(x) �OJ�(x)�A�(x)�O���(x)�(x) + ÆOÆ�"(x) �����"=0� e�Squ[A;��;J;�℄� : (4.39)Dabei sind �A�(x) = 2g
��(x) und ���(x) = ig���F�� (x). Dur
h Nullsetzen der Quellenerh�alt man 0 = �O��S�(x) + ÆOÆ�"(x) �����"=0� : (4.40)Nat�urli
h ist (4.33) der Spezialfall O = 11.Man bea
hte, da� wir den Masseterm in der Lagrange-Di
hte bisher ignoriert haben. Istm0 6= 0, so ist die Supersymmetrie explizit gebro
hen. In den Ward-Identit�aten tritt dannein Term DS auf, der aus der Variation des Masseterms Lm(x) = m0Trf��(x)�(x)g stammt.Die Ward-Identit�at hat dann die Form0 = �O��S�(x)�ODS(x) + ÆOÆ�"(x) �����"=0� ; (4.41)wobei5 DS(x) = 2m0 igTrf���F�� (x)�(x)g: (4.42)und S�(x) = �2 igTrf���
�F�� (x)�(x)g: (4.43)4Die Ableitung na
h der Grassmann-wertigen Gr�o�e �" wirkt na
h re
hts.5Der Masseterm DS wird in der Literatur au
h mit � bezei
hnet, vgl. z.B. [DGHV℄.



4.2 Ward-Identit�at f�ur den Superstrom 934.2.2 Noether-Strom auf dem GitterDie Herleitung der Gitter-Ward-Identit�at verl�auft formal genauso wie im Kontinuum, na
hNullsetzen der Quellen gelangt man also im masselosen Fall zu0 = ��O[A; ��℄ÆSSY M [A"; ��"℄Æ�"(x) �����"=0 + ÆO[A"; ��"℄Æ�"(x) �����"=0� : (4.44)Allerdings wissen wir bisher no
h ni
hts �uber den Noether-Strom auf dem Gitter. Er istim Kontinuum dur
h ÆSSY M [A"; ��"℄Æ�"(x) = ���S�(x) (4.45)de�niert, so da� wir auf dem GitterÆSlat [U "; ��"℄Æ�"(x) = ���Slat� (x) +O(a2) + rO(a) (4.46)mit einer geeigneten Gitterversion des Noether-Stromes erwarten k�onnen. Die Aufgabe be-steht nun also darin, die Terme in der Variation der Wirkung geeignet zu ordnen, um danndie Ableitung na
h �"(x) ausf�uhren zu k�onnen. Wir m�ussen also eine lokale Transformation" = "(x) betra
hten undXx ÆL(x) = �Xx �"(x)��Slat� (x) +O(a2) + rO(a) (4.47)errei
hen.4.2.2.1 Æ�Sf-VariationUnter einer lokalen Transformation der Gluino-Felder verh�alt si
h der fermionis
he Teilder Lagrange-Di
hte wieÆ�Lf(x) = igTrn�"(x)���(x)G�� (x)
�Dlat;sym� �(x)o� igTrn��(x)
����Dlat;sym� (G��(x)"(x))o= igTrn�"(x)���(x)G�� (x)
�Dlat;sym� �(x)o� igTrn��(x)
����Dlat;sym� (G��(x))"(x)o� igTrn��(x)
����G��(x)(Dlat;sym� "(x))o +O(a2): (4.48)Die ersten beiden Terme entspre
hen genau der Variation unter globalen Transformatio-nen, und wir hatten in (3.67) gesehen, da� sie einen BeitragZ d4xTr�4g ��(x)(D�F��(x))
�"(x)+ ig��(��(x)F�� (x))
����"(x)�+O(a2) (4.49)



94 Ward-Identit�atenzur Variation der Wirkung liefern. Der dritte Term ist Konsequenz der Lokalit�at von ",insgesamt hat man also na
h partieller Integration dieses Termsa4Xx Æ�Llatf (x) = Z d4xTr�4g ��(x)(D�F��(x))
�"(x)+ ig ��(��(x)F�� (x))
����"(x)+ igD�(��(x)F�� (x))
����"(x)�+O(a2): (4.50)Wegen Tr �[A�(x); ��(x)F�� (x)℄	 = 0 ist dann au
ha4Xx Æ�Llatf (x) = Z d4xTr�4g ��(x)(D�F��(x))
�+2 ig ��(��(x)F�� (x))
����� "(x)+O(a2) (4.51)ri
htig, denn "(x) tr�agt keine Farbindizes.4.2.2.2 ÆUSf -VariationNa
h Reorganisation der Terme lautet dieser Teil der Variation der Wirkung (vgl. (3.75))a4Xx ÆULf(x) = a4Xx 12gTr���(x)
�[�"(x)
��(x); U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)℄+��(x)
�[�"(x)
��(x); U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)℄+��(x� a�̂)
�U y�(x� a�̂)[�"(x)
��(x); �(x)℄U�(x� a�̂)+��(x+ a�̂)
�U�(x)[�"(x)
��(x); �(x)℄U y�(x)�= a4gXx Tr�U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)
�[�"(x)
��(x); �(x)℄+U�(x� a�̂)��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)
�[�"(x)
��(x); �(x)℄�:(4.52)Da der Term Trf��
�[�"
��; �℄g na
h Fierz vers
hwindet, erkennt man aufgrund der Ent-wi
klungen der Paralleltransporter, da�a4Xx ÆULf(x) = 0 + O(a2): (4.53)



4.2 Ward-Identit�at f�ur den Superstrom 954.2.2.3 ÆUSg-VariationF�ur Tr ÆU��(x) hat man den Term-ag - 6�?Æ
���"
� -ag - 6�? Æ
���"
� +ag - 6�? Æ
���"
� +ag - 6�?Æ
���"
�-ag - 6�? Æ
���"
� -ag - 6�? Æ
���"
� +ag - 6�?Æ
���"
� +ag - 6�?Æ
���"
�wobei x stets der linke untere E
kpunkt der Plaquette ist. Zusammmen mit dem Aus-dru
k+ag 6- ?�Æ
���"
� +ag 6- ?� Æ
���"
� -ag 6- ?�Æ
���"
� -ag 6- ?�Æ
���"
�+ag 6- ?� Æ
���"
� +ag 6- ?� Æ
���"
� -ag 6- ?�Æ
���"
� -ag 6- ?�Æ
���"
�f�ur Tr ÆU y��(x) bekommt man daherÆ Xx X�<�TrnU��(x) + U y��(x)o!= ag(�2a2)Xx X�<� Tr��"
��(x) �G0�;�(x) + G0��;�(x)� G0�;��(x)� G0��;��(x)�+�"
��(x) ��G0�;�(x)� G0�;��(x) + G0��;��(x) + G0��;�(x)��: (4.54)Die De�nition der G00s �ndet man in Kapitel 3.4. F�ur U��(x) hatten wirU��(x) = expf�a2F��(x) � 12a3D�F��(x) � 12a3D�F��(x) + O(a4)g (4.55)gefunden. Wir ben�otigen nun aber au
h das explizite Aussehen des KoeÆzienten vierterOrdnung der Entwi
klung von U��(x) und k�onnen dazu beispielsweise die Ni
ht-Abels
he



96 Ward-Identit�atenStokes-Formel aus dem Anhang verwenden. Alternativ kann man diesen Term dur
h eineges
hi
kte Wahl der Ei
hung bestimmen, verglei
he dazu [LW85℄. Es ergibt si
hU��(x) = 1� a2F��(x)� 12a3D�F��(x)� 12a3D�F��(x)+12a4(F��(x))2 � 16a4(D2� + D2� + 34D�D� + 34D�D�)F�� + O(a5):(4.56)Dur
h geeignete Manipulationen der Indizes gewinnt man hieraus die Entwi
klung alleranderen ben�otigten Plaquetten, und wir k�onnen damit die Ergebnisse aus Kapitel 3.4 zuG0�;�(x) = F��(x) + 12aD�F��(x) + 12aD�F��(x)� 12a2(F��(x))2+16a2(D2� +D2� + 34(D�D� + D�D�))F�� +O(a3)G0��;��(x) = F��(x)� 12aD�F��(x) � 12aD�F��(x)� 12a2(F��(x))2+16a2(D2� +D2� + 34(D�D� + D�D�))F�� +O(a3)G0�;��(x) = F�;�(x)� 12aD�F��(x) + 12aD�F��(x)� 12a2(F��(x))2+16a2(D2� +D2� � 34(D�D� + D�D�))F�� +O(a3)G0��;�(x) = F��(x) + 12aD�F��(x) � 12aD�F��(x)� 12a2(F��(x))2+16a2(D2� +D2� � 34(D�D� + D�D�))F�� +O(a3) (4.57)erweitern und auf Æ Xx X�<�TrnU��(x) + U y��(x)o!= �2a3gXx X�<�Tr��"(x)
��(x) �0 + 2aD�F��(x) + O(a3)�+�"(x)
��(x) �0� 2aD�F��(x) +O(a3)��= �4a4gXx X�6=� �"(x)
��(x)D�F��(x) +O(a6) (4.58)s
hlie�en. F�ur die Wirkung hei�t diesa4Xx ÆULg(x) = 4g Z d4xX�6=� �"(x)Tr f
��(x)D�F��(x)g+ O(a2)= �4g Z d4xX�6=� Tr���(x)D�F��(x)
�	 "(x) +O(a2): (4.59)



4.2 Ward-Identit�at f�ur den Superstrom 97Dieses Ergebnis folgt mittels partieller Integration au
h aus (3.100), wenn man dort zueinem lokalen Transformationsparameter �ubergeht. Zusammen mita4Xx Æ�Lf (x) = Z d4xTr�4g ��(x)(D�F��(x))
�+2 ig ��(��(x)F�� (x))
����� "(x)+O(a2) (4.60)und a4Xx ÆULf (x) = 0 + O(a2) (4.61)ergeben unsere Kalkulationen alsoa4Xx ÆL(x) = Z d4xTr�2 ig �� ���(x)F�� (x)
������ "(x) +O(a2)= a4Xx Tr�2 ig�sym� ���(x)G��(x)
������ "(x) +O(a2): (4.62)Funktionales Ableiten na
h "(x) liefert dann den gew�uns
hten Ausdru
k f�ur den Noether-Strom: �Slat� (x) = �2 igTr ���(x)G��(x)
����	 (4.63)bzw. Slat� (x) = �2 igTr fG��(x)���
��(x)g : (4.64)Wie man unmittelbar erkennt, ergibt si
h f�ur a ! 0 der korrekte Kontinuumslimes, undSt�orungen treten erst quadratis
h in a auf, sofern wir G�� etwa wie in Kapitel 3 w�ahlen.Wie im Fall des Stromes j� in den Kapiteln 2 und 3 haben wir au
h hier die Wahl zwis
hendem o.g. lokalen Strom und einer bilokalen Version�Slat� (x) = � igTrn��(x)U y�(x)G�� (x+ a�̂)U�(x)+U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)G�� (x)o 
���� (4.65)bzw. Slat� (x) = � ig ���
�TrnU y�(x)G��(x+ a�̂)U�(x)�(x)+G�� (x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)o : (4.66)Im Fall dieses vorw�arts geri
hteten Stromes ist dann wie in den vorigen Kapiteln in derWard-Identit�at ni
ht die symmetris
he Gitter-Ableitung �lat;sym� , sondern die R�u
kw�arts-ableitung �lat;b� zu verwenden.Des weiteren k�onnen wir wie in den o.g. Kapiteln die Plaquettenstruktur in G�� wieder alsvolles Clover-Blatt oder als einen punktsymmetris
hen Teil hiervon w�ahlen.



98 Ward-Identit�aten4.2.3 Ward-Identit�at auf dem GitterWir haben das Aussehen der Gitter-Ward-Identit�at mit0 = ��O[U; ��℄ÆSlat [U "; ��"℄Æ�"(x) �����"=0 + ÆO[U "; ��"℄Æ�"(x) �����"=0� (4.67)bereits gefunden, wollen aber bei der Variation der Wirkung nun au
h den Massen- und denr-proportionalen Wilson-Term ber�u
ksi
htigen. Die Variation des rein lokalen Massentermsliefert einen Beitrag von 2m0 igTr f�"(x)���G��(x)�(x)g (4.68)zur Variation der Wirkung. F�ur die Wilson-Fermionen hatten wir in (3.122)Xx ÆULf;Wil(x) =Xx;� rgTr��"(x)
��(x)U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x) � (U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� �(x))+U y�(x)�"(x+ a�̂)
��(x+ a�̂)��(x+ a�̂)U�(x) � (U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� �(x))�U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)�"(x)
��(x) � (U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x) � �(x))�U y�(x)��(x+ a�̂)�"(x+ a�̂)
��(x+ a�̂)U�(x) � (U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� �(x))�(4.69)gefunden. Sortieren der Terme na
h "(x) ergibt dannXx ÆULf;Wil(x) =Xx;� rgTr��"(x)
��(x)U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x) � (U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� �(x))+U y�(x� a�̂)�"(x)
��(x)��(x)U�(x� a�̂) � (U y�(x� a�̂)�(x)U�(x� a�̂)� �(x� a�̂))�U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)�"(x)
��(x) � (U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� �(x))�U y�(x� a�̂)��(x)�"(x)
��(x)U�(x� a�̂) � (U y�(x� a�̂)�(x)U�(x� a�̂)� �(x� a�̂))�= rgXx;� Tr�U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)[�"(x)
��(x); �(x)℄�U�(x� a�̂)��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)[�"(x)
��(x); �(x)℄�: (4.70)Man erkennt z.B. an den Zeilen zwei bis f�unf, da� die zweiten Faktoren im Kontinuumsli-mes vers
hwinden, so da� der Term erst in erster Ordnung von a beitr�agt. Man �ndetXx ÆULf;Wil(x) = 2ragXx;� Tr �["(x)
��(x); ��(x)℄D��(x)	+ O(a2): (4.71)F�ur die �Anderung unter Variation der Gluinofelder bekommt man aus (3.121)Xx Æ�Lf;Wil(x) = 12ra igXx Tr�



4.2 Ward-Identit�at f�ur den Superstrom 99Dlat;f� (�"(x)���G��(x))Dlat;f� �(x)�Dlat;f� ��(x)���Dlat;f� ("(x)G�� (x))�= ra igXx Tr�(Dlat;b� Dlat;f� ��(x))���G�� (x)�"(x): (4.72)Den Kontinuumslimes erkennt man alsXx Æ�Lf;Wil(x) = ra igXx Tr�(D�D���(x))F�� (x)���	 "(x) + O(a2): (4.73)Somit ist insgesamt ÆÆ"(x) ����"=0 Sf;Wil = rO(a); (4.74)und wir k�onnen also na
h diesen Re
hnungen best�atigen, da� die Gitter-Ward-Identit�at0 = ��O[U; ��℄ÆSSY M [U "; �"℄Æ�"(x) �����"=0 + ÆO[U "; �"℄Æ�"(x) �����"=0� (4.75)die konkrete Form�O�lat� Slat� (x)�ODS(x)�OXS(x) + ÆOÆ�"(x) �����"=0� = 0 (4.76)annimmt. Dabei ist DS(x) = 2m0 igTr f���G��(x)�(x)g (4.77)der Masseterm ist, und XS bringt die Bre
hung der Supersymmetrie dur
h die Gitter-Regularisierung und die Wilsons
he Form der Fermionen zum Ausdru
k. Es giltXS(x) = O(a2) + rO(a) (4.78)Der Verglei
h mit [CV℄ zeigt v�ollige �Ubereinstimmung, man a
hte aber auf den dort aus-geklammerten Vorfaktor �2 ig .Der exakte Gitterausdru
k f�ur XS ist dur
hXS(x) = ÆÆ�"(x) ����"=0(Xy �Æ�Lf(y) + ÆULf(y) + ÆULg(y)+Æ�Lf;Wil(y) + ÆULf;Wil(y)�)+ �lat� S�(x) (4.79)gegeben und h�angt von der konkreten Wahl des Superstroms ab. Es soll nun das genaueAussehen des Terms XS(x) bestimmt werden, i
h gehe dabei davon aus, da� wir sowohl inden Transformationen der Gluinofelder als au
h im Superstrom die volle Clover-Plaquettew�ahlen, da� alsoG�;�(x) = 14(G0�;�(x) + G0��;��(x) + G0�;��(x) + G0��;�(x)): (4.80)



100 Ward-Identit�atenMit der De�nitionH��(x) := 14 �G0�;�(x) + G0��;�(x)� G0�;��(x)� G0��;��(x)� (4.81)gilt dann unter den symmetrisierten Transformationen:Xx Æ�Lf(x) = 2 igXx Trn�"(x)���G��(x)
�Dlat;sym� �(x)oXx ÆULf(x) = gXx Tr�U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)
�[�"(x)
��(x); �(x)℄+U�(x� a�̂)��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)
�[�"(x)
��(x); �(x)℄�Xx ÆULg(x) = 2gaXx X�6=� Tr f�"(x)
��(x)4H��(x)gXx ÆULf;Wil(x) = rgXx Tr�U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)[�"(x)
��(x); �(x)℄�U�(x� a�̂)��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)[�"(x)
��(x); �(x)℄�Xx Æ�Lf;Wil(x) = �ra igXx �"(x)Tr����G�� (x)(Dlat;b� Dlat;f� �(x))�: (4.82)Aus dieser Zusammenstellung gewinnt man dann die folgenden Beitr�age zum Bre
hungs-term XS :Zun�a
hst ergibt si
h aus der Æ�-Variation des Wilson-AnteilsX(1)S (x) := ÆÆ�"(x) �����"=0 Æ�Sf;Wil= �ra igTr����G�� (x)(Dlat;b� Dlat;f� �(x))�= ra ig X�;�;� Tr����G��(x)�2�(x)� U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)�U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)��: (4.83)Die Variation des vollen fermionis
hen Anteils unter Transformation des Ei
hfeldes liefertden folgenden Beitrag:X(2)S (x) := ÆÆ�"(x) �����"=0 ÆU (Sf + Sf;Wil)= gX� Tr�U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)(
� + r)[
��(x); �(x)℄+U�(x� a�̂)��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)(
� � r)[
��(x); �(x)℄�:



4.2 Ward-Identit�at f�ur den Superstrom 101� gX� �
��a(x)��b(x+ a�̂)(
� + r)�
(x)TrfU y�(x)T bU�(x)[T a; T 
℄g+
��a(x)��b(x� a�̂)(
� � r)�
(x)TrfU�(x� a�̂)T bU y�(x� a�̂)[T a; T 
℄g�(4.84)Es gibt nun no
h zwei weitere Terme in XS , die aber von der konkreten Wahl des Stromes(lokal oder ni
ht lokal) abh�angen. Dazu s
hreibt manÆÆ�"(x) �����"=0 Æ�Sf= ig 1a���
�Tr�G�� (x)�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)� U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)��:(4.85)Im Fall des ni
ht-lokalen Stroms betra
htet man au�erdem�lat;b� �� igTrnU y�(x)G��(x+ a�̂)U�(x)���
��(x)+G��(x)���
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)o�= � ig 1aTr�U y�(x)G�� (x+ a�̂)U�(x)���
��(x)+G�� (x)���
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)�U y�(x� a�̂)G�� (x)U�(x� a�̂)���
��(x� a�̂)�G�� (x� a�̂)���
�U y�(x� a�̂)�(x)U�(x� a�̂)� (4.86)und erkennt, da� si
h bei der Addition von (4.85) und (4.86) einige Terme gegeneinandereliminieren. Die �ubrigbleibenden Beitr�age s
hreiben wir mittels���
� = �i"����
�
5 � i(Æ��
� � Æ��
�) (4.87)als �1g 1aTr��U y�(x)G��(x+ a�̂)U�(x)�U�(x� a�̂)G��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)�"����
�
5�(x)��2g 1aTr��U y�(x)G��(x+ a�̂)U�(x)� U�(x� a�̂)G��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)�
��(x)�(4.88)und erhalten dann gemeinsam mit dem Ausdru
k f�ur ÆUSg zwei weitere Beitr�age zu XS ,n�amli
hX(3)S (x) := �1g 1aTr��U y�(x)G�� (x+ a�̂)U�(x)� U�(x� a�̂)G�� (x� a�̂)U y�(x� a�̂)��"����
�
5�(x)� (4.89)



102 Ward-Identit�atenund X(4)S (x) := �2g 1aX�;� Tr��U y�(x)G��(x+ a�̂)U�(x)�U�(x� a�̂)G��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)� 4H��(x)�
��(x)�: (4.90)Nun �uberlegt man si
h (am besten graphis
h), da�U y�(x)G��(x+ a�̂)U�(x)� U�(x� a�̂)G��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)= U y�(x)H��(x+ a�̂)U�(x) + U�(x� a�̂)H��(x� a�̂)U y�(x� a�̂) + 2H��(x)(4.91)(es mu� in dieser Identit�at ni
ht notwendig �uber � und � summiert werden), also istX(4)S (x) = �2g 1aX�;� Tr��U y�(x)H��(x+ a�̂)U�(x)+U�(x� a�̂)H��(x� a�̂)U y�(x� a�̂)� 2H��(x)�
��(x)�: (4.92)Diese Form des Bre
hungsterms XS = X(1)S + X(1)S + X(3)S + X(4)S �ndet man in lei
htmodi�zierter Notation au
h in [Ta℄.Im Fall des lokalen Stroms haben wir statt (4.86)�lat;sym� ��2 ig ���
�TrfG��(x)�(x)g�= � ig 1a���
�Tr fG�� (x+ a�̂)�(x + a�̂)� G��(x� a�̂)�(x � a�̂)g= � ig 1a���
�Tr�G�� (x+ a�̂)�(x + a�̂)� U�(x)G�� (x)U y�(x)�(x+ a�̂)+G�� (x)U y�(x)�(x + a�̂)U�(x)� G�� (x)U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)+G�� (x)U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)� G�� (x� a�̂)�(x � a�̂)�: (4.93)Wieder l�os
hen si
h einige Terme mit (4.85) aus und wir verbleiben mit�1g 1a X�;�;� � "����
�
5Tr�G�� (x+ a�̂)�(x+ a�̂)� U�(x)G��(x)U y�(x)�(x+ a�̂)+G�� (x)U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)� G�� (x� a�̂)�(x� a�̂)��2g 1aX�;� 
�Tr�G��(x+ a�̂)�(x + a�̂)� U�(x)G��(x)U y�(x)�(x+ a�̂)+G��(x)U�(x� a�̂)�(x � a�̂)U y�(x� a�̂)� G��(x� a�̂)�(x� a�̂)�: (4.94)



4.3 Chirale Ward-Identit�at 103Daher lauten X(3)S und X(4)S im Fall des lokalen StromsX(3)S (x) = �1g 1a X�;�;�;� "����
�
5Tr�G�� (x+ a�̂)�(x + a�̂)� G��(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)+G��(x)U�(x� a�̂)�(x � a�̂)U y�(x� a�̂)� G��(x� a�̂)�(x� a�̂)�(4.95)bzw.X(4)S (x) = �2g 1aX�;� 
�Tr�G��(x+ a�̂)�(x + a�̂)� G��(x)U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)+G��(x)U�(x� a�̂)�(x� a�̂)U y�(x� a�̂)�G��(x� a�̂)�(x� a�̂) � 4H��(x)�(x)�: (4.96)Die direkte Entwi
klung der Bre
hungsterme na
h a zeigt, da� X(1)S vom Typ rO(a) istund X(2)S wie O(a2) + rO(a) vers
hwindet. X(3)S und X(4)S sind von der Ordnung a2. Diesgilt sowohl f�ur den lokalen als au
h f�ur den ni
ht-lokalen Strom.4.3 Chirale Ward-Identit�atIn diesem Kapitel soll eine weitere Symmetrie unserer Theorie diskutiert werden, undi
h m�o
hte die damit verbundene Ward-Identit�at f�ur den 
hiralen Strom ableiten. Manbetra
htet dazu die folgende 
hirale Rotation der Gluinofelder (vgl. z.B. [DGHV℄):�(x) �! ei�(x)
5�(x)��(x) �! ��(x)ei�(x)
5: (4.97)Der skalare Parameter �(x) sei dabei als lokal angenommen. Man denke daran, da� dieVariationen von � und �� aufgrund der Majorana-Eigens
haft von � ni
ht unabh�angigvoneinander gew�ahlt werden k�onnen. Die obige Transformation ist aber mit dieser Ver-kn�upfung von �� und � vertr�agli
h.In�nitesimal lauten diese TransformationenÆ�(x) = i�(x)
5�(x)Æ��(x) = ��(x)i�(x)
5: (4.98)Man re
hnet unter Benutzung der Beziehung f
�; 
5g = 0 sofort na
h, da� si
h dieLagrange-Di
hte L(x) = � 12g2Tr F��(x)F��(x)+Tr ��(x)
�D��(x) +m0Tr ��(x)�(x) (4.99)unter globalen 
hiralen Transformationen (�(x) = 
onst) wie folgt verh�alt:ÆL(x) = 2m0i�Tr���(x)
5�(x)	 : (4.100)



104 Ward-Identit�atenIm Fall vers
hwindender Gluinomasse hat daher man wie im Fall der Supersymmetrieeine perfekte Erhaltung der Wirkung. Um nun die korrespondierende Kontinuums-Ward-Identit�at herzuleiten, gehen wir formal wieder zu einem lokalen Transformationsparameter� = �(x) �uber. Man erh�alt dannÆLf (x) = iTr���(x)
5�(x)
�D��(x) + ��(x)
�
5D�(�(x)�(x))+2m0�(x)��(x)
5�(x)�: (4.101)Daraus folgt mit partieller IntegrationZ d4xLf(x) = iZ d4xTr��(x)��(x)
5
�D��(x) � �(x)D���(x)
�
5�(x)+2m0�(x)��(x)
5�(x)�= iZ d4xTr��(x)D� ���(x)
5
��(x)�+ �(x)2m0��(x)
5�(x)�= iZ d4x�(x)Tr��� ���(x)
5
��(x)�+ 2m0��(x)
5�(x)�: (4.102)Mit den De�nitionen J5�(x) := ���(x)
5
��(x) = ��(x)
�
5�(x)P (x) := ��(x)
5�(x) (4.103)erh�alt man dann die Ward-Identit�at (vgl. 4.41)0 = ���J5�(x)O � 2m0P (x)O + 1i ÆOÆ�(x) �����=0� : (4.104)Um die Ward-Identit�at auf dem Gitter zu �nden, m�ussen wir das Verhalten vonXx Lf (x) =Xx Tr���(x)
�Dlat;sym� �(x) +m0��(x)�(x)� (4.105)studieren, den r-proportionalen Teil betra
hten wir sp�ater. Anwenden der Transformatio-nen (4.98) f�uhrt dann aufXx ÆLf (x) = iXx Tr��(x)��(x)
5
�Dlat;sym� �(x) + ��(x)
�
5Dlat;sym� (�(x)�(x))+2�(x)m0P (x)�: (4.106)Partielles Integrieren des zweiten Summanden liefertXx ÆLf (x) = iXx Tr��(x)��(x)
5
�Dlat;sym� �(x)� (Dlat;sym� ��(x))
�
5�(x)�(x)



4.3 Chirale Ward-Identit�at 105+2�(x)m0P (x)�= iXx �(x)Tr���(x)
5
�Dlat;sym� �(x) + Dlat;sym� ��(x)
5
��(x)+2m0P (x)�: (4.107)Wir benutzen nun die f�ur Gittergr�o�en f und g g�ultige RegelTr�f(x)Dlat;sym� g(x) + (Dlat;sym� f(x))g(x)�= 12Tr��lat;b� �f(x)U y�(x)g(x + a�̂)U�(x)+U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x)g(x)�� (4.108)und werden mit Xx ÆLf (x) = iXx �(x)Tr��lat;b� ���(x)
5
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)+U y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)
5
��(x)�+2m0P (x)� (4.109)belohnt. Dies ist das Glei
he wieXx ÆLf(x) = iXx �(x)Tr�2�lat;b� ���(x)
5
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)�+2m0P (x)�; (4.110)denn f�ur Majorana-Spinoren gilt die Beziehung � 
5
�� = ��
5
� .Es zeigt si
h im Fall der 
hiralen Transformationen also, da� in der masselosen Theorieauf dem Gitter ein Strom J5;lat� (x) de�niert werden kann, der bei Verna
hl�assigung derWilson-Fermionen exakt erhalten ist. Genauer ergibt si
h f�ur die Gitter-Ward-Identit�at0 = ��b�J5;lat� (x)O � 2m0P (x)O �XA(x)O + 1i ÆOÆ�(x) �����=0� : (4.111)Der axiale Vektorstrom ist dabei dur
hJ5;lat� (x) := ���(x)
5
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)= ��(x)
�
5U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x) (4.112)



106 Ward-Identit�atenerkl�art. Dies ist genau die Form, die etwa in [BMMRT℄ und [MM℄ angegeben wird. BeimVerglei
h mit [MM℄ (5.153) bea
hte man, da� die beiden dortigen Summanden in unseremFall aufgrund der Majorana-Natur der Gluinos zusammenfallen. Der Term XA(x) in derWard-Identit�at ist auss
hlie�li
h Konsequenz der Wilsons
hen Formulierung der Fermio-nen und ist im Kontinuumslimes von der Form rO(a).Es ist nun ni
ht weiter s
hwer, seine explizite Form zu bestimmen:Mit Lf;Wil(x) = 12raTr�Dlat;f� ��(x)Dlat;f� �(x)� (4.113)ergibt si
h Xx Lf;Wil(x) = 12 iraXx Tr�Dlat;f� (��(x)�(x))
5Dlat;f� �(x)+Dlat;f� ��(x)
5Dlat;f� (�(x)�(x))�= �12 iraXx �(x)Tr���(x)
5Dlat;b� Dlat;f� �(x)+Dlat;b� Dlat;f� ��(x)
5�(x)�: (4.114)Es wurde dabei Dlat;f� = �Dlat;b y� verwendet. Also ist XA dur
h folgenden Ausdru
k gege-ben: XA(x) = �iraTr���(x)
5Dlat;b� Dlat;f� �(x)�; (4.115)was das Resulat in [BMMRT℄(2.13) widerspiegelt. Dieser symmetriebre
hende Term ent-spri
ht also vollst�andig der Variation des r-abh�angigen Teils der Wirkung.



Kapitel 5St�orungstheorie der ChiralenWard-Identit�atBisher wurden die hergeleiteten Ward-Identit�aten nur in unrenormierter Form, d.h. als Ver-kn�upfung zwis
hen den na
kten Greens-Funktionen der N = 1-Super-Yang-Mills-Theoriebetra
htet. Im folgenden Kapitel gehen wir nun zu st�orungstheoretis
hen Untersu
hungen�uber und betra
hten die betre�enden Identit�aten auf 1-Loop-Niveau. Dieses Kapitel stehtdabei ein wenig orthogonal auf den �ubrigen, denn es wird auss
hlie�li
h die 
hirale Sym-metrie behandelt. Bei der Bere
hnung der in den Ward-Identit�aten vorkommenden Erwar-tungswerte stellt man fest, da� diese in Eins
hleifen-Ordnung z.T. divergent sind, also einerRegularisierung und Renormierung bed�urfen. Die Regularisierung wird hier dur
h naivedimensionelle Regularisierung im Kontinuum bzw. dur
h das Gitter vorgenommen. Wirbestimmen dann die Renormierungskonstanten der in der 
hiralen Ward-Identit�at vorkom-menden Gr�o�en im MS-S
hema des Kontinuums, in einem daran angelehnten MS/LAT-S
hema auf dem Gitter und im sogenannten MOM- oder RI-S
hema (momentum spa
esubstra
tion bzw. regularisation invariant). Dabei diskutieren wir die Konsequenzen, diedie G�ultigkeit der na
kten bzw. renormierten Ward-Identit�aten f�ur die Renormierungskon-stanten hat sowie die Ei
habh�angigkeit der S
hemata. Au�erdem zeigen wir, wie si
h dieBre
hung der 
hiralen Symmetrie dur
h den Gitterregulator in den Renormierungskonstan-ten widerspiegelt. Die Renormierung der gitterregularisierten Gr�o�en spielt eine wi
htigeRolle bei der Restauration der 
hiralen Symmetrie im Kontinuumslimes und ist daherau
h f�ur numeris
he Simulationen von Bedeutung. Zum Abs
hlu� des Kapitels gebe i
hdaher einen kurzen �Uberbli
k �uber die Renormierung ei
hinvarianter zusammengesetzterOperatoren, ihr Mis
hungsverhalten und die Konsequenzen f�ur die 
hirale Ward-Identit�at.Alle perturbativen Kalkulationen dieses Kapitels wurden auf der Grundlage von [Vl℄ und[LV℄ gemeinsam mit Claus Gebert dur
hgef�uhrt und sind daher au
h Bestandteil seinerparallel angefertigten Diplomarbeit.5.1 Das Renormierungsprogramm5.1.1 Das Konzept der RenormierungBei der st�orungstheoretis
hen Entwi
klung feldtheoretis
her Korrelationsfunktionen imImpulsraum treten Komplikationen in Form von Divergenzen auf. W�ahren die Korrelatoren



108 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atin niedrigster Ordnung der perturbativen Enwti
klung endli
h bleiben, begegnet man inh�oheren Ordnungen Loop-Integralen, die ni
ht konvergieren. Grunds�atzli
h unters
heidetman dabei zwei Typen von Divergenzen:Sogenannte Ultraviolett-Divergenzen assoziiert man mit hohen Impulsen, d.h. sie tretenin den �au�eren Regionen der S
hleifenintegrale auf, falls der Integrand ni
ht s
hnell genugabf�allt.Zus�atzli
h kann es z.B. bei vers
hwindender Gluon-Masse zu sogenannten Infrarot-Diver-genzen kommen, diese habe ihre Ursa
he im Verhalten des Integranden bei kleinen Im-pulsen, typis
herweise treten hier Pole auf, die ni
ht ohne Divergenz integriert werdenk�onnen.Dur
h das Renormierungsprogramm ist es aber denno
h m�ogli
h, aus sol
hen s
heinbarunsinnigen Theorien sinnvolle Informationen zu entnehmen. Aufgrund seiner gro�en Er-folge hat dieses Konzept Eingang in die Lehrbu
hliteratur gefunden, man verglei
he etwa[Ka℄, [Co℄ oder [PT℄.Die Idee der Renormierung besteht im wesentli
hen in einer Umparametrisierung derLagrange-Di
hte. Formal werden die Divergenzen in die Beziehungen zwis
hen den Feldernbzw. den na
kten Parametern der Lagrange-Di
hte (etwa die Massen oder Kopplungskon-stanten) und den entspre
henden renormierten Gr�o�en absorbiert. Man fa�t dann die di-vergenten na
kten Gr�o�en in der Wirkung als unphysikalis
h auf, physikalis
h sinnvoll sindledigli
h die renormierten Massen oder Kopplungskonstanten. Die Verkn�upfung zwis
henna
kten und renormierten Gr�o�en ist dann derart konstruiert, da� s�amtli
he Korrelations-funktionen in Abh�angigkeit von den renormierten Parametern f�ur alle Impulse endli
hbleiben. Allerdings bed�urfen aus elementaren Feldern zusammengesetzte Operatoren einezus�atzli
he Renormierung wie wir sehen werden.Diese multiplikative Renormierung der Felder und Parameter kann au
h als Renormie-rung dur
h Hinzuf�ugen von sogenannten Gegentermen (engl. 
ounter-terms) zur Lagrange-Di
hte verstanden werden. Ist die Renormierung dur
h endli
h viele Gegenterme m�ogli
h,so unters
heidet man renormierbare (die Gegenterme sind unendli
he Potenzreihen in derKopplungskonstanten) und super-renormierbare Theorien (nur eine endli
h Anzahl vonGraphen gibt zu Gegentermen Anla�).Das Renormierungsprogramm besteht aus zwei S
hritten. Zun�a
hst wird die betre�endeTheorie regularisiert, es wird also ein zus�atzli
her Parameter eingef�uhrt, der die Endli
h-keit der betra
hteten Korrelationsfunktionen erzwingt. Die Divergenz tritt dann bei derEntfernung dieses Parameters, d.h. in einem entspre
henden Limes auf.Die dur
h die Regularisierung identi�zierten Divergenzen werden in geeigneter Form indie Renormierungskonstanten bzw. Gegenterme absorbiert. Die genaue Vors
hrift, na
hder dies ges
hieht, bezei
hnet man als Renormierungss
hema.5.1.2 AusgangslageIn diesem Kapitel interessieren wir uns f�ur die Renormierung von Operatoren der FormO�(x) := ��(x)��(x); (5.1)



5.1 Das Renormierungsprogramm 109�p1; a (�p2 � k); dk; 
(p1 � k); d �p2; b�Abbildung 5.1: 1-Loop-Korrekturwobei � 2 f11; 
5; 
�
5g1. Dies sind genau die in den 
hiralen Ward-Identit�aten vorkom-menden Gr�o�en, beispielsweise ergibt si
h f�ur � = 
�
5 der axiale Vektorstrom. Wirbetra
hten diese Gr�o�en nun zwis
hen externen Gluino-Zust�anden und de�nieren hierzudie folgenden Korrelationsfunktionen [LV℄G�(x; y) :=< �(x)O�(0)��(y) > (5.2)bzw. ihre Fourier-Transformierten2~G�(p1; p2) := Z d4xd4yeip1x+ip2yG�(x; y) (5.3)(statt ~G�(p1; p2) s
hreiben wir von nun an au
h im Impulsraum G�(p1; p2)). Bei der zurRenormierung notwendigen Bere
hnung der na
kten Gr�o�en k�onnen wir die externen fer-mionis
hen Beine amputieren und uns auf die Bere
hnung von��(p1; p2) := S�1F (p1)G�(p1; p2)S�1F (�p2) (5.4)bes
hr�anken. In erster Ordnung der St�orungstheorie sind die Quantenkorrekturen alsodur
h das Diagramm 5.1 gegeben, und wir s
hreiben die Summe aus Tree-level- und 1-Loop-Beitrag in der Form ��(p1; p2) = �+ ~��(p1; p2): (5.5)Bei der Bere
hnung der ~��(p1; p2) k�onnen wir uns dabei auf den Fall p1 = �p2 � pbes
hr�anken, d.h. wir betra
hten den Fall ohne Impuls�ubertrag am oberen Vertex. Wirbenutzen dabei die Notation ~��(p) := ~��(p;�p): (5.6)Der Fermion-Propagator, der die Renormierungskonstanten der Wellenfunktion und derMasse bestimmt, ist �uber SF (x) =< �(x)��(0) > (5.7)bzw. die Fourier-Transformierte dieses Ausdru
ks~SF (p) = Z d4xeipxSF (x) (5.8)de�niert. Wir s
hreiben allerdings im Impulsraum die Tilde ni
ht explizit mit, sondernverwenden die allgemein �ubli
he Notation SF (p).1In der QCD interessiert man si
h au�erdem f�ur den Vektorstrom � = 
�. Im Fall von Majorana-Spinoren gilt aber ��
�� = 02Man bea
hte, da� die Impulse im obigen Diagramm in Pfeilri
htung laufen, in den Greens-Funktionenjedo
h als einlaufend erkl�art werden.



110 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�at5.1.3 Verwendete RegulatorenIn dieser Arbeit werden zwei vers
hiedene Regulatoren verwendet. Im Kontinuum benutzenwir die sogenannte dimensionelle Regularisierung. Die Grundidee besteht hierbei in eineranalytis
hen Fortsetzung der Dimension D der Raum-Zeit ins Komplexe. Formal werdenin D = 4 Dimensionen divergente Integrale dann in D = 4 � " Dimensionen betra
htet,die Divergenz �au�ert si
h dann in den na
kten Gr�o�en als einfa
her Pol bei " = 0. Wirverwenden hier genauer die sogenannte naive dimensionelle Regularisierung (NDR), bei derdie Antikommutatoreigens
haft f
�; 
5g = 0 au
h in beliebigen Dimensionen g�ultig bleibt.Es ist hier zu bea
hten, da� fermionis
he Felder in D Dimensionen die MassendimensionD�12 und Ei
hfelder die Massendimension D2 �1 annehmen, so da� die Kopplungskonstantedie Dimension 2 � D2 haben mu�, damit die Wirkung dimensionslos bleibt3. Wir f�uhrendaher an geeigneter Stelle die Ersetzung g ! g�2�D=2 dur
h, wobei � eine Konstante mitMassendimension 1 ist.Bei dem zweiten Regulator handelt es si
h { dem Titel der Arbeit entspre
hend { um dieGitter-Regularisierung. Die Fourier-Transformierten der Felder im diskretisierten Orts-raum (Gitterkonstante a) sind periodis
h und daher bes
hr�anken si
h die Loop-Integraleauf die erste Brillouin-Zone ���a ; �a �4. Es besteht also ein Impuls-Cuto� � 1a , der dieUV-Divergenzen beseitigt. Im Kontinuumslimes a ! 0 treten diese dann in den hier be-tra
hteten na
kten Gr�o�en als logarithmis
he Divergenzen (� ln(a)) auf.5.1.4 Verwendete Renormierungss
hemata5.1.4.1 Das MS-S
hemaIm Kontinuum verwenden wir das sogenannte MS-S
hema, eine Erweiterung der MS-Vors
hrift (minimal substra
tion). Eine formale De�nition dieses S
hemas �ndet man bei-spielsweise in [Co℄.Zur Bestimmung der Renormierungskonstanten Z� der fermionis
hen Wellenfunktion be-tra
htet man den inversen Fermion-Propagator, der perturbativ die FormS�1F (p) = �i=p(1 � �1(p)) +m(1 � �2(p)) (5.9)annimmt. Es zeigt si
h, da� �1(p) einen Term proportional zu �1" � 
E + ln 4�� enth�alt,ZMS� wird dann �uber lim"!0 Z�(1 � �1(p)) != endli
h und die MS-Vors
hrift festgelegt.Genauer ist ZMS� in 1-Loop-Ordnung wegen�1(p) = �S4�CA�
�1 �1" � 
E + ln 4� � ln� p2�2��+ CCONT�1 �+O("); (5.10)dur
h ZMS� = 1 + �S4�CA�
�1 �1" � 
E + ln 4��� (5.11)gegeben. Dabei sind 
�1 und CCONT�1 Konstanten. CA ist ein gruppentheoretis
her Faktor(es gilt CA = N
, wobei N
 die Anzahl der Farbfreiheitsgrade angibt). �S ist �uber �S4� =3Dabei bea
hte man die Zerlegung A� = �igAa�T a .



5.1 Das Renormierungsprogramm 111g216�2 mit der Kopplungskonstanten g verkn�upft, und 
E = 0:577215::: ist die Eulers
heGamma-Konstante.Insgesamt erh�alt man dann den renormierten Propagator zuS�1;MSF = �i=p(1� �MS1 (p)) +mMS(1 � �MS2 (p))= lim"!0ZMS� (�i=p(1� �1(p)) +m(1� �2(p))) : (5.12)Die Renormierung der Masse wird dabei wie folgt vorgenommen:mMS = lim"!0ZMSm m: (5.13)Damit k�onnen wir au
hlim"!0ZMS� (ZMSm )�1(1� �2(p)) = 1� �MS2 (p) (5.14)s
hreiben.Beim Verglei
h mit [CLV℄ bea
hte man, da� Z� dort den Propagator und ni
ht sein Inversesrenormiert.Die auftretenden na
kten amputierten Greens-Funktionen der Operatoren O� sind auf1-Loop-Niveau typis
herweise von der Form [CLV℄~��(p) = �S4�CAÆab��
��1" � 
E + ln 4� � ln� p2�2��+ CCONT� �+O("); (5.15)wobei 
� eine (vom Operator abh�angige) Zahl, die sogenannte anomale Dimension desOperators und CCONT� eine endli
he Konstante ist. � ist die aus Dimensionsgr�unden ein-gef�uhrte Massenskala (s.o.). Die Renormierungskonstante im MS-S
hema wird dann in1-Loop-Ordnung dur
hZMS� ZMS� = 1� �S4�CA�
��1" � 
E + ln 4��� (5.16)de�niert. Dabei s
hreiben wir { den allgemeinen Konventionen folgend{ ZS f�ur Z11, ZPf�ur Z
5 und ZA statt Z
�
5. Die renormierte amputierte Greens-Funktion lautet dann�MS� (p;�p) := lim"!0(ZMS� ZMS� ��(p;�p)): (5.17)Die ni
ht amputierte Greens-Funktion wird entspre
hend dur
h Z�1� Z� renormiertGMS� (p;�p) := lim"!0((ZMS� )�1ZMS� G�(p;�p)): (5.18)5.1.4.2 Das MS/LAT-S
hemaDieses Verfahren zur Renormierung der gitterregularisierten Gr�o�en greift auf die im MS-S
hema des Kontinuums vorgenommene Renormierung zur�u
k. Die Gitter-Gr�o�en werdenderart renormiert, da� die resultierenden renormierten Gr�o�en vom Regulator unabh�angigsind, also den MS-renormierten Kontinuumsgr�o�en entspre
hen [CLV℄, [MPSTV℄.



112 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atAuf dem Gitter nimmt der inverse na
kte Fermion-Propagator die FormS�1;LATF (p) = i=p+m0 � �LAT (p) +O(a) (5.19)an4, wobei �LAT (p) = i=p�LAT1 (p) +m0�LAT2 (p) + ra�LAT0 (p) +O(a): (5.20)Dabei ist ra�0 eine additive Massenkorrektur, die auf die Wilsons
he Formulierung der Fer-mionen zur�u
kzuf�uhren ist. Die Renormierung im MS/LAT-S
hema wird nun dur
h eineAnpassung an die renormierten Kontinuumsgr�o�en vorgenommen, im Fall des Propagatorsalso5 S�1;MS=LATF (p) != S�1;MSF (�p); (5.21)wobei der im MS/LAT-S
hema renormierte inverse Propagator dur
hS�1;MS=LATF (p) = lima!0ZMS=LAT� S�1;LATF (p) (5.22)de�niert ist. Die Renormierung der Masse ges
hieht dur
hmMS=LAT = lima!0ZMS=LATm m; (5.23)au
h hier passen wir die renormierte Gr�o�e an das Kontinuum an:mMS=LAT != mMS : (5.24)Auf dem Gitter ist dabei m = m0 �m
r; (5.25)wobei m
r der Wert der na
kte Masse m0 ist, bei dem si
h unter Ber�u
ksi
htigung deradditiven Massenkorrektur dur
h die lineare Divergenz der 
hirale Limes einstellt [MM℄,[CLV℄. Analog renormiert man au
h die Greens-Funktionen der Operatoren O� �uber dieVors
hrift6�MS=LAT� (p;�p) := lima!0�ZMS;LAT� ZMS;LAT� �LAT� (p;�p)� != �MS� (p;�p): (5.26)5.1.4.3 Das RI-S
hemaEine zweite M�ogli
hkeit, gitterregularisierte Gr�o�en zu renormieren, bietet das sogenann-te RI- oder MOM-S
hema (regularization invariant bzw. momentum spa
e substra
tion)[MPSTV℄. Vorteil dieses S
hemas ist, da� ni
ht auf die renormierten Gr�o�en des Kontinu-ums zur�u
kgegri�en wird.4I
h f�uhre hier den Term O(a) an, da wir =p anstelle des trigonometris
hen Ausdru
ks 
� 1a sin(ap�)s
hreiben.5Man bea
hte, da� mit den in [Ge℄ angegebenen Feynman-Regeln lima!0 SLATF (p) = SCONTF (�p) gilt.6S
hreibt man die projizierten na
kten 1-Loop-Greens-Funktionen des Kontinuums (zur Projektion s.u.)in der Form �CONT� (p) = 1+ �S4� CA �
� � 1" � 
E + ln 4� � ln � p2�2 ��+ CCONT;pr� �+O(") und die auf demGitter als �LAT� (p) = 1 + �S4� CA ��
� ln(a2p2) +CLAT;pr� �+ O(a), so kann man auf Eins
hleifen-Niveaus
hreiben ZMS;LAT� ZMS;LAT� = 1 + �S4� CA(
� ln(a2�2) +CCONT;pr� �CLAT;pr� ), siehe dazu au
h [CLV℄.



5.1 Das Renormierungsprogramm 113Der Grundgedanke dieses S
hemas besteht darin, die Renormierung so vorzunehmen, da�die renormierten Gr�o�en bei einer vorgegebenen Impulsskala p2 = �2 mit ihrem Tree-level-Wert �ubereinstimmen. Dabei werden wir auf die na
kten Gr�o�en no
h geeigneteProjektoren anwenden, um die Spinor- und Farbindizes zu beseitigen. Konkret de�nierenwir dazu P11 := 11 (5.27)P
5 := 
5 (5.28)P
�
5 := 14
5
� (5.29)und erkl�aren projizierte Gr�o�en via~�LAT� (p) := 14(N2
 � 1)Tr�P�~�LAT� (p;�p)� (5.30)bzw. �LAT� (p) := 14(N2
 � 1)Tr �P��LAT� (p;�p)� : (5.31)Dabei ist im Fall des axialen Vektorstroms �uber � zu summieren. Man bea
hte, da� si
hdiese Spur sowohl �uber die Spinor- als au
h �uber die Farbindizes erstre
kt. Die o.g. Re-normierungsbedingung s
hreibt si
h dann alslima!0 �ZRI� ZRI� �LAT� (p)����p2=�2 = 1: (5.32)Die Renormierungskonstante Z� der Wellenfunktion legen wir dabei �uberZRI� �1 = �i 14(N2
 � 1)Tr �S�1;LATF (p)�=p !�����p2=�2� �i 116(N2
 � 1)Tr 
� �S�1;LATF (p)�p� !�����p2=�2 (5.33)fest7. Es gilt dann in 1-Loop-OrdnungZRI� = 1 + ��LAT1 (p) + 116(N2
 � 1) Tr�
�=p��LAT1�p� ������p2=�2 : (5.34)Die Renormierungskonstante der Masse erh�alt man aus der Bedingunglima!0ZRI� ZRIm �1m0 �1 � �LAT2 ����p2=�2 = m0 (5.35)auf 1-Loop-Niveau zuZRIm = 1 + ��LAT1 (p) � �LAT2 (p) + 116(N2
 � 1) Tr�
�=p��LAT1�p� ������p2=�2 : (5.36)Die Renormierungskonstanten der betra
hteten Operatoren s
hreiben si
h in diesem S
he-ma dann ebenfalls auf Eins
hleifen-Niveau alsZRI� = 1��~�LAT� (p) + �LAT1 (p) + 116(N2
 � 1)Tr�
�=p��1LAT (p)�p� ������p2=�2 : (5.37)7Beim Verglei
h mit [MPSTV℄ bea
hte man wieder die vertaus
hten Rollen von Z� und Z�1�



114 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�at5.2 Dimensionelle Regularisierung der na
kten Kontinuums-gr�o�en5.2.1 VorgehensweiseDie Vorgehensweise bei der Bere
hnung der einzelnen auszuwertenden Feynman-Diagrammefolgt im wesentli
hen einem gemeinsamen S
hema:� Na
h der Umsetzung des entspre
henden Graphen in algebrais
he Ausdr�u
ke wer-den { sofern es im Einzelfall g�unstig ers
heint{ zun�a
hst einige Umformungen imZ�ahler des jeweiligen Loop-Integrals vorgenommen, die es erlauben, den Ausdru
kzu vereinfa
hen.� Dana
h wird in den Integralen eine Feynman-Parametrisierung dur
hgef�uhrt. Hier-dur
h kann von einem Nenner ausgegangen werden, der in der Integrationsvariablenk gerade ist.� Als n�a
hstes wird { sofern dies no
h notwendig ist{ eine Aufspaltung des betra
htetenIntegrals in einzelne Teilintegrale vorgenommen.� Unter Bea
htung der auftretenden 
-Strukturen werden diese d4k-Integrationen un-ter Benutzung der im Anhang angegeben Integralformeln in dimensioneller Regula-risierung ausgewertet.� Der verbleibende Ausdru
k wird in Potenzen von " entwi
kelt, und die ggf. vorhan-dene Divergenz tritt als einfa
her Pol � 1" zutage.� Es werden dann die verbleibenden Integrationen der Feynman-Parametrisierung aus-gef�uhrt.5.2.2 Gluino-PropagatorWir bere
hnen in diesem Abs
hnitt also die Selbstenergie des Fermion-Propagators in 1-Loop- St�orungstheorie des Kontinuums. Das einzige beitragende Diagramm ist dann dur
hAbb. 5.2 gegeben und s
hreibt si
h algebrais
h unter Benutzung der Feynman-Regeln desKontinuums und na
h Amputation der �au�eren Beine als8Z d4k(2�)4 V d
b� [�;A� ; ��℄(p� k; k;�p)SF [���℄(p � k)D��(k)�V a
d� [�;A�; ��℄(p;�k; k � p): (5.38)Die weitere Re
hnung verl�auft analog zur Renormierung der Quark-Wellenfunktion in derQCD, man vgl. z.B. [Ry℄, [PS℄.8Zur Notation betre�s der Feynman-Regeln bea
hte man [Ge℄.



5.2 Dimensionelle Regularisierung der na
kten Kontinuumsgr�o�en 115�p ba (p� k); dk; 
 pAbbildung 5.2: 1-Loop-Beitrag zur Selbstenergie des Gluinos5.2.2.1 Feynman-Ei
hung (� = 1)Algebrais
her Ausdru
k und Vereinfa
hungIn dieser Ei
hung erhalten wir�g2fa
dfb
d Z d4k(2�)4 
�[i(=p� =k) +m℄
�k2[(p � k)2 +m2℄ : (5.39)F�ur die Summe �uber die Strukturkonstanten giltX
;d fa
dfb
d = N
Æab = CAÆab: (5.40)Au�erdem benutzen wir die Re
henregeln
�
� = D (5.41)
�=a
� = a�
�(2Æ�� � 
�
�)= (2�D)=a (5.42)f�ur euklidis
he Gamma-Matrizen in D Dimensionen. Damit ergibt si
h f�ur das Diagramm�g2CAÆab Z d4k(2�)4 (2�D)i(=p� =k) +Dmk2[(p� k)2 +m2℄ : (5.43)Power-
ounting zeigt, da� dieses Integral in vier Dimensionen logarithmis
h divergiert,und wir werten es daher in D = 4� " Dimensionen aus.Feynman-ParametrisierungUnter Benutzung von1ab = Z 10 dxZ 10 dyÆ(x+ y � 1)(ax + by)2 = Z 10 dx 1[(a � b)x+ b℄2 (5.44)(w�ahle in unserem speziellen Fall a = (p � k)2 + m2 und b = k2) erh�alt man dann na
heiner Substitution k ! k + pxZ dDk(2�)D (2 �D)i(=p � =k) +Dmk2[(p � k)2 +m2℄= Z 10 dxZ dDk(2�)D (2 �D)i=p(1� x) +Dm[k2 + p2x(1� x) +m2x℄2 : (5.45)Dabei haben wir im Integranden Terme verna
hl�assigt, die ungerade in der Integrations-variablen k sind und somit keinen Beitrag liefern.



116 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atAusf�uhren der d4k-IntegrationUnter Benutzung von (G.20) ergibt si
h hieraus�(2�D=2)�(2)(4�)D=2 Z 10 dx [(2 �D)i=p(1� x) +Dm℄[p2x(1� x) +m2x℄2�D=2 (5.46)Aus Dimensionsgr�unden m�ussen wir das Integral wie oben bespro
hen mit der modi�-zierten Kopplung g2�4�D multiplizieren und erhalten dann f�ur die betra
htete Gr�o�e denAusdru
k g2�4�D�(2� D=2)(4�)D=2 Z 10 dx [(2�D)i=p(1 � x) +Dm℄[p2x(1� x) +m2x℄2�D=2 (5.47)= g2�" �("=2)(4�)2�"=2 Z 10 dx [(�2 + ")i=p(1� x) + (4� ")m℄[p2x(1� x) +m2x℄"=2 (5.48)= g216�2�("=2)Z 10 dx [(�2 + ")i=p(1� x) + (4� ")m℄[(p2x(1� x) +m2x)=(4��2)℄"=2 : (5.49)Entwi
klung na
h "Um die Laurent-Entwi
klung na
h " dur
hzuf�uhren, benutzen wira" = e" ln a = 1 + " ln a+O("2) (5.50)und �(") = 1" � 
E +O("); (5.51)wobei 
E = 0:577215::: (5.52)die Eulers
he Gamma-Konstante ist.Damit ergibt si
h dann f�ur die Selbstenergie des Fermions in Feynman-Ei
hung moduloVorfaktor Æab das Ergebnis�FEY (p) = �CA g216�2 ��i=p�2" � 
E + ln 4� � 1�+ 4m�2" � 
E + ln 4� � 12�+2 Z 10 dx[i=p(1� x)� 2m℄ ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� : (5.53)Damit erh�alt man f�ur den inversen Propagator, wieder abgesehen von einem Faktor Æab:S�1;FEY (p) = �i=p+m� �(p)= �i=p+m+ g216�2CA ��i=p�2" � 
E + ln 4� � 1�+4m�2" � 
E + ln 4� � 12�+2 Z 10 dx[i=p(1� x)� 2m℄ ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� : (5.54)



5.2 Dimensionelle Regularisierung der na
kten Kontinuumsgr�o�en 117Sortiert na
h Vorfaktoren von i=p und m s
hreibt si
h dies dann alsS�1;FEY (p) = �i=p�1 + g216�2CA �2" � 
E + ln 4� � 1�2 Z 10 dx(1� x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 ���+m�1 + 4 g216�2CA �2" � 
E + ln 4� � 12� Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��� : (5.55)5.2.2.2 Landau-Ei
hung (� = 0)Um die Renormierungskonstante Z� in Landau-Ei
hung zu bestimmen, ist dem eben be-re
hneten Term der Feynman-Ei
hung ein weiterer Anteil hinzuzuf�ugen, der si
h aus demErsetzen des Æ�� aus dem Gluonpropagator dur
h�k�k�k2 (5.56)ergibt. Aufgrund des Gewi
hts (1 � �) in allgemeiner kovarianter Ei
hung werden wirdiesen Term mit (1� �)�(1��)(p) bezei
hnen. Man ziehe hierzu au
h den Anhang heran,der Gluon-Propagator nimmt in allgemeiner Ei
hung die Form1k2 Æab�Æ�� � (1� �)k�k�k2 � (5.57)an.Algebrais
her Ausdru
k und Vereinfa
hungDieser zus�atzli
he Term in der Selbstenergie lautet (ohne den Vorfaktor (1� �))�(1��)(p) = g2�"CA Z dDk(2�)D =k[i(=p� =k) +m℄=k(k2)2[(p � k)2 +m2℄ (5.58)= g2�"CA Z dDk(2�)D i(2pk � =p=k � k2)=k +mk2(k2)2[(p � k)2 +m2℄ (5.59)= g2�"CA Z dDk(2�)D � 2ipk=k(k2)2[(p � k)2 +m2℄ + �i(=p+ =k) +mk2[(p � k)2 +m2℄� :(5.60)Feyman-ParametrisierungDie beiden Integrale werden nun getrennt behandelt. F�ur das erste ergibt si
h mit (G.18)Z dDk(2�)D 2ipk=kk4[(p� k)2 +m2℄= Z dDk(2�)D Z 10 dx(1� x) 4i(pk)=k[(p2 � 2pk +m2)x+ k2℄3 (5.61)= Z 10 dx(1� x)Z dDk(2�)D 4i[(pk)=k + p2x2=p℄[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 : (5.62)



118 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atAusf�uhren der d4k-IntegrationZur weiteren Behandlung kann der Spezialfall n = 3 und a2 = p2x(1 � x) + m2x derIntegralformel (G.21)Z dDk(2�)D k�k�(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 Æ��2(a2)n�1�D=2 �(n� 1 �D=2)�(n) (5.63)sowie die Integrationsregel (G.20)Z dDk(2�)D 1(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 �(n�D=2)�(n) 1(a2)n�D=2 (5.64)benutzt werden. Damit folgt f�ur obiges Integral(5:62) = i=p(4�)2�"=2 Z 10 dx(1� x)� �("=2)[p2x(1� x) +m2x℄"=2 + 2p2x2p2x(1� x) +m2x� :(5.65)F�ur das zweite Integral aus (5.60) folgt mit denselben Re
hens
hrittenZ dDk(2�)D �i(=p + =k) +mk2[(p� k)2 +m2℄ = Z 10 dx Z dDk(2�)D �i=p� i(=k+ =px) +m[k2 + p2x(1� x) +m2x℄2 (5.66)= �("=2)(4�)2�"=2 Z 10 dx �i=p(1 + x) +m[p2x(1� x) +m2x℄"=2 : (5.67)Entwi
klung na
h "Insgesamt ergibt si
h damit�(1��)(p)= g216�2CA(4��2)"=2 Z 10 dx� i=p(1 � x� 1� x) +m[p2x(1� x) +m2x℄"=2 �("=2) + 2p2x2(1� x)i=pp2x(1� x) +m2x�= g216�2CA(1 + "2 ln 4�)��2" � 
E�Z 10 dx(�2i=px+m)�1� "2 ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��+Z 10 dx 2p2x(1� x)i=pp2(1� x) +m2� +O(") (5.68)= g216�2CA��2" � 
E + ln 4�� (�i=p+m)+Z 10 dx(2i=px�m) ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��2i=p Z 10 dxx(1� x) ddx ln�p2(1� x) +m2�2 �� +O("): (5.69)Weitere Vereinfa
hungDas letzte Integral kann nun mittels partieller Integration no
h weiter ausgewertet werden,



5.2 Dimensionelle Regularisierung der na
kten Kontinuumsgr�o�en 119und man erh�altZ 10 dxx(1� x) ddx ln�p2(1 � x) +m2�2 �= �Z 10 dx(1� 2x)�ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� lnx� (5.70)= �Z 10 dx(1� 2x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 �+ Z 10 dx(1� 2x) ln x| {z }=� 12 : (5.71)Damit ergibt si
h s
hlie�li
h f�ur den additiven Teil der Selbstenergie das Resultat�(1��)(p) = g216�2CA��i=p �2" � 
E + ln 4� � 1�2 Z 10 dx(1� x) ln�p2x(1 � x) +m2x�2 ��+m �2" � 
E + ln 4� � Z 10 dx ln�p2x(1 � x) +m2x�2 ��� :(5.72)Bei Verglei
h mit (5.53) erkennt man nun, da� si
h die Terme proportional zu �i=p bei derAddition eliminieren. Wir k�onnen daher�LAN (p) = �FEY (p) + �(1��)(p)= g216�2CAm ��3(2" � 
E + ln 4�) + 2+3 Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� (5.73)notieren9 . Der na
kte inverse Propagator in Landau-Ei
hung lautet daher s
hlie�li
hS�1;LANF (p) = �i=p+m� �LAN (p)= �i=p+m�1 + g216�2CA �3(2" � 
E + ln 4�)� 2�3 Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��� : (5.74)5.2.3 Skalare und Pseudoskalare Di
hteWir wenden uns nun den in der Einf�uhrung vorgestellten Operatoren O� zu und bere
h-nen die zugeh�origen na
kten amputierten Greens-Funktionen. Die 1-Loop-Korrektur wirddabei dur
h den Graphen aus Abb. 5.3 repr�asentiert.9In Landau-Ei
hung gilt � = 0, so da� der Vorfaktor (1 � �) vor �(1��) zu 1 wird. Es gilt daher�LAN = �FEY + �(1��).



120 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�at�p; a (p� k); dk; 
(p � k); d p; b�Abbildung 5.3: 1-Loop-Korrektur zu den Operatoren O�Der entspre
hende algebrais
he Ausdru
k lautet unter Verwendung der Feynman-Regelndes Kontinuums~��(p;�p) = Z d4k(2�)4 V d
b� [�;A� ; ��℄(p � k; k;�p)SF [�; ��℄(p � k)�SF [�; ��℄(p� k)�V a
d� [�;A�; ��℄(p;�k; k � p)D��(k): (5.75)5.2.3.1 Feynman-Ei
hung (� = 1)Vorbereitungen f�ur allgemeines �Der erste Teil der Re
hnung im Kontinuum kann ohne die Spezi�zierung von � dur
h-gef�uhrt werden, daher werden wir in sp�ateren Abs
hnitten auf den ersten Teil der nunfolgenden Umformungen zur�u
kgreifen.In Feynman-Ei
hung ist die amputierte Greens-Funktion in 1-Loop-Ordnung des Konti-nuums dur
h den Ausdru
k~�FEY� (p) = �g2CAÆab Z d4k(2�)4 
�[i(=p� =k) +m℄�[i(=p� =k) +m℄
�[(p � k)2 +m2℄2k2 (5.76)gegeben. Feynman-Parametrisierung ergibt unter Benutzung der Identit�at (G.18)1a2b = 2Z 10 dx � x[(a � b)x+ b℄3 (5.77)den Ausdru
k~�FEY� (p) = �2g2CAÆab Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 
�[i(=p� =k) +m℄�[i(=p� =k) +m℄
�[(p2 � 2pk +m2)x+ k2℄3= �2g2CAÆab Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 
�[i(=p� =k) +m℄�[i(=p� =k) +m℄
�[(k � px)2 + p2x(1� x) +m2x℄3 :(5.78)Na
h Substitution k ! k + px wird dies zu~�FEY� (p) = �2g2CAÆab Z 10 dx � x�Z d4k(2�)4 
� [i=p(1 � x)� i=k +m℄�[i=p(1� x)� i=k +m℄
�[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 : (5.79)Beim Ausmultiplizieren im Z�ahler bea
htet man nun, da� lineare Terme in k ni
ht zurd4k-Integration �uber den R4 beitragen und bekommt somit zwei relevante Terme~�FEY� (p) = ~�(1);FEY� (p) + ~�(2);FEY� (p); (5.80)



5.2 Dimensionelle Regularisierung der na
kten Kontinuumsgr�o�en 121wobei~�(1);FEY� (p) = 2g2CAÆab Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 
�=k�=k
�[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 (5.81)~�(2);FEY� (p) = �2g2CAÆab Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 
�[i=p(1� x) +m℄�[i=p(1� x) +m℄
�[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 :(5.82)Der erste Beitrag divergiert, wie man dur
h power-
ounting sofort einsieht und mu� daherregularisiert werden.Weitere Vereinfa
hungen im Fall � = 11F�ur den Fall � = 11 unterstellen wir nun zur Vereinfa
hung den Limes m! 0 und erhalten
�=k=k
� = k2
�
� = Dk2 (5.83)�
� [i=p(1� x)℄[i=p(1� x)℄
� = (1 � x)2
�=p=p
� = Dp2(1 � x)2: (5.84)Daraus folgt~�(1);FEY11 (p) = 2g2CAÆabD Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 k2[k2 + p2x(1� x)℄3 (5.85)~�(2);FEY11 (p) = 2g2CAÆabDp2 Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 (1� x)2[k2 + p2x(1� x)℄3 : (5.86)Ausf�uhren der d4k-Integration und Entwi
klung na
h "Unter Ausnutzung von (G.21) kann das divergente Integral in ~�(1);FEY11 in D = 4 � "Dimensionen ausgewertet werden, dabei ergibt si
h~�(1);FEY11 = 2g2CAÆab D2�4�D2(4�)D=2 � �2� D2 ��(3) Z 10 dxx 1[p2x(1� x)℄2�D=2 (5.87)= g216�2CAÆab 12(4� ")2��"2��4��2p2 �"=2 Z 10 dxx[x(1� x)℄�"=2 +O(")= g216�2CAÆab4�2" � 
E��1� "2��1 + "2 ln�4��2p2 ����1� "Z 10 dxx ln[x(1 � x)℄| {z }=�1 �+O(")= g216�2CAÆab4�2" � 
E + 1 + ln 4��2p2 �+ O("): (5.88)~�(2);FEY11 ist endli
h, und kann daher mit Hilfe von (G.20)Z d4k(2�)4 1(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 �(n�D=2)�(n) 1(a2)n�D=2 (5.89)direkt in D = 4 Dimensionen ausgere
hnet werden:~�(2);FEY11 = 2g2CAÆabD� �3� D2 � p2�(3)(4�)D=2 Z 10 dx x(1� x)2[p2x(1� x)℄3�D=2



122 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atD=4= g216�2CAÆab4 Z 10 dx(1� x)= g216�2CA2Æab: (5.90)Insgesamt ergibt si
h damit~�FEY11 (p) = g216�2CAÆab4�2" � 
E + ln 4� � ln p2�2 + 32�+O("): (5.91)Der analoge Ausdru
k f�ur die pseudoskalare Di
hte kann hieraus sofort abgelesen werden,man setze dazu in (5.76) � = 
5 und erkennt im masselosen Fall~�FEY
5 (p) = ~�FEY11 (p)
5= g216�2CAÆab4�2" � 
E + ln 4� � ln p2�2 + 32� 
5 + O("): (5.92)5.2.3.2 Landau-Ei
hung (� = 0)Au
h die 1-Loop Korrektur zur skalaren Di
hte soll nun in Landau-Ei
hung bere
hnet wer-den. Wie bereits beim Gluinopropagator ist dazu der Æ�� -Term aus dem Gluon-Propagatordur
h �k�k�k2 zu ersetzen.Algebrais
her Ausdru
k und Vereinfa
hungenDer additive Term lautet im Fall der skalaren Di
hte~�(1��)11 (p) = g2CAÆab Z d4k(2�)4 =k[i(=p� =k) +m℄[i(=p� =k) +m℄=k[(p� k)2 +m2℄2(k2)2 : (5.93)Im Fall m = 0 erhalten wir f�ur den Z�ahler�=k(=p � =k)(=p � =k)=k = �k2(p2 + k2 � 2pk): (5.94)Damit lautet der zu betra
htende Term~�(1��)11 (p) = �g2CAÆab Z d4k(2�)4 p2 + k2 � 2pk[(p � k)2℄2k2 : (5.95)Feynman-ParametrisierungNa
h Feynman-Parametrisierung und der �ubli
hen Vers
hiebung der Integrationsvariablenbekommen wir~�(1��)11 (p) = �2g2CAÆab Z 10 dxx Z d4k(2�)4 p2 + k2 � 2pk[(k � px)2 + p2x(1� x)℄3= �2g2CAÆab Z 10 dxx Z d4k(2�)4 p2(1� x)2 + k2[k2 + p2x(1� x)℄3 : (5.96)Der Verglei
h mit den Termen (5.85) und (5.86) zeigt eine �Ubereinstimmung mit dendortigen Ausdr�u
ken bis auf einen Vorfaktor � 1D = �14 � "16 +O("2).



5.2 Dimensionelle Regularisierung der na
kten Kontinuumsgr�o�en 123Damit kann das Ergebnis der dortigen Re
hnung verwendet werden, und man erh�alt~�(1��)11 (p) = � g216�2CAÆab�2" � 
E + ln 4� � ln p2�2 + 2� (5.97)und daraus ~�LAN11 (p) = ~�FEY11 (p) + ~�(1��)11 (p)= g216�2CAÆab�3�2" � 
E + ln 4��� 3 ln p2�2 + 4� : (5.98)Wie im Fall der Feynman-Ei
hung l�a�t si
h hiermit sofort au
h das Ergebnis im Fall derpseudoskalaren Di
hte angeben. Es ist~�(1��)
5 (p) = � g216�2CAÆab�2" � 
E + ln 4� � ln p2�2 + 2� 
5 (5.99)und daher ~�LAN
5 (p) = ~�FEY
5 (p) + ~�(1��)
5 (p)= g216�2CAÆab�3�2" � 
E + ln 4��� 3 ln p2�2 + 4� 
5: (5.100)5.2.4 Axialer VektorstromWir wenden uns jetzt dem axialen Vektorstrom, d.h. dem Fall � = 
�
5 zu.5.2.4.1 Feynman-Ei
hung (� = 1)Den ersten Teil der Re
hnung der skalaren Di
hte hatten wir f�ur beliebiges � dur
hgef�uhrt,so da� wir an dem Punkt in die Re
hnung einsteigen k�onnen, an dem wir die zwei relevantenTerme ~�FEY� (p) = ~�(1);FEY� (p) + ~�(2);FEY� (p); (5.101)identi�ziert hatten, vgl. (5.80). Dabei galt~�(1);FEY� (p) = 2g2CAÆab Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 
�=k�=k
�[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 (5.102)~�(2);FEY� (p) = �2g2CAÆab Z 10 dx � x Z d4k(2�)4 
�[i=p(1� x) +m℄�[i=p(1� x) +m℄
�[k2 + p2x(1� x) +m2x℄3 :(5.103)Dur
h power-
ounting sieht man, da� der erste Beitrag im Limes D ! 4 divergent ist, derzweite hingegen konvergent. Wir werden im Fall � = 
�
5 beide Anteile separat behandeln.Bere
hnung von ~�(1);FEY
�
5Unter Benutzung von f
�; 
5g = 0, f
�; 
�g = 2Æ�� und P� 
�
� = D ergibt si
h im Fall
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�
5 f�ur den Z�ahler
�=k
�
5=k
� = 
�=k
�=k
�
5= 
�=k[2k� � =k
�℄
�
5= 2k�
�=k
�
5 � 
�=k=k
�
�
5= 2k�
� [2k� � 
�=k℄
5 � k2
�
�
�
5= 4k�=k
5 � 2k�
�
�=k
5 � k2
�(2Æ�� � 
�
�
5)= 4k�=k
5 � 2Dk�=k
5 � 2k2
�
5 +Dk2
�
5= (4� 2D)k�=k
5 � (2�D)k2
�
5= (2�D)(2k�=k � k2
�)
5: (5.104)Wir ersetzen nun aus Dimensionsgr�unden g2 wieder dur
h g2�4�D und erhalten unterBenutzung der Formel (G.21) in D = 4 � " Dimensionen den Ausdru
k~�(1);FEY
�
5 (p) = g2CAÆab �"(4�)2�"=2 �("=2)2 (�2 + ")2
�
5�Z 10 dx � x 1[p2x(1� x) +m2x℄"=2 : (5.105)Um die Divergenz des Limes " ! 0 zu isolieren, entwi
keln wir diesen Ausdru
k in " underhalten ~�(1);FEY
�
5 (p) = g216�2CAÆab �1 + "2 ln 4�� (2 � 2")�2" � 
E� 
�
5�Z 10 dx � x �1� "2 ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��+ O(")= g216�2CAÆab
�
5 �2" � 
E + ln 4� � 2�2Z 10 dx � x ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� +O("): (5.106)Bere
hnung von ~�(2);FEY
�
5Kommen wir nun zur Bere
hnung von ~�(2)
�
5. Der dort im Z�ahler auftretende Term l�a�tsi
h als 
� [i=p(1� x) +m℄
�
5[i=p(1 � x) +m℄
�= �2[p2(1� x)2 �m2℄
�
5 + 4(1 � x)=p(1� x)p�
5 (5.107)s
hreiben. Dabei wurden die Beziehungen
�
�
� = �2
�
�=p
�
� = 4p�
�
�=p
� = 4p�
�=p
�=p
� = �4=pp� + 2p2
� (5.108)



5.2 Dimensionelle Regularisierung der na
kten Kontinuumsgr�o�en 125benutzt, diese ergeben si
h aus den im Anhang angegeben Vertaus
hungsregeln der Dira
-Matrizen. Mit dem Spezialfall n = 3; D = 4 der Integralformel (G.20)Z dDk(2�)D 1(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 �(n�D=2)�(n) 1(a2)n�D=2 (5.109)erhalten wir dann s
hlie�li
h~�(2);FEY
�
5 (p) = g216�2 2CAÆab Z 10 dx � x [p2(1 � x)2 �m2℄
�
5 � 2(1 � x)=p(1 � x)p�
5p2x(1� x) +m2x :(5.110)Weitere Vereinfa
hung und x-IntegrationInsgesamt haben wir daher~�FEY
�
5 (p) = ~�(1);FEY
�
5 (p) + ~�(2);FEY
�
5 (p)= g216�2CAÆab(
�
5 �2" � 
E + ln 4� � 2�2Z 10 dx � x ln�p2x(1 � x) +m2x�2 �+2 Z 10 dx � x p2(1 � x)2 �m2p2x(1� x) +m2x��4p� Z 10 dx � x (1� x)=p(1� x)p2x(1� x) +m2x
5) +O(") (5.111)Das endli
he zweite Integral kann man no
h weiter auswertenZ 10 dx � x p2(1 � x)2 �m2p2x(1 � x) +m2x= Z 10 dx � x� p2(1 � x)2 +m2p2x(1� x) +m2x � 2m2p2x(1� x) +m2x� ; (5.112)und es gilt au�erdem Z 10 dx � x p2(1 � x)2 +m2p2x(1� x) +m2x= 12 + Z 10 dx � x(1� x) p2(1 � 2x) +m2p2x(1� x) +m2x= 12 + Z 10 dx � x(1� x) ddx ln�p2x(1 � x) +m2x�2 �= 12 � Z 10 dx � (1� 2x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 � : (5.113)Man bere
hnet ferner Z 10 dx � x 2m2p2x(1� x) +m2x



126 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�at= Z 10 dx 2m2p2(1� x) +m2= �Z 10 dx 1p22m2 ddx ln(p2(1 � x) +m2)= 2m2 ln(m2 + p2)� ln(m2)p2 (5.114)und erkennt mit der Regel von de l`Hospital, da� das letzte Integral au
h im Fall p2 ! 0endli
h bleibt (es liefert den Wert 2). Insgesamt k�onnen wir damit f�ur den 1-Loop-Beitrag~�
�
5 das Endergebnis~�FEY
�
5 (p) = g216�2CAÆab(
�
5 �2" � 
E + ln 4��1 � 2Z 10 dx � (1� x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 ���4p� �Z 10 dx � x(1� x) =p(1 � x)p2x(1� x) +m2x� 
5�4m2 ln(m2 + p2)� ln(m2)p2 )+ O(") (5.115)angeben.Im masselosen Fall lautet dies na
h Ausf�uhren der verbleibenden x-Integrationen~�FEY
�
5 (p) = Æab�S4�CA�
�
5 �2" � 
E � ln�p2�2�+ ln 4� + 1�� 2p�=pp2 
5�+O("): (5.116)5.2.4.2 Landau-Ei
hung (� = 0)In Landau-Ei
hung ist der folgende additive Ausdru
k zu bestimmen~�(1��)
�
5 = g2CAÆab Z d4k(2�)4 =k[i(=p� =k) +m℄
�
5[i(=p � =k) +m℄=k[(p � k)2 +m2℄2(k2)2 : (5.117)Feyman-ParametrisierungMit Hilfe der Formel (G.19) 1a2b2 = 6 Z 10 dx x(1� x)[(a� b)x+ b℄4 (5.118)ist dies bis auf Vorfaktoren na
h Substitution k ! k + px das Glei
he wieZ 10 dxZ d4k(2�)4 6x(1� x)�(=k + =px)[�i=k + (1 � x)i=p+m℄
�
5[�i=k + (1� x)i=p+m℄(=k + =px)[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 : (5.119)Na
h dem Ausmultiplizieren des Z�ahlers ergeben si
h die folgenden Beitr�age:Z 10 dxZ d4k(2�)4 6x(1 � x) 1[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4
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kten Kontinuumsgr�o�en 127�(� (k2)2
�
5 (5.120)+2(1� x)xk2p2
�
5 (5.121)+imxk2(
�=p� =p
�)
5 (5.122)�(1� x)2x2p4
�
5 (5.123)+(1� x)x=k=p
�=k=p
5 (5.124)+(1� x)x=p=k
�=p=k
5 (5.125)�(1� x)2=k=p
�=p=k
5 (5.126)�x2=p=k
�=k=p
5 (5.127)�(1� x)im=k=p
�=k
5 (5.128)�xim=k
�=k=p
5 (5.129)+(1� x)im=k
�=p=k
5 (5.130)+xim=p=k
�=k
5 (5.131)�m2=k
�=k
5 (5.132)+i(1� x)x2mp2(=p
� � 
�=p)
5 (5.133)�m2x2=p
�=p
5): (5.134)Ausf�uhren der dDk-IntegrationDer einzig divergente Term ist der erste, wir wollen uns zuerst ihm zuwenden:�
�
5 Z 10 dxZ dDk(2�)D 6x(1 � x) (k2)2[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 : (5.135)Mit der Integralformel (G.22)Z dDk(2�)D (k2)�(k2 + a2)� = 1(4�)D=2 �(� +D=2)�(� � ��D=2)�(D=2)�(�) (a2)D=2+��� (5.136)f�ur � = 2, � = 4 und a2 = (p2 +m2)x� p2x2 erh�alt man in D = 4 � " Dimensionen(5:120) = �
�
5 1(4�)2 (4�)"=2�"�(4� "=2)�("=2)�(2� "=2)6�Z 10 dx6x(1� x)((p2 +m2)x� p2x2)�"=2: (5.137)Mit der Funktionalglei
hung der Gamma-Funktion sieht man�(4� "=2) = (3� "=2)(2 � "=2)�(2 � "=2); (5.138)und wir erhalten damit(5:120) = �16
�
5 1(4�)2 (4�)"=2�"�("=2)(6 � 5"=2 +O("2))�Z 10 dx6x(1� x)((p2 +m2)x� p2x2)�"=2: (5.139)



128 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atUnter Ber�u
ksi
htigung von a"=2 = 1 + "=2 ln a +O("2)�("=2) = 2" � 
E + O(") (5.140)ergibt si
h s
hlie�li
h na
h kurzer Re
hnung das Endergebnis(5:120) = �
�
5 1(4�)2 �2" + ln 4� � 
E � 56�Z 10 dx6x(1� x) ln�(p2 +m2)x� p2x2�2 ��+O("):(5.141)Zur Bere
hnung der Terme (5.121) und (5.122) verwendet man die Integralformel (G.21)Z dDk(2�)D k�k�(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 Æ��2(a2)n�1�D=2 �(n� 1�D=2)�(n) ; (5.142)wobei man hier aufgrund der Konvergenz D = 4 setzen kann. Damit erh�alt man dann(5:121) = Z 10 6x2(1� x)2 Z d4k(2�)4 k�k�[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 � 2p2
�
5= Z 10 dxx2(1 � x)2 4(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2p2
�
5: (5.143)F�ur (5.122) bekommt man entspre
hend(5:122) = imZ 10 dxx2(1� x) 2(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (
�=p� =p
�)
5: (5.144)Zur Bere
hnung von (5.123) benutzt man die Identit�at (G.20) (au
h hier bei D = 4) underh�alt (5:123) = �Z 10 dx6(1� x)3x3 Z d4k(2�)4 1[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 � p4
�
5= �Z 10 dx(1� x)3x3 1(4�)2 1((p2 +m2)x� p2x2)2 � p4
�
5: (5.145)Bei Term (5.124) bea
htet man (A.16) und die Integralformel (G.21). Damit ergibt si
h(5:124) = Z 10 dxZ d4k(2�)4 6x2(1� x)2 =k=p
�=k=p
5[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4= Z 10 dxZ d4k(2�)4 6x2(1� x)2 14k2[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 � 
�
�
�
�| {z }=4Æ�� p�=p
5= Z 10 dxZ d4k(2�)4 6x2(1� x)2 14k2[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 � 4p�=p
5= Z 10 dxx2(1� x)2 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�=p
5: (5.146)



5.2 Dimensionelle Regularisierung der na
kten Kontinuumsgr�o�en 129Die Bere
hnung des Terms (5.125) verl�auft v�ollig analog und liefert dasselbe Ergebnis.Man kann also(5:125) = Z 10 dxx2(1� x)2 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�=p
5 (5.147)notieren. F�ur die Terme (5.126) und (5.127) bea
htet man (A.17) bzw. (A.15). Damitergibt si
h(5:126) = �Z 10 dxZ d4k(2�)4 6x(1� x)3 =k=p
�=p=k
5[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4= �Z 10 dxZ d4k(2�)4 6x(1� x)3 14k2[k2 + (p2 +m2)x� p2x2℄4 � 
�
�
�
�
�| {z }=�2
�
�
� p�p�
5= Z 10 dxx(1� x)3 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (=p
�=p
5) (5.148)sowie (5:127) = �Z 10 dxx3(1 � x) 1(4�2) 1(p2 +m2)x� p2x2 12 � =p
�
�
�=p
5| {z }=�2=p
�=p
5= Z 10 dxx3(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (=p
�=p
5): (5.149)Term (5.128) bere
hnet man analog zu (5.124) und erh�alt(5:128) = �imZ 10 dxx(1� x)2 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�
5: (5.150)Term (5.129) ergibt si
h analog zu (5.127) zu(5:129) = imZ 10 dxx2(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 
�=p
5: (5.151)Term (5.130) l�a�t si
h wie (5.125) bere
hnen und liefert(5:130) = imZ 10 dxx(1� x)2 1(4�)2 4(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�
5= �(5:128): (5.152)F�ur (5.131) erh�alt man wie bei (5.127)(5:131) = �imZ 10 dxx2(1 � x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � =p
�
5: (5.153)Weiterhin gilt (5:132) = m2 Z 10 dxx(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 
�
5; (5.154)



130 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atund f�ur (5.133) ergibt si
h(5:133) = imZ 10 dx(1� x)2x3 1(4�)2 1((p2 +m2)x� p2x2)2 � p2(=p
� � 
�=p)
5: (5.155)S
hlie�li
h hat man no
h den Beitrag(5:134) = �m2 Z 10 dx(1� x)x3 1(4�)2 1((p2 +m2)x� p2x2)2 � =p
�=p
5: (5.156)Zusammenfassen der Terme und x-IntegrationDur
h Zusammenfassen aller Terme erh�alt man s
hlie�li
h na
h Hinzuf�ugen des bisherausgelassenen Vorfaktors Æabg2CA als Zwis
henergebnis den Ausdru
k~�(1��)
�
5 (p) = �Æabg2CA
�
5 1(4�)2 �2" + ln 4� � 
E � 56�Z 10 dx6x(1� x) ln�(p2 +m2)x� p2x2�2 ��+ O(")+Æabg2CA Z 10 dxx2(1� x)2 4(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2p2
�
5+Æabg2CAimZ 10 dxx2(1� x) 2(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (
�=p� =p
�)
5�Æabg2CA Z 10 dx(1� x)3x3 1(4�)2 1((p2 +m2)x� p2x2)2 � p4
�
5+Æabg2CA Z 10 dxx2(1� x)2 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�=p
5+Æabg2CA Z 10 dxx2(1� x)2 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 2p�=p
5+Æabg2CA Z 10 dxx(1� x)3 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (=p
�=p
5)+Æabg2CA Z 10 dxx3(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � (=p
�=p
5)+Æabg2CAimZ 10 dxx2(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 
�=p
5�Æabg2CAimZ 10 dxx2(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � =p
�
5+Æabg2CAm2 Z 10 dxx(1� x) 1(4�)2 1(p2 +m2)x� p2x2 � 
�
5+Æabg2CAimZ 10 dx(1� x)2x3 1(4�)2 p2(=p
� � 
�=p)
5((p2 +m2)x� p2x2)2�Æabg2CAm2 Z 10 dx(1 � x)x3 1(4�)2 =p
�=p
5((p2 +m2)x� p2x2)2 : (5.157)Im masselosen Fall s
hreibt si
h dies s
hlie�li
h na
h Ausf�uhren der verbleibenden x-Integrationen als~�(1��)
�
5 (p) = Æab�S4�CA�
�
5 ��2" � ln 4� + 
E + ln� p2�2�� 1�+ 2p�=pp2 
5�+ O("):
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hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 131(5.158)Insgesamt k�onnen wir damit unter Benutzung von (5.116) f�ur den axialen Vektorstrom inLandau-Ei
hung das Endergebnis~�LAN
�
5 (p) = ~�FEY
�
5 (p) + ~�(1��)
�
5 (p)= 0 + O(") (5.159)festhalten, d.h. zu dieser na
kten Gr�o�e gibt es keinen Beitrag in Ordnung g2.5.3 Bere
hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisie-rung5.3.1 NotationenDie St�orungstheorie auf dem Gitter kommt naturgem�a� ni
ht ohne die Benutzung trigo-nometris
her Funktionen aus. Zur Reduktion des S
hreibaufwandes de�nieren wir daherf�ur einen Impuls q die folgenden Gr�o�en:
� := 
os �q�2 �s� := sin�q�2 �q� := sin(q�): (5.160)Man mag einwenden, da� die letzte Zeile Eindeutigkeitsprobleme verursa
ht, aber aufdem Gitter werden wir mit q� stets den trigonometris
hen Ausdru
k meinen. Zwe
km�a�igers
heint es au
h, f�ur einen zus�atzli
hen (�au�eren) Impuls p die folgenden, vers
hobenenGr�o�en ~
� := 
os�q� � ap�2 �~s� := sin�q� � ap�2 �~q� := sin(q� � ap�) (5.161)bzw. �
� := 
os�q� + ap�2 ��s� := sin�q� + ap�2 ��q� := sin(q� + ap�) (5.162)zu erkl�aren10 . Au�erdem verwenden wir die folgenden Abk�urzungen�1 := X� sin2 �q�2 �10Man bea
hte, da� wir im Verlauf der Re
hung eine Substitution aq! q dur
hf�uhren, sowohl bei q alsau
h bei ap handelt es si
h daher um dimensionslose Gr�o�en.



132 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�at�2 := X� sin2 (q�) + 4r2  X� sin2 �q�2 �!2 = �4 + 4r2�21�3 := X� sin4 �q�2 ��4 := X� sin2 (q�)�5 := X� sin2 (q�) sin2 �q�2 � (5.163)aus [MZ℄. Au
h hier erkl�aren wir vers
hobene Gr�o�en via~�1 := X� sin2�q � ap2 ����1 := X� sin2�q + ap2 ��~�2 := X� sin2 ((q � ap)�) + 4r2  X� sin2�(q � ap)�2 �!2~�3 := X� sin4�q � ap2 ��~�4 := X� sin2 (q � ap)� : (5.164)5.3.2 Spra
hregelung und KonventionenIm folgenden verwenden wir f�ur einzelne Terme die Bezei
hungen endli
h oder konvergentbzw. divergent. Dies bezieht si
h auf den Limes a! 0, d.h. wenn wir von einem divergentenTerm spre
hen ist stets gemeint, da� der entspre
hende Ausdru
k im Limes a ! 0 einenunendli
hen Beitrag ergibt. Im regularisierten Fall a > 0 sind nat�urli
h alle Terme endli
h(falls der externe Impuls ni
ht vers
hwindet).Au�erdem werden wir im Verlauf der Re
hnung zahlrei
he Taylor-Entwi
klungen na
hder Gitterkonstanten a dur
hf�uhren. Im Endergebnis interessieren wir uns dabei nur f�urBeitr�age, die f�ur a! 0 divergieren oder endli
he Beitr�age liefert, O(a)-Terme k�onnen wiralso verna
hl�assigen. Wir werden in den einzelnen Zwis
hens
hritten der Re
hnung dieseTerme ni
ht immer gesondert au��uhren, viele Identit�aten gelten daher nur bis auf Termeder Ordnung a. Im Endergebnis f�uhren wir diese Terme dann aber wieder an. Terme vomTyp a � ln(a) subsummieren wird dabei in etwas ungenauer Spre
hweise unter O(a).Bez�ugli
h der Summation �uber die Lorentz-Indizes verwenden wir folgende Konvention:Bei jedem mehrfa
h vorkommenden Index ist eine Summation von 1 bis 4 impliziert.



5.3 Bere
hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 1335.3.3 VorgehensweiseBei der Bere
hnung der na
kten Gittergr�o�en verwenden wir die folgende Vorgehensweise[LV℄, [Vl℄:� Na
h der Formulierung des algebrais
hen Ausdru
ks der einzelnen Diagramme wirdzun�a
hst im Z�ahler eine Entwi
klung na
h a vorgenommen. Insgesamt interessierenwir uns dabei f�ur den divergenten und den endli
hen Anteil der Graphen im Limesa ! 0, insbesondere sind beim Propagator globale Vorfaktoren 1a zu bea
hten.� Dur
h power-
ounting identi�ziert man die konvergenten bzw. divergenten Termeund kann in den konvergenten Anteilen eine Entwi
klung des Nenners in Potenzenvon a dur
hf�uhren.� Dur
h algebrais
he Umformungen und Vereinfa
hung der 
-Struktur lassen si
h dieendli
hen Beitr�age dur
h die oben eingef�uhrten Abk�urzungen �1; : : : ;�5 ausdr�u
kenund numeris
h bestimmen.� Im Fall des axialen Vektorstroms treten UV-endli
he Integrale der Forma � (lineare Divergenz) auf, diese k�onnen mit Kontinuumsmethoden im Limes a! 0behandelt werden.� Aus den divergenten Anteilen lassen si
h dur
h geeignete Manipulationen weitereendli
he Anteile extrahieren. Die verbleibenden divergenten Integrale k�onnen in [EM℄na
hges
hlagen werden.� Zur Bestimmung der Renormierungskonstante der Masse erfolgt eine Entwi
klungdes Fermion-Propagators na
h m0. W�ahrend zur Ermittlung der �ubrigen Renormie-rungskonstanten im Limes m0 = 0 gearbeitet wird, ist zur Bere
hung von Zm dieBetra
htung des Terms erster Ordnung in m0 notwendig.5.3.4 Gluino-PropagatorZur Selbstenergie des Fermions tragen auf dem Gitter die beiden Diagramme aus Abb. 5.4bei, na
h Anwendung der Feynman-Regeln s
hreiben sie si
h algebrais
h als�(A) = Z �=a��=a d4q(2�)4V d
b� [��;A� ; �℄(q; p � q;�p)SF [��; �℄(q)�V a
d� [��;A�; �℄(p; q � p;�q)D�� (p� q) (5.165)�(B) = 12 Z �=a��=a d4q(2�)4V a

b�� [��;A�; A� ; �℄(p;�q; q;�p)D�� (q): (5.166)Man a
hte auf den Symmetriefaktor 12 vor dem Diagramm �(B), vgl. dazu au
h [MM℄.Aus der Bere
hnung dieser beiden Graphen lassen si
h die Renormierungskonstanten derWellenfunktion und die der Masse bestimmen. Bei der Massenrenormierung gen�ugt es,den na
kten Propagator in der N�ahe des 
hiralen Limes m0 ! 0 zu betra
hten, so da� wir
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 pb �p; a p; bq; 
Abbildung 5.4: Beitr�age zur 1-Loop-Selbstenergie des Fermions auf dem Gittereine Entwi
klung na
h der na
kten Masse vornehmen k�onnen und nur die Terme bis zurersten Ordnung von m0 betra
hten [Vl℄. Es ergibt si
h dann f�ur SF (q)SF (q) = "1aX� i
� sin(aq�) + 2ra X� sin2 �aq�2 �+m0#�1 (5.167)= "1aX� i
� sin(aq�) + 2ra X� sin2 �aq�2 �#�1�m0 "1aX� i
� sin(q�) + 2ra X� sin2 �aq�2 �#�2 + O(m0)2 (5.168)= "�iaX� 
� sin(aq�) + 2raX� sin2 �aq�2 �#�24X� sin2(aq�) + 4r2  X� sin2 �aq�2 �!235�1�m0 "�iaX� 
� sin(aq�) + 2raX� sin2 �aq�2 �#2�24X� sin2(aq�) + 4r2  X� sin2 �aq�2 �!235�2 +O(m0)2: (5.169)5.3.4.1 Feynman-Ei
hung (� = 1)In Feynman-Ei
hung erh�alt man f�ur die beiden obigen Diagramme (5.165) und (5.166)na
h Amputation der �au�eren Beine die algebrais
hen Ausdr�u
ke�(A);FEY = �Æabg20CA 1a Z ��� d4q(2�)4 "
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ��#�"�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 #�"
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ��#�"4X� sin2�q � ap2 ��#�1



5.3 Bere
hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 135�24X� sin2 q� + 4r2 X� sin2 q�2 !235�1+m0Æabg20CA Z ��� d4q(2�)4 "
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ��#�"�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 #2�"
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ��#�"4X� sin2�q � ap2 ��#�1�24X� sin2 q� + 4r2 X� sin2 q�2 !235�2 +O(m20) (5.170)bzw.�(B);FEY = ÆabCA g202a Z ��� d4q(2�)4 "iX� 
� sin(ap�)� rX� 
os(ap�)#"4X� sin2 q�2 #�1:(5.171)Dabei haben wir eine Substitution aq ! q der Integrationsvariablen vorgenommen, dieIntegrationen erstre
ken si
h dann �uber [��; �℄4.Bere
hnung des O(m00)-Terms von �(A)Algebrais
her Ausdru
kMit den oben eingef�uhrten Abk�urzungen s
hreibt si
h dieser Anteil als�(A);FEY = �Æabg20CA 1a Z ��� d4q(2�)4 (
��
� � ir�s�)(�i=q + 2r�1)(
��
� � ir�s�)4 ~�1�2 : (5.172)Entwi
klung von Z�ahler und Nenner na
h aAufgrund des Vorfaktors 1a ist der Integrand bis in die erste Ordnung der Gitterkonstantenzu entwi
keln. Zun�a
hst aber s
hreiben wir den Z�ahler als�(
��
� � ir�s�)(�i=q + 2r�1)(
��
� � ir�s�)= i�
2�
�=q
� + r�s��
�=q
� + r�s��
�
�=q � 2r�1�
2�
�
� + 2ir2�1�s��
�
� + 2ir2�1�s��
�
��ir2�s2�=q + 2r3�s2��1: (5.173)Unter Benutzung von 
�=q
� = 2q�
� � =q, 
�
� = 11 und f=q; 
�g = 2q� (alles f�ur festes �)ergibt si
h dann2i�
2�q�
� � i�
2�=q + 2r�s��
�q� � 2r�1�
2� + 4ir2�1�s��
�
� � ir2�s2�=q + 2r3�s2��1: (5.174)



136 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atWir f�uhren nun die s
hon angek�undigte Entwi
klung na
h der Gitterkonstanten a dur
hund erhalten mit den wegen�s� = sin�q + ap2 �� = sin q�2 + 12ap� 
os q�2 +O(a2)�
� = 
os�q + ap2 �� = 
os q�2 � 12ap� sin q�2 +O(a2) (5.175)gere
htfertigten Ersetzungen�s� = s� + 12ap�
� +O(a2)�
2� = 
2� � ap�s�
� + O(a2)�s2� = s2� + ap�s�
� +O(a2)�s��
� = s�
� + 12ap�(
2� � s2�) + O(a2) (5.176)das Ergebnis2i
2�q�
� � i
2�=q + 2rs�
�q� � 2r�1
2� + 4ir2�1s�
�
� � ir2s2�=q + 2r3s2��1+ap� ��2is�
�q�
� + is�
�=q + r(
2� � s2�)q� + 2r�1s�
� + 2ir2�1(
2� � s2�)
��ir2s�
�=q + 2r3s�
��1� +O(a2) (5.177)f�ur den Z�ahler von �(A);FEY . Die Entwi
klung des Nenners ergibt si
h aus (G.11)1~�1 = 1�1 + a2 p � q�21 + O(a2): (5.178)zu 14 ~�1�2 = = 14�1�2 �1 + a2 p � q�1 �+O(a2): (5.179)Vereinfa
hung der TermeWir betra
hten nun die Terme nullter Ordnung in der Entwi
klung des Z�ahlers, die keinenVorfaktor r tragen: 2i
2�q�
� � i
2�=q = 2i(1� s2�)q�
� � i(4� s2�)=q= �2i=q � 2is2�q�
� + is2�=q: (5.180)Der erste Term ergibt einen divergenten Beitrag, den wir sp�ater diskutieren. Die beidenanderen Summanden ergeben gemeinsam mit dem Nenner (unter Auslassung endli
herTerme mit ungeradem Integranden) den Ausdru
kg20CA 1a 14�1�2 �4iap�q�s2�q�
� + 2iap�q�s2�q�
�4�1 : (5.181)Da �uber q integriert wird, tr�agt der erste Summand nur f�ur � = � bei, der zweite nur f�ur� = �. Also verbleiben wir mitg20CAa4�1�2 �4iap�s2�q2�
� + 2iap�q2�s2�
�4�1 : (5.182)



5.3 Bere
hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 137Mit den aufgrund der hyperkubis
hen Symmetrie g�ultigen Identit�atenZ ��� d4q(2�)4 s2�0q2�0 = 14 Z ��� d4q(2�)4�5 (5.183)Z ��� d4q(2�)4 q2�0 = 14 Z ��� d4q(2�)4�4 (5.184)(wobei in beiden F�allen keine Summation �uber �0 erfolgt) k�onnen wir dies ing20CA 1a 14�1�2 �ia=p�5 + 12 ia=p�4�14�1= g20CA 1a 14�1�2 i8a=p ��2�5�1 +�4� (5.185)�uberf�uhren.Die Terme des Z�ahlers in Ordnung r f�uhren auf eine lineare Divergenz in 1a und werdensp�ater in �0 subsummiert. Explizit haben wir bis auf den Vorfaktor2rs�
�q� � 2r�1
2� = rq2� � 8r�1 + 2r�1s2�= r�4 � 8r�1 + 2r�21: (5.186)Die Terme in r2 des Z�ahlers ergeben einen endli
hen Term der Form8iar2�1p�q�s�
�
� � 2iar2p�q�s2�=q4�1= 4iar2�1p�q�q�
� � 2iar2p�q�s2�q�
�4�1 : (5.187)Da �uber q integriert wird, erh�alt man mit den glei
hen Re
henregeln wie obeniar2�1=p�4 � 2iar2p�q2�s2�
�4�1= ia=pr2 18�4: (5.188)S
hlie�li
h gibt es no
h einen Term in Ordnung r3, der zu �0 beitr�agt2r3s2��1 = 2r3�21: (5.189)Es ist nun no
h der Term aus (5.177) zu diskutieren, der proportional zu ap� ist. Dieserf�uhrt auf einen endli
hen Beitrag, und wir k�onnen die in q ungeraden Terme erneut vonder Betra
htung auss
hlie�en, denn sie vers
hwinden na
h Integration �uber d4q. Damiterh�alt man dannap� [�2is�
�q�
� + is�
�=q + 2ir2�1(
2� � s2�)
� � ir2s�
�=q℄= ap� [�iq2�
� + i2q�q�
� + 2ir2�1
� � 4ir2�1s2�
� � i2r2q�q�
�℄: (5.190)



138 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atDa wir uns unter einem Integral R d4q be�nden, re
hnen wir mitia=p[�14�4 + 18�4 + 2r2�1 � r2�21 � 18r2�4℄= i8a=p ���4 + 16r2�1 � 8r2�21 � r2�4� (5.191)weiter. Damit k�onnen wir dann die einzelnen Zwis
henergebnisse wie folgt zusammenfassen�(A);FEY (p) = g20CA(1a Z ��� d4q(2�)4 �2i=q�4P� sin2 � q�ap2 ��� �P� sin2 q� + 4r2�21�+18 i=p Z ��� d4q(2�)4 �2�5�1 + �4 + r2�4 ��4 + 16r2�1 � 8r2�21 � r2�44�1�2+1a Z ��� d4q(2�)4 r�4 � 8r�1 + 2r�21 + 2r3�214�1�2 ) +O(m0) +O(a):(5.192)Behandlung der DivergenzDie Divergenz dieser Gr�o�e ste
kt nun also im ersten (logarithmis
h divergenten) Integral1a Z ��� d4q(2�)4 �2i=q�4P� sin2 � q�ap2 ��� �P� sin2 q� + 4r2�21�; (5.193)wel
hes wir nun auf eine tabellierte Form bringen wollen. Dazu verwenden wir1�2 = 14�1 + �3 � r2�21�1�2 (5.194)und k�onnen damit weitere endli
he Anteile abspalten. Man bea
hte, da� der erste Sum-mand von der Ordnung 1q2 ist, der zweite aber auf endli
he Beitr�age f�uhrt. Es ist dannm�ogli
h, den endli
hen Anteil �3 � r2�21�1�2 �2i=q4P� sin2 � q�ap2 �� (5.195)mittels (5.179) unter dem Integral 1a R ��� d4q(2�)4 dur
h�3 � r2�21�1�2 �4iap�q�=q(4�1)2 +O(a2) (5.196)bzw. �ia=p�4(�3 � r2�21)16�31�2 + O(a2) (5.197)zu ersetzen. Die Divergenz ist nun in dem zweiten entstehenden Term1a Z ��� d4q(2�)4 �2i sin q�
��4P� sin2 �q�ap2 ��� �4P� sin2 q�2 �= �4ia 
� Z ��� d4q(2�)4 sin q�2 
os q�2�4P� sin2 � q�ap2 ��� �4P� sin2 q�2 � (5.198)
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hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 139enthalten. Das Verhalten dieses UV-divergenten Integral f�ur kleine a ist in [EM℄ tabelliert,genauer �ndet man dortI� := Z ��� d4q(2�)4 sin q�2 
os q�2�4P� sin2 � q�ap2 ��� �4P� sin2 q�2 �= 116�2 �14ap���2� L �a2p2��� 132ap�Z0000 +O(a2); (5.199)wobei �uber � ni
ht summiert wird undL(a2p2) = ln(a2p2) + 
E � F0000 +O(a): (5.200)Die auftretenden Konstanten haben die Werte F0000 � 4:369 und Z0000 � 0:1549. F�uhrtman eine dritte Gr�o�e F0001 mit1(4�)2 (F0001 � F0000) = �18Z0000 (5.201)ein (es ist dann F0001 � 1:311) und erkl�artL1(a2p2) = ln(a2p2) + 
E � F0001; (5.202)so ergibt si
h s
hlie�li
hI� = 116�2 �14ap�� (2� L1(a2p2)) +O(a2): (5.203)Damit erhalten wir dann f�ur unser logarithmis
h divergentes Integral (5.198)4ia 
� 116�2 14ap�(L1(a2p2)� 2) +O(a2)= 116�2 i=p(L1(a2p2)� 2) + O(a2) (5.204)und k�onnen das Endergebnis der masselosen Kalkulation von �(A);FEY angeben:�(A);FEY = �S4�CA(i=p" ln(a2p2) + 
E � F0001 � 2+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ��14 �5�21�2 � 14 �4(�3 � r2�21)�31�2 + 2r2 1�2 � r2�1�2�#+4�2 ra Z ��� d4q(2�)4 � �4�1�2 � 8�2 + 2�1�2 (1 + r2)�) +O(m0) +O(a):(5.205)Bere
hung des O(m10)-Terms von �(A)Algebrais
her Ausdru
k und Vereinfa
hungAls n�a
hstes ist also der m0-abh�angige Teil von �(A);FEY zu bere
hnen. Power-
ounting



140 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atzeigt, da� au
h hier nur eine maximal logarithmis
he Divergenz zu erwarten ist, so da�wir im Z�ahler ap = 0 annehmen k�onnen. Der Z�ahler lautet dann mit unseren �ubli
henAbk�urzungen�(
�
� � irs�)(�i=q + 2r�1)2(
�
� � irs�)= 
2�q2 + 8ir�1
2�q�
� � 4ir�1
2�=q � 2irs�
�q2
� � 4r2�21
2� + 8r2�1
�s�q��r2s2�q2 + 8ir3�21
�s�
� � 4ir3�1s2�=q + 4r4�21s2�: (5.206)Im Nenner tritt die Integrationsvariable q in se
hster Potenz auf, so da� wir Divergenzennur von folgendem Beitrag des Z�ahlers erwarten
2�q2 = (4 � s2�)q2 = (4��1)�4: (5.207)In den �ubrigen (endli
hen) Termen k�onnen wir im Nenner ap zu Null setzen, denn eshandelt si
h hierbei um einen O(ap)-E�ekt. Damit wird der Nenner dann gerade in q, undwir k�onnen aufgrund der Integration alle endli
hen Beitr�age des Z�ahlers ignorieren, dieungerade in q sind. Wir verbleiben dann mit den folgenden konvergenten Ausdr�u
ken imZ�ahler �4r2�21
2� + 4r2�1q2� � r2s2�q2 + 4r4�21s2�= �4r2�21(4 ��1) + 4r2�1�4 � r2�1�4 + 4r4�31 (5.208)= 3r2�1�4 � 16r2�21 + 4r2�31 + 4r4�31: (5.209)Insgesamt lautet der Beitrag in erster Ordnung von m0 zu �(A);FEY damit:�m0g20CA(Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�4�4P� sin2 �q�ap2 ����22+Z ��� d4q(2�)4 3r2�4 � 16r2�1 + 4r2(1 + r2)�214�22 )+O(a) (5.210)Behandlung der DivergenzZur Abspaltung weiterer endli
her Abteile benutzen wir1�22 = 116�21 + (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�21�22 (5.211)aus dem Anhang. Der erste Summand ist von der Ordnung 1=q4 und f�uhrt weiterhin aufdivergente Beitr�age. Der zweite Summand hingegen ist vom Typ O(1=q2) und liefert daherendli
he Integrale.Insgesamt ergibt si
h dann der folgende Ausdru
k�m0g20CA(Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�416�4P� sin2 � q�ap2 ����21+Z ��� d4q(2�)4 3r2�4 � 16r2�1 + 4r2(1 + r2)�214�22+Z ��� d4q(2�)4 (4 ��1)�4(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)4�31�22 ) +O(a): (5.212)



5.3 Bere
hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 141Die Divergenz ist nun vollst�andig im ersten Integral enthalten, wel
hes si
h wie folgtaufteilen l�a�t:Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�416�4P� sin2 � q�ap2 ����21= Z ��� d4q(2�)4 �44�4P� sin2 � q�ap2 ����21 � Z ��� d4q(2�)4 �464�21 : (5.213)Der divergente Beitrag ist, abgesehen von dem Vorfaktor, dur
h den Ausdru
k16�2 Z ��� d4q(2�)4 4�44P� sin2 � (q�ap)�2 � (4�1)2= 16�2 Z ��� d4q(2�)4 4�4h4P� sin2 � (q�ap)�2 �i h4P� sin2 � q�2 �i2 (5.214)gegeben. Mit der Abk�urzung (keine Summation �uber � und �)I�� := Z ��� d4q(2�)4 sin � q�2 � 
os �q�2 � sin � q�2 � 
os � q�2 �h4P� sin2 �(q�ap)�2 �i h4P� sin2 �q�2 �i2 (5.215)ergibt si
h hieraus 16�2 � 16Æ��I��: (5.216)Die Struktur der Divergenz von I�� im Limes ap! 0 �ndet man in [EM℄ alsI�� = 116�2 � 116Æ��(2� L(a2p2) + p�p�8p2 �� 1128 Æ��Z0000 +O(a) (5.217)= 116�2 � 116Æ��(2� ln(a2p2)� 
E + F0001) + p�p�8p2 � +O(a); (5.218)und unser divergentes Integral l�a�t si
h als16�2 � 16Æ��I�� = 8� 4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 2 (5.219)s
hreiben.EndergebnisDas �nale Resultat f�ur den Beitrag erster Ordnung von m0 zu �(A);FEY lautet damit also�m0�S4�CA"� 4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 10+4�2 Z ��� d4q(2�)4 �3r2�4 � 16r2�1 + 4r2(1 + r2)�21�22 � �416�21�+4�2 Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�4(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�31�22 #: (5.220)



142 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atZusammenfassungDamit haben wir f�ur �(A);FEY den Ausdru
k�(A);FEY = �S4�CA(i=p" ln(a2p2) + 
E � F0001 � 2+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ��14 �5�21�2 � 14 �4(�3 � r2�21)�31�2 + 2r2 1�2 � r2�1�2�#+4�2 ra Z ��� d4q(2�)4 � �4�1�2 � 8�2 + 2�1�2 (1 + r2)��m0"� 4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 10+4�2 Z ��� d4q(2�)4 �3r2�4 � 16r2�1 + 4r2(1 + r2)�21�22 � �416�21�+4�2 Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�4(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�31�22 #)+O(a) +O(m20) (5.221)gefunden.Bere
hung von �(B)Der Beitrag des zweiten Diagrammes ist dur
h den Ausdru
k�(B);FEY = g20CA 12a Z ��� d4q(2�)4 "iX� 
� sin(ap�)� rX� 
os(ap�)# "4X� sin2 q�2 #�1(5.222)gegeben. Die Entwi
klung na
h Potenzen von a liefert daher:�(B);FEY (p) = 12a �s4�CA(16�2)Z ��� d4q(2�)4 ia=p� 4r4�1 +O(a) (5.223)oder anders gesagt�(B);FEY (p) = �S4�CA �i=p4�2 Z ��� d4q(2�)4 12�1 � 2ra 4�2 Z ��� d4q(2�)4 1�1 � : (5.224)Zusammenfassung aller Beitr�age zu �FEYInsgesamt haben wir also die folgenden Beitr�age zur 1-Loop-Selbstenergie des Fermions inFeynman-Ei
hung: �FEY (p) = i=p�FEY1 +m0�FEY2 + ra�FEY0 : (5.225)



5.3 Bere
hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 143Dabei sind�FEY1 = �S4�CA" ln(a2p2) + 
E � F0001 � 2+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ��14 �5�21�2 � 14 �4(�3 � r2�21)�31�2 + 2r2�2 � r2�1�2 + 12�1�#+O(a) +O(m20)= �S4�CA �ln(a2p2) + 
E � F0001 � 2 + 4�2IFEY�1 �+ O(a) + O(m20); (5.226)�FEY2 = �S4�CA"4 ln(a2p2) + 4
E � 4F0001 � 10�4�2 Z ��� d4q(2�)4 �3r2�4 � 16r2�1 + 4r2(1 + r2)�21�22 � �416�21��4�2 Z ��� d4q(2�)4 (4��1)�4(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�31�22 #+O(a) +O(m0)= �S4�CA �4 ln(ap)2 + 4
E � 4F0001 � 10 � 4�2IFEY�2 �+O(a) +O(m0) (5.227)und �FEY0 = �S4�CA"4�2 Z ��� d4q(2�)4 � �4�1�2 � 8�2 + 2(1 + r2)�1�2 � 2�1�#+O(a) +O(m20)= �S4�CA4�2I�0 + O(a) +O(m20): (5.228)Die Integrale IFEY�1 , IFEY�2 und IFEY�0 wurden mit den in [Ge℄ abgedru
kten Computer-Programmen f�ur den Fall r = 1 mittels einer Approximation dur
h Riemanns
he Summenbere
hnet. Es ergibt si
h11 IFEY�1 = 0:369470 (5.229)IFEY�2 = �0:173133 (5.230)I�0 = �1:302851: (5.231)5.3.4.2 Landau-Ei
hung (� = 0)In 1-Loop-Ordnung tragen wie gesehen nur die beiden Diagramme (5.165) und (5.166)zur Selbstenergie des Gluinos bei. Da in beiden Graphen ein Gluon-Propagator enthal-ten ist, sind die Graphen ei
habh�angig. Wir bere
hnen daher nun den additiven Beitrag�(1��) zur Selbstenergie des Gluinos. Wie au
h in der Feynman-Ei
hung f�uhren wir dabeizun�a
hst eine Entwi
klung in der na
kten Masse m0 dur
h und behandeln nur die Terme,11Bei den angegebenen Zahlenwerten handelt es si
h um gerundete Werte, so da� die letzte angegebeneStelle ni
ht exakt sein mu� . Man verglei
he dazu au
h Anhang G.



144 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atdie maximal linear in m0 sind. F�ur das Diagramm (5.165) erh�alt man dann na
h Einsetzender Feynman-Regeln�(A);(1��) = Æabg20CA 1a Z ��� d4q(2�)4 sin�q � ap2 ���"
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ��#�"�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 #� �
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ���� sin�q � ap2 �� "2X� sin2�q � ap2 ��#�2�24X� sin2 q� + 4r2  X� sin2 q�2 !235�1�m0Æabg20CA Z ��� d4q(2�)4 sin�q � ap2 ���"
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ��#�"�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 #2� �
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ���� sin�q � ap2 �� "2X� sin2�q � ap2 ��#�2�24X� sin2 q� + 4r2  X� sin2 q�2 !235�2+O(m20): (5.232)Bere
hnung des O(m00)-Beitrags zu �(A);(1��)Der massenunabh�angige Beitrag zu �(A);(1��) lautet�(A);(1��) = g20CA 1a Z ��� d4q(2�)4 ~s�(
��
� � ir�s�)(�i=q + 2r�1)(
��
� � ir�s�)~s�4 ~�21�2 : (5.233)Bere
hnung der Beitr�age zu �0Beim Ausmultiplizieren des Z�ahlers identi�ziert man die Terme, die zur linearen Divergenzvor �0 beitragen, dies sind genau die Terme, die proportional zu ungeraden Potenzen des



5.3 Bere
hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 145Wilson-Parameters sind. F�ur diese Beitr�age ergibt si
hg20CA ra Z ��� d4q(2�)4 2�1~s�
��
�
��
�~s� � ~s��s�=q
��
�~s� � ~s�
��
�=q�s� � 2r2�1~s��s�~s� �s�4 ~�21�2= g2CA ra Z ��� d4q(2�)4 �12�4 � 2r2�214�1�2 + O(a)= �g2CA ra Z ��� d4q(2�)4 18�1 + O(a): (5.234)Behandlung der endli
hen Beitr�ageDie �ubrigen Terme lauten�g20CA ia Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� �
��
�
�=q
�4 ~�21�2 + g20CA ir2a Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� �s��s�=q4 ~�21�2�g20CA 2ir2a Z ��� d4q(2�)4 �1~s�~s� �s��
�
�4 ~�21�2 � g20CA2ir2a Z ��� d4q(2�)4 �1~s�~s� �s��
�
�4 ~�21�2 :(5.235)Power-
ounting zeigt, da� nur der erste Term einen im Limes ap! 0 divergenten Beitragergibt. Die �ubrigen endli
hen Terme lassen si
h zug20CA ir2a Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� �s��s�=q4 ~�21�2 � g20CA ir2a Z ��� d4q(2�)4 �1~s�~s��s��
�
�~�21�2 (5.236)zusammenfassen. Die Vorfaktoren 1a ma
hen nun wie im Fall der Feynman-Ei
hung eineEntwi
klung sowohl des Z�ahlers als au
h des Nenners na
h a notwendig. Als Entwi
klungs-punkt w�ahlen wir dabei die Stelle q�ap und benutzen die folgenden Taylor-Entwi
klungen(keine Summation �uber � in (5.239) und (5.240))=q = ~=q + ap�
� 
os((q � ap)�) + O(a2) (5.237)�1 = ~�1 + a2p � ~q + O(a2) (5.238)�s� = ~s� + ap�~
� + O(a2) (5.239)�
� = ~
� � ap�~s� + O(a2) (5.240)1�2 = 1~�2 � 2ap � ~q � 2p�~q�~s2� + 2r2 ~�1p � ~q~�22 +O(a2): (5.241)Damit erh�alt man f�ur (5.236)g20CA ir2a Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s�~s�~s�~=q4 ~�21 ~�2 � g20CA ir2a Z ��� d4q(2�)4 ~�1~s�~s� ~s�~
�
�~�21 ~�2+g20CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s�p�~
�~s�~=q4 ~�21 ~�2 + g20CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� ~s�p�~
�~=q4 ~�21 ~�2+g20CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� ~s�~s�p� 
os((q � ap)�)
�4 ~�21 ~�2�2g20CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s� ~s�~s�~=q(p � ~q � 2p�~q�~s2� + 2r2 ~�1p � ~q)4 ~�21 ~�22



146 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�at�g20CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~�1~s�~s�p�~
�~
�
�~�21 ~�2 + g20CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~�1~s�~s� ~s�p� ~s�
�~�21 ~�2�g20CAir2 Z ��� d4q(2�)4 p � ~q~s�~s� ~s�~
�
�2 ~�21 ~�2+2g20CAir2 Z ��� d4q(2�)4 ~�1~s�~s� ~s�~
�
�(p � ~q � 2p�~q�~s2� + 2r2 ~�1p � ~q)~�21 ~�22 +O(a): (5.242)Unter Ausnutzung der 2�-Periodizit�at kann die Integrationsvariable q na
h q + ap ver-s
hoben werden. Unter Auslassung vers
hwindender ungerader Terme und na
h weiterentrigonometris
hen Umformungen sowie der Ausnutzung der hyperkubis
hen Symmetrieergibt si
h dann s
hlie�li
h f�ur (5.236) die endg�ultige Form�S4�CAi=p4�2r2 Z ��� d4q(2�)4 �� �44�1�2 + 1�2 + �12�2 + �42�22 � �5�22 + r2�1�4�22 �+O(a):(5.243)Behandlung der DivergenzWir wenden uns nun dem im Limes ap! 0 divergenten Integral zu und m�ussen au
h hierden Z�ahler in Potenzen von a entwi
keln (als Entwi
klungspunkt w�ahlen wir q � ap):�g20CA ia Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s��
��
�
�=q
�4 ~�21�2= �g20CA ia Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s�~
�~
�
�~=q
�4 ~�21�2 + g20CAi Z ��� d4q(2�)4 ~s�~s�p�~s�~
�
�~=q
�4 ~�21�2+g20CAiZ ��� d4q(2�)4 ~s�~s�~
�p� ~s�
�~=q
�4 ~�21�2�g20CAiZ ��� d4q(2�)4 ~s�~s�~
�~
�p� 
os((q � ap)�)
�
�
�4 ~�21�2 + O(a) (5.244)Na
h Variablentransformation q ! q + ap ergibt si
h dann�g20CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q�416�21 ��2 � g20CAi Z ��� d4q(2�)4 =q=p=q16�21 ��2+g20CAiZ ��� d4q(2�)4 =p�416�1�2 + g20CAi Z ��� d4q(2�)4 �14=p�1�4 + 2s2�p�q2�
�8�21�2 : (5.245)Unter dem Integral k�onnen wir =q=p=q dur
h �12�4=p ersetzen und erhalten dann na
h weiterenVereinfa
hungen�g20CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q16�1 ��1 � g20CAi Z ��� d4q(2�)4 =q=p=q64�21 ��1+g20CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q�34�21 ��2 � g20CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q( ��3 � r2 ��21)4�1 ��1 ��2+g20CAiZ ��� d4q(2�)4 =p�4(�3 � r2�21)32�31�2+g20CAiZ ��� d4q(2�)4 =p�432�1�2 + g20CAi Z ��� d4q(2�)4 =p�516�21�2 : (5.246)



5.3 Bere
hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 147Die beiden Integrale in der zweiten Zeile sind im Limes ap ! 0 endli
h und k�onnen na
hder �ubli
hen Entwi
klung von Z�ahler und Nenner alsg20CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q�34�21 ��2 � g20CA ia Z ��� d4q(2�)4 ~=q(�3 � r2�21)4 ~�1�1�2= g20CAi=p Z ��� d4q(2�)4 ���3�4 + 2�3�58�21�22 � r2 �3�44�1�22 + (2��1)(�3 � r2�21)8�21�2��4(�3 � r2�21)32�31�2 � (5.247)ges
hrieben werden. (5.246) kann daher zu�g20CA ia Z ��� d4q(2�)4 =q16�1 ��1 � g20CAi Z ��� d4q(2�)4 =q=p=q64�21 ��1+g20CAi=p Z ��� d4q(2�)4 ���3�4 + 2�3�58�21�22 � r2 �3�44�1�22 + (2��1)(�3 � r2�21)8�21�2+ �432�1�2 + �516�21�2� (5.248)vereinfa
ht werden.Mit Hilfe der in [EM℄ tabellierten Integrale lassen si
h jetzt die no
h verbleibenden diver-genten Beitr�age� ia Z ��� d4q(2�)4 =q16�1 ��1 = �2ia Z ��� d4q(2�)4 
�s�
�16�1 ��1= 116�2 i=p��12 ln(a2p2)� 12
E + 12F0000 + 1� 16�216 Z0000�+O(a)= 116�2 i=p��12 ln(a2p2)� 12
E + 12F0001 + 1�+ O(a) (5.249)und�Z ��� d4q(2�)4 i=q=p=q64�21 ��1 = �4i
�=p
� Z ��� d4q(2�)4 s�
�s�
�64�21 ��1= 116�2 i=p��12 ln(a2p2)� 12
E + 12F0000 + 12 � 16�216 Z0000�+ O(a)= 116�2 i=p��12 ln(a2p2)� 12
E + 12F0001 + 12�+O(a) (5.250)angeben.Daher verbleiben wir s
hlie�li
h mit dem folgenden Ausdru
k�S4�CAi=p � ln(a2p2) � 
E + F0001 + 32+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ���3�4 + 2�3�52�21�22 � r2�3�4�1�22 + (2��1)(�3 � r2�21)2�21�2+ �48�1�2 + �54�21�2�! (5.251)



148 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atf�ur den anfangs identi�zierten divergenten Beitrag.Zusammenfassung der TermeGemeinsam mit (5.243) und dem linear divergenten Anteil k�onnen wir dann�(A);(1��) = �S4�CAi=p � ln(a2p2)� 
E + F0001 + 32+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ���3�4 + 2�3�52�21�22 � r2�3�4�1�22 + (2��1)(�3 � r2�21)2�21�2+ �48�1�2 + �54�21�2 � r2 �44�1�2 + r2 1�2+r2 �12�2 + r2 �42�22 � r2�5�22 + r4�1�4�22 �!��S4�CA ra4�2 Z ��� d4q(2�)4 12�1 +O(m0) +O(a) (5.252)als Endergebnis des masselosen Falles festhalten.Bere
hung des O(m10)-Beitrages zu �A;(1��)Algebrais
her Ausdru
k und Vereinfa
hungDer jetzt zu betra
htende Term ist dur
h�m0Æabg20CA Z ��� d4q(2�)4 sin�q � ap2 ���"
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ��#�"�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 #2� �
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ���� sin�q � ap2 �� "2X� sin2�q � ap2 ��#�2�24X� sin2 q� + 4r2 X� sin2 q�2 !235�2 (5.253)gegeben. Die Divergenz dieses Terms ist wieder vom Typ log(ap). In den im Z�ahler auftre-tenden Cosinus-Funktionen k�onnen wir daher das Argument von q na
h q+ap vers
hieben,denn die dabei auftretenden Korrekturen vers
hwinden im Kontinuumslimes. Wir d�urfensomit z.B. 
� ohne zus�atzli
he E�ekte dur
h ~
� ersetzen. Damit k�onnen wir den Z�ahler als�~s�(
�
� � ir�s�)(�i=q + 2r�1)2(
�
� � ir�s� )~s�= 
�~
�~s�=q=q
� ~
� ~s� + 4ir�1
�
�~s�=q
� 
�~s� � 4r2�21
�
�~s�
�
� ~s�



5.3 Bere
hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 149�ir~s��s�=q=q
� 
� ~s� + 4r2~s��s��1=q
�
� ~s� + 4ir3~s��s��21
� 
�~s��ir
�
�~s�=q=q�s� ~s� + 4r2~s� �s��1
�
�~s�=q + 4ir3~s� �s��21
�
�~s��r2~s��s�~s� �s�=q=q � 4ir3~s��s�~s��s�=q�1 + 4r4~s��s�~s� �s��21 (5.254)s
hreiben. Nur der erste Term f�uhrt dabei im Limes ap ! 0 zu einer Divergenz. In den�ubrigen konvergenten Termen ist es dann erlaubt, ~s� und �s� dur
h s� zu ersetzen, es handeltsi
h au
h hierbei nur um einen O(a)-E�ekt. Au�erdem k�onnen wir in diesen Termen au
him Nenner ap = 0 annehmen und daher alle konvergenten Terme, die ungerade in q sind,au�er A
ht lassen. Wir verbleiben dann mit
�~
�~s��4
�~
�~s� � 4r2�21
�s�
�s�
�
� + 4r2�1s2�
�s�=q
�+4r2�1s2� 
�s�
�=q � r2s2�s2��4 + 4r4s2�s2��21= ~�1�4 ��3�4 + 2r2�21�4 + 4r4�41: (5.255)Dabei wurde ~�4 = 4( ~�1 � ~�3) ausgenutzt, wobei der Term in ~�3 auf einen endli
henBeitrag f�uhrt, so da� wir dort ohne Korrekturen �3 anstelle von ~�3 s
hreiben k�onnen.Gemeinsam mit dem Nenner lautet dieses Ergebnis:m0g20CA Z ��� d4q(2�)4 ( �44 ~�1�22 + ��3�4 + 2r2�21�4 + 4r4�414�21�22 ) +O(a): (5.256)Im zweiten Term sind die endli
hen Anteile zusammengefa�t, w�ahrend der erste die Di-vergenz enth�alt.Behandlung der DivergenzAbgesehen von einem zus�atzli
hen Vorfaktor trat der divergente Term au
h s
hon in derFeynman-Ei
hung auf, so da� das Ergebnis direkt �ubernommen werden kann. Man erh�altdamit f�ur den Beitrag erster Ordnung in m0 zu �(A);(1��) das Resultatm0�S4�CA�� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 52+4�2 Z ��� d4q(2�)4 �4(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�31�22+4�2 Z ��� d4q(2�)4 ��3�4 + 2r2�21�4 + 4r4�41�21�22 �+O(a)= m0�S4�CA�� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 52 � 4�2I(1��)�2 � +O(a): (5.257)Bere
hnung von �(B);(1��)Der zweite Graph liefert den folgenden additiven Beitrag:�(B);(1��) = �g20CA 12a Z ��� d4q(2�)4 sin �q�2 � [i
� sin(ap�) � r 
os(ap�)℄ sin �q�2 ��"2X� sin2 q�2 #�2 (5.258)
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� sin(ap�) � r 
os(ap�)℄Z ��� d4q(2�)4 sin2 � q�2 �4�21 (5.259)= �g20CA 12a [i
� sin(ap�) � r 
os(ap�)℄Z ��� d4q(2�)4 116�1 (5.260)= �14�(B);FEY (5.261)= �S4�CA4�2 ��i=p Z ��� d4q(2�)4 18�1 + ra Z ��� d4q(2�)4 12�1 �+O(a): (5.262)Zusammenfassung aller Beitr�age zu �LANInsgesamt ergibt si
h:�LAN = �(A);FEY +�(A);(1��) + �(B);FEY +�(B);(1��)= i=p�LAN1 +m0�LAN2 + ra�LAN0 : (5.263)Dabei sind�LAN1 = �S4�CA ��12 + 4�2 Z ��� d4q(2�)4 ���3�4 + 2�3�52�21�22 � r2�3�4�1�22+(2 ��1)(�3 � r2�21)2�21�2+ �48�1�2 + �54�21�2 � r2 �44�1�2 + 3r2 1�2+r2 �12�2 + r2 �42�22 � r2�5�22 + r4�1�4�22 + 38�1� �54�21�2 � �4(�3 � r2�21)4�31�2 � r2�1�2��+O(a) +O(m20) (5.264)= �S4�CA ��12 + 4�2 �IFEY�1 + I(1��)�1 �� +O(a) +O(m20); (5.265)�LAN2 = �S4�CA �3 ln(a2p2) + 3
E � 3F0001 � 152�4�2 Z ��� d4q(2�)4 �r2�4 � 16r2�1 + 4r2�21�22 � �416�21 + �3�4�21�22��4�2 Z ��� d4q(2�)4 (3��1)�4(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�31�22 �+O(a) +O(m0)= �S4�CA �3 ln(a2p2) + 3
E � 3F0001 � 152 � 4�2 �IFEY�2 + I(1��)�2 ��+O(a) +O(m0) (5.266)und �LAN0 = �FEY0 = �S4�CA4�2I�0 + O(a) + O(m20): (5.267)
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kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 151Dabei haben wir au
h das erste Glei
hheitszei
hen nur modulo Termen der Form O(a) +O(m20) na
hgewiesen. Die numeris
hen Werte f�ur die verbleibenden Integrale lauten imFall r = 1 I(1��)�1 = �I(1��)�2 = 0:064801: (5.268)5.3.5 Skalare Di
hteEs wird also im folgenden der 1-Loop-Beitrag ~��(p) zur amputierten Greens-Funktion��(p;�p) aus Abb. 5.5 im Fall � = 11 bere
hnet. Dieser Ausdru
k ist dur
h~��(p) = Z �=a��=a dk(2�4)V d
b� [�;A� ; ��℄(p� k; k;�p)SF (p� k)��SF (p � k)V a
d� [�;A�; ��℄(p;�k; k � p)D��(k): (5.269)gegeben. Wie im Fall des Propagators kann dabei zun�a
hst eine Substitution ak� ! k�dur
hgef�uhrt werden. Au�erdem werden wir als Integrationsvariable q� := ap� � k� ver-wenden.5.3.5.1 Feynman-Ei
hung (� = 1)Im masselosen Fall, den wir hier ohne Eins
hr�ankung annehmen wollen, s
hreibt si
h dasentspre
hende Feynman-Diagramm als~�FEY11 (p) = �g20CA Z ��� d4q(2�)4(�
� 
os�(q + ap)�2 �� ir sin�(q + ap)�2 ���"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )# 11�"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )#� �
� 
os�(q + ap)�2 �� ir sin�(q + ap)�2 ���"4X� sin2�(q � ap)�2 �#�1�24X� sin2(q� ) + 4r2  X� sin2 �q�2 �!235�2): (5.270)Dieses Integral stimmt exakt mit demjenigen �uberein, das uns bei der Bere
hnung desO(m10)-Terms des Propagators �uber den Weg gelaufen ist, man verglei
he mit (5.170).Wir k�onnen daher sofort das Endergebnis~�FEY11 (p) = �S4�CA ��4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 10 + 4�2IFEY�2 �+ O(a) (5.271)



152 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�at�p; a (p� k); dk; 
(p � k); d p; b�Abbildung 5.5: 1-Loop-Korrektur zu O� auf dem Gitterangeben.5.3.5.2 Landau-Ei
hung (� = 0)In Landau-Ei
hung ist no
h der folgende additive Term~�(1��)11 (p) = g20CA Z ��� d4q(2�)4 (sin�q � ap2 ��� �
� 
os�(q + ap)�2 �� ir sin�(q + ap)�2 ���"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )# 11�"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )#� �
� 
os�(q + ap)�2 �� ir sin�(q + ap)�2 �� sin�q � ap2 ���"2X� sin2�(q � ap)�2 �#�2� 24X� sin2(q�) + 4r2  X� sin2 �q�2 �!235�29=; (5.272)zu bere
hnen. Au
h dieser Ausdru
k ist identis
h zum entspre
henden O(m10)-Term imPropagator (5.253), so da� wir mit~�LAN11 (p) = ~�FEY11 (p) + ~�(1��)11 (p)= �S4�CA��3 ln(a2p2)� 3
E + 3F0001 + 152 + 4�2 �IFEY�2 + I(1��)�2 ��+O(a) (5.273)verbleiben.
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hte5.3.6.1 Feynman-Ei
hung (� = 1)Im Kontinuum konnten wir den Ausdru
k f�ur ~�
5 im masselosen Fall lei
ht aus dementspre
henden Term der skalaren Di
hte gewinnen, denn es galt~�
5(p;�p) = ~�11(p;�p)
5: (5.274)Auf dem Gitter ist es ni
ht ohne weiteres m�ogli
h, das hinzugekommene 
5 zu isolieren.Der Grund hierf�ur liegt in der Wilsons
hen Formulierung der Fermionen. Man erh�alt imFall � = 
5 den Ausdru
k~�FEY
5 (p) = �g20CA Z ��� d4q(2�)4 "
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ��#�"�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 # 
5 "�iX� 
� sin q� + 2r sin2 q�2 #�"
� 
os�q + ap2 �� � ir sin�q + ap2 ��#�"4X� sin2�q � ap2 ��#�1�24X� sin2 q� + 4r2 X� sin2 q�2 !235�2 ; (5.275)von dessen Z�ahler wir nur�(
�
� � irs�)(�i=q + 2r�1)
5(�i=q + 2r�1)(
�
� � irs�): (5.276)betra
hten m�ussen. Man erkennt, da� si
h das 
5 ni
ht wie im Kontinuum ganz na
h re
htss
hreiben l�a�t, ohne die relativen Vorzei
hen der einzelnen Terme zu ver�andern.Na
h Ausmultiplikation und Anwendung der Re
henregeln f�ur Gamma-Matrizen identi�-ziert man nun zun�a
hst mittels Power-
ounting die Terme, die im �nalen Resultat endli
hbleiben. Von diesen brau
hen wie oben nur diejenigen weiter ber�u
ksi
htigt zu werden, diegerade in der Integrationsvariablen q sind, denn der Nenner ist ebenfalls gerade. Fernerformt man die Terme dur
h Anwenden von f
�; 
5g = 0 so um, da� das im Verglei
h zurskalaren Di
hte hinzugef�ugte 
5 jeweils ganz re
hts steht. Somit nimmt der �ubrigbleibendeZ�ahler die Gestalt 
2�q2
5 + 4r2�21
2�
5 + r2s2�q2
5 + 4r4�21s2�
5= (4 ��1)q2
5 + 4r2(4��1)�21
5 + r2�1q2
5 + 4r4�31
5 (5.277)an. Insbesondere ist der erste Summand der einzige, der auf eine Divergenz f�uhrt undstimmt (bis auf 
5) mit dem divergenten Term der skalaren Di
hte �uberein.



154 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atDamit k�onnen wir dann auf~�FEY
5 (p) = g20CA Z ��� d4q(2�)4 4�44P� sin2 �(q�ap)�2 ��22 � 
5+g20CA Z ��� d4q(2�)4 ��1�4 + 16r2�21 � 4r2�31 + r2�1�4 + 4r4�314�1�22 � 
5(5.278)s
hlie�en. Mit der Formel (G.16)1�22 = 116�21 + (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�21�22 (5.279)k�onnen wir aus dem ersten (divergenten) Integral no
h einen endli
hen Anteil extrahierenund erhalten so f�ur den konvergenten Teil von ~�FEY
5 insgesamt�4(4�3 � 4r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�31�22 � 
5+��1�4 + 16r2�21 � 4r2�31 + r2�1�4 + 4r4�314�1�22 � 
5= �2�3�4�21�22 � �23�4�31�22 � 12r2 �24�1�22 � r4�1�4�22�14 �4�22 + 14 r2�4�22 + 4r2�1�22 � r2�21�22 + r4�21�22�
5: (5.280)Das verbleibende divergente Integral stimmt nun mit dem der skalaren Di
hte bzw. desmassenabh�angigen Teils der Selbstenergie �uberein, und wir geben sofort das Endergebnis�FEY
5 (p;�p) = 
5 + �S4�CA ��4 ln(a2p2)� 4
E + 4F1000 + 10 + 4�2IFEYP � 
5 +O(a)(5.281)an. Dabei ist IFEYP := 4 ��2�3�4�21�22 � �23�4�31�22 � 12r2 �24�1�22 � r4�1�4�22�14 �4�22 + 14 r2�4�22 + 4r2�1�22 � r2�21�22 + r4�21�22�: (5.282)Den numeris
hen Wert bestimmt man f�ur r = 1 zu IFEYP = 0:071126.5.3.6.2 Landau-Ei
hung (� = 0)Analog zur Betra
htung der skalaren Di
hte erh�alt man im Fall der pseudoskalaren Di
hteden Ausdru
k~�(1��)
5 (p) = g20CA Z ��� d4q(2�)4 (sin�q � ap2 ��� �
� 
os�(q + ap)�2 �� ir sin�(q + ap)�2 ��
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kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 155�"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )# 
5�"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2(q�2 )#� �
� 
os�(q + ap)�2 �� ir sin�(q + ap)�2 �� sin�q � ap2 ���"2X� sin2�(q � ap)�2 �#�2� 24X� sin2(q�) + 4r2  X� sin2 �q�2 �!235�29=; : (5.283)Der Z�ahler des Integranden s
hreibt si
h daher unter Auslassung von O(a)-Termen als~s�(
�
� � irs�)(�i=q + 2r�1)
5(�i=q + 2r�1)(
�
� � irs� )~s� : (5.284)Dur
h Vertaus
hen der Gamma-Matrizen ergibt si
h hieraus~s�~s� (
�
� � irs�)(�i=q + 2r�1)(i=q + 2r�1)(�
� 
� � irs�)
5= �~s�~s��
�
�
�
��4 + irs�
�
��4 � irs�
�
��4 + r2s�s��4+4r2
�
�
�
��21 + 4ir3s�
�
��21 � 4ir3s�
�
��21 + 4r4s�s��21�
5: (5.285)Nur der erste Term ist divergent, so da� man in den anderen Termen ~s� dur
h s� ersetzenkann. Unter Verna
hl�assigung der in q ungeraden endli
hen Terme erh�alt man�(~s�~s�
�
� 
�
��4 + r2s2�s2��4 + 4r2
�
�s�
�s�
��21 + 4r4s2�s2��21)
5: (5.286)Unter dem Integral kann man dies weiter zu�(~s�~s�
�
�~
�~
��4 + 2r2�21�4 + 4r4�41)
5= �� ~�1�4 � ~�3�4 + 2r2�21�4 + 4r4�41� 
5 (5.287)umformen. In den konvergenten Anteilen kann nun die Tilde entfernt werden, da es si
h da-bei nur um O(a)-E�ekte handelt. Mit dem Nenner 14~�21�22 erh�alt man insgesamt denselbenAusdru
k wie bei der skalaren Di
hte~�(1��)
5 (p) = �g20CA Z ��� d4q(2�)4 ( �44 ~�1�22 + ��3�4 + 2r2�21�4 + 4r4�414�21�22 ) 
5: (5.288)Dies ist das Ergebnis aus (5.256), und es folgt~�(1��)
5 (p) = �S4�CA�ln(a2p2) + 
E � F0001 � 52 + 4�2I(1��)�2 � 
5 +O(a) (5.289)



156 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atsowie das Endergebnis~�LAN
5 (p) = ~�FEY
5 (p) + ~�(1��)
5 (p)= �S4�CA��3 ln(a2p2) � 3
E + 3F0001 + 152 + 4�2 �IFEYP + I(1��)�2 �� 
5+O(a): (5.290)5.3.7 Axialer VektorstromNa
hdem in den vorangegangenen Abs
hnitten ~��(p) f�ur � = 11 und � = 
5 bere
hnetworden ist, wird nun der Fall � = 
�
5 betra
htet. In 1-Loop-Ordnung lautet das zubetra
htende Diagramm~�
�
5(p) = Z �=a��=a dk(2�4)V d
b� [�;A� ; ��℄(p� k; k;�p)SF (p� k)
�
5�SF (p � k)V a
d� [�;A�; ��℄(p;�k; k � p)D��(k): (5.291)Na
h der �ubli
hen Substitution und Einf�uhrung der Integrationsvariable q� := ap� � k�betra
hten wir au
h hier nur den masselosen Fall.5.3.7.1 Feynman-Ei
hung (� = 1)Algebrais
her Ausdru
kIn Feynman-Ei
hung erh�alt man f�ur den 1-Loop-Beitrag den Ausdru
k~�
�
5(p) = �g20CA Z ��� d4q(2�)4(�
� 
os�(q + ap)�2 �� ir sin�(q + ap)�2 ���"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2 �q�2 �# 
�
5�"�iX� 
� sin q� + 2rX� sin2 �q�2 �#� �
� 
os�(q + ap)�2 �� ir sin�(q + ap)�2 ���"4X� sin2�(q � ap)�2 �#�1�24X� sin2(q� ) + 4r2  X� sin2 �q�2 �!235�2): (5.292)Wie in den bisher betra
hteten Gr�o�en ist au
h dieses Integral im Ultravioletten logarith-mis
h divergent. Im Z�ahler setzen wir wie gehabt ap = 0, denn wir wollen O(a)-E�ekteunber�u
ksi
htigt lassen. Mit den zuvor eingef�uhrten Abk�urzungen sieht der Z�ahler dannwie folgt aus: �(
�
� � irs�)(�i=q + 2r�1)
�
5(�i=q + 2r�1)(
�
� � irs�): (5.293)
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hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 157Vereinfa
hung des Z�ahlersNa
h Ausmultiplikation zeigt si
h dur
h naives Z�ahlen der Potenzen, da� nur der Term
�
�=q
�
5=q
�
� einen divergenten Beitrag liefert. Die �ubrigen Terme tragen somit im Limesa ! 0 nur dann bei, falls sie gerade in q sind. Man verbleibt no
h mit
2�
�=q
�
5=q
� + 2r2�1
�s�(
�
5=q
� + =q
�
5
� + 
�
�
5=q + 
�=q
�
5)�r2s2�=q
�
5=q � 4r2�21
2�
�
�
5
� + 4r4�21s2�
�
5: (5.294)Mit den bekannten Re
henregeln f�ur Dira
-Matrizen ergibt si
h
�
5=q
� + =q
�
5
� + 
�
�
5=q + 
�=q
�
5= 4 (q�
�
5 � Æ��=q
5) ; (5.295)und die verbleibenden Terme im Z�ahler lassen si
h als
2�
�=q
�
5=q
� + 8r2�1
�s�(q�
�
5 � Æ��=q
5) + r2s2�(2q�=q � 
�q2)
5+4r2�21
2�(2Æ��
� � 
�)
5 + 4r4�21s2�
�
5 (5.296)s
hreiben. Als n�a
hstes wird die Summe �uber � explizit ausgewertet. Dabei sind wiederdie �ubli
hen Beziehungen zwis
hen den Dira
-Matrizen sowie die Additionstheoreme tri-gonometris
her Funktionen auszunutzen. Ferner k�onnen wir s2� unter dem Integral ausSymmetriegr�unden dur
h 14P� s2� ersetzen (ohne Summation �uber �). Ebenso kann imIntegranden q�=q = q�q�
� zu 14
�q2 vereinfa
ht werden, da der Term f�ur � 6= � ungeradein einzelnen Komponenten von q ist und damit unter dem Integral vers
hwindet. Manverbleibt mit folgenden Termen im Z�ahler:
2�
�=q
�
5=q
� + 52r2�1�4
�
5 + 2r2�31
�
5 � 8r2�21
�
5 + 4r4�31
�
5: (5.297)Nur der erste Term f�uhrt zu Divergenzen und kann mit Hilfe der Vertaus
hungsrelatio-nen der Dira
-Matrizen und unter Benutzung unserer abk�urzenden Notation unter demIntegral dur
h 2�4
�
5 � 4q�=q
5 ��5
�
5 (5.298)ersetzt werden. Die Divergenz ste
kt nun in den beiden ersten Summanden, und wir k�onnenals Zwis
henresultat~�
�
5(p) = g20CA Z ��� d4q(2�)4 2�4
� � 4q�=qh4P� sin2 �(q�ap)�2 �i�22 
5+g20CA
�
5 Z ��� d4q(2�)4 ��5 + 52r2�1�4 + 2r2�31 � 8r2�21 + 4r4�314�1�22 (5.299)angeben.



158 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atBehandlung des divergenten AnteilsDas erste Integral ist im UV-Limes a ! 0 logarithmis
h divergent, das zweite bleibtendli
h. Mit der s
hon verwendeten Identit�at (G.16)1�22 = 116�21 + (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�21�22 (5.300)ergibt si
h hieraus~�
�
5(p) = �S4�CA16�2 Z ��� d4q(2�)4 2�4
� � 4q�=qh4P� sin2 � (q�ap)�2 �i �4P� sin2 �q�2 ��2 
5+�S4�CA
�
516�2 Z ��� d4q(2�)4 � �44�31�22 (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)+ 14�1�22 (��5 + 52r2�1�4 + 2r2�31 � 8r2�21 + 4r4�31)� +O(a):(5.301)Dies s
hreiben wir mit der Abk�urzung IA als~�
�
5(p) = �S4�CA16�2 Z ��� d4q(2�)4 2�4
� � 4q�=qh4P� sin2 �(q�ap)�2 �i �4P� sin2 � q�2 ��2
5+�S4�CA
�
54�2IA +O(a): (5.302)Das divergente Integral ist dann dur
h16�2 Z ��� d4q(2�)4 2�4
� � 4q�=qh4P� sin2 � (q�ap)�2 �i �4P� sin2 � q�2 ��2 
5= 16�2 Z ��� d4q(2�)4 2
�Æ��q�q� � 4q�q�
�h4P� sin2 � (q�ap)�2 �i �4P� sin2 � q�2 ��2 
5� 16�2 (8
�Æ��I�� � 16
�I��) 
5: (5.303)gegeben. Die Abk�urzung I�� wurde bereits bei der Betra
htung der skalaren Di
hte ein-gef�uhrt. Im Limes ap ! 0 giltI�� = 116�2 � 116Æ��(2� ln(a2p2)� 
E + F0001) + p�p�8p2 � +O(a): (5.304)Mit L1(a2p2) � ln(ap)2 + 
E � F0001 ergibt si
h f�ur das zu untersu
hende divergenteIntegral also16�2 (8
�Æ��I�� � 16
�I��) 
5= 8
�
5 �14(2� L1(a2p2)) + 18� � 16
�
5 116 (2� L1(a2p2)) � 168 =pp�p2 
5 + O(a)= 
�
5 �(2� L1(a2p2)) + 1�� 2=pp�p2 
5 +O(a)= 
�
5 �� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 3�� 2=pp�p2 
5 +O(a): (5.305)



5.3 Bere
hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 159EndergebnisDamit lautet das Endergebnis auf dem Gitter~�FEY
�
5 (p) = �S4�CA�
�
5 �� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 3�� 2=pp�p2 
5+4�2
�
5IA�+O(a): (5.306)Der Wert des verbleibenden konvergenten Integrals wurde f�ur r = 1 numeris
h zu IFEYA =0:005323 bestimmt.5.3.7.2 Landau-Ei
hung (� = 0)Algebrais
her Ausdru
kDer additive Term im Fall des axialen Stroms lautet~�(1��)
�
5 (p)= g20CA Z ��� d4q(2�)4 ~s�(
��
� � ir�s�)(�i=q + 2r�1)
�
5(�i=q + 2r�1)(
��
� � ir�s�)~s�4 ~�21�22= g20CA Z ��� d4q(2�)4 ~s�(
��
� � ir�s�)(�i=q + 2r�1)
�(i=q + 2r�1)(�
� �
� � ir�s�)~s�4 ~�21�22 
5:(5.307)Vereinfa
hungNa
h Ausmultiplikation des Z�ahlers identi�ziert man genau einen Term, der im Limesap ! 0 divergiert. In den �ubrigen Termen setzen wir wie gewohnt ap = 0 und s
hreibenendli
he Terme, die ungerade in q sind, ni
ht mehr mit. Man verbleibt dann mit�~s�~s�f�
��
�
�=q
�=q
� + 2r2�1
�s�
�=q
� � 2r2�1
�s�
�
�=q + 4r2�21
�
�
�
�
�+r2s�s�=q
�=q � 2r2�1s�
�=q
�
� + 2r2�1s�
�
�=q
� + 4r4�21s�s�
�g
5: (5.308)Im ersten (divergenten) Term s
hreiben wir ~
 anstellen von �
 und k�onnen den Z�ahler unterdem Integral daher dur
h��14~=q=q
�=q~=q + 2r2�21�4
� + 4r4�41
�� 
5 (5.309)ersetzen.Vereinfa
hung des divergenten AnteilsAus dem divergenten Beitrag �g20CA Z ��� d4q(2�)4 ~=q=q
�=q~=q16 ~�21�22 
5 (5.310)k�onnen wir mit Hilfe von (G.16)1�22 = 116�21 + (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�21�22 (5.311)



160 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�ateinen weiteren endli
hen Term abspalten. Au
h hier setzen wir ap = 0 und erhalten�g20CA Z ��� d4q(2�)4 �24(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)16�41�22 
�
5: (5.312)Die Divergenz ist somit in �g20CA Z ��� d4q(2�)4 ~=q=q
�=q~=q256 ~�21�21 
5 (5.313)enthalten, und wir benutzen als n�a
hstes (keine Summation �uber �)~q� = q� � ap�(1� 2s2�) +O(a2)q� = ~q� + ap�(1� 2s2�) +O(a2); (5.314)um zun�a
hst das erste =q und dana
h das zweite ~=q zu entwi
keln. Man bea
hte, da� es ni
htm�ogli
h ist, beide ~=q's na
h a zu entwi
keln, da ansonsten aufgrund des ~�21 im Nenner einPol vierter Ordnung bei q = ap entsteht, �uber den ni
ht ohne Divergenz integriert werdenkann. Zun�a
hst ersetzen wir ~=q=q
�=q~=q also dur
h~�4
�=q~=q + a~=qp�
�(1� 2s2�)
�=q~=q (5.315)und dann dur
h ~�4
��4 � a ~�4
�=qp�
�(1� 2s2�) + a~=qp�
�(1� 2s2�)
�=q~=q: (5.316)Die Terme, die s2� enthalten, sind vom Typ a�(endli
hes Integral) und k�onnen verna
hl�assigtwerden. Mit ~�4 = 4~�1 � 4 ~�3 ergibt si
h dann16 ~�1�1
� � 32�1�3
� + 16�23
� � a ~�4
�=q=p + a~=q=p
�=q~=q: (5.317)Insgesamt erhalten wir daher~�(1��)
�
5 (p) = g20CA Z ��� d4q(2�)4��2r2�21�44�21�22 � 4r4�414�21�22��24(�3 � r2�1)(2�1 ��3 + r2�21)16�41�22 + �38�31 � �2316�41�
�
5�g20CA Z ��� d4q(2�)4 116 ~�1�1 
�
5+g20CAaZ ��� d4q(2�)4� ~�4
�=q=p256 ~�21�21 � ~=q=p
�=q~=q256 ~�21�21�
5 + O(a): (5.318)Vereinfa
hung der endli
hen AnteileWir werden jetzt zeigen, da� die Integrale der ersten beiden Zeilen zusammen Null ergebenund benutzen dazu �2 = �4 + 4r2�21�4 = 4�1 � 4�3: (5.319)



5.3 Bere
hnung der na
kten Gr�o�en in Gitterregularisierung 161Man erkennt dann�8r2�4�41 � 16r4�61 � �24(�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)+2�3�1(�4 + 4r2�21)2 ��23(�4 + 4r2�21)2= �8r2�21�23�4 + 32r2�31�23 � 32r2�21�33= �8r2�21�23(�4 + 4(�3 ��1))= 0; (5.320)was au
h numeris
h �uberpr�uft wurde. Damit verbleiben wir mit~�(1��)
�
5 (p) = �g20CA Z ��� d4q(2�)4 116 ~�1�1 
�
5+g20CAaZ ��� d4q(2�)4� ~�1
�=q=p64 ~�21�21 � ~�3
�=q=p64 ~�21�21 � ~=q=p
�=q~=q256 ~�21�21�
5 + O(a):(5.321)Der Term in ~�3 ist endli
h und ergibt aufgrund des Vorfaktors a keinen Beitrag. Daherk�onnen wir~�(1��)
�
5 (p) = �g20CA Z ��� d4q(2�)4 116 ~�1�1 
�
5+g20CAaZ ��� d4q(2�)4� 
�=q=p64 ~�1�21 � ~=q=p
�=q~=q256 ~�21�21�
5 +O(a) (5.322)s
hreiben.Bere
hnung der UV-endli
hen Integrale im KontinuumslimesDie beiden letzten Integrale bleiben im Ultraviolett-Limes a ! 0 endli
h und k�onnen dahermit Kontinuumsmethoden ausgewertet werden, man verglei
he dazu au
h [KNS℄. MitaZ ��� d4q(2�)4 sin q�64 ~�1�21 = aZ ��� d4q(2�)4 sin q�64P� sin2 � q�ap2 �� �P� sin2 � q2���2= a5 Z �=a��=a d4q(2�)4 sin(aq�)P� �2 sin �a q�p2 ���2 �P� �2 sin �a q2��2�2= Z �=a��=a d4q(2�)4 1a sin(aq�)P� �2a sin �a q�p2 ���2 �P� �2a sin �a q2���2�2a!0�! Z d4q(2�)4 q�(q � p)2(q2)2 (5.323)erhalten wirg20CAaZ ��� d4q(2�)4 
�=q=p64 ~�1�21 
5 a!0�! g20CA
�
�=p Z d4q(2�)4 q�(q � p)2(q2)2 
5: (5.324)Na
h Feynman-Parametrisierung1a2b = 2 Z 10 dx 1� x[(a � b)(1� x) + b℄3 (5.325)



162 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atergibt si
h der glei
hwertige Ausdru
kg20CA
�p2 Z d4q(2�)4 2Z 10 dxx(1� x) 1[q2 + p2x(1� x)℄3 
5: (5.326)Unter Benutzung von (G.20) erhalten wir s
hlie�li
hg20CAaZ ��� d4q(2�)4 ~�1
�=q=p64 ~�21�21 a!0�! 1(4�)2 g20CA
�
5: (5.327)Das zweiten UV-konvergente Integral kann in derselben Weise behandelt werden:�g20CAaZ ��� d4q(2�)4 ~=q=p
�=q~=q256 ~�21�22 a!0�! �g20CA Z d4q(2�)4 (q � p)�p�q�(q � p)�((q � p)2)2(q2)2 
�
�
�
�
�:(5.328)Die Feynman-Parametrisierung wird mittels1a2b2 = 6Z 10 dx x(1� x)[(a � b)x+ b℄4 (5.329)vorgenommen und ergibt na
h Substitution q ! q + px�g20CA Z d4q(2�)4 6Z 10 dxx(1� x)(q + p(x � 1))�p�(q + px)�(q + p(x� 1))�[q2 + p2x(1� x)℄4 
�
�
�
�
� :(5.330)Na
h Ausmultiplikation des Z�ahlers brau
hen nur die Terme ber�u
ksi
htigt zu werden, diegerade in q sind, und man verbleibt mit�g20CAaZ ��� d4q(2�)4 ~=q=p
�=q~=q256 ~�21�22a!0�! �g20CA Z d4q(2�)4 6Z 10 dxx(1� x)�(x� 1)p�p� Z d4q(2�)4 q�q�[q2 + p2x(1� x)℄4+(x� 1)p�p� Z d4q(2�)4 q�q�[q2 + p2x(1 � x)℄4+xp�p� Z d4q(2�)4 q�q�[q2 + p2x(1� x)℄4+(x� 1)2xp�p�p�p� Z d4q(2�)4 1[q2 + p2x(1� x)℄4�
�
�
�
�
�: (5.331)Ausf�uhren der q-Integrationen mittels (G.21) und (G.20) ergibt dann na
h Vereinfa
hungder Gamma-Struktur und verbleibender x-Integration das Resultat�g20CAaZ ��� d4q(2�)4 ~=q=p
�=q~=q256 ~�21�22 a!0�! g20CA 1(4�)2 2p�=pp2 : (5.332)



5.4 Renormierung 163EndergebnisInsgesamt haben wir also~�(1��)
�
5 (p) = g20CA� 116�2 
�
5 + 116�2 2p�=pp2 
5� � g20CA Z ��� d4q(2�)4 116 ~�1�1 
�
5 + O(a);(5.333)und das verbleibende divergente Integral kann in [EM℄ na
hgesehen werden. Als Ender-gebnis k�onnen wir dann~�(1��)
�
5 (p) = �S4�CA�(ln(a2p2) + 
E � F0000 � 1)
�
5 + 2p�=pp2 
5�+O(a) (5.334)notieren.Daraus ergibt si
h s
hlie�li
h~�LAN
�
5 (p) = ~�FEY
�
5 (p) + ~�(1��)
�
5 (p) (5.335)= �S4�CA�F0001 � F0000 + 2 + 4�2IA�
�
5 +O(a); (5.336)wobei wie oben bereits angegeben IA = 0:005323 (f�ur r = 1).5.4 RenormierungZu Beginn dieses Abs
hnittes sei auf folgendes hingewiesen: Alle weiteren Angaben bezie-hen si
h auf 1-Loop-Ordnung. Sowohl bei den na
kten Gr�o�en als au
h bei den Renormie-rungskonstanten verzi
hten wir darauf, bei jedem einzelnen Term auf die Existenz h�ohererBeitr�age hinzuweisen, d.h. ein prinzipiell erforderli
her Summand O(�2S) wird stets igno-riert. Au�erdem werden beim Invertieren von 1-Loop-Gr�o�en Identit�aten formuliert, diein h�oheren Ordnungen i.a. ni
ht gelten, beispielsweise wird das Inverse von 1 + �S � 
 f�ureine beliebige Konstante 
 mit 1� �S � 
 angegeben.5.4.1 Renormierung im MS-S
hema des KontinuumsWir nehmen nun die Renormierung der Kontinuumsgr�o�en im MS-S
hema vor.5.4.1.1 Gluino-PropagatorDer na
kte Propagator in Feynman-Ei
hung ist dur
h (5.55) gegeben:S�1;FEY (p) = �i=p�1 + g216�2CA �2" � 
E + ln 4� � 1�2 Z 10 dx(1� x) ln�p2x(1� x) +m2x�2 ���+m�1 + 4 g216�2CA �2" � 
E + ln 4� � 12� Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��� : (5.337)



164 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atIn Landau-Ei
hung lautet der entspre
hende Ausdru
k (siehe (5.74))S�1;LANF (p) = �i=p+m�1 + g216�2CA �3�2" � 
E + ln 4��� 2�3Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 ��� : (5.338)Daraus ergibt si
h die Renormierungskonstante der Wellenfunktion ZMS� zuZMS;FEY� = 1 � g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (5.339)ZMS;LAN� = 1: (5.340)Die Renormierungskonstante ZMSm liest man dann alsZMS;FEYm = 1 + 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (5.341)ZMS;LANm = 1 + 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (5.342)ab. Die renormierte Selbstenergie kann damit als�MS;FEY=LAN (p) = �i=p�MS;FEY=LAN1 (p) +mMS�MS;FEY=LAN2 (p) (5.343)ges
hrieben werden, wobei die einzelnen Beitr�age dur
h�MS;FEY1 (p) = g216�2CA �1 + 2 Z 10 dx(1� x) ln�p2x(1 � x) +m2x�2 �� (5.344)�MS;FEY2 (p) = g216�2CA �2 + 4 Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� (5.345)�MS;LAN1 (p) = 0 (5.346)�MS;LAN2 (p) = g216�2CA �2 + 3 Z 10 dx ln�p2x(1� x) +m2x�2 �� (5.347)gegeben sind. Da wir sp�ater im MS/LAT-S
hema auf die renormierten masselosen Gr�o�enzur�u
kgreifen werden, seien diese an dieser Stelle no
h einmal gesondert aufgef�uhrt. F�urm = 0 erh�alt man na
h Ausf�uhren der x-Integrationen�MS;FEY1 (p) = g216�2CA�ln p2�2 � 1� (5.348)�MS;FEY2 (p) = g216�2CA�4 ln p2�2 � 6� (5.349)�MS;LAN1 (p) = 0 (5.350)�MS;LAN2 (p) = g216�2CA�3 ln p2�2 � 4� : (5.351)



5.4 Renormierung 1655.4.1.2 Skalare und Pseudoskalare Di
hteIm Fall der skalaren Di
hte haben wir~�FEY11 (p;�p) = g216�2CA4�2" � 
E + ln 4� � ln p2�2 + 32�+ O(") (5.352)bere
hnet (siehe (5.91) bzw. (5.92)) und konnten daraus~�FEY
5 (p;�p) = g216�2CA4�2" � 
E + ln 4� � ln p2�2 + 32� 
5 +O(") (5.353)folgern. In Landau-Ei
hung gilt gem�a� (5.98) und (5.100)~�LAN11 (p;�p) = g216�2CA�3�2" � 
E + ln 4��� 3 ln p2�2 + 4�+ O(") (5.354)bzw.~�LAN
5 (p;�p) = g216�2CA�3�2" � 
E + ln 4��� 3 ln p2�2 + 4� 
5 +O("): (5.355)Im MS-S
hema s
hlie�t man daher zun�a
hst aufZMS;FEY� ZMS;FEYS = 1� 4 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (5.356)ZMS;LAN� ZMS;LANS = 1� 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (5.357)und erh�alt mit den oben bestimmten Renormierungskonstanten der WellenfunktionZMS;FEYS = 1� 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (5.358)ZMS;LANS = 1� 3 g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� : (5.359)Die Renormierungskonstanten der pseudoskalaren Di
hte sind aufgrund des trivialen Zu-sammenhangs zwis
hen den na
kten Gr�o�en identis
h mit denen der skalaren Di
hte, d.h.es gilt ZMS;FEY=LANP = ZMS;FEY=LANS : (5.360)Aus diesen Resultaten bestimmt man die renormierte skalare Di
hte zu�MS;FEY11 (p) = 11 + g216�2CA�6� 4 ln p2�2� (5.361)�MS;LAN11 (p) = 11 + g216�2CA�4� 3 ln p2�2� (5.362)und erh�alt das Ergebnis des pseudoskalaren Falls dur
h�MS;FEY=LAN
5 (p) = �MS;FEY=LAN11 (p)
5: (5.363)



166 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�at5.4.1.3 Axialer VektorstromIm Fall des axialen Vektorstroms � = 
�
5 haben wir f�ur m = 0 in (5.116)~�FEY
�
5 (p; p) = �S4�CA�
�
5 �2" � 
E � ln�p2�2�+ ln 4� + 1� � 2p�=pp2 
5�+ O(") (5.364)und in (5.159) ~�LAN
�
5 (p) = 0 +O(") (5.365)gefunden.Aus den Ergebnissen k�onnen wir die folgenden Zusammenh�ange f�ur die Renormierungs-konstante des axialen Vektorstromes ablesen:ZMS;FEY� ZMS;FEYA = 1� g216�2CA�2" � 
E + ln 4�� (5.366)ZMS;LAN� ZMS;LANA = 1: (5.367)Es folgt dann unmittelbar ZMS;FEYA = 1 (5.368)ZMS;LANA = 1: (5.369)Die renormierte amputierte Greensfunktion des axialen Vektorstroms erh�alt man dann imFall m = 0 zu�MS;FEY
�
5 (p) = 
�
5 + g216�2CA��
�
5 ln p2�2 + 
�
5 � 2p�=pp2 
5� (5.370)�MS;LAN
�
5 (p) = 
�
5: (5.371)5.4.2 Renormierung im MS/LAT-S
hemaAls n�a
hstes geben wir die Renormierungskonstanten im MS/LAT-S
hema an. In diesemS
hema wird die Renormierung der gitterregularisierten Gr�o�en { wie oben erl�autert {dur
h Anpassung an die MS-renormierten Gr�o�en des Kontinuums vorgenommen [CLV℄,[LV℄.5.4.2.1 Gluino-PropagatorDer na
kte Fermion-Propagator auf dem Gitter ist vom TypS�1F (p) = i=p �1� �LAT1 �+m0 �1� �LAT2 � ; (5.372)wobei der Term ra�0 in der Konstanten m absorbiert wurde. In Feynman-Ei
hung habenwir dabei die folgenden Beitr�age zur Selbstenergie des Fermions bere
hnet:�LAT;FEY (p) = i=p�FEY1 +m0�FEY2 + ra�FEY0 : (5.373)



5.4 Renormierung 167Dabei sind (na
h (5.226) und (5.227))�LAT;FEY1 = �S4�CA �ln(ap)2 + 
E � F0001 � 2 + 4�2IFEY�1 � +O(a) + O(m20) (5.374)�LAT;FEY2 = �S4�CA �4 ln(ap)2 + 4
E � 4F0001 � 10 � 4�2IFEY�2 �+ O(a) + O(m0);(5.375)wobei IFEY�1 = 0:369470 (5.376)IFEY�2 = �0:173133 (5.377)I�0 = �0:683119: (5.378)In Landau-Ei
hung haben wir�LAT;LAN1 = �S4�CA ��12 + 4�2 �IFEY�1 + I(1��)�1 ��+ O(a) + O(m20) (5.379)bzw.�LAT;LAN2 = �S4�CA �3 ln(a2p2) + 3
E � 3F0001 � 152 � 4�2 �IFEY�2 + I(1��)�2 ��+O(a) +O(m0) (5.380)gesehen, vgl. (5.265), (5.266). Dabei istI(1��)�1 = �I(1��)�2 = 0:064801: (5.381)Der im MS-S
hema renormierte Propagator des Kontinuums ist dur
hS�1;MSF = �i=p�1� �MS1 �+mMS �1 � �MS2 � (5.382)gegeben, wobei �MS;FEY1 (p) = g216�2CA�ln p2�2 � 1� (5.383)�MS;FEY2 (p) = g216�2CA�4 ln p2�2 � 6� (5.384)�MS;LAN1 (p) = 0 (5.385)�MS;LAN2 (p) = g216�2CA�3 ln p2�2 � 4� : (5.386)F�ur die Renormierungskonstante ZMS=LAT� im MS/LAT- S
hema erh�alt man daherZMS=LAT;FEY� = 1 + �S4�CA �ln (a�)2 + 
E � F0001 � 1 + 4�2IFEY�1 �= 1 + �S4�CA �ln(a�)2 + 12:852� (5.387)



168 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atund ZMS=LAT;LAN� = 1 + �S4�CA��12 + 4�2 �IFEY�1 + I(1��)�1 ��= 1 + �S4�CA16:644: (5.388)Die Renormierungskonstante ZMS=LATm ergibt si
h in Feynman-Ei
hung wegenZMS=LAT;FEYm ZMS=LAT;FEY;�1� = 1 + �S4�CA ��4 ln(a2�2)� 4
E + 4F0001+4 + 4�2IFEY�2 � (5.389)zu ZMS=LAT;FEYm = 1 + �S4�CA ��3 ln(a�)2 + 12:952� : (5.390)In Landau-Ei
hung giltZMS=LAT;LANm ZMS=LAT;LAN;�1� = 1 + �S4�CA�� 3 ln(a2�2)� 3
E + 3F0001+72 + 4�2(IFEY�2 + I(1��)�2 )� (5.391)und daher ZMS=LAT;LANm = 1 + �S4�CA ��3 ln(a�)2 + 12:952� : (5.392)5.4.2.2 Skalare Di
hteF�ur die skalare Di
hte haben wir auf dem Gitter die Ergebnisse~�FEY11 (p) = �S4�CA ��4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 10 + 4�2IFEY�2 �+O(a) (5.393)bzw. ~�LAN11 (p) = �S4�CA��3 ln(a2p2) � 3
E + 3F0001 + 152+4�2 �IFEY�2 + I(1��)�2 �o +O(a) (5.394)gefunden (s. (5.271) und (5.273)). Die renormierte skalare Di
hte des Kontinuums ist dur
h�MS;FEY11 (p) = 1 + g216�2CA�6� 4 ln p2�2� (5.395)�MS;LAN11 (p) = 1 + g216�2CA�4� 3 ln p2�2� (5.396)gegeben.Daraus erh�alt man zun�a
hstZMS=LAT;FEYS ZMS=LAT;FEY� = 1 + �S4�CA[4 ln(a2�2) + 4
E � 4F0001�4 � 4�2IFEY�2 ℄ (5.397)



5.4 Renormierung 169bzw. ZMS=LAT;LANS ZMS=LAT;LAN� = 1 + �S4�CA�3 ln(a2�2) + 3
E � 3F0001�72 � 4�2(IFEY�2 + I(1��)�2 )� (5.398)und dann ZMS=LAT;FEYS = 1 + �S4�CA �3 ln(a�)2 � 12:952� (5.399)sowie ZMS=LAT;LANS = 1 + �S4�CA �3 ln(a�)2 � 12:952� : (5.400)5.4.2.3 Pseudoskalare Di
hteAuf dem Gitter haben wir�FEY
5 = 
5 + �S4�CA ��4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 10 + 4�2IFEYP � 
5 +O(a) (5.401)bere
hnet (s. (5.281)), wobei IFEYP = 0:071126. Au�erdem gilt (5.290):~�LAN
5 (p) = �S4�CA��3 ln(a2p2)� 3
E + 3F0001 + 152+4�2 �IFEYP + I(1��)�2 �o+ O(a): (5.402)Die renormierten Gr�o�en des Kontinuums entspre
hen (bis auf ein 
5) denen der skalarenDi
hte, und es ergibt si
hZMS=LAT;FEYP ZMS=LAT;FEY� = 1 + �S4�CA[4 ln(a2�2) + 4
E � 4F0001�4� 4�2IFEYP ℄ (5.403)bzw. ZMS=LAT;LANP ZMS=LAT;LAN� = 1 + �S4�CA�3 ln(a2�2) + 3
E � 3F0001�72 � 4�2(IFEYP + I(1��)�2 )�; (5.404)so da� wir die Renormierungskonstanten alsZMS=LAT;FEYP = 1 + �S4�CA(3 ln(a2�2) � 22:595) (5.405)ZMS=LAT;LANP = 1 + �S4�CA(3 ln(a2�2) � 22:595) (5.406)angeben k�onnen.



170 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�at5.4.2.4 Axialer VektorstromHier hat si
h in (5.306)~�
�
5(p) = �S4�CA�
�
5 �� ln(a2p2) � 
E + F0001 + 3�� 2=pp�p2 
5+4�2
�
5IA�+O(a) (5.407)und in (5.335)~�LAN
�
5 (p) = �S4�CA�F0001 � F0000 + 2 + 4�2IA�
�
5 +O(a) (5.408)ergeben, und es ist IA = 0:005323. Im Kontinuum gilt�MS;FEY
�
5 (p) = 
�
5 + g216�2CA��
�
5 ln p2�2 + 
�
5 � 2p�=pp2 
5� (5.409)�MS;LAN
�
5 (p) = 
�
5; (5.410)so da� wirZMS=LAT;FEYA ZMS=LAT;FEY� = 1 + �S4�CA[ln(a2�2) + 
E � F0001 � 2� 4�2IA℄ (5.411)und ZMS=LAT;LANA ZMS=LAT;LAN� = 1 + �S4�CA[�F0001 + F0000 � 2� 4�2IA℄ (5.412)folgern k�onnen. Daraus liest manZLAT;MS;FEYA = 1 � �S4�CA (15:796) (5.413)und ZLAT;MS;LANA = 1� �S4�CA (15:796) (5.414)ab.5.4.3 Renormierung im RI-S
hemaIn diesem Abs
hnitt nehmen wir die Renormierung der gitterregularisierten Gr�o�en imRI-S
hema vor. Dieses greift ni
ht auf die Kontinuumsresultate zur�u
k. Man bea
hte da-bei, da� si
h die Spurbildung bei der Projektion der Gr�o�en sowohl auf die Spinorindizeswie au
h auf die Farbfreiheitsgrade bezieht. Dabei m�o
hte i
h darauf hinweisen, da� s�amt-li
he zu projizierenden Gr�o�en einen Vorfaktor Æab tragen, den wir bisher in der Regelni
ht mitges
hrieben haben. Die Spurbildung �uber die Farbindizes ist dabei im Sinne vonTr(Æab) �Pa Æaa = N2
 � 1 zu verstehen.



5.4 Renormierung 1715.4.3.1 Gluino-PropagatorAus �LAT;FEY1 (p2 = �2) = �S4�CAÆab �ln(a�)2 + 
E � F0001 � 2 + 4�2IFEY�1 � (5.415)und 116(N2
 � 1) Tr 
�=p��LAT;FEY1 (p)�p� !�����p2=�2 = 12 �S4�CA (5.416)erhalten wir die Renormierungskonstante der Wellenfunktion gem�a� (5.33) zuZRI;FEY� = 1 + �S4�CA�ln(a�)2 + 
E � F0001 � 32 + 4�2IFEY�1 � (5.417)= 1 + �S4�CA �ln(a�)2 + 12:352� : (5.418)In Landau-Ei
hung ergibt si
h wegen�LAT;LAN1 (p2 = �2) = �S4�CAÆab��12 + 4�2 �IFEY�1 + I(1��)�1 �� (5.419)und 116(N2
 � 1) Tr 
�=p��LAT;LAN1 (p)�p� !�����p2=�2 = 0 (5.420)der Wert ZRI;LAN� = 1 + �S4�CA��12 + 4�2 �IFEY�1 + I(1��)�1 �� (5.421)= 1 + �S4�CA(16:644): (5.422)F�ur die Renormierung der Masse erh�alt man zun�a
hstZRI;FEYm ZRI;FEY;�1� = 1 + �S4�CA ��4 ln(a2�2) � 4
E + 4F0001+10 + 4�2IFEY�2 � (5.423)und ZRI;LANm ZRI;LAN;�1� = 1 + �S4�CA�� 3 ln(a2�2)� 3
E + 3F0001+152 + 4�2(IFEY�2 + I(1��)�2 )�: (5.424)Daher gilt ZRI;FEYm = 1 + �S4�CA ��3 ln(a�)2 + 18:452� (5.425)bzw. ZRI;LANm = 1 + �S4�CA ��3 ln(a�)2 + 16:952� : (5.426)



172 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�at5.4.3.2 Skalare Di
hteF�ur die skalare Di
hte ergeben si
h aus den o.g. na
kten Resultaten auf dem Gitter diefolgenden projizierten Gr�o�en:�FEY11 (p) = 1 + �S4�CA ��4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 10 + 4�2IFEY�2 � +O(a)�LAN11 (p) = 1 + �S4�CA��3 ln(a2p2)� 3
E + 3F0001 + 152+4�2 �IFEY�2 + I(1��)�2 �o+O(a): (5.427)Daraus lesen wirZRI;FEYS ZRI;FEY� = 1 + �S4�CA �4 ln(a2�2) + 4
E � 4F0001�10� 4�2IFEY�2 � (5.428)und ZRI;LANS ZRI;LAN� = 1 + �S4�CA�3 ln(a2�2) + 3
E � 3F0001�152 � 4�2(IFEY�2 + I(1��)�2 )� (5.429)ab, und es folgt ZRI;FEYS = 1 + �24�CA �3 ln(a2�2) � 18:452� (5.430)bzw. ZRI;LANS = 1 + �24�CA �3 ln(a2�2)� 16:952� : (5.431)5.4.3.3 Pseudoskalare Di
hteAuf dem glei
hen Weg ergibt si
h im Fall der pseudoskalaren Di
hte aus den projiziertenamputierten Greens-Funktionen�FEY
5 = 1 + �S4�CA ��4 ln(a2p2)� 4
E + 4F0001 + 10 + 4�2IFEYP �+ O(a)�LAN
5 (p) = 1 + �S4�CA��3 ln(a2p2)� 3
E + 3F0001 + 152+4�2 �IFEYP + I(1��)�2 �o +O(a) (5.432)das Zwis
henergebnisZRI;FEYP ZRI;FEY� = 1 + �S4�CA �4 ln(a2�2) + 4
E � 4F0001�10� 4�2IFEYP � (5.433)bzw. ZRI;LANP ZRI;LAN� = 1 + �S4�CA�3 ln(a2�2) + 3
E � 3F0001�152 � 4�2(IFEYP + I(1��)�2 )�: (5.434)



5.4 Renormierung 173Daher k�onnen wir ZRI;FEYP = 1 + �S4� (3 ln(a2�2)� 28:095) (5.435)ZRI;LANP = 1 + �S4� (3 ln(a2�2)� 26:595) (5.436)notieren.5.4.3.4 Axialer VektorstromIm Falle des axialen Vektorstromes erhalten wir na
h Projektion der o.g. na
kten Gr�o�en�
�
5(p) = 1 + �S4�CA �� ln(a2p2)� 
E + F0001 + 52 + 4�2IA�+O(a)�LAN
�
5 (p) = 1 + �S4�CA�F0001 � F0000 + 2 + 4�2IA�+ O(a); (5.437)so da� wirZRI;FEYA ZRI;FEY� = 1 + �S4�CA� ln(a2�2) + 
E � F0001 � 52 � 4�2IA� (5.438)und ZRI;LANA ZRI;LAN� = 1 + �S4�CA ��F0001 + F0000 � 2� 4�2IA� (5.439)ablesen k�onnen. Es folgt dann mit den oben ermittelten Werten f�ur ZRI�ZRI;FEYA = 1� �S4�CA(15:796) (5.440)und ZRI;LANA = 1 � �S4�CA(15:796): (5.441)5.4.4 Zusammenfassung der RenormierungskonstantenWir haben die Renormierungskonstanten nun in allen drei S
hemata sowohl in Feynman-Ei
hung (� = 1) als au
h in Landau-Ei
hung (� = 0) bestimmt. Dur
h Interpolationlassen si
h die Ergebnisse f�ur beliebige Ei
hparameter � angeben. Man erh�alt:ZMS� 1� ��S4� CA �2" � 
E + ln 4��ZMS=LAT� 1 + �S4� CA �� ln(a�)2 + 16:644 � 3:792��ZRI� 1 + �S4� CA �� ln(a�)2 + 16:644 � 4:292��ZMSm 1 + 3�S4� CA �2" � 
E + ln 4��ZMS=LATm 1 + �S4� CA ��3 ln(a�)2 + 12:952�ZRIm 1 + �S4�CA ��3 ln(a�)2 + 16:952 + 1:5��



174 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atZMSS 1 � 3�S4� CA �2" � 
E + ln 4��ZMS=LATS 1 + �S4� CA �3 ln(a�)2 � 12:952�ZRIS 1 + �S4� CA �3 ln(a�)2 � 16:952 � 1:5��ZMSP 1 � 3�S4� CA �2" � 
E + ln 4��ZMS=LATP 1 + �S4� CA �3 ln(a�)2 � 22:595�ZRIP 1 + �S4� CA �3 ln(a�)2 � 26:595 � 1:5��ZMSA 1ZMS=LATA 1� �S4� CA(15:796)ZRIA 1� �S4� CA(15:796)5.5 Diskussion der ErgebnisseDie aufgef�uhrten Renormierungskonstanten sind ni
ht v�ollig unabh�angig voneinander, son-dern sind dur
h die 
hirale Ward-Identit�at miteinander verkn�upft. Im Kontinuum habenwir beispielsweise in (4.104) gefunden, da� zwis
hen den na
kten Greensfunktionen desaxialen Vektorstroms und der pseudoskalaren Di
hte die Relation0 = ���J5�(x)O � 2mP (x)O + 1i ÆOÆ�(x) �����=0� (5.442)besteht. Im Fall von O = �(x1)��(x2) ergibt si
h daraus�x� 
�(x1)J5�(x)��(x2)� = 2m 
�(x1)P (x)��(x2)��Æ(x � x1) 

5�(x1)��(x2)�� Æ(x � x2) 
�(x1)��(x2)
5� :(5.443)Der obere Index x zeigt dabei an, da� die Di�erentiation na
h x erfolgt. J5� = O
�
5 warin unserer Notation der axiale Vektorstrom und P = O
5 die pseudoskalare Di
hte. Na
hFourier-Transformation und Amputation der �au�eren Beine erh�alt man hieraus [PT℄q��
�
5(p1; q; p2) = 2m�
5(p1; q; p2)� �S�1F (p1) + S�1F (p2)�
5: (5.444)Dabei haben wir den an den Verti
es des axialen Vektorstroms bzw. der pseudoskala-ren Di
hte einlaufenden Impuls mit q bezei
hnet und s
hreiben die amputierten Greens-Funktionen als �
�
5(p1; q; p2) bzw. �
5(p1; q; p2), wenn p1 und p2 die Impulse der externenFermionen sind. Bei der Amputation bea
htet man 
5SF (�p2) = SF (p2)
5. Die Relation(5.444) stellt eine Verkn�upfung der na
kten Gr�o�en dar, l�a�t si
h aber { mit gewissenEins
hr�ankungen (s.u.) { au
h auf die renormierten Greens-Funktionen �ubertragen. Prin-zipiell wird die 
hirale Symmetrie zwar dur
h den dimensionellen Regulator gebro
hen,do
h es handelt si
h dabei um eine sogenannte wei
he Symmetriebre
hung [Po℄. Die axialeWard-Identit�at ist daher in obiger Form au
h f�ur die renormierten Gr�o�en g�ultig, sofern



5.5 Diskussion der Ergebnisse 175wir die axiale Anomalie au�er Betra
ht lassen. Die Diskussion des anomalen Terms holenwir unten na
h. Wir s
hreiben daher zun�a
hstZ�ZAq��
�
5(p1 ; q; p2) = 2ZmZ�ZPm�
5(p1; q; p2)�Z� �S�1F (p1) + S�1F (p2)� 
5: (5.445)Betra
hten wir nun den Fall q = 0, d.h. p1 = p2, so vers
hwinden die linken Seiten von(5.444) und (5.445). Aus dem Verglei
h der re
hten Seiten erh�alt man dannZmZ�ZP = Z�; (5.446)so da� also ZP = Z�1m : (5.447)folgt. Damit l�a�t si
h (5.445) au
h alsZ�ZAq��
�
5(p1; q; p2) = Z� �2m�
5(p1; q; p2)� �S�1F (p1) + S�1F (p2)� 
5� (5.448)s
hreiben, und ein erneuter Verglei
h mit (5.444) zeigt Z�ZA = Z�, alsoZA = 1: (5.449)Diese Zusammenh�ange werden von den Renormierungskonstanten des MS-S
hemas desKontinuums erf�ullt, wie ein Bli
k auf die obige Tabelle zeigt. Die G�ultigkeit der renor-mierten Ward-Identit�at erkennt man au
h an �MS2 + ~�MS
5 = 0.Allerdings haben wir in unseren bisherigen Betra
htungen die sogenannte axiale Anomalieni
ht ber�u
ksi
htigt. Bei der Anomalie handelt es si
h um einen quantentheoretis
henE�ekt, sie �au�ert si
h also ni
ht in der na
kten Ward-Identit�at, beein
u�t aber derenrenormierte Form. Statt (5.445) m�ussen wir daher im renormierten Fall korrekterweiseZ�ZAq��
�
5(p1; q; p2) = 2ZmZ�ZPm�
5(p1; q; p2)� Z� �S�1F (p1) + S�1F (p2)� 
5+Z�Zan�an(p1; q; p2): (5.450)s
hreiben. Dabei ist �an analog zu den �� als amputierte Greens-Funktion zwis
hen zweiFermion-Zust�anden erkl�art. Der zugeh�orige Operator Oan nimmt im Ortsraum die GestaltOan(x) = g216�2 "����F��(x)F�� (x) (5.451)an, vgl. z.B. [CL℄ oder [MM℄. Damit kann Glei
hung (5.445) in Anwesenheit der Anomalieni
ht f�ur allgemeine Impulse q aufre
ht erhalten werden, und wir k�onnen ni
ht l�anger aufZA = 1 s
hlie�en. In der Tat �ndet man in h�oheren Ordnungen der St�orungstheorie ZA 6=1, insbesondere kann ZA au
h divergent sein. F�ur den Fall der QCD beoba
htet Adlerin [Ad℄ beispielsweise auf 2-Loop-Niveau eine explizite Divergenz. In der Notation derGitterregularisierung ist diese proportional zu g4 ln(a2m2). Insbesondere f�allt auf, da� ZAin der QCD auf der kritis
hen Linie (m = 0) au
h f�ur endli
he Gitterkonstanten divergiert,d.h. im 
hiralen Limes kann keine Renormierungskonstante ZA angegeben werden. Ob diesau
h in der supersymmetris
hen Theorie zutri�t, kann ni
ht ohne explizite Re
hnungenents
hieden werden, es ist zumindest denkbar, da� si
h hier vers
hiedene anomale Beitr�agegegenseitig eliminieren, so da� der totale Beitrag vers
hwindet.



176 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�atWeitergehende �Uberlegungen zeigen, da� si
h die axiale Anomalie perturbativ nur in soge-nannten Drei
ksgraphen beoba
hten l�a�t [Po℄, [Ry℄. Aufgrund der in unseren Re
hnungengew�ahlten externen Zust�ande (zwei Gluinos) treten diese Diagramme in dieser Arbeit ni
htauf, so da� das 1-Loop-Ergebnis von der Anomalie ni
ht beeintr�a
htigt wird, wir beoba
h-ten daher ZA = 1. W�ahlt man beispielsweise den axialen Strom selbst als �au�eren Zustand,betra
htet also sogenannte AAA-Drei
ksgraphen (vgl. [Ry℄), so geht die Anomalie explizitin die Re
hnungen mit ein und beein
u�t ZA in Ordnung g4 und h�oher.Auf die Glei
hung Zm = Z�1P hat der anomale Term hingegen keinen Ein
u�, denn eszeigt si
h, da� der Vertex Van des anomalen Terms im Impulsraum von der FormVan � "����p1�p2� (5.452)ist. Bei q = 0, d.h. p1 = p2 vers
hwindet also der anomale Beitrag [Ad℄. In diesem Fallbleibt die Anomalie f�ur unsere Betra
htungen also ohne Bedeutung, und die Glei
hungen(5.446) und (5.447) bleiben weiterhin g�ultig, es gilt na
h wie vor ZmZP = 1.Auf dem Gitter ist die axiale Ward-Identit�at s
hon auf Baumgraphen-Niveau ni
ht exakterf�ullt, vielmehr tritt ein expliziter symmetriebre
hender Term XA auf, vgl. (4.111). Daherk�onnen wir f�ur die Renormierungskonstanten { selbst in unseren "anomaliefreien\ Bere
h-nungen { im MS/LAT- und im RI-S
hema ni
ht l�anger ZA = 1 und Zm = Z�1P erwarten,au
h ZA = ZmZP gilt ni
ht mehr. Allerdings erwartet man, da� diese Gr�o�en na
h wie vorendli
h bleiben, insbesondere bildet also der axiale Strom in 1-Loop-Ordnung keine eigeneDivergenz aus. Die Fixierung dur
h die Ward-Identit�at �au�ert si
h auf dem Gitter in derTatsa
he, da� in unseren Betra
htungen weder ZA no
h ZmZP vom Renormierungss
hemaabh�angen. Es gilt ZMS=LATA = ZRIA = 1� �S4�CA(15:796) (5.453)und ZMS=LATP ZMS=LATm = ZRIP ZRIm= 1� �S4�CA(9:643): (5.454)Es ist analog zum Kontinuumsfall zu erwarten, da� ZPZm au
h in h�oheren Ordnungen vonder Wahl des Renormierungss
hemas unabh�angig und endli
h ist, sofern das Renormie-rungss
hema die Ward-Identit�at respektiert. Aufgrund der Anomalie kann ZA in h�oherenOrdnungen der Kopplungskonstanten glei
hwohl Divergenzen beinhalten.Wir beoba
hten au�erdem, da� die Renormierungskonstanten ZS , ZP und ZA im MS- undMS/LAT-S
hema ei
hinvariant sind, w�ahrend dies f�ur das RI-S
hema ni
ht zutri�t. Dieshat den folgenden Hintergrund [Vl℄, [MPSTV℄:Zur Renormierung im MS- bzw. MS/LAT-S
hema werden die Divergenzen der na
k-ten Greens-Funktionen systematis
h isoliert und unabh�angig von den gew�ahlten �au�erenZust�anden (in unseren Bere
hnungen zwei Gluinos) subtrahiert. Prinzipiell k�onnen hier-bei au
h ei
hinvariante externe Zust�ande gew�ahlt werden (man denke etwa an Hadronenoder den S
hr�odinger-Funktional-Formalismus). Da die Divergenz des Operators O� aberni
ht von diesen Zust�anden abh�angt und O� ei
hinvariant ist, zeigt si
h in jedem Fall,



5.6 Die 
hirale Ward-Identit�at und die Gluino-Masse 177da� ZS, ZP und ZA in diesen S
hemata ei
hunabh�angig sind. Anders verh�alt es si
h hin-gegen im RI-S
hema, da dort der endli
he Anteil der Renormierungskonstanten von den�au�eren Zust�anden abh�angt und somit Ei
habh�angigkeiten beinhalten kann. Die anomaleDimension bleibt davon allerdings unber�uhrt.F�ur die Renormierung der Wellenfunktion gilt die obige Argumentation ni
ht, denn derGluino-Propagator < �(x)��(y) > ist im Gegensatz zu den Operatoren O� ni
ht ultralo-kal und daher ei
habh�angig. Denno
h beoba
hten wir �LAN0 (p) = �FEY0 (p). Dies zeigt,da� die additive Massenrenormierung und insbesondere die kritis
he Linie der Theorieei
hunabh�angig sind (zum Begri� der kritis
hen Linie vgl. [MM℄, [Ge℄).Au�erdem f�allt in unseren Ergebnissen auf, da� in allen S
hemata und Ei
hungen ZS =Z�1m gilt. Dies hat folgende Ursa
he: Unter Benutzung der Invarianz der QCD-Wirkungunter den Transformationen  ! ei� , � ! � e�i� der Quark-Felder l�a�t si
h in dieserTheorie eine weitere Ward-Identit�at der Form < ��V� >= 2m < S > herleiten, wobeiV� = � (x)
� (x) den Vektorstrom darstellt. Analog zum axialen Fall, zeigt man dann1 = ZV = ZmZS, in dieser Ward-Identit�at tritt keine Anomalie auf. Die dazu notwendigeArgumentation (s.o.) l�a�t si
h im Gegensatz zur axialen Symmetrie auf das Gitter �uber-tragen, denn es ist im Fall der QCD au
h dort m�ogli
h, einen exakt erhaltenen Vektorstromzu de�nieren [MM℄. In einer Theorie mit Majorana-Spinoren ma
hen aber die Transfor-mationen � ! ei��, �� ! ��e�i� keinen Sinn, sondern f�uhren aufgrund der Verkn�upfungvon � und �� zum Widerspru
h. Eine entspre
hende Ward-Identit�at steht in der super-symmetris
hen Theorie also ni
ht zur Verf�ugung. Unser Ergebnis ZS = Z�1m ist auf diestrukturelle �Ahnli
hkeit unserer 1-Loop-Re
hnungen zu denen der QCD zur�u
kzuf�uhren.Aufgrund von auftretenden Fermion-Loops ist fragli
h, ob dieses Ergebnis au
h in h�oherenOrdnungen der St�orungstheorie Bestand hat.5.6 Die 
hirale Ward-Identit�at und die Gluino-MasseIn Kapitel 4 haben wir gesehen, da� die 
hirale Symmetrie im Kontinuum f�ur den Fallvers
hwindender Fermion-Masse klassis
h exakt erhalten ist, daher spri
ht man bei Glei-
hung (4.104) au
h von der PCAC-Relation (partially 
onserved axial 
urrent). Auf demGitter hingegen ist die 
hirale Symmetrie au
h im Fall m0 = 0 dur
h den Wilson-Termexplizit gebro
hen. Die De�nition eines renormierten axialen Stroms auf dem Gitter istdaher { wie wir bereits an den oben bestimmten Renormierungskonstanten gesehen ha-ben { komplizierter als in kontinuierli
her Raum-Zeit. Insbesondere ist au
h eine additiveMassenkorrektur notwendig. Dies m�o
hte i
h vor dem Hintergrund m�ogli
her zuk�unftigerRe
hnungen im folgenden n�aher erl�autern. Dazu wird zun�a
hst die Renormierung zusam-mengesetzter Operatoren bespro
hen.Unter zusammengesetzten Operatoren versteht man Produkte von Feldoperatoren und de-ren Ableitungen, die am selben Raum-Zeit-Punkt auszuwerten sind, beispielsweise fallendie in diesem Kapitel betra
hteten Operatoren O�(x) = ��(x)��(x) in diese Kategorie. Beider direkten Bere
hnung bilden sie { wie gesehen { eigene Divergenzen aus und bed�urfendaher einer gesonderten Renormierung, die ni
ht dur
h die �ubli
he Renormierung der Fel-der und Parameter der Wirkung abgede
kt werden kann. Ausnahmen bilden hier die exakt



178 St�orungstheorie der Chiralen Ward-Identit�aterhaltenen Noether-Str�ome der Ward-Identit�aten. Wir haben z.B. gesehen, da� der axia-le Strom im Kontinuum (bei Abwesenheit von Anomalien) keiner eigenen Renormierungbedarf, es ist dann ZA = 1. F�ur die anderen Operatoren O� hingegen ist eine zus�atzli
hemultiplikative Renormierung Z� 6= 1 notwendig, wobei Z� Divergenzen enthalten kann.Genauere Betra
htungen zeigen, da� die Operatoren O� insofern eine Ausnahme bilden,als da� sie rein multiplikativ zu renormieren sind, im allgemeinen ist au
h eine additiveRenormierung notwendig [Co℄, man spri
ht von operator mixing. Aus theoretis
hen �Uberle-gungen ergibt si
h dabei, da� eine Operatormis
hung nur mit sol
hen Operatoren auftritt,deren Massendimension h�o
hstens so gro� ist wie die des zu renormierenden Operators.So s
hreibt si
h der renormierte Operator Â alsÂ =XB ZABB; (5.455)wobei die Massendimensionen der Operatoren B kleiner-glei
h der Massendimension desOperators A sind. Ein Beweis hierzu �ndet si
h in [Co℄ Kap. 6.4. Mis
hung tritt dabeinur mit sol
hen Operatoren auf, die dieselben Quantenzahlen haben wie der untersu
hteOperator A.Im Fall der 
hiralen (und au
h der supersymmetris
hen) Ward-Identit�at interessieren wiruns f�ur die Renormierung ei
hinvarianter zusammengesetzter Operatoren, man denke etwaan die Bre
hungsterme XA und XS auf dem Gitter. Im Fall �ubli
her globaler Symmetriender Wirkung tritt eine Mis
hung nur mit sol
hen Operatoren auf, die ebenfalls invariantunter der jeweiligen Symmetrie sind. Als Beispiel mag hier die Lorentz-Invarianz dienen.Dieses Argument gilt ni
ht f�ur die (lokale) Ei
hsymmetrie, denn dur
h die Einf�uhrung vonEi
h�xierungstermen in der Wirkung geht diese Invarianz verloren, man verbleibt mit derBRS-Invarianz [Co℄, [St℄. Allgemein zeigt si
h (die dabei auftretenden Subtilit�aten werdenhier vers
hwiegen), da� ei
hinvariante Operatoren nur mit BRS-invarianten Operatorenmis
hen. Mis
hung eines ei
hinvarianten Operators O tritt dabei mit folgenden Klassenvon Operatoren h�o
hstens glei
her Massendimension auf:� ei
hinvariante Operatoren O1; :::;On, die si
h unter Ausnutzung der Bewegungsglei-
hungen als linear unabh�angig w�ahlen lassen� Operatoren Ai, die BRS-Transformationen anderer Operatoren ~Ai darstellen: Ai =ÆBRS ~Ai� Operatoren, die aufgrund der Bewegungsglei
hungen vers
hwinden� �ubrige Operatoren, die aufgrund ihres Verhaltens unter den globalen Symmetriender Wirkung und ihrer Massendimension mit O mis
hen k�onnen.Vers
hiedene Theoreme von Joglekar und Lee [Co℄ zeigen aber, da� bei der Bildungphysikalis
her Matrixelemente nur die erste Klasse von Operatoren ber�u
ksi
htigt werdenmu�. Betra
htet man in diesem Sinne den Term XA der 
hiralen Ward-Identit�at auf demGitter 0 = D�b�J5;lat� (x)O � 2m0P (x)O �XA(x)OE (5.456)
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hl�assigt haben), so identi�zieren Bo
hi

hio et. al. in[BMMRT℄ sowie Donini und Mitarbeiter in [DGHV℄ die folgenden Operatoren, mit de-nen XA im Kontinuumslimes mis
ht: P = ��
5�, �b�J5;lat� und Q = G�� ~G��. Dabei ist ~G��eine Gitter-Version des dualen Feldst�arketensors. Bezei
hnet man die additiven Renormie-rungskonstanten mit 2 �m, ZQ und ZA� ~ZA� 1, so ergibt si
h eine endli
he Gr�o�e XA wiefolgt: XA(x) = XA(x) + 2 �mP (x) + (ZA � ~ZA � 1)�b�J5�(x)� ZQG�� ~G��: (5.457)W�ahlt man nun ein Renormierungss
hema, in dem < XA(x)O >a!0�! 0 erf�ullt ist, so erh�altman die renormierte Ward-Identit�at [DGHV℄DZA�b�J5;lat� (x)OE = 2(m0 � �m) hP (x)Oi+D(ZQG��(x) ~G��(x) + ~ZA�b�J5�(x))OE +O(a)= 2(m0 � �m) hP (x)Oi+ < ~Q > +O(a): (5.458)~Q = ZQG��(x) ~G��(x) + ~ZA�b�J5�(x) ist dabei der Term, der die 
hirale Anomalie zumAusdru
k bringt12 . (5.458) nimmt daher genau die Form der entspre
henden renormiertenWard-Identit�at des Kontinuums (5.450) an. Bea
htet man, da� die pseudoskalare Di
htemit ZP renormiert wird, so erkennt manZ�1P (m0 � �m) (5.459)als die renormierte Masse. Es wird damit klar, da� XA eine additive Massenkorrekturbewirkt.
12Man bea
hte, da� der Operator ~G��G�� ni
ht rein multiplikativ zu renormieren ist, sondern au
h hierOperator-Mis
hung (mit �b�J5�) auftritt [DGHV℄. Dies wird dur
h die k�unstli
he Einf�uhrung von ~ZA bereitsim voraus ber�u
ksi
htigt.



Kapitel 6Die Verti
es des SuperstromsDer in Kapitel 4 konstruierte Superstrom enth�alt aufgrund des beteiligten Feldst�arketen-sors gluonis
he Anteile. Bei st�orungstheoretis
hen Betra
htungen dieses Stroms ist deswe-gen seine Entwi
klung in Potenzen von g in Form von zus�atzli
hen Verti
es zu ber�u
k-si
htigen. In diesem Kapitel werden daher die Feynman-Regeln f�ur einige der Verti
es desNoether-Stroms S� hergeleitet. Im Kontinuum treten nur der Ein-Gluonen-Vertex undder Zwei-Gluonen-Vertex auf, auf dem Gitter sind aufgrund der Plaquettenvariablen imSuperstrom prinzipiell Verti
es mit beliebig vielen Gluonen m�ogli
h. Wir bes
hr�anken unshier auf die f�ur 1-Loop-Betra
htungen relevanten Verti
es mit einem, zwei bzw. drei Gluo-nen. Dabei w�ahlen wir die in Kapitel 4 diskutierte lokale Version des Gitter-Superstroms,dessen st�orungstheoretis
he Behandlung einfa
her ist als die des ni
ht-lokalen Stroms.16.1 KontinuumIm Kontinuum ist der in den behandelten Ward-Identit�aten vorkommende Noether-Stromdur
h S�(x) = �2 igTrfF�� (x)���
��(x)g (6.1)gegeben, vgl. (4.19). Der explizite Ausdru
k f�ur den auftretenden Feldst�arketensor istF�� (x) = ��A� (x)���A�(x)+[A�(x); A� (x)℄, so da� hier nur zwei Verti
es mit einem bzw.zwei externen Gluonen auftreten, vgl. dazu Abb. 6.1. Die explizite Form ihrer Feynman-Regeln soll im folgenden bestimmt werden.6.1.1 Der Ein-Gluon-Vertex des SuperstromsZur Bestimmung des Vertex nehmen wir eine Entwi
klung des Superstroms na
h der Kopp-lungskonstanten g vor S�(x) = S(1)� (x) + gS(2)� (x) (6.2)1Die Herleitung der Verti
es des Superstroms wurden gemeinsam mit Claus Gebert dur
hgef�uhrt undsind daher au
h Bestandteil seiner Diplomarbeit [Ge℄.
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�p ak b; �a) mit einem Gluon �p ak1 b; � k2 
; �b) mit zwei GluonenAbbildung 6.1: Verti
es des Kontinuums-Superstromsund erhalten den ersten ni
ht-trivialen Term zuS(1)� (x) = �2 igTr f(��A� (x)� ��A�(x))���
��(x)g= �2���Ab� (x)� ��Ab�(x)����
��a(x)TrnT aT bo= �2Æab��Ab�(x)���
��a(x): (6.3)Man bea
hte dabei, da� A� = �igAa�T a, da� also jeder Faktor des Ei
hfeldes A einerPotenz der Kopplungskonstanten entspri
ht. Einsetzen der Fourier-Transformierten derFelder A� (x) und �(x) gem�a�Ab� (x) = Z d4k(2�)4 eikx ~Ab�(k) (6.4)�a(x) = Z d4p(2�)4 eipx~�a(p) (6.5)liefert na
h Fourier-Transformation des gesamten Ausdru
ks~S(1)� (q) = Z d4xeiqxS(1)� (x)= �2iÆab���
� Z d4x Z d4k(2�)4 Z d4p(2�)4 ei(p+k+q)xk� ~Ab�(k)~�a(p)= �2iÆab���
� Z d4k(2�)4 Z d4p(2�)4 Æ(p + k + q)k� ~Ab� (k)~�a(p): (6.6)Der Ein-Gluon-Vertex Sab�;� (p; k) ist �uber~S(1)� (q) = Z d4k(2�)4 Z d4p(2�)4 Æ(p + k + q)Sab�;� (p; k) ~Ab� (k)~�a(p) (6.7)de�niert und ergibt si
h daher zuSab�;�(p; k) = �2iÆab���
�k�: (6.8)



182 Die Verti
es des Superstroms6.1.2 Der 2-Gluonen-Vertex des SuperstromsDer 2-Gluonen-Superstrom-Vertex resultiert aus dem Term erster Ordnung in g des Su-perstroms S(2)� (x) = �2 igTrf[A�(x); A� (x)℄���
��(x)g= 2igA
�(x)Ab�(x)�a(x)���
�Trn[T 
; T b℄T ao : (6.9)Mit Tr�[T 
; T b℄T a	 = if
bdTr�T dT a	 = if
bd12Æda = �12 ifab
 l�a�t si
h dies alsS(2)� (x) = gfab
A
�(x)Ab� (x)�a(x)���
� (6.10)s
hreiben. Na
h Einsetzen der Fourier-Transformierten der beteiligten Felder erh�alt manhieraus wiederum na
h Fourier-Transformation~S(2)� (q) = Z d4xeiqxS(2)� (x)= gfab
���
� Z d4k1(2�)4 Z d4k2(2�)4 Z d4p(2�)4 Æ(k1 + k2 + p + q) ~Ab� (k1) ~A
�(k2)~�a(p):(6.11)Mit der De�nition~S(2)� (q) = Z d4k1(2�)4 Z d4k2(2�)4 Z d4p(2�)4 Æ(k1 + k2 + p+ q)Sab
�;��(p; k1; k2) ~Ab� (k1) ~A
�(k2)~�a(p)(6.12)folgt f�ur den Vertex der Ausdru
kSab
�;��(p; k1; k2) = gfab
���
�: (6.13)Dieser ist bereits symmetris
h gegen die Vertaus
hung der beiden Gluonen, also gegen denglei
hzeitigen Austaus
h der Indizes � $ � und a $ b, so da� dur
h (6.13) die Versiondes Vertex gegeben ist, die in st�orungstheoretis
hen Betra
htungen in gewohnter Weiseverwendet werden kann.6.2 GitterAuf dem Gitter betra
hten wir wie oben angek�undigt die lokale Version des Superstroms.Die hier gew�ahlte Form ist dann (vgl. (4.64))S�(x) = �2 igTr (G��(x)���
��(x)) ; (6.14)wobei wir f�ur G��(x) das volle Clover-BlattG��(x) = 14 �G0�;�(x) + G0��;��(x) + G0�;��(x) + G0��;�(x)� (6.15)verwenden (dabei ist wie in den vorigen Kapiteln G0��(x) = � 12a2 (U��(x) + U��(x))).
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	p ak b; �a) mit einem Gluon 
p ak1 b; � k2 
; �b) mit zwei Gluonen �p ak1b; � k2 
; � k3d; �
) mit drei GluonenAbbildung 6.2: Verti
es des Gitter-SuperstromsDie Entwi
klung des Superstroms (6.14) auf dem Gitter na
h g s
hreiben wir in der FormS�(x) = S(1)� (x) + gS(2)� (x) + g2S3�(x) + ::: : (6.16)Man stellt fest, da� aufgrund der beteiligten Plaquettenvariablen n-Gluonen-Verti
es f�uralle n 2 N auftreten. F�ur die 1-Loop-Korrektur zum Superstrom sind aber nur die inAbb. 6.2 dargestellten Verti
es mit maximal drei Gluonen von Interesse. In diesem Ab-s
hnitt wird daher ihr explizites Aussehen bestimmt. Dazu ist die folgende Entwi
klungder Plaquettenvariablen na
h g vorzunehmen (man bea
hte au
h hier wieder A� (x) =�igAa�T a):U��(x) = �1 + aA� (x) + a22 A�(x)2 + a36 A� (x)3���1 + aA�(x+ a�̂) + a22 A�(x+ a�̂)2 + a36 A�(x+ a�̂ )3���1� aA�(x+ a�̂) + a22 A� (x+ a�̂)2 � a36 A�(x+ a�̂)3���1� aA�(x) + a22 A�(x)2 � a36 A�(x)3�+ O(g4): (6.17)F�ur die Entwi
klung der Plaquetten na
h g benutzen wir eine zu (6.16) analoge Notation,s
hreiben also z.B. G��(x) = gG(1)�� (x) + g2G(2)�� (x) + g3G(3)�� (x) + ::: : (6.18)An dieser Stelle sei ausdr�u
kli
h darauf hingewiesen, da� wir in diesem Kapitel die in derGitter-St�orungstheorie �ubli
he Verkn�upfung U�(x) = e�aA�(x) der Paralleltransporter U�mit dem Ei
hfeld A� verwenden. Die Fourier-TransformationA�(x) = Z �=a��=a d4k(2�)4 eik(x+ a2 �̂) ~A�(k) (6.19)wird jedo
h bez�ugli
h des Punktes x + a2 �̂ gebildet, so da� weiterhin eine symmetris
heVerkn�upfung des Paralleltransporters U�(x) mit dem link [x; x+a�̂℄ besteht. Insbesonderewerden wir sehen, da� die Verti
es auf dem Gitter die des Kontinuums bis auf O(a2)-St�orungen reproduzieren.



184 Die Verti
es des Superstroms6.2.1 Der Ein-Gluon-Vertex des SuperstromsDer Term erster Ordnung von g in der Entwi
klung von U�� (x) lautet wie folgt:a (A�(x) + A�(x+ a�̂ )�A� (x+ a�̂)� A�(x)) : (6.20)Damit erh�alt man f�ur den ersten Term der Entwi
klung von 12 �G0�;� + G0��;��(x)�� 12a (A� (x) +A�(x+ a�̂)� A�(x+ a�̂)�A�(x)+A��(x) +A��(x� a�̂)�A�� (x� a�̂) �A��(x)) : (6.21)Dabei ist f�ur � 2 f1; 2; 3; 4g die Fourier-Transformierte von A�� wie folgt zu bilden2:A��(x) = �Z �=a��=a d4k(2�)4 eik(x� a2 �̂) ~A�(k): (6.22)Es folgt weiter�2 igTr�12 �G0�;� + G0��;��(x)�(1) ���
��(x)�= iagTr ((A� (x) +A�(x+ a�̂) �A�(x+ a�̂)�A�(x)+A��(x) +A��(x� a�̂)�A�� (x� a�̂) �A��(x))� ���
��(x)) (6.23)= 1aTrn�Ab� (x) +Ab�(x+ a�̂) �Ab�(x+ a�̂)�Ab�(x)+Ab�� (x) +Ab��(x� a�̂)� Ab��(x� a�̂)�Ab��(x)�T b����
��a(x)T ag (6.24)= 12aÆab���
� �Ab�(x) + Ab�(x+ a�̂ )�Ab� (x+ a�̂)� Ab�(x)+Ab�� (x) + Ab��(x� a�̂ )�Ab�� (x� a�̂)� Ab��(x)��a(x) (6.25)= 12aÆab���
� Z �=a��=a d4k(2�)4 d4p(2�)4 exp (ipx) ~�a(p)�nhexp �ik �x+ a2 �̂��� exp �ik �x+ a�̂+ a2 �̂��� exp �ik �x� a2 �̂��+ exp�ik �x� a�̂� a2 �̂��i ~Ab�(k)+ hexp�ik �x+ a�̂ + a2 �̂��� exp �ik�x+ a2 �̂��� exp �ik �x� a�̂ � a2 �̂��+ exp �ik �x� a2 �̂��i ~Ab�(k)o (6.26)= 1aÆab���
� Z �=a��=a d4k(2�)4 d4p(2�)4 ei(p+k)x� hexp�ia2 (k� + k�)�+ exp ��ia2 (k� + k�)�i2Es gilt U�� (x) = Uy� (x � a�̂ ) = eaA� (x�a�̂) � e�aA�� (x).



6.2 Gitter 185� hexp ��ia2k��� exp �ia2k��i ~Ab� (k)~�a(p) (6.27)= �4ia Æab���
� Z �=a��=a d4k(2�)4 d4p(2�)4 ei(p+k)x� 
os�a2 (k� + k�)� sin �a2k�� ~Ab�(k)~�a(p): (6.28)Dabei wurde ~A�� = � ~A� benutzt, und in (6.27) haben wir��� = ���� (6.29)verwendet. Es mu� nun sozusagen die zweite H�alfte des Clover-Blattes hinzugef�ugt werden.Anhand von (6.15) sieht man, da� dazu no
h die Terme addiert werden m�ussen, bei denenin den Plaquetten die Ersetzungen � ! �� und � ! � vorgenommen werden. Damitergibt si
h~S(1)� (q) = a4Xx eiqxS(1)� (x) (6.30)= �2ia Æab���
� Z �=a��=a d4k(2�)4 d4p(2�)4 ÆP (k + p + q)�n
os�a2 (k� + k�)� sin �a2k�� ~Ab�(k)~�a(p)+ 
os �a2 (k�� + k�)� sin �a2k�� ~Ab��(k)~�a(p)o (6.31)= �4ia Æab���
� Z �=a��=a d4k(2�)4 d4p(2�)4 ÆP (k + p + q)� 
os �a2k�� 
os �a2k�� sin�a2k�� ~Ab� (k)~�a(p) (6.32)= �2ia Æab���
� Z �=a��=a d4k(2�)4 d4p(2�)4 ÆP (k + p + q) 
os �a2k�� sin (ak�) ~Ab�(k)~�a(p);(6.33)wobei die Additionstheoreme
os(x+ y) + 
os(x� y) = 2 
os x 
os y (6.34)und 
os x sin x = 12 sin 2x (6.35)ausgenutzt wurden. ÆP bezei
hnet die 2�a -periodis
he Æ-Funktion. Der zugeh�orige VertexSab�;� (p; k) wird �uber folgende Relation de�niert:~S(1)� (q) = Z �=a��=a d4k(2�)4 d4p(2�)4 ÆP (k + p + q)Sab�;� (p; k) ~Ab� (k)~�a(p); (6.36)und man liest als ErgebnisSab�;�(p; k) = �2ia Æab���
� 
os �a2k�� sin (ak�) (6.37)ab. Der Verglei
h mit (6.8) zeigt, da� der Vertex auf dem Gitter bei Entwi
klung na
h derGitterkonstanten das Kontinuumsergebnis bis auf Abwei
hungen der Ordnung a2 repro-duziert.
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es des Superstroms6.2.2 Der 2-Gluonen-Vertex des SuperstromsEs ist nun der in g lineare Term des Superstroms zu betra
hten. Dazu ist der in g quadra-tis
he Term der Clover-Plaquette G�� (x) zu bere
hnen. Zun�a
hst wird der entspre
hendequadratis
he Term von 1a2 (U�� (x)� U��(x)) behandelt, der dur
h[�A� (x+ a�̂) ;�A� (x)℄ + [A� (x+ a�̂ ) ;�A� (x)℄ + [A� (x) ;�A� (x)℄+ [A� (x+ a�̂ ) ;�A� (x+ a�̂)℄ + [A� (x) ;�A� (x+ a�̂)℄ + [A� (x) ; A� (x+ a�̂)℄ (6.38)gegeben ist. Mit der bereits mehrfa
h verwendeten Abk�urzungG0��(x) = � 12a2 (U�� (x)� U��(x)) (6.39)ergibt si
h dur
h Einsetzen der Fourier-TransformiertenTr�G0��(x)�(x)	(2) = 14g2ifab
(Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 eipx ~A
�(k1) ~Ab� (k2)~�a(p)�( exp�ik1 �x+ a2 �̂�+ ik2 �x+ a�̂+ a2 �̂��� exp �ik1 �x+ a2 �̂�+ ik2 �x+ a2 �̂��+exp �ik1 �x+ a2 �̂+ a�̂�+ ik2 �x+ a�̂+ a2 �̂��+exp �ik1 �x+ a2 �̂+ a�̂�+ ik2 �x+ a2 �̂��)�Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 eipx ~A
�(k1) ~Ab� (k2)~�a(p)� exp�ik1 �x+ a2 �̂ + a�̂�+ ik2 �x+ a2 �̂���Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 eipx ~A
�(k1) ~Ab�(k2)~�a(p)� exp�ik1 �x+ a2 �̂�+ ik2 �x+ a2 �̂+ a�̂��): (6.40)Den entspre
henden Ausdru
k f�ur G0��;��(x) erh�alt man dur
h die Substitution � !��; �! ��, wobei erneut ~A�� = � ~A� zu bea
hten ist. Es ergibt si
h:Tr�12 �G0�;� (x) + G0��;��(x)�(2) �(x)�= 14g2ifab
(Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
�(k1) ~Ab�(k2)~�a(p)�( 
os�a2 (k1� + 2k2� + k2�)�� 
os �a2 (k1� + k2�)�
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os �a2 (k1� + 2k1� + 2k2� + k2�)�+ 
os �a2 (k1� + 2k1� + k2�)�)�Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
�(k1) ~Ab� (k2)~�a(p)� 
os �a2 (k1� + 2k1� + k2� )��Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
�(k1) ~Ab�(k2)~�a(p)� 
os �a2 (k1� + k2� + 2k2� )�): (6.41)Zur Komplettierung der Clover-Plaquette ist no
h der Anteil aus 12 �G0�;��(x) + G0��;�(x)�zu ber�u
ksi
htigen. Wir erhaltenTrn���G�� (x)(2)�(x)o= 18g2ifab
 Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
�(k1) ~Ab� (k2)~�a(p)�( 
os �a2 (k2� + 2k1� � k1�)�� 
os �a2 (k2� � k1�)�+
os �a2 (k2� � 2k2� + 2k1� � k1�)�+ 
os �a2 (k2� � 2k2� � k1�)�+
os �a2 (2k2� + k2� + k1�)�� 
os �a2 (k2� + k1�)�+
os �a2 (2k2� + k2� + k1� + 2k1� )�+ 
os �a2 (k2� + k1� + 2k1� )�)�18g2ifab
��� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ei(k1+k2+p)x ~A
�(k1) ~Ab� (k2)~�a(p)�( 
os �a2(k1� + k2� + 2k1�)�+ 
os �a2(k1� + k2� � 2k2�)�� 
os �a2(k1� + k2� + 2k2�)�� 
os �a2(k1� + k2� � 2k1�)�): (6.42)Mit den Additionstheoremen
osx+ 
os y = 2 
os x+ y2 
os x� y2 (6.43)und 
osx� 
os y = �2 sin x+ y2 sin x� y2 (6.44)k�onnen wir daher~S(2)� (q) = a4Xx eiqxS(2)� (x) (6.45)= gfab
��� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ÆP (k1 + k2 + p + q)~�a(p)
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es des Superstroms�( ~A
�(k1) ~Ab�(k2)�
os �a2(k1 + 2k2)�� 
os (a(k1 + k2)�) 
os (ak1�)� 
os �a2k1�� sin (a(k1 + k2)� ) sin (ak1�)�+ ~A
� (k1) ~Ab� (k2)12 sin �a2 (k1 + k2)�� (sin (ak1�)� sin (ak2�))) (6.46)s
hreiben. Der Vertex Sab
�;��(p; k1; k2) wird �uber~S(2)� (q) = Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4p(2�)4 ÆP (k1 + k2 + p+ q)Sab
�;��(p; k1; k2) ~A
�(k2) ~Ab� (k1)~�a(p)(6.47)de�niert, so da� wir das ErgebnisSab
�;��(p; k1 ; k2) = gfab
(X� Æ����� �
os �a2 (2k1 + k2)�� 
os (a(k1 + k2)�) 
os (ak2� )� 
os �a2k2�� sin (a(k1 + k2)� ) sin (ak2�)�+12X� Æ����� sin�a2(k1 + k2)�� (sin (ak1�)� sin (ak2�)))(6.48)= gfab
���(�
os �a2(2k1 + k2)�� 
os (a(k1 + k2)� ) 
os (ak2�)� 
os �a2k2�� sin (a(k1 + k2)� ) sin (ak2�)�+g2fab
Æ��X� ��� sin �a2(k1 + k2)�� (sin (ak1�) � sin (ak2�))) (6.49)notieren k�onnen. Es ist no
h die Symmetrisierung bez�ugli
h der Gluonen vorzunehmen,d.h. bez�ugli
h der simultanen Ersetzungen a$ b, � $ � und k1 $ k2. Dies f�uhrt auf das�nale ResultatSab
�;��(p; k1; k2) = gfab
��� 12(�
os�a2(k1 + 2k2)�� 
os (a(k1 + k2)�) 
os (ak1� )� 
os �a2k1�� sin (a(k1 + k2)� ) sin (ak1�)+ 
os �a2(2k1 + k2)�� 
os (a(k1 + k2)�) 
os (k2�)� 
os �a2k2�� sin (a(k1 + k2)�) sin (ak2�)�)+g2fab
Æ��X� sin �a2(k1 + k2)�� (sin (ak1�)� sin (ak2�)) : (6.50)Der Verglei
h mit dem Kontinuumsergebnis (6.13) zeigt au
h hier wieder �Ubereinstimmungbis zur Ordnung a eins
hlie�li
h.



6.2 Gitter 1896.2.3 Der 3-Gluonen-Vertex des SuperstromsDer Kontinuumsfeldst�arketensor F�� (x) h�angt maximal quadratis
h vom Ei
hfeld A ab.Daher tritt im Kontinuum kein 3-Gluonen-Vertex auf. Auf dem Gitter stellt die Plaquet-tenvariable U��(x) jedo
h eine unendli
he Potenzreihe in g dar, so da� der n-Gluonen-Vertex hier f�ur alle n auftritt. Die Entwi
klung von G0�� (x) = � 12a2 (U��(x) � U��(x))liefert in dritter Ordnung von A folgende Beitr�age:G0��(x)(3) = �16a A� (x)3 � A� (x)3 �A� (x+ a�̂)3 + A� (x+ a�̂ )3!�14a � nA� (x)2 ; A� (x+ a�̂)o+ nA� (x+ a�̂) ; A� (x)2o�nA� (x+ a�̂)2 ; A� (x)o+ nA� (x) ; A� (x+ a�̂)2o!�14a nA� (x)2 ; A� (x+ a�̂ )o� nA� (x+ a�̂) ; A� (x)2o�nA� (x)2 ; A� (x)o+ nA� (x) ; A� (x)2o+nA� (x) ; A� (x+ a�̂)2o� nA� (x+ a�̂)2 ; A� (x)o�nA� (x+ a�̂)2 ; A� (x+ a�̂)o + nA� (x+ a�̂) ; A� (x+ a�̂)2o!�12a A� (x+ a�̂ )A� (x+ a�̂)A� (x) +A� (x)A� (x+ a�̂)A� (x)�A� (x)A� (x+ a�̂)A� (x)� A� (x)A� (x+ a�̂)A� (x+ a�̂)�A� (x+ a�̂)A� (x+ a�̂)A� (x)�A� (x)A� (x+ a�̂)A� (x)+A� (x)A� (x+ a�̂)A� (x) +A� (x)A� (x+ a�̂)A� (x+ a�̂)!:(6.51)Dieser Term wird { wie s
hon in der obigen Formel dur
h Leerzeilen angedeutet { indrei Beitr�age unterteilt, die mit I, II und III bezei
hnet werden. Mit der f�ur beliebige f��g�ultigen Beziehung ���(f�� � f��) = 2���f�� (6.52)ergibt si
hTr����G0��(x)
��(x)	(3);I= �13a���
�Tr(�A� (x)3 � A� (x+ a�̂)3��(x))�12a���
�Tr(��nA� (x)2 ; A� (x+ a�̂)o+ nA� (x) ; A� (x+ a�̂)2o��(x))
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es des Superstroms(6.53)= �aig3���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa�(k1) ~Ab� (k2) ~A
� (k3)~�d(p)�(13TrnT aT bT 
T do �exp �ia2(k1 + k2 + k3)��� exp �ia(k1 + k2 + k3)� + ia2(k1 + k2 + k3)����12Tr(fT aT b; T 
gT d) exp �ia2(k1 + k2 + k3)� + iak3��+12Tr(fT a; T bT 
gT d) exp �ia2(k1 + k2 + k3)� + ia(k2 + k3)��): (6.54)Mit der f�ur die Generatoren der SU(2) g�ultigen BeziehungTrnT aT bT 
T do = 18(�fabefe
d + ÆabÆ
d) (6.55)und der unmittelbaren FolgerungTr �fT aT b; T 
gT d� = TrnT aT bT 
T d + T 
T aT bT do= 18(�fabefe
d � fabefed
 + 2ÆabÆ
d)= 14ÆabÆ
d (6.56)erh�alt manTr����G0��(x)
��(x)	(3);I= �aig3���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa�(k1) ~Ab� (k2) ~A
� (k3)~�d(p)�( 124(�fabefe
d + ÆabÆ
d)�exp �ia2(k1 + k2 + k3)��� exp �ia(k1 + k2 + k3)�+ ia2(k1 + k2 + k3)����18ÆabÆ
d exp�ia2(k1 + k2 + k3)� + iak3��+18ÆadÆb
 exp�ia2(k1 + k2 + k3)� + ia(k2 + k3)��) (6.57)= �aig3���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa�(k1) ~Ab� (k2) ~A
� (k3)~�d(p)�( 124(�fabefe
d + ÆabÆ
d)�exp �ia2(k1 + k2 + k3)��� exp �ia(k1 + k2 + k3)� + ia2(k1 + k2 + k3)����18ÆabÆ
d �exp �ia2(k1 + k2 + k3)� + iak3��



6.2 Gitter 191� exp �ia2(k1 + k2 + k3)� + ia(k1 + k2)���): (6.58)Na
h Hinzunahme des G0��;��(x)-Terms ergibt si
hTr���� 12 �G0�;�(x) + G0��;��(x)� 
��(x)�(3);I= �aig3���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa�(k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)�( 124(�fabefe
d + ÆabÆ
d)�
os �a2(k1 + k2 + k3)��� 
os �a(k1 + k2 + k3)� + a2(k1 + k2 + k3)�)���18ÆabÆ
d �
os�a2(k1 + k2 + k3)� + ak3��� 
os �a2(k1 + k2 + k3)� + a(k1 + k2)���): (6.59)Zur Vervollst�andigung der Clover-Plaquette sind die beiden no
h verbleibenden Plaquettenhinzuzuf�ugen, deren Beitrag wieder dur
h die Ersetzungen � ! �� und � ! � aus dembisher bere
hneten Ergebnis hervorgeht. Damit ergibt si
hTr f���G��(x)
��(x)g(3);I= �12aig3���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa�(k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)�( 124(�fabefe
d + ÆabÆ
d)��
os�a2(k1 + k2 + k3)��+ 
os ��a2 (k1 + k2 + k3)��� 
os �a(k1 + k2 + k3)� + a2(k1 + k2 + k3)�)�� 
os �a(k1 + k2 + k3)� � a2(k1 + k2 + k3)�)���18ÆabÆ
d �
os �a2(k1 + k2 + k3)� + ak3��� 
os �a2(k1 + k2 + k3)� + a(k1 + k2)��+
os ��a2(k1 + k2 + k3)� + ak3��� 
os ��a2(k1 + k2 + k3)� + a(k1 + k2)���) (6.60)= �ig3a���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa�(k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)� 
os �a2(k1 + k2 + k3)��( 112(�fabefe
d + ÆabÆ
d) sin2 �a2(k1 + k2 + k3)��
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es des Superstroms� 14 ÆabÆ
d(� sin (a(k1 + k2 + k3)�) sin (a(k1 + k2 � k3)�))�): (6.61)Dies ist das Endergebnis f�ur den mit r�omis
h I indizierten Teil.F�ur Teil II erhalten wir zun�a
hstTr ����G0�� (x)
��(x)	(3);II= �12 ig3a���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)�Tr�fT aT b; T 
gT d���exp�ia2(k1 + k2)� + iak3� + ia2k3�)�� exp �ia(k1 + k2)� + ia2(k1 + k2)�) + ia2k3��� exp �ia2(k1 + k2)� + ia2k3��+exp �ia(k1 + k2)� + ia2(k1 + k2)�) + iak3� + ia2k3��� : (6.62)F�ur den Ausdru
k mit der vollst�andigen Clover-Plaquette ergibt si
h darausTr f���G��(x)
��(x)g(3);II= � 116 ig3aÆabÆ
d���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p)� ~Aa� (k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3)~�d(p)��
os �a2(k1 + k2)� + ak3� + a2k3��� 
os �a2(k1 + k2)� + a2k3��� 
os ��a2(k1 + k2)� � ak3� + a2k3��+ 
os ��a2(k1 + k2)� + a2k3��� 
os �a(k1 + k2)� + a2 (k1 + k2)� + a2k3��+
os �a(k1 + k2)� + a2 (k1 + k2)� + ak3� + a2k3��+
os �a(k1 + k2)� � a2 (k1 + k2)� + a2k3��� 
os �a(k1 + k2)� � a2 (k1 + k2)� � ak3� + a2k3��� (6.63)= �12 ig3aÆabÆ
d���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p)� sin (a(k1� + k2� + k3�)) 
os (a(k1� + k2�)) 
os (a(k1� + k2� + k3�)) sin (�ak3� )� ~Aa� (k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3)~�d(p): (6.64)S
hlie�li
h bere
hnet man f�ur Teil IIITr ����G0�� (x)
��(x)	(3);III= �ig3a���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab� (k2) ~A
�(k3)~�d(p)



6.2 Gitter 193��Tr�T aT bT 
T d�+Tr�T 
T bT aT d���exp �ia2(k1 + k2)� + iak2� + ia2k3����Tr �T aT 
T bT d�+ Tr�T bT 
T aT d��� exp�ia2(k1 + k2)� + iak2� + ia2k3� + iak3��� (6.65)und somitTr���� 12 �G0�;�(x) + G0��;��(x)	 (x)
��(x)�(3);III= �ig3a���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3)~�d(p)��14 (�fabefe
d + ÆabÆ
d) 
os�a2(k1 + k2)� + ak2� + ak3���14 (�fa
efebd + Æa
Æbd) 
os �a2(k1 + k2)� + ak2� + a2k3� + ak3��� : (6.66)Hinzuf�ugen der beiden no
h fehlenden Plaquetten liefert dannTr f���G��(x)
��(x)g(3);III= �ig3a���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3)~�d(p)��18 (�fabefe
d + ÆabÆ
d)�
os �a2 (k1 + k2)� + ak2� + ak3��� 
os ��a2 (k1 + k2)� + ak2� + ak3����18 (�fa
efebd + Æa
Æbd)�
os �a2(k1 + k2)� + ak2� + a2k3� + ak3��� 
os ��a2 (k1 + k2)� + ak2� + a2k3� � ak3���o= �ig3a���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 eix(k1+k2+k3+p) ~Aa� (k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3)~�d(p)�(18 (�fabefe
d + ÆabÆ
d)��2 sin (a(k2� + k3�)) sin�a2(k1� + k2�)���18 (�fa
efebd + Æa
Æbd)���2 sin �a2(2k2� + k3�)� � sin �a2(k1� + k2� + 2k3�)��): (6.67)Insgesamt ergeben si
h also die folgenden Beitr�age zum Drei-Gluonen-Vertex des Super-stroms:~S(3)� (q) = a4Xx eiqxS(3)� (x) (6.68)= �g2a���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 ÆP (k1 + k2 + k3 + p+ q)
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os �a2(k1 + k2 + k3)��(16(�fabefe
d + ÆabÆ
d) sin2 �a2 (k1 + k2 + k3)��� 12ÆabÆ
d(� sin (a(k1 + k2 + k3)�) sin (a(k1 + k2 � k3)�))�)� ~Aa� (k1) ~Ab�(k2) ~A
� (k3)~�d(p)�g2aÆabÆ
d���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 ÆP (k1 + k2 + k3 + p+ q)� sin (a(k1� + k2� + k3�)) 
os (a(k1� + k2�)) 
os (a(k1� + k2� + k3�)) sin (�ak3� )� ~Aa� (k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3)~�d(p)�g2a���
� Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 ÆP (k1 + k2 + k3 + p+ q)�(12 (�fabefe
d + ÆabÆ
d)�� sin (a(k2� + k3�)) sin �a2(k1� + k2� )��+12 (�fa
efebd + Æa
Æbd)� sin �a2(2k2� + k3�) sin �a2(k1� + k2� + 2k3�)��)� ~Aa� (k1) ~Ab�(k2) ~A
�(k3)~�d(p): (6.69)Der Vertex Sab
d�;���(p; k1; k2; k3) wird �uber~S(3)� (q) = Z �=a��=a d4k1(2�)4 d4k2(2�)4 d4k3(2�)4 d4p(2�)4 ÆP (k1 + k2 + k3 + p + q)Sab
d�;���(p; k1; k2; k3)� ~Ab�(k1) ~A
�(k2) ~Ad�(k3)~�a(p) (6.70)de�niert, so da� wir das EndergebnisSab
d�;���(p; k1; k2; k3)= �ag22 Æ��n13Æ��X� ���
� (fadefb
e + ÆadÆb
)� 
os �a2 (k1 + k2 + k3)�� sin2 �a2 (k1 + k2 + k3)��+Æ��X� ���
�ÆadÆb
 sin (a (k1 + k2 + k3)�) sin (a (k1 + k2 � k3)�)�2���
�ÆadÆb
 sin (a (k1 + k2 + k3)�) 
os (a (k1 + k2)�)� sin (a (k1 + k2 + k3)� ) sin (ak3�)����
� (fadefb
e + ÆadÆb
) sin (a (k2 + k3)�) sin �a2 (k1 + k2)��+���
� (fadefb
e + ÆadÆb
) sin (a (2k2 + k3)�) sin �a2 (k1 + k2 + 2k3)��o(6.71)



6.2 Gitter 195ablesen k�onnen. Dieser Vertex ist im Kontinuum ni
ht pr�asent, und der Gitter-Ausdru
kliefert in nullter und erster Ordnung von a keinen Beitrag. Somit wird au
h hier derKontinuumslimes korrekt reproduziert.F�ur konkrete st�orungstheoretis
he Bere
hnungen ist dieser Ausdru
k no
h gegen den Aus-taus
h der Gluonen zu symmetrisieren, d.h. es sind alle se
hs Permutationen der Tripel(k1; �; b); (k2; �; 
) und (k3; �; d) zu bea
hten. Da si
h die dabei entstehenden Terme indiesem Fall ni
ht weiter zusammenfassen lassen, wird an dieser Stelle darauf verzi
htet,die (l�angli
he) symmetrisierte Form anzugeben.
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es des Superstroms6.3 Feynman-Graphen der 1-Loop-Korrektur zum Super-stromUm die 1-Loop-Korrektur zur supersymmetris
hen Ward-Identit�at zu ermitteln, bieten si
hals �au�ere Zust�ande beispielsweise ein Fermion und ein Gluon an, d.h. man kann in derS
hreibweise von Kapitel 4 O = ��aAb� betra
hten, um etwa das Renormierungsverhaltendes Superstroms zu untersu
hen. Im Kontinuum tragen dann bei vers
hwindendem Im-puls�ubertrag am oberen Vertex die folgenden vier Diagramme zur Amplitude < ��aAb�S� >bei: �p; a p� k; ek; 
p � k; d p; b; � 
p; a p + k; 
k; d p; b; �p� k; e
Æp; a p � k; 
 k; dp; b; � �p; a p; b; �k; d p + k; 
Abbildung 6.3: 1-Loop-Graphen des Superstroms im KontinuumAuf dem Gitter gibt es au�erdem die beiden folgenden Beitr�age:�p; ak; 
 p; b; �k; d �p; a p; b; �k; 
Abbildung 6.4: Zus�atzli
he 1-Loop-Graphen des Superstroms auf dem Gitter6.4 Mis
hungsverhalten des SuperstromsIn Kapitel 5.6 hatten wir das Mis
hungsverhalten des Diskretisierungsfehlers XA der axia-len Ward-Identit�at betra
htet. Ein v�ollig analoges Verhalten �ndet man au
h in der su-
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hungsverhalten des Superstroms 197persymmetris
hen Identit�at, dort ist die Renormierung des Operators XS zu studieren.Er ist auf Baumgraphen-Niveau von Ordnung O(a2) + rO(a) und daher irrelevant, lie-fert aber in perturbativen Betra
htungen glei
hwohl einen ni
ht-vers
hwindenden Beitrag.Auf der Basis von Dimensionsbetra
htungen (XS ist vom Typ a�(Dimension- 112 -Operator)und aufgrund der BRS-Invarianz identi�zieren Cur
i und Veneziano in [CV℄ folgendeOperatoren, mit denen eine Mis
hung m�ogli
h ist:� ei
hinvariante Operatoren, repr�asentiert dur
h eine Basis ��S�, ��T�, 
�D�G���und ���G���. Dabei ist T� = G��(x)
��(x)� Operatoren, die si
h dur
h BRS-Transformation aus Operatoren der Dimension 72und 52 ergeben.In Korrelationsfunktionen zwis
hen ei
hinvarianten �au�eren Zust�anden brau
ht die zweiteGruppe von Operatoren ni
ht ber�u
ksi
htigt zu werden. Dur
h eine analoge Prozedur wieim 
hiralen Fall de�niert man einen subtrahierten Operator XS , der im Kontinuumslimesendli
h bleibt, verlangt die Renormierungsbedingunglima!0 < OXS(x) >= 0 (6.72)und erh�alt dann die renormierte Ward-Identit�at zu< O(ZS��S� + ZT��T�) >= 2(m0 � ~m)Z�1D < OZDDS(x) > +O(a): (6.73)Wieder tritt eine additive Massenkorrektur auf und die renormierte Masse ist dur
hZ�1D (m0 � ~m) (6.74)gegeben [DGHV℄.



Zusammenfassung und Ausbli
kZusammenfassungDer erste Teil dieser Arbeit (Kapitel 1 bis 4) bes
h�aftigt si
h mit dem in [Lu℄ o�engebliebenen Problem, eine geeignete Verbesserung der supersymmetris
hen Transforma-tionen der N = 1-Super-Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter zu �nden, die eine O(a)-Erhaltung der Supersymmetrie au
h in diskretisierter Raum-Zeit gestattet. Na
h einerkurzen Einf�uhrung in die Kontinuumstheorie, habe i
h dazu zun�a
hst in Kapitel 2 dieS
hwa
hstellen einer naiven Diskretisierung der Lagrange-Di
hte des Modells und derSUSY-Transformationen analysiert. Dabei konnte i
h zeigen, da� die Bre
hung der Super-symmetrie in erster Linie darauf zur�u
kzuf�uhren ist, da� (kovariante) Gitter-Ableitungenin der Regel ni
ht der Produktregel gen�ugen und da� bei unges
hi
kter Wahl des Feldst�arke-tensors au�erdem die im Kontinuum exakt g�ultige Bian
hi-Identit�at auf dem Gitter bereitsin erster Ordnung der Gitterkonstanten verletzt ist.Im dritten Kapitel ist es mir dann gelungen, die so gewonnen Erkenntnisse dazu zu nutzen,um die o.g. St�orungen in erster Ordnung von a dur
h eine ges
hi
kte Wahl der Lagrange-Di
hte und der SUSY-Transformationen in h�ohere Ordnungen zu vers
hieben. Zumindestjedenfalls gelingt dies im r-unabh�angigen Anteil der Variation der Lagrange-Di
hte. Kon-struktionsprinzip ist dabei die geometris
he Symmetrisierung der Gitterausdr�u
ke f�ur diekovariante Ableitung, des Feldst�arketensors und der Transformationen der Linkvariablendes Ei
hfeldes. Es konnte au�erdem gezeigt werden, da� si
h dur
h die Wahl eines ni
ht-lokalen Stroms weitere St�orungen h�oherer Ordnungen eliminieren lassen, genauer l�a�t si
hhierdur
h der Diskretisierungsfehler der Leibniz-Regel partiell umgehen.Die Herleitung der Ward-Identit�aten im vierten Kapitel ist in erster Linie als Vorbereitungzur Untersu
hung ihres Kontinuumslimes zu verstehen. Insbesondere habe i
h vers
hiede-ne lokale und ni
ht-lokale Formulierungen des Noether-Stroms konstruiert, die si
h dannperturbativ behandeln lassen bzw. zur numeris
hen Bestimmung von geeigneten Matrix-elementen herangezogen werden k�onnen. Dur
h die Angabe der SUSY-bre
henden Ter-me XS im Fall vers
hiedener Str�ome werden hier alle in der na
kten Identit�at pr�asentenOperatoren in ihrer expliziten Form aufgef�uhrt. Hierdur
h werden alle Voraussetzungenf�ur weitergehende numeris
he oder analytis
he Untersu
hungen der supersymmetris
henWard-Identit�at ges
ha�en.Die abs
hlie�enden Kapitel 5 und 6 enthalten erste S
hritte zur perturbativen Behand-lung von gitterregularisierten Ward-Identit�aten. Insbesondere werden vers
hiedene Re-
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k 199normierungss
hemata vorgestellt, und ihre Eigens
haften werden diskutiert. Dur
h dieexplizite Bere
hnung der multiplikativen Renormierungskonstanten der in der axialenWard-Identit�at vorkommenden Operatoren konnte dann gezeigt werden, wie si
h die Ver-kn�upfungen zwis
hen den na
kten bzw. renormierten Greens
hen Funktionen auf die Re-normierunskonstanten auswirken. Wir stellen fest, da� der axiale Strom im Kontinuum (inAbwesenheit von Anomalien) exakt erhalten ist (ZA = 1), w�ahrend die 
hirale Symme-trie auf dem Gitter bereits auf klassis
hem Niveau gebro
hen wird. Denno
h �au�ert si
hdie G�ultigkeit der Gitter-Ward-Identit�at in der Beoba
htung, da� die Renormierungskon-stante des axialen Vektorstroms in 1-Loop-Ordnung au
h auf dem Gitter von der Wahldes Renomierungss
hemas unabh�angig und endli
h ist. Wir konnten au�erdem veri�zie-ren, da� die Renormierungskonstanten der betra
hteten Operatoren S = ���, P = ��
5�und J5� = ��
�
5� (in geeigneten Renormierungss
hemata) ei
hunabh�angig sind. Kapitel 5enth�alt die dur
hgef�uhrten Re
hnungen in relativ breitem Detail, denno
h wird aber au
hdas methodis
he Vorgehen erl�autert, so da� zuk�unftige perturbative Re
hnungen auf derGrundlage der hier gegebenen Beispiele erfolgen k�onnen.Das abs
hlie�ende se
hste Kapitel stellt die Feynman-Regeln f�ur die Verti
es des Super-stroms bereit und zeigt auf, wel
he Graphen zu seiner Renormierung betra
htet werdenm�ussen. Eventuelle weitere Re
hungen k�onnen daher auf den Resultaten dieses Abs
hnittesaufbauen.Insgesamt wurde in dieser Arbeit somit die in [Lu℄ begonnene klassis
he Analyse dersupersymmetris
hen Ward-Identit�at in erster Ordnung von a zu Ende gef�uhrt, und die of-fen gebliebene Frage na
h einer Verbesserung der SUSY-Transformationen konnte positivbeantwortet werden. Dur
h die st�orungstheoretis
hen Betra
htungen in Kapitel 5 und 6wurde ferner ein Einstieg in die perturbative Behandlung von Ward-Identit�aten ges
haf-fen, wobei erste Resultate erzielt werden konnten. Insbesondere das letzte se
hste Kapiteler�o�net M�ogli
hkeiten zur direkten Ankn�upfung.Ausbli
kDie in dieser Arbeit dur
hgef�uhrten Bere
hnungen erlauben na
h dem oben Gesagten eineVielzahl von si
h ans
hlie�enden Untersu
hungen. Besonders motivieren m�o
hte i
h hierdie folgenden Punkte:� Es kann versu
ht werden, die in Kapitel 3 vorgestellte "Verbesserung\ der super-symmetris
hen Transformationen au
h in h�oheren Ordnungen vorzunehmen und dieBre
hungsterme in quadratis
her und weiteren Ordnungen zu eliminieren. Es stelltsi
h dabei die Frage, ob dies f�ur alle Ordnungen m�ogli
h ist oder ob die M�ogli
h-keiten der vorgegebenen Wirkung gewisserma�en ausgereizt sind, sie stimmt ja nurbis auf Terme des Typs O(a2) + rO(a) mit der Kontinuumswirkung �uberein. Es istdabei ni
ht davon auszugehen, da� si
h die in Kapitel 3 vorgestellte Lagrange-Di
hteweiter optimieren l�a�t. Die Behandlung h�oherer Terme unters
heidet si
h daher fun-damental von der ersten Ordnung, denn nun sind die SUSY-Transformationen ni
htnur im Hinbli
k ihres eigenen Kontinuumslimes zu w�ahlen, sondern es m�ussen Terme
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khinzugef�ugt werden, die die Diskretisierungsfehler der Wirkung ausmerzen. Es w�arehierbei si
herli
h einen Versu
h wert, zu �uberpr�ufen, ob Erkenntnisse aus der Theo-rie der verbesserten Wirkungen in dieser Frage zu Forts
hritten f�uhren k�onnen, d.h.ob man die dortigen Methoden auf die Verbesserung der SUSY-Transformationen�ubertragen kann.� Die St�orungstheorie der 
hiralen Ward-Identit�at k�onnte in ihrer vollen Bandbreitedur
hgef�uhrt werden. Man w�urde dazu den ni
ht-lokalen Strom J5�(x) = ��(x)
�
5�U y�(x)�(x+a�̂)U�(x) w�ahlen und seine Matrixelemente bei beliebigem Impuls�uber-trag auswerten. Weiterhin k�onnte der Bre
hungsterm XA mit in die Betra
htungeneinbezogen werden. Dann ist au
h eine Bestimmung der additiven Renormierungs-konstanten der Masse m�ogli
h, die f�ur die Einstellung des 
hiralen Limes von Bedeu-tung ist. �Ahnli
he Re
hnungen wurden in [Ta℄ bereits dur
hgef�uhrt, allerdings wirddas verwendete Renormierungss
hema dort nur unzurei
hend dokumentiert. Insbe-sondere ist unklar, wie Tanigu
hi auf dem Gitter zum Ergebnis ZA = 1 kommt.Bei der ni
ht-lokalen Wahl des Stroms w�are es interessant zu beoba
hten, ob undwie si
h das Ergebnis im Fall von Majorana-Spinoren von den Resultaten f�ur Dira
-Fermionen unters
heidet. Im letzteren Fall hat der axiale Vektorstrom die Gestalt12( � (x)
�
5U y�(x) (x + a�̂)U�(x) + U y�(x) � (x + a�̂)U�(x)
�
5 (x)), unters
heidetsi
h also lei
ht von dem Strom f�ur Majorana-Spinoren �. Au
h k�onnten gluonis
he�au�ere Zust�ande gew�ahlt werden, so da� si
h die 
hirale Anomalie aufgrund der dannauftretenden Dreie
ksgraphen mit in die Betra
htungen eins
hlie�en l�a�t. Die Ein-beziehung h�oherer Loop-Ordnungen ist bei allen eventuellen st�orungstheoretis
henKalkulationen von prinzipiellem Interesse, denn erst hier kommt die Majorana-Naturder Gluinos voll zum Tragen.� An die Vorbereitungen des se
hsten Kapitels s
hlie�en si
h in kanonis
her Weise per-turbative Untersu
hungen des SUSY-Stroms an. Dabei kann einerseits das in [GP℄vorgestellte Programm weiter verfolgt werden, andererseits k�onnen { wie in dieserArbeit f�ur die 
hirale Ward-Identit�at ges
hehen { die Renormierungskonstanten desSUSY-Stroms und des Masseterms DS in den vorgestellten S
hemata bestimmt wer-den. Die dazu zu betra
htenden Graphen wurden in Kapitel 6 explizit angegeben,falls man als �au�ere Zust�ande ein Fermion und ein Boson w�ahlt. Erste S
hritte zurRenormierung des Superstroms in dimensioneller Regularisierung des Kontinuumswurden von Claus Gebert und mir bereits vorgenommen. Die Ausdr�u
ke der in Abb.6.3 aufgef�uhrten vier Graphen wurden (unter Verwendung eines geeigneten Pro-jektors) bere
hnet. Aufgrund der f�ur die Bestimmung der Renormierungskonstantendes Superstroms notwendigen Renormierung der gluonis
hen Wellenfunktion wurdendiese vorl�au�gen Ergebnisse jedo
h ni
ht in diese Arbeit aufgenommen. Interessantist es zu untersu
hen, inwiefern die dimensionelle Regularisierung die supersymme-tris
he Invarianz bri
ht, und zu ents
heiden, ob si
h wie im Fall des axialen StromsZMSS = 1 ergibt. Analog zur axialen Ward-Identit�at sollte au
h hier im gitterre-gularisierten Fall der Term XS mit in die Betra
htungen aufgenommen werden, umeine st�orungstheoretis
he Abs
h�atzung f�ur die additive Massenkorrektur und den da-mit verbundenen supersymmetris
hen Limes zu erhalten. Verglei
hbare Re
hnungenhierzu wurden in [Ta℄ vorgestellt, sind aber wiederum aufgrund fehlender Erl�aute-
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k 201rungen nur bedingt verwendbar. Tanigu
hi beoba
htet dabei eine Mis
hung desOperators XS au
h mit ni
ht ei
hinvarianten Operatoren, was an der Wahl ei
hva-rianter externer Zust�ande liegt. Abhilfe kann hier die Verwendung des S
hr�odinger-Funktional-Formalismus (vgl. z.B. [LNWW℄, [LW96℄, [L�u℄) oder eine geeignete (ei
h-invariante) Wahl der �au�eren Zust�ande s
ha�en. Besonderes Augenmerk ist dabeiauf das Mis
hungsverhalten des Bre
hungsterms XS zu ri
hten, wel
hes die additiveRenormierung des Superstroms bestimmt. Es kann insbesondere �uberpr�uft werden,ob ZS und ZT im Limes a ! 0 endli
h bleiben. Dur
h perturbative Untersu
hun-gen kann au
h der Frage na
h eventuellen Anomalien in den supersymmetris
henWard-Identit�aten weiter na
hgegangen werden3. Es besteht hier ein enger Bezug zursogenannten Spuranomalie des Energie-Impuls-Tensors und zur 
hiralen Anomalie(J5�, der Energie-Impuls-Tensor ��� und S� geh�oren zu einem Supermultiplett, glei-
hes gilt f�ur die zugeh�origen anomalen Terme).� Die supersymmetris
he Ward-Identit�at kann zur ni
ht-perturbativen Bestimmunginsbesondere der additiven Renormierungskonstanten der Masse verwendet werden.Dazu s
hreibt man (6.73) in der Form [DGHV℄ZSZT < Oi(y)��S�(x) > + < Oi(y)��T�(x) >= 2m0 � ~mZT < Oi(y)DS(x) >(Kontaktterme k�onnen im Fall x 6= y ignoriert werden) und bestimmt die auftre-tenden Matrixelemente f�ur zwei vers
hiedene Operatoren O1 und O2 bei endli
herGitterkonstante mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen. Das resultierende Glei-
hungssystem kann na
h ZSZT und m0� ~mZT aufgel�ost werden und erm�ogli
ht so die Be-stimmung des supersymmetris
he Limes (m0 � ~m) ! 0. Unabh�angig davon kannna
h glei
hem Prinzip aus der axialen Ward-Identit�at die Feineinstellung der na
k-ten Masse bestimmt werden, die zum Errei
hen des 
hiralen Limes notwendig ist:ZA � ~ZAZQ < ��J5�(x)Oi(y) > � < G��(x) ~G��(x)Oi(y) >= 2m0 � �mZQ < P (x)Oi(y) >(au
h hier y 6= x). Ein Verglei
h der numeris
hen Ergebnisse mit den perturbativbestimmten Resultaten ist dabei sowohl im axialen als au
h im supersymmetris
henFall anzustreben.� Bei der Wahl der Operatoren O1 und O2 zur ni
ht-perturbativen Untersu
hung dersupersymmetris
hen Ward-Identit�at er�o�nen si
h prinzipiell die folgenden beidenM�ogli
hkeiten: Es k�onnen Operatoren gew�ahlt werden, die ni
ht SUSY-invariantsind, in diesem Fall tritt dann die Variation des Operators explizit in der Ward-Identit�at auf. Um die daraus resultierenden Kontaktterme zu vermeiden, sollte inder obigen Notation daher y 6= x gelten. Die zweite Alternative besteht prinzipielldarin, einen SUSY-invarianten Operator zu konstruieren, der si
h { verglei
hbar zurWirkung { �uber das gesamte Gitter erstre
kt. �Uber die Existenz sol
her Operatorenist zum gegenw�artigen Zeitpunkt jedo
h ni
hts bekannt. In der ersten genannten3In der Literatur wird eine supersymmetris
he Anomalie beispielsweise in [AGS77a℄, [AGS77b℄, [HPT℄,[MPS80a℄, [MPS80b℄, [INR℄ und [NO℄ diskutiert.
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kGruppe von Operatoren sind in erster Linie die Wahlen O � DS, O � T� oderbeispielsweise au
h O � ��T� denkbar. Bei diesen Operatoren handelt es si
h umSpin-12 -Teil
hen mit Majorana-Charakter.



Anhang ADira
-MatrizenIn dieser Arbeit werden auss
hlie�li
h die euklidis
hen Dira
-Matrizen verwendet. Sie sindmit denen des Minkowski-Raumes dur
h
(E)j = �i
(M)j j = 1; 2; 3
(E)4 = �i
(M)4 = 
(M)0 (A.1)verkn�upft. Es gelten dann mit der Bezei
hnung 
� � 
(E)� die folgenden Relationen:
y� = 
� (A.2)f
�; 
�g = 2Æ��11; (A.3)insbesondere ist 
2� = 118�.Au�erdem de�niert man 
5 = 
1
2
3
4 (A.4)��� = i2[
�; 
� ℄: (A.5)Dann gilt 
5 = 
y5 (A.6)
25 = 11 (A.7)f
�; 
5g = 0 (A.8)��� = i
�
� � iÆ��11: (A.9)Weiterhin werden die folgenden Relationen benutzt:
���� = i(Æ��
� � Æ��
�)� i"����
�
5 (A.10)f
�; ���g = �2i"����
�
5 (A.11)[
�; ��� ℄ = 2i(Æ��
� � Æ��
�): (A.12)Dabei ist "���� der total antisymmetris
he Tensor vierter Stufe, "���� gibt also das Signumder Permutation aus S4 an, die (1; 2; 3; 4) auf (�; �; �; �) abbildet.



204 Dira
-MatrizenF�ur 4 � 4-Spuren �uber Produkte von Gamma-Matrizen giltTr(
�
�) = 4Æ�� (A.13)Tr(
�
�
�
�) = 4(Æ��Æ�� + Æ�� Æ�� � Æ��Æ��): (A.14)Die Spur �uber eine ungerade Anzahl von Dira
-Matrizen vers
hwindet.Mit den Antivertaus
hungsrelationen der Dira
-Matrizen re
hnet man na
h, da� in D = 4Dimensionen die folgenden Beziehungen gelten:
�
�
� = 2Æ��
� � 
�
�
�= 2
� � 
�
�
�= �2
� (A.15)
�
�
�
� = 
�
�(2Æ�� � 
�
�)= 2
�
� � 
�
�
�
�= 2
�
� + 2
�
�= 2f
�; 
�g= 4Æ��11 (A.16)
�
�
�
�
� = 
�
�
�(2Æ�� � 
�
�)= 2
�
�
� � 
�
�
�
�
�= 2
�
�
� � 4Æ��
�= �2
�
�
�: (A.17)Dabei ist eine Summation �uber � impliziert.Der Ladungskonjugationsoperator C besitzt die folgenden Eigens
haften [Ka℄, [Mu℄:Cy = C�1 (A.18)C t = �C (A.19)C
�C�1 = �
t� (A.20)C�1
t�C = �
� (A.21)C
5C�1 = 
t5 (A.22)C���C�1 = ��t�� : (A.23)Eine m�ogli
he Darstellung der Dira
-Matrizen ist
j =  0 �i�ji�j 0 ! (A.24)f�ur j = 1; 2; 3 (die �j sind die Pauli-Matrizen). F�ur 
4 und 
5 kann man die Dira
-Darstellung 
0 = 
4 =  11 00 �11 ! ; 
5 = 
1
2
3
4 =  0 �11�11 0 ! (A.25)



205oder die Weyl-Darstellung
0 = 
4 =  0 1111 0 ! ; 
5 = 
1
2
3
4 =  11 00 �11 ! (A.26)benutzen [MM℄. Die Ladungskonjugationsmatrix kann darstellungsfrei alsC = i
(M)2 
0 = �
(E)2 
0 (A.27)gew�ahlt werden [KS℄. In Weyl-Darstellung ist alsoC =  i�2 00 �i�2 ! = 0BBB� 0 1 0 0�1 0 0 00 0 0 �10 0 1 0 1CCCA (A.28)m�ogli
h und in Dira
-Darstellung kannC =  0 �i�2�i�2 0 ! = 0BBB� 0 0 0 �10 0 1 00 �1 0 01 0 0 0 1CCCA (A.29)verwendet werden [MM℄.



Anhang BDie SU (N
)-FarbalgebraB.1 Allgemeine RelationenDer Darstellungsraum der Ei
hgruppe SU(N
) in der Fundamentaldarstellung besteht ausN
-komponentigen Vektoren �. Die Ei
htransformationen wirken dann via�(x)! !(x)�(x); (B.1)wobei U eine Matrix aus SU(N
) ist. Diese lassen si
h in der Form!(x) = ei�a(x)T a (B.2)s
hreiben, wobei die T a die Generatoren der Ei
hgruppe in Fundamentaldarstellung sind.Genauer bilden sie eine Basis der zu SU(N) geh�origen Lie-Algebra. F�ur die Details kon-sultiere man etwa [Ku℄ oder [FS℄. Die Anzahl der Generatoren betr�agt im Fall der SU(N
)N2
 � 1. F�ur diese spurfreien, hermites
hen Matrizen gelten mit der NormierungTr(T aT b) = 12Æab (B.3)die Beziehungen [T a; T b℄ = ifab
T 
 (B.4)fT a; T bg = 1N
 Æab + dab
T 
: (B.5)Die fab
 sind die Strukturkonstanten der Ei
hgruppe1 und sind total antisymmetris
hgegen die Vertaus
hung zweier Indizes. Die auftretenden Konstanten dab
 sind �uberdab
 = 2Tr(fT a; T bgT 
) (B.6)de�niert und sind total symmetris
h gegen Permutationen der Indizes. Man kann nunfolgern: Tr(T aT bT 
) = 14(dab
 + ifab
) (B.7)Tr(T aT bT 
T d) = 14N
 ÆabÆ
d + 18(dabe + ifabe)(d
de + if
de): (B.8)1Sie legen die Struktur der zugeh�origen Lie-Algebra eindeutig fest.



B.2 Der Fall N
 = 2 207Au�erdem gilt fa
dfb
d = ÆabCA; (B.9)wobei CA = N
.B.2 Der Fall N
 = 2Im Fall der SU(2) lassen si
h als Generatoren etwa Vielfa
he der Pauli-Matrizen w�ahlen,so da� dann mit�1 =  0 11 0 ! �2 =  0 �ii 0 ! �3 =  1 00 �1 ! (B.10)gilt T a = 12�a; a = 1; 2; 3: (B.11)Die Pauli-Matrizen erf�ullen [�a; �b℄ = 2i"ab
�
 (B.12)f�a; �bg = 2Æab11; (B.13)also ist im Fall der SU(2) fab
 = "ab
 (B.14)dab
 = 0: (B.15)F�ur N
 = 2 gilt daher Tr(T aT bT 
) = 14 ifab
 (B.16)Tr(T aT bT 
T d) = 18 (ÆabÆ
d � fabef
de): (B.17)B.3 Adjungierte DarstellungDie in dieser Arbeit behandelten Fermionen be�nden si
h in der adjungierten Darstellung.Die Darstellungsmatrizen sind dann keine N
�N
-Matrizen mehr, sondern sind vom Typ(N2
 � 1)� (N2
 � 1). Der Darstellungsraum kann als Raum von (N2
 � 1)-komponentigenVektoren gew�ahlt werden, die si
h dann wie�b ! (ei�aad(T a))
b�
 (B.18)transformieren. Dabei ist ad(T a))
b = ifab
. Die Eintr�age der Darstellungsmatrix des Ge-nerators a (a = 1; 2; :::N2
 � 1) sind dann also f�ur festes a dur
h die ifab
 gegeben.Alternativ kann man die Elemente des Darstellungsraumes au
h als spurfreie N
 � N
-Matrizen w�ahlen und die in der Fundamentaldarstellung eingef�uhrten N
 � N
-Matrizen
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)-FarbalgebraT a als Generatoren au�assen. Die Transformationsregel der matrixwertigen Felder lautetdann �! (ei�aT a)�(ei�aT a)y: (B.19)In dieser Arbeit w�ahle i
h dur
hgehend den zweiten genannten Weg.Mit jeder Ei
hgruppe ist eine kovariante Ableitung verbunden. Ihre Form ergibt si
h imwesentli
hen aus der Di�erentiation der Ei
htransformationen na
h den Ei
hparametern�a. Im Fall der Fundamentaldarstellung gewinnt man aus (B.1) und (B.2)D��(x) = ���(x) +A�(x)�(x); (B.20)die kovariante Ableitung der adjungierten Darstellung (B.19) lautetD��(x) = ���(x) + [A�; �(x)℄: (B.21)F�ur detailliertere Fragen ziehe man au
h hier [Ku℄ heran.Die Ei
htransformationen wirken auf die Felder unserer Kontinuums-Theorie wie folgt (!ist ein Element der Ei
hgruppe)[Ra℄:�(x) �! !(x)�(x)!(x)�1 (B.22)A�(x) �! !(x)A�(x)!(x)�1 � (��!(x))!(x)�1: (B.23)Man weist damit (unter Benutzung von (��!)!�1 = �!��(!�1)) na
h, da� D��(x) !!(x)(D��(x))!(x)�1 und erkennt, da� die Wirkung ei
hinvariant ist. Auf dem Gitter gilt�(x) �! !(x)�(x)!(x)�1 (B.24)U�(x) �! !(x+ a�̂)U�(x)!(x)�1: (B.25)Mit Hilfe von U�(x) = 1� aA�(x) + ::: pr�uft man na
h, da� diese Transformationen denkorrekten Kontinuumslimes ergeben. Man erkennt au
h, da� die in Kapitel 2 angegebeneGitterwirkung ei
hinvariant ist.B.4 Feldst�arketensor, Leibniz-Regel und Bian
hi-Identit�atDer lokale Kr�ummungstensor ergibt si
h aus der kovarianten Ableitung der Fundamen-taldarstellung zu F��(x) = [D�;D� ℄ = ��A� � ��A� + [A�; A� ℄: (B.26)Aus der Ja
obi-Identit�at[D�; [D� ;D� ℄℄ + [D�; [D� ;D�℄℄ + [D� ; [D�;D�℄℄ = 0 (B.27)folgt dann f�ur festes � die Bian
hi-Identit�atD�F��"���� = [D�; F�� ℄"���� = 0: (B.28)Au�erdem erf�ullt die kovariante Ableitung die Leibnizregel, denn f�ur zwei Funktionen fund g giltD�(f(x)g(x) = ��(f(x)g(x)) + [A�; f(x)g(x)℄= (��f(x))g(x) + [A�; f(x)℄g(x) + f(x)��g(x) + f(x)[A�; g(x)℄= (D�f(x))g(x) + f(x)D�g(x): (B.29)



Anhang CMajorana-SpinorenWeyl-Spinoren sind zweikomponentige Spinoren, die si
h na
h der linken bzw. re
htenFundamentaldarstellung der Lorentzgruppe transformieren. Ein Majorana-Spinor ist einSpezialfall eines allgemeinen aus zwei Weyl-Spinoren zusammengesetzten Dira
-Spinors =   L R ! : (C.1)Im Minkowski-Raum stellt man n�amli
h an einen Majorana-Spinor die Bedingung� �  y
0 !=  tC: (C.2)Dabei ist 
0 = 
(M)0 = 
(E)4 =  0 1111 0 ! (C.3)und C die Ladungskonjugationsmatrix. Dur
h diese Bedingung wird die Anzahl der Frei-heitsgrade im Verglei
h zu Dira
-Spinoren halbiert, ein Majorana-Spinor verf�ugt �uber vierreelle Parameter. F�ur detailliertere Betra
htungen zu Majorana-Spinoren im Minkowski-Raum konsultiere man z.B. [KS℄.In der Literatur �ndet man zuweilen Autoren, die behaupten, es g�abe keine Majorana-Spinoren in euklidis
her Formulierung (s. z.B. Referenz [S
h℄ aus [Ni℄). Dies nur solangeri
htig, wie man au
h im Euklidis
hen die Hermitizit�atseigens
haften der minkowskis
henFormulierung verlangt. In dieser Arbeit werden euklidis
he Majorana-Spinoren dur
h dieBeziehung �� = �tC (C.4)de�niert, wobei aber ni
ht l�anger �� = �y
0 gilt1. In Weyl-Darstellung nimmt ein Majorana-Spinor damit die Form � =  `��̀_� ! (C.5)an. Dabei ist `� ein linksh�andiger Weyl-Spinor.1Eine formale De�nition von �� in euklidis
her Raum-Zeit �ndet man z.B. in [Ni℄.



210 Majorana-SpinorenIm folgenden m�o
hte i
h einige Re
henregeln f�ur Majorana-Spinoren beweisen, die in denKalkulationen dieser Arbeit vielfa
h verwendet werden. F�ur skalare Variablen �1; : : : ; �nmit ungerader Grassmann-Parit�at verwende i
h dabei die folgende Regel zur Bildung vonTranspositionen: (�1 � � � �n)t = (�1)s(n)�n � � � �1: (C.6)Dabei ist s(n) das Signum der Permutation aus Sn, die die Reihenfolge der �1; : : : ; �n um-kehrt. Dur
h diese Konvention wird si
hergestellt, da� f�ur beliebige (skalare) Elemente ader Grassmann-Algebra at=a gilt. Die Erweiterung auf spinorielle Objekte ges
hieht dannin der gewohnten Weise, Spaltenvektoren gehen unter Transposition in Zeilenvektoren �uberund umgekehrt. Unter Benutzung der de�nierenden Eigens
haften des Ladungskonjuga-tionsoperators C erh�alt man dann f�ur Grassmann-wertige Majorana-Spinoren  und � diefolgenden Re
henregeln: � � = �� (C.7)� 
�� = ���
� (C.8)� 
�
�� = ��
�
� (C.9)� 
5� = ��
5 (C.10)� 
�
5� = ��
�
5 (C.11)� ���� = ������ (C.12)� 
����� = �����
� : (C.13)Beispielsweise weist man die erste Beziehung wie folgt na
h:� � = ( tC�)t= ��tC t = �tC = �� : (C.14)Die zweite angegebene Identit�at folgt aus� 
�� = ( tC
��)t= ��t
t�C t = �t
t�C = ��tC
� = ���
� : (C.15)Zum Beweis der dritten Glei
hung notieren wir� 
�
�� = ( tC
�
��)t= ��t
t�
t�C t = �t
t�
t�C = ��t
t�C
� = �tC
�
� = ��
�
� : (C.16)Die �ubrigen angegebenen Relationen re
hnet man unter Benutzung der Eigens
haften desLadungskonjugationsoperators mit analogen Argumenten na
h, (C.12) ergibt si
h dabeidirekt aus (C.9).



Anhang DFierz-TransformationBei der Variation des fermionis
hen Anteils der Lagrange-Di
hte tritt (z.B. in (1.60)) einTerm der Form fab
P�(��a
��
)(��b
�") auf, und i
h m�o
hte in diesem Anhang begr�unden,warum dieser Ausdru
k keinen Beitrag liefert. Dabei wird au
h �uber die Farbindizes a; bund 
 summiert. Wesentli
hes Argument wird hierbei eine Fierz-Umordnung sein. Bei derHerleitung dieser Fierz-Identit�at folge i
h in etwa der Darstellung von [BK℄ bzw. [Ku℄.Man betra
htet dazu den Vektorraum der hermites
hen 4 � 4-Matrizen und de�niert indiesem Raum ein Skalarprodukt via(A;B) := 14Tr(AB); (D.1)wobei die Spur in diesem Abs
hnitt dur
hgehend �uber die Spinorindizes gebildet wird, inunserer Theorie (D = 4) spre
hen wir also von 4� 4-Spuren. Bez�ugli
h dieses Skalarpro-dukts bilden die 16 Matrizen 11; 
�; ��� ; i
�
5; 
5 (D.2)eine Orthonormalbasis, beispielsweise re
hnet man na
h, da�14Tr(i
�
5i
�
5) = �14Tr(
�
5
�
5)= 14Tr(
�
�)= Æ�� (D.3)oder 14Tr(������) = � 116Tr(
�
�
�
� � 
�
�
�
� � 
�
�
�
� + 
�
�
�
�)(A:14)= Æ��Æ�� � Æ��Æ��: (D.4)I
h bezei
hne diese Matrizen im folgenden mit 
A, es gilt dann also14Tr(
A
B) = ÆAB : (D.5)Da die 
A eine Orthonormalbasis des o.g. Vektorraums bilden, �ndet man f�ur eine beliebige4 � 4-Matrix � die Darstellung � =XA 
A
A; (D.6)



212 Fierz-Transformationwobei 
A = 14Tr(
A�): (D.7)Komponentenweise gilt dann ��� = 14XA 
��A ���
��A ; (D.8)wobei �uber doppelt vorkommende Spinorindizes wie hier z.B. � und � zu summieren ist.F�ur zwei beliebige 4� 4-Matrizen �1 und �2 betra
hten wir nun die Matrix � = �(Æ
), diedur
h �(Æ
)�� := ��Æ1 �
�2 (D.9)de�niert wird. (D.8) s
hreibt si
h dann als��� = ��Æ1 �
�2 = 14XA 
��A ��Æ1 �
�2 
��A (D.10)Sind jetzt  1,..., 4 Grassmann-wertige Dira
-Spinoren, so folgt( � 1�1 2)( � 3�2 4) = ( � �1��Æ1  Æ2)( � 
3�
�2  �4 )= 14XA 
��A ��Æ1 �
�2 
��A � �1 Æ2 � 
3 �4= �14XA � 
3�
�2 
��A ��Æ1  Æ2 � �1 
��A  �4 : (D.11)Beim letzten Glei
hheitszei
hen haben wir die Grassmann-Natur der Eintr�age der Spi-noren ber�u
ksi
htigt. Insgesamt haben wir also die folgende Regel zur Fierz-Umordnunghergeleitet: ( � 1�1 2)( � 3�2 4) = �14XA ( � 3�2
A�1 2)( � 1
A 4): (D.12)Um nun zu zeigen, da� fab
P�(��a
��
)(��b
�") = 0 setzen wir �1 = �2 = 
� und erhaltenna
h Summation �uber � (sowie �uber a, b und 
)fab
X� (��a
��
)(��b
�") = fab
X� (��b
�")(��a
��
)= �14fab
X�;� (��a
�
�
�")(��b
��
)�14fab
X� (��a
�11
�")(��b11�
)�14fab
 X�;�<�(��a
����
�")(��b����
)+14fab
X�;� (��a
�
�
5
�")(��b
�
5�
)�14fab
X� (��a
�
5
�")(��b
5�
): (D.13)



213Die Summanden auf der re
hten Seite werden nun einzeln behandelt, der erste Term ergibteinen Beitrag von�14fab
X�;� (��a
�
�
�")(��b
��
) = 12fab
X� (��a
�")(��b
��
)= 12fab
X� (��b
��
)(��a
�")= �12fab
X� (��a
��
)(��b
�"): (D.14)Dabei haben wir (A.15) und die Antisymmetrie der fab
 verwendet. Der zweite Summandtr�agt aufgrund von fab
(��a")(��b�
) = fab
(��a")(��
�b)= �fab
(��a")(��b�
) (D.15)ni
ht bei, dabei haben wir die Re
henregel ��b�
 = ��
�b f�ur Majorana-Spinoren ausgenutzt.Na
h dem glei
hen Argument vers
hwinden au
h die beiden letzten Beitr�age von (D.13),denn es gilt ��b
�
5�
 = ��

�
5�b bzw. ��b
5�
 = ��

5�b. Unter Benutzung von (A.16)erkennt man X� 
����
� = 0; (D.16)so da� au
h der dritte Summand in (D.13) vers
hwindet. Insgesamt geht (D.13) daher infab
X� (��a
��
)(��b
�") = �12fab
X� (��a
��
)(��b
�") (D.17)�uber, und es folgt fab
X� (��a
��
)(��b
�") = 0: (D.18)



Anhang EDie Ni
ht-Abels
he Stokes-FormelE.1 Formulierung der FormelWir haben im Kontinuum gesehen, da� der Feldst�arketensor mit einem Paralleltransportin�nitesimaler Ausdehnung gem�a�U(
x;�;�) = 1� F��(x)dx�dx� (E.1)verbunden ist, vgl. (2.4). Dabei ist U(
x;�;�) ein Paralleltransport entlang einer ges
hlos-senen Kurve und dx�dx� die einges
hlossene Fl�a
he. U(
x;�;�) wird dur
h das Wegintegral(2.2) U(
x;�;�) = P exp(� I
x;�;� A�(z)dz�) (E.2)bes
hrieben. Wir behaupten nun, da� si
h dies au
h auf den ni
ht-in�nitesimalen Fall ver-allgemeinern l�a�t. Man erh�alt dann die sogenannte Ni
ht-Abels
he Stokes-Formel, die wieim abels
hen Fall ein Wegintegral entlang des Randes eines Gebietes mit einem Fl�a
hen-integral �uber die umrandete Fl�a
he verkn�upft. Um unsere Behauptung pr�azisieren zuk�onnen, de�nieren wir zun�a
hst f�ur eine beliebige Lie-Algebra-wertige Funktion F aufder euklidis
hen kontinuierli
hen Raumzeit, einen Referenzpunkt x und eine L�angenskalaa die transportierte Funktion F via:F(x+ �a�̂ + �a�̂) := U�y� (x)U�y� (x+ �a�̂)F (x + �a�̂+ �a�̂)U�� (x+ �a�̂)U�� (x): (E.3)Dabei bezei
hnet U�� (x) den Transporter vom Punkt x um � Einheiten a in �̂-Ri
htung,also U�� (x) = Pe� R x+�a�̂x dzA�(z) (E.4)und analog f�ur die Transporter U�� . Typis
herweise sind 0 � �; � � 1 und a die Gitter-konstante. Eine graphis
he Ans
hauung vermittelt:



E.2 Beweis 215s- 6?� sF�a�̂ �a�̂x x+ a�̂x+ a�̂+ a�̂x+ a�̂Wir behaupten nun, da� f�ur den Feldst�arketensor des Kontinuums F�� und die Plaquet-tenvariable U��(x) die folgendeNi
ht-Abels
he Stokes-FormelU��(x) = P exp��a2 Z 10 d� Z 10 d�F��(x+ a��̂ + a��̂)�� 1 + 1Xn=1 nYi=1Z �i�10 d�i Z 10 d�i((�a2)F��(x+ a�n�̂+ a�n�̂) � � � (�a2)F��(x+ a�1�̂+ a�1�̂)) (E.5)korrekt ist. Dabei ist �0 = 1, und P bezei
hnet den Pfadordnungsoperator. Gem�a� obigerFormel ordnet P die einzelnen Integrale in der Exponentialreihe so an, da� die Argumentemit gr�o�erer �̂-Komponente jeweils re
hts stehen, es ist stets �n � �n�1 � : : : � �1 ��0 = 1. Bez�ugli
h der �̂-Komponenten wird keine Ordnung vorgenommen.E.2 BeweisZum Beweis f�uhren wir einen Parameter L ein, der die Ausdehnung der Plaquettenvariablein �̂-Ri
htung kontrolliert. Genauer hat man dann:UL��(x) := U y�(x)ULy� (x+ a�̂)U�(x+ aL�̂)UL� (x): (E.6)Graphis
h ma
ht man si
h dies dur
h - 6�?x x+ aL�̂x+ a�̂ x+ aL�̂+ a�̂



216 Die Ni
ht-Abels
he Stokes-Formelklar.Wir zeigen jetzt, da�UL��(x) = P exp��a2 Z L0 d� Z 10 d�F��(x+ a��̂ + a��̂)�� 1 + 1Xn=1 nYi=1Z �i�10 d�i Z 10 d�i((�a2)F��(x+ a�n�̂+ a�n�̂) � � � (�a2)F��(x+ a�1�̂+ a�1�̂)) (E.7)f�ur alle L gilt, wobei wi
htig ist, da� hier �0 = L ist. Hat man dies f�ur alle L eingesehen,so ergibt si
h (E.5) als Spezialfall L = 1. Um (E.7) zu beweisen, leiten wir eine Di�eren-tialglei
hung erster Ordnung in L her, der beide Seiten gen�ugen. Da zus�atzli
h sowohl diere
hte als au
h die linke Seite von (E.7) f�ur L = 0 die Einheitsmatrix ergeben, folgt danndie Behauptung.Di�erenzieren der re
hten Seite von (E.7) na
h L ergibt zun�a
hst (mit �1 = L):Z 10 d�1(�a2)F��(x+ aL�̂+ a�1�̂)+ 1Xn=2 nYj=2Z �j�10 d�j nYi=1Z 10 d�i((�a2)F��(x+ a�n�̂+ a�n�̂)� � � (�a2)F��(x+ a�2�̂+ a�2�̂)(�a2)F��(x+ aL�̂+ a�1�̂))= (1 + 1Xn=2 nYj=2 Z �j�10 d�j nYi=2Z 10 d�i (�a2)F��(x+ a�n�̂+ a�n�̂)� � � (�a2)F��(x+ a�2�̂+ a�2�̂)!) � Z 10 d�1(�a2)F��(x+ aL�̂+ a�1�̂)= (re
hte Seite von (E.7)) � Z 10 d�1(�a2)F��(x+ aL�̂+ a�1�̂): (E.8)Wir bere
hnen nun f�ur die linke Seitelim�!0 1� �UL+��� (x)� UL��(x)� : (E.9)Graphis
h ist dies: 1� - 6�?a(L +�) � - 6�? aL != - 6�? aL � 1� - 6�?� a� � 1! (E.10)



E.3 Anwendung bei der Entwi
klung der Plaquettenvariablen 217Im Limes �! 0 gilt aber- 6�?� a� = 1� a2�Z 10 d�1F��(x+ aL�̂+ a�1�̂) +O(�2); (E.11)wie man dur
h Benutzung vonU(
x;�;�) = 1 � F��(x)dx�dx� (E.12)einsieht (man bea
hte, da� der Limes � ! 0 betra
htet wird). Damit folgt dannddLUL��(x) = UL��(x)��a2 Z 10 d�1F��(x+ aL�̂+ a�1�̂)� : (E.13)Somit erf�ullen beide Seiten von (E.7) dieselbe Di�erentialglei
hung des Typsf 0 = f � g; (E.14)wobei g(L) = �a2 Z 10 d�1F��(x+ aL�̂+ a�1�̂) (E.15)und stimmen beim Anfangswert L = 0 �uberein (beide Seiten sind dann glei
h 11). Insgesamtist (E.7) damit f�ur alle L gezeigt, (E.5) erh�alt man als Spezialfall L = 1.Diese Beweisidee entstand in einem gemeinsamen Gespr�a
h mit Dr. Christian Wie
zer-kowski [Wi98℄. Eine formale Ausarbeitung eines �ahnli
hen Beweises �ndet man in derReferenz [Ar℄ aus [GPGASB℄.E.3 Anwendung bei der Entwi
klung der Plaquettenvaria-blenAus der Ni
ht-Abels
hen Stokes-Formel l�a�t si
h die in Kapitel 3 ben�otigte Entwi
klungder Plaquettenvariablen bis zur dritten Ordnung von a sehr bequem ablesen. Man beob-a
htet dazu zun�a
hst folgendes: F�urF��(x+a��̂+a��̂) = U�y� (x)U�y� (x+a��̂)F��(x+a��̂+a��̂)U�� (x+a��)U�� (x) (E.16)gilt F��(x+ a��̂ + a��̂) = (1 + a�A�(x))(1 + a�A�(x))�(F��(x) + a���F��(x) + a���F��(x))�(1� a�A�(x))(1� a�A�(x))+O(a2); (E.17)



218 Die Ni
ht-Abels
he Stokes-Formelworaus man den ersten Taylor-KoeÆzienten�� F��(x+ a��̂ + a��̂)j�=�=0= A�(x)F��(x)� F��(x)A�(x) + ��F��(x)= D�F��(x) (E.18)abliest. Dabei ist D� die kovariante Ableitung in adjungierter Darstellung. Allgemeinergilt [GPGASB℄ �n��m� F��(x) = Dn�Dm� F��(x): (E.19)Damit kann man die Entwi
klung von U�� aber nahezu m�uhelos nieders
hreiben, denn esfolgt aus der Ni
ht-Abels
hen Stokes-FormelU��(x) = P exp��a2 Z 10 d� Z 10 d�F��(x+ a��̂ + a��̂)�= 1 � a2 Z 10 d� Z 10 d�F��(x+ a��̂ + a��̂) + O(a4)= 1 � a2 Z 10 d� Z 10 d� (F��(x) + a���F��(x) + a���F��(x))+O(a4)= 1 � a2F��(x)� 12a3��F��(x)� 12a3��F��(x) + O(a4)= 1 � a2F��(x)� 12a3D�F��(x)� 12a3D�F��(x) + O(a4): (E.20)Dies ist genau das Ergebnis aus (3.20).



Anhang FKovariante Ableitungen auf demGitterAuf dem Gitter gibt es mehrere M�ogli
hkeiten, eine kovariante Ableitung zu de�nieren.Hier werden die folgenden Varianten verwendet:Dlat;f� f(x) := 1a(U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x)� f(x)) (F.1)Dlat;b� f(x) := 1a(f(x)� U�(x� a�̂)f(x� a�̂)U y�(x� a�̂)) (F.2)Dlat;sym� f(x) := 12a(U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x)�U�(x� a�̂)f(x� a�̂)U y�(x� a�̂)): (F.3)Erkl�art man auf dem Raum der auf dem Gitter de�nierten (Lie-Algebra-wertigen) Funk-tionen ein Skalarprodukt verm�oge< f; g >=Xx Trff(x) � g(x)g; (F.4)so gilt wegenXx Trff(x)Dlat;f� g(x)g = 1aXx Trff(x)U y�(x)g(x + a�̂)U�(x)� f(x)g(x)g= 1aXx TrfU�(x� a�̂)f(x� a�̂)U y�(x� a�̂)g(x)�f(x)g(x)g= Xx Trf�Dlat;b� f(x)g(x)g (F.5)die Beziehung Dlat;f� = �Dlat;by� : (F.6)F�ur die symmetris
he kovariante Ableitung re
hnet man na
h, da� sie in diesem Sinneantihermites
h ist, da� also Dlat;sym� = �Dlat;symy� . Au�erdem re
hnet man lei
ht na
h,



220 Kovariante Ableitungen auf dem Gitterda� Dlat;f� Dlat;b� f(x)= Dlat;b� Dlat;f� f(x)= 1a2 (U y�(x)f(x+ a�̂)U�(x) + U�(x� a�̂)f(x� a�̂)U y�(x� a�̂)� 2f(x)) (F.7)ri
htig ist. S
hlie�li
h gilt no
hDlat;f� f(x)�Dlat;b� f(x) = aDlat;f� Dlat;b� f(x): (F.8)Ferner sind Paralleltransporte unter der Spur sozusagen mit den Majorana-Eigens
haftenvertr�agli
h. Beispielsweise giltTrf��(x)
�U y�(x)�(x+ a�̂)U�(x)g = ��a(x)
��b(x+ a�̂)TrfT aU y�(x)T bU�(x)g= ���b(x+ a�̂)
��a(x)TrfT aU y�(x)T bU�(x)g= ���b(x+ a�̂)
��a(x)TrfU y�(x)T bU�(x)T ag= �TrfU y�(x)��(x+ a�̂)U�(x)
��(x)g: (F.9)



Anhang GMathematis
he HilfsmittelG.1 Die Gamma-FunktionDie Gamma-Funktion besitzt f�ur z 2 C , Re z > 0 die folgende Integraldarstellung na
hEuler: �(z) = Z 10 dte�ttz�1: (G.1)Die Darstellung gem�a� des Produktsatzes von Weierstrass hingegen lautet [Re℄1�(z) = ze
Ez 1Yk=1�1 + zk� e�z=k: (G.2)Dabei ist 
E = limk!1�1 + 12 + : : : + 1k � ln k� = 0:577215::: (G.3)die Eulers
he Gamma-Konstante. Insbesondere ist die Gamma-Funktion eine meromorpheFunktion mit einfa
hen Polstellen bei f�njn 2 N0g. Sie erf�ullt die Funktionalglei
hung�(z + 1) = z�(z) (G.4)und hat bei z = 0 die Laurentreihen-Entwi
klung�(") = 1� � 
E + O("): (G.5)G.2 Trigonometris
he UmformungenG.2.1 NotationenBei den st�orungstheoretis
hen Bere
hnungen auf dem Gitter werden die folgenden Abk�urzun-gen verwendet:s� = sin � q�2 � 
� = 
os � q�2 � q� = sin (q�)~s� = sin � q�ap2 �� ~
� = 
os � q�ap2 �� ~q� = sin (q � ap)��s� = sin � q+ap2 �� �
� = 
os � q+ap2 �� �q� = sin (q + ap)� : (G.6)



222 Mathematis
he HilfsmittelAu�erdem �ubernehmen wir die folgenden Notationen aus [MZ℄:�1 :=P� sin2 �q�2 ��2 :=P� sin2 (q�) + 4r2 �P� sin2 � q�2 ��2 = �4 + 4r2�21�3 :=P� sin4 �q�2 ��4 :=P� sin2 (q�) = 4(�1 ��3)�5 :=P� sin2 (q�) sin2 � q�2 � (G.7)und erkl�aren einige um ap vers
hobene Gr�o�en~�1 :=P� sin2 � q�ap2 ����1 :=P� sin2 � q+ap2 ��~�2 :=P� sin2 ((q � ap)�) + 4r2 �P� sin2 � (q�ap)�2 ��2~�3 :=P� sin4 � q�ap2 ��~�4 :=P� sin2 (q � ap)� : (G.8)Mit diesen Bezei
hnungen gilt dann�4 =X� q2� = 4X� s2�
2� = 4X� s2� �1� s2�� = 4�1 � 4�3 (G.9)sowie q� = 2s�
� (G.10)f�ur festes �.G.2.2 Taylor-Entwi
klung der PropagatorenMan erh�alt au�erdem1~�1 = 1P� sin2 � q�ap2 ��= 1P� �sin2 q�2 � ap� sin q�2 
os q�2 �+ O(a2)= 1hP� s2� � 12P� ap�q�i+ O(a2)= 1�P� s2�� h1� a2 P� p�q�P� s2� i+O(a2)= 1�P� s2�� "1 + a2P� p�q�P� s2� #+O(a2)= 1�1 + a2 p � q�21 + O(a2) (G.11)



G.2 Trigonometris
he Umformungen 223und 1�2 = 1q2� + 4r2(s2�)2= 1~q2� + 2ap� ~q� 
os(q � ap)� + 4r2( ~�21 + a ~�1p � ~q) +O(a2)= 1~�2 �1 + 2ap�~q� 
os(q�ap)�+2r2 ~�1p�~q~�2 +O(a2)�= 1~�2  1� 2ap�~q� 
os((q � ap)�) + 2r2 ~�1p � ~q~�2 +O(a2)!= 1~�2 � 2ap � ~q � 2p�~q�~s2� + 2r2 ~�1p � ~q~�22 +O(a2): (G.12)G.2.3 Algebrais
he Beziehungen der PropagatorenMittels 4�1 � �2 = 4X� sin2 �q�2 ��X� sin2 q� � 4r2�21= 4X� sin2 �q�2 �� 4X� sin2 �q�2 � 
os2 �q�2 �� 4r2�21= 4X� sin4 �q�2 �� 4r2�21= 4�3 � 4r2�21 (G.13)zeigt man, da� 1�2 = 14�1 + �3 � r2�21�1�2 (G.14)gilt. Diese Identit�at kann zur Abspaltung endli
her Anteile aus logarithmis
h divergentenIntegralen benutzt werden, denn der erste Term verh�alt si
h f�ur kleine Impulse wie 1q2 , derzweite hingegen bleibt f�ur q ! 0 endli
h. Mit (G.13) und4�1 + �2 = 4�1 +�4 + 4r2�21= 8�1 � 4�3 + 4r2�21 (G.15)kann man au�erdem na
hre
hnen, da�1�22 = 116�21 + (�3 � r2�21)(2�1 ��3 + r2�21)�21�22 (G.16)ri
htig ist. Der erste Term verh�alt si
h f�ur kleine q wie 1=q4, der zweite wie 1=q2, so da�au
h diese Identit�at zur Abspaltung endli
her Anteile aus divergenten Ausdr�u
ken benutztwerden kann.



224 Mathematis
he HilfsmittelG.3 IntegralformelnG.3.1 Feynman-ParametrisierungZur Dur
hf�uhrung der Feynman-Parametrisierungen in der St�orungstheorie des Kontinu-ums verwenden wir die Beziehung [Ku℄1ab = Z 10 dxZ 10 dyÆ(x + y � 1)(ax+ by)2 = Z 10 dx 1[(a� b)x+ b℄2 : (G.17)Dur
h Di�erentiation na
h a bzw. a und b erh�alt man hieraus1a2b = 2Z 10 dx � x[(a � b)x+ b℄3 (G.18)und 1a2b2 = 6Z 10 dx x(1� x)[(a� b)x+ b℄4 : (G.19)G.3.2 Integrale in D DimensionenIn den st�orungstheoretis
hen Kapiteln werden au�erdem die folgenden Integralformelnverwendet (vgl. z.B. [PS℄ oder [St℄):Z d4k(2�)4 1(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 �(n�D=2)�(n) 1(a2)n�D=2 (G.20)Z dDk(2�)D k�k�(k2 + a2)n = 1(4�)D=2 Æ��2(a2)n�1�D=2 �(n� 1�D=2)�(n) (G.21)Z dDk(2�)D (k2)�(k2 + a2)� = 1(4�)D=2 �(�+D=2)�(� � � �D=2)�(D=2)�(�) (a2)D=2+��� : (G.22)G.3.3 Integralformeln der Gitter-St�orungstheorieZur Bere
hnung der na
kten Gittergr�o�en in Kapitel 5 verwenden wir die folgenden For-meln aus [EM℄ (keine Summation �uber � bzw. �):Z ��� d4q(2�)4 116�1 ~�1 = 116�2 (2 � ln(a2p2)� 
E + F0000) +O(a) (G.23)Z ��� d4q(2�)4 sin � q�2 � 
os � q�2 �16�1 ~�1 = 116�2 ��14ap���ln(a2p2) + 
E � F0000 � 2�� 132ap�Z0000 + O(a2) (G.24)Z ��� d4q(2�)4 sin � q�2 � 
os �q�2 � sin � q�2 � 
os � q�2 �64�21 ~�1= 116�2 � 116Æ��(2 � ln(a2p2)� 
E + F0000) + p�p�p2 �� 1128 Æ��Z0000 + O(a): (G.25)



G.4 Numeris
he Werte 225Dabei werden die Konstanten Z0000 und F0000 bzw. F0001 z.B. in [GAKA℄ dur
h modi�-zierte Besselfunktionen ausgedr�u
kt. Die numeris
hen Werte sindF0000 = 4:369::: (G.26)Z0000 = 0:1549::: (G.27)F0001 = 1:311:::; (G.28)und es besteht der Zusammenhang1(4�)2 (F0001 � F0000) = �18Z0000: (G.29)Unter Ausnutzung der hyperkubis
hen Symmetrie verwenden wir au�erdem die folgendenIdentit�aten: Z ��� d4q(2�)4 s2�0 = 14 Z ��� d4q(2�)4�1 (G.30)Z ��� d4q(2�)4 s2�0q2�0 = 14 Z ��� d4q(2�)4�5 (G.31)Z ��� d4q(2�)4 q2�0 = 14 Z ��� d4q(2�)4�4; (G.32)wobei keine Summation �uber �0 erfolgt.G.4 Numeris
he WerteIn Kapitel 5 verbleiben wir mit einigen konvergenten Integralen, deren numeris
he Wertemit Hilfe des in [Ge℄ abgedru
kten Computer-Programms mittels einer Approximationdur
h Riemanns
he Summen bestimmt wurden. Die folgenden Tabellen illustieren dasKonvergenzverhalten in Abh�angigkeit von der Anzahl der �aquidistant gew�ahlten St�utz-stellen. (L4 gibt die Anzahl der St�utzstellen an.)L I�020 -1.30154760 -1.302713120 -1.302821200 -1.302844300 -1.302851a) I�0 L IFEY�120 0.36922260 0.369444120 0.369464200 0.369469300 0.369470b) IFEY�1 L IFEY�220 -0.17321560 -0.173143120 -0.173135200 -0.173133300 -0.173133
) IFEY�2L IFEYP20 0.07037960 0.071046120 0.071107200 0.071121300 0.071126d) IFEYP L IA20 0.00534260 0.005325120 0.005323200 0.005323300 0.005323e) IA L I(1��)�120 0.06463460 0.064783120 0.064797200 0.064800300 0.064801f) I(1��)�1 L I(1��)�220 -0.06465360 -0.064785120 -0.064797200 -0.064800300 -0.064801g) I(1��)�2



Anhang HFeynman-RegelnAn dieser Stelle werden kurz die in den st�orungstheoretis
hen Teilen dieser Arbeit verwen-deten Feynman-Regeln zusammengestellt. Sie sind der parallel angefertigten Arbeit vonClaus Gebert entnommen [Ge℄.H.1 Feynman-Regeln im KontinuumGluon Propagator �k b; �a; � 1k2 Æab �Æ�� � (1� �)k�k�k2 �Gluino Propagator �p ba Æab i=p+mp2+m2�p ba �ÆabC i=p+mp2+m2�p ba Æab i=p+mp2+m2C�13-Gluonen-Vertex �k1k2 k3a; �b; � 
; � igfab
 ((k1 � k3)�Æ��+(k2 � k1)�Æ��+(k3 � k2)�Æ��)



H.2 Feynman-Regeln auf dem Gitter 227Gluon-Gluino-Vertex �kb; p1 a; � 
; p2 �gfab

��kb; p1 
; p2a; � �gfab
C
��k a; �b; p1 
; p2 gfab

�C�1H.2 Feynman-Regeln auf dem GitterGluon Propagator �k b; �a; � 1̂k2 Æab �Æ�� � (1� �) k̂�k̂�k̂2 �Gluino Propagator �p ba Æabi
�p+ ra2 p̂2+m0�p ba �C Æabi
�p+ ra2 p̂2+m0�p ba Æabi
�p+ ra2 p̂2+m0C�1



228 Feynman-Regeln3-Gluonen-Vertex �k1k2 k3a; �b; � 
; � igfab
 �Æ��(k̂1 � k̂3)�� 
os �12k2�a�+Æ��(k̂2 � k̂1)�� 
os �12k3�a�+Æ��(k̂3 � k̂2)�� 
os �12k3�a��Gluon-Gluino-Vertex�kb; p1 a; � 
; p2 gfab
 �
� 
os �a2 (p1 � p2)���ir sin �a2 (p1 � p2)��� kb; p1 
; p2a; � gfab
C �
� 
os �a2 (p1 � p2)���ir sin �a2 (p1 � p2)���!k a; �b; p1 
; p2 �gfab
 �
� 
os �a2 (p1 � p2)���ir sin �a2 (p1 � p2)���C�12-Gluonen-Gluino-Vertex"b; �k1
; �k2 da p1 p2 �ag22 (fabef
de + fa
efbde)�Æ�� �r 
os �a2 (p1 � p2)��+i
� sin �a2 (p1 � p2)���#b; �k1
; �k2a dp1 p2 �ag22 (fabef
de + fa
efbde)�Æ��C �r 
os �a2 (p1 � p2)��+i
� sin �a2 (p1 � p2)���



H.2 Feynman-Regeln auf dem Gitter 229$b; �k1
; �k2a dp1 p2 �ag22 (fabef
de + fa
efbde)�Æ�� �r 
os �a2 (p1 � p2)��+i
� sin �a2 (p1 � p2)���C�1Dabei werden die folgenden Abk�urzungen verwendet:k̂� := 2a sin �a2k�� (H.1)�k� := 1a sin(ak�): (H.2)
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