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Einleitung

QCD, the marvellous theory of the strong
interactions, has a split personality.

It explains both ’hard’ and ’soft’ phenomena,
the softer ones being the hardest.

Y. Dokshitzer

Das Standardmodell der Elementarteilchen

Traditionell unterscheidet man im Gebiet niedriger Energien zwischen vier grundlegenden Kréften
oder Wechselwirkungen (WW), die in ihrer Gesamtheit alle bekannten Naturgeschehnisse erklaren
sollen. Dies sind die Gravitation, der Elektromagnetismus, die schwache und die starke Kernkaft.
Im Laufe der wissenschaftlichen Forschung als solche hat sich ein starker Trend zu einer ver-
einheitlichten Beschreibung aller Teilchen und Wechselwirkungen herausgebildet. Dieser beruht
im wesentlichen auf der Verkniipfung des Prinzips der lokalen Eichinvarianz der Lagrangedichte
bzgl. fundamentaler Symmetriegruppen mit der Idee der Existenz eines unsymmetrischen Grund-
zustandes (Vakuum).

Letzteres bezeichnet den Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung durch den Grund-
zustand, den Higgs-Mechanismus, der in der Vereinigung von elektromagnetischer und schwa-
cher Wechselwirkung zur elektroschwachen Theorie eine ausschlaggebende Rolle spielt. Erst
durch diesen Mechanismus wurde eine konsistente theoretische Beschreibung der elektroschwa-
chen Theorie im Rahmen einer renormierbaren Yang-Mills-Theorie mit der Symmetriegruppe
SU(2), x U(1)y moglich. Die Beschreibung der starken Wechselwirkung erfolgt ebenfalls im
Rahmen einer Yang-Mills-Theorie. Sie besitzt die Symmetriegruppe SU(3). und heilt Quanten-
chromodynamik (QCD). Eine Verkniipfung dieser beiden Eichtheorien bildet das Standardmo-
dell* mit der Eichproduktgruppe

SU(3). x SU(2), x U(1)y .

Die erfolgreiche Entwicklung dieser Eichtheorien fiihrte schlieflich auf Versuche, eine vereinig-
te Theorie aus starker und elektroschwacher Kraft aufzustellen, sogenannter GUTs (grand unified
theories), welche u.a. den Zerfall des Protons vorhersagen. Eine konsistente Vereinigung beider
Theorien steht bis heute aus. AuRerdem scheint die Einbeziehung der Gravitation eine wesentlich
schwierigere Aufgabe zu sein, da hier noch nicht einmal eine konsistente Quantentheorie vorliegt.

Im Rahmen von Eichtheorien werden Kréfte durch Eichfelder tbertragen, deren Quanten, die
Eichbosonen, die entsprechende Wechselwirkung vermitteln. Dies sind die Gluonen fir die starke
WW, die intermedidren Vektorbosonen W+, W~ und Z fiir die schwache WW und das Photon fiir
die elektromagnetische WW. Alle diese Bosonen tragen den Spin 1. Die Anzahl der Eichbosonen
wird bestimmt durch die Zahl der Generatoren der zur Symmetriegruppe gehdrenden Lie-Algebra.

1Der Name Standardmodell ist ein biRchen unser Problem: Wenn Sie ein Auto kaufen, w'urden Sie ja auch nie das
Standardmodell nehmen. (J.H. K'uhn, Karlsruhe)



Einleitung

Obwohl uns keine Quantentheorie der Gravitation vorliegt, wird ein entsprechendes Teilchen, das
Graviton, welches einen Spin von 2 tragen muss, postuliert. Eine kurze Ubersicht iiber die Eigen-
schaften dieser Krifte liefert Tabelle 1.

Kraft Reichweite relative St'arke betroffene Teilchen Austauschboson
Gravitation o0 Gy =6-10"% alle Graviton g
elektromagn. 00 e? =1/137 geladene Teilchen Photon

stark 10~ 13cm g>=1 Hadronen Gluonen gy, ..., gs

schwach 107%cm  Gg=10"° Hadronen & Leptonen W *- und Z-Boson

Tabelle 1: Charakteristika der in der Natur beobachteten Typen von Wechselwirkungen (relative
Stérke in natirlichen Einheiten i = ¢ = Mp = 1)

Die Theorien zur Beschreibung von Elementarteilchen dhneln aufgrund ihrer mathematischen
Struktur denen der kondensierten Materie. Beide besitzen eine Schichtstruktur, d. h. flr verschie-
dene typische Abstdnde und Zeitbereiche werden verschiedene effektive Theorien zur Beschrei-
bung des zugrundeliegenden Modells herangezogen und die relevanten Kopplungsparameter va-
riieren bei einer kontinuierlichen Anderung der Skala. In solchen Fallen spricht man von einer
laufenden Kopplung (running coupling), welche vom Energielibertrag 1 des betrachteten Wech-
selwirkungsprozesses abhangt.

Quantenchromodynamik

Die QCD beschreibt die Wechselwirkung zwischen Quarks und Gluonen. In der Natur werden
N; = 6 unterschiedliche Quarkarten (massive Fermionfelder), die Quarksfevours f = u,d, s, ¢,
b,t (up, down, strange, charm, bottom, top) beobachtet. Sie werden durch Flavourquantenzahlen
unterschieden und tragen verschiedene Massen, siehe Tabelle 2. Desweiteren tragt jedes Quark
aufgrund der SU(3).-Eichgruppe eine Farbe (c:colour): r, g oder b.

Quarks Ladung Flavourquantenzahlen Masse
Qe 1 Is; S C B T MeV
u 2/3 12 12 0 0 0 O 1.5-4.0
d -1/3 12 -1/2 0 0 0 O 4.0-8.0
S -1/3 0 0 -1 0 0 O 80-130
c 2/3 0 0 0 1 0 0 1150-1350
b -1/3 0 0 0 0 -1 0 4100-4900
t 2/3 0 0 0 0 0 1 =~175000

Tabelle 2: Eigenschaften der sechs Quarkflavours: elektrische Ladung @, Isospin I und dessen
dritte Komponente I3, Strangeness S, Charm C', Bottomness B und Topness T°



Die Theorie der starken Wechselwirkung wird durch wenige freie Parameter, ndmlich die starke
Kopplungkonstante und die Quarkmassen, bestimmt. Eine der charakteristischen Eigenschaften
ist, dass ihre Kopplungskonstante mit zunehmendem Energielibertrag des betrachteten Prozesses
abnimmt. Belege fir die Existenz der Quarks wurden in Hochenergieexperimenten p > 10 GeV/
gesammelt. In Experimenten bei niedrigen Energien . < 1 GeV, dem hadronischen Sektor, wer-
den Bindungszustande von Quarks und Gluonen, darunter Protonen, Neutronen und w-Mesonen,
jedoch keine Einteilchenzustédnde der grundlegenden Quarkfelder beobachtet. Der Grund hierfiir
ist die laufende Kopplung der QCD, die im phanomenologisch relevanten Niederenergiebereich
(Hadronenphysik) einen hohen und im Hochenergiebereich (Jet-Physik) einen niedrigen Wert an-
nimmt2. Daraus folgend zeigt die Struktur der Theorie Confi nement bei niedrigen und asymptoti-
sche Freiheit bei hohen Energien.

Eine Frage, die sich dabei stellt, ist, wie man den theoretisch zugénglicheren Bereich der QCD
bei hohen Energien mit den beobachteten Eigenschaften der Hadronen bei niedrigen Energien in
Beziehung setzen kann. Hierfiir bedarf es nicht-perturbativer, d. h. skalenunabhéngig anwendbarer
Methoden. Die momentan einzige zuverldassige Methode, nicht-perturbative Vorhersagen aus der
QCD zu extrahieren, ist deren Formulierung auf einem Raumzeitgitter. Innerhalb dieser sogenann-
ten Gitter-QCD lésst sich dann der Niederenergiebereich durch Monte-Carlo-Simulationen (MC)
abdecken. Bei der Diskretisierung der Kontinuums-QCD wird ein Gitterabstand « eingefiihrt, der
einem Inversen Impuls-Cutoff entspricht. Die Gitter-QCD stellt damit automatisch eine Regulari-
sierung der Kontinuumstheorie dar.

Die Auswertung der Quantenchromodynamik auf dem Gitter wird in erster Linie durch die zur
Verfiigung stehenden Rechenkapazitdten begrenzt. Sie liefern fiir ein festes, endliches Simula-
tionsvolumen eine untere Grenze fir den Gitterabstand, also eine obere Grenze fiir den Cutoff.
Auf aktuellen Computersystemen ist es insbesondere nicht moglich, den Cutoff wesentlich Uber
die Masse des b-Quarks zu schieben, so dass es sich bisher einer relativistischen Simulation ent-
zieht®. Die Behandlung schwerer Quarks Q@ mit Massen mg > Aqcp ~ 0.2GeV ist daher
nur im Rahmen einer effektiven Theorie moglich. Dazu werden die im Niederenergiesektor ver-
nachlassigbaren Freiheitsgrade ausintegriert, wodurch im gleichen Zug der Giiltigkeitsbereich der
entsprechenden effektiven Theorie festgelegt ist. Von besonderem experimentellem wie theoreti-
schem Interesse sind Systeme aus einem leichten und einem schweren Quark, wie das B-Meson.
Aus ihnen erhofft man sich ein Verstandnis der CP-Verletzung und die Entdeckung einer Phy-
sik jenseits des Standardmodells der Elementarteilchen. Zu ihrer Beschreibung wird lediglich das
leichte Quark als relativistisches Teilchen betrachtet und die als klein anzusehende Dynamik des
schweren Quarks vernachlassigt. In der effektiven Theorie schwerer Quarks (HQET: Heavy Quark
Effective Theory) werden dazu Observablen der QCD als systematische Entwicklung nach Poten-
zen der inversen Masse, 1/mgq, des schweren Quarks aufgefasst. Die HQET in filhrender Ordnung
dieser Entwicklung nennt man auch statische Theorie

2Unter einem niedrigen bzw. hohen Wert der Kopplung ist zu verstehen, ob die St orungstheorie, eine Reihenentwick-
lung nach Potenzen der Kopplung wohldefi niert ist oder nicht.
3Das b-Quark fallt regelrecht durch das Gitter, da dessen Auflosung nicht fein genug ist, um es zu tragen.



Einleitung

Damit die Ergebnisse der Rechnungen in der HQET als Vorhersagen fiir die QCD dienen
kdnnen, missen beide Theorien einander angepasst werden. Dieses sogenannte Matching sollte
nicht-perturbativ durchgefiihrt werden, denn eine stérungstheoretische Anpassung beider Theori-
en l&sst nicht-perturbative Effekte auler Acht, so dass deren EinfluR nur schlecht abzuschétzen ist.
Fur das Matching werden geeignet gewahlte GrofRen bendtigt, die in beiden Theorien definiert sind
und in der jeweiligen Gitterformulierung ihre Entsprechungen finden. SchlieBlich miissen sich die
gewdhlten Observablen ins Kontinuum extrapolieren lassen.

In dieser Arbeit wird die Renormierung einer HQET-Observable in statischer Ndherung mit
zwei dynamischen Flavours durchgefiihrt. Namentlich handelt es sich dabei um die Zeitkompo-
nente des Axialstromes zwischen einem schweren und einem leichten Quark. Die vorliegende
Arbeit liefert damit eine wichtige Erweiterung von [25], in der die zugrundeliegende Prozedur
zunéchst in der Valenzquark-Néherung angewandt wurde, auf die realistischere Situation, in der
die Physik eines leichten (masseentarteten) Quarkdubletts beriicksichtigt wird. Desweiteren wur-
den die neuen Rechnungen mit verschiedenen Gitterdiskretisierungen der Theorie durchgefiihrt.

Im ersten Teil wird das Schr odinger-Funktional, ein Renormierungschema im endlichen Volu-
men, in dem sich die QCD gerade in Hinsicht auf unsere Simulationen sehr zweckmaRig formu-
lieren ldsst [38], eingefiihrt. Es eignet sich nach seiner Formulierung auf dem Gitter besonders fiir
eine nicht-perturbative Bestimmung skalenabhangiger GroRen. Es schlie3t sich im zweiten Teil ei-
ne Einflihrung in die HQET an, die dann in das SF-Schema (ibertragen wird. Desweiteren wird der
statische Axialstrom eingefiihrt und die zur Renormierung notwendigen Korrelationsfunktionen.
Der dritte Teil zeigt, wie durch die sogenannte Step-Scaling-M ethode die Renormierung einer ska-
lenabhédngigen Grole Uber einer groRen Energiebereich durchgefiihrt wird. Im vierten Teil wird
auf die numerische Umsetzung eingegangen, bevor die erzielten Ergebnisse présentiert werden.
SchlieBlich endet die Arbeit mit der Zusammenfassung und einem Ausblick.
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1 Das Schrdodinger-Funktional

Jeder naturbeschreibenden Quantenfeldtheorie (QFT) liegt eine unendlich ausgedehnte vierdimen-
sionale Basismannigfaltigkeit zugrunde. Numerische Simulationen mit einem Computer bendtigen
hingegen eine diskretisierte Version der entsprechenden QFT in einem endlichen Volumen. Die
einfachste Mdoglichkeit einer solchen Gitterformulierung ist diejenige mit periodischen Randbe-
dingungen fir die Felder in Raum und Zeit. Beschrankt man sich aber auf periodische Randbedin-
gungen in drei Raumzeitdimensionen und feste Randwerte in Einer, so werden in dem endlichen
Volumen Randeffekte induziert, welche man als Observable verwenden kann.

Ein solches endliches Volumenschema ist das vor mehreren Jahren eingefiihrte Schr odinger-
Funktional (SF) [38]. Die vorliegenden Arbeit nutzt die Vorziige des SFs zur nicht-perturbativen
Bestimmung einer skalenabhéngigen GrolRe. Zunéchst werden die Grundziige dieses Schemas in
Kontinuumsnotation vorgestellt. Eine Gitterformulierung folgt in Abschnitt 1.7.

C )

C ‘ —_—

Abbildung 1.1: lllustration des Schrddinger-Funktionals

1.1 Definition

Die formale Definiton des SF erfolgt hier in der reinen nicht-abelschen (Yang-Mills-) Theorie
uber einer kontinuierlichen Raumzeit. Eine strikte Behandlung im Rahmen der gitterregularisier-
ten Theorie ist ebenso maglich.

Die Raumzeit sei mit einer Zylindertopologie (L3 x T) fiir ein festes Verhaltnis von T’/ L gege-
ben, siehe Abbildung 1.1. L ist die Ausdehnung in rdumlicher und T in zeitlicher Richtung. Ohne
nochmals darauf einzugehen, gilt spater immer 7" = L. An die Randfléchen der Zeitrichtung wer-
den Dirichlet-Randbedingungen fir die Vektorpotentiale

CPx) bei x9=0

Ale) = Cl(x) bei mo—L
k 0=

(1.1)

mit klassischen Eichpotentialen C' und C'’ gestellt. Der Raumindex  tragt die Werte 1,2, 3 und k&
ist der Einheitsvektor in k-Richtung. An die Zeitkomponente des Eichfeldes werden keine Rand-
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1 Das Schr odinger-Funktional

bedingungen gestellt. A bezeichnet eine lokale Eichtransformation von A geméaR
Ap(x) = AX) Ap(x)A(X) T+ AX)RAX) T, A eSUN). (1.2)
In den Raumrichtungen verbleiben periodische Randbedingungen
Ap(z + Lk) = Ag(z),  Alx+ Lk) = Ax) . (1.3)

Die euklidische Zustandsfunktion unter diesen Randbedingungen definiert das Schrédinger- Funk-
tional der reinen Eichtheorie

z[c',0] = / D[A] / D[A]e-SclAl (1.42)
D[A] = J] d4%x) ,  D[A] =] dA®) (1.4b)
X, 4, a x
mit der euklidischen Eichwirkung
1
Sq[A] = 3 d*z tr{F,, F} (1.5a)
Fu = 0uA, — 0,4, + [A, A)] (1.5b)

Hierbei beschreibt dA(x) das Haar-MaR der Eichgruppe SU(NN). Das SF ist ein eichinvariantes
Funktional der Randfelder

z[o"®, 0% = z[c',C] . (1.6)

1.2 Quantenmechanische Interpretation des SFs

Das Schrodinger-Funktional gestattet eine quantenmechanische Interpretation im Rahmen der
Schrodinger-Darstellung der Quantenmechanik. Es ist die quantenmechanische Ubergangsampli-
tude von einem Zustand |C') in einen Zustand |C'’) nach einer (euklidischen) Zeit T". Die quanten-
theoretischen Zusténde einer QFT in dieser Darstellung sind die Wellenfunktionale ¥[A] bzgl. den
Raumkomponenten des Vektorpotentials A (x). Die zugehorigen kanonisch konjugierten Feldva-
riablen sind tber Funktionalableitungen

)

By(x) = s 50 25 (1.7)

definiert und ein Skalarprodukt ist gegeben durch
(0]@) = / plalw[A]"e[4],  D[A] = [] d4i(x) - (L)

Dem sogenannten farbelektrischen Feld E}(x) entspricht in Analogie zur abelschen U(1)-Eich-
theorie gerade die Zeitkomponente des Feldstérketensors £, (x). Die physikalischen Zusténde ei-

12



1.3 Dasinduzierte Hintergrundfeld

ner QFT sind eichinvariant, d. h. fir sie gilt w[A"] = W[A]. Durch Integration {ber alle Eichtrans-
formationen wird ein gegebenes Funktional W[A] auf den physikalischen Unterraum projiziert.
Der zugehorige Projektor, der durch die Operation

PwlA] = / D[A]w[AY] (19)

definiert ist, vertauscht mit dem Hamiltonoperator

L 2 1
H= / d*z {g—OEg(x)Eg(x) + —2F,gl(x)F,gl(x)} : (1.10)
0 2 490
go ist die nackte Kopplung. Da jedes klassische Eichfeld einen Zustand |C') Uiber
(C|w) =w[C] (1.11)

definiert, ist die quantenmechanische Darstellung des SF durch
Z[c',C] =(C’|eTTP|C) =) e T, [0, [C]* (1.12)
n=0

gegeben. In der Gitterformulierung kann (1.12) streng berechnet werden und ist fur reelle Energie-
eigenwerte gultig.

1.3 Das induzierte Hintergrundfeld

Ein zusatzlicher quantenmechanischer Zugang zum SF ist, dass es die Behandlung der QCD Uber
ein Farbhintergrundfeld zuldsst. Angenommen B, (z) ist eine Losung der Bewegungsgleichun-
gen unter den Randbedingungen (1.1). Ist desweiteren die Wirkung bzgl. des Feldes B, (z) ein
absolutes Minimum, d. h. es gilt

S[A] > S[B] (1.13)

fiir alle Eichfelder A, welche keiner Eichtransformation Bf? von B entsprechen, so ist B das
(durch die Randbedingungen induzierte) Hintergrundfeld.

Demnach dominieren also flr eine schwache Kopplung go Felder in der Umgebung von B das
Pfadintegral und die effektive Wirkung

I'Bl=—-nZ[C',C] (1.14)

besitzt eine reguldre Stérungsentwicklung von der Form

P1B] = 5 T0{B] + I3 (Bl + G blB] + - (L.15a)
0
Iy[B] = ¢25(B] . (1.15b)

13



1 Das Schr odinger-Funktional

Die Verkniipfung zwischen den Randfeldern C', C'’ und dem Hintergrundfeld B ist bijektiv, so
dass B als Argument anstelle von C, C'/ dienen kann.

Obige Eichtransformation Q = Q(x) bezieht sich auf alle = des Zylinders mit Rand und B*? ist
die entsprechende Verallgemeinerung von (1.2).

1.4 Die renormierte Kopplung

Zur Definition einer renormierten und damit laufenden Kopplung bendtigt man eine Grole, welche
lediglich von der Skala abhéngt. Da die Feldstdrke B mit 1/L skaliert, ist durch die Wahl LB
eine dimensionslosen Grofie n gegeben. Ist nun ein Hintergrundfeld entsprechend Abschnitt 1.3
gegeben, so ldsst sich die Ableitung der effektiven Wirkung

0

r'p =g,

I'[B] (1.16)

nicht-perturbativ definieren. Dadurch wiederum ist man in der Lage, die effektive Kopplung

_ Io[Bl

AORS (L.17)
zu definieren, welche fir kleine Kopplungen gegen die nackte Kopplung g2 strebt:
(L) = 1Y(B) / (5 T4lB) + L11B) + g3 131B] + ...
= y(B] / (L 13(B] - (1 + g3 I{[BI/T3B] + O(ai))
= g8/ (1+ @8TI1BI/I§1B] + O(41) )
~ 95 — %o ?gg +0(95) (1.18)

Dabei wurde von der Storungsentwicklung der effektiven Wirkung (1.15a) die Ableitung genom-
men, eingesetzt und die Naherung 1/(1 + ) ~ 1 — = + O(z?) verwendet. Offenkundig dient der
Faktor I7)[B] der Normierung. Da es nur eine Ldngenskala L gibt, l&uft diese Definition von g mit
der BoxgroRe L.

Eine spezielle Wahl fir die Eichgruppe SU(3) ist das abelsche Hintergrundfeld [42], welches
durch die Randwerte

i 1.
Ck = E dlag(¢1a¢2a¢3) ) C]/c = E dlag(qbllagbl%gbg) ) k= 17273 ) (119&)
mit
= n-3 Pp=—¢1— 4
$2 = —31 ¢h = —¢3+ 3 (1.19b)
¢3=—3n+32 Py =—go+ &
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1.5 Quarks

induziert wird. Das zugehorige Hintergrundfeld lautet
By=0, By = [20C), + (L — x9)Cy]/L , k=1,2,3 (1.20)
und besitzt nach [63] einen Feldtensor mit den nicht-verschwindenden Komponenten
Gor = 0By = (C — Cy)/ L, k=1,2,3. (1.21)

Dies ist ein konstantes farbelektrisches Feld, das man sich anschaulich wie einen Plattenkonden-
sator vorstellen kann.

1.5 Quarks

Bisher wurde lediglich die reine Yang-Mills-Theorie betrachtet. Zu einer vollstdndigen Beschrei-
bung der starken Wechselwirkung im Rahmen des SFs werden nun Quarks, bzw. fermionische
Freiheitsgrade in die Theorie eingefligt. Dies wurde zuerst in [57, 58] von S. Sint diskutiert.

Bei der Formulierung der Dirichlet-Randbedingungen fiir die Quarkfelder ist Vorsicht geboten.
Der Dirac-Operator ist ein Operator erster Ordnung. Es kann daher nur die Halfte der Komponen-
ten von fermionischen Feldern auf dem Rand festgelegt werden um eine eindeutige Lésung der
Dirac-Gleichung zu erhalten. Die fermionische Wirkung im SF entspricht aufgrund der Zylinder-
topologie nicht der reinen Standard-Fermionwirkung

s = [ ate B pDy + o). (L.22)
sondern ist durch zwei Randterme zu

Se = [ dta B)bDy+ mlu(z) (1.23)
— [ @ @) Pb @m0 — [ % )Pt @)
mit den zeitlichen Projektionsoperatoren

Py = 1(1£0) (1.24)

zu vervollstandigen [57]. Die v, sind die euklidischen ~-Matrizen in Standardnotation und die
kovariante Ableitung D,, wirkt wie

Dy(z) = (0 + Au(@))(x) - (1.25)
Die gesamte Wirkung schreibt sich dann mit der reinen Eichwirkung S¢ aus (1.5a) als

S[A, ¥, 9] = SglA] + Sp[A, v, ] . (1.26)
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1 Das Schr odinger-Funktional

Die Quarkfelder auf den Randflachen des Zylinders unterliegen hierbei den Randbedingungen

Pob()], = o), P@), =000,
E(x)P_LI;O:O = ﬁ(x) ) E(x)P-i-‘J;O:L = ﬁ/(X) ) (1.27)

welche zu einer quantenmechanischen Interpretation gemat (1.12) fuhren. Das SF
Z1C",7'.0:C.po) = [ DIAID[ID[le ST (1.28)

enthalt daher eine Integration Uber alle Felder mit den angegebenen Randwerten. Zu den Randfel-
dern der reinen Eichtheorie C, C'’ treten in Analogie die Randfelder von Fermionen und Antifer-
mionen p, p’ bzw. p, p’ hinzu.

Im Gegensatz zu den periodischen Randbedingungen an die Eichfelder (1.3), gelten fir die
fermionischen Felder periodische Randbedingungen bis auf eine konstante Phase [59]

Y(x + Lk) =%(x),  Pla+ Lk)=e99(). (1.29)

Die Wahl 8 = 0 entspricht den Ublichen periodischen Randbedingungen, doch ist eine Wahl 6 #£ 0
oft von praktischem Nutzen in Monte-Carlo-Simulationen. Der Grund hierfir ist, dass die Ei-
genwerte der Fermionmatrix sensitiv auf 6 reagieren und deren Invertierung vom Verhéltnis des
hochsten zum niedrigsten Eigenwert abhangt.

Statt an dieser Stelle kann der Phasenfaktor auch in den Ableitungsoperatoren auftreten, so dass
sich (1.29) rein formal wie (1.3) schreiben ldsst und der Theta-Winkel nun in der kovarianten
Ableitung auftritt, siehe Abschnitt A.4.

1.6 Erwartungswerte von Operatoren

Korrelationsfunktionen im SF sind durch Erwartungswerte fermionischer Operatoren O gegeben,
die sich aus Produkten von Feldern im Volumen und auf dem Rand des SF-Zylinders zusammen-
setzen. Ergénzt man die bisherige Wirkung (1.26) durch den fermionischen Quellterm (source)

Ssl, . =7¢ + ¢, (1.30)
so lasst sich wegen
[ 0 esss] — p(z)e S {Lesss] ~ @S (131
57(z) =0 on(x) A=n=0
folgende Identifizierung treffen
s — (o). ). (132)

Das Minuszeichen tritt wegen der Grassmannwertigkeit der fermionischen Felder auf. Abgesehen
von den Eich-, Quark- und Antiquarkfeldern kann O die Randfelder ¢, ¢ und Z',C' gemaR der
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1.7 Formulierung der QCD auf dem Gitter

Identifizierung

1) ) _
(Sﬁ(X) - C(X) ) 5P(X) — = C(X) )
é / é -/

mit den Variationsableitungen bzgl. den in (1.27) definierten Randbedingungen enthalten.
Der Erwartungswert eines solchen Operators O ist nun gegeben durch

(0) = {%/D[A]DMD[@]@e—S[AVE,w;ﬁ,p,ﬁ’,p’HSs[E,w,ﬁm]}
mit dem Normierungfaktor Z, so dass (1) = 1.

1.7 Formulierung der QCD auf dem Gitter

Zur Implementierung einer Theorie auf den Computer, muss diese diskretisiert werden, d. h. aus
Ableitungsoperatoren in der kontinuierlichen Theorie werden Differenzenquotienten und Integra-
le sind endliche Aufsummierungen mit bestimmten Gewichtsfaktoren. Das soeben eingefiihrte SF
ist nun auf ein hyperkubisches Gitter mit endlichem Gitterabstand a zu Ubertragen. Hierbei ist zu
beachten, dass fiir einen Vergleich von diskretisierter und Kontinuumstheorie der Kontinuumsli-
mes a — 0 wohldefiniert sein muss.

Nach der Standardformulierung der Gitter-QCD [69] sind die Quarkfelder +(x) und +(z) auf
den Gitterpunkten z definiert und tragen wie im Kontinuum Dirac-, Farb- und Flavourindizes. Das
Eichfeld wird durch ein Feld von SU(3)-Matrizen U (z, i) dargestellt. Hierbei entspricht (x, 1)
dem geordneten Paar

(x,p) =<z+ap,z>=0b (1.35)

vom Gitterpunkt  zum ndchsten Nachbarpunkt = + aji mit Einheitsvektor /i zu den Raumzeit-
richtungen 1 = 0, 1, 2, 3. b nennt man einen Link, also die Verkniipfung néchster Nachbarpunkte,
und die Paralleltransporter des Gitters

Uz, 1) = Upp = Up gtap = Uz + afs, ) (1.36)

heiBen Linkvariable Allgemein gilt U tos . = Uy prap (U™ = UT) - siehe auch Abbildung
1.2. Der zu einem beliebigen Weg C = b,, o ... o by auf dem Gitter gehdrige Paralleltransporter ist
durch die Linkvariablen

UC)=Ulbn)...UMb) = []U®) (1.37)
beC

gegeben. Erst die Menge aller Linkvariablen bildet das Gittereichfeld.
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1 Das Schr odinger-Funktional

Uz + ab,z + aji + ad)

T + ab T +afi + ab
U(z,x+av) ¥y A Ulx+app+av,z+ aft)
T z+aji
Uz, z + aji)

Abbildung 1.2: Elementarplakette U(p) im Punkt z in Richtung x und v des hyperkubischen
Gitters

Auf dem Gitter unterscheidet man zwischen Vorwaérts- und Rickwaértsableitung (A.15). Deren
eichkovariante, d. h. unter den lokalen Eichtransformationen A(x) der Felder

Y(r) — Al)Y(2) , Uz, p) — AM2)U(z, p)A(x + afp) ™ (1.38)
invariante Pendants sind definiert Giber

V,ﬂ/}(x) =
Vi(z) =

[U(z, p)(x + aft) — b(z)] (1.39)
[W(z) — Uz — afp, 1) " ¥(z — aft)] (1.39b)

1
a
1
a
und bilden zusammen die Gitterversion des Dirac-Operators, den Wilson-Dirac-Operator

3
D=3 {u(Vi+ V) —aViV,} (1.40)
n=0

mit dem zum Gitterabstand a proportionalen Wilson-Term zur Vermeidung sogenannter Doppler
— siehe Abschnitt 1.7.2.

1.7.1 Die Eichwirkung

Die Eichinvarianz der reinen Eichwirkung sollte auf dem Gitter natlirlich ihren Bestand haben.
Eichinvariante GroRen sind gegeben (ber die Spur eines Produktes von Links entlang einer ge-
schlossenen Kurve Tr{U(C;.)} auf dem Gitter. Die kleinstmdgliche geschlossene, orientierte
Kurve ist in Abbildung 1.2 dargestellt und heilt Plakette, p = (x; u, v).

Daraus lasst sich nach WiLsoN [69] fir die reine Gittereichtheorie eine Gittereichwirkung
durch

SclU] =Y S(Uy) (1.41a)
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1.7 Formulierung der QCD auf dem Gitter

mit
S,(Uy) = - {L(Tr Up + TrU ") - 1} (1.41b)
= B {1 - %ReTr U, } (1.41c)
fir U, € SU(JV) definieren. Man nennt

Up=Uppp =U(z, 2+ a0)U(x + ab, x + afi + av)-
U +ap+ av,z + ap)U(x + aji, x) (1.42)

eine Plakettvariable. Die Summe Uber die Plaketten

Zp:zz ooo=1> (1.43)

r 1<pu<v<4 T,V

beschrankt sich auf einen Umlaufsinn pro Plakette. Die explizite Form der Wilson-Wirkung fir
die reine Gittereichtheorie, siehe Anhang A.8, lautet dann

S = _% ; a* Tr F, (z) F* (z) + O(d®) (1.44)

und strebt fiir kleine Gitterabstdnde « mit der Identifizierung

2N
B=— (1.45)
90
gegen die reine Yang-Mills-Wirkung. Fir die Eichgruppe der starken Wechselwirkung folgt

B=6/qg5 . (1.46)

Verwendung der Wilson-Wirkung im Schrodinger-Funktional
Nach Wilson [69] folgt die Eichwirkung (1.41a) zu

SelU] = % S w(p)Te{1 - U(p)} (1.47)

mit von der jeweiligen Diskretisierung abhdngigen Gewichtsfaktoren, w(p). Diese werden im
Schrodinger-Funktional [38] durch

fir Plaketten im Inneren

1
w(p) = { ) (1.48)
3

fur radumliche Plaketten auf dem Rand z¢ = 0, T

festgelegt.
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1 Das Schr odinger-Funktional

Eichfelder im Schrédinger-Funktional
Die Randbedingungen fiir die Gittereichfelder erhélt man aus den Kontinuumsrandwerten durch
die Bildung entsprechender Paralleltransporter zwischen = + ak und = bei zo = 0, 7. Fir die
anfangs betrachteten konstanten abelschen Hintergrundfelder C' und C'/ aus (1.19a) gilt

Uz, k)|

= exp (aCy), Uz, k)| = exp (aC}), (1.49)

xo=0 zo=T

fur k£ = 1,2, 3. Diese Randbedingungen flihren wie im Kontinuum auf eine bis auf Eichtransfor-
mationen eindeutige wirkungsminimalisierende Konfiguration V/, dem Gitterhintergrundfeld. Dies
kann folglich uber

V(x, ) = exp(aBy(z)) (1.50)

durch das Hintergrundfeld B ausgedriickt werden.

1.7.2 Die Fermionische Wirkung

Eine naive Wirkung fiir freie Fermionen auf dem Gitter ist gegeben durch

Se(U, ¥, 4] = a* >~ (a)(D + mo)y (1.51)

0<z, <L

mit nackter Quarkmasse mg und dem Dirac-Operator auf dem Gitter

3

D=3 " 3u(Vi+V,) (1.52)
©=0

als symmetrisierte Summe der kovarianten Vorwarts- und Rlckwartsableitung (A.17). In dieser
Diskretisierung tritt das sogenannte Problem der Fermionenverdopplung® auf, welche mehr als
die bendtigten oder erwarteten Teilchenanregungen der Kontinuumstheorie liefert. Am freien Git-
terpropagator fiir periodische Randbedingungen (4-dim. Torus)

S(p):l/{mo—F%Z*yusinapu}, mit —7 <ap, <7, (1.53)
o

zéhlt man im Grenzfall verschwindender Quarkmassen (my — 0) 16 Singularitéten innerhalb der
Brillouin-Zone. Der Propagator des freien Fermionfeldes im Kontinuum besitzt hingegen nur eine
Singularitét, so dass flinfzehn als unphysikalisch zu betrachten sind. Die Anzahl der Fermionen in
dieser diskretisierten Wirkung ist 2¢, also von der Raumzeitdimension d abhéngig. Die Menge der
Punkte im Impulsraum, an denen diese Fermionen erzeugt werden, ist fiir d = 4 in Gittereinheiten
gegeben durch

II = {miju = (im, jm, km,m)|i, j, k1 € {0,1}} . (1.54)

4Verdopplung ist hier so zu verstehen, dass sich die Anzahl der Fermionen pro Raumzeitdimension verdoppelt.
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1.7 Formulierung der QCD auf dem Gitter

Zur Behebung dieses Problems haben sich zwei Ldsungen als besonders geeignet herausgestellt.
Eine geht auf Kogut und Susskind [31] zuriick und nennt sich staggered fermions. Die dieser
Arbeit zugrunde liegende Formulierung der Fermionen auf dem Gitter ist jedoch die der

Wilson-Fermionen

\Von jeder Gitterwirkung, die ein bestimmtes physikalisches System im Kontinuum beschreiben
soll, missen wir fordern, dass deren Kontinuumslimes a — 0 erstens wohldefiniert ist und zwei-
tens gegen die Kontinuumswirkung dieses Systems strebt. Es ist daher offensichtlich, dass man
zu a?, 0<p € IN, proportionale Terme zur Gitterwirkung addieren kann, ohne den Grenzwert zu
andern. Dies hat sich Wilson zunutze gemacht, um die zusétzlichen Fermionen aus dem Spektrum
zu entfernen, siehe Anhang A.5.

Unter Hinzunahme des Wilson-Terms —éav;';vu zum Dirac-Operator des Gitters (1.52) ge-
langt man zum bereits erwédhnten Wilson-Dirac-Operator (1.40), dessen freier Propagator im Im-
pulsraum die Gestalt

S(p) = a/{l - 2/{2 [ cos(ap,) — iy sin(apu)]} (1.55)
p

annimmt — wieder im Limes mq — 0. Dadurch erhalten alle Quarkzusténde, auer dem physika-
lischen im Ursprung ap,, = moo00 = (0,0,0,0) € II, im Kontinuumslimes eine unendliche Masse
und verschwinden aus dem Spektrum.

Ein Nachteil dieser Umsetzung ist, dass der Diskretisierungfehler der naiven Fermionwirkung
durch den Wilson-Term von O(a?) auf O(a) steigt. Ein vielleicht noch gravierender Nachteil
dieses Zusatzterms, da er physikalische Konsequenzen fiir die Theorie bei endlichem Gitterabstand
hat, ist die explizite Brechung der chiralen Symmetrie auf dem Gitter, die erst im Kontinuumslimes
wieder hergestellt wird. Als Konsequenz wird eine additive und multiplikative Renormierung der
Quarkmasse bendtigt, d. h. dass jede renormierte Quarkmasse mg von der Form

MR = ZmMyq , Mg = Mo — Mg (1.56)

ist. m. heildt kritische Quarkmasse und m nennt man subtrahierte nackte Quarkmasse.

Es sei hier erwdhnt, dass es auch eine Realisierung der chiralen Symmetrie auf dem Gitter
gibt, welche die chirale Symmetrie bewahrt und keine Fermionenverdopplung aufweist [36]. Ein
Dirac-Operator D welcher diese Eigenschaften erfillen soll, muss der Ginsparg-Wilson-Relation

v5D + D75 = aD~ys D (1.57)

genugen.

Es wird jedoch die Fermionwirkung mit dem Wilson-Term verwendet, denn die O(a?)-Genauig-
keit des naiven Dirac-Operators kann fiir den Wilson-Dirac-Operator wiederhergestellt werden.
Diese Form der Reduzierung der Gitterfehler von O(a) auf O(a?) heiRt O(a)-Verbesserung.
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1 Das Schr odinger-Funktional

Abbildung 1.3: Graphische Darstellung der zum Feldtensor F,,, beitragenden Linkvariablen

1.7.3 O(a)-Verbesserung

Ist R eine dimensionslose Variable, z. B. ein Verhéltnis zweier Massen von Hadronen, so unter-
scheidet sich sein Erwartungswert auf dem Gitter von dem im Kontinuum durch Korrekturen der
Ordnung a?:

R — Rt L O(aP) . (1.58)

Die Potenz p hangt von der gewahlten Diskretisierung der Gitterwirkung ab, d. h. sie lasst sich
durch zusétzliche Terme erhdhen, so dass entsprechend die Konvergenz zum Kontinuumslimes
verbessert wird. Der Preis flir eine bessere Konvergenz ist in den meisten Féllen durch eine langere
Simulationszeit auf Grund des groeren numerischen Aufwandes gegeben. Auch die Suche nach
der verbesserten Gitterwirkung ist nicht trivial und fiir p = 2 spricht man von O(a)-Verbesserung.
Diese beschleunigte Konvergenz zum Kontinuumslimes geht auf die Arbeiten von Symanzik [66,
67] zuriick und wird daher auch als Symanziks Verbesserungsprogramm bezeichnet.

Verbesserung der Wilson-Wirkung

Wie schon erwahnt wurde, konnen zu einer Gitterwirkung Terme proportional zu a9 ,0 < ¢ € NN,
addiert werden, da deren Kontinuumslimes verschwindet. Die gewohnliche Gitterformulierung
mit periodischen Randbedingungen in Raum und Zeit erlaubt die O(a)-Verbesserung der fermio-
nischen Gitterwirkung der QCD bereits mit einem Gegenterm. Dieser Gegenterm® wurde zuerst
von Sheikholeslami und Wohlert [56] eingefiihrt und lautet

3S[U, D, ) = Ssw (U, ¢ = a® > cow Y(2) L0 Futb(a) . (1.59)

SAufgrund der Darstellung von F,,, in Abbildung 1.3 wird der Verbesserungsterm von SW auch als (clover) Kleebl att-
Term bezeichnet.
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~

F,,, ist der Feldstérketensor auf dem Gitter

Fuw) = 53 (Qule) ~ Quu(a)} (1.60)
Quw(z) = Uz, U (x + afi,v)U(z + a, p) " 'U (z,v) ! (1.61)

+ U(.CL‘,I/)U(CE - aﬂ+a7}a#)_1U(l‘ - a/lvy>_1U(l' - aﬂv:“)
+ Uz — ajt, ;) U (z — aji — a0, v) U (z — aji — av, p)U(z — ai, v)

+ Uz — av,v) Uz — av, p)U(z + afi — av, v)U (2, u) "

und die Spinmatrizen o, sind in (A.9) definiert. Der Verbesserungskoeffizient cg, ist keineswegs
universell. Er hangt von der nackten Kopplung g ab und muss nicht-perturbativ bestimmt werden.
Ergebnisse fir csy, liegen in nicht-perturbativer Genauigkeit fiir die Valenzquarkndherung (s.0.)
[40], fuir zwei [28] und fir drei [2] dynamische Wilsonfermionen vor.

Verbesserung im Schrodinger-Funktional
Ubertragt man diese Ergebnisse auf das Schrodinger-Funktional, so ist der Einflug der Randfelder

zu beachten. Im Falle der Eichwirkung gentigt es die Gewichtsfaktoren (1.48) zu

ct(go)  fur eine mit dem Rand verbundene zeitartige Plakette
w(p) = { 3cs(go) fur raumliche Plaketten auf dem Rand zg = 0,7 (1.62)

1 sonst

abzuandern. Bei korrekter Wahl der Raum- und Zeitkoeffizienten c,, c¢; werden die Randeffekte
kompensiert, so dass die Eichwirkung nur noch Gittereffekte der Ordnung a? aufweist.

Fur die Standardfermionwirkung wurde fiir die Randfelder (b:boundary) von Luscher et. al.
[39, 43] der Gegenterm

Spp=a'y" {(es —1)[04(x) — OL(x)] + (& — 1)[04(x) — O/(x)] } (1.63)

mit 515 = ét(g(]), és = Es(g(]) und

0i(x) = 50" () (Vi + Vi) p'(x) (1.64b)
Oi(x) = 3| ¥(@) (P-Vo + P VE)ula)| (1.64c)
O/(x) = §[ V(@) (PrVo + P-Tb)v@)]| (1.64d)

eingefiihrt.

Durch die spezielle Wahl der zum Hintergrundfeld (1.20) gehdrenden Randfelder l&sst sich die
Anzahl dieser Verbesserungskoeffizienten halbieren. Dies betrifft die rdumlichen Plaketten auf
demRand,d.h. ¢, = 1 = ¢,.
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1.7.4 Die Quarkmatrix

Da es sich bei dem fermionischen Funktionalintegral um eine Integration tber Grassmannvaria-
blen handelt und die Fermionwirkung bilinear ist, gilt die Identitat

/ D[] D[p)e 5004 = det QU . (1.65)

Die Quark- oder Fermionmatrix () hangt nach Integration (ber alle fermionischen Feldkonfigu-
rationen also nur noch von den Linkvariablen ab. Welche Auswirkungen hat dies auf die Erwar-
tungswerte? Ist der zugehdrige Operator

O[U7 E? 1/1} = wyl Ean o wyn Em" A[U] (1668.)

ein beliebiges Produkt von fermionischen Bilinearen, so ist der Erwartungswert gegeben durch

1 - z z. - -
=3z / DlU)e*WAU] Y i QMU L, -+ QUL L, (1.66)
1 - z z - -
== / D[U] e %cUldet QU] A[U] Y ezl QUYL - QUL (1.66¢)
21 4eeey Zn

mit der effektiven Eichwirkung
Set[U] = S¢|U] — Indet QU] = Sg[U] — Tr In Q[U] (1.67)

und dem Normierungfaktor 2 = [D[U]e=%r Ul = [D[U]e=%¢IUl det Q[U]. Dies zeigt, dass
eine Theorie mit Fermionen und Bosonen durch eine rein bosonische Theorie beschrieben werden
kann. Anhand (1.67) sieht man, dass die effektive Wirkung nur fir eine positiv definite Fermion-
matrix existiert. Dies ist i.a. jedoch nicht gewahrleistet.

Diese Schwierigkeit tritt in der Valenzquark-Naherung (quenched approximation) nicht auf,
die zunéchst hauptsdchlich durch den hohen numerischen Aufwand bei Berechnungen mit Ny >
0 Quarkflavours und hierzu noch nicht ausreichender Computereffizienz motiviert wurde. Die
Valenzquark-N ‘aherung lautet explizit

det QU] = konst. > 0 (1.68)

und vernachldssigt den Beitrag interner Quark-Schleifen, lasst also Effekte von Quark-Antiquark-
Paaren auBBer Acht. In einer solchen MC-Simulation lassen sich die Updates der Eichfeldkonfigu-
rationen, auf denen dann die Quarkpropagatoren Q[U]~! zu berechnen sind, allein mit der reinen
Eichwirkung durchfiihren.

1.8 Anomalien

Eines der grundlegensten Prinzipien zur Modellbildung in der Teilchenphysik ist das Symmetrie-
konzept. Symmetrien spielen die entscheidende Rolle, da aus ihnen unter anderem die Renormier-
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barkeit und Unitaritét einer Theorie folgen. AuRerdem ist die Lagrangedichte eines physikalischen
Systems so aufzustellen, dass sie die beobachtete Symmetrie aufweist. Eine derart eingebettete
Symmetrie liegt jedoch auf klassischer Ebene vor und es gibt keine Garantie dafiir, dass sie in der
zugehdrigen Quantentheorie weiterhin existiert. Falls eine solche Symmetrie der Lagrangedichte
die Quantisierungsprozedur nicht tberlebt, so spricht man von einer Anomalie.

Es gibt verschiedenste Arten von Anomalien, wie z. B. die Eichanomalie oder die chirale Anoma-
lie, von der nun die Rede sein soll.

1.8.1 Chirale Symmetrie

Betrachten wir in der Kontinuums-QCD ein Multiplett ¢» = (¢1,...,qn)" aus N Quarks mit der
Lagrangedichte

1 — .
L= i Tr FF +Y(yuDy — M)y, M = diag(my,...,mpy) . (1.69)

Im Falle von N masselosen Flavours, d.h. Massenparameter M = 0, ist diese Lagrangedichte
invariant unter den chiralen Transformationen

b — exp {i[P, (wf + wit?) + Py (w + wit®)] }q,z) , (1.70)
mit der Symmetriegruppe
UN)L® UN)g =U(1)L, @ U(1)r ® SU(N), ® SU(N)g - (1.71)

Py = (1 4 v5)/2 sind die chiralen Projektoren und ¢ die N? — 1 Generatoren der SU(N).
U(1) ® SU(N) ist eine Untergruppe dieser Symmetriegruppe in der ~5 nicht vorhanden ist und
zwar genau dann, wenn wy, = wr = w Mit ¢ — exp {i(w® + w®)}4 gilt.

Aus jeder exakten Symmetrie der Wirkung folgt ein erhaltener Strom, hier also die \ektorstrome

= Pty  Singlett (1.72)
=Py : Non-Singlett . (1.73)

Die zum ~5-Anteil gehdrenden erhaltenen Strome sind die beiden Axialstrome

5 = b : Singlett , (1.74)
15 = ytiaP e : Non-Singlett . (1.75)

Was passiert mit diesen erhaltenen Strdmen, wenn eine explizite Symmetriebrechung durch die
Massenmatrix vorliegt? Unter der Annahme von paarweise verschiedenen Massen der N Quark-
flavours folgt [9]

Ot =0, Oujt® = —2i S M) : Singlett (1.76)
Oujt = =iy [t*, M)+, Oujh® = —i9p~° {t* M} : Non-Singlett . (1.77)
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1 Das Schr odinger-Funktional

Offensichtlich bleibt lediglich der Singlett-Vektorstrom j# erhalten. Dieser Strom ist fur die Er-
haltung der Quarkzahl, die gerade 1/3 der Baryonenzahl ist, verantwortlich.

Ein Spezialfall liegt fir N massenentartete Quarks (m; = ... = my =: m) vor, denn dann
verschwindet wegen M = m1 der Kommutator [¢*, M] und es gilt insgesamt

D =0, 8,4 = —2im P~ : Singlett (1.78)
it = 0., 0,1 = —2im >t : Non-Singlett , (1.79)

d.h. auch der Non-Singlett-Vektorstrom j4 ist erhalten und filhrt auf die Isospinsymmetrie. An
dieser Stelle sei gesagt, dass lediglich der Singlett-Axialstrom, und zwar auch im Falle verschwin-
dender Massen, auf eine Anomalie fiihrt.

In der Natur wirklich zu beobachten ist, aufgrund der Massenentartung von up- und down-Quark
(my ~ myq), eine SU(2)y-Isospinsymmetrie. Desweiteren sind beide Massen sehr viel kleiner
als die Energieskala der QCD, so dass man auch von einer néherungsweisen chiralen SU(2) 4-
Symmetrie (my, mq ~ 0) ausgehen kann. Die aus dieser approximativen SU(2)y ® SU(2) 4-
Symmetrie folgenden erhaltenen Strome sind der Vektorstrom

Vi(m) = E(m)’m%T“w(m) (1.80)

und der Axial(vektor)strom

A () = P(@) 175 57%(2) - (1.81)

Aufgrund des nicht-verschwindenden Vakuumerwartungswert des Quark-Kondensates

(0] %10) = (0] YR ¥r + ¥ ¥RI0) #0 (1.82)

ist die SU(2) 4-Symmetrie auch spontan gebrochen und es entsteht nach dem Goldstone-Theorem
fiir jeden Generator der spontan gebrochenen Symmetrie ein masseloses Boson, also drei im Falle
der SU(2) 4. Diese drei Goldstone-Bosonen erhalten eine geringe Masse, da diese Symmetrie von
vornherein nur approximativ (m ~ 0) erfiillt war. Sie werden mit den Pionen 7, 7% identifiziert
und liefern eine Erklarung fir die relative Kleinheit der Pionmasse (M, ~ 138 MeV") gegeniiber
der Masse des p-Mesons (M, ~ 770 MeV).

1.8.2 PCAC-Relation

Da die SU(2) 4-Symmetrie nicht als vollig exakte Symmetrie anzusehen ist, verschwindet auch
die Divergenz des Axialstromes d,, A, nicht vollstandig. Vielmehr gilt entsprechend (1.79) die
Erhaltung nur bis auf einen lokalen Term. Die diesen Sachverhalt beschreibende Gleichung ist die
PCAC-Relation® (Partially Conserved Axia Current)

0, A (x) = 2mP(x) (1.83)

Shier nun in der f'ur das Gitter notwendigen euklidischen Notation
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1.9 Renormierung

mit der ber
P(x) = ¢(x)y557Y(x) (1.84)

definierten pseudoskalaren Dichte Die PCAC-Relation ist eine Operatorrelation und als solche
auf einen Zustand anzuwenden. Fir ein Operatorprodukt O aus lokal zusammengesetzten Feldern
lautet die PCAC-Relation

(0,A5(2)0) = 2m(P*(x)0) (1.85)

und ist von O unabhéngig, wenn dessen Definitionsbereich x nicht enthalt.

1.8.3 PCAC-Relation auf dem Gitter
Ubertragt man die PCAC-Relation fiir die entsprechend renormierten GréRen auf das Gitter
(0(AR)¢(2)0) = 2mp((Pr)*(x)O) + O(a) , (1.86)

so kommen Gitterartefakte der Ordnung O(a) hinzu. 5H ist die symmetrische Gitterableitung
(A.19). Die PCAC-Relation bietet sich dadurch gerade als Definition einer renormierten Quark-
masse

mp = +0(a), (1.87)

(0u(AR); (2)O)
((Pr)*(2)O)

an, die man dann Uber ausgewdhlte Korrelationsfunktionen mit Hilfe von Monte-Carlo-Simu-
lationen berechnen kann. Dies spielt jedoch in dieser Arbeit keine Rolle.

1
2

1.9 Renormierung

Die Invarianz der masselosen QCD-Lagrangedichte unter SU(2)y ® SU(2) 4-Flavourtransforma-
tionen fuhrt zu nicht-linearen Beziehungen unter den Strdmen. Aus diesen sogenannten Stromal-
gebrabeziehungen [3, 41, 45] lasst sich folgern, dass fiir die Strdme keine Renormierung notwen-
dig ist. In enger Beziehung zur Stromalgebra stehen die sogenannten Ward-Identit aten. Sie folgen
aus der Invarianz der Pfadintegraldarstellung von Korrelationsfunktionen unter einer Variation der
Feldvariablen und dienen unter anderem zur Uberpriifung der Renormierbarkeit einer physikali-
schen Theorie. Ist eine Symmetrie gebrochen, so ist auch die zugehdrige Ward-ldentitdt nicht mehr
gultig. Dies hat zur Folge, dass Korrelationsfunktionen, die sich aus entsprechenden Observablen
zusammensetzen, skalenabhéngig werden. Kurz gesagt: Ward-Identitdten ’schiitzen’ renormierte
Korrelationsfunktionen in der Kontinuumstheorie vor einer Skalenabhéngigkeit.

Betrachtet man die gitterregularisierte Theorie, so liegt fir den masselosen Fall keine exakte
SU(2)y ® SU(2) 4-Symmetrie vor, da sie durch Terme der Ordnung a explizit verletzt wird. Als
eine Konsequenz hieraus muss bei endlichem Gitterabstand eine endliche Renormierung Z #
1 #£ Zy erfolgen [63], die aber im Kontinuumslimes wieder auf 1 reduziert ist. In einem massenu-
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1 Das Schr odinger-Funktional

nabhéngigem Renormierungsschema lauten die renormierten GroRen des verbesserten Axialstro-
mes und des verbesserten Vektorstromes dann

(Ar)y, = Za(1 + baamq) (A1), , (1.88)
(VR)j = Zv(1 + byamq)(V1)y, , (1.89)

mit der subtrahierten nackten Quarkmasse m, = mgo — m. aus (1.56). Neben den Verbesse-
rungskoeffizienten der Wirkung missen auch b un by zur O(a)-Verbesserung richtig eingestellt
werden.

Die Renormierungskonstanten Z und Zy; kdnnen im Schrodinger-Funktional bestimmt werden.
Dazu sind zweckmaRig gewahlte Normierungsbedingungen aus Korrelationsfunktionen im SF zu
definieren. In dieser Arbeit soll die nicht-perturbative Bestimmung des Renormierungsfaktors,
Z5%, zum statisch-leichten Axialvektorstrom A$'* erfolgen. Dieser ist (siehe (2.11)) in einer
effektiven Theorie, der HQET, definiert. Im Gegensatz zur relativistischen Theorie existiert fir
den statischen Axialvektorstrom keine Ward-ldentitét, so dass er im Zuge der Renormierung der
effektiven Theorie eine Skalenabhangigkeit erhalt.
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2 Heavy Quark Effective Theory — Eine effektive Theorie
schwerer Quarks

Die HQET ist eine effektive Niederenergietheorie der QCD zur Beschreibung hadronischer Syste-
me mit schweren Quarks. Es folgt die Definition der HQET als eine effektive Feldtheorie der QCD
auf dem Gitter mit einem schweren Quark-Flavour v, (h:heavy). Zurlickgehend auf die Arbeiten
von Eichten und Hill [16, 17, 18] kann eine effektive Feldtheorie fiir runende Hadronen mit Ny —1
leichten und einem schweren Quark der Masse m, dem b-Quark, tber die formale Entwicklung
der QCD-Lagrangedichte nach inversen Potenzen dieser schweren Quarkmasse definiert werden.
Dies wird dadurch erméglicht, dass der Gittercutoff o~ weit iiber der Masse des b-Quarks liegt.
Die Einflihrung der HQET folgt hier im wesentlichen den Ausfiihrungen in [33, 34, 27].

2.1 Definition der effektiven Theorie auf dem Gitter

Die QCD-Lagrangedichte ist im allgemeinen Fall zundchst gegeben als Summe Uber die betrach-
teten Flavours N¢. Ein Flavour ist das schwere Quark, so dass die Wirkung in zwei Anteile, dem
rein relativistischen Anteil S, aus den Eichfeldern und den N; — 1 leichten Quarks, sowie dem
Anteil aus einem schweren Quark Suqgt zerfallt. Letzterer wird nach den inversen Potenzen der
Masse des schweren Quarks entwickelt:

SuqeT = a’ Z Luqer(z) = a* Z {Estat(x) + Z L% (x)} , (2.19)
T T i=1
Lstar(x) = ¢, () [Do + dm]vn(z) (2.1b)
L0 =30 (2.1c)
J

Lsta¢ it die Lagrangedichte der statischen Theorie und ém ein Gegenterm der Massendimension
Eins. Fir ein ruhendes (schweres) Quark verbleibt in SuqgeT lediglich die Zeitableitung (2.1b).
w§i) sind die Entwicklungskoeffizienten der Korrekturterme £ bis zur Ordnung n an die statische
Theorie. Sie sind Funktionen der nackten Kopplung und der schweren Quarkmasse, d. h. von der
Ordnung O(1/m?). Die Massendimension von Eg.") ist somit 4 + <.

Mit dieser Entwicklung ldsst sich der Boltzmann-Faktor im Pfadintegral schreiben als

e_(sre1+SHQET) — exp{ _ (Srel + at Zﬁstat(x)) } % (2.2)

X {1 +a4;£(1)(m) +%[ZE(1)(30)}2 - a4;£(2)(x) +}

T

29



2 Heavy Quark Effective Theory — Eine effektive Theorie schwerer Quarks

Setzt man nun im Rahmen von Symanziks effektiver Theorie, sieche A.6, das Pfadintegralmittel
beziglich der Wirkung in der statischen Naherung fiir schwere Quarks

S= Srel + Sh ) Srel = SG + Simpr = SG + SF + SSW (23)
Sh=a"> Loar(x) (2.4)

voraus, so treten die 1/m-Korrekturen lediglich als Zusatzterme Oj@ und Ag-i) in lokalen Ope-
ratoren und Korrelationsfunktionen auf. Die Entwicklung der ersten Ordnung in 1/m liefert auf
klassischer Ebene

LW = Oy oM £V = %, 0By, L) = 9, 1Dy, . (2.5)

B ist das chromomagnetische Feld in drei Dimensionen und D? der 3-dim. Laplace-Operator.
Die Entwicklungskoeffizienten sind so festzulegen, dass die effektive Theorie zur QCD passt. In
vorliegenden Fall lauten sie

W = 1/my +0(g8) = iV . (2.6)

Das schwere Quark v, und das zugehdrige Antiquark 1) ,, besitzen als nicht-relativistische Spin
1/2-Teilchen nur zwei Freiheitsgrade. Dies wird fiir vierkomponentige Spinoren durch die Bedin-
gungen

Py =vy, ¢yPr=1v¢y, mitPy=(1+7)/2 (2.7)

gewdhrleistet. P, projizieren auf orthogonale Unterrdume (P_P, = 0), so dass in der Dirac-
Darstellung die zwei unteren bzw. oberen Komponenten zu Null gewahlt werden kdnnen.

2.2 Symmetrien der statischen Wirkung

In dieser effektiven Feldtheorie liegen zwei neue Symmetrien vor, die es in der QCD bei endlichen
Massen nicht gibt. Dies sind

1. Spinsymmetrie des schweren Quarks
Die Wirkung Sy, ist (ebenso wie das IntegrationsmaR) invariant unter SU(2)-Rotationen

Yu(x) — Vy(z) . Py(x) — Pu(@)V1 mit V= exp(—igieuojr)  (2.8)

und Transformationsparametern ¢,.

2. Lokale Erhaltung der Anzahl schwerer Quarkflavours
Ursache ist die reine Zeitpropagation des schweren Quarks, wodurch eine rein raumabhangi-
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2.3 Die Zeitkomponente des statischen Axialstromes

ge Phasentransformation

Un(x) — "y (x) , Py(w) — Pr@)e (2.9)

als Freiheit Ubrig bleibt. Als Konsequenz dieser Invarianz der Wirkung ist der Propagator
des statischen Quarks proportional zur Gitter-6-Funktion im Raum. Mit anderen Worten ist
ein schweres Quark “exakt statisch’ flir einen endlichen Gitterabstand.

2.3 Die Zeitkomponente des statischen Axialstromes

Als Beispiel der Definition einer Korrelationsfunktion aus zusammengesetzten Feldern in der
HQET soll die Zeitkomponente des Axialstromes dienen, deren Renormierungskonstante Z 't
in dieser Arbeit nicht-perturbativ bestimmt werden soll. Die Definition in der HQET lautet formal

ABQET Z A AW>0)( ZO‘(V AN (2 (2.10)

Der Term fiihrender Ordnung ist definiert durch

A0 (z) = o0 A5t (z) | (2.11a)
AF*(x) = y(x)075¢n (2.11b)

S0 dass aéo) gerade die gesuchte Renormierungskonstante des statischen Axialstromes Z3%* ist.
Auch der statische Axialstrom tragt bzgl. der Transformation

At (1) — M09 A3t8t () (2.12)

eine Flavourquantenzahl.

Verbesserung des Axialstromes

Nach Symanzik sind renormierte, zusammengesetzte Gitterfelder durch effektive Felder zu be-
schreiben. Fir die Zeitkomponente des Axialstromes gilt nach [33] fiir beliebige Koeffizienten

Wk

4
(A(S)tat)eff _ A%tat + azwk((SA(S)tat)k 7 (213)
k=1
mit
stat - 5
(6AT")1 = 1 Djvvs¢n (2.14a)
(0AF™ )2 = ¥175Do ¢, (2.14b)
—
(0AF™ )3 = ¥1 Dovsthn (2.14c)
(OAF™)a =mP 17075 Y - (2.144)
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2 Heavy Quark Effective Theory — Eine effektive Theorie schwerer Quarks

Terme wie Dy, treten nicht auf, da sie (2.12) verletzen wirden. Diese Basis lasst sich noch
verkleinern, beispielsweise muss fiir eine On-Shell-Verbesserung (§A§**), verschwinden. Auch
(5 A5 1asst sich zu Gunsten von (5 A'Y); und (5 A3t) 4 eliminieren, denn alle drei zusammen
waren nicht linear unabhéngig. m stellt die Masse des relativistischen Quarks dar. Soll es masselos
sein, kann auch auf diesen Term verzichtet werden.

Dementsprechend werden zur Behebung der O(a)-Effekte Korrekturterme zum Axialstrom ad-
diert. Die verbesserte und die renormierte Version des statischen Axialstromes (2.11b) lautet dann

(AF™)o(x) = Z3 (1 + b3 amy) (A7)0 () | (2.15a)
(Astat) (.T) _ Astat( )_|_ acstat6Astat( ) , (215b)
SA (z) = oy (z )7]752 (V +Vv )wh(w) . (2.15¢)

Die Renormierungskonstante Z5** und die Verbesserungskoeffizienten b52¢, ¢5** hangen nur von
go und nicht von der Masse m,, ab. Der Verbesserungkoeffizient ¢5** wird oft auf den storungs-
theoretischen 1-Loop-Wert [49]

1
A =——q (2.16)
7
mit g2 = 6/ gesetzt, ist im allgemeinen jedoch noch von der genauen Diskretisierung der Wir-

kung abhéngig (siehe Abschnitt 4.1.1).

Zeitkomponente des Vektorstromes
Desweiteren lasst sich auch der Vektorstrom untersuchen, dessen Zeitkomponente entsprechend
definiert werden kann und in volliger Analogie auf den renormierten bzw. verbesserten Strom

(leitat) Zstat(l + bstatam)(vstat)o , (217&)
staty __ T stat T | O 2.17b
(VF**)o = 1700 + aci™Pry;5 (Vi + Vi) (2.17b)

fuhrt.

2.4 Alternative Diskretisierungen statischer Quarks

Die Standardwirkung in der HQET ist die bereits in Abschnitt 2.1 erwéhnte Eichten-Hill-Wirkung

= a4§jw z)Vin () (2182)

Voun(e) = = [a(e) = U'(@ — ad,0)n (v — a0)] (2.18b)

fiir das statische Quark. Der Versuch, die Diskretisierungsfehler durch Verkleinerung des Gitter-
abstandes a zu reduzieren, wird sehr schnell von nichtgewiinschten Beitrdgen durch Zustdnde
hoherer Energie begrenzt, so dass die Berechnung von Matrixelementen in der statischen Néhe-
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rung aufwendig ist. Eine Anderung der Diskretisierung [12] verschafft hier Abhilfe.

Unter Bewahrung der beiden Symmetrien der HQET (2.8,2.9) bleibt keine groRe Freiheit in
der Wahl der Wirkung Ubrig. Was man noch dndern kann, ist die Art, wie die Eichfelder in die
diskretisierte kovariante Ableitung V eingehen. Der Ansatz hierbei ist, anstelle der U (x, 0) ver-
allgemeinerte Paralleltransporter W (z,0) mit denselben Transformationseigenschaften wie die
der U(x,0) einzufuhren. Formal ist daher einfach U in (2.18b) durch ein W (z,0) zu ersetzen,
welches dann eine unter den kubischen Raumrotationen invariante Funktion von Linkvariablen in
der Nachbarschaft von z ist und den richtigen Kontinuumslimes Vo = 9y + Ag + O(a?) besitzt.
Drei verallgemeinerte Linkvariablen, die diesen Kriterien entsprechen sind

2 —1
Ws(z,0) = V(x,0) {%0 + \/g tr Vi(z,0)V(x,0) | (2.19a)
Wa(z,0) =V (z,0), (2.19b)
WHYP (1‘, 0) = VHYP (1‘, 0) s (2.19C)
mit
V(z,0) = é [U(x,j)U(a; +aj)U' (z + a0, j)+ (2.20)
j=1

+ U@ = aj,))U(w + af, 00U (w + ad — aj, )| -

Aus den so definierten Links Ws, W, Wiryp folgen durch Einsetzen in (2.18) die entsprechenden
Wirkungen S, S, SHYP . Nihere Informationen zu dem sogenannten hyperkubisch geblockten
Link Wyyp befinden sich im Anhang A.7.

2.5 Leichte und schwere Quarks im Schrodinger-Funktional

Wie Quarkfelder in die Formulierung des Schrodinger-Funktionals eingehen, wurde in Abschnitt
1.5 diskutiert. Flr den Fall der leichten bzw. relativistischen Quarks ist lediglich eine Indizierung
der dortigen Felder ), v, p, p, ... mit dem Index 1 nétig, um sie von den statischen (schweren)
Quarks, welche mit h indiziert werden, zu unterscheiden. Fir ein leichtes Quark gilt somit

P—i—wl(x)‘ggozo pl(X) ) P—wl(x”m:[, = p{(X) )
El(x)P—LCO:Q - ﬁl(x) ) El(w)P-l-‘xO:L = ﬁi(x) ’ (221)

mit der fermionischen Wirkung

Se = [ dte G @)D, + mli(a) (222)

- [ Ex B@P- i @leo — [ Ex i@ @)oo
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2 Heavy Quark Effective Theory — Eine effektive Theorie schwerer Quarks

2.5.1 Statische Quarks

Fur schwere Quarks sind die Randfelder eindeutig definiert durch

wh(xﬂxozo = ph(x) ) wh(w)‘m():[l - ﬁ%(x) ) (223)

denn auf Grund der Eigenschaft (2.7) entfallen die sonst notwendigen Projektoren. Desweiteren
sind keine rdumlichen Randbedingungen anzubringen, da statische Quarks sich per Konstruktion
nicht fortbewegen. Folglich ist anstelle von zwei Randtermen in (2.22) nur ein Randterm hinzu-
zufiigen,

S = [ dte By@)Dovne) ~ [ x By @)@z (2.24)

Die Wirkung der HQET mit einem schweren und einen leichten Quark in statischer N@herung
lautet nun

S[A, ¢, 1,9, ¥n] = SalA] + Sp[A, ¥y, 1] + SulA, ¥, ¥ (2.25)

mit dem durch die Zustandsfunktion der Randfelder

Z(C", 51, p1, P10 Oy P 1 ] = /D [A] D[] D[] D[wn] D[y, Je WP il
(2.26)

definierten Schrodinger-Funktional. Folglich sind die Erwartungswerte von Operatoren fiir ver-
schwindende Randeichfelder definiert durch

<O> _ {% /D[A]D[lbl]D[El]th]D[Eh]OG_S[A’EW]’%”%]} Ei:p{: . (227)
P1=P1=
ﬁ;,:ph:O

Der Operator O kann hierbei wiederum {ber

) - 6

CI(X) = 5ﬁ1(X) ) CI(X) = _5P1(X) ) (228)
/ ) -/ 1)
/ 1) — 1)

leichte und schwere Randfelder beinhalten.
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2.5 Leichte und schwere Quarks im Schr odinger-Funktional

2.5.2 Wichtige Observablen

In der vorliegenden Arbeit sind die folgenden HQET-Observablen im Schrddinger-Funktional von
besonderem Interesse:

£ ) = 5 [Py P2 (459 @) Tolysdi(2) @2:31)
) = =5 [y P (A5 (@) Ty 3)51@) 2.32)

f3¥* ist eine Korrelationsfunktion zwischen der oben definierten Zeitkomponente des statisch-
leichten Axialstromes A" im Inneren und einer statisch-leichten pseudoskalaren Randquelle

Cn(y)r5¢1(2).

Fur je eine solche Randquelle bei x¢y = 0 und xy = T l&sst sich die Korrelationsfunktion

1

stat _

/ Pudbv dy &z (T (sCh(v) Tny)15C1(2)) | (2.33)

konstruieren. Eine hierzu ahnliche GroRe ist die Korrelationsfunktion

1

fi=-57%

dPudv d*y d*z () (0)756(v) Co(y)56i(2)) (2.34)
zwischen zwei pseudoskalaren Randquellen leichter Quarks. Die statisch-statische Randkorrelati-
onsfunktion

() =

1 _
~372 /dwl dzod’y dz <Ch )75¢1(0) Ch)5¢n(2)) (2.35)
hingegen setzt sich nur aus schweren Quarks zusammen. Eine Veranschaulichung dieser Korrela-
tionen ist in Abbildung 2.1 gegeben.

Welchem Zweck dienen derartige Korrelationsfunktionen? Im SF lassen sich fiir numerische
Simulationen geeignet gewahlte Korreletionsfunktionen aufstellen, die dann auf bestimmte Weise
miteinander in Beziehung gesetzt, einer gewilinschten Renormierungsbedingung geniigen. Dies
funktioniert deshalb so gut, weil sich die Renormierung der Randfelder meist auf einfache Weise
neutralisieren lasst. Im vorliegenden Fall des statisch-leichten Axialstromes folgt nach [33] fiir das
Verhaltnis

stat

X =4 (2.36)

der Korrelationsfunktionen f5%* und f5**, die Renormierungseigenschaft

Xg = 230X . (2.37)

Durch die GréRe X kann somit die Renormierungskonstante Z5'* aus (2.15) fir die Zeitkompo-
nente des statisch-leichten Axialstromes bestimmt werden. Dies erkennt man genauer wie folgt:
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T
XO
0
(@) Korrelation f3(xo) zwischen einer (b) Rand-Rand-Korrelation f5*2° zwi-
statisch-leichten Randquelle und der Axi- schen einem leichten und einem schwe-
astromzeitkomponente A& im Inneren ren Quark

() Rand-Rand-Korrelation f; zweier
leichter Quarks

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung der Korrelationsfunktionen im Schrddinger-Funktional.
Die unregelmaRigen Linien stehen flir die Propagatoren der leichten Quarks, wahrend die dicken,
geraden Linien den statischen Quarkpropagator wiedergeben.
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2.6 Verkn'upfung von HQET und QCD

aus der Renormierung der Randfelder (r = Z( folgt ebenso wie fir den renormierten Strom
(Agiar)y = Z5t A5 je ein Z-Faktor. Fir die beiden Korrelationsfunktionen folgt daher

(fR*NNR = Z¢, Ze 23020 F3020 (2.38)
( 1Stat)R = (ZClzCh)2 1Stat 5 (2'39)

und rechtfertigt (2.36). Zur O(a)-Verbesserung muss der Korrelator f5% hinzugefiigt werden.
Das verbesserte Verhéltnis ist dann gegeben durch

tat tat pstat
_ [ aci gy

Per Konstruktion geniigt auch dieses verbesserte Verhéltnis Gleichung (2.37).

X1

(2.40)

Aus den hier definierten Korrelationsfunktionen lasst sich ein weiteres, in [24] motiviertes
Verhaltnis

stat
== A (2.41)

[flf%h]1/4 ?

bilden, welches auf gleiche Weise auf den Renormierungsfaktor Z5'** schlieRen lasst. Die O(a)-
verbesserte GroRe lautet hier in Analogie

EI _ fztat + aCsAtatf;E\at
[flf%qh]l/4

(2.42)

2.6 Verkn upfung von HQET und QCD

In der Einleitung wurde erwéhnt, dass die relativistische QCD und die HQET verkniipft werden
missen, um aus der effektiven Theorie Vorhersagen zu gewinnen. Auch wenn dies nicht Thema
dieser Arbeit ist, soll der Vollstandigkeit halber skizziert werden, wie dies nicht-perturbativ ge-
lingen kann. Eine Beziehung zwischen dem Erwartungswert einer beliebigen QCD-Observablen
und dem zugehdrigen Erwartungswert in der effektiven Theorie ist durch die Operatorproduktent-
wicklung (OPE) gegeben. Explizit gilt

(O)qcp = co(1)(Oo (1)) uqET + 621755;) (O1(p))HQET + - - - (2.43)

mit den Wilson-Koeffi zienten ¢ (11). Sie liefern Korrekturen durch hoherenergetische Beitrége, die
durch die HQET nicht beriicksichtigt sind. Die Giltigkeit der HQET ist dadurch auf Energieskalen
6 mit

AQCD < p KL< mg (2.44)

beschrénkt. Um einen Anschluss an den perturbativen Bereich zu gewdhrleisten, kommen fiir die
Anwendung der HQET nur die schwersten Quarks, b oder ¢, in Frage. Obige OPE setzt die Kon-
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2 Heavy Quark Effective Theory — Eine effektive Theorie schwerer Quarks

tinuumsgrofen in Beziehung, doch miissen die QCD und HQET auf dem Gitter nicht-perturbativ
verknupft werden. Um einen hinreichend guten Kontinuumlimes auf der rechten Seite von (2.43)
zu erhalten, muss eine sehr feine Gitterauflosung a/L verwendet werden. Das impliziert einen
Cutoff 1/a weit Uber der Masse des schweren Quarks, also

amg < 1. (2.45)

Die Mdoglichkeiten heutiger Computer reichen aber bei weitem noch nicht aus, um ein hinreichend
grolRes Volumen bzw. Gitterlange L flr derartige Rechnungen zu erzeugen. Fir eine hohe Gitter-
auflésung muss man daher mit dem kleinen Volumen auskommen. Dies ist auch mdglich, wenn
die Parameter der effektiven Theorie durch Anpassung an geeignete QCD-Observablen in kleinem
Volumen fixiert werden. Die Anwendbarkeit der HQET ist durch (2.44) gegeben und liefert fiir ein
kleines Volumen Ly = 1/ die Bedingung

1 < Lomg - (2.46)

Fir das b-Quark mg = my wird diese Bedingung erfullt fur Ly ~ 0.2 fm, siehe [23].
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3 Allgemeine Strategie einer nicht-perturbativen
skalenabhangigen Renormierung

3.1 Einschrankungen und Strategie

Die numerische Berechnung einer von der Energieskala 1 abhdngigen Korrelationsfunktion wie
z.B. der laufenden Kopplung unterliegt mehreren Einschréankungen. Ausgehend von der hadroni-
schen Grolenskala (= 0.4 GeV') muss die Hochenergieskala (= 10 GeV) erreichbar sein um dort,
im Rahmen der Storungstheorie, den Anschluf® an andere Renormierungsschemata zu gewahrleis-
ten. Infolgedessen muss der durch die Diskretisierung eingefiihrte Gittercutoff relativ grof3 sein.
Dazu bendtigt man wiederum ein sehr feines Gitter, also einen kleinen Gitterabstand a.

Die Berechnung der Korrelationsfunktion (ber eine Monte-Carlo-Simulation bedingt ein endli-
ches System, wobei wiederum die Gitterldnge L zur Vermeidung von Randeffekten hinreichend
groB zu wahlen ist. Diese Bedingungen spiegelt die Ungleichung

1 1 1

> — =

L
> 0.4GeV uo 10GeV

>a (3.1)

wieder, die auch mit den momentan modernsten Computern, wegen der Einschrankung L/a <
32 « a > 0.05fm, nicht zu handhaben ist. Dieses Problem kann nach [44] dadurch umgangen
werden, dass man die durch das endliche Volumen induzierten Effekte selbst als physikalische Ob-
servable betrachtet. Dazu werden konventionell die beiden physikalischen Skalen L und x durch

(3.2)

SIE

7

identifiziert. Zum selben Ziel wiirde naturlich auch 1 = ¢/L, ¢ € R fuhren. Mit dieser Identifi-
kation kann die Berechnung der laufenden Kopplung schrittweise durchgefihrt werden, indem p
jeweils um einen konstanten Faktor erhoht, bzw. L erniedrigt wird.

Eine Methode durch die sich tiber numerische Simulationen groRe Energiebereiche abdecken las-
sen, ist das

Step-Scaling

Dazu sind in einem Schema mit endlichem Volumen wie dem Schrddinger-Funktional abwech-
selnd der Gitterausdehnung L und die Gitterauflosung a/L um einen Faktor s > 1 zu erhdhen.
Als eine skalenabhangige GroRe soll hier die laufende Kopplung g2 dienen. Durch diese Faktori-
sierungprozedur wird implizit die Step-Scaling-Funktion

o(s,5%(L)) = g°(sL) (3.3)

definiert. Ihr Wert bei einer GittergrofRe L entspricht also per Definition dem Wert auf einem mit
dem Faktor s skalierten Gitter, was auch oftmals in der Form

o(s,u) =, mit uw=g*L) und o =g*(sL) (3.4)
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3 Allgemeine Strategie einer nicht-perturbativen skalenabh’angigen Renormierung

L — 2L
a fest
#Lo) H—
/ a — 2a
L fest
g°(2Lo)
g%(4Lo)

Abbildung 3.1: Schematisches Vorgehen zur Bestimmung der Step-Scaling-Funktion mit s = 2

ausgedriickt wird. Die zugehorige Gitter-Step-Scaling-Funktion Y. ist zudem noch von der Gitter-
auflésung L/a abhéngig und es gilt die Beziehung

o(s,u) = lim %(s,u,a/L)| (3.5)

a—0 g2=u,m=0
Ublicherweise wird direkt mit einem Faktor s = 2 gearbeitet, so dass im Weiteren die s-Abhangig-
keit in beiden Funktionen unterdriickt wird.
Wie ist die Step-Scaling-Funktion nun aber numerisch zu bestimmen? Zundchst wahlt man ein
Gitter mit L /a Punkten und wiederholt iterativ die Schritte

e \VergroBerung der Gitterlange L bei festgehaltenem Gitterabstand a um den Faktor s
o \ergroRerung des Gitterabstandes bei fester renormierter Kopplung g2 um Faktor s

solange, bis man von einem kleinen Grundvolumen L schrittweise in ein hinreichend grofes
\Volumen L = 2" L vorgedrungen ist. Dieses Vorgehen kann auch umgekehrt werden, d. h. von
einem grofRen Volumen L,.x kann in ein kleines Volumen hinabgestiegen werden. Dort in kleinem
Volumen oder groflen Energien ist dann keine MC-Simulation mehr nétig, da hier die Storungs-
theorie anwendbar ist. Damit hat man aber erst die Gitter-Step-Scaling-Funktion X(u,a/L) fiir
eine feste Auflosung L/a erhalten. Fir eine Kontinuumsextrapolation ist mindestens eine Wie-
derholung dieser Prozedur fiur eine andere Aufldsung notwendig. Aus den so gewonnenen Daten
I&sst sich in jedem dieser diskreten Kopplungspunkte der Kontinuumslimes o (u) bilden. Aus der
Menge aller Kontinuumswerte

{a(u)‘u = 522 % Liay), k= 0,... ,n} (3.6)

kann ein polynomialer Fit erzeugt werden, so dass beliebige Kopplungspunkte zugénglich sind.
Neben der Kopplung lassen sich weitere im endlichen Volumen des Gitters definierte Grof3en
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3.2 Skalenabh'angige Matrixelemente

(Dbare(go)
(I)inter(,u)
q)RGI
Patch (H)
T T T T -
100 MeV 1 GeV 10 GeV 100 GeV =00

Abbildung 3.2: Strategie zur Verkniipfung eines nackten Matrixelementes mit seinem Pendant im
Matching-Schema.

X (L), wie beispielsweise (2.36), durch Step-Scaling studieren. Fir sie ist die Step-Scaling-Funktion
bei der Kopplung v = g2(L) definiert durch

Zx(2L) = ox(u)Zx(L) . 3.7)

3.2 Skalenabhangige Matrixelemente

In der multiplikativen Renormierung wird ein nackter Operator Oy,.. Uber einen von der nackten
Kopplung g und der dimensionslosen Kombination ay abhéngigen Renormierungsfaktor Z;,ter
bei einer Skala y durch

Ointer (,u) = Zinter (907 aﬂ) Ovare (38)

in ein Renormierungszwischenschema ubertragen (roter Pfeil in Abbildung 3.2). In diesem Renor-
mierungszwischenschema (intermediate scheme) wird Z (iber die Bedingung

</6‘ Ointer (:u) ‘O[) = <ﬁ’ Obare ‘a>treelevel (39)

fur geeignet gewdhlte Zusténde |«) und |3) so gewdhlt, dass das Matrixelement des nackten Ope-
rators auf Tree-Ebene mit dem Matrixelement des bei der Skala 1 renormierten Operators tberein-
stimmt. Die Zusténde |« ), |3) diirfen dabei nur von der Skala n abhdngen, so dass sich einfache
Renormierungsgruppengleichungen (RGE) ergeben. Als Zwischenschema dient das Schrodinger-
Funktional-Schema (SF), welches neben dem MOM-Schema (momentum substraction scheme)
[46] die groRte Verwendung findet. Beides sind masselose Schemen, so dass ihre Renormierungs-
konstanten bei verschwindenden Quarkmassen berechnet werden, was wiederum eine weitere Ver-
einfachung der RGE zur Folge hat. In dem nun gewéhlten Renormierungszwischenschema werden
Matrixelemente

Dse () = (] Ose (1) i) (3.10)

definiert, die im Limes a — 0 von der Regularisierung unabhéngig sind. Desweiteren sind die
Zusténde | f), |7) im SF-Schema durch Randfelder festgelegt und die Energieskala wird fir eine
Anwendung des Step-Scalings auf ;. = 1/L gesetzt. Ein solches Matrixelement geniigt dann der
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3 Allgemeine Strategie einer nicht-perturbativen skalenabh’angigen Renormierung

Renormierungsgruppengleichung

d®sp
dp

=7 (g% (1)) Psr () (3.11)

mit einer im Hochenergiesektor moglichen Stérungsentwicklung der Form

YEGW) = -7+ P+ 5 . (3.12)

Hier ist nur der fiihrende Koeffizient, o, universell. Es wird aber im Folgenden auf eine spezielle
Schemenkennzeichnung der Koeffizienten verzichtet, da nur im Schrédinger-Funktional gearbeitet
wird. Das im Schrodinger-Funktional gewonnene Ergebnis der Skalenentwicklung von der hadro-
nischen Skala hin zu einer Hochenergieskala (blauer Pfeil) muss noch in ein Matching-Schema
konvertiert werden. Erst dadurch wird ein Vergleich mit Werten, die auf eine andere Art und Wei-
se, ob experimentell oder numerisch, bestimmt wurden, mdglich. Dieses Anpassen (matching)
wird jedoch nicht direkt durchgefiihrt. Obwohl man sich durch die Skalenentwicklung schon im
perturbativen Bereich befindet, wird das Matrixelement zunéchst zu seinem renormierungsgrup-
peninvarianten (RGI-) Wert

Prar = lim Psp()[2b0g” (1)) /2% (3.13)
B 9 /202 o B G(pn) M R }
= O (i) [2009° (11n) ] x p{ /O dg [ B0) bog} (3.14)

bei 1 = oo entwickelt und erst diese RGI-GroRe mit dem Matching-Schema verkniipft. Die Rest-
skalenentwicklung u,, — oo tragt hier der Exponentialfaktor, in den der perturbative Restanteil
der Gamma-Funktion (3.12) und der Beta-Funktion

B(G(n)) = =g [bo + b15” + bag" + ... | (3.15)

eingeht. Letztere entspricht formal der Gamma-Funktion in der Renormierungsgruppengleichung
furr die laufende Kopplung mit den universellen Koeffizienten

bo = {11 — 2N; }/(4m)? und by = {102 — BN} /(4m)* . (3.16)

Auch hier wird auf die spezielle Schemenkennzeichnung der anderen Koeffizienten und der Funk-
tion selbst verzichtet.

Derart ermittelte RGI-Matrixelemente sind auf gewisse Weise fundamentale GroRen der QCD,
da sie nicht mehr von einer physikalischen Skala abhéngen und Utber die Stérungstheorie leicht
in ein beliebiges, fiir Hochenergiephysiker interessantes Schema, wie z. B. das MS-Schema, kon-
vertiert werden kénnen. AuBerdem sind die Fehler kontrollierbar, so dass diese Grofke mit guter
Genauigkeit Uber Gitter-QCD zuganglich wird.

Die Beziehung zwischen dem nackten und dem renormierungsgruppeninvarianten Matrixelement
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3.3 Verkn'upfung von Step-Scaling-Funktion und ®zq1

I4sst sich leicht durch Einfiigen von Einsen und Uberschiebung aufschreiben:

Psp (pin) Psr(pn—1
Psp (pin) Psr(pn—1

)
)
__%Prar  Psp(pn) Pse(pn-1)  Pse(m)

Osp(pn)  Psp(pin-1) Psp(pn-2)  Psp(uo)

Prar Dgp(fin) Dgp (1)
_ X . Zsr (g0, apio)®
Psp(pn)  Pse(fn—1) Dsp (o) " (90, a110) Pare(90)

__%rar " Por(pn)
(I)SF(IU/TZ) (I)SF(Mn—l)

~ Pgr(po)
* Dsr (o)

Prar = Prar X

Psr (ko)

- Zsr (90, ap1) Poare (90)

= (I)j)%(zl) X ZsF (90, afin) Prare (o) - (3.17)
\Von der zweiten zur dritten Zeile wird von der Definition von ®gp bei der hadronischen Skala 1
Gebrauch gemacht. Alle auftretenden Verhaltnisse ®gp(u;)/Psr(ui—1) werden im Schrodinger-
Funktional durch Step-Scaling — Abschnitt 3.1 — berechnet und sind daher zunéchst von der Wahl
der Wirkung abhangig. Davon unabhéngig ist jedoch der erste Faktor, der die perturbative Ver-
knuipfung der Hochenergie- und RGI-GroRe nach (3.14) darstellt.
Hat man das RGI-Matrixelement, so l&sst sich auf gleiche Weise die Relation zu einem Matching-
Schema herstellen:

(I)match (,U)
PRrar
P mateh (14) Prar

- x Ze (90, agin) Prase (90) - 3.18
Prc Bar (/o) sF (90, aftn) Poare(90) (3.18)

P patch (1) = X Prar

3.3 Verkn upfung von Step-Scaling-Funktion und &

Das Matrixelement ®(go) eines nackten Operators sei bei einer Skala . renormiert durch

PR (1) = Za(g0, 1) ®(g0) - (3.19)

Nun kdnnte man das nackte Matrixelement auch bei einer anderen Skala, z. B. /2 renormieren.
Entsprechend wirde

Pr(1/2) = Za (g0, 11/2)P(g0) (3.20)

gelten. Um nun Step-Scaling anwenden zu kdnnen wird die Renormierungsskala mit der inversen
BoxgroRe L~ identifiziert. Setzt man die beiden letzten Gleichungen ins Verhiltnis, so folgt das
vom nackten Matrixelement unabhangige Verhaltnis

Pr(2L) _ Za(90,2L)
Pr(L) Z3(g0, L)

=:op(u) , (3.21)
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3 Allgemeine Strategie einer nicht-perturbativen skalenabh’angigen Renormierung

durch dass die Step-Scaling-Funktion am Kopplungspunkt u = g2 (L) definiert wird.

Es folgt die wiederholte Anderung der Skala nach Abschnitt 3.1, beginnend bei einem niedrigen
Energiewert, d. h. einem groflen L = 2L ., hinauf in den Bereich hoher Energien, also kleinem
L = 27" Lyay. Die Skala L, ist hierbei durch den hochsten Wert der Kopplung ug = §%(Lmax)
definiert. Uber die Sequenz u, = §2(2 *Lyax), k = 0,1,...,n werden dann die Werte fiir
o (i) aus (3.17) , mit u, = 2% /L., festgelegt. Das renormierte Matrixelement bei der hadro-
nischen Skala L = 2L, lautet

®(u) = Za(L)Prare(90) - (3.22)
Damit folgt fur das Verhéltnis zwischen dem Matrixelement bei hohen und niedrigen Energien

P (pn) P (27" Linax) P (Lmax)

—1 1
T o)~ B T L) B@Lg) ] 0] (3.23)

und somit fiir das Verhéltnis von RGI-Matrixelement zum hadronischen Matrixelement

Prar o D(uy)
O((2Lmax)™')  P(2Lmax)

cow{ = [as [35 - 2]}

(2607 (11n)] T/ (3.240)

= 2o oy 2 L)) (3.200)
B §(2" /Lmax) M 0
<on{ - i[53 - 2l
= [o(un)] "+ [o(uo)] " [2boun] T/ (3.24c)

N
19)
X exp —/ dg[———}}.
{ 0 Blg)  bog
Die genaue Umsetzung dieser Prozedur folgt im ndchsten Abschnitt. Eine Bestimmung der Unsi-
cherheit, die diesem Wert anhaftet steht in Abschnitt B.5.

44



4 Numerische Ergebnisse und Auswertung — Bestimmung der
Renormierungsgruppeninvarianten

4.1 Simulationsparameter und Umsetzung

Die numerische Implementation erfolgt im Schrédinger-Funktional mit 7' = L, 6§ = 1/2 und ver-
schwindenden Eichrandfeldern C' = C'’ = 0. Diese Festlegung wird motiviert durch eine gute
statistische Genauigkeit der Monte-Carlo-Ergebnisse, einer gut kontrollierten Stérungsentwick-
lung der Renormierungsgruppenfunktionen und minimierter Gitterartefakte [6, 25].

Die Theorie ist nicht-perturbativ O(a)-verbessert bis auf die stérungstheoretische Bestimmung der
Verbesserungskoeffizienten [10, 33]

o =1+ 01(31) gg + 01(32) gé 4+, (4.1a)
G=1+cV@2+cP gt (4.1b)
it = W g2+ o) (4.1c)

Der SW-Verbesserungskoeffizient cg,, zur Wilson-Fermionwirkung héangt ebenfalls nur von der
nackten Kopplung ab und wurde nicht-perturbativ [28] bestimmt. Er ist parametrisiert durch

~ 1-0454¢3 —0.175g5 4+ 0.012 g§ + 0.045 g5
B 1—0.720 g3 '

Csw 4.2

Die Berechnung der zu betrachtenden Korrelationsfunktionen erfolgt auf vorgegebenen Feld-
konfigurationen. Diese wurden durch die ALPHA-Kollaboration [1] innerhalb der letzten Jahre in
umfangreichen [4, 10, 29, 30] Monte-Carlo-Simulationen der QCD mit zwei dynamischen Fla-
vours im SF-Formalismus erzeugt. Die sechs hierzu zur Verfiigung stehenden Simulationspunkte
der Kopplung, uj, = §%(27 % Linax), k = 0,..., 5, sind:

k 5 4 3 2 1 0

ur 09793 1.1814 15031 1.5078 2.0142 24792 3.3340
Awu, 0.0011 0.0015 0.0025 0.0044 0.0102 0.0128 0.0190

Ct 1-loop 1-loop 1-loop 2-loop 2-loop 2-loop 2-loop

Tabelle 4.1: Feste Werte der laufenden Kopplung w; mit Unsicherheiten Awuy,

Die zu diesen Kopplungen gehdrenden Simulationsparameter (L/a, 3, k), die eine Trajektorie
konstanter Physik im Parameterraum wiederspiegeln, sind in Tabelle 4.2 aufgelistet. Die Parame-
ter 5 und « sind im Rahmen der oben genannten MC-Simulationen gerade so gewahlt, dass bei
gegebenem L /a die renormierte Kopplung g2 (L) den festen Wert « annimmt und die Quarkmasse
verschwindet.

Fir den Randverbesserungskoeffizient c¢; gehen die storungstheoretischen Werte auf 1-Schleifen-
Niveau, wie auch auf 2-Schleifen-Niveau ein. Der Grund hierfiir ist, dass erst im Laufe der Erzeu-
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4 Numerische Ergebnisse und Auswertung — Bestimmung der Renormierungsgruppeninvarianten

u L/a I6; K u L/a 16} K

0.9793 6 9.5000 0.1315322 2.0142 6 6.6085 0.1352600

8 97341 0.1313050 8 6.8217  0.1348910

12 10.05755 0.1310691 12 7.09300 0.1344320

1.1814 6 8.5000 0.1325094 2.4792 6 6.1330 0.1361100

8 8.7223 0.1322907 8 6.3229 0.1357673

12 899366  0.1319754 12 6.63164 0.1352270

1.5031 6 7.5000 0.1338150 3.3340 6 5.6215 0.1366650

12 8.02599  0.1330633 8 5.8097 0.1366077

1.5078 6 7.5420 0.1337050 2-Ip 12 6.11816 0.1361387
8 7.7206 0.1334970 2p

Tabelle 4.2: Zusammenfassung aller Gitterparameter (L/a, 3, ) bei renormierter Kopplung u.

Bis auf die gekennzeichneten Werte gehoren die mit diesen Parametern verbundenen Datensétze

auf der linken Seite zu ¢} ~'°°P und auf der rechten Seite zu ¢2~'°°P

gung der Eichfeldkonfigurationen der 2-Schleifen-Wert zuganglich wurde, genauer gesagt bei dem
Wert der Kopplung ws. Tabelle 4.1 ist zu entnehmen, dass fiir die beiden niedrigsten Kopplungs-
punkte, us und ug, nur die Datensdtze zur ersten Ordnung von ¢ zur Verfligung stehen, flr us
zusétzlich die zur zweiten Ordnung und die brigen nur in zweiter Ordnung. Die Kopplungswerte
uz P = 1.5031 und 3 °°" = 1.5078 stimmen nicht ganz tiberein, denn sie wurden verwendet,
um den storungstheoretischen Einflul} abzuschétzen. Dieser ist jedoch im Rahmen der statistischen
Unsicherheiten vernachldssigbar. Die zugrunde liegende Stérungsentwicklung von ¢ wurde in [5]

durchgefiihrt mit den Ergebnissen

Ctl—loop =1+ (—0.089 +0.019 Nf)g(Q]

Ne=2
=1-0.051¢2, (4.3a)
el 1ooP — (17100P 1 (0,029 + 0.002 Ng) g N
—
=1-0.051g3 —0.025 g5 . (4.3b)

Der Koeffizient ¢; ist in 1-Schleifen-Stdrungstheorie hingegen nicht von N¢ abhdngig und lautet
¢(g0) =1—-0.018¢7 . (4.3c)

Aufgrund etwaiger nicht-perturbativer Effekte ist a priori nicht klar, ob eine Extrapolation der
Gitter-Step-Scaling-Funktion X (u,a/L) in (a/L)? mit den so festgelegten Werten (4.3) gewihr-
leistet ist. Dieser Umstand bedarf daher noch einer expliziten Untersuchung (Abschnitt 4.2.2).
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4.1 Simulationsparameter und Umsetzung

4.1.1 Wirkungen

In den Simulationen wurden urspriinglich vier Wirkungen implementiert. Fir jede dieser Diskre-
tisierungen wird zur O(a)-Verbesserung der Zeitkomponente des statisch-leichten Axialstromes
Agtt ein separater Wert fiir ¢5'** bendtigt. Diese vier Wirkungen seien bezeichnet durch Link,
S(x), Hypl und Hyp2. Fir sie gilt:

e Link: Hierbei handelt es sich um die urspriingliche Eichten-Hill-Wirkung (2.18) ohne ver-
besserte Eigenschaften. Der Verbesserungskoeffizient zum statischen Axialstrom ist in die-
sem Fall [49]

At (go) = —0.07958 g2 + O(ga) - (4.4)

Diese Wirkung war fiir die hier untersuchten Korrelationsfunktionen nur bedingt geeignet,
da B-Meson-Kaorrelationsfunktionen mit statischem Quarkpropagator ein schlechtes Signal-
Rausch-Verhaltnis aufweisen [12, 21]. Schon in der Quenched-Rechnung [25] wurde nach-
gewiesen, dass ein starker Anstieg der Unsicherheiten folgt und so eine verlassliche Konti-
nuumsextrapolation unmdéglich macht. Derselbe Sachverhalt zeigt sich auch hier fiir Ny = 2
dynamische Flavours: mit steigender Gitterauflosung oder Kopplungskonstante folgen im-
mer groBer werdende Unsicherheiten und verhindern eine aussagefahige Kontinuumsextra-
polation gegentiber den folgenden drei Wirkungen.

Die Einbeziehung der aus dieser Diskretisierung extrahierbaren Daten ist daher nicht sinn-
voll, so dass sie in der weiteren Diskussion keine Rolle mehr spielen wird.

e S(X) bezeichnet die spezielle Wahl der Eichlinks aus (2.19a), die durch das in der Litera-
tur bekannte 1-Link-Integral (in der reinen Eichtheorie) motiviert ist [53]. Der zu dieser
Diskretisierung gehdrige Verbesserungskoeffizienten des statischen Axialstromes ist

At (ge) = 0.0072 g2 + O(gg) - (4.5)

e Hypl ist eine Eichten-Hill-Wirkung, die durch eine weitere Reduktion der statistischen
Unsicherheit motiviert wurde. Sie wird mit Hilfe der hyperkubisch geblockten Eichlinks
(2.19c) fir den optimierten Blocking-Parametersatz [20]

a; =0.75, as = 0.6, as = 0.3 (4.6)
gebildet. Als Verbesserungskoeffizient wird fur diese Parameter [14]
¢ (g0) = 0.0357 gg + O(gp) (4.7)

verwendet.

e Hyp2 ist wie Hypl eine hyperkubisch geblockte Diskretisierung, jedoch fiir einen anderen
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4 Numerische Ergebnisse und Auswertung — Bestimmung der Renormierungsgruppeninvarianten

Satz optimierter Parameter
o] = 1.0 y Qg = 1.0 5 a3 = 0.5. (48)

Der Verbesserungskoeffizient des statisch-leichten Axialstromes ist fir diese Diskretisie-
rung durch

™ (g90) = 0.215 g5 + O(g5) (4.9)
gegeben.

Die genannten Verbesserungskoeffizienten ¢5* fur S(x), Hyp1 und Hyp2 wurden stdrungstheore-
tisch im Rahmen des Schrddinger-Funktional bestimmt [14].

4.1.2 Korrelationsfunktionen auf dem Gitter

Mit den in Tabelle 4.2 gelisteten Parametern wurden auf den zuvor genannten Eichfeldkonfigu-
rationen bei einfacher Auflésung (L/a) und zweifacher Auflésung (2L /a) die Gitterkorrelations-
funktionen im Schradinger-Funktional

fR (o) = —a Z (A3 (x) Ch(y)1sCi(2)) (4.10a)
FHNE =—a62 (SAT™ () Ch)561(2)) (4.10b)
flz—aL—lj > %(f{(u)%Cé(V) C()15¢1(2)) (4.10c)

ot 0 M Tt Tuysti@) (4100
%h<x3>:—§—i > S {Ch0CH0) Tuly)sCul) (4.10e)

gebildet. Diese Korrelationsfunktionen wurden schon in Abschnitt 2.5.2 definiert und es wurde
angedeutet, dass man aus diesen Korrelationsfunktionen den skalenabhdngigen Renormierungs-
faktor Z3'* gewinnen kann. Dazu muss eine Normierungsbedingung ausgewahlt werden, durch
die gewabhrleistet ist, dass sich weitere mogliche Renormierungskonstanten, welche nicht direkt
zuganglich sind, herausheben. Entsprechend der Arbeit [25] fur die Valenzquark-Néherung wer-
den hierzu in gleicher Notation und Benennung zwei Normierungsbedingungen eingefiihrt.

4.1.3 Normierungsbedingung 1 - Das ’alte’ Schema

Nach [33] wird bei verschwindender Quarkmasse m, = mg — m. = 0 die Renormierungs-
konstante Z5* des O(a)-verbesserten statischen Axialstromes mit Hilfe des Wertes X (0, L) auf
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4.1 Simulationsparameter und Umsetzung

Baumgraphenniveau definiert vermdge der Bedingung

280 DX (0. D) = XO0.0) . mit X(go,1) = B2 (4.11)

Diese Definition ist auf das Gitter zu tibertragen und zwar gleich in der verbesserten Version. Dann
ist Z3'* gegeben durch

75 (go, L/a)X1(g0, L/a) = X1(0, L/a) , (4.122)
mit

R (0L/2) + act (L))

XI(QO,L/G) = A \/W ;

und lduft mit der Skala x = 1/L. Dadurch wird nach Abschnitt 3.1 die Gitter-Step-Scaling-
Funktion

(4.12b)

Z3%(go, 2L /a)
Z3% (go, L/a)

definiert und die Step-Scaling-Funktion folgt durch Extrapolation gemén

SN (u,a/L) = bei g*(L)=u,  mo=me, (413

ot (u) = lim Y (u,a/L) (4.14)

g%=u,mq=0 .

Auf eine spezielle Kennzeichnung wie Z3%, die das Schrodinger-Funktional als relevantes Re-
normierungsschema auszeichnet, wird verzichtet. Jedoch muss einstweilen eine Unterscheidung
zur zweiten Normierungsbedingung gemacht werden. Die zu dieser, der alten Normierungsbedin-
gung gehdrige Renormierungskonstante wird dann als Z;tifld bezeichnet, wahrend die im folgen-
den Unterabschnitt definierte Renormierungskonstante durch Z3'%). bezeichnet wird. Dasselbe
gilt flir weitere abgeleitete GrélRen wie die Step-Scaling-Funktion.

4.1.4 Normierungsbedingung 2 - Ein neues Schema

Auf dieselbe Art und Weise wird die neue Normierungsbedingung [25] auf dem Gitter am Punkt
mo = m. mit L = 1/ Uber das verbesserte Verhdltnis

R4 (0L/2) + act (L))

—_ _JA
_I(gO,L/a) = [flf{lh(L/Q)]l/‘l (4153)
mit
Z3* (90, L/a)E1(go, L/a) = =1(0, L/a) (4.150)

definiert. Ebenso gelten die Gleichungen (4.13) und (4.14).
Fir die Normierungskonstanten auf Tree-Ebene gilt X1(0, L/a) = =1(0, L/a). lhre Werte sind
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4 Numerische Ergebnisse und Auswertung — Bestimmung der Renormierungsgruppeninvarianten

L/a £1(0, L/a)
6 -1.5964837518021
8 -1.5996643156321
10 -1.6011462370857
12 -1.6019540566018
16 -1.6027594410020
20 -1.6031330222299
24 -1.6033361949926
32 -1.6035384024722

Tabelle 4.3: Das Verh'dtnis5 auf Tree-Level f'ur @ = 0.5.

fur den vorliegenden Fall (6 = 1/2) bekannt [25] und in Tabelle 4.3 wiedergegeben.

Die Definitionen beinhalten die Bedingung verschwindender Quarkmasse m, fiir jede Gitter-
auflésung L/a, d.h. die nackte Masse ist mit der kritischen Masse zu identifizieren, mg = m..
Dadurch wird entsprechend (A.25b) der kritische Hopping-Parameter « = . definiert. Als kri-
tische Masse ist die in [6] nicht-perturbativ im leichten Quarksektor definierte, O(a)-verbesserte
PCAC-Masse zu verstehen. Desweiteren wird verlangt, dass die laufende Kopplung g2(L) auf die
in Tabelle 4.1 vorgegebenen Werte von w gesetzt wird, wodurch wiederum fiir gegebenes L /a der
Wert der nackten Kopplung durch g2 = 6/ fixiert ist.

Die numerische Effizienz der Auswertung der Korrelationsfunktion fI'" [53] beschrénkt sich
auf den Fall der Valenzquark-Naherung, in dem es das neue Schema gegeniiber dem Alten [33]
begiinstigt hat. Dies ist im Falle dynamischer Quarks nicht mehr sinnvoll gegeben.

Fur Ny = 2 fuhren die genannten verbesserten Diskretisierungen dazu, dass die alte Definition
von Z5%* eine befriedigende Genauigkeit bietet. Der Vollstandigkeit halber wird aber in der Aus-
wertung das neue Schema mitgefihrt.

4.2 Bestimmung des Kontinuumslimes

Der Kontinuumslimes soll auf verschiedene Weisen ermittelt werden. Hierbei liegen immer die
Definitionen und Werte aus Abschnitt 4.1 zugrunde. AuBerdem wird unter der Annahme, das wirk-
lich eine nahezu vollstandige O(a)-Verbesserung erreicht wurde, d. h. die filhrende Ordnung der
Cutoff-Effekte quadratisch im Gitterabstand ist, die Kontinuumsextrapolation

8t (y, ) = o3 (u) + B(u) - 2? (4.16)

quadratisch in x = a/L durchgefiihrt. Zur Rechtfertigung dieses Ansatzes wird in Abschnitt 4.2.2
uberpruft, ob die O(a/L)-Terme wirklich vernachlédssigbar sind. Zur Bestimmung der Koeffizi-
enten dieses Fitpolynom, o5/ (u) und B(u), wird eine x2-Minimierung durchgefiihrt. Dazu wird
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4.2 Bestimmung des Kontinuumslimes

die entsprechende Prozedur aus [54] Ubernommen und den Erfordernissen angepasst. Insbeson-
dere sind hier zwei Methoden der Kontinuumsextrapolation zu unterscheiden. Gleichung (4.16)
gilt fiir die Extrapolation aus einer einzigen Wirkung, so dass fir die drei Wirkungen S(x), Hypl
und Hyp2 auch drei unterschiedliche Kontinuumswerte folgen. Aufgrund der Universalitét er-
wartet man, dass diese auf einem, den physikalisch Kontinuumswert fiihren. Dazu muss die  2-
Minimierung unter der Nebenbedingung eines einzigen Kontinuumswertes fiir alle drei Wirkungen
durchgefiihrt werden. Um die y2-Minimierungsprozedur anwenden zu kénnen, miissen die Basis-
polynome linear unabhédngig sein. Das sind sie in diesem Falle aber nicht, denn die Gitterpunkte
zu den drei Diskretisierungen liegen bei denselben Auflésungen L/a = x vor und werden mit der-
selben Eichfeldkonfiguration berechnet. Man gelangt durch ein kiinstliches Verschieben der Ar-
gumente zu einem Ansatz fiir den simultanen Fit, der die Daten zu allen Diskretisierungen unter
der zusétzlichen Bedingung desselben Kontinuumslimes berticksichtigt (Constraint-Fit). \Wegen
den drei zu beriicksichtigenden Dirskretisierungen werden zwei Verschiebungen benétigt, s1, s.
Diese diirfen werde verschwinden, noch identisch sein. Eine Constraint-Fitfunktion’ lautet dann

S (0,2) = o3 () + B0 (w) %4 @17)
+ BHYPl(u) ($ N 81)2 +BHYP2(U) ($ . 82)2 )

Fir die Bestimmung der statistischen Unsicherheit der aus den korrelierten Datensétzen folgen-
den numerischen Ergebnisse wird eine Jackknife-Analyse, siehe Abschnitt B.1, verwendet. Die
dadurch ermittelten Unsicherheiten fir die einzelnen Punkte der Gitter-Step-Scaling-Funktion ge-
hen ihrerseits als Gewichte in die x2-Minimierung ein. Mehr iber die genaue Datenanalyse zeigt
Abschnitt B.2 auf Seite 75.

Abgesehen von der Unterscheidung zwischen alter und neuer Normierungsbedingung ist die

Extrapolation ins Kontinuum von den verwendeten Werten der Gitter-Step-Scaling-Funktion ab-
hdngig. Man kann sich beispielsweise bei der Kopplung us dazu entscheiden, die Werte aus der
1-Schleifenrechnung denen der 2-Schleifenrechnung vorzuziehen, da firr Erstere die feinere Git-
terauflosung L/a = 12, und damit der kontinuumsnaheste Wert, zur Verfiigung steht. Eine weitere
hiermit kombinierbare Analyse konnte sich fiir jeden Kopplungspunkt auf die beiden feinsten Git-
ter beschrénken, so dass das grébste Gitter L/a = 6 nicht verwendet werden muss.
Die allen moglichen Kombinationen zugrunde liegende, aus den MC-Simulationen gewonnene
Wertemenge fiir die Renormierunsgkonstante Z5 nach der alten und der neuen Normierungs-
bedingung, ist in den Tabellen B.3 und B.4 wiedergegeben. Die aus ihnen folgenden Werte fiir
die Gitter-Step-Scaling-Funktion sind dort ebenfalls fiir die verschiedenen Diskretisierungen S(x),
Hypl und Hyp2 aufgelistet.

4.2.1 Kontinuumsextrapolation aus allen Daten

Hier sollen zunéchst alle Gitterpunkte verwendet werden. Auf ihre Erzeugung aus den Rohda-
ten wird in Abschnitt B.2 kurz eingegangen. Fir den Kopplungspunkt us werden hier die 2-

Teigentlich besser: Fitfunktion mit Nebenbedingung
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4 Numerische Ergebnisse und Auswertung — Bestimmung der Renormierungsgruppeninvarianten

u Uit,aotld(u) X2/d0f

09793  0.9834(12) 1.92/5
11814  09791(16)  12.41/5
15078  0.9769(39)  0.005/2

20142  0.9529(24) 0.66/5
24792 0.9428(35) 2.91/5
33340  0.9104(54) 1.14/5

Tabelle 4.4: Constraint-Werte der Kontinuumsextrapolation bei den vorgegebenen Kopplungswer-
ten fur die Step-Scaling-Funktion o—fff}fld im alten Schema und das x? pro Freiheitsgrad (dof)

Uit,aotld(u)

U S(x) Hyp1 Hyp2
0.9793 0.9832(13) 0.9834(13) 0.9837(12)
1.1814 0.9793(16) 0.9791(16) 0.9790(15)
1.5078 0.9767(42) 0.9771(40) 0.9770(38)
2.0142 0.9522(25) 0.9530(24) 0.9533(23)

24792 0.9423(36)  0.9428(35)  0.9432(34)
33340  0.9138(57)  0.9103(55)  0.9077(52)

Tabelle 4.5: Standard-Werte der Kontinuumsextrapolation bei den vorgegebenen Kopplungswer-
ten flr die Step-Scaling-Funktion Uifi)tld der Diskretisierung S(x), Hypl und Hyp2 fiir das alte
Schema

Schleifenwerte verwendet. Anschlielend werden die gewonnenen Werte fiir die 1-Schleifen- und
die 2-Schleifenrechnung verglichen.

Nach obiger Diskussion werden die Kontinuumswerte fiir die unterschiedlichen Diskretisierun-
gen einzeln und auch zusammen ermittelt. Die Ergebnisse fiir das alte Schema sind in Tabelle 4.4
furr die Constraint-Fits und in Tabelle 4.5 fur die Standard-Fits wiedergegeben. Diejenigen fur das
neue Schema stehen im Anhang B.4 auf Seite 81.

In Abbildung 4.1 auf der néchsten Seite werden alle Werte graphisch dargestellt. Die Kontinu-
umswerte aus den Constraint-Fits erscheinen darin als schwarze, ausgefiillte Punkte. Damit die
Werte der drei Diskretisierungen bei gleicher Gitterauflésung gut erkennbar sind, ist rein formal
eine minimale Verschiebung eingebaut.

Betrachtet man die Werte in der Abbildung oder in beiden Tabellen, so ist als erste Erkenntnis
festzuhalten, dass alle Kontinuumswerte im Bereich ihrer Fehler Gbereinstimmen. Die Constraint-
Werte bieten gegeniiber den drei Standardwerten keinen Gewinn an statistischer Genauigkeit. Dies
bedeutet, dass sich eine Diskussion allein mit einer der drei Diskretisierungen, und zwar der mit
der besten Genauigkeit, anbietet. Wie die Betrachtung der Werte aus Tabelle 4.4 und 4.5 zeigt,
besitzen die Kontinuumswerte von Hyp2 gegeniiber den Constraint-Werten und den Werten von
S(x) und Hyp1 die geringsten Unsicherheiten.
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Abbildung 4.1: Darstellung der in (a/L)? linearen Kontinuumsextrapolation der Gitter-Step-Scaling-

Funktion ESAtiﬁd (linke Seite) und Eififew (rechte Seite), mit Nebenbedingung (oben) und ohne Nebenbe-

dingungen (unten) fiir die drei Diskretisierungen S(x) (¢), Hypl (¢) und Hyp2 ().
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Abbildung 4.2: Darstellung einer Kontinuumsextrapolation der Gitter-Step-Scaling-Funktion ESAt?Otld ohne die
kleinste Gitterauflosung L/a = 6. Im oberen Teil der Abbildung wurde wie in Abbildung 4.1 linear in (a/L)?
gefittet. Im unteren Teil wurde ein konstanter Fit durchgefihrt. In beiden Féllen sind Links der Constraint-Fit
und Rechts die einzelnen Fits zu sehen. Die drei Diskretisierungen sind S(x) (¢), Hypl (¢) und Hyp2 (¢).



4.2 Bestimmung des Kontinuumslimes

Constraint gzt?otl 4 (u3)
U3 ool (s) x*/dof S(x) Hyp1 Hyp2

15031  0.9710(25)  0.034/2  0.9706(26)  0.9711(25)  0.9712(24)
15078  0.9769(39)  0.005/2  0.9767(42)  0.9771(40)  0.9770(38)

Tabelle 4.6: Vergleich zwischen den Kontinuumswerten der ¢ '°°P- und ¢ ~'°°P-Berechnungen
fiir die Step-Scaling-Funktion o % (u3)

Den Werten ist aber auch zu entnehmen, dass die Unterschiede in den Unsicherheiten nur mar-
ginal sind. Dazu tréagt teilweise bei, dass die Berechnung der Korrelationsfunktionen fiir die unter-
schiedlichen statischen Wirkungen auf identischen Eichfeldkonfigurationen durchgefihrt wurde
und diese Daten somit korreliert sind. In zukiinftigeren Simulationen kann man sich deshalb auf
eine dieser Diskretisierungen beschranken, so dass Simulationszeit eingespart wird.

Fur eine weitere Auswertung werden die Kontinuumswerte aus den Constraint-Fits verwendet.
Es bleibt aber noch zu kléren, ob in den folgenden Auswertungen fiir den Kopplungspunkt « 5 die
1-Schleifen- oder die 2-Schleifenwert-Kontinuumswerte flir den Randverbesserungskoeffizienten
¢ zu verwenden sind.

Unterschied zwischen 1-Loop- und 2-Loop-Rechnung
Eine graphische Gegeniiberstellung der beiden Auswertungen fiir den dritten Kopplungspunkt w3
zeigt Abbildung 4.3. Die zugehorige numerischen Werte sind in Tabelle 4.6 eingetragen.

Betrachtet man die Constraint-Fits von X5 in Abbildung 4.1, so wére zu erwarten, dass eine
hier nicht mdgliche 2-Loop-Auswertung bei L = 12 zu einer Absenkung des Kontinuumslimes
bei u§*1°op fiihrt, wie es bei den Kopplungen us, ug, us und w; der Fall ist. Desweiteren ist zu
beriicksichtigen, dass fiir den 2-Loop-Wert am Punkt L = 12 bisher nur eine geringe Statistik zur
Verfligung steht, siehe Tabelle B.1 auf Seite 77. Bei allen tbrigen Werten flr L = 12 wurde mit
zunehmender Statistik tendenziell eine Anhebung der entsprechenden Punkte festgestellt.

Unter diesen Gesichtspunkten l&sst sich trotz der um Awus = 0.0047 voneinander abweichenden
Kopplungwerte sagen, das die gewonnenen Kontinuumswerte innerhalb ihrer Fehlergrenzen Uber-
einstimmen. Wie hoch ein moglicher Effekt der verschiedenen Kontinuumslimiten wirklich ist,
zeigt ein Vergleich der relevanten Fitparameter fiir die Fits der Kontinuums-Step-Scaling-Funktion
an die Constraint-Daten. Dazu wird auf ein im néchsten Abschnitt 4.3 zu erlduterndes Verfahren
vorgegriffen.

Der Ansatz flr den Fit an die Constraint-Daten der Step-Scaling-Funktion lautet

o (u) =14 sou + spu® + spud + szut . (4.18)

Dabei sind die Parameter so und s; bekannt, so dass drei Félle unterschieden werden kdnnen.
Entweder werden nur s, oder s3 und entsprechend der andere Wert auf Null gesetzt, oder beide
werden gleichzeitig gefittet. Die Ergebnisse stehen in Tabelle 4.7.

In jedem einzelnen Vergleich ist festzustellen, dass die Parameterwerte innerhalb der Fehler
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4 Numerische Ergebnisse und Auswertung — Bestimmung der Renormierungsgruppeninvarianten
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Abbildung 4.3: Gegenuberstellung der 1-Loop- und 2-Loop-Kontinuumsextrapolationen bei der
Kopplung u3. Im oberen Teil flir die Constraint- und im unteren Teil fur die Standard-Werte
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Abbildung 4.4: Graphische Gegenliberstellung zweier Fitfunktionen an die Kontinuumswerte: (a)

u

(8 Kontinuumswerte der Step-Scaling-Funktion
f'ur 1-Schleifenrechnung am Kopplungspunkt v =
1.5031

(b) Kontinuumswerte der Step-Scaling-Funktion
f'ur 2-Schleifenrechnung am Kopplungspunkt v =
1.5078

mit 1-Schleifenkopplungspunkt, (b) mit 2-Schleifenkopplungspunkt.

56



4.2 Bestimmung des Kontinuumslimes

us 52 53

1-loop -0.0012(1) —
— -0.00038(4)
-0.0018(5) 0.00022(18)

2-loop -0.0011(1) —
— -0.00037(4)
-0.0016(6) 0.00017(19)

Tabelle 4.7: \ergleich zwischen den Fitparametern der Kontinuums-Step-Scaling-Funktion die mit
dem 1-Loop-Wert bzw. dem 2-Loop-Wert folgen

koinzidieren. Es ist daher davon auszugehen, dass kein Einflu bei der Bestimmung der renor-
mierungsgruppeninvarianten Groie folgt. Alle weiteren Betrachtungen beziehen sich von nun an
auf den 1-Loop-Datensatz bei w3, weil fir diesen der kontinuumsnaheste Punkt zur Verfligung
L/a = 12 zur Verfligung steht.

4.2.2 Erganzende Untersuchungen

Da die erzielten Ergebnisse fir die Kontinuums-Step-Scaling-Funktion auf einer O(a)-Verbes-
serung basieren, und die Kontinuumsextrapolation entsprechend linear in (a/L)? durchgefiihrt
wurde, soll an dieser Stelle diskutiert werden, ob die Terme in a/L hinreichend Klein sind.

Dies ldsst sich auf zweierlei Art durchfiihren. Zum einen kann man direkt einen (a/L)-linearen
Fit durch die tibliche y2-Minimierung durchfiihren, andererseits besteht aber auch die Moglichkeit
die bereits ermittelten Werte abzuziehen und den Rest in (a/L) linear zu fitten.

Betrachtung einer in a/L linearer Extrapolation
Hier sollen zunéchst die Werte fir die Gitter-Step-Scaling-Funktion direkt bzgl. a/L anstelle von
(a/L)? gefittet werden. Der Extrapolationsansatz fiir jede der drei Wirkungen lautet daher

~ ~

Y(u,z) =0(u) + C(u) -z, (4.19)

fir z = a/L. Das Resultat ist in Tabelle 4.8 zusammengefasst.

Clu)
k o(u) x?/dof S(x) Hyp1 Hyp2
5 09851(20) 28/5 -0.039(15) -0.033(15) -0.017(15)
4 09803(27) 14.8/5 -0.035(21) -0.028(21) -0.011(21)
3 0.9849(71) 0.12/2 -0.126(45) -0.116(45)  0.045(94)
2 0.9514(40) 0.45/5 0.007(29)  0.017(29)  0.041(29)
1 009468(59) 3.81/5 -0.093(44) -0.076(44) -0.053(43)
0 09154(87) 1.79/5 -0.106(60) -0.089(60) -0.059(60)

Tabelle 4.8: Kontinuumsextrapolation in a/ L fir die Step-Scaling-Funktion im alten Schema
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Bildet man hier die Summe der y? und teilt diese durch die Gesamtzahl der Freiheitsgrade, so
bekommt man eine Aussage iiber das Verhalten dieses Fitansatzes. Hier folgt x? ~ 0.88. Ver-
gleicht man diesen Wert mit dem entsprechenden fiir die quadratische Kontinuumsextrapolation
(x? ~ 0.71), so ist festzustellen, dass der quadratische Ansatz bevorteilt ist.

Betrachtung des linearer 'Rest-Fits’
Hier werden die Ergebnisse der in (a/L)? linearen Kontinuumsextrapolation verwendet, d.h. die
aus den Standard-Fits

Y(u,z?) = o(u) + B(u) - 22, fir z=a/L, (4.20)

erhaltenen Konstanten, o(u) und B(u). Diese GrofRen gehen nun als feste Parameter in den neuen
Fit,

S(u, ) = o(u) + D(u) -z + B(u) - x? (4.21)

ein. Effektiv werden nun also nur die l~)(u) nach x2-Minimierung berechnet. Die Ergebnisse sind
in den folgenden Tabellen 4.9, 4.10, 4.11 und 4.12 gelistet.

Die Mehrzahl der so ermittelten Werte verschwinden innerhalb der Unsicherheiten, so dass man
abschlieend sagen kann, dass die O(a)-Verbesserung gltig, bzw. die Extrapolation ins Kontinu-
um mit (a/L)? gerechtfertigt, ist.

4.2.3 Kontinuumsextrapolationen unter AusschluZvon L = 6

An dieser Stelle soll der EinfluB des grobsten Gitters, L = 6, auf den Kontinuumslimes untersucht
werden. Hierzu wurden die entsprechenden Punkte fur die Gitter-Step-Scaling-Funktion entfernt.
Fiir w3 kommt wie erwahnt der Datensatz aus den ¢, '°°P-Werten zum Einsatz. AuRerdem ist
nur fur diesen auch der kontinuumsnaheste Punkt, wie fiir die anderen Kopplungspunkte, durch
L = 12 gegeben. Die Wegnahme der Datensétze fiir L = 6 fuhrt hier auerdem dazu, dass fiir
ug lediglich ein Auflésung als Referenzpunkt fiir die Gitter-Step-Scaling-Funktion zur Verfligung
steht. Die Fitprozedur des letzten Abschnittes ist trotzdem ohne Einschrdnkungen mdglich. Neben
den in (a/L)? linearen Extrapolationen werden hier desweiteren konstante Extrapolationen, d.h.
ohne a/L-Abhdngigkeit, durchgefiihrt und auch deren Ergebnis untersucht.

Die ermittelten Kontinuumslimiten stehen fiir die linearen Extrapolationen in den Tabellen 4.13
und 4.15, flr die Constraint- bzw. die Standard-Werte. Entsprechende Werte zur Kontinuumsex-
trapolationen durch konstante Funktionen sind in Tabelle 4.14, respektive 4.16, eingetragen. Eine
zu beiden Extrapolationen gehorende graphische Darstellung ist in Abbildung 4.2 zu sehen. Dort
wurde zu einem besseren Vergleich dieselbe Skala wie in Abbildung 4.1 gewadhit.

Ein Vergleich der hier ermittelten Constraint-Kontinuumswerte mit den aus dem gesamten Da-
tensatz extrahierten Kontinuumswerten (Tabelle 4.4) zeigt weitgehende Ubereinstimmung inner-
halb der statistischen Fehler.
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4.2 Bestimmung des Kontinuumslimes

Tabelle 4.9:

Linearer ’Rest-Fit’ de~r Gitter-
Step-Scaling-Funktion ¥ in a/L

mit Nebenbedingung im alten
Schema

Tabelle 4.10:

Linearer ’Rest-Fit’ der Gitter-

Step-Scaling-Funktion ¥ in a/L
mit Nebenbedingung im neuen
Schema

Tabelle 4.11:;

Linearer ’Rest-Fit’ der Gitter-
Step-Scaling-Funktion % in a/L
ohne Nebenbedingung im alten
Schema

Tabelle 4.12:

Linearer ’Rest-Fit’ der Gitter-
Step-Scaling-Funktion ¥ in a/L
ohne Nebenbedingung im neuen
Schema

D(u)
k S(x) Hypl Hyp2
5 —0.000105(104)  0.000003(94) 0.000252(111)
4 0.000346(150)  0.000211(120)  0.000108(135)
3 —0.000038(80)  0.000019(35)  0.000013(75)
2 —0.000236(128)  0.000114(158)  0.000235(202)
1 —0.000024(422)  0.000232(283)  0.000429(341)
0 0.001513(539) —0.000114(355) —0.001397(407)
D(u)
k S(x) Hyp1l Hyp2
5 —0.000144(198) —0.000113(164)  0.000071(182)
4 0.000390(175)  0.000300(145)  0.000332(172)
3 0.000005(93) 0.000044(42)  —0.000044(90)
2 0.000093(264)  0.000145(187)  0.000249(247)
1 —0.000202(602)  0.000201(326)  0.000492(439)
0 0.000481(1392)  0.000113(587) —0.001202(892)
D(u)
k S(x) Hypl Hyp2
5 —0.000117(120) —0.000022(108)  0.000230(127)
4 0.000231(104)  0.000226(99) 0.000189(93)
3 0.000000(3) 0.000000(3) 0.000000(3)
2 0.000067(150)  0.000051(140)  0.000058(124)
1 0.000259(265)  0.000230(241)  0.000210(221)
0 —0.000027(293) —0.000079(265) —0.000156(265)
D(u)
k S(x) Hypl Hyp2
5  0.000056(106)  0.000032(101)  0.000041(94)
4 0.000353(131)  0.000353(126)  0.000315(118)
3 0.000001(3) 0.000000(3) 0.000000(3)
2 0.000175(173)  0.000168(162)  0.000168(146)
1 0.000258(323)  0.000193(286)  0.000170(252)
0 —0.000171(428) —0.000296(401) —0.000355(380)
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B o (u) 2/ dof Tabelle 4.13:
0.9793 0.9823(18) 0.06/2 Constraint-Werte der (a/L)2-linearen Kontinuums-
11814 0.9755(23) 00272  ©xtrapolation von X5, unter AusschluR der Daten fur
15031 0.9703(18) 0.46 L = 6 und das x? pro Freiheitsgrad (dof)
2.0142 0.9514(45) 0.05/2
2.4792 0.9381(64) 0.03/2
3.3340 0.9126(82) 0.07/2
Tabelle 4.14:
U Jffifld(u) x?/dof abelle
0.9793 0.9823(7) 4.0/2 Constraint-Werte der konstanten Kontinuumsextra-
11814 0.9783(8) 75/p  Polation von 3%, unter Ausschluf der Daten fur
15031 0.9703(18) 0.46 L = 6 und das x? pro Freiheitsgrad (dof)
2.0142 0.9540(14) 3.2/2
2.4792 0.9400(20) 1.6/2
3.3340 0.9066(33) 1.9/2
Tabelle 4.15:
Uiﬁi)tld(u)
u S(x) Hyp1 Hyp2 Standard-Werte der (a/L)?-linearen
Kontinuumsextrapolation ohne
09793  0.9819(18)  0.9824(18)  0.9826(17)  Gitter L = 6 von L3, fir die
1.1814 0.9755(23) 0.9753(23) 0.9757(22) Diskretisierungen S(x), Hypl und
1.5031 0.9694(19) 0.9702(18) 0.9711(18)  Hyp2
2.0142 0.9506(48) 0.9518(46) 0.9518(42)
2.4792 0.9373(68) 0.9382(65) 0.9388(61)
3.3340 0.9145(88) 0.9123(82) 0.9114(78)
Tabelle 4.16:
O—Zti)tld(u)
w S(x) Hyp1 Hyp2 Standard-Werte  der  konstanten
Kontinuumsextrapolation ohne
0.9793 0.9815(7) 0.9820(7) 0.9833(7) Gitter , = 6 von EsAtaotld fiir die
1.1814 0.9776(8) 0.9780(8) 0.9792(8) Diskretisierungen S(x), Hypl und
1.5031 0.9694(19) 0.9702(18) 0.9711(18)  Hyp2
2.0142 0.9525(15) 0.9536(14) 0.9554(14)
2.4792 0.9383(21) 0.9398(20) 0.9417(20)
3.3340 0.9067(34) 0.9061(33) 0.9068(32)
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4.3 Polynomialer Fit an die Step-Scaling-Funktion

4.3 Polynomialer Fit an die Step-Scaling-Funktion

Aus den unterschiedlichen, diskreten Kontinuumsdaten des letzten Abschnittes ist jeweils ein Fit
fiir die Skalenentwicklung zu extrahieren. Ein Fitansatz fiir die Step-Scaling-Funktion lautet

oA (u) =1+ sou+s1u” +sau’ + ...+ s, uT! (4.222)

und ist dadurch motiviert [6, 25], dass er fir kleine Kopplungen die Form einer Stérungsent-
wicklung annimmt. Die beiden nicht-trivialen fiihrenden Terme kdénnen daher der Stérungstheorie
entnommen und in den Fits auf diese Werte fixiert werden:

stat,(1) stat,(2) (4.22b)

S0 =0y S1 =0,y
Der erste Koeffizient ist universell aufgrund

In(2)

— o~ L7558 1072, (4.22c)

so=In(2)y =
wahrend s; durch ~; vom verwendeten Schema abhéngig ist:
1
51=3 In?(2)7a 4 In?(2)boyo + In(2)7y1 - (4.22d)

by = b0|Nf:2 ~ 6.1215 - 10~2 ist der universelle 1-Schleifenkoeffizient der 3-Funktion (3.16).
Die zu verwendenden Werte fiir v1 lauten nach [33, 24]

1

Viha(0 =0.5) = W{O.OS(Q) — 0.0466(13) Nt} ny—2 =~ —8.3590 - 1072 (4.23)
1

AE (0 =0.5) = ()2 {0.10(2) — 0.0477(13) Nt } ny=2 =~ +2.9130 - 1075 . (4.24)
’ 78

Der zweite fiihrende Term aus (4.22a) ist damit fur das hier interessante alte Schema gegeben
durch

S1 ~ 0. 1077 . .
6.4879 - 10~* 4.25

Nachdem im letzten Abschnitt die Kontinuumsdaten auf drei verschiedene Arten betrachtet
wurden, werden deren Werte nun auch separat zur Bestimmung des Fitpolynoms der Step-Scaling-
Funktion herangezogen und im folgenden Abschnitt zum RGI-Wert entwickelt.

Als Beispiel werden explizit Werte der quadratischen Kontinuumsextrapolationen fiir alle vor-
handenen Auflésungen verwendet. Die hichste Potenz des Polynoms wird auf maximal vier ge-
stetzt. Bekannt sind nur die beiden fiihrenden Koeffizienten, sg und s1, welche daher fixiert werden
konnen. In Tabelle 4.17 sind einige Koeffizienten durch entsprechende Kombinationen von Basis-
funktionen bestimmt worden. Fir so stimmt zumindestens die GroRenordnung noch mit obigem
perturbativen Wert {iberein. Dies ist fiir s; schon nicht mehr der Fall.

In den Untersuchungen hat sich herausgestellt, dass sich ein Polynom dritten Grades fiir die Be-
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S0 S1 So S3
— — ~0.0012(1) —
— — — —0.00038(4)
— — —0.0118(5) +0.00053(2)
— —0.0022(3) — —
~0.021(1) — — _
~0.013(2) —0.004(1) — —

Tabelle 4.17: Kombinationen unterschiedlicher Basispolynome fiir einen Fit der Step-Scaling-
Funktion. Die bei der Berechnung des RGI-Wertes verwendete GroRe wurde zur Kennzeichnung
fettgedruckt.

schreibung der vorliegenden Datensédtze am Besten eignet. Die zugehdérige graphische Darstellung,
d. h. fur die erste Zeile in Tabelle 4.17, ist in diesem Fall in Abbildung 4.4 gezeigt.

Auf eine Angabe aller Werte fiir die Daten ohne die kleinste Gitterauflésung wird an dieser
Stelle verzichtet.

4.4 Bestimmung der Renormierungsgruppeninvarianten
Nach Abschnitt 3.3 gilt

TR = [otun)] ™ o)) [2houn] T8 (4.26)

P((2Lmax)™")
N
xexp{—/o dg[%—;—;}}.

Fir die Renormierungsgruppenfunktion 3(g) wird die Stérungsentwicklung im Schrodinger-Funk-
tional auf 3-Schleifen-Niveau nach [5] verwendet. Daher ist lediglich der Wert

bo| = 0.064(10) x (4m) ™3 ~ 3.2252 - 107° (4.27)
=
nachzutragen. Um das Integral auswerten zu konnen, muss die Storungsentwicklung der Renor-
mierungsgruppenfunktion ~(g) in einer niedrigeren Ordnung erfolgen. Diese ist durch (4.23) gege-
ben. Der Exponentialfaktor wird mit einem Computeralgebraprogramm aus den genannten Werten
berechnet. Wie die Unsicherheit von (4.26) ermittelt wird, steht in Abschnitt B.5.

Mit den Werten aus Tabelle 4.18 erhilt man

Z3(2 Lmax)

= 0.7647(67)  bei L =275Lyax (4.28)
Z3(L)
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Tabelle 4.18:

Wiederholung der Constraint-Werte zur Step-Scaling-
Funktion des vollstandigen Datensatzes o3 (u) im
alten Schema.

und fur
Pral
bzw.
<I>(,u)/<I>RG| = 1.20(1) bei

U Au affotld (u)
0.9793 0.0011 0.9834(12)
11814 00015  0.9791(16)
1.5031 0.0044 0.9710(25)
20142 00102  0.9529(24)
24792 00128  0.9428(35)
3.3340 0.0190 0.9104(54)

(4.29)
= (2L max) (4.30)

Hierbei ist zu beachten, dass die GrofRen o und Ac, und nicht die Fitfunktion selbst, in die Be-
rechnung eingegangen sind. Die Fitfunktion selbst kommt hier erst bei der Auswertung der Unsi-
cherheit des RGI-Wertes, siehe Abschnitt B.5, ins Spiel. Die flir obige Ergebnisse herangezogene

Fitfunktion sei hier noch explizit erwéhnt:

ofifu) =1 — 1.7557 - 1072 u + 6.4879 - 107442 —12- 10443 .

(4.31)
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die nicht-perturbative Renormierung des statischen Axialstromes flir den
Fall von zwei dynamischen Flavours berechnet und sie stellt eine Erweiterung der Valenzquark-
Naherung dar. Der statische Axialstrom ist eine Observable in fihrender Ordnung der HQET, einer
effektiven Theorie der QCD im Grenzfall schwerer Quarkmassen, und setzt sich aus einem stati-
schem und einem leichten Quarkfeld zusammen. Matrixelemente dieses Stromes sind von grofer
phanomenologischer Bedeutung, da z.B. fiir den Fall, dass das schwere Quark ein b-Quark ist, das
zugehorige renormierte Matrixelement proportional zur Zerfallskonstante des B-Mesons ist.

Die Rechnungen wurden im Rahmen eines Renormierungsschemas der QCD in endlichem
Volumen, dem Schrédinger-Funktional, durchgefiihrt. Dazu wurde die Methode des rekursiven
Finite-Size-Scalings verwendet, bei dem in jedem Schritt der Kontinuumslimes gebildet wurde.
Spezielle im Schrodinger-Funktional definierte Korrelationsfunktionen dienten hierbei als *Tréager’
des skalenabhangigen Renormierungsfaktors zum statischen Axialstrom. Der nackte Strom in der
O(a)-verbesserten Theorie wurde fiir drei verschiedene Diskretisierungen des statischen Sektors
betrachtet, die zu einem universellen Kontinuumslimes gefiihrt haben. Daraus wurde schlieRlich
der renormierungsgruppeninvariante Wert des Matrixelementes abgeleitet.

Der ermittelte Renormierungsfaktor des Matrixelementes des statischen Axialstromes kann be-
reits unmittelbar angewendet werden, da in der Literatur [47] erste Resultate flir die unrenormier-
ten Matrixelemente vorliegen und daher mit diesem tiber einen (noch zu berechnenden) Matching-
Faktor in Beziehung gesetzt werden kdnnen.
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A Vereinbarungen und Zuséatze

Raumzeitindizes p, v, . . . laufen von 0 bis 3 und Raumindizes aus der Mitte des Alphabetes &, 1, . ..
von 1 bis 3. /i bezeichnet den 4-dim. Einheitsvektor in z-Richtung und & entsprechend den 3-dim.
Einheitsvektor in k-Raumrichtung. Indizes von Symmetriegruppen sind vom Beginn des Alpha-
betes a, b, . .. verwendet und laufen {ber die entsprechende Indexmenge.

Desweiteren steht « fiir den Gitterabstand, was aus dem Kontext immer ohne Schwierigkeiten
hervorgehen sollte.

A.1 Eichfelder im Kontinuum

In einer SU(V)-Eichtheorie im Kontinuum trégt das (Vektor-) Eichfeld A, (x), auch Zusammen-
hang genannt, Werte in der Lie-Algebra su(/V). Das Eichfeld kann daher bzgl. einer Basis, oder
den Generatoren, der Lie-Algebra {7%} gemalR

Au(z) = A% ()T (A1)

mit reellen Komponentenfunktionen A () entwickelt werden. Eine Fundamentaldarstellung der
Generatoren der Lie-Algebra ist gegeben durch

(T = -1, to{T°T"} = —L15° . (A.2)
Auf analoge Weise kann der zugehérige Feldtensor
Fu(z) = 0, A, (1) = 0, Ap(x) + [Au(2), Ay (2)] (A-3)

bzgl. der Lie-Algebra der Eichgruppe zerlegt werden.

A.2 Dirac’sche Gamma-Matrizen

In einer euklidischen vierdimensionalen Feldtheorie sind die Dirac-Matrizen definiert Uiber

(YW} =200, Y = Y0770 (A4)

und nehmen in der chiralen Darstellung die Form

T = (e% 6(;) (A.5)

mit v}, = 7, an. Die (2 x 2)-Matrizen

(eu) = (e0,ex) = (— 1, —ioy) (A.6)
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A Vereinbarungen und Zus atze

setzen sich aus der Einheitsmatrix 1 und den Standard-Paulimatrizen

o1 = <(1) ;) , 09 = (? ;l> , 03= (é _01> (A7)

zusammen. Mit der Definition 5 = ~ypy1y27y3 ist

1 0 .
v5 = (0 —]l) , it 7;275 und 752:1. (A.8)

Die hermiteschen Matrizen
1
Oy = 5 [’7#7’71/] (A.9)

sind in dieser Darstellung explizit durch

O 0 o 0
_ L A.10
00k ( 0 —0'].;;> y  Oij €ijk ( 0 Uk) ( )

mit dem total antisymmetrischen Symbol ;. flir 123 = 1 gegeben.

A.3 Gell-Mann-Matrizen

Die acht Erzeugenden der Gruppe SU(3) nennt man Gell-Mann-Matrizen. Sie nehmen mit & =
1,2, 3 die Gestalt

0 0 01 0 0 —i
g
)\k:<0k 0) AM=(0 0 0], X=|00 o[, (A.11)
1 00 i 0 0
0 00 0 0 O 1 1 0 0
=10 0 1], M=10 0 i, )\8——3010
010 0 -1 0 0 0 -2
an und gentigen der Lie-Algebra
Aa A . A
|:7a> Eb:| = lfabcEc (A.12)

fur die vollstandig antisymmetrischen Strukturkonstanten f.;. mit nicht-verschwindenden Kom-
ponenten

1
fi23 =1, fiar = foae = f3a5 = f516 = fos7 = fezr = 3 (A.13)
V3

5 (A.14)

fass = fers =
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A.4 Vereinbarungen f'ur das Gitter

Die gewdhnliche vorwarts- und riickwaértsgerichtete Gitterableitung wirkt auf einfache Funktio-
nen, d. h. Farbsingletts, f(z) wie

Ouf(x) = 3 [f(@ +ap) = f(2)] (A.152)
Onf(z) = L[f(@) - flz —ap)] . (A.15b)

Dies lasst sich auch schreiben als
au = é [5:v,:v+a/l - 5J:,J:] ) 6; = %[(Lz,m - 5m,mfaﬂ] . (A16)

Entsprechende auf die Quarkfelder ¢(z) wirkende eichkovariante Ableitungen sind durch

vu¢($) =
Vi (x) =

(U (2, m)p(x + a) —o(x)] , (A17a)
[W(@) = Ule = ajt, p) " (@ — aft)] (A.17b)

1
a
1
a

definiert und lassen sich darstellen als
VM = %[Uxﬂémvaraﬂ - 51‘,1}] ? v:; = é[5x7x - U;_laﬁ“x(sxvx*aﬂ] - (A.18)
Fir Beide lasst sich eine symmetrisierte Ableitung aufstellen, und zwar

Ou = 5(0u + 07) Vi=3(Vu+Vi) (A.19)

1 -1
= 3¢ [9r.2tap = Oz.a—op] 2 (Usndzotan = Usapade—ap] -

Auf dieselbe Art und Weise werden die linkswirkenden Ableitungen definiert, z. B.

(%) = Bla — ap)U(z,p)] - (A.20)

Ableitungen mit Phasenfaktoren

Wie erwahnt (Abschnitt 1.5) entsprechen die periodischen Randbedingungen an die Fermionfelder
den periodischen Randbedingungen der Eichfelder bis auf eine Phase, siehe (1.29). Der Phasen-
winkel 6 lasst sich auf die kovariante Ableitung Ubertragen, so dass die Randbedingungen an die
Eich- und Fermionfelder in ihrer Form tbereinstimmen. Die Ableitungen lauten dann:

Vo (z) = 2[M\U (2, ) p(x + ajp) — ()] (A21a)
Vit(x) = L[(@) = A\, Uz — aj, 1)~ (e — afy)] (A.21b)

mit den Phasenfaktoren
Ay = e/l fir 6,=0, —m <O <m. (A.22)
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Die Phasenfaktoren hangen offensichtlich von der raumlichen Ausdehnung des Gitters L ab und
sind auf einem unendlich ausgedehnten Gitter identisch Eins. Die zugehdrigen Linkswirkungen
der Gitterableitungen sind definiert durch

() — Bl — ap)U e, m)A) (A23)

A.5 Begrundung und Einfluf3 des Wilson-Terms

Hierzu wird nach Wilson der fiinfdimensionale, parameterabhzngige Operator ar v [y firr r €
[0, 1] eingefiihrt. Addiert man ihn zur naiven Gitterwirkung (1.51), so folgt [19]

_ 1 _
Sw = my Z Yo e + % Z (2 M [Um,,u¢x+a;} - Ug}aﬂ,,u¢x—aﬂ] -
x z,/

naive Fern;ironwirkung
r - —1
_2_a Z 1/}90 [Ux,u"/}era/l - 2¢x + Ux—a;},u'l/}:cfa/l]
T,

-~

Wilson-Term
amq + 4r 4r _
= Z Yo + Z T;Z):c - T)Ux,uwa:—i—aﬂ - (’Y,u + T)Um}aﬂ,u¢x—aﬂ] .
T,
(A.24)
Durch eine Reskalierung der Quarkfelder
=Vamg+4r v, = Y. /V2k (A.25a)
Kk =1/(2amo + 8r) , (A.25b)
lasst sich die Wilson-Fermionwirkung in folgende Gestalt bringen:
— —/
W= P2 Quyty - (A.26)
T,y
Dadurch wird die Fermionmatrix @ definiert, die im vorliegenden Fall die Gestalt
Qay[U] [ ay — R Z = Y) U w0z y—ap + (7 + 1)Uz 2ajpda, y+aji) ] (A.27)
annimmt. Der Limes » — 0 reproduziert die naive Fermionwirkung mit
Quy[U] { Ty ’QZW zy—ap T U;! aji,ulz 7y+aﬂ] ] : (A.28)
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Im Grenzwert » — 1 folgt fir die Fermionmatrix

% [5my -k Z 5$,y+aﬂ(1 + ’Vu)Ux,u] . (A.29)
B

me[U] =

In der vorliegenden Arbeit wird ausschlieBlich mit einer Wilson-Fermionwirkung gearbeitet, so
dass auf eine explizite Kennzeichnung durch ’ verzichtet werden kann und die Fermionfeldern 1,
immer als die reskalierten Felder zu betrachten sind. Der hierbei auftretende Parameter « ist da-
durch als neuer Massenparameter anzusehen. Man nennt ihn auch Hopping-Parameter. Die Gitter-
Wirkung und damit die Gitter-QCD wird daher insgesamt durch den Parametersatz (L/a, 3, k)
bestimmt.

A.6 Die lokale effektive Theorie nach Symanzik

In der Nahe des Kontinuumslimes kann eine Gittertheorie in Termen einer effektiven (lokalen)
Theorie durch die Storungsentwicklung

Se = So + aS1 4+ a®Sy + ... (A.30)

ausgedriickt werden. Sy ist die Wirkung der Kontinuumstheorie bzw. einer Gittertheorie mit noch
viel kleinerem Gitterabstand ¢ < a. Aufgrund der dimensionsbehafteten Gitterkonstanten a sind
die Terme S, k = 1,2,. .., Raumzeitintegrale Uber Lagrangedichten £ (x) der Dimension 4 + k,
welche die exakten Symmetrien der Gittertheorie erfiillen mussen und aus allgemeinen Kombina-
tionen eichinvarianter zusammengesetzter Felder bestehen.

Eine mdgliche Feldbasis fiir die Lagrangedichte £ (x) lautet

Ol = EO'MVFMV'L/} ; (A3l)
Oy =% DDyt + 0 D, D) (A.32)
O3 =mtr{F,, Fu.}, (A.33)
Oy = m { G, D) — & Dy} (A34)
Os =m? Y1) . (A.35)

Die Untersuchung von Korrelationsfunktionen lokal eichinvarianter Gitterfelder ¢(x) zeigt, dass
die Wirkung nicht die einzige Quelle von Cutoff-Effekten ist. Flr die zusammenhdngende n-
Punkt-Funktion

Gn(x1,...,2n) = (Zg)" (d(z1) - - - d(Tn))con (A.36)

sollte man fir ein richtig abgestimmtes Z, und z; # ... # x, einen wohldefinierten Kontinu-
umslimes erwarten. Das Problem ist nur, dass in der effektiven Theorie das renormierte Gitterfeld
Z4¢(x) durch das effektive Feld

dett(x) = Po(x) + agi(x) + a2¢2(x) + ... (A.37)

71



A Vereinbarungen und Zus atze

dargestellt wird. Die ¢ (z) sind Linearkombinationen zusammengesetzter lokaler Felder mit ent-
sprechenden Dimensionen und Symmetrien. ¢ (z) wére nun eine Linearkombination aus der oben
angefihrten Feldbasis, die sich oft noch durch Rand- oder Nebenbedingungen reduzieren lasst.
Dadurch kann nun der Kontinuumslimes der Korrelationsfunktion in der effektiven Theorie

Gn(xlv--- 7$n) = <¢0(w1)"‘¢0(wn)>con (A38)
—a / dby (o(@1) -+~ do(wn) L1(1))eon (A39)

+aY (¢o(z1) - p1(wr) - do(n))eon + O(a?) (A.40)
k=1

untersucht werden. Die Erwartungswerte () .o, beziehen sich auf die Kontinuumswirkung Sp.

A.7 Das hyperkubische Blocking

Der \Vollstandigkeit halber wird hier die Konstruktion des verallgemeinerten HYP-Links Wyyp
aus Abschnitt 2.4 angegeben. Fur weitere Informationen sei auf [20] und die darin enthaltene
Literatur verwiesen.

a b)
S 2 A
S L |
R s
. & [ &

Abbildung A.1: Schematische Darstellung des hyperkubischen Blockings in drei Dimensionen a)
Der dicke Link wird aus den doppellinigen ’Staples’ gebildet. b) Jeder der doppelt-linierten Links
wird aus zwei Staples gewonnen, die sich nur in diejenige Hyperkuben ausdehnen, welche an
den urspriinglichen Link grenzen. Die in die Staples eingehenden Links werden vorher auf SU(3)
projeziert. Bildquelle: [20]

Die dicken Links — siehe Abbildung A.1 — des hyperkubischen Blockings (HYP) werden in drei
Schritten konstruiert. Im letzten Schritt werden die geblockten Links

. o - - ~
Vi = Projsy [(1 — 1)Uy + = > ViwiVirogir Vil i) (A.41)
tr#u

welche aus den urspriinglichen dinnen Links U; ,, und den Links

~ . (%)} _ _ _
Vi = Projsuys) [(1 —a)Uiy + a Z %p;vuViJrﬁ,u;vailp,p;uu] (A42)
LpFtv,p
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bestehen, gebildet. Letztere setzen sich wiederum aus den

— . a3
Vigsvp = Projsu(s) [(1 = a3)Ui + 5 > UglUirauUfa) (A.43)
ENFEp,vsp

zusammen. Die Parameter a1, g, a3 sollten optimiert werden. Ein Satz von optimierten Werten
[20] lautet

a1 = 0.75 , as = 0.6, as=0.3. (A.44)

Die zugehorige Wirkung wird mit HYP1 bezeichnet. Ein weiterer Parametersatz wurde kiirzlich
von M. Della Morte et al. [14] gefunden. Obwohl er noch nicht verdffentlicht wurde, soll er hier
verwendet werden. Er lautet

a; =1 y as =1 y a3 = 0.5 (A45)

und wird HYP2 genannt.

A.8 Yang-Mills-Wirkung < Wilson-Wirkung

Wie ist die reine Eichwirkung auf dem Gitter darzustellen? Eine Antwort darauf liefert Abschnitt
3.2.2 in [48] und soll an dieser Stelle wiederholt werden.
Entsprechend dem Kontinuumseichfeld der starken Wechselwirkung fiihrt man

Au(z) = —ig A5 (2) T, (A.46)

auf dem Gitter ein. Die Generatoren T, erzeugen die Lie-Algebra der SU(3)-Eichgruppe und
sind in einer Ublichen Darstellung 7,, = \,/2 durch die Gell-Mann-Matrizen A, (A.3) gegeben.
Definiert man nun

Uz, p) = e @ =1 —qd,(z) + T Au(z)? — ... (A.47)
und formt die Gitterableitung (A.15a) nach
A (z+ap) =A,(z) +ad,A(z) (A.48)
um, so erhélt man unter Verwendung der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel
eTe¥ — ot tytlzyl/2+... (A.49)
die Plakettvariable

Upiyuy =@ Cur(®) (A.50a)
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mit den Feldtensoren

Gu(x) =F,,(x) + O(a) , (A.50b)
Fu(z) = 0,A,(x)—0,Au(x) + [Au(x), Au(x)] . (A.50c)

Mit Tr G, (x) = 0 folgt fir die Spur
(TrU, + Tr U;l ) =2Tr1l +a'Tr (F.(z))* +0(da®), (A.51)
so dass nach Einsetzen in (1.41b) die Wilson-Wirkung

S = —% Zm: a* Tr F, () F* (z) + O(a®) (A.52)

folgt.

B Numerische Behandlung und Ergebnisse

B.1 Bestimmung der statistischen Unsicherheit

Die statistische Unsicherheit der aus der Monte-Carlo-Simulation gewonnenen Korrelationsfunk-
tionen und der daraus abgeleiteten Grolken wird mit Hilfe einer Jackknife-Analyse bestimmt. Sie
liefert gegentiber der Standardabweichung eine verlasslichere Schatzung der Unsicherheit fiir kor-
relierte Datensédtze. Dazu missen aus den Rohdaten der MC-Rechnung Stichproben (samples),
die sogenannten Jackknife-Samples, erstellt werden.

Der Datensatz bestehe aus einer Menge von n geordneten Messwerten {x;}. Hieraus erhélt man
ein Jackknife-Sample z; durch Herausnahme des Messwertes x ;, gefolgt von der Mittelwertbil-
dung uber die verbleibenden Messwerte {x;};, d. h.

- 1

Die Anzahl der so erzeugten Jackknife-Samples stimmt mit der Anzahl der urspriinglichen Mess-
werte Uberein. Dieses Verfahren lasst sich erweitern, indem man statt eines Messwertes Blocke
von k Messwerten aus dem Datensatz schneidet und entsprechend mittelt.
Diese Jackknife-Samples verwendet man nun, um eine aus den Messwerten abgeleitete Grofle A
und deren Unsicherheit zu bestimmen. Fir eine solche sekundare Gr'ol3e
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wird nun der Ubliche Mittelwert

1 &
A=-) A B.
P ®3)
gebildet. Die zugehdérige Unsicherheit lautet
n—1<~ -
= — A.)2
AA - ;(A A)? . (B.4)

Die Korrelation von Messwerten in einer MC-Simulation fallt mit der zwischen ihnen liegen-
den Rechenzeit ab. Zur Vermeidung zu starker Korrelationen wurden die Messwerte erst bei je-
dem zwanzigsten Eichfeld-Update gesichert. Dadurch wird sichergestellt, dass der zeitliche Ab-
stand groRer als die integrierte Autokorrelationszeit, der Dauer von Korrelationen in einer MC-
Simulation, ist.

B.2 Erzeugung der Jackknife-Samples und Datenanalyse

Wie bereits erwahnt, miissen aus den Datensatzen der Korrelationsfunktionen sogenannte Jack-
knife-Samples erstellt werden. Daflir sind zwei Grofien von belang: Die Binning-Grol3e (siehe
B.1) und die Thermalisierung. Diese gibt an, wieviele Daten vom Beginn der Messreihe fortgelas-
sen werden mussen, um mogliche Effekte der Thermalisierungsphase, in der sich das System von
seiner Startkonfiguration durch den MC-Algorithmus in seinen Gleichgewichtszustand entwickelt,
auszuschlieRen.

In Abbildung B.1 wird an der mit (1) markierten Stelle durch Thermalisierung und Binning

fiir jeden Datensatz innerhalb einer festen Kopplung dieselbe Anzahl von Jackknife-Samples er-
zeugt. Hier werden aus den Korrelationsfunktionen je nach Normierungsbedingung die Samples
von Z3%* gebildet. Die genauen Einstellungen, und die damit der vorliegenden Arbeit zugrunde
liegende Statistik, sind in Tabelle B.1 wiedergegeben.
Wichtig ist, dass die Anzahl der Jackknife-Samples fiir die Punkte der Gitter-Step-Scaling-Funk-
tion in einem festen Kopplungspunkt gleich ist, da sich ansonsten keine x 2-Minimierung innerhalb
der Samples durchfiihren lasst, die die moglichen Korrelationen der Daten angemessen beriick-
sichtigt. An Punkt (2) werden aus den Samples der Renormierungskonstante die der Gitter-Step-
Scaling-Funktion gebildet. Aus diesen wird wiederum in (3) der Jackknife-Mittelwert und Fehler
fiir die einzelnen Punkte bestimmt, der seinerseits als Gewichtsfaktor in die y2-Minimierung der
Kontinuumsextrapolation bei (4) eingeht. Die derart gewonnenen Daten fiir einen Kontinuumswert
pro Kopplungspunkt werden in einem weiteren Schritt, (5), zur Ermittlung einer polynomialen Fit-
funktion fur die kontinuierliche Step-Scaling-Funktion zusammengelegt.
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Abbildung B.1: FluBdiagramm zur Datenanalyse
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B.2 Erzeugung der Jackknife-Samples und Datenanalyse

& S . S5 5 |
§, s 2. ® o 22 ° £ 8
=5 = ZE Ec £z & £s i
Lla €€ & $8 g2 ©¢ ©¢g ¥E Restkonfigu-
w 2LjaXES ¥ =8 Fw 2= 0@ S& rationen
0.9793 6 25 32 800 0 800 8 100 O
12 160 4 640 10 600 6 100 O
8 160 4 640 10 600 6 100 0 (40)
16 520 1 520 20 500 5 100 0(500)
12 399 4 1596 24 1500 15 100 O
24 350 2 700 0 700 7 100 75(215)
1.1814 6 50 32 1600 0 1600 16 100 O
12 100 4 400 0 400 4 100 O
8 200 4 800 0 800 8 100 O
16 560 1 560 60 500 5 100 0 (400)
12 400 4 1600 25 1500 15 100 O
24 353 2 706 3 700 7 100 108
1.5031 6 50 32 1600 0 1600 16 100 O
12 8 4 340 10 300 3 100 O
12 150 4 600 0 600 6 100 O
24 210 2 420 10 400 4 100 O
1.5078 6 50 32 1600 0 1600 16 100 O
12 160 4 640 10 600 6 100 O
8 120 4 480 20 400 4 100 O
16 500 1 500 0 500 5 100 O
2.0142 6 49 32 1568 9 1280 16 80 O
12 162 4 648 2 640 8 80 0(60)
8 99 4 396 19 320 4 80 O
16 761 1 761 41 720 9 80 239 (1000)
12 180 4 720 0 720 9 80 O
24 360 2 720 0 720 9 80 68 (190)
2.4792 6 30 32 960 0 960 12 80 0
12 100 4 400 0 400 5 80 O
8 140 4 560 0 560 7 80 0 (40)
16 500 1 500 20 480 6 80 0
12 280 4 1120 0 1120 14 80 O
24 320 2 640 0 640 8 80 180
3.3340 6 30 32 960 0 960 12 80 0
12 160 4 640 0 640 8 80 O
8 300 4 1200 0 1200 15 80 O
16 570 1 570 10 560 7 80 O
12 193 4 772 13 720 9 80 0
24 330 2 660 10 640 8 80 138

Tabelle B.1: Parameter zur Erzeugung der Samples fiir alle Kopplungen.
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B.3 Tabellen zur Gitter-Step-Scaling-Funktion

In den Tabellen B.3 und B.4 sind die gewonnenen Ergebnisse fiir die Gitter-Step-Scaling-Funktion
Y52 (u,a/L) fur das alte und das neue Schema wiedergegen. Die zugehdrigen Gitterparameter-

werte (L/a, 3, k) sind aus Platzgriinden in Tabelle B.2 vorgezogen.

Wiederum zu beachten sind die Unterschiede am Kopplungpunkt w3, siehe Abschnitt 4.2, Der
Wert ug = 1.5031 gehort zur 1-Loop-MC-Simulation und w3 = 1.5078 entsprechend 2-Loop-

MC-Simulation.

g*(L) B K L/a
0.9793 9.500000 0.1315322 6
9.734100 0.1313050 8
10.05755 0.1310691 12
1.1814 8.500000 0.1325094 6
8.722300 0.1322917
8.993660 0.1319754 12
1.5031 7.500000 0.1338150 6
8.025990 0.1330633 12
1.5078 7.542000 0.1337050 6
7.720600 0.1334970 8
2.0142 6.608500 0.1352600 6
6.821700 0.1348910 8
7.093000 0.1344320 12
2.4792 6.133000 0.1361100 6
6.322900 0.1357673 8
6.631640 0.1352270 12
3.3340 5.621500 0.1366650 6
5.809700 0.1366087 8
6.118160 0.1361397 12

Tabelle B.2: Werte der laufenden Kopplung g2(L) = u, der 3- und x-Parameter bei verschiedenen

Gitterauflésungen L/a
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6.

S(x) Hypl Hyp2

Lia  Z3*(go,L/a) Z3%(go,2L/a) ¥3*(u,a/L) Z3*(go,L/a) ZZ%(go,2L/a) ¥3*(u,a/L) Z3*(go,L/a) Z3*(go,2L/a) ¥3*(u,a/L)
6 0.9396(5) 0.9190(7) 0.9782(8) 0.9363(5) 0.9169(6) 0.9793(8) 0.9507(5) 0.9337(6) 0.9821(7)

8 0.9321(6) 0.9146(9) 0.9813(11)  0.9295(5) 0.9126(9) 0.9818(11)  0.9449(5) 0.9294(8) 0.9836(10)
12 0.9253(4) 0.9083(7) 0.9816(9) 0.9231(3) 0.9066(7) 0.9821(9) 0.9389(3) 0.9230(7) 0.9830(9)

6 0.9277(4) 0.9030(9) 0.9733(10)  0.9245(4) 0.9012(8) 0.9748(10)  0.9412(3) 0.9206(8) 0.9781(9)

8 0.9195(7) 0.8997(10) 0.9785(13)  0.9170(6) 0.8978(10) 0.9791(12)  0.9346(6) 0.9166(10) 0.9807(12)
12 0.9115(4) 0.8903(11) 0.9768(12)  0.9095(4) 0.8886(10) 0.9770(12)  0.9276(4) 0.9071(10) 0.9779(11)
6 0.9095(6) 0.8783(14) 0.9658(17)  0.9070(5) 0.8774(13) 0.9675(16)  0.9270(5) 0.9002(12) 0.9711(14)
12 0.8922(8) 0.8649(14) 0.9694(19)  0.8902(7) 0.8637(14) 0.9702(18)  0.9112(7) 0.8849(13) 0.9711(18)
6 0.9110(6) 0.8780(9) 0.9638(12)  0.9084(5) 0.8771(9) 0.9655(11)  0.9283(5) 0.8998(8) 0.9692(10)
8 0.9012(11) 0.8736(13) 0.9694(18)  0.8991(10) 0.8726(13) 0.9706(17)  0.9201(9) 0.8949(12) 0.9726(16)
6 0.8843(9) 0.8422(11) 0.9525(15)  0.8830(8) 0.8424(11) 0.9541(14)  0.9086(7) 0.8706(10) 0.9582(13)
8 0.8752(15) 0.8343(16) 0.9533(24)  0.8745(14) 0.8346(16) 0.9543(23)  0.9003(13) 0.8615(16) 0.9569(21)
12 0.8636(11) 0.8219(17) 0.9518(23)  0.8628(10) 0.8222(17) 0.9529(22)  0.8880(9) 0.8472(16) 0.9541(20)
6 0.8623(11) 0.8021(18) 0.9302(24)  0.8626(10) 0.8050(16) 0.9333(23)  0.8932(9) 0.8374(16) 0.9375(21)
8 0.8506(16) 0.7984(25) 0.9386(34)  0.8510(15) 0.8004(24) 0.9404(33)  0.8814(14) 0.8310(24) 0.9428(32)
12 0.8417(9) 0.7894(24) 0.9379(32)  0.8422(8) 0.7910(23) 0.9392(31)  0.8700(8) 0.8183(22) 0.9406(29)
6 0.8310(13) 0.7450(22) 0.8965(29)  0.8332(12) 0.7504(20) 0.9007(28)  0.8717(11) 0.7905(20) 0.9069(27)
8 0.8152(14) 0.7367(36) 0.9037(47)  0.8184(13) 0.7396(34) 0.9037(44)  0.8551(13) 0.7738(35) 0.9050(43)
12 0.8061(14) 0.7333(35) 0.9097(46)  0.8078(13) 0.7339(33) 0.9085(44)  0.8405(13) 0.7637(32) 0.9085(42)

Tabelle B.3: Ergebnisse fiir die Gitter-Step-Scaling-Funktion X

stat
A old

bzgl. der drei Wirkungen im alten Schema
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B Numerische Behandlung und Ergebnisse

S(x)

Hypl

Hyp2

Lja Z3*(go,L/a) Z3*(go,2L/a) X3 (u,a/L) Z3*(go,L/a) Z3*(go,2L/a) X3(u,a/L) Z3*(go,L/a) Z3*(go,2L/a) %3%(u,a/L)
6 0.9446(6) 0.9220(8) 0.9760(10) 0.9423(6) 0.9201(8) 0.9764(10) 0.9597(5) 0.9376(8) 0.9769(9)
8 0.9350(7) 0.9170(12) 0.9807(15) 0.9331(7) 0.9151(12) 0.9807(14) 0.9502(6) 0.9324(12) 0.9813(14)

12 0.9275(5) 0.9113(10) 0.9826(12) 0.9255(5) 0.9097(9) 0.9829(12) 0.9421(5) 0.9263(9) 0.9833(12)
6 0.9336(5) 0.9062(12) 0.9706(13) 0.9317(5) 0.9048(11) 0.9711(13) 0.9520(4) 0.9250(11) 0.9717(12)
8 0.9240(9) 0.9028(14) 0.9771(17) 0.9222(8) 0.9012(13) 0.9773(16) 0.9419(8) 0.9205(13) 0.9773(16)

12 0.9146(6) 0.8902(13) 0.9733(15) 0.9129(5) 0.8885(13) 0.9732(15) 0.9319(5) 0.9072(13) 0.9736(14)
6 0.9167(7) 0.8825(19) 0.9627(22) 0.9157(6) 0.8822(18) 0.9635(21) 0.9401(6) 0.9063(16) 0.9640(19)

12 0.8960(11) 0.8692(17) 0.9701(24) 0.8945(10) 0.8680(17) 0.9704(23) 0.9165(10) 0.8894(17) 0.9704(23)
6 0.9183(7) 0.8816(11) 0.9601(13) 0.9173(6) 0.8811(10) 0.9606(13) 0.9416(6) 0.9050(10) 0.9611(12)
8 0.9067(13) 0.8779(17) 0.9682(21) 0.9055(12) 0.8770(16) 0.9686(20) 0.9291(11) 0.8999(16) 0.9686(19)
6 0.8944(10) 0.8460(14) 0.9460(18) 0.8951(9) 0.8468(13) 0.9461(17) 0.9262(8) 0.8765(13) 0.9463(16)
8 0.8803(19) 0.8390(23) 0.9531(33) 0.8809(18) 0.8397(23) 0.9532(32) 0.9099(16) 0.8675(23) 0.9535(30)

12 0.8698(14) 0.8279(20) 0.9519(27) 0.8694(13) 0.8277(20) 0.9520(25) 0.8957(13) 0.8529(19) 0.9522(24)
6 0.8733(12) 0.8067(23) 0.9237(30) 0.8763(11) 0.8104(21) 0.9249(27) 0.9136(10) 0.8446(20) 0.9244(25)
8 0.8576(17) 0.8020(34) 0.9352(42) 0.8593(16) 0.8040(33) 0.9356(41) 0.8931(16) 0.8355(33) 0.9355(39)

12 0.8465(12) 0.7929(28) 0.9366(39) 0.8477(11) 0.7949(28) 0.9377(37) 0.8768(11) 0.8226(26) 0.9381(35)
6 0.8449(16) 0.7549(32) 0.8935(42) 0.8506(15) 0.7603(30) 0.8939(39) 0.8973(14) 0.8030(29) 0.8950(37)
8 0.8246(19) 0.7438(47) 0.9020(63) 0.8294(18) 0.7468(43) 0.9004(56) 0.8702(17) 0.7824(43) 0.8991(54)

12 0.8113(18) 0.7408(46) 0.9131(61) 0.8138(17) 0.7432(39) 0.9133(52) 0.8484(17) 0.7738(38) 0.9120(47)

Tabelle B.4: Ergebnisse fir die Gitter-Step-Scaling-Funktion Ejﬁf‘rfew bzgl. der drei Wirkungen im neuen Schema
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B.4 Kontinuumswerte zur neuen Normierungsbedingung

B.4 Kontinuumswerte zur neuen Normierungsbedingung

u JA,new(u) X2/d0f

09793  0.9853(16)

11814  0.9760(20)
15078  0.9785(46)

2.0142  0.9554(30)
24792 0.9434(43)
33340  0.9169(66)

0.66/5

18.87/5
0.009/2

3.33/5
1.64/5
1.70/5

Tabelle B.5: Constraint-Werte der Kontinuumsextrapolation bei den vorgegebenen Kopplungswer-

ten fiir die Step-Scaling-Funktion afﬁf}few

im neuen Schema

u O ew (W)
Sx) Hyp1 Hyp2
0.9793 0.9850(17) 0.9852(17) 0.9856(16)
1.1814 0.9761(21) 0.9759(20) 0.9760(19)
1.5078 0.9786(48) 0.9789(47) 0.9782(45)
2.0142 0.9552(32) 0.9553(30) 0.9555(28)
2.4792 0.9426(46) 0.9434(45) 0.9440(41)
3.3340 0.9182(78) 0.9177(69) 0.9154(62)

Tabelle B.6: Standard-Werte der Kontinuumsextrapolation bei den vorgegebenen Kopplungswer-
ten fir die Step-Scaling-Funktion o—ffifew der drei Diskretisierung S(x), Hypl und Hyp2 im neuen

Schema
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B.5 Bestimmung der Unsicherheit des RGI-Matrixelementes

Fir das renormierungsgruppeninvariante (RGI) Matrixelement gilt

- 30
D = 0(u) x [2og(0)] " exp {— [ dg[% - ;—Z] } (B.5)

mit den universellen, nicht mit Unsicherheiten behafteten Konstanten by und ~y bezliglich der
Stérungsentwicklung von - respektive v-Funktion, siehe (3.15) und (3.16). Wie in Abschnitt 3.3
dargelegt, lasst sich dessen Verhdltnis zum hadronischen Matrixelement tber die Step-Scaling-
Funktion geman

% = [J(un)]—l [U(UO)}_l[Qboun] —70/2b3 (B.6)
o 9
xexp{—/o dg[@—@}}

_Za(2L) _ 2(2/p)
(D) =Z D) = (g

ausdriicken, mit

(B.7)

Es liegen sechs Werte fiir die Kopplung vor, siehe Tabelle 4.1. L. ist durch den grofiten Wert
der Kopplung definiert, d.h. bei

QQ(Lmax) = Umax — 3334

und es gilt up = 522 Linax) k=0,...,5 (B.8)
Dies bedeutet explizit:
®(2Lmax) ®(Lax) ®(2* Lnax)
= max) —_ome) N (=X¢)
e R R Ty ey R TR A R

Die Faktoren vor der Exponentialfunktion sind durch nicht-perturbative Rechnungen in Abschnitt
4 festgelegt und entsprechend fehlerbehaftet. Weitere Unsicherheiten ergeben sich aus der pertur-
bativen Bestimmung der 3- und v-Funktion. Flr eine korrekte Auswertung des Integrals, muss die
(B-Funktion in hoherer Ordnung als die ~-Funktion vorliegen. Fir die S-Funktion liegt nach [5]
eine 3-Loop-Auswertung vor und fiir die v-Funktion werden die 2-Loop-Werte aus [33] herange-
zogen.

Fur die folgende Fehlerrechnung bietet es sich an, obiges Verhdltnis in ein Produkt zu zerlegen:

yi= % = A({os(u)} ) - B(us) - D(uz..5) (B.102)

82



B.5 Bestimmung der Unsicherheit des RGI-M atrixelementes

mit
L e(/w) 1 -
A({e:0}) = $aty = sotaiorten) et ! R
B(U5) = |:2b02L5} /2 , (B].OC)
NN Y A L ()R
Pl ) e | - [ oo - ] (5100

fur i = 0,...,5. Damit ist die Abhangigkeit gegeben durch y = y({o;}, {u;},7,3). Alle ange-
gebenen Variablen sind fehlerbehaftet und tragen damit zur Unsicherheit von ® gy bei. Im all-
gemeinen wird der grofite anzunehmende Fehler verwendet. Nach GauBscher Fehlerfortpflanzung
ist

30 =30 (22) (80 + 3 (2 (du? + (52) @2+ (55) @07 @
) 2 ou,

=0

Es verbleiben aufgrund der Abhangigkeiten die Terme

(Ay)2 _ (BD)QXE]: ((gA)Q(AUz‘)Q n <(§i>2(Aui)2>+

;
i=0
d(BD)\?2
2 2
0D\ 2 0D\ 2
2f (9L 2 oY 2
app((G0) @+ (55) @or). (8.122)
mit
04 9 [y 1 1 o 1 A
— ) == = B.12
do; 30’1‘<H O’j> O'iHO'j o’ ( )
7=0 7=0
0A  0A Jo; A do;
ou;  Oo; Ou; 01 0u; (B.120)
d(BD) 0B oD
=—D+B—. B.12d
8U5 8u5 + 6u5 ( )
B.5.1 Fehlerfortpflanzung bzgl. der {o;} und {u;}
Fir die beiden Terme in (B.12d) folgt
8B 3 770/2b0 *17“{0/21)0
6—11,5 = 6—11,5 ([250U5] ) = —’)/0/21)0 . [2b0U5} . 2b0
B —1-70/2bo 7% B
=" [Qbo%} = gus (B.13)
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bzw.

g—iza%(exp{—/oﬁdgf@}) mit f(g) = 34 - 22

= _81%</0\/ﬁdgf(g)> -exp{ —/Oﬁdgf(g)} :

Bezeichnet F'(g) die Stammfunktion zu f(g), so folgt

9D __ 9 (i - p- _9FWus)
o = s (F(\/—g,) F(0)> D= - =D (B.14)

OF (Vus) 0vus D OF(Jus) D f(/us)

d\/us  Ous o 2yus Oyus 2,/us

Setzt man die bisherigen Ergebnisse ein, ergibt sich

(Ay)2 _ (BD)2Z5: <(_ §>Q(A0i)2+ (_ ;g?)?(Aui)z)_’_
0 ? % 7

1=

Y% B D - f(Vus)\?
+A2(—%U—BD—BW> (Aus)? + ...

—anor( X ((32) s (35 )

v 1 f(/us)\2

B.5.2 Fehlerfortpflanzung bzgl. v und 3

Zur Bestimmung der beitragenden Unsicherheit aus der anomalen Dimension wird der Ausdruck

%—S = % (exp{ - /dgf<g;7(g),ﬁ(g)> })
=-D- %{ /dgf(g;'v(g),ﬁ(g)) } (B.16)

bendtigt. Da ~y hier kein fester Parameter ist, sondern im Integralkern als Funktion der Integrati-
onsvariablen g auftritt, ist die partielle Ableitung durch die Variationsableitung zu ersetzen bzw.
auszufiihren. Dies macht nur Sinn, solange man auch eine verniinftige Schétzung fir die Unsi-
cherheit A~y der Funktion ~(g) selbst angeben kann. Das Funktional

Sh] = /dg(% - Z)Z—Og) (B.17a)
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geht mit v(g) — ~v(g) + dv(g) Uber in

Shy + 87] = /dg(% - l:)_(;) , (B.17b)
womit
§S = S[y + 87] — Syl = dgég(—(gg)) (B.17¢)

folgt. Unter dem hier verwendeten perturbativen Ansatz v(g) = —g?(vo + 7142) fiir die anomale
Dimension erhélt man

5y =(g n+om) =g mn)=—g"m. (B.18)
Nun ist die Variation unabhéngig von g, so dass

05 / gt 671
-D=2=D [ 2—dg--2, (B.19)
&y B(9) &y

oD

4
5S =~y /dg% . bzw. 5 =

gilt. Interpretiert man die Variationen § als Fehler A der entsprechenden Gréf3en, so folgt schlieB3-
lich

(F) 6= (0 [ o T = (0 ] fa)f ez, e

Dieselbe Prozedur ist nun auch fiir 3(g) = —g>(bo + b1g> + bag*) durchzufiihren. Offensichtlich
istoD/03 = —D -5/ mit S wie oben und

58 = B(g; ba+ 6ba) — B(g; ba) = —g"6bs . (B.21)
Damit gilt
B v(g) v(g)
5=D / U (375 555~ Ble))
B _ —3p(g)
=0 [ 49 (300 ) + T
- v(g) g
=D / % () BT = 9735 (B.222)
oder
oD 68 v(9) g’ by
o5 = Pop =P / Blg) Blg) — 9700 " 55 - (B.220)
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Schreibt man wieder die Variationen als Fehler, so folgt entsprechend

aD W) g CAb N2
(57) @0 = (P | 50 5 sran 0 a5) (49
1(9) g 2
/ B0 B oTEn, dg> (Aby)? . (B.23)

Damit ergibt sich die gesamte Unsicherheit der RGI zu

2 2, 5 9o,
(2ames]) - () (S (o -e5)-

PRgl
®(2Lmax)

7=

+(W0 ! (0\/275))2( 5)2+

2bo u5 2\/us
([ 9" gg) 2<Avl>2+
2
/ e Y dg> (Ab2)2> , (B.24)

d.h. der nicht-quadrierten groRen Klammer entspricht das Quadrat der relativen Unsicherheit von
q)RGI/(b(2Lmax)-

B.5.3 Die Unsicherheit von ~; und b

Nach (4.23) gilt grundsétzlich

1
N = W{wﬂLy‘Nf}
Np=2

mit den fehlerbehafteten GréRen x und y. Es folgt unmittelbar

~ 0.000126 .

Ay = @\/(Ax)z + NJ% - (Ay)?
Ny=2

Nach [5] ist

by = 0.064(10) x (47)~>  und somit AbQ‘ ~5.039302-10°0.  (B.25)
Nyp=2 Ny=2
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