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1 Einleitung

Gase und Fliissigkeiten, die mit hohen Geschwindigkeiten fliefsen, zeigen starke Verwirbe-
lungen in scheinbar allen Groéfsenordnungen. Diese chaotischen und nicht vorhersagbaren
Stromungen bezeichnet man als Turbulenz. Man weifs bis Heute nur relativ wenig iiber die
Eigenschaften turbulenter Systeme.

In dieser Diplomarbeit, die sich im Wesentlichen in zwei grofse Bereiche aufteilen lasst, wird
die hydrodynamische Turbulenz mit Hilfe des Pfadintegralformalismus untersucht.

Im ersten Teil wird die Methode der exakten Renormierungsgruppe (RG) verwendet. Das Ziel
ist es, eine Renormierungsgruppengleichung (RGG), die von Dirk Homeier in seiner Doktor-
arbeit aufgestellt worden ist [Hom06], numerisch auszuwerten. Die Besonderheit dieser RGG
ist es, dass in ihr die Physik der Navier-Stokes-Gleichung mit Hilfe des Martin-Siggia-Rose-
Formalismus eingebaut worden ist. Die Nichtlokalitdten der Gleichung konnten mit Hilfe der
Faddeev-Popov-Methode behoben werden. Es soll vor allem der RG-Fluss der hergeleiteten
RGG untersucht werden. Hat der Fluss zum Beispiel einen nichttrivialen Fixpunkt, so ist es
vielleicht mdéglich, dass Skalenverhalten turbulenter Systeme zu untersuchen.

Der Versuch, die Gleichung direkt in all ihren Eigenschaften und mit Approximationen wie
der Ableitungsentwicklung zu simulieren, wiirde vermutlich nicht zum Erfolg fiihren, da bei
einer solchen Vorgehensweise aufgrund der vielen Fehlerquellen unvorhersagbare Probleme
auftauchen wiirden. Selbst wenn man iiber solche Untersuchungen zu Ergebnissen kommen
wiirde, wéren diese nicht durch bereits bekannte Ergebnisse auf ihre Richtigkeit tiberpriifbar.
Die gewéhlte Vorgehensweise ist es daher, die Methode der exakten RGG auf Systeme anzu-
wenden, deren Eigenschaften mit Ergebnissen der Stérungstheorie verglichen werden kénnen.
Mit der Erfahrung der iiberpriiften Ergebnissen kann dann eine weitere Verfeinerung des Pro-
gramms durchgefiihrt werden. In diesem Sinne wird in dieser Arbeit eine RGG fiir die skalare
¢*-Theorie in O (3)- und Z (2)-Symmetrie hergeleitet und ausgewertet.

Im zweiten Teil geht es um meine Arbeiten in einem Projekt, das in einer Kooperation
zwischen der Universitdt Miinster und dem Forschungszentrum des Deutschen Elektronen-
Synchrotron (DESY) in Zeuthen durchgefiihrt wird. Hier wird mit Hilfe des Martin-Siggia-
Rose-Formalismus eine Wirkung aufgestellt, die die angetriebene Burgers-Gleichung simulie-
ren soll. Die Simulationen werden unter Benutzung von Monte-Carlo-Algorithmen durchge-
fiihrt. Zu dem Zeitpunkt, an dem ich der Kooperation beigetreten bin, existierte bereits ein
Programm, mit dem Heathbath-Monte-Carlo-Simulationen der hergeleiteten Wirkung durch-
gefiihrt werden konnten [HJMUOQS|. Die Stabilitdt der Simulationen war aber noch nicht
gewahrleistet und ausreichend verstanden.

Das Ziel des Projektes ist es, stabile Simulationen der Wirkung zu erzeugen und aus den
berechneten Konfigurationen durch Mittelwertbildung Groéfsen wie die Strukturfunktionen zu
berechnen. So kénnten es die Monte-Carlo-Simulationen ermdglichen, einen Einblick in die
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Bildung von turbulenten Strukturen der angetriebenen Burgers-Gleichung zu erhalten, und
zum Beispiel das Skalenverhalten der Strukturfunktionen zu untersuchen. Im Rahmen der Ar-
beiten an diesem Thema kam es innerhalb der Kooperation bereits zu einer Veroffentlichung
[DHJIT08].

Die vorliegende Arbeit ist in vier Kapitel unterteilt. Da sich die Theorie der beiden oben erlau-
terten Teile der Arbeit teilweise iiberschneidet, wird die Theorie im ersten Kapitel vorgestellt.
So ist zum Beispiel die Einfiihrung in die Turbulenz und die Einfiihrung in den Funktionalin-
tegralformalismus fiir beide Teile der Arbeit interessant. Zunédchst wird ein kurzer Einblick in
die Turbulenz gegeben, dann wird die Theorie der RGG erldutert und im letzten Abschnitt
wird die Theorie der Burgers-Gleichung und der Monte-Carlo-Simulationen behandelt. Hier
wird auch auf die Theorie des Funktionalintegralformalismus eingegangen.

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit werden die Untersuchungen der RGG nach Wegner und
Houghton in Z (2)-Symmetrie vorgestellt. Im ersten Abschnitt wird zunédchst die Herange-
hensweise erldutert, im zweiten Abschnitt werden dann die Ergebnisse prasentiert.

Im dritten Kapitel werden die Ergebnisse der Arbeiten mit der RGG nach Wegner und
Houghton in O (3)-Symmetrie vorgestellt. Wie im vorherigen Kapitel wird zunéchst die Her-
angehensweise dargestellt und dann werden die Ergebnisse prasentiert.

Im vierten Kapitel werden die entsprechenden Arbeiten zu den Monte-Carlo-Simulationen zur
Untersuchung der Burgers-Gleichung vorgestellt. Im ersten Abschnitt wird erlautert, wie das
Monte-Carlo-Gitter aufgebaut wurde, wie die Wirkung auf dem Gitter diskretisiert worden
ist und welche Bedingungen sich dadurch fiir die Simulation ergeben. Im zweiten Abschnitt
werden dann die Ergebnisse der Simulationen vorgestellt und interpretiert.
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In diesem Kapitel wird die Theorie erlautert, die fiir das Verstdndnis der Inhalte der spéte-
ren Kapitel notwendig ist. So wird die Theorie der Turbulenz, die Theorie der exakten RGG,
sowie die Theorie der Monte-Carlo-Simulationen und des Pfadintegralformalismus themati-
siert werden. Die Erklarung der jeweiligen Themen wird relativ kurz gehalten, ausfiihrlichere
Einfiihrungen kénnen aber in der Literatur gefunden werden, auf die in jedem Abschnitt
verwiesen wird.

2.1 Turbulenz

Als Turbulenz bezeichnet man das Verhalten von Fliissigkeiten oder Gasen, wenn diese bei
hohen Geschwindigkeiten scheinbar ungeordnet verwirbeln. Obwohl jeder Mensch stéandig mit
turbulenten Fluiden zu tun hat (sei es bei der téglichen Autofahrt oder beim Umriihren des
Kaffeebechers), ist eine Beschreibung der turbulenten Stréome bis heute noch immer nicht in
zufriedenstellendem Mafe gelungen. Diese Tatsache scheint insbesondere deshalb unbegreif-
lich, weil die hydrodynamische Turbulenz schon seit Jahrhunderten von Wissenschaftlern
erforscht worden ist, sie mit den Methoden der klassischen Physik untersucht werden kann
und kein Wissen iiber unbekannte Quanteneffekte oder Elementarteilchen notwendig ist, um
die elementaren Gleichungen, die ebenfalls bekannt sind, zu 16sen. Schon Leonardo da Vinci
hat sich mit dem Zerfall turbulenter Wirbel beschéftigt.

Im folgenden Abschnitt wird eine kurze Einfiihrung in die wissenschaftliche Betrachtung
der Turbulenz gegeben. Auch wenn eine umfassende Beschreibung im Rahmen dieser Arbeit
nicht moglich ist, soll an dieser Stelle das notige Handwerkszeug vorgestellt werden, das in
den spéteren Kapiteln bendtigt wird. Eine weitaus umfassendere Theorie der Turbulenz findet
der Leser in den Biichern von U. Frisch [ETri95] und S. B. Pope [Pop00].

2.1.1 Grundlagen der Hydrodynamik

Man kann Stromungen von Fluiden in zwei grofte Bereiche einteilen. Im Bereich hoher Vis-
kositdt und niedriger Flussgeschwindigkeiten verhélt sich eine Stromung laminar. Das Fluid
stromt dabei ohne Verwirbelungen in Schichten, die sich nicht miteinander mischen. Arbeitet
man mit niedrigen Viskositdten und hohen Geschwindigkeiten, befindet man sich im turbu-
lenten Bereich, und es kommt zu starken, chaotischen Verwirbelungen.

Wihrend laminare Stréomungen im Allgemeinen gut vorhersagbar sind, sind turbulente Stro-
mungen heute noch im wahrsten Sinne des Wortes ‘unberechenbar’. Man kann zwar vor-
hersagen, ob ein Fluss turbulente Eigenschaften haben wird, aber nicht, wie sich diese im
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Spezialfall dufern werden.

Um ein Mafs fiir den Grad der Turbulenz zu finden, wurde die so genannte Reynolds-Zahl
eingefiihrt. Diese ist dimensionslos und wird definiert als:

v-l
Re= —. 2.1
. (21)
Hierbei steht v fiir eine charakteristische Geschwindigkeit und [ fiir eine charakteristische
Léngenskala des Systems. Bei v handelt es sich um die kinematische Viskositét. Steigert man
die Reynolds-Zahl eines laminaren Systems immer weiter, so geht dieses irgendwann abrupt
in ein turbulentes System fiiber.

Verallgemeinert man die newtonschen Gleichungen fiir das Kontinuum, so kann man die
Navier-Stokes-Gleichung herleiten:

ov; Ov; Op 0%v;

9t Yon; T 0w U onoz;

(2.2)

Diese und die folgenden Gleichungen werden in der Standard-Summenkonvention angege-
ben. Die Navier-Stokes-Gleichung gilt als die Grundgleichung der Stromungsdynamik und
beschreibt laminare Stromungen sehr gut; sie sollte auch turbulente Stromungen beschreiben
kénnen. Die Navier-Stokes-Gleichung ist ein Satz von drei Gleichungen. Diese reichen nicht
aus, um die Koordinaten der Geschwindigkeit und des Drucks eindeutig festzulegen. Man
benstigt eine zusétzliche Bedingung, die man gewohnlich in der Inkompressibilitdt findet.
Wenn man in der Kontinuitétsgleichung die Anderung der Dichte gleich Null setzt, erhélt
man fiir inkompressible Systeme die folgende Bedingung:

8’1}1'
=0. 2.3
oz, (2.3)
Bei néherer Betrachtung der Navier-Stokes-Gleichung féllt auf, dass bei hohen Geschwindig-
keiten vor allem der nichtlineare Konvektionsterm ng?”j_, bei hohen Viskositdten vor allem

. . 2 . . . . . . .
der Diffusionsterm v aggg. ins Gewicht fallen wird. Der erste Term wird somit eher bei
J J

turbulenten, der zweite Term wird eher bei laminaren Stromungen in den Vordergrund tre-
ten. Verdeutlicht wird dies durch die Annahme, dass die Reynoldszahl proportional zu dem
Konvektionsterm dividiert durch den Diffusionsterm ist.

Man kann die Navier-Stokes-Gleichung auch als durch eine Kraft f; angetrieben betrachten.
Die Kraft wird zumeist als zufallige Kraft eingebaut, mit der auf grofsen Skalen Energie in
das System gebracht wird.

Fiir die Navier-Stokes-Gleichung gilt dann:

% s ov; Op 9%v;
ot J al'j

= fi (2.4)

6a:i B V@l’j@l’j N

Leitet man diese Gleichung noch einmal unter Beriicksichtigung von Gleichung nach z;
ab, so ergibt sich:
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82]? _8fi 0 ( sz->. (2.5)

8%181'1 N 8.731 B 69@, Y 69cj

Nach einer Fouriertransformation konnte man die zweifache Ableitung in dieser Gleichung
einfach als Multiplikation mit dem Faktor k% auffassen. Betrachtet man dann die Riicktrans-
formation in den Ortsraum, so erhélt man nichtlokale Terme.

Man kann also durch die Eliminierung des Druckterms mit Hilfe der Inkompressibilitéts-
bedingung den nichtlokalen Charakter der Navier-Stokes-Gleichung deutlich machen. Diese
ist eine nichtlineare, nichtlokale Differenzialgleichung zweiter Ordnung und eine nichttriviale
Losung der Gleichung ist bis heute noch nicht gefunden worden und scheint auch in na-
her Zukunft nicht greifbar. Die Nichtlokalitdten fithren dazu, dass jedes Teilchen mit jedem
Teilchen in Bezug gesetzt werden muss. Die direkte Simulation eines turbulenten Systems
mit vielen mikroskopischen Teilchen wird nur mit einem riesigen numerischen Aufwand zu
verwirklichen sein. An die Simulation eines makroskopischen Systems ist daher auch mit
den schnellsten existierenden Supercomputern nicht zu denken. Es bleibt aber die Hoffnung,
die Turbulenz statistisch beschreiben zu koénnen. Die Vorgehensweise, {iber die statistische
Verteilung mikroskopischer Zustdnde durch Mittelung makroskopische Groflen berechnen zu
koénnen, funktioniert in der Thermodynamik ja bekannterweise ausgezeichnet. Ein dhnliches
Vorgehen konnte auch bei der Turbulenz zu Ergebnissen fithren. Man nimmt dabei an, dass
bei stark turbulenten Stromungen alle moglichen Symmetrien, die normalerweise durch die
Ausbildung der Turbulenz gebrochen werden, im statistischen Sinne wieder hergestellt wer-
den. Man bendtigt zundchst geeignete Messgrofsen fiir das turbulente System, die mit der
Temperatur oder dem Druck in der Thermodynamik vergleichbar sind. Diese makroskopisch
messbaren Grofsen sollten mit der mikroskopischen Theorie iiber Statistik in Verbindung
gebracht werden koénnen.

2.1.2 Kolmogorov-1941-Theorie

Kolmogorov préasentierte 1941 die erste Theorie der Turbulenz, die heute unter dem Namen
K41-Theorie bekannt ist [Kol41]. Um turbulente Systeme tiber messbare Grofen beschreiben
zu konnen, fiihrte er die sogenannten Strukturfunktionen ein:

Sy(z) =< [(T(F + &) — T (7)) - €]P > . (2.6)

Hierbei wird iiber alle Orte gemittelt. € ist ein beliebiger Einheitsvektor und x ist ein Element
der reellen Zahlen. Die Strukturfunktionen sind somit eine Art Korrelationsfunktion der
Geschwindigkeiten. Sie mitteln iiber die Differenz zwischen den Geschwindigkeiten an zwei
um einen festen Vektor verschobenen Orten. Damit eine solche Groéfse Sinn macht, miissen
die Mittelungen iiber ausreichend viele Messpunkte verlaufen und man muss von Isotropie
und Homogenitat ausgehen kénnen.

Wenn einem turbulenten System auf einer grofsen Langenskala Energie hinzugefiigt wird, so
ist bekannt, dass die grofsen Wirbel, die entstehen, in kleinere Wirbel zerfallen. Diese zerfal-
len wiederum in noch kleinere Wirbel. In einer solchen Kaskade wird Energie von Impulsen
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mit grofen Wellenldngen zu Impulsen mit kleineren Wellenldngen geleitet. Im Bereich mi-
kroskopischer Wellenldngen wird schlieflich die Energie in Warme umgesetzt und verlasst
das System. Kolmogorov unterscheidet in diesem Sinne in seiner Theorie drei verschiedene
Léngenskalen:

1. In einer makroskopischen Léngenskala L wird Energie in das System gepumpt. Man
kann sich das vorstellen, als wiirde man das System “umriihren” und dadurch grofse
Wirbel erzeugen.

2. Die grofen Wirbel, iiber die die Energie ins System gebracht wird, zerfallen in kleinere
Wirbel, die weiter zerfallen. Kolmogorov geht nun davon aus, dass der Zerfall der Wirbel
in einem grofsen Liangenbereich, dem Bereich der intermedidren Langenskalen, selbst-
dhnlich ist, dass die Wirbel also auf jeder Skala auf dieselbe Art und Weise zerfallen.
Dementsprechend sollte sich die Physik in jeder Léngenskala gleich verhalten.

3. Im Bereich mikroskopischer Langenskalen gibt es pro Einheitsmasse eine nicht ver-
schwindende Energiedissipation €. Hier wird die kinetische Energie der Wirbel in Wér-
meenergie umgewandelt. Kolmogorov definiert eine mikroskopische Lange als:

- (2)" @7

1 kann als mikroskopisch angenommen werden, da sehr hohe Reynoldszahlen und somit
kleine Viskositdten betrachtet werden sollen.

Kolmogorov nimmt an, dass der intermediére Bereich weder von der makroskopischen noch
von der mikroskopischen Léngenskala abhingig sein kann. Die Strukturfunktion sollte daher
weder von L noch von 7, sondern nur noch von der Lénge z und der Energiedissipation e
abhingen. Auf der Suche nach selbstdhnlichen Funktionen stellt man fest, dass nur Potenz-
gesetze exakt selbstdhnlich sind. Betrachtet man die Differenz dv der Geschwindigkeiten an
zwei Orten, deren Abstand durch den Vektor Arg gegeben ist, so ergibt sich:

6T (7, A\fp) = N0 (F, /%) . (2.8)

Hierbei handelt es sich bei h € R um den Skalierungsexponenten und es gilt: A € R;.. Nach
Dimensionsanalysen schlug Kolmogorov fiir die Strukturfunktion das folgende Skalenverhal-
ten, im Grenzfall unendlicher Reynoldzahlen, vor:

Sp(z) = Cpesas. (2.9)
Bei C), handelt es sich um eine dimensionslose Konstante, die fiir jede Ordnung p der Struk-
turfunktion unterschiedlich sein kann.

Aus Experimenten konnte bei hoher Reynoldszahl auf einem grofen Skalenbereich das Ska-
lierungsverhalten der Strukturfunktion zweiter Ordnung bestimmt werden. Es gilt:
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win

Sa(x) o< x3. (2.10)
Daraus kann fiir die Zerfalskaskade der kinetischen Energie die folgende Relation ermittelt
werden:

E(k) x e3k73. (2.11)

Bei k handelt es sich um die Wellenzahl nach Fouriertransformation in den Impulsraum. Das
Skalenverhalten der Strukturfunktion ist demnach mit Gleichung fiir die zweite Ordnung
richtig vorhergesagt. Leider konnten die Exponenten fiir héhere Ordnungen nicht bestétigt
werden. Die K41-Theorie sagt anscheinend noch nicht das richtige Skalenverhalten fiir turbu-
lente Stromungen voraus und es ist bis heute noch nicht bekannt, wie die Strukturfunktion
wirklich skaliert.

Landau war der Erste, der anmerkte, dass die Konstanten C), fiir p # 3 nicht konstant sein
koénnen, da sie von der detaillierten Geometrie und der Herkunft der turbulenten Stromung
abhéngen. Dieser Einwand war zunéchst nur als Fufinote in seinem Lehrbuch der theoreti-
schen Physik enthalten [LL52].

Als Folge dieser Einsicht haben sich neue Modelle entwickelt. So wurden zum Beispiel im
bifraktalen Modell die intermediéren Léngenskalen in zwei jeweils selbstdhnliche Bereiche
mit unterschiedlichen Skalierungsexponenten aufgespalten. Wir werden im Abschnitt
erneut auf dieses Modell zu sprechen kommen.

2.2 Theorie der Renormierungsgruppengleichungen (RGG)

Das Verfahren der exakten RGG stammt aus der statistischen Physik und hat zum Ziel,
die Skalenabhéngigkeit der Kopplungen eines Systems zu untersuchen. Hierbei wird das alte
System auf ein neues System abgebildet, wobei durch Mittelwertbildung im mikroskopischen
Bereich die Abhéngigkeiten der kleinsten Skalen des Systems wegfallen. Das neue System
héngt dann nicht mehr von den mikroskopischen Léngenskalen ab, auf denen die Mittelung
durchgefiihrt wurde. Im folgenden Abschnitt wird die Theorie der RG vorgestellt.

Zunéchst wird das Blockspinverfahren nach Kadanoff erklart, da dieses als der Vorgénger
der exakten RG angesehen werden kann, und an ihm die Prinzipien der RG sehr anschaulich
vorgestellt werden kénnen. Dann wird ein Uberblick iiber die exakten RGGen gegeben und
ihre Eigenschaften erldutert. Zuletzt wird auch noch ein sehr kurzer Einblick in die Theorie
der perturbativen RG gegeben.

2.2.1 Bildung von Blockspins nach Kadanoff

Im Rahmen der K41-Theorie gilt fiir turbulente Systeme, dass die Anzahl N an Freiheitsgra-
den, die nétig ist, um auch die kleinsten Wellenldngen eines Systems noch gut auflésen zu
konnen, mit N oc Re4 skaliert. Will man ein System mit hoher Reynolds-Zahl beschreiben,
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so wird aufgrund der enormen Anzahl an Freiheitsgraden eine direkte Simulation nahezu
unmoglich.

In der statistischen Physik betrachtet man ebenfalls Systeme, die aufgrund der riesigen An-
zahl an Freiheitsgraden (wenigstens 1023 fiir makroskopische Systeme) eine exakte Betrach-
tung iiber die Gesetze der klassischen Mechanik unmoglich machen. Um fiir solche Systeme
dennoch makroskopische Groflen berechnen zu konnen, scheint daher eine Reduktion der
Anzahl an Freiheitsgraden unumgénglich.

Man hilft sich in der statistischen Physik durch die Bildung von Zustandssummen, in denen
man das makroskopische System in mikroskopisch identische Systeme aufteilt. Man schaut
sich nicht mehr jedes mikroskopische System an, sondern betrachtet in einer Summe, wie oft
ein moglicher mikroskopischer Zustand auftritt. Arbeitet man zum Beispiel mit klassischen
Teilchen, die kontinuierliche Zustiande einnehmen kénnen, bei einer vorgegebenen Tempera-
tur, so verwendet man die kanonische Zustandssumme:

1 ~Hen) gy 3N

In der Formel ist h das plancksche Wirkungsquantum und H(q, p) die Hamiltonfunktion des
Systems. Bei ¢ handelt es sich um die Orts- und bei p um die Impulskoordinaten. kp ist
die Boltzmann-Konstante und NV ist die Anzahl der Teilchen. Aufgrund der kontinuierlichen
Zustidnde wird aus der Summe ein Integral.

Aus einer Zustandssumme kann man dann ein thermodynamisches Potenzial berechnen, aus
dem man die makroskopischen Zustandsgrofen bestimmen kann. Man bendtigt also nicht
mehr die genauen Informationen des Zustands jedes mikroskopischen Systems an jedem Ort
des makroskopischen Systems, sondern die Verteilung der mikroskopischen Systeme auf die
moglichen Zusténde.

Solange die thermodynamischen Potenziale sich nicht &ndern, fiihren Verdnderungen an der
Zustandssumme nicht zur Verschiebung der makroskopischen Grofien. Kadanoff fithrte in
diesem Sinne 1966 das neue Konzept des Blockspins ein [Kad66]. Die Vorgehensweise ist die
Grundlage der RGGen und wird daher an dieser Stelle genauer erléutert.

Kadanoff bildete ein statistisches System in der Néhe von oder an einem kritischen Punkt,
unter Reduktion der auftretenden Freiheitsgrade, auf sich selbst ab. Als Beispiel betrachte
man ein d-dimensionales Gitter, bei dem jeder Gitterpunkt mit einem Ising-Spin gekenn-
zeichnet ist. Ein Ising-Spin kann nur zwei mogliche Werte annehmen, +1 oder —1. Fiir die
Hamiltonfunktion eines solchen Systems gilt:

H = —% Z )\181'8]' + Zth. (213)
<i,j> J

Die erste Summe lauft iiber die ndchsten Nachbarn jedes Gitterpunktes und stellt die Wech-

selwirkungen der einzelnen Spins untereinander dar, wobei A; die Starke der Kopplungen

angibt. Die zweite Summe geht {iber alle Gitterpunkte und beschreibt die Wechselwirkun-

gen der Spins im System mit einem &dufleren magnetischen Feld h, das hier als konstant

angenommen wird.
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Egal welche Verdnderungen an der Zustandssumme vorgenommen werden, sie miissen auf eine
Art und Weise geschehen, in der sich die makroskopischen Gréfen nicht veréindern. Somit
muss zum einen das thermodynamische Potenzial und zum anderen die Kopplung an das
dufere Feld (diese ist eine messbare Grofe) konstant bleiben. Die von Kadanoff vorgestellte
Reduktion der Freiheitsgrade findet in drei Schritten statt:

1. Das Gitter wird in Blocke L x L x ... mit der Kantenlinge L = b - a eingeteilt. a ist
hierbei die Gitterkonstante, die iiber das gesamte Gitter konstant sein soll, b ist eine
natiirliche Zahl. Jeder Block enthélt demnach b% Spins.

2. Abhéngig von den enthaltenen Spins wird jetzt jedem Block ein einzelner Blockspin
zugeordnet. Dies kann auf mehrere Arten geschehen. Der Blockspin kénnte zum Beispiel
so gebildet werden, dass er den Zustand der Mehrzahl der Zustdnde im Block annimmt:

S = sign(}_ si). Die Blockspins wéren wieder Ising-Spins. Eine andere Moglichkeit wére
i
es zum Beispiel, den Blockspin kontinuierlich zu wahlen: S = bid > s
i

Nach diesem Schritt befinden sich in jedem Block nicht mehr 5% Spins, sondern ein
einziger. Die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems hat sich also um den Faktor b%
verringert.

3. Im néchsten Schritt wird reskaliert. Zum einen werden die rdumlichen Koordinaten
verandert: & = %, wobei die gestrichenen die Koordinaten des neuen Systems sind. Die
Gitterkonstante a muss dem neuen System natiirlich ebenfalls angepasst werden, um die
raumliche Ausdehnung des makroskopischen Systems nicht zu verandern: a’ = a-b. Zum
anderen miissen die Kopplungskonstanten der Hamiltonfunktion so verdndert werden,
dass die makroskopischen Gréfen, die aus der Zustandssumme berechnet werden, gleich
bleiben.

Beim Versuch, einen solchen Schritt durchzufiihren, stellt man fest, dass das alte System nur
dann iiber das neue System exakt beschreibbar ist, wenn man dem Hamiltonoperator weitere
Wechselwirkungen (zum Beispiel mit den néchsten und iibernédchsten Nachbarn, zwischen
zwei, aber auch zwischen mehreren Spins) hinzufiigt [Kad66]. Der Grund hierfiir liegt in der
Nichtlokalitdt im Auswahlkriterium fiir den Blockspin. Je 6fter man das System auf sich
selbst abbildet, desto mehr Terme miissen dem Hamiltonoperator hinzugefiigt werden. Der
Hamiltonoperator aus Gleichung nimmt dann die folgende Form an:

1
H = —5 Z AlsiSj + Z )\QSZ‘S]‘ + Z AgSiSanSm + ...+ Z hsj. (2.14)
<2,)> <<L1,j>> <<1,7,n,m>> J

Bei doppelten Klammern wird {iber die iiberndchsten Nachbarn summiert. Die Reduzierung
der Freiheitsgrade birgt also mit jedem Schritt das Problem, dass die Wechselwirkungen an
sich immer komplizierter werden.

Eine interessante Grofse, um ein statistisches System zu charakterisieren, ist die Korrelati-
onsfunktion:
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G(r)=<si(R)s;j (R+71)>. (2.15)

R ist ein konstanter Ort, < . > steht fiir eine statistische Mittelung. Bei grofen Temperaturen
stellt man fest, dass die Korrelationsfunktion dem folgenden Gesetz geniigt:

o (1)

G(r) « — (2.16)
Hierbei ist 6 ein kritischer Exponent, der von der Dimension abhéngt. £ ist die Korrelations-
linge. Betrachtet man in einem Ising-System Absténde fiir die gilt: 7 << &, so sind die Spins
gewohnlich in hohem Mafe korreliert. Wie allgemein bekannt, gilt in der Ndhe des kritischen
Punktes das Potenzgesetz:

Ex (T —-T.)", (2.17)

hierbei ist T, die kritische Temperatur und v ein kritischer Exponent. Man sieht, dass die
Korrelationsldnge am kritischen Punkt divergiert. Alle Spins haben am kritischen Punkt
denselben Wert. Ein System in einem solchen Zustand ist offensichtlich selbstéhnlich.

Kadanoff untersuchte die Veranderungen der Temperatur ¢ und des dufseren Feldes h wahrend
eines Reskalierungs-Schrittes. Wihlt man die Temperatur oder das Feld gleich Null, so sollte
sich an diesem Zustand wahrend des Schrittes nichts &ndern.

Kadanoff folgerte, dass das Verhalten der Temperatulﬂ und des Feldes in der Néahe eines
kritischen Punktes ebenfalls iiber Exponenten beschrieben werden muss:

t'=bt und K =0bh (2.18)
Fiir die Temperatur gilt: ¢t = ‘T%CTC' Daraufhin konnten zusétzliche Relationen zwischen
den kritischen Exponenten (die Scaling Laws) gefunden werden, die fiir alle exakt losbaren
Modelle mit d < 4 giiltig sind.

Es ist leicht verstdndlich, wie die Bildung von Blockspins funktioniert. Dies fiithrt oft zu der
Illusion, man koénnte einen Kadanoff-Schritt tatsédchlich auf ein physikalisches System anwen-
den. Man sollte sich aber immer wieder vor Augen fithren, dass dies aufgrund der enormen
Anzahl an mikroskopischen Freiheitsgraden in einem makroskopischem System unmoglich ist.
In der Realitdt kann man einen Schritt nach diesem Konzept nicht ausfithren, und es wére
auch nicht sinnvoll, auf diese Art und Weise vorzugehen. Wire die Durchfiihrung moglich,
so konnte man auch direkt das ganze System berechnen, ohne iiberhaupt Blockspins bilden
zu miissen. Der Rechenaufwand wiirde sich in derselben Gréfsenordnung befinden. Wir kén-
nen das Verfahren also nur nutzen, indem wir die Verdnderungen, die ein Schritt am System
bewirkt, untersuchen, und daraus Informationen {iber das System an sich ermitteln.

!Die Verinderung der Temperatur erscheint zunéichst nicht begriindet, ist aber eine logische Konsequenz,
da eine Reskalierung der rdumlichen Koordinaten auch immer eine Verédnderung der Korrelationslénge zur
Folge hat, die wiederum direkt mit der Temperatur verkniipft ist.
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Was man betrachtet, sind die nétigen Verdnderungen, um die Einfliisse der kleinsten Lén-
genskalen auf das System durch ein neues System beschreiben zu kénnen, in dem diese Léan-
genskalen nicht mehr auftauchen.

Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, ist dies das Prinzip der RG nach Wilson.

2.2.2 Exakte Renormierungsgruppe (RG)

Das Ausmaf der Verdnderungen eines Kadanoff-Schrittes hangt von der Wahl der Blockgrofe
ab. Bei grofsen Blocken wird sich das System entsprechend stéarker verandern als bei kleinen.
Da man aber nur an Tendenzen der Verianderung interessiert ist, liegt es nahe, sehr kleine
Blocke zu betrachten. Es ist sogar mdoglich, infinitesimale Kadanoff-Schritte zu untersuchen
und den Schritt vom Gitter zum Kontinuum zu vollziehen. Das ist genau der Fall, der in der
Exakten RG umgesetzt wird.

Ein solcher Schritt kann nicht nur im Orts- sondern auch im Impulsraum ausgefiihrt werden.
Der Impulsraum erscheint fiir RG-Schritte sogar giinstiger, da das Ausintegrieren von klei-
nen Abstdnden einfach durch die Ausintegration kleiner Wellenlangen, also grofer Impulse,
durchgefiihrt werden kann.

In dieser Arbeit wird nur ein Uberblick iiber die Theorie der exakte RG gegeben, eine weitaus
ausfithrlichere Ubersicht iiber das Verfahren und seinen Ursprung erhilt man zum Beispiel
in einem Artikel von M.E. Fisher [Fis98|.

Im Folgenden werden wir die Physik als Feldtheorie im Impulsraum betrachten. Hierbei gehen
wir von einem skalarem Feld ¢(Z) aus und fiihren eine Fouriertransformation durch:

0@ = 5. [ 0@ explipziay. (219)

Man bendétigt nun das erzeugende Funktional:

7] = Zlo / Do exp{—5[4] + T - 6}. (2.20)

Dieses ist die mit der Zustandssumme vergleichbare Grofie der Feldtheorie, wobei anzumerken
ist, dass die Integration beim erzeugenden Funktional als Pfadintegral aufzufassen ist. J (&)
ist die externe Quelle, die man zumeist nur benotigt, um Mittelwerte der Felder einfach als
Funktionalableitung des erzeugenden Funktionals darstellen zu konnen. Der Quellterm in der
obigen Formel ist zu verstehen als: J-¢ = [ d%z.J(2)¢(Z). Uber: Zo = [ D exp{—S5[¢]} wird
das erzeugende Funktional fiir den quellenlosen Fall Z[0] = 1 normiert. Die Wirkung S steht
fiir die Integration iiber die Hamiltonfunktion:

Sl = 22/ Il (%) Mol 5206 (B1) 6 (B) 853+ 4 ). (221)
n= j=

Bei den A, handelt es sich um die Kopplungen des Systems.

11
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Im Ortsraum werden bei einem Kadanoff-Schritt die kleinen Abstdnde aus der Zustandssum-
me ausintegriert, so dass das erzeugende Funktional nach dem Schritt nur noch von Léngen,
die grofer sind als die ausintegrierte Skala, abhédngt. Im Impulsraum fithrt man einen solchen
Schritt durch, indem man Impulse mit kleinen Wellenlangen, also grofsem Impulsvektor p,
ausintegriert. Man kann sich leicht vorstellen, dass man Impulse auf der Planck-Skala aus-
integrieren kann, ohne dass sich die Physik auf der Massenskala verdndert. Man fiihrt also
im mikroskopischem Bereich eine Art Mittelung durch, ohne dass dies im makroskopischem
Bereich zu Verédnderungen fiihrt.

Hat ein System den groftten Impuls A, so integriert man die Impulse zwischen A und einem
etwas kleinerem Impuls A’ aus. Bei einem RG-Schritt wird, wie oben erwahnt, nur eine
infinitesimale Impulsverdnderungen vorgenommen: A’ = A — dA.

Nach dem RG-Schritt wird A’ zur neuen groften Skala, die mit dem nichsten Schritt ausin-
tegriert wird.

Fiihrt man mehrere RG-Transformationen durch, so ist es sinnvoll, die sogenannte RG-Zeit zu
definieren. Diese ist ein Mafs fiir die Anzahl und die Schrittweite der durchgefiihrten Schritte.
Sie ist definiert iiber:

0 0
—A—. 2.22
ot oA ( )
Man darf die RG-Zeit nicht mit der physikalischen Zeit verwechseln. Schreitet die RG-Zeit
voran, so werden zwar Verdnderungen an dem erzeugenden Funktional vorgenommen, das
makroskopische System bleibt jedoch unveréndert.

Will man die Verdnderungen am erzeugenden Funktional betrachten, so ist es zunéchst sinn-
voll, das Feld ¢, aufzuteilen in ein Feld, dessen Impulse grofer (¢g,) und ein Feld, dessen
Impulse kleiner (¢y;) als eine Impulsskala A’ ist, bis zu der ausintegriert wird. Man schreibt
das erzeugende Funktional folgendermafsen:

27 / Déexp{Flp A, Al} / Dby Dbt expl Flogr o A Al}. (2.23)

Hier gilt: F[p, \j, A] = —S[¢] + J - ¢, wobei die Kopplungen A; der Wirkung als Parameter
betrachtet werden.

Bei einem RG-Schritt wird die Integration iiber ¢4 durchgefiihrt. Wir erhalten das erzeu-
gende Funktional :

Z[J] = Zlé/%kz exp{ F¢wr, Aj, A']}. (2.24)

Das erzeugende Funktional héngt nun nicht mehr von den ausintegrierten Wellenldngen ab.
Seine Form ist gleich geblieben, nur die Werte der Kopplungen haben sich verdndert. Diese
Verdnderungen der Wirkung sollen untersucht werden. Wie bereits beim Kadanoff-Verfahren
klar geworden ist, wird ein Schritt in zwei Stufen durchgefiihrt. Zuerst wird auf neue Feld-
variablen transformiert und dann wird das System in einem weiteren Schritt reskaliert und

12
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renormiert. Eine genaue Herleitung einer RGG wiirde an dieser Stelle zu sehr ins Detail gehen,
wird aber zum Beispiel im Artikel von Wilson und Kogut [WK74] beschrieben, der auch als
Ursprung der exakten RG gesehen werden kann. Es soll in den folgenden beiden Unterpunk-
ten aber kurz dargestellt werden, wie Manipulationen an der Wirkung durch ganz allgemeine
Verdnderungen an Feldern und Skalen beschrieben werden kénnen. Die Verdnderungen eines
RG-Schrittes an der Wirkung werden in einem Artikel von Bagnuls und Bervillier sehr an-
schaulich hergeleitet [BB01]. Die Darstellung in den néchsten beiden Abschnitten halt sich
im Wesentlichen an diese Herleitung.

An dieser Stelle sollte noch angemerkt werden, dass der Name Renormierungsgruppe eigent-
lich nicht ganz passend ist. Mit jedem Schritt werden Informationen auf kleinen Langenska-
len ausintegriert. Ob man einen Impulsbereich auf einmal ausintegriert, oder nacheinander
in zwei Schritten, ist flir das Ergebnis egal. Eine der Bedingungen fiir eine mathematische
Gruppe ist also auf jeden Fall erfiillt. Wie spéter noch erlautert wird, ist eine Arbeit mit RG-
Gen aber nur dann moglich, wenn die Wirkung ab einer gewissen Ordnung der Kopplungen
abgebrochen oder approximiert wird. In diesem Fall kann man die RG-Schritte aber nicht
wieder riickgéngig machen, da mehrere Ausgangszustéinde denselben Endzustand haben kon-
nen. Bei sinkender RG-Zeit ist das urspriingliche System nicht mehr eindeutig bestimmbar.
Dies widerspricht der Definition einer Gruppe. Man kénnte daher eher von einer Halbgruppe
sprechen.

Transformation der Felder

Nehme man an, dass man eine ganz allgemeine Transformation der Felder vornimmt:

¢'(7) = ¢(p) + o[, p]. (2.25)

o soll infinitesimal klein sein, und W soll von den Feldern ¢ und deren Impulsen p abhéngen.
Man erhélt eine neue Wirkung, die von den neuen Feldern abhéngt:

55[¢]
5¢(p)

S[¢') = Sl¢l + o / V[, pl d%p. (2.26)

Auflerdem gilt fiir das Integralmafk:

/ Dy = / D(bgi. (2.27)

Die Zustandssumme soll in jedem Fall konstant bleiben. Man schreibt:

Zo= [ D& exp{-S(6)} = [ Doexp(-Sle] - oTrlWISIo]) (2.28)

Hierbei ist T der Operator, der auf die Wirkung S wirkt, und die Verdnderungen an der Wir-
kung und dem Integralmaf, die durch die Transformation der Felder entstehen, durchfiihrt.
Man kann zeigen ([BB01]), dass gilt:

13
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Trl)siel = [ atp{wio. g (229)

@) 69(P)

Da an dieser Stelle nur infinitesimale Transformationen betrachtet werden, kann man schrei-
ben:

o ovon)

ds
- =Trs. (2.30)

Reskalierung

In diesem Unterkapitel soll die betrachtete Impulsskala infinitesimal gedndert und die Aus-
wirkungen auf die Wirkung untersucht werden. Wir betrachten die Transformation:

p=Q1+o0)p, (2.31)
wobel ¢ infinitesimal klein ist. Die Zustandssumme muss auch an dieser Stelle konstant

bleiben, und die Verdnderungen sollen wieder iiber einen Operator T beschrieben werden,
der auf die Wirkung wirkt:

Zo= [ Do exp(-S16)) = [ Doexp(-S[6] - oTuSle)). (2.32)

Fiir die Wirkung gilt dann:

S' =8+ oTgS, also j—s =TRrS. (2.33)
o

Andert man die betrachtete Impulsskala, so wird die Wirkung gleich an mehreren Stellen
beeinflusst. Man beachte:

Das Integrationsvolumen éndert sich.

Die einzelnen Kopplungen verdndern sich.

Die Deltafunktionen, die in jedem Term enthalten sind, werden verdndert.

Die Felder selbst werden reskaliert.

Zusammengesetzter Renormierungsgruppen-Schritt
Man kann jetzt eine allgemeine Form einer RGG entwerfen. Diese wird als Ableitung nach

der oben definierten RG-Zeit berechnet und setzt sich aus den beiden oben beschriebenen
Schritten zusammen. Es gilt:

14
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= % = —A% =T7pS 4+ TRrS. (2.34)
Bis hierhin wurde im Impulsraum immer nur ein scharfer ’Cutoff’ betrachtet. Die Impul-
se wurden in einem RG-Schritt also immer bis zu einem festem Impulswert ausintegriert.
Wie allgemein bekannt ist, fiihrt eine scharfe Kante im Impulsraum aber zu einer sehr ausge-
schmierten Kante im Ortsraum. Es erscheint also sinnvoll, einen scharfen Cutoff zu vermeiden,
und eine weiche Cutoff-Funktion einzufithren. Diese gibt bei einem RG-Schritt an, in welchem
Mafe die Impulse ausintegriert werden, und sollte moglichst stetig sein. Die Cutoff-Funktion
kann prinzipiell jede beliebige Form annehmen, wichtig ist aber, dass die groften Impulse
nahezu vollstdndig ausintegriert werden, die kleinsten Impulse aber nicht beeinflusst werden.

S

Fiir unterschiedliche Cutoff-Funktionen erhdlt man unterschiedliche RGGen. Das Vorgehen
bei der Suche nach giiltigen Gleichungen wurde in den letzten beiden Unterpunkten bereits
angedeutet. Man betrachtet die Anderungen an der Wirkung und hilt die Zustandssumme
(das erzeugende Funktional) konstant.

Wilson war der erste, der eine solche Gleichung aufgestellt hat. Wahlt man die Cutoff-
Funktion in der Form:

Clp) =e 7, (2.35)

und reskaliert aufferdem das Feld folgendermafien:

b — e P, (2.36)

so kann man die RGG nach Wilson schreiben als:

#S 68 88 o 08
56(—p)5o(F)  0o(F) de(—p) T 5e(p)

Bei n handelt es sich um die sogenannte anomale Dimension. Diese gibt die Skalierung der
Felder in den Impulsen an. Aufgrund der Tatsache, dass die Gleichungen der exakten RG
reparametrisierungsinvariant in Bezug auf die Felder sind, erhélt man fiir unterschiedliche
anomale Dimensionen unterschiedliche Fixpunkte und auf diese Weise eine Linie von Fix-
punkten, die mit 1 parametrisiert wird. Um den physikalischen Fixpunkt identifizieren zu
kénnen, braucht man zusétzliche Informationen. Diese findet man zum Beispiel in den kano-
nischen Dimensionen der Felder.

Urspriinglich wurde die RGG nach Wilson in dem bekannten Artikel von K. Wilson und J.
Kogut [WKT74| vorgestellt. Eine ausfiihrliche Erlauterung der Gleichung findet sich zusétzlich
in einem Buch von Y. Ivanchenko und A. Lisyansky [IL95]. Der Zusammenhang mit der
anomalen Dimension 1 wird in einem Artikel von C. Bervillier [Ber04] hergestellt.

Wie aus Gleichung ([2.21]) ersichtlich ist, besteht die Wirkung aus verschiedenen Termen der
Form: \;¢’. Diese Terme kann man sich als Vertex mit ¢ Propagatoren veranschaulichen. In
Abbildung (2.1) wurde in diesem Sinne der Achtervertex bildlich dargestellt.

Y9+ TrS.  (2.37)

S_/(1—2+252){
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]78 ]?2
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Abbildung 2.1: Achtervertex.

Wird die Wirkung nach einem Feld abgeleitet, nimmt die Anzahl der Felder bzw. der Pro-
pagatoren in jedem Term um eins ab. Der Term %@% wird allgemein als Loopterm
bezeichnet. Es verschwinden jeweils zwei Felder eines Vertex, und man kann der Formel ent-
nehmen, dass diese je einen Impuls vom Betrag p mit unterschiedlichem Vorzeichen tragen.
Man sagt, dass die Impulse zwischen den beiden Feldern ausintegriert werden.

Wenn die abgeleitete Wirkung mit sich selbst multipliziert wird, erhélt man Terme der Form:
\plti—1) -)\jqb(j_l) = )\’(i+j_2)gz5(i+j_2). Diese kann man sich als Verkniipfung von zwei Vertizes
veranschaulichen. Die Verkniipfung wird durchgefiihrt, indem man die entgegengesetzten Im-
pulse von jeweils einem Feld der Vertizes miteinander ausintegriert. In der RGG nach Wilson

tragt daher der Term: 5(2(55) % den Namen Linkterm.

Da die Impulse der ausintegrierten Propagatoren jeweils ein entgegengesetztes Vorzeichen
tragen, wird die Impulserhaltung eines jeden neuen Vertex der Wirkung, die durch die Del-
tafunktion garantiert wird, nicht verletzt. Es ist anzumerken, dass bei einem RG-Schritt nur
diejenigen Propagatoren ausintegriert werden, deren Impuls im auszuintegrierenden Bereich
liegen.

Wegner und Houghton haben den Fall eines scharfen Cutoffs untersucht. Sie erhielten eine
RGG der folgenden Form:

S = % / | {‘5257) <5¢(ﬁ§22(—ﬁ)>1 55(555 ) <ln <Wp§;j(_m)> } " <T TS.)
2.38

Der natiirliche Logarithmus ist auf die Wahl des scharfen Cutoffs zuriickzufiihren. Das Inte-
gral wird nur im betrachteten Impulsbereich ausgefithrt und ist daher mit einem / gekenn-
zeichnet.
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Die genannten RGGen sind nichtlineare Funktionaldifferenzialgleichungen zweiter Ordnung
und als solche nicht direkt l6sbar. Ein Ausweg ist der Versuch, die Gleichungen numerisch
zu 1Gsen.

Approximationen der Wirkung

Die vollstandige Wirkung besteht streng genommen aus unendlich vielen Termen mit unend-
lich vielen Kopplungen. Dass ein exaktes Rechnen nicht moglich ist, erscheint einleuchtend.
Eine Approximation der Wirkung lasst sich nicht vermeiden und ist in ihrer Notwendigkeit
und ihrem Ausmaf mit dem Abbruch der Entwicklung in Feynman-Graphen in der pertur-
bativen RG, auf die spater noch eingegangen wird, zu vergleichen.

Es ist naheliegend, die Wirkung einfach nach einer gewissen Ordnung der Kopplung abzu-
schneiden. Terme, die im Rahmen eines RG-Schrittes entstehen und eine zu hohe Potenz der
Felder haben, werden ignoriert. Eine weitere Moglichkeit ist die sogenannte Ableitungsent-
wicklung, die eine Betrachtung von allen Ordnungen der Felder erlaubt. Man betrachtet die
Wirkung;:

Slol = [ 'a(V(6) + 5 Z(6)(06) + 00", (239

Hier ist V(¢) ein beliebiges Potenzial.

Betrachtet man die Entwicklung nur bis zur zweiten Ordnung in den Ableitungen, und geht
man davon aus, dass der Koeffizient des kinetischen Terms der Wirkung nicht explizit feld-
abhéngig ist (Z(¢) = 1), so gelangt man zu einem Spezialfall der Ableitungsentwicklung, der
sogenannten lokalen Potenzial Approximation. Hier reduziert sich die Wirkung auf:

Stol = [ ata {;(acb)? + V(czs)} . (2.40)

Fiir das Potenzial wird an dieser Stelle angenommen:

V@) =3 [ T1 (') drendlsi + 47 (2.41)
n= 1=

Durch die Approximationen der Wirkung wird im Allgemeinen die Reparametrisierungsin-
varianz gebrochen. Dies fiihrt dazu, dass die anomale Dimension in der lokalen Potenzial
Approximation immer gleich Null ist.

Renormierungsgruppenfluss und Fixpunkte

Grundsétzlich kann jedes physikalische System mit der exakten RG untersucht werden, dessen
Wechselwirkungen bekannt und in eine Wirkung gefasst sind. Wie bereits erwéhnt, verdndern
sich die Kopplungen mit fortschreitender RG-Zeit. Diese Veranderungen kann man im Raum
der Kopplungskonstanten beobachten. Hier werden die Kopplungskonstanten als Koordinaten
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aufgetragen; man kann sich die Verdnderungen der Wirkung als “Fluss” im Raum deutlich
machen. Bleiben die Kopplungen einer Wirkung im Rahmen eines RG-Schrittes unveréndert,
so spricht man von einem Fixpunkt des RG-Flusses an dieser Stelle. Verdndert man hier
die betrachtete Skala, so bleibt die Physik identisch. Es leuchtet schnell ein, dass die Kor-
relationsldnge hier entweder Null oder unendlich sein muss. Aus der statistischen Physik ist
bekannt, dass die Korrelationsldnge an kritischen Punkten divergiert. Auf diese Weise kann
man sich klar machen, dass ein kritischer Punkt auch zu einem Fixpunkt im Kopplungsraum
fiihren muss.

14 | | | I I I I
13 F ™ i
12 .

1 b T -

6

| | | | | | |
-0.18 -0.17 -0.16 -0.15 -0.14 -0.13 -0.12 -0.11 -0.1
}\'2

Abbildung 2.2: Fixpunkt mit zwei attraktiven und zwei repulsiven Flussrichtungen.

Der RG-Fluss néhert sich dem Fixpunkt haufig aus besonderen Richtungen, die demnach
attraktiv genannt werden und entfernt sich in anderen Richtungen, die demnach repulsiv ge-
nannt werden. Bewegt man sich in attraktiver Richtung auf den Fixpunkt zu, so skaliert die
Geschwindigkeit des RG-Flusses linear mit dem Abstand, wird also in der Ndhe des Fixpunk-
tes immer langsamer. Dieses Verhalten wird im n&chsten Unterkapitel genauer untersucht.
Ist die Korrelationslénge kleiner als unendlich, so wird sie mit jedem RG-Schritt verkiirzt.
Auch wenn der Fluss dem Fixpunkt immer ndher kommt, so wird das System immer we-
niger kritisch, wird irgendwann seine Richtung dndern und auf einer repulsiven Richtung
den Bereich des Fixpunktes verlassen. Anders verhélt es sich, wenn man einen Punkt auf
der sogenannten kritischen Flache betrachtet. Hier ist die Korrelationslange per Definition
unendlich. Der Fluss kann die kritische Flache nicht verlassen, wird sich einem Fixpunkt
annahern, aber immer langsamer werden. In beiden Féllen wird der Fluss den Fixpunkt nie
erreichen, obwohl er sich dem Fixpunkt beliebig weit ndhern kann.
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2.2 Theorie der Renormierungsgruppengleichungen

Der Gaufische Fixpunkt liegt im Ursprung des Kopplungsraumes und existiert immer. Hier
sind alle Kopplungen gleich Null. Die Anzahl und Art der Fixpunkte in einer physikalischen
Theorie hangt nicht nur von der betrachteten Approximation, sondern auch von der betrach-
teten Dimension und der Symmetrie ab. Die Dimension wird in der skalaren Theorie zumeist
dynamisch eingefiihrt. Dies geschieht in Form der sogenannten e-Entwicklung, die von Wil-
son vorgeschlagen wurde. Hier beschreibt man R&ume mit der Dimension d = 4 — € und
infinitesimal kleinem €. Perturbative Rechnungen legen nahe, dass es in der skalaren Theorie
bei d = 4 nur einen und zwar den Gaufsschen Fixpunkt gibt. Man ist nun an der Situation
in drei Dimensionen interessiert und benutzt die e-Entwicklung, um bekannte Eigenschaften
bei d = 4 fiir den Raum mit d = 3 zu entwickeln. Heute geht man davon aus, dass sich bei
Dimensionen unter d = 4 aus dem Gauftschen Fixpunkt ein zweiter Fixpunkt heraus bildet.
Dieser tragt den Namen Wilson-Fisher-Fixpunkt und entfernt sich mit sinkender Dimension
immer weiter vom Gaufsschen Fixpunkt. Sinkt die Dimension unter d = 3 und weiter, so
bilden sich auch noch weitere Fixpunkte aus dem Gaufsschen Fixpunkt heraus.

Da sich die Topologie im Kopplungsraum bei infinitesimaler Anderung der Dimension nicht
schlagartig verandert, konnen sich Fixpunkte im Allgemeinen nur aus bestehenden Fixpunk-
ten herausbilden. Eine andere Moglichkeit ware, dass sich in unmittelbarer Ndhe mindestens
zwei Fixpunkte gleichzeitig bilden.

Jeder Punkt im Kopplungsraum reprasentiert ein physikalisches System mit charakteristi-
schen Wechselwirkungen. Einem Fixpunkt konnen sich in der attraktiven Richtung sehr un-
terschiedliche Systeme nahern. Die Wirkungen dieser Systeme scheinen mit fortschreitender
RG-Zeit immer &hnlicher zu werden, solange sich der Fluss dem Fixpunkt anndhert. Dieses
Phénomen ist geeignet, um das Auftreten verschiedener Universalitdtsklassen, wie man sie
aus der Landau-Theorie kennt, zu verstehen. Fliisse, die sich demselben Fixpunkt annédhern,
gehoren derselben Universalitdtsklasse an. Wie aus der Landau-Theorie bekannt, hdngen
die Universalitdtsklassen von den Symmetrien und der Dimension des betrachteten physi-
kalischen Systems ab und besitzen charakteristische Skalierungsexponenten. So skaliert, wie
bereits in Kapitel erwiahnt, bei einem Ising-Modell die Korrelationslinge in der Nihe
der kritischen Temperatur mit dem kritischen Exponent v:

o (T—Te)™. (2.42)

Diese Exponenten kann man auch an den Fixpunkten wiederfinden und sogar messen. Hierauf
wird im néchsten Abschnitt eingegangen.

Eine ausfiihrlichere Beschreibung iiber den RG-Fluss, iiber dessen Eigenschaften und iiber
das Skalenverhalten der Fixpunkte kann man in einem Artikel von B. Delamotte [Del07]

finden.

Skalierung der Fixpunkte
Eine der wichtigsten Grofen, die benutzt wird, um einen RG-Fluss zu beschreiben, ist die

sogenannte [-Funktion. Diese gibt die Verdnderung einer einzelnen Kopplung A; mit der
RG-Zeit an und ist folgendermafien definiert:
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O\

(2.43)

Bei X handelt es sich um einen Vektor mit D Komponenten im D-dimensionalen Kopp-
lungsraum. In der exakten RG werden die kleinen Wellenléngen, also die grofsen Impulse,
ausintegriert, die Impulsskala wird demnach kleiner. Wie spéter noch naher erlautert, wird
die Skalenabhéngigkeit in der perturbativen RG aber mit aufsteigenden Impulsen betrachtet.
Um eigene Ergebnisse besser mit den Ergebnissen der perturbativen RG vergleichen zu kon-
nen, wurde die G-Funktion im Sinne der perturbativen Theorie und im Verhéltnis zu der von
uns definierten RG-Zeit mit einem negativen Vorzeichen versehen (siehe Gleichung (2.43)).
Am Fixpunkt sollte sich der Fluss, und damit die Kopplungen, nicht mehr verdndern. Hier
gilt offensichtlich:

Bi(X) =0 (2.44)

fiir alle . Man betrachte jetzt einen Punkt X in unmittelbarer Nihe zu einem Fixpunkt X
mit der Differenz a; = A\; — A} in jeder Komponente. Die S-Funktion kann linearisiert werden,
solange der Abstand zum Fixpunkt klein genug ist:

2 d i
Bi(A\) = Z di|x* caj + O(a?). (2.45)
J

Definiert man jetzt eine Matrix mit den Komponenten:

a, = U

- 2.46

und geht man davon aus, dass diese Matrix diagonalisierbar ist, mit reellen Eigenwerten I;
und einer vollstdndigen Basis aus Eigenvektoren €;, so kann man den Abstand vom Fixpunkt
iiber die Eigenvektoren beschreiben:

N
a—= Z ;€. (2.47)
=1

Setzt man diese Bedingungen in Gleichung ([2.45)) ein, so folgt in erster Ordnung;:

N
E(Az) = Z lzsle_{ (2.48)
i=1
Betrachtet man RG-Schritte mit einer Schrittweite b, so gilt:

R N
da

B I ) oo ds; (b)
b— Z si(b)Me; = Z l;si(b)e; und somit b
i=1

dt

g :’L'L . 2.4
T3 s (B). (249)
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2.2 Theorie der Renormierungsgruppengleichungen

Die Losung dieser Differenzialgleichung ist trivial und ergibt:

si(b) = si(1)b". (2.50)

Die Eigenvektoren der Matrix werden die Eigenrichtungen des Fixpunktes genannt und geben
die Hauptachsen des RG-Flusses an. In den Eigenrichtungen skaliert der Fluss offensichtlich
mit den Eigenwerten als Exponenten, solange die S-Funktion linearisiert werden kann. Da
die Flussgeschwindigkeit in der Ndhe des Fixpunktes aber immer weiter abnimmt, erscheint
die Naherung sinnvoll. Man teilt die Flussrichtungen der Eigenvektoren und ihre Eigenwerte
in drei Gruppen ein:

e Gilt: [; > 0, so spricht man von einer relevanten Flussrichtung und einer relevanten
Kopplung. Der Fluss lauft aus dem Fixpunkt heraus.

e Gilt: [; < 0, so spricht man von einer irrelevanten Flussrichtung und einer irrelevanten
Kopplung. Der Fluss lauft in den Fixpunkt hinein.

e Gilt: [; = 0, so spricht man von einer marginalen Flussrichtung. Die lineare Naherung
reicht hier offensichtlich noch nicht aus, um zu entscheiden, ob der Fluss in den Fixpunkt
hinein, oder aus dem Fixpunkt heraus lauft.

Ist der erhaltene Eigenwert komplex, so erhélt man einen spiralférmigen Fluss in den Fix-
punkt bzw. aus dem Fixpunkt heraus.

Uber die Skalierung des Flusses in der Nihe eines Fixpunktes kann man die Exponenten
berechnen. Da die kritischen Punkte im Phasenraum einen Fixpunkt darstellen, sind die
Exponenten, die man erhélt, mit den kritischen Exponenten der statistischen Physik (zum
Beispiel aus der Landau-Theorie) vergleichbar. An dieser Stelle erhélt man also iiber die
exakte RG zum ersten Mal Ergebnisse, die man mit Mess- und Literaturwerten vergleichen
kann.

Gibt es mehrere Fixpunkte, so wird jeder Fixpunkt auf seine eigene Art skalieren. Entfernt
sich ein RG-Fluss von einem Fixpunkt und n&hert sich einem anderem Fixpunkt an, wie
es zum Beispiel beim Fluss vom Gaufsschen in den Wilson-Fisher-Fixpunkt der Fall ist, so
andert sich auch die Art, in der er skaliert, und die Universalitdtsklasse des physikalischen
Systems.

Da die Skalierung entscheidend von der Lage des Fixpunktes abhéngt, ist es wichtig, dass
man bei der Bestimmung der Exponenten die Lage des Fixpunktes richtig bestimmt hat.
Anderenfalls wird man fiir die Exponenten keine eindeutigen Ergebnisse erhalten. Man muss
aukerdem darauf achten, dass der Abstand zum Fixpunkt nicht zu grof gewéhlt wird, da
ansonsten die verwendete Naherung nicht mehr giiltig ist.

2.2.3 Perturbative Renormierungsgruppe

Mit Hilfe der perturbativen oder auch feldtheoretischen RG werden in dieser Arbeit keine
Ergebnisse erzielt, da ausschlieflich mit der exakten RG gearbeitet wird. Da bei der Aus-
wertung der hergeleiteten RGGen aber des 6fteren eigene Ergebnisse mit Ergebnissen der
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perturbativen RG verglichen werden, wird in diesem Unterkapitel eine kurze Einfiihrung
gegeben.

In der Quantenfeldtheorie fiihrt die Entwicklung in Feynman-Graphen bekannterweise zu
divergenten Integralen, die renormiert werden miissen. Dieser Prozess ist entscheidend, wenn
man sinnvolle physikalische Ergebnisse erzielen will. Man fligt den Kopplungen der Theorie
Gegenterme hinzu, die die divergenten Integrale autheben. Die Kopplungen der auf diese Art
und Weise neu entstandenen Theorie werden renormierte Kopplungen, die urspriinglichen
Kopplungen werden nackte Kopplungen genannt. Um den Gegenterm sinnvoll zu wéhlen,
muss der Wert der Kopplung auf einer bestimmten Skala M bekannt sein. Der Gegenterm
wird auf diese Art und Weise abhéngig von der Skala, auf der man den Wert der Kopplung
definiert hat. Letztlich werden daher auch die renormierten Kopplungen, im Gegensatz zu
den nackten Kopplungen, skalenabhéngig.

Es liegt nahe, dass die perturbative RG benutzt wird, um die Verdnderungen physikalischer
Systeme, also der Kopplungen A; und Felder ¢, zu untersuchen, wenn die Skala M verschoben
wird. Bei infinitesimaler Anderung der Skala:

M — M +6M, (2.51)

kommt es zu infinitesimalen Anderungen der Kopplungen und Felder:

Ai = N+ 0N, (2.52)
¢ — (1+6n)¢. (2.53)

Die g-Funktion, die schon in der Theorie der exakten RG betrachtet wurde (siehe Gleichung
([2.43)), spielt auch in der perturbativen RG eine entscheidende Rolle. Die Anderung der

renormierten Kopplung \; bei infinitesimaler Anderung der betrachteten Skala M wird iiber
die B-Funktion (3; beschrieben:

dX;

Bi(A) = MdM'

(2.54)

Bei A; handelt es sich um eine spezielle Kopplung; die S-Funktionen kénnen grundsétzlich
von allen Kopplungen der betrachteten Theorie (A) abhéngen.

Betrachtet man die Veranderungen aller skalenabhéngigen Kopplungen einer Theorie, so er-
hélt man die Callan-Symanzik-Gleichung, die als Grundgleichung der perturbativen RG ge-
sehen werden kann. Sie lautet:

0 - 0 s 0 v n [ =. YV

Bei n handelt es sich um die Anzahl der Felder, G™ (i”; M, X) ist die Greensche-Funktion der
Ordnung n und -~ ist definiert als:
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on

vy=-M ENa (2.56)
Die perturbative RG kommt, wie erwahnt, vor allem in der Quantenfeldtheorie zum Einsatz,
um die Ergebnisse, die mit der Hilfe von Renormierung aus divergenten Entwicklungen in
Feynman-Graphen erhalten werden, auf beliebigen Skalen betrachten zu kénnen. Die Renor-
mierung der divergenten Reihen hat zu vollig neuen Anschauungen in der Physik gefiihrt.
In der exakten RG tauchen die divergenten Reihen nicht auf. Der Grund dafiir ist, dass hier
immer nur {iber einen infinitesimalen Impulsbereich integriert wird. Die Probleme der exak-
ten RG liegen vor allem in der Approximation (siehe Abschnitt , die notwendig ist, da
schon ein einziger RG-Schritt zu einer unendlichen Anzahl an Kopplungen fiihrt, die nicht
alle betrachtet werden koénnen. Die Fehler, die durch die Wahl der Approximation gemacht
werden, sind anscheinend von &hnlicher Natur und Problematik wie die Fehler, die in der
perturbativen RG gemacht werden, wenn die Entwicklungen in Feynman-Graphen ab einer
gewissen Ordnung abgebrochen werden.

2.3 Theorie zu den Monte-Carlo-Simulationen der
Burgers-Gleichung

Im folgenden Abschnitt wird die Theorie erlautert, die fiir die Untersuchung der Burgers-
Gleichung mit Hilfe des Pfadintegralformalismus und Monte-Carlo-Simulationen benotigt
wird. Zunéchst wird die Burgers-Gleichung mit ihren Eigenschaften vorgestellt. Dann wird
mit Hilfe des Funktionalintegralformalismus eine Wirkung hergeleitet, mit der die angetrie-
bene Burgers-Gleichung simuliert werden soll. Im letzten Unterpunkt wird der Heatbath-
Monte-Carlo-Algorithmus kurz erldutert und dessen Funktionsweise erklart.

2.3.1 Burgers-Gleichung

Ende der dreifsiger Jahre stellte der niederldndische Physiker J.M. Burgers eine Differenzi-
algleichung vor, die eindimensionale hydrodynamische Systeme beschreiben sollte. Die Glei-
chung ist heute als Burgers-Gleichung bekannt und soll in diesem Abschnitt kurz vorgestellt
werden. Eine ausfiihrlichere Ubersicht iiber die Untersuchungen der Burgers-Gleichung findet
man zum Beispiel in einem Artikel von U. Frisch und J. Bec [FB00] sowie von J. Bec und K.
Khanin [BKO07].

Die Burgers-Gleichung hat die folgende Form:

o, v, P
ot Jawj 837]'81']' N

(2.57)

Bei der Burgers-Gleichung betrachtet man die Dynamik eines Gases, dessen Druck verschwin-
det. Man arbeitet also mit einem vollstdndig kompressiblen Fluid. Die Gleichung hat vielerlei
Anwendungen gefunden. So lasst sich das Universums nach dem Urknall sehr gut iiber Teil-
chen beschreiben, die nicht kollidieren, sondern nur iiber Gravitation wechselwirken. In einem
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solchen System ist kein Druck vorhanden. Neben der Kosmologie finden sich aber auch noch
weitere Anwendungen der Gleichung, so zum Beispiel in der nichtlinearen Akustik oder der
Festkorperphysik.

Die Burgers-Gleichung ist der Navier-Stokes-Gleichung sehr dhnlich und sollte daher auch
ahnliche Eigenschaften haben. Wie in Abschnitt gezeigt, wird der nichtlokale Charakter
der Navier-Stokes-Gleichung gerade durch den Druckterm verursacht, der in der Burgers-
Gleichung nicht vorhanden ist. Die Burgers-Gleichung ist lokal. Die Lésungen der Burgers-
Gleichung sind im Grenzfall verschwindender Viskositdt bekannt. So ist ein Schema der
Schocks, die im eindimensionalen Raum mit periodischer Ortskoordinate die Lésung der
Burgers-Gleichung bilden, in Abbildung abgebildet. Die Lage der Schocks ist zufallig.
Die Steigung der Rampen ist aber iiberall gleich. Wird keine neue Energie in das System
gebracht, so ist die Steigung proportional zu % Eine gute Ubersicht iiber die Herleitung und
die Eigenschaften der Losung der Burgers-Gleichung findet man in der Arbeit von U. Frisch
und J. Bec [FB00].

/N v(X,t)

Abbildung 2.3: Losung der Burgers-Gleichung mit periodischer Ortskoordinate und ver-
schwindender Viskositét.

Auch die Form der Strukturfunktion wurde bereits erfolgreich untersucht. Im Folgenden wird
ein kurzer Einblick iiber den Stand der Untersuchungen zur Strukturfunktion gegeben. Eine
ausfiithrlichere Beschreibung findet sich in der Arbeit von J. Bec und K. Khanin [BKO7].
Wirkt die antreibende Kraft nur auf die grofen Skalen eines begrenzten Systems, so sollte
die Strukturfunktion fiir kleine x in guter Naherung die folgende Form einnehmen:

Sp(x) = Cpa® + Cp. (2.58)

In dieser Formel wurde dieselbe Nomenklatur wie in Gleichung verwendet; Die Formel
gilt fiir p > 0. Der erste Summand Cp,2? hat seinen Ursprung in der konstanten Steigung der
Rampen in der Losung der Burgers-Gleichung und ergibt sich sofort, wenn man den linearen
Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Ort in diesem Bereich betrachtet. Der zweite
Term lasst sich tiber die Wahrscheinlichkeit, einen Schock im Intervall x anzutreffen, erkléaren.
Diese ist von der Ordnung O(z). Fiir die Ndherung der Strukturfunktion sollte das System
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endlich sein, damit die Hohe der Schocks beschrinkt bleibt.

Fiir kleine Ordnungen der Strukturfunktion (0 < p < 1) kann man davon ausgehen, dass der
erste Term das Verhalten in Gleichung dominiert. Fiir grofere Ordnungen (p > 1) wird
vor allem der zweite Term dominieren. Geht man von sehr kleinen x aus, so kann man in
erster Ordnung fiir die Strukturfunktion die folgende Regel formulieren:

Sp(z) = Cp (ex)® wobei a = min(p, 1). (2.59)

e ist die Energiedissipation, die in der Theorie der Turbulenz (Abschnitt beschrieben
worden ist. Die Strukturfunktion scheint also allgemein nicht selbstédhnlich zu sein. Sie lasst
sich aber in zwei Bereiche unterteilen, in denen sie sich selbstahnlich verhélt. Man bezeichnet
dieses Skalenverhalten als bifraktal.

Da die Burgers-Gleichung der Navier-Stokes-Gleichung sehr dhnlich ist, wurde sie als Testglei-
chung fiir die Untersuchung turbulenter Systeme verwendet. In den fiinfziger Jahren zeigten
Hopf [Hop50] und Cole [Col51], dass die Burgers-Gleichung nach einer Transformation der
Felder linearisiert und ausintegriert werden kann und man somit Losungen der Gleichung
erhélt. Eine der wichtigsten Eigenschaften der Navier-Stokes-Gleichung, die nichtlineare Ab-
héngig von kleinsten Storungen der Anfangsbedingungen, die zu einer chaotischen Dynamik
fiihrt, ist demnach in der Burgers-Gleichung nicht mehr enthalten. Sie kann also nicht ge-
nutzt werden, um eine der grundlegenden Eigenschaften turbulenter Systeme, die spontane
Entstehung von zufélligem Verhalten aus chaotischen Dynamiken, untersuchen zu kénnen.

Dennoch gibt es heute Versuche mit der Burgers-Gleichung, deren Lésung man kennt, Riick-
schliisse auf die turbulenten Eigenschaften der Navier-Stokes-Gleichung fiithren zu koénnen.
Die Zufilligkeit wird dann als die antreibende Kraft f in das System eingebunden. f kann
zum Beispiel als weifes Rauschen eingefiihrt werden:

6vi 8’[)1' 62’01'

ot " ox;  "omor;

I (2.60)

Da die Form der Strukturfunktion der Burgers-Gleichung sehr gut untersucht und verstan-
den ist, versucht man gewonnene Erkenntnisse auch auf das unbekannte Skalenverhalten der
Strukturfunktion der Navier-Stokes-Gleichung zu iibertragen. Die Form der Strukturfunktion
der Burgers-Gleichung wird von der antreibenden Kraft des Systems beeinflusst werden.

So kann man zum Beispiel ein eindimensionales System, das periodisch im Ort ist, mit einem
zufélligen, aber gaufiverteiltem Antrieb f(k,t) der folgenden Form versehen:

< f(kl,tl)f(kg,tg) >=2A ’k‘ﬁ 5(t1 — tg)é(kl — kg), (2.61)

wobei A die Amplitude ist. Der Mittelwert der Zufallskraft f sollte die folgende Form haben:

< f(z,t) >=0. (2.62)

Wiéhlt man nun 8 < —3, so wirkt die Kraft vor allem im Bereich groffer Wellenléngen. Man
kann aus den Losungen der Burgers-Gleichung den Skalierungsexponenten a aus Gleichung
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(2.59) folgern: a = min(p, 1). Fiir den Fall: =3 < 3 < 0 ergibt sich aufgrund einer héheren
Dichte an Schocks und aus dimensionellen Griinden eher:

a = min(— 2, 1), (2.63)

Wirkt die Kraft vor allem auf die kleinen Wellenlédngen (3 > 0), so sollte das Skalenverhalten
einfach linear sein (a = p). Die Abhéngigkeit der Strukturfunktion vom Antrieb der Burgers-
Gleichung ist noch nicht hinreichend gut untersucht, und es gibt bis heute offene Fragen.
Einen guten Uberblick iiber den Stand der Forschung findet man in dem Artikel von J. Bec
und K. Khanin [BK07].

2.3.2 Funktionalintegralformalismus angewendet auf die Burgers-Gleichung

In diesem Unterkapitel wird die Anwendung des Pfadintegralformalismusses nach Martin-
Siggia-Rose [MSR73]| fiir die Untersuchungen der Burgers-Gleichung erldutert. Auf dhnliche
Weise wurde auch die zu untersuchende RGG der Navier-Stokes-Gleichung hergeleitet. Hier
miissen jedoch zusétzlich die Nichtlokalitdten mit Hilfe der Faddeev-Popov-Methode besei-
tigt werden. Es sei noch erwdhnt, dass die Anwendung von Pfadintegralen, also die Anwen-
dung von feldtheoretischen Verfahren zur Untersuchung der Burgers-Gleichung, bereits sehr
erfolgreich durchgefiihrt wurde. Als Beispiel sei die Interpretation der Schocks der Burgers-
Gleichung als Instanton-Losungen von G. Falkovich et. al. (JFKLM96] und [BEKLI7]) er-
wéahnt.

Es soll die eindimensionale Burgers-Gleichung mit zuféilligem, aber gaufverteiltem Antrieb
betrachtet werden:

ov ov 0%

B) =55 + Vo Vo~

£, (2.64)

Man fasst die Zustandssumme als Summe iiber die Mittelung der feinkoérnigen Verteilung
auf:

Z = /m <8(w—B7f)) >s= /m/pf 5(v — B~ f)p(f). (2.65)

p(f) ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallskraft. Diese soll gaufsverteilt sein und es
ergibt sich daher:

Z /m/pf 8(v — B7Y(f)) exp (—;/dxdtfxlf> : (2.66)

wobei x definiert ist als:

x(z, 2 t, 1) =< f(z,t) f (', 1) >, (2.67)
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und die Korrelation der Kraft auf den betrachteten Léngenskalen angibt. x kann grundsétzlich
frei gewadhlt werden, fiir die Untersuchungen der Burgers-Gleichung ist es aber sinnvoll die
stochastische Kraft so zu wéhlen, dass sie hauptséchlich auf die grofsen Skalen des Systems
wirkt. Insgesamt ergibt sich fiir das erzeugende Funktional:

Z = /Dv/Df §(v — B7L(f)) exp (—;/dxdtfx_1f> . (2.68)

Die Deltafunktion kann aber fiir den nichtinvertierten Fall auf die folgende Art und Weise
umgeschrieben werden:

§(v— B7H(f)) = §(f — B(v)) det (5?(“)) . (2.69)

Uj

Bei det <6B;17v(v)) handelt es sich um die Funktionaldeterminante. Da die Burgers-Gleichung
J

lokal ist, brauchen wir die Funktionaldeterminante nicht weiter zu beachten?} Die Nichtloka-
litdt des Drucktermes in der Navier-Stokes-Gleichung wiirde an dieser Stelle zu Problemen
fiihren, die man nur mit Hilfe der Faddeev-Popov-Methode 16sen kann. Auf diese Art und
Weise wurde die zu untersuchende RGG von D. Homeier hergeleitet [Hom06].

Fiir die Burgers-Gleichung erhélt man letztlich die zu betrachtende Wirkung:

S(v) = ;/dwdx’dtB(v(m,t))X1B(v(a;’,t)). (2.70)

Die Wirkung soll mit Hilfe von Monte-Carlo-Simulationen untersuchen und das Skalenver-
halten der Strukturfunktionen ermittelt werden. Bei einer Strukturfunktion handelt es sich
um eine Invariante unter Galilei-Transformationen. Wiirde man nicht-invariante Groften be-
rechnen wollen, so miisste man eine Eichfixierung vornehmen [BHO07|. Bei invarianten Grofen
ist eine Fixierung jedoch nicht notwendig.

2.3.3 Monte-Carlo-Simulationen

In diesem Abschnitt soll eine kurze Einfiihrung in Monte-Carlo-Simulationen gegeben werden.
Eine umfassendere Einfiihrung in das Thema findet sich zum Beispiel in den Biichern von
I. Montvay und G. Miinster [MM94] und M. E. J. Newman und G. T. Barkema [NB99].
Monte-Carlo-Simulationen werden vor allem auf physikalische und mathematische Probleme
angewendet und erfolgen mit Hilfe von Computern. Man simuliert ein System, dessen Zustand
sich durch einen zufillig gewihlten Schritt dndert. Diese zufillige Anderung findet aber mit
den fiir das System charakteristischen Wahrscheinlichkeiten statt und héngt immer nur vom
aktuellen Zustand des Systems ab. Man erhélt letztlich eine Kette moglicher Zustande des
Systems. Auf diese Weise konnen komplexe Theorien, die mit analytischen Rechnungen oder
direkten Simulationen nicht mehr behandelbar sind, untersucht werden.

2Die Funktionaldeterminante liefert fiir lokale Theorien keinen Beitrag. Dies wird unter anderen in folgender
Veroffentlichung gezeigt: [HMPPMV99).
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2 Theorie

Der Name Monte-Carlo wurde zum ersten Mal 1949 von Nicolas Metropolis in diesem Zu-
sammenhang verwendet. Die Idee der Statistik von Stichproben stammt aber bereits aus dem
vorletzten Jahrhundert. Die Geschichte der Monte-Carlo-Simulationen ist dementsprechend
um einiges dlter als die Geschichte des Computers.

Das Ziel der Monte-Carlo-Simulationen ist es, Erwartungswerte von Messgrofien und mégliche
Gleichgewichtszusténde zu bestimmen. Im Allgemeinen gilt fiir den Erwartungswert einer
Messgrofhe O(¢):

[ DYO(S) exp (—5(6))
<O >= D e (=5(9)

S ist die betrachtete Wirkung. In numerischen Simulationen wird man fiir ein System viele
mogliche Zusténde generieren, die gesuchten Messgrofen fiir die einzelnen Zustdnde ermitteln
und den Mittelwert dieser Zustdnde berechnen:

(2.71)

1 X
0= ; O(én). (2.72)

Bei geniigend hoher Statistik hofft man, den Erwartungswert mit dem Mittelwert der Zu-
stdnde anndhern zu konnen. Wobei beachtet werden muss, dass die Mittelwertbildung erst
stattfindet, wenn sich das simulierte System im Gleichgewicht befindet.

Bevor man die Theorie der Monte-Carlo-Simulationen ndher betrachtet, ist es sinnvoll, sich
zunichst mit Ubergangswahrscheinlichkeiten und Markov-Prozessen zu beschiiftigen. Man
betrachtet ein statistisches System, das iiber ein erzeugendes Funktional beschrieben wird,
und bei dem die Wahrscheinlichkeit P(¢ « ¢'), dass ein Zustand ¢’ in einen Zustand ¢
iibergeht, bekannt ist.

Da wir im erzeugenden Funktional nicht mehr einzelne Zusténde im Speziellen, sondern
immer nur die Gesamtheit an Zustdnden betrachten und fiir den quellenlosen Fall auf eins
normieren, betrachtet man im Allgemeinen die Zustandsdichte W (¢), fiir die gilt:

/Dqu(qs) = 1. (2.73)

Die Anderung der Zustandsdichte eines speziellen Zustandes ist von der Ubergangswahr-

scheinlichkeit P(¢’ < ¢) abhingig:

W (&) = / DOP(¢! — &)W (). (2.74)

Es ist klar, dass die Ubergangswahrscheinlichkeit nicht negativ werden darf. Will man ein
ergodisches System betrachten, so gilt fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit sogar:

P(¢ — ¢) > 0. (2.75)

28



2.3 Theorie zu den Monte-Carlo-Simulationen der Burgers-Gleichung

Auch wenn nicht jeder Zustand von jedem Zustand direkt erreichbar ist, so muss der Ubergang
zumindest iiber Zwischenzustdnde moglich sein.

In einer Markov-Kette betrachtet man eine Reihe von Zustéinden, wobei der Ubergang zwi-
schen zwei Zustanden immer nur vom aktuellen Zustand und nicht von der Vergangenheit
des Systems abhéangt. Eine Markov-Kette hat sozusagen kein Gedéchtnis.

Ein Prozess, der die oben dargestellten Bedingungen fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten
und die Zustandsdichte erfiillt, ist ein Markov-Prozess. Berechnet man aus einem gegebenen
Zustand iiber die Ubergangswahrscheinlichkeiten einen neuen Zustand, aus dem man dann
wieder neue Zustinde berechnet, die jeweils nur vom aktuellen Zustand abhéngen, so erhalt
man eine Markov-Kette. Beginnt man eine solche Markov-Kette mit einer beliebigen Anfangs-
verteilung der Zustandsdichte, so sollte sich das System nach unendlich vielen Iterationen im
Gleichgewichtszustand befinden. Die Ubergangsraten zwischen zwei Zustéinden sind dann in
beiden Richtungen gleich. In diesem Fall spricht man von ,detailed balance”.

Betrachtet man ein physikalisches System, das man simulieren will, so sind die verbleiben-
den Fragen, wie die Ubergangswahrscheinlichkeiten richtig gewiihlt werden kénnen und nach
welchen Regeln das System mit jedem Schritt verdndert werden soll. Hat man eine Antwort
auf diese Fragen gefunden, so kann man die Markov-Kette simulieren. Die Simulation ist laut
Definition ergodisch, und man wird nach ausreichend vielen Iterationen den Gleichgewichts-
zustand erreichen, kann also die Eigenschaften des Gleichgewichtszustandes untersuchen und
Mittelwerte und somit auch Erwartungswerte physikalischer Observablen berechnen. Ein Vor-
gehen dieser Art ist bekannt als Monte-Carlo-Simulation.

2.3.4 Heatbath-Monte-Carlo-Algorithmus

Beim Heatbath-Monte-Carlo-Algorithmus werden die Ubergangswahrscheinlichkeiten wih-
rend der Simulation nicht angepasst. Sie nehmen von Anfang an die Werte an, die fiir den
Gleichgewichtzustand angenommen werden. Man setzt die Wahrscheinlichkeiten:

P& 6) = - exp (~5(6). (2.76)

Zy normiert das erzeugende Funktional, wie bereits aus Gleichung (2.20) bekannt. Aus der
Definition des erzeugenden Funktionals folgt:

/D¢’P(¢’ —¢)=1. (2.77)

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind gleich den Zustandsdichten im Gleichgewicht ge-
wahlt worden. Die gewdhlten Wahrscheinlichkeiten erfiillen offensichtlich alle Bedingungen
fiir einen Markov-Prozess.

Wird auf einem zweidimensionalen Gitter (i,j) eine Wirkung der Form:

S (vij) = Ay [vij — Cy)* + Byj, (2.78)
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2 Theorie

mit A;; > 0 behandelt, wobei A;;, C;; und B;; wihrend eines Monte-Carlo-Schrittes kon-
stant gehalten werden und lediglich v;; zufallig variiert wird, so folgt aus Gleichung@ dass
die definierte Ubergangswahrscheilichkeit in Abhéngigkeit vom Parameter v;; eine Gaufver-
teilung ist. Eine solche Wirkung wird bei den Arbeiten beziiglich der Burgers-Gleichung in
Kapitel [p| untersucht werden.

Betrachtet man ein System auf einem Gitter, wie es in den numerischen Simulationen ge-
tan wird, so betrachtet man die Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht global, da eine viel zu
grofe Anzahl an Endzustinden moglich wire. Es werden vielmehr die Ubergéinge einzelner
Gitterpunkte mit lokaler Ergodizitdt betrachtet. Innerhalb eines Monte-Carlo-Schrittes wer-
den nacheinander alle Gitterpunkte einzeln aufgegriffen und verdndert, wahrend die anderen
Gitterpunkte konstant gehalten werden. Veranschaulicht bringt man die einzelnen Gitter-
punkte nacheinander in Kontakt mit einem unendlich groffen Warmebad, daher der Name
Heatbath-Algorithmus.
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3 Aufstellung einer
Renormierungsgruppengleichung nach
dem Prinzip von Wegner und Houghton
in Z (2)-Symmetrie

Im folgenden Kapitel werde ich eine RGG nach Wegner und Houghton in Z (2)-Symmetrie
herleiten und die Wirkung der ¢*-Theorie mit Hilfe dieser Gleichung untersuchen.

Zunichst wird die RGG aufgestellt und erlautert, wie diese numerisch ausgewertet werden
kann. Im zweiten Teil wird die RGG ausgewertet. Die Ergebnisse werden diskutiert und mit
den bekannten Ergebnissen der perturbativen RG verglichen.

3.1 Aufstellung der Renormierungsgruppengleichung

In diesem Abschnitt wird die RGG von Wegner und Houghton, die in Abschnitt schon
einmal erwahnt worden ist, in skalarer Feldtheorie behandeln. Warum ich mich fiir die Glei-

chung von Wegner und Houghton entschieden haben, wird im letzten Unterpunkt dieses
Abschnittes (3.1.6]) erklart werden. Die RGG lautet:

X 1 / 2 -1 2
S = / 05 (S 05 +Tr (In 0°5 dép, (3.1)
2 0p \ 0o 0 Yoldo)
wobei hier nur renormiert und noch nicht reskaliert wird. Wir integrieren iiber die gréfiten
Impulse A, die wir nach jedem Schritt wieder auf A = 1 reskalieren. Die Wirkung, die wir be-

trachten wollen, besteht aus einem kinetischen Teil und einem Teil, der die Wechselwirkungen
enthalt. Im Impulsraum schreiben wir:

S = Sww + Skiww (32)
1 B B . 0o 0o 7 - 7 _
Skin = 5 /ddpp2¢(p)¢(—p), Sww = stw,z’ = Z/Az Hddpj¢(pj) 5(2_1j).
=2 =2 j=1 Jj=1
(3.3)

Wir legen an dieser Stelle fest, dass Sy, nur Terme mit einer geraden Anzahl an Feldern
besitzt. Die Deltafunktion des Terms sichert die Impulserhaltung der Vertizes. Da wir, wie
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3 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in Z (2)-Symmetrie

oben bereits erwihnt, einen scharfen Cutoff betrachten und wir mit jedem RG-Schritt immer
nur den groften Impuls A ausintegrieren, setzten wir im kinetischen Teil der Wirkung p'2 =
A2,

Analog zur RGG nach Wilson wollen wir im Folgenden den ersten Term der Gleichung
als Linkterm und den zweiten Term als Loopterm bezeichnen. Die einzelnen Kopplungen
der Wirkung werden durch drei Beitrédge verdndert: Einem Beitrag aus dem Loopterm A Loyis
einem aus dem Linkterm A Lii und einem Beitrag aus dem Reskalierungsschritt A Reyi- In den
folgenden drei Unterkapiteln sollen diese Beitrédge naher erldutert und berechnet werden.

}\i = j\Lo,i + j\Li,i + j\Re,i' (3.4)

3.1.1 Loopterm

Genau wie bei der RGG nach Wilson kann man sich den Loopterm wieder als Vertex vorstel-
len, bei dem man zwei Felder mit demselben Impulsbetrag, aber unterschiedlichem Vorzeichen
ausintegriert. Fiir die doppelte Ableitung der einzelnen Komponenten der Wirkung gilt:

0p(P)0p(—p)

6Sww,i YT ) = d, 2 N _,
W_Z(Z 1)/)\2 [T a%;e()) Z:: +P=p)

Jj=1

= A2

(3.5)

In der RGG werden nur die Impulse vom Betrag A ausintegriert. Es verschwinden also nur
diejenigen Terme der Wirkung nicht, in denen je ein Feld mit dem Impuls +A und ein Feld
mit dem Impuls —A enthalten sind. Da die Impulse vom Betrag her gleich sind, ihr Vorzeichen
aber unterschiedlich ist, heben sie sich in der Deltafunktion gerade heraus. Das garantiert
auch nach dem RG-Schritt die Impulserhaltung des neuen Vertex.

Betrachtet man jetzt den Logarithmus, so kann man die folgenden Umformungen vornehmen:

Tr < (Wfi())) = Tr (In (A% + 200 + 4 - 3\4¢% + 6 - 5Ago* + ...)) (3.6)
— Ty (ln ((A2 +2)) <1 L 3A4¢2AJ2F_6F.25;26¢4 : ))) (3.7)

43040 46 - 5" + ...
—Tr(ln(A2+2/\2)+ln<1+ SAa¢” +6 A + ))

A2 +2)
(3.8)

In dieser Formel wurden die Integrale und die Deltafunktionen weggelassen, um die Ubersicht
nicht zu verlieren.

Wie in Gleichung ([2.20) zu sehen, wird das erzeugende Funktional immer normiert. Der
erste Logarithmus aus Formel ([3.8]) ist nicht abhéngig von den Feldern und hebt sich bei der
Normierung heraus. Er spielt daher keine Rolle und braucht nicht weiter beachtet zu werden.
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3.1 Aufstellung der Renormierungsgruppengleichung

Den zweiten Logarithmus aus Formel (3.8)) konnen wir nach Taylor entwickeln in der Form:

[e.9]

In(1+z) = Z(—1)i+1ii, (3.9)

=1

und erhalten die Gleichung:

(i) - (0 (£ et ey

Die Konvergenz dieser Reihe zu zeigen ist nicht trivial. Es bleibt anzumerken, dass es dann
sinnvoll ist, die Reihe zu verwenden, wenn auch eine sinnvolle Approximation der Wirkung
gewadhlt wurde, da beim Abbruch der Reihe genau die Terme wegfallen, die auch durch die
Approximation unterdriickt werden. Die Frage, ob die Approximation letztlich sinnvoll ist,
stellt den Anwender vor dieselben Konvergenzprobleme, die auch in der perturbativen Theorie
auftauchen. Dies gilt auch fiir die geometrische Reihe, mit der wir im folgenden Abschnitt
den Linkterm entwickeln werden.

Die Beitrdage von Gleichung ([3.10)) kann man sich sehr schén mit Feynman-Graphen verdeut-
lichen, wobei wir zunédchst einen neuen Propagator einfiihren:

1

S — 11
A2 +2) (3.11)

Prop =

Wir kénnen den Propagator umschreiben und mit der geometrischen Reihe:

o 1
k
- 3.12
> g T (3.12)

k=0

entwickeln. Wir erhalten:

1 1 o= [ 2\
Prop:Fl_F% AZ( ) . (3.13)

Mit dem Propagator % miissten wir bei jeder Verlinkung von zwei Vertizes immer beach-
ten, dass man zwischen die Vertizes immer noch eine beliebige Anzahl an Zweiervertizes
mit dem Impulsbetrag A einfiigen kénnte. Aus der Entwicklung in Gleichung wird
deutlich, dass wir die zusétzlichen Graphen alle schon in unserem renormierten Propagator
zusammengefasst haben, und diese nicht gesondert betrachten miissen.

Man kann sehen, dass die Summe auf der rechten Seite von Gleichung aus Summan-
den besteht, die jeweils ¢ Vertizes und ¢ Propagatoren besitzen. Die zugehorigen Feynman-
Graphen sind Loops iiber alle Vertizes, die in einem Term vorkommen. Anschaulich dargestellt
verlinken die Propagatoren die ¢ Vertizes in einer Reihe; die Spur und der letzte Propaga-
tor fithren letztlich dazu, dass die beiden dufseren Vertizes miteinander verbunden werden
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3 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in Z (2)-Symmetrie

und auf diese Weise der Loop geschlossen wird. Die Form der Graphen ist in Abbildung
dargestellt.

Abbildung 3.1: Schema eines Loop-Graphen

Gliicklicherweise miissen in den RGGen nur Loops erster Ordnung mit identischen Impulsen
betrachtet werden, wie Wegner und Houghton im Anhang ihrer Verdffentlichung bewiesen
haben [WH73|. Feynman-Graphen, die mehrere Loops mit unterschiedlichen Impulsen ha-
ben, werden in mehreren RG-Schritten berechnet. In diesem Fall werden daher auch héhere
Ordnungen beachtet.

Wie aus Gleichung ersichtlich wird, hangen die jeweiligen Beitrage der Loops nicht von
der Reihenfolge der Vertizes im Diagramm, sondern nur von der Anzahl der vorkommenden
Vertizes ab. Man kann also die Zahl der Summanden betrichtlich verringern, indem man den
Beitrag eines Loops, in dem bestimmte Vertizes vorkommen, nur einmal berechnet und dann
den Beitrag mit der Zahl z multipliziert, die die Anzahl der identischen Beitrdge angibt.
z ergibt sich aus der Anzahl der moglichen Permutationen von N Elementen, die aus m
Gruppen mit jeweils ki,ko,ks,....kn Elementen bestehen. Die Gruppen werden hierbei aus
den vorkommenden Vertizes gebildet, die Anzahl der Elemente ist jeweils die Haufigkeit mit
der ein Vertex vorkommt. Es gilt:

N!
 kylkolks!. k!

z

(3.14)

Es werden alle moglichen Graphen berechnet, da die Spiegelungsymmetrie der Graphen be-
reits in dem Vorfaktor % in der RGG nach Wegner und Houghton beachtet worden ist. Der
Faktor % aus Gleichung (3.10) sorgt dafiir, dass die Drehsymmetrie des geschlossenen Loops
bertiicksichtigt wird.
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3.1 Aufstellung der Renormierungsgruppengleichung

Um den Beitrag des Loopterms direkt hinschreiben zu kénnen, miissen noch die Integrale
iiber die Impulse ausgefithrt werden. Die Integrale sind Oberflichenintegrale iiber eine d-
dimensionale Kugel mit dem Radius A. Aus der Integration ergibt sich daher der Faktor:

Sy = R4~ 1?(‘2) Zusatzlich erhalten wir aus der Fouriertransformation noch einen Faktor:
2
1

@

Alles in allem gilt damit fiir den Beitrag des Loopterms:

d
2

' L1 g 2me ()Y N
ALo = Z 5 A Prop —” (i — 1)\
2 (2m) 4y N Fey ko les) |

alle moglichen Graphen (2m) F(2) 1:/72:R3:.

(3.15)

3.1.2 Linkterm

Den Linkterm kann man sich analog zur RGG nach Wilson als Verkniipfung zwischen zwei
Vertizes vorstellen, indem man jeweils zwei Propagatoren verbindet, bei denen die Impulse
der Felder jeweils den Betrag A, in entgegengesetzter Richtung haben. Die Ableitungen, die
im Linkterm der RGG nach Wegner und Houghton auftauchen, kann man folgendermafen
ausfithren:

0Skin _ dpA24(—7 0Sww,i — , i_l Ao (D S 7)) +
S = [atoaop), G [ [ atne) | 8 70) +9). (@10

5Sww,i 5Sww,j — - = = = = -
56F) 56(—7) = zy/ (H A (P ) ((; n)—i—p)-/ Aj (H ddpm¢(pm)> 5((2 m

In der unteren Gleichung kann man nun die beiden Deltafunktionen umschreiben:

In der umgeschriebenen Form wird deutlich, dass die erste Deltafunktion die Impulserhaltung
des neuen zusammengesetzten Vertex garantiert. Die zweite Deltafunktion muss spéter noch
genauer betrachtet werden. Sie fiihrt zu Problemen, da die Betrachtung der Abhéngigkeiten
der Kopplungen von den Impulsen im numerischen Programm nicht umgesetzt werden konnte.
Dies wird in Abschnitt B.1.5] ndher erlautert.

Die doppelte Ableitung wurde bereits in Gleichung (3.5]) berechnet. Fiir den Linkterm miissen
wir diese Gleichung jetzt noch invertieren und vereinfachen. Hierzu bedienen wir uns eines
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3 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in Z (2)-Symmetrie

Tricks, der auch in der Storungstheorie angewendet wird. Wir betrachten die geometrische
Reihe:

> 1

> df=—. (3.19)
l—gq

k=0

Mit Gleichung (3.5) und der Schreibweise aus Gleichung ([3.8) ergibt sich:

<53> - 1 (3.20)
5o(P)0p(—p))  AZ+2Xha +4-3M1¢? + 6 -5t + ... :
1 1
TAZ+ 2 14 [ VTR (3.21)
1 - w4300 + 6 5Agdt + ...\ "
RUCEE WOl : 22
A2+2)\2 kZ:O( ) < A2_|_2)\2 (3 )

Wie im Unterkapitel iiber den Loopbeitrag wird auch hier der renormierte Propagator Prop =
m identifiziert. Jetzt wird jeweils von links und von rechts die einfache Ableitung der
Wirkung multipliziert und man erhalt:

. 1 !
SLi—Q/ (= [A%0 +2X20 + 4\4¢” + 6X60° + ...] X
p
! i(_l)k 43002 + 6 - Aot + ... ’“X
A? + 2o = A? + 29
X [A%¢ + 2000 + 4X48” + 6X60° +...] ) . (3.23)

Diese Gleichung kann man mit Feynman-Graphen folgendermafen darstellen:

SLi = ;/p/{— [2—.—+4><+6><+8>é+...
- N
X z:(—l)kPropk"|r1 (4-3X+6~%+8-7X+...> X
| k=0
X | 2—e—+ 4X + 6%—1— 8%4— } . (3.24)

Wenn man die Gleichung ausmultipliziert erhélt man Feynman-Graphen der Form, wie sie
in Abbildung (3.2) zu sehen ist. Jede Kombination an Vertizes ist in einer Reihe tiber Links
verbunden.

X
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3.1 Aufstellung der Renormierungsgruppengleichung

v

Abbildung 3.2: Schema eines Link-Graphen.

Nach Gleichung werden auch Graphen erzeugt, bei denen als dufsere Vertizes Zweier-
Vertizes stehen. Aufgrund der Impulserhaltung haben diese zwei Impulse mit dem gleichen
Betrag. Die genannten Diagramme haben nach dem RG-Schritt immer noch Enden mit einem
Impuls vom Betrag |A|, der dann auferhalb des betrachteten Impulsbereichs liegt. Daher
miissen diese Graphen in spateren RG-Schritten nicht mehr beachtet werden und wir kénnen

die Terme A?¢ + 2)\2¢ in Gleichung ([3.23)) weglassen.

Die Integration iiber die Impulse fallt mit Hilfe der zweiten Deltafunktion aus Gleichung
(3.18)) weg, und auch der Vorfaktor aus der Fouriertransformation hebt sich mit dem Vorfaktor
auf, der in der Deltafunktion enthalten ist.

Schreiben wir nun SLi auf der linken Seite von Gleichung (3.23) als Summe aus, so sehen
wir, dass fiir den Beitrag des Linkterms fiir die verdnderten Kopplungen gilt:

. 1
AL = > 5(—Pmp)Nflel...m(m — D) A (3.25)
alle moglichen Graphen

Hierbei ist 1 der Index des dufsersten linken, m der Index eines mittleren und n der Index
des dufsersten rechten Vertex. An Graphen sind alle Kombinationen an Vertizes moglich, die
in einer Reihe verbunden werden. Wie wir bereits beim Loopterm gesehen haben, muss die
Spiegelung dabei nicht beachtet werden, da diese im Faktor % in der RGG beriticksichtigt ist.

3.1.3 Reskalierungsterm

Im letzten Teilschritt miissen die Grofen des Systems noch reskaliert werden, sodass wir
im néchsten Schritt wieder den Impuls A als groften Impuls betrachten und ausintegrieren
konnen. Die hergeleiteten Reskalierungsterme wurden auf diese Art und Weise schon in der
Dissertation von Dirk Homeier [Hom06] verwendet und wurden auch schon in den Veréffent-
lichungen von C. Bervillier [Ber04] und G. R. Goldner [Gol98] aufgestellt.

Zunédchst muss eine Abhéngigkeit der Impulsskala von der urspriinglichen Impulsskala zu
Beginn der RG-Zeitrechnung festgelegt werden:

A = Agexp{—t}. (3.26)

Wird die gesamte Impulsskala reskaliert, so liegt es auf der Hand, dass das Verhéltnis zwischen
zwei Impulsen konstant bleiben muss. Es gilt also:
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3 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in Z (2)-Symmetrie

% = konst. (3.27)

Wird A’ auf den Wert A verschoben, so muss auch der Impuls p verschoben werden, damit
die dimensionslose Grofe aus Gleichung konstant bleibt. Die Impulsskala wird nach
oben verschoben und somit werden die Impulse kiinstlich erhcht. Um die makroskopischen
Grofen, die sich aus der Wirkung berechnen lassen, konstant zu halten, muss man der RGG
Terme hinzufiigen, die den Reskalierungsschritt ausgleichen. Die Impulse sollten auf folgende
Art skalieren:

p= - (3.28)

Die iiblichen Terme der von uns betrachteten Wirkung haben die Form:

[ | T atmot | o35 (3.29)
j=1 j=1

Reskaliert man die Impulsskala, so wird auch das Integrationsmaf reskaliert und man muss
als Ausgleich einen entsprechenden Term in die RGG einbauen. Dieser hiangt offensichtlich
direkt mit der Anzahl der Felder zusammen, da die Anzahl der Integrationen iiber p gleich
der Anzahl der im Term enthaltenen Felder ist. Es muss noch beachtet werden, dass in jedem
Term eine Integration iiber die Deltafunktion gelost und daher nicht umskaliert wird. Eine
d-dimensionale Integration iiber p skaliert offensichtlich mit d. Wir kénnen jetzt den aus dem
Integrationsmafs resultierenden Term in der RGG schreiben als:

+dS —d (/ gb?s;ddp) . (3.30)

Mit dem ersten Term wird die Deltafunktion ausgeglichen. Der Operator qﬁg—g zahlt die Anzahl

der Felder in den Termen der Wirkung.

Um sicherzustellen, dass die Kopplung an ein moégliches dufseres Feld konstant bleibt, miissen
auch die Felder sowohl renormiert als auch reskaliert werden. Zunéchst wollen wir fir den
Beitrag der Renormierung definieren:

6 = ull)d. (3.31)

Die gestrichenen sollen dabei immer die renormierten Grofsen sein. [ ist definiert als: [ = AAO

Wir schauen uns zunéchst das Skalierungsverhalten der Zweipunktfunktion an. Skaliert das
Feld mit der kanonischen Dimension Dy, so gilt:

G(p,S) =< ¢¢ > (p) = pu < ¢'¢’ > (p) = 177417 P2 < ¢'¢/ > (Ip) = G(Ip, 5"). (3.32)

38



3.1 Aufstellung der Renormierungsgruppengleichung

In der Nahe eines Fixpunktes bleibt die Wirkung annéhernd konstant, das Skalieren der
Zweipunktfunktion ist aber bekannt:

G(p, S) = =De= Dot F+FYq(1p, 9). (3.33)

Es gilt also offensichtlich:

NS

p(l) =17

Die dimensionslose Gréfe, die bei der Kombination von Renormierung und Reskalierung
konstant bleiben soll, ist gegeben als:

(3.34)

D¢+ 2

" = — Dot 2 oA, (3.35)

An dieser Stelle kann man also direkt ablesen, auf welche Weise die Felder skalieren sollen:

b=—(Ds—2)o. (3.36)

Analog zum Vorgehen beim Integralmafs, miissen wir auch hier wieder einen Term zur RGG

hinzufiigen. Dieser lautet:
0S
( / p—d¢ > (3.37)

Jetzt muss nur noch ein weiterer Term der RGG eingebaut werden. Dieser Term kiimmert
sich um die direkte Renormierung der Impulse p und ist direkt von den Potenzen der Impulse
in den einzelnen Termen der Wirkung abhéngig. Eine Ableitung nach den Feldern und eine
innere Ableitung nach den Impulsen bestimmt die Potenz der Impulse. Der Term lautet:

L9 88
— / d)pa—ﬁ%ddp. (3.38)

Hierbei bedeutet /, dass die Ableitung nach den Impulsen nicht auf die Deltafunktionen
wirkt. Mit den Gleichungen (3.30)), (3.37) und (3.38]) konnen wir jetzt die RGG im Sinne der

Reskalierung vervollstdndigen und erhalten:

1" 68 [ 828\ 68 528 p 55 4
Szz/{‘éaﬁ (5555) 6<z>+Tr<ln<6¢6¢)>}dp_d(/%dp>+d5
N 5S4 /55
_ ) </¢5¢ > /¢ P (3.39)

In unserem Fall betrachten wir eine lokale Potenzial Approximation, in der die anomalen
Dimensionen der Felder verschwinden. Es gilt also:
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3 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in Z (2)-Symmetrie

ng = 0. (3.40)

Die kanonischen Dimensionen der Felder kann man sich iiber eine Dimensionsanalyse des
kinetischen Terms der Wirkung herleiten. In unserem Fall gilt:

(3.41)

Es ergibt sich fiir den Beitrag der Reskalierung in einem RG-Schritt an den einzelnen Kopp-
lungen:

: —d+2
)\R(i,i = ZAZT_{— + dX;. (3.42)

Damit erhalten wir zum Beispiel fiir die ersten Vertizes bei d = 4 die Reskalierungsterme:

A2 Re = +2)2, Ag,Re = 0, A6,Re = —2X6, Ag,Re = —4)s. (3.43)

Dies entspricht den Erwartungen, da die hoheren Kopplungen irrelevant sein sollten und
nach vielen RG-Schritten iiber die Reskalierung zerfallen, die Vierer-Kopplung durch die
Reskalierung aber unveridndert bleibt.

3.1.4 Vollstandige Renormierungsgruppengleichung

Wir konnen jetzt die in den letzten drei Unterkapiteln ausgearbeiteten Terme der RGG
zusammenfiihren. Die Kopplungen verdndern sich im Rahmen eines RG-Schrittes wie folgt:

g N
. 1 1 omz (—1 N+1 1 N N |
T — = Ad_l (a4 1 i kJ
’ %: 2(2m® 1r(g) N <A2 + m) Filkalkal.. k! ]Hl UG =1DA)
O =

—d+2

1 1 N-1 .
1

Hierbei geht die Summe der Loops und die Summe der Links iiber alle im oben beschriebenen
Rahmen moglichen Feynman-Graphen, die zu einem Vertex mit ¢ Propagatoren fiihren.

Es hat sich herausgestellt, dass die Werte der groflen Kopplungen bei Rechnungen schnell
wachsen. Daher werden wir im weiteren Verlauf die Kopplungen wie folgt normieren:

PV

A = (3.45)

ﬁ.
Dies ist auch die géngige Definition der Kopplungen in der Literatur. Die Gleichung ((3.44))
wird dann zu:
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3.1 Aufstellung der Renormierungsgruppengleichung

a N k.
: 11 omz (—1)N+1 1 N N! N
g=ity b Lo 2 2 I1(iG-v%
Lo 2 7j=1
=17 =1 \M1 N A An . —d+2
Li
Fiir den Propagator gilt damit:
Prop — ——— (3.47)

rop = v .

Gleichung lésst sich fiir niedrige Kopplungen analytisch behandeln, fiir Kopplungen
mit héheren Potenzen der Felder wird dies aufgrund der steigenden Anzahl an Termen aber
schnell sehr miihselig. Hier ist es sinnvoll, die Terme numerisch zu berechnen. Ich habe daher
ein C++ Programm erstellt, das im néchsten Abschnitt ndher erldutert wird.

Veranschaulicht man Gleichung (3.46)) mit Hilfe von Feynman-Graphen, so ergibt sich fiir die
ersten beiden Vertizes nach einem RG-Schritt:

)\/2 =Xy + (4 . 3—Q——|— 2)\2) - At, (3.48)

AQ:A4+<6-5>@—(4.3)2>0< +(4—d)/\4)At. (3.49)

3.1.5 Numerische Umsetzung der Renormierungsgruppengleichung

Um die RGG und den RG-Fluss genauer untersuchen zu kénnen, habe ich ein C++ Programm
geschrieben, das im Wesentlichen die Gleichung simuliert. Als Vorlage wurde hierbei ein
bestehendes C++ Programm von Dirk Homeier verwendet, das zur Untersuchung der Wilson-
Fisher-RGG entworfen worden ist. In meinem Programm ist die maximale Ordnung der
Wirkung beliebig einstellbar, sodass auch sehr komplexe Systeme betrachtet werden kénnen.
Die méglichen Graphen werden automatisch erstellt und ihr Beitrag zum RG-Fluss berechnet.
Das Programm hat die Besonderheit, dass die Dimension als reelle Zahl frei wéhlbar ist.
Somit ist auch € dynamisch einstellbar. Das Programm ist also sehr gut dazu geeignet, die
e-Entwicklung zu untersuchen.

Numerisch kann die RG-Zeit nicht in infinitesimalen Schritten verdndert werden, sondern
schreitet in endlichen Schritten voran. Die Schrittweite wird vor dem Start des Programms
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3 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in Z (2)-Symmetrie

gewdhlt. Das Programm kann die Schrittweite auch automatisch anpasst, je nachdem, ob der
RG-Fluss sich gerade stark oder nur schwach verdndert. Die Schrittweitenanpassung wird
nach den Regeln des Préadiktor-Korrektor-Verfahrens Nullter Ordnung durchgefiihrt.

Die Kopplungen A; der Wirkung sind bekanntermafen impulsabhéngig: A; = A\i(p1, p2...pi)
und sollten fiir unterschiedliche Impulskombinationen unterschiedliche Werte annehmen kon-
nen. Hierfiir habe ich den Fall betrachtet, dass die Impulsskala in siebzig dquidistante Impulse
(fiinfunddreifsig positive und fiinfunddreifiig negative Impulse) aufgeteilt wird. Zwei Kopp-
lungen, die von denselben Impulsen abhéngen, sollten gleich grofs sein, unabhéngig von der
Reihenfolge, mit der die Impulse auf die Felder verteilt werden. Somit reicht es aus, die Im-
pulse der Kopplungen der Grofie nach geordnet zu betrachten, wenn die Kopplungen noch mit
einem Symmetriefaktor gewichtet werden, der die Permutationen der Impulse beriicksichtigt.
Leider erhielt ich selbst unter Verwendung dieser Einschréankung und unter Beriicksichtigung
der Impulserhaltung iiber 10° verschiedene Kombinationen, die Impulse auf einen Achter-
vertex zu verteilen. Jede dieser Kombinationen steht fiir eine Kopplung, die im RG-Fluss
betrachtet werden muss. Es leuchtet unmittelbar ein, dass dies alle zur Verfiigung stehenden
Rechen- und Speicherkapazitaten weit iibersteigen wiirde. Erschwerend kommt hinzu, dass
das Programm mit sogenannten ,Linked Lists” arbeitet, die zwar den bendtigten Speicher
und die benétigte Rechenzeit stark verringern, eine sinnvolle Parallelisierung aber unmdéglich
machen. Aus diesem Grund wollen wir im Folgenden nur Kopplungen betrachten, die nicht
von jedem Impuls der Felder abhangen.

Um eine Auswertung des RG-Flusses zu erleichtern, habe ich zwei weitere C+- Programme
geschrieben. Mit dem ersten Programm kann man das RG-Programm fiir verschiedene Start-
werte der Kopplungen starten. Die Startwerte, die berechnet werden, werden vor dem Start
angegeben und es ist moglich, alle oder einzelne Kopplungen systematisch durchzufahren.
Die Ergebnisse des RG-Flusses werden in einem Ordner ausgegeben, wobei jede Startkom-
bination eine eigene Ausgabedatei erhélt. Das zweite Programm erstellt einen Plotfile. Hier
kann ausgewéhlt werden, welche Parameter der Ausgabedateien in einem Plot gegeneinan-
der dargestellt bzw. aus welchen Dateien die Parameter eingelesen werden sollen. Auch hier
konnen die Startwerte einzelner oder aller Kopplungen durchgefahren werden.

Die beiden Programme erméglichen es, den RG-Fluss mit z.B. mehreren hundert Startwerten
automatisch zu berechnen und ohne Aufwand mit Diagrammen untersuchen zu kénnen. So
kann der RG-Fluss auch in mehrdimensionalen Systemen nach Fixpunkten etc. untersucht
werden.

Um sicher zu gehen, dass das RG-Programm die richtigen Ergebnisse liefert, habe ich zu-
sétzlich ein Programm mit Maple geschrieben, das einen einzelnen RG-Schritt mit beliebigen
Startwerten bis maximal zur Achterkopplung berechnen kann. Die Ergebnisse fiir zufallig
ausgewahlte Schritte des C++ Programms stimmten mit den Ergebnissen des Kontrollpro-
gramms exakt iiberein.

3.1.6 Gleichung nach Wilson und Polchinski

Auch die Gleichung nach Wilson und Polchinski, wie sie in Abschnitt beschrieben wur-
de, hétte sich zur Untersuchung der RG-Fliisse angeboten. Der Unterschied zur RGG von
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Wegner und Houghton ist, dass die Cutoff-Funktion, die bei Wilson als stetige, impulsabhén-
gige Funktion eingefiihrt wird, bei Wegner und Houghton als scharfer Cutoff gewéhlt wird.
Die Impulse werden hier nur zwischen der grofiten Skala A und der intermediiren Skala A’
ausintegriert, bei Wilson geht das Integral iiber den gesamten Impulsbereich, ist aber mit der
Cutoff-Funktion gewichtet, so dass die groften Impulse fast vollsténdig ausintegriert werden,
die kleinen Impulse aber nicht. Die RGG von Wegner und Houghton geht als Spezialfall aus
der RGG nach Wilson und Polchinski hervor, wenn die Cutoff-Funktion als scharfer Cutoff
eingefiihrt wird.

Zunéchst wurde auch die RGG nach Wilson und Polchinski untersucht. Es kam aber bei der
Einfiihrung der Cutoff-Funktion zu Problemen. Diese sollte von den Impulsen abhéngen. Wie
im vorherigen Abschnitt aber bereits erlautert, ist eben die Betrachtung der Impulse im
Rahmen der numerischen Méglichkeiten nicht realisierbar. Bei der Einfiihrung eines scharfen
Cutoffs kommt es nicht zu derartigen Problemen, da hier die Impulsabhéngigkeit wegfallt.
Daher habe ich mich fiir die Arbeit mit der RGG nach Wegner und Houghton entschieden.

Auch fiir die RGG nach Wilson und Polchinski wurde eine RGG aufgestellt und ein numeri-
sches Programm fiir die Auswertung der Gleichung geschrieben. Die Cutoff-Funktion konnte
aber nur als scharfer Cutoff in das Programm eingefiihrt werden.

3.2 Ergebnisse der Renormierungsgruppengleichung

3.2.1 Renormierungsgruppenfluss

Um die eigenen Ergebnisse gut mit der Literatur vergleichen zu kénnen, habe ich zunéchst
eine Wirkung der skalaren ¢*-Theorie untersucht. Diese besteht nur aus der Zweier- und der
Vierer-Kopplung. Der resultierende zweidimensionale Kopplungsraum lasst sich noch relativ
einfach untersuchen, und Fixpunkte und kritische Exponenten lassen sich deutlich einfacher
bestimmen als im mehrdimensionalen Fall.

In Abbildung ist der RG-Fluss im Kopplungsraum gezeigt. Jede Linie ist eine Flussli-
nie mit unterschiedlichen Startwerten. Wie erwartet ist im Ursprung deutlich der Gaufssche
Fixpunkt zu sehen, aus dem der RG-Fluss herausfliefst. Der Wilson-Fisher-Fixpunkt hat
sich bei d = 3.0 bereits weit vom Gaufschen Fixpunkt entfernt und besonders der Wert
der Vierer-Kopplung ist gestiegen. Er hat zwei attraktive und zwei repulsive Richtungen.
Von einer kritischen Trajektorie aus dem Gaufschen Fixpunkt und von grofsen Werten der
Vierer-Kopplung néhert sich der RG-Fluss dem Wilson-Fisher-Fixpunkt. Mit zunehmender
und abnehmender Zweier-Kopplung entfernt sich der Fluss von dem Fixpunkt.

Ein weiterer Fixpunkt ist bei Ao = —1.0 zu sehen. Dieser Fixpunkt entsteht, da der Propaga-
tor Prop fir A = 1.0 und A9 = —1.0 divergiert. Er existiert also nur aufgrund unserer Wahl
des Propagators.
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3 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in Z (2)-Symmetrie

Abbildung 3.3: RG-Fluss bei d = 3.0 und A=1.0.

3.2.2 (B-Funktion und Wilson-Fisher-Fixpunkt

In diesem Unterkapitel wollen wir die S-Funktion der Vierer-Kopplung berechnen. Aus un-
serer RGG folgt nach einem RG-Schritt:

1 \? (\)? —d +2
<A2+,\2> g TAMT T M

n—1 g
L2 ()

Aﬁl =M+
2 T(§)(2n)d

dt. (3.50)

In ¢*-Theorie ist dies also die Gleichung mit der das numerische Programm die Vierer-
Kopplung im Rahmen eines RG-Schrittes verdndert. Die G-Funktion von A4 kann daher fiir
eine infinitesimale Schrittweite direkt abgelesen werden. Es gilt offensichtlich fiir A = 1.0:

- O O\ 3 1 ( 1 >2 )
AN)=——F—=A—=+ . M) — (4 —d)\g. 3.51
Wir wollen nun den Fall d =~ 4.0 betrachten. Zusétzlich wollen wir von einer masselosen
Theorie ausgehen, also A2 gleich Null setzen. Diese Bedingung ist in der Néhe des Gaufsschen
und des Wilson-Fisher-Fixpunktes in guter Naherung erfiillt. Fiir die g-Funktion ergibt sich:

303

BN =462

— (4 —d)\,. (3.52)
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Die Ergebnisse des numerischen Programms stimmen hiermit exakt {iberein. Im Rahmen der
¢*-Theorie konnte also die richtige Funktionsweise des Programms mit positivem Ergebnis
kontrolliert werden.

In der Literatur findet man Werte fiir die S-Funktion [PS95] des Vierervertex in skalarer
¢*-Theorie, die im Rahmen der feldtheoretischen RG berechnet worden sind. Hierbei wurde
die SB-Funktion fiir den Fall d = 4.0 iiber einer Storungsrechnung aus der Callan-Symanzik-
Gleichung bestimmt und dann fiir Dimensionen d = 4 linear genéhert. Es gilt demnach:

dAy 303
M— =0~
dM pr 1672

— (4 —d) A\, (3.53)

wobei M die betrachtete Impulsskala ist. Die Ergebnisse sind offensichtlich mit unseren iden-
tisch und die von uns berechnete g-Funktion wird somit bestétigt.

'Exakte RGG ———
Feldtheoretische RGG -------

Abbildung 3.4: §-Funktionen bei d = 3.8.

In Abbildung sieht man die B-Funktionen aufgetragen, die sich aus meinem numerischen
RG-Programm und der Ndherung in Storungstheorie ergeben. In meinem Programm wurde
Gleichung in masseloser Theorie benutzt. Beide S-Funktionen schneiden zweimal die
Nullachse. Fiir 54(X) = 0 verdndert sich die Kopplung nicht mehr. Hier liegen offensichtlich
der Gaufssche und der Wilson-Fisher-Fixpunkt.

In Abbildung ist noch einmal der Wilson-Fisher-Fixpunkt gezeigt. Wie bereits in der
Theorie beschrieben, lauft der Wilson-Fisher-Fixpunkt aus dem Gaufsschen Fixpunkt heraus,
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Abbildung 3.5: Wilson-Fisher-Fixpunkt bei d = 3.0.

wenn man die Dimension d unter d = 4 senkt. Sinkt die Dimension weiter, so entfernt sich der
Wilson-Fisher-Fixpunkt weiter vom Gauftschen Fixpunkt. Dieses Verhalten ldsst sich iiber
das numerische Programm bestétigen.

Wie bereits erwahnt, verschwindet die S-Funktion am Fixpunkt. Setzt man nun Gleichung
(3.51)) mit der Naherung A2 = 0 gleich Null, so erhdlt man fiir die Lage des nichttrivialen
Fixpunktes \J:
doed—c
(4m) 2 T'(55°)

Nj= e (3.54)

Es gilt hierbei die iibliche Definition: € = 4 — d.

Aus der feldtheoretischen RG erhélt man die Lage des Fixpunktes ebenfalls aus der (-
Funktion. Hier gilt in erster Ordnung in € und zweiter Ordnung in A4 fiir kleine e [KSF01]:

167
3

In Abbildung ist die Lage des Wilson-Fisher-Fixpunktes fiir kleine € fiir beide Methoden
aufgetragen. Man sieht, dass die Ndherungen fiir sehr kleine € iibereinstimmen, fiir grofere
e aber auseinanderlaufen. In Abbildung [3.7] ist die Lage fiir grofie € aufgetragen. Hier ist im
Vergleich zu der Niherung der perturbativen Theorie nicht mehr viel Ahnlichkeit zu erkennen.

Al

¢ (3.55)
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Der Grund dafiir ist die unterschiedliche Herangehensweise der Naherung. Die Ndherung der
[-Funktion, die sich aus unserer RGG ergibt, findet mit der Wahl der Approximation statt.
€ ist als Parameter in der Gleichung enthalten. Bei der §-Funktion, die aus der perturbativen
Rechnung erhalten wurde, wird das Ergebnis der §-Funktion in erster Ordnung fiir € # 0
gendhert. Daher stimmen die Naherungen auch gerade fiir kleine € so gut iiberein. Die Werte
der §-Funktion der exakten RG@G, die in den Abbildungen verwendet wurden, sind mit dem
numerischen Programm berechnet worden.

6
| | I ExaktelRGG -
Perturbative RGG -------
5 i //////,_
4 I /////// -
* < ///////
< 8T |
2 I /////// -
1 I ///// -
0 L A | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

€
Abbildung 3.6: Wanderung des Wilson-Fisher-Fixpunktes in Abhéngigkeit von e.

Auch bei der Betrachtung des renormierten Propagators P = /\2#% kann man die Lage des

nicht trivialen Fixpunktes analytisch bestimmen. In diesem Fall kann man aber A} nur noch
berechnen, wenn auch A5 bekannt ist. Fiir die Lage des nichttrivialen Fixpunktes ergibt sich
mit A = 1:

1+ ¢ 14 £\? A2+ 205 + 1) e(4m) 2 T (45
M=t ( 3) TG S LCURENG SN
1+§ 1+§ 6(1+¢) 3

Auch diese Ergebnisse konnte ich nutzen, um die Funktionsweise des numerischen Programms
zu kontrollieren.

3.2.3 Kritische Exponenten der ¢*-Theorie

Die kritischen Exponenten geben an, wie der RG-Fluss in der Nahe der Fixpunkte und
entlang der Eigenrichtungen mit dem Abstand zu den Fixpunkten skaliert. Wir betrachten die
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14 T T

Exakte RGG —

12

10

0 1 I I
0 0.5 1 1.5 2

€

Abbildung 3.7: Wanderung des Wilson-Fisher-Fixpunktes in Abhéngigkeit von e.

Exponenten in skalarer ¢*-Theorie. Zunichst miissen die Eigenrichtungen des Wilson-Fisher-
Fixpunktes bestimmt werden. Wie man schon in Abbildung [3.5] sehen kann hat der Wilson-
Fisher-Fixpunkt zwei attraktive und zwei repulsive Richtungen. Sowohl die attraktiven als
auch die repulsiven Richtungen liegen sich jeweils gegeniiber. Da die RGG in der Nihe des
Fixpunktes linearisiert werden kann, konnen wir davon ausgehen, dass die Exponenten der
beiden attraktiven sowie der beiden repulsiven Richtungen jeweils gleich sind.

Wir wollen das Skalenverhalten der beiden Exponenten untersuchen. Die genauen Werte fiir
den Fixpunkt kénnen wir leicht iiber Gleichung (3.56)) bestimmen. Es ergibt sich fiir d = 3:

Ay~ —0.1429  und A} ~ 9.6682. (3.57)

Um die Eigenrichtungen zu bestimmen, sind die in Abschnitt beschriebenen C++ Pro-
gramme zur Auswertung des RG-Flusses sehr hilfreich. Man findet die Eigenrichtungen mit
Hilfe der sogenannten “shooting method”.

Dazu wird das RG-Programm zunéchst von unterschiedlichen Startwerten, die in einem Gitter
um den Wilson-Fisher-Fixpunkt verteilt sind, gestartet. Um die Startwerte des Flusses, der
sich dem Wilson-Fisher-Fixpunkt am weitesten annéhert, wird ein neues feineres Gitter an
Startwerten erstellt und so weiter. Die Eigenrichtungen lassen sich auf diese Art und Weise
sehr genau bestimmen, wie man in Abbildung [3.§ sehen kann.

Wir wollen uns anschauen, wie die beiden Kopplungen entlang der Eigenrichtungen skalieren
und betrachten:
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T T LY T T T
L \ RG-Fluss 1 ——— |
101 ‘ RG-Fluss 2 -------
<« 4
<
1 1
-0.17 -0.16 -0.15 -0.14 -0.13 -0.12 -0.11
Ay
I I I v I I RG F| I3
- \ -Fluss o ——
10 \ RG-Fluss 4 -------
10 | ‘
9.9 -
9.8
<+ 97
(< -
96 - e
o5+
9.4 [
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Abbildung 3.8: Eigenrichtungen des RG-Flusses in der Umgebung des Wilson-Fisher-
Fixpunktes mit d = 3.0.

(X2—A3) IGYEDYY
ot ot
(A2 = A3) (A1 = A9)
AoRAE Aa=A] Ao=A3;AamN]

= wy und = wy. (3.58)
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. . O Ni—AF ) .
Es gilt allgemein: % = 88);, da A} konstant ist.

Man kann sich die beiden Exponenten wo und w4 direkt aus dem RG-Programm ausgeben
lassen. In Abbildung [3.9] sind fiir die RG-Fliisse aus dem oberen Diagramm von Abbildung
die Ergebnisse fiir die Exponenten gegen die RG-Zeit dargestellt.

Man kann ablesen, dass die Kopplung A2 zunédchst mit wo = 1.67 skaliert. Der Wert bleibt
konstant, bis der Fluss seine Richtung dndert, nachdem er den direkten Bereich um den Fix-
punkt wieder verlassen hat. Fluss 1 néhert sich darauthin dem Fixpunkt bei Ao = —1.0. Der
Fluss divergiert und eine weitere Betrachtung der Exponenten macht keinen Sinn mehr. Fluss
2 lauft hinter dem Fixpunkt geradlinig weiter. Hier kann ein zweiter Exponent identifiziert
werden als: ws = 2.0. Fiir Fluss 3 erhélt man dieselben Exponenten wie mit Fluss 2 und mit
Fluss 4 dieselben wie mit Fluss 1.

Man kann ablesen, dass A4 in der Nahe des Fixpunktes mit wy = —1.0 skaliert. Nachdem der
Fluss den direkten Bereich um den Fixpunkt verlassen hat, pendelt sich die Skalierung nicht
auf einen festen Wert ein.

Man kann die Gleichungen (3.58) umschreiben und erhélt:

o
ot

o\

=wy (A2 — \3) und =

AoRAS A =AE

=ws (A —AN}).  (3.59)
A2 =5 Mm%

Leitet man diese Gleichung nach den Kopplungen ab und setzt die Definitionen der (-
Funktionen ein, so ergibt sich:

_9B(N)
02

90BN

e = wy. (3.60)

Ao =A55 A0S

= Wy und
AoRAE A =A%

Aus der RGG fiir die Kopplungen (3.46[) erhalten wir fiir die Zweier-Kopplung:

- _ A < 1 >2+2. (3.61)

dd
AgRAS A=) 24(m)2T(3) 1+ X

_9B(N)
Mo

Fiir die Vierer-Kopplung ergibt sich:

9Ba(N)
W

___ b\ ( L >2+(4—d). (3.62)

drid
Ao=A5 AN 24(m)2T(§) \1+ A2

Wir betrachten den Fall: d = 3.0 und setzen fiir die Kopplungen die Werte des Fixpunktes
ein, die wir aus Gleichung ([3.56)) berechnen kénnen. Wir erhalten fiir die Exponenten:

w9 = 1.66 und Wy = —1.0. (363)

Dies stimmt mit den Ergebnissen des numerischen Programms iiberein.
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2.1 T I ; .
RG-Fluss 1 ——
RG-Fluss 2 -------
2 Jante - .
1.9 - i
1.8 4
1.7 1
[\l — e
38
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1.2 L 1 1 L |
0 2 4 6 8 10 12
1 I I I I I [ I
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05 | -
0 4
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Abbildung 3.9: Skalierung der Kopplungen des RG-Flusses in der Umgebung des Wilson-
Fisher-Fixpunktes mit d = 3.0.

Fiir unterschiedliche Dimensionen erhélt man unterschiedliche Exponenten. In der folgenden
Tabelle sind die Werte der kritischen Exponenten fiir einige Dimensionen angegeben. Un-
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3 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in Z (2)-Symmetrie

tersucht wurde dabei die Skalierung des RG-Flusses am Wilson-Fisher-Fixpunkt mit Hilfe
des RG-Programms. Die Werte konnten analytisch tiber die Gleichungen (3.61)) und (3.62))
bestétigt werden.

(o [ o]
3.81193| —0.2
361|186 | —0.4
33|17 | —0.7
3.0(1.66 | —1.0

Betrachtet man die Tabelle, so konnte man fiir die Exponenten die folgenden Regeln aufstel-
len:

wo =2 — % und Wy = —€. (3.64)

Die erhaltenen Exponenten kénnen mit Literaturwerten verglichen werden. Im Lehrbuch von
Zinn-Justin [ZJ89] ergibt sich fiir den Exponenten, der mit wy zu vergleichen ist:

wy=€¢+0 (62) . (3.65)

Der Grund fiir das unterschiedliche Vorzeichen ist die unterschiedliche Richtung in der die
Skalenveranderungen vorgenommen werden. In der exakten RG betrachtetet man sinkende, in
der perturbativen RG betrachtet man steigende Impulsskalen. Man kann sagen, dass sich die
RG-Zeit beim Vergleich zwischen perturbativer und exakter RG in unterschiedliche Richtung
bewegt (t — —t). Das Ergebnis der perturbativen RG bestétigt also unseren Messwert.

Auch fiir wy findet sich ein Literaturwert. Bei dem entsprechenden Exponenten 7, ist aller-
dings die Reskalierung noch nicht beriicksichtigt. Aus der Definition des Exponenten geht
hervor, dass das Vorzeichen in diesem Fall mit unserem Vorzeichen identisch sein muss. Es
gilt:

1 = wp — 2.0. (3.66)
Laut Zinn-Justin [ZJ89)] gilt fiir den Exponent v:

1
UV = .
N2 + 2

Mit den Gleichungen (3.64), (3.66) und (3.67) erhalten wir, mit den Werten, die wir mit

unserem numerischen Programm gemessen haben, flir den Exponenten v die Relation:

(3.67)

1

— (3.68)

v =

(=)
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3.2 Ergebnisse der Renormierungsgruppengleichung

Entwickelt man den Bruch mit Hilfe der geometrischen Reihe, die in Gleichung (3.19) gegeben
ist, so erhéalt man fiir v:

w=1+:+0(). (3.69)
Der Wert fiir v stimmt damit mit dem Wert, den Zinn-Justin erhélt, iiberein. Die berechneten
Exponenten kénnen also mit Literaturwerten bestétigt werden.

3.2.4 Untersuchungen der ¢*-Theorie in héherer Ordnung

Der Aufbau des numerischen Programms ermdglicht es, alle moglichen skalaren Theorien,
in denen ausschlieflich Kopplungen mit geraden Potenzen der Felder betrachtet werden, im
Rahmen der lokalen Potenzial Approximation, zu untersuchen. Die Ordnung der Theorien
kann prinzipiell beliebig gewdhlt werden, wird aber dadurch beschrénkt, dass die benétigte
Rechenzeit schnell ansteigt. In diesem Abschnitt wollen wir in ¢*-Theorie arbeiten, aber die
Kopplung Ag mit beriicksichtigen. Fiir alle Simulationen, die durchgefiihrt werden, gilt zu
Anfang:

Ao(t = 0) = 0. (3.70)

Die Sechser-Kopplung baut sich nur iiber den Zerfall der Vierer-Kopplung auf. Wir arbeiten
daher trotz der Hinzunahme der zusétzlichen Kopplung immer noch in ¢*-Theorie.

Abbildung 3.10: Der Sonnenaufgang-Graph wird in mehreren RG-Schritten erstellt.

Hat sich der Sechser-Vertex aufgebaut, so leistet er auch einen Beitrag zum Vierer-Vertex.
Der sogenannte Sonnenaufgang-Graph in Abbildung [3.10] wird bei dem von uns betrachteten
RG-Fluss mit beriicksichtigt. Zunéchst werden zwei Vierer-Vertizes als Linkterm verbunden
und liefern einen Beitrag zum Sechser-Vertex. Der Sechser-Vertex liefert iiber den einfa-
chen Loopterm einen Beitrag zum Vierer-Vertex. Schlieklich liefert der Vierer-Vertex wieder-
um iber den einfachen Loopterm einen Beitrag zum Zweier-Vertex. Betrachtet man einen
Sechser-Vertex und fiihrt die drei beschriebenen Verkniipfungen der Propagatoren durch, so
baut man einen Sonnenaufgang-Graph zusammen und erhélt schlieflich einen Beitrag zum
Zweier-Vertex. Der Graph kann also innerhalb von drei RG-Schritten gebildet werden und
wird auf diese Weise beriicksichtigt. So wie der Sonnenaufgang-Graph werden verschiedene
Graphen hoherer Ordnung im Fluss der exakten RG direkt mitberiicksichtigt.
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3 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in Z (2)-Symmetrie

Dem Sonnenaufgang-Graphen kommt aber eine besondere Bedeutung zu, da er der erste
Graph ist, der einen Beitrag zur Feldrenormierungskonstante Z, der perturbativen Theorie
liefert, und daher fiir die Bestimmung der anomalen Dimension 7 benétigt wird. Im Fall der
lokalen Potenzial Approximation ist 7 immer gleich Null, arbeitet man aber zum Beispiel mit
der Ableitungsentwicklung, so ist die Bestimmung von n unumganglich.

Abbildung 3.11: Wilson-Fisher-Fixpunkt bei d = 3.0.

Das trotz der Hinzunahme des Sechser-Vertex sowohl der Gauftsche Fixpunkt, als auch der
Fixpunkt, der aufgrund der Divergenz des Propagators entsteht, existieren muss, ist trivial
und kann numerisch und analytisch bestétigt werden. Zu untersuchen ist aber, ob auch der
Wilson-Fisher-Fixpunkt immernoch zu finden ist.

Die Suche nach dem Fixpunkt wird aufgrund der héheren Dimension des Kopplungsraumes
erschwert. Im Allgemeinen miissen auch Rechnungen mit A\g(¢ = 0) # 0 gestartet werden, um
den Fixpunkt sicher identifizieren zu konnen. Erst nachdem man die Position des Fixpunktes
bestimmt hat, kann man priifen, ob der Fixpunkt auch im Rahmen der ¢*-Theorie erreicht
werden kann. Solche Untersuchungen sind zeitaufwendig, aber prinzipiell moglich.

Bei d = 3 kann der Wilson-Fisher-Fixpunkt bereits im Rahmen der ¢*-Theorie sicher identifi-
ziert werden, da hier der Wert der Sechser-Kopplung am Wilson-Fischer-Fixpunkt gerade Null
ist. Der Fixpunkt ist in Abbildung [3.11] dargestellt. Die RG-Fliisse in der Abbildung scheinen
sich zu schneiden. Da der RG-Fluss im Kopplungsraum untersucht wird, sollte das Schneiden
der Flusslinien grundsétzlich verboten sein. Zu beachten ist aber, dass wir in Abbildung [3.17]
einen dreidimensionalen Kopplungsraum als zweidimensionales Diagramm abgebildet haben.

o4



3.2 Ergebnisse der Renormierungsgruppengleichung

Betrachtet man den Kopplungsraum in einer dreidimensionalen Darstellung, so sieht man,
dass sich die Flusslinien nicht schneiden.

Mit Hilfe des numerischen Programms kann die Lage des Fixpunktes relativ genau bestimmt
werden:

A5 =—0.1420 . A1=9.6682 und  A:=0.0. (3.71)

Die Werte fiir die Zweier- und Vierer-Kopplung am Fixpunkt sind demnach identisch mit
den Werten, die bei der Betrachtung der ¢*-Theorie ohne die Sechser-Kopplung berechnet
worden sind (siehe Gleichung ) Die Sechser-Kopplung ist am Fixpunkt gleich Null. Bei
der Bestimmung der Exponenten ws und wy sollte die Sechser-Kopplung ihren Fixpunktwert
annehmen und demnach verschwinden. Wir erhalten bei der Bestimmung der Exponenten
daher genau die gleichen Exponenten wie bei der Betrachtung ohne den Sechser-Vertex in
Abschnitt Sie lauten:

wy = 1.66 und wyg = —1.0. (3.72)

Diese Exponenten konnten auch mit Hilfe des numerischen Programms gemessen werden.

Auf die in diesem Abschnitt dargestellte Art und Weise kann man durch Hinzunahme zusétz-
licher Kopplungen, die beim Start der Simulation gleich Null gesetzt werden, mit dem nume-
rischen Programm viele Graphen berechnen lassen. Die Untersuchungen im Kopplungsraum
werden mit zunehmender Dimension natiirlich immer komplizierter und bei hoher Ordnung
nahezu aussichtslos; die Untersuchungen kénnen aber ohne zusétzliche Arbeit am numeri-
schen Programm durchgefiihrt werden.
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4 Aufstellung einer
Renormierungsgruppengleichung nach
dem Prinzip von Wegner und Houghton
in O (3)-Symmetrie

In diesem Kapitel werde ich eine RGG in O (3)-Symmetrie fiir die skalare Feldtheorie in
lokaler Potenzial Approximation herleiten und untersuchen.

Im Vergleich zu Kapitel [3| wird lediglich die Symmetrie gedndert, so dass der Aufbau des
Kapitels und die Vorgehensweise der Untersuchungen im Wesentlichen der von Kapitel
entspricht. Da viele Sachverhalte bereits aus fritheren Kapiteln bekannt sind, werden die
Erklarungen in diesem Kapitel eher kurz gehalten.

Im ersten Teil des Kapitels wird die RGG aufgestellt, die im zweiten Teil des Kapitels aus-
gewertet wird. Es werden die Ergebnisse diskutiert und mit den bekannten Ergebnissen der
perturbativen RG verglichen.

4.1 Aufstellung der Renormierungsgruppengleichung

Wir wollen nun eine RGG fiir den Fall dreikomponentiger Felder aufstellen. Die Felder haben
die Form:

¢1(p)
o(p) = | o2(P) | - (4.1)
¢3(P)

Die betrachtete Wirkung erhélt somit die Form:

1 L.
Suin =5 [ P,

S =3 Sumi =Y [N [Ie5 (606 - (6Fi-1)85) ) & AR
i i j=1 j=1

Da immer nur eine gerade Anzahl an Feldern in der Wirkung erlaubt ist, und immer zwei
Felder ein Skalarprodukt bilden, ist garantiert, dass die Wirkung immer eine skalare Grofe
ist.
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4 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in O (3)-Symmetrie

Dass die Felder im Allgemeinen nicht vertauschbar sind, hat keinen Einfluss auf die Wir-
kung, da bei allen Feldern tiber alle moglichen Impulse integriert wird, sodass alle moglichen
Kombinationen der Felder erreicht werden konnen. Wir wollen in diesem Kapitel den sym-
metrischen Fall betrachten. Fiir die Ableitung einer Feldkomponente nach einer anderen gilt
somit:

= 5. (4.3)

Die RGG ({3.1]) nach Wegner und Houghton &ndert sich insofern, dass die doppelte Ableitung
als Matrix aufgefasst werden muss. Wir definieren uns die Matrix A mit den Eintragen:

528
Ay = . 4.4
= 56590, () 4
Mit A koénnen wir die RGG nach Wegner und Houghton folgendermafsen schreiben:
88
. _ L 5 55 55 L] e
5=3) - (& = )@ | mly | +rman, 6s)
S¢3(—p)

In dieser Gleichung wurde wieder nur renormiert und noch nicht reskaliert. Auch hier kann
man den ersten Summanden als Linkterm und den zweiten Summanden als Loopterm auf-
fassen. Wie in Kapitel [3] werden die einzelnen Kopplungen der Wirkung im Rahmen eines
RG-Schrittes wieder durch drei Beitrage verdndert: Einem Beitrag aus dem Loopterm, einem
aus dem Linkterm und einem Beitrag aus dem Reskalierungsterm. Mit dem Link- und dem
Loopterm werden wir uns in den néchsten beiden Unterkapiteln beschéftigen.

Der Beitrag des Reskalierungsterms kann vollig analog zum Reskalierungsterm in Z (2)-
Symmetrie hergeleitet werden (siche Abschnitt , da die Beitrage unter der betrachteten
Anderung der Symmetrie identisch bleiben. Daher wird der Reskalierungsterm in diesem
Kapitel nicht weiter erlautert.

4.1.1 Loopterm

Fiir die Ableitungen der Wirkung nach einer Feldkomponente gilt unter Beachtung von Glei-

chung (I3):

R
500 (7) —/dpp Ok (—D)
o) % i—1
#>0 [ 2 T | (3603 - (350)d-0) onmivs | (X5 | +5
i=2 j=1 j=1

(4.6)
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4.1 Aufstellung der Renormierungsgruppengleichung

Die Ableitung nach zwei Feldkomponenten wird schon etwas komplizierter:

525 y . o R . 1—2 .
Son ()01 (— )—p 6kl+zZ; 5kll/ Hdpj (¢ p1 ¢(P2)) ( (Di— )¢(Pi—2)>5 2 j
+iti-2) [ x| T[4 | (5030) - (365)3-0) x
j=1
1—2
X Q1 (Di—3) D1 (Pi-1)d il (4.7)
j=1

Um die Formeln iibersichtlich zu halten, definieren wir zunéchst einen Platzhalter:

c= [ Hdpj (6606@)) . (55i-5)d(Fi-0)) 6 ij ST

Die Komponenten der Matrix kénnen in die folgende Form gebracht werden:

Ay = 8 + B ZiC (d_;(p ) + Zz i —2)Coy(Pi—3) o (Pi-1)
=2 1=2
5 > iC (gz»(@fs)&(ﬁiﬁ)) + 3 (i — 2)CH(Frs) or (i)
= (52 +2)2) | o + —= =1

P2+ 2N

B;j
= (p%2+2 . — 4.
(5% +2X2) b + 42_'_2/\2 (4.9)

Wir konnen jetzt die geometrische Reihe (siche Gleichung (3.19))) benutzen und zusétzlich
den Logarithmus entwickeln und schreiben:

Trin(A) =Tr (In (5% +2X2) + In (1 + B))
} SN 1 \'B
=Tr (ln (p 2 4 2X2) + ; (—1)7+1 (M) l> ) (4.10)

Der Term In (ﬁ 24 2)\2) kann, wie im Fall der Z(2)-Symmetrie, weggelassen werden, da das
erzeugende Funktional renormiert wird. Fiir die Spur der Matrix erhalten wir:

0o [ it i .
Trln(A):Z<( 1@,) <ﬁ2j%) Tr(B")). (4.11)

99



4 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in O (3)-Symmetrie

Die Matrix B hat die Komponenten:
(o] (o]
By = o ZzC’ (Qf)(ﬁz ) + Zl Z — 2 C(bl i )gf)k(ﬁl_l) (4.12)
i=4 =4
Zu beachten ist, dass der erste Term aus kompletten Skalarprodukten besteht, und im zweiten

Term noch jeweils zwei einzelne Komponenten der Felder auftauchen, die noch kontrahiert
werden miissen. Betrachten wir eine Matrix M mit der folgenden Struktur:

My = Sy M™ + M™ ¢y i, (4.13)

wobei M* und M** jeweils fiir Summen mit mehreren Termen stehen, so ergibt sich:

3 3
(MB);, =Y MyjBj = > (83, M* By + M** .6, Bj1)
j=1 j=1
=818, MY " iCod+ M*D " i(i — 2)Cydy
=4 =4

o) 3 o)
+ Mgy, Yy iChG + My Y (i — 2)Ceh
i=4 j=1 i=4
00 . 3
=> " | uM*iChp+ M*i(i — 2)Cygy + > M*™i(i —1)Cigy, | . (4.14)
i=4 j=1

Man erhélt wieder Terme, die entweder aus vollstdndigen Skalarprodukten bestehen oder zwei
einzelne Komponenten der Felder beinhalten. Die Terme: B*t! = B?B haben offensichtlich
auch genau diese Form. Bildet man die Spur von Matrizen der Form: B’, so werden die
Eintrédge der Hauptdiagonale summiert und die Terme mit den Komponenten der Felder
kénnen wieder als Skalarprodukt geschrieben werden. Man erhélt letztlich die gewiinschte
skalare Grofe.

Analog zu Abschnitt|3.1.1] ‘ muss auch in O (3)-Symmetrie jeder Beitrag zum Loopterm jeweils
d

21

F(%)

mit einem Faktor =1 aus der Fouriertransformation und einem Faktor S; = A1 aus

(2)

dem Oberflachenintegral iiber die Impulse multipliziert werden.

Mit diesen Faktoren, Gleichung (4.14)) und Gleichung (4.11)) ist der Loopbeitrag vollstindig

bestimmdt.

4.1.2 Linkterm

Fiir den Linkterm muss die Matrix A invertiert werden. Mit den Gleichungen (4.4) und .
folgt fiir die Komponenten der Matrix:
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X ¢l(pz ¢1€ Di— 1 (Zp]) . (415)

Um die Ubersichtlichkeit zu bewahren definieren wir die Platzhalter:

Cy =fj 2 (H dp) (3()6(2) ) - (G- 3(Fi-2)) & ((Z g +ﬁ) . (416)
Jetzt konnen wir schreiben:

Apt = 81 C1 + Cody(pi—3) Pr(Pi—1)- (4.17)

Fiir die Komponenten der inversen Matrix erhalten wir nach ldngerer Rechnung:

5 3
D' =34 (0101+ > 0102¢m<@3)¢m(m1>)

m=1;m#k

+ m (=C1C2¢y (Pi-3) ¢k (Pi-1)) - (4.18)

Fiir die Determinante ergibt sich:

det A = C1C1Cy + C’lCngq_S}_g@_g. (4.19)

Schlieflich erhalten wir fiir den Linkterm:
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4 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in O (3)-Symmetrie

5 —p — —
( o8 55 _ 55 _ ) (4)! m(s(szi) _ C1C1C3¢(Pi—1)03<f(pi:1)
0p1(p)  Op2(P) 0¢3(P) 5¢26(§p) CLCLCy + C1C1Codi_3is
0¢3(—D)

203¢(ﬁi—1)€3¢(§77—1)
C1+ Cai30i—2

. (4.20)

Im Vergleich zum Loopterm hat dieses Ergebnis den Vorteil, dass alle Felder bereits als
Vektoren vorliegen und es keine einzelnen Komponenten der Felder mehr gibt. Um eine
bessere Ubersichtlichkeit zu garantieren, lassen wir die Integrale und Deltafunktionen weg:

C30(Pi-1)C3(Pi-1) _ [/ .

- dpp?qﬁk(—ﬁ)+2A2+4/\4¢3+6>\6¢5+..} X
C1+ C20i_3¢;—2

1
% [AZ 20+ 43002 + 65t + } %

X [/ AP 72 dr (D) + 202 + 4A\g$® 4+ 6X69° + ] . (4.21)

Beim Vergleich mit Gleichung stellt man fest, dass wir den mittleren Term aus Glei-
chung mit der geometrischen Reihe auf genau dieselbe Art und Weise entwickeln kon-
nen, wie wir es bei der Z (2)-Symmetrie bereits getan haben. Mit derselben Begriindung, wie
im Fall der Z (2)-Symmetrie, konnen die Terme [ dp’ p2¢r(—p) + 22 weggelassen werden.
Die Graphen, die diese Terme verursachen, befinden sich aufterhalb des Impulsbereiches, der
nach dem RG-Schritt noch betrachtet wird.

Wir erhalten somit fir den Linkterm:

. 1/ - - 1 > 4-300246-5rsdd + ...
Spi== — AP + 6060 + | = (—1)F
Li 2/1,( [ 197+ 62607 + ]ﬁ2+2)\2k§0( ) P24 2) %
x [4/\453 + 6 + } ). (4.22)

Beim Vergleich mit Gleichung (3.23)) féllt auf, dass wir fiir den Linkterm das gleiche Ergebnis
wie in Z (2)-Symmetrie erhalten haben.

4.1.3 Numerische Umsetzung der Renormierungsgruppengleichung

Wie in den vorherigen Abschnitten erldutert, bleiben sowohl die Beitrdge des Linkterms
als auch die Beitrdge des Reskalierungsterms in der RGG in O (3)-Symmetrie die gleichen
wie in Z (2)-Symmetrie. Demnach kénnen die entsprechenden Komponenten des numerischen
Programms zur Untersuchung des RG-Flusses iibernommen werden. Neu eingebaut werden
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4.2 Ergebnisse der Renormierungsgruppengleichung

muss allerdings der Loopbeitrag. Anders als im Fall der Z (2)-Symmetrie werden hier nicht
mehr die moglichen Graphen erzeugt und deren Beitrdge bestimmt, sondern es wird die
Matrixmultiplikation nach Gleichung durchgefiihrt und in Gleichung mit den
entsprechenden Vorfaktoren eingebaut. Auch in diesem Programm werden die Kopplungen
wieder durch ihre Fakultdt normiert in das Programm eingebaut:

N

A = (4.23)

H)

um eine Vergleichbarkeit mit den Literaturwerten zu gewéhrleisten.
Der grundsétzliche Aufbau des Programms bleibt unverédndert. Die Schrittweitenanpassung
kann auf dieselbe Art und Weise durchgefiihrt werden wie zuvor, die Dimension bleibt als
Parameter frei wéahlbar und auch das Problem der impulsabhéngigen Kopplungen taucht

erneut auf. Die Impulsabhéngigkeit kann aufgrund des enormen numerischen Rechenaufwands
auch hier leider nicht beachtet werden.

4.2 Ergebnisse der Renormierungsgruppengleichung

4.2.1 Renormierungsgruppenfluss

Analog zu Abschnitt werde ich auch in diesem Abschnitt eine Wirkung der skalaren
¢*-Theorie untersuchen, die nur aus der Zweier- und der Vierer-Kopplung besteht.

Die in Abbildung dargestellte Ubersicht iiber den RG-Fluss im Kopplungsraum erinnert
sehr stark an die entsprechende Ubersicht in Z (2)-Symmetrie (Abbildung . Sowohl der
Gaufssche als auch der Wilson-Fisher-Fixpunkt mit zwei attraktiven und zwei repulsiven
Eigenrichtungen sind wieder deutlich zu erkennen. Durch die Wahl unseres Propagators, der
bei A2 = — )\, divergiert, ist im Diagramm auch der Fixpunkt bei Ay = —1 wieder deutlich
zu erkennen.

4.2.2 B3-Funktion und Wilson-Fisher-Fixpunkt

In diesem Abschnitt wird zunédchst die S-Funktion der Vierer-Kopplung aus der RGG be-
stimmt und mit Literaturwerten verglichen. Aus der §-Funktion kann dann die Lage des
Wilson-Fisher-Fixpunktes bestimmt werden.

Aus unserer RGG folgt nach einem RG-Schritt fiir die neue Kopplung \:

—d+2

L=\t

11 A" ()% 1
(m)> ( Fdh|d (4.24)

2
- A2 4 4\
3 1(2)(2m)d A2+A2> 4T

In ¢*-Theorie ist dies also die Gleichung, mit der das numerische Programm die Vierer-
Kopplung im Rahmen eines RG-Schrittes verdndert. Fiir die S-Funktion von A4 ergibt sich
mit A = 1.0 und infinitesimalen Schrittweiten:
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4 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in O (3)-Symmetrie

Abbildung 4.1: RG-Fluss bei d = 3.0 und A=1.0.

o O\ )\ 11 1 1
ﬂ4()\) _ 4 A 4 <

2
——— =A==+ : AN —(4—d)). 4.25
ot OA 31“(%) 2d(7-[)% 1 +>\2> 1= WM (4.25)
Wir wollen nun den Fall d ~ 4.0 betrachten und zunéchst von einer masselosen Theorie
ausgehen (A2 = 0). Fiir die §-Funktion ergibt sich:

11 A2

X) = +— — (4 — d)\s. 4.26
/64( ) + 3 16(7[)2 ( ) 4 ( )
Die entsprechenden Literaturwerte der 3-Funktion der skalaren ¢*-Theorie in O (3)-Symmetrie,
die mit Hilfe der perturbativen RG berechnet wurden, finden sich zum Beispiel in [ZJ89)]. Es

gilt demnach:

dX\y 11 A2
M-—"— =8~ +—=
dM prt 3 1672

wobei M die betrachtete Impulsskala ist. Die von uns berechnete g-Funktion wird also durch
die Literaturwerte exakt bestétigt.

—(4—d) A +0 (A}, \e) (4.27)

Betrachten wir jedoch Dimensionen, die von d = 4 stérker abweichen, so wird sich die (-
Funktion aus Gleichung (4.25) von Gleichung (4.27) unterscheiden, da diese fiir den Fall
d =~ 4 linear gendhert worden ist.

64



4.2 Ergebnisse der Renormierungsgruppengleichung

Wie in Abschnitt kénnen wir jetzt aus der §-Funktion die Lage des Wilson-Fisher-
Fixpunktes bestimmen, da diese am Fixpunkt gleich Null sein muss. Aus Gleichung (4.25))
erhdlt man mit der Nédherung Ao = 0 fiir die Lage des nichttrivialen Fixpunkts A}:

e 4
A = %(47r)42 IN¢ ¢

)e. (4.28)

Es gilt wieder: ¢ = 4 — d.

Auch in der perturbativen Theorie ist die Lage des Wilson-Fisher-Fixpunktes berechnet wor-
den (|ZJ89)]). Es gilt:

. 3-16m

. 4.2
Ay 11 € ( 9)

Diese Gleichung lasst sich direkt aus Gleichung (4.27)) herleiten.

In Abbildung 2] ist die Lage des Wilson-Fisher-Fixpunktes fiir kleine e fiir beide Metho-
den aufgetragen. Die Lage des Fixpunktes der exakten RGG wurde mit dem numerischen
Programm berechnet. Man sieht, dass die Naherungen fiir sehr kleine e iibereinstimmen, fiir
grofere € aber auseinanderlaufen. In Abbildung ist die Lage fiir grofe e aufgetragen.
Hier ist im Vergleich zu der Niherung der perturbativen Theorie nicht mehr viel Ahnlich-
keit zu erkennen. Die Ergebnisse entsprechen somit den Ergebnissen der Betrachtungen in
Z (2)-Symmetrie (siche Abbildung und Abbildung [3.7). Somit ist auch die Begriindung
fiir die Diskrepanzen zwischen den Ergebnissen der exakten und der perturbativen RG wieder
die unterschiedliche Herangehensweise der Ndherung, da die S-Funktion der perturbativen
Theorie in erster Ordnung fiir € # 0 gendhert wird.

Auch bei der Betrachtung des renormierten Propagators P = ﬁw kann man die Lage des
nicht trivialen Fixpunktes analytisch bestimmen. Um A} zu bestimmen, muss dann aber auch
A5 bekannt sein. Fiir die Lage des nichttrivialen Fixpunktes ergibt sich bei A = 1:

4—e

v Bt \/(5e+11>2 Be 302+ 1) ()M T

27 The1 22 5e + 22

_ =
5¢ + 22 4 11

(4.30)

Mit Hilfe der analytisch hergeleiteten Gleichung aus diesem Abschnitt kann die richtige Funk-
tionsweise des numerischen Programms tiberpriift werden. Es kénnen alle berechneten Werte
fiir die B-Funktion und die Lage des nichttrivialen Fixpunktes numerisch bestétigt werden.

4.2.3 Kritische Exponenten der ¢*-Theorie

In diesem Abschnitt werden wir die kritischen Exponenten der skalaren ¢*-Theorie in O (3)-
Symmetrie bestimmen, und dabei analog zu Abschnitt vorgehen. Zunéchst miissen
die Eigenrichtungen des Wilson-Fisher-Fixpunktes bestimmt werden. Hierzu wird wieder
die ,shooting method” verwendet. In Abbildung kann man sehen, wie die Flusslinien
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4 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in O (3)-Symmetrie
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Abbildung 4.2: Wanderung des Wilson-Fisher-Fixpunktes in Abhéngigkeit von e.
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Abbildung 4.3: Wanderung des Wilson-Fisher-Fixpunktes in Abhéngigkeit von e.

klar in den Eigenrichtungen des Wilson-Fisher-Fixpunktes verlaufen. Wie im Fall der Z (2)-
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4.2 Ergebnisse der Renormierungsgruppengleichung

Symmetrie kann man deutlich die beiden attraktiven und die beiden repulsiven Eigenrich-
tungen erkennen, die sich jeweils gegeniiber liegen.

Um das Skalenverhalten fehlerfrei bestimmen zu kénnen, benétigt man die genaue Lage des
Fixpunktes. Diese kann aus Gleichung (4.30)) fiir die unterschiedlichen Dimensionen berechnet
werden.

Die kritischen Exponenten sind wieder wo und wy:

o303 )
ot ot
— = wy und — = Wwy. 4.31
o2 O = 3) (4.31)
AaRAS A= Aa=AL AR

Wie in Abschnitt [3:2.3] kénnen auch hier die kritischen Exponenten direkt aus dem RG-
Programm ausgeben oder analytisch berechnet werden. In Abbildung sind die Ergebnisse
fir die Exponenten fiir die RG-Fliisse aus dem oberen Diagramm von Abbildung [.4] gegen
die RG-Zeit dargestellt, die mit dem numerischen Programm bestimmt wurden.

Der Fluss nahert sich dem Fixpunkt und skaliert mit dem Wert des jeweiligen Exponenten, der
konstant bleibt, bis der Fluss die Umgebung des Fixpunktes wieder verlassen hat. Auch fir
Fluss 3 und Fluss 4 kann man &hnliche Diagramme erstellen, die auf die gleichen Exponenten
hinweisen.

Mit der Gleichung (3.60)), sowie der hergeleiteten RGG, findet man fiir die Zweier-Kopplung
mit A = 1:

BN
0Aa

5 M < 1 )2
AoRAA=A] 3 (4m)2T(g) \1+ A2

und fiir die Vierer-Kopplung:

90BN
Oy

=2 M S N
=wi =7 i <1+A§> +(4—4d). (4.33)

Ao =A35AamNS

Betrachten wir d = 3.0, so ergibt sich aus diesen Gleichungen fiir die Exponenten am Fix-
punkt:

wy~ 1545 und  wy=-1.0. (4.34)

Es wurden hierbei jeweils die Fixpunktwerte der Kopplungen (A5 und \}) eingesetzt. Genau
diese Exponenten kann man auch in Abbildung [4.5] ablesen.

In der folgenden Tabelle sind die Werte der kritischen Exponenten fiir einige Dimensionen
angegeben. Jeder Wert wurde analytisch nach den Formeln bzw. berechnet und mit
Hilfe des numerischen Programms und der Skalierung des RG-Flusses in den Eigenrichtungen
des Wilson-Fisher-Fixpunktes bestéatigt:
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4 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in O (3)-Symmetrie

[ d | o | o |
3.8 1 1.909 | —0.2
3.6 | 1.818 | —0.4
3.3 | 1.681 | —0.7
3.0 | 1.545 | —1.0

Die erhaltenen Exponenten kénnen mit Literaturwerten der perturbativen RG verglichen
werden. Fiir den Exponenten, der mit w4 zu vergleichen ist, gilt laut Literatur([ZJ89]):

wy=¢€+0 (62) . (4.35)

Der Grund fiir das unterschiedliche Vorzeichen ist wieder die unterschiedliche Richtung, in der
die RG-Zeit zunimmt (siehe Abschnitt [3.2.3). Die Exponenten, die sich aus dieser Gleichung
ergeben, sind mit den entsprechenden gemessenen Exponenten aus der obigen Tabelle exakt
identisch.

Um auch die Werte fiir wy mit Literaturwerten vergleichen zu konnen, miissen wir analog zu
Abschnitt zunédchst den Exponenten v berechnen. Es gilt:

v=—. (4.36)

Fiir den Exponenten v in skalarer ¢*-Theorie in O (3)-Symmetrie erhilt man mit Hilfe der
perturbativen RG (|ZJ89]) die Gleichung:

—=2—-——+0(\)). 4.37

v 3162 T O (437)
Setzt man in diese Gleichung den entsprechenden Literaturwert fiir die Lage des Fixpunktes
aus Gleichung [£:29 ein, so erhilt man:

1
v= = (4.38)
2 — ﬁG
und fiir we gilt dann:
5
=2— —e¢. 4.39
wo e (4.39)

Berechnet man aus dieser Formel die entsprechenden Werte fiir wo, so erhéalt man die gleichen
Exponenten, die wir in der obigen Tabelle berechnet haben.

Die ermittelten Exponenten kénnen also mit den Literaturwerten der perturbativen RG be-
statigt werden.
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7.6

7.4

4.2 Ergebnisse der Renormierungsgruppengleichung
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Abbildung 4.4: Eigenrichtungen des RG-Flusses in der

Umgebung des Wilson-Fisher-

69



4 Renormierungsgruppengleichung nach Wegner und Houghton in O (3)-Symmetrie
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Abbildung 4.5: Skalierung der Kopplungen des RG-Flusses in der Umgebung des Wilson-
Fisher-Fixpunktes bei d = 3.0.
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5 Monte-Carlo-Simulationen der
Burgers-Gleichung

Wie in Abschnitt beschrieben, wurde mit Hilfe des Funktionalintegralformalismus nach
Martin-Siggia-Rose eine Wirkung (siche Gleichung ) hergeleitet, die die Physik der
Burgers-Gleichung beschreiben soll. In diesem Kapitel soll die Wirkung nun mit einem
Heatbath-Monte-Carlo-Algorithmus numerisch simuliert werden. Ziel der Simulationen ist
es, die turbulenten Eigenschaften der mit einer Zufallskraft angetriebenen Burgers-Gleichung
zu untersuchen. Es wird hierbei vor allem die Skalenabhéngigkeit des turbulenten Zerfalls
von Wirbeln zwischen der Korrelations- und der Dissipationslange betrachtet. Die elemen-
tare Grofse der Untersuchungen ist die Strukturfunktion, deren Skalenverhalten bestimmt
werden soll.

Nach erfolgreicher Bestimmung der Strukturfunktionen auf dem Gitter soll der Kontinuums-
limes durchgefiihrt werden. Hierzu werden Simulationen auf immer groferen Gittern durch-
gefiihrt, wobei die physikalische Grofe des Gitters und die physikalischen Variablen auf dem
Gitter immer gleich sein sollen. Der betrachtete Bereich wird somit mit immer feineren Git-
tern untersucht. Ziel ist es, aus den berechneten Werten mit den immer feiner werdenden
Gittern im Limes den Wert fiir das Kontinuum zu erhalten.

Es wird zunéchst der Aufbau des Monte-Carlo-Gitters erklart, die Wirkung auf dem Gitter
diskretisiert und in den Algorithmus eingebaut. Im zweiten Teil des Kapitels werden dann
die Ergebnisse der Simulationen vorgestellt und diskutiert.

5.1 Einbau der Wirkung und Stabilitatskriterien

5.1.1 Monte-Carlo-Gitter

Simuliert wird auf einem rechteckigen Gitter mit einer Zeit- und einer Raumdimension sowie
N; Gitterpunkten in Zeit- und N, Gitterpunkten in Raumrichtung. Zwei benachbarte Git-
terpunkte sind jeweils A, beziehungsweise A; voneinander entfernt. Die Grofe des Gitters
wird in unseren Simulationen in beiden Richtungen auf eins normiert:

Nt‘At: 1 und Ng;Aw =1. (51)

Die Geschwindigkeiten, die bisher von den kontinuierlichen Parametern des Ortes  und der
Zeit t abhéngig waren, werden nun iiber ihre Position im Gitter beschrieben:

v(z,t) — v(xi, tj) — vgj. (5.2)
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5 Monte-Carlo-Simulationen der Burgers-Gleichung

Ein Messwert O wird als Mittelwert der Werte von O in den simulierten Konfigurationen
berechnet (siche Abschnitt [2.3.3)). Fiir die Mittelwerte gilt:

Nac Nt

<0>= [ TTTT w0 (shyexp (=5 (fui)). (53)

i=1j=1

Hierbei ist S (v;;) die fiir das Gitter diskretisierte Wirkung am Gitterpunkt (7, 7). Da in einer
Monte-Carlo-Simulation eine Konfiguration immer in eine andere Konfiguration iibergeht,
muss natiirlich beachtet werden, dass benachbarte Zustédnde korreliert sein werden. Bei der
Mittelwertbildung sollten die betrachteten Konfigurationen in der Monte-Carlo-Zeit weiter
als die doppelte Autokorrelationszeit voneinander entfernt sein.

Als antreibende Kraft haben wir eine zuféllige, aber gauliverteilte Kraft gewahlt. Wir definie-
ren ein x mit den folgenden Eigenschaften (y wurde bereits in Gleichung (2.67)) eingefiihrt):

X (m,x',t,t’) = x(0)d (t - t') exp (— = 1xl|> . (5.4)

A ist die Korrelationslénge des Systems.

Geht man davon aus, dass der Energiefluss zwischen den Skalen innerhalb des intermediéren
Bereichs unabhéangig von der betrachteten Skala sein soll, und die Energie hier nicht absorbiert
wird, sondern konstant bleibt, so kann man mit einer Dimensionsanalyse folgern, dass gilt:

e = x(0). (5.5)

Der Umgang mit der Energiedissipation wird im Buch von U. Frisch [FTri95] ausfiihrlich er-
lautert.

Die charakteristische Geschwindigkeit vy des Systems kann liber eine Dimensionsanalyse be-
stimmt werden. Hierbei wird angenommen, dass dem System im Gleichgewicht genausoviel
Energie zugefiihrt wie abgefiihrt wird. Es kann daher die Energiedissipation pro Einheitsmas-

se € der Dimension [’?—f} betrachtet und mit der Korrelationsliange in Bezug gesetzt werden.

Es ergibt sich fiir die charakteristische Geschwindigkeit des Systems:

W=

vo = (eA)3 . (5.6)

Nach der Definition der Reynoldszahl (Gleichung (2.1])) gilt dann:

Re - (eﬁ)? -

Die Energie soll auf den kleinsten Langenskalen dissipiert werden. Die Dissipationsskala n und
die Korrelationsldnge A miissen fiir die Untersuchung des turbulenten Zerfalls auf dem Gitter
aufgelost werden. Dieses Stabilitatskriterium hatte sich bereits in fritheren Untersuchungen
innerhalb der Kooperation herausgestellt [HIMUOS|. So zeigt sich, dass Simulationen, in
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5.1 Einbau der Wirkung und Stabilitédtskriterien

denen die Dissipationsskala nicht aufgelést wird, nicht stabil sind, da sich die Energie an den
Kanten der Schocks sammelt und die Geschwindigkeit an den entsprechenden Gitterpunkten
divergiert. Daher ergibt sich die Bedingung:

Ay <. (5.8)

Der turbulente Zerfall der Wirbel wird im Bereich zwischen der Korrelations- und der Dis-
sipationsldnge untersucht (n < z < A). Wir definieren die Dissipationsskala geméaf der K41-
Theorie (sieche Gleichung . Bei endlicher Viskositat gilt:

1
AN
- () | (5.9)
wobei v > 0.

Mit den Gleichungen (5.7)), (5.8) und (5.9)) ergibt sich fiir die Reynoldszahl die Bedingung:

ol

x

R () - gt 510

Da im Allgemeinen grofte Reynoldszahlen (Re > 1) betrachtet werden sollen und A in etwa
von der Grofe des Gitters ist, ist Gleichung auch eine Bedingung fiir die minimale Gro-
e des Gitters in Ortsrichtung, wenn bestimmte Reynoldszahlen und Viskositéten betrachten
werden sollen.

Betrachtet man den symmetrischen ,random walk” im eindimensionalen Fall und fiihrt dann
den Kontinuumslimes durch, so erhélt man fiir die Diffusionskonstante F':

A2
=z, 11
24, (5.11)

F

Die Herleitung dieser Gleichung findet sich zum Beispiel in einem Buch von G. Roepstorff
[Roe94]. Die Diffusionskonstante lésst sich als Maf fiir die Beweglichkeit von Teilchen verste-
hen. In unserem Fall ist die Beweglichkeit der Teilchen gerade iiber die Viskositét gegeben,
fiir die wir daher folgern:

A,)?
v X ( At) (5.12)
Wir definieren einen Parameter «, fiir den gilt:
A,)?
v = a( At) (5.13)

In der Regel wird die Viskositéat der simulierten Gitter vorgegeben, « legt dann die Schrittwei-
te der Zeitschritte bei fester Anzahl an rdumlichen Gitterpunkten fest. Es wird sich spéter
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5 Monte-Carlo-Simulationen der Burgers-Gleichung

herausstellen, dass die Wahl von « fiir die Stabilitdt der Simulationen eine wichtige Rolle
spielt.

5.1.2 Diskretisierung der Wirkung

In Abschnitt wurde bereits die Wirkung hergeleitet, die wir mit einem Heatbath-Monte-
Carlo-Programm untersuchen wollen. Sie hat die Form:

_Ov ov 0%

S(v) = /dxdm’dtB(v(x,t))x_lB(U(:U’,t)) mit B(v)

Die Integrale wandeln sich bei der Diskretisierung auf das Gitter in Summen tiber die Terme
der Wirkung an den einzelnen Gitterpunkten, multipliziert mit den Schrittweiten, um. Es
ergibt sich demnach fiir die Wirkung einer Konfiguration auf dem Gitter:

Nz Nt Nz
Skont = AZA0 S5 Bluy) (z xi;mw) | 6515
i=1j=1 k=1

Jetzt muss noch entschieden werden, wie B(vy;) auf dem Gitter eingefiihrt wird. Die Ablei-
tungen werden in der folgenden Art und Weise behandelt:

Quij _ Vi+1) ~ Yij

= 5.16
Ovij  V(it1)j — V(i-1) O%vij  V(ir1); — 205 + Vi-1);
— d = . 5.17
oz oA, . 8%z A2 (5.17)
Eingesetzt in B(v;;) ergibt sich:
_ ViGj+1) — Vi Vit1)) — V-1 V1) — 205+ VGi-1)j
B(U,‘j) = At Vij 2Ax -V A% . (5.18)

An den Réndern des Gitters erhédlt man Probleme, da die Werte der benachbarten Gitter-
punkte nicht mehr definiert sind. Zunéchst wollen wir das Gitter als periodisches Gitter in
Raum und Zeit betrachten. Das Gitter wiederholt sich also sowohl in der Raum-, als auch in
der Zeitrichtung und es tauchen keine Rdnder mehr auf, die bei der Berechnung der lokalen
Wirkungen zu Problemen fiihren.

Die Terme von B(v;;) sind bewusst so gewéhlt worden, dass sie hochstens linear von den
Geschwindigkeiten v;; abhéngen. Die erhaltene Wirkung an einem einzelnen Gitterpunkt
(4;4) hat in unserem Fall die Form:

S (vig) = I [vij — Jij)* + Kij. (5.19)
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5.2 Simulationen und Ergebnisse

Hier gilt: I;; > 0. Wenn wir uns Gleichung und Gleichung anschauen, so sehen
wir, dass I;;, J;; und Kj; nicht mehr von v am Gitterpunkt 75 abhéngen. Im Laufe des Al-
gorithmus wird v;; zuféllig variiert. Die Wirkung S (v;;) wird offensichtlich dann minimal,
wenn gilt: v;; ~ J;;. Die Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit v;; liefert immer einen posi-
tiven Beitrag und geht quadratisch in die Wirkung ein. v;; wird also gaukverteilt sein, wenn
man das Feld an allen anderen Gitterpunkten konstant hélt. Eine solche Wirkung bietet sich
fiir die Untersuchungen mit einem Heatbath-Monte-Carlo-Algorithmus an (siehe Abschnitt
2.3.4)).

Die Wirkung einer kompletten Konfiguration auf dem Gitter kann jetzt berechnet werden.
Sie ist die Summe iiber die lokalen Wirkungen der einzelnen Gitterpunkte, die jeweils nur
lokal von den Werten der Geschwindigkeiten der benachbarten Gitterpunkte abhéngen. Geht
man jetzt nacheinander die einzelnen Gitterpunkte durch und verdndert die lokalen Ge-
schwindigkeiten im Rahmen eines Heatbath-Monte-Carlo-Schrittes, so erhélt man eine neue
Konfiguration. In dieser Weise kann eine Markov-Kette gebildet werden.

5.2 Simulationen und Ergebnisse

Zur Simulation der Wirkung wurde innerhalb der Kooperation von David Mesterhézy ein
Heatbath-Monte-Carlo-Programm in C-++ geschrieben. Es hat sich herausgestellt, dass die
Thermalisierungszeiten leider sehr hoch sind. Sie liegen bei einer Gréfenordnung von 10°
bis 10° Monte-Carlo-Schritten. Bei der Durchfiihrung der Simulationen hat sich auferdem
eine zusatzliche Bedingung fiir stabile Simulationen mit sinnvollen Konfigurationen ergeben.
Der Parameter « zur Festlegung der Schrittweite in Zeitrichtung darf nicht zu groft gewéhlt
werden, da es sonst zu Diskretisierungsschwierigkeiten auf dem Gitter kommt.

Zwei benachbarte Zeitscheiben einer Simulation, in der « zu groft gewahlt worden ist, sind
in Abbildung dargestellt. Die Kurven der Geschwindigkeiten haben offensichtlich weder
in Raum-, noch in Zeitrichtung einen glatten Verlauf und springen von Wert zu Wert. Die
Ableitungen, die in den Gleichungen und definiert worden sind, sind dann nicht
mehr sinnvoll. Halt man die Viskositdt v konstant und variiert die Gittergrofe und den
Parameter «, so siecht man mit Gleichung dass bei steigendem « die Schrittweite in
Zeitrichtung im Verhéaltnis zur Schrittweite in Raumrichtung grofer wird.

Offensichtlich darf die Schrittweite in Zeitrichtung nicht zu grofs gewahlt werden, da wir an-
sonsten keine sinnvollen Konfigurationen erhalten. Wie bereits erwéhnt, darf auch die Schritt-
weite im Ort nicht zu grofs gewéhlt werden (siche Gleichung ) Aus den durchgefiihrten
Simulationen kann folgende Bedingung fiir o abgelesen werden:

a <0.5. (5.20)

Solange man diese Bedingung und die Bedingungen, die in Abschnitt erlautert worden
sind, einhélt, erhélt man stabile Konfigurationen.

Die Grofse der simulierten Gitter variiert zwischen dem kleinsten Gitter mit Ny = 4 und
N, = 16, und dem grokten Gitter mit N; = 4096 und N, = 16. Aufgrund der langen Ther-
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5 Monte-Carlo-Simulationen der Burgers-Gleichung
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Abbildung 5.1: Zwei benachbarte Zeitscheiben mit zu grofs gewdhltem «. Die Zeitscheiben
stammen aus einer Simulation mit Re =4, v = %, N, =32, Ny = 128 und
a=1.

malisierungszeiten benotigt man fiir grofere Gitter sehr lange Rechenzeiten. Um auch die
groferen Gitter mit genligend hoher Statistik simulieren zu kénnen, habe ich eine parallele
Version des C++ Programms geschrieben, die auf dem Supercomputer IBM p690-Cluster
JUMP im Forschungszentrum Jiilich angewendet wurde. In der Regel wurden in einer Si-
mulation 5 - 10¢ Monte-Carlo-Schritte berechnet. Die betrachteten Reynoldszahlen wurden
zwischen Re = 2 und Re = 256 variiert.

In den Simulationen konnten die typischen Schocks, die die Lésung der Burgers-Gleichung
bilden, beobachtet werden. In Abbildung sieht man eine typische Zeitscheibe einer be-
rechneten Konfiguration, in der die Schocklésung sehr gut zu erkennen ist. In Abbildung
[5.3]ist eine typische Konfiguration zu sehen, wobei hier das komplette Gitter dargestellt ist.

Es konnte aufserdem beobachtet werden, dass die Schocks in Zeitrichtung auf dem Gitter
wandern (siehe Abbildung [5.4).

Es wurden auch Konfigurationen mit mehreren Schocks simuliert, wie in Abbildung [5.5] zu

sehen ist. Auch hier erkennt man, wie die Schocks in Zeitrichtung gleichméfig iiber das Gitter
wandern.

Fiir die Bestimmung der Strukturfunktionen habe ich ein C++ Programm geschrieben. In der
Kooperation wurde auftferdem ein MATLAB Programm geschrieben, das die Strukturfunktion
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5.2 Simulationen und Ergebnisse
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Abbildung 5.2: Einzelne Zeitscheibe mit typischem Schock. Die Zeitscheibe stammt aus
ciner Simulation mit Re =4, v = 35, N, =23, N; = 64 und a = ;.

und den zugehorigen Fehler {iber einen Algorithmus von Uli Wolff [Wol03| berechnen kann.

In Abbﬂdungsieht man die Strukturfunktion dritter Ordnung (p = 3). Aufgrund der Peri-
odizitat im Ort ist die Strukturfunktion symmetrisch zum Gittermittelpunkt. Fiir sehr kleine
x befindet man sich noch im mikroskopischen Bereich, in dem die Energie in Warme umge-
setzt wird. Dieser Bereich sollte bei der Bestimmung der Strukturfunktion nicht betrachtet
werden. Die Unstetigkeiten in Abbildung|5.6] fiir sehr kleine und sehr grofe x lassen sich durch
das Verlassen des intermedidren Bereichs erkldren. Man sieht, dass die Strukturfunktion in
etwa linear ansteigt. Sie skaliert also anscheinend mit dem von Kadanoff vorgeschlagenen Ska-
lenverhalten (siehe Gleichung . Fiithrt man eine Fouriertransformation der in Gleichung
definierten antreibenden Kraft durch, so ergibt sich unter der Annahme k& >> L1, dass
bei der von uns betrachteten Kraft2 gilt: 8 = —2. Somit wiirde nach Gleichung fiir unser
P

Skalenverhalten gelten: a = min(%’,1). Auch diesem bifraktalem Skalenverhalten wiirde die

Strukturfunktion aus Abbildung [5.6] geniigen, wenn man die lineare Steigung annimmt.

In Abbildung sieht man die Strukturfunktion zweiter Ordnung. Es ist erkennbar, dass
man die gemessene Strukturfunktion gut mit einer Potenzfunktion anpassen kann und es sich
bei den gemessenen Strukturfunktionen offensichtlich wirklich um Potenzfunktionen handelt.

Der genaue Verlauf der Strukturfunktion konnte leider noch nicht eindeutig bestimmt wer-
den, da das Skalenverhalten der Strukturfunktion aufgrund der zu grofen Fehlerbalken nicht
eindeutig ist. Beim Fitten der dargestellten Funktion sollten die ersten Messpunkte nicht
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Abbildung 5.3: Einzelner Schock. Die Konfiguration stammt aus einer Simulation mit Re =
4, v =135, Np =23, N; =64 und o = 5.

beachtet werden, da die betrachteten Langen kleiner als die Dissipationsliange sind und sich
in diesem Bereich keine Aussagen iiber das Skalenverhalten der Strukturfunktion machen
lassen. Beachtet man diese Einschrinkung, so passen sich alle drei im Diagramm dargestell-
ten Funktionen in etwa gleich gut an die Messpunkte an. Die Exponenten der Funktionen
variieren aber zwischen p = 0.3 bis p = 0.5. Auch wenn damit zum Beispiel ein Skalieren
nach Gleichung ausgeschlossen werden kann (die Strukturfunktion miisste sich line-
ar verhalten), so ist der mogliche Bereich doch fiir genaue Aussagen noch viel zu ungenau.
Innerhalb der Fehlerbalken sind sogar noch viel stiarkere Schwankungen der Exponenten mog-
lich. Ahnliche Probleme bekommt man auch mit der Strukturfunktion in Abbildung m Fiir
Strukturfunktionen kleinerer Ordnung tritt das Problem sogar noch deutlich starker auf.

Die Auswertung der Strukturfunktion wiirde deutlich einfacher werden, wenn der Punkt,
an dem die Strukturfunktionen die y-Achse schneidet, bekannt wére. Da der Bereich kleiner
Léngenskalen aber aufserhalb des intermediéren Bereichs liegt, sind iiber diesen Wert keinerlei
Aussagen moglich. Fiir eine genauere Untersuchung der Strukturfunktion wird eine grofiere
Statistik und deutlich geringere Fehlerbalken notwendig sein.

Als néchster Schritt werden zur Zeit Gitter mit nicht-periodischen Randbedingungen unter-
sucht. Hierbei werden entweder die Randkoordinaten im Ort oder in der Zeit frei gewéhlt,
die Simulation ansonsten aber auf die gleiche Art und Weise wie zuvor durchgefiihrt. Die
Ableitungen an den Réndern der Gitter werden dann jeweils gleich Null gesetzt. Wir ha-
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Abbildung 5.4: Wanderung der Schocks mit der Monte-Carlo-Zeit. Die Konfiguration
stammt aus einer Simulation mit Re = 16, v = 5—%2, N, = 32, Ny = 32

_1
unda—s.

ben bereits stabile Simulationen erhalten, in denen wieder die typischen Schocklésungen
der Burgers-Gleichung zu beobachten waren, nur im unmittelbaren Randbereich der Gitter
kommt es zu Abweichungen.

Fiir die periodischen Gitter werden auch die Strukturfunktionen untersucht. Die ersten Er-
gebnisse bei Gittern mit periodischen Randbedingungen in der Zeit und nicht-periodischen
Randbedingungen im Ort lassen zwar auf ein lineares Skalenverhalten der Strukturfunktion
dritter Ordnung schliefen, die Exponenten fiir das Skalenverhalten von kleinen und grofen
Ordnungen konnten aber noch keinem der oben beschriebenen Skalenverhalten zugeteilt wer-
den. Fiir genauere Aussagen wird auch hier noch mehr Statistik notwendig sein.
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Abbildung 5.5: Mehrere mit der Monte-Carlo-Zeit wandernde Schocks. Die Konfiguration
stammt aus einer Simulation mit Re = 16, v = 5%, N, =23, N; = 64 und

1
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Abbildung 5.6: Strukturfunktion dritter Ordnung einer Monte-Carlo-Simulation mit Re =
16, N, =45, Ny = 256, v = =15 und o = ;.
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Abbildung 5.7: Strukturfunktion zweiter Ordnung einer Monte-Carlo-Simulation mit Re =

16, N, =45, Ny = 256, v = 5% und o = 6—14. Zusétzlich abgebildet sind die
Funktionen: f(z) = —0.110342 + 0.130773 (£)"?, g(x) = —0.0533459 +

0.0803657 (=& )" und h(z) = —0.0188298 + 0.0522705 (& )"’
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Zusammenfassung und Ausblick

Bei der Arbeit mit den RGGen konnte sowohl in O (3)- als auch in Z (2)-Symmetrie eine
RGG nach Wegner und Houghton der skalaren Feldtheorie in lokaler Potenzial Approxima-
tion hergeleitet werden. Beide Gleichungen konnten mit Hilfe von numerischen Programmen
untersucht und ausgewertet werden. In beiden Symmetrien wurde im Rahmen der ¢*-Theorie
der Wilson-Fisher-Fixpunkt gefunden und dessen Lage fiir unterschiedliche Dimensionen be-
stimmt. Auch die g-Funktion der Vierer-Kopplung und die Exponenten des Fixpunktes konn-
ten gemessen werden. Die Ergebnisse wurden mit bekannten Ergebnissen der perturbativen
Theorie verglichen und bestétigt. Man kann daher vermuten, dass die RGGen richtig hergelei-
tet worden sind. Teilweise konnten die numerisch bestimmten Werte analytisch nachgerechnet
werden und wurden immer bestéatigt. Hieraus kann man auf die korrekte Funktionsweise der
numerischen Programme schliefen.

Die erhaltenen Ergebnisse zeigen, dass es sich bei der exakten RG um ein sehr vielverspre-
chendes Verfahren handelt, um statistische Systeme und Theorien zu untersuchen. Mit den
hergeleiteten Gleichungen sind noch viele weitere Untersuchungen in héherer Ordnung in
¢*-Theorie aber auch mit komplexeren skalaren Systemen denkbar. Einziges Problem ist die
steigende Dimension im Kopplungsraum, die Untersuchungen erschwert.

Das eigentliche Ziel, den RG-Fluss der mit Hilfe des Pfadintegralformalismus hergeleiteten
RGG zur Untersuchung der Navier-Stokes-Gleichung zu betrachten, konnte innerhalb dieser
Diplomarbeit leider nicht mehr erreicht werden. Einige Probleme konnten in diesem Zusam-
menhang bis jetzt nicht gelost werden, so zum Beispiel die enorme Rechenzeit, die notwendig
ware, um die Abhéngigkeit der Kopplungen von den Impulsen eines jeden Feldes im numeri-
schen Programm zu beachten. Die Ergebnisse, die in dieser Arbeit vorgestellt worden sind,
liefern aber eine sehr gute Grundlage fiir weiterfithrende Untersuchungen zu diesem Thema.

Der néchste Schritt sollte die Herleitung einer RGG fiir den Fall gebrochener O (3)-Symmetrie
sein. Auflerdem muss langfristig eine komplexere Approximation gewéhlt werden, da die lo-
kale Potenzial Approximation fiir die Untersuchungen der RGG der Navier-Stokes-Gleichung
nicht ausreichend sein kann. Man wird auch um die Einfithrung der Impulsabhégigkeiten der
Kopplungen nicht herumkommen. Wie zuvor erldutert, ist die direkte numerische Umsetzung
leider nicht moglich. Vielleicht gelingt es aber, die Impulsabhéngigkeit der Kopplungen iiber
eine kiinstliche, fest definierte Funktion einzufiihren. So wurden zu diesem Thema bereits
Versuche mit Gaufsglocken durchgefiihrt.

Bei den Simulationen der Burgers-Gleichung mit einem Heatbath-Monte-Carlo-Programm
konnte gezeigt werden, dass man iiber die Auswertung der Burgers-Gleichung mit Hilfe des
Pfadintegralformalismusses die erwarteten Losungen der Gleichung simulieren kann. Es konn-
ten stabile Simulationen mit beliebig vielen Monte-Carlo-Iterationen durchgefiihrt werden,
um eine gute Statistik zu erhalten. Die Betrachtung der Monte-Carlo-Gitter macht es méglich,
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Zusammenfassung und Ausblick

die Bildung der turbulenten Eigenschaften und das Skalenverhalten der Burgers-Gleichung
direkt zu beobachten. Die Werte der Strukturfunktionen konnten iiber die Bildung von Mit-
telwerten gemessen werden. Die Strukturfunktionen haben, wie erwartet, den Verlauf von
Potenzfunktionen. Da die bisherigen Simulationen immernoch zu grofse Fehlerbalken vorwei-
sen, konnten die Exponenten der Strukturfunktionen aber noch nicht mit zufriedenstellender
Genauigkeit gemessen werden.

In einem néchsten Schritt sollten weitere Simulationen durchgefiihren werden, um mehr Sta-
tistik zu erhalten und die Fehlerbalken der Strukturfunktionen zu verringern, damit diese
dann ohne grofte Unsicherheit bestimmt werden konnen. Es wire dann interessant, auch die
Strukturfunktionen von Gittern mit nicht-periodischen Randbedingungen weiter zu untersu-
chen und mit den Ergebnissen der periodischen Gitter zu vergleichen. In beiden Féllen sollte
der Kontinuumslimes durchgefiihrt werden. Im néchsten Schritt sollte man versuchen, die
Burgers-Gleichung auch in zwei oder sogar drei Dimensionen zu simulieren. Das langfristi-
ge Ziel ist es aufserdem, auch die Navier-Stokes-Gleichung mit Monte-Carlo-Simulationen zu
untersuchen, und auch hier das Skalenverhalten der Strukturfunktion zu bestimmen.

Die Ergebnisse lassen darauf schliefsen, dass die Burgers-Gleichung mit Hilfe des Pfadin-
tegralformalismus sinnvoll untersucht werden kann. Die aufgetretenen Schwierigkeiten sind
offenbar numerischer Natur und kénnten vermutlich mit gentigend hoher Statistik beseitigt
werden. An dieser Stelle ist festzuhalten, dass der gewédhlte Ansatz fiir die Untersuchung
hydrodynamischer Differentialgleichungen einen sehr guten Einblick in das Skalenverhalten
turbulenter Systeme gibt und dementsprechend {iber ein sehr hohes Potenzial verfiigt.
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