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1 Einleitung

In einem aus einer Fliissigkeit und ihrer Gasphase bestehenden System kommt es
jenseits des kritischen Punktes zur Ununterscheidbarkeit der beiden Phasen. Ebenso
kommt es in vielen Systemen binérer Fluide oberhalb einer kritischen Temperatur T,
zu einer homogenen Mischung, wihrend sich die Fluide bei niedrigeren Temperaturen
entmischen und zwei Phasen bilden.

Nihert man sich dem kritischen Punkt von niedrigen Temperaturen (also 7' — T und
T < T¢), so kommt es zu einem unbegrenzten Anwachsen der Korrelationsldnge £ und
es treten sogenannte kritische Phinomene auf. Da mit dem Anwachsen der Korre-
lationslange korrelierte Fluktuationen auf makroskopischen Léngenskalen verbunden
sind, werden die mikroskopischen Details des Systems irrelevant. Dies fithrt dazu,
dass sich so verschiedene Phinomene wie z.B. der Ferromagnet-Paramagnet-Uber-
gang und das beschriebene Phénomen der Mischung/Entmischung zweier Fluide mit
demselben Formalismus beschreiben lassen. Dieses gleichartige Verhalten verschiede-
ner physikalischer Systeme in der Nidhe des kritischen Punktes bezeichnet man als
Universalitét.

Das Verhalten solcher , kritischer Systeme* lidsst sich nun mit Hilfe einer makrosko-
pischen Grofle, dem Ordnungsparameter ¢, beschreiben. Dieser wird z.B. mit der
Magnetisierung (Ising-Magnet) oder mit der Dichtedifferenz (System zweier Fluide)
identifiziert. Oberhalb von T ist er gleich Null, was einem ungeordneten System
mit hoher Symmetrie (z.B. einem homogenen Gemisch) entspricht, und nimmt fiir
T < T, einen von Null verschiedenen Wert an, womit ein System groflerer Ordnung
und daher geringerer Symmetrie (getrennte Phasen) charakterisiert wird.

Dieses Konzept des Ordnungsparameters wurde 1937 von L. D. LANDAU im Rah-
men der nach ihm benannten Landau-Theorie (s. Kap. 2) entwickelt [La37]. In der
vorliegenden Arbeit wird auf der Grundlage dieser Theorie ein System in der Ising-
Universalitédtsklasse, d.h. mit den Symmetrieeigenschaften des Ising-Modells behan-
delt.

In statistischen Systemen kann es also unter geeigneten Bedingungen zur Ausbil-
dung verschiedener Phasen kommen, die durch eine, als Grenzfliche bezeichnete,
Grenzschicht voneinander getrennt sind. Prominente Beispiele sind die Grenzflachen
zwischen zwei Fliissigkeiten oder zwischen einer Fliissigkeit und ihrer Gasphase (die
auch als Oberfliche bezeichnet wird), aber z.B. auch die Bloch’schen Winde im Fer-
romagnet.

Die Untersuchung der Eigenschaften solcher Grenzflichen hat eine lange Tradition
und wird seit J. D. VAN DER WAALS [vdW93] vor allem im Rahmen der Thermo-
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dynamik und Statistik betrieben. Hierbei wird die Grenzflache fiir gew6hnlich durch
sogenannte Mean-Field-Theorien (zu denen auch die oben beschriebene Landau-
Theorie gehort) als kontinuierlicher Ubergang von einer Phase zur anderen, also als
ein intrinsisches Grenzflichenprofil, eine Grenzfliche mit einer intrinsischen Dicke
beschrieben.

Auf der anderen Seite war schon zu Beginn des 20. Jahrhunderts das Phidnomen
einer rauen Grenzfliche (bzw. Oberfliche) bekannt. So schreibt Mandelstam 1913:
SFine Flissigkeitsoberfliche, die im idealen Gleichgewicht z.B. eben sein sollte, wird
vermdge der unregelmdafSigen Wirmebewegung fortdauernd deformiert.“ [Mal3] Die-
ses Phénomen der Rauigkeit wird im Allgemeinen so beschrieben, dass die Grenz-
flache als eine scharfe Trennung der beiden Phasen genidhert und als schwingende
Membran ohne intrinsische Dicke betrachtet wird [BLS65].

Diese beiden Naherungen, eine ebene Grenzfldche mit intrinsischer Dicke einerseits
und eine raue Grenzfliche ohne intrinsische Dicke andererseits bilden die themati-
schen Eckpfeiler dieser Arbeit.

Uber reale Grenzflichen lisst sich zusamenfassend sagen, ,daf8 es tiberhaupt keine
scharfe Grenze [...] gibt, sondern daf eine Ubergangsschicht existiert, in welcher ein
kontinuierlicher Ubergang stattfindet. Uberdies mufl jedoch bemerkt werden, dafi die
Niveauflichen nicht vollkommen eben sein kinnen, sondern daf sie [...] fortwdihrend
wechselnde Verbiegungen erfahren miissen.“ [SmOS]

Das heifit also, dass die beiden erwahnten Ndherungen jeweils nur einen Teilaspekt
der tatsichlichen Grenzfliche beschreiben, bzw. nur einen bestimmten Teil der Dich-
tefluktuationen betrachten. Wéahrend beim intrinsischen Profil Dichtefluktuationen
auf kleinen Léngenskalen (d.h. nicht wesentlich grofier als die Korrelationslédnge) ei-
ne Rolle spielen, sind fiir die Kapillarwellen (s. Kap. 3), die die Rauigkeit der
Grenzfldche verursachen, Fluktuationen auf grofileren (makroskopischen) Léngenska-
len verantwortlich.

Beide Ndherungen lassen sich mit Hilfe der Faltungsnidherung kombinieren, so dass
man im Resultat eine raue Oberfliche mit intrinsischer Dicke, wie sie im angefiihr-
ten Zitat von Smoluchowski beschrieben wird, erhélt. In der Faltungsndherung wird
dabei die scharfe Grenzflaiche der Kapillarwellen-Theorie mit dem intrinsischen Pro-
fil ausgeschmiert. Dieses Vorgehen erscheint aufgrund des unterschiedlichen Giiltig-
keitsbereichs der beiden Ndherungen plausibel und wird im Prinzip schon im obigen
Zitat nahegelegt. Dariiber hinaus befindet sich die Faltungsniherung im Einklang
mit experimentellen Ergebnissen (z.B. [HW69]!) und bietet daher ein gutes Mittel
zur Vereinigung der beiden Naherungen.

Ein Problem bereitet jedoch die Festlegung des Cutoffs zwischen lang- und kurz-
reichweitigen Fluktuationen, also Kapillarwellen und intrinsischem Profil. Die Frage,
die sich dabei stellt, ist: Wie langreichweitig diirfen Fluktuationen sein, um noch
ykurzreichweitig® genannt zu werden und wie langreichweitig miissen Fluktuationen

1ygl. Note 1 auf S.100 in [Wi72]



sein, um ,langreichweitig® genannt zu werden? Oder anders gefragt: Was gilt als
makroskopische Struktur, was als mikroskopische Struktur der Grenzfliche? Die Be-
antwortung dieser Frage ist offensichtlich mit einer gewissen Beliebigkeit verbunden,
wenngleich die charakteristische Grofie £ die GroBenordnung, in der der Cutoff liegen
sollte, vorgibt.

Eine Moglichkeit, auf diese Unterscheidung ganz zu verzichten, bietet sich im Rah-
men der statistischen Feldtheorie (s. Kap. 4). Das Landau-Ginzburg-Modell, eine
feldtheoretische Erweiterung der Landau-Theorie, erméglicht die Beriicksichtigung
von Fluktuationen auf allen Léngenskalen. Dabei wird, analog zum Vorgehen in der
Quantenfeldtheorie, eine Loop-Entwicklung um die klassische Losung, d.h. die Lésung
in der Landau-Nédherung, durchgefithrt. Im Rahmen des Landau-Ginzburg-Modells
ist es so moglich, ein Grenzflichenprofil herzuleiten, in dem von vornherein Fluktua-
tionen auf allen Langenskalen beriicksichtigt werden [Ko08].

Das in drei Dimensionen erhaltene Profil beinhaltet das aus der Landau-Theorie
bekannte Grenzflichenprofil und weist die aus der Kapillarwellen-Theorie bekannte
Abhéingigkeit vom Logarithmus der transversalen Systemgréfie L auf.

Eine zentrale Rolle bei der Berechnung dieses Profils
spielt der sogenannte Fluktuationsoperator K, dessen -
z-abhéngiger Teil ein Spektrum aus zwei diskreten Ei-
genwerten (o, £1) und einem kontinuierlichen Teil (A,)
besitzt (dabei ist die z-Richtung die Richtung senkrecht

zur (ebenen) Grenzfliche).

Die darin auftretende Nullmode (d.h. die Mode zum
Eigenwert £y = 0) sorgt fiir eine Translation der Grenz-
fliche. Das Band von Moden proportional zu dieser
Translationsmode (d.h. das Band, das sich aus der
Nullmode und dem transversalen Teil des Spektrums zusammensetzt) ist dariiber
hinaus fiir das Auftreten der Kapillarwellen verantwortlich. Dementsprechend wer-
den die beiden anderen Bénder (zu den Eigenwerten & und ;) mit intrinsischen
Fluktuationen assoziiert.

Grenzflache

L

Diese Unterscheidung zwischen intrinsischem und Kapillarwellenanteil wird hier also
von der Theorie, genauer vom Spektrum des Fluktuationsoperators vorgegeben und
ist insofern nicht willkiirlich, wie es die oben beschriebene Festlegung eines Cutoffs
WAare.

Das zentrale Ziel dieser Arbeit ist die Aufteilung des Grenzflichenprofils nach die-
sem Kriterium (s. Kap. 5), also die Herleitung eines intrinsischen Profils aus dem
vollstdndigen und die Unterscheidung zwischen intrinsischem (s. Kap. 6) und Ka-
pillarwellenanteil (s. Kap. 7) in der vollstdndigen Theorie. Im Grunde entspricht
dies dem umgekehrten Weg der Faltungsnéherung, da ein bestehendes vollstdndiges
Grenzflichenprofil in seine verschiedenen Anteile zerlegt wird. Auf diese Weise wer-
den die feldtheoretisch erhaltenen Ergebnisse in einen Zusammenhang mit der Fal-
tungsniherung gebracht und lassen sich mit Ergebnissen der Kapillarwellen-Theorie
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sowie mit intrinsischen Profilen vergleichen (s. Kap. 8).
Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 2 werde ich die Landau-Theorie behandeln und das Grenzflichenprofil,
sowie die Grenzflichendicke in der Landau-N#&herung diskutieren.

Danach werde ich in Kapitel 3 zunéichst die Kapillarwellen-Theorie vorstellen, um im
Anschluss daran zu klédren, wie in der Faltungsniherung die Ergebnisse der verschie-
denen Bereiche miteinander verkniipft werden.

Nach einigen Grundlagen der statistischen Feldtheorie werde ich in Kapitel 4 die Her-
leitung des vollstindigen Profils, wie sie bei [K608] durchgefiihrt wird, kurz skizzieren.
Am Ende des Kapitels folgt in Abschnitt 4.3 ein Exkurs, in dem die Méglichkeiten
und Probleme von festen Randbedingungen diskutiert werden.

Die eigentliche Trennung der Fluktuationen findet in Kapitel 5 statt, in dem zunéchst
das Funktionalintegral in der Zustandssumme und dann der Hamiltonian nach den
Moden des Fluktuationsoperators aufgeteilt werden.

In den Kapiteln 6 und 7 werden die so erhaltenen Teile einzeln behandelt. Zunéchst
wird in Kapitel 6 das intrinsische Profil und die intrinsische Dicke berechnet. Dies
geschieht in der Pauli-Villars-Regularisierung, mit der, sozusagen en passant, auch
die Ergebnisse von Kopf (die dort dimensionell regularisiert wurden) noch einmal
iiberpriift werden.

Anschlieflend betrachte ich in Kapitel 7 den verbleibenden Teil der Fluktuationen,
um zu zeigen, dass es sich dabei tatséchlich um den Kapillarwellenanteil handelt. Die
so gefundenen Ergebnisse werde ich dann geméfl der Faltungsnidherung miteinander
verkniipfen und das Resultat mit dem Ausgangspunkt, den Ergebnissen von Kopf,
vergleichen.

Abschlieflend werde ich in Kapitel 8 meine Ergebnisse diskutieren und mit den Re-
sultaten anderer Arbeiten vergleichen.



2 Landau-Theorie

Eine Grenzfliche (z.B. zwischen einer Fliissigkeit und einer Gasphase) erscheint im
Allgemeinen als exakte Trennung zwischen der einen Phase diesseits und der anderen
Phase jenseits der Fliche. So verwundert es nicht, dass noch zu Beginn des 19.
Jahrhunderts Grenzflichen als scharfe Ubergiinge betrachtet wurden. Auch Thomas
Young, der bereits 1816 von einer ,Abstufung“ (,,gradation®) der Dichte innerhalb
der Grenzflache zwischen Fliissigkeit und Gas schreibt [Yo55], ist noch der Meinung,
dass die Dicke der Grenzfliche keine nennenswerte Rolle spiele!.

Poisson ist 1831 der Erste, der Grenzflichen als kontinuierliche Dichteinderung auf-
fasst [Po31], aber erst van der Waals beschreibt 1893 diesen Ubergang auf der Grund-
lage thermodynamischer Argumente [vdW93].

Dieser Ansatz wurde spéter von Cahn und Hilliard [CH58] in etwas anderer Formu-
lierung weiterentwickelt und von Landau [La37] im Kontext kontinuierlicher Pha-
seniibergénge, d.h. in der N#he des kritischen Punktes, verwendet. Diese Theorie
bildet die Grundlage dieser Arbeit und soll in diesem Kapitel kurz skizziert werden.

2.1 Kritische Phanomene

Bei einer Vielzahl physikalischer Systeme kommt es am sogenannten kritischen Punkt
zu einem kontinuierlichen Phaseniibergang bzw. einem Phaseniibergang zweiter Ord-
nung. Unter einem Phaseniibergang n-ter Ordnung versteht man nach der Ehren-
fest’schen Klassifizierung einen Phaseniibergang, bei dem die (n — 1) ersten Ablei-
tungen des thermodynamischen Potentials stetig sind, die n-te jedoch unstetig ist.

Beispiele sind der kritische Punkt im Phasendiagramm einer Fliissigkeit (Endpunkt
der Verdampfungskurve), die Curie-Temperatur beim Ferromagnet-Paramagnet Uber-
gang oder die Mischung/Entmischung binérer Fliissigkeiten (fiir einen Uberblick siche
z.B. [Fi67], [BD92], [KSO01]).

Die grofie Bedeutung kritischer Phdnomene beruht auf deren Universalitéit. Das heifit,
dass sich physikalische Grofien einer breiten Klasse von Systemen in der Nihe der
kritischen Temperatur 7T, gleichartig verhalten.

Die Ursache hierfiir liegt in dem unbegrenzten Anwachsen der Korrelationsldange £
in der N&he des kritischen Punktes. Wahrend fern vom kritischen Punkt nur Wech-

1 the thickness of the whole stratum being always extremly minute in comparison with any sensible
radius of curvature®
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selwirkungen auf mikroskopischen Léngenskalen stattfinden, ist mit der Divergenz
der Korrelationslidnge ein Auftreten langreichweitiger thermischer Fluktuationen ver-
bunden. Aufgrund dieser kritischen Fluktuationen spielen mikroskopische Details des
Systems in der Nahe von T¢ keine Rolle mehr und physikalische Grolen verschiedener
Systeme zeigen ein universelles Verhalten.

Die Zugehorigkeit zu einer solchen Universalitéitsklasse hingt daher nur von globalen
Eigenschaften wie der Dimension und Symmetrie des Systems ab, dessen Verhal-
ten sich aus diesem Grund mit Hilfe einer makroskopischen Grofle, des sogenannten
Ordnungsparameters ¢, beschreiben lésst.

Dieser ist ein Maf fiir die Ordnung des Systems und verschwindet oberhalb der kri-
tischen Temperatur. Im Fall eines Ising-Magnets dient die Magnetisierung, im Fall
zweier Fliissigkeiten (bzw. einer Fliissigkeit und ihrer Gasphase) die Dichtedifferenz
als Ordnungsparameter. Wihrend oberhalb von T, die Magnetisierung des Systems
gleich null ist, kommt es unterhalb der kritischen Temperatur zur spontanen Magneti-
sierung, d.h. einem Zustand héherer Ordnung; der Ordnungsparameter verschwindet
nicht.

Ebenso bilden die Fliissigkeiten oberhalb der kritischen Temperatur ein homogenes
Gemisch mit verschwindender Dichtedifferenz, wihrend die Ausbildung zweier Pha-
sen bei T' < T, eine endliche Dichtedifferenz zur Folge hat.

Die Landau-Theorie erm6glicht eine Beschreibung solcher Phaseniibergénge mit Hilfe
eines kontinuierlichen Ordnungsparameters ¢(x).

2.2 Der Phaseniibergang

Auch fiir diskrete Systeme, wie z.B. das oben erw#hnte Ising-Modell, ldsst sich ein
kontinuierlicher Ordnungsparameter ¢(x) definieren, indem man den Ordnungspara-
meter als die (iiber ein mikroskopisches Volumen) um = gemittelte Magnetisierung
betrachtet. Postuliert man die Analytizitit der thermodynamischen Potentiale, so
kann man diese nach Potenzen von ¢ entwickeln. Da die Systeme der hier betrachte-
ten Universalitdtsklasse eine ¢ — —¢ Symmetrie besitzen, fordert man auch fiir das
Potential eine solche Symmetrie, d.h. es treten nur gerade Potenzen von ¢ auf.

Ein System in der Néhe des kritischen Punktes wird daher durch den Hamiltonian

Hlo) = [ s o (6(z) (2.1
beschrieben. Dabei ist )
H(p(x)) = §(V¢)2 + V() (2.2)
die Hamiltondichte und
g 4 Mz 2
Vi(¢) = @Cﬁ + ?Gﬁ (2.3)



2.2 Der Phaseniibergang

T <Tc T >1Tc

Abbildung 2.1: Das Potential in der symmetrischen und der gebrochenen Phase

das ¢*-Potential in dem g > 0 die Kopplungskonstante ist und p? ~ sgn(T — T'c)
einen Vorzeichenwechsel bei T' = T'c hat.

In der Landau-Approximation werden Fluktuationen vernachléssigt und nur das Feld
¢o(z), welches den Hamiltonian bzw. das Potential minimiert, betrachtet. Das Po-
tential (vgl. Abb. 2.1) besitzt fiir 7 > Tc (u? > 0) genau ein Minimum bei ¢g = 0
wihrend fiir T < T'c¢ (u? < 0) zwei Minima bei +v # 0 entstehen; der Parameter
steuert also den Phaseniibergang.

Fiir den Fall p? < 0 ist es sinnvoll —u? = ng > 0 zu definieren und auflerdem das
Potential auf V(+v) = 0 zu normieren. Damit erhilt man die beiden Minima

2
o= v =+,
g
des Potentials
2 4
9,2 92 9,4 M o9 3m
= = — = T — — - 2.4
V(o) = (6" v = ot - Tt (T (24)

Da es am Phaseniibergang zur spontanen Symmetriebrechung kommt, spricht man
fiir T' > T'c von der symmetrischen Phase und fiir 7" < T'c von der Phase gebrochener
Symmetrie oder der gebrochenen Phase.

Die Masse m wird mit der inversen Korrelationslinge identifiziert, d.h. m = ¢=1. In
der Néhe des kritischen Punktes geht m — 0 und somit £ — oco. Die Korrelationslénge
divergiert also, wie im vorigen Abschnitt beschrieben, am kritischen Punkt.
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2.3 Das System mit Grenzflache

Ist man nun an einem System mit einer Grenzfldche interessiert, so betrachtet man
das System in der gebrochenen Phase. In der symmetrischen Phase ist der Ordnungs-
parameter gleich null, was im Fall von bindren Fluiden einem homogenen Gemisch
entspricht. Erst durch das Auftreten zweier Potentialminima in der gebrochenen Pha-
se wird die Ausbildung einer Grenzfliche mdoglich.

Da jedoch die konstanten Losungen ¢g = v bzw. ¢9 = —v energetisch giinstiger sind
als eine Losung, die einen Ubergang von —v nach +v aufweist, miissen entsprechende
Randbedingungen gewihlt werden, die die Existenz einer Grenzfliche erzwingen.

Es wird ein System mit einer L x L X oo - Geometrie betrachtet (s. Abb. 2.2) und
periodische Randbedingungen in z1- und xo-Richtung, in z-Richtung aber antiperi-
odische Randbedingungen gewéhlt, d.h.

¢(x1 + L,xo,2) = ¢(w1,02,2) = ¢p(x1,22+ L, 2)
lim ¢(x1,20,2) = =o.
z—+o0

Eine ebene, zur z-Richtung senkrechte Grenzflache erfiillt die transversalen Randbe-
dingungen, d.h. fiir das Grenzflachenprofil gilt ¢(z1,z2,2) = ¢(z). Ich verwende im
Folgenden die Notation z = (z1,x2,2) = (Z, 2).

Das Grenzflachenprofil in der Landau-Approximation erhdlt man nun durch Mini-
mierung des Hamiltonians (2.2) mit dem Potential (2.4) unter Berticksichtigung der
gerade gewihlten Nebenbedingungen, die das Auftreten einer Grenzfliche erzwingen
(genauer: das Auftreten einer ungeraden Anzahl von Grenzflachen).

Man erhélt die Gleichung

dH([g)] m® g
mit dem Cahn-Hilliard-Profil
qﬁga)(z) = v tanh (%(z - a)) (2.6)

als Losung. Dabei ist a ein beliebiger Parameter, der die Position der Grenzfliche
festlegt. Dieses Profil wird auch als Kink bezeichnet und beschreibt einen um a sym-
metrischen Ubergang von —v nach +v. Bei umgekehrter Wahl der Randbedingungen
findet man den Anti-Kink (—qbéa)(z)) als Losung, die den Ubergang von +v nach —v
beschreibt.

Die Energie sowohl des Kink- als auch des Anti-Kink-Profils betrigt

2 4 3
H{gpo] = /d%{;(V(bo)Q + %bé - %% + :”;} =2 % X (27
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Abbildung 2.2: Die Geometrie des Systems und die schematische Darstellung der
Kink-Losung

Grenzflachendicke

Das berechnete Profil ist das Grenzflichenprofil in der Landau-Ndherung, mit dem
nun die Grenzflichendicke w in dieser Ndherung berechnet werden kann. Hierzu be-
darf es einer geeigneten Definition der Dicke. Eine naheliegende Definition wire z.B.
die Halbwertsbreite. Diese oder dhnliche Ad-hoc-Definitionen sind allerdings nur fiir
hinreichend einfache Profile sinnvoll, da der halbe Maximalwert im Allgemeinen we-
der eine charakteristische Grofle des Profils noch eindeutig ist.

Um den tatséchlichen Verlauf eines allgemeinen Profils ¢(z) besser zu beriicksichti-
gen, kann die Grenzflichendicke als zweites Moment (22) beziiglich einer geeigneten
Gewichtung p(z) definiert werden:

w? = (2?) = /dz 22 p(2). (2.8)

Damit diese Definition ein brauchbares Maf3 der Dicke darstellt, muss eine Wahr-
scheinlichkeitsdichte gew#hlt werden, die im Bereich der Grenzfldche grofie und sonst
nur kleine oder gar keine Beitriige liefert. Dies erfiillt die, z.B. in [BLS65] verwendete
Definition

p1(z) ~ 0,6(2).
Diese Wahl hat jedoch den Nachteil, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte p; () fiir ein
nicht monotones Profil negative Werte annimmt.

Dieses Problem lasst sich vermeiden, wenn die Wahrscheinlichkeitsdichte proportional
zum Quadrat der Ableitung

p2(z) ~ (9:0(2))?

gewdhlt wird. Ich werde dennoch im Folgenden immer auch p; verwenden, da alle
auftretenden Profile innerhalb der betrachteten Parametergrenzen monoton steigen.



2 Landau-Theorie

AuBerdem wird sich in Kapitel 6 zeigen, dass in der verwendeten Ndherung auch po

nicht immer positiv sein muss.

Verwendet man nun diese beiden Definitionen fiir das Kink-Profil, so erhélt man mit

der normierten Wahrscheinlichkeitsdichte

p1(z) = A 0y¢0(2) = %sech2 ( 5

wi = i /dz z%sech? <TZ> =
4 2

den Ausdruck

und somit eine Grenzflichendicke
T 1
V3m

die in der Gréfenordnung der Korrelationslénge liegt.

~ 1,81 ¢,

w] =

Als Vergleich erhélt man mit

pa(z) = 3?msech‘l (%z)

das zweite Moment

s W —6
Y27 32
und die Grenzflichendicke
Wy ~ 1, 14 5

ebenfalls in der Gréflenordnung der Korrelationslénge.

(2.10)

Mit der Landau-Theorie besitzt man also eine Theorie zur Beschreibung von Grenz-
fldchen in nullter N&herung, d.h. unter Vernachlassigung statistischer Fluktuationen.
Man erhélt auf diese Weise den Kink (2.6) als Grenzflachenprofil und eine Grenz-
flichendicke, die, je nach Definition, bei wenigen Korrelationslingen liegt. Im fol-
genden Kapitel werde ich einen anderen Ansatz zur Beschreibung von Grenzflichen

betrachten: die Kapillarwellen-Theorie.
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3 Kapillarwellen-Theorie

Die Kapillarwellen-Theorie ist eine Theorie zur Beschreibung von Grenzflichen und
beruht auf einem Ansatz von Buff, Lovett und Stillinger [BLS65]. In dieser Nidherung
wird die Grenzfliche als elastisches Trommelfell (drumhead) ohne intrinsische Dicke
aufgefasst, das im Gleichgewichtszustand vollig eben ist. Aufgrund thermischer Fluk-
tuationen kommt es zu Auslenkungen aus dem Gleichgewichtszustand und damit zur
sogenannten Rauigkeit der Grenzfliche. Diese Kapillarwellen werden i.A. unter dem
Einfluf} eines dueren Feldes (z.B. Gravitation) und bei endlicher Systemgrofie (in
transversaler Richtung) behandelt.

3.1 Die Grenzflache als Membran

Man betrachte wiederum ein System mit quadratischer Ausdehnung der Lénge L in
x1- und xo-Richtung und unendlicher Ausdehnung in z-Richtung, in dem die Grenz-
fliche im Gleichgewichtszustand bei z = 0 positioniert sei. Das Auftreten einer Grenz-
fldche bricht die Translationsinvarianz des Systems, d.h. es treten Goldstone-Bosonen
auf, mit denen langwellige Fluktuationen, die Kapillarwellen, assoziiert werden.

Aufgrund der Kapillarwellen kommt es nun zu Auslenkungen aus dem Gleichge-
wichtszustand, die durch ein Hohenprofil z = h(x1,x2) beschrieben werden (vgl.
Abb. 3.1). Hier soll dieses Hohenprofil als eindeutige Funktion angenommen wer-
den (d.h. ohne Uberhiinge, Blasen, etc.) und ferner soll der feldfreie Fall, in dem
nur Arbeit gegen die Oberflichenspannung o geleistet werden muss, betrachtet wer-
den. Unter diesen Voraussetzungen ist der Hamiltonian H des Kapillarwellen-Modells
durch

L L 1
_ )12 227 2
BH = 0/0 dml/o dzy [1+ (02, 0(D))* + (02,1(Z))?]

gegeben, der die Energie einer (dem Hohenprofil 2 (Z) entsprechend) verformten Ober-
fliche beschreibt. Fiir kleine Auslenkungen h(Z) aus dem Gleichgewichtszustand lie-
fert eine Entwicklung der Wurzel nach [(9y, h)? + (0z,h)?]

L L
o124+ 2 - " 7))2 N2+ ...
8H — oL +2/0 d1/0 0y [(0y h(E))? + (Dayh(2))2] + -

wobei der erste Term der Energie der flachen Oberfliche entspricht. In erster Néhe-
rung gilt fiir die Arbeit, die bei der Auslenkung aus der Gleichgewichtslage geleistet

11



3 Kapillarwellen-Theorie

Abbildung 3.1: Hohenprofil

werden muss, also

g

L L
8= 5 [ dur [ dna [(0h(@) + 0rah(@)). (31)

Dies entspricht dem Hamiltonian einer zweidimensionalen freien, masselosen Feld-
theorie.

3.2 Rauigkeit, Grenzflachendicke und Systemgrol3e

Die Kapillarwellen sorgen also fiir eine gewisse Rauigkeit der Grenzflache, die man
sich wie eine gekriuselte Wasseroberfliche vorstellen kann. Auch wenn die Grenz-
fliche in dieser Naherung keine intrinsische Dicke besitzt, ergibt eine Mittelung iiber
die lokalen Positionen der Grenzflache h(Z) eine effektive, endliche Grenzflichendicke.
In dieser Nidherung ist somit die Rauigkeit der Grenzfliche die Ursache einer (zumin-
dest bei endlicher Systemgrofe (s.u.)) endlichen Grenzflichendicke. Um ein Ma$ fiir
die Grenzflachendicke zu erhalten, ben6tigt man also ein Maf fiir die Rauigkeit.

Im hier betrachteten Fall periodischer Randbedingungen in ;- und x2-Richtung und
quadratischer Querschnittsfliche der Lénge L lautet die Fouriertransformation des
Hohenprofils

12



3.2 Rauigkeit, Grenzfldchendicke und Systemgrofle

Unter Verwendung der Beziehung

L
L i2m = 2 o
/ A2z elL(ner)ac — 1%
0

7i+m,0

wird Gleichung (3.1) zu

90 472 .

BHer = L7 > 7 h(@)h(=7i).
neL?

Der Boltzmann-Faktor e #He (3 = (kgT)~!) ist dann ein Mafl der Wahrscheinlich-

keit einer Amplitude h(77) (vgl. z.B. [RW02]).

Als Maf3 der Rauigkeit und damit auch der Grenzflichendicke w verwendet man in
der Kapillarwellennéherung die mittlere quadratische Fluktuation (h?). Das Grenz-
flachenprofil der Kapillarwellen-Theorie hat die Form einer Fehlerfunktion. Daher gilt
fiir die Grenzflichendicke im Fall der Definition als zweites Moment bzgl. p; (s.0.)

w%,KVV = <h2>7
wahrend fiir po
1
w%,KW = §<h2>

gilt. Die mittlere quadratische Fluktuation erhédlt man durch

1 fhmex 1 k
h?) = —1/ dk— = 'o—In | = ).
() =15 270 Ji k B 2mo . Kmin
Es fillt auf, dass hier sowohl ein oberer als auch ein unterer Cutoff nétig sind, damit
der Ausdruck endlich bleibt. Der Cutoff kpi, ist durch die Systemgrofie bestimmt

und es gilt offensichtlich ki, = 2%

Auf der anderen Seite ist kmax durch den Giiltigkeitsbereich der Kapillarwellen-
Theorie bestimmt. Denn diese ist nur fiir Fluktuationen mit Wellenldngen \ > lxw ~
¢ eine sinnvolle Ndherung, da auf kleineren Skalen die intrinsische Dicke (die in
der Grofenordnung der Korrelationslédnge £ liegt) nicht mehr vernachléssigt werden
kann. Allerdings ist der Cutoff lxw nicht eindeutig bestimmt, sondern lésst sich in
der GroBlenordnung der Korrelationslinge & mehr oder weniger beliebig wihlen. Mit

kmax = lf(—zv ergibt sich also fiir die Grenzflichendicke
1 L
2
= —1 — . 3.2
w1 Kw Gy n <lKW> (3.2)

Ich habe an dieser Stelle 371 = 1 gesetzt (vgl. Kapitel 4), da dies in den spiteren
Kapiteln durchgéngig der Fall sein wird.

Gleichung (3.2) zeigt, dass die Kapillarwellen eine logarithmische Divergenz der
Grenzflachendicke mit der Systemgrofie zur Folge haben, d.h. man benétigt eine
endliche Systemgrofie, um einen endlichen Ausdruck fiir die Grenzflichendicke zu er-
halten. Alternativ liefe sich eine endliche Grenzflachendicke auch durch ein &ufleres
Feld (pinning force) erreichen (vgl. z.B. [Ja84]), welches hier aber nicht betrachtet
werden soll.
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3 Kapillarwellen-Theorie

3.3 Faltungsndherung

Ein moglicher Ansatz, die Ergebnisse der Kapillarwellen-Theorie mit einem intrin-
sischen Grenzflichenprofil zu kombinieren, besteht in der Faltungsnidherung (s. z.B.
[JR78], [Ab84]).

Da bei der Berechnung eines intrinsischen Profils nur Fluktuationen mit Wellenléngen
A < lint und in der Kapillarwellenndherung nur Fluktuationen mit Wellenlédngen
A > Ixw betrachtet werden, wobei sowohl I als auch Ixw in der Gréfenordnung
der Korrelationsldnge liegen, werden die Fluktuationen der beiden unterschiedlichen
Skalen (intrinsische Fluktuationen < ¢ und Kapillarwellen > £) als nicht miteinander
wechselwirkend angenommen und die resultierenden Profile miteinander verkniipft.

Dies geschieht, indem der Schwerpunkt des intrinsischen Profils ¢iy an das Héhen-
profil der Kapillarwellen h(Z) geheftet wird oder andersherum gesprochen, indem
man den scharfen Ubergang, der in der Kapillarwellen-Theorie fiir die Membran an-
genommen wird, mit einer intrinsischen Dicke ausschmiert (s. Abbildung 3.2). In der
Faltungsnéherung wird somit die Grenzfliche mit einem Feld der Form

¢(x) = Pint(z — h(T))

beschrieben. Mit ¢int(2) = v sgn(z) erhélt man wieder die scharfe Grenzfliche der
Kapillarwellennéherung, mit h(Z) = a das reine intrinsische Profil ¢int(z — a) an der
Position a. Das resultierende Grenzflichenprofil ¢ erhélt man durch eine Mittelung
des intrinsischen Profils iiber alle Positionen h(Z)

3@) = (Gmele — h@)
— [7h Gz~ b@)olh

h
+o0
= [ bt - nyp()

—00

= ¢mt(2) x P(2), (3.3)

also durch eine Faltung des intrinsischen Profils mit dem statistischen Gewicht der
Kapillarwellen, d.h. dem oben beschriebenen Boltzmann-Faktor. Das Quadrat der
Grenzflachendicke erhélt man in diesem Bild (fiir die Definition p; (2) ~ 9,¢(%) (s.0.))
als Summe der Quadrate der intrinsischen Dicke und der in der Kapillarwellennéhe-
rung berechneten Dicke (3.2):

1 L
h = s 0 = w4 ot (). (3.4
’ ’ 2no ZKW
Fiir den Fall der Definition ps(z) ~ (8.¢(2))? erhélt man das Quadrat der Grenz-
flichendicke in guter Naherung ebenfalls als Summe der Quadrate der einzelnen Di-
cken:

1
wh & whyy + 5 (0)°. (35)
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3.3 Faltungsndherung

Abbildung 3.2: Die Grenzfliche in der Meanfieldndherung, Kapillarwellentheorie und
Faltungsnéherung (Quelle: [Mii04])

Aufgrund der Nichtlinearitit der Wahrscheinlichkeitsdichte ps gilt diese Beziehung im
Gegensatz zu (3.4) jedoch nicht exakt (vgl. die Diskussion verschiedener Definitionen
der Grenzflichendicke bei [Mii04]).

Auch wenn diese Naherung den Vorteil hat, sehr anschaulich zu sein, besitzt sie
dennoch einige Schonheitsfehler. Wie bereits in Abschnitt 3.2 erwihnt wurde, ist
die Wahl des Cutoffs kpax bzw. Ixkw in der Groflenordnung der Korrelationslange
willkiirlich. Auch muss der Cutoff der Kapillarwellen-Theorie nicht unbedingt mit
dem der ,intrinsischen Theorie“ liy; tibereinstimmen, so dass sich die verschiedenen
Bereiche unter Umsténden tiberschneiden. Inwieweit in diesem Fall die beiden Berei-
che als nichtwechselwirkend betrachtet werden diirfen, ist nicht ohne Weiteres klar.

Auch bei einer Theorie (vgl. Kapitel 4.2), die auf diesen Cutoff génzlich verzichtet
und Fluktuationen auf allen Lingenskalen beriicksichtigt (die ich deshalb hier als
,vollstindige Theorie* bezeichne), ldsst sich aus dem Resultat fiir die Grenzflichen-
dicke im Nachhinein nicht bestimmen, welcher Teil , rein intrinsisch* ist und welcher
mit den Kapillarwellen zusammenhéngt, da

1

2 2
Wing ~ § Ng

gilt und das Resultat mithin die Form

2420 Y (L
w—A§+27mln Be

(vgl. (4.15)) hat, in der die Parameter A und B, abhéngig voneinander, verinderbar
sind. Man sieht dem Resultat also nicht an, von welchen Fluktuationen die Beitrége
stammen. Auch hier ist daher keine Rechtfertigung der Wahl des Cutoffs moglich.

Dennoch bietet die vollstéindige Theorie eine natiirliche (weil aus der Theorie selbst
entspringende) Unterscheidung von lang- und kurzreichweitigen Fluktuationen. Die
Trennung dieser Fluktuationen voneinander und die Identifikation der intrinsischen
und Kapillarwellenanteile einer solchen vollstdndigen Theorie, ist eines der zentralen
Ziele dieser Arbeit und wird in den Kapiteln 5 - 7 durchgefiihrt.
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3 Kapillarwellen-Theorie

Die Berechnung eines Grenzflichenprofils, in dem Fluktuationen auf allen Léngen-
skalen eine Rolle spielen, ist im Rahmen der statistischen Feldtheorie méglich, indem
thermische Fluktuationen als Storung der Landau-Naherung beriicksichtigt werden.
Das folgende Kapitel gibt einen Uberblick iiber die in dieser Arbeit verwendeten Me-
thoden der statistischen Feldtheorie und stellt die 1-Loop-Ergebnisse fiir das Grenz-
flachenprofil und die Grenzflichendicke zusammen.
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4 Statistische Feldtheorie

Bei einer Annaherung an den kritischen Punkt wichst die Korrelationslédnge iiber alle
Grenzen und thermische Fluktuationen kénnen nicht langer vernachléssigt werden.
Mithin verliert die Landau-Approximation in dieser sogenannten Fluktuationsumge-
bung ihre Giiltigkeit [LL87].

Mit Hilfe der statistischen Feldtheorie des Landau-Ginzburg-Modells kénnen, durch
eine Entwicklung nach 8~! = kpT, Korrekturen zur Landau-Niherung berechnet
werden. Dieses Vorgehen ist formal vollig analog zur Berechnung von Korrekturen
zur klassischen Ndherung durch eine Entwicklung nach A2 im Rahmen der quanten-
feldtheoretischen ¢*-Theorie.

Im Folgenden werden nun zunéchst einige grundlegende Methoden der statistischen
Feldtheorie und ihre Analogien zur Quantenfeldtheorie vorgestellt. Einen Uberblick
iiber die hier prisentierten Grundlagen und die formale Aquivalenz gewisser Metho-
den der Quantenfeldtheorie und der statistischen Physik findet sich in zahlreichen
Lehrbiichern, z.B. in [LB91], [Br92], [PS95], uvm.

4.1 Grundlagen

Die oben angesprochene Analogie zeigt sich besonders deutlich bei einem Vergleich
der statistischen Zustandssumme (4.1) eines Systems mit duflerem Quellfeld J (z.B.
ein Ising-Spin-System mit duflerem Magnetfeld) mit dem erzeugenden Funktional
(4.2) einer euklidischen Quantenfeldtheorie. Erstere hat die Form

200 = - [76 {5 [ ¢ (o0 — 010t (1.1)

mit Zy = [Z¢ exp {—B f B A } und ganz analog ist das erzeugende Funktional
durch

200 = 210/% exp{—fli/d?’x (- J(a:)¢(x))} (4.2)

gegeben, wobei Zy = [2¢ exp {—1 [ d3z £} gilt und die GréBen geméf Tabelle 4.1
interpretiert werden.

Die Helmholtz’sche freie Energie W[J] erhélt man als Logarithmus der Zustands-
summe (4.1)
W[J] = -6 In(Z[J)) (4.3)
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4 Statistische Feldtheorie

(vgl. erzeugendes Funktional W[J] in der QFT).

Wie in der Quantenfeldtheorie kénnen Z[.J] und W[J] auch in der statistischen Feld-
theorie als erzeugende Funktionale aufgefasst werden. Z[J] ist das erzeugende Funk-
tional der n-Punkt Korrelations- bzw. Greensfunktionen

7 (57m) -~ (57 ) 79

Genauso erzeugt W[J] die Kumulanten bzw. verbundenen Greensfunktionen, z.B.

" (ste) () 70

Uber eine Legendre-Transformation erhilt man die effektive Wirkung

= (p(x1)...0(xp)) = Gu(x1...70).

J=0

= (¢(z1)9p(z2))c = Gz, x2).

J=0

Tléc] = WIJ) + / P po ()] ()

mit dem klassischen Feld ¢c(x), das als Funktional der Quelle J durch

SWIJ]
6 (x)

¢c(z) = (o(x))c =

definiert ist.

Fiir ein verschwindendes Quellfeld J entspricht ¢c(x) dem Vakuumerwartungswert

o(x) = (¢(x)) des Feldes ¢(z). Da auBerdem

Il [¢c]
Opc(x)

= J(x)
gilt, erkennt man leicht, dass

Il [¢c]

=0
dpc(x) pc=(¢)

eine Bewegungsgleichung analog zur klassischen FEuler-Lagrange-Gleichung liefert.
Einen Uberblick iiber einige formale Identitdten zwischen QFT und SFT verschafft
Tabelle 4.1.

So wie in der Quantenfeldtheorie i = 1 gesetzt wird, wird auch hier 371 = 1 ge-
setzt und nur an einigen Stellen explizit ausgeschrieben, um zu verdeutlichen bis
zu welcher Ordnung entwickelt wurde. Nachdem nun die formalen Grundlagen des
Landau-Ginzburg-Modells gelegt sind, soll im néchsten Abschnitt ein Ausdruck fiir
das Grenzflachenprofil bis zur 1-Loop-Ordnung berechnet werden.
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4.2 Berechnung des Grenzflichenprofils

Quantenfeldtheorie Statistische Feldtheorie
Skalarfeld ¢(z) | Ordnungsparameter o(x)
Vakuumerwartungswert (¢) | Mittlerer Ordnungsp. )
Euklidische Wirkung Sgl¢| | Hamiltonian H[¢]
Sel¢] = [ dPa (¢(2) H[g) = [ dPart (4(x))
Plancksches Wirkungsquantum h Temperatur Bt
Erzeugendes Funktional Z[J] | Zustandssumme Z[J]
inverse Masse m~! | Korrelationslinge &
klassische Néherung Landau-Naherung
Quantenfluktuationen thermische Fluktuationen

Tabelle 4.1: Formale Aquivalenz von Ausdriicken der QFT und SFT

4.2 Berechnung des Grenzflachenprofils

Die in den ersten Kapiteln behandelten Theorien, d.h. die Landau- und die Ka-
pillarwellen-Theorie, beschreiben, wie gesehen, jeweils nur einen Teilaspekt realer
Grenzflichen. Auch wenn sich mit der Faltungsnéherung ein intrinsisches Profil und
Kapillarwellen zweckmiéflig und erfolgreich kombinieren lassen, so ist es dennoch
wiinschenswert eine Theorie zu entwickeln, die Fluktuationen auf allen Léngenskalen
beinhaltet und somit keines Ad-hoc-Cutoffs bedarf.

Das Landau-Ginzburg-Modell bietet fiir das hier betrachtete Problem den stérungs-
theoretischen Rahmen, in dem, iiber die Landau-Approximation hinausgehend, sta-
tistische Fluktuationen beriicksichtigt werden. Dies erfolgt analog zur ¢*-Theorie in
der Quantenfeldtheorie durch eine Entwicklung des Hamiltonians um die klassische
Kink-Losung (2.6), d.h. durch eine Zerlegung des Feldes ¢ in die klassische Losung
¢o und statistische Fluktuationen ¢ (¢ bezeichnet von hier an immer ¢((]0) = ¢o(2),
d.h. den um z = 0 zentrierten Kink). Fiir das Grenzflichenprofil ¢ gilt dann

d(x) = (¢(2)) = o(2) + (o(2))-

Eine feldtheoretische Berechnung der Fluktuationen ¢ in 1-Loop-Ordnung fiihrt auf
ein Tadpole-Diagramm, das sich durch Losen einer Differenzialgleichung (s. [K608],
[KMO08]) bestimmen ldsst. Dies soll im Folgenden kurz skizziert und die wesentlichen
Ergebnisse zusammengefasst werden.

4.2.1 Storungsrechnung

Die Entwicklung der Hamiltondichte (2.2) um ¢ liefert

Hlgo+ 9l = #(90) + 30(@)Ke(@) + Boo(e) () + Bl(@) (4.
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4 Statistische Feldtheorie

dabei ist

2
™m,
K=-v?-=04 92—%3(9(;) (4.5)

der Fluktuationsoperator. Hier sind die Groflen g, m und (das hier nicht explizit
auftretende) v aus Kapitel 2.2 durch gg, mg und vg ersetzt worden, da es sich hierbei
um die ,,nackten“ Parameter handelt, die spiter noch renormiert werden miissen.

Der Fluktuationsoperator besitzt eine Nullmode
KW¥s, =0

mit \11650 ~ 0,¢. Diese verlangt nach einer gesonderten Behandlung, da sie auf ein
divergentes Integral fithrt. In Kapitel 5 benutze ich zur Trennung der Fluktuatio-
nen ein analoges Verfahren, daher lohnt es sich an dieser Stelle die Behandlung der
Nullmode ein wenig genauer zu betrachten.

Die Nullmode

Die Mode ¥ , Wird auch als Translationsmode bezeichnet, da sie fiir eine Translation
der Grenzflache in z-Richtung sorgt. Um die Fluktuationen proportional zu dieser
Translationsmode separat von den anderen Moden behandeln zu koénnen, bedient
man sich der Methode der kollektiven Koordinate [GS75]. Als kollektive Koordinate
verwendet man hier die Position des Kinks a und fiigt

1= /da 0(F(a))J

Fla) = / & Wy, (2 — a)()

und der Jacobi-Determinante J = |0, F| ~ \/H|[¢po] im Funktionalintegral ein. Die
0-Funktion sorgt dafiir, dass im Funktionalintegral nur Fluktuationen ¢(z), die or-
thogonal zur Nullmode sind, d.h. fiir die

(\116507 90) =0
gilt, {ibrig bleiben. Dabei ist das Skalarprodukt durch
(0.0 = [ & v (@)o(a)
definiert. Die Zustandssumme lautet nun

Zo = \/H][¢o) / da /N L@qserﬂHW. (4.6)

In diesem Ausdruck sind die Fluktuationen proportional zur Translationsmode voll-
stdndig im Integral iiber den Parameter a absorbiert. Dieses Integral bleibt zwar
divergent, aber es ist nun moglich die Fluktuationen orthogonal zu \11650 einzeln zu
behandeln.
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4.2 Berechnung des Grenzflichenprofils

Die Feldgleichung

Nach der Behandlung der Nullmode kann der Parameter a beliebig gewéhlt werden
und wird zweckmiéflig als a = 0 gewéhlt. Nun kann mit dem erzeugenden Funktional

1

_ —BH. [ +(Jp)
70 NL@@ e (4.7)

Z[J]

eine Stérungsrechnung im Unterraum N+ senkrecht zur Nullmode durchgefiihrt wer-
den. Dabei ist

Hilel = 50 K0) + 2 [ @0 oola)e@) + D [ o o1(0)

und [, bedeutet, dass nur iiber Fluktuationen aus N L integriert wird.

Es ergeben sich ein Dreier- und ein Vierervertex, die durch

= —go ¢)0(Z) und X - _gO'

gegeben sind. Wie bereits erwahnt bleibt in 1-Loop-Ordnung ein Tadpole-Graph, d.h.

(p) = +0(87?).

Der inverse, auf N+ beschriinkte Fluktuationsoperator K’ ;xl, entspricht dabei dem
Propagator und es bleibt

(p(@)) = B~ 161 () + O(B7%) = —67' 2 / 'K K pido(a’) + O(677)

zu berechnen. Dies lisst sich unter Vernachlissigung von Termen der Ordnung 32
zu der Differenzialgleichung

K () + 5K do(x) = 0 (48)

-1

- 1N spektraler Darstellung auszu-

umformen. Um diese zu 16sen ist es sinnvoll, K’
driicken, also

K = Y v (4.9)
A

zu schreiben, wobei W) (x) die Eigenfunktionen von K zu den Eigenwerten \ sind.
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4 Statistische Feldtheorie

4.2.2 Das Spektrum des Fluktuationsoperators

Das Spektrum des Fluktuationsoperators (s. [Ra75]) erhdlt man aus der Losung des
Eigenwertproblems
KW (x) = AU, ().

Hierftir ist es sinnvoll, den Fluktuationsoperator in einen z-unabhéngigen (—A(z))
und einen z-abhéngigen (K) Teil zu trennen. Dabei ist A® der zweidimensionale
Laplace-Operator und K der z-abhéingige eindimensionale Schrédinger-Operator

2
> m 90 mo
K= —83 - 70 + EU(Q) tanh2 (7,2) .
Da die Raumrichtungen senkrecht zu z auf das Intervall [0, L]? beschrinkt sind und
periodische Randbedingungen vorliegen, gilt fiir die Eigenwerte und Eigenfunktionen

des Laplace-Operators:

4 2
R=Tmn?,  mel’
L emag L 2
@ﬁ(x)*LeL ) xe[OaL}

Der Operator K besitzt zwei diskrete Eigenwerte \ € {&0, &1} und ein kontinuierliches
Spektrum \,. Fiir die Eigenwerte und Eigenfunktionen gilt:

50 =0 )
Ve, (2) = \/zgﬂsech2 (@ )
0 - 8 9 Z),
3
51 - Zm%) ’
3
Ve, (2) = % tanh (%z) sech (%z) ,

)\p:m(2)+p2 mit p ER,

2
; 3
Uy, (2) = N eP? [2}92 + % — 5m3 tanh? (%z) + 3i mgp tanh (N;O,zﬂ ,

mit der Normierungskonstanten
N, = [2n(4p* + 5p*m2 + mi)| V2.
Das gesamte Spektrum von K ist somit gegeben durch

4 2
)\ﬁ)\ = ln2+)\,

L2
Ui () o (T)Pa(2)
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4.2 Berechnung des Grenzflichenprofils

mit A\ € {fo,fl,)\p}.

Setzt man dies in (4.9) ein und sortiert nach Potenzen des Sekans Hyperbolicus, so
erhidlt man

K';; =Ch+ (Cy + C) sech? (%z) +(C1 4+ Cy—Cy) sech? (%z) (4.10)

mit den Koeflizienten

1 1
Co = — [ d :
0 27 pzﬁ: 4m2n? + (m + p?) L2
3m0 1
= 2N ——
! 8 £~ am?n?’
A0
3my 1
C, =
2 4 Z Am2n? + 3m3 L2’
n
2 2
+p°)
Cy = —3m2 [ dp N2 (my :
8 mo/ P Np zﬁ: 47m2n? + (md + p?) L2
9 1
Cy = ~mg [ dp N? : 4.11
4 4m0/ P g 4m®n? + (m2 + p?)L? (4.11)

In dimensioneller Regularisierung (in D = 3 —e Dimensionen) treten 1/e-Divergenzen
in den Koeffizienten C; bis Cy auf, die sich in den kombinierten Koeffizienten in (4.10)
allerdings aufheben. Lingere Rechnungen (s. [K608]) fithren zu den Ergebnissen

_ _Mmo
CO — An )
o 3m0
Co+C3 = T6r In(3),
3
Ci+Ci—Co = “Ola +1In(moL)] (4.12)
167
mit der Konstanten
2/
=1 + v~ —1,832,

wobei v =~ 0,577 die Euler’sche Konstante ist.
Die Losung der Differenzialgleichung (4.8) lautet

_ _9ov0 [ |2 _ mo mo

6,(2) = 2m%{[3(01+04 02)tanh( : z) +(00+02+03)( . z)]x
2 mo mo

x sech (—2 Z) + Cp tanh (—2 z) } (4.13)

Mit den Koeffizienten (4.12) erhélt man so einen Ausdruck fiir die 1-Loop-Korrektur
des Grenzflichenprofils.
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4 Statistische Feldtheorie

Grenzflachenprofil

In [K608] wurde die dimensionelle Regularisierung in D = 3 — ¢ Dimensionen und
das Renormierungsschema aus [Mii90] verwendet. Die gleichen Resultate erhélt man
auch, wie in Kapitel 6.2.2 gezeigt wird, in der Pauli-Villars-Regularisierung. Das
renormierte Grenzflichenprofil in Ordnungen der dimensionslosen Kopplung

(D—4>>

)2 :
= 2= (allgememer: UR = gRMR

mR

UR

ausgedriickt lautet dann:
P _ MR\ _
R (2) —UR{tanh( 5 z)
_ur il MR\, (TR 2 (MR
[2[a+ln(mRL)] tanh( 5 z) n( 5 z)] sech ( 5 z)} (4.14)

3 13
=—-1 — ~ —0,0115.
n 1 n(3) + 16 0,0115
Von besonderem Interesse ist an dieser Stelle, dass dieser Ausdruck die von der
Kapillarwellen-Theorie vorhergesagte logarithmische Abhéngigkeit von der System-

grofle aufweist.

Aus dem Grenzflichenprofil ldsst sich nun die Grenzflichendicke bestimmen.

Grenzflachendicke
Mit der Definition aus Gleichung (2.8) und einer Wahrscheinlichkeitsdichte p; ~
0.¢r(#) erhélt man mit dem Profil (4.14) den Ausdruck
2 2
9 9 0 1 ™ 1
_ _ L = In(mplL 4.15
wi= (= 3m¥ * 2no <a 3 77> * 2ro n(mrL) ( )

fiir die Grenzflichendicke. Dabei ist die Oberflaichenspannung o durch

2
_ 2my

UR

definiert. Verwendet man die Wahrscheinlichkeitsdichte py ~ (9,¢g(2))?, so findet
man fiir die Grenzfldchendicke
3

2 2
9 9 ™ —6 1 3 ™ —6 1
_ — M (P VR ——1 L). 4.16
wy = (2°)2 3m2R + 2o <5a 3 m) 52mo n(mel) ( )

In beiden Ausdriicken findet sich die Dicke des Cahn-Hilliard-Profils in Form des ers-
ten Terms wieder (vgl. Gl (2.9) bzw. (2.10)) und ebenso die logarithmische Abhéngig-
keit von der Systemgréfle. Dariiber hinaus besitzen sie die gleiche Form wie Glei-
chung (3.4), die aus der Faltungsniherung stammt. Der Ursprung des mittleren
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4.3 Feste Randbedingungen

Terms in beiden Ergebnissen ist jedoch unklar, da er sich ganz oder teilweise so-
wohl als 1-Loop-Korrektur des intrinsischen Profils verstehen lisst, als auch zum
logarithmischen Term hinzugerechnet werden kann (vgl. Kapitel 3.3).

Um zu entscheiden, welcher Teil des Grenzflichenprofils bzw. der Grenzflichendicke
aus kurzreichweitigen und welcher aus langreichweitigen Fluktuationen stammt, sol-
len in Kapitel 5 die in der Zustandssumme auftretenden Fluktuationen proportional
zu Ve, von den iibrigen getrennt werden. Auf diese Weise kénnen intrinsischer und
Kapillarwellenanteil getrennt voneinander behandelt und somit eine Verbindung zwi-
schen dem hier gefundenen Ergebnis und der Faltungsndherung hergestellt werden.

Bevor ich mich jedoch jenem Kapitel widme, werde ich im nichsten Abschnitt die
Abhéngigkeit der Ergebnisse von den gewahlten Randbedingungen betrachten. Bisher
wurden immer periodische Randbedingungen in den transversalen Richtungen und
antiperiodische Randbedingungen in z-Richtung gewéhlt. Im néchsten Abschnitt sol-
len Uberlegungen angestellt werden, auf welche Art feste Randbedingungen gewihlt
werden konnen und welche Konsequenzen fiir das Spektrum des Fluktuationsopera-
tors daraus resultieren.

4.3 Feste Randbedingungen

Bei den oben gewihlten periodischen Randbedingungen kommt es wie gesehen zum
sogenannten interface wandering, d.h. zu einer, durch die Nullmode hervorgerufenen,
Translation der Grenzflichenposition. Dies sorgt vor allem bei numerischen Berech-
nungen fiir Probleme, da die Position der Grenzfliche nicht genau bestimmt werden
kann (vgl. [Pa09]).

Eine Moglichkeit dieses Problem zu umgehen, bietet die Wahl fester Randbedingun-
gen, die die Position der Grenzfliche fixieren. Mochte man die Grenzfliche z.B. bei
z = 0 fixieren, so wire

(0,2, 2) = ¢(L,x2,2) = ¢(21,0,2) = ¢(x1, L, 2) = vy sgn(z)

eine mogliche Wahl der Randbedingungen. Da hierbei an den Réndern ein abrupter
Ubergang von einer Phase zur anderen stattfindet, erwartet man bei diesen Rand-
bedingungen starke Randeffekte und ein sinnvolles Grenzflichenprofil liele sich nur
fern von den Réndern (also z.B. als das Feld ¢(L/2,L/2,z)) definieren oder durch
Mittelung iiber die transversalen Richtungen erhalten.

Hier verwende ich eine andere Wahl fester Randbedingungen, die moglicherweise we-
niger starke Randeffekte aufweisen, da sie einen kontinuierlichen Ubergang von einer
Phase zur anderen vorgeben. Die naheliegende Wahl fiir einen solchen kontinuierli-
chen Ubergang ist das Kinkprofil.

Ich betrachte also weiterhin ein in z-Richtung unendlich ausgedehntes System, das
in £1- und zo-Richtung auf ein Quadrat der Seitenlénge L beschrankt ist. Die Grenz-
fliche soll auch hier wieder bei z = 0 liegen. Daher wéhle ich in z-Richtung wie bisher
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4 Statistische Feldtheorie

antiperiodische Randbedingungen,

lim QZ)(JJl,SCQ,Z) = :l:U07
z—*+o0

wéhrend ich nun
¢(07$27 Z) = ¢(L,.’L‘2, Z) = ¢(.’L‘1, 07 Z) = ¢(.1'1, L7 Z) = ¢0(z) = Yo tanh (%Z)
fiir die transversalen Richtungen wéhle. Aus der Beziehung

¢(x) = do(2) + ()

folgt somit insbesondere, dass die Fluktuationen ¢ an den Réndern verschwinden
miissen:

90(0756'272) = QO(L,.Z'Q,Z) = Sa(xlaovz) = Sp(xlaLVZ) = 0.

Aus diesen Uberlegungen ergeben sich einige Konsequenzen fiir das Spektrum des
Fluktuationsoperators.

4.3.1 Das Spektrum des Fluktuationsoperators

Obige Randbedingungen lassen den z-abhingigen Teil K des Fluktuationsperators
unveréndert.

Fiir den transversalen Teil —A® gilt nun jedoch die Bedingung verschwindender
Fluktuationen an den Réndern des Systems. Damit sind die Eigenfunktionen durch

2
or (%) = T sin(kyz1) sin(kox2)

mit den Eigenwerten
s .
k; = ZTLZ 1=1,2 n; € N\{O}
bzw. im allgemeinen Fall von D Dimensionen durch

D-1 D1

on(Z) = (i) i ];[1 sin(kiz;)

mit den Eigenwerten
k; = %nz = 1(D — 1) n; € N\{O}
gegeben.

(Auch wenn es sich hier nicht um die gleichen Eigenfunktionen und -werte handelt,
benenne ich sie genau wie im vorigen Abschnitt, um die weitgehende Analogie heraus-
zustellen. Ich verzichte auflerdem zugunsten der Lesbarkeit auf einen weiteren Index
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4.3 Feste Randbedingungen

und weise lediglich darauf hin, dass in allen Kapiteln (von diesem Abschnitt abgese-
hen) immer die Eigenfunktionen und -werte aus Abschnitt 4.2.2 verwendet werden.
Gleiches gilt fiir das Inverse des Fluktuationsoperators.)
Fiir das Spektrum des gesamten Fluktuationsoperators erhélt man damit :
2
2
Aﬁgo :ﬁn )

Wie, () :Z\ / 3% sin(k1 1) sin(kyzy)sech? <Tr2LOz),
Uie, () :Z\ / {% sin(k1x1) sin(koz2) tanh (?z) sech(?z) ,

2
)\n)\p Lgn +m0—|—p )

2 .
Wiix, (x) ==N,, sin(k1z1) sin(kaxa)e™* x

L
2 3 5
[2p —1——2 —imotanh ( 5 )—i— 31 mop tanh( 5 >]

Insbesondere fillt auf, dass der Fluktuationsoperator mit den oben gew#hlten Rand-
bedingungen nun keine Nullmode mehr besitzt, da

i#0 und sogar n; >0 )

gilt. Da die Nullmode fiir die Translation der Grenzfliche verantwortlich ist, die
hier gewahlten Randbedingungen eine solche Translation aber gerade verhindern,
entspricht dies auch genau den Erwartungen.

Fiir den inversen Fluktuationsoperator ergibt sich damit folgender Ausdruck

’_ 3Im
Kml — L2{ 0 Z 712 5 sin? k:lazl)sm (kg:zg)sech (mo/2z) +

n1>0
ng >0

3 1
+ TO Z 3 5 sin?(kyx1) sin?(kpzy) tanh? (mg/22)sech? (mg /22) +

m>0 1zt 1My
no>0

+ /dp =
nlz>:0 FLQ +mg + p?
ng >0

2
sin?(kyz1) sin? (koo ‘1/»\1)(2)‘ }

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem entsprechenden Ausdruck (4.10) bei peri-
odischen Randbedingungen, so fallt auf, dass hier z1- und zs-abhingige Terme iibrig
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4 Statistische Feldtheorie

bleiben, wihrend dort die Terme @z (Z)p%(Z) ~ eik-gik- lediglich Konstanten lie-

n
fern.

Daher ist nun auch die Losung der Gleichung (4.8) nicht mehr nur von z abhéngig,
sondern ebenfalls von 1 und zs. Um diese Gleichung zu l6sen bietet es sich an, die
x1- und xs-abhingigen Teile auf beiden Seiten nach den oben bestimmten Eigenfunk-
tionen 7(Z) zu entwickeln. Man erwartet also eine Losung der Form

. s . ™
o1(z) = g sin (Emlxl) sin (zm2$2>¢1,m1,m2(2)7
mi1>0
mo>0

wahrend mit [; := 2m; — 1 und

sin ( nzxz) Z A1, sm( > (s. Anhang A),

m; >0

’_ . llﬂ' . l27T
Kml :{ Z Any 1y Any 1 SID (Tﬂﬁl) sin (L@)Mm,nz}

ni,n2>0
m1,mo>0

folgt. Dabei sind die Entwicklungskoeffizienten durch

2 2
4n; _ 4n;

Ap, 1 = _
T 2my — )2 — 2mi— 1)1 Li(4n2 — P)n

gegeben und

M, ny :Lz{ 8 (2 n%)sech (mo/22)+
377’L0 1

+ tanh?(mg,/22)sech?(mg/22)+

4 m(ni+n3) | 3 o
—1z i

1 2
+/dp ’wp(z)) :
T (n +n2) + m +p

Damit lautet die Feldgleichung

[ A( +K]¢1( { Z An1l1 na,la X

n1,mn2>0
my,mo>0

. (hm . (lom
X sin (17330 sin (%xg) n17n2}¢0( ).
Da die ¢7(Z) ein vollsténdiges Orthonormalsystem bilden, muss diese Gleichung fiir
jedes my und mg bzw. [} und Iy einzeln 16sbar sein. Daher bleibt die Gleichung

(Z)

lom\2 -~ g
+ (%) + K} ¢1,l1,l2('z) == 20{ Z Am,l1An2,len1,n2}¢0(z) (4.17)

ni,m2>0

=0
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4.3 Feste Randbedingungen

zu l6sen. Diese Gleichung hingt nun nur noch von z ab und es existiert, da der Opera-
tor £ ein Inverses besitzt, ein ¢1 1, 1,(2), das diese Gleichung lost. Dieses zu bestimmen
ist aufgrund der hinzugekommenen A,,, ;, jedoch nicht ohne Weiteres moglich.

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung des Grenzflichenprofils besteht darin, einen
analytischen Ausdruck fiir K;;/l herzuleiten und mit diesem eine Lésung zu bestim-
men. Ein solcher analytischer Ausdruck wurde fiir den Fall periodischer Randbedin-
gungen z.B. in [Ho97] bestimmt, erweist sich aber als zu linglich und kompliziert,
um dort bei der Berechnung von Graphen Verwendung zu finden.

Obwohl also das Problem der Nullmode bei festen Randbedingungen nicht auftritt,
ergeben sich andere Probleme, die es nicht erlauben, mit den in den vorigen Ab-
schnitten beschriebenen Mitteln ein Grenzflichenprofil zu bestimmen. Es sei noch
darauf hingewiesen, dass zwar die Nullmode Vg , im Spektrum des Fluktuations-
operators fehlt, nicht aber das Band von Moden Wje,, das mit den Kapillarwellen
assoziiert wird (s.u.). Daher ist zu erwarten, dass auch bei den hier betrachteten
Randbedingungen eine In(L)-Abhéngigkeit der Grenzfliche auftritt.

Nach diesen Zwischeniiberlegungen soll nun im folgenden Kapitel die Trennung der
lang- und kurzreichweitigen Fluktuationen durchgefiihrt werden.
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5 Trennung der lang- und
kurzreichweitigen Fluktuationen

Wie in Abschnitt 4.2.2 gezeigt, besitzt der Fluktuationsoperator drei Bénder von
Eigenfunktionen

Uar(z) = op(@)Ya(2)
mit )\ c {{0—0 51 Smgu )\p:m%)+p2}

die zu den Eigenwerten A;\ gehoren.

Die nur von z abhéngige Nullmode

Wi, (2) = p5(#ea (=) = 70 (2) ~ D:0(2)

ist die Goldstone-Mode, die aus der spontanen Brechung der Translationsinvarianz
resultiert. Eine Fluktuation des Feldes proportional zu Wj , it einer Amplitude a
ist mit einer Verschiebung der gesamten Grenzfliche in z-Richtung verbunden

$o(2) — a 0¢0(2) = ¢o(z — a),

fiir die das System keine Energie aufwenden muss.
Mit dem Band der Goldstone-Moden

D Wi (@ Z (@), () i#0
7

wird nun ganz analog fiir kleine Amplituden h(77) eine lokale Verschiebung der Grenz-
fliche um h(Z) assoziiert (vgl. z.B. [Wa80])

Z h(it) Wig, () = do(z — h(T)). (5.1)

In Kapitel 4.2 wurde die gesonderte Behandlung der Nullmode skizziert. Dabei wurde
der Parameter a, der die Position der Grenzfldche festlegt, als kollektive Koordinate
verwendet. Genauso soll nun im Folgenden das Hohenprofil h(Z) als kollektive Koor-
dinate eingefiihrt werden, um die kurz- und langreichweitigen Fluktuationen getrennt
voneinander behandeln zu kénnen.
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5 Trennung der lang- und kurzreichweitigen Fluktuationen

Das Verfahren der kollektiven Koordinate wurde von Fadeev und Popov im Rahmen
der Quantisierung von Eichfeldern entwickelt [FP67] und wird in verschiedenen Varia-
tionen durchgefiihrt (z.B. erfolgte die Behandlung der Nullmode analog zu [GST75]).
Hier gehe ich entsprechend der in [DK80] verwendeten Methode vor.

Zuvor fiihre ich jedoch noch einige, den Raum der Fluktuationen und die relevanten
Unterrdume betreffende Bezeichnungen ein: Sei N der Raum aller Fluktuationen,
dann betrachte ich folgende Zerlegung:

N =Ng Nt = Nléo g NyLéo

dabei ist

e N der Raum der Konfigurationen proportional zur Nullmode \11650(2)
e Nt der Raum der Konfigurationen orthogonal zur Nullmode Ve, (2)

e Nlé der Raum der Konfigurationen proportional zum Band ¢z (%), (2)
e N1% der Raum der Konfigurationen orthogonal zum Band ¢g(%)1, (2)

mit © € Z.

5.1 Das Hoéhenprofil als kollektive Koordinate

Ich verwende also zunichst das Hohenprofil h(¥) als kollektive Koordinate, um eine
Trennung von Kapillarwellen und intrinsischen Fluktuationen in der Zustandssumme

Zy = / D eBHI
N

zu erreichen.

Fiir hinreichend kleine Fluktuationen um die klassische Lésung ist das Feld ¢ auch
in erster Ordnung monoton steigend (in z-Richtung) und besitzt somit insbesondere
nur einen Nulldurchgang. Ich definiere die Position dieses Nulldurchgangs, die mit &
variiert, als h(Z), also

¢(Z, h(Z)) = 0.

Im Prinzip wére auch jeder andere konstante Wert ¢ mit —vg < ¢ < +wvg zur Definition
des Hohenprofils geeignet. Die Wahl der Nullstelle (¢ = 0) fiir dieses sogenannte
,crossing criterion erscheint intuitiv jedoch als die natiirliche und wird z.B. auch
bei Fisher und Jin verwendet [FJ91].

Das verschobene Kinkprofil ¢g(z — h(Z)) erfiillt offensichtlich das crossing criterion,
weshalb fiir die Fluktuationen

@(Z, h(Z)) =0
folgt.
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5.1 Das Hohenprofil als kollektive Koordinate

Es ist nun sinnvoll, das Feld

¢(x) = do(z — h(T)) + ¢(x)

in einer Form zu schreiben, in der die Fluktuationen ebenfalls verschoben sind, d.h.

¢(x) = do(z — h(Z)) + (T, 2 — h(T)), (5.2)

da in den im Folgenden auftretenden Integralen auf diese Weise alle Funktionen die
gleichen Argumente besitzen. Wegen

— /dF §(F) = /dh 6(F (h))|OnF (h)]

schreibe ich, um h(Z) explizit als kollektive Koordinate einzufiihren

1= H [/dh(f)&(F(h(f)))Jf}

T

mit
400

F(h()) = / 0z e (= — h(D)S(, 2)

— 00

und

Jp = 8hF‘ ' / dz Optbe, (2 — h)o(x)

_ |- /_ 2 (Ot (2 — h))o(a)

= | Ve (2 = h)o(z)

-~

=0

9 400
-l-/ dz e, (z — h)0.0(x)]|.

—00

Der erste Term verschwindet weil 10, ~ sech?(z) — 0 fiir 2 — oo wihrend ¢()
endlich bleibt. Die Funktional-Determinante ldsst sich mit (5.2) weiter umformen zu

Je = ’ / & ez~ mson(z— )+ [ wgo<z—h)azso<f,z—h>‘

= | pvAE [ w000 | (53)

Wobei im letzten Schritt eine Verschiebung (z — h) — z durchgefiihrt wurde. Nach
partieller Integration des zweiten Terms erhélt die Jacobi-Determinante die Form

1
Jf = Z dz 8Zw£0 ) (1‘ 2):|

ol |1 - W o
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5 Trennung der lang- und kurzreichweitigen Fluktuationen

Bei der Berechnung von () ¢, in (6.2) wiirde durch den zweiten Term eine weite-
re Ableitung nach dem Quellfeld auftreten, die in 1-Loop-Naherung keine Beitrage
liefert. Daher kann dieser Term in erster Ordnung vernachléssigt werden und es bleibt

1
Jz = 7V Hldo].

Der Faktor /H|[¢o] taucht auch in der Funktionaldeterminante in Kapitel 4.2.1 auf-
grund der Beziehung ||0,¢0|| = v/ H|[¢o] auf. Diese gilt, da

2,2 3

/d?’x (0.¢0) = movo/d% sech4(@z> —o M0 p2_ H|¢po]

4 2 q0

(vgl. GL (2.7)). An dieser Stelle erhilt man nun zusétzlich einen Faktor 1, da

060l = [ & e, (210002 /d%/mdwgo )0-60(2)

1 +eo

& ploul = [ dz e (200.0002).

Dartiiber hinaus gilt fiir die Delta-Distribution
+o0

@) = o [ a vele - n@

—00

- 5(/+Oodz Veo (2 — W(Z)p(Z, 2 — h(f))

—00

= o [ s v 0ret ) (5.4)

—00
Die Faktoren Jz spielen im Folgenden keine Rolle mehr und lassen sich als zusétzliche
Normierungsfaktoren im Funktionalintegral iiber h absorbieren. Ich schreibe also

H/dh J~—>/@h

womit die Zustandsumme
+o00
Zy = /@qﬁ /@h Hé(/ dz e, (2)p(Z, z)) e A9

lautet. Aufgrund der Deltafunktion tragen nur Konfigurationen aus N1 zum Funk-
tionalintegral bei und somit ergibt sich

Zy = /@h PpePHIl = /@h D e PHII (5.5)
N-+éo N-Léo

Im Hamiltonian treten hier explizit nur noch Fluktuationen ¢ € N+ auf, die iibrigen
(d.h. aus Nl€) sind vollsténdig in h(&) absorbiert. Wenn daher im Folgenden von den
Fluktuationen ¢ die Rede ist, sind damit immer Fluktuationen aus N+ gemeint.

Im néchsten Abschnitt werde ich nun die lang- und kurzreichweitigen Fluktuationen
im Hamiltonian H|[¢] trennen, um separate Ausdriicke fiir A und ¢ zu erhalten.
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5.2 Der Hamiltonian

Ich verwende folgende Bezeichnungen:
x = (r1,22,2) = (T, 2),
Z =z — h(Z),

T = (x1, 2,2z — h(Z)).

Auflerdem sind alle Groflen, die mit Vektorpfeilen gekennzeichnet sind, Grofien die
in der (x1,z2)-Ebene wirken.

5.2 Der Hamiltonian

Um nun auch im Hamiltonian h-abhéngige und ¢-abhéingige Ausdriicke voneinander
trennen zu koénnen, entwickle ich wie schon in Abschnitt 4.2.1 um die klassische
Losung. Allerdings entwickle ich hier um die verschobene Kinklosung ¢o(z — h(Z)),
die kein Extremum des Hamiltonian ist. Daher tritt, im Gegensatz zur Entwicklung
in Abschnitt 4.2.1, ein linearer Term auf. Es zeigt sich aber, dass dieser in erster
Ordnung vernachléssigt werden kann:

5H[¢] . 2 m% ~ 90 ,3,~
i, = (7w + e
2
= (02— T30 ) on(e) + B1080) (@, + 2 )on(

=0 vgl. Gleichung (2.5)
- 8931 (a$1h(£>az(b0(§)> - 6332 (awzh(f)az¢0<2))

= — (02, h()D:00(2) — (0, h(T)?0200(2)) ~
— (92, (3))0-00(2) — (Drsh(7) 20 60(2)
=~ [V2h(@))0:60(2) — (Vh(Z))* 020 (2)
und weiter
e _ol@) == [ @HPN@N00(2)old) - [ EHIHE)DE(2)ol)

__ / BE(V(E))20200(2) ().

Hierbei gilt der letzte Schritt, da 0,¢ proportional zur Nullmode ist und ¢ € N+,
also ¢ L 0.¢y, ist. Der vernachléssigte Beitrag [ dz 0.1, (2)p(Z, z) in der Jacobi-
Determinante (s.o.) entspricht gerade der z-Integration des hier verbleibenden Terms.
Dieser kann somit ebenfalls vernachléssigt werden.
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5 Trennung der lang- und kurzreichweitigen Fluktuationen

Damit ldsst sich der Hamiltonian schreiben als

m2
Hion + ¢l = [ 2] §(Von(2)? - “263(2) + o)+
L1 [ page CHI -
ta | TS @00@) |y, T

- 3~ 313~ 33 01 53H[¢]
by [ EEEE 50(2)00(F )36 |,

Wie in Gleichung (4.4) bleiben auch hier vier Terme, von denen die letzten drei die
folgenden Ausdriicke enthalten,

M _ _ 2 _ mig @ 2 P o 5:/
¢<>¢<>¢0—[V 2+2¢0<>]6< ),
S HIg) B Ssln (e o
SHEIE) ) |, — 0o FE -~ T,
54H[¢} _ j _ CE/ F— j// g j/”
5@ oe @) |, — WO T EIE = )IE — AT,

wéhrend der erste Term mit der Beziehung

(Voo(z = h(&))* = (9:00(2))* + (VA(T))*(9-00(2))°,

m2 -
sl je.mar - o) + Do b+ [ Par@0.mo)

=H|[¢o] =:H[h]

wird.

Nach diesen Umformungen erhélt man den Hamiltonian in erster Ordnung als

Hgo+¢] = Hlgol + AR+ 56, Kp) + 260, 6% + (67, )
=H¢,[p]
= Hlgo| + H[h] + H g [¢]. (56)
Ich setze dieses Resultat nun in (5.5) ein und erhalte fiir die Zustandssumme
) = e PHIS] /@h o BHI] D e PHLg o] (5.7)
N-Liéo

vollig analog zu (4.6). Es lisst sich nun eine Stérungsrechnung im Unterraum N-%0
durchfithren, indem man die Zustandssumme

Zigo= | Dy e il (5.8)
N-Léo

36



5.2 Der Hamiltonian

mit dem Hamiltonian
1 90 90
Higle] = 50, K"0) + (00, %) + (0%, ¢7)
definiert. K” bezeichnet darin den auf N+¢ beschrinkten Fluktuationsoperator. In
der Zustandssumme (5.7) sind die kurzreichweitigen Fluktuationen explizit von den
langreichweitigen getrennt. Die Zustandssumme (5.8) ermoglicht es daher, einen Aus-

druck fiir das intrinsische Grenzflichenprofil herzuleiten. Dies soll im folgenden Ka-
pitel geschehen.
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6 Intrinsische Fluktuationen

6.1 Die Feldgleichung

Das erzeugende Funktional der intrinsischen Fluktuationen (d.h. der Fluktuationen
aus dem Unterraum N1) erhilt man durch Addition eines Terms (J,¢) zum Ha-
miltonian in der Zustandssumme (5.8):

Z1¢|J] ngo,o NL&O.@@ e PH Lo [Pl +(J) (6.1)
dabei ist J das Quellfeld und
Higlyl = %(%K”s@)Jr / w15 (0),
mit A i(e) = oo@)e’(@) + et @).

Ich schreibe das erzeugende Funktional wie folgt:

1 5 1 "
— — B H# _— Do e P2@K ')+ (1)
Z1¢0,0 eXp{ ﬁ/ ! I’L$°<5J(w))} i L C

Mit der Verschiebung

Z1¢o[J]

- “en—1
p=9p—pF KT
folgt dann die Beziehung

(BK'9) = (2 K'p) =267 (o, ]) + F2 (LK)
= (pK'9) = (3,K'Q)+287 (. ]) = B(JK"TT)

und damit
ZL&)[J] = 1 exp{—ﬁ/dgx %,L&)(é)} X
ZL{(),O 5J(ﬂ§)
% e3BTNIKTL) DG e PIPK"(60)3)

N-téo

Dabei ist das letzte Integral ein Gaufi’sches und héangt nicht von J ab. Es liefert den
Beitrag

P25 o B3 (@K" (d0)@) _ (det K//)ié
N-Léo
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6 Intrinsische Fluktuationen

und so wird das erzeugende Funktional zu

1 5 1p-1 n—1
7 _ o d3 A~ H(JK J)
Lal7] Z ¢, 0V det K” P { ﬁ/ T i <5J($)) }62
1 5 \°
# 5o0) (57)
ZJ_&'D 0 det K” { ﬂ / 5J(£L’)
% exp{ ﬁ/d3 ( )> }eéﬁ (J]K//*IJ)‘

Fiir den Erwartungswert der intrinsischen Fluktuationen erhilt man damit bis zur
Ordnung /7!

() 1e = { ﬁ/3’go (%)3%

1 _ _
{1 R+ gl o)
J=0
—— [ B () + O(572) (6.2)
Ich wende K" auf beide Seiten von (6.2) an
K"()1¢, = = B~ 2K do(x) + O(872)
und erhalte somit in erster Ordnung die Gleichung
K"{¢) 1ey + DK 7 do(x) =0, (6.3)

die formal Gleichung (4.8) entspricht.

6.1.1 Losung der Feldgleichung

Um die so erhaltene Gleichung zu lésen, ist es sinnvoll den Operator K” -1 genau wie
sein Gegenstiick in Gleichung (4.9) spektral darzustellen. Hierbei ergeben sich die
gleichen Ausdriicke wie bei der Darstellung von K’ _1; allein der Koeflizient C1, der
aus den Moden Wy stammt (["Jberlegungen iiber den Ursprung der Koeffizienten
finden sich in Anhang B), fehlt nun in der Darstellung von K” ~!. Fiir den Kern des
Operators erhélt man bei zusammenfallenden Argumenten

K'~! = Cy + (Cy + C5) sech? (%z) +(Cy — Cy) sech? (%z) (6.4)

(vgl. Gleichung (4.10)).

AuBerdem tritt in Gleichung (6.3) der Operator K” an die Stelle des vollstindigen
Fluktuationsoperators in Gleichung (4.8). Da die explizite Form von K” nicht bekannt
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6.1 Die Feldgleichung

ist, ist nicht unmittelbar klar, ob Gleichung (6.3) analog zu Gleichung (4.8) gelost
werden kann.

Dieses Problem lisst sich durch folgende Uberlegung 16sen:

Bei allen in Gleichung (6.3) auftretenden GréBen handelt es sich um die auf N+
beschriankten Grofien aus Gleichung (4.8), deren Losung (vgl. Abschnit 4.2.2)

- govo 2 mo
_ _JoT0 )12 _ h (220
é1(2) om3 { [3((3’1 + Cy — C9) tan ( 5 z)+

+ (Co + C2+ Cs) (ﬂ;()z)} sech? <%z) + Cp tanh (?z) } (6.5)

orthogonal zu W5, ist, da Wy gerade und ¢; ungerade in z und damit

(Wrep (), 61(2)) =0

ist. Daher ist die auf N1¢ beschrinkte Losung

> govo | |2 mo
¢1,L£o<z) = _2m(2){ [3(04 — (C9) tanh (7,2)4-

+ (Co+ Ca+ Cs) (?z)] sech? (%z) + Cj tanh (%z) } (6.6)

die Losung der Gleichung (6.3).

Hier ergibt sich nun das Problem, dass in D = 3 — € Dimensionen zwar die kombi-
nierten Koeffizienten Cy, (Cy + C3) und (C; + Cy4 — C2) endliche Ausdriicke liefern
(Gleichung (4.12)), die einzelnen Koeffizienten allerdings e-Pole aufweisen. Bei Ver-
nachlissigung von Termen der Ordnung € bzw. e_moL(moL)_l/ 2 lauten die Koeffizi-
enten Cy und Cy4 bei [K608|

3 (1 1 V3
Cy = ngL {6 - ln(mOL) - 5 [7 o ln(47T)} —In (7) }7
3 1 1 5
Schreibt man nun
L €
)
mg

so erhilt man die Koeffizienten in der Form (wiederum unter Vernachlissigung von
Termen der Ordnung )

Cy = Smée{l - %[7 — ln(47r)} —In (?) },

Cy = m%mé_g {i - % [7 - ln(47r)} +1In (S)} .
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6 Intrinsische Fluktuationen
Somit bleibt hier ein e-Pol in dem Ausdruck (Cy — C3) bestehen:

3 1 1 2
—:76—77—14]1@).
Ca=Ca 167 0 { € + 2[7 n(4m)| +1n 3 }
Das intrinsische (unrenormierte) Grenzflichenprofil in erster Ordnung lautet damit
G1e,(2) = d0(2) + 1 1¢,(2)

—€
= o) 9] 5 (1) 4

+<% In(3) — 1) (?z)] sech? (%z) — tanh <%z) } (6.7)

Dabei enthilt aP! einen einfachen Pol in e

; 1 1 2
Div

« :—f—i—f[ —In(4 }—i—ln(f),

-+ 5|7~ In(4m) 3
welcher auch durch eine (evtl. modifizierte) Massen- oder Kopplungsrenormierung
nicht zu beseitigen ist, da der divergente Term proportional zu tanh(%z)seChQ(%z)
ist, wihrend alle denkbaren Counterterme aus einer Entwicklung des Terms nullter

Ordnung kommen miissten und somit proportional zu sechQ(%z) wiren.

Es ist also nicht moglich, im Rahmen der dimensionellen Regularisierung einen end-
lichen Ausdruck fiir das intrinsische Profil zu erhalten. Dennoch kann man bereits
hier einige Eigenschaften des intrinsischen Profils erkennen:

Im Gegensatz zum vollstdndigen Profil in Gleichung (4.14) beinhaltet der gefundene
Ausdruck keinen In(L)-Term mehr. Diese logarithmische Abhéngigkeit von der Sys-
temgrofle wird wie in Kapitel 3 beschrieben von den Kapillarwellen hervorgerufen.
Da diese mit den Moden parallel zu Wy, identifiziert werden, stimmt das gefundene
intrinsische Profil in dieser Hinsicht mit den theoretischen Erwartungen iiberein.

Im n#chsten Abschnitt werde ich nun die Koeffizienten Cy bis C4 in Pauli-Villars-
Regularisierung behandeln. Einerseits um zu erkennen, ob es sich bei den auftre-
tenden Divergenzen um UV- oder IR- Divergenzen handelt, andererseits kann den
Divergenzen in Pauli-Villars-Regularisierung leichter eine physikalische Bedeutung
zugeschrieben werden als einem e-Pol, da zwischen Pauli-Villars-Cutoff A und dem
Cutoff liy eine Beziehung hergestellt werden kann (vgl. Kap. 8).

In der Pauli-Villars-Regularisierung [PV49] werden, im Gegensatz zur dimensionel-
len Regularisierung, nur Divergenzen, die bei groflen k auftreten, d.h. Ultraviolett-
Divergenzen regularisiert wihrend eventuell vorhandene Infrarot-Divergenzen (die
fiir grole L auftreten) unveréndert bleiben. Diese Unterscheidung zwischen UV- und
IR-Divergenzen ist im Rahmen der dimensionellen Regularisierung nicht moglich.

Auflerdem liefert eine alternative Regularisierung und Renormierung einen guten
Test der verwendeten Ergebnisse, da das renormierte vollsténdige Grenzflachenprofil
(4.14) unabhéngig von der Art der Renormierung sein muss.
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6.2 Pauli-Villars-Regularisierung

6.2 Pauli-Villars-Regularisierung

Bei der Pauli-Villars-Regularisierung wird ein Parameter A eingefiihrt, so dass der
divergente Propagator fiir grofie k£ stark genug abfillt, um fiir endliche A einen endli-
chen Ausdruck zu erhalten. Auflerdem soll fiir A — oo der urspriingliche Propagator
zuriickerhalten werden. Die UV-Divergenzen werden also vollstéindig im Cutoff A ab-
sorbiert. Im Allgemeinen ist es auch moglich, mehrere solcher ,,Pauli-Villars-Massen
A; einzufithren, indem man den divergenten Propagator geméif

N

1 1 a;
% —
k2 —|—m% k2+mg Zil kQ—l—A?

(mit der Bedingung sz\i 1 a; = 1) ersetzt. Hier verwende ich allerdings nur die Regu-
larisierung mit einem Parameter A. Der Propagator wird dann wie folgt modifiziert:
1 1 1

— - : 6.8
t+mg KR tmd Kt A2 (6:8)

Fine weitere Moglichkeit, die Pauli-Villars-Regularisierung anzuwenden, ist, im Ha-
miltonian Felder ¢; mit Massen A; einzufiihren und den modifizierten Propagator
aus der so verdnderten Hamiltondichte herzuleiten (siehe z.B. [Z2J89], [Ho93]).

Da A > my ist, kann man in (6.8) leicht sehen, dass fiir kleine k der urspriingliche
Propagator dominiert und die IR-Divergenzen im Wesentlichen unveréndert bleiben.
Schreibt man den regularisierten Propagator in der Form
A— mo
(k2 + m3) (k> + A

sieht man auBerdem direkt, dass dieser fiir groe k& nicht mehr mit £~2 sondern mit
k=% abfillt. Im allgemeinen Fall mit N Pauli-Villars-Massen fillt er mit &~ N+2) ab.
Da die hier betrachteten Integrale aber schon fiir k=4 konvergieren, wird wie bereits
erwihnt nur ein A eingefiihrt.

Nach diesen Voriiberlegungen lassen sich nun die Koeffizienten C; regularisieren.
6.2.1 Die Koeffizienten in Pauli-Villars-Regularisierung
Der Koeffizient Cy

Der Koeffizient Cy lautet

1 [T 1
O = — d .
07 on /_OO P Z 4m?n2 + m3L? + p2L?
nez?

In Pauli-Villars-Regularisierung erh&lt man

1 [t
Copv = 2W/ dp )

neZ?

1 1
{47r2n2 +m2L2 4+ p2L2  4An2n? + A2L2 4 p2L2 }
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6 Intrinsische Fluktuationen

Da #dhnliche Summenterme auch in den anderen Koeffizienten vorkommen, berech-
ne ich diese hier einmal allgemein, um im Folgenden dieses Ergebnis verwenden zu
konnen. Es gilt:

1 e 3.2 2,2
- dtd e 1% t ef47r nt
P it AELCR DY

nez? nez?

o [e.e]
_ — 322t —4n?n2t 9(1 — t) / 9(1 — t)
= /0 dt{e Y e 5 (t i dt=—

nez?

01—t
= Dl,g(l‘) —|—/ dt ( )
0 47t

Dy o(x) ist dabei benannt und definiert wie in [Ho97]. Dort wird diese Gréfe zu

I

V3

— %=z

D o(z) = —ﬁ['y—i—ln(%x%] + C’)(e\/; )

< H(1—1)
/0 dt 4drt

spielt hier keine Rolle, da es in jedem Koeffizienten zweimal und mit unterschied-
lichem Vorzeichen auftritt, so dass sich die Beitridge gegenseitig autheben. Es muss
lediglich eingefiihrt werden, um endliche Ausdriicke fiir ¢ — 0 zu erhalten. Auflerdem
werden in den Koeffizienten jeweils die Terme O(exp(—+v/3z/2)/+/x) vernachlissigt,
da diese wie exp(—L) oder stéirker abfallen. Damit erhalte ich:

1 [t 2 2
= — dp { Dio| —= 24 2L ) — Dio| =—=+/A2 + p2L
CO,PV 2 /oo b { 170<\/§ o r > 170<\/§ r ) }

1 —+o00 A2 2
_ dp In <+p>

bestimmt. Das Integral

8m2 J_ mi + p?
= —_— n —_—
472 J P mé + p?
A —myg
— . 6.9
ym (6.9)

Dabei habe ich in der letzten Zeile (4.222.1) aus [GR81] benutzt. Hier tritt also eine
lineare Divergenz in A auf, wihrend der Koeffizient in dimensioneller Regularisierung
endlich bleibt. Es wird sich weiter unten aber zeigen, dass nach der Renormierung in
beiden Fillen das gleiche Ergebnis erhalten wird.

Der Koeffizient C;

Der Koeffizient C ist gegeben durch

3m0 1
¢ = 8 Z 4m2i2”

nez?
70
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6.2 Pauli-Villars-Regularisierung

In Pauli-Villars-Regularisierung erh&lt man

C . 377’L0 1 1
LBV =g 4272 47Zi? + A2L2
RneZ?
70

377’L0 o0 _42*21&
= 8{/0 dt Y et -

iez?
70

_/OO dt/{e—AQLQt’ Z e—47r2ﬁ2t/}}
0

iez?
70

3mg &0 CAn2R2t 9(1 — t)
_ 2 dt m2itt _
8 {/0 Z ¢ 4rt

iez?
A0

o Ay _amrzy 01— t"
—/0 dt {e Z € — W

iez?
70

3mg 0 CAn2R2t 9(1 — t)
= — dt Tt _ —
8 {/0 Z ¢ 47t

ez?
A0

0o /
| Zazpey —Ar2724 9(1 —t ) 1
/0 dt {e Z € B Art! + A2]2

nez?

2 1
= — | Zoo—D —AL — .
3 < 0,0 1,0<\/§ >+A2L2)

Hier ist die Gréfie Zy o ebenfalls benannt und definiert wie in [Ho97], nédmlich

o0 a2, O(1—t)
Zoo = dt Amt .
w o= [ Ay

0

nez?
70
Unter Verwendung von
1 NZS vy
Zoo = —1 —
0.0 = 5 D<F2(}1)> —1—47T

aus [Ho97] und Vernachlissigung von Termen der Ordnung (v ALexp(—AL)) und
(AL)~? erhalte ich somit

Cipy — ?;Z:f{ In <£0> +y+1n <F2(@> +ln(m0L)}. (6.10)
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6 Intrinsische Fluktuationen

Der Koeffizient Cs

(' ist definiert durch
3ﬂ10 1

272 1 3,,272°
e 4mems + 4mOL

Ch =

Pauli-Villars-Regularisierung liefert

3mo 1 1
C p— - .
2,PV 4 Z {4ﬂ2ﬁ2 + %m%LQ 472772 + A2L2}

nEZL?

Analoge Umformungen wie oben fiihren zu

3m 2
Copy = TO <D1,0(m0L) — Do <\/§AL>>
_ dmo 3 20 272
= 167T< ~ ln<4m0L)+’Y+ln(AL)

- () n(3)

Der Koeffizient Cjs

Der Koeffizient

1
4m?n? + m3L? + p?L?

+oo
Cy = —3/ dp Ng(mé + mép?) Z

o REZ2

liisst sich mit v = p/mg und N? = (2m(4p* 4 5mp* + mg))~* schreiben als

3mg [T 1+ v? 1
O3 =—5— v Z 2 2
2r ) o A+ 502 +1 4m2n2 + mgL? + mgu2L?

nezL?
und in Pauli-Villlars-Regularisierung
3mg oo 1 +—Uz
C = —— dv————— X
PV o /_OO Yot + 502 + 1
1 1
XZ 2,2 272 2,272 An2n2 27,2 2,272
- 4mn? + mgL* + mgvL 4mn? 4+ A2L? + mgu“L
neZ?
3mo /+oo 1+ 02 "
= —_— v———
2 o dvt+5v2 41

2,2
X {DLO (jg V14 v2moL> —D1p (\% 1+ m/g;) AL> } (6.12)
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6.2 Pauli-Villars-Regularisierung

Unter Vernachléssigung von Termen analog zu den oben vernachléssigten erhalte ich

3mg [T 1+0? A? m3 9
C =—— dv——————<In| — In(1+— —1In(1
SPV 872 /_ v4v4+5v2+1{ N <m(2) TR n(l+ %)

o0

und es bleiben die folgenden Integrale:
/+°° 1+ v? s
s T
s 4v* +5v+1 2

+oo 1402 mé T mo 1
do—— 0 In(14+ T0,2) =T (’)(—
/_OO Yot + 502 + 1 n< +A2U> *

+o00 2
/ d 1—i_vhl(lJrv?):Wln(;).

v
oo AP+ 50241

o= L(A) - (2)] 619

fiir A > mg

und

Der Koeffizient C,4

9 4 +o00 NQ 1
Ci=" d
4 4m0/oo P Np %2 an2n? + m2L2 + p?L2
n

schreibt sich mit A, und v wie bei Cs als

9 oo 1
Ci=— do(4v* + 50 + 1)
4 87Tmo/_OO v(4v® + 507 + 1) %24ﬂ2n2+m%L2+m302L2
n

und in Pauli-Villars-Regularisierung

9 Feo
C4,PV = 87Tm0/ dv(4v4 + 5’[)2 + 1)_1 X
—o0

1 1
X — )
gz; <47r2n2 +m3L? +miv2L?  Ann? + A2L% + m3v2L2>
n

Der Summenterm ist derselbe wie in (6.12) und es folgt somit
C47PV :W /OO d'l)(4'U + 5'U + 1) ln mig + ln 1 —+ F'U — ln(]. +v )

mit den Integralen:

oo 1 s
e et
oo At +B50+1 3
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6 Intrinsische Fluktuationen

2
too In(1+ T80%)  am? 1
do—— A7) _TMo (—) fir A
/ Vit 51 oAz O\ b > Mo

o (142 2 (9
dv— 2TV S (2
/_ gt 502 +1 3" n<8>

o0

—0o0

und

resultiert (wieder unter Vernachlissigung von Termen O(A~2))

~ 3mg A 8

6.2.2 Vergleich der dimensionellen Regularisierung und der
Pauli-Villars-Regularisierung

Zur besseren Ubersicht stelle ich noch einmal die Resultate in dimensioneller (Ci.dim)
und in Pauli-Villars-Regularisierung (C; py) gegeniiber. Die Koeflizienten C bis Cy
lauten

1 1
Cragm = — mée{ﬁa[wn@ﬂ]““ <ﬁ>+ln(moL)},

16m r2(1)
- 3m0 A ﬁ
Cipv = 167T{ln <mo>+7+ln <F2(}1)>+ln(m0L)}’

B T S N 2
Codim = 87rm0 { i {'y 1n(47r)] +1In <\/§> },
3my A 2
= 2P0 2 am (2
A ”(mo>+ “<ﬁ)}

C3dim = ——o—m

1
0 €
. 3m0 A 3
= = () ()}
) L P 8
Cidim = 6.0 {6 2[7 ln(47r)}—|—ln <9>},

o 3m0 A 8
047PV = ]_67]'{1n <Tn0> +1n <9>}

Vergleicht man die aufgefithrten Koeffizienten in Pauli-Villars-Regularisierung mit
den entsprechenden in der dimensionellen Regularisierung, so lésst sich eine gemein-
same Regel zur Umrechnung der 1/e-Divergenz in die In(A)-Divergenz feststellen.
Verwendet man mg € =1 — eln(mg) + O(e?) und vernachlissigt Terme der Ordnung
€, so erkennt man, dass sich die dimensionell regularisierten Koeffizienten durch

1 % [7 - ln(47r):| — In(A) (6.15)

€

48



6.2 Pauli-Villars-Regularisierung

in die entsprechenden C; py umwandeln lassen.
Diese Regel gilt auch fiir den kombinierten Koeffizienten (Cy — C3), der divergent

bleibt,
3my (1 1 3
— )aim = — S |y—In( In(2
(C4 CZ)dlm 167 {6 9 |:'Y n( 77):| + In <2> },

e - 22{u () (2)

wihrend der kombinierte Koeffizient (Co + C3) unabhéingig von der Regularisierung
ist:

3my

(C2+ C3)dim = Tor

ln(3) = (CQ + Cg)pv.

Der Koeffizient C ist in dimensioneller Regularisierung endlich, weist jedoch in Pauli-
Villars-Regularisierung eine lineare Divergenz in A auf

mo

Co,dim i
A—mo
Copv = P

es wird sich allerdings im néchsten Abschnitt zeigen, dass nach der Renormierung
beide Ausdriicke das gleiche Resultat fiir das vollstdndige Profil liefern.

Das volistindige Grenzflachenprofil in Pauli-Villars-Regularisierung

Ich betrachte also zunéchst das vollsténdige Grenzflachenprofil:

Die kombinierten dimensionell regularisierten Koeffizienten aus Gleichung (4.12) un-
terscheiden sich von den entsprechenden Koeffizienten in Pauli-Villars-Regularisie-
rung

A— mo
Copv = in
_ 3myg
(CQ + Cg)pv = 1677[' ln(3)

(CL—Co+ Ci)py = ‘?;f{m <§>+”y+ln (;{&) —Hn(moL)}

nur durch die A-Divergenz im ersten Koeffizienten.

Die Pauli-Villars-Renormierungsgréfen der dreidimensionalen ¢*-Theorie wurden in
[Ho93] bestimmt. Ich verwende dasselbe Renormierungsschema und die dort berech-
neten Grofen.
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6 Intrinsische Fluktuationen

Die renormierte Masse ist definiert durch

Y (p)

-
T e |

die Feldrenormierung durch

ary (p)
Op?

—1
Zp =

p=0

Mit den Renormierungsbeziehungen (s. Kapitel 4.6 in [Ho93])

_ ZQRUR l 2
g = gr+ g7 +0(A> + O(ug);
_ _ur (3 _ 1 2
mo = MR = o <16 mR A)+O(A>+O(UR),
9rR
Ur = —,
mg
17 A 1 )
VR = U0+8<16_’r7’1,0)UO+O<A) +O(U0) (616)
und der Umkehrung
B 17 A 1 \
vg = UR — g <16 — mR>vR + O(A) + O(ug), (6.17)

erhalte ich fiir das Profil in nullter Ordnung
®o(z) =vg tanh (?z)
_ me w3 A (me L 2
—votanh< 5~ 87r<16 mR>< 5 z>+O<A>+(’)(uR)>
_ mr ) _ur (3 A (g 2 (MR
—Uo{tanh< 2 ) 87r<16 mR)( 5 z)sech < 5 z)—i—
1
+ 0O <A> + (9(u2R)}
B MR urvR [ 17 A MR
—wvR tanh < 5 z) o <16 mR) tanh ( 5 z>
_umor (3 A (MR Y2 +0( <) +0d)
8 \16 mgp/\ 2 2 A R

wéhrend in den Termen erster Ordnung (Gl. (6.5)) die nackten Grofien direkt durch
die renormierten ersetzt werden konnen, da alle Korrekturen nur Beitrige der Ord-
nung uR liefern. Damit erhalte ich fiir das vollstdndige Profil unter Vernachlissigung
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6.2 Pauli-Villars-Regularisierung

von Termen der Ordnung % und “12%
— mR URVUR 17 A mR
=vgrtanh | —2z | — — - — h({—z)—
¢(z) =vg tan ( 5 z> o <16 mR) tan < 5
URVR 3 A MR o MR
_ e I (e h2( =R
87 {(16 mR>( 2 z>sec ( 2 z>+

1 L
o ) nln >) tanh (”;)+

Mit
und

folgt bis zur Ordnung ug

— mR ur (o In(mgL) MR o (MR
—vd tanh (2R, ) - YR (2 TUMRY) MR MR
o(2) v{ an < 5 z) 8%(2 + 5 tanh 5 2 sech 5 2 +
ur (MR o [ MR
+87rn<2 z)sech (2 z)}

und man erhilt schlief3lich mit
dr(2) = 23"%6(2)

das Grenzflachenprofil aus (4.14):
Bu(2) —ond tanh (TR,) -~ ur (@ WOMRDN oy (R 2 (TR )
R R 2 87\ 2 2 2 2
ur (Mg o MR
+87T77< 5 z>sec < 5 z>}
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6 Intrinsische Fluktuationen

Das Grenzflichenprofil in 1-Loop Ordnung ist also unabhéingig von der Art der Re-
normierung.

FEine Moglichkeit dieses Profil ein wenig iibersichtlicher zu schreiben bietet sich bei
der Verwendung der physikalischen Masse. Es wird sich zeigen, dass in diesem Fall
der Term mit dem Vorfaktor n wegfillt.

6.2.3 Die physikalische Masse

Waihrend die renormierte Masse mp iiber die Beziehung

)

2 _
T (rPw)

definiert ist, ist die physikalische Masse my,), durch die Nullstelle der renormierten
2-Punkt-Vertexfunktion bestimmt:

TP () =0 p= (imp,0,0).

Die Beziehung zwischen physikalischer und renormierter Masse findet sich bis zur
ersten Ordnung ebenfalls in [Ho93] (oder im Kontext dimensioneller Regularisierung
bei [He93]). Sie lautet

m2, = ma{l + ;“;(183 - §1n<3>> 1o (D + 0<u%>}
(

? - 21n(3)> +0 (i) - O(u?{)}

und somit unter Vernachlissigung von Termen der Ordnung A~! und u%{

MR =Myph {1 - g—i (12 - Zln(3)>}
{

bzw.

Damit folgt

tanh (%z) =tanh (%z [1 — U—RnD

8T
= tanh (%z) - g—in (%z) sech? (%z) + O(uR).

Setzt man dies in den Term nullter Ordnung im vollstdndigen Profil ein und ersetzt
in den Termen erster Ordnung mpg direkt durch mpy, so erhélt dieses die Form

) =on {ran (7] — 4 (G 4 P ) o (70 s ()}
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6.3 Das intrinsische Grenzfldchenprofil

6.3 Das intrinsische Grenzflachenprofil

Die kombinierten Koeffizienten des auf N+ beschriinkten Profils (6.6) lauten in
Pauli-Villars-Regularisierung:

A—m
Copv = 1 °
v
3m
(Co+C)py = —2In(3),
167

(Ci— Co)py = ?1?;’{ In (%) +In (%) }

Mit den oben verwendeten Beziehungen zwischen renormierten und nackten Gréflen
((6.16) und (6.17)) und identischen Umformungen erhalte ich das intrinsische Grenz-
flichenprofil

5R,Lgo(z) ZUR{ tanh (%O _
-l (ln () +m (T)) o (02 st (™R2) +

+ ;L?P;T] (%z) sech? (%z) } (6.18)

Auch in Pauli-Villars-Regularisierung bleibt also ein divergenter Term im intrinsi-
schen Profil bestehen.

Das hier gefundene intrinsische Profil enthilt die gleichen Terme wie das Profil der
vollstdndigen Theorie, einzig die Grofle « ist durch In(2/3) und die In(L)- durch
die In(1/A)-Divergenz ersetzt worden (vgl. Diskussion zur intrinsischen Dicke in Ab-
schnitt 6.3.1). Genau wie im vorigen Abschnitt fillt der ,n-Term® bei Verwendung
der physikalischen Masse weg. Mit denselben Umformungen wie oben erhélt man

aR,Lgo(Z) =UR {tanh (%z) — g—i% In (27;1{)11) tanh (%z) sech? (m;[lz)} .

Auch wenn das Profil in dieser Form kiirzer und iibersichtlicher ist, werde ich im
Folgenden weiterhin die renormierte Masse verwenden, da diese in vielen anderen
Arbeiten verwendet wird und somit ein direkter Vergleich der Ergebnisse moglich
ist.

Mit dem berechneten Profil lasst sich nun die intrinsische Grenzflachendicke bestim-
men.

6.3.1 Die intrinsische Dicke
Wie bereits in den ersten Kapiteln werde ich auch hier zwei verschiedene Defini-

tionen fiir die Grenzflichendicke verwenden. Dazu ist es notig, die Ableitung des
Grenzflichenprofils, sowie das Quadrat der Ableitung zu bestimmen.
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6 Intrinsische Fluktuationen

Die Ableitung des renormierten, intrinsischen Grenzflichenprofils (6.18) lautet
@ —op PR coch? (@ ) YR 2 (@ ) _
azﬁbR,J_go(Z) UR 5 sech 5 z {1+ S [n ksech 5 z
_ ok n (ﬁz) — ktanh (@z>
8 2 2
—on TR oh2 (@ ) UR |4 ( > ( R ) B
UR 5 sech 5 z {1+8 [1 2 5 tanh 5
— U—Rf@ sech? (@z> — 2tanh? (EZ) .
8m 2 2

Dabei ist k wie folgt definiert:
- Ay
K = 5| In = n{s)|
Man erkennt hier, dass & mit der ,, Ubersetzungsregel“ (6.15) genau dem Ausdruck

—€
my QDI
2

im intrinsischen Profil in dimensioneller Regularisierung (6.7) entspricht.

Um das Quadrat der Ableitung zu berechnen entwickelt man 0. ¢g_ 1¢,(#) nach g1

0:0m.1¢,(2) = 0.00+ B 0.0, +0O(B72)
(0:0R,1¢,(2))° = (0:00)* + 267" 0.000.01 + O(B7?)

mit

(D.¢0)% =v nfsechA‘ (7Rz)

oy i et (12) o1 -2 () s (5|
— K {sech2 (%z) — 2tanh? (%z) ] }

erhélt man bis zur ersten Ordnung

(62$R,L§0(Z))2 :U%nf{seChA‘ (%Z) {1 + 2§ (n [1 -2 ( 5 ) tanh ( 5 ) ]—
— K [sech2 (%z) — 2tanh? (%z) ]) }

o4



6.3 Das intrinsische Grenzfldchenprofil

An dieser Stelle erkennt man, dass (wie bereits in Kapitel 2 erwéhnt wurde) in der
betrachteten Néherung auch (9.¢g, lfo(z))Q nicht unbedingt positiv sein muss. Denn
wie bisher ist auch hier S~! lediglich ein formaler Zihlparameter, der angibt, bis
zu welcher Ordnung entwickelt wird. Daher sind die vernachléssigten Terme zweiter
und hoherer Ordnung nicht unbedingt klein gegen die beriicksichtigten Terme und
es lisst sich ohne Weiteres keine eindeutige Aussage iiber das Vorzeichen treffen.
Dennoch erweisen sich im vorliegenden Fall beide Definitionen als zweckméflig und
finden daher hier Verwendung:

1. p1(z) = N1029r 1 ¢,(2)

Die Normierungskonstante erhalte ich durch

+0o0 - N +oo
NT! :/ dz 0:0R,1¢,(2) = PR, 1¢,(?) = 2uR
o0 —o0
1
=4 N1 =—
21)1:{
und damit
5 1 +oo ) . +oo )
(zN,16, = o dz 2°0,¢0(z) + 0 dz 2°0,¢1(2) ¢ .
Die Integrale liefern
+oo 2m2uR
dz 220, =
/OO z 2°0,00(2) 3m2R
und N
> — VR UR 4 2
dz 220, =——— = — 8k .
/_OO 2 220,41 () m%{ 3 <3777r H)
Mit diesen Ergebnissen erhélt man
o[7? ur /2
<z2)17j_50 = mR2 [3 ~ % (3777r2 - 4/&)]
2 1 2 2 1 mR
= — | In(=) - — ——In(— 1
3m%{+27ra<n(3) 3n>+27ran<A> (6.19)

mit der Oberflichenspannung o.

2. pa(z) = N2(0:20r,1¢,(2))?

Die Normierungskonstante A5 erhilt man mit

1 e Py 2
Ny :/ dz (0:9R 1¢,(2))"

—00
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6 Intrinsische Fluktuationen

Dies lisst sich mit (mg/2)z = tg wie folgt berechnen:

+o0
Nyt :v%n;R{ / dtg sech’(tr)

—00

~~

UR e 4 e 4
+2—(n [/ dtg sech®(tR) —2/ dtg tg tanh(tg)sech®(tgr) ] —

ol

8m —oo —oo

wl—=

_4
: -

B H[/Jroo dtn, sech® (tr) —2 /+°° dtr tanh®(tg)sech®(tg) }) }

—00 —0o0

/

~
_16 _

—15

2 UR, 4

Die Normierungskonstante lautet damit bis zur betrachteten Ordnung

3 UR 4
o (1~ 209
2 2v§mR< g\ 5"

und das zweite Moment erhélt die Form
—+o00o

(2)a.1c) =No / dz 2(0:8n 1, ()’

—0o0

2,02 +o0
=Np—1 / dtr thsech?(tR)

Gl

mgr —00

w2—6
-9

UR +oo +oo
+2—|n [/ dtg thsech’(tg) —2/ dig t3 tanh(tR)sech‘l(tR)} -

s —c0 —00
_n2-6 _n2-6
9 — 12
+00 +oo
— K [ / dtg thsech®(tgr) —2 / dir t% tanh? (tR)sech‘l(tR)}
_ 472-30 _ 2
- 45 45
3 | 72—-6 ugp [712—6 472 — 60
mg 9 8 9 45
2 —6 4
Ty (77 - 5”)] +O(up)
2 2
= — | =Kk =2
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6.3 Das intrinsische Grenzfldchenprofil

Setzt man nun noch «x und die Oberflichenspannung o ein, so erhélt man das Ergebnis
(wiederum unter Vernachlissigung von Termen der Ordnung u%{)

2 2
9 ™ —6 1 /3 (2) T —6 31 (mR)
SR D A R A S (TRY 6.20
(72,160 3m, +2m<5n3 5 1) T 5505 M\ A (6.20)

Die Ergebnisse (6.19) und (6.20) weisen eine grofie Ahnlichkeit mit den Ergebnissen
(4.15) und (4.16) der vollstdndigen Theorie auf. Zum besseren Vergleich fiihre ich
hier noch einmal exemplarisch das Ergebnis fiir (22)5 aus (4.16) an, der Vergleich
von (4.15) und (6.19) zeigt die gleichen Parallelen.

2 2
oo =6 1 (3 w2—6)\ 31
_ -6, 13, °— In(mgL).
SRE mgﬂmga 5 1) 5 3g MimeL)

Beide Ergebnisse enthalten in Form des jeweils ersten Terms die Dicke des Profils
in der Landau-Nidherung (vgl. (2.10)), mit dem der ebenfalls in beiden Ausdriicken
vorhandene ,,n-Term“ zusammenhéngt. Wie oben gesehen stammt dieser aus dem
Profil nullter Ordnung und der Definition der verwendeten Masse.

Von der Grofle «, die in der Grenzflichendicke der vollstéandigen Theorie auftritt,
bleibt in der intrinsischen Grenzflichendicke (genau wie beim intrinsischen Profil)
nur der Faktor In(2/3) und statt der logarithmischen Divergenz in L bleibt hier eine
solche in A. Dies ist verstédndlich, da in der vollsténdigen Theorie die Wellenzahl durch
die Systemgrofle begrenzt wird, hier aber durch den intrinsischen Cutoff [jy ~ 1/A
(fiir den genauen Zusammenhang zwischen A und lin s. Kap. 8).

Somit sind die hier gefundenen Ausdriicke vollig analog zu denen der vollstéindigen
Theorie zu verstehen, allein die Grofie

" <F2¢£>> o

fehlt in der intrinsischen Grenzflichendicke und scheint aus den Kapillarwellen zu
stammen. Um dies zu iiberpriifen, werde ich mich im folgenden Kapitel mit dem
verbleibenden, d.h. dem von den Moden parallel zu Wg herriihrenden Teil, den
Kapillarwellen beschéftigen.

o7



o8



7 Die Kapillarwellen

Nachdem ich im letzten Kapitel das intrinsische Profil und seine Dicke hergeleitet

habe, werde ich in diesem Kapitel zeigen, dass die Moden Wz, zurecht mit den

Kapillarwellen identifiziert wurden und dass dariiber hinaus eine Faltung des im
vorigen Kapitel bestimmten intrinsischen Profils mit dem statistischen Gewicht dieser
Kapillarwellen die Resultate aus [K608] liefert.

Wie im vorigen Kapitel starte ich mit der Zustandssumme (5.7):

Zo = e~ PHI%0] /@h o BHI] D e PHLgle],
N-+éo

Das erzeugende Funktional auf dem Raum N lautet nun analog zu Gleichung (4.7)
/ Dh B Dp o BHLGRIH0),
" Zio N-téo
Somit folgt fiir den Vakuumerwartungswert der Fluktuationen

wuu»:/éhamﬂﬂwn&@—m

bzw. fiir das vollsténdige Profil in 1-Loop-N&herung

T) = / Ph e PN G (2 h). (7.1)

Dies entspricht genau der Faltungsnéherung (3.3):

:/éh@MZ—M@WWa

d.h. der Faltung des intrinsischen Profils (6.18)

0= o o (252) () s (") o (7:) |

mit

plh] = e=PHI.

Im Folgenden werde ich nun den Hamiltonian H [h] ein wenig genauer betrachten und
zeigen, dass dieser in erster Ordnung sowohl mit dem Hamiltonian einer verformten
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7 Die Kapillarwellen

Oberfléche (aus der Kapillarwellentheorie) als auch mit den Moden des Fluktuations-

operators K aus dem Raum N identifiziert werden kann.

Letzteres ist nicht iiberraschend, da der Hamiltonian H[h] in Kapitel 5 gerade nach
diesem Kriterium von den iibrigen Fluktuationen getrennt wurde. Dennoch ist es
aufschlussreich zu sehen, dass die Moden Wy, an dieser Stelle explizit zuriickerhalten

werden konnen.

7.1 Der Hamiltonian H[h]

Ich betrachte nun den Hamiltonian

- 1 e )

) = / i (Th(F))2(D-60(2)).
Mit

do(2) = 37m(2) tanh (m02>
’ 90 2
4
— (0.¢0(2))*> = ?ZZ;) sech? (?2) =0 % sech4<n;02>,
wobei o = 29%8 die Oberflichenspannung ist, erhélt man in erster Ordnung
A = 2 / Bz (Vh(z) % sech4(";°z>

(7.2)

Der Hamiltonian (7.2) entspricht dem in Kapitel 3 hergeleiteten Hamiltonian (3.1),
d.h. dem Hamiltonian einer elastischen Membran mit der Oberflichenspannung o.

Dieser lasst sich genau wie in Kapitel 3 mit

und der Beziehung

Ai4+m,0
2 2 2,2
~ oL . 4min

(1] = Z5= > (=) =
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7.2 Die Grenzflachendicke

umformen. Diese Ausdriicke (Gl. (7.2) und (7.3)) beschreiben in erster Néherung die
Arbeit gegen die Oberflichenspannung bei einer Verformung der planen Oberfliche
im feldfreien Fall.

Fithrt man dagegen die Fouriertransformation vor der z-Integration durch, so erhélt
man den Hamiltonian in der Form

_ L2 +oo 4 2
H[h}:% dthﬁ ”2" 37;0 ch4<moz>,

wobei auffillt, dass

7 g sech <2Z> = Nvigo | Wiigo ()|

der Teil des Spektrums des Fluktuationsoperators K aus dem Unterraum NI ist.
Offensichtlich gilt also

~ UL2 R 2 g L 2 - - 2
Hlh ==~ | dth =it Aigy | Wy ()| = | EE (V@) (T4)
An dieser Stelle ist deutlich zu sehen, dass das Band der Goldstone-Moden Wy,
bis zur 1-Loop-Ordnung den aus der Kapillarwellen-Theorie bekannten Hamiltonian
liefert.

Im folgenden Abschnitt werde ich nun die von den Kapillarwellen hervorgerufene
Grenzflichendicke bestimmen.

7.2 Die Grenzflachendicke

Wie in Kapitel 3 beschrieben, dient in der Kapillarwellen-Theorie die mittlere qua-

dratische Fluktuation (h?) als Ma$ fiir die Grenzfliichendicke. Die Wahrscheinlichkeit

einer Amplitude h(77) ist nun proportional zum Boltzmann-Faktor o BHIR],

Fiir den Erwartungswert (h?) ergibt sich mit dem Ergebnis aus (7.3) in erster Ord-
nung

1 L? 1 8
2\ _ -1 _p-12
() =5 oL? Z# 472n?2 b o 3myg @

7,70

Hier taucht nun der Koeffizient C; wieder auf, der bei der Berechnung des intrin-
sischen Profils fehlte. Da die in ihm enthaltenen Moden mit den langreichweitigen
Fluktuationen identifiziert wurden (vgl. Anhang B), entspricht dies den Erwartun-
gen. Setze ich nun das Ergebnis fiir C; aus Gleichung (6.10) ein, so erhalte ich

(R?) = 271“7{111 (;20) +v+1In (F\Q(f)> —I—ln(moL)}

S (O *f +1In(AL) (7.5)
om0 T2(1)
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7 Die Kapillarwellen

den aus den Kapillarwellen stammenden Anteil der Grenzflichendicke. Auch hier
findet sich, wie bei den Ergebnissen fiir die intrinsische Grenzflichendicke (Gleichun-
gen (6.19) und (6.20)) die logarithmische Abh#ngigkeit vom Cutoff A und, wie
von der Kapillarwellentheorie vorhergesagt, die ebenfalls logarithmische Abhéingig-
keit von der Systemgrofle L. Dariiberhinaus beinhaltet die gefundene Grenzflichen-

dicke die Grofie /A
T
(25
I2(3)

die im intrinsischen Profil gegeniiber dem vollstéandigen Profil fehlte.

Ich habe also sowohl die intrinsische Grenzflichendicke, als auch die durch die Rauig-
keit der Grenzflache hervorgerufene Dicke aus der vollstdndigen Theorie erhalten.
Abgesehen davon, dass beide Groflen logarithmisch mit der Pauli-Villars-Masse A
divergieren, weisen sie die bekannten charakteristischen Merkmale auf. Die intrin-
sische Grenzflichendicke beinhaltet die Dicke des Cahn-Hilliard-Profils plus Terme,
die durch intrinsische Fluktuationen hervorgerufen sind, ist aber insbesondere nicht
von der Systemgrofle abhingig. Diese Abhéingigkeit beobachtet man, im Einklang
mit den Erwartungen, im gerade erhaltenen Ausdruck. Nun stellt sich die Frage, ob
mit Hilfe der Faltungsnéherung die urspriingliche Grenzflichendicke zuriickerhalten
wird.

7.2.1 Die Faltung

Nach der Faltungsnidherung erhélt man die vollstiandige Grenzflichendicke (bzgl. der
Definition p;i(z) ~ 0,¢(z)) als Summe der intrinsischen Dicke und der mittleren
quadratischen Fluktuation (h?) (s. Gl. (3.4)):

9 2
2 2 i 1 3 T ! TR
(201,160 + (I7) 3m2, 27m<n<2>+377>+27r0n</\>+
1 { VT
o 7+ln< >+ln(AL)}
2o r2(1)
= T Y b D mel) = (2. (T6)
© 3m3, 270 3! 2ro RE) = a .

Dies ist die Grenzflichendicke der vollstandigen Theorie aus Gleichung (4.15), d.h.
Gleichung (3.4) gilt auch hier, wie in Kapitel 3 beschrieben, exakt.

Fiir die zweite Definition der Grenzflichendicke (p2(2) ~ (9,¢(2))?) gilt nach (3.5)

(P & (e + ()

72 1 /3 | 3 72 N
frnd _— — 1n — -
Sm% 2mo \ 5 2 3 K

+;27r10{7+1n <r;/£)> +ln(AL)}. (7.7)
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7.2 Die Grenzflachendicke

Wie bereits in Abschnitt 3.3 gesehen, gilt diese Beziehung nur ndherungsweise, wes-
halb hier nicht die Grenzflichendicke der vollstéandigen Theorie zuriickerhalten wird.
Die exakte Beziehung lautet hier

(P = (e + ()

— i_i §ln § ﬂj +§i]n @ +
T 3m 2m0\5 \2) 37) 520 A

+
—1—22710{7 +1In (%) ln(AL)}

4

7r2—6+ 1 /3 2 —6 +3 1 n(mpL)
— _ — | - — —— INn{m .
3mZ | 270 \ 5 3 1) 520 R

+

Darin heben sich, ebenso wie in (7.6), die In(A)-Terme gegenseitig auf und man erhélt
die Grenzflichendicke der vollstindigen Theorie, frei von A-Divergenzen. Nachdem
es also zunéchst gelungen ist die intrinsischen und Kapillarwellenanteile innerhalb
der vollstindigen Theorie zu identifizieren und voneinander zu trennen, lassen diese
sich nun mit Hilfe der Faltungsnidherung wieder verbinden.

Im folgenden Kapitel werde ich die erhaltenen Ergebnisse weiter diskutieren und mit
den Ergebnissen anderer Arbeiten vergleichen, um so vor allem auch einen sinnvollen
Bereich fiir die Wahl des Cutoffs A abschétzen zu kénnen.
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8 Diskussion der Resultate

8.1 Der Zusammenhang zwischen [, lxkw und A

Wie in Kapitel 3 beschrieben héngt der Kapillarwellen-Cutoff lxw mit einer maxi-
malen Wellenzahl k., kw iiber die Beziehung

Ikw
21

zusammen. Entsprechend héngt der intrinsische Cutoff /i,y mit einer minimalen Wel-
lenzahl kpin, ine tiber die Beziehung

kmax, KW =

lint

kmin int =
’ 27

zusammen, d.h. [ spielt fiir das intrinsische Profil die Rolle, die die Systemgrofie L
in der Kapillarwellen-Theorie spielt. Hier gilt

ling = ZKW = la

da lediglich ein Cutoff A eingefiihrt wurde, der sich sowohl bei den Kapillarwellen als
auch im intrinsischen Profil findet und der sich dariiber hinaus in der Faltungsnéhe-
rung weghebt. Daher schreibe ich von nun an lediglich [ und lasse die Indizes weg.
Um nun einen Zusammenhang zwischen diesem Cutoff / und der Pauli-Villars-Masse
A herzustellen, betrachte man z.B. das Integral

/ d3k 1
(2m)3 k2 +m3’

Die auftretende Divergenz ldsst sich im Rahmen der Pauli-Villars-Regularisierung

wie folgt behandeln:
/ d3k ( 1 1 ) A —my
2r)3\k2+m? K2+A/ 4r

(vgl. z.B. [Ho93]). Fithrt man dagegen eine maximale Wellenzahl k. ein, so erhélt

man
1 kmax k2 1 kmax 2
2m= Jo k2 +mg 2w Jo k= +mg

_ 1
o2

kmax)
0

7T) (%kmax —mo).

N 1
~ gz (e —mog i

( k
kmax — Mo arctan <—)
mo
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8 Diskussion der Resultate

Dabei gilt die Naherung in der letzten Zeile fiir kpax > mo und man erhélt durch
einen Vergleich der Ergebnisse

2 4
A~ =
T

Fmax = . (8.1)

Auflerdem kann aus den oben bestimmten Ergebnissen fiir die Grenzflichendicken
eine Beziehung zwischen [ und A erhalten werden. Der aus den langreichweitigen
Fluktuationen stammende Teil der Grenzflichendicke (7.5) hat die Form

(%) = %m (?)

aus Gleichung (3.2). Dafiir schreibt man

Y+ 1n (r%) ~n (47 164>,

(h?) ZQ;{V +1n (r?(ﬁ)> + ln(AL)}

_ L (E
- 270 l

Das gleiche Resultat findet man, wenn man die intrinsische Grenzflichendicke (6.19)
bzw. (6.20) mit der entsprechenden Grenzflachendicke (4.15) bzw (4.16) vergleicht.
Man stellt fest, dass man (6.19) durch

2 2
=5+ —(In|lz)——= —In(—
e 3m} + 27T0'< . <3) 3 77> + 2no n( A )
2 1 2 1 VT 1 mR
=5+ —|la——n] - — 1 —In(—
3m2R+27TO'(a 377) 2#0{7+ n(f‘%i))}_’_%ﬁ n< A )
2 1 2 1 mg
N——st—a— — —In(4,164—
3m12_{+27ro<a 377>+27r0n<’ A>

auf dieselbe Gestalt bringen kann wie (4.15), wobei 4,164A~! der Systemgrofe L
entspricht (genauso lidsst sich (6.20) auf die Gestalt von (4.16) bringen). Ich werde
daher im Folgenden

womit

3

W=

mit [ ~ 4,164A1 gilt.

im Einklang mit (8.1) verwenden.
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8.2 Das intrinsische Profil

UR
///,//7 A — 1 -
//7, .‘. mR
¢(tR) | //‘_ ¢0( R)
. A _ 1
. mg, 2
A1
mR 3
A 1
mR 4
G | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5

Abbildung 8.1: Das intrinsische Profil fiir verschiedene Werte von A/mp und das
Kinkprofil ¢

8.2 Das intrinsische Profil

In diesem Kapitel schreibe ich abkiirzend:

; mg 1z
= —02 = ——,
R=7 2¢

Das intrinsische Profil (6.18) lautet damit

_ ug [1 3 A
¢R,L§0 (tR) —’UR{ tanh(tR) + i [2 In <2 ﬂm) tanh(tR) + n tR:| SeCh2(tR)}

=¢o(tr) + ¢1(tR)-

Wie gesehen héngt dieses, obwohl die Trennung in einen intrinsischen und einen
Kapillarwellenanteil ohne die Einfiihrung eines Cutoffs stattfand, sondern durch das
Spektrum von K gleichsam natiirlich vorgegeben wurde, von dem Cutoff A ab. Es
stellt sich nun die Frage, was eine geeignete Wahl fiir A ist. Abbildung 8.1 zeigt
das Profil in nullter Ordnung (¢g) im Vergleich mit dem intrinsischen Profil erster
Ordnung (¢g | ¢,) fiir verschiedene Werte von A/mg.

Man erkennt, dass sich die Grenzfliche mit groBerem Cutoff I (d.h. kleinerem A/mpg)
aufweitet und man fiir A=! = ¢ (A/mg = 1) sogar einen schiirferen Ubergang erhilt,
also eine schmalere Grenzfliche als beim Kinkprofil. Bei A=! ~ 1,44 ¢ (s.u.) ver-
schwinden die 1-Loop-Korrekturterme und es bleibt lediglich das Kinkprofil {ibrig.
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8 Diskussion der Resultate

Erst ab einem Cutoff A=' > 1,44 ¢ tragen also intrinsische Fluktuationen zur Ver-
breiterung der Tree-Level-Grenzfliche bei.

Im Folgenden werde ich das intrinsische Profil bei verschiedenen Werten von A
mit den Resultaten anderer Arbeiten, namentlich von Kiister [Kii01] und von Ohta
und Kawasaki [OK77], vergleichen, um so einen geeigneten Bereich fiir dessen Wahl
abschétzen zu kénnen.

Kiister

Kiister fithrt im Rahmen einer lokalen Potentialapproximation ein effektives Potential
ein und berechnet daraus das intrinsische Profil bis zur 2-Loop-Ordnung. Er kommt
so zu dem Ausdruck

3m U ug \°
dan(tn) =222 L) + E (o) + () ARstow) + 0 -

Dabei gilt auch dort
3m
1/ ngg(tf{) = vg tanh(tg).
UR

Die Korrektur erster Ordnung lautet fiir |[tg| < artanh(%) = arsinh(—-)

V2
1 2 2
YR X<(tr) = Ur ) tr sech’tp + = sinht¢p coshtr — = tanhtp (8.2)
8w s 9 3

12

und fiir |tg| > arsinh(%)

. 1/2
UR UR 1 2 1 2 —1/2+Slnh2tR
— tp) =— < —t h“tp — — h“t tanh
B x> (tr) o {12 R sech“tp B sech“tp artan SR +
2 2
+ 9 sinhtr coshtr — 3 tanhtp—
2 1
—sinhtp \/—1/2 + sinh?tp <9 —5 secthR> } (8.3)

Dem entspricht der Ausdruck

1-— 1 3 A
— o (tr) _Ur n tgr sech’tp + =In | =—— ) tanhtp sech’tp
UR, 8 2 2mp

:;LR{ ntr sech?tp — k tanhtp sech’tp } (8.4)
T

=9

Abbildung 8.2 zeigt den Vergleich zwischen der von mir berechneten Korrektur erster
Ordnung (fiir A= = 3 ¢ und A~! = 3,5 &) und der entsprechenden Korrektur bei
Kiister. In Abbildung 8.3 ist der Vergleich zwischen dem Resultat von Kiister und
P, fiir A7! =~ 3,27 ¢ (k = 0,39) gezeigt. Fiir diese Wahl des Cutoffs stimmen die
Kurven sehr gut iiberein.
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Abbildung 8.2: Vergleich von %, (tg) und x(tg)
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Abbildung 8.3: Vergleich von @, (tr) (fiir k = 0,39) und x(tgr)
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8 Diskussion der Resultate

Ohta und Kawasaki

Ein weiteres Resultat findet sich bei Ohta und Kawasaki, die in (4 — ¢) Dimensionen
rechnen und € = 1 setzen. Fiir das Profil erhalten sie den Ausdruck

m(r) = A tanh <2Tc> {1 — Ssech’ (22.) }

wobei ¢ = (1 —0,047¢) ¢ und a = (v/37/6)e gilt. Ferner gilt in der hier verwendeten
Notation
r o

_ 2\ 9
2 €[ —0,047¢) ~ 2\ T 00476 + O() = 1R (1 +0,047¢) + O(c").

Damit erhélt das Profil (bis zur Ordnung €) die Form

m(tr) = fl{ tanh(tr) + € [O, 047tg sech?(tg) — % tanh(tg )sech? (tR)] },

=m1

die dieselben Terme enthilt wie das von mir berechnete Profil. Um die Korrektur
erster Ordnung

mi(tr) = 0,047¢g sech?(tr) — —— tanh(tg)sech?(tg) (8.5)
6v/3
auch quantitativ mit dem Ausdruck (8.4) vergleichen zu konnen, benétigt man den
Wert der Kopplungskonstanten ug.

Dieser entspricht in der Nédhe der kritischen Temperatur etwa dem Tieftempera-
turfixpunkt ug und wurde in verschiedenen Arbeiten unterschiedlich bestimmt. Ich
verwende hier ausschlieSlich den Wert u, = 14,3 aus [CH97| (der stillschweigend
auch schon in Abbildung 8.1 verwendet wurde), da dieser z.B. auch in [Kii01] ver-
wendet wird. Allerdings gibt es in verschiedenen anderen Arbeiten numerische Werte,
die sich von diesem unterscheiden (z.B. uf; = 15,1 in [Mii90]). Der rein qualitative
Vergleich der Profile ist von dem genauen Wert fiir ug natiirlich unabhéngig und da
quantitativ lediglich eine grobe Abschiitzung fiir A~! getroffen werden soll, wiirde
dieser Vergleich auch fiir z.B. u; = 15,1 die gleichen Ergebnisse liefern.

Fiir uf, = 14, 3 ist
(ur/8m)n ~ —0,0065

und unterscheidet sich sowohl in der GréBlenordnung als auch im Vorzeichen von dem
entsprechenden Faktor 0,047 bei Ohta und Kawasaki. Daher unterscheiden sich auch
die 1-Loop-Korrekturen deutlich voneinander, wenn man den Cutoff so wahlt, dass

(ur/87)k = 7/(6V/3)

(bei A=t =~ 2,55 ¢). Erst bei einem Cutoff 3 ¢ < A~! < 4 ¢ liegen die Korrekturen
dicht beieinander (vgl. Abb. 8.4) und stimmen fiir A= ~ 3,5 ¢ fast vollstindig
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Abbildung 8.4: Vergleich von ¢, (tg)/vr fiir einen Cutoff A=t =3 ¢ bzw. A=t =4 ¢
und die von Ohta und Kawasaki bestimmte Korrektur erster Ordnung
mi(tr)

0.15

0.1F _ i

0.05 - ma(tr)
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Abbildung 8.5: Bei einem Cutoff von A~ = 3,5 ¢ stimmen ¢, (tg)/vr und m;(tg)
nahezu iiberein.
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Abbildung 8.6: Vergleich der Ergebnisse der Korrektur erster Ordnung bei Ohta und
Kawasaki (m;), Kiister () mit den von mir bestimmten Ergebnissen
(p) fiir einen Cutoff A= = 3¢ und A=t = 3, 7¢.

iiberein (vgl. Abb. 8.5). Der Vergleich mit den Resultaten von Ohta und Kawasaki,
ebenso wie mit den Ergebnissen von Kiister legt also die Wahl A=! ~ (3 — 4)¢ nahe
und damit einen intrinsischen Cutoff von

4,164
A

Miiller [Mii04] bestimmt ebenso wie Papenkort [Pa09] einen intrinsischen Cutoff Biyt,
von

l

~ (12 = 17)¢.

Binty ~ (3 - 8)57
den sie durch den Vergleich der Grenzflaichendicke mit der reinen Tree-Level-Dicke
erhalten. Die intrinsische Dicke (6.19) nimmt fiir A1 ~ 1,44¢ (s.u.) diesen Wert an.
Bei dieser Definition erhalte ich den Cutoff
4,164
A

in guter Ubereinstimmung mit der Abschitzung von Miiller und Papenkort. Fiir die
intrinsische Dicke (6.20) erhélt man die reine Tree-Level-Dicke fiir

l

~ 6,0&

3 5
-1 _ o 2 2 —1
A —exp<ln(2> —|—9(7T 6)n>mR 1,46¢

also mit
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8.3 Die intrinsische Grenzfldchendicke

im Wesentlichen denselben Wert. In [Mii04] wird auflerdem ein Kapillarwellen-Cutoff
abgeschétzt zu

der ebenfalls in der gleichen Groflenordnung liegt.

8.3 Die intrinsische Grenzflachendicke

Mit der Beziehung

lautet die intrinsische Dicke (6.19)

2 A
<22>1,L50 S [7; — Z—i <07 3678 + In <mR> >} mﬁ?

Dabei ist 72/3 das Quadrat der Tree-Level-Dicke. Auch hier erkennt man, dass erst

fir
1

A
eine Verbreiterung der Grenzfliche im Vergleich zur nullten Ordnung auftritt. In

Tabelle 8.1 ist die Grenzflichendicke wy jnt = \/(2%)1, 1¢, fiir verschiedene Werte von
A~! angegeben.

A
In <> < -0,3678 & > 1,44 ¢

mpR

Analog lisst sich auch aus (6.20) die intrinsische Dicke (bzgl. pa ~ (9,¢)?) berechnen;
die entsprechenden Werte finden sich ebenfalls in Tabelle 8.1. Bei einem Cutoff im
Bereich von drei bis vier Korrelationslédngen sorgt die Korrektur erster Ordnung also
fiir eine Verbreiterung der intrinsischen Grenzfliche um etwa 15% (bei w1) bzw. 20%
(bei wy) gegeniiber der Tree-Level-Dicke (s. Tabelle 8.1).

AT [ L44¢] 1,466 ] 3¢ [ 356 4¢ |
Wigng || 1,81 € 2,03¢12,07¢]2,11¢
W3 int 1,14 €[ 1,37€[1,39€ [ 1,40 ¢

Tabelle 8.1: Die Grenzflachendicke wj it bzw. wa it in Abhéingigkeit vom Cutoff AL
Die ersten beiden Spalten zeigen die jeweilige Dicke des Kinkprofils.

Diese Ergebnisse liegen im Rahmen der Erwartungen, ndmlich in der Groéflenord-
nung der Korrelationsldnge und werden auch experimentell bestatigt: so messen z.B.
McClain et al. [MY99] die Streuung und Reflexion von Rontgenstrahlung an einer
Grenzflache zwischen Hexan (CgHj4) und Perfluor-Hexan (CgFi4) bei verschiedenen
Temperaturen in der Néhe des kritischen Punktes. Thre Messungen zeigen, dass in
diesem Bereich die durch die Kapillarwellen hervorgerufene Rauigkeit gegeniiber ei-
ner intrinsischen Dicke dominiert. Thre Ergebnisse lassen sich dennoch nur mit einer
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8 Diskussion der Resultate

intrinsischen Dicke, die gem#fl der Faltungsniherung zu den Kapillarwellen hinzu ad-
diert wird, sinnvoll interpretieren. Fiir die Grenzflichendicke (dort o genannt) finden
sie den Ausdruck

o = &y/? +1,581n(Ly/()

mit der Korrelationslinge ¢ und der intrinsischen Dicke 1. Aus theoretischen Uber-
legungen erwarten sie einen Wert fiir die intrinsische Dicke von w =~ 2 und bestétigen
diese Erwartung durch ihre Messung, die einen Wert von

W=1,74+0,5

liefert. Sowohl die von mir bestimmten Werte fiir wy in als auch die fiir ws jn¢ stimmen
(fiir 3¢ < A~! < 4¢) mit diesem Ergebnis iiberein.

Ein Vergleich der durch die Kapillarwellen verursachten Grenzfliichendicke (h?) mit
anderen Ergebnissen ist nur insofern moglich, als dass sich konstatieren lasst, dass
der gefundene Ausdruck die schon in [BLS65] sowie in zahlreichen spéteren Arbeiten

vorhergesagte Form
W)= 2wt
- 270 l

besitzt. Experimentell lésst sich diese logarithmische Abhéngigkeit von der System-
grofe bisher nicht nachweisen, da unter realen Bedingungen der Einfluss des Gravi-
tationsfeldes iiberwiegt und der Einfluss der Systemgréfle daher nicht beobachtbar
ist. So wird zum Beispiel in [RWO02] fiir eine Argon-Oberfliche gezeigt, dass unter
dem Einfluss des Gravitationsfeldes der Erde eine Vergroflerung der Systemgrofie von
L = 1mm auf L = 1m (bei einer Wahl von [ = 5 A) lediglich eine Verbreiterung der
Grenzflichendicke von 4,46 A auf 4,74 A zur Folge hiitte.
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9 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde gezeigt, dass in der statistischen Feldtheorie (zumindest in 1-
Loop-Néherung) intrinsische Fluktuationen und Kapillarwellen voneinander getrennt
und mit den entsprechenden Moden des Fluktuationsoperators identifiziert werden
konnen. Es wurde ein intrinsisches Grenzflichenprofil

PR, 16(2) :UR{ tanh (W;RZ> -
uRr 1 2 mR mR 2 MR
8W2<1n(3)+1n( A ))tanh( 5 z)sech < 5 z)+
UuRr mRr 2 MR
2RO PR h2( 2R
+87r77< 5 z>sec < 5 z>}

hergeleitet, das qualitativ sehr gut mit den Ergebnissen von Kiister sowie von Ohta
und Kawasaki iibereinstimmt. Ein Cutoff [ := 4,164A~! von

I~ (12— 17)¢

liefert auBerdem eine gute quantitative Ubereinstimmung. Fiir diese Werte findet
man eine intrinsische Grenzflichendicke, die je nach Definition bei

W1 int ~ 2, 1€ bzw. Waint & 1,4

liegt und damit sowohl mit theoretischen Erwartungen als auch experimentellen Be-
obachtungen iibereinstimmt.

Der erwartete Zusammenhang zwischen der Nullmode des Fluktuationsoperators und
den Kapillarwellen konnte bestétigt werden und findet seinen Ausdruck in Glei-
chung (7.4):

O.LQ +o0 . . 9 o L o D rg
Al =75 [ de S R | Wae () = S [ a2 (Fh@))

—00 7 0
die einen direkten Bezug zwischen dem Band der Nullmode und dem Hamiltonian der
Kapillarwellen-Theorie herstellt. Die Trennung zeigte auch, dass die In(L)-Abhéngig-
keit des Profils wie vorhergesagt aus den Kapillarwellen stammt.

Zuletzt konnten die getrennt bestimmten Grenzflichendicken des intrinsischen Profils
und der Kapillarwellen mit Hilfe der Faltungsnédherung wieder kombiniert werden.
Dabei gilt diese fiir

wi = wiint + wiKW
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9 Zusammenfassung

exakt, wihrend sie fiir die nichtlineare Definition der Grenzflichendicke nur Nihe-
rungsweise gilt. Das von Ko6pf bestimmte Grenzflichenprofil entspricht also einer
Faltung des von mir bestimmten intrinsischen Grenzflichenprofils mit einem Hohen-
profil h(Z), das mit dem Boltzmannfaktor exp(—3H|[h]) gewichtet ist (7.1):

B(z) = / Ph e P G o (= = h).

Weiterhin offen ist die Frage nach einem Grenzflichenprofil bei festen Randbedin-
gungen. In Kapitel 4.3 wurde das Spektrum des Fluktuationsoperators und eine nur
noch von z abhingige Gleichung hergeleitet. Auch scheint es prinzipiell méglich zu
sein, ein Profil bei diesen Randbedingungen zu berechnen. Es ist allerdings nicht klar,
ob dies einfacher durch das Losen der Feldgleichung oder mit Hilfe eines analytischen
Ausdrucks fiir K'—! geschehen kann. Beide Wege erscheinen keineswegs trivial und
erfordern weitere Untersuchungen.
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A Die Entwicklungskoeffizienten A,, ,,

Bei der Entwicklung des sin?(“Zz) nach den Eigenfunktionen
sin? (%x) = Z Ay m sin (%az)
meN
erhalte ich die Entwicklungskoeffizienten A, ,,, durch:

1 (L
Anm :L/o dz sin® (%x) sin (%x)

_ 1 { L (cos([m — 2nJm) — 1)+

A7 | m —2n
((cos(m +2nlm) 1) 2 ((cos(mm) ~ 1)
o cos([m + 2n]m — | cos(mm .
Dieser Ausdruck verschwindet fiir gerade m, daher schreibe ich m — 2m — 1 =: [

(d.h. weiterhin m € N\{0}) und erhalte damit

1 -2 2 4
Anl - - +
Todn | (2m—-1)—-2n (2m—-1)+2n 2m-—1
1 4n? B 4n?
S (2m—1)(4n2 — (2m —1)2)  1(4n? - 12)7’

Die Entwicklung lautet also wie in Kapitel 4.3 angegeben:

) nmw n? . /(2m— 1D
sin’ (f“"”> :jrm% (2m — 1)(47;12 —2m—12) " ( - L 1 m)

1 4n? 2L
T mze% [(dn2 —12) " (f"’“">
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B Ursprung der Koeffizienten C;

Ich widme mich hier der Frage, aus welchem der drei Bander von Fluktuationsmoden
(proportional zu vg,, ¥, und 1y,) die Koeffizienten C; stammen. Hierzu betrachte
ich den Kern des inversen Fluktuationsoperators bei zusammenfallenden Argumenten

-1 _
e Dok 2n2|¢go< AP+

740
+Z 47r2n2 13 ‘wil( )’2 +
i gm
/dpz 47r2n2 2|¢>\p(2)|2}'
5 Tt mg

Das Betragsquadrat der Translationsmode lautet

3m m
\w50(2)|2 = ?Osech4 (202>,

das der, auch als breathing mode bezeichneten, Mode v,

e, (2)]? = 3% h2< 5 z)sech2 <2OZ>
_ 3mo 9 4 Mo
= { ch<2 >—sech<2z>}

und das der Mode des kontinuierlichen Spektrums

2

() = NEf2t 4+ TR

mo 9 mo 1
—N§{3(mé + m(Q)p2)86Ch2 <22> — Zmésech4 (2z> } + %

Setzt man diese Ausdriicke ein und sortiert nach Potenzen des Sekans Hyperbolicus,
so erhilt man den inversen Fluktuationsoperator in der Form von Gleichung (4.10)
mit den Koeffizienten (4.11).

3
2p —|——m0tanh2<2 )—i— 31m0ptanh<2 )

Ein einfacher Vergleich zeigt, dass

1 3mg L2
C = = —_—
1 L2 8 24%2712
70
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B Ursprung der Koeffizienten C;

aus der Nullmode )¢, stammt,

1 3m0
= Z 47r2n2
7

aus dem Band proportional zu v, , wihrend die anderen drei Koeffizienten

CO = L2 2 / pZ 47‘(‘2712
n

+m0

—i—mo—i—p
mé +p)
Cy = P /de2 0
T ;4722; +mg + p?
19 1
C — 4 d 2
tTor" / Nzn:4”2”2—|—m%+p2

ihren Ursprung im kontinuierlichen Spektrum haben.
Noch einfacher ldsst sich dies erkennen, wenn man die in den Koeffizienten auftre-
tenden Eigenwerte betrachtet. Man erkennt
1 L2
Aiigo ~ An2n?

in C1,
1 1
)‘ﬁﬁl 47r2n2 + 3m
in Cy und
I 1
A=y 47r2n2
Ap + mo + p?

in den Koeffizienten Cy, C3 und Cy.
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