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KAPITEL 1

Einleitung

Ein Gebiet, das statistischer Physik und Quantenfeldtheorie gemeinsam ist, ist
die Beschreibung und Berechnung physikalischer Grofien an kontinuierlichen Pha-
seniibergingen. Die Feststellung, dafl viele charakteristische Groéflen an Phasen-
iibergédngen nur von sehr wenigen Parametern und im wesentlichen nicht vom
konkreten Modell oder Experiment abhéngen, wurde unter dem Begriff ,, Univer-
salitdt” zusammengefafit und von Wilson mit der sogenannten Renormierungs-
gruppe plausibel gemacht [WKT74].

1.1 Universalitat

Typische physikalische Grofien, die sich am Phaseniibergang (auch kritischer Punkt
genannt) gemifl Potenzgesetzen mit sogenannten kritischen Exponenten verhal-
ten, sind in Tabelle 1.1 aufgefiihrt. Diese Potenzgesetze werden mit der reduzierten
Temperatur t = TTTC relativ zum kritischen Punkt formuliert. Die auftretenden
Exponenten sind umversell das heif3t, sie hdngen nur von der Universalitdatsklasse
ab, die durch die Dimension D des Raumes und die Dimension N des Ordnungs-
parameters gegeben ist. Von besonderem Interesse ist hier die (D = 3, N = 2)-
Universalititsklasse, das sogenannte XY-Modell, weil hier am A-Ubergang von




1 Einleitung

Korrelationslange £~ |t H=0
Wérmekapazitét C ~ |t~ H=0
Suszeptibilitét X ~ |t H=0
Magnetisierung M ~ |t]P t<0

Korrelationsfunktion G (x) ~ |x|72~2t" ¢ =0,H =0

Tabelle 1.1: Einige Potenzgesetze am kritischen Punkt, hier fiir magnetische Systeme
notiert.
*He besonders genaue Experimente moglich sind [LSN'96].

Will man das Verhalten in der Nihe des kritischen Punktes genauer beschrei-
ben [PHA91], so kann man die sogenannten Amplitudenfunktionen und weitere
Korrekturen beriicksichtigen, zum Beispiel

E~ felt ™ (T+at’ +bt+..)
C~ALR™(1+...).

Die Amplituden sind im allgemeinen nicht universell und in beiden Phasen ver-
schieden. Bestimmte Verhéltnisse, die man aus den Amplituden bilden kann, sind
jedoch universell. Dazu gehoren neben anderen

oA

f_’ A_7 Rg_ - A}'_/Df_’_ .

Die Berechnung der Amplitudenverhéltnisse bietet sich neben den Exponenten fiir
einen weiteren Test der Universalitdt an. Eine aktuelle Zusammenstellung vieler
Ergebnisse aus diesem Gebiet findet man in [PVO01].

1.2 ¢ -Modell

Das ¢*-Modell wird seit vielen Jahren in der Feldtheorie verwendet. Seine (eukli-
dische) Wirkung fiir ein reelles Feld mit N Komponenten

5(0) = [ o (5(Vote)? + prtoa? + 4 (o))




1.3 Ziele der Arbeit

kann man entweder im Rahmen einer euklidischen Quantenfeldtheorie als zu einer
Wellengleichung der Gestalt

(0 = m*)é(2) = 5 (6(x) 6 ()
gehorig auffassen oder auch heuristisch als Modell fiir ein statistisches System
verstehen. Dann wére ¢(x) zum Beispiel eine lokale Magnetisierung. Die Energie
setzt sich dann aus dem Grad der Parallelitdt benachbarter Magnetisierungen
(Vé(x))? und einem lokalen Potential zusammen, das durch ein Polynom vierten
Grades approximiert wird. Solange man keine Richtung auszeichnen will, konnen
offensichtlich nur Potenzen von ¢? auftreten.

Aufgrund der oben beschriebenen Universalitit ist es ausreichend, ein einfaches
Modell wie das ¢*-Modell fiir die Berechnungen zu verwenden; die Universalitéits-
klasse kann durch die Wahl von NV bestimmt werden. Fiir die Raumdimension wird
in dieser Arbeit der in statistischen Systemen realistische Fall D = 3 betrachtet.

1.3 Ziele der Arbeit

In dieser Arbeit geht es um die Fortsetzung der Berechnungen zum ¢*-Modell
in drei Dimensionen im Fall eines mehrkomponentigen Feldes ¢ (N > 1). In
Tabelle 1.2 ist ein Uberblick iiber einige andere Arbeiten gegeben, die mit dieser
in unmittelbarem Zusammenhang stehen.

Im Mittelpunkt des Interesses in dieser Arbeit steht dabei die Berechnung von
Amplitudenfunktionen der Magnetisierung, der transversalen Suszeptibilitét, der
Wiérmekapazitéit und der verschiedenen Korrelationsldngen in der Phase unterhalb
des kritischen Punktes.

Eine zentrale Frage, die auch fiir den Aufwand der Rechnungen Bedeutung hat,
ist, welche renormierte Masse man in der Phase gebrochener Symmetrie verwen-
det, wenn also eine ausgezeichnete Richtung fiir das Feld ¢ vorhanden ist. In dem
Fall kann die iibliche renormierte Masse mpg, das Inverse der Korrelationsldnge
éona, die als zweites Moment der Zweipunktfunktion definiert wird, nicht verwen-
det werden. Die Ursache dafiir sind die transversalen Moden, die sogenannten
Goldstone-Moden, die dafiir sorgen, da} &,; divergiert. Wenn es zur Bestim-
mung einer Masse erforderlich ist, die Zweipunktfunktion mit d&uflerem Impuls zu
berechnen, so entspricht das vom Aufwand her etwa einer Rechnung, die um eine
Storungsordnung weiter geht, aber ohne dufleren Impuls auskommt. Dies zeigt
sich auch in Tabelle 1.2 sowohl fiir N = 1 als auch fiir N > 1, denn die Beriick-
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N Ein-Loop Zwei-Loop Drei-Loop
1 [Hei93] [Kis95], [Gut95]
mpg meg
[Hei93] [CHP99]
Mphys Mphys
beliebig [SDI0] [Stro6] [SLD9S]
Pseudomasse | Pseudomasse Pseudomasse
[Luc95] diese Arbeit
My My

Tabelle 1.2: Einige Arbeiten im Bereich T' < T¢ mit den jeweils dort verwendeten
Massen

sichtigung des &dufleren Impulses ist zur Berechnung der Massen myp,s bzw. m,
erforderlich, die durch Nullstellen der Zweipunktfunktion als Funktion des Impul-
ses definiert sind.

In Kapitel 2 werden daher zunéchst verschiedene Renormierungsmethoden und
verschiedene Massen betrachtet sowie die vorangehenden Arbeiten verglichen.
Dann wird in Kapitel 3 eine vollstdndige Berechnung der Graphen der Ein- und
Zweipunktfunktion in der Phase gebrochener Symmetrie und der Zwei- und Vier-
punktfunktion in der symmetrischen Phase des dreidimensionalen ¢*-Modells bei
beliebigem N in zweiter Ordnung Storungstheorie durchgefiihrt. Der Schwerpunkt
liegt. dabei auf der Phase gebrochener Symmetrie und der Berechnung der Zwei-
punktfunktion mit dulerem Impuls.

Aus den Betrachtungen in Kapitel 2 ergeben sich zwei Renormierungsschemata,
die fiir die Berechnungen dieser Arbeit verwendet werden. Das erste, das im we-
sentlichen auf die Arbeiten von Dohm zuriickgeht (entspricht in etwa den in der
dritten Zeile in Tabelle 1.2 genannten Arbeiten), wird dann in Kapitel 4 angewen-
det, um mit der Masse m, an Stelle der Pseudomasse verschiedene Amplituden-
funktionen zu bestimmen. In Kapitel 5 wird ein zweites Renormierungsverfahren
verwendet (entspricht in etwa dem Verfahren, das in den Arbeiten in Zeile eins
und vier der Tabelle 1.2 verwendet wird) und ebenfalls verschiedene Amplitu-
denfunktionen sowie das universelle Amplitudenverhéltnis der Korrelationslange
berechnet.




KAPITEL 2

Renormierungsmethoden

2.1 Das Modell

Die zentrale Grofle im ¢*-Modell ist das Feld ¢ mit seinen N reellen Komponenten.
Dem Modell liegt ein D-dimensionaler Ortsraum zugrunde. Hier geht es im we-
sentlichen um das dreidimensionale Modell; das sogenannte XY-Modell entspricht
N =2.

Die Hamiltonfunktion des ¢*-Modells, manchmal auch als Landau-Ginzburg-Ha-
miltonfunktion bezeichnet, lautet

H6,J)
= [P (5 (To@) + ot + Lalo(a) - Hyo(o)) (2

Z(J) = / D¢ e 1@ (2.2)

wobei die Zustandssumme Z(.J) durch die Summation iiber alle Feldkonfiguratio-
nen berechnet wird. Dabei bleibt unklar, was man genau darunter zu verstehen
hat. Die Vielzahl von Problemen, die sich dahinter verbergen, soll aber nicht Ge-




2 Renormierungsmethoden

genstand dieser Arbeit sein, sondern hier wird eine pragmatische Vorgehensweise
gewihlt, die sich nur auf storungstheoretische Berechnungsmethoden bezieht. Die
im folgenden beschriebenen Methoden zur Berechnung von physikalischen Grofien
im Rahmen dieses Modells haben insgesamt definitorischen Charakter. Das be-
deutet, der Sinn der obigen Zustandssumme ergibt sich erst im Zusammenhang
mit den Rechenmethoden, die hierzu in den letzten Jahrzehnten entwickelt worden
sind, und kann nicht mathematisch erschlossen werden.

Diese Methoden werden hier kurz beschrieben, soweit sie fiir diese Arbeit benotigt
werden. Ausfiihrliches dazu findet man in vielen Biichern und Arbeiten; beispiels-
weise in den Lehrbiichern [Ami78], [Bel91], [BDFN93]. Die Notation in dieser
Arbeit orientiert sich weitgehend an [Hei93] und [Luc95].

Im Mittelpunkt der Berechnung stehen die n-Punkt- bzw. die verbundenen n-
Punktkorrelationsfunktionen

G (zy,...,x2n) = (o(x1)(x2) ... (xy))

1 5
= 200 57 w2V =0 (2:3)
G (zy,.. . mn) = (P(z1)d(x2) ... d(zn)),
= d log Z(J =0), (2.4)

d0J(xq)...0J ()
die sich durch funktionale Ableitungen aus der Zustandssumme berechnen lassen.

Bezeichnet man mit W (J) = log Z(.J) das erzeugende Funktional der verbundenen
n-Punktfunktionen, so ist die freie Energie (Helmholtz)

F(J) = —log(Z(J)) = —W(J) . (2.5)

Per Legendre-Transformation erhélt man aus W (.J) das erzeugende Funktional
der Vertexfunktionen, welches zugleich der freien Energie (Gibbs) entspricht. !

I(g) = / 4P J(2)3(x) + W(J) (2.6)

mit ¢ = %(x)log Z(J) = (¢(x)) und damit auch J = _%'

Hier sind in der Literatur zwei verschiedene Vorzeichen gebriuchlich. Wenn man I'(¢) als
Legendre-Transformierte von F' definiert, wie es in der Statistischen Physik iiblich ist, erhalt
man das entgegengesetzte Vorzeichen. Hier wird, um die Konsistenz mit den vorherigen
Arbeiten (z. B. [Hei93]) zu wahren, der Zwischenschritt mit W (J) beibehalten.




2.2 Storungstheorie

Die funktionale Taylorentwicklung der freien Energie (Gibbs) nach den sogenann-
ten Vertexfunktionen lautet

L) =>_ % /dD:cl o dPrad(zy) - Glz) T (2, 2 (2.7)

Die fouriertransformierten Vertexfunktionen erhialt man daraus mit

n dPpy dPp,
F( )(fEl, . 7xn) = / (27T)D . (27T>D6 (p1$1+--~+17n$n)

2m)P8(py+ ... + pn)f(”)(pl, ey Pn) (2.8)

wobel die aus der Translationsinvarianz der n-Punktvertexfunktionen im Orts-
raum resultierende Impulserhaltung explizit beriicksichtigt wurde.

Weil im folgenden nur im Impulsraum gerechnet wird, werden die Tilden meistens
fortgelassen. Die Zweipunktvertexfunktion kann dann als

I'®(p) =T (p,—p) (2.9)

rp) = — (G2 )" . (2.10)

2.2 Stoérungstheorie

Die n-Punktvertexfunktionen bzw. die Korrelationsfunktionen sind stérungstheo-
retisch, das heifit als Potenzreihen in der Kopplung berechenbar. Fiir gy = 0 erhélt
man in der Zustandssumme Gauflsche Funktionalintegrale mit dem sogenannten
Propagator im Impulsraum

1

AW = s (2.11)

Eine Entwicklung in gq liefert eine Reihe mit Integralen {iber Produkte des Pro-
pagators. Es stellt sich heraus, daf§ die Ordnung in gy dabei mit der Anzahl der
geschlossenen Schleifen in einer graphischen Darstellung dieser Integrale zusam-
menhéngt. Genaueres zur graphischen Darstellung findet sich in Kapitel 3.
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-Umin Umin

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung von V (¢) im symmetrischen Fall (links) und
in der Phase gebrochener Symmetrie (rechts)

Fiir die Zweipunktfunktion ergibt sich

GP(p) = (Alp)™" = =(p)) (2.12)
und damit
—T®(p) =A(p)™" = S(p) (2.13)

wobei die sogenannte Selbstenergie ¥(p) die Summe aller einteilchenirreduziblen
Zweipunktgraphen ohne Propagatoren an den &dufleren Linien bezeichnet. Die
iibrigen n-Punktvertexfunktionen erhélt man aus der Summe der einteilchenir-
reduziblen n-Punktgraphen ohne Propagatoren an den &ufleren Linien. Man be-
zeichnet einen Graphen als einteilchenirreduzibel, wenn er sich durch Zerschneiden
einer inneren Linie nicht in zwei unabhéngige Teile dergestalt zerlegen 148t, dafl
die beiden Teile mit &ufleren Linien verbunden sind.

Oberhalb 7> Die Situation oberhalb der kritischen Temperatur ist gekennzeich-
net durch die Tatsache, daf3

mg, :==mg >0 (2.14)

positiv ist. Der potentielle Anteil von H, V(¢), hat dann eine beziiglich des klassi-
schen Grundzustandes symmetrische Gestalt, so dafi V' (¢) ein Minimum bei ¢ = 0
hat (Abbildung 2.1). V(¢) kann unter Verwendung des O(N )-symmetrischen Ten-
sors

1

3 (050Kt + 0ir0j1 + 0i1d k) (2.15)

Sijkl =




2.2 Storungstheorie

mit Hilfe der Summenkonvention explizit aufgeschrieben werden.

1 1 1 1
V(g) = §m3¢2 + ago(¢2)2 = §m3¢2 + EQO&;‘M@%%@ (2.16)

I'®)(p) besitzt die aus Symmetriegriinden identischen Komponenten Fg) (p) und
ist proportional zu d;;, so dafl diese ebenfalls mit I'®(p) bezeichnet werden kénnen.
'™ ist proportional zu Sijki; deshalb kénnen die Komponenten ebenso mit r®

bezeichnet werden.

Unterhalb 7x  Wenn m32 < 0 ist, hat V ein Minimum auf einer verallgemeinerten
Kugeloberfliche vom Radius vy,;, . Man definiert

mg_ = —2mg > 0 (2.17)

und findet damit fiir das Minimum

6 2 3 2
2 _ _ ZZOI “;5 (2.18)

(%

min ~

Daf} der Parameter m? in der Wirkung als Quadrat gewiihlt wurde, hat seinen
Ursprung in der Feldtheorie und bedeutet nicht, daB m3 positiv ist. Weil m
unterhalb T negativ ist, wird m2 manchmal auch als

ro 1= mg (2.19)

bezeichnet.

Um diese Situation in der Storungsrechnung zu behandeln, wird das Feld um das
Minimum verschoben. Dazu definiert man das Feld ¢_ mit den Komponenten

T ¢1
¢_ p— _: :
TN-1 ¢N—1
g ng — Umin

Setzt man ¢_ in V ein, erhilt man

V(o) = gmd_o?
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1 g N-1 g N-1 2 N-1
0 2 3 0 2 4 2 2
+§H§<Uizlﬂ'i+0'>+a <Z7'Q> +o0°+20 Zﬂ-i (22())

Die entsprechende Wirkung ist nun nicht mehr symmetrisch beziiglich des Grund-
zustandes, da man die Richtung der Magnetisierung ausgezeichnet hat. Dement-
sprechend tauchen auch ungerade Feldpotenzen in der Wirkung auf. Deshalb
verschwinden n-Punktfunktionen mit ungeradem n nicht. Hier ist vor allem die
Magnetisierung vy wichtig.

v := () = Vmnin + G = vpuin + (0) (2:21)

Bei der Zweipunktfunktion miissen nun die Komponenten der ausgezeichneten
Richtung ¢ von den transversalen Komponenten 7;, i € {1,..., N — 1} unter-
schieden werden.

r'?., o 0 0
@ — 0o . 0 0
0 0 T sy O

0 0 0 e

Weil die Fg)m alle identisch sind, kann man sie analog zum symmetrischen Fall

zusammengefaflt mit r bezeichnen, so dafl F,(TQ),r] = R@élj gilt.

2.3 Regularisierung und Renormierung

Wenn man mit dem ¢*-Modell naiv rechnet, stét man bald auf Divergenzen. Um
diese systematisch zu behandeln, wurden sogenannte Regularisierungsmethoden
entwickelt. Hier wird die dimensionelle Regularisierung [tV72] verwendet, das
heifit, die Integrale, die Bestandteil der Korrelationsfunktionen sind, werden in
allgemeiner Raumdimension D berechnet und dann in

D=3-¢
oder
D=4—c¢

entwickelt. Dabei konnen zumindest die Ultraviolettdivergenzen in Polen in ¢
bzw. e isoliert werden. Aufer den Ultraviolettdivergenzen, die von der oberen

10



2.3 Regularisierung und Renormierung

Grenze der Impulsintegration stammen, treten auch sogenannte Infrarotdivergen-
zen auf, die an der unteren Grenze der Impulsintegration erzeugt werden. Diese
Pole werden nicht mittels der dimensionellen Regularisierung behandelt, und ihre
Regularisierung wird spéter bei der konkreten Berechnung in Kapitel 3 beschrie-
ben.

Nachdem man die Divergenzen isoliert hat, mufl man sie in geeigneter Weise ent-
fernen. Um physikalische Resultate aus der divergenten Theorie zu extrahieren,
wurden die Renormierungsmethoden entwickelt. Zwei dieser Methoden werden
hier verwendet.

2.3.1 Renormierungsbedingungen

Eine iibliche Methode, die auch in den vorhergehenden Arbeiten von [Hei93],
[Gut95],[Kiis95] und [Luc95] verwendet wird und auf [Par80] zuriickgeht, ist, ge-
eignet gewihlte Bedingungen an die Vertexfunktionen zu stellen, um von den
Parametern der Wirkung ¢, gg, mo, mit denen man gestartet ist, zu renormierten
Groflen ¢r, gr, mp iiberzugehen.

Dazu betrachtet man zunéchst die Zweipunktkorrelationsfunktion in der symme-
trischen Phase.

G221, 13) = (P(x1)P(22)) — (D(21)) (D(22))

Weil G((;Q) translationsinvariant ist, hangt Gg) nur von xro—x1 ab. Fiir den Moment
wird es mit G.(2), z := x5 — x1 bezeichnet.

Die Korrelationsldnge definiert man als zweites Moment von G.,.

1 [dPz é((;Q)(Z)ZZ

52 — ¢ (2.22)
2D [ar=GP(2)
Nach Fouriertransformation erhélt man
9,:GP (0
&= ”QT() (2.23)
G:7(0)

Mit der Beziehung

11



2 Renormierungsmethoden

definiert man

1 r'®(0)
2. 1 _ . 2.24
e &? apzr(Q)(O) ( )

Um diese Korrelationsldnge von anders definierten zu unterscheiden, wird sie auch
als &5,4 bezeichnet.

Der Faktor Zs nimmt die Divergenzen in der Normierung des Feldes auf.

1
. T .
- 8,73 (0) (2.25)

Daf das sinnvoll ist, ergibt sich aus dem Verhalten von I'® (p) bei kleinen Impul-
sem.

1
—F®Qﬂ=:§;0n%+p2+é7@ﬂ)

Fiir die renormierte Masse folgt
m% = —Z,7(0) . (2.26)
Das renormierte Feld und die renormierten Vertexfunktionen lauten damit

Iy = z,’r . (2.27)

1
¢R:ﬁ¢a

Symmetrische Phase Die renormierte Kopplung kann hier aus der Vierpunkt-
funktion gewonnen werden.

2
Z¢>

grs = =200 (0) = 9o (2.28)
g
wobei
1 1
g
ist.
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2.3 Regularisierung und Renormierung

‘ Grofle ‘ Dimension ‘
mo L=t
9% [mo}zl—D — L—(4—D)
b [mo](D—2)/2 — [2-D)/2

Tabelle 2.1: Physikalische Dimensionen in Einheiten der Lénge L in Abhingigkeit von
der Raumdimension D

Benotigt werden auflerdem verschiedene dimensionslose Kopplungen, die fiir die
Entwicklung der Storungsreihen zweckméflig sind. In Tabelle 2.1 sind die physi-
kalischen Dimensionen der Parameter der Wirkung aufgefiihrt.

90

2D
LA

Up = (2.30)

ist eine Kopplung, die in allen Raumdimensionen D dimensionslos ist. Auf dieselbe
Weise definiert man die in Zwischenschritten benétigte Kopplung u.,

9o

Uy 1= 2.31
" m‘}{D ( )
und die dimensionslose renormierte Kopplung ug.,
9gr
URy = —F— . 2.32
R+ m%_ D ( )

Unterhalb 7- Hier mufl obiges Schema etwas abgewandelt werden. Wegen der
zusitzlichen Terme proportional zu ¢3 in der Wirkung gibt es zu viele Diagramme
in '@, und die Berechnung ist nicht mehr praktikabel. Deshalb wird die renor-
mierte Kopplung hier mit der Magnetisierung, das heiffit mit der Einpunktfunktion
definiert. Auflerdem ist die Definition der renormierten Masse nicht iibertragbar,
wenn die Anzahl der Feldkomponenten N > 1 ist, weil dann (F(Q) (p))_1 beip=10
einen Pol hat.

Hier bietet sich eine Definition einer Masse an, die fiir N = 1 auch als physika-
lische Masse bezeichnet wird [LW89]. Sie ist bestimmt durch die dem Ursprung
nichstgelegene komplexe Nullstelle der Zweipunktvertexfunktion I'® (p) mittels

ReT'@(p = (im,,0,0,...)) =0. (2.33)

13



2 Renormierungsmethoden

Die zugehorige Korrelationslinge wird mit
£, = — (2.34)

bezeichnet.

Man definiert in Analogie zu Z
Zy = (=0,T2(0)) " (2.35)

Damit kann man die Magnetisierung renormieren.

1
IV

Die renormierte Kopplung definiert man dann als

Vo (2.36)

SIS

3m
gJr— ‘= 5 - (237)
VR

Ebenso wie in der symmetrischen Phase werden die dimensionslosen Kopplungen
definiert.

- 4o w - 9o wn - JR—
0— = — _= R— = ——
méfD ma mai-D

(2.38)

Fiir die transversalen Komponenten des Feldes kann man ebenfalls eine Korrela-

tionsldnge &7, bzw. Masse mp definieren. Weil fiir kleine p unter Verwendung der
- —1/(D—-2) .

sogenannten Steifheitskonstanten psg = &p gilt, daB

G2 (p) =~ v3/(psp?)

ist ([PHA91]), und andererseits G2 ~ % ist, folgt

&r = vg° (2.39)
bzw.
| 3m2 ,
mp = = v = ng - 3;’;_ (2.40)

in drei Dimensionen.

14



2.3 Regularisierung und Renormierung

2.3.2 Minimale Subtraktion

Eine andere Moglichkeit der Renormierung, die in D = 4 —e Dimensionen verwen-
det wird, ist die minimale Subtraktion. Hier werden keine zum Teil physikalisch
motivierten Bedingungen gestellt, sondern die Z-Faktoren werden unmittelbar
durch ihre Funktion, die Pole aufzunehmen, definiert. Diese Vorgehensweise ist
technisch sehr bequem und ist die logische Konsequenz der dimensionellen Re-
gularisierung. Wéihrend Renormierungsbedingungen auch mit anderen Regula-
risierungsmethoden kombiniert werden koénnen, ist die minimale Subtraktion an
die dimensionelle Regularisierung gebunden. Dieses Verfahren wurde von 't Hooft
und Veltman entwickelt ([tV72], [tH73]), eine Einfiihrung findet man zum Beispiel
in [Col85].

Die Modellparameter mg, go und das Feld ¢ werden geméfl dieser Definition er-
setzt. 2

mg = M5 Zm(r) (2.41)

— 5 [ AQ(QR) 2 42
9o = grH A;(QR) (2.42)
6 = or\ Zs(n) (2.43)

Dabei ist p eine Grofle mit der Dimension einer Masse, die dazu dient, die renor-
mierte Kopplung dimensionslos zu machen. p kann zunéchst frei gewahlt werden.
Die Vertexfunktionen werden entsprechend renormiert durch

0y = 2,1 (2.44)

Die Z-Faktoren sind dabei durch die Forderung definiert, daf} sie folgende Gestalt
haben:

R X oo an ~
Zolom ) =1+ 3 ln)
n=1

e

e

. . o bn A
Zy(Gr,e) =1+ Z <“ZR)
n=1

2Die Renormierung der Masse wird manchmal ([ZJ96]) auch durch m3 = m%% definiert,
L

so daB8 Z,, sich um einen Faktor Z¢ unterscheidet. Die hier verwendete Definition entspricht
der in [Doh85] gewihlten.
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2 Renormierungsmethoden

5 s — ¢n(r)
Zm ’ =1
(9r-e) + ; on
und genau die Polterme ohne endliche additive Anteile der entsprechenden Ver-
texfunktionen aufnehmen. Genauer gesagt,

L3 (0. . i) = (Zo(9R)"*T ) (p. go(Gn, 1), mo (i)

muf} endlich sein. Dabei ist gr ebenfalls noch von p abhéngig.

Diese Forderungen sind durch eine Analyse der Polstruktur gerechtfertigt ([tH73])
und legen die Z-Faktoren eindeutig fest.

Weil in dieser Arbeit beide Renormierungsverfahren Verwendung finden, werden
zur besseren Unterscheidung soweit erforderlich Gréflen, die im minimalen Sub-
traktionsschema definiert sind, mit einem Hut gekennzeichnet.

2.3.3 Berechnung der Z-Faktoren in D = 4 — ¢ im minimalen Schema

Zur Veranschaulichung werden die Z-Faktoren im minimalen Renormierungssche-
ma in einer ¢*-Theorie mit N-komponentigem Feld und O(N)-symmetrischer Wir-
kung in erster Ordnung berechnet. Dazu werden die Zweipunktvertexfunktion und
ihre Ableitung sowie die Vierpunktvertexfunktion beno6tigt. Wesentlich sind hier
die divergenten Anteile in e, so dafl es geniigt, die Entwicklung in e bis zur nullten
Ordnung aufzuschreiben. Die beiden dazu benétigten Integrale sind in Anhang C
berechnet.

1 1

s N+2 (mge

== T2 () 0 (Lo @) vo )

~9pT@(p=0)  =1+0 (g5)

1
IY(p=0) =-go+ 598 >©<+ O (93)

8+ N

=—go+ngJ2(D:4—e)+O(gg)
8+ N [mg€ 1
__90+T(8732) g(g+(9(eo)>+(9(g3)

16



2.3 Regularisierung und Renormierung

Weil die Ableitung von I'® in erster Ordnung keinen Beitrag liefert, erhilt man
sofort

Zs(gr) =1+ 0 (%) -
Damit folgt aus (2.42)
90 = GriZy(gr) + O (92) -
Aus T'® kann man dann Zg berechnen.
+N [mg*© 1
') = — _ oy 0 1 0(e0 O (a2
(0) = —g0 gz ) o +0())+0(g)
= _gRNEZAg(gR)

{ _ % (7;‘;) Gri Zy(ir) (% +0 (e°>) +0 (9%9}

Mit dem Ansatz Z,(jr) = 1+ Y4r+ O (%) erhilt man

r(0)

. SEN 1 [ pu\ (1 by )
= —§pi {1—T@9R (—) <—+O(€O)) —i—;lgR%—(’)(g%)} :

mo €

€
Der dimensionslose Ausdruck <mio> kann in e um null entwickelt werden.

(ﬂ) =1+ elog;i +0O (62)
mo mo

Wesentlich ist, dafl dieser Ausdruck zusammen mit dem Pol in e nur einen Beitrag
der Ordnung €' liefert, die Massen mg und p also nicht in die Z-Faktoren, die durch
die Subtraktion des Polterms definiert sind, eingehen. Das gilt auch allgemein in
jeder Ordnung von gg. Dies erdffnet die Moglichkeit, verschiedene Massen zu
wéhlen, ohne die Feld- und Kopplungsrenormierung explizit zu verdndern. Der
endliche Anteil des obigen Ausdrucks héngt hingegen von der Wahl von y ab. Nun
kann man b; ablesen und erhélt

5 8 NgR ~92
Z. =1+ =10 )
g 4872 e (gR)

Weil nach (2.41) m2 = m%Z,, ist, kann man aus I'® Z,, berechnen. Mit dem
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2 Renormierungsmethoden

Ansatz Zm(gR) =1+ %gr+ O(g3) erhilt man
—T@(0)
= {12 () (Fro@) ro )
= itz {1= 22 () am i) (1 O()) + O (@)}

R N+2, _, .1 «c. .
= m%{l—mgmﬁ my g—i—;lgR—I—O(eO)%—O(gf%)}.

Daraus folgt nach dem gleichen Verfahren wie oben

N N +2gr 9
Z, =1 — )
m(9r) + 4872 e o (gR)

2.4 Minimale Renormierung in D = 3 — ¢ nach Dohm

V. Dohm und seine Aachener Gruppe arbeiten seit langerem mit dem minimalen
Renormierungsschema, das sie fiir die Anwendung in drei Dimensionen angepaft
haben. (Siehe unter anderem [Doh85], [SD89], [SD90], [HD92].) Zum Vergleich
wird hier insbesondere die Arbeit von M. Strésser [Str96] verwendet. Weil im fol-
genden einige Rechnungen durchgefiihrt werden, um die Konsistenz der verschie-
denen Methoden und Arbeiten zu iiberpriifen, tritt das unvermeidliche Problem
auf, daB verschiedene Notationen und Konventionen in Ubereinstimmung gebracht
werden miissen. Eine Ubersicht findet sich in Tabelle 2.2 (S. 24).

Die Z-Faktoren im minimalen Schema wurden unter Verwendung der Polstruk-
tur in D = 4 — e konstruiert. Die Idee ist nun, diese Z-Faktoren in D = 3 zu
verwenden, was bedeutet, dafl die Z-Faktoren nicht zur Aufnahme der Pole in
D = 3 dienen konnen, weil sie fiir e = 1 endlich sind. Sie dienen also nur noch
der endlichen Renormierung der Vertexfunktionen in D = 3. Die Aufnahme der
Pole in den Vertexfunktionen, die in D = 3 dimensional regularisiert erscheinen,
muf} also anders gelost werden. Dazu verwendet Dohms Gruppe eine zusétzliche
additive Massenrenormierung. Dies geniigt aufgrund der Superrenormierbarkeit
der dreidimensionalen ¢*-Theorie bereits, um in D = 3 alle dimensionellen Po-
le der Vertexfunktionen aufzunehmen. Dazu wird folgende Massenrenormierung
definiert

~

18



2.4 Minimale Renormierung in D = 3 — ¢ nach Dohm

mit der kritischen Masse roc, die die Pole in D = 3 aufnehmen soll. rq — roc ist
proportional zur reduzierten Temperatur ¢. Die dimensionelle Polstruktur von ry¢
ist bekannt. 3

roc = (g—i)Q/eS(e) (2.46)

roc wird als eine nichtstorungstheoretische Grofle bezeichnet, weil es nicht in gan-
zen Potenzen von ¢y entwickelt werden kann.

Dabei ist S(e) eine dimensionslose Funktion, die fir e > 0 mit Ausnahme von
Polen bei e = 2/I;1 € IN-; endlich ist, das heifit, die Pole hidufen sich gegen
D =4.

Die Renormierung des Feldes entspricht formal dem gewhnlichen minimalen Sche-
ma.

¢ =1/ Zydn (2.47)

Die Kopplungsrenormierung

Zy(M) 5 I3 -D/2)
= eﬁ)\ y Ap = s 2.48
Jo = K ADZf,(/\M) iz D 2(D—2)7TD/2(D —2) ( )

weist noch eine Besonderheit auf, ndmlich den zusétzlichen Parameter Ap, der in
D = 3 den Wert

1
Ag = — 2.4
5T ur (2.49)
und in D = 4 den Wert
Ay = (2.50)
1T g2 ’

annimmt. Durch die geschickte Wahl dieses geometrischen Faktors kénnen einige
Ausdriicke vereinfacht werden. Allerdings ist die renormierte Kopplung A, damit
explizit dimensionsabhingig geworden. Der Zusammenhang mit gg ist durch

~

Ay = Apir (2.51)

3Die hier etwas unmotiviert auftretenden Faktoren 24 haben ihren Ursprung in der Definition
der Kopplung bei Dohm. Sie unterscheidet sich um einen Faktor 24 von der hier verwendeten.
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2 Renormierungsmethoden

gegeben. Die funktionale Form der Z-Faktoren ist von der Wahl eines geome-
trischen, das heifit von D abhéngigen, Faktors unabhéngig, sofern der Faktor in
D = 4 den Wert A, annimmt. [Doh85]

In diesem Schema ergeben sich folgende Z-Faktoren, die zum Beispiel in [LMSD9S]
bis zur fiinften Ordnung berechnet wurden. In dieser Arbeit werden die Z-
Faktoren bis zur dritten Ordnung benotigt. Es ist D = 4 —e. Mit ((z) wird
die Zetafunktion (D.17) bezeichnet.

. (N+2):, 1 L4 s X
Zo(Ay) =1— N+2)(N -z ( ) 2.52
o(hn) Tige g (VYW =5 J At O (M) (2:52)
. (N +8)« 1 ((N+8)? 5BN+22)\ ¢,
Z,\) = 1 A+ — - A
o) * Ge wt 576 e? e "
1 [ 96¢(3)(5N +22) + 942N + 2992 + 35 N2
5184 p
16(N + 8)(17N 4+ 76)  24(N +8)3\ ¢ .
_ 1N +B)ATN +76) | 24N +8) )Ai+0(xﬁ) (2.53)
(& (&
. (N+2):  (N+2) [4N+5) 5Y ¢y
Z =1 _2
m(A) * 6e At 144 e? e A
(N +2) (15N + 111 N —278 — 61N N 12N? + 132N + 360 53
2592 e 2 e3 "
N4
+0 (Au) (2.54)

2.4.1 Symmetrische Phase

Um die bisherigen Ergebnisse, die mit Renormierungsbedingungen berechnet wur-
den, und die in Dohms Schema zu vergleichen, werden einige Konsistenzrechnun-
gen durchgefithrt. Dabei ist dann auch Gelegenheit, Dohms Schema konkret zu
veranschaulichen.

Zunéchst beobachtet man, dafl die Entwicklung der Vertexfunktionen in der Kopp-
lung go ungiinstig ist, weil diese Gréfle dimensionsbehaftet ist und die physikali-
sche Dimension auflerdem direkt von der Raumdimension abhéngt. Insbesondere
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2.4 Minimale Renormierung in D = 3 — ¢ nach Dohm

in drei Dimensionen ist go nicht dimensionslos, D = 4 ist ein Spezialfall (Tabelle
2.1, S. 13). Als Konsequenz davon treten in der Entwicklung in zweiter Ordnung
Terme wie log mg auf. Aulerdem treten von der dritten Ordnung an wesentliche
Unterschiede zu den Ergebnissen aus Dohms Gruppe auf, die den Vergleich er-
schweren.* Dies liegt an den unterschiedlichen Termen in der Entwicklung in e,
die sich mit dem Pol in zweiter Ordnung zum ersten Mal in dritter Ordnung auch
im endlichen Anteil zeigen.

Um diese unschénen Effekte zu vermeiden, empfiehlt es sich, einen dimensionslosen
Entwicklungsparameter zu verwenden. Die dimensionslose Kopplung

- go 9o
0= ""4—D — _1+e
mg my

bietet sich dafiir an. Wenn man dann direkt bei der Auswertung der Integrale zur
Kopplung uq iibergeht und darauf verzichtet, die e-Abhéngigkeit der Kopplung
mit der e-Entwicklung bei der Integration zu vermischen, kann man das Auftreten
zusétzlicher Terme wie log my ganz vermeiden.

In der Hochtemperaturphase ist die Korrelationslinge &, durch die Ableitung der

9273 . . . .

”;(FT(O()O) definiert. Dies entspricht 1/m%,. I'®(p) wird
storungstheoretisch (hier: bis zur zweiten Ordnung in der Kopplung) berechnet
und daraus mpg, als Funktion von mg gewonnen. Durch Inversion dieser Beziehung

erhélt man my als Funktion von mpg,.

Zweipunktfunktion fi =

Dies wird anhand der Resultate von [Hei93] am Beispiel der Zweipunktvertexfunk-
tion fiir N = 1 durchgefiihrt. Die Ergebnisse werden, wie oben beschrieben, hier
abweichend von [Hei93] mit der Kopplung ug notiert.

1 1 1 1
r®(0) = —mj {1 gLt + @ué <§ - §B> +0 (ug)} (2.55)
1
B:g+10g(47r)—|—1—10g9—7—|—(9(5) (2.56)

mf, =mg {1+ aug + buj + O (u) }

4Dies hat keinen Einflu auf die Endergebnisse in [Gut95], [Kiis95]. Weil die zusétzlichen Terme
wie logmgy usw. immer zusammen mit den Poltermen auftreten, die bei der Renormierung
entfernt werden, verschwinden auch die zusétzlichen Terme in den renormierten Groéfien.
Hier werden aber auch nichtrenormierte Ausdriicke verglichen, bei denen die Unterschiede
sichtbar werden.
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2 Renormierungsmethoden

mit den Abkiirzungen

1 1 (79 1
- . — — ——B| . 2.
T s "= a2 (162 3 ) (2.57)

Fiir die Wurzel von m?% erhilt man

a 1 —a?® 3
mpr = My 1+§U0+§U0 T+b +O(UU)

Um my als Funktion von mg zu erhalten, ist es geschickt, 1/mpg als Funktion von
1/myg zu betrachten und die Reihe iterativ zu invertieren. Man erhélt:

2 2 3
B a 9o a® —4b  g; 90
mO_mR{1_§m}%—|—a + 8 m??L(lJrs) +0 <(m}%+6) )}

2 2 go a® —2b 93 go ’
mg=mps 1 — am};rs + 5 m2(1+€) + O (m}{rs) . (2.58)
R

Setzt man dies zusammen mit allen Konstanten in I'®, (2.55), ein, so ergibt sich

bzw.

1
2 o 2 2 3
) = —my+g <—m) + O (g0)

wobei ¢ bereits auf null gesetzt wurde, weil der Polterm entfernt ist. Die Sub-
stitution der renormierten Masse mp leistet also dasselbe wie die additive Mas-
senrenormierung nach Dohm, sie entfernt bereits alle Pole in D = 3. Auflerdem
beobachtet man in zweiter Ordnung die bei [SD89] angegebene Struktur in D = 3.

(o) = i (L)

mg

Folgt man formal dem minimalen Renormierungsschema mit ((2.52), (2.53), N =
Le=1):

Voo A
K 4 Zg

90
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2.4 Minimale Renormierung in D = 3 — ¢ nach Dohm

. 1 . .
Zoh) = 1= 0 +0(X)

A 3. 3. .
ZA) = 1+ 5h 4540 (Af;)
(D Ayos) = 28 A 223,
]
so erhalt man schliefllich
f‘(2)(5\ mp, ) = —mn+ | 12m% — 'U—Q X 4+0 (5\3)
R T R 324 ) p

fiir die renormierte Zweipunktfunktion.

Dasselbe leistet die additive Massenrenormierung ro — roc in Dohms Schema.
Fiir die praktische Rechnung muf§ nicht die ganze Struktur von roc verwendet
werden. Es geniigt, den Pol in D = 3 herauszugreifen. Uber den endlichen Teil
von S(e) kann man dann zur Vereinfachung der Rechnung frei verfiigen. Anstelle
von 1o — roc benutzt man also

10 == To — Or (2.59)

mit

_ (90\¥¢ [ As _ (90\? [ As 90
= (51) <e—1+05>_(ﬂ) (7”5—2‘1510%”(5) >

wobei Ag durch den Polterm in der Storungsreihe festgelegt ist und C's zweckméflig
gewihlt wird. Als Resultat der Storungsreihe findet man

Ag == (2.60)

T2

Dies kann man am Term zweiter Ordnung in (2.58) ablesen, indem man den
Vorfaktor von 1, der in b (2.57) enthalten ist, bestimmt.

Mittels der hier durchgefiihrten Konsistenzrechnungen erhélt man durch Vergleich
die explizite Form der Wahl von Clg.

3 4
Cs =~ (1 — v+ log X —2log 24) (2.61)
T 9
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2 Renormierungsmethoden

Diese Arbeit || [Str96] | [Hei93]

90 24wy 9o

ma ro ma

ma_ || —2ro_ ma_

Ag A 2
Cs=1—v+log T —2log24 C -
Cy =4m(1 —log9) - C

B=1+logdr + 2 — - | Blmo) =1 +1log 2 4 G — 5

As =

Vo Mg v

Tabelle 2.2: Konventionen und Konstanten fiir den Vergleich der verschiedenen Arbei-
ten

Durch die Verwendung von r{ anstelle von ry werden bereits alle Pole in D = 3
entfernt.

Anschlielend wird in Dohms Schema das Massenquadrat r(, durch die renormierte
Masse m3, ausgedriickt

Té (mR—l-? gO) -

3 9 3 g 1 90 9%

2 0 0

1+ — — | —= + 21 @)

mR+{ T 24mp, = (24)2m7,, 27 +alog Mpy * my, ) [

so daB insgesamt die Substitutionen ry — r{,, — m%, durchgefithrt worden sind,
um unrenormierte Storungsreihen als Funktionen von mg, und gg bzw. ug polfrei
in drei Dimensionen aufzuschreiben. Die minimal renormierte Masse mp wird
in Dohms Schema nicht weiter verwendet, sondern die Vertexfunktionen werden
durch die renormierte Masse mp. ausgedriickt. Dies ist moglich, weil die minimale
Renormierung von Feld und Kopplung massenunabhéngig ist.

Diese an sich iiberfliissige Zerlegung der Substitution in zwei Schritte dient zur
Vorbereitung, um die Methode der minimalen Renormierung in D = 3 auch un-
terhalb T¢» verwenden zu konnen. Dazu wird namlich r{, als Funktion von mp und
go bendtigt und mit r(, (mg, go) bezeichnet.
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2.4 Minimale Renormierung in D = 3 — ¢ nach Dohm

2.4.2 Unterhalb 7

In der Tieftemperaturphase ist die oben verwendete Definition der Korrelati-
onslange bzw. der renormierten Masse mg im allgemeinen nicht verwendbar, weil
bei N > 1 Komponenten des Feldes ¢ zunéchst einmal die longitudinale von den
transversalen Komponenten unterschieden werden mufl und eine entsprechend wie
bei T' > T definierte renormierte Masse divergiert.

Um trotzdem soweit wie moglich in Analogie zur Situation bei T > T vorzuge-
hen, wird in Dohms Schema eine Pseudokorrelationslidnge verwendet, die dadurch
definiert wird, daf} sie die gewiinschten Eigenschaften besitzt. Der Nachteil ist
natiirlich, daf§ diese Pseudokorrelationsldnge keine physikalische Bedeutung hat.
Dieser Pseudokorrelationsldnge entspricht eine Pseudomasse, die mit m,, bezeich-
net wird.

Die Masse m,, wird implizit dadurch definiert, dafl der Zusammenhang zwischen
dem Massenquadrat

ro_ =mg=—=mj_ (2.63)

und der Masse m,, in der Form

ro—(my, go) = T0+(mp790) - mf,Zm(S\#(l)) (2.64)

festgelegt wird ([SD89]).

Diese Wahl wird verstédndlicher, wenn man beachtet, dafl sich dann
= m2(1+0 52 (140 __lna+o0
ro-(my) = m, (1+0(g)) — §mp( + O (9)) = —§mp( + O (90))

ergibt, und somit

m2 =mi_(1+ O (go)) - (2.65)
Analog kann man ry,_ = ro_ — J,, definieren, indem man auf beiden Seiten von
(2.64) 6,, abzieht.

/ / 3 275 (3
To—(Mp, 90) = o4 (Mp, 9o) = 511, Zim(Au(1)) (2.66)
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2 Renormierungsmethoden

S\M(l) ist die laufende Kopplung, entwickelt in gg, die man im minimalen Renor-
mierungsschema erhilt °

N 1 (N +8)m, >

Au(l) = Em;ego - 9%+ 0(g) - (2.67)

472e 0

Die Abhéngigkeit des ;\u von [ wird durch die unten beschriebene Wahl von [ bzw.
i jedoch gleich wieder entfernt. Die Unabhéngigkeit der renormierten Grofien
von u, dem Parameter; mit dem die renormierte Kopplung dimensionslos gemacht
wird, ist der Startpunkt fiir die Renormierungsgruppendifferentialgleichung. (Ver-
gleiche auch die Definition der S-Funktion im néchsten Abschnitt.) g wird in
[Stro6] als p(l) = il nochmals relativ zu einer beliebigen, aber festen Referenzska-
la fi parametrisiert. Um diese zusétzlichen Parameter zu entfernen, wird lﬂmL =1
gewahlt, welches im Prinzip nichts anderes bedeutet, als daf i = m,, gesetzt wird.
Der zusétzliche Parameter [ wird nur zur Integration der Renormierungsgruppen-
differentialgleichung benutzt. Die minimal renormierte Kopplung wird, nachdem
in dieser Weise eine Masse (hier m,,) gewihlt worden ist, mit S\I, bezeichnet.

Die Masse m2_ hiingt mit ry_ zusammen, so daf

mg_ = —2rg_ = —27’0+(mp,90) + Bmf,Zm(S\u(l))
= =2y, — 2019 + 3m2Zu(Au(1))

als Funktion von m,, in go entwickelt, berechnet werden kann, indem man hierein
704 (myp) (2.62) aus der Hochtemperaturphase einsetzt. Man erhélt fiir N = 1

3 9
2 _ 2
My = mp{1+;24m1+e
D
3 g 1385 2 2,
—— +4log24gy + — — 4log24gy + =7°C
go ’
+o(<m;+s> ) }
3 90
mo_:mp{1+§24m})+€

°Die in [Str96] angegebene Formel enthélt kleine Fehler.
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2.4 Minimale Renormierung in D = 3 — ¢ nach Dohm

3 g2 1385 2 2, 3 o \°
- S+ Ir0s+ )40

Diese Beziehung kann man nun verwenden, um die Masse mg zum Beispiel in
Vertexfunktionen durch m, zu ersetzen. Sie erfiillt dabei dieselbe Funktion wie
die Masse mpg, namlich die Aufnahme der Pole in D = 3.

Als konkretes Beispiel fiir dieses Verfahren wird die Massensubtraktion fiir N = 1
mit den Ergebnissen aus [Hei93] nachvollzogen. Dazu werden die Beziehungen
zwischen der Pseudomasse m,, der Masse my_ und der renormierten Masse mp_
hergestellt. Entsprechend dem Vorgehen im symmetrischen Fall wird zunéchst
durch Invertieren der bei [Hei93] angegebenen Reihe ©

3 1 3937 2
3, :mg{1+6 - ( +—B> ugw(ug)}

4dm o184 3
1 .
B=—-+logdn+1—1log9—~v+0O(e) (wie (2.56))
5

die Masse mo_ in Abhéngigkeit von der renormierten Masse ausgedriickt.

3 g T 15019 1
L= me{1- - - B
Mo- = MR { 187l | 22009\ 2654208 192
3
90
+o|—h_
(m?;%(iﬁ)) }
bzw.
3 g2 7145 1
2 2 0
— 1— _ __B
- mR—{ 64r mie | r2209) \ 663552 96

Da man nun mg_(mg-) und mg_(m,) kennt, kann man fir N = 1 die polfreie
Beziehung zwischen mpr_ und m, angeben. Man erhélt in D = 3

33 g g2 17251 % \°
2 =m2l{l+ = 0 — O .
M- (my) = m, { T 87 24m, T 22emz \ " 516 ) T 24m,

6Der Koeffizient in zweiter Ordnung wurde nach [Kiis95] korrigiert.
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2 Renormierungsmethoden

Spontane Magpnetisierung (V = 1) Der Vakuumerwartungswert des Feldes ¢
findet sich in [Gut95] Formel (5.26) in der folgenden Form.

\/— 1 3/2
v = —\/_ \/_ Jo —B

3(8)2 mo-—
3 2
Umin = o~
9o
Vo = Umin T U1
Daraus berechnet man v3.
2
9 mg_24 3 3 (3
)= ———+ —mg_ B O 2.68
v (9o, Mo—) 3 go+47Tm0 tialgt + (93) (2.68)

Zur Sicherheit wird dieses Resultat mit dem in [Str96] angegebenen verglichen.
Dazu wird Gleichung (3.14) 7 aus [Str96] in eine Form gebracht, in der die Polterme
wieder enthalten sind, indem man r{, durch ry — dry ersetzt.

U8<g07T6>

124 6 qo 1 Jo 3
- 21! ~or o (—)

890{ 0t~ 05, T 3 (9 6log AQ) 51 + 0 (g5)

Wenn man hier r{ ersetzt hat, erhdlt man wie erwartet das obige Ergebnis (2.68).

Nun kann mg_(m,) eingesetzt werden, um v3(go, m,) zu erhalten.

2
9 m,24  9m, 1 733\ 9o 9
=——4+—4+—=-=)=+0
Uo(goamp) 8 o + 87 2 288 ) 24 + (90)
Im minimalen Renormierungsschema gilt fiir die Amplitudenfunktion

fo = mvé (90(A)) = ﬁ + 1087T>\ +0(R) .

wobei A\, = A, (1) in die Z-Faktoren eingesetzt wird. Dies entspricht dem in [Str96]
angegebenen Ergebnis fiir N = 1.

"Der Exponent im Term erster Ordnung wurde korrigiert.
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2.4 Minimale Renormierung in D = 3 — ¢ nach Dohm

2.4.3 [-Funktion

Die p-Funktion ist definiert als

~

ﬁ(j‘u) = ,Uau)‘u(go, mo, N)

bei festem go, Mo. Ihre nichttriviale Nullstelle bestimmt den Wert der kritischen
Kopplung M. Weil Z¢ und Z unabhéngig von der Masse p sind und die (-
Funktion im wesentlichen nur von den Z-Faktoren bestimmt wird, ist der Wert
von \* von der Wahl von i unabhéngig und auflerdem in beiden Phasen gleich.

Um dies zu zeigen, leitet man die Definition der renormierten Kopplung gy =
Amp s Zg )\ nach p ab und beachtet, dafl )\ eine Funktion von p ist. Es geniigt, den

Fall D = 3 zu betrachten, weil durch die Massensubstitution keine Pole in D = 3
mehr vorhanden sind, wenn die minimale Renormierung durchgefiihrt wird.

0=4dr)\, =2 +4wud, | A\, =2
"2 ““(“Z@)

Weil mit Verwendung der Definition von 3

\ Zg _ N Zg N 3 3 Zg
10, (A“Z_;> = udy, <ANZ—£> 9, =0 <)\M> 9, (AMZ—(?))

ist, erhalt man

~A A —1
5(&) - (a log AZZ ) .

¢

Man sieht, dafl die Abhéngigkeit der S-Funktion von der renormierten Kopplung
nicht explizit von der Wahl von p abhéngt.

Entsprechend den Z-Faktoren sind auch die Werte von A* zu hoher Ordnung be-
kannt. [LMSDO98| geben folgende Werte fiir A\* als Ergebnis einer Fiinf-Loop-
Rechnung mit Borel-Resummation an (Tabelle 2.3).
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2 Renormierungsmethoden

S
0.9696 % 0.0072

0.8688 £+ 0.0024
0.7848 £+ 0.0024

w o =

Tabelle 2.3: Wert der renormierten Kopplung im minimalen Subtraktionsschema am
Fixpunkt fiir verschiedene Dimensionen N des Ordnungsparameters in
D = 3 nach [LMSD98]

2.4.4 Drei-Loop-Rechnungen (N =1, T < 1¢)

Nachdem auf Zwei-Loop-Niveau die Konsistenz der Verfahren hergestellt worden
ist, sollen nun auch in Drei-Loop-Ordnung die Rechnungen verglichen werden.
Dazu wird zunédchst die Massensubtraktion nach Dohm am Beispiel der Magne-
tisierung durchgefiihrt, die fir N = 1 von [Gut95] und [Kiis95] berechnet wor-
den ist, damit man deren Ergebnisse mit den inzwischen verfiigbaren Drei-Loop-
Ergebnissen aus [SLD98] vergleichen kann. Anschliefend wird dieselbe Magneti-
sierung mit der renormierten Masse ausgedriickt und die Amplitudenfunktion f,
damit ausgerechnet.

Massensubtraktion

In Drei-Loop-Ordnung lautet die Magnetisierung

D-2 2
2 my Uo 2 uy |2
=3 1+2—(1 @ -B+1
vy " { + 87r( +ce1 + (8))+(87r)2 {3 + }
3
ug 2 2 4
2 -B+ - O 2.69
+(87r)3 [ f1—|—3 +361:| + (uo)} (2.69)
mit den Abkiirzungen
1. 4 7(x* 1 4 1.4 1 .1 1
= —1—-log-—=-=—=log’- — —log - — —~Lip~ | — —c"
h 37837 2 (48 §7% 3 3%371 124) 16°

' =0,1739006
1
B = g—|—10g47r—7—|—1—10g9+(’)(5)

€ = 1—i—log\/_—%.
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2.4 Minimale Renormierung in D = 3 — ¢ nach Dohm

Lis(y) bezeichnet die dilogarithmische Funktion (D.10). Dabei wurde wie oben
die Kopplung durch die dimensionslose Kopplung ug ersetzt und die richtigen
Abhéngigkeiten von e explizit beriicksichtigt. Dies ist in dritter Ordnung beson-
ders wichtig, weil hier erstmals der lineare Term in ¢ in der ersten Ordnung von u,
zusammen mit dem Pol in ¢ in zweiter Ordnung ug endliche Beitrdge zur dritten
Ordnung ug liefern kann.

Um dieses Ergebnis mit den in [SLD98] angegebenen Reihen vergleichen zu kénnen,
mufl nun zweierlei getan werden. Der Pol in D = 3, der sich durch Substitution
der Masse entfernen 1a8t, ro = r(, 4 dro, ist nun auch implizit in der dimensionslo-
sen Kopplung enthalten. Deshalb mufl analog zur Masse r{, auch eine Kopplung
uy, eingefiithrt werden, die mit der substituierten Masse definiert ist.

Uy = %; mg = —2ro;  my = +/—2r} (2.70)
0
Weil
3 Jo 2/e (1 47
oro =5 (5) (C+1-7+1og7 —2log24
"o =5 \5g <€+ 7+og9 og )

ist, erhélt man mit e-Entwicklung

mg = —2(rf + 6ro)
6m2 suo\2 [ 1 47t
2 0 0
- 20 (BONT )y log & 91 .
0 5 (24> (54— 7+ log oguo—l—(9(5)>
Also ist
moy =
3 fup\2 (1 47
mg{l—ﬁ<ﬂ> (g+1—7+10g?—210gu0+0(5))+O(u§)}.

Zum Einsetzen in v2 wird m{’~? benétigt.
_ 3 Uo 2 1 47
mg’ 2{1_ﬁ<ﬂ> (g—7+log§—2loguo+(’)(s))+O(ué)}

Damit erhalt man

1 1
U(Q) = 3mIOD2{u—O + E
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2 Renormierungsmethoden

1 /2 3 (1 dm
Yl (1) - 2 (- tlog X —21
+ [64 (3 + > Y (5 7 +log oguo%—(’)(s))}

20 [% (3f1 + 1+210guo)} + O (up) } -

Nun muf noch die Kopplung ug berechnet werden. Dazu braucht man mg(my)
als Funktion von uy,

mo = my
3 (up\° (1 4
{1—;(2—2) (g+1—’y+log?—2logug+(9(€))+(’)(u64)},

um dieses in die Definition von ug einzusetzen.

f_)y_ 3 (t 2 L 10 g b+ 0 (e)
Ug m/l—i—a 24 e Y g 9 guO €

—1—¢

= 1+i U 2 1+2— +1 4—7T—21 o+ 0O
= Uy 2 24 - Y 0og 9 og Uy g

Setzt man dies nun in v (ug) ein, so erhilt man

D=3 1 1wy |1 1

/2
+ Z—% [% BAi+1+ 210gu6)} + O (ug) } :
Nun kann man mit [SLD98] Gleichung (22) bei N = 1 vergleichen und stellt Uber-
einstimmung fest. Nachdem in diesem Fall die Konsistenz der nicht renormierten
Berechnungen festgestellt worden ist, kann man nun die minimale Renormierung
mit Dohms Pseudomasse m, durchfiihren, wie es in [SLD98] gemacht wird. Eine
Alternative dazu ist, die fiir N = 1 bekannte renormierte Masse mp zu verwenden,
wie es im néchsten Abschnitt durchgefithrt werden soll.
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2.4 Minimale Renormierung in D = 3 — ¢ nach Dohm

‘ Grofle ] Definition ‘
9o Wirkung: £ ¢*
Uo mggD
0
UE) /gDO—4
Mo
(4 mg(lD = mgl(lLs
. R 22 R
A Ap = %422—(2907 (D =3)
w in [Str96] A\u/24 (D = 3)

Tabelle 2.4: Definition der verschiedenen Kopplungen

Magnetisierung mit renormierter Masse

In den vorigen Abschnitten ist die Renormierung nach Dohm mit der Pseudomasse
berechnet worden. Wie ebenfalls oben anhand der -Funktion gezeigt, kann man
in Dohms Schema die Masse bzw. die Korrelationslédnge, mit der man die renor-
mierte Kopplung definiert, austauschen, ohne die anderen Groflen des minimalen
Schemas explizit zu verdndern. In einer Drei-Loop-Rechnung bei N = 1 wird jetzt
dafiir die aus dem Schema der Renormierungsbedingungen bekannte renormierte
Masse, die der Korrelationslange des zweiten Moments entspricht, an Stelle der
Pseudomasse verwendet.

Aus [Kiis95] entnimmt man

2 . 2 § E — — 2 @ : % g
my_ = m0{1+8<87r>(1 eler—6)+ 0 (e ))+<87r> {5184+3B}

(@i ) o) en

mit den Abkiirzungen

f M5 2135, 4 173 3345
27 T om0 837 a8 ¢ 10:€
2 1 4 1. 4 1.1
— Tr___log2———1()g———LiQ—:0,032....

48 8 3 3 "3 4 4

Im weiteren ben6tigt man mg als Funktion von mpg. Deshalb zieht man die Wurzel

33



2 Renormierungsmethoden

und invertiert die Reihe.

3 /u
mo = mR{l — E (8_7('()'> (1 —5(61 - 6) +0 (52))
w\2[ 3973 1. 2T
20N 2P0 Ty A
* (87r> { 10363 3 +512}
w3 [ 1, 1 o 3973 3
“0 _ 2t _ (-1 2700, 2
* <87r> { 2127 16 2" Ogﬁ> T3 16
19 135 ,
= e —6) - 2.72
-6 - g | o o>} 27
el 27

Um alle echten Pole in drei Dimensionen zu entfernen, mufl auch die dimensions-
lose Kopplung mittels mpg ausgedriickt werden. Dazu verwendet man

90

1+e °
mpg

Die Beziehung zwischen ug und v wird wie folgt hergestellt

90 90 -1 —€
= = =uil + 1+
Uo méJrs m};rs{l + X}1+E U{ X} { X}
-1 X2 X3 2
= u{l+x} {1—5()(—?%—?)—%(’)(5)},

wobei x in (2.73) definiert ist.

Konkret erhalt man

{1+x}5:1+13—6(;‘—;>5+1(@)Q—%<g—;)3+0(u3) . (2.74)

3 U Uo 2 [ 28987 B
—udl+ = () (1 4e—ele — R I L
o “{ 16 (87r>( te—ela—6)+ (87r> {41472 * 3}

B_2.1] _
+<u0>3[_15163 B B-3+lgym « 6+é]+0(u3)}

St 221184 16 16 16 2

Diese Gleichung kann man nun iterativ in sich selbst einsetzen, um ug als Funktion
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2.4 Minimale Renormierung in D = 3 — ¢ nach Dohm

von u in der gewiinschten Ordnung zu erhalten.

3 [u w\2|30445 B
w—u{HE(8—W)(1+5(7—61))+(8—W) [m+§]
<i>3 _16069+§+B—%+logﬁ_2(el—6)+é
8T 27648 8 16 16 2

+(9(u4)}

Das Quadrat der Magnetisierung ist durch Gleichung (2.69) gegeben. Weil die
Massendimension von v m{’ =2 = m{ ¢ ist, mufl zunichst die oben hergestellte
Beziehung mg(mg), (2.72), und die bei der Kopplung schon berechnete Entwick-
lung {1+ x}~, (2.74), in v? eingesetzt werden.

3mle wy [29 3
2 _ R Bl U T Bk _
T T {1 +(50) {16 BT 2561]

_i_(@)? 1553_g+§
& 1536 2 3
U

3118811 23 B B-2I+1lo 1 3
P R RS SV R

8t/ | 24576 16 S 16
1 2 fa

+=(e —6) — =€

g 31—§+2f1—1(’y+10g7r)]+O(ug)}

3

Jetzt kann man die Kopplung substituieren und erhélt endlich

2 _ Sme)y 13wy TT uye

W= {H s (52) ~ 1036s (57
(i)3[377833 3217 ;23263 4 1387}+O(u4)}'
8T

331776 1024° 2502 %37 T ¢

Da alle Pole entfernt sind, wurde bereits der Limes ¢ — 0 durchgefiihrt.

Folgt man jetzt formal dem minimalen Renormierungsschema, um die renormierte
Magnetisierung v zu berechnen, lautet die Definition der renormierten Kopplung
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2 Renormierungsmethoden

in drei Dimensionen

R = m—REZ—ggo .

Wegen u = go/mpg ergibt sich hier

U - 129
— = Ap=——= .
8 ZZ¢2)

Die Z-Faktoren (2.52), (2.53) lauten hier fir N =1

. 1. 1. .

Jy=1- =32 X ()\4)

¢ RE T 61 rt O (A

2y =14 St 230+ L (8073 4 2592.¢(3)) A2 +O<5\4)

9= 2 TR 9 R T 5igy R R) -
Mittels

@%(mR, ;\R) == A—U?)(TI’LR? U,(S\R))
Zg

berechnet man die renormierte Magnetisierung

YR = 8 AR

, mp [ 633 29503
A\ 8 | 6912

log

o, [ 753011 1387 9651 , 23263 4
M| — b - =33
* R[ 12368 61 ¢ 1006¢ ~ 36 083 ¢! )} }

und liest die Amplitudenfunktion f, = ;—i ab. Das numerische Ergebnis fiir f;,

1 ~ ~ ~ ~
fo= 13 {3 ~2.063Ag + 2.13402 — 6.153)%, + O (X}z)} ,
R

ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Zum Vergleich ist in Abbildung 2.3 der Graph
der entsprechenden Amplitudenfunktion aus [SLD98| dargestellt, die mit der Pseu-
domasse berechnet wurde. Durch die geschickte Wahl des Geometriefaktors Ap
entfillt dort der Term erster Ordnung, und auch die Konvergenz scheint besser zu
sein.
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3,
~T—
2.5¢ ~ -
~_ T~
~_ S
~__ S
2 T~ >
~__ S
~I~
\\\
1.5+ \\\
N \
\\ \
\\ \

1r N ~

0.5 Mo
N\
\
\
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 2.2: Graph von 47\g fe fir N = 1 als Funktion von Mg in erster, zwei-
ter (durchgezogen) und dritter (gestrichelt) Ordnung. Der Fixpunkt
befindet sich bei Ap = 0.97.
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2 Renormierungsmethoden

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung 2.3: Graph von 47r5\p [ in zweiter Ordnung (durchgezogen) und dritter Ord-

nung (gestrichelt) fiir N = 1. Die jeweils darunter liegenden gepunkte-
ten Kurven sind die entsprechenden Graphen fiir N = 2. Der N = 1-
Fixpunkt ist derselbe wie in Abbildung 2.2. Der N = 2-Fixpunkt liegt
bei A, = 0.87.
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2.5 Renormierung unterhalb Ty fiir N > 1

2.5 Renormierung unterhalb 7 fiir N > 1

Die bisher im Fall N = 1 verwendete Korrelationsliange bzw. renormierte Masse
kann wegen der Infrarotdivergenzen, die aus den Goldstone-Moden stammen, hier
nicht weiter verwendet werden. Es mufl also eine storungstheoretisch moglichst
leicht zugdngliche Grofle gesucht werden, die die Rolle einer renormierten Masse
iibernehmen kann und mit deren Hilfe man das minimale Renormierungsschema
so, wie es oben benutzt worden ist, weiterverwenden kann, ohne wieder auf die
Pseudokorrelationslédnge zuriickzugreifen.

2.5.1 Renormierung durch renormierte Masse aus v, gewonnen

Eine Moglichkeit besteht darin, aus der Magnetisierung eine durch Renormierungs-
bedingungen definierte renormierte Magnetisierung zu gewinnen, die als Reihe in
ug berechnet werden kann. Im Schema der Renormierungsbedingungen ist folgen-
des definiert:

Z(uo) = —(0,:T ) (p = 0)) !

v . (2.75)

v% hat in drei Dimensionen die Einheit einer Masse und kann benutzt werden, um
eine renormierte Masse zu ersetzen, zum Beispiel bei der minimalen Renormierung
der Magnetisierung. Weil der aus der Zweipunktfunktion gewonnene Faktor Z
mit eingeht, sollte ein triviales Ergebnis dabei ausgeschlossen sein.

Renormierungsschema

Zunachst wird das sich daraus ergebende Schema formal beschrieben. Dabei wer-
den der Einfachheit halber Reihen in erster Ordnung ohne Koeffizienten verwen-
det.

Mo

V90

mo

Vo +0(67), =204 uw+0 ()

Vo =
Uo
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2 Renormierungsmethoden

mo

Ze=1+u+0(ug), vp=-——(1+u+0 (u))

Ug

Man definiert die renormierte Masse, die man auch als inverse transversale Kor-
relationslinge betrachten kann, my := v%, d.h.

1
0

Setzt man fiir uy im Term uio die Definition ug = % ein, so erhalt man
0

2+¢

™m,
my = go (1+uo+ O (ug));  bzw. mg* = mrgo(1+uo + O (ug)) -
0

Damit ergibt sich

m*e = g (1 +ug+ 0 ()% a=1—==1+--"10() .

Zunéchst wird im weiteren die erste Ordnung in ¢ mitgefithrt, um in Analogie
zu ug, des vorigen Abschnittes eine dimensionslose Kopplung einzufiihren, die mit
einer renormierten Masse definiert ist.

B Jgo 90 2\\14£/2
uy = = 1+uy+ 0O (u
0 mé+5 —ngol+6/2( 0 ( O))
1—¢/2
v/ 9o
= (w0 (i)
T

Das fithrt zu der Definition von

1—e/2
V3
VYT

als neuer Kopplung, die bis zur gewiinschten Ordnung in ¢ dimensionslos ist.
Iteration liefert

up = w(l +w+ O (w?)) /2
Auflerdem erhélt man dann fiir die Beziehung zwischen mq und mr,

mo = mopw(l +uy + O (ug)) ,
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2.5 Renormierung unterhalb Ty fiir N > 1

so dafl man nun vy als Funktion der Kopplung w und der Masse my ausdriicken
kann.

vg(w,mr) = myr(1+w+ O (w?))

Es wird angenommen, dafl nun alle Pole in D = 3 entfernt sind und deshalb
die minimale Renormierung in D = 3 durchgefiihrt werden kann. Die Definition
11 Z3 (M)
AT 1 Zg (M)

der renormierten Kopplung im minimalen Schema ;\# = go ergibt nach

Wurzelziehen mit p = myp

~ A

g = —=t [P = 22y, (2.77)
arz, VT JanZ,
Wendet man dies auf vy an, so erhélt man
- 1, . \/47TZAg . 5
0% = —v5 | mp,w =1p— =myp(l+ g+ O (03)) (2.78)

s Zy
und damit

92
v ~ ~

fo=—"" =1+dr+ 0 (b)) .
mr

Mit Hilfe von (2.75) und (2.78) sieht man, dafl f, = g—;, ausgedriickt durch die
Kopplung wg, ist.

Ein-Loop-Rechnung

Mit den Ein-Loop-Ergebnissen von [Luc95] wird das obige Schema nun konkret
durchgefiihrt.

V3mg V3 3/2
— O 2.79
Vo N +87T\/90+ (90 >, (2.79)
also
3m0 1
v = o {1 + o + ) (ug)} (2.80)
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1
Zr(ug) =1— 360 + O (uf) (2.81)

Daraus berechnet man mr.

1 3m0 5
mr = ng = — {1 + EUO"‘—FO(UQ)}

Da die erste Ordnung der Storungsrechnung keine Pole enthélt, geniigt es, nur
die nullte Ordnung in € zu betrachten, es miissen also hier keine Korrekturen in ¢
berechnet werden.

VIR - e+ 0 ()}

1—
367TUO+O

An dieser Stelle bietet es sich an, die Definition der Kopplung w noch etwas
bequemer zu gestalten, und den Faktor /3 mit aufzunehmen, so daf

VT
m\/ﬁ. (2.82)

Man erhélt dann fiir ug

5)
uozw{1+36—ﬂuo+(’)(ug)}

und nach Iteration ergibt sich

)

Fiir mg erhélt man

m 5)
mozgw{l—ﬁuﬂr(?(uﬂ)} .

Setzt man dies in vy ein, bekommt man

vg—mT{l—l—Siﬂw—i—O(wQ)} .
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2.5 Renormierung unterhalb Ty fiir N > 1

Wendet man schliefllich die minimale Renormierung an,

\/ Z
w= V127w Z gwR,

¢

erhélt man die renormierte Magnetisierung

v%:mT{l—k\/m_ﬁwR—i—O(w%)

und man kann f, ablesen.

2.5.2 Ein-Loop-Rechnung mit der Masse m,,

Eine weitere Moglichkeit, Dohms Verfahren bei N > 1 anzuwenden, ist, die phy-
sikalische Masse m, zu benutzen, die auch im Schema der Renormierungsbedin-
gungen benutzt wird. Zum Abschlufl der Betrachtung der verschiedenen Renor-
mierungsmoglichkeiten wird dieses Verfahren in einer Ein-Loop-Rechnung mit den
Ergebnissen aus [Luc95] durchgefiihrt.

Die renormierte Masse my,, ist fiir T' < T implizit definiert durch die komplexe
Nullstelle der renormierten Zweipunktfunktion der massiven Feldkomponente

ReT? (p = (im4,0,0,...)) =0

und kann iterativ in jeder Ordnung bestimmt werden. In erster Ordnung erhélt
man

1
r :m0{1+?)2—7r(4—310g3)u0+(’) (Ug)} .

Die Magnetisierung ist wie oben durch Gleichung (2.79) bzw. (2.80) gegeben.

Nun substituiert man die renormierte Masse m,, fiir mg und definiert die Kopplung
u entsprechend wie oben. (In Ein-Loop-Rechnungen miissen keine Korrekturen in
e beriicksichtigt werden.)

9o 1
U = m—07 uo—u{l—&—32—7r(4—310g3)u+0(u2)}
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2 Renormierungsmethoden

3m 1 1
2 o L 2
v = {1+[47T 167r(4 310g3):|u+0(u)}

Die Renormierung der Kopplung im minimalen Schema lautet hier

u = 47r5\(, AZQQ\‘T)
Zy(Ao)?

und mit (2.52), (2.53),

~ ~ ~ N 84 ~
Z¢:1+O<x\§> , Zg:1+T+>\a+(9<>\§>,
erhalt man das Resultat

NP . 3 1 N+8 3 X
() = 50} (ma,u()\a)) - i, {X — = +710g3+0 (Af})} .
¢ o
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KAPITEL 3

Zwei-Loop-Rechnung in D =3

Es werden die Rechnungen in D = 3 — ¢ fiir eine N-Komponenten ¢*-Theorie mit
O(N)-Symmetrie fiir T' < T und fiir T' > T¢ in zweiter Ordnung Stérungsrech-
nung durchgefiihrt.

In der Phase gebrochener Symmetrie wird die Entwicklung mit dem verschobenen
Feld ¢_ durchgefiihrt. Der potentielle Anteil der Wirkung lautet dafiir nach (2.20)

V(o-) = ymi o*

o N—1 g N-1 2 N-1
0 2 3 0 2 4 2 2
SHCSRI(HURE

i=1 =1

Im folgenden wird zur Abkiirzung das ,,—* bei mg_ fortgelassen, wenn der Zu-
sammenhang eindeutig ist.

Fiir die graphische Darstellung der Integrale ergeben sich daraus folgende Feyn-
manregeln fiir die Dreipunkt- und Vierpunktvertices mit dem O(NV)-symmetrischen
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3 Zwei-Loop-Rechnung in D =3

Tensor (2.15),
1
Sigit = 3 (0430 + Oirdji + udje) -

1. ¢ Dieser Dreipunktvertex entspricht einem Faktor —y/3ggmy.

Jeder dieser Dreipunktvertices erhélt einen Faktor

2.
" —év 3gom05z‘j-
T

3. ¢ o Jeder dieser Vierpunktvertices erhélt einen Faktor —gq.

4. " " Jeder dieser Vierpunktvertices erhilt einen Faktor —g0Sijki-
m m

5. 0\/0 Jeder dieser Vierpunktvertices erhélt einen Faktor —% G00ij.
m m

Die Vertices werden durch zwei Typen von Propagatoren verbunden.

1. g —> 0 Diese Linie stellt den Propagator der massiven Feldkom-
ponente dar.

1

1 (3.1)
p?+mi_

a(p)
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3.1 Methoden der Graphenberechnung

2. 1 mt Diese Linie stellt den Propagator der masselosen Feldkom-
ponenten dar.

6y &y

= = 3.2
p2 + h% p2 +h2mg ( )

7(p)

Dabei wird mit hy = hmy eine Hilfsmasse eingefiihrt, die zur Behandlung des
Infrarotproblems benutzt wird. Der dimensionslose Parameter h dient als
Entwicklungsgrofie im Limes h — 0. Das Infrarotproblem wird in Abschnitt
3.1.2 diskutiert.

An allen Vertices muf} iiber die auftretenden Indizes der masselosen Felder sum-
miert werden. Weil es N — 1 masselose Felder gibt, liefert jedes d;; dabei einen
Faktor (N —1). Es wird die Summenkonvention verwendet.

Die Graphen werden mit G, bezeichnet, wobei n der n-Punktfunktion ent-
spricht, zu der der Graph gehort; [ bezeichnet die Loop-Ordnung des Graphen
und xx die laufende Numerierung des Graphen zu gegebenem n und [. Die lau-
fende Numerierung entspricht der Reihenfolge, in der die Graphen von dem Pro-
gramm qgraf ([Nog93b], [Nog93a]) erzeugt werden. Die Symmetriefaktoren S,
sind nicht in den G,,;,, enthalten, sondern werden beim Zusammenfassen der Gra-
phen beriicksichtigt. Der Symmetriefaktor wird in Klammern hinter der laufenden
Nummer des Graphen angegeben.

Die Berechnungen der einzelnen Graphen sind in Anhang A aufgelistet.
Zur Abkiirzung wird folgende Notation fiir die Impulsintegrale benutzt:

[t

k

3.1 Methoden der Graphenberechnung

Bei der Berechnung der Integrale, die fiir die einzelnen Graphen benétigt werden,
sind verschiedene Grenzwertprozesse in den Parametern durchzufithren. Um ein
konsistentes Ergebnis zu erhalten, mufl die Reihenfolge bzw. die Unabhéngigkeit
der verschiedenen Grenzwerte beachtet werden.

Als Parameter treten die Masse mg des massiven Propagators &, die Masse hy =
hmg des masselosen Propagators 7, die Dimension D = 3 — ¢ und gegebenenfalls
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3 Zwei-Loop-Rechnung in D =3

der &ulere Impuls p auf. Zu berechnen ist im Endeffekt der Fall h — 0, ¢ — 0
und gegebenenfalls p — 0.

3.1.1 Dimensionelle Regularisierung

Alle Integrale werden mittels dimensioneller Regularisierung berechnet. ([tV72],
[tH73]) Die wesentlichen Eigenschaften (man kann sie auch als Definition auf-
fassen) dieser Methode sind

1. Translation

[taro= [ sw (3.3)
k k

2. Dilatation

[ row =1 [ s (3.4)

3. Faktorisierung

[ [ s = [ 0 [ ) (3.5)

auch mit verschiedenem D fiir k- und [-Integration.

Aus (3.4) kann man sofort folgern, daf
1 D
/ = 0; / IR (3.6)
k k

3.1.2 Behandlung des Infrarotproblems i — 0

Zunéchst sieht es so aus, als wéren Integrale mit dem Propagator @ bei h — 0
mittels (3.6) besonders leicht auszuwerten. Allerdings entsteht bei Zwei-Loop-
Integralen das Problem, dafl es moglich ist, Infrarot- und Ultraviolettsingula-
ritdten zu vermischen, und je nach Zusammenfassung der Schleifenintegrale konnen
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3.1 Methoden der Graphenberechnung

diese sich gegenseitig autheben oder in den Feynmanparameterintegralen auftre-
ten. ([tV72], S. 199) Auch stellt man fest, dafl eine Berechnung bei h # 0 mit
anschlieBendem Grenzwert h — 0 nicht konsistent mit einer direkten Integration
bei h = 0 ist.

Als einfaches Beispiel dient der Graph Gia19. Aus (3.6) folgt direkt bei h =0

- e

Aber bei h # 0 erhélt man mit den Integralen J; und J, aus Anhang C

1
’ / / G e gy o))

(hmg)'—¢ 1 1
dr  8m(hmg)tte (1+0() = 3272

(1+0(e)) .

Eine genauere Untersuchung der Grenzwertprozesse erfolgt im néchsten Abschnitt.

Um Schwierigkeiten mit den Infrarotanteilen zu vermeiden, werden hier die In-
tegrale bei h # 0 ausgewertet und sobald wie mdoglich in h entwickelt, um Pole
in h zu isolieren. Das heifit, sobald keine Divergenz in h mehr vorhanden oder
das Integral von vornherein infrarotkonvergent ist, wird sofort h = 0 gesetzt, um
nicht lange Entwicklungen von Termen, die keinen Beitrag zum Endergebnis lie-
fern, mitzufithren. Es wird erwartet und beobachtet, dafi bei der Addition der
Graphen sich die Infrarotpole zu null summieren.

Ein weiterer Vorteil dieser Strategie ist, dal man durch sie einen Test der Kor-
rektheit der Rechnung zumindest fiir einen Teil der Vorfaktoren erhélt.

3.1.3 Behandlung von D =3 —¢

Grundsétzlich wird so vorgegangen, dafl bei der Berechnung sobald wie moglich
die Entwicklung in £ vorgenommen und nur bis zur Ordnung & mitgefiihrt wird.
Sobald wie moglich bedeutet, daf keine dimensionsabhéngigen Divergenzen mehr
im Integral enthalten sind.

WEeil in den Graphen die Kopplung gq auftritt, die dimensionsabhéngig ist, erhélt
man allerdings immer einen Faktor, der eine e-te Potenz der Masse m, enthélt.
Wenn man den Faktor zu friith entwickelt und mit Poltermen multipliziert, bleiben
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3 Zwei-Loop-Rechnung in D =3

endliche Reste, die nicht entstanden wéren, wenn man die gesamten in der vorlie-
genden n-Punktfunktion vorhandenen Terme beriicksichtigt hatte. Deshalb wird
dieser Term grundsétzlich nicht entwickelt. Das fithrt zu einer gewissen Inkonsi-
stenz der Notation, ist aber insgesamt doch vorteilhaft, da der (Schreib-) Aufwand,
um die gesamte e-Abhéngigkeit bis zum Addieren der Graphen mitzufiihren, be-
tréachtlich ist und die Notation nicht mit an sich Uberfliissigem belastet werden
soll. Auflerdem sollte eine allzu grofle Abweichung von bisherigen Arbeiten ver-
mieden werden, die sich ergibt, wenn man die Kopplung ganz aus der Definition
der Graphen entfernen wiirde. *

Insgesamt hat man damit ein konsistentes Verfahren zur Berechnung der n-Punkt-
funktionen definiert. Die Pole in h sind dimensionsunabhéngig und heben sich bei
der Addition der Graphen heraus. Die Entwicklung in ¢ liefert einen Polterm in
zweiter Ordnung, der durch das Renormierungsverfahren behandelt wird.

3.2 Beispiel zum Limes my — 0

Betrachtet man I3(p; A, B) (Abschnitt C.3.2), so sieht man, daff in D = 3 Dimen-
sionen

1 1
I3(p; mo, mo) = 87 mo(dm2 = 77 + 0 (e)

und
I3(p;0,0) =0+ O (¢)
ist, daf also der Grenzwert lim,,, o I3(p; mo, mo) # I3(p; 0,0) nicht existiert.

Zur genaueren Untersuchung der Situation wird das Integral fiir allgemeines D
und mg berechnet. Ausgangspunkt ist das Parameterintegral (C.1), das man nach
der Feynmanparametrisierung erhélt.

1

L/dt ¢
mg* J (1 +pgt(1 — 1))~

I =

1[Hei93], [Kiis95], (Gut95] In diesen Arbeiten wird durch zu frithe Entwicklung ein Beitrag zum
Polterm in D = 3 erzeugt, der sich bei der Renormierung zwar heraushebt, aber eigentlich
iiberfliissig ist und den Vergleich mit anderen Rechnungen erschwert.
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3.2 Beispiel zum Limes mo — 0

mit o = 3 — D/2. Die Substitution z = t(1 — t) liefert

0 1 Ly
1 — 2t
Y PP S P
/ (1 ‘|’p0x)a ] (1 +p0t(1 - t))a

und damit berechnet man

1

I_l—2a/
2 1+p&1+0)
0

1 mgy>* o\ -
pr— D ——————— ——— 1 _—
2p(a—1)2M+e [ ( D (p+pmo)

F(l—a,a,?—

— (14—p—_0> (—p—i—ﬁmo)F(l—a,a 2 —a, =
p

11—3%)]. (3.8)

Dabei ist F die hypergeometrische Funktion (D.19) und

p _
po=-—, D=+/4+1f.
myg

Man stellt folgende Eigenschaften fest:

1
%21305(1—%)—0, F(l-a,a,2 0)=1
1i 1u+ —)=1
im
mo—0 2 D

(3.9)

(3.10)

(3.11)
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3 Zwei-Loop-Rechnung in D =3

Zunachst betrachtet man den Grenzwert my — 0. Der erste Faktor des ersten
Summanden, den man zusammen mit dem Vorfaktor mg?* entwickeln kann, ergibt

(o (- - G -ev)

Man erkennt, dafl der Grenzwert fiir mg — 0 existiert und somit fiir D — 3
nur 1% bzw. zusammen mit der hypergeometrischen Funktion null fiir den ersten

Summanden iibrig bleibt, was dem Ergebnis von I3(p;0,0) entspricht.

Entsprechend kann man im zweiten Summanden entwickeln:

a 21+a 2
(15 v (5 00)

Offensichtlich existiert der Grenzwert nur, wenn a < 1, also D > 4 ist, und der
Grenzwert ist dann null. Dies entspricht der Situation bei der direkten Auswertung
von I3(p;0,0). Dort existiert das Parameterintegral auch nur in diesem Fall, und
erst die Fortsetzung zu D = 3 liefert das Ergebnis.

Bildet man zuerst den Grenzwert D — 3, erhélt man aus (3.8) ohne Schwierig-
keiten I3(p;mg, mp). Der Grenzwert mg — 0 kann nun nicht mehr durchgefiihrt
werden.

3.3 Einpunktfunktion, 7' < T

Mit diesen Rechenverfahren erhélt man dann mittels der Graphen aus Anhang A
folgendes Ergebnis fiir die Einpunktfunktion:

1 1 1 1 1 1 1
GY = =@ ~G ~G G -G -G -G
p 54 + g2 + 522 + 1123 + g2 + 112 + 1210
—I—lG +1G —l—lG +1G —i—lG +1G —i—lG
g Cien G 2 Ghas G+ 2 lnaie + Gy + o Gnais

+0O <u8/2>

. 1
= m(l)/Q /2\/ 3u0{8_71' + il |:

T2

1

— (N
1152( +5)

+ %(NJJ) (g —’y+log47r+(9(€)) — 1;’%29] + O (uj) }(3.12)
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3.4 Zweipunktfunktion des massiven Feldes, T' < T

N=2:

G = mé”—e/?m{ 2
8
Ug 7 1 1 3 9
Yo L 2 (2,2 log 4
+ [1152+14 (5 Y 4og9—|— 0g 7T+0(5))}+O(u0)}

3.4 Zweipunktfunktion des massiven Feldes, T' < T

Fiir die Zweipunktfunktion erhédlt man:

3.4.1 Ein-Loop

1 1 1 1
uOEfo (p) = §G211 + §G212 + §G215 + §G216
2
= ug—2 N —1) — 12 + 18" arctan -2 313
Uoyyg ( p ( ) + . arctan ZmD) (3.13)

3.4.2 Zwei-Loop

Das Integral Is(p) (Abschnitt C.4.2, S. 169) konnte nicht analytisch berechnet
werden. Deshalb bleibt es in S5 (p) zuniichst allgemein stehen.

2269
“32532(]9) = Z gGi(P)
i=221 "
2
= ug ikt ( — 120 + 12N + w?my (31104[6(]0; mg, Mo, Mg, Mo, M)

691272
+ 2304(N - 1)[6(]9; mo, Mo, O, 0, 0)
+ 384(N — )I(p: hano, himo, mo, hno, him) )

1 2
+24(N +2) (_E +y — logdr + O(s)) + %(11 — 8N + 3N?)

36m0
+
p

(N—1)+ 243%1@263 +54(N — 1)%1@%4
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3 Zwei-Loop-Rechnung in D =3

2 56
+648— 0 — — 270N 1) — 2167 arctan ——
dmg +p P [ 3myg
2
+ (36(1 — V)0 4 6480 4 72im(1 — N) 2 — 64872 log 9)
p P p P
P
arctan —
mo

2
- 324220 arctan? —— + 88(N — 1)@ arctan -
p 2my p mo

— 324i7°Di(2) 4 36i(NV — 1)Din(L-) + 108 log 9
p myo mo

4 2 2
+ (12(1 — N)+8(N — 1) 4 48(1 — N)ﬁ;) log (1 + p—2>
p p my

?
— 36 log (9 + W) (3.14)
0
mit
k2263 = % 67’)10(277@3 + p2) log 3
3(4mgp + p*)
2
+ p(4m + p*)(—4 + log 27)alrccotﬂ
p
— (3mg — ip)(2mg + ip)(mg — 2ip) log (3 — ?;_p)
0
— (2mo — 1p)(3mo + ip)(mo + 2ip) log (3 + m—p> )
0
+iDi (i> (3.15)
mo
4 2 2 2 2 -2
kaoes = — o7 arctan P + Mo TP +2 T T arctan 2
2myg Amg + p? mo
mo

2
. p
+—— 2 (—ip*+ 2mE +p?)) log [ 1+ =
pamd 1 g7y T Gma ) g( m%)

+ 2iDiy (m%) ) (3.16)
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3.5 Zweipunktfunktion des masselosen Feldes, T' < T

und den Abkiirzungen (D.15) und (D.16),

7

Di(z) = Lig(—%x)—LiQ(S

x) — Lip( — 2 —iz) + Lis(— 2 +1iz) ,
Dis(z) = —Liy( —ix) + Lis(iz) — Lip(2 — iz) + Liy (2 + iz) .

3.5 Zweipunktfunktion des masselosen Feldes, T' < T

Fiir die Zweipunktfunktion des masselosen Feldes bei p = 0 erhélt man wie erwar-
tet null. Die Berechnung dient vor allem der Kontrolle der Vorfaktoren.

3.5.1 Ein-Loop

1 1
ueS) (0) = 3G+ 5Gans + Gons = 0 (3.17)
1
anp2Z£rli)7rj (0) == 8p2G2115(0) == 36—7TUO5U (318)
3.5.2 Zwei-Loop
22160 1
W, 0) = ) < Gr(0) =0 (3.19)
k=22101 k
22160 1
ugd2 S (0) = ) < 02Gi(0)
k=22101 k
dij o
= —18+ N + 241 2
Trogz o (718 4+ N+ 2410g3) (3.20)
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3 Zwei-Loop-Rechnung in D =3

3.6 Symmetrische Phase, T > T

In der symmetrischen Phase sind N gleiche Feldkomponenten vorhanden.

Der potentielle Anteil von H, (2.16), lautet dann explizit

1 1 1 1
Vi(g) = §m(2)¢2 + Ego(ﬁbQ)Q = §m(2)¢2 + Egosijklﬁbigbj(bkﬁbl

mit dem O(N)-symmetrischen Tensor (2.15). Daraus liest man die Feynmanregeln
fiir die Graphen ab.

1. ' Dieser Vertex entspricht einem Faktor —goS;ju.

j k
2. 1 > J  Dieser Propagator entspricht

TP Emy

Ay (p)

Zur Berechnung eines Graphen ist iiber alle inneren Linien zu summieren. Au-
Berdem miissen bei der Vierpunktfunktion zusétzlich die Permutationen der ver-
schiedenen dufleren Linien beriicksichtigt werden.

3.6.1 Zweipunktfunktion, 7" > T,

—T7 = 65 (P* + mg) — Sis(p) (3.21)
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3.6 Symmetrische Phase, T' > T¢

Ein-Loop

1 N+2
UOE%)(Z?) = §G1(p) = —247r mSUoézj

Weil die Zweipunktfunktion in Ein-Loop-Ordnung gar nicht vom dufleren Impuls
abhéangt, entfillt die Ableitung hier.

Zwei-Loop

1 1
ugﬁﬁf)(p) = ZGz(P)ﬂLéG?,(P)

N+2 2 mo P
= 711527T2m06,-j (6 —(N+2)+ - 2y — 12? arctan 3me
P’ 2
— 2log (9 + Eﬁ) +2logdr + O (e) |ug (3.22)

1
_ap2r§]2,>(o) = 0y (1 - 6apQG?,(O) + 0O (ug))
N+2 , 5
0 (1 + Tereg a0 T O (uo)) (3.23)

3.6.2 Vierpunktfunktion, T" > T

1
Fgll)cl«)) = G411(0) + §G412<0)
1 1 1 1
T ZG421 (0) + §G422(O> + §G423(0) + §G424(0)

8§+ N AT+ 7N
= _Sijklgo (1 - i Uy + + U?) + @ (u%)) (324)

481 172872

57



KAPITEL 4

Ergebnisse mit minimaler Renormierung

Im vorigen Kapitel sind die Ein- und Zweipunktfunktionen sowie die symmetri-
sche Vierpunktfunktion bis zur zweiten Ordnung berechnet worden. Jetzt sollen
entsprechend der Diskussion in Kapitel 2 die renormierte Masse m,,, die Magneti-
sierung und damit die Amplitudenfunktion f; und die Amplitudenfunktion f,r in
Dohms Schema berechnet werden. Auflerdem wird der Zusammenhang zwischen
der Pseudomasse m, und der Masse m, hergestellt und an einigen Beispielen
angewendet.

4.1 Bestimmung der Masse m,,

~T@(p) = p* + m2 — Zoe (p)
Soo (p) = wZL0 () + uS2 (p) + O (uf)

ol (p), 23 (p) sind in Kapitel 3 (3.13), (3.14) berechnet worden.

Die dem Ursprung néchstgelegene Nullstelle von

ReT'? (p = im,) = 0
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4.1 Bestimmung der Masse m,,

definiert implizit die Masse m,. Thre Entwicklung lautet

my = mo (1 +mPug +mPug + O (ud)) . (4.1)

Die Koeffizienten mgl) und m((f)

werden durch Einsetzen in I',, sukzessive be-
stimmt.
Fao‘(ima)
(2m(2)mgl) + Z((,Q (imo)) Uo
— (m%(mffl))2 + 2m(2)m((,2) + Z((fg (img) + imgmgl)zgl(im )) U
+ O (uf)
= 0 (4.2)
Aus der ersten Ordnung erhilt man
mY Re (— (124 ir(N — 1) — 18artanh—
7 967 2
1 3
= —(2—=1 ) 4.
167 ( 2 %8 3) (43)

Damit kann man nun aus der zweiten Ordnung m? berechnen. Auferdem benotigt
man dazu L5 (imyg).

S (img) =
mg

9746872 ((—33 +6N)7? — (1388 — 1444) + N(80 — 1444) + 7776d,

96
+ 288(N — 1)dy + 96(N — 1)d3 + 12N? — = (N +2) + 96(N + 2)v
g
+ 2244 (N — 1) 4 (2000 4 448N ) log 2 + (—432 + 72i(N — 1)) log 3
+ (72i(N — 1))7log 3 — 1944 1log® 3 — 96(N + 2)log 7
1 1
+ 162Li2(§) - 648Li2(§) + (252 4+ 72N )Liy(3) — 162Liy(9)
+0(e) ) (4.4)

Dabei sind d;, dy, d3 numerische Konstanten, die sich aus der Berechnung von
Integral I fiir den Fall p = imq ergeben (vgl. Abschnitt C.4.2).
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4  Ergebnisse mit minimaler Renormierung

Man erhalt dann

((33 — 6N)m? + 92 — 80N — 7776d; — 288(N — 1)Re d;

96
?(N +2) — 96(N + 2)y

— (2000 4 448N) log 2 4 2376 1og 3 + 1215l0g® 3 + (192 4+ 96N) log 7
1 1
— 162Lia () + 648Liz(3) + Re (—(252 + 7T2N)Lia(3) + 162Li(9))

+0 (e)) . (4.5)

5529672
—96(N — 1)Reds — 12N? +

Im folgenden wird die Masse mg, ausgedriickt durch Masse m,, benotigt. Die
Entwicklung wird mit

my = My {1 + m(()l)uo + m(()Q)ug +0 (ug)} (4.6)
S
m(()z) _ (mg1)>2 . mgQ)
bezeichnet.

4.2 Renormierter Vakuumerwartungswert vz und
Amplitudenfunktion f,

Gemaf (2.21),
Vo = Umin + Ggl) 5

erhdlt man vy aus der Einpunktfunktion Ggl), (3.12), aus Kapitel 3. Es ist
zweckméBig, das Quadrat von vy zu betrachten. (Siehe auch Kapitel 2.) Um nicht
unnotig viele Bezeichnungen einzufiihren, bezeichnen v(()l) und v((]Q)

die Koeffizienten der Entwicklung von v3.

im folgenden

o _3mg T @
UO_T@ + v ug + vy ‘ug + (uo)
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4.2 Renormierter Vakuumerwartungswert 0z und Amplitudenfunktion f;

mit
o _ 1
Yo A7
@ 1 442N
= — (144N — (44 2N)y —6log9
Yo 5767r2( TN (4+2N)y — Glog

+(4+2N)log47r+(9(6)> :

Zunéchst wird mg durch m, ersetzt.

3m((7178)

v =
Ug

{1 + (mél) + v(()l))uo + (mé2) — 5m82) + mél)v(()l) + USQ))ug +0 (ug)}

Ebenso mufl mq in der Kopplung uq ersetzt werden.

90 90 1 2 1=
uy = cE — e {1 + mg )uo + m(() )ug + O (ug)} (4.7)
= u{l+mPug+ (mP +emPud + O (ui)} (4.8)

Iterieren der Gleichung liefert

wp = u{l+mPu+m? +em@ + (m{Hu? + 0 (v?)}

= uw{l+uMu+u?u®+0 ()} . (4.9)

Man erhéalt
4 —3log3
M - 270089 4.1
B 327 (4.10)
W
1
————( (33 — 6N)7? + 1148 + 16N — 7776d; — 288(N — 1)Red
5520672 (( Jr 1148+ ! (V= 1Red;

96
—96(N — 1)Reds — 12N? + ?(N +2) — 96(N +2)y
— (2000 + 448N)log 2 + 10801og 3 + 1701 1og® 3 4 (192 + 96N ) log 7

1 1
— 162Li() + 648Lia(3) + Re (—(252 + 72N)Liy(3) + 162Li(9))
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4  Ergebnisse mit minimaler Renormierung

+ 0(6)) : (4.11)

Setzt man dies alles in v3 ein, erhélt man

3 1—e
vg = Tr:’ {1 + (mél) — M+ v((]l))u

+ (méz) — &?mgf) + (u(l))2 + mél)v[()l) + v(()2))u2 + 0 (ug) }

3 1—¢ , ,
=: 7772’ {1 + vél) u+ v((f) u’ + O (u?) } (4.12)

mit

oV = (4.13)

(2’ 1 2 2
= 6N — 33)72 + 148 + 128N + 12N
YT 0764872 << Jr 148+ *

+ 7776d; + (N — 1)288Re ds + (N — 1)96Re ds — 34567
+ (640N — 2384) log 2 — 29521og 3 — 97210g? 3

+ 162L12(é) - 648Li2(§) + Re ((72N + 252)Liy(3) — 162L12(9))> (4.14)

Der Limes ¢ — 0 ist bereits durchgefiihrt, weil der Pol entfernt ist, und es mufl
jetzt noch die Renormierung der Kopplung und des Feldes durchgefiihrt werden.

u=4r AZ()A\J) ;\U
2(3,)
2= 2u()
Z¢(AU

Das Endergebnis ist

o 3mg

05 = —
R 47\,

4 N 3log3\ -
1+ (-2 — = Ao
{ +< 376 4 )
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4.2 Renormierter Vakuumerwartungswert 0z und Amplitudenfunktion f;

Abbildung 4.1: Graph von 47\, f, fiir N = 1 als Funktion von )\, in erster (gestrichelt)
und zweiter (durchgezogen) Ordnung. Der Fixpunkt fiir N = 1 befindet
sich bei A\, = 0.97.

1
+ Sz (1180 + 356N + 7776d; +288(N — 1)Red; + 96(N — 1)Red

+ 12N? + (=33 + 6N)7? + (2384 + 640N) log 2 — 29521og 3 — 9721log” 3
1 1 A
+ 162Lis () — 648Lia(5) + Re (252 + 72N)Lix(3) — 162L12(9)))A3,

+0 (Xi) } (4.15)

bzw. fir N =2

3m 5 3log3\ ¢ 1
~92 o o Y
U = Py {1 + ( 3 + 1 ) Ao + 1798 (1940 + 7776d; + Re (288d;

1
+ 96ds) — 2172 + 3664 log 2 — 29521og 3 — 9721og? 3 + 162Liy ()

- 648Li2(%) ~ Re(—396Lis(3) — 162Lig(9))> 3240 (ii’;) } (4.16)

Weil f, = ©0%/m, ist, hat man damit auch f, erhalten. Das Ergebnis ist in
Abbildung 4.2 dargestellt. Numerisch lautet es

~

3
fo=—= {1 —(0.509 + 0.167N) A,

B 47T/\R

+0.00694(—2.50 + N)(41.1 + N)A2 + O (Xi’;) } . (4.17)
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4  Ergebnisse mit minimaler Renormierung

3.5 3.5
3 3
2.5 “ 2.5
=
N
2 S 2
~
~ S
1.5 ~ 1.5 S
~ NS
- x
1 ~ 1 ~
~ ~
\\
0.5 0.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6

Abbildung 4.2: Graphen von 47, f, fiir N = 2 (links) und N = 3 (rechts) als Funktion
von A, in erster (gestrichelt) und zweiter (durchgezogen) Ordnung. Der

Fixpunkt fiir N' = 2 bzw. N = 3 befindet sich bei A, = 0.87 bzw.
Ao = 0.78.

Abbildung 4.1 kann man mit Abbildung 2.2 auf Seite 37 vergleichen. Dort ist f,
mit der renormierten Masse mp fiir N = 1 abgebildet. In Abbildung 2.3 ist f,
mit der Pseudomasse m,, dargestellt. Auffallig ist hier vor allem der Unterschied
durch die fehlende erste Ordnung bei Verwendung der Pseudomasse 1.

4.3 Amplitudenfunktionen f, 7 und G

Die Amplitudenfunktion f,r ist definiert als die Ableitung der inversen transver-
salen Suszeptibilitdt nach p? [SDI0]. Weil yr = —1/T2(0) ist, folgt

Fr = =021 1(p = 0). (4.18)

=R

fﬁiﬂ r erhélt man mittels der minimalen Renormierung (2.44).

Aus Kapitel 3 ist die Ableitung von I'% bekannt ((3.18), (3.20)).
—0,2T2(p = 0) = 1 — 0 D) — w0, X7 + O (u5)

Ersetzt man hier wie im vorigen Abschnitt ug durch u, so erhélt man

1
1
—— (48 — 2N — 571 2 3) .
+34567r2(8 571og3) u* + O (u?)
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4.3 Amplitudenfunktionen f,r und G

0 0.2 0.4 0.6 0.8
Abbildung 4.3: Graph von fyr fir N = 2 in erster (gestrichelt) und zweiter Ordnung
als Funktion von A,. Der IV = 2-Fixpunkt befindet sich bei A, = 0.87.

)\, ist ebenfalls im vorigen Abschnitt bereits berechnet worden, so dafl man damit
direkt das Ergebnis angeben kann.

—aPfojzﬁ = —Z40,T3(p=0,u(\,))

1.1 . ‘
_ 1—|—§Ag+@(154+N—11410g3))\§+(9<>\§) (4.19)

Dies entspricht f,r. Fir N = 2 ist f,r in Abbildung 4.3 dargestellt.

Aus f,r kann man nach [BSD97] zusammen mit f, leicht die Amplitude des soge-
nannten Helizitdtsmoduls berechnen. Definiert man den Helizitatsmodul mittels
der Gibbsschen freien Energie I' als

T = 29,2 (p;mo, g0) | _, - (4.20)
so erhélt man in drei Dimensionen
Tg = iua@) . (4.21)
4m
In [BSD97] wird gezeigt, daf§ fiir G zumindest bis zur zweiten Ordnung
G =4nfofyr (4.22)
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4  Ergebnisse mit minimaler Renormierung

gilt. Damit erhélt man sofort aus (4.15) und (4.19)

1 )
{1+ 5g (~44 - 6N +27log3) A,

1
*‘172@(1540‘F356f“*-7776d1*—288<Af—-1ﬂ1ed2+-96<Af—»1ﬂ1ed3

+12N? + (=33 + 6N)7* + (2384 + 640N) log 2 + (—3264) log 3

1 1
—9721og® 3 + 162L12(§) — 648L12(§)
+Re (252 + 72N)Liy(3) — 162L12(9))> A2 40 (Xi) } . (4.23)

4.4 Beziehung zwischen m, und m,

Die Masse m,, ist durch (4.1) gegeben.

my = m {1+ mug + mPug + O (ug) }

o

Weil die Pseudomasse m, nur im Bezug auf die Masse my, bekannt ist [Str96],

2
g g
P p
24+ N
o _
My 487
24+ N 9o
@ — 270 (1439 4 27N + 43210g L2
" 12441672 < Fetvwassls )

wird zunéchst m, durch my, ausgedriickt. Aulerdem kann man im folgenden dann
technisch vorteilhaft direkt bei festem D = 3 rechnen. Die Massensubtraktion
(2.70) liefert

my = my{l+mPuy+mPuf + 0 (uf)} (4.25)
m® =
1
2 _ 4( 33 — 6N)x? — 100 — 176N — 7776d
Mo 55200672 \. ) !

— 288(N — 1)Redy — 96(N — 1)Reds — 12N?
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4.4 Beziehung zwischen m, und m,,

— (2384 + 640N) log 2 + (2760 + 192N) log 3 + 121510g> 3
1 1
+ (348 + 1921) log uy — 162Lis () + 648Lia(5)

~ Re((252 + 72N)Lis(3) — 162Li2(9))> .

Setzt man my (4.24) in m, (4.25) ein, so erhélt man

g 9o
my = m, {1 + (mi) +mi) H(; + (m? +m?) Hi% +0 (93’)}

bzw. nach Invertieren

2
o o

2
my = g {1 (md) =) 2y (cnf? = ) B0 () | (420

Diese Beziehung kann man jetzt mittels der minimal renormierten Kopplung

< Z.(\
go = 4mmy\, AZ(A
oA

~—

(4.27)

~—

und durch Einsetzen der entsprechenden Z-Faktoren durch die renormierte Kopp-
lung A, ausdriicken.

my, = mo{l +4m (—mél) - mf,(l)) Ao

N+81 A A
+167> (—mf) —m/® — TJFSE (mV + mf}))) A2 +0 (Ai) } (4.28)

Um die Massen in renormierten Ergebnissen zu ersetzen, muf die renormierte
Kopplung A, ebenfalls substituiert werden. Analog zur Definition der minimal
renormierten Kopplung A,, (4.27), gilt fiir A,

< Z,(\
go = 4TmyA, AZ(AP) : (4.29)
2(Ap)
so daf
Zy(o)
. 223y
A, = Moy, 2l
mp %g({\p)
Z16%
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4  Ergebnisse mit minimaler Renormierung

Die Kopplung 5\p in dem Quotienten der Z-Faktoren muf} iterativ eingesetzt wer-
den, um ), als Funktion von A, zu erhalten. Man findet bis zur zweiten Ordnung
folgendes Ergebnis:

C my . W N8 .
i, =, {1 52 ) 0 (32) } . (4.30)
P

Durch Invertieren von (4.28) erhélt man Z—:, so dafl man insgesamt
5\p = 5\0{1 + 47 (ml()l) + mg(l)) S\U
+ 1672 (ml(f) +m® + (m + m;<1>)2> X +0 (Ag) } (4.31)

erhalt.

Damit kann man nun die Ergebnisse, die mit der Pseudomasse berechnet wurden,
mit der Masse m, ausdriicken.

Als erstes Beispiel dient fy aus [BSD97]:

. 3 1 2 A A

Hier kann man durch Einsetzen von (4.28) und (4.31) direkt f4, (4.15), erhalten,
wenn man zusétzlich noch beriicksichtigt, daf sich die beiden f; noch um einen
weiteren Faktor 2—; unterscheiden, weil die jeweilige Masse auch als Vorfaktor des

Quadrats der Magnetisierung, 9%, auftritt.

Als zweites Beispiel wird f,r aus [BSD97] verglichen:

1 1 12 13
fur =1+ 5hy + 5 (122 =8N = 9610g3) A2+ 0 (4}) .

Auch hier erhiilt man durch Einsetzen von (4.28) und (4.31) direkt fyr(\y), (4.19).

Weil 8p2F7(T272 dimensionslos ist, muf} bei dieser Amplitudenfunktion kein zusétzli-
cher Vorfaktor beriicksichtigt werden.

Als Anwendung soll die Amplitudenfunktion F_ der spezifischen Warme unterhalb
der kritischen Temperatur berechnet werden. Die spezifische Wirme 148t sich aus
der freien Energie oder aus der Vertexfunktion I'(®? mit ¢>-Insertion gewinnen.
Beides sind Groflen, die in dieser Arbeit nicht betrachtet werden. Man kann nun
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4.4 Beziehung zwischen m, und m,,

wiederum das Ergebnis aus [BSD97] verwenden und die Masse m,, einsetzen. Es

gilt demnach in drei Dimensionen

~ 1 R N
0,2
rt )(mp, Ap) = _16—7rmpF7(mp’ Ap)
und
N 12 1

FL(h) === =4+ 5(10- M)}, + 0 (X;) .
P

F(h) = 22F (3,(\)) .

Mg

Durch Einsetzen von (4.28) und (4.31) erhélt man

1296
+2592(N — 1)Reds + 864(N — 1)Reds + 5828N + 108N?
+ (=297 + BAN)x? + 21456 log 2 + (—26784 — 1728N) log 3

Lo 12 1
F_(A,) = ==+ (9103 — 20 —2N) + —— <13276 + 69984,

lo}

1 1
— 874810g? 3 + 1458L12(§) — 5832Li2(§)

+ Re ((2268 + 648N )Liy(3) — 1458Li2(9))> Ao+ O (X?,) .

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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KAPITEL

Ergebnisse mit Renormierungsbedingungen

In diesem Kapitel werden die Berechnungen aus Kapitel 3 und die Masse m,, ver-
wendet, um im Schema der Renormierungsbedingungen einige renormierte Grofien
auszurechnen und das universelle Amplitudenverhéltnis der longitudinalen und der
transversalen Korrelationsldnge zu bestimmen.

5.1 Renormierung in der symmetrischen Phase, T' > T

Im Schema der Renormierungsbedingungen gilt nach (2.25) fiir den Feldrenormie-
rungsfaktor Z,, mit (3.23)

-1 N +2

und fiir die renormierte Kopplung (2.28)

S+N  419+61N , ,
L (5.2
87 T Tmsmae 0T O (“0)} (5:2)

gr = ~25,I'V(0) = g {1 -
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5.1 Renormierung in der symmetrischen Phase, T > T

Die renormierte Masse erhélt man mittels (2.26) aus (3.22).

N +2 1
m%:—z¢+r<2>(0):mg{1— L

0 — 429N
247 3110472

+ 27(N +2) <N+2 (—é +”y—log47r+(9(€)) —10g81> ]ug

+ O (ug) } (5.3)
= mg {1 + mg)uo + m%)ug +0 (ug)} (5.4)

Fiir N =1 stimmen diese Resultate mit denen in [Hei93] und [Kiis95] tiberein.

Hieraus kann nun die dimensionslose renormierte Kopplung ug = % berechnet
R

werden, wobei der e-abhédngige Beitrag zur zweiten Ordnung von m}{rs beriick-
sichtigt werden mu#f.

N 1 Uo i 1
Ur = to 87 | 4147272

1

{1012 + 92N — 9N? + (72 + 36N) (— — v+ log4r —log9+ O (5))] ul
19

L0 (ud) }

Durch Umkehrung und Iteration erhélt man

= 1 + U_R + ;
YT UR ST 8 T g4
1
{284 — 92N +9N? — (72 4+ 36N) (g —~v+logdr —log9+ O (8))} up,
L0 () } . (5.5)

Analog zur Masse m, in der Tieftemperaturphase kann man auch in der symme-
trischen Phase eine Masse

Myt = My {1 + mf,lluo + mgug +0 (ug)} (5.6)
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5 Ergebnisse mit Renormierungsbedingungen

durch die komplexe Nullstelle der Zweipunktfunktion definieren.
ReT@(p =im,,) =0

Indem man in Gleichung (4.1) m,, statt m, verwendet, erhilt man formal genau

analog zu (4.2) mit I'® statt e

(1) N +2
_ 5.7
ma+ 487T ( )
m® - L — 90 — 8N + N?
ot 460872
1
+ 4(N +2) (—g+’y+410g2—log7r—|—(’)(s))) . (5.8)

Mit dieser Masse kann man ebenfalls eine renormierte Kopplung

9dRr 1 1 2
= IB gl e+ ———— (3460 — 488N — 27N
ot = e “0{ gro 1244167r2<

+ 108(N +2) (% —~ —log2+logm+ O (5)) )ug + O (uf) } (5.9)

bzw. ihre Umkehrung berechnen.

428 — 488N + 27N?

1
g A1 —ugy 4
to =4 *{ TRl T 1244167r2<

1
+ 108(N + 2) (—— +’y+4log2—log7r+(9(5)) )ufdr
£

+ O (ul,) } (5.10)

Man stellt fest, dafl sowohl m, als auch u,, bis zur ersten Ordnung identisch
mit mp bzw. ug sind.

72



5.2 Renormierung in der Phase gebrochener Symmetrie, T' < T

5.2 Renormierung in der Phase gebrochener Symmetrie,
T <1¢

Mit
0T (0) = 8y — =), (0)uo — =2, (0)id + O (u)

erhdlt man geméf den Renormierungsbedingungen (2.35) Z;.

-1
Ze(ug) = — (9,72 (p = 0,uq,my))
1
= 1= oo+ 70— (=50 + 3N + T2log 3)ug + O () (5.11)

Damit berechnet man nach (2.36) das Quadrat der renormierten Magnetisierung.

1

Vr = ZW(UQ)US(UO)
_ 3my° 5 1
= " {1—1—18—7Tu0+m(36+]\7—510g3
1
+ (6 4+ 3N) (g—7+10g47r+(9(6)))u3+0(u8)} (5.12)

Daraus ergibt sich die renormierte Kopplung gg, (2.37).

2

gr = 3M = mguo {1 + gV + gD+ 0 (ug)} (5.13)
v (uo)

(1 _ _4 + 271og 3

144n

~ 290142 (1244 + 23328d; + 864(N — 1)Redy + 288(—1 + N)Reds
U

+ 336N + 36N? — 9972 + 1I8N72 + (7152 + 1920N) log 2 — 12384 1og 3
— 43741og*3

+ 486L12(%) _ 1944L12(%) — Re (216N — 756)Lis(3) — 486L12(9)))
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5 Ergebnisse mit Renormierungsbedingungen

Fiir die dimensionslose renormierte Kopplung ug erhélt man mit der Masse m,,

9gr
UrR= " ite T uo{l + (95«21) —mM)ug

2 1
+ (gl(q) - gg%)mf,l) + (m?2 —m® —em@i 4+ 0 (ug) } .
Invertieren und Iterieren der Gleichung liefert uy in ugr entwickelt.

44 4+ 27log 3 uf,
— |y 2l08Y, YR (7916 1 23328d
o “R{ T o T Tonssse * !

+864(N — 1)Reds + 288(—1 + N)Redy + 720N + 36N
1

+ (576 + 288N) (— — v+ log 7r) —997% + 18 N7
5

+ (8304 + 2496N) log 2 — 7704 1og 3 — 7291og? 3

1 1
+486Li(5) — 1944Liy() + Re (756 + 216N)Lia(3) 486L12(9)))

+ O (up) } (5.14)

Nun kann noch die Kopplung u (2.38) berechnet werden.

1+4¢ -1
Jo UMy ~ (5.13) JR (1) (2), 2 3
“ mite  omlte mlte {1 970+ g g + O (uo)}
1 1 2
= ug {1 —9x w0+ ((9r))* = 9 Jui + O (Ug)}
Setzt man

die Koeffizienten ein und ersetzt noch ug durch up mittels (5.14), so
erhélt man

4+ 27log 3 u%,
— updly 87 1660 + 233284
! uR{ T e T So0uare " '

+ 864(N — 1)Redy + 288(—1 + N)Reds + 336N + 36 N?
(—99 + 18N)7* + (7152 + 1920N) log 2 — 8928 log 3

1 1
+486Liy () — 1944Lix () + Re (756 + 216N)Liy(3) — 486L12(9)))

+ O (u}) } : (5.15)
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5.3 Berechnung der Renormierungsgruppenfunktionen

5.3 Berechnung der Renormierungsgruppenfunktionen

Im Schema der Renormierungsbedingungen kann das Amplitudenverhéltnis der
Korrelationsldnge nach der Methode von [Hei93], [MH94], [GKM96] und [Luc95]
berechnet werden. Man definiert die Funktionen

Fi(upy) = 8,”(2)m%H . Fy(ug-) = (9mgmf, ,  Fr(ury) = 8m(2)m% . (5.16)

Daraus ergeben sich die Amplitudenverhéltnisse dann als

mit dem kritischen Exponenten der Korrelationslinge, v. Um den Quotienten
auswerten zu koénnen, miissen die beiden Reihen in einer Kopplung ausgedriickt
werden, die beiden Phasen gemeinsam ist. Deshalb wird eine Kopplung @ kon-
struiert, durch die man ugr, oder ug_ ausdriicken kann, so dafy der Fixpunktwert
der in u entwickelten Reihen in beiden Phasen gleich ist.

5.3.1 Oberhalb T,

()
Aus der Definition Z = —% erhédlt man, ausgedriickt durch die Kopplung
UR, ’
Zg(ur) =1+ NSt [148 + N (38 + 3N)]uf + O (uy) . (5.18)
g 4871 691272

Daraus folgt zusammen mit der Definition von gg, (2.28), fiir die Kopplung u

go(ur) . Zy(ur)

"y _
mi(ug) Z5+(ug)
= e L 13484 N350 4+ 27N + O () - (5.19)
187 6220872 " "

Mit 0,2 = ﬁ@mo berechnet man F'y (ug)

Fi(uo) = Opami(go,mo)
1

= —0Om, <m(2) {1 + mg)uo + mg)ug + O (uf) })
2m0
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5 Ergebnisse mit Renormierungsbedingungen

1

= 5 —Om (mg +m gomd == +mP @Zmg* + 0 (ug))
0
mg)go mg)gg 2e—1 3

= 1+ 2, (1 —e)my® + 2, my N (=2¢) + O (g5)
ey )

= 1+ TRUO — 5mg%)u3 + O (uf) (5.20)
N+2 N+2 , ;

F+<'LLR> = 1- AR UR—WUR—’—O(UR) . (521)

Die §-Funktion in diesem Schema, 3(ug) = mgrOn,ug, erhdlt man nach [Hei93]

durch

Bulur) = —u(un) (a““““))_l

8uR
N +38 1 )
= — 1— 190 + 41N O (ud) b .
“R{ 187 BT Toppame (100 T AIN)uR + (“R)}

Entsprechend zu F, kann man auch mit der Masse m,, eine Funktion F, definie-
ren. Diese ist jedoch bis zur zweiten Ordnung identisch zu F),, weil die Kopplung
Uy nur in der ersten Ordnung in F', eingeht und aus dem Term zweiter Ordnung
der Masse nur der Vorfaktor des Poles bedeutsam ist, wie man in (5.20) erkennt.
Der Polterm ist jedoch in mpg und m, identisch.

5.3.2 Unterhalb T

Die Berechnung von F, erfolgt genau so wie die von F,.

Fy(ug) = pzmi(go,mo)
= 14+ mPuy—e2mPu + O (ug)
Fo(ur) = 1—1—%1%—# (112 — 32N — 241log 3
7 321 921672
— 81log” 3)uy, + O (u}) (5.22)

Die pB-Funktion erhélt man ganz analog zur symmetrischen Phase durch

ou(en )

8uR,

B (un) = ~u(un)
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5.3 Berechnung der Renormierungsgruppenfunktionen

| _ 4+ 27log3 1
= —upl——F——Up— ——
R 44r 7 1382472

+288(N — 1)Redy + 96(—1 + N)Reds + 112N + 12N? — 337 + 6N«
+ (2384 + 640N ) log 2 — 3264 log 3 — 9721log? 3

(532 + 7776d,

1 1
+ 162Lia () — 648Lia(3) + Re (252 + 72N)Lia(3) - 162L12(9))> u%

+o@@}.

Hier kann man nun auch noch das Quadrat der transversalen Masse, (2.40), und
die zugehorige Funktion Fr berechnen.

ImZ(ug)  9m? 1 2
m2 = ¢ =: 0{1+m()u +mPu+0 u3}
T u%_(uo) U(Q) T %0 T %0 ( 0)
)
1
@ 1 1
—180 log 3)

Daraus ergibt sich dann Fr.

FT(UO) = am%m%“(g(hmo)

Orme <m§+25 Omy @) )
Imo (Mo 4 4y +mPm2+0 (g
2m0 gg T gO T 0 ( 0)

9 (m3+25(42+ 2¢) N mg}) me (34 ¢)
295 290

=9

+m9+0@0

2 1 3 2)
= 9(=5 2 O
(u% + my e +my’ + O (up)

18 16 — 27log 3 1
F _ = — <1 E——— T -
r(ua-) 2 { " T 276asee

uRf
4 288(1 — N)Redsy + 96(1 — N)Reds — 208N — 12N? + 3372
— 6N7% 4 (—2384 — 640N) log 2 4 2904 log 3 4 9721og” 3

1 1
— 162Lia(5) + 648Lis() + Re (~(252 + 72N)Lia(3)

< — 244 — 7776d,
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5 Ergebnisse mit Renormierungsbedingungen

+ 162Lig(9))) up + O (uj) } (5.23)

Im letzten Schritt wurde bereits ug_ (5.14) eingesetzt.

5.4 Bestimmung der Amplitudenverhaltnisse in der Kopplung
UR+

Aus den vorhergehenden Rechnungen sind die Kopplungen u_ und u, , entwickelt
in up_ bzw. ugy, bekannt (5.15), (5.19).

u_(ug_) =: ug_ {1 + u(_l)uR_ + u(_2)u2R, +0O (u‘;{%)}

ui(ups) =t ugpst {1 +uupy + uuh, + O (“?1)%)}

Um die in beiden Phasen verwendbare Kopplung # zu bestimmen, macht man den
Ansatz

up- =u{l+aMu+u?u’+0 (@*)} .

Die Idee dabei ist, eine Kopplung @ so zu konstruieren, dafl die in dieser Kopp-
lung ausgedriickte 3-Funktion in beiden Phasen die gleiche ist, damit auch der
Fixpunktwert in beiden Phasen der gleiche ist. Weil sich die S-Funktion aus der
Kopplung u- als Funktion von ug+ gewinnen lé3t, bietet sich die Verwendung von
u4 hier an. Mit der Forderung, daf

U (up- = up— (1)) = uy(ups = ),

legt man die Gestalt von u fest. Dabei hdtte man genausogut auch die Anpassung
an die Kopplung ug_ wihlen konnen. Hier wird ugr, verwendet, weil mir nur fiir
den Fixpunkt von ug, zuverldssige Werte fiir N > 1 bekannt sind.

Durch Einsetzen des Ansatzes in u_ und Koeffizientenvergleich mit der Entwick-
lung von u ergibt sich

a® = Oy

a? = uf) — QE(I)U(_I) — u(_2) .
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5.4 Bestimmung der Amplitudenverhaltnisse in der Kopplung ug

Konkret findet man

1) 20+ 3N +27log 3
u
1447

1
0 = 4<—1 — 69984d; + 2592(1 — N)Red
a ST ( — 1508 — 69984d; + 2502( JRe ds

4 864(1 — N)Reds + 104N + 2977% — 54N 7?
— (21456 4 5760 ) log 2 4 (16416 — 1944N) log 3 + 17496 log? 3

1 1
— 1458Lia(5) + 5832Li () — Re (2268 + 648N)Li(3)

+ 1458Li2(9))) .

Die Kopplung kann nun in F,(ug_) eingesetzt werden.

4—1log3 _
——1U

Folu) =1+ —57

+ 272 — 8N — (360 + 18N) log 3 + 8110g3) @ + O (&)

921672 (

Nachdem man @ mit ug, identifiziert hat, berechnet man ®,(ug, ).

Fo(/a = UR+)

(bo- u =
() Fy(upy)
|4 162N —9log3
- U
967 it
2 9 9
+ G716 (352 40N+ 4N? — (306 + 36N) log 3 + 8105”8 )u,
0 (ur) (5.24)

Dasselbe Verfahren wendet man an, um ®; zu bestimmen. Zunéchst setzt man
die Kopplung u ein,

_ 18 —8—2N +9log3 _

Fr(a) = —1{1 (

(@) u2{ * 487 SR YETE R
+2592(N — 1)Redy + 864(—1 4+ N)Reds + 1664N + 216 N? — 2977
+ 54N7? + (21456 + 5760N ) log 2 + (—31968 + 972N ) log 3

1 1
— 87481og? 3 + 1458L12(§) — 5832Li2(§)

11380 + 69984d,

+ Re ((2268 + 648N )Liy(3) — 1458Li2(9))>112 + O (@°) } :
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5 Ergebnisse mit Renormierungsbedingungen

und bildet anschliefend das Verhéltnis Fr/F..

Fr(u=upy)

Orlune) = Fy(upy)
18 6+ N —9log3
- 2 7(1 51 4d
u +{ Br Ur T gggagye (10910 +09984d,

+2592(N — 1)Red, + 864(—1 + N)Reds + 1016 N + 108 N* — 29772
+ 54N 4 (21456 + 5760N) log 2 — 31968 log 3 — 8748 log” 3

1 1
+ 1458Lia( ) — 5832Lia )

+ Re ((2268 + 648N )Liy(3) — 1458Li2(9))>u§3+ + O (u},) } (5.25)

5.5 Numerische Auswertung der Amplitudenverhaltnisse

Die universellen Amplitudenverhéltnisse erhdlt man nach (5.17) durch

f+ _ *\\V . f_—l—
7= @2wR)

Um die Reihen numerisch auszuwerten, benotigt man numerische Vorgaben fiir
den Wert der Kopplung am kritischen Punkt u}, und den Exponenten v. Diese
Grofen hingen jeweils noch von N ab. Im Prinzip kann man den Wert von uj
auch aus der -Funktion berechnen, aber in der Literatur existieren dazu bereits
andere Rechnungen, die eine bessere Bestimmung von uj, ermdglichen. Hier
werden die Ergebnisse einer Sechs-Loop-Rechnung aus [AS95] verwendet.

= (207(up))” -

Die Berechnung des Exponenten v wird in einer grofien Zahl von Arbeiten durch-
gefithrt. Eine gute Ubersicht fiir N = 2 findet sich zum Beispiel in [CHP*00].
Hier werden exemplarisch die Werte aus [LMSD98] und die Werte einer linked
cluster expansion [Rei95] verwendet, weil dort Werte fiir alle N, die hier betrach-
tet werden, berechnet sind. Daraus ergeben sich die Werte in den Tabellen 5.1
und 5.2.

Entsprechend werden die Ergebnisse fiir f, /fr (Tabelle 5.3) berechnet. Man
erkennt, dafl die numerische Auswertung von f, /fr wenig sinnvolle Ergebnisse
liefert. Ein Vergleich mit anderen Werten und der Ein-Loop-Rechnung zeigt,
dafl die numerische Konvergenz der Reihe sehr schlecht ist, so dafi die zweite
Ordnung keine numerische Verbesserung liefert. Immerhin wachsen die Ergebnisse
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5.5 Numerische Auswertung der Amplitudenverhaltnisse

N U, v Padé[2,0] | Padé[1,1] | Padé[0,2] | Mittel
1| 23,474 | 0,6310 | 2,2025 | 2.2232 | 2.0300 |2 1519
2 | 21,021 | 0,67095 || 2,4130 2,4501 2,1516 | 2,3382
3 || 18,9594 | 0,7050 2,6266 2,6979 2,3028 | 2,5424
4 | 17,204 0,738 2,8502 2,9779 2,4898 | 2,7727

Tabelle 5.1: Amplitudenverhéltnis f /f, mit Exponent v nach [LMSD98] (N = 1,2,3)

und [AS95] (N=4)

N Up, v Padé[2,0] | Padé[1,1] | Padé[0,2] | Mittel
1] 23,474 | 0,6301 || 2,2000 2,2207 2,0280 | 2,1496
2 || 21,021 | 0,6734 | 2,4208 2,4582 2,1576 | 2,3455
3 | 18,9594 | 0,7131 2,6559 2,77288 2,3250 | 2,5699
4 | 17,204 | 0,7361 2,9695 2,8426 2,4840 | 2,7654

Tabelle 5.2: Amplitudenverhéltnis f /f, mit Exponent v nach [Rei95]

N Ugh, v Padé[2,0] | Padé[1,1] | Padé[0,2] | Mittel
2 | 21,021 | 0,67095 — 0,1890 0,0821 | 0,1356
3 || 18,9594 | 0,7050 — 0,1984 0.1000 | 0,1492
4 | 17,204 0,738 — 0,2112 0,1221 | 0,1667

Tabelle 5.3: Amplitudenverhéltnis fi/fr mit Exponent v nach [LMSD98] (N = 2,3)
und [AS95] (N=4)

N | fo/fr Methode
2 | 0,140 | N-Entwicklung | [PHA91]
0,33 | eEntwicklung | [Ber76]
0,50 Feldtheorie [SDI0]
0,39 Experiment | [HAHT76]
0,41 Experiment | [MPAT75]
3 | 0,208 | N-Entwicklung | [PHA91]
0,38 | e-Entwicklung | [Ber76]
0,56 Feldtheorie [SDI0]
0,6(1) | Experiment | [HAHT76]

Tabelle 5.4: Vergleichswerte f /fr nach einer Zusammenstellung in [Luc95]
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5 Ergebnisse mit Renormierungsbedingungen

20¢

10+

-10+

-20+

0 5 10 15 20

Abbildung 5.1: Graph von u%®7 fir N = 2 in nullter, erster und zweiter Ordnung.
Der Fixpunktwert liegt bei ug = 21, 02.

in zweiter Ordnung mit steigendem N, wie man es erwartet. In erster Ordnung
war eine umgekehrte N-Abhéingigkeit beobachtet worden ([Luc95]). Eine Ursache
fiir die schlechte Konvergenz kénnte darin liegen, daf§ die Reihenentwicklung von
@7 mit uj” beginnt (Abbildung 5.1).

Fiir f,/f, sind die Ergebnisse hingegen eine deutliche Verbesserung der Ein-Loop-
Rechnungen. Die verschiedenen Padé-Approximationen liegen nédher beieinander
und die Ergebnisse stimmen im Rahmen der Genauigkeit, die man von einer Zwei-
Loop-Rechnung erwarten kann, mit den Erwartungen iiberein. Leider sind mir
keine Vergleichswerte fiir f, /f, fiir N > 2 bekannt.

Man erkennt aulerdem, dafl die Unterschiede, die sich durch die unterschiedlichen
numerischen Vorgaben ergeben, zwar sichtbar sind, sie sind jedoch viel kleiner als
die Unsicherheit, die sich aus der Approximation der Reihe in zweiter Ordnung
ergibt. Die Abweichung der verschiedenen Padé-Approximationen untereinander
ist erheblich grofer.
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KAPITEL 6

Resiimee

In dieser Arbeit wurden zunéchst verschiedene Renormierungsschemata, die fiir ei-
ne dreidimensionale ¢*-Theorie mit N Feldkomponenten verwendet werden kénnen,
beschrieben und verglichen. Zur Anwendung kamen die Methode der Renormie-
rungsbedingungen und die Methode der minimalen Renormierung in drei Dimen-
sionen nach Dohm. Es wurden die notwendigen Beziehungen hergestellt, um Re-
sultate, die in Dohms Schema berechnet wurden, und solche, die im Schema der
Renormierungsbedingungen berechnet wurden, zu vergleichen und Zwischenergeb-
nisse von einem ins andere Schema umzurechnen. Insbesondere wurden dabei die
verschiedenen Mdglichkeiten betrachtet, eine renormierte Masse in der Phase ge-
brochener Symmetrie fiir eine ¢*-Theorie mit mehr als einer Feldkomponente zu
definieren. Ein Ziel war dabei, die Pseudomasse, die in Dohms Schema verwendet
wird, durch die physikalisch definierte Masse m, zu ersetzen.

Den grofiten Teil der Arbeit nehmen die Berechnungen aller Graphen der Zwei-
und Vierpunktfunktion in der symmetrischen Phase und die der Ein- und Zwei-
punktfunktion in der Phase gebrochener Symmetrie ein, die bis zur zweiten Ord-
nung Stérungsrechnung fiir das ¢*-Modell berechnet wurden. Dabei erfordert die
Berechnung der Masse m,, die Berechnung der Zweipunktfunktion der Phase ge-
brochener Symmetrie mit &ulerem Impuls.
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6 Resimee

Mit diesen Resultaten wurde dann die Amplitudenfunktion der Magnetisierung,
fs, und die Amplitudenfunktion der transversalen Suszeptibilitdt, f,r, in Dohms
Schema unter Verwendung der Masse m, in zweiter Ordnung berechnet. Dar-
aus wurde die Amplitudenfunktion G des Helizitdtsmoduls berechnet, die bei
der Behandlung des Phaseniibergangs bei superfliissigem Helium von Interesse ist
[Doh98]. Anschlieflend wurden die notwendigen Beziehungen hergeleitet, um re-
normierte Resultate, die mit der Pseudomasse berechnet wurden, durch die Masse
m, auszudriicken. Damit wurde dann die Amplitudenfunktion F_ der spezifischen
Wirme unterhalb T berechnet.

Der Nachteil der Verwendung der Masse m,, ist, daf es erforderlich ist, die Graphen
mit dueren Impulsen zu berechnen. Dadurch erhélt man bei vergleichbarem Auf-
wand eine Ordnung weniger in der Stérungsrechnung, so daf§ man, wenn man zum
Beispiel Amplitudenverhéltnisse numerisch auswerten will, eine geringere Genau-
igkeit erzielt. Deshalb wurde hier auch auf eine weitere numerische Auswertung
verzichtet. Dem gegeniiber steht natiirlich der Vorteil, die Amplitudenfunktionen
durch eine physikalische Masse ausdriicken zu koénnen.

Die Méglichkeiten, die néchste Ordnung der Masse m,, zu berechnen, sind ziemlich
gering. Zunéchst scheint die Anzahl der Graphen — in der dritten Ordnung tragen
zum Beispiel zur massiven Zweipunktfunktion 1319 Graphen bei — das grofite Pro-
blem zu sein. Allerdings ergeben sich viele topologisch dquivalente und auf gleiche
Integrale zuriickzufithrende Graphen, so daffl man dieses Problem mit einer guten
Buchfiihrung als 16sbar ansehen kann. Nach den Erfahrungen in dieser Arbeit
liegt die grofere Schwierigkeit darin, die Integrale der komplizierteren Graphen
analytisch zu behandeln. Schon in zweiter Ordnung konnte ein Integral nur nu-
merisch ausgewertet werden. Es ist zu vermuten, daf§ man in der dritten Ordnung
auf derzeit kaum losbare Integrale stoflen wird.

Im letzten Kapitel wurde dann das Schema der Renormierungsbedingungen in bei-
den Phasen angewendet. Dabei wurde neben der Berechnung einiger renormierter
GroBen das universelle Amplitudenverhéltnis der longitudinalen, f,/f,, und der
transversalen Korrelationsliange f,/fr in zweiter Ordnung berechnet und nume-
risch ausgewertet. Dies geschah in Fortsetzung der Arbeit von Lucas [Luc95],
der diese Berechnung in erster Ordnung vorgenommen hat. Auflerdem wurde
festgestellt, dafl es in der symmetrischen Phase bis zur zweiten Ordnung keinen
Unterschied gibt zwischen der Amplitudenfunktion der durch das zweite Moment
gewonnenen Korrelationsldnge und einer Korrelationslédnge, die als Inverses einer
physikalischen Masse in Analogie zu m, unterhalb T definiert ist.

Es hat sich gezeigt, dal das numerische Ergebnis fiir f,/f_ in zweiter Ordnung
deutlich verbessert ist, wiahrend bei f,/fr ein sehr schlechtes numerisches Kon-
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vergenzverhalten nicht zuldfit, zuverlédssige Ergebnisse zu gewinnen.
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ANHANG A

Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

A.1 Einpunktfunktion

A.1.1 Ein-Loop

Glll (2)

—C

~ —VBams(0) [ 6(h)

- _@ —J1(mo) = ffm”“f(lw(e))
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Al

Einpunktfunktion

G2 (2)

—C

B \/3—]\7—1/ L,
B g0 3m k2

A.1.2 Zwei-Loop

Gh21 (6)

= ao/Bam / / 5 ()6 ()5 (k +1)

_ \/—93/2// 1
(k% +mg) (12 + m§)((k +1)? + mg)

3/2
= \/_ IQ(O;mO,mO,mO)

\/§ 3/2 1/2

/1
= uy “my (1 )(E—i—l—7—10g9+10g(47r)+0(5))

3272

Ghaa (2)

= 290 mO(SZJ(Skl//ﬁ' Dk +1)

1 3
= —590 L (N — 1)mg1>(0; 0,m9,0)
mg 9
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A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

1 —2¢
Ly =)o,

m2 9 "032n2

V3N =1) 30 1/001-¢) (1
gt Mo (g +1—v+log(dr)+ O (e)

e — v +log(4m) +1+ O (8))

Gias (4)

_0g

V3 1 o
= _mggg/Q(Jl(m0)>2 - mogg/2m02 (1+0())
3 —&
N 1\6/7;27”(1)/2(1 ug*(14 0 ()

G4 (4)
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A.1 Einpunktfunktion

G126 (4)

o Y NECEOR fé’z || e

kol
V3 3/2 V3 32 1 —mg©
= m—ogo J2(mo)¢]1(mo):%go 87Tm(1)+6 I ( —i—O(E))
3 —
- P 0 )
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A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

G129 (4)
V3 3/2
= gy T D% // K2+ h2)2 12+m0)
k
3(N — 1
- \/_(QTO)QS/2J2<hmO)J1(mO)
\/g N -1 —2e—13—1—¢
e R (RECIE)
3(N —1 o
- ‘Lz(ggm Ll (11 0/(@)
G1210 (4>
V3 e
= gy VDWW // k2+h2 2+ 13)
3
= %(]\H' 1)(N — 1)g5% Jo(himo) Ji (hmo)
0
V3(N+1)(N —1) . e
= VRN D 8 hime) =1+ 0 (0)
3(N + 1)(N -1 ey
- A ;_88;(2 )ug”mé”(l =1+ O ()
G(1211 (4)
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A.1 Einpunktfunktion

1
_ 3/2 3/2
o3 // 2 m2) (4 md) (k12 + m2)
l

- - 33/293 DQ(mO,mO,m0>

\/_93/2 V3 3/21/2(1—¢
= —5o m(1)+28(1+(9(8)):—327r2u0/ my? (14 0 (e))

Ghaiz (4)

B 33/2 N 3/2// 1
= —mOT( 90 (k% +m2)? 2(k — 1)
kol

33/2 3/2
= _mOT(N_ 1)90 DQ(m07070)
V3(N = 1) 30 1/201--
= _WUO/ my* (14 0 (e))
Giais (2)
B 33/2 3/2// 1
BT K2+ 122012 1 h2)((k — 1) + m2)
33/2 3/
= —Mo—= o7 (N — 1) DQ(hMQ,hmo,mo)

_%ugﬂméﬂ(la <% —240 (h)) (1+0())

91



A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

Gho1a (4)

— 3/233/2 / /5_2 é'
l

k
— 332 3/2//
o k? +mj l2 +m3)
l
1 _ml €
= —m033/2g3/2J2(m0)J1(m0) 33/2 3/2 0

8rmgte 4w

332 50 12(1-e)
= 332t Mo (1+0(e))

332 1 3/2 1
3 mo( )90 //(k2+m)2l2 0
E ol

G1216 (4>
— _iﬂ( 2//
9 k2 + h2 l2 + mo)
33/2 1
- _T<N — 1)—gy " Jo(hmyg) J1(my)
V3 _1-2e) —1-e
= ega (N = D mgTERT (14 0 ()
= YD g1 4 00

(1+0())
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A.1 Einpunktfunktion

G1217 (4)
_ _33/2( 3/2//
27 k2 + h2 (12 + hd)
3 1
— —£(N — 1)2—g3" Jy(hmg) Jy (hmy)
9 mo
3(N —1)2 . .
- liégggal—uizw%”“ WL+ 0(e)
G1218 (8)

3/2 3/2 3 1 ~ ~ 33/2 3/2
~90 3 g o(k)oll) = m+mxﬁ+mg
k 1 k 1

33/2 33/2 o(1—c
:—_Tﬁﬂhmmfz—mﬂ@%ﬁ“ '(1+0())
myg

33/2 3/2 1
-2 (N-1 S —
33 m”//wumw2
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A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

G20 (8)

7
N

:_ﬂz 2 3/2//L:
9m0 k212
k1

A.2 Zweipunktfunktion des massiven Feldes

A.2.1 Ein-Loop

G211 (2)

- gonlis(l+0(5))— 4—3<1+O< )
G212 (2)
:_90% frij(k) =0
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A.2  Zweipunktfunktion des massiven Feldes

Gaiz (2)
R 1
= 390m00(0)/<7(k) _390/k2+m2 = 3g0J1(mo)
e A
= 221+ 0())
—47Tm0u0 €
G4 (2)
1

1

= 390mg/‘3(k)5(k+l)) :390m(2)/ ((k+p)2+m3)(l€2+m%)

k k

3 1
= 3gom(2)11 (p; Mo, mo) = Egomg_sg arctan 2%;0(1 + 0O (¢e))
3 1
- Euomgz—) arctan 2%;10(1 + O (e))
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A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

G216 (2)

1 PR (V-1 1
= §5ij5kzgom3/Wik(’ﬂ)ﬂjl(kap) =3 gomg/ (k + p)? k2
k k
(N - 1) 2 (N — 1) 31
= mgli(p;0,0) = uomy—(1+ O (e
3 gomoda( ) o 0 Op( (€))

A.2.2 Zwei-Loop

Glao1 (4)
2 NIV 2 -1 717€m(1]75 2
= 0o a(k)o(l) = gyJa(mo)Ji(mg) = gmo . 9o
ko1
1 2 1 2 9
= _327r2m0 9o = _%mouo(l + 0O (g))
Glaza (4)

1
= —g%gg /

k

(k)*7;(1) = 0

N\
Q>
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A.2  Zweipunktfunktion des massiven Feldes

Ga2s (4)

Shsbust / / A (B)(R)5(D) = §(N = Vg a(hmo) o (m)
kE 1

l

1
= §(N+ (N - 1)93J2(hm0)J1(hm0)
N2 -1 .
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N
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k1
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2

o,m (1 3myg p p?
= u0327r2 (g +3— 27 arctan 3—% — 10g(9 -+ E(Q)) - +

log(4m) + O (e) )

, mé (1 16
Gaos(p = img) = U(2)327?2 <g +3—7+log (?> +0 (5)>

G226 (2)

1 ja A A
k1
1 N -1
2 . 9 )
= §(N— 1)90/ (p+k+l)2(k2+m(2)) [2 - 9 gOIQ(pa 07m070)

2
+3— 2" arctan 2 — log(1 + p_2) —y
p mo my

1
Gogs(p = imgy) = u02887r2(N —1) (E +3—~v+log(m)+ O (5))
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A.2  Zweipunktfunktion des massiven Feldes

Gaor (4)
_ 2 9 A T2 A AN 2 9
= —390m0//0(k) U(k —1) U(l) = —3gOmOD2(m0,mo,mo)
ko1
1 —2—2¢ 2. 2
= _39(2)m3967rzm02 2 (1+0(e)) = _@Uomo(l + O (¢))
Gaos (4)

1 . R A
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1 N -1 —2—2¢
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ko1

1
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99
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_ Nl 2<1—2+0(h))(1+0(5))

~oggrz oMo\

Gao1o (4)
= 32m26(0) / / 5 (k)5 (1) = —362 Ty (o) Jy(mo)
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A.2  Zweipunktfunktion des massiven Feldes

Gaaiz (4)

1 1
3773
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G219 (1)
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N 1
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\—: = Gaos
Glazaa (1)

)

= G2219

103



A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

Gagos (4)
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G2225 (4>
1 224 A : .
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kE 1
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G2226 (4)

I

1 . . . .
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106



A.2  Zweipunktfunktion des massiven Feldes

G232 (2)
1 2 9 . ATV A N-1,
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Gagzs (4)
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) ‘39°m°k/ / (B -+ md)((p — )2+ md) (2 md) (o 1) + )

= —3ggmgli(p; mo, mg)?
3 9 9 o1 2 P
=~ g2y ?arctan Dy (1+0(¢))
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1
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= ngmélﬁ(p;mo,mo,0,0,0)

Spezialfall p = 1mg, h — O:

Gas60(img) =

117



A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie
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A.3 Zweipunktfunktion des masselosen Feldes

A.3.1 Ein-Loop

Goin (2)

@,

1 . 1 ma
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1 1
— —§5mg§m(2)11(0;m0,())2 = ——udmidin (14 O (¢))
1 2
@sz22137 = 9(52]907’7108 2[1(0 mo,O)
— _1 a2 2 _; (1+(’)(€))
= T Mo\ T
1
G22138 (2)

O
/

1 AT . .
— —gBubudmgimd [ [ )0 (1))
k1
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A.3  Zweipunktfunktion des masselosen Feldes

= 5mgomo[3(0 hmy, mo)Jl(mo)

087 m3 \ h m

_Lsngm L (1 _240 (h)) (14 0(e))

1

1
G29138(0) = —§5mg§m(2)8p2[3(0; himg, mo)J1(mo)

1 9 9 -1 1 —myg
= _=§. 1
95mgom0 (87rm8h + o=+ O(h)) < ) (14O (e))

2mgm 4m

- L (—ﬁ F140 (h)) 5140 (2)

G22139 (2)

1 NP . .
— —guSuumbmgimd [ [ 600k (R ()
k1

1IN +1
= —gT(;mgOmO]g(O hm(),m())(]l(hmo)
_ NALe a1
— W@nuomo (h 24+ 0 (h)) (hmo)(1+ O (¢))
N+1
= i1+ O (1)0n(1+ O (2)
N+1
8p2G22139 = ——@nggm%@pdg((), hmo,mo)Jl(hmo)

9

N4 1 o, L, -1 1 —hmg
= N st (o pemb o) (T 1406

s
B N+12
= —oggz 50in + O (h)+ O (¢)
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A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

G2214U (2)

1 R R R 1
= —§5¢j5k193m8//ij(k)a(k)20(l) = —géizgéméla(o;mo,O)Jl(mo)
kol

= L 4 0(e)

9672
1 2, 2
8p2G22140(0) = —§5ijgom08p2[g(0;mg,O)Jl(mo)
1., 5, =1 —mg 1,
= _géijgomoé%w—m?)?(l +0(e)) = —gztdi(1 + O (c))

G22141 (2)

N

1 N . .
:_fwmm@ﬁ//mwww%mm
k1

1
= _§(N - 1)5119(2)mg[3(0;m070)J1(0) =0

0p2Go2141(0) = 0
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A.3  Zweipunktfunktion des masselosen Feldes

G22142 (4)

= 357;9'9(2)7”3//&(0)5’(@2&(1)&(1{_1) :35z‘j9(2)m(2)D2(m0,m0,m0)
k 1

1
= %ugmgéij(l + O (¢))

G22143 (4>

\{J

1 N A2 A R
sOstubmngimd [ [ (0160 1) 1)
k1

1 N -1
= 505N = 1)ghmADa(mo, 0,0) = 5 udmid(1+ 0 (&)

G22144 (2)

1 PR R R R
— b [ [ O ()10 (D = )
k1

1
= 55@7(]\7— 1)gomg Do (hmqg, hmg, mg)
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A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

N -1 1

G22145 (4)

= sdygim [ [ 5026070 = 38,68 Ja(mo) s o)
k 1

3
= —ngug&j(l + O (¢))

C7Y22146 (4)

?

= 5ij5lk9§m§//&(0)2&(@2@1(5) =0
e

G22147 (4)

1 . . . .
- §52]5k15mng§mé\//0-(0)27Tkm(k:)7rln(k)o-(l)
k1l

1 N -1
= g%’(N — 1)g5 J2(hmg) J1(mg) = —

ngughflfe&-j(l + O (8))
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A.3  Zweipunktfunktion des masselosen Feldes

G22148 (4)

S5O / / i ()0 ()1

1
= §5ZJ(N— 1) gOJg(hmO)Jl(hmo)

N —1)?
- O a0 4ot
Ga2149 (8)
7
3 9
= g2 mouo%(l + O (¢))
Ga2150 (4)

k1
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A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

G22151 (8)

1 R N N
§5ij5kl(5mnggmé//O(O)SWkl(k)Wmn(l) =0
E o1

G22152 (1)

= 52]5kl5mngom0//fr & 5’ l)frlm(l)&(l)

1
= §5mg(2)mé—76(0'm0,0 m07m070)
1

- = 2u0molog (5m(1+(’)( )

1
8p2G22152(0) = 35mg0m08 2]6(0 mO,O mg,mo,O)

1
= WU% (1 —32log2+16log3 + O (h)) 0in(1 + O (¢))

G153 (1)

= 6U5kl5mn50pg0mo//fr k)o(k)mm(k — D). (1)a(l)

1
= §5ipg(2)mgj6(o§ mo, himg, hmg, him, mo)
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A.3  Zweipunktfunktion des masselosen Feldes

1
= 50w g5 (~1og36 = 2logh+ O () + O (€)
1
= 23 Sugmidy, (—log4 — 2log 3 — 2log h + O (h) + O (¢))
m

1
8p2G22153(0) = 951pgom08 2]6(0 mo, hmo, hmo, hmo, mo)

1 4
= muﬁ&p <79 72 + 1441og 6 + 1441logh + O (h) + O (5))

G22154 (1)
/2
1 JPE . .
= §5ij5kl5mn60pggmg//O-(kl)ﬂ-jk(k)ﬂ-lm(k+l)ﬂ-no(l)
1 2 4
= §5ipgomof9(0; hmg, mg, himg, kimg, mg)
1 9 of1
= Szt (E —2—-2log2+ 0 (h)) dip(1+ O (9))
1
8p2 G22154(0) = §5ipggm38p25ip[g(0; hmo, mo, hmo, hmo, mo)
1,/ 1 T 2
S g (1
2887r2u0( h+ 12+ 5 108 +(’)(h)> dip(1+ O (¢))
G155 (2)
= 51]5klg0m0//71']k k—|—1> (l)

= 9051'1771019(07mo,mmmo;moao)
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A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

1
= 5o ——ugmi(—1 — 6log 2 4 6log 3)d; (1 + O (¢))

ap2GQ2155(0) = 5119077108 219(0 m07m07m07m070)

1 3
— 11527r2 ( — 48log — ) da(1+ 0O (e))
G156 (2)
[N
- 51]5kl5mn50pgom0//ﬁ— ﬂ-mO(k_’_l)ﬁ-nZ)(l)
1
=3 a(N — 1)gemgIo(0; mo, himg, hmg, mg, himg)
N —1 9 9
= —W‘Siluomo (1+1og9+2logh+ O (h)) (14O (¢))

N -1
8p2G22156(0) = T(Sllgomoc‘? 2]9(0 mo, hmo, hmo, mo, hmg)

N-1 1
= ——u2 | —+ +31+36log3+36logh+ O (h) ) dy(1+ O (e))
777672 h2

G22157 (2)

1 AL LA R R
— bbbt [ [ HOGER) 7 B0)
k1

1
= géinggmgjfi((];hmO;m(])Jl(mO)
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A.3  Zweipunktfunktion des masselosen Feldes

1 5 o 1 1 —My
= 24 — (- - h 1
36’”gom087rm8 (h 2+O( )> A7 ( +O(5))

1 1
— ot (-2 +00)) a1+ 0(e)

1
8p2G22157(0) = g(%ggmé@pafg(o, hmo,mo)J1<m0)

_ ! w2 (—1+4+O(h)>5ij(1+(9(6))

9672 h

G158 (2)

1 AN AT A . .
— bbbt [ [ SO I (07 D
k1

1

N -1
= —m@nugmg(l + O (h)(1+ 0O (¢))
N -1 9 o
8p2G22158(0) = 761'”907’71081)2[3(0; hmo, mo)Jl(hmo)
 N-1,
= Sgar? ug(1+ O (h)din(1+ O (¢))
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A Graphen in der Phase gebrochener Symmetrie

G22159 (2)

A

— Gudugimt [ [ SOR06(0)50) = Sagbmia(0: ma,0) (mo)
k1

1

8sz22159(0) = 5ilggm38p2[3(0;mO,O)Jl(mg)

1

G22160 (2)

1 o
= 0dubmgimi / / 5:(0) 55 (K)6 ()2 mn (1)
k1

1
= §5iz(N — 1)ggmg I3(0; my, 0)J1(0) = 0

8p2 G22160 (0) - 0
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ANHANG B

Graphen in der symmetrischen Phase, T > T

B.1 Zweipunktfunktion

B.1.1 Ein-Loop

1
k,l % k,l k 0

1 N+2
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B  Graphen in der symmetrischen Phase, T > T

B.1.2 Zwei-Loop

Gy (4)

= 9(2) Z Sijlemnop//Alm(k)Ank(kf)Aop(l)
ko1

k7l7m7n?07p

1
2
= 9y Z Sijlemnop(;lmank(sOp// (k? +m ) ([2+m0)
k1

k7l7m7n7o7p

1
= 9§§(N+ 2)%6;5.J2(mo)J1(mq)

(N +2)?
= —ng%%(l + 0 (e))

= 9(2) Z Sijklsmnop//Ajn p+k+ )Akm(k)Alo(l)
k

j7k7l7m7n70

= 9(2) Z Sijklsmnop6] 5km5lo

7.k,lmm,o

// (p+k+1) )(k2+mo)(52+m)

== <N+2)6zp12(pa mo,mo,mo)

3
N +2 3my P v
= 6. mau 0(5@( +3- 2_p arctan 3me log(9 + m_%) —

+log(4m) 4+ O (¢) )
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B.2  Vierpunktfunktion

1
8p2G3(O) = ggg(N -+ 2)5Zp8p2[2(0, Mo, Mo, mo)

1
= W(N +2)0pui(1 + O (¢))

B.2 Vierpunktfunktion

Bei der Vierpunktfunktion miissen zusétzliche Permutationen der dufleren Linien
beriicksichtigt werden, die in dem Symmetriefaktor des Graphen nicht enthalten
sind. Diese fithren dazu, da das Endergebnis immer proportional zum O(N)-
symmetrischen Tensor ;i ist.

B.2.1 Ein-Loop

C:411 (1)

N
= % Z Sijklsmnop/Akn(k>Alm<k>+2Permutationen
i

k,m,mn=1

N
1
— 9(2) Z Siik1Stkop / m + 2 Permutationen
k=1 ] 0
N +8

Wsijopuog()(l + 0 (¢))

1
= gSSijopg(N + 8)Jo(mo) =
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B  Graphen in der symmetrischen Phase, T > T

B.2.2 Zwei-Loop

G421 (4)

- —QS Z ZJlemnOqurst//Akm Aln qu(l)Aw(l)

k’l7m7n’07p7q?/r 1
+ 2 Permutationen

= —go Z Sz]leklop post// k2+m0 l2—|—m0)2

k,l,0,p=1

+ 2 Permutationen

1
= —gg’gSijst(N2 + 6N + 20)J2(77L0)J2(77L0>

N2 +6N +20
I Sijstuago(1+ O (€))

- —93 Z zglemnoqurst//Akm(k)Ar‘p(k)Aql(k)Ast(l)

k’l7m7p7q’7‘7s7t 1

+ 2 Permutationen

N
== _gg Z Sijklsknopslpss// k2+m l2+m)

k)l7p7s:1

+ 2 Permutationen

1
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B.2  Vierpunktfunktion

N2+ 10N + 16
= 11502 Sijnotiggo(1 + O (€))

N

= —93 Z z]lemnoqurst//Alm(k)Akr(k>Anq(l)Aot(k_1)
k1

k,l,mn,o,q,rt=1

+ 2 Permutationen

N
1

_ 3

= —9 Z SijitSnopSlpss // k2 4 mg)2 (12 + mg)((k — 1)2 4+ mg)

k,l,n,o=1

+ 2 Permutationen
1
= —gg’gsijps(5N+ 22) Dy (mq, mg, mg)

5N + 22
= —W&jmuﬁgo(l +0(e))

G424 (2)

= G423
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ANHANG C

Integrale

In diesem Kapitel werden alle verwendeten Integrale aufgefiihrt. Soweit mit ver-
tretbarem Aufwand moglich, wird die Berechnung ausgefiihrt, ein Teil der auf-
wendigen Integrale wurde [Raj96] entnommen. Als Hilfsmittel dienten [AS70],
[BS89], [DD84], [GR81], [Nic78] und Mathematica [Wol96] sowie die Arbeiten von
[Hei93], [Luc95] und [Str96].

C.1 Ein-Loop-Integrale J; und J; ohne duBeren Impuls

A(D) = k/ 2 i m2 <(TZ7§))i/_;F (1 - §>

1—¢
mg

JI(D=3—-¢) = — pm (14+0(¢))
m275 . m2f€ -9
J(D=4—¢) = 16°7T2 T(—1+4¢/2) % 1607T2 (? —14+7+0 (5))
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C.2  Zwei-Loop-Integrale ohne duBeren Impuls

1
o / (ST
| 1 (m2)P/2n D
= oo ”*1<D):(n—1)! (47)D72 F(”_E)
J(D=3-¢) = ﬁ(HWS))
JyD=3—2) — ﬁmgﬁ(uog))
Jo(D=4—¢) = IZS;F(s/Q) 2! 7;2; (%—’y—i—@(s))

Aufgrund der Eigenschaften der dimensionellen Regularisierung ist

1 —
(k2)7

/

fiir beliebiges 5 # D/2.

C.2 Zwei-Loop-Integrale ohne duBBeren Impuls

C.2.1 Integral I,

(o)
e/

noan o= [ [
/dadﬁdy// exp(—

kol

)

7

1
(2 + B?)((k +1)2 + C?)
a(k? + A%) = B(C* + B?) —y((k +1)* + C?))

0

=exp(—k2(a+7)— l2(ﬂ+v) 2ylk—(aA%24+3B24+~+C?))
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C Integrale

Do 1 °° - D/2
2 G [ dedsan / (6+7>

1 " (B + )P/
(27)2D O/da dg dry (B +7)P/2 (af + ary + 4 B) P72

exp (—(ad® + BB* +~C?))

[e o]

S
©©

D
T

exp (—(aA2 + 3B* + 702))

Substitution:
a = stu
g = st(l—u)
v = s(l—1t)

Funktionaldeterminante:

(o, B,7)

= 5%

(s, t,u)

Damit:

aff + ay+ By = s*Pu(l — u) + s*tu(l —t) + s*t(1 — t)(1 — u)

aA® + BB* +4C” = s (tuAd® + (t — tu) B* + (1 — t)C?)
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C.2  Zwei-Loop-Integrale ohne duBeren Impuls

1 N ; $2¢ e—s[tuA2+(t—tu)B2+(1—t)C'2]
I = /ds/dtdu—
CL P (2u(1 — u) + tu(l — £) + H(1 — ¢)(1 — w)) P2
o) 1

1
= 4 )D/d882_D€_s/dtdu
T
0 0
1-D/2,—s[..]

(Pu(l —u) +tu(l —t) +t(1 —t)(1 — u))D/z

Substitution: s' = s [tuA® + (t — tu)B* + (1 — t)C?].

0o 1
1
I, = (4m)P /ds’s'2 De /dtdu
0 0

[ ] J"2Pp-D/2

(tPu(l —w) +tu(l —t) +t(1 —¢t)(1 — u))D/z

ps 1 _ " [...
a bl D>/dtd (1=t + ut(l — u))P?

|-8+D¢1-D/2

0

Betrachte den Fall A = B = C' = my.

[...] =m?
1
B 3+Dt1 D/2
I, = /dtdu
’ ( / 1—t+ut(1 w)P’?
1
2L >€(1 )dyes [ara 1
= - — m u
6477 c ) V(L =t + ut(1 — u))3/2

0

A J/
-~

=27
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C Integrale

£ log(t — t% + ut?(1 — u)) 2
+= [ dtd +0
2 ) YV =t + at(1 — w))P? (=)
~ ’
o —2e 2 — — —_—
= my 647T3(1—|—510g(47r)—|—(9(6 ) (5 v+ i +O(5)> 2

1 1 C
o —2¢ - _H
= My o (5 v+ i + log(4m) + O (5))

Betrachte nun den Fall A =0, B = mq,C =0, also

[.] = (t —tu)m] .

B (471')& 1 B ! y (TTL%)_E(t — tu)—at‘%
I, = (6 ’Y) dtd \/E(l—t—i—ut(l—u) 3/2(

(4m)?
- (4%)5 l_ - ! ’ 1
CE (5 7) 0 / drd VE(L =t +ut(1 —u))*?

)
(1+ S 10g(t — 2 +ut(1 - w) + O (%) )

T (dnp (% _7) moko/dtdu\/m —t+11uf(1 —w)

1 —clog(t — tu) + = log(t — t* + ut*(1 — u)) + O (£?) )

B Eigs (é _7) mok{p/dtdumlt+it(1u>)3/2

J/

X
//~

~
=27

—_

log(t — tu)
VE( =t 4 ut(1 —u))*?

— ¢ | dtdu

1
2 201 _
N € gt du log(t — t* 4+ ut*(1 — u)) o (Eg) }

VE( =t +ut(l —u)*?

(\]
o

1 —t+ut(l —u))

[SllL

156



C.2  Zwei-Loop-Integrale ohne duBeren Impuls

= (47103 (1+elog(4m) + O (£%)) (é - 7) mg %

{2#+5<%—CD) vo())

my* | 1 Chp C
- SQ‘)WQ{E—7+10g(47r)+4—;:—2—7]:—|—(9(5)}

mit

1

— 12 2(1 —
Cor — [ didu log(t — t* + ut*(1 — u))

VE( =t +ut(l —u)*?

1
Cp = /dt du log(t — tu) =7
/ VE(L =t +ut(1 —u))”

1 1

Cp = [ dtdu elt) 4 [ dtau gl ~w)
Vi =t +ut(l —u))® J VE(L =t +ut(1 —u))*

1

2 log(1 —
= —Armlog -+ [ dtdu og(l — u) T
3 Vi =t +ut(l —u))*

Dieses letzte Integral und das Integral C'y lassen sich nicht leicht berechnen. Durch
Vergleich mit [Raj96] kann man jedoch ermitteln, daf§

1
und

Cy =4n(1 —log9) .
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C Integrale

C.2.2 Integral D,

1
2(A, B, C) =
| | @ e
Die Rechnung verldauft analog zu Integral I.

Ds(A, B, C) DJ///dadﬁdrya@a(k%A?)ﬁ(12+B2)7((k+1)2+c2)

00
D

.9 1 T _ 2 2 2

= [ dadfdy ———————¢ (@AHBBT )

g | e
0

[e'e] 1

1 D
(27r)2D7T /ds/dtdu

0 0

$3t2ue sl
sPP2(tu(1 — u) +u(l —t) + (1 — ¢)(1 — u))P/2
1

)
ot

1 £2-D/2y | |P—4

mit

[..] = tuA® + (t —tu)B* + (1 —)C*?.

A=B=C=myg
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C.2  Zwei-Loop-Integrale ohne duBeren Impuls

1

o o\ —1—¢ 1 3 \/Eu
= (mg) T /dt du( (1+0(e))

(21)° 1=+ ul(l— )}
0
or
3
1
= W(l + O (¢))

A:mo,B:CZO
[...] = tum])

1

Dy(m0,0,0) = (m2) " 7r3/dtdu (1—75?2%): a0

0

1 —1
_ 1 3 Vi
0
o
1
= W(HO(@)
A:hm07B:hm0,C:m0
) = m[tuh® + (t— tu)h® + 1 — 1] = m2[t(h? — 1) + 1
0
Dy (hmg, hmg, mg)
1
_ 2\ —1—¢€ 3 \/Eu 1
— (mo) (271')671— /dtdu(l—t—}-ut(l—u))3/2t(h2_1)+1(1+0(5))
0
1 1
= a2\ 72O ) 1+ 06)
1 1
B m<ﬁ—2+0<h>)<1+0<a»
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C Integrale

-0.1

-0.4

-0.5

-0.6

Abbildung C.1: Graph der Funktion f(z) zur Berechnung von Integral D;.

C.2.3 Integral D,

Dieses Integral wird in dieser Arbeit nicht verwendet. Es ist ein Spezialfall von
Integral D,, der hier ohne die Hilfsmasse hy berechnet wird. Man kann an der
Berechnung sehen, wie man durch geschicktes Verwenden der dimensionellen Re-
gularisierungsvorschriften endliche Ergebnisse aus infrarotdivergenten Integralen
gewinnen kann. Weil sich dieses Vorgehen schwer systematisieren 148t, wurde es
in dieser Arbeit nicht weiter verwendet, sondern die Hilfsmasse hq eingefiihrt.

B

A:B:O,C:mo

Dl:k/l/k412((k+1l)2+m(2)) :/%/52((1‘“1)2*’”3)

k l

J/

-~

::IL(k)

Ip, ist aus [Luc95] (Formel 3.23) bekannt.

109 = [ = = 5o (v () +3) 0+ 06

!
Also:

/ / eE g | e
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C.2  Zwei-Loop-Integrale ohne duBeren Impuls

_omgt [ 1 kP —my ow
= = /k‘5 (arcsm R + 5 (14+0(9))
k

Definiert man

K2—m2 «
k24+m2 2 mg

R(k) := arcsin

so erhalt man

D1=mae/R(k)(1+(’)(8))+ maei/i(umg))

Ry k4

(. J/
-~

=0 nach dimensioneller Regularisierung

Einfithrung von Kugelkoordinaten und die anschlieBende Substitution r = mgx
ergibt

my® rb=1
D, = 8; (27:))D/drr—5]%(r)(1+(’)(5))
0

my” Qp D—5, D6 -1
_ 2 ) (1

S (27T)D/dxm0 x <8urcsmgg2 [ty % (14+0(¢))
b 1 1 2_26/ 1 21 7
= " dr — arcsin — 1+2 20 ) (1+ O (e))

I
o
o
g
=)
o\
U
=
=
8
~—~"
—~
[a—
+
S
o

mit

n=3,ungerade

Es ist lim, o f(z) = —2/3 und lim,_,, f(x) = 0. (Vergleiche Bild C.1.)

1 s fL‘n n+1
D = —2-2 4 — (-1 1
! Qo a ugngerade”(” +2)( )T (140 (e))
1 99T
_ =21
(271’)3m0 4( +O(€))
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C Integrale

1 —4—4E
- _3271.27”02 ? (14+ 0 ()

C.3 Ein-Loop-Integrale mit auBBerem Impuls

C.3.1 Integral [;

A

A, B)
v k/ B+ A%)((k — p)* + B?)

L(pAB) & //dadﬁe‘o‘(k2+A2)—ﬁ((k—p)2+B2)

/dadﬁ/e_k2(a+ﬁ)+2kpﬁ_p25_(aA2+ﬁBz)

0 k

7 D/2 1 242
:9 /dadﬁ ™ eoHrﬁ ( A2+ﬁB2) pﬁ
a+ [ (2m)D
0

[e.9]

1 T D/2 _(aA2+BB2)—a5p2
(2m)P dadf Oé——l-ﬁ € atp
0

Substitution:

s=a+f  t=

Also:
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C.3 Ein-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

e ¢}

dt S—D/2+1e—stA2—s(1—t)B2—p2ts(1—t)

ds

A=B= mo
Mit u = s(m§ + p*(1 —t)) und py = - erhilt man

o] 1

WD/2 D/2+1 24 p2t(1—t

I1(p; mo, mo) /ds/dt g D/2+1 o =s(mg+p7t(1-1))
0 0

!
ot

2m)D
00 1 1
du | dt 2 42001 _ 4)\D/2—11-D/2—u
0
w3/ 1 / 2\D/2—2 2 D/2-2
2t (5) o g - )72+ 0.0
0
L 4.2 Po
— —arctan —(1+ O
<o o arctan < (1+0(¢))
im’61 arctan | —— (1+0(e))
47 0 p 2TTLO '

Dieses Integral entspricht dem Integral J; im Falle p = 0.

A=my B =

0

00 1

D/2
Ii(p;mg,0) = /ds/dtS_D/Qﬂe_s(tm%”zt(l_t))

lim [y (p; my, 0) =
p—0

-
ot

1

( )/dt (tm2 + p*t(1 —t)P22(1 + O (¢))
0

1 mg© . (PP —md ™

Fy— (arcsm (p2+m(2] +3 (14O (¢))

(1+0())

47 mo
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C Integrale

1
Op211(0; 9, 0) = —m(l +0(e))
8p2(11(0;m0,0))2 = —m(l + O (5))
A=0;B=0
f<no>—-Ljﬁwwfwﬂqm+0<»—im?4u+ou>
1\p; Y, - 87T p € - 87T Do ™ €

0

1 —€
= =M (10

Das entspricht dem Ergebnis, welches man aus limy,_.q I1 (p; hmg, hmyg) erhélt.

C.3.2 Integral I;

1
L(p;A,B) =
w48 = | e
k
/ dov df e +47)=B((—p)*+5%)

0

D.7

=

_ 7TD/2 o dﬁ (6] e_(aAQ_i_ﬁBQ)_zzﬁp;
(2m)P (a+ B)P/2
0
a
s =aoa+ 0; t=
b a+p3
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C.3 Ein-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

e ¢}

ds [ dt ts>DP/2e=sltA?+(1-t)B2+pt(1-1)]

D/2 L=
Ii(p; A, B) = (;T) /dt/ds’t[...]D/2—3s’2—D/26—5’

D/2

D.5 (A t

= r D/2 dt 1

(2m)P M / [tA2 + (1 —t)B2 + p2t(1 — t)]3-P/2 (C.1)
=V7/2(1+0(e)) O

A=B=m,
02 2 D
[ ]=mg+p (1 -1)t und po= =
0
D/Z\/— ;
m t
I3(p; mo, mo) = —/dt DR 5 2 (1_t)t>3/2(1+(9(5))
0
1 mP—6
= 1
1670 4+p0( +0()
1, 1
= — e=l___~ (1 O
87Tm0 4m%_|_p2( + (6))
1
L;(0;mo,mo) = oo mg® (1 + 0 (e))

Dieses Ergebnis entspricht dem Integral J3(my).

A:m(],B:O

[.]=tmi+p*(1—t)t
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C Integrale

1

TR T g ¢
= ompt fpg(l +0(e) = S%mgl_am% (1+0()
I3(0:m0,0) = 8%771036(1 +0(e)
Oy I3(0;mo,0) = —2=mg (140 (e))
A=0,B=0
[ =P (1 —t)
TR T g 1 ¢
Bx0.0) = G rm JK g+ 0
1 o t
— o [a Tre e
= 8%(1 + 0O (8))pD_6/dt (D2 — )P
E %p_?’(l +0(e)B(D/2—-1,D/2 —2)
1, [(1/2 — /2)0(~1/2 — £/2)
= %p*’(—?w)s +0(e?)=0+0(e)

A:hmo,B:mo

[.]=mg [th® + 1 —t) + pgt(1 — t)]

166



C.3 Ein-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

I (pa hm0>m0)
1
B xD/2 ﬁ/dt "
- (2m)P 2 (m2)>DR2(h2t + (1 — t) + p2t(1 — 1)) D72
0
e +OMm) | 1+0(e)
= 1520 1+f,’1—22 p_2 €
— i -3 1 l +O(h) (1+O( )) (CQ)
TS 1y (B 1+p—1 ) ’
L(0: hmo,mo) = —— (2 —240m)) 1+ 0 () (C.3)
3\U; g, Mo 87rm0 h € .
1 1
02 I3(0; hmg, mo) = semg 44+0(h) | (1+0(e)) (C.4)

Obwohl es sich hierbei um ein Ein-Loop-Integral handelt, ist mir keine vollstandi-
ge analytische Losung in drei Dimensionen fiir den Fall bekannt, dafl der zwei-
te dufere Impuls nicht null ist. Ein vierdimensionales Ergebnis findet man in
[BC80]. Eine dreidimensionale Losung konnte bei der Faktorisierung von Graphen
héherer Ordnung hilfreich sein. Die in vier Dimensionen erfolgreich eingesetzten
Gegenbauer-Polynome ([CKT79], [CKT80]) lassen in drei Dimensionen nur Néhe-
rungen zu [Reh].
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C Integrale

C.4 Zwei-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

C.4.1 Integral I, mit duBerem Impuls

£
e

1
bl 4,5,C) = // (p+k+1)2+ A2)(k2 + B2)(I2 + C?)

Dieses Integral findet man in allgemeiner Form bei [Raj96].

_ (1 A+ B+ p
L(p; A, B,C) = 327r2<g+3 2 ) actanA+B+C
+1 g — v +log(dm) + O (e) | (C.5)
BATBrOP+p %

Daraus berechnet man leicht die benotigten Spezialfille.

A:B:C:mo

1 1 3
Ly(p;mg, mo, mp) = 597 (E + 3 — 2% arctan %0
P2
—log(9 + W) — v+ log(4m) + O (¢) (C.6)
0
1 1
IQ(O7 Mo, My, mO) = 3972 (_ -7+ 10g<4ﬂ-> (1 - lOg 9) +0 (8) ) (C7)
1
Op215(0; Mo, Mo, M0) —m(l + O (¢)) (C.8)
0
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C.4  Zwei-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

A:O,B:mo,C:O

' 1 1 mg P
Ir(p;0,mg,0) = 392 (g +3 - 2? arctan m_o
»?
—log(1 + W) — v+ log(4m) + O (g) (C.9)
0
L(0:0,m0,0) = —— (141 +l0g(am) + O () (C.10)
2(U; U, y, - 3277'2 c Y oglam € .
A:mQ,B:O,C:mO
I5(0;mg, 0,myg) ! 1+1— +log(m) + O (¢) (C.11)
2(YU; Mo, U, Mo 327T2 c v og(m € .
3p2]2(0;m0,0,m0) = —m(1+0(5)) (012)
A=B=C= hmo
IQ(O; hmo,hmo,hmo) =
1 1
-+1- log(4m) —1 — 2log?2 1
55,2 (8 + v + log(4m) —log 9 og +O(€)> (C.13)
1 1
8p212(0; hmo, hmo, hmo) —mﬁ +0 (h) +0 (6) (014)

C.4.2 Integral Iz mit duBerem Impuls
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C Integrale

Dieses Integral ist das mit Abstand am schwierigsten zu 16sende. Eine allgemeine
analytische Losung existiert meines Wissens in drei Dimensionen nicht. In vier
Dimensionen gibt es eine Menge unterschiedlicher Losungsmdoglichkeiten (zum Bei-
spiel [Bro90], [MDR93]), die sich alle nicht in drei Dimensionen iibertragen lassen.
In [Rajo6], [Raj98] Integral (a) wird eine Losung angegeben, die das Integral in
allgemeiner Form auf ein eindimensionales Integral reduziert, welches sich rela-
tiv leicht numerisch auswerten l&t. Dieses Verfahren wird hier referiert und fiir
die verschiedenen bendttigten Massenkonfigurationen berechnet. Im néchsten Ab-
schnitt werden dann die bendtigten Ableitungen dieses Integrals bei p = 0 mit
dieser Methode und teilweise auch direkt berechnet.

p7 my, Mg, M3, M4, m5)

// (k2 +mi)((p — k)? imz)((k—l)“m%)
1

C.15
(o~ 02+ ) (C.19)
I ) -
6\P; M1, M2, M3,M4,M5) = —
\/detM(pa m17m27m37m4am5>
ms3
det H(p, my, ma, x, My, m
% dﬂfl’ (p, 25 2y 4y 4 5) (016)
V/det M (p,my, ma, x, myg, ms)
xo
Dabei ist zy eine Losung der Gleichung
det M (p, mq, ma, xg, my, ms) =0 .
2m? ml1%?+m3 —mj m3+m3—m?
M(p7m17m27m37m47m5) = m%_{—mg_mi Qm% m%_’_m%—'—pz
mi+m2 —m2 m24+mi+p? 2m32
H, H, Hj
H(pam17m27m37m4am5> = m%—i_m%_mi 2777% m%—i_m%—i_pz
m3+m3 —m: m?+mji+p? 2mS3
H1<p7m17m27m37m47m5> = Hf_Hil—i_Hg_Hg
Hs(p,m1, ma, mg, ma,ms) = Hy+ Hy — Hj
H3<p7 m17m27m37m47m5> - H32 + H35 - H12 (Cl7>
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C.4  Zwei-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

Hf’ = HX(ml,mg,m4,m5)
Hf = HY(ml,m&ms,mz)
Hg = HX<m2am17m57m4)
HS = HY(m27m37m47m1)
Hzl = HZ(m4,m2,m3,m5)
H§ = HZ(m4,m3,m2,m5)
Hg = HZ(ml7m37m57m2>
Hg = HZ(m57m37mlam4)
H35 = HZ(m27m37m47m1>
HY = Hz(ms,mi,mg,my) (C.18)
1 1 P
Hx(mq,mo,mz,my) = arctan ——
X( b 4) 1672 2mlp((m1 + m2)2 +p2) ' ms + My
1 1
Hy(mq,mo,mg,my) =
Y( 1 2 3 4) ]_677'2 2m1p((p2 + m% + mZ)Q _ 4m%mi)
2 2 2 p
+ m; — m7)arctan
<(p 1= m) my 4 ms + ms
2 2
+mqplog et (ma+my + Tr;g)
(mg + mg + my)
1 1
Hz(mq, mo, ms, =
Z( 1, M2, M3 m4) 1672 2m2p(mi _ (m2 +m3)2)
(arctan b — arctan — 2 (C.19)
my + mg +mg my + my

Is(p; mo, mg, mg, mo, mo)

1 /O dx
16m2mp2+/3m2 + p? 2mg + x)\/4mi + p? — 22
0 , 0

2p | arctan _r arctan P
2mo + 2my
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C Integrale

P2+ (2mg + z)?

2 1 C.20
+(2mg + z) log (2mo + 7)? ( )
Setzt man den Impuls p = img ein, so erhélt man
Is(i ) —1
img: Mo, Mo, Mo, Mg, M) = ——————
6(2m0; Mo, Mo, Mg, Mo, Mo Tom2iv/am
; X $2
o~y + @ b i
(24 2)v22 -3
0
1 1
= ———(—0.0547836)i = ————d C.21
167T2i\/§m3( ) 16m2mg ! ( )

dy = —0.0387379

hmg

1
d
1672 / v

l

Is(p; mo, mg, hmg, hmg, himg) =

( —p((h—1)*(h+1)m§ — (h — V)moa”® + 2° + m{(x — h’x))

p
arctan ——
mo

—p (m§ — hmf — K*m{ + h*m — mizx + h*miz — mox® + hmoz® + z°)

arctan
mo

(2m§ — 2hm{ — 2h*m§ + 2h*m2x*) p arctan b

mo + hmg +

( —mj + hmj + h*mj — h*mj — miz + 2hmiz — h*mix

+m2 + hmor® + :133>

p2 + (mo + hmo + .CE)Z>
x log

(mo + hmg + x)?

(((h — 1)mo — 2)((h — 1)mg + ) (mo + hmo + )

V/mipt(4h2 — 1ym3 + hp?)
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C.4  Zwei-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

-1
\/pz((h2 —1)2md — 2(h? + 1)m3z? — p2x2 + a:4> (C.22)

mit

1
| = :I:\/(l + h?)m3 + 3 (p2 + \/4m(2) +p2\/4h2m(2) +p2>

Eine allgemeine Auswertung des Integrals ist schwierig, der Spezialfall p = imq
148t sich aber im Limes h — 0 numerisch berechnen. Die Integrationsgrenzen sind
dann null und

1 :
l:m0§(\/§+z) :

Es bietet sich dann die Substitution x — [z an.

0
, 1 i++3
Is(img; mg, mp, 0,0,0) = /da:
) ) ) ) ) 327‘(2m4 2
o V2 J

— 2im + 2(iV3 — 1) 7z + (V3 — i) (7 + 2éarcoth(2) )2

+4(1 —iz)(—2 + (V3 — i)x)arcoth (%(2 + (i + \/§)x> +log9
+22(i + V3 — 2iz?) (log (2 + (i + x/§)x2)

“log ((2’ V3 A+ (i + \/§)x> )]

[\/(x2 +1)(24 (1 —iV3)z?) (22' + (V3 - i)x2> ] ;

1
= —d C.2
32m2mi (C-23)

dy = —(1.79215 + i1.7257)
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mo
1
Is(p; hmg, hmg, mo, hmg, hmg) = 62 / (— z(—2p artanthZ;no

0

2 2

p p* + (2hmg + )
2p artanh——— + (2h 1

+2p artan 2hm0—i—m+( mo + x) log e

((tho + x)\/—m%pz((éth — 1)mi + p?)

-1
\/—p2$2(4h2m3 +p? — :E2>

(C.24)

Setzt man p = #my, bildet den Limes h — 0 und ersetzt x durch zmg, so kann

man das verbleibende Integral numerisch integrieren.

—im — 2artanh= + x log(1 —

=)

1
1
Ig(2mg; 0,0,mp,0,0) =
o(imo 0 ) 167r2mé\/§/ vV 1+ 22
0

1
= ——(—0.68856 4 i2.76892
167r2mé\/§( )

1

—d
16m2md "’

d3 = (—0.486886 + 11.95792)

my = mg, mg = 0,m3 = mg, my = mg,ms =0

1 4
log

I6(O;m0707m07m070> = m g
0

mi = mg, Mg = hmg, ms = himg, my = hmg, ms = myg

16(07 my, hm07 hm07 hm07 mo)

—log36 —2logh + O (h))

(
32m2mg

(C.25)

(C.26)

(C.27)
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C.4  Zwei-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

C.4.3 Die Ableitungen von I;

Die Ableitung kann man direkt auf den Integranden anwenden. Dazu berechnet
man zunéchst

1
0,2
T(p+k)?2+A)((A+p)2+BY|,
B é k2 i é [? B 1
3(k2+ A2p3(2+ B?) | 3(k2+ A2)(I2+ B2)S (K2 + AZ)2(12 + B2)
1 4 kl
- (k2 +A2)(l2—|—32)2 + §(k2+A2)2(l2 +BQ)2 (C‘28)

Fall 1: my = 0,m2 = Mgy, M3 = My, My = O,m5 = My

Op2Is(pP; 1 = = my, m3 = mg, mg = 0, M5 = myg)

1
= O / / FP((k =12+ m3)((p + k)2 + m)((p + )2 + mg)
// 8, 1
R2E((k 1)2 +mg) " (P + k)2 + mg)((p+1)? + mp)

- //k2l2 k —1)? )k(zk“rmo) (17 + mj)

J/

=
=

12
// k212 (( 2+ m3) (k2 + md) (12 + md)?
@)

-1/ 1

/ k212 (( 2+ m2)(k? 4+ md)2(12 + md)
)

-/ 1

/ k212 (( m2) (k2 + md) (12 + m?)?
)
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C Integrale

+
QL >~
(k‘\

kl
/k2l2 m3)(k? + md)2(12 + m?)?

J/

-~

(5)

Aus Symmetriegriinden ist (1) = (2) und (3) = (4).

[e.e] o0

1 1
1) = —— [ anlPdl—— [ 27k?dk
) <27r>6/ " z2<zz+ma>/ i
0 0

71— .
sin 6

df
/ (k2 +md)3(mé + k2 + 12 — 2kl cos 0)

[e o] o0}

2 2 2 2
_ 87r /dl / " k Llog (k+10)*+mg
o ) “Errmz ) Yokt k=1 - m2

0

B L 1 I* 4 8mg

- 8t / 2+ m%ﬂ8m8(12 + 4m?)?

B 11

~ 460872m

— 2 9 2
(3) G / Al dl / rk*dk

sin 6

/ k2(k% + m2)2(k? 4+ 12 + m3 — 2kl cos 0)
0

8 7 ]Odk: 11 (k+1)? + m?
6476 ) 124+ md &2+ m2)2 2kl 8 (k— )2 + m2
0

o0

- 167r4 /dl 12+ 1) (D)

0

o 1 )?+1
Ril) = /dk(kQ TN P e

0

(C.29)

176



C.4  Zwei-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

T 9 k-1 k41
AR(l) = /dkk;(k?Jrl)? <1+(/<:—l)2+1+(k+l)2>
0
472 —12
NEENBIFENRE

l l
R(l) = —m (4 WE + 2arctan§ - 2arctanl>

[e.9]

1 1
®) = Torimg / TR

0

1 1 1 1
= ———%¢ (E + artanhi + 2 log 3 — 10g4>

1672mg

o0

1 1
— 4l
6 = Gy / M B w2y

0
00 T

klcosfsinf
dk2rk® | do
/ " / (k2 + m2)2(k? + 12 + m% — 2kl cos 6)
0 0
1T l
— dl—
87t 0/ (12 4+ md)?
r k 1 (k+1)? + m?
dk —4Kkl + (K* + 12 + m3) log -——rt2
/ (2 + m2)? 422 { TR+ o) log (ria s

[e.e]

17 l 1 T k
= — | dl-——"-+— dk————— dk————=—log(. ..
8t / (12 4+ md)? [/ (k% +m3)? +/ 41%2(k? + mg)? og(- )
0 0 0

4
4

—
S]

) (0)

+/dk log +/dk4kl2 ) log(...)]
0 0

7

g R

(c) (d)
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T
_ng
i
ma (161 + 413)
T l 1

I 1
(c) = m_é (—m —3 arctan 3 + 5 arctan l>

87Tim8 /dl(l2 _f_ 1)? [(a) +(b) + (¢) + (d)

16 +72

1 -2 7
4,6
8mimyg

+ 7dl l l L t l—l-l tan [ 1—|—1
T E+ 1) D) 5 arctan o + o arctan 2
0

- 1 —72 n 2 w2
Co8mmS| 16 T2 48
T l 1 Il 1
+ W/dlm <—§ arctan 3 + 2 arctanl) (1 + 1—2)
0
_ 1 [—n2 N 2 2 N 7d — arctan é + arctan
T SomS| 64 T2 48 20+ 13)
1 _—7r2 w2 n? g2 1 4 w2
- |y T 2artanh= — log =) + - log 2
Seimi | 16 T2 ag g (Zartanh —log g)+ T log ]
1 5 1 1 4
— | =2 artanh: + - log - +log?2
327r2m8[ g Mrtambgroloeg s
Zusammen:

a102]—6<O; my = O7m2 = Mg, M3 = Mg, My = 07 ms = mO)

= gx(l)—Qx(3)+§x(5)
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C.4  Zwei-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

1
0

Zum Vergleich wurde dieses Integral aus dem von [Raj96] angegebenen Parame-
terintegral (C.16) berechnet. Nach Ableiten des Parameterintegrals fithrt eine
Partialbruchzerlegung auf sieben Teilintegrale, die sich ohne grofiere Schwierigkei-
ten berechnen lassen. Das Resultat ist mit dem obigen identisch.

Fall 2: m; = mg, mo = mg = my = hmg, ms = my

a102]—6(0; my, h07 h0> h07 mO)

1
= % / / (b2 1)+ p)? + md) ((k — D2 + 13)

(1+p)*+ hQ)(l2 +m3) | g
-/ ;
B k? + hg)((k = 1)? + hg) (12 + mj)
k1
Op2 2
(k+p)*+ )((1+P) + 1) |p=o
_ 4 / / il
3 k2 + h2)((k — 1)2 + h2)(12 + m3) (k2 + m2)3(12 + h2)
k
(1)
L // 12
3 K2+ 12)((k — )2 + R2)(12 + m3) (k2 + m2) (12 + h))?
k
—(2)
-1/ :
K2+ h2)((k — D2 + h2)(12 + m2) (k2 + m2)2(1% + h2)
k1
—(3)
-1/ :
K2+ h2)((k — D)2 + h2)(1% + m2) (k2 + m2) (12 + h2)?
k1

7

'

=4)
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+

Ca\DI»J>

kl
// P ) (k=17 + ) + md) (2 + 3P + )

J/

=(5)
(C.30)

(e 9]

1 ) 1
W= Gy 0/ A )

T r k?sin @

ork?dk | db
/ i / (k2 + h2) (k2 + m2)3(h2 + k2 + 12 — 2kl cos 0)
0 0

b / di e / dk s
8! <12+mo)( + hj) (k2 4 13) (k? + mg)?
0 0
1 + (k+1)?
oo 9\ T
2kl Og (k1)
l

o0

= dk log(. ..
/ 2(12 + m2)( l2+h2/ (k2 + h2)( k2+m) og(...)

0 0
1 ! —k
log(. ..
/dk SR
0

dl
8mimy / 2(12 +m} l2 + hd)
0

o
J/

~~
a

~

+/dk3 1T h2 T+ )2 log(...)

J/

-~

()

—h%k
dk log(...)

Ml e Ty

(0\8

/

g

()
h2k

dk(—l IR ) log(...) (C.31)

_|_

(o“\g

g

(@

180



C.4  Zwei-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

[(3+4h+h*+1?)

@ = DOt )P
h2l
b pu
O = Az )
O T M
21?2 1
(d) = W(h2—1) arctan%

Ausfiihren der [-Integration, Entwickeln in A und Aufsummieren der Teilintegrale
fithrt schlieflich auf:

0
512m2m}

(1) = +0(h)

Mit derselben Vorgehensweise wie in (1) berechnet man:

1 8 27
)= — |91+ 5 — —+ 721 2logh h
(2) T1522m8 (9 +h2 N + 721log6 + 72logh + O ( ))
= 71 log 12 41
(3) Y- (1+1og 1296 + 4logh + O (h))
(4)—; 8+i—§+210 216 4+ 6logh + O (h)
= 96m2mg 2R % &

Wegen des Skalarproduktes im Zéhler ist Integral (5) etwas aufwendiger. Weil
kl = 3 (k* + 1> — (k — 1)> + hj — h3) ist, erhélt man

k32
K k/l/ (k2 + hg)((k — 12+ hg) (12 + mg) (k> + m§)2(12 + h§)?

J/

=(a)
+

’E‘\

l2
/‘W+h2 — 12+ h§) (12 + mg) (k> + m)*(I> + hi)?
l

J/

—(b)

w\

1
/ K2+ 12) (2 + m2) (k2 + m2)2 (2 + h2)?
l

s

g

=(¢)
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C Integrale

h2
_k// k2 + h2)((k — 12 + h2)(12 + m2) (k2 + m2)2(I% + h2)?

-~

=(d)

J/

Die Teilintegrale (a), (b) und (d) lassen sich in dhnlicher Weise wie (1) berechnen.

1 3
(a) = 19277me (—17 + 7 +0 (h))
1
()= —— 4+ O(h)
~96m2m

Das Teilintegral (c¢) faktorisiert und man erhélt direkt

<c):%(4—%+0(h)> |

64m2mg

Insgesamt ergibt sich

(5) = — (2+310g6+310gh+0(h))

9672>m
Zusammen bekommt man damit fiir die Ableitung von Ig

O0p21s(p = 0; mg, hmyg, hkimg, hmg, my)

- L+ -e Wik
1 4
- m<79—ﬁ+14410g6+14410gh+(’)(h)) ) (C.32)

Zur Kontrolle wurde dieses Integral aus dem von [Raj96] angegebenen Parameter-
integral (C.16) berechnet, indem die Impulsableitung auf das Parameterintegral
angewendet wurde. Der Integrand wurde dann per Partialbruchzerlegung in zehn
Teilintegrale zerlegt, die anschliefend einzeln berechnet und in h entwickelt wer-
den konnten. Der Nachteil dieses Vorgehens ist die erheblich Linge der Terme
in den vielen Zwischenschritten, so dafl dieser Aufwand nur noch mit Hilfe von
Mathematica vertretbar ist. Als Ergebnis erhdlt man auch auf diese Weise (C.32).
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C.4  Zwei-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

C.4.4 Integral I; mit duBerem Impuls

1 Entspricht [Rajo6] Integral (f).

1
s, ma, s, ) = k/l/ ((p =17 +m1)* (k> + m) (12 + m3)((k —1)* +m3)

1 1 Mo + Mg + My p
I; = 2log arctan
1672 4pmy My + M3 — My mi + my
.. mi;+my —1 . my — ma — 1
il (-~ (- M
mg + Mg — My ma + mg3 + My
. m; — my + ¢ i mi1+my +1
FLip (- ST (- TR (C.33)
Mo + M3 + My Mo + Mg — My

myp = Mo = M3 = My = My

1 1

p
I7(p; mo, mo, Mo, M) = 1622 Ipmg (2 log(9) arctan o

P

| Lis(— 2 2-) ~Lia 5

3m 3myg

_ 1 (2 log(9) arctan 2L +iDi (£> ) (C.34)

—Liz(—z—i—p)+LiQ(—2+i—p)D

1672 4pmy my mg

mit der Abkiirzung

i

39(:) — Liy( — 2 —iz) + Lis(— 2 +4iz) (C.35)

Di(z) = LiQ(—g:c)—Lig(
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C Integrale

f?(D = 0; my, mo,mo,mo) %%ng
mi = mg, me = mg = 0,my = my
I7(p; mo, 0,0, my)
= 1617r2 4;”0 <2m' arctan ZL;”LD +1 [Liz( - ;—i) - LiQ(%)
+ Lip(2 — ;—i) — Lip(2+ %)])
— 1617r2 4;”0 (2m’ arctan 2%;10 — iDiz(mﬁo)) ;
wobei
Diy(z) = —Lis( —iz) + Li(ix) — Lis(2 — iz) + Lis(2 + iz)

my = mg, mg = 0,mg = mg,my =0

1 log2
I =0; 0 0) = ———
7(p ; Mo, U, My, ) 167T2 m(Q)
_ 1
ap2l7<p = 0, mo, O,mo, 0) m (3 — 810g 2)
my = 0,mg = mg, m3 = mq, My = My
1 log%
I7(p = 0; 0, mg, mg, my) T6-2 m2
Do (p = 0:0 ) L (148l0g2
2 = U; mo. Mo. M, = —— 09 —
p2l7(P 3 U, Mo, o, o 384m2md g 9

(C.36)

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41)

(C.42)
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C.4  Zwei-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

my = hmg, mg = hmg, m3 = hmg, my = mg

]7(p = O;hmo,hm(),hmo,mo) (- 10g3h+0(h))

16m2m}

8p2f7(p = 0, hmo, hmo, hmo, mo)

1 1
= ——— | ——= + 11+ 181 181
8647r2m§( 2 P 8log3 + 18 ogh+(’)(h))

my =0,mqy =0,m3=mg,my =0

[7(p;0707m070)
1 1 — 1 )
_ (W@erlog(l_ﬁ)

1672 2m? 2

p p mo
mo(mg + ¢ 7
—i——o( 02 p) log (1+—p>>
p mo

1 1 mo m% p2 P D
= ——— | 7—+ — (1 1+ — ) —2— arctan — 4
1672 2m ( p p? ( ©8 ( mg mo arctan mo (C43)

C.4.5 Integral Iy mit duBerem Impuls

Entspricht [Rajo6], [Rajo8] Integral (b).

19(p7 my, Mo, M3, My, m5)

1
N / / (k2 + m2) (k2 + m2)((p — k)% + m2) (2 + m3)
1
(k—1)% +m3)

(C.44)
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C Integrale

19<p7 my, Mo, M3, My, m5)

1 1 my + mgo + Mg

= 2my log arctan
1672 4pmymy(m3 — m?) ( !

m2+m3+m4
— 2m log arctan pmy + ms
Mo + Mg — My
. . ms +my — 1 . ms +mq + ¢
+zm4[L12(— 5 ! p)—ng(— i ! p)
mo + M3 — My Mo + M3 — My
ms —mi — 1 . ms —mq +1¢
5 1 p)+L12(— 5 1 p)}
mi + Mo + M3 mi + Mo + M3
. ) My + My — 1@ ) ms + my + 1
_zml[L12(— 5+ M4 p)—ng(— > 1 p)
m2+m3—m4 m2+m3—m4

—Lig( _

. My — My — & . ms — My +1
_le(_ 5 4 p)+L12(— 5 4 p)}
Mo + M3 + My Mo + M3 + My

myp = Mo = M3z = My = 1Ny = My

[9(19; mo, Mg, Mg, My, mo)

_ m ( _ g arctan 2:10 + 4m7§(fp2 log 9 + arctan 2L7izo
- % [M log(1 — 3210) " 3@'7"1;—1’ sl Si—rz:“))
+z’Di(m£O)> :

wobei

Di(z) = Lix(— %x) — Lig(gx) — Lip( — 2 —ix) + Liy( — 2 +ix)
in (C.35) definiert worden ist.
Dies 148t sich zusammenfassen zu

Is(p; mo, mo, Mo, Mo, M)

Mg + M3 — My mi + ms

(C.45)
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C.4  Zwei-Loop-Integrale mit duBerem Impuls

1 3 p mop
———— | (—= +1log9 t log9
128m2mgp <( 378 ) arctan 2my * 4md + p? o8

1 p 2 2
4+——5——|2parctan — - 4+ 18log 3) + 1+ log 27

2
_ 2, ,2 p i P
3mo(4dmg + p*(1 + log 3)) log (1 + 9m(2)) } + 1D1(—m0)> . (C.46)

my = mg, mg = mz = 0,my = ms = my

[9(pa mo, 07 Oa mo, mO)

) 2
! < MoPm_ _ 271 arctan P

- 12872mdp \  4m2 + p? 2my
mo + ip ip i(mo —ip) ip
————log(-1 - —) — ——log(l — —
ome 1 ip % ) og(l— - -)
mo — @ 7 —imgy + i
SRL 4 log(—1 + —p) L log(1 + —p)
2mgy —ip mo p mo
. D
Dio (2
+ 12(m0)> ’
wobei
Diy(z) = — Liy( —iz)+ Lis(iz) — Lis(2 — iz) + Liy (2 + ix)
in (C.38) definiert worden ist.
Zusammenfassen ergibt:
]9(p’ mo, 07 07 mo, mO)
1 , p  Amd+p*+ 2imin + ip*r
= —— 3| —rarctan + 5 5 arctan —
64m2mgp 2my dmg+p mo
2
Mo 2 2, .2 p
+ —————(—ip* + (2mg + p*)) log(1 + =)
p(4mg + p?) ’ mg
1 p
— ZiDin(22) ) . C.47
i 12<m0>> (C.a7)
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C Integrale

myp = hmo,m2 = hmo,mg = Mo, My = hmo,m5 = hmo

In diesem Fall ergeben sich Infrarotsingularitdten im Limes h — 0. Deshalb
werden die obigen Parameter eingesetzt und das Ergebnis anschliefend in A bis
zur ersten Ordnung entwickelt. Man erhélt

Iy(p; hmg, hmg, mo, himg, himy)

1 2 3 2 3
= —0 —4p—2—7rp—3+10g(1+p—2>+2p—3arctan£
967<p mg mg mg mg mo
1 1

— . 4
gy tO ) (C.48)

Weitere Ergebnisse fiir p =0
[9(]3 = 0, hmo, mo, hmo, hmo, m(])

1 1

Op2Io(p = 0; himg, mg, himg, hmg, my)

1 1 7 20
= (L Tg2r 0 .
327r2m8< h+12+3 og +O()) (C.50)
1 3
Iy(p = 0;mg, mo, mo, Mg, 0) = 967r—2m§ (—1 + 6log 5) (C.51)
1 3
Op2Io(p = 0; mg, Mo, Mo, Mo, 0) = m (1 — 48log 5) (C.52)
Iy(p = 0; mg, hmg, hmg, mg, hmy)
1
= ——(1+1 2log h h .
327r2mE1)( +1og9+ 2logh + O (h)) (C.53)
8p219<p = 0, mo, hmg, ]’Lm(),’fno, hmo)
1 1
= — | —— 1 | | .4
8647r2m8( h2—|—3 + 36log 3 + 36 ogh+(9(h)> (C.54)
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ANHANG D

Hilfsformeln, spezielle Funktionen und Konstanten

Einige der verwendeten Formeln, speziellen Funktionen und Abkiirzungen sollen
hier aufgelistet werden. Dazu wurde vor allem [AS70] verwendet.

Gammafunktion

[e.9]

['(z) = /dt e 't Rez >0 (D.1)
ra=r2 =1 [(1/2) == (D.2)
FEulersche Zahl

v =0.5772... (D.3)

Entwicklung um ganzzahliges n

[(—n+¢)= <+Z —7+0(e ) (D.4)
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D Hilfsformeln, spezielle Funktionen und Konstanten

oo

r 1
/x"e‘”dx: M; n>-—-1a>0

an—l—l
0

Oberfliche der Einheitskugel in D Dimensionen

Feynmanparametrisierung

1 [ee]
—:—/ “lead. neIN,ReA >0
n I'(n)

Betafunktion

B(%?/)Z/dttx_l(l—t)y_l:7; Rez > 0,Rey >0

GauBintegral

2
/exp (—(ak® + 2pk)) = (g)D/Q exp (%) ; Rea>0

k

Dilogarithmus

1

Lis(y) = — [ar =2 _/ydxw

T
0 0

ReLi, (3) = 2.32018...
) = 0.761610...

1
Li, <§> = 0.366213...

(D.5)

(D.6)

(D.7)

(D.8)

(D.9)

(D.10)

(D.11)
(D.12)

(D.13)

190



1
Lis (—> = 0.114360. ..

Abkiirzungen

Di(z) = Liy(— %x) —LiQ(ix) — Liy( — 2 —iz) + Liy( — 2 + ix)

3

Dip(x) = — Lip( —ix) + Lis(iz) — Lip(2 — iz) + Lis(2 + ix)

Riemannsche Zeta-Funktion

C(a:):Zk_x; Rex > 1

k=1

¢(3) = 1.20206. . .

Hypergeometrische Funktion

F(a,b;c;z) = 2F1(a7b;c;z)

— (@) () 2"

;0 (©)n n!

I(c) o= T(a+n)'(b+n) z"
(b — I'(c+n) n!

Numerische Integralergebnisse (Siche Abschnitt C.4.2)

d, = —0.0387379...
Red, = —1.79215...
Reds; = —0.486886...

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

(D.18)

(D.19)

(D.20)
(D.21)
(D.22)
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