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Im Vergleich zu der am 8. Februar 2011 im Priifungsamt eingereichten Arbeit sind
in dieser korrigierten Version dieser Arbeit einige kleine Fehler behoben worden. Glei-
chung (C.1) wurde berichtigt; die sich daraus ergebenden geringfiigigen, numerischen
Anderungen sind an den entsprechenden Stellen korrigiert worden. Die Fehlerrech-
nung des Wertes in Gleichung (5.23) wurde ebenfalls {iberarbeitet.



“An den Hochschulen jener Vorzeit hat es zu gewissen Zeiten von jungen faustischen
Naturen geradezu gewimmelt, welche mit vollen Segeln aufs hohe Meer der
Wissenschaften und der akademischen Freiheit fuhren und alle Schiffbriiche eines
ungeziigelten Dilettantismus erleiden mussten...”

- Hermann Hesse, “Das Glasperlenspiel”
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1 Quarkmassenrenormierung

1.1 Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik

Eine der fundamentalen Fragestellungen der Menschheit ist die nach dem Aufbau
und dem Zusammenhalt der Materie, aus der das Universum, unsere Erde, und nicht
zuletzt auch Lebewesen wie der Mensch bestehen. Der erste iiberlieferte systemati-
sche Versuch einer Antwort auf diese Frage wurde schon vor rund 2500 Jahren von
Leukipp und seinem Schiiler Demokrit formuliert, aus deren Uberlegungen der Ato-
mismus entstand, die Theorie also, dernach die Materie aus unteilbaren Grundbaustei-
nen, den Atomen, bestehe. Wie wir heute wissen, ist dieses Modell dahingehend zu
erweitern, dass Atome eine Substruktur besitzen, also nicht elementar sind: Sie haben
einen positiv geladenen Kern, um den herum sich negativ geladene Elektronen be-
wegen. Der Atomkern besteht aus Protonen und Neutronen, die ihrerseits wiederum
eine Substruktur besitzen; sie sind aus Quarks aufgebaut. Insgesamt sind sechs ver-
schiedene Quarks bekannt, die in drei Familien oder Generationen klassifiziert werden
konnen. Das bereits erwdhnte Elektron ist der prominenteste Vertreter einer weiteren
Gruppe von Elementarteilchen, den Leptonen. Auch hiervon sind sechs verschiedene
bekannt, die sich ebenfalls in drei Familien einteilen lassen. Quarks und Leptonen wer-
den im Standardmodell der Elementarteilchen zusammengefasst und mathematisch
beschrieben. Quarks wechselwirken unter anderem tiber die starke Wechselwirkung,
eine der vier fundamentalen Naturkréfte. Ihre Wirkung wird in der Quantenchromody-
namik (QCD) beschrieben. Ein Uberblick iiber die sechs bekannten Quarks und einige
ihrer Eigenschaften ist in Tabelle 1.1 gegeben.

Die QCD ist eine skalenabhédngige Theorie, das bedeutet, dass die Kopplung, also
die Starke der Wechselwirkung, und die Quarkmassen von der Energie abhdngen, bei
denen man einen Vorgang untersucht. Bei hohen Energien jenseits von y = 10 GeV,
das heifst geringem Abstand zueinander, ist die Kopplung zwischen den einzelnen
Quarks schwach: Sie konnen sich also auf Langenskalen kleiner der Grofie eines Ha-
drons fast wie freie Teilchen bewegen; fiir asymptotisch hohe Energien verhalten sie
sich wie freie Teilchen. Man spricht daher auch von asymptotic freedom der Quarks. Bei



1.1 Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik

1. Generation | 2. Generation | 3. Generation

Quark up charm top
Ladung/e 2/3 2/3 2/3
Masse/MeV 1.7-3.3 1180-1340 | 169800-174200
Quark down strange bottom
Ladung/e -1/3 -1/3 -1/3
Masse/MeV 41-5.8 80-130 4130-4370

Tabelle 1.1: Ubersicht {iber die sechs verschiedenen Quarks, ihre Ladungen und Massen
[1], unterteilt in drei Generationen. Die Massen der Quarks sind im MS-
Renormierungsschema angegeben; die der drei leichten Quarks up, down,
strange bei 2 GeV, die der drei schweren bei der Energie ihrer jeweiligen

Massen.

niedrigen Energien im MeV-Bereich wird die Kopplung grofs: Die Quarks sind zu Ha-
dronen gebunden. Anschaulich betrachtet konnen die Quarks sich auf Langenskalen
jenseits der GrofSe eines Hadrons nicht mehr frei bewegen, es kann also keine einzel-
nen, sondern immer nur gebundene Quarks geben. Den Umstand, dass die Quarks in
den Hadronen “eingesperrt” sind, nennt man daher auch confinement.

Fir die vollstindige Beschreibung der QCD ist es also notwendig, sowohl den
Niederenergie- als auch den Hochenergiebereich zu erfassen. Im Hochenergiebereich,
bei geringer Kopplung, bietet die Storungstheorie eine gute Beschreibung der QCD:
Eine Potenzreihenentwicklung im Kopplungsparameter liefert gute Resultate. Im Nie-
derenergiebereich jedoch wird die Kopplung zu grofs, als dass eine Storungsrechnung
durchfiihrbar wére; es bedarf also einer nichtperturbativen Methode, mit der in der
QCD fiir niedrige Energien gerechnet werden kann. Eine solche Methode ist die Gitter-
QCD. In dieser Arbeit werden Ergebnisse aus Gitter-QCD-Rechnungen verwendet,
um den Quarkmassenrenormierungsparameter zu bestimmen, welcher das Laufen der
Quarkmasse mit der Energie beschreibt, beginnend im Bereich niedriger Energie bis in
den Hochenergiebereich, in dem dann eine stérungstheoretische Rechnung angesetzt

werden kann.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Im ersten Kapitel soll zunédchst die Idee der
Renormierung vorgestellt und eine Motivation fiir die im Folgenden verwendeten Re-
chenmethoden wie die Gitterregularisierung geliefert werden. Dabei soll verdeutlicht
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werden, welche Techniken zur Beschreibung der Renormierung der QCD verwendet
werden, also wie die Kopplung und die Masse sich in der QCD mit der Energieskala
dndern, welche Strategien fiir die Berechnung dieser Skalenevolution zur Verfiigung
stehen und wie der Quarkmassenrenormierungsparameter berechnet werden kann.

Im zweiten Kapitel sollen dann einige Grundlagen der QCD auf dem Gitter aus-
gefiihrt werden. Dazu wird zunéchst beleuchtet, wie man eine reine Eichtheorie auf
das Gitter tibertragt und dann, wie auch Quarks hinzugenommen werden konnen.
Da durch die Diskretisierung einer Theorie in Form eines Gitters sogenannte Gitter-
artefakte entstehen konnen, wird dann angedeutet, wie diese Artefakte bis zur ersten
Ordnung in der Gittergrofie vermieden werden konnen. Schliefilich wird die Definiti-
on einer Quarkmasse tiber die PCAC-Relation motiviert.

Im dritten Kapitel wird das Schrédinger-Funktional (SF) eingefiihrt, ein Schema, in
dem zu rechnen es sich fiir die Behandlung skalenabhédngiger Renormierungsproble-
me als vorteilhaft herausgestellt hat. Auch hier wird zuerst die reine Eichtheorie und
dann eine Theorie mit Quarks eingefiihrt. Dann werden Korrelationsfunktionen im SF
definiert, die im weiteren Verlauf der Arbeit zur Berechnung verschiedener Koeffizi-
enten verwendet werden. Schliefdlich wird auch das SF auf das Gitter tibertragen.

Das vierte Kapitel widmet sich der Berechnung der Zwei-Schleifen anomalen Di-
mension der laufenden Quarkmasse. Die in dieser Arbeit berechneten Grofien ent-
stammen nichtperturbativen Gitterrechnungen. Um diese im Hochenergiebereich durch
storungstheroretische Rechnungen fortsetzen zu konnen, dabei aber in den nichtper-
turbativen Gitterrechnungen den Einfluss der Storungstheorie so gering wie mog-
lich zu halten, ist eine hohe numerische Genauigkeit erforderlich. Mittels der Zwei-
Schleifen anomalen Dimension der laufenden Quarkmasse kann nun eine solche hohe-
re Genauigkeit erzielt werden, und damit der Einfluss der Storungstheorie kontrolliert
werden.

Die eigentliche numerische Berechnung des Quarkmassenrenormierungsparameters
erfolgt im flinften Kapitel. Hier werden dann neben den verwendeten Verfahren auch
numerische Ergebnisse prasentiert, um mit einer Zusammenfassung und einem Aus-
blick zu schliefien.

Im Anhang schliefSlich werden neben sperrigen Tabellen und technischen Gleichun-
gen auch einige Details zu den numerischen Rechnungen mit dem verwendeten Da-
tensatz und die Fehlerrechnung der berechneten Grofien angefiigt.
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1.2 Idee der Renormierung

Die Lagrange-Dichte der QCD fiir N Quarkflavours lautet [2]

Ne .
Locp = Z%@ (iv'Dy — m;) ' — }LFZVF”W. (1.1)
Dy, F, sowie einige Eigenschaften der SU(3)-Eichgruppe sind in Abschnitt A.2 zu-
sammengetragen. Die hier auftretende Masse m und Kopplung ¢ werden als “nackte”
Parameter bezeichnet. Rechnungen mit diesen nackten Parametern fithren zu unphysi-
kalischen Unendlichkeiten. Die Problematik der Renormierung griindet darauf, diese
Unendlichkeiten zu beseitigen, sodass die physikalischen Grofsen berechnet werden
konnen. Durch den Prozess der Renormierung werden die Unendlichkeiten in den
nackten Parametern absorbiert. Durch diesen Vorgang erhalten die Parameter eine
Skalenabhéngigkeit: Die renormierte Quarkmasse mgr und Kopplung gr hdngen von
der Energieskala ab. Diese Abhdngigkeit der Quarkmasse und der Kopplung von der
Energieskala wird auch experimentell festgestellt. Das Ziel ist es dann, den Renormie-
rungsvorgang mathematisch zu beschreiben.

Die Strategie zur nichtperturbativen Losung skalenabhdngiger Renormierungspro-
bleme geht auf [3] zuriick und wird in [4, 5] ausfiihrlich diskutiert. In Abbildung 1.1
ist die Idee schematisch dargestellt. Das Ziel ist es, eine Beschreibung der QCD im ge-
samten Energiespektrum zu liefern, angefangen also im niederenergetischen Bereich,
in dem die Quarks zu Hadronen gebunden sind (confinement), bis zum hochenerge-
tischen Bereich, in dem die Quarks asymptotisch frei sind (asymptotic freedom). Dann
konnen die Renormierungsgruppeninvarianten (RGI) als die Limesgrofsen unendlicher
Energie berechnet werden. Eine mathematische Definition der RGI wird in Abschnitt
1.3 vorgenommen. Durch den Vorgang der Renormierung erhalten die Parameter g
und m eine Abhédngigkeit vom verwendeten Renormierungsschema. Mittels der Li-
mesbildung hin zun den RGI kann die Abhidngigkeit vom verwendeten Renormie-
rungsschema beseitigt werden: Die RGI-Parameter sind also unabhéngig vom Renor-
mierungsschema. Sie konnen daher als fundamentale Parameter der QCD angesehen
werden, durch welche diese beschrieben werden kann.

Der hadronische Bereich liegt im Bereich von einigen 100 MeV. Hier ist eine sto-
rungstheoretsiche Rechnung nicht moglich, da die laufende Kopplung, der Expansi-
onsparameter, hier von der Grofienordnung 1 ist. Um nun, beginnend im hadronischen
Niederenergiebereich, eine Skalenevolution zu den RGI zu formulieren, ist zundchst

eine nichtperturbative Evolutionstechnik vonnéten, um von dem hadronischen in den
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Referenzskala | perturbativ
(3)

&)
nicht—p;riurbativ pert%r\bativ
1 2
Energie ~ e
T T T
~MeV 2GeV  ~100 GeV “00”

Abbildung 1.1: Strategie der Renormierung: Beginnend im hadronischen MeV-Bereich
muss eine nichtperturbative Skalenevolution durchgefiihrt werden, bis
der Hochenergiebereich bei etwa ~ 100 GeV erreicht ist. Von hier aus
konnen dann die RGI in einer storungstheoretischen Rechnung be-

stimmt werden.

perturbativen Sektor zu gelangen (Pfeil 1 in Abbildung 1.1). Von hier aus kann dann
in einer perturbativen Rechnung die Gitterrechnung fortgesetzt werden, da im Bereich
von einigen 10 GeV die Storungstheorie gut genug ist, um den Fehler gegeniiber dem
der Gitterrechnung vernachladssigbar klein zu halten. In einer solchen perturbativen
Rechnung konnen dann die RGI-Parameter bestimmt werden (Pfeil 2). Diese sind un-
abhidngig von der Energieskala und konnen daher als fundamentale Parameter der
QCD angesehen werden. Physikalische Observable, zum Beispiel Quarkmassen, sind
immer nur bei einer bestimmten Energieskala definiert. Als Referenzskala kann zum
Beispiel 2 GeV genommen werden. Ausgehend vom RGI-Parameter kann dann in ei-
ner perturbativen Rechnung die entsprechende Observable bei dieser Referenzskala
berechnet werden (Pfeil 3).

Um eine solche nichtperturbative Skalenevolution zu bewerkstelligen, sollten fol-
gende Bedingungen gegeben sein [5]. Soll auf einem Gitter der Grofie L gerechnet
werden, so sollte L grofd sein gegeniiber den simulierten Grofsen, also zum Beispiel
der Hadronmassen, um zu vermeiden, dass unerwiinschte Effekte aufgrund der end-
lichen Grofie des Gitters auftreten. Das Gitter sollte also deutlich grofier als die darauf
simulierten Energieskalen sein. Weiterhin soll, wie oben beschrieben, die Skalenevo-
lution weit genug in den perturbativen Bereich bei einer Energieskala p ~ 10 GeV
vordringen, damit von dort aus eine Storungsrechnung mit kontrolliertem Fehler an-
gesetzt und der Anschluss an andere Renormierungsschemata durchgefiihrt werden
kann; dabei sollte aber die Auflosung des Gitters fein genug sein, um Diskretisie-
rungseffekte zu vermeiden. Der Gitterabstand a2 muss also deutlich kleiner sein als die
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betrachteten Energieskalen p. Diese Bedingungen werden in der Ungleichung

1 1 1
L>» ————— > —

~100MevV ~ 7~ ~10Gev = ° (12)

zusammengefasst. Um dieser Ungleichung Rechnung zu tragen, miisste in einer Monte-
Carlo-Rechnung ein N 4_Gitter mit N = L/a > 70 simuliert werden; allein eine solche
Simulation tibersteigt die heute praktikabel zur Verfiigung stehenden Rechenkapazi-
taten. Ein Ausweg aus dieser Zwickmiihle wurde gliicklicherweise bereits gefunden
[3]. Dabei werden die Effekte, die durch die endliche Grofse des Gitters hervorgeru-
fen werden, selbst als physikalische Observable betrachtet. Die beiden physikalischen
Skalen in der Ungleichung (1.2), L und u, werden dazu iiber die folgende Relation
miteinander verkniipft,

u=1/L. (1.3)

Die Evolution der laufenden Kopplung mit der Energieskala y# kann dann schrittweise
untersucht werden, indem y in jedem Schritt um einen konstanten Faktor erhoht wird.
In Abschnitt 1.5 soll nun eine solche nichtperturbative Evolutionstechnik (Pfeil 1
in Abbildung 1.1), die Step-Scaling-Funktion, beschrieben werden. In Kapitel 5 wird
dann mittels dieser nichtperturbativen Evolution und einer anschlieffenden storungs-
theoretischen Fortsetzung der Rechnung (Pfeil 2) der RGI-Faktor berechnet.

1.3 Renormierungsfaktor

Die Vorgehensweise zur Bestimmung des Quarkmassenrenormierungsfaktors folgt
zundchst einer Strategie der ALPHA-Kollaboration [6, 7] und [8], in dem das Ver-
fahren zur Renormierung der Kopplung verwendet wurde. Die bereits in Abschnitt
1.2 erwdhnten Renormierungsgruppeninvarinaten, die RGI-Masse M sowie der A-
Parameter der QCD, sind als

o\ 2 1
A = p(bog®) "2 exp {_2b0g2

g
}exp{o/dx [[i(lx)—kbolx?’_b%lx} }, (1.4a)

M, = 771, (2bog?) /20 _ / [T(x) _ 4
i i(2bog”) exp / dx B bor (1.4b)
0

definiert. Eine genaue Beschreibung der hier auftretenden Parameter wird in Kapitel 4
besprochen. Nun ldsst sich die RGI-Masse M mit der Quarkmasse m, die in Abschnitt

10
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2.5 tiber die PCAC-Relation definiert wird, tiber folgende Relation verkntipfen:

Mi = ZM(go)mi(go), i= 1,...,Nf. (15)

Dabei ist Zy; der Quarkmassenrenormierungsfaktor. Die laufende Quarkmasse kann

ferner geschrieben werden als

_ Za(go)
h Zp(golu)ml(g(’)’ (0

mm; (1)
dabei werden Z, und Zp in Gleichungen (3.43) mathematisch definiert. Setzt man nun

m;(go) aus Gleichung (1.6) in Gleichung (1.5) ein, erhilt man

M Za(8o)

Zu(g0) = m(n) " Ze(go )’

= (1.7)

Hier ist zu beachten, dass die Terme ZA und Zp bei Verwendung von Wilson-Fer-
mionen, Abschnitt 2.2, und in einer O(a)-verbesserten Theorie, Abschnitt 2.4, einer

additiven Renormierung der Form
Zap(14bapamy) (1.8)

bediirfen [9]. Die Effekte dieser zuséatzlichen Terme sind auch nichtperturbativ bekannt
[10], jedoch fiir Rechnungen mit leichten Quarks vernachléssigbar klein [6, 10, 11], so-
dass sie nicht weiter betrachtet werden und im Weiteren mit der Form (1.7) gearbeitet
wird, vergleiche (3.46a).

Zm(8o) wird hier also in zwei Faktoren aufgeteilt, die separat voneinander berechnet
werden konnen. Dabei ist der erste Faktor, M /m1(u), universell, das heifdt, er ist unab-
héangig von der verwendeten Regularisierung. Der zweite Faktor kann nach Gleichung
(1.6) als

Zp(go,n)  mi(go)

geschrieben werden und entspricht der Berechnung von 77i/m(go) bei der Energieskala

Za(go)  mi(p) (1.9)

. Dieser Term ist nicht universell; er hangt ab von der verwendeten Gitterregularisie-
rung, also zum Beispiel der Wirkung und der nackten Kopplung, und ist somit nur
fur diese giiltig.

In Gleichung (1.7) ist festzustellen, dass Zs(go) keine Skalenabhingigkeit besitzt,
weil es iiber chirale Ward-Identitdten bestimmt werden kann und damit unabhéngig
von der Energieskala y ist. Dieses ist in der Vorgehensweise von [6, 7] durchgefiihrt

11
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worden. Lediglich Zp(go, #) hdngt von der Energieskala u ab. Die skalenabhéngige
Berechnung von Zp(go, #) erfolgt unabhingig davon. Das Verhiltnis Za (g0)/ Zp (8o, 1)
kann dann anschliefSend gebildet werden. Davon soll in dieser Arbeit dergestalt ab-
gewichen werden, dass dieses Verhiltnis als ein Ausdruck berechnet wird, dass also
nicht Za (go) und Zp(go, ) separat, sondern direkt

Za(80)

ZAP(goz.u) = m (1.10)

tiber eine Renormierungsbedingung bestimmt wird, vergleiche Gleichung (3.46). Die
Vorgehensweise bei der Berechnung von Zap(go, j¢) ist dabei analog zu der von Zp(go, )
in der Literatur [6, 7].

1.4 Skalenevolution

Die Auswertung des Faktors M /mi(u) in Gleichung (1.7) kann nun allerdings nicht
unmittelbar durchgefiihrt werden. Da die betrachteten Groéfien sich im nichtperturba-
tiven, niederenergetischen Regime (4 = pjon) befinden, ist eine storungstheoretische
Rechnung nicht anwendbar. Die Rechnung erfolgt dazu auf dem Gitter, damit eine Be-
schreibung im hadronischen Sektor moglich wird, vergleiche Abbildung 1.1. Es kann

aber nun zur Berechung von M /7 (1o, ) mit

= Mkign) (1.11)
m(.uhigh)
multipliziert werden, also
M __ M (ki) (1.12)

M (thow) — M(Hnigh) M (Hiow)

Der erste Teil von Gleichung (1.12), M /mi( ,uhigh)r liegt nun im hochenergetischen Be-
reich und kann also storungstheoretisch berechnet werden (Pfeil 2 in Abbildung 1.1).
Diese Berechnung ist in Kapitel 5 ausgefiihrt. Der zweite Teil von Gleichung (1.12),
11 (fnigh) /7 (fow ), entspricht einer Skalenevolution der Quarkmasse zwischen zwei
Energieskalen /15, und pipigh. Diese Skalenevolution vom niederenergetischen in einen
hoherenergetischen Bereich muss nun solange nichtperturbativ erfolgen (Pfeil 1 in
Abbildung 1.1), bis die erreichte Energieskala eine perturbative Fortsetzung der Rech-
nung mit vernachldssigbarem perturbativen Faktor erlaubt: Hier setzt dann der erste

Teil von (1.12) ein. Diese Vorgehensweise entspricht genau der in Abbildung 1.1 ange-

12
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deuteten.

In natiirlichen Einheiten der Feldtheorie,
h=c=1, (1.13)

kann eine Verbindung zwischen Langen und Energien hergestellt werden, derart, dass
groffe Langen kleinen Energien entsprechen und umgekehrt, vergleiche Gleichung
(1.3). Das bedeutet also fiir eine Gitterrechnung mit einer maximalen Gittergrofie Lmax

1/Lmax ~ How- (114)

Damit konnen nun in Gleichung (1.12) analog zu (1.11) Einsmultiplikationen eingscho-
ben werden, sodass eine Zerlegung in Verhiltnisse entsteht, die den entsprechende
Energiebereich abdecken. Es ist damit

M M
m(.ulow) B m(1/Lrnax)

_ M y 71(2/ Limax)

"~ 71(2/Lmax) ~ 7(1/Lmax)

_ M X m(LL/LIH&X) m(z/Lmax)

B m(4/Lmax> m(Z/Lmax) 7(1/Lmax)

_ M K (2 Linax)

= L) L o=y - (1.15a)

_ M -1

= w0 Xw, -, (1.15b)

wobei im Umformungsschritt zu Gleichung (1.15a) die Verallgemeinerung auf k sol-
cher Einseinschiibe (1.11) durchgefithrt und im Schritt zu (1.15b) unter Verwendung

von
Ly = 2_kLmax (1.16)
die Schreibweise [6]
k (Zi/L )
= M2/ Emax) 1.17
we =1/, (L178)
m( / max)
= 1.17b
(/L) (A7)

13



1.5 Die Step-Scaling-Funktion

mit
wo =1, (1.18a)

Lo = Lmax (1.18b)

verwendet wurde.
Das Prinzip dieser nichtperturbativen Skalenevolution zwischen zwei Energieska-

len, also die Berechnung des Faktors wy, wird im nidchsten Abschnitt besprochen.

1.5 Die Step-Scaling-Funktion

Gesucht ist nun eine Strategie zur Berechnung des Ausdrucks 7 (pnign ) / 7 (Hiow )- Mit
Gleichung (1.6) und der Notation (1.10) kann dieser umgeschrieben werden zu

m(nigh) _ Z AP (Hnigh)
(,ulow) ZAP(,ulow) )

(1.19)

3|

Man definiert hierzu die sogenannte Step-Scaling-Funktion, die eine diskrete Skale-
nevolution ermdglicht. Das heifst, dass man eine Grofie zundchst bei einer niedrigen
Energie und dann bei einer hoheren Energie berechnet, um aus dem Verhiltnis der bei-
den die Skalenevolution der Grofse zu gewinnen. Dieser Prozess kann dann solange
wiederholt werden, bis die gewiinschte Skalenevolution iiber einen weiten Energiebe-
reich gefunden worden ist.

Beginnend bei einer gegebenen Kopplung [5]
Upg = gz(l/Lmax) (120)

ist nun
(/L) =w, Ly=sL, (1.21)

wobei s ein Skalierungsfaktor ist. Typischerweise und im Folgenden wird s = 2 ge-
wahlt. Fir Gitterrechnungen bedeutet dies nun konkret, dass man die zu untersu-
chende Grofie zunichst auf einem Gitter der Grofse L simuliert. Dann wiederholt man
die Simulation bei gleichbleibender Kopplung u = g* auf einem Gitter der GroSe 2L,
Abbildung 1.2.
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1 Quarkmassenrenormierung

— X(u,a/L) — X(u,a/L)

Abbildung 1.2: Schematische Darstellung der Step-Scaling-Funktion. Fiir ein Gitter fes-
ter Grofle wahlt man eine Gitterauflosung a/L, zum Beispiel L = 4,
links. Dann verdoppelt man die Grofle des Gitters bei gleichbleibender
Auflosung und kann daraus X(u,a/L) berechnen. Wiederholt man dies
fur verschiedene Gitterauflosungen, zum Beispiel L = 6, rechts, kann

gemdfs Gleichung (1.23) zum Kontinuum extrapoliert werden.

Man definiert damit die Step-Scaling-Funktion

Zapr(go,a/2L)

Zarl /L) = = o a/D) |\

(1.22)
Berechnet man dieses Xap(u,a/L) nun bei verschiedener Gitterauflosung a/L und

fester Gittergrofie, Abbildung 1.2, kann zum Kontinuum extrapoliert werden,
AP = liHSZAP(M,ﬂ/L>. (1.23)
a—>
Dieser Vorgang wird fiir verschiedene Kopplungen

up = g (L), (1.24a)
L = 2 Limax, (1.24b)

wiederholt. Details zu den so durchgefiihrten Rechnungen finden sich im Anhang B.
Damit ist der zweite Faktor in Gleichung (1.12) bestimmt. Zur Berechnung der RGI-
Masse muss nun also noch der erste Faktor in Gleichung (1.12) bestimmt werden.
Dann kann der erste Faktor in Gleichung (1.7), M/ (}1ow), berechnet werden. Zur
Bestimmung von Zy; ist dann noch die Bestimmung des zweiten Terms in Gleichung
(1.7) vonnoten. Diese Rechnungen werden in Kapitel 5 ausgefiihrt. Im ndchsten Kapitel

sollen jedoch zunichst einige Grundziige der QCD auf dem Gitter betrachtet werden.
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2 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

2.1 Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter

Zunichst soll die reine Yang-Mills-Theorie auf dem Gitter betrachtet werden, also nur
Eichfelder. Im ndchsten Abschnitt werden dann Quarks auf dem Gitter untersucht.
Um eine Quantenfeldtheorie (QFT) auf dem Gitter zu begriinden, nimmt man die
Raumzeit als ein vierdimensionales hyperkubisches Gitter mit einem Gitterabstand a
an. Eine Gitter-QFT kann dann konstruiert werden, indem die Wirkung der zugehori-
gen euklidischen Kontinuumstheorie diskretisiert und auf das Gitter {ibertragen wird.
Auf einem Gitter mit einer Gittergrofie a definiert man einen Paralleltransporter vom
Punkt x in yu-Richtung durch [12]

U(b) = U(x +ap, x) = Uy, € SU(N). 2.1)

Einen solchen elementaren Paralleltransporter, also die Verbindung zweier benachbar-
ter Gitterpunkte, nennt man auch Link, vergleiche Abbildung 2.1. Die Eichfelder in der
Gittertheorie werden durch solche Links ersetzt. Links sind Matrizen der fundamen-
talen Darstellung der zugrunde liegenden Eichgruppe, fiir die QCD also SU(3). Das
Transformationsverhalten eines Links wird durch

U(x,y) — AU(x,y) A7 (y) (2.2)

beschrieben. Ein Link, der “vorwirts” betrachtet wird, und ein solcher, der “riick-

waérts” betrachtet wird, hdngen tiber folgende Relation zusammen,
U(y,x) = U"(x,y) = U ' (x,y). 2.3)

Ein beliebiger Weg C auf dem Gitter kann als Hintereinanderreihung von Links auf-
gefasst werden,
C=b,o...obob. (2.4)
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2 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

Das entsprechende Eichfeld ergibt sich dann als Produkt der einzelnen Links,
U(C) = U(by)...U(by) = JU(D). (2.5)
beC

Von besonderer Bedeutung sind jene Produkte von Links, die einen geschlossenen Weg
beschreiben. Der kiirzeste, nichttriviale, geschlossene Weg ist die Plakette [13], welche
aus vier Links zusammengesetz ist, Abbildung 2.2,

U (x) = U(x, p)U(x +aft,v)U(x + a?, w) U(x,v)7h (2.6)

K. Wilson [14] verwendete diese Plaketten, um eine Gittereichwirkung zu konstruie-

ren,

Sall] = 5 Y sp {1—U(p)}, @7)
80 p

wobei die Summe tiber alle orientierten Plaketten lduft, das bedeutet, dass jede Plaket-
te nur in einer bestimmten Richtung durchlaufen werden soll und somit nur einmal
zu der Summe beitragt.

x+av X +ap +av

x x +afl X X +ap

Abbildung 2.1: Graphische Veranschauli- Abbildung 2.2: Graphische Veranschauli-

chung eines Links chung einer Plakette

2.2 Fermionen auf dem Gitter

Um die vollstandige QCD auf dem Gitter umzusetzen, gentigt die Betrachtung reiner
Eichfelder noch nicht. Ein wichtiger Bestandteil der QCD fehlt dazu noch, namlich die
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2.2 Fermionen auf dem Gitter

Fermionen, also die Quarks. Die vollstandige Wirkung der QCD,

S [U, ¢, ¢] = SclU] + S (U9, y], (2.8)

setzt sich zusammen aus der reinen Eichwirkung S und der Fermionwirkung Sg.
Ein einfacher Ansatz des Ubertragens der Fermionwirkung auf das Gitter fithrt auf

die naive Fermionwirkung,
SF,naiv [u/ @/ lIJ] = a4 Z@(X) (D + mo) gb(x), (29)

wobei

D= % {y;,(v;; + vy)} 2.10)

der Dirac-Operator auf dem Gitter mit den Gitterableitungen

[Ux, ) (x +ap) — p(x)], (2.11a)

9(x) = U(x = aft, 1) " p(x — ap) (2.11b)

Vup(x) =
Vip(x) =

ISERSEEEY

ist. Diese Wirkung fiihrt aber zum bekannten Problem der Fermionverdopplung: Der

freie Propagator eines Fermions unter Verwendung dieser Wirkung [15],

ml —ia~! Y Yusin(pua)
m? +a=2y, sin(pua)?

D(p)!= , (2.12)

hat nicht nur eine, wie fiir ein Teilchen sinnvoll, sondern 16 Polstellen, bei
p=(0,0,0,0),(nt/a,0,0,0),...,(nt/a,t/a,7/a,n/a). (2.13)

Neben einem physikalischen Teilchen, p, = 0, treten also 15 weitere, unphysikalische
“Teilchen” auf. Aus diesem Problem fithren mehrere Auswege [15]. Hier sollen jedoch
nur die Wilson-Fermionen besprochen werden, die in den Rechnungen dieser Arbeit
verwendet worden sind. Dazu macht man sich zunutze, dass man zum Dirac-Operator
einen Term proportional zur Gittergrofie 2 addieren kann, da dieser im Kontinuums-
limes verschwindet, und daher das Kontinuum unveridndert lisst. Die Addition des
sogenannten Wilson-Terms,

aV,Vy, (2.14)
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2 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

eines Terms zweiter Ableitung, andert den Dirac-Operator wie folgt,

1 . .
Dw = 5 {vu(Vii+ V,) —aV; ¥, ). (2.15)

Anhand des Dirac-Operators im Impulsraum nach Hinzunahme dieses Terms,
_ i 4 ) 1 4
D(p) = ml + A Y vusin(pua) + ]15 Y (1 —cos(pua)), (2.16)
u=1 u=1

wird deutlich, dass das Problem der Fermionverdopplung nun dadurch behoben wird.

Den unphysikalischen “Teilchen” mit Komponenten p, = 7/a wird dadurch eine
Masse
21
m—+ " (2.17)

zugewiesen. [ ist dabei die Anzahl der Impulskomponenenten mit p, = 7t/a. Im Kon-
tinuumslimes 2 — 0 geht dieser Massenterm gegen unendlich, was die unphysikali-
schen Teilchen aus dem Spektrum verschwinden ldsst. Daher verbleibt nur das phy-
sikalisch sinnvolle Teilchen mit p, = 0. Der Dirac-Term bricht allerdings die chirale
Symmetrie. Die Fermionwirkung ist dann gegeben durch

Sk (U, 9] = a*)_P(x) (Dw + mo) (). (2.18)

2.3 Die Effektive Theorie nach Symanzik

Nach Symanzik [16, 17] lasst sich die Gitter-QCD in der Nahe des Kontinuums als
eine effektive Theorie mit der Wirkung

Seff = So +aS1 +a*Sy + . .. (2.19)
schreiben, wobei Sy die Kontinuumswirkung ist und
S, — / d4x Ly (x), (2.20)

wobei die Langrangians £y (x) Linearkombinationen lokaler Operatoren der Dimen-
sion 4 + k sind. Diese Dimension soll die nicht-negativen Potenzen der Quarkmasse
beinhalten. Die exakten Symmetrien der Gittertheorie sollen ebenfalls erhalten wer-
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2.3 Die Effektive Theorie nach Symanzik

den. Eine Basis fiir £ ist dann

O1 = Yo, Fu, (2.21a)
Oy = PD, Dy + FDuD,, (2.21b)
O3 =mSp {FuFu}, (2.21¢)
Os=m {‘/JWDWP - ’7”5;41’;11!’} , (2.21d)
Os5 = m*Pip. (2.21e)

Cutoff-Effekte stammen jedoch nicht nur von der Gitterwirkung, sondern auch von
den lokalen Feldern. Fiir ein solches Feld ¢(x) sollten die n-Punkt-Korrelationsfunk-

tionen

Gu(x1, - xn) = (Zp)" (p(x1) .- (1)) com (2.22)

einen wohldefinierten Kontinuumslimes besitzen, wenn der Renormierungsfaktor Z
geeignet gewdhlt ist und die Punkte xy, ..., x, in physikalischem Abstand zueinander
gehalten werden. In der lokalen effektiven Theorie wird das renormierte Gitterfeld
Zp¢p(x) durch ein effektives Feld

Pefe(X) = o(x) + agy (x) + a*pa(x) + ... (2.23)

ausgedriickt. Die ¢ (x) sind dabei Felder mit geeigneten Symmetrien und Dimensio-
nen. Fiir die Gitter-Korrelationsfunktion gilt dann bis zur Ordnung a

Gn(xb . . -/xn) = <(P0(X1) .. '¢0(x")>con
—4a / d4y <(P()(X1) v (I)O(xn)El (y)>con (224)

“+a i <(P0(JC1) . 4)1(xk) .. .qbo(xn)>con + O(le),
k=1

wobei die Erwartungswerte () = sich auf die Kontinuumswirkung Sy beziehen.

con

Von den fiinf Termen in Gleichungen (2.21) konnen zwei, O, und Oy, vernachlassigt
werden, da sie sich mittels der Feldgleichungen als Linearkombinationen der ande-
ren drei Terme schreiben lassen. Die Terme O3 und Os bewirken eine Verschiebung
der nackten Kopplung und der nackten Quarkmasse. Durch eine geeignete Reparame-
trisierung der nackten Parameter in der unverbesserten Theorie kann ihr Effekt also
ausgeglichen werden. Zur O(a)—Verbesserung der Theorie verbleibt also der Term Oy,

Gleichung (2.21a). Die genaue Vorgehensweise wird im ndchsten Abschnitt diskutiert.
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2 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

2.4 O(a)-Verbesserung

Um Gittereffekte zu reduzieren und so ein besseres Anndhern an das Kontinuum zu
ermoglichen, kann die Gitterwirkung verbessert werden. Eine Moglichkeit dazu be-
steht darin, zur Wirkung einen Term proportional zum Gitterabstand a zu addieren.
Im Kontinuumslimes verschwindet ein solcher Term aufgrund der a-Abhéngigkeit;
die Kontinuumswirkung bleibt also erhalten. Auf dem Gitter jedoch kénnen durch
Addition dieses Terms O(a)-Effekte ausgeglichen werden, sodass das Kontinuum idea-
lerweise mit O(a?) erreicht wird. Der géngig verwendete O(a)-Gegenterm wurde in
Abschnitt 2.3 motiviert. Sheikholeslami und Wohlert [18] benutzten ihn erstmals zur
O(a)-Verbesserung,

/\

05 (U y] = Y eswip(x) 30w B ()9 (x); (2.25)
damit kann die verbesserte Wirkung geschrieben werden als

Simpr (U, §, 9] = S [U,, 9] + 85 [U, ¢, 9] . (2.26)

Der Koeffizient csy kann als Reihenentwicklung in der Kopplung g3 geschrieben wer-
den,
csw =1+ clgd + O(sf); (2.27)

csw wurde storungstheoretisch von R. Wohlert [19] berechnet,
el = 0.26590(7), (2.28)

unabhangig von N;. Nichtperturbativ ist csy bekannt fiir Ny = 0 (quenched) [20], und
fir N = 2 [21],

1 — 0.454g5 — 0.175g4 +0.012gf + 0.045g5

= 2.29
W 1- 072082 (2.29)
Weiterhin ist I?W(x) der Gitter-Feldstirketensor,
. 1
FW/(X) = @ {va(x) _va(x)}/ (2.30)
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2.5 PCAC-Relation

mit
Quu () = U(x, 1)U (x +afy, v)U(x +ad, 1)~ U(x,v)
U(x,v)U(x —afi +ab, u) U (x —ap,v) WU (x — aft, u)
U(x — ﬁ ) W (x —app —at,v) ' U(x — app — a0, p)U(x — at,v)
U(x —a0,v) 'U(x — ad, p)U(x + aft — a0, v)U(x, u) "

(2.31)

+ 4+ o+

Quuv(x) ist aus vier Elementarplaketten zusammengesetzt und wird wegen seiner gra-
phischen Représentation auch Kleeblattterm (clover term) genannt, vergleiche Abbil-
dung 2.3.

Abbildung 2.3: Graphische Darstellung des Kleeblattterms aus vier Elementarplaketten

2.5 PCAC-Relation

Der Axialstrom und die pseudoskalare Dichte,

(X)vuyssTy(x), (2.32a)

[
E(x)w;%'r”l,b(x) (2.32b)
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2 Quantenchromodynamik auf dem Gitter

konnen als Ausgangspunkt zur Definition einer Masse in der Gitter-QCD genommen
werden. Die masselose QCD besitzt chirale Symmetrie. Also ist der Axialstrom fiir

m = 0 erhalten,
< (8PA‘;,(x)O>> — 0. (2.33)

Die axiale Symmetrie wird jedoch durch die Quarkmassen gebrochen. Diesen Um-
stand kann man wiederum zur Definition einer Quarkmasse nutzen [22]; es kann die

PCAC-Relation (partial conservation of the axial current) formuliert werden,
<(8yAﬁ(x)O)> = 2m (P*(x)O), (2.34)

nach der der Axialstrom fiir m # 0 gerade nicht erhalten ist. Gleichung (2.34) kann

dann zur Definition der Masse m genutzt werden,

(ool o)

Ersetzt man auf dem Gitter die Ableitung durch die Gitterableitung
= 1 /.,
3 =5 (ay n ay) ) (2.36)
erhilt man fiir die in Kapitel 1 bereits motivierten, renormierten Grofsen
3, <(AR)‘; (x)(9> = 2mg ((PR)" (x)O), (2.37)

vergleiche Gleichung (3.47).
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3 Das Schrodinger-Funktional

In diesem Kapitel wird das Schrodinger-Funktional (SF) [23] besprochen, in dem die
Rechnungen im Weiteren durchgefiihrt worden sind. Dazu wird zunéchst das SF im
Kontinuum eingefiihrt, zunédchst dabei nur das reine Eichfeld. In Abschnitt 3.5 werden
dann Quarks hinzugenommen. In Abschnitt 3.7 schliefSlich wird das SF auf das Gitter

tibertragen.

3.1 Definition

XO:T

o

LxLxL

Abbildung 3.1: Graphische Veranschaulichung des Schrodinger-Funktionals

Man kann sich das Schrodinger-Funktional als einen vierdimensionalen Raumzeit-
Zylinder vorstellen, an den in den drei Raumrichtungen, x = (x1, x2, x3), periodische
und in Zeitrichtung, xo, Dirichlet-Randbedingungen gestellt werden, Abbildung 3.1.
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3 Das Schrodinger-Funktional

Fiir die Vektorpotenziale bedeutet das also in der Zeit

Au(x) = C{(x) bei x9=0
Ci(x) bei xo=1L,

wobei C und C’ klassische Eichpotenziale sind und
AL(x) = AX) A (X)A(X) L+ A(x)A(Xx) 7L, A € SU(N)
eine Eichtransformation von Ay ist. In den Raumrichtungen ist
Ar(x + Lk) = Ap(x), A(x+Lk) = A(x).
Das Schrodinger-Funktional ist iiber die Zustandssumme
Z|C',C] = / DIA] / D[A]e~5cl4l
mit diesen Randbedingungen definiert. Dabei sind

D[A] = [ ] dA%(x),
X, 10
D[A] = [ [dA(x);
dA(x) ist das Haar-Maf3 der SU(N). Die reine Eichwirkung ist durch

1 4
Sc[A] = 3 /d x Sp{EuvFu}

gegeben, dabei ist
Fyw = 04Ay — A, + [Ay, Ay

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5a)

(3.5b)

(3.6)

(3.7)

der Feldstarketensor. Das SF ist weiterhin ein eichinvariantes Funktional der Randfel-

der,
Z[C', ¢ = z[C, Q).

3.2 Quantenmechanische Interpretation

(3.8)

Quantenmechanisch interpretiert, beschreibt das Schrédinger-Funktional eine Uber-

gangsamplitude von einem Zustand |C) in einen Zustand |C’) nach einer euklidischen
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3.2 Quantenmechanische Interpretation

Zeit T. In der Schrodinger-Darstellung sind die quantenmechanischen Zustinde ¥[A]
Funktionale der Raumkomponenten der Vektorpotenziale Af(x). Die kanonisch kon-

jugierten Feldvariablen sind durch Funktionalableitungen gegeben,

o

1
Ea X) = VTS (39)
k() i 0A%(x)
Ein Skalarprodukt ist iiber
<?}?§::/inAqurTqA] (3.10)
mit
D[A] = [ [ dA%(x) (3.11)
x,k,a
definiert. Der Hamiltonoperator
L )
80 ra a 1 a a
H:/&x—@ma®+—#mmwm (3.12)
0 2 485
kommutiert mit dem Projektionsoperator
PHM:/DMWMﬂ, (3.13)

der ¥[A] auf den physikalischen Unterraum des Hilbertraumes projiziert. Schreibt

man weiterhin einen Zustand |C) durch die klassischen Eichfelder,
(ClY) =vI[C], (3.14)

kann die quantenmechanische Formulierung des Schrodinger-Funktionals als

ZKCCL:<C a“TP‘C> (3.15)
= fie—fany[cqqg[cr= (3.15b)
n=0

geschrieben werden. Im Folgenden wird weiterhin
T=L (3.16)

gesetzt.

26



3 Das Schrodinger-Funktional

3.3 Das Hintergrundfeld

In der SF-Formulierung kann die QCD in einem Farbhintergrundfeld betrachtet wer-
den. Ist B eine Losung der Bewegungsgleichungen mit den Randbedingungen (3.1),

und gilt weiterhin fiir die Wirkung beziiglich B
S[A] > S[B] (3.17)

fiir alle Felder A, die sich nicht als Eichtransformationen B von B darstellen las-
sen, so wird B als Hintergrundfeld bezeichnet, das von den Randbedingungen erzeugt
wird. Wegen (3.17) dominieren fiir kleine Kopplungen gy Felder in der Ndhe von B im
Pfadintegral. Fiir die effektive Wirkung

I[B] = —In Z[C',C] (3.18)

kann dann eine perturbative Reihenentwicklung angesetzt werden,

1

I[B] = —Io[B] + I'1[B] + g52[B] + ..., (3.19a)

0
TI'o[B] = g3S[B]. (3.19b)

Hierbei macht man sich zunutze, dass B und C, C’ bijektiv miteinander verkniipft sind,

sodass B anstelle von C, C’ als Argument von I' genutzt werden kann.

3.4 Die renormierte Kopplung

Die einzige Langenskala im SF ist die Lange L. Zur Definition der laufenden Kopp-
lung ¢* liegt es daher nahe, dass diese von L abhéingt. Da die Feldstdrke mit 1/L
skaliert, empfiehlt es sich, einen dimensionslosen Parameter 7 einzufiihren, von dem
dann das Produkt LB der Lange L mit dem Hintergrundfeld B abhdngt. Mit einem
Hintergrundfeld wie in Abschnitt 3.3 ist die Ableitung

d

I'[B] = %F[B] (3.20)

auch nichtperturbativ festgelegt. Damit kann eine renormierte Kopplung als

2(L) = ?0[[;] (321)
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3.5 Quarks

eingefiihrt werden, welche nur von der einzigen Skala L abhédngt. Anschaulich ent-
spricht die Kopplung also der Antwort des Systems auf eine Verdnderung der Rand-
bedingungen. Wahlt man fiir die SU(3)-Eichgruppe als Randbedingungen [24]

¢ 0 O ¢1 0 O
i i
Go=p|0 ¢ 0 G=7|0 ¢ 0], k=123 (2
0 0 ¢3 0 0 ¢5
mit
_ o P, AT
= 7 3/ $1=—¢P1 3
1 27
2= —31, Py = —p3+ =, (3.23)
__1 _}_Z[ I +2l[
(P3_ 277 3’ 4)3_ 4)2 3’

wird dadurch ein abelsches Hintergrundfeld induziert, welches durch

By =0, (3.24a)
By = [X()C]/< + (L - XO>Ck} /L, k=1,2,3 (3.24b)

gegeben ist. Der zugehorige Feldtensor ist

Gox = d0By = (C, — Cx) /L, k=1,2,3. (3.25)

3.5 Quarks

Bisher wurde nur die Ubertragung des reinen Yang-Mills-Eichfelds in das Schrodin-
ger-Funktional betrachtet. Letztlich ist aber die vollstandige QCD von Interesse. Dazu
sollen nun auch Quarks im Schrodinger-Funktional betrachtet werden. Dies wurde
zuerst von S. Sint [25] bewerkstelligt. Hier sollen die wesentlichen Resultate dieser
Uberlegungen zusammengefasst werden. Zunichst muss beachtet werden, dass die
Dirac-Gleichung, eine Differentialgleichung erster Ordnung, eindeutig l6sbar ist, wenn
die Hélfte der Komponenten der fermionischen Felder auf dem Rand bestimmt ist. Die
Fermionwirkung ist daher unter Verwendung der zeitlichen Projektionsoperatoren

Py = = (1%o) (3.26)

N —
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3 Das Schrodinger-Funktional

um zwei Randterme zu ergénzen,

Sk :/d‘lx@(x) [YuDy 4 m] p(x)
— [Ex[FP 0], [ Ex[FOPIO], . (2

Dabei ist die kovarinate Ableitung

Dup(x) = 9,p(x) + Ayu(x)ip(x). (3.28)

Die zugehorigen Randfelder sind

P+¢‘X0:O = P’ P*IP’xU:L = ‘O/’

_ _ _ B (3.29)
IPP_}XO:O = ‘0/ 1I)P+’X0:L = ‘O/'

Damit ist eine quantenmechanische Interpretation wie in Abschnitt 3.2 moglich. Die
Quarkfelder sollen weiterhin modulo einer Phase 6 periodischen Randbedingungen

gentigen,

¥(x + Lk) = el% y(x), (3.30a)

(x4 Lk) = p(x) e 1%, (3.30b)

3.6 Korrelationsfunktionen

Korrelationsfunktionen sind tiber die Erwartungswerte eines Produktes O von Feldern

bei verschwindenden Randwerten p’ = p’ = p = p = 0 definiert,

1 - _
©)={3 [Dlaplyipoe e} . (331)
p'=p'=p=p=0
O kann sich dabei aus den Eich-, Quark- und Antiquarkfeldern A, ¢,  zusammenset-
zen, iber die in diesem Ausdruck integriert wird, dariiberhinaus aber auch aus den
“Randfeldern”

6 = )
L8 o0 '
é (X) - 55/(){)/ g (X) - _(Sﬁ/(X) .
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3.6 Korrelationsfunktionen

Diese Randfelder treten zum Beispiel in den Definitionen

0" = / Pu / By (u)ysITL(v), (3.33a)
0" = / &u / & (w)ys 177 (v) (3.33b)
auf. Hieraus lassen sich die Korrelationsfunktionen
frlxo) = =3 (P'(1)0%), (3:340)
falxo) = =5 (45(x)0"), (3.34)
fi=(0"0%) (3.34¢)

konstruieren, wobei fp dem Einfiigen der pseudoskalaren Dichte P?, Gleichung (2.32b),
und fa dem des Axialstroms Af, Gleichung (2.32a), zum Zeitpunkt xo im Inneren des
Zylinders entspricht. fp, fo und f; sind in den Abbildungen 3.2 und 3.3 graphisch

dargestellt.
P, A
Xg = 0 Xp = 0
\/ \—/
LxLxL LxLxL

Abbildung 3.2: Veranschaulichung  der  Abbildung 3.3: Veranschaulichung  der

Korrelationsfunktionen Korrelationsfunktion  f;
fp und fa im Schrodin- im Schrodinger-Funktio-
ger-Funktional nal
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3 Das Schrodinger-Funktional

3.7 Gitterformulierung

Die bisherige Beschreibung des Schrodinger-Funktionals galt fiir das Kontinuum. Nun
soll beschrieben werden, wie das SF auf das Gitter iibertragen werden kann. Dazu
definiert man ein vierdimensionales hyperkubisches Gitter, wie in Kapitel 2 erwahnt.
Es bietet sich an, die Quarkfelder auch aufSerhalb des SE-Zylinders zu definieren, und

zwar, indem man ihnen aufSen den Wert Null zuweist,
P(x) =0, falls xp < 0 oder xp > L, (3.35)

und den Projektoren
()], o = Pop(x)],_ = 0. (3:36)

Verfahrt man ebenso auch fiir die Antiquarkfelder, kann die Fermionwirkung nun wie
in Gleichung (2.18) geschrieben werden, wobei die Summe wegen Gleichung (3.35)
weiterhin tiber alle Gitterpunkte x laufen kann. Die Eichwirkung

Salt] = — Y w(p)Sp {1 - U(p)) (3.37)
80 p

ist analog zu der in Gleichung (2.7) mit Ausnahme des zusitzlichen Gewichtungsfak-

tors

%CS falls p eine raumliche Plakette am Rand xy = 0 oder xo = L ist,

w(p) =< ¢ falls p eine zeitliche Plakette verbunden mit einer Grenzfldche ist,

1 falls p im Innern liegt.
(3.38)

Fiir normale Wilson-Fermionen wird
cs=c=1 (3.39)

gewdhlt. Zur Spezifizierung der Randbedingungen miissen dann bei xo = 0 und xp =
L Paralleltransporter von x + ak nach x gefunden werden. Diese sind durch

U(x, k)
U(x, k)

[xp=0 = "%, (3.40a)
=%, k=123 (3.40b)

|JCO
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3.7 Gitterformulierung

gegeben. Fiir die in Gleichungen (3.22) und (3.23) verwendeten Randfelder ergibt
sich durch diese Randbedingungen gerade eine eindeutige Konfiguration V, welche
die Wirkung minimiert: das Gitter-Hintergrundfeld. V kann daher durch das Hinter-
grundfeld B, Gleichung (3.24), ausgedriickt werden,

V(x,u) =B (3.41)

Fiir die in Gleichungen (3.34) definierten Korrelationsfunktionen gilt nun in der

Gitterformulierung
- _a62 (P*(x)Z(y)ysitE(2)), (3.42a)
_ z (AY DT F)vshel(@), (3420)
alz 1 /= -
fi=-t% ¥ g<g< Wys3TE MEIshi().  (342)
u\v,y,z

Damit lassen sich Renormierungsfaktoren

_ Vh

Zo=c oo ) L (3.43a)
. Vi

“a=e fa(xo=L/2) _— (3:430)

definieren, wobei ¢ und ¢ so gewdhlt werden, dass auf Baumgraphenniveau Zp = 1
ist. Werte fiir ¢ und ¢ fiir einige Gitterauflosungen sind in Tabelle B.3 gezeigt. Kon-
ventionell werden dabei die Werte von fpa bei xg = L/2 verwendet. Die Definitionen
(3.43) sind in ihrer Form dadurch motiviert, dass sich die Renormierungsterme der
Randfelder (3.32), Z;, welche in den Definitionen der Korrelationsfunktionen (3.34)
tiber (3.33) auftreten, gerade herauskiirzen.

In der Ebene der nackten Parameter erwartet man eine kritische Linie, auf der
die physikalische Quarkmasse verschwindet, und definiert demgemaf eine kritische
Quarkmasse [9],

o = me(g0)- (3.44)

Weiterhin definiert man die subtrahierte Quarkmasse dann als

mq = Mo — Me. (3.45)
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3 Das Schrodinger-Funktional

Die Bezeichnung my = m. in Gleichungen (3.43) bedeutet also, dass die Grofien bei
der kritischen, also bei verschwindender subtrahierter Quarkmasse, bestimmt werden.

Nun kann aus den Gleichungen (3.43)

Zpp = A (3.46a)

=< f—A(Xo —1/2) . (3.46b)

konstruiert werden, vergleiche Gleichung (1.10). Eine zusitzliche additive Renormie-

rung wie in Gleichung (1.8) ist bei Rechnungen in einem masselosen Renormierungs-

schema, vergleiche Gleichung (3.45), nicht vonnéten, da dann der Term ba pamgq ver-
schwindet.

Die in Gleichung (2.35) motivierte PCAC-Masse kann nun ebenfalls durch die Gitter-

Korrelationsfunktionen ausgedriickt werden,

_ Ifp(x0)
T , (3.47)

xO:L/Z

m

wobei hier 9 wie in Gleichung (2.36) und die verbesserte Korrelationsfunktion

fa=fa+ acA%S fp (3.48)

verwendet wurden. cp ist in Abhédngigkeit von g% sowohl perturbativ [26] als auch
nichtperturbativ bekannt, fiir Ny = 0 [20], und fiir den hier verwendeten Fall Ny = 2

[27],
1 —0.4485¢3

: 0

(3.49)

3.8 O(a)-Verbesserung im Schrédinger-Funktional

Bei der Ubertragung des SFs auf das Gitter muss die O(a)-Verbesserung der Gitter-
QCD, wie in Abschnitt 2.4 eingefiihrt, erweitert werden. Dadurch, dass das SF ein end-
liches Volumen einnimmt, werden an den Réndern ebenfalls O(a)-Effekte induziert,
die gesondert eliminiert werden miissen. Die Effekte auf das reine Eichfeld sind mit
der Wahl (3.38) des Gewichtungsfaktors und geigneten c; und c; in der Eichwirkung
(3.37) bereits kompensiert. Fiir das Quarkfeld allerdings bedarf es aufgrund dieser

Randeffekte eines weiteren Verbesserungsterms 6Sgy, (englisch boundary). Ein solcher
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3.8 O(a)-Verbesserung im Schrodinger-Funktional

kann in der Form [9]

8Sep[U, P, 9] = a* ) {(& —1) [Os(x) + Os(x)] + (6 — 1) [Oe(x) = O{(x)]}  (3.50)

X

geschrieben werden, wobei die hier auftretenden Felder

Ou(x) = 3(0e(Vi + Vi)p(x), (351a)
OLx) = 50 (Ii( Vi + V! (x), (351b)
Ox) = {PWIP-Vipy) + FWOVoP 4y} (3510)
Oi(x) = {9W)P-Vop(y) + PO VoPet(v)} (351d)

aus den Randfeldern gebildet werden.
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4 Die laufende Quarkmasse und ihre
Zwei-Schleifen anomale Dimension

4.1 Die Callan-Symanzik-Gleichung und die RGl-Parameter

Eine physikalische Observable P bezeichnet man als Renormierungsgruppeninvarian-

te, wenn sie die Callan-Symanzik-Gleichung erfiillt [28, 29],

2 Blg)=L +t(gn) Y i b P — 0 1)
”ay B(gr e SR izlmR,lalei =0. )

Die laufende Kopplung und die laufenden Quarkmassen konnen iiber Integration der

Renormierungsgruppengleichungen

ns = B(e)

om;

H a‘u = T(g)mi

mit den Randbedingungen

(4.2a)

(4.2b)

(4.3a)

. Ng (4.3b)

bestimmt werden. Hier treten die 8- und t-Funktionen auf. Diese sind im Allgemeinen

nichtperturbativ definiert, fiir kleine Kopplungen, ¢ — 0, kdnnen sie jedoch perturba-

tiv entwickelt werden,

-0
g) <" g Z b, (4.4a)

gZO g Z dngk
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4.2 Berechnung von ds-

Von den dabei auftretenden Koeffizienten by, dy sind die folgenden universell bekannt,

das heifdt, sie sind unhabhidngig vom gewéahlten Renormierungsschema:

by = (417[)2 <131N - ng> , (4.5a)
do = (417[)26&, (4.5b)
by = (4;)4 @41\12 — <133N — N1) Nf> , (4.5¢)
mit
Cr= (N*—1) /(2N) (4.6)

fiir die Eichgruppe SU(N).

Zugehorige Beispiele fiir Renormierungsgruppeninvariante sind der A-Parameter
der QCD und die RGI-Masse, die bereits in Gleichungen (1.4) definiert wurden.

Wie bereits in Abbildung 1.1 angedeutet, liegen die Renormierungsgruppeninva-
rianten bei “unendlicher” Energie: Sie sind unabhingig von der Energieskala. Aus
technischer Sicht sind sie die Integrationskonstanten der Integration der Differenti-
algleichungen (4.2) [7]. Die renormierungsgruppeninvarianten Quarkmassen M; sind
zudem unabhidngig vom verwendeten Renormierungsschema, wihrend A vom ver-
wendeten Renormierungsschema abhingt. So gilt zwischen A in einem und A’ in

einem anderen Renormierungsschema folgende Relation,
A = Aexp {Xg(l)/Zbo} , 4.7)

Xy wird im ndchsten Abschnitt definiert. Jede physikalische Observable kann als Funk-

tion der RGI-Parameter geschrieben werden [30],

P (p, g, {mri}) = P (A, {M;}). (4.8)

Daher werden diese auch als fundamentale Parameter der QCD bezeichnet.

4.2 Berechnung von d;F

Um die Berechnung der RGI-Masse M; aus Gleichung (1.4b) im Schroédinger-Funk-
tional-Schema, Kapitel 3, im Hochenergiebereich storungstheoretisch fortsetzen zu
konnen, dabei aber den Fehler in der Storungsrechnung gering zu halten, sollten die

Expansionskoeffizienten der Entwicklungen der - und t-Funktionen, Gleichungen
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4 Die laufende Quarkmasse und ihre Zwei-Schleifen anomale Dimension

(4.4), in gewiinschter Ordnung bekannt sein. Beide sollten jedoch bis zur zweiten Ord-
nung bekannt sein. Da die Koeffizienten bis zur Ein-Schleifen-Ordnung ebenso wie
der Zwei-Schleifen-Koeffizient der B-Funktion universell sind, Gleichungen (4.5), ist
also der Zwei-Schleifen-Koeffizient d; der t-Funktion im verwendeten Schema ge-
sucht, hier dem SF. Ferner ist auch der Drei-Schleifen-Koeffizient b, aus der Literatur
bekannt [31], daher soll nun die Zwei-Schleifen anomale Quarkmassendimension, d;,
im SF berechnet werden.

Zwei massenunabhingige Renormierungsschemata mit diagonalen Quarkmassen-

matrizen hingen tiber folgende Parameterrenormierungen zusammen [30],

W=cp, c¢>0, (4.9a)
8k = 8r \/%, (4.9b)
Mg = MriXm(gr), i=1,..., N (4.9¢0)

Wenn eine physikalische Observable unter diesen Transformationen invariant ist, so
gibt es eine Funktion P’, die folgender Relation gentigt,

P" (' (1), 8R(8R), {mR i (gr, mRi) }) = P (1, 8, {mr,i}), (4.10)

und die die Callan-Symanzik-Gleichung im gestrichenen System erftillt, wobei die -

und 7-Funktionen im gestrichenen System durch

a /
B'(8R) = {ﬁ(gR)agR} , (4.11a)
8R J gr=gr(gk)
T(gr) = {T(gR) + ﬁ(gR)aa In Xm(gR)} (4.11b)
SR Sr=3r(gk)

gegeben sind.
Weiterhin gilt folgende Relation fiir den Zusammenhang von d; in zwei Renormie-
rungsschemata [30]:
di = dy +2bp ) — do V. (4.12)

Mit Gleichung (4.12) kann nun also unter Kenntnis von [30]

vy 1 203 3 10
MS _ U N1
d1 = (47[)4CF ( 6 N 2N 3 Nf) (4.13)

dy in einem beliebigen anderen Renormierungsschema, also z.B. dem SE, bestimmt
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4.2 Berechnung von ds-

werden. Der Vorteil an dieser Relation ist, dass d1, eine Zwei-Schleifen-Grofie, nun aus
Ein-Schleifen-Grofsen bestimmt werden kann. Dadurch wird eine erheblich aufwandi-
gere direkte Zwei-Schleifen-Rechnung vermieden.

In Gleichung (4.12) sind Xé}, 20, die Ein-Schleifen-Terme der storungstheoretischen Ent-
wicklung der &y, ¢ aus den Gleichungen (4.9) fiir gr — 0,

—0 s
Xmg(gr) " 14 Y Aiek. (4.14)
k=1

Es ist im SF mit 6 = 7t/5 [30]

1
Xg(l) = 2bg ln(qL) — 77-[ (CLO + CLle) , (415)
wobei
c10 = 1.25563(4), c11 = 0.039863(2) (4.16)
numerisch bekannt sind [30, 32].
Xm ist bestimmt durch o
Xy = SE 4.17)
mys

wobei X in Gleichung (4.12) als der Term erster Ordnung der stérungstheoretischen

Entwicklung von Gleichung (4.17) in g3 zu verstehen ist, vergleiche Gleichung (4.14),
und dabei fiir Tgpy ebenfalls eine storungstheoretische Reihenentwicklung der lau-
fenden Quarkmassen im SF- bzw. MS-Schema einzusetzen ist.

Aus [30, 33, 34] sind

Tigs = mq {1+ 88 [~doIn(ap) +0.122282(1) - Cr + O(g) } (4.18)
und
e = mq {1+ g3 28 — 2" + 2] + ot }. (4.19)

ZI(I}) ist bekannt [10]. Es soll nun also weiterhin
z\ = (20 -2) (4.20)

bestimmt werden. Dabei ist ZSIZ der Ein-Schleifen-Koeffizient der storungstheoreti-

schen Reihenentwicklung in g3,

Zap =1+ @27 +0(gd). 4.21)
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4 Die laufende Quarkmasse und ihre Zwei-Schleifen anomale Dimension

Diese Berechnung wird im nédchsten Abschnitt ausgefiihrt.

4.3 Bestimmung von ZEIZ

Nach Gleichung (3.43b) ist

A = 5\;51. (4.22)
Dabei ist
f(O)
F= 1A (4.23)
£

eine Normierungskonstante, die gerade so definiert ist, dass auf Baumgraphenniveau
Za = 1 ist. Einige Werte fiir ¢ sind in Tabelle B.3 fiir verschiedene Gittergrofien L
gezeigt.

Die Berechnung von Z, folgt [35]. Demgemafs konnen nun perturbative Reihenent-

wicklungen fiir fa 1 in g%,

far = O+ G f +0(gd), (4.24)

angesetzt werden. Das Einsetzen der Entwicklungen (4.24) liefert, bis zur 1. Ordnung

in g7,

VA VA + g +ogh)

= . (4.25)
0 1
o+ g +0(sh)
Dieser Bruch (4.25) kann nun mit den Taylor-Entwicklungen
Va+x=+a+ 2\1/ax+O(x2), (4.26a)
1 1 1.4 O(x?) (4.26b)
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4.3 Bestimmung von Zlg

umgeschrieben werden. Dann ist, bis zur ersten Ordnung in g7,

Vi [£0) 4 g2 1 1
—=(Vhi tg f o) | | = — —— 7V +0(gd)
fa ( e ) s (f}f)”
fl(O) e f1 \/fl A
(go)

A 2 f1 A (fA)

T i [ -] o

1+¢5 — 2 +O(g0)}. (4.27)
7 21" 1Y
Es ist also

1)

z() = I —% (4.28a)
217 fa

= za(0) - Cg + O(a?). (4.28b)

Dieser Ausdruck ist mit einem dafiir modifizierten Satz vorhandener FORTRAN-

Programme berechnet werden.
Z hat dabei die folgende Gestalt [36]

(1) L/a—oco d An + B, ln(L/a)
Z,y (L/a) "~ zp+ E

(4.29)

Daraus kann z mittels der erstmals in [36] vorgestellten Blocking-Methode extra-
hiert werden, indem die (L/a)"-Beitrdge Ordnung fiir Ordnung in einzelnen Blocking-
Schritten entfernt werden. Werden die (L/a)"-Kontaminationen auf diese Art elimi-
niert, kann der Kontinuumswert von za abgeschdtzt werden [34]. Fiir 6§ = 0.5 ergibt
sich damit *

za = —0.054606(49). (4.30)

(1)

Da ferner Z;

bekannt ist [30], konnen jetzt ﬁélF) , Gleichung (4.18), und ml(\/[)s, Glei-
chung (4.19), zur Bestimmung von Xrgll) in Gleichung (4.17) eingesetzt werden. Da
Xg(l) , Gleichung (4.15), und dllws, Gleichung (4.13), bekannt sind, kann nun tiber die

Identitat (4.12) d?F bestimmt werden.

tBesonderer Dank geht an Dirk Hesse fiir die Zurverfligungstellung seines Blocking-Programms, mit
dem die Berechnung dieses Wertes durchgefiihrt worden ist.
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4 Die laufende Quarkmasse und ihre Zwei-Schleifen anomale Dimension

Es ergibt sich
d3F = 0.0077841(54). (4.31)

Der Fehler von d$F ergibt sich aus der Fehlerfortpflanzung der Gréfen in Gleichung
(4.12).

Damit ist nun die Zwei-Schleifen anomale Quarkmassendimension, also der zweite
Koeffizient der storungstheoertischen Reihenentwicklung der 7-Funktion, Gleichung
(4.4b), im Schrodinger-Funktional-Schema bekannt. Dies ist nun hinreichend genau,
um damit, in Gleichung (1.4b) fiir 7(x) eingesetzt, in diesem Renormierungsschema
den perturbativen Teil der Berechnung der RGI-Masse durchzufiihren. Diese Rech-

nung wird im nédchsten Kapitel besprochen.
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5 Bestimmung von Zy,

Wie bereits in Kapitel 1, Gleichung (1.7), gezeigt, ist

M Za(80)
m(p)  Zp(go, 1)

= mjz/;/l) X ZAp(go,‘u). (51)

Zm(8o) =

In diesem Kapitel soll nun zunéchst der erste, universelle Faktor, M /7i(y), bestimmt
werden, dann in Abschnitt 5.4 der zweite, nicht universelle Faktor Zsp(go, ). Aus dem
Produkt der beiden kann dann Zy((go) berechnet werden. Die Vorgehensweise dazu
folgt dabei strukturell der in der Literatur [6, 7] dargestellten.
Zur Bestimmung des ersten Faktors kann Gleichung (1.12) verwendet werden,

M M 1 (Uhigh)

ﬁ(,ulow) N m(,uhigh) * m(,ulow)‘ (5.2)

Der erste Term der Gleichung (5.2), M/ (pinign), kann perturbativ berechnet werden.
Fiir die nichtperturbative Berechnung des zweiten Teils, 7(inigh ) /71 (J1ow ), kann dann
die in Abschnitt 1.5 eingefiihrte Step-Scaling-Funktion verwendet werden. Der voll-
stindige Ausdruck kann damit nach Gleichungen (1.15b) und (1.17b) geschrieben wer-

den als M M
- = -1 .
(1 L) 6 X TA/Ly) (5:3)
mit
wo =1, (5.4a)
k
Wy = HU’AP(uk). (54b)
i=1

Der Index k in den Gleichungen (5.3) und (5.4) ist dabei iiber die rekursive Gleichung
fur die Kopplungen uy,

o (k1) = g, (5.5)
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5 Bestimmung von Zy

gegeben. Die Skalenevolution beginne dabei im Niederenergiebereich bei einer Ener-
gieskala 1/ Lmax,
o = °(Lmax) = 4617, (5.6)

und reiche zu hoheren Energieskalen 1/Li, k = 1,...,8. Die Vorgehensweise zur Lo-
sung dieser rekursiven Gleichung wird im ndchsten Abschnitt ausgefiihrt.

5.1 Rekursion fur u;

Als Eingangsdaten zur Losung der rekursiven Gleichung (5.5) werden die Werte von
u aus [8], Tabelle 5.1, verwendet.

u o(u) | Ao(u) k U
0.9793 | 1.0778 | 0.0036 0 4.61
1.1814 | 1.3285 | 0.0050 1 | 3.038(16)
1.5031 | 1.741 | 0.012 2 | 2.346(21)
1.7319 | 2.049 | 0.020 3 | 1.921(20)
1.5031 | 1.738 | 0.010 4 | 1.628(17)
2.0142 | 2.516 | 0.022 5| 1.413(14)
24792 | 3.281 | 0.039 6 | 1.250(12)
3.3340 | 5.670 | 0.080 7 | 1.121(10)

8 | 1.018(10)

Tabelle 5.1: Werte von u aus [8]

Tabelle 5.2: Losungen von (5.5): uy fiir
verschiedene k aus Abbil-
dung 5.1. Die Berechnung des
Fehlers der Werte ist in Ab-
schnitt C.1 beschrieben.

Die Werte von u aus Tabelle 5.1 konnen dazu durch ein Polynom interpoliert werden

[4],
o(u) = u+ sou® + s1u’ + sou’ + s31u° + s4u°, (5.7)

*Der Wert von g% = 4.61 entspricht gerade B ~ 5, einem Bereich der Kopplung, in dem konventionell
viele weiterfiihrende Rechnungen durchgefiihrt werden. Vergleiche auch Abschnitt 5.4 und Tabelle
5.8.
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5.2 Der Integralteil

Parameter ‘ So ‘ S1 ‘ Sy ‘ S3 ‘ S4
Wert | 0.0790093 | 0.010449 | 0.0244084 | —0.0181697 | 0.00403666

Tabelle 5.3: Ergebnisse des Fits fiir o(u), Gleichung (5.7)

mit [8]

S0 = Zbg In 2, (58a)
s1 = (2bpIn2)% 4 2b; In2; (5.8b)

dies entspricht einer Fixierung der fithrenden Asymptotik fiir kleine u.

Der Fit ist mit dem Gauf3-Jordan-Algorithmus [37] durchgefiihrt worden. Die resul-
tierenden Fitparameter sind in Tabelle 5.3 eingetragen. Der Fit ist in Abbildung 5.1
dargestellt. Das Losen von Gleichung (5.5) entspricht nun einer rekursiven Nullstel-

lensuche mit dem Anfang (5.6), also
0=u + sou% + slu? + 52u‘1L + S3u? + 54u? —4.61. (5.9)

Gleichung (5.9) kann numerisch gelost werden; das Ergebnis fiir #; wird dann gemafs
(5.5) und (5.7) zur Berechnung von u; verwendet und so fort. Es ergeben sich Werte
fur uy,k = 0,...,8 wie in Tabelle 5.2 gezeigt. Das Verfahren zur Bestimmung der

Unsicherheiten der einzelnen u; ist in Abschnitt C.1 beschrieben.

5.2 Der Integralteil

Zur Bestimmung des Integralteils muss Gleichung (1.4b) fiir verschiedene k gelost
werden. Fiir die - und 7-Funktionen kdnnen nun ihre storungstheoretischen Reihen-

expansionen (4.4) eingesetzt werden. Mit Gleichung (1.24a),

we = g (L), (5.10)
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5 Bestimmung von Zy

Polynomialer Fit o (u)

7 T T T T T
u ——
6l o(u) |
F
5t 4
Yamn 4 B 7
=
b 3 | = n
2 L o 1
1} — |
O 1 1 1 1 1
0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

u

Abbildung 5.1: Polynomialer Fit fiir o(u) gemaB (5.7). Die Koeffizienten des Polynoms
sind in Tabelle 5.3 eingetragen.
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5.3 Der Step-Scaling-Teil

k U M/m(1/Ly) | oap(ug)

0 4.61 1.0637022 | 0.74951075
1 | 3.038(16) 1.3355924 | 0.83663257
2 | 2.346(21) 1.5247536 | 0.87806019
3 | 1.921(20) 1.6834873 | 0.90350926
4 | 1.628(17) | 1.8235819 | 0.92068838
5 | 1.413(14) 1.9497476 0.9329334
6 | 1.250(12) | 2.0648077 | 0.94202389
7 | 1.121(10) | 2.1707743 | 0.94899884
8 | 1.018(10) 2.2691713 0.95449911

Tabelle 5.4: Ergebnisse fir M /m(1/Ly) aus Gleichung (5.11) und fiir oap(uy), vergleiche
Gleichung (5.4), fiir verschiedene 1

ergibt sich also, auf Zwei-Schleifen-Niveau,

Vi
M —do/2b0 B / —x* (do +d1x*)  dy
/L) o) ReR) = e ) x| (O
Mit den Gleichungen (4.5), (4.31) und [31]
st - 0.064(10) (5.12)
2 IN=2  (4m)3

kann (5.11) nun numerisch fiir verschiedene uy, Tabelle 5.2, gelost werden. Die Ergeb-

nisse dieses Integralteils sind in Tabelle 5.4 gezeigt.

5.3 Der Step-Scaling-Teil
Wie bereits in Abschnitt 1.5 angedeutet, kann X ap(u,a/L) aus

Zap(8o,a/2L)

Eap(u,a/L) = Zap(go,a/L)

(5.13)

mit Zap(go, L/a) aus Gleichung (1.10) berechnet werden, vergleiche Gleichung (1.22).
Die Struktur des zu dieser Berechnung verwendeten Datensatzes ist in Tabelle B.1
gezeigt. Die Berechnung der relevanten Grofien aus dem Datensatz ist unter Verwen-
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5 Bestimmung von Zy

u OAP Aoap
0.9793 | 1.03778 | 0.00643862
1.1814 | 1.05792 | 0.00296498
1.5031 | 1.07891 | 0.00391041
2.0142 | 1.11194 | 0.0128098
2.4792 | 1.14673 | 0.0201829
3.334 | 1.22057 | 0.0224176

Tabelle 5.5: Kontinuumswerte oap der Step-Scaling-Funktion, Tabelle B.2, Abbildung
5.2. Bei der Kontinuumsextrapolation ist der L = 6-Wert nicht berticksich-
tigt worden. Der Fehler Acap setzt sich zusammen aus dem statistischen
Fehler des Fits und der Abweichung des Fits vom L = 8-Wert.

dung des Jackknife-Verfahrens, Abschnitt B.3, durchgefiihrt worden. Der Fehler der so
berechneten Grofien ergibt sich aus der Jackknife-Fehlerformel, Gleichung (B.1).
Die Ergebnisse der Zap(u,a/L), Zap(u,a/2L) sowie deren Verhaltnis Xap(u,a/L) fiir
verschiedene Kopplungen u; sind in Tabelle B.2 gezeigt. Diese Xap(u,a/L) konnen
nun in (a/L)? zum Kontinuum extrapoliert werden, vergleiche Gleichung (1.23),

oAp = 11rr(1) ZAP(M,EI/L). (514)
a—

Wie in den fritheren Arbeiten aus der Literatur erwiesen sich aber die Cutoff-Effekte
als klein; daher ist der Wert bei Zap(u,L = 6) jeweils bei der Extrapolation nicht
berticksichtigt worden. Die Werte fiir oap(1, a/L) sind in Tabelle 5.5 gezeigt. Der Fehler
Acpp ist dabei die Summe des statistischen Fehlers des Fits und der Abweichung
des Fits vom Wert bei L = 8. Die Kontinuumsextrapolationen sind in Abbildung 5.2
gezeigt.

Die so erhaltenen oap(1,a/L) konnen durch einen polynomialen Fit interpoliert wer-
den,
oap(u) = 1+ pou + pru® + pau’ + psu?, (5.15)

mit dem fiihrenden, universellen Term

po = —doIn2. (5.16)
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5.3 Der Step-Scaling-Teil

Step-Scaling-Funktion fiir X ap

1.25 T T T T T T
[ { Z‘AP [ —
u = 3.340
1.2 + , ! .
I
1.15 + tou=24792 i
5 ; {
3 7 I =20142
11} [ : P
. . u=11814_
LSy I s u=09793 ©
il t
1 1 1 1 1 1 1
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
(a/L)?

Abbildung 5.2: Kontinuumsextrapolation der Xap aus Tabelle B.2 fiir verschiedene
Kopplungen u. Die L = 6-Werte sind bei der Extrapolation nicht bertick-
sichtigt worden; der Kontinuumswert ist also der gewichtete Mittelwert
aus dem L = 8- und dem L = 12-Wert. Die Fehler der Kontinuumswer-
te sind die Summe aus dem statistischen Fehler der Extrapolation und
der Abweichung des Kontinuumswerts vom jeweiligen L = 8-Wert. Die

Kontinuumswerte sind in Tabelle 5.5 gezeigt.
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1-35 T T T T T T T

1.25
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1.15 |
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Abbildung 5.3: Verschiedene Moglichkeiten f(u),g(u), h(u),i(u) des Fits (5.15) durch
die Datenpunkte aus Tabelle 5.5. Die Fitparameter sind in Tabelle 5.6
gezeigt. f(u) entspricht den Datenpunkten am besten.

Aufgabe des Fits ist es, die Werte aus Tabelle 5.5 moglichst genau zu beschreiben.
Dazu sind drei verschiedene Moglichkeiten f(u), g(u), h(u) des Fits (5.15) betrachtet
worden, bei f(u) wurde p3 = 0 gesetzt, bei g(u) p» = p3 = 0 und bei h(u) wurden
p2 und p3 als Fitparameter belassen. Zusitzlich ist ein Fit i(u) durchgefiihrt worden,
bei dem neben p; und p; auch pg als Fitparameter belassen wurde. Es sollte sich
dabei fiir py ein Wert ergeben, der ungefahr der Fixierung (5.16) entspricht und damit
diese rechtfertigt. Die entsprechenden Ergebnisse fiir die Fitparameter sind in Tabelle
5.6 gezeigt. Die zugehorigen Fits sind in Abbildung 5.3 gezeigt. Fiir den weiteren
Verlauf der Rechnung ist mit der Fitfunktion f(x) gearbeitet worden, da diese die
Datenpunkte am besten durchlauft.

Der Faktor wy ergibt sich gemafs Gleichungen (5.4) aus einem Produkt der Funktions-
werte von oap (1) bei den verschiedenen Kopplungen u aus Tabelle 5.2. Die Ergebnisse
der oap(uy) sind in Tabelle 5.4 eingetragen. Die Ergebnisse des Faktors M/7i(1/Ly),
Gleichung (5.11), fiir die verschiedenen u; sind ebenfalls in Tabelle 5.4 eingetragen.
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5.4 Bestimmung von Zap(go, 1) und Zy

Parameter f(u) g(u) h(u) i(u)
Po 0.0351152 0.0351152 0.0351152 0.027390836
P1 0.0124856 0.010583 0.0103523 0.020735265
p2 —0.000949492 0 0.00124681 —0.0028166073
p3 0 0 —0.000480785 0

Tabelle 5.6: Ergebnisse der Fitparameter fiir vier verschiedene Fitfunktionen gemaf3
Gleichung (5.15). Der Wert fiir p, der bei der Fitfunktion i(u) als Fitparame-
ter belassen wurde, liegt nahe bei dem der Fixierung durch die Bedingung

(5.16). Diese scheint also bei den anderen drei Fitfunktionen gerechtfertigt.

Damit kann nun der vollstindige Ausdruck
—w X = (5.17)
als Produkt der Gleichungen (5.4) und (5.11) fiir verschiedene k berechnet werden,

M
m - (TAP(H()) C et UAP(uk)

g (x) d (5.18)
X (2bpg?) 90/ ex —/dx { - 0] .
( 08 ) p J B ( x) box
Die Ergebnisse fiir k = 0, ..., 8 sind in Tabelle 5.7 gezeigt. Das Verfahren zur Bestim-
mung der Unsicherheiten der einzelnen Werte ist in Abschnitt C.2 ausgefiihrt. Die
Werte in Tabelle 5.7 weisen eine hohe Stabilitdt in k auf. Es kann daher also der Wert

tiir k = 8 als Ergebnis gewihlt werden,

M

T = 1.104(29). (5.19)

5.4 Bestimmung von Zp(go, #) und Zy

Zur Berechnung von Zy;(go), Gleichung (5.1), muss nun also noch Zap(go, #) bestimmt
werden. Die Vorgehensweise dazu folgt der aus [6, 7]. Fiir drei verschiedene Werte der
Kopplung B wurde dazu Zap bei verschiedenen Werten von g berechnet, Tabelle 5.8.
Die Rekursion in der Berechnung des universellen Faktors M/m begann bei einem
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5 Bestimmung von Zy

k m M /7 (1/ Limax)
0| 46l 1.064

1| 3.038(16) | 1.117(14)

2 | 2.346(21) | 1.120(20)

3 | 1.921(20) | 1.117(24)

4 | 1.628(17) | 1.114(25)

51 1.413(14) | 1 112(27)

6 | 1.250(12) | 1.109(28)

7 | 1.121(10) | 1.106(28)

8 | 1.018(10) | 1.104(29)

Tabelle 5.7: Ergebnisse fiir M /71(1/ Lmax) nach Gleichung (5.18) fiir verschiedene k. Die
Berechnung des Fehlers der Werte ist in Abschnitt C.2 beschrieben.

Wert von §*(Lmax) = 4.61, Gleichung (5.18), Tabelle 5.7. Zap soll nun ebenfalls bei
3> = 4.61 ermittelt werden. Dabei ist dieser Wert fiir die Simulation bei g = 5.20 be-
reits gegeben, wohingegen fiir die beiden anderen Werte eine Interpolation zu diesem
gewlinschten Wert vorgenommen werden muss. Gleichung (1.4b) liefert die Motivati-
on zu dem Fitansatz

In(Zap) = c1 + 2 In(g%) (5.20)

jeweils zwischen den beiden Werten bei Kopplungen grofer und kleiner als §° =
4.61, wobei ¢; und c; die Fitparameter sind. Die Fits sind in Abbildung 5.4 gezeigt.
Zusétzlich zum logarithmischen Fit ist jeweils ein linearer Fit

In(Zap) = c1 + €237 (5.21)

zwischen den beiden Punkten durchgefiihrt worden, die ebenfalls in Abbildung 5.4
gezeigt sind. Die jeweiligen Fitparameter sind in Tabelle 5.9 eingetragen; die Koeffi-
zienten ¢, der logarithmischen Fits liegen ungefdhr bei dy/(2by) = 0.4138, was den
Fitansatz (5.20) plausibel erscheinen lésst, vergleiche Gleichung (1.4b).

Vermoge dieser Fits kann nun fiir f = 5.29 und = 5.40 jeweils der Wert fiir Zap(3> =
4.61) bestimmt werden, siehe Tabelle 5.10. Gemif8 Gleichung (5.1) kann schlie8lich Zy
als Produkt des universellen Faktors Gleichung (5.19) und des nicht-universellen Fak-
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5.4 Bestimmung von Zap(go, 1) und Zy

Fit zur Bestimmung von Zp

0.8 T T T T T
1n(ZAP) —
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Abbildung 5.4: Fits nach Gleichung (5.20) fiir § = 5.29 und B = 5.40 zur Bestimmung
von Zap bei §2 = 4.61. Zusétzlich zum Fitansatz (5.20), Bezeichnung

‘log’, ist jeweils ein linearer Fit, (5.21), ‘lin’, durchgefiihrt worden. Die

Fitparameter sind in Tabelle 5.10 eingetragen.

B | L/a 3 ZAp

520 | 4 | 3.65(3) | 1.9126(71)
520 | 6 | 4.61(4) |21117(53)
529 | 4 | 3.394(17) | 1.7858(57)
529 | 6 | 4.279(37) | 1.9404(56)
529 | 8 | 5.6509) |2.1117(52)
540 | 4 | 3.188(24) | 1.5621(44)
540 | 6 | 3.861(34) | 1.8076(45)
540 | 8 | 4.747(63) | 1.9391(41)

Tabelle 5.8: Werte fiir Zap fiir verschiedene Kopplungen. Die Werte von g* stammen

aus [8].
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5 Bestimmung von Zy

Parameter || g =529log | f=5401log || p=5291in | p=5401in
0.220492 | 0.132805 0.398907 | 0.285984
0304329 | 0339895 || 0.0616952 | 0.0792526

Tabelle 5.9: Fitparameter fiir die Fits (5.20), ‘log’, und (5.21), ‘lin’, fiir B = 5.29 und
B = 5.40. Die Fits sind in Abbildung 5.4 dargestellt.

B | Zw | Zu

5.20 | 2.1117(53) | 2.331(6)(61)
5.9 | 1.9849(58) | 2.191(6)(57)
5.40 | 1.9198(46) | 2.120(5)(55)

Tabelle 5.10: Werte fiir Zap und Zy gemaf Gleichung (5.1) bei > = 4.61 fiir verschie-
dene B aus dem Fit (5.20).

tors Zap (gz = 4.61) errechnet werden. Die Werte fiir Zy fiir § = 5.20,5.29,5.40 sind
ebenfalls in Tabelle 5.10 gezeigt. Der Fehler der Zap ist die Summe aus dem statisti-
schen Fehler aus dem Fit und der Differenz zwischen dem Wert aus dem logarithmi-
schen Fit, Gleichung (5.20), und dem aus dem linearen Fit, Gleichung (5.21). Der erste
Fehler von Zy; stammt aus dem Fehler des Faktors Zsp, der zweite Fehler stammt aus
der 2.6%-igen Ungenauigkeit des Wertes von M/, Gleichung (5.19).
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5 Bestimmung von Zy

5.5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Quarkmassenrenormierungsparameter bestimmt, also der
skalenabhdngige Faktor, der die Energieabhdngigkeit der Quarkmasse beschreibt. Die-
ser lasst sich nach Gleichung (1.7) als ein Produkt aus zwei Termen darstellen, deren
Berechnung in Kapitel 5 ausgefiihrt wurde. Strukturell folgte dabei die hier verwende-
te Vorgehensweise der in der ALPHA-Kollaboration entwickelten [6, 7], jedoch wurde
abweichend dazu in dieser Arbeit der in Gleichung (1.10) auftretende Faktor Zap als
ein Faktor tiiber eine Renormierungsbedingung bestimmt, und nicht Z, und Zp sepa-
rat.

Die diesem modifizierten Ansatz zugrunde liegende Idee bestand darin, insbesondere
im Bereich intermedidrer und schwacher Kopplung, moglicherweise eine vergleichba-
re numerische Genauigkeit erreichen zu konnen. Der Fehler des universellen Faktors
M /1 (1/Lmax) in Tabelle 5.7 ist etwas grof8er als der in der Literatur [6]. In die Berech-
nung dieses Faktors und damit des Fehlers desselben flieflen die Kontinuumsextra-
polationen cap der Step-Scaling-Funktion ein, vergleiche Tabelle 5.5 und Abbildung
5.2. Wie daraus ersichtlich, ist der Fehler der oap bei grofien Kopplungen u deut-
lich grofler als der bei kleinen u. Insbesondere die Werte von cap bei u = 3.340 und
u = 2.4791 weisen dabei einen verhaltnismafsig grofien Fehler auf. Wird jedoch der Be-
reich intermedidrer Kopplung betrachtet, indem die Rekursion Gleichung (5.5) nicht
bei up = 4.61, wie in Gleichung (5.6), sondern bei niedrigeren Werte von u begonnen
wird, so kann der Einfluss der Werte mit groflem Fehler gemindert werden, und somit
reduziert sich dadurch auch der resultierende Fehler, vergleiche Tabelle 5.11. Dieser
ist dann vergleichbar mit dem in der Literatur erhaltenen.

Eine mogliche Anwendung des hier vorgestelleten Verfahrens konnte dann darin be-
stehen, dass Rechnungen in anderen Renormierungsschemata im Bereich mittlerer
Kopplung an den hier benutzten Ansatz ankniipfen, zum Beispiel auch massive Re-
normierungsschemata [38], indem die Skalenevolution zu hoheren Energien dann in
diesem Renormierungsschema vorgenommen wird. Weiterhin kénnten auch in Zu-

kunft Ny = 4-Rechnungen iiber das vewendete Verfahren durchgefiihrt werden.

Als eine praktische Anwendung der hier durchgefiihrten Rechnungen kann die Be-
rechnung der RGI-Masse des strange-Quarks vorgenommen worden. Die Strategie
dazu folgt der aus [6]. Mit den dort verwendeten Notationen ist zunédchst die Referenz-
RGI-Masse gegeben durch

Moot = ZitMref; (5.22)
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5.5 Zusammenfassung und Ausblick

k Uy M/1(1/ Limax)

0 4.61

1| 3.038(16) | 1.336(16)

2 | 2.346(21) | 1.339(23) | 1.524(21)

3 | 1.921(20) | 1.336(23) | 1.521(20) | 1.683(20)
4] 1.628(17) | 1.332(22) | 1.517(19) | 1.679(17)
5 | 1.413(14) | 1.329(21) | 1.513(18) | 1.675(16)
6 | 1.250(12) | 1.325(22) | 1.510(19) | 1.671(16)
7 | 1.121(10) | 1.322(23) | 1.506(20) | 1.667(18)
8 | 1.018(10) | 1.319(24) | 1.503(22) | 1.663(19)

Tabelle 5.11: Ergebnisse fiir M/ (1/Lmax) nach Gleichung (5.18) fiir verschiedene k.
Anders als fiir die Berechnung der Werte in Tabelle 5.7, ist die Rekursion
aus Gleichung (5.5) hier nicht bei 1y = 4.61, Gleichung (5.6), sondern bei
niedrigeren Werten von 1y begonnen worden. Dadurch kann der Fehler in

M /m reduziert werden.

Ergebnisse fiir M, sind in Tabelle 5.12 und in Abbildung 5.5 gezeigt. In der Referenz
wird nun aufgrund der deutlichen Cutoff-Effekte auf eine Kontinuumsextrapolation
verzichtet; stattdessen wird der Wert des kleinsten (a/r)? als Ergebnis genommen,
also M,es = 72.0(2.7) MeV. Mit den hier erhaltenen Daten ist sowohl eine lineare, f(x),
als auch ein konstante, g(x), Kontinuumsextrapolation vorgenommen worden; zum
Vergleich ist ein linearer Fit der Daten aus der Literatur vorgenommen worden, h(x).
Die erhaltenen Fitparameter sind in Tabelle 5.13 eingetragen; die Fits sind in Abbil-
dung 5.5 graphisch gezeigt. Legt man die konstante Kontinuumsextrapolation g(x)

zugrunde, so ergibt sich als Ergebnis
M;es = 73.4(4.6)(1.9) MeV. (5.23)

Der erste Fehler in Gleichung (5.23) ist der statistische Fehler, der sich durch die
Kontinuumsextrapolation ergibt; zu diesem ist dabei die Abweichung des Ergebnis-
ses vom Wert bei f = 5.40 addiert worden. Der zweite Fehler enstammt der Unge-
nauigkeit von M /m, Gleichung (5.19). Dieses Ergebnis beinhaltet schon eine Konti-
nuumsextrapolation, weswegen der Fehler separat beriicksichtigt wurde, vergleiche
Tabelle 5.10. Dieser Wert deckt sich dabei sehr gut mit dem in [6] ermittelten Wert von
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B | amu | M [MeV] | My [MeV] aus [6]
5.20 | 0.01410(30) | 70.7(3.6) 58.7(3.2)
529 | 0.01352(28) | 70.3(3.4) 63.5(3.2)
540 | 0.01300(18) | 76.2(2.4) 72.02.7)

Tabelle 5.12: Die nach Gleichung (5.22) berechnete Referenzmasse M,¢f in MeV fiir rg =
0.5 fm unter Verwendung der Werte von ry/a aus [8] und von am,¢ aus [6].
Zum Vergleich sind die Ergebnisse fiir M, aus dieser Referenz ebenfalls

gezeigt. Vergleiche auch Abbildung 5.5.

Parameter‘ f(x) ‘g(x)‘ h(x)
o 854 | 734 | 923

—473.6 0 —1011.6

C2

Tabelle 5.13: Fitparameter fiir die Fits aus Abbildung 5.5 der Form f, g, h(x) = c1 + cox.

M, = 72.0(3)(13) MeV.

Mit den ebenfalls in [6] angestellten Uberlegungen kann schlielich die RGI-Masse des

strange-Quarks tiber

48
M ~ 5= Mot (5.24)

bestimmt werden. Dieser Vorgehensweise folgend, kann die RGI-Masse des strange-

Quarks damit zu
M = 141(9)(4) MeV (5.25)

berechnet werden.
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Abbildung 5.5: My fiir verschiedene (a/r¢)?, Tabelle 5.12. f(x) ist ein linearer Fit durch
die Punkte, g(x) ein konstanter Fit. Zum Vergleich sind die Werte aus

[6] ebenfalls gezeigt, sowie ein linearer Fit durch diese Punkte, #(x). Die

Parameter der Fits sind in Tabelle 5.13 gezeigt.
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A Notationen

Lorentz-Indizes der Raumzeit i, v, ... laufen von 0 bis 3, Indizes k, [, ... sind Raumin-
dizes und laufen iiber die Raumrichtungen von 1 bis 3. Indizes a4, b, ... von Symme-

triegruppen laufen tiber die Menge der Indizes der jeweiligen Gruppe.

A.1 Dirac-Matrizen

Die Dirac’schen Gamma-Matrizen haben in der chiralen Darstellung folgende Gestalt,

0 ey
YV = + . (A.].)
e, 0

Dabei sind die 2 x 2-Matrizen e, durch
e = —1, er = 10y (A.2)

gegeben. Hierbei sind

(0 1) (o i) (1 0 )
= , 0y = , 03 = (A.3)
1 0 i 0 0 -1

die Pauli-Matrizen; es ist

[G,‘, 0']] = Ziei]'ka, 0'12 = 1. (A4)
Damit gilt nun
'Y;,rl =Yu, {Y}u YV} = 26yv- (A5)
Definiert man
Y5 = YoY1Y2Y3, (A.6)
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A Notationen

so ist
1 0
Vs = , (A7)
0 -1
und es gilt
vs=vi vi=1 (A.8)
Die hermiteschen Matrizen )
i
Oyy = 5 [Yy/'YV] (A9)

sind dann durch

Ok 0 O 0
ook = , Oij = —E€jjk (A.10)
0 —ox 0 —ox

mit dem total antisymmetrischen Tensor €;j gegeben.

A.2 Generatoren der SU(3)

Der Feldstiarketensor der SU(3) ist
Fi, = 0, A) — 9, Al + gf" A} AT, (A11)
a=1,...,8, mit dem Eichfeld A,. Dabei ist
Dy =0, —igT"A} (A.12)

die kovariante Ableitung. f*¢ sind die SU(3)-Strukturkonstanten und T die Genera-

toren mit

[T%, TY] = if*eTe (A.13)
und
Aﬂ
T =" (A.14)
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A.2 Generatoren der SU(3)

Die Gell-Mann-Matrizen A, sind gegeben durch

Ok 0
Ak — 7 A4 =
0 0

000
00 11,
010

o o O

mit den Pauli-Matrizen oy, Gleichung (A.3).

(A.15)
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B Details zur numerischen Analyse

B.1 Struktur der Daten

Der Datensatz, der den Rechnungen dieser Arbeit zugrunde liegt, wurde im Rahmen
der Rechnungen zu [6] auf den APE-Rechnern in Zeuthen simuliert und ist wie folgt
aufgebaut, vergleiche Tabelle B.1. Fiir jeden der sechs Werte von u, Tabelle B.2, sind
fur die drei Gittergrofien L = 6,8, 12 jeweils die Korrelationsfunktionen fp, fa, f1, Glei-
chungen (3.42), berechnet worden. Dabei sind jeweils verschiedene Messungen durch-
gefiihrt und von jeder Messung mehrere Replika erstellt worden. Die Replika stammen
daher, dass die zur Simulation verwendeten Rechner in mehrere Partitionen unterteilt
wurden, sodass pro Messung mehrere Kopien einer Gitterkonfiguration erstellt und
berechnet werden konnten. Daraus ergibt sich eine Gesamtzahl an zur Verfiigung ste-
henden Messwerten. Die Anzahlen der jeweiligen Messungen, Replika und Messwerte

tiir die einzelnen Gitterkonfigurationen sind in Tabelle B.1 gezeigt.
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B.1 Struktur der Daten

L/a Anzahl Anzahl Anzahl
Messwerte | Messungen Replika
6 800 25 32
12 640 160 4
8 640 160 4
16 520 520 1
12 1600 400 4
24 700 700 1
6 1600 50 32
12 400 100 4
8 800 200 4
16 560 560 1
12 1600 400 4
24 706 706 1
6 1600 50 32
12 340 85 4
8 480 120 4
16 500 500 1
12 600 150 4
24 420 420 1
6 1568 49 32
12 648 162 4
8 396 99 4
16 749 749 1
12 720 180 4
24 488 488 1
6 960 30 32
12 400 100 4
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B Details zur numerischen Analyse

u L/a Anzahl Anzahl Anzahl
Messwerte | Messungen Replika
8 560 140 4
16 500 500 1
12 1120 280 4
24 640 640 1
6 960 30 32
12 640 160 4
‘ 8 1200 300 4
16 570 570 1
12 772 193 4
24 660 660 1

Tabelle B.1: Struktur des Datenfiles: Fiir jede der sechs Kopplungen sind fiir die je-
weils drei Gittergrofsen die Korrelationsfunktionen aus Gleichungen (3.42)
berechnet worden. Von jeder Messung, Spalte “Anzahl Messungen”, sind
dabei Replika erstellt worden, Spalte “Anzahl Replika”. Aus dem Produkt
der beiden ergibt sich die Gesamtzahl der Messwerte.

B.2 Berechnung von Z,p und X xp

Die Analyse der Daten ist so durchgefiihrt worden, dass fiir jede der sechs Kopplun-
gen u fiir jede Gittergrofie L fuir die Korrelationsfunktionen fp, fa und f; jeweils die
Werte des ersten Replikums der einzelnen Messungen hintereinander in ein Array ein-
getragen wurden, dann die Werte des zweiten Replikums der einzelnen Messungen
und so weiter, bis alle Datenwerte hintereinander in einem Array stehen. Der Grund
fur diese Aufteilung der Daten liegt in der Entstehung der Replika. Als Kopien eines
Gitters sind die Werte der verschiedenen Replika einer Messung autokorreliert. Durch
ein solches Aufteilen der Werte der einzelnen Replika stehen die autokorrelierten Wer-
te im resultierenden Array voneinander getrennt, sodass mogliche Autokorrelations-

effekte in diesem Array reduziert werden. Diese Vorgehensweise wurde fiir jede der
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B.2 Berechnung von Zap und XAp

Korrelationsfunktionen durchgefiihrt. Dann wurde fiir jedes dieser Arrays der Mittel-
wert mit dem entsprechenden Jackknife-Fehler, Abschnitt B.3, gebildet.
Daraus wurden dann Zap, Gleichung (3.46b), und X p, Gleichung (1.22), berechnet.

Die Ergebnisse dieser Rechnungen sind in Tabelle B.2 eingetragen.

L/a | B u=23g*(L) | Zap(go,L/a) | Zap(g0,2L/a) | Zap(g0,L/a)
6 |95 1.1768(19) 1.2240(20) 1.0401(24)
8 |9.7341 0.9793 1.1770(20) 1.2157(20) 1.03291(25)
12 | 10.05755 1.1997(12) 1.2491(21) 1.04115(20)
6 |85 1.2085(16) 1.2671(30) 1.04846(28)
8 | 87223 1.1814 1.2306(20) 1.3003(26) 1.05669(28)
12 | 8.99366 1.2385(14) 1.3112(23) 1.05872(22)
6 |75 1.2750(22) 1.3363(42) 1.0481(38)
8 | 7.7206 1.5031 1.2866(34) 1.3867(38) 1.07778(41)
12 | 8.02599 1.2933(31) 1.3966(36) 1.07985(38)
6 | 6.6085 1.3500(29) 1.4890(44) 1.10301(40)
8 | 6.8217 2.0142 1.3731(48) 1.5142(43) 1.10274(50)
12 | 7.093 1.4040(36) 1.5754(61) 1.1221(52)
6 | 6.133 1.4350(47) 1.6343(77) 1.13889(66)
8 | 6.3229 2.4792 1.4456(49) 1.6337(69) 1.13008(61)
12 | 6.63164 1.4768(33) 1.7058(51) 1.15508(43)
6 | 5.6215 1.5688(65) 1.8529(79) 1.18114(70)
8 | 5.8097 3.334 1.6088(50) 1.992(11) 1.2383(78)
12 | 6.11816 1.6246(52) 1.9663(72) 1.21036(59)

Tabelle B.2: Ergebnisse der Rechnungen. Fiir drei verschiedene Gittergrofsen L ist fiir

sechs verschiedene Kopplungen u Zp fiir L und 2L nach Gleichung (3.46b)
berechnet worden. Daraus ist dann nach Gleichung (1.22) das Verhiltnis

2 ap berechnet worden.
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B Details zur numerischen Analyse

B.3 Das Jackknife-Verfahren

Mittels des Jackknife-Verfahrens lédsst sich der statistische Fehler eines Datensatzes
bestimmen. Es ist fiir die hier vorliegenden Datensdtze aus Monte-Carlo-Simulationen
verwendet worden, vergleiche Abschnitt B.1. Ausgehend von einem Datensatz mit N
Werten einer Grofse und dem Mittelwert p, bildet man dazu N sogenannter Jackknife-
Samples, indem man jeweils den i-ten Wert des Ausgangssatzes “herausschneidet”,
daher der Name Jackknife (Klappmesser). Fiir jedes dieser N samples bildet man nun
den Mittelwert p;). Der Jackknife-Fehler des Ausgangsdatensatzes ergibt sich dann
gemafs [39]

1 N 2
dp = $ % ) (p(i) -7)" (B.1)
Fiir autokorrelierte Datensédtze ist der Jackknife-Fehler gegentiber der Standardabwei-
chung zu bevorzugen. Jedes Jackknife-Sample p(;) mit dem Mittelwert p ;) enthilt fast
den gesamten Ausgangsdatensatz, mit Ausnahme des i-ten Wertes. Jedes Sample ent-
spricht also einem neuen Monte-Carlo-Mittelwert der Lange N — 1. Diese Eintrdge des
neuen Datensatzes sind nicht unabhéngig; es werden vielmehr pseudo-unabhédngige
“neue” Simulationsergebnisse erzeugt. Man bezeichnet das Jackknife-Verfahren daher

auch als Resamplingmethode.

B.4 Werte fiir cund ¢

In Tabelle B.3 sind Werte fiir die Konstanten ¢ und ¢ aus Gleichungen (3.43) fiir einige
Werte der Gitterauflosung L eingetragen.
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B.4 Werte fiir c und ¢

L c ¢

4 —0.703059062119885447
6 | 0.98969662 | —0.709476955015178046
8 | 0.99417664 | —0.711773972906251329
10 —0.712848063033681312
12 | 0.99740297 | —0.713434894121966368
14 —0.713790040867106068
16 | 0.99853742 | —0.714021132745180420
18 —0.714179863886127753
20 —0.714293564490488642
22 —0.714377783940186251
24 | 0.99934941 | —0.714441897352913968
26 —0.714491829590545691
28 —0.714531473832190400
30 —0.714563473600449917
32 1 0.99963393 | —0.714589674899747673

Tabelle B.3: Werte fiir ¢ [7] und ¢ gemafd Gleichungen (3.43) fiir verschiedene Gitter-

auflosungen L. Die Werte fiir ¢ sind mittels eines geringfiigig modifizier-

ten vorhandenen FORTRAN-Programms bestimmt worden und in Uber-

einstimmung mit [40].
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C Fehlerrechnung

C.1 Fehlerrechnung fir u;

In diesem Abschnitt soll der Fehler der Werte u;, k = 0,...,8 aus Tabelle 5.2 unter-
sucht werden. Die u; stammen aus der Rekursion (5.5), die auf der Basis des zu-
grunde liegenden Fits (5.7) durchgefiihrt worden ist. Die Eingangsdaten dieses Fits,
Tabelle 5.1, sind mit einem Fehler behaftet, sodass der resultierende Fit ebenfalls eine
Unsicherheit beinhaltet und damit auch die rekursiv gewonnenen Werte 1 in Tabel-
le 5.2. Diesem Umstand wurde durch folgendes Verfahren Rechnung getragen. Der
erste Eingangswert aus Tabelle 5.1, o(u = 0.9793) = 1.0778 wurde um seinen Feh-
ler Ao erhoht, wihrend die anderen sieben Werte unverdndert gelassen wurden. Nun
wurde mit diesem verdnderten Wert ein Fit wie in Abschnitt 5.1 beschrieben durch-
gefiihrt, anschlieflend mit dem resultierenden Fit eine Rekursion ebenfalls analog zu
der in Abschnitt 5.1. Der hochgestellte Index imax, min bezeichne nun eine Grofle,
bei der der i-te Wert um seinen Fehler erhoht bzw. erniedrigt worden ist. Es erge-
ben sich dann Werte fiir u}(max,k = 0,...,8 analog zu denen in Tabelle 5.2. Der Wert
k = 0 wurde dabei konstant bei 4.61 belassen. Nun ist der erste Eingangswert aus
Tabelle 5.1, o(u = 0.9793) = 1.0778, um seinen Fehler Ac erniedrigt worden, wobei
wieder die anderen sieben Werte unverdndert blieben. Auf die gleiche Weise ist dann
u}(min, k=0,...,8 berechnet worden. Nun kann

Alu — (u)imax . (u)imin (Cl)

definiert werden. Dieses Verfahren ist fiir alle acht Eingangswerte aus Tabelle 5.1 wie-
derholt worden. Man erhilt also fiir jedes k = 0, .. ., 8 acht Maximum-Minimum-Paare
tiir u, deren Werte in Tabelle C.1 eingetragen sind. Der obere Wert in einem Feld ist da-
bei der aus dem Maximum-, der untere der aus dem Minimum-Fit. Die Bezeichnung
“Eingangswert” meint dabei das jeweilige Maximum-Minimum-Paar, also denjenigen
Eingangsdatenpunkt, der um seinen Fehler erhoht respektive erniedrigt wurde. Fiir
k = 0 sind die Eintrdge dabei konstant, weil der k = 0-Wert unverandert bei 1y = 4.61

gehalten wurde.
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C.1 Fehlerrechnung fiir uy

Der Fehler fiir den k-ten Wert von u in Tabelle 5.2 ergibt sich dann zu

Auy = % {(Ai)z +ot (Aﬁ)z}l/z. (C2)

Da fiir k = 0,up = 4.61 die Eingangswerte konstant gehalten wurden, ist hier der

Fehler null; demzufolge treten in Gleichung (C.2) auch keine Omax, min-Terme auf.
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C Fehlerrechnung

Eingangswert
k 1 2 3 4 5 6 7 8
4.61 4.61 4.61 4.61 4.61 4.61 4.61 4.61
4.61 4.61 4.61 4.61 4.61 4.61 4.61 4.61

3.04122 | 3.04097 | 3.03821 | 3.03639 | 3.0383 | 3.03258 | 3.02767 | 3.02714
3.03415 | 3.03441 | 3.03721 | 3.03902 | 3.03711 | 3.04271 | 3.04743 | 3.04893
2.35133 | 2.35032 | 2.34565 | 2.34278 | 2.34549 | 2.33634 | 2.33037 | 2.34032
2.34165 | 2.34265 | 2.34727 | 2.35015 | 2.34743 | 2.35668 | 2.36287 | 2.35303
1.92392 | 1.92258 | 1.91873 | 1.91644 | 1.91829 | 1.91059 | 1.90618 | 1.91747
1.91801 | 1.91933 | 1.92313 | 1.92546 | 1.92357 | 1.9315 | 1.93628 | 1.92467
1.62855 | 1.62717 | 1.62467 | 1.62323 | 1.62406 | 1.61876 | 1.61614 | 1.62554
1.62695 | 1.62832 | 1.63079 | 1.63227 | 1.63141 | 1.63695 | 1.6399 | 1.63011
14125 | 1.41117 | 1.40985 | 1.40913 | 1.40915 | 1.40595 | 1.40475 | 1.41171
141417 | 1.41548 | 1.4168 | 1.41754 | 1.4175 | 1.4209 | 1.42236 | 1.41505
1.24802 | 1.2468 | 1.24634 | 1.24615 | 1.24562 | 1.244 | 1.24379 | 1.24862
1.25188 | 1.2531 | 1.25355 | 1.25376 | 1.25428 | 1.25606 | 1.25646 | 1.25135
1.11884 | 1.11773 | 1.11787 | 1.11805 | 1.11716 | 1.11666 | 1.11713 | 1.12026
1.12406 | 1.12517 | 1.12502 | 1.12485 | 1.12574 | 1.12636 | 1.12603 | 1.12268
1.01476 | 1.01376 | 1.0143 | 1.01472 | 1.01362 | 1.01389 | 1.01481 | 1.01667
1.02077 | 1.02177 | 1.02121 | 1.0208 | 1.02191 | 1.02172 | 1.02092 | 1.01888

Tabelle C.1: Werte fiir u aus der im Text beschriebenen Methode. Der obere Wert
in einem Feld stammt aus dem jeweiligen Maximum-Fit, der untere aus
dem entsprechenden Minimum-Fit. Die Spaltenbezeichnung “Eingangs-
wert” bezeichnet dabei den Eingangsdatenpunkt der Fits aus Tabelle 5.1,

der um seinen Fehler erhoht beziehungsweise erniedrigt worden ist.
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C.2 Fehlerrechnung fiir M /(1 / Limax)

C.2 Fehlerrechnung fir M /7 (1/ Liax)

Gemaif Gleichung (5.18) gilt

M 7= oap(uo) - ... oap(ug)

m(1/Lmax
g (C3)
2\ —dy/2bo _ 7(x) _ 4o
< (20087 eXp{ O/ NFE box}}

mit k = 0,...,8. Zur Unsicherheit dieser Grofie tragen zundchst die Unsicherheiten
der uy aus Tabelle 5.2 bei; das Verfahren zur Bestimmung deren Fehler wurde in Ab-
schnitt C.1 beschrieben. Weiterhin jedoch tragen die Faktoren oap (i) - ... - oap (1)
zum Fehler bei. Diese wurden aus dem Fit (5.15), Abbildung 5.3, an den jeweili-
gen Stellen u; entnommen. Die sechs Eingangswerte dieses Fits (5.15), Tabelle 5.5,
entstammen ihrerseits aus den Kontinuumsextrapolationen (5.14) und tragen einen
Fehler, Tabelle B.2. Um diesen Fehler zu berticksichtigen, wird das gleiche Verfah-
ren benutzt, mit dem in Abschnitt C.1 die Unsicherheiten der u; bestimmt wurden.
Fiir jeden der sechs Eingangswerte aus Tabelle 5.5 wurde jeweils ein Maximum- und
ein Minimum-Fit durchgefiihrt, wobei die u; dabei auf ihren Mittelwerten, Tabelle
5.2, gehalten wurden. Mit diesen Werten ist dann wie in Abschnitten 5.2 und 5.3
ausgefiihrt (M/71(1/ Linay)) ™™ fiir k = 0,...,8 berechnet worden. Die Werte fiir
M /1 (1/ Lmax), die sich dann aus diesen Fits ergeben, sind in Tabelle C.2 eingetragen.
Auch hier bezeichnet der obere Wert in einem Feld das aus dem Maximum-Fit, der
untere das aus dem Minimum-Fit stammende Ergebnis.

Analog zu Gleichung (C.1) konnen dann

. - M imax M imin
Bar = (m(l/Lmax>> - (m(l/Lmax>> (4

definiert werden, wobei der Index AP bedeutet, dass hier die Eingangswerte fiir den
Fit oap(u) verdndert wurden, und nicht, wie in Abschnitt C.1, die fiir den Fit o(u).
Der gesamte Fehler der Grofien in Gleichung (C.3) ergibt sich dann fiir k = 0,...,8
unter Berticksichtigung der Fehler der uy, Abschnitt C.1, zu

1 2 2 1/2
ACAp = 5 {(A},) +..+ (A?,)2 + (Agp) +...+ (AéAP)2} i (C.5)
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C Fehlerrechnung

Eingangswert

k 1 2 3 4 5 6
1.0637 | 1.0637 | 1.0637 | 1.0637 | 1.0637 | 1.0637
1.0637 | 1.0637 | 1.0637 | 1.0637 | 1.0637 | 1.0637
1.11805 | 1.11825 | 1.11612 | 1.11468 | 1.11302 | 1.10508
1.11676 | 1.11655 | 1.11868 | 1.12014 | 1.12181 | 1.13000

1.12036 | 1.11946 | 1.1165 | 1.11569 | 1.11373 | 1.10346
1.11985 | 1.12076 | 1.12373 | 1.12455 | 1.12654 | 1.13716

1.11702 | 1.11485 | 1.11156 | 1.11182 | 1.10997 | 1.09927
1.11774 | 1.11993 | 1.12325 | 1.12298 | 1.12486 | 1.13595
1.11339 | 1.11004 | 1.10661 | 1.10799 | 1.10638 | 1.09593
1.11535 | 1.11873 | 1.12219 | 1.1208 | 1.12244 | 1.13328
1.11002 | 1.10562 | 1.10217 | 1.10456 | 1.10322 | 1.09329
1.1131 | 1.11754 | 1.12105 | 1.11862 | 1.11999 | 1.1303
1.10687 | 1.10157 | 1.09812 | 1.10143 | 1.10035 | 1.09102
1.11095 | 1.11631 | 1.11982 | 1.11646 | 1.11756 | 1.12725
1.10389 | 1.0978 | 1.09439 | 1.09849 | 1.09767 | 1.08894
1.10884 | 1.115 | 1.11848 | 1.1143 | 1.11515 | 1.12422
1.10103 | 1.09427 | 1.0909 | 1.0957 | 1.09511 | 1.08696
1.10676 | 1.11361 | 1.11705 | 1.11215 | 1.11276 | 1.12124

Tabelle C.2: Werte fiir M /1 (1/ Lmax) aus der im Text beschriebenen Methode. Der obe-
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re Wert in einem Feld stammt aus dem jeweiligen Maximum-Fit, der un-
tere aus dem entsprechenden Minimum-Fit. Die Spaltenbezeichnung “Ein-
gangswert” bezeichnet dabei den Eingangsdatenpunkt der Fits aus Tabelle

5.5, der um seinen Fehler erhoht beziehungsweise erniedrigt worden ist.
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