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1 Einfuhrung

58

MILLIONS (EarLY) ALL

WHEN WE
AFSTRACT AN IMAGE
THROUGH CARTOONING,
WE'RE NOT SO MUCH

ELIMINATING DETAILS
AS WE RRE FOCLSING
ON $PECIFIC

DETA/LS.

BY STR/PPING
DOV AN IMAGE
TO 1ITS ESSENTIAL
MEANING,” AN ARTIST
CAN AMPLIFY THAT
MEANING IN A WAY
THAT REALISTIC

ART CANV'7.

ANQTHER 1S THE
LINIVERSAL/TY OF CARTOON
IMAGERY. THE MORE CARTOONY A
FACE IS, FOR INSTANCE, THE MORE
PEOPLE IT COULD BE SAID TO
DESCR/IBE.

— aus “Understanding Comics” von Scott McCloud

Das Ziel dieser Arbeit ist — wie der Titel schon eloquent verrédt — die Untersuchung
des Skalierungsexponenten der eindimensionalen Burgersgleichung mit einem zu-
falligen Kraftterm. Durch diese Zufélligkeit haben wir es mit einem statistischen
System zu tun. Um solche Systeme erkldren zu kénnen, bedient man sich einer dhn-
lichen Abstraktion wie im Comic. Statt eine einzelne Realisierung eines Systems
zu beschreiben, konzentriert man sich darauf, universelle Merkmale zu finden, die
tiir alle Realisierungen gelten. In dieser Arbeit ist das Analogon zum Kreis mit zwei
Punkten und einem Strich der besagte Skalierungsexponent. Durch ihn und ein paar
weitere Annahmen wie zum Beispiel Selbstdhnlichkeit kann das turbulente Verhal-

ten der Burgersgleichung im Wesentlichen erfasst werden.

Nach dieser kurzen Einfiihrung widmet sich das zweite Kapitel den theoretischen
Grundlagen der Burgersturbulenz. Die zugrunde liegende Theorie wird zu diesem
Zweck von Anfang an hergeleitet, um die spateren Ergebnisse darauf hin bewerten

zu konnen.

Das dritte Kapitel beschéftigt sich mit der Methode, wie wir die Burgersgleichung
zu untersuchen versuchen. Wir machen uns die Monte-Carlo-Simulation zu Nutze,
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aus deren erzeugten Konfigurationen wir sogenannte Strukturfunktionen ableiten

konnen.

Das vierte Kapitel befasst sich dann mit der Auswertung dieser Strukturfunktionen.
Aus diesen wollen wir den Exponenten auf eine moglichst solide Art und Weise

extrahieren.

Das fiinfte und letzte Kapitel fasst die Ergebnisse zusammen und gibt Anregungen,

wie man weiter verfahren konnte.
Ein paar Hinweise zur Notation innerhalb dieser Arbeit:

e Matrizen und Vektoren werden in ihrer Gesamtheit mit einem aufrechten, fet-
ten Buchstaben, z.B. A, gekennzeichnet. Ihre einzelnen Komponenten kenn-
zeichnet derselbe Buchstabe in nicht fetter, kursiver Schrift mit entsprechend
zwei Indizes oder einem Index, z.B. A;;. Betrdge werden durch nicht fette, kur-

sive Schrift ohne Index ausgedriickt, x = |x|, Einheitsvektoren durch e, = %.

X
e x kennzeichnet, wenn nicht anders erwiahnt, den Ort, t die Zeit.
e §;; ist das Kronecker-Delta, 5(x — x’) die Delta-Distribution.

e partielle Ableitungen werden meist einfach mit d, = % bezeichnet.

e Mittelwerte haben einen Uberstrich, X = YN | X;, Erwartungswerte spitze
Klammern, (X) = limy_ % Zfil X;.

/ D[f(t)] kennzeichnet das Funktionalintegral iiber die Funktion f(f).



2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

2.1 Turbulente Stromungen

Stromende Fluide treten im Wesentlichen in zwei Zustdnden auf. Entweder sind sie
laminar und flieflen gleichméfsiig oder sie sind turbulent und zeigen ein chaotisches
Verhalten mit einer Vielzahl an kleinen Richtungsédnderungen und Wirbeln. Haufig
wird das turbulente Verhalten durch eine Stérung des Flusses in Form eines Hinder-
nisses, welches umflossen werden muss, hervorgerufen. Oder es treffen zwei Fluide
mit unterschiedlicher Fliefigeschwindigkeit aufeinander, wie es zum Beispiel beim
Einleiten von Tinte in ein Wasserglas der Fall ist. Ebenso spielt die Viskositdt — die
Zahfliissigkeit — des Fluids eine Rolle. Giefst man Honig statt Tinte in ein Wasserglas,
wird der Honig je nach Konsistenz eher keine Turbulenz zeigen. Um ein Fluid zu
charakterisieren und einen quantitativen Wert dafiir zu haben, mit dem man den
Zustand des Fluids abschétzen kann, fithrt man deshalb eine Kenngrofie — die soge-
nannte Reynoldszahl — ein. Sie ist definiert als:
0 LL

Re = - (2.1)
vy, steht fiir eine charakteristische Geschwindigkeit des Systems. Diese kann bei-
spielsweise die Fliefigeschwindigkeit des Fluids sein oder die Differenz der Fliefige-
schwindigkeit zweier Fluide, die aufeinander treffen. L kennzeichnet eine charakte-
ristische Lange des Systems. Die Grofie eines Hindernisses wire solch eine Grofie.
Wiirde das Fluid mit einem Stab umgeriihrt, ware der Durchmesser des Kreises, auf
dem man den Stab bewegt, eine andere Moglichkeit einer charakteristischen Lange.

v ist die Viskositdt des Fluids. Honig hat eine grofiere Viskositat als Wasser.

Es kann nun beobachtet werden, dass bis zu einem kritischen Wert Re. fur die
Reynoldszahl der Fluss des Fluids laminar ist. Ab diesem Re. beginnt das Fluid
dann langsam Turbulenz zu entwickeln. Generell kann man mit (2.1) schlussfolgern,
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dass fiir das Auftreten von Turbulenz v klein und v; und L grofs sein miissen. Wie
klein klein und wie grofs grofs tatsachlich sein miissen, hdngt von den jeweils anderen
Groflen ab. Nach dieser Theorie konnte sogar Honig, welcher eine verhéltnismafiig
grofie Viskositat v besitzt, Turbulenz zeigen, wenn v; und L ebenfalls sehr grofs ge-

wahlt wiirden. Fiir Wasser mit einem kleinen v reichen kleinere Werte fiir v; und
L.

Fiir die konkrete mathematische Beschreibung von Turbulenz wird davon ausgegan-

gen, dass die inkompressible Navier-Stokes-Gleichung

v+ vVVv+Vp=vV3v4f (2.2a)
Vv =0 (2.2b)

in der Lage ist, diese zu beschreiben. Diese Gleichung ergibt sich aus der Impuls-
erhaltung angewendet auf das Kontinuum und da nicht davon auszugehen ist,
dass Turbulenz die Impulserhaltung verletzt, sollte sie dafiir zu gebrauchen sein.
v = v(x,t) ist das Geschwindigkeitsfeld, p = po/po der mit der Dichte skalierte
Druck, v = vp/po ist die ebenfalls mit der Dichte skalierte Viskositit und f = f(x, t)
berticksichtigt eine dufiere Kraft, welche auf das Fluid in Form eines Antriebes wirkt.

2.2 Die Struktur des turbulenten Flusses

Es wird davon ausgegangen, dass sich Turbulenz homogen, isotrop und selbstdhn-
lich verhdlt. Dies bedeutet ganz einfach ausgedriickt, dass wir uns in dem System
bewegen konnen wie es uns beliebt und das Fluid stets dhnlich aussehen wird. Ins-
besondere gilt fiir die Selbstahnlichkeit, dass wir in das System immer weiter hinein
zoomen konnen und sich das generelle Bild nicht verdndert. Grofie Wirbel zerfallen
in kleinere Wirbel, diese wieder in etwas kleinere und so weiter. Durch die Wirbel
wird Energie von grofien Skalen an kleinere Skalen tibertragen bis das System in
einer Skala angelangt ist, in der die Energie in Form von Warme das System ver-
lasst. Fiir die Umverteilung der Energie ist der nichtlineare Term der Navier-Stokes-
Gleichung zustandig [12]. Der Term mit v wirkt als Dissipationsterm, welcher Ener-
gie aus dem System durch innere Reibung wieder abfiihrt. Die gesamte Energie des

Systems verringert sich dabei um einen endlichen Betrag €. Zur Grofie von € kann



2.2 Die Struktur des turbulenten Flusses

man sich {iberlegen:
4% 3—50 (pL?v*)v  ©°

€ = — = e [—

m  pL3 pL3 L’

Dabei gilt folgende Notation: W: Energie, m: Masse, p: Impuls, v: Geschwindigkeit, p:
Dichte, L: Lange. Identifiziert man nun v mit der charakteristischen Geschwindigkeit
vr und L mit der charakteristischen Lange des Systems, folgt fiir die Energiedissipa-
tion:

€= = . (2.3)

Die kleinste Skala, fiir die nun Turbulenz auftritt, ist die Energiedissipationsskala 7.

1
¥\ * @3 L
n= (—) = (2.4)

=
€ Rex

Die Relation wird in [12] abgeleitet aus der Tatsache, dass im Fall eines stationdren

Fiir ihre Grofde findet man

Flusses die Energie, welche vom Kraftterm dem System hinzugefiigt wird, vom Dis-
sipationsterm mit v wieder abgefiihrt werden muss. An dem anderen Ende dieser
Energiekaskade steht die Injektionsskala, welche wir an dieser Stelle fiir unsere Zwe-
cke bereits mit der charakteristischen Lange L gleichsetzen. Die Injektionsskala wird
durch die Korrelationsldnge der Kraft definiert. Den Bereich der Energiekaskade

nennt man Inertialbereich oder auch intermediire Skala.

Die Regellosigkeit des turbulenten Flusses macht es natiirlich schwierig, dessen
Struktur mathematisch erfassen zu konnen. Hier kommt die Statistik zur Hilfe und

wir definieren das p-te Moment einer (longitudinalen) Strukturfunktion
SP(”) = (u(r,e,)") (2.5)
mit dem Geschwindigkeitsinkrement
u(r,e;) = [v(x+re,) —v(x)le,. (2.6)

(...) steht dabei fiir den Erwartungswert des Mittelwerts des Systems, welcher sich
fiir grofSe Zeiten t ergibt. Fiir einen Abstand r wird also an jedem Ort und zu jeder
Zeit einfach die Geschwindigkeitsdifferenz entlang von e, berechnet und anschlie-
lend gemittelt. Dies wird fiir alle erdenklichen r gemacht und fiihrt zur Struktur-

funktion.
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Durch die Variation von r wird so die Struktur tiber mehrere Skalen hinweg be-
schrieben. Insbesondere sollte diese Struktur invariant bleiben, wenn wir uns im In-
ertialbereich bewegen. Um die Form der Strukturfunktion fiir verschiedene Skalen
beurteilen zu konnen, skalieren wir das Geschwindigkeitsfeld mit einem Faktor A.
Es muss sich dann die mathematische Struktur der S,(r) reproduzieren, um Selbst-

dhnlichkeit annehmen zu konnen.

Skaleninvariante Funktionen sind die Potenzfunktion der Form
f(x) = bab. 2.7)
Werden solche Funktionen mit A gemafs
X — Ax (2.8)

skaliert, folgt
f(x) = f(Ax) = ASf(x). (29)

Diese Relation muss also fiir das Geschwindigkeitsfeld gelten, wenn es selbstdhnlich
sein soll:
v(r, t) — ASv(r,t). (2.10)

Daraus folgt bei einer Skalierung des Systems fiir die Zeit
Fos A (211)
Die Skalierung der von v abhdngigen Grofien ergibt sich damit zu:

u(r) — Abu(r), (2.12a)
Sp(r) — ASPS,(r). (2.12b)

Die besondere Aufgabe besteht jetzt darin, den Skalierungsexponenten

q=23ap (2.13)

zu bestimmen. Ist dies moglich, kann die Turbulenz {iber den gesamten Inertialbe-

reich beschrieben werden.

Fiir die Navier-Stokes-Gleichung stellte Komogorov in seiner K41-Theorie [12] die
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These
p
=L 2.14
7=£ 14)
auf, welche er aus der berechneten Strukturfunktion S,—3(r) = —%er und der ex-

perimentell bekannten Proportionalitat S,—»(r) o (er)% sowie der Annahme von
Selbstahnlichkeit ableitete. Durch dimensionelle Uberlegungen kam er zudem zu
dem Schluss, dass S,(r) o (er)1 gilt.

Diese Aussagen gilt es nun zu beweisen oder zumindest weitere Indizien fiir ihre
Richtigkeit zu finden. Die Idee ist, mit feldthoeretischen Methoden, insbesondere der
Monte-Carlo-Simulation, die Sache anzugehen. Bei Aufstellung des Pfadintegrals fiir
die Navier-Stokes-Gleichung kommt uns allerdings der nichtlokale Druckterm in die
Quere und macht den Ansatz damit auch schon wieder zunichte [16]. Lassen wir
den Druckterm einfach weg, erhalten wir die sogenannte Burgersgleichung, fiir die
das Pfadintegral aufgestellt werden kann. Einer Monte-Carlo-Simulation steht da-
mit nichts im Wege. Ebenso ist eine analytische Losung moglich, was die Ergebnisse
aus der Simulation mit der Theorie vergleichbar macht. Weiterhin kommt uns zu-
gute, dass samtliche hier beschriebenen Eigenschaften der Navier-Stokes-Gleichung
vom Druckterm unabhingig sind und somit ebenso fiir die Burgersgleichung gelten.
Die Burgersgleichung bietet uns damit die Moglichkeit, die angestrebte Methodik
zumindest schon einmal zu testen. Vielleicht erlangen wir unterwegs zudem neue

Erkenntnisse tiber die Burgersturbulenz selbst.

2.3 Die zufallig getriebene Burgersgleichung und ihre
Losung

v +vVv=1vV3v+f (2.15)

ist die N + 1-dimensionale, getriebene Burgersgleichung, benannt nach Johannes
Martinus Burgers [6]. Die Bezeichnung N + 1 bezieht sich darauf, dass N Raumdi-
mensionen und eine Zeitdimension vorliegen. Die Gleichung ist bis auf die Tatsache,
dass der Druckterm nicht auftritt, identisch zu der Navier-Stokes-Gleichung. Da-
durch wird das durch die Gleichung beschriebene Fluid vollkommen kompressibel.
Links des Gleichheitszeichens finden sich nach wie vor die zeitliche Anderung des
Geschwindigkeitsflusses, 0;v, sowie der nichtlineare Advektionsterm vVv. Auf der
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rechten Seite befinden sich der Dissipationsterm vV?v und der Injektionsterm f.

Die treibende Kraft wird fiir unsere Zwecke als zufallsverteilt angenommen. Zu ihr
gibt es ein Potenzial, welches sich iiber die Beziehung

f=_-V¢ (2.16)

aus der Kraft ableitet. Es ist nun dieses Potenzial ¢, durch das die Kraft seine Zufal-

ligkeit erhdlt. Das Potenzial ist gaufsverteilt mit den beiden Momenten

(p(x,t)) =0 (2.17)

(p(x, )p(xX', 1)) = x(x =x")8(t — t). (2.18)

X (x —x") gibt die Korrelation zwischen zwei Orten an und wird fiir die Berechnung
auf ( i
—x) =y = el? X=X

X(x—X") = xxv = €L"Nexp ( SN2 ) (2.19)

festgelegt. Sie zeigt also gauf’schen Zerfall mit einer Korrelationsldnge L und befin-
det sich in der Gréfenordnung von €L?N. In Zeitrichtung gibt es keine Korrelation.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Potenzials p(¢) lautet dann

p(#) = ;,X exp (—— [ axdx' p(x, D (X, t)) (220)

mit N, als Normierungskonstante.

Das Geschwindigkeitsfeld, welches von einer solchen zufélligen Burgersgleichung
beschrieben wird, ist exakt bestimmbar. Innerhalb dieses Abschnitts wird diese Lo-
sung berechnet.

Die Vorgehensweise entspricht dabei im Wesentlichen derjenigen in [5] unter Zu-
hilfenahme von [29]. Dabei wird die Burgersgleichung zunéchst in eine Form ge-
bracht, die die Zustandssumme eines gerichteten Polymers (eine Kette aus linearen
Segmenten) beschreibt. Diese Zustandssumme wird als Pfadintegral angegeben. Da-
von ausgehend miissen nun die Schritte, die im Laufe der Umformungen vollzogen
wurden, riickwértig auf das Pfadintegral angewandt werden, um schlussendlich die
Losung der Burgersgleichung in den Hénden zu halten. Die Tatsache, dass wir es

mit einem Ensemble aus intrinsisch zufdlligen Systemen zu tun haben, verkompli-



2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

ziert die Angelegenheit. Auf der anderen Seite spielt bei den Umformungen der
Burgersgleichung die Hopf-Cole-Transformation [7, 17] eine Rolle und ersetzt die
Nichtlinearitidt durch einen Logarithmus. Somit besteht das wesentliche Problem
darin, den Logarithmus einer statistisch verteilten Zustandssumme zu mitteln. Hier

kommt die Replika-Methode zur Rettung.

2.3.1 Transformation der Burgersgleichung

Beginnen wir damit, die Burgersgleichung (2.15) so umzuformen, dass sich in ihr das
Problem des gerichteten Polymers widerspiegelt. Dazu wird erst einmal angenom-
men, dass sich neben dem Kraft- auch das Geschwindigkeitsfeld iiber ein Potenzial
h(x,t) ausdriicken ldsst: v.= —Vh. Anschlieend wird die Burgersgleichung (2.15)
integriert und fiithrt zur Kardar-Parisi-Zhang-Gleichung:

dh = %[Vh]z + vV + ¢, (2.21)
Die Hopf-Cole-Transformation [7, 17]
h=2vinZ (2.22)
tiberfiihrt diese Gleichung nun in
9;Z =vV2Z + %(,DZ. (2.23)

Diese Gleichung beschreibt — wie es das Z schon erahnen lédsst — eine Zustandssum-

me; im vorliegenden Fall die eines Polymers. Sie ist von folgender Form:
(x,1) /dxo p(xg / D[x(t)] exp(—H) (2.24)
mit der Hamilton Funktion
2= / dr {— 24 47] (2.25)

Die bisher unbestimmten Grofien p und ¢ werden im Folgenden erkldrt, indem wir

kurz auf das Polymerproblem [18] eingehen.
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04 L]

: : , ey
X X X

(a) (b) (©)

Abbildung 2.1: (a) Gerader Polymer fiir V = 0, (b) Polymer im zufilligen Potenzial,
(c) Drei weitere mogliche Polymerpfade

Gleichung (2.24) beschreibt also sozusagen einen elastischen Draht x(7) bei der Tem-
peratur T = 1 mit dem Elastizitdtsmodul

= 2.26
c=5 (2.26)

Dieser Draht wird zunéchst zwischen xg = x(f = 0) und x = x(t) gespannt und ver-
bindet diese beiden Punkte im Fall eines verschwindenden Potenzial direkt entlang
einer geraden Linie wie in Abbildung 2.1 (a) gezeigt. T bezeichnet die Position ent-
lang der Linie und lduft von 0 bis ¢. t ist dabei gleichzeitig die Lange 7 des Drahtes.
x(7) gibt die transversale Verschiebung des Drahts an der Position T an und ist im
Fall einer geraden Linie einfach konstant gleich x.

Schalten wir nun das zuféllige Potenzial V = %4) an, wird der Draht jetzt in der
Regel die beiden Endpunkte nicht langer linear verbinden. Stattdessen wird er sich
winden, um seine Energie in dem Potenzial zu minimieren (Abb. 2.1 (b)). Dabei legt
er sich allerdings nicht in Schlaufen oder gar Schleifen, sondern “strebt” immer in
Richtung seiner Endpunkte.

Der Hamiltonian gibt die Energie des Polymers an. Er berechnet sich entsprechend
(2.25), indem wir entlang des Polymers alle Potenzialbeitridge sowie alle Betrédge, die
aus dem “Verbiegen” des Drahtes stammen, aufsummieren. Damit beschreiben wir

das Polymersystem nun als die Summe aller Zustiande (2.24). Das rechte Integral

10
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0f p(xo)

€y

X

Abbildung 2.2: Ein paar Beispielpfade fiir das Polymersystem mit einem freien Ende

summiert {iber die Boltzmanngewichtung jeder einzelnen mdoglichen Realisierung
des Drahtes, wovon beispielhaft drei Moglichkeiten in Abbildung 2.1 (c) dargestellt

sind.

In einem weiteren Schritt wird das Ende xy des Drahtes auf einen anderen Punkt
auf der T = 0-Achse gemif3 einer Dichte p(xg) gesetzt. Somit ist xg entsprechend der
Dichte als ein freies Ende anzusehen, wihrend x weiterhin ein festes Ende darstellt.
Durch das Verschieben des freien Endes dndert sich zudem die Lange des Polymers,
wie sich leicht in Abbildung 2.2 sehen ldsst. Das linke Integral summiert nun zu-
satzlich tiber alle weiteren Drahtrealisierungen, die sich mit variierter Position des
freien Endes ergeben. Wie aus der Beschreibung deutlich wird, handelt es sich bei

der Zustandssumme auch ganz anschaulich um ein Pfadintegral.

Der gerichtete Polymer und die Burgersgleichung sind mathematisch dquivalent.
Doch was bedeuten unsere Uberlegungen zum Polymer fiir das Burgersproblem?
Zuerst einmal miissen wir umdenken, was unser Koordinatensystem angeht. ¢ ist
proportional zur Lange des Polymers, wihrend es in der Burgersgleichung fiir die
verstrichene Zeit steht. x kennzeichnet den festen Endpunkt beim Polymer und die
“normalen” kartesischen Koordinaten in der Burgersgleichung. Die Anfangswerte

fiir das Geschwindigkeitsfeld leiten sich aus der Dichteverteilung von xg her iiber

v(x,t =0) = —2vVp(x). (2.27)

Zusammenfassend konnen wir einmal explizit aufschreiben, wie sich das Polymer-

11
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system verhdlt, wenn wir uns im Burgerssystem raumlich und zeitlich bewegen. Zu-
ndchst hat das Geschwindigkeitsfeld zur Zeit t = 0 eine bestimmte Form. Dartiber
ist die Dichtefunktion p(x), also die Basis des Dreiecks in Abbildung 2.2, fiir alle
Zeiten t und Orte x festgelegt. Setzen wir uns auf einen Punkt x auf der T = 0-Achse
und lassen die Zeit laufen, entsteht — wie in Abbildung 2.2 — ein Dreieck mit dem
Scheitelpunkt bei (x, ). Mit fortlaufender Zeit schiebt sich der Scheitelpunkt immer
weiter in Richtung der t-Achse. Die Polymere werden immer ldnger. Verschieben
wir nun den betrachteten Punkt x, verschiebt sich der Scheitelpunkt entsprechend
senkrecht zur t-Achse. Das Geschwindigkeitsfeld an einem beliebigen Ort und einer

beliebigen Zeit errechnet sich dann gemafs
v(x,t) = —2vVInZ(x,t) (2.28)

aus dem Pfadintegral des Polymersystems.

Eine Kleinigkeit miissen wir aber noch beachten. Aufgrund der Fluktuation der Kraft

sind wir hier am Mittelwert

V= -20VInZ = vV / " Do p(g)Inz (2.29)

interessiert. [ D¢ kennzeichnet das Funktionalintegral iiber das Potenzial ¢. Diese
Gleichung gilt es nun im Folgenden zu 16sen.

2.3.2 Mittelung von In Z

Die iibliche Vorgehensweise, eine Grofie iiber eine statistische Verteilung zu mitteln,
besteht darin, zuerst die Grofse fiir jede Realisierung des Systems zu bestimmen. In
unserem Fall bedeutet dies also die Berechnung des Integrals tiber D[x(7)] in Glei-
chung (2.24). Dann wiirde {iiber alle Realisierungen gemittelt mit der Berechnung
des Integrals iiber D¢ in Gleichung (2.29). Dies ist hier allerdings nicht moglich.
Die zu mittelnde Grofie ist hier der Logarithmus der Zustandssumme In Z der ein-
zelnen Realisierungen. Die Zustandssumme (2.24) hingt nun allerdings von einer
Hamilton-Funktion (2.25) ab, die sich {iiber ein zufélliges Potenzial ¢ berechnet. ¢
wiederum ist von x abhédngig und miisste entsprechend vom D[x(7)] -Integral be-
riicksichtigt werden. Der genaue Wert von ¢ fiir eine einzelne Realisierung ist al-

lerdings nicht bekannt, sondern lediglich seine Verteilung p(¢). Es fiihrt daher kein
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

Weg daran vorbei, erst tiber die Fluktuation zu mitteln und alles Weitere aus diesem

Ergebnis abzuleiten.

Ausgangspunkt sind die beiden mathematischen Identitdten

no_
InZ = lim 27 -1 (2.30)
n—0 n
und ,
x = lim = In(1 + nx), (2.31)
n—0n

welche es ermoglichen, den Logarithmus vor das Mittelungsintegral zu ziehen:

nZ = / " D¢ p(¢) InZ (2.32)
231 lim 31 In (1 +n / D¢ p(¢) In Z) (2.33)

Mit [ D¢ p(¢) = 1 folgt:

MmZ = lim- ln/ D¢ p(¢)(1 +nlnZ) (2.34)
n%Oﬂ
(230)
Hozln / D¢ p(¢ (2.35)
= lim — an” (2.36)
n—0n

Dieses Zwischenergebnis kann so gedeutet werden, dass wir unser System mit der
Zustandssumme Z von nun an durch ein System beschreiben, welches aus n iden-
tischen Kopien unseres Systems besteht und die Zustandssumme Z" besitzt. Daher
wird diese Vorgehensweise auch als Replika-Methode [22] bezeichnet.

Die Replika nummerieren wir mit dem Index r von 1 bis n und schreiben die Zu-

standssumme des Replikasystems als

7" = 11 /_O:o dx,0p(xr0) /xxr D[x,(7)] exp(—Hn) (2.37)

7,0

mit dem n-Replika-Hamiltonian

£ 1
Hy = ;/0 dr {%(BTXQ)Z - E(P(x”)} . (2.38)

13



2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

Im Hamiltonian werden die Replika mit 4 und spéter auch mit b bezeichnet. Im
Folgenden werden héufig folgende, kiirzere Notationen fiir das Integral {iber die
Replika verwendet werden:

[T/ dxortsn) [ Dbl = [T T[ox = D @39)

Xy,

Ein Blick auf Gleichung (2.35) verrdt uns den ndchsten Schritt: Z" wird gemittelt
tiber das gaufi’sche Potenzial ¢. Dazu miissen wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung
des Potenzials p(¢) nach Gleichung (2.20) an das Replikasystem anpassen. Jedem
Replika liegt zwar das gleiche gaufi’sche Potenzial mit identischen Momenten zu
Grunde, allerdings kann dieses fiir zwei Replika 2 und b aufgrund seiner Zufélligkeit

im Detail eine andere Realisierung zeigen. Es ergibt sich:

a=1b=1""

pn(p) = %exp <—% Y. ) /oo dx, dxy 4)(x61)Xx,3<b(P(xb)) : (2.40)
X o

Das x; ist eigentlich ein x;. Den Strich lassen wir aber weg, um die Notation nicht

zu iiberladen. Er ist nur relevant, wenn a2 und b gleich sind.

Die Ortskorrelation xx,x, als Teil des zweiten Moments der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung ist allerdings unabhidngig von den beiden Replika a und b, da wir im Mittel
ein System aus n identischen Replika haben. Somit ist es unerheblich, welche zwei

Replika zu deren Berechnung genutzt werden:

2
Xxaxy = eL’N exp <— [xa(T)ZZ;Z;(T)] ) . (2.41)

Mit all diesen Uberlegungen folgt

— 00 n t
7 — /_Oqubpn(cP) /anr exp (— Zl/o dr {%(afxa)ur %qb(xa)}) . (242)
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

Die Verteilung p,(¢) setzen wir nun ein und werten das ¢-Integral aus:

nooot
= /anr exp (— Z/ dr%(afxay) X
a=1 0

/ D¢ exp <—— Y. Z/ dx, dxp, ¢( Xﬂ)anxb(P(xb)> X

a=1b=1

X exp (_2% é/ot dT(P(Xﬂ)>

B , t "o 1 n n Xxax,
= /D X, exp /0 dr |— Z > foa E Z ; 12 . (2.43)

a=1

Dabei kommt im letzten Schritt die Funktionalvariante der im Anhang A erwédhnten
Formel (A.2) zur Losung eines GaufSintegrals mit zusétzlichem linearen Term zur

Anwendung.

Fiir xx,x, setzen wir nun die fiir unser Problem explizit angenommene Ortskorrela-
tion aus Gleichung (2.41) ein. Ebenfalls fithren wir einen Massenterm « p ein, um

Singularitidten behandeln zu konnen; y wird am Ende der Rechnung wieder auf Null

gesetzt:
InZ = }gr(g;lnn/ dx, o 0(xr0 / D[x,(7)] exp(—Hef) (2.44)
mit
ot | 2 o\ €L?’N —xp)?
Heff—/o dt L;E (C (0xq) +P‘Xa> Y azinexp( 2NL2 > . (2.45)

Mit diesen zwei Anpassungen ist die Mittelung tiber das gaufs’sche Potenzial kom-
plett. Als nédchster Schritt folgt die Auswertung der Integrale iiber x,. Dies ist hier
analytisch nicht moglich. Der zweite Term im Hamiltonian mit der Exponentialfunk-
tion sorgt dafiir, dass der Hamiltonian nicht quadratisch ist und macht uns deshalb
einen Strich durch die Rechnung. Wir nihern In Z deshalb durch eine quadratische

Funktion an.
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2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

2.3.3 Naherung von In Z

Die Néaherung geschieht mit Hilfe eines Variationsverfahrens. Die Idee dahinter ist
folgende: In Z ist {iber eine weitere Funktion, den Hamiltonian H (2.45), definiert.
Soll In Z genzhert werden, muss dies also auf den Hamiltonian zuriickgefiihrt wer-
den. Fiir H ¢ wird nun eine Form #Hy angenommen, die sich erstens exakt berechnen
lasst und zweitens seiner tatsdchlichen Form soweit es geht nahe kommt. Anschlie-
Bend wird damit fiir In Z eine Testfunktion In Z aufgestellt. Diese Testfunktion be-
steht aus einem Term, der unsere zu nihernde Funktion In Z in Abhédngigkeit von
Ho beschreibt, plus einen Korrekturterm, der die Abweichung von Heg zu Ho be-
riicksichtigt. Nachdem die Testfunktion In Z bestimmt wurde, werden die Parameter

von Hg so gewahlt, dass In Z In Z am besten beschreibt.

Unsere zu ndhernde Funktion ist dergestalt, dass fiir sie

InZ = lim —ln/ D"'x, e et (2.46)
n—0n

gilt (vgl. (2.44)). Das Integral {iber e~ 7%t ist nicht auswertbar und wir mochten es in

ein Integral iiber e~*0 mit einem quadratischen H tiberfiihren. Es fallt auBerdem

auf, dass vor dem Integral ein Logarithmus steht, welcher als Umkehrfunktion der

Exponentialfunktion einen Ansatz fiir eine Vorgehensweise bieten kann.

Formen wir Gleichung (2.46) zundchst wie folgt mit einer an dieser Stelle noch be-

liebigen Funktion Hg um:

“ D'x. e Ho
an—hm—ln (/ D"x, e Metf f_oo r >

n—0n ffooo Drx!! e—Ho

f an e —(Hegr—Ho) e*HO 00
= lim —ln / D"x. e Mo | | (2.47)
n—0n f_oo D”x;/ e—Ho oo

Der Faktor
% D", e~ (Heti—Ho) o= H
(2.48)
f Dx!! e—H
hat die Struktur eines Erwartungswertes
[, D'x, Xe o
(X)o = (2.49)

o]
2. Dxyl e~ o
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

beziiglich einer Boltzmannverteilung mit #y und bei einer Temperatur T = 1. Dies

setzen wir ein:

HCZ::hn11h1(<é*ﬂﬂ_ﬂw>o/mjD”&f€4ﬁ>. (2.50)

n—0n

Dabei wurde D"x,

langer unterschieden werden miissen. An diesem Punkt findet nun die Abschédtzung

in D"x, umbenannt, da ab hier die Integrationsvariablen nicht

statt. Aus der Konvexitdt der Exponentialfunktion folgt

X\ > o= (Xho 2.51
%),z 25
und damit
InZ > lim 1 In (e_meff_%)o / D"x, e_HO) (2.52)
n—0n —00
1 _—
= lim — [InZg — (Hefr)o + (Ho)ol = InZ. (2.53)
n—0n

—

Die Testfunktion fiir In Z bezeichnen wir mit In Z, den Testhamiltonian mit Hy und
die sich aus diesem ergebende Testzustandssumme mit

%:/‘D%w7w (2.54)

Die einzelnen Terme von (2.53) miissen nun berechnet werden.

Dafiir muss zuerst ein passender Testhamiltonian gefunden werden. Wie bereits er-
wahnt, ist der zweite Term mit der Exponentialfunktion im effektiven Hamiltonian
(2.45) der Knackpunkt, welcher dafiir sorgt, dass der Hamiltonian nicht quadratisch
ist. Deshalb ndhern wir diesen Term nun durch eine quadratische Form mit der

symmetrischen Korrelationsmatrix o, an. Es ergibt sich der Testhamiltonian

/ n noon
Ho = /0 dr [Z % (C (arxa)Z + ]JXZ) - % Z Z xaGabxb] . (2.55)

a=1 a=1b=1

Seine mathematische Struktur lasst sich vereinfachen, indem in den Fourierraum

gewechselt wird {iber

x(T) = \/%[ /_o; dw x(w) e 197, (2.56)
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2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

X kennzeichnet die Fouriertransformierte von x. Dadurch lédsst sich nun die Zeitab-
leitung auswerten. Die Terme in (2.55) und (2.45), welche allesamt quadratisch in

x(7) sind, lassen sich analog zu

%o (w)%p(w') e Hwre)T, (2.57)

/ V 271
bestimmen. Des Weiteren nehmen wir hier vorldufig periodische Randbedingungen

x(t) = x(0) = x()? = x(02 & o' = —w (2.58)

an. Dies entspricht zwar nicht der Burgersgleichung, wo es ein freies Ende gibt (siehe
Kapitel 2.3.1), vereinfacht hier aber die Rechnung und kann am Ende der Rechnung
leicht korrigiert werden. Es folgt

X (T)x(7) = | S Fa(w)Rp(~w), (2.59)
Poxa(T)]? = (;—Zw2ia(w)ia(—w) (2.60)

und d
(1) =30 = [0 [%0() — 50(0)] ol —0) ~ ()] 261)

Samtliche Terme sind damit unabhéingig von 7. Das verbleibende 7-Integral ergibt
die Lange des Polymers 7 (vgl. Kapitel 2.3.1).

Wir haben den effektiven und den Testhamiltonian nun komplett in den Fourier-
raum {iberfiihrt. Der Ubersicht zuliebe bezeichnen wir X(w) ab jetzt nur noch mit %

und X(—w) mit X" :

Heff = {2/2 cw® + )%
el? do 15, — %) [%7 — %5
ivi\] L ZexP< 2 2NbL]2[ M)}’

(2.62)

a=1b
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

7’ n d n n
Ho=—<), —w(cw2 + u)x Z Z/—drxaaabxb
2 |\ T3/ 2n o
1& G fdw 1
Ly (9 (6 wlw)%; 2.63)
s e WAL ’ ’
mit
(G (@) = T ((ecw? + )8 — 0y ) (264
Die Testzustandssumme wird damit zu einem Gauflintegral mit der elementaren
Losung!
dw N/2
Zo = (2m)'% [det ( / = G)} . (2.65)
Daraus folgt
1 N
lim = InZp = N+ - lim = / Se-Sp(InG). (2.66)
Fiir (Hp), gilt®
1& & fdw
(Ho)o = 5 5 (G Dap (%X, )
251;1 21 ‘ b /0
dw
(G avGab

I
—_
fou

I
z N[z
D=
7

|
SER
—
|

(2.67)

(Hegf) nach Gleichung (2.62) besteht aus zwei Termen, die hier getrennt gemittelt
werden. Die Losung des ersten Terms kann direkt aufgeschrieben werden:

<2/2 oW’ + )%, > 2/2 ew? + 1) (e )
_N 2 / (c? + 11)Gaa. (2.68)
Die Berechnung des zweiten Terms gestaltet sich durch die Exponentialfunktion auf

den ersten Blick etwas komplizierter. Der Trick ist dabei, exp(x) zu entwickeln und

dann jeden Term einzeln zu mitteln. Die Mittelung ist gauflisch und damit sind alle

lsiehe Anhang A, Gleichung (A.1)
2Gleichung (A.3)

19



2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

Momente > 3 gleich Null. Somit kéonnen wir die Entwicklung nach der zweiten
Ordnung guten Gewissens abbrechen:

do 1%, — %) [X7 — %,
exp (_ 2n L4 2NL2[ a b}

_N
(% e g —ong ]
I NIL2
[ 9@ [%,5%, + %%, — 2%,%, | B %
— |14+ N2 +0(z3) . (2.69)

Der zweite Term wird damit zu

€L2N L & d@ 1%, — %3] [X7 — %,
< LVZNZDXP( @ | ZNbgz[ bJ)>
0

a=1b=1
- _N
_eI®N i i - [ 9 (fa2, + Zp%, — 28,5, ),
a2 = e NL2
- _N
_eL’N ¢ 92 [Gaa + Gop — 2Gw) | *
=~ ZZ 1+f 2n ”“NL2 s (2.70)
a=1b=1 |

Somit erhalten wir

_TN el? B, 1 ?
(Heg) {;/ (cw® + )G 7 Y ) {1+ NLZ] } (2.71)

mit d
w
By = ﬁ[Gaa + Gpp — 2Ggp)- (2.72)

Schlussendlich ergibt sich also insgesamt fiir die Testfunktion

—

InZ = const. ~|—Nl1m { dw SplnG
2 n=0n

(2.73)

N\Z

_7‘{2/2 cw? + 1) aa—ZLiiZ[ NLz}

a=1b=1

)
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

—~——

2.3.4 Bestimmung der Parameter von In Z

Im Zuge der Abschitzung auf dem Weg zur Gleichung (2.53) ist In Z Kleiner als oder
gleich dem tatsichlichen In Z. Fiir die weiteren Schritte ist es zunéchst sinnvoll, sich
tiber die Struktur der Matrix o Gedanken zu machen. In dieser sind die Parame-
ter, welche unsere Losung variieren, kondensiert. Zur Erinnerung: o definiert die

Korrelation der Replika untereinander.

Wir haben es hier mit einem System aus n identischen Kopien des Ausgangssystems
zu tun. Ein naheliegender Ansatz wire, dass sich diese Kopien paarweise vollkom-
men symmetrisch verhalten. Alle Nichtdiagonalelemente von o wiren dann gleich
einem Wert o; den Diagonalelementen wird der Wert & = o0 + 0 zugewiesen. Dies
ist die richtige Losung fiir kleine Reynoldszahlen und es ergébe sich ein laminarer
Fluss, wenn wir die Rechnung bis zum Ende fortfiihrten [5].

Hier sind wir allerdings an der Losung interessiert, welche turbulentes Verhalten
zeigt. Dies wird fiir grofle Reynoldszahlen erwartet. Das Losungsschema weicht da-
bei von der eben erwédhnten, symmetrischen Losung ab und wir miissen unsere
Annahmen iiber o anpassen. Die Anderung ist hierbei, dass sich die Replika nicht
ausnahmslos identisch verhalten. Stattdessen gibt es neben der intrinsischen Unord-
nung eines einzelnen Replikums eine zusétzliche Unordnung zwischen verschiede-
nen Replika. Das fiihrt zur sogenannten k-step replica-symmetry-breaking (k-step RSB)-
Losung, wovon wir hier den Fall fiir k = 1 betrachten. 1-step RSB fiihrt allerdings nur
fiir N > 2 zur richtigen Losung. Fiir eine kleinere Anzahl von Dimensionen muss
auf vollstandigen Bruch der Replikasymmetrie zuriickgegriffen werden. Allerdings

scheint dies laut [5] nicht zu einer qualitativ abweichenden Losung zu fiihren.

Bei 1-step RSB werden die Nichtdiagonalelemente von ¢ in zwei zusammenhéangen-
de Blocke aufgeteilt und durch zwei Werte oy und o; parametrisiert. Dadurch ver-
halten sich nur noch Replika im selben Block zueinander symmetrisch. Die Grofie
der Blocke wird durch einen weiteren Parameter m festgelegt. Beztiglich der 1-step
RSB-Matrizen sei an dieser Stelle auf Anhang B verwiesen.

Um die Testfunktion gemafs (2.73) im 1-step RSB-Fall angeben zu konnen, miissen
wir anhand von o die Struktur von G ableiten. An dieser Stelle sei vorweggenom-
men, dass es sich bei G ebenfalls um eine 1-step RSB-Matrix mit demselben Para-
meter m handelt. Mit der Formel (B.5) fiir die Spur des Logarithmus einer 1-step

21



2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

RSB-Matrix wird die Testfunktion (2.73) zu:

= N rdw |1 ~ Go 1—m ~
InZ = const. + > / o | m In(G—(G)) + el - In(G — Gq)
N9 w4 6 @74)
N N
NTel? By ] 2 By ]2
mit
<G> =mGo+ (1 — m)G1 (2.75)
und 4
W [~
B, =2 / 2 l6-al. (2.76)

Insgesamt gibt es nun also die vier Parameter é, Go, G1 und m, welche variiert

—

werden kénnen. Fiir das optimale In Z gilt folglich

e — N
dnZ N [dw 1 Te Bo \ 2 '\ _
9Co __Em/ﬁ<(G ot g (1 z2) )ZO

N
_ Te By \ 2!
= (G o=-1 (1 + —N£2> , (2.77)
— N
dnZ N dw (4,  Te By \ 27\ _
oG, ~ 24 "1)/%((@ ﬁ*m(”m) >=0
1 Te By _g_l
= (G =13 \1+ 5z , (2.78)

=G l-m(G Y- (1-m)(G ) =T(cw?+p) (2.79)
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

und .
olnZ
— =90
om
Die Auswertung der Ableitung nach m verschieben wir auf spéter, da sich durch die
bis dahin erreichten Ergebnisse die sich ergebende Formel wesentlich vereinfachen

l&sst.

Fassen wir zu Beginn der Bestimmung der Elemente von o einmal die bendtigten
Gleichungen zusammen. o ist eine 1-step RSB-Matrix mit dem Parameter m und den

Eintragen

01.

G ! ist iiber Gleichung (2.64) mit o verkniipft. Sie ist damit ebenfalls eine 1-step
RSB-Matrix mit

G!' =T (w?+p—05)
G'={(G )y =-Toap (2.81)
(G_1)1 = —To;.

Aus Gleichung (2.79) kann damit zudem folgende niitzliche Relation abgeleitet wer-
den:
 =mog+ (1 —m)oy = (o). (2.82)

Fiir die Berechnung der B; bendtigen wir die Inverse von G 1. G ergibt sich entspre-
chend den Vorschriften in Anhang B.3. Mit Relation (2.82) folgt:

O e (2.83)
Gl = 01—90 + GO.

T (cw?+p) (cw?+pu+m(oy1—0p))

Die Berechnung der B; ist unser Ansatzpunkt fiir die Bestimmung der Eintrdge von
o. Uber (2.77), (2.78) und (2.81) lassen sich aus den B; direkt oy und o; bestim-
men. Mit Gleichung (2.82) folgt dann &. Folgende Gleichungen leiten sich aus der
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2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

Definition fiir B; gemaf (2.76) ab:

2 dw S

— = — 2.84

Bi=Fo mT J 2m (p+cw?)(p+cw?+8S)’ (2.84)
28) 2 [dw 1

T ) 21 (4 + cw?)

mBg + (1 — m)B1 (2.85)

mit
S =m(oy — 0p). (2.86)

Daraus ergibt sich

1—m S
bo = / {u+cw2+m(u+cw2)<u+cw2+5>}’ (287)

S

und mit dem Integral

o0 1 7T
_ 2
| 4 e N (2.89)
folgt

1 1—m u—0
By = - s oo, 2.90
"T T Tan/en o) =0
B, — ! poo, 1 (2.91)

Tce(u+S) TS

An dieser Stelle setzen wir nun auch das erste Mal den Massenterm u wieder auf
Null. Damit folgt fiir den ersten Eintrag von o tiber Gleichungen (2.77) und (2.81):

og ~ 0. (2.92)

S vereinfacht sich damit zu
S = moy. (2.93)

Fiir das zweite Nichtdiagonalelement folgt mit (2.78) und (2.81) vorerst

R
or= s (1 . (2.94)

4y2 NL2T \/cmoy

Die Umformung nach o; sparen wir uns an dieser Stelle und verschieben seine
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

endgiiltige Bestimmung auf spéter.

Stattdessen widmen wir uns nun dem Parameter m, welcher sich unseren Bemii-
hungen bis jetzt erfolgreich entziehen konnte. Dazu fiithren wir an dieser Stelle die

verbliebene Ableitung von In Z nach m aus:

dnZ N 1 fdw (. C—(G) G -Gy Go(Gi—Go)
s T / In 2\, _ b0
o~ 222 ) 2w \" GG, ""G-(q) (G- (G

N N
NT €L2 Bo 2 B1 Tz .
—Tsvz{(”m) —<1+m> =0
Mit den Formeln fiir G aus (2.83), fiir 0p = 0 gemaf3 (2.92) und in dem Grenzfall
u — 0 folgt:

Tel? (1 N 1 >_
2 2
8v NL*T \/cmoq (2.95)
1 /dw mon_ . cw? + moy
 4mm cw? + moy cw? '

Mit dem Integral (2.89) und

/ dw (“" +’”"1):0 (2.96)

ergibt sich

Z

1 2
42 (1 NI, /—cmol) 2mL2T \/ (297)

Diese Gleichung in (2.94) eingesetzt liefert die endgtiltige Losung von oy:

2m\ 2
@ (2.98)

1= 4emBLAT?'

Mit o1 und oy kdnnen wir nun auch & nach (2.82) angeben:

5= (1 — (_—zwm)z 299
° ( m)4cm3L4T2' (2.99)
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2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

m erfiillt die Gleichung

(2.100)

( Zm)l_lZV _ m3T?%L*  m’T?Re?

12"
N v2 2

welche sich ergibt, wenn man (2.98) in (2.97) einsetzt.

Damit ist die Abschdtzung des effektiven Hamiltonians fiir das n-Replikasystem
(2.45) komplett. Die zu kldrende Frage ist nun, wie wir das Resultat fiir dieses Sys-
tem auf das Problem der Burgersturbulenz zurtick tibersetzen. Der Weg fiihrt iiber

die Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsverteilung des Endpunktes des Polymers.

2.3.5 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von x(t)

Unsere Aufgabe wahrend der vergangenen Unterkapitel war es, die Boltzmannge-
wichtung von x(t), dem Endpunkt des Polymers, zu bestimmen. Dabei mussten wir
auf ein System mit n Replika ausweichen. Nachdem die Losung fiir 1-step RSB ge-
funden wurde, konnen wir damit erst einmal die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir

die Menge aller Endpunkte im Replikasystem angeben:

p(x(t)) =Z7'Y exp <_% i i(Q_l)n(a)n(b)xﬂ(t)xb(t)> (2.101)

mit

Qw = —ﬂGab(w)- (2.102)
Die Summe {iber 7 bertiicksichtigt alle n! Permutationen der Replikaindizes 4 und b,
die das System mit dem gleichen Ergebnis 16sen und deshalb natiirlich auch beachtet

werden miissen. Gemafs Gleichung (2.102) ist Q eine 1-step RSB-Matrix mit den
Eintrdgen Q, Qo, Q1 und dem Parameter m.

Mit dieser Verteilung konnen wir nun Riickschliisse auf die Verteilung des End-
punkts x(t) eines Polymers in einem ausgewahlten, aber zufilligen Potenzial ziehen;
wir geben damit also die Verteilung von x(f) in einem aus dem gesamten Ensemble

ausgewdhlten Sample an. Das Rezept [22] fiir diese Aufgabe lautet:

1. Man wéhlt einen “Mittelpunkt” x., um den herum sich das System entwickelt,
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

iiber eine Gaufiverteilung

(x) = ——ex (— XE > (2.103)
PelXe) = TamogN -\ 2Qy |

aus.

2. Um x. herum werden nun M Potenzialtopfe & mit einer quadratischen Form
verteilt. Das Minimum dieser Potenzialtopfe befinde sich am Ort x, gemaf3

einer weiteren Gaufverteilung

1

Pa(Xa) = exp (—LXC)Z> (2.104)
S Ver(Qi - Q)N 2(Q1-Qo) /) |

Dabei sind die x, nicht miteinander korreliert.

3. Die Tiefe der Potenzialtopfe V, wird iiber eine weitere, vollkommen unkorre-

lierte Zufallsvariable, die verteilt ist tiber
pv (Vi) o™, (2.105)

bestimmt. Es gilt V, < 0. Damit treten tiefe Potenziale exponentiell seltener auf.
Es handelt sich hierbei um einen Poisson-Prozess, analog zu dem des radioak-
tiven Zerfalls o e*. Genauso wie die Zeitpunkte eines Kernzerfalls in einem
Zufallsprozess ausgewdhlt werden, werden die Werte der Potenziale festgelegt.
Wihrend der Atomkern eine mittlere Lebensdauer von T = } hat und somit
zwei Zerfélle im Mittel diese Zeit auseinander liegen, werden die ausgesuchten

Potenzialwerte im Mittel um den Wert i auseinanderliegen.
4. Uber seine Tiefe wird dem Potenzial eine Gewichtung W, zugewiesen:

e Va

Wy = ———.
M _
Za:l (S V‘x

(2.106)

5. Die Potenziale haben eine Breite von

Vo=+1/0-0;. (2.107)
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2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

6. Fiir x(t) folgt daraus die Wahrscheinlichkeitsverteilung:

2 1 (x(t) = xa)?
x(t)) =) Wo———=exp| ——=+—— ). 2.108
p(x(t)) kann auch als Zustandssumme des Samples angesehen werden. Die

Potenziale « stellen die Zustdnde dar, iiber die gewichtet summiert wird.

Die endgiiltige Bestimmung von p(x(t)) benotigt damit die Berechnung der Matrix
Q tiber (2.102) unter Zuhilfenahme der Gleichungen (2.83) fiir G und den Endresul-
taten fiir o aus dem letzten Abschnitt. Die Ergebnisse sind:

. (o)) u—0
Qo = 5= e — 0, daop — 0, (2.109)
1 1 u—0
_On — _ s 00, 2.110
Q= Q= G~ e (2.110)
~ 2
6=0-0 ! poo, 1 ombt 2.111)

1= 27/c(p+m(o1 — 09)) 27, /cmoy — 2Wm
Dies bedeutet, dass

e pc(xc) eine Standardabweichung vom Wert 0 hat und in eine §-Funktion tiber-
geht. x. liegt also fiir jedes System fest bei 0.

e pu(xy) eine Standardabweichung von oo hat und somit in eine Gleichvertei-
lung tibergeht. Die Mittelpunkte x, der Potenziale werden somit den Raum

gleichméflig ausfiillen.

Wir wissen nun, wie wahrscheinlich sich der Endpunkt des Polymers an der trans-
versalen Position x(f) befindet, wenn der Anfangspunkt xy ebenfalls bei x(t) liegt.
Es sei daran erinnert, dass wir in der Rechnung periodische Randbedingungen be-
trachtet haben. Nun wollen wir diese Einschrankung wieder riickgdngig machen,
indem wir uns tiiberlegen, wie wir das Resultat anzupassen haben, wenn xg frei ist.
Dazu sei einmal direkt [5] zitiert: “As argued by Nelson and Vinokur in a different
context, the difference between points far inside the chain and boundary points is
the fact that the statistical weight of the former is given, in quantum-mechanical
language, by the product of two propagators, while the end point only needs one.
If the ground-state wave function of the corresponding quantum-mechanical Hamil-

tonian decays exponentially on a characteristic length scale /, this means that the
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

lateral fluctuations of the polymer’s end point decay on length scale /, while the
fluctuations for points in the bulk decay on a length scale //2. The study of the sys-
tem with periodic boundary conditions [...] only deals with these fluctuations in the
bulk. The simple consequence of this analysis for our problem is that [...] the value
of [0, defined in (2.111),] must be doubled [...].” Also:

2

p= 2L (2.112)
1 2m
- N

Bevor wir uns nun schliefllich an die Bestimmung des Geschwindigkeitsfeldes v
der Burgersturbulenz machen konnen, muss an dieser Stelle noch auf eine wichti-
ge Sache eingegangen werden: Unter welchen Bedingungen liefert uns die bisherige
Losung, die schliefslich eine Approximation darstellt, tiberhaupt zumindest anni-
hernd exakte Resultate? Die Replika-Methode samt Variationsverfahren kann als
eine Form der Hartree-Fock-Ndherung angesehen werden, was bedeutet, dass sie
fiir N — oo exakt wird [22]. Eine weitere Einschriankung ist, dass fiir die genaue
Bestimmung von v samtliche Momente von p(x(t)), also (p(x(t))"), ebenso genau
vorliegen miissen. Diese Momente sind nun in unterschiedlicher Auspragung von
den Energiezustidnden V, abhidngig. Dabei beschreibt die Replika-Methode gerade
die Energiezustdnde mit einem tiefen Potenzial am besten. Um dafiir zu sorgen, dass
hauptsichlich diese Potenziale zu den (p(x(t))") beitragen, muss ihre Wahrschein-
lichkeit e"V* “vergrofiert” werden. Dies geschieht, wenn m gegen 0 strebt. Wenn wir
uns Gleichung (2.100) ansehen, ldsst sich damit zunédchst aussagen, dass

1y
lim lim (1 — 2_m) = lime™ = 1. (2.113)

m—0 N—oo N m—0

Damit folgt dann mit der rechten Seite von (2.100):

21/3
lim m =

— R . 2.114
m—0 TZ/3R€ — Re—r e ( )

Die Ergebnisse sind also erst einmal nur fiir grofse N und grofse Re weitgehend exakt.

In den genannten Grenzfillen gilt nun:
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2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

e O nimmt folgenden Wert an:

... 2mlL? , 24312

e Die mit (2.104) bestimmten V, haben weit auseinanderliegende Werte und ha-
ben im Mittel einen Abstand % ~ Re zueinander.

e Die von den V, abhidngigen Gewichtungen W, sind dann ebenfalls weit ge-
streut. Fiir den Wert von p(x(t)) aus (2.108) wird dann hauptsichlich das grof-
te W, verantwortlich sein.

2.3.6 Das Geschwindigkeitsfeld und seine Struktur

Um das Geschwindigkeitsfeld eines Samples mit Hilfe der Hopf-Cole-Transformati-
on (2.28) bestimmen zu konnen, interpretieren wir p(x(t)) aus (2.108) als Zustands-

summe und folgern

X—Xy )2
Y Y.(x — x4) exp <—Va — %)
v=-2vVinp(x(t)) = 7 a T : (2.116)
%exp (—V,X — )

Die Struktur dieses Feldes lasst sich durch ein paar Uberlegungen erfassen. Dabei
betrachten wir das System im Folgenden grundsitzlich fiir Re — co. Befinden wir
uns an einem Ort x, wird iiberwiegend der zum Index a gehorige Term mit der an
diesem Ort grofiten Gewichtung W, zur Geschwindigkeit beitragen, da der zweit-
grofite Term eine Gewichtung hat, die um den Faktor e kleiner ist. Die Summe in
(2.116) fallt dann weg und in der Umgebung des Punktes wird sich das Feld radial
entsprechend

V(xg +6x) ~ (2v/0)(x — Xa), (2.117)

also linear, entwickeln. Bewegen wir uns nun im Raum, kann dieser grofite Term an
einem Ort x* abgelost werden, wenn der gauf’sche Faktor eines zweiten Summan-
den mit Index B grofs genug wird und die Differenz in der Gewichtung zum grofiten
Summanden aufhebt. Das Geschwindigkeitsfeld macht an dieser Stelle dann einen

Sprung. Diese Spriinge werden auch als Schock bezeichnet.
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

Abbildung 2.3: Um die Mittelpunkte x, der Potenziale steigt das Geschwindigkeits-
feld linear an. Hat ein weiteres Potenzial einen grofieren Einfluss,

kommt es zu einem Sprung der Breite .

Dieses Verhalten ist in Abbildung 2.3 gezeigt und ldsst sich quantitativ iiber die
beiden grofiten Potenziale V, und Vg beschreiben, welche verkntipft sind tiber:

1
V= Vot (2.118)

Damit nun der eben beschriebene Fall eintritt, muss der Exponentialfaktor der bei-
den Summanden gleich grofs sein, also

x5 — x 2 x5 — X 2
exp (—V/; — %) ~ exp <—VD¢ — %) . (2.119)

Dafiir muss mit Gleichung (2.118)

260
(x* —xo)? & (X" —xp)* + — (2.120)
gelten. Wenn wir der Einfachheit wegen einmal annehmen, dass im Bereich bis x*,
wo der Summand mit Index & das Geschehen bestimmt, der Summand mit Index
B als vernachlédssigbar klein angenommen wird, konnen wir an dem Rand dieses

Bereiches schreiben:
26

(X* —x2)? = -

(2.121)
Xy ist der Ort, an dem das Zentrum des Potenzials « liegt. x* ist der Ort an dem dieses
Potenzial den hauptsichlichen Einfluss verliert. Damit ist x* — x, ein Mafs fiir den
Abstand zwischen zwei Spriingen, also die Grofle einer “Zelle” mit einem linearen
Geschwindigkeitsfeld. Diese Grofle liegt damit in der GroSenordnung v/0/m « L.
Die Breite der Spriinge [ kann gefolgert werden, wenn man 6 als Produkt aus dem
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2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

Abbildung 2.4: Ein typisches Geschwindigkeitsfeld, welches die Burgersgleichung fiir
Re — oo 16st.

Abstand der Spriinge und eben der Breite der Spriinge interpretiert: 6 « LI. Damit
ist
L Re—o0

[ o = (: 1) < L. 2.122)

Re vy,

Die Spriinge werden damit fiir steigende Reynoldszahlen immer schmaler und stei-
ler und das Geschwindigkeitsfeld nédhert sich, wie in Abbildung 2.4 dargestellt, ei-

nem Sagezahn-Profil an.

Mit diesem Wissen konnen wir nun die longitudinalen Strukturfunktionen nach

Gleichung (2.5) abschétzen®. Diese wurden definiert als:

Sp(r) = (u(r)f) = /du u(r)Pp,(u(r)) (2.123)

mit

u(r) = [vix+re,) —v(x)]er. (2.124)
Fiir unsere Betrachtungen sollte  im Bereich der Energiekaskade zwischen den Lan-
gen L, der Korrelationsldnge der Kraft, und 7, der Energiedissipationsskala, liegen:
7 < r < L. Zum anderen sollte die innere Struktur der Spriinge keine Rolle spielen.

Dies ist fiir Re — co aber bereits weitestgehend realisiert. Im linearen Bereich des
Geschwindigkeitsfeldes folgt fiir die Geschwindigkeitsdifferenz

U= — = fr. (2.125)

Befindet sich zwischen x und x + re, gerade eine Unstetigkeit, so ist dieser Sprung
proportional zu (x* — xy) — (X* — xg) = xg — Xz & L. Dies folgt gerade aus (2.116),

3Eine exakte Berechnung mit demselben Resultat ist in [5] zu finden.
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

wenn in der Umgebung des Sprungs die exp-Funktionen der beiden grofsten Sum-
manden mit den Indizes « und B ungefdhr gleich groff werden und man mit (2.117)
die Geschwindigkeiten links und rechts des Sprungs, wo der Summand mit Index a
bzw. B jeweils noch weitestgehend allein dominiert, voneinander abzieht. Dann gilt

U=— 0. (2.126)

Die Wahrscheinlichkeit w, dass ein Sprung auftritt, ist iiber die Lange einer Zellgrofie
gleichméflig verteilt,

=, 2.127

und ist wegen r < L sehr klein. Mit einer Wahrscheinlichkeit von (1 —w) ~ 1 tritt
kein Sprung auf. Dies ldsst sich nun in der Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die

Geschwindigkeitsdifferenz zusammenfassen:

pu(u) ~ (1—w)3 (u - %r) n %f (i) , (2.128)

oL

wobei f() eine bestimmte Skalierungsfunktion ist. Fiir die Strukturfunktionen ergibt
sich damit nach Gleichung (2.123):

oL

Sp(r) ~ (1 —w) (fr)p —I—wvf/du uf f (%)

P
~ (%L’ ﬁ/ o
~<Lr> +Lr duuf(UL>.

Sy ist also von folgender Struktur:

Sy(r) = brf 4-cr (2.129)
mit
_ (LY
b= ( : ) (2.130)
und .
_ % pe( M
c =" /duu ¥ (m) . (2.131)

Fiir r < L und p < 1 dominiert der linke Term und S, lauft gegen den Grenzwert

Spo(r) = brP. (2.132)
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2 Die N+1-dimensionale Burgersgleichung

1.0

% % % % p
1.0 2.0 3.0 40
Abbildung 2.5: Exponent ¢ der Burgersturbulenz in Abhédngigkeit vom Geschwindig-

keitsmoment p. Obere Kurve: asymptotisches Verhalten; untere Kurve:

kontinuierliches Verhalten

Fiir p > 1 dominiert der rechte Term und S, lauft gegen
Speo(r) = cr. (2.133)
Insgesamt ldsst sich dieses asymptotische Verhalten zusammenfassen in
Sy(r) vt (2.134)
mit dem bifraktalen Exponenten
¢ =min(p,1) (2.135)

und ist dargestellt in der oberen Kurve in Abbildung 2.5.

Setzen wir die Gleichungen (2.134) und (2.129) gleich, folgt andererseits

_ In(br? + cx 4 const.)
e = = . (2.136)

const berticksichtigt dabei den Proportionalitdtsfaktor von (2.134). Es ist zu erwarten,
dass sich der Exponent gerade fiir p ~ 1 eher entsprechend dieser Gleichung verhilt,
da in diesem Bereich natiirlich beide Terme o r” und o r einen wesentlichen Einfluss

haben werden. Dieses Verhalten zeigt die untere Kurve in Abbildung 2.5.

Zum Abschluss der theoretischen Vorhersage miissen noch ein paar Worte dar-
tiber verloren werden, inwieweit diese fiir unser zu untersuchendes System zutrifft.
Wir mochten die Burgersgleichung hier in nur einer Dimension und bei grofien
Reynoldszahlen untersuchen. Wie an den entsprechenden Stellen erldutert, wird
die Theorie in den beiden Grenzfillen vieler Dimensionen N und grofier Reynolds-
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2.3 Die zufillig getriebene Burgersgleichung und ihre Losung

zahlen Re exakt. Wenn wir die Burgersgleichung im Eindimensionalen betrachten,
konnen wir die Bedingung der grofien Anzahl an Dimensionen offensichtlich nicht
erfiillen. Wie sich laut [5] aus anderen Problemen, die auf die Replika-Methode zu-
riickgegriffen haben, ablesen ldsst, scheint allerdings auch die Vorhersage fiir wenige
Dimensionen einigermaflen gut zu sein. Man konnte also wohlwollend davon aus-
gehen, dass es sich bei der Burgersturbulenz dhnlich verhélt. Eine weiteres, bereits
angesprochenes Problem ist, dass wir die 1-step RSB-Losung nur fiir N > 2 akzep-
tieren konnen. Allerdings soll auch hierbei die Losung fiir N < 2 qualitativ nicht
groflartig abweichen. Unser Ansatz fiir die Monte-Carlo-Simulation wird dariiber
hinaus einen Kraftterm berticksichtigen, welcher nicht iiber sein Potenzial, sondern
direkt gaufsverteilt ist. Dies stellt eine weitere Abweichung zu der Replika-Losung
dar. [5] gibt an, dass in diesem Fall wie bei N < 2 auch auf vollen Replikasymmetrie-
bruch zurtickgegriffen werden miisste. Auf der Habenseite kann angefiihrt werden,
dass die Burgersgleichung ohne Kraftterm eine exakte Losung [6] hat, welche sich

mit der hier vorgestellten deckt und in allen Dimensionen gilt.
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3 Simulation der 1+1-dimensionalen
Burgersgleichung

In diesem Kapitel wollen wir uns daran machen, Losungskonfigurationen der 1+1-
dimensionalen, zufillig getriebenen Burgersgleichung mittels Monte-Carlo-Metho-
den zu generieren, um diese dann in Hinblick auf die Strukturfunktionen auszu-
werten. Diese Aufgabe wurde bereits von Dirk Homeier, David Mesterhdzy und
Peter Diiben abgearbeitet [10, 11, 21]. Im Zuge dessen gebe ich einen Uberblick iiber
alle wesentlichen Teilaspekte, die fiir ein erfolgreiches Unterfangen beachtet werden

miussen.

3.1 Die Monte-Carlo-Methode!

Statistische Systeme wie die zufillig getriebene Burgersgleichung werden in ihrer

Ganze durch ihre Zustandssumme
Z=Y e Pt (3.1)
"

beschrieben. Diese Zustandssumme berticksichtigt — wie der Name schon andeutet
— jeden einzelnen Zustand, den das System einnehmen kann. Die Menge aller mog-
lichen Zustdnde folgt aus der Anzahl der unteilbaren Untersysteme, aus denen sich
das System zusammensetzt, und der Anzahl der Zustidnde, die diese Untersyste-
me einnehmen konnen. In unserem Fall mochten wir das Geschwindigkeitsfeld der
Burgersgleichung simulieren. Dazu diskretisieren wir das Geschwindigkeitsfeld in
Raum- und Zeitrichtung und erzeugen somit ein Gitter mit einer endlichen Anzahl
an Punkten. Das Geschwindigkeitsfeld ist nur noch auf den Schnittpunkten des Git-
ters definiert und kann dort theoretisch jeden beliebigen Wert zwischen —co und

1Einfl’jhrung zum Beispiel in [23] oder [3]
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3 Simulation der 1+1-dimensionalen Burgersgleichung

co annehmen. Das gesamte Geschwindigkeitsfeld setzt sich also aus einer endlichen
Zahl an Gitterpunkten — den Untersystemen — zusammen, die eine unendliche Zahl
an Geschwindigkeitswerten — den Zustdnden — einnehmen koénnen. Die Zustands-
summe fiir das Burgerssystem besteht also, um es auf den Punkt zu bringen, aus
einer schier unendlichen Menge an Termen, die alle beriicksichtigt werden miiss-
ten, um die Statistik zu beschreiben. All diese Terme zu beriicksichtigen ist nicht
praktikabel.

Stattdessen macht man sich einen Mechanismus zu Nutze, den auch die Natur um-
zusetzen scheint: Das Auftreten der Zustdnde ist nicht gleich wahrscheinlich. Statt-
dessen sorgt die zugrunde liegende Gesetzmafsigkeit des Systems dafiir, dass tiber-
wiegend nur eine endliche und verhéltnisméafiig kleine Anzahl an Zustidnden von
dem System eingenommen wird. Kénnen wir bei unserer Simulation hauptsach-
lich diese Zustdnde erzeugen, gibt uns das bereits eine gute Abschidtzung tiber das
tatsdchliche Verhalten des Systems. Im thermischen Gleichgewicht erfolgt die Ver-

teilung der Zustdnde nach der Boltzmann-Verteilung
py=2te Fhr. (3.2)

Die Aufgabe besteht nun darin, in unserer Simulation dafiir zu sorgen, dass sich im

Gleichgewicht genau diese Verteilung einstellt.

Damit sich das System entwickeln kann, bendtigen wir zundchst einen Mechanis-
mus, der aus einem Zustand y einen neuen Zustand v erzeugt. Die Wahrscheinlich-
keit fiir einen solchen Ubergang sei hier mit P(u — v) bezeichnet. Wir bedienen uns
eines sogenannten Markov-Prozesses, bei dem erstens die Ubergangswahrschein-
lichkeit P(u — v) fiir alle Zeiten konstant bleibt und zweitens nur abhingig vom
Ausgangszustand p und dem Zielzustand v ist. Markov-Prozesse sind damit unab-
hiangig von der Geschichte, die das System durchlaufen hat und wird. Ebenso muss
gewdhrleistet sein, dass wir auf jeden Fall einen Zustand generieren und sei es nur,

dass wir den alten Zustand y reproduzieren:
Y P(p—v)=1 (3.3)
1%

Der Markov-Prozess alleine sorgt nun noch nicht dafiir, dass im Fall des thermi-

schen Gleichgewichts genau die gewiinschte Boltzmann-Verteilung erzeugt wird.

Dafiir miissen wir noch jeweils eine Eigenschaft der Boltzmann-Verteilung und des
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thermischen Gleichgewichts beachten.

Zum einen hat die Boltzmann-Verteilung fiir jeden Zustand eine nichtverschwinden-
de Wahrscheinlichkeit. Dies bedeutet ganz einfach, dass wir dafiir sorgen miissen,
dass jeder Zustand auch in endlicher Zeit erreicht werden kann. Wenn das der Fall
ist, ist unsere Simulation ergodisch. Dabei bedeutet das allerdings nicht, dass einige
Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht Null sein diirften, sondern dass jeder Zielzu-
stand zumindest tiber eine Folge von Zustanden erreicht werden kann.

Zum anderen bedeutet thermisches Gleichgewicht gerade, dass die Anzahl der Un-
tersysteme in einem bestimmten Zustand gleich bleibt; genauso viele Untersysteme

verlassen den Zustand v wie ihn neu einnehmen:
Y puP(u—v)=Y pP(v—p). (3.4)
v v

pu steht dabei fiir die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System im Zustand p be-
findet. Die Summe berticksichtigt dann alle Wege, wie aus u der Zustand v wer-
den kann. Diese Bedingung alleine birgt allerdings ein Problem: Es konnen sich
Grenzzyklen entwickeln. Dabei durchlduft das System Zustdnde, die sich nach einer
bestimmen Anzahl an Zustandsdnderungen periodisch wiederholen. Dabei besteht
keine Garantie, dass dies die Zustdnde sind, die laut der Boltzmann-Verteilung am

haufigsten vorkommen. Im Regelfall wird so also eine andere Verteilung erzeugt.

Um die Grenzzyklen aufbrechen zu konnen, ist es hilfreich zu verstehen, wie sich
solche Zyklen bilden konnen. In Gleichung (3.4) fasst die linke Summe die Wahr-
scheinlichkeiten zusammen, dass der Zustand v eingenommen wird. Die rechte
Summe besteht aus Termen, die bestimmen, dass der Zustand v verlassen wird. Da-
bei ist es moglich, dass die Zustande, die hauptsdchlich zur linken Summe beitragen,
vollkommen verschieden sind von denen, die hauptsdchlich zur rechten Summe bei-
tragen. Solange beide Summen den gleichen Wert liefern, ist (3.4) wunderbar erfiillt.
Angenommen, wir starten in so einem Fall im Zustand a und unser System wird
mit diesem Ausgangszustand fast immer den Zustand v einnehmen, aber nur ganz
selten von v nach a wechseln. Man stelle sich diesen Mechanismus ebenfalls fiir ein
paar Folgezustdande vor, bis das System auf diesem Weg wieder bei « angekommen

ist und das Spiel von Neuem beginnt: Ein Grenzzyklus hat sich ausgebildet.

Die Schliisselzutat dafiir ist offensichtlich ein Ungleichgewicht in den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten in den und aus dem Zustand v. Sind die beiden Wahrschein-
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3 Simulation der 1+1-dimensionalen Burgersgleichung

lichkeiten gleich, kann kein Grenzzyklus entstehen, da sich das System im Mittel fiir
beide Wege gleichermafien entscheiden wiirde. Wir fordern also

puP(p —v) = pyP(v — p). (3.5)

Gleichung (3.4) ist damit nach wie vor erfiillt. Diese Bedingung nennt sich Detailed
Balance und macht auch aus physikalischer Sichtweise Sinn. Physikalische Systeme
sind invariant unter Zeitumkehr. Nur wenn Detailed Balance vorliegt, kann sich das

System riickwirts wie vorwarts entsprechend der gleichen Dynamik entwickeln.

Mit der Bedingung fiir Detailed Balance (3.5) und der Forderung, dass wir im Gleich-
gewicht eine Boltzmann-Verteilung (3.2) erwarten, muss fiir die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten gelten:

P(u—=v) _ pv _ —pE~E) (3.6)

P(v—u)  pu

Solange diese Bedingung erfiillt ist, konnen wir jede mogliche Kombination von
Ubergangswahrscheinlichkeiten wihlen und kénnen sicher gehen, dass sich unser
System im Gleichgewicht entsprechend der Boltzmann-Statistik verhalt.

Um die zufillig getriebene Burgersgleichung (2.15) nun mit einem Monte-Carlo-
Algorithmus simulieren zu konnen, miissen wir ihren statistischen Charakter durch
eine Form der Zustandssumme ausdriicken. Wir wollen hier im Gegensatz zum vo-
rigen Kapitel den direkten Weg gehen und stellen die Zustandssumme fiir die Bur-
gersgleichung in Anlehnung an ein Pfadintegral dar. Gewthnlich wird bei diesem
Prozess fiir eine stochastische partielle Differentialgleichung meist auf den Martin-
Siggia-Rose-Formalismus [20] verwiesen, bei dem unphysikalische, konjugierte Fel-
der tiber ein Fourier-Integral eingefiihrt werden. Hier umreiflen wir die einfachere
Methode nach Hochberg [15], welche nur mit den physikalischen Feldern arbeitet.
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3.2 Zustandssumme und Wirkung der Burgersgleichung

3.2 Zustandssumme und Wirkung der
Burgersgleichung

Wir kiirzen die Schreibweise der Burgersgleichung (2.15) ab und betrachten ab sofort

nur noch eine Orts- und Zeitkoordinate:
Burg[v] = 90 + v9,v — V30 = f. (3.7)

v und f bleiben dabei abhdngig vom Ort x und der Zeit t. Die Zufallskraft f nehmen
wir als gaufverteilt und zeitlich d-korreliert an, wodurch im Folgenden das Integral

tiber ¢’ direkt ausgewertet werden kann:

1

Pl = \/det(27my) =P

Bei einer bestimmten Realisierung der Kraft schreiben wir fiir die eindeutige Losung

(—% / dxdy’dt f(x, ) x; ' (x,x') f(x’,t)) . (39

der Burgersgleichung die Identitat

Usoln = /D?J 0 8[v — Usoln] (3.9)

— / Do 8[Burg[o] — f]VT T, (3.10)

wobeil im zweiten Schritt eine Variablensubstitution stattfindet, welche die Funktio-
naldeterminante 5B

J = det (%M) (3.11)

einfithrt. Da die Burgersgleichung lokal ist, liefert (3.11) allerdings lediglich einen
konstanten Beitrag und wird deshalb im Folgenden nicht linger erwahnt?. Fiir eine
Observable gilt die Identitat

Q(vwom) = [ DoQ(v) 8[Burg[e] — £ (3.12)

Zsiehe dazu Anhang A in [15]
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3 Simulation der 1+1-dimensionalen Burgersgleichung

Damit lasst sich nun der Erwartungswert iiber die gaufs’sche Kraft bestimmen mit

(Q(v))

/Df’P[f] Q(Usoln)

_ 1 /DU Q(U) ef% J dxdx’ dt Burg|[v] )(Jfl Burg[v'] . (3.13)
27t)(f)

\/det(

Dabei wurde das Integral iiber f direkt ausgewertet; v’ steht fiir v(x’/,t). Mit der

Definition der Zustandssumme als Erwartungswert des erzeugenden Funktionals,

7= <exp (/ dx dt](x,t)v(x,t)) > (3.14)

wobei hier der Quellterm J(x, t) verschwindet, folgt fiir die Zustandssumme

7 _ 1 /DZJ e—% [ dxdx’ dt Burg|v] 7(;1 Burg[v'] . (3.15)

\/det(2mx )

Die Wirkung der Burgersgleichung lautet damit

Slv] = %/dx dx’ dt Burg][v] )(fl Burg[v']. (3.16)

3.3 Der Heat-Bath-Monte-Carlo-Algorithmus

Monte-Carlo-Simulationen werden meist in der Art implementiert, dass sich beim
Generieren eines neuen Zustandes der Wert des simulierten Feldes nur an einem
einzigen Gitterpunkt dndert. Dies trdgt der Tatsache Rechnung, dass sich das Sys-
tem im Gleichgewicht nur in einer verhéltnisméafliig geringen Anzahl an Zustianden
aufhélt und die Gesamtenergie somit weitgehend gleich bleibt. Es gibt im Wesentli-
chen zwei Herangehensweisen an eine solche Simulation: Den Metropolis- und den
Heat-Bath-Algorithmus. Auf Ersteren wollen wir an dieser Stelle nur eingehen, um
die Vorteile des Heat-Bath-Algorithmus fiir unsere Angelegenheit hervorzuheben?.

Der Heat-Bath-Algorithmus* aktualisert jeden Gitterpunkt gemaf seiner Boltzmann-

gewichtung, die sich entsprechend der zugrunde liegenden Dynamik aus seinen un-

3Eine kurze Gegeniiberstellung ist in [19] zu finden.
4Zum ersten Mal angewendet durch Creutz [8, 9]
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3.3 Der Heat-Bath-Monte-Carlo-Algorithmus

mittelbaren Gitternachbarn ergibt. Der neue Wert wird also direkt nach der Wahr-
scheinlichkeit (3.2) ausgewdhlt, nur benutzen wir hier die mathematisch dquivalente

Version, welche die Wirkung S,; am entsprechenden Gitterpunkt xt beinhaltet:
VAR (3.17)

Die beiden Schliisselzutaten Ergodizitdt® und Detailed Balance® werden von so einer
Verteilung offensichtlich erfiillt.

Ziel der Simulation eines statistischen Systems ist es immer, so effizient wie moglich
eine moglichst grofie Anzahl an statistisch unabhédngigen Realisierungen des Sys-
tems zu generieren. Metropolis baut darauf, zu selektieren, ob ein neuer Zustand,
der wihrend der Simulation vorgeschlagen wurde, angenommen oder zuriickgewie-
sen wird. Bei einer hohen thermischen Fluktuation des Systems aufgrund einer ho-
hen Temperatur werden fast alle Vorschldge angenommen. Ist die Temperatur aller-
dings gering und die Anzahl der theoretisch moglichen Zustande grof3, wird der Al-
gorithmus fast alle Vorschldge zuriickweisen, da die Boltzmann-Wahrscheinlichkeit
fiir die meisten Zustdnde viel zu gering ist. Das Gitter wird dann nur sehr zogerlich
aktualisiert, was unserem formulierten Ziel entgegen steht. Bei Heat-Bath werden
die neuen Zustdnde direkt aus einem Warmebad — daher der Name — erzeugt und
immer angenommen. Dabei kann es auch vorkommen, dass das System fiir langere
Zeit in einem Bereich das Phasenraums “festsitzt”, allerdings wird in jedem Fall ein
neuer unabhédngiger Zustand schneller erzeugt. Dies folgt daraus, dass Metropolis
ebenfalls so interpretiert werden kann, dass neue Zustinde aus einem Warmebad
heraus erzeugt werden, allerdings nicht auf dem direkten Wege wie bei Heat-Bath
[91.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit bei Heat-Bath ist im Gegensatz zu Metropolis
nicht vom Ausgangszustand des Gitterpunktes abhdngig, sondern nur vom End-

zustand. Dadurch ist die Korrelation zwischen zwei Zustdnden etwas geringer als

5Teder Zustand hat eine nicht verschwindende Wahrhscheinlichkeit und kann somit erreicht wer-
den.

®Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang von Zustand y in Zustand v ist p, und von Zustand
v in Zustand y ist p;,. Relation (3.6) ist damit erfiillt:

Plu—v) pv _ Z e Sxty

— — efsxt/vfsxt,;l .
Plv—u) pu Ze Suun

7auBerdem [4] zur Heat-Bath-Interpretation des Metropolis-Algorithmus
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3 Simulation der 1+1-dimensionalen Burgersgleichung

bei Metropolis, was ebenfalls dafiir sorgt, dass mit weniger Schritten unabhdngige

Zustinde erzeugt werden.

3.4 Das Monte-Carlo-Gitter

Nachdem wir uns nun fiir den Heat-Bath-Algorithmus entschieden haben, miissen
wir zuerst einmal das Gitter definieren, auf dem wir uns bewegen. Das Gitter sei
rechteckig und habe in Ortsrichtung Ny Punkte und in Zeitrichtung N; Punkte. Die
Gitterpunkte liegen entlang einer Richtung um einen konstanten Abstand ausein-
ander: in x-Richtung um A, = le und in ¢-Richtung um Ay = le In Zeitrichtung
setzen wir periodische Rander an, in Ortsrichtung sind die Rander frei. Auf diese
Weise passen Systeme mit einer Korrelationsldnge der Kraft bis zur Gittergrofie in x-
Richtung auf das Gitter, wodurch wir bei gleicher Korrelationsldnge kleinere Gitter
simulieren konnen als bei periodischen Randbedingungen. Das Geschwindigkeits-
feld nimmt an dem Gitterpunkt xt den Wert v(x,t) an. Um kenntlich zu machen,
dass wir es hier nicht mehr mit einem kontinuierlich definierten Feld zu tun haben,

bezeichnen wir die Geschwindigkeit bei xt von nun an mit vy;.

3.5 Die Wirkung auf dem Gitter

Die Zustandssumme, beziehungsweise die Wirkung der Burgersgleichung kann nun
fiir die Anwendung auf dem Gitter vorbereitet werden. Dies bedeutet hauptsachlich,
dass wir diese Grofde diskretisieren miissen, was sich wiederum auf die Ableitun-
gen und Integrale im Burgersterm der Wirkung (3.16) auswirkt. Der Burgersterm
tritt zudem quadratisch auf. Wir mochten, dass die diskrete Wirkung bezogen auf
einen Gitterpunkt ebenfalls eine quadratische Form annimmt. Zum einen sind sol-
che Gaufiverteilungen gut handzuhaben und zum anderen bietet eine quadratische
Form noch eine Optimierungsmoglichkeit fiir den Algorithmus in Form der soge-
nannten Ouverrelaxation-Methode [1, 27, 30].

8Nach diesem vernichtenden Urteil fiir den Metropolis-Algorithmus kann man sich nun zu Recht
fragen, ob er noch eine Existenzberechtigung besitzt. Gerade fiir Systeme mit einer geringen Anzahl
an moglichen Zustandsdnderungen wie dem Ising-Modell oder bei hohen Temperaturen spielen die
genannten Argumente gegen Metropolis keine Rolle mehr und er kann seine Konkurrenz hinter sich
lassen, wie man sich mit [23] tiberzeugen kann.
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3.5 Die Wirkung auf dem Gitter

Aus (3.16) wird auf dem Gitter zunéachst

s— %Aim Y. X Burglo(x, 1] S Burglo(', )] (3.18)

x/
Die Ableitungen der linearen Terme in Burg[v(x, t)] werden gewohnlich diskretisiert:

Ux(t41) = Uxt

oro(x,t) — A , (3.19)
t
v — 205t + Uy
Ro(x, t) — Ut Af )t (3.20)
X

Damit S hochstens quadratisch in vy wird, darf vy maximal linear in Burg[v(x, t)]
vorkommen. Damit wir das erreichen, diskretisieren wir die Ableitung im nichtli-

nearen Term symmetrisch:

O(x4+1)t = U(x—1)t
2Ay '

v(x, 1)0,v(x,t) — vy (3.21)
An den freien Rédndern in Ortsrichtung werden die Terme, die tiber die Gittergrenzen

hinausragen, einfach weggelassen.

Betrachten wir, wie es in der Simulation geschieht, nur einen Gitterpunkt xt auf
einmal, konnen wir die Terme der Wirkung mit v,;-Anteilen von denen ohne einen
solchen Anteil trennen. Damit spalten wir den Teil der Wirkung, auf den eine Veran-
derung des Geschwindigkeitswertes am Punkt xt Einfluss hat, von dem Teil, welcher
von der Anderung unbeeinflusst bleibt, ab. Aktualisieren wir das Gitter Punkt fiir

Punkt, brauchen wir somit nur den v,;-Anteil minimieren. Wir konnen schreiben:

S = Sxt(vxt) + R(U(xt)’;é(xt))' (3.22)

In Sy¢(vyt) sortieren wir nun zusétzlich die Terme nach ihrer Ordnung in v, und
giefsen S damit in die Form

S = Axt ’O?Ct _2Axl’th Ut _|_ AxtByzct _|_ th — Axt('()xt — th)z + th' (323)
N~ N—— S—
Uquadr Ulin R(v(xt)’yé(xt) )

Axt, Byt und Ry sind folglich von vy unabhéangig. Uquadr und vy, sind dabei die
Faktoren des quadratischen bzw. linearen Terms. Die Wahrscheinlichkeit p,; nach

Gleichung (3.17) bekommt damit unsere gewtinschte gaufs’sche Form mit Standard-
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3 Simulation der 1+1-dimensionalen Burgersgleichung

abweichung

Gxt — — (3.24)

und Mittelwert

Dy = Byt = —din_ (3.25)
2Z7quadr

Fir vy = Uy wird die Wirkung minimal und damit die Wahrscheinlichkeit p,;

maximal.

Die Aufgabe im Simulationsprogramm war es nun, Sy¢(vyt) zu berechnen und wie
hier zu sortieren. Mit den Faktoren von vjzct und v,; kann nun ein neuer Geschwin-

digkeitswert gemdf3 der sich aus diesen ergebenden Gaufiverteilung erzeugt werden.

3.6 Die Parameter der Simulation

Die Simulation benotigt ein paar Parameter, um das System festzulegen, welches
wir simulieren mochten. Zuerst einmal muss die treibende Kraft festgelegt werden.
Diese sollte entsprechend der Theorie nur auf grofien Skalen wirken, damit die Ener-
gie bis hinunter zur Dissipationsskala zerfallen kann. Die Kraft ist in der Wirkung
(3.18) tiber die Korrelationsmatrix x,, zugegen. Die Matrix wird entsprechend den
Uberlegungen in [14] festgelegt zu

|Ax]

Xev = X(Ax) =€e” T (3.26)
mit
Ax = x —x'. (3.27)

Um zu tiberpriifen, in welchen Skalen diese Kraft eine Rolle spielt, wechseln wir in
den Fourierraum tiber

k) = %{ / °:o d(Ax) x(Ax) e~ kAT (3.28)

Einsetzen und ausintegrieren fiihrt zu

2L

_ €
#(k) = =TT OR (3.29)
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Wir betrachten nun die drei Faille

k> L1 p(k) — ——2k211
X (k) Nz

€

V2n

k< L71:x(k) — 0, weil kL — oo.

k~! und

k~L71: %k —

Die Kraft wirkt also wie gefordert hauptsédchlich auf langen Skalen 2 L. Dort nimmt
sie die Form o kPL1*F mit B = —2 an. Laut [14] ist bei solch einer Kraft fiir die Struk-
turfunktionen der Burgersgleichung ein bifraktaler Exponent zu erwarten. L wird in
dem Simulationsprogramm relativ zur Gittergrofle eingestellt und sollte damit auf
jeden Fall positiv < 1 sein. Zur Berechnung von € bendtigen wir zuerst noch v und
Re.

Die Viskositidt des Fluids v miissen wir ebenfalls diskretisieren. Dies geschieht, in-
dem wir die Einheit der Viskositit [%2} uber unsere Gitterabstande A, und A; aus-
driicken. Ein Faktor a bestimmt dann die Grofie von v und wird dem Programm

ebenfalls mit auf den Weg gegeben:

V=2, (3.30)

Es verbleibt die Reynoldszahl Re. Diese wird dem Programm ebenfalls zugefiihrt
und bedarf keiner weiteren Uberlegungen.

Mit Re, v und L kénnen wir nun nach Gleichung (2.3) die charakteristische Ge-

schwindigkeit v; und die Energiedissipation € berechnen.

Zu guter Letzt miissen wir noch die Gittergrofie angeben. Hierbei muss vor allem
darauf geachtet werden, dass sowohl die Dissipationsldnge # als auch die Schock-
breite [ aufgelost werden kénnen. Damit # auf das Gitter passt, muss

Ay <y (3.31)

gelten. Mit Gleichung (2.4) folgt damit fiir die Gittergrofse in x-Richtung die Bedin-
gung

Re3/4
N, > .

> — (3.32)

47



3 Simulation der 1+1-dimensionalen Burgersgleichung

Schaut man sich die Gleichung (2.122) an, sieht man, dass die Schockbreite I durch
v reguliert werden kann. Diese Tatsache wollen wir nutzen, um die Schockbreite so
zu wihlen, dass sie auf dem Gitter aufgelost werden kann. Als Richtwert nehmen
wir

Ay <L (3.33)

Daraus folgt eine weitere Bedingung fiir die Gittergrofie in Ortsrichtung:

N, > ke (3.34)

L
Dies ist die abschliefende Bedingung an Ny, da Bedingung (3.32) darin bereits ent-
halten ist. Da die Korrelationsldnge im Wesentlichen in der Grofienordnung des
Gitters liegen wird, bedeutet diese Relation, dass fiir grofie Reynoldszahlen entspre-

chend grofie Ny eingestellt werden miissen.

Laut den Arbeiten von P. Diiben [11] und D. Mesterhdzy [21] wird dem Parameter
« in Gleichung (3.30) eine grofse Kontrolle tiber die Erzeugung sinnvoller Geschwin-

digkeitsfelder zugeschrieben. Es muss gelten, dass
a S 0.5. (3.35)

Ansonsten kommt es zu starken Spriingen des Geschwindigkeitsfeldes. Diiben er-
wiahnt dariiber hinaus, dass v und & dem Programm {ibergeben werden und sich
daraus A; gemifs Gleichung (3.30) bei ebenfalls festgelegtem A, ergibt. Dirk Ho-
meier ist ab einem gewissen Punkt dazu iibergegangen, dem Programm « anstatt v
als Parameter zu iibergeben. Ebenfalls wird die Gittergrofse fest vorgegeben. v wird
dann nach Gleichung (3.30) berechnet. Das ist der aktuelle Stand des Simulations-
programms. Dann gilt Bedingung (3.35) nattirlich nicht mehr zwangslaufig, da ein
grofies N; ein grofies a, welches durchaus tiber 0.5 liegen kann, kompensieren kann.
Deshalb erscheint mir die Bedingung fiir « etwas indirekt formuliert, denn im Grun-
de sagt sie aus, dass fiir ein bestimmtes v und bei vorgegebenem A, mindestens ein
bestimmtes A; vorliegen muss, damit die Simulation stabil laufen kann. In diesem
Sinne lautet die Bedingung (3.35)

N; > 2uN2. (3.36)

« muss dann so festgelegt werden, dass (3.30) erfiillt ist.
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Die Gittergrofie muss damit also die beiden Bedingungen (3.34) und (3.36) erfiillen,

wenn wir sinnvolle Geschwindigkeitsfelder simulieren mochten.

3.7 Die Simulation

Wir sind nun in der Lage, das Geschwindigkeitsfeld der Burgersgleichung zu si-
mulieren. Als Anfangswert setzen wir das Geschwindigkeitsfeld an jedem Gitter-
punkt auf Null. Nun gehen wir jeden einzelnen Gitterpunkt nacheinander durch,
werten seine lokale Wirkung (3.18) aus und setzen dieser entsprechend einen neuen
Geschwindigkeitswert. Die Wahrscheinlichkeit fiir den neuen Wert folgt einer Gauf3-
verteilung mit Mittelwert (3.25) und Standardabweichung (3.24) und wird mit einem
Zufallsgenerator fiir gaufd’sche Verteilungen erzeugt. Durch die Korrelationsmatrix
in der Wirkung wird dem System nun Energie zugefiihrt und es beginnt sich zu
entwickeln. Sind wir am letzten Gitterpunkt angelangt, ist das Gitter vollstindig
aktualisiert. Jedes vollstandig aktualisierte Gitter nennen wir eine Konfiguration. Je-
de 1000ste Konfiguration wird gespeichert, wobei insgesamt in der Regel bis zu 5
Millionen Konfigurationen erzeugt werden. An den freien Randern zeigt das Feld
tiir ein paar Gitterpunkte aufgrund der nicht definierten Ableitungen starke Abwei-
chungen von dem Verhalten im Gitterinnern. Fiir die nun vollgende Auswertung

wird dieser Rand nach Augenmaf3 einfach abgeschnitten.

3.8 Bestimmung der Strukturfunktionen

Nachdem nun die Simulation gelaufen ist und uns N Konfigurationen beschert hat,
konnen wir uns daran machen, die von uns benétigten Observablen zu “messen”.
Wir mochten die Strukturfunktionen von der Ordnung p bestimmen. Sie sind nach
Gleichung (2.129) von der Observablen u(r)P abhingig. Da wir im eindimensionalen
Fall nur eine Raumrichtung haben, entféllt eine besondere Festlegung der longitudi-

nalen Richtung e;.

Zur Berechnung der Strukturfunktion sei angenommen, dass das Moment p und der
Abstand r, fiir die sie ausgewertet werden soll, gewdhlt wurden. Die Nennung von
r wird im Folgenden explizit weggelassen und man moge im Kopf behalten, dass
jede Geschwindigkeitsdifferenz u von r abhingig ist: u? = u(r)”. Nun wird jede
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3 Simulation der 1+1-dimensionalen Burgersgleichung

Konfiguration i nacheinander ausgewdhlt und fiir jede Zeit t wird zuféllig ein Ort x
bestimmt: Das p-te Moment des Absolutbetrages’ der Geschwindigkeitsdifferenz

p
uf,i - [abs(v(x—l-r)t,i - vxt,i)] (3.37)

wird berechnet. Dadurch, dass nur ein Ort einfliefst, bekommen alle Abstiande r die-
selbe Gewichtung, was ihre Statistik betrifft. Fiir einen gewéhlten Abstand kénnen
Ny — 2R — r — 1 Orte ausgewihlt werden. Der Rand R folgt dabei aus den Uberlegun-
gen aus Abschnitt 3.7. Bei kleinen Abstdnden konnten also mehr Orte berticksichtigt
werden, was die Statistik der entsprechenden Strukturfunktion verbessern wiirde.
Im Vergleich zur Strukturfunktion mit einem anderen Abstand wiirde dadurch aber
ein Fehler eingefiihrt. Um die Fehler vergleichbar zu machen, wird deshalb nur ein
Ort berticksichtigt. Ebenso kann die Autokorrelationszeit auf diese Weise noch ein

bisschen gesenkt werden.

Die N; berechneten Werte uf ; werden in einem Mittelwert!®

p 1 . p
u = t_zl ul, (3.38)

fiir die Konfiguration zusammengefasst, an ein Array A angehdngt und somit ge-
speichert. Wenn alle Konfigurationen beriicksichtigt wurden, besteht das Array A
aus N Eintragen; fiir jede Konfiguration einer. Mit diesen Eintrdgen werden mit
der I'-Methode [28] der Mittelwert, der Fehler und die Autokorrelationszeit von u”
berechnet. Damit ist die Abschédtzung des p-ten Moments der Geschwindigkeitsdif-
ferenz im Abstand r komplett. Fiir weitere Momente und Abstdnde geht man analog

VOr.

Damit wir vollends verstehen, was die nun vorliegenden Strukturfunktionen aussa-
gen, muss die I'-Methode erkldrt werden. Ich beschranke mich auf den konkreten
Fall, den wir hier vorliegen haben, wobei wir die sogenannte primédre Observable
uP betrachten. So bietet die I-Methode zwar die Moglichkeit, verschiedene Runs

9Der Absolutbetrag ist in der Theorie indirekt versteckt: Die Geschwindigkeitsdifferenz auf den
schockfreien Abschnitten ist wegen ihrer positiven Steigung nach Gleichung (2.117) immer positiv.
Die Geschwindigkeitsdifferenz in der Umgebung von Schocks ist zwar negativ, wurde aber in (2.126)
als positiver Betrag angesetzt. Der Absolutbetrag stellt zudem fiir Momente p < 1 sicher, dass diese
in jedem Fall existieren, sollte die Geschwindigkeitsdifferenz negativ sein.

19 Abweichend von der ansonsten konsistenten Kennzeichnung des Mittelwerts durch einen Uber-
strich verzichte ich hier darauf, um im Folgenden die Notation nicht zu tiberladen.
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in die Auswertung mit einzubeziehen sowie von den priméren Oberservablen ab-
geleitete Grofien zu bestimmen, doch benétigen wir diese Dinge hier nicht, da wir
beides nicht vorliegen haben. Die allgemein giiltige Formulierung der Methode ist

im gerade zitierten Paper zu finden.

Die I'-Methode ist eng verwandt mit der Autokorrelationsfunktion, die wir mit I'(5)
bezeichnen und worauf die Methode mit ihrem Namen direkt Bezug nimmt. Wir
nihern uns der Sache an, indem wir zuerst den Mittelwert u?P von uf fir unsere N

Konfigurationen angeben. Der Index i steht fiir die Konfiguration:
1 X p
ub = N ; u;. (3.39)
Der Mittelwert wird zum exakten Erwartungswert (u?) fiir N — oo:
N
(uf) = lim — Zuf (3.40)

uP schiitzt also (uP) fiir eine endliche Zahl an Konfigurationen ab. (1) ist nach (2.5)

unsere gesuchte Strukturfunktion.

Da wir nur eine endliche Anzahl an Konfigurationen vorliegen haben, konnen wir
nur den Mittelwert berechnen. Der Fehler, den wir machen, wenn wir mit einer Si-
mulation aus N Konfigurationen den Erwartungswert (u*) durch den Mittelwert u?
abschidtzen, wird allgemein als der statistische Fehler der Simulation bezeichnet. Er
gibt also an, wie weit der Mittelwert uP durchschnittlich vom tatsédchlichen Erwar-

tungswert (1) entfernt liegt.

Zur Berechnung dieses Fehlers stelle man sich eine grofle Anzahl M an unabhéangi-
gen, einzelnen Runs r vor. Jeder Run fiihrt zu einem individuellen Mittelwert u?,.
Die Verteilung der Abweichung u?, — (u?) geht dann fiir eine grofe Anzahl an Runs
aufgrund des Zentralen Grenzwertsatzes in eine zentrierte Normalverteilung mit

einer noch zu spezifizierenden Varianz

o2 (uP,) = (uP,uP) — (uP)? (3.41)
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3 Simulation der 1+1-dimensionalen Burgersgleichung

tiber. Fiir den statistischen Fehler o?(u?) gilt mit diesem Setup'!

M
o*(F) = lim - Y7 (uPy — (u))” = (). (3.42)

Im vorliegenden Fall konnen wir generell nur auf einen Run zuriickgreifen. Zur
Bestimmung von o?(u”,) miissen wir also mit den Informationen aus einem Run
auskommen. Es stellt sich heraus, dass man o?(u”,) mit der Autokorrelation in Be-
ziehung setzen kann. Zuerst definieren wir dafiir die Autokorrelationsfunktion. Sie

héngt von den Messwerten der Observablen u! ab:

N
r(8) = fim 5 1 (0 — () a5 — ()
= Jim Y (Wl (w))
i=1
= (ulull ) — (uh)?. (3.43)

Der Schiitzer der Autokorrelationsfunktion, T'(5), ist damit:

1 N-06

= —2
T(é) = m Z (ufuf_i_é —ubP )
i=1

~ulul  —ub. (3.44)

Das Prinzip solcher Korrelationsfunktionen ist recht einfach zu verstehen. Weichen
p
i
wird der Summand i positiv. Weichen sie in entgegengesetzte Richtungen vom Mit-

ut und uf 45 in die gleiche Richtung vom Mittelwert uP ab, sind also korreliert, so

telwert ab, sind also antikorreliert, so wird der Summand i negativ. Ergibt sich im
Mittel ein Wert von 0, gleichen sich also korrelierte und antikorrelierte Summanden
aus, liegt im Mittel keine Korrelation vor.

Es wird nun fiir grofle § ein exponentieller Zerfall der Autokorrelation angesetzt:'?
I(5) e 7, (3.45)

Das 9, fiir das I'(5) auf 1/ e abgefallen ist, definiert die Autokorrelationszeit T. Diese

11Herleitung in [13] auf Seite 11-12
2siehe [23], Kapitel 3.3.1 und 3.3.2
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3.8 Bestimmung der Strukturfunktionen

liefert einen Richtwert, wann aufeinander folgende Konfigurationen i und i 4- 8 nicht
langer in einem groffen Mafle miteinander korreliert sind. Zur Bestimmung von T
bedient man sich der integrierten Autokorrelation. Dafiir wird (3.45) integriert und
mit I'(6 = 0) normiert. Es ergibt sich in unserem Fall fiir diskrete Konfigurationen

die Summe!®

r'(d)
(0)

r'(d)
(0)

/-\
/‘\

NI'—‘

Z Z (3.46)

NIH
}1
’_J

Nun kénnen wir die Beziehung zwischen o?(u?,) und T'(8) herstellen. Mit [13] gilt*

— 1 ©
P~ — . .
o2 (uP,) 5 {r(0)+25_21r(5)} (3.47)
Zusammen mit den Gleichungen (3.46) und (3.42) fiihrt dies zu
— 2T 2T
2(uP) = p
o (uP) N —TI'(0) = N (u?). (3.48)

I'(0) = o?(uP) ist die “naive” Varianz von u?, wenn man keine Korrelation zwischen

den Konfigurationen annimmt.

Bis hierher sind samtliche Ergebnisse exakt, da sie fiir N — oo gelten. Nun vollziehen
wir den Sprung ins Endliche, indem wir I'(5) durch T'(8) und T durch T ersetzen.
T erhalten wir, indem wir auch in (3.46) I'(5) durch seinen Schétzer ersetzen und

zudem die Summe limitieren:

T = EF(O) + ) _T(5). (3.49)

13Im kontinuierlichen Fall wird die Summe zum Integral. Daran kann leichter abgelesen werden,
dass [% dd e ®/T =2 [°d5 e ®/T = 27 gilt. Im Fall von Detailed Balance gilt zudem I'(5) = T'(—5),
wodurch wir nur eine Hélfte der Summe, dafiir aber doppelt, betrachten brauchen.

l4Geite 27-28: Die Herleitung nutzt zwar Binning, doch léasst sich dieses auf unabhingige Run
direkt tibertragen. Streng genommen gilt

s £ oo ()]

Fir T < N kann der O(§)-Term vernachlassigt werden und wegen Detailed Balance gilt auch hier
wieder I'(8) =T'(-9).
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3 Simulation der 1+1-dimensionalen Burgersgleichung

Fiir den statistischen Fehler folgt damit:

2(iP) = 2XT(0) = %oz(up). (3.50)

Da der statistische Fehler nun selbst geschitzt wird, verursacht dies weitere statisti-
sche Fehler. Fiir die Verteilung von ['(5) um T'(8) folgt der Erwartungswert!:

(T(8)) =~ T(8) — % {%r(o) +) I"(é)} (3.51)

und weicht entsprechend um den zweiten Summanden vom exakten I'(d) ab, was
einen Fehler verursacht. In diesem zweiten Summanden finden wir mit (3.46) un-
sere Autokorrelationszeit T wieder. Diese wurde ebenfalls gendhert und vergrofsert
unseren Fehler von I'(§) erneut und zwar entsprechend

MT_T ~ e W/T, (3.52)
All diese Fehler pflanzen sich fort und schlagen sich in dem Fehler fiir u? nieder. Am
Ende gibt uns die I'-Methode den ganz normalen Mittelwert unserer Observablen u”
mitsamt dem Fehler o? (u7) aus, welcher nach Gleichung (3.50) explizit von der Au-
tokorrelationszeit abhingt: je grofer T, desto grofer ist 02 (uP). Wir werden also an
dem Fehler sehen, wie gut die Statistik der Simulation ist. Die Autokorrelationszeit

erhalten wir hier aber zusatzlich noch separat.

Implementiert wurde die Ausgabe der Strukturfunktionen von David Mesterhdzy in
Matlab. Fiir Matlab liegt eine Routine vor, welche die I"Methode implementiert und
die in [28] Erwdhnung findet.

15Zur Berechnung #? durch #? + (uP) — (uP) ausdriicken.
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

Nachdem nun die Burgersgleichung simuliert und aus den erzeugten Konfiguratio-
nen eine Abschitzung fiir verschiedene Strukturfunktionen extrahiert wurde, wollen
wir diese auf die theoretische Vorhersage aus Kapitel 2 — speziell Abschnitt 2.3.6 —
hin untersuchen. Zurtickgegriffen wird dabei auf Runs, die Dirk Homeier hat lau-
fen lassen. Diese und die daraus resultierenden Strukturfunktionen wollen wir uns
zuerst einmal ansehen. Danach stelle ich Uberlegungen und Methoden vor, aus den
gemessenen Strukturfunktionen analytisch exakte Funktionen abzuleiten, die mit

der Theorie verglichen werden kénnen.

4.1 Die gelaufenen Simulationen

Samtliche Simulationen liefen mit den Angaben, wie sie in Kapitel 3 gemacht wur-

den. Der Overrelaxation-Algorithmus war noch nicht implementiert.

Es folgt eine tabellarische Ubersicht iiber die vorliegenden Runs. Re, Ny, N;, « und L
werden der Simulation als Parameter iibergeben. v, 7 und [ werden mit den Formeln
(3.30), (2.4) und (2.122) berechnet und sind zum Teil gerundet. Die Langenangaben
L, 7 und [ sind direkt in Gitterabstdinden A, = 1/N, angegeben. Ebenso priifen wir
die Bedingungen (3.34) und (3.36) fiir die gewdhlte Gittergrofle in den letzten beiden

Spalten.
Re | Ny | N; v () L |y | I |Ne>%IN 2>20N?
256 | 1024 | 32 | 1.9e-6 (1/16) | 512 | 8 | 2 v v
16 | 16 | 16 | 1/512(1/64)| 8 | 1 |05 X v
16 | 23 | 64 | 1/529 (1/64) | 11.5 | 1.4 | 0.7 X v
16 | 32 |128|1/512(1/64) | 16 | 2 | 1 v v
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

Re | Ny | N; v (a) L | 7|1 |Ne>ZIN 2>20N?
16 | 45 |256 | 1/506 (1/64) | 22.5|2.8 | 1.4 v v
16 | 16 | 32 | 1/128(1/16)| 8 | 1 |05 X v
16 | 23 | 64 | 1/132(1/16) | 11.5 |14 | 0.7 X v
16 | 32 |128|1/128(1/16) | 16 | 2 | 1 v v
16 | 64 |512|1/128(1/16) | 32 | 4 | 2 v v
4 | 16 | 8 1/8 (4) 8 |28 1 v X
4 | 23 |16 | 4/33(4) |115|41 |29 v X
4 | 32 | 32 1/8 (4) 16 |57 4 v X
4 | 45 | 64| 8/63(4) |225| 8 |59 v X

Damit konnen wir die Simulationen mit einem X direkt aussortieren, da sie die an
das Gitter gestellten Bedingungen nicht erfiillen.

Ein weiterer Punkt ist die Betrachtung der intermediédren Skala 7 < r < L. Betrach-
tet man den Abschnitt 2.3.6 beziiglich der Herleitung der Strukturfunktion genauer,
wird man feststellen, dass die Dissipationsskala dort nicht wirklich eine Rolle spielt.
Die Bedingung 17 < r kénnen wir daher etwas lockerer auslegen und zum Beispiel
nur als 2y < r auffassen. So kénnen wir zumindest sicher gehen, dass r auf kei-
nen Fall in den Dissipationsbereich kommt, und gerade bei den kleinen Gittern fiir
die Auswertung noch ein paar Datenpunkte mehr berticksichtigen. Auf der anderen
Seite flieit ¥ < L explizit in die Herleitung von S,(r) ein. Um diese Bedingung
zu gewdhrleisten, wire ein Unterschied von einer Groéfienordnung zwischen r und
L vermutlich angemessen. Bei den vorliegenden Gittern ldsst sich diese Bedingung
allerdings nicht durchsetzen, da wir sonst keine Gitterpunkte zur Auswertung tibrig
lielen. Stattdessen scheinen wir bereits keinen grofien Fehler zu machen, wenn wir
fiir den Inertialbereich r < 0.66L ansetzen.! Insgesamt machen wir fiir den Inertial-
bereich damit den Ansatz

2n <r < 0.66L. 4.1)

Nur Simulationen, bei denen dieser Bereich mindestens 5A, grofS ist, werden im

!Diese Annahme nehme ich an dieser Stelle einmal vorweg. Die Strukturfunktion fiir p = 4 in
der noch folgenden Abbildung 4.3 ldsst durch ihre Linearitét bis zu dieser Grenze diesen Schluss zu.
Es ist genau diese Linearitdt, die wir fiir Strukturfunktionen hoher Ordnung erwarten.

56



4.1 Die gelaufenen Simulationen

Folgenden berticksichtigt. Dann verbleiben 6 Gitterpunkte, durch die wir die Struk-
turfunktion mit ihren mindestens drei Parametern? fitten kénnen. Dadurch geben
wir dem Fit noch etwas Spielraum fiir eine Mittelung durch diese Punkte. Fiir die
verbleibenden Runs ergibt sich folgende Ausdehnung der genannten Skalen in Git-

terabstanden A,:

Re | Ny | Ny v () L n | floor (0.66L —21) | > 5
256 | 1024 | 32 | 1.9e-6 (1/16) | 512 8 321 v
16 32 | 128 | 1/512(1/64) | 16 2 6 v
16 | 45 | 256 | 1/506 (1/64) | 22.5 | 2.81 9 v
16 32 | 128 | 1/128 (1/16) | 16 2 6 v
16 | 64 |512|1/128(1/16) | 32 | 4 13 v

Alle verbliebenen Runs erfiillen diese Bedingung.

Zuletzt werfen wir noch einen Blick darauf, welche Daten zu den Simulationen vor-
liegen. Liegen die Strukturfunktionen verschiedener Ordnung als Mittelwert aller
Konfigurationen vor, wird die S,(r)-Spalte entsprechend gekennzeichnet. Besteht
Zugriff auf die einzelnen Konfigurationen der gelaufenen Simulation, bekommt die

Konf.-Spalte einen Haken:

Re | Ny | N; v () L | Sy(r) | Konf.
256 | 1024 | 32 | 1.9e-6 (1/16) | 05| v v
16 | 32 |128|1/512(1/64) | 05| v v
16 | 45 | 256 | 1/506 (1/64) | 05| « v
16 | 32 |128|1/128(1/16) | 05| « X
16 64 |512|1/128 (1/16) | 0.5 v X

Wie sich im Verlauf dieses Kapitels herausstellen wird, ist es notig, dass wir auf die
einzelnen Konfigurationen zugreifen kénnen, um beispielsweise die Strukturfunk-

tion nur fiir eine bestimme Auswahl an Konfigurationen zu berechnen. Die beiden

2Es wird spiter zusétzlich noch ein vierter Parameter in Form eines Offsets eingefiihrt.
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4 Auswertung der Strukturfunktionen
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Abbildung 4.1: Eine typische Konfiguration des 45x256-Gitters. Oben ist die komplet-
te Konfiguration zu sehen, wobei die “Zeitscheibe” bei t = 125 her-
vorgehoben ist. Diese Zeitscheibe ist unten separat dargestellt.

letzten Gitter scheiden dafiir aus. Das 1024x32-Gitter ist recht grofS, macht dafiir die
Berechnungen aber aufwandiger und zieht sie in die Lange. Deshalb werden im Fol-
genden samtliche Methoden zuerst einmal mit dem 45x256-Gitter ausprobiert und
vorgestellt. Das 32x128-Gitter werden wir nicht weiter betrachten, da es sich hier-
bei lediglich um eine schlechter aufgeloste Kopie des 45x256-Gitters handelt. Seine
Strukturfunktionen folgen demselben Verlauf, weshalb neue Erkenntnisse nicht zu

erwarten sind.

Wir schauen einmal kurz direkt in eine typische Konfiguration des 45x256-Gitters,
um einen Eindruck zu vermitteln, an welchem Punkt die Auswertung beginnt. Sie
ist in Abbildung 4.1 abgebildet. Gut erkennbar sind die Schocks der “Zeitscheibe”
t = 125 in den Intervallen [11,13] und [21,22] und der linearen Bereich zwischen
diesen. Die theoretische Vorhersage aus Abbildung 2.4 ist hier wiederzuerkennen,
jedoch kann nicht die Rede davon sein, dass die Schocks das Geschehen fiir alle ¢
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Abbildung 4.2: Eine Auswahl an Strukturfunktionen fiir das 45x256-Gitter mitsamt
den Fehlern. In Anhang C.1 finden sich Abbildungen jeder einzelnen
Strukturfunktion.

dominieren wiirden. Ebenfalls sichtbar ist das irreguldre Verhalten am Rand, zumin-
dest bei x = 0.

Aus allen 5 Millionen Konfigurationen ergeben sich nun die Schétzer fiir die Struk-
turfunktionen S, (7). Diese wurden fiir die Ordnungen p = 0.125, 0.25, 0.375, 0.5, 0.75,
1,15,2,25,3,4,5, 6 und 7 ausgewertet. In x-Richtung werden an beiden Randern 5
Gitterpunkte abgeschnitten. Demzufolge werden die Strukturfunktionen fiir Abstan-
de 1 < r < 36 berechnet. Dabei ist die Statistik fiir r > 34 entsprechend schwach und
es zeigen sich zudem noch Randphdnomene. Diese Abstdnde sind fiir uns aber oh-
nehin nicht mehr relevant. Der Abstand r wird auf die Korrelationsldnge L normiert.
Als Thermalisierungszeit setzen wir 5 - 10° Konfigurationen an. Dies entspricht, wie
wir gleich sehen werden, in etwa dem zehnfachen der Autokorrelationszeit. Damit

gehen wir auf Nummer sicher, dass sich das System im Gleichgewicht befindet.

Die Theorie um Gleichung (2.129) sagt voraus, dass sich Sy () bei kleinen r fiir p < 1
wurzelformig und fiir p > 1 linear verhilt. Repradsentativ seien in Abbildung 4.2 die
Strukturfunktionen S,—o5, Sy—2, und S,—5 mitsamt den Fehlern aus der I-Methode
gezeigt. Der Ubergang vom wurzelférmigen zum theoretisch erwarteten linearen
Verlauf findet in etwa bei p = 2 statt. Wirklich sehen kann man den linearen Bereich
fir p > 2 allerdings durchweg nicht. Zum Vergleich zeige ich in Abbildung 4.3 die

Strukturfunktionen des 1024x32-Gitters. Dort ist gerade fiir p = 5 im intermedidren
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

Bereich eine deutliche Linearitat zu erkennen. Trotz besserer Aussichten darauf, dort
die Ergebnisse zu bekommen, die wir erwarten, konzentrieren wir uns weiter auf das

rechentechnisch simplere 45x256-Gitter.

Dort werfen wir noch einen Blick auf die Fehler. Diese sind generell recht grofs und
lassen viel Spielraum fiir einen Fit. Wie in Abschnitt 3.8 im Zusammenhang mit
der I'-Methode erwihnt, ist dies ein Zeichen dafiir, dass die Statistik der Simula-
tion noch zu wiinschen {tibrig lasst. Es fallt auf, dass die einzelnen Werte fiir S, (r)
schon entlang einer Linie aufgereiht sind und im Vergleich zu ihren Nachbarn kaum
Schwankungen unterliegen. Ebenso legt sich der Fehler wie ein “glatter Schlauch”
um diese Werte. Dies ist ein Indiz dafiir, dass die Werte korreliert sein konnten.

Die Autokorrelationszeiten T zu beiden Gittern sind in Abbildung 4.4 gezeigt. Sie
bewegen sich — die Fehler mit eingerechnet — fiir alle Strukturfunktionen im fiir
uns interessanten Bereich r < 1 zwischen 5000 und 60000 Konfigurationen. Fiir
Strukturfunktionen hoherer Ordnung zeigt sich die Tendenz, dass kleinere r eine
kiirzere Autokorrelationszeit als grofiere r haben. In diesem Fall zerfallen kleine
Strukturen also schneller als grofle.

4.2 Voruberlegungen

Das Ziel unserer Auswertung ist nun die Bestimmung des Exponenten ¢ aus Glei-
chung (2.134)
Sy(r) = drt (4.2)

mit dem Proportionalitdtsfaktor d in der intermedidren Skala. Diese Form fiir die
Strukturfunktion motiviert sich aus der Tatsache heraus, die Strukturfunktion auf
einen einzigen Term mit einem Exponenten zu reduzieren. ¢ wird sich dann entspre-
chend Gleichung (2.136) verhalten und sich asymptotisch (2.135) anndhern. Genauer
sollte nattirlich weiterhin

Syp(r) = brf +cr (4.3)

gelten, wovon (4.2) eine Ndherung darstellt.

Wir wollen die Strukturfunktion noch testweise um einen moglichen Offset a erwei-
tern. Das Verhalten von S,(r) im Dissipationsbereich # ist unklar. Ebenso kann es

aufgrund der endlichen Statistik zu Abweichungen von der tatsdchlichen Form der
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4.2 Voriiberlequngen

5 1 1 1
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Abbildung 4.3: Eine Auswahl an Strukturfunktionen fiir das 1024x32-Gitter. Die S,(r)
sind aufgrund der Auflosung mit kleinen schwarzen Punkten gekenn-
zeichnet. Der Fehlerbereich ist grau ausgefiillt. In Anhang C.2 finden
sich Abbildungen jeder einzelnen Strukturfunktion.

Ts,_5(r) X 10° Ts, ,(r) x 10° Ts, (1) x 10°
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Ts,_o5(r) x 10° Ts, ,(r) x 10*
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12} 16 | 6
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Abbildung 4.4: Eine Auswahl an Autokorrelationszeiten fiir das 45x256-Gitter (oben)
und das 1024x32-Gitter (unten) mitsamt Fehlern.
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

Strukturfunktion kommen. Wir modchten dem Fit deshalb die Moglichkeit geben, auf
diesen Umstand zu reagieren. Samtliche S,(7) des 1024x32-Gitters in Abbildung 4.3
zeigen, dass die Einfithrung eines Offsets Sinn macht und gebraucht wird. Ebenso
ersetzen wir den Exponenten p, welcher der theoretischen Erwartung entspricht, mit

dem flexiblen Wert g, welcher neben 4, b und ¢ einen weiteren Fitparamter darstellt:

Sp(r) =a+bri4cr=~a+ dre. (4.4)

Nun stellt sich die Frage, welche Form von S,(r) wir fitten sollen. Mit der Variante
a + dré bestimmen wir den Exponenten &. Aus a + b1 + cr konnen wir den Expo-
nenten g extrahieren. 4 und ¢ unterscheiden sich dahingehend, dass laut der Theorie
g = p gelten sollte, wiahrend das Ergebnis fiir ¢ entsprechend Gleichung (2.136) mit
min(p, 1) tibereinstimmen sollte. Fiir ¢ = 0 ist die mathematische Struktur beider

Ansitze identisch. Daher konzentriere ich mich hier erst einmal auf den Ansatz

Sp(r) = a+bri+cr. (4.5)

4.3 Eine erste Idee zur Bestimmung des Exponenten

Nachdem nun die Ausgangssituation klar ist, miissen wir uns iiberlegen, wie wir an
den Exponenten herankommen. Einen direkten Fit von (4.5) wollen wir moglichst
umgehen, um dem Problem des nicht linear vorkommenden Parameters g aus dem
Weg zu gehen. Dariiber hinaus soll der direkte Fit dieser Funktion in der Vergan-
genheit schon gescheitert sein. Stattdessen folgen wir dieser Uberlegung:

2
In (%Sp(;’)) =(q—2)Inr+In(b(g—1)g). (4.6)

Durch eine Umformung dieser Art bekommen wir eine Geradengleichung mit Stei-
gung g — 2, tiber die wir Zugriff auf g bekommen. S, (r) miissen wir dafiir durch eine
Funktion S p(7) abschétzen, um dann zu sehen, wie der Logarithmus der zweiten Ab-
leitung aussieht. Dabei miissen wir darauf achten, dass d722§p(r) nicht negativ wird,
da sonst der Logarithmus nicht definiert ist. Damit ist dieser Ansatz, sollte S,(r) der
Theorie exakt folgen, nur fiir p > 2 sinnvoll. Dies schrankt den Nutzen dieser Metho-

de deutlich ein, da gerade die erwartete Bifraktalitdt nicht untersucht werden kann.
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4.3 Eine erste Idee zur Bestimmung des Exponenten

Trotzdem wollen wir es auf diese Weise zundchst versuchen. Als Ansatzpunkt fiir
S p(r) wéhlen wir zuerst einmal gewohnliche Polynome. Zudem wollen wir Splines
ausprobieren. Zum Testen der Methoden wihle ich im Folgenden die Strukturfunk-
tion der Ordnung p = 4, dessen zweite Ableitung — unter der Voraussetzung, dass
die Simulationen nicht zu sehr von der Theorie abweichen — auf jeden Fall positiv
sein sollte.

4.3.1 Linearer, unkorrelierter Fit

Ich lege durch die Datenpunkte, die im intermedidren Bereich liegen, das Polynom

vom Grad 7n:

Die benutzte Fitroutine wurde von mir geschrieben und folgt einer gewohnlichen
X*-Minimierung unkorrelierter Datenpunkte. Ein solcher x2-Fit berechnet die Sum-
me der quadratischen Abweichungen einer vorgeschlagenen Funktion f(r) von den
gemessenen Datenpunkten mit Wert y; an der Stelle 7;:

2oy Wi S ({2(”))2. 4.8)
i=1 i

X
1

Die Funktion, welche diese Summe minimiert, ist laut Annahme die Funktion, wel-
che die beste Ndherung an die Datenpunkte darstellt. Sie ist damit das Ergebnis
dieser Routine.> M ist die Anzahl der Datenpunkte, durch die der Fit gelegt wird
und o7 ist die Varianz des Datenpunkts y; (N ist die Anzahl aller beriicksichtigten

Konfigurationen):

N
Z Yij — Vi) (4.9)

Es sei darauf hingewiesen, dass fiir den Fit nicht der Fehler verwendet wird, den die
I'-Methode berechnet. Stattdessen werden die o; verwendet, die hier in (4.9) definiert
wurden.

Es ergibt sich der Fit aus Abbildung 4.5 unter Beriicksichtigung des Inertialbereichs

3Die Herleitung zu diesem Ansatz kann fiir Polynome vom Grad 1 in [2] auf Seite 101 ff. nach-
gelesen werden. Die Routine selbst benutzt die Matrix-Losung fiir hohergradige Polynome auf Seite
121 £.
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Abbildung 4.5: Fit von S,_4(r) fiir das 45x256-Gitter mit dem Polynomansatz (4.7).

Der Fitbereich ist durch zwei vertikale Linien markiert.

gemadf (4.1). Es kann zunédchst einmal festgehalten werden, dass gerade die Fits der
Polynome von Ordnung 3 und 6 gut aussehen und auf den ersten Blick nicht ent-
schieden werden kann, welcher Fit nun besser ist. Abgesehen davon fillt vor allem
auf, dass das Polynom vom Grad 9, welches bei den vorliegenden 10 Datenpunkten
exakt durch alle Punkte hindurchgehen sollte, dieses eben nicht macht und stattdes-
sen deutlich sichtbar davon abweicht. Dieses Verhalten zeigt sich bei allen Struktur-
funktionen und tritt auch durchweg erst bei hoheren Polynomgraden auf. Dass der
Fit von Polynomen mit kleinerer Ordnung generell sinnvoll aussieht, ldsst darauf

schliefien, dass die Routine prinzipiell korrekt implementiert ist.

Wenn Ungenauigkeiten bei einer rechnergestiitzten Berechnung auftreten, liegt die
Vermutung nahe, dass die Berechnung auf die natiirlichen Grenzen der Compu-
ter — wie beispielsweise die Maschinengenauigkeit — gestofsen ist. Dies konnte hier
der Fall sein, da mit hohergradigen Polynomen grofsere Potenzen berechnet werden
miissen. Die Genauigkeit des Datentyps double, mit dem im Programm gerechnet
wird, liegt in etwa bei 16 signifikanten Stellen. Sollten sich Werte wahrend der Be-
rechnung um mehrere Grofienordnungen unterscheiden, kommt es deshalb zu Run-
dungsfehlern. Um das Problem zu umgehen, miissen wir deshalb versuchen, dass
samtliche Werte in benachbarten Grofienordnungen liegen.
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Abbildung 4.6: Fit von S,_4(r) fiir das 45x256-Gitter mit dem Polynomansatz (4.10)
und r. = 0.511.

Dies konnen wir erreichen, indem wir unseren Ansatz (4.7) fiir das Polynom um

eine Verschiebung r. erweitern:
Spu(r) =Y ax(r—ro)~. (4.10)
k=0

Dadurch entwickeln wir das Polynom nicht linger um 0 herum, sondern um r..
Legen wir 7. in das Intervall, in dem gefittet wird, ist die Funktion anschaulich
gesprochen schon direkt vor Ort und muss nicht erst durch einen moglicherweise
grofien Wert von 0 hierher gebracht werden. Fiir r. setzen wir daher einfach die
Mitte des Fitbereichs an: r. = 0.511.

Wie sich in Abbildung 4.6 zeigt4, konnen wir durch diesen Schritt den Fehler im Fit
beheben. §4,9(r) zeigt nun das charakteristische “Uberschiefen” am Rand des Fit-
intervalls um jeden Punkt “erwischen” zu konnen. Dies entspricht zumindest der
Erwartung, obgleich uns dieses Uberschieflen der Funktion nicht entgegen kommt.
Die Funktion sollte moglichst glatt durch die Punkte hindurchgehen. Dieses Ver-

halten ist eher durch die kleineren Polynomgrade gegeben. Diese miissen wir nun

“Nachdem mit Abbildung 4.5 das Fitintervall in Bezug zur gesamten Strukturfunktion gesetzt
wurde, werde ich im Folgenden nur noch den Bereich zeigen, der fiir den Fit relevant ist. Die gestri-
chelten vertikalen Linien markieren dabei stets den Fitbereich.
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Abbildung 4.7: Auf der vertikalen Achse: Fitgiite des unkorrelierten Fits von S,_4(r)
tiir das 45x256-Gitter mit dem Polynomansatz (4.10) und r. = 0.511;

auf der horizontalen Achse: Polynomgrad

irgendwie bewerten, um den giinstigsten Fit fiir die weitere Auswertung auszuwah-

len. Dazu bemiihen wir die Giite von Fits.

Die Fitgiite® versucht zu quantifizieren, wie gut die gefittete Funktion zur tatséch-
lichen Verteilung, die die Datenpunkte erzeugt hat, passt. Die Daten haben eine
tatsiichliche Varianz o2, die mit der gefitteten Funktion f(r) durch die Varianz

2 _ lzf\il (i — £(r1))?

S —

(4.11)

abgeschitzt wird. Dabei ist m = M — (n + 1) die Anzahl der Freiheitsgrade des Fits,
also die Anzahl der Datenpunkte minus die Anzahl der Parameter der Fitfunktion.
Der reziproke Mittelwert

02 = [lﬁi (4.12)
M5 o?

ist dquivalent zu o2, wenn fiir alle 0; = o gilt. Der Fit ist gut, wenn sich die beiden

Varianzen o2 und s?> decken, wodurch auch 02 =~ s? erfiillt ist. s> kann mit x? in

Beziehung gesetzt werden:

X
m

(4.13)

w
Ul %

2
. . . . . X ~
Bei einem guten Fit gilt damit 2 ~ 1.

Die Berechnung der Fitgiite liefert im vorliegenden Fall das Bild in Abbildung 4.7.

5[2], Seite 194 f.
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Das Minimum ist zwar beim Polynomgrad 6 auszumachen, allerdings ist der ent-
sprechende Wert fiir die Giite viel kleiner als 1. Dies ist ein Zeichen dafiir, dass der
Fit mit einem x? nach Gleichung (4.8) keine gute Beschreibung fiir den tatsichlichen
Sachverhalt liefert. Im Zusammenhang mit der qualitativen Analyse der Struktur-
funktionen mitsamt ihrer Fehler habe ich bereits darauf hingewiesen, dass die Da-
tenpunkte danach aussehen, als seien sie korreliert. Dies konnte der Grund fiir die
viel zu kleine Fitgiite sein. Wir wollen die Daten deshalb durch eine Funktion, die

aus einem korrelierten Fit hervorgeht, beschreiben.

4.3.2 Linearer, korrelierter Fit

Das Grundgeriist des x>-Fits bleibt dabei erhalten. Wir modifizieren allerdings das
x? selbst, indem wir Korrelationen zwischen den Datenpunkten durch eine Kovari-

anzmatrix C;; mit einberechnen [26]:

M
X= ) (i fr)Cyj vy — (7)) (4.14)

Die Eintrdge von C;; berechnen sich tiber

1 Y _ _
Ci = N =) & Wik T ik 5 (4.15)

Fiir den unkorrelierten Fall sind alle Nichtdiagonalelemente 0 und auf der Diagona-
len C;; finden sich die 0'1-2 wieder.

Das Ergebnis des korrelierten Fits selbst unterscheidet sich quantitativ fast gar nicht
vom unkorrelierten Fit. Die Fits sind von denen in Abbildung 4.6 nicht zu unter-
scheiden. Die Fitgiite ist in Abbildung 4.8 aufgetragen. Die Werte liegen in der Gro-
lenordnung von 1. Das Polynom vom Grad 6 hat hier ebenfalls die beste Giite. Dass
der Wert hier noch unter 1 liegt, kann damit erkldrt werden, dass 7(2 /m generell
natiirlich noch Fehlern unterliegt. Insgesamt passt dieses Ergebnis aber wesentlich
besser zu den Uberlegungen zur Fitgiite und zeigt, dass der korrelierte Fit der Weg

in die richtige Richtung war.

Es bleibt die Bestimmung des Exponenten iiber den Logarithmus der zweiten Ab-
leitung. Ausgangspunkt ist das Polynom sechsten Grades Sy¢(r) aus dem korrelier-
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Abbildung 4.8: Auf der vertikalen Achse: Fitgiite des korrelierten Fits von S,_4(r) fiir
das 45x256-Gitter mit dem Polynomansatz (4.10) und r. = 0.511; auf

der horizontalen Achse: Polynomgrad

ten Fit. In (C‘l%g%(r)) ist in Abbildung 4.9 zu sehen und macht nicht besonders
viel Mut, eine Gerade hindurchlegen zu konnen. Dieses Bild zeigt sich durchweg
fiir Strukturfunktionen aller Ordnungen. Das Problem liegt darin, dass die zweite
Ableitung nicht glatt genug ist und sich ihre “Tédler” und “Berge” ebenso in dem

Logarithmus wiederfinden.

: T :

0t _

0.1 1

Abbildung 4.9: In (i—22§4,6(r)> fiir das 45x256-Gitter.

4.3.3 Spline-Fit

Parallel zu den Polynomen habe ich auch noch einen C3-Spline® ausprobiert. Dieser
tittet zwischen zwei Datenpunkten ein Polynom dritten Grades und verbinden diese
Teilabschnitte mit stetigen Randbedingungen, die fiir einen glatten Verlauf iiber den

6[2], Seite 228 ff.
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Abbildung 4.10: Oben: Fit eines kubischen Splines §4,C3(r) durch die Datenpunkte;
unten: In <§722§4,C3 (r)) fiir das 45x256-Gitter.

gesamten Fitbereich sorgen. Wie das Polynom neunten Grades geht es damit durch
alle Punkte genau durch, dimmt aber das Uberschieflen der Funktion an den Réin-
dern des Fitintervalls ein. Zwischen den Datenpunkten zeigt es sich aber dhnlich
wellig und entsprechend sieht der Logarithmus der zweiten Ableitung aus; siehe
Abbildung 4.10. Es bleibt uns damit nichts anderes iibrig, als den Logarithmus-
Ansatz (4.6) als nicht zielfithrend anzusehen und die Bestimmung des Exponenten

auf einem anderen Wege zu probieren.

4.4 Eine zweite Idee zur Bestimmung des Exponenten

Der Polynomtfit (4.10) bietet viele Freiheiten, die Funktion durch die Daten zu legen.
Vor allem wird die Form der Funktion in keinster Weise eingeschrankt und ent-
spricht damit natiirlich im Allgemeinen nicht der Strukturfunktion in der Form von

(4.5). Dies ist im Grunde das Ergebnis unseres ersten Versuchs: Fitten wir ein ge-
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wohnliches Polynom durch die Datenpunkte, resultiert daraus nicht eine Funktion,
die mit der Form (4.5) vereinbar ist. Wir miissen also die Funktion, welche wir fitten
mochten, soweit einschranken, dass wesentliche Eigenschaften von (4.5) eingehalten
werden. Dies bedeutet insbesondere, dass die Funktion glatt bleibt. Deshalb werde
ich zuerst einmal untersuchen, wie dies zu gewdhrleisten ist. Dafiir entwickle ich
(4.5) um den Punkt r.:

Sp(r) =a+brl+cr

. —1)brl”?
=(a+ brl + cre) + <qbr2 gt c) (r—re)+ M(f —rc)?
_ — q-3
L1 1)(q6 2)bre (r—r)? + O(). (4.16)
Dies entspricht
Sp(r) = Y ax(r —ro)k (4.17)
k=0

mit den ersten vier Koeffizienten

ag = a+ brl +cre, (4.18a)
a; = qbrg_1 +c, (4.18b)
_ q-2
_ _ q-3

Ab dem quadratischen Term kommt nur noch das Verhalten des Terms br7 zum
Tragen, da die beiden anderen Terme durch die Ableitungen herausgefiltert wurden.

Die Koeffizienten von a; und a3 lassen sich in Beziehung setzen:

q—2

asz = day 31’C . (4.19)
Allgemein findet man fiir die Koeffizienten der Enwicklung von br1
g—(k-1) (4.20)

A = dx—1 kr
C

Dies ist eine wesentliche Eigenschaft von br7 und wird von Polynomen im Allgemei-
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nen nicht erfiillt. Dies ist der Grund dafiir, dass der erste Versuch, den Exponenten
zu bestimmen, nicht zum Ziel gefiihrt hat. Mit (4.20) konnen wir fiir S,(r) alle Ko-
effizienten in (4.17) mit k > 4 angeben. Mit den ersten vier Koeffizienten (4.18) ist
Sy(r) damit bereits vollstindig bestimmt. Es ist deshalb sinnvoll, alle a;>4 in Abhén-
gigkeit von a; und a3 zu schreiben, indem fiir ein k die Gleichung (4.20) mit k — 1
immer wieder in sich selbst eingesetzt wird, bis nur noch 4, und a3 in der Formel

stehen:

k
1 (a3 m—3>
a =a —(3—=— . 4.21
k>4 3m|:|4m( . Py (4.21)

Die Summe in (4.17) wird nur genau S,(r) entsprechen, wenn diese bis co lauft.
Dieses konnen wir naturgemafs nicht umsetzen und mdiissen die Entwicklung nach

einer endlichen Anzahl an Termen 1 abbrechen. Damit ndhern wir S,(r) an durch

SNp(r) = i ar(r —ro)k. (4.22)
k=0

Diese Funktion hat mit (4.18) und (4.21) vier freie Parameter ag, a1, a, und a3 und
kann damit an die Daten gefittet werden. Aus dem Resultat fiir 4, und a3 kann tiber
Relation (4.19) der Exponent bestimmt werden zu:

g=73r2 12 (4.23)
a

Die weiteren Parameter von S,(r) konnen dann sukzessiv iiber (4.18) aus a,, a; und

ap abgeleitet werden.

4.4.1 Nichtlinearer Fit

Diese Herangehensweise birgt nun den Nachteil, dass die Fitparameter nicht langer
ganzlich linear in §p(r) auftreten. Zum Fit soll weiterhin die y?-Methode fiir kor-
relierte Daten nach Gleichung (4.14) mit f(r) = §p(r) genutzt werden. Allerdings
lasst sich aiak x? hier nicht mehr analytisch exakt l6sen. Wir kommen nicht umhin, x>

numerisch zu minimieren. Dafiir bieten sich uns zwei Moglichkeiten.

1. Wir berechnen a‘%k x> und bestimmen die Nullstellen. Dies fiihrt zu vier gekop-

pelten Gleichungen, die es simultan zu losen gilt.
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2. Wir bestimmen das Minimum von x? auf direktem Wege, indem wir uns von
einem Startpunkt aus so lange entlang der Funktion “bergab” bewegen, bis sich
der Funktionswert nicht langer verdndert, weil wir auf ein Minimum gestofien

sind.

Beide Moglichkeiten bieten ihre Tiicken. Bei Variante 1 miissten fiir jede Gleichung
die Nulllinien aiak Xx*> = 0 bestimmt werden und auf einen Schnittpunkt mit den
Nulllinien einer anderen Gleichung hin verglichen werden. Schneiden sich die Null-
linien aller vier Gleichungen in einem Punkt, hédtte man eine Losung gefunden. Die
Schwierigkeit liegt darin, wirklich alle Nulllinien aufzuspiiren. Ebenso kénnen Null-
linien, die nahe beieinander liegen, sich aber nicht schneiden, filschlicherweise als

Schnittpunkt von der Routine gedeutet werden.”

Variante 2 macht uns das Leben im Grunde nicht einfacher. Wir suchen das globale
Minimum der Funktion. Die Routine kann zwischen lokalen und globalen Minima
allerdings nicht entscheiden. Gibt es viele lokale Minima, resultiert die Routine in
dem Minimum, welches sie als erstes aufspiirt; unabhidngig davon, ob hinter dem
ndchsten “Hiigel” ein tieferes Minimum zu finden wére. Ebenso kann es passie-
ren, dass der Fit moglicherweise nicht konvergiert sondern sich schlimmstenfalls
bis ins Unendliche entwickelt. Auch konnen Grenzzyklen auftreten, bei denen die
Routine zwischen mehreren Punkten periodisch hin und her springt. Damit ist das
Auffinden des gesuchten Minimums sehr sensibel davon abhidngig, wo wir unsere
Suche beginnen. Generell stellt diese Variante 2 aber das geringere Ubel von beiden
Mbglichkeiten dar, da wir wihrend der Suche neben dem Funktionswert auch die
Steigung berticksichtigen konnen. Dies stellt sich als Vorteil heraus. Sie liefert ebenso

robustere Resultate, weshalb wir Variante 2 hier verwenden werden.

Der Algorithmus zur Minimierung von x? wird im Folgenden kurz umrissen. Die
Implementierung folgt den Methoden in den Numerical Recipes [25], auf welche
im Einzelnen verwiesen wird. x? ist im vorliegenden Fall eine Funktion der vier
Parameter ay, k = 1,2,3,4. Die Minimierung findet also in vier Dimensionen statt.
Ausgangspunkt ist der Vektor a mit den Eintragen a;, welcher durch Voriiberlegun-
gen so festgelegt werden muss, dass er bereits nah am gesuchten Minimum liegt. Es
wird ebenso eine Menge aus vier linear unabhidngigen Richtungsvektoren n; — bei-
spielsweise die Einheitsvektoren e, — ausgewdhlt. Entlang dieser Richtungen n; wird

X% nun nacheinander linear minimiert. Der Punkt a wandert dabei zu dem Minimum,

"Nihere Erlduterungen dazu finden sich in [25] auf Seite 379 f.

72



4.4 Eine zweite Idee zur Bestimmung des Exponenten

welches entlang der Richtung gefunden wurde, und dient als neuer Ausgangspunkt
fiir die lineare Minimierung entlang der ndchsten Richtung. Dieser Prozess wieder-
holt sich, bis die Anderung der Funktion kleiner als eine eingestellte Toleranz wird.
Das Minimum ist damit — idealerweise — gefunden. Diese Vorgehensweise wird Di-
rection Set Method® genannt.

Es stellt sich heraus, dass konstante n; meist nicht effizient sind. Zum Beispiel sei
ein langes, schmales Tal angenommen, welches im 45°-Winkel zu den Einheitsvek-
toren verldauft. Minimieren wir stets entlang der e, wird die Minimierungsroutine
dieses Tal in vielen kleinen Zickzack-Kurven herunterlaufen, anstatt sich direkt ent-
lang des Tals zu entwickeln. Um sich solchen Gegebenheiten anzupassen, werden
im Laufe der Prozedur die Richtungen aktualisiert. Dabei kann man sich fiir zwei
Methoden entscheiden. Entweder es werden einige sehr gute Richtungen eingefiihrt,
welche das Tal weit hinunter fiihren, oder es wird darauf geachtet, dass die Rich-
tungen paarweise konjugiert sind. Paarweise konjugierte Richtungen stellen sicher,
dass eine Minimierung entlang einer Richtung die Minimierung entlang einer ande-
ren nicht beeinflusst. Andernfalls kann es dazu kommen, dass entlang einer bereits
minimierten Richtung noch einmal minimiert werden muss. Sind die Richtungen
konjugiert, benotigt die Minimierung im Falle eines exakt quadratischen Minimums
in N Dimensionen damit nur genau N Schritte. Die in den Numerical Recipes vorge-
stellte und fiir unsere Zwecke tibernommene Routine benutzt einen Mix aus beiden
Methoden.’

Nachdem wir nun die mehrdimensionale Minimierung auf eine eindimensionale zu-
riickgefiihrt haben, muss iiber die Minimierung in einer Dimension natiirlich noch
ein Wort verloren werden. Zuerst einmal mochten wir das Minimum isolieren, also
ein Intervall festlegen, welches das Minimum auf jeden Fall beinhaltet. Dafiir wird
eine Intervallgrenze auf den Ausgangspunkt a gesetzt. Wir bewegen uns auf der
Funktion bergab und vergrofiern das Intervall Schritt fiir Schritt immer weiter, bis
der Funktionswert an der anderen Intervallgrenze wieder steigt.!? In diesem Inter-
vall konnen wir uns nun daran machen, das Minimum genau zu bestimmen. Dabei
wird eine Kombination aus parabolischer Interpolation und sogenannter Goldener-
Schnitt-Suche verwendet. Die erste Variante legt durch die Intervallgrenzen und

einen dritten Punkt innerhalb des Intervalls eine Parabel. Der Punkt, an dem die

8[25] S. 412 ff.
9Samtliche Details hierzu finden sich in [25] auf den Seiten 414 bis 418.
0genaue Implementierung: [25], Seite 400 f.
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Parabel ihr Extremum hat, wird je nach Situation als eine neue Intervallgrenze oder
neue Naherung fiir das Minimum angesetzt.!! Nun kann es passieren, dass die Pa-
rabel als Extremum kein Minimum sondern ein Maximum hat. Auflerdem kann
es vorkommen, dass es gar kein Minimum gibt, wenn die drei gewdhlten Punkte,
durch die die Parabel hindurchgelegt wurde, auf einer Geraden liegen. In diesen
Féllen fallt die Routine auf die Goldener-Schnitt-Suche zurtick. Diese ist eine Inter-
vallschachtelungsmethode und verkleinert das Intervall um ein Verhéltnis, das dem
goldenen Schnitt entspricht. Dieses Verhiltnis ergibt sich aus den Uberlegungen, das
Minimum iiber Intervallschachtelung moglichst effizient zu finden.!?

4.4.2 Festlegung der Startparameter

Wie erwihnt, ist der nichtlineare Fit sehr stark von seiner Ausgangsposition abhan-
gig. Diese wird {iiber Startwerte der Parameter gy festgelegt. Dafiir machen wir uns
Gedanken zu sinnvollen Werten fiir 4, b, ¢ und g in der Strukturfunktion und bilden
diese dann tiiber die Gleichungen (4.18) auf die a; ab. Laut Vorhersage gilt fiir die
volle Strukturfunktion (4.5) g = p. Wird der lineare Term mit ¢ weggelassen, soll
g = min(p, 1) gelten. Diese beiden Aussagen nehmen wir zunichst als Ausgangs-
punkt fiir den Startwert von g. Wir werden aber sehen, dass wir hier Modifikationen
vornehmen miissen, wollen wir den Fit bereits aus einer Position starten lassen, die

moglichst deckungsgleich mit den Daten ist.

a wurde nur als mogliche Korrektur eingefiihrt und soll klein sein. Wir kénnten
a auf 0 setzen und dann sehen, ob der Fit von der Moglichkeit Gebrauch macht,
den Offset anzupassen. Meist wurde der Fit dadurch nicht negativ beeinflusst. Da
vom Offset allerdings stets Gebrauch gemacht wurde, bin ich dazu tibergegangen,
a direkt einen zu den Daten passenden Wert zu geben. Dazu wird eine Gerade
durch den linken Rand der Datenpunkte — zum Beispiel die ersten 10% der Daten
— gefittet. a4 setzen wir dann auf den Schnittpunkt dieser Geraden mit der r = 0-
Achse. Dies ist fiir einen Fit beispielhaft in Abbildung 4.11 gezeigt. Fiir ¢ legen wir
einfach eine Gerade durch alle Datenpunkte und geben ¢ den Wert der Steigung
dieser Geraden. Fiir p < 1 sollte der lineare Term eine geringe Rollen spielen und
fiir p > 1 entspricht dieser Ansatz genau der Vorhersage. Dieser Ansatz kann noch

11125], Seite 402 ff.
12[25], Seite 397 ff.
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Abbildung 4.11: Illustration zu den Startparametern fiir den Fit des 0.25-ten Moments
der Strukturfunktion des 45x256-Gitters. Die Startwerte des Fits lau-
ten: a = 0.596197, b = 0.0921712, ¢ = 0.128267, p = 0.25

etwas besser an den wahrscheinlichen Wert von ¢ angepasst werden, wenn nur die
Datenpunkte bei grofieren r beriicksichtigt werden. Zur Anschauung sei ebenfalls
auf Abbildung 4.11 hingewiesen.

Es bleibt die Bestimmung von b. Dazu nehmen wir einen Datenpunkt und setzen
diesen als den entsprechenden Wert fiir S,(r) an. (4.5) nach b umgeformt, fiihrt zu:

Sp(r) —a—cr

b= -

(4.24)

Fiir S, (r) nehmen wir einfach den Datenpunkt am rechten Rand des Inertialbereichs,
der laut Definition (4.1) bei r = 0.66 endet. Wir werden sehen, dass es bei der Start-
funktion vorkommen kann, dass sie zum Beispiel trotz eines Exponenten g > 1 nach
unten gekriimmt ist. Dies liegt daran, dass fiir den Faktor b in solch einem Fall nach

unseren Uberlegungen ein negativer Wert bestimmt wurde.

Fir S,_025(r) des 45x256-Gitters ergibt sich nun die in Abbildung 4.11 dargestellte
Ausgangssituation. Diese ist nicht optimal, was vor allem auf den Offset a zuriickzu-
fithren ist. Wollen wir uns rigoros in den uns gesetzten Grenzen bewegen und den

Inertialbereich nicht verlassen, haben wir leider keine bessere Moglichkeit, a aus
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den Daten abzuschétzen. Dafiir wére es notig, mehr Punkte am unteren Ende der
Strukturfunktion zu berticksichtigen. Der Dissipationsbereich ist gut 3 Gitterabstan-
de grof3, erstreckt sich also tiber 4 Gitterpunkte. Unser Ansatz fiir den Beginn der
intermedidren Skala liegt bei 6 Gitterabstdnden, damit wir die Dissipationsskala auf
jeden Fall umgehen. Nichtsdestotrotz wird sich zeigen, dass sich der Fit von dieser

Startposition aus sinnvoll entwickeln kann.

4.4.3 Auswertung des 45x256-Gitters

Fiir die Auswertung habe ich nun die folgenden Funktionstypen an die Daten gefit-
tet:

abcq : a + bxT 4+ cx, (4.25a)
beq : bxT + cx, (4.25b)
abq :a+ bx1, (4.25¢)
bq : bxf. (4.25d)

Um die Ansédtze zu unterscheiden, werde ich auf die genannten Kiirzel zuriickgrei-

fen.

Ich stelle nun die Ergebnisse aus dem nichtlinearen Fit fiir das 45x256-Gitter vor.
Die Polynomentwicklung nach Gleichung (4.22) wurde nach der Ordnung 30 ab-
gebrochen. Hohere Ordnungen liegen theoretisch zwar nédher an der tatsiachlichen
Strukturfunktion, ergeben aber numerisch keine genaueren Werte fiir die Parameter.
Das Zentrum der Entwicklung 7. setze ich analog zu den Uberlegungen in Abschnitt
4.3.1 wieder auf den Mittelpunkt des Fitintervalls. Der am Ende des vorhergehen-
den Abschnitts diskutierte Startparameter fiir § wurde bei allen Funktionstypen auf
p gesetzt. Dies entspricht den Daten am besten. Fiir jeden Funktionstyp zeige ich
Beispielfits, um uns zu vergewissern, dass die Fits sinnvolle Funktionen liefern:
Sp—05(r) steht dabei representativ fiir alle S, (r) mit p < 2 und S,—5(r) ftr alle S,(r)
mit p > 2. Ebenso stelle ich die Entwicklung des Exponenten und der weiteren Pa-
rameter mit steigender Ordnung der Strukturfunktion dar. Werte fiir Parameter, die
zu grofs werden, werden im Plot nicht dargestellt, konnen aber anhand der tabella-

rischen Ubersicht iiber die Parameter ausfindig gemacht werden.
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q = 3.69685
2t _
0 L
0 0.2 0.5 1.25 1.5
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

abcq - Entwicklung der Parameter

q(p)
60 T T T T T T T
30 v
O F++ + + + + T + + N
_30 + I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7
a(p)
3 T T T T T T T
2k +
1h
0F + * + + + . + + v
_1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7
b(p)
4l T T T T T T T
2 r . .
0 —+++ N + +
2
41 I I T I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7
c(p)
6 T T T T T T T
4 B +
2 b
O F++t+ = . + * " ! + +
_2 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7
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4.4 Eine zweite Idee zur Bestimmung des Exponenten

p a b q c
0.125 | 0.923695 -0.0504485 | -0.558383 | 0.0126339
0.25 1.53269 -0.714251 -0.123454 | -0.0223965
0.375 0.532304 | -1.27927e-17 | -26.2293 0.235278
0.5 2.02039 -1.34797 | -0.0941584 | 0.00117276
0.75 1.37885 -0.859587 | -0.136062 | 0.0778426

1 -0.0219477 0.920942 0.622674 | -0.359413
1.5 0.151626 -0.0230233 | -0.818377 | 0.372498

2 -0.00235572 134643 57.7535 0.486682
2.5 | -0.0524462 -183.564 33.7427 0.52538
3 0.103389 -3.97837 0.90195 4.42573
4 -0.177687 | -1.73581e-10 | -12.9144 0.73878
5 -0.0179273 1.2103 3.69685 0.228374
6 -0.0161502 2.53898 4.46261 0.269889
7 0.27559 4.53373 2.94174 -1.02617

Der abcg-Fit liefert durchweg Funktionen, die dem Verlauf der Datenpunkte im Fit-
bereich folgen. Die Parameter sind weit gestreut. Der Exponent g scheint keiner Re-
gelmafligkeit zu folgen und deckt einen grofien Wertebereich ab. Weder g = p noch
g = min(p, 1) sind erkennbar. Diese Regellosigkeit zeigt sich auch bei den weiteren
Parametern. Eine Variation der Startparameter fithrt zu keinem qualitativ anderen

Ergebnis. Insgesamt kann mit dem abcg-Fit in Bezug auf die Vorhersage keinerlei
Aussage getroffen werden.
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

bcq-Fit

bcq - Beispielfits

0.8

0.6

,,,q,,:‘,0;35135

b = 0.874416
¢ = —0.206377

gefittete Funktion

Startfunktion
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5
szz(i’)
1 T T T T T
b = —7.6815e¢ — 05
0.75 | ¢ = 0.483437 1
g = —2.59942
0.5 il
025 M gefittete Funktion 1
4 T Startfunktion -~
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5
Sp:5 (7’)
6 T T T T T
b — 1.22627 gefittete Funktion
¢ = 0.155013 Startfunktion
4} q = 3.45856 il
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4.4 Eine zweite Idee zur Bestimmung des Exponenten

bcq - Entwicklung der Parameter

9(p)
5 T T T T T T T
4 L ) - X i
2+ e -1 / 1
1+ e -
O T I 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7
b(p)
4 C T A T T T T T T ]
3t _
2t _
0 1 T . T 1 1 1 1 .
0 1 2 3 4 5 6 7
c(p)
1 T T T T T T T
0 N ' " " : * N
_1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7
p a b q c
0.125 | 0 | 0.939739 | 0.0875003 | -0.0572316
025 | 0| 0.891785 0.170014 | -0.0983171
0.375 | 0 | 0.909537 0.278106 | -0.190228
0.5 | 0] 0.874416 0.35135 | -0.206377
075 | 0 0.89791 0.516433 | -0.308787
1 0 1.07995 0.694946 | -0.541282
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

p a b q c

1.5 | 0| 3.83876 0.961911 | -3.34663
2 | 0]-7.6815e-05 | -2.59942 | 0.483437

25 | 0] 0.281536 1.60481 0.227953
3 | 0] 0418518 1.89375 0.149439
4 |0 0.686233 2.64211 0.126247
5 0] 122627 3.45856 0.155013
6 | 0] 251254 4.30663 0.212623
7 0 3.99757 3.71697 0.116651

Der bcg-Fit liefert gute Funktionen, die auch tiber den Fitbereich hinaus die Daten
erstaunlich gut beschreiben. Der Exponent g folgt bis auf den Ausreifler bei p = 2
einer Geraden mit einer Steigung von ungefihr 2/3. Diese Gerade ist in den Graphen
tiir die Entwicklung von g mit eingezeichnet. Der Ausreifier bei p = 2 ldsst sich damit
begriinden, dass der gerade Verlauf der Funktion sowohl durch den linearen Term
cr als auch durch den Potenzterm bx? beschrieben werden kann. In diesem Fall hat
der Fit den linearen Term vorgezogen und sich in der Folge mit |b| < |c| entwickelt.
Da bx? nun praktisch vernachldssigbar ist, kann der Exponent jeden beliebigen Wert
annehmen. Bei p = 1.5 zeigt sich bei c und b ebenfalls ein AusreifSer. Die Funktion
hat auch hier schon tiberwiegend eine lineare Entwicklung. Diesmal hat g allerdings
einen Wert nahe an 1. Damit teilen sich der lineare und der Potenzterm die lineare
Entwicklung der Funktion. Dies dufiert sich hier allerdings nicht darin, dass b und c
gleich grofie positive Werte hétten. Stattdessen haben sie in etwa gleich grofse Werte
mit entgegengesetztem Vorzeichen. Die Differenz von b und c ist die tatsdchliche
Steigung der Funktion. Fiir p > 2 bekommt der Potenzterm gegeniiber dem linearen
Term wieder mehr Gewicht, damit sich die positive Kriimmung einstellen kann,
die notig ist, um die Daten zu beschreiben. Ebenfalls ist zu sehen, dass fiir p < 1
zundchst der Potenzterm dominiert und der lineare Term mit einem negativen ¢ um

ein Abflachen der Funktion fiir grofle r bemdtiht ist.

Insgesamt ist der bcq-Fit in der Lage, die Daten gut zu beschreiben. Es zeigt sich
~ 2P
1~ 3-
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4.4 Eine zweite Idee zur Bestimmung des Exponenten

abg-Fit

abq - Beispielfits

0.8

a = 2.09521
b= —1.42167

q = —0.0899357

gefittete Funktion
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

abq - Entwicklung der Parameter

84

9(p)
0 1 2 3 4 5 6 7
a(p)
0 1 2 3 4 5 6 7
b(p)
0 1 2 3 4 5 6 7
p a b q c
0.125 | 0.981521 | -0.0965088 | -0.382038 | O
0.25 1.07631 -0.279185 | -0.253943 | 0
0.375 | 1.53103 -0.801106 | -0.130195 |0
0.5 2.09521 -1.42167 | -0.0899357 | 0
0.75 -1.11432 1.7086 0.105997 | O
1 -0.261928 0.80551 0.291113 | O




4.4 Eine zweite Idee zur Bestimmung des Exponenten

p a b q c
1.5 | -0.0297901 0.5235 0.677965 | 0
2 | -0.00546723 | 0.488945 | 0.987492 |0
2.5 0.0103445 0.497002 1.34116 | O
3 0.0135889 | 0.550389 1.66413 | 0
4 0.0215855 | 0.774887 235788 |0
5 0.034623 1.28483 3.06353 | 0O
6 0.0559838 2.46666 3.81283 | 0O
7 0.0323101 4.04689 3.62275 | 0

Die Fits sehen hier erneut gut aus und legen sich {iiber die Fitgrenzen hinweg pas-
send durch die Daten. Fiir p < 0.75 entscheidet sich der Fit fiir einen sehr grofien
Offset 2 ~ 1 und ein negatives 4. Dies hat wiederum ein negatives b zur Folge.
Dieses Verhalten liegt leider aufserhalb unserer Kontrolle, wie Fits mit modifizierten
Startwerten zeigen. Ab circa p = 2 ergibt sich ungefdhr ein verschwindendes a. Dies
ist sinnvoll, wenn man sich die Strukturfunktionen ansieht. Ansonsten wird g wie-
der durch eine Gerade beschrieben, diesmal allerdings mit einem negativen Offset

~ —0.33. Die Gerade ist wieder in dem Graphen fiir g4 eingezeichnet.

Damit beschreibt auch der abg-Fit die Daten addquat; diesmal mit einem Exponen-

~2 1
teng~ 5 — 3.
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

bqg-Fit

bq - Beispielfits

0.8

b = 0.686022
q = 0.241323

gefittete Funktion
Startfunktion
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1.25
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1 . .
b = 0.483969
0.75 + g = 1.00716
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0.25 r gefittete Funktion
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4.4 Eine zweite Idee zur Bestimmung des Exponenten

bq - Entwicklung der Parameter

S = N W e

(@) —_ N W 15N
T

0 R E 7
b(p)
- - - T
0 2 3 4 5 7
p a b q c
0.125 | 0 | 0.890579 | 0.0589406 | 0
0.25 | 0 | 0.805664 | 0.118404 | O
0.375 | 0| 0.73976 | 0.180183 | 0O
0.5 | 0] 0.686022 | 0.241323 |0
0.75 | 0 | 0.606982 | 0.364205 | 0O
1 0 | 0.555236 | 0.491583 | 0
1.5 | 00499029 | 0.74955 |0
2 |0]0.48399 | 1.00716 |0
25 | 0] 0.499837 | 1.27052 |0
3 |0]0.548028 | 1.53974 |0
4 |00.738264 | 2.06874 |0
5 | 0] 1.13535 | 253946 |0
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

p |a b q c

6 0| 2.00509 | 3.04158 |0
7 0| 3.80416 | 3.38201 |0

Auch der bg-Fit fithrt zu schliissigen Fits. Da nur noch zwei Parameter variiert wer-
den, sehen die Werte fiir diese ein Stiick ruhiger aus als bei den anderen Funktions-
typen. Der Verlauf von ¢ ergibt sich in etwa zu g ~ 5.

Vergleich der Funktionstypen

Lassen wir den abcg-Fit auflen vor, sind wir in der Lage, einen Exponenten fiir das
45x256-Gitter zu extrahieren. Der bq-Fit fithrt zu g ~ §. Erweitern wir den Ansatz
durch einen linearen Term im Zuge des bcg-Fits, erhalten wir g ~ %p Die Ande-
rung resultiert daraus, dass der bcq-Fit den linearen Anteil der Strukturfunktionen
auf den vorhandenen linearen Term abwailzen kann, wahrend beim bg-Fit dieser li-
neare Anteil zusdtzlich vom Potenzterm getragen werden muss. Deshalb ist dem

bcg-Exponenten vermutlich der Vorzug zu gewédhren.

Interessant ist die Reaktion des Fits, wenn wir bq durch einen Offset a erweitern.
Der abg-Fit zeigt fiir die Entwicklung von g eine dhnliche Steigung wie der bcg-
Fit, allerdings ist die Gerade verschoben. Womdglich nutzt auch hier der Fit den
weiteren freien Parameter, um die linearen Anteile der Funktion herauszufiltern und
an a zu ilibergeben. Da der Offset aber eine andere Funktion als ein linearer Term

hat, ist der Exponent gezwungen, ebenso anders zu reagieren.

Erwédhnenswert ist noch folgende Tatsache: bq hat einen festen Offset von 0 und der
Offset von abq ist fiir grofle p sehr klein. Dass sich trotzdem eine deutliche Verschie-
bung der Exponenten ergibt, zeigt, dass diese sehr sensibel auf eine Anderung des
Offsets reagieren. Prinzipiell ist in jedem Fall ein positiver Exponent wahrscheinlich.
Es ist deshalb ebenso wahrscheinlich, dass die Abweichung der Strukturfunktio-
nen vom Potenzterm besser durch einen linearen Term beschrieben werden konnen
als durch einen Offset. Dies zeigt jedenfalls der Vergleich mit dem bcq-Fit, welcher
durchweg positive Exponenten liefert.

Der abcg-Fit hat gegentiber bq gleich zwei weitere freie Parameter und kann sich

offenbar gar nicht entscheiden, welchem Parameter denn nun der lineare Anteil auf-
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4.5 Idee 2.5: Direkter Fit

gebiirdet werden soll. Vielmehr ist der Fit auf eine bestimmte Form des Potenzterms
tiberhaupt nicht mehr angewiesen, um die Strukturfunktionen zu beschreiben. Die
Folge ist ein vollig willkiirliches Verteilen der Anteile auf alle sich gegenseitig beein-

flussenden Parameter.

Insgesamt fiihrt der Fit der Polynomentwicklung der Strukturfunktion nach Glei-
chung (4.22) zu sinnvollen Ergebnissen. Im ndchsten Abschnitt wollen wir deshalb

untersuchen, ob ein direkter Fit der Strukturfunktionen nicht doch moglich ist.

4.5 Ildee 2.5: Direkter Fit

Beim direkten Fit werden die Parameter a, b, c und g selbst variiert. Aufgrund des
Exponenten ist dieser Fit wiederum nicht in allen Parametern linear, aber wir konnen
auf die bereits erarbeiteten Methoden zuriickgreifen. Die Ergebnisse stelle ich ohne
die Beispielfits dar, da sich daraus keine neuen Erkenntnisse ableiten lassen. Die Fits

sehen aus wie beim Polynomentwicklungsfit.

4.5.1 Auswertung des 45x256-Gitters

abcg-Fit
q(p)

5 ' ' ' ' ' T T
4 B T ]
3| e ]
2 i + ] i/ - + |
0 ijjj/* T 1 1 I I 1 )

0 1 2 3 4 5 6 7
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

90

0.5

-0.5

a(p)
0 1 2 3 4 5 6 7
b(p)
0 1 2 3 4 5 6 7
c(p)
0 1 2 3 4 5 6 7
p a b q c
0.125 | 0.648692 0.422508 | 0.479516 | -0.191584
0.25 0.404025 0.667969 | 0.473705 | -0.282711
0.375 | 0.209584 0.787718 | 0.435222 | -0.275175
0.5 | 0.0978136 | 0.866503 | 0.452864 | -0.297308
0.75 | -0.0376022 | 0.871295 | 0.460819 | -0.244195
1 -0.0850934 | 0.766432 | 0.475333 | -0.139608
1.5 0.0394234 | -0.122562 | 2.49223 | 0.559845




4.5 Idee 2.5: Direkter Fit

p a b q c
2 | -0.00233693 | 0.00109887 | 28.8573 | 0.486789
2.5 | -0.00595727 | 0.193499 | 2.05302 | 0.331082
3 0.00668856 | 0.435344 | 1.95998 | 0.136147
4 0.0147323 0.739143 | 2.50934 | 0.0562462
5 0.00608659 1.24816 3.47842 | 0.141431
6 -0.0453727 2.54184 473743 | 0.377679
7 -0.839323 6219.18 1229.19 | 2.66543

Der abcg-Fit ist hier gar nicht mal so schlimm. Fiir p = 3,4,5 lasst sich sogar das

Verhalten des Exponenten nach g ~ %p wiedererkennen. Dariiber hinaus zeigt sich

aber auch wieder die Wechselhaftigkeit des Fits. Der AusreifSer bei p = 2 folgt auch

hier wieder aus der Lineartitdt der Strukturfunktion und der Moglichkeit des Fits,

sich beliebig an diesen Umstand anpassen zu konnen.

bcq-Fit
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

b(p)
1.5 l T T T T T
1 _++++ -
0.5 .
0 C 1 T 1 1 1 1
0 1 2 3 4 6 7
c(p)
005 T T T T T T
0f.. +
-0.5
_1 J|r 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 6 7
p a b q c
0125 | 0 0.939056 0.0871358 | -0.05641
025 | 0 0.89603 0.172499 | -0.103023
0375 |0 0.867113 0.257023 | -0.142279
05 |0 0.864569 0.34633 | -0.195799
075 | 0 0.914105 0.522952 | -0.325566
1 0 1.38777 0.753646 | -0.852331
1.5 |0 0.714501 0.81487 | -0.218336
2 0 | -0.000677559 | -0.768352 | 0.48459
25 10 0.254714 1.72166 0.25826
3 0 0.394552 2.04219 0.182348
4 0 0.681681 2.70136 0.136771
5 0 -11.6582 0.954834 12.4688
6 0 -12.5181 0.929714 13.7389

92




4.5 Idee 2.5: Direkter Fit

p |a b q c

7 0 -27.4428 0912734 | 29.9259

Dieser Fit zeigt das bemerkenswerte Resultat, dass sich die Bifraktalitdt des Ex-
ponenten erahnen ldsst. Der Exponent folgt hier erneut iiber weite Strecken dem
q~ 2Fp—\/erlauf, springt aber fiir grofie p auf einen Wert nahe bei 1. Allerdings kon-
vergiert die Fitroutine dabei nicht, sondern bricht nach einer vorher eingestellten
Maximalanzahl an Iterationen ab. Dass alle drei Strukturfunktionen in der Nahe
von 1 landen, gibt aber Grund zur Hoffnung, dass dort ein richtiges Minimum zu
finden ist. Bei p = 1.5 konnte man wohlwollend ein Abflachen des bisherigen Ver-
laufs erahnen. Ich werde nach der Analyse der verbleibenden Funktionstypen auf
den bcg-Fit noch einmal zuriickkommen.

abq-Fit
q(p)
5 . : | | I I I
4 t ) ; _
3| — _
2 | 4 A _
1 _ e T A |
0 'i/ttt/qk/ur“ _
0 1 2 3 - , 6 |
a(p)
0.5 I | I T T T T
O _+ + + + + . + + | _
_05 | . _
0 1 2 3 - , 6 |
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

4.5

1.5

Der abq-Fit reproduziert das Ergebnis des Polynomentwicklungsfits mit einem “ver-
schobenen” Exponenten g ~ 5~ — 3. Hier wird allerdings ein negatives g fiir kleine p

vermieden, indem g, statt grofie Werte anzunehmen, negativ wird. Der resultierende

2p 1

kleine Wert fiir g wird durch ein grofses b ausgeglichen.

94

b(p)
0 > 3 4 5 6 7

p a b q c
0.125 | -0.112355 | 1.00357 | 0.0532591 | O
0.25 | -0.670541 | 1.47532 | 0.0625554 | 0
0.375 | -0.469002 | 1.20878 | 0.107179 | O
0.5 -0.840924 | 1.52356 | 0.0994096 | 0
0.75 | -0.824565 | 1.42106 | 0.130959 |0
1 -0.233466 | 0.777679 | 0.304345 | 0
1.5 | -0.0274044 | 0.521389 | 0.682747 | O
2 | -0.00400062 | 0.48772 | 0.992451 | O
25 0.0122136 | 0.496645 | 1.35485 |0
3 0.0172271 | 0.552019 | 1.70208 | O

4 0.0228026 | 0.776279 | 237219 |0

5 0.0361776 | 1.29534 | 3.09336 |0

6 0.0517507 | 2.41127 3.7314 0
7 0.0392259 4.0274 3.63278 | 0




4.5 Idee 2.5: Direkter Fit

bqg-Fit
9(p)
4 - . . . . . .
3| e R
2+ - T i
1k P e i
0 1 2 3 4 5 6 7
b(p)
4 ' ' ' ' ' ' T
3l ]
2t + .
Lo, . + ]
. S S S
0 1 2 3 4 5 6 7
p |a b q c
0.125 | 0 | 0.891247 | 0.0602172 | O
0.25 | 0] 0.806764 | 0.12075 |0
0.375 | 0 | 0.741201 | 0.183501 | O
0.5 | 0] 0.687305 | 0.244648 |0
0.75 | 0| 0.60857 | 0.368869 | 0
1 0 | 0.556653 | 0.496243 | 0
1.5 | 0| 049962 | 0.751701 |0
2 0| 0.48549 1.01075 | O
25 010498502 | 1.26514 | O
3 0| 0.545017 | 1.52817 | O
4 0] 0.72533 | 2.03079 | O
5 0| 112119 | 250973 | O
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

p |a b q c

6 0| 1.94708 | 296804 |0
7 0] 376621 | 3.35768 |0

Der bg-Fit ist ein Spiegelbild des entsprechenden Polynomentwicklungsfits mit g ~
p

5.

Verbesserung des bcq-Fits

Der bcg-Fit hat die Hoffnung genédhrt, das bifraktale Verhalten des Exponenten ex-
trahieren zu konnen. Samtliche Fits legen den Schluss nahe, dass sich der Exponent
generell gemaf3

2p

verhélt. Unter Berticksichtigung des bisherigen bcq-Fits wire beziiglich der Bifrak-
talitat

g ~ min (2?;7, 1) (4.27)
denkbar. An Stelle von ¢ = p wollen wir dem bcqg-Fit diesen Ansatz nun direkt
tibergeben:

9(p)
1 I~ ;,T/Z'"'”"'”"'”"'”"'”;'”"'”"'”"W'J; """"""""" + T ¥y 7
05} _
O /j/ I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7
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4.5 Idee 2.5: Direkter Fit

40

20

b(p)
o 1 2 3 4 5 6 7
c(p)
o 1 2 3 4 6 7
p a b q c
0.125 | 0| 0.939056 | 0.0871358 | -0.05641
025 [0 0.89603 0.172499 | -0.103023
0375 | 0 0.867113 0.257023 | -0.142279
05 | 0| 0.864569 0.34633 | -0.195799
075 [ 0| 0.914105 0.522952 | -0.325566
1 0 1.27257 0.733071 | -0.737603
1.5 | 0| 0.909938 0.853236 | -0.41331
2 | 0] -0.000720737 | -0.726535 | 0.484659
25 | 0| -0.847583 0.879468 | 1.33774
3 |0 -1.84226 0.897531 | 2.36021
4 |0 -6.61235 0.945721 | 7.23563
5 |0 -15.4078 0.961145 | 16.2569
6 |0 -25.848 0.966498 | 27.056
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

p |a b q c
7 |0 -40.6341 0.962932 | 42.6456

Ein Startparameter fiir g4 in der Umgebung von Gleichung (4.27) fiihrt zu demsel-
ben Ergebnis. Bei p = 2 findet sich unser obligatorischer Ausreifler. Es kann ein
bifraktaler Exponent beobachtet werden, welcher Gleichung (4.27) folgt. Die Abhén-
gigkeit der Bifraktalitdt von den Startwerten des Fits legt nahe, dass sich die bifrak-
tale Losung nur auf einen kleinen, lokalen Bereich des Losungsraums beschrankt.
Andernfalls entwickelt sich der Exponent linear gemaf; Gleichung (4.26).

Die Parameter b und c teilen sich dabei die Aufgabe, die Steigung der linearen Struk-
turfunktionen zu bestimmen. Dies tun sie auf eine bereits beschriebene, in ihrer Art
aber merkwiirdigen Weise. b und c haben ein entgegengesetztes Vorzeichen und
werden fiir zunehmende p betragsmifliig immer grofler. Obwohl die Steigung im
Vergleich zu den Werten fiir b und c ein kleiner Wert ist, ergibt sie sich aus der

Summe dieser beiden Werte.

Fiir alle Fits, die einen Exponenten nahe 1 erzeugen, konvergiert das Fitverfahren
erneut nicht. Eine kleine Tabelle zum siebten Moment:

Iterationen x> q b c b+c

200 (standard) | 0.00088874 | 0.962932 | -40.6341 | 42.6456 | 2.0115
400 0.00088849 | 0.989161 | -140.806 | 142.821 | 2.015
800 0.00088841 | 0.997104 | -529.118 | 531.135 | 2.017

Erhoht man die Anzahl der erlaubten Iterationen, erweckt dies den Eindruck, dass
g dadurch gegen 1 konvergiert. Gleichzeitig werden die Betrdge von ¢ und b immer
grofier, allerdings bleibt ihre Differenz nahezu erhalten. x? verkleinert sich fiir eine
zunehmende Anzahl an erlaubten Iterationen nur minimal, so dass nicht abzusehen
wire, dass sich die Funktion zu einem deutlichen Minimum hin entwickelt. Man
konnte vermuten, dass das Minimum fiir unendlich viele Iterationen bei ¢ = 1 und
bei unendlichem ¢ und b liegen wird. Dabei strebt b + ¢ allerdings ebenso gegen
einen endlichen Grenzwert ~ 2.02. Es ist fiir b 4 ¢ eine verlangsamende Tendenz zu

erkennen, auch wenn wir unsere kleine Messreihe in dieser Hinsicht nicht iiberstra-
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4.5 Idee 2.5: Direkter Fit

pazieren sollten.

Gehen wir der Angelegenheit weiter auf den Grund, stellen wir fest, dass der bcg-Fit
fiir grofle p ein bisschen schummelt, wenn er einen Exponenten nahe 1 liefert. Dazu

sei der Fit des flinften Moments gezeigt:

szS(”)
1 T T T
i b = —15.4078 [
0.75 c = 16.2569 1 ,
05 g = 0.961145 |
0.25 | ]
0 T

0 0.25 0.5 0.75

Das verschwindende a wird eingehalten, jedoch erzeugt sich die Funktion fiir den
Fitbereich in der dargestellten Weise eine Art Ersatzoffset. Dies ist nicht gewtinscht;
vor allem, wenn wir fordern, dass sich der Fit generell nachvollziehbar verhalten soll.
In die Berechnung der Strukturfunktion fliefst der Absolutbetrag der Geschwindig-
keitsdifferenz ein. Negative Werte sind damit nicht moglich. Dennoch kénnen wir
damit das konvergierende Verhalten von g bei einer grofieren Zahl an Fit-Iterationen
besser verstehen. Je grofser b wird, desto ndher kann g an 1 gewahlt werden und
trotzdem kann die Funktion ihre leichte Kriimmung behalten, die sich halt nun ein-
mal in den Datenpunkten findet.

Das Ergebnis dieses bcg-Fits stellt nun die Frage, ob wir auch den bg-Fit in der Hin-
sicht einstellen konnen, dass er Bifraktalitdt zeigt. Dort kommt kein linearer Term
vor, stattdessen miissen wir alles mit dem Potenzterm regeln. Ich mache den Ver-
such, den Startwert fiir b fiir p < 1.5 auf den Wert zu legen, der sich aus dem
normalen bg-Fit ergibt. Fiir p > 1.5 setze ich b auf die Summe von b und ¢ aus dem

gerade erlduterten bcg-Fit. g erhdlt den Startwert min (%p, 1). Aber: Es reproduziert

sich das Ergebnis des bisherigen bg-Fits mit g ~ %p fir alle p.

Allerdings kann der abcg-Fit zum Zeigen einer Bifraktalitdt animiert werden, indem

wir die Rahmenbedingungen des bcg-Fits reproduzieren.
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

Verbesserung des abcq-Fits und Zusammenfassung

Zu den Startparametern: g wird ein Wert gemafs (4.27) iibergeben, a wird auf 0
gesetzt und ¢ und b werden mit den Uberlegungen aus Abschnitt 4.4.2 wie gewohnt

bestimmt. Ich verzichte auf die Wertetabellen und zeige lediglich die Parameter:

q(p)
0.6 7 T T T T Jlr T T
04 4 1
%/,
02}/ |
#
0 / 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7
a(p)
4 i
2t - ]
0 e * T ’ T T 1 1 1 ]
0 1 2 3 4 5 6 7
b(p)
0 Lrevt + H . ‘:’ | J'r T T T T ]
-4 ’ . i
_8 L N ]
_12 - ]
-16 i 1 1 1 1 1 1 1 i
0 1 2 3 4 5 6 7
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c(p)
16 . . . . : : +
12 + .
8 . 1
O proce v+ = = v 7 * | | | s
0 1 2 3 4 5 6 7

Das generelle Verhalten findet sich auch hier wieder, wenn auch der Exponent
min(p, %) zu folgen scheint. Die Abweichung liegt hier offensichtlich an dem Offset
a. Die vorliegende Kriimmung innerhalb der Datenpunkte kann natiirlich durch eine
Funktion mit einem Offset — aber dafiir einem Exponenten # 1 — besser beschrieben
werden. b und c entwicklen sich hier dennoch entgegengesetzt und haben in etwa

dieselbe Summe wie b und c aus dem bcg-Fit. Ein Beispielfit sieht folgendermafien

aus:
Sp:5(1’)
1.5 . ; :
a = 1.26084
1 b = —5.26635 ) g
c = 5.0407 t
g = 0.550947 !
0.5 | [ [
ol M I
0 0.25 0.5 0.75 1

a sollte nur eine Korrektur darstellen und dementsprechend moglichst klein sein.
Auf keinen Fall sollte aus dem Offset ein Verhalten aufierhalb des Fitbereichs folgen,
welches so drastische Abweichungen von der Erwartung zeigt. Deshalb ist das Er-
gebnis aus dem bcq-Fit hier vorzuziehen. Beziiglich des Offsets a kann festgehalten
werden, dass 2 = 0 der Funktion hilft, die richtige Kriimmung zu finden. Zudem
erwecken die Strukturfunktionen generell den Eindruck, dass ein Offset fiir ihre Be-
schreibung nicht unbedingt nétig ist, wie man sich mit Abbildung 4.2 vergewissern

kann.
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

Die Tatsache, dass die Fits mit linearem Term zu einem bifraktalen Exponenten zu
bewegen sind, legt die Vermutung nahe, dass jener Term — zumindest bei unserer
Fitroutine — eine Vorausetzung dafiir ist. Dieser lineare Term teilt sich mit dem Po-

tenzterm die Linearitdt der Strukturfunktion zu grofien Teilen.

Dass wir eine Losung gefunden haben, die unserer Erwartung entspricht, heifst nun
allerdings nicht, dass wir wirklich das tiefste Minimum von x? durch den Fit gefun-
den haben. Es ist, wie gesagt, durchaus moglich, dass es fiir eine andere Parameter-
kombination ein kleineres x? gibt. Ein Vergleich der Werte von x? aus den beiden
bcg-Fits zeigt allerdings, dass der verbesserte Ansatz meist das kleinere oder bei an-
nidhernd gleichen Parameterwerten ein gleich grofies x* hat. Gerade bei p = 2.5 und

3, wo der lineare Bereich anzufangen scheint, ist es allerdings andersherum:

le-06

le-08

le-10

x? aus erstem bep-Fit ———

. P aus verbessertem bcp-Fit ———

le-12 ' :
0 1 2 3 4 5 6 7

Zur Bewertung der direkten Fits kann gesagt werden, dass diese zu besseren Er-
gebnissen fiihren als diejenigen aus der Polynomentwicklung. Durch die direkten
Fits kann die gesuchte Bifraktalitdt beobachtet werden. Die Polynomentwicklungs-
tits vermogen dies nicht, wie ich feststellen musste. Deshalb ist der direkte Fit in
jedem Fall vorzuziehen. Diesen wollen wir nun ebenfalls auf das 1024x32-Gitter an-

wenden.

4.5.2 Auswertung des 1024x32-Gitters

Die Strukturfunktionen gehen hier erst bei etwa p = 3 ins Lineare iiber. Deshalb
habe ich zusétzlich zu den bereits erwdhnten Stellen die Strukturfunktionen ebenso
fir p = 3.5,4.5,8,9,10 ausgewertet. Fiir p > 3 behalten die S,(r) hier auch einen
ausgepragten linearen Bereich. Aufgrund der Ergebnisse des 45x256-Gitters setze
ich fiir den Startparameter von g deshalb direkt min (§,1) an. Da das Gitter sehr
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4.5 Idee 2.5: Direkter Fit

grof’ ist, konnen wir zudem den unteren Rand des intermedidren Bereichs auf 57
anheben und noch mehr als genug Punkte fiir die Auswertung iibrig behalten. Das
Ergebnis:

abcg-Fit

abcq - Beispielfits

10 +
8 L
a = 0.0633597
6 L | b=0.040563 i
c= 0—2.9%18054453 gefittete Funktion
=" Startfunktion
4 1 1 1 1 1

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

a = 7.45938¢ — 07
b =1.29119¢ — 06
4 | ' ¢ =2.04379 — 06 .
g = 0.530881
2+ § i
/ gefittete Funktion
Startfunktion -
O 1 1 1 1 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

8 . . : , . .
a = —9.80883¢ — 14 gefittete Funktion

6r ?z 318839111426522314 ~ Startfunktion |
q = 0.358224 | i ‘

q(p)
1 ' ' ' ' i T T T T T
05 f.tv v+ T X + * . i
oL + + + o
-05 + 4
-1 . . . , , . . . . .

0.0001 | .,
1e-08 | ]
le-12
le-16 & . - L

T
4
1
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0.0001
1e-08
le-12
le-16

T
by

g - b(p)
S p) -
0 > 3 4 5 6 7 8 9 10
p a b q c
0.125 | 0.488978 0.0768864 0.477247 -0.0262769
0.25 0.23981 0.0743821 0.415065 -0.0176091
0.375 | 0.124574 0.067291 0.551636 -0.0269273
0.5 0.0633597 0.040563 0.49085 -0.0104453
0.75 | 0.0175895 0.0188309 0.552526 -0.0057905
1 0.00491417 | 0.00682393 0.521799 -0.00129356
1.5 | 0.00045643 | 0.00103567 0.594413 | -0.000182362
2 2.84245e-05 | 0.000102306 0.34743 4.92466e-05
2.5 | -1.09232e-07 | 1.33189%-05 | 0.186267 1.31965e-05
3 7.45938e-07 | 1.29119e-06 | 0.530881 2.04379¢-06
3.5 1.6823e-07 | -2.62851e-09 | -1.07787 4.88593e-07
4 2.22101e-08 | -6.35844e-09 | 0.581444 9.53657e-08
45 | 6.06238e-09 | -5.36255e-09 | 0.263328 1.9001e-08
5 3.27601e-10 | 6.61534e-11 | -0.520541 | 3.15622e-09
6 1.48559%e-11 | -1.03626e-10 5.87893 1.19475e-10
7 1.10538e-11 | -2.13701e-11 0.270508 1.99202e-11
8 ]-9.80883e-14 | 3.98914e-13 | 0.358224 | -9.31125e-14
9 9.34578e-15 | 3.09942e-07 36.3033 2.46417e-15
10 | -4.36803e-14 | 4.32755e-14 | -0.00960365 | 1.82195e-15
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

Die Fits fiir p < 6 sehen verniinftig aus. Der Fit von S,_g(r) steht stellvertretend
fiir alle Fits mit p > 6. Diese weichen deutlich von der Linearitdt ab. Intuitiv wa-
re es vermutlich richtiger, wenn durch den unteren, dichter besetzten Bereich der
Strukturfunktion eine Gerade gefittet wiirde. Aufgrund der deutlichen Abweichung
von den Datenpunkten bestehen allerdings Zweifel, dass der Fit fiir grofSe p bei den

vorgegebenen Startparametern sinnvolle Funktionen liefert.

g bleibt tiber weite Strecken recht klein. Die Parameter a, b und c sind in logarith-
mischer Skala aufgetragen und verhalten sich in dieser weitgehend linear. a zeigt
am deutlichsten eine Kriimmung. b flacht fiir kleine p ab. Ansonsten dominiert das
regellose Verhalten, welches wir schon von unserem ersten Versuch des abcg-Fits
beim 45x256-Gitter kennen und sich am besten bei g ablesen ldsst. Fiir die ande-
ren Parameter kaschiert der exponentielle Verlauf die Schwankungen. Fiir p > 6
kommt es bei allen Parametern passend zu den zweifelhaften Fits zu sehr grofien

Abweichungen gegeniiber dem Verhalten fiir p < 6.

bcq-Fit

bcq - Beispielfits

10
8 L 1
b =0.0881371
o | c=000620833 _
. q=0071824 gefittete Funktion
Startfunktion
4 : 1 1 1 1 1 1 1

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
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b = 1.52928¢ — 06
c = 2.57384e — 06
4 + | g=0.155036

gefittete Funktion
Startfunktion -

0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

8 T T T T T T
b =1.03591e — 11 gefittete Funktion I
c = —1.0185% — 11 (AN
6 | q=0977909 ~ Startfunktion

q(p)
1 | T T T T T T T l T T ]
0.5 r i
0 gt T N + i
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0.0001
le-08
le-12

le-16 &
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-++++ T

e, bi(p)

E S ¥ x “(p)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p a b q c
0.125 | 0| 0.535079 0.0198424 | 0.00642718
025 [ 0| 0.291279 0.0397492 | 0.00672651
0.375 | 0 0.16 0.0581055 | 0.00652199
05 | 0] 0.0881371 0.071824 | 0.00620833
0.75 [ 0| 0.0278937 | 0.104487 | 0.00314043
1 0 | 0.00904441 | 0.132362 | 0.00152522
1.5 | 0| 0.00100607 0.1783 0.000322375
2 | 0]0.000118048 | 0.209139 | 6.26139e-05
25 | 0| 1.32975e-05 | 0.190831 1.3091e-05
3 | 0] 1.52928e-06 | 0.155036 | 2.57384e-06
3.5 | 0| 2.29714e-07 | 0.198414 4.1467e-07
4 | 0] 1.97448e-08 | -0.0247145 | 9.1148e-08
45 | 0] 1.96509e-09 | -0.223616 | 1.76144e-08
5 | 0] 3.23684e-10 | -0.223708 | 3.24328e-09
6 |0 222107e-11 | 0.0794291 | 1.00883e-10
7 0| 7.70095e-12 4.17281 5.77769e-12
8 |0 1.03591e-11 | 0.977909 | -1.01859e-11
9 | 0] 4.74287e-07 | 37.4693 | 2.40144e-14
10 | 0| 2.2744e-16 | -0.386279 | 1.02065e-15




4.5 Idee 2.5: Direkter Fit

Die Fits sehen denen vom abcq-Fit sehr dhnlich.

Der Exponent g bleibt iiber weite Strecken recht klein. Er steigt bis p = 2 an, bleibt
bis p = 3.5 einigermaflen konstant und fallt danach auf unter Null ab. Bei p = 8
springt g auf 1. Dieses Verhalten kennen wir bereits vom 45x256-Gitter. b und ¢ haben
hierzu wieder passend einen Wert mit etwa gleichem Betrag aber unterschiedlichem
Vorzeichen. Die deutlich sichtbare Kriimmung des Fits ist darauf zuriickzufiihren,
dass die Werte von b und c zwei Groflenordnungen grofier sind als die Werte der
Daten.

Generell ist das Verhalten von b und c interessant. Die Werteentwicklung im Bereich
p < 5 zeigt, dass in der Gegend von p = 2.5 der Faktor des linearen Terms c den
Faktor des Potenzterms b als grofieren Wert ablost. Schlussendlich liegt ungefahr
eine Groflenordnung zwischen beiden Werten. Dies ist ein deutliches Zeichen da-
fiir, dass hier ein Ubergang von einem wurzelférmigen zu einem linearen Verhalten
stattfindet. Diese ist im g-Plot allerdings noch nicht unbedingt entsprechend unserer
Erwartung zu sehen. Zwar reagiert der Exponent g in der Weise, dass er in dieser
Region abflacht, aber er erreicht keineswegs einen Wert nahe 1. Da der Potenzterm
fiir p < 3.5 wegen des kleinen b nicht langer sonderlich relevant ist, kann er es sich

sogar erlauben, auf einen nicht sinnvollen Wert unter Null abzufallen.

Im Gegensatz zum abcg-Fit flacht hier c fiir kleine p ab und b behilt seine Linearitit.

abqg-Fit

abq - Beispielfits

10
8 I
a = 0.0562754
6 b b = 0.0376649 |
q = 0.294712 gefittete Funktion
Startfunktion
4 1 1 1 1 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
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55593e — 07

a=28.
b = 3.20513e — 06
4+ | gq=0.826925
2 r s
gefittete Funktion
| Startfunktion
0 1 1 1 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75
Sp—s(r) x 10713
8 T T T T
a = —9.9708% — 14 gefittete Funktion
b =3.19239¢ — 13 ion |
6 | g=0266207 Startfunktion

q(p)
1.5 T T T T T T T T
1 - +
05F
0 iﬁﬁ/ 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 7 8 9 10
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a(p)
o001 | . :
le-08 | s . ]
le-12 | ' . ]
le-16 ' ' ' : ' : ' : -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 10
b(p)

1 Ty ' ' ' ' ' ' ' '
0.0001 | ]
1e-08 | v ]
le-12 | ) ' \ .
le-16 - - - - - - - - :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 10
p a b q c
0.125 | 0449972 | 0.0910007 | 0.167304 | 0
025 | 0.149244 0.147497 | 0.101043 | 0
0.375 | 0.0673035 | 0.0981391 | 0.129454 | 0
0.5 | 0.0562754 | 0.0376649 | 0.294712 | 0
0.75 | 0.0150225 | 0.0158139 | 0.339036 | 0
1 | 0.00442299 | 0.00606709 | 0.400875 | 0
1.5 | 0.000422582 | 0.000891791 | 0.505025 | 0
2 | 4.63715e-05 | 0.000132158 | 0.600634 | 0
2.5 | 6.15688e-06 | 1.98997¢-05 | 0.723259 | 0
3 | 8.55593e-07 | 3.20513e-06 | 0.826925 | 0
35 | 1.07949e-07 | 5.29759¢-07 | 0.820938 | 0
4 | 2.14974e-08 | 8.96891e-08 | 1.02257 |0
45 | 3.89299e-09 | 1.60792¢-08 | 1.16112 |0
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

p a b q c
5 6.64692e-10 | 2.99944e-09 | 1.17304 | O
6 1.33238e-11 | 1.06574e-10 | 0.869778 | 0
7 1.20924e-12 | 1.21732e-11 | 2.6258 | 0O
8 | -9.9708%-14 | 3.19239¢-13 | 0.266207 | 0
9 1.04695e-14 | 7.9042e-07 | 38.4762 | 0
10 | 6.38359e-16 | 1.33376e-15 | 3.19798 | 0

Der Trend des nicht ganz so optimalen Fits fiir grofie p setzt sich auch beim abg-Fit
fort. Ansonsten passen die Fits.

Mit der aus dem bcq-Fit abgeleiteten Vermutung einer Bifraktalitdt mit dem Uber-
gang bei p = 3 kann man diese hier mit einiger Phantasie schon erkennen. Im Plot
von ¢ sind dafiir die Geraden g = p/3 und g = 1 eingezeichnet. Fiir grofie p zeigt g
dann erneut deutliche Schwankungen.

a verlduft entlang einer dhnlichen Kurve wie das a vom abcg-Fit. Diese ist aber
wesentlich glatter und zeigt keine negativen Ausreifser. b hat einen zum b aus dem
abcg-Fit analogen Verlauf mit abflachenden Werten fiir kleine p.

bqg-Fit

bq - Beispielfits

10 |
8 I .
b= 0.0928603
6 I 1 g=0.0940308 i
gefittete Funktion
; Startfunktion -
4 i 1 1 1 1 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
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b = 3.76905¢ — 06
q = 0.493915

gefittete Funktion
Startfunktion -

0 1 1 1 1 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

b = 2.26307¢ — 13 gefittete Funktion I
6l 1~ 0.454707 - Startfunktion

9(p)
033 | o ) o
0 e /J;l I 1 1 1 1 1 1 1 1
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0.001

1e-06

le-09

114

b(p)
0o 1 2 f 5 6 7 8 9 10
p a b q c
0.125 | 0 | 0.539755 0.023576 | O
025 [ 0| 0.296257 | 0.0470062 | O
0375 | 0| 0.164906 | 0.0709762 | O
0.5 | 0] 0.0928603 | 0.0940308 | O
0.75 | 0| 0.0303327 | 0.139519 |0
1 0| 0.0102536 | 0.184238 | O
1.5 | 0| 0.00127058 | 0.271719 |0
2 | 0 0.000170808 | 0.352079 | O
25 | 0] 2.44931e-05 | 0.422528 | O
3 | 0| 3.76905e-06 | 0.493915 | O
35 | 0] 5.97228e-07 | 0.543331 | O
4 | 0| 9.95163e-08 | 0.587528 | O
45 | 0| 1.73037e-08 | 0.625109 | O
5 |0 3.1999e-09 | 0.661951 |0
6 | 0] 1.13742e-10 | 0.658667 | O
7 0| 8.26871e-12 | 1.26807 | O
8 | 0] 226307e-13 | 0.454707 | O
9 0| 1.8787e-12 7.77636 | 0
10 |0 | 1.02278e-15 | 0.309648 | 0
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Aufler fiir grofie p sind die Fits ok. Sie weichen allerdings vor allem am unteren
Rand des Fitintervalls sichtbar vom Verlauf der Datenpunkte ab.

g zeigt in den Grenzwerten fiir kleine und fiir groffe p < 6 im Ansatz Bifraktalitat
und glittet den Ubergang zwischen diesen beiden Extremen. Die bereits vermuteten
Werte fiir g gemaf3

g ~ min (g 1) (4.28)
sind hier nur indirekt zu sehen. Der tatsdchliche Verlauf folgt min(%p, %) und ent-
spricht (4.28) multipliziert mit einem Faktor 4. Fiir grofe p zeigt die Kurve wieder

springende Werte fiir 4.

b zeigt, wie schon der bcg-Fit, keine abflachenden Werte fiir kleine p und folgt auch

sonst dem bereits bekannten Verlauf.

Zwischenergebnis

Zu den Fits lasst sich abschlieffend sagen, dass diese fiir p < 6 passen und fiir p > 6
besser sein konnten. Die Ungenauigkeiten sind vermutlich auf die weite Streuung
der Datenpunkte zuriickzufiihren und darauf, dass die Fitroutine Probleme hat, da-

mit umzugehen.

Fehler aufgrund der Maschinengenauigkeit kann ich ausschlieflen. Ich habe bei die-
sem Gitter die Strukturfunktionen, welche sich untereinander um mehrere Grofsen-
ordnungen unterscheiden, vor dem Fit individuell zuerst so skaliert, dass die Werte
der Datenpunkte ~ 1 wurden. Nach dem Fit wurden die Parameter a, b und ¢ mit
dem Kehrwert des entsprechenden Faktors wieder zuriickskaliert. Da die Parameter
linear in die Strukturfunktion eingehen, fiihrt eine Skalierung zu keinen Nebenef-
fekten. Der Exponent p ist fiir die Kriimmung der Strukturfunktion zustiandig und
in allen Skalen gleich. Er braucht und darf also nicht skaliert werden. Ohne die Ska-
lierung war allgemein fiir grofse p die Maschinengenauigkeit spiirbar und fiihrte zu

Abweichungen.

Die Strukturfunktionen sehen so aus, als wiirden sie generell einen deutlich von
Null verschiedenen Offset haben. Diese Tatsache spiegelt sich darin wieder, dass die
Fits danach geordnet werden konnen, ob die zugrunde liegenden Funktionstypen
einen Offset haben oder nicht. Mit Offset flacht b fiir kleine p ab, ohne Offset nicht.
Der Offset selbst folgt fiir abcq und abq einer vergleichbaren Kurve.
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

Der Vergleich von bq und abq legt die Vermutung nahe, dass der Exponent ohne
Offset kleinere Werte annimmt und gestaucht wird. beq fordert ebenfalls sehr kleine
Exponenten zu Tage. Im Gegensatz zum 45x256-Gitter scheint hier der Offset im
Vergleich zum linearen Term zunéchst der wichtigere Parameter zu sein. Unterstiitzt
wird diese These durch den angedeuteten bifraktalen Verlauf von g beim abg-Fit mit

einem Exponenten ~ 1 fiir grofle p.

Nehmen wir diesen Sachverhalt als Anstofs fiir eine Verbesserung der Ergebnisse,
miissen wir den Offset auf jeden Fall bertiicksichtigen. Erschwert wird dies durch
den vom 45x256-Gitter gendhrten Verdacht, dass der Exponent sehr sensibel auf
eine Anderung des Offsets reagiert. Dies scheint hier ebenfalls der Fall zu sein, wie
die unruhigen Kurven fiir g4 bei den Funktionstypen abcq und abq im Vergleich zu
bcq und bq zeigen. Moglicherweise konnen wir aus den gesammelten Daten eine
glatte Funktion fiir a ableiten und als feste Werte in die Fitroutine einspeisen, um
die Schwankungen von a zu reduzieren. Dabei sind wir nicht an der Interpolation
zwischen 2 bestehenden Werten von a interessiert, sondern mochten die Werte von

a sozusagen untereinander in ein festeres Verhiltnis setzen.

Verbesserung des abcg- und abg-Fits

Um den Offset durch eine Funktion a(p) zu beschreiben, benétigen wir zuerst Punk-
te ap, durch die wir diese Funktion hindurch legen kénnen. Es gilt nun, sinnvolle ap
zu finden. Die Uberlegung dazu ist folgende: Der Offset ergibt sich definitionsge-
mafs bei r = 0, ist also ein Resultat des Verhaltens der Strukturfunktionen fiir kleine
r. Dort ist das wurzelférmige Verhalten der Strukturfunktionen — also der Term r”
— mafigeblich. Dieser Potenzterm ist fiir kleine p zudem dominant gegeniiber dem
linearen Term. Fiir kleine p nehmen wir daher die schon existierenden Offsets aus
dem abg-Fit. Grofie p erzeugen lineare Strukturfunktionen, fiir deren Beschreibung
der Potenzterm ebenso linear wird. In diesem Fall kénnen wir die a, also besser di-
rekt aus einem Geraden-Fit ableiten. Da der Fit einer Geraden ein lineares Problem
ist, konnen wir dafiir auf den analytisch exakten, korrelierten Polynomfit zurtick-
greifen. Nach Augenmafl zeigt sich, dass der Offset fiir p > 4 besser durch den
Geradenfit beschrieben wird.

Wir haben damit nun Messdaten fiir den Offset generiert. In logarithmischer Skala

116



4.5 Idee 2.5: Direkter Fit
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Abbildung 4.12: Die glatte Funktion fiir den Offset a. Als Ausgangsdaten werden fiir
p < 4 die Offsets aus dem abg-Fit verwendet, ansonsten die aus dem
Geraden-Fit (ac).

fitten wir durch diese jetzt Polynome niedriger Ordnung n < 6

Pu(p) = Y " (4.29)
k=0

Das Polynom, welches nach subjektiver Bewertung dem Verlauf von 4 am besten
folgt und gleichzeitig am glattesten ist, wahlen wir als unsere Abschitzung fiir a.
Da wir uns in der logarithmischen Skala bewegen, miissen wir fiir den tatsdchlichen

Wert von a dieses Polynom noch exponentieren:

a(p) ~ elp) (4.30)

Wir wéhlen das Polynom vierten Grades, welches von folgender Form ist:
Py(p) = —6.17826p + 0.765452p2 — 0.102898;73 + 0.00511644;94. (4.31)

Die sich daraus ergebende Funktion a(p) mitsamt den Ausgangsdaten ist in Abbil-
dung 4.12 gezeigt.

Fiur die folgenden Fits wird a(p) fiir das entsprechende p ausgewertet und dem
Programm als fester Parameter, welcher wihrend der Fitroutine konstant gehalten

wird, libergeben. In dieser Weise fithren wir den abg- und abcg-Fit nun erneut aus.
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

abcg-Fit mit festem a

1.5

0.5

0.0001

le-08
le-12

le-16 &

q
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a folgt konsequenterweise der Kurve aus Abbildung 4.12.
bund c
M b E
; e ¢ 'z
| L |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p a b q c
0.125 | 0.467422 0.077587 | 0.237595 | -0.00440836
0.25 0.223507 0.0777268 0.252417 | -0.00399441
0.375 |  0.109205 0.058972 0.269537 | -0.00230132
0.5 0.0544588 0.0388391 | 0.270422 | 0.000641865
0.75 | 0.0143369 0.0160146 | 0.308306 | 0.000506562
1 0.00404372 | 0.00605889 | 0.343838 | 0.000399504
1.5 | 0.000383373 | 0.000834541 | 0.433644 | 9.91817e-05
2 4.3793e-05 | 0.000122991 | 0.55296 | 1.17918e-05
25 | 5.7317e-06 | 1.54319e-05 | 0.623247 | 4.91895e-06
3 8.23641e-07 | 1.97526e-06 | 0.714341 | 1.26915e-06
3.5 | 1.25483e-07 | 2.02986e-06 | 0.967721 | -1.51243e-06
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4.5 Idee 2.5: Direkter Fit

p a b q c
4 1.9723e-08 | -1.39553e-07 | 1.02412 2.29272e-07
4.5 3.13606e-09 | -1.48603e-09 | 1.03093 1.74425e-08
5 4.98463e-10 | -2.41103e-10 | 1.19815 3.2255e-09
6 1.24615e-11 | -1.36788e-10 | 5.64389 1.27563e-10
7 3.26562e-13 | 9.11894e-12 3.73158 4.49788e-12
8 1.0748e-14 1.04263e-11 | 0.980435 | -1.02587e-11
9 6.01863e-16 | 1.09156e-06 39.4129 2.27869e-14
10 8.78297¢e-17 | 1.76069e-16 | -0.418359 | 9.71128e-16
abg-Fit mit festem a
q(p)
1-5 T T T T - T T T T T T
1 o = o
05t . |
O —"// 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a folgt konsequenterweise der Kurve aus Abbildung 4.12.
b(p)
1 ++++ T T T T T T T T T T
0.0001 | L .
1e-08 | T, .
le-12 ¢ ' N N .
1e_16 | | | | | | | | | T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

p a b q c
0.125 | 0.467422 0.0740138 | 0.219122 | O
0.25 0.223507 0.074453 | 0.235631 | O
0.375 | 0.109205 0.0570641 | 0.256808 | 0
0.5 0.0544588 0.0393744 | 0.275712 | 0
0.75 | 0.0143369 0.0164445 | 0.318253 | 0
1 0.00404372 | 0.0064044 | 0.364151 | 0
1.5 | 0.000383373 | 0.000923636 | 0.467737 | 0
2 4.3793e-05 | 0.00013399 | 0.577945 | 0
25 | 5.7317e-06 | 2.01378e-05 | 0.689448 | 0
3 8.23641e-07 | 3.21803e-06 | 0.806682 | 0
3.5 | 1.25483e-07 | 5.23849e-07 | 0.894718 | O
4 1.9723e-08 | 8.97679e-08 | 0.964212 | O
45 | 3.13606e-09 | 1.59564e-08 | 0.997223 | O
5 4.98463e-10 | 2.97919e-09 | 0.983202 | 0

6 1.24615e-11 | 1.05597e-10 | 0.83837 | 0O

7 3.26562e-13 | 8.69611e-12 | 1.5015 | O

8 1.0748e-14 | 2.16877e-13 | 0.491694 | O

9 6.01863e-16 | 2.22585e-12 | 8.19292 | 0
10 8.78297e-17 | 9.42294e-16 | 0.354206 | O

Durch die Glattung und Festlegung von a wird die Bifraktalitdt nun bei beiden Funk-
tionstypen deutlich sichtbar. Fiir kleine p gibt es bei beiden Fits eine dhnliche Ab-
weichung vom p/3-Verlauf. Beim abg-Fit zeigen sich fiir grofie p analog zum bg-Fit
Spriinge des Exponenten. Vermutlich liegt die Tendenz bei diesen beiden Fits, sich so
zu entwickeln, in dem fehlenden linearen Term begriindet. Diese Fits konnen damit
nicht weiter verbessert werden. Der abcg-Fit wird fiir grofie p wieder recht chaotisch,
aufler bei p = 8, wo sich ein Exponent nahe bei 1 einstellt. Ebenso findet sich bei
p = 3.5, 4 und 4.5 ein Exponent ~ 1. Schaut man sich die Parameter zu diesen ps

in der Tabelle an, stellt man fest, dass hier wieder unsere bereits bekannte Relation
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t.13

zwischen b und c auftritt."”” Diese Tatsache wollen wir nun nutzen, um unseren Fit

ein letztes Mal zu verbessern.

Das b aus dem abcg-Fit folgt fiir p < 3.5 im Wesentlichen dem b aus dem abg-
Fit. Fur grofiere p wird b negativ, bleibt betragsméfiig aber mit dem b aus dem
abg-Fit vergleichbar. Ich setze daher beim abcg-Fit den Startwert fiir den Parameter
b auf den entsprechenden Wert vom abg-Fit. Die Idee ist jetzt, fiir c als Startwert
—b zu wihlen und somit der immer wiederkehrenden Relation zwischen b und c
Rechnung zu tragen, wenn wir einen Exponenten fiir grofie p nahe 1 beobachten. b
und c bleiben aber freie Parameter.

abcg-Fit mit festem a, c=-b

9(p)
1 ot S R : SRS e -
05 | * ' _
ob— o

a folgt konsequenterweise der Kurve aus Abbildung 4.12.

b(p) und c(p)

1 T T T T T T T T T T
oot 4 b(p) -
0.0001 | “ " x .
Cee L abs(c(p)) -
1e-08 g 7]
*
le-12 | T ]
1e_16 1 1 1 1 1 1 1 1 1 X

3Die Fitroutine konvergiert hierbei wie beim 45x256-Gitter nicht.
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

p a b q c

0.125 | 0.467422 0.0775871 | 0.237595 | -0.00440841

0.25 0.223507 0.0777268 | 0.252417 | -0.0039944
0.375 | 0.109205 0.0589718 | 0.269536 | -0.00230109
0.5 0.0544588 0.0388391 | 0.270422 | 0.000641889
0.75 | 0.0143369 0.0160145 | 0.308303 | 0.00050668
1 0.00404372 | 0.00605887 | 0.343837 | 0.000399529
1.5 | 0.000383373 | 0.000834543 | 0.433645 | 9.91802e-05
2 4.3793e-05 | 0.000123006 | 0.552998 | 1.17758e-05
25 | 57317e-06 | 1.54343e-05 | 0.623284 | 4.91624e-06
3 8.23641e-07 | 6.39776e-06 | 0.893604 | -3.20546e-06
3.5 | 1.25483e-07 | 1.04584e-06 | 0.94441 | -5.23308e-07
4 1.9723e-08 | 1.79505e-07 | 0.981806 | -8.97583e-08
45 | 3.13606e-09 | 3.19105e-08 | 0.998478 | -1.59564e-08
5 4.98463e-10 | 5.96233e-09 | 0.99238 | -2.97914e-09
6 1.24615e-11 | 2.11817e-10 | 0.920015 | -1.05402e-10
7 3.26562e-13 | 1.80455e-11 | 1.16579 | -9.90076e-12
8 1.0748e-14 | 1.80052e-11 | 0.989403 | -1.78265e-11
9 6.01863e-16 | 2.46262e-12 | 1.08336 | -2.27601e-12
10 | 8.78297e-17 | 1.76053e-16 | -0.418383 | 9.71157e-16

Fiir grofie p erhalten wir durch diesen Ansatz Werte fiir g, die nahe an 1 liegen. Einen
Haken hat die Bestimmung allerdings noch: 2 wird konstant gehalten und darf sich
nicht frei entwickeln. Wir sollten allerdings tiberpriifen, ob die Fitroutine fiir diese
Parameterwerte wirklich zum Stillstand kommt. Ich lasse den Fit deshalb noch ein
letztes Mal laufen, setze alle Startparametern — auch den fiir g — auf die Werte, die
uns der letzte Fit geliefert hat, und stelle es jedem Parameter, insbesondere auch a,

frei, sich zu verandern.
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abcg-Fit wieder in allen Parametern frei

1.5

0.5

0.0001
le-08
le-12
le-16

0.0001 |

1e-08
le-12
le-16

q(p)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
a(p)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b(p) und c(p)
S, bp)
S abs(c(p)) =
L X P4 .
*
X ) N
1 1 1 1 1 1 1 1 1 %
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p a b q c
0.125 |  0.467655 0.0775367 | 0.239431 | -0.00462057
025 | 0223733 0.0776752 | 0.254245 | -0.00419349
0.375 | 0.109377 0.0589301 | 0.271427 | -0.00244669
05 | 0.0545653 | 0.0388133 | 0.272205 | 0.000551926
0.75 | 0.0143817 | 0.0160021 | 0.310249 | 0.000472225
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4 Auswertung der Strukturfunktionen

p a b q c
1 0.00406095 | 0.00605356 | 0.345955 | 0.000387468
1.5 | 0.00038614 | 0.000833501 | 0.436603 | 9.77017e-05
2 4.4776e-05 | 0.000122585 | 0.562308 | 1.144e-05
25 | 5.86848e-06 | 1.53697e-05 | 0.635317 | 4.88842e-06
3 8.74017e-07 | 6.38615e-06 | 0.912982 | -3.20585e-06
3.5 1.11142e-07 | 1.04989e-06 | 0.909294 | -5.24541e-07
1 2.15038e-08 | 1.79382e-07 | 1.01126 | -8.97022e-08
45 | 3.94375e-09 | 3.19502e-08 | 1.07998 | -1.59468e-08
5 6.72803e-10 | 5.95757e-09 | 1.08417 | -2.97502e-09
6 1.30476e-11 | 2.1165e-10 | 0.926829 | -1.05402e-10
7 1.63781e-12 | 1.48235e-11 2.0234 | -4.18067e-12
8 | -4.76358e-15 | 1.7984e-11 | 0.987683 | -1.77931e-11
9 1.43709e-13 | 2.20346e-12 | 1.27145 | -2.08895e-12
10 | -4.77737e-15 | 4.47764e-15 | -0.077408 | 1.69691e-15

Durch das Freilassen von a werden natiirlich wieder Schwankungen eingefiihrt. Die-
se halten sich aber in Grenzen und bestétigen unser bisheriges Ergebnis. Die Abwei-
chungen des Exponenten fiir p < 1 fiihre ich auf den Offset zuriick und kénnen
aufgrund dessen Notwenigkeit nicht beseitigt werden. Die Fittypen bcq und bq oh-
ne Offset haben dort den erwarteten Verlauf bis nach Null herunter gezeigt. Fiir

p > 6 ist der Exponent aufgrund der nach wie vor suboptimalen Fits mit Vorsicht

zu geniefen:
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a = 1.30476e — 11

2+ b=21165¢ — 10
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q = 0.987683 ‘

Zudem sei darauf hingewiesen, dass hier jeder Fit — auch diejenigen, welche in g ~ 1

resultieren — in endlich vielen Schritten konvergiert. Ich schliefSe daraus, dass dem

Fit bei einer Nicht-Konvergenz mit dennoch sinnvollen Werten fiir die Parameter

nicht geniigend Freiheiten gelassen wurden, sich zu entwickeln.

Werfen wir zum Abschluss noch ein Blick auf die Werte von x? aus den abcg-Fits:

p aus erstem abcq-Fit aus letztem abcq-Fit
q X q X
0.125 | 0.477247 | 2.34056e-07 || 0.239431 | 2.39993e-07
0.25 0.415065 | 2.71155e-07 || 0.254245 | 2.73211e-07
0.375 0.551636 1.12274e-07 || 0.271427 | 1.12511e-07
0.5 0.49085 2.52675e-08 || 0.272205 | 2.63309e-08

125



4 Auswertung der Strukturfunktionen

p aus erstem abcq-Fit aus letztem abcq-Fit
q X q X
0.75 0.552526 | 8.76754e-06 || 0.310249 | 8.79993e-06
1 0.521799 | 3.36323e-07 || 0.345955 | 3.43282e-07
15 0.594413 | 2.68708e-06 || 0.436603 | 2.70379e-06
2 0.34743 2.11175e-05 || 0.562308 | 2.06432e-05
2.5 0.186267 | 0.000241718 || 0.635317 | 0.000234728
3 0.530881 0.00416899 || 0.912982 | 0.00416647
3.5 -1.07787 0.0628961 0.909294 | 0.0620305
4 0.581444 | 0.000172545 || 1.01126 | 0.00017253
4.5 0.263328 0.00448909 1.07998 | 0.00449015
5 -0.520541 0.149986 1.08417 0.149441
6 5.87893 0.0224144 | 0.926829 0.022854
7 0.270508 0.0223151 2.0234 0.0221981
8 0.358224 16.0054 0.987683 15.9513
9 36.3033 0.00434354 || 1.27145 | 0.00851481
10 || -0.00960365 3.29047 -0.077408 3.2915

Die Werte von x? liegen sehr nah beieinander, obwohl die Parameter der Fits deutlich
voneinander abweichen. Es ist eher unwahrscheinlich, dass sich zwischen diesen fast
identischen Werten von x? eine “bergige Landschaft” findet. Vielmehr ist es wahr-
scheinlich ein Zeichen dafiir, dass x> ein weitldufiges, nahezu ebenes Gebiet auf-
weist, in dem die Fitroutine abhédngig von den Startwerten an unterschiedlichen Po-
sitionen zum Stillstand kommt. Dieses Plateau ist vermutlich auf die Koexistenz der
Parameter a und g zurtickzufithren. a und g haben stets eine starke, wechselseitige
Reaktion aufeinander gezeigt und der x2-Vergleich des beq-Fits beim 45x256-Gitter
zeigt deutlich unterschiedliche Werte fiir x? oder deckungsgleiche Parameterwerte.
Daher darf bezweifelt werden, dass die beim 1024x32-Gitter extrahierten Exponen-

ten, welche den Offset 2 notwendigerweise berticksichtigen, hieb- und stichfest sind.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Es galt zu tiberpriifen, ob die Strukturfunktionen der eindimensionalen, zuféllig ge-
triebenen Burgersgleichung, berechnet nach Gleichung (2.5), der Theorie nach Glei-
chung (2.129), S,(r) = brP 4 cr ~ dr®, mit einem asymptotischen Verhalten & — p
fir p < Tund ¢ — 1 fiir p > 1 folgen. Im Zuge der Herleitung dieser Theorie stellte
sich heraus, dass diese auf unseren zu untersuchenden Fall nur begrenzt anwendbar
ist. Im Wesentlichen gibt es zwei Reibungspunkte:

e Die Theorie gilt in dieser Form nur fiir Dimensionen N grofser als 2 und wird

erst fiir N — oo exakt. Wir betrachten hier den eindimensionalen Fall.

e Die Theorie nimmt eine treibende Kraft an, die tiber ihr Potenzial gauf3verteilt

ist. Bei uns ist die Kraft selbst gaufiverteilt.

Zur Untersuchung standen mehrere Simulationen mit 5 Millionen Konfigurationen

bereit, von denen sich im Wesentlichen zwei als analysierbar herausstellten:

Re | Ny | N; v (a) L

256 | 1024 | 32 | 1.9e-6 (1/16) | 512
16 | 45 | 256 | 1/506 (1/64) | 22.5

Die anderen Simulationen erfiillten nicht die an das Gitter gestellten Bedingungen
(3.34) und (3.36) oder lieflen aufgrund verloren gegangener Daten nicht die Metho-
den zu, die schlussendlich verwendet wurden. Die Autokorrelationszeiten liegen in
der Grofienordnung von etwa 5000 bis 60000 Konfigurationen. Diese Statistik ldsst
damit noch etwas zu wiinschen {iibrig, wie auch die Fehler der Strukturfunktionen
zeigen, die die I''Methode berechnet hat.

Fiir die Auswertung wurde der Ansatz fiir die Strukturfunktion (2.129) aufgrund
endlicher Statistik und unbekanntem Verhalten in der Dissipationsskala um einen

Offset erweitert.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Der Ansatz, aus In %gp(r) mit einem Polynom #n-ten Grades oder C3-Spline gp(r)
den Exponenten abzuleiten, schlug fehl, da die Funktionen nicht glatt genug durch
die Daten verliefen. Der zweite Ansatz, S,(r) in ein Polynom zu entwickeln, wel-
ches die generellen Eigenschaften von S,(r) tibergeben bekam, fithrte zu den ersten
brauchbaren Ergebnissen. Dies motivierte den Versuch, den Ansatz fiir die Struktur-
funktion direkt zu fitten.

Beim direkten Fit zeigte sich zum ersten Mal die zaghafte Moglichkeit eines bifrak-
talen Exponenten. Dieser konnte schlieSlich zwar extrahiert werden, jedoch war da-
fiir bei beiden Gittern die Festlegung des Offsets a notig. Generell macht es der
Offset dem Fit schwer, verniinftige Funktionen zu finden. Der Vergleich der Werte
von x? am Ende der Auswertung des 1024x32-Gitters ldsst vermuten, dass jeder Wert
von a durch einen angepassten Wert von g ausgeglichen werden kann. Dabei wer-
den stets verniinftige Funktionen an die Daten gefittet. Fiir das 45x256-Gitter wurde
a auf 0 festgelegt, indem schliefdlich hauptsachlich der bcq-Fit betrachtet wurde. Fiir
das 1024x32-Gitter musste der Offset mit Hilfe des abg-Fits fiir kleine p und des

Geradenlfits fiir grofe p festgesetzt werden.

Damit wird die Bestimmung des Exponenten im Grunde auf die Bestimmung eines
sinnvollen Offsets zuriickgefiihrt. Hierdurch ergibt sich natiirlich ein gewisser Hand-
lungspielraum, der aufgrund der sensiblen Abhédngigkeit des Exponenten vom Off-
set einen moglicherweise groflen Wertebereich des Exponenten zuldsst. Eine tiefer-
gehende Untersuchung des Parameterraums konnte iiber die Wechselwirkung von

Exponent und Offset besser Aufschluss geben.

Im Falle eines Exponenten nahe 1 fiir grofie p ergibt sich durchgehend b ~ —c. Ver-
mutlich ist diese Beziehung nicht auf die Burgersturbulenz zuriickzufiihren, sondern
ein Artefakt der Fitroutine. b wird nach der Theorie iiber die Gleichung (2.130) be-
rechnet. Ist diese Gleichung auf den eindimensionalen Fall iibertragbar, sollte b stets
positiv sein. Beim 45x256-Gitter war b negativ, beim 1024x32-Gitter positiv. Die Sum-
me b + ¢ war dabei allerdings immer positiv. Diese Summe ist wahrscheinlich als der
tatsdchliche Faktor des linearen Terms anzusehen, da sich der lineare und Potenz-
term die Linearitdt der Strukturfunktion teilen. Dadurch kann iiber den Faktor des
Potenzterms keine Aussage getroffen werden.

Von der Festlegung des Offsets abgesehen benoétigt die hier vorgeschlagene Bestim-
mung des Exponenten nur sehr wenige weitere Annahmen. Die Fitroutine folgt der
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gangigen, korrelierten XZ—Minimierung. Ihr muss hauptsdchlich die Form der er-
warteten Funktion iibergeben werden. Sdmtliche Ansétze fithren dabei allerdings in
der Regel nicht zu eindeutigen Ergebnissen. Vielmehr besteht die Aufgabe darin,
moglichst gute Startwerte fiir die Parameter zu finden, um in den Bereich der Para-
meterwerte zu kommen, fiir die die gesuchte Losung erwartet wird. Ist der Offset
festgelegt, zeigt sich die Methode recht robust und stabil, wenn es darum geht, fiir
abweichende Startwerte die bereits gefundenen Losungen zu reproduzieren. Dies ist
ein weiteres Zeichen dafiir, dass der freie Offset fiir die mehrdeutigen Fits verant-
wortlich ist. Fiir p > 6 mit weit gefacherten Datenpunkten kommt die Fitroutine aber
offenbar an ihre Grenzen. Hier bietet sich noch Raum fiir Verbesserungen durch eine

Routine, welche besser in der Lage ist, die lineare Tendenz der Punkte zu erkennen.

Das 45x256-Gitter fiihrte zu dem Exponenten
. (2p
~ —,1
q mln( 3 ) ,

g ~ min <§’1> .

Dass sich diese beide Exponenten nicht decken, kann natiirlich auf die bereits ange-

das 1024x32-Gitter zu

sprochenen Schwierigkeiten mit dem Offset zuriickgefiihrt werden. Ich habe aller-
dings nicht den Eindruck, dass sich die Diskrepanz mit dem Offset allein erkldren
lasst. Schaut man sich die Strukturfunktionen an, dann passen diese Exponenten
sehr gut zu diesen. Ebenso lieferten auch die Fits der Funktionstypen ohne Offset
Hinweise darauf, dass genau an den entsprechenden Stellen ein Ubergang vom wur-
zelféormigen zum linearen Verlauf stattfindet. Ein moglicher, weiterer Grund konn-
te deshalb die verbesserungswiirdige Statistik der Simulationen sein. Um dies zu
tiberpriifen, wiaren neue Runs mit noch mehr Konfigurationen notig. Der bessere
Weg wire allerdings, die Autokorrelationszeit durch Einfithrung des Overrelaxation-
Algorithmus in das Simulationsprogramm zu senken. Auf dieser Basis konnten dann
neue Runs mit besserer Statistik erzeugt werden.! Eine Fehlerrechnung konnte zu-
dem moglicherweise zur Folge haben, dass beide Ergebnisse miteinander vertrédglich
sind.

Im gleichen Atemzug kénnte die Korrelationslange L von 0.5 auf z.B. 0.8 angehoben werden,
um bei gleicher Gittergrofie eine grofiere Ausbeute an Gitterpunkten, die im Inertialbereich liegen,
zu erhalten.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Ansonsten konnen Griinde fiir die untereinander abweichenden Exponenten mit den
existierenden Informationen nur schwer gefunden werden. Auffalligster Unterschied
zwischen den Simulationen ist die Reynoldszahl von 16 bzw. 256. Die Auflésung des
Gitters konnte eine weitere Rolle spielen. Zum einen ist v aufgrund dessen beim
1024x32-Gitter trotz grofierem a vier Groflenordnungen kleiner als beim 45x256-
Gitter. Zum anderen bedeutet eine geringe Zeitauflosung, dass sich die Strukturen
auf dem Gitter kaum verschieben, wihrend sie bei einer grofien Auflosung in der
Zeit zu wandern beginnen. Die bezogen auf die Gittergrofie relative Korrelationslan-
ge der Kraft ist bei beiden Simulationen gleich.

Um die Exponenten einordnen zu kénnen, sind deshalb mehr Simulationen nétig.
Besonders welche mit steigenden Reynoldszahlen zwischen 16 und 256 konnten dar-
iiber Aufschluss geben, ob sich der Exponent von min (%,1) hin zu min (g,l)
entwickelt. Die Entwicklung des Exponenten fiir gleichbleibendes Re, aber unter-
schiedliche Viskositdten v, konnte ebenso untersucht werden, wie diejenige fiir in

Zeitrichtung variierte Gittergrofien.

Beide Exponenten weichen dariiber hinaus von der Theorie nach Gleichung (2.135)
ab. Die Ursache dafiir kann in den genannten Grenzen der Theorie gesehen werden.
Es wire wiinschenswert, wenn die Replika-Methode konkret auf die eindimensiona-
le Burgersgleichung mit direkt gaufiverteilter Kraft angewendet wiirde. Ansonsten
ergeben sich natiirlich alle bereits erwdhnten Moglichkeiten fiir die Begriindung der
Abweichung.
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Anhang
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A Normalverteilung in n Dimensionen

A Normalverteilung in n Dimensionen

Zur Normierung:

/_00 d"x exp <—% i i/oo xi(Aij)_lxj> =4/ (2m)*det A = Ny (A.1)

1 0 1 n n o0 n
N | d"x exp —5 Z 2 /_ xi(Ajij) 1x] + ZxZL
A 00 i=1j=1 © i=1
1 n n
i=1j=1

Das zweite Moment:

1 © " 122 2 0 1
N_A/_ood xxixjexp <_§ Z Z/ xl(AZJ) x]> = Al] (A3)
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B 1-step RSB-Matrizen

Eine (n x n) 1-step replica-symmetry-breaking(RSB)-Matrix A ist symmetrisch und
besteht aus:

¢ den Diagonalelementen 7,
e den Nichtdiagonalelementen gehorend zu Block 0 a9 und
e den Nichtdiagonalelementen gehorend zu Block 1 a;.

Block 0 beginnt in der linken oberen Ecke der Matrix und hat eine Grofie m, welche
sich relativ auf die Ausdehnung n der gesamten Matrix bezieht. m liegt entsprechend
im Interval [0,1]. Die Grofe von Block 1 betrdgt folglich (1 — m). Gilt m = 0 bzw.

m =1, sind sdmtliche Nichtdiagonalelemente gleich o bzw. oy.

Fiir m = 0.5 ergibt sich bei einer (4 x 4)-Matrix folgende Gestalt:

O 071 Op Op

01 O O0p Op

Op Op O O

Op Op 01 O

Schlussendlich betrachten wir die Matrizen fiir n — 0. Die Matrix wird in diesem
Fall sozusagen kontinuierlich und ldsst sich nicht mehr in gewohnter Weise darstellen.
Die folgenden Rechenvorschriften gelten explizit fiir den Limes n — 0. Allgemeine
Versionen dieser Regeln fiir n-step RSB-Matrizen finden sich in Appendix II in [22]
und Kapitel 2 in [24]. Die hier erwdhnten Vorschriften ergeben sich aus den allge-
meinen im Fall von 1-step RSB.

B.1 Summe A +B

Die Addition zweier RSB-Matrizen A und B von gleicher Grofie n und mit dem
gleichen Wert fiir m liefert eine neue RSB-Matrix C, ebenfalls von Grofie n mit dem
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B 1-step RSB-Matrizen

Parameter m. Die Eintrdge von C lauten:

E=a+D, (B.1a)
co = ap + by, (B.1b)
c1 =ay + b;. (B.1¢)

B.2 Produkt AB

Das Produkt zweier RSB-Matrizen A und B von gleicher Grofie n und mit dem
gleichen Wert fiir m liefert eine neue RSB-Matrix C, ebenfalls von Grofie n mit dem

Parameter m. Die Eintrdge von C lauten:

& = ab — magby + (m — 1)ayby, (B.2a)
co = bag + dbg + (m — 1)byag + (m — 1)aybg — 2maghy, (B.2b)
¢1 = bay + aby + (m — 2)ayby — mbyay. (B.2¢)

B.3 Inverse Matrix

Die Inverse einer RSB-Matrix kann aus dem Produkt zweier Matrizen abgeleitet

werden:
1=AA"L

Es miissen also die Gleichungen (B.2) mit ¢ = 1 und ¢y = ¢; = 0 nach den Eintrdgen
von B umgeformt werden. Somit ist die Inverse ebenfalls eine RSB-Matrix der Grofie
n mit dem Parameter . Die Eintrage von A~! = B lauten:

= 1 ag — aq ag

bp= —— 20 B.3b
T @r (B30
- 1 ap—ai _ Ag

"= (ﬁ—al a—<a>) (B.39)

mit
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Die Komponenten von B lassen sich auch wie folgt durch einander ausdriicken:

____ %
by = @7 (B.4a)
. ap — a1
by G ()G =) + by, (B.4b)
b= o + (1 — m)by + mby. (B.4¢)

B.4 lim 1 Sp(InA)

n—0n

Die Spur vom Logarithmus einer 1-step RSB-Matrix fiihrt im Grenzfall lim zu fol-

n—0
gender Formel:
.1 | ag 1—-m_
%g%ESp(lnA) ~ Eln(a —(a)) + i In(d —ay). (B.5)
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C Alle Strukturfunktionen

C Alle Strukturfunktionen

C.1 45x256-Gitter

Sp—0.125(r) x 1071 Sp=025(r) x 107 Sp=0375(r) x 1071
10 T T T T 9 T
o0 : i
] A
7| EEEEE;}EEEEEE 8 r gﬁ%ﬁﬁﬁﬁﬁ 7 {EEEEEEE i
8z 6.5 | : 5=
7 )] — 3L
0 05 1 15 0O 05 1 15 0 05 1 15
Sp:0'5(1’) x 1071 Spf0,75(1’) x 1071 Sp:1 (7’) x 1071
9 - { 9 - 9
i I
7 : EE{EEEE 7 i EE i 6t E}}}EHEH
5 5 : secEis }Eﬁﬁﬁ
: 512 3.
3 ; f f
: 1E 0
0O 05 1 15 0O 05 1 15 0O 05 1 15
Sp:1'5(1’) x 1071 Spfz(r) x 1071 Sp:2.5(1’) x 1071
9 }[ 10 - - 12 . .
I o
E{Eﬂﬁﬁ% 5 gﬁﬁﬁ% % ° ﬁﬁ% }
A 251 X ﬁgﬁﬁ :
0 5 0k I 0 1
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C Alle Strukturfunktionen

C.2 1024x32-Gitter

Sp:0.125 (1”) x 1071

55
5 /—/_

4.5 1 1 1
0 05 1 15 2

Sp:0_5 (r) x 102

0 051 15 2

Sp:1_5 (7’) x 1074

2.7
24
21

0 051 15 2

Sp=075(r) x 1072

10

0 051 15 2

0 051 15 2

Sp:3.5 (r) x 1077

1
0 051 15 2

Sp—0375(r) x 1072
18 —

15 + 1

12 .

9 1 1 1
0 05 1 15 2

Sp—1(r) x 1073

0 051 15 2

Sp:2_5 (1”) x 1072

S = N W

0 051 15 2
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0
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S = N W

0 051 15 2 0 051 15 2

0 051 15 2 0 051 15 2

SO N = O @
S N B~ O @

0 051 15 2
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