— e \WESTFALISCHE
WILHELMS-UNIVERSITAT
MUNSTER
BACHELORARBEIT

zur Erlangung des akademischen Grades
Bachelor of Science (B.Sc.)
am Institut fiir theoretische Physik

WKB-Niherung und exakte Losung des
Poschl-Teller-Potentials

WKB approximation and exact solution of the
Poschl-Teller potential

Miinster, den 04.0Oktober 2016

AUTOR

Okan Askar

BETREUER UND THEMENSTELLER
Prof. Dr. Gernot Miinster
ZWEITGUTACHTER

PD Dr. Jochen Heitger



Diese Fassung der Arbeit unterscheidet sich nur geringfiigig von der am 28.Sep-
tember 2016 dem Priifungsamt vorgelegten Version.



INHALTSVERZEICHNIS

Inhaltsverzeichnis

1 inleitung

2 Theoretische Grundlagen|
2.1 Das Poschl-Teller-Potentiall . . . . . . ... ... ... ... ...
2.2 Die Hypergeometrische Difterentialgleichung/ . . . . . . .. .. ..
12.2.1  Regulare Singularitaten einer Differentialgleichung) . . . .
[2.2.2  Losungen der Hypergeometrischen Differentialgleichung| .
3 Die WKB-Naherung] . . . . . . . . . o v i
2.3.1 Herleitung|. . . . ... ... . o oo
12.3.2  Die Bohr-Sommerfeld’sche-Quantisierungsbedingung| . . .
2.4 Supersymmetrische Quantenmechanikl . . . ... ... ... ...
[2.4.1 Grundlagen der Supersymmetrie] . . . .. ... ... ...
2.4.2 -Operatoren un -Algebral . . ...
2.4.3  Superpotentiale und die SWKB-Naherung| . . . . . .. ..

|3 Eauﬁtteﬂ]

3.1 Exakte Losung des Poschl-Teller-Potentials| . . . . . . ... ...
8.1.1  Ermittlung der Form der Wellenfunktionen| . . . . . . ..
13.1.2 Gebundene Zustande des Poschl-Teller-Potentialsl . . . . .

3.2 Die WKB-Naherung des Poschl-Teller-Potentials| . . . .. .. ..

[3.3 Vergleich der beiden Losungen| . . . ... ... ... .......

3. -Naherung der Poschl-Teller-Potentials| . . . . . . . . . ..

|4 Zusammenfassung und Ausblick]

Literatur

= w W

~ =~ Ot Ot

15
15
17

20
20
20
23
28
31
40

44

45



ABBILDUNGSVERZEICHNIS ii

Abbildungsverzeichnis

i VerlaiT dos PoschETallerl s Tor e Wahl dr K |

zu A=50sowie p=1 . . . . . ... 3
B Verlanl des PaschTallerD ETo Tiedliche W |
VOIL 0« v v v e e e e e e e e e e e e e e e e 4

13 Darstellung des zu untersuchenden aufwarts gerichteten Potenti- |
als mit vorgenommener Linearisierung in der Umgebung des klas-
sischen Umkehrpunktes. Die Graphik ist aus [Gril2] iibernommen. 10

4 Darstellung der beiden Airy-Funktionen Ai(z) und Bi(z). Darge- |
stellt sind des Weiteren auch £M (x) = £+/Ai(x)? + Bi(z)?. Die
Graphik ist [Fun16] entnommen. . . . .. ... ... ... .... 12

5] Darstellung des zu flickenden Grenzbereichs zwischen den beiden |
links- und rechtsseitigen Uberlappregionen. Die Graphik ist aus
[Gril2] ibernommen. . . . . . ... oL 13

16 Darstellung des graphischen Verlaufs der reellen Gammatunktion: |
Die I'-Funktion verschwindet - wie dargestellt - fiir kein x € R,
weist jedoch einfache Polstellen fiir alle nicht-positiven ganzen
Zahlen auf. . . . .. ... L o 25

|7 Vergleich zwischen dem exakten und dem durch die WKB-Naherung |
bestimmten Energiespektrum des Poschl-Teller-Potentials fiir die
Wahl von A = 22. Die obere Grenze fiir n betréigt hier 1.. . . . . 33

18 Vergleich zwischen dem exakten und dem durch die WKB-Naherung |
bestimmten Energiespektrum des Poschl-Teller-Potentials fiir die
Wahl von A = 10. Die obere Grenze fiir n betrigt hier n=2. . . 34

19 Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten und |
dem durch die WKB-Niherung bestimmten Energiespektrum des
P6schl-Teller-Potentials fiir die Wahl von A = 20. Die obere Gren-
ze fiir n betrdgt hiern=3. . . ... ... ... .. ........ 38

110 Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten und |
dem durch die WKB-Niherung bestimmten Energiespektrum des
Poschl-Teller-Potentials fiir die Wahl von A = 28. Die obere Gren-
ze fiir n betrdgt hiern=4. . ... ... ... ... .. ...... 38

II1  Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten und |
dem durch die WKB-N&dherung bestimmten Energiespektrum des
Poschl-Teller-Potentials fiir die Wahl von A = 50. Die obere Gren-
ze flir n betrdgt hiern=6. . . .. . .. ... .. ... ..., .. 39

112 Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten und |
dem durch die WKB-N&iherung bestimmten Energiespektrum des
Poschl-Teller-Potentials fiir die Wahl von A = 100. Die obere
Grenze fiir n betrdgt hiern=9. . . ... .. ... ... ..... 39

113 Expliziter Vergleich zwischen dem exakten und dem durch die |
WKB-Né&herung bestimmten Energiespektrum des Pdschl-Teller-
Potentials fiir die Wahl von A =100. . . . . . . .. .. ... ... 40




ABBILDUNGSVERZEICHNIS iii

Symbolverzeichnis

Z ={..;—-2;—-1;0;1;2;...} - Menge aller ganzen Zahlen

N ={0;1;2;...} - Menge aller nicht-negativen ganzen Zahlen
Nt = {1;2;3;...} - Menge aller positiven ganzen Zahlen

C - Menge aller komplexen Zahlen

R - Menge aller reellen Zahlen

h = % - Reduziertes Plancksches Wirkungsquantum



1 EINLEITUNG 1

1 Einleitung

If quantum mechanics hasn’t profoundly shocked you, you haven’t
understood it yet.

Niels Bohr

Die von Niels Bohr und Werner Heisenberg im Jahre 1927 prisentierte Kopen-
hagener Interpretation der Quantenmechanik stellte den damals ersten wider-
spruchsfrei in sich geschlossenen Versuch dar, das mathematische Fundament,
aber auch den bis dahin nicht génzlich verstandenen - bisweilen als sinnwidrig
erscheinenden - Charakter von Quantensystemen, philosophisch zu interpretie-
ren. 5 Jahre spater - 1932 - war es der US-amerikanische Mathematiker John
von Neumann, der in seinem Werk , Mathematical Foundations of Quantum Me-
chanics® auf Grundlage der Kopenhagener Deutung den Grundbaustein fiir eine
mathematisch strengere Formulierung der Quantenmechanik und der quanten-
mechanischen Postulate legte. Eines der zentralen Postulate der Quantentheorie
weist hierbei der (im Allgemeinen) komplexen, quadratintegrablen Wellenfunk-
tion U(7,¢) € C eine besondere Bedeutung zu, da der Zustand eines (belie-
bigen) quantenmechanischen Systems durch sie vollstindig beschrieben wird.
Thre zeitliche Entwicklung in einem (duferen) Potential V' ist hierbei (mit dem

Hamiltonoperator H = % + V des Systems) durch die (zeitabhéngige) Schro-
dingergleichung

a2

HY (7, t) = [;l+v] U(7, 1) =i~h-%\1’(ﬁt) (1.1)

gegeben, die sich im Falle eines zeitunabhingigen Potentials V' = V(7) mit
t) =

einem Separationsansatz fiir die Wellenfunktion der Form (7, P(7) - O(t)
auf ihre stationére Form

-2
0009 = | 2+ V)| 0(7) = B 007 (12)
reduziert. Das hierbei auftretende Energiespektrum {FE} kann sowohl diskre-
ter als auch kontinuierlicher Natur sein, wobei hierbei erstgenannte ,,gebundene
Zustinde und letztgenannte ,Streuzustinde’ reprasentieren. Wird der Betrach-
tung nun ein eindimensionales Potential V' (z) zugrunde gelegt, welches im Un-
endlichen abklingt, d.h. also lim|,|. V(2) = 0, so kdnnen gebundene Zusténde
im Potential iiber die Bedingung £ < 0 und Streuzusténde iiber die Bedingung
E > 0 gefunden werden.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich speziell mit den gebundenen Zustin-
den des so genannten Pdschl-Teller-Potentials, welches fiir A € RT und o € R
durch

A
Vi) =———— 1.3
) =~ (13)
gegeben ist und eines der wenigen Potentiale darstellt, fiir die die stationire
Schrédingergleichung aus Gleichung (1.2) analytisch exakt gel6st werden kann.
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Die so genannte ,WKB-Naherung* stellt ein semiklassisches Naherungsverfah-
ren dar, mithilfe dessen ndherungsweise Losungen der eindimensionalen statio-
nédren Schrodingergleichung gefunden werden konnen. Ein grundsétzliches Ziel
dieser Arbeit ist es, die gefundenen exakten Energien der gebundenen Zustéinde
mit den sich aus der WKB- und der aus der supersymmetrischen Quantenme-
chanik abgeleiteten SWKB-Methode ergebenden Naherungslosungen zu verglei-
chen, um die Giite dieser Naherungsverfahren hinsichtlich ihrer Anwendung auf
das Poschl-Teller-Potential beurteilen zu kénnen.

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefithrten analytischen Rechnungen fiir die
exakte Losung von (1.2) fiir das durch gegebene Poschl-Teller-Potential
stiitzen sich hierbei auf die in [F1i94] und [Nie78] dargelegten Ausfiihrungen.
Die theoretische Aufarbeitung der WKB-Néherung findet vor dem Hintergrund
der in [Gril2], [Sch98] und [Napll] aufgefithrten Schilderungen statt. Die in
Kapitel 2.4 erfolgende Einfiihrung in die Theorie der Supersymmetrie und der
Superpotentiale stiitzt sich weitestgehend auf [Sof97].
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Das Po6schl-Teller-Potential

Das durch die Gleichung (1.3) beschriebene Poschl-Teller-Potential - benannt
nach den beiden Physikern Herta Pdschl und Edward Teller - stellt ein kurz-
reichweitiges, attraktives Muldenpotential dar, welches insbesondere fiir die Be-
schreibung des Potentialverlaufs zweiatomiger Molekiile Verwendung findet. In
Abbildung 1 ist ihr graphischer Verlauf fiir eine Wahl der Konstanten aus Glei-
chung (1.3) zu ¢ = 1 sowie A = 50 exemplarisch dargestellt.

20 T T T T T T

Poschl-Teller-Potential
V(x) =-50
10 - V(x) =0 I

o

Potentielle Energle V(x)

Oortx

Abbildung 1: Verlauf des Poschl-Teller-Potentials fiir die Wahl der Konstan-
ten zu A = 50 sowie p =1
Mit der allgemeinen Definition des Cosinus Hyperbolicus

cosh(z) = = - (e +e7%) (2.1)

DN | =

wird das in Abbildung 1 dargestellte Grenzverhalten des Poschl-Teller-Potentials
ersichtlich. So gilt

. A . 4-A
x—+o0 cosh (%) r—+oo e L 2% | )
sowie

T (R S I 'Y (2.3)
#=0 \  cosh™(%) cosh*(0)
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Da nun

— cosh? (Z) = —% : (e% 4—6_%)2 (2.4)

an der Stelle x = 0 ein (globales) Maximum besitzt, besitzt das Poschl-Teller-
Potential aus Gleichung (1.3) an selbiger Stelle demnach ein (globales) Mini-
mum. Der Parameter A des Poschl-Teller-Potentials spiegelt folglich die Tiefe
der sich an der Stelle z = 0 befindlichen Potentialmulde wider, wobei das Poten-
tial aufgrund des in Gleichung aufgefiihrten Zusammenhangs im Grenzfall
x — *+ oo verschwindet. Der Parameter g charakterisiert hierbei die Reichweite
des Potentials: Besonders kleine Werte von ¢ spiegeln entsprechend kurzreich-
weitige Wechselwirkungen wider, wie nachfolgend in Abbildung 2 dargestellt.

T T T I
p=10 —
p=20 —

L p=230 I

p =40
~ 0
=
>
2
=) L -
2
w
<
@ - —
=
&
=}
o - —
-A ] | ] I ] ! ]
-100 -75 -50 -25 0 25 50 75 100

Ort x

Abbildung 2: Verlauf des Pdschl-Teller-Potentials fiir unterschiedliche Werte
von o

2.2 Die Hypergeometrische Differentialgleichung

Ublicherweise erfordert es die Natur der (eindimensionalen) stationfiren Schro-
dingergleichung, sie - auf dem analytischen Wege zur exakten Losung fiir ein
gegebenes dufseres Potential V' - durch geeignete Substitutionen in eine Diffe-
rentialgleichung bekannter Form (und insbesondere auch bekannter Losung) zu
iiberfiihren. Im Rahmen dieser Arbeit wird hierbei fiir die exakte Losung der
Schrédingergleichung die so genannte hypergeometrische Differentialgleichung
von besonderer Bedeutung sein. Sie soll daher im Zuge dieses Kapitels - mit
Blick auf die in [Bal16], [D28], [vD15] und [Jiir88] getétigten Ausfiihrungen -
mathematisch niher beleuchtet werden.
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2.2.1 Regulire Singularititen einer Differentialgleichung

Gegeben sei eine lineare, homogene Differentialgleichung der Form

du
= - — ~u = 0. 2.5
p(y) e +4q(y) i +7r(y) - u (2.5)
Eine Stelle yo heift ,Singularitdt® (manchmal auch singulédre Stelle) der Dif-
ferentialgleichung (2.5)), falls p(yg) = 0 gilt. Dabei stellt yo eine so genannte
yreguldre Singularitat dar, falls zusétzlich

p(y) = (y — o) po(y)
q(y) = (y —vo) -11(y)
r(y) = p2(y)

gilt - wobei hierbei die einzelnen p;(y) Funktionen darstellen, die um die jeweili-
ge Singularitét yo in ihre Taylorreihen entwickelt werden konnen - und zusétzlich

po(yo) 7é 0 gﬂt.

2.2.2 Lo6sungen der Hypergeometrischen Differentialgleichung

Die durch die drei beliebigen Parameter a, b, ¢ € C charakterisierte lineare Dif-
ferentialgleichung der Form
d?u du
y~(1—y)-dfyz—l-[c—(a—i-b—i—l)-y]-@—a-b~u:0 (2.6)
heift . Hypergeometrische Differentialgleichung’. Sie besitzt drei regulér-singuldre
Stellen bei 0,1 und oc.

Es soll an dieser Stelle zunéchst die Losung von in der Umgebung der Sin-
gularitit bei y = 0 untersucht werden. Wie in [vD15] bzw. [Ball6] vorgefiihrt,
kann mithilfe eines (qualitativen) Ansatzes der Form u(y) = ug - y® - mit o € R
- die so genannte ,charakteristische Gleichung* der hypergeometrischen Diffe-
rentialgleichung (2.6)

a-(a—1)4+c-a=0=a=0Va=1—-c (2.7)

gefunden werden. Die beiden Losungen fiir « liefern hierbei zwei linear unabhén-
gige Losungen, die gesuchte allgemeine Losung von u(y) sollte demnach durch
eine Linearkombination der beiden Einzell6sungen

u(y) = A1 - w(y) + Az - y' - w(y) mit 4,4, € C (2.8)

darstellbar sein[f]

Untersucht werden soll hierbei zunéchst die Form von w(y). Mithilfe eines Po-
tenzreihenansatzes w(y) = >~ wy - y" - sowie der die Allgemeinheit nicht
beschrankenden Annahme, dass w(y = 0) = 1 - kann aus (2.6) die Rekursions-
gleichung

_fe+n—1) - (b+n-1) @O @

n = Wp—-1 =

n-(c+n-—1)

- (b)n (2.9)

(¢)n - n! (©)n 0!

L Es sei hierbei insbesondere auf die explizite y-Abhéngigkeit von w(y) bzw. w(y) verwiesen.
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abgeleitet werden. Hierbei stellen die einzelnen (7), so genannte ,steigende
Pochhammer-Symbole“ dar:

1 falls n =
=1 . , , fatte m =0 (2.10)
i-(i4+1)-...-(i+n-1) ,fallsn>0

bzw. unter Nutzung der I'-Funktion:

(1) = 1 ,falls n =10 (2.11)
A G R P '
T'(2)
mit
I'n+1)=n! ¥VneN. (2.12)

Damit ist mit der in (2.9) dargestellten Beziehung die Funktion w(y) durch
> (@)n - (B)p n
w(y) =Y M Yy = oFi(a, by y), (2.13)

gegeben. Hierbei wurde die so genannte ,,(Gauf’sche) Hypergeometrische Funk-
tion“ o F(a, b; ¢; y) eingefiihrt, die als Verallgemeinerung aus der geometrischen

Reihe
>, 11
>y Iul< T (2.14)
n=0 -y
hervorgeht. Sie zeigt - wie die geometrische Reihe auch - ein konvergentes Ver-
halten, falls |y| < 1 gilt.
Die zweite zu untersuchende linear unabhiingige Losung u(y) = y'=¢ - w(y) -
0.B.d.A. werde auch hier w(y = 0) = 1 angenommen - fithrt nach Einsetzen in
(2.6) ebenfalls auf eine hypergeometrische Differentialgleichung der Form
d*w dw _
y~(1—y)-d—y2+[(2—c)+[a+b+2—2c+1]~y]-d—y—(a—c+1)(b—c+1)-w =0, (2.15)
die - analog zur Lésung von w(y) - durch eine hypergeometrische Funktion der
Form
w(y) =2F1(14+a—c,1+b—c;2—cy) (2.16)

gelost wird, sodass die allgemeine Losung von (2.6) in der Umgebung der Sin-
gularitit y = 0 durch eine Superposition von (2.13)) und (2.16), d.h. also durch

u(y) = Ar-2Fi(abiey) + Az -yt o Fi(l+a—ce, 1+ b— 62— ay) (2.17)
angegeben werden kannﬂ

Ohne Beweis seien hier des Weiteren - mit Verweis auf [Ball6] und [vD15] fiir
die exakte Herleitung - die beiden Losungen um die Singularititen bei y = 1

?Hier wurde angenommen, dass ¢ ¢ Z gilt. Der Fall ¢ = 1 hitte zur Folge, dass die
beiden einzelnen linear unabhéngigen Losungen identisch und damit linear abhingig wiren.
Die Fille (—c) € N bzw. ¢ € N\ {1} hitten zur Folge, dass w(y) bzw. y'~¢ - w(y) aufgrund
des verschwindenden Nenners nicht definiert wéren.
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u(y) = By - 2F1(a,b;1+a+b—c¢1—y)
+By-(1—y) " sFi(c—ac—bld+c—a—bl-y) (218)

- mit den Konstanten By, Bs € C sowie ¢ —a — b ¢ Z - und fiir y = oo

1
u(y) =Cr-y - 2Fy (a,1+a—c;1—|—a—b;>
Y

1
+Cy oyt (L—y) R (b,1+b—c;1+b—a;y) (2.19)

- mit den Konstanten Cy,Cy € C sowie a — b ¢ Z - angegeben.

An dieser Stelle sei bereits darauf hingewiesen, dass die in (2.17) angegebe-
ne Beziehung fiir die weiteren Berechnungen im Hauptteil von entscheidender
Bedeutung sein wird.

2.3 Die WKB-Niherung

Die ,WKB-Ndherung* (benannt nach den drei Physikern G. Wentzel, A. Kra-
mers und L. Brillouin, welche selbige im Jahre 1926 unabhéingig voneinander
vorschlugen) stellt ein quasiklassisches Naherungsverfahren dar, mithilfe des-
sen Nédherungslosungen der eindimensionalen stationdren Schrodingergleichung
gefunden werden konnen. Sie eignet sich fiir die Ermittlung von Tunnelwahr-
scheinlichkeiten durch Potentialbarrieren, aber auch - was im Rahmen dieser
Arbeit von besonderer Bedeutung ist - fiir die Berechnung von Energien gebun-
dener Zustinde in einem bestehenden &ufieren Potential.

2.3.1 Herleitung

Die WKB-Methode basiert auf der Idee, dass die Wellenfunktion eines Teilchens
der Energie F, welches sich in einem Gebiet mit dem konstanten (eindimensio-
nalen) Potential V(z) = V bewegt, fiir den Fall, dass F > V gilt, durch eine
ebene Welld®| der Form

Y(z) = A etk (2.20)

beschrieben werden kann, wobei hierbei die Wellenzahl

2m - (E—-V)

k=
h

(2.21)
eingefithrt wurde. Der Wellenfunktion ¢ (x) liegt an dieser Stelle (in einem kon-
stanten Potential) folglich ein oszillatorisches Verhalten mit konstanter Ampli-

tude A und Wellenléinge \ = 27“ zugrunde.

Fiir die WKB-Néaherung ist nun die Annahme von Bedeutung, dass auch ein

3Hierbei kennzeichnet das positive Vorzeichen im Exponenten eine rechtsliufige und das
negative Vorzeichen eine linksldufige Welle.
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nicht-konstantes Potential V' (z) als (quasi-) konstant angenommen werden kann,
sofern die Skala, auf der sich V(z) signifikant dndert, sehr viel grofer ist als die
Wellenlénge selbst, das Potential also iiber viele Wellenléngen A\ hinweg prak-
tisch konstant ist. Vor dieser Annahme erscheint es sinnvoll, die oszillatorische
Form der Wellenfunktion #(z) aus auch hier fiir die Wellenfunktion des
sich im Potential bewegenden Teilchens anzusetzen, nun aber mit dem zentralen
Unterschied sowohl die Wellenlénge als auch die Amplitude mit einer Ortsab-
héngigkeit zu versehen, d.h. also

Y(z) = A(z) - @ (2.22)

fiir die Wellenfunktion anzusetzen. Die zeitunabhéngige Schrodingergleichung
aus (1.2) kann hierbei mit dem klassischen Impuls

p(x) =2m- (E—V(x)) (2.23)
eines Teilchens der Energie F und potentieller Energie V(x) wie folgt umge-
schrieben] werden:

d2w 7 p2

o= m Y (2.24)

Wird nun die in (2.22) angegebene Beziehung in (2.24]) eingesetzt, so erhdlt man

an dieser Stelle
A do o B <d¢)2_ P’

(127A+2 i ——=
de) — B2 77

da2 dz dz + da2 (2.25)

Ein Vergleich der Real- und Imaginérteile links- und rechtsseitig vom Gleich-
heitszeichen liefert dann die beiden Bedingungen

d2A do\?> p?
A=) =2 2.2
da? [(dx) h? (2:26)
und d "
—(A2. =) =0. 2.2
dx ( dx) 0 (227)
Aus Gleichung (2.27)) folgt sofort die Bedingung, dass mit der Konstanten
C?eR 1 .
<A2 : ¢> =C? 2> A= —— (2.28)
dz

()

gelten muss.

Die Gleichung (2.26) hingegen ist an dieser Stelle nicht allgemein 16sbar. Ein
Erkenntnisgewinn aus ihr kann jedoch auch hier erfolgen, wenn davon ausge-
gangen wird, dass aufgrund der geringen Schwankung von A der Term A” EI im
Vergleich 7zu den iibrigen Termen vernachlissigbar klein wird und damit

do 1

o= i% = ¢z) =+ - /p(ac) ~dx (2:29)

4Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Ortsabhingigkeiten der GroRen p,A
und ¢ nachfolgend nicht mehr explizit ausgeschrieben werden.

5Der Ausdruck A” steht hierbei fiir die zweite Ableitung von A, wie sie durch (2.27) gegeben
ist.
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gilt [ Die Wellenfunktion aus (2.22) ergibt sich dann mit (2.28) und (2.29) zu

U(x) = zix) et fpedr, (2.30)

Hierbei sei angemerkt, dass sich die allgemeine Losung fiir den bis hierhin be-
leuchteten klassischen Bereich E > V(x) als Superposition der beiden mdoglichen
Formen der Wellenfunktion aus ergibt. Im Allgemeinen gilt hierbei fiir die
Konstante C' € C, da jede aus der Integration hervorgehende Konstante durch
C ausgedriickt werden kann.

Von besonderer physikalischer Relevanz ist das gemifs der Bornschen Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretierte Betrags-
qudrat von (2.30), welches durch

(@) = — (2.31)

gegeben ist. Es ist hierbei aufféllig, dass sich die Wahrscheinlichkeitsdichte invers
proportional zum Impuls verhélt, sie also besonders klein ist, wenn der Impuls
(und damit die Teilchengeschwindigkeit) sehr hoch ist und umgekehrt. Dies ist
intuitiv einleuchtend, denn Teilchen hoher Geschwindigkeit in einem bestimm-
ten Raumbereich werden sich im selbigen natiirlich nicht sehr lange authalten.

Die Betrachtung des nicht-klassischen Bereichs E < V(z) kann analog zum
oben dargelegten Vorgehen erfolgen und liefert eine Wellenfunktion der Form

W(z) = —S . oFh Sp(@)lds (2.32)

Insbesondere sei an dieser Stelle auf die im Nachfolgenden zu diskutierende
Problematik der obigen Ndherungsergebnisse aus (2.30) und hingewiesen,
da beide Wellenfunktionen an den klassischen Umkehrpunkten E = V(z) ein
divergentes Verhalten aufweisen.

2.3.2 Die Bohr-Sommerfeld’sche-Quantisierungsbedingung

Sei nun exemplarisch - wie nachfolgend in Abbildung 3 dargestellt - ein aufwirts
gerichtetes Potential V(x) gegeben, fiir das sich ein Teilchen der Energie E - je
nach betrachtetem Raumbereich - potentiell sowohl in einem klassisch erlaubten
als auch in einem klassischen verbotenen Bereich aufhalten konnte.

Fiir die WKB-Wellenfunktion ergibt sich dann fiir den in Abbildung 3 darge-
stellten Sachverhalt mit den Erkenntnissen aus (2.30) und (2.32)

S or-fy da’p(a’) T_ . o—#J; da’p(z")
oty + e nle ,falls z < 0
W(z) = V(o) NZE) (2.33)

W__ . o= f5 dz'lp(a")], , falls 2 >0
p(@)]

6Die Grenzen der Integration sollen an dieser Stelle zunichst noch nicht von Bedeutung
sein.
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Linearisiertes

Potential
AV(x)
Umbkehr-
punkt
P
.Gellickter*
Bereich
X
Klassischer 0 - .
Bereich Nichtklassischer
o Bereich

Abbildung 3: Darstellung des zu untersuchenden aufwirts gerichteten Poten-
tials mit vorgenommener Linearisierung in der Umgebung des
klassischen Umkehrpunktes. Die Graphik ist aus [Gril2] tiber-
nommen.

wobei hierbei aus Griinden der Normierbarkeit die Exponentialfunktion mit
dem positiven Exponenten im Raumbereich = > 0 verschwinden muss und die
Konstanten S,T,W € C eingefiihrt wurden. Die oben bereits angesprochene
Problematik der Divergenz der WKB-Wellenfunktion an der Stelle z = 0 - dem
Ubergangsbereich zwischen dem klassisch erlaubten und klassisch verbotenen
Bereich - erfordert es nun, die beiden Anteile der WKB-Wellenfunktion aus
durch die Einfiihrung einer so genannten ,Flickwellenfunktion ¢z im
kritischen Grenzbereich an selbige anzupassen. Hierbei scheint es sinnvoll, als
Flickwellenfunktion die exakte Losung der Schrodingergleichung im grau unter-
legten Bereich in Abbildung 3 anzusetzen.

Da an dieser Stelle jedoch lediglich die Ubergangsstelle zwischen dem klassisch
erlaubten und dem klassisch verbotenen Bereich Probleme bereitet, soll es hier
geniigen, eine Linearisierung des Potentials um den klassischen Umkehrpunkt
bei z = 0, d.h. also

dv ,

V)2 E+ — cx=E+V'(x=0)-z, (2.34)

dz |,_,
zu betrachten. Wird dieser linearisierte Ausdruck des Potentials nun in die sta-
tiondre Schrodingergleichung aus (1.2) eingesetzt, so nimmt sie folgende Gestalt

an
d%pp  2m-V'(0)
T = T Ur (2.35)
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bzw.

d2"/}F 3
= (2.36)
unter Einfiihrung der Konstanten

5= (27”';/(0))1/3. (2.37)

Durch eine Umskalierung der Form

z=7-x
kann die Gleichung ([2.36)) in

dPyr

2 =4 YF (2.38)

iiberfiihrt werden. Die durch gegebene Differentialgleichung ist zuweilen
auch als ,Airysche Differentialgleichung bekannt. Ihre Losung ist durch die
Superposition der beiden so genannten , Airy-Funktionen“ Ai(y-z) und Bi(v-x),
d.h. also

Yp(z) =a-Ai(y-z)+b-Bi(y-z) (2.39)

mit entsprechenden Konstanten a,b € C, gegeben. Hierbei sind Ai(z) und Bi(z)
iiber die beiden Parameterintegrale

Aiz) = ~. /Ooocos (f tu- z> -du (2.40)

™

Bi(z) = i/ooo {exp <1§+uz> + sin <1§+uz>} -du (2.41)

definiert. Die beiden Airy-Funktionen sind in Abbildung 4 dargestellt.

und

Die in angegebene Flickwellenfunktion - die nach obiger Konstruktion
eine N&herungslosung der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung in der Um-
gebung des klassischen Umkehrpunktes darstellt - muss nun noch an die links-
und rechtsseitigen Uberlappregionen der WKB-Wellenfunktion aus (2.33) ange-
schlossen werden. Dies ist nachfolgend graphisch in Abbildung 5 dargestellt.

Fiir den Anschluss wird von der Grundannahme ausgegangen, dass der Abstand
der Uberlappregionen zum Umkehrpunkt zum einen so gering ist, dass die Li-
nearisierung des Potentials in dieser Umgebung als gerechtfertigt angenommen
werden kann, zum anderen aber so grof ist, dass die aus der WKB-N&dherung re-
sultierende Wellenfunktion sinnvoll ist. Insbesondere rechtfertigt diese Betrach-
tungsweise die Reduktion der Airy-Funktionen auf ihre asymptotischen Formen.

Fiir den Fall z = v -z > 0 reduzieren sich die beiden Airy-Funktionen hier-
bei wie folgt:

_2 23/2> (2.42)

. 1
A1<Z>NW'QXP< 3



2 THEORETISCHE GRUNDLAGEN 12

V

IWAAAVAAVAWAWA
S AAMVAVAVIAVAVANVANY,

Abbildung 4: Darstellung der beiden Airy-Funktionen Ai(z) und Bi(z). Dar-
gestellt sind des Weiteren auch £M (z) = ++/Ai(z)? + Bi(z)?.
Die Graphik ist [Fun16] entnommen.

und

. 1 2 3

Fiir den Fall z = v -z < 0 gilt hingegen:

Ai(z) ~ m -sin (; (=2)%? 4 D (2.44)
und
Bi(z) ~ W - coS <§ (=2)%? + Z) . (2.45)

Der in ([2.23) eingefiihrte klassische Impuls nimmt in den Uberlappregionen (mit
der angenommenen Giiltigkeit der Linearisierung des Potentials) die folgende

Form an
ph-y32 = (2.46)

Betrachtet werde nun zunéchst die Uberlappregion 2, d.h. also die Region rechts-
seitig vom Umkehrpunkt. Das in der WKB-Wellenfunktion in (2.33) bendtigte
Integral im Argument der Exponentialfunktion kann mithilfe der in an-
gegebenen Impulsbeziehung ausgewertet werden. Man erhélt somit

T T
/ Ip(z")| - da’ = h-~4%/%. / V' da' =S k- (y-x)?, (2.47)
0 0

2
3
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Vwks % é Vwks
Cidioe <
%i ! ) i >!
- Umkehr- — . 3
Uberlapp- bereich  uUberlapp-
bereich 1 bereich 2

,Geflickter Bereich

Abbildung 5: Darstellung des zu flickenden Grenzbereichs zwischen den bei-
den links- und rechtsseitigen Uberlappregionen. Die Graphik ist
aus |Gril2] iibernommen.

sodass die WKB-Wellenfunktion in diesem Bereich die folgende Form annimmt:

W ~3(ya)*?
- . e 3 .
vk ,73/4 L pl/4
Die Flickwellenfunktion in der zweiten Uberlappregion ist - unter Ausnutzung

der asymptotischen Form der Airy-Funktionen im Grenzfall v-x > 0 - gegeben
durch

1

¥ (2.48)

a — 3 (ya)/? b

=~ . 3 - .
PRVCRICTOLE VG
Der Vergleich von (2.49) mit (2.48)) liefert somit die beiden Bedingungen

3(y)??

(2.49)

Vr

b=0 (2.50)

und
a=2-,/— -W. (2.51)

Das Verfahren kann in analoger Herangehensweise zum obigen Vorgehen auch
fiir die Uberlappregion 1 wiederholt werde und liefert fiir diese die beiden
Bedingungen

S=—i-e'T.W (2.52)
und .
T=i-e 5. W (2.53)

Die Gleichungen (2.50) - (2.53)) heifen ,Verbindungsgleichungen®. Mit ihrer Hilfe

"Hierbei muss jedoch darauf geachtet werden, dass in der Uberlappregion 1 die asympto-
tische Form der Airy-Funktionen fiir den Fall z = v -z < 0 genutzt wird
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kann die WKB-Wellenfunktion aus (2.33) nun fiir aufwirts gerichtete Potentiale
in folgende Gestalt gebracht werden

i (L[ pla) a0+ 5] Bl o <
Y(z) = W o w i, el
p(@)| ’

(2.54)

, falls x > zo

wobei an dieser Stelle alle Konstanten durch die Normierungskonstante W aus-
gedriickt worden sind und der klassische Umkehrpunkt vom Ursprung weg hin
zu einer beliebigen Stelle x2 verschoben wurde.

Fiir das im Rahmen dieser Arbeit zu untersuchende Poschl-Teller-Potential ist
die Betrachtung eines aufwérts gerichteten Potentials alleine jedoch nicht aus-
reichend, da die Muldenform des Potentials auch die Diskussion eines abwirts
gerichteten Potentials erfordert. Analog zum oben getétigten Vorgehen ergibt
sich die WKB-Wellenfunktion fiir abwérts geneigte Potentiale mit dem Umkehr-
punkt an der Stelle 7 und der Normierungskonstanten W’ zu

W' o= [ e |p(a)]

[p()] ’
'(/)(Z‘) = _ pQW/

v p(z)

, falls x < x4
(2.55)

- sin {—% <[5 p(a’) - da’ — ﬂ . falls ¢ > 2

In der Region zwischen den beiden Umkehrpunkten, d.h. z1 < = < x4, miissen
die durch und angegebenen Wellenfunktionen identisch und damit
die Argumente der Sinusfunktionen (bis auf Vielfache von ﬂED iibereinstimmen.
Mit ¢ =1,2,.. € N* = {1;2;3;...} ergibt sict]]

l v ’ ’ I__l ‘ ’ r T
h/m p(z') - dz —|—4— . xlp(x) dz 4+§7r (2.56)

R e (S B

unter Einfithrung von n =0,1,2,.. ¢ N={0;1;2;...}.

bzw

Die in aufgefiihrte wichtige Beziehung ist in der Literatur hinlidnglich
als ,,Bohr-Sommerfeld’sche Quantisierungsbedingung“ bekannt. Dieses Ergebnis
ist dufserst weitreichend fiir die Quantenmechanik, da es erlaubt, gendherte Lo-
sungen der stationdren, eindimensionalen Schrédingergleichung (im obigen Fall
fiir Potentialmulden) zu ermitteln, ohne die Schrédingergleichung explizit 16sen
Zu miissen.

8Fs reicht hier, dass die Argumente der Sinusfunktionen modulo 7 identisch sind, da jegliche
Vorzeichen durch die Normierungsfaktoren ausgedriickt werden kénnen.

9Der Fall ¢ = 0 wurde hier ausgelassen, da dieser nur einen einzigen Umkehrpunkt zur
Folge hitte.
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2.4 Supersymmetrische Quantenmechanik
2.4.1 Grundlagen der Supersymmetrie

Mithilfe der in den 1970er Jahren gefundenen Theorie der so genannten Su-
persymmetrie (SUSY) werden Umwandlungen fermionischer (d.h. Systeme mit
halbzahligem Spin) in bosonische Systeme (Systeme mit ganzzahligem Spin) und
umgekehrt beschrieben. Formal werden diese Transformationen bewerkstelligt
durch den so genannten supersymmetrischen Transformationsoperator Q:

Q |Boson) o |Fermion) bzw. @ |Fermion) o |Boson) . (2.58)

Hierbei stellt die Energie bei jeder durch @ vermittelten Umwandlung eine Er-
haltungsgrofe dar.

Die Supersymmetrie geht als Erweiterung aus dem Standardmodell der Teil-
chenphysik hervor, um konkreten Fragestellungen, die mit Blick auf die Ausfiih-
rungen des Standardmodells nicht zu beantworten sind (z.B. die Konstituenten
der Dunklen Materie, die Gravitation etc.) auf den Grund zu gehen. Da jedem
Teilchen des Standardmodells iiber den Tranformationsoperator ) ein super-
symmetrisches Partnerteilchen zugeordnet wird, existierten im Rahmen dieser
Theorie insgesamt etwas mehr als doppelt so viele Teilchen.

2.4.2 SUSY-Operatoren und SUSY-Algebra

Das einfachste supersymmetrische Modell muss - hier werden Wechselwirkun-
gen noch aufser Acht gelassen - insgesamt zwei Teilchensorten enthalten. Hierbei
handelt es sich um die Bosonen (B) und die Fermionen (F). An dieser Stelle be-
zeichnet np p die (Besetzungs-) Zahl der Bosonen bzw. Fermionen und |ng)
bzw. |np) den zugehdrigen korrespondierenden Zustandm Die jeweiligen Beset-
zungszahlen kénnen fiir die beiden Teilchensorten durch Erzeuger (b bzw. f1)
bzw. Vernichter (b~ bzw. f7) erhoht und verringert werden, d.h.

bt |ng) < |np +1) und b~ |ng) o [np — 1) (2.59)
bzw.

S+ Ing) o< Ing +1) und £~ ng) o |np — 1) (2.60)

Die durch Ng = b*b~ bzw. Np = fTf~ gegebenen hermiteschen Operatoren
bezeichnet man als Teilchenzahloperatoren, da sie die jeweiligen Teilchenzahlen
np bzw. np als zugehdrigen Eigenwert besitzen. Da die Fermionen im Gegen-
satz zu den Bosonen jedoch dem Pauli-Prinzip gehorchen, ist die Fermionen-
Besetzungszahl in jedem Fall durch die Bedingung nr = 0,1 eingeschrénkt.
Man findet tiber die Beziehungen

FR10)=11) , f7[1) =10) und |2) = (f5)*10) = f7[0) =0 (2.61)

eine mogliche Darstellung der Fermi-Erzeuger bzw. Vernichter im zweidimen-
sionalen Zustandsraum

10Es gelten an dieser Stelle ng =0,1,2,... und np =0, 1.



2 THEORETISCHE GRUNDLAGEN 16

r=(1 )= (2.62)

Die einfachsten SUSY-Tranformationsoperatoren Q4 bzw. Q_ aus (2.58) sind
bestimmt iiber die Beziehungen

Q4 |npnp) x|ng—1,np+1) (2.63)
bzw.

Q_|npnp) x|ng+1,np—1). (2.64)

Die an dieser Stelle aufgefithrten Produktzustinde
Ingnp) = Ing)|np) (2.65)

spannen den zugehorigen Zustandsraum des hier betrachteten einfachsten SUSY-
Modells auf. Fiir die in (2.63) und (2.64) aufgefiihrten Transformationsoperato-
ren scheint es daher an diesem Punkt sinnvoll

Qp=bf* (2.66)
Q_=btf (2.67)

anzusetzen. Da die Transformationsoperatoren die Nilpotenz der Fermi-Erzeuger
bzw. Vernichter (2.61) erben, findet man mit

1=0Q%2=0 (2.68)
die fiir einen supersymmetrischen Hamiltonoperator Hg zu geltende Beziehung
[Hs,Q+] = HsQ+ — Q+Hs = 0. (2.69)

Dies kannt mithilfe eines Ansatzes der Form

Hs ={Q1,Q2} = Q1Q2 + Q201 (2.70)

bewerkstelligt werden. Die fehlende Hermitizitdt der Operatoren Q1 kann je-
doch auch als Motivation fiir die Einfiihrung der hermiteschen Operatoren

Q1 =Q++Q- (2.71)
Q=i (Qy —Q-) (2.72)

genutzt werden. In diesem Fall reduziert sich Hg auf
Hs = Q7= Q3 (2.73)

und es gelten

[Hs,Qi] =0 (2.74)
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und

{Qi,Q;}=0. (2.75)

Die durch und gegebenen Beziehungen bestehend aus Kommuta-
toren und Antikommutatoren stehen fiir die einfachste Form der so genann-
ten Super-Liealgebra bzw. SUSY-Algebra. Sie stellt eine Erweiterung der nicht-
assoziativen Liealgebra dar, deren Generatoren hinsichtlich der multiplikativen
Verkniipfung zwischen ihnen lediglich den Kommutatorbeziehungen - nicht aber
den Antikommutatorbeziehungen - geniigen.

2.4.3 Superpotentiale und die SWKB-Niherung

Man kann zeigen (hierfiir sei an dieser Stelle z.B. auf [Sof97] verwiesen), dass
ein der SUSY-Algebra (also den in (2.74) und (2.75) angegebenen Relationen)
geniigender supersymmetrischer Hamiltonoperator sich als 2 x 2 Matrix

o3 = (é _01> (2.77)

schreiben léisst. Hierbei bezeichnet W (z) das so genannte ,Superpotential®“. Es

1
besitzt die Dimension [Energie]? und ist daher nicht als potentielle Energie zu
verstehen. Fiir die beiden Hamiltonoperatoren gilt des Weiteren

m2 d2
mit
1 [ _
Vi= = [WQ S W'} . (2.79)
2 2 m

Die beiden Potentiale V; und V5 heifien Partnerpotentiale. Die korrespondie-
renden Hamiltonoperatoren H; und Hy besitzen, bis auf den Grundzustand,
identische nicht-negative Energieeigenwerte - die Energiespektren sind folglich
(bis auf den Grundzustand) gleich. Sofern der Grundzustand fiir H; oder Hy bei
E = 0 liegt, spricht man von ,exakter Supersymmetrie“E Existiert jedoch kein
Zustand mit F = 0 und liegt der Grundzustand (zweifach entartet vorliegend)
bei £ > 0, so spricht man von ,gebrochener Supersymmetrie’. Definiert man
nun .
_ W)
\/5‘ K

W) : (2.80)

so nimmt (2.79)) folgende Gestalt an

Man kann zeigen, dass sofern ein Grundzustand existiert, dieser nicht entartet sein darf.
Nachfolgend soll bei vorliegender Exaktheit der Supersymmetrie stets der Operator H; den
Grundzustand bei E = 0 besitzen.
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B
Vi=W?2F — - W'. 2.81
% + By ( )

Aus der in (2.57) angegebenen Bohr-Sommerfeld’schen-Quantisierungsbedingung
der WKB-Niherung kann mithilfe der hier dargelegten supersymmetrischen Be-
trachtungen (insbesondere mithilfe der Gleichungen 2.79) und [2.81))) unter Nut-
zung des Potentials V; auch folgende Relation

b 1
M 2, D /} _( 1)
2m - | By — W2 4+ —W/'| -dze=|n+ = h 2.82
/a\/ { v2m 2)" (282

abgeleitet werden[””] Entwickelt man nun die im linken Ausdruck stehende Wur-
zel nach Potenzen von £ bis ins lineare Glied, also

1
h / B W’
\/E'Ezl) *W2+TW/ dl‘: E7(11) 7W2 + W ‘+...,

m 2-\/(E,(3) —W2).2m

(2.83)
so erhélt man aus (2.82))
b A ‘
E) —w? 4 W'] -dz
/a \/[ " V2m
b h I3 b W/
= EY - w2 .dz + / dz ...

/a ' 2-vV2m a /Er(Ll)fWQ
1 1 nmh w-h

V2am ( 2)7T V2m 2-2m ( )

Die Integralgrenzen a und b kennzeichnen hierbei die beiden klassischen Um-
kehrpunkte, fiir die
W2(a) = W2(b) = EWM (2.85)

bzw.
— W(a) =W () = BV (2.86)

gilt E

Das Integral

12 An dieser Stelle meint ES) das dem Hamiltonoperator H; zugehorige Energiespektrum.

13Diese Folgerung (insbesondere die des Vorzeichens) ist an dieser Stelle auRerordentlich
nicht-trivial, jedoch im Zuge dieser Herleitung von dringender Notigkeit. Man kann zeigen
(siehe hierfiir bspw. [Sof97]), dass die SUSY nur dann exakt wird, wenn das Superpotential im
links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert © — Foo und damit auch bei den beiden Umkehrpunkten
einen Vorzeichenwechsel durchfiihrt.
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h b w’
2-v2m  Ja /ET(}) e
b
h w
= ——— -arcsin (z) (2.88)
2-4/2m Jois)
liefert mit der in (2.86)) aufgefithrten Beziehung
m-h
- 2.89
J 2-v/2m ( )
sodass sich (2.84]) damit schlussendlich wie folgt schreiben l&sst
b \
/ \/2m : [E7(,,1) —W?2(x)] -dz = nwh| (2.90)

Die in (2.90) aufgefiihrte Beziehung ist in der Literatur auch als supersymme-
trische WKB-N&herung (kurz: SWKB-N&herung) bekannt. Die hier aufgefiihrte
Herleitung (fiir das Potential ;) fand an dieser Stelle unter der Pramisse statt,
dass die SUSY exakt vorliegend ist. Fiir das Potential V5, erhilt man analog
zum obigen Vorgehen fiir V; (ebenfalls unter Voraussetzung exakt vorliegender
Supersymmetrie) entsprechend

/ b \/ 2m - [ES) — W2(z)] dz = (n+ 1)7h. (2.91)

Unter Achtung von (2.90) und koénnen nun einige wesentliche Eigenschaf-
ten der SWKB-Methode festgehalten werden. Fiir den Fall n = 0 folgt aus
(2.90) a = b, sodass sich aus (2.86) die Folgerung Eél) = 0 ergibt. Insbesondere
liefert die SWKB-Methode an dieser Stelle im Gegensatz zur WKB-Methode
damit - nach Konstruktion - die exakte Grundzustandsenergie. Da die SWKB-
Niherung wie auch schon die WKB-N#herung mit steigenden Quantenzahlen n
besser werdende Energieeigenwerte liefert, erwartet man fiir die SWKB-Methode
im Gegensatz zur WKB-Methode insgesamt bessere Ergebnisse.

Tatséchlich kann man sogar zeigen, dass die SWKB-Methode fiir die Klasse der
so genannten ,forminvarianten Potentiale“ das exakte Energiespektrum repro-
duziert. Hierbei meint die Forminvarianz zweier Potentiale, dass sich die beiden
Partnerpotentiale V; und V5 durch einfache Translation der Form

Vi(z;on) = Va(z; a2) + R(aq) (2.92)

ineinander iiberfiithren lassen, wobei die Translation an dieser Stelle durch die
Bedingung

ay =01 +c mitceR (2.93)

zusétzlich eingeschrinkt ist.
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3 Hauptteil

3.1 Exakte Losung des Poschl-Teller-Potentials
3.1.1 Ermittlung der Form der Wellenfunktionen

Das Poschl-Teller-Potential stellt - wie eingangs im Rahmen der Einleitung be-
reits ausgefithrt - eines der wenigen Potentiale dar, fiir die die eindimensiona-
le stationdre Schrodingergleichung analytisch exakt gelost werden kann. Hier-
bei geht aus der in (1.2) gegebenen Schrédingergleichung mit dem eingesetzten
Poschl-Teller-Potential aus (1.3) die folgende zu 16sende homogene, lineare Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung hervor:

n* a2 A

C2m da? coshQ(%)

Hy = = E. (3.1)

Hierbei erweist es sich - wie im weiteren Verlauf der Losung ersichtlich werden
wird - als hilfreich, mit A < 0, die folgenden Definitionen einzufiihren:

B2 a? 1 1 2mA

A-(A=1):=A =——4/- 2
o A (A ) = A 5 4+h2a2 (3.2)

1
— = 3.3
o (3.3)

sowie
2mE

Unter Achtung der in (3.2) - (3.4) eingefithrten Beziehungen geht aus der in
(3.1) angegebenen Gleichung damit

a2y

&y A1)
dz?

D + Kk =0 (3.5)

+ |a?-
cosh?(a - z)

als zu l6sende Differentialgleichung hervor.

Es bietet sich an dieser Stelle an, eine Substitution der Form
y = —sinh?(a-z) =1 — cosh®(a- ) < cosh?*(a-z) =1 —y (3.6)
durchzufiihren.

Zu beachten ist damit aber auch, dass die Differentiation der Wellenfunktion
1 an die Substitution angepasst werden muss. Zu nutzen ist hierfiir die Ketten-
regel. Fiir die erste Ableitung von 1 ergibt sich damit

dy dy dy

=, d (3.7)

Fiir die zweite Ableitung folgt
> d (d¢)d(w dy)_d%b (dy>2+d1/) a2y 55)

dz? ~ dz \ dz de \dy dz)  dy? \dz dy da?’
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Mit den in (3.7) und (3.8) angegebenen Ableitungen der Wellenfunktion « folgt
aus der Schrodingergleichung (3.5) unter Nutzung der in (3.6]) angegebenen Sub-
stitution nun die Beziehung

Py (dy\' Ay &Py [, A (A1),
— | = _— . — ——2 4 k| =0. 3.9
dy? (dx) +dy dx2+ @ 1—y + ¥ (3.9)
Die nachfolgenden hyperbolischen Identitidten achtend,
1 = cosh?(z) — sinhz(x) (3.10)
sinh(z + y) = sinh(z) - cosh(y) + sinh(y) - cosh(x) (3.11)
cosh(z + y) = cosh(z) - cosh( ) + sinh(z) - sinh(y) (3.12)
kénnen die in (3.9) angegebenen Ableitungen von y durch
d d
d—i =~ % sinh?(a - z)
= —2-cosh(a-z)-sinh(a-z) -«
= —qa-sinh(2-«-2) (3.13)
bzw.
d2y d2 . 2
@ = _@ Slnh (a . ./I/')
En_d o sinh(2 - 2)] (3.14)
=—-2-a% cosh(2-a-2) (3.15)

ersetzt werden, sodass - nach Division von o? - die folgende Differentialgleichung
zu l6sen bleibt:

o ) , A=) K]
sinh*(2-a-z) -4 —2-cosh(2~a-x)-¢+{1y—|—a2]-w—0. (3.16)

Nun gilt weiter

y-(1—y)= —cosh®(a-x)-sinh?(a-z)
. 1
_Z -sinh?(2a - ) (3.17)
sowie
1 1
Yy — 3= sinh2(a cx) — 3 (3.18)

- 1
5 coshQ(oz - x)

17) 1
s [cosh(2- - z) — sinh?(a - )]

1
=3 + sinh?(a - ) — cosh(2 - v - )

_ <y - ;) —cosh(2-a - z) (3.19)
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und damit schlussendlich

1
v ——§~cosh(2-oz'm). (3.20)

Mithilfe der beiden in (3.17) und (3.20) dargelegten Beziehungen kann ((3.16)
nun folgendermafen umgeschrieben werden:

A _ 2
v =) 0w+ (3-v) w0 - [ T0 + ] v =0 eay

Unter Einfithrung des Ansatzes

b(y) = (1-9)* o(y) (3.22)
geht mit ihren beiden Ableitungen
Py A -
V) ==y ) -5 =) () (3.23)
sowie
" B A1 AA A_o
V) = (L=y) 20 (y)—A-(L=y) 2 ' )+ 50| 5 — 1) (L-y) 277 o(y) (3.24)
die Differentialgleichung
(1—y)-v"+ 1—(1+A) ot )\2+k—2 v=0 (3.25)
Y Y 9 Y 4 o2 = .
aus (3.21) hervor.
Durch die Einfiihrung der Abkiirzungen
1
a::-()\—i-k> (3.26)
2 «
und
1 .k
b.—2-()\+1-a> (3.27)
sowie
1
e .2
c=3 (3.28)

kann hierbei (3.25) als hypergeometrische Differentialgleichung

‘y~(1—y)-v”—|—{c—(a+b+1)~y}-v’—a-b-v:0‘ (3.29)

identifiziert werden. Fiir sie existiert wegen der in (3.28) angegebenen Beziehung
c= % ¢ 7 eine analytische Losung.
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Da nun aufgrund der in (3.6) eingefiihrten Definition von y ihr Definitions-
bereich in jedem Fall durch —co < y = —sinh?(a - ) < 0 eingeschrankt ist, ist
an dieser Stelle auch nur die in (2.17) angegebene Losung der Differentialglei-
chung um die Singularitit an der Stelle y = 0 von wesentlicher Bedeutung. Mit
der in (3.28) angegebenen Definition von c reduziert sich die allgemeine Losung

von (3.29) damit wie folgt:

1 1 1 3
v(y) = A-oF) <a,b;2;y> +B-y? o F <2+a,2+b;2;y), (3.30)

wobei hierbei fiir die Konstanten A, B € C gilt.

An dieser Stelle bietet es sich an, aus der Gesamtheit der Losungen, die mit
kompatibel sind, zwei Standardlésungen ¥ (x) und ¥y (x) zu wihlen, die
ihrerseits gerade bzw. ungerade Funktionen von z darstellen. Mit der Wahl der
Konstanten zu A = 1 und B = 0 folgt aus (3.30) unter Achtung von die
gerade Standardlosung

1
Ya(x) = cosh*(a - z) - o (a, b; 2 sinh? (o - x)) . (3.31)
Die ungerade Standardlésung ergibt sich analog zum obigen Vorgehen durch die
Wahl der Konstanten zu A = 0 und B =i und lautet
A . 1 1 3 . i 9
Yy (z) = cosh™(a-z)-sinh(a- ) - o F 3 +a, 3 +b; 5 —sinh“(a- z) | . (3.32)
3.1.2 Gebundene Zustinde des Poschl-Teller-Potentials

Fiir gegebene &ufiere Potentiale V' sind neben der Form der die Schrodingerglei-
chung 16senden Wellenfunktionen v auch die Existenz moglicher gebundener
Zustdnde E < 0 von besonderem Interesse. Diese sollen nachfolgend fiir das
Poschl-Teller-Potential ndher untersucht werden. Definiert man

k=1i-k, (3.33)
so nimmt der in (3.4) eingefithrte Energieterm folgende Gestalt an:

h2 2
E=-— 2:1 . (3.34)

Die in (3.26) und (3.27) eingefithrten Ausdriicke fiir @ und b werden damit reell
und lauten

(A g) (3.35)
sowie

b:%-()\—f>. (3.36)
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Die Suche nach den gebundenen Zustidnden erfordert es, das asymptotische Ver-
halten der beiden in und angegebenen Standardldsungen im Grenz-
fall x — —oo zu untersuchen. Die beiden Hyperbelfunktionen reduzieren sich in
dieser Betrachtung damit wie folgt:

1 r——oco 1
sinh(a - x) = 3 (e*® — e~ ™) == —3 el (3.37)
bzw.
1 a-z —a-z) T2 1 a|z|
cosh(a - z) = 3 (e¥® e ) "= +5 et (3.38)

Die hypergeometrische Funktion geniigt der Identitét

I(e) - T'(b—a 1
oF1(a,b;¢;2) = ngg : FEC — a; (=2)7% o Fy (a,a —c+1l;a—b+1; z)
I(c) -T(a—10) b 1
(= oF1 [ b,b— 1;6 — 1; =
+F(Q)F(C—b) ( Z) 2471 ) c+ ) a+ 7Z )
(3.39)
die in der vorliegenden asymptotischen Betrachtung fiir |2| — co mit
oF(a,b;¢,0) =1 (3.40)

die folgende Gestalt annimmt

Le) - T(b—a)
L) -T'(c—a)

I'(c) -T'(a—b)

2F1(a,bic;2) = T(a) -T(c—b)

(=) (—2)7h (3.41)

Die beiden in (3.31) und (3.32) angegebenen Standardlésungen streben im be-

trachteten Grenzfall - unter Achtung der in (3.37), (3.38]) und (3.41) aufgefiihr-
ten Beziehungen - damit gegen

vo > r (1) [L=B 2 e

2) [T TG D)
F(b_a) .22(1 .e_ﬁv‘w‘
T TG ) } (3.42)

sowie
—osn p(3) [ Dla=b)- 221 -
Yy(x) = +2 F<2> {F(a—i—é)-ﬂl—b) e
F(b—a) '22a+1 . I{|$:|
T(b+1) IT1—a) '

(3.43)

Da die in (3.42)) und (3.43)) angegebenen Wellenfunktionen aber in jedem Fall
normierbar sein miissen und damit fiir die beiden Integrale

/ Weu(@)? de=1<o0 (3.44)
R
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gelten muss, ist es an dieser Stelle zwingend nétig, dass die in (3.42) und (3.43)
angegebenen Terme o el#I'* verschwinden. Da die Gammafunktion jedoch keine
Nullstellen aufweist, kann das Verschwinden der Terme lediglich durch ein di-
vergentes Verhalten der im Nenner aufgefiihrten Terme bewerkstelligt werden.
In diesem Zusammenhang sei daher nachfolgend in Abbildung 6 der graphische
Verlauf der reellen Gammafunktion dargestellt.

I'-Funktion

r(x)

Abbildung 6: Darstellung des graphischen Verlaufs der reellen Gammafunk-
tion: Die I'-Funktion verschwindet - wie dargestellt - fiir kein
x € R, weist jedoch einfache Polstellen fiir alle nicht-positiven
ganzen Zahlen auf.

Mithilfe der Weierstrafschen Darstellung der Gammafunktion@

I‘(lac):x.eyx'rﬁ(l_kz) e (3.45)

lassen sich die in Abbildung 6 dargestellten Polstellen der Gammafunktion ver-
stehen. Offensichtlich folgt aus Gleichung ([3.45) sofort, dass

1
I'(z)
Diese Feststellung ist fiir das weitere Vorgehen von entscheidender Bedeutung,
da die in (3.42) und (3.43) angegebenen Terme o el*I'* damit nur dadurch

verschwinden konnen, dass die im Nenner aufgefiihrten Gammafunktionen Pol-
stellen aufweisen und ihre reellen Argumente nach (3.46) negativ ganzzahlig

=0 2r=0Ve=-n mitneN. (3.46)

14 Hierbei bezeichnet v = limy 00 ((1 + % + % + %) —log(n)) die so genannte Euler-
sche Konstante.
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werden bzw. verschwinden@

Fiir die eigentliche Bestimmung der Energieeigenwerte ist es nun noch von Be-
deutung, fiir die beiden in (3.42) und (3.43) aufgefiihrten Standardlosungen,
die Gammafunktionen zu identifizieren, die tatséchlich Polstellen aufweisen und
damit das Verschwinden der Terme o el*/'* bewerkstelligen. Da nun - wie in
(3.2) definiert - der Parameter A in jedem Fall negativ vorliegend ist, folgt - un-
ter zusatzlicher Achtung der Tatsache, dass wegen k selbst stets positiv

vorliegt -, dass
>0
1 (<o
b:2-<A—Z> (3.47)

in jedem Fall negativ ist. Damit sind jedoch die beiden Terme % — b fiir die
asymptotische Form der geraden bzw. 1 — b fiir die asymptotische Form der
ungeraden Standardlésung aus (3.42) bzw. (3.43) selbst stets positiv. Demnach
kénnen nur die beiden jeweils anderen im Nenner verbleibenden Gammafunk-

tionen der beiden Standardlosungen tatsachlich Polstellen aufweisen.

Aus der geraden Standardlésung (3.31) folgt mit der in (3.35) angegebenen
Definition von a fiir gerade Eigenzustédnde mit der sich aus (3.42) ergebenden
Forderung der Ganzzahligkeit von o damit die Beziehung

1 K
af§~()\+a)ffn<:>/<;ffa~(2n+/\) (3.48)

Analog dazu erhélt man aus der ungeraden Standardlésung (3.32) fiir die unge-
raden Eigenzustinde die Beziehung

1 1 1
a—l—f:f-()\—i—g)+§:—n(:>/i:—a-(2n+1+)\). (3.49)

Mit dem in (3.34) angegebenen Zusammenhang folgen damit sofort die sich
hieraus ergebenden Energieterme, wobei hierbei zusétzlich (3.48) und ([3.49)
wie folgt zusammengefasst werden konnen:

52 2 hQ 2
E,LZ—Q:1 :—2; A +n)?mit 0 < n < —\ (3.50)

bzw. unter Achtung der in (3.2) und (3.3) angegebenen Substitutionsvorschriften

2
B _ n? 2mAp? n 1 n 1
" T ome |V TR T T\

Mithilfe der in (3.2) angegebenen Definition von A kann die in (3.50) angegebene
obere Schranke fiir n auch folgendermafen geschrieben werden:

(3.51)

1 1 n 2mAp?
- 2 4 h2

. (3.52)

Hierbei ist an dieser Stelle die wichtige Erkenntnis festzuhalten, dass aus den

5 Da im Rahmen dieser Arbeit N = {0;1;2;...} insbesondere auch die 0 einschlieft, soll
nachfolgend mit n € N der Fall n = 0 implizit eingeschlossen sein.
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in (3.50) und angegebenen Beziehungen folgt, dass das Pd&schl-Teller-
Potential nur eine endliche Anzahl von gebundenen Zustinden aufweist, wobei
die obere Schranke ngne, offensichtlich von den Potentialparametern A und p
sowie der Teilchenmasse m abhéngt. Hierbei begilinstigen besonders grofse Poten-
tialtiefen A bzw. besonders langreichweitige Wechselwirkungen (stellvertretend
reprasentiert durch entsprechend groffe Werte von p) eine grofere Anzahl von
gebundenen Zustédnden im Potential. Wegen 3.52 ist des Weiteren festzuhalten,
dass - vollig unabhingig davon, wie klein die Muldentiefe A gew&hlt wird - stets
mindestens ein gebundener Zustand (n = 0) existiert.

Der Vollstéandigkeit halber seien hier des Weiteren auch die den Zusténden zu-
gehorigen Wellenfunktionen aufgefiihrt. Wegen der in (3.48) und (3.49) angege-
benen Beziehungen reduzieren sich die gerade und die ungerade Standardlésung
ihrerseits auf Polynome. Mit

b:%-(x\—@:—aﬂ (3.53)

und der fiir die hypergeometrische Funktion fiir a = —n - mit n € N - geltenden
Beziehung

- AW OI
oFi(a=—n,bye;2)=) (=17 ) -2 (3.54)
xv() @

Jj=

nimmt die gerade Standardlésung aus (3.31) damit im Allgemeinen die folgende
Form an:

1
wsz) (z) = coshA(a x) ok (—n, b=n+ X 5; —sinhz(a . :E))

k

= cosh*(a - ) - —1 (" -Msin Y-z
= cosh™(ar - 7) - Y (-1) (J) o) h? (- z).  (3.55)

=0

Die ungerade Standardlosung reduziert sich in &hnlicher Art und Weise auf ein
Polynom, sofern a + % = —n negativ ganzzahlig wird und lautet

V) (z) =cosh™(a - ) - sinh(a - z) - o Fy (—n, b=n+A+1; g; — sinh?(a - x))

n
= cosh*(a - ) - —1y () —— - sinh¥ T (- z). (3.56
)Y (5) Sy (a-2). (3.50
j=0 J
Tatséchlich verhalten sich die durch (3.54) gegebenen Polynome proportional
zu den so genannten ,Jacobi-Polynomen*

(a+1),

Pr(y) =

o <—n, c+ B+ n;c; % -(1- y)> . (3.57)

Sie gehen als Verallgemeinerung aus den Legendre-Polynomen hervor. Man kann
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zeigen (hierfiir sei beispielsweise auf [Wil03] verwiesen), dass sich mit
AN=—N-A=—-(N+)) (3.58)

die Wellenfunktionen aus (3.56)) und (3.56) dann mithilfe der Jacobi-Polynome
auch zusammenfassend wie folgt schreiben lassen:

() =2N - N1 (=D)N - coshV T a - z) - PLYAY (tanh(a - 2)). (3.59)

3.2 Die WKB-Niherung des Poschl-Teller-Potentials

In diesem Kapitel soll die in Kapitel 2.3 vorgestellte WKB-Naherung auf das
Poschl-Teller-Potential angewandt werden, um die sich aus dem Naherungsver-
fahren ergebenden Energien der gebundenen Zustinde mit den im vorangehen-
den Kapitel berechneten exakten Energien vergleichen und damit die Giite der
WKB-N&herung im Hinblick auf die Anwendung auf das P6schl-Teller-Potential
beurteilen zu kénnen. Zu losen ist im Folgenden also das Integral

J ::/ p(z) - dz

1

1

:/ 2m - E‘F# ~dz
o1 cosh”(%)

_ (n . ;) h, (3.60)

wobei die in ([2.56)) eingefiihrten klassischen Umkehrpunkte x; und x5 sich hier-
bei mit dem Pdschl-Teller-Potential V'(z) aus Gleichung (1.3) iiber die Bedin-

gung
A

cosh?( “T‘z )

) (3.62)

Die Auswertung des in der Bohr-Sommerfeld’schen-Quantisierungsbedingung
(3.60) gegebenen Integrals kann nun dadurch erfolgen, dass zunéchst das Inte-
gral des nach der Energie differenzierten Integranden, d.h. also

FE = V(ZL’LQ) = — (361)

zu

&l

21,2 = 0 - arcosh <i —

ergeben.
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o m
- / e (3.63)
1 A
\/Qm. (EJr comh? ))
berechnet wird.
An dieser Stelle eignet sich eine Substitution der Form
. T o-du
u:=sinh |- | =de=—+, (3.64)
e cosh ( %)

um damit (3.63]) mithilfe des hyperbolischen Pythagoras
cosh? (Z) =1+ sinh? (Z) = cosh (Z) =v1+u? (3.65)

in folgende Form zu bringen:

dJ B x2 m-d /u(m) m-o-du
u(xy) \/Qm . (1 + UZ) : (E + TAU?)

dE ~ J,,
2m~ <E+ COSh2(£ )
/u(mz)
=gt o m

m - ,Q ul@2) —i-du

‘/_2 u(:C1) \/ 1+ _|_ )

1+A

(3.66)

Hierbei wurde an dieser Stelle beachtet, dass nach gebundenen Zustidnden - d.h.
E < 0 - gesucht wird und damit der Ausdruck v/—2m#FE insbesondere reell wird.

Mithilfe einer weiteren Substitution der Form

\/E =du=14/14+— (3.67)
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kann (3.66) auf folgendes Integral reduziert werden:

dd  m-p-i v(ul@2) gy

dE ~  V22mE  Jytuiery VIF2

m-po  arsinh(v) v(u(e2))

v —=2mE i

. (3.68)
v(u(zr)

Die nun nétigen substituierten Umkehrpunkte v(u(z1)) und v(u(xs)) folgen
durch Anwendung der in (3.64) und (3.67) angegebenen Substitutionsvorschrif-
ten auf die urspriinglichen klassischen Umkehrpunkte z; und x5 und liefern

v(u(zy)) = —v(u(ze)) = —i, (3.69)
sodass sich (3.68]) mit
arsinh(£1) = +1i - g (3.70)
schlussendlich auf
dd m-p

a3 _ . 3.71
dE ~ V—amEBE (3.71)

reduziert.

Der in (3.71) angegebene Ausdruck kann nun nach der Energie E integriert
werden und ergibt (mit der noch zu bestimmenden Integrationskonstante ¢ € R):

J(E) = /g—; dE=—p-7-vV—2mE +c. (3.72)

Die Potentialmulde des P&schl-Teller-Potentials soll - wie bis hierhin betrachtet
- symmetrisch um den Ursprung z = 0 liegen. Fiir die Tiefe des Potentials an
dieser Stelle gilt - wie in und beobachtet - dass sie durch den Poten-
tialparameter A festgelegt wird.

Trifft nun an der Stelle z = 0 ein (freies) Teilchen der Energie E =V (0) = —A
auf die Potentialmulde, so wiirde an dieser Stelle ein kritischer Grenzfall ein-
treffen, der bis hierhin nicht in die getétigten Ausfithrungen einbezogen wurde.
Die gesuchte Integrationskonstante ¢ wird daher {iber die Bedingung

JE=-A)=0=c=p-7-V2mA (3.73)
festgelegt.

Die Bohr-Sommerfeld’sche Quantisierungsbedingung nimmt fiir das Péschl-Teller-
Potential (unter Achtung von (3.60), (3.72) sowie (3.73))) damit die folgende
Form an:

J(E):m.g.(ﬁ_@):(n+;)-h. (3.74)

™
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Fiir die Energien E,, der gebundenen Zusténde erhélt man aus (3.74) als WKB-
Néaherung des Poschl-Teller-Potentials mit n € N damit

2 2
B h? [2m A o> . 1
 2myp? h2 "y

Wie schon fiir die exakte Losung in Kapitel 3.1.2 diskutiert, muss nun auch hier
noch der Parameterbereich fiir n ermittelt werden, fiir den die WKB-Methode
sinnvoll anwendbar ist. Hierfiir ist zu beachten, dass gebundene Zusténde be-
trachtet werden, damit insbesondere also F, < 0 fiir alle n € N gelten muss.

Jr_ (B

o (3.75)

Die in (3.75) angegebene Losung verschwindet jedoch, sobald

2mAp? 1 2mAg? 1
\/ 2 :n+§<:>n:\/ 2 T 5 (3.76)

gilt. Damit ist n offensichtlich durch den Parameterbereich

2mAp? 1

- = 3.77
eingeschrankt. Insbesondere liefert die WKB-Ndherung an dieser Stelle eben-
falls, dass nur eine beschrénkte Anzahl von gebundenen Zustinden im Pd&schl-

Teller-Potential existiert.

0<n<

3.3 Vergleich der beiden L6sungen

Die exakte analytische Losbarkeit des Pdschl-Teller-Potentials erlaubt es an die-
sem Punkt, die Giite der WKB-Naherung fiir das Poschl-Teller-Potential be-
urteilen zu koénnen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit seien daher an dieser
Stelle nochmals die exakten Energien der gebundene Zustinde im Poschl-Teller-
Potential aus ((3.51])

2
h? 2mAp? 1
Eexakt — _ . - - .
e g’ l =t (n + 2) (3.78)
sowie die sich aus der WKB-Methode ergebenden Energien aus (3.75)
h? 2mAg? NE
EWKB _ _ L = 3.79
" 2m 02 [ h2 n 2 (3.79)

angegeben.

Offensichtlich unterscheiden sich hierbei die beiden Losungen lediglich dadurch,
dass der in der exakten Losung auftretende Radikand um einen (oben
grau unterlegten) Summanden von 7 grofer ist als der in der WKB-Néherung
aufgefiihrte Radikand. Die WKB-Ndherung sollte folglich hinreichend genaue
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Ergebnisse fiir die Energien der gebundenen Zusténde liefern, sofern

2mAp? S 1
h? 4

(3.80)
giltE

Dies soll an diesem Punkt auch nochmals graphisch ndher untersucht werden.
Insbesondere sollen die beiden Potentialparameter A und ¢ hinsichtlich ihrer
Bedeutung fiir die Genauigkeit der WKB-Methode untersucht werden. Zu die-
sem Zweck werden die Konstanten daher anfinglich zu A = 2m = p = 1 gewéhlt,
um hiermit den Einfluss der Muldentiefe A auf die WKB-Niherung genauer be-
leuchten zu kénnen. Durch die Wahl der Konstanten wie dargelegt vereinfachen
sich die in (3.78) und aufgefiihrten Beziehungen wie folgt:

2
/ 1 1
A+4—<n+2)

EWKB _ [\/X B (n n ;)} g (3.82)

Bkt — — (3.81)

und

Da der in angegebene zu quadrierende Ausdruck grofer als der in (3.82)
zu quadrierende Term ist, liegt - aufgrund des sich anschliefenden Vorzeichen-
wechsels - das WKB-Energiespektrum fiir beliebige Werte von A > 0 stets iiber
dem exakten Energiespektrum.

Die in (3.52) und (3.77)) aufgefiihrten Parametereinschrinkungen fiir n lauten
hier fiir den exakten Fall

1 1
0 <MNexart < —z +14/-+A4 (383)
2 4
und fiir den gendherten Fall
1
0 < nwis < —3 + VA (3.84)

Interessant sind natiirlich hierbei diejenigen Werte von A, fiir die hinreichend
viele gebundene Zustinde (in der WKB-Néherung) existieren. Aus der Bezie-
hung

1 25
—§+\/X22:>AEZ:6,25 (3.85)

ldsst sich abschitzen, dass hierbei zumindest A > % gelten muss, damit die
WKB-Niherung giiltige Aussagen fiir mindestens zwei gebundene Zustdnde
(n = 0,1) machen kann. Dieser kleinstmogliche Wert von A soll daher an dieser
Stelle ndher untersucht werden. Im Hinblick auf die exakte Form der oberen
Schranke ldsst sich festhalten, dass hierbei zwar tatséchlich drei gebun-
dene Zusténde existieren, der dritte gebundene Zustand (n = 2) an dieser Stelle
wegen der fehlenden Quantifizierung durch die WKB-Nadherung jedoch nicht
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Energie E,

-4.5 '
0 1 2

Quantenzahl n

Abbildung 7: Vergleich zwischen dem exakten und dem durch die WKB-
Niherung bestimmten FEnergiespektrum des Po6schl-Teller-
Potentials fiir die Wahl von A = %. Die obere Grenze fiir n
betragt hier 1.

Tabelle 1: Gegeniiberstellung der exakten und gendherten Energien der gebun-
dene Zusténde des Péschl-Teller-Potentials fiir A = 2

Eexakt EWKB AE
n=0 | —4,200 | —4,000 | 0,200
n=1| —1,101 | —1,000 | 0,101

weiter von Relevanz sein soll.

In Abbildung (7) ist das Energiespektrum des Poschl-Teller-Potentials fiir den
eben vorgestellten Spezialfall A = % dargestellt. Das Spektrum des Potentials
ist natiirlich diskreter Natur, an dieser Stelle jedoch aus Griinden der besse-
ren Darstellbarkeit kontinuierlich abgebildet, wobei die von Bedeutung seienden
diskreten Energiewerte explizit gekennzeichnet sind. Der Abbildung ist zu ent-
nehmen, dass die durch die WKB-Niherung gegebenen gendherten Energien der
gebundenen Zustidnde nur leicht nach oben hiﬂ von den exakten Energien ab-
weichen. Zu diesem Zweck sind die exakten und die sich aus der WKB-N&dherung
ergebenden Energien sowie die auftretenden (absoluten) Abweichungen zwischen
diesen beiden Energiewerten in der nachfolgenden Tabelle [1| aufgefiihrt.

16Der Einfluss des giiltigen Parameterbereichs fiir n flieft in diese erste Feststellung zunéchst
noch nicht ein, wird aber nachfolgend ebenfalls untersucht werden.
1"Dessen mathematische Ursachen wurden bereits zu Beginn dieser Seite diskutiert.
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Zu untersuchen ist nun auferdem, wie sich das Spektrum mit groferen Werten
von A - d.h. entsprechend tieferen Potentialmulden - &ndert. Zu diesem Zweck
werden nun noch die Fille A = 10, 20, 28, 50 sowie A = 100 ndher betrachtet.
Die oberen Schranken fiir n kénnen mithilfe der in (3.83) und angegebe-
nen Beziehungen fiir das exakte und das geniherte Energiespektrum berechnet
werden. Die sich daraus ergebenden maximalen Werte fiir n sind in der sich
anschlieffenden Tabelle [2] angegeben.

Tabelle 2: Auflistung der oberen Schranken fiir n fiir verschiedene Werte der
Muldentiefe A

exakt WKB

"oben "oben
A=10 2 2
A=20 3 3
A =28 4 4
A =50 6 6
A =100 9 9

Untersucht werden soll zunéchst das in Abbildung (8) dargestellte Energiespek-
trum fiir den Fall A = 10.

Energie E,

Quantenzahl n

Abbildung 8: Vergleich zwischen dem exakten und dem durch die WKB-
Niherung bestimmten FEnergiespektrum des Poschl-Teller-
Potentials fiir die Wahl von A = 10. Die obere Grenze fiir n
betragt hier n = 2.

Hierbei sind einige grundsétzliche Dinge festzustellen: Zum einen begiinstigen
tiefere Potentialmulden die Existenz noch stirker gebundener Zusténde - stell-
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vertretend représentiert durch das Auftreten (betragsmifig) groferer Energien
- und zum anderen wird - dadurch bedingt - die relative Abweichung zwischen
den mithilfe der WKB-Naherung ermittelten Energien und den exakten Ener-
gien (bei eben jenen besonders stark gebundenen Zusténden) deutlich geringer
und die absolute Abweichung zwischen den Energien mit steigender Quanten-
zahl n kleiner. Die Ursache fiir letztere Feststellung kann mithilfe der in (3.81)
und (3.82) angegebenen Beziehungen erklirt werden, da der einzige Unterschied
zwischen den beiden Ausdriicken - der Summand —1& im Radikanden der exak-
ten Losung - durch steigende Quantenzahlen n zunehmend vernachldssigbar
wird. Auch hier bietet es sich daher an, die auftretenden Energiewerte sowie
die sich hieraus ergebenden Abweichungen niher zu quantifizieren. Diese sind
nachfolgend in Tabelle [3] nochmals aufgefiihrt. An diesem Punkt ist es mit

Tabelle 3: Gegeniiberstellung der exakten und gendherten Energien der gebun-
dene Zustande des Poschl-Teller-Potentials fiir A = 10

Eexakt EWKB AE

n=0| 7,298 | —7,08%8 | 0,210
n=1|-2,895 | —2,763 | 0,132
n=2| —0,492 | —0,439 | 0,053

Blick auf die in den Tabellen 1 und 3 aufgefiihrten absoluten Abweichungen
zwischen den einzelnen Energiespektren sinnvoll, den prinzipiellen Verlauf der
absoluten Abweichung als Funktion von A bzw. der Quantenzahl n ndher zu
betrachten. Hierbei folgt aus den in (3.81) und (3.82) angegebenen Beziehungen
ganz grundsitzlich

AE(A,n) = |EZ* — EYSB| = 2. <n+;) : <W A+1> +%

_ _on. (Hm) + (FE) v (380

sodass die absolute Abweichung zwischen den beiden Spektren fiir n = 0 lokal
maximal wird und linear mit n abnimmt. Dies achtend soll an diesem Punkt
eine Abschétzung fiir die Tiefe der Potentialmulde ermittelt werden, ab der das
durch die WKB-Methode ermittelte Spektrum als hinreichend genau angesehen
werden kann. Da die auftretenden Energien aber nur bis auf beliebige Konstan-
ten definiert sind (da das Potential seinerseits natiirlich entlang der Energieachse
verschoben werden kann), erscheint eine Betrachtung der relativen Abweichun-
gen zundchst nur dann sinnvoll, wenn diese Verschiebung in den Betrachtungen
beriicksichtigt wird. Die absolute Abweichung zwischen den beiden Spektren
wird dadurch nicht beeinflusst, da der Einfluss der Energieverschiebung addi-
tiv in beiden Energiespektren vorzufinden ist. Sei nachfolgend also das P&schl-
Teller-Potential - wie in Gleichung (1.3) definiert um eine feste Konstante dp
entlang der Energieachse verschoben, gelte also fiir das Potential allgemein:

A

V(@)= _coshQ(x)

+ 6. (3.87)
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Diese additive Verschiebung wirkt sich wegen

fio(e) = g 45+ V)| i) (359
h? a2 A

ebenfalls additiv auf das urspriingliche (exakte) Energiespektrum aus, sodass
die Energieeigenwerte (mit i = 2m = g = 1 wie gehabt) in diesem Fall durch

2
/ 1 1
A+4—<7’L+2>

gegeben sind. Die Bohr-Sommerfeldsche-Quantisierungsbedingung der WKB-
Naherung aus (2.57) nimmt unter Beriicksichtigung der Energieverschiebung
des Potentials damit die folgende Form an:

Eoxakt — +0p (3.90)

1

xro A
3:/ om- (E—6p+ —5—| -da (3.91)
o1 cosh”(Z)
1
/xz 2 P d (3.92)
=: m - —— | -dx .
o coshz(%)
1
= (n + 2) -mh. (3.93)

Die WKB-Methode fiir das entlang der Energieachse verschobene Pschl-Teller-
Potential kann also ebenfalls durch die in (3.75) angegebene Beziehung ausge-
driickt werden, nun jedoch mit dem Unterschied, dass hier eine Parameterver-
schiebung der Form E —» E durchgefiihrt werden muss. Insbesondere liefert die
WKB-Niherung (mit entsprechend gewéhlten Potentialparametern wie bisher)
somit das Energiespektrum

EWKB — _ [\/E— <n+ ;)F + 5. (3.94)

Die relative Abweichung zwischen den beiden Spektren (fiir n = 0) kann damit
also iiber die Beziehung

AE(An=0) VA—\JA+i+7] (3.95)

B g, (Jari-1)

angegeben werden. Fiir die hier beleuchtete Form des Poschl-Teller-Potentials
aus (1.3) folgt mit g = 0 somit

AE(A.n = VA - JA+ L 41
(4,n=0) L 1% =001, (3.96)

EREgt(A) _(\/m_%)z
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sodass die WKB-N&herung (sofern keine Energieverschiebung des Ausgangspo-
tentials vorliegt) fiir Muldentiefen A > 28 hinreichend genaue Werte liefern
sollte. An dieser Stelle wurde aufserdem festgesetzt, dass die relative Abwei-
chung zwischen den Spektren (bei n = 0) unter 1% liegen soll.

Abschliefsend sollen nun noch - fiir die urspriingliche Form des Potentials, d.h.
0 = 0 - die in den Abbildungen 9 - 12 dargestellten Energiedifferenzen zwischen
den beiden Spektren fiir die Félle A = 20, A =28, A =50 sowie A = 100
explizit untersucht werden[®] Fiir den Fall A = 100 speziell sind - zwecks Ver-
anschaulichung der Giite der WKB-Naherung fiir besonders grofe Muldentiefen
A - in Abbildung 13 zusétzlich die beiden sich ergebenden Energiespektren auf-
getragen.

Es zeigt sich an dieser Stelle ein fiir verschiedene Werte von A relativ charakte-
ristisches Verhalten der absoluten Abweichungsfunktion in Abhangigkeit von der
Hauptquantenzahl n. Unabhingig von der Wahl des Potentialparameters A ist
aufgrund des in dargestellten Zusammenhanges die absolute Abweichung
zwischen den beiden Spektren fiir n = 0 lokal maximal, ehe die Abweichung
mit steigender Hauptquantenzahl n weiter abnimmt. Dieses Verhalten ist tat-
séchlich &duferst charakteristisch fiir semiklassische Naherungsmethoden, da die
auftretenden absoluten Abweichungen mit steigender Hauptquantenzahl n ge-
ringer und damit die Naherung besser WiI‘dE

In Abbildung 13 speziell ist nochmals zwecks Veranschaulichung der Giite der
WKB-Né&herung fiir besonders grofie Werte der Muldentiefe A sowohl das exakte
als auch das durch die WKB-Niherung bestimmte Energiespektrum dargestellt.
Die beiden Energiespektren sind - im Rahmen der darstellbaren graphischen Ge-
nauigkeit - kaum noch voneinander zu trennen, was an dieser Stelle nochmals
die hervorragende Giite der WKB-N#herung unterstreicht.

18Da die einzelnen Energiespektren mitunter gar nicht bzw. nur noch sehr schlecht vonein-
ander zu trennen sind, sollen hier die absoluten Abweichungen fiir die oben genannten Werte
von A {iber einem geeigneten Mafistab aufgetragen werden.

9Eine explizite Diskussion der Bedeutung des Potentialparameters p fiir die Giite der WKB-
Néherung erweist sich an dieser Stelle nicht als notwendig, natiirlich begiinstigen wegen
grofe Werte von p - wie auch schon fiir A - eine entsprechend hinreichend hohe Genauigkeit
des WKB-Spektrums.
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0.24 T T

Energieunterschied

0.22

0.1

absoluter Energieunterschied AE
o
S

0.08

0.06

0.04

Quantenzahl n

Abbildung 9: Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten
und dem durch die WKB-N#herung bestimmten Energiespek-
trum des Poschl-Teller-Potentials fiir die Wahl von A = 20. Die
obere Grenze fiir n betrégt hier n = 3.

I
Energieunterschied

absoluter Energieunterschied AE

0.06 -

0.04 -

0.02 I I ! !
0 1 2 3 4

Quantenzahl n

Abbildung 10: Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten
und dem durch die WKB-Néaherung bestimmten Energiespek-
trum des Poschl-Teller-Potentials fiir die Wahl von A = 28.
Die obere Grenze fiir n betrdgt hier n = 4.
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0.25 T

I
Energieunterschied

0.2

0.1

absoluter Energieunterschied AE

0.05

Quantenzahl n

Abbildung 11: Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten
und dem durch die WKB-N#herung bestimmten Energiespek-
trum des Poschl-Teller-Potentials fiir die Wahl von A = 50.
Die obere Grenze fiir n betrdgt hier n = 6.

0.25 T T

| |
Energieunterschied

0.2 [

0.1

absoluter Energieunterschied AE

0.05 -

0 I I | | I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Quantenzahl n

Abbildung 12: Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten
und dem durch die WKB-Néaherung bestimmten Energiespek-
trum des Poschl-Teller-Potentials fiir die Wahl von A = 100.
Die obere Grenze fiir n betrdgt hier n = 9.
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Energie E,

-100 1 1 1 1
] 1 2 3 4 3 6 7 8 9

Quantenzahl n

Abbildung 13: Expliziter Vergleich zwischen dem exakten und dem durch
die WKB-Néherung bestimmten Energiespektrum des Poschl-
Teller-Potentials fiir die Wahl von A = 100.

3.4 SWKB-Né&herung der Poschl-Teller-Potentials

Abschliefsend soll an dieser Stelle - unter Achtung der in Kapitel 2.4.3 dargeleg-
ten Erkenntnisse und vor dem Hintergrund der in Gleichung (2.90) aufgefiihr-
ten SWKB-Quantisierungsbedingung auch nochmals die SWKB-N#herung des
Poschl-Teller-Potentials berechnet werden. Die in diesem Kapitel durchgefiihrte
explizite Berechnung der SWKB-Methode stiitzt sich hierbei weitestgehend auf
die in [Sof97] bzw. [Biiy09] aufgefiithrten Ausfithrungen. Es ist also zunéchst das
zu nutzende Superpotential zu bestimmen. Wiahlt man an dieser Stelle fiir das
Superpotential zum Beispiel

W = A-tanh(o - x), (3.97)

so ergeben sich die hieraus folgenden Partnerpotentiale V3 und V5 aus der in
(2.81) aufgefithrten Beziehung unter zusétzlicher Achtung von

1
tanh*(a-2) =1—- ——5—— 3.98
anh(a - @) cosh?(a - ) (3.98)
A (A4l At Ll
Vi = A2_(22m> —A- A_(ZQ’”) . (3.99)
2 cosh”(« - x) cosh”(« - x)
Wihlt man nun

h-«
A= , 3.100
o (3.100)



3 HAUPTTEIL 41

so folgt
V_h?-oz2 {1_ 2 }_hQ-az_hg-oﬂ 1
YT om cosh?(a-z)|  2m m  cosh?(a - z)
A
=C—-———. 3.101
cosh?(a - ) ( )
und

Vo = A? = const.. (3.102)

Insbesondere ist an dieser Stelle das Potential V; aus damit als (um
C € R entlang der Vertikalen verschobenes) Poschl-Teller-Potential zu identi-
fizieren, sodass es an dieser Stelle gerechtfertigt scheint, die SWKB-Naherung
fiir das durch beschriebene Superpotential durchzufithren. Zu 16sen ist im
Folgenden also das Integral

J = /b \/Qm- [En — A2 -tanh2(a-x)]‘-dx. (3.103)

Hierbei kann (3.103) mit einer Substitution der Form

cosh?(a - z)

y:=tanh(a - z) = de =dy (3.104)

in

NG) y(b) E,
J = am~A~/() = 2 . cosh®(av- ) - dy
y(a
e N Y P SR
« y(a) A2 1—y2

Vaem o0 ,\/(V?_y>.<y+\/f7>‘-dy (3.105)

iiberfithrt werden. Die Integrationsgrenzen konnen iiber die in (2.86) aufgefiihr-
ten Beziehung bestimmt werden. So gelten

y(a) = tanh(a) = tanh (artanh (-T)) _ f” (3.106)
sowie
y(b) = tanh(b) = tanh <artanh (‘/f?)) - \/57. (3.107)

Das in (3.105) aufgefiihrte Integral kann an geeigneter Stellﬂ nachgeschlagen
werden. Man findet hierfiir unter Achtung der besonderen Form der Integral-
grenzen:

20Dje Losung des hier aufgefiihrten Integrals ist beispielsweise in [Biiy09] angegeben.
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b
/ 1_1y2' b=y - dy=7-[2=VI-a) T8 -1 +a)-(1+0)].

(3.108)
Damit folgt dann:

g =2 AT T y@) - 0= 50 — A+ o) (5|
\/%‘.A.ﬂ- [ En‘ En‘
=9 2‘\/1‘,112%1‘@
:@. 1 1_% ek (3.109)
bzw. -

. (3.110)

Setzen wir nun den in (3.100) definierten Ausdruck fiir A ein, so folgt letzten
Endes:

ESWKB _ % _ [1 (- ”)2} — _h;?j‘z : [(1 —n)? - 1} ) (3.111)

Tatséchlich ist das hier angegebene Energiespektrum jedoch korrespondierend
zu dem in (3.101) angegebenen Potential. Dessen exaktes Energiespektrum ist
aufgrund der in (3.51) angegebenen Beziehung bekannt. Man findet so mit den
dort definierten Konstanten A = 2:9% und ¢ = 4.

m

2

.o [ [2md 1 1
Eexakt:_ . - - C
n om a1 (n+2) *
2
UL Y PSS |
- 2m 4 2 2m
2. 92
:—h2o‘ : (1—n)2—1]. (3.112)
m L

Offensichtlich sind die durch (3.111)) und (3.112) gegebenen Energieterme iden-
tisch. Da die urspriingliche Form des Poschl-Teller-Potentials (1.3) durch ein-
faches Umskalieren aus dem in (3.101) angegebenen Potential folgt, kann das
sich aus der SWKB-Methode ergebende Energiespektrum fiir die urspriingliche
Form des Poschl-Teller-Potentials durch

— Eexakt;PTP
2m "

. B2 . o2 omA 1 1
ESWKB,PTP:_ o [ m _1_1 —<n+>

(3.113)
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angegeben werden. Die SWKB-Naherung reproduziert folglich die exakten Ener-
gieeigenwerte des Poschl-Teller-Potentials. Dies ist an dieser Stelle jedoch kein
Einzelfall. Tatsdchlich liefert die SWKB-Methode die exakten Energieeigenwerte
beliebiger forminvarianter Potentiale (fiir den exakten Verweis sei hier beispiels-
weise auf [Sof97] verwiesen). Die Forminvarianz des Poschl-Teller-Potentials
wird hierbei aus der in dargelegten Beziehung durch eine Parameter-
verschiebung der Form A — A — \;L% ersichtlich.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit stand die Untersuchung des Poschl-Teller-Potentials
im Vordergrund, fiir das die zugehorige stationére Schrodingergleichung - wie in
Kapitel 3.1 demonstriert wurde - analytisch exakt 16sbar wird. Hierfiir wurde die
Schrodingergleichung durch geeignete Substitutionen in eine hypergeometrische
Differentialgleichung iiberfiihrt, deren explizite Losungen in den theoretischen
Grundlagen in Kapitel 2.2.2 ndher beleuchtet wurden. Die Normierbarkeitsbe-
dingung fiir die sich damit ergebende gerade bzw. ungerade Standardlésung der
Differentialgleichung fiihrte hierbei auf die gesuchten exakten Energien der ge-
bundenen Zusténde des Pdschl-Teller-Potentials.

Auf Grundlage der in Kapitel 2.3 vorgestellten und mathematisch aufgear-
beiteten WKB-Methode, als deren essenzielles Ergebnis fiir die Abschitzung
der Energien gebundener Zusténde die ,,Bohr-Sommerfeld’sche Quantisierungs-
bedingung“ resultierte, konnte damit ihre Anwendung auf das Poschl-Teller-
Potential in Kapitel 3.2 erfolgen, ehe sich im Folgekapitel 3.3 ein expliziter Ver-
gleich zwischen der exakten Losung und der WKB-N&herungslosung anschliefsen
konnte. Hierbei wurde die WKB-Methode als ein semiklassisches Naherungsver-
fahren kennengelernt, das es (unter Anderem) erlaubt, Abschitzungen fiir die
Energien gebundener Zusténde in einem (dufseren) Potential vorzunehmen. Es
zeigte sich - mit Blick auf die in 3.3 dargelegten Schilderungen hinsichtlich des
Verhaltens der beiden Ldsungen fiir variierende Potentialparameter A - die Giite
der WKB-Methode beziiglich ihrer Anwendung auf das Poschl-Teller-Potential.

Eine mitunter noch bessere Moglichkeit als die WKB-Methode, um die Energi-
en gebundener Zustinde eines Potentials abschétzen zu kénnen, wurde mit der
SWEKB-Niherung kennengelernt. Thre Herleitung erfolgte unter Achtung der be-
reits aus der WKB-Methode bekannten Bohr-Sommerfeld’schen Quantisierungs-
bedingung und vor dem Hintergrund der Supersymmetrie. Im Gegensatz zur
WKB-N#herung liefert die SWKB-N&herung nicht nur fiir grofere, sondern auch
schon fiir kleinere Werte von n genauere (fiir den Grundzustand nach Konstruk-
tion sogar exakte) Energieeigenwerte. Hierbei reproduziert die SWKB-Methode
fiir so genannte forminvariante Potentiale sogar das exakte Energiespektrum.
Dies macht sie zu einem #duferst méchtigen Werkzeug in der (supersymmetri-
schen) Quantenmechanik. Es ergibt sich an dieser Stelle lediglich das Problem,
ein geeignetes Superpotential zu finden, jedoch sind bei Bekanntheit dessen in
der Regel genauere Ergebnisse als bei der WKB-Methode zu erwarten.

Abschliefsend bleibt an dieser Stelle die Feststellung, dass es beide Ndherungs-
arten ermdglichen - ohne die Schrédingergleichung tiberhaupt explizit 16sen zu
miissen oder mit der grundlegenden mathematischen Theorie der Differential-
gleichungen vertraut zu sein - eine Abschéitzung der Energien gebundener Zu-
stdnde vorzunehmen. Sowohl die WKB- als auch die SWKB-Ndherung kénnen
daher auch fiir noch komplexere Potentiale probate Ndherungsmethoden dar-
stellen, da die zugehorigen Schrodingergleichungen analytisch mitunter nur sehr
schwierig l6sbar sein kénnen.
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