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1 Einleitung

If quantum mechanics hasn't profoundly shocked you, you haven't

understood it yet.

Niels Bohr

Die von Niels Bohr und Werner Heisenberg im Jahre 1927 präsentierte Kopen-
hagener Interpretation der Quantenmechanik stellte den damals ersten wider-
spruchsfrei in sich geschlossenen Versuch dar, das mathematische Fundament,
aber auch den bis dahin nicht gänzlich verstandenen - bisweilen als sinnwidrig
erscheinenden - Charakter von Quantensystemen, philosophisch zu interpretie-
ren. 5 Jahre später - 1932 - war es der US-amerikanische Mathematiker John
von Neumann, der in seinem Werk �Mathematical Foundations of Quantum Me-

chanics� auf Grundlage der Kopenhagener Deutung den Grundbaustein für eine
mathematisch strengere Formulierung der Quantenmechanik und der quanten-
mechanischen Postulate legte. Eines der zentralen Postulate der Quantentheorie
weist hierbei der (im Allgemeinen) komplexen, quadratintegrablen Wellenfunk-
tion Ψ(~r, t) ∈ C eine besondere Bedeutung zu, da der Zustand eines (belie-
bigen) quantenmechanischen Systems durch sie vollständig beschrieben wird.
Ihre zeitliche Entwicklung in einem (äuÿeren) Potential V ist hierbei (mit dem

Hamiltonoperator Ĥ = p̂2

2m + V des Systems) durch die (zeitabhängige) Schrö-
dingergleichung

ĤΨ(~r, t) =

[
p̂2

2m
+ V

]
Ψ(~r, t) = i · ~ · d

dt
Ψ(~r, t) (1.1)

gegeben, die sich im Falle eines zeitunabhängigen Potentials V = V (~r) mit
einem Separationsansatz für die Wellenfunktion der Form Ψ(~r, t) = ψ(~r) ·Θ(t)
auf ihre stationäre Form

Ĥψ(~r) =

[
p̂2

2m
+ V (~r)

]
ψ(~r) = E · ψ(~r) (1.2)

reduziert. Das hierbei auftretende Energiespektrum {E} kann sowohl diskre-
ter als auch kontinuierlicher Natur sein, wobei hierbei erstgenannte �gebundene
Zustände� und letztgenannte �Streuzustände� repräsentieren. Wird der Betrach-
tung nun ein eindimensionales Potential V (x) zugrunde gelegt, welches im Un-
endlichen abklingt, d.h. also lim|x|→∞ V (x) = 0, so können gebundene Zustände
im Potential über die Bedingung E < 0 und Streuzustände über die Bedingung
E > 0 gefunden werden.

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich speziell mit den gebundenen Zustän-
den des so genannten Pöschl-Teller-Potentials, welches für A ∈ R+ und % ∈ R
durch

V (x) = − A

cosh2(x% )
(1.3)

gegeben ist und eines der wenigen Potentiale darstellt, für die die stationäre
Schrödingergleichung aus Gleichung (1.2) analytisch exakt gelöst werden kann.
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Die so genannte �WKB-Näherung� stellt ein semiklassisches Näherungsverfah-
ren dar, mithilfe dessen näherungsweise Lösungen der eindimensionalen statio-
nären Schrödingergleichung gefunden werden können. Ein grundsätzliches Ziel
dieser Arbeit ist es, die gefundenen exakten Energien der gebundenen Zustände
mit den sich aus der WKB- und der aus der supersymmetrischen Quantenme-
chanik abgeleiteten SWKB-Methode ergebenden Näherungslösungen zu verglei-
chen, um die Güte dieser Näherungsverfahren hinsichtlich ihrer Anwendung auf
das Pöschl-Teller-Potential beurteilen zu können.

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgeführten analytischen Rechnungen für die
exakte Lösung von (1.2) für das durch (1.3) gegebene Pöschl-Teller-Potential
stützen sich hierbei auf die in [Flü94] und [Nie78] dargelegten Ausführungen.
Die theoretische Aufarbeitung der WKB-Näherung �ndet vor dem Hintergrund
der in [Gri12], [Sch98] und [Nap11] aufgeführten Schilderungen statt. Die in
Kapitel 2.4 erfolgende Einführung in die Theorie der Supersymmetrie und der
Superpotentiale stützt sich weitestgehend auf [Sof97].
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Das Pöschl-Teller-Potential

Das durch die Gleichung (1.3) beschriebene Pöschl-Teller-Potential - benannt
nach den beiden Physikern Herta Pöschl und Edward Teller - stellt ein kurz-
reichweitiges, attraktives Muldenpotential dar, welches insbesondere für die Be-
schreibung des Potentialverlaufs zweiatomiger Moleküle Verwendung �ndet. In
Abbildung 1 ist ihr graphischer Verlauf für eine Wahl der Konstanten aus Glei-
chung (1.3) zu % = 1 sowie A = 50 exemplarisch dargestellt.

Abbildung 1: Verlauf des Pöschl-Teller-Potentials für die Wahl der Konstan-
ten zu A = 50 sowie % = 1

Mit der allgemeinen De�nition des Cosinus Hyperbolicus

cosh(x) =
1

2
· (ex + e−x) (2.1)

wird das in Abbildung 1 dargestellte Grenzverhalten des Pöschl-Teller-Potentials
ersichtlich. So gilt

lim
x→±∞

(
− A

cosh2(x% )

)
= lim
x→±∞

(
− 4 ·A

e2x + e−2x + 2

)
= 0 (2.2)

sowie

lim
x→0

(
− A

cosh2(x% )

)
= − A

cosh2(0)
= −A. (2.3)
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Da nun

− cosh2

(
x

%

)
= −1

4
·
(

e
x
% + e−

x
%

)2

(2.4)

an der Stelle x = 0 ein (globales) Maximum besitzt, besitzt das Pöschl-Teller-
Potential aus Gleichung (1.3) an selbiger Stelle demnach ein (globales) Mini-
mum. Der Parameter A des Pöschl-Teller-Potentials spiegelt folglich die Tiefe
der sich an der Stelle x = 0 be�ndlichen Potentialmulde wider, wobei das Poten-
tial aufgrund des in Gleichung (2.2) aufgeführten Zusammenhangs im Grenzfall
x→ ± ∞ verschwindet. Der Parameter % charakterisiert hierbei die Reichweite
des Potentials: Besonders kleine Werte von % spiegeln entsprechend kurzreich-
weitige Wechselwirkungen wider, wie nachfolgend in Abbildung 2 dargestellt.

Abbildung 2: Verlauf des Pöschl-Teller-Potentials für unterschiedliche Werte
von %

2.2 Die Hypergeometrische Di�erentialgleichung

Üblicherweise erfordert es die Natur der (eindimensionalen) stationären Schrö-
dingergleichung, sie - auf dem analytischen Wege zur exakten Lösung für ein
gegebenes äuÿeres Potential V - durch geeignete Substitutionen in eine Di�e-
rentialgleichung bekannter Form (und insbesondere auch bekannter Lösung) zu
überführen. Im Rahmen dieser Arbeit wird hierbei für die exakte Lösung der
Schrödingergleichung die so genannte hypergeometrische Di�erentialgleichung
von besonderer Bedeutung sein. Sie soll daher im Zuge dieses Kapitels - mit
Blick auf die in [Bal16], [D+28], [vD15] und [Jür88] getätigten Ausführungen -
mathematisch näher beleuchtet werden.
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2.2.1 Reguläre Singularitäten einer Di�erentialgleichung

Gegeben sei eine lineare, homogene Di�erentialgleichung der Form

p(y) · d2u

dy2
+ q(y) · du

dy
+ r(y) · u = 0. (2.5)

Eine Stelle y0 heiÿt �Singularität� (manchmal auch singuläre Stelle) der Dif-
ferentialgleichung (2.5), falls p(y0) = 0 gilt. Dabei stellt y0 eine so genannte
�reguläre Singularität� dar, falls zusätzlich

p(y) = (y − y0)2 · p0(y)

q(y) = (y − y0) · p1(y)

r(y) = p2(y)

gilt - wobei hierbei die einzelnen pi(y) Funktionen darstellen, die um die jeweili-
ge Singularität y0 in ihre Taylorreihen entwickelt werden können - und zusätzlich
p0(y0) 6= 0 gilt.

2.2.2 Lösungen der Hypergeometrischen Di�erentialgleichung

Die durch die drei beliebigen Parameter a, b, c ∈ C charakterisierte lineare Dif-
ferentialgleichung der Form

y · (1− y) · d2u

dy2
+ [c− (a+ b+ 1) · y] · du

dy
− a · b · u = 0 (2.6)

heiÿt �Hypergeometrische Di�erentialgleichung�. Sie besitzt drei regulär-singuläre
Stellen bei 0, 1 und ∞.

Es soll an dieser Stelle zunächst die Lösung von (2.6) in der Umgebung der Sin-
gularität bei y = 0 untersucht werden. Wie in [vD15] bzw. [Bal16] vorgeführt,
kann mithilfe eines (qualitativen) Ansatzes der Form u(y) ∼= u0 · yα - mit α ∈ R
- die so genannte �charakteristische Gleichung� der hypergeometrischen Di�e-
rentialgleichung (2.6)

α · (α− 1) + c · α = 0⇒ α = 0 ∨ α = 1− c (2.7)

gefunden werden. Die beiden Lösungen für α liefern hierbei zwei linear unabhän-
gige Lösungen, die gesuchte allgemeine Lösung von u(y) sollte demnach durch
eine Linearkombination der beiden Einzellösungen

u(y) = A1 · w(y) +A2 · y1−c · w̄(y) mit A1, A2 ∈ C (2.8)

darstellbar sein.1

Untersucht werden soll hierbei zunächst die Form von w(y). Mithilfe eines Po-
tenzreihenansatzes w(y) =

∑∞
n=0 wn · yn - sowie der die Allgemeinheit nicht

beschränkenden Annahme, dass w(y = 0) = 1 - kann aus (2.6) die Rekursions-
gleichung

wn =
(a+ n− 1) · (b+ n− 1)

n · (c+ n− 1)
·wn−1 = ... =

(a)n · (b)n
(c)n · n!

·w0 =
(a)n · (b)n
(c)n · n!

(2.9)

1Es sei hierbei insbesondere auf die explizite y-Abhängigkeit von w(y) bzw. w̄(y) verwiesen.
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abgeleitet werden. Hierbei stellen die einzelnen (i)n so genannte �steigende
Pochhammer-Symbole� dar:

(i)n =

{
1 , falls n = 0

i · (i+ 1) · ... · (i+ n− 1) , falls n > 0
(2.10)

bzw. unter Nutzung der Γ-Funktion:

(i)n =

{
1 , falls n = 0
Γ(i+n)

Γ(i) , falls n > 0
(2.11)

mit
Γ(n+ 1) = n! ∀n ∈ N. (2.12)

Damit ist mit der in (2.9) dargestellten Beziehung die Funktion w(y) durch

w(y) =
∞∑
n=0

(a)n · (b)n
n! · (c)n

· yn ≡ 2F1(a, b; c; y), (2.13)

gegeben. Hierbei wurde die so genannte �(Gauÿ'sche) Hypergeometrische Funk-
tion� 2F1(a, b; c; y) eingeführt, die als Verallgemeinerung aus der geometrischen
Reihe

∞∑
n=0

yn
|y|<1

=
1

1− y
(2.14)

hervorgeht. Sie zeigt - wie die geometrische Reihe auch - ein konvergentes Ver-
halten, falls |y| < 1 gilt.

Die zweite zu untersuchende linear unabhängige Lösung u(y) = y1−c · w̄(y) -
o.B.d.A. werde auch hier w̄(y = 0) = 1 angenommen - führt nach Einsetzen in
(2.6) ebenfalls auf eine hypergeometrische Di�erentialgleichung der Form

y·(1−y)·d
2w̄

dy2
+[(2−c)+[a+b+2−2c+1]·y]·dw̄

dy
−(a−c+1)(b−c+1)·w̄ = 0, (2.15)

die - analog zur Lösung von w(y) - durch eine hypergeometrische Funktion der
Form

w̄(y) = 2F1(1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; y) (2.16)

gelöst wird, sodass die allgemeine Lösung von (2.6) in der Umgebung der Sin-
gularität y = 0 durch eine Superposition von (2.13) und (2.16), d.h. also durch

u(y) = A1 · 2F1(a, b; c; y) +A2 · y1−c · 2F1(1 + a− c, 1 + b− c; 2− c; y) (2.17)

angegeben werden kann2

Ohne Beweis seien hier des Weiteren - mit Verweis auf [Bal16] und [vD15] für
die exakte Herleitung - die beiden Lösungen um die Singularitäten bei y = 1

2Hier wurde angenommen, dass c /∈ Z gilt. Der Fall c = 1 hätte zur Folge, dass die
beiden einzelnen linear unabhängigen Lösungen identisch und damit linear abhängig wären.
Die Fälle (−c) ∈ N bzw. c ∈ N \ {1} hätten zur Folge, dass w(y) bzw. y1−c · w̄(y) aufgrund
des verschwindenden Nenners nicht de�niert wären.
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u(y) = B1 · 2F1(a, b; 1 + a+ b− c; 1− y)

+B2 · (1− y)c−a−b · 2F1(c− a, c− b; 1 + c− a− b; 1− y) (2.18)

- mit den Konstanten B1, B2 ∈ C sowie c− a− b /∈ Z - und für y =∞

u(y) = C1 · y−a · 2F1

(
a, 1 + a− c; 1 + a− b; 1

y

)
+ C2 · y−b · (1− y)c−a−b · 2F1

(
b, 1 + b− c; 1 + b− a;

1

y

)
(2.19)

- mit den Konstanten C1, C2 ∈ C sowie a− b /∈ Z - angegeben.

An dieser Stelle sei bereits darauf hingewiesen, dass die in (2.17) angegebe-
ne Beziehung für die weiteren Berechnungen im Hauptteil von entscheidender
Bedeutung sein wird.

2.3 Die WKB-Näherung

Die �WKB-Näherung� (benannt nach den drei Physikern G. Wentzel, A. Kra-
mers und L. Brillouin, welche selbige im Jahre 1926 unabhängig voneinander
vorschlugen) stellt ein quasiklassisches Näherungsverfahren dar, mithilfe des-
sen Näherungslösungen der eindimensionalen stationären Schrödingergleichung
gefunden werden können. Sie eignet sich für die Ermittlung von Tunnelwahr-
scheinlichkeiten durch Potentialbarrieren, aber auch - was im Rahmen dieser
Arbeit von besonderer Bedeutung ist - für die Berechnung von Energien gebun-
dener Zustände in einem bestehenden äuÿeren Potential.

2.3.1 Herleitung

Die WKB-Methode basiert auf der Idee, dass die Wellenfunktion eines Teilchens
der Energie E, welches sich in einem Gebiet mit dem konstanten (eindimensio-
nalen) Potential V (x) = V bewegt, für den Fall, dass E > V gilt, durch eine
ebene Welle3 der Form

ψ(x) = A · e±i·k·x (2.20)

beschrieben werden kann, wobei hierbei die Wellenzahl

k =

√
2m · (E − V )

~
(2.21)

eingeführt wurde. Der Wellenfunktion ψ(x) liegt an dieser Stelle (in einem kon-
stanten Potential) folglich ein oszillatorisches Verhalten mit konstanter Ampli-
tude A und Wellenlänge λ = 2π

k zugrunde.

Für die WKB-Näherung ist nun die Annahme von Bedeutung, dass auch ein

3Hierbei kennzeichnet das positive Vorzeichen im Exponenten eine rechtsläu�ge und das
negative Vorzeichen eine linksläu�ge Welle.
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nicht-konstantes Potential V (x) als (quasi-) konstant angenommen werden kann,
sofern die Skala, auf der sich V (x) signi�kant ändert, sehr viel gröÿer ist als die
Wellenlänge selbst, das Potential also über viele Wellenlängen λ hinweg prak-
tisch konstant ist. Vor dieser Annahme erscheint es sinnvoll, die oszillatorische
Form der Wellenfunktion ψ(x) aus (2.20) auch hier für die Wellenfunktion des
sich im Potential bewegenden Teilchens anzusetzen, nun aber mit dem zentralen
Unterschied sowohl die Wellenlänge als auch die Amplitude mit einer Ortsab-
hängigkeit zu versehen, d.h. also

ψ(x) = A(x) · ei·φ(x) (2.22)

für die Wellenfunktion anzusetzen. Die zeitunabhängige Schrödingergleichung
aus (1.2) kann hierbei mit dem klassischen Impuls

p(x) =
√

2m · (E − V (x)) (2.23)

eines Teilchens der Energie E und potentieller Energie V (x) wie folgt umge-
schrieben4 werden:

d2ψ

dx2
= −p

2

~2
· ψ. (2.24)

Wird nun die in (2.22) angegebene Beziehung in (2.24) eingesetzt, so erhält man
an dieser Stelle

d2A

dx2
+ 2 · i · dA

dx
· dφ

dx
+ i ·A · d2φ

dx2
−A ·

(
dφ

dx

)2

= −p
2

~2
·A. (2.25)

Ein Vergleich der Real- und Imaginärteile links- und rechtsseitig vom Gleich-
heitszeichen liefert dann die beiden Bedingungen

d2A

dx2
= A ·

[(
dφ

dx

)2

− p2

~2

]
(2.26)

und
d

dx

(
A2 · dφ

dx

)
= 0. (2.27)

Aus Gleichung (2.27) folgt sofort die Bedingung, dass mit der Konstanten
C2 ∈ R (

A2 · dφ

dx

)
= C2 ⇒ A =

C√(
dφ
dx

) (2.28)

gelten muss.

Die Gleichung (2.26) hingegen ist an dieser Stelle nicht allgemein lösbar. Ein
Erkenntnisgewinn aus ihr kann jedoch auch hier erfolgen, wenn davon ausge-
gangen wird, dass aufgrund der geringen Schwankung von A der Term A′′ 5 im
Vergleich zu den übrigen Termen vernachlässigbar klein wird und damit

dφ

dx
= ±p

~
⇒ φ(x) = ±1

~
·
∫
p(x) · dx (2.29)

4Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass die Ortsabhängigkeiten der Gröÿen p,A
und φ nachfolgend nicht mehr explizit ausgeschrieben werden.

5Der Ausdruck A′′ steht hierbei für die zweite Ableitung von A, wie sie durch (2.27) gegeben
ist.
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gilt.6 Die Wellenfunktion aus (2.22) ergibt sich dann mit (2.28) und (2.29) zu

ψ(x) ∼=
C√
p(x)

· e± i
~ ·

∫
p(x)·dx. (2.30)

Hierbei sei angemerkt, dass sich die allgemeine Lösung für den bis hierhin be-
leuchteten klassischen Bereich E > V (x) als Superposition der beiden möglichen
Formen der Wellenfunktion aus (2.30) ergibt. Im Allgemeinen gilt hierbei für die
Konstante C ∈ C, da jede aus der Integration hervorgehende Konstante durch
C ausgedrückt werden kann.

Von besonderer physikalischer Relevanz ist das gemäÿ der Bornschen Wahr-
scheinlichkeitsinterpretation als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretierte Betrags-
qudrat von (2.30), welches durch

|ψ(x)|2 ∼=
C2

p(x)
(2.31)

gegeben ist. Es ist hierbei au�ällig, dass sich die Wahrscheinlichkeitsdichte invers
proportional zum Impuls verhält, sie also besonders klein ist, wenn der Impuls
(und damit die Teilchengeschwindigkeit) sehr hoch ist und umgekehrt. Dies ist
intuitiv einleuchtend, denn Teilchen hoher Geschwindigkeit in einem bestimm-
ten Raumbereich werden sich im selbigen natürlich nicht sehr lange aufhalten.

Die Betrachtung des nicht-klassischen Bereichs E < V (x) kann analog zum
oben dargelegten Vorgehen erfolgen und liefert eine Wellenfunktion der Form

ψ(x) =
C√
|p(x)|

· e± 1
~
∫
|p(x)|·dx. (2.32)

Insbesondere sei an dieser Stelle auf die im Nachfolgenden zu diskutierende
Problematik der obigen Näherungsergebnisse aus (2.30) und (2.32) hingewiesen,
da beide Wellenfunktionen an den klassischen Umkehrpunkten E = V (x) ein
divergentes Verhalten aufweisen.

2.3.2 Die Bohr-Sommerfeld'sche-Quantisierungsbedingung

Sei nun exemplarisch - wie nachfolgend in Abbildung 3 dargestellt - ein aufwärts
gerichtetes Potential V (x) gegeben, für das sich ein Teilchen der Energie E - je
nach betrachtetem Raumbereich - potentiell sowohl in einem klassisch erlaubten
als auch in einem klassischen verbotenen Bereich aufhalten könnte.
Für die WKB-Wellenfunktion ergibt sich dann für den in Abbildung 3 darge-
stellten Sachverhalt mit den Erkenntnissen aus (2.30) und (2.32)

ψ(x) =


S√
p(x)

· e i
~ ·

∫ 0
x

dx′·p(x′) + T√
p(x)

· e− i
~ ·

∫ 0
x

dx′·p(x′) , falls x < 0

W√
|p(x)|

· e− 1
~ ·

∫ x
0

dx′·|p(x′)|, , falls x > 0
(2.33)

6Die Grenzen der Integration sollen an dieser Stelle zunächst noch nicht von Bedeutung
sein.
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Abbildung 3: Darstellung des zu untersuchenden aufwärts gerichteten Poten-
tials mit vorgenommener Linearisierung in der Umgebung des
klassischen Umkehrpunktes. Die Graphik ist aus [Gri12] über-
nommen.

wobei hierbei aus Gründen der Normierbarkeit die Exponentialfunktion mit
dem positiven Exponenten im Raumbereich x > 0 verschwinden muss und die
Konstanten S, T,W ∈ C eingeführt wurden. Die oben bereits angesprochene
Problematik der Divergenz der WKB-Wellenfunktion an der Stelle x = 0 - dem
Übergangsbereich zwischen dem klassisch erlaubten und klassisch verbotenen
Bereich - erfordert es nun, die beiden Anteile der WKB-Wellenfunktion aus
(2.33) durch die Einführung einer so genannten �Flickwellenfunktion� ψF im
kritischen Grenzbereich an selbige anzupassen. Hierbei scheint es sinnvoll, als
Flickwellenfunktion die exakte Lösung der Schrödingergleichung im grau unter-
legten Bereich in Abbildung 3 anzusetzen.

Da an dieser Stelle jedoch lediglich die Übergangsstelle zwischen dem klassisch
erlaubten und dem klassisch verbotenen Bereich Probleme bereitet, soll es hier
genügen, eine Linearisierung des Potentials um den klassischen Umkehrpunkt
bei x = 0, d.h. also

V (x) ∼= E +
dV

dx

∣∣∣∣
x=0

· x = E + V ′(x = 0) · x, (2.34)

zu betrachten. Wird dieser linearisierte Ausdruck des Potentials nun in die sta-
tionäre Schrödingergleichung aus (1.2) eingesetzt, so nimmt sie folgende Gestalt
an

d2ψF
dx2

=
2m · V ′(0)

~2
· x · ψF (2.35)
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bzw.
d2ψF
dx2

= γ3 · x · ψF (2.36)

unter Einführung der Konstanten

γ =

(
2m · V ′(0)

~2

)1/3

. (2.37)

Durch eine Umskalierung der Form

z = γ · x

kann die Gleichung (2.36) in

d2ψF
dz2

= z · ψF (2.38)

überführt werden. Die durch (2.38) gegebene Di�erentialgleichung ist zuweilen
auch als �Airysche Di�erentialgleichung� bekannt. Ihre Lösung ist durch die
Superposition der beiden so genannten �Airy-Funktionen� Ai(γ ·x) und Bi(γ ·x),
d.h. also

ψF (x) = a ·Ai(γ · x) + b · Bi(γ · x) (2.39)

mit entsprechenden Konstanten a, b ∈ C, gegeben. Hierbei sind Ai(z) und Bi(z)
über die beiden Parameterintegrale

Ai(z) =
1

π
·
∫ ∞

0

cos

(
u3

3
+ u · z

)
· du (2.40)

und

Bi(z) =
1

π
·
∫ ∞

0

[
exp

(
−u

3

3
+ u · z

)
+ sin

(
u3

3
+ u · z

)]
· du (2.41)

de�niert. Die beiden Airy-Funktionen sind in Abbildung 4 dargestellt.

Die in (2.39) angegebene Flickwellenfunktion - die nach obiger Konstruktion
eine Näherungslösung der zeitunabhängigen Schrödingergleichung in der Um-
gebung des klassischen Umkehrpunktes darstellt - muss nun noch an die links-
und rechtsseitigen Überlappregionen der WKB-Wellenfunktion aus (2.33) ange-
schlossen werden. Dies ist nachfolgend graphisch in Abbildung 5 dargestellt.

Für den Anschluss wird von der Grundannahme ausgegangen, dass der Abstand
der Überlappregionen zum Umkehrpunkt zum einen so gering ist, dass die Li-
nearisierung des Potentials in dieser Umgebung als gerechtfertigt angenommen
werden kann, zum anderen aber so groÿ ist, dass die aus der WKB-Näherung re-
sultierende Wellenfunktion sinnvoll ist. Insbesondere rechtfertigt diese Betrach-
tungsweise die Reduktion der Airy-Funktionen auf ihre asymptotischen Formen.

Für den Fall z = γ · x � 0 reduzieren sich die beiden Airy-Funktionen hier-
bei wie folgt:

Ai(z) ∼ 1

2 ·
√
π · z1/4

· exp

(
−2

3
· z3/2

)
(2.42)
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Abbildung 4: Darstellung der beiden Airy-Funktionen Ai(x) und Bi(x). Dar-
gestellt sind des Weiteren auch ±M(x) = ±

√
Ai(x)2 + Bi(x)2 .

Die Graphik ist [Fun16] entnommen.

und

Bi(z) ∼ 1√
π · z1/4

· exp

(
2

3
· z3/2

)
. (2.43)

Für den Fall z = γ · x� 0 gilt hingegen:

Ai(z) ∼ 1√
π · (−z)1/4

· sin
(

2

3
· (−z)3/2 +

π

4

)
(2.44)

und

Bi(z) ∼ 1√
π · (−z)1/4

· cos

(
2

3
· (−z)3/2 +

π

4

)
. (2.45)

Der in (2.23) eingeführte klassische Impuls nimmt in den Überlappregionen (mit
der angenommenen Gültigkeit der Linearisierung des Potentials) die folgende
Form an

p ∼= ~ · γ3/2 ·
√
−x . (2.46)

Betrachtet werde nun zunächst die Überlappregion 2, d.h. also die Region rechts-
seitig vom Umkehrpunkt. Das in der WKB-Wellenfunktion in (2.33) benötigte
Integral im Argument der Exponentialfunktion kann mithilfe der in (2.46) an-
gegebenen Impulsbeziehung ausgewertet werden. Man erhält somit∫ x

0

|p(x′)| · dx′ ∼= ~ · γ3/2 ·
∫ x

0

√
x′ · dx′ =

2

3
· ~ · (γ · x)2/3, (2.47)
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Abbildung 5: Darstellung des zu �ickenden Grenzbereichs zwischen den bei-
den links- und rechtsseitigen Überlappregionen. Die Graphik ist
aus [Gri12] übernommen.

sodass die WKB-Wellenfunktion in diesem Bereich die folgende Form annimmt:

ψ ∼=
W√

~ · γ3/4 · x1/4
· e− 2

3 (γ·x)3/2 . (2.48)

Die Flickwellenfunktion in der zweiten Überlappregion ist - unter Ausnutzung
der asymptotischen Form der Airy-Funktionen im Grenzfall γ ·x� 0 - gegeben
durch

ψF ∼=
a

2 ·
√
π · (γ · x)1/4

· e− 2
3 (γ·x)3/2 +

b√
π · (γ · x)1/4

· e 2
3 (γ·x)3/2 . (2.49)

Der Vergleich von (2.49) mit (2.48) liefert somit die beiden Bedingungen

b = 0 (2.50)

und

a = 2 ·
√

π

γ · ~
·W. (2.51)

Das Verfahren kann in analoger Herangehensweise zum obigen Vorgehen auch
für die Überlappregion 1 wiederholt werden7 und liefert für diese die beiden
Bedingungen

S = −i · ei·π4 ·W (2.52)

und
T = i · e−i·π4 ·W. (2.53)

Die Gleichungen (2.50) - (2.53) heiÿen �Verbindungsgleichungen�. Mit ihrer Hilfe

7Hierbei muss jedoch darauf geachtet werden, dass in der Überlappregion 1 die asympto-
tische Form der Airy-Funktionen für den Fall z = γ · x� 0 genutzt wird
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kann die WKB-Wellenfunktion aus (2.33) nun für aufwärts gerichtete Potentiale
in folgende Gestalt gebracht werden

ψ(x) =


2W√
p(x)

· sin
[

1
~ ·
∫ x2

x
p(x′) · dx′ + π

4

]
, falls x < x2

W√
|p(x)|

· e−
1
~ ·

∫ x
x2

dx′·|p(x′)|
, , falls x > x2

(2.54)

wobei an dieser Stelle alle Konstanten durch die Normierungskonstante W aus-
gedrückt worden sind und der klassische Umkehrpunkt vom Ursprung weg hin
zu einer beliebigen Stelle x2 verschoben wurde.

Für das im Rahmen dieser Arbeit zu untersuchende Pöschl-Teller-Potential ist
die Betrachtung eines aufwärts gerichteten Potentials alleine jedoch nicht aus-
reichend, da die Muldenform des Potentials auch die Diskussion eines abwärts
gerichteten Potentials erfordert. Analog zum oben getätigten Vorgehen ergibt
sich die WKB-Wellenfunktion für abwärts geneigte Potentiale mit dem Umkehr-
punkt an der Stelle x1 und der Normierungskonstanten W' zu

ψ(x) =


W ′√
|p(x)|

· e− 1
~ ·

∫ x1
x

dx′·|p(x′)|, , falls x < x1

− 2W ′√
p(x)

· sin
[
− 1

~ ·
∫ x
x1
p(x′) · dx′ − π

4

]
. , falls x > x1

(2.55)

In der Region zwischen den beiden Umkehrpunkten, d.h. x1 < x < x2, müssen
die durch (2.54) und (2.55) angegebenen Wellenfunktionen identisch und damit
die Argumente der Sinusfunktionen (bis auf Vielfache von π8) übereinstimmen.
Mit ζ = 1, 2, .. ∈ N+ = {1; 2; 3; ...} ergibt sich9

1

~
·
∫ x2

x

p(x′) · dx′ + π

4
= −1

~
·
∫ x

x1

p(x′) · dx′ − π

4
+ ζ · π (2.56)

bzw. ∫ x2

x1

p(x′) · dx′ =

(
ζ − 1

2

)
· π~ =

(
n+

1

2

)
· π~, (2.57)

unter Einführung von n = 0, 1, 2, .. ∈ N = {0; 1; 2; ...}.

Die in (2.57) aufgeführte wichtige Beziehung ist in der Literatur hinlänglich
als �Bohr-Sommerfeld'sche Quantisierungsbedingung� bekannt. Dieses Ergebnis
ist äuÿerst weitreichend für die Quantenmechanik, da es erlaubt, genäherte Lö-
sungen der stationären, eindimensionalen Schrödingergleichung (im obigen Fall
für Potentialmulden) zu ermitteln, ohne die Schrödingergleichung explizit lösen
zu müssen.

8Es reicht hier, dass die Argumente der Sinusfunktionen modulo π identisch sind, da jegliche
Vorzeichen durch die Normierungsfaktoren ausgedrückt werden können.

9Der Fall ζ = 0 wurde hier ausgelassen, da dieser nur einen einzigen Umkehrpunkt zur
Folge hätte.
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2.4 Supersymmetrische Quantenmechanik

2.4.1 Grundlagen der Supersymmetrie

Mithilfe der in den 1970er Jahren gefundenen Theorie der so genannten Su-
persymmetrie (SUSY) werden Umwandlungen fermionischer (d.h. Systeme mit
halbzahligem Spin) in bosonische Systeme (Systeme mit ganzzahligem Spin) und
umgekehrt beschrieben. Formal werden diese Transformationen bewerkstelligt
durch den so genannten supersymmetrischen Transformationsoperator Q:

Q |Boson〉 ∝ |Fermion〉 bzw. Q |Fermion〉 ∝ |Boson〉 . (2.58)

Hierbei stellt die Energie bei jeder durch Q vermittelten Umwandlung eine Er-
haltungsgröÿe dar.

Die Supersymmetrie geht als Erweiterung aus dem Standardmodell der Teil-
chenphysik hervor, um konkreten Fragestellungen, die mit Blick auf die Ausfüh-
rungen des Standardmodells nicht zu beantworten sind (z.B. die Konstituenten
der Dunklen Materie, die Gravitation etc.) auf den Grund zu gehen. Da jedem
Teilchen des Standardmodells über den Tranformationsoperator Q ein super-
symmetrisches Partnerteilchen zugeordnet wird, existierten im Rahmen dieser
Theorie insgesamt etwas mehr als doppelt so viele Teilchen.

2.4.2 SUSY-Operatoren und SUSY-Algebra

Das einfachste supersymmetrische Modell muss - hier werden Wechselwirkun-
gen noch auÿer Acht gelassen - insgesamt zwei Teilchensorten enthalten. Hierbei
handelt es sich um die Bosonen (B) und die Fermionen (F). An dieser Stelle be-
zeichnet nB,F die (Besetzungs-) Zahl der Bosonen bzw. Fermionen und |nB〉
bzw. |nF 〉 den zugehörigen korrespondierenden Zustand.10 Die jeweiligen Beset-
zungszahlen können für die beiden Teilchensorten durch Erzeuger (b+ bzw. f+)
bzw. Vernichter (b− bzw. f−) erhöht und verringert werden, d.h.

b+ |nB〉 ∝ |nB + 1〉 und b− |nB〉 ∝ |nB − 1〉 (2.59)

bzw.

f+ |nF 〉 ∝ |nF + 1〉 und f− |nF 〉 ∝ |nF − 1〉 (2.60)

Die durch NB = b+b− bzw. NF = f+f− gegebenen hermiteschen Operatoren
bezeichnet man als Teilchenzahloperatoren, da sie die jeweiligen Teilchenzahlen
nB bzw. nF als zugehörigen Eigenwert besitzen. Da die Fermionen im Gegen-
satz zu den Bosonen jedoch dem Pauli-Prinzip gehorchen, ist die Fermionen-
Besetzungszahl in jedem Fall durch die Bedingung nF = 0, 1 eingeschränkt.
Man �ndet über die Beziehungen

f+ |0〉 = |1〉 , f− |1〉 = |0〉 und |2〉 = (f+)2 |0〉 = f− |0〉 = 0 (2.61)

eine mögliche Darstellung der Fermi-Erzeuger bzw. Vernichter im zweidimen-
sionalen Zustandsraum

10Es gelten an dieser Stelle nB = 0, 1, 2, ... und nF = 0, 1.



2 THEORETISCHE GRUNDLAGEN 16

f+ =

(
0 0
1 0

)
= (f−)†. (2.62)

Die einfachsten SUSY-Tranformationsoperatoren Q+ bzw. Q− aus (2.58) sind
bestimmt über die Beziehungen

Q+ |nB nF 〉 ∝ |nB − 1, nF + 1〉 (2.63)

bzw.

Q− |nB nF 〉 ∝ |nB + 1, nF − 1〉 . (2.64)

Die an dieser Stelle aufgeführten Produktzustände

|nB nF 〉 = |nB〉 |nF 〉 (2.65)

spannen den zugehörigen Zustandsraum des hier betrachteten einfachsten SUSY-
Modells auf. Für die in (2.63) und (2.64) aufgeführten Transformationsoperato-
ren scheint es daher an diesem Punkt sinnvoll

Q+ = b−f+ (2.66)

Q− = b+f− (2.67)

anzusetzen. Da die Transformationsoperatoren die Nilpotenz der Fermi-Erzeuger
bzw. Vernichter (2.61) erben, �ndet man mit

Q2
+ = Q2

− = 0 (2.68)

die für einen supersymmetrischen Hamiltonoperator HS zu geltende Beziehung

[HS , Q±] = HSQ± −Q±HS = 0. (2.69)

Dies kannt mithilfe eines Ansatzes der Form

HS = {Q1, Q2} = Q1Q2 +Q2Q1 (2.70)

bewerkstelligt werden. Die fehlende Hermitizität der Operatoren Q± kann je-
doch auch als Motivation für die Einführung der hermiteschen Operatoren

Q1 = Q+ +Q− (2.71)

Q2 = −i · (Q+ −Q−) (2.72)

genutzt werden. In diesem Fall reduziert sich HS auf

HS = Q2
1 = Q2

2 (2.73)

und es gelten

[HS , Qi] = 0 (2.74)
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und

{Qi, Qj} = 0. (2.75)

Die durch (2.74) und (2.75) gegebenen Beziehungen bestehend aus Kommuta-
toren und Antikommutatoren stehen für die einfachste Form der so genann-
ten Super-Liealgebra bzw. SUSY-Algebra. Sie stellt eine Erweiterung der nicht-
assoziativen Liealgebra dar, deren Generatoren hinsichtlich der multiplikativen
Verknüpfung zwischen ihnen lediglich den Kommutatorbeziehungen - nicht aber
den Antikommutatorbeziehungen - genügen.

2.4.3 Superpotentiale und die SWKB-Näherung

Man kann zeigen (hierfür sei an dieser Stelle z.B. auf [Sof97] verwiesen), dass
ein der SUSY-Algebra (also den in (2.74) und (2.75) angegebenen Relationen)
genügender supersymmetrischer Hamiltonoperator sich als 2× 2 Matrix

HS =
1

2
·
[
−~2

m
· d2

dx2
+W

2
]
· 1− ~√

m
· dW

dx
· σ

3

2
:=

(
H1 0
0 H2

)
(2.76)

mit

σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(2.77)

schreiben lässt. Hierbei bezeichnet W (x) das so genannte �Superpotential�. Es

besitzt die Dimension [Energie]
1
2 und ist daher nicht als potentielle Energie zu

verstehen. Für die beiden Hamiltonoperatoren gilt des Weiteren

H1
2

= − ~2

2m
· d2

dx2
+ V1

2
(x) (2.78)

mit

V1
2

=
1

2
·
[
W

2 ∓ ~√
m
·W ′

]
. (2.79)

Die beiden Potentiale V1 und V2 heiÿen Partnerpotentiale. Die korrespondie-
renden Hamiltonoperatoren H1 und H2 besitzen, bis auf den Grundzustand,
identische nicht-negative Energieeigenwerte - die Energiespektren sind folglich
(bis auf den Grundzustand) gleich. Sofern der Grundzustand für H1 oder H2 bei
E = 0 liegt, spricht man von �exakter Supersymmetrie�.11 Existiert jedoch kein
Zustand mit E = 0 und liegt der Grundzustand (zweifach entartet vorliegend)
bei E > 0, so spricht man von �gebrochener Supersymmetrie�. De�niert man
nun

W (x) :=
W (x)√

2
, (2.80)

so nimmt (2.79) folgende Gestalt an

11Man kann zeigen, dass sofern ein Grundzustand existiert, dieser nicht entartet sein darf.
Nachfolgend soll bei vorliegender Exaktheit der Supersymmetrie stets der Operator H1 den
Grundzustand bei E = 0 besitzen.
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V1
2

= W 2 ∓ ~√
2m
·W ′. (2.81)

Aus der in (2.57) angegebenen Bohr-Sommerfeld'schen-Quantisierungsbedingung
der WKB-Näherung kann mithilfe der hier dargelegten supersymmetrischen Be-
trachtungen (insbesondere mithilfe der Gleichungen 2.79) und 2.81)) unter Nut-
zung des Potentials V1 auch folgende Relation∫ b

a

√
2m ·

[
E

(1)
n −W 2 +

~√
2m

W ′
]
· dx =

(
n+

1

2

)
π~ (2.82)

abgeleitet werden.12 Entwickelt man nun die im linken Ausdruck stehende Wur-
zel nach Potenzen von ~ bis ins lineare Glied, also

√
E

(1)
n −W 2 +

~√
2m

W ′ · dx =

√
E

(1)
n −W 2 +

~ ·W ′

2 ·
√

(E
(1)
n −W 2) · 2m

+ ...,

(2.83)
so erhält man aus (2.82)

∫ b

a

√[
E

(1)
n −W 2 +

~√
2m

W ′
]
· dx

=

∫ b

a

√
E

(1)
n −W 2 · dx+

~
2 ·
√

2m
·
∫ b

a

W ′√
E

(1)
n −W 2

· dx+ ...

=
1√
2m
·
(
n+

1

2

)
π~ =

nπ~√
2m

+
π · ~

2 ·
√

2m
(2.84)

Die Integralgrenzen a und b kennzeichnen hierbei die beiden klassischen Um-
kehrpunkte, für die

W 2(a) = W 2(b) = E(1)
n (2.85)

bzw.

−W (a) = W (b) =

√
E

(1)
n (2.86)

gilt.13

Das Integral

12An dieser Stelle meint E(1)
n das dem Hamiltonoperator H1 zugehörige Energiespektrum.

13Diese Folgerung (insbesondere die des Vorzeichens) ist an dieser Stelle auÿerordentlich
nicht-trivial, jedoch im Zuge dieser Herleitung von dringender Nötigkeit. Man kann zeigen
(siehe hierfür bspw. [Sof97]), dass die SUSY nur dann exakt wird, wenn das Superpotential im
links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert x→ ±∞ und damit auch bei den beiden Umkehrpunkten
einen Vorzeichenwechsel durchführt.
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J =
~

2 ·
√

2m
·
∫ b

a

W ′√
E

(1)
n −W 2

· dx (2.87)

=
~

2 ·
√

2m
· arcsin

W (x)√
E

(1)
n

∣∣∣∣∣∣
b

a

(2.88)

liefert mit der in (2.86) aufgeführten Beziehung

J =
π · ~

2 ·
√

2m
, (2.89)

sodass sich (2.84) damit schlussendlich wie folgt schreiben lässt∫ b

a

√
2m · [E(1)

n −W 2(x)] · dx = nπ~ . (2.90)

Die in (2.90) aufgeführte Beziehung ist in der Literatur auch als supersymme-
trische WKB-Näherung (kurz: SWKB-Näherung) bekannt. Die hier aufgeführte
Herleitung (für das Potential V1) fand an dieser Stelle unter der Prämisse statt,
dass die SUSY exakt vorliegend ist. Für das Potential V2 erhält man analog
zum obigen Vorgehen für V1 (ebenfalls unter Voraussetzung exakt vorliegender
Supersymmetrie) entsprechend∫ b

a

√
2m · [E(2)

n −W 2(x)] · dx = (n+ 1)π~. (2.91)

Unter Achtung von (2.90) und (2.91) können nun einige wesentliche Eigenschaf-
ten der SWKB-Methode festgehalten werden. Für den Fall n = 0 folgt aus
(2.90) a = b, sodass sich aus (2.86) die Folgerung E(1)

0 = 0 ergibt. Insbesondere
liefert die SWKB-Methode an dieser Stelle im Gegensatz zur WKB-Methode
damit - nach Konstruktion - die exakte Grundzustandsenergie. Da die SWKB-
Näherung wie auch schon die WKB-Näherung mit steigenden Quantenzahlen n
besser werdende Energieeigenwerte liefert, erwartet man für die SWKB-Methode
im Gegensatz zur WKB-Methode insgesamt bessere Ergebnisse.

Tatsächlich kann man sogar zeigen, dass die SWKB-Methode für die Klasse der
so genannten �forminvarianten Potentiale� das exakte Energiespektrum repro-
duziert. Hierbei meint die Forminvarianz zweier Potentiale, dass sich die beiden
Partnerpotentiale V1 und V2 durch einfache Translation der Form

V1(x;α1) = V2(x;α2) +R(α1) (2.92)

ineinander überführen lassen, wobei die Translation an dieser Stelle durch die
Bedingung

α2 = α1 + c mit c ∈ R (2.93)

zusätzlich eingeschränkt ist.
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3 Hauptteil

3.1 Exakte Lösung des Pöschl-Teller-Potentials

3.1.1 Ermittlung der Form der Wellenfunktionen

Das Pöschl-Teller-Potential stellt - wie eingangs im Rahmen der Einleitung be-
reits ausgeführt - eines der wenigen Potentiale dar, für die die eindimensiona-
le stationäre Schrödingergleichung analytisch exakt gelöst werden kann. Hier-
bei geht aus der in (1.2) gegebenen Schrödingergleichung mit dem eingesetzten
Pöschl-Teller-Potential aus (1.3) die folgende zu lösende homogene, lineare Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung hervor:

Ĥψ =

[
− ~2

2m
· d2

dx2
− A

cosh2(x% )

]
ψ = Eψ. (3.1)

Hierbei erweist es sich - wie im weiteren Verlauf der Lösung ersichtlich werden
wird - als hilfreich, mit λ < 0, die folgenden De�nitionen einzuführen:

~2 · α2

2m
· λ · (λ− 1) := A⇒ λ =

1

2
−
√

1

4
+

2mA

~2α2
(3.2)

1

α
:= % (3.3)

sowie

k2 :=
2mE

~2
. (3.4)

Unter Achtung der in (3.2) - (3.4) eingeführten Beziehungen geht aus der in
(3.1) angegebenen Gleichung damit

d2ψ

dx2
+

[
α2 · λ · (λ− 1)

cosh2(α · x)
+ k2

]
· ψ = 0 (3.5)

als zu lösende Di�erentialgleichung hervor.

Es bietet sich an dieser Stelle an, eine Substitution der Form

y := − sinh2(α · x) = 1− cosh2(α · x)⇔ cosh2(α · x) = 1− y (3.6)

durchzuführen.

Zu beachten ist damit aber auch, dass die Di�erentiation der Wellenfunktion
ψ an die Substitution angepasst werden muss. Zu nutzen ist hierfür die Ketten-
regel. Für die erste Ableitung von ψ ergibt sich damit

dψ

dx
=

dψ

dy
· dy

dx
. (3.7)

Für die zweite Ableitung folgt

d2ψ

dx2
=

d

dx

(
dψ

dx

)
(3.7)
=

d

dx

(
dψ

dy
· dy

dx

)
=

d2ψ

dy2
·
(

dy

dx

)2

+
dψ

dy
· d2y

dx2
. (3.8)
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Mit den in (3.7) und (3.8) angegebenen Ableitungen der Wellenfunktion ψ folgt
aus der Schrödingergleichung (3.5) unter Nutzung der in (3.6) angegebenen Sub-
stitution nun die Beziehung

d2ψ

dy2
·
(

dy

dx

)2

+
dψ

dy
· d2y

dx2
+

[
α2 · λ · (λ− 1)

1− y
+ k2

]
· ψ = 0. (3.9)

Die nachfolgenden hyperbolischen Identitäten achtend,

1 = cosh2(x)− sinh2(x) (3.10)

sinh(x+ y) = sinh(x) · cosh(y) + sinh(y) · cosh(x) (3.11)

cosh(x+ y) = cosh(x) · cosh(y) + sinh(x) · sinh(y) (3.12)

können die in (3.9) angegebenen Ableitungen von y durch

dy

dx
= − d

dx
sinh2(α · x)

= − 2 · cosh(α · x) · sinh(α · x) · α
= −α · sinh(2 · α · x) (3.13)

bzw.

d2y

dx2
= − d2

dx2
sinh2(α · x)

(3.13)
= − d

dx
[α · sinh(2 · α · x)] (3.14)

= − 2 · α2 · cosh(2 · α · x) (3.15)

ersetzt werden, sodass - nach Division von α2 - die folgende Di�erentialgleichung
zu lösen bleibt:

sinh2(2 · α · x) · ψ′′ − 2 · cosh(2 · α · x) · ψ′ +
[
λ · (λ− 1)

1− y
+
k2

α2

]
· ψ = 0. (3.16)

Nun gilt weiter

y · (1− y) = − cosh2(α · x) · sinh2(α · x)

(3.11)
= −1

4
· sinh2(2α · x) (3.17)

sowie

y − 1

2
= sinh2(α · x)− 1

2
(3.18)

(3.10)
=

1

2
− cosh2(α · x)

(3.12)
=

1

2
−
[
cosh(2 · α · x)− sinh2(α · x)

]
=

1

2
+ sinh2(α · x)− cosh(2 · α · x)

= −
(
y − 1

2

)
− cosh(2 · α · x) (3.19)
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und damit schlussendlich

y − 1

2
= −1

2
· cosh(2 · α · x). (3.20)

Mithilfe der beiden in (3.17) und (3.20) dargelegten Beziehungen kann (3.16)
nun folgendermaÿen umgeschrieben werden:

y · (1− y) · ψ′′(y) +

(
1

2
− y
)
· ψ′(y)−

[
λ · (λ− 1)

4 · (1− y)
+

k2

4α2

]
· ψ(y) = 0. (3.21)

Unter Einführung des Ansatzes

ψ(y) = (1− y)
λ
2 · v(y) (3.22)

geht mit ihren beiden Ableitungen

ψ′(y) = (1− y)
λ
2 · v′(y)− λ

2
· (1− y)

λ
2−1 · v(y) (3.23)

sowie

ψ′′(y) = (1−y)
λ
2 ·v′′(y)−λ·(1−y)

λ
2−1·v′(y)+

λ

2
·
(
λ

2
− 1

)
·(1−y)

λ
2−2·v(y) (3.24)

die Di�erentialgleichung

y · (1− y) · v′′ +
[

1

2
− (1 + λ) · y

]
· v′ − 1

4
·
(
λ2 +

k2

α2

)
· v = 0 (3.25)

aus (3.21) hervor.

Durch die Einführung der Abkürzungen

a :=
1

2
·
(
λ− i · k

α

)
(3.26)

und

b :=
1

2
·
(
λ+ i · k

α

)
(3.27)

sowie

c :=
1

2
(3.28)

kann hierbei (3.25) als hypergeometrische Di�erentialgleichung

y · (1− y) · v′′ + {c− (a+ b+ 1) · y} · v′ − a · b · v = 0 (3.29)

identi�ziert werden. Für sie existiert wegen der in (3.28) angegebenen Beziehung
c = 1

2 /∈ Z eine analytische Lösung.
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Da nun aufgrund der in (3.6) eingeführten De�nition von y ihr De�nitions-
bereich in jedem Fall durch −∞ < y = − sinh2(α · x) ≤ 0 eingeschränkt ist, ist
an dieser Stelle auch nur die in (2.17) angegebene Lösung der Di�erentialglei-
chung um die Singularität an der Stelle y = 0 von wesentlicher Bedeutung. Mit
der in (3.28) angegebenen De�nition von c reduziert sich die allgemeine Lösung
von (3.29) damit wie folgt:

v(y) = A · 2F1

(
a, b;

1

2
; y

)
+B · y 1

2 · 2F1

(
1

2
+ a,

1

2
+ b;

3

2
; y

)
, (3.30)

wobei hierbei für die Konstanten A,B ∈ C gilt.

An dieser Stelle bietet es sich an, aus der Gesamtheit der Lösungen, die mit
(3.30) kompatibel sind, zwei Standardlösungen ψG(x) und ψU (x) zu wählen, die
ihrerseits gerade bzw. ungerade Funktionen von x darstellen. Mit der Wahl der
Konstanten zu A = 1 und B = 0 folgt aus (3.30) unter Achtung von (3.22) die
gerade Standardlösung

ψG(x) = coshλ(α · x) · 2F1

(
a, b;

1

2
;− sinh2(α · x)

)
. (3.31)

Die ungerade Standardlösung ergibt sich analog zum obigen Vorgehen durch die
Wahl der Konstanten zu A = 0 und B = i und lautet

ψU (x) = coshλ(α ·x) · sinh(α ·x) · 2F1

(
1

2
+ a,

1

2
+ b;

3

2
;− sinh2(α · x)

)
. (3.32)

3.1.2 Gebundene Zustände des Pöschl-Teller-Potentials

Für gegebene äuÿere Potentiale V sind neben der Form der die Schrödingerglei-
chung lösenden Wellenfunktionen ψ auch die Existenz möglicher gebundener
Zustände E < 0 von besonderem Interesse. Diese sollen nachfolgend für das
Pöschl-Teller-Potential näher untersucht werden. De�niert man

k = i · κ, (3.33)

so nimmt der in (3.4) eingeführte Energieterm folgende Gestalt an:

E = −~2κ2

2m
. (3.34)

Die in (3.26) und (3.27) eingeführten Ausdrücke für a und b werden damit reell
und lauten

a =
1

2
·
(
λ+

κ

α

)
(3.35)

sowie

b =
1

2
·
(
λ− κ

α

)
. (3.36)
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Die Suche nach den gebundenen Zuständen erfordert es, das asymptotische Ver-
halten der beiden in (3.31) und (3.32) angegebenen Standardlösungen im Grenz-
fall x→ −∞ zu untersuchen. Die beiden Hyperbelfunktionen reduzieren sich in
dieser Betrachtung damit wie folgt:

sinh(α · x) =
1

2
·
(
eα·x − e−α·x

) x→−∞−→ −1

2
· eα·|x| (3.37)

bzw.

cosh(α · x) =
1

2
·
(
eα·x + e−α·x

) x→−∞−→ +
1

2
· eα·|x|. (3.38)

Die hypergeometrische Funktion genügt der Identität

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c) · Γ(b− a)

Γ(b) · Γ(c− a)
· (−z)−a · 2F1

(
a, a− c+ 1; a− b+ 1;

1

z

)
+

Γ(c) · Γ(a− b)
Γ(a) · Γ(c− b)

· (−z)−b · 2F1

(
b, b− c+ 1; b− a+ 1;

1

z

)
,

(3.39)

die in der vorliegenden asymptotischen Betrachtung für |z| → ∞ mit

2F1(a, b; c; 0) = 1 (3.40)

die folgende Gestalt annimmt

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c) · Γ(b− a)

Γ(b) · Γ(c− a)
· (−z)−a +

Γ(c) · Γ(a− b)
Γ(a) · Γ(c− b)

· (−z)−b. (3.41)

Die beiden in (3.31) und (3.32) angegebenen Standardlösungen streben im be-
trachteten Grenzfall - unter Achtung der in (3.37), (3.38) und (3.41) aufgeführ-
ten Beziehungen - damit gegen

ψG(x)→ 2−λ · Γ
(

1

2

)
·
[

Γ(a− b) · 22b

Γ(a) · Γ( 1
2 − b)

· eκ·|x|

+
Γ(b− a) · 22a

Γ(b) · Γ( 1
2 − a)

· e−κ·|x|
]

(3.42)

sowie

ψU (x)→ ± 2−(λ+1) · Γ
(

3

2

)
·
[

Γ(a− b) · 22b+1

Γ(a+ 1
2 ) · Γ(1− b)

· eκ·|x|

+
Γ(b− a) · 22a+1

Γ(b+ 1
2 ) · Γ(1− a)

· e−κ·|x|
]
. (3.43)

Da die in (3.42) und (3.43) angegebenen Wellenfunktionen aber in jedem Fall
normierbar sein müssen und damit für die beiden Integrale∫

R
|ψG,U (x)|2 · dx = 1 <∞ (3.44)
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gelten muss, ist es an dieser Stelle zwingend nötig, dass die in (3.42) und (3.43)
angegebenen Terme ∝ e|κ|·x verschwinden. Da die Gammafunktion jedoch keine
Nullstellen aufweist, kann das Verschwinden der Terme lediglich durch ein di-
vergentes Verhalten der im Nenner aufgeführten Terme bewerkstelligt werden.
In diesem Zusammenhang sei daher nachfolgend in Abbildung 6 der graphische
Verlauf der reellen Gammafunktion dargestellt.

Abbildung 6: Darstellung des graphischen Verlaufs der reellen Gammafunk-
tion: Die Γ-Funktion verschwindet - wie dargestellt - für kein
x ∈ R, weist jedoch einfache Polstellen für alle nicht-positiven
ganzen Zahlen auf.

Mithilfe der Weierstraÿschen Darstellung der Gammafunktion14

1

Γ(x)
= x · eγ·x ·

∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)
· e− xn (3.45)

lassen sich die in Abbildung 6 dargestellten Polstellen der Gammafunktion ver-
stehen. O�ensichtlich folgt aus Gleichung (3.45) sofort, dass

1

Γ(x)
= 0⇔ x = 0 ∨ x = −n mit n ∈ N. (3.46)

Diese Feststellung ist für das weitere Vorgehen von entscheidender Bedeutung,
da die in (3.42) und (3.43) angegebenen Terme ∝ e|κ|·x damit nur dadurch
verschwinden können, dass die im Nenner aufgeführten Gammafunktionen Pol-
stellen aufweisen und ihre reellen Argumente nach (3.46) negativ ganzzahlig

14Hierbei bezeichnet γ = limn→∞
(
(1 + 1

2
+ 1

3
+ ...+ 1

n
)− log(n)

)
die so genannte Euler-

sche Konstante.
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werden bzw. verschwinden.15

Für die eigentliche Bestimmung der Energieeigenwerte ist es nun noch von Be-
deutung, für die beiden in (3.42) und (3.43) aufgeführten Standardlösungen,
die Gammafunktionen zu identi�zieren, die tatsächlich Polstellen aufweisen und
damit das Verschwinden der Terme ∝ e|κ|·x bewerkstelligen. Da nun - wie in
(3.2) de�niert - der Parameter λ in jedem Fall negativ vorliegend ist, folgt - un-
ter zusätzlicher Achtung der Tatsache, dass wegen (3.34) κ selbst stets positiv
vorliegt -, dass

b =
1

2
·

(
<0

λ −
>0
κ

α

)
(3.47)

in jedem Fall negativ ist. Damit sind jedoch die beiden Terme 1
2 − b für die

asymptotische Form der geraden bzw. 1 − b für die asymptotische Form der
ungeraden Standardlösung aus (3.42) bzw. (3.43) selbst stets positiv. Demnach
können nur die beiden jeweils anderen im Nenner verbleibenden Gammafunk-
tionen der beiden Standardlösungen tatsächlich Polstellen aufweisen.

Aus der geraden Standardlösung (3.31) folgt mit der in (3.35) angegebenen
De�nition von a für gerade Eigenzustände mit der sich aus (3.42) ergebenden
Forderung der Ganzzahligkeit von a damit die Beziehung

a =
1

2
·
(
λ+

κ

α

)
= −n⇔ κ = −α · (2n+ λ) (3.48)

Analog dazu erhält man aus der ungeraden Standardlösung (3.32) für die unge-
raden Eigenzustände die Beziehung

a+
1

2
=

1

2
·
(
λ+

κ

α

)
+

1

2
= −n⇔ κ = −α · (2n+ 1 + λ). (3.49)

Mit dem in (3.34) angegebenen Zusammenhang folgen damit sofort die sich
hieraus ergebenden Energieterme, wobei hierbei zusätzlich (3.48) und (3.49)
wie folgt zusammengefasst werden können:

En = −~2κ2

2m
= −~2α2

2m
· (λ+ n)2 mit 0 ≤ n < −λ (3.50)

bzw. unter Achtung der in (3.2) und (3.3) angegebenen Substitutionsvorschriften

En = − ~2

2m%2
·

[√
2mA%2

~2
+

1

4
−
(
n+

1

2

)]2

. (3.51)

Mithilfe der in (3.2) angegebenen De�nition von λ kann die in (3.50) angegebene
obere Schranke für n auch folgendermaÿen geschrieben werden:

0 ≤ n < −1

2
+

√
1

4
+

2mA%2

~2
. (3.52)

Hierbei ist an dieser Stelle die wichtige Erkenntnis festzuhalten, dass aus den

15Da im Rahmen dieser Arbeit N = {0; 1; 2; ...} insbesondere auch die 0 einschlieÿt, soll
nachfolgend mit n ∈ N der Fall n = 0 implizit eingeschlossen sein.
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in (3.50) und (3.52) angegebenen Beziehungen folgt, dass das Pöschl-Teller-
Potential nur eine endliche Anzahl von gebundenen Zuständen aufweist, wobei
die obere Schranke noben o�ensichtlich von den Potentialparametern A und %
sowie der Teilchenmassem abhängt. Hierbei begünstigen besonders groÿe Poten-
tialtiefen A bzw. besonders langreichweitige Wechselwirkungen (stellvertretend
repräsentiert durch entsprechend groÿe Werte von %) eine gröÿere Anzahl von
gebundenen Zuständen im Potential. Wegen 3.52 ist des Weiteren festzuhalten,
dass - völlig unabhängig davon, wie klein die Muldentiefe A gewählt wird - stets
mindestens ein gebundener Zustand (n = 0) existiert.

Der Vollständigkeit halber seien hier des Weiteren auch die den Zuständen zu-
gehörigen Wellenfunktionen aufgeführt. Wegen der in (3.48) und (3.49) angege-
benen Beziehungen reduzieren sich die gerade und die ungerade Standardlösung
ihrerseits auf Polynome. Mit

b =
1

2
·
(
λ− κ

α

)
= −a+ λ (3.53)

und der für die hypergeometrische Funktion für a = −n - mit n ∈ N - geltenden
Beziehung

2F1(a = −n, b; c; z) =

n∑
j=0

(−1)j ·
(
n

j

)
· (b)j

(c)j
· zj (3.54)

nimmt die gerade Standardlösung aus (3.31) damit im Allgemeinen die folgende
Form an:

ψ(G)
n (x) = coshλ(α · x) · 2F1

(
−n, b = n+ λ;

1

2
;− sinh2(α · x)

)

= coshλ(α · x) ·
k∑
j=0

(−1)j ·
(
n

j

)
·

(n+ λ)j(
1
2

)
j

· sinh2j(α · x). (3.55)

Die ungerade Standardlösung reduziert sich in ähnlicher Art und Weise auf ein
Polynom, sofern a+ 1

2 = −n negativ ganzzahlig wird und lautet

ψ(U)
n (x) = coshλ(α · x) · sinh(α · x) · 2F1

(
−n, b = n+ λ+ 1;

3

2
;− sinh2(α · x)

)

= coshλ(α · x) ·
n∑
j=0

(−1)j ·
(
n

j

)
·

(n+ λ+ 1)j(
1
2 + 1

)
j

· sinh2j+1(α · x). (3.56)

Tatsächlich verhalten sich die durch (3.54) gegebenen Polynome proportional
zu den so genannten �Jacobi-Polynomen�

Pα,βn (y) =
(α+ 1)n

n!
· 2F1

(
−n, c+ β + n; c;

1

2
· (1− y)

)
. (3.57)

Sie gehen als Verallgemeinerung aus den Legendre-Polynomen hervor. Man kann
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zeigen (hierfür sei beispielsweise auf [Wil03] verwiesen), dass sich mit

ΛN = −N − λ = −(N + λ) (3.58)

die Wellenfunktionen aus (3.56) und (3.56) dann mithilfe der Jacobi-Polynome
auch zusammenfassend wie folgt schreiben lassen:

ψN (x) = 2N ·N ! · (−1)N · coshN+λ(α · x) · PΛN ,ΛN
N (tanh(α · x)). (3.59)

3.2 Die WKB-Näherung des Pöschl-Teller-Potentials

In diesem Kapitel soll die in Kapitel 2.3 vorgestellte WKB-Näherung auf das
Pöschl-Teller-Potential angewandt werden, um die sich aus dem Näherungsver-
fahren ergebenden Energien der gebundenen Zustände mit den im vorangehen-
den Kapitel berechneten exakten Energien vergleichen und damit die Güte der
WKB-Näherung im Hinblick auf die Anwendung auf das Pöschl-Teller-Potential
beurteilen zu können. Zu lösen ist im Folgenden also das Integral

I :=

∫ x2

x1

p(x) · dx

=

∫ x2

x1

√√√√2m ·

(
E +

A

cosh2(x% )

)
· dx

=

(
n+

1

2

)
· π~, (3.60)

wobei die in (2.56) eingeführten klassischen Umkehrpunkte x1 und x2 sich hier-
bei mit dem Pöschl-Teller-Potential V (x) aus Gleichung (1.3) über die Bedin-
gung

E = V (x1,2) = − A

cosh2(
x1,2

% )
(3.61)

zu

x1,2 = % · arcosh

(
±
√
−A
E

)
(3.62)

ergeben.

Die Auswertung des in der Bohr-Sommerfeld'schen-Quantisierungsbedingung
(3.60) gegebenen Integrals kann nun dadurch erfolgen, dass zunächst das Inte-
gral des nach der Energie di�erenzierten Integranden, d.h. also
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dI

dE
=

d

dE

∫ x2

x1

p(x) · dx =

∫ x2

x1

dp(x)

dE
· dx

=

∫ x2

x1

d

dE


√√√√2m ·

(
E +

A

cosh2(x% )

)  · dx
=

∫ x2

x1

m√
2m ·

(
E + A

cosh2( x% )

) · dx (3.63)

berechnet wird.

An dieser Stelle eignet sich eine Substitution der Form

u := sinh

(
x

%

)
⇒ dx =

% · du

cosh
(
x
%

) , (3.64)

um damit (3.63) mithilfe des hyperbolischen Pythagoras

cosh2

(
x

%

)
= 1 + sinh2

(
x

%

)
⇒ cosh

(
x

%

)
=
√

1 + u2 (3.65)

in folgende Form zu bringen:

dI

dE
=

∫ x2

x1

m · dx√
2m ·

(
E + A

cosh2( x% )

) =

∫ u(x2)

u(x1)

m · % · du√
2m · (1 + u2) · (E + A

1+u2 )

=
m · %√
−2mE

·
∫ u(x2)

u(x1)

du√
−
(
1 + u2 + A

E

)
=

m · %√
−2mE

·
∫ u(x2)

u(x1)

−i · du√(
1 + A

E

)
·
(

1 + u2

1+A
E

) (3.66)

Hierbei wurde an dieser Stelle beachtet, dass nach gebundenen Zuständen - d.h.
E < 0 - gesucht wird und damit der Ausdruck

√
−2mE insbesondere reell wird.

Mithilfe einer weiteren Substitution der Form

ν =
u√

1 + A
E

⇒ du =

√
1 +

A

E
· dν (3.67)
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kann (3.66) auf folgendes Integral reduziert werden:

dI

dE
= − m · % · i√

−2mE
·
∫ ν(u(x2))

ν(u(x1))

dν√
1 + ν2

=
m · %√
−2mE

· arsinh(ν)

i

∣∣∣∣ν(u(x2))

ν(u(x1))

. (3.68)

Die nun nötigen substituierten Umkehrpunkte ν(u(x1)) und ν(u(x2)) folgen
durch Anwendung der in (3.64) und (3.67) angegebenen Substitutionsvorschrif-
ten auf die ursprünglichen klassischen Umkehrpunkte x1 und x2 und liefern

ν(u(x1)) = −ν(u(x2)) = −i, (3.69)

sodass sich (3.68) mit

arsinh(± i) = ± i · π
2

(3.70)

schlussendlich auf
dI

dE
=

m · %√
−2mE

· π (3.71)

reduziert.

Der in (3.71) angegebene Ausdruck kann nun nach der Energie E integriert
werden und ergibt (mit der noch zu bestimmenden Integrationskonstante c ∈ R):

I(E) =

∫
dI

dE
· dE = −% · π ·

√
−2mE + c. (3.72)

Die Potentialmulde des Pöschl-Teller-Potentials soll - wie bis hierhin betrachtet
- symmetrisch um den Ursprung x = 0 liegen. Für die Tiefe des Potentials an
dieser Stelle gilt - wie in (2.3) und (2.4) beobachtet - dass sie durch den Poten-
tialparameter A festgelegt wird.

Tri�t nun an der Stelle x = 0 ein (freies) Teilchen der Energie E = V (0) = −A
auf die Potentialmulde, so würde an dieser Stelle ein kritischer Grenzfall ein-
tre�en, der bis hierhin nicht in die getätigten Ausführungen einbezogen wurde.
Die gesuchte Integrationskonstante c wird daher über die Bedingung

I(E = −A) = 0⇒ c = % · π ·
√

2mA (3.73)

festgelegt.

Die Bohr-Sommerfeld'sche Quantisierungsbedingung nimmt für das Pöschl-Teller-
Potential (unter Achtung von (3.60), (3.72) sowie (3.73)) damit die folgende
Form an:

I(E)

π
=
√

2m · % · (
√
A −

√
−E ) =

(
n+

1

2

)
· ~. (3.74)
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Für die Energien En der gebundenen Zustände erhält man aus (3.74) als WKB-
Näherung des Pöschl-Teller-Potentials mit n ∈ N damit

En = −

[
√
A −

(
n+ 1

2

)
~

√
2m · %

]2

= − ~2

2m%2
·

[√
2mA%2

~2
−
(
n+

1

2

)]2

. (3.75)

Wie schon für die exakte Lösung in Kapitel 3.1.2 diskutiert, muss nun auch hier
noch der Parameterbereich für n ermittelt werden, für den die WKB-Methode
sinnvoll anwendbar ist. Hierfür ist zu beachten, dass gebundene Zustände be-
trachtet werden, damit insbesondere also En < 0 für alle n ∈ N gelten muss.

Die in (3.75) angegebene Lösung verschwindet jedoch, sobald√
2mA%2

~2
= n+

1

2
⇔ n =

√
2mA%2

~2
− 1

2
(3.76)

gilt. Damit ist n o�ensichtlich durch den Parameterbereich

0 ≤ n <
√

2mA%2

~2
− 1

2
(3.77)

eingeschränkt. Insbesondere liefert die WKB-Näherung an dieser Stelle eben-
falls, dass nur eine beschränkte Anzahl von gebundenen Zuständen im Pöschl-
Teller-Potential existiert.

3.3 Vergleich der beiden Lösungen

Die exakte analytische Lösbarkeit des Pöschl-Teller-Potentials erlaubt es an die-
sem Punkt, die Güte der WKB-Näherung für das Pöschl-Teller-Potential be-
urteilen zu können. Aus Gründen der Übersichtlichkeit seien daher an dieser
Stelle nochmals die exakten Energien der gebundene Zustände im Pöschl-Teller-
Potential aus (3.51)

Eexakt
n = − ~2

2m%2
·

[√
2mA%2

~2
+

1

4
−
(
n+

1

2

)]2

(3.78)

sowie die sich aus der WKB-Methode ergebenden Energien aus (3.75)

EWKB
n = − ~2

2m%2
·

[√
2mA%2

~2
−
(
n+

1

2

)]2

(3.79)

angegeben.

O�ensichtlich unterscheiden sich hierbei die beiden Lösungen lediglich dadurch,
dass der in der exakten Lösung (3.78) auftretende Radikand um einen (oben
grau unterlegten) Summanden von 1

4 gröÿer ist als der in der WKB-Näherung
aufgeführte Radikand. Die WKB-Näherung sollte folglich hinreichend genaue
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Ergebnisse für die Energien der gebundenen Zustände liefern, sofern

2mA%2

~2
� 1

4
(3.80)

gilt.16

Dies soll an diesem Punkt auch nochmals graphisch näher untersucht werden.
Insbesondere sollen die beiden Potentialparameter A und % hinsichtlich ihrer
Bedeutung für die Genauigkeit der WKB-Methode untersucht werden. Zu die-
sem Zweck werden die Konstanten daher anfänglich zu ~ = 2m = % = 1 gewählt,
um hiermit den Ein�uss der Muldentiefe A auf die WKB-Näherung genauer be-
leuchten zu können. Durch die Wahl der Konstanten wie dargelegt vereinfachen
sich die in (3.78) und (3.79) aufgeführten Beziehungen wie folgt:

Eexakt
n = −

[√
A+

1

4
−
(
n+

1

2

)]2

(3.81)

und

EWKB
n = −

[√
A −

(
n+

1

2

)]2

. (3.82)

Da der in (3.81) angegebene zu quadrierende Ausdruck gröÿer als der in (3.82)
zu quadrierende Term ist, liegt - aufgrund des sich anschlieÿenden Vorzeichen-
wechsels - das WKB-Energiespektrum für beliebige Werte von A > 0 stets über
dem exakten Energiespektrum.

Die in (3.52) und (3.77) aufgeführten Parametereinschränkungen für n lauten
hier für den exakten Fall

0 ≤ nexakt < −
1

2
+

√
1

4
+A (3.83)

und für den genäherten Fall

0 ≤ nWKB < −
1

2
+
√
A . (3.84)

Interessant sind natürlich hierbei diejenigen Werte von A, für die hinreichend
viele gebundene Zustände (in der WKB-Näherung) existieren. Aus der Bezie-
hung

− 1

2
+
√
A ≥ 2⇒ A ≥ 25

4
= 6, 25 (3.85)

lässt sich abschätzen, dass hierbei zumindest A ≥ 25
4 gelten muss, damit die

WKB-Näherung gültige Aussagen für mindestens zwei gebundene Zustände
(n = 0, 1) machen kann. Dieser kleinstmögliche Wert von A soll daher an dieser
Stelle näher untersucht werden. Im Hinblick auf die exakte Form der oberen
Schranke (3.83) lässt sich festhalten, dass hierbei zwar tatsächlich drei gebun-
dene Zustände existieren, der dritte gebundene Zustand (n = 2) an dieser Stelle
wegen der fehlenden Quanti�zierung durch die WKB-Näherung jedoch nicht
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Abbildung 7: Vergleich zwischen dem exakten und dem durch die WKB-
Näherung bestimmten Energiespektrum des Pöschl-Teller-
Potentials für die Wahl von A = 25

4 . Die obere Grenze für n
beträgt hier 1.

Tabelle 1: Gegenüberstellung der exakten und genäherten Energien der gebun-
dene Zustände des Pöschl-Teller-Potentials für A = 25

4

Eexakt EWKB ∆E
n = 0 −4, 200 −4, 000 0, 200
n = 1 −1, 101 −1, 000 0, 101

weiter von Relevanz sein soll.

In Abbildung (7) ist das Energiespektrum des Pöschl-Teller-Potentials für den
eben vorgestellten Spezialfall A = 25

4 dargestellt. Das Spektrum des Potentials
ist natürlich diskreter Natur, an dieser Stelle jedoch aus Gründen der besse-
ren Darstellbarkeit kontinuierlich abgebildet, wobei die von Bedeutung seienden
diskreten Energiewerte explizit gekennzeichnet sind. Der Abbildung ist zu ent-
nehmen, dass die durch die WKB-Näherung gegebenen genäherten Energien der
gebundenen Zustände nur leicht nach oben hin17 von den exakten Energien ab-
weichen. Zu diesem Zweck sind die exakten und die sich aus der WKB-Näherung
ergebenden Energien sowie die auftretenden (absoluten) Abweichungen zwischen
diesen beiden Energiewerten in der nachfolgenden Tabelle 1 aufgeführt.

16Der Ein�uss des gültigen Parameterbereichs für n �ieÿt in diese erste Feststellung zunächst
noch nicht ein, wird aber nachfolgend ebenfalls untersucht werden.

17Dessen mathematische Ursachen wurden bereits zu Beginn dieser Seite diskutiert.
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Zu untersuchen ist nun auÿerdem, wie sich das Spektrum mit gröÿeren Werten
von A - d.h. entsprechend tieferen Potentialmulden - ändert. Zu diesem Zweck
werden nun noch die Fälle A = 10, 20, 28, 50 sowie A = 100 näher betrachtet.
Die oberen Schranken für n können mithilfe der in (3.83) und (3.84) angegebe-
nen Beziehungen für das exakte und das genäherte Energiespektrum berechnet
werden. Die sich daraus ergebenden maximalen Werte für n sind in der sich
anschlieÿenden Tabelle 2 angegeben.

Tabelle 2: Au�istung der oberen Schranken für n für verschiedene Werte der
Muldentiefe A

nexaktoben nWKB
oben

A = 10 2 2
A = 20 3 3
A = 28 4 4
A = 50 6 6
A = 100 9 9

Untersucht werden soll zunächst das in Abbildung (8) dargestellte Energiespek-
trum für den Fall A = 10.

Abbildung 8: Vergleich zwischen dem exakten und dem durch die WKB-
Näherung bestimmten Energiespektrum des Pöschl-Teller-
Potentials für die Wahl von A = 10. Die obere Grenze für n
beträgt hier n = 2.

Hierbei sind einige grundsätzliche Dinge festzustellen: Zum einen begünstigen
tiefere Potentialmulden die Existenz noch stärker gebundener Zustände - stell-



3 HAUPTTEIL 35

vertretend repräsentiert durch das Auftreten (betragsmäÿig) gröÿerer Energien
- und zum anderen wird - dadurch bedingt - die relative Abweichung zwischen
den mithilfe der WKB-Näherung ermittelten Energien und den exakten Ener-
gien (bei eben jenen besonders stark gebundenen Zuständen) deutlich geringer
und die absolute Abweichung zwischen den Energien mit steigender Quanten-
zahl n kleiner. Die Ursache für letztere Feststellung kann mithilfe der in (3.81)
und (3.82) angegebenen Beziehungen erklärt werden, da der einzige Unterschied
zwischen den beiden Ausdrücken - der Summand + 1

4 im Radikanden der exak-
ten Lösung - durch steigende Quantenzahlen n zunehmend vernachlässigbar
wird. Auch hier bietet es sich daher an, die auftretenden Energiewerte sowie
die sich hieraus ergebenden Abweichungen näher zu quanti�zieren. Diese sind
nachfolgend in Tabelle 3 nochmals aufgeführt. An diesem Punkt ist es mit

Tabelle 3: Gegenüberstellung der exakten und genäherten Energien der gebun-
dene Zustände des Pöschl-Teller-Potentials für A = 10

Eexakt EWKB ∆E
n = 0 −7, 298 −7, 088 0, 210
n = 1 −2, 895 −2, 763 0, 132
n = 2 −0, 492 −0, 439 0, 053

Blick auf die in den Tabellen 1 und 3 aufgeführten absoluten Abweichungen
zwischen den einzelnen Energiespektren sinnvoll, den prinzipiellen Verlauf der
absoluten Abweichung als Funktion von A bzw. der Quantenzahl n näher zu
betrachten. Hierbei folgt aus den in (3.81) und (3.82) angegebenen Beziehungen
ganz grundsätzlich

∆E(A,n) =
∣∣Eexakt

n − EWKB
n

∣∣ = 2 ·
(
n+

1

2

)
·

(
√
A −

√
A+

1

4

)
+

1

4

= −2n ·

(√
A+

1

4
−
√
A

)
+

(
√
A −

√
A+

1

4

)
+

1

4
, (3.86)

sodass die absolute Abweichung zwischen den beiden Spektren für n = 0 lokal
maximal wird und linear mit n abnimmt. Dies achtend soll an diesem Punkt
eine Abschätzung für die Tiefe der Potentialmulde ermittelt werden, ab der das
durch die WKB-Methode ermittelte Spektrum als hinreichend genau angesehen
werden kann. Da die auftretenden Energien aber nur bis auf beliebige Konstan-
ten de�niert sind (da das Potential seinerseits natürlich entlang der Energieachse
verschoben werden kann), erscheint eine Betrachtung der relativen Abweichun-
gen zunächst nur dann sinnvoll, wenn diese Verschiebung in den Betrachtungen
berücksichtigt wird. Die absolute Abweichung zwischen den beiden Spektren
wird dadurch nicht beein�usst, da der Ein�uss der Energieverschiebung addi-
tiv in beiden Energiespektren vorzu�nden ist. Sei nachfolgend also das Pöschl-
Teller-Potential - wie in Gleichung (1.3) de�niert um eine feste Konstante δE
entlang der Energieachse verschoben, gelte also für das Potential allgemein:

V (x) = − A

cosh2(x)
+ δE . (3.87)

.
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Diese additive Verschiebung wirkt sich wegen

Ĥψ(x) =

[
− ~2

2m
· d2

dx2
+ V (x)

]
ψ(x) (3.88)

=

[
− ~2

2m
· d2

dx2
− A

cosh2(x)
+ δE

]
ψ(x) = Eneu · ψ(x) (3.89)

ebenfalls additiv auf das ursprüngliche (exakte) Energiespektrum aus, sodass
die Energieeigenwerte (mit ~ = 2m = % = 1 wie gehabt) in diesem Fall durch

Eexakt
n = −

[√
A+

1

4
−
(
n+

1

2

)]2

+ δE (3.90)

gegeben sind. Die Bohr-Sommerfeldsche-Quantisierungsbedingung der WKB-
Näherung aus (2.57) nimmt unter Berücksichtigung der Energieverschiebung
des Potentials damit die folgende Form an:

I =

∫ x2

x1

√√√√2m ·

(
E − δE +

A

cosh2(x% )

)
· dx (3.91)

=:

∫ x2

x1

√√√√2m ·

(
Ẽ +

A

cosh2(x% )

)
· dx (3.92)

=

(
n+

1

2

)
· π~. (3.93)

Die WKB-Methode für das entlang der Energieachse verschobene Pöschl-Teller-
Potential kann also ebenfalls durch die in (3.75) angegebene Beziehung ausge-
drückt werden, nun jedoch mit dem Unterschied, dass hier eine Parameterver-
schiebung der Form E −→ Ẽ durchgeführt werden muss. Insbesondere liefert die
WKB-Näherung (mit entsprechend gewählten Potentialparametern wie bisher)
somit das Energiespektrum

EWKB
n = −

[√
A −

(
n+

1

2

)]2

+ δE . (3.94)

Die relative Abweichung zwischen den beiden Spektren (für n = 0) kann damit
also über die Beziehung

∆E(A,n = 0)

Eexakt
n=0 (A)

=

√
A −

√
A+ 1

4 + 1
4

δE −
(√

A+ 1
4 −

1
2

)2 (3.95)

angegeben werden. Für die hier beleuchtete Form des Pöschl-Teller-Potentials
aus (1.3) folgt mit δE = 0 somit

∆E(A,n = 0)

Eexakt
n=0 (A)

=

√
A −

√
A+ 1

4 + 1
4

−
(√

A+ 1
4 −

1
2

)2 < 1% = 0, 01 , (3.96)
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sodass die WKB-Näherung (sofern keine Energieverschiebung des Ausgangspo-
tentials vorliegt) für Muldentiefen A & 28 hinreichend genaue Werte liefern
sollte. An dieser Stelle wurde auÿerdem festgesetzt, dass die relative Abwei-
chung zwischen den Spektren (bei n = 0) unter 1% liegen soll.

Abschlieÿend sollen nun noch - für die ursprüngliche Form des Potentials, d.h.
δE = 0 - die in den Abbildungen 9 - 12 dargestellten Energiedi�erenzen zwischen
den beiden Spektren für die Fälle A = 20, A = 28, A = 50 sowie A = 100
explizit untersucht werden.18 Für den Fall A = 100 speziell sind - zwecks Ver-
anschaulichung der Güte der WKB-Näherung für besonders groÿe Muldentiefen
A - in Abbildung 13 zusätzlich die beiden sich ergebenden Energiespektren auf-
getragen.

Es zeigt sich an dieser Stelle ein für verschiedene Werte von A relativ charakte-
ristisches Verhalten der absoluten Abweichungsfunktion in Abhängigkeit von der
Hauptquantenzahl n. Unabhängig von der Wahl des Potentialparameters A ist
aufgrund des in (3.86) dargestellten Zusammenhanges die absolute Abweichung
zwischen den beiden Spektren für n = 0 lokal maximal, ehe die Abweichung
mit steigender Hauptquantenzahl n weiter abnimmt. Dieses Verhalten ist tat-
sächlich äuÿerst charakteristisch für semiklassische Näherungsmethoden, da die
auftretenden absoluten Abweichungen mit steigender Hauptquantenzahl n ge-
ringer und damit die Näherung besser wird.19

In Abbildung 13 speziell ist nochmals zwecks Veranschaulichung der Güte der
WKB-Näherung für besonders groÿe Werte der Muldentiefe A sowohl das exakte
als auch das durch die WKB-Näherung bestimmte Energiespektrum dargestellt.
Die beiden Energiespektren sind - im Rahmen der darstellbaren graphischen Ge-
nauigkeit - kaum noch voneinander zu trennen, was an dieser Stelle nochmals
die hervorragende Güte der WKB-Näherung unterstreicht.

18Da die einzelnen Energiespektren mitunter gar nicht bzw. nur noch sehr schlecht vonein-
ander zu trennen sind, sollen hier die absoluten Abweichungen für die oben genannten Werte
von A über einem geeigneten Maÿstab aufgetragen werden.

19Eine explizite Diskussion der Bedeutung des Potentialparameters % für die Güte der WKB-
Näherung erweist sich an dieser Stelle nicht als notwendig, natürlich begünstigen wegen (3.80)
groÿe Werte von % - wie auch schon für A - eine entsprechend hinreichend hohe Genauigkeit
des WKB-Spektrums.
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Abbildung 9: Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten
und dem durch die WKB-Näherung bestimmten Energiespek-
trum des Pöschl-Teller-Potentials für die Wahl von A = 20. Die
obere Grenze für n beträgt hier n = 3.

Abbildung 10: Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten
und dem durch die WKB-Näherung bestimmten Energiespek-
trum des Pöschl-Teller-Potentials für die Wahl von A = 28.
Die obere Grenze für n beträgt hier n = 4.
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Abbildung 11: Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten
und dem durch die WKB-Näherung bestimmten Energiespek-
trum des Pöschl-Teller-Potentials für die Wahl von A = 50.
Die obere Grenze für n beträgt hier n = 6.

Abbildung 12: Darstellung der absoluten Abweichung zwischen dem exakten
und dem durch die WKB-Näherung bestimmten Energiespek-
trum des Pöschl-Teller-Potentials für die Wahl von A = 100.
Die obere Grenze für n beträgt hier n = 9.
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Abbildung 13: Expliziter Vergleich zwischen dem exakten und dem durch
die WKB-Näherung bestimmten Energiespektrum des Pöschl-
Teller-Potentials für die Wahl von A = 100.

3.4 SWKB-Näherung der Pöschl-Teller-Potentials

Abschlieÿend soll an dieser Stelle - unter Achtung der in Kapitel 2.4.3 dargeleg-
ten Erkenntnisse und vor dem Hintergrund der in Gleichung (2.90) aufgeführ-
ten SWKB-Quantisierungsbedingung auch nochmals die SWKB-Näherung des
Pöschl-Teller-Potentials berechnet werden. Die in diesem Kapitel durchgeführte
explizite Berechnung der SWKB-Methode stützt sich hierbei weitestgehend auf
die in [Sof97] bzw. [Büy09] aufgeführten Ausführungen. Es ist also zunächst das
zu nutzende Superpotential zu bestimmen. Wählt man an dieser Stelle für das
Superpotential zum Beispiel

W = A · tanh(α · x), (3.97)

so ergeben sich die hieraus folgenden Partnerpotentiale V1 und V2 aus der in
(2.81) aufgeführten Beziehung unter zusätzlicher Achtung von

tanh2(α · x) = 1− 1

cosh2(α · x)
(3.98)

zu

V1
2

=

A2 −
A ·
(
A± ~·α√

2m

)
cosh2(α · x)

 = A ·

A−
(
A± ~·α√

2m

)
cosh2(α · x)

 . (3.99)

Wählt man nun

A =
~ · α√

2m
, (3.100)
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so folgt

V1 =
~2 · α2

2m
·
[
1− 2

cosh2(α · x)

]
=

~2 · α2

2m
− ~2 · α2

m
· 1

cosh2(α · x)

=: C − Ā

cosh2(α · x)
. (3.101)

und

V2 = A2 = const.. (3.102)

Insbesondere ist an dieser Stelle das Potential V1 aus (3.101) damit als (um
C ∈ R entlang der Vertikalen verschobenes) Pöschl-Teller-Potential zu identi-
�zieren, sodass es an dieser Stelle gerechtfertigt scheint, die SWKB-Näherung
für das durch (3.97) beschriebene Superpotential durchzuführen. Zu lösen ist im
Folgenden also das Integral

J =

∫ b

a

√
2m ·

[
En −A2 · tanh2(α · x)

]
· dx. (3.103)

Hierbei kann (3.103) mit einer Substitution der Form

y := tanh(α · x)⇒ dx = dy · cosh2(α · x)

α
(3.104)

in

J =

√
2m

α
·A ·

∫ y(b)

y(a)

√
En
A2
− y2 · cosh2(α · x) · dy

(3.98)
=

√
2m

α
·A ·

∫ y(b)

y(a)

√
En
A2
− y2 · 1

1− y2
· dy

=

√
2m

α
·A ·

∫ y(b)

y(a)

1

1− y2
·

√(√
En
A
− y
)
·
(
y +

√
En
A

)
· dy (3.105)

überführt werden. Die Integrationsgrenzen können über die in (2.86) aufgeführ-
ten Beziehung bestimmt werden. So gelten

y(a) = tanh(a) = tanh

(
artanh

(
−
√
En
A

))
= −
√
En
A

(3.106)

sowie

y(b) = tanh(b) = tanh

(
artanh

(√
En
A

))
=

√
En
A

. (3.107)

Das in (3.105) aufgeführte Integral kann an geeigneter Stelle20 nachgeschlagen
werden. Man �ndet hierfür unter Achtung der besonderen Form der Integral-
grenzen:

20Die Lösung des hier aufgeführten Integrals ist beispielsweise in [Büy09] angegeben.
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∫ b

a

1

1− y2
·
√

(b− y) · (y − a) ·dy =
π

2
·
[
2−

√
(1− a) · (1− b) −

√
(1 + a) · (1 + b)

]
.

(3.108)
Damit folgt dann:

J =

√
2m ·A · π

2 · α
·
[
2−

√
(1− y(a)) · (1− y(b)) −

√
(1 + y(a)) · (1 + y(b))

]

=

√
2m ·A · π

2 · α
·

[
2−

√
1− En

A2
−
√

1− En
A2

]

=

√
2m ·A · π

α
·

[
1−

√
1− En

A2

]
= n · π · ~ (3.109)

bzw.

En = A2 ·

[
1−

(
1− n~α√

2m ·A

)2
]
. (3.110)

Setzen wir nun den in (3.100) de�nierten Ausdruck für A ein, so folgt letzten
Endes:

ESWKB
n =

~2 · α2

2m
·
[
1− (1− n)

2
]

= −~2 · α2

2m
·
[
(1− n)

2 − 1
]
. (3.111)

Tatsächlich ist das hier angegebene Energiespektrum jedoch korrespondierend
zu dem in (3.101) angegebenen Potential. Dessen exaktes Energiespektrum ist
aufgrund der in (3.51) angegebenen Beziehung bekannt. Man �ndet so mit den
dort de�nierten Konstanten Ā = ~2·α2

m und C = Ā
2 :

Eexakt
n = −~2 · α2

2m
·

[√
2mĀ

~2 · α2
+

1

4
−
(
n+

1

2

)]2

+ C

= −~2 · α2

2m
·

[√
2 +

1

4
−
(
n+

1

2

)]2

+
~2 · α2

2m

= −~2 · α2

2m
·
[
(1− n)

2 − 1
]
. (3.112)

O�ensichtlich sind die durch (3.111) und (3.112) gegebenen Energieterme iden-
tisch. Da die ursprüngliche Form des Pöschl-Teller-Potentials (1.3) durch ein-
faches Umskalieren aus dem in (3.101) angegebenen Potential folgt, kann das
sich aus der SWKB-Methode ergebende Energiespektrum für die ursprüngliche
Form des Pöschl-Teller-Potentials durch

ESWKB;PTP
n = −~2 · α2

2m
·

[√
2mA

~2 · α2
+

1

4
−
(
n+

1

2

)]2

= Eexakt;PTP
n

(3.113)
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angegeben werden. Die SWKB-Näherung reproduziert folglich die exakten Ener-
gieeigenwerte des Pöschl-Teller-Potentials. Dies ist an dieser Stelle jedoch kein
Einzelfall. Tatsächlich liefert die SWKB-Methode die exakten Energieeigenwerte
beliebiger forminvarianter Potentiale (für den exakten Verweis sei hier beispiels-
weise auf [Sof97] verwiesen). Die Forminvarianz des Pöschl-Teller-Potentials
wird hierbei aus der in (3.99) dargelegten Beziehung durch eine Parameter-
verschiebung der Form A −→ A− ~·α√

2m
ersichtlich.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit stand die Untersuchung des Pöschl-Teller-Potentials
im Vordergrund, für das die zugehörige stationäre Schrödingergleichung - wie in
Kapitel 3.1 demonstriert wurde - analytisch exakt lösbar wird. Hierfür wurde die
Schrödingergleichung durch geeignete Substitutionen in eine hypergeometrische
Di�erentialgleichung überführt, deren explizite Lösungen in den theoretischen
Grundlagen in Kapitel 2.2.2 näher beleuchtet wurden. Die Normierbarkeitsbe-
dingung für die sich damit ergebende gerade bzw. ungerade Standardlösung der
Di�erentialgleichung führte hierbei auf die gesuchten exakten Energien der ge-
bundenen Zustände des Pöschl-Teller-Potentials.

Auf Grundlage der in Kapitel 2.3 vorgestellten und mathematisch aufgear-
beiteten WKB-Methode, als deren essenzielles Ergebnis für die Abschätzung
der Energien gebundener Zustände die �Bohr-Sommerfeld'sche Quantisierungs-
bedingung� resultierte, konnte damit ihre Anwendung auf das Pöschl-Teller-
Potential in Kapitel 3.2 erfolgen, ehe sich im Folgekapitel 3.3 ein expliziter Ver-
gleich zwischen der exakten Lösung und der WKB-Näherungslösung anschlieÿen
konnte. Hierbei wurde die WKB-Methode als ein semiklassisches Näherungsver-
fahren kennengelernt, das es (unter Anderem) erlaubt, Abschätzungen für die
Energien gebundener Zustände in einem (äuÿeren) Potential vorzunehmen. Es
zeigte sich - mit Blick auf die in 3.3 dargelegten Schilderungen hinsichtlich des
Verhaltens der beiden Lösungen für variierende Potentialparameter A - die Güte
der WKB-Methode bezüglich ihrer Anwendung auf das Pöschl-Teller-Potential.

Eine mitunter noch bessere Möglichkeit als die WKB-Methode, um die Energi-
en gebundener Zustände eines Potentials abschätzen zu können, wurde mit der
SWKB-Näherung kennengelernt. Ihre Herleitung erfolgte unter Achtung der be-
reits aus der WKB-Methode bekannten Bohr-Sommerfeld'schen Quantisierungs-
bedingung und vor dem Hintergrund der Supersymmetrie. Im Gegensatz zur
WKB-Näherung liefert die SWKB-Näherung nicht nur für gröÿere, sondern auch
schon für kleinere Werte von n genauere (für den Grundzustand nach Konstruk-
tion sogar exakte) Energieeigenwerte. Hierbei reproduziert die SWKB-Methode
für so genannte forminvariante Potentiale sogar das exakte Energiespektrum.
Dies macht sie zu einem äuÿerst mächtigen Werkzeug in der (supersymmetri-
schen) Quantenmechanik. Es ergibt sich an dieser Stelle lediglich das Problem,
ein geeignetes Superpotential zu �nden, jedoch sind bei Bekanntheit dessen in
der Regel genauere Ergebnisse als bei der WKB-Methode zu erwarten.

Abschlieÿend bleibt an dieser Stelle die Feststellung, dass es beide Näherungs-
arten ermöglichen - ohne die Schrödingergleichung überhaupt explizit lösen zu
müssen oder mit der grundlegenden mathematischen Theorie der Di�erential-
gleichungen vertraut zu sein - eine Abschätzung der Energien gebundener Zu-
stände vorzunehmen. Sowohl die WKB- als auch die SWKB-Näherung können
daher auch für noch komplexere Potentiale probate Näherungsmethoden dar-
stellen, da die zugehörigen Schrödingergleichungen analytisch mitunter nur sehr
schwierig lösbar sein können.
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