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1. Einleitung  
 
Niemand kann mit Gewissheit sagen, aus wie vielen Dimensionen unsere Welt besteht. 
Neben den direkt wahrnehmbaren drei räumlichen Dimensionen, können folglich weitere 
existieren, die jedoch derart kompaktifiziert sein müssen, dass sie mit dem bloßen Auge 
nicht wahrnehmbar sind und weiterhin auch keinen starken Einfluss auf makroskopische 
Körper ausüben dürfen. So könnte es sein, dass die uns bekannte vierdimensionale Raum-
zeit lediglich eine in einer höherdimensionalen Raumzeit eingebettete Hyperebene dar-
stellt. Da die Gravitationskraft in allen Dimensionen unserer Welt wirkt, bestünde die 
Möglichkeit mithilfe dieser, aus zusätzlichen Dimensionen resultierende Effekte zu eruie-
ren. 
 
Innerhalb der Quantenmechanik wurde der exakten Lösung von Wellengleichungen mit 
kugelsymmetrischen Potentialen im dreidimensionalen Raum große Aufmerksamkeit ge-
widmet. Dabei hat sich in den letzten Jahrzehnten ebenfalls die Tendenz abgezeichnet, 
diese Probleme auf den D-dimensionalen Raum zu erweitern und somit zusätzliche Di-
mensionen zu untersuchen. Die Idee von zusätzlichen Dimensionen ist dabei kein neues 
Phänomen, sondern besitzt eine lange Geschichte und datiert nahezu auf die Anfänge der 
Quantenmechanik. Ein Grund, warum der höherdimensionalen Betrachtungsweise so viel 
Aufmerksamkeit zuteil wurde, besteht in der Möglichkeit, eine Vielzahl von Informationen 
in reduzierter Weise einbinden und damit beispielsweise zu einer Vereinheitlichung von 
Quanten- und Relativitätstheorie gelangen zu können [Don11]. Daneben findet dieser An-
satz zudem in vielen weiteren theoretischen Untersuchungen unterschiedlichster Prove-
nienz Einzug. Ziel dieser Arbeit ist es nunmehr, einen kurzen Einblick in die Anwendungs-
felder in der nichtrelativistischen, höherdimensionalen Quantenmechanik zu geben, wobei 
der Schwerpunkt dieser Arbeit auf der Behandlung des harmonischen Oszillators und da-
mit verwandter Potentiale liegt.  
 
Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Das zweite Kapitel widmet sich den theoretischen 
Grundlagen. Es beginnt mit einer kurzen Einführung in die Theorie der Lie-Gruppen und 
behandelt anschließend die Erweiterung des Drehimpulsoperators auf den D-

dimensionalen Raum. Danach wird die Schrödingergleichung in D Dimensionen betrachtet 
und mithilfe der vorherigen Erkenntnissen eine radiale Bestimmungsgleichung hergeleitet. 
Im dritten Kapitel wird diese Gleichung zur Lösung des harmonischen und pseudoharmon-
sichen Oszillators angewendet und die erlangten Ergebnisse werden mit dem dreidimen-
sionalen Fall verglichen. Weiterhin werden nützliche Rekursionsformeln bestimmt. Der 
harmonische Oszillator wird dabei zum einen mit einer kanonischen Vertauschungsrelation 
zwischen dem Ort und dem Impuls untersucht und zum anderen mit einer modifizierten 
Vertauschungsrelation analysiert, die eine minimale Längeneinheit impliziert. Die Arbeit 
schließt mit einer Schlussbetrachtung. 
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2. Theoretische Grundlagen 
 

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen gelegt. Physikalische Systeme 
weisen in der Regel Symmetrieeigenschaften auf, deren Kenntnis die Handhabung des 
Problems deutlich vereinfacht. Insofern ist es wichtig, die relevanten Symmetrien zu iden-
tifizieren, und die Eigenschaften des Systems in Bezug auf diese Symmetrien zu klassifi-
zieren. Dazu liefert die Gruppentheorie das mathematische Mittel, da durch die algebrai-
sche Struktur der Gruppen und deren Darstellungen die wesentlichen Grundlagen zur Be-
schreibung der Eigenschaften von Symmetrien gelegt werden [Böh11, Lud88]. Aus diesem 
Grund widmet sich der nächste Abschnitt einer kurzen Einführung in die Lie-Gruppen. 
Weiterhin wird in diesem Kapitel der Drehimpulsoperator auf den D-dimensionalen Raum 
erweitert und die Schrödingergleichung in diesem Raum betrachtet,  um dadurch – analog 
zum dreidimensionalen Fall – eine Bestimmungsgleichung für die radiale Wellenfunktion 
herleiten zu können. 
 
 

2.1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren 
 

Lie-Gruppen sind kontinuierliche Gruppen, die aus einer überabzählbar unendlichen An-
zahl von Elementen bestehen. Somit erfüllen die Lie-Gruppen zum einen die Gruppen-
axiome. Des Weiteren bilden die einzelnen Elemente der Gruppe einen topologischen 
Raum und gehören weiterhin zu einer analytischen Mannigfaltigkeit, wobei die Gruppen-
operationen durch Abbildungen dieser Mannigfaltigkeit auf sich selbst gegeben sind. Li-
neare Lie-Gruppen sind dadurch definiert, dass für sie eine endlichdimensionale Matrix-
darstellung existiert. Da für jede abstrakte lineare Lie-Gruppe eine isomorphe Matrixgrup-
pe gegeben ist, kann die Betrachtung auf eben diese Matrixgruppen eingeschränkt werden. 
Die Elemente einer Lie-Gruppe erfüllen die sogenannte Lie-Algebra. Diese Lie-Algebra L 

über dem Körper K mit der Dimension n ist ein n-dimensionaler Vektorraum über K, in 
dem für jede Elemente a,b,c,... aus L eine binäre Verknüpfung 

! 

,[ ] definiert ist, die die fol-

genden Eigenschaften erfüllt [Böh11, Luc93]: 
 
(i) Das Lie-Produkt 

! 

a,b[ ]  ist wieder ein Element der Lie-Algebra L: 

  

 

! 

a,b[ ]" L #a,b" L . 

  
 

(ii) Das Lie-Produkt 

! 

a,b[ ]  ist für beliebige reelle oder komplexe Zahlen 

! 

",#  im ersten 

Faktor linear: 
 

! 

"a + #b,c[ ] =" a,c[ ] + # b,c[ ] $a,b,c % L . 

 
(iii) Das Lie-Produkt 

! 

a,b[ ]  ist antisymmetrisch bezüglich der Vertauschung der Ele-

mente a und b: 
 

! 

a,b[ ] = " b,a[ ] #a,b$ L . 
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(iv) Das Lie-Produkt 

! 

a,b[ ]  erfüllt die Jacobi-Identität: 

 

! 

a, b,c[ ][ ] + b, a,c[ ][ ] + c, a,b[ ][ ] = 0. 

 
Mit den Eigenschaften (i)-(iv) folgt insbesondere, dass das Produkt eines Elements aus der 
Lie-Algebra L mit sich selbst verschwindet, d.h. 

! 

a,a[ ] = 0, "a# L. Weiterhin ist im spezi-

ellen Fall der Lie-Algebra von Matrizen das Produkt zweier Matrizen A und B durch den 
Kommutator 

! 

A,B[ ] = AB " BA  gegeben, der alle geforderten Eigenschaften erfüllt.  

 
Im Folgenden sind einige spezielle Matrixgruppen dargestellt, auf die im weiteren Verlauf 
der Arbeit zurückgegriffen wird. Die allgemeine lineare Gruppe ist die Menge 
 

 

! 

GL(n,K) = A " M
n#n (K) A invertierbar$ det A % 0{ } (1) 

 
mit der Matrizenmultiplikation als Verknüpfung. Mit 

! 

M
n"n (K)  werden in (1) 

! 

n " n -
Matrizen mit Einträgen aus dem Körper K bezeichnet. Die spezielle lineare Gruppe 

! 

SL(n,K)  ist eine Untergruppe von 

! 

GL(n,K) , für die gilt 
 

 

! 

SL(n,K) = A " M
n#n (K) det A =1{ }. (2) 

 
Mit Hilfe einiger Definitionen [Fis10, Reb10] lassen sich nun weitere Untergruppen zu 

! 

GL(n,K)  finden. Eine Matrix 

! 

A " GL(n,R) heißt orthogonal, falls  
 

 

! 

A
"1

= A
T

 (3) 
 

und entsprechend wird eine Matrix 

! 

A " GL(n,C)  als unitär bezeichnet, falls 
 

 

! 

A
"1

= A
+, (4) 

 
wobei 

! 

A
+ die adjungierte Matrix darstellt.1 Hiermit folgen nun unmittelbar die weiteren 

Untergruppen  
 

(i)  orthogonale Gruppe:   

! 

O(n) = A " GL(n,R) A
#1 = A

T{ }, 
(ii)  spezielle orthogonale Gruppe: 

! 

SO(n) = A " O(n) det A =1{ },  
(iii) unitäre Gruppe:   

! 

U(n) = A " GL(n,C) A
#1 = A

+{ },  
(iv) spezielle unitäre Gruppe:  

! 

SU(n) = A "U(n) det A =1{ }. 
 
Als letzte Gruppen werden die pseudounitäre Gruppe 

! 

U(p,q)  und die spezielle pseudouni-
täre Gruppe 

! 

SU(p,q)  vorgestellt, wobei jeweils 

! 

p + q = n   und 

! 

p " q "1 erfüllt ist. Für 
diese gilt 

 
 

(5) 
 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
"!Hierbei bezeichnet R die Menge der reellen Zahlen und C die Menge der komplexen Zahlen. 

! 

U(q, p) = A " GL(n,C) A
+

gA = g{ },
SU(q, p) = A "U(p,q)# SL(n,C){ }



! %!

 

mit 

! 

g =
1p 0

0 "1q

# 

$ 
% 

& 

' 
( . Die verschiedenen Gruppen lassen sich über ihre Kommutationsrelatio-

nen charakterisieren [Böh11, Luc93, Reb10, Fis10].  
 
 

2.2 Rotationssymmetrie und Schrödingergleichung im D-dimensionalen Raum 

 
In der Quantenmechanik folgt aus der Isotropie des Raumes, dass der Hamiltonoperator 
des betrachteten Systems rotationsinvariant sein muss. In dem in dieser Arbeit betrachteten 
Fall erfüllt die Schrödingergleichung diese Bedingung. Damit ergibt sich zugleich, dass der 
Drehimpulsoperator mit den Hamiltonoperator vertauscht und somit eine Erhaltungsgröße 
darstellt, wodurch es möglich ist, die D-dimensionale Schrödingergleichung auf eine radia-
le Differentialgleichung zu reduzieren [Don11]. Im Folgenden wird daher kurz auf den 
Rotationsoperator eingegangen, um dann den Drehimpulsoperator auf den D-
dimensionalen Raum zu erweitern, und dessen Eigenwerte zu bestimmen. Damit ist es 
schließlich möglich mithilfe eines Separationsansatzes, eine von dem Winkelanteil unab-
hängige radiale Bestimmungsgleichung zu erhalten, die zur Lösung verschiedener Proble-
me herangezogen werden kann. 
 

 

2.2.1 Rotationsoperator 

 

In diesem Kapitel wird der Rotationsoperator   

! 

O
R
(
! 
" )  betrachtet, der den skalaren Zustand 

  

! 

"# (
! 
r ,t) in den rotierten Zustand   

! 

"# ' (
! 
r ,t)  überführt, so dass 

 
             (6) 

 
gilt [Don11]. Sofern nunmehr der ursprüngliche Zustand   

! 

"# (
! 
r ,t) die Schrödingergleichung 

  

! 

i!d"# (
" 
r ,t) /dt = H"# (

" 
r ,t) erfüllt, folgt unmittelbar 

 
 
  (7) 

 
Bei der letzten Umformung wurde dabei die Rotationsinvarianz des Hamiltonoperators 
vorausgesetzt, was zugleich mit einer Isotropie des Ortsraums einhergeht. Da folglich der 
Hamiltonoperator mit dem Rotationsoperator kommutiert, d.h. 

! 

O
R
,H[ ] = 0 , und   

! 

! 
"  frei 

wählbar ist, kommutiert ebenfalls der Drehimpulsoperator mit dem Hamiltonoperator, 
 

   

! 

! 
L ,H[ ] = 0, (8) 

 
so dass der Drehimpulsoperator   

! 

! 
L  eine Erhaltungsgröße darstellt. Für eine infinitesimal 

kleine Drehung 

! 

"#  um die z-Achse, lässt sich der Rotationsoperator in Abhängigkeit vom 
Drehimpulsoperator 

! 

L
z
 schreiben, 

 

  

! 

"# ' (
! 
r ,t) = O

R
(
! 
$ )"# (

! 
r ,t)

  

! 

i!
d"# ' (

" 
r ,t)

dt
= i!

dO
R
(
" 
$ )"# (

" 
r ,t)

dt
= O

R
(
" 
$ ) i!

d"# (
" 
r ,t)

dt

% 

& 
' 

( 

) 
* =

= O
R
(
" 
$ )H"# (

" 
r ,t) = O

R
(
" 
$ )HO

R

+1
(
" 
$ )"# ' (

" 
r ,t) = H"# ' (

" 
r ,t).
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! 

O
Rez
("#) =1$

i"#

!
L
z
, (9) 

 
wodurch die infinitesimalen Drehungen durch 

! 

L
z
 erzeugt werden. Hierbei ist die z-

Komponente des Drehimpulsoperators durch 
  

! 

Lz = "i!(xd /dy " yd /dx) = xpy " ypx  gege-

ben. Endliche Drehungen werden nun durch eine wiederholte Anwendung der Relation (9) 
erzeugt, so dass für diese folgt: 
 

   

! 

O
Rez
(") = lim

n# $
1%

i"

!n
L
z

& 

' 
( 

) 

* 
+ 

n

= e
%
i"

!
Lz

. (10) 

 
Damit ist die z-Komponente des Drehimpulses ebenfalls eine Erhaltungsgröße. Die Relati-
on (10) lässt sich in vollständiger Analogie ebenfalls für die anderen Raumrichtungen ab-
leiten und auch auf höhere Raumdimensionen erweitern. Damit ergibt sich schließlich für 
den Rotationsoperator  
 

   

! 

O
R

n

(") = e
#

i

!
"
" 
L 
" 
n 

, (11) 

 
so dass durch den Drehimpulsoperator Drehungen des Raumes erzeugt werden [Bie81, 
Don11]. 
 
 

2.2.2 Der generalisierte Drehimpulsoperator 

 

Um die Schrödingergleichung im D-dimensionalen Raum lösen zu können, muss zunächst 
der Drehimpulsoperator in diesem Raum definiert und dessen Eigenwerte bestimmt wer-
den. Grundlegend für die Herleitung der Eigenwerte dieses generalisierten Drehimpulsope-
rators ist dabei die Arbeit von Louck, an die die folgenden Ausführungen angelehnt sind 
[Lou60a, Lou60b, Cha90]. In den kartesischen Koordinaten x1, x2, … , xD ist der Laplace-
Operator 

! 

"
D

2  analog zum dreidimensionalen Fall definiert [Lou60b] und ergibt sich dem-
gemäß zu 
 

     (12) 

 
Aufgrund der Rotationssymmetrie des Problems ist es nunmehr hilfreich, hyperdimensio-
nale Polarkoordinaten einzuführen. In D Dimensionen definieren sich die Polarkoordinaten 
dabei folgendermaßen: 
 

 
 

 
(13) 

 
 

 

 

 

 

  

! 

x
1

= rcos"
1
sin"

2
sin"

3
# ...# sin"D$1,

x
2

= rsin"
1
sin"

2
sin"

3
# ...# sin"D$1,

x
3

= rcos"
2
sin"

3
sin"

4
# ...# sin"D$1,

x
4

= rcos"
3
sin"

4
sin"

5
# ...# sin"D$1,

!

x j = rcos" j$1 sin" j sin" j+1 # ...# sin"D$1,

!

xD$1 = rcos"D$2 sin"D$1,

xD = rcos"D$1,

! 

"D

2
= # 2 #x j

2

j=1

D

$ .



! '!

 

 

 

für D ! 3 sowie 

! 

x
1

= rcos"
1
, 

! 

x
2

= rsin"
1
 entsprechend für D = 2. Die Laufweite der ein-

zelnen Variablen beträgt 

! 

0 " r " #, 

! 

0 "#
1
" 2$  und 

! 

0 "# j " $  für 

! 

j " [2,D#1]. Nunmehr 

ergibt sich die Summe der quadrierten kartesischen Koordinaten zu 
 
         (14) 

 
wodurch eine D-dimensionale Kugel mit dem Radius r beschrieben wird. Der Laplace-
Operator in Polarkoordinaten ist schließlich durch   
 

 (15) 
 

 
gegeben [Som49] mit 
 

 

! 

"
0

= r, h = h j
j= 0

D#1

$  und 

! 

hk
2

=
"x j

"#k

$ 

% 
& 

' 

( 
) 

2

j=1

D

* . (16) 

 
Hiermit lassen sich die jeweiligen Werte für h durch eine einfache Berechnung leicht 
bestimmen. Es ergibt sich: 
 

 
 
 
                    (17) 

 
 

für D ! 3 und 

! 

h
0

=1, h
1

= r , sofern D = 2. Durch das Einsetzen der obenstehenden Ergeb-

nisse in die Gleichung (15) ist es möglich, den Laplace-Operator in D-dimensionalen Ku-
gelkoordinaten zu bestimmen. Ein solches Vorgehen liefert 

 

    (18) 

 

! 

r
2

= x j

2
,

j=1

D

"

! 

"
D

2
=
1

h

#

#$
k

h

h
k

2

#

#$
k

% 

& 
' 

( 

) 
* 

k= 0

D+1

,

  

! 

h
0

=1,

h
1

= rsin"
2
sin"

3
# ...# sin"

D$1,

h
2

= rsin"
3
sin"

4
# ...# sin"

D$1,

!

h
k

= rsin"
k+1 sin"k+2 # ...# sin"D$1,

!

h
D$2 = rsin"

D$1,

h
D$1 = r,

h = r
D$1
sin"

2
sin

2"
3
sin

3"
4
# ...# sin

k$1"
k
# ...# sin

D$2"
D$1,

! 

"
D

2
=
1

r
D#1

$

$r
r
D#1 $

$r
+

+
1

r
2

1

sin
2%

k+1 sin
2%

k+2 & ...& sin
2%

D#1

1

sin
k#1%

k

$

$%
k

sin
k#1%

k

$

$%
k

' 
( 
) 

* 
+ 
, 

+
k=1

D#2

-

+
1

r
2

1

sin
D#2%

D#1

$

$%
D#1

sin
D#2%

D#1

$

$%
D#1

' 
( 
) 

* 
+ 
, 
.
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Das Volumenelement im Ortsraum ergibt sich weiterhin zu  
 

 

! 

dx j = r
D"1
dr d#

j=1

D

$ ,    

! 

d" = sin#
k( )

k$1
d#

k
k=1

D$1

% )! (19) 

!

wobei wiederum die obenstehenden Bereiche für die Variablen gelten. Die Komponenten 
des Drehimpulses sind als antisymmetrische Tensoren definiert, 
 

 

! 

Lij = "L ji = xi p j " x j pi, i =1,2,..., j "1, j = 2,3,...,D, (20) 

 
wobei pk die Komponenten des linearen Impulsoperators beschreiben. Diese sind durch  

 
 

(21) 

 
gegeben.2 Mit den hyperdimensionalen Polarkoordinaten ergibt sich die partielle Ableitung 
nach xk zu 
 

 

! 

"

"xk
=

"# j

"xk

"

"# j
j= 0

D$1

% . (22) 

 
Die explizite Berechnung der partiellen Ableitungen 

! 

"# j /"xk  ist sehr aufwendig, da dieses 

das Erfordernis mit sich bringen würde, die Gleichungen (17) zu invertieren. Allerdings 
folgt aus den Transformationsgleichungen und der Orthogonalität des Koordinatensystems 

 
 

(23) 
 

Multipliziert man nun die zweite Gleichung mit 

! 

"#
i
/"x

k
 und summiert über alle i, erhält 

man 
 

 

! 

"# j

"xk
=
1

h j

2

"xk

"# j

. (24) 

 
Damit folgt nunmehr unmittelbar 

 
 

(25) 
 

und explizit für pD 
 

 

! 

pD = "i cos#D"1
$

$r
"
sin#D"1

r

$

$#D"1

% 

& 
' 

( 

) 
* , D = 3,4,5,... . (26) 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
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Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, erzeugen die 

! 

D(D"1) /2  Komponenten des Dreh-
impulses, welche durch (20) bestimmt sind, Drehungen im D-dimensionalen Raum und 
bilden eine Basis der Lie-Algebra von der orthogonalen Gruppe O(N) [Cha90]. Diese Al-
gebra ist über den Kommutator 

 
 (27) 

 
definiert. Von besonderem Interesse sind hierbei die Casimiropertoren 
 

 

! 

Lk
2

= (Lij )
2

i, j
" , i =1,2,..., j #1, j = 2,3,...,k +1, (28) 

 
die mit allen Gruppenelementen 

! 

Lij  kommutieren: 
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Lk
2
,Lij[ ] = "ac"bdLabLcd ,Lij[ ] = "ac"bd (LabLcdLij # LijLabLcd ) = "ac"bd Lab Lcd ,Lij[ ] + Lab,Lij[ ]Lcd{ } =

=
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= i Lab ({ "ai"bdLdj + "ac"bjLci #"aj"bdLdi #"ac"biLcj +

+ ("ci"bdLbj + "ac"djLai #"cj"bdLbi #"ac"diLaj )Lcd} = 0.

 

 
Nunmehr ergibt sich für die Komponenten des Drehimpulses in Polarkoordinaten 

 
 
 
 
 
 
 
                    (29) 

 
 

wobei   

! 

! =1 verwendet wurde. Die ersten beiden Operatoren in (29) entsprechen den be-
kannten Drehimpulsoperatoren 

! 

L
z

2  und 

! 

L
2 des dreidimensionalen Raumes. Weiterhin ist 

bemerkenswert, dass die generalisierten Drehimpulsopreatoren in dem Sinne unabhängig 
von der Dimension des Raumes sind, dass man den gleichen Ausdruck für 

! 

L
k

2  erhält, unge-
achtet davon, ob dieser in einem (k+1)-, (k+2)-, (k+3)-,..., dimensionalen Raum berechnet 
wird. Dieses liegt daran, dass 

! 

L
k

2  nicht von den Winkeln 

! 

"
k+1,"k+2,...,"D#1  abhängt. Mit den 

obenstehenden Ausdrücken und (18) lässt sich nun der D-dimensionale Laplaceoperator in 
Abhängigkeit vom Drehimpulsoperator darstellen und somit vereinfachen: 
 

! 

Lij ,Lkl[ ] = i" jlLik + i"ikL jl # i" jkLil # i"ilL jk

  

! 

L
1

2
= "

# 2

#$
1

2
,

L
2

2
= "

1

sin$
2

#

#$
2

sin$
2

#

#$
2

"
L
1

2

sin
2$

2

% 

& 
' 

( 

) 
* ,

!

L
k

2
= "

1

sin
k"1$

k

#

#$
k

sin
k"1$

k

#

#$
k

"
L
k"1
2

sin
2$

k

% 

& 
' 

( 

) 
* ,

!

L
D"1
2

= "
1

sin
D"2$

D"1

#

#$
D"1

sin
D"2$

D"1

#

#$
D"1

"
L
D"2
2

sin
2$

D"1

% 

& 
' 

( 

) 
* ,



! +!

 

! 

"
D

2
=
1

r
D#1

$

$r
r
D#1 $

$r

% 

& 
' 

( 

) 
* #

L
D#1
2

r
2

. (30) 

 
Wie anhand der expliziten Koordinatenabhängigkeit in (29) zu erkennen ist, kommutieren 
die Operatoren 

! 

L
1

2
,L

2

2
,...,L

D"1

2 , so dass sie simultane Eigenfunktionen 
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Y"
D#1 ,"D#2 ,...,"2 ,"1
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D#1)  besitzen, welche die Eigenwertgleichung 
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erfüllen. Da sich die Operatoren 

! 

L
k

2  aus einer Summe von quadrierten hermiteschen Opera-

toren zusammensetzen, sind diese ebenfalls hermitesch und es folgt für die Eigenwerte 

! 

"
k
, 

dass diese positiv und reell sind. Des Weiteren gilt für die Eigenwerte die Bedingung 

! 

"
k
# "

k$1, was sich durch analoge Überlegungen begründen lässt. Aus der Form der Opera-
toren ist ebenfalls ersichtlich, dass sich die Eigenfunktionen in der Gestalt 
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schreiben lassen, wobei 
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te 
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Für k = 2 definieren die Gleichungen (33) die bekannten Kugelflächenfunktionen in drei 
Dimensionen und man bekommt unter Verwendung der gewöhnlichen Auf- und Absteige-
operatoren die Eigenwerte 
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wobei für die Laufweiten 
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2 gilt. Dieses legt nahe, 

dass der allgemeine Ausdruck für 
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gegeben ist und 
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k"1 = 0,1,2,...,l

k
 gilt. Der Beweis erfolgt unter der An-

nahme von 
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"
k#1 = l

k#1(lk#1 + k # 2) durch vollständige Induktion und ist im Anhang A wie-
dergegeben. Damit ergibt sich nun die gesuchte Eigenwertgleichung 
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wobei 
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D#1)  als generalisierte Kugelflächenfunktionen bezeichnet 

werden und die Quantenzahlen l in den Bereichen 
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l
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2 definiert sind. Aus Bequemlichkeitsgründen 

wird im Folgenden 
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2 und 

! 

l
D"1 # l  verwendet. 

 
 

2.2.3 Die Schrödingergleichung im D-dimensionalen Raum 

 

Mit Hilfe der Eigenwerte des Drehimpulsoperators lässt sich nun die radiale Schrödinger-
gleichung herleiten. Dabei wird ein Teilchen betrachtet, welches sich in einem D-

dimensionalen, rotationssymmetrischen Potential VD(r) befindet. Für dieses Problem ist die 
Schrödingergleichung durch 

 
 

(38) 

 
 

gegeben   
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(! =1) , wobei m die Masse des Teilchens und   
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dimensionalen Ortsvektor des Teilchens mit der Länge 
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 beschreibt 

[Cha90]. Das D-dimensionale Potential VD(r) hängt dabei nur von dem Radius r ab. Auf-
grund der Symmetrieeigenschaften des Problems wird als Ansatz für die Wellenfunktion 
[Gu02] 
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gewählt, wobei mit R(r) die radiale Wellenfunktion und mit 

! 

Y
l
D"1 ,l D"2,...,l2 ,l1

(#
1
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2
,...,#

D"1) die 

generalisierten Kugelflächenfunktionen beschrieben werden. Mithilfe dieses Ansatzes und 
(37) ergibt sich nun unmittelbar die Gleichung 
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Um die winkelabhängigen Funktionen 
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Y
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D"1 ,lD"2 ,...,l2 ,l1

(#
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2
,...,#

D"1) zu vermeiden, haben 

Bander und Itzykson [Ban66] die D-dimensionalen harmonischen Polynome 
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eingeführt, wobei die Bezeichnung 

! 

l
D"1 = l  verwendet wurde. Die Komponenten der Funk-

tion 
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(
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x )  sind dabei homogene Polynome vom Grad l und die Funktion an sich 

erfüllt die Laplace-Gleichung 
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Die Anzahl der linear unabhängigen homogenen Polynome vom Grad l in den D Kompo-
nenten von   

! 

! 
x  ist durch 

! 

N(l) = (l + D"1)!/ l!(D"1)! gegeben, wobei jedoch die Laplace-
Gleichung (42) 

! 

N(l " 2) = (l + D" 3)!/(l " 2)!(D"1)! Zwangsbedingungen auflegt. Insofern 
ist die Anzahl der harmonischen Polynome 

  

! 

"
l
D#2 ,...,l2 ,l1

l
(
! 
x )  vom Grad l durch 

 
 

(43) 

 
bestimmt. Dieses stellt zugleich die mögliche Anzahl der Kugelflächenfunktionen 

! 

Y
l
D"1 ,lD"2 ,...,l2 ,l1
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2
,...,#

D"1) in D Dimensionen dar und ist die Ordnung von den irreduziblen 

Darstellungen der Gruppe SO(D) [Gu02]. Folglich muss jedes in den Komponenten eines 
Vektors   

! 

! 
x  gegebene Polynom einer symmetrischen Darstellung genügen.3 Aufgrund der 

Kugelsymmetrie ist es ausreichend, lediglich dasjenige Polynom mit dem höchsten Ge-
wicht 
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(hierbei bezeichnet Nl den Normierungsfaktor) explizit zu bestimmen, da die restlichen 
Polynome aus diesem durch Rotation bestimmt werden können. Durch diese Überlegungen 
lässt sich nun die Lösung der radialen Schrödingergleichung im Schwerpunktssystem als  

 
(45) 

 
schreiben, womit sich die radiale Schrödingergleichung zu  
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schreiben lässt, wobei 

! 

R
l
(r) = r

" l
R(r) gilt. Somit ist diese Gleichung mit (40) identisch, es 

tritt in der Rechnung jedoch nicht explizit die Winkelabhängigkeit auf [Ban66, Gu02, 
Ma07, Don11]. 
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$!Die Anzahl der harmonischen Polynome 
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3. Anwendungen in der nichtrelativistischen Quantenmechanik 
 

Mithilfe der radialen Schrödingergleichung lassen sich nun verschiedene physikalische 
Probleme untersuchen. Im Rahmen dieser Arbeit werden dabei der harmonische und pseu-
doharmonische Oszillator aufgrund der ihnen zukommenden theoretischen und praktischen 
Relevanz näher untersucht.  
 

 

3.1 Der harmonische Oszillator 
 

Der harmonische Oszillator spielt eine wichtige Rolle in der Quantenmechanik, da dieser 
einerseits eines der wenigen Probleme darstellt, welches exakt lösbar ist und sich zum an-
deren viele reale physikalische Probleme durch einen harmonischen Oszillator exakt oder 
angenähert beschreiben lassen. Dieses umfasst beispielsweise die Schwingung von Atomen 
in Molekülen und Kristallen, aber auch die Feldquantisierung [Don11]. Aus diesem Grund 
wird im Folgenden sowohl die Lösung des bekannten harmonischen Oszillators im D-
dimensionalen Raum präsentiert und  nützliche Rekursionsformeln für diesen hergeleitet, 
als auch der harmonische Oszillator mit einer minimalen Unschärferelation untersucht, 
welcher auf Überlegungen der Stringtheorie zurückzuführen ist.   
 

 

3.1.1 Exakte Lösung des harmonischen Oszillators im D-dimensionalen Raum 

 

Für einen harmonischen Oszillator ist das Potential durch 
 
      (47) 

 
gegeben. Hierbei beschriebt m die Masse und ! die Frequenz des Teilchens. Nunmehr ist 
es möglich, die radiale Schrödingergleichung dieses Problems über verschiedene Metho-
den zu lösen (vgl. hierzu die in [Don11, Oye08, Wan02] angegeben Quellen sowie 
[Gan05]), wobei in der Literatur am häufigsten eine Lösung durch Ansatz oder mithilfe 
einer Laplacetransformation angewendet wird. Im Rahmen dieser Arbeit wird das erste 
Konzept vorgestellt [Wan02]. Als Ansatz wird 

 
 (48) 
 

mit den zu bestimmenden Parametern " und # gewählt, da somit das asymptotische Verhal-
ten der radialen Wellenfunktion für 

! 

r" 0 und 

! 

r"#  richtig abgebildet wird. Setzt man 
diesen Ansatz in die radiale Schrödingergleichung (40) ein, so ergibt sich unter Beachtung 
der Kettenregel bei den Ableitungen4 folgende Bestimmungsgleichung: 
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Die freien Parameter " und # wählt man derart, dass sich dadurch die Terme mit $ -1
 und $ 

herausheben. Dieses führt zu 
 

 

! 

" = mk /2, # = l /2 . (50) 

 
Durch die Substitution 

! 

" = 2#$  gelangt man schließlich zum Ergebnis, in dem die oben-
stehende Differentialgleichung in eine konfluente hypergeometrische Differentialglei-
chung5 überführt wird: 
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Die Lösung dieser Gleichung ist hinreichend bekannt, so dass sich die Lösung der D-
dimensionalen Schrödingergleichung mit einem harmonischen Potential zu 
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ergibt, wobei 

! 

" = r
2
mk  und 
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n'= E m k /2 " (2l + D) /4  gilt sowie 
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N
E ,l  den noch zu be-

stimmenden Normierungsfaktor beschreibt. Weiterhin muss die Wellenfunktion im Unend-
lichen einen endlichen Wert aufweisen oder verschwinden, so dass die in der Lösung vor-
kommende konfluente hypergeometrische Funktion nach einer bestimmten Anzahl von 
Gliedern abbrechen muss. Dieses ist dann gegeben, sofern 

! 

n' eine nichtnegative ganze 
Zahl ist, was zugleich eine Quantisierung der Energie E mit der Quantenzahl n bedingt: 
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Das Energiespektrum ist äquidistant und es gelten die Auswahlregeln 
 

 

! 

l =
0, 2, 4,..., n

1, 3, 5,..., n
falls

" 
# 
$ 

n gerade

n ungerade
 .  (54) 

 
Die einzelnen Energieniveaus sind weiterhin entartet, da verschiedenen Kombinationen der 
Quantenzahl n und der Dimensionszahl D zum gleichen Energieeigenwert führen. Der Ent-
artungsgrad dl ist dabei durch   

 
                                                  (55) 
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gegeben. Schließlich muss die Normierungskonstante 
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N
E ,l  aus folgender Bedingung be-

stimmt werden: 
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Da die Kugelflächenfunktionen bereits normiert sind, ergibt sich die Normierungskonstan-
te durch Integration über den radialen Anteil. Folglich gilt: 
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mit 
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" = r
2
mk . Die Auswertung des Integrals (57) erfolgt nun über eine Beziehung der 

konfluenten hypergeometrischen Funktion 
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Unter Anwendung der Gleichung (58) und Ausnutzung der Orthogonalitätsrelation der 
Laguerre-Polynome, 
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ergibt sich nach einer leichten Rechnung das gesuchte Resultat: 
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3.1.2 Vergleich mit dem dreidimensionalen Fall 

 

Die Eigenenergien des harmonischen Oszillators hängen im D-dimensionalen Fall ledig-
lich über die Nullpunktsenergie von der Dimension D ab, so dass diese demgemäß mit 
zunehmender Dimensionalität des betrachteten Problems ansteigt. Dieses bedingt zugleich, 
dass die Grundzustandsenergie im D-dimensionalen Fall der Energie des ersten angeregten 
Zustands im (D-2)-dimensionalen Fall entspricht. Diese Überlegung lässt sich beliebig 
fortsetzen. Weiterhin ist es evident, dass die Entartung der Energieniveaus mit zunehmen-
der Dimension bei konstanter Quantenzahl n ebenfalls zunimmt. Ein Überblick über die 
ersten Energieniveaus für unterschiedliche Dimensionen liefert Abbildung 1. 
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Abbildung 1:  Übersicht über die Energieniveaus für verschiedene Dimensionen. 

 

 

Die radialen Wellenfunktionen weisen bei der gleichen Quantenzahl n in verschiedenen 
Dimensionen einen ähnlichen Verlauf auf. Für einige Zustände sind diese schematisch in 
den nachfolgenden Abbildungen dargestellt. 
 
      R(r), V(r) 

r 

Abbildung 2:  Schematische Darstellung der radialen Wellenfunktion für den Grundzustand (n=0, n’=0, 
l=0) in drei (blau), fünf (gelb) und acht (grün) Dimensionen mit m = k = 1 und des Potenti-
als (rot). 
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Abbildung 3:  Schematische Darstellung der radialen Wellenfunktion für den ersten angeregten Zustand 
(n=1, n’=0, l=1) in drei (blau), fünf (gelb) und acht (grün) Dimensionen mit m = k = 1 und 
des Potentials (rot). 
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Abbildung 4:  Schematische Darstellung der radialen Wellenfunktion für den zweiten angeregten Zustand 

(n=2, n’=1, l=0) in drei (blau), fünf (gelb) und acht (grün) Dimensionen mit m = k = 1 und 
des Potentials (rot). 
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Abbildung 5:  Schematische Darstellung der radialen Wellenfunktion für den dritten angeregten Zustand 

(n=3, n’=1, l=1) in drei (blau), fünf (gelb) und acht (grün) Dimensionen mit m = k = 1 und 
des Potentials (rot). 
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3.1.3 Der harmonische Oszillator mit einer minimalen Ortsunschärferelation 

 
Im heutigen Standardmodell der Teilchenphysik existieren eine Reihe von ungelösten Fra-
gen, die u.a. mit Hilfe der Stringtheorie und der Loop-Quantengravitation gelöst werden 
sollen, wobei diese Theorien auf unterschiedlichen Grundannahmen basieren [Har07, 
Kem95]. Gemeinsam ist ihnen hingegen das Postulat einer universellen, minimalen Län-
geneinheit, durch die das räumliche Auflösungsvermögen beschränkt ist. Aus diesem 
Grund werden im Folgenden die Eigenenergien des harmonischen Oszillators mit einer 
minimalen Ortsunschärferelation 

! 

"x
0
 bestimmt. Unter der Annahme einer Rotationssym-

metrie und kleinen Werten für 

! 

"x
0
 ergibt sich für dieses Problem in D Dimensionen ein 

modifizierter Kommutator zwischen Ort und Impuls, durch den eine minimale Ortsun-
schärfe 

! 

"x
0

> 0  bedingt wird. In erster Ordnung besitzt dieser Kommutator die Form 
 
 

  

! 

ˆ x i, ˆ p j[ ] = i!("ij + # ˆ p 
2"ij + # ' ˆ p i ˆ p j ) , (61) 

 

wobei 

! 

ˆ p 
2

= ˆ p i ˆ p i
i=1

D

"  und 

! 

"," '> 0 gilt [Kem96]. Mit (61) folgt aus den allgemeinen Un-

schärferelationen 

! 

"xi"pi # ˆ x i, ˆ p i[ ] /2  die isotropische6 minimale Länge  

 

!   

! 

"x
0

= ! #D+ # ' -! (62) 

!

Sofern die Komponenten des Impulsoperators miteinander kommutieren, d.h. 
 

!

! 

ˆ p i, ˆ p j[ ] = 0 , (63) 

 
bestimmen sich die Kommutatoren der Ortsoperatoren aus der Jacobi-Identität und der 

geforderten Hermitizität, d.h. 
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ˆ x i = ˆ x i
+
, ˆ p i = ˆ p i

+
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( ˆ p i ˆ x j # ˆ p j ˆ x i) -! (64) 

!

Damit folgt für die Operatoren im Impulsraum 
!

!

(65a-b) 
!

!

!

Die Wahl der Konstante 

! 

"  in der Darstellung der Ortsoperatoren 

! 

ˆ x 
i
 hat keinen Einfluss auf 

die Kommutatorrelation (64), sondern bestimmt die Gewichtungsfunktion bei der Definiti-
on des Skalarproduktes [Cha02]. Aus der Rotationssymmetrie des D-dimensionalen Hamil-
tonoperators 

!

!

(66) 
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folgt nunmehr, dass sich die Energieeigenfunktionen im Impulsraum wiederum als Produkt 
aus Kugelflächenfunktionen und einer radialen Wellenfunktion schreiben lassen: 

!

!
  

! 

"D (
! 
p ) = YlD#2,..., l1

l
($)R(p) -! (67) 

!

Damit ergibt sich zugleich analog zu (30) die Substitution 
!

!

(68a-b)!

!

wobei 

! 

L
2

= l(l + D" 2), l = 0,1,2,3..., gilt. Folglich reduziert sich die D-dimensionale 
Schrödingergleichung auf die Lösung der Bestimmungsgleichung für die radiale Wellen-
funktion R(p), welche durch 
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gegeben ist. Die Lösung dieser Gleichung7 liefert die Eigenenergien [Cha02] 
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Damit ergeben sich die Eigenenergien in linearer Näherung zu 
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Mit 

! 

" = " '= 0  resultiert das bereits bekannte Ergebnis für einen harmonischen Oszillator 
mit kanonischer Vertauschungsrelation. Weiterhin ist ersichtlich, dass durch die minimale 
Längenunsicherheit die Energieentartung zum Teil aufgehoben wird, was durch die Substi-
tutionen 
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k
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= "m!#, k'
2
= " 'm!#      (72) 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
(!Der genaue Lösungsweg ist in der angegebenen Literatur dargestellt und wird hier nicht weiter angeführt. 

Prinzipiell wird die Gleichung (69) durch Substitutionen und Parameterbestimmung derart umgeformt, dass 
die Lösung durch ein Jacobi-Polynom gegeben ist. Die exakte Lösung der radialen Wellenfunktion ist 
ebenfalls in der obenstehenden Quelle gegeben. 
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und die Definition der Variablen 
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verdeutlicht werden kann. Mit diesen Substitutionen ergibt sich das Energiespektrum in 
den jeweiligen Dimensionen zu 
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                    (74) 
 

In (74) entspricht der dimensionsabhängige Anteil des ersten Terms der Nullpunktsenergie 
des harmonischen Oszillators mit kanonischer Vertuschungsrelation und der letzte Term 
bewirkt die Feinstruktur der Energieniveaus. Damit ist aber zugleich ersichtlich, dass es für 
den Fall 

! 

k
2

= k'
2  zu keiner Aufteilung kommt. Im allgemeinen Fall ist die Entartung des n-

ten Zustands (71) jedoch gebrochen, so dass lediglich eine Entartung der Feinstrukturzu-
stände in Abhängigkeit von der Drehimpulsquantenzahl l gegeben ist, die auf der Rotati-
onssymmetrie basiert [Kem95, Kem96, Cha02]. Folglich ist die Entartung der jeweiligen 
Zustände durch (43) gegeben.  Das Spektrum für einen dreidimensionalen harmonischen 
Oszillator ist in Abbildung 6 dargestellt.   
 
 

 
Abbildung 6: Aufsplittung der Energielevel eines dreidimensionalen harmonischen Oszillators für ein 

nichtpunktförmiges Teilchen mit einer relativen Größe k = 1/10 für den Fall k’2 = 2k2 

[Kem96]. 

 
 

5. The translation invariant case
The splitting of the energy levels for the case k′2 = 2k2 is interesting for the framework
is then translation invariant and the xi commute (Eq.10). (Note that there would be
no splitting for k′2 = k2).
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Eqs.34-39 give the first few levels for this case and d = 3, expressed in terms of the
then only free parameter ∆x0. For a graph of the spectrum see Fig1.
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Fig1: Splitting of the energy levels of the 3-dim isotropic harmonic

oscillator for a nonpointlike particle with relative size k = 1/10.
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Der Nachweis einer n2-Abhängigkeit der Eigenenergien des harmonischen Oszillators wäre 
ein deutliches Indiz für die Anwendbarkeit der modifizierten Vertauschungsrelationen. 
Dieser könnte beispielsweise mit Hilfe eines Elektrons in einer Penning-Falle geführt wer-
den, da dessen Bewegung durch einen eindimensionalen harmonischen Oszillator be-
schrieben wird. Da k und k’ jedoch sehr kleine Werte annehmen werden, wäre eine Ver-
schiebung der Energieniveaus erst bei großen Quantenzahlen n nachweisbar [Cha02]. 
 

 

3.1.4 Rekursionsrelationen für die radiale Wellenfunktion 

 
Im Folgenden wird wieder der harmonische Oszillator mit einer kanonischen Vertau-
schungsrelation zwischen Impuls und Ort betrachtet. Der Hamiltonoperator für einen D-

fach entarteten harmonischen Oszillator mit dem Drehimpuls l ist durch 
 

 
(75) 

 
gegeben, wobei das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum   

! 

! =1 gesetzt wurde und für   
l = 0,1,2,3,... gilt. Sofern dieser Operator auf die radiale Wellenfunktion  R(n,l) angewandt 
wird, liefert er gerade die Energieeigenwerte En: 
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E
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="(n + D /2).   (76) 
 

Aus Vereinfachungsgründen wird nunmehr die Variable 
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" = m#r definiert und diese in 
die Gleichung (75) des Hamiltonoperators substituiert. Dieses ergibt den modifizierten 
Hamiltonoperator 
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welcher die Eigenwertgleichung 
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H(l)R(n,l) = "R(n,l)  mit   

! 

" = (n + D /2) (78) 

 
erfüllt. Der Zusammenhang zwischen (76) und (78) ist durch 

 
 (79) 

 
gegeben. Um die Rekursionrelationen für die radiale Wellenfunktion zu erhalten, werden 
folgende Leiteroperatoren8 definiert [Lou60b]: 
 
 
 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
*! Im Gegensatz zu vorangehenden Arbeiten von Schrödinger [Sch41] und Infeld und Hull [Inf51] erfolgt 

keine zweifache Faktorisierung der Eigenwertgleichung, sondern der Hamiltonoperator wird vierfach fakto-
risiert. Dadurch können nicht nur die Eigenwerte und radialen Wellenfunktionen bestimmt werden, sondern 
zugleich Operatoren abgeleitet werden, mit denen es möglich ist, die nichtverschwindenden Matrixelemen-
te der kartesischen Koordinaten des Oszillators zu bestimmen [Lou60b]. Dieses bleibt im Rahmen dieser 
Arbeit jedoch unberücksichtigt. 
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             (80a-d) 

 
 

Über die in (80a-d) dargestellten Operatoren lässt sich der Hamiltonoperator ausdrücken, 
so dass  

 
 
 
      (81a-d) 
 
 

 
 

gilt. Durch eine geeignete rechts- oder linksseitige Multiplikation der Operatoren 
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A
±
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und 
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a
±
(l) an die Gleichungen (81a-d) ergeben sich verschiedene Relationen, die einen Zu-

sammenhang zwischen den Hamiltonoperatoren mit den Bahndrehimpulsquantenzahlen l 
und (l+1) bzw. (l-1) herstellen. Somit folgt für die erste Identität (81a) durch linkseitige 
Multiplikation mit 
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Ein analoges Vorgehen liefert für die restlichen Gleichungen folgende Ergebnisse: 
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Eine Anwendung von (83) auf die radiale Wellenfunktion 
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Aus (84) ist ersichtlich, dass die Funktionen 

! 

A
±
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a
±
(l)R(n,l) !Eigenfunktionen 

zum Hamiltonoperator 

! 
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(85a-b) 

 
wobei 
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B
±  und 

! 

C
± die Normierungsfaktoren sind, welche im Allgemeinen von den Quan-

tenzahlen n und l abhängen. Diese lauten9 
 

 
 

(86a-d) 

 
Mit (85) lassen sich nun einige nützliche Rekursionrelationen konstruieren. So gilt bei-
spielsweise 
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Analog ergeben sich die folgenden Relationen: 
 

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
+!Die Herleitung der Normierungskonstanten beruht auf Operatorrechnungen, mit denen ein Zusammenhang 

zwischen den Normierungskonstanten und den Eigenwerten hergestellt wird. Der Beweis wird an dieser 
Stelle nicht näher erläutert, ist aber in [Lou60b] dargestellt. 
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           (88a-c) 
 

Besonders nützlich ist dabei die Gleichung (88a): Da die radialen Wellenfunktionen 
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R(n,l) 
für verschiedene Werte von n, aber gleiche Werte für l orthogonal zueinander sind, lassen 
sich mit Hilfe der Relation (88a) besonders einfach Integrale der Form 
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%  auswerten [Lou60b]. Im Folgenden werden die radialen 

Wellenfunktionen nun in expliziter Abhängigkeit von den Laguerre-Polynomen betrachtet: 
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Nunmehr gilt für die Ableitung der Laguerre-Polynome nach ihrem Argument [Gra81] 
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Mit (90) und der Relation [Don11] 
 

                 (91) 

 
 

wobei A und B zwei frei wählbare Operatoren darstellen, erhält man die Auf- und Abstei-
geoperatoren in Bezug auf die Quantenzahl nr: 
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wobei 

! 

H(l) den radialen Hamiltonoperator (77) beschreibt. Definiert man nun weiterhin 

! 

L
0

= H(l) /2, so erfüllen die Operatoren 

! 

L±  und 

! 

L
0
 die Kommutationsrelationen der Lie-

Algebra su(1,1) [Saz00],  
 

  (93a-b) 

 
wobei 
 

 
                      (94a-c) 

 
 
gilt [Don11]. 
 

 

3.2 Der pseudoharmonische Oszillator 
 

Lösbare Potentiale, wozu auch das Potential des pseudoharmonischen Oszillators gehört, 
sind in vielen Feldern der Physik von großer Bedeutung und haben vor allem auch in der 
höherdimensionalen Quantenmechanik zunehmende Beachtung gefunden [Oye08]. So ist 
es eindeutig bekannt, dass die Molekülschwingungen realitätsnäher durch einen pseudo-
harmonischen Oszillator beschrieben werden, als dieses mit einem harmonischen Potential 
möglich ist [Sag85]. Deshalb wird in diesem Abschnitt die Lösung der radialen Schrödin-
gergleichung mit einem pseudoharmonischen Oszillator näher untersucht. Dabei wird ein 
Potential von der Form 

! 

V (x) =V
0
(x /a " a / x)

2  mit den Parametern a und Vo zugrunde ge-
legt, welches von Goldman und Krivchenkov in den sechziger Jahren entwickelt wurde 
[Gol61]. 
 
 

3.2.1 Exakte Lösung des pseudoharmonischen Oszillators 

 

Das Potential des pseudoharmonischen Oszillators ist durch 
 
 

(95) 

 
gegeben, wobei k die Federkonstante und r0 die Bindungslänge im Gleichgewicht be-
schreibt [Gol61, Don02]. In Abbildung 7 ist die Form des pseudoharmonischen  Potentials 
im Vergleich zum harmonischen Potential dargestellt.  
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Abbildung 7:  Harmonisches und pseudoharmonisches Potential mit dem gleichen Gleichge-

wichtsabstand r0 und der gleichen Federkonstante [Sag85]. 
 
 

Die Lösung der Schrödingergleichung erfolgt analog zu derjenigen des harmonischen Os-
zillators, so dass aufgrund der Rotationssymmetrie nur der radiale Anteil des Problems 
betrachtet wird. Der Ansatz 
 

         (96) 
 

 
liefert mit (40) folgende Bestimmungsgleichung für die radiale Wellenfunktion [Oye08, 
Don11]: 
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Nunmehr werden die Parameter % und & so gewählt, dass die Terme mit $ und $-1 eliminiert 
werden. Damit erhält man 
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Mit der Substitution 

! 

" = 2#$  und (98) wird (97) wiederum in eine konfluente hypergeome-
trische Gleichung überführt: 
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Somit lauten die Lösungen der D-dimensionalen Schrödingergleichung mit einem pseudo-
harmonischen Potential 
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Die Normierungskonstante 
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der Ausnutzung des Zusammenhangs zwischen der konfluenten hypergeometrischen Funk-
tion und den Laguerre-Polynomen. Weiterhin erfordert die Normierbarkeit, dass die Lö-
sungen der Wellengleichungen im Unendlichen einen endlichen Wert aufweisen oder ver-
schwinden müssen. Hieraus resultiert die Quantisierungsbedingung für nr, womit zugleich 
die quantisierten Energieeigenwerte 
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Für gegebene Werte der Parameter 
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"  und 
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r
0
 ist das Energiespektrum äquidistant. Weiter-

hin erhält man für kleine Werte von
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Wurzelfunktion bis zum linearen Term, 

! 

1+ x "1+ x /2 , die Näherung 
 
  (103) 

 
für die Energieeigenwerte. Sofern r0 jedoch große Werte aufweist, d.h. 
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3.2.2 Vergleich zum dreidimensionalen Fall 

 
Die Eigenenergien des pseudoharmonischen Oszillators weisen eine direkte Dimensions-
abhängigkeit auf, die über diejenige des harmonischen Oszillators hinausgeht. Insofern 
weisen die einzelnen Energieniveaus des pseudoharmonischen Oszillators in unterschiedli-
chen Dimensionen verschiedene Abstände auf und sind nur für feste Werte von & und r0 
äquidistant. Für kleine Werte von r0 ist diese Abhängigkeit von der Dimension zum einen 
durch einen in D linearen Term und zum anderen durch einen in D reziproken Term gege-
ben, wie es in Gleichung (103) ersichtlich ist. Sofern 
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spektrum eines harmonischen Oszillators mit einer Federkonstantem, die dem Vierfachen 
derjenigen des pseudoharmonischen Oszillators entspricht. Betrachtet man hingegen die 
vollständige lineare Näherung in (103), so zeigt sich, dass sich das Energiespektrum bis 

auf den konstanten Term 

! 

r
0

2
mk /4  mit zunehmenden Dimensionen an dasjenige des har-

monischen Oszillators (mit dem Vierfachen der Federkonstante) annähert. Dieses bedingt 
zugleich, dass der dimensionale Einfluss in höheren Dimensionen fast ausschließlich durch 
die Nullpunktsenergie gegeben ist. 
 
Sofern hingegen 
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r
0

>> (mk)
"1/ 2 ist, zeichnet sich ein anderes Bild. In diesem Fall ist in er-

ster Näherung eine quadratische Abhängigkeit der Energieniveaus von der Dimension in 
einem zusätzlichen Term gegeben, so dass die Energieniveaus für D > 2 sukzessive anstei-
gen.  Schreibt man die in (104) gefundene Näherung um, so ergibt sich: 
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Dieses entspricht der Energie eines eindimensionalen harmonischen Oszillators mit der 
Quantenzahl nr  und derjenigen eines starren D-dimensionalen Rotators zuzüglich einem 
von der Dimension und der Bindungslänge anhängigen Term, der für D < 4 jedoch nur 
einen geringen Einfluss ausübt. Mit steigender Dimensionalität wächst dieser Term jedoch 
überproportional an, so dass beim pseudoharmonischen Oszillator im Vergleich zum har-
monischen Oszillator eine stärkere Dimensionsabhängigkeit der Eigenenergien zu ver-
zeichnen ist [Don02]. 
 
Im Folgenden sind die radialen Wellenfunktionen des pseudoharmonischen Oszillators für 
zwei Zustände in unterschiedlichen Dimensionen dargestellt. Diese weisen wie im Fall des 
harmonischen Oszillators eine dimensionsübergreifende Ähnlichkeit auf, obwohl die Aus-
prägung mit zunehmender Dimensionalität abnimmt.  
 

 
Darstellung 8: Schematische Darstellung der radialen Wellenfunktion für den Grundzustand (n = 0, l = 0) 

in drei (blau), fünf (gelb) und acht (grün) Dimensionen mit m = k = 1 und des Potentials 
(rot). 
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Darstellung 9: Schematische Darstellung der radialen Wellenfunktion für den Zustand n = 0 und l = 1 in 

drei (blau), fünf (gelb) und acht (grün) Dimensionen mit m = k = 1 und des Potentials (rot). 
 
 
 

3.2.3 Rekursionsrelationen für den pseudoharmonischen Oszillator 

 

Für den pseudoharmonischen Oszillator werden nun die Auf- und Absteigeoperatoren für 
die Quantenzahl nr definiert [Don11, Oye08, Don02]. Dazu wird in Analogie zur Vorge-
hensweise beim harmonischen Oszillator die radiale Wellenfunktion in direkter Abhängig-
keit von den Laguerre-Polynomen betrachtet: 
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erfüllen. Dazu betrachtet man zuerst die Ableitung der Wellenfunktion 
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Setzt man nun in diese Gleichung die Relation (90) für die Ableitung der Laguerre-
Polynome ein, so ergeben sich die folgenden Gleichungen 

 
 

(109a-b) 

 
bei denen der Normierungsfaktor durch (106) bestimmt ist. Mit Hilfe dieser Gleichung 
erhält man auch direkt die gesuchten Auf- und Absteigeoperatoren 
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Mit diesen Operatoren ist es jetzt möglich, die radiale Wellenfunktion 
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Für den Kommutator zwischen den Auf- und Absteigeoperatoren gilt mit den obenstehen-
den Ergebnissen (111a-b) 
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Dieses legt die Definition eines Operators 
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nah, mit dem nunmehr die Kommutationsrelationen  
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erfüllt sind. Die Relationen (116a-b) definieren aber zugleich die Lie-Algebra su(1,1), 
womit man ein analoges Ergebnis zum harmonischen Oszillator erhält [Mar10]. Schließ-
lich ist es noch möglich, mit den Leiteroperatoren Integrale auszuwerten, die eine be-
stimmte Form aufweisen. Mit den Relationen 
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und den Eigenwerten der Operatoren M+ und M- (111a-b) folgt unmittelbar 
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Letztendlich lässt sich auch für den pseudoharmonischen Oszillator eine Rekursionsrelati-
on angeben, die einen einen Zusammenhang zwischen den radialen Wellenfunktionen mit 
unterschiedlicher Quantenzahl nr herstellt. Es ist bekannt, dass die Laguerre-Polynome die 
Beziehung 
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4. Schlußbetrachtung 
 
In dieser Arbeit wurde ein kurzer Einblick in die höherdimensionale Quantenmechanik 
gegeben. Hierzu wurde im ersten Teil in Anlehnung an die Arbeit von Louck der Drehim-
pulsoperator auf den D-dimensionalen Raum erweitert und dessen Eigenwerte auf alge-
braischem Weg bestimmt. Dieses ermöglichte es, in einem zweiten Schritt die Schrödin-
gergleichung für ein D-dimensionales, rotationsinvariantes Potential mit Hilfe eines Sepa-
rationsansatzes in eine eindimensionale radiale Differentialgleichung zu überführen. Mit 
Hilfe dieser radialen Differentialgleichung wurden anschließend verschiedene Potentiale 
untersucht, die sich alle analytisch lösen ließen, in dem man mit Hilfe eines Ansatzes die 
Gleichungen in konfluente hypergeometrische Differentialgleichungen überführt hat, deren 
Lösungen wohl bekannt sind. Im Fall des harmonischen Oszillators ergab sich, dass das 
Energiespektrum nur über die Nullpunktsenergie von der gewählten Dimension abhängig 
ist. Anschließend wurde der harmonische Oszillator mit einer minimalen Ortsunschärfere-
lation untersucht. Auch hierbei zeigte sich eine dominante Dimensionsabhängigkeit in der 
Nullpunktsenergie, wobei die Energieniveaus darüber hinaus in zusätzlichen Termen von 
der Dimension abhängig waren. Diese zusätzlichen Terme bewirkten auch eine teilweise 
Aufhebung der Energieentartung, so dass die Entartung der Energieniveaus lediglich auf 
der Rotationssymmetrie resultiert. Als letztes wurde noch der pseudoharmonische Oszilla-
tor untersucht, für den eine starke Abhängigkeit der Energieniveaus von der gewählten 
Dimension attestiert wurde. Dabei wurde eine Fallunterscheidung zwischen kleinen und 
großen Bindungslängen getroffen und diese Fälle jeweils in Bezug auf den harmonischen 
Oszillator untersucht.  
  
Weiterhin wurde aufgezeigt, dass sowohl der harmonische als auch der pseudoharmoni-
sche Oszillator der Lie-Algebra su(1,1) genügen und es wurden für diese beiden Potentiale 
einige Rekursionsrelationen zwischen radialen Wellenfunktionen mit unterschiedlichen 
Drehimpulsquantenzahlen l hergeleitet. Diese können beispielsweise bei der Auswertung 
von Integralen oder der Bestimmung von Ableitungen sehr nützlich sein. 
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Anhang A: Eigenwerte des Drehimpulsoperators 

 

Der Beweis wird nach Louck [Lou60b] geführt. Aus Übersichtlichkeitsgründen wird dabei 
auf Indizes verzichtet und lk mit l und lk-1 mit m sowie 
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(m)  und die Verwendung der jeweils anderen Gleichung zur Substitution der Glieder 
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Mit der Eigenwertgleichung 
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ergeben sich durch Anwendung der Operatoren (A3) auf 

! 

"
k
(#,m) die modifizierten Ei-

genwertgleichungen 
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Dieses impliziert jedoch zugleich 
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wobei 
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A
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(",m) die Normierungsfaktoren darstellen. Nunmehr gilt 
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Dabei resultiert aus der Gleichheit des ersten und letzten Terms die Bedingung 
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Mit (A2), (A4) und (A7) folgt 
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und damit 
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Da 

!  

 # 0 ist, existiert für einen vorgegebenen Wert von 

! 

"  ein maximaler Wert für m, der 
mit l bezeichnet wird. Damit gilt zugleich 
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k
(#,l) = 0.      (A9) 

 

Wendet man nun die zweite Gleichung von (A2), bei der m durch l ersetzt wurde, auf 

! 

"
k
(#,l)  an und verwendet hierbei (A9), so ergibt sich die gesuchte Bedingung 

 

! 

" = l(l + k #1) ,     (A10) 
 

wobei l = 0,1,2,..., da m gemäß Annahme ebenfalls null oder positiv ganzzahlig ist. Mit der 
zweiten Gleichung (A5) lässt sich weiterhin schließen, dass die Funktion 

! 

L
k

"
(l)#

k
($,l) eine 

Eigenfunktion von 

! 

L
k

2
(l "1)  mit dem Eigenwert 

! 

"  ist. Daraus folgt nun, dass m ebenfalls 
den Wert l-1 annehmen kann. Wiederholt man nun diese Argumentation mit dem Wert m = 
l-1, so ergibt sich, dass der Wert m = l-2 ebenso erlaubt ist. Dieses Vorgehen lässt sich nun 
beliebig fortsetzen, so dass für 

! 

l = 0,1,2,..., die Werte 

! 

m = l,l "1,l " 2,...,0  möglich sind. Da 
die Gleichung (37) für D = 3 erfüllt ist [Lou60b], gilt sie auch für k = 4, usw. 
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Anhang B: Die konfluente hypergeometrische Funktion 
 

Die konfluente hypergeometrische Funktion ist über die Reihe 
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definiert [Lan59, Gra81, Don11], welche für alle endlichen z konvergiert. Die Wahl des 
Parameters " unterliegt keinen Einschränkungen, wohingegen der Parameter ' positiv 
ganzzahlig und ungleich null gewählt werden muss. Die Funktion 
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1
F
1
(", #, z)  ist die Lö-

sung der Differentialgleichung 
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welches leicht durch Nachrechnen zu überprüfen ist. Die Substitution 
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1# ß"

1
 führt 

ebenfalls auf eine Differentialgleichung derselben Form, 
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mit der Lösung 
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z
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1
F
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($ " # +1, 2 " #, z) , welche linear unabhängig zu der Lösung (B1) 

ist. Insofern ergibt sich die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (B2) zu 
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Im Gegensatz zum ersten Term besitzt der zweite an der Stelle z = 0 eine Singularität. Für 
die Funktion 

! 

1
F
1
(", #, z)  ergibt sich mit der sogenannten Kummer Transformation die 

Relation 
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Weiterhin gelten für die Funktion folgende Funktionalgleichungen [Dav65]: 
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Durch die sukzessive Anwendung der letzten Gleichung erhält man nun einen Ausdruck 
für die n-te Ableitung der konfluenten hypergeometrischen Funktion: 
 

 

! 

d
n

dz
n 1
F
1
(", #, z) =

$(#)$(" + n)

$(")$(# + n)
1
F
1
(" + n, # + n, z),   (B7) 

 

! 

1
F
1
(", #, z) = e

z

1
F
1
(# $", #, $z).



! $'!

wobei "(x) die Gamma-Funktion bezeichnet. Sofern bei der Funktion 
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F
1
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Parameter " eine negative ganze Zahl, d.h. 

! 

" = #n, n =1, 2, 3,..., oder null gewählt wird, 

bricht die Reihe 

! 

1
F
1
(", #, z)  nach einer endlichen Anzahl von Gliedern ab und stellt ein 

Polynom vom Grad n dar: 
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Diese Polynome lassen sich über folgende Beziehung darstellen: 
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Über (B9) ergibt sich nun eine Beziehung zwischen den generalisierten Laguerre-
Polynomen, 
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und der konfluenten hypergeometrischen Funktion 
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Hieraus resultieren für m = 0 die einfachen Laguerre-Polynome 
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(z) , für die gilt: 
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Nunmehr ist es ebenfalls möglich, das asymptotische Verhalten der konfluenten hyper-
geometrischen Funktion anzugeben. Für kleine Werte von z ist das asymptotische Verhal-
ten der Funktion 
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(", #, z)   durch die ersten Reihenglieder in (B1) gegeben. Für große z 

gilt hingegen die Näherung 
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Für feste Werte von z und unendlich große Werte für einen anderen Parameter ergibt sich 
dagegen als Näherung 
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