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,Und wenn ich am Ende solcher Diskussionen noch allein einen kurzen Spa-
ziergang im benachbarten Park unternahm, wiederholte ich mir immer und im-
mer wieder die Frage, ob die Natur wirklich so absurd sein kénne, wie sie uns
in diesen Atomexperimenten erschien.“

— Werner Karl Heisenberg






Kurzfassung

In dieser Arbeit wird der Wirkungsquerschnitt des Prozesses x{x) — A — bb inklusi-
ve aller Einschleifenkorrekturen der starken Wechselwirkung berechnet. Zusétzlich wer-
den Korrekturen hoherer Ordnung durch eine Resummation beriicksichtigt. Darin einge-
schlossen sind insbesondere auch elektroschwache Korrekturen, die aufgrund der Yukawa-
Kopplung des Top-Quarks in derselben Groflenordnung wie typische starke Korrekturen
liegen konnen.

Der genannte Prozess ist im sogenannten Higgs-Funnel der dominante Annihilationska-
nal von leichten Neutralinos, die als Kandidat fiir die dunkle Materie in Betracht kommen.
Die mithilfe der Boltzmann-Gleichung bestimmte Reliktdichte dunkler Materie hingt in
diesem Bereich des Parameterraums sensitiv vom Prozess Y%} — A% — bb ab. Das bildet
die Motivation der vorliegenden Arbeit.

Mithilfe des Programms DM@NLO wird eine numerische Untersuchung durchgefiihrt.
Konkret wird dabei analysiert, wie sich die Beitrige zur Resummation genau zusam-
mensetzen und wie sich der Wirkungsquerschnitt verdndert, wenn Strahlungskorrekturen
und Resummationseffekte beriicksichtigt werden. Des Weiteren wird gezeigt, dass die ge-
nannten Korrekturen ph&nomenologische Relevanz besitzen, da sie die resultierende Re-
liktdichte direkt beeinflussen. Insbesondere ist dieser Einfluss grofler als die derzeitigen
experimentellen Unsicherheiten von Messungen mit WMAP.

Abstract

In this thesis the cross section of the process %) — A — bb including all radiative one-
loop corrections of the strong interaction is calculated. In addition, higher order corrections
are included via resummation. By doing this, specific electroweak contributions, which can
be sizeable due to the Yukawa coupling of the top quark, are also respected.

The given process is the dominant annihilation channel of light neutralinos — which are
a possible dark matter candidate — in the so-called Higgs funnel region. In this part of the
MSSM parameter space, the relic density determined by the Boltzmann equation depends
sensitively on the process YUx{ — A° — bb. This is the main motivation of the present
work.

By using the program DM@NLO a numerical analysis is performed. The composition
and behaviour of the resummation is investigated. Furthermore it is studied how the cross
section changes when radiative corrections and resummation effects are included. It is
shown that these corrections are phenomenologically relevant, as they directly influence
the resulting relic density. This impact is in particular larger than the current experimental
uncertainty of measurements with WMAP.
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1. Einleitung

Die Féhigkeit zu sehen ist fiir uns Menschen von fundamentaler Bedeutung. Das Sehen
ermoglicht die rdumliche Orientierung im Alltag, nonverbale Kommunikation und die Be-
obachtung von Dingen und Lebewesen. Daher bildet das Sehvermdgen die Basis der empi-
rischen Wissenschaften. Besonders bemerkenswert ist die Tatsache, dass wir kraft unseres
Verstandes sogar in der Lage sind, indirekt zu beobachten.

Dazu stelle man sich eine Katze vor, die in charakteristischer Manier im hohen Gras
lauert, um dann zielgerichtet hervor zu springen. Unser Verstand bzw. diesbeziiglicher
Erfahrungsschatz legt den Schluss nahe, dass sich ein kleiner Nager, um den es offenbar
nicht gut bestellt ist, in der Ndhe der Katze befindet, selbst wenn wir diesen nicht direkt
sehen konnen.

Von einer indirekten Beobachtung im wissenschaftlichen Kontext — mit ebenfalls drasti-
schen Konsequenzen — zeugt die Entdeckung des Planeten Neptun. Im Jahre 1821 studierte
der damalige Direktor der Pariser Sternwarte, Alexis Bouvard, die Bewegung des Uranus.
Die dabei gesammelten Daten wiesen Diskrepanzen gegeniiber einer reguldren keplerschen
Umlaufbahn auf. Bouvard schloss daraus, dass die Bewegung des Uranus durch die Gra-
vitation eines weiteren, bislang nicht bekannten Planeten gestort ist. Nachdem Urbain
Le Verrier mithilfe von Bouvards Tabellen die hypothetische Position des neuen Planeten
mathematisch vorhergesagt hatte, gelang Johann Gottfried Galle 1846 die direkte Beob-
achtung]l] des heute als Neptun bekannten Planeten (vgl. [I]).

Ein weiteres Phéanomen, von dem wir lediglich durch indirekte Beobachtung wissen,
beschiftigt derzeit die moderne Physik. Ahnlich dem Neptun bewegen sich sowohl die
Sterne in den Galaxien als auch die Galaxien selbst nicht so, wie man es aufgrund des
newtonschen Gravitationsgesetzes und der Anziehung durch die anderen sichtbaren Ster-
ne bzw. Galaxien erwarten wiirde (vgl. [2] und [3]). Das impliziert, dass entweder das
newtonsche Gravitationsgesetz den Sachverhalt ungeniigend beschreibt oder dass neben
den Sternen und Galaxien weitere, nicht-leuchtende Gravitationsquellen existieren. Diese
Gravitationsquellen miissen den Beobachtungen zufolge insgesamt sehr viel mehr Masse
besitzen als die leuchtende Materie und werden als dunkle Materie bezeichnet.

Was ist dunkle Materie? Die kurze Antwort lautet, dass dies bislang génzlich ungekléart
ist. Ein gegenwértig intensiv studierter Erkldrungsansatz basiert auf der Existenz eines
Elementarteilchens, das die dunkle Materie hauptséchlich ausmacht (vgl. [4]). Um allen
experimentellen Befunden gerecht zu werden, muss dieses Teilchen langlebig und massiv
sein und darf nicht der elektromagnetischen Wechselwirkung unterliegen. Das bedeutet,
dass es Licht weder absorbiert noch reflektiert. In Anbetracht der Tatsache, dass die dunkle
Materie in sehr viel groflerer Menge vorhanden ist als die leuchtende Materie, scheint diese
Theorie zu bestétigen, was Antoine de Saint-Exupéry bereits 1943 erkannte (vgl. [5]). ,, Das
Wesentliche ist fiir das Auge unsichtbar.“

nteressant ist die Frage, wem die Ehre der Entdeckung gebiihrt. Galle selbst verwies dabei stets auf Le
Verrier.



1 Einleitung

Das Problem dieses Erkldarungsansatzes liegt darin, dass das Standardmodell der Teil-
chenphysik keinen geeigneten Kandidaten fiir die dunkle Materie liefert. Um den Gedanken
weiter verfolgen zu konnen, ist es also notwendig, das Standardmodell zu erweitern. Ein
aus theoretischer Sicht besonders motivierter Ansatz dazu besteht in der Einfithrung einer
Symmetrie zwischen Teilchen mit ganz- und halbzahligen Spin — den Bosonen und den
Fermionen. Dieses Konzept firmiert unter dem Namen Supersymmetrie (SUSY; vgl. [6]
und [7]).

Das minimale supersymmetrische Standardmodell (MSSM) ist eine mogliche Realisie-
rung einer supersymmetrischen Erweiterung des Standardmodells. Unter der zusétzlichen
Annahme, dass eine neue Quantenzahl — die sogenannte R-Paritit — erhalten ist, generiert
das MSSM einen brauchbaren Kandidaten fiir die dunkle Materie. In den meisten Fallen
handelt es sich hierbei um das leichteste Neutralino Y9.

In der vorliegenden Masterarbeit werden Eigenschaften des Neutralinos untersucht. Kon-
kret geht es darum, den Wirkungsquerschnitt des Annihilationsprozesses X%} — AY — bb
prézise, d. h. unter Beriicksichtigung von Finschleifenkorrekturen und Resummationsef-
fekten, zu bestimmen. Die genaue Berechnung ist dadurch motiviert, dass der genannte
Prozess in einem bestimmten Bereich des Parameterraumes des MSSM — dem sogenannten
Higgs-Funnel — dominant ist. Aufgrund dessen héngt die mithilfe der Boltzmann-Gleichung
bestimmte Restdichte dunkler Materie im Higgs-Funnel sensitiv von genau diesem Prozess
ab. Um auch in diesem Fall einen addquaten Vergleich mit den experimentellen Datenﬂ
zu ermoglichen, ist es notwendig, die theoretischen Unsicherheiten zu minimieren und die
aufgefithrten Korrekturen zum Wirkungsquerschnitt zu bestimmen.

Die iibrige Arbeit gliedert sich wie folgt. Im anschlieenden Kapitel 2] wird das Phinomen
der dunklen Materie ausfiihrlicher beschrieben und die Boltzmann-Gleichung diskutiert.
Zudem werden die fiir diese Arbeit wesentlichen Eigenschaften des Standardmodells der
Teilchenphysik und der Supersymmetrie qualitativ zusammengefasst. Abschnitt [3] bildet
den Hauptteil der Arbeit. In diesem wird der Wirkungsquerschnitt des Annihilationspro-
zesses X{X) — A® — bb samt zugehorigen Strahlungskorrekturen auf Einschleifenniveau
und Resummationseffekten berechnet und detailliert dargestellt. Die dabei notwendigen
technischen Feinheiten werden entweder wihrend der Rechnung selbst oder im Anhang [B]
erldutert. In Abschnitt [4 wird das numerische Programmpaket DM@NLO kurz vorgestellt.
Im Rahmen der vorliegenden Masterarbeit wurden die bereits erwéhnten Resummations-
effekte in dieses Programm implementiert. Die Auswirkungen der Resummation werden
in Kapitel [5| mithilfe von DM@NLO numerisch analysiert. Abschlielend wird in Abschnitt
[6] ein Fazit gezogen, woran sich im Anhang [A] noch Bemerkungen zu den verwendeten
Konventionen anschlielen.

Die zentralen Quellen fiir diese Arbeit sind [§], [9], [I0] und [11].

2Hier spielen insbesondere die sehr priizisen Messwerte der kosmischen Hintergrundstrahlung von WMA P
(,, Wilkinson Microwave Anisotropy Probe*) und dessen Nachfolger, dem Planck- Weltraumteleskop, eine
Rolle.



2. Theoretische Grundlagen

2.1. Dunkle Materie

2.1.1. Evidenz
Galaxienbewegung

Das historisch erste Indiz fiir die Existenz dunkler Materie stammt vom Schweizer Astro-
nomen Fritz Zwicky. 1933 untersuchte dieser die Rotverschiebung von extragalaktischen
Nebelnﬂ (vgl. [3]). Dabei wandte er den Virialsatzﬂ auf den Coma-Galaxienhaufen an und
stellte in einer Uberschlagsrechnung fest, dass die Menge der leuchtenden Materie bei Wei-
tem nicht ausreicht, um die beobachtete Rotverschiebung herbeizufiithren. Verbliifft zog er
das Fazit: ,, Falls sich dies bewahrheiten sollte, wiirde sich also das tiberraschende Resultat
ergeben, dass dunkle Materie in sehr viel grofierer Dichte vorhanden ist als leuchtende
Materie.“ [3]

Rotationskurven

Unter einer Rotationskurve versteht man in diesem Kontext einen Graphen, der die Ro-
tationsgeschwindigkeit v von Sternen einer Galaxie in Abhéngigkeit vom Abstand r zum
galaktischen Zentrum darstellt. Die Rotationsgeschwindigkeit ldsst sich mithilfe der Rot-
verschiebung der 21 cm-Wasserstofflinie sehr prézise und insbesondere auch fiir Sterne
bestimmen, die weit vom galaktischen Zentrum entfernt sind. Dabei erwarten wir geméf
der newtonschen Mechanik ndherungsweise folgenden Zusammenhang: Die repulsive Zen-
trifugalkraft wird durch die attraktive Gravitationskraft kompensiert,

v GmM(r) GM((r)
m—=——-s— & v= .
r T T

(2.1)

Darin bezeichnet m die Masse des betrachteten Sterns, G die newtonsche Gravitations-
konstante und M (r) die Masse der Galaxie bis zum Radius r. Wenn wir vereinfachend
annehmen, dass die Massendichte der Galaxie p(r) radial ist, gilt

M(r) =4nm /07‘ dr'r?p(r'). (2.2)

In den AufBlenbereichen der Galaxie sollte M(r) in erster Ndherung r-unabhingig sein,
da sich die Zahl der im Radius r eingeschlossenen Sterne kaum noch erhcht. Demnach

37u dieser Zeit hatte sich der Begriff der Galaxie noch nicht etabliert. Galaxien auBerhalb der Milchstra-
Be konnten mit den damaligen Teleskopen nicht oder nur in Einzelfdllen als Sternhaufen identifiziert
werden, sodass man von Nebeln sprach.

4Der Virialsatz verbindet die zeitlichen Mittelwerte von kinetischer und potentieller Energie in einem
konservativen System. Im Spezialfall eines gravitativen Systems gilt 2Ekin = —Epot. Die Uberstriche
stehen dabei fiir die zeitliche Mittelung (vgl. [12]).



2 Theoretische Grundlagen

erwartet man in diesem Bereich die Proportionalitét

v~ — (2.3)

wie sie auch fiir die Rotationsgeschwindigkeiten der Planeten in unserem Sonnensystem
beobachtet wird.

DISTRIBUTION OF DARK MATTER IN NGC 3198
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Abbildung 2.1.: Rotationskurve der Galaxie NGC 3198

Ein Beispiel fiir eine experimentell bestimmte Rotationskurve sehen wir in Abbildung
(Quelle: [13]). In diesem Fall wurde die Spiralbalkengalaxie NGC 3198 untersucht,
die sich im Sternbild des groflen Béren befindet. Die unterste und mit ,,disk“ beschriftete
Kurve entspricht der theoretischen Vorhersage, wie sie in vereinfachter Form im Vorange-
gangenen dargelegt wurde. Sie fillt im Bereich grofier Abstéinde zum galaktischen Zentrum
ab. Den Messwerten entspricht jedoch die oberste Kurve. Diese bildet bei grofem Radius
ein charakteristisches Plateau aus. Die widerspriichliche Situation ist seit 1970 bekannt
(vgl. [2]) und lésst sich auf zweierlei Arten interpretieren:

e Das newtonsche Gravitationsgesetz beschreibt den Sachverhalt ungentigend. Auf die-
se Option wird in Abschnitt noch ndher eingegangen.

e Die Massenverteilung M (r) besitzt nicht den angenommenen Verlauf. In den Aufien-
bereichen der Galaxie befindet sich zusétzliche, nicht leuchtende Materie, die durch
ihre gravitative Wirkung das Plateau in Abbildung erzeugt. Dieser Wirkung ent-
spricht der mit ,,halo“ beschriftete Graph in obiger Abbildung. Die Superposition
der unteren beiden Kurven resultiert in der beobachteten Rotationskurve.



2.1 Dunkle Materie

Beobachtungen am Bullet-Cluster

Der Bullet-Clusterf] ist ein Galaxienhaufen im Sternbild der Carina. Dieser Cluster ent-
stand aus zwei Galaxienhaufen, die vor etwa 100 Millionen Jahren kollidiert sind. Anhand
dieses Objektes wurde der bislang stirkste empirische Beweis fiir die Existenz von dunkler
Materie erbracht (vgl. [I4]). Wir betrachten dazu Abbildung (Quelle: [15]).

Abbildung 2.2.: Verteilung von baryonischer und dunkler Materie im Bullet-Cluster

Die beiden urspriinglichen Galaxienhaufen liegen ungefiihr in den blau eingefiirbten Be-
reichen und emittieren sichtbares Licht. Der linke Haufen ist deutlich grofler als der rechte.
Aufgrund der groflen interstellaren Entfernungen hatte die Kollision der Galaxienhaufen
auf die einzelnen Galaxien und Sterne kaum einen Effekt.

Die rot eingefiarbten Bereiche entsprechen den Gebieten der gréfiten baryonischen Mas-
sendichte, dem interstellaren Gas. Diese Gebiete wurden durch den Nachweis von Rontgen-
strahlung ermittelt. Man sieht, dass diese Bereiche den beiden Galaxienhaufen , hinterher-
laufen®. Diese Tatsache lédsst sich damit erkldren, dass die Gaswolken — im Gegensatz zu
den einzelnen Galaxien — durch die Kollision merklich verlangsamt wurden, da diese sehr
diffus sind und miteinander elektromagnetisch wechselwirken.

In blau sind die Gebiete der grofiten Massendichte insgesamt zu sehen. Um diese zu
bestimmen, wurde der Gmm’tationslinseneﬁekﬂ ausgenutzt. Diese Bereiche fallen mit den
Galaxienhaufen selbst zusammen, obwohl diese nicht den Grofiteil der baryonischen Masse
ausmachen.

Die Schlussfolgerung dieses Befundes lautet, dass die Galaxienhaufen neben den Sternen
und dem interstellaren Gas noch eine dritte Komponente besitzen, ndmlich ein Halo aus
dunkler Materie. Die dunkle Materie unterliegt nicht der elektromagnetischen Wechselwir-
kung, weshalb die beiden Halos durch die Kollision der zugehorigen Galaxienhaufen kaum
verlangsamt wurden.

SDer Name Bullet (Geschoss) geht auf das Aussehen der Rontgenemissionen des rechten Teils des Gala-
xienhaufens zuriick.

5Gemsf der allgemeinen Relativititstheorie kriimmen schwere Massen den Raum. Dies fithrt zu einer
Ablenkung von Lichtstrahlen durch Gravitationsfelder. Dabei wird das Abbild des Hintergrundobjek-
tes von einem Beobachter verzerrt, verschoben oder sogar vervielfacht wahrgenommen. Mithilfe von
statistischen Methoden lisst sich der Gravitationslinseneffekt dazu nutzen, die Masse der Linse selbst
zu bestimmen.
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Kosmische Hintergrundstrahlung und Strukturbildung

Wir widmen unser Augenmerk nun der kosmischen Hintergrundstrahlung. Diese wird gele-
gentlich als ,,Echo des Urknalls* bezeichnet und ist entstanden, als das Universum durch-
sichtig wurde, also zum Zeitpunkt der Entkopplung von Strahlung und Materie. Das
Universum war dabei etwa 380.000 Jahre alt und 3.000 K heif}. Die kosmische Hinter-
grundstrahlung wurde von Satelliten wie COBE (,,Cosmic Background Explorer”) und
WMAP (,,Wilkinson Microwave Anisotropy Probe“, vgl. [16]) sehr genau vermessen und
als Schwarzkorperstrahlung mit einer Temperatur von etwa 2,7 K identifiziert. Sie zeichnet
sich durch ihre rdumliche Isotropie aus, die einen der Eckpfeiler der Urknall- und Inflati-
onstheorie bildet. Man stellt jedoch fest, dass die rdumliche Isotropie nicht vollig perfekt
ist. Es liegen Temperaturanisotropien im Bereich von etwa 60 pK vor.

Abbildung 2.3.: Anisotropien in der kosmischen Hintergrundstrahlung, gemessen mit
WMAP

Diese in Abbildung (Quelle: [17]) dargestellten Fluktuationen sind fiir unser kos-
mologisches Modell essentiell. Schliellich geht man davon aus, dass die Strahlungsfluk-
tuationen direkt mit Dichteschwankungen im frithen Universum verbunden sind. Diese
Dichteschwankungen sind es, aus denen alle heutigen Strukturen wie z. B. Galaxien her-
vorgegangen sind. Aus dem Fourierspektrum der Anisotropien lassen sich auf ausgekliigelte
Weise die Dichte der dunklen Materie 2py und die Dichte der baryonischen Materie Qg
getrennt voneinander bestimmerﬂ Man findet (vgl. [16])

QOpmh? = 0,1157 £ 0,0023 sowie Qpph? = 0,02266 + 0, 00043. (2.4)

Diese Dichten sind in Einheiten der kritischen Dichte

_ 3H?

== (2.5)

Pe

zu verstehen. Eine Energie- bzw. Materiedichte von 1 wiirde in diesen Einheiten ein perfekt
flaches Universum hervorrufen. H bezeichnet die Hubble-Konstante. Diese schreibt man

"Bei dieser Bestimmung wird das ACDM-Modell verwendet. Dieses beruht auf einem flachen Universum
mit einer Friedmann-Lemaitre-Robertson- Walker-Metrik. Den Grofiteil der benotigten Energie- bzw.
Materiedichte fiir ein flaches Universum liefert dabei eine kosmologische Konstante, die man als dunkle
Energie bezeichnet.



2.1 Dunkle Materie

in der Regel als
km

s - Mpc’
um in (2.4)) iiber h die Abhéngigkeit von der Hubble-Konstanten zu betonen. Ein Mega-

parsec (Mpc) betriigt 3,0856776-10%° Meter. Die Unsicherheiten in ([2.4)) entsprechen einer
Standardabweichung von 1o.

H =h-100

(2.6)

Komplementér lasst sich numerisch untersuchen, welche anfiinglichen Dichteschwankun-
gen zu den heute beobachteten kosmischen Strukturen fithren. Dieser Fragestellung wurde
im Rahmen der Millennium-Simulation unter Federfithrung des Max-Planck-Instituts fiir
Astrophysik in Garching nachgegangen (vgl. [I§]). In dieser Simulation konnte die kos-
mische Strukturbildung erfolgreich nachgebildet werden. Der wichtigste Parameter der
Simulation war dabei die Menge der dunklen Materie Q2py, der auf

Qpumh? = 0,1092445 (2.7)

gesetzt wurde. Die dunkle Materie pragt durch ihre gravitative Wechselwirkung den Struk-
turbildungsprozess mafigeblich, man spricht von , dunklen Kondensationskeimen* oder
Gravitationszentren. Fordert man weiterhin, dass die dunkle Materie nicht elektroma-
gnetisch wechselwirkt, so findet keine Kopplung von Strahlung an dunkle Materie statt.
Dadurch erhéhen sich die Temperaturanisotropien, wie sie von WMAP gemessen wurden,
durch die Anwesenheit von dunkler Materie nicht.

Die Millennium-Simulation bescherte jedoch noch eine weitere Erkenntnis. Ist der Grof3-
teil der dunklen Materie heifl, d. h. bewegt sie sich mit relativistischer Geschwindigkeit,
so rekonstruiert die simulierte Strukturbildung nicht die Realitét. In diesem Falle bilden
sich grofiskalige Objekte wie Galaxienhaufen vor kleineren Objekten wie Galaxien. Man
beobachtet jedoch den gegenteiligen Fall. Dunkle Materie muss demnach hauptséchlich
aus kalten Komponenten bestehen.

2.1.2. Kandidaten fiir dunkle Materie
MACHOs

Einen ersten Deutungsansatz zur dunklen Materie bilden die sogenannten MACHOs (,,Mas-
sive Astronomical Compact Halo Objects“). Darunter versteht man schwere, gebundene,
nicht leuchtende Objekte. MACHOs miissten in den Auflenbereichen der Galaxien in grofier
Zahl vorhanden sein, um so die zuvor aufgefiihrten Effekte erkliaren zu kénnen. Kandidaten
fiir MACHOs sind beispielsweise braune und weifle Zwerge, Neutronensterne oder schwarze
Locher. Die Erklarung besitzt jedoch einige Schwéchen.

Zum einen sollten die genannten Objekte im frithen Universum noch nicht existieren. So
sind der géngigen Theorie nach Neutronensterne Endzusténde von Sternen, die sich erst
im Laufe der Zeit ausbilden. Daher ist fraglich, wie eine aus MACHOs aufgebaute dunkle
Materie die erwéhnten Phdnomene zur Strukturbildung verursacht haben soll.

Zum anderen lassen sich MACHOs mithilfe des Gravitationslinseneffektes nachweisen.
Die dabei auftretenden kurzzeitigen Aufhellungen des Lichtsignals sind sehr charakteris-
tisch, sodass der Effekt gut von anderen Ursachen abgegrenzt werden kann. Mithilfe dieser
Methode wurde beispielswiese in der grolen Magellanschen Wolke gezielt nach MACHOs
gesucht (vgl. [19]). Es wurden auch MACHOs gefunden, allerdings zu wenig, als dass diese
die geforderte Menge an dunkler Materie génzlich erkldren konnten.
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WIMPs

Eine andere Moglichkeit, das Phénomen der dunklen Materie zu erkliren, basiert auf soge-
nannten WIMPs (,,Weakly Interacting Massive Particles*). In diesem Fall geht man davon
aus, dass die dunkle Materie nicht aus grofien kompakten Objekten, sondern aus freien
Elementarteilchen besteht, die zahlreich in den galaktischen Halos sowie im frithen Uni-
versum vorhanden sind. Dabei miissen sie alle zuvor diskutierten Eigenschaften erfiillen.
Insbesondere diirfen WIMPs nicht der elektromagnetischen oder starkenﬁ Wechselwirkung
unterliegen, miissen nichtrelativistisch, massiv und stabil sein.

An dieser Stelle ist eine Klarstellung angebracht. WIMPs miissen wie erwéhnt elektrisch
neutral und farblos sein. Sie wechselwirken daher nur schwach. Schwach ist dabei zunéchst
als Adjektiv zu verstehen, hiermit ist nicht automatisch die schwache Wechselwirkung des
Standardmodells gemeint. Konkret lassen sich drei Félle unterscheiden:

1. Die WIMPs wechselwirken ausschliefflich gravitativ.

2. Die WIMPs wechselwirken gravitativ und zusétzlich schwach auf eine bislang un-
bekannte Weise, z. B. iiber eine Wechselwirkung, die nicht im Standardmodell der
Teilchenphysik enthalten ist.

3. Die WIMPs wechselwirken gravitativ und unterliegen der schwachen Wechselwirkung
des Standardmodells.

In dieser Masterarbeit werden Eigenschaften eines potentiellen WIMPs untersucht, das
in die dritte der obigen Kategorien féllt. Dieses Teilchen, das Neutralino, wird in Abschnitt
2.3 niher vorgestellt.

MOND

Alternativ besteht in einer Korrektur der zugrunde liegenden Theorie, d. h. in diesem
Falle der newtonschen Dynamik, ein weiterer Erkldrungsansatz. Dieser Weg firmiert unter
dem Schlagwort MOND (Modifizierte newtonsche Dynamik; vgl. [21] und [22]). Hierbei
geht man davon aus, dass das iibliche newtonsche Kraftgesetzﬂ also der Zusammenhang
zwischen Kraft I’ und Beschleunigung a, gegeben durch

F = ma, (2.8)

lediglich eine N&herung bzw. ein Grenzfall fiir grofie Beschleunigungen ist. Gro8 meint
dabei insbesondere auch alltdgliche Beschleunigungen, wie beispielsweise die Erdbeschleu-
nigung. Die Kreisbeschleunigung von Sternen, die sich weit auflen in ihrer Galaxie befinden,
ist hingegen klein, sodass hier eine Korrektur erforderlich wird. Das modifizierte Gesetz
lautet

F = may <a> , (2.9)

ao

8Dass WIMPS nicht stark wechselwirken diirfen, folgt nicht unmittelbar aus dem bisher Beschriebenen.
Eine genauere Begriindung dessen findet sich in [20]. Das Hauptargument ist, dass stark wechselwir-
kende WIMPs bei der Suche nach anomalen Protonen detektiert worden wéren.

9 Auf eine vektorielle Schreibweise wird in diesem Abschnitt verzichtet.
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wobei ag eine neue Naturkonstante ist. Die Funktion u(x) ist nicht eindeutig festgelegt.
Wesentlich ist, dass die Funktion die beiden Grenzfille p(z > 1) =1 und p(z < 1) = =
einschliefit. In der Praxis verwendet man héufig die Funktionen

()

x
oder ) = —. 2.10
= i (210

Wie erwihnt erhélt man somit im Falle grofler Beschleunigungen die iibliche newtonsche
Dynamik. Fiir die Bahnbewegung von Sternen in den Auflenbereichen von Galaxien folgt

mittels der Korrektur fiir kleine Beschleunigungen

GmM a? agGM  v* 4
2 :ma—0 & 2 =3 © v =+ aGM. (2.11)

:1+w

Die Bahngeschwindigkeit ist demzufolge radiusunabhéngig, was dem beobachteten Plateau
fiir groe Radien in Abbildung gerecht wird. Obwohl die MOND die beobachteten
Rotationskurven erkliaren kann und die iibliche newtonsche Mechanik als Grenzfall enthélt,
besitzt sie auch Méangel:

e Die MOND erklédrt neben den Rotationskurven keine weiteren Phénomene der dun-
klen Materie. Insbesondere die Beobachtungen am Bullet Cluster lassen sich nicht
mithilfe der MOND deuten.

e Die MOND relativistisch zu verallgemeinern ist vermutlich moglich, jedoch noch
aktueller Forschungsgegenstand (vgl. [23]). Generell sollte sich jede physikalische
Theorie relativistisch formulieren lassen.

2.2. Das Standardmodell der Teilchenphysik

In diesem Abschnitt soll das Standardmodell der Teilchenphysik kurz und qualitativ zusam-
mengefasst werden. Der Fokus liegt dabei auf den fiir diese Arbeit ben6tigten Grundlagen.
Technische Aspekte sollen nicht diskutiert werden, da alle fiir die in Abschnitt [3] durch-
gefithrte Rechnung bendtigten Methoden wihrend der Rechnung selbst oder im Anhang B
im Detail erldutert werden. Die Darstellung folgt im Wesentlichen Vorlesungsmitschriften,
findet sich jedoch ebenso in der einschligigen Lehrliteratur wieder (vgl. etwa [24], [25],
[26] oder [27]).

2.2.1. Wechselwirkungen und Symmetrien

Das Standardmodell der Teilchenphysik ist eine relativistische Quantenfeldtheorie (QFT)
zur Beschreibung der Elementarteilchen und ihrer Wechselwirkungen. Im Rahmen des
Standardmodells werden drei der vier fundamentalen Kréfte beschrieben, die elektroma-
gnetische, die schwache sowie die starke Wechselwirkung. Die Theorie der Gravitation ist
die allgemeine Relativitédtstheorie, allerdings ist der Einfluss der Gravitation auf mikro-
skopischer Skala in der Regel vernachlédssigbar.

Zugleich ist das Standardmodell eine Fichtheorie. Eine Eichtheorie zeichnet sich durch
bestimmte Symmetrieeigenschaften aus. Formal gesprochen ist die Lagrangedichte einer
Eichtheorie invariant unter der zugehorigen lokalen Eichtransformation. Die entsprechende
Symmetriegruppe des Standardmodells lautet

SUB)e x SU((2)r x U(1)y. (2.12)
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Die erwahnten drei Wechselwirkungen sind direkt mit obigen Symmetriegruppen verkniipft
und sollen nun ndher charakterisiert werden.

e Die elektromagnetische Wechselwirkung konnte als erste erfolgreich durch eine Quan-
tenfeldtheorie, die Quantenelektrodynamik (QED) beschrieben werden. Wie in jeder
Eichtheorie erfolgt auch in der QED der Kréfteaustausch durch ein Eichboson, in
diesem Fall durch das masselose Photon. Das Photon koppelt an elektrisch geladene
Teilchen. Da es selbst jedoch neutral ist, kommt es zu keiner Selbstwechselwirkung.
Diese Tatsache spiegelt sich technisch darin wider, dass die Generatoren der zu-
gehorigen Symmetriegruppe U (1) kommutieren. Man bezeichnet die QED daher als
abelsche Eichtheorie.

e Die schwache Wechselwirkung besitzt insgesamt drei Austauschbosonen, zwei gela-
dene W-Bosonen und ein neutrales Z-Boson. Alle drei Bosonen sind massiv, was eine
theoretische Beschreibung durch eine Eichtheorie lange erschwerte, da Eichbosonen
prinzipiell masselos sein mﬁsseﬂ

Ein Ausweg wurde 1967 durch das Glashow- Weinberg-Salam-Modell (GWS-Modell)
gefunden (vgl. [28 und [29]). Diese Theorie vereint die elektromagnetische und
die schwache Wechselwirkung zur elektroschwachen Wechselwirkung. Die Theorie
besitzt eine SU(2); x U(1)y-Symmetrie beziiglich des schwachen Isospins I bzw.
der schwachen Hyperladung Y. Allerdings wird diese Symmetrie durch den Higgs-
Mechanismus spontan gebrochen. Bei diesem Vorgang erhalten die Eichbosonen der
schwachen Wechselwirkung ihre Masse (vgl. [30]). Zusétzlich entsteht ein weiteres
physikalisches Teilchen, das sogenannte Higgs-Boson, welches wahrscheinlich im letz-
ten Jahr erstmalig beobachtet wurde (vgl. [31] und [32]).

e Die starke Wechselwirkung wird durch die Quantenchromodynamik (QCD) beschrie-
ben. Ihr unterliegen alle Teilchen mit einer Farbladung. Die zugehorige Symmetrie-
gruppe ist die SU(3)c-Gruppe. Den acht Generatoren dieser Gruppe entsprechen
die Eichbosonen der QCD, die masselosen Gluonen. Wesentlich ist, dass die Gluo-
nen selbst farbig geladen sind und daher mit sich selbst wechselwirken. Die QCD ist
deshalb — ebenso wie das GWS-Modell — eine nicht-abelsche Eichtheorie.

2.2.2. Teilcheninhalt

Neben den bereits angesprochenen Eichbosonen und dem Higgs-Boson beinhaltet das Stan-
dardmodell zwdlf massive Fermionen. Diese lassen sich wiederum in Quarks (u, d, ¢, s,
t und b), geladene Leptonen (e, i und 7) sowie neutrale Leptonen (v, v, und v;) in je
drei Generationen einteilen. Die einzelnen Quark- und Leptonsorten werden auch als die
verschiedenen Flavours der Quarks und Leptonen bezeichnet. Eine Ubersicht findet sich
in Tabelle 2.1]

Fin Massenterm fiir Eichbosonen in der Lagrangedichte verletzt die Eichinvarianz.
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Tabelle 2.1.: Fermionischer Teilcheninhalt des Standardmodells

1. Generation | 2. Generation | 3. Generation
U c t
Quarks
d s b
e T
Leptonen K
Ve 1//‘ VT

Jedes der obigen Teilchen unterliegt der schwachen Wechselwirkung. Die Quarks und
die geladenen Leptonen wechselwirken zusétzlich elektromagnetisch. Der starken Wechsel-
wirkung unterliegen neben den Gluonen lediglich die Quarks.

Wir erinnern uns nun an die erforderlichen Eigenschaften eines WIMPs. Als WIMP kom-
men nur die schwach wechselwirkenden neutralen Leptonen, die Neutrinos, in Betracht.
Neutrinos sind jedoch extrem leichte TeilchenT] weshalb sie im frithen Universum relati-
vistisch waren. Dies steht im Widerspruch zu den Resultaten der Millennium-Simulation.
Des Weiteren sind Neutrinos nicht zahlreich genug, um die benétigte Menge an dunkler
Materie zu liefern. Wir halten deshalb fest, dass das Standardmodell der Teilchenphysik
keinen geeigneten Kandidaten fiir die dunkle Materie beinhaltet.

2.3. Supersymmetrie und das MSSM

2.3.1. Motivation und Konstruktion

Obwohl das Standardmodell der Teilchenphysik als phanomenologisch extrem erfolgreich
zu bewerten ist, gibt es Indizien dafiir, dass das Standardmodell lediglich als eine effek-
tive Theorie, d. h. als Ndherung einer fundamentaleren Theorie fiir niedrige Energien,
aufzufassen ist. Neben einem fehlenden Kandidaten fiir die dunkle Materie besitzt das
Standardmodell aus theoretischer Sicht u. a. die folgenden Schwéchen:

e Das sogenannte Hierarchieproblem betrifft die Frage, warum die Gravitation im Ver-
gleich zur elektroschwachen Wechselwirkung so schwach ist. Technisch spiegelt sich
dies in der Masse des Higgs-Bosons wider. Dazu nehmen wir an, dass das Standard-
modell die Physik bis zur Energieskala A korrekt beschreibt. Bei der Berechnung der
Masse des Higgs-Bosons auf Einschleifenniveau treten dann divergente Strahlungs-
korrekturen proportional zu A? auf. Diese lassen sich prinzipiell durch eine geeignete
Renormierung der Masse beheben. Wenn A jedoch die Planck-Skala (~ 10 GeV)
ist, miisste diese Aufthebung mit einer unnatirlichen Préazision erfolgen, damit die
Higgs-Masse im elektroschwachen Energiebereich (~ 102 GeV) liegt.

e Um Prozesse wie den Urknall besser studieren zu konnen, ist es notwendig, die drei
Wechselwirkungen des Standardmodells innerhalb einer vereinheitlichten Theorie zu
beschreiben. Dazu miissen die Kopplungstéirken der Krifte ab einer bestimmten
Energieskala iibereinstimmen. Dies ist im Standardmodell jedoch nicht gegeben.

11Beispielsweise ist das Elektronneutrino v, leichter als 2,2eV.
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Es stellt sich die Frage, wie die erwéhnte tiefer liegende Theorie beschaffen ist, d. h. wie
sich das Standardmodell erweitern ldsst. Eine Moglichkeit besteht in der Einfiihrung einer
Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen, der sogenannten Supersymmetrie. Dabei
wird durch einen Operator ) jedem Boson ein Fermion zugeordnet und umgekehrt:

@ |Boson) = |Fermion) und @ |Fermion) = |Boson) . (2.13)

Konkret gehorcht Q der folgenden Algebra (vgl. [33]):

{Qa: @b} = 2050, {Q.Q}={Q1.Q1} =0, [P,Qu=[P.@QL] =0, (219)

Fiir die darin auftretenden Indices gilt o, 8 = 1,2 und p = 0, 1,2, 3. Mit P, wird der Im-
pulsoperator bezeichnet. Dieser unterliegt der Poincaré-Algebra. Die Grofie o beinhaltet
die drei Pauli-Matrizen und ist wie folgt zu verstehen:

01 10 i 0 0 -1

Bei der Supersymmetrie handelt es sich somit um eine duflere Symmetrie. Die inneren
Symmetrien, d. h. die Eichsymmetrien, werden durch die Einfithrung der Supersymme-
trie nicht verdndert. Dementsprechend fiihrt die SUSY zu keiner neuen fundamentalen
Wechselwirkung.

Mithilfe der SUSY lassen sich die zuvor genannten Probleme des Standardmodells be-
heben. So liefern die neu eingefiihrten supersymmetrischen Partner ebenfalls Einschleifen-
beitrige zur Higgs-Masse, welche die quadratischen Divergenzen in A? exakt aufheben. Es
verbleiben lediglich Divergenzen proportional zu In A. Zusétzlich lasst sich zeigen, dass die
drei Eichkopplungen in supersymmetrischen Modellen an der GUT-Skala (,,Grand Unified
Theory“), d. h. bei ~ 10'® GeV, gréBenmiBig gut iibereinstimmen.

Das minimale supersymmetrische Standardmodell (MSSM) ist die einfachste supersym-
metrische Erweiterung des Standardmodells. Es besitzt genau einenlE SUSY-Operator @,
und der Teilcheninhalt ist minimal. Des Weiteren ist die R-Paritét eine Erhaltungsgrofie
(vgl. Abschnitt . Dieses Modell wird im Folgenden verwendet.

2.3.2. Teilcheninhalt

Tabelle [2.2| bietet eine Ubersicht iiber den Teilcheninhalt des MSSM (vgl. [4]). Wesentlich
ist dabei, dass die Anzahl der Freiheitsgrade in der linken und rechten Tabellenhélfte,
d. h. bei den Teilchen des Standardmodells und den zugehorigen SUSY-Partnern, gleich
ist. Beispielsweise besitzt das Bottom-Quark b als Dirac-Fermion zwei Freiheitsgrade —
einen rechtshindigen Anteil bg und einen linkshédndigen Anteil br,. Die Handigkeit oder
Chiralitdt dieses Dirac-Fermions erhélt man mittels

br = Prb und by, = PLb. (2.16)
Dabei wurden die Chiralitétsprojektoren

I+ -5
= und P, =
2 T
12Die Algebra in (2.14)) bezicht sich bereits auf den Spezialfall N = 1, wobei N die Anzahl der SUSY-

Operatoren bezeichnet.

Pr

(2.17)
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eingefiihrt und die fiinfte Dirac-Matrix 5 verwendet (vgl. Abschnitt [B.1.1)). Dem Bottom-
Quark werden deshalb zwei skalare Sbottoms 51 und IN)Q zugeordnet. Anders verhélt es sich
bei den Neutrinos. Das Standardmodell beinhaltet ausschliefSlich linkshéindige Neutrinos.
Dementsprechend besitzt jedes Neutrino lediglich einen Freiheitsgrad, und es gibt nur drei
Sneutrinos.

Tabelle 2.2.: Teilcheninhalt des MSSM

Teilchen des Standardmodells SUSY-Partner
inklusive zweitem Higgs-Dublett
Symbol Name Symbol Name
u,c,t Up-Quarks Ui, &, t; mit i = 1,2 Up-Squarks
d,s,b Down-Quarks J,-, Si, b; mit i = 1,2 Down-Squarks
e, b, T Geladene Leptonen €, i, T; mit ¢ = 1,2 | Geladene Sleptonen
Ve, Vpy Vr Neutrinos Ve, Uy, Uy Sneutrinos
g Gluonen g Gluinos
e W-Bosonen Y miti=1,2 Charginos
H* Geladene Higgs-Bosonen !
0% Photon
A Z-Boson
Ko Leichtes Higgs-Boson )Z? mit j =1,2,3,4 Neutralinos
HO Schweres Higgs-Boson
AP Pseudoskalares Higgs-Boson

Eine Besonderheit tritt bei den supersymmetrischen Partnern der Higgs- und Eich-
Bosonen auf. Diese bezeichnet man als Higgsinos bzw. Gauginos. Da sie dieselben Quan-
tenzahlen besitzen, sind die physikalisch beobachtbaren Massenzustéinde Linearkombina-
tionen der Higgsinos und Gauginos. Man unterscheidet dabei zwischen elektrisch gelade-
nen Charginos und elektrisch neutralen Neutralinos. Per definitionem ist das Teilchen mit
dem niedrigsten Index stets das leichteste Chargino bzw. Neutralino. Selbiges gilt fiir die
Squarks und Sleptonen.

2.3.3. Higgs-Sektor

Im Standardmodell fithrt man ein komplexwertiges Higgs-Dublett (Higgs-Feld) ein, das
einer nichttrivialen Selbstwechselwirkung unterliegt (Higgs-Potential). Der Higgs-Mecha-
nismus beschreibt dann die Folgen der spontanen Symmetriebrechung der lokalen Eich-
symmetrie der elektroschwachen Wechselwirkung. Die spontane Symmetriebrechung tritt
auf, wenn das Higgs-Feld den energetisch giinstigsten Zustand einnimmt. Dieser entspricht
im vorliegenden Fall nicht dem Zustand der maximalen Symmetrie.

13



2 Theoretische Grundlagen

Der Higgs-Mechanismus generiert die Masse der W- und Z-Bosonen. Mithilfe von Yu-
kawa-Kopplungen koénnen zusétzlich die Massen der Fermionen mit dem Higgs-Mecha-
nismus verbunden werden. Von den urspriinglich vier Freiheitsgraden des Higgs-Dubletts
werden mithilfe einer unitidren Eichtransformation drei Freiheitsgrade eliminiert. Der ver-
bleibende Freiheitsgrad manifestiert sich als massives, skalares Teilchen — das Higgs-Boson.

Der Higgs-Sektor des MSSM unterscheidet sich von dem des Standardmodells. Im MSSM
gibt es zwei Higgs—Dublettﬁ mit insgesamt acht Freiheitsgraden. Nach einer unitéren
Eichtransformation verbleiben fiinf Freiheitsgrade, die allesamt physikalischen Teilchen,
d. h. Higgs-Bosonen, entsprechen. Im Einzelnen sind dies zwei geladene H, ein leich-
tes und ein schweres elektrisch neutrales skalares h° bzw. H? sowie ein pseudoskalares,
ebenfalls elektrisch neutrales A°.

Die beiden Higgs-Dubletts besitzen verschiedene Vakuum-Erwartungswerte v1 und va.
Ein wichtiger Parameter fiir die vorliegende Masterarbeit sowie fiir das MSSM allgemein
ist das Verhéltnis dieser beiden Gréfen,

tan § = 2. (2.18)
U1
Aufgrund der Relation
1 V2 g
2 2 2 ; w
vt = 'Ul +'U2 = fTGF mit GF = ?% (219)

fixiert tan 8 nicht nur das relative Verhéltnis der beiden Vakuum-Erwartungswerte, son-
dern auch deren Absolutwerte. In obiger Gleichung bezeichnet G'r die Fermi-Konstante,
myy die Masse der W-Bosonen und gy die Kopplungskonstante der schwachen Wechsel-
wirkung.

2.3.4. Flavour- und Squarkmischung

Im Standardmodell der Teilchenphysik kommt es im elektroschwachen Sektor zur Flavour-
mischung. Das bedeutet, dass der Flavour keine Erhaltungsgrofie der schwachen Wechsel-
wirkung ist und ein Teilchen seinen Flavour &ndern kann, wenn es sich bewegt. Technisch
manifestiert sich dieser Umstand darin, dass die Wechselwirkungszustéinde der Quarks
nicht mit ihren Massenzustinden zusammenfallen. Stattdessen existiert eine nichtdiago-
nale Matrix, welche die Wechselwirkungs- mit der Massenbasis verkniipft. Diese ist unter
dem Namen Cabibbo-Kobayashi-Maskawa-Matriz (CKM-Matrix) bekannt.

Im MSSM tritt dasselbe Phdnomen auf, auch hier mischen die verschiedenen Flavours.
Zusétzlich mischen im MSSM noch die Wechselwirkungszustédnde der Squarks, wodurch
es insgesamt zur Mischung aller sechs Squarks eines gegebenen Typs (u oder d) kommt.

Der Einfluss der Flavourmischung im Kontext von supersymmetrischer dunkler Materie
wird in [35] untersuch@ Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird lediglich die Mischung

3Die Einfilhrung eines zweiten Dubletts ist notwendig, da in einer supersymmetrischen Theorie die
Yukawa-Kopplungen der Up- und Down-Quarks nicht vom selben Dublett erzeugt werden kénnen (vgl.
[4]). In der Nomenklatur von ist das erste Dublett fiir die Yukawa-Kopplungen der Bottom-
Quarks und das zweite fiir die der Up-Quarks verantwortlich. Des Weiteren lisst sich zeigen, dass
durch die Einfiihrung des zweiten Dubletts gewisse Eichanomalien vermieden werden (vgl. [34]).

MHijerbei werden insbesondere nichtminimale Mechanismen der Flavourmischung phinomenologisch analy-
siert. Als nichtminimal bezeichnet man dabei Mechanismen, die iiber eine Flavourmischung der Squarks
mittels CKM-Matrix hinaus gehen.
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2.3 Supersymmetrie und das MSSM

der Sbottoms betrachtet. Die Ma~ssenzus:cz'inde l~)1 und 52 sind iiber eine Drehmatrix W mit
den Wechselwirkungszustdnden bg und by, verbunden.

D) gy (D) 2 cosOs sinp) fbu) (2.20)
by br —sinf; cosby br

Die Matrix W diagonalisiert die Massenmatrix der Wechselwirkungsbasis M, d. h. es gilt

2
W-M-W!= ", 0 2.21
= 5 |- (2.21)
0 m;,

Dabei kann die Matrix M als

M2 +m? my(Ap — ptan 8
pr—( Matm el S tan) (222
my(Ap — ptan 3) MBR +mj,
geschrieben werden (vgl. [36] und [9]). Hieraus konnen wir
2my(Ap — ptan 3) MZ — M
sin 26; = b 2b K 5 und  cos 20; = H (2.23)
ms — Mms3 ms — ms#
b1 bg bl b2
sowie
1
2 _ .2 L[y 2 2 _ Af2 )2 204, _ 2
mi = mi+ 3 [MEL + M2 F \/(MBL M2 )2 + 4m3 (A, — utan 3) (2.24)

folgern. Der letzte Ausdruck verkniipft somit die Massen der Sbottoms my, , mit der des
b-Quarks mjp und den Massenparametern MBL . ’

2.3.5. R-Paritat

Im MSSM wird eine neue, diskrete Quantenzahl eingefiihrt, die sogenannte R-Paritit R.
Fiir jedes Teilchen ist diese als

R — (_1)3(B—L)+25 (225)

definiert (vgl. [4]). Dabei bezeichnen B, L und S die Baryonen- und Leptonenzahl sowie
den Spin. Die Baryonenzahl B betrigt 1/3 fiir Quarks und Squarks und null fiir die {ibrigen
Teilchen des MSSME Gangz dhnlich betrégt die Leptonenzahl L eins fiir alle Leptonen und
Sleptonen und null sonst. Damit ldsst sich R auch als

(2.26)

{1 fiir Teilchen des Standardmodells,

—1 fiir die zugehorigen supersymmetrischen Partner

schreiben, wobei die neu eingefiihrten Higgs-Bosonen (h?, H°, A° und H%) in diesem Fall
unter die Teilchen des Standardmodells fallen.

5Der Wert von 1/3 ist dadurch motiviert, dass drei Quarks ein Baryon bilden und dieses somit die
Baryonenzahl eins hat.
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2 Theoretische Grundlagen

Im Folgenden wird stets davon ausgegangen, dass diese Quantenzahl exakt erhalten
is@ Da es sich um eine multiplikative Quantenzahl handelt, hat dies zur Folge, dass nur
solche Prozesse erlaubt sind, an denen eine geradzahlige Anzahl von supersymmetrischen
Teilchen beteiligt ist. Insbesondere kann ein einzelnes supersymmetrisches Teilchen nicht
ausschliellich in Teilchen des Standardmodells zerfallen. Somit ist das leichteste supersym-
metrische Teilchen (LSP; , Lightest Supersymmetric Particle“) stabil und ein geeigneter
Kandidat fiir die dunkle Materie.

2.3.6. SUSY-Brechung und mSUGRA

Falls die Supersymmetrie exakt ist, besitzen die supersymmetrischen Partner (abgesehen
vom Spin) die gleichen Eigenschaften wie das urspriingliche Teilchen des Standardmodells.
Insbesondere gilt dies auch fiir die Masse, was im Widerspruch zu den experimentellen Tat-
sachen steht, da keine leichten SUSY-Teilchen gefunden wurden. Die SUSY kann deshalb
nicht als exakte, sondern hochstens als gebrochene Symmetrie realisiert sein.

Es existieren verschiedene Mechanismen, die zur SUSY-Brechung fithren. Eine der po-
puldrsten Varianten ist mSUGRA (,Minimal Super Gravity“). Wie der Name andeutet,
liegen die Wurzeln dieses Ansatzes in einer feldtheoretischen Beschreibung der Gravitati-
on (vgl. [37]). In diesem Modell erfolgt die Brechung der SUSY via Gravitation in einem
sogenannten verborgenen Sektor, worauf im Folgenden jedoch nicht néher eingegangen
werden soll. Stattdessen sollen die praktischen Konsequenzen hervorgehoben werden.

Innerhalb von mSUGRA vereinen sich die drei Eichkopplungen an der GUT-Skala.
Zusédtzlich wird angenommen, dass an dieser Skala alle Gauginos die universelle Masse
my /o und alle skalaren SUSY-Teilchen die Masse mg besitzen. Analog vereinen sich die
trilinearen Kopplungen zu Ag. Das hat zur Folge, dass lediglich fﬁnﬂ Parameter frei
wahlbar sind, ndmlich

myse,  mo, Ap, tanf und sgnp. (2.27)

Alle anderen Parameter, z. B. die trilinearen Kopplungen A; und A; oder die einzelnen
Squark- und Gauginomassen an der elektroschwachen Skala, ergeben sich mithilfe von
Renormierungsgruppengleichungen aus den obigen Groflen. Es existieren frei verfiighare
Programme, die speziell fiir diese Aufgabe geschrieben wurden (vgl. Kapitel .

Dieses Modell ist aufgrund seiner einfachen Handhabbarkeit fiir praktische Studien gut
geeignet. Wegen der enormen Reduktion der freien Parameter bezeichnet man es auch als
cMSSM (,,Constrained Minimal Supersymmetric Standard Model“). Das ¢cMSSM wird in
Abschnitt [5] zur numerischen Analyse der berechneten Strahlungskorrekturen verwendet.

2.4. Boltzmann-Gleichung

Wenn man ein konkretes WIMP — in diesem Fall das Neutralino — als Kandidaten fiir
die dunkle Materie bestimmt hat, so erlaubt die Boltzmann-Gleichung eine quantitative
Aussage iiber den zeitlichen Verlauf der im Universum vorhandenen Menge bzw. Dichte

%Die Verletzung der R-Paritét hitte drastische phinomenologische Konsequenzen. Beispielsweise wire in
diesem Fall das Proton instabil.

"Da lediglich das Vorzeichen des Higgsino-Massenparameters p frei wihlbar ist, nicht aber sein Betrag,
spricht man gelegentlich auch von 4,5 freien Parametern.
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2.4 Boltzmann-Gleichung

dieses Teilchens. Wenn wir diese Dichte mit n, bezeichnen, lautet die Boltzmann-Gleichung
(vgl. [4] und [38])
Mo~ 3k, — (o) [()? — ()] (225)
Der erste Term auf der rechten Seite beschreibt die Dilution aufgrund der Expansion
des Universums. Diese ist proportional zur Hubble-Konstante H. Die iibrigen zwei Terme
beschreiben die Vernichtung bzw. Erzeugung von Neutralinos. Beide Terme sind proportio-
nal zum effektiven, thermisch gemittelten Wirkungsquerschnitt (oegv). Der effektive Wir-
kungsquerschnitt o beriicksichtigt alle Annihilations- und Ko-Annihilationsprozesse, bei
denen das Neutralino in Teilchen des Standardmodells iibergeht. v bezeichnet die Relativ-
geschwindigkeit der Neutralinos. Mit ny! wird die Dichte der Neutralinos im thermischen
Gleichgewicht beschrieben. In Abh#ngigkeit von der Temperatur T" und der Neutralino-
masse m, gelten die Proportionalitidten (vgl. [4])

T3, wenn 1" > m,,

w

nd ~

3 (2.29)
X <mQ’§rT> 2 exp (—%) , wenn T' << my.

Das bedeutet, dass im frithen Universum (bei hohen Temperaturen) in etwa so viele
Neutralinos wie Photonen vorhanden waren. Bei niedrigeren Temperaturen ist die Neu-
tralinodichte iiber einen Boltzmann-Faktor exponentiell unterdriickt. Summa summarum
folgt die durch die Boltzmann-Gleichung beschriebene Neutralinodichte n, dem in Abbil-
dung [2.4] (Quelle: [39]) gezeigten Verlauf.
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Abbildung 2.4.: Die Reliktdichte der Neutralinos geméfl der Boltzmann-Gleichung
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2 Theoretische Grundlagen

Im frithen Universum, also im Bereich von hohen Temperaturen (kleinen x = m/T) ist
die Expansion zunéchst vernachléssigbar. Aufgrund der hohen thermischen Energie laufen
die Annihilationsprozesse in beide Richtungen gleichermaflen ab, d. h. es werden eben so
viele Teilchen vernichtet wie erzeugt. Die Neutralinodichte ist konstant.

Im Laufe der Zeit nimmt die Temperatur zusehends ab, sodass die Erzeugung von Neu-
tralinos exponentiell unterdriickt ist. Folglich werden in dieser Phase mehr Neutralinos
vernichtet als erzeugt und die Neutralinodichte nimmt stark ab.

In einem statischen Universum wiirde dieser Prozess nun so lange andauern, bis die
Neutralinodichte asymptotisch Null erreicht. Da das Universum jedoch expandiert, kommt
es irgendwann zum sogenannten Ausfrieren der Reliktdichte. In diesem Punkt tibersteigt
die Expansionsrate 3H die Vernichtungsrate (o.gv)n,. Anschaulich gesprochen entfernen
sich die Neutralinos fortan schneller voneinander, als sie sich vernichten kénnen. Dadurch
bleibt die Neutralinodichte in einem mitbewegten Volumenelement konstant.

Wann es zum Ausfrieren kommt, hingt vom effektiven Wirkungsquerschnitt ab. Je héher
dieser ist, desto spiter kommt es zum Ausfrieren und desto geringer ist die resultierende
Reliktdichte QXhQ. Die Reliktdichte lésst sich numerischﬁ bestimmen und anschliefend
mit dem experimentell bestimmten Wert (vgl. ) vergleichen. Es gilt

T\ My 1
Pec (oeftv) '

Qh* = (2.30)

Die Boltzmann-Gleichung nimmt somit eine Schliisselfunktion ein und verbindet die
Physik des ganz Groflen, die Kosmologie, mit der Physik des ganz Kleinen, der Ele-
mentarteilchenphysik. Zusétzlich ermoglicht sie die experimentelle Uberpriifung theore-
tischer Vorhersagen. Dabei lassen sich drei Félle unterscheiden.

1. Qxh2 < Qpumh?

Die Menge der Neutralinos reicht nicht aus, um die dunkle Materie génzlich aus-
zumachen. Dieser Fall erlaubt streng genommen keine Falsifikation der zugrundelie-
genden Theorie (in diesem Fall des MSSM), sondern hochstens eine Defavorisierung.
Schlieflich ist es moglich, dass die dunkle Materie nicht nur aus einer Komponente
aufgebaut ist.

2. O h? = Qpyh?
Dies ist der Idealfall, in welchem die Theorie einen mit dem Experiment vertriaglichen
und vollstdndigen Erklarungsansatz zur dunklen Materie liefert.

3. Qxh2 > QDMh2

Die postulierte Reliktdichte der Neutralinos tibersteigt die experimentell gefundene
Menge an dunkler Materie. In diesem Fall widerspricht die Theorie dem Experiment
direkt, sodass eine Falsifikation moglich ist’]

8Die Boltzmann-Gleichung kann nicht analytisch geldst werden.
¥Djese Formulierung trifft nicht zu, wenn man einen zusétzlichen Grund angibt, warum der Uberschuss
an Neutralinos nicht die Effekte verursacht, die einem Uberschuss an dunkler Materie entsprechen.
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3. Annihilation dunkler Materie
im Higgs-Funnel

3.1. Eigenschaften des Higgs-Funnels

Als Higgs-Funnel bezeichnet man im cMSSM den Bereich des Parameterraumes mit mode-
raten bis groBen Werten von mg und my, sowie grofiem tan . In diesem Abschnitt sollen
die Eigenschaften des Higgs-Funnels herausgearbeitet werden, wobei auf den Implikationen
fiir dunkle Materie besonderes Augenmerk liegt. Es sei explizit darauf hingewiesen, dass im
Folgenden z. T. auf Ergebnisse vorgegriffen wird, die an spéterer Stelle noch ausfiihrlicher
erldutert werden.

In Abbildung ist die Reliktdichte Qh? durch einen farbigen Konturplot in Abhingig-
keit von mg und my /o zu sehen. Als weitere Eingangsparameter wurden Ag = 0, tan 8 = 53
sowie sgnu = +1 verwendet. Der Plot bzw. die dafiir nétigen Rechnungen wurden mit
DM@NLO (vgl. Abschnitt [4)) auf Baumniveau (vgl. Abschnitt durchgefiihrt.
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Abbildung 3.1.: Reliktdichte und relative Anteile des Endzustands bb im Higgs-Funnel

Die grau markierten Bereiche sind phdnomenologisch irrelevant bzw. unphysikalisch.
Der graue Bereich unten rechts fithrt zu einem elektrisch geladenen LSP, welches nicht als
Kandidat fiir die dunkle Materie in Betracht kommt. Im grauen Bereich oben links kann
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3 Annihilation dunkler Materie im Higgs-Funnel

keine elektroschwache Symmetriebrechung stattﬁndeﬂ

Es ldsst sich erkennen, dass sich ein schmales griines Band durch den Parameterraum
schldngelt. Innerhalb dieses Gebiets annihilieren die Neutralinos gerade in dem Mafe, dass
sich mithilfe der Boltzmann-Gleichung eine Reliktdichte ergibt, die dem experimentell be-
stimmten Wert entspricht. Das bedeutet, dass das MSSM in diesem ausgezeichneten Para-
meterbereich einen konsistenten und mit den experimentellen Befunden zur Reliktdichte
vertriglichen Erkldarungsansatz fiir die dunkle Materie liefert.

Diese Tatsache trifft in dieser Form auch auf einige weitere Szenarien zu. Der Higgs-
Funnel zeichnet sich jedoch noch durch eine weitere Eigenschaft aus. Dazu betrachten
wir die schwarzen Héhenlinien in Abbildung Diese entsprechen dem prozentualen An-
teil des Endzustands bb an allen Endzustiden im Higgs-Funnel. Wir erinnern uns daran,
dass zur Losung der Boltzmann-Gleichung alle moglichen Annihilationsprozesse und End-
zustéinde betrachtet werden miissen (vgl. Abschnitt . Im vorliegenden Fall ist es jedoch
in groflen Teilen des Parameterraums so, dass die Annihilation der Neutralinos in iiber
90 % der Fille auf den Endzustand bb fithrt. Hierin eingeschlossen ist insbesondere der
phénomenologisch interessante griine Bereich.
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Abbildung 3.2.: Reliktdichte und Massendifferenz 2m, —m4 im Higgs-Funnel

Diese Dominanz_lé'usst sich auf einen einzelnen Prozess zuriickfithren, nidmlich den Proze§s
%) — A% — bb (vgl. Abbildung [3.3). Durch die direkte Proportionalitit der A°bb-
Kopplung zu tan 8 (vgl. (3.9)) dominiert dieser Prozess im betrachteten Parameterraum

2Der Name Funnel (,, Trichter®) bezieht sich auf das typische Aussehen derartiger Graphen. Die unphysi-
kalischen Bereiche verjiingen den Parameterbereich zum Koordinatenursprung hin, was man mit dem
Effekt eines Trichters vergleichen kann.
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3.2 Bornscher Wirkungsquerschnitt

gegeniiber allen anderen moglichen Annihﬂationsprozessen@

Neben der angesprochenen Kopplung ist noch eine weitere Begebenheit fiir die Dominanz
dieses Prozesses verantwortlich. Dazu betrachten wir Abbildung Diese zeigt dasselbe
Szenario, die schwarzen Hohenlinien entsprechen jetzt jedoch der Differenz 2m, — my4 in
GeV. Dabei bezeichnet m, die Neutralinomasse und m4 die Masse des pseudoskalaren
Higgs-Bosons A°. Es lisst sich erkennen, dass diese Differenz im Bereich des Peaks sehr
gering (weniger als 20 GeV) wird. Da es sich bei den Neutralinos um nicht-relativistische
Teilchen handelt, d. h. um Teilchen mit vergleichsweise geringer kinetischer Energie, fithrt
dieser Umstand zu einer Resonanz. Der Wirkungsquerschnitt des Prozesses wird erhoht,
da die Annihilation von zwei Neutralinos in ein A° kinematisch begiinstigt ist. Technisch
spiegelt sich dies im zugehorigen Propagator wider (vgl. ) Dieser Effekt verstérkt die
Dominanz des Prozesses und bestimmt den Verlauf des Konturplots in den Abbildungen
B.1und 3.2

Aus dem Vorangegangenen folgt, dass die theoretische Vorhersage der Reliktdichte
im Parameterbereich des Higgs-Funnels sensitiv vom Wirkungsquerschnitt des Prozes-
ses Y0¥y — A% — bb abhingt. Dieses Faktum bildet die Motivation der vorliegenden
Masterarbeit. Das Ziel ist es, den Wirkungsquerschnitt dieses phidnomenologisch wich-
tigen Prozesses genauer, d. h. unter Beriicksichtigung von Einschleifenkorrekturen und
Resummationseffekten zu bestimmen, um die theoretische Vorhersage der Reliktdichte im
Higgs-Funnel zu préizisieren.

3.2. Bornscher Wirkungsquerschnitt

In diesem Abschnitt soll der Wirkungsquerschnitt des Prozesses Yx) — A% — bb in
fithrender Ordnung berechnet werden. Man spricht auch vom Wirkungsquerschnitt auf
Born- oder Baumniveau. Das zugehorige Feynman-Diagramm ist in Abbildung zZu
sehen.

X1 b
AO
X1 b

Abbildung 3.3.: Der Prozess ¥{x] — A° — bb in fiihrender Ordnung

Die kinematischen Variablen des Prozesses werden wie in Abschnitt [A.3] beschrieben
benannt. Demnach lauten die Spinoren des Anfangszustands

u(pa) und  v(pp). (3.1)

21Zusitzlich zur aufgefithrten qualitativen Erklarung wurde die Dominanz dieses Prozesses auch numerisch
bestétigt. Im in diesem Abschnitt untersuchten Szenario (tan 8 > 50) betrégt der Anteil des Prozesses
Xi%) — AY — bb am gesamten Wirkungsquerschnitt x9x9 — bb mehr als 80 %.
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3 Annihilation dunkler Materie im Higgs-Funnel

An dieser Stelle tritt allerdings eine Besonderheit auf. Neutralinos sind Majorana-Fer-
mionen, d. h. ihre eigenen Antiteilchen. Dadurch existiert keine ausgezeichnete Fermion-
flussrichtung wie beispielsweise im Endzustand bb. Der Anfangszustand aus (3.1]) ist ge-
geniiber

u(py) und  v(pa) (3.2)

gleichberechtigt. Um diesem Umstand gerecht zu werden, wird der Anfangszustand via

5 (o) o) — u()o(p) (3.3

2
antisymmetrisiert (vgl. [40]). Da beide Terme exakt denselben Beitrag zur Amplitude lie-
fern, reicht es aus, zu verwenden und die Amplitude mit einem zusétzlichen Faktor
2/v/2 = v/2 zu multiplizieren. Das Amplitudenquadrat und der Wirkungsquerschnitt er-
halten somit einen zusétzlichen Faktor zwei. Die Spinoren der Quarks im Endzustand sind
wie iiblich
u(pr) und  v(pa). (3-4)

Die Kopplung der Neutralinos %V und )Zg an das pseudoskalare Higgs-Boson A° lautet

- QTWTAU’YS- (3.5)
Dabei ist T'4;; iiber
Taij = —sin $Q;; + cos 3S;; (3.6)
mit 1 1
Qij = §N31'(N2j — tan by Nyij) + §N3j(N2i — tan Oy Ny;) (3.7)
und ) .
Sij = §N4Z-(N2j — tan by Nyj) + §N4j(N2i — tan Oy Ny;) (3.8)

definiert. In den obigen Ausdriicken wird bereits ausgenutzt, dass die Neutralino-Mi-
schungsmatrizen N;; o. B. d. A. reell gewéhlt werden kénnen (vgl. 4] und [36]). 6w
steht fiir den elektroschwachen Mischungswinkel. Konkret interessieren wir uns fiir die
Kopplung der leichten Neutralinos an das A°, d. h. die Kopplung T'411.

Von entscheidender Bedeutung ist die Kopplung der Quarks im Endzustand an das A°.
Diese lautet fiir Down-Quarks (also d, s und b)

gwmgtan 3
- 5. 75

e (3.9)

Hierin bezeichnet m, die Masse des jeweiligen Quarks. Durch die direkte Massenabhingig-
kei@ ist die Kopplung an b-Quarks deutlich stiarker als an d- und s-Quarks. Zusétzlich
besteht eine direkte Proportionalitdt zu tan 3, wodurch die Kopplung im Higgs-Funnel
dominant wird. Demgegeniiber ist die entsprechende Kopplung fiir Up-Quarks (also u, ¢
und t)

gwmg cot 3

_ M Sttt 3.10
ST (3.10)

aufgrund der Antiproportionalitit zu tan 8 im Higgs-Funnel stark unterdriickt.

%2Diese Abhingigkeit besteht, da es sich um eine Yukawa-Kopplung handelt.
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3.2 Bornscher Wirkungsquerschnitt

Wenn wir nun

t
h Ay = —79‘”;% an 5 (3.11)
mw
definieren und den skalaren Propagator
i
A

fiir das A" verwenden, lisst sich die invariante Amplitude in fiithrender Ordnung (,,Leading
Order*) mithilfe der Feynman-Regeln als

iMpo = V2 [T)(pb)(—%vTAn%)U(pa)] S_im% [@(p1)(happys)v(p2)] (3.13)

schreiben. Bei der Berechnung des Amplitudenquadrates wird iiber initiale Spinzusténde
gemittelt und {iber finale Spinzustdnde summiert, wobei die Vollstéindigkeitsrelationen

Zu(p, s)u(p,s) =p+m und Z v(p,s)v(p,s) =p—m (3.14)

s

benotigt werden (vgl. [24]). Unter Beriicksichtigung des Farbfaktors No = 3 erhalten wir

letztlich

NC 82
(Mol = 79%{/@1%@2&11 (3.15)

(s =m3)*

Im vorliegenden Falle eines 2 — 2 Prozesses lédsst sich der Wirkungsquerschnitt o im
Schwerpunktsystem mittels

1 4m?2
2 b
— - —2 3.16
e i (3.16)

doo _ 1.
dQ  2sv

|IMio

berechnen (vgl. Abschnitt |B.3)). Hierin bezeichnet v die Relativgeschwindigkeit der Neu-
tralinos. Da das Amplitudenquadrat aus (3.15]) Winkelunabhéngiﬂ ist, ist die Integration
iiber das Raumwinkelelement d€2 trivial. Mithilfe der Definition

4m?
By =1/1— Tb (3.17)
gelangen wir zu
NeBy o 9 2 S
OLO = mgWhAbbTAnm’ (3'18)
was sich in Ubereinstimmung mit [10] zu
NeBy o 9 2 S
oLOV = WgWhAbbTAllm (3.19)

umformen lasst.

2Der Prozess ist winkelunabhéngig, da ein skalares Teilchen ausgetauscht wird.
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3 Annihilation dunkler Materie im Higgs-Funnel

3.3. QCD Korrekturen erster Ordnung

Der Prozess Y)x} — A® — bb muss nicht zwangsliufig iiber die in Abbildung dar-
gestellte Variante auf Baumniveau ablaufen. Lésst man weitere Wechselwirkungen zu, d.
h. beriicksichtigt man die nédchsthcheren Terme der Stérungsrechnung, so werden immer
mehr Prozesse moglich. In diesem und dem folgenden Abschnitt werden die Strahlungskor-
rekturen der starken Wechselwirkung in erster Ordnung berechnet. Darunter versteht man
alle Korrekturen, die gegeniiber dem Wirkungsquerschnitt aus einen zusétzlichen
Faktor

_ 95

o (3.20)

ag
aufweisen. Dabei ist gg die starke Kopplungskonstante. Derartige Berechnungen werden
auch als NLO Korrekturen (,,Next-to-Leading Order“) bezeichnet.

Die in diesem Abschnitt durchgefithrte NLO QCD Rechnung gliedert sich wie folgt.
In einem ersten Schritt werden die Selbstenergien berechnet. Diese Resultate werden fiir
die Renormierung der Massen und Wellenfunktionen benétigt. AnschlieBend werden die
Vertexkorrekturen ermittelt. Zusammen mit den Selbstenergien bilden diese die virtuellen
Korrekturen. Danach erfolgt die Berechnung der reellen Korrekturen, d. h. von Prozessen,
bei denen es zur Emission eines zusatzlichen Teilchens kommt. In Abschnitt werden
analog die entsprechenden SUSY QCD Beitrige erster Ordnung ermittelt. Zuletzt wird in
Kapitel der Wirkungsquerschnitt inklusive aller NLO Korrekturen angegeben.

3.3.1. Selbstenergien

Die einfachste NLO QCD Korrektur wird durch die Quark-Selbstenergie induziert. Der
Prozess lduft dabei genau wie auf Baumniveau ab, es bildet sich lediglich eine zusétzliche
Quark-Gluon-Schleife beim auslaufenden b- oder b-Quark. Der entsprechende Teil des Dia-
gramms ist in Abbildung zu sehen.

Abbildung 3.4.: Quark-Selbstenergie in der QCD

Die Impulse der ein- und auslaufenden Quarks sollen mit p bezeichnet werden. Das
Quark innerhalb der Schleife besitzt den Impuls ¢ und das Gluon folglich den Impuls
q — p. Der Schleifenimpuls ¢ ist vollig unbeschrénkt, weshalb iiber alle moglichen Impulse
integriert werden muss. Die auftretenden Schleifenintegrale besitzen ultraviolette Diver-
genzen, die im Folgenden mithilfe der dimensionalen Regularisierung behandelt werden
sollen. Dabei werden die Impulse und die zugehorige Integration iiber ¢ D-dimensional.
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3.3 QCD Korrekturen erster Ordnung

Unter Beriicksichtigung einer Referenzmasse p und eines Faktors (27) P liefert das Ver-
fahren die Integrationsvorschrift
4-D dPq
- . 3.21
10 [ (3.21)

Die Quark-Gluon-Kopplung ist durch

—igsY" Ay (3.22)

gegeben, wobei 7# eine Dirac-Matrix (vgl. Abschnitt [B.1.1)) und Af; den Generator der
SU (3)-Farbalgebra beschreibt. Diese Generatoren kénnen durch

a

o _ b

mit den Gell-Mann-Matrizen tij verkniipft werden. Die Auswertung der Farbalgebra ist in

der Regel unabhingig von der iibrigen Rechnung. Zugunsten der Ubersichtlichkeit werden
die Farbindices im Folgenden daher nicht mitgefithrt und die Resultate der Farbalgebra
separat angegeben.

Es verbleibt die Einfithrung der Propagatoren des Quarks und des Gluons in der Schleife.
Diese lauten in der Feynman-Eichung
z% sowie —i—I (3.24)

¢ —m; (¢—p)
Dabei bezeichnet g, den metrischen Tensor in D Dimensionen. Das Kronecker-Delta
dqp fiir die Farbindices im Gluon-Propagator wird konsequenterweise ebenfalls nicht mit-
gefiihrt. Durch die Anwendung der Feynman-Regeln erhalten wir somit

D m
iMg = M4D/ (gﬂ)qp u(p)(—igsy” ) (l”) (—igsy"\) (—i(qg_“;)z> u(p). (3.25)

Fiir das weitere Vorgehen ist lediglich die gestutzte Amplitude Tg von Bedeutung, die
durch das Entfernen der d&ufleren Spinoren definiert ist.

Mg = u(p)Zsu(p). (3.26)

Die Farbalgebra liefert in diesem Fall den Faktor Cp = 4/3, womit sich 7Zg letztlich als

TS = —Z—;CF (DmyBo(p*, mip, 0) + (D — 2)pBi(p?, my, 0)) (3.27)
schreiben lasst. Dabei werden die Schleifenintegrale auf Passarino- Veltman-Integrale zu-
riickgefithrt (vgl. Abschnitt . Das oben angegebene Ergebnis entspricht dem in [26]
angegebene

Die Selbstenergie wird nun in skalare, pseudoskalare, vektorielle und axiale Komponen-
ten zerlegt.

T = my T + myys T + pTa) + s Ta. (3.28)

24In diesem Lehrbuch wird die Selbstenergie des Elektrons in der Quantenelektrodynamik berechnet. Der
einzige Unterschied zur Selbstenergie eines Quarks in der QCD ist der Faktor Cp.
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3 Annihilation dunkler Materie im Higgs-Funnel

Zur Bestimmung der Counterterme werden lediglich ’TS(S) und ’]é(v) benotigt. Im on-shell
Renormierungsschema gilt (vgl. [26])

6 S v
Ly = mﬂ: =7 4 7V und (3.29)
Y aT(S) aT(V)
82y = —T —2m? B o (3.30)
p2=m p2=mj

Hiermit ermitteln wir den Massen-Counterterm ¢Z7,,, und den Counterterm der Wellen-
funktion 67y, zu

asCgr (2—D
6y = o <2A0(mb) — 2m2 Bo(m3, my, 0)) . (3.31)
asCg (2—-D .
6Zy = Em—z <2A0(mb) —|—4m§B0(mg,mb,O)> . (3.32)

Dabei wird die abkiirzende Schreibweise

' B; o
B; = ?9102 mit ¢=0,1 (3.33)

p2=mj

verwendet.

3.3.2. Vertexkorrektur

Wir widmen uns nun der QCD Vertexkorrektur. Hierbei kommt es gegeniiber dem Prozess
auf Baumniveau zu einem Gluonaustausch zwischen den beiden Quarks im Endzustand.
Der entsprechende Teil des Feynman-Diagramms ist in Abbildung dargestellt.

Abbildung 3.5.: Vertexkorrektur zur A%bb-Kopplung in der QCD

Dem oberen Quark in der Schleife wird der Impuls ¢ zugeordnet. Alle anderen Impulse
sind durch die Impulserhaltung an jedem Vertex und die #ufleren Impulse fixiert. Die
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3.3 QCD Korrekturen erster Ordnung

invariante Amplitude des gesamten Prozesses lautet somit (vgl. Abschnitt [3.2])

iMy = V2 [@(pb)(—g%vTAn%)U(pa)} j
A
dP +m
X [U(Pl) <M4D/ (27T)qD(—igs’YV>\) (ljg_m%) (habbys)
A S SR igavt) [ —j I v
X (z(q I —— m%> (—igsy /T) < s —“p1)2>> (m)] (3.34)
= V2 [olon) (=5 Tana)utra)| = o) Tev(pa)] (3.35)

Wir werten nun die oben eingefiihrte gestutzte Amplitude der Vertexkorrektur 7y aus
und erhalten nach etwas ldngerer Rechnung

%CF (DBo(mg, mp, mb) —2sCy + (Cl + CQ)<2Dm§ — 28)) (hAbb'YS) , (3.36)

T:
v 47

wobei fiir die Argumente der Dreipunktfunktionen
C; = Ci(m2, mi, s,mp,0,mp) mit i =0,1,2 (3.37)

gilt.
Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass wir die gestutzte Amplitude 7y als

Tv = Av (hawws) (3.38)
schreiben konnen. In dieser Schreibweise faktorisiert die Amplitude My zu
iMy = iMpoAy. (3.39)

Diese Faktorisierung iibertrégt sich direkt auf den Wirkungsquerschnitt, was wir an spéterer
Stelle ausnutzen werden.

3.3.3. Addition der virtuellen Korrekturen

Wir verrechnen nun die virtuellen Korrekturen der vorangegangenen beiden Abschnit-
te. Dabei wird dhnlich wie in [4I] vorgegangen. Wir schreiben die invariante Amplitude
inklusive virtueller Korrekturen erster Ordnung als

iMyire = iMIG + iMy. (3.40)

Die Vertexkorrektur wird unverindert iibernommen. Die renormierte Amplitude auf Baum-
niveau M{{ erhilt man durch die Ersetzungen

1
my — mp + 0Zy, sowie Y — P+ §5Z¢@ZJ (3.41)
in der bornschen Amplitude My,o aus (3.13):
1

iMio = V2 [8(p) (= - Tans)ulpa)| —— [ap0) (haws)vlp)] . (342)
A
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3 Annihilation dunkler Materie im Higgs-Funnel

Dieser Ausdruck enthilt einmal die Masse my, (in h 4p) und zwei Quark-Wellenfunktionen.
Wenn wir nur Terme bis zur ersten Ordnung in § mitnehmen, erhalten wir

1
IMEB = iMpo(1 + 25621/, +0Zm,)- (3.43)

Das Amplitudenquadrat ldsst sich somit als

Myit|> = (14202, + 207y + 2Ay)|Mrol? + O(a?) (3.44)
C
= (1+ =5 Aqen)Miof* + O(a?) (3.45)

schreiben@ Nach Einsetzen aller bisherigen Ergebnisse erhalten wir

2
b

4+ 4m?Bo(m?, mp,0) — 25Cy + (Cy + C2)(2Dm3 — 2s). (3.46)

A
AQCD = D <Bo(m§,mb,mb) — OTgnb)> -2

Die Argumente der Dreipunktfunktionen entsprechen dabei denen aus (3.37). Dieses
Ergebnis ist UV-konvergent (vgl. Kapitel [B.2.4]). Es enthélt jedoch noch infrarote Diver-
genzen, die erst nach der Verrechnung mit den reellen Korrekturen verschwinden]

3.3.4. Reelle Korrekturen

In diesem Abschnitt soll es um die Berechnung der reellen Korrekturen gehen. Im vor-
liegenden Fall versteht man hierunter die Emission eines Gluons im Endzustand bb. Die
zugehorigen Ausschnitte der Feynman-Diagramme sind in Abbildung [3.6] zu sehen. Der
Anfangszustand x{x) — A ist gegeniiber der Berechnung auf Baumniveau unveréindert.

Abbildung 3.6.: Reelle NLO Korrekturen zum Prozess Y)x{ — A% — bb

*Hierbei wird davon ausgegangen, dass die Counterterme §Z,, und 6Zy sowie der Vertexkorrekturfaktor
Ay rein reell sind.

26Die Tatsache, dass die infraroten Divergenzen nach Addition von reellen und virtuellen Korrekturen im
Standardmodell in jeder Ordnung der Stérungstheorie verschwinden, ist als Kinoshita-Lee-Nauenberg
Theorem bekannt (vgl. [42] und [43]).
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3.3 QCD Korrekturen erster Ordnung

Wenn wir dem Gluon den Impuls p3 zuordnen, erhalten wir durch Anwenden der
Feynman-Regeln folgende Amplituden:

M = [Va) (<5 s ) )] =
o [aten) i) B (s ) o). @an
ng) = _\@E(Pb) (—gTWTAn%) U(Pa)} . —Zmi

i(—p, — Ps+ my)
(p2 +p3)? — m%

X |u(p1)(hapyys)

(—igsvu)\)v(pg)e“*(pg,a)] . (3.48)

Die Farbindices werden wie zuvor nicht mitgefiihrt. Der Faktor V/2 stammt von der Anti-
symmetrisierung des Anfangszustandes (vgl. Abschnitt [3.2)). €*(p3, ) bezeichnet den Po-
larisationsvektor des auslaufenden Gluons mit der Polarisierung . In der Lorenzeichungjﬂ
gilt fiir die Polarisationsvektoren (vgl. [24])

> e(ps, o)™ (ps,0) = —g". (3.49)
Das Amplitudenquadrat ergibt sich mittels
Mg 2 = MO+ MP2 1+ MO MmP* 4 D i@ (3.50)
=A =B =C =D ’

An dieser Stelle wird wie bei der Berechnung auf Baumniveau iiber die Spinzusténde des
Anfangszustands gemittelt und iiber finale Spinzustédnde summiert. Die Auswertung der
SU (3)-Farbalgebra liefert den Faktor (vgl. [25])

N%Q_ L NoCrp =4. (3.51)
Wenn wir abkiirzend NZ 122 T2 2
X = =0 W e (3.52)
definieren, konnen wir folgende Zwischenergebnisse angeben:
X 1
A= T e P (o)
< Spur (y +mo)vu(p, + Py +me)(—p, = mo)(p, + P+ ). (3.53)
X 1
B = e P (5 mop e mo)
x - Spur (p, +mo) (B, + By + o)yl Py — Mo By + Py +m0) ). (354)
X 1
C = T P ()
xSm%%+mM%+%H@%+mWWﬁ%+mo. (3.55)

2"Die Lorenzeichung ist nach Ludvig Lorenz und nicht nach Hendrik Antoon Lorentz benannt, wie oft
filschlicherweise angenommen (vgl. [44]). Sie ist durch 9,A* = 0 definiert, wobei A" das elektroma-
gnetische Viererpotential ist.
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3 Annihilation dunkler Materie im Higgs-Funnel

Da sich C' geméa8 (3.55) durch reelle Vorfaktoren und Spuren iiber Dirac-Matrizen aus-
driicken ldsst und derartige Spuren stets reell sind, ist folglich auch C reell, weshalb wir
C = D folgern kénnen. In der Schreibweise der reduzierten Koordinaten (vgl. Abschnitt

B.3.2)
2F;

Vs

7 = mit i=1,2,3 (3.56)

erhalten wir als Gesamtergebnis

2X
2 2 2
— s(1—a1)(1 — 22)(2+ 2] + 25 — 221 — 229 + 27122)] . (3.57)

Dieses Resultat stimmt mit dem in [8] angegebenen ﬁberein@ Man beachte die Sym-
metrie x1 <> x2. Um hieraus den Wirkungsquerschnitt ermitteln zu kénnen, muss iiber
den 2 — 3 Phasenraum integriert werden, was in Kapitel ndher beschrieben wird.
Mithilfe von erhalten wir

X 1 1
dedR - Tﬁs 2m)3 (2m3(2 = 21 = 2)*
r1dx2 (2) (1 —21)%(1 — 22)%,/s(s — 4m2)
— (1 —a1)(1 — 22)(2+ 27 + 23 — 221 — 222 + 27172)) . (3.58)

Es ist sehr aufwendiﬂ die Integration iiber x1 und x9 analytisch auszufiihren, was nicht
zuletzt an den Integrationsgrenzen von o liegt (vgl. ) Eine vollsténdige Darstellung
durch elementare Funktionen ist nicht moéglich. Die Berechnung fiihrt in der Regel {iber
hypergeometrische Funktionen, die sich dann zu eulerschen Dilogarithmen (vgl. Abschnitt
vereinfachen lassen.

Aufgrund dessen wird die Integration von (3.58) in der Praxis numerisch durchgefiihrt.
Dabei ist zu beachten, dass dieser Ausdruck infrarote Divergenzen erhilt, die sich erst
nach der Integration und anschlieflender Addition der infraroten Divergenzen der virtu-
ellen Korrekturen aufheben. Um dennoch numerisch verfahren zu kénnen, bietet sich die
Methode der Dipolsubstraktion an, worauf an dieser Stelle lediglich verwiesen wird (vgl.
[46]). Alternativ lassen sich die infraroten Divergenzen durch die formale Einfiithrung einer
Gluonmasse A behandeln, die nach Verrechnung der reellen mit den virtuellen Korrekturen
auf Null gesetzt wird.

3.4. SUSY QCD Korrekturen erster Ordnung

3.4.1. Selbstenergien

Analog zur Berechnung der Selbstenergien der QCD in Abschnitt werden in die-
sem Abschnitt die Selbstenergien der SUSY QCD berechnet. Auch hier lduft der Prozess
dhnlich wie auf Baumniveau ab. Der Unterschied besteht in der Ausbildung einer Sbottom-
Gluino-Schleife beim auslaufenden b- oder b-Quark. Der entsprechende Ausschnitt des

28Der abweichende globale Faktor 1/4 ist auf die Tatsache zuriickzufiihren, dass an der entsprechenden
Stelle in [8] noch nicht iiber die initialen Spinzusténde gemittelt wird.

29Eine detaillierte Beschreibung einer derartigen Integration fiir den Prozess e
wo sie gut 25 Seiten in Anspruch nimmt.

e~ — ¢q findet sich in [45],
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3.4 SUSY QCD Korrekturen erster Ordnung

Feynman-Diagramms ist in Abbildung [3.7] fiir ein Sbottom mit Index j = 1,2 dargestellt.
Das Gluino besitzt den Schleifenimpuls ¢ und das ein- und auslaufende Quark den Impuls

p.

Abbildung 3.7.: Quark-Selbstenergie in der SUSY QCD

Die gestutzte Amplitude lautet

~ D ~ mg ~ 7
ﬂ's(bj)zu“D/(;T)qu(bj) (z g2+ g) 2(b;) T | (3.59)

Im Folgenden sollen lediglich Squark-, jedoch keine Flavourmischungen betrachtet wer-
den (vgl. Abschnitt [2.3.4]). In diesem Fall lassen sich die Kopplungen 7 und 2 als

1 (B]) i\/igSA(WQjPL — Wi Pr) und (3.60)
2(b;) = iV2gsA(WajPr — Wi Pp) (3.61)

schreiben (vgl [36]). W bezeichnet darin die in Kapitel eingefithrte Mischungsmatrix
der Sbottoms. Pg und P, sind Chiralitidtsprojektoren, die durch (2.17)) definiert sind. Die
gesamte Selbstenergie erhalten wir durch Addition der Beitrige der beiden Sbottoms:

Ts = Ts(b1) + Ts(ba). (3.62)

Diese zerlegen wir geméaf (3.28)) erneut in ihre skalaren, pseudoskalaren, vektoriellen und
axialen Anteile. Nach Einsetzen der Matrixelemente der Mischungsmatrix W entsprechend
der Definition in (2.20)) und ein wenig Rechnung erhalten wir

T = S0k sty (B omg,my,) — Bl mgomg)) . (363)
Ts(p) — (3.64)
Y = _%:CF (Bl(PQamg,mzl)+Bl(p27m§’m52))' (3.65)
'fs(a) = %CF cos 20; (Bl(pQ,mg,mgl) - Bl(p27m§7m52)> . (3.66)
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3 Annihilation dunkler Materie im Higgs-Funnel

Hiermit bestimmen wir entsprechend (3.29) und (3.30|) die Counterterme.

aSCF [ mg . 2 2
0L, = 5 _2mgb sin 26; (Bo(mb,mg,ml;l) — By(mj,, mg, m52)>
_ (Bl(pQ’mg,mgl) + Bl(pQ,mg,mBQ))} . (3.67)
OzsCF [
0Zy = - _B1(p2, mg,mgl) + Bl(pQ,mg,mgz)

—  mymgsin 26; (Bo(mz, mg, mgl) — Bo(mg, mg, mBQ))

+ ng (B1(ml2,, mg, ml;l) - Bl (mg,mg,m%))} . (3.68)

3.4.2. Vertexkorrekturen

Die verbleibenden NLO Korrekturen sind die Vertexkorrekturen in SUSY QCD. Der ent-
sprechende Teil des Feynman-Diagramms ist in Abbildung zu sehen.

Abbildung 3.8.: Vertexkorrektur zur A%bb-Kopplung in der SUSY QCD

Dem Gluino wird der Impuls ¢ zugeordnet. Die iibrigen Impulse sind durch die &ufleren
Impulse und die Impulserhaltung festgelegt. Bei der Berechnung der Vertexkorrekturen
gehen wir genauso wie in Abschnitt vor, d. h. wir nutzen erneut die Faktorisierung
der Amplitude aus. Demnach gelangen wir zu der gestutzen Amplitude

Tv(be:bj) = M4D/ (;:)(IDJ(Ek) (ZM> 2(b5)3 (bx, bs)

i i
: 3.69
© e m? (p—q)* —m (369

J

Die Kopplungen J(Ek) und 2~(~j) konnen direkt aus lb und 1| iibernommen
werden. Fiir die Kopplung 3 (b, b;) der Sbottoms an das pseudoskalare A" gilt
0, fur k = 7,
3(br,bj) = § e (tan A, + ), fiir k=1, j =2, (3.70)
—%ﬂ;’(tanﬂAb—Fu), fir k=2, j=1.

32



3.5 Berechnung des Wirkungsquerschnitts in erster Ordnung

Aufgrund dessen verbleiben von den urspriinglich vier Kombinationsmoglichkeiten (k, j =
1,2) lediglich zwei und wir finden letztlich

Tv = Ty(bi,ba) + Ty(ba, by)
asCr gwmy

2 2
= o 2my (tan BA, + n)mgCo(mi, s, mg, mg, my ,m;, )ys.  (3.71)

Somit lautet der Vertexkorrekturfaktor Ay, der durch (3.38]) und (3.11)) definiert ist,

asCr H 2 2
Ay = — o (Ab + tanﬁ) mgco(mb,s,mb,mg,mgl,mg2), (3.72)

3.4.3. Addition der virtuellen Korrekturen

Die Amplitude inklusive aller virtuellen NLO Korrekturen in SUSY QCD wird vollig
analog zu Abschnitt ermittelt. Wie zuvor gilt

Maie]> = (14202, + 267y + 2Av)|Miol> + O(a?) (3.73)
agC
= (1+ ;WFASUSY qcp)|(Mrol? + O(ag). (3.74)

Durch Einsetzen der Counterterme und des Vertexkorrekturfaktors liasst sich Asysy qcp
bestimmen.

Asusy qcp = —2my <Ab + M) Co(my, s, mj, mg, my ,m;, )

tan
+ %‘i sin 20; (Bo(mz,mg,mgl) — Bo(mg,mg, mgz))
—  2mymg sin 20; (Bg(mg, mg, mgl) — Bo(mg, mg, m52)>
+  4m} (Bl(mg,mg,mgl) + Bl(mg,mg,mg2)) . (3.75)
Ebenso wie Aqcp ist dieses Ergebnis UV-konvergent (vgl. Kapitel . Dariiber hin-
aus ist es jedoch auch IR-konvergent, da — im Gegensatz zum Gluon in der QCD — in der

SUSY QCD keine masselosen Teilchen innerhalb von virtuellen Korrekturen auftreten. In
Ubereinstimmung damit existieren auch keine reellen Korrekturen in der SUSY QCD.

3.5. Berechnung des Wirkungsquerschnitts in
erster Ordnung

Nach der geleisteten Vorarbeit lédsst sich der Wirkungsquerschnitt inklusive aller NLO
Korrekturen der starken Wechselwirkung leicht angeben. Die bereits zuvor genutzte Fak-
torisierung der Amplitude bei den Vertexkorrekturen tibertrégt sich direkt auf den Wir-
kungsquerschnitt, sodass sich dieser als

asCr

ONLO = (1 + (Aqep + Asusy QCD)) oro + or + O(ag) (3.76)

schreiben ldsst. Die darin verwendeten Gréflen finden sich in (3.46]), (3.75) und (3.18)
sowie (3.58)). Um og zu erhalten, muss noch iiber z; und x5 integriert werden. Wie schon

erwihnt, miissen dabei die infraroten Divergenzen beachtet werden.
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3 Annihilation dunkler Materie im Higgs-Funnel

3.6. Resummation

3.6.1. Das Konzept der Resummation

Der Themenkomplex der Resummation ist ein weites Feld, um es mit Fontane zu sagen
(vgl. [47]). Es liegt auBerhalb des Anspruchs dieser Arbeit, eine fundierte Erlduterung der
Thematik zu liefern. Im Folgenden soll es vielmehr darum gehen, die grundlegende Idee
qualitativ nachzuzeichnen und formale Aspekte zunéchst hintan zu stellen. Dieses Vorge-
hen ist insofern gerechtfertigt, als dass sich zeigen wird, dass die konkret durchgefiihrte
Resummation ohnehin nicht den vollen technischen Apparat benttigt.

Die bisher durchgefiihrten Rechnungen zum Wirkungsquerschnitt des Prozesses Y)x} —
A% — bb entsprechen einem stérungstheoretischen Vorgehen in nullter (vgl. Abschnitt
bzw. erster Ordnung (vgl. Abschnitte und . Grundsétzlich sind perturbative
Methoden jedoch nur unter gewissen Pramissen anwendbar bzw. verlésslich. Diese Proble-
matik soll an einem Beispiel erldutert werden.

Wir betrachten dazu als expemplarische perturbative Methode die Taylorentwicklung.
In der lagrangeschen Schreibweise des Restgliedes lésst sich diese fiir eine (n+1)-mal stetig
differenzierbare Funktion f : 1 — R mit Entwicklungspunkt x( als

"ok (g (n+1)
f(z) = Z fi(o)(a: —z0)* + f(n:_l(;)(a: —20)™Y mit € € [z, 7] (3.77)

schreiben (vgl. [48]). Dabei bezeichnet n die Ordnung der Storungsrechnung. In der Praxis
hat sich dieses Verfahren als niitzlich erwiesen, da das vergleichsweise aufwendig zu be-
stimmende Restglied in numerischen Studien oftmals vernachléssigt werden kann, sodass
man in guter Ndherung

f@) = 3 0 g (3.78)
k=0

verwendet. Falls die Funktion f nicht (n + 1)-mal stetig differenzierbar ist, ldsst sich nach
Voraussetzung keine Taylorentwicklung bis zur Ordnung n durchfithren. Dariiber hinaus
kann es Situationen geben, in denen das Verfahren geméf (3.78) zwar generell anwendbar,
aber unzuverléssig ist. Dieser Fall ist beispielsweise beim natiirlichen Logarithmus gegeben,
dessen Taylorreihe um den Entwicklungspunkt 1 bis zur Ordnung n
n (_1)k+1 )
1 1) ~ - 3.79
n(r+1) ; PR (3.79)

lautet. Diese bereits 1668 von Nikolaus Mercator entdeckte Reihe konvergiert fiir —1 <
z < 1 sehr langsam und fiir andere = tiberhaupt nicht.

Ganz &dhnliche Probleme treten im Kontext der Quantenfeldtheorie auf. Es existieren
Phinomene, die sich prinzipiell einer perturbativen Analyse entziehen und dementspre-
chend mit nichtperturbativen Methoden, wie z. B. der Gittereichtheorie (vgl. [49]), be-
handelt werden miissen. Zusétzlich kann es passieren, dass perturbative Methoden zwar
generell anwendbar sind, jedoch in bestimmten Parameterbereichen (z. B. fiir gewisse ki-
nematische Konstellationen oder bestimmte Kopplungen) unzuverlissig werden, solange
lediglich eine feste Ordnung der Stérungsrechnung betrachtet wird.

Das Konzept der Resummation betrifft die Klasse der zuletzt angesprochenen Schwie-
rigkeiten. Im Wesentlichen werden dabei potentiell grofle und damit die Perturbativitét
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3.6 Resummation

gefdhrdende Terme identifiziert, von der Stérungsrechnung isoliert und in allen Ordnungen
aufsummiert. Ein beliebter Fehler besteht darin, die resummierten Terme nicht aus der
eigentlichen Storungsrechnung zu entfernen, sodass diese doppelt gezahlt werden. Hierauf
ist besonders zu achten.

Im Folgenden wird die Resummation aller fithrenden Terme in SUSY QCD in
Ol(asptan 3)"] durchgefithrt. Des Weiteren wird die Resummation der Beitrége in
Ol (putan 3)™A7~™] und in Ofak™ (utan 3)"] sowie der elektroschwachen Beitriige dis-
kutiert und skizziert. Die Implementierung dieser Resummation in das Programm
DM@NLO (vgl. Abschnitt und damit in den Kontext der Prézisionsrechnungen zu
dunkler Materie ist der genuin neue Teil dieser Masterarbeit.

Die Resummation der SUSY QCD Beitriage kann unabhéingig von der Resummation der
QCD Beitrége erfolgen (vgl. [11]), welche bereits in DM@NLO implementiert ist. Aufgrund
dessen wird diese im letzten Unterabschnitt dieses Kapitels lediglich kurz zusammenge-
fasst.

3.6.2. Resummation der SUSY QCD Beitrige in O[(asutan 3)"]

Die Rechnung dieses Abschnitts folgt dem Vorgehen in [IT].

Im vorliegenden Fall treten die kritischen bzw. zu resummierenden Terme in der Renor-
mierung der Bottommasse my, fiir groffe tan 8 und p auf. Auf Baumniveau ist diese durch
die Yukawa-Kopplung h; festgelegt.

mp = hpvy. (3.80)

Diese Relation wird durch die Beriicksichtigung von NLO Korrekturen modifiziert. Die
physikalische Bottommasse my, d. h. die Polmasse, ist auf Einschleifenniveau durch

myp = hyv1 + Shpvr + hpv1 Amy (3.81)

gegeben. Dabei definiert die renormierte Kopplung hpv; die renormierte Masse m}?. dhpvy =
omy ist der Massen-Counterterm. Durch hyvi Amy werden die endlichen Einschleifenbei-
trége beriicksichtigt. Die korrespondierenden Feynman-Diagramme der drei Terme sind in
Abbildung [3.9] zu sehen.

b b
» » >3 »
b; b;
bbb X b
g g

Abbildung 3.9.: Relevante Feynman-Diagramme fiir die Resummation der SUSY QCD
Beitrége in O[(agp tan 5)"]: Renormierte Bottommasse, Counterterm fiir
die Bottommasse, Einschleifenbeitrédge in SUSY QCD und Einschleifen-
beitrdge in SUSY QCD inklusive Counterterm
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3 Annihilation dunkler Materie im Higgs-Funnel

Im Sinne der Resummation muss diese Rechnung nun auf alle Ordnungen der Stérungs-
rechnung (d. h. auf n-Schleifenniveau) erweitert werden. An dieser Stelle tritt jedoch eine
Eigenheit auf, welche die weitere Rechnung enorm vereinfacht.

Satz 1. Es sei mgysy eine generische Masse eines supersymmetrischen Teilchens. Dann
n

ezistieren keine Beitrige zu Amy der Ordnung (O‘Sms;ésy tanﬁ) fir n > 2, die nicht

durch einen zusditzlichen Faktor mj'/mgqy unterdriickt sind.

Beweis. Der vollstdndige Beweis von Satz[l]findet sich in [I1]. Er basiert auf den folgenden
Schritten.

1. Die einzige Moglichkeit Beitréige proportional zu (utan 3)" zu generieren, sind die
Nichtdiagonalelemente der Massenmatrix M (vgl. (2.22)) der Sbottoms. Diese Bei-
triage liefern notwendigerweise einen zusétzlichen Faktor mj'.

2. Die Massendimensionalitit dieses Faktors wird stets durch die Schleifenintegrale
aufgehoben, d. h. die Schleifenintegrale liefern einen Faktor mit inverser Massendi-
mension.

3. Die Schleifenintegrale kénnen dabei immer nur einen Faktor 1/mg;qy produzieren
und niemals einen Faktor 1/mj'.

O]

Dank dieses Satzes ergibt sich die physikalische Masse auf n-Schleifenniveau gegeniiber
(3.81) durch Beriicksichtigung exakt eines weiteren Terms, nédmlich eines Counterterms in
einem Einschleifendiagramnﬂ Das entsprechende Feynman-Diagramm ist rechts unten

in Abbildung [3.9] dargestellt. Somit gelangen wir zu
my = hyvr + Shyvy + hyvi Amy + Shpvi Amy (3.82)
Uy hyvr + Shyvr. (3.83)

ﬁi
1+ Amy

Die Relation (3.83)) ist unabhéngig vom gewihlten Renormierungsschema und ermoglicht
die Bestimmung der modifizierten A°bb-Kopplung. Wir finden, dass die Kopplung auf

Baumniveau (vgl. (3.9) und (3.11])) wie folgt zu veréndern ist.

h vy ys Ay,
h 1-— . 3.84
AbbY5 — 1+ Amy, tan? 4 ( )

Der obige Ausdruck lésst sich alternativ durch Einfithrung einer effektiven Lagrangedich-
te gewinnen (vgl [9]). Man beachte, dass positive Amy, die Yukawa-Kopplung gegeniiber
dem Baumniveau verringern, wihrend negative Amy diese erhdhen. Auflerdem soll noch-
mals betont werden, dass die in Amy enthaltenen Einschleifenbeitriage aus der eigentlichen
NLO Rechnung entfernt werden miissen, wenn die A°bb-Kopplung geméB verwendet
wird. Andernfalls wiirden diese Beitrige doppelt gezihlt.

Es verbleibt die Bestimmung von Am,. Diese Grofle gleicht der skalaren Selbstenergie
in SUSY QCD — welche wir bereits in berechnet haben — im Limes verschwindender
duferer Viererimpulse. Demnach gilt

as mg .
Amy = gCFTﬂfb Sin 295 (B()(O, mg, min) — By (0, mg, m52)) . (3.85)

30Fortan werden entsprechend Satz [1| durch m} /m3ygy unterdriickte Terme vernachlissigt. Fiir typische
Spektra der SUSY-Teilchen sind diese marginal.
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3.6 Resummation

Wir verwenden nun (2.23)) und gelangen zu

BO(Ov mg, ml~)1) - B0(07 mg, mBQ)

a
Amy, = Q—SCFmg(Ab — ptan 3) ! - , (3.86)
T ms —ms
b1 bo
was sich mithilfe von (B.34)) als
Amy, = g—jCFmg(Ab — ptan B)I(m?2 m; mb 7m2) (3.87)

schreiben lésst. Dieses Ergebnis stimmt mit dem in der Literatur angegebenen {iberein
(vgl. [9], [10],[11] und [50]).

3.6.3. Resummation der SUSY QCD Beitrige in Ofad(ptan §)™A; "]

Das in (3.87) angegebene Am,, beinhaltet nicht nur Terme proportional zu p tan 3, sondern
auch solche proportional zu Ay. Oftmals ist A, deutlich kleiner als y tan 3, sodass man fiir
die Resummation in O[(agutan 3)"]

Amy — Alimo Amy = ——Cpmg,u tan BI(m mz ,m2) (3.88)

b‘)

verwendet. Es hat sich jedoch herausgestellt, dass es Szenarien gibt, in denen A; in der
gleichen GroBenordnung wie ptan G liegt (vgl. [50]). In derartigen Féllen kommt es zu
einer Entmischung der Sbottoms (vgl. (2.20) und (2.23))), und eine Resummation der zu
Ay proportionalen Terme ist ebenfalls notwendig.

Diese Resummation wird in [50] durchgefiihrt, wobei sich zeigt, dass alle Terme in
Ola%(ptan 3)™A)~™] mit m < n beriicksichtigt werden, wenn statt (3.88)

Ay o a0y B Crmaptan JlOmy )
1+ hmutanﬁ—»O Amy 1+ %CpmgAbI(mgl, % mg) .

genutzt wird.

3.6.4. Resummation der SUSY QCD Beitrige in O™ (utan 3)"]

Im Rahmen von [50] werden mithilfe der in den Abschnitten [3.6.2| und [3.6.3| vorgestell-
ten Resummationsmethoden die Zerfélle von Higgs-Bosonen untersucht. Dabei stellt sich
heraus, dass insbesondere fiir die Endzustinde 7777, gg und ¢t groBe theoretische Unsi-
cherheiten von etwa O(10%) verbleiben. Diese Unsicherheiten sind systematischer Natur
und entspringen im Wesentlichen der Skalenabhéngigkeit der laufenden starken Kopp-
lungskonstanten ag(,u)ﬂ

31Beim Prozess der Renormierung wird — in jedem Schema — eine Renormierungsskala p eingefiihrt. Die-
se Skala hat keine unmittelbare physikalische Bedeutung. Das Endergebnis, etwa der Wirkungsquer-
schnitt, muss folglich unabhéngig von der Renormierungsskala sein. Daher fithrt man eine laufende
Kopplungskonstante — z. B. ag(u) im Falle der QCD — ein, welche diese Abhiingigkeit kompensiert
(vgl. [25]). Der Zusammenhang zwischen der laufenden Kopplungskonstanten, der Renormierungsskala
und dem Wirkungsquerschnitt wird dabei durch eine Differentialgleichung, eine sogenannte Renor-
mierungsgruppengleichung, beschrieben. Das Problem ist allerdings, dass die Kompensation der Ska-
lenabhéngigkeit nur dann exakt ist, wenn die Stérungsrechnung in allen Ordnungen durchgefiihrt wird.
Berechnet man beispielsweise lediglich NLO Korrekturen, so verbleibt eine Skalenabhéngigkeit aufgrund
der nicht beriicksichtigten Terme in zweiter und héherer Ordnung.
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3 Annihilation dunkler Materie im Higgs-Funnel

Da davon ausgegangen wird, dass kiinftige Experiment@ geringere Unsicherheiten be-
sitzen werden, ist es notwendig, die Skalenabhéngigkeit zu reduzieren. Dies erfolgt durch
eine Beriicksichtigung von NNLO Korrekturen (,Next-to-Next-to-Leading Order“), d. h.
einer Ausdehnung der Resummation auf O[a%™ (ytan 3)"]. Diese Rechnung wird in [J]
vollzogen und soll im Folgenden kurz vorgestellt werden.

Das prinzipielle Vorgehen schliefit direkt an [II] und [50] an. Zunichst schreiben wir
Amy, als

Amy = AmPPY 4 ApReP@) (3.90)

wobei mit AmI?CD(z) die neuen Beitrdge in (’)[agﬂ(,u tan 3)"] bezeichnet werden sollen.

Zur Bestimmung von Am?CD(Q) wird die Bottom-Selbstenergie auf Zweischleifenniveau
bendtigt. Hierzu tragen insgesamt zwolf topologisch verschiedene Diagramme bei, von

denen zwei in Abbildung zu sehen sind. Die {ibrigen Diagramme finden sich in [9].

Abbildung 3.10.: Exemplarische Zweischleifendiagramme zur Berechnung von Aml?CD(Q)

Ganz dhnlich zur Rechnung in Abschnitt erhilt man Am?CD@), indem man alle
entsprechenden Zweischleifendiagramme beriicksichtigt und zusétzlich Massen-Counter-
terme in diese einfiigt. Dabei wird maximal ein Counterterm gleichzeitig eingeﬁigﬂ Alle
anderen moglichen Beitridge sind in Analogie zu Satz 1] durch einen Faktor mj'/mgy gy
unterdriickt.

Das Resultat der Berechnung von AmeCD(Q) wurde in das Programm HDECAY (vgl.
[51]) implementiert. Wie der Name bereits andeutet, dient HDECAY vornehmlich der Be-
rechnung von Zerfillen von Higgs-Bosonen im Standardmodell und im MSSM. Es ist leider
nicht moglich, den analytischen Ausdruck fiir Am?CD(Q) an dieser Stelle wiederzugeben,
da dieser zu lang isﬁ Niherungen fiir bestimmte Grenzfélle sind in [9] angegeben.

Die Resummation der zu A, proportionalen Terme erfolgt analog zum Vorgehen in
Kapitel [3.6.3] d. h. wir verwenden

lim 4, 0 (Am?CD(l) + AmZ?CD(Q))

1+ limy, tan g—o Ay, 1+ %fC'FmgAbI(m%l,mgza mé)

hmAb—>0 Amb

Amp — (3.91)

Der Nenner hat sich dabei gegeniiber 1' nicht veréndert, da Aml?CD@) keine Neuerung
beziiglich der zu Ay proportionalen Terme liefert. Insgesamt werden durch dieses Verfahren
alle Beitriige in O[ak™ (utan 3)™A}~™] mit m < n beriicksichtigt.

32In diesem Kontext sind insbesondere zukiinftige e* e~ Linearbeschleuniger relevant.

33Das erste Diagramm aus Abbildung taucht somit insgesamt drei Mal in der Rechnung auf. Einmal
so, wie es dort abgebildet ist, einmal mit einem Massen-Counterterm im Propagator fiir Ej und einmal
mit einem Counterterm im Propagator fiir by.

QCD(2)
b

31Die Routine zur Berechnung von Am umfasst etwa 700 Zeilen Fortran-Code.
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3.6 Resummation

3.6.5. Resummation der elektroschwachen Beitrige

Interessanterweise existieren neben den bereits diskutierten SUSY QCD Beitrdgen auch
elektroschwache Beitrédge zur Renormierung der Bottommasse, die ebenfalls resummiert
werden miissen, da sie fiir grole p und tan 3 in derselben Groéflenordnung liegen kénnen.
Diese Tatsache ist bemerkenswert, da die starke Wechselwirkung etwa 10 mal stirker ist
als die schwache Wechselwirkung.

Um die elektroschwachen Prozesse in der Resummation zu beriicksichtigen, schreiben
wir Amy als

Amy = Am?CD(l) + Am?CD@) + Amzls(l) + AmEIS(Q). (3.92)

Die fiir Amzls(l) relevanten Diagramme sind in Abbildungzu sehen. Das propagierende
b-Quark bildet eine Stop-Higgsino-Schleife auﬂ Vollig analog zu Satz |1| entsteht der
einzige weitere Beitrag, der nicht durch einen Faktor mj'/mg;qy unterdriickt ist, durch
Einfiigen eines Massen-Counterterms.

H~ H-
b \ / b b \ b
\\T// ‘\%/(/
t lj

Abbildung 3.11.: Einschleifendiagramme zur Berechnung von Amzls(l)

(1)

Das Ergebnis fiir Amzls lautet

els(1 >‘2
AmEEW — (47:)2 Aptan BI(m2 ,m2 | pi?). (3.93)

Die Notwendigkeit, diese Beitridge ebenfalls zu resummieren, entsteht durch die Yukawa-
Kopplung
migw

- V2myy sin 8

Aufgrund der Proportionalitéit zur Topmasse kann in derselben Groflenordnung wie
der entsprechende SUSY QCD Beitrag liegen.

Die Beriicksichtigung von bei der Berechnung von Amy entspricht einer Resum-
mation aller Terme in O[(A?A;tan 3)"?]. Im Zuge der Erweiterung der SUSY QCD Re-
summation in [9] wurde auch die Resummation der elektroschwachen Beitréige verfeinert.
Dazu werden zuséatzlich starke Schleifenkorrekturen zu den Diagrammen aus Abbildung
berechnet. Insgesamt tragen acht topologisch verschiedene Diagramme zu Amgls(Q)
bei, von denen zwei in Abbildung dargestellt sind. Die verbleibenden Diagramme
sind in [9] abgebildet.

A (3.94)

35Bs bildet sich eine Stop-Chargino-Schleife. Das Chargino besteht aus einer Mischung von geladenen
Gauginos und Higgsinos. In diesem Kontext ist jedoch lediglich die starke Top-Yukawa-Kopplung und
somit der Higgsino-Anteil relevant.
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3 Annihilation dunkler Materie im Higgs-Funnel

Abbildung 3.12.: Exemplarische Zweischleifendiagramme zur Berechnung von AleS(Q)

Das weitere Vorgehen ist vollstindig analog zu dem aus Abschnitt Erneut ist es
s(2)

anzugeben, da dieser zu lang

wurde jedoch wie jene von AmSCD(Q)

nicht moglich, hier den analytlschen Ausdruck fiir Amb

s(2)

ist. Die Berechnung von Amb in das Programm
HDECAY implementiert.
Abschlieffend soll das Endresultat fiir die Resummation noch einmal geschlossen auf-

gefiihrt werden:

Amy = AmQCPO - A QPN Ayl gyl (3.95)
. C
Am?CD(I) _ hmAg,—»O Aml? D)
1+ %CFmgAbI(mgl,mg ,mg)
a—SCFm~utanﬂI( 2 m? ,m2)
_ g My b (3.96)
C’FmgAbI(m~ mb ,mg )
A QCDAD lim 4, o AmQCD( : (3.97)
b 1+ SC’pmgAbI(m~ mz ,m2) '
A els(I) A els(1) )\1% A I(m?2 2 2
m, = Amy, " = e tptan BI(mg ,mj , p°). (3.98)
A = AR, (3.99)

Der Ubergang von arabischen zu rémischen Zahlen bei der Benennung entspricht dabei
der Resummation der zu A, proportionalen Terme gem#f (3.91). Diese hat keinen Ein-
fluss auf die elektroschwachen Korrekturen. In Ubereinstimmung mit HDECAY wurde die
Resummation in obiger Form in das Programm DM@NLQO implementiert. Die in Kapi-
tel [5| durchgefiihrte numerische Untersuchung der Resummation verwendet ebenfalls obige
Groflen bzw. Bezeichnungen.

3.6.6. Resummation der QCD Beitrige

Die bisher durchgefithrte Resummation der SUSY QCD und elektroschwachen Beitrége
war notwendig, weil die Yukawa-Kopplung Terme proportional zu ptan 8 enthélt, die po-
tentiell grofl werden kénnen. Bei der in diesem Kapitel zusammengefassten Resummation
der QCD Beitréige entstehen die potentiell grolen Terme auf eine andere Weise, ndmlich
durch eine spezifische kinematische Konstellation. Es lisst sich zeigen (vgl. [10] und [52]),
dass die NLO QCD Korrekturen im Limes mg & s eine logarithmische Singularitét ent-
wickeln. Innerhalb der in dieser Arbeit verwendeten Nomenklatur (vgl. (3.76)) entspricht
dies einer Proportionalitidt von

S
Aoop ~ —31In > 3.100
QCD n mg ( )
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3.6 Resummation

welche das Scheitern der Perturbativitéit deutlich werden ldsst. Im betrachteten Limes
fithrt dieses Verhalten zu einem negativen und somit vo6llig unbrauchbaren Wirkungsquer-
schnitt. Daher ist es notwendig, die Singularitét zu absorbieren, was durch die Einfiihrung
einer laufenden Masse my(s) in der Yukawa-Kopplung geschieht (vgl. [52]).

Die verbleibenden, endlichen Beitrége sind bis zur vierten Ordnung in avg bekannt (vgl.
[53]) und lauten

ag 17 ag\ 2
= 428t (—) 941,
dqcp + | + - (35,9 359n¢)
ag\3
+ (7) (164,14 — 25, 77ns + 0, 259n2)
ag\4 2 3
+ (7) (39,34 — 220,9n; + 9,685n% — 0,0205n3), (3.101)

wobei ny die Zahl der aktiven Flavours bezeichnet. B
Insgesamt fiithrt das Verfahren zu einer erneuten Redefinition der A°bb-Kopplung gemif

habbys — haby50QeD (3.102)
mit
t t
hoapy = — 2 nf_,_gwms(s) an § (3.103)
2mW 2mW
Unter Beriicksichtigung aller Resummationseffekte lautet die A°bb-Kopplung also
h avyys Amy
——0 1——— . 3.104
14+ Amb QCD tan2 ﬁ ( )
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4. Das Projekt DM@QNLO

In diesem Kapitel soll das Programmpaket DM@NLO (“Dark Matter at Next-to-Leading
Order®) vorgestellt werden. DM@NLO ist in Fortran geschrieben und dient der nume-
rischen Berechnung der fiir die Bestimmung der Reliktdichte relevanten Wirkungsquer-
schnitte im MSSM. Dabei werden — wenn das Projekt vollendet ist — alle relevanten NLO
Korrekturen in O(ag) fiir die folgenden Prozesse beriicksichtigt (vgl. [54] und [55]):

e Annihilation von Neutralinos in Quarks:
XiX3 —qq mit 4,5 =1,2,3,4. (4.1)
e Annihilation von Charginos in Quarks:
EXE — ¢ mit k1 =1,2. (4.2)
e Ko-Annihilation von Neutralinos und Charginos in Quarks:

WX —qq mit i=1,2,3,4 und k=1,2. (4.3)

e Ko-Annihilation von Neutralinos und Squarks in ein Quark und ein Vektorboson:

Vg —qV mit i=1,2,3,4 und V =g,y W* 2° (4.4)

e Ko-Annihilation von Charginos und Squarks in ein Quark und ein Vektorboson:

XiG—qV mit k=1,2 und V =g,y W* 20 (4.5)

e Ko-Annihilation von Neutralinos und Squarks in ein Quark und ein Higgs-Boson:

X0q—g¢H mit i=1,2,34 und H=h"H H* A (4.6)

e Ko-Annihilation von Charginos und Squarks in ein Quark und ein Higgs-Boson:

XiG—qH mit k=12 und H=hn"H H* A" (4.7)

e Annihilation von Squarks in Vektorbosonen:

G —VV mit V=g, W* 2 (4.8)

e Annihilation von Squarks in Higgs-Bosonen:

Gi* — HH mit H=h", H O+, A°. (4.9)
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4 Das Projekt DM@QNLO

e Annihilation von Squarks in ein Vektor- und ein Higgs-Boson:

Gi* — HV mit H=hr°H° H* A und V =g,~v, Wt 20 (4.10)

Neben den NLO Korrekturen werden in Einzelfillen auch Korrekturen hoherer Ordnung
beriicksichtigt — etwa im Falle der Aobb—Kopplun@ durch die in Abschnitt vorgestellte
Resummation.

SPheno Eingabe

Renormierungsgruppengleich-

ungen, SUSY-Spektrim SUSY-Parameter, Szenariowahl

/ micrOMEGAs \ 4 CalcHEP )

SUSY-Spektrum  und  Wir- Bornsche Wirkungsquerschnitte
kungsquerschnitte  importieren fir (Ko)-Annihilation

(effektive Massen und Kopplun-
gen einfithren)

A

DM@NLO ersetzt ggf. Calc-

HEP
& DM@NLO
Integration der  Boltzmann-
Gleichung  (zahlreiche weitere ’ NLO Wirkungsquerschnitte (o)
Funktionen) fiir (Ko)-Annihilation
K / N J

Ausgabe
Z. B. Relikdichte der Neutralinos

Abbildung 4.1.: Programmablauf von DM@NLO

Der prinzipielle Ablauf des Programms ist in Abbildung[4.1]zu sehen. Zunéichst wird das
Szenario festgelegt und die zugehdrigen Parameter werden eingegeben — etwa mg, my /o,
Ay, sgn p und tan 3 im Falle des cMSSM. Mithilfe dieser Parameter berechnet SPheno (vgl.

36In dieser Masterarbeit liegt der Fokus auf dem Higgs-Funnel, in dem die A°bb-Kopplung besonders
interessant, da dominant ist. Im Programm selbst wird das Verfahren jedoch analog fiir die Kopplungen
der iibrigen neutralen Higgs-Bosonen an Paare von b-Quarks verwendet (vgl. [9]).
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[56] und [57]) im Anschluss das SUSY-Spektrum, d. h. die Massen der supersymmetrischen
Teilchen und die Mischungswinkel. Dazu werden die entsprechenden Renormierungsgrup-
pengleichungen numerisch gelost. Zusétzlich werden physikalische Observable wie z. B.
das Verzweigungsverhiltnis von b — s7v bestimmt. Das so erhaltene Spektrum wird an
mz’crOMEGAﬂ (vgl. [59] und [60]) iibergeben. Bei micrOMEGAs handelt es sich um
ein umfangreiches Programm, das Figenschaften von dunkler Materie wie die Reliktdich-
te oder Detektionsraten bestimmt. Die dazu notwendigen Wirkungsquerschnitte werden
von CalcHEP (vgl. [61] und [62]) importiert. CalcHEP berechnet jedoch lediglich bornsche
Wirkungsquerschnitte und keine Strahlungkorrekturen. micrOMEG As verbessert diese Re-
sultate dahingehend, dass effektive, d. h. schleifenkorrigierte Massen verwendet werden.
Nichtsdestotrotz werden keine vollstdndigen NLO Korrekturen beriicksichtigt.

An diesem Punkt tritt DM@NLO auf den Plan. Es wird gepriift, ob micrOMEGAs Wir-
kungsquerschnitte benétigt, die DM@NLO ebenfalls berechnen kann. Falls ja, werden die
Wirkungsquerschnitte von micrOMEGAs bzw. CalcHEP durch die von DM@NLO ersetzt,
wodurch die Rechnung préziser wird. Diese Prézision ist insbesondere zur Ermittlung der
Reliktdichte vonnéten, um einen adédquaten Vergleich mit den experimentellen Daten zu
ermoglichen (vgl. Abschnitt [2.1] sowie [54] und [55]).

Rechenintensiv ist beim vorgestellten Programmablauf insbesondere die Berechnung
der reellen Korrekturen sowie die Integration iiber den zugehorigen Phasenraum. Weite-
re signifikante Beitrédge zur gesamten Rechenzeit liefern die numerische Integration der
Boltzmann-Gleichung sowie die Berechnung der virtuellen Korrekturen. Die Berechnung
des supersymmetrischen Spektrums mit SPheno beansprucht in der Regel weniger Zeit als
die zuvor genannten Teilprozesse. Zudem muss SPheno nur einmalig pro Szenario aufge-
rufen werden, d. h. dass beispielsweise die kinetische Energie variiert werden kann, ohne
dass ein erneuter Aufruf noétig wére. Insbesondere im Falle von grofien tan 8 und bei fester
kinetischer Energie kann das Losen der Renormierungsgruppengleichungen mittels SPheno
dennoch nennenswerte Zeitbetrige beanspruchen.

Neben micrOMEGAs existiert mit DarkSUSY (vgl. [63]) ein weiteres 6ffentliches Pro-
gramm zur Berechnung der Reliktdichte dunkler Materie. Ahnlich wie bei micrOMEGAs
werden auch bei DarkSUSY bislang keine vollstandigen NLO Korrekturen verwendet. Fiir
die Zukunft ist daher geplant, DM@NLO mit DarkSUSY zu verkniipfen, sodass auch mit
diesem Programm auf prizisere Wirkungsquerschnitte zuriickgegriffen werden kann. Der
entsprechende Programmablauf wire dabei ganz analog zu dem in [£.1] dargestellten, wenn
man micrtOMEGAs und CalcHEP gegen DarkSUSY austauschtdﬁ

AbschlieBend sei kurz auf das SLOOPS Projekt verwiesen (vgl. [64]). Dieses in Frank-
reich anséssige Projekt kann als komplementéar zu DM@QNLO aufgefasst werden. Ziel des
Projektes ist ebenfalls eine prazisere Bestimmung der Reliktdichte durch die Beriicksich-
tigung von NLO Korrekturen. Der Fokus liegt hier allerdings hauptséchlich auf elek-
troschwachen Beitrégen.

3"Das Programm ist nach der gleichnamigen Kurzgeschichte Voltaires benannt (vgl. [58]).

38Im Gegensatz zu micrOMEGAs werden bei DarkSUSY die Wirkungsquerschnitte nicht importiert, son-
dern intern berechnet, sodass es in diesem Fall kein Pendant zu CalcHEP gibt. Dadurch existiert keine
Schnittstelle zum Einlesen von Wirkungsquerschnitten, was die Verbindung mit DM@QNLO leider nicht
vereinfacht.
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5. Numerische Resultate

In diesem Kapitel soll die in Abschnitt [3.6] vorgestellte Resummation numerisch untersucht
werden. Das primére Ziel ist es dabei, die Konsequenzen der Beriicksichtigung der Terme
hoherer Ordnung zu verstehen und abzuschétzen.

In einem ersten Schritt wird die Zusammensetzung von Am,; genauer analysiert. Es
wird untersucht, welcher der Summanden aus — unter welchen Umsténden wie
grof} ist. Im folgenden Unterkapitel wird der Einfluss der Resummation auf den Wirkungs-
querschnitt studiert. Ist dieser Einfluss grof3, so lédsst sich der Methode fiir das gewéhlte
Szenario phanomenologische Relevanz zusprechen. AbschlieBend soll gezeigt werden, dass
sich die Auswirkungen der Resummation iiber den Wirkungsquerschnitt in die Berechnung
der Reliktdichte fortpflanzen.

Dabei wird aus pragmatischen Griinden das cMSSM verwendet. Die Parameterpunkte
sind so gewéhlt, dass das cMSSM grob, aber einigermafien gleichméfig gerastert wird, um
die angestrebten qualitativen Aussagen zu ermoglichen. Aktuelle Ausschlussgrenzen seitens
der Experimente wurden bei der Wahl der Datensétze nicht beriicksichtigt. Diesbeziiglich
sei lediglich auf [65], [66] und [67] verwiesen.

5.1. Zusammensetzung und Verhalten von Am,

Um die typische Zusammensetzung von Am;j zu analysieren, wurden insgesamt 56 Szenari-
en untersucht, die in Tabelle Zu sehen sind@ In jedem Szenario wurde der Dreierimpuls
im Schwerpunktsystem [p] zwischen 200 und 4000 GeV in Schritten von 100 GeV variiert.
Dieser hiangt im vorliegenden Fall von zwei einlaufenden Neutralinos der Masse m, mit
der Mandelstam-Variablen s wie folgt zusammen.

s =4([p1* +m3). (5.1)

Unabhéngig von |p] durchliefen die Parameter mg und m;, in Schritten von 50 GeV
den Bereich zwischen 400 und 2000 GeV. Insgesamt besteht jeder Datensatz somit aus
39 -33 - 33 = 42471 einzelnen Datenreihen bzw. Parameterpunkten. Die Berechnung eines
Datensatzes beanspruchte in der Regel zwischen acht und vierzehn Minuterm

39TIm Falle von sgn . = —1 wurde dabei tan 3 = 31 als maximaler Wert verwendet, da SPheno fiir groBere
Betrdge von tan 8 bei negativen u kein physikalisches Spektrum erzeugen kann.
4ODabei wurde auf einem 3,5 Jahre alten MacBook Pro mit einem 2,53 GHz Zweikernprozessor gerechnet.
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5 Numerische Resultate

Tabelle 5.1.: Ubersicht der untersuchten Szenarien

Nummer | Ag in GeV | tanf | sgnpu Nummer | Agin GeV | tanf | sgnpu
1 500 53 +1 29 500 31 -1
2 250 53 +1 30 250 31 -1
3 10 53 +1 31 10 31 -1
4 0 53 +1 32 0 31 -1
5 -10 53 +1 33 -10 31 -1
6 -250 53 +1 34 -250 31 -1
7 -500 53 +1 35 -500 31 -1
8 500 25 +1 36 500 25 -1
9 250 25 +1 37 250 25 -1
10 10 25 +1 38 10 25 -1
11 0 25 +1 39 0 25 -1
12 -10 25 +1 40 -10 25 -1
13 -250 25 +1 41 -250 25 -1
14 -500 25 +1 42 -500 25 -1
15 500 15 +1 43 500 15 -1
16 250 15 +1 44 250 15 -1
17 10 15 +1 45 10 15 -1
18 0 15 +1 46 0 15 -1
19 -10 15 +1 47 -10 15 -1
20 -250 15 +1 48 -250 15 -1
21 -500 15 +1 49 -500 15 -1
22 500 8 +1 50 500 8 -1
23 250 8 +1 51 250 8 -1
24 10 8 +1 52 10 8 -1
25 0 8 +1 53 0 8 -1
26 -10 8 +1 o4 -10 8 -1
27 -250 8 +1 55 -250 8 -1
28 -500 8 +1 56 -500 8 -1

Jeder dieser 56 Datensitze wurde mithilfe eines selbstverfassten C++-Programms ge-

nauer analysiert. Dabei wurde fiir die einzelnen Summanden Aml?CD(I), AmSCD(H),

Amgls(l), Amgls(n) und Amy der Mittelwert und die zugehorige Standardabweichung sowie
Maximum und Minimum ermittelt. Im Falle der genannten Summanden wurde zwischen
absoluten und relativen Beitrdgen unterschieden, wobei zur Bestimmung der relativen Bei-
trage die Absolutbetrige der einzelnen Summanden verwendet wurden, da diese oftmals

Beitrige unterschiedlichen Vorzeichens generieren. Das bedeutet, dass beispielsweise der
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5.1 Zusammensetzung und Verhalten von Amy,

)

. . Is
relative Beitrag von Amz i

zu Amy mittels

(5.2)

berechnet wurde. Das Resultat der Analyse fiir das Szenario 1 ist in Tabelle zu sehen.

Tabelle 5.2.: Auswertung des Szenarios 1

Grofle Mittelwert | Standardabweichung | Minimum | Maximum
Amy, 0,16901 0,02642 0,06727 0,24627
Ay QD) 0,23482 0,04091 0,08068 0,31767
b 62,3719 % 3,59352 % 56,4558 % | 77,6493 %
Ay, QCDAD 0,03791 0,01166 -0,00193 0,06948
b 10,1079 % 2,76522 % 0,00373 % | 16,8770 %
A5 -0,09653 0,02000 -0,12032 -0,02707
g 25,4084 % 1,66940 % 19,5137 % | 27,6307 %
App©isD -0,00718 0,00558 -0,02059 0,00508
" 2,11184 % 1,16361 % 0,00001 % | 4,93692 %

An obiger Tabelle lassen sich mehrere Beobachtungen festmachen. Zunéchst einmal
ist ersichtlich, dass AmeCD(I) stets den grofiten Beitrag liefert, sowohl absolut als auch
relativ. Diese Tatsache wird zusétzlich dadurch untermauert, dass das absolute Minimum

von Amy in allen betrachteten Datensétzen mit dem absoluten Minimum von Am?CD(I)

zusammenfﬁill@
Weiterhin lédsst sich konstatieren, dass es tatséchlich notwendig ist, neben den starken
auch elektroschwache Beitriige zu berticksichtigen, was die nach (3.93) getroffene Aussage

els(I)

bestétigt. Im betrachteten Szenario besitzt Am, im Mittel einen relativen Anteil von

ca. 25% an Amy und trigt somit stérker bei als die durch Am?CD(H) beschriebenen
Korrekturen der starken Wechselwirkung mit etwa 10 %.

Ebenfalls wird deutlich, dass es notwendig ist, die Resummation wie in [9] und Kapitel
beschrieben auf die Ordnung Olat! (ptan 8)™A}~™] mit m < n auszudehnen, d. h.
AmeCD(H) zu beriicksichtigen. Das suggeriert insbesondere der relative Maximalbeitrag

von fast 17 %. Die Erweiterung der elektroschwachen Resummation auf Amils(n)

in dieser Hinsicht zweitrangig. Allerdings kann auch diese Grofle die Resummation im
Rahmen von knapp 5% beeinflussen.

erscheint

QCD(IT) 1T)
b

Die relativen Minima und Maxima von Am und Amgls( sind mit Bedacht zu
lesen, da die Absolutwerte dieser Gréflen einen Vorzeichenwechsel durchlaufen. Aufgrund
dessen entstehen Absolutbetridge, die bei entsprechend feiner Variation der Parameter

[p], mo und m, /5 prinzipiell beliebig nahe an Null heranreichen. Das erklért das auffillig

els(IT)

kleine relative Minimum von Am, . Auflerdem sei betont, dass gerade in diesen Fillen

4 Dieser Zusammenhang ist in Tabelle nicht zu sehen.
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5 Numerische Resultate

die absoluten und relativen Minima bzw. Maxima nicht notwendigerweise zusammenfallen.
Tatséchlich ist es im vorliegenden Fall so, dass das absolute Minimum von Amgls(n) zum
relativen Maximum fiihrt.

Die Abhéngigkeit der vier Summanden von |p] bzw. der Mandelstam-Variablen s (vgl.
(5.1)) ist in Tabelle nicht ersichtlich, soll aber dennoch kurz angesprochen werden.
Zunéchst einmal sind alle Summanden vollstédndig unabhéngig von s. Innerhalb des Pro-
gramms DM@NLO wird /s jedoch als Renormierungsskala verwendet, sodass hieriiber
eine Abhéingigkeit entsteht. Aufgrund der Proportionalitéit zur starken Kopplung ag (vgl.

(3.97)) fallt Am?CD(I) deshalb mit steigendem Dreierimpuls monoton a Die Grofie

Amz M st praktisch unabhéngig von der Renormierungsskala, da es sich bei den ein-
gehenden Massen um (physikalische) Polmassen handelt und der Einfluss der Renormie-
rungsskala auf die schwache Kopplungskonstante gy vernachléssigbar klein ist (vgl. .
Die Abhéngigkeiten von Am?CD(H) und Amils(n) von der Renormierungsskala sind nicht
trivial, lassen sich aber leider nicht weiter diskutieren, da keine handhabbaren analytischen

Ausdriicke fiir diese Groflen existieren.

Tabelle 5.3.: Auswertung des Szenarios 7

Grofle Mittelwert | Standardabweichung | Minimum | Maximum
Amy, 0,17279 0,02795 0,06835 0,27894
A QCP() 0,26814 0,04179 0,10645 0,41174
b 59,3213 % 3,68057 % 50,5007 % | 70,1393 %
Ay QCD(D 0,04404 0,01398 -0,00218 0,09456
b 9,69629 % 2,52151 % 0,00962 % | 15,2695 %
A0 -0,12907 0,01926 -0,17156 -0,05341
g 28,5272 % 0,41850 % 26,4352 % | 29,4770 %
App©isD -0,01031 0,00806 -0,04042 0,00699
e 2,45523 % 1,40485 % 0,00004 % | 6,52648 %

In Tabelle[5.3]ist die Auswertung des Szenarios 7 zu sehen. Gegeniiber Szenario 1 besitzt
dieses eine verdnderte trilineare Kopplung Ag. Der Effekt dessen ist ein genereller Anstieg
der Mittelwerte aller Summanden. Bemerkenswert ist dabei jedoch, dass die elektroschwa-
chen Korrekturen im Vergleich stéirker zunehmen. Thre relativen Anteile an Am; sind
gegeniiber Szenario 1 gestiegen. Dieser Trend findet sich auch in den nicht abgedruckten
Auswertungen der Szenarien 2 bis 6 wieder.

Es lasst sich folgern, dass die elektroschwachen Korrekturen im Bereich von kleinen bzw.
negativen Ag zusétzliche Relevanz erhalten. Dabei sollte jedoch betont werden, dass sich
die relativen Anteile von Am; insgesamt nur um wenige Prozentpunkte verschoben haben.

Der beschriebene Einfluss von Ag auf die Summanden lésst sich auf den Einfluss von Ag
auf Ay, A; und p zuriickfithren. Im betrachteten Bereich des Parameterraums sind A, und
Ay stets negativ. Thre Absolutbetrige nehmen mit sinkendem A zu. Unter Beriicksichtigung

“2Die laufende Kopplung a.s(y/s) nimmt fiir groBer werdende /s ab. Dieses Phinomen der QCD fithrt zur
asymptotischen Freiheit und dem Confinement, also der Bindung der Quarks zu Hadronen.
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5.1 Zusammensetzung und Verhalten von Amy,

der Tatsache, dass die Dreiecksfunktion I(a,b,c) (vgl. Kapitel [B.2.2]) immer negativ ist,

und der Definition von Amzls(l) (vgl. ), erklirt dies, dass Amzlsa) minimale (maximal
negative) Werte liefert, wenn Ay minimal wird. Auch wenn keine analytische Formel fiir

Amgls(ﬂ)

vorliegt, kann davon ausgegangen werden, dass hier &hnliche Ursachen wirken.
Der Einfluss von Ay auf die starken Beitrige Am?CD(I) und Am,?CD(H) ist etwas ver-
trackter. Das zuvor beschriebene Verhalten fithrt bei sinkendem Ay zu einem gréfleren
Nenner (vgl. (3.96) und (3.97))), sodass die Beitriige eigentlich kleiner werden sollten. An
dieser Stelle muss jedoch beriicksichtigt werden, dass sich mit Ag neben Ay und A; auch p
maflgeblich verdindert. Konkret nimmt p zu, wenn Ay abnimmt. Dieser Effekt iiberlagert
die zuvor beschriebenen und fiithrt letztlich dazu, dass alle vier Summanden mit fallendem

A groBler werden und der relative Anteil der elektroschwachen Korrekturen zunimmt.

Tabelle 5.4.: Auswertung des Szenarios 22

Grofle Mittelwert | Standardabweichung | Minimum | Maximum
Amy, 0,02200 0,00370 0,00917 0,03324
Ay QCD() 0,03299 0,00594 0,01199 0,04496
b 61,0986 % 3,59935 % 55,3853 % | 75,3081 %
Ay, QCDAD 0,00500 0,00170 -0,00074 0,00950
g 9,25900 % 2,74814 % 0,00318 % | 16,1899 %
ApsD) -0,01495 0,00312 -0,01876 -0,00456
" 27,4584 % 1,67228 % 20,9627 % | 29,8631 %
A -0,00104 0,00087 -0,00309 0,00090
b 2,18393 % 1,20699 % 0,00010 % | 5,15721 %

Tabelle 5.5.: Auswertung des Szenarios 50

Grofle Mittelwert | Standardabweichung | Minimum | Maximum
Amy -0,02215 0,00369 -0,03341 -0,00936
Ay QCD() -0,03311 0,00590 -0,04504 -0,01221
b 61,1731 % 3,59738 % 55,4592 % | 75,3766 %
Ay, QCDAD -0,00502 0,00170 -0,00954 0,00074
g 9,27358 % 2,74842 % 0,01471 % | 16,2139 %
ApsD) 0,01494 0,00309 0,00462 0,01871
" 27,3773 % 1,67145 % 20,9209 % | 29,7772 %
A 0,00104 0,00087 -0,00090 0,00308
b 2,17594 % 1,20341 % 0,00017 % | 5,13749 %

Szenario 22 zeichnet sich durch einen niedrigeren tan 3 gegeniiber Szenario 1 aus. Die
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5 Numerische Resultate

Auswertung dieses Szenarios ist in Tabelle[5.4] dargestellt. Die relativen Anteile an Am;, ha-
ben sich gegeniiber den zuvor diskutierten Szenarien nur geringfiigig verandert. Tatséichlich
findet sich diese Verteilung mit Abweichungen von wenigen Prozentpunkten in allen un-
tersuchten Szenarien wieder.

Wesentlich ist jedoch, dass die absoluten Werte der Korrekturen in diesem Szenario um
eine Groflenordnung kleiner ausfallen als zuvor. Im Zwischenbereich liegen die Korrekturen
der Szenarien 8-14 mit tan G = 25 bzw. 15-21 mit tan 8 = 15. Angesichts der Tatsache, dass
Terme proportional zu ptan 8 resummiert werden, entspricht dieser Fakt der Erwartung.

In Tabelle [5.5]findet sich die Auswertung des Szenarios 50. Dieses weist dieselben Para-
meter wie Szenario 22 auf, lediglich das Vorzeichen von p ist umgekehrt. Dieser Umstand
spiegelt sich auch im direkten Vergleich wider — bis auf marginale Unterschiede gleichen
sich die aufgefiihrten Werte der obigen beiden Tabellen, lediglich die Vorzeichen haben
sich gedndert. Demzufolge entsprechen die vormaligen Minima nun den Maxima und vice
versa.
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Abbildung 5.1.: Amy, im Szenario 1 in der mg/m jo-Ebene

Bislang unerwéhnt blieb die Abhéngigkeit von Am; und den zugehorigen Konstituenten
von den Massen mg und my /5. Um diese nidher zu untersuchen, werden im Folgenden der
Einfachheit halber lediglich Parameterpunkte derselben kinetischen Energie, ndmlich mit
|p] = 1 TeV, berﬁcksichtigﬁ In Abbildung ist der Betrag von Amy, fiir das Szenario 1
in der mg/my so-Ebene dargestellt. Die Farbskala wurde bei diesem und bei den meisten
folgenden Plots nichtlinear gewéihlt, um die Abhingigkeiten besser zu visualisieren.

Wie man erkennen kann, ergeben sich bei kleinem mg und mittlerem m; /o die grofiten
Werte fiir Amy. Erwartungsgeméfl ergibt sich dieser Verlauf bereits in guter Ndherung,

43 Aufgrund dessen finden sich in den folgenden Plots die zuvor tabellierten Maxima und Minima der
jeweiligen Szenarien nicht unbedingt wieder.
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5.1 Zusammensetzung und Verhalten von Amy,

wenn wir die Beitréige von Am?CD(I) und Amgls(l) iiberlagern. Diese sind in den Abbil-
dungen und zu sehen. Die Maximalwerte von Am?CD(I) entstehen bei kleinem my
und mittlerem bis groflem my/,. Demgegeniiber generiert Amzls(l) bei kleinem mg und
grofiem my /o minimale (maximal negative) Beitrige.
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Abbildung 5.2.: Am?CD(I) im Szenario 1 in der mg/m; j-Ebene
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Abbildung 5.3.: AleS(I) im Szenario 1 in der mg/m; jo-Ebene
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5 Numerische Resultate

Das Verhalten von Am?CD(H) bzw. Amgls(n) unter Variation von mg und my /5 ist in den

Abbildungen [5.4] und [5.5] zu sehen. Beide Gréfen liefern maximale bzw. maximal negative
Werte, wenn sowohl my als auch my /5 klein ist.
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Abbildung 5.4.: Aml?CD(H) im Szenario 1 in der mg/m j-Ebene
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Abbildung 5.5.: Amgls(n) im Szenario 1 in der mg/m; j-Ebene

Die Abhéngigkeit der Summanden Am?CD(I) und AleS(I) von mg und my/; kann teil-
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5.1 Zusammensetzung und Verhalten von Amy,

weise anhand von (]3.96') und (13.98|) nachvollzogen werden. Aml?CD(I) ist direkt proportio-
nal zur Gluinomasse mg, welche mit wachsendem m; /5 zunimmt. Dieser Zusammenhang
ist in Abbildung[5.2]deutlich zu erkennen. Die Stop- und Sbottommassen erhhen sich mit
grofer werdendem mg und gehen in die Dreipunktfunktion I(a,b,c) ein (vgl. Abschnitt
. Fiir grole mg verringert sich diese und damit die Summanden Am?CD(I) und
AleS(I).

Die gezeigten Konturplots fiir Szenario 1 kénnen in ihrem Verlauf als représentativ
fiir die anderen Szenarien angesehen werden. Eine Verringerung von tan § fithrt zwar zu
deutlich kleineren Betrigen, die Verteilung in der mg/my s2-Ebene veréndert sich jedoch
kaum. Ein Vorzeichenwechsel von p kehrt die Vorzeichen der einzelnen Beitrége um, was
in einer Invertierung der Farben in den Plots resultiert. Kleinere Werte von A fithren
zu einer kontinuierlichen Verschiebung der gezeigten Verldufe von Am?CD(I) und AleS(I)
gen kleinerem my /. Diese Verschiebung tibertrégt sich iiber die Summation auf Amy,. Als
Beispiel ist in Abbildung Amy, im Szenario 7 in der mg/m; j-Ebene dargestellt. Fiir

Aml?CD(H) und AleS(H) konnte keine nennenswerte Verinderung unter Modifikation von
Ap beobachtet werden.
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Abbildung 5.6.: Amy, im Szenario 7 in der mq/m /o-Ebene

Einige der in diesem Abschnitt diskutierten Eigenschaften der Groéfien AmSCD(I) und

AleS(I) werden auch in [68] besprochen. Die dort beschriebenen Befunde decken sich mit

den hier aufgefithrten Beobachtungen.
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5 Numerische Resultate

5.2. Einfluss der Resummation auf den
Wirkungsquerschnitt

5.2.1. Abgleich des Wirkungsquerschnittes auf Baumniveau

Bevor die Konsequenzen der neu implementierten Resummation auf den Wirkungsquer-
schnitt untersucht werden kénnen, muss sichergestellt werden, dass das Programm richtig
verstanden wurde und korrekt arbeitet. Dazu wird in diesem Abschnitt der bornsche Wir-
kungsquerschnitt des Prozesses (X} — A° — bb, also die Ausgangsbasis der in dieser
Arbeit bestimmten Korrekturen, unabhéingig voneinander mit DM@NLO, CalcHEP und
DarkSUSY berechnet. Anschlieflend werden die Resultate verglichen.
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Abbildung 5.7.: Abgleich des bornschen Wirkungsquerschnittes mit CalcHEP

In Abbildung ist der bornsche Wirkungsquerschnitt von DM@NLO in blau und
derjenige von CalcHEP in griin in Abh#ngigkeit vom Dreierimpuls im Schwerpunktsystem
|p] dargestellt. Damit beide Programme vergleichbare Ergebnisse liefern, wurden effektive
Massen und Kopplungen in CalcHEP deaktiviert. Als Eingangswerte wurden tan § = 53,
mo = 1200 GeV, my 5 = 800 GeV, Ag = 0 und p = +1 gewihlt.

Die Kurven {iberdecken sich vollstédndig, sodass die blaue Linie nicht zu erkennen ist.
Insgesamt liegen die Werte im relativ breiten Bereich von etwa 1,4 - 10~* bis 250 plfﬂ
Weiterhin ist ein Abfall mit grofler werdender kinetischer Energie zu beobachten, was sich

48tandardméBig gibt CalcHEP Wirkungsquerschnitte in Picobarn aus. Der Einfachheit halber wurde
diese Einheit hier iibernommen, sodass in diesem Graphen ausnahmsweise keine natiirlichen Einheiten
verwendet werden (vgl. Abschnitt [A.1)).

56



5.2 Einfluss der Resummation auf den Wirkungsquerschnitt

auch in (3.18]) wiederfindet.

Um die Ubereinstimmung der beiden Ergebnisse besser zu visualisieren, ist zusitzlich
die relative Abweichung der beiden Wirkungsquerschnitte in rot eingetragen. Dieser Graph
bezieht sich auf dieselbe horizontale, aber auf die rechte vertikale Achse. Die relative
Abweichung liegt in der GréBenordnung 107 bis 107°.

107 ‘ ‘ 10
— ,,u(DM@NLO)

102 —  opou(DarkSUSY)
— 1 0,,v(DarkSUSY)/oy,,o(DM@NLO)

orov in cm? /s
1—0y,,0(DarkSUSY)/oy ,u(DM@NLO)

4107
500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Bl in GeV

Abbildung 5.8.: Abgleich des bornschen Wirkungsquerschnittes mit DarkSUSY

In Abbildung [5.§] ist analog der Vergleich des bornschen Wirkungsquerschnittes von
DM@NLO mit DarkSUSY zu sehen. Die Eingangsparameter sind dieselben wie zuvor.
Wie schon bei CalcHEP wurden auch bei DarkSUSY effektive Massen und Kopplungen
deaktiviert, um komparable Werte zu erhalten.

Erneut iiberlagern sich die griine (DarkSUSY) und blaue (DM@NLO) Kurve vollsténdig.
Zu beachten ist, dass dieses Mal ¢ - v in cm®/s ausgegeben Wurdﬂ Die zugehorigen
Werte liegen im Intervall von 8,3 - 1073 bis 7,4 - 10724 e¢m3/s und fallen entsprechend
(3.19) mit steigender kinetischer Energie. Die relative Abweichung liegt wiederum in der
GroBenordnung 107 bis 107°.

Abschlieend ldsst sich festhalten, dass alle drei Programme bis auf marginale Unter-
schiede iibereinstimmende Resultate liefern. Der Prozess xJx) — A° — bb wird demnach
von DM@QNLO auf Baumniveau korrekt berechnet.

45Wie zuvor wurde aus pragmatischen Griinden die Standardausgabe des zweiten Programms — in diesem
Fall von DarkSUSY — verwendet und diejenige von DM@NLO angepasst. Somit werden auch in diesem
Graphen keine natiirlichen Einheiten verwendet.
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5 Numerische Resultate

5.2.2. Wirkungsquerschnitte unter Beriicksichtigung von
Strahlungskorrekturen und Resummationseffekten

In Abbildung ist der Wirkungsquerschnitt o des Prozesses x{%) — A4° — bb in
Abhéngigkeit von tan 8 in Relation zum bornschen Wirkungsquerschnitt oo zu sehen. Der
bornsche Wirkungsquerschnitt wird geméfl mit einer Bottommasse von 4,23 GeV
berechnet. Fiir dieses Szenario wurden die Parameter mo = 1200 GeV, my/, = 800 GeV,
Ap = 0 und sgn u = +1 gewihlt. Die kinetische Energie wurde auf |p] = 100 GeV fixiert.
Anhand der genannten Abbildung wird der Einfluss der Strahlungskorrekturen und der
Resummation detailliert diskutiert.

0.50 \
—  my(s)
- 5QCD
0.45} — Am ) |
—  Am, (B)
0.40f — NLO !
NLO + HO

0.20 1 1 1 1 1 1 1 1

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
tang

Abbildung 5.9.: Einfluss der Strahlungskorrekturen und der Resummation auf den
Wirkungsquerschnitt

Die blaue Linie entspricht der Einfithrung der laufenden Masse in der Yukawa-Kopplung
gemif (3.103). Der Wirkungsquerschnitt hingt quadratisch von dieser Masse ab (vgl.
(3.18))). Die Position des Graphens wird demnach durch

(”Z)f:))z ~0,3 (5.3)

bestimmt. Anders als in Abschnitt beschrieben, werden innerhalb von DM@NLO
auch gewisse supersymmetrische Korrekturen in die Masse absorbiert. Diese Effekte sind
— im Gegensatz zu den reinen QCD Korrekturen — abhéingig von tan 3. Sie fithren dazu,
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5.2 Einfluss der Resummation auf den Wirkungsquerschnitt

dass my(s) von anfinglich etwa 2,4 GeV bei tan3 = 5 auf ca. 2,2GeV bei tan3 = 50
abfillt, was sich auch im zugehorigen Wirkungsquerschnitt widerspiegelt.

Bei der griinen Kurve wurden zusétzlich die endlichen QCD-Beitrige geméf
und beriicksichtigt. Der Effekt ist eine Parallelverschiebung gegeniiber der blauen
Kurve, da der Wirkungsquerschnitt mit einer von tan 4 unabhéngigen Zahl gréfler als eins
multipliziert wird.

Bei der roten und cyanfarbenen Kurve wurden zusétzlich die supersymmetrischen Bei-
trage durch Am;y inkludiert, d. h. es wurde m verwendet. Im Falle der roten Kurve

wurden dabei lediglich AmI?CD(I) und Amzls( betrachtet. Die cyanfarbene Kurve enthélt

zusétzlich die Beitriage von AmSCD(H) und AleS(H). Da in diesem Szenario u positiv ist,

ist auch Amy, positiv (vgl. Abschnitt . Das fiithrt gemaf zu einer Verringerung
des Wirkungsquerschnitts. Diese Verringerung ist umso ausgeprigter, je grofler Amy, d.
h. je grofler tan 3 ist. Dieses Verhalten findet sich in Abbildung wieder. Des Weiteren
l&sst sich beobachten, dass die beiden Kurven zwar sehr nah beieinander liegen, sich aber
dennoch unterscheiden. Die Aufspaltung ist gerade bei grofien tan 3 zu erkennen Dazu sei
auch auf die Detailansicht des Graphen in Abbildung verwiesen.

0.34f — my(s) |
- 5QCD
0.30f — NLO i
NLO + HO
S 0.28f
S
~
(¢
0.26f
0.24F
0.22f B
0'2%0 55 40 45 50

tan(

Abbildung 5.10.: Detailansicht aus Abbildung

Die bisher betrachteten Wirkungsquerschnitte gingen allesamt aus einer Modifikation
der A%b-Kopplung hervor. Man bezeichnet diese als Wirkungsquerschnitte auf effektivem
Baumniveau. Die violette Linie représentiert hingegen eine vollstdndige Einschleifenrech-
nung entsprechend Wie man sieht, unterscheidet diese sich nur geringfiigig von der
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5 Numerische Resultate

roten und cyanfarbenen Kurve. Das bedeutet, dass die Resummation bzw. die Rechnung
auf effektivem Baumniveau die Einschleifenkorrekturen in diesem Szenario gut approxi-
miert. Dies entspricht der Erwartung, da die Resummation die fithrenden Einschleifenkor-
rekturen beinhaltet.

Die gelbe Kurve beinhaltet die mit DM@NLO maximal mdgliche Prézision und ist so-
mit als Endresultat zu verstehen. Sie enthilt wie die violette Kurve eine vollstédndige
Einschleifenrechnung. Zusitzlich wurden Korrekturen héherer Ordnung — d. h. ab a% -
und elektroschwache Beitrédge durch die Resummation beriicksichtigt. Dazu wurde der
entsprechende Teil des bornschen Wirkungsquerschnittes in erneut geméf
verdndert, wobei die Einschleifenbeitrige der starken Wechselwirkung aus der Resummati-
on entfernt wurden, da diese sonst doppelt gezahlt werden. Fiir kleine tan 3 {iberdeckt die
gelbe die violette Kurve. Erst bei hinreichend grofien tan § lassen sich die beiden Linien
unterscheiden (vgl. Abbildung . Diese geringe Abweichung der beiden Kurven ent-
spricht ebenfalls der Erwartung. Entsprechend dem Grundgedanken der Stérungsrechnung
tragen hohere Ordnungen sukzessive weniger bei.

Zusitzlich ldsst sich in Abbildung [5.10] erkennen, dass die gelbe Kurve im Bereich von
groflen tan 0 am besten durch die cyanfarbene Kurve approximiert wird. Demnach macht

es in diesem Fall einen Unterschied, ob beim effektiven Baumniveau lediglich Am?CD(I)

und Amzls(l) oder zusétzlich Am?CD(H) und AleS(H) beriicksichtigt werden. Abschlieffend
soll jedoch festgehalten werden, dass die vier zuletzt beschriebenen Kurven (rot, cyan,
violett und gelb) allesamt nur wenige Prozent voneinander abweichen.

5.2.3. Analyse der Skalenabhingigkeit

Die urspriingliche Motivation der Berechnung von Am?CD(H) und AmZIS(H) war die Reduk-
tion der theoretischen Unsicherheiten, d. h. der Abhéingigkeit von der Renormierungsskala
p (vgl. Abschnitt und [9]). Wir tiberpriifen nun, ob sich dies auch in den numerischen
Resultaten wiederfindet.

Dazu betrachten wir in Abbildung erneut die rote Kurve aus Abbildung Inner-
halb von DM@QNLO wird pu = /s als Renormierungsskala verwendet. Um die Abhéngigkeit
von dieser Skala zu analysieren, tragen wir zusitzlich die Graphen fiir 4 = 2+/s (gepunk-
tete Linie) und p = 3/s (gestrichelte Linie) auf. Zusitzlich ist in schwarz die Differenz
7(2v/5)—0(5V/5)

oo . Die zuletzt genannte Kurve bezieht

dieser beiden Kurven zu sehen, d. h.
sich auf die rechte vertikale Achse.

Die gepunktete und gestrichelte Linie liegen ober- bzw. unterhalb der durchgezogenen
Linie liegen. Die schwarze Kurve zeigt, dass die Differenz der beiden Kurven in Relation
zu 01,0 auch im Bereich von grofien tan 8 etwas mehr als 1,5 Prozentpunkte betrigt.

Vollig analog ist in Abbildung[5.12]die cyanfarbene Kurve aus Abbildung[5.9)dargestellt.
Wir erinnern uns daran, dass der Unterschied dieser Kurve gegeniiber der roten in der
Beriicksichtigung von Am?CD(H) und Amzls(ﬂ) besteht. Erneut bilden die gepunktete und
gestrichelte Kurve ein Band um die durchgezogene Linie. Dieses féllt jedoch im Bereich
von groflen tan 8 deutlich schmaler aus als zuvor, was sich auch im Verlauf der zugehorigen
schwarzen Kurve widerspiegelt. Die Differenz der beiden Kurven fillt in diesem Fall auf
etwas mehr als einen halben Prozentpunkt ab.

Das bedeutet, dass sich die Skalenabhéngigkeit im Bereich von groflen tan 8 durch die
Beriicksichtigung von AmI?CD(H) und AleS(H) mehr als halbiert hat. Dies entspricht
der Vorhersage von [9] und deutet darauf hin, dass die Methoden zur Berechnung von
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5.2 Einfluss der Resummation auf den Wirkungsquerschnitt

AmeCD(H) und AmilS(H) korrekt implementiert wurden. Auf eine ausfiihrlichere Diskussi-
on der Skalenabhingigkeit wird an dieser Stelle verzichtet, da sich eine solche in [9] findet.

0.50 T T

T AmiA) p—vs ]]00%0

- Am(A) p=bvE
0.45f

----- Amy(A)  p=2Vs |lg 555
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0.40f
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Abbildung 5.11.: Skalenabhéingigkeit von Am;(A)
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Abbildung 5.12.: Skalenabhéngigkeit von Amy(B)
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5 Numerische Resultate

5.3. Einfluss der Resummation auf die
Reliktdichte

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, inwieweit praziser bestimmte Wirkungsquer-
schnitte die resultierende Reliktdichte beeinflussen. Dazu wird die Reliktdichte der Neutra-
linos mithilfe von DM@NLO bzw. micrOMEGASs berechnet (vgl. Kapitel. Dabei wird die
Boltzmann-Gleichung gel6st wird, welche alle Annihilations- und Ko-Annihilationsprozesse
von Neutralinos beriicksichtigt (vgl. Abschnitt . Die zugehorigen Wirkungsquerschnit-
te werden mithilfe von CalcHEP berechnet — mit Ausnahme der Wirkungsquerschnitte
fir den dominanten Endzustand bb. Fiir diesen werden die Wirkungsquerschnitte von
DM@NLO verwendet. Anders als zuvor wird dabei nicht nur der Prozess Y% — A° — bb
betrachtet, sondern alle Beitriige zu )X} — bb. Innerhalb von DM@NLO existieren fiir all
diese Prozesse vollstindige Einschleifenrechnungen. Zusétzlich wird in diesem Programm
die in Abschnitt [3.6]vorgestellte Resummation ganz analog fiir die iibrigen neutralen Higgs-
Bosonen h® und H° genutzt.

Im Folgenden werden diese Wirkungsquerschnitte dhnlich wie in Kapitel und Ab-
bildung in mehreren Varianten berechnet und die resultierenden Reliktdichten mit-
einander verglichen. Hierbei werden aus Griinden der Ubersichtlichkeit allerdings weniger
Varianten als zuvor betrachtet.
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my (s)

Amy (B)
— NLO
NLO + HO
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my, in GeV
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8001
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40200 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
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Abbildung 5.13.: Resultierende  Reliktdichte im  Higgs-Funnel fiir = verschiedene
Wirkungsquerschnitte

In Abbildung ist die Reliktdichte in Abhéingigkeit von mg und m; /5 zu sehen. Die
weiteren Eingangsparameter sind tan 3 = 53, sgnpy = +1 und Ay = 0. Wie schon in
Abschnitt fithrt der graue Bereich zu einem geladenen LSP, welches nicht als Kandidat
fiir die dunkle Materie in Frage kommt. Die diinnen farbigen Linien entsprechen Bereichen,
die kompatibel mit den aktuellen Daten von WMAP sind, also im sehr engen Intervall

Qpumh? = 0,1157 £ 0,0023 (5.4)
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5.3 Einfluss der Resummation auf die Reliktdichte

liegen (vgl. [16]). In obiger Darstellung liegen die vier verschiedenen Linien alle sehr nah
beieinander. Deshalb ist mit Abbildung[5.14]eine Detailansicht eines ausgewahlten Bereichs
des Parameterraums gegeben.

1000 ;
mb(s)
950 Am, (B) -
— NLO
— NLO + HO
900} ]
>
<}
O
c 850} ]
800} ]
750} ]
"o 1150 1200 1250 1300

my » in GeV
Abbildung 5.14.: Detailansicht aus Abbildung

Fiir die griine Linie wurden die Wirkungsquerschnitte von DM@QNLO auf effektivem
Baumniveau berechnet. Konkret wurde dabei die laufende Masse my(s) gemif
verwendet. Diese Linie entspricht gewissermafien der blauen Linie in Abbildung

Im Falle der orangefarbenen Linie wurden zusétzlich die endlichen QCD-Beitréige mittels
dqcp sowie die Resummation in Amy, berticksichtigt. Diese Linie korrespondiert daher mit
der cyanfarbenen Linie in Abbildung Wie bereits erwihnt, fiihrt die Resummation in
Amy bei positivem p und grofliem tan 6 zu einer Verringerung des Wirkungsquerschnittes
(vgl. Abschnitt und Abbildung . Entsprechend der Boltzmann-Gleichung fiihrt
ein niedrigerer Wirkungsquerschnitt zu einer hoheren Reliktdichte (vgl. Abschnitt und
(12.30))).

Diese Tatsache findet sich auch in der resultierenden Reliktdichte in Abbildung [5.13]
wieder. Die griine Kurve umschlief§t die orangefarbene Kurve, die sich weiter im Inneren
des Peaks befindet. Wenn wir bedenken, dass sich die Reliktdichte bei festem Wirkungs-
querschnitt in diese Richtung verringert (vgl. Abbildung , ergibt sich ein stimmiges
Bild. Aufgrund der niedrigeren Wirkungsquerschnitte fiir den Endzustand bb hat sich die
Reliktdichte im Falle der orangefarbenen Kurve insgesamt erh6ht. Der mit den Messdaten
vertrigliche Bereich fiir die Reliktdichte verschiebt sich daher in das Innere des Peaks.
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5 Numerische Resultate

In Abbildung ist deutlich zu erkennen, dass sich die beiden Linien unterscheiden.
Das bestétigt, dass die Reliktdichte in diesem Bereich des Parameterraums sensitiv von
den Wirkungsquerschnitten des Prozesses X{X] — bb abhiingt — schlieflich wurden al-
le anderen Prozesse im Falle der griinen und orangefarbenen Linie auf die gleiche Art
bestimmt. Da die beiden Kurven nicht {iberlappen und daher zu unterschiedlichen experi-
mentellen Vorhersagen fiihren, lasst sich somit konstatieren, dass eine prizise Bestimmung
der Wirkungsquerschnitte fiir den Endzustand bb phiinomenologische Relevanz besitzt.

Es verbleibt die Diskussion der blauen und grauen Kurve. In Bezug auf Abbildung
entsprechen diese der violetten bzw. gelben Linie. Im ersten Fall wurden die Wirkungs-
querschnitte mittels einer vollstindigen Einschleifenrechnung bestimmt, im zweiten Fall
wurden zusétzlich die Korrekturen héherer Ordnung iiber dgcp und Amy, berticksichtigt.
Diese beiden Linien iiberlagern sich im gesamten Parameterraum. Das entspricht der Er-
wartung, da diese Korrekturen vergleichsweise gering sind. In Abbildung lasst sich
erkennen, dass die graue und blaue Kurve zwischen der griinen und orangefarbenen Linie
liegen und diese nicht beriihren.

Die relative Lage der Kurven variiert in verschiedenen Bereichen des Parameterraums,
was an dieser Stelle jedoch nicht weiter kommentiert werden soll. Um diesen Effekt genauer
zu verstehen, wire zunéchst eine genauere Analyse aller Einschleifenkorrekturen (und nicht
nur der fiir den Prozess %) — A% — bb) nétig.

Wesentlich ist vielmehr, dass diese Kurven wiederum zu einer anderen experimentel-
len Vorhersage fithren. Das bedeutet, dass die Rechnung auf effektivem Baumniveau die
Einschleifenkorrekturen nicht immer mit ausreichender Prézision approximiert. Diese Be-
obachtung entspricht genau der bereits in Abschnitt [ dargelegten Motivation fiir das
Projekt DM@NLO.
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In dieser Arbeit wurde der Wirkungsquerschnitt des Prozesses X{x) — A° — bb inklusive
aller Einschleifenkorrekturen der starken Wechselwirkung bestimmt. Zusétzlich wurden
via dgcp und Amy Korrekturen hoherer Ordnung berticksichtigt. Darin eingeschlossen
sind insbesondere auch elektroschwache Korrekturen, die aufgrund der Yukawa-Kopplung
des Top-Quarks in derselben Gréflenordnung liegen kénnen, wie typische Korrekturen der
starken Wechselwirkung.

Die Motivation fiir die prézise Bestimmung dieses Prozesses liegt darin begriindet, dass
jener im Higgs-Funnel den dominanten Zerfallskanal von Neutralinos bildet. Das leich-
teste Neutralino ist ein potentieller Kandidat fiir die dunkle Materie. Unter Vorgabe der
zugehorigen Annihilations- und Ko-Annihilationswirkungsquerschnitte kann mithilfe der
Boltzmann-Gleichung die Reliktdichte eines solchen Kandidaten bestimmt und mit den
experimentellen Daten von z. B. WMAP verglichen werden.

In der numerischen Untersuchung mithilfe von DM@NLO wurde in einem ersten Schritt
das Verhalten und die Zusammensetzung von Amy untersucht. Dabei wurde bestétigt, dass

AmeCD(I) die dominierende Komponente dieser Grofle ist. Nichtsdestotrotz beeinflussen

die GroBen Amils(l) und Aml?CD(H) Amy im Rahmen von ca. 27% bzw. 10%, was als
nicht vernachléssigbar zu bezeichnen ist. Dadurch wurde bestétigt, dass in diesem Kontext
neben den starken auch ausgewihlte elektroschwache Korrekturen relevant sind.

Nach einem erfolgreichen Abgleich des Programms mit CalcHEP und DarkSUSY auf
Baumniveau, wurde der Einfluss der Strahlungskorrekturen und der Resummation auf den
Wirkungsquerschnitt detailliert analysiert. Dabei wurde erneut deutlich, dass die super-
symmetrischen Beitrédge insbesondere im Bereich von grofien tan $ wichtig sind, wo sie
den Wirkungsquerschnitt merklich verringern. Diese Effekte werden im betrachteten Sze-
nario durch eine Rechnung auf effektivem Baumniveau, d. h. unter Beriicksichtigung von
der Resummation in dgcp und Amy sowie der laufenden Masse my,(s), gut approximiert.
Die Abweichung gegeniiber einer vollstindigen Einschleifenrechnung ist vergleichsweise
gering. Insbesondere zeigte sich in diesem Fall, dass die Kurve der mit DM@QNLO maxi-
mal moglichen Prézision im Bereich von grofien tan § gerade dann gut approximiert wird,

wenn neben AmeCD(I) und AleS(I) ?CD(H) und

Amle)ls(n) beriicksichtigt werden.

Es konnte bestéitigt werden, dass sich die Abhéngigkeit von der Renormierungsskala g
verringert, wenn zusétzlich die zuletzt genannten Zweischleifenbeitrige in die Resummati-
on eingebunden werden. Diese Abhéingigkeit ist ein Maf} fiir die theoretische Unsicherheit.
Die nachgewiesene geringere Abhéngigkeit entspricht der in [9] getroffenen Aussagen und
deutet an, dass die zugehorigen Methoden in DM@QNLO korrekt implementiert wurden.

Abschlielend wurde der Einfluss der préaziseren Wirkungsquerschnitte auf die Relikt-
dichte untersucht. Dabei konnte gezeigt werden, dass sich die mit den Daten von WMAP
vertriglichen Bereiche in der mo-my/o-Ebene verschieben, wenn sich die Wirkungsquer-
schnitte fiir den Endzustand bb durch die Beriicksichtigung von Strahlungskorrekturen
und Resummationseffekten dndern. Das bestétigt einerseits, dass dieser Endzustand im

auch die Zweischleifen-Beitrige von Am
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betrachteten Parameterbereich dominant ist. Da die genannte Verschiebung der Relikt-
dichte grofler als gegenwértige experimentelle Unsicherheit ist, lédsst sich weiterhin fest-
halten, dass eine prizise Bestimmung der Wirkungsquerschnitte fiir den Endzustand bb
phénomenologische Relevanz besitzt.

Zusétzlich konnte beobachtet werden, dass die Rechnung auf effektivem Baumniveau
im Vergleich zu einer vollstéindigen Einschleifenrechnung nicht in allen Teilen des Para-
meterraums zur gleichen Reliktdichte fiihrt. Diese Tatsache entspricht der urspriinglichen
Motivation fiir das Projekt DM@NLO und illustriert die Notwendigkeit von Prézisions-
rechnungen im Kontext von dunkler Materie.
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A. Verwendete Konventionen

A.1. Einheitensystem

Wie in der theoretischen Teilchenphysik iiblich, wird auch in dieser Arbeit mit natirlichen
FEinheiten gearbeitet. Das bedeutet, dass das reduzierte plancksche Wirkungsquantum 7,
die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ¢ und die Boltzmann-Konstante kp auf 1 gesetzt
bzw. in den Rechnungen nicht mitgeschrieben werden.

Um ein Resultat vom natiirlichen in ein anderes Einheitensystem umzuwandeln, muss
so lange mit einer Kombination dieser Konstanten multipliziert oder dividiert werden, bis
die Einheit der gewiinschten entspricht. Diese Umrechnung ist eindeutig. Einige Beispiele
finden sich in Tabelle

Tabelle A.1.: Zur Umrechnung von natiirlichen Einheiten

Grofle Natiirliche Einheit | Reale Einheit
Energie eV eV
Zeit 1/eV h/eV
Léange 1/eV he/eV
Masse eV eV/c?
Temperatur eV eV/kp

Konkrete Zahlenwerte der Naturkonstanten kénnen [69] entnommen werden.

¢ = 2,99792458 - 10° m/s. (A.1)
ho= 1,054571726-1073* J s. (A.2)
kp = 1,3806488-10"% J/K. (A.3)

A.2. Zur Notation

In der vorliegenden Arbeit wird die einsteinsche Summenkonvention verwendet. Diese
besagt, dass iiber doppelt auftretende Indices automatisch summiert und das Summati-
onszeichen weggelassen wird. Als Beispiel ist das Produkt von zwei n x n-Matrizen A und
B angegeben.

(A-B)ij =Y AyBij = AiBy;. (A.4)
k=1

Des Weiteren wird die Slash-Notation benutzt. Mithilfe dieser von Richard Feynman
eingefithrten Schreibweise lassen sich Kontraktionen von Vierervektoren mit einem Vektor

67



A Verwendete Konventionen

aus Dirac-Matrizen besonders kompakt darstellen. Es gilt

P="pu- (A.5)

A.3. Kinematische Variablen

Alle in dieser Arbeit auftretenden Feynman-Diagramme sind in derselben Art beschriftet,
welche an dieser Stelle ndher erldutert wird. Die Diagramme sind von links nach rechts
zu lesen. Teilchen im Anfangszustand werden a, b, ¢ usw. genannt. p,, pp, pPe etc. sind die
zugehorigen Viererimpulse. Analog werden die Teilchen im Endzustand als 1, 2, 3 usw.
und ihre Viererimpulse mit pi, pa, p3 etc. bezeichnet. Viererimpulse sind als

pi = (Ei, i) (A.6)

aufzufassen. Dabei bezeichnet E; die Energie des jeweiligen Teilchens. Dreierimpulse p;
werden in dieser Arbeit stets durch einen Vektorpfeil gekennzeichnet. Die Spinvariablen
der Teilchen werden in der Regel nicht explizit mitgefiihrt.

Abbildung A.1.: Kinematik eines 2 — 2 Prozesses

Im Falle eines 2 — 2 Prozesses, wie er in Abbildung [A.1] (Quelle: [§]) zu sehen ist, lassen
sich zusétzlich die Mandelstam-Variablen s, t und u einfithren:

s = (pa+m)’=(p1+p2)° (A7)
= (pa—p1)? = (b — p2)*. (A.8)
u = (pa—p2)*=o—p1)* (A.9)

Aufgrund der Energie- und Impulserhaltung
Pa + Po = P1+ P2 (A.10)
sind die Mandelstam-Variablen iiber
s—l—t—i—u:mg—i—mg—i—m%—&—m% (A.11)

miteinander verkniipft.
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B. Technisches zur Berechnung
von Strahlungskorrekturen

An dieser Stelle sollen einzelne technische Feinheiten, die bei der Berechnung von Strah-
lungskorrekturen auftreten, erldutert und die dazu benotigten Formeln aufgefithrt werden.

B.1. Dirac-Algebra

Bei der Auswertung der invarianten Amplitude eines gegebenen Feynman-Diagramms tre-
ten oftmals Produkte von und Spuren iiber Dirac-Matrizen auf. Diese Terme gehen auf
die vorkommenden Vertices und Fermionpropagatoren zuriick. Im Folgenden werden die
wesentlichen Eigenschaften der Dirac-Matrizen sowie Formeln, die zur Auswertung dieser
Terme hilfreich sind, aufgelistet.

B.1.1. Dirac-Algebra in vier Dimensionen

Die Dirac- oder Gamma-Matrizen sind 4 x 4-Matrizen, welche iiber den Antikommutator
{7 =AM A = 29" (B.1)

definiert sind. Dabei ist ¢g"¥ der metrische Tensor in vier Dimensionen und 1 die vierdi-
mensionale Einheitsmatrix.
Normalisiert man die Dirac-Matrizen mittels

()T =4 und (9" =—" mit i=1,2,3 (B.2)

und definiert die fiinfte Gamma-Matrix als

7* = iy0yly?y3, (B.3)

so lassen sich die untenstehenden Gleichungen herleiten (vgl. z. B. [70]):

Eigenschaften von 7°

(M)F=7" (°)P=1 uwd {y’ 4"} =0. (B.4)
Spurtheoreme
Spur(y#7”) = 4¢"". (B.5)
Spur(v*9"v"y7) = 4(g""g"" — g""g"7 + g"7 g""). (B.6)
Spur(v#+4"4f...) = 0 mit neN. (B.7)
———
2n+1
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B Technisches zur Berechnung von Strahlungskorrekturen

Kontraktionsidentititen

Wy, = 4L (B.8)
VY = =27 (B.9)
Y = 4971 (B.10)
YA ANy = =297y (B.11)

B.1.2. Dirac-Algebra in D Dimensionen

Im Rahmen der dimensionalen Regularisierung wird der Phasenraum D-dimensional, wo-
durch sich auch die Gestalt der Dirac-Matrizen verindert. In geradzahligen Dimensionen
D besitzen diese die Dimension 2P/2. Die definierende Algebra bleibt jedoch unveriindert.
Es gilt weiterhin

{7} =2¢"1, (B.12)

wobei g"” nun den metrischen Tensor in D Dimensionen beschreibt. Die Dimension der
Einheitsmatrix 1 entspricht der der Dirac-Matrizen.

Interessanterweise gelten die in Kapitel aufgefithrten Spurtheoreme véllig analog,
da es in diesem Kontext moglich ist, weiterhin

Spur(l) =4 (B.13)

zu fordern (vgl. [T1] und [72]). Eine triviale Verallgemeinerung der fiinften Gamma-Matrix
mit den Eigenschaften aus (B.4) auf D Dimensionen ist allerdings nicht moglich (vgl.
[72]). Die in Abschnitt aufgefithrten Kontraktionsidentitdten verallgemeinern sich
wie folgt:

Kontraktionsidentititen

Yy, = DI (B.14)
Y = 2-Dn". (B.15)
VAN p = 497+ (D — 4y (B.16)

B.2. Passarino-Veltman-Integrale

Bei der Berechnung von Schleifen wird tiber innere Impulsfreiheitsgrade integriert. Die
dabei auftretenden Divergenzen lassen sich z. B. mithilfe der dimensionalen Regularisie-
rung isolieren. In diesem Kontext st6fit man auf die generischen Passarino-Veltman- oder
N-Punkt-Integrale, welche in diesem Abschnitt priasentiert werden. Die hier verwendeten
Konventionen entsprechen denen der empfehlenswerten Einfithrung in die Thematik [73].
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B.2 Passarino-Veltman-Integrale

B.2.1. Skalare Passarino-Veltman-Integrale

Die ersten drei skalaren Passarino-Veltman-Integrale lauten

(2mp)*P / D 1
Ay = —— [ d"q————. B.1
0 im? qu —m?2 + ie (B.17)
(2mp)*—P / D 1
By = ——— [d - —. B.18
0 im? q(q2 —mi +i€e)((q + p1)2 — m? + ie) (B.18)
27 p) 4P 1
Co = ( I‘U)Z /qu 2 2 2 7
i @ —mZ ¥ i@+ pf — 8 +ie)
1
X . (B.19)

((q+p2)? —m3 + ie)

Dabei ist p eine beliebige Referenzmasse und € ein infinitesimaler Parameter zur Umgehung
der Pole. ¢q ist der freie Schleifenimpuls. Man bezeichnet Ay, By und Cy auch als Ein-,
Zwei- und Dreipunktfunktionen. Beziiglich der Argumente dieser Funktionen existieren
verschiedene Schreibweisen. So findet man in der Literatur beispielsweise die Varianten

Ay = Ag(m) = Ag(m?). (B.20)
By = Bo(p1,mo,m1) = Bo(p}, mo, m1) = Bo(pT, mg, m3). (B.21)
Co = Colps, pz,mo,m1,m2) Co(pi, (p1 — p2)?, P3, Mo, M1, m2)

= Colpi, (p1 — p2)*, p3, mg, mi, m3). (B.22)

Die Zwei- und Dreipunktfunktionen sind symmetrisch unter jeweils zyklischer Permu-
tation der Impulse und Massen. Es gilt

Bo(p?,mo,m1) = Bo(p},mi1,mp). (B.23)
Co(p3, (p1 — p2)?, P35, Mo, m1,m2) = Co((p1 — p2)?, p3, p3, M1, ma, mo). (B.24)

Mithilfe einiger geeigneter Substitutionen, der Einfithrung von Feynman-Parametern

1 1
= = / dz (a(1 — z) 4 bx) > (B.25)
ab 0
und
1— :n _3
abc / dx/ a(l —x —y) + bx + cy) (B.26)
sowie der I'-Funktion ~
I(z) = / dt e7tt*1 (B.27)
0

lassen sich die skalaren Passarino-Veltman-Integrale weiter auswerten (vgl. [73] und [74]).
Letztlich zeigt sich, dass wir Ag und By als

2
Ag(m) = m? <A_IH<TZ2>+1>+O(D—4) und (B.25)
1 2,2 2 9 9 o .
Bo(p},mo,m1) = A—/ dxln(x p1 — x(py m;2+m0)+m0 ze)
0
+ O(D-4) (B.29)
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schreiben konnen.

Der deutlich ldngere analytische Ausdruck fiir Cp kann in [74] gefunden werden. Dieser
enthélt neben gewohnlichen Logarithmen sogenannte eulersche Dilogarithmen. Der euler-
sche Dilogarithmus ist auch als Spence-Funktion bekannt und iiber

dt dt
Lis(z) = Sp(z) = —/ —In(1 —2t) = / —In(1—1¢) (B.30)
o 1 o 1
definiert. Alternativ lasst sich auch die Schreibweise als Reihe

Lig (2 Z e (B.31)

verwenden.

In (B.28]) und (B.29)) wird der divergente Faktor

2
eingefiithrt. Darin bezeichnet
or
g = — L@ o 57791 (B.33)
or |,

die Euler-Mascheroni-Konstante.

B.2.2. Zusammenhang zwischen Zweipunkt-, Dreipunkt- und
Dreiecksfunktion

Im Kontext der Resummation wird in dieser Arbeit die Identitat

By(0 — By(0
I(m2, m2, m2) = 2o ’ml’m3g g( g, ) (B.34)
my —m;

mit der Dreiecksfunktion

abln($) 4+ beln(2) 4 acln(<)
(a=b)(b—c)(c—a)
die per definitionem negativ ist, genutzt. Obige Identitét soll im Folgenden kurz nachge-

rechnet werden.
Zunichst verwenden wir (B.29) fiir den Fall p? = 0 und erhalten

1 2 _ 02 2
Bo(O,ml,mg) = A—/ dxln(x(mg m1)+m1>
0

I(a,b,¢) = , (B.35)

112

1 m2 m?
= A4+1— ———— 2n( =2 ) —mPln |2 . B.36
+ m%—m% (m3 n<u2> mi In 2 ( )

Nach Subtraktion von By(0, mg, m3) eliminieren sich die konstanten und von p abhéngigen
Terme. Wir gelangen nach ein wenig Algebra zu

BO(O ml,mg) Bo(o mg,mg)
mim3 ln( ) + m3m3 111( z> +m2m3ln(
2 my

(m3 — m3)(m3 —m3)

ww‘mw

) . (B.37)
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B.2 Passarino-Veltman-Integrale

Beidseitige Multiplikation mit 1/(m? — m3) liefert das gewiinschte Resultat.

Der Vollsténdigkeit halber sei erwdhnt, dass sich auch die Dreipunktfunktion in einem
Spezialfall auf die Dreiecksfunktion zuriickfithren lésst, was sich mithilfe der bisherigen
Ergebnisse leicht zeigen ldsst. Aus den Definitionen der Zwei- und Dreipunktfunktion

(B.18)) sowie (B.19)) folgt unmittelbar

BO(07 mi, m3) - BO(O) ma, m3)

Cv(0,0,0 = B.38
0( » Uy 7m17m27m3) m%_m% ) ( )
woraus wir mit der bereits bewiesenen Identitéit (B.34))
00(0707 Oyml)m25m3) = I(m%’mgumg) (B39)
folgern kénnen.
B.2.3. Tensorielle Passarino-Veltman-Integrale
Beispiele fiir tensorielle Passarino-Veltman-Integrale sind
2 4—D L
pr o= @) /qu e (B.40)
i (@ —m3 +ie)((a+p)? —m3 + i)
92 4—-D ooV
YR T /qu . (BAI)
in (¢* —mg +i€)((q + p1)? — m1 + ie)
9 4—D o
CM = ( W{/L)Q - /qu 2 2 . a P 2 3
i (%2 — mg +i€)((qg + p1)? — m7 + te)
1
X —. B.42
(Gt poP w3+ i) (B4
92 4—-D AV
ow - CmT /qu — —
i (2 — mi +i€)((q + p1)? — m7 + ie)
1
(B.43)

((q + p2)? —m3 +i€)’

Im Vergleich zu den skalaren Passarino-Veltman-Integralen taucht der Schleifenimpuls ¢
hier als Vierervektor im Z#hler auf. Bei der Losung dieser Tensorintegrale macht man sich
die Kovariantenzerlegung zunutze, d. h. man driickt das Ergebnis zunéchst o. B. d. A. als
Linearkombination aller zur Verfiigung stehenden Kovarianten aus.

B = p'B. (B.44)
B = ¢" Boo + pyp{Bu. (B.45)
Ct = piCr+phCs. (B.46)
CH = g"Coo + pipiCi1 + (PYP5 + PiPy)Cia + phypsCoo. (B.47)

Die obigen Ansétze sind symmetrisch unter Vertauschung von g und v. Die darin auf-
tretenden Koeffizienten bzw. skalaren Integrale By, Bgg, Bi11 etc. miissen noch bestimmt
werden. Dazu fithrt man eine Tensorreduktion durch. Hierbei multipliziert man die Aus-
driicke (B.44)) bis (B.47)) sukzessive mit den #ufleren Impulsen und der Metrik. Durch
geschicktes Erweitern lisst sich der Zahler des jeweiligen Integranden dann in eine Sum-
me von skalaren Passarino-Veltman-Integralen wie in Kapitel zerlegen. Letztendlich
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erhélt man somit ein lineares Gleichungssystem, welches die Tensorkoeffizienten aus (B.44))
bis (B.47) mit den skalaren Passarino-Veltman-Integralen (B.17) bis (B.19) verkniipft. Fiir
die Koeflizienten By, By und Bjy ergibt sich beispielsweise

1

Bl:QPMWW—&MM—M—ﬁ+%WJ (B.48)

1
1
By = m (Ao(ml) +2m2Bo + (p? — m? + m%)Bl) . (B.49)
1
By = ﬂﬁjﬁﬁ«D—mmmm—mﬁm—D@%wﬁ+m@&y(Bm)
1

Né&heres zur hier lediglich qualitativ beschriebenen Methode der Tensorreduktion sowie
die entsprechenden Ausdriicke fiir die verbliebenen Koeffizienten aus (B.46) und (B.47)
finden sich in [73] und [75].

B.2.4. Ultraviolettes Verhalten

Berechnet man Strahlungskorrekturen zu einem gegebenen Prozess, so muss das End-
ergebnis endlich sein. Insbesondere darf das Resultat bereits nach der Regularisierung und
anschlieBender Renormierung aller virtuellen Korrekturen keine Divergenzen im ultravio-
letten Bereich mehr besitzen. Um das zu kontrollieren, ist es hilfreich, das UV-Verhalten
der skalaren Passarino-Veltman-Integrale sowie der damit verbundenen Tensorkoeffizien-
ten zu kennen. Dieses ist in Tabelle fiir die gebréuchlichsten skalaren Integrale und
Tensorkoeffizienten zusammengefasst.

Tabelle B.1.: UV-Verhalten von einigen skalaren Integralen und Tensorkoeffizienten

Skalares Integral bzw. Tensorkoeffizient ‘ UV-Verhalten
Ao, Bo, B1, Boo und Biy Divergent

Bo, Bl, Co, C1 und Cy Konvergent

Unter BZ- wird hier

. 0B;
Bi= mit i=0,1 (B.51)
8}? p%:m2

verstanden. Abschlielend sollen die UV-Divergenzen der skalaren Gréfien aus Tabelle [B.]
im Limes D — 4 sperzifiziert werden. Diese lauten

(D—-4)Ag = —2m>+0O(D —4). (B.52)
(D—4)By = —2+0(D—4). (B.53)
(D—-4)B; = 1+0(D-4). (B.54)
(D—4)Byy = gﬁ—w%+mM+ow—®. (B.55)
(D—@Bn::—§+OW—®. (B.56)

Obige Ergebnisse werden in [73] und [74] hergeleitet.
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B.3. Phasenraumberechnungen

In diesem Abschnitt soll der Zusammenhang zwischen dem Amplitudenquadrat |M|* und
dem Wirkungsquerschnitt o eines Prozesses hergestellt werden. Allgemein gilt

/da = ;/|M|2dPS(”). (B.57)

Hierin bezeichnet F' den sogenannten Flussfaktor. Diese Grofie kann als eine Normierung
des einfallenden Teilchenstrahls aufgefasst werden (vgl. [24]). Da der Flussfaktor nur vom
Anfangszustand eines Prozesses abhéngt, ist dieser fiir 2 — 2 und 2 — 3 Prozesse iden-
tisch. Wenn E, und F} die Energien der Teilchen im Anfangszustand und v ihre relative
Geschwindigkeit bezeichnen, lautet der Flussfaktor (vgl. [24])

F = 4B, By = 4/ (pupy)? — m2ms. (B.58)

In der vorliegenden Arbeit handelt es sich bei den Teilchen a¢ und b in der Regel um
Neutralinos mit der Masse m,. In diesem Fall kann der Flussfaktor weiter vereinfacht

werden.
<2
F=4 T sm2 = 2,/s(s — 4m?2). (B.59)

Falls man jedoch am Produkt von ¢ mit der Relativgeschwindigkeit v interessiert ist,
empfiehlt es sich, den Flussfaktor in einer anderen Form zu verwenden. Dazu wechseln wir
ins Schwerpunktsystem, welches iiber

Pa+DPb=p1+p2=0 (B.60)
definiert ist. Wenn die eingehenden Teilchen dieselben Massen besitzen, kénnen wir

E,=E,= \f (B.61)

folgern. Demnach lisst sich (B.58)) als
F = sv (B.62)

schreiben.

Die GroBe dPS™ in bezeichnet das Phasenraumelement (,Phase Space®) ei-
nes Endzustands mit n Teilchen. Durch diese Grofie werden alle erlaubten Impuls- und
Energieverteilungen beriicksichtigt. Im Falle eines 2 — n Prozesses kann das Phasenraum-
element generell als

dpPsm = (H 2Ek(];];)3> (2m)*6™) (pa +pp— Zm) (B.63)

k=1 k=1

geschrieben werden. Darin garantiert die vierdimensionale diracsche Delta-Distribution

k=1

die Energie- und Impulserhaltung.

75
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B.3.1. Zwei Teilchen im Endzustand

Die Auswertung von dPS® ist Bestandteil zahlreicher Lehrbiicher, weshalb an dieser
Stelle lediglich das Ergebnis wiedergegeben wird. Eine detaillierte Herleitung findet sich
beispielsweise in [24].

In dieser Arbeit handelt es sich bei den auslaufenden Teilchen 1 und 2 um ein b- und ein
b-Quark mit der gemeinsamen Masse my,. In diesem Fall findet man im Schwerpunktsystem

1 1 4m?
2 _ = 1/ _ %
dPS 2 (4 1 p dQ. (B.65)

Q bezeichnet den Raumwinkel in drei Dimensionen. Unter Beriicksichtigung von (B.57))
und (B.62)) erhalten wir somit

do 1 4m§

5= 2Sv| |( | (B.66)

B.3.2. Drei Teilchen im Endzustand

Bei der Berechnung von dPS®) stellt sich das Problem, dass gegeniiber dPS® iiber
drei weitere Freiheitsgrade integriert wird, ohne dass eine zusétzliche diracsche Delta-
Distribution zur Verfiigung steht. Des Weiteren existieren zahlreiche Moglichkeiten, das
Koordinatensystem des Endzustands zu definieren, was das Problem zumindest nicht ver-
einfacht. Die im Folgenden skizzierte Herleitung orientiert sich an [74].

Ausgangspunkt der Rechnung ist

d3 — d3 - d3 =
(3) _ b1 b2 b3 45(4) _ _ _
/dPS /zEl(zw)?’ 2Ey(2n) B2 ) O Pa T (BOT)

Im ersten Schritt verwenden wir

d3p3
S = [t} - e () (5.68)
3

Dabei bezeichnet © die Heaviside- oder Stufenfunktion. Sie sorgt dafiir, dass nur physika-
lische Losungen mit E3 > 0 beriicksichtigt werden. In obiger Gleichung wird implizit die

Relation )
) = ; mfs(l“ — Tn) (B.69)

genutzt, wobei f(z) eine differenzierbare Funktion mit einfachen Nullstellen z,, ist. Ein
Beweis findet sich beispielsweise in [76]. Nach dieser Ersetzung wird die Integration iiber

d*ps in ausgefithrt und wir gelangen zu

/dps<3> = / i &, 5((pa + o — p1 — p2)® — m3) (B.70)
2B (2m)3 2By (2m)3 1 \WPa T Pb T P12 ) '

In gibt es insgesamt noch sechs kinematische Freiheitsgrade, von denen einer
durch die verbliebene Delta-Distribution fixiert wird. Diese Freiheitsgrade werden wir letzt-
endlich durch vier Winkel und zwei Energien beschreiben. Dazu nutzen wir das in Abbil-
dung [B.1] (Quelle: [74]) dargestellte Koordinatensystem, welches wohl einiger Erlduterung
bedarf.
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Abbildung B.1.: Kinematik eines 2 — 3 Prozesses

Die Abbildung ist im Schwerpunktsystem zu lesen. In diesem liegen die eingehenden
Dreierimpulse p; und p; auf einer Geraden. Die ausgehenden Dreierimpulse pi, p2 und p3
liegen in der Ebene e. Zusétzlich definieren die Vektoren pg, p; und p3 die Ebene o. Der
Vektor py wird durch seinen Betrag und die Winkel ¢ und 0 festgelegt. ¢ entspricht dabei
einer Rotation um die durch p, und p; definierte Gerade. 8 ist der Winkel zwischen —py
und p3. Ganz dhnlich bestimmen wir den Impuls pi durch seinen Betrag und die Winkel
n und £. Dabei bezeichnet nn den Winkel zwischen den Normalen der Ebenen € und o.
Diese sind in Abbildung [B.1] gestrichelt eingezeichnet. & ist der Winkel zwischen py und
p1. Demnach gilt fiir die neu eingefithrten Winkel

0<¢p<2r und 0<0<m. (B.71)
0<n<2r und 0<E< . (B.72)

Letztlich ersetzen wir die Betrédge der Impulse durch die Energien der Teilchen, wobei

WwIr
EdE; = |pi|d|p;| mit i=1,2 (B.73)

nutzen. Dadurch gelangen wir zu

/ dps® = / ;(2;)5dE1dE2dnd¢dcos0, (B.74)

wobei cos ¢ durch die Delta-Distribution in (B.70)) fixiert ist:

(\/E—El—E2)2+m%+m§—m§—E%—E§.

cosé = B.75
5 NCETNCET B

Die Mandelstam-Variable s ist in diesem Fall als
s=(pa+m)* = (p1+p2+p3)° (B.76)
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zu verstehen.
Wir fithren nun die reduzierten Koordinaten

2E
Vs

ein. Aufgrund der Energieerhaltung sind diese iiber

i mit i=1,2,3 (B.77)

T+ x0 + 23 =2 (B.78)

miteinander verkniipft. In den neuen Koordinaten schreibt sich das Phasenraumelement
als

1
/ dPs® = / %deldxgdndgﬁdcosﬁ, (B.79)

und die Bedingung (B.75) fiir den Winkel ¢ wird zu

s(1—z1 —xzo + %mlxg) +m? +m3 — m%

5.2 2 [s.2 2
2\/1371_7” \/Z$2_m2

Falls das Amplitudenquadrat nicht von den Winkeln 7, ¢ und 6 abhéngt, kann iiber
diese Groflen direkt integriert werden und wir erhalten

s 1
/ dPs®) = / o <2ﬂ)3dw1dx2. (B.81)

cosé = (B.80)

Wenn wir uns an die Definition des Wirkungsquerschnittes (B.57) erinnern und den Fluss-
faktor aus (B.5Y9)) verwenden, erhalten wir als Resultat

do s 1 ‘2 1

— = | —_—_
dzidzy 32 (27)3 /s(s _ 4m>2<)

Die Integrationsgrenzen fiir 1 und x5 werden fiir den Fall eines masselosen Teilchens 3
angegeben. Wenn wir zuerst iiber xo und dann iiber x; integrieren, lauten diese

(B.82)

my
NE

Die Grenzen von x; sind wie folgt zu verstehen. Im unteren Grenzfall besitzt das Teilchen 1
keine kinetische Energie. Seine Energie gleicht der Ruhemasse. Im oberen Grenzfall besitzt
es die maximal verfiigbare Energie, welche im Schwerpunktsystem gerade /s/2 entspricht.
Die Grenzen von x9 sind durch

2 <z1 <1 und z, <z < x; (B.83)

m2 m2
(2—21)(1—a1 —1—27"):&(1—1‘1) .Z‘%—4Tb (B.84)

1'2 — 2
2(1 — w1 + )

gegeben. Sie folgen nach ein wenig Algebra aus (B.80)) im Falle cos{ = 1.
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