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Teil 1
Motivation

Einleitung

Wie wir heute aus einer Vielzahl astrophysikalischer und kosmologischer Beobachtungen
wissen, besteht unser Universum nur zu etwa 5% aus uns bekannter Materie. Die restlichen
95% teilen sich auf in 73% Dunkle Energie und 22% Dunkle Materie, deren experimentelle
Nachweise bis heute nicht gelungen sind.

Der bekannte Materieanteil wird sehr erfolgreich durch das sogenannte Standardmodell
der Teilchenphysik beschrieben. Dieses enthélt die verschiedenen Elementarteilchen sowie
die drei fundamentalen Wechselwirkungen (elektromagnetische, schwache und starke), le-
diglich die Gravitation muss seperat geméafl Einsteins Allgemeiner Relativitatstheorie be-
schrieben werden.

Es konnten im Lauf der letzten Jahrzehnte jedoch einige Evidenzen fiir die Existenz
Dunkler Materie! beobachtet werden. In diesem Zusammenhang sind beispielsweise die
Beobachtungen an Spiralgalaxien zu nennen: Vermessung der Rotationskurven umlaufen-
der Objekte deuten auf zusétzliche, riesige Massenansammlungen im Auflenbereich der
Galaxien hin. Diese Massen beeinflussen durch ihre gravitative Wirkung die gut messbare
Umlaufgeschwindigkeit von Sternen, die sich um das Zentrum einer Spiralgalaxie bewe-
gen.

Dariiber hinaus deuten auch Beobachtungen durch den Gravitationslinseneffekt auf weite-
re, bis dato nicht beobachtete Massen hin. Dieser Effekt beschreibt gerade das Phdnomen,
dass sehr grofle Massen die Raumzeit lokal kriimmen und damit Lichtwege von der gerad-
linigen Bewegung ablenken kénnen. Vermessung solcher Gravitationslinsenbilder erlauben
die Bestimmung der fiir die Kriimmung verantwortlichen Masse. Auch in diesem Fall zeigt
die Auswertung eindeutig das Vorhandensein zusétzlicher Massen.

Eine Aufschliisselung iiber den Materiehaushalt unseres Universum liefert die prazise Ver-
messung der kosmischen Hintergrundstrahlung (CMB). Diese weist ein nahezu ideales
Schwarzkorperspektrum bei einer (heutigen) Temperatur von 7' = (2,725 4+ 0,002) K
auf, wobei allerdings bei sehr genauer Messung Temperaturfluktuationen in der relati-
ven Grofenordnung von 2 - 107° beobachtet werden kénnen. Die Winkelverteilung die-
ser sogenannten Anisotropien erlaubt es, durch passende Modellierung (i.d.R. durch das
ACDM-Modell) Riickschliisse auf den Materichaushalt im Universum zu ziehen. Das zen-
trale Ergebnis dieses Vorgehens wurde oben bereits vorweggenommen.

Eine direkte Beobachtung von Dunkler Materie ist - nach heutiger Vorstellung und sofern
diese iiberhaupt existiert - nicht moglich, da diese weder Licht absorbiert noch emittiert,
folglich also nicht leuchtet. Aus der fehlenden elektromagnetischen Wechselwirkung lasst
sich schlieflen, dass Dunkle Materie elektrisch neutral sein muss. Zudem sollte die Dunkle
Materie stabil sein, da wir ihre Effekte auch heute noch messen kénnen.

Im Rahmen des Standardmodells gibt es nur ein Teilchen, das diese beiden Bedingun-
gen erfiillt: Das Neutrino. Da dieses bereits vor einigen Jahrzehnten nachgewiesen wurde
und es zudem seit des experimentellen Nachweises der Neutrinooszillation als gesichert

'Weiterfiihrende Informationen iiber Dunkle Materie sind [1] zu entnehmen.



Abbildung 1: Schwacher Gravitationslinseneffekt, beobachtet am Galaxiencluster
Abell2218. Man erkennt, wie die Abbildungen der Hintergrundgalaxien verzerrt und um
das Zentrum des Clusters gebogen sind.

gilt, dass das Neutrino Masse besitzen muss, galt es lange als vielversprechendster Kan-
didat fiir ein Dunkles Materie-Teilchen. Tatséchlich weifl man heute jedoch, dass deren
Masse zu gering ist, um die beobachteten Gravitationseffekte erkldren zu kénnen. Man
kann anhand von Simulationen zeigen, dass, wenn die Dunkle Materie (iiberwiegend) aus
schnellen, leichten Teilchen - sogenannter Heifler Dunkler Materie - bestiinde, die Struk-
turbildung im Universum einem Top-Down-Szenario folgen miisste. Nach diesem hétten
sich zuerst Strukturen auf groflien Skalen, beispielsweise Galaxienhaufen, und erst spéter
Galaxien, Sterne usw. gebildet. Die experimentellen Beobachtungen lassen jedoch auf das
Gegenteil, ein sogenanntes Bottom-Up-Szenario, und damit auf einen iiberwiegenden An-
teil an Kalter Dunkler Materie, schlielen.

Folglich kann im Rahmen des Standardmodells der Teilchenphysik also kein passender
Kandidat gefunden werden, der den Grofiteil der Dunklen Materie vertriglich mit den
experimentellen Ergebnissen beschreibt.

SUSY-Modelle

Es scheint daher sinnvoll, das Standardmodell zu erweitern. Einer der populdrsten und
vielversprechendesten Ansétze fiir eine solche Erweiterung sind supersymmetrische Mo-
delle?. Diese gehen von einer fundamentalen Raumzeitsymmetrie aus, die zwischen den
Materie- und den Austauschteilchen gelten moge und damit eine Umwandlung von Fer-
mionen in Bosonen und umgekehrt erlaubt. Das einfachste dieser SUSY-Modelle ist das
MSSM, das minimal supersymmetrische Modell. In diesem wird - neben der Einfithrung
eines zuséitzlichen Higgs-Dubletts - jedem Elementarteilchen aus dem Standardmodell ein
SUSY-Partner, deren Spin sich um % unterscheidet, zugeordnet. Auf diese Weise konnen
zwei der grundlegendsten Probleme des Standardmodells gelost werden: Die Vereinigung
der drei fundamentalen Kréfte und die Auflésung des Hierachieproblems. Zudem liefert
das MSSM auf natiirliche Weise gleich mehrere vielversprechende Kandidaten fiir Dunkle
Materie.

2 Ausfiihrlichere Informationen {iber das Konzept der Supersymmetrie findet man bei [2].
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Abbildung 2: Geméaf des Prinzips der Supersymmetrie hat jedes Standardmodell-Teilchen,
gezeigt auf der linken Seite, ein supersymmetrisches Partnerteilchen, dargestellt rechts.

Bei der Beschreibung von SUSY-Prozessen geht man - insbesondere wegen der beobach-
teten Stabilitdt des Protons - davon aus, dass bei diesen die diskrete R-Paritét erhalten
sein muss. Dabei ordnet man den Teilchen des Standardmodells eine gerade R-Paritét
(+1) und den supersymmetrischen Partner einer ungerade Paritét (—1) zu. Wéare dies
in der Natur erfiillt, wiirde beim Zerfall eines SUSY-Teilchens stets ein weiteres SUSY-
Teilchen, das natiirlich leichter sein muss, gebildet werden. Das leichteste Teilchen solch
einer Zerfallsreihe wéare dann, obwohl es moglicherweise deutlich schwerer wére als be-
kannte Standardmodell-Teilchen, stabil. Man bezeichnet es auch als LSP (leichtestes su-
persymmetrisches Partnerteilchen).

Man geht heute davon aus, dass im frithen, sehr heilen Universum die Bildung aller
Standardmodell- und SUSY-Teilchen méoglich war. In der Folge einer Reihe von Zer-
fallsprozessen und unter Beachtung der R-Paritdtserhaltung fithren die supersymmetri-
schen Modelle dann auf einige elektrisch neutrale, stabile und geniigend schwere Teilchen,
um die beobachteten Dunkle Materie-Effekte erkldren zu kénnen. Eines dieser Teilchen
ist das leichteste Neutralino y!.

Das Y{ als Dunkle Materie-Kandidat

Bei den Neutralinos handelt es sich um Mischzustédnde der SUSY-Partner elektrisch neu-
traler Bosonen des Standardmodells; genauer sind es Uberlagerungszusténde der Gauginos
B dem Partner des B, und W dem Partner des W sowie der Higgsinos HC und H}:

X1 Z?(Z)
X2 _n|"
X3 HS
X4 H)

Dabei ist N die 4 x 4-Mischungsmatrix, deren Eigenwerte gerade den Neutralinomassen
entsprechen. Im MSSM gibt es insgesamt vier Neutralinos verschiedener Massen, die man
typischerweise nach zunehmender Masse mit den Indizes 1 bis 4 kennzeichnet.

Die Neutralinos werden als sogenannte Majorana-Fermionen bezeichnet, d.h. sie sind Spin-
%— Teilchen, die ihre eigenen Antiteilchen sind. Insbesondere sind die Neutralinos damit
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also auch elektrisch neutral. Sie unterliegen damit nur der Gravitation und der schwachen
Wechselwirkung. Da man dariiber hinaus davon ausgehen kann, dass selbst das leichteste
Neutralino ¥! deutlich schwerer ist als die Neutrinos, wurde in diesem Zusammenhang
der Begriff des Weakly Interacting Massive Particles, kurz WIMP, eingefiihrt.

Moderne Computersimulationen erlauben es, ausgehend vom vermuteten Bildungsprozess
der Standardmodell- und SUSY-Teilchen im frithen heiflen Universum, Riickschliisse auf
die zu erwartende Neutralinodichte im Universum zu ziehen. Die damit ermittelte Dich-
te stimmt gut mit der aus den beobachteten Gravitationseffekten erwarteten Dichte der
Dunklen Materie iiberein. Zudem sollte es sich bei den x? aufgrund ihrer Masse um Kalte
Dunkle Materie handeln. Diese beiden Erkenntnisse fithren - in Einklang mit den zuvor
bereits geforderten und fiir Neutralinos erfiillte Eigenschaften Dunkler Materie - dazu,
dass das Y? heute als einer der vielversprechendsten Kandidaten fiir Dunkle Materie gilt.

Die experimentelle Verifizierung der Existenz der Neutralinos ist ein aktuelles Forschungs-
gebiet an Teilchenbeschleunigern wie dem LHC. Man erhofft sich hier eine Produktion der
Neutralinos infolge einer Proton-Proton-Kollision bei geniigend grofler Energie. Mit aktu-
ellen Methoden sind diese jedoch noch nicht erreichbar, eine Erzeugung in naher Zukunft
ist aber denkbar.

Es bliebe dann aber immer noch das Problem des Nachweises: Da das x? elektrisch neutral
und stabil ist, ist es nur indirekt iiber die Energie-Impuls-Beziehung detektierbar. Daher
ist es fiir einen gelungenen Nachweis Dunkler Materie elementar wichtig, sich auch von
theoretischer Seite sehr genau mit der Neutralinoerzeugung infolge einer Proton-Proton-
Kollision zu beschéftigen um den Prozess detailliert beschreiben zu kénnen.

Im Rahmen dieser Arbeit soll daher ein erster theoretischer Einblick in den zugrundelie-
genden Prozess geliefert werden. Dabei wird insbesondere ein Schwerpunkt auf die Dar-
stellung und das analytische Berechnen quantenfeldtheoretischer Prozesse mithilfe von
Feynman-Diagrammen und den zugehorigen Regeln gelegt. Um die Anwendung dieser
Regeln einzuiiben, werden vor dem Prozess der Neutralinoerzeugung drei weitere 2-nach-
2-Prozesse - ein Drell-Yan Prozess, die Bhabha-Streuung und die Lepton-Paar-Produktion
- berechnet. Bei all diesen Berechnungen soll lediglich die fithrende Ordnung betrachtet
werden.

Abschlieflend wird noch eine kurze Analyse der Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnitts
von der LHC-Energie sowie der Masse der zu erzeugenden Neutralinos folgen.



Teil 11
Theorie

1 Die Dirac-Gleichung

1.1 Herleitungsskizze zur Dirac-Gleichung

Die theoretische Beschreibung von Streuprozessen, wie sie beispielsweise an den grofien
Teilchenbeschleunigern durchgefiihrt werden, erfordert eine die Dynamik des Systems be-
schreibende Gleichung. Die naheliegendste Losung fiir dieses Problem ist die Schrédinger-
gleichung. Dabei werden hier und im Folgenden natiirliche Einheiten, also ¢ = A = 1,
verwendet.

i)
i =Hy. (1.1)

Dabei ist H = —ﬁﬁQ +V der Hamiltonoperator des Systems in einem &ufleren Potential
V und ¢ die Wellenfunktion eines Teilchens der Masse m. Man stellt jedoch fest, dass
die Schrodingergleichung nicht lorentzinvariant und damit nur fiir die Beschreibung nicht-
relativistischer Phénomene geeignet ist. Dies hédngt damit zusammen, dass hier Zeit- und
Ortableitung nicht in gleicher Potenz auftreten. Eine scheinbare Losung dieses Dilemmas
ist es, sowohl in der Zeit als auch im Ort die zweite Ableitung zu betrachten - dieser

Ansatz fithrt auf die Klein-Gordon-Gleichung (KGG):
2) Y = (0"9, +m*) ¢ =0, (1.2)

aus deren Losung man Energieeigenwerte £ = 4+/p? + m?2 erhilt. Die Teilchen mit ne-
gativer Energie scheinen sich zeitlich riickwérts zu bewegen, man interpretiert sie daher
i.d.R. als Antiteilchen positiver Energie, die sich zeitlich vorwérts bewegen. Ein nicht auf
dhnlich elegante Weise interpretierbares Problem bleibt jedoch erhalten: Aus der Betrach-
tung der Kontinuitatsgleichung lésst sich ableiten, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte p
proportional zur Energie ist. Da negative Wahrscheinlichkeitsdichten jedoch physikalisch
keinen Sinn machen, ist die KGG nicht fiir die Beschreibung relativistischer Einteilchen-
systeme geeignet.

Die Losung dieses Problems gelang 1927 Paul Dirac. Sein Ansatz war eine Beschreibung,
die in Zeit- und Ortsableitung in 1.Ordnung ist, also:

0
—) = H 1.
Zat¢ p¥ (1.3)
mit
Hp = —i@V + fm = @p+ Bm, (1.4)

wobei @ = (ay, a9, a3) und S noch zu bestimmen sind. Dies gelingt durch den Vergleich
von

Hi = ( Zoﬂ@@ Z ;o + ajoy)0;0; — zmz ;B + Bay)0; + B*m ) ¥ (1.5)

1<j



und dem aus der KGG gewonnenen Zusammenhang
Hi = (p° +m?) < Zaa +m> (1.6)

mit 0; —61,2—1 2,3.
Aus dem Vergleich von (1.5) und (1.6) lassen sich dann die folgenden Bedingungen ablei-
ten:

l=al=a5=03 (1.7)
0= o0+ ajoy (i # )

0=a;f+ By

1=4

Diese konnen offensichtlich weder von reellen noch von komplexen Zahlen erfiillt werden.
Die einfachste Losung fiir die gesuchten Koeffizienten sind 4 x 4-Matrizen, die hiufig in
der Pauli-Dirac-Darstellung angegeben werden:

a; = (3 ‘(’)) (1.8)

(1 0
=(¢ L)
Dabei ist o; die i-te Pauli-Matrix und 15 die (zweidimensionale) Einheitsmatrix.

Um die Dirac-Gleichung kompakter schreiben zu kénnen, fithrt man an dieser Stelle die
aus @ und 3 abgeleiteten Gamma-Matrizen ein. Fiir diese gilt:

=8 und ~*:=pa*F (k=1,23). (1.9)
Mit # := (8, fa) lisst sich dann die Dirac-Gleichung formulieren als
(Y —m) b =0 (kovariante Form) (1.10)
bzw.
(zy — m) P =0 (Impulsdarstellung) (1.11)

unter Einfithrung der Feynman-Slash-Notation

P=""pu- (1.12)
Die Wellenfunktion 1 ist dabei ein 4-komponentiger (Zeilen-)Vektor, ein sogenannter
"Dirac-Spinor”. Den zugehérigen Spaltenvektor ¢ := 1)T7? bezeichnet man als adjun-

gierten Spinor.
Fiir die y-Matrizen gilt dabei die folgende Algebra:

{0, 77 =M A = 29" (1.13)
und damit

=g = () =1, =1L (1.14)



Wegen (1.9) gilt weiterhin

()" = =% und (%) =", (1.15)

Zudem ist es fiir die spéatere Betrachtung niitzlich, eine weitere Gamma-Matrix zu defi-
nieren, die die folgenden Eigenschaften erfiillt:

v =iyt (1.16)

(") =+° (1.17)
(75)2 = ]14 (118)
{77, 4"} = P4 +419° =0 (1.19)

Es ldsst sich dann zeigen (siehe [3, S.103]), dass die Dirac-Gleichung das Problem der
negativen Wahrscheinlichkeitsdichten, das im Rahmen der Betrachtung der KGG aufge-
treten war, auflost - hier gilt stets p > 0. Damit eignet sie sich auch zur Beschreibung
relativistischer quantenmechanischer Einteilchensysteme.

1.2 Losungen der Dirac-Gleichung

Da es sich bei der Dirac-Gleichung um eine Differentialgleichung 1.Ordnung handelt, wird
als Ansatz eine ebene Welle

g —ipT U —ipT
(2, t) = u(p)e P = (u )e P (1.20)
B
mit den zwei Spinoren u4 und upg gewahlt.
Wegen
E—m —op
p—m=7"pp—m=7po—3p—m ( G5 _E_m) (1.21)

erhilt man dann durch Einsetzen in (1.11) ein System aus zwei gekoppelten Gleichungen:

0—_»—»
0—_»—»

up = UA-

B E+m A

Einsetzen der obigen beiden Gleichungen ineinander und Ausnutzung des Zusammenhangs
(6p)? = p? fiihrt auf:

_Q
_ p 2 2 _ 2
Uy = muA = (E*—=m)us = p-ua. (1.23)

Das Ergebnis entspricht damit gerade dem bereits aus der KGG bekannten Energie-
Impuls-Zusammenhang E? = p% 4+ m?.

Bei der Suche nach den allgemeinen Losungen wihlt man typischerweise
1 op 1 1 D
A (0) R (0) E+m (pz + Zpy) (1.24)

(0 _op (0N _ 1 (p.—ip,
“A_(l) - “B_E+m<1)_E+m( ~p.
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und

| i (N_ 1 [ p
— = = ) 1.2
e (0) - YT Eom <0> E—m <px + m) (1:29)

(0 o op 0y 1 Do — 1Dy
we() ~ e (- ()

Die ersten beiden Losungen entsprechen dabei jenen positiver Energie, die zweiten beiden
jenen negativer Energie. Man erhilt damit insgesamt vier unabhingige Losungen:

1 0
(1) 0 2) 1 i
u(p) =N b , ' (p) = N | po—ip, | mit £>0 (1.26)
sz’_igby E_}T
E+m E+4+m
Pz DPa—1Py
E—m E—m
Pz +ipy —Pp=z
u®(p) = N Eim ,u®(p) =N EJ(r)m mit £ <0 (1.27)
0 1

mit N = /| E| + m als Normierungsfaktor. Die einzelnen Losungen sind dabei zueinander
orthogonal:

u" T = 2|E|5,, mit r,s =1,2,3, 4. (1.28)
Weiterhin lisst sich dann der adjungierte Spinor @ := uf~° definieren.

Die Spinoren negativer Energie lassen sich dabei - analog zum Vorgehen bei der Interpre-
tation der KGG - als Antiteilchen-Zusténde mit positiver Energie interpretieren.

Man beschreibt den Zustand eines solchen Antiteilchens dann durch Einfithrung der v-
Spinoren geméf

MERY (_@e,i(,p)x — @D (P)e™. (1.29)

Die zugehorige Dirac-Gleichung kann nun direkt durch Einsetzen von —FE und —p'in (1.11)
bestimmt werden:

(=p—m)u(=p) =0 = (p+m)v(p)=0. (1.30)

In diesem Zusammenhang lésst sich zeigen, dass die Vollsténdigkeitsrelationen
> ua = p4m (1.31)
Z )5 — p—m,

s

zuweilen auch als Casimir-Identitdten bezeichnet, erfiillt sind?.

Detailliertere Beschreibungen zur Herleitung und Lésung der Dirac-Gleichung sind unter
[3] zu finden.

3Einen Beweis hierzu findet man in [3, S.361].
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2 Mathematische Grundlagen

Im folgenden Kapitel soll das mathematische Handwerkszeug, das bei den analytischen Be-
rechnungen der Wirkungsquerschnitte verwendet wird, moglichst kompakt und iibersichtlich
prasentiert werden. Dabei wird kein Anspruch auf Vollsténdigkeit erhoben, es werden be-
wusst nur jene Regeln und Identitéiten aufgefiihrt, die bei den Berechnungen auch ver-
wendet werden. Eine Zusammenstellung der Beweise zu den mathematischen Identitéten
befindet sich im Anhang, eine ausfiihrlichere Einfiihrung der Feynman-Regeln inklusive
verschiedener Beispiele ist bspw. in [3] zu finden.

2.1 Zusammenstellung der verwendeten Feynman-Regeln

Ein Feynman-Diagramm ist die bildliche Veranschaulichung eines quantenfeldtheoreti-
schen Prozesses, bei dem eine bestimmte Anzahl Teilchen im Eingangskanal iiber einen
bestimmten Wechselwirkungsprozess in eine bestimmte Anzahl an Teilchen im Ausgangs-
kanal iiberfiihrt wird. Aus der Darstellung lédsst sich durch Anwendung der zugehorigen
Feynman-Regeln die Amplitude des Prozesses berechnen.

Die Diagramme bestehen dabei aus drei Grundbausteinen: Den externen Linien, den Ver-
tices und den internen Linien (Propagatoren). Jedes dieser Elemente liefert einen multi-
plikativen Beitrag zur Amplitude.

Zeit
Vertices \
Einlaufende Auslaufende
Teilchen T Teilchen
Propagator

Abbildung 3: Prinzipieller Aufbau eines Feynman-Diagramms

Die externen Linien beschreiben dabei die (messbaren) ein- und auslaufenden Teilchen.
Fiir Spin—%—Teilchen bzw. -Antiteilchen - wie sie im Rahmen dieser Arbeit ausschliellich
betrachtet werden - verwendet man die folgende Symbolik:

3

Abbildung 4: Fiir ein einlaufendes Teilchen ist der Beitrag u(®)(p).
Fiir ein auslaufendes Teilchen ist der Beitrag @'®)(p).
Dabei ist s der Spin und p der Viererimpuls des Teilchens.

Dabei entsprechen u und v respektive @ und v den in Kapitel 1.2 eingefithrten (adjungier-
ten) Spinoren.
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Abbildung 5: Fiir ein einlaufendes Antiteilchen ist der Beitrag o(*)(p).
Fiir ein auslaufendes Antiteilchen ist der Beitrag v(®)(p).
Dabei ist s der Spin und p der Viererimpuls des Antiteilchens.

Die Vertices sind jene Punkte, an denen mindestens drei Linien zusammenlaufen. An
diesen Wechselwirkungspunkten kénnen unter Beachtung der Viererimpulserhaltung Teil-
chen erzeugt, vernichtet oder gestreut werden. Jeder dieser Punkte liefert bei der Berech-
nung einen Vertexfaktor ig, der von der Kopplungsstérke der jeweiligen Wechselwirkung
abhéngt.

Die internen Linien beschreiben nicht beobachtbare, virtuelle Teilchen, die sich als
Vermittler des stattfindenden Wechselwirkungsprozesses interpretieren lassen. Auch hier
héngt die Symbolik wiederum von der Art der Austauschteilchen ab. Im Rahmen dieser
Arbeit werden wir es ausschliellich mit Prozessen der elektromagnetischen Wechselwir-
kung, die durch das Photon vermittelt werden, und mit jenen der schwachen Wechsel-
wirkung, die durch den Austausch massiver Eichbosonen (W=, Z%) beschrieben werden
konnen, zu tun haben. Da es sich hierbei jeweils um Spin-1-Teilchen handelt, nutzen wir
lediglich folgende Symbolik:

ANANANNAN

Abbildung 6: Feynman-Symbolik fiir Photon- und Z°-Propagator.

Fiir ein Photon als Austauschteilchen hat der Propagator die Form

mit der Minkowski-Metrik g,,, und dem Impulsiibertrag ¢. Fiir ein massives Z°-Eichboson
ist zusétzlich die Masse des Bosons M, zu beriicksichtigen:

: quq
i (0w — %)

2= 2 (2.2)
Die Z°-Boson-Fermion-Kopplung ist gegeben durch
9z
(—257 <c{, — cﬁf)) . (2.3)

Dabei ist g, = sm(ew Yeos der zum Z%Boson gehorende Vertexfaktor, 6y der Wein-
bergwinkel iiber den die (Massen und Kopplungen zusammenhéngen und cy bzw. c4 die
vertikale bzw. die axiale Kopplung?.

4Diese sind durch das sogenannte GWS-Modell bestimmt. Eine Ubersicht befindet sich im Anhang.
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Bei der Berechnung der Amplitude eines quantenfeldtheoretischen Prozesses muss aller-
dings beachtet werden, dass hierbei theoretisch beliebig viele Feynman-Diagramme auszu-
werten sind. Dies hidngt damit zusammen, dass die internen Linien gerade virtuellen Teil-
chen entsprechen. Man konnte folglich beliebig viele dieser Linien hinzufiigen und wiirde
immer noch denselben Prozess beschreiben. Da hierbei alle so konstruierten Feynman-
Diagramme zur Gesamtamplitude beitragen, wére eine solche Berechnung unméglich.

Die Losung dieses Dilemmas ist das sogenannte Feynman-Kalkiil: Je mehr interne Linien
man einfiigt, desto mehr Vertices enthélt das Diagramm. Da nun - speziell fiir die hier
betrachteten Prozesse der e.m. und der schwachen Wechselwirkung - die Wechselwirkungs-
konstanten deutlich kleiner als eins sind und die Beitrdage jeweils multiplikativ eingehen,
tragt ein Feynman-Diagramm umso geringer zur Gesamtamplitude bei, je mehr Vertices
es besitzt. Man spricht, abhéngig von der Anzahl der Vertices, auch von verschiedenen
Ordnungen. Im Rahmen dieser Arbeit soll - wie anfinglich bereits erwédhnt - lediglich
die niedrigste Ordnung® n = 2 als einfachste Niherung der tatsichlichen Amplitude be-
trachtet werden. Die genauere Auswertung hoherer Ordnungen geschieht typischerweise
numerisch, da mit jeder Ordnung die Anzahl der moglichen Feynman-Diagramme um den
Faktor n! zunimmt.

Die Darstellung mittels Feynman-Diagrammen ist nicht nur auf quantenmechnaische Pro-
zesse im Standardmodell, sondern auch auf jene in SUSY-Modellen anwendbar. Damit ist
es beispielsweise moglich, die Amplitude und damit letztlich auch den Wirkungsquer-
schnitt fiir die Erzeugung von Neutralinos zu berechnen. Dabei sind im Wesentlichen
folgende - fiir diese Arbeit relevante - Neuerungen zu beachten:

(i) Die Symbolik fiir die Neutralinos ist eine Uberlagerung einer geraden und einer
geschwungenen Linie.

AAAA A

Abbildung 7: Symbolik fiir Neutralinos im Feynman-Diagramm

Hierbei ist nun allerdings zu beachten, dass die Neutralinos Majorana-Fermionen
sind. Dies stellt zunéchst einmal vor dem Hintergrund der Bezeichnung mit u-bzw.
v-Spinoren ein Problem dar, denn hier kann nicht zwischen Teilchen und Antiteil-
chen unterschieden werden. Das richtige Vorgehen ist es nun, fiir eine Majorana-
Linie eine Pfeilrichtung frei auszuwéhlen; die {ibrigen Majorana-Linien sind durch
diese Wahl dann festgelegt. Eine einlaufende Linie mit einem Pfeil in einlaufende
Richtung heiffit dann Teilchenlinie, in umkehrte Pfeilrichtung bezeichnet man die-
se demnach als Antiteilchenlinie. Bei den auslaufenden Linien mit entsprechender
Pfeilrichtung spricht man von einer Teilchenlinie, ist der Pfeil umgekehrt von einer
Antiteilchenlinie.

(ii) Die Z°-Boson-Neutralino-Neutralino-Wechselwirkung ist proportional zu den Kopp-

®Dies wird hiufig auch als LO (”leading order”) bezeichnet.
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lungen

” 1 * *
O,L-jL == §[Ni4Nj4 - Nz'SNjg] (24)
” 1
Oin = §[N%Nj3 - N;LNJZL]
mit O;ff = —O;/* und N, als Element der Mischungsmatrix.

(iii) Die Z°-Boson-Quark-Quark-Kopplung ist gegeben durch

Clug =212+ (1 — 252 |ey]) (2.5)
C’qu = —2sfueq,

wobei I, die dritte Komponente des Isospins und e, die Quarkladung ist. Weiterhin
gilt hier s, = sin(fy ) und ¢, = cos(fy ) mit dem Weinbergwinkel Oy .

Eine umfangreiche Ubersicht zu den Kopplungen findet man in [7].

2.2 Wesentliche Identitidten beim Rechnen mit v-Matrizen
Da die Spur eine lineare Abbildung ist, gelten die folgenden Spureigenschaften:

Trl[A+ B] =Tr[A] +Tr[B| (2.6)
TrizA] =z - Tr[A], (2.7)
wobei A, B n x n-Matrizen sind und z € R.
Fiir die Gamma-Matrizen gelten die folgenden Spuridentititen:
Tr(y~"] = 4g" 2.8)
T?"h/ ,YV,Y)\,YU] — 4( ul/ Ao gu/\gua +guaguk) 29)
Triy*-.. =0 falls n ungerade (2.10)
Tr[y’] = Tr[y*+"+°] = 0 (2.11)
Trh ’y”v’W”wS] = 4ietvre (2.12)

Tr[y’>y*-...-4*] =0 (falls n ungerade. (2.13)

n

Dabei ist ¢g"* die Minkowski-Metrik und e***? der Levi-Civita-Tensor.

Weiterhin niitzlich sind einige aus der Definition der Feynman-Slash-Notation (1.12)
folgende Identitaten:

Vil = ~24h (2:14)
VdpYe = 4(a - D) (2.15)
Trigh] = 4(a - b). (2.16)

Hier sind a, b und ¢ beliebige Vierervektoren.
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Teil 111
Hauptteil

3 Der Drell-Yan-Prozess

Zeit

u(p,)

Kol
o)

Abbildung 8: Feynman-Diagramm zum Drell-Yan-Prozess

Als einfithrendes Beispiel fiir das grundsétzliche Vorgehen zur Berechnung eines Streupro-
zesses mithilfe eines Feynman-Diagramms soll zunéchst ein Drell-Yan-Prozess in leading
order (LO) untersucht werden. Als Drell-Yan-Prozess bezeichnet man ganz allgemein einen
Hadron-Hadron-Streuprozess, bei dem ein Quark aus einem Hadron mit einem Antiquark
aus einem zweiten Hadron annihiliert. Dabei wird ein virtuelles Photon oder ein Z°-Boson
gebildet, das in ein entgegengesetzt geladenes Leptonenpaar zerféllt. Wir betrachten hier
die Produktion eines Elektron-Positron-Paares aus einem virtuellen Photon.

3.1 Bestimmung der Amplitude M

Zur Bestimmung der Amplitude miissen zunéchst Ausdriicke fiir die beiden beteiligten
Teilchenstrome j; geméf den in Kapitel 2.1 eingefiihrten Feynman-Regeln gefunden wer-
den. Es gilt hierbei dann fiir den linken Strom

Ji = [ (p2) (ign")a"™ (p1)] (3.1)

und fiir den rechten Strom analog

Jr = [ (pa) (igey™) " (p3)). (3.2)

Dabei sind g. = e und g, = ee, die zu beriicksichtigenden Vertexfaktoren, e ist die Ele-
mentarladung und e, die Quarkladung.

Mit dem -Propgator (2.1) und der verkiirzten Schreibweise u; = u(*)(p;) folgt dann fiir
die Amplitude:

[wayus)ugy, ]

M = —é%e
! (p3 + pa)?

(3.3)
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3.2 Berechnung der quadrierten Amplitude |M|?

Durch Bildung des Betragsquadrats erhélt man:

ete?

. a
(ps + pa)?

Dariiber hinaus muss iiber die Spins der Teilchen im Anfangszustand gemittelt und iiber
die im Endzustand summiert werden, da wir den unpolarisierten Zustand betrachten
wollen. Fiir diesen gilt dann also:

|M|* = - [uay"s] [uayti] - [ugy”s] fuay, ] (3.4)

< M) >= ——— &, +23 S > M= 'ZZ|M|2- (3.5)

Sq, s Se,St 81,52 83,54

Die Berechnung der beiden Summen erfolgt mithilfe des sogenannten Casimir-Tricks
(1.31). Dies fiithrt am Beispiel der Summe iiber s3 und s4 auf folgendes Zwischenergebnis:

D luay as]fuy”as)” = Triy*(p, +me)y” (p, +me))- (3.6)

83,54
Analog erhélt man die zweite Summe, sodass sich schliellich fiir das Amplitudenquadrat
des unpolarisierten Zustandes ein Produkt aus Spuren iiber Delta-Matrizen ergibt:

6462

< M2 >= ———
M 4(ps +p4)4

) TT[’YM(]% + me)’YV(lm +me)] - Tr[’}/u(?l + mq)%(% + my)].
(3.7)

Die Berechnung der Spuren erfolgt dann unter Verwendung der zuvor in Kapitel 2.2
eingefiihrten Identitdten. Es gilt daher beispielhaft fiir die Spur iiber Py und p,:

Triv g,y p, + V' p,7 me + V'mey'p, + m2y*y"]
3 4 3 4

Triy"(py +me)y” (p, + me)]

(3.8)
FOLI oy p,] + mE - Trly ]
EOLED g ol — g (pspa) + Phps + mg™)
Die Berechnung der zweiten Spur erfolgt analog, man erhéalt also:
Trlyu(p, + mo) v (B, +mg)] = 4 - Prupoy = guw(P1D2) + Poupry + Migu]- (3.9)
Damit folgt insgesamt:
4,2
<M >= —4(;36i;)4 [P5p — ¢ (pspa) + pips +mZg™] (3.10)

'[pl,upZV - g;w(ppo) + PouPiv + mggpu]-

Im Grenzfall hoher Energien, dem sogenannten ultrarelativistischen Limes, lassen sich
dann sowohl die Quark- als auch auch die Elektronenruhemassen vernachldssigen. Die
Multiplikation der Viererimpulse liefert dann:

Rete?

<M >= m “[(p1p3) (p2pa) + (p1pa) (P2p3)]- (3.11)
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Durch Einfithrung der Mandelstam-Variablen

s=(p +p2)2 = (ps +p4)2 R 2p1p2 = 2p3pa (3.12)
t=(py—ps)® = (p1 — p3)> = —2pops ~ —2p1p3
u=(p1 —p1)* = (p2 — p3)* = —2p1ps & —2paps

erhalt man schlief3lich

tQ 2
< M2 >=2ete2. T L (3.13)
s
3.3 Bestimmung des differentiellen Wirkungsquerschnitts
Im Schwerpunktsystem gilt fiir die Viererimpulse der beteiligten Teilchen:
= (£.p) (3.14)
(E’ _ﬁ)
= (E,p)
= (B, —p)
mit p? = E? — m? &~ E? sowie |p]* = |p |* aus Griinden der Viererimpulserhaltung.
Mit dem Streuwinkel 6 folgt dann fiir die Mandelstam-Variablen
s~ 4E? (3.15)
t~ —2E*- (1 — cos(f))
u~ —2E*- (1 + cos(h)),
sodass man durch Einsetzen in (3.13) schliefllich
< |MP*>=¢' e (14 cos*(9)) (3.16)
fiir das Amplitudenquadrat erhélt.
Mit
do 1 |pyl 2
— = — < |M|* > 3.17
Q) 64n2s |p;l M (8.17)

(vgl. [5, S.294]), wobei hier und bei den beiden folgenden Prozessen stets |py| & |p;| gilt®,
folgt dann fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt:

do Drell—Y an 6462 2
glon "= g g (L eos(0) (3.18)
06262 9
= (1 + cos*(6)) (3.19)

mit der elektromagnetischen Feinstrukturkonstanten a = %.

5Dies héingt damit zusammen, dass das Verhiltnis entscheidend von den Massenquadratsummen und
-differenzen der Teilchen im Eingangs- und Ausgangskanal abhingt. Da diese jedoch im ultrarelativisti-
schen Limes vernachléssigbar klein sind, kann das Verhéltnis ndherungsweise als 1 betrachtet werden.
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Das Ergebnis fiir den totalen Wirkungsquerschnitt

do Ao
Drell—Yan Drell—Y an 2
olcnr = / 10 CM df) = 35 Ca (3.20)

stimmt dann mit jenem aus [3, 248] iiberein.

Im Rahmen der theoretischen Physik ist auch die Angabe des differentiellen Wirkungs-
querschnitts gemafl

do B 1
dt  16ms?

<|MP?> (3.21)

fiir masselose 2-nach-2-Prozesse anzutreffen [5, S.89]. Mit (3.13) ergibt sich fiir diesen:

, 4 u?

d_O' |Drell—Yan .
q 4 :

= (3.22)

= 21a’e

S
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4 Die Bhabha-Streuung

u(ps

Abbildung 9: Feynman-Diagramme zur Bhabha-Streuung (s-Kanal links, t-Kanal rechts)

Im zweiten Schritt soll nun die Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts der
Bhabha-Streuung in LO erfolgen. Als Bhabha-Streuung bezeichnet man den nach dem
indischen Physiker Homi J. Bhabha benannten Prozess der Elektron-Positron-Streuung.
Er ist damit also ein Prozess der Quantenelektrodynamik.

Die Berechnung dieser Wechselwirkung geschieht im Wesentlichen analog zum Vorgehen
beim Drell-Yan-Prozess. Hier ist allerdings darauf zu achten, dass der Prozess durch zwei
Feynman-Diagramme fithrender Ordnung, einem sogenannten s- und einem t-Kanal, be-
schrieben wird. Entsprechend sind bei der Berechnung des Amplitudenquadrats zusétzliche
Interferenzterme zu erwarten.

4.1 Bestimmung der Amplitude M

In einem ersten Schritt sollen wiederum zunéchst die beteiligten Stréme ermittelt werden:

s — Kanal - jy = [D2 (g™ ] (4.1)
= [us(ige7")v4]

t — Kanal : Jo = [02(igen" )v4] (4.2)
= [u

3(ige7" ) ua).

Da der Prozess hier ebenso wie bei Drell-Yan durch den Austausch eines virtuellen Photons

beschrieben werden kann, ist wiederum der Photonpropagator (2.1) zu verwenden. Es
ergibt sich somit:

My = ——— - [y uq | |ugy, v 4.3

(p1+p2>2 [ 27 1][ 3V 4] ( )

—e2

(P2 — pa)?

Da im Anfangs- und im Endzustand dieselben Fermionen auftauchen, liegt eine Antisym-

metrisierung der beiden Amplituden M, und M, vor, sodass fiir die Gesamtamplitude M

gilt:

M, = - [Bay vg) [E3yn 4] (4.4)

_e? \ o2
e = 27 el 47

M =M, — M, = B
' (p2 — pa p1 + D2)?

eyt w[@syenl. (45)
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4.2 Berechnung der quadrierten Amplitude |M |?

Nun ist wiederum das Betragsquadrat zu bilden; wie anfanglich bereits angesprochen, tre-
ten nun neben den quadratischen Termen zusétzliche Interferenzterme auf, die berechnet
werden miissen. Man erhélt den folgenden Ausdruck:

Strejiung Inter ferenzterml

T - 2 - . 0 ~
M2 = et (D27 04[5 7204 et ([UQ’Y)‘UAJ [Us”YXul]) . ([Uﬂ“m u37uv4 >

(P2 — pa)? (P2 — pa)? (p1 + p2)?

(B2 v4] [t 7 u1] D2y s ] [Es,0va] (027w ] [@gy,04] |
et ( 277 Vg || U3YAUL ) . ( VoY U1 || U3 Vs ) —|—e4~ UMy U3YuVa
(p2 — pa)? (p1 + p2)? (p1 +p2)
Interfe;ernzteer Annzhzlatmn

Dabei ist zur Berechnung des unpolarisierten Zustandes wiederum iiber die Spins der
einlaufenden Teilchen zu mitteln und iiber die der auslaufenden zu summieren. Da hier
lediglich Spin—%—Teilchen beteiligt sind, erh&lt man so:

1
< M >= 1 > M (4.7)
Spins

Nun gilt es also, die vier Summanden in (4.6) zu berechnen.

Die Berechnungen des Streu- und des Annihilationsterms verlaufen im Wesentlichen ana-
log zu der des Drell-Yan-Prozesses. Betrachten wir zunéchst den Streuterm:

4

<ME> = s SZ (527" va] [Ty 0a]" - [Ty [is e ]) (4.8)
R " f4p4>4 el (py = me) 7y = me)] - Trbu(p, + me)n(p, +me))
(4.9)

Die Berechnung der Spuren iiber die Gamma-Matrizen erfolgt vollkommen analog zu (3.8),
sodass man mit den ausgewerteten Spuren

4
de 2 A

eyt P39 = 0" (P2 + paply - i)

[psupin — gua(p1p3) + Parp1y + mﬁgm]

< |M)? >=
M, (4.10)

erhilt. Unter Vernachlissigung der Elektron-/ Positronmassen ldsst sich dies im Grenzfall
grofler Energien zusammenfassen zu

8 7 [(P1p4) (P2p3) + (p1p2) (P3pa)]; (4.11)

CME e
Ml >= G =

sodass man schlieBlich unter Einfiihrung der Mandelstam-Variablen (3.12) den kompakten
Ausdruck

u? + 52
t2

< |M|? >=2¢*- (4.12)

erhalt.
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Das Ergebnis fiir den Annihilationsterm ldsst sich unter Beachtung zweier Aspekte direkt
aus dem des Streuterms ablesen. Einerseits ist der Impulsiibertrag g¢sireuung = (P2 — p4)2
durch qanninitation = (P11 + p2)2 zu ersetzen, andererseits gehen die Diagramme durch
Vertauschung von p; und p, ineinander iiber. Es ist somit direkt ablesbar, dass fiir den
Annihilationsterm

8e?
<|MP> = —— . + 4.13
| M| o+ o)t [(pap1)(p2ps) + (pap2) (psp1)] (4.13)
(3.12) u? + t?

4
2e 5

S

gelten muss.

Die Berechnung der beiden Interferenzterme erfordert hingegen eine detailliertere Betrach-
tung, da hier insbesondere strukturell andere Spuren auftreten, die es zu berechnen gilt.

Wir wollen beispielhaft Interferenzterm 1 néher betrachten:
et

(P2 — pa)*(p1 + p2)

M7 = 5 ([E@ @] @) yuD)]” - [9(2)y" u(1)][@(3)y,0(4)])

(4.14)

T —p )P L) ([0(4)7y*0(2)] - [p(2)y"u(1)] - [a(1)yau(3)] - [@(3)y,v(4)]) -

Wie zuvor muss wiederum iiber die einfallenden Teilchenspins gemittelt und iiber die
auslaufenden summiert werden. Man erhélt damit fiir den unpolarisierten Zustand im
Grenzfall hoher Energien:

1
<My > = 7 3 IMB. (415)

Spins

(20 — -Tr — m VNP, — me)Y* m m
N 4(pa — pa)?(p1 + p2)? g [(p‘l 2 (?2 )y (?1‘*' 6)7/\(?3+ )]

- A(ps — pa)2(p1 + pa)? ~T7’[3754fy pﬂufjﬂ/\pg%]

Dieser Ausdruck lésst sich vereinfachen, indem man vor der Spurbildung iiber A und p
summiert. Mit (2.14) und (2.15) erhélt man dann unter Ausnutzung der Assoziativitit
der Matrizenmultiplikation Folgendes:

—et

4(p2 — pa)?(p1 + D2
(2.14) 4

= e | O]

(2.15) Qe
- (p2 — pa)2(p1 + p2)? (p2ps) (p1p4)

u2

st

< |M|%nt1 > =

2 Trlp (VPP NP (4.16)

52 gt

Die Berechnung des zweiten Interferenzterms erfolgt vollig analog - daher seien an die-
ser Stelle nur die wesentlichen Zwischenschritte der Nachvollziehbarkeit halber kurz auf-
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gefithrt. Es gilt fiir das Amplitudenbetragsquadrat

pe

(P2 — pa)*(p1 + p2)

| M7 = 5 (@ @] [aE)yu1)] - [Py u(D)] [@(3)y,0(4)]")

(4.17)
—e (o A (o U - [a U a o
ooy [F@7 0@ @) - EEme] - @1)ye(2)

und damit fiir einen unpolarisierten Zustand
4

4

—e
<M2n >= -Tr —m )P, — me + m, + me)YH
| ‘I t2 4(p2 _p4)2(p1 +p2)2 [(?2 )’7 (%4 )7#(%3 )’%\(%1 )’7 ]
(4.18)
sowie speziell im Grenzfall hoher Energien
4
—e
<|M3,0 > = “Trip # 4.19
| |Int2 4(p2 _p4)2(p1 +p2)2 [p27 ¢47up37>\¢17 ] ( )
2
=2¢*. £
st

Nun lésst sich die gesamte Wahrscheinlichkeitsamplitude durch Zusammenfassen der Er-
gebnisse (4.12),(4.13),(4.16) und (4.19) bestimmen. Es ergibt sich:

<|IMP>=<|M?>+<|M2>+<|M3,, >+<|M}3,,> (4.20)
i 52+u2+u2+t2+2u2
= 2e” - -
t2 52 st

Dieses Ergebnis stimmt mit dem Literaturwert, wie man ihn bei [3, S.145] findet, iiberein.

4.3 Bestimmung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Entsprechend der Uberlegungen zur Bestimmung des differentiellen Wirkungsquerschnitts
im Schwerpunktsystem beim Drell-Yan-Prozess - (3.14) und (3.15)- ldsst sich das zuvor
ermittelte Amplitudenquadrat als Funktion der Energie £ 7 und des Streuwinkels 6 for-
mulieren.

< |M]P> ((1 —cos(0))?* + (1 + 005(9))2> N ((1 + cos(0))* + 4)
2et 4 (1 — cos(0))?
(1 —cos(8))(1+ cos(8)) — 2(1 + cos(0))
! ( (1= cos(6)) ) |
Mit (3.17) ldsst sich dann der differentielle Wirkungsquerschnitt der Bhabha-Streuung im
CM-Sytsem unter Ausnutzung elementarer Additionstheoreme bestimmen. Man erhélt so:

do ghapha O 1+ cos*(0) 1+ cos*(%) 2cos*(%)
s o = 8E? (( 2 ) - ( sin*(%)) > - (sm%%) )) ' 422

Héaufig findet man stattdessen auch die Angabe des differentiellen Wirkungsquerschnitts
als Funktion der Mandelstam-Variablen:

dalBhabha _ 2ma® (52 + u? N u? + 2 2u2) .

(4.21)

4.23
dt 52 ( )

dt 2 s st

Dies stimmt mit dem differentiellen Wirkungsquerschnitt aus [4, S.82] iiberein.

"Die Energieabhingigkeit kiirzt sich dabei an dieser Stelle gerade raus.
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5 Die Lepton-Paar-Erzeugung

L'

Abbildung 10: Feynman-Diagramm zur Lepton-Paar-Erzeugung

In diesem Abschnitt soll nun der Wirkungsquerschnitt fiir die Lepton-Paar-Erzeugung
aus einem Quark-Antiquark-Paar berechnet werden. Bei diesem Prozess handelt es sich -
im Gegensatz zu den beiden vorherigen - um einen der schwachen Wechselwirkung. Der
Prozess kann durch den Austausch eines massiven Z°-Eichbosons beschrieben werden, es
handelt sich also um einen semileptonischen neutralen Prozess.

Um der Paritétsverletzung im Rahmen der schwachen Wechselwirkung gerecht zu wer-
den, ist zudem die Identifizierung eines rechts- und eines linkshédndigen Anteils bei allen
beteiligten Fermionen nétig.

5.1 Bestimmung der Amplitude M

Wie auch in den vorherigen Abschnitten sind zunéchst die Stréme zu bestimmen. Dazu
werden die in Kapitel (2.1) vorgestellten Feynman-Regeln fiir QCD verwendet. Man erhélt
auf diese Weise folgende Stréme:

G = [171 (—z’g2—zfy“ (c’{/ — cZ"y‘r’)) ug] (5.1)
jr = [ (<1597 (e = i) ) ] -

Unter Beriicksichtigung des multiplikativen Faktors fiir den Z°-Propagator (2.2) erhélt
man insgesamt fiir die Amplitude den folgenden Ausdruck:

2
— u AN
1= (i) 0" = ol (= 5 ) 6 =)
(5.2)

Aufgrund der deutlich geringeren Massen der Fermionen gegeniiber der des massiven Z°-
Eichbosons kann der Beitrag des Terms %% in erster Niherung vernachliissigt werden. Es

M7,
bleibt dann noch:

—gf TR L X I .5 _ q 7.5
M= (M) [Ty (CV — AT ) Vg - [O17 (CV — a7 ) Usp). (5.3)
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5.2 Berechnung der quadrierten Amplitude |M|?
In einem zweiten Schritt zur Bestimmung des differentiellen Wirkungsquerschnitts ist
wiederum das Betragsquadrat zu bilden:

2
Nl (e — ) vl o (e — ) wl?. (5.4)

gz

MP =
A(q* — M3)

Fiir die Betrachtung des unpolarisierten Zustandes ergibt die Mittelung iiber die Spins der
einlaufenden Teilchen und die Summation iiber die der auslaufenden Teilchen wiederum
einen Vorfaktor %. Zusétzlich ist iiber die Farben zu summieren: Da Leptonen natiirlich
keine Farbladung besitzen, fiihrt dies auf einen weiteren Vorfaktor geméafl

1 1\? 1
L 3 __<§> DI (5.5)
c Farben Farben Farbe

Ausgangszustand FEingangszustand Quarks

mit N. = 3 als Anzahl moglicher Farben. Insgesamt erhélt man damit:

Z > sy (dy = iy®) vl P - o1 (¢ — ¢49°) ua] .

51,52 83,54

1
< |M|? >= 3

=
(5.6)

Mit (1.31) und unter Vernachléssigung der Massen fiihrt dies wiederum auf die Berechnung
von Spuren iiber Gamma-Matrizen. Es gilt:

2

2
- Trl () = én”) Py (& = ir”) p

1
MPZ>=—-.|——J2
<IMP>=3 ‘S(QQ—M%)

(5.7)
Ty (= i) p” (= ¢47°) -

Die explizite Berechnung der Spuren - insbesondere die Multiplikation beider Spuren -

ist hier etwas aufwendiger als zuvor. Da allerdings dennoch das explizite Berechnen im

Vordergrund dieser Arbeit stehen soll, wird hier ein Mittelweg angestrebt, anhand dessen

die Rechnung gut nachvollziehbar sein sollte®. Zu diesem Zweck betrachten wir beispielhaft
die Spur mit den Quark-Kopplungen:

(1.19)

TT[ ( - CA’Y ) ZZ’Q’YV%]
Tri, ()7 + () = 2440° ) pyp)
= ((C"v)2 + (0?4)2> - Tr [PV VD1 Vo

— 264 - Ty Poro b Vo).

Trly, (¢ = ¢4®) pow (6 — ) o
(L18)

Die Spuren lassen sich wie bisher mithilfe der in der Theorie zusammengefassten Spu-
ridentitéten berechnen; fiir jene ohne +° wird wie in vorherigen Rechnungen auch (2.9)
genutzt, fiir die Spur mit 7° kann (2.12) verwendet werden. Man erhilt dann insgesamt:

Triy (6 = ") P (4 = ¢in”) ) (5:8)
y .

= 8- el P eupo + 4 () + (c)?) - (P51 — g (p2p) + PipY).

8Natiirlich lieBen sich die Spuren auch numerisch, beispielsweise mit dem Tracer-Paket fiir Mathema-
tica, berechnen.
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Und fiir die zweite Spur analog;:

Triv* (& — a®) pr” (b — i)

. o 2L iy ) (5.9)
= 8i - clvci‘ * PapP3o€?T 4 4 ((Clv) + (Cf4) ) * (Pappsy — 9" (paps3) + PavDsy) -

Fiir das Produkt der beiden Spuren sind dann im Wesentlichen drei Arten von Ausdriicken
zu unterscheiden:

e Terme ohne Levi-Civita-Symbol:
Die Terme ohne das Permutationssymbol € lassen sich wie bei den vorherigen Be-
rechnungen direkt aus den Rechenvorschriften fiir Viererimpulse unter Beachtung
der Minkowski-Metrik bestimmen. Diese liefern - nach Einfiihrung der Mandelstam-
Variablen (3.12) - insgesamt vier Summanden (entsprechend der verschiedenen Kom-
binationsmoglichkeiten der Kopplungskonstanten c‘{}f )

8 ()7 () + () ()" + (e)? ()’ + ()% (cb)?) - (B +ud). (5.00)

e Term mit einem Produkt aus Levi-Civita-Symbolen:
Dieser Term ldsst sich ebenfalls direkt berechnen. Es ergibt sich:

8i - ¢l - PP €upuo + 8i - Chrcly - pappaoe™ = 32¢%,c% Yy - (1 — u?). (5.11)

e Terme mit einem Levi-Civita-Symbol:
Man kann zeigen, dass sich die Terme, in denen jeweils nur ein € enthalten ist, gerade
gegenseitig zu null ergeben. Die Rechnung ist aufgrund der Vielzahl der Terme zu
ldanglich, um sie hier vollstdndig zu présentieren, eine beispielhafte Rechnung scheint
auch nicht sinnvoll, da nicht jeder einzelne Term null ist, sondern lediglich ihre
gemeinsame Summe.

Mit diesen Voriiberlegungen erhélt man insgesamt fiir das Amplitudenquadrat der Lepton-
Paar-Erzeugung fiir einen unpolarisierten Zustand:

2

1 g>
MP?>=—-.|—2 | -8[(t*? —u?)d t? H(dy+d 12
<M >=1 '8(S_M%) S22 — )y + (2 +)(da+ )] (5.12)
mit
dy = 4cl.cch (5.13)
2 2
d = ()" ()" + (&)7)
2 2
ds = (7 ()" + (d)°)
bzw. mit g, = —sin(OWZ)l::T(i;(QW)
27202 - [(12 — 2 2 2
<M 5= ma” - [(t7 —u?)dy + (7 + u”)(do + d3)] (5.14)

3sin(Ow )cos (Ow) - |s — M2|?
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5.3 Bestimmung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

Schlieflich ldsst sich analog zu den vorherigen Kapiteln zunéchst das zuvor ermittelte
Amplitudenquadrat als Funktion der Energie F und des Streuwinkels # formulieren. Dazu
nutzen wir (3.14) und (3.15) - man erhélt dann:

167%a? - B4
3sint (0w )cos*(Bw) - |s — MZ|?

< M2 >= - [~2cos(8)dy + (1 + cos*(6))(dz + ds)).

(5.15)

Mit (3.17) lasst sich dann der differentielle Wirkungsquerschnitt der Lepton-Paar-Erzeugung
im CM-Sytsem bestimmen:

d_U Lepton— Paar—Erzeugung _ 042 . E2
dQ'eM 48sin*(Oy )cos* (Ow) - |s — M2|? (5.16)
- [~2cos(0)dy + (1 + cos*(0))(dy + d3)].

Héufig findet man stattdessen auch die Angabe des differentiellen Wirkungsquerschnitts
als Funktion der Mandelstam-Variablen:

do

dt

[(t* — w?)dy + (£ + u?)(dy + d3)]
s? - 24sin* (0w )cos*(Ow) - |s — MZ|>

|Lepton—Paar—Erzeugung — 7T0é2 .

(5.17)

Eine genauere Analyse dieses Prozesses inklusive einer Betrachtung der Korrekturen
hoherer Ordnung findet man bei [5, S.302ff.].
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6 Erzeugung von supersymmetrischer Dunkler Ma-
terie

<
L ]

]
gl

Abbildung 11: Feynman-Diagramme zur Erzeugung supersymmetrischer Dunkler Materie
(s-Kanal)

In diesem Abschnitt soll schliellich die Produktion zweier ungeladener Neutralinos in Fol-
ge einer Proton-Proton-Kollision untersucht werden. Dabei vernichten sich ein Quark aus
einem Proton und ein Antiquark aus einem anderen Proton gegenseitig unter Bildung
eines Z%-Bosons. Dieses virtuelle Austauschteilchen zerfillt dann in zwei Neutralinos.

Dieser Prozess ist bisher nur theoretisch beschrieben; er konnte bis heute noch nicht expe-
rimentell nachgewiesen werden. Die Verifizierung dieses Prozess und damit insbesondere
der Existenz von SUSY-Teilchen ist ein aktuelles Forschungsgebiet am LHC. Die X! sind
vielversprechende Kandidaten fiir Dunkle Materie.

Bei der analytischen Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts fiir diesen Pro-
zess wollen wir neben der Beschrénkung auf die fithrende Ordnung zusétzlich nur den
s-Kanal betrachten - die Squark®-Massen werden hier also vernachlissigt.

Im Anschluss an die analytische Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts soll
zudem abschliefend noch der totale Wirkungsquerschnitt numerisch ermittelt und hin-
sichtlich seiner Abhéngigkeit von der (noch unbekannten) Neutralinomasse und der zur
Verfiigung stehenden LHC-Energie untersucht werden.

6.1 Bestimmung der Amplitude M

Zunichst gilt es wiederum die Strome aufzustellen; unter Verwendung der benétigten
Kopplungen (2.5) und (2.4) erhélt man:

i = (ige) - [057" (CggPr + CHpyPr) ta) (6.1)
. 1 L »
e (2c2 ) (117" (03 Pr + O, Pr) v

mit go = = und Pg/p = # als Projektionsoperatoren fiir die rechts- bzw. die linkshéndige
Komponente. Dabei ist zu beachten, dass es sich bei Neutralinos um Majorana-Fermionen

98quarks sind die SUSY-Partner der Quarks.
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handelt, diese also ihre eigenen Antiteilchen sind. Durch geeignete Wahl der Pfeilrichtun-
gen'? kénnen die Strome dann wie oben angegeben aufgestellt werden. Fiir die Amplitude
des s-Kanals folgt somit:

9
M, = — 29e o~ - [ty (O3 P + O Pg) va] - [0s7* (ChogPr + CRogPr) ta]. (6.2)
2Cw(q - MZ)

6.2 Berechnung der quadrierten Amplitude |M|?

Mit den vorherigen Uberlegungen lisst sich leicht das gesuchte Betragsquadrat bilden:

2 1 » ”
’M |2 9e L . Hfljlfyu (OULPL + O”RPR) U2] ’2 . H'Ijb'}/“ (Cé/

sl — P CR P, a 2.
23 1 — MEP 1+ g ) )

(6.3)

aq

Da Quarks und Neutalinos Spin—%—Teilchen sind, erhélt man aus der Spin-Mittelung einen
Vorfaktor i. Die Mittelung iiber die Farben fiihrt auf einen weiteren Faktor % Dariiber
hinaus muss beachtet werden, dass fiir © = j ein Korrekturfaktor einzufiihren ist, da in die-
sem Fall ansonsten ein doppelt so grofer Wirkungsquerschnitt erwartet werden wiirde!®.
Insgesamt erhilt man mit diesen Uberlegungen fiir einen unpolarisierten Zustand:

41\ 1
< ‘M5’2 > = ge (_)

A8, \2) ¢ - M3
) Z Z Hﬂwﬂ (O;J'LPL + O;}RPR) v ’2 ' H@WM (quqPL + ngqPR) Ual ’2 :
81,52 Sa,Sh

(6.4)

Nun miissen die beiden Spinsummen ausgewertet werden. Dazu werden die folgenden
Eigenschaften der Projektionsoperatoren, die sich direkt aus deren Definition ergeben,
benotigt:

(PR/L)2 = Pry1L (6.5)
(PR/L)T = Pr/1
Pr/r - Ppyr = 0.

Wir wollen zunéchst die Spur iiber s; und s, auswerten:

Sl (O3FPy + O}fPi) vl
= Dol (O Po+ O Pr) v [0z (OFf Put O Pr) ]
51,52
0 [ (O P+ O Pa) (= mig v (O3FPo O 9+ )]

1.19 ” ” ” ”
= I [7“(1% ™ mfc?)%/ (OijLPL ™ OinPR) (OijLPL T OiJRPR)T (p1 - mi?ﬂ

6-5 ” ”
DT [, + mig)w (10F12P, + |0}

]

QPR) (?1 + mi?):| .
(6.6)

0Sjehe dazu die Voriiberlegungen in Kapitel 2.1.
UFir ¢ = j wiren die Neutralinos im Ausgangskanal nicht mehr zu unterscheiden, folglich wiirde man
das Ereignis also doppelt so hidufig messen wie im Fall i # j.
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Durch FEinsetzen der Definition der Projektionsoperatoren und Aufteilung der Spur in
einzelne Summanden geméf (2.6) lasst sich dieser Ausdruck auf 16 mittels (2.8) - (2.12)
direkt berechenbare Spuren iiber Gamma-Matrizen zuriickfithren. Die entsprechende Aus-
wertung fiithrt insgesamt auf:

> Ny (O Py + O Pr) v
51,52

”

—=2. ,oUL 2 6.7)

[p2up1u — G (p2p1> + PavPip + Z'PQPTEWW + mxgmi?guu] (
+2- |O:JR 2 |:p2,up1u - g,uu(p2p1) + PavPiy — ipgpclreppua + mf(gmggg,uu] .

Die Berechnung der zweiten Summe iiber die Spins der Quarks s, und s, verlduft fast
vollig analog - es ist jedoch zu beachten, dass die Massen der Quarks (im Gegensatz
zu jenen der Neutralinos) vernachléssigbar klein sind. Daher ergibt sich hier folgendes
Ergebnis:

Z |[os7" (CéquL + ngqPR) Ua }2
Sa,Sb

nv 12 - vo 6-8
=2- |Cqu| [pbpa - (pbpa) -f-pbpg + Zpgpplae’“’ ] ( )

+2-|CL P P — 6" (Dopa) + DYDY — ipappro€™™ 7] .

Nachdem die Summen ausgewertet wurden, muss nun geméaf (6.4) im Wesentlichen nur
noch das Produkt bestimmt werden. Die Berechnung der Viererimpulse geschieht dabei
analog zum Vorgehen in den vorherigen entsprechenden Kapiteln, die Terme mit den Levi-
Civita-Symbolen heben sich aufgrund der unterschiedlichen Vorzeichen gerade gegenseitig
auf, sodass man insgesamt

4 d;
g 1\ 1
< | M, 2 = e = —
’ ‘ 12¢4 (2) | 2 ]\42|2 (6.9)

05 PICFag* + 103 FICZ0q)* + 1055 1CZ04)* + 1055 1CZ17] - Y

Zqq
mit Y = 2(paps) (P1Pa) + 2(p10s) (P2Pa) — 2m>~<gm>~<g (papy) erhilt.
Da hier - anders als bei den bisherigen Prozessen - nicht alle Teilchenmassen vernachléssigbar

sind, ist die Einfiihrung reduzierter Mandelstam-Variablen sinnvoll:

§ = (pa + Pb)? = 2Paps (6.10)
ty, =t —mi ~ —2pp1 ~ —2pp2

2~ ~
Ugo = U— Mo R —2PpP1 R —2PgP2.
¥ X@,]

Einsetzen in den obigen Ausdruck fiihrt schliefSlich auf:

2 94 1 b 1 L |2 R |2
<|MP>=-=2(2) ———-[IC C
| ’ 126%0 (2) |3—M§|2 “ qu| +| qu| ] (6.11)

"Ly Ly
: [Oij Oy [tx?tx;? +“>29“>29] = [|0°1* +10,] - mx;?mxg?s]
bzw. speziell fiir die Erzeugung zweier yJ-Neutralinos:

4
Ge 1 L |2 R |2
< |M]2 > = Nile; C
| | 2404 |s _ M2|2 U qu| +| qu| } (6.12)

[OrFOM [ + 2] — 1O + 101 - mi2ys]
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wobei |O;F* + |0 f|? = 20;} O,/ ausgenutzt wurde.

Dieses Ergebnis deckt sich mit dem aus [6, S.3f.]. In diesem Artikel sind weiterhin auch die
Teilergebnisse bei Beriicksichtigung der Squark-Massen, also bei zusétzlicher Berechnung
des u- und des t-Kanals, enthalten.

6.3 Numerische Ergebnisse und Diskussion

Zur Berechnung des totalen Wirkungsquerschnitts 0,050 ist zunéchst einmal der diffe-

rentielle Wirkungsquerschnitt zu bestimmen. Dieser ergibt sich aus dem zuvor berechneten
Amplitudenbetragsquadrat gemaf (3.21) zu:

do o 1
R . CL 2 CR 2
dt 246;11)83 32|3 — M§|2 [I qu| - | qu| ] (613)

(o101 [12 2] = O3 + 101 - mya]

Der differentielle Wirkungsquerschnitt in LO bei gegebenen (Anti-)Quark Helizitédten kann
in [7, S.2f.] gefunden werden.

Um davon ausgehend nun den totalen Wirkungsquerschnitt zu berechnen, muss beachtet
werden, dass bei den Streuexperimenten nicht einzelne Quark-Antiquark-Paare kollidie-
ren. Dies héngt damit zusammen, dass lediglich farbneutrale Teilchen beobachtet werden
konnen. Es kénnen somit insbesondere also keine einzelnen (Anti-)Quarks erzeugt werden
- man bezeichnet dieses Phénomen als Confinement.

Im Rahmen des dynamischen Protonmodells geht man heute im Einklang mit den ex-
perimentellen Ergebnissen davon aus, dass sich im Inneren des Protons neben den drei
Valenzquarks (up, up, down) zusétzlich eine Vielzahl an Gluonen und virtuellen Quark-
Antiquark-Paaren, den Seequarks, die sich kurzzeitig unter Beachtung der Energie-Zeit-
Unschérfe infolge von Vakuumfluktuationen bilden, befinden.

Zur Beschreibung der Struktur von Hadronen verwendet man daher sogenannte Parton-
verteilungsfunktionen f;(z, u?), hiufig kurz als PDFs bezeichnet. Diese experimentell be-
stimmten Gréﬁen geben die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir an, das i-te Parton bei einer
Energieskala 2 und einem Impulsanteil x am gesamten Protonimpuls zu finden. Es bietet
sich fiir diesen Prozess an, p? = m? o 71 setzen. Man erhélt dann einen, durch die PDF's
bestimmten, Korrekturfaktor zum rein hadronischen Wirkungsquerschnitt, sodass hier fiir
den totalen Wirkungsquerschnitt

! ! 1 T
UQQHXOX?(S my O) = {/ dr - |:/ dxax_ {fa,A(ZEaaUQ)fb,B (m_a/ﬂ)

P (6.14)
2 T 9 g
- . dit—
+fo.a(Tas 117) faB (xa"u )}” /t_ 7t
gilt.
Dabei ist
Dab - PB,a
) ) ‘1
QS(L(, PA ] PB (6 5)



die Bjorkensche Skalenvariable'? und 7 = z, - 2. Mit p,; bzw. P4 p werden die Parton-
bzw. die Protonimpulse bezeichnet, wobei

pfib = Tgp PZ,B (6.16)
sowie
1 , 1
Py-Pg= §(PA+PB) = §S (6.17)
gilt. /S ist dabei die zur Verfiigung stehende LHC-Energie.
Ergebnis der analytischen Integration
Die Berechnung des hadronischen Anteils des Wirkungsquerschnitt durch die Integration

iiber die Mandelstam-Variable ¢ kann noch analytisch geschehen. Die Grenzen lassen sich
bestimmen zu

1
Ak [(2771?2(1) - s> + \/(s - 2m§(?) — dm, (6.18)
Wegen des Zusammenhangs
s+t+u:p1+p2+pa+pb%2m§? (6.19)
Su=2miy —t—s (6.20)
erhélt man:
t+ t+
do A
dt— = — dt - [b- [(m% — 1)+ (t+s—m? )2} —c-m? s} (6.21)
| =) W W W
mit
PR (ICE. 2 +|CE 7] (6.22)
st sls — M2 Zaq Zaq '
b= 0101
e IO} + (O}
Fiir eine Integration bei festem s fithrt dies schliefSlich auf:
* s(s —4m?2,)
do A X9
/t dt% = 545 3 — . (2b- (Bm;f(? - 4m>2~<?s + 5%) — SCm?((le). (6.23)

12Gje beschreibt den Anteil des Impulses eines Partons am gesamten Protonenimpuls und stimmt damit
mit dem x aus der Definition der PDFs iiberein. Es ldsst sich dabei zeigen, dass sie auch ein Maf
fir die Inelastizitét eines Streuprozesses ist: Man erkennt direkt aus der Definition, dass = € [0,1].
Fiir x = 1 spricht man von einem elastischen, anderenfalls von einem inelastischen Streuprozess. Dies
ermoglicht einen experimentellen Zugang zur Bestimmung der PDFs mittels tiefinelastischer Lepton-
Proton-Streuung.
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Ergebnisse der numerischen Integration

Es wurde hier die Variablentransformation 7 = z, - x; eingefiihrt; daraus folgt direkt, dass
7 € [0,1]. Die Bestimmung der unteren Grenze ergibt sich aus der Forderung, dass die
Energie der einlaufenden Teilchen mindestens grof§ genug ist, um die Massenenergie der
zwei Neutralinos im Endkanal aufzubringen, also

s > 4m3,, (6.24)
woraus sich wegen s = 75 die untere Grenze ableiten lasst:

4m§0

= — 6.25
= (6.25)
Die Integration kann nun nach Bestimmung aller bendtigten Grenzen geméifl (6.14) nu-
merisch - hier unter Verwendung des PDF Sets “CT10“ aus der LHAPDF library fiir Py-
thon 2.7 - durchgefiihrt werden. Die Darstellungen der so gewonnenen Zusammenhénge
geschieht mithilfe von Wolfram Mathematica 10.1. Dabei soll der totale Wirkungsquer-
schnitt in willkiirlichen Einheiten dargestellt werden, da hier vor allem dessen qualitativer

Zusammenhang mit der Neutralinomasse und der LHC-Energie untersucht wird.

Wir wéhlen dabei die folgenden Parameter (vgl. [6, S.9]):
Mz = 91,1876 GeV, o' = 137,036, sin?(0y ) = 0,231 und tan(B) = 45.

Beziiglich der Betrachtung der Abhéngigkeit des totalen Wirkungsquerschnitts von der am
LHC zur Verfiigung stehenden Energie wird ein Intervall von 7 TeV bis 14 TeV untersucht.
Dies umfasst jene Energiebereiche, die bei Streuprozessen am LHC bis vor wenigen Jahren

erreicht wurden, die, die derzeitig erreicht werden und die, die zukiinftig erreicht werden
sollen (vgl. [8]). Man erhélt folgendes Ergebnis:

0.0064
0.0062

0.0060

totaler Wirkungsquerschnitt(au)

0.0058

0.0056

T A Y R | I
8000 9000

I N L1
10000 11000
LHC - Energie(GeV)

12000

13000 14000

Abbildung 12: Abhéngigkeit des totalen Wirkungsquerschnitts von der LHC-Energie im
Bereich von 7TeV bis 14TeV in LO und unter Vernachléssigung der Squark-Massen fiir
den Prozess q7 — XIx! bei einer angeommenen Neutralinomasse von mgo = 100 GeV.
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Bei der Untersuchung der Abhéngigkeit des totalen Wirkungsquerschnitts fiir Neutrali-
noerzeugung von deren Masse wird ein Bereich von 100 GeV bis 1000 GeV untersucht. Da
es sich bei Neutralinos um Mischzustédnde handelt (vgl. I), hdngen die genauen Zusam-
menhénge hier stark mit den Details der Mischung zusammen. Genauere Informationen
diesbeziiglich sind bei [6] und [9] zu finden. Bisherige Erkenntnisse deuten jedoch auf den
hier betrachteten Massenbereich hin.

0.010 -
0.008|

0.006

0.004

totaler Wirkungsquerschnitt(au)

0.002|

1 1 1 1 |
200 400 600 800 1000
Neutralinomasse(GeV)

Abbildung 13: Abhéngigkeit des totalen Wirkungsquerschnitts von der Neutralinomasse
im Bereich von 100 GeV bis 1000 GeV in LO und unter Vernachldassigung der Squark-
Massen fiir den Prozess qg — X0X) bei einer festen LHC-Energie von v/S = 13 TeV.

Diskussion der Ergebnisse

Man erkennt bei der Betrachtung von Abbildung 12, dass der totale Wirkungsquerschnitt
fiir die Neutralinoerzeugung mit steigender Energie des LHCs zunimmt. Dies lésst sich
damit erklidren, dass gemifl (6.17) eine hohere Beschleunigerenergie auch eine grofiere
Schwerpunktenergie, die bei der Proton-Proton-Kollision zur Verfiigung steht, bedeu-
tet. Damit wird es wahrscheinlicher, dass bei einer Quark-Antiquark-Annihilation eine
geniigend grofle Energie zur Verfiigung steht, um ein Neutralino-Paar zu erzeugen, da
es - unter Betrachtung der PDF's - eine groflere Wahrscheinlichkeitsdichte gibt, dass bei
der Kollision Partonen mit einem geniigend groflen Impulsanteil wechselwirken. Eine Ver-
dopplung der LHC-Energie von 7TeV auf 14 TeV fiihrt hier allerdings nur zu einer Ver-
groBerung des Wirkungsquerschnitts um etwa %.

Aus Abbildung 13 lisst sich ablesen, dass der totale Wirkungsquerschnitt mit zunehmen-
der Masse der gebildeten Neutralinos abnimmt. Eine gréflere Masse bedeutet eine gréflere
Massenenergie zur Bildung der Dunklen Materie-Teilchen und damit geméf (6.24) eine
groBlere bei der Proton-Proton-Kollision benétigte Energie. Auch hier spielen die Parton-
verteilungsfunktionen, also letztlich die Aufteilung des Protonimpulses auf die einzelnen
Partonen, eine entscheidende Rolle. Ist die Neutralinomasse sehr grofl, ist es unwahr-
scheinlich, dass das Quark-Antiquark-Paar eine geniigend grofie Energie zur Bildung der
SUSY-Teilchen aufweist. Der Wirkungsquerschnitt nimmt daher ab. Es ldsst sich dabei
eine starke Abhéngigkeit von der Neutralinomasse beobachten: Der totale Wirkungsquer-
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schnitt ist bei einer Masse von 100 GeV etwa fiinfmal grofler als bei 1000 GeV.

Insbesondere ldsst sich unter der Annahme, dass das Y9 das leichteste der vier Neutrali-
nos ist, darauf schlieflen, dass der Prozess ¢7 — ¥\X} der dominante bei einer moglichen
Neutralinoproduktion und damit ein vielversprechender Kandidat fiir einen ersten expe-
rimentellen Nachweis eines SUSY-Teilchens ist.
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Teil TV
Fazit

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit wurden verschiedene quantenfeldtheoretische Prozes-
se mithilfe von Feynman-Diagrammen und den zugehorigen Regeln berechnet. Dabei lag
der Schwerpunkt auf dem Einarbeiten in die recht komplexe Thematik und der analyti-
schen Berechnung verschiedener Prozesse der QED, der QCD und der Supersymmetrie.
Diese analytischen Berechnungen erlaubten es zwar, ein grundlegendes Verstédndnis fiir
die theoretische Beschreibung von Wechselwirkungsprozessen zu gewinnen, es muss al-
lerdings kritisch angemerkt werden, dass der Mehrwert solcher Berechnungen fiir den
heutigen wissenschaftlichen Standard eher gering ist und lediglich - wie auch in diesem
Fall - zu Lehrzwecken dient. Vor diesem Hintergrund wurde im Zuge dieser Arbeit auch
ein grofler Wert darauf gelegt, die verschiedenen analytischen Rechnungen ausfiihrlich und
nachvollziehbar zu présentieren.

Fiir genauere, wissenschaftliche relevante Berechnungen, ist jedoch eine numerische Be-
rechnung der Wirkungsquerschnitte iiber die fithrende Ordnung hinaus sinnvoll, um Ab-
weichungen zwischen theoretischer Vorhersage und experimentellem Ergebnis moglichst
gering zu halten und somit die stattfindenden Wechselwirkungen gut beschreiben zu
konnen.

Die Ergebnisse fiir die Berechnung der Wirkungsquerschnitte eines Drell-Yan-Prozesses
(3.20), der Bhabha-Streuung (4.23) und der Lepton-Paar-Erzeugung (5.17) decken sich
dabei jeweils im Rahmen der getroffenen Nidherungen mit den Literaturwerten.

Bei der Beschreibung der Erzeugung eines Neutralino-Paares infolge einer Proton-Proton-
Kollision konnte der unter (6.13) ermittelte differentielle Wirkungsquerschnitt berechnet
werden. Eine Untersuchung der Abhéngigkeit des totalen Wirkungsquerschnitts von der
zur Verfiigung stehenden Beschleunigerenergie und der bis heute unbekannten Neutrali-
nomasse sind Abbildung 12 und Abbildung 13 zu entnehmen.

Zwar sind die x{ vielversprechende Kandidaten fiir Dunkle-Materie, es sollte allerdings
kritisch angemerkt werden, dass bis heute weder ein experimenteller Nachweis eines Neu-
tralinos noch eine andere etwaige Bestétigung der Supersymmetrie gelungen ist. Dass die
Messung eines SUSY-Teilchens bis dato nicht erfolgreich ist, ldsst darauf schlieffen, dass,
wenn die Supersymmetrie in der Tat in der Natur realisiert ist, diese im uns mit dem
heutigen technischen Standard zugénglichen Energiebereich gebrochen zu sein scheint.
Die Frage nach der zugehdrigen Brechungsenergie und dem Brechungsmechanismus ist
ebenfalls ein aktuelles Forschungsgebiet.

Die experimentelle Suche nach den Neutralinos wird u.a. durch die Weiterentwicklung
der groflen Teilchenbeschleuniger vorangetrieben. Man erhofft sich hierbei, bei hoheren
Energien moglicherweise schon recht bald einen ersten experimentellen Beweis fiir deren
Existenz zu erhalten (vgl. Abbildung 12).

Damit stellt die Beschéftigung mit der Thematik Dunkle Materie sicherlich sowohl hin-

sichtlich seiner theoretischen Beschreibung als auch eines experimentellen Nachweises eine
der interessantesten Herausforderungen der modernen Physik dar.
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Teil V
Anhang

Kopplungen des Z’-Bosons an Fermionen im GWS-
Modell

Die vertikale bzw. die axiale Kopplung ¢y bzw. ¢4 des Z°-Bosons an ein Fermion f sind
im GWS-Modell [5, S.284] gegeben durch:

Tabelle 1: Ubersicht der Z°-Boson-Fermion-Kopplungen

f cy ca
v 2 2
= | =4 +2sin*(Ow) | —3
Gu % — %smg(@W) %
Ga | —3+ 2sin*(Ow) | —3

Beweise zu den in Kapitel 2.2 eingefiihrten Identitéiten

Hier die Beweise zu den verwendeten Spuridentititen:

Es gilt fiir die Spur iiber zwei Gamma-Matrizen:
Triy"y"] = 4¢™, (6.26)
denn:
Triv'y"] = 5 - (Triy*y"]+ Triv'y"])

A(Try"y"] + Try"+"])

Ty + 9
Tri{y* 2"

- 2gMTr[14]

14

NN NN =N =

I
W

K
=

Es gilt fiir die Spur iiber vier Gamma-Matrizen:
Triyv ™7 = 4 (g 7g" — 79" + ¢"7g™) . (6.27)
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Fiir den Beweis betrachte man:
Triy*y"y*7) = Trly"y" (29" =77
= 29" Tr[y"y"] = Triy"y"77).
Fiir den rechten Term gilt dann analog;:

oV A

Triy* "y = 20" Trly"y*] = Triy"y"7" 7.
Wendet man nochmal denselben Trick auf den rechten Term an, erhélt man:
Triyy'y" '] = 20" Triy"y*) = Trly" ")
Die linken Terme lassen sich jeweils direkt mit (2.8) berechnen:
29" Tr[y""] = 8g™ g

29" Tr[y"y"] = 89”7 g
2¢"7Tr[y'y"] = 8¢"7g™.

Setzt man all dies in obigen Ausdruck ein, so erhélt man:
Tr ['7 ,yu,yx\,ya] _ 89)\09“” 8gm:rgu)\ + 89“0 VA TT['YU”YM’YV’}/A],
wobei

VvV, A O

Trly7 "'y = Triy"y" ™)
wegen zyklischer Vertauschung gilt. Damit ergibt sich insgesamt:

8gm7gu>\ + 8gua vA

2-Trly"y"+*y] = 8¢g*
4 (g g =g 9"+ g" g .

= Tr[y*y*v*7)

Die Spur iiber eine ungerade an Gamma-Matrizen ist stets null

Tr(y*-...-4“] =0  falls n ungerade, (6.28)

n

denn es gilt:
Triy® - ¥l =Trly™ - 7"y,
da v5v® = 14. Da ~°® mit den anderen Gamma-Matrizen antikommutiert, folgt weiterhin:
Trly® oy = ()" Trly*y™ - 997,

wobei n die Anzahl der Gamma-Matrizen in der Spur ist. Unter Ausnutzung von zyklischer
Vertauschung folgt dann:

(=)™ - Tr[y°>y* - .- 499°] = (=1)" - Triy°y > - ... - 9¥]

=Triy*- .- ¥ =(=1)"-Tr[y*-...- 7).



Dies ist offensichtlich fiir n gerade immer erfiillt, fiir n ungerade ist dies nur erfiillt, falls
die Spur gleich null ist.

Ebenso verschwindet die Spur iiber v°. Es gilt hier sogar:
Tr[y°] = Tr[y*+"~4°] = 0. (6.29)
Fiir den ersten Teil des Beweises wird zunéichst
Trly’] = Tr[y*"), (6.30)

betrachtet, wobei 79 = 1, genutzt wurde. Da v° und 7° antikommutieren, gilt weiterhin
unter Ausnutzung zyklischer Vertauschung:

Tr[y*°y°) = =T’y
= —Tr[y’7"y’]
=—Tr[y’].
Damit folgt offensichtlich:
Tr[y’] = =Tr}y°] = Tr[y’] = 0.
Analog lasst sich auch zeigen, dass
Triyty"~% = 0.

gilt. Dazu ergénzt man einfach zwei Gamma-Matrizen v*, wobei av # pu,v, antikommutiert
dreimal, was wiederum auf ein negatives Vorzeichen (—1)3 fiihrt und nutzt die zyklische
Vertauschbarkeit der Spur aus.

Um zu zeigen, dass
Triyty" Py 7y°] = diet™ (6.31)

gilt, ldsst sich zunéchst einmal analog zum vorherigen Beweis argumentieren, dass die
Spur gleich null ist, falls (urAo) keine Permutation von (0123) ist, also ein Wert doppelt
auftritt.

Sollten alle vier Gamma-Matrizen auftreten, fithrt das Vertauschen der Reihenfolge zu
einem wechselnden Vorzeichen wegen der Antikommutatoridentitédt. Also muss die Spur
proportional zu e***? sein.

Das Vorzeichen 4: ergibt sich direkt, da man - falls alle Gamma-Matrizen auftreten -
v? = i7%y'92~43 ausnutzen kann. Es bleibt dann in diesem Fall also noch:

Tr[’y“”y”’y)‘fy"’y‘r’] = Tr[i’y575] =i -Tr[ly =4i

Die Spur iiber ¥° mal einer ungeraden Anzahl an Gamma-Matrizen ist ebenfalls gleich

null:
Tr[y>~*-...-4*] =0 falls n ungerade. (6.32)

n
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Auch dies folgt direkt aus der Antikommutatorrelation: Man kann ~° einfach von links
nach rechts ”durchrutschen”lassen. Wegen zyklischer Vertauschung ist die Spur dann im-
mer noch diesselbe. Bei jeder Vertauschung erhélt man einen Vorzeichenwechsel; es gilt

also:
Triy’q® - 4] = (=1)"-Triy° % - .. 9],

n n

was offensichtlich fiir n ungerade nur fiir Tr[y>y* - ... - ] = 0 erfiillt wird.

n

Weiterhin niitzlich sind einige aus der Definition der Feynman-Slash-Notation ¢ =
~v*a, folgende Identitédten.

Es gilt in diesem Zusammenhang:

VBV = 7" @ by N Ve (6.33)
= YY" Mo aubyen
=—27 vk
= —27Acxy”b,,7“au

= —2¢b¢.

sowie:

Vb = 77" a0y b Va (6.34)
=7 (v"7")Yaauby
= 729" = ¥"v*)Vaa,uby
= 726" a,b,70 — YY"V Yatuby
= 2(a - b)YV — 49" ab,
=8(a-b) —4(a-b)

— 4(a - b)
und auflerdem:
Tr{gH) = 5 - (Trlgh)+ Tr{b) (6.35)
— % - Tr(dh + bd]
= & Trl{ )]
= 2 Trl2(a-b)
— 4(a-b)

Hier sind a, b und ¢ beliebige Vierervektoren.
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