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1. Einleitung

Seit einigen tausend Jahren beschéaftigt sich die Menschheit mit der Frage wie Materie im Innersten
ausschaut? Dabei entstanden verschiedene Losungsanséitze. In der griechische Philosophie vertra-
ten Leukipos und Demokrit die Idee vom ,,Atomos“; dem kleinsten unteilbaren Bestandteil. Doch
hatten Sie keine technischen Realisierungsmoglichkeiten gehabt, mit denen er eine mathematische
Beschreibung des kleinsten Bauteils der Materie ausarbeiten konnte. Somit entstanden kontrére
Ansétze woraus Materie bestehen kénnte. Immanuel Kant hat im 18.Jh die Hypothese aufgestellt,
dass die Materie unendlich hiufig aufgespalten werden kénne. Auch ihm fehlten die Realisierungs-
moglichkeiten zur Bestdtigung seiner Theorie.

Mit heutigen Methoden, den Teilchenbeschleunigern, kann gezeigt werden, dass die Materie aus
Elementarteilchen, den kleinsten Objekt im Universums, besteht. Dazu werden in Teilchenbeschleu-
nigern zum Beispiel Elektronen gegen Protonen beschleunigt. Wenn der Impuls des beschleunigten
Elektrons gro8 genug ist, kann er zu einer Aufspaltung des Protons fithren. Hieraus kann ermittelt
werden, dass die Protonen aus Quarks und Gluonen bestehen, welche durch die starke Wechsel-
wirkung, dessen Austauschteilchen Gluonen sind, zusammengehalten werden. Das Proton besteht
wiederum aus Partonen die Elementarteilchen sind. Hier findet die Suche nach den kleinsten Be-
standteilen des Universums ein Ende.

In Abb. [L.1]ist skizzenhaft der Aufbau dieser Arbeit dargestellt. Zuerst wird sich mit der Theorie des

Hiseilois Dl Numerik Diskussion

Protons Gleichungen

Abbildung 1.1.: Hier ist skizzenhaft der Aufbau der Bachelorarbeit zu sehen. Zuerst wird sich
der Theorie des Protons gewidmet und mathematisch dargestellt. Aus der Theorie heraus kénnen
die DGLAP-Gleichungen hergeleitet werden. Diese Gleichungen kénnen analytisch nicht berechnet
werden, sodass hier ein numerischer Ansatz gewéhlt wird. Die Resultate werden zum Schluss der
Arbeit diskutiert.

Protons beschéftigt. Dieses findet sich in dem Kapitel ,,Streuprozesse* wieder. Hier wird diskutiert,
wie das heutige Partonenbild zustande gekommen ist und wie es mathematisch behandelt werden
kann. Alle Informationen, welche ermittelt werden, werden nur aus streutheoretischen Berechnun-
gen heraus geschlossen, sodass hier der differentiellen Wirkungsquerschnitt die fundamentale Grofie
ist. Von den theoretischen Uberlegungen, welche im Kapitel ,,Streuprozesse“ unternommen wurden,

kann auf die DGLAP-Gleichungen geschlossen werden. Sich ein einheitliches Bild des Protons zu
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machen, wird sich als problematisch herausstellen, da das Proton je nach Kollisionsenergie des
Elektrons eine andere Verteilung der Quarks und Gluonen besitzt. So kann die Kollisionsenergie
als Auflésungsskala des Protons betrachtet werden. Je héher der Impulsiibertrag auf das Proton ist,
desto mehr Partonen kénnen innerhalb des Protons beobachtet werden. Diese verschiedenen Prozes-
se sind im Kapitel ,Herleitung der DGLAP—GleiChungen‘ﬂ beschrieben. Die DGLAP-Gleichungen
sind nicht analytisch l6sbar, sodass hier ein numerischer Ansatz gewdhlt wurde. Der numerische An-
satz ist im Kapitel ,,Analytische Arbeit zum Programmcode” dargelegt. Die DGLAP-Gleichungen
werden im Ortsraum gelost, mithilfe des Runge-Kutta-4-Algorithmus. So kann bei einer vorgege-
benen Energie die jeweilige Verteilung der Quarks und Gluonen im Proton bestimmt werden. Am
Ende werden die numerischen Resultate diskutiert. was zum letzten Themengebiet dieser Arbeit
fiihrt.

'Diese Gleichungen wurden unabhingig von den Wissenschaftlern Yuri Dokshitzer, Wladimir Naumowitsch Gribow,
Lew Nikolajewitsch Lipatow, Guido Altarelli und Giorgio Parisi entwickelt, nach dessen Anfangsbuchstaben diese
Gleichungen benannt wurden.



2. Streuprozesse

Die experimentell zugéngliche Grofie bei Streuexperimenten ist der Wirkungsquerschnitt. Dieser
wird in allen vorliegenden Féllen modelliert. Der differentielle Wirkungsquerschnitt (do) ist im
allgemeinen definiert, als der auslaufenden Teilchenstrom (jaus), welcher durch den einlaufenden
Teilchenstrom (jein ) normiert wird, pro Raumwinkel (d€2). Dieser ist proportional zum Betragsqua-
drat der Streuamplitude (f).

do = 2224Q ~ | f|%. (2.1)

Jein

Die Streuamplitude kann mittels Feynman-Amplituden berechnet werden. Die betrachteten Pro-
zesse laufen alle nach demselben Muster ab. Elektronen werden auf Energien im GeV-Bereich
beschleunigt und an anderen Teilchen (hier Myon, Proton oder Parton) gestreut. Die Kollisions-
partner streuen und es lasst sich ein Wirkungsquerschnitt ermitteln, indem die Impulse des ein-
und auslaufenden Elektrons und des/der auslaufenden Teilchen gemessen wird/werden. Die theo-
retisch ermittelten Werte konnen im Folgenden mit experimentellen Daten verglichen werderﬂ Da
das Elektron mit einer im relativistischen Sinne nicht zu vernachléssigenden hohen Geschwindig-
keit auf das Teilchen trifft, wird im Folgenden relativistisch gerechnet. Dazu wird der Formalismus
aus der speziellen Relativitdtstheorie benutzt. Die Wellengleichung ist durch die Diracgleichung
beschrieben und die Impulse erhalten die Form von Vierervektorenﬂ An drei Beispielen wird der

Feynmann—Formalismueﬂ behandelt.

1. Elektron-Myon-Kollision
2. Elektron-Proton-Kollision
3. Elektron-Parton-Kollision

2.1. Elektron-Myon-Kollision

Um uns der Diskussion von Elektron-Proton-Kollision zu ndhern betrachten wir zunéchst den
einfacheren Fall von e‘u‘—Streuunﬂ e u- — e‘u‘ﬂ In Abb. ist das fithrende Feynmann-
Diagramm dieses Prozesses dargestellt. Das Elektron wechselwirkt iiber ein Photon mit Impuls

(q) mit dem Myon. Das einlaufende/auslaufende Elektron besitze einen Impuls (k/k’) und das

! Auf eine experimentelle Bestétigung der Theorie wird innerhalb dieser Arbeit nicht eingegangen.

2Eine Herleitung der Diracgleichung kann in [1] nachgeschlage werden.

3Mit dem Feynmann-Formalismus ist die Berechnung der Feynman-Diagramme mittels der Regeln in Gleichung
bis Gleichung gemeint.

1Die Beschreibung einer Streuung an einem Elementarteilchen wird vor allem im Partonmodell des Protons wieder
aufgegriffen.

®Der Formalismus fiir die Elektron-Myon-Kollision wurde aus |1] entnommen.
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einlaufende/auslaufende Myon besitze den Impuls (p/p’). Die Konstruktion der Streuamplituden

€ €

17 p

Abbildung 2.1.: Hier ist ein Feynmann-Diagramm aufgetragen. Ein einlaufendes Elektron (e™) trifft
auf ein einlaufendes Myon (1~ ). Dabei wird der Photonenimpuls (¢) tibertragen. Nach der Kollision
werden beide Teilchen gestreut.

von Gleichung (2.2) und Gleichung (2.3) kénnen mit den ,Feynmann-Regeln®, siehe im Anhang
Gleichung (A.1]) bis Gleichung (A.3), beschrieben Werdenﬂ

—iM = [ue (K, s)ier"ue(k, s’)]%[ﬁu(ﬂ, s”)z’e’ypuu(p, s (2.2)

. 9r— T
= ie®[te(K', s)7y" ue(k, s")] e [ (0, 8" )y (p, s™))-

Auf die adjungierte Streuamplitude kann mittels der Relationen Gleichung ({A.4]) bis Gleichung (A.7))

geschlossen werden.

—iMP = —*[uc(k', s)y ue(k, ")) _292“'7 (@ (', ")y upu(p, ™)) (2.3)

1
= _62 [ﬂe(k;’ Sl)fy'uue(k/? 8)] ? [ﬂu(pa SH/)VMUM(pla S”)]'

Da jedes Teilchen in jedem moglichen Spinzustand vorkommen kann, muss iiber alle moglichen

Spinzustdnde summiert werden, sodass auf das Betragsquadrat der Streuamplitude geschlossen

SHierbei steht der Index beim ein- und auslaufenden Fermion fiir die Teilchensorte. Der Index p steht fiir das Myon
und der Index e fiir das Elektron. s - s”’ beschreiben die Spinzustinde, welche im allgemeinen fiir jedes Teilchen
verschieden sind.
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werden kann, welcher proportional zum Wirkungsquerschnitt ist.

4

S MM = S S 8y e ) . ) (2.4)

S,SI,S”,S/// 575/78//,5

[tte (, 8" )y ue (K, 8)][(p, 8”7 up(p', 7).

Da die Terme fiir die ein- und auslaufenden Fermionen durch Vektoren dargestellt werden und
die Propagatoren fiir die Quantenelektrodynamik (QED) durch Tensoren dargestellt werden, kann
mittels Relationen aus der linearen Algebra Gleichung zu Gleichung umgeschrieben
werden. Dazu werden Gleichung bis Gleichung bendtigt.

4
S o MmE= %Tf((’mk'“+me)7”(wk“+me)7") (2:5)

S,S/,SH,S///

Te((yup™ + my) 7™ (qup™ + my)y").
Aus Gleichung ([2.5)) kénnen die Leptonentensoren von Myon und Elektron aufgestellt werden.

L = 4(KMEY + KK = (K -k —m2)g"), (2.6)
L = 4(p),py + oo — (0 P — M) G- (2.7)

Dabei kann erkannt werden, dass sich die Streuamplitude aus beiden Leptonentensoren wie in

Gleichung ([2.8) zusammensetzt. Setzt man Gleichung (2.6) und Gleichung (2.7)) in Gleichung ([2.8)

ein, erhéilt man:

4
&
Yo MM = L opyen = (2.8)
878/75”75”/ q
16e*
e (K"K pupy + KM K ppy + KV K ppy + K K py,p) — (2.9)

k/“ky(p/ D= mi)guu - k/l’kﬂ(p/ D= mi)g/w_
ppu(K -k —m2)g" — plpu(k -k —m2)g" +
AK' -k —m2)(p' - p—m2).

Man sieht, dass die Streuamplitude durch die Leptonentensoren ausgedriickt wirdﬂ Durch Multi-
plikation beider Tensoren kann die Streuamplitude beschrieben werden. Mit Gleichung (A.10]) und
Gleichung (A.11)) kénnen diese Terme vereinfacht werden:

> MM = (2.10)

8,5’,5”78/”

8 4
q%((k’ )k p) + (K -p)(k-p) — K - km? —p - pm? + 2m>m?).

7An dieser Stelle kann ein Vergleich mit der Berechnung des Wirkungsquerschnittes des Protons gezogen werden. An
dieser Stelle kann der Leptonentensor des Myons durch den Hardronentensor des Protons ausgetauscht werden.
So erkennt man direkt die Analogie zwischen den beiden Diagrammen, sieche Abb.
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Die Elektronenmassen sind im Verhéltnis zu den Myonmassen und den gegebenen Impulsen klein,
somit kénnen Terme in denen die Elektronenmasse auftritt vernachléssigt werden. Die Gleichung
vereinfacht sich mithilfe von Gleichung (A.15]) zu:

8e? 1(12

(M = (—5a* (k- p =k p)+ 2(K - p)(k - p) + mZg?). (2.11)

2 H

Um einen einfacheren Ausdruck fiir den differenziellen Wirkungsquerschnitt zu erhalten, betrachten
wir das Ruhesystem des Protons. Es wird Gleichung (A.17)) verwendet:

|M|* = (2.12)
8et 1 1
8et ¢*mu(E-FE) ¢

2om2EE'(1 =
2P E 4m2EE +1EE)
ge? 2 / 2 q2
?2mMEE (COS (0/2) — 2mz

sin? (/2)). (2.13)

Daraus ergibt sich der differentielle Wirkungsquerschnitt, indem eine Proportionalitdtskonstan-
te modelliert wird. Die konzeptionelle Vorgehensweise den differentiellen Wirkungsquerschnitt zu
modellieren, findet sich in Gleichung (A.18]).

do 4a2E/2 5 q2 o q2
a4 (cos” (6/2) — 22 sin® (0/2))d(v + E) (2.14)
mit
CT 16n2

Somit ergibt sich der differentielle Wirkungsquerschnitt im Ruhesystem. Diese Formel kann zu

einer, innerhalb der Delta-Funktion, dimensionslosen Formel umgeschrieben werden.

d;/(:m - (2.15)
‘la;f'?(i cos? (6/2) — m;y sin? (8/2))5(1 + 2:;) -
42;5/2(003 (0/2) — xsin®(6/2))6(1 + )
mit
Q> =-¢,
q2
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Die Form wird im Partonmodell wieder auftreten, wobei dem z eine besondere Bedeutung zu

kommt. Wir wollen z im Folgenden Bjorken-x nenneﬂﬂ

2.2. Elektron-Proton-Kollision

In Abb. ist das Feynmann-Diagramm einer Elektron-Proton-Kollision dargestelltﬂ Im Ruhe-
system des Protons trifft ein beschleunigtes Elektron mit Impuls k in den Wechselwirkungsbereich
des Protons ein. Da das Elektron negativ und das Proton positiv geladen ist, ist das Austausch-
teilchen, welches zwischen den Teilchen wechselwirkt, ein Photon. Das Photon besitzt einen Impuls
q = k — k' und das auslaufende Elektron besitzt ein Impuls k’. Je nachdem wie viel Energie auf das
Photon iibertragen wird, kommt es entweder zur elastischen oder zur inelastischen Streuung. Da
hier der Anspruch besteht, das Innerste eines Protons zu beschreiben, wird der Fall der inelastischen
Streuung betrachtet. Hierbei wird das Proton, welches den Impuls p hat, in mehrere Partonen auf-

gebrochen. Wie bereits im obigen Prozess beschrieben, kann der differentielle Wirkungsquerschnitt

k K’

D,

P P}

Abbildung 2.2.: Hier ist ein Feynmann-Diagramm aufgetragen. In diesem Fall trifft ein Elektron
auf ein Proton. Diese wechselwirken tiber ein virtuelles Photon. Nach dem Impulsiibertrag, spaltet
sich das Proton in mehrere Partonen auf [2].

iiber die Kontraktion des Leptonentensors fiir das Elektron und des Hardronentensors fiir das Pro-
ton, mittels einer Proportionalitdtskonstanten und der Amplitude beschrieben werden. Die Relation
fiir den Wirkungsquerschnitt kann im Laborsystem durch folgende Gleichung beschrieben werden.

2
do a E"

dEdQ — ?f‘CElektronwﬂV' (2'16)

In Abb. kann dem Elektron ein leptonischer Tensor und dem Proton ein hardronischer Tensor
zugewiesen werden. Eine explizite Darstellung des leptonischen Tensors wurde bereits in Glei-
chung (2.6) hergeleitet. Dieser ldsst sich ebenfalls fiir die Elektron-Proton-Kollision verwenden.

8Nshere Diskussionen zu dem Bjorken-z im Kapitel ,Das Partonmodell“
9Der Formalismus fiir die Elektron-Proton-Kollision wurde bis auf einige Ausnahmen, auf die im Text verwiesen
wird, aus [1] entnommen.
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Weiterhin muss der Leptonenfluss konstant sein, was durch die Kontinuitatsgleichung folgt. Es gilt
dabei:

q#‘cl];]ll/ektron = ql’ﬁ%lyektron =0. (217)

Somit fehlt nur noch der hadronische Tensor. Dieser wird so allgemein wie méglich angesetzt. Dazu
werden alle moglichen symmetrischen und antisymmetrischen Kombinationen des Protonenimpulses

p* und des Impulsiibertrages ¢* zusammengesetzﬂ

WQ in W4 W5
WH = Wi + —p'p” + Q—QE“VP’\ppp,\ +—a"¢" + — (p"q" + ¢"p"). (2.18)
m? my, my my,

Der Term Wj ist C-parititsverletzend und kann deshalb in der Quantenchromodynamik (QCD)

nicht vorkommen. Der Hardronenfluss muss ebenfalls erhalten bleiben:
gV = g, W = 0. (2.19)

Aufgrund von Gleichung (2.17) und Gleichung (2.19) werden Terme linear abhéngig, sodass nur
noch zwei Terme linear unabhéngig sind. Somit geht Gleichung (2.18]), unter Beriicksichtigung von

Gleichung (2.17) und Gleichung ([2.19)), in

qa"q” 1 p-q , Pq .,
7))+W2W(p"’— ?CJ”)(P 2 )- (2.20)

I

W“V - Wl(_g“y —'l—

iiber. Als néchstes setzt man den hardronischen Tensor und den leptonischen Tensor in die Glei-

chung zur Berechnung der Streuamplitude ein.

3 MM = (2.21)
64 v
qjﬁElektronWHV =
et 4uq 1 pq pq
7£MVe ron Wl _g,ul/ + £ + WQ* Pu— 5 4qu)\Pv — —5 Q)| =
q4 Elekt [ ( qg ) m;%( 14 q2 M)( qQ )]
et 2W
A OV = 2me) + S5 (- p) o k) = (6 -k = m)p- ).
n

Im Ruhesystem des Protons erhilt man unter Vernachlassigung der Elektronenmasse:

v 2.
[’%lektronWm/ - 4W1(k/ : k) + 22 (2(]{’ ' p)(p : k) - mi(k/ ) k)) (222)
W

9Gleichung (2.18) ist aus [4] entnommen worden
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Aufgrund von geometrischen Uberlegungen, welche analog zu den Uberlegungen von Gleichung (A.17)
geschlussfolgert werden konnen, kann diese Formel in Gleichung (2.23)) umgeschrieben werden:

£%?ektronwl“’ = (223)

W.
— 2% + 77722(4(19 k)(K - p) + mig?) =
m

—2W1¢* + %(4@ k) (p- k') — A4m2EE'sin (0/2)°) =

o
, 2 (p-K)(p-F)
8W1EE/ S1n (9/2) + 4EE,W2(T/WL2

AEE'(2Wy sin (0/2)? + Wa(1 — sin (0/2)%)) =
AEE'(Ws cos (0/2)% + 2W, sin (0/2)).

— sin (0/2)?) =

Wird Gleichung (2.23)) in Gleichung (2.16]) eingesetzt, erhalten wir den differentielle Wirkungsquer-
schnitt.

do B
dFEdQ
a? E'
?Eﬁglllektronwﬂl’ =

(2.24)

2

(6 .
W(WQ COS(0/2)2 + 2W1 Sin (9/2)2)
mit

4

2 e

RN

pgq
V= —

my,

Somit ist der differentielle Wirkungsquerschnitt des Protons berechnet worden.

2.3. Vergleich beider Wirkungsquerschnitte

In den vorangehenden Kapiteln wurde der Wirkungsquerschnitt der Elektron-Myon-Kollision und
der Elektron-Proton-Kollision gefunden. Um einen direkten Vergleich zu ermoglichen, werden die

Wirkungsquerschnitte im Einzelnen miteinander verglichen:

o o? / 2 2
erM%eu - 4E251n4(6/2)f«7(6052 (0/2) — 2an2 sin? (0/2))d(v + 2qim)’ (2.25)

dO' ()[2 E/ ) ) ) L,
(Wa(v,q%) cos” (0/2) + 2Wi (v, ¢°) sin” (0/2)). (2.26)

dQep—ep;  AE?sin? (0/2) E

An diesen Wirkungsquerschnitten ist zu sehen, dass die Elektron-Myon-Kollision eine Kollision

zwischen zwei Elementarteilchen ist, da hier eine Delta-Funktion im differentiellen Wirkungsquer-
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schnitt auftaucht. Bei der Elektron-Proton-Kollision hingegen ist keine Delta-Funktion vorhanden,
sondern es sind zwei ,,Amplituden“ zu beobachten: W; und Ws. Beide Amplituden sind von zwei

Groflen abhéangig:

1. Dem Bjorken-x, der den Bruchteil des Impulses, welches ein Parton nach der Kollision
erhalten hat,beschreibt.

2. ¢, welches den Impulsiibertrag des Elektrons an das Proton beschreibt

Bei der Auswertung des Wirkungsquerschnittes werden hier mehrere Teilchen abhéngig vom jewei-
ligen Bjorken-z und der Energie des iibertragenen Impulses es Elektrons detektiert. Diese beiden
freien Parameter werden unabhéngig voneinander variiert. An dieser Stelle kdnnen zwei weitere

Fragen gestellt werden:

1. Wie sehen die Strukturfaktoren des Protons aus?
2. Mit welcher Hdufigkeit treten die verschiedenen Partonen, beim jeweiligen Impulsiibertrag
auf?

Die erste Frage kann dariiber geklért werden, indem dem Elektron immer mehr Energie beim Stof3
zugefithrt wird. Bei sehr groflen Energiewerten ist zu beobachten, das sich das Proton wie eine
Zusammensetzung aus Punktteilchen verhélt. Dies wird mathematisch im Partonmodell erklart.

Die zweite Frage kann mittels der DGLAP-Gleichungen erklért werden, da diese die Haufigkeitsver-
teilung der Quarks und Gluonen fiir verschiedene Kollisionsenergien angibt. Hier treten Einfliisse
der Quantenchromodynamik auf, welche im Kapitel ,,Herleitung der DGLAP-Gleichungen® erklart

werden.

2.4. Partonmodell

2.4.1. Motivation

Wie bei der Elektron-Proton-Kollision kann der Prozess eP — eX als Aufspaltung des Protons P
in viele Partonen X beschrieben werden, wobei die Streuung nicht am gesamten Proton betrachtet
wird, sondern an den jeweiligen Partonerﬂ Partonen sind alle Elementarteilchen, aus denen ein
Proton aufgebaut isﬂ Somit werden die Strukturterme in obiger Rechnung dieselbe Form bekom-
men, wie die eines Dirac-Punktteilchens. Wenn dieser Strukturterm wieder durch die Anschauung
der Partonen ersetzt wird, wandelt sich Gleichung in die Form von Gleichung um, mit

2mWPO = 15(1 — ), (2.27)
pWEE — (1 — ). (2.28)

Anhand dieser Gleichungen kann beobachtet werden, dass die Strukturfunktionen fiir ein festes aber
beliebiges Bjorken-z unabhingig von Q? sind. Das entspricht dem Experiment, vergleiche Abb.

"' Die theoretische Ausarbeitung orientiert sich an [1].
21n fithrenden Berechnungen werden nur up-, down-, und strange-Quarks betrachtet.
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2.4.2. Partonformalismus

Um die Q*-Unabhingigkeit zu rechtfertigen, wird der Parton-Formalismus eingefithrt. Dieser ist
nur bei grofleren Energien gerechtfertigt. In Abb. ist der Ubergang der beiden Modelle darge-
stellt. Im Kapitel , Elektron-Proton-Kollision“ wurde der Impulsiibertrag eines Photons am Proton
dargestellt. Dies ist im linken Bild zu erkennen. Wenn die Kollisionsenergie weiter erhéht wird,
streut das Photon nicht am Proton, sondern an den Bestandtteilen des Protons, an den Partonen.
Dies ist im rechten Bild zu erkennen. Somit besitzt jedes Parton einen Bruchteil der Energie des
Protons. Die Summe iiber die Energien aller Partonen miissen dabei die Energie des Protons lie-
fern. Hier stellt £ das Verhéltnis zwischen Partonenenergie und Protonenenergie dar. Im Folgenden
sollen dem Proton die Gréflien P = Impuls des Protons, M = Masse des Protons zugeordnet werden
und dem Parton die Gréflen p = Impuls des Partons, m = Masse des Partons. Somit lasst sich der
Impuls des Partons durch Gleichung und Gleichung beschreiben.

p=¢P, (2.29)
m = &¢M. (2.30)

Die Beschreibung ist nur unter der Pramisse, dass ein System gewéahlt werden muss, indem die
Masse vernachléssigt werden kann, giiltig, da eine variable Masse unphysikalisch ist. Dies ist der
Fall, wenn in ein System gewechselt wird, welches die Vorraussetzung (|p| >> Mmparton, MProton)
erfiillt, so dass der Impuls des Elektron viel grofler ist, als dessen Masse. Aufgrund der grofien
kinetischen Energien, welche als Voraussetzung existieren, liegt der Fall vor. Ebenfalls ldsst sich

das oben beschriebene Bjorken-z auf das einzelne Parton {ibertragen.

2E=1x= (2.31)

2p-q

Diese Relationen kénnen in folgendem Bild visualisiert werden.

Zudem konnen Parton-Verteilungsfunktionen (f;) definiert werden. Sie erfiillen die Beziehung:

41 <7 q| S

Proton Parton __ Parton Parton

Abbildung 2.3.: Veranschaulichung des Ubergangs vom Protonmodell zum einzelnen Parton. Im
linken Bild ist die Kollision eines Protons mit dem eines Photons dargestellt. Nach der Kollision
spaltet sich das Proton in mehrere Partonen auf. Hier ist im Bild zur Vereinfachung des Sachver-
haltes anstatt mehrerer Partonen nur ein Parton eingezeichnet worden. Im rechten Bild wurde das
Proton gegen ein Parton ersetzt.
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dp;
d¢ -

Dies beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass das i-te PartonlE den Bruchteil £ des Protonenim-
pulses P besitzt. Aufgrund der Wahrscheinlichkeitsinterpretation folgt, dass die Summe iiber alle

fi(€§) =

(2.32)

Erwartungswerte der Parton-Verteilungsfunktionen eins ergeben muss.
> [ende=1. (2:33)
i

Mit diesen Definitionen ist es moglich, die Q?-Unabhingigkeit zu zeigen. Hierfiir wird der differen-
tielle Wirkungsquerschnitt mithilfe von Gleichung (2.33) aufgestellﬁ

do (ep —eX) / de (e o(ep; — epl) (2.34)

dE'dS2 dE'dS2

Setzt man hier das Ergebnis einer Dirac-Punktteilchen-Streuung eirﬁ, unter der Beriicksichtigung

das jedes Parton eine unterschiedliche Ladung (e;) besitzen kann, erhélt man:

do(ep —eX)
T (2:35)
o2 e e
—_—— i 2 2 —).
D 2 [ desi€)eos? (8/2) — 3L s /2500 + 1)
Mithilfe von Gleichung (A.21) kann der Wirkungsquerschnitt umgeschrieben werden:
do(ep — eX)
T ) 2.36
dE'dQ (2.36)
a? 2 L.
mZe fz @x COS (9/2 ESIH (9/2))
Durch Koeffizientenvergleich mit Gleichung (12.24]) ergibt sich das folgende Resultat.
WP = 213" €2 fi(x), (2.37)
QQWSOMt = 8ma? Z e fi(x). (2.38)

Hier zeigt sich die Unabhéngigkeit der Strukturfunktionen von @Q? fiir ein festes aber beliebiges .
Nachfolgend eine Illustration: Dazu wird Abb. betrachtet. In Abb. ist eine skizzenhafte Be-
schreibung des Protons dargestellﬂ Das Proton spaltet sich in drei Quarks auf, den Valenzquarks.
Die Anzahl der Valenzquarks bleibt erhalten, sodass ein Proton immer aus uud-Quarks dargestellt
werden kann. Diese Beziehung duflerst sich in Abb. durch die drei parallelen Linien, welche

mit up-, up- und down-Quark bezeichnet sind. Diese drei Linien bleiben wahrend allen Prozessen

3Hier zahlt i alle moglichen Partonen, welche mit dem Photon interagieren.

1Dje Herleitung zur Bestimmung des Wirkungsquerschnittes kann in |7] nachgelesen werden.

5Das Ergebnis ist Analog dem Myon Prozess zu iibernehmen

16Das Photon (die geschlangelte Linie) wird in diesem Bild wieder dargestellt, um den Streuprozess zu visualisieren.
Dieser findet am einzelnen Parton statt, wie es bereits in Abb. diskutiert wurde.
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0.5 —

04—

sl [ [Peetir W4

vW.
’ 0.2 |— ,

01—

0? (GeV/c)?

Abbildung 2.4.: Auf der z-Achse ist Q2 in (GeV/c)? aufgetragen. Auf der y-Achse ist vWo aufge-
tragen. Die Messwerte zeigen die Unabhingigkeit von @2, da die Abhingigkeit zum Strukturfaktor
konstant ist.[1]

unverdandert. Die Valenzquarks kénnen einen Impuls in Form eines Gluons abgeben. Die Gluonen
sind die gekringelten Linien in Abb. Hier gibt es mehrere Mdoglichkeiten, wie sich die Gluonen
von einem Quark l6sen beziehungsweise wieder mit einem Quark verschmelzen kénnen. Ein Quark
kann Gluonen aufnehmen oder abgeben. Ebenfalls kann ein Gluon sich in ein Quark-Antiquark-
Paar aufspalten oder durch ein Quark aufgenommen werden (Selbstwechselwirkung)m Der Fall auf
den hier gesondert eingegangen wird, ist das Gluonen sich in Quark-Antiquark-Paare aufspalten.
Dies kann nur bei geniigend hohen Energien der Gluonen geschehen, sodass hier nur Paarbildungen
beziglich der up-, down- und strange-Quarks angenommen werden. Diese nennt man See-Quarks.
Im Bild sind die See-Quarks durch zwei Pfeile gekennzeichnet, welche einen Winkel untereinan-
der einschlieflen. Zur Verdeutlichung wurden hier nur die up- und strange- Flavour aufgezeichnet.
Ebenfalls wiaren down- und anti down- Kombinationen moglich. Im strange-Flavour ist ein weiteres
Gluon dargestellt, welches von einem strange-Quark ausgeht. Falls dieses Gluon genug Energie be-
sitzt, kann hier ebenfalls eine Paarbildung stattfinden. Wenn mit Hilfe dieses Bildes eine Verteilung
von Quarks im Proton durchgefiihrt wird, ergibt sich Abb. Der Peak der Verteilungsfunktion
liegt gerade bei % des Bjorken-x, da drei Valenzquarks vorliegen und jedes Quark gleichberechtigt
einen Bruchteil des Impulses mit sich fiihrt. Wird héufiger an Seequarks gestreut, ist es verstdnd-
lich, dass sich die Verteilungsfunktion unterhalb der %—Grenze erhohen wird, da der Bruchteil der
Impulse auf mehrere Quarks verteilt werden kénnen. Je hoher die Energie der Elektronen ist, desto
haufiger wird an See-Quarks gestreut. Dieses Verhalten ist aus der Numerik ersichtlich geworden,
welcher iiber die DGLAP-Gleichungen modelliert wurde.

"Diese Moglichkeiten werden im Kapitel ,,Splitting-Funktionen“ diskutiert und Anhand vereinfachter Grafiken er-
lautert.
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Gluon
Photon M\
- up-Quark

up-Quark

%‘% w . down- Quark

up- / anti up-
Quark

Y

Proton

A

strange- / anti
strange- Quark

Abbildung 2.5.: Hier ist beispielhaft dargestellt, was sich innerhalb eines Protons abspielen kann.
Die geraden Linien stellen dabei die Valenzquarks dar. Die gekringelten Linien stellen die Aus-
tauschteilchen der starken Wechselwirkung dar, die Gluonen. Weiterhin kénnen verschiedene In-
teraktionen betrachtet werden: Die Aufspaltung eines Gluons in ein Quark-Antiquark-Paar oder
die Selbstwechselwirkung eines Quarks und eines Gluons, sowie die Aufnahme und Abgabe von
Gluonimpulsen .

-\\ Gluon
Photon M
\\\ up-Quark
% e __— Seequarks

W ‘
% down- Quark

q : Valencequarks
i
up- / anti up ]
Quark =
]
i
[}

1/3 1

Proton

strange- / anti
strange- Quark

Abbildung 2.6.: Hier ist die Verteilungsfunktion des Protons dargestellt, indem das Partonmodell
verwendet wird, welches durch den Formalismus im Kapitel ,,Partonmodell“ berechnet wurde. Die
Verteilungsfunktion ist sehr schematisch dargestellt und stellt eine erste Veranschaulichung der
numerischen Resultate dar.



3. Herleitung der DGLAP-Gleichungen

In Kapitel 2.4 wurde der differentielle Wirkungsquerschnitt des Protons berechnet. Durch Ko-
effizientenvergleich, in dem der differentielle Wirkungsquerschnitt der Elektron-Proton-Kollision
einbezogen wird, konnen die Strukturfunktionen berechnet werden. Diese Terme wurden idealisiert
dargestellt, da keine Prozesse hoherer Ordnung betrachtet wurden. Wenn Wechselwirkungen zwi-
schen den Quarks und der Gluonen zugelassen werden, wie es in Abb. veranschaulicht wurde,
fithren diese Annahmen zu den DGLAP-Gleichungen. Fiir die Herleitung der DGLAP-Gleichungen,
wie Sie als Grundlage fiir den numerischen Code benutzt wurden, miissen zwei weitere Verfahren
verwendet werden. Zuerst miissen die Splitting-Funktionen eingefiihrt werdenﬂ Diese Beschreiben
die Dynamik innerhalb des Protons. Einige Splitting-Funktionen kénnen durch Symmetrietiberle-
gungen,mittels der C-Paritét gleichgesetzt werden, da die C-Paritét in der starken Wechselwirkung
erhalten bleibt und jede Verletzung dagegen Einschrinkungen liefert. Das zweite Verfahren, welches
benutzt wird, ist der Ubergang in eine neue Basis. Die DGLAP-Gleichungen werden in dieser neu-
en Basis diagonalisiert. Da eine komplett diagonalisierte Basis durch Experimente nicht ermittelt
werden kann, wird eine andere weit verbreitete Wahl einer neuen Basis verwendet, diese wird im

Kapitel ,,Wahl einer neuen Basis* beschriebenE]

3.1. Splitting-Funktionen

Bei der Berechnung der tiefinelastische Streuung eines Elektrons mit dem Proton wurden als aus-
laufende Teilchen nach dem Hardronentensor n-Partonen angenommen. Idealisiert konnten diese
Partonen als nicht wechselwirkende Teilchen beziiglich der starken Wechselwirkung angenommen
werden. Um die néchst héhere Ordnung mit zu bertiicksichtigen, miissen weitere Korrekturen beriick-
sichtigt werden. Diese Korrekturen kénnen ebenfalls mittels des Feynman-Formalismus berechnet
werden. Hier werden die Splitting-Funktionen eingefiihrt. Bei der néchst héheren Ordnung kénnen

mehrere Falle eintreten.

1. Fin Quark spaltet sich vor dem Austausch mit dem Photon in ein Gluon und in ein Quark
auf. Nach dem tiefinelastischen Stof$ mit dem FElektron wird das Gluon von dem Quark wieder
aufgenommen.
2.Fin Quark wird tiefinelastisch gestreut und danach spaltet sich das Quark in ein Quark und
ein Gluon auf.

3.Fin Quark spaltet sich in ein Gluon und in ein Quark auf. Nach dem tiefinelastischen Stof

'Die Grundidee der Splitting Funktionen ist bereits in Abb. und Abb. angesprochen worden
?Das Kapitel ,Herleitung der DGLAP-Gleichungen“ hat sich maBgeblich (es sei denn es wurde etwas anderes ange-
geben) an [2] orientiert.
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sind beide Partonen voneinander getrennt.

Di q Pf q Py
Pf
q Di g Di g

Abbildung 3.1.: Hier sind die drei Prozesse zur ndheren Berechnung der Kollision von Elektron und
Protonen dargestellt. Die Prozesse sind von links nach rechts chronologisch den oben genannten
Zahlen zuzuordnen [7].

Diese drei Prozesse sind in Abb. zu sehen, in der die Splitting-Funktionen visualisiert werden.
Dies ist die erste Naherung, welche gemacht wurde, um das Verhalten der Protonen unter Energie-
einwirkung eines Elektrons genauer beschreiben zu konnen. Hierbei stellt P, die Wahrscheinlichkeit
dar, dass ein Parton a, mit einem Bruchteil des Impulses £, vom Parton b, detektiert wird. Somit
beschreibt Gleichung die Wahrscheinlichkeit, dass das Quark ¢; den Bruchteil des Impul-
ses &, vom Quark ¢; erhalten hat. Dabei hat das Gluon, welches bei diesem Prozess abgestrahlt
wurde, den Impuls 1 — £ erhalten. Durch Symmetrie-Argumente der C-Paritét, kénnen mehrere
Relationen zwischen verschiedenen Splitting-Funktionen gefunden werden. Die C-Paritéit sagt aus,
dass bei Streuung oder Zerfall sich die ladungsgespiegelten Zustinde genauso verhalten, wie die

urspriinglichen Zustdnde. Somit kénnen weitere Relationen angenommen Werdenﬂ

Prg; = Paigy» (3.1)
Priq; = Paigy» (3.2)
Poig; = Paigj» (3.3)

419 = Paig = Pygs (3.4)
Fyqi = Pog; = Fyq- (3.5)

Dabei stellen die verschiedenen Indizes die Quarkflaour da.

q[1] = u = up-Quark,

[
q[2] = d = down-Quark,
q[3] = s = strange-Quark,
q[4] = ¢ = charm-Quark,
q[5] = b = bottom-Quark,
[

Das ¢ wird als Notation in den Splitting Funktionen weggelassen, da sich die Quarks nicht trans-

formieren lassen und in dem Prozess erhalten bleiberﬁ Im Folgenden werden die schweren Quarks

3Die kompletten Ausfithrungen koénnen aus [2] entnommen werden.
“Hier werden die Splitting-Funktionen in fiihrender Ordnung betrachtet. Die Ordnungen kénnen berechnet werden,
indem die Splitting-Funktionen in einen Anteil aufgeteilt werden, welcher die Valenzquarks betrachtet und in
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weggelassen, da diese kaum zum Wirkungsquerschnitt beitragen. Es werden nur drei Flavour be-
trachtet,die up- down- und strange-Quarks. Mittels dieser Symmetrien bleiben vier verschiedene

Splitting-Funktionen iibrig, welche berechnet werden kénnerﬂ

1. Abstrahlung eines Quark unter Umwandlung eines Gluons,
2.Gluonabstrahlung eines Quarks,
3. Paarbildung von Quarks aus einem Gluon,

4. Aufspaltung eines Gluons in zwei Gluonen.

Bei den verschiedenen Fillen miissen alle Erhaltungsgréfien der starken Wechselwirkung betrachtet

Werdenlﬂ

14+2? 3
Puole) = Ol + 001 = )], (3.6)
Pyy(z) = Trlz? + (1 - 27)], (3.7)
.2
qu($)—CF[1+(1 i )]7 (3.8)
1 11Cx — 4n¢T;
%A@_acMaf%$5+u—xxx+;n+——iglﬁiﬁu—xy (3.9)
(3.10)
mit der Plus-Distribution, welche folgendermaflen definiert ist
! L M) - f() "
/0 dzf(z)m —/0 — fiirz # 1, (3.11)
1 1

- fiirz = 1.
1—2y 1-z e

und den Koeffizienten Cy = 3, Cr = 4/3 und Ty = 1/2, welche aus gruppentheoretischen Uberle-
gungen stammen. Diese vier Méglichkeiten sind in Abb. visualisiert worden. Drei davon wurden
bereits in Abb. dargestellt. Die vierte Moglichkeit wurde in Abb. nicht berticksichtigt. Dies
stellt die Moglichkeit dar, dass ein Gluon zu zwei weiteren Gluonen ,,zerfallt“. Mittels der Struktur-
faktoren, welche in der Elektron-Proton-Kollision aufgetaucht sind und den Splitting-Funktionen

lasst sich eine allgemeine Form der DGLAP-Gleichungen herleiten.

i\ L z 2y X T
Q80— y0) [ E1Y Pay o050+ PraercsoE0), (32

z j=1 z

einen Anteil aufgeteilt werden, welcher die Seequarks betrachtet. Weiterfithrende Rechnungen finden sich in [2].
®Eine Berechnung der Splitting-Funktionen findet sich im [7]
5Diese Moglichkeiten wurden in Abb. bereits visuell veranschaulicht.
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Abbildung 3.2.: Hier sind die verschiedenen Prozesse dargestellt. Die Nummerierung der Prozesse
ist von links nach rechts durchgenommen worden. Auf dem ersten Bild ist die Gluonabstrahlung
eines Quarks dargestellt (P,,). Auf dem zweiten die Paarbildung von Quarks aus einem Gluon
(Pyg). Auf dem dritten die Abstrahlung eines Quark unter Umwandlung eines Gluons (Py,) und
auf dem letzten die Aufspaltung eines Gluons in zwei Gluonen (FPyy).

Ldz x x
50 — ) [ E1 P eron 0+ PonaLnl, 13)
mit
t =log (Q?).

Dabei stellt ny die aktiven Flavour darﬂ welche in den Rechnungen verwendet werden. Wenn man

diese DGLAP-Gleichungen in Matrix-Darstellung schreibt, ergibt sich folgende Darstellung.

u FPopa Poge Poao Ppa Paes Pags Pag U
u Popa Peg Poras Ppa Ppas Pegsg  Paeg u
P ‘% 1 s Pya Pogee Pasas Pasar Pasas Pasas Pasg ‘%
ot d | =as(t) /x — | Pauar Puae Puas Puaw Paugs Page  Paag d
8 Posar Poser Pasas Pasar Pasas Pasas Fas9 S
5 Pisar  Pasar Fases Pasas FPasas Pasas  Fasg g
Y Poqr Poar  Pygs  Poau Poas  Pygs Py 9

Dabei sind die Splitting-Funktionen alle von der Integrationsvariablen abhédngig. Diese Abhéngig-
keit wurde aufgrund der Ubersichtlichkeit weggelassen. Aufgrund der Symmetrie vereinfacht sich

diese Matrix, da sich ein ¢;-Quark nicht in ein g;-Quark in fiihrender Ordnung tiberfiithren lasst.

“In dieser Auswertung betragt n =3
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Hier wirde eine Verletzung der C-Paritdt aufkommen.

u Py O 0 0 0 0  Pyy u
u 0 Ppgp O 0 0 0  Ppy U
5 c{ ' g 0 0 Pug O 0 0  Pyy c{
e d | =as S 0 0 0 Pugp O 0 Py d
s 0 0 0 0 Pges 0 FPgg s
5 0 0 0 0 0 Pygs Py 5
9 Py Poar Pgas Pgas  Fyas  Fyas  Pog 9

Durch die Wahl einer neuen Basis lasst sich diese Matrix vereinfachen. So kann eine Diagonalgestalt
erreicht werden. Aufgrund von messtechnischen Komplikationen, wird keine komplette Diagonal-
gestalt benutzt, sondern nur eine Diagonalgestalt in den oberen fiinf Komponenten. Die anderen

beiden Komponenten werden nicht mit diagonalisiert.

3.2. Wahl einer neuen Basis

Das allgemeine Vorgehen um eine gekoppelte Partielle Differentialgleichung (PDGL) zu l6sen, be-

steht darin eine neue Basis zu erstellen, welche die PDGL entkoppelt. Dazu wird die PDGL diago-

nalisiert. Wir verwenden hier die Basis:

n
Singulett : ¥ = z:(q2 + ), (3.14)
=0
Non-Singulett : qf; = (@ @) — (¢ £45), (3.15)
2
Valenz : q, = Z(% —qi)s (3.16)
i=1
Gluon : g = g. (3.17)

Die vorherige Basis hatte nur 7 Dimensionen, somit werden aus den Non-Singulett-Kombinationen
nur solche gewéhlt, welche den up-Flavour an zweiter Stelle haben. Mittels Gleichung (3.18) kann

eine Basiswechselmatrix zur neuen Basis aufgestellt werden.

P =U"'PU. (3.18)
1 -1 1 -11 -10 1 -1 -1 -1 -1 10
-1 =11 1 0 0 0 -1 -1 -1 1 1 10
-1 -1 0 0 1 1 0 1 2 -1 2 -110
U=|-1 1 1 -10 0 of, U‘lzé —1 —1 -2 10
-1 1 0 0 1 -1 0 1 -1 2 -1 2 10
1 1 1 1 1 1 0 -1 -1 2 1 -210
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 01
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Aus der bereits ermittelten DGLAP-Gleichungen, welche mithilfe der Splitting-Funktionen verein-
facht werden konnte, folgt iiber die gewédhlte Basis folgende Gestalt fiir die Matrix.

Qv Pyq 0 0 0 0 0 0 qu
qj{u 0 Py, 0 0 0 0 0 q;{u
9 qt, 1 s 0 0 Pyags 0 0 0 0 qt,
ot Qg | = @s (t) ; > 0 0 0 Poiqa 0 0 0 Uiu
Qou 0 0 0 0 Pysgs 0 0 Qsu

X 0 0 0 0 0 Pyogs  Pyog by

g 0 0 0 0 0 Py  Pyy g

Mit dieser Basis kénnen die DGLAP-Gleichungen, in der neuen Basis, gelost Werdenﬂ Nach der
Losung der DGLAP-Gleichungen in dieser Basis wird wieder eine Basistransformation durchgefiihrt,

sodass am Ende die Verteilungsfunktion der tatsidchlichen Basis herausbekommt.

3.3. Kopplungskonstante der starken Wechselwirkung

In den DGLAP-Gleichungen ist ein Term enthalten, welcher gesondert diskutiert werden muss: Die
Kopplungskonstante «a(t) der starken Wechselwirkung [5]. Die Energieabhéngigkeit der starken
Kopplungskonstanten besitzt die Eigenschaft, dass die Kopplungskonstante bei hohen Energien
abnimmt und bei geringen Energien zunimmt. Der funktionale Zusammenhang ist logarithmisch.

Das Phianomen wird asymptotische Freiheit genannt. Der benutzte Zusammenhang ist:

127 127

S) = " (t —log (91, 1876 exp (—
as(t) = 55—, (1~ loal P (= (35 =270, 1185

))- (3.19)

8In Anbetracht von Gleichung 1) koénnen die Indizes bei den Splitting-Funktionen weggelassen werden, da fiir
jede Kombination dieselbe mathematische Form hergeleitet wurde [2].



4. Analytische Arbeit zum Programmcode

Der Programmcode ist in mehrere Teilbereiche zu gliedern. Um die Differentialgleichung zu 16sen,
wird das Runge-Kutta-4-Verfahren verwendet. So ist die Aufgabe das Integral iiber die Splitting-
Funktionen in der neuen Basis zu 16sen. Dies geschieht auf einem Gitter im Ortsraum. Die An-
fangsbedingungen der Partonverteilungsfunktionen werden iiber eine Lagrange-Interpolation genéa-
hert und mittels des Runge-Kutta-4-Verfahren zeitlich entwickelt. So teilt sich die Beschreibung in

mehrere Unterpunkte auf:

1. Lagrange-Interpolation

2. Diskretisierung der Integraldarstellung
3.Losung der Splitting- Funktionen

4. Runge-Kutta-4- Verfahren

Desweiteren werden die DGLAP-Gleichungen iiber Parton-Impulsverteilungsfunktionen beschrie-

ben, sodass hier immer der jeweilige Impuls des Quark-Teilchen vorkommt. Dies geschieht, indem

q — xq umgeschrieben WirdF_-]
4.1. Lagrange-Interpolation

d(zq)
ot

—a, /xl a=P(,0)(wa(2, ). (4.1)

Die Impulsdichteverteilungen werden auf einem dquidistanten Gitter mit N, Gitterpunkten aufge-
tragen. Es wird nicht das Bjorken-z, sondern y = log% aufgetragen. Wenn man x in N, Punkte
aufteilt und dies mit z, kennzeichnet, so wird y, = log i bezeichnet. Dabei ist y Aquidistant zu

wahlen. Somit kann die Lagrange-Interpolation definiert werden als

n

zq(y,t) = > Aa(¥)Tad(Yast) (4.2)

a=0

mit

Aaly) = [ 22 (4.3)

i#a Ya — y’L

Hierbei ist zu beachten, dass das Lagrange-Polynom fiir grofe Ordnungen ungenau fiir grofle y

wird, sodass hier recht leicht Divergenzen auftreten. Um dies zu verhindern werden immer nur 6

!Dieses Kapitel hat sich an [2| orientiert.
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Punkte nebeneinander, mittels eines Lagrange-Verfahrens, interpoliert.

4.2. Diskretisierung der Integraldarstellung

Genauso wie die Impulse der Quarks auf einem Gitter angeordnet wurden, kann die Zeitentwicklung
auf einem Gitter dargestellt werden. Somit wird die Integro-Differentialgleichung durch folgende

Gleichung dargestellt.

dq

L dz T
= [ Zea0 = adP oo, (4.4)

z

Die Transformation dieser Differentialgleichung sieht wie folgt aus:

o — (P @ aly: ). (45)

Die zeitliche Entwicklung der Impulsverteilungsfunktionen kann wie in Gleichung (4.2)) beschrieben
werden. Ebenfalls kann das Faltungsprodukt auf dem Gitter mithilfe der Lagrange-Interpolation
dargestellt werden durch Gleichung (4.6)).

(P ®aq)(y,t Z/\ (P ® q)alt) (4.6)

Durch den Hauptsatz der Variationsrechnung lasst sich Gleichung (4.5) herleiten. Weiterhin muss

die Faltung im Gitter ermittelt werden:

(P& q)a / d=P (=, 0)g(2% 1) (4.7)
Es gilt weiter:
a il exp (—y;)
(P®q Z Z xq(y,t / dzP(z,t)\(yo + In 2) (4.8)
i=0 4 exp (—¥i+1)

wobei a = N, die Anzahl der Gitterpunkte istﬂ Die Grenzen exp (—y;) und exp (—y;4+1) stellen die
oberen und unteren Grenzen der auszuwertenden Bereiche dar. Hier muss eine Fallunterscheidung

angesetzt werden. Die Losung der Funktion kann in drei Teile unterteilt werden.

1
/ dzP(z,t)\(yo + In z), (4.9)
€Xp —Yi
exXp —Y;
/ dzP(z, )\ (Y + In 2), (4.10)
€XP —Yi+1
€XP —Yi+1
/ d=P (2, )\ (Ye + I 2). (4.11)
0

2In der Implementierung ist zu beachten, dass immer 6 Punkte zu einer Lagrange-Interpolation beitragen.
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In Gleichung (4.9) wird die Plus-Distribution divergieren, sodass hier eine speziellere Form der
Auswertung betrachtet werden muss. In Gleichung (4.10)) sind alle Distributionen ,, gutartig®, sodass
hier numerisch integriert werden kann. In Gleichung (4.11)) divergiert die Plus-Distribution.

4.3. Losung der Splitting-Funktionen

Um die Darstellung der Splitting-Funktionen im Ortsraum zu lésen muss die Plus-Distribution
ausgewertet werden. Die Distribution ist in einen konvergenten Teil und einen divergenten Teil
zu separieren. Die Plus-Distribution wird fiir £ — 1 und = — 0 divergieren. Fiir die restlichen
Fille konvergiert die Plus-Distribution. Die Splitting-Funktionen lassen sich in verschiedene Terme

separienen, sodass diese geschrieben werden kénnen als
P(z) = A(z) + R(z)[S(2)]+ + K(2)0(1 — x). (4.12)

Hierbei verweist der +-Index auf die Plus-Distribution.

4.3.1. Konvergierender Teil

Um den konvergierenden Teil auszuwerten muss das Integral, aus Gleichung (4.10)) gelost werden.

(P®q)alt) = (4.13)

exp —yl
/ P(z,t)A\(yo +In2)dz =
€

XP —Ya

/e PN AG) 1 B() + R(2)S(2)] My + In 2)dz.

XP —Yo

Hierbei stellen die Grenzen die Integranten dar, an denen die Plus-Distribution nicht divergiert.

Dabei wurde das letzte Element y; und das erste Element g, genannt.

4.3.2. Divergierender Teil

Der divergierende Teil kann ausgewertet werden, indem das Integral in einen Teil von 0 bis y,
und einen Teil von y; bis 1 eingeteilt wird. Der Teil fiir x — 0 kann vernachléssigt werden, da

alle Splitting-Funktionen, welche im Integral vorkommen, nur eine Singularitét fiir z — 1 besitzen.
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D.h. es taucht nur der zweite Fall auﬂ Der zweite Teil wird folgendermafien ausgewertet:

(P ®q)a(t) = (4.14)

/1 A(x) A (Yo + In 2)dz+

/1 ) R(2)A(ya +In2) — R(1)A(ya)

dz+
XP —¥Y1 -2

R(1)A(Ya) In (1 — exp (—y1))+
K(1)A(Ya)-

Ein Summand des Integranden divergiert im Grenzwert fiir z — 1, sodass dieser nochmal gesondert,

wie folgt, ausgewertet werden muss.

1 R(2)A (Yo + Inz) — R(1)\(ya) = —[R'(D)A(ya) + R(l)i)\(ya +Inyy +1Inz2)]. (4.15)

I
zl—% exp —y1 1—2 dz
Die Ableitung der Interpolation ergibt sich fir z — 1 zu
d>\( +lny, +1 )]—_1 (4.16)
A Wa +Inya +1nz =5 .
4.4. Runge-Kutta-4-Verfahren
In diesem Programm wurde fiir den Impulsiibertrag (t+ = InQ?) das klassische Runge-Kutta-

Verfahren verwendet. Unsere Ausgangslage besteht darin, dass die Anfangsbedingung fiir alle mog-
lichen z-Positionen vorgegeben sind. Jedem dieser Punkte muss eine Entwicklung tiber die Zunahme
des Impulsaustausches zugewiesen werden. Unsere Differentialgleichung besitzt die Form fiir
die entkoppelte Differentialgleichung und fiir den gekoppelten Fall der Differentialgleichung.

q(y,t) = f(t,a(y,1)), (4.17)

qa(y.t) = f(t.a(y, 1), 9(y. 1)), (4.18)
g(y7 t) = f,(tu CI(y: t)a g(ya t))

Auf diese Differentialgleichungen kann das klassische Runge-Kutta-Verfahren angewendet werden.

4.4.1. Entkoppelte Differentialgleichung

Fiir die entkoppelte Differentialgleichung gilt folgende Vorschrift.

Gni1(y:t) = qu(y,t) + h Y bik; (4.19)
j=1

3Der Fall z — 0 kann wie in Gleichung 1) ausgewertet werden.
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mit

kj = f(tn + th7 Qn(ya tn) + hz ajlkl)a (4'20)
=1

wobei die verschiedenen k; folgendermafien berechnet werden.

ki = f(tna Qn(y’tn))a

h h
k2 = f(tn + 77Qn(y7tn) + 71/".1)7

2 2
h h
k3 - f(tn + §7Qn(y7tn> + §k2)7

Somit kann der néchste Punkt g;11(y,t) iiber folgende Rekursionsgleichung beschrieben werden.

h
Int1(y,t) = qn(y, t) + E(kl + 2(ka + k3) + ka). (4.21)

4.4.2. Gekoppelte Differentialgleichung

Fir die gekoppelte Differentialgleichung ergeben sich folgende Rechenvorschriften.

Int+1(Yst) = an(y, 1) +h Zl bjk;, (4.22)
iz
In+1(y,t) = gn(y,t) + h zs:l DK (4.23)
=
mit
kj = f(tn + hej, an(y, tn) + hi: ajiky), (4.24)

=1

k; = f(tn + th, Qn(% tn) + hz ajlk;)v (4‘25)
=1
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wobei die verschiedenen k; folgendermafien berechnet werden.

kl = f(tn’ Qn(yytn),gn(yytn)%
k;/l = f/(t’fh Qn(y; tn),gn(y,tn)),

h h h
ko= f(tn + -, an(y, tn) + S k1, 9n(y, tn) + §k’1),

2 2
h h h
Ky = f'(tn + 5 @y t) + 51, 9a(y: ta) + H1),
h h h
h h h
Ky = f'(tn+ 50 an (U tn) + Sk, 9n(y: 1) + 545),

ky = f(tn + h,qn(y, tn) + hks3, gn(y, tn) + hk‘é),

Somit kann der néchste Punkt ¢;11(y,t) und g;11(y,t) iiber folgende Rekursionsgleichungen be-

schrieben werden.

h
qiv1(y,t) = qi(y,t) + E(kl + 2(ka + k3) + k) (4.26)

h
gir1(y:t) = gi(y, t) + g(’f’l + 2(ky + k3) + k)

Die Koeffizienten in den Gleichungen kommen aus der Butcher-Tabelle Abschnitt Die Butcher-

Tabellen sind Tabellen, welche empirisch ermittelt wurden. Alle leeren Tabellenglieder sind Null.

Tabelle 4.1.: Eine mogliche Butchertabelle fiir das klassische Runge-Kutta-Verfahren

T 2 2 T
bi=g | bb=5 | bs=5 |ba=3
0120
T T
C2 =35 | A21 = 5
T T
c3=35|a31=0]azxp =3
ca=1|a41=0]ap=0|a3=1
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4.5. Anfangsbedingungen

Damit der Runge-Kutta-Algorithmus eindeutig gelost werden kann, werden dazu weitere Anfangs-
bedingungen benétigt. Die Anfangsbedigungen [2] die zur Implementierung verwendet wurden,

betrachten nur drei Quarksorten.

zu, = 5,1072002°8(1 — z)3,

xd, = 3,0643202%%(1 — x)*,
xd = 0,19398752 %1 (1 — )5,
ri = (1 — 2)ad,
xs=18=0,2(xq + xy),
xg=1,727%(1 — z)°.



5. Diskussion

Anhand der Grafiken Abb. und Abb. bis Abb. und Abb. ist die Entwicklung fiir
die up-, down- und strange-Quarks, bei verschiedenen Energien, dargestelllﬂ Auf der x-Achse ist
das Bjorken-x aufgetragen und auf der y-Achse ist die Haufigkeit dargestellt, mit der ein Parton
einen Bruchteil des Impulses erhalten hat. In Abb. und Abb. sind die gegebenen Anfangs-

bedingungen aufgezeigt.

Der blaue Graf stellt die Partonverteilungsfunktion der up- Quarks im Proton dar.

Der orange Graf stellt die Partonverteilungsfunktion der anti up- Quarks im Proton dar.
Der griine Graf stellt die Partonverteilungsfunktion der down- Quarks im Proton dar.

Der rote Graf stellt die Partonverteilungsfunktion der anti down- Quarks im Proton dar.
Der violette Graf stellt die Partonverteilungsfunktion der strange- Quarks im Proton dar.
Der braune Graf stellt die Partonverteilungsfunktion der anti strange- Quarks im Proton dar.

Der pinke Graf stellt die Partonverteilungsfunktion der Gluonen im Proton dar.
Es sind vier Aspekte zu beobachten:

1. Das Mazimum der Partonverteilungsfunktionen bei der eindrittel-Grenze.

2. Das Verhdiltnis der Flichen der up- und down- Quarks zueinander.

3. Das Verhdltnis der Fldchen der anti up- und anti down- Quarks zu den strange- und anti
strange- Quarks.

4. Der Anstieg der Seequarks bei kleinen Bjorken-x.

Erstens: Das Maximum der Partonverteilungsfunktionen bei der eindrittel-Grenze.

Es zeigt sich, dass fiir grole Impulsiibertrage die Verteilungsfunktionen gegen Null konvergieren.
Dies bedeutet, dass einzelne Partonen eine sehr gerine Wahrscheinlichkeit besitzen den ganzen Im-
puls vom Elektron aufzunehmen. Der wahrscheinlichste Wert eines Impulsiibertrages liegt in etwa
bei der eindrittel Grenze, welche in Abb. angegeben wird. Dieses Maximum bleibt {iber die
ganze Zeit erhalten, da das Proton immer aus drei Valenzquarks aufgebaut ist und nur die Anzahl
der Seequarks von der Kollisionsenergie abhingig ist.

Zweitens: Das Verhaltnis der Fliachen der up- und down- Quarks zueinander.

Weiterhin ist zu erkennen, dass die Verteilungsfunktionen der up-Quarks, abgesehen vom Gluon,
am meisten Fliache einschliefit. Nachfolgend kommen das down-Quark, das anti up- und anti down-

Quark und zuletzt das strange- und anti strange- Quark. Diese Staffelung der Verteilungsfunktionen

'Die jeweiligen Energien sind auf die zuletzt angegebene Stelle gerundet worden. Die Energie wird in jeder Iteration
um 0.5 GeV erhoht und beide Diagramme enthalten 1200 Datenpunkte.
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ist durch Abb. und Abb. zu erkldaren. Das Proton besteht aus einer up-, up-, down- Quark
Kombination und einer Anzahl an variierender Seequarks. Die anti Quark Kombinationen kénnen
sich im Proton nur iiber den Prozess der Aufspaltung von einem Gluon in ein Quark-Antiquark-
Paar erklaren. Somit muss die Flache, welche die up-Quarks einschlieflen grofier sein als die anderen.
Nachfolgend muss, aufgrund derselben Argumentation, das down- Quark an zweiter Stelle kommen.
Ebenfalls lasst sich daraus schlieflen, dass die Verteilungsfunktionen der Antiquarks, bei dem up-
und down- Quark, sowie die Verteilungsfunktionen der strange- und anti strange Quarks eng anein-
ander liegen miissen. Beim strange-Flavour miissen die Verteilungsfunktionen sogar identisch sein.
Das liegt daran, da keine strange- Quarks auflerhalb der Seequarks existieren. Analytisch wurden
diese Eigenschaften in Gleichung hineingesehriebenﬂ

/01 da fu (1, Qo) = 2, (5.1)
/01 dl‘fdy(.l‘,Q(]) =1. (5.2)

Somit ist die Fldche unterhalb der up- und anti up- Verteilungsfunktionen doppelt so grof3, wie die
Fléche unterhalb der down- und anti down- Verteilungsfunktionen.

Drittens: Das Verhéltnis der Flachen der anti up- und anti down- Quarks zu den strange- und
anti strange- Quarks.

Zusétzlich kann der Unterschied in den Haufigkeiten der anti up- und anti down- Verteilungsfunk-
tionen zu den strange- und anti strange- Verteilungsfunktionen erkldrt werden. Dies liegt an der
Wahrscheinlichkeit der Aufspaltung eines Gluons in ein Quark-Antiquark-Paar. Gluonen kénnen
sich nur dann in ein Quark-Antiquark-Paar aufspalten, wenn dessen Energie mindestens genau der
Summe beider Ruheenergien des Quarks und Antiquarks entspricht. Folglich hingt die Wahrschein-
lichkeit mit der Masse der verschiedenen Quarks ab. Die Masse des up- Quarks betrigt 2, 2MeV /c?
und das des down- Quarks 4,8MeV /c2, wohingegen die Masse des strange- Quarks 95MeV /c? be-
trégtﬂ Der Unterschied zwischen der up- und down- Quark Verteilung ist nicht zu beobachten, da
die Massenunterschiede geringfiigig sind.

Viertens: Der Anstieg der Seequarks bei kleinen Bjorken-z.

Wenn sich im weiteren die Entwicklung iiber die Erhohung der Kollisionsenergie angeschaut wird,
wird folgendes Verhalten beobachtet. Bei kleinen Bjorken-x steigt die Verteilungsfunktion an. Mit
zunehmender Energie streut das Elektron hdufiger an den Seequarks, sodass Beitrage der Seequarks
hinzu addiert werden miissen. Die Addition der Seequarks fithrt dazu, dass die einzelnen Quarks
prozentual weniger Impuls vom Elektron erhalten, da effektiv mehr Partonen im Proton vorhan-
den sind. Somit kommt es zu einer Erhohung der Wahrscheinlichkeit bei kleinen Bjorken-z. Diese

Entwicklung ist in folgenden Bildern dargestellt:

?Dies wurde aus [3] entnommen
3Diese Werte wurden aus 6] entnommen.
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Partonverteilungsfunktionen
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Abbildung 5.1.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von
1 GeV dargestellt. Auf der z-Achse ist das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse ist die

Héaufigkeit dargestellt.
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Abbildung 5.2.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von 1
GeV dargestellt. Auf der z-Achse ist logarithmisch das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse

ist die Haufigkeit dargestellt.
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Partonverteilungsfunktionen

]_4 ' I|
12 -
]_ﬂ 1 I'l.

0.8 1 A

?
0.4 0.6

p-

anti up-
down-

anti down-
strange-

anti strange-
gluon

0.a 10

Abbildung 5.3.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von
1.3 GeV dargestellt. Auf der x-Achse ist das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse ist die

Héufigkeit dargestellt.
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Abbildung 5.4.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von 1.3
GeV dargestellt. Auf der z-Achse ist logarithmisch das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse

ist die Haufigkeit dargestellt.
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Partonverteilungsfunktionen
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Abbildung 5.5.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von
6 GeV dargestellt. Auf der z-Achse ist das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse ist die
Héaufigkeit dargestellt.

Partonverteilungsfunktionen

!
14 4 — up- \
anti up-
12 { —— down- \
—— anti down- \
i
10 4 —— strange- \
— anti strange- '-.II
0.6 4
04 4
0.2 4
0.0 . .
10°3 102 101 10°

Abbildung 5.6.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von 6
GeV dargestellt. Auf der z-Achse ist logarithmisch das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse
ist die Haufigkeit dargestellt.
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Partonverteilungsfunktionen
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Abbildung 5.7.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von
26 GeV dargestellt. Auf der z-Achse ist das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse ist die
Héufigkeit dargestellt.
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Abbildung 5.8.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von 26
GeV dargestellt. Auf der z-Achse ist logarithmisch das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse
ist die Haufigkeit dargestellt.
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Abbildung 5.9.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von
90 GeV dargestellt. Auf der z-Achse ist das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse ist die
Héaufigkeit dargestellt.
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Abbildung 5.10.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von 90
GeV dargestellt. Auf der z-Achse ist logarithmisch das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse
ist die Haufigkeit dargestellt.
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Partonverteilungsfunktionen
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Abbildung 5.11.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von
518 GeV dargestellt. Auf der x-Achse ist das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse ist die
Héufigkeit dargestellt.
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Abbildung 5.12.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von 518
GeV dargestellt. Auf der z-Achse ist logarithmisch das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse
ist die Haufigkeit dargestellt.
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Partonverteilungsfunktionen
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Abbildung 5.13.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von
1096 GeV dargestellt. Auf der xz-Achse ist das Bjorken-z aufgetragen und auf der y-Achse ist die
Héaufigkeit dargestellt.
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Abbildung 5.14.: In diesem Bild ist die Partonverteilungsfunktion fiir eine Kollisionsenergie von
1096 GeV dargestellt. Auf der z-Achse ist logarithmisch das Bjorken-z aufgetragen und auf der
y-Achse ist die Haufigkeit dargestellt.
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Wenn sich im Gegensatz zu diesen Grafiken die Grafiken aus dem Werk ,Quantum Field Theo-
ry and the Standard Model® betrachtet werden, welche in Abb. dargestellt sind, konnen
Abweichungen zu den in dieser Arbeit gefundenen Partonverteilungsfunktionen beobachtet wer-
den. Wo in Abb. das Maximum bei der eindrittel-Grenze bereits bei 200 GeV iiberwunden

L0~ v ey R L0 pr 1
=2 GeV '-
08 g K osf g pu=200 GeV
|
- T ) ” "._\ i 1
_ 06} LAY (R} 1
I VA AN NN |
04 '\\ 1 04 -||I AN /| 1
0 \, F \\\‘ 02+ \ F \ 4
~ ) \
0.0 --_-"———— — . 00 --"'7--—_

0.0 0.2 04 06 08 10 00 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 5.15.: In diesem Bildern ist die Partonverteilungsfunktion fiir zwei Kollisionsenergien
dargestellt. Auf der x-Achse ist das Bjorken-x aufgetragen und auf der y-Achse ist die Haufigkeit
dargestellt .

wurde, ist bei den in dieser Arbeit konstruierten Grafiken das Maximum noch nicht einmal bei
einer Kollisionsenergie von 1096 GeV iiberschritten. Das kann durch zwei Aspekte geklart werden.
Zuerst sind die Anfangsbedigungen, welche verwendet wurden, eine vereinfachte Darstelllung der
Wirklichkeit gewesen. Das zweite Argument wieso eine Abweichung zu beobachten ist, ist das in
,Quantum Field Theory and the Standard Model®“ die analytische Arbeit nicht nach der ,next to
leading order“ abgebrochen wurde, sondern weitere Ordnungen innerhalb der DGLAP-Gleichungen

mit einbezogen wurden.



6. Schlussbemerkungen

Mittels dieser Arbeit sollte die Frage, wie die Materie im Innersten ausschaut, am Beispiel des
Protons beantwortet werden. Im Innersten besteht die Materie aus Elementarteilchen. Somit ist
mithilfe der heutigen Methoden, den Teilchenbeschleunigern, die Idee von Leukipos und Demokrit
zu bestitigen. Kant ist hingegen mit seiner Idee von einer immer weiter zerteilbaren Materie falsch.
Desweiteren konnte ein Formalismus ausgearbeitet werden, welches die Struktur des Protons bei ho-
hen Energien beschreibt. Dazu wurde sich dem Feynmann-Formalismus bedient. In der Betrachtung
des Protons wurden weitere Vereinfachungen gemacht, welche zu einer Integro-Differentialgleichung
gefiihrt haben, welche numerisch gelést wurde. Diese numerische Losung hat Eigenschaften des Ver-
halten des Protons dargestellt. Es konnte herausgelesen werden, dass das Proton aus up-, up, down-
Quarks besteht und diese Kombination iiber jede Kollisionenergie erhalten bleibt. Ebenfalls wur-
de die Erhohung der Verteilungsfunktionen bei gréflere Energien fiir kleine Bjorken-z bestétigt.
Dennoch beschreiben die gefundenen Resultate nicht exakt die Naturgegebenheiten wider. Dies
konnte durch vereinfachte Anfangsbedingungen, welche verwendet wurden, sowie durch analytisch
vereinfachte Rechnungen erklirt werden. Somit wurden einige Ubereinstimmungen mit moderneren

Grafiken gefunden, wie Sie in |7] einzusehen sind.
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A. Anhang

A.1. Feynmann-Regeln

Die Streuamplitude kann, mittels der Feynmann-Regeln, iiber ein Feynmann-Diagramm berech-
net werden. Den verschiedenen geometrischen Formen in den Feynmann-Diagramme lassen sich

mathematischen Objekten zuordnen. Es gibt drei verschiedene Objekte:

ein-/auslaufendes Fermion = u(p’) /u(p), (A.1)
virtuelles Photon = _Z‘ZW, (A.2)

q
Vertexfaktor in QED = jey”. (A.3)

A.2. Elektron-Myon-Kollision

Mittels der Feynmann-Regeln kann die Amplitude M berechnet werden. Um das Inverse der Am-

plitude zu berechnen, miissen folgende Relationen ausgenutzt werden.

/
, S

T = (A.4)

[ (K, 5)y" u(k
k T =

' =
[ul (K, )7y u(k, ")) =
[u(k, ") Iy 170u(k, 5)] =

[u(k, s )T’YO’YO’YM’YOU(/{/?S)]

“u(K', )]

)
)

Hierfiir miissen noch weitere Relationen ausgenutzt werden:

= ulrY, (A.5
040 =1, (A.6
Ot = At (A7)

Als weitere mathematische Relationen um die Leptonentensoren zu erhalten, konnen die Diagramme

in Spuren umgeschrieben werden.

Tr(dh) = 4ab, (A.8)
Tr(y'y*y*y") = 422 4 4197 — 41992, (A-9)
Tr(y'y?) = 4412, (A.10)
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Um die Leptonentensoren zu vereinfachen kann eine Ndherung benutzt werden.

P pfmZ:Eprmei:mi, (A.11)
K- k—m?=FE*—p>—m?=m? (A.12)

Um ins Ruhesystem (p = (m,0,0,0)) zu gelangen, kann mittels vektorieller und geometrischer
Uberlegungen, welche auf Abb. gezeigt werden, folgende Groflen umgeschrieben werden. Bei den
folgenden Konstruktionen schlieBen die Vektoren k und &' den Winkel 6 ein. Ist dazu k? = k'? ~ 0

kann mit

0 6
qzk'sini —k‘sin§, (A.13)

0 0
q:p'sini—psinﬁ, (A.14)

auf eine Abhingigkeit in ¢? geschlossen werden.
92
¢* = (k' — k)?sin 5 &2k K, (A.15)
2 / 2 ; 92 !

=0 -p sin 5 ~—2p-p. (A.16)

Um Gleichung (12.13)) zu erhalten muss zusétzlich folgende kinematische Relation ausgenutzt werden.

2
¢*~ -2k -k = —2EE'(1 — cos) = —4EE' sing : (A.17)

A.3. Aufstellen des differentiellen Wirkungsquerschnittes

Um den differentiellen Wirkungsquerschnitt zu bestimmen, muss der Proportionalitdatsfaktor be-
ziiglich der Streuamplitude bekannt sein. Die Feynmann-Diagramme, welche in dieser Arbeit ver-
wendet werden, kénnen auf folgendes Feynmann-Diagramm verallgemeinert werden. Dann kann

der differentielle Wirkungsquerschnitt modelliert werden als

|M?
do = ——dQ. Al
o= Mg (A18)
Dabei ist der Fluss (F') definiert durch
F= 4\/((pA -pB)? — m4m%) (A.19)

und

d*pc &pp
(2m)32E¢ (2m)32Ep

dQ = (27)*6*(pc + pp — pa — PB) (A.20)
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pcC pA

PD PB

Abbildung A.1.: Hier ist ein Feynmann-Diagramm dargestellt. Dabei stellen pc und pp die einlau-
fenden Teilchen dar, wohingegen p4 und pp die auslaufenden Teilchen darstellen. v ist das Aus-
tauschteilchen der elektromagnetischen Wechselwirkung; das Photon. Dieses besitzt einen impuls

q.

A.4. Partonmodell

Um den differentiellen Wirkungsquerschnitt im Partonmodell zu errechnen, muss Gleichung ((A.21))

verwendet werden.

s+ Ly — 5L _ Ty Z’;x%(g ). (A.21)
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