WILHELMS-UNIVERSITAT
MUNSTER

@ institut for
theoretische physik

Bachelorarbeit

Die o-Entwicklung in der
supersymmetrischen Quantenmechanik

Lasse Kiesow™

Erstgutachter:
Zweitgutachter:

Bearbeitungszeitraum:

eingereicht am:

*1_kies02@wwu.de

Prof. Dr. M. Klasen

Prof. Dr. G. Minster
16.04.14 bis 09.07.14
07.07.14






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

Supersymmetrische Quantenmechanik

Bose-Fermi-Supersymmetrie

1.1. Das einfachste SUSY Modell . . . . . . . . . ... .. ... ... ... .......
1.1.1. SUSY-Operatoren . . . . . . . . . . . vttt
1.1.2. Der SUSY-Oszillator . . . . . . . . . .. ... . ... ... ..

Nichtlineare Bose-Fermi-Supersymmetrie

2.1. Der supersymmetrische Hamiltonoperator Hg . . . . . . . . . ... ... ... ..
2.1.1. Das Eigenwertspektrum von Hg . . . . . . . . .. .. ... ...

2.2. Das Superpotential und die Riccati-Gleichung . . . . . . . .. .. ... ... ...

2.3. Der Grundzustand . . . . . . . . ..

2.4. Vom Grundzustand zum Superpotential . . . . . .. .. ... 000

2.5. Exakte und gebrochene SUSY . . . . . . . . . ...

Supersymmetrische Quantenmechanik

3.1. Der Hamiltonoperator und sein SUSY-Partner . . . . . . . .. ... ... .....
3.2. Eigenwerte und -zustédnde der SUSY-Partner . . . . . .. .. .. ... ... ....
3.3. SUSY-Ketten . . . . . . . . .

Die J-Entwicklung in der supersymmetrischen Quantenmechanik

Die J-Entwicklung
4.1. Abschétzung der Grundzustandsenergie . . . . . . .. ... L.
4.2. Abschétzung der Energie des ersten angeregten Zustands . . . . . . .. ... ...

IV. Vergleich der /-Entwicklung mit anderen storungstheoretischen Methoden

5.

6.

V.

Ritz'sches Variationsverfahren

5.1. Abschéatzung der Grundzustandsenergien anharmonischer Potentiale mit dem
Ritz’schen Variationsverfahren. . . . . . . . . . . ... .. ... ... .......

5.2. Abschétzung der Energien des ersten angeregten Zustands . . . . . . . .. .. ..

Die lineare 5-Entwicklung und logarithmische Storungstheorie
6.1. Abschétzung der Grundzustandsenergien anharmonischer Potentiale mit der linea-
ren d-Entwicklung und logarithmischer Stérungstheorie . . . . . . . . . . . .. ..

Zusammenfassung

o Ut W W w

©o

15
15
15
16

19
19
27

29

29
31

33

34

41






Teil I. Einleitung

Symmetrien haben sich zur Beschreibung der Gesetze, denen die Natur unterliegt, als sehr

niitzlich erwiesen. Sie ermdglichen eine (oftmals) einfache mathematische Formulierung eines
physikalischen Problems, indem sie die Dynamik des Systems einschranken und so die Losung der
Bewegungsgleichung vereinfachen. H. Poincaré zeigte fiir die Mechanik und E. Noether fiir die
Feldtheorie, dass ein fundamentaler Zusammenhang zwischen Symmetrien und physikalischen
Erhaltungsgrofen besteht.
Durch die Supersymmetrie (SUSY) erhélt der Symmetriebegriff eine Erweiterung. Die SUSY
wurde erstmals im Jahr 1971 von Gel’fand und Likhtman [10], Ramond [17] und Neveu und
Schwartz [16] entdeckt und verbindet die bis dato getrennten Welten von Bosonen und Fermionen.
Bosonen sind Teilchen mit ganzzahligem Spin, sie iibertragen die vier bekannten Kréfte und
geniigen der Bose-Einstein-Statistik. Fermionen sind Teilchen mit halbzahligem Spin, sie sind die
Grundbausteine der uns umgebenden Materie und geniigen der Fermi-Dirac-Statistik. Aufierdem
unterliegen sie dem Pauli-Prinzip, welches besagt, dass sich keine zwei Fermionen im selben
Zustand befinden kénnen. Fiir Bosonen gibt es kein solches Prinzip, so dass beliebig viele Bosonen
einen Zustand besetzen konnen. Die SUSY sagt die Existenz der sog. SUSY-Teilchen voraus,
d.h. zu jedem Teilchen aus dem Standardmodell gibt es ein Partner-Teilchen, welches der jeweils
anderen Statistik geniigt, sonst aber identisch ist (bis auf die Masse). Von diesen SUSY-Teilchen
ist das leichteste — das Neutralino — ein mdéglicher Anwérter fiir die Dunkle Materie. Es sei jedoch
erwahnt, dass keines dieser SUSY-Teilchen bisher nachgewiesen werden konnte. Dies legt die
Vermutung nahe, dass die SUSY spontan gebrochen ist und die Massen der SUSY-Teilchen daher
so grof sind, dass sie noch nicht erzeugt bzw. beobachtet werden konnten. Um die spontane
Symmetriebrechung zu untersuchen, betrachtete Witten in [19] eine vereinfachte (0 + 1)-dim
Feldtheorie — die nichtrelativistische supersymmetrische Quantenmechanik (SUSY QM). Seitdem
hat sich die SUSY QM zu einem eigenen Forschungsgebiet entwickelt. Es ist durchaus bemerkens-
wert, dass sich die Konzepte der SUSY erfolgreich auf die nichtrelativistische Quantenmechanik
anwenden lassen, da der Spin in dieser keine Rolle spielt. Aus der SUSY QM folgt, dass jedes
System ein Partnersystem besitzt und dass deren Spektren und Eigenfunktionen durch die SUSY
miteinander verkniipft sind. Desweiteren konnen mit Hilfe der SUSY alte Naherungsmethoden
verbessert und sogar neue gefunden werden. Eine davon — die §-Entwicklung — ist Thema dieser
Bachelorarbeit.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert. In Teil II werden einige wichtige Konzepte der SUSY QM
vorgestellt. Dazu gehoren unter anderem die SUSY Operatoren, der supersymmetrische Hamil-
tonoperator, das Superpotential, die Riccati-Gleichung und die SUSY-Ketten. Dieser Teil beruht
hauptséchlich auf [5, 8, 13].

In Teil IIT wird die §-Entwicklung in der SUSY QM vorgestellt und auf die anharmonischen
Potentiale V (z) = 2" mit n = 2,3,4 angewandt. Es werden die Grundzustandsenergien und die
Energien des ersten angeregten Zustandes abgeschétzt. Fiir diesen Teil sind die Verdffentlichungen
[2, 3, 6, 8, 9] relevant.

In Teil IV werden zwei andere storungstheoretische Methoden vorgestellt: Das Ritz’sche Variations-
verfahren und die logarithmische Stérungstheorie in Verbindung mit der linearen d-Entwicklung.
Das Ritz’sche Variationsverfahren ist aus der 'gewthnlichen” Quantenmechanik bekannt und bietet
— wie die d-Entwicklung auch — eine Méglichkeit die Grundzustandsenergien anharmonischer Po-
tentiale abzuschitzen. Mit SUSY-Methoden kénnen auferdem die Energien angeregter Zustinde
abgeschétzt werden, wie in |7] gezeigt wurde. Die lineare d-Entwicklung bietet in Verbindung
mit der logarithmischen Stérungstheorie ebenfalls eine Moglichkeit die Grundzustandsenergien
anharmonischer Potentiale abzuschétzen, wie in [14] gezeigt wurde.

Teil V schliefslich ist eine Zusammenfassung der erzielten Ergebnisse.






Teil I1l. Supersymmetrische Quanten-
mechanik

1. Bose-Fermi-Supersymmetrie

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der supersymmetrischen Quantenmechanik erlautert, die
in allen supersymmetrischen Modellen ihre Giiltigkeit behalten. Die Supersymmetrie beschreibt
in der Quantenmechanik mittels eines Operators ) Transformationen zwischen bosonischen und
fermionischen Zustdnden, d.h. es gilt

Q@|Boson)  |Fermion) und @Q|Fermion) o |Boson). (1.1)

Im Folgenden werden das einfachste SUSY Modell ohne Wechselwirkung und das interessantere
nichtlineare SUSY Modell mit Wechselwirkung zwischen bosonischen und fermionischen Zustinden
beschrieben. Die Quantenmechanik — insbesondere Kommutatoren, Antikommutatoren und
diesbeziigliche Rechenregeln — wird dabei als bekannt vorausgesetzt.

1.1. Das einfachste SUSY Modell

Das einfachste SUSY Modell beinhaltet Bosonen und Fermionen, die nicht miteinander wechsel-
wirken. Zur Beschreibung bedient man sich des Formalismus der zweiten Quantisierung, der aus
der Quantenmechanik bekannt ist und die Erzeugung und Vernichtung von Teilchen zulésst. Man
fithrt wie beim quantenmechanischen harmonischen Oszillator Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren ein, muss nun aber auf Grund der Supersymmetrie zwischen Bosonen und Fermionen
unterscheiden.

Bosonen: Ein Zustand |np) wird in der Besetzungszahldarstellung durch die Anzahl np der
Bosonen charakterisiert. Durch den Erzeugungsoperator b' wird diese gemif

bT‘TLB> Z\/TLB+1’TLB+1> (1.2)
erhoht und durch den Vernichtungsoperator b geméafs
blng) = v/npng — 1) (1.3)

erniedrigt. Da aus dem Vakuum |0) kein Teilchen entfernt werden kann, gilt 5|0) = 0.
Man definiert den Teilchenzahl- oder Besetzungszahloperator

Np =b'b, (1.4)
da dieser die Teilchenzahl ng als Eigenwert besitzt:
NB’TLB> = bTb]nB) = bT\/TLB ‘TLB — 1> = nB]nB).

Der Besetzungszahloperator ist hermitesch, da ng = (b'b)" = blb = Np.

Eine weitere wichtige Grofe ist der Kommutator [b, bT], der angewandt auf den Zustand |np)

[b,01]|ng) = (bbT — bTb)|np) = (ng +1—np)|ng) = |ng) (1.5)
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liefert. Ein Bosonen-System ist somit vollsténdig definiert durch

0,6 =1, [bf,b7] =[b,b] = 0. (1.6)

Es kann jeder beliebige Zustand erzeugt werden, indem man den Erzeugungsoperator b' wiederholt
auf den Vakuumzustand |0) anwendet

1) =0
=Lty = Lt
2) = =10 = Z=bibio)
1) = <=2 o).

Fermionen: Analog zur Bosonenzahl wird die Fermionenzahl ng durch die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren f! und f gemif

fiine) = Vi +T|np+1) wd  flnp) = /o [np —1) (1.7)

erhoht bzw. erniedrigt. Der Teilchenzahloperator fiir die Fermionen Ng besitzt als Eigenwert die
Fermionenzahl ng, geniigt also der Eigenwertgleichung Np|np) = np|ng). Auch hier kann kein
Teilchen aus dem Vakuum entfernt werden, d.h. es gilt f|0) = 0. Der entscheidende Unterschied
zu den Bosonen besteht nun darin, dass Fermionen dem Pauli-Prinzip unterliegen. Der Einteil-
chenzustandsraum kann demnach nur von den Zustinden |nz) = |0) und |ng) = [1) = £T|0)
aufgespannt werden. Den Zustand |2) oder hohere Zustédnde kann es nicht geben, woraus man die
Bedingung

2 !
12) = 1) = (fN710) = 0 (1.8)
erhélt. Fiir die Fermionen gibt es also insgesamt die Bedingungen

fHoy =11y, fl1y=10), flo) = fT1) =0, (1.9)

die es ermdglichen die Operatoren f und f1 als 2 x 2 Matrizen mit den Elementen (nz|f"|n’,)

darzustellen:
0 0 01
T _ _
fl= <1 0) und f = (0 0)' (1.10)

Ein Fermionen-System ist somit vollstdndig definiert durch

{(£.f =1, {f.fr={"f1=0 (1.11)

Die Bedingungen, dass f mit f und fT mit f7 antivertauschen, kénnen auch als
(f’=0 und f2=0 (1.12)

geschrieben werden und werden als Nilpotenz bezeichnet. Die Nilpotenz wird beim Auffinden
des supersymmetrischen Hamiltonoperators eine wichtige Rolle spielen.
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1.1.1. SUSY-Operatoren

Wie oben gezeigt, kann np nur die Werte 0 und 1 annehmen, wohingegen es fiir np keine
Begrenzung nach oben gibt. Der Zustandsraum des einfachsten SUSY-Modells wird daher von
den Produktzustédnden

|ng)InF) = |np,np) mit ng=0,12,...,00 und np=0,1 (1.13)

aufgespannt. Zustdnde mit np = 0 bezeichnet man als bosonische Zustédnde |Boson) und Zusténde
mit np = 1 als fermionische Zustéande |Fermion). Die einfachsten Operatoren, die solche Zustande
ineinander iiberfithren, sind gegeben durch

Q+’nB7nF> X |nB - 1,7’1F + 1>7

(1.14)
Q-|np,np) x |ng+1,np —1).

Es gilt damit
@—|Boson) = 0, Q4 |Fermion) = 0,

. | (1.15)
@—|Fermion) = |Boson), @Q4|Boson) = |Fermion),

da Q4+ ein Fermion erzeugt und ein Boson vernichtet und Q_ das Gegenteil bewirkt. Um die
Eigenschaften dieser Operatoren naher zu untersuchen, stellt man sie als Kombination der aus GI.
(1.2), (1.3) und (1.7) bekannten Erzeuger und Vernichter dar, wobei der naheliegende Ansatz

Qr=a-bff und Q_=a-b'f (1.16)

lautet. Dabei ist a ein beliebiger Vorfaktor, der fiir beide Operatoren gleich sein muss. Die
Nilpotenz aus Gl. (1.12) iibertrégt sich auf die Q4+, sodass

QT =Q>=0 (1.17)

gilt. Diese Bedingung ermoglicht es, den supersymmetrischen Hamiltonoperator Hg zu bestimmen.
Dieser muss namlich wegen der Supersymmetrie mit Q4+ vertauschen, da die Supersymmetrie
besagt, die Energie eines Systems bleibe bei Transformationen, welche die @)1+ vermitteln, erhalten.
Wenn Hg und Q)+ vertauschen, gilt natiirlich

[Hs,Q+] =0, (1.18)

was durch den einfachen Ansatz

Hs = {Q+.Q-} (1.19)

erfiillt wird, denn

[Hs,Q4] = [Q+Q- +Q-Q+,Q4] =Q1Q-Q4 —Q1Q-+Q-QF —Q4+Q-Q4 =0,
[Hs, Q-] =[Q+Q-+Q-Qy,Q_]= Q+Q% —Q-Q+Q- +Q-Q1Q_ —Q*Q4+ =0.

Die Nilpotenz der @+ fiihrt also zur Erhaltung der Supersymmetrie.

Das einfachste SUSY-Modell ist durch die Gl. (1.16), (1.18) und (1.19) im Prinzip vollsténdig
definiert, jedoch sind die Q4+ nicht hermitesch. Es lassen sich daraus aber leicht die hermiteschen
Operatoren

Q=Qr+Q- wd Q=-i(Q - Q-) (1.20)

konstruieren. Diese sind zwar selbst nicht mehr nilpotent, aber wegen der Nilpotenz von Q-+
antivertauschen sie

{Q1,Q2} = 0. (1.21)
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Fir @ gilt nun
Q1|nB70> X ’nB - 171> und Ql’nBJ-) X ‘n’B - 170>7 (122)

was den zu Beginn angegebenen SUSY Transformationen (1.1) mit @ = @1 entspricht. Wendet
man ()1 zweimal hintereinander auf einen Zustand an, so erhélt man wieder den urspriinglichen
Zustand. Der supersymmetrische Hamiltonoperator lautet ausgedriickt durch diese Operatoren

Hs = QF = Q3, (1.23)
weshalb auch die Forderung der Energieerhaltung
[Hs,Q1] = [Hs,Q2] =0 (1.24)

erfillt ist.

Das einfachste SUSY-Modell l&sst sich durch je zwei SUSY-Operatoren beschreiben, namlich @4
und Q_ oder Q1 und Q2, welche wiederum nach Gleichung (1.20) ineinander tiberfithrt werden
koénnen. Thre Eigenschaften sind dennoch sehr unterschiedlich und in Abb. 1.1 zusammengefasst
dargestellt.

Q4+, Q- Q1, Q2
nicht-hermitesch | (1.20) hermitesch
_
nilpotent {Ql: Qz} =0
Hs = {Q4+,Q-} Hs = Q} = @}

Abbildung 1.1. — Eigenschaften der SUSY-Operatoren @+ und Q12 [13].

Die Gleichungen (1.23) und (1.24) kénnen auch geschrieben werden als

[Hs, Qi) =0,

1.25
{Qi,Q;} = 2Hgs0;; (1.25)

mit ¢ = 1,2. Dies ist die einfachste SUSY-Algebra. Aus dieser Algebra folgen direkt zwei wichtige
Eigenschaften des Eigenwertspektrums von Hg, die in Abs. 2.1.1 hergeleitet werden. Hier soll
zunichst ein Beispiel — der SUSY-Ostzillator — betrachtet werden, dessen Eigenwertspektrum diese
zwei Eigenschaften schon offenbart.

1.1.2. Der SUSY-Oszillator

In diesem Abschnitt wird das Eigenwertspektrum des supersymmetrischen Hamiltonoperators
Hg = {Q+,Q_} ermittelt. Es wird sich zeigen, dass sich dieser als Summe der Hamiltonoperatoren
eines Bose- und eines Fermi-Oszillators schreiben lasst, die deswegen nun erldautert werden.

Bose-Oszillator:  Zu einem Bose-Ostzillator gehort der Hamiltonoperator

Pz mw?
B 2
= — 4+ —20Q°,

Hr = 1.26
B~ om 2 (1.26)
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wobei m die Masse, wp die Frequenz, P der Impuls- und @ der Ortsoperator ist. Ein Bose-
Oszillator ist also der aus der Quantenmechanik bekannte harmonische Oszillator, bei dessen
Behandlung es iiblich ist, die Erzeuger b' bzw. Vernichter b mit

4+ [mwp _ iP _ [mwp iP
b _”72h <Q mw3> und b ”72h <Q+mwB (1.27)

einzufiihren. Mit Hilfe der Born-Jordan’schen Vertauschungsrelation [Q), P] = ih erhélt man

0,61 =1 und [b,b] = [bT,b'] =0, (1.28)

also exakt die Definition (1.6) eines Bosonen-Systems.
Durch Berechnung des Teilchenzahloperators

Hg 1
Ng=blp="2 _ - 1.29
B hon 2 (1.29)

erhalt man durch Umstellen

1
Hp = hwp <NB+2>. (1.30)

Daraus folgt, dass Hg und Np miteinander vertauschen und somit gleiche Eigenzusténde besitzen.
Die Energieeigenwerte E,,, ergeben sich dann aus den beiden Eigenwertgleichungen Np|np) =
nplnp) und Hpng) = E,,|np) zu

1
En, = hwp <nB + 2) . (1.31)

Fermi-Oszillator: Zu einem Fermi-Oszillator gehort der Hamiltonoperator

Hp = iwpg, (1.32)
wobei 1 und £ hermitesche Operatoren sind, fiir die die Antivertauschungsregeln
{1, =0 und {, v} ={H=nh (1.33)
gelten sollen. Auch hier fiihrt man iiber
1 . 1 .
f=—7=W+i) ud fl=——(¥-i) (1.34)

V2nr NoT

Erzeuger und Vernichter ein, die nun aber nicht die Vertauschungsregeln fiir Bosonen, sondern
die Antivertauschungsregeln fiir Fermionen (1.11) erfiillen. Gleichung (1.34) kann nach 1 bzw. £
umgestellt werden und liefert

o= B n wa e=nfhiop, (1.35)

Eingesetzt in den Hamiltonoperator (1.32) liefert dies unter Ausnutzung von {fT, f} = 1 und
Np = fTf wiederum

Hp = hwp (NF - ;) . (1.36)

Analog zum Bose-Oszillator folgen aus den Eigenwertgleichungen fiir Hr und N die Energieei-
genwerte

1
Der Fermi-Oszillator beschreibt ein Zwei-Zustandssystem, denn np kann nur die Werte 0 und 1
annehmen. Daraus folgt auch, dass die Nullpunktsenergie Ey = —% negativ ist.
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SUSY-Oszillator: Mit der Definition (1.16) von Q4 erhilt man fiir den supersymmetrischen
Hamiltonoperator

Hs = {Q4,Q-} = a{bf ", f} = ®(bf o1 f + b1 fofT) = a® (201 f1f +0'b ££7)
—~ N
1+btb 1—ftf
= a?(fTf+0TofTf + 00— bIbfTf) = a®(bTb+ fTf). (1.38)
Dabei wurde der Kommutator [f 1), b(T)] = (0 genutzt, welcher gilt, da f und b auf unterschiedlichen

Raumen wirken. W&hlt man ¢ = v Aw mit w = wp = wp, sieht man, dass Hg die Summe der
Hamiltonoperatoren eines Bose- und eines Fermi-Oszillators ist

Hg = hw(b'b+ f1f) = Hg + Hp. (1.39)
Das Eigenwertspektrum ergibt sich damit aus Hg|ng,nr) = hw(Np + Np)|ng,nr) zu
E = hw(ng + np). (1.40)

In Abb. 1.2 ist das Energiespektrum des SUSY-Oszillators dargestellt. Hieran sind zwei wichtige
Eigenschaften zu erkennen:

Zum Einen ist das Energiespektrum nicht-negativ, der Grundzustand |0,0) liegt bei Ey = 0
und ist nicht entartet. Die Tatsache, dass der Grundzustand bei E = 0 liegt, ist erfreulich,
da Nullpunktsenergien in der Quantenfeldtheorie zu unerwiinschten Divergenzen fiithren. Der
Grundzustand spielt in der SUSY eine wichtige Rolle und wird in Abs. 2.3 n&her behandelt.
Zum Anderen sind alle Zustédnde mit E > 0 zweifach entartet und die Partnerzustande |ng,0)
und |np — 1,1) besitzen die gleiche Energie:

Enpo=FEnz-1.1. (1.41)

3 /m___z

2

1 ——— nB=O

m=07"7>>777 E=0

nF=O nF=1

Abbildung 1.2. — Die niedrigsten Energieeigenwerte des SUSY-Oszillators [13].
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Die nichtlineare Bose-Fermi-Supersymmetrie beschreibt Systeme, bei denen es Wechselwirkungen
zwischen den bosonischen und fermionischen Zustéinden gibt. Die Supersymmetrie soll dabei
selbstverstandlich erhalten sein.

2.1. Der supersymmetrische Hamiltonoperator Hg

Grundlage der nichtlinearen Bose-Fermi-Supersymmetrie bildet die SUSY-Algebra (1.25). Anstelle
der SUSY-Operatoren aus (1.16) werden im Folgenden allgemeinere SUSY-Operatoren Q4
betrachtet, die aber auch nilpotent sein miissen, da dies - wie im vorigen Kapitel gesehen -
zur Erhaltung der Supersymmetrie fithrt. Wegen der Nilpotenz von f und fT sind auch die
allgemeineren Operatoren

Q4 =Bff und Q_=Bf, (2.1)
nilpotent. Dabei sind B(Y) = B(T)(b, bT) Funktionen der bosonischen Einteilchenoperatoren b(f).
Der supersymmetrische Hamiltonoperator Hg aus (1.19) lautet damit

Hg = BB'fTf + BIBffT. (2.2)
Dieser vertauscht zwar noch mit Ng, da
[Hs, Nr] = [BBYfUf f1 1+ B'BffT, 1]
= BB [f'f. f1f]+B'BIf 1, f1f 1=0,
S——— ~—~
=0 —1—fft
aber auf Grund der allgemeinen Struktur von B und B nicht mit N

[Hs, Ng| = fTf[BBY,b'b] + £ f'[BI B, bTb] # 0.

Die Energie F ist also nicht mehr durch ng und ng eindeutig festgelegt, weshalb die bisherige
Bezeichnung der Zustédnde mit [np,np) durch |E,np) ersetzt wird. Die Eigenwertgleichungen fiir
Hg und Np lauten in dieser Notation dann

Hg|E,np) = E|E,np) und Np|E,np)=np|E, ngp). (2.3)

Die Tatsache, dass np nur zwei Werte annehmen kann, legt eine zweikomponentige Darstellung -
die sogennante reine oder kanonische Darstellung - der Art

= (E0) = ()

nahe. Alle Operatoren sind in dieser Darstellung 2 x 2 Matrizen. Fiir die 1, Q2 gilt nach (1.20)
mit (1.10) und (2.1)

;

Q1=Q++Q=BfT+BTf=(g %) (2.5)
iBT

Q2 =-1(Q+ —Q-) = (—(i)B Ug ) (2.6)
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und fiir den supersymmetrischen Hamiltonoperator somit

T
ms=gi=a= (%" )= (% i) (27)

Man beachte, dass in dieser Darstellung die fermionischen Einteilchenoperatoren f und f! nicht
mehr auftauchen und dass der supersymmetrische Hamiltonoperator Hg zwei Komponenten
H_ = B'B und H, = BB besitzt, die durch B und B’ faktorisiert werden. Interessant ist,
dass H_ und H, zwar unterschiedliche Quantensysteme beschreiben, sie — und das heifit ihre
Eigenwerte und -funktionen — aber durch die Supersymmetrie in Beziehung zueinander gesetzt
sind. Man nennt H_ und H; daher auch SUSY-Partner. Ihre Eigenwerte und -funktionen
werden in Abs. 3.2 nidher untersucht.

Da in der SUSY-Algebra (1.25) sowohl Kommutatoren als auch Antikommutatoren vorkommen,
ist es niitzlich auch Hg mit diesen darzustellen:

BB 0 1 1
— _ 2 tvg _ & t
Hg < 0 BBT> 2{B,B 1 2[3,3 Jos. (2.8)

10 ) die dritte Pauli-Matrix.

Dabei ist 1 die zweidimensionale Einheitsmatrix und o3 = (0 1

2.1.1. Das Eigenwertspektrum von Hg

Das Eigenwertspektrum eines jeden SUSY-Hamiltonoperators zeichnet sich durch zwei Merkmale
aus, welche die Betrachtung des SUSY-Ostzillators bereits offenbarte:

1. Das Eigenwertspektrum ist nicht-negativ.

2. Alle Zustédnde mit F # 0 sind zweifach entartet.

Diese Eigenschaften folgen direkt aus der SUSY-Algebra (1.25) und bleiben auch erhalten, wenn
die Supersymmetrie gebrochen ist (siehe Abs. 2.5).

Die Nichtnegativitét der Eigenwerte ist schnell gezeigt, denn @) ist nach (1.20) hermitesch und
besitzt somit reelle Eigenwerte. Da nun desweiteren der supersymmetrische Hamiltonoperator
nach (1.23) als Quadrat von (1 geschrieben werden kann, besitzt er Eigenwerte, die nicht-negativ
sind.

Um die zweifache Entartung zu zeigen, betrachte man einen Eigenvektor |A) von @1, der wegen
(1.23) auch Eigenvektor von Hg ist. Da Hg|A) = E|A), gilt

Qil4) = VE|A). (2.9)

Hier soll nur der Fall E > 0 betrachtet werden (der Fall £ = 0 wird in Abs. 2.3 gesondert
behandelt). Wendet man nun @3 auf |A) an, erhélt man einen neuen Zustand

|B) = Q2| A). (2.10)
Aus diesem erhéalt man nach erneuter Anwendung von Q1
1.21
QIB) = 1@s/4) "2 ~QuQu|4) = ~VE Q] 4) = ~VE|B) (2.11)

und sieht somit, dass auch |B) ein Eigenzustand von @)y ist. Nach (1.23) erhdlt man desweiteren
Hs|B) = Q1|B) = E|B), (2.12)

was bedeutet, dass auch |B) ein Eigenzustand von Hg ist, und zwar mit genau dem gleichen
Eigenwert wie |A). Daher sind alle Zusténde zweifach entartet, wenn E > 0 ist.
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2.2. Das Superpotential und die Riccati-Gleichung

2.2. Das Superpotential und die Riccati-Gleichung

Ausgehend von den bosonischen Einteilchenoperatoren b und b' aus (1.27) kénnen die Operatoren

1 iP t iP

B = 7 [W(Q) + \/ﬁ} und B' = 7 [W(Q) — \/ﬁ} (2.13)

eingefiihrt werden, indem man den Ortsoperator Q durch das Superpotential W (Q)! ersetzt.

Durch diese Ersetzung erhilt man ein i.A. nichtlineares SUSY-Modell. Eine Ersetzung des

Impulsoperators ist physikalisch nicht sinnvoll, da sie zu einer Verdanderung der kinetischen

Energie fithren wiirde. Es ist zu beachten, dass das Superpotential nicht als eine Art potentieller

Energie angeschen werden darf, da seine Dimension [Energie|'/? ist. Setzt man (2.13) in den
supersymmetrischen Hamiltonoperator Hg aus (2.8) ein, erhdlt man mit

1

P2

B,BTY =w? 4 —
{B,B'} +
hodW

B8 = g

den Grundstein der supersymmetrischen Quantenmechanik, ndmlich

H_ 0 1 (P2 . 1 h dW
Hg = =—[—+W? |1 - -——0s. 2.14
s (o H+> 2<m+ ) 2 m dQ % (2.14)

Die Hamiltonoperatoren H_ und H setzen sich aus einem kinetischen und einem potentiellen
Anteil zusammen

Hy = —+V4(Q) mit Vi(Q)= % [WZ + (2.15)

2m

h dW
vm dQ |’
wobei man V_(Q) und V4 (Q) als Partnerpotentiale bezeichnet. Die rechte Seite von (2.15)
lasst sich sofort umschreiben zur sog. Riccati-Gleichung

h
NGO
Die Riccati-Gleichung spielt in der Supersymmetrie eine wichtige Rolle. In Abs. 4.1 ist ein
Potential V_ gegeben und die Riccati-Gleichung wird storungstheoretisch gelost, um die Grundzu-
standsenergie anharmonischer Potentiale abzuschétzen. In Abs. 6.1 sind hingegen Superpotentiale
gegeben, aus denen man iiber die Riccati-Gleichung die Partnerpotentiale Vi bestimmen kann.

Mit Hilfe der logarithmischen Storungstheorie kénnen dann ebenfalls die Grundzustandsenergien
anharmonischer Potentiale abgeschitzt werden und zusétzlich die Grundzustandsenergien der V..

2V = W2+ w'. (2.16)

2.3. Der Grundzustand

Um den Grundzustand bei £ = 0 zu untersuchen, betrachtet man die stationére Schrédinger-
Gleichung Hg|0,np) = 0, welche wegen der Diagonaldarstellung von Hg aus (2.7) in die beiden
einkomponentigen Gleichungen

H_]0,0) = B'B|0,0) =0 (2.17)
H.|0,1) = BB[0,1) =0 (2.18)

'"Hiufig werden die Operatoren B, B! auch als B = W(Q) + \/i% bzw. Bf = W (Q) — \/i% definiert. Dies ist

besonders niitzlich, wenn man 2m = 1 setzt. Hier wird jedoch spater mit m = 1(= h) gerechnet und deshalb
die Definition (2.13) verwendet.

11



2. Nichtlineare Bose-Fermi-Supersymmetrie

zerfallt. (2.17) ist offensichtlich erfiillt, wenn B|0,0) = 0, und (2.18), wenn BT|0,1) = 0 gilt. Es
gilt aber auch

H_[0,0)=0= B|0,0)=0 und H,|0,1)=0= B'0,1) =0,

denn wenn man (2.17) mit (0,0] multipliziert, erhalt man
2
0 = (0,0/B! B|0,0) = ‘B[0,0>’
und aus (2.18) erhdlt man durch Multiplikation mit (0,1
2
0= (0,1|BB10,1) = ‘BT\O,l)‘ .
Statt der stationdren Schrédingergleichung, die eine Differentialgleichung 2. Ordnung ist, muss

somit nur eine Differentialgleichung 1. Ordnung gelost werden.
Um B|0,0) = 0 und B'[0,1) = 0 zu 16sen, geht man in die Ortsdarstellung iiber

h d

Q—=z, P— T3 W(Q) — W(x) (2.19)

und bezeichnet die bosonischen und fermionischen Wellenfunktionen bei £ = 0 mit ¥ (z) =
(2]0,0) und ¥ (x) = (x|0,1). Dann lauten die zu losenden Gleichungen

<\/%(fx + W(:U)) Uy (z) =0 und (\/%Ci: - W(m)) U () =0, (2.20)

deren Losungen durch

UF(z) = N exp {i\/f /Oz W(y) dy} (2.21)

gegeben sind. Eine Losung fiir die Grundzustandswellenfunktion ist jedoch nur physikalisch
sinnvoll, wenn sie normierbar ist. Anders ausgedriickt heiftt das, die Grundzustandswellenfunktion
muss quadratintegrabel sein, d.h. sie muss fiir |x| — oo hinreichend schnell verschwinden. Das
ist genau dann der Fall, wenn das Argument der Exponentialfunktion gegen —oo strebt. Daraus
folgt, dass ¥ () Grundzustand zu E = 0 ist, wenn

0 oo
/_ W(y)dy = —co und /0 W(y)dy = oo (2.22)

gilt, wohingegen W () Grundzustand zu E = 0 ist, wenn

0 o0
/_ W(y)dy = oo und /0 W(y)dy = —o0 (2.23)

gilt. Da diese Bedingungen sich gegenseitig ausschliefen, kann es nur einen Grundzustand bei
FE = 0 geben. Dieser ist entweder bosonisch oder fermionisch. In beiden Félle spricht man von
exakter Supersymmetrie. Per Definition soll der Grundzustand bei exakter SUSY zu H_ gehoren.
Dies lasst sich immer durch entsprechende Wahl des Vorzeichens von W erreichen.

Gebrochene Supersymmetrie liegt vor, wenn es keinen Zustand bei E = 0 gibt. Der Grundzustand
liegt dann bei E > 0 und ist somit zweifach entartet. Exakte und gebrochen SUSY wird in Abs.
2.5 naher betrachtet.

Gleichung (2.21) besagt, dass bei exakter SUSY aus dem Superpotential W sofort die Grundzu-
standswellenfunktion ¥y zu H_ folgt. Es folgt aber auch aus der Grundzustandswellenfunktion
¥, sofort das Superpotential, wie im néchsten Abschnitt gezeigt wird.
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2.4. Vom Grundzustand zum Superpotential

Die stationére Schrodinger-Gleichung H_ Wy = 0 mit H_ aus (2.14) (in der Ortsdarstellung)
liefert die in W nichtlineare Differentialgleichung

2 2\11— 1
N~ &9, <W2 de) U, =0, (2.24)

C2m d2? 2 Jm dx
die umgeformt werden kann zu

7/ ! " 1/ 2
Mit Hilfe von (?) = \I\;% — <\‘ij° ) findet man eine Losung fiir das Superpotential, ndmlich
0 0

_h mpg’__ hod
vm \Ila - Jm dx

W= In ;. (2.26)

Damit ist schon gezeigt, dass sich das Superpotential aus der Grundzustandswellenfunktion Wy
von H_ herleiten lasst. Setzt man nun (2.26) in (2.15) ein, erhélt man

AT

= — 2.27
2m v, ( )

Da V¥ die Grundzustandswellenfunktion ist, welche keine Nullstellen hat, sind W und V_
wohldefiniert.

2.5. Exakte und gebrochene SUSY

In Abs. 2.3 wurde gezeigt, dass es nur einen Zustand bei E = 0 geben kann, der entweder zu H_
oder zu H, gehort, wobei er hier per Definition immer zu H_ gehoren soll. Die Supersymmetrie
wurde in diesem Fall als exakt bezeichnet. Allgemein gilt

SUSY exakt < Grundzustand bei E = 0. (2.28)

Ob die Supersymmetrie exakt ist, hangt davon ab, ob eine der Bedingungen (2.22) bzw. (2.23)
erfiillt ist.
Die Bedingung (2.22) ist erfiillt, wenn

lim W(z)=W_<0 und lim W(zx)=W, >0 (2.29)

T—r—00 T—r00

gilt, (2.23) ist erfiillt, wenn
W_>0 und Wi <0 (2.30)

gilt und die Supersymmetrie ist in beiden Féllen exakt. Gilt hingegen
WL <0 oder Wi >0, (2.31)

ist die Supersymmetrie gebrochen. Die Supersymmetrie ist also exakt, wenn das Superpotential
unterschiedliche Vorzeichen fiir x — oo und x — —oo besitzt. Sie ist gebrochen, wenn das

13



2. Nichtlineare Bose-Fermi-Supersymmetrie

Superpotential das gleiche Vorzeichen fiir x — co und x — —o0o besitzt.
Ist das Superpotential beispielsweise durch

W(zx)=g-a" (2.32)

gegeben, so ist die Supersymmetrie fiir ungerade n exakt und fiir gerade n gebrochen. Marques et
al. fithrten in [14] das sog. e-System ein, welches durch

W(z) =g e(x)z®", ¢g>0 (2.33)

definiert ist, wobei £(z) die Signumfunktion ist. Sie fithrt dazu, dass die Supersymmetrie fiir
alle n erhalten ist. Mit Hilfe des e-Systems werden in Abs. 6.1 die Grundzustandsenergien der
anharmonischen Potentiale V(z) = 2" mit n = 2,3,4,5 abgeschiitzt.
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3. Supersymmetrische Quantenmechanik

In diesem Kapitel wird die nichtrelativistische supersymmetrische Quantenmechanik behandelt.
Diese beinhaltet neben der bekannten Quantenmechanik - also der stationdren Schrédinger-
Gleichung und der Born-Jordan Vertauschungsrelation

P
HUY =FE¥ mit H= 2 +V(Q) und [Q,P]=ih, (3.1)
m
wobei im Folgenden ausschlieflich die Ortsdarstellung (2.19) verwendet wird - auch die SUSY-
Algebra. Im Folgenden wird die kanonische Darstellung (2.7) verwendet. Es treten daher nur die
bosonischen Operatoren B und Bt auf.

3.1. Der Hamiltonoperator und sein SUSY-Partner

Alle eindimensionalen Quantensysteme besitzen einen supersymmetrischen Partner, wie man leicht
zeigen kann. Dazu betrachte man einen beliebigen Hamiltonoperator H. Durch Subtraktion der
Grundzustandsenergie Ey erhélt man H_ = H — Fjy, dessen Grundzustand dann wie gewiinscht
bei /' = 0 liegt. Die Grundzustandswellenfunktion von H und H_ sei ¥, . Aus ihr erhélt man nach
(2.26) das Superpotential, aus welchem man mit der Riccati-Gleichung (2.16) das Partnerpotential
V4 und somit H, berechnen kann.

Da H, selbst mit einem weiterem Superpartner verbunden ist, welcher wiederum einen weiteren
Superpartner besitzt usw., findet man eine ganze Kette von Hamiltonoperatoren, die iiber die
SUSY miteinander verkniipft sind.

3.2. Eigenwerte und -zustande der SUSY-Partner

Die Komponenten H_ und Hy des supersymmetrischen Hamiltonoperators Hg aus (2.14) defi-
nieren zwei Systeme

System 1: HVY =FE V¥, (3.2)
System 2: H. U =EMwt

wobei n die Knotenzahl bezeichnet. Die Energieeigenwerte und -eigenfunktionen dieser beiden Sys-
teme sind miteinander verbunden. Im Folgenden werden nur die gebundenen Zusténde betrachtet.
Dabei muss zwischen exakter und gebrochener SUSY unterschieden werden.

Exakte SUSY: Liegt exakte Supersymmetrie vor, so ist E, (bzw. E;7) auch Eigenwert von H
(bzw. H_), denn

H.(BVY,)=BB'BY, = E, (BV,) (3.4)
=H_
H_(B'w}) =B' BB W} = E} (B'Y)). (3.5)
=H,
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3. Supersymmetrische Quantenmechanik

Die beiden Systeme besitzen demzufolge gleiche Energieeigenwerte. Nur der Grundzustand von
H_ bei E =0 bildet eine Ausnahme. Die Beziehung zwischen den Energieeigenwerten lasst sich
mit n = 0,1,2,... schreiben als

Ey =0 und Ef=E_,. (3.6)

AuRerdem geht aus den Gleichungen (3.4) und (3.5) hervor, dass BV, (bzw. BTW:) Eigenzustinde
von Hy (bzw. H_) sind. Die Wellenfunktionen bei gleicher Energie lauten damit

1 1
\II;L" = = B\Il;Jrl bzw. \I/;Jrl = ?BT‘I’;’L_- (3.7)
En+1 "

Die Operatoren B bzw. Bt iiberfithren also die Eigenfunktionen von H_ bzw. H, in die Ei-
genfunktionen von H; bzw. H_ bei gleicher Energie, indem sie Knoten in der Wellenfunktion
vernichten bzw. erzeugen.

Gebrochene SUSY: Da bei gebrochener SUSY weder H_ noch H, einen Grundzustand bei
FE = 0 besitzen, sind ihre Eigenwerte fiir alle n = 0,1,2, ... dquivalent

E, =Ef>0. (3.8)

Die Wellenfunktionen bei gleicher Energie lauten damit
1 1
Ul = ——BV¥, bzw. U, = ——
— /ET_;"_

n /En

Die Operatoren B bzw. B' vernichten bzw. erzeugen hier also keine Knoten.

Biwt. (3.9)

3.3. SUSY-Ketten

Um zu sehen, dass neben H_ und H. noch weitere Hamiltonoperatoren durch die SUSY mitein-
ander verkniipft sind, bieten sich die Bezeichnungen

H_=mH, V.=w, ;=0 (3.10)
Hy=Hy, Vi=V, 9f=u (3.11)

an. Desweiteren seien die Operatoren, die H; faktorisieren nun mit

1 h d 1 h d
Bi=— Wi+ —— d Bl=— (W - —— 3.12
! ﬁ( 1+2md:v> o ! \/5( ! 2md1:) (312)
bezeichnet, wobei
h d (1) 1 9 h ,
= ————In¥ == - . 1
|41 T dz n¥,’ und V; 5 <W \/nTwl (3.13)
H, ist also gegeben durch
t n? d?
Fiir den SUSY-Partner Hy gilt dann
n? d?
_ o2 =
Hy = B1B1 = o da? + Vs, (315)
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wobei das Partnerpotential V5 gegeben ist durch

1

V2:§

w2y ) S oy —h—Qd—an\IJ(” (3.16)
P ) =i e =i -
Andererseits ist aus dem vorigen Abschnitt bekannt, dass die Grundzustandsenergie E(()Z) von

H; gleich der Energie EP des ersten angeregten Zustands von Hj ist. Daher kann Hy auch
geschrieben werden als

Hy, = BiB, + EY (3.17)
1 h d 1 h d
it Bp=— Wo+—— Bl = — - —— 3.18
it b2 \/5( 2+2md$>7 2 2 <W 2mdaz> (3.18)
h d 2
und Wg:—ﬁalnwé). (3.19)
Damit ergibt sich der Superpartner Hg von Hy zu
n? d?
Hy=ByBl+ BV = - —_ 1 V3. 3.20
Das neue Partnerpotential V3 ist gegeben durch
B L W O B g S ) N (1) g2

und die Eigenwerte und -funktionen ergeben sich analog zum letzten Abschnitt zu

ET(Lg) = Efﬁl = E1(11+)2 (3~22)
1 2 1 1
v =~ py? = BB ot (3.23)
n 2 2 n+1 1 1 1 Dy n+2
E?), — B VED, — B0y (Y, - £

Besitzt H; insgesamt p gebundene Zusténde, kann auf diese Art und Weise eine Kette von (p — 1)
Hamiltonoperatoren konstruiert werden, wie z.B. in [13]| gezeigt ist. Hier wird auf die weitere
Herleitung verzichtet und nur das Endergebnis angegeben:

E®=pY=...=EY, |, (3.24)
1
o) — By_1---B:BiW) . (3.25)

J (B8~ B2 - (B, - B)

Dabei gibt s die Zugehorigkeit zum s-ten Hamiltonoperator Hs an und lduft von 1 bis p.
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Teil 11l. Die o-Entwicklung in der super-
symmetrischen Quantenmechanik

4. Die 0-Entwicklung

Die §-Entwicklung ist eine wichtige Ndherungsmethode, die aus der Quantenfeldtheorie stammt
und auf der Einfiihrung eines Stérungsparameters ¢ beruht. Es handelt sich bei der -Entwicklung
um eine kiinstliche Stérungstheorie. Als solche hat sie die Vorteile, nicht storungstheoretisch in
einem physikalischen Parameter zu sein und einen Konvergenzradius zu haben, der ungleich Null
ist. Der Ubergang von der Feldtheorie zur Quantenmechanik fiihrt auf das Potential

1
V(z) = §M2+5x2+25, (4.1)

wobei M ein Massenskalierungs-Parameter ist. In der supersymmetrischen Quantenmechanik kann
mit Hilfe der §-Entwicklung die Grundzustandsenergie Fy = Fy(d) dieses nicht exakt losbaren
Potentials als Funktion von ¢ abgeschétzt werden.

Da eine spezielle Wahl von M und 6 zu dem Potential des harmonischen Oszillators bzw. zu
anharmonischen Potentialen fiihrt

§=0, M=ymuw = V(z) = %mw2$2, (4.2a)
§=1, M=(29)3 =  V(z)=ga* (4.2b)
§=2, M=(29)1 =  V(z)=ga5, (4.2¢)
§=3 M=(29)5 =  V(z)=ga® (4.2d)

bietet die §-Entwicklung eine Alternative zum Ritz’schen Variationsverfahren oder anderen Ver-
fahren, um die Grundzustandsenergien anharmonischer Potentiale abzuschétzen. Der Parameter
0 gibt dabei die Anharmonizitéit des Potentials an. Die §-Entwicklung ldsst sich aufserdem auf
alle Potentiale der Form V(z) = M(Vo(x)/M)H_% anwenden, wobei Vj(x) ein exakt 19sbares
Potential sein muss.

Bender et. al. zeigten in [3], dass die d-Entwicklung in der Quantenmechanik einen Konvergenzra-
dius von Eins besitzt. Auferdem zeigten sie, dass, wenn |[6| > 1 ist, eine analytische Weiterfiihrung
der Storungsreihe mittels Padé-Approximationen gute numerische Werte liefert.

Im Folgenden sei h =m = 1.

4.1. Abschatzung der Grundzustandsenergie
Um die Grundzustandsenergie Ejy des Potentials (4.1) mit Hilfe der Supersymmetrie abzuschétzen,

16st man die Riccati-Gleichung storungstheoretisch in §. Dazu geht man davon aus, dass sowohl
die Grundzustandsenergie Fy als auch das Superpotential W (x) in Potenzreihen nach ¢ entwickelt
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werden konnen:

oo
Eo:Z€n5n260+561+(5262+..., (4.3)
n=0
(e.o]
W(x) = Wa(z)d" = Wo(x) + 6Wi(z) + 6°Wa(z) + ... (4.4)
n=0
Auch das Potential V(z) aus (4.1) entwickelt man unter Ausnutzung von a® = e*" und
e =Y Z- und erhilt
1o a0 o _1yo o smna? _ Ly o a0 2\"
V(:c)—iMxM:r —§M:ce —§Mx E:On!<lnMx) . (4.5)

Wie genau diese Entwicklung das Potential wiedergibt, ldsst sich am besten graphisch zeigen.
Dazu sind in Abb. 4.1 neben den Potentialen aus (4.2b)-(4.2d) (mit g = 1) die ersten sechs bzw.
zwolf Terme der Reihenentwicklung (4.5) sowie die [1,1] und [2,2] Padé-Approximation dargestellt.
Diese lauten

M?2%(0In M +25Inz + 2)
= 4-
Vi (@) 4—20(InM +2Inz) (4.6a)
M?z*[(6In M + 261 In M + 261 12
Vigay(a) = 2?[(0InM +25Inz)(0In M + 20 Inz + 6) + 12] (4.6b)

2[(6In M +25Inz)(5In M + 26 Inz — 6) + 12]

Wie man sieht, werden die Potentiale schon durch die [1,1] Padé-Approximation wesentlich besser
wiedergegeben als durch die ersten sechs bzw. zwolf Terme der Reihenentwicklung. Die [2,2]
Padé-Approximation liefert noch bessere Ergebnisse und ist fiir < 1 nicht von den Potentialen
zu unterscheiden.

V(X) V(X)
1.0; S5r

: 41 .
0.8 6—Entwicklung (6 Terme) 6—Entwicklung (6 Terme)
0.6 — o6-Entwicklung (12 Terme) 3f — J—Entwicklung (12 Terme)
0 4i [1,1]Padé—Approximation of [1,1]Padé—Approximation

L — [2,2]Padé-Approximation — [2,2]Padé—Approximation
0.2f . 1r 6

[ — X — X

& L L L L L L L L L L L X L T L L L L L L L L L L X
0.2 04 0.6 0.8 1.0 i 0.2 04 0.6 0.8 1.0 12

o—Entwicklung (6 Terme)

4F — 6—Entwicklung (12 Terme)
[1,1]Padé—Approximation

— [2,2]Padé—Approximation

02 04 06 08 10 12

Abbildung 4.1. — Vergleich der Potentiale V(z) = 2?",n = 2,3,4 mit den ersten sechs bzw.
zwOlf Termen der Reihenentwicklung (4.5), der [1,1] Padé-Approximation (4.6a) und der [2,2] Padé-
Approximation (4.6b).
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4.1. Abschédtzung der Grundzustandsenergie

Aus V (z) bildet man durch Subtraktion von Ey das Potential

1
V_(z) = ~M*0.2+% _ gy

2
:;szZi(Z;(lnMx2>n—ien5n (4.7)

n=0 n=0

1 6
= 5M23:2 <1+5lnMx2+2ln2Mx2+...) —eg—dep — 0%eg — . ...
Setzt man dies nun zusammen mit W (z) aus (4.4) in die Riccati-Gleichung (2.16) ein, erhédlt man
2,2 2, 0% 2 2
Mz |1+6InMzx —i—?ln Mz +... ) —2e9 —20e1 —20%eg — -+ =

(Wo + 6W1 +8Wa + ... )2 = Wi — W] — 6°Wh — ...

Durch Ordnen nach Potenzen von § erhiilt man fiir die ersten drei Ordnungen O(8°), O(8') und
0O(4?) das Gleichungssystem

M?*z? — 2eg = W — W} (4.8a)
M?z*In Mx? — 2ey = 2WoW; — W (4.8b)

1
§M2$2 In? Ma? — 2ey = 2WoWo + WE — Wi, (4.8¢)

Aus diesen Gleichungen kénnen nun eg, e; und ey bestimmt werden.
Gleichung (4.8a) wird durch

1
Wo=Mx und 60:§M

gelost, wie man leicht durch Einsetzen bestétigt. In niedrigster Ordnung werden also exakt die
Ergebnisse fiir den harmonischen Oszillator reproduziert.

Die Gleichungen (4.8b) und (4.8¢c) sind lineare Differentialgleichungen erster Ordnung, deren
Standardlosungen (bzw. Integraldarstellungen)

x
Wi(x) = Me? /0 (2e1 — M?y?1n Myz)e_My2 dy (4.9)
£ 1
Wy(z) = eMe? / <W12(y) - §M2y2 In? My? + 262> e MV qy (4.10)
0
lauten, wobei die Randbedingungen W,,(0) = 0 ausgenutzt wurden. Um e; zu bestimmen,

betrachtet man zunéchst die Grundzustandswellenfunktion von H_ in erster Ordnung

wio) = Nexo{~ [ Wiy} = Nexn {- ["(Wow) +oWi0) av}

2NeXp{—/OQUWo(y)dy} <1—5/0le(y)dy>

/IQ z
— Ne= 53 (1 —5/ Wi (y) dy) : (4.11)
0

welche normierbar sein muss. Dies ist genau dann der Fall, wenn lirin Wi(x) = 0 gilt, wodurch
T—>LT00

man aus (4.9) die Bedingung

o0 o0
0;/ (261—M2y21nMy2>e_My2dy:eM/% —/ (MZyQIDMyQ)e_MyZdy
0 0
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4. Die §-Entwicklung

erhélt, die nach e; umgestellt werden kann und so die Bestimmungsgleichung

61:1/M/ <M2y21nMy2>e*Myzdy (4.12)
T Jo

liefert. Durch die Substitution ¢ = v/ M y ldsst sich (4.12) auf ein aus [4, 11| bekanntes Integral
bringen und man erhélt

A

:Z 2—-2In2—7) (4.13)

OM [
e M2 Int2 dt = \F/ e P12 Intdt
™ Jo

mit der Euler-Konstanten v ~ 0,577 216. Der Ausdruck (4.13) lasst sich auch durch die Digam-
mafunktion ¥(z) = D'@) pusdriicken [11]:

I(x)

e — Yw@) . (4.14)
Mit der Kenntnis von e ist es moglich, die Grundzu-
standswellenfunktion in erster Naherung numerisch zu 14 . . . .
berechnen. Dazu wurde mit Mathematica [20] eine Wer- Lo vy (0(Y) —— |
tetabelle im Intervall [-3:3] mit einer Schrittweite von 0,1 . o numerisch
erstellt. Diese Daten wurden mit gnuplot [18] durch eine ¢ A
Funktion der Form V¥ (z ) (a — ba)e " gefittet. Aus = 0.6
der Bedingung N2 f r)|?dz = 1 ldsst sich dann 0:4
die Normlerungbkonstante N néherungsweise bestimmen. 0.2
Die Grundzustandswellenfunktionen sind in Abb. 4.2 0l A - .
und 4.3 dargestellt. Mit dem Numerov-Algorithmus wur- 3 9 0 1 9 3
den die Wellenfunktionen zusétzlich numerisch berechnet z

und ebenfalls in Abb. 4.2 und 4.3 dargestellt. Fiir die
numerische Berechnung wurde das unter [1]| erhéltliche
Fortran-Programm verwendet!. In diesem Programm ist
auch eine Shooting-Methode implementiert, die spéter

Abbildung 4.2. — Grundzustandswellen-
funktion des Potentials V(z) = z* nach
(4.11) und numerisch nach dem Numerov-

} ) Algorithmus.
zur Berechnung der Eigenwerte genutzt wird.
1.4 . . . . 1.4 . . . .
1.2 Uy (0(8Y) — | 1.2 Ty (0(0") —— |
¥ numerisch ¥, numerisch
1 Py ] 1 ]
08 5 08
506 4 \ > 06
0.4 0.4 ."..
0.2 0.2 \
i — . L — 0 e, e —
302 4 0 1 2 3 320 A 0 1 2 3
x xT

Abbildung 4.3. — Grundzustandswellenfunktionen der Potentiale V(z) = 2% (links) und V(z) = 2®
(rechts) nach (4.11) und numerisch nach dem Numerov-Algorithmus.

'Das Programm ist fiir das Potential V() = 1/2 - kz? geschrieben. Fiir die Anwendung auf die Potentiale
V(z) = gz>™, n = 2,3,4 muss das Potential in Zeile 39 entsprechend ersetzt werden.
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4.1. Abschédtzung der Grundzustandsenergie

Die Grundzustandsenergie in erster Naherung lautet
9 1 1 /3 9

Um es zu berechnen, geht man analog wie bei der Bestimmung von e; vor.
Aus der Betrachtung der Grundzustandswellenfunktion in 2. Ndherung und Forderung der
Normierbarkeit, erhalt man die Bedingung

& 1
/ <Wf(y) — M2 I My? + 2e2> e My qy 0, (4.16)
0

Nach ey umgestellt liefert dies

M [*/1
ey = \/7/ <2M2x2 In% Maz? — W12(37)> e M 4z, (4.17)
0

Mit Hilfe der Substitution ¢t = x? kann dies mit Mathematica numerisch integriert werden und
man erhélt es = 0,038 213. Dies stimmt mit dem numerischen Wert der analytischen Losung

ey = 1—‘7‘248 {—W(i) — 8@’(2) In(2) + 8W2<2> — 16 w(i) 432 - 32 ln(2)} : (4.18)

die Bender et al. in [2] bzw. Cooper et al. in [6] fanden, iiberein. Die Grundzustandsenergie in 2.
Naherung lautet somit

1 1 3 1 3
_ 2 3\ - - e 2 gl 2
Eo = eg + de1 + 6 e2+0(5)_M[2+54w<2>+5 128{ v <2>

-8 w’@) In(2) + 8@2@) — 16 w(i) +32 - 32 ln(2)}] + O(8%)

Mit den Werten fiir 6 und M aus den Gleichungen (4.2b) bis (4.2d) kénnen damit die Grundzu-
standsenergien der anharmonischen Potentiale gz*, gz% und gz® abgeschiitzt werden. Der Idee
von Bender et al. folgend, wird noch die [1,1] Padé-Approximation von Ey = eg + dey + 62ey
berechnet. Sie lautet

(4.19)

eoe1 + 0(e? — epez)

€1 — 562 .
In den Abb. 4.4 bis 4.6 sind die Energien in erster, zweiter Ordnung und die [1,1] Padé-
Approximationen in Abhéngigkeit von g dargestellt. In den Tabellen 4.1 bis 4.3 sind die in
erster, zweiter Ordnung berechneten Energien und die [1,1] Padé-Approximationen fiir verschiede-
ne Werte von g zusammengefasst und mit Literaturwerten aus [12] und numerisch berechneten

By = (4.20)

Werten verglichen.

Man sieht, dass nur fiir das Potential V' (x) = z* das Ergebnis in zweiter Ordnung genauer ist als
das Ergebnis in erster Ordnung. Der relative Fehler zum numerischen Wert betrégt hier jedoch
schon iiber 3 %. Fiir die beiden anderen Potentiale 2° und 2® ist der Wert aus der ersten Ordnung
genauer als der aus der zweiten Ordnung. Die relativen Fehler sind mit iiber 9% bzw. 13 %
unerfreulich grof. Auch die [1,1] Padé-Approximation liefert keine genaueren Ergebnisse als die
erste Ordnung. Es sei jedoch erwéhnt, dass Bender et al. in [3] feststellten, dass die Koeffizienten
von Ey(6) wechselnde Vorzeichen besitzen. Das Ergebnis in dritter Ordnung wiirde das Ergebnis
aus zweiter Ordnung also nach unten korrigieren. Allerdings stellt die Berechnung der Energie-
korrektur in dritter Ordnung nicht nur analytisch, sondern auch numerisch ein Problem dar.
Aufserdem basiert die Aussage von Bender et al., Padé-Approximationen lieferten gute numerische
Werte, wenn |§] > 1 ist, auf [3,2] und [5,4] Padé-Approximationen. Um diese hier berechnen
zu konnen, miisste man E(d) bis zur einschlieflich sechsten Ordnung berechnen. Dies stellt
jedoch einen sehr hohen Aufwand dar. Da das Ritz’sche Variationsverfahren mit einer einfachen
einparametrigen Testfunktion bereits bessere Ergebnisse liefert als die §-Entwicklung in zweiter
bzw. erster Ordnung — wie in Abs. 5.1 gezeigt wird —, ist dieser Aufwand unverhéltnisméfig hoch.
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4. Die §-Entwicklung

Grundzustandsenergie

0.2 ]
numerisch X
‘ ‘ (9(51)
O e (’)((52)———-'
| | [1,1] =mmmme
O 1 1 I I
0 0.5 1 1.5 2

Kopplungskonstante g

Abbildung 4.4. — Grundzustandsenergie E[()4) des anharmonischen Potentials V (z) = g#* in Abhén-
gigkeit von g in erster und zweiter Ordnung (nach (4.15) und (4.19)) und die [1,1] Padé-Approximation
(nach (4.20)).

Tabelle 4.1. — Grundzustandsenergie E(()4) des anharmonischen Potentials V (x) = ga* fiir verschie-
dene Werte von ¢ in 1. und 2. Ordnung sowie die [1,1] Padé-Approximation.

g E(()4) (0-Entwicklung) E((]4) aus [12] / numerisch relativer Fehler (%)

O(6h):  0,138197 3,972
0,01  O(§2%): 0,148570 0,143913 3,236
[1,1]:  0,134944 6,232
O(6h):  0,297737 3,972
0,1 O(5?): 0,320084 0,310052 3,236
[1,1]:  0,290729 6,232
O(6%):  0,509122 3,972
0,5 O(6%): 0,547335 0,530181 3,235
[1,1]:  0,497139 6,232
O(6%):  0,641454 3,972
1 O(62):  0,689599 0,667986 3,236
[1,1]:  0,626356 6,232
O(6%):  0,808182 3,972
2 O(5?%):  0,868841 0,841610 3,236
[1,1]:  0,789159 6,232
O(6h):  2,977366 3,979
100 O(6%):  3,200840 3,100751 3,228
[1,1]:  2,907288 6,239
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4.1. Abschédtzung der Grundzustandsenergie

o
B0
)
=
2
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=
2
2
N
=)
=
=
O
0.2 e umeerisch X .
O(6"

O(2) - - - -

: : [171] T

O 1 1 L L

0 0.5 1 1.5 2

Kopplungskonstante g

Abbildung 4.5. — Grundzustandsenergie E(()ﬁ) des anharmonischen Potentials V' (x) = ga® in Abhén-
gigkeit von g in erster und zweiter Ordnung (nach (4.15) und (4.19)) und die [1,1] Padé-Approximation
(nach (4.20)).

Tabelle 4.2. — Grundzustandsenergie ESG) des anharmonischen Potentials V (x) = g2° fiir verschie-

dene Werte von ¢ in 1. und 2. Ordnung sowie die [1,1] Padé-Approximation.

g Eéﬁ) (0-Entwicklung) Eéﬁ) aus [12] / numerisch relativer Fehler (%)

O(6%):  0,194891 9,461
0,01 O(6%): 0,252373 0,215256 17,243
[1,1]:  0,187100 13,080
O(6%):  0,346571 9,461
0,1 O(§?%): 0,448789 0,382788 17,242
[1,1]:  0,332716 13,081
O(6%):  0,518245 9,461
0,5 O(5?%): 0,671097 0,572401 17,242
[1,1]:  0,497527 13,081
O(h):  0,616301 9,461
1 O(82):  0,798073 0,680704 17,242
[1,1]:  0,591663 13,081
O(6h):  0,732909 9,461
2 O(62):  0,949074 0,809498 17,242
[1,1]:  0,703609 13,081
O(6%):  1,948914 9,452
100 O(6%): 2,523728 2,152344 17,255
[1,1]:  1,871002 13,071
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Abbildung 4.6. — Grundzustandsenergie Eég) des anharmonischen Potentials V (z) = ga® in Abh#n-
gigkeit von g in erster und zweiter Ordnung (nach (4.15) und (4.19)) und die [1,1] Padé-Approximation
(nach (4.20)).

Tabelle 4.3. — Grundzustandsenergie E(()S) des anharmonischen Potentials V (x) = g2® fiir verschie-
dene Werte von ¢ in 1. und 2. Ordnung sowie die [1,1] Padé-Approximation.

g E(()8) (0-Entwicklung) E((]S) aus [12] / numerisch relativer Fehler (%)

O(5Y):  0,241168 13,955
0,01  O(§2%): 0,398443 0,280283 42,158
[1,1]:  0,227571 18,807
O(6%):  0,382225 13,957
0,1 O(5?): 0,631489 0,444225 42,155
[1,1]:  0,360675 18,808
O(6h):  0,527367 13,957
0,5  O(5?): 0,871284 0,612910 42,155
[1,1]:  0,497634 18,808
O(6%):  0,605786 13,957
1 O(62):  1,000842 0,704049 42,155
[1,1]:  0,571631 18,808
O(6%):  0,695866 13,957
2 O(62):  1,149666 0,808740 42,155
[1,1]:  0,656632 18,808
O(h):  1,521666 13,944
100 O(6%): 2,514002 1,768233 42,176
[1,1]:  1,435873 18,796
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4.2. Abschéatzung der Energie des ersten angeregten Zustands

4.2. Abschatzung der Energie des ersten angeregten Zustands

Mit Hilfe der in Abs. 3.3 vorgestellten Methoden kann die Energie des ersten angeregten Zustands
abgeschétzt werden. Dabei nutzt man aus, dass die Energie F|” des ersten angeregten Zustands
eines Hamiltonoperators H_ gleich der Energie des Grundzustandes EJ seines Superpartners H
ist.

Man beginnt mit

1 d? _
H, = BB' = ~sqgz V= BiB, + Ey. (4.21)
Dabei ist . 4 ) 4
By = — — d Bl=—(U-— 4.22
= yp (V) e e g (05 2

wobei hier fiir das Superpotential Wy aus Abs. 3.3 die Notation U gewéhlt wurde, um es nicht
mit 62 Term aus der Potenzreihenentwicklung fiir W zu verwechseln. Einsetzen von (4.22) in
(4.21) liefert

W24+ W' =U?+U' +2E;. (4.23)

Die Superpotentiale W und U sowie die Energie E] entwickelt man analog zum letzten Abschnitt
in Potenzreihen nach &, wobei die ersten drei Terme Wy, W1 und W5 der Potenzreihenentwicklung
von W aus dem letzten Abschnitt bekannt sind. Einsetzen der Potenzreihenentwicklung in (4.23)
und Ordnen nach Potenzen von ¢ liefert auch hier ein Gleichungssystem, dessen ersten beiden
Gleichungen

W+ W =UZ — Ul + 2¢ (4.24a)
2WoWy + Wi = 2UpU; — Uj + 2¢; (4.24D)

lauten. Aus diesen konnen e; und e bestimmt werden.
Die erste Gleichung dieses Gleichungssystems wird durch

Uy=Mz und eg=M (4.25)

gelost. Bei der zweiten Gleichung handelt es sich erneut um eine lineare Differentialgleichung
erster Ordnung, die durch

U = eMmQ/ e MY (2e; — 2MyWy — W) dy, (4.26)
0

gelost wird. Da auch die Grundzustandswellenfunktion W' = N exp {— fgc Ul(y) dy} normierbar
sein muss, erhédlt man eine Bestimmungsgleichung fiir e;:

M [ M
e1 =1/ — / e_Mx2(2MxW1 +W{)dx = - [W(Z) + 1] , (4.27)
T Jo

In der Tabelle 4.4 sind die Energien des ersten angeregten Zustandes in erster Naherung aufgefiihrt
und mit numerisch berechneten Werten verglichen.

Auch hier sind die relativen Fehler sehr hoch. Es konnten natiirlich theoretisch weitere Energie-
korrekturen berechnet werden, um die Ergebnisse zu verbessern, praktisch stellt dies jedoch auf
Grund komplizierter Doppel- und Dreifachintegrale ein Problem dar. Der Aufwand diese zu l6sen
ist wieder unverhaltnisméfig grof, da Cooper et al. in [7] eine wesentlich einfachere Methode zur
Abschétzung angeregter Zusténde vorstellten, welche in Abs. 5.2 besprochen wird.
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28

Tabelle 4.4. — Energien des ersten angeregten Zustands von V(z) = gz®" mit n = 2,34 fiir

verschiedene Werte von g.

V(x) ‘ g  E; (6-Entwicklung) FE] numerisch relativer Fehler (%)
0,01 0412115 0,515696 20,036
grt |1 1,912869 2.393702 20,087
100 8,878751 11,113243 20,107
0,01 0,765843 0,815791 6,123
g | 1 2,421808 2,579820 6,125
100 7,658430 8,159630 6,142
0,01 1,168293 1,087442 7,435
g:138 1 2,934620 2,731554 7,434
100 7,371432 6,862160 7,421




Teil IV. Vergleich der o-Entwicklung
mit anderen storungstheoretischen

Methoden

5. Ritz'sches Variationsverfahren

Das Ritz’sche Variationsverfahren wird in der Quantenmechanik hiaufig angewandt und daher in
fast allen Lehrbiichern iiber die Quantenmechanik behandelt. Folgender Abschnitt basiert auf
[15].

Sei ¥ eine nicht notwendiger Weise normierte Wellenfunktion und sei der Hamiltonoperator
H nach unten beschrankt, wobei Ey der niedrigste Eigenwert sei. Grundlage des Ritz’schen
Variationsverfahrens ist dann die Gleichung

_ . AYHE)
Ey = 13fW, (5.1)

welche man aus der Ungleichung (V|H|¥) > Ez(V|W¥) erhalt. Diese lasst sich mit Hilfe der
Vollstandigkeitsrelation ) [n)(n| = 1 leicht beweisen:

(U[H|W) = (W|n)En(n|¥) > Ey Y (U|n)(n|¥) = Eo(¥|W). (5.2)

n

Eine obere Schranke Ey fiir die Grundzustandsenergie Fy kann gefunden werden, indem man eine

Schar von Probefunktionen W(z; o, ..., qp), die neben « noch von den Parametern «; abhéngen,
wahlt,
(Y(zsa1,...,0p)|H[W(z;00,...,0p))
Elag,...,qap) = 5.3

(o ) (W(z;a1,...,00) |V (x;00,...,0p)) (53)

und davon das Minimum
I{niI}}E(Oxl, ce ,ap) = EV > EO (54)
@
berechnet.
5.1. Abschatzung der Grundzustandsenergien anharmonischer
Potentiale mit dem Ritz'schen Variationsverfahren

Fiir die anharmonischen Potentiale V(z) = z?® mit n = 2,3,4,5 bietet sich als normierte,

einparametrige Testfunktion eine Gauftfunktion der Form

U(zia) = (20‘>1/4e—w2 (5.5)

™
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5. Ritz’sches Variationsverfahren

an. Da die Testfunktion schon normiert ist, ist der Nenner in (5.3) gleich Eins und es bleibt
(¥(x; ) |H|V(x; ) zu berechnen:

1 d?
B (@) = (@ (w5 )| H|W(z;.0)) = (9] = 55| 0) + (]gz™| ) (5.6)
_ / ’d qf‘ dz + 2g/ 2 0Rdz (5.7)
o' I'(n+1/2)
=—+g9g—=. 5.8
2 "9 ey (58)
Fiir die Berechnung wurde hier das aus [11] bekannte bestimmte Integral
o 1 _pt1 1
/ 2Pe~® Az = Zg a F<p+) , p>—-1,a>0,¢>0 (5.9)
0 q q
benutzt. Aus der Bedingung % = 0 erhélt man
1 (4 it
gn n+1
=—|—=—=<T 1/2 5.10
o=y (rn+1/2) (5.10)

(),

und somit folgende Werte fiir die oberen Schranken E,

3\ 4/3
E(v4)=(4) g'? ~0,681420 g3, (5.11a)
© _ 5/ 1, 1/4
B = 2020 gl 0,725980 g4, (5.11b)
V3

E® = 1%1051/5 15 ~0,792662 g/°, (5.11c)
1/6

B0 = ;\\;;2/3 1/6 ~ 0,868 974 ¢'/°. (5.11d)

Wie Cooper et al. in [8] zeigten, lassen sich mit einer zweiparametrigen (ebenfalls schon normierten)

Testfunktion
2\ @2 f—— —1/2
U(z; a1, a2) = N exp [—; (m) } , N= [alF<l>] (5.12)

aq a9 20&2

noch bessere Ergebnisse erzielen. Das Energiefunktional berechnet sich nach (5.7), wobei das
zweite Integral durch die Substitution y = x? auf eine mit (5.9) 16sbare Form gebracht werden
kann. Man erhéilt

1 ol 1 n+1/2
(2n) _ - %2 - n
E¥ (aq,a9) = < . ) {2 11“(2 5 2) +ga1P< ; >] (5.13)

200

Die Minimierung nach « kann analytisch durchgefiihrt werden und liefert

1
n+1
031 (2~ 5%)

2gnf("‘;12/2> (514)

a1, =
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5.2. Abschétzung der Energien des ersten angeregten Zustands

Die Minimierung nach as wurde numerisch mit Mathematica durchgefithrt (mit g = 1):

n=2: a=0666721 ay=11183458 — E’) =0,669330¢"/3 (5.15a)
n=3: a5 =0649073 ap=1324546 — E\°) =0,6859849'4 (5.15b)
n=4: a,=0635600 a;=1440146 — E& =0,715296¢"/ (5.15¢)
n=>5: a;=0,624356 ay=1538517 — E(V“’) = 0,747637 g'/S. (5.15d)

In Abb. 6.1 sind die mit der Testfunktion (5.5) und (5.12) berechneten Energien in Abhéngigkeit
von g dargestellt. In den Tab. 6.1 bis 6.4 sind die Energien fiir verschiedene Werte von g angegeben
und mit den Literaturwerten aus [12] und numerisch berechneten Werten verglichen.

Schon die einfache Testfunktion (5.5) liefert bessere Ergebnisse als die J-Entwicklung. Die
zweiparametrige Testfunktion (5.12) liefert noch bessere Ergebnisse und fiir das Potential V(x) =
x* weichen die berechneten Grundzustandsenergien nur um 0,201 % von den numerischen Werten
ab. Fiir die Potentiale V(z) = 2%, V(2) = 2® und V(z) = 2'° liegen die relativen Fehler bei
etwa 0,8%, 1,6 % und 2,6 %. Hier liefert die im néchsten Kapitel vorgestellte logarithmische
Storungstheorie bessere Ergebnisse.

5.2. Abschatzung der Energien des ersten angeregten Zustands

In [7, 8] zeigten Cooper et al. auch, wie man die Energiedifferenzen Eékﬂ) (k) (k=1,2,...)

zweier Zustdnde berechnen kann. Dazu betrachtet man die Grundzustandswellenfunktlon \I’é ) aus
(5.12), mit der nach Gleichung (2.26) ein Superpotential verbunden ist. Um im Folgenden eine
Uniibersichtlichkeit durch viele Indizes zu vermeiden, werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

(k) +1) _

§
NONS agkﬂ):ﬂ

Das Superpotential lautet dann

b ooy
Wi(z) = gx% L (5.16)

Da es unterschiedliche Vorzeichen fiir + — oo und x — —oo besitzt, ist die SUSY exakt und
die Grundzustandsenergie Ef = E; (E’(()Q) = E%l)) des Partnerpotentials V. (V%) entspricht der
des ersten angeregten Zustandes von V_ (V1). Deshalb betrachtet man den Hamiltonoperator
H; = 2 sz + V5 = 2 drg +35 (Wk + Wk> Die ungefihren Energieabsténde erhélt man durch
Minimierung des Funktionals

1 a2
AB =B - B = S(wfY| - S wE Wi

)> (5.17)

welches mit (5.9) berechnet werden kann. Als Ergebnis erhdlt man folgende Rekursionsformel

AE:MUFQ (2-5) () (")

1
2B
a\b 2b—1
b(2) -1 =)
#o(5) @-or (%)
Die Minimierung nach « kann analytisch durchgefiihrt werden, die Minimierung nach § erfolgt

dann numerisch. Mit den Werten fiir ¢ und b aus dem letzten Abschnitt kénnen kann die
Energiedifferenz zwischen dem Grund- und dem ersten angeregten Zustand bestimmt werden.

(5.18)
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Diese sind in Tab. 5.1 mitsamt den daraus folgenden ungefdhren Energien £, und numerisch
berechneten Werten dargestellt.

Diese Methode liefert mit relativen Fehlern, die kleiner als 1% sind, sehr viel bessere Ergebnisse als
die o-Entwicklung in Abs. 4.2 und ist mit deutlich weniger Rechenaufwand verbunden. Cooper et
al. schrieben in [7, 8], dass diese Methode fiir die ersten drei angeregten Zustéinde des z*-Potentials
bessere Ergebnisse liefert als eine WKB-Naherung in erster Ordnung. Fiir den vierten und folgende
angeregte Zustande liefert diese jedoch bessere Ergebnisse.

Tabelle 5.1. — Energiedifferenzen AFE zwischen dem Grund- und dem ersten angeregten Zustand
der Potentiale V(z) = 22" mit n = 2,3,4,5 und die daraus folgenden ungefiihren Energien E] der
angeregten Zustédnde verglichen mit numerisch berechneten Werten.

Vix) | g AFE E; E7 numerisch relativer Fehler (%)
0,01 0,372196 — 0,516399 0,515696 0,136
grt | 1 1727582 —  2.393554  2,393702 0,006
100 8,018727 — 11,125484 11,113243 0,110
0,01 0,098415 —  0,815342 0,815791 0,055
gr® | 1 1,802354 — 2578338  2,579820 0,057
100 5,984149 —  §8,153422 8,159630 0,076
0,01 0,797435 —  1,082200 1,087442 0,482
gr® | 1 2,003067 — 2,718363  2,731554 0,483
100 5,031476 —  6,828219 6,862160 0,495
0,01 0,968027 —  1,315049 1,327988 0,974
g9 | 1 2085551 — 2.833188  2,861092 0,975
100 4,493184 —  6,103919 6,164544 0,983
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6. Die lineare )-Entwicklung und
logarithmische Storungstheorie

Ist man an der Grundzustandsenergie Fj eines beliebigen Potentials interessiert, kann man mit
Hilfe der logarithmischen Stérungstheorie auf einfache Weise Energiekorrekturen beliebiger Ord-
nung berechnen. Gegeniiber der in der nicht relativistischen Quantenmechanik héufig verwendeten
Rayleigh-Schrodinger Storungstheorie stellt dies einen Vorteil dar, da bei dieser iiber alle moglichen
Eigenzustdnde summiert werden muss, um Energiekorrekturen iiber die erste Ordnung hinaus zu
berechnen. Da diese Eigenzustédnde fiir die meisten Systeme nicht genau bekannt sind, kénnen
keine hoheren Energiekorrekturen berechnet werden. In der logarithmischen Stérungstheorie
reicht allein die Kenntnis der Grundzustandswellenfunktion ¥, um Energiekorrekturen beliebiger

Ordnung zu berechnen, wie nun gezeigt wird.
Man startet mit der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung
R? d?
o A2 +V(z)| ¥(z) = E¥Y(x). (6.1)

Im Gegensatz zur in Teil. III vorgestellten d-Entwicklung entwickelt man das Potential V' (x) bis
zum linearen Term nach J:

V() = Vole) + 6Vi(a). (6.2
Dabei sei Vj ein losbares Potential. Einsetzen von (6.2) in (6.1) fihrt zu
n? d?
[—Zmdx? + (Vg(x) + (5V1(x))} U(z) = EV(z). (6.3)
Fiir U(x) wahlt man den Ansatz
U(z) = 5@, (6.4)

setzt diesen in (6.3) ein und erhélt somit

_ ;; (8"(@) + %) + (Vo(w) + Vi) = . (6.5)

Entwickelt man Ey und S(z) in Potenzreihen nach ¢

Eg=eq+ ey +6%eq + ..., (6.6)
S(z) = So(x) + 881 (x) + 6252 (x) + ...,

setzt diese in (6.5) ein und ordnet nach Potenzen von ¢, erhélt man:

S8 (x) + S () = 2 (Vo) — o) (6.82)
S!(z) + 254 (2)S) (z) = 2}7”; (Vi) ) (6.8b)
S4(r) + 253(x)S5(x) + SP(x) = e (6.5¢)
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6. Die lineare §-Entwicklung und logarithmische Stérungstheorie

Bei (6.8a) handelt es sich um die Gleichung des ungestorten Systems, dessen Wellenfunktion
Uy (z) = exp(Sp(x)) bekannt sei. Alle weiteren Gleichungen kénnen dann rekursiv gelost werden.
Gleichung (6.8b) kann umgeschrieben werden zu

(Sh@)e) = 2#2"‘ (Va(a) = )25, (6.9)

Da e2%(@) = (esf’(ﬂ”))2 = W3(z) und die Wellenfunktion im Unendlichen verschwindet, liefert eine
Integration von Gleichung (6.9) in den Grenzen +o0o eine Bestimmungsgleichung fiir e;:

* Vi(z)VE(z)dx
e = fiooool( ; 0( ) (610)
f_oo Ui (z)de
Durch Umschreiben von Gleichung (6.8c) zu
! 2m
(Sé(a;)e250(x)) =— (meg + 5;2(95)> ?%(@) (6.11)
und Integration in den Grenzen +oo erhilt man eine Bestimmungsgleichung fiir es:
P2 SE@) V(e de R[5 SP(x) W () do
ey = —— Cop— =—— S (6.12)
2m  [% WE(z)dx m - [7 Wg(x)dx

Fiir die Berechnung von ey ist die Kenntnis von S (x) erforderlich. Dieses erhdlt man durch
Integration von Gleichung (6.9) von 0 bis 2 und unter Ausnutzung der Randbedingung S}, (z) =
0,n=0,1,2,...:

i) = gy [, (M) =) B o (613

Auf analoge Weise kann man weitere Energiekorrekturen bis zu beliebiger Ordnung berechnen.

6.1. Abschatzung der Grundzustandsenergien anharmonischer
Potentiale mit der linearen j-Entwicklung und
logarithmischer Storungstheorie

Marques et al. zeigten in [14], dass mit Hilfe der logarithmischen Storungstheorie und des in
Abs. 2.5 vorgestellten e-Systems die Grundzustandsenergie des Potentials V() = x* abgeschitat
werden kann. Dies wird im Folgenden nachvollzogen, anschlieffend wird die Methode auf die
Potentiale V(z) = 2" mit n = 3,4,5 angewandt.

Abschitzung der Grundzustandsenergie von V(z) = 2* Da Marques et al. m = 1/2 setzten
und die Operatoren B und B (bzw. bei ihnen A und Af) als A = W (z)+iP und At = W(x) —iP
definierten, hier aber die Definitionen von B und BT aus (2.13) und m = 1(= h) beibehalten
werden sollen, muss das Superpotential mit dem Faktor v/2' multipliziert werden. Aukerdem wird
im Folgenden der Einfachheit halber auch g = 1 gesetzt. Das zu betrachtende Superpotential
lautet somit

W(z) = V2e(z) z? (6.14)
und fiihrt {iber die Riccati-Gleichung 2V = W?2 + W' zu den Potentialen

Vi =2t £ V22l (6.15)
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6.1. Abschétzung der Grundzustandsenergien anharmonischer Potentiale

Da die Supersymmetrie exakt ist (W (z) hat unterschiedliche Vorzeichen fir z — £00), besitzt
die Grundzustandswellenfunktion ¥ von V_ die Energie E; = 0 und ¥, kann iiber Gleichung
(2.21) bestimmt werden:

= Nexp<—ﬁm>. (6.16)

Dabei ist N die Normierungskonstante, die aus der Normierungsbedingung 1 = [*_ |97 (z)[* dz
bestimmt werden kann. Das exakte Ergebnis der Grundzustandswellenfunktion von V_ lautet

somit
1/3 "
\I'a(gc) = 3exp< f‘ |> (6.17)

V2'T(1/3)

Dies ist durchaus bemerkenswert da exakte Losungen der Grundzustandswellenfunktionen von

V(z) = g*z* oder V(z) = w?x? + g?2* nicht gefunden werden konnen.
Ausgehend von der exakten Losung fiir V_(z) lasst sich mit Hilfe der logarithmischen Storungs-
theorie nun die Grundzustandsenergie des Potentials V (z) = 2% abschitzen. Dazu beginnt man

mit

V(z) = Vo(x) + 0Vi(x) (6.18a)
mit Vo(z) = V_(z) = 2* — ﬁ]x\ (6.18b)
und Vi (z) = 2v2]z|. (6.18¢)
1

Fiir § = 1/2 ! erhilt man das Potential V(z) = z*. Die Gleichung des ungestorten Systems (6.8a)
wird hier durch

3
So(x) = —ﬁ“””g' und ey =0 (6.19)
gelost. Die erste Energiekorrektur erhilt man aus Gleichung (6.10), wobei der Nenner gleich Eins
ist, da W (x) bereits normiert ist. Es bleibt also zu berechnen:
2

B 31/3 ol ox |23 2-31/31(2/3)
e =22 —ﬁr(l/?)) /_OO! | p< 2v2 > - —Tam (6.20)

Um ey bestimmen zu kénnen, berechnet man S (x) nach (6.13) und erhélt

[
22 e V25 |x | \x |
Siz) =222~ |9%/3 F72 —F16I‘72 , 6.21
0= e 2R (32 ) —raor (G| e
wobei I'(a, z) f te~le=tdt die unvollstindige Gammafunktion der unteren Grenze ist. Die
Bestimmungsgleichung (6 12) fiir ey enthélt daher ein kompliziertes Integral, dessen numerische
Losung eg ~ —0,276 027 lautet. Die Grundzustandsenergie des Potentials V(x) = 2 lautet somit
ndherungsweise

1 1
EGO(5 = 1/2) ~ €9 + se1 + Je2 ~ 0,660 005. (6.22)
Eine [1,1] Padé-Approximation liefert hier ein noch besseres Ergebnis, ndmlich
B (6 =1/2) % 0,665972. (6.23)

'Fiir § = 1 kann auferdem die Grundzustandsenergie von V. berechnet werden. Sieche dazu [9, 14].
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6. Die lineare §-Entwicklung und logarithmische Stérungstheorie

Abschitzung der Grundzustandsenergie von V(z) = 2% Ausgehend von dem Superpotential

W (x) = v/2'23 erhilt man iiber die Riccati-Gleichung die Partnerpotentiale Vi = 2% + %\/5 z2.
Wihlt man

3
Vo =ab — 5\/2%2 und V) = 3v272?, (6.24)

erhilt man fiir § = 1/2 das Potential V (z) = 2. Die Grundzustandswellenfunktion von V_ lautet
nach (2.21)

27/16 D)
Vo (2) = ———exp| ———at | . 6.25
)= 2 p( ¢ ) (6.25
Fiir die erste Energiekorrektur erhélt man nach (6.10)
3-2%/41(3/4)
— = 6.26
“ T(1/4) (6.26)

fir S (z) nach (6.13)

S I L R O G

wobei E,(z) = floo e 't~ dt die Integralexponentialfunktion ist, und somit fiir die zweite
Energickorrektur nach (6.12)
4247 In(4)

= — 2
€2 F2(—3/4) (6 8)
Damit lautet die Grundzustandsenergie des Potentials V (z) = 2% niherungsweise
B ~0,631014. (6.29)
Die [1,1] Padé-Approximation liefert
©)
B, ~ 0,676 737. (6.30)

Abschitzung der Grundzustandsenergie von V(z) = 28 Um die Grundzustandsenergie des

Potentials V(2) = 2% abzuschitzen, startet man mit dem Superpotential W (z) = v/22%e(x).
Hieraus erhilt man Vi = 2® 4+ 2v/2|z|3, wihlt

Vo=2a%—2v2]z> und Vi =4V2)zf? (6.31)

und erhilt fiir § = 1/2 das gewiinschte Potential V (x) = 28. Die Grundzustandswellenfunktion

zu V_ lautet
52/5

I'(

2

U, (z) = 57770 5 exp(—ﬂ5) , (6.32)

womit man fiir e; nach (6.10)

_2-10%/5T(4/5)
U T/

erhélt. Fur S7(x) erhilt man mit Mathematica hier keinen geschlossenen Ausdruck und es muss

numerisch bestimmt werden. Das Ergebnis lautet es &~ —1,777314. Somit erhélt man fiir die

Grundzustandsenergie des Potentials V (z) = 2®

(6.33)

EW® ~ 0,565 264. (6.34)
Die [1,1] Padé-Approximation verbessert das Ergebnis auch hier und liefert

2®

Ty ~ 0701054, (6.35)
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6.1. Abschétzung der Grundzustandsenergien anharmonischer Potentiale

Abschitzung der Grundzustandsenergie von V(z) = 2! Das Superpotential W (z) = /2 2°
fiihrt zu den Partnerpotentialen Vi = 210 + %x‘l, was die Wahl

5 10
Vo=o%— —2* und Vj=-—22t 6.36
0 75 =5 (6.36)

nahelegt. Die normierte Grundzustandswellenfunktion lautet

_ 1 V2
¥, (x) = 211/24 31/12_ /T(7/6) P <_6m6> (6.37)

und fir e; erhalt man

~ 5I(5/6)
~25/631/31(7/6)

Fiir dieses Potential lasst sich S7(z) wieder geschlossen angeben

V228
S;(x):—10'21/6e >« () [61/3334F<1> Eé<ﬁx6> —3F(5> Eg<ﬁx6>] (6.39)

€1

(6.38)

31/312(1) 6 3 6 3

allerdings ldsst sich fiir e5 kein geschlossener Ausdruck angeben. Der numerische Wert lautet
eo ~ —2,949764 und fithrt zu einem Wert der Grundzustandsenergie von E(()lo) ~ 0,446 245, der

sich mit Hilfe der [1,1] Padé-Approximation zu

(10)
B ~0,729318 (6.40)

verbessern lasst.

In Abb. 6.1 sind die mit der logarithmischen Stérungstheorie und der Padé-Approximation
berechneten Grundzustandsenergien in Abhéngigkeit von g dargestellt und in den Tab. 6.1 bis
6.4 sind sie fiir einige Werte von g mit den Werten aus [12] und numerisch berechneten Werten
verglichen.

Fiir die Potentiale V(z) = 2%, V(2) = 2% und V(z) = 2'° liefert diese Methode die besten
Ergebnisse. Besonders bemerkenswert ist, dass der relative Fehler beim z!'°-Potential kleiner als

0,075 % ist.
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6. Die lineare §-Entwicklung und logarithmische Stérungstheorie

0.9 . . , :

E[§4) numerisch ~ +
E, 6) numerisch

EOS) numerisch *

Eélo) numerisch O
(4) Ritz —

£ Rits l

Grundzustandsenergie

Log. - - - - |

‘ ‘ E(()10 Log. - - - -

0 1 1 I I
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)
)
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)
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Abbildung 6.1. - Die Grundzustandsenergien Eé%) der anharmonischen Potentiale V (z) = 22" mit
n = 2,3,4,5 in Abhéngigkeit von g nach dem Ritz’schen Variationsverfahren und nach logarithmischer
Storungstheorie.
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6.1. Abschétzung der Grundzustandsenergien anharmonischer Potentiale

Tabelle 6.1. — Grundzustandsenergie E(()4) des anharmonischen Potentials V(z) = gz? fiir ver-
schiedene Werte von g, berechnet mit dem Ritz’schen Variationsverfahren und der logarithmischen
Storungstheorie.

g E(()4) (Ritz / Log.) E(()4) aus [12] / numerisch relativer Fehler (%)
Ritz mit (5.5): 0,146808 2,011
0,01 Ritz mit (5.12): 0,144203 0,143913 0,201
Log.: 0,143479 0,302
Ritz mit (5.5): 0,316287 2,011
0,1 Ritz mit (5.12): 0,310676 0,310052 0,201
Log.: 0,309117 0,302
Ritz mit (5.5): 0,540844 2,011
0,5 Ritz mit (5.12): 0,531248 0,530181 0,201
Log.: 0,528582 0,302
Ritz mit (5.5): 0,681420 2,011
1 Ritz mit (5.12): 0,669330 0,667986 0,201
Log.: 0,665972 0,302
Ritz mit (5.5):  0,858536 2,011
2 Ritz mit (5.12): 0,843304 0,841610 0,201
Log.: 0,839072 0,302
Ritz mit (5.5):  3,162872 2,003
100 Ritz mit (5.12): 3,106757 3,100751 0,194
Log.: 3091167 0,309

Tabelle 6.2. — Grundzustandsenergie E(gﬁ) des anharmonischen Potentials V(z) = g2° fiir ver-
schiedene Werte von g, berechnet mit dem Ritz’schen Variationsverfahren und der logarithmischen
Storungstheorie.

g E(g6) (Ritz / Log.) E(SG) aus [12] / numerisch relativer Fehler (%)
Ritz mit (5.5): 0,229575 6,652
0,01 Ritz mit (5.12): 0,216927 0,215256 0,776
Log.: 0,214003 0,582
Ritz mit (5.5): 0,408248 6,651
0,1 Ritz mit (5.12): 0,385757 0,382788 0,776
Log.: 0,380557 0,583
Ritz mit (5.5): 0,610474 6,651
0,5  Ritz mit (5.12): 0,576842 0,572401 0,776
Log.: 0,569066 0,583
Ritz mit (5.5): 0,725980 6,651
1 Ritz mit (5.12): 0,685984 0,680704 0,776
Log.: 0,676737 0,583
Ritz mit (5.5): 0,863340 6,651
2 Ritz mit (5.12): 0,815778 0,809498 0,776
Log.: 0,804781 0,583
Ritz mit (5.5):  2,205749 6,663
100 Ritz mit (5.12): 2,160273 2,152344 0,787
Log.: 2,140031 0,572
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6. Die lineare §-Entwicklung und logarithmische Stérungstheorie

Tabelle 6.3. — Grundzustandsenergie E(()S) des anharmonischen Potentials V(z) = ga® fiir ver-
schiedene Werte von g, berechnet mit dem Ritz’schen Variationsverfahren und der logarithmischen
Storungstheorie.

g Eés) (Ritz / Log.) E(()S) aus [12] / numerisch relativer Fehler (%)
Ritz mit (5.5): 0,315564 12,588
0,01 Ritz mit (5.12): 0,284765 0,280283 1,599
Log.: 0,279095 0,424
Ritz mit (5.5): 0,500136 12,586
0,1 Ritz mit (5.12): 0,451321 0,444225 1,597
Log.: 0,442335 0,425
Ritz mit (5.5): 0,690052 12,586
0,5 Ritz mit (5.12): 0,622702 0,612910 1,598
Log.: 0,610303 0,425
Ritz mit (5.5): 0,792662 12,586
1 Ritz mit (5.12): 0,715296 0,704049 1,598
Log.: 0,701054 0,425
Ritz mit (5.5):  0,010529 12,586
2 Ritzmit (5.12): 0,821660 0,808740 1,507
Log.: 0,805300 0,425
Ritz mit (5.5):  1,091076 12,603
100 Ritz mit (5.12): 1,796743 1,768233 1,612
Log.: 1,760968 0,411

Tabelle 6.4. — Grundzustandsenergie E(()lo) des anharmonischen Potentials V (x) = g9 fiir ver-
schiedene Werte von g, berechnet mit dem Ritz’schen Variationsverfahren und der logarithmischen
Storungstheorie.

g E(()IO) (Ritz / Log.) E(()lo) aus [12] / numerisch relativer Fehler (%)
Ritz mit (5.5) 0,403342 19,212
0,01 Ritz mit (5.12) 0,347022 0,338339 2,566
Log 0,338519 0,053
Ritz mit (5.5) 0,592025 19,215
0,1 Ritz mit (5.12) 0,509359 0,496602 2,569
Log 0,496879 0,056
Ritz mit (5.5)  0,774167 19,218
0,5  Ritz mit (5.12) 0,666069 0,649369 2,572
Log 0,649748 0,058
Ritz mit (5.5)  0,368074 19,220
1 Ritz mit (5.12) 0,747637 0,728883 2,573
Log 0,729318 0,060
Ritz mit (5.5)  0,975390 19,222
2 Ritz mit (5.12) 0,839194 0,818132 2,574
Log 0,818632 0,061
Ritz mit (5.5)  1,872147 19,239
100 Ritz mit (5.12) 1,610735 1,570084 2,589
Log 1,571268 0,075
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Teil V. Zusammenfassung

Die Konzepte der Supersymmetrie lassen sich erfolgreich auf die Quantenmechanik anwenden
und fithren zu interessanten neuen Einsichten.
Um zu einigen dieser Einsichten zu gelangen bzw. um sie zu verstehen, wurde in Teil I zuerst das
einfachste SUSY-Modell konstruiert, indem SUSY-Operatoren eingefiihrt wurden, die bosonische in
fermionische Zustdnde umwandeln und umgekehrt. Da Supersymmetrie bedeutet, dass ein System
invariant unter Anwendung eines SUSY-Operators ist, ist es moglich einen supersymmetrischen
Hamiltonoperator zu finden. Aus diesem und den SUSY-Operatoren ldsst sich die einfachste SUSY-
Algebra aufstellen. Am Beispiel des SUSY-Oszillators wurde die typische zweifache Entartung der
Zustdnde mit E # 0 gezeigt. Falls ein Zustand bei E = 0 existiert, ist dieser nicht entartet und
man spricht von exakter SUSY. Diese Eigenschaften folgen auch direkt aus der SUSY-Algebra.
In Kapitel 2 wurde das einfachste SUSY-Modell auf ein nichtlineares Modell erweitert, welches
auch Wechselwirkungen zwischen bosonischen und fermionischen Zusténden zuldsst. Die eben
beschriebenen Eigenschaften bleiben dabei erhalten. Es wurde gezeigt, dass der supersymmetrische
Hamiltonoperator zwei Systeme — ein bosonisches und ein fermionisches — beschreibt und deren
Eigenwerte und -funktionen miteinander in Verbindung setzt. Diese beiden Systeme werden durch
die sog. Superpartner H; und Hy beschrieben. Die Tatsache, dass Hs auch einen Superpartner
Hj besitzt, welcher wiederum den Superpartner Hy besitzt usw., fihrt zu den SUSY-Ketten.
Auferdem wurden das Superpotential und die Riccati-Gleichung eingefiihrt. Letztere wurde
in Teil III stérungstheoretisch mit der d-Entwicklung gelést, um die Grundzustandsenergien
der anharmonischen Potentiale V(z) = 22" mit n = 2,3,4 zu bestimmen. Wie gezeigt wurde,
liefert diese in der zweiten Ordnung und [1,1] Padé-Approximation keine guten Ergebnisse.
Berechnungen hoherer Ordnungen sind auf Grund komplizierter Doppel- und Dreifachintegrale
schwierig. Das Ritz’sche Variationsverfahren aus der ’gewthnlichen’” Quantenmechanik liefert bei
weniger Rechenaufwand wesentlich bessere Ergebnisse. Auch die logarithmische Stérungstheorie
in Verbindung mit der linearen §-Entwicklung kann vor allem fiir die Potentiale V(z) = 25,
V(z) = 28 und V(x) = 210 iiberzeugen. Bei der Bestimmung der Energien angeregter Zustinde
ist die Berechnung hoher Ordnungen mit der d-Entwicklung ebenfalls schwierig und die Ergebnisse
in erster Ordnung konnen nicht iiberzeugen. Das in Abs. 5.2 vorgestellte, von Cooper et al.
entwickelte und auf den SUSY-Ketten basierende Verfahren liefert fiir den ersten angeregten
Zustand deutlich bessere Ergebnisse.
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