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2 DAS TOP-QUARK

1. Einfiihrung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Zerfall eines Top-Quarks in ein Bottom-Quark,
ein Positron und ein Elektronneutrino. Es wird zunachst erklért, wie der Zerfall im Rah-
men des Standardmodells und Storungstheorie erster Ordnung theoretisch beschrieben
werden kann. Letztendlich fiihrt die Beschreibung auf einen Ausdruck fiir die differenzi-
elle Zerfallsbreite dI', welche Informationen tiber Wahrscheinlichkeiten der Endzustande
enthalt.
Daran an schliefit sich eine Vorstellung der Monte-Carlo-Methode und der Idee bei ihrer
Anwendung auf den betrachteten Zerfall. Die Monte-Carlo-Methode bietet eine recht ein-
fach umsetzbare Moglichkeit, sich numerisch einem Problem wie dem Top-Quark-Zerfall
oder auch weitaus komplexeren Teilchenprozessen anzunehmen. Man kann damit neben
der Zerfallsbreite I' auch Winkelverteilungen der Zerfallsprodukte zu Tage tragen. Die
besagten Winkelverteilungen erhélt man im Zuge der Titel gebenden Event-Generation.
Wie das im konkreten Fall aussehen kann, wird anhand des fiir diese Arbeit verfassten
Python-Codes erlautert.
Es folgen die Ergebnisse der Event-Generation und der Abgleich dieser mit auf anderem
Wege getatigten Abschitzung iiber die Verteilungen. Zunédchst geschieht dies fir den
Zerfall eines unpolarisierten Top-Quarks und darauffolgend fiir den eines polarisierten
Top-Quarks.
Noch ein kleiner Hinweis vorab: Alle Rechnungen in dieser Arbeit geschehen in natiirli-
2 o Ar

chen Einheiten, d.h. i = 1 = ¢. Daraus folgt u.a. e* ~ {-- mit der Elementarladung e
1

und der Feinstrukturkonstante o ~ RTE

2. Das Top-Quark

2.1. Das Top-Quark im Standardmodell

Bei dem Standardmodell der Teilchenphysik handelt es sich um ein Modell zur Beschrei-
bung des Verhaltens der bisher bekannten und nachgewiesenen Elementarteilchen. Der
Begriftf Elementarteilchen bezieht sich dabei auf die bislang kleinste Ebene von Teil-
chen, aus denen Materie aufgebaut ist. Da mit dem Standardmodell alleine nicht alle
Phénomene im Universum erklart werden konnen, existieren zahlreiche Vorschlége zur
Erweiterung des Standardmodells, wie beispielsweise die Hinzunahme der Supersym-
metrie (SUSY), aus welcher Moglichkeiten zur Beschreibung dunkler Materie hervor-
gehen. Neben der dunklen Materie findet auch die Gravitation keine Berticksichtigung
im Standardmodell. Diese ist jedoch vergleichsweise so schwach, dass sie bei Prozessen
der tbrigen drei fundamentalen Wechselwirkungen nicht auffillt. Die genannten drei
anderen fundamentalen Wechselwirkungen sind namentlich die starke Wechselwirkung,
die schwache Wechselwirkung und die elektromagnetische Wechselwirkung. Der Grund,
warum Gravitation im Universum trotzdem eine sehr wichtige Rolle spielt, ist der, dass
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ganz allgemein die Anhdufung von Materie z.B. zu einem Planeten seine gravitative
Anziehungskraft erh6ht, wahrend die elektromagnetische Wechselwirkung im Fall von
diesem und einem damit interagierenden zweiten Planeten in der Summe verschwindend
gering ist, da Planeten und andere astronomische Korper meistens ladungsneutral sind,
also so gut wie keine elektrostatische Anziehung oder Abstoflung zustande kommt. Auch
die starke und die schwache Wechselwirkung haben zwischen Teilchen, deren Entfernun-
gen sich auf astronomischen Langenskalen bewegen, keinen Einfluss, da ihre jeweilige
Reichweite ohnehin subatomare Dimensionen nicht iibersteigt.

Da es in dieser Arbeit allerdings weder um gravitative Einfliisse auf subatomare Teilchen,
noch um dunkle Materie, sondern um den Zerfall des im Standardmodell enthaltenen
Top-Quarks gehen soll, wird nun eine kurze Vorstellung der Teilchen und Wechselwir-
kungen im Standardmodell erfolgen.

2.1.1. Teilchen und Wechselwirkungen im Standardmodell

Das Standardmodell umfasst jeweils sechs Quarks und Leptonen, dazu vier Arten von
Austauschteilchen der elektromagnetischen, starken und schwachen Wechselwirkung und
das Higgs-Boson. Die Quarks und Leptonen sind Spin !/2-Teilchen und damit Fermio-
nen. Als Fermionen werden allgemein alle Teilchen mit halbzahligem Spin bezeichnet.
Bosonen sind entsprechend Teilchen mit ganzzahligem Spin und unterscheiden sich in
einigen Eigenschaften grundlegend von Fermionen. Nach dem Pauli-Prinzip kdnnen zwei
Fermionen nicht den gleichen quantenmechanischen Zustand einnehmenﬂ Bosonen hin-
gegen sind dazu im Stande, weshalb Phénomene wie die Bose-Einstein-Kondensation
auftreten konnen, bei der eine makroskopische Anzahl von Bosonen den gleichen Zu-
stand einnimmt. Eine Aufzdhlung der Quarks ist in Tabelle [I] und eine der Leptonen in
Tabelle 2| zu sehen. Zu jedem der aufgefiihrten Teilchen existiert ein Antiteilchen, dessen
Ladung das jeweils andere Vorzeichen tragt. Der prinzipielle Unterschied zwischen den
beiden Teilchenarten ist, dass die Leptonen nicht der starken Wechselwirkung unterlie-
gen. Die ungeladenen Neutrinos wechselwirken zudem nicht einmal elektromagnetisch,
sodass fiir diese auf Elementarteilchenebene lediglich die schwache Wechselwirkung (we-
gen Vernachlassigbarkeit der Gravitation) eine Rolle spielt. Das ist der Grund, aus dem
Neutrinos trotz ihres hohen Teilchenflusses auf der Erde (allein von der Sonne kommend
mit mehreren Milliarden pro cm? pro Sekunde) nur unter hohem Aufwand in abzihlbarer
Anzahl registriert werden kénnen.

'Bei einer Vertauschung von zwei Fermionen muss das Vorzeichen der Gesamtwellenfunktion eines
Systems aus Fermionen wechseln. Waren die Zusténde der vertauschten Fermionen identisch, miisste
also die Gesamtwellenfunktion 0 sein und wére nicht existent. Bei Bosonen wechselt das Vorzeichen
nicht.
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Tabelle 1: Bezeichnungen und Figenschaften der sechs Quarks im Standardmodell [1)].
Die IDs sind Konventionen und dienen unter anderem der Bezeichnung der Teilchen in
Monte-Carlo-Generatoren.

Quark Symbol Ladung [¢] Spin Masse [GeV] ID
Up-Quark u 2/3 o 0.0022700007 2
Down-Quark d —1/3 2 0.00477000% 1
Charm-Quark c 2/3 o o 1.275100% 4
Strange-Quark S —1/3 2 0.096700% 3
Top-Quark t 2/3 /9 173.1(9) 6
Bottom-Quark b —1/3 1/2 4187092 5

Das Antiquark zu einem Quark q wird meistens durch q gekennzeichnet. Da Quarks der
starken Wechselwirkung unterliegen, kommen sie in der Natur nicht einzeln, sondern
nur Verbindung mit anderen Quarks vor. Dieser Umstand wird durch eine den Quarks
immanente Farbladung erklért, welche den ,,Angriffspunkt® der starken Wechselwirkung
darstellt. Mogliche Farbladungen werden bezeichnet als r, g und b (rot, griin, blau) mit
den entsprechenden Antifarben T, g und b. Ahnlich wie bei elektrisch geladenen Teil-
chen, bestreben auch farbgeladene Teilchen Neutralitat, in diesem Fall Farbneutralitét.
Der Unterschied zur elektrischen Ladung besteht darin, dass Neutralitdat nicht nur durch
zwei entgegengesetzte Ladungen (4+e und —e) erreicht werden kann, also beispielsweise
mit r und 1, sondern auch durch die die Kombination von r, g und b (bzw. r, g und
b). Im additiven Farbkreis ergibt gerade die Mischung aus rot, griin und blau weif, was
dann fir Farbneutralitat steht. Teilchen, die aus drei verschiedenfarbigen Quarks beste-
hen, oder besser, die solche drei Quarks als Valenz-Quarks besitzen, werden Baryonen
genannt. So sind beispielsweise die Valenz-Quarks im Proton zwei Up-Quarks und ein
Down-Quark, welche fiir die Interaktion mit der Umgebung verantwortlich sind (wie
auch Valenzelektronen im Atom das Reaktionsverhalten bestimmen). Daneben existie-
ren allerdings kurzlebige, virtuelle Quark-Antiquark-Paare im Proton, die sogenannten
See-Quarks. Teilchen aus Quark und Antiquark (z.B. mit Farben r und 1), sind Meso-
nen. Ein bekannter Vertreter ist das m-Meson (auch Pion), welches die Wechselwirkung
zwischen Nukleonen im Atomkern vermittelt. Diese sogenannte starke Kernkraft, ist
gewissermafen die Restwechselwirkung zwischen farbneutralen Nukleonen (vergleichbar
mit der Anziehung ladungsneutraler Atome durch die Van-der-Waals-Kraft).

Wie im Falle der starken Kernkraft werden auch die elektromagnetische, die starke und
die schwache Wechselwirkung durch Austauschteilchen vermittelt. Das bedeutet, die
Interaktion von Teilchen erfolgt durch den Austausch eines weiteren Teilchens, welches
Energie und Impuls von einem Teilchen auf ein anderes iibertrigt. Dieser Ubertrag muss
allerdings nicht zwingend der relativistischen Energie-Impuls-Relation

E? —p? =m? (2.1)
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(in nattirlichen Einheiten, d.h. A = 1 = ¢, E Energie, p Impuls, m Masse) des Aus-
tauschteilchens geniigen, sodass jenes auch virtuell sein kann. Eine kurze Ubersicht der
Austauschteilchen ist in Tabelle [3] gegeben. In Abb. [1] ist beispielhaft eine Elektron-
Myon-Streuung dargestellt.

Abbildung 1: Feynman-Diagramm fiir die Elektron-Myon-Streuung iber die elektro-
magnetische Wechselwirkung (Austausch eines virtuellen Photons).

Tabelle 2: Bezeichnungen und Eigenschaften der sechs Leptonen im Standardmodell [1)].
Die IDs sind Konventionen und dienen unter anderem der Bezeichnung der Teilchen in
Monte-Carlo-Generatoren.

Lepton Symbol Ladung [¢] Spin Masse [GeV] ID
Elektronneutrino Ve 0 1/2 ~ 0 12
Elektron e -1 /2 5.109989461(31) - 10~* 11
Myonneutrino v, 0 1/2 ~ 0 14
Myon u 1 s 0.1056583745(24) 13
Tauneutrino vy 0 ) ~ 0 16
Tauon T -1 /2 1.77686(12) 15

Der einem Lepton ¢ zugehérige Antipartner wird meistens mit ¢ bezeichnet.
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Tabelle 3: Bezeichnungen und Figenschaften der Austauschteilchen im Standardmodell
[1]. Das W~ ist das Antiteilchen zum W. Die IDs sind Konventionen und dienen unter
anderem der Bezeichnung der Teilchen in Monte-Carlo-Generatoren.

Teilchen  Symbol Ladung [e] Spin  vermittelt Ww.  Masse [GeV] 1D

Photon y 0 1 elektromagnetische 0 22
Gluon g 0 1 starke 0 21
Z-Boson Z 0 1 schwache 91.1876(21) 23
W-Boson ~ W#* +1 1 schwache 80.379(12)  +24

2.2. Top-Quark Zerfall

Das Top-Quark ist das mit Abstand schwerste der sechs Quarks und nimmt aufgrund der
daraus resultierenden sehr kurzen Lebensdauer von 7 & 5-1072° s[I] eine Sonderstellung
ein. Anders als die anderen Quarks, welche sich durch die starke Wechselwirkung schnell
zu Baryonen und Mesonen vereinen, hat das Top-Quark dazu oft keine Zeit, bevor es zer-
fallt, wodurch Beobachtung des Verhaltens eines ,,quasifreien” Quarks moglich sind. Der
Zerfall des Top-Quarks verlduft iiber die schwache Wechselwirkung und fithrt fast aus-
schliefllich zur Produktion eines Bottom-Quarks und eines W*-Bosons. Statt der eines
Bottom-Quarks ist theoretisch auch die Produktion eines anderen down-artigen Quarks
(Down-Quark, Strange-Quark) moglich, da der schwache Isospin-Partner des Top-Quarks
eine Uberlagerung aus den Quarks d, s und b ist. Bei einem Zerfall iiber einen ladungs-
senkenden Strom (Abgabe des W) oder einen ladungshebenden Strom (Abgabe eines
W~) kann nur der entsprechende Isospin-Partner des zerfallenen Teilchens entstehen.
Es hingt dann von der Zusammensetzung ab, welche der drei Komponenten letztendlich
beobachtet wird. Die schwachen Isospin-Partner der Leptonen e~, 4~ und 7~ sind ihre
jeweiligen Neutrinos. Daher bleibt bei dem Zerfall eines W-Bosons die Leptonenfamili-
enzahl erhalten (bei Neurinooszillation allerdings nicht). Die Leptonenfamilienzahl eines
W ist fir alle drei Flavours (e, u, 7) null, daher entstehen bei dessen Zerfall in Leptonen
immer nur ein Lepton und das Antiteilchen seines jeweiligen Isospin-Partners, da die
Leptonenzahlen fiir Antiteilchen ein umgekehrtes Vorzeichen erhalten.

Wie sich die schwachen Isospin-Partner der Quarks tatsiachlich zusammensetzen, ergibt
sich aus der CKM-Matrix (CKM fiir Cabibbo-Kobayashi-Maskawa).

d d
s'"| =Vekm | s (2.2)
v b

Der schwache Isospin-Partner des Bottom-Quarks ist b’ Der Eintrag Vi, der CKM-
Matrix, der den Ubergang des t zum b beschreibt (und umgekehrt), betrigt 0.99915 4
0.00005[7]. Die Wahrscheinlichkeit fiir den schwachen ladungssenkenden Strom eines t
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zu einem b ergibt sich aus dem Betragsquadrat |Vi,|2. Der Ubergang zum Down-Quark
oder Strange-Quark wird daher im Rahmen dieser Arbeit vernachléssigt. Zudem wird
sich auf den Zerfall des W™ in Positron und Elektronneutrino konzentriert. Der gesamte
Zerfall ist in Abb. 2] einmal dargestellt.

Abbildung 2: Feynman-Diagramm fiir den Zerfall eines Top-Quarks in Bottom-Quark,
Positron und Elektronneutrino.

2.3. Theoretische Beschreibung des Zerfalls

Das Top-Quark als Fermion kann mit Hilfe der Dirac-Gleichung beschrieben werden. Die

Dirac-Gleichung ergibt sich aus der Forderung, linear in % und in V zu sein, also
0
((X‘P“‘ﬂm)w:Hiﬂ:iaw (2.3)

mit dem Impulsoperator P = —V und dem Hamilton-Operator H. Die Wellenfunkti-
on 1 soll dabei zusétzlich die relativistische Energie-Impuls-Relation (Gleichung )
erfiillen, insofern, dass

(P*+m?) ¢ = H*) (2.4)

Diesen beiden Forderungen kénnen unter Betrachtung von «; (1 = 1,2,3) und S als
4 x 4-Matrizen und Berticksichtigung der Bedingungen

(o + aja;) =0 = (a8 + Boy) und o = 1 (2.5)

erfilllt werden. Eine mogliche Wahl der vier Matrizen ist die haufig verwendete Dirac-
Pauli Darstellung. In dieser ist
0 g;
o= (0 %) (2:6)
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mit den drei Pauli Matrizen

01 0 —i 1 0
”1:(1 o)’f’z:(@' 0)’03:<0 —1) (2.7)

und
0 lexg
= 2.8
g (W) : ) 23)
Fithrt man die Diracschen v-Matrizen
’yu = (707 717 ’727 ’73> = (ﬁa 6051a ﬂa% 5@3) (29)
und die Kurzschreibweise
0 0 0 0 o o0 9 09
o — - = = = = 2.10
K (8:00’ Ox,’ Oxy’ 8x3> <8t’ ox’ Oy’ 8,2) (2.10)

ein, lasst sich die Dirac-Gleichung schreiben als
(iv*0, —m)Y =0 (2.11)
Mit dem Ansatz einer ebenen Welle
b = u(p)e=7 (2.12)

fir ein freies Fermion ergibt sich fir den Dirac Spinor u(p) die Gleichung

(p—m)u=0 (2.13)

mit p = 7¥p,. Es existieren nun vier orthogonale Losungen fiir Gleichung (2.13), zwei
fiir Energien £ > 0 (u(*?) und zwei fiir £ < 0 («®%). Diese konnen lauten

(12)
u? = VE+m ( oy x“”) (2.14)

E+m

—op . (1,2)
mX
u® = \/|E| +m <|E;(1,2) > (2.15)

= <(1)) und @ = (g) (2.16)

wobei der Faktor v F + m aus der Normierung von u auf 2F herrtihrt und o - p eine
Kurzschreibweise fiir o1p, + 02p, + 03p. ist. Die beiden Losungen fir £ < 0 mit dem
Impuls p stellen die Spinoren mit £ > 0 und Impuls —p fiir ein Antiteilchen dar. Man
schreibt daher auch

mit beispielsweise

u(3’4)(—p) _ 0(2’1)(p) (2.17)

10
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und erhélt so einen Spinor v fiir Antiteilchen. Fiir diesen lautet die Dirac-Gleichung
dann einfach

(p+m)v=0 (2.18)

Durch geschickte Verrechnung der Dirac-Gleichung (Gleichung (2.13))) mit ihrer adjun-
gierten Version lésst sich die Gleichung

O (") = 0, mit = YT (219)

erhalten, welche als Kontinuitéatsgleichung aufgefasst werden kann. Somit ist die Vierer-
Wahrscheinlichkeitsstromdichte gegeben durch

7 = (p.7) = (2.20)

Auf weitere Ausfithrungen zur Dirac-Gleichung wird an dieser Stelle verzichtet und statt-
dessen auf die von Halzen und Martin verfasste Einfithrung in die Teilchenphysik, Quelle
[4] verwiesen.

Nach der Beschreibung der an dem Zerfall beteiligten Fermionen mittels der Dirac-
Gleichung ist nun das Ziel, einen differentiellen Ausdruck der Zerfallswahrscheinlichkeit
dI' in Abhéngigkeit von den jeweiligen Energien und Impulsen der Teilchen zu erhalten.
Anschliefend kann dann durch Integration iiber den Phasenraum der moglichen Aus-
gangszustande aller Teilchen die Zerfallswahrscheinlichkeit I' des Top-Quarks in dem
betrachteten Zerfall errechnet werden und es konnen Events, welche als zufillige Zerfalle
interpretiert werden koénnen, generiert werden. In erster Ordnung der zeitabhédngigen
Storungstheorie ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude Ty; fiir den Ubergang eines Zu-
standes 1;(x) in den Zustand ¢¢(x) unter Einfluss eines Storpotentials V(x) gegeben
durch

Ty = —i / V@)V (2)gs()d e (2.21)

Fiir ein elektromagnetisches Feld A* beispielsweise hat das Storpotential die Form V' =
—eyy,A*. Damit kann Gleichung (2.21]) auf die Form

Ty = —i / jliArdly (2.22)

gebracht werden. Der elektrische Strom j/* = —ethy,; beschreibt den Ubergang von
Zustand 1; nach 1;. Im Falle einer Teilchenkollision wird A* selbst durch ein zweites
Teilchen erzeugt. Dann wird A* durch den Strom des zweiten Teilchens, zusammen
mit einem Propagator des fiir die Wechselwirkung verantwortlichen Photons bestimmt,

sodass
. 1Y .
Ty = —z/jff) <_q2> ]é)d433 (2.23)

mit dem vom Photon getragenen Viererimpulsiibertrag ¢ = py — p;. Da vor und nach der
Interaktion die Teilchen als frei betrachtet werden, erhélt man (Ansatz fiir ebene Wellen,

11
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Gleichung 1} mit jl(}) = —eil Y, ue” @ Pa=Pe) (analog fiir den Strom 1y, — 1,)

o | i
T = —i (—etcy,la) <_q2) (—etiay"up) (27)" 6 (po — pe + po — pa) (2.24)

Die Delta-Funktion sowie die (27)? stammen von der Integration der Exponentialfunk-
tionen der einzelnen Strome. Anschaulich erhélt die Delta-Funktion den Gesamtviere-
rimpuls. Die sogenannte invariante Amplitude 91 ist hierbei definiert als

1 v\ . -
M = (—ety,u,) <_q2> (—etgy*up) = (et u,) (9;2) (tetgy” up) (2.25)

Der metrische Tensor g, (Minkowski-Metrik) verbindet dabei die beiden Stréme v, —
Y. und ¥ — 4. Flir eine genaue und iibersichtliche Herleitung siehe wieder Halzen und
Martin ([4]).

Das betrachtete Beispiel beschreibt die Interaktion von Fermionen iiber die elektroma-
gnetische Wechselwirkung. Fir den Top-Quark-Zerfall, der tiber die schwache Wechsel-
wirkung erfolgt, dndern sich im Wesentlichen drei Dinge. Zum einen besitzt das Aus-
tauschteilchen fiir diesen Prozess (das W' -Boson) im Gegensatz zum Photon eine Masse,
sodass im Propagator neben den zwei transversalen auch ein Anteil der longitudinale Po-
larisation auftaucht. Der neue Propagator (multipliziert mit 4) ist
g,uu - 31“7‘/3”2

@ —mw? +imy 'y

(2.26)

Der imaginire Zusatz im Nenner enthilt die Zerfallsbreite des W*-Bosons I'y, und
bezieht dadurch in gewisser Weise die Lebensdauer des W™ mit in den Propagator ein.
So entsteht keine Singularitit, falls ¢> = my? ist. Des Weiteren werden die beiden
Strome nun statt der elektrischen Elementarladung e iiber die schwache Kopplung %
gekoppelt. Diese héngt iiber den Weinbergwinkel mit der Elementarladung zusammen,
in Zahlen:

gsinfy = e mit sin? Oy =~ 0.231[7] (2.27)

Zuletzt muss noch beachtet werden, dass die schwache Wechselwirkung die Erhaltung
der Paritdt verletzt. Im Fall des schwachen geladenen Stromes (bei Austausch von W+
bzw. W) wird die Paritatserhaltung sogar maximal verletzt, was sich dadurch &ufert,
dass sie nur an den linkshédndigen Anteil eines Teilchens und den rechtshéandigen eines
Antiteilchens koppelt. Links- und Rechtshdndigkeit beziehen sich dabei auf die Projek-
tion des Spins auf die Richtung des Impulses. Ist der Spin eines Teilchens parallel zu
seinem Impuls, ist seine Helizitéat —|—%, es ist rechtshéndig. Bei antiparalleler Ausrichgung
des Spins zum Impuls ist die Helizitat —%, das Teilchen ist linkshéndig. Um diesem
Umstand Rechnung zu tragen, wird im jeweiligen schwachen Strom 1 (1 —~®) mit

N (2.28)
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2 DAS TOP-QUARK 2.3 Theoretische Beschreibung des Zerfalls

erganzt. Dieser Operator projiziert den entsprechenden Anteil eines Spinors heraus, so-
dass nur dieser in die Wechselwirkung eingeht. Die invariante Amplitude ldsst sich dann
schreiben als

g _ 1 5 _guy—i_g:qé g _ 1 5
M= |—=uN"=(1-— a s ——ugy’'=(1— 2.29
[\/5“72( ’y)u]<q2_mW2+ZmWFW \/ﬁuwQ( Py)uz) (2:29)

Der gewtinschte differentielle Ausdruck fiir die Zerfallswahrscheinlichkeit eines Teilchens
a in die Teilchen b, ¢ und d ergibt sich nun aus dem Betragsquadrat der invarianten
Amplitude |9ﬁ|2, welches die Wahrscheinlichkeit des Stromes a — b, gefolgt von der
der Propagation des W-Bosons, gefolgt der des Stromes ¢ — d enthalt, multipliziert
mit dem lorentzinvarianten Phasenraumelement d(), welches neben den Phasenraumele-
menten der Teilchen b, ¢ und d auch die Sicherstellung der Viererimpulserhaltung, die
mit (27)* multiplizierte Deltafunktion (sieche Gleichung (2.24)) beinhaltet. Aufgrund der
vorherigen Normierung auf 2FE Teilchen pro Einheitsvolumen wird schliellich noch der
Faktor ﬁ benotigt, wobei E, die Energie des Teilchens a ist und in seinem Schwer-
punktsystem einfach seine Masse m, betragt. Es gilt also im Schwerpunktsystem des
Teilchens a

1 2
dl'y = 2—ma|9ﬁ|1dQ (2.30)
mit
&’pp, dp. d’pa
(2n)% 2B, (27)° 2E, (27)° 2F,
Der Index 1 soll andeuten, dass es noch weitere differentielle Zerfallsbreiten gibt, die alle
von der Wahl der einzelnen Spinoren abhangen. Will man eine allgemeine Zerfallsbreite

fiir einen unpolarisierten Top-Quark-Zerfall ermitteln, sollte eine Mittelung tiber die
moglichen Spinoren vorgenommen werden, also

dQ = (27)" 0™ (pu — po — Pe — pa) (2.31)

—2 1
RIS, (2.32)

Spins

wobei der Faktor % aufgrund der zwei méglichen Spinzustédnden eingefiigt wird, in denen
Teilchen a vorliegen kann. Die vollstandige Zerfallsbreite fiir den Zerfall a — b, ¢, d ist
dann

F:/dF:/ L mitao (2.33)

2m,

Dieses Integral gilt es spater zu 16sen bzw. mittels Monte-Carlo-Integration anzunahern.
Eine ausfiihrliche Berechnung des mittleren Betragsquadrates der invarianten Amplitude
fiir den zu behandelnden Top-Quark-Zerfall ist in Anhang zu finden. Das Vorgehen
bei der Monte-Carlo-Integration und auch der Event-Generation wird im folgenden Ab-
schnitt B beschrieben.
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3 DIE MONTE-CARLO-METHODE

3. Die Monte-Carlo-Methode

Monte-Carlo-Methode ist der Oberbegriff fiir eine Vielzahl von Techniken, die sowohl
im Bereich der numerischen Integration als auch in dem der Simulation von Prozessen
eingesetzt werden. Ein wesentlicher Unterschied zu anderen numerischen Integrations-
verfahren ist, dass die zu integrierende Funktion nicht wie etwa bei der Trapez- oder
Simpsonregel an vorher festgelegten Punkten ausgewertet wird, sondern die Punkte zu-
fillig aus dem Raum, iiber den die Funktion integriert werden soll, ausgewéhlt werden.
Der entscheidende Vorteil dieser zufilligen Auswahl von Punkten liegt unter anderem
in der schneller sinkenden Abweichung des numerisch gendherten Integrals vom exakten
Wert bei Integration tiber viele Dimensionen, da diese unabhéngig von der Dimension
proportional ist zu !/vN mit N als Zahl der ausgewerteten Punkte, wahrend die Abwei-
chung bei anderen Approximationsverfahren, wie z.B. der schon genannten Trapez- oder
Simpsonregel mit zunehmender Zahl an Dimensionen langsamer sinkt.

Die Monte-Carlo-Generation, also das Generieren von Events mittels der schon fir die
Integration genutzten zufilligen Auswahl von Punkten innerhalb bestimmter Abgren-
zungen funktioniert sehr dhnlich. Die betrachtete Funktion wird zunéchst wieder am
jeweiligen Punkt ausgewertet. Jetzt wird allerdings ein weiterer Wert ausgewiirfelt und
gepriift, ob er am entsprechenden Punkt unter die Funktion fallt, also kleiner als der
Funktionswert an dieser Stelle ist, oder nicht. In erstem Fall wird der gesamte Vor-
gang als Treffer (Hit) verbucht, in zweitem einfach nicht. Wiederholt man das Ganze
in ausreichender Anzahl und merkt sich fiir jeden Treffer den ausgewiirfelten Punkt im
Raum, kann man Erkenntnisse dartiber gewinnen, wie die Haufigkeit von Treffern mit
der Wahl der einzelnen Koordinaten in Zusammenhang steht. Dieser Umstand ist im
Rahmen dieser Arbeit besonders interessant, da das Generieren von Events in Bezug auf
die Zerfallswahrscheinlichkeit eines Teilchens als die Simulation zufalliger Zerfille dieses
Teilchens interpretiert werden kann. So konnen unter anderem Winkelverteilungen der
Zerfallsprodukte erhalten werden.

Da es aber ohnehin géngig und sinnvoll ist, zunéchst eine Monte-Carlo-Integration durch-
zufithren, bevor dann tatsiachlich die Events generiert werden, wird im Folgenden erst
einmal auf die Integration eingegangen.

3.1. Monte-Carlo-Integration

Das Vorgehen bei der Monte-Carlo-Integration beruht auf der Tatsache, dass ein Integral
I durch den Erwartungswert der zu integrierenden Funktion f(z) multipliziert mit dem
Raum, tber den integriert wird, ausgedriickt werden kann, also

[ f@)dz = (f(@) (b =) (3.1

Dabei ist (f(z)) natiirlich der Erwartungswert nur innerhalb des betrachteten Raumes
(bzw. des Intervalls). Eine Naherung fiir den Erwartungswert kann erhalten werden, in-
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3 DIE MONTE-CARLO-METHODE 3.1 Monte-Carlo-Integration

dem Funktionswerte f(z;) von verschiedenen Stellen z; € [a, b] aufsummiert und schlief-
lich durch die Anzahl der Summanden geteilt werden:

1 N
o ;f (3.2)
2

Errechnet man unter Verwendung dieses Erwartungswertes die Varianz o von f(z), also
die Mittlere quadratische Abweichung von f(z) vom Erwartungswert (f(z)), erhalt man

0? = ]1,21 (f(2)) = f(2))” = {f(2)?) = (f(2))* (3:3)

Die Standardabweichung von f(z) ist dann einfach ¢. Ein durch einen einzigen Funkti-
onswert approximierter Erwartungswert miisste also mit

(f(z)) = f(z) +0o (3.4)

angegeben werden. Es lasst sich nun leicht zeigen, dass in diesem Fall die Varianz einer
Summe von Zufallsvariablen lediglich die Summe der einzelnen Varianzen ist, sodass fiir

das urspriinglich in Gleichung (3.2)) definierte (f(z)) gilt

O(f(a)) = 202 \/_ :\;N (3.5)

mit der Standardabweichung o,y des errechneten Erwartungswertes in Bezug auf den
tatsachlichen. Und somit ist

/f(x)dl’ ~ (ii ;f(:ri) + ﬁ) (b—a) (3.6)

Der Fehler der Integration durch diese Anwendung der Monte-Carlo-Methode ist propor-
tional zu /v, es miissen also 100-mal mehr zuféllige Punkte generiert und ausgewertet
werden, um die Genauigkeit der Integration um eine Nachkommastelle zu verbessern.
Man geht dabei davon aus, dass der Wert des Integrals fiir grole N eine Normalver-
teilung um den exakten Wert bildet (Zentraler Grenzwertsatz). Das bedeutet fiir die
Interpretation der errechneten Abweichung, dass sich der exakte Wert des Integrals mit
einer Wahrscheinlichkeit von etwa 68.3% innerhalb der durch oy, (b — a) gegebenen
Reichweite des genaherten Wertes befindet (entsprechend mit einer von etwa 95.5% in-
nerhalb der durch 2044,y (b — a) gegebenen usw.). Fiir ein Integral in einer Dimension
gibt es, wie schon oben angedeutet deutlich effizientere Naherungsverfahren. Die gera-
de errechnete Standardabweichung verbleibt jedoch in ihrer Proportionalitit zu /v«
wahrend der Exponent des IV bei vielen anderen numerischen Integrationsmethoden mit
wachsender Zahl an Dimensionen gegen Null geht.
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3 DIE MONTE-CARLO-METHODE 3.1 Monte-Carlo-Integration

Zur Veranschaulichung der Monte-Carlo-Integration wird im Folgenden einmal das Ver-
fahren in einfachster Form mit Hilfe der Programmiersprache Python auf die Sinusfunk-
tion tiber dem Intervall [0, 7] angewandt. Die Essenz des dafiir geschriebenen Programm-
codes sieht folgendermaflen aus:

In [6]: summe_f = O #Summe aller Funktionswerte f
summe_f_quad = O #Summer aller f~2

for k in range(10000): #Schleife mit 10000 Durchldufen
r = rd.random() *np.pi #Zufallswert r zwischen 0 und pi
f = np.sin(r) #Funktionswert von T
summe_f += f #Addieren von f zur Summe der f

summe_f_quad += f**2 #analog fur f~2

f_erw = summe_£/10000 #Errechnung der Erwartungswertes wvon f
f_quad_erw = summe_f_quad/10000 #analog fur f~2
sigma_f_quad = f_quad_erw - f_erw**2 #Sigma~2 von f

sigma_erw = np.sqrt(sigma_f_quad/10000) #Sigma des Erwartungswertes

I = f_erw * np.pi #Wert des gendherten Integrals
sigma_I = sigma_erw * np.pi #Stgma davon

print('Wert des Integrals = ', I, '+-', sigma_I) #Ausgabe der Ergebnisse

Wert des Integrals = 2.00076682497 +- 0.00967335731959

In jedem der 10000 Schleifendurchlaufe wird die vorher zu null gesetzte Summe der
Funktionswerte, wie auch die der Quadrate davon um den entsprechenden neuen Wert
erhoht. Der in der Schleife definierte Wert r ist hier der entscheidende Zufallspunkt aus
dem Intervall [0, 7]. Im Anschluss werden daraus dann die Erwartungswerte und daraus
wiederum das Integral und seine Abweichung errechnet. In diesem Fall ergab sich:

T

/ sin(z)de ~ 2.00077 % 0.00967 (3.7)
0

Der exakte Wert (2) liegt also im berechneten Unsicherheitsintervall. Wiederholt man
den gesamten Vorgang, konnen allerdings auch Ergebnisse zustande kommen, bei denen
das nicht so ist. Zwecks Veranschaulichung des Zentralen Grenzwertsatzes und der Aus-
sagekraft der errechneten Abweichung sind deshalb die (normierten) Haufigkeiten der
Ergebnisse von 10000 Integrationen der Sinusfunktion mit jeweils 10000 Zufallspunkten
inklusive der erwarteten Normalverteilung fiir eines der errechneten o in Abb. [3| darge-
stellt. Der Anteil der in das Intervall [2 — 0,2 + o7] gefallenen Ergebnisse betrug bei
diesem Durchlauf 0.679 und der der in [2 — 207, 2 + 20| gefallenen 0.9559. Genau diesen
Umstand erwartet man von einem normalverteilten Erwartungswert.
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3 DIE MONTE-CARLO-METHODE 3.2 Monte-Carlo-Generation

Wahrscheinlichkeitsdichte
= — N N w w FN
s G 3 & 8 & 8

w
L

2.00
Wert des Integrals

Abbildung 3: Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung der Werte von 10000 Integrationen
der Sinusfunktion tber dem Intervall [0, 7] mit jeweils 10000 Zufallspunkten (blaues
Histogramm, normiert). Auferdem dargestellt ist die Normalverteilung beziglich o5 =
Osin(z))™ des zuletzt errechneten Integrals (orange) und das Intervall [2-0;, 2+01] (rot).

Dariiber hinaus ist deutlich die Ahnlichkeit der eingezeichneten Normalverteilung mit
der erhaltenen Werteverteilung erkennbar.

3.2. Monte-Carlo-Generation

Das Vorgehen bei der Event-Generation ist, wie schon angedeutet, dem der Integra-
tion sehr dhnlich. Es werden wieder zufillig Koordinaten in dem Raum, in dem die
Events generiert werden sollen ausgewéhlt und die entsprechenden Funktionswerte be-
stimmt. Diese Funktionswerte vergleicht man mit einem weiteren Zufallswert innerhalb
des Intervalls der moglichen Funktionswerte. Ist der Wert kleiner als der entsprechende
Funktionswert, wurde die Funktion ,, getroffen“, man z&hlt einen Hit. Andernfalls werden
die Koordinaten verworfen und der néchste Versuch wird gestartet. Je nach Funktion
kann es dazu kommen, dass verhdltnismaflig viele Punkte verworfen werden miissen,
sodass eine Menge Rechenaufwand fiir wenige Hits benotigt wird. Wenige Hits bedeuten
ein ungenaues und mutmaflich von Durchlauf zu Durchlauf stark verschiedenes Bild
von der exakten Wahrscheinlichkeitsverteilung. Um dem entgegen zu wirken, konnte
man natiirlich den Rechenaufwand erhohen oder aber die Effizienz steigern. Letzteres
ist z.B. moglich, wenn man Kenntnisse vom ungefdhren Verlauf der Funktion hat. Das
bisher beschriebene Vorgehen kann man sich als den Wurf von Punkten in ein (meist
hoherdimensionales) Rechteck vorstellen, wie es am Beispiel der Sinusfunktion in Abb.
(rechter Plot) verdeutlicht ist. Effizienter wére es; die Punkte nicht homogen in einem
Rechteck, sondern unter einer dem Verlauf der Funktion folgenden Kurve zu verteilen.
Diese Kurve sollte natiirlich iiberall einen gleichen oder grofleren Wert als die zu behan-
delnde Funktion besitzen. Auf diese Weise platziert man weniger Punkte in Bereichen
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4 VORBEREITUNG DES INTEGRALS

niedriger Funktionswerte und Punkte, die trotzdem dort landen, werden mit einer ho-
heren Wahrscheinlichkeit unter der Funktion platziert. Fiir die Event-Generation beim
Top-Quark-Zerfall wird allerdings nur die zu erst beschriebene (,stumpfe”) Methode
angewandt. Trotzdem wird die Effizienz durch verschiedene in Abschnitt [4] vorgestellte
Verfahren gesteigert.

700
1.04

600 -
0.8+
500 -

400

Hits
y-Wert

300 0.4

200
0.2+

1001

0.0

0

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
X-Intervalle x-Wert

Abbildung 4: Monte-Carlo-Generation fir eine Sinuskurve im Intervall [0, 7] mit
10000 Zufallspunkten. Links dargestellt ist ein Histogramm, das die Anzahl der Hits
fiir das jeweilige Intervall auf der x-Achse angibt. Rechts sind alle 10000 generierten
Zufallspunkte eingetragen. Der entsprechende y-Wert zu einem z-Wert wurde jeweils
zufdllig aus dem Intervall [0, 1] ausgewdhlt. Dabei entstandene Hits sind rot eingeférbt,
restliche Punkte griin.

4. Vorbereitung des Integrals

Um das in Gleichung erhaltene Integral moglichst effizient mittels Monte-Carlo-
Techniken anzunéhern, ist es sinnvoll, dieses ein wenig zu modifizieren. Die Folgen sollten
nach Moglichkeit nicht nur eine bessere Nutzung der Leistung des zur Verfiigung stehen-
den Rechners, sondern auch eine Steigerung der Genauigkeit der Integration sein. Ein
paar hilfreiche Techniken werden daher im Folgenden erlautert.

4.1. Splitting relation

Die splitting relation (siehe dazu auch [5]) stellt im Prinzip eine Aufteilung des Integrals
in mehrere Integrale dar, von denen jedes den Zerfall eines Teilchens in zwei Teilchen
beschreibt. Der gesamte Zerfall eines Teilchens in eine Vielzahl von anderen Teilchen wird
sich dann als eine sukzessive Abfolge von Zwei-Teilchen-Zerfallen vorgestellt, die man in
ihrem jeweiligen Schwerpunktsystem auswerten kann. So ein Vorgang entspricht nicht
zwingend der physikalischen Realitét, es ist aber natiirlich egal, wie man ein Integral
auswertet, solange man mathematisch korrekt vorgeht.
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4 VORBEREITUNG DES INTEGRALS 4.2 Ausintegrieren der Delta-Funktionen

Da bei dem betrachteten Top-Quark-Zerfall das Top-Quark lediglich in drei Teilchen (b,
et und v,) zerfallt, wird nur einmal , gesplittet®. Der erste Schritt ist die Umschreibung
der impulserhaltenden Delta-Funktion derart, dass

0W (pr — py — e — D) = /5(4) (pe — 16 — q) 6™ (¢ — pe — pu.) d*q (4.1)

Der néchste Schritt ist die Multiplikation des gesamten Integrals mit

o0

1= /5 (q2 — mq2) dm,? (4.2)

0

Nach anschlieBender (manueller) Durchfithrung der go-Integration

/...5(q2—mq2)d4q:/.. ﬁd?’q mit E, = qo = /q® + m,? (4.3)

erhalt man schlie3lich
dgpb dgpe dgpue
(2m)° 2E, (2n)° 2E, (27)° 2E,,

1 1 d3pb d’q d3p. d3p
= _[[svp _ / 5@ y e APre 2
P (2m) O/ / — Db —q) —— 6 (g — pe — pu.) E, B, M

= / |Sm\ 6@ (py — po — pe — P12

(4.4)

Dieses Integral lasst sich wie oben schon angedeutet als Zerfall des Top-Quarks in
Bottom-Quark und reelles W*-Boson der variablen Masse m, interpretieren, welches
dann weiter in Positron und Elektronneutrino zerféllt. Die Grenzen der Masse m,, wel-
che hier noch formal 0 und co betragen, lassen sich weiter spezifizieren, da die Produktion
reeller Teilchen b, e und v, das Ende des Zerfall darstellen sollte. Es gilt dann

Me + My, <My < my —my (4.5)

4.2. Ausintegrieren der Delta-Funktionen

Da Integrationen iiber Delta-Funktionen mittels Monte-Carlo-Integration nicht behan-
delbar sind, werden diese einfach manuell ausgefiihrt. Man erhalt

/ / 9 sing,ds,do, / RiE —Sm@ doedfdm,?  (4.6)

qmzn

1

25mt (27T

wobei die Winkel mit Index ¢ fiir das Schwerpunktsystem (auch CMS genannt) des
Top-Quarks und solche mit Index e fiir das des ,,q“ definiert sind. Zudem gilt p, = —q
im Top-CMS und p,, = —p. im ¢-CMS. Die ausfiihrliche Herleitung findet sich in

Anhang [A.3.1]
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4 VORBEREITUNG DES INTEGRALS 4.3 Varianz-Reduktion durch Substitution

4.3. Varianz-Reduktion durch Substitution

Die Varianz einer Funktion beziiglich ihres Erwartungswertes hangt von der Grofle ihrer
Schwankungen auf dem gegebenen Intervall (bzw. Raum) ab. Integriert man beispiels-
weise mittels Monte-Carlo-Integration einen konstanten Wert iiber einem Intervall, wird
die Varianz null betragen, da an jedem Punkt der Funktionswert gleich ist und selbst
bei kleinen Zahlen von Zufallspunkten (einer reicht schon) der Wert des Integrals exakt
errechnet wird. Das Ziel einer Substitution ist nun also, die Funktion zu glatten. Ein
guter Ansatzpunkt im Fall der errechneten invarianten Amplitude ist der scharfe Peak
im Bereich der Resonanz bei ¢? ~ my 2. Mit der Substitution

q2 = my Ty tan p + my> (4.7)

m

und der Abkiirzung (siche Anhang [A.1])
2 1

Tt 1
19| = (2 — )t mw2rw2g [..] (4.8)
ergibt sich (siche dazu Anhang |A.3.2))
p L1 9 p7m/qs' 0,de,d0 /[ 12¢ sing,dé.do.d (4.9)
— — sin in 0.d¢.dd, :
25m, (27r)5 mw 'w my e my P

Pmin

Der scharfe Resonanzpeak taucht also nicht mehr in der Integration auf.

4.4. Lorentz-Boost

Der Lorentz-Boost wird nach Ausnutzung der splitting relation benétigt, um die im CMS
des W*-Bosons zufillig erzeugten Viererimpulse fiir Positron und Elektronneutrino in
das Top-Quark-CMS zu iibertragen. Dort kann man sie dann in der invarianten Am-
plitude mit den im Top-Quark-CMS erzeugten Viererimpulsen fiir Bottom-Quark und
W*-Boson verrechnen. Da die invariante Amplitude sich unter Lorentz-Transformation
nicht dndert, konnte man natiirlich auch alle Viererimpulse in ein v6llig anderes Bezugs-
system transformieren und dann die Amplitude auswerten. Die Transformation erfolgt
folgendermaflen:

£ gl —n07 —ny By —n. By E

pic — _n157 1+ (7 - 1)”:}:2 (7 - 1)narny (7 - 1)nasnn Pz (4 10)
p; —nyBy (v —Dn.ny, 14 (7 - 1)”1/2 (v = Dnyn. by .

P By (v=Dnen.  (y=Dnyn, 1+ (y—1)n.%) \p.

Speziell fir das eben beschriebene Vorgehen ist p’ ein Viererimpuls im Top-Quark-CMS
und p einer im W+-CMS. Der Einheitsvektor —1, welcher im allgemeinen Fall die ne-
gative Boostrichtung angibt, entspricht dann der Impulsrichtung des W+ im Top-CMS.

20



4 VORBEREITUNG DES INTEGRALS 4.4  Lorentz-Boost

Die entsprechenden Werte fiir v und [+ ergeben sich aus der jeweiligen Geschwindigkeit
des W gegeniiber dem Top-Quark. Man erhalt

E

q . q
S ML B (4.11)
mq mq mq

mit der Energie E,, der Masse m, und dem betraglichen Impuls q des W, sodass die
Transformation sich umschreiben lasst zu

E\ E (E vl
(—V) = ( —?) + G a (412)
p Mg \ 4 mq(Eq""mq)q D

Als kleiner Test kann die Transformation aus Gleichung einmal auf den Viere-
rimpuls des ruhenden W (m,,0,0,0) angewendet werden. Es ergibt sich dann einfach
(Eq, ), also der Viererimpuls des W im Top-Quark-CMS. Betrachtet man eine gleich-
méfige Verteilung betraglich gleicher Impulse in einem Inertialsystem B, erhélt man
fir einen in einem System A ruhenden und sich zu System B in positive z-Richtung
bewegenden Beobachter eine in negative z-Richtung verschobene Verteilung. Als Ver-
anschaulichung sind in Abb. [5| einmal die Winkelverteilungen in zwei sich zueinander
bewegenden Systemen dargestellt.
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Abbildung 5: Vergleich der Winkelverteilungen wvon Teilchen gleicher Masse (=
50 GeV) in zwei verschiedenen, zu einander bewegten Inertialsystemen. Theta ist der
Polarwinkel im System B, in dem alle betraglichen Impulse identisch (= 40 GeV) sind
und die Impulsrichtungen gleichmdjf$ig verteilt. Phi ist dort der Azimutalwinkel. Das
System B* = A bewegt sich gegeniiber B mit 3 = 0.5 in Richtung von Theta = 7§ und
Phi = 7.
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5 INTEGRATION UND EVENT-GENERATION

5. Integration und Event-Generation

Da alle Vorbereitungen getroffen sind, folgt nun die programmiertechnische Umsetzung
des Vorhabens. Zunéachst wird die Integration ausgefiihrt. Dabei wird der maximale Wert
des Integranden gespeichert, um ihn als spéatere Obergrenze fiir die Zufallswerte bei der
Event-Generation zu benutzen. Bei dem Beispiel an der Sinusfunktion (Abschnitt
wurde dieser als bekannt (= 1) vorausgesetzt. Um das explizite Vorgehen zu demonstrie-
ren, werden jetzt die wesentlichen Teile des geschriebenen Codes gezeigt und erlautert.
Der vollstandige Code ist angehdngt in Anhang [B] Es schlieit sich dann die Vorstellung
der Ergebnisse an.

5.1. Unpolarisiertes Top-Quark

Der folgende Teil bezieht sich auf das iiber alle Spins gemittelte Betragsquadrat der
. . . Tan2 . . . ..
invarianten Amplitude |9|", wie es auch bisher verwendet wurde. In einem spéteren
Schritt wird zusétzlich der Zerfall des polarisierten Top-Quarks betrachtet. Dieser mittelt
zwar iiber die Spins der Zerfallsprodukte, nicht aber iiber den des Top-Quarks.

5.1.1. Integration

Wie schon beschrieben, wird die Integration der Event-Generation unter anderem voraus
gesetzt, um den Maximalwert des Integranden zu erhalten. Auflerdem wird durch die
Integration letztendlich die Zerfallsbreite I' des betrachteten Zerfalls bestimmt.

Nomenklatur Der Ubersicht halber sind die meisten Variablen im Code nur Abkiir-
zungen und nicht die vollstdndigen Namen der damit bezeichneten Groéfle. Die Namens-
gebung der Viererimpulse, der betraglichen Impulse, der Richtungsvektoren und der
Energien folgt dem Schema

Energie bzw. Impuls _ von Teilchen aus Sicht von Teilchen

mit den Benennungen Top-Quark t, Bottom-Quark b, Positron e, Neutrino nu und W+-
Boson q. So ist beispielsweise p4_eq der Viererimpuls des Positrons im CMS des W-
Bosons.

Definition von Funktionen und Parametern Als allererstes erfolgt der Import von
diversen Modulen. Diese ermoglichen unter anderem das Erzeugen von Zufallszahlen,
das einfache Rechnen mit Elementarfunktionen und das Plotten der Ergebnisse.

In [1]: import matplotlib.pyplot as plt
import random as rd
import numpy as np
from __future__ import print_function
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Da das gemittelte Betragsquadrat der invarianten Amplitude letztendlich durch Vierers-
kalarprodukte (p, - p, = px“pyu) ausgedriickt ist (Anhang , erwies sich die Definiti-
on eine solchen Skalarproduktes, sowie der eines Dreierskalarproduktes als sinnvoll. Die
Umsetzung sieht hier folgendermafien aus:

In [2]: def skalprod3(a,b):
if len(a) == len(b):
s =0
for i in range(len(a)):
s += al[il*b[i]
return s

def skalprod4(a,b):
if len(a) == len(b):
s = a[0]*b[0]
for i in range(len(a)-1):
s -= ali+1]*b[i+1]
return s

Auch wurde der Lorentzboost fiir einen Vierervektor definiert. Diese Funktion bendotigt
als Argumente die Energie, den betraglichen Impuls und die Impulsrichtung des zu
transformierenden Vektors, sowie 7, 8y und den Richtungsvektor des Boosts:

In [3]: def boost(E, p, m, g, bg, 1):
sp = skalprod3(m, 1)

p_xt4 = [0,0,0,0]
p_xt4[0] = g+E - bg+*p*sp
for i in range(3):
p_xta[i+1] = -bg*1l[il#E + px(m[il+(g-1)*1[i]l*sp)
return p_xté

Bevor die eigentliche Integration starten kann, miissen jetzt nur noch einige Konstanten
gesetzt und spater benotigte Listen initialisiert werden:
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In [4]: mt = 173.1 #Massen

mb = 4.18
me = 0.000511
mnu = 0

mgfest = 80.379
breiteq = 2.08 #Zerfallsbreite des W

equad = 4*np.pi/137 #Elementarladung**2 ausgedrickt durch dte alpha (1/137)
sinwquad = 0.231 #sin(Theta_Weinberg)**2
gquad = equad / sinwquad #g#**2

rhomin = np.arctan(((me+mnu)**2 - mgfest**2)/mqfest/breiteq)
rhomax = np.arctan(((mt-mb)*+*2 - mqfest*+*2)/mqfest/breiteq)

Vorfaktor = gquad*+*2/(2*mt*(2*np.pi)**5 * 2%*x4) / mqfest / breiteq
raum = (rhomax-rhomin)*4*np.pix*4

Summe = 0O
Summe_Quadrate = 0
Punkte = 100000
maxwert = 0O
minwert = 99999

fs = []

Die Schleife Dieser Teil des Codes ist die Essenz der Monte-Carlo-Integration. Je nach
Einstellung wird er mehrere Male durchlaufen. Empfehlenswert ist allerdings eine Zahl
an Durchldufen im Bereich von ein paar Tausend oder mehr, um einerseits eine gute
Genauigkeit der Integration, sowie auflerdem auch eine aussagekréftige Abschétzung der
moglichen Abweichung zu erhalten (zentraler Grenzwertsatz, Abschnitt .

Der entscheidende Punkt ist jetzt die zufallige Wahl eines Punktes, dessen Koordinaten
innerhalb der zuvor definierten Grenzen liegen.

In [5]: for h in range(Punkte):

#Aluswirfeln von mq, theta_q, phi_q, theta_nuq, phi_nuq---------------- #
rho = rhomin + rd.random()*(rhomax - rhomin)

mg = np.sqrt(mqfest * breiteq * np.tan(rho) + mgfest+**2)

theta_q = np.pi*rd.random()

phi_q = 2*np.pi*rd.random()

theta_nuq = np.pi*rd.random()

phi_nuq = 2#*np.pi*rd.random()

Hier wird mit Hilfe der Methode rd.random() ein Zufallswert zwischen 0 und 1 erzeugt
und anschlieBend mit der jeweiligen Intervalllange multipliziert. Da das Integral iiber
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vier Winkel und das in Gleichung definierte p geht, |7§)3”(|2 aber der Einfachheit
halber durch Vierervektoren ausgedriickt ist, folgt im Code direkt die Umrechnung der
ausgewlrfelten Winkel in entsprechende Vierervektoren. Die dazu notwendigen Energien
und Impulse ergeben sich durch die zuvor ausgefiihrte Integration der Delta-Funktionen,
also aus der Energie- und Impulserhaltung bei jedem Zerfall:

E_qt = (mt**2 + mq**2 - mb**2)/(2*mt)

E_bt = (mt**2 + mb**2 - mg**2)/(2*mt)

p_qt = np.sqrt(mt**4 + (mg**2 - mb**2)**2 - 2% (mq**2 + mb**2)*mt**2) /\
(2*mt)

p-bt = p_qt

E_nuq = (mg#*2 + mnu**2 - me**2)/(2*mq)

E_eq = (mg**2 + me*+*2 - mnux**2)/(2+*mq)

p_nuq = np.sqrt(mg**4 + (mnux*2 - me**2)**2 - 2k (mnu**2 + me*x*2)*mg**2\
)/ (2%mq)

p_eq = p_nuq

n_eq = [-n_nuq[i] for i in range(len(n_nuq))]

n = n_bt

p4_qt = [E_qt, p_qt*n_qt[0], p_qt*n_qt[1], p_qt*n_qt[2]]

p4_bt = [E_bt, p_bt*n_bt[0], p_bt*n_bt[1], p_bt*n_bt[2]]

p4_nuq = [E_nuqg, p_nug*n_nuq[0], p_nug+*n_nuq[il], p_nug*n_nuq[2]]
p4_eq = [E_eq, p_eg*n_eq[0], p_eq*n_eq[1], p_eq*n_eq[2]]

pa_tt [mt,0,0,0] #4CHTUNG!, [mt,0,0,-mt] fir z-polaristiertes Top

I

gamma = E_qt/mq
betagamma = p_qt/mq

Die Vierervektoren des Neutrinos und des Positrons miissen anschlieBend geméfl Glei-
chung (4.12) in das Top-Quark-CMS transformiert werden, da sie nach Gleichung ({4.6))
im CMS des W*-Bosons generiert wurden, wo p,, = —p. gilt:

p4_nut = boost(E_nuq, p_nug, n_nuq, gamma, betagamma, n)
p4_et = boost(E_eq, p_eq, n_eq, gamma, betagamma, n)

An dieser Stelle kann nun endlich der Funktionswert an dem zuféllig generierten Punkt

—)
ausgewertet werden. Da alle Skalarprodukte mehrfach in |9t|" vorkommen, spart es
Rechenzeit, die entsprechenden Werte vor dem Einsetzen zu berechnen, damit die gleiche
Rechnung nicht mehrfach ausgefiihrt werden muss:
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tb = skalprod4(p4_tt, p4_bt); te = skalprod4(p4_tt, pid_et)
tnu = skalprod4(p4_tt, p4_nut); tq = skalprod4(p4_tt, pé_qt)
be = skalprod4(p4_bt, p4_et); bnu = skalprod4(p4_bt, p4_nut)
bq = skalprod4(p4_qt, p4_bt); enu = skalprod4(p4_et, p4_nut)
eq = skalprod4(p4_qt, pé4_et); nuq = skalprod4(p4_qt, p4_nut)
qq = skalprod4(p4_qt, p4_qt)

f01 = 2*te*bnu

f02 = 2*tnuxbg*eq
f03 = 2x%be*tg*nuq
f04 = -2%tb*eqg*nuq
f05 = -2*enuxtq*bq
f06 = tb*qg*enu
f07 = te*qg*bnu

f08 = -tnu*qqg*be

£09 = 2xtg*bg*eq*nuq
f10 = -enu*xqg*tqg*bq

f11 = -tb*qgg*eqg*nuq

£12 = 0.5%qq**2 *tb*enu

Es folgt das Einsetzen der Winkel und Viererskalarprodukte. Der erhaltene Funktions-
wert wird zu der bisherige Summe aller Funktionswerte (Summe) addiert, das Quadrat
des Funktionswertes wird zur Summe aller vorherigen Quadrate (Summe_Quadrate)
addiert:

f = ((p_gt/mt)*(p_nuq/mq)
*np.sin(theta_q)*np.sin(theta_nuq)
*(£01- (£02+£03+£04+f05+£06+£07+£08) /mqfest**2 + (f09+f10+f11+£12)\
/mqfest**4))

Summe += f
Summe_Quadrate += f*x2

Fiir die spéter erfolgende Event-Generation priift man noch, ob der aktuelle Funktions-
wert ein neues Maximum darstellt und speichert ihn ggf. als solches. Um eine kleine
Ubersicht iiber die Haufigkeit von Funktionswerten zu erhalten, werden hier allerdings
ohnehin einfach alle Werte in der Liste fs gespeichert und am Ende in Form eines Histo-
gramms geplottet.
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fs.append (f)

if £ > maxwert:
maxwert = f
if £ < minwert:
minwert = £

Einsetzen und Ausgeben Der Wert des Integrals ergibt sich jetzt aus
Vor faktor - raum - Summe/Punkte (5.1)

wobei Vorfaktor oben im Programmcode definiert wurde und der Faktor vor dem Integral
in Gleichung ist. Der Raum, tiber den die Funktion integriert wird (raum) ist in
diesem Fall ein fiinfdimensionaler Quader der Kantenlangen p,ax — prmin, 27, 27, m und 7
und ebenfalls oben definiert. Der Teil Summe/Punkte entspricht dem Erwartungswert
der Funktion.

In [6]: Integral = Vorfaktor * raum * Summe / Punkte
Abweichung = np.sqrt(Summe_Quadrate - Summe**2 / Punkte) * Vorfaktor * rau\
m / Punkte
print ('Integral =

, Integral, '+-', Abweichung)

Ergebnis der Integration Die Zerfallsbreite des Top-Quarks fiir den Zerfall {iber den in
Abb. 2| dargestellten Weg betrigt nach Durchfiihrung der eben beschriebenen Integration
(Gleichung (2.33)) und 100000 Schleifendurchlaufen

' = (0.13895 £ 0.00037) GeV (5.2)
Als totale Zerfallsbreite des Top-Quarks ldsst sich momentan
Lior = 1.417012 GeVI] (5.3)

finden. Das Verhaltnis der errechneten zur totalen Zerfallsbreite ist dann

r
I‘tmﬁ

= (9.9+1.2)%, (5.4)

wobei der Einfachheit halber von einer symmetrischen Wahrscheinlichkeitsverteilung von
I';s ausgegangen wurde. Die Haufigkeiten der bei der Integration aufgetretenen Funk-
tionswerte (ohne Vorfaktor, nur Integrand in Gleichung (4.9))) sind in Abb. [6] in Form
eines Histogrammes dargestellt.
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20000 7 Erwartungswert = 6.65E+06
Erwartungswert/maxwert = 0.265813

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2?5
Wertebereiche des Integranden (ohne Vorfaktoren) le7
Abbildung 6: Hdaufigkeiten der Funktionswerte bei der Integration fir den unpolarisier-
ten Top-Quark-Zerfall. Insgesamt sind 100000 Zufallspunkte ausgewertet worden.

Das Verhaltnis des Erwartungswertes der Funktionswerte zum maximalen Funktionswert
stellt eine Abschatzung dariiber dar, wie viele Zufallspunkte in der nachfolgenden Event-
Generation erzeugt werden miissen, um eine bestimmte Anzahl von Events zu erhalten.
In diesem Fall sind fiir 100000 Events also etwa 400000 Throws (insgesamt generierte
Zufallspunkte) notig. Dieser Umstand gilt natiirlich nur fiir die ungewichtete Verteilung
von Zufallspunkten im Raum, siehe Abschnitt

5.1.2. Event-Generation

Da der Grof3teil des Programmecodes fiir die Event-Generation identisch zu dem im vor-
herigen Abschnitt im Einzelnen vorgestellten ist, soll jetzt nur noch kurz auf den
wesentlichen Unterschied im Verfahren eingegangen werden, um dann die Ergebnisse
zu besprechen. Der vollstandige Code ist direkt im Anschluss zur Integration wieder in
Anhang [B] zu finden.

Verfahren Der wesentliche Unterschied zum Verfahren bei der Integration besteht im
Abgleich eines Funktionswertes an zufélliger Stelle mit einem zuféllig aus dem Intervall
[0, mazwert] ausgewédhlten Wert, welchen man statt der vorher geschehenen Aufsum-
mation aller Funktionswerte und ihrer Quadrate vollzieht. Der Wert mazwert wurde
wahrend der Integration bestimmt und ist der maximale Wert, den die Funktion bei
dem entsprechenden Durchlauf angenommen hat. Dieser Wert kann nattirlich schwan-
ken, je nachdem, wie nah der Zufallsalgorithmus an die Koordinaten des tatséichlichen
Maximums heran kam. Auch unter diesem Aspekt ist es daher sinnvoll, die Funktion im
Vorhinein geglattet zu haben, um Schwankungen gering zu halten (siche Abschnitt .
Schematisch sieht der anfangs genannte Abgleich folgendermafien aus:

ja 7’ speichern (5.5)

Ist f(7) >= mazwert -z 7 — L
nein 7 verwerfen
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Hier ist 7 ein Vektor aus dem Raum, iiber den vorher integriert wurde und z eine
Zufallszahl aus [0, 1]. Die Haufigkeiten der einzelnen gespeicherten Koordinaten lassen
sich dann gut in Histogrammen darstellen. Im Gegensatz zu der beispielhaften Event-
Generation fiir die Sinusfunktion (in einer Dimension) erhdlt man speziell hier (in finf
Dimensionen) aber nicht zwingend Verteilungen, die direkt den Funktionsverlauf wie-
dergeben. Besonders interessant sind auflerdem Verteilungen, welche die Beziehungen
zwischen zwei Koordinaten zeigen.

Erwartungen Da die bei dieser Event-Generation verwendete gemittelte invariante
Amplitude durch eine Mittelung iiber alle moglichen Spin-Zustinde der beteiligten Fer-
mionen erhalten wurde, liegt insbesondere fir die Orientierung des (ruhenden) Top-
Quarks im Raum keine ausgezeichnete Richtung vor. Unabhangig von Beziehungen zwi-
schen Impulsrichtungen und Energien der Zerfallsprodukte sollten daher die aus dem
Top-Quark-CMS betrachteten Impulsrichtungen der Teilchen gleichméfig in alle Rich-
tungen verteilt sein. In Kugelkoordinaten

cos ¢ sin 6
=r | sin¢sinf (5.6)
cosf

INIISS

entspricht das einer Sinusverteilung in # und einer konstanten Verteilung in ¢. Um
diese Erwartungen direkt mit den erhaltenen Verteilungen vergleichen zu kénnen, sollte
sie zundchst normiert und anschliefend an die Anzahl der entstandenen Hits angepasst
werden. Beispielsweise ergibt sich fiir die erwartete Sinusverteilung in einem Histogramm

mit Intervalllingen von 5

P(#) =0.5sin6 - Hits - 210 (5.7)
wobei Hits - 35 der tatséchlichen Flache aller Histogramm-Balken entspricht.
Trotz der durchgefithrten Mittelung sollten allerdings die Impulsrichtungen von Po-
sitron und Elektronneutrino nicht zwingend in einem so trivialen Zusammenhang zur
Impulsrichtung des W*-Bosons oder auch des Bottom-Quarks stehen. In erster Ord-
nung Storungstheorie und unter Vernachliassigung der Bottom-Quark-Masse kénnen die
Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Helizitats-Zustéande des emittierten W recht leicht
berechnet werden. Diese belaufen sich auf
m? 2y

~07 Fp~————- =03 (5.8)

FR%O, F()% m%_|_2mw2

mi + 2myy 2

Hier sind Fg/o/; die Wahrscheinlichkeiten dafiir sind, das W*-Boson im rechtshan-
dig/longitudinal /linkshéndig polarisierten Zustand vorzufinden. In der Literatur sind
diese Werte als

Fr = 0.008(16), Fy=0.69(3), Fy = 0.314(25)[7] (5.9)
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zu finden. Da die zur Event-Generation verwendete invariante Amplitude allerdings
selbst aus der Storungstheorie erster Ordnung hervorging, werden die zuvor genann-
ten Werte fiir den Abgleich mit der nachher erhaltenen Verteilung genutzt. So kann
besser abgeschétzt werden, ob die Generation gegliickt ist. Betrachtet man 0.B.d.A. ein
W+ in seinem CMS, dessen Impuls im Top-Quark-CMS in positive z-Richtung zeigt,
entspricht eine Messung der z-Komponente des W*'-Spins im Grunde einer Messung
seiner Helizitdt (auch im Top-Quark-CMS). Konstruiert man den Zustand

A A 1 0 0
Y =e e g [0 +b|1|+c]|O (5.10)
0 0 1
mit a,b,c € R, a®* +b* + ¢ = 1 und
1 0 —i 0 1 0 0
Sy=—7217 0 il,S.=10 0 0], (5.11)
V2 0 ¢« O 00 —1
erfiillt dieser fiir § = 0 = «, a® = Fg, b*> = F; und ¢® = F;, die Bedingungen
1 0 0
[0, [ O = Fr, [(0, [ 1) = Fo, [(W, | 0[)]* = FL (5.12)
0 0 1

Errechnet man nun die Wahrscheinlichkeit fiir die Messung von Spin s, = 1 bei beliebigen
a und 6

P(s;=1) = |(v, | 0])[* (5.13)

und mittelt das Ergebnis iiber alle Drehungen um die z-Achse (also tiber alle «), erhélt
man

(P(s, =1))a = i [(12(1 + cos )? + 2b%sin® 0 + c*(1 — cos 9)2} (5.14)

Berticksichtigt man die Helizitatserhaltung beim Zerfall des W, sollte das Elektronneu-
trino aufgrund seiner vernachlédssigbar kleinen Masse entgegengesetzt zur Richtung des
Spins vom W emittiert werden, da es wegen der maximalen Paritatsverletzung beim
geladenen schwachen Strom linkshéndig sein muss. Das Positron muss dann im W+-CMS
wegen Impulserhaltung genau in Richtung des W*-Spins emittiert werden, sodass eine
Messung der Positron-Richtung im W*-CMS einer Messung des W*-Spins entspricht.
Normiert man nun also Gleichung bzgl. cosf € [—1,1] (mit % multiplizieren),
ergibt sich die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Messung von cos # mit a? = Fg, b* = F,
und ¢? = F}. Hierbei ist 6 der Winkel zwischen Positron-Impulsrichtung und negativer
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Bottom-Quark-Impulsrichtung im CMS des W*-Bosons. Als erwartete Verteilung der
cos # erhélt man also letztendlich

2
P(cosf) = g {2 -0.7(1 — cos*#) + 0.3(1 — cos 9)2] - Hits - 20 (5.15)

fiir die entsprechende Anzahl von Hits und einem Histogramm mit 20 Intervallen. Fiir
die Verteilung von € selbst ergibt sich wegen d cosf = — sin #dd

P(6) = P(cosb) - sin 8 - g (5.16)

Ergebnisse der Event-Generation Fiir die Winkelverteilungen des beim Top-Quark-
Zerfall emittierten W *-Bosons ergaben sich nach einer Generation von 100000 Events
die in Abb. [7] folgenden Ergebnisse:

8000 - 5000 1

7000 -
6000 4 4000

3000

Hits

2000

10001

i 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 . 0 1 2 3 4 5 6
Theta des W+ im Top-CMS Phi des W+ im Top-CMS
Abbildung 7: Hdiufigkeiten von Events im entsprechenden Intervall des Polarwinkels
0 (links) und des Azimutalwinkels ¢ (rechts) des emittierten WT-Bosons fir 100000
FEvents insgesamt. Auflerdem eingezeichnet ist links die erwartete Verteilung fiir 6 aus

Gleichung (5.7) (orange).

Sowohl die Verteilung der Polarwinkel als auch die der Azimutalwinkel im Ruhesystem
des Top-Quarks entsprechen den Erwartungen. Da diese Verteilung recht trivial ist, wird
die Event-Generation spéater auch einmal fiir den Zerfall eines polarisierten Top-Quarks
durchgefiihrt.

Bei derselben Event-Generation entstanden die in Abb. [§] dargestellten Beziehungen
zwischen der aus dem Ruhesystem des W betrachteten negativen Impulsrichtung des
Bottom-Quarks und der Impulsrichtung des Positrons.
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7000 A

10000 -

8000

6000 -

Hits
Hits

4000

2000 -

0-—1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 o 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Cosinus des Winkels zwischen e * - und -b-Richtung (im W-CMS) Winkel zwischen e * - und -b-Richtung (im W-CMS)
Abbildung 8: Hdiufigkeiten der Werte des Cosinus des Winkels zwischen negati-
ver Bottom-Quark-Impulsrichtung und Positron-Impulsrichtung (links) und des Winkels
selbst (rechts) fir 100000 Events insgesamt. In beiden Histogrammen sind zudem die
nach Gleichung und Gleichung erwarteten Wahrscheinlichkeitsdichtever-

teilungen eingezeichnet (orange).

Erneut verhalten sich die generierten Verteilungen ziemlich genau so wie erwartet. Dass
die errechnete Verteilung fiir die Winkel selbst etwas hoher als die Balken im Histogramm
zu sein scheint, liegt vermutlich daran, dass in einen signifikanten Bereich nach 8 = 0
aufgrund der sehr geringen Wahrscheinlichkeit kein einziges Ereignis stattgefunden hat.
Da das Python-Programm die Balkenbreiten des Histogramms automatisch so gering wie
moglich wahlt, sind diese hier also etwas geringer als 5. Daher ist die gesamte Flache
etwas geringer, also die Abschiatzung aus Gleichung @D etwas zu hoch angesetzt.
Wichtig ist, zu erwdhnen, dass die getatigten Abschiatzungen der Verteilungen nur so gut
passen, weil ihnen dieselben Annahmen zugrunde liegen (Standardmodell, erste Ordnung
Storungstheorie). Durch die hohe Ubereinstimmung kann aber mutmaflich vom Erfolg
der Event-Generation ausgegangen werden.

In Abb. [J] ist die Verteilung der an Events beteiligten W*-Massen derselben Event-
Generation zu sehen.

8000 -

6000
Erwartungswert: 80.1248 GeV

Hits

4000 -

2000 -

0 20 40 60 100 120 140 160

80
Masse des W * [GeV]

Abbildung 9: Haufigkeiten der am Zerfall beteiligten W -Massen fiir 100000 Events
insgesamt. Angegeben ist dazu der Erwartungswert des Histogrammes.
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Man kann gut erkennen, dass sich die Massen um die im Programmcode verwendete
Masse des W (80.379 GeV) verteilen. Der Erwartungswert des Histogrammes liegt leicht
unterhalb der der W*-Masse. Das ist mutmaflich der Fall, weil eine Resonanzkurve nicht
symmetrisch um die Resonanz verlauft.

Speicherung der Events Um von Event-Generatoren erzeugte Events in einer fiir an-
dere derartige Programme lesbaren Form abzuspeichern, existiert unter anderem das
Format l(he oder LHEF (Les Houches Event File). Dieses Format ist eine Konvention,
welche 2001 in Les Houches beschlossen wurde. Das hier entworfene Programm gibt al-
lerdings eine Textdatei aus, in welcher beispielhaft die ersten 100 Events der geschehenen
Generation tabelliert sind. Der Eintrag eines Events sieht darin wie folgt aus:

I ID Mother p_X Py Pz E m
1 6 0 0.000 0.000 0.000 173.100 173.1000
2 5 1 -25.111 -59.378 22.628  68.453 4.1800
3 24 1 25111 59.378 -22.628 104.647  79.2637
4 -11 3 52185 24.704 -8.003  58.289 0.0005
5 12 3 -27.074  34.673 -14.625  46.358 0.0000

I die Teilchennummer und ID die universell festgelegte Teilchen-ID. Alle Werte sind in
GeV angegeben.

5.2. Polarisiertes Top-Quark

Die absoluten Winkelverteilungen der Zerfallsprodukte des unpolarisierten Top-Quarks
waren recht trivial. Daher wird nun einmal der Zerfall eines polarisierten Top-Quarks
betrachtet. Dazu nimmt man als erstes eine neue Mittelung des Betragsquadrates der
invarianten Amplitude vor. Diese neue Mittelung umfasst dann nicht mehr alle méglichen
Anfangszustinde des Top-Quarks (Spin up, Spin down), sondern nur noch einen davon.

5.2.1. Neue Mittelung

Eine Moglichkeit zur Beschreibung des polarisierten Top-Quarks ist neben der expliziten
Formulierung von u; mit einem Yy, welches einen bestimmten Spin-Zustand darstellt
(sieche Abschnitt die Beschreibung durch Helizitats-Spinoren. Diese zeichnen sich
dadurch aus, dass ihr Spin parallel oder antiparallel zur Impulsrichtung ist, also

o-Dpx =2 x (5.17)

mit A = £3. Sie kénnen daher geschrieben werden als (vgl. Gleichung (2.14)))

u(p,)\):\/m< 5 ) (5.18)

2)\E+mX
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5 INTEGRATION UND EVENT-GENERATION 5.2 Polarisiertes Top-Quark

Die nachfolgenden Ansitze werden aus [3] entnommen. Helizitats-Spinoren u(p, \) erfiil-

len die Dirac-Gleichung und sind gleichzeitig Eigenzustédnde zu -5 ¢ mit dem Eigenwert

1. Dabei ist s* der Spin-Vierervektor fiir massebehaftete Teilchen und definiert durch
2\

m

st

(Ipl. ED) (5.19)

mit der Masse m, der Energie F, dem betraglichen Impuls |p|, dem Impulsrichtungsvek-
tor p und der Helizitat A = 1. Er erfiillt

s-p=0 und s-s=-1 (5.20)

Es gilt nun also
( - m) u(p, A) =0 und ysfu(p, ) = u(p, ) (5.21)

Insgesamt ergibt sich dadurch fiir massebehaftete Fermionen der Projektionsoperator

u(p, \)i(p; A) = ; (1+75#) (p+m) (5.22)

Summiert man an dieser Stelle iiber die beiden moglichen Helizitats-Zustinde, erhalt
man die schon in Anhang genutzte Vollsténdigkeitsrelation

> ulp, Nu(p, A) = (p+m) = > uy® (5.23)

s=1,2

Genau diesen Schritt lasst man jetzt fiir die Top-Quark-Spinoren in der Berechnung von

W;Ol aus. Die effektive Veranderung zu der Rechnung in Anhang |A.1| besteht also in

dem Austausch von (pt + mt) durch £ (14 v5¢) (pt + mt). In diesem Fall ist ¢ speziell
auf das Top-Quark bezogen, sodass

s = 2X (0, py) (5.24)

im Ruhesystem des Top-Quarks. Die Berechnung von W;Ol ist in Anhang|A.2|zu finden.

Es stellt sich heraus, dass der effektive Unterschied zu WQ in der Ersetzung
pet = pt — s’ (5.25)

besteht.

5.2.2. Integration

Da die neue Mittelung der invarianten Amplitude dieselbe Form wie die alte besitzt und
lediglich p;# durch p,#* —m,s* ersetzt werden muss, ist es natiirlich nicht notig, ein vollig
neues Programm zu schreiben. Wahlt man p; = €, und A = %, was gleichbedeutend mit
Spin up im Top-Quark-CMS ist, ist der neue ,, Top-Quark-Viererimpuls®

(mt7 07 07 _mt) (526)
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5 INTEGRATION UND EVENT-GENERATION 5.2 Polarisiertes Top-Quark

Erwartung Die Zerfallsbreite I'y,; sollte unabhéngig von der Wahl des p, sein. So oder
so erwartet man eine von der Orientierung im Raum unabhangige Zerfallsbreite, solange
keine dufleren Einfliisse etwas anderes vorgeben. Es ist also abzusehen, dass

Fpol =T (527)

Ergebnis der Integration In der Tat ergab I, nach 100000 Schleifendurchlaufen (vgl.

Gleichung (5.2))
T = (0.14043 £ 0.00049) GeV (5.28)

Die groflere Unsicherheit entsteht durch die etwas andere Verteilung der Funktionswerte

(siche Abb. [10).

35000
Erwartungswert = 6.85E+06
2 30000 Erwartungswert/maxwert = 0.193559
9]
£ 25000
‘o
0 20000 4
—
9]
O 150001
=
X 100001
c
<
5000
04

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.‘0 315

Wertebereiche des Integranden (ohne Vorfaktoren) le7
Abbildung 10: Hdufigkeiten der Werte des Integranden. Eingezeichnet ist zudem der
Erwartungswert des Histogramms. Insgesamt sind 100000 Zufallspunkte ausgewertet
worden.

Nach dieser Verteilung sind bei der Event-Generation etwa 500000 Throws fiir 100000
Hits notig.

5.2.3. Event-Generation

Die Event-Generation verlauft wie bereits die Integration nach der Ersetzung von p;
genauso wie die schon geschehene in Abschnitt Besonders interessant ist diesmal
die Verteilung von Bottom-Quark und W*-Boson im Top-Quark-CMS.

Erwartungen Betrachtet man 0.B.d.A. das Top-Quark in seinem Ruhesystem mit p; =

€. (unendlich kleiner, aber doch gerichteter Impuls) und Spin up, also s, = 1, ist seine

2
Helizitat A\ = % Die Wahrscheinlichkeit, den Spin entlang einer durch den Polarwinkel
0 gegebenen Richtung zu messen, kann dann durch Drehung (z.B. um die y-Achse) des
Zustandes um 6 mit anschlieBender s,-Messung erhalten werden. Der gedrehte Zustand

wird beispielsweise beschrieben durch

_—itlo, Iy cosg
v=e (O) B (sine (5:29)

2
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5 INTEGRATION UND EVENT-GENERATION 5.2 Polarisiertes Top-Quark

mit der Pauli-Matrix o,. Man misst dann Spin up mit der Wahrscheinlichkeit

P(s. — %) — |0, <(1)>>|2 _ COSQg _ % (1+ cos6) (5.30)

Um eine Wahrscheinlichkeitsdichteverteilung bzgl. cosf zu erhalten, miisste evtl. nor-
miert werden, was hier aber nicht mehr notig ist, und es ergibt sich

P'(cosf) = % (1+ cosb) (5.31)

Wenn man jetzt sowohl davon ausgeht, dass die Masse des Bottom-Quarks bei dem
Top-Quark-Zerfall vernachlassigbar klein ist (wirklich nur als grobe Abschatzung), und
es deshalb immer linkshandig emittiert wird, als auch die schon frither benutzten Wahr-
scheinlichkeiten der Helizitats-Zustande des W berticksichtigt, wiirde das W7 in etwa
70% der Falle in Richtung des Top-Quark-Spins und in etwa 30% der Félle in die ent-
gegengesetzte Richtung emittiert. Die erwartete Winkelverteilung der Impulsrichtungen
des W im Top-Quark-CMS setzt sich also folgendermafien zusammen:

P(cosf) = % [0.7(1 4 cosf) + 0.3 (1 — cos@)] - Hits - % (5.32)

Dabei entspricht Hits - % wieder der tatsachlichen Flache eines Histogrammes mit 20
Balken auf einem Intervall der Linge 2. Fiir die Winkel selbst folgt wieder
P(6) = P(cos ) - sind - g (5.33)

Die Verteilung der Azimutalwinkel ¢ sollte eine konstante sein, weil eine Auszeichnung
in z-Richtung diese nicht beeinflusst.

Ergebnisse der Event-Generation Wie zuvor wurden 100000 Events generiert. Die
erhaltene Verteilung von Haufigkeiten der W*-Impulsrichtungen ist in Abb. darge-
stellt.

8000 1 5000 -

7000 -
4000 -

6000 -

5000 - 3000

Hits
Hits

4000 -
3000 1 2000 -
2000 -
10001
1000 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 o 1 2 3 4 5 6
Theta des W+ im Top-CMS Phi des W+ im Top-CMS

Abbildung 11: Hdufigkeiten von FEvents unter gegebenen Polarwinkeln 6 und Azimutal-
winkeln ¢ des beim Top-Quark-Zerfall emittierten W -Bosons im Ruhesystem des Top-
Quarks mit Spin up. Links ist zusdtzlich die erwartete Verteilung aus Gleichung
eingezeichnet (orange). Insgesamt wurden wieder 100000 Hits generiert.
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6 FAZIT

Wieder decken sich die generierten Ergebnisse mit den getatigten Abschiatzungen. Die
Tatsache, dass Bottom-Quarks hier in Wirklichkeit auch eine Chance haben, rechtshan-
dig emittiert zu werden, scheint nicht sonderlich ins Gewicht zu fallen oder aber sich
selbst grofiteils in der Winkelverteilung aufzuheben.

Bisher waren alle Impulsrichtungen gleichverteilt in ¢. Interessant ist es daher, sich
auch die Winkelverteilung fiir eine von Spin up verschiedene Polarisation anzuschauen.
Polarisiert man das Top-Quark in positive x-Richtung, sprich

Dt — (mty — My, 0, O) ) (534)

ist die z-Richtung nicht mehr ausgezeichnet, und es sollte sich wieder eine Sinusverteilung
im Polarwinkel 6 des W ergeben. Dafiir erhalt man aber eine bevorzugte Emission des
W in Richtung positiver x-Achse. Dieser Zusammenhang ist in Abb. [12] sichtbar.

8000 7000 A

7000 - 6000 -

6000 - 5000 4

5000 -
(%] 4000
=
T 4000

Hits

3000 -
3000 -

2000
2000 -

1000 4 10004

0- 0-

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 2 3 4 5
Theta des W+ im Top-CMS Phi des W+ im Top-CMS
Abbildung 12: Hdufigkeiten von FEvents unter gegebenen Polarwinkeln 0 und Azimu-
talwinkeln ¢ des beim Top-Quark-Zerfall emittierten W' -Bosons im Ruhesystem des
Top-Quarks mit Spin in positive x-Richtung. Insgesamt wurden wieder 100000 Hits ge-

neriert.

6. Fazit

Die im Rahmen des Standardmodells in erster Ordnung Storungstheorie kalkulierten
Ergebnisse sowohl fiir die Zerfallsbreite I' also auch fiir die generierten Winkelvertei-
lungen entsprechen den Erwartungen. Die einfache Anpassbarkeit eines bestehenden
Event-Generators an leicht verdnderte Bedingungen hat sich eindrucksvoll gezeigt.

Es stellte sich heraus, dass im Falle eines polarisierten Top-Quarks mit Spin s, = % das
Bottom-Quark bevorzugt in negative z-Richtung emittiert wird, wihrend das W*-Boson
entsprechend bevorzugt in positive z-Richtung emittiert wird. Dieser Umstand steht
direkt mit den Wahrscheinlichkeiten fir die drei Helizitdts-Zustande des W beim Top-
Quark-Zerfall in Zusammenhang (siehe Gleichung ) Auch die Emissionsrichtungen
von Positron und Elektronneutrino im Ruhesystem des W™ héngen mafigeblich davon
ab (auch im unpolarisierten Fall).

37



6 FAZIT

Fiir die getéatigten Abschatzungen der Winkelverteilungen von Bottom-Quark und W-
Boson im Top-Quark-CMS zeigte sich trotz Vernachlassigung der Bottom-Quark-Masse
eine sehr gute Ubereinstimmung mit den generierten Verteilungen (siehe Abb. . Auch
der generierte Zusammenhang zwischen den Impulsrichtungen von Bottom-Quark und
Positron konnte tiber den in Abschnitt [5.1.1] beschriebenen Weg sehr genau wiedergege-
ben werden (Abb. [g).

Der programmierte Event-Generator an sich funktionierte trotz der vereinfachten Heran-
gehensweise ziemlich gut. Es besteht allerdings noch viel Potential, diesen effizienter zu
gestalten. Eine Mdoglichkeit ist die intelligentere Verteilung von Zufallspunkten im Raum,
in der Form, dass keine Punkte in Bereichen generiert werden, in denen sicher keine Hits
entstehen. Dafiir ist nattrlich eine genauere Beschéftigung mit dem Funktionsverlauf
notwendig.

Ein Ausblick fiir die weiterfithrende Auseinandersetzung mit diesem Thema ist die Be-
rechnung des Prozesses tiber die erste Ordnung der Storungstheorie hinaus. Zusétzlich
konnen Eigenheiten von Detektoren in den Event-Generator integriert werden, um Re-
sultate zu erzeugen, welche alles in allem mit tatséachlich Gemessenem vergleichbar sind.
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A RECHNUNGEN

A. Rechnungen

A.1. Die gemittelte invariante Amplitude

— G + In g

1 dud 1
m: At (1 = 5 mw 77u v 1 — 5 .
[\/Euw 2 ( v )utl <q2 —mW2+imWFW> L/ﬁu 1y ( v )U]

= § [ (1=7)u) (g ) [ (1)

2

* % [ﬂbg (1 B 75) Ut} <q2 - mwn;V-V: imwﬂzv) [al’eg (1 B 75) Ue}

——2 1
M| = 3 > |

Spins

lg*
-3 = |

Spins

o ()] [ =) o 4= )] g =)
o =) o 0] o =) g (=)
o o () ] [ (=) ] g (1= 7)o g (7)o

(
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A RECHNUNGEN A.1 Die gemittelte invariante Amplitude

e (=m0
T7~< (B, +mu) e (1=7°) (B, = me) w (1-7°) >
Tr((pb )y (1=°) (p, +me) d (1-7°) >
Tr( (#, +m) 2 (1=7") (b, —me) g (1-7°) )

mW2

(A.2)
myy Tr((}’)b + mb)g (1 a 75) (pt + mt) e (1 B 75) )
Tr( (9, +m) (1) (1= m) o (1-77))
Jrmw Tr<<¢b T mb)q (1 B 75) <pt * mt) / (1 - 75) >
o, )0 1m0
ettt
LA
et T (1=27) 9 (1=) )1 (g (1= 7)p (1))
ot (0 (1 75) v (1 ~1 >)T’“(puﬂ (1=7)pa(1-7)
- m';gdt [(Pt“pb” + 0 = (e o) 9"+ i Py )
(PepPres + PePrcy = (Pe - Pu) G + i€ ki 2"
) g et ptmpanIa)
(Pep (v - @) + (Pe - @) Doy, — (Pe - 0) G + i unaipe"p'd”) (A4

(“<pbq>< Q)" — (pe
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A RECHNUNGEN A.2 Die gemittelte invariante Amplitude, Top-Quark polarisiert

a9 mun
- ||2 |? (pt : pe) (pb . pl/e) +2 (pb : pe) (pt : pye) — el €'ukl,lptmpbnpekpyel

2 (0P Br @) G 0) + 20 B D) B 0) =2 2) () - 0)
+ (o pe) (e @) (Poe - @) + Poe =) (e @) (Pe - @) — 2 (pe - 1) (Pe - @) (Do - @)

+ (pe - ) (Do~ De) @ — "™ kgDt PonaDe Do @ )

(100 0 ) ) G 0) =200 ) 10) (9]
+ (P ) (D - Pe) 4" = 2 (pe - @) (Do~ @) (Pe - o) qz)]
(A.5)
g [2 ) 112
_miﬁ <2 (Pre - Pe) (P - @) (Pe - @) = 2 (P - pe) (P1- @) (P~ 9)
+2(po - pe) (e~ 4) (o - @) = 2 (i - o) (Pe - @) (Pwe - )
2 9 ) (A.6)
+ (- o) (P - Pe) @+ (P - pe) (o - 20) 4 = (Pe - ) (Pre - 1) 4 )
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1 ___
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A.2. Die gemittelte invariante Amplitude, Top-Quark polarisiert

Da nun nicht mehr iiber alle Eingangszustinde gemittelt wird, entfallt der Faktor % vor

der Summe der ]fm|2 Der zweite Unterschied zur vorherigen Rechnung besteht in der
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Ersetzung von (pt + mt) durch § (14 y54) (,giﬁt + mt>. Es ist

[0, =
=[] +264|a|[ ((prrmb) (1=") 7 (p, +me) v (1 75)>
7r((p,, +m) we (1=77) (B, = me) 2 (1=77) )
(g ) (1)t () (1) )
Tr( (g, +ma) o (1-77) (p—m) 4 (1-7°) ) (am)
e ((fy+ ma)g (1= 7) 358 (9, + ) 7 (1) )
Tr((p,, +m) g (1=7) (b= m) 2 (1=77) )
e Lo (G i (L)t (- (1))
)

1o (5, ) (1=77) (3, ) 4 (1= 7))]

= +§6Z|a| [Tr@zﬂ“( =) sy (1 75))”(? % (1=2") g0 (1 75)>
Tr(pbw( ) s (1 - )Tr(p 7 (1=7) pd 1_75)>
))

(g (1= 77) asgmer” (1 =07) )T (0 (1= 77) g (1= 77
(g (1= ) g (1 ))Tr(m( =) b (1-7) )]
(A.8)
Wegen (1 —~5)~° = — (1 —®) kann man sofort erkennen, dass nun die gleiche Rech-

nung wie ab Teil [A.3]der vorherigen folgt, lediglich mit dem Ersatz von p# durch —myst.
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A RECHNUNGEN A.3 Modifikation des Integrals fiir den Top-Quark-Zerfall

Explizit ergibt sich also

—2 —2
9, = [ — mifaly’ [2 (5-3.) (s~ o)

1
mWQ

(2005 B0 0) (e 0) =200 ) (5 0) (- )
+2 (o - pe) (5-9) (Po @) —2(5 - pv) (Pe - @) (Do~ @)
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+ ; (s 1b) (P - Pe) " — (Pe - @) (D - @) (5 - v) q2>]
(A.9)
Effektiv erhalt man Wﬁol also durch
o 2, A

A.3. Modifikation des Integrals fiir den Top-Quark-Zerfall

A.3.1. Ausintegration der Delta-Funktionen
—2 1
m 5(4) - Fe = VMv d3 ed311
/ | ’EeEye (¢ = pe = pu.) 'ped’ps,

q—CMS
1

N /WQ

—

d(my—E.—E,) d3p. mit Pu. = —De

E.Ey,

——2 1 1 2 E E
=/[...|M 0 pe— — 2 —m2—m,2)" —4m2m, 2 | ———2——d3p,
/ pag E.E, (p 2mq\/(mq m my,?) m me)pe(Ee+EVe) D
2, 1
= / . yzm|2p— sin §.d¢.df. mit p. = p,, = —/ (Mm% — m.2 — m,,f)2 — 4m%m,, 2
my 2my
(A.11)
Fiir Integration tiber Bottom-Quark- und W*-Impuls analog.
A.3.2. Geschickte Substitution
Substitution:
m,* = my Ty tan p + my,> (A.12)

43



A RECHNUNGEN

A.3 Modifikation des Integrals fiir den Top-Quark-Zerfall

Es folgt:

Daraus wiederum:

Also ist

2
Mamaz

dm,* = my Ty (1 + tan? p) dp

(mg2 — mw?)* +my2Ty?

mit

m
Pmaz = arctan

2
m
W ) und p, = arctan <

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)



B PROGRAMMCODE FUR DIE INTEGRATION UND EVENT-GENERATION

B. Programmcode fiir die Integration und
Event-Generation

1 Integration
Import von Modulen

In [1]: import matplotlib.pyplot as plt
import random as rd
import numpy as np

from __future__ import print_function

Definiere drei- und vierdimensionales Skalarprodukt

In [2]: def skalprod3(a,b):
if len(a) == len(b):
s =0
for i in range(len(a)):
s += alil*bl[il

return s

else:
print ('WARNUNG: Ungleiche Dimension der Vektoren')

def skalprod4(a,b):
if len(a) == len(b):
s = al[0]*b[0]
for i in range(len(a)-1):
s -= ali+1]*b[i+1]
return s

else:
print ('WARNUNG: Ungleiche Dimension der Vektoren')

Definiere Boost eines Vierervektors abhédngig vom g-Impuls. Angegeben werden miissen die

Energie, der betragliche Impuls und der Richtungsvektor des zu Transformierenden, g, bg, 1 fiir
entsprechende v, By und Richtung des Boosts
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B PROGRAMMCODE FUR DIE INTEGRATION UND EVENT-GENERATION

In [3]: def boost(E, p, m, g, bg, 1):
sp = skalprod3(m, 1)

p_xt4 = [0,0,0,0]
p_xt4[0] = g+E - bg+*p*sp
for i in range(3):
p_xtd[i+1] = -bg*1[il*E + px(m[i]l+(g-1)*1[i]*sp)
return p_xt4

Setzen der Grundparameter und Initialisieren von Variablen

In [4]: mt = 173.1 #Massen

mb = 4.18
me = 0.000511
mnu = 0

mgfest = 80.379
breiteq = 2.08 #Zerfallsbreite des W

equad = 4*np.pi/137 #Elementarladung#*2 ausgedrickt durch die alpha (1/137)
sinwquad = 0.231 #sin(Theta_Weinberg)**2
gquad = equad / sinwquad #g*#*2

rhomin = np.arctan(((me+mnu)*+*2 - mqfest+**2)/mqfest/breiteq)
rhomax = np.arctan(((mt-mb)**2 - mqfest**2)/mqfest/breiteq)

Vorfaktor = gquad**2/(2*mt+*(2*np.pi)**5 * 2%x4) / mqfest / breiteq
raum = (rhomax-rhomin)*4*np.pi**4

Summe = 0
Summe_Quadrate = 0O
Punkte = 100000
maxwert = O
minwert = 99999

fs = [1

Schleife zum Bestimmen von Funktionswerten an zufilligen Punkten

In [5]: for h in range(Punkte):

#Auswiurfeln von mq, theta_q, phi_q, theta_nuq, phi_nugq---------------- #
rho = rhomin + rd.random()*(rhomax - rhomin)

mq = np.sqrt(mgfest * breiteq * np.tan(rho) + mqfest**2)

theta_q = np.pi*rd.random()

phi_q = 2*np.pi*rd.random()

theta_nuq = np.pi*rd.random()

phi_nuq = 2#*np.pi*rd.random()

#Errechnen von Gamma, Beta*Gamma und der Viererimpulse---------------- #
E_qt = (mt**2 + mq**2 - mb**2)/(2*mt)
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)/

E_bt = (mt**2 + mb**2 - mq+*2)/(2*mt)

p_qt = np.sqrt(mt**4 + (mq**2 - mb**2)**2 - 2% (mq+**2 + mb**2)*mt**2) /\
(2*mt)

p_bt = p_qt

E_nug = (mg*+*2 + mnu**2 - me**2)/(2*mq)

E_eq = (mg**2 + me**2 - mnu**2)/(2*mq)

p_nug = np.sqrt(mg**4 + (mnu**2 - me**2)**2 - 2x(mnu**2 + me**2)*mg**2\
(2¥mq)

p_eq = p_nuq

n_qgt = [np.cos(phi_qg)#*np.sin(theta_q), np.sin(phi_q)*np.sin(theta_q), \
q p phi_q)*np q p phi_q)*np q

np.cos(theta_q)] #Richtung q

n_bt = [-n_qt[i] for i in range(len(n_qt))]
n_nuq = [np.cos(phi_nuq)+*np.sin(theta_nuq), np.sin(phi_nuq)*np.sin(the\

ta_nuq), np.cos(theta_nuq)] #Richtung Neutrino

n_eq = [-n_nuq[i] for i in range(len(n_nuqg))]
n = n_bt

p4_qt [E_qt, p_qt*n_qt[0], p_gqt*n_qt[1], p_qt*n_qt[2]]

p4_bt = [E_bt, p_bt*n_bt[0], p_bt*n_bt[1], p_bt*n_bt[2]]

p4_nuq = [E_nug, p_nug*n_nuq[0], p_nug*n_nuq[1], p_nug*n_nuq[2]]
p4_eq = [E_eq, p_eq*n_eql[0], p_eg*n_eql[1], p_eq*n_eq[2]]

pa_tt [mt,0,0,0] #4CHTUNG!, [mt,0,0,-mt] fiur z-polaristertes Top

gamma = E_qt/mq
betagamma = p_qt/mq

#Booste e- und nulmpuls in das Top-CMS
p4_nut = boost(E_nuq, p_nug, n_nuq, gamma, betagamma, n)
p4_et = boost(E_eq, p_eq, n_eq, gamma, betagamma, n)

#Funktiion auswerten------------------ - #
tb = skalprod4(p4_tt, p4_bt); te = skalprod4(p4_tt, pé_et)

tnu = skalprod4(p4_tt, p4_nut); tq = skalprod4(p4_tt, pd_qt)

be = skalprod4(p4_bt, p4_et); bnu = skalprod4(p4_bt, p4_nut)

bq = skalprod4(p4_qt, p4_bt); enu = skalprod4(p4_et, p4_nut)

eq = skalprod4(p4_qt, p4_et); nuq = skalprod4(p4_qt, p4_nut)

qq = skalprod4(p4_qt, p4_qt)

f01 = 2+te*bnu
£02 = 2*tnu*bg*eq
f03 = 2¥be*tq*nuq
f04 = -2*tb*eqg*nuq
f05 = -2*enu*tq*bq
f06 = tb*qg*enu
f07 = te*qg*bnu
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f08 = -tnu*qqg*be

f09 = 2*tg*bg*eq*nuq
£10 = -enu*qg*tqg*bq

f11 = -tb*qg*eqg*nuq

£12 = 0.5%qq**2 *tb*enu

f = ((p_qt/mt)*(p_nug/mq)
*np.sin(theta_q)*np.sin(theta_nuq)
*(£01-(£02+£03+£04+£05+£06+£f07+£08) /mqfest**2 + (£09+£f10+£11+£12)\
/mgfest**4))

Summe += f
Summe_Quadrate += f**2

fs.append(f)

if £ > maxwert:
maxwert = f
if f < minwert:
minwert = £

Errechnen des Integralwertes, Ausgabe und Plot der Funktionswerthéufigkeiten

In [6]: Integral = Vorfaktor * raum * Summe / Punkte
Abweichung = np.sqrt(Summe_Quadrate - Summe**2 / Punkte) * Vorfaktor * rau\
m / Punkte
print ('Integral =

, Integral, '+-', Abweichung)

, maxwert)
print ('minwert = ', minwert)

print ('maxwert =

plt.figure(figsize=(15,4))

hist01 = plt.hist(fs,20,edgecolor="'#1b699fff', linewidth='1.0")

EWf = sum([hist01[0] [i]*(histO1[1] [i]+histO1[1][i+1])/2. for i in range(le\
n(hist01[0]))]) /Punkte#Erwartungswert

plt.axvline(x=EWf, color='r')

plt.text (EWf + 1le6, plt.gca().get_ylim() [1]1*0.8,"'%s).2E\nYsf" % ('Erwartu\
ngswert = ', EWf, 'Erwartungswert/maxwert = ', EWf/maxwert), fontsize=14)
plt.xlabel('Wertebereiche des Integranden (ohne Vorfaktoren)',fontsize=14)
plt.ylabel('Anzahl der Beitraege', fontsize=14)

plt.savefig('Werteverteilung.pdf', bbox_inches='tight', pad_inches=0, tran\
sparent=True)

plt.show()
plt.close()
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Integral = 0.138949339143 +- 0.000369505344492

maxwert = 24999512.2021
minwert = 0.00358277485612
20000 4 Erwartungswert = 6.65E+06
W 17500 4 Erwartungswert/maxwert = 0.265813
[=2]
[
g 15000
& 12500 |
T 10000
o
= 7500 A
]
2 5000
=S
2500 -

10 15
Wertebereiche des Integranden (ohne Vorfaktoren) 1e7

2 Generieren von Events
Erstellen einer Textdatei fiir Les Houches Accord

In [7]: file = open('Les_Houches_Accord.txt', 'w')
formatl = 2%'{:>8}' + 6x'{:>10}' + '\n'
format2 = 2%'%8i' + '%10i' + 4%'%10.3f' + '%10.4f\n'

leshouches = 100
file.write('’%s%i%s\n\n' % ('Recorded data for ', leshouches, ' generated \
events'))

Anlegen von leeren Listen fiir entsprechende Hits und Festlegung der maximalen Anzahl von
Throws, sowie die intendierte Zahl an Hits

In [8]: theta_q_hits = []

phi_q_hits = []

theta_nuq_hits = []
phi_nuq_hits = []

theta_nut_hits = []
phi_nut_hits = []

theta_bt_hits = []
theta_eq_hits = []
theta_et_hits = []

cosbe = []
theta_qnuq = []

mg_hits = []
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def tupel(teilchen):
return (1, 6, 0, 1, 2, 3, 4, m)

hits = 0
maxThrows = 500000
hits_intended = 100000

Schleife zur Generation von Events und Schreiben der Textdatei

In [9]: 1 =0
while hits < hits_intended and 1 < maxThrows:
1 +=1

#Auswurfeln von mq, theta_q, phi_q, theta_nuq, phi_nuq---------------- #
rho = rhomin + rd.random()*(rhomax - rhomin)

mq = np.sqrt(mgfest * breiteq * np.tan(rho) + mgfest**2)

#mq = me + mnu + (mt-mb-me-mnu)*rd.random()

theta_q = np.pi*rd.random()

phi_q = 2#np.pi*rd.random()

theta_nuq = np.pi*rd.random()

phi_nuq = 2*np.pi*rd.random()

#Errechnen von Gamma, Betax*Gamma und der Viererimpulse---------------- #

E_qt = (mt**2 + mq**2 - mb**2)/(2*mt)

E_bt = (mt**2 + mb**2 - mq+**2)/(2*mt)

p_gt = np.sqrt(mt**4 + (mg*+*2 - mb**2)**2 - 2% (mg**2 + mb**2)*mt**2) /\
(2*mt)

p_bt = p_qt

E_nuq = (mg+**2 + mnu*+*2 - me**2)/(2*mq)

E_eq = (mg**2 + me**2 - mnu*+*2)/(2*mq)

p_nuq = np.sqrt(mg**4 + (mnu**2 - me**2)**2 - 2x(mnu**2 + me**2)*mg**2\
)/ (2xmq)

p_eq = p_nuq

n_qt = [np.cos(phi_qg)#*np.sin(theta_q), np.sin(phi_q)*np.sin(theta_q), \
np.cos(theta_q)] #Richtung q

n_bt = [-n_qt[i] for i in range(len(n_qt))]

n_nuq = [np.cos(phi_nuq)+*np.sin(theta_nuq), np.sin(phi_nuq)*np.sin(the\
ta_nuq), np.cos(theta_nuq)] #Richtung Neutrino

n_eq = [-n_nuq[i] for i in range(len(n_nuq))]

n = n_bt

p4_qt = [E_qt, p_qt*n_qt[0], p_qt*n_qt[1], p_qt*n_qt[2]]
p4_bt = [E_bt, p_bt*n_bt[0], p_bt*n_bt[1], p_bt*n_bt[2]]
p4_nuq = [E_nuqg, p_nug*n_nuq[0], p_nug*n_nuq[1], p_nug+*n_nuq[2]]

20



B PROGRAMMCODE FUR DIE INTEGRATION UND EVENT-GENERATION

pd_eq = [E_eq, p_eg*n_eql[0], p_eq*n_eql[1], p_eq*n_eq[2]]
p4_tt = [mt,0,0,0] #ACHTUNG, [mt,0,0,-mt] fir z-polarisiertes Top
gamma = E_qt/mq

betagamma = p_qt/mq

#Booste e- und nulmpuls in das Top-CMS
p4_nut = boost(E_nuq, p_nuq, n_nuq, gamma, betagamma, n)
p4_et = boost(E_eq, p_eq, n_eq, gamma, betagamma, n)

#Berechne Winkel mach Boost
p_nut = np.sqrt(sum([p4_nut[i+1]**2 for i in range(3)]))

theta_nut = np.arccos(p4_nut[3]/p_nut)
if p4_nut[1] >= O:
phi_nut = np.arctan(p4_nut[2]/p4_nut[1])
else:
phi_nut = np.arctan(p4_nut[2]/p4_nut[1])+np.pi

if phi_nut < O:
phi_nut += 2#*np.pi

p_et = np.sqrt(sum([p4_et[i+1]**2 for i in range(3)]))

theta_et = np.arccos(p4_et[3]/p_et)
if p4_et[1] >= 0:
phi_et = np.arctan(p4_et[2]/p4_et[1])
else:
phi_et = np.arctan(p4_et[2]/p4_et[1])+np.pi

if phi_et < O:
phi_et += 2#*np.pi

#Funktion auswerten----------c-co oo #
#Achtung, p4_tt ist hier nicht mehr wirklich der Top-Viererimpuls!!!--#
tb = skalprod4(p4_tt, p4_bt); te = skalprod4(p4_tt, pid_et)

tnu = skalprod4(p4_tt, p4_nut); tq = skalprod4(p4_tt, p4_qt)

be = skalprod4(p4_bt, p4_et); bnu = skalprod4(p4_bt, p4_nut)

bg = skalprod4(p4_qt, p4_bt); enu = skalprod4(p4_et, p4_nut)

eq = skalprod4(p4_qt, pd_et); nuq = skalprod4(pd_qt, p4_nut)

qq = skalprod4(p4_qt, p4_qt)

f0o1 2*texbnu

£02 = 2%tnuxbg*eq
f03 = 2xbextqg*nuq
f04 = -2%tb*eqg*nuq
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f05 = -2*enuxtq*bq
f06 = tb*qg*enu
f07 = te*qg*bnu
f08 = -tnu*xqqg+*be

£09 = 2*tg*bg*eq*nuq
£10 = -enu*qg*tqg*bq

f11 = -tb*qg*eqg*nuq

£12 = 0.5%qq**2 *tb*enu

f = ((p_qt/mt)*(p_nug/mq)
*np.sin(theta_q)*np.sin(theta_nuq)
*(£01-(£02+£03+£04+f05+f06+f07+£08) /mqfest**2 + (£09+f10+f11+£12)\

/mqfest**4))
#Uberprifen, ob Zufallswert unter Funktion liegt-------------———————-- #
#Hinzufiugen der Koordinaten des Hits in entsprechende Liste------- #

if £ >= maxwert*rd.random() :
theta_q_hits.append(theta_q)
phi_g_hits.append(phi_q)
theta_nuqg_hits.append(theta_nuq)
phi_nug_hits.append(phi_nuq)
theta_nut_hits.append(theta_nut)
phi_nut_hits.append(phi_nut)

theta_bt_hits.append(np.pi - theta_q)
theta_eq_hits.append(theta_nuq + np.pi % (2%np.pi))

#n_nut = [np.cos(phi_nut)*np.sin(theta_nut), np.sin(phi_nut)*np.st\
#n(theta_nut), np.cos(theta_nut)]

#n_et = [np.cos(phi_et)*np.sin(theta_et), np.sin(phi_et)*np.sin(th\
#eta_et), np.cos(theta_et)]

cosbe . append (-skalprod3(n_bt, n_eq))

theta_gnuq.append(np.arccos(skalprod3(n_qt, n_eq)))

mg_hits.append (mq)

hits += 1

#Schretben des aktuellen Events in die Textdatet------------—---------- #

if hits <= leshouches:

file.write('%s’%i\n' % ('Event ', hits))

file.write(formatl.format('I', 'ID', 'Mother', 'p_x', 'p_y',
'p_z', 'E', 'm'))

file.write(format2 % (1, 6, 0, p4_tt[1], p4_tt[2], p4_tt[3],
p4_tt[0], mt))

file.write(format2 % (2, 5, 1, p4_bt[1], p4_bt[2], p4_bt[3],
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p4_bt[0], mb))

file.write(format2 % (3, 24, 1, p4_qt[1], p4_qt[2], p4_qt[3],
p4d_qt[0], mq))

file.write(format2 % (4, -11, 3, p4_et[1], pd_et[2], pd_et[3]
, p4_et[0], me))

file.write(format2 % (5, 12, 3, p4_nut[1], p4_nut[2], p4_nut[\

3], p4_nut[0], mnu))
file.write(76%'-' + '\n')

print ('Hits = ', hits, ', Throws = ', 1)
file.close()

Hits = 100000 , Throws = 377404

Plotten der erstellten Listen in Form von Histogrammen
In [10]: plt.figure(figsize=(15,30))

plt.subplot(621)

plt.xlabel('Theta des W+ in Top-CMS')
plt.ylabel('Hits')

#s = plt.hist(sinvergleich, 20)

t = plt.hist(theta_q_hits, 20)
plt.subplot(622)

plt.xlabel('Phi des W+ in Top-CMS')
plt.ylabel('Hits')

plt.hist(phi_g_hits, 20)

plt.subplot(623)

plt.xlabel('Theta des Neutrinos in W-CMS')
plt.ylabel('Hits"')
plt.hist(theta_nuq_hits, 20)
plt.subplot(624)

plt.xlabel('Phi des Neutrinos in W-CMS')
plt.ylabel('Hits')

plt.hist(phi_nuq_hits, 20)
plt.subplot(625)

plt.xlabel('Theta des Neutrinos in Top-CMS')
plt.ylabel('Hits"')
plt.hist(theta_nut_hits, 20)

plt.subplot (626)

plt.xlabel('Phi des Neutrinos in Top-CMS')
plt.ylabel('Hits')

plt.hist(phi_nut_hits, 20)

plt.subplot(627)

plt.xlabel('Masse des W+ [GeV]')
plt.ylabel('Hits')
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plt.hist(mg_hits, 42)

plt.subplot(629)
plt.xlabel('Theta des b [GeV]')
plt.ylabel('Hits')
plt.hist(theta_bt_hits, 20)

plt.subplot(6,2,10)

plt.xlabel('Theta des Positrons in W-CMS [GeV]')
plt.ylabel('Hits"')

plt.hist(theta_eq_hits, 20)

xe = [-1.+1/1000. for i in range(2001)]

ye = [(0.33%x(1 - xe[jl)**2 + 2%0.67*(1-xe[jI**2))*3./8 *hits/10. for j in
range (len(xe))]

plt.subplot(6,2,11)

plt.xlabel('Cosinus des Winkels zwischen -b Richtung und e+ (in W-CMS)')
plt.ylabel('Hits"')

cqge = plt.hist(cosbe, 20)

EW = sum([cqe[0] [i]*(cqe[1] [il+cqe[1][i+1]1)/2. for i in range(len(cqel[0]))
1) /hits#Erwartungswert

plt.axvline(x=EW, color='r')

#plt.plot(ze, ye)

I

xe2 = [1/1000. for i in range(3141)]

ye2 = [(0.33*%(1-np.cos(xe2[j]))**2xnp.sin(xe2[j]) + 0.67*2*np.sin(xe2[j])*
*3)*3./8 *hits/(20./3.141) for j in range(len(xze2))]

plt.subplot(6,2,12)

plt.xlabel('Winkel zwischen W Richtung und e+ (in W-CMS)')
plt.ylabel('Hits')

cge2 = plt.hist(theta_gnuq, 20)

EW2 = sum([cqe2[0] [i]*(cqe2[1] [i]+cqe2[1][i+1])/2. for i in range(len(cqe2
[01))1) /hits#Erwartungswert2

plt.axvline(x=EW2, color='r"')

#plt.plot(ze2, ye2)

plt.show()
plt.close()

print ('Erwartungswert: ', EW)
print ('Erwartungswert2: ', EW2)
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Erwartungswert: -0.150459617045
Erwvartungswert2: 1.7483675302

In [11]: print(EW/np.pi)

-0.0478927835767

Plotten und speichern der W -Impulsrichtungen im Top-Quark-CMS

In [12]: ye3 = [(0.3*np.cos(np.pi/2 - xe2[i]/2.)**2 + 0.7+*np.cos(xe2[1]/2.)**2) * n
p.sin(xe2[i])*hits#*3.142/20 for i in range(len(xe2))]
ye33 = [0.5 * np.sin(xe2[i])*hits*3.142/20 for i in range(len(xe2))]

plt.figure(figsize=(15,4))

plt.subplot(1,2,1)

plt.xlabel('Theta des W+ im Top-CMS', fontsize=14)
plt.ylabel('Hits', fontsize=14)

plt.hist(theta_q_hits, 20, edgecolor='#1b699fff', linewidth='1.0"')
plt.plot(xe2, ye33)

plt.subplot(1,2,2)

plt.xlabel('Phi des W+ im Top-CMS', fontsize=14)
plt.ylabel('Hits', fontsize=14)

plt.hist(phi_q_hits, 20, edgecolor='#1b699fff', linewidth='1.0')

plt.savefig('W-Verteilung.pdf', bbox_inches='tight', pad_inches=0, transpa
rent=True)

plt.show()
plt.close()
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Plotten und speichern der Winkelbeziehungen zwischen e*- und negativer Bottom-Quark-
Impulsrichtung im W*-CMS

In [13]: plt.figure(figsize=(15,4))

yed = [(0.3x(1 - xe[j])**2 + 2*0.7x(1-xe[jl**2) + 0.00%(1+xe[jl)**2)*3./8
*hits/10. for j in range(len(xe))]

plt.subplot(1,2,1)

plt.xlabel('Cosinus des Winkels zwischen $e~+$- und -b-Richtung (im W-CMS)
', fontsize=14)

plt.ylabel('Hits', fontsize=14)

cge = plt.hist(cosbe, 20, edgecolor='#1b699fff', linewidth='1.0")
plt.plot(xe, ye4d)

yeb = [(0.3*(1-np.cos(xe2[j1))**2 + 0.7*2*np.sin(xe2[jl1)**2 + 0.00*(1+np.c
os(xe2[j1))*x2)*np.sin(xe2[j]1)*3./8 *hits/(20./np.pi) for j in range(len(x
e2))]

plt.subplot(1,2,2)

plt.xlabel('Winkel zwischen $e~+$- und -b-Richtung (im W-CMS)',fontsize=14
plt.ylabel('Hits', fontsize=14)

cqe2 = plt.hist(theta_qnuq, 20, edgecolor='#1b699fff', linewidth='1.0")
plt.plot(xe2, yeb)

plt.savefig('be-Verteilung.pdf', bbox_inches='tight', pad_inches=0, transp
arent=True)

plt.show()
plt.close()
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Plotten und Speichern der Hits fiir die W*-Masse
In [14]: plt.figure(figsize=(15,4))
plt.xlabel('Masse des $W~+$ [GeV]', fontsize=14)

plt.ylabel('Hits', fontsize=14)
cge3d = plt.hist(mg_hits, 542)
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EW3 = sum([cqe3[0] [i]*(cqe3[1] [i]+cqe3[1][i+1])/2. for i in range(len(cqge3
[01))1) /hits#Erwartungswert?
plt.text(110,5000, '%s%.4f%s'%('Ervartungswert: ', EW3,' GeV'), fontsize=14

plt.savefig('Massen-Verteilung.pdf', bbox_inches='tight', pad_inches=0, tr
ansparent=True)

plt.show()
plt.close()
print ('Erwartungswert = ', EW3)

Erwartungswert: 80.1248 GeV

. ] . : ] ] ! !
0 0 0 60 80 100 120 140 160
Masse des W ¥ [GeV]

Erwartungswert = 80.1248294458

Test der Boost-Funktion

In [73]: m_test = 50.
p_test = 40.
E_test = np.sqrt(m_test**2 + p_test**2)

alpha = np.pi/4.
beta = np.pi/2.

n = [np.cos(beta)*np.sin(alpha),np.sin(beta)+*np.sin(alpha) ,np.cos(alpha)]
gamma_test = 2./np.sqrt(3.)

betagamma_test = 0.5%2./np.sqrt(3.)

thetas_test = []
phis_test = []
bthetas_test = []
bphis_test = []

for w in range(100000) :

theta_test = np.arccos(2.*rd.random()-1.)
phi_test = 2*np.pi*rd.random()
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m = [np.cos(phi_test)*np.sin(theta_test),np.sin(phi_test)+*np.sin(theta
_test) ,np.cos(theta_test)]

bp4_test = boost(E_test, p_test, m, gamma_test, betagamma_test, n)

bp_test = np.sqrt(sum([bpd_test[i+1]#**2 for i in range(3)]))
btheta_test = np.arccos(bp4_test[3]/bp_test)
if bp4_test[1] >= O:
bphi_test = np.arctan(bp4_test[2]/bp4_test[1])
else:
bphi_test = np.arctan(bp4_test[2]/bpd_test[1])+np.pi

if bphi_test < O:
bphi_test += 2*np.pi

thetas_test.append(theta_test)
phis_test.append(phi_test)
bthetas_test.append(btheta_test)
bphis_test.append(bphi_test)

plt.figure(figsize=(15,6))
plt.subplots_adjust(left=None, bottom=None, right=None, top=None, wspace=N
one, hspace=0.3)

plt.subplot(2,2,1)

plt.xlabel('Theta', fontsize = 14)

plt.ylabel('Hits', fontsize = 14)

plt.hist(thetas_test, 20, edgecolor='#1b699fff', linewidth='1.0")
plt.subplot(2,2,2)

plt.xlabel('Phi', fontsize = 14)

plt.ylabel('Hits', fontsize = 14)

plt.hist(phis_test, 20, edgecolor='#1b699fff', linewidth='1.0")
plt.subplot(2,2,3)

plt.xlabel('Theta$~*$', fontsize = 14)

plt.ylabel('Hits', fontsize = 14)

plt.hist(bthetas_test, 20, edgecolor='#1b699fff', linewidth='1.0")
plt.subplot(2,2,4)

plt.xlabel('Phi$~*$', fontsize = 14)

plt.ylabel('Hits', fontsize = 14)

plt.hist(bphis_test, 20, edgecolor='#1b699fff', linewidth='1.0')

plt.savefig('Boost.pdf', bbox_inches='tight', pad_inches=0, tr\
ansparent=True)

plt.show()
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plt.close()
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Testweise Berechnung der bloSSen Zerfallsbreite des Top-Quarks in Bottom-Quark und W -

Boson

In [15]:

Ek = (mt**2 + mgfest**2 - mb**2)/(2*mt)
Eb = (mt**2 + mb**2 - mgfest**2)/(2*mt)
oo o o e emm -

k = np.sqrt((mt**2-mb**2-mqfest**2)**2 - 4*smb**2 * mqfest*+*2)/2. /mt
ktest = np.sqrt(mt**4 + (mgfest**2 - mb**2)**2 - 2k (mqfest**2 + mb**2)*mt*
*2) / (2*mt)

gw =k /4 /mt / 137 / 0.231 * (Eb + 2+Eb*Ek**2/mqfest**2 + 2*Ekxk**2/mqf
est**2)

print(gw, 'Das gibts ja nich das kommt genau hin. Und das per Hand!')

1.39320511472 Das gibts ja nich das kommt genau hin. Und das per Hand!
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