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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit beschäftigt sich mit dem neutrinolosen Doppelbetazerfall jenseits des Stan-
dardmodells. Dabei ist es das Ziel, die Übergangsrate des Zerfalls zu berechnen. Die
Übergangsrate lässt sich in die drei Teile Phasenraum Faktor, Kernmatrixelement und
effektiven Majorana-Masse aufteilen. Die effektive Majorana-Masse ist von den Neu-
trinomassen abhängig. Daher wird die Neutrinomassenmatrix am Ende der Arbeit in
einem minimal dark matter model, dem sogenannten „scotogenic Model“ bestimmt.

In Kapitel 2 werden die gruppentheoretischen Grundlagen beschrieben. Weiterhin
werden in diesem Kapitel die Weyl-Spinoren eingeführt, denn es ist wichtig, den Zu-
sammenhang zwischen den verschiedenen Spinoren (Weyl, Dirac und Majorana) zu
verstehen. In der gesamten Arbeit ist dies eine Grundlage. Besonders genutzt wird
der Zusammenhang der Spinoren auch in Kapitel 7.3, wenn die Feynman-Regeln des
„scotogenic Model’s“ abgeleitet werden.

Der neutinolose Doppelbetazerfall kann nur ablaufen, wenn Neutrinos Majorana-
Fermionen sind. Daher werden in Kapitel 3 Majorana-Fermionen beschrieben. Zuerst
wird erklärt, wie sich Dirac-Spinoren, aus Weyl-Spinoren zusammensetzen. Danach
werden aus den Dirac-Spinoren die Majorana-Spinoren, welche Majorana-Fermionen
beschreiben, abgeleitet. Außerdem stellt sich raus, dass die einzigen Teilchen des Stan-
dardmodells, welche Majorana-Teilchen sein könnten, die Neutinos sind.

Das nächste Kapitel zeigt, wie experimentell bestätigt werden kann, ob das Neutrino
ein Majorana-Fermion ist. Es zeigt sich, dass es nicht möglich ist, solche Experimente
mit Reaktor Neutrinos durchzuführen, da der Prozess, welcher Majorana-Neutrinos

bestätigen würde, mit m
2
ν

E2 unterdrückt ist. Als mögliches Experiment wird daher der
neutrinolose doppel Betazerfall erläutert.

Die Rate des neutrinolosen doppel Betazerfalls wird dann in Kapitel 5 bestimmt. Im
ersten Abschnitt 5.1 wird der leptonische Tensor berechnet. Zum Schluss des Abschnitts
ist es möglich, die Zerfallsrate in drei Teile aufzuteilen. Abschnitt 5.2 beschäftigt sich
mit dem ersten Teil der Zerfallsrate, dem Phasenraum Faktor und Abschnitt 5.3 be-
schäftigt sich mit dem zweiten Teil, dem Kernmatrixelement und dem dritten Teil, der
effektiven Majorana-Masse. Für die effektive Majorana-Masse wird schon angenommen,
dass die Neutrinos eine Masse haben. Dies widerspricht allerdings dem Standardmodell,
indem angenommen wird, dass die Neutrinos masselos seien. Neutrinooszillationsver-
suche haben jedoch bereits gezeigt, dass die Neutrinos eine endliche Masse besitzen.
In Kapitel 6 geht es daher in den Abschnitten 6.1 und 6.2 um die Hinweise auf Neu-
trinomassen und wie Neutrinomassen dem Standardmodell auf eine natürliche Weise
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

hinzugefügt werden können. Weiterhin werden in Abschnitt 6.3 und 6.4 Hinweise auf
dunkle Materie aufgezeigt und mögliche Kandidaten für dunkle Materie beschrieben.

Somit ist klar, dass das Standardmodell verändert werden muss um massive Neu-
trinos und dunkle Materie beschreiben zu können. In Kapitel 7 wird daher das „sco-
togenic model“ eingeführt. Dieses fügt dem Standardmodell nur drei fermionische Sin-
glets, ein geladenes skalares Doublet und eine Z2-Symmetrie hinzu. Dieses Modell kann
massive Neutrinos und dunkle Materie erklären. Die Masse der Neutrinos wird durch
Strahlungskorrekturen generiert, dadurch sind die Neutrinomassen auch direkt klein,
im Vergleich zu den anderen Massen des Standardmodells. Weiterhin gibt es einen Kan-
didat für dunkle Materie — das leichteste neu hinzugefügte Teilchen. Es wird dann die
elektroschwache Symmetrie gebrochen, um die Massen des neu hinzugefügten skalaren
Teilchens zu bekommen. Danach werden Feynman-Regeln für das neue Modell abgelei-
tet. Mit den Feynman-Regeln wird schließlich in Abschnitt 7.4 die Massenmatrix der
Neutrinos bestimmt.
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Kapitel 2

Gruppentheorie

Dieses Kapitel erklärt die gruppentheoretischen Grundlagen. Außerdem führt es die
Weyl-Spinoren ein und erläutert welche Darstellung der Gruppe Lorentz-Gruppe auf
die Weyl-Spinoren wirkt. Das Kapitel basiert auf [1].

Die beiden Basisannahmen der speziellen Relativitätstheorie lauten:

1. Die Lichtgeschwindigkeit ist in allen Inertialsystemen gleich.

2. „Die Physik“ ist in allen Inertialsystemen gleich.

Diese können in der Gruppentheorie als Symmetriebedingungen genutzt werden. Die
Gruppe, welche alle Transformationen, die die Symmetriebedingungen nicht verlet-
zen (Drehungen, Boosts und Translationen) zusammenfasst, wird Poincaré-Gruppe
genannt. Da unsere Systeme unter den Transformationen, welche die Symmetriebe-
dingungen nicht verletzen, invariant sein sollte, sollten auch unsere Gleichungen unter
Transformationen, der Poincaré-Gruppe invariant bleiben. Damit ist auch direkt sicher-
gestellt, dass die Theorie nicht der speziellen Relativitätstheorie widerspricht.

Allerdings ist die Poincaré-Gruppe nicht einfach zusammenhängend, daher muss
die Überlagerung der Poincaré-Gruppe betrachtet werden, um die irreduzieblen Dar-
stellungen herzuleiten. Die irreduzieblen Darstellungen sind von Interesse, da dies die
Bausteine der Darstellungen der Gruppe sind. Die Darstellungen können dann genutzt
werden, um Teilchen und Felder zu beschreiben. Dabei beschreiben unterschiedliche
Darstellungen Spin 0, 1

2 oder Spin 1 Teilchen.

2.1 Darstellungen der Lorentz-Gruppe

2.1.1 Lie-Algebra und Kommutatorrelationen

Die Lorentz-Gruppe ist ein Teil der Poincaré-Gruppe (Rotationen und Boosts) und
beinhaltet alle Transformationen Λ, die das innere Produkt des Minkowski-Raums xµxµ

invariant lassen. Mit der Metrik η des Minkowski-Raums müssen die Transfomationen

ΛT ηΛ = η (2.1)

erfüllen. Die Lorentz-Gruppe ist nicht einfach zusammenhängend, das liegt daran, dass
der Paritäts- und der Zeitumkehroperator diskret sind. Der Teil der Lorentz-Gruppe,
welcher die Orientierung der Koordinatensystems und die Zeitrichtung erhält, wird
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KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE

orthochrone Lorentz-Gruppe genannt. Für die orthochrone Lorentz-Guppe lassen sich
folgende Kommutatorrelationen extrahieren

[Ji, Jj ] = iεijkJk (2.2)
[Ji,Kj ] = iεijkKk (2.3)

[Ki,Kj ] = −iεijkJk . (2.4)

Dabei sind Ji Drehgeneratoren und Ki Boostgeneratoren. Es ist jedoch möglich zwei
neuen Operatoren

N±
i = 1

2(Ji ± iKi) (2.5)

einzuführen, welche unter dem Kommutator abgeschlossen sind und miteinander kom-
mutieren [

N+
i , N

+
j

]
= iεijkN

+
k (2.6)[

N−
i , N

−
j

]
= iεijkN

−
k (2.7)[

N+
i , N

−
j

]
= 0 . (2.8)

Hier fällt auf, dass die Lorentz-Gruppe in gewissem Sinne aus zwei Kopien der SU(2)-
Gruppe besteht, da diese einfach nur zwei mal die Kommutatorrelationen der Lie-
Algebra der SU(2)-Gruppe sind.

2.1.2 Die (0,0)-Darstellung

In der (0,0)-Darstellung sind die beiden Vektorräume der Lie-Algebras eindimensional.
Die Generatoren dieser Darstellung sind daher Zahlen und die einzige Zahl, welche die
Kommutatorrelationen erfüllt, ist die 0. Transformationen auf Objekte dieser Darstel-
lungen sind daher e0 = 1. Es lässt sich daraus schließen, dass Objekte welche durch die
(0,0)-Darstellung beschrieben werden unter Lorentz-Transformationen invariant sind.

2.1.3 Die (1
2 ,1

2)-Darstellung

Mathematisch ist
(

1
2 ,

1
2

)
=
(

1
2 , 0
)⊗(

0, 1
2

)
. Außerdem kommutieren die beiden Kopien

der SU(2) Lie-Algebra mit einander, daher transformieren die Objekte, auf die diese
Darstellung wirkt, separat unter den einzelnen Kopien der SU(2)-Gruppe.

Die
(

1
2 , 0
)
-Darstellung und die

(
0, 1

2

)
-Darstellung sind sich sehr ähnlich. Beide wir-

ken auf zwei komponentige Objekte. Dabei werden die Objekte, auf die die
(

1
2 , 0
)
-

Darstellung wirkt, links chirale Spinore und die Objekte, auf die die
(
0, 1

2

)
-Darstellung

wirkt, werden rechts chirale Spinore genannt. Der Oberbegriff dieser Spinore ist Weyl-
Spinore. Links chirale Spinoren transformieren dabei gemäß:

Rθ = exp
(

i~θ ~σ2

)
(2.9)

Bφ = exp
(
~φ
~σ

2

)
. (2.10)
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KAPITEL 2. GRUPPENTHEORIE

Rechts chirale Spinoren transformieren unter Drehung Rθ genauso wie links chirale
Spinoren. Sie unterscheiden sich jedoch bei Boosts Bφ. Für rechts chirale Spinoren gilt:

Rθ = exp
(

i~θ ~σ2

)
(2.11)

Bφ = exp
(

−~φ ~σ2

)
. (2.12)

Die Objekte in diesen Darstellungen werden links bzw. rechts chirale Spinoren ge-
nannt, da die Transformationen der

(
1
2 , 0
)
-Darstellung unter Paritätstransformation

P der Transformationen der
(
0, 1

2

)
-Darstellung entsprichen und umgekehrt. Dies ist

anhand von Boosts leicht zusehen:

B
φ,
(

1
2 ,0
) = exp

(
~φ
~σ

2

)
P−→ exp

(
−~φ ~σ2

)
= B

φ,
(

0, 1
2

) (2.13)

B
φ,
(

0, 1
2

) = exp
(

−~φ ~σ2

)
P−→ exp

(
~φ
~σ

2

)
= B

φ,
(

1
2 ,0
) (2.14)

Die Objekte auf die die
(

1
2 ,

1
2

)
-Darstellung wirkt, setzten sich nun aus einem links

chiralen und einem rechts chiralem Spinor zusammen. Insgesamt ergibt sich dann
ein vier komponentiges Objekt. Damit ist die

(
1
2 ,

1
2

)
-Darstellung die Vierervektor-

Darstellung.

2.2 Die Poincaré-Gruppe
Wie schon zuvor erwähnt, besteht die Poincaré-Gruppe aus der Lorentz-Gruppe und
Translationen in Raum und Zeit. Die Lie-Algebra dieser Gruppe wird daher bedeutend
komplizierter als die der Lorentz-Gruppe. Daher wird Mµν mit Ji = 1

2εijkMjk und
Ki = M0i zur Vereinfachung eingeführt. Damit lässt sich die Lie-Algebra schreiben als:

[Mµν ,Mρσ] = −i (ηµρMνσ − ηµσMνρ − ηνρMµσ + ηνσMµρ) (2.15)
[Pµ, Pν ] = 0 (2.16)

[Mµν , Pρ] = i (ηµρPν − ηνρPµ) . (2.17)

Die Darstellungen der Poincaré-Gruppe werden durch die Eigenwerte des Casimir-
Operators gelabelt. Dies sind dann Masse und Spin des Teilchens. Somit wird ein Teil-
chen der Masse m und Spin 0 durch die m, Spin-0-Darstellung der Poincaré-Gruppe be-
schrieben. Die (0,0)-Darstellung wird Spin-0-Darstellung genannt, die

(
1
2 , 0
)⊕(

0, 1
2

)
-

Darstellung wird Spin-1
2 -Darstellung genannt und die

(
1
2 ,

1
2

)
-Darstellung entspricht der

Spin-1-Darstellung.
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Kapitel 3

Majorana-Fermionen

In Kapitel 2 wurden Weyl-Spinoren eingeführt, welche die Grundlage für die mathe-
matische Beschreibung von Majorana-Fermionen bilden. Sie bilden die Grundlage, da
Majorana-Fermionen durch Majorana-Spinoren beschrieben werden, welche aus zwei
voneinander abhängigen Weyl-Spinoren bestehen. Auf dieser Basis ist es also möglich
Majorana-Fermionen zu erklären. Dieses Kapitel orientiert sich an [2].

3.1 Majorana-Spinoren
Wollen wir ein physikalisches System beschreiben, welches unter Paritätstransformation
invariant ist, so müssen wir ein Objekt nutzen, welches aus einem rechts-chiralen und
einem links-chiralen Spinor besteht. Das liegt daran, dass eine Transformation in der
(1

2 ,0)-Darstellung nach Paritätstransformation der ursprünglichen Transformation aber
in der (0,1

2)-Darstellung entspricht (siehe Gleichungen (2.13) und (2.14)). Das einfachste
Objekt welches aus einem rechts-chiralen und einem links-chiralen Spinor besteht, ist
der Dirac-Spinor:

Ψ =
(
χL

ξR

)
. (3.1)

Majorana-Spinoren sind nun Spezialfälle von Dirac-Spinoren. Nämlich solche bei
denen χL und ξR nicht unabhängig voneinander sind. Die Dirac-Spinoren gehorchen
der Dirac-Gleichung

(iγµδµ −m)Ψ = 0 . (3.2)
Für den Majorana-Spinor ist also ein Spinor gesucht bei dem χL = f(ξR) nicht nur an
einem beliebigen Zeitpunkt gilt sondern auch, wenn der Spinor in der Zeit durch die
Dirac-Gleichung vorangetrieben wird. Es ergibt sich damit für den Majorana-Spinor:

ΨM =
(

χL

−iσ2χ
∗
L

)
. (3.3)

Eine wichtige Eigenschaft der Majorana-Spinoren ist, dass diese unter Ladungskonju-
gation invariant sind. Das bedeutet, es gilt

ΨC
M = iγ2ΨM = ΨM . (3.4)

Mathematisch kann durch Ladungskonjugation aus einem Teilchen sein Antiteilchen
erzeugt werden. Es ist also zu erkennen, das Majorana-Teilchen ihre eigenen Antiteil-
chen sind. Dies ist auch der Grund, warum zwei Freiheitsgrade aus der Dirac-Gleichung
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KAPITEL 3. MAJORANA-FERMIONEN

entfallen. Die Dirac-Gleichung beschreibt immer das Teilchen selbst und das Antiteil-
chen. Hier sind unterschieden sich Teilchen und Antiteilchen jedoch nicht. Es werden
daher weniger Freiheitsgrade benötigt.

3.2 Kandidaten für Majorana-Fermionen
Majorana-Teilchen müssen eine Masse haben, da sonst eine Unterscheidung zwischen
Majorana-Teilchen und Dirac-Teilchen irrelevant wird. Außerdem müssen sie Spin 1

2
besitzen, da sie sonst nicht durch die Dirac-Gleichung beschrieben werden würden. Da
wie vorher erklärt, für Majorana-Teilchen ΨC = Ψ gilt, sollte die Dirac-Gleichung für
ΨC und für Ψ gleich aussehen. Nimmt man jedoch als Beispiel an, dass das Teilchen
den elektromagnetischen Wechselwirkungen unterliegt, so ergibt sich für die Dirac-
Gleichung von Ψ

(iγµ(δµ + iqAµ) −m)Ψ = 0 . (3.5)

Für ΨC hat die Gleichung die Form:

(iγµ(δµ − iqAµ) −m)ΨC = 0 . (3.6)

Es ist festzustellen, dass Ψ = ΨC nur gelten kann, wenn q = 0 ist, da die beiden
Gleichungen sonst im Widerspruch zueinander stehen würden. Genauso verhält es sich
mit allen Gauge-Feldern. Ein Majorana-Teilchen besitzt also keine Gauge-Ladungen.
Somit ist das Neutrino das einzige Teilchen des Standardmodels welches ein Majorana-
Teilchen sein könnte.
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Kapitel 4

Doppelbetazerfall – Die Suche
nach Majorana-Neutrinos

Es stellt sich nun die Frage, wie getestet werden kann, ob Neutrinos Majorana-Fermionen
sind oder nicht. Dafür muss lediglich überprüft werden, ob das Antineutrino und das
Neutrino das gleiche Teilchen sind. Es wird aber klar, dass dies keine einfache Aufgabe
ist.

Ein Unterschied zwischen Neutrinos und Antineutrinos ist, dass Antineutrinos unter
schwachen Wechselwirkungen Leptonen erzeugen, Neutrinos erzeugen allerdings Anti-
Leptonen. Daraus folgt im Standardmodell, dass es Leptonenzahlerhaltung gibt. Sind
Anitneutinos und Neutrinos allerdings gleich, so könnte einmal ein Antineutrino und
ein Elektron erzeugt werden und in einem anderen Prozess ein Neutrino und ein wei-
teres Elektron, löschen sich die beiden Neutrinos aus, so wäre die Leptonenzahl nach
dem Prozess gleich zwei. Vor dem Prozess lag sie allerdings bei Null. Die Leptonenzahl-
erhaltung wurde somit verletzt.

Das Problem bei solch einem Prozess ist allerdings, dass Chiralität keine Erhaltungs-
größe sein darf (siehe [2, Kapitel 3.1]). Ist m << E so sind Chiralität und Helizität
äquivalent. Es ist daher ersichtlich, dass der Prozess bei hoher Energie stark unter-
drückt sein wird. Aus der Rechnung (siehe dazu [2, Seite 9] ) folgt, dass der Prozess

mit einem Faktor von m2
ν

E2 unterdrückt ist. Die Masse der Neutrinos ist kleiner als 1 eV.
Bei der Verwendung von Neutrinos aus Reaktoren (Energie im MeV-Bereich), würde
nur jedes 1012 Teilchen die auf diese Weise wechselwirken. Dieser Wert ist weit außer-
halb der Reichweite von heutigen Reaktorversuchen, diese messen nämlich nur einige
hundert Wechselwirkungen am Tag.

Ein Prozess der den großen Hintergrund der Leptonenzahl erhaltenden Prozesse re-
duziert ist der neutrinolose Doppelbetazerfall (0ν2β-Zerfall). Der Vorteil ist hier, dass
der Leptonenzahl erhaltende Prozess den Atomkern nicht verändert. Denn es müsste
ein Proton in ein Neutron, ein Positron und ein Neutrino zerfallen und zudem ein Neu-
tron in ein Proton, ein Elektron und ein Antineutrino zerfallen. Am Ende des Prozesses
ist der Kern somit wieder im Anfangszustand angekommen. Da der Atomkern vor und
nach dem Prozess gleich ist, wird auch keine Energie freigesetzt um die Elektronen
zu erzeugen, daher wird der Prozess stark unterdrückt. Läuft allerdings der Leptonen-
zahl verletzende Prozess ab (siehe Abbildung 4.1), so zerfallen zwei Neutronen in zwei
Protonen, zwei Elektronen und zwei Antineutrinos. Nach Ablauf des Prozesses ist der
Kern also in einem anderen Zustand als vor dem Prozess. Dadurch kann Energie für
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KAPITEL 4. DOPPELBETAZERFALL – DIE SUCHE NACH MAJORANA-NEUTRINOS

die Elektronen freigesetzt werden.
Man könnte meinen, der doppel Betazerfall wäre ein seltener Prozess bei dem zwei

Betazerfälle zufällig gleichzeitig ablaufen müssten. Dies ist jedoch nicht der Fall, da
es für die Atomkerne energetisch günstig ist, wenn die Protonenanzahl und die Neu-
tronenanzahl gerade sind. Solche Kerne werden gg-Kerne genannt. Würde ein gg-Kern
über den einfachen Betazerfall zerfallen, so würde er in einen uu-Kern zerfallen, das
ist ein Kern bei dem die Protonenanzahl und die Neutronenanzahl ungerade sind. Dies
ist für den Kern energetisch aber ungünstig und so kann er nicht über den einfachen
Betazerfall zerfallen.

Der Untergrund des Leptonenzahl erhaltenden Prozessen wird zwar unterdrückt —
jedoch gibt es eine weitere Variante des Doppelbetazerfalls, welche für einen Untergrund
in den Messdaten sorgt. Die andere Variante ist der Zwei-Neutrino-Doppelbetazerfall
(2ν2β-Zerfall). Bei diesem zerfallen auch zwei Neutronen in zwei Protonen, zwei Elek-
tronen und zwei Antineutrinos (siehe Abbildung 4.1). Jedoch zerstrahlen bei diesem
Prozess die beiden Neutrinos nicht. Somit ist eine Änderung der Chiralität nicht mehr
Nötig, dieser Prozess läuft daher etwa 106 mal schneller ab.

n

e−

p

e−

n p

ν̄e

νe

mν

n

e−

p

e−

n p

νe

νe

Abbildung 4.1: Die Abbildung zeigt die Feynmandiagramme des 0ν2β-Zerfall (links)
und des 2ν2β-Zerfall (rechts).

Um den 0ν2β-Zerfall zu messen, wird ausgenutzt, dass der Prozess praktisch aus
zwei Zwei-Teilchen-Prozessen besteht. Die freigesetzte Energie teilt sich nämlich nicht
auf Neutrino und Elektron auf sondern wird ganz von dem Elektron absorbiert. Daher
ist das Energiespektrum der Elektronen des 0ν2β-Zerfall diskret. Anders ist dies bei
dem 2ν2β-Zerfall. Hier teilt sich die Energie zufällig auf das Neutrino und das Elektron
auf, somit ergibt sich für die Elektronen kein diskretes sondern ein breites Spektrum
(siehe Abbildung 4.2). Misst man also das Energiespektrum der Elektronen, so würde
sich der 0ν2β-Zerfall am Ende des Spektrums als Peak zeigen. Der Peak ist wegen der
geringen Zerfallsrate nur sehr klein, weshalb eine gute Energieauflösung für die Messung
essenziell ist.
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KAPITEL 4. DOPPELBETAZERFALL – DIE SUCHE NACH MAJORANA-NEUTRINOS

Abbildung 4.2: Die Abbildung zeigt das Spektrum des Doppelbetazerfalls (entnommen
aus [2]).
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Kapitel 5

Berechnung der Rate des
neutrinolosen Doppelbetazerfalls

5.1 Die leptonischen und hadronischen Tensoren
Die folgende Rechnung basiert auf [2] und [3, Kapitel 7.6.1]. Der effektive Hamilton-
Operator des Prozesses lautet

Heff = (
√

2GF cos θc)2(ēLγµνL)(−ν̄c
Lγνe

c
L)

×[p̄γµ(1 − gAγ5)n][p̄γµ(1 − gAγ5)n] . (5.1)

Das an dem einen Vertex emittierte Neutrino wird an einem anderen Vertex wieder
absorbiert. Daher werden die beiden ν-Felder durch folgenden fermionsichen Propagator
ersetzt

/k +m

k2 −m2 . (5.2)

Das Matixelement für den neutrinolosen Doppelbetazerfall ergibt sich dann zu:

M = −2G2
F |Vud|2

∑
n

∫ d4kν

(2π)4 ū(p1)1 − γ5
2 γµ

/kν +mν

k2
ν −m2

ν

γν
1 − γ5

2 v(p2)ei~kν .r

×〈Ni|Jµ|n〉〈n|Jν |Nf 〉2πδ(k0 − E1i + E1n + ε1) (5.3)
= −2G2

F |Vud|2
∑

n

Ln
µνH

µν
n .

Dabei sind |n〉 die Zwischenzustände des Nucleus über welche hier summiert werden
muss. Die beiden Nucleonen N1 und N2 haben den Abstand r. Weiterhin ist E1i die
Energie des Nucleus N1 im Anfangszustand, E1n die Energie des Nucleus N1 im End-
zustand und ε1 die Energie des emittierten Elektrons. Wie man sieht ist es möglich
die Amplitude in einen Leptonischen- Lµν und einen Hadronischen-Teil Hµν aufzutei-
len. Dabei ist es sehr schwierig den Hadronischen-Teil zu berechnen. Dies würde den
Rahmen dieser Thesis sprengen.

Es fällt nun auf, dass der Term um /kν wegfällt. Dies liegt daran, dass
1 − γ5

2 γµ/kνγν
1 − γ5

2 = γµ/kνγν
1 + γ5

2
1 − γ5

2 = 0 (5.4)

Es wurde verwendet, das γ5γµ = −γµγ5 und das γ5γ5 = 1 ist. Außerdem ergibt sich
durch k2

ν = k2
0 − ~k2:

1
k2

ν −m2
ν

= 1
(E1i − E1n − ε1)2 − ε2ν

. (5.5)
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Dies lässt sich mithilfe von Energieerhaltung E1i + E2i = E1n + E2n + E1 + E2 weiter
umschreiben zu

= 1
2εν

( 1
E1i − E1n − E1 − εν

+ 1
E2i − E2n − E2 − εν

)
. (5.6)

Weiterhin kann die Identität γµγν = ηµν + 1
4[γµ, γν ] verwendet werden. Für die wichtig-

sten Übergange also 0+ −→ 0+ ist es ausreichend nur den Term ηµν zu behalten. Damit
ergibt sich für den Leptonischen-Teil:

Lµν
n = mνη

µν
∫ d3k

(2π)3
1

(E1i − E1n − ε1)2 − ε2ν

·ū(p1)1 − γ5
2 v(p2)ei~kνr (5.7)

= mνη
µν
∫ d3k

(2π)3

∑
κ

1
2εν

1
Eκi − Eκn − εκ − εν

·ū(p1)1 − γ5
2 v(p2)ei~kνr . (5.8)

Wichtig ist hier anzumerken, dass die Integration über k0 von der Delta-Distribution
2πδ(k0 − E1i + E1n + ε1) aus Gleichung (5.3) vernichtet wurde.

Um die Summe über die Zwischenzustände zu berechnen wird genähert. Dabei wird
angenommen, dass alle Zwischenzustände ungefähr die Energie des mittleren Zwischen-
zustandes haben Eκn ≈ 〈E〉. Diese Näherung sollte für den 0ν2β-Zerfall eine gute Nä-
herung sein, da die Neutrinoenergie im virtuellen Zustand deutlich größer ist als die
normale Energie der relevanten Kernniveaus. Die Summe vereinfacht sich damit stark
wie folgt: ∑

n

〈Nf |J1|n〉〈n|J2|Ni〉
Eκi − Eκn − εκ − εν

−→ 〈Nf |J1
∑

n(|n〉〈n|)J2|Ni〉
Eκi − 〈E〉 − εκ − εν

. (5.9)

Da die Zustände |n〉 einen vollständigen Satz an Zuständen bilden ist∑
n(|n〉〈n|) = 1. Somit folgt

〈Nf |J1
∑

n(|n〉〈n|)J2|Ni〉
Eκi − 〈E〉 − εκ − εν

= 〈Nf |J1J2|Ni〉
Eκi − 〈E〉 − εκ − εν

. (5.10)

Dadurch ist es nun möglich die Summe
∑

n L
n
µνH

µν
n aus Gleichung (5.3) in einen lep-

tonischen und einen hadronischen Tensor zu faktorisieren

M = −2G2
F |Vud|2LµνH

µν . (5.11)

Weiterhin muss man das Matrixelement quadrieren und über die Spins summieren

〈|M |2〉 = 4G4
F |Vud|4

∑
Spins

LσρLµν

 (HσρHµν) . (5.12)

Um die Summe über die Spins zu berechnen wird der leptonische Tensor in zwei Teile
aufgeteilt.

Lµν = mνηµν ū(p1)1 − γ5
2 v(p2) · 1

2πF (r) (5.13)
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Dabei ist
F (r) =

∫ d3k

(2π)2

∑
κ

1
2εν

1
Eκi − Eκn − εκ − εν

ei~kν .r . (5.14)

Dieses Integral hat jedoch keinen Einfluss auf die Spinsumme. Es folgt nun also:

∑
Spins

LµνLσρ =
∑

Spins
[mνηµν ūa(p1)

(1 − γ5
2

)
ab
vb(p2)]

[mνηµν ūc(p1)
(1 − γ5

2

)
cd
vd(p2)]†

( 1
2πF (r)

)2
(5.15)

=
∑

Spins
m2

ν [ηµν ūa(p1)
(1 − γ5

2

)
ab
vb(p2)]

[v†
d(p2)

(1 − γ5
2

)
cd
ū†

c(p1)ησρ]
( 1

2πF (r)
)2

(5.16)

=
∑

Spins
m2

ν [ηµν ūa(p1)
(1 − γ5

2

)
ab
vb(p2)]

[v†
d(p2)

(1 − γ5
2

)
cd
γ0uc(p1)ησρ]

( 1
2πF (r)

)2
(5.17)

=
∑

Spins
m2

νηµν ūa(p1)
(1 − γ5

2

)
ab

(/p2 −me)bd

(1 + γ5
2

)
cd
uc(p1)ησρ

( 1
2πF (r)

)2
(5.18)

= m2
νηµν(/p1 +me)ac

(1 − γ5
2

)
ab

(/p2 −me)bd(1 + γ5
2

)
cd
ησρ

( 1
2πF (r)

)2
(5.19)

= m2
νηµνησρTr

[
(/p1 +me)1 − γ5

2 (/p2 −me)1 + γ5
2

]
(5.20)

Betrachtet man die Spur genauer, so fällt auf, dass alle Terme wegfallen, außer der
in dem beide /p stehen. Dies liegt daran, dass die Spur einer ungeraden Anzahl von
Dirac-Matizen gleich null ist. Es folgt dann:

= m2
νηµνησρTr

[
(/p1 +me)1 − γ5

2 (/p2 −me)1 + γ5
2

]
(5.21)

= m2
νηµνησρTr

[
/p1

1 − γ5
2 /p2

1 + γ5
2 − /p1

1 − γ5
2 me

1 + γ5
2

+me
1 − γ5

2 /p2
1 + γ5

2 −m2
e

1 − γ5
2

1 + γ5
2

]
(5.22)

= m2
νηµνησρTr

[
/p1

1 − γ5
2 /p2

1 + γ5
2

]
(5.23)

= m2
νηµνησρTr

[
(p1)αγ

α(p2)βγ
β 1 + γ5

2
1 + γ5

2

]
(5.24)

= m2
νηµνησρ(4ηαβ(p1)α(p2)β) (5.25)

= 4m2
νηµνησρp1p2 . (5.26)
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Somit sieht das Matrixelement nun wie folgt aus

〈|M |2〉 = 4G4
F |Vud|4Hµ

µH
ρ
ρm

2
ν2(p1p2)

[ 1
4π2F (r)

]2
. (5.27)

Für die Zerfallsrate lässt sich nun schreiben:

Γ = 1
2

∫ d3p1
2ε1(2π)3

∫ d3p2
2ε2(2π)3 (2π)δ(ε1 + ε2 −Q)|M |2 (5.28)

= G4
F |Vud|4

512π7

∫ d3p1
ε1

∫ d3p2
ε2

δ(ε1 + ε2 −Q)m2
νp1p2H

µ
µH

ρ
ρ

[
F (r)

]2
. (5.29)

Es wird nun zu Kugelkoordinaten übergegangen

= G4
F |Vud|4

512π7

∫ ∫ ∫ d|p1|dθ1dφ1
ε1

p2
1 sin θ1δ(ε1 + ε2 −Q)m2

ν∫ ∫ ∫ d|p2|dθ2dφ2
ε2

p2
2 sin θ2(ε1ε2 − ~p1 ~p2)Hµ

µH
ρ
ρ

[
F (r)

]2
. (5.30)

Bei der Integration über dφ1 und dφ2 fallen die ersten beiden Komponenten der Drei-
ervektoren ~p1 und ~p2 weg, da über die ganze Periode des Kosinus bzw. Sinus integriert
wird. Weiterhin kann p1,2 =

√
ε21,2 −m2

1,2 substituiert werden. Es ergibt sich damit

= G4
F |Vud|4

64π5

∫ ∫
dε1dθ1p1 sin θ1δ(ε1 + ε2 −Q)m2

ν∫ ∫
dε2dθ2p2 sin θ2(ε1ε2 − p1p2 cos θ1 cos θ2)

Hµ
µH

ρ
ρ

[
F (r)

]2
(5.31)

= G4
F |Vud|4

32π5

∫ ∫
dε1dθ1p1 sin θ1m

2
νp2ε1ε2H

µ
µH

ρ
ρ

[
F (r)

]2
(5.32)

= G4
F |Vud|4

16π5

∫
dε1m2

νp1p2ε1ε2H
µ
µH

ρ
ρ

[
F (r)

]2
. (5.33)

Es muss nun jedoch beachtet werden, dass alle Masseneigenzustände einen Beitrag zu
dem Matrixelement liefern. Daher ergibt sich das Matrixelement durch:

Mi = X(Uei)2mνi . (5.34)

Dabei wird alles aus Gleichung (5.27), außer mν , in X zusammengefasst. Es muss über
die Beiträge der verschiedenen Masseneigenzustände summiert werden. Somit folgt für
das Betragsquadrat des Matrixelements:

|M2| =
∣∣∣∣∣X∑

i

(Uei)2mνi

∣∣∣∣∣
2

. (5.35)

Mit der effektiven Majorana-Masse mββ =
∑

i(Uei)2mνi lässt sich nun die Rate folgen-
dermaßen in drei Teile aufteilen:

Γ =
{
G4

F |Vud|4

8π5

∫
dε1p1p2ε1ε2

}{1
2H

µ
µH

ρ
ρ

[
F (r)

]2}{
m2

ββ

}
. (5.36)

Dabei ist der erste Teil der „Phasenraum Faktor“ (G) und der zweite Teil ist das
„Kernmatrixelement“ (||M||).

15
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5.2 Der Phasenraum Faktor
Das Integral über die Energie läuft von der minimalen Energie eines Elektrons, also me

bis zur maximalen Energie T0 + me. T0 ist hier die maximale kinetische Energie des
Elektrons. Es ist also

G = G4
F |Vud|4

8π5

∫ T0+me

me

dε1p1p2ε1ε2 . (5.37)

Durch die Beziehungen E2 = T0 + 2me − E1 und p1,2 =
√
ε21,2 −m2

1,2 lässt sich der
Phasenraum Faktor wie folgend schreiben

G = G4
F |Vud|4

8π5

∫ T0+me

me

dε1ε1(T0 + 2me − ε1)

·
√
ε21 −m2

e

√
(T0 + 2me − ε1)2 −m2

e . (5.38)

Dieses Integral ist nicht einfach zu lösen. Es ist jedoch möglich u = ε1 − T0 + 2me

2 zu

substituieren. Führt man noch die Variable a = T0 + 2me

2 ein, so kommt man zu

G = G4
F |Vud|4

8π5

∫ a−me

me−a
du(u+ a)(a− u)

√
(u+ a)2 −m2

e

·
√

(a− u)2 −m2
e . (5.39)

Die Stammfunktion dieses Integrals lässt sich durch Mathematica bestimmen. In der
Stammfunktion tauchen allerdings elliptische Integrale auf, daher lässt sich das Ergeb-
nis nicht analytisch bestimmen. Genähert ergibt sich jedoch für das bestimmte Integral
der Ausdruck:

= G4
F |Vud|4m5

e

8π5

(
t50
30 + t40

3 + 4
3 t

3
0 + 2t20 + t0

)
. (5.40)

Dabei wurde t0 = T0
me

eingesetzt. Die für die kinetische Energie der Elektronen vor-
handene Energie ist natürlich abhängig von dem verwendetem Nuklid. Je höher die
Zerfallsenergie, oder je höher energetisch der rote Peak in Abbildung 4.2 ist, desto
höher ist die Zerfallsrate. Diese skaliert sogar mit der fünften Potenz der verfügbaren
Energie. Um den neutrinolosen Doppelbetazerfall zu messen, sollten daher Elemente
mit hoher Zerfallsenergie verwendet werden.
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Abbildung 5.1: Der Quotient aus der numerischen Berechnung des Integrals aus Glei-
chung (5.38) und der genäherten Lösung (Gleichung (5.40)).

In Abbildung 5.1 ist der Quotient aus dem Integral aus Gleichung (5.38) und der
Näherung aus Gleichung (5.40) gegen t0 aufgetragen. Es ist zu sehen, dass die Näherung
mit wachsender kinetischer Energie der Elektronen immer besser wird. Die Näherung
ist also besonders gut für Elemente mit hohen Zerfallsenergien, welche wir ja sowieso
betrachten, da hier die Zerfallsrate größer ist.

5.3 Das Kernmatrixelement und die effektive Majorana-
Masse

Die größte Unsicherheit der Berechnung der Zerfallsrate des 0ν2β-Zerfalls liegt in dem
Kernmatrixelement. Die Berechnung des Kernmatrixelements ist nur schwer möglich.
Derzeit stimmen die vorhandenen Berechnungen bis auf einen Faktor von zwei bis drei
überein.

Für die effektive Majorana-Masse ist es möglich die Matrix Uei in Form von Misch-
winkeln und Phasen anzugeben. Es ergibt sich auf diese Weise:

Uei =

1 0 0
0 c23 s23
0 −s23 c23


 c13 0 s13e−iδ

0 1 0
−s13e−iδ 0 c13


 c12 s12 0

−s12 c12 0
0 0 1


eiλa 0 0

0 eiλb 0
0 0 1

 . (5.41)

Daraus ergibt sich dann für die effektive Majorana-Masse folgender Ausdruck

mββ = c2
12c

2
13e2iλam1 + c2

13s
2
12e2iλbm2 + s2

13m3 . (5.42)

Das einzige Wissen über die Parameter in Gleichung (5.42) stammt aus Oszillations Ex-
perimenten. Aus diesen Experimenten geht jedoch nicht die absolute Masse der Neutri-
nos, sondern nur die quadrierten Unterschiede der Massen hervor. Weiterhin sind noch
die Mischwinkel bekannt. Es ist jedoch nichts über die Majorana-Phasen λa und λb
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bekannt. Nun lässt sich Gleichung (5.42) durch bekannte und unbekannte Parameter
folgendermaßen schreiben:

mββ = c2
12c

2
13e2iλam1 + c2

13s
2
12e2iλb

√
m2

1 + ∆m2
12 + s2

13

√
m2

1 ± |∆m2
13| . (5.43)

Dabei sind ∆m12 und ∆m13 die Differenzen der Massen. Für ∆m2
12 ist sowohl der

Betrag als auch das Vorzeichen bekannt. Dies ist anders bei ∆m2
13 dort ist nur der

Betrag bekannt. Somit ergeben sich als freie Parameter λa, λb, m1 und das Vorzeichen
von ∆m2

13. Daraus ergibt sich ein Bereich für mögliche effektive Majorana-Massen (siehe
Abbildung 5.2).

Abbildung 5.2: Die Abhängigkeit der effektiven Majorana-Masse von der Masse des
leichtesten Neutrinos (entnommen aus [2]).
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Kapitel 6

Massive Neutrinos und dunkle
Materie

6.1 Neutrinooszillation
Im Standardmodell der Teilchenphysik besitzen die Neutrinos keine Massen. Durch
Neutrinooszillationsversuche ist mittlerweile jedoch bekannt, dass die Neutrinos eine
Masse haben. Bei der Neutrinooszillation wandelt sich z. B. ein Elektron-Neutrino in
ein Myon-Neutrino um. Dies kann nur vorkommen, da die Neutrinoeigenzustände der
schwachen Wechselwirkung νl nicht den Masseeigenzuständen νi entsprechen. Die Wech-
selwirkungszustände sind daher keine Teilchen mit eindeutig definierter Masse sondern
müssen quantenmechanisch als Überlagerung von mehreren Massezuständen gesehen
werden. Mit der unitären 3 × 3 Mischmatrix U (PMNS-Matrix) lässt sich dies schrei-
ben als:

|νl〉 =
∑

i

Uli|νi〉 . (6.1)

Diese Mischung zwischen den Wechselwirkungszuständen und den Massezuständen wird
durch Mischwinkel beschrieben. Im vereinfachten Fall für nur zwei Flavours lässt sich
Gleichung (6.1) auch folgendermaßen schreiben(

νa

νb

)
=
(

cosα sinα
− sinα cosα

)(
ν1
ν2

)
. (6.2)

Die Propagation der Neutrinos wird durch die Ausbreitung der Masseeigenzustände
beschrieben. Somit ergibt sich für νl(t) folgender Ausdruck:

|νl(t)〉 =
∑

i

Uli|νi(t)〉 =
∑

i

Ulie−iEit|νi〉 . (6.3)

Die Übergangswahrscheinlichkeit nach der Strecke L von |νa〉 zu |νb〉 in dem vereinfach-
ten Fall für nur zwei Flavours ist gegeben durch

P (νa −→ νb) = |〈νb|νa(t)〉|2 (6.4)
= |(− sinα 〈ν1| + cosα 〈ν2|)

(cosα e−iE1t|ν1〉 + sinα e−iE2t|ν2〉)|2 (6.5)
= | sinα cosα (e−iE2t − e−iE1t)|2 (6.6)

= sin2 2α 1
2 (1 − cos((E2 − E1)t)) . (6.7)
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Nun kann die relativistische Energie-Impuls-Beziehung verwendet werden. Damit lässt

sich E2 − E1 schreiben als m2
2 −m2

1
2p = ∆m2

2p . Für ultra relativistische Teilchen ist
E ≈ pc und ct ≈ L. Somit ergibt sich:

P (νa −→ νb) = sin2 2α sin2
(

∆m2L

2E

)
. (6.8)

Wie zu sehen ist, ist die Übergangswahrscheinlichkeit von den Mischwinkeln und der
Differenz der Neutrinomassen abhängig. Misst man also die Wahrscheinlichkeit, dass
sich ein Elektron-Neutrino in ein Myon-Neutrino umwandelt, kann daraus die Massen-
differenz bestimmt werden (siehe [4],[5, Kapitel 3.2.1],[6, Kapitel 3.2]).

6.2 Mechanismen zur Erzeugung von Neutrinomassen
Dieser Abschnitt basiert auf [6, Kapitel 5.7. und Kapitel 6].

Um den Neutrinos eine Masse zu geben, könnte man nun der Lagrange-Dichte des
Standardmodells einen Masseterm (siehe Gleichung (6.9)) für die Neutrinos, so wie ihn
alle Fermionen haben, hinzufügen

yij〈H0〉ψi
Lψ

j
R +H.c. = mijψ

i
Lψ

j
R +H.c. . (6.9)

Wegen der im Vergleich zu dem Vakuumerwartungswert (VeV) des Higgs-Feldes
〈H0〉

√
2 = 246, 22 GeV kleinen Masse der Neutronen müsste die Yukawa-Kopplung

dann außerordentlich klein sein. Die Yukawa-Kopplung läge in einer Größenordnung
von O(10−11). Man würde jedoch erwarten, dass sie in der Größenordnung von O(1)
liegt, da die Yukawa-Kopplung dimensionslos ist.

Um die Massen für Majorana-Neutrinos auf sinnvolle Art und Weise einzuführen
kann der d = 5 Weinbergoperator genutzt werden. In Weyl-Darstellung hat dieser die
Form

−cαβ

Λ (LαH)(LβH) +H.c. (6.10)

Dabei ist cαβ ein Koeffizient, der sich aus der neuen Physik ergibt. Λ ist dann die
Energieskala der neuen Physik um cαβ dimensionslos zu machen. Nach Electroweak
Symmetry Breaking (EWSB) ergibt sich daraus folgender Majorana-Masseterm

−cαβ

Λ 〈H0〉2[να
Lν

β
L + ν̄α

L ν̄
β
L] = −1

2(Mν)αβ[να
Lν

β
L + ν̄α

L ν̄
β
L] . (6.11)

Es gibt nun verschiedene Möglichkeiten den d = 5 Weinbergoperator zu realisieren.
Er kann auf drei verschiedene Arten auf tree level eingeführt werden. Diese Mechanis-
men werden dann Seesaw Type I-III genannt. Da diese in dieser Arbeit nicht genutzt
werden, werden sie hier nicht weiter diskutiert. Außerdem kann der d = 5 Weinberg-
operator durch Schleifenkorrekturen eingeführt werden, da die tree level Beiträge aber
im generellen dominieren würden, müssen diese, meist durch eine zusätzlich eingeführte
Symmetrie, verboten werden. Diese Mechanismen werden Radiative Seesaw Mechanis-
men genannt. Das Besondere dabei ist, dass die Neutrinomassen durch die Massen der
Teilchen in der Schleife stark unterdrückt werden und somit automatisch klein sind. Da-
durch wird erreicht, dass sich die neue Physik auf der Energieskala der elektroschwachen
Wechselwirkung befindet und somit für Experimente zugänglich ist.
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6.3 Hinweise auf dunkle Materie
Die ersten Hinweise auf dunkle Materie gab es bereits 1932 als Fritz Zwickey das Viral-
theorem auf Galaxienhaufen anwendete (siehe [7]). Dieses kann angewendet werden, da
Galaxiehaufen relativ gebundene Systeme sind. Unter der Annahme, dass das System
sphärisch symmertrisch ist und im Gleichgewicht steht, kann für die Masse folgender
Ausdruck hergeleitet werden

M ∼ 3R〈v〉2

G
. (6.12)

Analysiert man die Bewegung verschiedener Galaxienhaufen kann dadurch gezeigt wer-
den, dass diesen Masse „fehlt“ damit sie stabil sind. Dieser Entdeckung wurde damals
jedoch wenig Beachtung geschenkt.

Erst etwa 40 Jahre später, als Vera Rubin die Rotationskurven verschiedener Gala-
xien untersuchte, stieß dunkle Materie auf Interesse (siehe [7]). Setzt man die Schwer-
kraft und die Zentripetalkraft gleich, so ergibt sich für die Rotationsgeschwindigkeit:

v(r) =

√
Gm(r)
r

. (6.13)

Dabei ist m(r) die in der Kugel mit Radius r eingeschlossene Masse und G die Gra-
vitationskonstante. Wird der Abstand zum Zentrum der Galaxie r groß genug, kann
angenommen werden, dass m(r) konstant ist. Die Drehgeschwindigkeit sollte dann pro-
portional zu 1√

r
abnehmen.

Abbildung 6.1: Die gemessene Rotationsgeschwindigkeiten der HI-Regionen in NGC
3198 dazu im Vergleich das idealisierte Keplerverhalten (entnommen aus [8]).

In Abbildung 6.1 sind starke Abweichungen zur theoretischen Vorhersage zu erken-
nen. Vera Rubin erklärte diese dadurch, dass die Galaxie von unsichtbarer Masse, der
dunklen Materie, umgeben sein müsste (siehe [7]).

Weiterhin wurde 2006 beobachtet, wie zwei Galaxien zusammenstießen (siehe Ab-
bildung 6.2).
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Abbildung 6.2: Der Zusammenstoß zweier Galaxien. In blau die dunkle Materie und in
rot Röntgenstrahlen emittierendes Gas (entnommen aus [9])

Durch den Zusammenstoß der Galaxien haben sich die unterschiedlichen Anteile der
Materie aufgeteilt. Das liegt daran, dass die Gaswolken stark miteinander wechselwir-
ken, die dunkle Materie aber nicht. Die Verteilung der dunklen Materie kann durch den
Gravitationslinseneffekt sichtbar gemacht werden. Dadurch kann gezeigt werden, dass
die Verteilung des Gravitationspotentials nicht mit der Verteilung sichtbarer Materie
übereinstimmt. Diese Aufteilung zwischen dunkler Materie und dem Gas ist ein klarer
Hinweis auf dunkle Materie.

6.4 Kandidaten für dunkle Materie
Kandidaten für dunkle Materie müssen im Allgemeinen einige Voraussetzungen erfüllen
um weiterhin als Möglichkeit für dunkle Materie angesehen zu werden. Als erstes sollte
der Kandidat „dunkel“ sein. Das bedeutet er darf nicht oder nur ganz schwach an
Photonen koppeln. Würde er stark an Photonen koppeln, dann wäre der Kandidat
sichtbar und könnte so keinen Teil der dunklen Materie ausmachen.

Der Kandidat sollte außerdem eine mittlere Lebensdauer haben, die in der Grö-
ßenordnung der Lebensdauer des Universums liegt. Ansonsten wäre ein Großteil der
dunklen Materie im Laufe der Zeit schon zerfallen und würde im heutigen Universum
nicht mehr auftreten (siehe [10, Seite 42]).

Weiterhin kann aus den Beobachtungen des Bullet Clusters und dem kosmischen
Mikrowellenhintergrund geschlossen werden, dass der dunkle Materie Kandidat nicht
baryonisch sein sollte (siehe [11, Seite 37]).

Zuletzt sollte der dunkle Materie Kandidat noch kalt sein. Kalte Materie ist Materie,
welche sich schon vor der Zeit des Materie dominierten Universums mit nicht relativi-
stischer Geschwindigkeit bewegt hat (siehe [11, Seite 37 f.]). Diese Forderung geht aus
N-Körper Simulationen hervor und daraus folgt, dass Neutrinos nicht einen Großteil der
dunklen Materie ausmachen können, da diese zu der warmen Materie gehören, welche
sich mit relativistischen Geschwindigkeiten durch das Universum bewegen.

Zu diesen Voraussetzungen gibt es noch viele weitere, die ein dunkler Materie Kan-
didat erfüllen muss, um einen Großteil der dunklen Materie auszumachen. Er muss
z. B. im Einklang mit der primordialen Nukleosynthese sein und mit der Reliktdichte
übereinstimmen.
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Teilchen, die die genannten Voraussetzungen erfüllen sind z. B. schwach wechselwir-
kende massive Teilchen (WIMPs). Es wird davon ausgegangen, dass WIMPs in einer
Phase thermischen Gleichgewichts entstanden sind, bis die Temperatur wegen der Aus-
dehnung des Universums anfing zu sinken. Ab dem Zeitpunkt fingen die WIMPs an nur
noch zu annihilieren. Das führte zu einer exponentiellen Abnahme der Anzahldichte bis
zu einem Punkt an dem die Annihilation stoppte und so die Reliktdichte übrigblieb
([12, Seite 6]). Beispiele für WIPMs sind Neutralinos, welche durch minimale super-
symmetrische Standardmodelle eingeführt werden können. Oder auch andere Teilchen,
die durch minimale dunkle Materie Modelle eingeführt werden. Um die genannten Vor-
aussetzungen zu erfüllen, liegt die Masse der WIMPs im Bereich von 100 GeV und sie
sollten eine Geschwindigkeit von etwa 220 km

s haben (siehe [8, Seite 14]).
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Kapitel 7

Das „scotogenic model“

7.1 Modell Beschreibung
Ein Modell, welches die geringe Masse der Neutrinos erklärt und zwei Kandidaten für
dunkle Materie liefert, ist das „scotogenic model“. Dies gehört zu den „radiative seesaw
models“ bei denen nur die fermionischen SingletsNi und ein geladenes skalares Doublett
η dem Standardmodell hinzugefügt werden.

Das in dieser Arbeit genutze „scotogenic model“ wurde von Ernest Ma eingeführt
(siehe [13]). Dem Standardmodell werden drei schwere fermionische Singlets Ni, ein
skalares Doublett (η+, η0) und eine exakte Z2 Symmetrie hinzugefügt. Unter der Z2
Symmetrie sind alle Felder des Standardmodells gerade, die neu hinzugefügten Felder
sind jedoch ungerade unter dieser Symmetrie. Die Eigenschaften der Felder sind in
Tabelle 7.1 aufgetragen.

Aus der Symmetrie geht hervor, dass η einen Vakuum-Erwartungswert von Null hat
(siehe [14, Seite 103]). Weiterhin folgt aus der Symmetrie, dass jeder Vertex eine gerade
Anzahl an neu eingeführten Feldern beinhalten muss. Dies führt dazu, dass ein einzelnes
neu eingeführtes Teilchen nicht zerfallen kann. Dadurch wird das leichteste ungerade
Teilchen stabilisiert, welches, wenn es ungeladen ist, ein Kandidat für dunkle Materie
ist. Zudem verhindert es, dass die Neutrinos durch den „type I seesaw mechanism“
(dazu [14, Kapitel 5.7.1]) ihre Masse bekommen. Dadurch wird sicher gestellt, dass
die Neutrinomassen erst durch Strahlungskorrekturen mit mindestens einem Loop ent-
stehen. Somit sind kleine Neutrinomassen gesichert, da die Schleifenkorrekturen durch
die Kopplungen unterdrückt werden und weil die neu eingeführten Felder, welche in
den Propagatoren der Schleife auftreten, schwer sind. Wie die Neutrinomassen auf ein
Schleifen Niveau generiert werden, ist in Abbildung 7.1 zu sehen.

Tabelle 7.1: Der Inhalt des „scotogenic models“([14, Seite 102]).

Feld Spin Lorentz rep. SU(3) SU(2) U(1) Z2
SM. Felder 1

Ni
1
2

(
1
2 , 0
)

1 1 0 -1
η 0 (0, 0) 1 2 1 -1

Der Lagragian für die Fermionen ist gegeben durch:

L = −mNi

2 NiNi + yiα(ηLα)Ni + H. c. (7.1)
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Dabei ist −mNi

2 NiNi der Majorana-Massenterm, der neu hinzugefügten Fermionen Ni.
Außerdem ist Lα das Doublet der αten Leptonen Generation. Das Potential der Skalare
lässt sich schreiben als:

V = m2
HH

†H +m2
ηη

†η + λ1
2 (H†H)2 + λ2

2 (η†η)2 + λ3(H†H)(η†η)

+λ4(H†η)(η†H) + λ5
2
[
(H†η)2 + (η†H)2

]
. (7.2)

H ist hier das Higgs-Doublett aus dem Standardmodell (siehe [6, Seite 49]).

νi νj

〈H0〉 〈H0〉

η0 η0

Nk

Abbildung 7.1: Die Abbildung zeigt, wie die Neutrinomassen im scotogenic Modell
generiert werden.

7.2 Elektroschwache Symmetriebrechung
Es wird nun genauso wie im Standardmodell die SU(2)-Symmetrie gebrochen. Dabei
wird das Potential aus Gleichung (7.2) zunächst durch die einzelnen Komponenten
des Higgs-Doubletts und des η-Doubletts geschrieben. Die beiden Doubletts haben die
Form:

H =
(
φ+

φ0

)
und η =

(
η+

η0

)
. (7.3)

Für das Potential ergibt sich daher:

V = m2
H

(
|φ+|2 + |φ0|2

)
+m2

η

(
|η+|2 + |η0|2

)
+ λ1

2
(
|φ+|2 + |φ0|2

)2

+λ2
2
(
|η+|2 + |η0|2

)2
+ λ3

(
|φ+|2 + |φ0|2

) (
|η+|2 + |η0|2

)
+λ4

(
(φ+)∗η+ + (φ0)∗η0

) (
(η+)∗φ+ + (η0)∗φ0

)
+λ5

2

((
(φ+)∗η+ + (φ0)∗η0

)2
+
(
(η+)∗φ+ + (η0)∗φ0

)2
)
. (7.4)

Es muss beachtet werden, dass φ0 und η0 komplexe Felder sind. Sie lassen sich somit als
φ0 = 1√

2
(φ0

R + iφ0
I) und η0 = 1√

2
(η0

R + iη0
I ) schreiben. Jedoch können φ0

I und η0
I keinen

Vakuumerwartungswert entwickeln, da φ0
I und η0

I Pseudoskalare sind und somit eine
Parität von −1 haben. Ebenso können φ+ und η+ auch keinen Vakuumerwartungswert
haben, da sie geladen sind und dadurch die Ladungserhaltung verletzt werden würde,
wenn solch ein Teilchen einen VeV entwickeln würde. Daher lässt sich hier φ0

I = η0
I =
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φ+ = η+ = 0 setzen. Es folgt für das Potential:

= m2
H |φ0

R|2 +m2
η|η0

R|2 + λ1
2 |φ0

R|4 + λ2
2 |η0

R|4 + λ3|φ0
R|2|η0

R|2

λ4|φ0
R|2|η0

R|2 + λ5
2 (φ0

Rη
0
R)2 · 2 . (7.5)

Die partiellen Ableitungen des Potentials müssen im Minimum gleich Null sein, daher
folgt:

δφV = 2m2
H |φ0

R| + 2λ2|φ0
R|3 + 2(λ3 + λ4)|φ0

R||η0
R|2 + 2λ5φ

0
R(η0

R)2 = 0 (7.6)
δηV = 2m2

η|η0
R| + 2λ2|η0

R|3 + 2(λ3 + λ4)|φ0
R|2|η0

R| + 2λ5(φ0
R)2(η0

R) = 0 . (7.7)

Aus Gleichung (7.6) und Gleichung (7.7) folgt:

(φ0
R)2 = 0 ∨ (φ0

R)2 = − 1
2λ1

(
2m2

H + 2(λ3 + λ4 + λ5)(η0
R)2

)
(7.8)

(η0
R)2 = 0 ∨ (η0

R)2 = − 1
2λ2

(
2m2

η + 2(λ3 + λ4 + λ5)(φ0
R)2

)
. (7.9)

Es muss (η0
R)2 = 0 angenommen werden, da das Vakuum unter der Z2-Symmetrie ge-

rade ist und η unter dieser Symmetrie ungerade ist. Somit ergibt sich für das Higgsfeld,

der schon aus dem Standardmodell bekannte VeV (φ0
R)2 = −m2

H

λ1
= v2 (siehe [15] Seite

328). Setzt man dieses Ergebnis wieder in das ursprüngliche Potential aus Gleichung
(7.4) ein, so lassen sich folgende Massenterme extrahieren:

m2
η+ = m2

η + λ3〈H0〉2 (7.10)
m2

η0
R

= m2
η + (λ3 + λ4 + λ5)〈H0〉2 (7.11)

m2
η0

I
= m2

η + (λ3 + λ4 − λ5)〈H0〉2 . (7.12)

Dabei ist 〈H0〉2 = v√
2

= 246, 22 GeV√
2

. Das Ergebnis für die Massen des neu hinzuge-

fügten skalaren Doublets deckt sich mit dem Ergebnis, welches von Ernest Ma in der
ursprünglichen Veröffentlichung des Models angegeben wurde (siehe [13]).

7.3 Feynman-Regeln
Um die Massenkorrekturen der Neutrinos auszurechnen, müssen zunächst die Feynman-
Regeln der neu hinzugefügten Teilchen gefunden werden. Dafür muss die Lagrange-
Dichte aus Gleichung (7.1) mit Dirac-Spinoren geschrieben werden

L ⊃ yiα(ηLα)Ni + yiα[(ηLα)Ni]† (7.13)
= yiα(η0να − η+lα)Ni + yiαN

†
i (−ν∗

α(η0)∗ + l∗α(η+)∗) . (7.14)

Für die Schleife aus Abbildung 7.1 sind nur die Terme mit den Neutrinos relevant, da
keine Elektronen, Myonen oder Tauonen in der Schleife vorkommen. Daher ist nur der
folgende Term für die Feynman-Regeln relevant

⊃ yiα

(
η0νk

αNik −N iḋν
ḋ
α(η0)∗

)
(7.15)
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η0 ist ein komplexes Feld und lässt sich daher als η0 = 1√
2

(ηR + iηI) schreiben:

= yiα√
2

(
ηRν

k
αNik + iηIν

k
αNik − ηRN iḋν

ḋ
α + iηIN iḋν

ḋ
α

)
. (7.16)

Die einzelnen Komponenten der Spinoren kommutieren untereinander. Wenn die einzel-
nen Komponten der Spinoren kommutieren, gilt für das Skalarprodukt allgemein ([14]
Seite 61):

ξ · ψ = ξaψa = ψaξ
a = −ψaξa = −ψ · ξ . (7.17)

Daher lässt sich schreiben:

= yiα√
2

(
ηR

(
νk

αNik + ναḋN
ḋ
i

)
+ iηI

(
νk

αNik − ναḋN
ḋ
i

))
. (7.18)

Die neu hinzugefügten Ni sind Majorana-Ferminonen und haben einen Majorana-
Massenterm (siehe [13]). Außerdem müssen die Neutrinos, damit der 0ν2β-Zerfall über-
haupt stattfinden kann, auch Majorana-Fermionen sein. Die Dirac-Spinoren haben da-
her die Form:

ψNi =
(
Nik

N
k̇
i

)
, ψνα =

(
ναk

ν k̇
α

)
. (7.19)

Somit ergibt sich für die Lagrange-Dichte mit Dirac-Spinoren:

= yiα√
2

(
ηRψνψN + iηI

(
ψνPLψN − ψνPRψN

))
(7.20)

= yiα√
2

(
ηRψνψN − iηIψνγ

5ψN

)
. (7.21)

Daraus lassen sich nun die folgenden Feynman-Regeln ablesen:

να

ηR

Ni

= i
yiα√

2
να

ηI

Ni

= yiα√
2
γ5 . (7.22)

7.4 Neutrinomassen
Mit den Feynman-Regeln aus Gleichung (7.22) lässt sich nun das Matrixelement für
Abbildung 7.1 aufstellen. Dabei gibt es einen Beitrag mit ηR in der Schleife und einen
Beitrag mit ηI in der Schleife. Insgesamt ergibt sich:

M = ua(p)
[
iyiα√

2

]
︸ ︷︷ ︸
Vertex

[
iδab

γµ(q + p)µ +mN

(q + p)2 −m2
N

]
︸ ︷︷ ︸

Ni−Propagator

[
i

q2 −m2
ηR

]
︸ ︷︷ ︸
η−Propagator

[
iyiβ√

2

]
︸ ︷︷ ︸
Vertex

vb(p)

+ua(p)
[
yiα√

2
γ5
]

︸ ︷︷ ︸
Vertex

[
iδab

γµ(q + p)µ +mN

(q + p)2 −m2
N

]
︸ ︷︷ ︸

Ni−Propagator

[
i

q2 −m2
ηI

]
︸ ︷︷ ︸
η−Propagator

[
yiβ√

2
γ5
]

︸ ︷︷ ︸
Vertex

vb(p) . (7.23)
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Der Impuls q der Skalarenfelder ηR,I ist kinematisch nicht festgelegt und kann daher
jeden Wert annehmen. Aus diesem Grund muss über q integriert werden. Bei der Inte-
gration sind allerdings nur die Propagatoren von Bedeutung, da die Vertices nicht von
dem Impuls q abhängig sind. Außerdem ist p2 = m2 = 0, da die Neutrinomassen wegen
der Z2-Symmetrie nicht auf Tree-Level generiert werden und die Neutrinomassen somit
auf Tree-Level gleich Null sind. Es folgt:

−δab

∫ d4q

(2π)4
γµ(q + p)µ +mN(

(q + p)2 −m2
N

) (
q2 −m2

ηR,I

) (7.24)

= −δabγ
µpµ

1
16π2 (B1(0,m2

ηR,I
,m2

N ) +B0(0,m2
ηR,I

,m2
N ))

−δabmN
1

16π2B0(0,m2
ηR,I

,m2
N ) . (7.25)

Dabei sind B1(p2,m2
0,m

2
1) und B0(p2,m2

0,m
2
1) gegeben durch (siehe [16]):

Bµ = (2πµ)4−D

iπ2

∫
dDq

qµ

(q2 −m2
0 + iε)

[
(q + p)2 −m2

1 + iε
] = pµB1 (7.26)

B0 = (2πµ)4−D

iπ2

∫
dDq

1
(q2 −m2

0 + iε)
[
(q + p)2 −m2

1 + iε
] . (7.27)

Mit den Parametern B0(0,m2
ηR,I

,m2
N ) ergibt sich das Integral zu:

B0 = ∆ + 1 − 1
m2

N −m2
ηR,I

[
m2

N ln
(
m2

N

µ2

)
−m2

0 ln
(
m2

ηR,I

µ2

)]
. (7.28)

Dabei divergiert ∆ und muss sich somit zum Schluss rauskürzen. Weiterhin kann µ frei
gewählt werden. In diesem Fall wird µ = m2

N gewählt. Nur der zu mN proportionale
Teil aus Gleichung (7.25) trägt zur Massengenerierung auf ein Schleifen Niveau bei.

Damit ergibt sich für die Massenmatrix der Neutrinos folgender Audruck:

(Mν)αβ = yiαyiβmN
1

32π2

(
i
[
−B0(0,m2

ηR
,m2

N )
]

i

+γ5
[
−B0(0,m2

ηI
,m2

N )
]
γ5
)

(7.29)

= yiαyiβmN
1

32π2

([
B0(0,m2

ηR
,m2

N )
]

−
[
B0(0,m2

ηI
,m2

N )
])

(7.30)

= yiαyiβmN
1

32π2

(
m2

ηR

m2
N −m2

ηR

ln
(
m2

ηR

m2
N

)

−
m2

ηI

m2
N −m2

ηI

ln
(
m2

ηI

mN

))
. (7.31)

Weiterhin muss beachtet werden, dass es drei Generationen von N gibt. Es muss daher
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über die Generationen summiert werden. Somit ergibt sich zum Schluss:

(Mν)αβ =
∑

k

ykαykβmNk

1
32π2

(
m2

ηR

m2
Nk

−m2
ηR

ln
(
m2

ηR

m2
Nk

)

−
m2

ηI

m2
Nk

−m2
ηI

ln
(
m2

ηI

mNk

))
. (7.32)

7.5 Neutrinoloser Doppelbetazerfall im scotogenic model
In dem letzten Kapitel wurde die Massenmatrix der Neutrinos ausgerechnet. Diese
ist jedoch noch in der Basis der schwachen Wechselwirkung. Das bedeutet, α und β
laufen über e, µ und τ , daher ist die Matrix auch nicht diagonal. Diagonal wäre sie
nur dann, wenn sie in der Basis der Masseneigenzustände angegeben wäre. Um die
effektive Majorana-Masse mββ =

∑
i(Uei)2mνi (siehe Seite 15) zu bestimmen, wird in

Kapitel 5 mit den Massen der Masseneigenzustände gerechnet. Die Neutrinos in dem
neutrinolosen Doppelbetazerfall sind Elektronen-Neutrinos. Daher ergibt sich hier für
die effektive Majorana-Masse einfach mββ = (Mν)ee. Somit ergibt sich für die effektive
Majorana-Masse:

mββ =
∑

k

y2
kemNk

1
32π2

(
m2

ηR

m2
Nk

−m2
ηR

ln
(
m2

ηR

m2
Nk

)
−

m2
ηI

m2
Nk

−m2
ηI

ln
(
m2

ηI

mNk

))
. (7.33)

Es ist aber durchaus sinnvoll, die Matrix gemäß

Mν,schwach = U Mν,Masse U
T (7.34)

in die Masseneigenzustandsbasis zu transformieren. Denn die experimentellen Ergebnis-
se die vorliegen, wie z. B. die Massenunterschiede der Neutrinos oder die Mischwinkel,
liegen in dieser Basis vor.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Durch Neutrinooszillationsversuche und Beobachtungen von dunkler Materie ist schon
seit längerer Zeit bekannt, dass das Standardmodell erweitert werden muss. Aus diesem
Grund beschäftigt sich diese Thesis mit dem sogenannte „scotogenic model“, welches
eine mögliche Erweiterung für das Standardmodell ist. In diesem Modell wurde die
SU(2)-Symmetrie gebrochen, um die korrekten Massenterme des neu hinzugefügten
skalaren Doublets zu finden. Weiterhin konnten, aus der Lagrange-Dichte des neuen
Models, die Feynman-Regeln für die Wechselwirkungen der neuen Teilchen hergelei-
tet werden. Mit den Feynman-Regeln konnte dann die Massenmatrix der Neutrinos
bestimmt werden.

Um die Parameter des neuen Modells einschränken zu können, wurde zudem der
neutrinolose Doppelbetazerfall genauer betrachtet. Es wurde die Zerfallsrate des neu-
trinolosen Doppelbetazerfalls berechnet und in die drei Faktoren Phasenraum Fak-
tor, Kernmatrixelement und effektive Majorana-Masse zerlegt. Die effektive Majorana-
Masse hängt direkt mit der Massenmatirx der Neutrinos zusammen. Über diesen Zu-
sammenhang können Aussagen über die Parameter des scotogenic models auf Basis von
experimentellen Ergebnissen des neutrinolosen Doppelbetazerfalls getroffen werden.

Auf der Basis der Ergebnisse dieser Bachelorarbeit könnte nun numerisch die Mas-
senmatrix diagonalisiert werden, um dann mit Ergebnissen aus Experimenten, wie z. B.
dem 0ν2β-Zerfall, die Parameter des scotogenic models einzuschränken. Daraus könnten
sich mögliche Massen für die neu eingeführten Teilchen η und Ni ergeben. Es würde
sich herausstellen, welches das leichteste neu eingeführte Teilchen ist. Dieses ist von
besonderem Interesse, da es nicht zerfallen kann und somit ein Kandidat für dunkle
Materie ist.
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Anhang A

Code zur Näherung

Listing A.1: Der Code mit der das Integral numerisch ausgerechnet wurde
1

2 program Integra lNaeherung
3 i m p l i c i t none
4 r e a l ( kind = 16) : : m, s , me , k , r
5 i n t e g e r : : i , n
6 me = 0.511
7 n = 1000 ! S ch r i t twe r t e f e s t l e g e n
8 do i = 0 , n ! Ausgabe
9 k = 15/ r e a l (n)∗ r e a l ( i )

10 m = I n t e g r a l (10000 ,0.5+ k )
11 s = me∗∗5∗ (( (0 .5+ k )∗∗5)/30 +((0.5+k )∗∗4)/3 + &
12 4∗((0.5+ k )∗∗3)/3 + 2∗(0.5+k)∗∗2 + (0.5+k ) )
13 r = m/s
14 write ( ∗ , ∗ ) 0.5+k , r
15 end do
16

17

18

19

20 conta in s
21 ! I n t e g r a l durch Trapezrege l bestimmen
22 r e a l f unc t i on I n t e g r a l (n , t0 )
23 i n t ege r , i n t e n t ( in ) : : n
24 r e a l ( kind = 16) , i n t e n t ( in ) : : t0
25 i n t e g e r : : i
26 r e a l ( kind = 1 6 ) : : a , b , s , f , x , me , f1 , f 2
27 me = 0.511
28 a = me
29 b = me ∗ (1.0+ t0 )
30 s = (b−a )/n
31 f = 0 .0
32 x = a
33 ! aufsummieren der e i n z e l n en Trapeze
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34 ! zwischen den � S t t e l l e n
35 do i = 0 , n−2
36 x = x + s
37 f = f + x∗(me∗ t0+2∗me−x)∗ sqrt ( x∗∗2−me∗∗2)&
38 ∗sqrt ( ( t0 ∗me+2∗me−x)∗∗2−me∗∗2)
39 end do
40 ! Randwerte f 1 und f2 bestimmen
41 f 1 =a ∗(me∗ t0+2∗me−a )∗ sqrt ( a∗∗2−me∗∗2)&
42 ∗sqrt ( ( t0 ∗me+2∗me−a)∗∗2−me∗∗2)
43 f 2 = b∗(me∗ t0+2∗me−b)∗ sqrt (b∗∗2−me∗∗2)&
44 ∗sqrt ( ( t0 ∗me+2∗me−b)∗∗2−me∗∗2)
45 ! Wert des I n t e g r a l s zusammen rechnen
46 f = (b−a )/( n−1) ∗ (1/2 ∗ f1 + f + 1/2 ∗ f2 )
47 I n t e g r a l = f
48 end func t i on I n t e g r a l
49

50

51 end program
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