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Kapitel 1

Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem neutrinolosen Doppelbetazerfall jenseits des Stan-
dardmodells. Dabei ist es das Ziel, die Ubergangsrate des Zerfalls zu berechnen. Die
Ubergangsrate lisst sich in die drei Teile Phasenraum Faktor, Kernmatrixelement und
effektiven Majorana-Masse aufteilen. Die effektive Majorana-Masse ist von den Neu-
trinomassen abhéngig. Daher wird die Neutrinomassenmatrix am Ende der Arbeit in
einem minimal dark matter model, dem sogenannten ,scotogenic Model“ bestimmt.

In Kapitel [2] werden die gruppentheoretischen Grundlagen beschrieben. Weiterhin
werden in diesem Kapitel die Weyl-Spinoren eingefiihrt, denn es ist wichtig, den Zu-
sammenhang zwischen den verschiedenen Spinoren (Weyl, Dirac und Majorana) zu
verstehen. In der gesamten Arbeit ist dies eine Grundlage. Besonders genutzt wird
der Zusammenhang der Spinoren auch in Kapitel wenn die Feynman-Regeln des
»scotogenic Model’s* abgeleitet werden.

Der neutinolose Doppelbetazerfall kann nur ablaufen, wenn Neutrinos Majorana-
Fermionen sind. Daher werden in Kapitel |3| Majorana-Fermionen beschrieben. Zuerst
wird erklart, wie sich Dirac-Spinoren, aus Weyl-Spinoren zusammensetzen. Danach
werden aus den Dirac-Spinoren die Majorana-Spinoren, welche Majorana-Fermionen
beschreiben, abgeleitet. Aulerdem stellt sich raus, dass die einzigen Teilchen des Stan-
dardmodells, welche Majorana-Teilchen sein kénnten, die Neutinos sind.

Das néchste Kapitel zeigt, wie experimentell bestatigt werden kann, ob das Neutrino
ein Majorana-Fermion ist. Es zeigt sich, dass es nicht moglich ist, solche Experimente

mit Reaktor Neutrinos durchzufiihren, da der Prozess, welcher Majorana-Neutrinos
2

m
bestatigen wiirde, mit E—;’ unterdriickt ist. Als mogliches Experiment wird daher der

neutrinolose doppel Betazerfall erldutert.

Die Rate des neutrinolosen doppel Betazerfalls wird dann in Kapitel [5| bestimmt. Im
ersten Abschnitt[5.1] wird der leptonische Tensor berechnet. Zum Schluss des Abschnitts
ist es moglich, die Zerfallsrate in drei Teile aufzuteilen. Abschnitt beschéftigt sich
mit dem ersten Teil der Zerfallsrate, dem Phasenraum Faktor und Abschnitt be-
schéftigt sich mit dem zweiten Teil, dem Kernmatrixelement und dem dritten Teil, der
effektiven Majorana-Masse. Fiir die effektive Majorana-Masse wird schon angenommen,
dass die Neutrinos eine Masse haben. Dies widerspricht allerdings dem Standardmodell,
indem angenommen wird, dass die Neutrinos masselos seien. Neutrinooszillationsver-
suche haben jedoch bereits gezeigt, dass die Neutrinos eine endliche Masse besitzen.
In Kapitel [6] geht es daher in den Abschnitten und um die Hinweise auf Neu-
trinomassen und wie Neutrinomassen dem Standardmodell auf eine natiirliche Weise
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hinzugefiigt werden kénnen. Weiterhin werden in Abschnitt und Hinweise auf
dunkle Materie aufgezeigt und mogliche Kandidaten fiir dunkle Materie beschrieben.

Somit ist klar, dass das Standardmodell verdndert werden muss um massive Neu-
trinos und dunkle Materie beschreiben zu konnen. In Kapitel [7] wird daher das ,,sco-
togenic model“ eingefiihrt. Dieses fligt dem Standardmodell nur drei fermionische Sin-
glets, ein geladenes skalares Doublet und eine Zs-Symmetrie hinzu. Dieses Modell kann
massive Neutrinos und dunkle Materie erklaren. Die Masse der Neutrinos wird durch
Strahlungskorrekturen generiert, dadurch sind die Neutrinomassen auch direkt klein,
im Vergleich zu den anderen Massen des Standardmodells. Weiterhin gibt es einen Kan-
didat fiir dunkle Materie — das leichteste neu hinzugefiigte Teilchen. Es wird dann die
elektroschwache Symmetrie gebrochen, um die Massen des neu hinzugefiigten skalaren
Teilchens zu bekommen. Danach werden Feynman-Regeln fiir das neue Modell abgelei-
tet. Mit den Feynman-Regeln wird schliefllich in Abschnitt die Massenmatrix der
Neutrinos bestimmt.
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Gruppentheorie

Dieses Kapitel erklart die gruppentheoretischen Grundlagen. Auflerdem fiihrt es die
Weyl-Spinoren ein und erldutert welche Darstellung der Gruppe Lorentz-Gruppe auf
die Weyl-Spinoren wirkt. Das Kapitel basiert auf [1].

Die beiden Basisannahmen der speziellen Relativitatstheorie lauten:

1. Die Lichtgeschwindigkeit ist in allen Inertialsystemen gleich.
2. ,Die Physik“ ist in allen Inertialsystemen gleich.

Diese konnen in der Gruppentheorie als Symmetriebedingungen genutzt werden. Die
Gruppe, welche alle Transformationen, die die Symmetriebedingungen nicht verlet-
zen (Drehungen, Boosts und Translationen) zusammenfasst, wird Poincaré-Gruppe
genannt. Da unsere Systeme unter den Transformationen, welche die Symmetriebe-
dingungen nicht verletzen, invariant sein sollte, sollten auch unsere Gleichungen unter
Transformationen, der Poincaré-Gruppe invariant bleiben. Damit ist auch direkt sicher-
gestellt, dass die Theorie nicht der speziellen Relativitdtstheorie widerspricht.

Allerdings ist die Poincaré-Gruppe nicht einfach zusammenhéngend, daher muss
die Uberlagerung der Poincaré-Gruppe betrachtet werden, um die irreduzieblen Dar-
stellungen herzuleiten. Die irreduzieblen Darstellungen sind von Interesse, da dies die
Bausteine der Darstellungen der Gruppe sind. Die Darstellungen kénnen dann genutzt
werden, um Teilchen und Felder zu beschreiben. Dabei beschreiben unterschiedliche
Darstellungen Spin 0, % oder Spin 1 Teilchen.

2.1 Darstellungen der Lorentz-Gruppe

2.1.1 Lie-Algebra und Kommutatorrelationen

Die Lorentz-Gruppe ist ein Teil der Poincaré-Gruppe (Rotationen und Boosts) und
beinhaltet alle Transformationen A, die das innere Produkt des Minkowski-Raums z*z,,
invariant lassen. Mit der Metrik 1 des Minkowski-Raums miissen die Transfomationen

ATpA =1 (2.1)

erfiillen. Die Lorentz-Gruppe ist nicht einfach zusammenhéngend, das liegt daran, dass
der Paritdts- und der Zeitumkehroperator diskret sind. Der Teil der Lorentz-Gruppe,
welcher die Orientierung der Koordinatensystems und die Zeitrichtung erhalt, wird
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orthochrone Lorentz-Gruppe genannt. Fiir die orthochrone Lorentz-Guppe lassen sich
folgende Kommutatorrelationen extrahieren

[JZ', Jj] = ieijk:t]k (2.2)
[Ji,Kj] = ieiijk (23)
[Ki, Kj] = —leijidy - (2.4)

Dabei sind J; Drehgeneratoren und K; Boostgeneratoren. Es ist jedoch moéglich zwei
neuen Operatoren

NE = %(Ji +iK;) (2.5)
einzufiithren, welche unter dem Kommutator abgeschlossen sind und miteinander kom-
mutieren

[NF N = ey (2.6)
[NDONF] = ey (2.7)
N N7 = 0. (2.8)

Hier fallt auf, dass die Lorentz-Gruppe in gewissem Sinne aus zwei Kopien der SU(2)-
Gruppe besteht, da diese einfach nur zwei mal die Kommutatorrelationen der Lie-
Algebra der SU(2)-Gruppe sind.

2.1.2 Die (0,0)-Darstellung

In der (0,0)-Darstellung sind die beiden Vektorrdume der Lie-Algebras eindimensional.
Die Generatoren dieser Darstellung sind daher Zahlen und die einzige Zahl, welche die
Kommutatorrelationen erfiillt, ist die 0. Transformationen auf Objekte dieser Darstel-
lungen sind daher ¢” = 1. Es liisst sich daraus schlielen, dass Objekte welche durch die
(0,0)-Darstellung beschrieben werden unter Lorentz-Transformationen invariant sind.

2.1.3 Die (3,3)-Darstellung

Mathematisch ist (%, %) = (%, O) (%) (0, %) Auflerdem kommutieren die beiden Kopien
der SU(2) Lie-Algebra mit einander, daher transformieren die Objekte, auf die diese
Darstellung wirkt, separat unter den einzelnen Kopien der SU(2)-Gruppe.

Die (%, 0>—Darstellung und die (0, %)—Darstellung sind sich sehr &hnlich. Beide wir-
ken auf zwei komponentige Objekte. Dabei werden die Objekte, auf die die (%,0)—
Darstellung wirkt, links chirale Spinore und die Objekte, auf die die (0, %)—Darstellung
wirkt, werden rechts chirale Spinore genannt. Der Oberbegriff dieser Spinore ist Weyl-

Spinore. Links chirale Spinoren transformieren dabei geméf:

Ry = exp <i§§) (2.9)
By = exp <<E ‘;) . (2.10)
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Rechts chirale Spinoren transformieren unter Drehung Ry genauso wie links chirale
Spinoren. Sie unterscheiden sich jedoch bei Boosts By. Fiir rechts chirale Spinoren gilt:

Ry = exp (i§§) (2.11)
By = exp (—q's’ ‘;) . (2.12)

Die Objekte in diesen Darstellungen werden links bzw. rechts chirale Spinoren ge-
nannt, da die Transformationen der (%,0)—Darstellung unter Paritatstransformation
1
)
anhand von Boosts leicht zusehen:

P der Transformationen der (0 )—Darstellung entsprichen und umgekehrt. Dies ist

-G\ p -7
qu7 (%70) = exp ((;5 2) — €Xp <—¢ 2> = qu, (0’%) (2.13)
-d\ p -7
B(b, (01) = exp (—gb 2> — exp (qS 2) = Bd% (3.0) (2.14)
Die Objekte auf die die (%, %)—Darstellung wirkt, setzten sich nun aus einem links
chiralen und einem rechts chiralem Spinor zusammen. Insgesamt ergibt sich dann

ein vier komponentiges Objekt. Damit ist die (%,%)—Darstellung die Vierervektor-

Darstellung.

2.2 Die Poincaré-Gruppe

Wie schon zuvor erwahnt, besteht die Poincaré-Gruppe aus der Lorentz-Gruppe und
Translationen in Raum und Zeit. Die Lie-Algebra dieser Gruppe wird daher bedeutend
komplizierter als die der Lorentz-Gruppe. Daher wird M, mit J; = %eijijk und
K; = My; zur Vereinfachung eingefithrt. Damit l4sst sich die Lie-Algebra schreiben als:

[Mum Mpa] = —i (nulelU - nuaMVp - nupMuU + WVUMM,D) (215)
[Py, P)] =0 (2.16)
(M, P, =i(MupPy — nupPu) - (2.17)

Die Darstellungen der Poincaré-Gruppe werden durch die Eigenwerte des Casimir-
Operators gelabelt. Dies sind dann Masse und Spin des Teilchens. Somit wird ein Teil-
chen der Masse m und Spin 0 durch die m, Spin-0-Darstellung der Poincaré-Gruppe be-
schrieben. Die (0,0)-Darstellung wird Spin-0-Darstellung genannt, die (%, 0) ) (0, %)—

11

Darstellung wird Spin—%—Darstellung genannt und die (5, 5)—Darstellung entspricht der

Spin-1-Darstellung.



Kapitel 3

Majorana-Fermionen

In Kapitel [2] wurden Weyl-Spinoren eingefiihrt, welche die Grundlage fiir die mathe-
matische Beschreibung von Majorana-Fermionen bilden. Sie bilden die Grundlage, da
Majorana-Fermionen durch Majorana-Spinoren beschrieben werden, welche aus zwei
voneinander abhéngigen Weyl-Spinoren bestehen. Auf dieser Basis ist es also mdoglich
Majorana-Fermionen zu erkliaren. Dieses Kapitel orientiert sich an [2].

3.1 Majorana-Spinoren

Wollen wir ein physikalisches System beschreiben, welches unter Paritatstransformation
invariant ist, so miissen wir ein Objekt nutzen, welches aus einem rechts-chiralen und
einem links-chiralen Spinor besteht. Das liegt daran, dass eine Transformation in der
(%,O)-Darstellung nach Paritétstransformation der urspriinglichen Transformation aber
in der (0,3 )-Darstellung entspricht (siehe Gleichungen (2.13) und ({2.14)). Das einfachste
Objekt welches aus einem rechts-chiralen und einem links-chiralen Spinor besteht, ist

der Dirac-Spinor:
U= ( XL ) . (3.1)
R

Majorana-Spinoren sind nun Spezialfdlle von Dirac-Spinoren. Namlich solche bei
denen x7 und &g nicht unabhéngig voneinander sind. Die Dirac-Spinoren gehorchen
der Dirac-Gleichung

(iv#6, —m)¥ =0 . (3.2)

Fiir den Majorana-Spinor ist also ein Spinor gesucht bei dem xz = f(£g) nicht nur an
einem beliebigen Zeitpunkt gilt sondern auch, wenn der Spinor in der Zeit durch die
Dirac-Gleichung vorangetrieben wird. Es ergibt sich damit fiir den Majorana-Spinor:

q;M:< XL ) , (3.3)
—lo2X7,

Eine wichtige Eigenschaft der Majorana-Spinoren ist, dass diese unter Ladungskonju-
gation invariant sind. Das bedeutet, es gilt

U, =20y = Uy . (3.4)

Mathematisch kann durch Ladungskonjugation aus einem Teilchen sein Antiteilchen
erzeugt werden. Es ist also zu erkennen, das Majorana-Teilchen ihre eigenen Antiteil-
chen sind. Dies ist auch der Grund, warum zwei Freiheitsgrade aus der Dirac-Gleichung
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entfallen. Die Dirac-Gleichung beschreibt immer das Teilchen selbst und das Antiteil-
chen. Hier sind unterschieden sich Teilchen und Antiteilchen jedoch nicht. Es werden
daher weniger Freiheitsgrade benotigt.

3.2 Kandidaten fiir Majorana-Fermionen

Majorana-Teilchen miissen eine Masse haben, da sonst eine Unterscheidung zwischen
Majorana-Teilchen und Dirac-Teilchen irrelevant wird. Auflerdem miissen sie Spin %
besitzen, da sie sonst nicht durch die Dirac-Gleichung beschrieben werden wiirden. Da
wie vorher erklirt, fir Majorana-Teilchen ¢ = W gilt, sollte die Dirac-Gleichung fiir
UC und fiir ¥ gleich aussehen. Nimmt man jedoch als Beispiel an, dass das Teilchen
den elektromagnetischen Wechselwirkungen unterliegt, so ergibt sich fiir die Dirac-
Gleichung von ¥

(iv" (0, +igAy,) —m)¥ =0 . (3.5)
Fiir ¢ hat die Gleichung die Form:

(iv"(6, — igA,) —m)¥Y = 0. (3.6)

Es ist festzustellen, dass ¥ = UC nur gelten kann, wenn ¢ = 0 ist, da die beiden
Gleichungen sonst im Widerspruch zueinander stehen wiirden. Genauso verhélt es sich
mit allen Gauge-Feldern. Ein Majorana-Teilchen besitzt also keine Gauge-Ladungen.
Somit ist das Neutrino das einzige Teilchen des Standardmodels welches ein Majorana-
Teilchen sein konnte.
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Doppelbetazerfall — Die Suche
nach Majorana-Neutrinos

Es stellt sich nun die Frage, wie getestet werden kann, ob Neutrinos Majorana-Fermionen
sind oder nicht. Dafiir muss lediglich tiberprift werden, ob das Antineutrino und das
Neutrino das gleiche Teilchen sind. Es wird aber klar, dass dies keine einfache Aufgabe
ist.

Ein Unterschied zwischen Neutrinos und Antineutrinos ist, dass Antineutrinos unter
schwachen Wechselwirkungen Leptonen erzeugen, Neutrinos erzeugen allerdings Anti-
Leptonen. Daraus folgt im Standardmodell, dass es Leptonenzahlerhaltung gibt. Sind
Anitneutinos und Neutrinos allerdings gleich, so kénnte einmal ein Antineutrino und
ein Elektron erzeugt werden und in einem anderen Prozess ein Neutrino und ein wei-
teres Elektron, l6schen sich die beiden Neutrinos aus, so wére die Leptonenzahl nach
dem Prozess gleich zwei. Vor dem Prozess lag sie allerdings bei Null. Die Leptonenzahl-
erhaltung wurde somit verletzt.

Das Problem bei solch einem Prozess ist allerdings, dass Chiralitéit keine Erhaltungs-
grofle sein darf (siehe [2, Kapitel 3.1]). Ist m << E so sind Chiralitdt und Helizitét
dquivalent. Es ist daher ersichtlich, dass der Prozess bei hoher Energie stark unter-
driickt sein wird. Aus dgr Rechnung (siehe dazu [2, Seite 9] ) folgt, dass der Prozess

mit einem Faktor von % unterdriickt ist. Die Masse der Neutrinos ist kleiner als 1 eV.
Bei der Verwendung von Neutrinos aus Reaktoren (Energie im MeV-Bereich), wiirde
nur jedes 10'2 Teilchen die auf diese Weise wechselwirken. Dieser Wert ist weit aufer-
halb der Reichweite von heutigen Reaktorversuchen, diese messen nédmlich nur einige
hundert Wechselwirkungen am Tag.

Ein Prozess der den grofien Hintergrund der Leptonenzahl erhaltenden Prozesse re-
duziert ist der neutrinolose Doppelbetazerfall (0v28-Zerfall). Der Vorteil ist hier, dass
der Leptonenzahl erhaltende Prozess den Atomkern nicht verdndert. Denn es miisste
ein Proton in ein Neutron, ein Positron und ein Neutrino zerfallen und zudem ein Neu-
tron in ein Proton, ein Elektron und ein Antineutrino zerfallen. Am Ende des Prozesses
ist der Kern somit wieder im Anfangszustand angekommen. Da der Atomkern vor und
nach dem Prozess gleich ist, wird auch keine Energie freigesetzt um die Elektronen
zu erzeugen, daher wird der Prozess stark unterdriickt. Lauft allerdings der Leptonen-
zahl verletzende Prozess ab (siehe Abbildung [4.1]), so zerfallen zwei Neutronen in zwei
Protonen, zwei Elektronen und zwei Antineutrinos. Nach Ablauf des Prozesses ist der
Kern also in einem anderen Zustand als vor dem Prozess. Dadurch kann Energie fiir
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die Elektronen freigesetzt werden.

Man koénnte meinen, der doppel Betazerfall wére ein seltener Prozess bei dem zwei
Betazerfille zuféllig gleichzeitig ablaufen miissten. Dies ist jedoch nicht der Fall, da
es fir die Atomkerne energetisch giinstig ist, wenn die Protonenanzahl und die Neu-
tronenanzahl gerade sind. Solche Kerne werden gg-Kerne genannt. Wiirde ein gg-Kern
iiber den einfachen Betazerfall zerfallen, so wiirde er in einen uu-Kern zerfallen, das
ist ein Kern bei dem die Protonenanzahl und die Neutronenanzahl ungerade sind. Dies
ist fur den Kern energetisch aber ungiinstig und so kann er nicht iber den einfachen
Betazerfall zerfallen.

Der Untergrund des Leptonenzahl erhaltenden Prozessen wird zwar unterdriickt —
jedoch gibt es eine weitere Variante des Doppelbetazerfalls, welche fir einen Untergrund
in den Messdaten sorgt. Die andere Variante ist der Zwei-Neutrino-Doppelbetazerfall
(2v23-Zerfall). Bei diesem zerfallen auch zwei Neutronen in zwei Protonen, zwei Elek-
tronen und zwei Antineutrinos (siehe Abbildung [4.1)). Jedoch zerstrahlen bei diesem
Prozess die beiden Neutrinos nicht. Somit ist eine Anderung der Chiralitét nicht mehr
Notig, dieser Prozess lauft daher etwa 10% mal schneller ab.

Abbildung 4.1: Die Abbildung zeigt die Feynmandiagramme des O0v23-Zerfall (links)
und des 2v23-Zerfall (rechts).

Um den 0v2(-Zerfall zu messen, wird ausgenutzt, dass der Prozess praktisch aus
zwei Zwei-Teilchen-Prozessen besteht. Die freigesetzte Energie teilt sich ndmlich nicht
auf Neutrino und Elektron auf sondern wird ganz von dem Elektron absorbiert. Daher
ist das Energiespektrum der Elektronen des 0v23-Zerfall diskret. Anders ist dies bei
dem 2v2(-Zerfall. Hier teilt sich die Energie zuféllig auf das Neutrino und das Elektron
auf, somit ergibt sich fiir die Elektronen kein diskretes sondern ein breites Spektrum
(siehe Abbildung . Misst man also das Energiespektrum der Elektronen, so wiirde
sich der Ov2p3-Zerfall am Ende des Spektrums als Peak zeigen. Der Peak ist wegen der
geringen Zerfallsrate nur sehr klein, weshalb eine gute Energieauflosung fiir die Messung
essenziell ist.

10
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Abbildung 4.2: Die Abbildung zeigt das Spektrum des Doppelbetazerfalls (entnommen

aus [2]).
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Kapitel 5

Berechnung der Rate des
neutrinolosen Doppelbetazerfalls

5.1 Die leptonischen und hadronischen Tensoren

Die folgende Rechnung basiert auf [2] und [3, Kapitel 7.6.1]. Der effektive Hamilton-
Operator des Prozesses lautet
Hegx = (\/§GF COoS 06)2(6}17#”!3)(_”_271/6%)
x[py*(1 = gays)nl[py" (1 — gays)n] (5.1)
Das an dem einen Vertex emittierte Neutrino wird an einem anderen Vertex wieder

absorbiert. Daher werden die beiden v-Felder durch folgenden fermionsichen Propagator

ersetzt
lé +m

k2 —m2
Das Matixelement fiir den neutrinolosen Doppelbetazerfall ergibt sich dann zu:
dik, 11— K, +my, 1- .

2 2 v 5 v 75 iky.
~2GHVuP Y [ Giato) 5 g g e
X (Ng| J#|n)(n|J¥|N¢)2mé(ko — Evi + Enn + €1) (5.3)
= —2G}|Vual*> L} HE .

n

(5.2)

M

Dabei sind |n) die Zwischenzustiande des Nucleus iiber welche hier summiert werden
muss. Die beiden Nucleonen N7 und Ny haben den Abstand r. Weiterhin ist Fy; die
Energie des Nucleus N7 im Anfangszustand, E7, die Energie des Nucleus N7 im End-
zustand und e; die Energie des emittierten Elektrons. Wie man sieht ist es moglich
die Amplitude in einen Leptonischen- L,, und einen Hadronischen-Teil H*" aufzutei-
len. Dabei ist es sehr schwierig den Hadronischen-Teil zu berechnen. Dies wiirde den
Rahmen dieser Thesis sprengen.
Es fillt nun auf, dass der Term um §, wegfillt. Dies liegt daran, dass

L= L= k I+v1—
= Yur, Vv B 5
Es wurde verwendet, das 7°y* = —y*4° und das 4°7° = 1 ist. AuBerdem ergibt sich
durch k2 = k% — k*:

=0 (5.4)

1 1
= ) 9.9
k2 m?, (Eli — Eln — 61)2 — 62 ( )

v v

12
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DOPPELBETAZERFALLS

Dies ldsst sich mithilfe von Energieerhaltung Ey; + Fo; = E1y, + Eo, + E1 + Eo weiter
umschreiben zu

1 1 1
= ( + > : (5.6)
2¢y \Fi — Fvpn—F1—¢, By — Eg,—Ey—¢,

1
Weiterhin kann die Identitat v#~¥ = n#*¥ 4 1 [7*,~"] verwendet werden. Fiir die wichtig-

sten Ubergange also 0 — 07 ist es ausreichend nur den Term 1" zu behalten. Damit
ergibt sich fiir den Leptonischen-Teil:

d3k 1
L = m, MV/
n T | 23 By — By —e1)? — €2

_ I -5 ik,
u(p1) 2 v(pa)e™ ™ (5.7)

d3k 1 1

v L
il (2m)3 ; 2¢, Evi — Exp — €5 — €,

_ 1-— x
“u(p1) 275v(p2)e1k"7" . (5.8)

Wichtig ist hier anzumerken, dass die Integration iiber kg von der Delta-Distribution
270 (ko — Evi + E1n + €1) aus Gleichung vernichtet wurde.

Um die Summe {iber die Zwischenzusténde zu berechnen wird gendhert. Dabei wird
angenommen, dass alle Zwischenzustdnde ungefdhr die Energie des mittleren Zwischen-
zustandes haben Ej, ~ (E). Diese Naherung sollte fiir den 0v23-Zerfall eine gute Né-
herung sein, da die Neutrinoenergie im virtuellen Zustand deutlich gréfier ist als die
normale Energie der relevanten Kernniveaus. Die Summe vereinfacht sich damit stark
wie folgt:

(N¢lJiln)(n] J2|Ni) - (NylJ1 2 on () {n]) 2| Ni) -

n Eyi — Een —€c— € By — <E> — € — € (59)
Da die Zustande |n) einen vollsténdigen Satz an Zustdnden bilden ist
> on(ln){(n]) = 1. Somit folgt
(N7 S () BN Nyl I 510
Eui —(E) —€x — €, Ewi—(E)—€e—€, '

Dadurch ist es nun moglich die Summe ,, L7, H}" aus Gleichung (5.3 in einen lep-

n ' uv
tonischen und einen hadronischen Tensor zu faktorisieren

M = —2G%|Vya|* L H™ (5.11)
Weiterhin muss man das Matrixelement quadrieren und {iber die Spins summieren
(IM?) = AGE|Vaal* (Z L(,,,L,W> (H°PHM) (5.12)
Spins

Um die Summe iiber die Spins zu berechnen wird der leptonische Tensor in zwei Teile
aufgeteilt.

L% ) - L F(r) (5.13)

L,uzz = munuua(pl) 2 o
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Dabei ist

1

kn — €k — €y

d3k 1 ik .1

Dieses Integral hat jedoch keinen Einfluss auf die Spinsumme. Es folgt nun also:

Spins

Z L;wLop = Z [munm/aa(pl) (1_2%)ab vb(pZ)]

Spins

monien) (1572) ool (50)) 515
.

= Y mynwiap) (2%> bvb(m)]

Spins

[wh(p2) (1_275>Cd ! (p1)Nep] (217rF(T)>2 (5.16)
= ¥ mElnwial) (570) )

Spins

[v}(p2) (1_275)0(1 YO ue(p1)nop) <2;F(r)>2 (5.17)
= Z mgmwﬂa(pl) <1 _275)% (?2 — Me)bd

Spins
(1 275>Cd Ue(P1)Nop (217TF(7~))2 (5.18)
= iy + o (F522) (= mow
(552) o (o)
= Mo, Tr [(zél o) 2 (p, = me) ! 4;75} (5.20)

Betrachtet man die Spur genauer, so féllt auf, dass alle Terme wegfallen, aufler der
in dem beide p stehen. Dies liegt daran, dass die Spur einer ungeraden Anzahl von
Dirac-Matizen gleich null ist. Es folgt dann:

Mmoo, Tr {(pl + me) ! _275 (Py — me) ! 275] (5.21)
m?,mw%pTT {}7}1 1 —2%?2 1 275 —p 1 —275 e 1 —;75

+mel_275 21275 —m21_2751+275] (5.22)
Mo pTT {pl ! _275 #, ! J;ﬂ (5.23)
Mo NopTr [(pl)wa(m)mﬁlz%lz%} (5.24)
Mo (40°7 (p1)a (p2) 5) (5.25)
A Mo pP1P2 - (5.26)
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DOPPELBETAZERFALLS
Somit sieht das Matrixelement nun wie folgt aus
2\ __ 4 drrpryp,2 1 ?
(IMP) = AGH Vi ‘B HEm22(p12) | 5 F ()| (527)
Fir die Zerfallsrate ldsst sich nun schreiben:
1 dp dpo 2
r = - 2m)d — M 5.28
GplVual* [ &Pp1 [ dPps 2 ?
= o [ [+ - QumipipaHj Y [F(T)} . (5.29)

Es wird nun zu Kugelkoordinaten iibergegangen

41y 14 d|p1|do;d
— CEVal® [ AR 5 4o - Qo
€1

51277
d|ps|dfad _ L 2
/// ’2|622¢2p5 sin 02 (e1e2 — pip2) H} HY {F(T)] . (5.30)

Bei der Integration iiber d¢; und d¢ fallen die ersten beiden Komponenten der Drei-
ervektoren pi und ps weg, da iiber die ganze Periode des Kosinus bzw. Sinus integriert

wird. Weiterhin kann pq 2 = ,/6%72 — miQ substituiert werden. Es ergibt sich damit

Gl Vadl*

B W//deldelpl sin616(e1 + ea — Q)my,

/ /d€2d92p2 sin 05 (e1€9 — p1p2 cos By cos b2)

2
H Hp {F(T)] (5.31)
4 4 2
C;I;)g;i(j'//dﬁld@lpl Sin@lmimqezH[jHﬁ [F(r)} (5.32)
G| Vaual* 2
N M/delmgplI’?elE?HﬁHS {F(T)] : (5.33)

Es muss nun jedoch beachtet werden, dass alle Masseneigenzusténde einen Beitrag zu
dem Matrixelement liefern. Daher ergibt sich das Matrixelement durch:

M; = X (Ues)?my; . (5.34)

Dabei wird alles aus Gleichung (5.27)), auler m,, in X zusammengefasst. Es muss iiber
die Beitrage der verschiedenen Masseneigenzustinde summiert werden. Somit folgt fiir
das Betragsquadrat des Matrixelements:

2

|M?| = ’X Z(Uei)zmui (5.35)

Mit der effektiven Majorana-Masse mgg = Zi(Uei)zmm ldsst sich nun die Rate folgen-
dermaflen in drei Teile aufteilen:

GLIVyg|* 1 2
I'= {F8|ﬂ_5d|/d€1p1p26162}{2 ﬁHﬁ |:F(T):| }{m%ﬁ} . (5.36)

Dabei ist der erste Teil der ,Phasenraum Faktor* (G) und der zweite Teil ist das
,2Kernmatrixelement“ (||M]||).
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5.2 Der Phasenraum Faktor

Das Integral {iber die Energie lduft von der minimalen Energie eines Elektrons, also m,
bis zur maximalen Energie Ty + m,. Ty ist hier die maximale kinetische Energie des
Elektrons. Es ist also

_ G%|Vud’4

T0+me
G = 3 5 / d61p1p261€2 . (537)
Y8 Me

Durch die Beziehungen Ey = Ty + 2m, — Eq und p1o = 1/6%’2 — m%Q lasst sich der
Phasenraum Faktor wie folgend schreiben

G4 V. 4  To+me
G = F’Ml’/ d6161(T0 + 2m, — 61)
8o me
& —m2\(Ty + 2me — e1)? — m2 | (5.38)
To+2
Dieses Integral ist nicht einfach zu l6sen. Es ist jedoch moglich u = €1 — w zu
To+2
substituieren. Fihrt man noch die Variable a = % ein, so kommt man zu
G4 ’V d‘4 a—Me
G = FsTg/ du(u + a)(a — u)y/(u + a)? — m2

Me—a

/(a—u)?2—m?2 . (5.39)
Die Stammfunktion dieses Integrals lésst sich durch Mathematica bestimmen. In der
Stammfunktion tauchen allerdings elliptische Integrale auf, daher ldsst sich das Ergeb-
nis nicht analytisch bestimmen. Genédhert ergibt sich jedoch fiir das bestimmte Integral

der Ausdruck: . e A
Gp|Vual™me [t t 4
_ F|87Td5| (3% T 50 + gtg + 212 + t0> . (5.40)

T
Dabei wurde ¢ty = — eingesetzt. Die fiir die kinetische Energie der Elektronen vor-
m

handene Energie ist natiirlich abhingig von dem verwendetem Nuklid. Je hoher die
Zerfallsenergie, oder je hoher energetisch der rote Peak in Abbildung ist, desto
hoher ist die Zerfallsrate. Diese skaliert sogar mit der fiinften Potenz der verfiigharen
Energie. Um den neutrinolosen Doppelbetazerfall zu messen, sollten daher Elemente
mit hoher Zerfallsenergie verwendet werden.
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Abbildung 5.1: Der Quotient aus der numerischen Berechnung des Integrals aus Glei-

chung (5.38)) und der gendherten Lésung (Gleichung (5.40))).

In Abbildung ist der Quotient aus dem Integral aus Gleichung und der
Néherung aus Gleichung gegen ty aufgetragen. Es ist zu sehen, dass die Ndherung
mit wachsender kinetischer Energie der Elektronen immer besser wird. Die Naherung
ist also besonders gut fiir Elemente mit hohen Zerfallsenergien, welche wir ja sowieso
betrachten, da hier die Zerfallsrate grofler ist.

5.3 Das Kernmatrixelement und die effektive Majorana-
Masse

Die grofite Unsicherheit der Berechnung der Zerfallsrate des 0v23-Zerfalls liegt in dem
Kernmatrixelement. Die Berechnung des Kernmatrixelements ist nur schwer moéglich.
Derzeit stimmen die vorhandenen Berechnungen bis auf einen Faktor von zwei bis drei
iiberein.

Fiir die effektive Majorana-Masse ist es moglich die Matrix U,; in Form von Misch-
winkeln und Phasen anzugeben. Es ergibt sich auf diese Weise:

1 0 0 C13 0 8136_16 C12 si2 O
Uei: 0 C23 5923 0 1 0 —S12 C12 0
0 —so3 co3 —8138_1(s 0 Cc13 0 0 1
et 0 0
0 ™ 0] . (5.41)
0 0 1

Daraus ergibt sich dann fiir die effektive Majorana-Masse folgender Ausdruck
mgg = Aociae®emy 4 as35e" M my + sTamg (5.42)

Das einzige Wissen iiber die Parameter in Gleichung stammt aus Oszillations Ex-
perimenten. Aus diesen Experimenten geht jedoch nicht die absolute Masse der Neutri-
nos, sondern nur die quadrierten Unterschiede der Massen hervor. Weiterhin sind noch
die Mischwinkel bekannt. Es ist jedoch nichts iiber die Majorana-Phasen A\, und A
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bekannt. Nun lasst sich Gleichung ([5.42) durch bekannte und unbekannte Parameter
folgendermaflen schreiben:

Mg = Ciocize?amy + clasye?0\ fm? 4 Am3, + sPg\/mT £ |Ami,| . (5.43)

Dabei sind Amjs und Amis die Differenzen der Massen. Fiir Am?, ist sowohl der
Betrag als auch das Vorzeichen bekannt. Dies ist anders bei Am?; dort ist nur der
Betrag bekannt. Somit ergeben sich als freie Parameter A4, Ay, m1 und das Vorzeichen
von Am?;. Daraus ergibt sich ein Bereich fiir mégliche effektive Majorana-Massen (siehe

Abbildung .

[ {Ca YZr Ndj
r Se Te
i Cdt
1j - v}Te
E C M
; g Gl b l
- F : Xe
2 107'F KamLAND-Zen (*°Xe) l 3 l
£ e :
107%F 3
i NH |
107¢ 3
R I W AR TY B S S A W AT T SRR ETENERTTT| ari AR AR |
10* 10° 107 10" 50 100 150
My e (€V) A

Abbildung 5.2: Die Abhéngigkeit der effektiven Majorana-Masse von der Masse des
leichtesten Neutrinos (entnommen aus [2]).
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Kapitel 6

Massive Neutrinos und dunkle
Materie

6.1 Neutrinooszillation

Im Standardmodell der Teilchenphysik besitzen die Neutrinos keine Massen. Durch
Neutrinooszillationsversuche ist mittlerweile jedoch bekannt, dass die Neutrinos eine
Masse haben. Bei der Neutrinooszillation wandelt sich z. B. ein Elektron-Neutrino in
ein Myon-Neutrino um. Dies kann nur vorkommen, da die Neutrinoeigenzustéinde der
schwachen Wechselwirkung v; nicht den Masseeigenzusténden v; entsprechen. Die Wech-
selwirkungszustdnde sind daher keine Teilchen mit eindeutig definierter Masse sondern
miissen quantenmechanisch als Uberlagerung von mehreren Massezustinden gesehen
werden. Mit der unitdren 3 x 3 Mischmatrix U (PMNS-Matrix) lasst sich dies schrei-

ben als:
‘I/l> = ZUIZ‘VZ> . (61)

Diese Mischung zwischen den Wechselwirkungszustdnden und den Massezustanden wird
durch Mischwinkel beschrieben. Im vereinfachten Fall fiir nur zwei Flavours lasst sich
Gleichung (6.1)) auch folgendermaflen schreiben

Vg \ [ cosa sina 121 (6.2)
v, |  \—sina cosa vy | ’

Die Propagation der Neutrinos wird durch die Ausbreitung der Masseeigenzustinde
beschrieben. Somit ergibt sich fiir v;(¢) folgender Ausdruck:

lu(t)) = Z Unlvi(t)) = Z Uie ' Fit|u;) (6.3)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit nach der Strecke L von |v,) zu 1) in dem vereinfach-
ten Fall fir nur zwei Flavours ist gegeben durch

P(va = m) = [(mlva(t)? (6.4)
= \(—sinaI<V1|+cosa<l/2\) .
(cos v e 1|1y 4 sin a e T2 ) 2 (6.5)

= |sina cosa (e 2t — ¢71F1t))2

— sin22a % (1= cos((Es — E1)t)) . (6.7)
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Nun kann die relativistische Energie-Impuls-Beziehung verwendet werden. Damit lasst

2 _ 2 Am2
sich F9 — FE7 schreiben als m22 o 2m . Far ultra relativistische Teilchen ist
P p
FE ~ pc und ct ~ L. Somit ergibt sich:
.9 .9 Am?2L
P(vy — 1p) = sin” 2« sin 5F . (6.8)

Wie zu sehen ist, ist die Ubergangswahrscheinlichkeit von den Mischwinkeln und der
Differenz der Neutrinomassen abhéingig. Misst man also die Wahrscheinlichkeit, dass
sich ein Elektron-Neutrino in ein Myon-Neutrino umwandelt, kann daraus die Massen-
differenz bestimmt werden (siche [4],[5, Kapitel 3.2.1],[6, Kapitel 3.2]).

6.2 Mechanismen zur Erzeugung von Neutrinomassen

Dieser Abschnitt basiert auf [6, Kapitel 5.7. und Kapitel 6].

Um den Neutrinos eine Masse zu geben, konnte man nun der Lagrange-Dichte des
Standardmodells einen Masseterm (siehe Gleichung (6.9)) fiir die Neutrinos, so wie ihn
alle Fermionen haben, hinzufiigen

yij (HOVWL b, + H.c. = myhbl, + Hee. . (6.9)

Wegen der im Vergleich zu dem Vakuumerwartungswert (VeV) des Higgs-Feldes
(H%)+/2 = 246,22 GeV kleinen Masse der Neutronen miisste die Yukawa-Kopplung
dann auflerordentlich klein sein. Die Yukawa-Kopplung ldge in einer Groflenordnung
von O(107!). Man wiirde jedoch erwarten, dass sie in der GroBenordnung von O(1)
liegt, da die Yukawa-Kopplung dimensionslos ist.

Um die Massen fiir Majorana-Neutrinos auf sinnvolle Art und Weise einzufiihren
kann der d = 5 Weinbergoperator genutzt werden. In Weyl-Darstellung hat dieser die
Form

_%Tﬁ( LoH)(LgH) + H.c. (6.10)

Dabei ist c,p ein Koeffizient, der sich aus der neuen Physik ergibt. A ist dann die
Energieskala der neuen Physik um c,3 dimensionslos zu machen. Nach Electroweak
Symmetry Breaking (EWSB) ergibt sich daraus folgender Majorana-Masseterm

0 HO g + 7] = — 5 (M)asliiv] + 7). (6.11)

Es gibt nun verschiedene Moglichkeiten den d = 5 Weinbergoperator zu realisieren.
Er kann auf drei verschiedene Arten auf tree level eingefiihrt werden. Diese Mechanis-
men werden dann Seesaw Type I-IIT genannt. Da diese in dieser Arbeit nicht genutzt
werden, werden sie hier nicht weiter diskutiert. Aulerdem kann der d = 5 Weinberg-
operator durch Schleifenkorrekturen eingefithrt werden, da die tree level Beitrage aber
im generellen dominieren wiirden, missen diese, meist durch eine zuséatzlich eingefiihrte
Symmetrie, verboten werden. Diese Mechanismen werden Radiative Seesaw Mechanis-
men genannt. Das Besondere dabei ist, dass die Neutrinomassen durch die Massen der
Teilchen in der Schleife stark unterdriickt werden und somit automatisch klein sind. Da-
durch wird erreicht, dass sich die neue Physik auf der Energieskala der elektroschwachen
Wechselwirkung befindet und somit fiir Experimente zugénglich ist.
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6.3 Hinweise auf dunkle Materie

Die ersten Hinweise auf dunkle Materie gab es bereits 1932 als Fritz Zwickey das Viral-
theorem auf Galaxienhaufen anwendete (siehe [7]). Dieses kann angewendet werden, da
Galaxiehaufen relativ gebundene Systeme sind. Unter der Annahme, dass das System
sphérisch symmertrisch ist und im Gleichgewicht steht, kann fiir die Masse folgender
Ausdruck hergeleitet werden

3R(v)?
~—a
Analysiert man die Bewegung verschiedener Galaxienhaufen kann dadurch gezeigt wer-
den, dass diesen Masse ,fehlt“ damit sie stabil sind. Dieser Entdeckung wurde damals
jedoch wenig Beachtung geschenkt.

Erst etwa 40 Jahre spéter, als Vera Rubin die Rotationskurven verschiedener Gala-

xien untersuchte, stiel dunkle Materie auf Interesse (siehe [7]). Setzt man die Schwer-
kraft und die Zentripetalkraft gleich, so ergibt sich fiir die Rotationsgeschwindigkeit:

o(r) =4/ G";’;(T) . (6.13)

Dabei ist m(r) die in der Kugel mit Radius r eingeschlossene Masse und G die Gra-
vitationskonstante. Wird der Abstand zum Zentrum der Galaxie r grof} genug, kann
angenommen werden, dass m(r) konstant ist. Die Drehgeschwindigkeit sollte dann pro-

M

(6.12)

portional zu — abnehmen.

\/;

150 [~ ,-H. ’!’6:.!_..:I.1
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Abbildung 6.1: Die gemessene Rotationsgeschwindigkeiten der HI-Regionen in NGC
3198 dazu im Vergleich das idealisierte Keplerverhalten (entnommen aus [8]).

In Abbildung sind starke Abweichungen zur theoretischen Vorhersage zu erken-
nen. Vera Rubin erklarte diese dadurch, dass die Galaxie von unsichtbarer Masse, der
dunklen Materie, umgeben sein miisste (siehe [7]).

Weiterhin wurde 2006 beobachtet, wie zwei Galaxien zusammenstieflen (siehe Ab-

bildung .
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Abbildung 6.2: Der Zusammenstof} zweier Galaxien. In blau die dunkle Materie und in
rot Rontgenstrahlen emittierendes Gas (entnommen aus [9])

Durch den Zusammenstofl der Galaxien haben sich die unterschiedlichen Anteile der
Materie aufgeteilt. Das liegt daran, dass die Gaswolken stark miteinander wechselwir-
ken, die dunkle Materie aber nicht. Die Verteilung der dunklen Materie kann durch den
Gravitationslinseneffekt sichtbar gemacht werden. Dadurch kann gezeigt werden, dass
die Verteilung des Gravitationspotentials nicht mit der Verteilung sichtbarer Materie
iibereinstimmt. Diese Aufteilung zwischen dunkler Materie und dem Gas ist ein klarer
Hinweis auf dunkle Materie.

6.4 Kandidaten fiir dunkle Materie

Kandidaten fiir dunkle Materie miissen im Allgemeinen einige Voraussetzungen erfiillen
um weiterhin als Méglichkeit fiir dunkle Materie angesehen zu werden. Als erstes sollte
der Kandidat ,dunkel” sein. Das bedeutet er darf nicht oder nur ganz schwach an
Photonen koppeln. Wiirde er stark an Photonen koppeln, dann wére der Kandidat
sichtbar und koénnte so keinen Teil der dunklen Materie ausmachen.

Der Kandidat sollte auflerdem eine mittlere Lebensdauer haben, die in der Gro-
Benordnung der Lebensdauer des Universums liegt. Ansonsten wére ein Grofiteil der
dunklen Materie im Laufe der Zeit schon zerfallen und wiirde im heutigen Universum
nicht mehr auftreten (siehe [10, Seite 42)).

Weiterhin kann aus den Beobachtungen des Bullet Clusters und dem kosmischen
Mikrowellenhintergrund geschlossen werden, dass der dunkle Materie Kandidat nicht
baryonisch sein sollte (siehe [11), Seite 37]).

Zuletzt sollte der dunkle Materie Kandidat noch kalt sein. Kalte Materie ist Materie,
welche sich schon vor der Zeit des Materie dominierten Universums mit nicht relativi-
stischer Geschwindigkeit bewegt hat (siehe [11, Seite 37 f.]). Diese Forderung geht aus
N-Korper Simulationen hervor und daraus folgt, dass Neutrinos nicht einen Grofiteil der
dunklen Materie ausmachen kénnen, da diese zu der warmen Materie gehoren, welche
sich mit relativistischen Geschwindigkeiten durch das Universum bewegen.

Zu diesen Voraussetzungen gibt es noch viele weitere, die ein dunkler Materie Kan-
didat erfiillen muss, um einen Grofiteil der dunklen Materie auszumachen. Er muss
z. B. im Einklang mit der primordialen Nukleosynthese sein und mit der Reliktdichte
iibereinstimmen.
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Teilchen, die die genannten Voraussetzungen erfiillen sind z. B. schwach wechselwir-
kende massive Teilchen (WIMPs). Es wird davon ausgegangen, dass WIMPs in einer
Phase thermischen Gleichgewichts entstanden sind, bis die Temperatur wegen der Aus-
dehnung des Universums anfing zu sinken. Ab dem Zeitpunkt fingen die WIMPs an nur
noch zu annihilieren. Das fithrte zu einer exponentiellen Abnahme der Anzahldichte bis
zu einem Punkt an dem die Annihilation stoppte und so die Reliktdichte iibrigblieb
([12, Seite 6]). Beispiele fiir WIPMs sind Neutralinos, welche durch minimale super-
symmetrische Standardmodelle eingefithrt werden kénnen. Oder auch andere Teilchen,
die durch minimale dunkle Materie Modelle eingefiihrt werden. Um die genannten Vor-
aussetzungen zu erfiillen, liegt die Masse der WIMPs im Bereich von 100 GeV und sie

k
sollten eine Geschwindigkeit von etwa 220 “ haben (siehe [8, Seite 14]).
s
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Kapitel 7

Das ,,scotogenic model*

7.1 Modell Beschreibung

Ein Modell, welches die geringe Masse der Neutrinos erklart und zwei Kandidaten fiir
dunkle Materie liefert, ist das ,;scotogenic model“. Dies gehort zu den ,radiative seesaw
models“ bei denen nur die fermionischen Singlets N; und ein geladenes skalares Doublett
1 dem Standardmodell hinzugefiigt werden.

Das in dieser Arbeit genutze ,;scotogenic model* wurde von Ernest Ma eingefiihrt
(siehe [13]). Dem Standardmodell werden drei schwere fermionische Singlets V;, ein
skalares Doublett (nT,7°) und eine exakte Zs Symmetrie hinzugefiigt. Unter der Z
Symmetrie sind alle Felder des Standardmodells gerade, die neu hinzugefiigten Felder
sind jedoch ungerade unter dieser Symmetrie. Die Eigenschaften der Felder sind in
Tabelle aufgetragen.

Aus der Symmetrie geht hervor, dass 7 einen Vakuum-Erwartungswert von Null hat
(siehe [14] Seite 103]). Weiterhin folgt aus der Symmetrie, dass jeder Vertex eine gerade
Anzahl an neu eingefithrten Feldern beinhalten muss. Dies fithrt dazu, dass ein einzelnes
neu eingefithrtes Teilchen nicht zerfallen kann. Dadurch wird das leichteste ungerade
Teilchen stabilisiert, welches, wenn es ungeladen ist, ein Kandidat fiir dunkle Materie
ist. Zudem verhindert es, dass die Neutrinos durch den ,type I seesaw mechanism*
(dazu [14, Kapitel 5.7.1]) ihre Masse bekommen. Dadurch wird sicher gestellt, dass
die Neutrinomassen erst durch Strahlungskorrekturen mit mindestens einem Loop ent-
stehen. Somit sind kleine Neutrinomassen gesichert, da die Schleifenkorrekturen durch
die Kopplungen unterdriickt werden und weil die neu eingefiihrten Felder, welche in
den Propagatoren der Schleife auftreten, schwer sind. Wie die Neutrinomassen auf ein
Schleifen Niveau generiert werden, ist in Abbildung zu sehen.

Tabelle 7.1: Der Inhalt des ,scotogenic models*([14], Seite 102]).

Feld ‘ Spin ‘ Lorentz rep. ‘ SU(3) ‘ SU(2) ‘ U(1) ‘ Zy

SM. Felder 1
N; ! (3.0) 1 1 0 | -1
0 0 (0,0) 1 2 1] -1

Der Lagragian fur die Fermionen ist gegeben durch:

MmN,
N N;N; + yia(nLa)N; + H. c. (7.1)

L=— 5
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my,
Dabei ist ——2 N;N; der Majorana-Massenterm, der neu hinzugefiigten Fermionen N;.

AuBerdem ist L, das Doublet der aten Leptonen Generation. Das Potential der Skalare
lésst sich schreiben als:

Vo= miHUH 4wty + ST 4 2T+ s (HH) )
F(H ) TH>+i[<HT 2+ (i HY?) (7.2

H ist hier das Higgs-Doublett aus dem Standardmodell (siehe [6l, Seite 49]).

1 |
Vi—p—L—p——————————— «4——p—Vj
Ny

Abbildung 7.1: Die Abbildung zeigt, wie die Neutrinomassen im scotogenic Modell
generiert werden.

7.2 Elektroschwache Symmetriebrechung

Es wird nun genauso wie im Standardmodell die SU(2)-Symmetrie gebrochen. Dabei
wird das Potential aus Gleichung (7.2)) zunéchst durch die einzelnen Komponenten
des Higgs-Doubletts und des n-Doubletts geschrieben. Die beiden Doubletts haben die

Form:
+ +
H:(?;O) und ”:<770>‘ (7.3)

Fiir das Potential ergibt sich daher:
v =m} (|¢+| F1OP) 2 (i P+ 1) + 5 (1671 + 16°P)°

£22 (i P+ 100P)” + s (16 P +16°) (b + 1°P)
(60 + (@) n°) ()7 6% + (1))

H2 (@ + @) + (et + w0y ed)) . @

Es muss beachtet werden, dass ¢¥ und 1° komplexe Felder sind. Sie lassen sich somit als

0 = 5 (he+io) nd o =
Vakuumerwartungswert entwickeln, da ¢9 und 1Y Pseudoskalare sind und somit eine
Paritit von —1 haben. Ebenso kénnen ¢* und ™ auch keinen Vakuumerwartungswert
haben, da sie geladen sind und dadurch die Ladungserhaltung verletzt werden wiirde,

wenn solch ein Teilchen einen VeV entwickeln wiirde. Daher lésst sich hier gb? = 17? =

(n% +1in?) schreiben. Jedoch kénnen ¢} und 7Y keinen
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¢T =nT = 0 setzen. Es folgt fiir das Potential:

A1 A2
= iy 602 + 2l + SHORI + 2l + Mol P

A5
MO + 22 (h)? 2. (75)

Die partiellen Ableitungen des Potentials miissen im Minimum gleich Null sein, daher
folgt:

55V = 2m%| %] + 222 d% [ + 203 4+ M) |6%|[n%]2 + 2050% (%) =0 (7.6)
5,V = 2m2n%l + 22Xk + 2003 + Aa)|6% [Pk + 2X5(6%)*(n%) = 0. (7.7)

Aus Gleichung ([7.6)) und Gleichung ([7.7)) folgt:

(02 =0V (6% = 5 (2mB + 205 + A+ X)) (7.8)
1
(np)* =0 v (1f)* = —2; (2m2 + 200 + A+ 25)(6%)?) - (7.9)

Es muss (%)% = 0 angenommen werden, da das Vakuum unter der Zs-Symmetrie ge-

rade ist und 7 unter dieser Symmetrie ungerade ist. Somit ergibt sich fiir das Higgsfeld,
2

der schon aus dem Standardmodell bekannte VeV (¢%)? = —% = v? (siehe [I5] Seite
1

328). Setzt man dieses Ergebnis wieder in das urspriingliche Potential aus Gleichung
(7.4) ein, so lassen sich folgende Massenterme extrahieren:

m727+ = m% + A\3(H®)? (7.10)
mg% = mp+ (A3 + Ag+ As) (H?)? (7.11)
mi? = mp+ A3+ A — Xs5)(H)? . (7.12)
246, 22
Dabei ist (HY)2 = L M. Das Ergebnis fiir die Massen des neu hinzuge-

V2 V2
fligten skalaren Doublets deckt sich mit dem Ergebnis, welches von Ernest Ma in der

urspriinglichen Veréffentlichung des Models angegeben wurde (siehe [13]).
7.3 Feynman-Regeln

Um die Massenkorrekturen der Neutrinos auszurechnen, miissen zunéchst die Feynman-
Regeln der neu hinzugefiigten Teilchen gefunden werden. Dafiir muss die Lagrange-
Dichte aus Gleichung (|7.1]) mit Dirac-Spinoren geschrieben werden

L O Yia(MLa)N; + yia|(nLa) Ny (7.13)
= Yia( Ve — 1T 1a) Ni 4 via N} (=10 + L (nH)") (7.14)

Fiir die Schleife aus Abbildung sind nur die Terme mit den Neutrinos relevant, da
keine Elektronen, Myonen oder Tauonen in der Schleife vorkommen. Daher ist nur der
folgende Term fiir die Feynman-Regeln relevant

D Yia (UOVQNZVC - ngfﬁ(??o)*) (7.15)
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1
—(nr +inr) schreiben:

V2

(77RV Nyt + ingvE Ny, — npN ;7 +iﬁlﬁid?‘i) : (7.16)

n" ist ein komplexes Feld und lisst sich daher als n° =

_ Yia
V2

Die einzelnen Komponenten der Spinoren kommutieren untereinander. Wenn die einzel-
nen Komponten der Spinoren kommutieren, gilt fiir das Skalarprodukt allgemein ([14]
Seite 61):

5 ' 1/) = £a¢a = %éa = —llﬁafa = —?,D f . (717)
Daher lasst sich schreiben:
?\J}% <77R (V Nik +7,iN; ) +inr (VgNik - Vad-Nf)> : (7.18)

Die neu hinzugefiigten N; sind Majorana-Ferminonen und haben einen Majorana-
Massenterm (siche [13]). AuBerdem miissen die Neutrinos, damit der 0v23-Zerfall iiber-
haupt stattfinden kann, auch Majorana-Fermionen sein. Die Dirac-Spinoren haben da-

her die Form:
Nik Vak

Somit ergibt sich fiir die Lagrange-Dichte mit Dirac-Spinoren:

_ Yia
=7 (an YN +ing (¢VPL¢N %Pm/JN)) (7.20)
Yia . — 5
NRY,ON — N,V YN ) (7.21)
e )
Daraus lassen sich nun die folgenden Feynman-Regeln ablesen:
R nr
1% - Yia v & Yia 5
o =2e o ==~ 7.22
RN VG \ Nk (7.22)

7.4 Neutrinomassen

Mit den Feynman-Regeln aus Gleichung ((7.22)) ldsst sich nun das Matrixelement fiir
Abbildung [7.1] aufstellen. Dabei gibt es einen Beitrag mit 7z in der Schleife und einen
Beitrag mit n; in der Schleife. Insgesamt ergibt sich:

lq2 _im%R] [lz\/}g} Ub(p)

(g4 p)u +mpy

— us(p) |i¥2 | |is,
M = (p)U[db

V2 (q+p)* —my
——
Vertex N;—Propagator n—Propagator Vvertex
Yia 5 (g + Py +mN i Yis 5| b
+u(p) | Z2?| |idu Yis sl by (1.29)
V2! (g+p)?2—my | |®—m2 | V2
~—— ~———
Vertex N, —Propagator n—Propagator Vertex
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Der Impuls ¢ der Skalarenfelder ng ; ist kinematisch nicht festgelegt und kann daher
jeden Wert annehmen. Aus diesem Grund muss iiber ¢ integriert werden. Bei der Inte-
gration sind allerdings nur die Propagatoren von Bedeutung, da die Vertices nicht von
dem Impuls ¢ abhingig sind. AuBerdem ist p?> = m? = 0, da die Neutrinomassen wegen
der Z>-Symmetrie nicht auf Tree-Level generiert werden und die Neutrinomassen somit
auf Tree-Level gleich Null sind. Es folgt:

at "
—&w/ o 7 (Q+§)“+mN (7.24)
@ (g +p)2 - m3) (2 - m2,,)
1
= _6abryupu 1672 (Bl (07 m?,RJ,m?V) + BO(07 m%R,Ivm%V))
2 2
—5ame@Bo(0,mnRJ,mN) . (725)

Dabei sind By (p?, m3, m?) und By(p?, m%, m?) gegeben durch (siehe [16]):

4-D
R N AT e e e R G
4-D
Bo = (27?;)2 /qu(q2 — md + ie) [(ql—I—p)2 —m? +ie] (7:27)
Mit den Parametern By(0, m%& »m3) ergibt sich das Integral zu:
By=A+1- % [m?\, In (mzv> —mgIn <m%§”>] : (7.28)
my —mg, o u

Dabei divergiert A und muss sich somit zum Schluss rauskiirzen. Weiterhin kann p frei
gewahlt werden. In diesem Fall wird p = m?\, gewahlt. Nur der zu my proportionale
Teil aus Gleichung (7.25)) tragt zur Massengenerierung auf ein Schleifen Niveau bei.
Damit ergibt sich fiir die Massenmatrix der Neutrinos folgender Audruck:
(My)op = YiaVigmn

1 7, .
392 <1 {—BO(O, m%R, m%\;)} i

+7° {—BO(O, m%l,m?v)} ’ys) (7.29)

1
= yiayiﬁmNW < [BO (Oa m%Ra m?\/)}

_ {Bo(O,m%I,m%\;)}> (7.30)
1 m2,. m?
e . . 1 TR
Y S <mN i, <mN
m2 m2
— () ) (7.31)
my —m;, my

Weiterhin muss beachtet werden, dass es drei Generationen von N gibt. Es muss daher
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iiber die Generationen summiert werden. Somit ergibt sich zum Schluss:

1 m2 m2
(M) .z = YkaYkBMN ( 1B In < nR)
af zk: @ k3272 m?vk — m%R m?vk
2 2
m m
o (mh)) o
N, = Map N,

7.5 Neutrinoloser Doppelbetazerfall im scotogenic model

In dem letzten Kapitel wurde die Massenmatrix der Neutrinos ausgerechnet. Diese
ist jedoch noch in der Basis der schwachen Wechselwirkung. Das bedeutet, o und /3
laufen {iber e, p und 7, daher ist die Matrix auch nicht diagonal. Diagonal wére sie
nur dann, wenn sie in der Basis der Masseneigenzustéinde angegeben wire. Um die
effektive Majorana-Masse mgg = >i(Uei)®my; (siehe Seite zu bestimmen, wird in
Kapitel [5| mit den Massen der Masseneigenzustiande gerechnet. Die Neutrinos in dem
neutrinolosen Doppelbetazerfall sind Elektronen-Neutrinos. Daher ergibt sich hier fiir
die effektive Majorana-Masse einfach mgg = (M, )ee. Somit ergibt sich fir die effektive
Majorana-Masse:

1 m2 m2 m2 m2

2 nR R nr nr
mgg = E m In — In . (7.33
pp k YkeTT Ny 3272 <m?\,lc — m%R (m?vk> m?\,k — m%l mn, ( )

Es ist aber durchaus sinnvoll, die Matrix geméafl
Mu,schwach =U MV,Masse UT (734)

in die Masseneigenzustandsbasis zu transformieren. Denn die experimentellen Ergebnis-
se die vorliegen, wie z. B. die Massenunterschiede der Neutrinos oder die Mischwinkel,
liegen in dieser Basis vor.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Durch Neutrinooszillationsversuche und Beobachtungen von dunkler Materie ist schon
seit langerer Zeit bekannt, dass das Standardmodell erweitert werden muss. Aus diesem
Grund beschéftigt sich diese Thesis mit dem sogenannte ,scotogenic model“, welches
eine mogliche Erweiterung fiir das Standardmodell ist. In diesem Modell wurde die
SU(2)-Symmetrie gebrochen, um die korrekten Massenterme des neu hinzugefiigten
skalaren Doublets zu finden. Weiterhin konnten, aus der Lagrange-Dichte des neuen
Models, die Feynman-Regeln fiir die Wechselwirkungen der neuen Teilchen hergelei-
tet werden. Mit den Feynman-Regeln konnte dann die Massenmatrix der Neutrinos
bestimmt werden.

Um die Parameter des neuen Modells einschridnken zu kénnen, wurde zudem der
neutrinolose Doppelbetazerfall genauer betrachtet. Es wurde die Zerfallsrate des neu-
trinolosen Doppelbetazerfalls berechnet und in die drei Faktoren Phasenraum Fak-
tor, Kernmatrixelement und effektive Majorana-Masse zerlegt. Die effektive Majorana-
Masse hiingt direkt mit der Massenmatirx der Neutrinos zusammen. Uber diesen Zu-
sammenhang kénnen Aussagen iiber die Parameter des scotogenic models auf Basis von
experimentellen Ergebnissen des neutrinolosen Doppelbetazerfalls getroffen werden.

Auf der Basis der Ergebnisse dieser Bachelorarbeit konnte nun numerisch die Mas-
senmatrix diagonalisiert werden, um dann mit Ergebnissen aus Experimenten, wie z. B.
dem Ov2p3-Zerfall, die Parameter des scotogenic models einzuschranken. Daraus konnten
sich mogliche Massen fiir die neu eingefithrten Teilchen n und N; ergeben. Es wiirde
sich herausstellen, welches das leichteste neu eingefiihrte Teilchen ist. Dieses ist von
besonderem Interesse, da es nicht zerfallen kann und somit ein Kandidat fiir dunkle
Materie ist.
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Anhang A

Code zur Naherung

Listing A.1: Der Code mit der das Integral numerisch ausgerechnet wurde

program IntegralNaeherung

M)

3 implicit none

4 real (kind = 16) :: m, s, me, k,r

5 integer :: i, n

6 me = 0.511

7 n = 1000 !Schrittwerte festlegen

8 do i = 0, n !Ausgabe

9 k = 15/real(n)*xreal (i)

10 m = Integral (10000,0.5+k)

1 s = mexx5x (((0.54+k)*%5)/30 +((0.5+k)*%x4)/3 + &
12 4%((0.54+k)*xx3)/3 + 2%(0.5+k)**x2 + (0.5+k))
13 r =m/s

14 write (x,%) 0.5+k, r

15 end do

16
17
18
19
20/ contains

21 !Integral durch Trapezregel bestimmen
22 real function Integral (n,t0)

23 integer , intent(in) :: n

24 real (kind = 16), intent(in) :: tO
25 integer :: 1

26 real (kind = 16):: a, b, s, f, x, me, 1, {2
27 me = 0.511

28 a = me

29 b =me x (1.0+t0)

30 s = (b—a)/n

31 f=20.0

32 X = a

33 laufsummieren der einzelnen Trapeze
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ANHANG A. CODE ZUR NAHERUNG

'zwischen den Sttellen

do i =0, n-2
X =X+ s
f = f + x*(mext0+2xme—x)*sqrt (x*xx2—me**2)&

xsqrt ((t0xme+2+xme—x )x*2—me**2 )

end do

'Randwerte fl1 und f2 bestimmen

f1 =a*(mext0+2+xme—a)*xsqrt (a*r«2—mex*x2)&
xsqrt ((t0sme+2xme—a)**2—mex*2)

f2 = bx(mext0+2*me—b)*sqrt (bxx2—me*x2)&
xsqrt (( t0+me+2sme—b)x*2—me**2)

!Wert des Integrals zusammen rechnen

f = (b-a)/(n—=1) x (1/2 % f1 + f + 1/2 = {2)

Integral = f

end function Integral

end program
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fall jenseits des Standardmodells selbststandig verfasst worden ist, dass keine anderen
Quellen und Hilfsmittel als die angegebenen benutzt worden sind und dass die Stellen
der Arbeit, die anderen Werken — auch elektronischen Medien — dem Wortlaut oder
Sinn nach entnommen wurden, auf jeden Fall unter Angabe der Quelle als Entlehnung
kenntlich gemacht worden sind.

(Datum, Unterschrift)

Ich erkldre mich mit einem Abgleich der Arbeit mit anderen Texten zwecks Auffindung
von Ubereinstimmungen sowie mit einer zu diesem Zweck vorzunehmenden Speicherung
der Arbeit in eine Datenbank einverstanden.
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