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Abstract

The main component of this thesis is the process of the annihilation of two 71-
sleptons into (heavy) quark-antiquark pairs or rather the calculation of its cross
section. At tree level all permitted exchange particles are included into the above-
mentioned process, namely the Higgs bosons h° and H? as well as the photon and
the Z° boson. Additionally, the one-loop-corrections in QCD and SUSY-QCD are
worked out specially for the h°, which seemed as the most relevant exchange par-
ticle in the chosen scenario.

These results find application at solving the Boltzmann equation, which leads to
the so called relic density, that was obtained experimentally by the data from the
Planck mission measuring the cosmic background radiation. The integration of
this equation by using the calculated cross section makes it possible to examine
the impact of the scalar tau leptons on the total relic density. That involves a
numerical analysis performed by the program DM@QNLO.

Kurzfassung

Hauptbestandteil dieser Arbeit ist die Berechnung des Wirkungsquerschnittes
der Annihilation zweier 7i-Sleptonen in (schwere) Quark-Antiquark-Paare. Auf
tree level werden alle erlaubten Austauschteilchen in den obigen Prozess einbezo-
gen - die Higgs-Bosonen h° und H° sowie das Photon und das Z°-Boson. Zusétzlich
werden fiir das h° die Einschleifenkorrekturen in QCD und SUSY-QCD errechnet,
welches als relevantestes Austauschteilchen angesehen wurde.

Diese Ergebnisse finden Anwendung bei der Losung der Boltzmann-Gleichung,
welche auf die Reliktdichte fiihrt, die aus den Daten der von der Planck-Mission
vermessenen Hintergrundstrahlung experimentell erhalten werden kann. Die In-
tegration der Boltzmann-Gleichung mit dem errechneten Wirkungsquerschnitt
ermoglicht, den Einfluss der skalaren Tau-Leptonen auf die gesamte Reliktdichte
zu untersuchen. Dabei wird die numerische Analyse mit dem Programm DM@NLO
durchgefiihrt.
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1. Einleitung

Mit ihrer Gabe, grofien Fragen der Menschheit - vormals den Philosophen vor-
behalten - in hohem Mafle prizise Antworten zu geben, wird die Physik zum
legitimen Tréger des Titels der grundlegendsten aller Naturwissenschaften. Ei-
nerseits unseren Kosmos als Ganzes zu beschreiben und auf der anderen Seite
seine kleinsten Bestandteile, vermag keine andere Disziplin der empirischen Wis-
senschaft. Diese beiden Komponenten verschmelzen bei der Frage, inwieweit (hy-
pothetische) Elementarteilchen die groBraumigen Strukturen unseres Universums
kurz nach dessen Entstehung beeinflusst haben kénnen. Sie ist bis dato in weiten
Teilen unbeantwortet; und diese Arbeit soll ihr ein kleines Puzzleteil hinzufiigen.
Welche Rolle spielten die skalaren Taus bei der Verteilung der Dunklen Materie
im Universum?

Hintergrund der zu untersuchenden Prozesse ist das Konzept der sogenannten Su-
persymmetrie (vulgo SUSY). Im Bestreben einigen offenen Problemen der theore-
tischen Physik mit strukturell 4sthetischen und vielversprechenden neuen Anséitzen
zu begegnen, die iiber das Standardmodell der Teilchenphysik hinausgehen, stief3
man auf eine Symmetrie zwischen Bosonen und Fermionen - die SUSY. Dieser ent-
sprang ein regelrechter Katalog an exotischen neuen Teilchen, von denen einige
gerade diejenigen Eigenschaften hatten, die fiir jene Probleme vortreflich geeig-
net scheinen. Gegenstand der Arbeit ist eines dieser supersymmetrischen Teilchen,
das skalare Tau-Lepton, welches dem Minimal Supersymmetrischen Standardmo-
dell (MSSM) zugehorig ist und bisher eher unterschwellige Bedeutsamkeit fiir
Uberlegungen jenseits des Standardmodells besitzt. Aus diesem Grunde ist die
Zahl seiner wissenschaftlichen Untersuchungen tiberschaubar. Dennoch sollte es
in die Berechnungen zum Vorkommen der Dunklen Materie, wenngleich es selbst
kein Kandidat dafiir ist (ganz im Gegensatz zu anderen Teilchen des MSSM), mit-
einbezogen werden. Empirischer Unterbau der Berechnungen in der Arbeit sind
die Messungen der kosmischen Hintergrundstrahlung durch den Planck-Satelliten.
Die Berechnungen ihrerseits stiitzen sich auf die Feynman-Regeln der Quanten-
feldtheorie und fiithren auf spéter numerisch zu verwertende Wirkungsquerschnitte.

Nachdem in Kapitel 2 das notige Hintergrundwissen zum MSSM geliefert worden
ist, konnen die Berechnungen zunéchst in erster Ordnung Stérungstheorie vollzo-
gen und anschliefend in Kapitel 4 Korrekturterme hinzugefiigt werden. Es kom-
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men hierbei Verfahren wie die Regularisierung und die Renormierung durch Coun-
terterme zum Einsatz. Der betrachtete Prozess bietet tiberdies die Moglichkeit fiir
den seltenen Spezialfall, dass die Phasenraumintegration fiir die reellen Korrek-
turen analytisch durchfithrbar ist. Die Briicke zur Kosmologie wird in Kapitel 5
vermoge eines kurzen Uberblicks tiber die schwer greifbare Natur der Dunklen Ma-
terie, die nach wie vor hartnickig ihre Gestalt vor uns verbirgt, geschlagen und
in Kapitel 6 werden die Grundlagen der numerischen Analyse geliefert. Abschlie-
Bend sollen die Ergebnisse diskutiert und ein Ausblick vorgestellt werden, welche
weiteren Berechnungen fiir die Prézisierung der Resultate notwendig wéren. Das
mathematische Handwerkszeug, welches fir die Auswertung der feldtheoretischen
Prozesse notwendig war, sowie Details zu den Berechnungen werden im Anhang
geliefert.

Die anschliefende graphische Analyse offenbart einen h°-dominierten Wirkungs-
querschnitt fiir kleine Kollisionsenergien, fir héhere dominiert das Photon. Die
anderen beiden betrachteten Austauschteilchen spielen im betrachteten Szena-
rio offensichtlich keine nennenswerte Rolle. Die durchgefithrten NLO-Korrekturen
stellen sich fiir kleine Energien bis 1500 GeV als signifikante Abweichungen heraus.



2. Zum theoretischen Hintergrund

2.1. Hinfithrung zur Supersymmetrie (SUSY)

Die Ausdehnung des Standardmodells zum MSSM vermag moglicherweise ver-
schiedensten Fragestellungen der Hochenergiephysik Antworten zu geben. Die
mathematischen und auch phdnomenologischen Grundlagen dieses Erweiterungs-
prozesses sollen dafiir skizziert werden, wobei die Prinzipien des SM und basalen
Konzepte der Quantenfeldtheorie vorausgesetzt werden, um den Umfang der theo-
retischen Einfithrung begrenzt zu halten.

2.1.1. Mathematisches Fundament

Die Untersuchung von Symmetrien stellte sich in der theoretischen Physik als
auBerordentlich fruchtbar heraus. So lassen sich gemé&fl dem Noether-Theorem
aus Symmetrietransformationen Erhaltungsgrofien ableiten und in der Quanten-
mechanik geben sie Auskunft iiber den Entartungsgrad der Eigenwerte zu einem
Zustand im Hilbertraum. Nicht zuletzt fufit natiirlich auch die Formulierung des
SM auf lokalen Eichsymmetrien, bei denen die Lagrangedichte der jeweiligen fun-
damentalen Wechselwirkung durch Transformationen der Eichgruppen SU(3)¢,
SU(2)r, und U(1)y invariant bleibt.

In den 1970er Jahren wurde zuerst die Idee einer Symmetrietransformation ge-
boren, deren Generator ) einen bosonischen Zustand in einen fermionischen um-
wandelt und umgekehrt. Demzufolge hat jedes Teilchen einen hypothetischen Su-
perpartner, dessen Spin sich im Betrag um % unterscheidet. Die Einfithrung eines
solchen Modells mag zunéchst als ad-hoc-Hypothese erscheinen, sie steht jedoch
auf einem stabilen mathematischen Fundament: Es ist zunédchst zu iiberlegen,
welche Arten von Symmetrien in einer konsistenten Quantenfeldtheorie in vier
Dimensionen iiberhaupt erlaubt sein diirfen.

Eine solche realistische (physikalisch sinnvolle) QFT fordert eine sogenannte Mas-
senliicke, eine endliche Differenz zwischen dem Vakuumzustand und dem

néchsthoheren Energiezustand (eine gewisse Popularitit erhielt diese Forderung
in einem Milleniumproblem - fiir alle Eichgruppen moége eine Yang-Mills-Theorie
mit einer Massenliicke > 0 existieren). Die Symmetrien der QFT bilden eine Lie-
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Gruppe. Deren zugehorige Algebra ist definiert durch einen Vektorraum L mit
einer antisymmetrischen Bilinearform [, | : L x L — L, welche die Jacobi-Identitét
erfullt: [X,[Y,Z]] + [Y,[Z,X]] + [Z,[X,Y]] =0. Die Bilinearform heifit Lie-Klammer,
prominente Beispiele sind der Kommutator, die Poisson-Klammer oder das duflere
Produkt. Zu den Lie-Gruppen zéahlen auch die (speziellen) unitéren Gruppen im
SM. Zu der Symmetriestruktur einer Feldtheorie gehéren nun zum einen solche in-
ternen Symmetrien (darunter fallen die genannten Eichinvarianzen, aber auch etwa
die Invarianz unter Diffeomorphismen, worin sich die Koordinatenunabhéngigkeit
der ART widerspiegelt) und die Poincaré-Transformationen. Die Poincaré-Gruppe
mit den Elementen (A, a), A € O(1,3),a € M beinhaltet die Translationen und
Rotationen im Minkowskiraum M, die den Abstand in Minkowskischer Metrik
invariant lassen, und die Lorentz-Transformationen aus der Gruppe O(1, 3). Man
zeigt leicht, dass diese Transformationen eine 10-dimensionale Lie-Gruppe bilden.
Nach diesen Vorbemerkungen kann man sich nun folgendem Satz [3] zuwenden:

Theorem (Coleman und Mandula, 1967): Die Symmetrie einer konsisten-
ten wvierdimensionalen Quantenfeldtheorie mit nicht-trivialen Wechselwirkungen
und Massenliicke kann nur durch eine Lie-Gruppe beschrieben werden, welche ein
direktes Produkt aus der Poincaré-Gruppe und einer internen Symmetriegruppe
15t.

Das direkte Produkt ist vergleichbar mit einem kartesischen Produkt. Nicht-
triviale Produkte finden sich beispielhaft in der L2-Hilbertraum-Struktur - ma-
thematisch resultieren aus dem Tensorprodukt Phanomene wie die Verschrénkung
von quantenmechanischen Zustdnden. Offenbar sollten daher nolens volens nur
triviale Kombinationen aus raumzeitlichen und internen Symmetrien wie im SM
moglich sein, was eine Symmetrieerweiterung im Sinne der SUSY bereits ma-
thematisch rigoros ausschlosse. Man spricht bisweilen von einem no-go-Theorem.
Rettung kam durch einen Beweis von Haag, Lopuszaniski und Sohnius [4]:

Theorem (1975): Die mdgliche Symmetrie einer konsistenten vierdimensiona-
len Quantenfeldtheorie wird dann und nur dann mazimal, wenn sie zusdtzlich eine
Supersymmetrie als nicht-triviale Erweiterung der Poincaré-Symmetrie beinhaltet.

Damit wurde das Coleman-Mandula-Theorem entscheidend verfeinert: Tatsédchlich
ist eine Erweiterung der zugrundeliegenden Lie-Gruppe zuldssig als Mischung von
raumzeitlicher und lokaler (Eich-)Symmetrie, jedoch ausschliellich durch die SU-
SY. Bei Coleman und Mandula wurde hierbei eine Liicke gefunden, da die Erzeu-
genden der Lie-Algebra nur Kommutatorrelationen gehorchten. Haag et al. kon-
struierten jedoch eine Lie-Superalgebra, indem sie bei der SUSY auch Antikom-
mutatorrelationen fanden. Die (Anti-)Kommutatoren geben Auskunft dariiber, ob
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die Generatoren der Algebra bosonisch oder fermionisch sind. Hintergrund ist die
Algebra, die dem Fock-Raum zugrundeliegt, in welchem Bosonen und Fermionen
durch Erzeugungs-/Vernichtungsoperatoren entstehen und vergehen. Diese kom-
mutieren im bosonischen Fall (dieser Unterraum des Fock-Raums besitzt eine sog.
Tensoralgebra) und antikommutieren im fermionischen Fall (GraBmann-Algebra).
Eine Lie-Superalgebra beinhaltet beide Arten von Generatoren. Wir kénnen da-
mit nun die Mischung von Poincaré- und interner Symmetrie verstehen, denn
unter Einbezug des Viererimpulses P* (bosonisch) bilden der eingangs erwahnte
Generator Q und sein Adjungiertes die folgenden Relationen:

{QOMQE} = (Uﬂ)aﬁpﬂ [vaﬂ] = [PquT] =0 (21)

Offensichtlich liefert der Antikommutator eine raumzeitliche Transformation,
wohingegen () intern zwischen Bosonen und Fermionen vermittelt. Die SUSY wird
damit zur nicht-trivialen Kombination der laut Coleman und Mandula nicht zu
verkniipfenden Lie-Gruppen. Der Vollsténdigkeit halber sei erwéhnt, dass ) und
auch sein Adjungiertes antikommutieren, weswegen sie fermionischen Charakter
besitzen. Die Relationen konnen durch die Konstruktion einer SUSY-Lagrangedichte
hergeleitet werden, welche jedoch sehr langlich ist. Es bleibt allerdings festzuhal-
ten, dass das Konzept der SUSY auf festem Boden der mathematischen Physik
steht. Brisanter ist hingegen die Frage, ob auch aus der formalen Eleganz des
Modells eine physikalische Realitét gefolgert werden kann. Es soll nun beleuchtet
werden, welche Griinde dies plausibel machen.

2.1.2. Motivation der Supersymmetrie

Ein besonders ésthetisches indirektes Indiz fiir die Richtigkeit der SUSY liefert
eine Betrachtung der Kopplungskonstanten der drei Wechselwirkungen fiir hohe
Energien. Bekanntermaflen sinkt diejenige der QCD aufgrund der asymptotischen
Freiheit fiir groffe Energien, wohingegen in der QED der Abschirmungseffekt der
Vakuumpolarisation auf solchen Skalen nachlédsst und die Feinstrukturkonstante
anwéchst. Im Gegensatz zum SM treffen sich bei Energien von etwa 10'¢ GeV
alle Kopplungskonstanten in einem Punkt, was im Hinblick auf eine grand unified
theory die SUSY um einiges vielversprechender macht. Ferner finden sich in der
SUSY fremdartige Teilchen, welche direkte Kandidaten fiir Dunkle Materie sein
konnten, um die fehlende Masse im Universum zu erkldren. Auch koénnen diese,
wie im Rahmen der Arbeit gezeigt, indirekt die Dunkle Materie beeinflussen.

Als eine letzte motivierende Tatsache aus der SUSY sei das Hierarchieproblem
Gegenstand des folgenden Abschnitts, welches insbesondere die Masse des Higgs-
Bosons betrifft. Der spontane Symmetriebruch der SU(2) x U(1)-Eichsymmetrie
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der Elektroschwachen Wechselwirkung mittels des Higgs-Mechanismus [7] ver-
leiht bekanntlich den W#*- und Z°-Bosonen ihre Masse im Bereich von knapp
100 GeV, weswegen auch die Higgs-Masse in dieser Groflenordnung anzusiedeln
wére. Ungliicklicherweise fiihrt die perturbative Behandlung der Masse in héheren
Ordnungen zu Schleifenkorrekturen, die diese regelrecht explodieren lassen in
GroBenordnungen von bis zu 10* GeV, der Planck-Skala (mit dem experimen-
tellen Wert von 125 GeV ist dies selbstredend unvereinbar). Die Korrekturen
benétigen die Darstellung der Feynman-Propagatoren im Impulsraum, bei wel-
chen die Schleifenintegrale iiber die Propagatoren mit einem sogenannten Cut-Off
Ayy begrenzt werden miissen (oder anderweitig), die sogenannte Regularisierung.
Die erste Ordnung divergiert noch quadratisch in A, die zweite logarithmisch.
Diese Divergenzen zu beseitigen (Renormierung) wird zumeist als unnatiirlich
empfunden, die Higgs-Masse wird gewissermaflen kiinstlich auf eine Elektroschwa-
che Skala gezwungen. Man betrachte nun die Schleifenkorrekturen, welche auch
SUSY-Teilchen mit einbeziehen:

- - . )

Abbildung 2.1.: Schleifenkorrekturen zum Higgs-Massenquadrat durch Dirac-
Fermion (a) und massives skalares Teilchen (b).

Neben einer Selbstenergie-Korrektur durch ein Dirac-Fermion f kann unter Ein-
bezug der SUSY ein schweres skalares Teilchen S an das Higgs-Feld ¢ koppeln
und einen zusédtzlichen Beitrag liefern. Die gesamte Lagrangedichte, welche die
zwei Kopplungen beriicksichtigt, lautet dann:

L= (0,0)(0"0) + mi¢'o — Mo'9)* = Apof T f = As(@'0)|SI*  (22)
Storungstheoretische Rechnungen zeigen nun die Beitrdge der Quantenkorrek-
turen fiir die Higgs-Masse:

2_\)\f’2_ 2 2, Auvv As 2o 2 Auv

Die bemerkenswerte Folgerung aus diesem Korrekturterm ist leicht festzustel-
len: Bei geeigneter Wahl des Cut-Offs kann die quadratische Divergenz génzlich

10
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eliminiert werden, weiters lasst sich der logarithmische Term so weit schrumpfen,
dass die Higgs-Masse in den Bereich der Messwerte gelangt. Die Schleifenkorrek-
turen konnten also durch die SUSY mafgeblich deshalb reduziert werden, da die
Ordnungen der Storungstheorie mit dem skalaren Superpartner mit entgegenge-
setztem Vorzeichen eingehen! Supersymmetrie liefert daher also ein natiirliches
Versténdnis fiir den Ursprung der kleinen Masse des Higgs-Bosons. Nun bleibt zu
iiberlegen, in welcher Gestalt diese Superpartner auftreten kénnen.

2.2. Bestandteile und Prinzipien des MSSM

Das MSSM ist in der Hinsicht minimal, als es die kleinste Zahl von neuen Teil-
chen besitzt, um eine vollsténdige Erweiterung des SM zu ermoglichen. Die ir-
reduziblen Zusténde, welche die SUSY-Algebra liefert, sind die sogenannten Su-
permultipletts, jeweils einen bosonischen und fermionischen Zustand beinhaltend.
Zum einen treten chirale (auch skalare genannte) Supermultipletts auf, beste-
hend aus einem zweikomponentigen Weyl-Fermion (masselos) und einem kom-
plexen Skalarfeld. Die néchsteinfache Konstruktion, das Eich-Supermultiplett,
setzt sich aus einem Spin—%—Weyl—Fermion und einem Vektorboson zusammen.
Andere Spin-Kombinationen stellen sich als nicht renormierbar heraus. Es wur-
de sogar festgestellt, dass das Haag-Lopuszanski-Sohnius-Theorem nur Spin—%—
Fermionen zulésst, damit es Giiltigkeit behélt. Typischerweise lassen sich alle wei-
teren Zustdnde auf chirale oder Eich-Supermultipletts reduzieren. Ein spinloser
(skalarer) Superpartner wird den Quarks und Leptonen zugeordnet, weswegen er
das Préfix s erhélt. Neben den Squarks und Sleptonen miissen nun noch die Spin-
%—Superpartner zu den Bosonen mit dem Suffix ino versehen werden, sodass etwa
die Eichbosonen die Gauginos als Partner bekommen.

Zunéachst seien einige Worte der Chiralitdt gewidmet. Im SM wurde diese be-
reits im Rahmen der Elektroschwachen Vereinigung berticksichtigt, indem man
linkshéandige schwache Isopindubletts wie (ve,e)r und rechtshiandige Singuletts
(wie er) konstruierte. Wéahrend das Photon zwischen den Héndigkeiten nicht diffe-
renziert, wirkt das W-Boson nur auf linkshédndige Anteile. Dirac-Fermionen lassen
sich mit den Operatoren Pgrj = Lf in ihre jeweiligen Anteile zerlegen, welche
sich wie beschrieben unter Eichtransformation verschieden verhalten. Demzufol-
ge bendtigen Quarks und Leptonen, da sie als separate zweikomponentige Weyl-
Fermionen auftreten, zwei komplexe skalare Superpartner - notiert beispielsweise
als 77, und 7g (es folgen 12 Squarks und Sleptonen). Deren Héndigkeit hat nattrlich
auf ihre Helizitat als spinlose Teilchen keinen Einfluss. Es ist zu bemerken, dass
sich die Eichwechselwirkungen des SM (wie das geschilderte W-Boson) auf die Su-
perpartner iibertragen. Die Symmetriegruppe des MSSM ist daher nach wie vor

11
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SU3)e x SU(2)r, x U(1)y , weshalb die Eich-Supermultipletts eine gewisserma-
Ben erwartbare Struktur haben: Die Gluonen besitzen jeweils ein Spin—%—GIuino
als Superpartner, die W- und B-Bosonen ein Wino/Bino.

Die letztgenannten Superpartner beziehen sich damit auf die nicht beobachtbaren
Eichbosonen der Elektroschwachen Wechselwirkung, welche bekanntlich iiber den
Weinbergwinkel 6y, mischen und beobachtbare Masseneigenzustéande bilden:

v) = cos Oy | BY) + sin Oy | W) 1Z°) = —sin Oy | B®) + cos O |W0)  (2.4)

1
7

Die Mischungsmatrizen iibertragen sich im Ubrigen auf die Superpartner - im
Falle einer ungebrochenen SUSY wiren ein Photino 4 und ein Zino Z° beobacht-
bar. Zum Stichwort Beobachtbarkeit sei vorweggenommen, dass sich die Massenei-
genzustande, die Neutralinos und Charginos, aus den Winos/Binos zusammenset-
zen. Es fehlen zu deren Vollstandigkeit jedoch die Higgsinos, welche nun diskutiert
werden sollen. Das MSSM erhoht die Anzahl an Higgs-Bosonen auf fiinf, ebenso
gibt es fiinf Higgsinos, wovon erstgenannte beobachtbar sind, die Higgsinos jedoch
in Linearkombinationen zu Neutralinos und Charginos verschwinden. Hintergrund
dieser Anzahl ist, dass das Higgs-Feld vier Freiheitsgrade besitzt. Im SM gehen
drei davon beim spontanen Symmetriebruch an die Eichbosonen verloren. Durch
das Higgsino-Feld erhalten wir insgesamt acht Freiheitsgrade - es resultieren das
SM-éhnliche A, je ein skalares und pseudoskalares schweres H° und A° und ein
Paar geladener H*, gleiches gilt fiir die Higgsinos. Es erweist sich fiir die Kon-
struktion der Charginos/Neutralinos als zweckméBig, die Dubletts (H;", HY) und
(HY, H 4 ) einzufithren, analog fir H,,/Hy, welche den Quarks vom up-Typ/down-
Typ iiber den Higgs-Mechanismus Massen zuordnen. Diese darf man nicht mit
den Masseneigenzustinden verwechseln.

Diese Uberlegungen ermoglichen die Konstruktion der vier Neutralinos {7, i =
1...4, als Mischungen der ungeladenen Higgsinos und den B° und W°. Man findet
fiir den Neutralinomassenterm der Lagrangedichte

W) = —=(IWh) F4w?) (2.5)

1 L
L= _5(\IJO)TM>2‘I’O + h.c. 0 = (B°,W°, Hy, H;) (2:6)

mit der Massenmatrix

M, 0 —cosfBsinfymy  sinBsinfymy
M. — 0 My cos fcosBymy  —sin [ cosOymy
X | —cosBsinbymy cosBcosbymy 0 —
sin #sinfymyz  —sin S cosOymy — I 0
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2. Zum theoretischen Hintergrund

wobei 3 = arctan($*) mit den Vakuumserwartungswerten vy = (Hy g) (My
stammen aus der Lagrangedichte des spontanen Symmetriebruchs, p aus dem
Higgsinomassen-Lagrangian, siehe auch [2]). Neutralinos sind Majorana-Fermionen
(entsprechen ihren Antiteilchen), ihre Massen sind von 1 bis 4 aufsteigend. Ahnlich
dazu haben die Charginos CN’fQ, wie der Name vermuten lasst, ihre analogen gela-
denen Konstituenten - man erhélt die Lagrangedichte

| o i
L= (UH ) Mg(VF, 07) +he. W5 = (WHHL W Hy) o (27)

0 0 M,y V2 cos By
M. — 0 0 V/25sin Smyy 1
¢ M, V/2sin Sy 0 0
V2 cos Bmyy I 0 0

Nachdem nun die Linearkombinationen der Gauginos und Higgsinos diskutiert
worden sind, kann sich den Sfermionen detaillierter zugewandt werden. Zuvor sei
noch die diskrete Symmetrie der R-Paritdt erwédhnt: Wie in der Teilchenphysik
iiblich, wurde diese Erhaltungsgréfie eingefithrt, um nicht beobachtbare Prozesse
mit einer neuen Quantenzahl schlicht zu verbieten. Die SUSY erlaubt u.U. den
Protonenzerfall; deren Lebensdauer wurde allerdings vom Kamiokande-Detektor
auf iiber 10% Jahre abgeschiitzt, um ein Beispiel zu nennen. Man definiert mit
der Baryonenzahl B, Leptonenzahl L und dem Spin s:

Pg = (—1)3B+L+2s (2.8)

Fiir SM-Teilchen ist Pr 1, fiir MSSM-Teilchen -1, wobei die fiinf eingefiihrten
Higgs-Bosonen SM-Teilchen sind, auch wenn sie aus den Phénomenen des MSSM
folgen. Mit dieser Erhaltungsgrofie werden nur diejenigen Prozesse erlaubt, welche
eine gerade Anzahl von SUSY-Teilchen beinhalten. Die R-Paritdt impliziert ein
leichtestes SUSY-Teilchen (LSP), welches nicht mehr zerfallen kann; dieses wird
als Dunkle-Materie-Kandidat gehandelt.

2.3. Das skalare Tau-Lepton

Zur Charakterisierung der Sfermionen sind zwei Objekte von tragender Bedeu-
tung: Die Massenmatrix wird fiir den Massenterm der Lagrangedichte benotigt,
deren Diagonalisierung liefert eine Mischungsmatrix (beziiglich der Héandigkeit)
und die Eigenwerte der tatsédchlichen Masseneigenzustinde. Natiirlich kann die
Massenmatrix a priori in Diagonalgestalt vorliegen. Doch fiir bestimmte Sfermio-
nen (wie das zu untersuchende skalare Tau oder auch das Top-Squark) liegen
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2. Zum theoretischen Hintergrund

Linearkombinationen der L- und R-Superpartner vor. Man betrachte allgemein
einen sechskomponentigen Vektor f wie etwa (€, fir, 71, €, fir, 7r), welcher auf
die Masseneigenzusténde feigen = (€1, fu1, 71, €2, fiz, T2) abgebildet werden soll. Die-
se Abbildung geschieht iiber die Massenmatrix M?;, welche in die Lagrangedichte
eingeht:

_ _ M2 M?
Lop = Z JIMEf M} = ( V. Mgm> (2.9)
fLr frR

!

Die Eintrédge von Mfg sind im Falle dieses gewéhlten Vektors jeweils selbst 3 x 3-

Matrizen. Speziell fir (7, 7r) werden diese zu skalaren Grofien. Die L-R-Mischung
kann nun mittels

2 2 5 2 5
M= (e ) oy (T .10
TLR TRR T2

bestimmt werden. D7 ist dabei die angesprochene Mischungsmatrix, des weite-
ren kann speziell fiir das 7 die Massenmatrix berechnet werden:

1\ i (7o) [ cosfz sinb:\ (7L
<%2> =D (%R> - (— sin 0z cosef> <7-R> (2.11)

(mlg3 — (3 — sin® Oy ) M% cos 28 + m? —m, (AT + ptan 3) )
—m, (AT 4+ p* tan 3) m2 — M% cos 23 sin? Oy ) + m?2
(2.12)
Neben den bekannten Massen, dem bereits auftauchenden Weinbergwinkel 6y,
und [ treten ein (evtl. komplexer) Parameter p aus der Higgsinomasse auf sowie
ein Parameter A, dessen Struktur aus der Lagrangedichte stammt und in unserem
Fall irrelevant ist. Der Effekt der L-R-Mischung ist demzufolge vor allem durch
die GréBlenordnung von tan 3 gegeben, fiir weniger als O(10') entspricht die L-R-
Basis in etwa den Eigenzustidnden. Formal ergeben sich aus der Diagonalisierung
die Massen der 7 2, der Mischungswinkel ist gegeben durch

M2 =

7

1
md, = Sml,, il F (g, —md )2 4 dmd ) (2.13)
2
cos 0z = = T;R - (0<0: <m) (2.14)
\/m%LR + (mz, —m3,)?

In der Arbeit soll sich vor allem auf das 7y konzentriert werden. Die denk-
baren Sfermionen-Kopplungen, die im MSSM hergeleitet werden, sind zunéchst
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sehr allgemein gehalten und weitaus mannigfacher, als sie im spezifischen zu un-
tersuchenden Prozess (Annihilation der Staus fithrt zur Quark-Paarerzeugung)
auftreten. Das Potpourri an Feynman-Regeln wird durch die Verletzung diverser
Erhaltungsgrofien stark geschrumpft. Ein Beispiel: Natiirlich ist eine Gaugino-
Fermion-Sfermion-Kopplung moglich. Doch wird der explizite Prozess betrachtet,
widerspricht etwa ein Neutralino-Austausch (Spin-1/2) offenkundig der Drehim-
pulserhaltung, ein Chargino-Austausch sogar zusétzlich der Ladungserhaltung.
Damit liegt die Stau-Annihilation nur im s-Kanal vor. Es verbleiben die Kopplun-
gen zweier Staus an die Eichbosonen der Elektroschwachen Wechselwirkung und
an die (ungeladenen) Higgs-Bosonen. Diese Prozesse sollen im Folgenden genauer

untersucht werden.

2. Zum theoretischen Hintergrund

Names Spin | Pr | Mass Eigenstates | Gauge Eigenstates
Higgs bosons | 0 [ 4+1 | h° HY A H# HY? HY HY H;
dr g dp dg &7
squarks 0 -1 S5, Sp €1 € “r
0y 02 by by i Tr by bn
€1 € e w
sleptons 0 | -1 fig, fig ¥y w7
T T2 Py TL TR Vs
neutralinos | 1/2 | —1 Ny Ny Ny Ny BY wo E’S E’g
charginos /2 | -1 Ct CF wE mF Hy
gluino /2 | -1 g “n
| 3/2 | -1 G “

Abbildung 2.2.: AbschlieBende Ubersicht iiber SUSY-Teilchen mit den zu-

gehorigen Masseneigenzustanden. [2]
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3. Berechnungen auf tree level

Per Ausschlusskriterium tiber die Verletzung von Erhaltungsgrofien bleiben fiir
die Annihilation der 7; drei Prozesse iibrig. Um in das Prinzip der Berechnung
einzufithren, soll der Prozess des Higgs-Bosonen-Austausches explizit vorgerech-
net, hingegen der Austausch von 7 und Z° ergebnisorientiert prisentiert werden.
Anhang C gibt Auskunft tiber die detaillierten Rechnungen.

3.1. Das Feynman-Kalkiil: tree level

Uber die Feynman-Diagramme gelingt die mathematisch prazise Ubertragung der
bisweilen lénglichen und prima vista wenig aussagekréftigen Lagrangedichte in
eine graphische Veranschaulichung eines quantenfeldtheoretischen Prozesses. Die
Einfachheit der Graphik darf dennoch nicht tiber den verborgenen Rechenauf-
wand hinwegtéduschen. Bei der Behandlung der Prozesse wird ein perturbativer
Ansatz gewéhlt - jede Ordnung der Storungstheorie wird als einzelnes Feynman-
Diagramm betrachtet. In erster Ordnung (die Diagramme werden wegen ihrer
Erscheinungsform als ¢ree level bezeichnet) ist dessen struktureller Aufbau immer
gleich - bestehend aus einfallenden und ausgehenden Teilchen und einem Aus-
tauschteilchen. Man betrachte etwa den im Folgenden zu berechnenden Prozess:

1 q
N
N
N
pa\\ HO Pc
N k
N
- —— - —-
v
v
Do p Pd
Y
_ v
! .7 q/

Abbildung 3.1.: Stau und Anti-Stau annihilieren unter Aussendung eines virtuel-
len Higgs-Bosons, welches in ein Quark-Antiquark-Paar zerfallt.

Vordergriindig, um eine experimentelle Vergleichbarkeit zu garantieren, ist die

Bestimmung des differentiellen Wirkungsquerschnitts 5—6 aus der Streuamplitude
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3. Berechnungen auf tree level

M, welche die Richtungsabhangigkeit der gestreuten einfallenden Welle quanti-
fiziert. Das Winkelelement df) gibt in Beschleunigerexperimenten Auskunft {iber
bevorzugte Streurichtungen. Abb. 3.2 soll dies veranschaulichen:

0

Abbildung 3.2.: Objekte wechselwirken an O mit einem Streuwinkel 6, sodass g—g
die Verteilung der Teilchen auf die Raumwinkelelemente angibt.
[28]

Nun zum mathematischen Teil: Die Bestandteile des Diagramms gehen in M
multiplikativ ein - die externen Linien (ein- und ausfallende Teilchen, also die
Staus bzw. Quarks), die internen (Austauschteilchen, hier Higgs-Bosonen) und
die Vertices (Zusammentreffen mindestens dreier Linien). An den Vertices (ge-
hen mit Vertexfaktoren in M ein) findet die tatsdchliche Physik statt - Streu-
ung, Erzeugung oder Vernichtung der Teilchen. Externe Linien kénnen als effek-
tive 1 eingehen, wenn sie keinen Spin besitzen (als auf 1 normierte Losung der
Klein-Gordon-Gleichung). Fermionen gehen als Losung der Dirac-Gleichung als
Spinore ein (einfallende Teilchen als u(p), ausfallende als @(p), fiir Antiteilchen
vice versa), ihr Spin muss bei der Berechnung des Wirkungsquerschnittes explizit
beriicksichtigt werden. Propagatoren sind nun die Faktoren, die durch das Aus-
tauschteilchen aus den internen Linien in M eingehen.

Ein solcher Feynman-Propagator Ap ist die Losung einer partiellen Differenti-
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3. Berechnungen auf tree level

algleichung, welche das Teilchen beschreibt - fiir ein freies Skalarfeld etwa wird
die (aus der Elektrodynamik bekannte) Greensche Funktion zur Klein-Gordon-
Gleichung gesucht, sodass also als Propagator (in natiirlichen Einheiten) die Losung
zu

(049, — m*)Ap = 6D (z) (3.1)

gesucht wird bzw. Ap als Operatorkern zu (9%, — m?)~!. Es ergibt sich im
Impulsraum eine Losung der Form m, wobei die infinitesimalen € als Hilfs-
grofe zur Berechnung des Operatorkerns iiber den Residuensatz (die Fouriertrans-
formation erleichtert die Rechnung) gewihlt werden, sie kénnen auf tree level
ad acta gelegt werden, begegnen uns aber spater bei Korrekturen erster Ord-
nung. Die Vermittlung zwischen Lagrangedichte und Feynman-Diagramm kann
nun nachvollzogen werden - beispielhaft an der recht einfachen Struktur der QED-

Lagrangedichte:

Y(iy*0, — m)y — iF,WFW — eyt AL (3.2)

Leicht erkennt man den Dirac-Operator, der auf das Spinorfeld ¢ wirkt, und
aus der kovarianten Elektrodynamik den Feldstédrketensor F*¥, der das Photonen-
feld/Eichfeld reprasentiert, da er A* beinhaltet. Die zweite Quantisierung ordnet
den Elektronen und Photonen bekanntlich die Feldoperatoren zu, deren Kopp-
lung im dritten Term stattfindet (vgl. z.B. mit Vertexfaktor im Anhang B.1). Die
zuvor herausgestellten Elemente von M sind also gédnzlich im obigen Lagrangian
wiederzufinden. Der perturbative Ansatz steckt nun in den Losungen der Euler-
Lagrange-Gleichung

(70, —m)Y = gy" A O FH =3 (3.3)

denn A, in der Dirac-Gleichung kann als Storpotential betrachtet werden. Zur
Losung wird dementsprechend eine Reihenentwicklung angestrebt. Hier offenbart
sich nun auch der Hintergrund des einfithrend angesprochenen Renormierungspro-
blems (z.B. Higgsmasse): Feldoperatoren sind Distributionen, deren Entwicklung
in einer Potenzreihe beziiglich der Multiplikation an einem Punkt der Raumzeit
nicht definiert ist. Die Divergenzen sind damit Zeugnis eines unzureichenden ma-
thematischen Konzeptes, Unendlichkeiten treten in dieser Form nattrlich nicht in
der Natur auf.
Mit diesen Vorbereitungen kann die nachfolgende Berechnung gut verstanden wer-
den. Wesentlich fiir die Physik hinter dem Prozess ist letztendlich die Kinematik,
auf welche nun eingegangen werden soll.
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3. Berechnungen auf tree level

3.2. Kinematik

Die 2 — 2-Prozesse (bezogen auf die Anzahl der Teilchen in Anfangs- und Endzu-
stand) kénnen durch die 1958 erstmals eingefithrten lorentzinvarianten Mandelstam-
Variablen in Kurzform beschrieben werden. Diese erfiillen die Viererimpulserhal-
tung p, + py = pe + pa, da die interne Linie den Impuls p, + pp := ¢ tragt, welcher
konstant bleibt. Es ergeben sich drei Mandelstamvariablen

s = (pa+m)* = (Pe + Pa)’ (3.4)
= (pa - pc)2 = (pb - pd)2 (35)
u= (pa — pa)* = (pp — pc)? (3.6)
mit A .
stttu=Y mi=> p? (3.7)
=1 =1

s, t und u charakterisieren den Beitrag der gleichnamigen Kanéle zum Streupro-
zess. Der hier betrachtete Fall wird als s-Prozess bezeichnet. In der Teilchenphy-
sik ist das Schwerpunktsystem CMS (center of mass) zur Berechnung oftmals am
sinnvollsten. s gibt hierbei auch das Quadrat der Schwerpunktsenergie an, sodass

Vs=FE,+E,=E.+ Ey4 (3.8)

gilt. Zur Behandlung von Streuamplituden kénnen im Ubrigen nach (3.4) Be-
ziehungen wie

1
PaPb = PePa = 5(s = mg — myp) (3.9)

und analog fiir andere Skalarprodukte der Viererimpulse eingesetzt werden.

3.3. Austausch von Higgs-Bosonen

Wie zuvor festgestellt, geniigt es nicht mehr, das Higgs-Boson aus dem SM allein
zu betrachten. Wenngleich geladene Austauschteilchen die Ladungserhaltung ver-
letzten, muss das Quadrupel Hy = {h° H° A° G°} beim Prozess beriicksichtigt
werden. Neu ist hierbei das G°. Hintergrund dieses Teilchens ist das sogenann-
te Goldstone-Theorem, welches fiir Systeme mit spontan gebrochener Symmetrie
bosonische Teilchen vorhersagt. Ein einfach zugéngliches Beispiel sind die Ma-
gnonen, welche unterhalb der Curie-Temperatur in Magneten die Spinwellen re-
préasentieren. Oberhalb dieser Temperatur liegt jedoch eine Symmetrie in Form
der Richtungsunabhéngigkeit (verschwindende Magnetisierung) vor. Der Bruch
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3. Berechnungen auf tree level

der SU(2)z x U(1)y-Symmetrie iiber den Higgs-Mechanismus [7] liefert dhnlich
dazu die Goldstone-Bosonen. Im Ubrigen treten analog dazu fiir Quantenfeldtheo-
rien mit einer Lie-Superalgebra (siehe Theoreme in 2.1.1) fermionische Goldstinos
auf.

Fiir neutrale Higgs-Bosonen liegt bei Kopplung an zwei Sfermionen ein allgemeiner
Vertexfaktor

sz;k = GUHf f)) = [DfG{R,k(Df)T]ij (3.10)

vor mit der zuvor eingefithrten Mischungsmatrix D. Natiirlich gilt f; = fj,
sodass das Matrixelement bekannt ist. Fiir die verschiedenen Elemente von H}
liegen auch unterschiedliche Matrizen Gpgj vor (siche B.2).
Analog enthéilt die Lagrangedichte der Higgs-Fermion-Fermion-Kopplung (An-
hang B2) Vertexfaktoren, bei denen aber nur £ = 1,2 und k£ = 3, 4 unterschieden
werden muss:

WO, HO < is{(Pp+ Pr) — is{, (3.11)
A% GO isi(PR — Pp) —is§ ° (3.12)

Pr.r sind aus der Einfiihrung zur Chiralitat bekannt. Die spinlosen Higgs-
Bosonen gehen mit dem in Kapitel 3.1 eingefiihrten Propagator ein. Skalare Taus
sind in M als Losung der Klein-Gordon-Gleichung eine effektive 1, Quark und
Anti-Quark werden durch die Dirac-Spinore u(p.) und v(pg) beschrieben. Man
erhélt

T o4
— _ TSk (g _
M= = lapeelpal - k=1,2 (3.13)
Gilksz = 5
M= ‘m[u(ﬁ%)v v(pa)l k=34 (3.14)

als Streuamplitude. Das weitere Vorgehen ist nun immer gleich: M wird qua-
driert, wobei bei der Quadratur die moglichen Spin-Zustinde der Quarks
beriicksichtigt werden miissen, sie wird also zu |M|? gemittelt. Die Identitéiten
(A.3) und (A.4) ergeben eine Spur (Summe tber die Diagonalelemente), welche
mit verschiedenen hilfreichen Formeln (siche Anhang A) ausgewertet werden kann.

v 2 (GTU«SZ)Q ~ — *
(Mi=12|” = —5— 55 [a(pe)v(pa)][u(pe)v(pa)] (3.15)
(¢* —my)

Der Blick in Anhang B2 verrat, warum lediglich £ = 1,2 beriicksichtigt werden
muss: Da nur der reine Annhiliationsprozess von 7i-Teilchen betrachtet wird und
der Vertexfaktor G7,,, fiir k = 3,4 in der Hauptdiagonale verschwindet, muss nur
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3. Berechnungen auf tree level

der Austausch von A" und H® beriicksichtigt werden. Es verbleibt die Auswertung
der Spur entsprechend den Casimir-Identitéiten. Jene ist eine lineare Abbildung,
sodass alle Summanden einzeln betrachtet werden koénnen.

Tr{(p, +mg)(p, — ma)] = Trlp p,) +my(Trlp,] + Trlp,]) — 4m? = 4(pepa —(3@)
Hierbei wurden (A.5), (A.10) und (A.12) verwendet. Aus Griinden der Dimensi-
on muss stets die Masse mit einem Einheitsoperator multipliziert werden, dessen
Spur im Minkowski-Raum selbstredend 4 ist. Neben der Spin-Summation miissen
wir beriicksichtigen, dass es sich bei den Quarks um farbgeladene (rot, blau, griin
und die zugehorige Antifarbe) Fermionen handelt, sodass dasselbe Verfahren an-
gewandt werden muss - hierbei ist es jedoch wesentlich einfacher. Die drei Farben
werden einer Matrix d;; zugeordnet, welche an jeden Vertex multipliziert wird,
wo Quarks auftauchen. Die Farbladung ist eine Erhaltungsgrofie, aber nicht mess-
bar. Es muss iiber die Farben der eingehenden Quarks gemittelt (Faktor 1/N2 mit
Farbanzahl N.), was im vorliegenden Fall obsolet ist, und dann iiber alle erlaubten
Farbkombinationen summiert werden:

FzZéEj:Z&i:fﬁ (3.17)
1,7 )

Wir erhalten als endgiiltige quadrierte Amplitude, ausgedriickt durch die
Mandelstam-Variablen, den Term:

_ G‘T‘ q 2 3
|Mie12|? = <“’“S’;> : <23 — 6m§) (3.18)

Es verbleibt nunmehr lediglich die Berechnung des totalen Wirkungsquerschnitts
0. Zunéchst gilt fir einen 2 — 2-Prozess die Relation,

do 1, 51 4mg
do 1o 3.19
dQ)  2sv M| 472 s ( )

welche fiir allgemeinere Prozesse in Anhang E noch ausfiihrlicher disktutiert
werden soll. Dabei ist v die Relativgeschwindigkeit der beiden Teilchen. In Erman-
gelung einer Winkelabhéngigkeit findet sich daher o auf triviale Art und Weise.

3.4. Austausch von Vektorbosonen

Die beiden Prozesse des Austausches von Z° und v und ihr Ergebnis sollen vor-
gestellt werden (Abb. 3.3).

Beim Z° liegen verschiedene Méglichkeiten der Berechnung vor, diese resultieren
aus der Wahl der Eichungfixierung.
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3. Berechnungen auf tree level

1 q/

\ Z°/y

7:1/,/ q

Abbildung 3.3.: Stau und Anti-Stau annihilieren unter Aussendung eines virtuel-
len Vektorbosons (Z° und ), welches in ein Quark-Antiquark-
Paar zerfallt.

3.4.1. Von Eichungen und Geistern

Die Idee der Eichtheorie, die Invarianzen unter lokalen Eichtransformationen be-
sitzt, taucht schon in der klassischen Elektrodynamik auf, wenngleich dort die
Bedeutung dieser Freiheit noch nicht génzlich zu schiatzen gewusst wurde. Man
behandelte iiberfliissige Freiheitsgrade, auftauchend bei der Transformation der
Gestalt

© — 0 — O Ao A+vy (3.20)

beispielsweise mit der Lorenz-Eichung (nach Ludvig Lorenz und nicht nach
seinem berithmteren Kollegen H.A. Lorentz) 9,A*. In der QFT hat sich die
Einfithrung eines eichfixierenden Terms in die Lagrangedichte durchgesetzt, die
Re¢-Eichung (fiir ein allgemeines Eichfeld A#):

(9. A")
2€
Es ergeben sich die Landau-Eichung (£ = 0) oder auch die Feynman-Eichung

(¢ = 1) oder die unitiare Eichung (¢ — o0). Eichfixierung ist fiir nicht-abelsche

Eichtheorien recht kompliziert. Es geniigt, folgenden Spezialfall zu betrachten:

Liegt ein Eichboson vor, das seine Masse iiber den Higgs-Mechanismus erhalt, so

nimmt der Propagator fiir das Vektorboson (Spin 1) verschiedene Gestalt an:

- i<glﬂf - pypu/MQ) —igh”

Feynman :
P2 — M2 2

oL =— (3.21)

Unitar : (3.22)

Bei der Feynman-Eichung ist das Vektorboson offensichtlich masselos. Es sei an-
gemerkt, dass in diesem Fall der Austausch eines Goldstone-Bosons hinzuaddiert
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3. Berechnungen auf tree level

werden muss - doch dieser Term liefert, wie in Kapitel 3.3 herausgearbeitet, kei-
nen Beitrag. Die Gleichheit der Eichungen wird durch die sogenannten Slawnow-
Taylor-Identitaten gewéhrleistet, welche iibrigens auch fiir die Renormierung sehr
wertvoll sind. Durch die Transformation des Propagators wurde eine Eichfixierung
durchgefithrt, die die Existenz von unphysikalischen Zustidnden, den Faddejew-
Popow-Geistern, mit sich fithrt (als Uberrest der mathematischen Behandlung
nichtabelscher Eichtheorien). Sie sind notwendig, um die Freiheitsgrade der Vek-
torpotentiale als Beitrage in feldtheoretischen Rechnungen zu kompensieren, sind
jedoch nicht real. Es treten so viele Geister auf, wie es Generatoren der zugrun-
deliegenden Lie-Gruppe gibt, z.B. acht in der QCD (Eichgruppe SU(3) von acht
Gell-Mann-Matrizen aufgespannt) [31]. Interessanterweise verletzen sie das Spin-
Statistik-Theorem, so sind sie ndmlich etwa antikommutierende komplexe Skalar-
felder. Threr Geisternatur sei Dank ist dies aber unproblematisch.

Mit dem tieferen Verstandnis (obgleich noch zutiefst oberflachlich) kann sich nun
dem Z° zugewandt werden.

3.4.2. Ergebnisse von Photonen- und Z°-Bosonen-Austausch

Mithilfe der Vertexfaktoren und dem Photonenpropagator (Anhang C) erhilt man
die Streuamplitude

(pa =+ pb)
Die Auswertung der Spur, die anschliefende Kontraktion der Viererimpulse und

die Formulierung mit Mandelstam-Variablen liefert schlussendlich :

3eeZe?

12 _ a7 2 (2 2 20 2 2
M5 = 52 =[Amz, (m3z, +my —t) + mg(dmz, — 2s) — dmzt

4—m;1 +m2(2m] — s — 4t) + m;l —mis — 4mt + 4st + 4t7]

(3.24)

Der Wirkungsquerschnitt ist nun etwas schwerer zu integrieren, da ¢t winkelabhéangig
ist, problematisch wird dies aber eher im t-Kanal. Die Integration wird bei den
spiteren Berechnungen numerisch durchgefiihrt. Fiir das Z° ist das Verfahren ana-
log. Man verwendet den Propagator in Feynman-Eichung, da die Berechnung in
Ermangelung eines Goldstone-Bosons als additives Austauschteilchens so wesent-
lich einfacher wird. Es liegt die Amplitude

2 Z’T'l
Mz =05 95@21 - M2) {[alpe) (= ) o(pa)llpa — ol (3.25)

vor. Das Endergebnis der quadrierten Amplitude lautet:
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3. Berechnungen auf tree level

8-3g5(211)”
4 cos* Oy (p? — M2)?
+(ch)?(m3, — 2mz (m? + 1) + my — 2mg2t + t(s + t)]
(3.26)

M7 =

[(c)*(m3, +mz (2mg — 1) + (mg — t)(mg — s — 1))

Detailinteressierte seien auf Anhang C verwiesen, wo die Berechnung peu a peu
vorgestellt wird. Die drei Amplituden miissen nun sinnvoll verwertet werden, um
sie in den Kontext der spéteren (numerischen) Rechnungen einzubinden.

3.5. Der gesamte Wirkungsquerschnitt auf tree level

Zuvor wurden die quadrierten Amplituden fiir die jeweiligen Austauschteilchen
einzeln berechnet. Es versteht sich jedoch, dass fiir die Amplitude ingesamt je-
der Beitrag additiv eingeht, sodass die einzelnen Ergebnisse zwar brauchbar sind,
aber die sogenannten Interferenzterme (als Mischterme) in die quadrierte Ge-
samtamplitude berticksichtigt werden miissen. Man benoétigt daher das folgende
Betragsquadrat:

‘M@es = ‘M’Y + MZ + Mho + MH0|2 (327)

Bei den Interferenzen kann man etwas Arbeit sparen, man werfe einen Blick auf
die Photon-Z-Interferenz bei Beriicksichtigung, dass die Amplituden reell sind::

M, + szz = ’M7’2 + ‘Mz|2 +2M Mz (3.28)

Solche Interferenzterme konnen mit dem Mathematica -Paket FeynCalc errech-

net werden. Bei der Implementierung zur numerischen Analyse kann man jedoch
dies umgehen und ausnutzen, dass Photonen- und Z°-Austausch dieselbe alge-
braische Struktur besitzen, wenn man sie analog zum Higgs-Austausch in einer
9. Pr + gr Pr -Struktur formuliert und die Berechnungen mit Schleifen numerisch
durchfiihrt.
Alle denkbaren Interferenzen und die reinen Amplitudenquadrate wurden mit
FeynCalc auf Richtigkeit iiberpriift und anschliefend in einen Fortran-Code um-
gewandelt, um sie in das Programm zu implementieren, welches in Kapitel 6 vor-
gestellt werden wird.
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4. Berechnung von
NLO-Korrekturtermen

4.1. Feynman-Kalkiil 1l: Schleifenkorrekturen

Uber die fithrende Ordnung hinaus wird die Behandlung teilchenphysikalischer
Prozesse ein Stiick weit komplizierter. Es soll daher zunédchst ein Abschnitt der
zugrundeliegenden Formalismen folgen, damit die nachfolgende Berechnung
verstandlicher wird. Neben dem Regularisierungsprozess soll auf die Elimination
von auftretenden Unendlichkeiten eingegangen werden. Dazu werden die Renor-
mierung zur Beseitigung von UV-Divergenzen und die Beriicksichtigung reeller
Korrekturen fiir den Umgang mit IR-Divergenzen als Verfahren bereitgestellt.

4.1.1. Dimensionelle Regularisierung

Wie bereits im vorigen Kapitel angedeutet, erfordert die exakte Behandlung eines
quantenfeldtheoretischen Problems eine unendliche Reihenentwicklung nach der
jeweiligen Kopplungskonstanten im Sinne der Storungstheorie, wobei die Feynman-
Diagramme diese Terme héherer Ordnung ebenso prizise widerspiegeln wie auf
dem tree level. Schleifenkorrekturen begegneten uns bereits bei den Selbstenergie-
termen, die die Higgsmasse anwachsen lieflen (2.3). Bei der Erkldrung des Lamb-
Shifts oder bei Prézisionsberechnungen des anomalen magnetischen Moments des
Elektrons - einer der grofiten Erfolge der QED - kamen auch die Terme hoherer
Ordnung zum Vorschein. Offensichtlich schwindet die Relevanz der Korrekturen
hoherer Ordnung etwa in QED-Prozessen sehr schnell, wohingegen in der QCD
aufgrund der asymptotischen Freiheit die Kopplungskonstante nur fiir hohe Ener-
gien klein bleibt. Es miissen andere Methoden wie die Gitter-QCD herangezogen
werden.

Die Korrekturterme der Arbeit lassen sich auf gewohnlichem Wege berechnen, je-
doch ist der mathematische Aufwand nicht unerheblich. Man erinnere sich an die
Erwéhnung der Greenschen Funktion zur Klein-Gordon-Gleichung (3.1). Solche
Propagatoren und Potenzen davon miissen bei den Korrekturtermen offensichtlich
iiber alle Impulse integriert werden, doch die Problematik von Integralen etwa der
Erscheinung
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

d 1
/ (2734 (% + m?)? (4.1

hinsichtlich der logarithmischen Divergenz sticht unmittelbar ins Auge. Diese
Unendlichkeiten miissen auf sinnvolle Weise beseitigt werden (Regularisierung) -
in (2.3) wurde bereits die Idee des Cut-Offs eingefiihrt. Physikalisch dquivalent da-
zu und zudem mathematisch wohldefiniert ist die dimensionelle Regularisierung,
welche bei den nachfolgenden Rechnungen durchgefithrt wurde und wesentlich auf
't Hooft und Veltman zuriickgeht. Leider wiirde eine austfiihrliche Behandlung die-
ses Prozesses, die tiefe Strukturen der Funktionentheorie beispielsweise beziiglich
der Eulerschen I'-Funktion oder der Riemannschen (-Funktion erkennen lasst, den
Rahmen der Arbeit sprengen. Er sei aber kurz skizziert: Die zuvor feste Zahl der
Raumzeit-Dimensionen (4) aus dem Integrationsmafl wird zu einem komplexen Pa-
rameter D verallgemeinert, sodass man meromorphe Funktionen f(D) erhéalt. Der
aus der Funktionentheorie bekannte Identitatssatz erlaubt die analytische Fort-
setzung der Funktion auf die allgemeine D. Das Integral wird so umformuliert,
dass das Integrationsmafl nicht mehr D-abhéngig ist und jenes mit verschiedenen
speziellen Funktionen losbar wird. Die Divergenzen, die in den Losungen der Inte-
grale auftreten (der Pol bei D = 4 ist nattrlich nach wie vor vorhanden), miissen
durch die Renormierung beseitigt werden, was spéter vorgestellt wird. Doch im
Allgemeinen wird das Integral sinnvoll 16sbar, was auch mit anderen Techniken
wie der Pauli-Villars-Regularisierung moglich ist.

Die entstehenden Schleifen kénnen mit Vertizes und Propagatoren dhnlich wie
auf dem tree-level behandelt werden. Der Parameter D taucht in diesem Zusam-
menhang in der Beziehung

D=4L—P;—2P,+ > Vi, (4.2)

auf und wird als Divergenzgrad interpretiert, wobei L die Anzahl der Schleifen, P
die Zahl der bosonischen/fermionischen Propagatoren und V' die der Vertizes vom
Typ ¢ beschreiben bzw. d; deren Ableitung. Je nach Gestalt der Schleife kénnen
die Integrale unterschiedlichste Formen annehmen, die allgemeine Formulierung
iiber ein N-Punkt-Tensorintegral

Tﬁ,...,pn1<p17 "'7pN—17m07"'7mN—1) (43)
27r,u /dD Qui---Quy
— g+ i0)[(q + p1)? — m? + icl- (g + py—1)® — mh_; +id

ist Jedoch immer moghch. Dabei ist p eine beliebige Referenzmasse, welche aus
Griinden der Dimension eingefiihrt werden muss. Im gewo6hnlichen Minkowski-
Raum wird diese dimensionslos. Zur Umgehung der Pole ist ein infinitesimales
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

¢ notwendig. Per Konvention setzt man T' — A, T? — B usw. Dieses Integral
reprasentiert eine verallgemeinerte Schleife folgenden Aussehens:

P2 —p1

Abbildung 4.1.: Externe Impulse nehmen am Prozess in der Schleife teil, wobei
die Pfeile die Richtungen der Vierimpulse symbolisieren [11]

Bemerkenswert ist, dass die skalaren Integrale (N=0, Zihler wird 1) A° bis

DY eine Basis bilden, aus denen sdmtliche anderen als Linearkombinationen her-
vorgehen. Deren Berechnung ist bereits kompliziert genug, man findet die Er-
gebnisse im Anhang. Die allgemeinen Tensoren konnen aufgrund ihrer Lorentz-
Struktur mit dem metrischen Tensor und Viererimpulsen via Tensorverjingung
& la Passarino-Veltman auf die Basisintegrale reduziert werden. Man findet bei-
spielsweise C* = p'Cy + phCy 0.A. (siehe Anhang E)
In der sogenannten next-to-leading order (NLO) kénnen verschiedene Korrektur-
terme auftreten. Zum einen koénnen die ein- oder auslaufenden Teilchen ein virtu-
elles Teilchen austauschen, die Vertexkorrektur. Eingedenk der Reihenentwicklung
nach der Kopplungskonstante miissen vor allen Dingen jene Terme berticksichtigt
werden, die eine starke Kopplung besitzen. Die Sommerfeldsche Feinstrukturkon-
stante ist etwa weniger bedeutsam in der NLO als ag der QCD. Ebenso kénnen
jene aber auch reale Teilchen emittieren. Nicht zuletzt miissen auch die Selbst-
energieterme in Betracht gezogen werden. Bei den Vertexkorrekturen begegnen
uns erstmals die Passarino-Veltman-Integrale, dabei wird spéter der Gluonenaus-
tausch der beiden Quarks berechnet (zu finden in Abb. 4.2). Das MSSM bietet
jedoch auch die Moglichkeit, dass am Vertex kurzzeitig Squarks entstehen, welche
ein Gluino austauschen. Vor diesen Berechnungen miissen aber die darin auftre-
tenden Divergenzen diskutiert werden.
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen
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Abbildung 4.2.: QCD-Vertexkorrektur: Das Higgs-Boson zerfallt wie tiblich in ein
Quark-Paar, welches ein Gluon austauscht.

4.1.2. Renormierung: Die Beseitigung der UV-Divergenz

Die Crux mit der dimensionellen Regularisierung liegt auf der Hand, wenn man
ein Passarino-Veltman-Integral genauer unter die Lupe nimmt:

2
Ag=m*(et —yg +Indr —In (Z;) + 1+ O(e)) (4.4)
Die Auswertung der Schleifenintegrale fiihrt auf sogenannte ultraviolett-divergente

Anteile, sodass beispielsweise in Ag der Summand % auftaucht und die Riickfithrung
zur Ausgangsdimension via D = 4 — e das Integral sehr problematisch macht
(die Gestalt der anderen Passarino-Veltman-Integrale findet sich in Anhang E,
dort auch Konkretes zu vz etc.). Nicht alle Passarino-Veltman-Integrale sind UV-
divergent, eine Ubersicht findet sich in (E.1.). Das Verfahren der Renormierung
(hier: multiplikative Renormierung) versucht durch eine Transformation der La-
grangedichte weitere Terme zu generieren, welche sich mit den Divergenzen der
Schleifenintegrale aufheben. Dies ist etwa dafiir notwendig, dass die Elektronen-
masse nicht unendlich ist - was es offenkundig zu vermeiden gilt. Auf tree level -
Niveau wiirde man intuitiv die Masse als Pol des fermionischen Propagators anneh-
men. Die Natur spielt sich jedoch nicht auf tree level -Niveau ab. Man bezeichnet
diese Masse als nackt (mgb), von engl. bare), da die virtuellen Korrekturen un-
berticksichtigt bleiben.
Um der Divergenz durch die Korrekturen zu entgehen, formuliert man méb) =
Zmme und transformiert damit jedwede nackte Grofle auf eine renormierte Grofe.
Dabei gilt im Allgemeinen Z; = 1 4 §Z;, wobei ein ¢ einen sogenannten Coun-
terterm symbolisiert. Ein solcher tritt als neues Feynman-Diagramm auf, welches
aus der transformierten Lagrangedichte abgeleitet werden kann. Sie verschwinden
fir Z; — 1; im Falle der nackten Groflen wéire ihr Auftreten auch irrelevant. Am
einfachsten lésst sich die Prozedur wiederum mit dem QED-Lagrangian verstehen,
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

welcher in seiner nackten Form das bekannte Aussehen aus Kap. 3.1 besitzt, wobei
wir nun den Feldstérketensor ausschreiben und eine Eichfixierung implementieren,
welche nun mittels Kap. 3.4.1 verstanden werden kann.

b 1
[’((QBED = _Z(aﬂAl(/b) - 9,A)? - %W@“A(b )? (4.5)

(u? m ) b)+eb)Ab)¢b) H¢

Konsequenterweise miissen alle auftauchenden Grofien multiplikativ renormiert
werden:

AP = ZaA, O =20 ¥ =Ze m =Zume €V =Zg (46)

Wie erwartbar ist, erhdlt man nun eine renormierte Lagrangedichte der urspriinglichen
Gestalt (4.7), an die sich additiv die Counterterm-Beitrage (4.8) anschliefen, wel-
che die aus den Korrekturen entstandenen Divergenzen eliminieren sollen:

215(8“’4")2 + UG — me) + eA vy (4.7)

1 Z _
2(7? — 1)(0"A,)? + 6 Zybidhi) (4.8)

~(ZZm = V)oet) + (ZeN ZaZy — V)eAyiyd

Dies ist eine theoretisch elegante Version, die Counterterme zu bestimmen. Mit
einigen Hilfsidentitdten kénnen die expliziten Berechnungen jedoch verkirzt wer-
den, sodass nicht fiir jeglichen Prozess die gesamte Lagrangedichte transformiert
werden muss. Die Renormierung der Vertexkorrekturen bringt eine Transforma-
tion der Quarkmasse m, und seiner Wellenfunktion ¢ mit sich. Der renormier-
te Kopplungsfaktor gey, muss dann in die Amplitude der fithrenden Ordnung
(tree level) eingefiigt werden. Die Transformation findet dabei gemafl

1
Loep = —i(auAl, — 81,14#)2 —

1
—ZazA(auA,, —0,A4,)° —

1
m® = mg+6Z, YO =Y+ 50%u (4.9)

statt. Die Counterterme berechnen wir spéter explizit aus den Selbstenergie-
Schleifen, die zum einen auf QCD-Ebene, aber auch auf SUSY-QCD-Ebene gefun-
den werden konnen. Neben dem simplen tree level--Propagator erhélt man einen
Selbstenergieterm I1%%(p) und den Counterterm. Die nachfolgende Abbildung ver-
anschaulicht diese drei Beitrége.
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Abbildung 4.3.: QCD-Korrektur: Nackter Quark-Propagator mit Counterterm,
der die Divergenzen aus der Quark-Gluon-Schleife (unten)
beseitigt.

Man erhélt insgesamt eine allgemeine Funktion I'V¥(p), fiir die wir die on shell -
Renormierungsbedingungen formulieren kénnen (dies ist moglich, da die Masse des
propagierenden schweren Quarks bekannt ist). Sie sollen zum einen die physikali-
sche Masse mit der renormierten gleichsetzen und zum anderen d,, fixieren:

T (p)u(p) = iu(p) (4.10)

by — ;
I (p)u(p)lp2=mz = 0 pzlf?ngp—mq
In umfangreicher Rechnung kann man nun die Berechnungsvorschriften fiir die
Counterterme herleiten (en détail in [13]). Es geniigt zu wissen, dass man die
Selbstenergie-Funktion in einen skalaren (S), pseudoskalaren (P), vektoriellen (V)
und axialen (A) Teil aufspalten kann:

%% (p) = mglI{e (p) + PGS () + mgy TR (p) + py° T4 (1) (4.11)

Es folgt dann aus den Renormierungsbedingungen:

0Zm = H% (p)‘pQng + H%\% (p)’IJZ:mg (4'12)

omyY, (p) NS (p)

= 5o 0 T+ T ) 419

1%
(p
Die Renormierbarkeit macht eine Quantenfeldtheorie wertvoll, da andernfalls ih-
re Vorhersagen unphysikalisch blieben. Wéhrend das Standardmodell renormier-

bar ist, gelingt die Quantisierung einer Feldtheorie bei Weitem nicht immer. Die
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

storungstheoretische Entwicklung der Einstein-Hilbert-Wirkung ist bis auf weite-
res nicht renormierbar. Fiir eine stringente Quantengravitation sind offenbar die
richtigen mathematischen Strukturen noch nicht gefunden.

4.1.3. Reelle Korrekturen: Die Beseitigung der IR-Divergenz

Wiéhrend die UV-Divergenzen im Grenzfall ¢ — oo auftreten, kann auch der
Fall ¢ — 0 zu Problemen fithren (Infrarot-Divergenz), jedoch nur, wenn masse-
lose Teilchen am Prozess beteiligt sind. Dies befreit uns schon einmal von der
Notwendigkeit, die SUSY-QCD-Prozesse (massives Gluino) in Betracht zu ziehen.
Benotigt wird hierbei aber keine Renormierung, sondern ganz dhnlich zur virtu-
ellen Vertexkorrektur die Emission eines realen Teilchens. In der QED kann man
diesen Effekt etwa mit der Bremsstrahlung gleichsetzen, wir betrachten aber eine
Gluonenemission. Die Starke in der Behandlung der IR mit reellen Korrekturen,
welche auf Phasenraumintegrale fiihren, steckt mathematisch im folgenden Theo-
rem [14] [15]:

Theorem (Kinoshita, Lee und Nauenberg, 1964): Die perturbative Be-
handlung des Standardmodells als Ganzes fiihrt auf IR-endliche Ergebnisse. Die
Divergenzen der Schleifenintegrale werden durch Phasenraumintegrale in Gdnze
kompensiert.

Diese besagten Phasenraumintegrale machen die Thematik der reellen Korrektu-
ren recht umfanglich. Wurde zuvor bei der Berechnung des totalen Wirkungsquer-
schnittes eine recht einfache Integration der Form (3.19) durchgefiihrt, so liegen
bei den Abstrahlungen 2 — 3-Prozesse vor, welche die Prozedur verkomplizieren.
Die Berechnung der quadrierten und gemittelten Amplitude verlduft zunéchst
analog zu den vorherigen Berechnungen, jedoch muss sich dem Integrationspro-
zess nun genauer zugewandt werden: Im Falle gleicher Massen der eingehenden
Teilchen kénnen wir den totalen Wirkungsquerschnitt tiber

1 _

/da - f/\MFdPS(") (4.14)
formulieren, der Vorfaktor % = ﬁ heifit Flussfaktor, F' kann nur im hier vorliegen-
den Spezialfall der gleichen Massen derart geschrieben werden, wobei v die relati-
ve Geschwindigkeit der beiden Teilchen darstellt. Typischerweise wird er iiber die

Kéllén-Funktion x (Anhang E.2.) ausgedriickt, sodass man folgende Formulierung
findet:

F = 2k(s,m2,m3) (4.15)
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Man findet hierin die Massen der eingehenden Teilchen a und b.
Das Integrationsmaf bildet nun das allgemeine Phasenraumelement dPS™ fiir
einen 2 — n-Prozess mit n auslaufenden Impulsen p; der Form

AP ) i
dps™ = ( — = D) Y (pat+p— Y p 4.16
1 2B, (27)3 (2m) b kz::l b (4.16)

k=1

Die Diracsche d-Distribution ist offensichtlich fiir die Energie- und Impulserhal-
tung zustindig. Diese Integrale sind kompliziert, weswegen man zumeist einen
numerischen Ansatz wahlt. Es existieren jedoch generische Integrale, die eine ana-
lytische Herangehensweise erlauben. In der folgenden Nomenklatur wird der Ge-
samtimpuls der einlaufenden Teilchen als pg bezeichnet, es lduft anschlieflend ein
Quark-Paar mit den Impulsen p; und ps und gleichbezifferten Massen aus, das ab-
gestrahlte Teilchen trage den Impuls ¢. Im Anhang (E.2.) findet man die expliziten
Ausdriicke (aus [17]) der Integrale

(mmm)_i @@@5( )
0,1M1,M2) = ~5 2F, 2B, 2F, Po—P1—P2—4(g

(£29p;,)---(+24p;,,)
(£2qpi, ). (£2qp;,,)
T A
Man kann somit ¢ komplett als Linearkombination dieser I{fy’_:‘;{im (mo, mq, ms)
formulieren, ohne selbst integrieren zu miissen, dhnlich wie bei der Tensorreduk-
tion. Es ist jedoch zu beachten, dass diese Herangehensweise nur in sehr weni-
gen Spezialfillen auftritt. Eine analytische Losbarkeit wird insbesondere dadurch
gewdhrleistet, dass die auftretenden Skalarprodukte winkelunabhéngig sind. Die
explizite Berechnung dieser Integrale, um die auf die Ausdriicke in Anhang (E.2.)
zu bringen, ist keineswegs trivial. Der analytische Ausdruck hat allerdings den
Vorteil der eingesparten Rechenzeit.
Die entstehenden Polstellen im Falle ¢ — 0 bringen Divergenzen mit sich, die
durch die Einfithrung einer formalen Photonen- oder Gluonenmasse A eliminiert
werden konnen. Dies zeigt beispielsweise der Ausdruck

"717"~'7]m
115-ytn

Iy = 41m4 l/@ In </€2> — Kk —(m? —m3)In (ﬁl) —m2ln 60] (4.18)

0 Amomima B

welcher wegen A\ offenkundig divergiert. Analog zu den Countertermen wird
demzufolge die Singularitidt subtraktiv beseitigt. Aus den Integralen extrahiert
man den Pol In(\?), welcher mit den auftretenden Polen in den Passarino-Veltman-
Integralen verrechnet wird. Deren explizite Gestalt findet man in der Tabelle zur
IR-Divergenz in Anhang (E.1.).
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4.2. Berechnung der NLO-Korrekturen

4.2.1. Vertexkorrekturen

Die Korrekturen werden sich stets in QCD und SUSY-QCD aufteilen und sind
jeweils in der Ordnung O(ag), ein Faktor, der auf tree level nicht auftrat. Man
kann ihn via

_ 98
4w

definieren mit der starken Kopplungskonstante gg, welche in den Kopplungen
in Anhang (B.3) auftaucht.

as (4.19)

Das Vorgehen zur Berechnung des Gluonenaustausches (siehe Abb. 4.2) erfolgt
vollig analog zu den Feynman-Regeln auf tree level -Niveau, nur treten nun zwei
weitere Vertices bei der Quark-Gluon-Kopplung auf. Die so erhaltene Amplitude
auf NLO-Niveau lédsst sich typischerweise mit jener aus der tree level -Rechnung
faktorisieren, was die spatere Implementierung wesentlich vereinfacht. An dieser
Stelle sei angemerkt, dass sich die Rechnungen nur auf den Austausch des leichten
ungeladenen Higgs-Bosons h° fokussieren.

Die Berechnung der Amplitude erfordert eine Festlegung der Impulse per eigener
Konvention. Das Gluon trage den Impuls ¢, sodass sich fiir jede gewéahlte Richtung
der Impulse die anderen aus deren Erhaltung ergeben. Neben der Quark-Higgs-
Kopplung (Anhang B.2.) wird nun die Kopplung der Quarks an das virtuelle Gluon
als Vertexfaktor benotigt:

—igsy"'T}; (4.20)

Zwischen den Vertices miissen die Quarks durch Propagatoren beschrieben wer-
den, der fermionische Propagator (fiir einen allgemeinen Impuls p) besitzt in
Feynman-Eichung die Gestalt

i(p+my)

4.21)
52 (
p my

Die Quarks propagieren innerhalb der Schleife im Rahmen der Impulskonventi-
on mit den Impulsen g+p. und ¢—py. Der Gluonenpropagator ist der gewohnliche,
fiir das Vektorboson bekannte Propagator. Um die Faktorisierung zu veranschauli-
chen, formulieren wir die Amplitude des gesamten Prozesses inklusive Staus. Man
wéhlt einen Startpunkt der Schleife und integriert eine Umdrehung entgegen dem
Fermionenfluss:

33



4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

G759 M% qg+p, +mg
MY 1112>'ﬂpc~ /qugTaVH c

y <(¢—¢d+mq ) (9s7) (25 ) vt

q — pa)* —mg

7o
_ ( 1% ) - w(pe) AGepv(pa) (4.23)
5 —mio

Es gilt nun, AZZCD mit den Passarino-Veltman-Integralen auszuwerten. Dazu
lasse man den Nenner zunéchst aufler Acht und werte den Zéhler mit den ver-
schiedenen Identitéiten fiir y-Matrizen aus Anhang A aus. Das Ausschreiben der
Feynmanschen Slash-Notation fithrt nach Ausmultiplikation auf:

Dmi; + (2 = DYmgy"[(q = pa)u+ (¢ +pe) )] + 49" — (4= D)y )+ pe) u(q — pa)s

(4.24)

Die Anzahl der g gibt Auskunft dariiber, welche Stufe das Tensorintegral besitzt.

Fiir einfaches oder gar kein Auftreten ist die Reduktion simpel. Die Verjingung

von C* ist umsténdlicher, sodass man sich fiir den einzigen Term mit ¢? eines

kleinen Tricks bedienen kann - man kiirzt es direkt als By-Integral via Substitu-
tion:

1

v D ~ 2,2 2
CU :/d Q<(q+p>2_m2)<p3_m2)7 q:q+pC:>B0((pC+pd) 7mq7mq)
¢ q q
(4.25)

Ferner wird der Rest als Linearkombination von Cj ;2 beschrieben, sodass am
Ende bleibt:

2
ag
ECF lDBO(Sa mga mg) + ZO Czcl(p?ia Sapg7 mga mgv 0) (426)
CO = Dmg + (D — Q)mq(pd - pc) - 4pc “Pd + (4 - D)ﬁcpd
(1= 2(2 - D)mqpc - 4m3 —4dpc - pa+ (4 - D)?de
G2 = —2(2 = D)mgp, — 4pe - pa+ (4 = D) p, — 4my

Der Ursprung der jeweiligen Farbfaktoren Cr wird in Anhang D beschrieben.
Aus der Farbalgebra der QCD koénnen alle nachfolgend auftretenden Farbfaktoren
hergeleitet werden.
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

In diesem Falle zeigt (4.26) jedoch in Teilen eine andere kinematische Struktur
als die des tree level, da die Slashes die Algebra bei der Auswertung beeinflussen.
Um die Faktorisierung mit dieser Amplitude zu ermoglichen, formulieren wir sie
in der Struktur:

P+Q(p, +me) + R(p, —ma) + S(p, +me)(p, — ma) (4.27)

Man macht sich die Eigenschaft des Dirac-Operators aus der gleichnamigen
Gleichung zunutze, dass er auf die Spinore u(p.) und v(pgq) angewandt diese ver-
schwinden lasst. Es verbleibt nach geschicktem Umstellen demzufolge nur:

a
Ach = ﬁCF {430(3, m?], mg) + (8mg —25)(Ch + Cy) — 2300} (4.28)

Dieser Ausdruck faktorisiert nun problemlos. Im Lichte der vorangegangenen
Rechnung wird der kurzfristige Zerfall in zwei Squarks beschrieben: Diese tauschen
ein Gluino aus und werden anschlieflend zu Quarks, damit sich der Gesamtprozess
nicht édndert. Dieser Prozess hat die Visualisierung in Abb. 4.4:
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Abbildung 4.4.: Das h° zerfillt kurzzeitig in zwei Squarks, die ein Gluino
austauschen.

Wihrend in der Arbeit die Flavour-Mischung iiber die CKM-Mischungsmatrix
(nach Cabbibo, Kobayashi und Maskawa, welche zwischen Wechselwirkungs- und
Massenbasis vermittelt) zu betrachten nicht notwendig war, sollte in SUSY-QCD
jedoch die Mischung der Squarks beriicksichtigt werden. Diese begegnete uns schon
in der Einfithrung zum skalaren Tau, wo die Mischung ebenfalls iiber eine nicht-
diagonale Matrix stattfindet. Die Stops und Sbottoms betrifft dies ebenso, sodass
wiederum eine allgemeine Drehmatrix D? vorliegt:

(#) oo ()= (=0 o) (2)
G2 dr —sinfy cosby) \qr
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

DY diagonalisiert dabei die jeweilige Massenmatrix. Die Betrachtung der Higgs-
Sfermion-Sfermion-Vertexfaktoren in Anhang (B.2.) offenbart, dass alle denkbaren
Kombinationen von §; und g fiir den h°-Austausch infrage kommen. Man erhélt
demzufolge eine Summe aus vier Amplituden:

2
Mysy = > Musy(Gm, dn) (4.30)
m,n=1
Die Squark-Quark-Gluino-Kopplung héngt entscheidend von der Definition der
Mischwinkel ab. Wir folgen der Konvention aus [20] und verwenden jene, die sich
aus untigen Massenmatrizen ergeben.

M2 — mZ, — (3 — 3sin? Oy ) MZ cos 23 + mj —myp(A® + ptan 3)
b —my(A® + p* tan 3) m? — T M?Z cos 2B sin? Oy ) + m}
(4.31)
M2 — mg, + (3 - % sin? Oy ) M2 cos 23 + m? —my (AT + pcot 3)
t —my (A" + p* cot B) m2 — 2M% cos 2(3sin? Oy ) + m?
(4.32)

Die auftretenden Groflen sind bereits aus Kapitel 2 bekannt. Fiir die Kopp-
lungen der Squark-Quark-Gluino-Vertices bediene man sich an den Faktoren aus
Anhang B.3.

Man erhélt als allgemeine Form der Amplitude (dem Gluino werde der Impuls ¢
zugeschrieben):

o Gi,GT )
MgUsy(Qm,Qn) = (W) \/_gST
HO
x  (D§,Pr — D},Pr)) <qg+ “2) V2gsT*(D — DI Pr)) (433
9

= )( : ><>
(G—pa)? —m2 ) \(g+p)?—mg, ) °

Bereits offensichtlich ist, dass die reduzierte Amplitude (Reduktion vollig analog
zu QCD-Vertex) auf Passarino-Veltman-Integrale des Typs C' fiihrt. Wir lassen
den Nenner aufler Acht und werten den Zdhler aus, wobei man sich die Kommuta-
torrelation der v°-Matrix zunutze macht, um die Projektionsoperatoren sinnvoll
zusammenzufassen. Man findet mithilfe dessen namlich beim Tausch des Squark-
Quark-Gluino-Vertex mit ¢, dass sich ersterer zu
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

Dy Pp— DI Pp (4.34)

wandelt. Wir erhalten fur die vier einzelnen Zahler schlie3lich:

Z[q1, q1) : mg(sin 04 P, + cos 03 Pr)(sin 05 Pg + cos 0;Pr,)

4.35

+q(cos 0P, + sin 03 Pr)(sin 03 Pr + cos 03Pr) (4.35)

Z[q1, G2) : —mg(sin 03Py, + cos 05 Pg)(cos 5P — sin 05 Pr) (4.36)
—¢(cos 03P, + sin 05 P)(cos 03 Pg — sin 5P '

Z[q~2, (jl] LMy (COS 9q~PL — sin QqPR)(SiH QqPR -+ cos QQPL) (4 37)
+¢(sin O3 P, — cos 03 Pr)(sin 63 Pr + cos 03 PL) '

Z(q2, G2) - mg(cos 0gPr, — sin 03 Pr)(cos 05Pr — sin 05Pr) (4.38)
—¢(sin 03P, — cos 0 PR)(cos 03 Pr — sin 03 PL,) .

Dies lasst sich nach lédnglicher Rechnung bei Ausnutzung der Idempotenz der
Projektoren in die gesamte reduzierte Amplitude einfiigen, die sich stark zum
folgenden Ausdruck kiirzt:

asCr|mg . G 11 G 22
'AgUSY = Tom 79 Sm@‘%)(G(fuC(() - Ggmoo( ))

. C£12)+C§21)

+l¢c(G?110£n) + G O - Con— 5 — sin(207)7°) (4.39)
(12) (21)
i (11 i (22 : O3 +C .
_Zpd(G(fllcé )+ G%21C’§ - G%n% sin(260;)7°)
mit
CZ,(mn) — Ci(mg, s, mg, Mg, Mg,, , mdn) (4_40)

Die kinematische Struktur, die notwendig ist, damit die Korrektur-Amplitude
mit dem Baumniveau faktorisiert, wird in Analogie zur QCD durch Ausnutzung
der Dirac-Gleichung gewonnen.

4.2.2. Selbstenergien: Counterterme

Im Folgenden werden die Counterterme, welche die UV-Divergenzen aus den
Vertexkorrekturen beseitigen sollen, aus den Selbstenergietermen abgeleitet. Die
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

QCD-Selbstenergie in NLO des Quarks kann durch Auswertung des Feynman-
Diagramms in 4.5 bestimmt werden.

Ya

Y
0o

Abbildung 4.5.: QCD-Beitrag zur Quark-Selbstenergie.

Dafiir erhalte das Gluon den Impuls ¢ — p, also das Quark den Impuls ¢. Man
erhalt dementsprechend als reduzierte Amplitude:

S _ M% D Q. b g+mq Q. b
‘AQCD 1672 /d q(gST Y ) ((q _p)Q(qg _ mg)) (gST g ) (441)

Die Auswertung erfolgt schnell, man erhélt

«
ASCD = _Z;CF(quBO(p2a 0, mq) -(2- D)PBl(pQ, 0, mq)) (4.42)
Die Counterterme werden geméfl den Gleichungen aus 4.1.2 berechnet:
8Ly = Z‘icF ((2 = D)By(m2,m2,0) — DBy(m?2,m2,0)) (4.43)
T
OZS 2
02y =7 >Cr ((D = 2)By(mZ,m?,0) = 2m? [(2 = D)By(m2,m2,0) — DBy(mZ,m?,0)| )
T
(4.44)
Es wird verkiirzt 9B
d (4.45)

' gl
geschrieben.
Die Behandlung der SUSY-QCD-Selbstenergie ist wiederum umfangreicher, da

die beiden Squarks beriicksichtigt werden miissen. Das zugehorige Feynman-Diagramm
sieht wie folgt aus (Abb. 4.6):
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

Ya

Abbildung 4.6.: SUSY-QCD-Beitrag zur Quark-Selbstenergie.

Die Entstehung der Squark-Gluino-Schleife fithrt zwei Amplituden mit sich (fir
die Squarks vom 1- und 2-Typ), welche analog zur Vertexkorrektur addiert werden.
Man erhélt die folgende reduzierte Amplitude, wenn das Gluino den Impuls ¢
tragt:

G + mg
Afysyldn) = 1= / 4Pq(V2gsT* (D, P — DY, Pr)) (j_m)>

(4.46)

; ; 1
x (V2gsT“(D§,Pr— DI, Pp ()
( (D2 1nF%)) (¢ —p)* —mg,
Wie bei der SUSY-QCD-Vertexkorrektur kénnen die Idempotenz und die Kom-
mutatorrelationen fiir die Projektionsoperatoren angewandt werden, um nach ei-
nigen Schritten zum Ergebnis zu kommen:

Qg .
> Ausy(Gn = 5Cr|mgsinbq cos 04(Pr + pr) Bo (p*,mg, mg,)
n=1,2
—p(sinz eqPL + COS2 eqPR)Bl (p27 Mg, m@l) (4 47)
—mg sin 05 cos 03(Pr + Pr)Bo(p*, mg, mg,)

—p(cos® 03P + sin® 05Pg) B1(p*, my, méiz)]

Fiir die Counterterme nutzen wir die Definitionen der Projektionsoperatoren
und filtern einen skalaren und vektoriellen Anteil heraus, wobei Additionstheoreme
zum Einsatz kommen. Es folgt:

S(s
ASihy = 2 —Cp 72m - sin(20) (Bo(p?, mg, ma,) — Bo(,mg,mg,))  (4.48)
q
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

Sv ag
Aty = —5.Cr (Bi(p?,mg.mq,) + Bi(p*,mg,mg,)) (4.49)

Einsetzen in die Gleichungen (4.12/4.13) liefert unsere Counterterme:

a ms .
802, = ﬁC’F [277;7 3111(29@)(30(7712, Mg, Mg, ) — Bo(mg,mg,qu))
q
(4.50)
—<Bl(m§v mg, mg,) + Bi(m?, mg, m@))

§Zy = S0 |B (m2,mg,mg,) + Bi(m2,mg, mg,)

’lZ) - 27T F 1 q’ g, q1 1 q’ g q2
—mgmg sin(26;) (Bo(mz, mg, Mg, ) — Bo(mg, mg, m52)> (4.51)

+2mg <Bl (mg, mg, Mg, ) + Bl(mg, mg, qu)ﬂ

Es verbleibt anschlieflend zu tiberpriifen, inwieweit sich die UV-Divergenzen auf-
heben mit jenen, die die Berechnungen in (4.2.2) ergeben haben. Die Beseitigung
der Infrarot-Divergenzen kann nun durch die nachfolgende Rechnung erfolgen.

4.2.3. Reelle Korrekturen

Die bestehenden Infrarot-Divergenzen kénnen wie beschrieben durch die Additi-
on der reellen Korrekturen in Form von Gluonenabstrahlung vermieden werden.
Erneut sei darauf hingewiesen, dass nur masselose Teilchen abgestrahlt werden,
sodass der SUSY-QCD-Beitrag aufgrund der Gluinomasse obsolet wird. Beide
Quarks konnen hingegen ein Gluon abstrahlen, sodass in die endgtltige Amplitu-
de M@ und M® eingehen. Visualisiert sind dies die untigen Diagramme (Abb.
4.7):
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

(a) q (b) q
Ao KO
T ga ~— 7~ Ja
q q

Abbildung 4.7.: Reelle Korrekturen - die Abstrahlung eines Gluons. Die beiden
Szenarien (a) und (b) gehen additiv in die Korrekturterme ein.

Hier verlésst man die Schleifenintegrale und fasst den Prozess als 2 — 3-Prozess
auf tree level auf, der wie iiblich mit Feynman-Regeln ausgewertet wird. Es sei
bemerkt, dass die Berechnungen recht langlich sind und nur markante Punkte
auf dem Weg zum Endergebnis skizziert werden. Neu ist hierbei das Auftreten
eines reellen Vektorbosons, welches als Polarisationsvektor ¢* behandelt werden
muss. Ahnlich zum Dirac-Spinor haben wir hier eine GréBe, bei der tiber alle
Polarisationen o des Vektorbosons summiert werden muss, welchem der Impuls p,
zugeordnet werde. Fiir das auslaufende Gluon benétigt man e#*(p,, o), fiir welches
in Lorenz-Eichung bei der gemittelten Quadratur

> (pe,0)e” (pe, o) = —g" (4.52)

g

gilt. Somit kénnen wir als Amplituden schreiben:

GTiis5 (. +p,) +my
MW = T2 g g )y, e e v(pa)e"™ (pe, o 4.53
P = B e e e ) @
G758 —(p,+p)+my
M) = Z1L2 g ag(p,)—dTe #(pe, 4.54
R 5 — mio gs u(p ) (pd"’pe)z _mg ’Y#U(pd)(? (p U) ( )

Dabei wurden die Quarks zwischen den Vertices als fermionische Propagatoren
aufgefasst, jegliche Kopplungen sind schon aus fritheren Berechnungen bekannt.
Die Quadratur fihrt auf drei Summanden (die zwei Interferenzterme kénnen zu
einem zusammengefasst werden, da reell).

(a) 11155 i 1
M a)|2 — —C 111°2 Ta
(M| F (s —m 98 ((pe + pe)? —m2)? (4.55)

X TT[(?C + mq)')/u(?c +p,+ mq)(pd - mq)(pc +p,+ mg)7*
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

q 2
1

MWY12 = _op [ 2122 e

M| s —m2, 95 ((pa +pe)? —m2)?  (4.56)

x o Tr[(p, A me) v =P, = P, ma) (P — may (=P, =P, + M)

(@) y4) 11154 ? 1
e : <$ — M ((Pe +pe)? —m2)((pa + pe) —m3)  (4.57)

x o TP, A me) v, P, me) (P, — ma)y " (=P, — P, )

Nun kann der Ausdruck mithilfe der Integrale aus (E.2.) zu einem totalen Wir-
kungsquerschnitt umgeformt werden. Man beachte fiir eine sinnvolle Umformung
in zunichst, dass p? = mf] = 0 und pg = pfl = myg. Die Spurauswertung fiihrt
zudem auf Skalarprodukte, die in den I}'""7/™ (mg, m1, mz) nicht vorgesehen sind,

wie etwa p‘{c p&d). Dazu betrachte man den Prozess formell als 1 — 3-Prozess, wo-

bei das einlaufende Teilchen die Masse mg besitze. Man kann daraus auf einfache
Weise die Relation

S
Pe*Pd = 5 = Mg — PePe — PaPe (4.58)

herleiten. Die Auswertung der Spuren durch FeynCalc kann darauthin auf fol-

gende Weise umgeformt werden (Vorfaktoren seien zwecks Abkiirzung schlicht als
A bezeichnet):

(a))2 _ 16A(pcpe * PdPe + (pcpe + mg — PdPe — pcpd)mg)
M (pepe)? (4.59)
Oz _ L6APepe - pape + (Pape + M2 — pepe — pepa)m?) »
Ml (pape)? (4.60)
M@ g ® _ LOAPepa(pepe + pape — mg) + 2pepe - pape + 2(pepa)” — 2mg (pepe + pape)
R R —

(Pepe) (Pape)
(4.61)

Ausgedriickt via If'll”."'y'i’im(mg,ml,mg) ergibt sich als Endergebnis aller reellen
Korrekturen durch Gluonenaustausch:

1 a
prg /dcr - = / M+ MPPRaPs® (4.62)
Wir kénnen F' durch 2k(s, mg, mg) ausdriicken (Ndheres im Anhang zum Fluss-

faktor und zu ), ferner muss beachtet werden, dass dPS®) aus (4.16) nicht exakt
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4. Berechnung von NLO-Korrekturtermen

mit den I} (myg, my, ms) ibereinstimmt, sondern diese einen Vorfaktor 1/327
bendtigen, sodass man erhélt:

GTy159 29 1
ges 111°2 a 2 2
op =CFf (s m}%o gsT > 303 (2mq(2s - 8mq)

X (I + Ing) = 8mi(I + L) — 4(I7 + 1) + 8(s —m)) I
—8(4s — 8m?) Iy + La(12m]s — 16m; — 5°))

(4.63)

4.3. Einbindung aller Korrekturen in den
Wirkungsquerschnitt

Bei sémtlichen Berechnungen konnten wir die Faktorisierung mit der tree level-
Amplitude ausnutzen. Wird diese quadriert, werden nattirlich diejenigen Kor-
rekturterme, die dann mit O(a?) eingehen, nicht beriicksichtigt, da wir nach
wie vor in erster Ordnung korrigieren. Bei den Countertermen muss beachtet
werden, dass die Amplitude einfach die Quarkmasse und zweifach die Quark-
Wellenfunktion beinhaltet (betrache QCD-Lagrangedichte in Anhang C), weswe-
gen auch der Counterterm in dieser Anzahl auftritt. Es verbleibt:

(Myes|* = MR +IMGE P (2AGep +2A50 gy +20 Zn+20Zy) + | MG * (4.64)

Gewissermaflen wurde damit nur der Kopplungsfaktor der Higgs-Quark-Quark-
Kopplung modifiziert, was die Implementierung leichter gestaltet. Die Korrektur
geht im Ubrigen nur in den quadratischen h9-Term ein, alle Interferenzen der
anderen Austauschteilchen mit dem schweren skalaren Higgs-Bosons bleiben un-
korrigiert.
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5. Dunkle Materie: Grundlagen und
Methoden

5.1. Das dunkle Universum

Mit seinen berithmten Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitatstheorie

8rG

GM = 7T‘“’ (5.1)
schuf Albert Einstein das Fundament der modernen Kosmologie. Mit dem Einstein-
Tensor G*, einem rein differentialgeometrischen Objekt, und dem Energie-Impuls-
Tensor T" wird die Geometrie der Raumzeit mit ihrem Materie-/Energieinhalt
verkniipft und damit die Gravitation geometrisch interpretiert: Die Massen diktie-
ren dem Raum, wie er sich kriimmen soll, wobei er seinerseits den Massen diktiert,
wie sie sich bewegen sollen, fasst es J.A. Wheeler vortrefflich dezidiert zusammen.
Die Elemente der ART sind wesentlich komplizierter als es den Anschein hat - die
grundlegende Idee sollte nur kurz présentiert werden, um die einige weiterfithrende
Inhalte besser zu verstehen.

Die Dynamik unseres Universums wird im Wesentlichen durch dessen Massen-
bzw. Energiedichte p, teilweise auch 2, bestimmt; die Strukturbildung im Uni-
versum durch die Massenverteilung. Die Einsteinschen Feldgleichungen und deren
Losungen lassen drei mogliche Formen des Universums zu (genauer: die Robertson-
Walker-Metrik), oberhalb einer kritischen Dichte p, ist es sphérisch gekriimmt (die
Kriimmung K wird 1), unterhalb hyperbolisch (K = —1). Messungen legen nahe,
dass fiir uns der dritte Fall zutrifft und ein euklidischer (dreidimensional flacher)
Kosmos der unsrige ist, sodass p = p.. Zunéchst scheint die Kosmologie auf siche-
ren Beinen zu stehen. Dies éndert sich durch die Feststellung, dass die gewohnliche
baryonische Materie nur (0,044 £ 0,0017) 2 [26] ausmacht. Es ist regelrecht frap-
pierend, dass nur knapp 5 Prozent der Masse des Universums bekannt sind! Wie
gleich zu sehen, gibt es gute Griinde, dass wesentlich mehr Materie im Univer-
sum vorliegt als sichtbare - es etablierte sich der Begriff der dunklen Materie.
Addiert man diesen Anteil hinzu, erhalt man jedoch lediglich (0,308 £ 0,012) Q.
Uber den Rest ist noch weniger bekannt, man geht nur davon aus, dass diese so-
genannte Dunkle Energie fiir die 1998 beobachtete beschleunigte Expansion des
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Universums verantwortlich sein muss, indem sie antigravitativ wirkt. Man driickt
diese durch die Kosmologische Konstante A aus, die zunachst Einstein einfiihrte,
um ein statisches Universum zu konstruieren. Er verwarf nach der Entdeckung
dessen Expansion diese jedoch, und erst im Zuge des Aufkommens der Dunklen
Energie wurde sie wieder populdr. Die Dynamik des Universums ist durch die
Friedmann-Lemaitre-Gleichungen bestimmt:

(2 =820, KA
3 a? 3

é B _47TG

: (5.2)

A 2
o= @(pc2 + 3p) + TC

p ist hierbei der Druck des kosmischen Substrats, a der Skalenfaktor, der die
relative Grofenordnung des Kosmos beschreibt (Anm.: Die Energiedichtevertei-
lungen werden typischerweise mit €2 bezeichnet, die gesamte Energiedichte in obi-
gen Gleichungen eher mit p). Im Ubrigen kann man % mit der Hubble-Konstante
H = 67,89 Ml},“C‘.S identifizieren. Ein beschleunigt expandierendes Universum ist
eine Losung fir eine positive Kosmologische Konstante. Zusammen mit der (kal-
ten, nur gravitativ und schwach wechselwirkenden) Dunklen Materie liegt nun
das A-CDM-Modell (fur cold dark matter) vor - in Analogie zum SM ist es eine
Art Standardmodell der Kosmologie, definiert tiber einige Konstanten wie H oder
die verschiedenen 2, das sich mit den Beobachtungen deckt. Doch das Problem
ist offenkundig - die Natur der Namensgeber dieses Modells ist bis dato voéllig
unbekannt, womit die grofien Fragen der Kosmologie noch offen sind! Wéhrend
die Dunkle Energie eher zwecks Vollstandigkeit erwahnt wurde, soll sich nun der
Dunklen Materie detaillierter zugewandt werden, da die SUSY zum einen Kandi-
daten fiir sie liefern konnte, zum anderen auch das skalare Tau (obgleich selbst
keine dunkle Materie) im frithen Universum die Dunkle Materie beeinflusst haben
mag. So nebulds diese zunéchst auch scheinen mag, Hinweise auf deren Existenz
gab es bereits sehr friih.

Mit grofler Skepsis begegnete man zunéchst 1933 den Beobachtungen des Schwei-
zer Astronomen Fritz Zwicky tiber den Coma-Haufen, einem Galaxienhaufen, des-
sen einzelnen Galaxien sich mit solcher Geschwindigkeit bewegen, dass nur das
etwa 400-Fache der sichtbaren Materie den Coma-Haufen gravitativ zusammen-
halten konnte [5]. Mit den Beobachtungen Vera Rubins ab 1960 iiber die Rota-
tionskurven von Galaxien verdichteten sich die Hinweise: Weit vom Galaxienzen-
trum entfernte Sterne umkreisen dieses mit viel zu hoher Geschwindigkeit, als
es die sichtbare Masse erlauben wiirde. Ein bemerkenswertes Indiz zur Existenz
der Dunklen Materie von 2006 [25] betrifft u.a. den Gravitationslinseneffekt: Die
durch Gravitation gekriimmte Raumzeit infolge der Feldgleichungen (5.1) kann
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den Lichtweg analog zu einer optischen Linse kriimmen. Grofle Massen, die nicht
direkt detektierbar sind, verraten sich indirekt tiber ihre Linsenwirkung auf die
Raumzeit. Aber auch die Untersuchung des intergalaktischen Gases gegeniiber
den Galaxien gibt ohne Dunkle Materie Rétsel auf.

Abbildung 5.1.: Uberlagerung vom sichtbaren Spektrum mit der pink gefirbten
Roéntgenemission des intergalaktischen Plasmas und dem blau-
en Gravitationspotential, die sich aus den Linseneffekten ergeben
[24].

Das sogenannte Bullet-Cluster (formell: 1E 0657-558) aus Abb. 5.1 zeigt zwei
Galaxienhaufen, welche vor etwa 100 Millionen Jahres kollidierten und nun aus-
einanderdriften. Das intergalaktische Medium wechselwirkte bei dieser Kollision
und verlangsamte sich (und strahlte die nachweisbare Strahlung ab). Es hat sich
seitdem weniger fortbewegt als die Galaxienhaufen, dennoch zeigen die blauen
Gravitationslinseneffekte die hochste Massendichte bei den Galaxienhaufen. Man
muss schlussfolgern, dass diese Dunkle Materie beinhalten, welche wie die Galaxi-
en selbst und im Gegensatz zum intergalaktischen Gas von der Kollision unbeein-
druckt ware. Ohne diese stiinde die erwartbare Massenverteilung im Widerspruch
zu den Gravitationslinsen.

5.2. Kandidaten fuir Dunkle Materie

Zugegebenermaflen ist die Natur der Dunklen Materie (Stand 2018) ein grofies
Ratsel. Aus ihrem Terminus geht unmittelbar hervor, dass mogliche Objekte nicht
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elektromagnetisch wechselwirken. Dies kann natiirlich zunéchst baryonische Ma-
terie sein, die keine bzw. zu wenig Strahlung emittiert wie kalte Gase oder Staub-
wolken. Auch zdhlen dazu die MACHOs (massive astrophysical compact halo ob-
jects), wie etwa Braune Zwerge als Sterne ohne Fusionsreaktionen. Doch leicht
zeigt sich, dass dieser Teil der Dunklen Materie unwesentlich sein muss und auf
nicht-baryonische Alternativen zuriickgegriffen werden muss. Die CDM wird hier-
bei durch sogenannte WIMPs (weakly interacting massive particles) représentiert,
deren Eigenschaften selbsterklarend sind. Das zuvor eingefithrte LSP, wahrschein-
lich scheint das leichteste Neutralino X9, ist ein ernstzunehmender Kandidat.
Andere Uberlegungen fithren schnell auf Widerspriiche: Die Strukturbildung im
Universum ist erwiesenermafen hierarchisch (bottom-up-Szenario), sodass sich
zunédchst einzelne Sterne bildeten und anschliefend Galaxien und Cluster. Ein at-
traktiver Kandidat wére naturlich das Neutrino, man spricht hierbei von

hot dark matter (HDM), doch der Einfluss der Dunklen Materie auf die Struk-
turbildung hétte im Falle schneller, heifler Teilchen zunéchst auf grofien Skalen
gewirkt (top-down-Szenario). Auch das sogenannte Axion als moglicher Kandidat
steht auf wackligen Beinen: Es wiirde erkliaren, warum die QCD eine CP-Invarianz
aufweist, doch beobachtet wurde es keineswegs. Offenbar kann man derzeit die
grofiten Hoffnungen in die SUSY setzen.

Nichtsdestoweniger sei abschlieBend auf die Untersuchungen von P. Kroupa [23]
hingewiesen, welche das CDM-Modell infrage stellen sollen. Die Forscher der Uni-
versitiat Bonn untersuchten Galaxien der Lokalen Gruppe und konnten den Effekt,
dass Galaxien mit viel Dunkler Materie heller leuchten miissen (sie zichen mehr
baryonische Materie zu sich), nicht finden. Es wurden bereits in den 80er Jahren
Theorien vorgeschlagen, die einen anderen Weg der Erklarung suchen, etwa die
modifizierte Newtonsche Dynamik (MOND) [18]. Das letzte Wort iiber die Dunkle
Materie ist damit noch langst nicht gesprochen.

5.3. Beobachtende Kosmologie:
Hintergrundstrahlung

Eine der besten Méglichkeiten zur Untersuchung der Struktur des frithen Univer-
sums ist die Messung der kosmischen Hintergrundstrahlung. Sie entstand beim Re-
kombinationsprozess im noch jungen Universum, als die Temperatur nach 380.000
Jahren auf etwa 3000 K absank und die Bildung stabilen Wasserstoffs durch freie
Elektronen und Protonen ermoglichte. Es lag nun keine dauerhafte Thomson-
Streuung mehr vor, sodass das Universum gewissermaflen sichtbar wurde und
das thermische Gleichgewicht von Strahlung und Materie aufgehoben wurde. Es
entstand die Hintergrundstrahlung/CMB (fiir cosmic microwave background) mit

47



5. Dunkle Materie: Grundlagen und Methoden

dem Spektrum eines schwarzen Strahlers. Die anschliefende Expansion geméfl
(5.2) lieB die Hintergrundstrahlung auf etwa 2,7 K abkiihlen. Sie lieferte einen
starken Nachweis der Urknalltheorie, welcher zuerst (tibrigens rein zuféllig) durch
Arno Penzias und Robert W. Wilson 1964 gelang und mit einem Nobelpreis be-
lohnt wurde (1978). Durchschnittlich 400 Photonen der CMB findet man in jedem
Kubikzentimeter des Universums, sodass das oft pathetisch als Echo des Urknalls
bezeichnete Strahlungsspektrum noch immer empirisch zugénglich ist. Heutzutage
lassen die winzigen Anisotropien im Strahlungsbild Riickschliisse auf verschiedens-
te physikalische Prozesse und Parameter hoher Relevanz zu.

Abbildung 5.2.: Die CMB-Anisotropien, vermessen durch den Planck-Satelliten
[22].

Zu Beginn der Arbeit wurde die herausragende Bedeutung von Symmetrien fiir
die Physik angesprochen, doch alle Perfektion hat ihre Grenzen - dankbarerwei-
se. Kleinste Abweichungen von Perfektion und Harmonie ermdoglichten erst die
Existenz jener, die heute dariiber sinnieren. Zu nennen ist einerseits die berithmte
Baryonenasymmetrie, zum anderen die Temperaturanisotropie in der CMB, wel-
che lediglich etwa 60 uK betragt. Aus ihr entstanden lokale Dichteschwankungen,
die im weiteren Verlauf die Entstehung grofirdumiger Strukturen wie Galaxien
und Galaxienhaufen ermoglichten. Eine Nachbildung dieses Prozesses gelang tiber
die sogenannte Millenium-Simulation [19]. Doch bestimmte Methodiken erlauben
auch die Bestimmung der Dichte von baryonischer und Dunkler Materie - die oben
erwahnten Daten aus dem A-CDM-Modell entstammen aus derartigen Untersu-
chungen [26].

Die Prézision der Anisotropie-Messungen nahm in den letzten Jahren betréchtlich
zu. Der COBE (Cosmic Background Ezplorer) brachte 1992 die ersten Messda-
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ten, die Mission WMAP ( Wilkinson Microwave Anisotropy Probe) machte die Da-
ten wesentlich praziser. State of the Art sind die jingsten Daten des Planck-
Weltraumteleskops (bis 2013), welche auch das Fundament der spéter noch zu
diskutierenden Reliktdichte bilden. Es sei angemerkt, dass Dunkle Materie (sofern
sie nach gemifl gingigen Modellen tatsédchlich nicht elektromagnetisch wechsel-
wirkt), die Anisotropien nicht beeinflusst. Die obige Abb. 5.2 zeigt die Ergebnisse
der Planck-Mission, Abb. 5.3 gibt Auskunft iber das respektable Anwachsen der
Messgenauigkeit tiber die drei angesprochenen Missionen hinweg.

- 0, <
. .. e “’3 1
. . | I z: .‘; "R !
| v ""* - o » I

COBE WMAP Planck

Abbildung 5.3.: Die Zunahme an Prézision bei der Vermessung der Anisotropien
in der CMB [21].

Vor diesem Hintergrund kénnen nun Kosmologie und Quantenfeldtheorie zu-
sammengefithrt werden - in der Berechnung der Reliktdichte zeigt sich der Nutzen
der berechneten Wirkungsquerschnitte fiir die Erforschung der Zusammensetzung
des Universums.

49



6. Zur Reliktdichte

6.1. Die Boltzmann-Gleichung

In der Statistischen Physik hat sich die Boltzmann-Gleichung in den verschiedens-
ten Bereichen etabliert und entstammt urspriinglich der kinetischen Gastheorie.
Anwendung findet sie im Bereich der Dunklen Materie, wenn quantitativ die Teil-
chendichte n eines bestimmten Gegenstandes der quantenfeldtheoretischen Unter-
suchung tiber die Evolution des Universums hinweg bestimmt werden soll. Im sehr
frithen Universum wird ein thermisches Gleichgewicht der Prozesse angenommen.
Die Abkiihlung aufgrund der Expansion mit der Hubble-Konstante H bewirkt eine
Verschiebung dieses Gleichgewichtes, sodass im vorliegenden Fall mehr 7 annihi-
lieren, als generiert werden - die Teilchendichte sinkt. Wenn die Expansionsrate
die Annihilationsrate iibersteigt, beginnt der Prozess des Ausfrierens: Bildlich ge-
sprochen wird die Vernichtung dadurch gehemmt, dass die Teilchen sich zu schnell
voneinander entfernen, um den Prozess durchfiihren zu konnen. Es bleibt eine Re-
liktdichte tibrig, die das empirische Fundament dieser Untersuchung bildet.

Die qualitative Dimension werde nun in eine Gleichung tibersetzt. Die Verwen-
dung des zuvor in Kapitel 5 eingefithrten Skalenfaktors a beriicksichtigt die Ex-
pansion und damit das Abklingen der Dichte n;. Zur Bezeichnung der Dichte
im thermischen Gleichgewicht sei nf @ eingefithrt. Der thermisch gemittelte Wir-
kungsquerschnitt (ov) bringt nun die zuvor berechneten Prozesse ins Spiel. Man
erhilt die auf das Problem zugeschnittene Boltzmann-Gleichung:

1 d(na®)
a3 dt
Der Einfluss des Hubble-Parameters ist besser ersichtlich, wenn man die Ablei-
tung ausfithrt, sodass man n + 3Hn = (ov)[(n£9)2 — n2] erhilt. Die Einfithrung
dimensionsloser Grofien erweist sich als sinnvoll:

= (o0)[(nE?)? — n2] (6.1)

n: Nz m

Y = — = — = — 2

T~ s e (6:2)
Die Transformation der Differentiale liefert ohne Aufwand

o0 = Y- —Y: 6.3

o E R 07 V) (63
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Man erinnere sich an die Friedmann-Lemaitre-Gleichungen (5.2). Die Auswertung
von H(m) gelingt bei Nichtberticksichtigung von Kriimmung und kosmologischer

Konstante und in dem Wissen, dass die Massendichte im strahlungsdominier-
2
ten Universum durch p(T) = 5597 ausgedriickt werden kann. s konnen wir

. . 2
ohne weiteren Kommentar als Konversionsfaktor 24% gsT?3 angeben (per Konven-

tion, wir folgen [6]). Wir kénnen uns nun A := Is{((mm)) (ov)o definieren (wobei der

Wirkungsquerschnitt nun als (ov) = (ov)ox™" entwickelt werde), welches uns

ein Verhéltnis zwischen Annihilation und Expansion gibt. Die Teilchendichte im
Gleichgewicht sinkt in Folge der Expansion, was mit einem thermischen Suppres-
sionsfaktor berticksichtigt wird:

s 4
VPR =1 3% a="2 o /T (6.4)

T s gs 2tV 8
Hierbei ist g die Anzahl der Freiheitsgrade des Teilchens. Die endgiiltig zu 16sende
Gleichung ist typischerweise mittels y = Y die untenstehende.
d -1 m -
Do n - R P =092 e (ov)er® e (65)

dr a2t V981G

Im Rahmen des im Folgenden vorzustellenden Projektes bzw. Programms wird
die Boltzmann-Gleichung (zwangsldufig) numerisch gelost; ein Verfahren, dessen
Hintergrund nicht Teil der Arbeit ist. Es wurde bereits in fritheren Arbeiten ent-
wickelt. Die Integration ergibt anschlieBend einen charakteristischen Verlauf ei-
ner Startgrofie, welche durch die Annihilationsprozesse abféllt und anschlieend
durch die zunehmende Grofle des Universums stoppt und ein Plateau erreicht.
Man spricht vom Ausfrieren der Reliktdichte. Abb. 6.1 zeigt schematisch einen
solchen Graphen, der aus Gleichung (6.5) den Plot y(x) widerspiegelt. Es zeigt
sich die Abhéangigkeit der Teilchendichte vom Wirkungsquerschnitt - wie intui-
tiv erwartbar, verzogert ein hoher Wert das Ausfrieren, sodass am Ende weniger
Teilchen iibrig bleiben:
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Abbildung 6.1.: Die Losung der Boltzmann-Gleichung mit dem charakteristischen
Plateau, welches die ausgefrorene Reliktdichte représentiert. [32].

Welche Rolle spielt nun das zuvor untersuchte skalare Tau-Lepton in diesem
Zusammenhang? Es versteht sich von selbst, dass dieses Teilchen selbst kein Kan-
didat fiir Dunkle Materie sein kann. Auf tree level wurde ein Photonenaustausch
berechnet, ein Photon koppelt jedoch an die elektrische Ladung. Man erinnere sich
an ein ernstzunehmendes Teilchen als Kandidat fiir Dunkle Materie, das LSP. Die-
ses leichteste SUSY-Teilchen wére stabil, siche R-Paritat (2.8), und wiirde daher
nicht weiter in ein SM-Teilchen zerfallen. Oft wird dafiir das Neutralino vorge-
schlagen. Die Menge bzw. Verteilung der Dunklen Materie, die die grofraumigen
Strukturen des Universums maflgeblich beeinflusst, hingt unter dieser Annahme
demzufolge von den Neutralino-Prozessen kurz nach dem Urknall ab. Dazu wur-
den bereits etwa Annihilationsprozesse wie ¥°x° — bb untersucht. Das Stau tritt
dann auf den Plan, wenn in bestimmten Szenarien (mehr dazu in Kap. 7) die
Massen desselben und des Neutralinos sehr dhnlich sind. Neben den Neutralino-
Annihilationen und den Stau-Annihilationen kénnen diese Prozesse auch koppeln.
Es wiirden teilchenphysikalische Prozesse des LSP mit dem Stau stattfinden, die
das Vorkommen der Dunklen Materie senken.

Hierbei wird die Losung der Boltzmann-Gleichung um einiges schwieriger, da zwei
Boltzmann-Gleichungen im Grunde gekoppelt werden. Aber auch der reine An-
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nihilationsprozess der Staus nimmt Einfluss auf die Neutralinos: Ein spétes Aus-
frieren hétte wenige Staus zur Folge, die noch die Moglichkeit hétten mit den
Neutralinos zu annihilieren. Es ist jedoch zu bemerken, dass dies in vielen Sze-
narien ein unwesentlicher Prozess ist. Ferner besteht nur geringe Hoffnung, dass
das Stau auf dieser Massenskala zu finden ist. Verschiedene Experimente am LHC
hatten ein Auffinden dieser Staus rein energetisch betrachtet durchaus ermoéglichen
sollen. Unter Vorgabe von bestimmten Parametern ergeben sich die Massen der
SUSY-Teilchen, sodass fiir dieses oder jenes Szenario konkrete Messwerte progno-
stiziert werden. Ein Stau ist selbstredend instabil, der Zerfall in Leptonen des SM
ist experimentell gesehen dankbar, da Leptonen gut detektierbar sind. Im Bereich
dieser Massen blieb jene Detektion jedoch aus, sodass nur wenige Szenarien ver-
bleiben, in denen die berechneten Prozesse tatsichlich Einfluss auf die Neutralinos
und damit die Dunkle Materie besafien.

Generell ist stets auf die Kette von Annahmen zu verweisen, die die Wahrschein-
lichkeit einer physikalischen Realitdt immer weiter einschrinken - das Postulat
der Richtigkeit der SUSY, die R-Paritit und damit ein LSP und nicht zuletzt ein
kleines Spektrum an Szenarien, fiir die das Stau nicht empirisch ausgeschlossen
werden konnte.

Die Ingredienzien des Verfahrens, um die erwiinschten Resultate zu erzielen, sollen
nun prasentiert werden.

6.2. Das DMGNLO-Projekt

Das in Fortran geschriebene Programmpaket DM@NLO, abkiirzend fiir

Dark Matter at Next-to-Leading Order, hat den Zweck, die MSSM-Wirkungsquerschnitte
zu berechnen, die fiir die Bestimmung der Reliktdichte bendtigt werden. Diese sind

in der Ordnung O(ag). Der Ablauf des Programmes erfolgt gemafi Abb. 6.2:
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SPheno i Input

Massen und Mischwinkel Festlegung des Szenarios
der SUSY-Teilchen

v

7
mictOMEGASs

Import von SUSY- -
Spektrum und CalcHEP

Wirkungsquerschnitt = 1 Wirkungsquerschnitt

effektive Masse auf rree level
M

.

Wirkungsquerschnitt
von CalcHEP evtl.

durch DM@NLO ( DM@NLO

ersetzen <: NLO-Korrektur
Losung der

Boltzmann-Gleichung

j

Output
Reliktdichte

Abbildung 6.2.: Schematischer Ablauf des Programmes (orientiert an [20])

Die einzelnen Bestandteile haben die folgenden Aufgaben: Der Input umfasst die
Wahl des Szenarios sowie die Eingabe der SUSY-Parameter. Die Massen der su-
persymmetrischen Teilchen und die Mischungswinkel, wie sie etwa in (2.14) fiir die
Staus auftraten, werden tiber das Programm Spheno berechnet. Diese Werte nennt
man SUSY-Spektrum, dessen Berechnung iiber die numerische Losung der soge-
nannten Renormierungsgruppengleichungen geschieht (ihr mathematischer Hin-
tergrund ist recht umfinglich, sie sollen kurz gesagt die Anderung der Kopplungs-
konstanten bei Verdnderung der Liangenskala beschreiben, in der Quantenfeldtheo-
rie tritt als einfache Variante die Callan-Symanzik-Gleichung auf). Auf tree level
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vermag das Programm CalcHEP die Wirkungsquerschnitte zu berechnen, welche
an micrOMEGAs weitergeleitet werden, ebenso das SUSY-Spektrum.

Um einer NLO-Korrektur nahezukommen, verwendet letzteres zumeist effektive
Massen (aus Schleifenkorrekturen), die jedoch die vollstdndige Korrektur nicht wi-
derspiegeln kénnen. micrOMEGASs iibernimmt weiters die Losung der Boltzmann-
Gleichung via numerischer Integration. Details zu diesem Programm finden sich in
[27]. DM@NLO erhélt seinen Einsatz, wenn micrOMEGAS Wirkungsquerschnitte
benoétigt, welche DM@NLO ebenso berechnen kann. In diesem Fall wird eine Erset-
zung durchgefithrt. Die numerische Integration liefert typischerweise den grofiten
Beitrag an Rechenzeit. Durch die analytischen Losungen kann diese eingespart
werden, sodass der wesentliche Laufzeit-Anteil die Integration der Boltzmann-
Gleichung betrifft. Mit diesen Voriiberlegungen kann sich schlussendlich dem we-
sentlichen Teil der Arbeit gewidmet werden - den Plots der berechneten Wirkungs-
querschnitte.
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Nach der Implementierung aller Amplitudenquadrate berechnet das Programm
die Wirkungsquerschnitte, die die zentrale Kenngrofie bei der Untersuchung der
nachfolgenden Prozesse darstellen werden. Zentral ist die Frage, wie sich der Wir-
kungsquerschnitt o bei verschiedenen Kollisionsenergien verhélt. Leicht stellt man
fest, dass es Energien gibt, bei denen in den Streuamplituden Polstellen entste-
hen, wenn man die Propagatoren betrachtet: Gelangt die Schwerpunktsenergie s
in den Bereich der ebenfalls im Nenner stehenden Masse des Austauschteilchens,
so beginnt der Term zu divergieren. Solche Bereiche werden als Resonanzen be-
zeichnet, wobei natiirlich aufgrund der diskretisierten Energien im Programm der
Pol selbst unerreicht bleibt und endliche ¢ erzielt werden. Es sei angemerkt, dass
dies zunéachst fiir die Top-Antitop-Quark-Erzeugung, die schwersten aller Quarks,
durchgefithrt wird.

Zu Beginn steht die Untersuchung der tree level -Prozesse an, wobei zunéchst alle
denkbaren Austauschteilchen aufsummiert werden. Daraus lassen sich lokale Ex-
trema hinsichtlich o bereits herausstellen. Indem man nun die Austauschteilchen
einzeln betrachtet, lasst sich deren jeweiliger Einfluss auf den Wirkungsquerschnitt
feststellen und daraus auflerdem schlussfolgern, welche NLO-Korrekturen durch-
zufithren tberhaupt sinnvoll sind.

Fiir die Berechnung muss ein Szenario festgelegt werden, das verschiedenste Para-
meter definiert (siehe nachfolgende Tabelle). Selbstredend empfiehlt es sich, Sze-
narien zu wéhlen, bei denen der Einfluss der Stau-Koannihilation einen grofien
Einfluss auf die Reliktdichte besitzt - eine Suche, die sich zumeist schwieriger ge-
staltet, als es den Anschein hat. Hintergrund der Szenarien ist, dass die Masse
der SUSY-Teilchen per se nicht bekannt ist, sondern durch die Vorgabe von be-
stimmten Parametern errechnet werden. Diverse Paper aus dem ATLAS-Projekt
schranken dabei das Spektrum an denkbaren Parametern ein.

Im Programm koénnen verschiedene Renormierungs-Schemata verwendet werden.
Im Folgenden werden die Schemata 1 und 99 betrachtet, welche verschiedene Teil-
chenmassen verwenden. Vergleicht man die eigenen Implementierungen mit den
Berechnungen CalcHEPs, so sind die Resultate im Falle 99 génzlich deckungs-
gleich, eine Evidenz, dass die tree level -Berechnungen korrekt sind. Kleinere Ab-
weichungen erhélt man fiir das Schema 1, was fiir die kommenden Plots verwendet
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wird. Doch auch mit dem anderen Schema wiirden sich bei den NLO-Korrekturen
Abweichungen ergeben - CalcHEP dient vielmehr als ungefdhre Orientierung.

tanﬁ 1% ma M1 M2 M3
5,8  2925,8 948,8 250,0 1954,1 1945,1

Mg, Mg  Ma, M Ay
3215,1 1578,0 609,2 3263,9 3033,7

Die Werte sind (nattirlich bis auf tan 3) allesamt in GeV angegeben. Aus diesem
Szenario ergeben sich nicht nur die Massen der Staus, auch die Higgs-Bosonen
(obwohl dem SM zugehorig, aber aus der SUSY entstehend) erhalten ihre Massen
durch SPheno:

mpo = 116,62 GeV mpo = 939,56 GeV mz = 3261,9 GeV (7.1)

Des weiteren gibt das Programm die wichtigsten Prozesse aus, die Einfluss auf die
Reliktdichte nehmen. Wir geben die drei relevantesten an:

tit; — h°n°  (Anteil : 0,410) (7.2)
tit1 — gg (Anteil : 0, 166) (7.3)
7?1:151 — WJrWi (Al’ltell : 0, 144) (74)

Der behandelte Prozess hingegen hat geradezu verschwindenden Einfluss. Aufge-
tragen wird nun der Wirkungsquerschnitt gegen den p.,,,-Wert, der der Kollisions-
energie in Beschleunigerexperimenten entspricht (Center-of-Mass). Die Breite des
Energie-Fensters kann manuell gewihlt werden. Man kann sich iiber die Definiti-
on von s (im Programm) leicht iiberlegen, unter welchen Umsténden Resonanzen
entstehen:

Vs = \/p%m +mg + \/pgm +mp (7.5)

Offenbar kann man bereits vor den Plots die schwindende Relevanz des H® erken-
nen. Im Folgenden wird nun die Kollisionsenergie in GeV aufgetragen sowie der
Wirkungsquerschnitt o in 107'* GeV~2. Betrachten wir zunichst die unkorrigier-
ten Berechnungen
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Abbildung 7.1.: Vergleich der Stau-Annihilation in Top-Quarks in eigener Rech-
nung mit den micrOMEGAs-Werten auf tree level: Vollsténdige
Deckungsgleichheit im RenScheme99. Alle Plots mit Python
erstellt.

Im RenScheme99 liegen bei micrOMEGAs dieselben Massen vor wie in DM@NLO.
Stimmen die Ergebnisse iiberein, so ist dies ein eindeutiges Zeichen, dass die ei-
genen Berechnungen korrekt sind. Abb. 7.1 zeigt, dass dies offensichtlich der Fall
ist. Wird das Renormierungs-Schema auf 1 umgeéndert, verwendet micrOMEGAs
andere Massen, in die u.U. bereits getarnt NLO-Korrekturen eingehen (schleifen-
korrigierte Massen), die jedoch kaum Einfluss nehmen. Es ergeben sich folgende
Abweichungen:

58



7. Numerische Ergebnisse und ihre Diskussion

0.7 11
06 |IlI| ——_——— Utree
0511 o
E 0.4+ ‘\\ __________ f]_ %1 - tt
50.3
;‘ ~~—
0.2
0.1 )
0.0 - . ;
0 2000 4000 6000 8000

pPem [GeV]

Abbildung 7.2.: Derselbe Prozess im RenSchemel: Die Berechnungen von micrO-
MEGAs weichen geringfiigig nach unten ab.

Durch die kinematischen Verhéltnisse beim h°-Austausch liegt fiir verschwin-
dende Kollisionsenergien eine Divergenz vor, die nicht betrachtet werden soll. Nach
kurzzeitigem Absinken liegt ein lokales Maximum bei etwa 0, 36- 107! GeV 2 vor,
ab dann fallt der Wirkungsquerschnitt streng monoton. Die micrOMEGAs-Werte
gleichen sich den eigenen an. In diesem Fall ist der Einfluss der einzelnen Ampli-
tuden, wenn man die Austauschteilchen separat betrachtet, nicht erkennbar. Wir
teilen daher die Amplituden in Abb. 7.3 einmal in vier Diagramme auf (unter der

Annahme, dass jegliche Interferenzterme bei Betrachtung der jeweiligen Quadrate
erwartbar sind, werden diese nicht berticksichtigt).
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Abbildung 7.3.: In obiger Graphik finden sich die Einzelamplituden wieder, um
einzelne Einfliisse herauszustellen. Man beachte bei den unteren
Diagrammen die andere Skalierung, um tberhaupt qualitative
Anderungen festzustellen.

Wie bereits beschrieben wird nun deutlich, dass die Wahl des Szenarios die Re-
levanz von H?, aber auch den der Z-Bosonen aufs AuBerste schmélert. Das lokale
Maximum wird offenbar durch den Photonenaustausch herbeigefithrt, wohingegen
der Higgs-Sektor nur bis etwa 1500 GeV bemerkenswerte Beitréige liefert. Inter-
essant ist hierbei die Erkenntnis, dass der Kurvenverlauf fiir Photon und Z-Boson
identisch ist (bis auf einen Faktor 100). Es zeigt sich eindrucksvoll die Gleich-
heit der algebraischen Struktur dieser Austauschprozesse, die in der Vereinheit-
lichung zur Elektroschwachen Kraft begriindet liegt. Die Ahnlichkeit der Higgs-
Bosonen muss nicht begriindet werden. Wird nun in die Next-to-Leading-Order
iibergegangen, zeigt sich die Notwendigkeit, in Zukunft auch QED-Korrekturen
inklusive einer Resummation durchzufithren, damit nicht nur fiir geringe Ener-
gien der Wirkungsquerschnitt an Prézision zunimmt. Abb. 7.4 zeigt die NLO-
Korrekturen im Vergleich zur Leading Order.
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Abbildung 7.4.: Gegeniiberstellung von NLO-Korrekturen und reinen tree level -
Berechnungen: Der Wirkungsquerschnitt wird nach unten
korrigiert.
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Abbildung 7.5.: Aufteilung der Beitrage aus den Vertex-Korrekturen, den Coun-
tertermen und den reellen Korrekturen zum Wirkungsquerschnitt.

Es mag zunéchst verwundern, dass die Addition zusétzlicher Feynman-Diagramme
den Wirkungsquerschnitt senkt, dies ist aber nicht uniiblich und wurde in dhnlichen
Prozessen von anderen Gruppen bereits festgestellt. Abb. 7.5 zeugt von negati-
ven Beitragen aus Countertermen und den Gluon-Abstrahlungen, positiv gehen
nur die Vertexkorrekturen ein. Insbesondere bei sehr kleinen Energien um 300
GeV wird das lokale Minimum stark abgesenkt. Mithilfe von Abb. 7.6 soll nun
visualisiert werden, wo die Korrekturterme Relevanz besaflen.
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Abbildung 7.6.: Das Diagramm gibt einen Uberblick, in welchen Energiebereichen
die Korrekturen einen signifikanten Einfluss auf die tree level -
Wirkungsquerschnitte haben.

Offenbar schmiegen sich die korrigierten Querschnitte an die tree level-
Berechnungen bei hohen Energien an. Dies ist in Ermangelung einer Photonen-
Korrektur auf der rechten Seite in QCD und SUSY-QCD nicht weiter verwunder-
lich. Zur Erhéhung der Prézision wiirde insbesondere aber die Resummation in
allen Ordnungen mafigeblich beitragen.

Weniger detailliert soll nun die Untersuchung des Zerfalls in Bottom-Quarks, die

zweitschwersten Teilchen, die der Starken Wechselwirkung unterliegen, erfolgen.
Die graphischen Analysen ergaben:
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Abbildung 7.7.: Vergleich der eigenen Berechnungen auf tree level mit denen von
micrtOMEGASs fir die Annihilation und Bottom-Anti-Bottom-
Paare

Dieser Kurvenverlauf verwundert vielleicht zunéchst, fithrt man einen Vergleich
mit den Top-Antitop-Paaren durch. Charakteristisch ist erneut der durch das
Photon induzierte Hiigel mit einem Maximum bei etwa 2500 GeV, ebenso ist
auffillig und tiberdies erwartbar, dass der Wirkungsquerschnitt generell geringer
ist als beim weitaus schwereren Top-Quark. Die Fermion-Vektorboson-Kopplung
ist merklich kleiner fiir das Bottom-Quark. micrOMEGAs errechnet in beiden
Renormierungsschemata kaum sichtbare Abweichungen von den eigenen Berech-
nungen. Jedoch bleibt das Ansteigen bei niedrigen Kollisionsenergien fast génzlich
aus. Grund ist nicht etwa, dass die beiden Higgs-Bosonen alleine im Amplituden-
quadrat keinen Beitrag leisten, sie wiirden den Graphen sichtlich beeinflussen.
Jedoch haben die Higgs-Fermion-Fermion-Kopplungen fiir £ = 1,2 unterschiedli-
che Vorzeichen, sodass sich die Interferenzterme nahezu mit den reinen Termen
wegheben. Es verbleibt ein nicht sichtbarer Restbeitrag in der Groéflenordnung

O(10717).
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Abbildung 7.8.: Gegeniiberstellung von NLO-Korrekturen und reinen tree level -
Berechnungen: Der Wirkungsquerschnitt bleibt aufgrund geringer
Higgs-Einfliisse nahezu unkorrigiert.

Damit erkléart sich auch die fast ginzliche Deckungsgleichheit der NLO-Korrekturen
mit dem tree level . Es zeigt sich, dass zumindest fiir das Bottom-Quark eine
Photon-Korrektur unerlésslich ist. Im Higgs-Bereich hat die Korrektur dhnliche
Einfliisse wie fiir die Annihilation in Top-Quarks.

Zuletzt wurde sich noch der leichten Quarks, um dem Titel der Arbeit gerecht
zu werden, angenommen. Abb. 7.9 zeigt die Beitrdge der einzelnen Quark-Paare
nach der Annihilation.
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Abbildung 7.9.: Ubersicht iiber alle leichten Quarks und ihre Beitrdge zum
Wirkungsquerschnitt (wegen zusétzlich auftretender Divergenzen
unkorrigiert)

Fiir die Erzeugung von Up- und Charm-Quarks sollte aufgrund der gleichen al-
gebraischen Struktur wie beim Top-Quark auch ein dominanter Higgs-Bereich bis
etwa 1500 GeV zu erwarten sein. Jedoch beinhalten die jeweiligen Higgs-Fermion-
Kopplungen die Quark-Massen, die vom Programm auf 0 gesetzt werden, da
sie im Gegensatz zu anderen am Prozess beteiligten Teilchen unbedeutend sind.
Hierin liegt auch der Grund, warum trotz verschwindender Massen im Endzu-
stand die Wirkungsquerschnitte dieselbe Groflenordnung besitzen wie die der Top-
Erzeugung: Selbst das Top-Quark ist mit seiner Masse gegeniiber der Stau-Masse
vernachlédssigbar klein, sodass der Unterschied zwischen etwa Up-Quark- und Top-
Quark-Masse nicht ins Gewicht fallt. Dominant hingegen ist erneut der Einfluss
des Photons. In diesem Falle ist es unproblematisch, dass die Higgs-Bosonen nicht
korrigiert wurden, was aufgrund der zusétzlichen Divergenzen wegen masseloser
Quarks zwecks Zeitersparnis nicht durchgefithrt wurde. Jedoch wiirde die Photon-
Korrektur mit hoher Wahrscheinlichkeit die Wirkungsquerschnitte auf mehrere
GroBenordnungen unter dem Top-Quark senken. Ein derartiger Einfluss leichter
Quarks wie in Abb. 7.9 ist ungewohnlich und sollte durch NLO-Korrekturen re-
duziert werden.

Fiir das Down- und Strange-Quark ergeben sich &hnliche Verldufe wie beim Bottom-
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Quark, die Ursachen hierfiir sind dieselben wie fiir die Ahnlichkeit bei der
Quarkerzeugung vom up-Typ.
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8. Konklusion und Ausblick

In dieser Arbeit wurden die moglichen Prozesse im frithen Universum, die das
Tau-Slepton betrafen, mit Methoden der Quatenfeldtheorie quantitativ behan-
delt. Ubergeordnetes Ziel dieses Projektes ist, deren Einfluss auf die Reliktdichte
und damit indirekt auf die Verteilung der Dunklen Materie zu untersuchen. Vor-
dergriindig war jedoch, in die geméfl dem Kenntnisstand des Verfassers géanzlich
neuen Verfahren in der theoretischen Teilchenphysik fundiert, aber verstandlich
einzufithren. Sowohl die Methodik der Berechnung der vorgestellten Wirkungs-
querschnitte als auch das generelle Konzept der Supersymmetrie als Ansatz fiir
Physik jenseits des Standardmodells wurden umfangreicher erldutert, als es fiir
versierte Teilchenphysiker vonnéten wére. Es war jedoch auch die Idee der Ar-
beit, neben dem Gewinn von ersten brauchbaren wissenschaftlichen Ergebnissen,
die Arten der Berechnung recht detailliert darzustellen, da dies in Lehrbiichern
zumeist nur sehr dezidiert, in manchen Bereichen gar nicht durchgefiithrt wird.
Somit kénnen einige Kapitel auch als kleiner Leitfaden fiir spétere Berechnungen
dienen und insbesondere der gewichtige Anhang als Nachschlagewerk.

Per Ausschlussprinzip stellten sich das Photon, das Z%-Boson und das leichte
und schwere skalare Higgs-Boson h? und H° als erlaubte Austauschteilchen her-
aus. Nachdem kurz in die mathematischen Hintergriinde der Feynman-Diagramme
eingegangen worden ist, konnten auf tree level auch bereits mit geringem Kennt-
nisstand die Berechnungen durchgefithrt werden. In bestimmten Szenarien war
das leichte Higgs ein relevantes Austauschteilchen fir den Wirkungsquerschnitt.
Aufgrund dessen wurde sich entschieden, diesen Prozess sowohl in QCD als auch
in SUSY-QCD zu korrigieren. Dafiir war weitaus mehr Vorbereitung notwendig,
dies schloss die Einfiihrung in die Tensorreduktion, in das Renormierungsverfahren
und die Behandlung reeller Korrekturen mit ein. Interessant war bei letztgenannter
Korrektur vor allen Dingen, dass der Spezialfall der analytischen Integrierbarkeit
auftauchte, die sehr selten durchgefiithrt wird. Die Herkunft der verwendeten In-
tegrale war noch einmal von eigenem Interesse, sodass diese im Anhang einmal
hergeleitet wurden. So sah man, dass die Methoden auf stabilem mathematischen
Fundament stehen, das auch bei geringen Vorkenntnissen durchdrungen werden
kann.

Um den Kontext der Berechnungen darzustellen, wurde anschliefend auf den
aktuellen Stand der Kosmologie in Kurzform hingewiesen sowie in das Projekt
DM@NLO eingefiihrt. Hier schloss sich der Kreis zwischen Teilchen- und Astro-
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physik. Der wissenschaftlich relevanteste Teil war zuletzt die graphische Verarbei-
tung der Wirkungsquerschnitte unter Berticksichtigung eines speziellen Szenarios.
Es wurden die Einflisse der verschiedenen Austausch-Bosonen disktutiert sowie
die Unterschiede zwischen fithrender Ordnung und NLO-Korrekturen. Bereits die
Korrektur der Higgs-Bosonen zeigte, dass die erste Ordnung Stérungstheorie maf3-
geblichen Einfluss auf den Wirkungsquerschnitt nimmt und fiir wissenschaftlich
relevante Ergebnisse unerlisslich ist.

Fiir leichte Quarks blieb man beim tree level, da ihr Einfluss gering ist. Man sollte
nicht aus den Augen verlieren, dass der Einfluss der Staus nur in einigen wenigen
Szenarien wesentlich ist, da bestimmte Massen dieser Teilchen bereits am LHC zu
einem gewissen Grad ausgeschlossen werden konnten. Es versteht sich daher, dass
die Arbeit nicht rein wissenschaftlich motiviert war, sondern basierend auf einem
halbwegs realitdtsbezogenen Prozess pddagogisch sinnvoll in SUSY und generell
Quantenfeldtheorie einfithren sollte. Dass die Stau-Annihilation tatsichlich in der
Wissenschaftsgemeinde als bedeutsam fiir die Menge der Dunklen Materie unter
der Annahme eines LSP angesehen wurde, ist vielmehr ein positiver Nebeneffekt,
der eine zusétzliche Motivation zu den Berechnungen liefert. Festhalten lésst sich
jedoch, dass anhand des Prozesses die wichtigsten Verfahren in der theoretischen
Teilchenphysik kennengelernt und sinnvoll angewandt werden konnten und die er-
zielten Resultate nicht unphysikalisch wirken. Auch zeigte sich eindeutig, dass die
Welt jenseits des Standardmodells von Spekulationen und grofler Ungewissheit
gepragt ist, vor allem gekoppelt an das ebenso spekulative Thema der Dunklen
Materie.

An dieser Stelle bleibt ferner zu iiberlegen, welche weiteren Berechnungen vor-
genommen werden sollten, um die wissenschaftliche Relevanz der Resultate zu
erh6hen. Zunéchst ist einleuchtend, dass die QCD- und SUSY-QCD-Korrekturen
fiir alle Austauschteilchen durchgefithrt werden sollten. Die kinematische Struk-
tur einiger Prozesse machte diese Berechnungen fiir die Arbeit zu umfangreich.
Wenngleich Z° und H® zunéchst irrelevant schienen, kénnte die Untersuchung
mehrerer Szenarien, die empirisch noch nicht ausgeschlossen sind, deren Rele-
vanz noch betonen. Ferner wire dann nurmehr die rechte Seite des urspriinglichen
Feynman-Diagramms korrigiert. Ein Photonen-Austausch zwischen den Staus in
NLO koénnte berechnet werden, dariiber hinaus wiirde eine Resummation in allen
Ordnungen die Wirkungsquerschnitte mafigeblich beeinflussen.

Bislang zeigten sich die NLO-Korrekturen nur fiir geringe pe,,-Werte als bedeut-
sam. Das dominante Photon bei hoheren Kollisionsenergien erhielte durch die
Resummation eine gewichtige Anderung. Die Untersuchung leichter Quarks ge-
schah ohne Schleifenkorrekturen, da die leichten Teilchen weitere Divergenzen mit
sich brachten, deren Eliminierung aufwendig ist. Betrachtet man jedoch deren
Einfluss zum Wirkungsquerschnitt, bleibt zu iiberlegen, ob derartige Korrekturen
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notwendig sind. Stattdessen konnen andere Korrekturen aus der QED fiir Top-
und Bottom-Quark gréferen Einfluss nehmen; auch blieb die Betrachtung von
Box-Diagrammen unberiicksichtigt.

Daiiber hinaus wurde nur der erste Typ des skalaren Taus untersucht, natiirlich
sind auch Einflisse des zweiten Typs und die Mischungen untereinander eine Ana-
lyse wert. Offensichtlich bietet der Prozess noch ein reichhaltiges Spektrum an
weiteren Moglichkeiten, die Berechnung detaillierter zu gestalten. Gleicherma-
Ben steht zweifellos noch zur Debatte, ob eine genauere Betrachtung der Stau-
Annihilation in Zukunft noch fruchtbar ist, wenn weitere Ergebnisse aus Genf
verOffentlicht werden.
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A. Dirac-Algebra

A.1. Algebraisches Fundament

Die Dirac-Gleichung zur Beschreibung der Fermionen beinhaltet zum einen den
vierkomponentigen Dirac-Spinor, der das Teilchen beschreibt (bzw. die unteren
beiden Komponenten das Antiteilchen), zum anderen die Diracschen y-Matrizen,
welche im Raum der Spinore wirken. Diese erfiillen die Relation

{797} = 2¢" (A.1)

mit dem metrischen Tensor der SRT. Die Antikommutatorrelation macht die Ma-
trizen zu den Erzeugenden einer sogenannten Clifford-Algebra Cl(p, q). Diese kann
man (fiir unseren Fall vereinfachend) fiir eine beliebige Verkniipfung o von zwei
Elementen m und n eines Vektorraums iiber

gm o gn + gn o gm = Um(smn (A2)

definieren, mit dem Kronecker-Delta und 0y = ... = 0, = =1 und op41 = ... =
Op+q = 1. Der Antikommutator ist offensichtlich; leicht sicht man tiberdies, dass
die Dirac-Spinore die Darstellung von CI(1,3) (bei passender Konvention der
Minkoswki-Metrik) sind (eine Darstellung ist die Abbildung der Algebrenelemen-
te auf lineare Funktionale/Abbildungen mit Homomorphismen). Hierin zeigt sich
die Moglichkeit der leichten Verallgemeinerung der Dirac-Algebra bei der dimen-
sionellen Regularisierung: Der Dirac-Spinor wird als Element der Darstellung der
Cl(p, q)-Clifford-Algebra, wobei p und ¢ nun nach Belieben (p sollte 1 sein) gewahlt
werden konnen. Die Matrizen werden erweitert, erfiillen aber nach wie vor die An-
tikommutatorrelation, sodass die algebraische Struktur gleich bleibt und wenige
Anderungen auftreten.

Paul Dirac stief§ mit seinem Dirac-Operator und den Spinoren das Tor zu einem
mathematisch reichhaltigen Terrain der Differentialgeometrie auf, auf das hier
nicht eingegangen werden kann (Highlight: Atiyah-Singer-Indextheorem). Fiir die
Prozesse waren insbesondere die folgenden Casimir-Identitdten von grofiem Inter-

| S a(p)u(p) = p—m (A.3)

S

> a(p)yulp) = +"(p +m) (A4)

S
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Es gilt hierbei die Feynmansche Slash-Notation:

p =" (A-5)

Man benétigte verschiedene Relationen:

Tt = (A.6)
db = 2ab — pd (A7)
Vufy" = =24t (A.8)
YVud byt = 4ab (A.9)

A.2. Spurtheoreme

Die Auswertung der spinsummierten Amplitudenquadrate fiihrte tiber die Casimir-
Identitédten zu Spuren, deren Berechnung mit untigen Relationen geschah.

Tr(y"y") = 49" — Tr(dh) = 4ab A10
A1l
A2

)
)
)
A.13)
)
)

Tr(y"y" ") = 4(g" g™ — g"*g"" + g 9"
Tr(f - -49) =Tr(y°y - ... 47) =0 (n  ungerade)
Tr(¢h) = 4ab
Tr(y°dh) = Tr(v db¢) =0
Tr(v°ghid) = —4i€agysaabacyds

A4

(
(
(
(
(
(A.15

A.3. Chiralitat

Das Konzept der Chiralitat erhielt zuerst seine Daseinsberechtigung, als die Pa-
ritdtsverletzung im Wu-Experiment beobachtet wurde. Die Kopplung der Eichbo-
sonen der Schwachen Wechselwirkung hingt entscheidend von der Héndigkeit der
Teilchen ab. Die Projektionsoperatoren Pg ; projizieren die beiden Handigkeiten
aus dem Dirac-Spinor heraus. Diese haben die untige Gestalt und haben verschie-
dene hilfreiche Eigenschaften, welche bei den Berechnungen Verwendung fanden:

1+4° 1—+° : :
Pg = 27 Py = 27 mit  7° = iyOy1y%3 (A.16)
PrPr, =0 (A.17)
PRPR = PR PLPL = PL (Idempotenz) (A18)
Tr(Py) =Tr(Pr) =2 (A.19)
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A.4. Dirac-Algebra in D Dimensionen

Die dimensionelle Regularisierung brachte eine Verallgemeinerung der Dimensio-
nen vom Minkowski-Raum in einen D-dimensionalen Raum mit sich. Wéahrend
sich die Spurtheoreme nicht &ndern und selbstverstédndlich die Clifford-Algebra
der Form {+* ~"} = 2¢g"” erhalten bleibt, treten neue Beziehungen auf. Es wur-
den die verdnderten nachfolgenden Identitdten benotigt:

Yy, = D (A.20)

Yoty = (2 — D)y* (A.21)

VY Vo = 49" — (4 — D)yH” (A.22)
VAV AP Y = =297 + (4 — D)y AP (A.23)
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B. Feynman-Diagramme und
Vertexfaktoren

B.1. Austauschteilchen v und Z°

Die einzigen Eichbosonen, welche am untersuchten Prozess als Austauschteilchen
teilnahmen, waren das Photon und das Z°-Boson. Fiir die Eichboson-Sfermion-
Sfermion-Kopplung liegt die Lagrangedichte

. L . 9z f T f
ﬁzzeef(sijAufi 8ij_ZCOSHWZiijSfi auf]' (Bl)

vor fiir zwei Sfermionen f; und fj, es bezeichnet die Ladung in Einheiten der
Elementarladung. zzfj ist durch
3L 20 in? _ 1730 N
((If cos1 [ngL—. 51;10 Owey) o %Ief~ 31n‘22f0 ) (B.2)
—3177sin20; (I77 cos® 0 — sin®bywey)

definiert. Im vorliegenden Fall gilt natiirlich ¢ = 7, sodass sich die Vertexfaktoren
explizit ergeben zu:

v : —ieefdii(pa — pp)" — —iees (po — pp)" (B.3)
70, 92 zf-(pa—pb)“ — —igiz(fg’L cos? 0z —sin? Oyrer) - (pa—po)* (B.4)
cos Oy cosfy = ™ !

Nach Austausch des jeweiligen Eichbosons findet beim Quark-Antiquark-Paar
eine Kopplung an zwei Fermionen statt. Analog zu obigen Gleichungen extrahiert
man aus der SM-Lagrangedichte

— g —
L=cerAufy'f - COSZW Z0 A (el =Pl f (B.5)
die Vertexfaktoren
v 1 —teegy! (B.6)
. 9z
e (LY (B.7)

Hierbei sind ¢? und ¢ spezifische Konstanten, in denen man die V-A-Struktur

(Vektor-Axialvektor) der Schwachen Wechselwirkung wiedererkennt. Sie sind fiir
(2Quarks vom up—Tjifp o, = % — %sin2 Ow, cl = % und vom down-Typ cf, = —% +

2 a _
5sin” 0w, ¢y = —3.
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B.2. Higgs-2-(S)fermion-Kopplung

Koppelt das neutrale Higgs-Quadrupel H ,8 an zwei Quarks, so liegt der Lagrangian

L= ZS HYqq + Zs HYq g (B.8)
k=3

vor. Die s{ lauten explizit:

u 1M COS (¢ u My sin o W . mgcotf oy
! g 2mwsinf 2 g 2mwsing 3 g 2myy 4= 2myy
(B.9)
d mp, Sin « d My COS (v 4 . mptanf 4 . my
ST = (qQ——— Sog = —(q——m Sq =1 Sy = —1
1=9 2my cos 32 g 2mw cos 3 3 2myy 4 g 2myy
(B.10)

Dabei stehen uw und d fiir einen allgemeinen up- bzw. down-Typ des Fermions.
Gleiches gilt fiir die Sfermionen bei folgenden Gleichungen, so sind etwa die ska-
laren Taus vom down-Typ, wenn man die Schwachen Isospin-Dubletts ansieht.
Aus der Higgs-Sfermionen-Kopplung verbleiben aus der Rechnung in (3.3) die
Vertexfaktoren, die explizit auszudriicken sind. Es trat die allgemeine Form

GLy = GUHY ;) = (DI G (D)5 (B.11)

auf, konkret benétigt man die bekannte Mischungsmatrix D und die G g :

—_— gzmz (I} — e; sin? Ow)Sats — V2hymycq, %(Atca + 1sq)
LRL ™ _Tth(AtCa + 1154 —gzmze; sin® OwSars — V2himyc,
(B.12)
i gzmz (I} — ey sin® Ow)sa+s — V2hympSa %(Absa + pcq)
LR = T (Apsa + Hea) —gzmzeysin’ Oy sat5 — V2hpmisba
) (B.13)
Man erhélt G{ g2 durch die Transformation o — a — 3.
; 0 —L(Ascp + psg)
Trs=—V2h | 2B TR B.14
LR3 b §(AtCﬂ +H5B) 0 ( )
0 —L(Apsp + pcg)
—V2hy | ; 2\ 1028 T REB B.15
LR3 b S(Apsg + picg) 0 ( )

Ebenso erhalt man G{ r4 durch die Transformation § — § — 7.
Man findet in den Matrizen die Yukawa-Kopplungen h;; wieder:
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__ gm By — 9
V2myy sin 15} V2my cos I5;
Ferner wurden Sinus und Cosinus mit ihren Argumenten durch s,c abgekiirzt,
« ist der Mischungswinkel vom {h°, H%}-System. Weiters findet man in I? die
dritte Komponente des Isopins wieder, der Weinbergwinkel 0y, sowie [ aus den
Vakuumerwartungswerten der Higgs-Bosonen sind klar.

hy (B.16)

B.3. Weitere Kopplungen aus NLO-Korrekturen

In der next-to-leading order wurden verschiedene neue Vertices bendtigt, welche
durch die folgenden Feynman-Diagramme dargestellt werden konnen, deren Ver-
texfaktoren angegeben werden sollen.

ds

gt

qt

Die Lagrangedichte der Quantenchromodynamik hat die folgende Gestalt:

- _ 1 )
Loop = q(ir" 0 — m)q + gsar" Tag Aj, — T Fi FY (B.17)

Sie erinnert stark an das Aussehen der QED-Lagrangedichte, welche bereits in
den theoretischen Einfithrungen auftauchte. Die Euler-Lagrange-Gleichung, ange-
wandt auf den ersten Term, liefert wiederum die Dirac-Gleichung, der Feldstarketensor
sieht zunéchst ebenfalls recht dhnlich aus. Doch die Generatoren der Eichgruppe
kommutieren in diesem Fall nicht (Anm.: Zudem wurden noch keine eichfixie-
renden Terme betrachtet, ebenso fehlen die Faddejew-Popow-Geister, siehe Kap.
3.4.1, die die Lagrangedichte verkomplizieren. Dies soll uns jedoch hier nicht be-
treffen). Somit erhdlt man aus dem dritten Term Gluon-Selbstwechselwirkungen,
die uns nicht betreffen. Jedoch betrifft uns der zweite Term, welcher die Quark-
Gluon-Vertices liefert. Aj, sind hierbei die acht Eichbosonenfelder und 7 die
Gell-Mann-Matrizen als die besagten Generatoren (Anm.: Die tatsichlichen Gell-
Mann-Matrizen sind A* mit A* = 27%). Es verbleibt der Vertexfaktor

—igsTan" (B.18)
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B. Feynman-Diagramme und Vertexfaktoren

Zusétzlich traten bei den SUSY-QCD-Korrekturen Squark-Quark-Gluino-Kopplungen
auf, wobei die Richtung der Teilchen eine Rolle fiir den Vertexfaktor spielt. Hier
musste die Mischung der schweren Squarks in Betracht gezogen werden.

d; 4 da; s
7 /

7 *
q 4 q /
g Z@) 7 %
Man benétigt die Vertexfaktoren

iV2gsT*(D3; Py, — Df; Pr) (B.19)
i\/ﬁgsTQ(ngPR - D?jPL) (B.20)

fur die jeweilige Kopplung (a) und (b). Zur Erinnerung:

<§1> = DI (‘ZL> = ( cos fg Sineq‘) (@) (B.21)
G qr —sinf; costy) \qr
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C. Explizite Berechnung auf
tree level

C.1. Stau-y-Kopplung

Zunéchst wird das aus dem untigen Feynman-Diagramm der Austausch eines Pho-
tons explizit berechnet, dann der eines Z%-Bosons.

1 q/

%1/,/ q

Die Vertices aus B.1 ergeben mit den Dirac- Spmoren fur Quark und Antiquark
und dem Photonenpropagator, im s-Kanal durch Gotm )2 + e gegeben, die folgende

Streuamplitude:

eeqes [U(pe) v (pa)l[Pa — Pblu (C.1)

M= —
(pa +pb)2

Spin-Summation liefert

> (eeqez ) [u(pe) Y v(pa)l[pa — Polult(pe)y” v(pa)|* [Pa — Polo (©2)

P =
IM] o o)

Sq,Sq
sodass mit der Spureigenschaft der Dirac-Spinore folgt:

(eeqeﬁ)Q . [ o — pb]u{pa - pb]u ) T,rhﬂu(pc + mq),yl’(pd — mq)] (C?))

AP —
M (pe T 10)]

Auswertung der Spur mittels obiger Theoreme und der Linearitdt der Abbil-
dung:
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C. Explizite Berechnung auf tree level

Triy"p AP, + mgy" P, — mgy"p A" — miy'y"] (C.4)
= A(phiply + PEvly — 9" (Pepa + 7))

Es miissen nun die Viererimpulse zu skalaren Groéflen mit den ko- und kon-
travarianten Indizes bzw. mithilfe des metrischen Tensors kontrahiert werden. Die
Skalarprodukte werden ohne griechische Indizes notiert, sondern lediglich als p;-p;.

2(Pa-pe)(Pa-Pa) — (Pa-Pa)m3, —2m2 m? —2(pa-pe)(Po-pa) — 2(Pa-pa) (po-pe) (C.5)

+2(Pa - 2b) (Pe - Pa) + 2(pa - po)me + 2(ps - Pe) (po - Pa) — M2, (De - Pa)

Hierbei wurde m? = (p; - p;) verwendet. Diese lassen sich nun in die bekannten
Massen und Mandelstamvariablen transformieren. Man beriicksichtige erneut den
Farbfaktor C'r = 3. Schliellich ergibt sich

12 Beeged, 2 2 2 2 02 2
M5 = T dmz, (mz, +my —t) +mg(dmz, — 2s) — dmzt
(C.6)
g +m2(2mI — s — 4t) + my — mis — dmit + 4dst + 417

C.2. Stau-Z'-Kopplung

Erneut gehen die Staus als 1 in M ein, die Quarks als Dirac-Spinore, diesmal aber
das Z°-Boson als massives Vektorboson in Feynman-Eichung mit dem Propagator

gt

_J C.7)
¢ —my (
sodass man
2 _uv Zﬁ
M= 979" (#11) {[a(pe)y™ (%, — 0?475)1)(]901)}[% — Dby (C.8)

cos? Oy (¢ — M2)

erhalt. Wie im Hauptteil beschrieben wird keine Addition eines Goldstone-
Boson-Austausches benotigt, da dieser Beitrag verschwindet, wie in Kap. 3.3 ge-
zeigt wird. Analog zum Photon erhélt man bei der Quadratur durch Spinsum-
mation den Vorfaktor % und eine umfangreiche Spur, die zunichst ausgewertet
werden soll. Die Multiplikation an die anderen Terme auflerhalb der Spinore wird
anschliefend durchgefiihrt.
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C. Explizite Berechnung auf tree level

Triy" (el = ) (P, + ma)y” (cf — <4°) (B, — my)] (C.9)
= Trl(y'cip, +7"chmg ="y, =i’ mg) - (77 elp,
=Y emg — NP+ A my)]

Die Spurtheoreme und lassen eine Vereinfachung des ausmultiplizierten Terms zu:

Triy™(ch)p " P, =" ()P A mg =~ ebp A7 h"p +4"clp Ay my (C.10)

() may B, — (dhmg)* ' = e mey” iy mg + 4t el mey” iy

=T PN Py PN Mg+ () PR, — M ()P Mg
eI mgy” dp, + A MIN s+ A () Mgy P, — (hme) YY)

= () - Triy' (p A p ) — by - Triv'p y"y°p.) — mel(e))?

’ h (C.11)
HEITrY' Y]+ ()2 - Triv" 2 p A 7°p)
Mit (A.15) folgt:
Tr[..] = 8¢}, che™ P —4[(c], )+ (ch)*Imag™ +4[(c] )+ (c) |- (ki plh+plply—pepag™ )
(C.12)

Erneut verleibt die Kontraktion, da iiberdies noch die Terme [p, — ps) . [pa — Pblv
zu verwerten sind. Zunédchst betrachte man den vierdimensionalen Levi-Civita-
Tensor eingehender. Er ist wie das dreidimensionale Analogon total antisymme-
trisch, sodass eine ungerade Permutationszahl (nachfolgend: eine Permutation)
ein negatives Vorzeichen liefert - man erhélt beispielsweise:

Eﬂyop(pa)u(pa)u(pc)o(pd)p = _ewwp(pa),u(pa)u(pc)OU(pd)p (013)

Damit kann man also jegliche Terme mit dem Levi-Civita-Tensor zum Ver-
schwinden bringen, denn auch die Mischterme mit etwa (pq),(ps), werden durch
ihr doppeltes Auftreten mit verschiedenen Indizes durch Permutation eliminiert.

Die Kontraktion liefert schliefilich unter Vernachlassigung der Vorfaktoren aus
den Kopplungen:
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C. Explizite Berechnung auf tree level

=8+ | = (o pu) (mg((c)” = (ch)*) + ((c})* + (ch)*) (pa - pe)

~((e))? + (€4)*)(Pa - P (P Pa) = (po - pa)] + ()Pmgm?,

+(c)?m2, (pa - pe) + (¢1)*(Pa - pa) (b - pe) — (1) (pb - pe) (Db - Pa)

am3, —m3, (pa - pe) + () (a - pa) (py - pe) — () (0o - pe) (P - Pa)

(C.14)

—(ch)*m

Das Einsetzen der Mandelstam-Variablen liefert als endgiiltiges Resultat:

|M|2 _ 84 394Z(221:i)2 -~ [(C(‘J/)Z(m;}—l + m‘T'l (ng _ t) + (mg _ t)(mg — 5 — t))
4 cos* Oy (p? — M3)

H(ch)?(m3, — 2ma, (mg + ) + my — 2mg2t + t(s + )]

(C.15)
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D. Farbalgebra

Bereits in Kap. 3 wurde auf tree level die aus der QCD resultierende Notwendigkeit
eines Farbfaktors C'r zur Mittelung moglicher Farbkombinationen der Quarks an-
gesprochen. Dessen Berechnung war an dieser Stelle recht trivial, etwas mehr Miihe
erfordert die Berechung der Farbfaktoren bei den Korrekturen erster Ordnung. Bei
den QCD-Kopplungen in Anhang B.3 traten bereits die T* auf. Diese bilden die
Lie-Algebra hinter der nicht-abelschen Eichgruppe SU(3) (zur Lie-Algebra sie-
he Kap. 2.1.1), welche mit dem Kommutator als Lie-Klammer die nachfolgende
Relation hervorbringt:

[T T = ifebeTe (D.1)

Man nennt die f*¢ Strukturkonstanten. Die Farbladungen entstanden aus grup-
pentheoretischen Uberlegungen, die an dieser Stelle zu weit fiihren. Die Quarks
besitzen die Farben rot, griin und blau (R,G,B - selbstredend keine Farben in dem
Sinne), die Gluonen sind farblos und treten in acht Farbkombinationen auf, sodass
sie nachfolgendes SU(3)-Oktett bilden:

| R _
5(RR=GG),—=(RR+ GG —2BB)  (D2)

Der Singulett-Zustand existiert nicht, da er keine Farbe vermitteln kann. Es
liegen fiir die Generatoren folgende Relationen vor:

RG,RB,GR,GB, BR, BG,

1

Tr(T%) =0 Tr(TaTb)i(Sab (D.3)
a1 1

Letztere linke Seite wird Casimir-Operator genannt, da dieser mit allen Genera-
toren kommutiert. Diese sogenannte Fierz-Identitidt kann man sich leicht durch
Multiplikation von dg; klar machen: Das Produkt aus Gell-Mann-Matrizen wird
zu einer Spur, die (wie es bei den Elementen der Lie-Gruppen eine genuine Eigen-
schaft ist) verschwindet. In Einsteinscher Summenkonvention verschwindet ebenso
die rechte Seite. Der Farbfaktor tritt im Zusammenhang mit der Gleichung
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D. Farbalgebra

(T°T*)i; = 045Cp (D.5)

auf. Mit diesen Grundlagen kann man sich den Farbfaktoren der benétigten Pro-
zesse zuwenden. Die Selbstenergie-Schleife besetzen wir mit den Indizes ¢, j, k, a,

um die Farben zu kennzeichnen:
a

Y
—.

Abbildung D.1.: QCD-Beitrag zur Quark-Selbstenergie.

Jedem Vertex wird ein solches 7' zugeordnet. Wir erhalten:

1 1 1 1
13Ty, = B <5kk5ij - N5m5jk>= 5 (N(Z-j - N(Sij>: Croij (D.6)

Analog zu den tree level -Berechnungen verbleibt die Mittelung tiber die Eingangs-
und Summation tiber die Ausgangsfarben:

1 M1 1 1 1 1 1 4
N;2<N_N>6”: 2N<N_N>5”:2<N_N>:CF: ;3 (B7)

Die Gluinos tragen ebenfalls Farbladungen, sodass die SUSY-QCD-Schleife den-
selben C'r erhéilt. Es verleibt die Vertexkorrektur, wo Gluon und Gluino wiederum
gleich behandelt werden kénnen.

Die Indizierung der Propagatoren fithrt auf dieselbe mathematische Struktur
wie bei den Countertermen, die Rechnung kann komplett analog erfolgen. Wir
notieren hierfir C'r = %.

Dieselben Methoden ermoglichen die Behandlung der reellen Korrekturen. Die
Berechnung ergibt ohne Aufwand:

N2 _—1
ON

Es verbleibt demzufolge Cr = 4/3. Die Farbfaktoren der fiihrenden Ordnung
(3) multipliziert an Counter-Terme und Vertexkorrekturen ergeben also denselben

Cp = (D.8)
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D. Farbalgebra
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Farbfaktor wie die reelle Korrektur besitzt. Abstrahlung und andere Korrekturen
faktorisieren damit gleich, sodass sich die IR-Divergenzen subtraktiv auftheben.
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E. Nutzliches zu den
NLO-Korrekturen

E.1. Passarino-Veltman-Integrale

Es wurde in (4.1) erlautert, dass die allgemeine Struktur des N-Punkt-Tensorintegrals

T;i\lf,..-wM(pla -y PN—1, Ty, "‘amel) (El)
= W/ qu Qs -G
im? (@2 —md +ie)[(qg+p1)2 — m? +ie]..[(q + pn_1)? — m%_| + i€]

mittels Tensorreduktion auf die wenigen skalaren Passarino-Veltman-Integrale
(Ao, Bp usw.) reduziert werden konnen. Diese Verjiingung/Kontraktion geschieht
iiber Viererimpulse und den metrischen Tensor und sieht folgendermafien aus:

A = gt A, (E.2)

Bt = p\'B (E.3)

B = g"Boo + p/{p{ Bu (E.4)

CH = piCr + P Co (E.5)

CH = g" Coo + PipiCi1 + (PP5 + PapPY)Cha + phps Cao (E.6)

Diese skalaren Koeffizienten zerfallen ihrerseits wieder in die Ay, By usw. Bei-
spielsweise gilt

By = ;p%<Ao<mo> — Ag(my) — (7 — m? + m2)Bo) (E7)

Eine detaillierte Ubersicht findet sich etwa in [11].
Die Basisintegrale (Dy wird nicht benotigt und daher weggelassen) haben geméf

der allgemeinen Form Tﬁmlw (p1, -, PN—1, Mo, ..., my—1) die Gestalt

(2mp)*P / D 1
Ay=—FF— | d7¢————— E.8
0 im? 1 (¢ —m? + ie) (E8)
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E. Niitzliches zu den NLO-Korrekturen

2mp)4—P 1
BOZ(HL./qu — ——— (E.9)
in (¢> —mg +ie)[(q + p1)? — m3 + i]
(2mp)*P D 1
00:,72-/dq2 2 2 2 2 2
i (> = mg +i€)[(q + p1)* —mi +ie][(q + p2)* — m3 + ie]
(E.10)
Diese Integrale konnen explizit ausgedriickt werden. Bei deren Berechnung wird
die neue Variable € := % eingefithrt. Zum Verstdndnis der auftretenden Terme

sei an die Eulersche I'-Funktion erinnert:

+oo
I(z) = / et 1At (E.11)
0

Die Zahl 0,I'(z),=1 = g heiit Euler-Mascheroni-Konstante und tritt in vielen
Bereichen der Mathematik auf. Es ergibt sich schlussendlich:

2 2

Ag=m*(e !t —yg+Indr —In <7ZQ> +14+0(e) :=m*(A—1n <7ZQ> +1+0(¢))

(E.12)
By léasst sich auf ein simples Integral reduzieren, wobei die sog. Feynman-
Parametrisierung verwendet wird. Es gelten ndmlich die iiberaus niitzlichen Iden-

titaten )

1 1
—=[d E.13
ab O/ a(l —2) 1 ba)? (E-13)
1 1 1—x 1
— = [d d E.14
abe 0/ IO/ y(a(l—x—y)+bx+cy)3 ( )

Man erhalt nach langlicher Rechnung

1 2.2 (2 9 2 2
By = A—/dxln (‘” pi— 2 m;;r mo) + my “) (E.15)
0

Cp ist zu umfangreich, um es an dieser Stelle zu erwéhnen. Es treten recht Sxoti—
sche Funktionen wie der Dilogarithmus (Spence-Funktion) Lix(2) = >3, 7 auf.
Wichtig im Hinterkopf zu behalten ist jedoch das generische Integral I,,, welches
stdndig bei allen Integralen dieser Art aufritt und die Losung

I,(A) = /qum = i(—l)”wD/QF(Z(;)Q) (A —ie)P? (E.16)
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E. Niitzliches zu den NLO-Korrekturen

besitzt. Bei den Rechnungen stellte sich die wesentliche Frage, inwieweit die
Passarino-Veltman-Integrale UV-divergent sind. Aus [11] geben wir folgende Ubersicht
an:

Integral UV-divergenter Anteil (D — 4)x Integral

Ao(m?) m2A —2m?

Ag(m?) miA —om!
Bo(p27m37m%) A -2
By(p?, m3, m3) 1A 1

Weitere auftauchende Integrale konnen somit als UV-endlich angenommen wer-
den. Einige in der Arbeit anzutreffende Integrale waren zudem nicht IR-konvergent,
sodass die reellen Korrekturen diese Pole eliminieren mussten. Auch hierfur gibt
es Tabellen, wobei wiederum nur die verwendeten Integrale auf Divergenzen un-
tersucht werden:

Integral IR-divergenter Anteil
By(m?, )\2‘, m?) = By(m?,m?, \?) —1/2m? - In(\?)
Bo(m?,m?, \?) 1/2m? - In(\?)
Co(m32,5,m3, \2, m2, m3) —1InBy/k - In(N\?)

Dabei finden sich k und [y im nachfolgenden Anhang wieder. X ist die kiinstlich
eingefithrte Masse des Photons/Gluons, um die Divergenzen zu erzeugen.

E.2. Phasenraumintegrale im 2 — 3-Prozess

Ein massives Teilchen mit Viererimpuls Py und Masse my, hier unser Austausch-
teilchen, zerfalle in zwei Teilchen mit Impuls p; und py, zudem werde ein Photon
oder Gluon mit Impuls ¢ abgestrahlt, fiir das pro forma eine Masse A\ eingefiihrt
werde (hierin zeigen sich spéter die Divergenzen bzw. ihre Beseitigung durch die
reellen Korrekturen). Fiir die Phasenraumintegration wurde ein generisches Inte-
gral [ verwandt, welches die folgende Form besaf:

T 1 [ dPpy d®py dq
[I1eesdm = — [ R O s — by —py—
I (mg, ma, my) = | 2E, 2B, 2F, (Po—p1—1p2—q)

(+2qpj,).--(+2qp;,,)

(+2qpi, ). (F2qp;,,)
(E.17)

87



E. Niitzliches zu den NLO-Korrekturen

Fiir pg ist beim Integranden das negative Vorzeichen zu wéhlen. Es existiert nun
eine Reihe von Basisintegralen, mithilfe derer nun

1 _
" / IM[2dPS® (E.18)

ausgedriickt werden kann. Dafiir miissen zunédchst einige Dinge eingefithrt werden:
Die Kallén-Funktion

k= Kk(mg,mi,m3) = \/mé +mi +mj — 2(mdm? + mim3 + m3m3)  (E.19)

tritt bei den f; auf, welche wie folgt aussehen:

ﬁozmg—m%—mg—kf@ Blzmg—m%—km%—n ﬁozmg—km%—m%—m
2m1m2 2m0m2 2m2m1
) (E.20)
Sie besitzen im Ubrigen die Eigenschaft
B1P2fo =1 (E.21)

Des weiteren tritt die zuvor erwéhnte Spence-Funktion (Eulerscher Dilogarith-
mus) auf:

z1n(l —u 2 2k
Sp(e) = Lia() = — [ 1(1u)du -3 (E.22)
k=1

Die Integrale zerfallen in eine IR-endliche und eine IR-divergente Gattung. Die
singuldren Integrale sind gut anhand der kiinstlichen Masse \ identifizierbar. Man
kann die Indizes 1 und 2 tauschen, indem man my und ms einfach vertauscht.

Ipp = Tln4 lli In <’i2> — K — (m? —m3)In (g;) —m?ln 50] (E.23)
2

I = % [H In </€2> — Kk — (m3 —m3)In <g0> —mgln 61] (E.24)

> In(Ba) +21n%(82) — In*(Bo) — In*(f:)
(E.25)

+2Sp(1 — B3) — Sp(1 — B7) — Sp(1 — B?)]
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E. Niitzliches zu den NLO-Korrekturen

)\momlmg

UPES 47::@2 [2 In (H2> In(fo) + 2*(By) — (1) — In*(f)
0 (E.26)

+25p(1 — B3) — Sp(1 — B7) — Sp(1 — 53)1

Die IR-endlichen Integrale sind etwas zahlreicher:

1
T= o |58 4 md o md) 4 2mimd Wn(Ba) + 23 In( 1) + 2 In( )|
0
(E.27)
1
Iy = o [—2m3In(Bs) — 2m3 n(By) — k| (E.28)
1
I = 2 |[—2mg In(8,) — 2m3 In(Bo) — k| (E.29)

1 K
Iy = {m% In(2) = m5(2mg — 2mi + m3) (Br) — - (mf — 3m7 + 5m§)]

= iz
(E.30)

1 K
1 = oz [ () — w32 — 2 4 3) (1) — % (o — 3+ 5m3)|
0
(E.31)

1 K
121 = ___ {m‘f In(By) — mg(ng — 2m% + mg) In(f5y) — Z(m% — 3m% + 5m3)]

4m

(E.32)

12 = _ b -m4 In(Ba) +m3In(By) + K + E(3m2 + 3m3 — m2)- (E.33)
1% = b _m‘f In(fBy) + maln(fGo) + Ll + E(Sm% + 3m3 — mf)- (E.34)

amg | 6mi 4 ]
00 1 2/ 2 2 2 kP 2
I] = 2 2ms(m7 +ms — m§) In(By) + 62 + 26mj (E.35)
0 1
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E. Niitzliches zu den NLO-Korrekturen

1 K3
I3 = m? [ng(mg +m3 —m?)In(B) + G2 + 2/@77131 (E.36)
%= 1 2mi(mE +m? —m3)In(B) + LS + 2km (E.37)
4mi 6m?

Bemerkung: Bei diesen Integralen wird ein effektiver 1 — 3-Prozess beschrie-
ben. Dabei darf my nur als Masse des zerfallenden Teilchens angesehen werden,
wenn die on-shell-Bedingung gilt. Fur virtuelle Austauschbosonen, wie im Fall der
Arbeit das leichte skalare h°, muss das Massenquadrat durch die Mandelstam-
Variable s ersetzt und als Schwerpunktsenergie interpetiert werden.
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F. Berechnung der IR-konvergenten
Phasenraumintegrale

(a) Grundlagen

Die Tatsache, dass die Integrale aus E.2. nur in Spezialfillen auftreten und dann
die numerische Integration ersparen, fithrte dazu, dass deren explizite Berechnung
in der Literatur nicht zu finden ist. Um das Verstandnis ihres Ursprungs zu erlan-
gen, wurden sie daher im Rahmen der Arbeit durchgefithrt. Einige Grundlagen,
die dies vereinfachen, wurden bereits in [11] gelegt und werden nur in kurzer Form
prasentiert.

Betrachten wir zunédchst das einfachste Integral ohne Skalarprodukte jedweder
Art. Mit diesem soll zundchst der Umgang mit dem Integrationsmafl geschildert
werden.

= 1/65351613172653@5(@
71'2

— D1 — Pg — F.1
2, 2E22Eq (p() P1— D2 Q) ( )

Die Relation der Delta-Distribution fiir eine differenzierbare Funktion f(x) mit
Nullstellen z,,

1
@) =2 G F ot =) (2)
fihrt auf
3.5
S = [ ot - mAe(E) (.3

mit der Heaviside-Funktion ©, die das Integral auf physikalisch sinnvolle Ener-
gien beschrankt. Wir erhalen damit ein generisches Phasenraumelement

dl' = d*pyd*pad*qd(p — m3)d(ps — m3)5(¢*)6W (po —p1 —p2—q)  (F4)

Die Auswertung der Distribution fiir die Viererimpulserhaltung eliminiert bei-
spielsweise po. Nach etwas Rechnung verbleibt
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F. Berechnung der IR-konvergenten Phasenraumintegrale

1
dl’ = gdpg’dndqodcos d¢ (F.5)

Die Herleitungen der nachfolgenden Grenzen ist lénglich, wir geben das Resultat
an [11]:

nelo,2r]  oelo,2x]  6[0,7] (F.6)
= (e = X el (F.1)
s = 5 [olr +mom ) £l —md)r—mD)|  (F8)
c=VE-d T=s- /A0 me=mitm (F.9)

Mit diesen Uberlegungen kann die Berechnung nun vorgenommen werden: Zunéchst
soll dies fiir das indexfreie Integral durchgefiithrt werden, welches keine Skalarpro-
dukte besitzt. Die explizite Integration fithrt zu Rechnungen, die auch in vielen
anderen Phasenraumintegrationen in Génze iibernommen werden kénnen.

(b) Berechnung von [

Die Definition des Viererimpulses p* = (E,p) erlaubt es uns fiir den Impuls g
des masselosen abgestrahlten Teilchens |§] = ¢" zu schreiben. Die Integration ist
nicht pY-abhingig. Einsetzen liefert daher mit der Substitution z = /s — ¢" sowie
mit s = m3 das Integral

I— 4;3l/as;1/(95—a)(a:—b)dx—/as\/(q:—a)(a:—b)dx _. 41mg(fa 1)

(F.10)

wobei a = (my +m2)? und b = (m1 —mz)? gewihlt wurden. Diese Integrale be-

gegnen uns in allen weiteren Schritten. Thre Berechnung erfolgt tiber verschiedene

geschickte Substitutionen. Iy ist strukturell etwas einfacher. Niitzlich sind dabei
die Relationen

a+b=2(m3+m3) a—b=4mimy ab = (m3 —mj3)? (F.11)

Zunachst bietet sich eine quadratische Ergénzung an:

]gz/d:c\/(2x—b—a)2—b2+2ab—a2 = ;/dy\/yQ— (a —b)? (F.12)
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F. Berechnung der IR-konvergenten Phasenraumintegrale

Bei Wurzelfunktionen bieten sich hyperbolische Funktionen zur Substitution
an. Explizit wenden wir y = (a — b) cosh(z) an. Dies fiihrt auf

/\/cosh(z) — 1sinh(z)dz = / (w2w_21)2dw (F.13)

mit w = tanh(z), dz = *1‘1’12(2). Eine Partialbruchzerlegung liefert elementar
integrierbare Funktionen in w:
dw 1 1 1 1
— — F.14
/4<w+1+(w+1)2 w—1+(w—1)2> (F.14)

Computeralgebra ist fiir die anschlieBende Resubstitution hilfreich. Sie fithrt
schlussendlich auf

Ig = —él(a - b)21n(2\/x2 —(a+b)x+ab+2x— (a+Db))

(F.15)

+(2(a +b) — 436)\/1'2 —(a+b)x+ ab]
Das Einsetzen der Grenzen fiihrt mit Anwendung von Logarithmengesetzen auf

—2mim3 In(Bo) — 3 (m? + m3 — m) (F.16)

Mit dem Vorfaktor 1/4mg und Vorzeichenwechsel hat man den ersten Teil von I
gefunden. Man erkennt, dass I,, ein km3 beinhalten muss. Generell wird bei diesem
Integral dhnlich vorgegangen, beginnend bei einer quadratischen Ergidnzung:

2
a—>b s 2 a+b - 2 a+b
I, = 5 dxx\l [a—b(z_ 5 )] -1 x—a_b<x— 5 ) (F.17)

Bezeichne nun 7 = cos™!(t), dann erhilt man nach kurzer Rechnung

(a —b)%s dt _
1 / b it cos(t)(cos2(t) — 1) (F.18)
2 2
was man mit der Universalsubstitution & la Weierstra3 bewerkstelligen kann -
hierbei gilt tan(t/2) = u sowie cos(t) = };Zi und sin(t) = 1_2&2. Auf diese Weise
ergibt sich der nachfolgende Ausdruck:

(a —b)%s du —8u?
4 / A — Bu? (1 — u?)? (F.19)
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Erneut bietet sich eine Partialbruchzerlegung an. Das Integral besitzt daraufhin
die folgende Gestalt:

4 a—b21—u) (a—0)(1—-u)? (a—0b)(1+u)?

2(a + b) 4+/ab 4+/ab ]

(a—b)Qs/du[( 2(a +b) 2 2
(F.20)

TR0 +u)  (a—b2(va— v (a—b2(va+ vou)

Die umfangreiche Resubstitution gelingt am besten mit ein wenig technischer
Hilfe und fiihrt auf das Resultat

=1 lQ\/%ln(Q\/@\/ﬁ — (et Deab b (a+b)>
2 o (F.21)

—|—(a+b)ln(2\/x2— (a+b)+ab+2x — (a+0b)) —2\/:172— (a+b)—|—ab}

Einsetzen der Grenzen liefert den folgenden, erneut mit Logarithmengesetzen
verkiirzten Ausdruck:

Lo = kmg — mg(m¥ + m3) (o) — mg(m7 — m3)
o [20mE )k (md— m3)? — 2mB(m3 + m3) (F.22)
4m(2)m1m2

Man kann sich nun der Eigenschaft (E.21) bedienen, um etwa 5y umzuschreiben.
Es folgt beispielsweise In(fy) = —[In(31) + In(52)]

Nun verbleibt dann lediglich mit etwas Algebra zu zeigen, dass das Argument im
2(mi—m3)r+(mi—m3)?—2mf(mi+m3)
4m(2)m1m2
muss, um das erwiinschte Resultat zu erzielen, wenn man 3y wie zuvor beschrieben

umformuliert. Zusammenfassen der beiden errechneten Integrale liefert final:

unteren Logarithmus gerade (/P2 entsprechen

1
I Em2 4+ m2 + m2) + 2m2m? In(By) + 2mEm2In(By) + 2m2m? In( o)

T am? |2
(F.23)
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Tritt nun im Integranden ein Skalarprodukt aus Viererimpulsen auf, so kann
man sich der Identitaten aus [11] bedienen:

0

2p1-q = s( - ) —m? +m3 (F.24)
0

2p9 - q = s( - 1) +m? —m3 (F.25)

2p1 - p2 = s(l - ) —m? —m3 (F.26)
(c) Berechnung von I

Fiir Iy kann man dies jedoch umgehen. Man beachte, dass ¢ nur in der ersten
Komponente einen nicht-verschwindenden Beitrag liefert. Somit kénnen wir pg als
/s formulieren:

1 0,01
Iy = 2\/§/dq dp1q0 (F.27)

Die Substitution wie zuvor bei [ fithrt uns auf das wohlbekannte I,, nun mit
anderem Vorzeichen. Es kiirzt sich ndmlich aus den Integrationsgrenzen aus (?77)
der ¢°-Faktor. Wir erhalten also nach Vergleich mit der vorherigen Berechnung

To = —— [~2m2n() — 2m3 n(By) — ] (F.28)

4mg
Die Betrachtung des Integrationsmafles liefert uns unmittelbar die Symmetrie
0 <> 1 und dementsprechend 0 <+ 2. Der Tausch der Indizes fiithrt auf

I =

4m3
und analog fiir I5, wobei die 2 <+ 1-Symmetrie bereits zuvor vorausgesetzt wurde
und in einer minimalen Liste nicht beriicksichtigt wird.

|—2mf In(B2) — 2m3 In(Bo) — x| (F.29)

(d) Berechnung von I} /1Y

Anstelle von I} wird nun zunichst I2 berechnet. Der Grund dafiir liegt in den
Skalarprodukten in (F.24) bis (F.26): 2ps - ¢ beinhaltet ein p?, was uns von der
Notwendigkeit befreit, alle Integrationsgrenzen neu zu berechnen, wenn man ei-
ne p-Integration ausfithren miisste, die aus p; - ¢ resultiert. Das Resultat aus
(E.30/E.31) kann anschlielend durch simplen Indextausch erzielt werden. Es muss
also
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F. Berechnung der IR-konvergenten Phasenraumintegrale

/ dg®dp?— ( ( i%)mi—mg) (F.30)

berechnet werden. Der pd-unabhiingige Teil fithrt effektiv auf eine Io-Struktur:

mg +mi —m3 R
M i) - m n(5) — (Fa)
Ferner bleibt ein Term der Gestalt
dq maa: min
JE" — () (.32)

welcher nach etwas Rechnung und iiblicher Substitution in folgendes Integral
miindet:

1 1 NG
4\/5/(1 xQ(w—F(m%—m%))(%—Q\/_) (x —a)(z — b)dx (F.33)
Dieses kann man nach Ordnungen in  aufspalten. Zum einen findet man wieder
die bekannten I, und I3, auflerdem errechnet man mit ahnlichen Methoden das

Integral
/ 9512\/ (x —a)(z —b)dz (F.34)

zu

1 2\/_\/352 (a+ b)x + ab + 2ab
N [(a—kb)xln( . —(a+ b))

+2Vabx ln[\/x2 —(a+b)x+ab+2x — (a+b)] — ZM\/JJQ —(a+b)x+ ab]
(F.35)

Man erhalt damit die folgenden Komponenten:

R - T B K o9 K o9 K o
8m%/adx (x —a)(z b>_4m%[ mims; In(fo) 1 Mt M (F.36)

s — —b 2
;/a dx S c;)(ac ) = 471ng lmgm% In(B1) + mgms3 ln(62)+/€2mol (F.37)
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F. Berechnung der IR-konvergenten Phasenraumintegrale

(m? —m3) /5 dwv (z —a)(z — ) _ (m? — m?3

) [m% In(51) +m3 In(Bs) + K]

8m3 4m3 2
(F.38)
Einsetzen der Grenzen liefert das Ergebnis:
In 2(mi —mj)k +22(m% —m3)® _ 2(m% + m%)
mg (F.39)

+1In(k + 2m2 — 2(m? 4+ m3)) — mix — 21In(4myms)

Wir erkennen dieselben Argumente der Logarithmen wie aus I, wieder. Bereits
die Betrachtung aller x-Terme bei Aufsummation gibt Aufschluss dariiber, dass
wir richtig gerechnet haben. Man erhalt

1 K
18 = oy | () — m3(2md — 2m3 ) In(82) — (e — 3 + 5|

mg
(F.40)
Man bekommt demzufolge das zu erwartende Ergebnis fiir I} bei Indextausch
und somit das in Anhang E aufgelistete. Die Ausnutzung der Symmetrie liefert
iiberdies

1
= m? [m‘ll In(By) — m3(2m3 — 2m3 +m3) In(3) — g(m% — 3mj + 5m§)]

(F.41)
(e) Berechnung von I}
Die Behandlung von I} erfolgt iiber die Impulsbilanz im CMS-System:
Po=p1+0+7=0 Ey=E +E+E=4s (F.42)

Wir formulieren p; als pg — p2 — ¢, sodass sich I3 zum Standardintegral I kiirzt
und ferner ein I9 verbleibt (mit Symmetrien umzuformen). Durch die Konvention
der Vorzeichen trigt dieses Integral ein negatives. Das ¢?-Skalarprodukt liefert
trivialerweise keinen Beitrag. Die Betrachtung des Zahlers

K

—§(m(2) +m3 4+ m3) — 2mdm3 In(By) — 2mim3 In(B1) — 2m3m? In(3,)
4 2 2 2 2 K, 9 2 2 (F.43)
—mj In(B1) +m3i(2m3 — 2mg + m7) In(B2) + Z(mQ — 3mg + 5my)

offenbart nach Kiirzen das Ergebnis aus Anhang E.2.
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(f) Berechnung von 4-Index-Integralen

Die restlichen fiinf Integrale konnen mithilfe ein paar kurzer Umformungen alle-
samt aus I3 gewonnen werden. Die Symmetrie ergibt automatisch I97. Erhaltung
des Viererimpulses ermoglicht es uns

Iog=—Ip—Ioy  It{ =—I{ = I} (F.44)

zu schreiben, des Weiteren erhiilt man I durch Indextausch. Die Berechnungen
konnen daher abgeschlossen werden, sobald I}2 bekannt ist (pa = po — p1):

1 dq°
I”:—/—d 92¢ - (po — p1)2q - F.45
00 4m(2) (q0)2 pl q <p0 pl) q-pP1 ( )

Man kann direkt /] weiterverwenden, zudem kommt der Integrand

1
—W(mg +mi —mj — 2/sp))? (F.46)
zur Berechnung hinzu. Es bleibt mit (2/sp})? = 4mm? ein pl-unabhingiger
Summand im Integral, dessen Auswertung einfacher ist:

1

d¢® 1
gl =)+ amdm?] [ V(s = V20— a)(s = V2¢° — )
0

P 5~ V20
(F.47)

Mit s — v/2¢° = z erhalten wir ein noch bislang nicht betrachtetes Integral der
folgenden Form:

/ @ fw—a)—b) (F.48)

xs — 12
~ Mit den Abkiirzungen x = (s —a)(s —b), { = 2z + (b —a) — (b + a) und
& =2x—(b—a)— (b+ a) ergibt sich nach langerer computergestiitzter Rechnung
das Integral

VRN + 5 - miyhe s - 0V
+vabInfy/fab¢ + /€] — In[y/abg — x1/€] + [\ /¢ + ﬁ]]

Noch arbeitsaufwiindiger ist die Behandlung des Terms 4./sp{(m3 + m? +
m3), da nun die p?-Integration explizit ausgefiihrt werden muss. Man erkennt
die Ahnlichkeit zu den Rechnungen in (F.32), sodass wir analog verfahren und
das Integral

(F.49)
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F. Berechnung der IR-konvergenten Phasenraumintegrale

L a4t md) [ 905 s - 250"
my q
= )]sy (s — 2500 — a)(s — 2/3¢° 1)

272

(F.50)

erhalten. Dieses multiplizieren wir aus und ordnen in Potenzen von der letzten
Integrationsvariable ¢, was auf drei Integrale fiihrt (ohne ¢°, einfach im Nenner
und im Zéhler) - Substitution liefert:

1 @ dx
i+ i+ md)(mi + 3mf —md) [T fe—ae—y)  (E5)

0

2 2 2 2Y(,.4 2/, 2 2 “ dx
—m%(m0+m1+m2)(m0+m0(m1—m2))/8 2(22s — 29) (z —a)(z—1b) (F.52)
1 9 9 o [ s—x
—mg(m0+m1+m2)/s ! sz) (@ — a)(z — b) (F.53)

Das mittlere Integral lésst sich auch mithilfe von Computeralgebra beim jetzigen
Stand nicht auf eine elementare Stammfunktion bringen. Die anderen Integrale
sind allesamt aus vorherigen Rechnungen bekannt und kénnen ausgewertet wer-
den. Es zeigt sich damit, dass der Ursprung der Phasenraumintegrale mit etwas
Aufwand durchaus nachvollziehbar ist. Der letzte Feinschliff sowie die Behandlung
der divergenten Integrale mit Spence-Funktionen bietet noch Material fiir weitere
Arbeiten.
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G. SUSY und Poppers
Falsifikationismus

FEin empirisch-wissenschaftliches System muss
an der Erfahrung scheitern kénnen
-Karl R. Popper(1902-1994)

Die mathematische Asthetik der Supersymmetrie zusammen mit ihrer grofien
Erkldrkraft machen die Theorie zu einem der wichtigsten Ansédtze, Fragen der
Grundlagen der Physik und des Universums auflerhalb des wohlbekannten Ter-
rains des Standardmodells eine Antwort zu liefern. SUSY sei einfach zu elegant,
zu schon, zu wertvoll sie ad acta zu legen - so die Meinung vieler Physiker. Auch
eingedenk der Tatsache, dass die Bemithungen am LHC bislang erfolglos blieben.
An dieser Stelle mochte ich mir kein Urteil iiber den Wert der Theorie erlauben,
sondern vielmehr einen wissenschaftsphilosophischen Blick auf diese werfen und
Forderungen an sie stellen, die aus Karl Poppers Werk zum Kritischen Rationalis-
mus abgeleitet werden konnen. Nicht zuletzt ist das Fundament des Erfolges der
Physik das Konglomerat von Experiment und Theorie - auch die moderne theore-
tische Physik sollte an den Grundlagen einer empirischen Wissenschaft festhalten.
Mit diesem Exkurs in die Wissenschaftstheorie soll die Arbeit zu einem runden
Ende gelangen.

Der Falsifikationismus ist bei Popper zentraler Bestandteil, den Wert einer sich
als empirisch vorgebenden Theorie zu charakterisieren. Intuitiv wiirde man den
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Prozess der Verifikation einer Theorie als Prozess deren Bestatigung ansehen. Der
entscheidende Schritt ist jedoch in der modernen Wissenschaftstheorie im Sinne
Poppers, die Moglichkeit zur Falsifikation zu haben, jedoch deren Ausbleiben als
Bestétigung zu betrachten. Es ist ein wesentlicher Unterschied, ob man eine em-
pirische Theorie als wahr ansieht oder als nicht falsch. Wahrheit ist vielmehr ein
Begriff, der aus dem logischen Schlielen hervorgeht und in das Reich der Mathe-
matik gehort. Bereits in Humes Induktionsproblem zeigt sich die Schwierigkeit
mit der Wahrheit einer naturwissenschaftlichen Aussage.

Das Problem der Verifikation trat im Leben Poppers in besonderer Schérfe im
Aufkommen der neuen psychologischen Theorien Freuds und Adlers zutage. Die
Bewunderer dieser Theorien hoben die besondere Fiille an Verifikationen hervor.
Poppers Kritik nimmt genau darauf Bezug und konstruiert folgende Situation:
Ein Mann stoft ein Kind ins Wasser, das zu ertrinken droht. Ein anderer stellt
sein Leben aufs Spiel, um es zu retten. Nach Adler leiden beide Personen an Min-
derwertigkeitskomplexen (der eine beweist sich, dass er ein Verbrechen begehen
kann, der andere, dass er einen Menschen retten kann). Bei Freud leidet der eine
unter einer Verdriangung, der Retter unter einer Sublimierung.

Es ist kaum eine Situation denkbar, die nicht mit der Individualpsychologie und
der Psychoanalyse erklarbar wére. Es besteht keine Angriffsfliche, die Theorien zu
falsifizieren. Hingegen lieferte etwa Einsteins ART bei Eddingtons Untersuchung
eine exakte Vorhersage, wie das Licht der Sterne wéhrend der Sonnenfinsternis
durch die Kriitmmung der Raumzeit verschoben sein miisste. Ohne die Verschie-
bung wéire die ART eindeutig falsifiziert. Welche Bedingungen machen nun die
SUSY zu einer empirischen Theorie? Es gibt Uberlegungen, dass einige Superpart-
ner Massen zwischen 100 GeV und einem TeV besitzen - Energien, die am LHC
realisierbar sind. Doch dies sind nur Uberlegungen. Das Ausbleiben der Detektion
solcher Teilchen kann damit erklart werden, dass ihre Massen hoher sein miissen,
welche noch nicht nachweisbar sind. Damit wird der SUSY die Moglichkeit zur
Falsifizierbarkeit genommen!

FEine Theorie werde dann empirisch, wenn ein Beobachtungssatz konstruiert wer-
den kann, der im Widerspruch zu ihren Vorhersagen steht. Auf die SUSY iibertragen
bedeutet dies: Die Theorie sagt ein konkretes Massenintervall voraus, in welchem
dieser oder jener Superpartner gefunden werden muss. Der widerspriichliche Be-
obachtungssatz ware: Man findet in diesem Bereich das Teilchen nicht. Die der-
zeitigen Uberlegungen zur Masse sind zu vage, um diese Konstruierbarkeit zu
garantieren. Die Beobachtung des momentanen Kenntnisstands, dass kein SUSY-
Teilchen entdeckt wurde, ist nicht widerspriichlich zur Theorie. Somit wissen wir:
Die SUSY ist nicht falsch. Dies macht sie aber vorerst nicht zu einer haltbaren
empirischen Theorie, da das Falsifikationspotenzial zu gering ist.
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Aber lasst sich das Problem mangelnder Moglichkeiten der Falsifikation eingren-
zen? Man erinnere sich an den Wert der Higgs-Masse, welcher mit
SUSY-Schleifenkorrekturen auf einen attraktiven Wert gebracht werden konnte,
ohne dass man quadratische Divergenzen hétte wegrenormieren miissen. Ubrig
blieben im Lichte der Gleichung (2.3) nur logarithmische Divergenzen. Man macht
sich leicht klar, dass die Grofle der SUSY-Korrekturen entscheidend von der Masse
der SUSY-Teilchen abhéngt. Das Spektrum moglicher Massen fiir SUSY-Szenarios
ist bekanntlich sehr ausufernd, doch nur wenige Massen erkliaren die Higgs-Masse,
die mit Beobachtungen vereinbar ist, auf solch eine natiirliche, um nicht zu sagen
asthetische Art und Weise. Es wére andernfalls ein als unnatiirlich empfundenes
Fine-Tuning vonnéten. Bliebe also zu diskutieren, inwieweit

Natiirlichkeit als Voraussetzung fiir eine erfolgreiche empirische Theorie angese-
hen werden muss.

In der Geschichte der Wissenschaft stellten sich oftmals jene Theorien als richtig
heraus, die strukturell einfach gehalten waren und mit wenigen Zusatzannahmen
auskamen. Zudem war die Einfithrung von ad-hoc-Hypothesen zumeist ein Indiz
fiir den Niedergang eines Theoriegebdudes. Die effektive Higgs-Masse durch be-
stimmte SUSY-Massen auf natiirliche Weise zu erkléren, wéire sehr elegant oder
schlicht ausgedriickt schon. Wahrend Einstein seine Feldgleichungen (5.1) als sehr
kunstvoll ob ihrer Einfachheit ansah, betrachtete er seine Ansétze zu einer verein-
heitlichten Feldtheorie als &uflerst héisslich. Man hat demzufolge durchaus Griinde
anzunehmen, dass Natiirlichkeit mit fruchtbaren Theorien korreliert ist. Kombi-
niert man dies mit der Tatsache, dass dies nur fiir bestimmte SUSY-Parameter
moglich ist, besteht also doch die Hoffnung einer Falsifizierbarkeit. Nichtsdesto-
weniger sind die letztgenannten Uberlegungen spekulativ und eher definitorischer
Natur; betreffend, welche intrinsischen Eigenschaften eine erfolgreiche Theorie be-
sitzt.

Es bleibt daher abschliefend festzuhalten, dass die SUSY noch auf dem Weg
zu einem empirisch-wissenschaftlichen System ist und sich aktuell im Spannungs-
feld zwischen einem rein mathematischen Modell und einer Theorie mit physi-
kalischer Realitat aufhélt. Der Ansatz Karl Poppers versucht bei einer Theorie
klare Grenzen zu ziehen. Man spricht daher auch vom Abgrenzungsproblem; der
Schwierigkeit, eine empirische Hypothese von Logik oder Mathematik (bisweilen
auch der Metaphysik) abzugrenzen. Der jetzige Stand lisst diese Einordnung der
SUSY nicht endgiiltig zu. Die kommenden Jahrzehnte werden mehr Klarheit iiber
das Schicksal dieses Modells liefern.

102



Literaturverzeichnis

[1] HALZEN, Francis ; MARTIN, Alan D.:
QUARKS AND LEPTONS: An Introductory Course in Modern Particle Physics.
John Wiley and Sons (1984).

[2] MARTIN, Stephen P.: A Supersymmetry Primer.
Adv.Ser. Direct. High Energy Phys. 21, (2010)

[3] COLEMAN;, Sidney ; MANDULA, Jeffrey: All Possible Symmetries of the S
Matrix. In: Phys. Rev. D 159 (1967), S. 1251 ff.

4] HAAG, Rudolf ; LOPUSZANSKI , Jan ; SOHNIUS, Martin: All possible

[4] , ; 7 ; , p
generators of supersymmetries of the S-matrix. In: Nuclear Physics B 88
(1975), S.257 f.

[5] ZWICKY, Fritz: Die Rotverschiebung von extragalaktischen Nebeln. In:
Helv. Phys. Acta 6 (1933), S. 110-127

[6) DANEDO, Flip: Defense Against the Dark Arts. Notes on dark matter and
particle physics. (2011) Cornell University, Ithaca (unveroffentlicht)

[7] HIGGS, Peter: Broken Symmetries and the Masses of Gauge Bosons. In:
Phys. Rev. Letters 13 (1964), S. 508 ff.

[8] REBHAN, Eckhard: Relativitatstheorie und Kosmologie. Springer-Verlag
(1975).

[9] MUNSTER; Gernot: Einfihrung in die Quantenfeldtheorie (Vorlesungsskript
2011)

[10] WULKENHAAR, Raimar: Geometrie von Fichtheorien (Vorlesungsskript
2005)

[11] KOVARIK, Karol: Hitchhikers Guide to Renormalization (bislang un-
veroffentlichte Notizen, Stand 2017)

[12] DREES, Manuel ; GODBOLE, Rohini M. ; ROY, Probir:
Theory and Phenomenology of Sparticles. World Scientific, 2005.

103



[13]

[14]

[16]

[17]

[18]

[24]
[25]

[26]
[27]

[28]

Literaturverzeichnis
BOHM, Manfred ; DENNER, Ansgar; JOOS, Hans:
Gauge Theories of the Strong and Weak Interaction. Teubner, 2001.

KINOSHITA, Toichiro: Mass Singularities of Feynman Amplitudes.
In: Journal of Mathematical Physics 3 (1962), S. 650 ff.

LEE, Tsung-Dao ; NAUENBERG, Michael: Degenerate Systems and Mass
Singularities

SCHWARTZ, Matthew D.: Quantum Field Theory and the Standard Model
Cambridge University Press, 2014

DENNER, Ansgar: Techiques for the calculation of electroweak radiative cor-
rections at the one-loop level and results for W-physics at LEP200.
Fortschr. Phys. 41 (1993), S.307-420

MILGROM, Mordehai: A modification of the Newtonian dynamics as a possi-
ble alternative to the hidden mass hypothesis. In: Astrophysical Journal 270
(1983), S. 365-370

SPRINGEL, Volker et al.: Simulating the joint evolution of quasars, galaxies
and their large-scale distribution. In: Nature 435 (2005), S.629 ff.

STEPPELER, Patrick: QCD-Korrekturen zur Annihilation von dunkler Ma-
terie im Higgs-Funnel. Masterarbeit WWU Miinster (2013).

de.wikipedia.org/wiki/Planck- Weltraumteleskop (Zugriff: 18.03.2018)
m.esa.int/spaceinimages (Zugriff: 18.03.2018)

KROUPA, Pavel: Local-Group tests of dark-matter Concordance
Cosmology. Towards a new paradigm for structure formation.
Astronomy and Astrophysics 523 (2010)

apod.nasa.gov/apod/ap060824.html (Zugriff: 17.03.2018)

GONZALEZ, Anthony H. et al.: A direct empirical proof of the existence of
dark matter. In: Astrophysical Journal 648 (2006)

Planck Collaboration: Planck 2015 Results. XIII. Cosmological Parameters.

BE/)LANGER7 G. et al: micrOMEGAS: Version 1.3. In:
Computer Physics Commaunications 174 (2006), S. 577 ff.

WEINHEIMER, Christian: Skript zur Vorlesung Kern- und Teilchenphysik I
(2011)

104



[29]

[30]

[31]

[32]

Literaturverzeichnis

POPPER, Karl R.: Vermutungen und Widerlegungen
Wachstum der wissenschaftlichen Erkenntnis — (1963)  Mohr  Siebeck,
Tiibingen

DERYA, Vera: Color factors in QCD (2008), Seminararbeit am LPSC, Gre-
noble

'T HOOFT, Gerard: Renormierung, Eintrag im Lexikon der Physik (Spek-
trum), von 1998.

HOOPER, Dan: TASI 2008 Lectures on Dark Matter (2009)

105



Plagiatserklirung des Studierenden

Hiermit versichere ich, dass die vorliegende Arbeit "Stau-Annihilation in leichte und
schwere Quarks" selbststandig verfasst worden ist, dass keine anderen Quellen und
Hilfsmittel als die angegebenen benutzt worden sind und dass die Stellen der Arbeit,
die anderen Werken - auch elektronischen Werken - dem Wortlaut oder dem Sinn
nach entnommen wurden, auf jeden Fall unter Angabe der Quelle als Entlehnung
kenntlich gemacht worden sind.

(Datum und Unterschrift)

Ich erkldre mich mit einem Abgleich der Arbeit mit anderen Texten zwecks
Auffindung von Ubereinstimmungen sowie mit einer zu diesem Zweck
vorzunehmenden Speicherung der Arbeit in eine Datenbank einverstanden.

(Datum und Unterschrift)



