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1 Einleitung

In der Physik wird versucht, in der Natur auftretende Phanomene durch mathematische
Gesetze zu beschreiben - sei es ein einfacher zu Boden fallender Apfel, oder die quan-
tenfeldtheoretische Betrachtung der elementaren Wechselwirkungen. Durch die nahezu
uneingeschriankte Giiltigkeit physikalischer Gesetze ergeben sich viele Teilbereiche in-
nerhalb der Physik. Aufgrund dieser Bandbreite physikalischen Verstédndnisses sind wir
in der Lage, Prozesse sowohl auf der mikroskopischen Skala der Quanten, als auch auf
der makroskopischen Skala der Sterne und Galaxien zu beschreiben.

Wird zunéchst einen Blick auf das sichtbare Universum geworfen, findet sich eine
kaum abzédhlbare Zahl von Sternen und Planeten vor. Die Bewegungen dieser ma-
kroskopischen Objekte werden primar durch eine der bekannten Wechselwirkungen -
der Gravitation - beschrieben. Mithilfe der Allgemeinen Relativitdtstheorie (ART), die
Anfang des 20. Jahrhunderts als eine Erweiterung der Speziellen Relativitédtstheorie
(SRT) von Albert Einstein mafigeblich geprégt wurde, kénnen die auftretenden Dyna-
miken beschrieben werden. Zu den grundlegenden Postulaten Einsteins zahlen dabei, die
Begrenzung der maximal erreichbaren Geschwindigkeit durch die Lichtgeschwindigkeit
mit ¢ = 299792458 %  und der enge Zusammenhang zwischen Energie und Masse,
der sich in der berithmten Formel FE = mc? manifestiert.

Moderne Forschungsergebnisse zeigen, dass sowohl der Raum, als auch die Zeit durch
starke Gravitationsfelder beeinflusst und gekriimmt werden. Diese Kriimmungen der
Raum-Zeit lassen sich durch die ART beschreiben, sodass kosmologische Ereignisse pré-
zise vorhergesagt werden kénnen. Im Jahre 1915 stellte Einstein Feldgleichungen auf,
die diese Wechselwirkung zwischen Raum-Zeit und Gravitation beschreiben [Flil2]. Die-
se sind bekannt unter dem Begriff der einsteinschen Feldgleichungen.

1916 gelang es Karl Schwarzschild erstmals, diese Gleichungen zu losen, indem er
bestimmte Randbedingungen kugelsymmetrischer Objekte annahm. Seine Losungen sind
unter der nach ihm benannten Schwarzschild-Metrik (SSM) bekannt. Die SSM ist bis
heute ein sehr wichtiges Werkzeug innerhalb der ART. Mithilfe dieser Metrik lasst sich
unter anderem der Zusammenhang zwischen Masse und Radius von Sternen beschreiben.
Dabei kann zum Beispiel festgestellt werden, ab welchem Masse-zu-Radius-Verhéltnis
der Kollaps eines Sterns eintritt. Durch das grofle Gravitationspotential jenseits dieser
Schwelle, fallt der Stern in sich zusammen, sodass schlieffSlich ein Schwarzes Loch entsteht,
dessen Gravitation jegliches Licht vollstandig absorbiert.

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit werden zunéchst die wichtigsten Aspekte der ART in
kurzer Form zusammengefasst und erldutert. Im Anschluss wird die SSM - sowohl die in-
nere als auch die duflere Losung - aus der Feldgleichung hergeleitet. Der Rechenweg orien-
tiert sich an den Lehrbiichern von Eckard Rebhan und Hans Stephani. Aufbauend auf die
erhaltenen Ergebnissen wird der Ubergang zwischen innerer und duflerer SSM analysiert.
Dabei wird ein Grenzwert fiir das oben beschriebene kritische Verhéltnis zwischen Mas-
se und Radius bestimmt. Zum Abschluss der Arbeit werden die Tolman-Oppenheimer-
Volkoff-Gleichungen (TOV-Gleichungen) mithilfe eines Runge-Kutta-Verfahrens vierter
Ordnung numerisch gelost, um die gewonnenen analytischen Ergebnisse mit der Numerik
zu vergleichen.
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2 Theoretische Grundlagen

Zunachst werden die fiir das Verstindnis der ART notwendigen mathematischen Aspek-
te erliutert, um daraus die theoretischen Uberlegungen, die die ART prigen, besser
verstehen zu konnen. Die verwendeten Darstellungen in der Theorie orientieren sich an
den Lehrbiichern von Dirac [Dir96], Fliessbach [F1i12], Rebhan [Reb13] und Weinberg
[Wei08].

2.1 Vierervektor

Die Raum-Zeit Koordinaten werden durch den Vierervektor innerhalb eines Minkowski-
Raumes beschrieben, der bereits aus der SRT bekannt ist. Dabei werden zwei grund-
legende Typen von Vierervektoren unterschieden: den kontravarianten Vierervektor z*
mit hochgestelltem Index p

W =ct 2=z 2P=y =2 (1)
und den kovarianten Vierervektor z, mit tiefgestelltem Index p
To=ct T =-T To=—Y Tz3=—2. (2)

Der Index p kann die Werte 0, 1, 2 und 3 annehmen.

2.2 Koordinatentransformation

Die Koordinatentransformation ist fiir die Betrachtung unterschiedlicher Felder und Be-
zugssysteme notwendig. Es wird festgelegt, dass die Koordinatentransformation durch

m
dz'* = %;V dz” (3)

gegeben ist. Wird die Transformation auf die Komponenten eines beliebigen Vektors
At bzw. A, im Bezugssytem S angewandt, so ergibt sich in S’

ox'™
o v
A £ A (4)
und
,  Ox"
AH = @AV . (5)

Weiterhin kann die Koordinatentransformation auch auf Tensoren angewandt werden.
Dabei wird ein Tensorfeld mit 7,/ #»(x) betrachtet, bei dem jedem Raumpunkt ein
Tupel aus n Zahlen zugeordnet ist. Unmittelbar daraus wird fiir die Koordinatentrans-
formation eines Tensors erhalten:

, / n B /BTL
T i oz’ Oa'tn 9xPt Oz o cn (6)
VLo tn dzer 7 Qpom G T Gptvm T PP
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2.3 Tensoren und ihre Algebra

In der ART werden mathematische Berechnungen fast ausschliefilich mit Tensoren voll-
zogen. Mit diesen lassen sich die zu betrachtenden Systeme oder Felder einfacher be-
schreiben. Tensoren werden anhand ihrer Stufen unterschieden:

1) Skalare Felder werden durch Tensoren nullter Stufe beschrieben.

2) Der Viervektor in ko- und kontravarianter Form wird durch den Tensor erster
Stufe beschrieben.

3) Matrizen werden von Tensoren zweiter Stufe beschrieben; innerhalb der ART wer-
den weitestgehend (4 x 4)-Matrizen mit 16 Komponenten betrachtet.

Weiterhin unterliegen Tensoren einer einfachen Algebra, die an dieser Stelle kurz aufge-
fithrt werden soll:

(1) Addition von Tensoren:

T + UM = VI, (7)
(74) Multiplikation mit Skalaren:
A-TH =V, (8)
(#4i) Produkt von Tensoren:
A%, T =V, (9)
(1v) Kontraktion:
THve = Ve, (10)
™.V, =TV (11)
TH, =T (12)
(v) Vertauschen von Indizes:
T, = g (13)
™ = g"'T, (14)
", = g"°T,, (15)
mit g, = diag(1, —1,—1,—1). (16)

(vi) Die Invarianz unter Indexvertauschung von einem Tensor:

T =T (17)
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2.4 Quotientenkriterium

Ein sehr wichtiges Kriterium fiir Tensoren ist das Quotientenkriterium. Dieses besagt,
dass, falls die Produkte Af1-£nb" fiir jeden beliebigen Vektor b oder b,, Tensoren sind,
so ist auch Af1-/n ein Tensor.

«-Um

Der Beweis folgt:
Fir den Vektor A*b, folgt nach Transformation (3

8x/1/

Ay, = o AP, (18)
Fur b, = Baf:: b; ergibt sich
oz'* 0z’
v af _
(A’# ~ 52 BaF A ) b; = Vb,
ox't ox’

w af __

= A" oy 8:(:'BA =0. (19)

Damit ist gezeigt, dass A" ein Tensor ist.

2.5 Metrischer Tensor

Der metrische Tensor g, ist ein symmetrischer Tensor mit folgenden Eigenschaften:

g)\“guu - 5)\117 (20)

gVMgw/ = gyug’“' =4 (21)
oz’ 0x'"

d g™ = Ao 22

und g 5X 5o (22)

Die erste Eigenschaft des metrischen Tensors folgt aus der Definition des Kronecker-
Symbols

5 — 1 firp=v (23)
0 firp#v.

Weiterhin werden Abstande innerhalb von Raum und Zeit in der ART analog zur SRT
durch

ds® = g, dz"da” (24)

bestimmt. An dieser Stelle werden zwei Zustéinde mit dem Abstand ds? unterschieden.
Fir ds? <0 wird der Abstand als raumartig, fiir ~ ds? > 0 als zeitartig bezeich-
net. Zusatzlich besitzt der metrische Tensor g,, in jedem Punkt der Raum-Zeit drei
negative und einen positiven Eigenwert, unabhéngig davon, in welchem Koordinatensys-
temen er sich befindet.
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2.6 Tensoranalysis

Wird die Ableitung % = , eines Skalars betrachtet, so ergibt sich ein kovarianter

Vektor. Wird die Ableitung auf einen Vektor bzw. einen Tensor angewandt, entsteht
kein Tensor daraus. Die Ableitung des Vektors V] ergibt sich zu:

V' = avli _ 0 81'&‘/ . 0%z~ 0z® OxP
7S 2 ox'v - oxv \ Ox'w a | — Or'hOL « O/t Oz B -

(25)

Anhand des hier aufgefiihrten Beispiels wird ersichtlich, dass die Ableitung des Vektors
V., keinen Tensor liefert. Die zweite Ableitung von z® im ersten Summanden spricht
gegen die Tensoreigenschaft.

Erst durch die kovariante Ableitung, die mit folgender Konvention .,  eingefiihrt
wird, lasst sich aus dem Vektor V), ein Tensor generieren. Ausgehend von einem lokal ebe-
nen Koordinatensystem werden die kovarianten Ableitungen von V# und V), berechnet.
Weiterhin soll gelten, dass

i o,

Vu;l/ - Vu,u = eV (26)
gilt. Fir den kovarianten Vektor ergibt sich
Vi dzr 9P oV _ dzh OV ™ _ oxt 0 [0 VA
Y Qe Oxv OB Oe™ Oxv O Ozv \ Oz
B @gaw +VA8$“ 0 [0e”
Qe Qx> O 0 Ozv \ Oz
oxH OV, \ [ O [0~ Ozt oxt 9%
= — Vv . 27
ox* Oxv + <8:UV ((‘33:’\ 86“) 0% Oz v (27)
Nun wird 2% =6, und 257% = % eingesetzt, sodass
=V, =VHr, + T8V (28)

Die genauere Bedeutung vom I'{;, wird im spéteren Verlauf der Arbeit erlautert. Wei-
terhin ergibt sich fiir den kontravarianten Vektor

| 0% 0P OV, 0e* 9V, 9% 0 or*
Y g Qv 9B Ozt Qv Ot Ox <8€°‘ A)
9% 922 AV Ly 0 0 (aﬁ)
~ Oxt 9ee Ozv | M Oxr Oxv

Qe
ox* OV, 0 (0™ 0z ox? 0%
= ooz <8x” (axu aga> ~ Bee 8x“m”) (29)
Viw = Viw — T Vi (30)

Die kovariante Ableitung unterliegt zudem einer mathematischen Algebra:
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1. Die Addition einer Linearkombination soll gleich der Linearkombination der kova-
rianten Ableitungen sein (Distributivgesetz):

(CLT“V—l-bU‘W);)\ZCLT‘MV;)\—FZ)U#V;/\. (31)
2. Es gilt weiterhin die Produktregel mit
(T“UV>;>\ = TH;AUV + T#UV;A : (32)

3. Die kovariante Ableitung stimmt mit der gewohnlichen Definition einer Ableitung
fiir Skalare tiberein:

Px = P (33)
4. Die kovariante Ableitung des metrischen Tensors verschwindet:

Gua=0 bzw. ¢",=0. (34)

2.7 Aquivalenzprinzip

Das Aquivalenzprinzip besagt, dass samtliche physikalischen Gesetze eines isolierten In-
ertialsystems - ohne jegliche Wechselwirkungen mit dufleren Systemen - lokal gelten.
Dabei lasst sich innerhalb eines isolierten Inertialsystems nicht feststellen, in welchem
Schwerefeld der Raum-Zeit es sich befindet.

Erst durch Abwesenheit der Gravitation in einem globalen Minkowski-Raum miissen
sich die kovarianten Gleichungen der ART in die der SRT tiberfithren lassen.
Aus diesen Uberlegungen des Aquivalenzprinzip folgt, dass

ds® = g,, da* dz” = 1ap de® de” (35)

und

B O™ OeP
S =0 55 g

(36)

gilt. Dadurch wird gezeigt, dass ein lokales System der Metrik 77,5 und ein System
der Metrik g, einer beliebigen Raum-Zeit Koordinate einen Zusammenhang zueinander
haben miissen. Deshalb stellt ein lokal ebenes Koordinatensystem eine sehr gute Appro-
ximation eines global ebenen Systems dar, die im Rahmen des Riemannschen Raums
glltig ist.

2.8 Christoffel-Symbole

Fiir ein lokal ebenes Koordinatensystem ergibt sich fiir die Bewegungsgleichung nach
dem Aquivalenzprinzip
dZe>
m
O dr?

—0. (37)
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.. A/ Ny de® de¥ . . . . . .
Dabei ist dr = ¥Y*——  die Eigenzeit der Ruhemasse mgy. Nun wird tber eine

C
beliebige Koordinate z# transformiert. Mit der Transformation

de® B oe® dz#

= 38
dr Ozt dr (38)
nach Gleichung ergibt sich fiir die obige Bewegungsgleichung
dZe” 0% datda”  Oe dat
dr? Oxt0zv dr dr  Ox# dr?
Daraufhin wird die Gleichung mit gai: und dem Kronecker-Symbol multipliziert,
sodass
A «a A
Oz Oe _ Ox 5, (40)
Oc® Ozt O
ergibt und sich daraus
d*z? 5 da# da”
—_— =0 41
dr2 "o dr dr (41)
erschliefit. Dies ist die sogenannte Geodéatengleichung, die sich mit der Definition
32 «a o A
AV = £ Lo (42)
K Oxtdzry  Oe

ergibt. I" wird als Christoffel-Symbol bezeichnet. Aus Gleichung lasst sich unmit-
telbar die Invarianz von I" unter Vertauschung der Indizes p und v ablesen:

F;,, = FQL . (43)

Es handelt sich folglich um einen symmetrischen Tensor. Ausgehend von der Ableitung
des metrischen Tensors g,, nach einer beliebigen Komponente A, lasst sich noch ein
Zusammenhang zwischen Christoffel-Symbol und metrischen Tensor herstellen. Zunachst
gilt

_ 0%c> 0’ 9 9%P "
N S e (44)
Wird die Relation aus Gleichung umgeformt zu
«a 2 0 é «a 2 0
I Oe _ 0%? 0x° Oe _ 0% 50 (45)

MOgS 9z 0zt 0o Qxd  Ox dxt °
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um und setzt diese in Gleichung ein, vereinfacht sich der Ausdruck zu

0e® OeP 0 0P
suen = s s g+ e ) = T+ Dot (16)

Dabei wurde fiir das Kronecker-Symbol « = o gesetzt, damit dieses zu eins wird.
Nach Addition von gy, und Subtraktion von g, ergibt sich

Guos + Dy — Gurw = DNuGow + Tans + Tingow + Loygns — Topgsn — Dhygus - (47)
Es lassen sich einige Summanden wegkiirzen, woraus
_ 76 5 _ 5
Guv,\ + Iy — Gurw = F)\ugéu + Fﬂ,\géu - QF)\#gév (48)

folgt. Durch Multiplikation mit ¢*° und Umstellen der Gleichung findet sich der Aus-
durck:

1 Vi
F)isu = 59 b (g;w,)\ + 9w, — guz\,u) . (49)

2.9 Geodatische Linien

Aus der euklidischen Geometrie ist bekannt, dass der kiirzeste Abstand zweier Punkte
durch eine die beiden Punkte verbindende Gerade gegeben ist. Innerhalb der ART wird
der kiirzeste Abstand zweier Punkte in Raum-Zeit-Koordinaten nicht durch eine Gera-
de, sondern durch eine im Allgemeinen gekriimmte Verbindungslinie beschrieben - die
sogenannte Geodéten-Linie. Es werden drei Arten von Geodéten-Linien unterschieden:

>0 zeitartige Geodate
""" = =0 Null-Geodite (50)

<0 raumartige Geodate .

Gegeben sei nun eine Kurve mit festen Endpunkten P; und P, in der Parameterdarstel-
lung x(p), sodass gilt x(p;) = P und x(pe) = P». Durch diesen Ansatz lasst sich
die Geodaten-Linie in einem mathematischen Zusammenhang formulieren, infolgedessen
sich folgendes Integral ergibt:

P2 P2
| ds= (5/ \/igw,jc”(p)jc”(p) dp mit 0zt (py) = dat(p2) =0. (51)
P

P

Dadurch ergibt sich ein hamiltonisches Variations-Problem mit der Lagrange-Funktion

L = \/xguiri . (52)
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Das Losen der Euler-Lagrange-Gleichung fithrt zu

0 d (amm) _OF(L) N [d <gw,5v”) B 1gHwW1

dp \ i oz~ T ldp\ L ) 2 L
1 1dL 1
- :l:i [gay’ﬂi“iy + gal/a?y - gayl"l/* - 7g,u1/,aft'u‘f1.,‘y

L Ldp 2
(53)

Eine Bogenlange s, fiir die p=2  gelten soll, wird eingefiihrt. Dabei soll « konstant
bleiben. Daraus erschliefit sich, dass ds = Ldp und «a = g—; = L gilt, wodurch
L = const.  wird. Durch Multiplikation mit ¢°¢ und Benutzung von g, ,&"i" =

%(ga,w + Jaw,'2”)  sowie Gleichung , vereinfacht sich der Ausdruck zu

d*z° L da# dz”
dp? " dpdp

~0. (54)

Gleichung ist die sogenannte Geodéatengleichung.

Mit ihr lasst sich die Trajektorie von massebehafteten Teilchen beschreiben. Dabei
sollen die Teilchen nur eine geringe Kriimmung der Raum-Zeit-Koordinaten erfahren,
solange sie nicht durch Wechselwirkungen mit dufleren Kraften beeinflusst werden. Die
Teilchen besitzen den Impuls p auf der Bahnkurve.

2.10 Ricci-Tensor

Um die Unvertauschbarkeit von kovarianten Ableitungen zu zeigen, wird ein Vektorfeld
V* zweimal differenziert:

Vie, = (Vi) = Vi, + IV = TRV

K K A K A K K A
- (V,u—{_Fu/\V )’V+FV0 (VZ"’F[L\V ) ot} (Vﬂ TNV )
=V, + 1y VA 4 F;AVQ +ITEVP 4 " FiAVA — Ve —Tr F;;;vA . (55)

HAV vp ' p p v

Anschliefend wird die Differenz von V., und V7 gebildet. Es ergibt sich

K K K K A K A K K A K K Y7\
Viw = Vo, =V, + L,V + V) + 1 Vp—i-Fl,F[Z/\V —IrVv —F[L’Fp/\V

MV vp ' ,p p purp v
K K A K Y7\ K K A K K Y/
- VV,# - FV/\#V - FV/\V,M - FHPVﬁ - Fuprvp)\v + FVpuV,p + FﬁMFpAV
7Tk A K A K A K A
—FM’VV — Fy,\#V + Fl,pflf/\V — Fﬂpfyp)\v
= R}, V* (56)
mit
iuu = F:)\,V - Flfj)\,ﬂ + Ffp[ﬁ)\ - F:p]—’zf))\ : (57)
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Das Ergebnis zeigt, dass die kovarianten Ableitungen nicht vertauschen. Zudem ist der
gefundene Tensor aus der Riemannsche Kriimmungstensor. Die Darstellung lésst
sich mithilfe von (49)) umschreiben zu

1 [ea [ea
RK)\MV = i(g’il%)\ﬂ/ + g>‘y7"ivu - gAMv’ﬁV - gliV,)\,M) + ng(FIfILLFAI/ - FK’ZJIJFA/J,) (58)

Daraus lassen sich Symmetrie-Eigenschaften des Kriimmungstensors ableiten. Es gelten
die folgenden Identititen:

Rm)\uu = Ruw@)\ ) (59)
Rn)\,u,z/ = _R)\mw = _Rn)\u,u, = R)\m/u (60)
und RH}\,U,Z/ + Rmu/)\ + Rm/u)\ =0. (61)

Durch Verjingung von (57)) mit dem metrischen Tensor ¢°* folgt unmittelbar

R = 0" Ropy = Ry . (62)

UKV

R, ist dabei der nach G. Ricci-Curbastro benannte Ricci-Tensor. Es kann abgelesen
werden, dass der Ricci-Tensor folgende Symmetrie-Eigenschaft besitzt:

R, =R,,. (63)

Durch Heben und Senken der Indizes beim Ricci-Tensor ergibt sich

Jg“R,, =R',=R. (64)

Es gilt fiir die Bianchi-Identitéten:
Rn)\,uy;oz + Rn)\a,u;u + Rn)\l/a;u =0. (65)

Die Bianchi-Identitat wird ohne Beweis eingefiihrt. Daraus ergibt sich weiterhin, dass

1
R’“’—g‘“’R)
(7= g0),

0 (66)

gelten muss.

2.11 Einsteinsche Feldgleichungen

Einstein hat durch Uberlegungen beziiglich des Zusammenhangs zwischen Raum-Zeit
und Gravitationsfeldern elementare Gleichungen fiir die ART aufgestellt. Hierbei werden
zwei grundlegende Gleichungen unterschieden. Die ersten Gleichungen sind die Feldglei-
chungen unter Beriicksichtigung der Materie:

RM _ lgwR _ SWGMW
2 2 7
8rG 1 (67)
und RM == (M’W — ZQWM) .
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Dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit, G die Gravitationskonstante, R der Kriimmungs-
tensor, R* der Ricci-Tensor, g"” der metrische Tensor und M der Materietensor mit

1
MM = T = M-, (68)
C

Die weiteren Gleichungen, auch bekannt als Vakuum-Feldgleichungen, werden im Vaku-
um betrachtet. Es soll gelten, dass der Materietensor verschwindet, sodass:

RW—;WU%:O

und R =

(69)

Die Gleichungen (67 und werden als einsteinsche Feldgleichungen bezeichnet.
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3 Schwarzschild-Metrik

Die einsteinschen Feldgleichungen (67)) und sind nichtlineare Gleichungen, sodass
diese nicht ohne Weiteres analytisch losbar sind. Mithilfe einer einfachen Symmetrie-
Betrachtung ist es allerdings moglich, einen Losungsansatz zu finden. Ausgegangen wird
von einem raumlich kugelsymmetrischen Korper mit einem entsprechenden Gravitations-
feld fiir einen kugelférmigen Himmelskorper. Damit lédsst sich eine Metrik mit réumlichen
Kugelkoordinaten aufstellen. Zunachst wird eine Feldgleichung aufgestellt, die den ku-
gelsymmetrischen Ansatz mit unbestimmten Variablen erfiillt. AnschlieSend wird daraus
die duflere Losung und weitergehend die innere Losung der SSM hergeleitet. Im letzten
Schritt wird der Ubergang von der duleren zur inneren Lésung analysiert.

3.1 Auflere Schwarzschild-Losung

Unter Annahme eines kugelsymmetrischen Ansatzes lasst sich das Linienelement auf-
grund der bekannten Eigenschaften einer Kugelsymmetrie herleiten. Mit der Zeitkoordi-
nate T', der Radialkomponente r, die zur Beschreibung der aufleren Kugelflache konstant
gehalten wird, und den invarianten Winkelkomponenten ¢ und ¢ erschlieit sich das Li-
nienelement zu:

ds* = A*2dT? + BdT dr — C*dr? — r*(dv* + sin® 9 dy?) . (70)

Dabei miissen die unbekannten A, B, C' bestimmt werden. Weiterhin wird angenommen,
dass betreffende Koeffizienten winkelunabhéngig sind und damit rdumlich nur von r
abhangen.

Es wird eine zunéchst unbestimmte Funktion v = v(r,t) definiert. Dazu wird
weiterhin

B
AdT + o~ dr = ePedt (71)
definiert. Anschliefend wird Gleichung quadriert zu:
B2
A?dT? + BAT dr = e”(dct)* — e dr?. (72)

Diesen Ausdruck aus Gleichung wird in Gleichung eingesetzt, sodass sich ergibt:

B2
ds* = e”(dct)? — vy dr? — C*dr? — r?(d9? + sin® 9 dp?). (73)
Zusatzlich wird eine Funktion A = A(r,¢) mit
B2
02 + m = e)\(T t) (74)

definiert und diese wird ebenfalls in Gleichung eingesetzt. Schlussendlich wird die

Standardform des Linienelements fiir eine rdumliche Kugelsymmetrie erhalten:

ds® = "™ dt? — A0 dr? — r2(d? 4 sin® ¥ dy?) . (75)
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Unmittelbar daraus findet sich die Oberflache einer Kugel fiir konstanten Radius r mit
ds? = 4mr2.

Aus der Metrik sollen die Funktionen v(r,t) und A(r,¢) bestimmt werden. Da-
bei wird sich der Euler-Lagrange-Gleichung, um die Christoffel-Symbole zu berechnen,
bedient. Anschliefend kann diese in den Kriimmungstensor eingesetzt werden, um
eine der einsteinschen Feldgleichung zu losen. Zunéchst wird festgelegt, dass F = %2
ist, mit 2% =ct, ' =7, 22 =9 und 2% = ¢. Dadurch ergibt sich aus dem
Linienelement

1 . )
F= 3 et 22— AMrt)p2 r2(9? + sin? 19gb2)] ) (76)

Es werden die Euler-Lagrange-Gleichung fir © =0, 1, 2,3 bestimmt:

1. Fir p=0:
d [ OF oF d . 1 LO0v 1 o\
0= — [ 2} = 25 = (evef) — —et2f2 20 4 2l
dp (8ct2> Jct? dp(e ) 2° " Bet * 2" Bet
o o 4.0 OV .. 1,000 1,0\
=e"(ct + actct + 87~Ctr) 5° ct 5 T 2% B
. 1ov ,., Ov . 1 1))
ct + 5 5etC + 5 C 7+ 5¢ 5 (77)
2. Fir = 1:
0= i 8£ _ aj — _ieA(T’t)r — aj
dp \ or or dp or
. A 1 . ;
= —jet — gcte’\ctv’“ — e’\grfz — 2e”gicQt2 + 70?4 7sin® ¥p?
1 . . 1 :
(78)
3. Fir p=2:
d /OF F . .
0= " (gﬁ) — ?919 = 729 + 2r7 — r?sin Y cos ¥¢?
=1 + =) — sin ¥ cos Vp? . (79)
T

4. Far p = 3:

F F :
0= i 07 _ a— = T2¢sin219+ 2r7*gbsin219+20081951n1919¢7’2
dp \ 9¢ dp

9 .
= @sin® Y + ;fc,b + 2 cot V. (80)

2
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Mithilfe von Gleichung kénnen die Christoffel-Symbole direkt abgelesen werden:

0_181/ 0 10v 0 1,0\

0= 590t 01255, 1125e 9t
o 1 ,.,0v 1 10\ 1 10X
= —e — —_—— [
09 or’ 099t U= 9ar’
Iy, =—re ™, I3 =—re*sin®d,

1
%, ==, I%=—sindcosy, I[7=—, Iy=-cotd,
r r
A
I, =0 sonst.

Der Faktor % entsteht in gemischten Termen wie zum Beispiel I}, , da diese auf Summen
der Form  (I',+13)ctr  und der Symmetrie-Eigenschaft der Christoffel-Symbole (vgl.
Gleichung (54)) zuriickzufiihren sind.

Jetzt konnen die Christoffel-Symbole in den Kriimmungstensor eingesetzt werden.
Fiir das Element Ry, ergibt sich:

Roo = R0 = Ioy0 — To00 + Ton o — ool oy - (81)

Im weiteren muss nun tiber simtliche p und ¢ summiert werden.
Zuerst werden die Ableitungen des Elementes betrachtet:

L0 = 1600 = Fé)o,o - Fgo,o + Foll,o - Folo,1 + Fo22,0 - Fo20,2 + F(?s,o - Fgo,:s : (82)
Da
F()22:F§3:F020:F30:O> (83)
ergibt sich

12N 10 ([, ov\ 18X 1, ((ov\° orxov L O (s4)
— ——— e =] == ——e — | - =+ = .
20(ct)?  20r or 20(ct)? 2 or or or ~ 0Or?
An dieser Stelle ist zu beachten, dass die Produktregel angewandt wurde, da die Funk-
tionen v und A implizit von 7 und ¢ abhangen. Nun werden die tibrigen Terme betrachtet:

Fir p=0 folgt, dass die Christoffel-Symbole I, I, I, I verschwinden, sodass
nur die Terme

1, (ov\> 10xdv
IonIoo — Toolho = ¢ * (87’) ~ 19t oct (85)

tibrig bleiben. Weiterhin folgt fir p = 1, dass die Terme mit Iy, und 5 null
ergeben. Dadurch ergibt sich der Ausdruck:

ON\* 1, 0vox 1,00 1, 0
Jct or

_ (Y
-4\ Oet

B Ze or or 21"e or 2r
1, ., 0v <1 oA 2)
— -V )
2

1
F011F110_F010F111_Folorlzz_roloplgs:4<

o \20r "7
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Sémtliche Terme mit den Christoffel-Symbolen I, und I}y werden fiir =2 und
p =3 null. Dadurch folgen keine weiteren Terme, die zum Element Ry, beitragen und

es findet sich

1 32\ 1 /0A\> 10\ 0v
4 Oct Oct

o2 T a\oa

|
DO |

"~ 49ct Oct

" 40r or

LA L(oN" 1orow (10 1 (ov\* 10A0v
20(ct)? 4 \Oct ¢ 20r2 4\ or

Lo () _ 000w (v 1 (0v)T L 0 (1A
2e or or Or  Or? 2e or 2e or \20r

)

1o
ror|

(87)

Aufgrund der Symmetrie-Eigenschaft des Krimmungstensors gilt  Rg; = Ry und

damit:
Roy=Rio=Ri,0= 11,0~ N0, + 11,10 — 1oy,
Alle Ableitungen im ersten Teil liefern keinen Beitrag:
Floo,o_Ffo,o“‘rllm_F110,1+F122,0_F120,2+Ff’3,0_F130,3 =0.
Werden die Terme fiir  p =0, betrachtet, so erschliefit sich mit
F{)2:F120:F022:F(?3:F50:07
dass Terme, die nicht null ergeben, sich wie folgt auftheben:

1 ov oXN 10v O\
FIOOF(S)O - FPQF(())O + F101F010 — F100F011 = ZQ(A_V+V_>‘)7I/ v _

ordct  40r dct
Fir p=1 -ergibt sich

1 0\
FIIOFIOO - F111F110 - F110F111 - F110F122 - F110F133 - et

(89)

(90)

(91)

(92)

Fir p=2 und p=3 folgen keine Beitrdge. Damit ergibt sich fiir das Element

Ry insgesamt

10\
Rip = Ro1 = T B

(93)

Zunachst werden alle Diagonalelemente des Kriimmungstensors bestimmt. Es ergibt sich

fiir die erste Komponente Rj:

. I _ o o 14 o 14 o
Rll - RIUI - Flo,l _F11,0+F10'Fp1 _Fllppo'

(94)
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Die Schritte werden analog zu Gleichung bis durchgefithrt. Fiir den ersten Teil
ergibt sich

20r2 20\ ct
2 2 2
- 1@ _ le(A*V) Q _ 67/\% _ Q . (95)
202 2 Oct Jct dct O(ct)?

Weitere Terme flir  p=0 ergeben:

10°%v 10 ) OA
F100,1 - F101,0 = - (e(’\ )>

1(wv\* 1 ,_,0\0v
FPOF(?I_FP1F80+F1()1F()11_F101F011:1 (07“) _Ze(/\ )5@ (96)
Fir p=1 erschlieffit sich
1 oo [(OAY 10X0v 10X
Iy — Ih Iy — LIy — T T = ZG(A ) <8ct> T 1dar ror (97)

Die Terme fir p=2 und p=3 liefern erneut keinen Beitrag.
Es wird fir das Element R,

19% 1<ay>2 1ONOy 10\
Ry

2o "1\or) “1orar vor

T (ON? 1 0 dv 1 N\ ONdr 92
4 2e0en (OA) L oen AV Lo [(9A) _OAOV  OTA
4 Oct 4 Oct Oct 2 Oct Oct dct  O(ct)?

10% 1(%)2_%%_1%@@_@(1 o\ 1(6“)2 wwv)
4

T 292 *

r 40rdr ror 20(ct)? * 4\dct) — 40ctdct
(98)
gefunden. AnschlieBend folgt fir Ros:
Ry = RgUQ = FQJJQ - F2U2,o— + le)aF:Q - szQF;a . (99)
Der erste Teil, der sich durch die Ableitungen ergibt, liefert:
Iy + 1oy = _gr (—re_k) + 86; cotd) =e — re_)‘gi\ — sian 5 (100)

Fir p=0 ergibt sich nach Summation tiber ¢ immer der Wert null.
Fir p=1 ergibt sich
ro\o0v T 0A

1
— LI — I, Y — I, = 3¢ g T gt re*A; : (101)
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Durch weiteres Umformen wird aus Gleichung ((101))

;eAgZ + ;eA2;\ + reAi =e <gg'; + ggi + 1) (102)
erhalten. Fiir p =2 findet sich
I3n), = —ire‘A = e (103)
und fir p=3 ergibt sich
Iy, = cot® v, (104)

Werden alle Terme zusammengefiihrt, erschlieit sich fiir das Element Ry

o\ 1 rov 1o\
Ry = - -7 t2?9 = ryn 1) — )\
2=¢ A e R Y P Y e ¢
(105)
— e f@—fQ—l—l -1
B 20r 20r '
Es wurde folgende Identitéit benutzt:
N . Sl Y (106)
sin sin sin

Anschlieflend wird das Element Rs33 berechnet. Dieser ist das letzte Element der Diago-
nale und es folgt:

R33 = Rga?) = Fga,fﬂ - F?i’mf + Fé)UF;{S - F?f)BF/;Ta : (107)

Der erste Teil, der wieder die Summanden der Ableitungen beinhaltet, ergibt

oV

(3D
= e Msin® 9 — re_’\g sin? 9 + cos? ) — sin® V). (108)

9, 0
—F313,1 - F323,2 = "o (—7“8_A sin® 19) — —(—sinv cos )

Die Summation iiber o fir p=0 wund p=2 ergeben den Wert null.
Fir p=1 erschlieft sich

0 O\ 1
) r ov r O\
= V| =—+=-=—+1]. 109
¢ (28r+28r+ ) (109)

Fiir den letzten Wert p =3 erschlieit sich

L3+ T T3 = e *sin® 9 — cos® ) . (110)
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Alle Termen werden zusammengefithrt zu

rov 1o\
Raz =e sin?d | —— + ——= +1 A gin? ¥
33 =€ 7 sin <28r+28r+>+e sin
AON 2 .92 A2 2
—re "—sin“ 9 + cos” ¥ — sin“ ¥ + e " sin” ¥ — cos” Y

or (111)

iy [or (O T OA _
—Sln19<e (287“ 28r+1> 1)

= R22 SiIl2 9.

Da alle Elemente mit gleichen Indizes bestimmt worden sind, werden nun die nichtdia-
gonalen Elemente berechnet:

Roy = Ry = R{,5 = F{)’J’Q — FOUZU + FOPJF;Q — F&Fga =0, (112)
Ry = Ruy = Ry = Iy — Ty + TOTS — THIS =0, (113)
Ry =Rz =R,3= 15,5 — I3, + 15,15 — I, =0, (114)
Roy = Ry = RY,5 = Flggz — F&’U + Ffafl;g — ngfgg =0 (115)
und Ry = Ry = RS,y = [T,y — [Ty, + T{,I% — THI% = 0. (116)

Dabei sind die einzigen Terme der aufgelisteten nichtdiagonalen Elementen, die einen
von null verschiedenen Wert liefern:  —I'%I% = —lcotd und IHI5 = Lcotd.
Jedoch heben sich gerade diese Beitrige wieder in Summe zu null auf. Dadurch sind
nur die Komponenten Ry, R11, Ra2, R33 und Ry bzw. Ry fir den Kriimmungstensor
relevant und fiir weitere Rechnungen von Bedeutung.

Mithilfe der Vakuum-Feldgleichung konnen die Funktionen A(r,t) und v(r,t) be-
stimmt werden. Zunachst kann gefordert werden, dass alle Elemente des Kriitmmungs-
tensors verschwinden. Es ergibt sich

Ry = Ry = Rop = R3g = Ryp = 0. (117)
Aus Ry = 0 folgt:
o\
It — 11
oy 0 = Art)=\r) (118)
Aus Gleichung ergibt sich damit
1d% 1 (dv)® 1d\dv 1dv
0= SV 2 (C) _cerdr, T 119
2dr2+4<dr> 4drdr+rdr’ (119)

aus Gleichung

a4 i

=) e 4 (120)

C1d 1 (dv)® 1didr  1dx
4drdr rdr
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und aus Gleichung ((105)) und (111)) erschlieit sich

(rd
——(v—=A 1]—-1=0. 121
(e +1) (121)
Gleichung ((121)) wird umgestellt, sodass
dv dx 2
—=—4—(e"—=1). 122
dr dr * r(e ) (122)

Hieraus wird ersichtlich, dass die Funktion v(r,t) geméf eines Separationsansatzes
v(r,t) = v(r) +¢g(t) in zwei Summanden aufgeteilt werden kann. Diesen Ansatz wird
in das Linienelement eingesetzt:

g(t)

ds® = "M (e 2 det)? — A dr? — r2(d9? 4 sin® ¥ dp?) . (123)
Durch eine geschickte Koordinatentransformation ¢'(t), sodass

dt/ PIO)
P 124
7= (124)

wird, wird eine neue Zeitkoordinate ¢ definiert. Nach Umbenennung ¢ — ¢ ergibt
sich

ds? = e’ (det)? — rM dr? — r2(d9? + sin? 9 d?) . (125)

Das gefundene Linienelement ist die statische - von ¢ unabhéngige - Kugelfeldgleichung.
Das FErgebnis folgt des Weiteren aus dem Birkhoffschen Satz, der besagt, dass jede
rdumliche kugelsymmetrische Losung der Vakuum-Feldgleichung zeitunabhéngig ist -
die dabei dazugehorige Metrik ist die Schwarzschild-Metrik [Reb13].

Die Feldgleichungen und werden von einander subtrahiert, wodurch sich

d(v+X)
dr

ergibt. Wird das erhaltene Ergebnis in das Linienelement der statischen Losung ({125))
eingesetzt, erschlielt sich

=0 = v+ \=a=-const (126)

ds? = e M (e3 det)? — A dr? — r2(d9? + sin? ¥ dy?) . (127)

Anschliefend wird erneut eine Zeittransformation durchgefithrt, um den Faktor
ez  zu eliminieren. Dadurch muss die Integrationskonstante fiir ez det = det’  gleich
null gesetzt werden. Fiir das Linienelement wird

ds? = e (det)? — M dr? — r?(dv? + sin? 9 dy?) (128)
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erhalten. Daraus erschlieit sich, dass a =0 ist. Wird v = —X in Gleichung
(121)) eingesetzt, ergibt sich

dA
Al=r-C. 12
e m (129)

Noch einmal umgeformt, 16st sich diese gewohnliche Differentialgleichung auf zu

dA 1
e e = 1
dr r r
Ser=1-1, (130)
T

Dabei ist r, die Integrationskonstante.

Anschlieffend wird das Grenzverhalten r — oo  betrachtet, da es sich um die du-
Bere Losung einer Feldgleichung fiir einen kugelsymmetrischen Himmelskorper handelt.
Damit gilt

. T
lim goo = lim ¢” = lim 1 - 1 (131)
und
Jim g1y = Jim e = lim ——- = 1. (132)

r

Es entsteht eine pseudo-euklidische Metrik [Reb13] mit

s 20
go=1-"51+= (133)
r c?

Aus der Newton-Theorie ist bekannt, dass ein kugelsymmetrisches Vakuumfeld ® durch

_GM

To

o =

(134)

gegeben ist. Dabei ist G die Gravitationskonstante und M die Masse der Kugel. Der Ra-
dialabstand der pseudo-euklidischen Metrik wird mit ry bezeichnet, sodass fiir
r— oo gilt:

dr =dry, 7 =ro+const und lim L (135)

7—00 TO

Anschlieflend wird @ in die Grenzwertbetrachtungen (133) und (135 eingesetzt. Daras
ergibt sich

LT . 2GM
lim = = lim
r—0o0 r—00 7"062

(136)
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und
rec® Ty TeC?
li — = =1. 1
% 2GM T 2GM (137)
Damit findet sich der Schwarzschild-Radius (SSR) r:
2GM
o= (138)

Als resultierendes Ergebnis wird fiir die Feldgleichung der dufleren Schwarzschild-Metrik

2GM 1
ds? = (1 i ) (det)? — m dr? — r?(dv? + sin® ¥ dp?) (139)

rc?

erhalten.
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3.2 Innere Schwarzschild-Losung

Weiter wird nun die Losung der inneren Schwarzschild-Metrik bestimmt. Dabei wird
zunachst von einer idealen Fliissigkeit mit dem istropen Druck p, der Dichte p und der
Viergeschwindigkeit u ausgegangen. Weiterhin sollen p und p vom Radius r abhangen.
Damit ergibt sich ein Energie-Impuls-Tensor, der auch als Feldgleichung fiir ideale Fluide
zu verstehen ist [Ste77]:

T, = <p + i’;) Uyl — DG - (140)
Es wird festgelegt, dass fir ein lokal ebenes Koordinatensystem gilt:
ut = (c,0,0,0)". (141)
Ausgehend von der kugelsymmetrischen statischen Losung
ds? = e"Me? — A dr? d? — r2(do + sin? 0 dp?) (142)

ergibt sich das statische Problem zu « = 0.
Es wird das invariante Betragsquadrat der Vierergeschwindigkeit aus dem Vierervektor
bestimmt:

A= u'u’ g, = uu’ gog = uguog™ . (143)

Daraus folgt

W= = ° (144)

v/ 900 ev(r)

bzw. die kovariante Form
ug = Ve | (145)
Die Form des metrischen Tensors
g = diag(e”", =X 12 —prZgin? @)t (146)

die fiir die statische Kugelfeldgleichung ((125)) verwendet worden ist, wird iibernommen.
AnschlieBend werden alle Terme der Feldgleichung fiir Fluide (140 berechnet:

Too = (p + g) Ugly — PYoo = (p + 2) cVer®ever®) — pe’™ = pcer) (147)

T = (ﬂ+ i'é) i — pgu = (p+ g) 100 = p(=e*?) = pe”) (148)

T = (,0 + g) gty — pgas = 0 — p(—1?) =pr’ (149)

T3 = <,0 + pg) ugug — pgss = 0 — p(—r?sin® 1)) = prisin®d.  (150)
¢
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Dadurch erschliefit sich der Tensor zu

T,

= diag(pc?e’™), pe™ pr? pr? sin® 9)! .

Durch Verjiingung mit dem metrischen Tensor

¢
g/“/ — dlag (e_y(r)’ _e_A(T)’ _l’ _1)
r2’  r2sin?9

ergibt sich fir T*:

1
T8=<p+g>u0uo—p98=<p+;>c ()C\/el’(’“>—p-1 = pc?
eI/T’
Tllzo—p :—p
T =-p
T3 =—p.

Anschlielend wird der Ricci-Tensor mit
R} = Ry - g + Riy - "' + Rag - g% + Rsz - g*°

bestimmt. Es ergibt sich
R o (10 L(ov\* 10x0v 10
B 20r2 4 \or 40ror  ror
o (L L (0v)T 10Aoy  10A
20r2 4 \or 40rodr ror
1 ([ _\(rov 1o\
—< (m‘m“)‘l>

1 . 9 A [rOv  TOA
r2sin2ﬁ<smz9<e (287“_287"+1>_1>>

P b 7 N LA R N N K 2 U R )
a 20r2 4\ Or 40ror r \or Or r2 r2’

Aus den einsteinschen Feldgleichung fiir Materie (67) folgt
1
Ri - LRet = T2

mit

(151)

(152)

(157)

(158)

(159)

(160)
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Resultierend daraus werden die vier Feldgleichungen berechnet:

. 2_p0 " p_ =AY 20 &
xpc” =Ry 2R— e (r . 7“2) = (161)
1 -

1 1020 1 /ov\> 10X ov 1 [Ov O\

R _Ip_,A | () T 74 1
xXp =k ZR © (2 or? + 4 <8r> 4 0r Or T <8r 8r>) (163)
1 1020 1 (ov\> 10X ov 1 (Ov O\

R R[] -2 — == . (164
xp =i 2R ¢ (2 or? + 4 (87") 4 Or Or T <8r 87“)) (164)

Dabei ist zu erkennen, dass R3 = R3  ist.

Die Integration dieser Feldgleichungen kann nur durchgefithrt werden, wenn die Energie-
und Impulsbilanzgleichung erfiillt ist, das heisst die Divergenz muss verschwinden:
™., =0 oder TY,, = 0. Dies folgt unmittelbar aus den Bianchi-Identitaten.
Fiir eine ausfithrliche Diskussion wird auf [Ste77] verwiesen. Damit ergibt sich

14 p 14 p 14 p v
T,u;z/:<p+02)yuuu+<p+02)uu;uu+<p+02>uuu w—(pg"y) ., =0 (165)
oder
o p v PN u v PN o, Yy
™y =\p+=3) vu'+(p+ G )upu” + (p+ 5 ) uu’y — (pg"), = 0. (166)
), c c

v

Weiterhin muss aufgrund der Zeitunabhéingigkeit gelten, dass  u” = (u°,0,0,0)"  ist.
Es werden die Summanden einzeln differenziert:

p,u” =0
(pg"")pu” =0

(167)
(168)
u’, = 7(\/_11) (169)
(170)

— i _ 0 _ 0 0
uu;y—uuyy—lﬁwui—()—lﬂwu =—-ul,.

&‘

Die letzte Gleichung ist nur fir =0 losbar [Mot13].
Aus der Ableitung der Feldgleichung fiir Fluide ergibt sich

dp p v 8]9 P 0\ 70 , v
:>ar+(,0+02>u1;,,u a —l—(p—i—CQ)(—u)Fh,u =0

dp ) 10v
<:>87+(pc2+p>.lj100 :0 mit Flo(]: ia

0 10
N = —f—y(CQp—i-p). (171)

or 2 0r
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Nun wird gepriift, ob Gleichung (171]) anstelle der drei Feldgleichungen ((161)), (162)) und
(163]) verwendet werden kann. Dazu wird zundchst die Gleichungen (161)) und ([162))

umgestellt zu

(32

Iy = e*(xpricd — 1)+ 1 (172)
und 5
ra—: =eMypri+1)—1. (173)

Gleichung (173)) wird nach r differenziert und in das Ergebnis eingesetzt:

o Pv 0N, ., N 5 Op
E + T’w = Ee (XpT + 1) +e 2Xp7’ + xXr E
_ON [ Ov 3 5 Op

0%v  O\Ov 1<8V o\

dp
- _7 = 7 A et
= or2  Oror r \Or 87“) te <2XP+XT(3T> ' (174)

Nach dem Einsetzen in Gleichung ((163)) ergibt sich

AL L fov Ny 1 op) 1 (v
XP S 20rOr  2r\Or Or XP 2X or 4 \ Or

10X\ 0v 1 <8V 8/\>

or Or

487"37’+§

_L(o\t aaaw (1 Op
4\ or 4 Or Or XPT XS,
L O _L(ow\T 1Adw
X ar 4\ or 4 Or Or
2
o 3 (F) tins
or xrer
_ et lov (175)
xr2er  20r

Wird Gleichung (172) und ((173) eingesetzt, findet sich

ap ot + 1) —14+etxpri® —1)+110v
or xret 20r
1ov, ,
= — 55@0 +p). (176)

Damit ist gezeigt, dass alle Feldgleichungen (161)), (162)), (163)) und (164) in diesem Aus-
druck enthalten sind, sodass im Folgenden Gleichung (171]) verwendet werden kann.
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Weiterhin wird Gleichung (161)) durch geschicktes Ausklammern des Differentials umge-
formt:

d
xpcir? = —g(e”\(”)r) +1. (177)

AnschlieBend wird Gleichung (177)) iiber r integriert:

T 2 T
re 0 = [1(1 = xp()) dr = v = 225 [ p(i)i ar. (178)
0 0
Dadurch ergibt sich aus dem Integral iiber p fiir eine Kugel mit Masse m

re M) = —2m(r) + C (179)

mit m(r) = % /OT p(F)F? dF . (180)

Hierbei ist m(r) die lokale Massenfunktion. Die Komponente r ist der Koordinatenradius
der Kugel. Der Radius der gesamten Kugel ist gegeben durch

R = [[orar= [ oo )

0 0

Die Integrationskonstante C' aus Gleichung (179)) muss verschwinden, da limo gt <
T—
endlich ist. Dadurch wird erhalten:

re 2 = —2m(r). (182)

Um bei weiterer Integration der Feldgleichungen keine neue Zustandsgleichung zu de-
finieren, muss diese fixiert werden. Dabei wird eine konstante Ruhemasse, wodurch
p =const.  folgt, betrachtet. Diese Zustandsgleichung liefert fiir relativ kleine Sterne
in erster Ordnung eine gute Naherung. Fiir groflere Sterne kann keine konstante Dichte
angenommen werden, sodass obige Annahme nicht mehr zutrifft [Ste77].

Fiir eine konstante Dichte ergibt sich

e =1 — Ar? (183)

1
mit A= gXpCZ. (184)

Die zuvor gefundene Gleichung ((171)), 1dsst sich durch Addition einer Konstante um-
schreiben zu

il 2y = 27 2) . 185
Pt pc) =55 P+ pc) (185)
const
Unter Verwendung von
v 1 v
Oy 19 (186)
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kann fir Gleichung (185 folgender Ansatz gemacht werden:

(p+ pc?) = Be™2 = By/g° (187)
Wird Gleichung (161]) von ((162)) subtrahiert und mit Gleichung (187) gleichgesetzt, fithrt

dies zu
PP T 20 AN RN S TS A
c’ =e —+ =] ——=+e | - =
XP T Xp or 1?2 72 ror 1?2 72

_ 181/ 10)\ _v
x(p+ pc?) = e (r@r + r@r) =xBe 2. (188)

Aus Gleichung ((183) wird der Wert, der fiir e=* gefunden worden ist, in Gleichung ((188)
eingesetzt. Nach Umformung ergibt sich aus

Llox 19 ., 10

=-—e=-—(1-Ar?) =24 189
ror  ror r 87"( ) (189)
und
10v 1ov 10v v
e 1-A =-— —Ar— 190
ror = T)rﬁr ror "or (190)
der Ausdruck
v (10v v
2|\ —— —Ar— +2A) =xB
¢ (r or or * ) X
v 8V 2 v
<:>e25(1—A7“ ) +e22Ar =xBr. (191)
Durch das Ausmultiplizieren der Klammern und Erweitern mit %( 1—Ar?)~ 3 findet
sich
1 v a 1 1 v
Set a%(1 — Ar)7E 4 Sef2Ar(l - Ar?) T = XBg(l — Ar?)E (192)
Aus dieser Gleichung lésst sich folgendes Differential bilden:
2\ 3 d 14 2\ — 1 .
2(1—Ar )25{@(1—1410 ) 2} = xBr. (193)
Der Ausdruck wird anschlieend tiber r integriert:
e5(1— Ar?)~t = / 77: dr
( xb 2(1 — Af2)2
xB ~
=———+C
2Av1 — Ar?

= e? = — + CV1—Ar. (194)
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Nun sollen B und C durch Stetigkeitsbedingungen bestimmt werden. Es wird gefordert,
dass die Metrik g, fir 7 = ry stetig ist und der Druck p soll auf der Oberfléiche
verschwinden. Dadurch erschliefit sich zunéachst fiir p aus Gleichung ((187)):

p=Be 2 — pc?

1
=B = — pc? 195
% +CvV1— Ar? p (195)
A
mit  pc® = 3— (196)
X
Durch Erweitern des Bruchs ergibt sich
p=Be 2 — pc?
5 1 34 384+ C0V1I— A
TUB AT A x /I Ar
B3 _ 80T A2
B AT A
_ 1-3ACV1I—Ar? - (197)

X LGV Ar

Da p eine lokale Grofle ist, konnen drei Bedingungen fiir die Gleichungen aufgestellt
werden:

1. e* stetigmit 1 — Ar2 =1-— 2%,

2

v . . B = - M

2. ¢ stetig mit (’514—1-6’\/1—147"8) =1-27,
3. fir p=0  folgt 3AC\/1— Arg=—5x.

Diese drei Bedingungen kénnen weiter aufgelost werden. Die erste Bedingung ist trivial:

A
M=
2

2
rd = X’éc r. (198)

Fir die zweite Bedingung folgt

B B 2
<>2<14+C\/1—Ar(2)) =1-Arg. (199)
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Wird die dritte Bedingung in Gleichung (199) eingesetzt, erschliefit sich

~ ~ 2
(—30\/1 A4 Cy1- Arg) 1A

—4C?*(1 — Ard) =1 — Ar?

—; . (200)

=C

Die letzte Bedingung wird zu
xB =3Ay/1— Arj

1
= xpc|[1 = Zxpe’rg (201)

gelost. Fir eine konstante Massendichte p und den inneren Radius ry ergibt sich das
kugelsymmetrische Feld eines Sterns bzw. die innere Schwarzschild-Metrik zu

2

2
ds? = 3 1— Ar? — 1\/ 1— Ar2) (det)? — dr r?(dd + sin® ¥ d? 202
2 0 9 1— Ar?

1
mit p=const, A= gxpCQ

VI AR — \J1- A2

: (203)
3y/1— Arg — V1 —Ar?

und yp =34
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3.3 Grenzwert und Ubergang
Zunichst wird die aulere Schwarzschild-Metrik betrachtet

2M 1 .
) (dCt)Q — W d7°2 — Tz(dﬁQ + Sln2 7.9dg02) . (204)

r

ds® = (1—

rc2

AnschlieBend wird der Ubergang zwischen duBerer und innerer Schwarzschild-Metrik
anhand des Terms o< dr?  durchgefithrt. Dadurch wird folgender Zusammenhang
gefunden:

_2GM

rc?

2GM
Arg = ¢

1—-Art=1 : (205)

2

Dabei wurde eine Transformation r — ry  durchgefiihrt, um im Anschluss gezielte
Aussagen beziiglich des Gravitationsgleichgewichts zu erhalten.
Fir r=0 nimmt p geméf Gleichung (202) seinen Maximalwert an, falls

31— Ar2 > 1. (206)

Nun wird der gefundene Ubergang der duferen zur inneren Schwarzschild-Metrik einge-

setzt:
2GM 2GM 1 92G M
34/1 — > 1 = 1-— > — = — < . 207
\ roc? roc? 9 8 2 "o (207)

Mit dem Schwarzschild-Radius rg = ZfQM ergibt sich

re 8

2 208

<9 (208)
Weitergehend kann auch

M _ 4 (209)

To 9G

geschrieben werden. Anhand der gefundenen Ergebnisse kann festgestellt werden, ab
welchem Radius-zu-Masse-Verhéltnis aus Gleichung (209)), bzw. Schwarzschild-Radius
rs aus Gleichung (208)) ein idealisierter Stern im Gleichgewicht bleibt.
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4 Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichung

Es ist moglich, Sternenmodelle durch einen numerischen Ansatz zu losen. Da die analy-
tische Losung, die durch der SSM gefunden wurde, einen Idealfall fiir die Dichtevertei-
lung animmt, entspricht diese nicht der Realitdat. Dennoch erschlieflen sich aus der SSM
drei gekoppelte Differentialgleichungen - die Tolman-Oppenheimer-Volkoff-Gleichungen.
Diese wurden im Jahr 1939 von ihren Namensgebern Richard C. Tolman, Robert Op-
penheimer und George M. Volkoff gefunden.

Mithilfe dieser Gleichungen lassen sich die Dichte p, der Druck p und die Masse m als
Funktionen des Radius r bestimmen.

Zunachst werden die Gleichungen aus der SSM hergeleitet, um anschliefend mit einem
numerischen Verfahren gelost zu werden. Beispielhaft wird dabei die Stabilitat eines
Neutronensterns untersucht. Die so gewonnenen Graphen werden im Anschluss mit den
analytischen Ergebissen verglichen.

4.1 Herleitung aus der SSM

Aus der SSM kénnen die TOV-Gleichungen hergeleitet werden. Um eine Grundgleichung

zu finden, wird zunéchst Gleichung 1D nach % umgestellt:

Y
o _ (1 4+ SWGprz) e _1 (210)
or ct T
Wird Gleichung ((130]) und fir ry Gleichung (138)) in (210]) eingesetzt, ergibt sich
\—1
v <1+8wG2>(1—2G£()) 1
- — r -
or a r r
8rG 1 1
= <1+ A Tp> T—QG]VQ[(T) _;
_ 1 N 8rGrip/c? 1
e 2G]c‘;[(r) re2 —2GM(r) r
A +8aGr?p/e® 1 & = 2GM(r)/r
ez =2GM(r) v 2 —2GM(r)/r
A+ 8nGrip/c® — A4+ 2GM(r)/r
B re? —2GM (r)
2G(4mr3p/c® + M
_ ( mr p/C + (T)) (211)

r(rc2 —2GM(r))
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Die gesamten TOV-Gleichungen lauten:

(Z: = 47mr?p(r) (212)
dp  GWnrrip/c® + M(r)), ,

dr — r(re2 —2GM(r)) (Cp+p) (213)
dp  Grr’p/c®+M(r)), , op\

dr — r(r —2GM(r) (Cp+p) (8/)) (214)

)
dv  2G4mrip/c® + M(r))
dr r(rc? — 2GM(r))

(215)

Diese ergeben sich im Wesentlichen aus der zuvor gefundenen Grundgleichung ((171]).
Mit einer inhomogenen Dichteverteilung p = p(p) findet sich

dp Opdp dp dp (op\ ™"
_ _ L _prory 21
p(r) =plp(r)) = ar ~ apar = @ 9p (216)

4.2 Numerische Losung eines Neutronensterns

Die TOV-Gleichungen bis konnen mithilfe eines numerischen Verfahrens ge-
16st werden. Dafiir wird das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung (RK4) angewandst.
Im Rahmen dieses Verfahrens lasst sich eine approximierte Losung von gewohnlichen
Differentialgleichungen erster Ordnung wie folgt finden [Bar10]:

y' = fty), ylt) =vo
Yn+1 = Yn + éh(kl + 2ky + 2k3 + kq) + O(R°)
tos1 =tn + I
fir k1 = f(tn, yn)

1 1
kg - f(tn + §h7 yn + ihkl)

1 1
ks = f(t, + §ha Yn + ihk2)
ks = f(ty + h,yn + hks)

(217)

Die Schrittweite wird durch h représentiert. Bei diesem Verfahren lésst sich eine relative
Genauigkeit von O(h°) realisieren.

Um eine numerische Losung der TOV-Gleichungen zu errechnen, muss weitergehend
eine Zustandsgleichung fiir den Druck p(r) als Nebenbedingung definiert werden. Hier
wird der Ansatz einer polytropen Zustandsgleichung nach [Ott13] gewéhlt:

p=rp? (218)
mit den Konstanten =275 und & = 1,98183-107°.
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Folgende Losungen wurden ausschliefllich mit dem integrierten Runge-Kutta-Verfahren
von MATLAB Ver. R2015a berechnet. Als Einheitensystem wird das (cgs)-System ver-
wendet:

[Lange] = em
[Zeit] = s
[Masse|] = ¢ .

Dadurch ergeben sich fiir die Naturkonstanten:

Konstante Symbol GroBe in (cgs)
Lichtgeschwindigkeit c 2,99792458 - 1010 <2
Gravitationskonstante G 6,6742-1078 ;isj
Sonnenmasse [IAU15] Mq 1,9891-10% g
mittlere Dichte von Neutronensterne Pe ~ 10 B
3 . .
2.5F 1
2r ]
"'E"1 5 |
A ]
051 // 4
0 IR il /\/ I | I !
0 2 4 6 8 10 12 14
r x10°

__ Masse Neutronstern
= Mo

Abbildung 1: Totale Masse eines Neutronsterns mit m(r)
Abbildung [1] bildet die totale Massenfunktion eines Neutronsterns ab. Die Masse ist
auf die Sonnenmasse M normiert. Die Massenfunktion m(r) steigt mit zunehmendem
Radius r an, bis sie sich ab r ~ 13km  abflacht. Dabei wird sich an die Oberfliche
des Neutronensterns genahert. Ab diesem Wert besitzt ein Neutronenstern keinen festen
Zustand mehr. Dadurch nimmt der Neutronenstern eine maximal zu erreichende Masse
von  Mpax = 2,6 Mg an.

Wird Abbildung [I] mit [2| und [3] verglichen, ist auffallig, dass die drei Abbildungen
jeweils nur bis zum Radius von 7., = 13,8km  verlaufen. Da das Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung ab den Werten r > 13,8km  keine Losungen mehr aus den
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1016 T T T
1014 "‘\ 1
'1
T 012 ]
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L2
1010+ I
108 1 1 1
0 2 4 6 14
x10°
Abbildung 2: Energiedichte eines Neutronsterns
1036 ; ; ; ;
g e
1034 L _
-1
(=2}
2 \II
10321 |
'\
1030 1 1 | 1 1
2 4 6 10 12 14
x10°

Abbildung 3: Druckverteilung eines Neutronsterns
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TOV-Gleichungen liefern kann, konvergieren die TOV-Gleichungen gegen die Grenzwerte
- bei maximalem Radius - eines Neutronenstern. Bestirkt wird die Interpretation durch
die Abbildungen 2] und [3| da sowohl die Dichte p(r) als auch der Druck p(r), nach
dem Erreichen des maximalen Radius, kontinuierlich abfallen. Es ldsst sich aus den
numerischen Ansatz schlieflen, dass ein stabiler Neutronenstern einen maximalen Radius
von 13,8 km haben darf, um im Gleichgewicht zu bleiben.

Ferner lasst sich noch das Verhaltnis von Dichte zur Masse auftragen:

0 1 Il 1
108 1010 1012 1014 1016
log p(r)

Abbildung 4: Dichte-Masse-Verhéltnis

Aus der Abbildung wird ersichtlich, dass die Dichte beim Erreichen von my,,, verschwin-
det.
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Weitergehend ist das Dichte-Druck-Verhaltnis von Interesse. Es wird ein linearer Zu-

sammenhang der beiden Grofien erwartet:

1036 T T
1034 L
=
o
k=]
1032 fu
1030 1 1
108 1010 1012
log p(r)

Abbildung 5: Dichte-Druck-Verhéltnis

Der Druck und die Dichte weisen innerhalb des Neutronensterns ein lineares Verhalten
zueinander auf (rechter Teil des Graphen). Erst nach Uberschreiten des Grenzwerts von
Tmax Kommt es zu einem konstanten Verhalten (linker Teil). Das konstante Verhalten
des Graphen entsteht durch das Losen der Gleichungen mithilfe RK4, da die Auflésung
dabei divergiert und keine exakten Ergebnisse mehr liefern kann. Es wurde schon in den
Abbildungen und festgestellt, dass nach dem Erreichen des maximalen Radius
der Druck und die Dichte sehr schnell abfallen. Daraus lasst sich ebenfalls auf eine

Instabilitidt des Neutronensterns schlie3en.

Wird nun die Zustandsgleichung ohne logarithmische Achsen betrachtet, ergibt sich
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4X1035 T T T T

p'f,r)

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4
p(r) %103

Abbildung 6: Dichte-Druck-Verhéltnis ohne logarithmische Achsen

Aus dieser Abbildung @ bekréiftigt sich der lineare Zusammenhang, der aus der Zu-
standsgleichung (218)) erwarten worden ist. Der Vergleich mit Abbildung zeigt, dass
die Linearitat nur innerhalb des Neutronensterns gewahrleistet wird.
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4.3 Vergleich der numerischen und analytischen Ergebnisse

Aus den TOV-Gleichungen konnte der maximale Radius 7. = 13,8km und die

maximale Masse mp.x = 2,6 My  fiir einen Neutronenstern mit mittlerer Dichte
pe = 10" £ gefunden werden.

Die Ergebnisse werden mit denen aus dem analytischen Teil verglichen. Dabei wird
zunachst die Masse-Formel fiir eine Kugel aufgestellt mit

4
M = g7rR3pC. (219)

Diese wird in Gleichung (209)) eingesetzt und wird nach R umgestellt, sodass

C

Rypox = — 220
G37p. (220)
ist. Daraus folgt fir M:
4 ?
L7 A — 221
93G?7mp, (221)

Es finden sich aus dem analytischen Losungsansatz die Maximalwerte Ry, = 11,95 km
und My = 3,59 Mg, fiir einen Neutronenstern, der sich noch im Gleichgewicht be-
findet. Die Ergebnisse weichen leicht von den numerischen Ergebnissen ab - der Radius
r um ca. 8 % und die Masse m um ca. 38 %.

Die analytische Losung setzt im Gegensatz zu der numerischen Losung einen Idealfall
voraus, sodass der Unterschied in den Ergebnissen erklart werden kann. Trotz der kleinen
Abweichung der gefundenen Ergebnissen, besitzen diese die selbe GroBlenordnung. Damit
lasst sich mithilfe des analytischen Ansatzes eine gute Naherung fiir die Stabilitat durch
das Masse-Radius-Verhéltnis eines Neutronensterns bestimmen.
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5 Zusammenfassung

Mithilfe der Schwarzschild-Metrik ist es moglich, die Bedingungen, die nétig fiir ein
Gleichgewicht von Sternen sind, aufzustellen. Der analytische Ansatz setzt einen Ide-
alfall voraus, dass zunachst der Himmelskorper die Form einer Kugel annehmen muss.
Durch einige Umformungen der Feldgleichungen konnen weiterhin Stetigkeiten fiir
Masse, Druck und Dichte gefordert werden. Die daraus resultierenden Bedingungen fiir
die Stabilitiat von Sternen ist durch Gleichung und gegeben.

Weiterhin kann die Gleichgewichtsbedingung durch einen numerischen Ansatz von
Sternen bestimmt werden. Die notwendigen Bedingungen werden durch die TOV-Gleich-
ungen reprisentiert. Diese entstehen aus den Uberlegungen, die innerhalb der Schwarz-
schild-Metrik getroffen worden sind. Da die TOV-Gleichungen einen Satz von gewo6hnli-
chen und partiellen Differentialgleichungen bilden, sind diese nur mithilfe eines numeri-
schen Losungsverfahrens losbar.

In dieser Arbeit wurde zunéchst die Schwarzschild-Metrik aus einer kurz zusammen-
gefassten Theorie hergeleitet. Darauthin wurden die TOV-Gleichungen bestimmt und
durch das Runge-Kutte-Verfahren vierter Ordnung gelost. Im Anschluss wurde ein Ver-
gleich der analytischen Losung mit der numerischen Losung durchgefiihrt. Dabei wurden
folgende Ergebnisse fiir einen Neutronenstern gefunden:

analytisches Ergebnis: ‘ numerisches Ergebnis: ‘ Abweichung
Riyax = 11,95 km Tmax = 13,8 km 8%
Mmax = 3,59 M@ Mmax = 2,6 M@ 38%

Bis auf kleinere Abweichungen weisen die Ergebnisse die gleiche Groflenordnung auf.
Die Ergebnisse aus dem analytischen Ansatz liefern eine sehr gute Approximation im
Vergleich zu den numerischen Werten. Damit sind die Ergebnisse, trotz der sehr grofien
Zahlen, sehr zufriedenstellend.

Ausgehend von den numerischen Ergebnissen lasst sich deuten, dass ein Neutronens-
tern einen maximalen Radius von rp.. = 13,8km und eine maximale Masse von
Mmax = 2,6 Mo haben kann, um noch im Gleichgewicht zu bleiben. Vergleiche mit an-
deren Quellen zeigen, dass die maximale Masse eines Neutronensterns bei einer mittlerer
Dichte von  p, = 10" £ fiir den analytischen Ansatz folgende Werte annimmt:

maximale Masse in [M] | Quelle
3,96 [SteT7]
3,6 [Ber10]

Bei dem numerischen Ansatz findet sich nach Quelle [Ber10] fiir eine mittlere Dichte von
pe =2,85-10" 25 die maximale Masse — Mupax = 2,047 Mo,

Die in dieser Arbeit gefundenen Ergebnissen stimmen gut mit den Werten aus den
Quellen fiir einen Neutronenstern iiberein, womit die Richtigkeit der Ergebnisse unter-

mauert wird.
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6 Anhang

MATLAB-Code zum Aufrufen des integrierten Runge-Kutte-Verfahrens zum Erstellen
der numerischen Losungen:

close all; clear all;

%% numerical options
% yl =m, y2 = p, y3 = rho

options = odeset(’RelTol’,le-04);
%% constants (cgs)

c = 2.99792458e10; G = 6.6742e-08;
gamma = 2.75; 7 neutron star

© 00 N O o ks W N

=
=]

K = 1.98183e-06;

= =
w N

r0
15 RO
16

10e02;
20e05;

-
'S

17 rhoc = 1el15; % neutron star

18

19 %% initial conditions at r = r0
20 mO = 4/3*pi*r0~3*rhoc;

21 rhoO = rhoc;

22 p0 = K*rhoc~ (gamma) ;

23

24 %% Runge-Kutta-Call

25 [T,Y] = ode45(’T0OVrhs’,[r0 ROJ],[mO0O pO rhoO],options);
26

27 hth (cgs)

28 M Y(:,1)/(1.9891e33);

20 P = Y(:,2);

30 RHO = Y(:,3);

31 RHO_2= K*x(Y(:,3)).  (gamma) ;
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Weiterer Code zum Implementieren der TOV-Gleichungen:

function rhs

% x1 =

m

TOVrhs (r, x)

, X2 = p, x3 = rho

%% constants (cgs)

c = 2.99792458e10; G

gamma

6.6742e-08;
2.75; % neutron star

K = 1.98183e-06;

rhs =

zeros (3,1);

%% TOV right hand side

rhs (1)
rhs (2)

4xpi*xr~2%xx(3);
-(c72*x(3) + x(2))*x(G*xx (1) + 4*pixG*r~3*x(2)*c™-2)*(c"2*r~2 -

2%Gxx (1) *r) ~-1;

rhs (3)

end

rhs (2) *(gamma*xK*x (3) " (gamma-1) )~ -1;
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