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1 Einleitung

Diese Arbeit beschiéftigt sich mit dem im Jahre 1955 veroffentlichten Variationsver-
fahren zur Approximation der Grundzustandsenergie des Polarons von R.P. Feynman
[Fey55]. Dort wird der von Feynman 1942 in seiner PhD-Thesis entwickelte und
sechs Jahre spéter in der Arbeit Space-Time Approach to Non-Relativistic Quan-
tum Mechanics [Fey48| veroffentlichte Pfadintegralzugang zur Quantenmechanik im
Rahmen eines Variationsverfahrens sehr erfolgreich auf das Polaron-Problem ange-
wandt.

Grundlage dieses Problems ist das auf Uberlegungen von L.D. Landau zuriickge-
hende [Dev03] Konzept des Polarons, eines Quasiteilchens, das bei der Propagation
eines langsamen Elektrons durch einen Ionenkristall aufgrund der Elektron-Phonon-
Wechselwirkung entsteht. Das Polaron kann {iber einen von H. Froéhlich 1954 vor-
gestellten Modell-Hamiltonoperator in einer Kontinuumsapproximation beschrieben
werden [Fro54], der auch in Feynmans Variationsverfahren herangezogen wird. Die
Untersuchung des Polaron-Modells ist dabei nicht nur im Bezug auf die Eigenschaf-
ten von Elektronen in Festkorpern von Interesse, sondern liefert auch ein einfaches
Beispiel fiir eine Teilchen-Feld-Wechselwirkung [FH65].

Zum Beginn dieser Arbeit soll zundchst das Pfadintegral als neuer Zugang zur Quan-
tenmechanik eingefithrt werden. Dabei werden sowohl die quantenmechanische als
auch die euklidische Variante des Pfadintegrals hergeleitet. Nach der Beschreibung
einer bestimmten Gruppe von Pfadintegralen wird das Pfadintegral des harmoni-
schen Oszillators mit einer dufleren Kraft berechnet, das bei der Behandlung des
Polaron-Problems Anwendung findet. Darauthin erfolgt eine Darstellung der Quan-
tisierung von Feldern, wie sie in der Kontinuumsapproximation des Kristallgitters
bei der Beschreibung des Polarons benétigt werden.

SchlieBlich wird das Modell des Frohlich-Polarons eingefithrt und das in [Fey93]
und [Feyb5] dargestellte Verfahren zur Approximation der Grundzustandsenergie
des Polarons vorgestellt. Dabei werden zunéchst die einzelnen, zur Abschétzung der
Grundzustandsenergie fithrenden, Rechenschritte ausgefiihrt und zum Schluss die in
der Literatur angegebenen Energieapproximationen nachvollzogen.

Die Abschnitte 2 und 3 orientieren sich an den Darstellungen in [Kle09] und geben
die dort vorgestellten Inhalte wieder. Der Abschnitt 4 rekapituliert die Darstellun-
gen in [Fey93|, die auch die Richtschnur fiir den Rechenweg bis zur Abschitzung
der Grundzustandsenergie in Abschnitt 5 darstellen. Weitere Quellen sind im Text
gesondert gekennzeichnet.



2 Grundlagen I: Das Pfadintegral

2.1 Zeitentwicklungsoperator und Propagator

Ausgehend von der Schrédingergleichung
iho(x,t) = Hi(z,t) (2—-1)

erhalt man fiir die Ortswellenfunktion ¢ (x,t) eines Teilchens im Falle eines zeitun-
abhéngigen Hamiltonoperators H die formale Losung

W, 1) = exp {—%Ht}w(m,o) = Ut 0)0(x, 0) . (2-9)

Der Operator U heifit Zeitentwicklungsoperator. Im Folgenden werden die Matrix-
elemente dieses Operators in der Ortsdarstellung von grofiler Bedeutung sein. Sie
werden auch als Propagatoren bezeichnet und treten bei folgender Betrachtung auf:

Y(xy, ty) = (wp|h(ts)) = (2|U (s, o) Y0 (La))
- / 0 (2| (b, ) ) (2]t (E)

o0

_ /_ " (blots) (e() (2-3)

o0

Fiir ein zum Zeitpunkt ¢, bei x = x, lokalisiertes Teilchen gilt dann insbesondere

V(To, 1) = (Totp|Tata) (2-4)

der Propagator représentiert also die Wellenfunktion eines Teilchens zum Zeitpunkt
ty, das zum Zeitpunkt ¢, bei x, lokalisiert war.

2.2 Herleitung des Pfadintegrals

Den Beginn der Betrachtung, die zum Pfadintegral fiithrt, stellt das Ubergangsma-
trixelement

(xptp|Tats) = (xb|U(tb,ta)\:ca> (2—-5)

dar!. Dieses wird in ein Produkt einer groBen Anzahl (N + 1) von Zeitentwicklungs-
operatoren zerlegt, sodann wird zwischen je zwei Faktoren die Vollstdndigkeitsrela-
tion der Ortsraumbasis eingefiigt:

(ptp|xats) = <96’b\[7(tb> tN)U(tN7 tn_1) - U(tQ, tl)U(tla ta)|Za)

N ¢ oo .
“TL|[ don] @Ot ta)ian) (oxlOtw. t-)lom-a) -
n=1 - -

o0

(22| U (ta, t1)|21) (1|U (1, ta)|7a)

=11 _/_OO dxn_ I (@atalznta)] . (2-6)

oo

-4 n=1

'In diesem Unterabschnitt wollen wir Operatoren A explizit durch Hiite kennzeichnen.
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dabei ist xy11 = a3 und 2y = x,. Die Integranden kénnen hier fiir infinitesimale
Zeitintervalle € ausgeschrieben werden zu

(Tnln|Tn1tn-1) = <xn|€_(i/h)6H(ﬁ7£7tn)|xn—1> . (2-7)

Der Hamiltonoperator H ist die Summe des Operators der kinetischen Energie T
und des Operators der potenziellen Energie V:

~ A

H(p, 2, t) =T(p,t) + V(&,1) . (2-8)

Fiir hinreichend kleine Zeitintervalle € kann der Zeitentwicklungsoperator nach der
Baker-Campbell-Hausdorff Formel (B.C.H.) [Kle09] faktorisiert werden:

6—(i/ﬁ)5fl — 6—(i/h)e(T+V) B.C.H. e—(i/h)eVe—(i/h)eTe—(i/EQ)le( : (2-9)
mit?
=t = S (L= L o g 2 B
X =gV, 1) - (V. IV T - 5V T1.7] ) + O() . (2-10)

Wegen des Vorfaktors €2 wird der Summand mit X im Exponenten unterdriickt und
soll daher — mit dem Gedanken an einen spéter durchzufithrenden Limes ¢ — 0 —
hier zunédchst nicht mehr beachtet werden.

Durch die Faktorisierung des Zeitentwicklungsoperators wird dieser in einen vom
Ortsoperator & und einen vom Impulsoperator p abhédngigen Teil gespalten. Dies
wird im Weiteren ausgenutzt, um die Ubergangsmatrixelemente im Integranden um-
zuformen. Wir schreiben nun

: ] .C.H. o
<xn|e—(z/h)eH|xn_1> BOH / dz (z,]e (i/B)eV (#,tn) |xZSw|e (i/R)eT (p,tn) ES _1> .

o0 N~ N~

(2—11)
Jetzt formulieren wir die Faktoren um:
= (z,|2) o~ (I/MeV (@ tn) _ §(n — x)ef(i/h)eV(z,tn) (2-12)
und
2= [ 5 falpd (e IO ) ) (2-13)
Das Skalarprodukt von Orts- und Impulseigenzustdnden ist bekanntlich
(z|p) = VNPT bgw.  (plz) = e /PP (2-14)
und wir konnen schreiben
dpn a—x —(i/h)e
2)- / 271371 /M =) /DT (o ) (2-15)

2[A, B] steht fiir den Kommutator AB — BA.



Das Matrixelement hat jetzt die Form

(ale= Mgy P / %ewh)pnmxn_l)e(i/ﬁ)e[T(pn,tn>+V<rn,tn>1, (2-16)
T
—00

o0

Damit kann die vollstandige Ubergangsamplitude formuliert werden:

(ot Tats) ~ f[l UZ dxn} ﬁ U: jﬁ%} « (2-17)

n=1 -

X exp {% Z [Pn(Tn — Tn—1) — €[T(pn, tn) + V(xmtn)n} .

2.2.1 Kontinuumslimes

Der letzte Schritt zum Pfadintegral besteht nun noch in der Bildung des Kontinu-
umslimes. Damit ist gemeint, dass die Anzahl der diskreten Zeitpunkte, in die der
Pfad unterteilt wurde, unendlich und die Zeitintervalle infinitesimal klein werden:

(N+1)— 00, €—0. (2—-18)

Schreibweise der Integrale Fiir die Integrale wird in diesem Grenzwert eine
neue Notation eingefiihrt:

al > Pt > z(ty)=mp
1 dpn b @p
1 dz. | 1] = W = 2-1
NILI;O n=1 |:/00 x”:| n=1 |:/oo 27Th:| /x(ta):;pa D 21h ( 9)

Dieses Produkt unendlich vieler Integrale wird als Pfadintegral bezeichnet. Der
Strich am Dz-Integral weist darauf hin, dass es ein Ortsintegral weniger gibt als
Impulsintegrale.

Integrand Den Integranden hatten wir zuvor mithilfe der Baker-Campbell-Haus-
dorff Formel (2-9) angegeben und dann einen Summanden im Exponenten wegge-
lassen, mit dem Hintergedanken, dass sich diese Approximation im Kontinuumslimes
wieder in eine Gleichung verwandelt. Damit dies tatsdchlich der Fall ist, muss der
Summand verschwinden.

Fiir zeitunabhéngige Potenziale wird dies durch die Lie-Kato-Trotter Produktformel
[Kle09] garantiert:

o= /M t—t)H _ i <6—<i/h>eve—(i/h>eT>N“ ' (2-20)

N—o0
Vergleicht man dies mit der Baker-Campbell-Hausdorff Formel

o= (/M (t—ta) H _ (e—(i/h)e(cﬁﬂy)) N+1

P o\ N+1
B.C.H. <6_(z/h)eve—(z/h)eTe—(z/ﬁ2)€2X) ’ (2-21)

so erkennt man, dass obige Produktformel mit dem Verschwinden des Summanden
—(i/h?)e*X im Exponenten fiir den Grenzfall N — oo gleichbedeutend ist. X ist
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in (2—-10) angegeben. Eine Diskussion dieser Forderung soll hier nicht erfolgen, es
sei nur erwahnt, dass eine hinreichende Bedingung fiir ihre Erfiillung durch die
Beschranktheit der Operatoren nach unten gegeben ist [Kle09).

Fiir den verbleibenden Expontentialterm bedeutet die Grenzwertbildung nun den
Ubergang in ein Integral:

. N+1

%Z[W w = Tnt) — €T (Dnr t) + V(@ )]
Y / { dt—[ (p,t) + V(x,t)]dt

-1 / (1)) — H(p.e,) (2-22)

Im Integranden steht uns nun eine Legendre-Transformierte der Hamiltonfunktion
gegeniiber — die Lagrangefunktion findet hier ihren Weg in die Quantentheorie.
Das Zeitintegral der Lagrangefunktion ist gerade das klassische Wirkungsfunktio-
nal S[i(t), x(t),t]. Jetzt kann das vollstdndige Pfadintegral aufgeschrieben werden:

(2ot Tats) = / t:b_:bm / —exp{ S[i(t), (t),t]} | (2-23)

Es soll noch erwidhnt werden, dass die Herleitung des Pfadintegrals auch mit einer
Unterteilung eines Pfades im Impulsraum (statt im Ortsraum) durchgefiihrt werden
kann. Dies fiihrt auf eine dhnliche Formulierung, bei der Orts- und Impulsintegral
die Rolle tauschen. Es gibt dann ein Ortsintegral mehr als Impulsintegrale (hier ist
es umgekehrt).

2.2.2 Symmetrie zwischen z- und p-Integration

Einen beziiglich der Integrale iiber Orts- und Impulskoordinaten symmetrischen
Ausdruck erhélt man bei der Betrachtung der Spur des Zeitentwicklungsoperators:

ZQM =Tr U(tb, ta) . (2*24)

Dies ist die quantenmechanische Zustandssumme. In der Ortsdarstellung hat sie die
Gestalt

ZQM - / dz, <xa|U(tbata)|xa> = / dz, (xatb|xata> : <2725)

Der betrachtete Pfad ist nun geschlossen, da Anfangs- und Endpunkt iibereinstim-
men. Die zusétzliche Integration iiber diesen Punkt symmetrisiert das Pfadintegral
beziiglich der Anzahl von Orts- und Impulsintegrationen und wir erhalten

Zont = / T / —exp{ [j:(t),x(t),t]} | (2-26)

z(ta)=2a




2.2.3 Motivation zum euklidischen Pfadintegral

Es gibt noch eine andere, mit der bisher beschriebenen eng verwandte, Moglichkeit,
ein Pfadintegral zu formulieren. Um diese zu motivieren, wollen wir eine Uberlegung
von Feynman aus seiner Arbeit [Fey55] zum Polaron-Problem nachvollziehen.
Bisher sind wir mit dem Zeitentwicklungsoperator von der Schrédingergleichung
ausgegangen,

ihdy(x,t) = Hip(x,t) (2-27)

die fiir einen vollstindigen Satz von Eigenfunktionen o, (z,t) und zugehérigen Ei-
genwerten F, von H Losungen der Form

= Z Cpe rty, (z,0) (2—-28)

hat. Unter den im Exponentialfaktor enthaltenen Energien ist auch die Grundzu-
standsenergie Eq des betrachteten Systems. Wir haben spéter Interesse daran, diese
Energie aus der Losung zu isolieren. In der gegebenen Form ist sie in der Oszillati-
on geringster Frequenz enthalten und ein Herankommen ist schwierig. Das liegt am
imaginéren Exponenten. Wére der Exponent reell, so wiirden sich die Oszillationen
in eine Uberlagerung mit ¢ exponentiell abfallender Summanden umwandeln. Dann
wiirde der Summand mit der geringsten Energie im Exponenten am langsamsten
abfallen und im Grenzwert grofler ¢ als letzter iibrigbleiben. Die Grenzwertbildung
ist dann ein geeignetes Werkzeug zur Isolation der Grundzustandsenergie.

Wie gelangt man zu einem reellen Exponenten? Die Antwort auf diese Frage gibt
die Betrachtung imagindrer Zeiten, indem man annimmt:

t=—ir, TER| (2-29)

Man bezeichnet 7 auch als euklidische Zeit, da der Ubergang t — —it das Minkowski-
Skalarprodukt in das negative euklidische tiberfiihrt [Miin10]. Der Zeitentwicklungs-
operator hat nun die Form

0(t,0) = exp{—%f]} . (2-30)

Von zentraler Bedeutung ist jetzt die Feststellung der Ahnlichkeit zum statistischen
Operator®

ﬁ:exp{—]@%ﬁ}:exp{—ﬁﬁ} : (2-31)

Durch den Ubergang zu imaginiren Zeiten und die Identifikation f <« 7 offen-
bart sich, neben der Aussicht auf die Berechnung einer Grundzustandsenergie, ein
interessanter Zusammenhang zwischen Quantenmechanik und statistischer Physik.
Auch ausgehend vom statistischen Operator kann ein Pfadintegral, das sogenannte
euklidische Pfadintegral, formuliert werden. Die Vorgehensweise ist ganz analog zur
oben vorgestellten. Entsprechend fiihrt die Umformulierung der Zustandssumme der
statistischen Physik — also der Spur des statistischen Operators — auf ein in den dz-

und dp-Integrationen symmetrisches Pfadintegral.

3Hier ist der nichtnormierte statistische Operator angegeben, da die Division durch die Spur
weggelassen wurde.



2.3 Vergleich von quantenmechanischem und euklidischem
Pfadintegral

Wir wollen mit einem Vergleich der Exponenten in quantenmechanischer und quan-
tenstatistischer Zustandssumme beginnen:

Quantenmechanik <>  Statistische Physik
Zoum = Tr(e” @Mty o 77— Ty(ePH)
<~

—(i/h)(ts — ta) -
(ty —ta) < —ihf = —i(7 — Ta) . (2-32)

Wir konnen die quantenstatistische Zustandssumme also als Erweiterung der quan-
tenmechanischen auf imaginéire Zeiten ¢ betrachten und schreiben* ¢t = —ir, mit
7 € R. Die kleinen, reellen Zeitintervalle, in die wir ¢ bzw. 7 aufspalten, haben
jeweils die Form

1 1 1
= ty —ty) < €= hp =
@i= gyt ) N T N
Bei dieser Definition muss man beachten, dass die Forderung nach reellen Zeitin-

tervallen zugleich verhindert, dass die Definitionen fiir ¢ bei der Wahl ¢t = —ir
ineinander iibergehen:

(Tp — Ta) - (2—-33)

€1——ir 7 €7 . (2—34)
Vielmehr gilt der Zusammenhang

1
N+1

Deshalb darf man am Ende im Pfadintegral auch nicht einfach iiberall ¢ durch —ir
ersetzen, wenn man von der quantenmechanischen zur quantenstatistischen Formu-
lierung iibergehen mochte. Man werfe hier den Blick auf die t-Abhéngigkeiten der
Funktionen im Integranden. Die kontinuierliche Abhéngigkeit der Orts- und Im-
pulsvariablen (also des Pfadverlaufes im Orts- und Impulsraum) von der Zeit ¢ ist
immer Konsequenz eines Kontinuumslimes fiir die in beiden Betrachtungen reel-
len Zeitintervalle e. Um vom quantenmechanischen zum euklidischen Pfadintegral
iiberzugehen, kann man daher zunéchst das Integral als Grenzwert der Summe mit
Zeitintervallen €; schreiben, dann ¢, = —ie, ersetzen und wieder im Limes in ein
dr-Integral iibergehen.

€t——ir = (—1) (Tp — Ta) = —i€, . (2—-35)

Die Indizes t und 7 werden im Folgenden fortgelassen, da sie aus dem Zusammenhang
hervorgehen.

Wir erkennen, wie wir durch die Fortsetzung des Exponenten auf imaginére Zeiten
reelle Vorfaktoren zu H in der Exponentialfunktion erhalten:

i/h)eH

e o e WMel (2-36)

Nun bildet man die einzelnen Ubergangsamplituden

<In’6_(i/h)€H‘l’n_1> o <l’n|6_(1/h)EH|ZEn_1> ’

4Wir laufen also in die negative Richtung der imagindren Achse, wenn 7 wéchst.
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die die Form

/ TP (wa—nr) = /DT (P ) +V ()]
—oo 2Th
)

/ % e(i/h)pn(xn—xn_l)e—(1/fz)e[T(pn,Tn)-ﬁ-V(Ian)]
—oo 2Th

haben. Da die Integrale, die aus den (z|p)-Matrixelementen stammen, ihren ima-
gindren Vorfaktor behalten, erhédlt man nun einen anderen Exponenten im Pfadin-

tegral, der, da er das Analogon der Wirkung fiir den euklidischen Fall darstellt, als
euklidische Wirkung S, bezeichnet wird:

t Bh
SE/ dt (pt —H) < SGE/ dr (H —ipt) , (2—-37)
t —— 0 ﬁ’_/
WMS oy em(/MSe (2-38)

Im dt-Integral steht eine Legendre-Transformierte der Hamiltonfunktion, die La-
grangefunktion L. Die Transformation im dr-Integral bezeichnet man auch als eu-
klidische Legendre-Transformation, diese fithrt auf die euklidische Lagrangefunktion
L. [Kle09]. Den Index e werden wir spéter fortlassen.

2.4 Pfadintegral im Konfigurationsraum
Nimmt man fiir die kinetische Energie explizit die Form
2
P

= (2-39)

an, so kann die Integration tiber p,, in (2—16) mithilfe einer quadratischen Ergénzung
ausgefiihrt werden?:

00 ) 2
/ % e(i/ﬁ)iﬂn(fﬂn—mnfﬂef(l/h)e [%+V(wnyt")}
_oo 2Th

. > dpn i€ 2 Ty — Tp—1 2 [ Tp — Tp—1 ?
B /oo 2mh exp{ 2mh (p" 2pnim ( € ) o ( € > 8
. 2
X exp {% (% <—xn _:n_l) - V(xn)> }
. 2
_ [ L (m (mm }
=\ 3o OXP { W (2 ( - ) V(xn)>} . (2—-40)

Die Ubergangsamplitude schreiben wir dann als

N
[ m o dx,,
Tptp|Xals) = 4/ ——— — | X
( b b‘ ) 2mihe g [/;OO «/27Tihe/m]

. exp{%ji?e(% (@)Q—V(xnv}. (2-41)

5\/i steht hier fiir die Phase /4.




Hier kann wieder der Ubergang zum Pfadintegral vollzogen werden. Wir wollen die-
sen fiir die quantenmechanische Zustandssumme Zqgy; betrachten, dann wird durch
das zusétzliche dz-Integral auch der Faktor vor dem Produkt von einem Integral
begleitet und man erhélt

N+1

lim. [/Z\/#%/m] _ /@x(t). (2 42)

n=1

Das fiihrt auf das Pfadintegral

Zom = /eis/h Dx(t) . (2-43)

Analog kann man bei der Zustandssumme Z vorgehen und mit

I [ | = [ 2 )

schreiben
Z = /e_Se/h Dx(t) . (2—-45)

Da die Wahl der verschiedenen hier angegebenen Definitionen aus dem Zusam-
menhang ersichtlich ist, soll auf unterschiedliche Notationen verzichtet werden. Bei
der Behandlung des Polaron-Problems wird auf die Pfadintegraldarstellung von
7 zuriickgegriffen, da dies insbesondere den Zugriff auf die Grundzustandsenergie
ermoglicht.

2.5 Gaufl’sche Integrale

Wir betrachten jetzt die einfachste Art von Pfadintegralen, namlich solche, bei de-
nen in der Lagrangefunktion die Ortskoordinate x und ihre Zeitableitung & nur bis
zur zweiten Ordnung vorkommen. Diese werden auch als Gaufi’sche Integrale be-
zeichnet [FH65].

Man stelle sich ein Teilchen vor, dessen Lagrangefunktion gegeben ist durch

L =a(t)i® + b(t)ix + c(t)z? + d(t)x + e(t)x + f(t)]. (2-46)

Gesucht ist fiir ein Teilchen, das sich in Raum und Zeit von einem Punkt a zu einem
Punkt b bewegt, der Propagator K (b, a) zur gegebenen Lagrange-Funktion:

K(ba) = / b exp{% /tt L(, 1) dt} Da(t) . (2-47)

Einen beliebigen Pfad z(t) kénnen wir auch durch seine Abweichung y(t) vom klas-
sischen Pfad z(t) darstellen:

w(t) = z(t) +y(t) , (2-48)

67u [FH65] sei hier auch auf die umfangreiche Errata [Sty08] hingewiesen. Dieser Unterabschnitt
ist an der Darstellung der Gaufi’schen Integrale in [FH65] orientiert.
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wobei wir mit dem klassischen Pfad denjenigen bezeichnen, fiir den entsprechend
des Hamilton’schen Prinzips die Wirkung extremal wird. Wir schreiben

Salb, a] = S[z(1)] - (2-49)

Nun kénnte man bei einer solchen Aufspaltung fiir  auch jeden anderen denkbaren
Pfad auswéhlen — der rechnerische Vorteil, den uns der klassische Pfad bietet, hangt
jedoch gerade damit zusammen, dass dieser die Lagrange’schen Bewegungsgleichun-
gen erfiillt, wie wir am Ende sehen werden.

Da sich z und y zu jedem Zeitpunkt ¢ nur um eine Konstante Z(¢) unterscheiden,
entsprechen Anderungen des Pfades z(t) genau den Anderungen von y(t) in der
neuen Darstellung — es gilt also

fiir jeden Punkt ¢; unserer gegitterten Zeitachse und damit auch
Dr =Dy . (2-51)

Die Wirkung kann geschrieben werden als

Slz(t)] = S[E(t) + y(t)] = /t ot s 2ig ) vo0) ] d (2o52)

Die entstehenden Summanden konnen in drei Gruppen unterteilt werden, deren
Diskussion eine explizite Rechnung erspart:

1. Summanden, die nur von x und/oder & abhéngen;
2. Summanden, die nur quadratisch von y und/oder y abhéngen’;

3. Summanden linear in y oder y.

Fiir 1. erhédlt man die klassische Wirkung, zu der auch der Summand f(¢) gehort.
Fiir 2. erhélt man

tp
/ ay® + byy + cy” . (2-53)
tq

Die Summanden aus 3. fallen weg, denn dies sind die Summanden erster Ordnung,
die entstehen, wenn man z um y zu x +y variiert. Die stationdre Wirkung ist aber in
erster Ordnung konstant bei Verdnderungen des Pfads, deshalb miissen diese Sum-
manden verschwinden. In der expliziten Rechnung zeigt sich dies dadurch, dass diese
Summanden auf einen Term fithren, dessen Verschwinden durch die Lagrange’sche
Bewegungsgleichung gefordert wird. Das Wegfallen der Summanden folgt also aus
der wohliiberlegten Wahl von z zum klassischen Pfad mit extremaler Wirkung — der
dadurch die Lagrange’sche Bewegungsgleichung erfiillen muss.

Mit den angegebenen Uberlegung kann man den Propagator schreiben als

K(b,a) = enSaba P, t.). (2-54)

Der Propagator zerfillt also in ein Produkt und wird zu einer Funktion von ¢, und
t,, wahrend die rdumlichen Endpunkte x;, und z, eliminiert werden konnten. Diesen
Sachverhalt wollen wir nach [Kle09] als Faktorisierungseigenschaft bezeichnen.

7Also Summanden, die 32, ¢y oder 4> enthalten.
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3 Pfadintegral des harmonischen Oszillators mit
dullerer Quelle

In diesem Abschnitt soll das Pfadintegral eines harmonischen Oszillators mit dufle-
rem Antrieb berechnet werden, da dieses fiir die Behandlung des Polaron-Problems
benotigt wird. Die Rechnungen beruhen auf der Darstellung in [Kle09]. Wir fol-
gen der dortigen Notation und bezeichnen Wirkungen in diesem Abschnitt mit dem
Buchstaben A.

3.1 Aufspaltung der Wirkung

Man betrachte den harmonischen Oszillator, zu dessen Wirkung
ty M
Ay = / dt 7($2 — w?z?) (3-1)
ta

die Wirkung

ty
Ao = [ttt (3-2)
123
einer dufleren Quelle addiert wird. Die Gesamtwirkung
A=A+ Ag (3-3)

ist weiterhin maximal quadratisch in @ und z. Deshalb kann das Pfadintegral immer
noch iiber die zuvor dargestellten Methoden behandelt werden. Insbesondere bleibt
die Faktorisierungseigenschaft bestehen. Spaltet man wieder die Ortsvariable in den
klassischen Pfad xy (), fiir den die Wirkung extremal wird, und eine Abweichung
dx(t) von diesem auf, so zerfillt das Pfadintegral in zwei Faktoren:

(l'btb|xata) - e(i/E)Akl’ij,j(tba ta) ) (374)

dabei ist Ay ; die Wirkung des klassisch durchlaufenen Pfads, also das Extremum
der Wirkung A. Im Faktor F,, (t;,t,) verbirgt sich ein Pfadintegral.

Die klassische Bewegungsgleichung fiir den betrachteten Fall eines harmonischen
Oszillators mit auflerer Quelle lautet

iiklyj (t) + wakl,j(t) = j(t)/M . (3—5)
Die klassische Bahnkurve fiir j = 0, also ohne Quellenterm, ist gegeben® durch

xpsin(wlt — t,]) + x4 sin(wlty — t])

1) = _
zat) sin(wlty — t4)) (3-6)
Die zugehérige Wirkung ist®
M
Ao = ~ {(22 + 27) cos(wlty — to]) — 2xazp} . (3-7)

2sin(wlty — t4))

8Man gelangt zu diesem Ausdruck, indem man in die Koeffizienten a, b in der allgemeinen Losung
z(t) = acos(wt) + beos(wt) der Bewegungsgleichung & = —w?z mithilfe der Randbedingungen
x(ty) = xq bzw. x(tp) = xp bestimmt.

9Das Wirkungsfunktional kann iiber partielle Integration und mithilfe der Lagrange’schen Be-
wegungsgleichung vor Einsetzen von x(t) vereinfacht werden zu S = M (2p&p — x4d4)/2.
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Fiir den quellenfreien Fall unterteilen wir den Pfad geméaf3
z(t) = x(t) + ox(t) . (3-8)

Vom klassischen Anteil xy(t) spalten wir also einen fluktuierenden Anteil dz(t) ab.
Die Gesamtwirkung, die sich aus der Wirkung vom harmonischen Oszillator und
aulerer Quelle zusammensetzt, kann nun auch in einen klassischen und einen fluk-
tuierenden Anteil unterteilt werden:

A=A+ Ag = (:A()kl + Ale) + (:/4(]ﬂ + AQ@) . (3-9)
A An

Die erste Unterteilung resultiert also aus der Zusammensetzung der Wirkungen, die
zweite aus der des Pfades. Deshalb kann man jetzt schreiben'?

(xbtb|wata) — (/M (Ao +AQu) /©5$(t) exp {%(AOﬁ + AQﬂ)} . (3* 10)

3.1.1 Fluktuationsanteil

Wir wollen hier zunéchst den Fluktuationsanteil betrachten. Die Wirkung hat die
Gestalt

M ty tp
Ag = 5 dt (63 — w?6x?) + / dt 6x(t)5(t)
M tatb ta

(2
5 [ dt (=026 — w?oz?) +/ dt 6x(t)j(t)
ta

_ %/j dt 5a:(t)(—8f—w2)6x(t)+/t:b dt 5z(t)j(t) , (3-11)

wobei die kinetische Energie partiell integriert wurde und der ausintegrierte Sum-
mand wegfillt, da dz als Abweichung vom klassischen Pfad an den festgehaltenen
Randpunkten £, und ¢, verschwinden muss.

Nun kann man einen Differentialoperator

D(t,t) = (=0} —wHo(t —t), t,t € (ta,ty) (3-12)

einfithren, der eine Funktionalmatrix darstellt. Diese ist insbesondere diagonal, wes-
halb man das Integral nun so schreiben kann, dass es einem Produkt aus Matrizen
und Vektoren entspricht.

Zunéachst sei aber eine formale Definition fiir die Inverse gegeben:

tp
/ ' D VD) = (" — 1), A€ (tty) | (3-13)
ta

Um diese Definition zu erfiillen, muss'! D=1 folgende Form haben:

DYt t) = (=0} —wH) 1ot — 1) . (3-14)

0Wenn die Grenzen der Pfadintegration aus dem Zusammenhang hervorgehen — wie hier durch
den Propagator auf der linken Seite der Gleichung — wollen wir sie im Weiteren nicht explizit
aufschreiben, um Platz zu sparen.

HDurch Einsetzen zeigt man, dass die formale Definition so erfiillt wird.
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Wendet man auf diese Gleichung den Operator (—9? —w?) an, wird ersichtlich, dass
D! so als Green’sche Funktion zu (—9? — w?) definiert wird:

(=07 —wWHD Nt t)=0(t—t)
— (=0} WG =681t —t), (3-15)

D! ist also distributionelle Lésung zu (—9? — w?). Diese ist eindeutig bis auf Ad-
dition einer Losung H mit

tp
/ dt' D(t", ¢ VH(t',t) = 0. (3—-16)
ta
Die Wirkung kann nun zunéchst geschrieben werden als

M ty ty ty
An =7 / dt / dt’ 5x(t)D(t, )z (t)) + / dt 5z(t)j(t) . (3-17)
ta ta ta
Mit der Definition
1 t
0z(t) = ox(t) + M/ dt' D7t t")5(t) (3-18)
ta

findet man die Darstellung

Ay = /tt i /tt i {%ﬁa)D(t,t’)di(t)—ﬁj(t)G(t,t’)j(t’) . (3-19)

Um eine eindeutige Losung fiir die Green’sche Funktion zu erhalten, wahlt man fiir
G = D! die gleichen Randbedingungen wie fiir den Fluktuationspfad dz(t), der ja
bei t, und t, verschwinden muss. Verschwindet G an den Réndern, so verschwindet
dort auch der in (3—18) definierte Pfad. Die Fluktuationen 0z(t) laufen daher duch
den gleichen Funktionenraum wie die dx(t). Auch die Pfadintegralmafie ©0z(¢) und
Ddz(t) sind gleich, sie bleiben invariant unter der in (3 —18) gegebenen Verschiebung.
Der erste Summand der Wirkung (3—19) hat bis auf den Austausch dz(t) — 02 (%)
die gleiche Form wie der erste Summand in (3—11), der ja durch Umschreiben der
Summanden des harmonischen Oszillators entstanden ist. Da Integrationsmafl und
Raum der Pfade identisch sind, erhéalt man fiir den ersten Summanden den hier als
bekannt!? vorausgesetzten harmonischen Fluktuationsfaktor

Fw(tb - ta) =

(3-20)

1 w
/2mih/M \/Sin(w[tb —ta])

3.2 Berechnung der Green’schen Funktion des harmonischen
Oszillators
Um auch den zweiten Summanden in (3—19) angeben zu kénnen, muss die Green’sche

Funktion berechnet werden. Dies kann auf verschiedene Arten geschehen, wir ziehen
hier die in [Kle09] als Wronski-Konstruktion bezeichnete Methode heran.

12Fiir die Herleitung sei auf [Kle09], [Miin10] sowie [FH65] verwiesen.
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3.2.1 Wronski-Konstruktion

Fiir t # t’ verschwindet die rechte Seite von (3—15). Da G symmetrisch in ¢ und ¢’

ist, kann man damit fiir t > # oder ¢ < ¢’ zwei homogene Gleichungen formulieren®3:
(_atz - w2)G(t7 t/) =0 ) (3721)
(=07 —w?)G(t, 1) =0. (3-22)

Bezeichnet man die groflere bzw. kleinere Zeit mit ¢~ bzw. ¢, dann muss die Losung
dieser beiden Differentialgleichungen die Form

G(t,t') = Csin(w[ty — t-]) sin(wlt< — t,]) (3-23)

haben. Das ist der Fall, da die Differentialgleichungen allgemein durch eine Sinus-
funktion mit unbestimmter Amplitude und Phase geltst werden kénnen. Die Phase
findet man dann schnell anhand der Randbedingung, dass G(t,t) bei ¢, und ¢, ver-
schwinden muss. Die beiden Lésungen miissen multipliziert werden, da sie nur in der
variablen Amplitude der jeweils anderen Losung untergebracht werden kénnen. Es
bleibt ein unbestimmter Amplitudenfaktor C'; den man findet, wenn man den Fall
t = t’ betrachtet, den wir zuvor ausgeschlossen hatten. Betrachtet man die erste
Ableitung von G(t,t'), so entdeckt man eine Unstetigkeit:

atG(t7 t,)|t—>t’(+) — @tG(t, t/)|t—>t’(—) = —Cw Sin((ﬂ[tb — ta]> . (3*24)

Diese bedeutet einen Summanden proportional zu einer Delta-Distribution in der
zweiten Ableitung:

O}G(t,t) = — Cwsin(wlty — ta])o(t —t)
— w?C'sin(wlty — t-]) sin(wlte —t,]) . (3-25)

Dies soll (3—15) entsprechen, deshalb kann die Konstante bestimmt werden zu

1
¢= wsin(wlty, — t4]) (3-26)

es folgt die Green’sche Funktion

1
wsin(w(ty, — t4)])

G(t, 1) =

sin(wty, — t]) sin(w(t< —t,]) . (3-27)

3.3 Zusammenfassung der Ergebnisse

Wir wollen die Ergebnisse fiir die verschiedenen Faktoren der Gesamtamplitude
zusammenfassen. Die Ubergangsamplitude wurde folgendermafien aufgespalten:

(xbtblxata) — eli/MAonzia] o (i/h) Agulzw,i] o

y / o 6/ Aonl8) o i/1) Adalb.) 575 (1) (3-28)

13Es handelt sich hierbei um Helmholtz-Gleichungen in einer Dimension.
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Die Zusammensetzung des Exponenten im Pfadintegral wurde jedoch in den Schrit-
ten von (3—11) nach (3—19) so umgeformt, dass wir schreiben kénnen

(zpty|Tata) = e/ Ao [zia] o (/M) Aguali,g] o
o /WA / /M A0aldE] @551 (3-29)

Das verbleibende Pfadintegral ist das des harmonischen Oszillators, AZ; ist der nach
Abspaltung der Oszillatorwirkungen verbleibende, in j quadratische Summand aus
(3—19). Um die Amplitude explizit angeben zu koénnen, benotigt man die Losung
dieses Pfadintegrals und die verschiedenen Wirkungen:

Mw 2 2 . — 9T _
Ao = S ol — 1)) [(@5 + 25) cos(wlty — ta]) — 2mp24] (3-30)
1 g . : ,
Agu = m / dt [zq sin(w(ty, — t]) + xpsin(w(t —t,])] j(t) , (3-31)

1
ax dt dt’ x
AQ oM w sin(w tb — t / /

J(t) sin(wlty — t=]) sin(wlt< — t.])5(),  (3-32)

1 w
= 3-33
NeTSTT] \/ Sl — 1) (3-33)
3.3.1 Umformulierung in Fourierdarstellung
Durch die Wahl
1 o ie(i—ta)
ta
IR :
Bw) = 53— / dt e~ 5(¢) (3-35)
ta

konnen die die Quelle j(t) enthaltenden Summanden umgeschrieben werden zu

Agqu = j {a(e A= B) yag( @B - A)) L (3-36)

sm tb —t

tp
/'Lw|tt|
4M/dt/dte ()

_ zw[tb tal( A2 B
QSln(w[tb—ta])[ (A? 4+ B?) — 24B] . (3-37)

Aqu —

3.4 Analytische Fortsetzung zum euklidischen Pfadintegral

Bei der Behandlung des Polaron-Problems werden wir das Pfadintegral des ange-
triebenen harmonischen Oszillators benotigen, wie bereits angedeutet jedoch bei der
Berechnung der statistischen Zustandssumme. Die zuvor fiir das quantenmechani-
sche Pfadintegral erhaltene Losung soll daher nun in die des zugehoérigen quanten-
statistischen Pfadintegrals umgeschrieben werden. Man bezeichnet diesen Ubergang
als analytische Fortsetzung. Wir nutzen dazu den Zusammenhang (t, —t,) = —ihp.
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Da wir nur die Zustandssumme suchen, geniigt die Betrachtung geschlossener Pfade,
d.h. wir verwenden ab jetzt x, = x;, = x und miissen iiber x integrieren.
Fiir die analytische Fortsetzung sind die folgenden Zusammenhénge hilfreich:

— (w[tt — =i (1hw 5 sin(wlty — o)) = —isinh(hwp) |
cos(w(ty — t4]) = cosh(hwf) , elwltv—tal — ohwB (3-38)
Die Fourierkoeffizienten werden zu
I
A (w) = iAW) |ty—ty=—ing = m/g dr e “74(7) , (3-39)
I
Bu(w) = Bl -tammit5 = 3 /O dr 09T j(7) (3-40)

Zur Verminderung des Schreibaufwandes wihlen wir auflerdem folgende Abkiirzun-
gen:

§=hwp, (3-41)
Mw

Als erstes schreiben wir jetzt die euklidischen Versionen unserer vorherigen Ergeb-
nisse auf:

Mw
F, Foo= ) ——o 343
- ’ 27hsinh(€) ( )

Ao — A, = ¢(22% cosh € — 22%) = ¢ 42?sinh*(£/2) , (3—44)
=92
.Ale — Akl,Q,e = —2¢ x(eg — 1)(14@ + Be)
& _
= —¢ 2xsinh({/2) ¢ -1

:  T(ef2 = 6—5/2)(
= .

A. + B.)

~~
:265/2

= —¢ 29U %A, + B.)
————
=B

= —¢2UB (3-45)
1
qu qu _ I3 2 2\ _ _ - -
Ao Ay = o B - o248 - o [ o)

Dabei wurden zwei Gréflen 2 und B so eingefiihrt, dass die Summe der Wirkungen
durch Anwendung der binomischen Formel vereinfacht werden kann. Das ist deshalb
niitzlich, weil diese Summe im Ausdruck fiir die quantenstatistische Zustandssumme
im Exponenten auftritt:

Z = F,, e WA+ A0+l (3-47)

Wir konnen also mit

B2 = (A, + B.)? (3-48)
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quadratisch ergédnzen. Im Exponenten steht dann:

:¢{m2—2m%+%2

1
— e(A, + B.)> +€%(A? + B?) — 24.B, ——//
(A + B.)* + (42 + BY) }Ww ()

:¢{(Q[_%)2—2AeB G +1} 4Mw// (3-49)

Den zweiten Summanden in den geschweiften Klammern schreiben wir um,

[0} Mw e +1 et/?
Z2A.B.(ef +1)=2A.B;————— = —MwA.B,———— -
h (1) = “h 2snh(€) “ePe Gnh(¢/2) (3-50)
und fassen diesen mit dem doppelten Integral zusammen zu
kB hB cosh(w|t — 7| — £/2)
! (7)5(7") . 51
i / dr / a Tt i) (3-51)

Fiir die Zustandssumme miissen wir noch beziiglich z iiber R integrieren. Uber dieses
GauB-Integral und anschliefende Multiplikation mit (3—43) gelangt man dabei zu
einem Vorfaktor 1/[2sinh(£/2)] vor dem Exponentialterm in (3—47), sodass man
insgesamt

1
= 2sinh(¢/2)

1 hB " cosh(w|t — 7| —€/2) .,
" exp{+4th/o ir | dn (T)}

(3-52)

erhalt.
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4 Grundlagen II: Feldquantisierung

Bei der Betrachtung des Polarons wird eine wichtige Ndherung darin bestehen, das
Gitter eines Ionenkristalls, das als ein System gekoppelter harmonischer Oszillatoren
betrachtet wird, als Kontinuum zu behandeln. Der Hamiltonoperator des Gesamt-
systems kann dabei mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Phononen for-
muliert werden. Bei diesen quantisierten Gitterschwingungen handelt es sich dann
in der Kontinuumsbetrachtung um Schwingungen eines Feldes, deren Beschreibung
wir in vier Schritten durchfiihren wollen, die dem Vorgehen bei der Betrachtung von
Phononen in Systemen gekoppelter harmonischer Oszillatoren analog sind:

e Aufstellen der Lagrangefunktion und des Hamiltonoperators eines Feldes;
e Ubergang in Normalmoden durch Fouriertransformation der Feldvariablen;
e Aufstellen der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir die Normalmoden;

e Darstellung des Hamiltonoperators und der urspriinglichen Feldvariablen durch
die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.

Wir folgen dabei der Darstellung in [Fey93].

4.1 Lagrangefunktion und Hamiltonoperator fiir ein Feld

Den beschriebenen Kontinuumsgrenzwert stellen wir uns fiir das Kristallgitter vor
als harmonische Oszillatoren in jedem Punkt des R3. Wir beschriinken uns dabei auf
Auslenkungen der Oszillatoren in eine Richtung, legen in jeden Punkt des Raumes
also einen eindimensionalen harmonischen Oszillator. Die Auslenkung des harmoni-
schen Oszillators im Punkt x € R3 sei jeweils gegeben durch ¢(x). Die Lagrange-
funktion des Gesamtsystems schreiben wir dann als'4

1 1
Lipp) =5 [ @x oot - 5 [ [ dx Kix-x)eex) . (41
ganz so, wie man es im Kontinuumslimes erwarten wiirde. K tritt dabei an die Stelle
der Wechselwirkungsmatrix.

Die klassischen Bewegungsgleichungen kénnen jetzt durch Betrachtung der Variation
von ¢ gefunden werden:

. o oL 4L
S Otop(x)  dp(x)
= p(x)+ [ Ex K(x—x)p(x) . (4-2)

Wir verstehen p(x) als ,, Auslenkung® des Feldes bei der Position x. Genauso kénnen
wir Impulse II(x) zuweisen:

[I(x) = — = ¢(x) . (4-3)

Mntegriert wird hier immer iiber den R3.
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Dann ist
H = /d3xH
2/d3XH /d3 /d3X’KX x)p(x)p(x') .

der Hamiltonoperator des Feldes. Bei der Quantisierung beriicksichtigen wir folgende

(4-4)

Kommutatorrelationen:

4.2 Ubergang in Normal-Moden

Wir betrachten die Fouriertransfomierten der Koordinaten und definieren

R (-1
(k) = /d3x I(x)e (4-8)
Die inverse Transformation hat die Form
(4-9)

o0 = [ 5z G0

Da ¢(x),II(x) hermitesch sind, folgt durch Adjunktion von (4-7) bzw. (4-8) fiir

die Adjungierten von 3(k), IT(k):
5100 = [ dx o)™, (4-10)
It (k) = /d3x IT(x)e™™ (4-11)
man erkennt also
prk) =¢(-k), Ik =I(-k). (4-12)
Unter Verwendung der Kommutatoren (4—-5) und (4-6) findet man die neuen Ver-
tauschungsrelationen
[¢(k), (k)] = [[I(k), I(K)] =0, (4-13)
(p(k), TI(K)] = ih(27)%0% (k + k') . (4-14)
Zuletzt transformieren wir auch den Wechselwirkungsterm
W2 (k) = / i K (x)e % (4-15)
Mit K (x) = K(—x) = K*(x) (die Wechselwirkung ist symmetrisch und reell) folgt
(4-16)

direkt
wi(k) = w(—k) = w?(k)* .
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Nun wurden genug Informationen gesammelt, um den Hamiltonoperator (4—4) um-
zuschreiben:

= [ @xneone + 5 [a'x [ ax Ko x)ee)

-2/ (;ﬁ‘; [TI(-)TI(K) + w?(k) G(-k)B(K)

2
- % / % [ﬁ+(k)ﬁ(k)+w2(k) gb*(k)gb(k)] . (4-17)

Wir nehmen im Folgenden an, dass w reell und positiv ist!.

4.3 Leiteroperatoren

Jetzt definieren wir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren:

1
Vah | )
1] ) i -
a(k) = \/_Q_h _ wk)p(k) + w(k)H(k) (4-18)
Diese erfiillen die Vertauschungsrelationen
la(k), a(k')] = [a" (k),a" (k') =0, (4-19)
[a(k),a™ (K)] = (27m)*6*(k — k') (4-20)

und ermoglichen eine elegantere Darstellung des Hamiltonoperators.

Darstellung des Hamiltonoperators durch Leiteroperatoren Man kann den
Hamiltonoperator durch Leiteroperatoren ausdriicken und mithilfe der Kommuta-
torrelation umschreiben:

1= [ 5 i) [ (9000 + ai)a" (9] 2
= % / (;lwl;g hw(k) [af (k)a(k) + a*(k)a(k) + (27)%5%(0)] (4-22)
[ artuto -] [ ernosto o

Der zweite Summand ist ein (unendlich grofler) Skalar, der mit dem Einheitsoperator
multipliziert wird und die Grundzustandsenergie'® des Systems darstellt. Mit einem
Korrektursummanden —1 [ d®k fiw(k)d(0) kann man die Grundzustandsenergie zu
Null setzen und erhélt dann schlielich

&k .
H= / Gy i) @ (Ralio) (4-24)

5Man beachte, dass w die Quadratwurzel der Fouriertransformierten von K ist. Ist K reell und
gerade (Symmetrie der Wechselwirkung), so ist die Fouriertransformierte von K ebenfalls reell und
gerade.

6 N#mlich Aw(k)/2 fiir jeden moglichen Wellenvektor k — also die charakteristische Grundzu-
standsenergie fiw/2, die vom harmonischen Oszillator bekannt ist.
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Darstellung der urspriinglichen Feldvariablen durch Leiteroperatoren Zu-
letzt wollen wir die urspriinglichen Feldvariablen durch die neuen Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren darstellen. Dazu betrachtet man

1) + (k) = | 28 i)
(k) = zwiZk) la(k) + a™(—k)] (4-25)

und setzt dies in den Zusammenhang zwischen ¢ und ¢ ein:

o= | ooy ( i [0 + a*<—k>}) L (420

An der Summe kann man das Integral jetzt auftrennen und im zweiten Summanden
die Substitution k — —k durchfiihren. Man erhélt dann (und bei analogem Vorgehen
fir I1(x)):

o) = [ G\ i [0 a0 (4-27)

(x) = / (gﬂl;g ,/FMQ(k) [—ia(k)e™™ +ia®(k)e "] . (4-28)

Diese Darstellung von ¢(x) bendtigen wir spiter beim Aufstellen des Polaron-
Hamiltonoperators.

4.4 Hamiltonoperator fiir die Phononen

Diskretes Gitter Die die Auslenkung der Gitteratome an der Position N re-
préasentierenden Koordinaten Zy konnen durch eine Fourierreihe dargestellt werden:

dx,a Z —ikN _x
2 —= [ e . Z y 4729
/—V ~ k,a N ( )
In =V — E e, N =2 4-30
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Dabei lduft die Integration iiber
K={kl-m<k-a <m i€ {l,2,3}}, (4-31)

die a; sind die Gittervektoren und V bezeichnet das Volumen der Einheitszelle.
Die ey, mit a € {1,2,3} bilden einen orthogonalen Satz von Einheitsvektoren, die
die Richtung der zu einem Wellenvektor k gehdrigen Normalmoden angeben — einer
dieser Vektoren zeigt in Richtung von k, in der Abbildung ist das ey ;.

Ubergang zum Kontinuum Nun wollen wir uns iiberlegen, was beim Ubergang
vom diskreten Gitter zu einem Kontinuum geschieht. Der Ubergang bedeutet, dass
die Gitterkonstanten a; infinitesimal klein werden:

la;| = a; — 0. (4-32)

Fiir das diskrete Gitter gibt es eine Periodizitédt im k-Raum, die mit der Maximalfre-
quenz auf dem Gitter zusammenhéngt, bei der benachbarte Atome in Gegenphase
schwingen. Mit sinkenden a; wird diese Maximalfrequenz immer gréfler, im Grenz-
wert wird sie unendlich. Im Kontinuumslimes wird der Integrationsbereich K also
zum gesamten R3:

K —R3. (4-33)

Das Volumen V der Einheitszelle wird infinitesimal und wir erhalten den Ubergang
VY - /d3x. (4-34)
N

Da wir einen Ubergang des diskreten Gitters zu einem kontinuierlichen Feld erhalten,
wollen wir die hiesige Darstellung mit der aus dem Abschnitt zur Feldquantisierung
vergleichen.

Vergleich mit den Ergebnissen der Feldquantisierung Wir betrachten die
Summe der kinetischen Energien der einzelnen Gitteratome,

1 ..
TZEEN: M ZnZ (4-35)

wobei wir deren Masse mit M bezeichnen. Ein Vergleich mit (4-1) fiihrt in der
gegebenen Formulierung auf den Ubergang

NEE ) (4-36)

Statt des Skalarfeldes p(x) aus Abschnitt 4 verwenden wir hier ein Vektorfeld ¢(x),
da wir jetzt Auslenkungen in alle drei Raumrichtungen betrachten.
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Darstellung durch Leiteroperatoren Jetzt kann man wieder auf Leiterope-
ratoren zuriickgreifen. Diese notieren wir als a(k,a) bzw. a™(k,a) und indizieren
dabei mit a € {1,2,3} die moglichen Polarisationen der Wellen. Durch Vergleich
mit (4-27) findet man

&’k hv ikN + —ikN _*
ZN:/K e 2\ (i a) [0 O ek + G a)e e ] L (4-37)

dabei gilt
la(k,a),a(k’,a)] = (27)*6*(k — K')6ua - (4-38)

Zum Hamiltonoperator gelangt man durch Diskretisierung (dabei beachte man (4 —
33)) von (4—-24):

d*k n -
Heose = /KW Zhw(k, a) a”(k,a)alk,a) . (4-39)

a
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5 Das Polaron-Problem

5.1 Das Polaron

Wir betrachten nun einen Ionenkristall, in Form ei-

nes kubischen Gitters mit abwechselnd positiv und ¢ S ¢ 8 4 e
negativ geladenen Ionen auf den Gitterpléatzen; eine
einzelne Einheitszelle enthélt dabei stets zwei ent- ® - ® 3 b ®

gegengesetzt geladene Ionen. Bewegt sich ein freies
Elektron durch den Kristall, so kommt es aufgrund * SR S oW
der negativen Ladung des Elektrons zu einer Wech- .

selwirkung mit dem Ionengitter. Diese bedeutet ins- ® - # o N »
besondere zwei Effekte: Einerseits kommt es in je-
dem einzelnen Ion zu einer relativen Verschiebung ¢ ¢ é * oo
der Ladungsschwerpunkte — hauptséachlich wird die

e é 2 % L3 ®

Elektronenwolke um den Kern vom Elektron abge-
stolen und verformt — es werden Dipole induziert.
Auf der anderen Seite erfahren negativ geladene lo-
nen eine AbstoBung, positiv geladene eine Anzie-
hung — die Gitterionen werden aus ihrer Ruhela- * Elektron

ge im Kristall ausgelenkt, wie es in der Abbildung

schematisch dargestellt ist.

Wir konnen also elektronische und ionische Polarisation unterscheiden. Durch die
Auslenkung der Ionen kommt es zur Anregung von Gitterschwingungen, die ioni-
sche Polarisation resultiert also in einer Kopplung der Elektronen an Phononen im
Kristallgitter. Dies fiithrt auf das Modell des Polarons, bei dem die Wechselwirkung
eines einzelnen Elektrons mit dem Kristallgitter betrachtet wird. Wir geben hier die
Definition aus [Fox12] an:

e negativ geladenes Ion
* positiv geladenes Ton

Das Elektron mit seiner lokalen Gitterstorung ist gleichbe-
deutend mit einer neuen Elementaranregung des Kristalls
und wird als Polaron bezeichnet. Das Polaron kann als ein
Elektron aufgefasst werden, welches von einer Wolke vir-
tueller Phononen umgeben ist.

Da man das bewegliche Elektron als Verursacher einer zeitabhéngigen dufleren Kraft
auf die Ionenriimpfe und die zugehorige Elektronenhiille bzw. auf die lonen als Gan-
zes betrachtet, ist es wichtig, zu diskutieren, in welchem Mafle elektronische und
ionische Polarisation auf schnell wechselnde duflere Felder reagieren kénnen.

Bei den geringen zeitlichen Anderungen, die durch das langsame Elektron verursacht
werden, kann die Elektronenpolarisation nahezu instantan folgen, die elektronische
Polarisierbarkeit nimmt ihren statischen Wert an. Die Ionen jedoch sind trager und
konnen den Feldédnderungen nicht mit voller Auslenkung folgen. Vergleicht man zwei
Elektronen verschiedener Geschwindigkeiten, so wird der Einfluss der elektronischen
Polarisation nahezu unverédndert sein, wahrend sich das Verhalten der Ionenpolarisa-
tion aufgrund der geringeren Resonanzfrequenz der Ionenschwingungen unterschei-
det. Energieunterschiede fiir Elektronen verschiedener Geschwindigkeit kommen also
durch die ionische, nicht aber durch die elektronische Polarisation zustande [FPZ50].
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Erstreckt sich die Ionenverschiebung durch das Elektron iiber Bereiche, die grof sind
gegeniiber einer einzelnen Einheitszelle des Kristalls, konnen wir die Eigenschaften
des Gitters im Rahmen einer Kontinuumsnédherung betrachten. Das Gitter in der
Umgebung des Elektrons wird dabei zu einem polarisierbaren Kontinuum. Man be-
zeichnet dieses Modell auch als grofles Polaron — abzugrenzen vom kleinen Polaron,
bei dem die Ndherung nicht erfiillt ist [Fox12].

Zwischen elektrischer Erregung D, elektrischer Feldstirke E und Polarisation P
besteht im linearen, isotropen Medium der Zusammenhang

D=gE+P=¢(wesE = Pz(l—L)D, (5-1)
&r(w)

mit der elektrischen Feldkonstanten ¢y und der frequenzabhéngigen relativen Per-
mittivitdt €,(w). Im Fall des freien Elektrons im Ionenkristall ist das Elektron als
einzige Uberschussladung Quelle der elektrischen Erregung D, wihrend die Pola-
risation P durch die Auslenkung der Ionen verursacht wird. Im Falle eines stati-
schen &ufleren Feldes tragen sowohl ionische als auch elektronische Polarisation zu
P bei, die zugehorige statische Permittivitiat bezeichnen wir mit € := ¢,(w = 0). Bei
hoheren Frequenzen, viel hoher als die ionische, aber auch noch viel geringer als die
elektronische Resonanzfrequenz, kénnen die Ionen nicht mehr folgen, wihrend die
Elektronenpolarisation sich noch nahezu wie im statischen Fall verhélt. Die Permit-
tivitat fir diesen Fall bezeichnen wir mit e.,.
Da wir isoliert den Beitrag der Ionenpolarisation betrachten wollen, subtrahieren
wir von der statischen Polarisation P die fiir hohe Frequenzen und erhalten

Pu = (- 1)D. (5-2)
oo €

Stellt man die Ladungsverschiebung bei ionischer und elektronischer Polarisation im
linearen Fall als Auslenkung eines geladenen harmonischen Oszillators dar, so kann
man fiir die Polarisation harmonische Schwingungsgleichungen aufstellen. Diesen
wird durch die elektrische Erregung des Elektrons eine Inhomogenitat hinzugefiigt.
Uber diese Uberlegung hat Frohlich den nach ihm benannten Hamiltonoperator des
Polarons aufgestellt [Fro54].

5.2 Néiherungen im Polaron-Modell

Neben der Vorraussetzung linearer, isotroper Medien und der Kontinuumsnéaherung,
konnen fiir die Beschreibung des Polarons weitere vereinfachende Annahmen ge-
macht werden [Roe92, Dev03]. Fiir die langsamen Elektronen kénnen relativistische
Effekte vernachlissigt werden, insbesondere muss kein Auftreten magnetischer Fel-
der beachtet werden. Auch Effekte, die mit dem Spin der beteiligten Teilchen ein-
hergehen, werden nicht beachtet.

Fiir das Elektron, das sich durch den Kristall bewegt, wird eine parabolische Di-
spersion angenommen; den Einfluss des (ungestorten) periodischen Gitterpotenzials
beriicksichtigen wir durch den Ubergang von der Ruhemasse des Elektrons zu einer
effektiven Masse M.

Fiir die Wechselwirkung mit dem Elektron beachten wir nur die optischen Phono-
nen. Hier schwingen entgegengesetzt geladene Gitterionen in Gegenphase, was der

25



Bildung schwingender Dipole entspricht. Die optischen Phononen wiederum sollen
geringe Wellenzahlen K = |K| haben, fiir die wir ihre Dispersionskurve als konstant
annehmen kénnen, d.h. wir setzen w(K) = w.

5.3 Der Hamiltonoperator

Durch die Auslenkung der Gitteratome verursachte Polarisierung Mit
dem Gedanken, dass die Auslenkung der geladenen Gitteratome aus ihrer Ruhelage
eine Polarisierung verursacht, die dieser Auslenkung proportional ist, wollen wir
jetzt den Hamiltonoperator aufstellen.

Wir versehen deshalb, um eine Gleichung fiir die Polarisierung zu erhalten, (4—37)
mit einem Proportionalitdtsfaktor o/, in den wir auch den Term unter der Wurzel
zunéchst mit einbeziehen. So erhalten wir

3

P(x)=d / (ZTK)?’ Z [a(K, a)e™ ek o + a™ (K, a)e ek | - (5-3)

a=1

Jetzt konnen wir die diese Polarisation verursachende Polarisationsladungdichte p
bestimmen:

p(x) = ~VP(x) (5-4)

PK & , -
- Z'O// (2m)3 Z [G(K’ a>€ZKXK "CK.a — aJr(Ka a>eileK ) ei{,a} :

a=1

Die Skalarprodukte in der eckigen Klammer sind nur fiir die longitudinale Mode von
Null verschieden, da ansonsten in guter Niherung!” K L ek, gilt. Es geniigt hier
also die ausschlielliche Betrachtung nur der longitudinalen Mode, wir schreiben

. dgK iIKx + —iKx
p(x) =i WK laxe™™ — afee ] (5-5)

Von dieser Ladungsdichte ausgehend, gelangt man iiber
V2(AV}) = —eVP =¢p (5-6)

an die potenzielle Energie eines Elektrons in dem durch die Gitterschwingungen
erzeugten Polarisationsfeld:

o, [ dPK 1 iKx —iKx
A%(X):—Zea /(27)3? |:CLK€K —Cl}+<€ K:| . (5*7)

Diesen Wechselwirkungsterm schreibt man iiblicherweise als'®

AV;(x) =i (2\/§m>é (hj\;’g)i / (CZ;TKP% afce ™ — age™] . (5-8)

17Fiir bestimmte Kristallrichtungen gilt das sogar exakt — siche auch [Kit06].
8Diese Wahl der Vorfaktoren fithrt dazu, dass der in « lineare Summand im Ausdruck fiir die
Energie den Vorfaktor —1 erhilt [Ros12].
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Dabei kann man mit den zuvor beschriebenen Uberlegungen zeigen, dass

1
1/1 1Y\ € [2Mw)\?
=————]—(— . 5-9
“ 2(500 50)hw<h) (5-9)
Es handelt sich hierbei um die Kopplungskonstante des Polaron-Modells, eine Ma-

terialgrofle, die ein Maf} fiir die Starke der Elektron-Phonon-Kopplung darstellt. Es
ist beispielsweise ae = 3,5 fiir KCl und o = 0,068 fiir GaAs [Dev03].

Vereinfachung der Notation Wir wollen ab jetzt h = M = w = 1 setzen und
die Integrale abkiirzend schreiben als:

[ &K B
gz/w. (5-10)

Hamiltonoperator des Polaron-Problems Mit X und P als Orts- und konju-
gierte Impulskoordinate des Elektrons und den Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren aj; und ax fiir ein Phonon der Wellenzahl K konnen wir den Hamiltonoperator
in der vereinfachten Notation nun hinschreiben

1 3 1 . A
H = §P2 + Z ajeax + i (2\/57?&) ’ Z 7 lafee ™™ X — age™X] | (5—11)
K K

5.4 Vorbereitung auf das Variationsverfahren
5.4.1 Grundzustandsenergie

Wir kommen jetzt zu einer Uberlegung zuriick, mit der wir zu Beginn den Ubergang
vom quantenmechanischen zum euklidischen Pfadintegral motiviert hatten.
Die Zustandssumme ist gegeben durch

Tre P8 = Ze‘ﬁE" . (5-12)

Fiir sehr niedrige Temperaturen, also f — oo, dominiert der Summand mit der
niedrigsten Energie, der Grundzustandsenergie Eg. Es gilt also

lim Tre % = lim e PFc | (5-13)
B—00 B—00
1
- L __ -BH _
Eg /811_{210{ 51n {Tre 7"} . (5-14)

Um diese Energie zu berechnen, miissen wir zunéchst die Zustandssumme berechnen
— wir wollen das mithilfe der Pfadintegraldarstellung versuchen:

Tre P = / e~ D(Pfad) . (5-15)

Das Pfadintegral zu dem hier beschriebenen System wird iiber die Koordinate X
des Elektrons und die Koordinaten gk aller Phononen laufen.
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5.4.2 Formulierung des Pfadintegrals

Nun benétigen wir fiir die Pfadintegraldarstellung den Hamiltonoperator, ausge-
driickt durch Koordinaten und Impulse. Wir haben aber bisher nur die Darstellung
(5—11). Wie wir von den Leiteroperatoren zu den eigentlichen Koordinaten und
Impulsen gelangen, hatten wir bei der Feldquantisierung angesprochen. Die beiden
Zusammenhinge haben analog zu (4-18) die Form'?

(aTy + ak) , (5-16)
(atk —ax) (5-17)

Schreibt man den Wechselwirkungsterm H;,; damit um, so erhélt man eine Funktion
in p:

1
s () 5 -
K
1
= (2\/§7T@> 2 Z% [afK i aK:| eiKX
K

1 1 )
_9 (ﬁm) D2, st (5-18)
K

Fiir die Berechnung des Pfadintegrals hiatten wir aber lieber eine g-Abhéngigkeit,
um auf die fritheren Uberlegungen zu ortsabhingigen Potenzialen zuriickgreifen zu
konnen. Diese Abhéngigkeit von der Ortskoordinate erreicht man durch eine kano-
nische Transformation. Wir verwenden dazu

a = —lax S af =iak (5-19)
bzw.
idg = ax S —iak = ag , (5—-20)
das ist dquivalent zu
Ik =Pk, Pk = 0K ; (5-21)

was Hi, in die gewiinschte Form bringt. Lasst man die Striche weg, ergibt sich
1
1 1 )
Hint =2 (\/571'@) ’ KE ? qK €ZKX = KE TKIK - (5—22)

Man beachte, dass yx = yk[X] ein Funktional der Elektron-Koordinate ist.
Es gilt hier nun ¢_x = ¢ und 7_x = Vg, was wir im Folgenden ausnutzen, um H
zu vereinfachen. Mit
- + 1 -
AgOK + a_ga-K = 3 [—2(g-xax + p-xpx) + i ([P-x, 4x] + [Pk, ¢-x])]

= ¢_kqx + p-xpx — (27)%5(0) (5-23)

9Man beachte, dass wir hier A = w = M = 1 verwenden.
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und

ax7k + 1-x7-x = 2[R(gx)R(7x) — (k) S (k)] (5-24)

kann man den Hamiltonoperator schreiben als

H = —P2 + Z 2+ Rpx)? + Sax)” + (k)]
+ 3 [RaRem) ~ S(a)S0m)] - XS0 0) . (5-2)

Den unendlichen letzten Summanden lassen wir kurz beiseite. Die Pfadintegra-
le kénnen jetzt in einem ersten Schritt beziiglich verschiedener K separiert wer-
den. Daraufhin kann man jedes Pfadintegral [Dgx wiederum in ein doppeltes
[ DR(gk) [ DS(gk) umformulieren. Der Integrand wird dabei entsprechend der
Aufteilung in Summanden, die Real- bzw. Imaginérteile enthalten, in zwei Fak-
toren getrennt. So entstehen fiir jedes K zwei Pfadintegrale, die jeweils die Form des
Pfadintegrals des harmonischen Oszillators mit duflerer Quelle haben:

/eXp {— /05 du % [R(gx)* + R(px)*] + %(qK)%(vK)}Q?}?(qK) X
<[ exp{— / " iu L (300 + Sn07] - %(qm%m)}wqm . (5-26)

\)

Lésst man den Vorfaktor beiseite, so erhdlt man aus (3—52) mit der Naherung

cosh(w|t — 7| — £/2)
sinh(£/2)

fiir groffe 5 als Losung den Ausdruck

A e Wl (5-27)

B rB
eXp{i / / [R(1k () ROk () + Sk (5)S (1 ()] e 1=~ dt ds}

zexp{i /0 ’ /0 i (shmet) 1o dt ds}. (5-28)

Die Pfadintegrale beziiglich der Koordinaten K koénnen also gelost werden, sodass
nur ein Pfadintegral iiber die Elektron-Koordinate X verbleibt. Dieses hat die Form
[ e DX, mit

d3K 1K(X(t)—X(s))
/ X? du—\/_om/ / / ‘ 702 e =slatds . (5-29)

Der Vorfaktor des Pfadintegrals und der unendliche Summand im Exponenten des
Integranden, die wir gerade beide ignoriert hatten, heben sich fiir § — oo weg, denn

exp{—/f " (_;%(%)353(0))}1;[ [m]

—H[ 66/2 }—)1, B —00. (5-30)
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Um das d®K-Integral in (5—29) zu l6sen, wechseln wir in Kugelkoordinaten und
legen die z-Achse in Richtung von 2 = X(t) — X(s). Das Skalarprodukt K - & ist
gleich |Z| multipliziert mit der Linge der Projektion von K auf 2 — diese ist durch
K sin(¥) cos(p) gegeben. Wir konnen also schreiben

00 iKE
/ d3K
/ / SlIl / i EK sin(9) cos(p) ng dK do

/ sm(ﬁ)/ [6 1 EK sin(9) cos(p) + 6—2 2K sin(¥) cos Lp):| d(ﬂ dK dY

|
[1]| ¥ S~

sin(v) 27 Jo(ZK sin(v))] dK dv

)
/ / " dK' dv

J/

_ |2 | (5-31)

Dabei haben wir mit

Do
=)

m

F—N

Jn(2) = Z—/ 750 cos(nd) d (5-32)
0

™

eine Integraldarstellung der Besselfunktion erster Gattung verwendet und ihre Nor-
mierung ausgenutzt [AS72]*. Einsetzen in (5-29) liefert das endgiiltige Resultat

fur S:
1 B —[t—s|
——/ deu——// ¢ dt ds|. (5-33)
2 Jo [X(t) — X(s)|

5.4.3 Diskussion der Wirkung

Wir wollen kurz iiberlegen, wie (5—33) zu interpretieren ist. Es ist dabei hilfreich,
die Grofle u als Zeit zu behandeln — eine Rechtfertigung findet dies in der bereits an-
gesprochenen Korrespondenz zwischen euklidischer und quantenmechanischer Wir-
kung.

Der zweite Summand ist dann als retardiertes Potenzial zu verstehen. Das Poten-
zial zur Zeit t hingt, gewichtet durch den Faktor e !=*|, von der Vergangenheit
des Teilchenpfades ab. Dieses Verhalten kann darauf zuriickgefithrt werden, dass die
Gitterstorung Zeit benotigt, um sich im Kristall auszubreiten.

Es soll auBerdem festgehalten werden, dass die Variablen der Phononen exakt aus-
integriert wurden, was einen wichtigen Grund fiir die guten Ergebnisse des Variati-
onsverfahrens darstellt [Ros12].

Leider fithrt (5-33) nicht auf ein Pfadintegral, das sich exakt 16sen lisst [Ros12].
Deshalb griff Feynman auf ein Variationsverfahren zuriick, das iiber die Betrachtung
einer einfacheren Testwirkung eine obere Schranke fiir die gesuchte Grundzustands-
energie liefert.

20Formeln 9.1.21 und 11.4.17.
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5.5 Variationsprinzip fiir das Pfadintegral
5.5.1 Variationsprinzip

Mit der freien Energie F' kann die Zustandssumme geschrieben werden als
e Pl = /es[x(“)] Dr(u) . (5—-34)

Angenommen, wir kennen eine Wirkung Sy, die eine einfachere Gestalt hat als S.
Dann kénnen wir mit

e PFo = /e_SO Dx(u) (5—-35)

auch schreiben

gp [ e Dy (u)
e =

fe*so Dx(u) e (5-36)

(8§—=5So —So[z(u)]

Der Bruch hat die Form eines Mittelwerts von e~ ) in der Verteilung e .
Die Verteilungsfunktion ist Funktional von z(u), die Verteilung selbst erstreckt sich
also iber die Menge der Pfade — jedem moglichen Pfad wird ein Wert zugeordnet.
Wir schreiben also

e BF — <e_(5_50)>50 e PFo (5-37)

Der Erwartungswert auf der rechten Seite der Gleichung kann mithilfe der Jensen-
Peierls-Ungleichung [Kle09]

(e7f) > e V) (5-38)

in eine etwas einfachere Form gebracht werden. Die Giiltigkeit der Ungleichung ist

hier Folge der Konvexitiat der Exponentialfunktion. Nun erhédlt man den Ausdruck

f(S — 50)6730 Dx
[ e=% Dz ’

(S = So)g, = (5-39)

der iiblicherweise eine Vereinfachung gegeniiber dem vorher auftretenden Term dar-
stellt. Setzt man die Ungleichung (5—38) in (5—37) ein, erhdlt man durch Logarith-
mieren

F§F0+%<S—SO>SO : (5-40)

Uber den Grenzwert f — oo gelangt man dann zur gesuchten Abschétzung der
Grundzustandsenergie:

1
EGgE0+6hm B<S_SO>SO . (5*41)
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5.5.2 Testwirkung

Feynman wihlte eine Testwirkung, die einerseits die charakteristischen Eigenschaf-
ten der tatséchlichen Wirkung reproduziert — die Beschreibung eines Teilchens, das
sich frei im Kristall bewegen kann und das unter dem Einfluss eines retardierten
Potenzials steht — und andererseits auf ein 16sbares Pfadintegral fiihrt. Diese Test-
wirkung hat die Form

B . B rB
- %/0 X? dt+%/0 /0 (X (t) — X(s)]? eVl at ds| . (5-42)

C und W sind Variationsparameter, die am Ende der Rechnungen so gewahlt wer-
den sollen, dass die gefundene Energie minimal wird.

Neben den technischen Gesichtspunkten ist dieser Ansatz auch anhand eines intuiti-
ven Konzepts zu verstehen. Sy ist ndmlich die Wirkung eines , Elektrons“ der Masse
m = 1, das iiber eine Feder der Federkonstanten K an eine Masse M gekoppelt ist.

Dabei gilt [Fey93]
MW3
W= \/ . (5-43)

Das System aus Elektron und Masse M ist frei beweglich, wihrend das Elektron
eine Kraft verspiirt, die von dessen vorheriger Bewegung abhéngt — dadurch besteht
eine gewisse Analogie zum Elektron im Ionenkristall.

5.6 Anwendung des Variationsverfahrens
5.6.1 Umformulierung des Problems

Bei der Einfiihrung des Variationsverfahrens haben wir erkannt, dass das gesetzte
Ziel die Berechnung des Ausdrucks?!

(S — Sp) = < \/_// GM )|dtds>
_<§/0 /0 [X(t)_X(s)]Qe—W'f—s\ dtds> (5-44)

ist. Um zu einem Ergebnis zu gelangen, geniigt es dabei, wenn die Grofie
I(K,t,s):= <eiK'(X(t)*X(S))>

_ Jep {i K- (X(t) — X(s))} exp {—So} DX
[exp{—So} DX

(5-45)

bekannt ist, mit der die beiden Summanden aus (5—-44) folgendermafien zusam-
menhéngen:
Fiir den ersten Summanden erhilt man

&L /BW i is)
-l [N xmexen) 4 6

2IDen Index Sy am Erwartungswert wird im Folgenden fortgelassen.

32



und

<W1X(s)y> - <47r\/_c: (‘;11){ ¢ 1?2 X(S))l>

-

(5-31)

1 2 1
@03 2" RO -X0)]

/oo FK A (KXO-X6)

27)? %
:/_oo él;% I(K.t5) . (5-47)

Den zweiten Summanden kann man schreiben als

<€/B /B (X(t) — X(s))>e W=l gy ds>
:_// Wil (X S)2) dt ds

= — e—W|t—s| 2 S N -
2/0 /0 {-VKIK t,8)| o} dtd (5—48)

Zusammengefasst gilt also
(S — Sp) / / dt ds e VI3l (5-49)

] ) oo

Besonders zu beachten ist der Vorfaktor e="I*=#l der die Beitrige zum Integral fiir
grofle Unterschiede von s und t stark dampft. Diese Beobachtung werden wir im
Folgenden beriicksichtigen, um geeignete vereinfachende Nédherungen bei der Be-
rechnung von (K, t, s) zu machen.

5.6.2 Berechnung der Grofle I(K,t, s)
Dazu schreiben wir den Pfad X als
> nmt
X(t) = X(0) + ansin(—) . 5-50
(t) = X(0) n§:1 3 (5-50)

Insbesondere erfiillen diese Pfade die Bedingung X(0) = X () und eine Integration
tiber X(0) sowie alle a,, beriicksichtigt alle moglichen Pfade. Vorfaktoren, die durch
diese Transformation erzeugt werden, miissen nicht beachtet werden, da sie bei der
Bildung des Erwartungswerts gekiirzt werden kénnen.

Fiir den Exponenten im Erwartungswert (5—45) erhalten wir damit

K(X(t) — X(s ZanzK {sm ("gt)  sin (msﬂ Zan . (5-51)

n=1

-~

‘Pn
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Fiir die Koeffizienten verwenden wir im Folgenden auch die Schreibweise a,, := |a,|
bzw. b, := |by,|.

Mit dieser Darstellung der Pfade konnen wir die Integrale im Ausdruck (5-42)
fir die Testwirkung Sy ausrechnen. Den ersten Summanden aus (5—42) kann man
schnell angeben, wenn man beim Produkt X - X die Orthogonalitit der gegebenen
Kosinusfunktionen bei verschiedenen Koeffizienten n iiber dem Integrationsintervall
beachtet:

s X2 1~ ,n2r2 [B nmt 1 = ., n2r?
2 2 _ 2 _
/0 —dt = 5 E e /0 oS (_ﬁ ) dt = ZHE: W= - (5—52)

n=1

Der zweite Summand bedarf etwas grofleren Aufwandes. Zunéchst setzen wir die
Darstellung (5-50) ein:

% /05 /Oﬁ[X@) — X(s)Pe” el dt ds
L [ () ()) e

n=1
c (P Bl
:5// Zan2cos< t—l—s)sm( t—s) e WIt=sl qt ds .
o Jo |4
(5—53)

Multipliziert man das Quadrat der Summe im Integranden aus, so erhélt man bis
auf Vorfaktoren Summanden der Form

(Qﬂ[t—l—s])sm(Qﬂ[ ]) (?ﬂ[t+s])sin(?—g[t—s]>
:%[COS([H— ]25[t+s])+cos<[n+m]26[t+s])}
xﬁ[cos([n— ]Qﬁ[t—s])+cos([n~|—m]26[t—s])}

= 411 [cos (—+) + cos (++)] - [cos (——) + cos (+—)]
= i cos (—+) cos (——) + cos (++) cos (——)

— cos (—+) cos (+—) — cos (++) cos (+—) } . (5-54)

Aufgrund der Symmetrie des Integrals beziiglich |t — s| fithren wir nun eine Koordi-
natentransformation durch:
h = (t—s), (5-55)

r =

&IHEIH

(t+s). (5-56)



i —— T A B
fr- vz
i | \\\\J T
: i ///
N R z A3
g
AufBlerdem fiihren wir folgende Abkiirzungen ein:
W =2, (5—57)

falls 0 <r < £ |
S {7“ ="=" (5-58)

V26 —r faus%grg\/ﬁﬁ.
Jetzt kann man die zu einzelnen Summanden aus (5—54) gehorenden Integrale be-

rechnen. Wir verwenden dabei die Symbole ®,® € {4, —} als Platzhalter fiir die
Vorzeichen + und —:

/Oﬁﬂ / cos ([n ® m]\/_%ﬁr) cos <[n ® m]\/_LQﬁh) W g g

:/Omcos ([n@m]£6r> Q/OTCOS ([n@m]flwh)e—wlh dh dr .  (5-59)

Das dh-Integral kann man berechnen zu

/Of COS( [n® m]\/_LQﬁ h) e WIhl qp, (5-60)
o

Unter Beriicksichtigung des Vorfaktors nimmt nur der erste Summand in der Klam-
mer nicht exponentiell mit r ab, deshalb sollen die anderen beiden Summanden
vernachléssigt werden. Es verbleibt der Ausdruck

QW V28 <
- cos | [n ©® m]

éﬁf) o

W2+ a2 Jo
_ ngfaé V23 fallsm=nund ® = —, 5-61)
0 sonst.

35



Wenn man dies nun in die obige Summe aus Produkten von Kosinusfunktionen
einsetzt, verbleibt der Vorfaktor
1 1
W24+a2 W24al
~ 1 1
W { . — = V283
W2+ (n—m)?n2/262 W2+ (n+m)?n2/2/?
11 2522 (n +m)?
W2W2 + 22 (n + m)?

oW V24

V26 . (5-62)

Wegen n = m schreiben wir n +m = 2k. Aus den Summen ) >, > > | wird die
Summe Y ;- . Dann wollen wir uns auch wieder an den Vorfaktor C'/2 und die
Koeffizienten a,, erinnern, um das Gesamtergebnis aufzuschreiben:

C ’ g 2 _—Wlt—s| e k2
5/0 /0 (X (¢) — X(s)]%e dt ds ~ — Z km. (5-63)

k 1

Diese Naherung gilt fiir grofie 3.

Jetzt haben wir beide Integrale aus (5—42) berechnet. Ihre Summe scheiben wir als

S ~ (5-52)+(5 63) § ja A, (5-64)
mit
nm? 4C/W
A, = 1 | .
"= 1B ( +W2+n27r2/52) (5-65)

Damit hat die gesuchte Grofle die Form

fff—oooo © 6Xp {_ ZZO:1<AnCLi - anbn)} d3al d332 d3a3 SR
JIIZ - ep{= 300 (Ana?)} day dPay dPag -

I(K t,s) = (5-66)

Mit den Integralen

& T H bi
/_OO €xp {_<Anai - anbn)} d3an = <A_n) €xp {41477,} ) (5767)
/ exp {—Apaz} d’a, = <Al) : (5-68)

o0

e

erhalten wir schlie3lich

- b; — b
I(K,t,s):”exp{4£ }:exp{g 4;{ } (5-69)
n n—1 n

n=1
Jetzt schreiben wir den Ausdruck wieder aus:
[(K, t, 8) = exp i _K2 (Sln(nﬂ-t/ﬂ) - Sin(nﬂ'S//B))2

=1 nPrt/p (1 + #ﬁ%/ﬁ)

(5-70)
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Nun kann die Summe fiir f — oo in ein Integral {ibergehen. Dabei gilt

nm 0
— =, — —dx 5-T1
5 5 (5-71)

und man erhalt

K2 0o in(t e 9
I(K,t,s) = exp —_/ 2 (sin(tz) 42;3/(3@) .
m
’ (1 + W)
{ K? /OO (Sin(tx) _ Sin(sx))2 W2 4 22
= exp
0

T 2 V24 a2

d:c} , (5-172)

mit V2 := W2+ 45
Nun muss das Integral im Exponenten gelost werden. Beim Ausmultiplizieren des
quadrierten Faktors erhdlt man Summanden der Form

/°° sin (sz) sin (tz) W2 + 22
dz
0 x r V2422
_ /0" sin (sz) sin (tx) dr 4C [ sin(sz)sin (tz) 1 dr (5-73)
0 x x W J, T r V24 a2
Zuerst betrachten wir das zweite Integral:
AC" [ sin (sx)sin (tz) 1 4
— — x
W/ x x V24 a2
4C° [ sin(sVx)sin(tVz) 1
= — dx . 5-T4
V3W Jy .z x 1122 " ( )
=:A(z) =:B(z)

Wir wollen es mithilfe der Parseval’schen Gleichung berechnen. Wegen der Symme-
trie von A(z) und B(z) um = = 0 kann diese hier geschrieben werden als

/0 " i Ax)Blz) = /0 h %fl(l@)é(l@) | (5-75)

Mithilfe des Residuensatzes berechnet man die Fouriertransformierte der Lorentz-
Kurve

5 00 —ikx
Bk) = / 1e+ — dr = me . (5-76)

A findet man nach Wiedererkennen der inversen Fouriertransformierten der Recht-
eckfunktion mithilfe der Umkehrung des Faltungssatzes. Mit

F {M] = 7 rect (%) (5-77)

folgt namlich

) - 7 {sin (;Vx) sin (ivx)}

3 P[] o)

2 () v () o1
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Um im nachfolgenden Schritt einen besseren Uberblick zu behalten, definieren wir

& :=V(s+t), (5-179)
o:=Vl]s—t|, (5—-80)
A :=V max(s,t) , (5-81)
V := V min(s, ) . (5-82)

Man kann sich jetzt anhand (5—78) leicht iiberlegen, wie A aussehen muss:

Damit konnen wir unter Verwendung von (5—76) das Integral (5—75) nun so auf-
schreiben:

O dk & dk
—ov ek = —[® — k] me™* —
/0 52V e o —|—/@ 2[@ | me 5

© ® 1 [
:E{V/ ek dk—l—@/ e " dk:——/ ke™* dk} : (5—83)
21" /s 2 /. 2 ).

Diese Integrale konnen jetzt leicht berechnet werden. Beriicksichtigung aller Sum-
manden des quadratischen Terms in (5-72) liefert dann das Ergebnis

1
2

1
g{“ sV -1+ 56_2“/ S 2V sV 6—(t+s)V} ‘ (5-84)

Jetzt fehlt noch der erste Summand aus (5—73). Wir greifen auf unsere Vorarbeit
zuriick und erkennen:

/°° sin;s:v) sinx(tx) dp — %/‘X’ Sinisx) sinx(ta:) 1 de
1 [ -
_ 5/00 A(k) - 5(k) dk
_ %A(O) = T@-o). (5-85)

Auch hier beriicksichtigen wir nun wieder alle Summanden des quadratischen Terms
in (5-72) und addieren zum Ergebnis dann (5-84) unter Beachtung des Vorfaktors
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—4C/V3W aus (5-74):

4C 1 1
g {|S T (|t —s|V -1+ 5672W + ée*ZSV +e sV e<t+s)V) }

T (W? 4C' 1 1
_ i o t=s|V —(t+s)V _ — =2V~ =25V
—E{WH S|+V3W (]. e +e 26 26 )} .
(5—86)

Fiir groe 8 kénnen wir nun die letzten drei Summanden in der runden Klammer
vernachlassigen und erhalten schlieflich

(K. 1,5) = exp {—KT <W2 t— o]+ szgcv*v - e—lt—sV]) } C (5-87)

Insbesondere ist wegen I(K = 0,¢,s) = 1 die richtige Normierung sichergestellt
[Feyb5].

5.6.3 Berechnung der einzelnen Erwartungswerte

Jetzt konnen die einzelnen Erwartungswerte berechnet werden. Da I (K, ¢, s) offenbar
beziiglich der Komponenten K; von K separiert, d.h. I(K,t,s) = H?=1 I(K;,t,s),
fokussieren wir uns auf eine Komponente. Dann sehen wir, dass die doppelten Ablei-
tungen in (5—-48) von (5—87) nur den Ausdruck in den runden Klammern iibriglas-
sen:

2

— O I(Kit, )| im0 = —0%e” 3 ()
= (e )1 = (KD —(). 5 s

Da das Integral in (5-48) wegen des Operators Vi in eine Summe aus drei Inte-
gralen zerfallt, ein Summand fiir jeweils eine Komponente von K, bleiben wir noch
kurz bei einer Dimension und schreiben das Integral als

C [P 1P s (W? 4C' sy
5/0 /0 ‘ ' <_l2|t_8|+ LB” [1_6 - ]) dt ds
_ - || =2V
5 /0 /fe I+ e [1 e } dh dr

vas 2112 4
C’/ / eV2WIn (“‘_/—vau ¢ [1—6—\5”'}) dh dr
0 0

V3w

Ve —V2W# \/_ —V2W#
o [ s (1= e (v vaw)) s (1= )

V8C 1 (1—e \/§(W+V)f) d
S WVIW 4V

V28
c/ p 80 VSO L L ] g
0 fvz W2V WVSW +V

c/omH }+eﬂWf[---]] dr . (5-89)

r
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Fiir 8 — oo geniigt es wieder, nur den von r unabhédngigen Summanden im Inte-
granden zu beachten:

ﬁC
589 ————V28 = 5-90
Durch Multiplikation mit dem Faktor 3 kehren wir in drei Dimensionen zuriick:
c [ r° 2 36C
— X(t) — X W=l gt ds ) = ==— -
(5[ [ xo-xere S=tre 6o

fiir f — oc.

Jetzt zu (5—-46). Der Integrand ist, wie man durch Blick auf (5—47) und (5-87)
schnell erkennt, eine allein von |t — s| abhéngige Funktion g(|t — s|). Deshalb kénnen
wir wieder die Transformation (5-55) bzw. (5—56) verwenden:

/Oﬁ/oﬁg(]t—sDdtds—4/05/ﬁ(%—h>g(\/§h)dh
of (f)on
/ (ﬁ h) g(h) dh., (5-92)

wobei noch h := ﬁh substituiert wurde. Wir vernachléssigen izg(ﬁ) fiir grofle
— denn fiir grofe h wird g(h) sehr klein — und 16sen das Integral beziiglich K in
Kugelkoordinaten als Gauf3-Integral:

[ st - (5129}

4 R P N

ﬁ due ”/ dre” KT("')dK
0

:—5/ du ¢ (5-93)

5.6.4 Berechnung der Energie Ej

Fiir die Energie Fj betrachten wir zunédchst die zur Testwirkung Sy gehorende freie
Energie Fy und bilden dann den Grenzwert 8 — oo, der Fj in FEy iiberfithrt. Durch
Betrachtung der Ableitung von Fj nach dem Parameter C, kénnen wir das Problem
auf ein bereits gelostes zuriickfithren [Fey93]:

—So
FI(C) = 1 ie—ﬁFo(C) _ 1 3¢ fe
0 —Be=BF(C) dC B fe—So<0 :oX
1 [ jpe 9 DX 1 [ = (555) e @ DX
B [e @ DX B [e 5@ DX
1 d
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Wegen der Ableitung nach C' bleibt von Sy nach (5—42) nur der zweite Summand,
sodass wir im Grenzwert 5 — oo das bereits gewonnene Ergebnis (5-91) nach einer
Division durch C' verwenden konnen. Wir erhalten also

3

E(/):ﬁh—{goFé:W' (5-95)

Durch Integration findet man dann Ejy:
Ey(C :/E' / =—V+C 5-96
0( ) 0 W \/W ( )

wobei in (5-91) wieder V2 = W2 4 4C/W eingesetzt werden musste. Uber die
Bestimmung der Integrationskonstanten,

3
Ey0)=0 < C:—§W, (5-97)
findet man schliellich
3
Ey(C) = §(V —W)l. (5-98)
Zusammengefasst kann man jetzt mit 2(V — W) — 25 = 3(V — W)? die aus

der gewéhlten Testwirkung Sy resultierende Abschatzung der Grundzustandsenergie
angeben:

3 aV e v
W(V W) dul. (5—99)

Fh e

Eq

Das Integral mit Vorfaktor wollen wir im Folgenden mit A bezeichnen, d.h.

3
< _ —

Um der tatsdchlichen Grundzustandsenergie moglichst nahe zu kommen, muss nun
beziiglich der Variationsparameter V' und W minimiert werden.

5.7 Betrachtung verschiedener Niherungslésungen

Da das Integral in obiger Abschétzung der Energie nicht geschlossen losbar ist,
wollen wir Naherungslosungen finden. Wir werden hier die Naherungen aus [Fey55]
nachvollziehen.

5.7.1 Fall groler a, W =0

Fiir W = 0 reduziert sich das Integral auf

(5-101)

:O%r_/o iew "
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Uber die Substitution ¢ := 1 — e~*" gelangt man zu

1 ) | B l’l
4 VY l/ Fraoptta - YV Bev) o B(3:v) » (5-102)
N ViV Vav

mit der Euler’schen Betafunktion [AS72]*2

L(z)(w)

Bz w) = ['(z 4 w)

1
:/ 11—t dt (5—103)
0

Untersucht man diese Funktion fiir verschiedene Kopplungsparameter o auf Minima,
so beobachtet man einen Sprung in den zugehorigen Werten fiir V' im Bereich von??
a =~ 5,84. Bei kleineren « liegt das Minimum bei V' = 0, fiir groflere o springt es
unstetig auf positive Werte. Dies ist ein Nachteil der gewahlten Néherung.

Man kann noch einen asymptotischen Ausdruck fiir grole V' angeben. Dazu stellen
wir die Betafunktion unter Beachtung von 1"(%) = /7 durch Gammafunktionen

dar und schreiben diese in einem zweiten Schritt mithilfe der Verdoppelungsformel
[AST72)%4,

T(22) = (2m) 222 2T (2)(2 + 3) (5-104)
Qg @ () o« INESINEY 2% -
SRV ey s eeun v VRV A

Fiir kleine Argumente x < 1 gelten® die Niherungen I'(z) ~ ! und 2° ~ 1 +
xIn(2). Damit konnen wir fiir grofe V' die Naherung

1+21n(2)
An 2 2v< - >:a,/%(1+M> (5-106)

Ni% Nes v

angeben.

5.7.2 Fall kleiner o, V = (1 + &)W

Fiir @« = 0 wird der minimale Wert von (5-99) fiur V' = W erreicht. Fiir kleine
a setzen wir daher jetzt V =~ W an — der durch die Ungleichheit entstehende po-
sitive Beitrag des ersten Summanden soll dann durch den negativen des zweiten

2Formeln 6.2.1 und 6.2.2.

ZDer Wert wurde numerisch mit Wolfram Mathematica 9.0 berechnet.

2 Formel 6.1.18.

ZErste Beziehung: Fiir positive < 1 schreibt man 2I'(z) = ['(z+1) & 1/x =T'(z)/T(z+1) ~
I'(z)/T(1) = I'(x). Die zweite Beziehung erhélt man durch Taylorentwicklung um den Entwick-
lungspunkt zo = 0.
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tiberkompensiert werden. Wir setzen V' = (1 4 )W und entwickeln die Wurzel:

00 2 12 -3
fé/—‘; i {WQU + #(1 - e_vu)} e " du
1
[e'e} 2 2 3
_ oV W2+ W e (1—eV)| e ™du
v Jo lL+e

N aV e 2e
W o

M(/)'éz_ oo(l—Wi(l—e_V“)>u 2e7" du

aV 1 v

= 2)—e— (1—e""u" 2e“du
W\/_< 2 / )
aV

:W( \/_W/ Ju-de “du) | (5-107)

Der Faktor hinter e kann mithilfe einer Substitution als Vielfaches von I'(—3) =
—24/7 identifiziert werden:

\/%1 {F(—%)—m/omt‘ge—t dt}

gy

VIt W 1} —.P. (5-108)

Fiir die Energieabschatzung konnen wir jetzt

S

3 W
= - —afl 1—¢eP
i1ye cdtell=er]
3 W N
= - —ae“P —a— 1—-P
114e ¥ a — ag( )
3
R~ 152W —a—ag(l—P) (5—109)
schreiben. Setzt man die Ableitung nach £ zu Null, so erhélt man
2
c=t20-P), (5-110)
womit man nach Einsetzen in F zu
1(1—-P)?
E=—-a—-a’-~—1" 5-111
e T ( )
gelangt. Fiir minimale Energien ist nun noch der Faktor % ZUu maximieren, was
zu
(1 — P)? 1
W=3, ——=— 5-112
fithrt. Damit sind wir bei der gesuchten Naherung angelangt:
1
E=—-a- 8—1a2 ~ —a —1,23(a/10)?|. (5-113)
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5.7.3 Fall grofler a, W # 0

Wegen der beobachteten Diskontinuitét des Energieausdrucks fiir W = 0, lassen wir
diese Forderung nun fallen. Wir entwickeln die Wurzel und fiithren die Integration

aus:
% 0o W2 W2 W2 _%
A= oy —/ { 2 Ve g Wevul e "“du
%4 VV2 Ww? 1 w?
~ / ( -+ 2_W —+ _e—Vu — 2_W€ Vu) €_u du

e W2 1 1 w2
—ay L1 2 - . 5114
“ w{ v Tavr Yot 2(1+V)2V?} ( )

Es gentigt hier die Beriicksichtigung der ersten beiden und des dritten Summanden.
Bei genauerem Hinsehen erkennt man den Summanden 1/[2(1 + V)] als Glied der
Reihenentwicklung von (5—102). Da der Fall W = 0 ohnehin hier enthalten ist, kann
man das Ergebnis (5—102) bzw. den asymptotischen Ausdruck (5-106) hier auch
komplett mitfiihren. Das entspricht der Beriicksichtigung auch der hoheren Ordnun-
gen?S nur fiir den angesprochenen Summanden. Mit der asymptotischen Form folgt
dann

3 V
E= V-w — (1
4V( ) - ™ ( *

(5-115)

2In(2) W?
V 2V )1

Dieses Ergebnis fiir die Energien kann nun auf Minima iiberpriift werden. Wir be-
schranken uns auf die notwendige Bedingung und fordern das Verschwinden der
Ableitungen von E nach W und V:

F==_"""__ " V3 _ 3 -3 ; -11

OwE =7~ " 2ﬁv 4ﬁV2+ﬁV2 0, (5-116)
3 3w W

wE=—2+ 2yt Ty =0. (5-117)

_3
Wir multiplizieren (5—-117) mit W/4V und ersetzen damit den Summanden 4/4;\/7%‘/20‘

n (5-116). Multiplizieren der Gleichung mit V2 fiihrt dann auf

3?2 1 3w a aln(2)
Ve 2y o Vv

8 8 2\/m * NZs

Wegen V,a > W losen wir fiir eine erste Ndherungslosung V diese Gleichung

zunéchst nur unter Beachtung der beiden fithrenden Summanden:

3
ZV% - =0. (5-118)

3 40&2
= 2\/—%—0 = V=4 (5-119)

26Man kann sich auch iiberlegen, wie die Summanden n-ter Ordnung aussehen miissen und diese
zur Probe dann mithilfe der Computeralgebra aufsummieren:

1 nl (@Cn-1! (=1 2o 1 1 1
() s et Ty =3 B(3, v)-

A~ w
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Was ergibt sich in diesem Fall fiir W7 Einsetzen von V' = Vj in (5-117) fiithrt auf

1

- 5-120
1+ 32 ( )

Insbesondere lauft W fiir « — oo schnell gegen 1. Dabei liegt die Abweichung von
diesem Grenzwert schon bei a@ > 8 unter 10 % und bei o > 26,5 unter 1 %, weshalb
wir im Weiteren die Ndherung W = 1 verwenden wollen, wenn wir dem Ausdruck
fiir V noch eine Korrektur hinzuzufiigen.

Dafiir erweitern wir unsere Ndherung an (5—116) nun auf die vier fithrenden Sum-
manden und erwarten dadurch eine kleine Korrektur ¢ zu V4, d.h. wir setzen V =
Vo + ¢ in die Gleichung

§V% B 3WV% IR aln(2)

4 8 2/ NZ3
ein, wobei wir W = 1 annehmen. Wir fithren dabei Taylorentwicklungen der Poten-
zen von V in erster Ordnung durch?:

—0. (5-121)

3 s 9 a 3.1 3 -1 «aln(2)
Vi — Vot+to=-V?—0—x—=-V?2 00—V, 2 =0 5-122
47 2[”0 avE 80 60 T ( )
5 _119> o8 /VV=0
Nun findet man schnell die Korrektur
d=1-—41In(2) . (5—-123)
Die Minima liegen also bei
402
V:9—+1—4ln(2), W=1]. (5—124)
T

Das kann jetzt in (5—115) eingesetzt werden. Beriicksichtigt man die Terme fiir
nichtnegative Exponenten von «, so erhélt man schliellich

1
E = _370‘2 —3In(2) —

~ —0,106a* — 2,83]. (5-125)

o

TAIso V' = V(14 )" = V' 4 onVy
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5.7.4 Diskussion der Niherung

Man kann die beiden Nédherungen fiir die Grenzfille grofler und kleiner v nun gra-
phisch darstellen und mit numerisch ermittelten Ergebnissen vergleichen:

Energie E
|

——— Niherung fiir kleine a
= Nibherung fiir grofie a

numerisch ermittelte Werte

0 2 4 6 8 10
Kopplungskonstante a

Die Ndherungen spiegeln den tatséchlichen Verlauf der Grundzustandsenergie in Ab-
héngigkeit vom Kopplungsparameter korrekt wieder. Im Bereich von o« = 5 gehen
die Kurven ineinander iiber. Fiir genauere Information iiber den Kurvenverlauf in
diesem Bereich muss aber auf numerische Methoden zuriickgegriffen werden [Fey55].
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6 Zusammenfassung

In der Arbeit konnten die Berechnungen, die zu Feynmans Approximationen an die
Grundzustandsenergie des Polarons fiihren, nachvollzogen werden. Damit wurde ein
Beispiel fiir die Moglichkeit, Pfadintegrale vorteilhaft zur Beantwortung quanten-
mechanischer Fragestellungen einzusetzen, dargestellt. Verschiedene Moglichkeiten
zur Formulierung von Pfadintegralen wurden beschrieben und der damit assozi-
ierte, tiefgreifende Zusammenhang zwischen statistischer Physik und Quantentheo-
rie angedeutet. Der fiir die Kontinuumsapproximation im Polaron-Modell benétigte
Formalismus zur Beschreibung von Feldern wurde bereitgestellt und zur Formu-
lierung der Problemstellung angewandt. Im Rahmen des besonderen Reizes, diese
auf analytischem Wege angemessen behandeln zu kénnen, wurden im Verlaufe der
Rechnungen verschiedene grundlegende Techniken im Umgang mit Pfadintegralen
demonstriert.
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