Versteckte Symmetrien und der
Laplace-Runge-Lenz-Vektor

Bachelorarbeit im Fach Physik

MAXIMILIAN AMMER
Matrikelnr.: 394307

Eingereicht am: 19. August 2015

Erstgutachter:
PD.DR. JOCHEN HEITGER
Zweitgutachter:
PROF.DR. GERNOT MUNSTER

Institut fiir theoretische Physik
Westfilische Wilhelms-Universitdt Miinster







Eidesstattliche Erklarung

Hiermit versichere ich, dass ich die vorliegende Arbeit mit dem Titel Versteckte Symmetrien und
der Laplace-Runge-Lenz- Vektor selbstindig verfasst habe, und dass ich keine anderen Quellen
und Hilfsmittel als die angegebenen benutzt habe und dass die Stellen der Arbeit, die anderen
Werken — auch elektronischen Medien — dem Wortlaut oder Sinn nach entnommen wurden, auf
jeden Fall unter Angabe der Quelle als Entlehnung kenntlich gemacht worden sind.

(Datum, Unterschrift)






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung und Historisches

2 Das Kepler-Problem

2.1 Losung des Zweikorperproblems . . . . . . . . . ..
2.2 Symmetrien . . . ...
2.2.1 Die SO(4)-Symmetrie . . . . .. ...
2.2.2 Die SU(3)-Symmetrie . . . . . ... ...
2.3 Hodographie. . . . . . . . . .
2.4 Kanonische Transformationen . . . . . . . . ... ... ... ... ... ...
2.4.1 Der LRL-Vektor als Generator . . . . . ... ... ... ... .......
2.4.2  Symmetrietransformationen . . . . ... .00
2.5 Reparametrisierung der Zeit . . . . . . ...

3 Das Wasserstoffatom

3.1 Der Laplace-Runge-Lenz-Pauli-Operator . . . . . ... .. ... ... .. .....
3.2 Kanonische Transformationen 2 . . . . . . . . ... .. ... ... ... .. ...,
3.3 Die globale Methode . . . . . . .. .. ...
3.4 Supersymmetrie . . . . ...

4 Der magnetische LRL-Vektor

© O O Ut Ot

13
13
14
16

19
19
21
22
25

29






1. Einleitung und Historisches

Von den fiinf Koérpern Platons, deren un-
terschiedliche Symmetrieeigenschaften das We-
sen der Elemente bestimmten, {iber die kreis-
formigen Planetenbahnen des Kopernikus, die
aufgrund ihrer groftmoglichen Symmetrie dem
Gottlichen am néchsten kamen, bis hin zu
den abstrakten Symmetrien der modernen Teil-
chenphysik durchzieht die Idee der Symme-
trie die Geschichte der Naturphilosophie und
-forschung. Die Suche nach und das Ausnut-
zen von Symmetrien physikalischer Problem-
stellungen macht diese in vielen Féllen iiber-
haupt (oder zumindest mit den Methoden der
Epoche) erst 1osbar.

Nach der Erfindung der Differentialrech-
nung und ihrer Anwendung auf die Physik
durch Newton, Leibniz und ihre Nachfolger
(Laplace, Jacobi, Hamilton uvm.) gesellte sich
der Begriff einer Erhaltungsgrofse zu dem der
Symmetrie. Da nun die explizite zeitliche Dy-
namik eines Systems aus den Newtonschen Dif-
ferentialgleichungen ableitbar war, fielen solche
Funktionen von Ort und Geschwindigkeit auf,
deren Wert sich im Laufe der zeitlichen Evo-
lution nicht &dndert. Man fand nun, dass die
Bedingung der Konstanz solcher Erhaltungs-
grofen wie Energie, Impuls und Drehimpuls,
die Losung der Probleme entschieden vereinfa-
chen konnte. Solche Uberlegungen fiihrten zu
den Formalismen der analytischen Mechanik
von Lagrange, Hamilton u.a., die im Grun-
de Symmetrien und Erhaltungsgrofen syste-
matisch benutzen um die Differentialgleichun-
gen in Komplexitat und Dimension zu verrin-
gern. Die untrennbare Verbindung von Sym-
metrien und Erhaltungsgrofen wurde 1918 von
Emmy Noether mathematisch besiegelt, indem
sie zeigte, dass sich die Existenzen von be-
stimmten Symmetrien und Erhaltungsgrofien
gegenseitig bedingen.

Mit der theoretischen Ausarbeitung der

Quantenmachanik seit Beginn des zwanzigsten
Jahrhunderts wurde das Tupel Symmetrie-
Erhaltungsgrofe um einen weiteren Begriff,
namlich den der Entartung, erweitert. Als ent-
artet oder degeneriert bezeichnet man ein Sys-
tem, bei dem z.B. mehrere verschiedene Ener-
gieeigenzustinde zum selben Energieeigenwert
fiihren (siehe auch Kap. 3 zum Wasserstoffa-
tom). Eine Entartung geht auch immer mit ei-
ner Symmetrie einher und Brechung der Sym-
metrie (z.B. Einbringen eines Atoms in dufe-
re Felder) fithrt zur Aufhebung der Entartung
(Aufspaltung der Energieniveaus).

In dieser Arbeit wird der Laplace-Runge-
Lenz-Vektor behandelt, eine weniger bekann-
te Erhaltungsgrofse in Systemen, die von ei-
nem Zentralkraftfeld mit inverser Abhéngig-
keit vom Quadrat des Abstands (F ~ 1/r2)
bestimmt werden. Die zwei prominentesten
Vertreter solcher Systeme, das Keplerproblem
(Gravitationspotential) und das Wasserstoffa-
tom (quantenmechanisches Coulombpotential),
werden ausfiihrlich besprochen. Im Keplerpro-
blem fiihrt die Konstanz des Laplace-Runge-
Lenz-Vektors zur Stabilitdt der elliptischen
Planetenbahnen. In anderen Potentialen, die
vom 1/r%-Gesetz abweichen, ist eine Priizession
der Bahn um den Fokus moglich.

Zumeist wird der konstante Vektor einfach
Runge-Lenz-, Runge- oder Lenzscher Vektor
genannt, was nicht auf seine(n) Entdecker, son-
dern auf die Personen hinweist, die ihn zu ei-
nem gewissen Zeitpunkt in den damals aktu-
ellen physikalischen Diskurs einfithrten. Carl
Runge benutzte den Vektor 1919 ohne Quel-
lenangabe in seinem klassischen Lehrbuch zur
Vektoranalysis [27], in dem er die heute {ibli-
che vektorielle Darstellung der klassischen Phy-
sik zusammenfasst, die im Jahrhundert zu-
vor von Gibbs, Graffmann u.a. entwickelt wor-
den war. Wilhelm Lenz griff dann 1924 [16]
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darauf zuriick um Storungen der Bohrschen
Bahnen des Elektrons im Atom zu berech-
nen. In neuerer Zeit wird Laplace als Ent-
decker der drei Erhaltungsgrofen des Zweikor-
perproblems, die den drei Komponenten des
Vektors entsprechen, miterwéhnt. Aber auch
das entspricht nicht den historischen Tatsa-
chen. Schon 1710 veroffentlichte Jakob Her-
mann (manchmal auch Ermanno genannt) eine
Behandlung des Keplerproblems mit den da-
mals neuen Methoden der Differential- und In-
tegralrechnung von Leibniz. Sie gehort zu ei-
ner der ersten Abhandlungen, in der ausgehend
von der invers-quadratischen Gravitationskraft
die Form der Planetenbahenen bestimmt wird,
denn davor, zur Zeit Newtons, versuchte man
noch primér, die Form des Gravitationspoten-
tials aus den Keplerschen Gesetzen abzuleiten.
Bei Hermann taucht die Lénge des Laplace-
Runge-Lenz-Vektors als eine Integrationskon-
stante auf, die er korrekt mit der Exzentrizitat
der Planetenbahn in Verbindung bringt. Seine
Vorgehensweise soll kurz entsprechend der auf-
gearbeiteten Version von Otto Volk [30]| darge-
stellt werden:

Hermanns Rechnung: Zundchst leitet er aus
geometrischen Beziehungen die Identitdt

xy —yi =0
und durch Integration
Ty — Yy = c = const.
her und daraus die Bewegungsgleichungen:

€T . Yy

90:*“73, y:*f’@r—y

wobei k die physikalischen Konstanten des Po-
tentials enthalte. Nun fihrt er fort, indem er
zeigt, dass gilt!) :
.. d ry .. d /x
=g (7). =g (3)

und durch Intergration die zwei Konstanten a
und b erhdlt:

cjc:—fﬁg—i—a, cy:—l—fﬁf—l—b.
T T
Damit ergibt sich

& = cay — cyi = Kkr + bx — ay.

UDagzu rechne z.B.: ¢ = —k(zy — yi) % = —r(z’y—
yai) /r® = —k((z® + y*)§ — vy — yai)/r® das mit
r = (zi + yy)/r zu —k(ry — yi) /r? wird.

Dies ist die Gleichung eines Kegelschnitts mit
numerischer Fxzentrizitdat

N

K

In moderner wvektorieller Schreibweise ent-
spricht dieses Vorgehen der Berechnung von

- d v
X L=Kx—-
dtr
N
kS FxL=k-+A
r
T
= A=7x L — Kk— = const.
r
mit dem Drehimpuls L = 7 x 7 und dem

Laplace- Runge-Lenz- Vektor /T, dessen Betrag
die Exzentrizitit bestimmt: |A| = ke.

Sein Lehrer, Johann Bernoulli, leitete da-
raufhin in Korrespondenz mit Hermann auch
die Richtung des Vektors her. Eine historisch
korrektere Bezeichnung wére also Hermann-
Bernoulli- oder Hermann-Bernoulli-Laplace-
Vektor, wie es Herbert Goldstein vorgeschlagen
hat [10]. In der neueren (klassischen) mathe-
matischen Physik werden bei der Generalisie-
rung des Laplace-Runge-Lenz-Vektors fiir an-
dere Systeme als das Keplerproblem dement-
sprechend sogennannte FErmanno-Bernoulli-
Konstanten verwendet (siehe z.B. [26],[7]).

Pierre Simon Laplace entdeckte dann 1799
unabhéngig davon die drei Komponenten des
Vektors im ersten Band seines ,, Traité de mé-
canique celeste|15]:

Nachdem er in den ersten zwei Kapiteln u.a.
die Grund- und Bewegungsgleichungen fiir die
relativen Bewegungen von Systemen von Kor-
pern hergeleitet hat, beginnt Laplace im drit-
ten Kapitel ,, Premiére approximation des mou-
vements célestes, ou théorie du mouvement el-
liptique” mit der , ersten Ndherung der Bewe-
gungen der Himmelskorper oder der Theorie
der elliptischen Bewegung“. Im Laufe des Wer-
kes mochte er von der ersten Néherung zu ei-
ner zweiten und dritten iibergehen ,,und in die-
ser Weise fortfahrend werden wir die Bewegung
der Himmelskérper mit aller Prizision, die die
Beobachtung verlangt,?* bestimmen. Mit der

2[15] S.170: ,, [...] en continuant ainsi, nous détermi-
nerons les mouvements célestes avec toute la précision
que les obsevations comportent.*



ersten Naherung meint er das reduzierte Zwei-
kdperproblem, also die ungestorte Bahn eines
Planeten im Gravitationspotential der ruhen-
den Sonne.

Laplaces sieben Integrale:(siche auch die
Zusammenfassung in [9].) Von den allgemei-
nen uber die speziellen Bewegungsgleichungen
leitet Laplace sieben Integrale der Bewegung
(d.h. Erhaltungsgrifien) eines Korpers, der
sich auf einer kegelschnittformigen Bahn befin-
det, her:

xdy — ydx
= I =L,
7 (= L]
xdz — zdx ,
_— = = L
p” ! [= Ly
ydz — zdy o
L,
— (= La]
x{(dy + dz? ) 3 H} ydydx—l—zdzdm _
r
dx? + dz? I xdmdy —|— zdzdy ,
Y T =f
H

dx® + dy B xrdrdz + ydydz %
? dt? r at? -

2u dz? + dy? + dz?
0 - - 2 J
a T dt?
(f [: Az]a f/ [: Ay]v f// [: Az]) )

wobei die ersten sechs den Komponenten von
Drehimpuls- und Laplace-Runge-Lenz- Vektor
entsprechen. Die letzte Gleichung ist die Ener-
giegleichung ausgedriickt tber die groffe Halb-
achse a, wie sich spdter herausstellen wird. La-
place bemerkt nun, dass zwei der Konstanten in
den anderen enthalten sein miissen und macht
sich daran sie auf fiinf unabhdngige zu reduzie-
ren. Dabei kommt er auf die zwei Bedingungen

fCI/—f/CI+f/IC:0
und (in moderner Schreibweise)
'u2 _ A2
12
Obwohl sie nicht ausreichen um x,y und z als
Funktionen der Zeit zu bestimmen, da sie t
nicht explizit enthalten, fihrt er nun fort die
Form des Orbits aus den ersten finf Integra-
len zu bestimmen. Aus den ersten drei erhdlt
er die Bewegungsebene cz — 'y + 'z = 0, die
vom Drehimpuls festgelegt ist, aus einer Rech-
nung, die im Grunde der Berechnung des Ska-
larprodukts A entspricht, schliefit er auf eine
elliptische Bahn mit der Sonne in einem der
Foki und aus f und f' auf die Position des Pe-
rihels. Damit ist die Form der Bahn eindeutig
bestimmdt.

=0.

Ob Newton, Wegbereiter fiir Laplaces Aus-
bau der Himmelsmechanik und Vorbild aller
grofsen Physiker des 18. Jahrhunderts, bereits
von der Existenz dieser drei Konstanten wusste
ist fraglich, da weder in seinen Schriften noch in
denen seiner Nachfolger ein Hinweis darauf zu
finden ist (laut [9]). Oft hingegen wird Hamil-
tons Herleitung von 1845 zitiert. Darin stiefs
er bei der Behandlung der Himmelsmechanik
mit den neu gefundenen Quaternionen auf die
Erhaltungsgrofe und nannte sie Exzentrizitdts-
vektor. Kurz darauf stellte er die Methode des
Hodographen (siehe Abschnitt 2.3) vor und be-
nutzte den Exzentrizitdtsvektor fiir eine sehr
kurze und elegante Herleitung des kreisformi-
gen Hodographen der Keplerbahn.

Hamiltons Hodograph: (Ebenfalls aus [10]).
Aus dem Kreuzprodukt des Drehimpulses mit
dem Exzentrizitdtsvektor A = p'x L — ukr/r

folgt:
F=— (Ax L E)
L2 r

und mit der x-Achse entlang der grofien Haupt-

achse (und damit parallel zu A)die Kreisglei-
chung des Hodographen:

e (n-7) (7))

Nach Hamilton wurde der Vektor in vielen
Abhandlungen und Lehrbiichern (z.B. von Ja-
cobi [13], Mazwell u.v.a.) behandelt und seine
Entdeckung entweder Laplace oder Hamilton
zugeschrieben.

Nach der Wiedereinfithrung von Lenz,
Berechnung von Stoérungen der Bohrschen
Elektronbahnen, kam der Laplace-Runge-Lenz-
Vektor 1926 durch Wolfgang Pauli zu Promi-
nenz. Er iberfithrte ihn in die Operatorschreib-
weise der gerade von Heisenberg, Pauli u.v.a.
entwickelten Matrizen-Quantenmechanik und
berechnete mit seiner Hilfe die Energieniveaus
des Wasserstoffatoms auf rein algebraischem
Wege ohne die Schrédinger- oder andere Diffe-
rentialgleichungen 16sen zu miissen. Neun Jah-
re spater zeigte Viadimir Fock, dass die Impuls-
wellenfunktionen des Wassertstoffatoms &qui-
valent zu den vierdimensionalen Kugelflachen-
funktionen sind und somit invariant unter vier-
dimensionalen Drehungen. Bargmann zeigte

zur
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daraufhin, dass schon die Komponenten des
von Pauli eingefiihrten Operators die SO(4)-
Lie-Gruppe generieren. Damit war die zum
Laplace-Runge-Lenz-Vektor gehoérende Sym-
metrie gefunden, was sich auch mit &hnlichen
Uberlegungen am klassischen Fall bestitigen
lasst.

Diese Arbeit behandelt mit dem Keplerpro-
blem und dem Wasserstoffatom zwei der wich-
tigsten physikalischen Fragestellungen der Ge-
schichte. Die Frage nach Ordnung und Gesetz-
mafigkeit der Himmelsnkorper beschéftigt die
Menschheit seit den Anfangen der Zivilistai-
on. Der Paradigmenwechsel vom geo- zum he-
liozentrischen Weltbild leitete den Beginn des
Zeitalters der Wissenschaft ein und kein ande-
res Problem brachte die Methoden der Physik
seitdem derart voran. Noch heute ist das Zwei-
korperproblem in der (mathematischen) Phy-
sik von grofem Interesse (Stichworte sind u.a.
symplektische Geometrie und dynamische Sys-
teme), wo man sich z.B. Fortschritte zur Lo-
sung des Dreikorperproblems erhofft.

Der néchste groffe Umbruch in der Ge-
schichte der Physik zum Beginn der Moderne
betraf nicht die kosmische Ordnung sondern
die der kleinsten Teile der Materie. Die Ent-
wicklung der Atommodelle von Thomson bis
Schridinger und Pauli illustriert den schritt-
weisen Ubergang von der klassischen zur Quan-
tenmechanik. Das Wasserstoffatom diente in
ihrer Enststehung oft als Priifstein der Metho-
den der Quantenmechanik und die korrekte Be-
rechnung der experimentell bekannten Spek-
tren, verhalfen den neuen physikalischen Ide-
en von Indeterminiertheit, Unschérfe usw. der
mikroskopischen Vorgénge zu allgemeiner Ak-
zeptanz.

In Kapitel 2 wird das Keplerproblem in Be-
zug auf den Laplace-Runge-Lenz-Vektor und
versteckte Symmetrien ausfiihrlich behandelt.
Nach dem ersten Abschnitt zur Herleitung der
Planetenbahnen, angelehnt an [4], folgt eine
Untersuchung der Symmetriegruppen SO(4),
wie sie in vielen Lehrbiichern zu finden ist, und
SU(3), wie sie von Dulock/McIntosh veroffent-
lich wurde [29]. In Abschnitt 2.3 werden wir
uns mit geometrischen Uberlegungen zu den

Planetenbahnen und ihren Hodographen be-
schiftigen. Die Vorgehensweise und die Gra-
phiken sind [5] nachempfunden. Danach wer-
den die vom Laplace-Runge-Lenz-Vektor gene-
rierten kanonischen Transformationen betrach-
tet, wie sie von Mostowski hergeleitet wurden
[21], und die Symmetrietransformationen der
SO(4) von Rogers [12]|. Schliefslich wird eine
weitere Methode von Gdérranson [11] vorge-
stellt, die die vierdimensionale Rotationssym-
metrie mit Hilfe der geschickten Parametrisie-
rung der Keplerbahnen in der Raumzeit herlei-
tet.

Im dritten Kapitel wenden wir uns dem
Wasserstoffatom zu. Nach der einfithrenden al-
gebraischen Herleitung der Balmerformel wird
der Weg iiber die kanonischen Transformatio-
nen von Bargmann [3] zur globalen Methode
von Fock gezeigt, die daraufhin [17] und [8]
folgend dargestellt wird. Abschlieflend werden
wir sehen, dass eine supersymmetrische Be-
handlung des Wasserstoffatoms direkt auf den
Laplace-Runge-Lenz-Operator fiihrt, was von
Lyman und Aravind zuerst 1992 gezeigt wurde
[14].

Im letzten Kapitel wird noch kurz ei-
ne analoge Konstruktion zum Laplace-Runge-
Lenz-Vektor fiir die Bewegung eines geladenen
Teilchens in einem Magnetfeld von Velasco-
Martinez et al. |6] vorgestellt.

Die Arbeit soll einen Uberblick iiber die
verschiedenen Herangehensweisen an die vor-
gestellten physikalischen Fragestellungen in
Bezug zum Laplace-Runge-Lenz-Vektor und
den damit einhergehenden versteckten Sym-
metrien geben. Dabei werden viele wichti-
ge Methoden der theoretischen Physik (z.B.
Hamilton- und Hamilton-Jacobi-Formalismus
aus der klassischen Mechanik, Eigenschaften
des quantenmechanischen Drehimpulses, Wig-
ner-D-Funktionen u.a.) aus dem Programm
des Bachelorstudiums wiederholt und ge-
braucht, wihrend auch einige neue, auf der Ba-
sis des Grundstudiums aufbauend jedoch leicht
verstandliche Konzepte eingefiihrt werden (z.B.
Wirkungs- und Winkelvariablen, Quaternionen
und supersymmetrische Quantenmechanik).
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2.1 Losung des Zweikorper-

problems

Das einfachste Modellsystem zur Berechnung
von Planetenbahnen ist das Zweikorpersystem
bestehend aus zwei Punktférmigen Massen M
und m, so wie es auch Laplace in seiner er-
sten Naherung betrachtet. Vereinfacht nehmen
wir an, dass eine der Massen (die Sonne) im
Ursprung ruhe und die andere sich mit der re-
duzierten Masse u = (ﬁ + %)71 im Zentral-
potential

bewege, wobei k£ = yu(M + m) mit der Gra-
vitationskonstante . Betrachten wir nun den
Laplace-Runge-Lenz-Vektor (im folgenden oft
mit LRL-Vektor abgekiirzt) definiert als:

- 1 - r

A= "FxL—r- (2.1)
I r

(mit dem Drehimpuls L = 7 x 7).

Er ist in kugelsymmetrischen 1/r-Potentialen
zeitlich konstant

A=0. (2.2)
Beweis: Wir rechnen mit L = 0, p -7 =
pr = prr und der Identitit: @ x (b x ¢) =

@ o —(a-b)e

KT KPT
(p (7 ﬁ)) r + 72
. 1/ S 5 ) kp k(P77
= (( p)T—(p f‘)p) o e

und setzen die Newtonsche Bewegungsglei-
chung p= —k5 ein:

Das Kepler-Problem

Da auch der Drehimpuls in einem sol-
chen Potential eine Erhaltungsgrofse ist, findet
die Bewegung in der Ebene senkrecht zu ihm
statt. Wir wahlen zylinderférmige Koordinaten
(r,p,z) so, dass diese Ebene mit der (z,y)-
Ebene zusammenfillt und kénnen Drehimpuls
und LRL-Vektor als

1

('b

z

pr?e
(ur3

[N}

Iy

— K) & — ur?rp e,
schreiben.

Beweis: Mit p'= u(re, + roe,) folgt:

= r%b?*(é} X €,) + ur?’ng(élp X €,) — Képr

1
= pr’or €y + ur3p? €, — K é,

Der LRL-Vektor liegt also in der Bewe-
gungsebene und wir wahlen den Winkel ¢ so,
dass A antiparallel zur z-Achse zeigt. Betrach-
ten wir nun

7 A= —reé, - A= —r(ur?’(pQ - K)
2

= —— +rk = Arcos(p),
w

so erhalten wir durch Umstellen




Kapitel 2. Das Kepler-Problem

Dies entspricht der Kegelschnittgleichung
in Polarkoordinaten mit der numerischen Ex-
zentrizitat e :

§ _

) = 1 —ecos(p) o

Fiir € < 1 beschriebt dies eine Ellipse mit Ur-
sprung im linken Fokus, also die geschlossenen
Bahnen des Zweikorperproblems (Gesamtener-

gie F' < 0), mit folgenden Eigenschaften:

Y

=

o

Abbildung 2.1: Elliptische Planetenbahn

Grolie Halbachse:
Kleine Halbachse:

Lineare Exzentrizitat:

S

S

Sy )

Numerische Exzentrizitat:

2| 2l

E =
Semi-Latus Rectum: &=
Aus Gleichung (2.3) lassen sich sofort numeri-
sche Exzentrizitdt und Semi-Latus Rectum ab-
lesen, die zusammen die Form der Ellipse fest-
legen:

L2
; £=—
WK

Der LRL-Vektor zeigt also entlang der grofien
Hauptachse zum Perihel?) und seine Norm ist
eng mit der Exzentrizitdt verkniipft.

DPerihel: Punkt der Planetenbahn mit geringstem
Abstand zur Sonne (im Gegensatz zum Aphel: Punkt
mit grofitem Abstand).

2.2 Symmetrien

Das Noethersche Theorem lésst sich folgender-
mafen formulieren:

Das Noethersche Theorem:
Zu jeder Erhaltungsgrofie korrespondiert eine
Symmetrie des Systems.

D.h. genauer: Aus jeder Erhaltungsgrofie (z.B.
Energie, Impuls, Drehimpuls etc.) resultiert
die Ezistenz einer kontinuierlichen
Einparameterfamilie von kanonischen
Transformationen, unter deren
Gruppenwirkung das System (besser: das
Wirkungsfunktional) invariant ist (zeitliche
und raumliche Translation, Rotationen usw.)
und umgekehrt.

Damit muss es eine weitere Symmetrie des
Keplersystems geben, die zum LRL-Vektor ge-
hort. Kontinuierliche Gruppen werden durch
die Theorie der Lie-Gruppen und Lie-Algebren
beschrieben. Nach dem Noetherschen Theorem
ist der Drehimpuls L mit der dreidimensio-
nalen Rotationssymmetriegruppe SO(3) ver-
kniipft. Dies dufiert sich dahingehend, dass die
Komponenten L1, Lo, L3 die gleichen Poisson-
klammerrelationen erfiillen, wie die Basisele-
mente der so(3)-Lie-Algebra:

{Li, L} = eiju Ly

mit ¢, 5,k = 1,2, 3, der Finsteinschen Summen-
konvention und dem Levi-Cevita-Tensor &y

2.2.1 Die SO(4)-Symmetrie

Um nun die versteckte?) Symmetrie des LRL-
Vektors zu finden, betrachten wir die Poisson-
klammern seiner Komponenten und kommen
nach seitenlangen Rechnungen auf:

—2F

{Ai, A} = €ijk Ly

Die Komponenten von A sind mit denen des
Drehimpulses und der Energie gekoppelt. Wir

2 Versteckt, weil nicht offensichtlich wie die 3-dim.-
Rotationssymmetrie.
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7

beschrénken uns auf geschlossene Bahnen (E <

0), definieren
N T
—2F

und bestimmen die Poissonklammerbeziehun-
gen aller sechs Komponenten von L und A’:

{Li,L;j} = €ijuLy (2.4a)
{45, Ly} = eiji Al (2.4b)
{4}, A} = eijiLy. (2.4c)

Dies ist die Lie-Algebra der Speziellen Ortho-
gonalen Gruppe SO(4) bestehend aus Rota-
tionen in vier Dimensionen. Die vom Drehim-
puls generierte SO(3) ist also nur eine Unter-
gruppe der eigentlich vierdimensionalen Rota-
tionsgruppe. Die Gruppe SO(4) lésst sich auch
als das cartesische Produkt SO(4) = SO(3) x
SO(3) schreiben.

Das sieht man, indem man die Gleichungen
(2.4) durch die Definition von

M:%(E+A”), N:%(Eﬂi”)

entkoppelt:

{M;, M} = €41 My
{Ni, N;} = €iju Nk

(siehe quantenmechanische Behandlung in 3.1)

Schlieklich kann man feststellen, dass
l(LQ + A/Z)
2
eine Invariante bzgl. der so generierten Gruppe
ist und sich die Hamiltonfunktion damit durch

g R

H==5Sami1z (2:5)
darstellen ldsst. Somit ist gezeigt, dass das
Zweikorpersystem tatsachlich vierdimensionale
Rotationssymmetrie besitzt. In Abschnitt 2.3
werden wir uns etwas ausfithrlicher mit der geo-
metrischen Deutung der Symmetrie und der ge-
nerierten Gruppe beschéftigen. Zunéchst wol-

len wir auf eine weitere Symmtrie eingehen.

3 Auch im klassischen Fall lisst sich u.U. die Hamil-
tonfunktion als Operator auf Funktionen des Phasen-
raums auffassen.

2.2.2 Die SU(3)-Symmetrie

Dulock und Meclntosh zeigen in [29], dass
sich auch die Spezielle Unitdre Gruppe in
drei Dimensionen, SU(3), als Symmetriegrup-
pe des Keplerproblems finden léasst. Sie be-
merken, dass eine SU(n)-Symmetrie immer
dann auftaucht, wenn es eine Entartung bzgl.
der Energie gibt, d.h. im quantenmechanischen
Analogon des Keplerproblems (dem Wasser-
stoffatom) die n?-fache Entartung des n-ten
Energieniveaus bzgl. der Drehimpulsquanten-
zahl®) . Auferdem ist SU(n) die Symmetrie-
gruppe des n-dimensionalen harmonischen Os-
zillators, der, da er in n eindimensionale Os-
zillatoren separierbar ist, als Paradebeispiel ei-
nes entarteten Systems gelten kann. Somit soll-
ten alle Systeme mit Energieentartung im Rah-
men des Hamilton-Jacobi-Formalismus durch
geeignete Separation der Variablen in den n-
dimensionalen Oszillator {iberfiihrbar sein und
damit auch SU(n) als Symmetrie aufweisen.
Das Vorgehen aus [29] soll hier nur kurz skiz-
ziert werden, da es viele langwierige Rechnun-
gen und Integrale enthélt. Begonnen wird mit
der Hamiltonfunktion in Kugelkoordinaten

1 P P2 K
H=_—_ 24, e | 2
2/ (pr r2 " r2sin? () r

und aus der Hamilton-Jacobi-Gleichung folgt:

(2.6)

pp = L. = const. (2.7a)
1,2
= /L[?— —F— 2.7b
bo sin?(¥9) ( )
/ 2 L2

Beweis: Zundchst setzen wir &,y und 2z in Ku-
gelkoordinaten in die Hamiltonfunktion ein und
erhalten:

H=5+97+2) - =

(7% + r20% 4 r? sin?(9)p?) —

I RSEVIRS

K
r
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Aus der Lagrange-Funktion L = T —V =
H +2k/r folgen die generalisierten Impulse

o,
br = or = ur
L .
= —= = ur 19
Py Py o

Ziel des Hamilton-Jacobi-Formalismus ist es,
eine Erzeugendenfunktion S(qi,p}) zu finden,
die eine Kordinatentransformation erzeugt, die
die Koordinaten und Impulse (q;,p;) +—
(¢}, p}), so abbildet, dass die neuen generalisier-
ten Impulse p} alle konstant sind. Man sucht
im Prinzip den Raum, in dem das System als
kriftefreie Bewegung beschrieben wird. Die zeit-
unabhdngige Hamilton-Jacobi-Gleichung lautet
dann:

H(Qi,a—S>ZE <

9q;
2
2 2 28
1 (gosy, @, (B) ) o«
2p or r? 72 sin? (1)) r ’

wobei S der Hamiltonschen Wirkungsfunktion
entspricht. Nach dem allgemeinen Lisungsver-
fahren (vgl. z.B. [24], S. 170 ff.), setzt man
die bei der Ldsung gewonnenen Integrations-
konstanten «; den neuen Impulsen p) gleich.
Wir wollen aber zur besseren Interpretierbar-
keit der Ergebnisse an den Impulsen in Kugel-
koordinaten festhalten und driicken diese durch
die o aus:

Py = Gy
2
o
_ 2 ®
9 = Qg —
b 0T G2 (9)
2 04129
Pr = 2E+;*T—2

und durch den Vergleich mit dem Drehimpuls
i Kugelkoordinaten

B —r? (sin(go)@é + sin(19) cos(9) cos(p)¢)
L=p | r*(cos(p)d + sin(d) cos(¥) sin(p) @)
72 sin? (1) ¢

v}

1= (0 4 sl (0) = b+ s

folgt (2.7).

4 Erinnerung: die Wirkung A zwischen den Punkten

a1 d
go und ¢i ist definiert als: A = [ Y p; dgs.

do i=1

Fortgefahren wird nun mit der Methode der
Wirkungs- und Winkelvariablen, die bei peri-
odischen Bewegungen Erleichterung verschafft:
Anstelle der «; kénnen auch beliebige Funktio-
nen von ihnen als neue generalisierte Impulse
benutzt werden z.B. die Wirkungsvariablen

jé pi dg;.

Eine Periode

Ji =

Sie entsprechen jeweils dem Betrag, um den die
Wirkung bzgl. der Koordinate ¢ wihrend einer

)

Periode zunimmt®. Nun lassen sich die dazu

konjugieten Winkelvariablen berechnen:

0
gy

Wi

berechnen. Das Praktische hieran ist, dass die
zeitliche Anderung v; := w;, die nach den Ha-
miltonschen Bewegungsgleichungen

9 -
&]iH(Ji)

l/l':o..Ji:

betrégt, der Frequenz entspricht, die zur peri-
odischen Bewegung der Koordinate g; gehort.
Dabei ist H(J;) die Hamiltonfunktion ausge-
driickt durch die Wirkungsvariablen. Fiir ei-
ne ausfiihrliche Berechnung der Wirkungsva-
riablen im Falle des Keplerproblems sei auf [24]
(S. 194 ff.) und fiir eine weniger ausfiihrliche
Herleitung der Winkelvariablen auf [29] verwie-
sen. Die Ergebnisse sind zum Einen:

Jp =2ma, = 27L,
qu = 271'(0479 — O‘<p) = 27T(L — Lz)

Jp=—(Jog+Jy) + 7k =

/2
=27l + 7k —'u,

zum Anderen sind die Winkelvariablen bzgl.
folgender charakteristischer Winkel der Kepler-
bahn angegeben: An einem Knoten® schliefit
die Bewegungsebene mit der (x,y)-Ebene den
Diederwinkel § € [0,7/2] ein. Fiir ihn gilt:

cos(8) = = =

L 0419.

Qe

5)1In der Astronomie werden so die Punkte bezeich-
net, in denen die Planetenbahn eine gegebene Ebene
durchstofst.
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Der Azimuthalwinkel am Knoten sei (.
Schlieflich lésst sich in der Bewegungsebene
ein zweidimensionales Koordinatensystem & =
rcos(v — o), § = rsin(¢ — o) einfithren, wo-
bei 1y wiederum der Winkel am Knoten sein
soll. Die Winkelvariablen sind dann:

ar = 5= ¢~ esin(C)]
wp = 5= [ — esin(¢) + ]
Wy = % [¢ — esin(¢) + Yo + o

mit der elliptischen Anomalie ¢ (siche Ab-
schnitt 2.4.1). Nun lassen sich die drei Grofen

2w

_ ]I _ . /Jde 2miwy
a=1/3L e , b= e

2m
c :\/g 627riw<p
definieren und zu den neun Erhaltungsgrofien
aa*, ab®, ac®, ba*, bb*, bc*, ca®, cb*, cc*

kombinieren, die die SU(3) generieren.

Z.B. gilt:
{bc*,ab*} =
{\/é@;—h 2rilwo—wg) VITy eQﬂi(wr—wg)}
_0bc” Jab™  Qbc” Dab™

T Owy 0Jy Dy dwy

A Irde  omi(wr—we) _ ek _ ;123
iYs e rWe) = jac* =if “’ac

mit der Strukturkonstanten f'?3 = 1 der
SU (3)-Lie-Algebra.

Die konstanten Winkel 3, ¢ und g lassen sich
nun noch durch die Erhaltungsgrofsen, um ein
anschaulicheres Bild zu erhalten.

*

cc
o) = g 4 oo
. i(ab® — ba®) (ab* + ba®)
Sin = ——F—, COS e
(Vo) 2V aa*bb* (%) 2V aa*bb*
i(bc* — cb*) (bc* + cb*)

) =5 e ) e

9 Das ist fiir eine kreisformige Bahn durch die Para-
metrisierung 7(t) = (R cos(wt), Rsin(wt)) offensichtlich,
aber nicht fiir die Bewegung auf einer elliptischen Bahn
mit ungleichférmiger Geschwindigkeit.

Die Autoren von [29] zeigen aufserdem &hnli-
che Rechnungen fiir das zweidimensionale Kep-
lerproblem, wobei sie entsprechend auf eine
SU(2)-Symmetrie stofen. Dabei ergeben sich
die Komponenten des LRL-Vektors und des
Drehimpulses mehr oder weniger direkt, je
nachdem ob in Polar- oder parabolische Ko-
ordinaten gerechnet wird. Die Symmetriegrup-
pe, die man findet héngt also stark von den
Koordinaten ab, in die das Problem separiert
wurde. Hier wurde die SU(3) gefunden zusam-
men mit zusétzlichen Erhaltungsgrofen, die
iber die Winkel (3,9 und g die Planeten-
bahn ebenso eindeutig festlegen, wie LRL- und
Drehimpulsvektor. Damit wurde aufterdem ge-
zeigt, dass das Keplerproblem in den harmoni-
schen Oszillator iiberfithrt werden kann®.

2.3 Hodographie

Als Hodograph bezeichnet man die Bahn der
Geschwindigkeitsvektoren bzw. die Trajektorie
im Impulsraum. Die Methode, aus der Form
des Hodographen, anstelle der tatséchlichen
Teilchenbahn, auf Eigenschaften eines physi-
kalischen Systems zu schliefen, wurde erst-
mals von R. W. Hamilton verwandt. Im Falle
des Keplerproblems handelt es sich um kreis-
férmige Hodographen, die leichter geometrisch
zu behandeln sind als die elliptischen Pla-
netenbahnen. Wir wollen uns in diesem Ab-
schnitt mit den Eigenschaften von Hodogra-
phen gleicher Energie beschéftigen und vor al-
lem die Grundlage zum geometrischen Ver-
stdndnis der kanonischen Transformationen des
néchsten Abschnitts legen.

Wir beginnen zunéchst mit der Betrachtung
des Spezialfalles einer kreisformigen Planeten-
bahn mit Radius R in der (z,y)-Ebene. Der
Planet bewegt sich dabei mit gleichférmiger
Geschwindigkeit v. Die Impulsvektoren bilden
wihrend eines Umlaufs einen Kreis im (pg, py)-
Impulsraum mit Radius pv = L/R (s. Abbil-
dung 2.3).
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ST

=3

Abbildung 2.2: Kreisférmige Planetenbahn
Dy

ST

Dz

=

Abbildung 2.3: Hodograph der kreisférmigen
Planetenbahn

Gehen wir nun zu einer elliptischen Bahn mit
dem Ursprung im linken Fokus, groffer Haupt-
achse @ = 3(Ry + Ry), kleiner Hauptachse
b = /RiRy, numerischer Exzentrizitit ¢ =
va?—=b?*/a = (Ry — R1)/(R1 + R2) und La-
tus Rectum £ = 2R; Ry /(R1 + R2) tiber, so lie-
gen die Impulsvektoren wieder auf einem Kreis,
dessen Mittelpunkt jedoch nicht der Ursprung
der (pg,py)-Ebene ist (s. Abbildung 2.5). Ge-

nauer gilt:
. L 0 (B1+ Ro) (—sin(y
=7 | (mom) + T (i)
(2.8)
L|R1—Rs|

Der Mittelpunkt ist also um =5 BT,

py-Achse nach unten verschoben und der Radi-

L(Ri+R2) _ &k
2R1R2 ~ L~

auf der

us betréigt

") Setze positives Vorzeichen vor e fiir Ursprung im
rechten Fokus.

hsTl

=

Abbildung 2.4: Elliptische Planetenbahn
Dy

Abbildung 2.5: Hodograph der elliptischen Pla-
netenbahn

Beweis von Gleichung (2.8): Ausgehend
von der Ellipsengleichung in Polarkoordinaten
mit linkem Fokus im Ursprung’)

Lo 3 cos ()
() = 1 —ecos(p) (SiH(QO))
liefert die Zeitableitung mit p(p) = ,w._”(tp) und
b= L)(ur?):
(o) = o | —tesin(e)  (cos(e)
Pp) = pe {( e cos(p))? <s§1n(go)) .
—sin(e
+ 1 —ecos(yp) ( cos(¢) )
. [—esin(p) [cos(p)
_L[ £ (Sirll(@) @) s\
2 ccosly) (—siny
+ ¢ ( cos(p) )
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(%) ()
(R1 + Ro) 0
()

(Ra + Ra) (—sin(p)
R
-5 |(50) +

R1Ry cos(p)
Die Energie des Sytems betrigt:

L
3
L
2

T ()]

_I2 —I? —
E— - S— (2.9)
2uR1Ry  2ub?  2a

Beweis: Aus Abbildung (2.5) ldsst sich der Im-
puls am Ap- und Perihel direkt ablesen. Somit:

& RE = ié—j " (2.10a)
2
& RoE = ié—z " (2.10Db)

Durch Differenzbildung der zwei Gleichungen
(2.10a)—(2.10b) erhalten wir:

L? /1 1
(Rl*Rg)E:— —_— -
2M R1 R2

_I2

eF=—"—
2,LLR1R2

Aus Abbildung (2.5) wird auch sofort ersicht-
lich, dass der Impuls an den Stellen, an denen
sich der Planet parallel zur x-Achse bewegt,
nur von der Energie abhangt, denn dort gilt:

L
p= = —2uE.
VR Ry

(2.11)

Der Abstand zur Sonne (=Ursprung) dieser
Punkte betragt a. Das bedeutet, alle mogli-
chen Ellipsenbahnen besitzen die gleiche Ener-
gie, deren Geschwindigkeiten (die Masse des
Planeten sei immer gleich) im Abstand a von
der Sonne parallel zur x-Achse zeigen und den
gleichen Betrag haben.

Planetenbahnen

Abbildung 2.6: Elliptische
gleicher Energie

Dy

T\

Pz

Abbildung 2.7: Hodographen gleicher Energie

Wir konnen also, indem wir diese Impulsvek-
toren auf einem Kreis mit Radius a um die
Sonne verschieben, neue Bahnen mit gleicher
Energie erhalten, wobei die groke Halbachse
a erhalten bleibt, sich aber b und somit die
Exzentrizitit e = Va2 — b2 dndert. Die dazu
korrespondierenden Hodographen schneiden
sich alle auf der p;-Achse in den Punkten
pr = £/ —2uE =: £pg (s. Abbildung 2.7).
Die gleiche Schar von Kreisen erhalten wir
jedoch auch durch stereographische Projektion
von Grofskreisen einer 2-Sphéire mit Radius
po/2, die tangential am Ursprung anliegt:
Stereographische Projektion z.B. bzgl. des
Nordpols N, bedeutet, dass ein Punkt P der
Sphére auf den Schnittpunkt der Geraden, die
durch N und P geht, mit der (ps,p,)-Ebene
abgebildet wird. Projezieren wir zunéchst
den Aquator (s. Abbildung 2.8), erhalten
wir den Hodographen korrespondierend zur
kreisféormigen Bahn aus Abbildung 2.3. Durch
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Kippen des Grofkreises zur p,-Achse hin
oder weg, konen wir nun alle anderen Krei-
se gleicher Energie aus Abbildung 2.7 erzeugen.

Pz

Abbildung 2.8: Stereographische Projektion
des Aquators auf die (p,,p,)-Ebene.

Da wir bisher nur die Bahnen in einer Ebene
betrachtet haben, nehmen wir jetzt noch alle
dreidimensionalen Rotationen dieser Bahnen
um den Ursprung hinzu (die aufgrund der
Rotationssymmetrie des Potentials natiirlich
auch die Energie erhalten) und konnen nun
alle moglichen geschlossenen Planetenbahnen
zur Energie ' < 0 durch stereographische
Projektion aller Groftkreise auf der dreidimen-
sionalen Sphire S3 (dreidimensionaler Rand
der vierdimensionalen Einheitskugel) auf den
dreidimensionalen Impulsraum konstruieren.

Explizit wollen wir die Stereographische Pro-
jektion als eine Abbildung S® — R3 definieren
und lassen sie einen Punkt der S°

u=(x,0,0,7) = (x,@)"

mit \/x? + |t|? =1 auf den Schnittpunkt p der
Geraden G mit der {x = 0}-Hyperebene abbil-
den:
G={N+Au—N)|AeR}
N = (po,0,0,0)"
vV2ulE
"
Um zu verstehen, wie sich die Drehung eines

Grofskreises auf der S® auf die Form des Or-
bits auswirkt, betrachten wir zundchst wieder

=p=

das Urbild des Hodographen der kreisférmigen
Bahn. Fin Punkt auf diesem Grofkreis kann
als

u = (0, cos(?9), sin(19),0) "

geschrieben werden. Die Rotation um einen
Winkel o fiihren wir z.B. in der (x, 0)-Ebene
aus, die sich als

cos(a) sin(a) 0 O

—sin(a) cos(a) 0 O

Ryol) = 0() 0() 10
0 0 0 1

darstellen ldsst und erhalten

u' =Ry ,(a)u

(sin(a) cos(19), cos(a) cos(19), sin(19),0) T

Nach Projektion haben wir also folgende Trans-
formation im Impulsraum ausgefiihrt:

cos(19)
509) = po [ sin(9) | —
0
cos(a) cos (1)
P'(0) = 1-— sin(]z;]) cos (1) sin0(19)
— tan(a) 1 cos(V)
=Po 0 cos(a) sin(¥)
0 0

Aus einem Vergleich mit Gleichung (2.8) folgt
somit der Drehimpuls der neuen Bahn:

K

L= ——
vV—=2ukE

cos(a) = Locos(a)  (2.12)

(mit dem Drehimpuls der kresiférmigen Bahn
L,.) Im folgenden Abschnitt, werden wir sehen,
dass diese Art der Transformationen genau die
infinitesimalen kanonischen Transformationen
sind, die vom Laplace-Runge-Lenz-Vektor ge-
neriert werden.
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2.4 Kanonische Transforma-
tionen der Kepler Bahnen

Eine kanonische Transformation, ist eine Ab-
bildung, die einen Satz kanonischer Variablen
und Impulse (¢, p), mit denen ein System be-
schrieben wird, auf einen anderen Satz (@, P)
abbildet und dabei die Hamiltonschen Bewe-
gungsgleichungen und alle Poissonklammerbe-
ziechungen erhélt. Eine kanonische Transfor-
mation kann von einer beliebigen Funktion®

—

F(7,Q) erzeugt werden [28]. Sei (Q(N), P(\))
eine Einparameterfamilie kanonischer Trans-
formationen, die fiir A = 0 die Identitdt ist,
also (Q(0), P(0)) = (¢,p), und differenzierbar
in A. Das heifit, die Koordinaten ¢; lassen sich
stetig in ¢;(\) tberfiihren und sind fiir alle
A kanonisch. Wie sich eine beliebige Funkti-
on F(G(\), P())) in Abhiingigkeit von A #n-
dert, lasst sich iiber die Poissonklammer mit
dem Generator berechnen [12]:

dF(X)

— = WF),G)
Dies kann unter Umstdnden auf elementar
nicht l6sbare Differentialgleichungen fiihren,
deswegen werden héufig nur infinitesimale
Transformationen betrachtet und die Funkti-
on F' fiir kleine A bis zur ersten Ordnung ent-
wickelt:

F(A\) ~ F(0) + MF(\), G}

Wenn man fiir F z.B. eine Koordinate ein-
setzt und eine Erhaltungsgrofe als Generator
benutzt, erhdlt man Symmetrietransformatio-
nen des Systems, die {iber das Noethersche
Theorem mit dieser Erhaltungsgréfe verkniipft
sind. Die Hamiltonfunktion generiert beispiel-
weise die Zeitentwicklung des Systems, darge-
stellt als passive Transformation der Koordi-
naten, der Drehimpuls generiert dreidimensio-
nale Rotationen [21]. Deshalb ist der Drehim-
puls der infinitesimale Generator der SO(3)-
Symmetriegruppe bezogen auf rdumliche Ro-
tationen des Keplerproblems.

Zunachst wollen wir die vom Laplace-Runge-
Lenz-Vektor generierten infinitesimalen kano-
nischen Transformationen untersuchen und uns

(2.13)

(2.14)

8)Strenggenommen gibt es vier Arten von Erzeugen-
denfunktionen, die durch Legendre-Transformation aus-
einander hervorgehen.

dann der zusammen mit dem Drehimpuls gene-
rierten Symmetriegruppe SO(4) zuwenden.

2.4.1 Der LRL-Vektor als Generator

Um die Wirkung der vom LRL-Vektor generier-
ten Transformationen zu verstehen, betrachten
wir ([21] folgend) die zweidimensionale Para-
metrisierung der Planetenbahn iiber die exzen-
trische Anomalie ¢ (anstelle der wahren An-
omalie ¢ wie bisher), die iiber die Keplerglei-
chung (—esin(¢) = wt (t=0 am Aphel) mit der
mittleren Anomalie, also der gleichméfigen Be-
wegung mit Winkelgeschwindigkeit w auf dem
Umkreis der Ellipse, zusammenhéngt. Die Ko-
ordinaten mit dem Ursprung weiterhin im lin-
ken Fokus sind dann:

x=acos(¢) +e=ua(cos(¢)+¢e) (2.15a)
y=bsin(¢) = av1 — &2 sin(() (2.15b)

und mit

(¢~ esin(¢)) = (1~ ecos()) =w

: w
6= 1 —ecos(C)
sind die Impulse:
_ —awsin(()
Pz = 1 — €CO—S(<) (216&)
py = awy/ 1 — &2 %C(OCS)(O (2.16Db)

Verwenden wir nun die y-Komponente des
LRL-Vektors

1 Ky
Ay = ;(pz(ypz = 2py) = Pa(wpy = ypa)) — ==
um geméh Gleichung (2.14) infinitesimale
Transformationen der Koordinaten x und y zu
generieren, erhalten wir:

2'(N) = 2 + Aalwy/1— &2 (1 L sin’(Q) >

1 —ecos(C)
(2.17a)

! =y — a2w7cos(g)—a sin
V) =y =Mt sin) (217
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Wie wirkt sich diese Transformation nun auf
die Form der Bahn aus? Um diese Frage zu
beantworten, vergleichen wir sie mit einer An-
derung der numerischen Exzentrizitdt um eine
infinitesimale Zahl n zu e+7 und entwickeln bis
zur ersten Ordnung in 7. Das Ergebnis stimmt
nur dann mit (2.17) iiberein, wenn € =: sin(7)
gesetzt und eine infinitesimale Anderung § des
Winkels 7 betrachtet wird.

Beweis Ausgehend von (2.14) ergibt sich:

aAy) A
=z + —(xpy — 2yps
O u( Py — 2YPz)

' (M) :x—i—)\(—
0A A

y'(A)=y+)\(——a y) =y+ =(zp. + 2p.)
Py o

und mit (2.15),(2.16) eingesetzt auch (2.17).
Mit e = sin(7) wird /1 — &2 = cos(7) und fir

nfinitesimales § entwickeln wir bis zur ersten
Ordnung:

Z(6) =a(cos(C) +sin(7 +0)) = x + 5%
—z 4 da (COS(T) - sin(C)%)
§(0) =acos(t 4+ 0)sin(¢) =~ y + 5%

—y +da (cos(f) cos(g)% — sin(7) sin(c))

d . . d
E(C — sin(7) sin(¢)) = Ewt

:% _ cos(7)sin(()
dr 1 —sin(7) cos(¢)
und wieder € fiir sin(7) eingesetzt folgt schliefs-
lich:

#(6) ~ x4 bay/T— &2 (1_ sin’ (¢) )

1 —ecos(Q)
(2.18a)
N cos(¢) —e .
go) ~y+4o = cos(O) in(¢). (2.18b)

Die zwei Transformationen sind also gleich,
denn es gilt:

9 Die von den beiden anderen Komponenten A, und
A, generierten Transformationen lassen sich durch Ro-
tationen aus den von A, generierten herstellen und be-
wirken keine zusétzlichen Verdnderungen der Bahnform
[21].

Die vom LRL-Vektor generierten Transfor-
mationen?) #ndern also die Exzentrizitit der
Planetenbahn, jedoch parametrisiert tiber den
Winkel 7. Betrachten wir die damit einher-

gehende Anderung des Drehimpulses L =
= KV1—¢? 10)

oy U
r_ \/W\/l sin? (T + 5)
W cos(T + 9)
= ﬁ[cos(ﬂ cos(d) — sin(7) sin(0)]
= Lcos(d) — N sin(9), (2.19)

finden wir, ausgehend von einer kreisférmigen
Bahn (¢ = 0), Formel (2.12) wieder. Die vom
LRL-Vektor generierte Anderung der Exzentri-
zitéat erfolgt also in einer Weise, die der Rotati-
on eines Grofkreises auf der S? entspricht, wie
in 2.3 beschrieben wurde.

Wie wir wissen, generiert der LRIL-Vektor
die Symmetriegruppe SO(4) jedoch nicht al-
lein: die Vertauschungsrelationen von A sind
mit dem Drehimpuls gekoppelt. Somit las-
sen sich die vom LRL-Vektor generierten
Unter-
gruppe der SO(4) interpretieren. Um die
SO(4)-Symmetrietransformationen zu unter-
suchen miissen wir also einen Generator wih-

len, der alle Komponenten von A" und L ent-
halt.

Transformationen nicht einfach als

2.4.2 Symmetrietransformationen

Wir haben bereits festgestellt, dass sich durch
Differenz- und Summenbildung von LRL-
Vektor und Drehimpuls

—

0=4(ze4). 9=}

die Generatoren der SO(4) = SO(3) x SO(3)
entkoppeln lassen. Um nun Gleichung (2.14)

10)Hier muss & nicht mehr infinitesimal klein sein.
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fiir Koordinaten und Impulse und fiir endliche
A, also

dp(A)

i) L
d\ _{T()‘)’G}’ W_{p()‘)’G},

zu losen, benutzen wir den Generator

G=Y-M+ZN,

wobei ¥ und Z die Gruppe parametrisieren.
In den normalen Orts- und Impulskoordina-
ten ausgedriickt, fiihrt G auf h6chst nichtlinea-
re Differentialgleichungen. Um dies zu umge-
hen fithren wir, mit Wissen um die vierdimen-
sionale Rotationssymmetrie im Hinterkopf, je-
weils Projektionen auf vierdimensionale Sphé-
ren aus: Fiir die Impulse benutzen wir das In-
verse der stereographischen Projektion aus 2.3:

2pop pQ——p3>
pg+p? p*+ pj

mit pg = +/—2uF . Die elliptischen Bahnen im
Ortsraum lassen sich auf ahnliche Weise durch

Parallelprojektion auf Grokkreise der S3 abbil-
den:

]5"—>u:(f[,u4):<

=

. (f_ " W-ﬁ)
(U,v4) = D, .
roORM KU

Die neuen Koordinaten liegen alle auf der
Einheitssphiire, 72 + v3 = 1, @2 + uZ=1 und
Ortsvektoren und Impulse stehen senkrecht
zueinander: U-4 + vsus = 0. Eine weitere
Vereinfachung wird moglich, wenn wir die
neuen Koordinaten als Quaternionen beschrei-
ben. Da sie besonders geeignet sind (in ihrer
Matrixdarstellung  z.B.)  Transformationen
der SO(4) darzustellen, werden sie hier auf
sehr einfach interpretierbare Ergebnisse fiihren.

Quaternionen q € H konnen z.B. als
q=q"e,=q'er +’er+ ez + ¢'es
=7 -+ q'ey

geschrieben werden, wobei fir die Basiselemen-
te e, folgende Multiplikation definiert ist:

2
€4 = €y, €4€; = €,€4 = €;
2
€; = —e€y, €€ = Eijkek.
Quaternionen mit ¢* = 0 heiflen vektorielle,

solche mit @ = 0 skalare Quaternionen. Es exi-
stiert sowohl das Produkt der Quaternionen-
multiplikation
HxH—H:
ab = (a*b* — @- b)es + (a*b+ b*G+a@ x b) - &,

das distributiv, assoziativ, aber nicht kommu-
tativ ist und die Quaternionen zu einem Schief-
kéorper macht, als auch ein Skalarprodukt (., .):

HxHﬁR:(a,m:%(ab*era*)

mit der konjugierten Quaternion a* = a*eq —

d- €, tber die auch die Norm ||a|| = aa* defi-
niert ist. Die quaternionische FExponentialfunk-
tion ist:

L cos(|q1)e4+sm(|q1)ﬁ .
< )

Wir schreiben also U = 4-€ + ugey und V =
1-€ + v4e4 und fiihren die vektoriellen Quater-
nionen M = %(I_j + A8, N = %(I_; — A8,
Y = Y-8 und Z = Z-& ein. Der Generator wird

zu

G- pio<<Y, M) + (Z,N>>

und die Differentialgleichungen ausgedriickt in
Quaternionen sind nun:

%ﬁ\)\) = (2.20a)
(Z + %641\1)‘/ — V<Y + %mM)
ﬂ%&: (2.20b)
<Z + %64N>U - U(Y + %e4M>.

Dafiir sind sehr langwierige, aber ,straight for-
ward“ Rechnungen ndtig, die ggf. durch das
Darstellen von Quaternionen in Matrizschreib-
weise vereinfacht werden kénnen, d.h. schreibe

q € M(C) als
@ +ig® _(w oz
@ —igt)  \-z w

4 i1
_ [ a +q
q= (q2 + Z'q3
mit w,z € C. Auflerdem wurden die ebenfalls
sehr schreibaufwindig zu zeigenden Relationen

V=UM=-NU
U=-VM =NV

(2.21a)
(2.21b)

benutzt.
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Die Gleichungen (2.20) werden gelost durch

V() = AZ (eﬁ(A)N(O)V(O)e—ﬁ(A)M(O)> oY
(2.22a)

U\ = AZ (eﬁ(A)N(O)U(O)e—ﬁ(A)M(O)> Y
(2.22b)

mit der skalaren Quaternion ¥(\) = Vi(A) —
V4(0). Die Losungen sind noch implizit, da
Vi(A) auf der rechten Seite steht. Dies liefse sich
durch Invertieren der Gleichung fiir die vier-
te Komponente von V auflésen, jedoch ist die
implizite Form besser geeignet, um die Trans-
formationen geometrisch zu deuten. Der Pa-
rameter A kann nun zu FEins gew&hlt werden,
sodass die Gruppenwirkungen von Y und Z
parametrisiert werden und wir wollen im Fol-
genden nur noch die Ortsvariablen V(Y,Z)
betrachten, da U(Y,Z) genau gleich transfor-
miert wird. Die Transformation aus (2.22) lasst
sich in zwei Teile zerlegen: Zunéachst wird der
Punkt V(0) auf einen Punkt der selben Tra-

jektorie V abgebildet

V = !Ny () ?AIMO)

Beweis: Fir die Erhaltungsgrifien M und N
gilt laut (2.21):

M(Y,Z)=U"YY,Z)V(Y,Z)

— Y (eﬁ(Y,Z)M(O)Ufl(0)6719(Y,Z)N(0)) o2

.o (eﬁ(Y,Z)N(O)V(O)e—ﬁ(Y,Z)M(O)) Y

_ 6Y<€19(Y,Z)M(O) Ufl(o)v(o) e19(Y,Z)M(O)> €7Y
—_————
M(0)
=e¥YM(0)e ¥
und analog:

N(Y,Z) = e“N(0)e %

Das heifst M und N (und damit auch L und
A ) sind invariant unter Transformationen, bei
denen Y ~ M(0) und Z ~ N(0) (da dann
die Exponentialfunktionen mit M(0) und N(0)
vertauschen). D.h. in diesem Fall ist die Trans-
formation ein Automorphismus der Trajektorie
auf sich selbst, also muss \% auf dem gleichen
Orbit wie V(0) liegen.

SchlieRlich wird V auf einen Punkt einer ande-
ren Trajektorie abgebildet (Rotation des Grofs-
kreises):

V(Y,Z) = Ve Y.

Die Trajektorien im Orts- als auch im Impuls-
raum lassen sich also auf Grofkreise der S2 pro-
jezieren und verhalten sich dann gleich unter
den SO(4)-Symmetrietransformationen. Letz-
tere lassen sich als zwei aufeinander folgende
Rotationen beschreiben: Zuerst eine Verschie-
beung entlag der gleichen Trajektorie (entlang
des gleichen Kreises) und dann eine Rotation
des Kreises, die Bewegungsebene und Ellipsen-
form gleichzeitig andert.

2.5 Reparametrisierung  der

Zeit

In den vorangehenden Ausfiihrungen wurde
die vierdimensionale Symmetrie des Kepler-
problems aufgezeigt und benutzt aber es wur-
de bisher dieser zusétzlichen mathematischen
Dimension keine physikalische Dimension zu-
geordnet. Auch wenn es sich hier um reine
Newtonsche, also nichtrelativistische, Mecha-
nik handelt, kann mit Hilfe der vierdimensio-
nalen Raumzeit der Ursprung der vierdimen-
sionalen Symmetrie des Keplerproblems bes-
ser verstanden werden. Um die Trajektorien,
die wie zu erwarten Kreise auf einer Raumzeit-
Sphére sein werden, zu beschreiben, wird ein
neuer Parameter s bendtigt. Nach J. Gérran-
son |11] ist es von Vorteil, diesen nicht beliebig
und explizit zu wéhlen, sondern iiber das Ver-
gehen der Zeit gegeniiber diesem:

dt T

ds — \/22E[u

Diese Art der ,Reparametrisierung der Zeit"
geht mindestens auf Jirgen Moser [20] zurtick
und bedeutet, dass die Abstandsabhingigkeit
der Geschwindigkeit des Planeten kompensiert
wird und somit die Geschwindigkeit auf Trajek-
torien, die bzgl. s parametrisiert sind, konstant
ist. Die Hamiltonfunktion fiir eine feste Energie
FE < 0 wird damit zu:

(2.23)
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Wir schreiben ' fiir Ableitungen nach s und
rechnen weiter:

2F 2K

o2~ e W)+ () =0
2K n2 ki /
@—7<(t) +Em(t)

Kl 2 K \2 [ on2
+<2E¢W> )‘(ﬁ) + ()" =0
2F , KL 2 N2

<:>—7 <(t)+2E7 W) —|—(T‘) =

(VEE 0+ 55) + 0= (55)

Diese quadratische Gleichung definiert eine eu-
klidische Metrik auf der Raumzeit; ndmlich (fiir

x = (x4, 7)):

lell =/ (y/ZE ) + .

Die Bewegungsgleichung bzgl. s lautet:

g =4
. K T rr

T2Er

(2.24)

Beweis: Ausgehend von der Newtonschen Be-
wegungsgleichung ( fir die normale Zeitablei-
tung):

—

= T
Ur = —K—
r3

d . 7
S pno (r'3) = K3

folgt mit 5 =1t"/(t')3:

o t/7—,‘//+t//,}:‘/ ,’—,‘
e 7
ey &

ri! — ol 7
& (—2E)7r3 = —ro3

schliefilich (2.24).
Als radiale Bewegungsgleichung ergibt sich:

K
"
r’=—-r——
2F’
was equivalent ist zu:
K

T )
2E\/—2E/u
Beweis: Zundchst die erste Ableitung:

d
! — -
"= ds

—/ =
5 TrTr
7’2 = = —

17 74 7
2

T T

und dann:
o i PR (—»/)2 1= =
r = 3 (7 rT—rr-r
. 1
B2 (T T )
ko7
2B 1
(2.23) /<;+<n> (+n)2
= —_— —_— —_— — 7" —_—
2F 2F 2F
K
= —r—-—_—.
2F

Durch weiteres Ableiten der Bewegungsglei-
chung folgt nun:

1 R — -
=111 l / 1" =1 ! =1
r = (— (7’ r—=rr)+rrr4rrr—

_lre g / 4( H)
= (Gp =D - (14 o

d( BT TN e
o (2E7’+ 7’) (T)r

12 =/
T2T)

=/ —/
==

& (2.25)
Jetzt koénnen wir die Vierergeschwindigkeit
bzgl. s definieren:

_ / K =/
o=+ stem) )

und die Energie- und Bewegungsgleichungen
vereinfachen sich zu:

—K
loll = o=
’U” = —.

Die vierdimensionale Rotationssymmtrie ist
hier sofort offensichtlich und v” = —wv ist die
Differentialgleichung des harmonischen Oszilla-
tors. Das bedeutet, v bewegt sich mit konstan-
ter Geschwindigkeit |[v'|] = —k/2E auf Grofk-
kreisen einer S? und Raumkomponenten liefern
ellipsenférmige Trajektorien fiir die Geschwin-
digkeit 7'. Der LRL-Vektor kann aus der Inte-
gration von Gleichung (2.25) bestimmt werden
2] 11]:
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Der Vektor 7" beschreibt die gleiche Ellipse wie
7' (da|]v'|| = ||v||) und somit zeigt ¥ von einem
der Foki auf eine elliptische Planetenbahn, de-
ren Exzentrizitdt vom LRL-Vektor gegeben ist.
Da die korrekte Parametrisierung der planeta-
ren Bahnen bgzl. der Zeit ohnehin nur indirekt
iiber die Keplergleichung moglich ist, bietet
sich diese Methode, einen anderen Parameter
zur Darstellung der Trajektorien im vierdimen-
sionalen Raum zu verwenden, an, um auf sehr
einfachem und elegantem Wege die Form der
Orbits zu bestimmen. Zusétzlich liefert sie ne-
benbei die Aquivalenz zum harmonischen Os-

zillator, wofiir wir in 2.2.2 erheblichen Aufwand
zur entsprechenden Transformation der Orts-
variablen betreiben mussten.

Mit dieser sehr kurzen und schonen, aber auch
andersartigen Behandlung wollen wir das Kep-
lerproblem abschliefen und uns dem quanten-
mechanischen Zweikorperproblem, dem Was-
serstoffatom, zuwenden. Dort verspricht das
ebenfalls von 1/r abhéngige Coulombpotential
interessante Erkenntnisse bei der Betrachtung
des zum Laplace-Runge-Lenz-Vektor analogen
quantenmechanischen Operators.



3. Das Wasserstoffatom

3.1 Der Laplace-Runge-Lenz-
Pauli-Operator

1926 berechnete Erwin Schriodinger im Rah-
men seines neu gefundenen Wellenfunktions-
formalismus der Quantenmechanik die Ener-
gieeigenwerte und -funktionen ¢y, (r, ¥, @) des
Wasserstoffatoms mit dem Hamiltonoperator

P2 ez 1 . P2 K

H = — . — TS
Qme 2me ‘X‘

Amegr
indem er sie in einen Radial- und einen Win-
kelanteil faktorisierte:

¢nlm(ra v, 90) = Rn(r) : lem(ﬁ, QD)'

Als Losungen der rein winkelabhéngigen Schro-
dinger-Gleichung stellten sich die Kugelfld-
chenfunktionen Y}, heraus. Zu jedem Energie-
niveau F,, gibt es n? verschiedene orthogona-
le Funktionen mit Bahndrehimpulsquantenzahl
[ = 0,1,...,n — 1 und magnetischer Quan-
tenzahl m = —[, -1l + 1,...,l. Letztere Ent-
artung bzgl. m, also der Richtung des Dreh-
impulses, lédsst sich aus der Invarianz unter
den von den Komponenten des Drehimpulsope-
rators generierten SO(3)-Gruppenwirkungen
herleiten. Die Entartung bzgl. [ lasst sich je-
doch nicht in diesem Formalismus erklaren,
deswegen wurde sie auch zunéchst ,acciden-
tal degeneracy“ oder ,zuféllige Entartung” ge-
nannt. Am klassischen analogen System ha-
ben wir gesehen, dass der LRL-Vektor Rich-
tung und Betrag der Ellipsen-Exzentrizitat
festlegt und Transformationen generiert die
diese bei gleichbleibender Gesamtenergie, ver-
dndern. Dies ging auch mit einer Anderung
des Betrags des Drehimpulses einher. Auch im
klassischen Fall kann man von einer Entartung
sprechen: Eine Bahn mit fester Energie F kann
in einer beliebig im Raum orientierten Ebe-
ne liegen (Drehimpulsrichtung) und beliebige

Exzentrizitat zwischen 0 und 1 besitzen (Dre-
himpuls und LRL-Vektor). Somit iiberrascht es
nicht, dass die Betrachtung der quantenmecha-
nischen Version des LRL-Vektors diese mysteri-
ose Entartung erkliren kann. Die Ubertragung
vollzog Wolfgang Pauli 1926 in [25] und liefer-
te damit gleichzeitig zu Schrédingers analyti-
scher Behandlung eine algebraische Methode
zur Herleitung der Balmer-Formel fiir die Ener-
gieniveaus wasserstoffahnlicher Atome.

Der Ubergang in die quantenmechanische Ope-
ratorschreibweise erfolgt geméaft des Korrespon-
denzprinzips, indem Orts- und Impulsvariablen
durch die entsprechenden Operatoren ersetzt
werden. Da aufgrund der Nichtkommutativitat
von P; und X; gilt

ﬁxf#—fxﬁ,

muss das Kreuzprodukt symmetrisiert werden.

Der Laplace-Runge-Lenz- Pauli-Operator be-
sitzt folgende Eigenschaften, die ihn zu einem
yguten quantenmechanischen Operator ma-
chen:

e A ist ein hermitescher Operator.

o A ist simultan mit H diagonalisierbar:

[A,H] = 0.
e Orthogonalitdt zum Drehimpuls:
A-L=0.

o A ist eine Erhaltungsgrofse:
A2 = 2L (L2 4 12) 4 2,

Ganz analog zum klassischen Fall l&sst sich die
Algebra (jetzt mit dem Kommutator als Lie-
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Klammer) berechnen:

[LZ', Lj] = ihgijkLk (3.1)
[Al', Lj] = ihgijkAk
—2ih
Durch  die  Beschrdnkung auf einen

Unterhilbertraum mit Energie £ < 0 lasst
sich die Kopplung an H entfernen und mit

A= /-t
2F
ergeben sich die Vertauschungsrelationen
[Li, Lj] = iheijkLk
[A;, L]] = ZhEZ]kAz
(A, A] = iheiji L,

die sich, wie bereits gesehen, mit

M:%(EJF/T’)
S o011 -

entkoppeln lassen:

[Mi, Mj] = ihgijkMk

[Ni, Nj] = ih&ijka

[M;, N;] = 0.
Die Eigenwerte von Operatoren, die den SO(3)
Kommutatorregeln unterliegen, sind jedoch

(z.B. vom Drehimpuls) bekannt: Sie sind halb-
zahlig und es gilt:

R i (v + 1)
R in(in + 1)
hmag

Eigenwerte von M? :
Eigenwerte von N? :
Eigenwerte von Msj :

Eigenwerte von Nj : hmpy,

wobei fiir I = M, N:

j1:07%7%72"'

m]:—j[,—j[—l—l,...,j].

Nun stellt sich heraus, dass die Casimir-
Operatoren M? und N? gleich sind

M2 = i <E2 +X'2> — N?
= JM = JN,

da L-A" = A" . [ = 0. Durch Wiedereinsetzen
von A’ und Umstellen nach F bzw. H lasst sich
der Hamiltonoperator schreiben als

2
H—___ M

8M? + 2h?
und die Energieeigenwerte lassen sich aus de-
nen von M? ablesen:

fuk?

8h2jM(jM + 1) + h?

puk®

C2R2(2a + 1)
—_——

=n

E, =

Als Entartung ergibt sich: Fiir jeden der Eigen-
werte jys von M2 = N? existieren je 2jy7+1 Ei-
genwerte von Ms und N3 (mur = —jary .oy j,
MmN = —juM,..,jar) und somit insgesamt ei-
ne Entartung von (23 + 1)? = n?. Auferdem
lasst sich die Ungleichung [ < n—1 einfach mit
Gleichung (3.4) zeigen:

L% =4M? + L g2
oE
800+ 1) < 4julin + 1) =n® — 1. (3.6)

Angenommen [ > n — 1 dann folgt n? — 1 =
m—1)(n+1) <nn+1) <I(l+1), was im
Widerspruch zu (3.6) steht. Dabei muss [ we-
gen

Ls=Ms+ N3s=m=my +my=-1,...,1
(3.7)
ganzzahlig sein.
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3.2 Kanonische Transforma-

tionen 2

Um eine Darstellung der Eigenfunktionen, die
auch die SO(4)-Invarianz inkorporiert, zu er-
halten, ist eine Variablentransformation in
einen vierdimensionalen Raum nétig. Viadi-
mir Fock benutzte dafiir 1935 als erster die
stereographische Projektion auf die S° [8],
die wir schon im Kapitel {iber das Kepler-
problem kennen gelernt haben, was im néch-
sten Abschnitt ausfiihrlich beschrieben werden
soll. Bargmann zeigte dann kurz darauf, dass
der LRL-Operator von Pauli des letzten Ab-
schnitts als Generator infinitesimaler Transfor-
mationen direkt auf die stereographische Pro-
jektion fiihrt [3]. Diesen Weg wollen wir im Fol-
genden nachvollziehen.

Wir definieren zwei Operatoren II,, und A,
w,v=1,...,4, die auf Funktionen des Impuls-
raumes 1(p) wirken sollen (dort ist der Orts-
operator ein Differentialoperator X; = iha%i):

Fir (u,v) = (m,n), n,m=1,2,3:
Amnw = Hmnw = - nmw = _Hnmw
h 5pn apm

mit der Drehimpulskomponente

Lyn = P X — P X

Fiir p =4 oder v = 4:

A4n7p = _An4¢
v} ° ./ pupi
0 n
= +
< 2po >3pn kzl< Po )3]%
H4n¢ = _Hn41/}
2pn,
= Agptp + P = —ﬁA/rﬂﬁ
Po

Es zeigt sich nun, dass die Transformation, der
eine Funktion 1 durch II,, unterworfen wird,
einer infinitesimalen Transformation der Koor-
dinaten entspricht, die von A, erzeugt wird.

Beweis Zundchst folgt mit der Produktregel:
Hul/(fg) = g(Auuf) + f(leg)

und falls gilt 11,9 = 0, so ist:
W f = 9B (f/9)-

Um 1,9 = 0 zu losen, stellen wir die zwes
Differentialgleichungen
8g 89
ILnng = pm :07
I opn " Opm
2 2 a
= (%) 20
2]70 6pn
PnPk 2pn
+ +—g=0
;( Po ) Opk  Po

auf und setzen die erste in die zweite ein:

—p%2\ 0 20,
Z pk P) 22y g — o
po 2po Opn Do

o
Opn  p§ + p?
C
=>¢0=———-, C' = const.
R EIE
Damit ist

_ C l 2 212
H#lﬂ/}* (p%+p2)2 A#V <c(p0 +p ) 7/’)7

die Anderung von v unter der infinitesima-
len Koordinatentransformation A, . Allgemein
gilt ndmlich fiir eine infinitesimale Transfor-
mation T, die die Koordinaten x; durch

T(x;) = z; +e6;(x)

transformiert, dass sie die Funktion f entspre-

chend

T(f —l—sté aac

andert. Der Vergleich zeigt, dass A, ei-
ne solche Koordinatentransformation ist, die
der Wirkung der Drehimpuls- und LRL-Pauli-
Operatoren (nichts anderes sind ja die I1,,,,) auf
Funktionen des Impulsraums entspricht.

Nun bleibt nur noch dementsprechende Ko-
ordinaten zu finden, die unter A, eine infin-
tesimale vierdimensionale Drehung ausfiihren.
D.h. Koordinaten w,, u =1,...,4, sodass fiir
alle Funktionen ¥ = %(p% + p?)29 gilt:

ov ov

=Uy— — Uy ——
" ou,

AU
" ouy,

(3.8)

(denn dies ist die Form einer infinetesimalen
Drehung). Aus (3.8) lassen sich mit Hilfe von

AT O OV du,
Oouy, N — Ou,, Op,
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Differentialgleichungen fiir die w,, ableiten, de-
ren Losungen u = (@, uq) mit

2

> 2

R ULt M)
Dy + P Do+ D
die bekannten Koordinaten auf der S3 nach ste-
reographischer Projektion sind. Damit haben
wir die Briicke geschlagen von der algebrai-
schen Methode zur globalen Behandlung von
Fock [8], die im néchsten Abschnitt dargestellt
werden soll.

3.3 Die globale Methode

Wie der klassische Fall und die Form der in-
finitesimalen Drehungen aus dem letzten Teil
nahe legen, ist es auch hier hilfreich, die Im-
pulskoordinaten stereographisch auf die S zu
projezieren. Die Schrédingergleichung im Im-
pulsraum lautet:

2
(p +p0 71_25 |

mit der Impulswellenfunktion
1 o
Z)e
27h 3 / V@)
R3

Beweis: Wir wenden die Fouriertransformati-
on auf die Schridingergleichung im Ortsraum

(-

i
WP @3y

U(p) = F(W(T)) =

) $(@) = BY(@)

an und erhalten:

<§ - E) b(p) = \/2':713 / ¢£f)e*%ﬁ'fd3z.

R3

Mzt dem Faltungstheorem

F(f-g9)=V2rh > F(f)* Flg)
wird die rechte Seite zu:
F) -5 d*p.

- = / )

Die Fouriertransformation F (%) darin konver-
giert aber nicht. Deshalb betrachten wir das

Coulomb-Potential als Grenzfall des Yukawa-
Potentials fiir massebehaftete Austauschteil-
chen:

1
—= lim —e ™"
r m~—0 1

S F () = Jim —— /
lim L L
m—0 /2R3 m2 + I;;—Z
47h?
- V232
Dabei miissen, um Limes und Integral mitein-

ander vertauschen zu kénnen, beide Grenzwert-
prozesse gleichmdfig sein. Oben eingesetzt und

mit po = /—2ul folgt die Schridingerglei-

chung in Impulsdarstellung.

Nun fithren wir die stereographische Pro-
jektion (3.9) aus und berechnen den Abstand
zweier Punkte
no_ 217%
= S a P

(P + p5) (P + pp)

und das Hyperflichenelement d€) auf der S3:

’—» —»/’

lu—u —p

pg+ )’
d3p = p? sin(d9) dp di) dp = (027> d§2
Po

2 2\ 3
= <p0 P ) sin?(a) sin(9) da dv de,
2po

wobei

uy = sin(a) sin(¥) cos(yp), us = sin(a) cos(¥),

ug = sin(a) sin(¥) sin(p), wug = cos(a)

die Kugelkoordinaten auf der Sphére sind. Da-
mit und mit der Wellenfunktion

(r5 +p%)? ~

= P

(u) TNV (P)

ergibt sich die Integralgleichung auf der Sphére

U(u) = sy’
2772hp0 / lu — u’\

Um sie zu 16sen, wollen wir sie mit der Inte-
gralgleichung

(3.10)

A+1 YA(u’)

272 lu — u/|
S3

Yy (u) = deY (3.11)

fiir die vierdimensionalen Kugelflachenfunktio-
nen Y vergleichen, die als die Eigenfunktio-
nen des Winkelanteils des Laplace-Operators
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A(?’) +3_2 —

4
A& o

sind:

A+ Dy, definiert

Do Yo =—AA+2)Y)

Beide Integralgleichungen stimmen bis auf Vor-
faktoren iiberein, deren Vergleich wiederum die
Balmerformel liefert.

Laplace-
d.h. es

Beweis: Die Greenfunktion des
Operators ist g = |u—v| 72 firv e R,
gilt:

Ai(f) lu—v|~% = —4#26(4)(u — ).
Wir definieren

Wa(v) = [o*Ya(ry)

vl

und stellen fest, dass Y\(v) eine homogene
Funktion vom Grad X ist) und dass gilt:

ADYL(W) = (B + Dy o) VA ()
0? 3 0
= (ﬁ + — 2 8 + A, 19790) TAY)\(aa 9, 0)
=(AA =12 43077 2) Yo (e, 9, )

—AA 4 2)r 72 (o, 9, ) = 0.

lu — v|™2 und Y\(v) sind also harmonische

Funktionen® aufer im Punkt v = u. Deshalb
wdhlen wir als Integrationsfliche die Menge

S.={veR*:v?=1,|v—ul*>c}U
{fveR : 0?2 <1, v —ul* =¢}.

Abbildung 3.1: Integrationsflache S

Wir ersetzen also eine kleine Umgebung
von w auf der Sphdre durch eine nach Innen

DD.h Ya(yv) =y * W (v), v € R.
2 f heift harmonisch falls A f =0

gewdlbte Hemisphdre mit Radius €. Nun folgt
aus der zweiten Greenschen Identitit>)

1 AW
0= NS - d*
/(% o o-up) "

B.

:/y)\(’())i 1 — 1 2y)\(’U)dQv
S

onlv—ul? |v—ul?20n

(B: sei das von S berandete Volumen). Auf
der Sphire (u? =v* = 1) gilt:

0 1 1
e~ (V)
2(u—wv)-v 2

S P = _|vfu|2(1 —cos(B))

mit dem Winkel 8 zwischen u und v. Wihle
u=1(0,0,0,1) und B = «. Dann ist

) sin? () cos? () + sin’(a) cos? (¥9)
+ sin?(a) sin?(9) sin? () + (cos(a) — 1)?
=2(1 — cos(a))

g0 1

on |v—ul?

|v—u|?=sin?(a)

1
v —uf?

v2=u?2=1
und aufgrund der Homogenitit von Y (v)

2 3 w)

on = )\JA (’U) = )\Y)\(U).

v2=1

Auf der kleinen Teilsphire um u gilt hingegen:

0 1

on v —ul?

—4(v —u)

.(u—v)_ 4
v —ul

"ufu‘_zs v —ul? o —wuf?

Damit lassen sich nun beide Teile des Integrals

32, Greensche Identitiit: Sind f unf g auf dem von
OG berandeten Gebiet G zweimal stetlg dlfferenmer—

bar, so gilt: fG (fAg—gA f)dG = fac gan)da
mit der Ableitung in Richtung der auféeren Normale

=(Vf)-n
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losen:

(U/)’A(W%ﬁ dQ, =

4

dQ,+ y* 3dQ’

Iv *UIQ v — v
w'(e)

Wq—We

e—0
0

|lv—u|=e

M (v)

ii%/* Y A0,

v —ul?

. 1 0

(Zl)/m%yk(’l)) dQU =
Sa

M) (VA (1)) - (u— v)
/ o= u? d“”*/ P

Wq—Wwe w’(e)

A
|vyj (uv|)2 dQ, — wax(u)

7 de,

e—0

wq

mit der Fliche der S"': w, = 27™/2/T'(n/2),
der Fliche der S® mit fehlender Umgebung von
u: wy — we und der Fldche der Teilsphdre mit
Radius e: W'(e) fir die gilt: lim.ow'(e) =
wy/2. Insgesamt erqgibt sich die Integralglei-
chung (3.11):

)\—l—l/ Y)\(’U) Q.
Wy v — ul?

S3

Y,\ (u) =

Der Vergleich der Vorfaktoren mit der Schri-
dingergleichung (3.10) liefert:

A+1 K
212 2n2hy/—2uE
I —Z2lel2u,
SN+ 1) SnihZein?

sodass A+1 der Hauptquantenzahl n entspricht.
Da das homogene Polynom (vom Grad \) Yy in

vier Variablen von (A;\rg) Konstanten abhdngt

und A@ Y\ = 0 wertere ()‘;\FEEQ) Bedingungen
liefert, gibt es (>‘+3) (if;) =(A+1)2 =n?
orthogonale Flichenfunktionen zu jedem Wert
von A. Wir haben somit eine weitere Art gefun-
den zu zeigen, wie die Entartung der Energie-
niveaus von der vierdimensionalen Rotalions-

symmetrie abstammd.

Die vierdimensionalen Kugelflichenfunk-
tionen lassen sich explizit z.B. als

= Pu(@)Y, P (9, ¢)

mit den Kugelflichenfunktionen in drei Di-
mensionen Y, (9, ¢) (die Entartung bzgl. der

Y (0,9, )

nlm

magnetischen Quantenzahl m stammt aus der
dreidimensionalen Rotationssymmetrie) und
den normierten Losungen von

sin’(«) 0"+ cos(na)

Vn2i(n—1)2... (n—1)2 dcos'ti(a)

angeben (vgl. V. Fock [8]). Eine andere Me-
thode (siehe [17]) bringt sie mit den Elementen
der Wignerschen Matrix @j i Verbindung.
Dabei werden die gruppentheoretlschen Ergeb-
nisse ausgenutzt, dass zum einen die S® homéo-
morph ist zum Raum der Parameter der Grup-
pe SU(2) (dargestellt durch unitére, komplexe
2 x 2-Matrizen mit Determinante 1) und dass
zum anderen die CD] , dort einen kompletten
Satz an Funktlonen bllden wobei es zu jedem
4 (Drehimpuls) (24 4+ 1)? Funktionen gibt. Auf
diese Weise lassen sie sich mit den Kugelfla-
chenfunktionen mit A = 25 identifizieren:

Pnl(a) =

(4) 25+
2j,m,m'(u) = o2

@.7

m,m’

(uy + iii - 7).

(3.12)

Beweis: Ein allgemeines Element der SU(2)
ist eine Matriz (-darstellung einer Quaternion,
siehe Abschnitt 2.4.2):

A= <_“5 2) = ud i &, ueSdcRY

la? + b =1, a=uy+ius, b=us+iuy

mit den Pauli-Matrizen o;, © = 1,2,3. Damit
besteht eine Fins-zu-Fins Beziehung zwischen
S3 und SU(2). Die Wigner-D-Funktionen mit
einer 2 x 2-Matriz B = (b;;);; als Argument
lassen sich definieren als:

DI, (B) =/ (G+m)I(G—m)!(G+m")(j—m/)
bi1™ b12™? by ™ boo ™
) Z — n :Z |n21|n |22 (3.13)
;>0 17027463704
mait

ny+ng =j+m, ng+ng=j—m

/

ni+ng=j+m, no+ng=j—m

Man erhalt nun die Matrizelemente @ﬁﬂ

irreduziblen Darstellungen der SU(2) bezogen
auf den Drehimpuls j, indem man A in (3.13)
einsetzt [17]. Wenn wir die Multiplikation von
A mit einer positiven reellen Zahl s erlauben,
was einer Erweiterung der Gruppe zu SU(2) x
(Ry,-) entspricht, stellen wir fest, dass die

m, der

D (54) = s7D], 1 (4)
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offensichtlich, aufgrund der Bedingungen an
die n;, homogen vom Grad 2j sind. Auferdem
rechnen wir nach, dass sie harmonische Funk-
tionen sind. Dazu bemerken wir:

@ P o
0x2  0y? Oz +iy) d(x —iy)
0 0
AW —4
- (a(U4+iU3) I(us—iug)

. 0 0 )
8(u2+zu1) 8(u27w1)

= AV DI (sA)

82 82 ;
=4 (8(5@)8(56) + 8(5(7)8(55)) @m’m/(SA)

Unter Vernachldssigung des Wurzel-Vorfaktors
ergibt sich:

1@ Z (sa)™ (sb)"*(—sb)™ (sa)"™
4 " = n1! na! ng! ng!

nyng(sa)™ ~1(sh)"2(—sb)"3 (sq)™a !
= (sa)™t~*(sb)"2(—sb)"(sa)

ni1!nalnz!ng!
nis0 1' N2 N3’ Ny

nons(sa)™ (sb)™2~1 —sb)2—1(sq)ns
S (sa)™ (sb)"2~*(—sb)"s ' (sa)

ni!na! ns!ny!

n; >0

= o (P64 = D10 64)

=0
denn sowohl aus

(nmi—1)4+ny=j+m-—1,
ng+(ng—1)=5-—m-—1,

als auch aus

7’Ll+(TZ2—1):j+m—1,
(ng—1)+ng=5-m-1

folgt, dass die Summe nach der Ableitung zur
Wignerfunktion mit j — 1 gehort.

Die Funktionen sind sowohl bzgl. verschiedener
j als auch verschiedener m und m’' orthogonal.
D.h.:

7 J2 4 _
/grnlv”“/l@?nz,'rn’2 d*Qy = N5j2j26m1m25m/1m/2

S3

fiir eine Normalisierungskonstante N. Es gilt
auferdem:

J .
—j .

§ J —
gml,ugmg,v - 677117712

v=—)

damit folgt nun:

J .
Sy 2 = / S Dy, Doy d,

g3 v=—j
=(2j+1) / Do Ding e A
SS
=25 + 1)Nbmymso
2T

= N = .
(27 +1)

Somit sind die vollstandigen Darstellungen der
Kugelflachenfunktionen aus (3.12) gefunden.

3.4 Supersymmetrie

Die Idee der Supersymmetrie findet vor allem
in modernen Quantenfeldtheorien Anwendung,
die iiber das Standardmodell hinausgehen, und
bedeutet dort, dass eine Symmetrie zwischen
fermionischen (Materie-) Teilchen und bosoni-
schen (Austausch-) Teilchen besteht. D.h. es
muss z.B. zu jedem Elementarteilchen ein kor-
respondierendes Kraftteilchen geben und ent-
sprechende Erzeugungs- und Vernichtungsope-
ratoren transformieren zwischen fermionischen
und bosonischen Zustédnden.

Lyman und Aravind zeigten 1992 in [14], wie
die supersymmetrische Behandlung des Was-
serstoffatoms direkt auf die Komponenten des
LRL-Vektors fithrt. Dazu benétigen wir folgen-
de Grundlagen der supersymmetrischen Quan-
tenmechanik.

Fiir ein Teilchen im eindimensionalen Potenti-
al V(X) setzen wir die Energie des Grundzu-
stands 1y zu Null. Dann lasst sich das Poten-
tial durch die Wellenfunktion v (z) und deren
zweite Ableitung darstellen:

hQ
Hibo(w) = =504 (2) + V(@hb(z) =0

h2 //(x)
= V(z)= —-2
(z) 2m o (x)
h2 d2 w//(x)
H=—|-—— 0 .
= 2m < dx? * wo(x)>
Nun definieren wir zwei Operatoren
WL d <:c>>
At = — (+— 4 20 ,
V2m ( dr  o(w)

sodass H = AT A~. Der Operator Hg = A~ A"
heifst dann der supersymmetrische Partner von
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H. Er besitzt Eigenzustiande ;s mit gleicher
Energie wie H, wobei jedoch das Pendant zum
Grundzustand fehlt. Die Operatoren AT trans-
formieren zwischen ihnen:

AT = s, Atapig = oy
Die Struktur der Entartung beim Wasserstoff-
atom erinnert nun an die Spektren von H und

Hg: zu einem Enegieniveau n gibt es Zustande
mit Drehimpulsquantenzahl

1=0,1,2,...,n—1,

d.h. zu einem bestimmten Wert von [ gibt es
Zustande mit Hauptquantenzahl

n=Il+1,1+2,...,

wahrend es fiir [ + 1 erst beim Zustand mit
n = | 4+ 2 beginnt. Das legt nahe, dass die ef-
fektiven Potentiale, die zu [ und [ 4+ 1 gehoren,
supersymmetrische Partner sind.

Wir separieren die Wellenfunktion des zweidi-
mensionalen H-Atoms in Radial- und Winkel-
anteil:

1
NG
Die radiale Schrodingergleichung, die u(r) be-
stimmt, lautet:

R o2 RE(P+3) K
<_ﬂﬁ + E o ;)u(r) = Eu(r)

/

Un (T)eihp

¢nl (Ta QD) =

= Vi(r)

mit dem effektiven Potential Vi(r) bestehend
aus Coulomb- und Zentrifugalteil.

Beweis: Beginnend mit der zweidimensionalen
Schrodingergleichung

h? K
NG I _
< 2 A T) Y(re) = Ent(r, ¢)
liefert Einsetzen der Wellenfunktion

<:>fFL_2 8_2+1£+182 L()ilg@
or?  ror T28<p fure

1 02 1
+ e 7 e W”)
= (En + ;) %u(r)e”“’
& — — [g; + G ;212) u(r)] = (E + ;) u(r).

B (4f5

ily

Um zu zeigen, dass Vj41 tatséchlich der su-
persymmetrische Partner von V} ist, benotigen
wir den Grundzustand

TR (14 1
u(l—l—l)l(r) T2(l+2)

(nicht normiert). Dann ist

h2 <U’
+_
wo\u

2
I+1)l
Vigr=-V g)
(1+1)l
Nun definieren wir die Operatoren, die zwi-

schen den Radialfunktionen mit benachbarten
Drehimpulsquantenzahlen transformieren:

hi o (1+3) a
AF = — [+ 2) _
V21 < 87"+ r h? (l—l—%))

mit

A7 (r) = upni1)(r),
A+un(l+1)(r) = up(r).
Wir wollen diese Operatoren nun so modifi-

zieren, dass sie die gesamten Wellenfunktionen
Yni(r, ) transformieren:

(i) Ersetze (I 4+ %) mit (1+1). Dies fiihrt da-
zu, dass der ganze Radialanteil R =

u(r)/+/r transformiert wird.
(ii) Multipliziere mit (2 + 1) und A/\/2u .

(iii) Ersetze [ in A~ und (I + 1) in AT durch

0 :
—i— und multipliziere mit eT*.

dp
= AT = — ¥R+
eTir p? 02 o 20° i0
F2i 222 4l
24 ordp  Or T2 rop

Dem Standardverfahren im supersymmetri-
schen Formalismus folgend (vgl. z.B. [23],[1]),
lassen sich nun hermitesche Operatoren aus der
Summe und der Differenz der Transformations-
operatoren konstruieren. Diese stimmen in un-
serem Fall mit den ersten zwei Komponenten
des LRL-Vektoroperators iiberein:

Ap == (A" + 4%

1

Ay =5 (A7 - 47).

l\DIH
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Beweis: Wir rechnen beispielsweise

Mt

e ” 10
AT — AT = . (cos(cp) (26r6<p 9
. 9 2 .
—sin(yp) <E + ;5—@2)) + 2isin(yp)k.
L 0 .10

Prflha, owlh;a—sp

und

P, = cos(p)P. — sin(¢)P,
P, = sin(p) P, + cos(¢) P,

lautet A, andererseits:

1
Ay =5 (POYB—TT] — P (X~ Y P,)

YK
— (XP, = YP,) P, + (YP.—2%P,JT.) — .

:i (= (cos(@)Pr —sin(p)P,) rP,

—rP, (cos(p) P, — sin(¢)P,))
9> 2sin(p) 0

2

r

or

YK
r

ap?

r

9 cos(p) O

e

)

Die Supersymmetrie und die O(4)-Symmetrie
des Wasserstoffatoms sind also eng miteinander
verwandt, beide erkldren die ,zuféllige Entar-
tung und, wie wir gesehen haben, liefern die
supersymmetrischen Transformationsoperato-
ren die Komponenten des LRLP-Operators.






4. Der magnetische LRL-Vektor

Die nichtrelatevistische Bewegung eines ge-
ladenen Teilchens in einer Ebene senkrecht zu
einem gleichférmigen Magnetfeld ist ein weite-
res klassisches Problem, das zwar nicht von ei-
nem Zentralpotential bestimmt wird, aber auch
auf geschlossene, kreisformige Bahnen fiihrt.
Velasco-Martinez et. al. haben in [6] die Er-
haltungsgroften dieses Systems untersucht und
dabei ein Pendant zum LRL-Vektor des Kep-
lerproblems gefunden.

Die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir ein
Teilchen mit Masse m und Ladung ¢ in einem
solchen Feld lautet:

mi = qr X B.

Mit der magnetischen Flussdichte B = Be,
und der Anfangsbedingung (¢ = 0) = 0, findet
die Bewegung bekanntermafsen in der (z,y)-
Ebene senkrecht zu B statt.

Den kanonischen Drehimpuls

-

L=7xyp

(p kanonischer Impuls) erhdlt man z.B. indem
man die Bewegungsgleichung von links mit +
im Kreuzprodukt multipliziert:

m(Fxﬁ>:qFx (?xé)

em (7x7) :q<;v. (v-B)-5. (w))
B
2

dr2

dt
d ) R
<:>E <m <F>< F) + gT’2B) =0.
Damit ist der Drehimpuls
L=mixi+ gr2§

eine Erhaltungsgroke. Er besteht aus dem me-
chanischen Anteil m# x ¥ und dem magneti-
schen Anteil, der vom magnetischen Drehmo-

ment 7 = qrx (f' X E) stammt. Auf diese Wei-
se ist er der Generator von Rotationen um die

z-Achse.

Nimmt man nun das Kreuzprodukt der Bewe-
gungsgleichung mit L von rechts, so erhélt man
eine weitere Erhaltungsgrofse A:

m%xE:g(?xé)xE

@m% (FX E) :q<§- (I_;F) _F.
=0

(ﬂé))

@% (m (?x E) + qBLF)

=A = mi" x l_';—l—qBLf’,

die von Velasco-Martinez et. al. in Analo-
gie zum Keplerproblem als der magnetische
Laplace-Runge-Lenz Vektor bezeichnet wird.
Er liegt, wie sein Namenspate, in der Bewe-
gungsebene (L - A=B A= 0) und die Bahn-
gleichung lésst sich, ohne eine Differentialglei-
chung 16sen zu miissen, mit seiner Hilfe einfach
aus dem Skalarprodukt

7o A =mi- (?x E) v qBLr?  (41)

berechnen. Sie beschreibt einen Kreis um den
Punkt
1 -
o 1 1
“~ 4BL

mit Radius

/A2 —2¢qBL3

e= 4BL

Beweis: (4.1) liefert aufgrund von
mr (FX E) = mdet (FFE)

= (—1)*mdet (Eﬁ?”) - (Fx 72*)
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. 1
F-A=1L%+ EqLBr2 =:rAcos(f)

2A 2L
2 cos(ﬁ)r L2

=0.
qLB qB

Fiir einen Kreis mit Mittelpunkt
. <Tc cos(cpc)>
Cc = .
resin(pe)
und Radius o gilt andererseits:

0? =72 412 — 2rr. cos(p — @.)
&2 — 217 cos(p — @) + 12 — 0% = 0.

Aus dem Vergleich folgt:

—

N A A
Te = —— Te = ——
qBL qBL
2L A? —2¢BL?
2 2 2
= - = — DN R R ——
em ¢ =B ¢ 2B2L2

Obwohl es sich nicht um ein Zentralpo-
tential handelt und keine elliptischen Orbiten
existieren, erlaubt das Problem eines zweidi-
mensionalen Teilchens im konstanten Magnet-
feld die Definition eines Analogons des LRL-
Vektors, der zum Zentrum der kreisférmigen
Bahn zeigt.
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