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1. Einleitung

Konvektion ist als Mechanismus fiir die Ubertragung von Wirme durch den Trans-
port von Teilchen Ursache einer Vielzahl natiirlicher Effekte. Angefangen bei der
Bildung des Erdmagnetfeldes durch den Dynamoeffekt iiber das Nichtdurchfrieren
von Seen im Winter und die Entstehung von Wolken bis hin zur Granulation
an der Sonnenoberflache zeigt sich die Konvektion als zugrundeliegender Prozess
mit massivem Einfluss auf die Natur. Selbstverstédndlich ist auch in technischen
Anwendungen der Einsatz konvektiver Prozesse nicht wegzudenken, so ist die
Platzierung von Heizkorpern unter Fenstern zur Anregung der Luftzirkulation ge-
nau diesen Vorgidngen geschuldet, auch der unerwiinschte Transport von Wéarme
durch Konvektion muss in Anlagen und Geréten stets bedacht werden, was bei-
spielsweise zur Entwicklung doppelt verglaster Fenster zur Unterdriickung konvek-
tiver Warmeverluste fiihrte.

Abbildung 1.1.: Links ein Photo von tiefen konvektiven Sturmwolken, aufgenommen von
der ISS [NASA 2003]. Rechts konvektionsbedingte Granulation an der
Oberflache der Sonne, aufgenommen von SUMER iiber He-Emissionslinien
[SOHO 1996].

Trotz der Fiille der verschiedenen Erscheinungsformen konvektiver Prozesse und
ihrer Bedeutung fiir Natur und Leben sind viele von ihnen noch nicht vollsténdig
verstanden und Gegenstand aktueller wissenschaftlicher Untersuchungen. So wird
allgemein angenommen, dass der Dynamoeffekt fiir das Erdmagnetfeld verantwort-
lich ist, es bleiben jedoch viele Fragen ungeklért [Jones 2000]. Auch die Entstehung
von Wolken, einem wesentlichen Faktor in allen géngigen Klimamodellen, fordert
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weitere intensive Forschung [Weidauer et al. 2010]. Diese Arbeit beschéftigt sich
mit einem Spezialfall gravitationsgetriebener Konvektion, der Rayleigh-Bénard-
Konvektion.

1.1. Rayleigh-Bénard-Konvektion

Bei der Rayleigh-Bénard-Konvektion handelt es sich um einen Spezialfall allgemeiner
Konvektionsprozesse, bei dem eine Fliissigkeit unter dem Einfluss der Gravitation
zwischen zwei horizontalen Platten eingeschlossen, von unten geheizt und von oben
gekiihlt wird. Durch die Aufheizung verringert sich die Dichte der Fliissigkeit an der
unteren Randschicht, wihrend hingegen an der oberen Randschicht durch Kiihlung
eine Vergroflerung der Fluiddichte verursacht wird. Durch den Einfluss der Gravi-
tation wird nun, falls der Temperaturunterschied der beiden Platten einen kri-
tischen Wert iiberschritten hat, schwerere Fliissigkeit aus den oberen Bereichen
nach unten sinken, wéhrend leichtere Fliissigkeit von unten aufsteigt. Die schwere,
kalte Fliissigkeit wird in den unteren Bereichen wiederum aufgewédrmt und dem-
entsprechend leichter. Wird die Temperaturdifferenz der beiden Platten aufrecht-
erhalten, so bilden sich als erste Instabilitdt Konvektionsrollen, in denen Wéarme
durch das System transportiert wird.

Erste Beobachtungen dieses Phdnomens datieren zuriick auf die Wende zum 20.
Jhd., zuerst beschrieben wurde eine vergleichbare Beobachtung von Thomson
[Thomson 1882], der Strukturen in seifigen Fliissigkeiten beobachtete, die auf die
Verdunstungsabkiihlung an deren Oberflachen zuriickzufithren waren. Eine erste
systematische experimentelle Untersuchung leistete Henri Bénard in seiner Dis-
sertation “Les Tourbillons cellulaires dans une nappe liquide” [Bénard 1900], in
der er den Wirmetransport durch diinne Fliissigkeitsschichten an freien Ober-
flichen untersuchte. Eine ausfiihrliche theoretische Beschreibung der Konvekti-
on einer Fliissigkeit, die zwischen zwei horizontalen Platten eingeschlossen ist,
wurde schliefllich von Lord Rayleigh in der Veroffentlichung “On convection
currents in a horizontal layer of fluid, when the higher temperature is on the under
side.” [Rayleigh 1916] geleistet. Beschrieben wird hier insbesondere, wie sich aus
einem, unterhalb einer kritischen Temperaturdifferenz wéirmeleitendem Zustand,
ein konvektiver Zustand entwickelt, dessen grundlegende Strukturen Rollen sind.
Nachzuvollziehen sind Rayleighs Uberlegungen in Anhang A.1.

Das Rayleigh-Bénard-System weist, abhéngig von den gewéhlten Parametern des
Experimentes, eine grofie Anzahl grundsétzlich unterschiedlicher Verhaltenswei-
sen auf, angefangen von der Strukturbildung in diinnen Schichten iiber die Ent-
stehung von pilzartigen Plumes bei viskosen Fluiden bis hin zum stark turbu-
lenten Verhalten bei sehr hohen Temperaturunterschieden. Diese Vielschichtigkeit
hat das Experiment in den folgenden Jahrzehnten stets im Fokus intensiver wis-
senschaftlicher Untersuchungen gehalten. Erwéhnenswert ist hier insbesondere die
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Abbildung 1.2.: Schematische Darstellung des Einsetzen der Konvektion. Bei Erhchung
der Rayleighzahl {iber eine kritische Rayleighzahl entstehen aus einem
wirmeleitenden Zustand Konvektionsrollen. Die schwarzen Pfeile geben
die Richtung der Geschwindigkeiten an.

Arbeit von Edward N. Lorenz zu einem einfachen Klimamodell, dass sich aus den
Rayleigh-Bénard-Gleichungen herleiten ldsst [Lorenz 1963]. Das chaotische Verhal-
ten des Lorenzattraktors, der gemeinhin mit dem Schmetterlingseffekt assoziiert
wird, war ein Hinweis auf die Existenz von Chaos in dissipativen System. Neuere
Experimente befassen sich beispielsweise mit Strukturbildung in Rayleigh-Bénard-
Systemen geringer Hohe (siehe Abbildung 1.3), von grofilem Interesse ist auch
die Formulierung einer statistischen Beschreibung turbulenter Rayleigh-Bénard-
Konvektion [Lilff et al. 2011]. Auf der beiliegenden DVD befinden sich Visualisie-
rungen des in Kapitel 2 vorgestellten numerischen Verfahrens typischer Phinomene
zweidimensionaler Rayleigh-Bénard-Konvektion im Verzeichnis “...\Videos\Kapitel
1\...”. Schwarze Balken entsprechen darin stets heizenden Wénden, wihrend weifle
Balken isolierende Wénden symbolisieren.

1.2. Grundgleichungen

In diesem Abschnitt sollen die grundlegenden Gleichungen der Rayleigh-Bénard-
Konvektion kurz eingefithrt und auf eine Form gebracht werden, die iiber eine mi-
nimale Anzahl von Kontrollparametern verfiigt. Fiir eine ausfiihrliche Herleitung
dieser Grundgleichungen sei dem Leser das Buch “Hydrodynamics and Hydroma-
gnetic Stability” von Chandrasekhar empfohlen [Chandrasekhar 1961]. Vollstandig
beschrieben wird das Rayleigh-Bénard-System durch die Kenntnis des Geschwin-
digkeitsfeldes u (x,t), des Druckes p (x,t) und der Temperatur 7' (x, t) sowie deren
Rand- und Anfangsbedingungen. Geht man von einem inkompressiblen Newton-
schen Fluid aus, so werden Druck und Geschwindigkeit durch die Navier-Stokes-
Gleichungen und die Inkompressibilitdtsbedingung bestimmt.
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Abbildung 1.3.: Oberflichenaufnahme der Konvektion. Dunkle Bereiche entsprechen war-
mer, aufsteigender Fliissigkeit, helle Bereiche kalter, absteigender. Durch-
gefithrt im Laboratory of Atomic and Solid State Physics, Cornell Univer-
sity, Ithaca, New York [Plapp et al. 1998].

Hierzu sei Qy = [0,d,] x [0: d.] ein quadratisches Gebiet wie Abbildung 1.2 mit
periodischen Randbedingungen fiir alle Felder in horizontaler Richtung. Die Ge-
schwindigkeit soll no-slip Randbedingungen an den Wénden bei z = 0 und z = d,
annehmen. Die Inkompressibilitéit fordert:

V-u=0 (1.1)

Die Navier-Stokes-Gleichungen fiir die Geschwindigkeit unter Beriicksichtigung ex-
terner Kréfte f (x,¢) lauten dann:

p%u (x,t) +p(u(x,t)- V)u(x,t) = =Vp(x,t) + nAu(x,t) + pf (x,t) (1.2)
ulpo, =0 (1.3)

Weiterhin lasst sich die kinematische Viskositédt v als Quotient aus der Viskositét
1 und der Dichte p der Fliissigkeit einfiihren, die Kraft f ist eine Volumenkraft, die
aufgrund der Gravitation und der Ausdehnung und damit abnehmenden Dichte der
Fliissigkeit wirkt. Geht man von einer linearen Anderung der Dichte p des Fluids
in Abhéngigkeit von der Temperatur aus, so lasst sich der Kraftterm schreiben als

pE(x,1) = —po [l —a (T = To)| ge, . (14)
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wenn Ty eine beliebige Referenztemperatur, py der Druck des Fluids bei dieser
Temperatur, a der Warmeausdehnungskoeffizient und ¢ die Erdbeschleunigung ist.
Das Temperaturfeld T" wird durch die Wéarmetransportgleichung bestimmt, zum
Transport tragen Konvektion und Diffusion bei:

2T(X, t)+ (u(x,t)- V)T (x,t) = kAT (x,T) (1.5)

ot °
T (z,0,t) =T, (1.6)
T (x,d,,t) =T, (1.7)

Der Koeffizient k ist die thermische Diffusivitit des Fluids. Problematisch sind
diese Gleichungen insofern, dass die Gréflen v, k, o und insbesondere der Druck
von der Temperatur abhéngen, was eine geschlossene Beschreibung des Rayleigh-
Bénard-Systems stark erschwert. Handhabbar wird diese Problematik, wenn man
zur Oberbeck-Boussinesq-Approximation iibergeht, die im kommenden Abschnitt
behandelt wird.

1.2.1. Oberbeck-Boussinesq-Approximation

Wie oben besprochen, handelt es sich bei den Parametern in den Rayleigh-Bénard-
Gleichungen nicht um Konstanten, sondern um temperaturabhéngige Variablen.
Zunutze machen kann man sich jedoch, dass die Variationen Parameter v, x und «
bei nicht allzu grofien Temperaturunterschieden sehr klein sind und vernachléssigt
werden kénnen (Bei einem Temperaturunterschied der Gréfenordnung 10°K lie-
gen die Variationen von « beispielsweise im Bereich 1072 bis 10~* [Chandrasekhar
1961].). Ausgenommen von dieser Vereinfachung wird lediglich der Kraftterm, der
Beitrag der Variation des Druckes in diesem Term lésst sich gegeniiber der Tempe-
raturdifferenz nicht vernachléssigen. Vor allen anderen Termen kann der Druck als
konstant angenommen werden, dort gilt p &~ py. Die Rayleigh-Bénard-Gleichung
lauten demnach in Oberbeck-Boussinesq-Approximation:

V-u=0 (1.8)

%T (x,t) + (u(x,t) - V)T (x,t) = kAT (1.9)

pO%u (x,t) + po (u(x,t) - V)u(x,t) =
—Vp (x,t) +nAu(x,t) — po [1 = a (T — Tp)] ge, (1.10)

Weiter vereinfachen lassen sich diese Gleichungen, wenn man Schwankungsprofile
um ein linear warmeleitendes Profil einfiihrt, das sich im stationdren bewegungslo-
sen Fall entwickelt. Dieser tritt unterhalb der kritischen Rayleighzahl auf, die Ge-
schwindigkeit verschwindet, die Temperatur ldsst sich dann direkt iiber die
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Wairmeleitungsgleichung, der Druck iiber die Navier-Stokes-Gleichungen bestim-
men:

u=0 (1.11)
KAT =0 (1.12)
—0.p—po(1—a(T—Tpy)g=0 (1.13)

Sowohl Druck als auch Temperatur sind nur noch von der Héhe 2z abhéngig, die
Losung fiir die Temperatur ist ein lineares Profil

T(z) = T(0) + diz T(d,) - T(0)] |, (1.14)

der Druck hingt somit quadratisch von der Hohe ab. Fiihrt man nun die Abwei-
chungen P und 6 der Felder von diesen Profilen ein

p(x,1) = P(x,1) + pol2) (1.15)
T(x,t)=0(x,t)+T(z) |, (1.16)

so lassen sich die Rayleigh-Bénard-Gleichungen mit 8 = (T'(d,) — T(0))/d, weiter
vereinfachen:

V-u=0 (1.17)

%u (x,t) + (u(x,t) - V)u(x,t) = =VP (x,t) + vAu (x,t) + ab (x,t) e, (1.18)

%0 (x,t) + (u(x,t) - V)0 (x,t) = kAO (x,t) — fu, (x,t) (1.19)
Die Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit bleiben unbeeinflusst, die Tempera-
turschwankung 6 erfiillt Nullrandwerte in vertikaler Richtung. Durch die Einfiithrung

entdimensionalisierter Koordinaten

(1.20)

" (1.21)

und zweier Kontrollparameter, der Prandtlzahl und der Rayleighzahl, lassen sich die
Rayleigh-Bénard-Gleichungen in einer kompakten Form schreiben. Die Prandtlzahl
gibt das Verhéltnis von kinematischer Viskositdt und thermischer Diffusivitéit an:
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v
Pr=— 1.22

Fiir Wasser hat die Prandtlzahl den Wert 0,7, in geophysikalischen Anwendungen
wird haufig mit Pr — oo gerechnet. Der zweite Kontrollparameter, die Rayleigh-
zahl, stellt ein Maf} fiir die Heizung und den Einfluss der Geometrie dar:

VK

Ra (1.23)

Mithilfe dieser Kontrollparameter lauten die entdimensionalisierten Rayleigh-Bénard-
Gleichungen:

V-u=0 (1.24)
1

o= (% + (u(x,t) - v)) u(x,t) = =VP(x,t) + Au(x,t) + Rab (x,t)e, (1.25)

(% + (u(x,t) - V)) 0 (x,t) = Af (x,1t) + u, (x,1) (1.26)

1.2.2. Dimensionslose Kennzahlen

Um das Verhalten des Rayleigh-Bénard-Systems moglichst einfach zu charakteri-
sieren, bietet es sich an, dimensionslose Kennzahlen einzufiihren, die die wesentli-
chen Effekte der Stromung quantifizieren. Von Interesse sind insbesondere der Grad
der Turbulenz des Systems und die Wéarme, die von der unteren Seite zur oberen
transportiert wird. Ein Maf fiir den Grad der Turbulenz stellt die Reynoldszahl
dar, die das Verhéltnis von advektivem und diffusivem Beitrag zur Geschwindigkeit
vergleicht. Fiihrt man eine charakteristische Geschwindigkeit U und eine charakte-
ristische Lénge L ein, ldsst sich die Reynoldszahl Re aus einer Dimensionsanalyse
bestimmen [Pope 2001].

wu UL
= =L == 1.2
Re vAu v v (1.27)

Die charakteristische Geschwindigkeit U wird iiblicherweise {iber die Standardab-
weichung der Geschwindigkeit bestimmt, die Lange L lédsst sich mit der Hohe des
Systems identifizieren.

oy =1/ 5 (u?) (1.28)
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Von groflerem Interesse als der Grad der Turbulenz ist jedoch die Warme, die durch
das System transportiert wird. Ein Maf} hierfiir ist die dimensionslose Nusseltzahl,
die das Verhiltnis von konvektivem zu kunduktivem Wérmetransport angibt. Aus
der Warmeleitungsgleichung ergibt sich fiir eine Schicht A konstanter Hohe z ein
Ausdruck fiir die Nusseltzahl [Schumacher 2009]:

(w.T) 5, — KO (T) 4,

Nu(z) = ’ T ’ (1.29)

d

Durch Integration iiber die Hohe des Systems lésst sich hieraus eine globaler For-
mulierung fiir den Warmetransport ermitteln.

I d 1
Nu = EZ/O Nu(z)dz =1+ AT (u:T)yy =1+ o (u:T)y, (1.30)

Diese beiden Groflen bieten die Moglichkeit, wesentliche Aspekte des Verhaltens
des Rayleigh-Bénard-Systems knapp zu quantifizieren. Auf das Skalierungsverhal-
ten der Nusseltzahl beziiglich der Kontrollparameter wird in Kapitel 4 ndher ein-
gegangen.

1.3. Aufbau der Arbeit

Nachdem in diesem einleitenden Kapitel der Arbeit die grundlegenden physikali-
schen Aspekte und Gleichungen der Rayleigh-Bénard-Konvektion dargestellt wur-
den, werden in den folgenden Kapiteln die Ergebnisse prasentiert. Hierbei soll der
Fokus auf zweidimensionaler Rayleigh-Bénard-Konvektion liegen.

Kapitel 2 prisentiert das im Rahmen dieser Arbeit verwendete numerische Ver-
fahren. Ausgehend von bekannten Pseudospektralmethoden fiir die Navier-Stokes-
Gleichungen soll hier dargestellt werden, wie sich Volumenpenalisierungsmethoden
zur Implementation von Randbedingungen auf das Rayleigh-Bénard-System ver-
allgemeinern lassen. Da die technische Implementierung und deren Validierung des
Simulationsprogrammes einen groflen Anteil der Bearbeitungszeit dieser Arbeit in
Anspruch genommen hat, soll das Vorgehen in diesem Kapitel dementsprechend
ausfiihrlich beschrieben werden.

In Kapitel 3 wird eine alternative Beschreibung der Rayleigh-Bénard-Konvektion
dargestellt, die auf der Einfiihrung sogenannter “lagrangescher Koordinaten” be-
ruht. Hierbei stehen nicht die iiblichen eulerschen Feldgréfien im Mittelpunkt der
Betrachtung, sondern das Verhalten physikalischer Gréflen entlang von Trajektori-
en von Tracern, die sich im Stromungsfeld bewegen.



1.3 Aufbau der Arbeit

Im 4. Kapitel wird das Skalierungsverhalten des Warmetransportes in Abhéngigkeit
der Kontrollparameter untersucht. Das Hauptaugenmerk liegt hierbei auf der
Abhéngigkeit des Warmetransportes von dem Seitenverhéltnis einer Box mit iso-
lierenden Winden. AbschlieSend wird kurz und nur phanomenologisch der Einfluss
von Objekten in der Fliissigkeit besprochen.






2. Volumenpenalisierung

2.1. Einfithrung

Komplexe Randgeometrien und Hindernisse stellen eine grofie Herausforderung
an numerische Verfahren fiir hydrodynamische Systeme dar. Herkommliche Algo-
rithmen zur Losung der Navier-Stokes-Gleichungen auf aufwendigeren Geometrien
mit Randbedingungen basieren im Wesentlichen auf speziell angepassten Finite-
Elemente- oder Finite-Volumen-Methoden. Die 1984 von Arquis und Caltagirone
[Arquis und Caltagirone 1984] vorgeschlagene Volumenpenalisierung liefert eine al-
ternative Herangehensweise fiir die Navier-Stokes-Gleichungen. Statt der direkten
Implementation der Randbedingen wird die zugrundeliegende Differentialgleichung
modifiziert, um die Randbedingungen implizit zu behandeln. Hierzu wird das zu
simulierende Gebiet ¢ in ein weiteres Gebiet €2 eingebettet, sodass Qy N Q = ()
und QU = €2, wobei {2 ein Gebiet mit einer einfach zu simulierender Geometrie
darstellt. Hierzu siehe auch Abbildung 2.1.

P Q

Q

S

Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung der Gebietseinbettung. Das zu simulierende Ge-
biet 2y mit komplexer Geometrie wird durch Einbettung in ein Gebiet €,
in ein numerisch einfach handhabbares Gebiet € rechteckiger Geometrie
iiberfiihrt.

11



2 Volumenpenalisierung

In dem Gebiet (g wird nun ein poroses Medium durch Hinzufiigen eines Rampen-
termes in der Differenzialgleichung simuliert, sodass die Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen in €2, exponentiell gedampft wird. Auf dem Rand 0§25 von 2, nimmt
die Losung im Grenzfall verschwindender Pordsitdt von {2y no-slip Randbedingun-
gen an. Der Beweis fiir diese Konvergenz wurde von Angot [Angot et al. 1999]
gefithrt. Da die Rédnder nun komplett durch die Differentialgleichung beschrieben
werden, ldsst sich hiervon ausgehend ein effizientes Pseudospektralverfahren an-
wenden, in dem die Geometrie iiber den Rampenterm realisiert wird. Dies wurde
insbesondere von Kai Schneider, [Schneider 2005], Clercx [Clercx und Bruneau 2006]
und anderen [Keetels et al. 2007, Keetels et al. 2008] untersucht.

In diesem Kapitel soll diese Methode nun von den Navier-Stokes-Gleichungen auf
das Rayleigh-Bénard-System erweitert und auf Anwendbarkeit iiberpriift werden.
Um eine bessere Nachvollziehbarkeit der Methode zu gewéhrleisten, wird eine
ausfithrliche Herleitung ausgehend von bekannten Methoden vollzogen. Aus den
Grundlagen der Abschnitte 2.2.1, 2.3.1, 2.4.1 und 2.5 wird gezeigt, wie sich die
Volumenpenalisierungsmethode auf das Rayleigh-Bénard-System iibertragen lasst.
Abschnitt 2.6 befasst sich mit der Herleitung der Implementation isolierender Sei-
tenwénde, wiahrend in Abschnitt 2.7 das Verfahren tiberpriift wird. Der Quellcode
des Simulationsprogrammes findet sich auf der beiliegenden DVD im Verzeichnis

“...\Quellcode\RaBe\...”.

2.2. Mathematische Grundlagen

2.2.1. Raume und Normen

Die korrekte Herleitung der Volumenpenalisierung bedarf der Erkldrung einiger
mathematischer Normen und Formalismen, was an dieser Stelle nach [Alt 2006]
und [Ohlberger 2008b] geschehen soll. Hierzu sei im gesamten Abschnitt 2 C R¢
ein Gebiet, also eine offene, nichtleere und zusammenhéngende Teilmenge eines
topologischen Raumes und x € €.

Zur Fehlerabschitzung des Verfahrens miissen geeignete Normen verwendet werden,
wobei die géngigsten, die LP-Norm und die H™P-Norm, hier kurz eingefiihrt werden
sollen.

Definition 2.2.1 (LP-Riume) Sei f eine Lebesque-messbare Funktion. LP(€)) mit
p € [1,00) bezeichnet dann den Raum der Lebesgue-messbaren Funktionen f, fiir
die fP Lebesque-integrierbar ist. Mit der dazugehdrigen Norm

sy mp)’l’ (21)

ist LP(Q2) ein Banachraum.
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2.2 Mathematische Grundlagen

Insbesondere ist L? ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt:

(/s 9) 20 / fgdx (2.2)
Die L*°-Norm ist als wesentliches Supremum zu verstehen:

1l 2= esssupl (23

Um Abschéitzungen iiber die Ableitung einer Funktion zu erhalten, die unter
Umstanden nicht klassisch differenzierbar ist, eignet sich die H™P-Norm. Hierzu
muss zunéchst eine schwache Ableitung definiert werden, die den Begriff der klas-
sischen Ableitung auf nichtstetige Funktionen erweitert. Hierzu seien C§°(2) die
unendlich oft auf Q differenzierbaren Funktionen C'*°(€2) mit kompaktem Tréger
und L}, .(Q) die auf Q lokal integrierbaren Funktionen. Dann lésst sich eine schwa-

loc

che Ableitung wie folgt einfiihren:

Definition 2.2.2 (Schwache Ableitung) Sei a = (o, ...,aq) € N ein Multiin-
dex. Dann heift v, € L}, () schwache Ableitung D*f von f € L, .(Q), wenn fir

alle o € CF°(2) gilt:
D% = (=) [ v, 2.4
| 0o =0 [ g (24)

So behalten die iiblichen Ableitungsregeln wie Ketten- und Produktregel auch fiir
die schwache Ableitung ihre Giiltigkeit und es lassen sich Sobolev-Réaume wie folgt
definieren:

Definition 2.2.3 (Sobolev-Riume) Seien m € N und p € [1,00) sowie f €
L} (Q). Zudem existieren alle schwachen Ableitungen D®f von f mit || < m.
Dann st die Sobolevnorm von f fiir 1 < p < oo definiert durch

1
P

1 lama@ = | D 1D fllf0e) (2.5)
la|<m
und fiir p = oo durch
[ f [ zmoe () = ‘gllgﬁHDo‘fHLoo(ﬂ) (2.6)

Sobolevrdume H™P(QQ) ergeben sich dann iber diese Norm zu:

H™(Q) = {f € Li(Q)] [/l mman(a) < 00} (2.7)

13



2 Volumenpenalisierung

Fiir gewéhnlich wird H™(Q) statt H™?*(Q) geschrieben, die Sobolev-Halbnorm
beriicksichtigt nur die Ableitungen hochster Ordnung:

’f|HmvP(Q) = Z ||Daf’|ip(w) (2.8)

laj=m

Die partielle Integration gilt weiterhin auf Sobolev-Réumen, mit f € H'(2) und
v € HY(Q,RY) ergibt sich:

/ Vi) v(x)dx = — / div(v(x)) - f(x)dx+ [ f(x)-v(x)-nds (2.9)
v Q 00

Mit diesen Normen erhélt man das wichtigste Handwerkzeug, um die Penalisati-
onsmethode herzuleiten und deren Fehler abzuschétzen.

2.2.2. Schnelle Fouriertransformation

Eine gingige Methode zur numerischen Losung partieller Differentialgleichungen
bieten Spektralverfahren, die durch Transformation der Gleichungen auf neue Basis-
funktionen Ableitungsoperatoren in einfache Multiplikationen {iberfiithren. Ist diese
Transformation vollzogen, lassen sich die Gleichungen mit bekannten Methoden fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen l6sen, statt auf speziell auf partielle Differenti-
algleichungen angepasste und aufwendige Methoden zuriickgreifen zu miissen. Hier
soll lediglich die Fouriertransformation [Werner 2005] behandelt und auf die Diskus-
sion der Verwendung alternativer Basisfunktionen wie den Chebyshev-Polynomen
[Bronstein et al. 2001] verzichtet werden.

Definition 2.2.4 (Fouriertransformation) Die Fouriertransformation f(k) :=
F(f(x)) einer Funktion f:R™ — R, mit f(x) € L'(R") ist definiert als:

- 1 .
k) = _ x)e k) 2.10
f(k) 2n)? Rnf( ) (2.10)

Sofern f € LY(R™), emistiert die Umkehrtransformation und es gilt:

1 - .
X) = _ k)ei kX 2.11
f(x) ) Rnf( ) (2.11)

Im Fourierraum lassen sich Ortsableitungen durch Multiplikationen darstellen:

F(D*f(x)) = ik F(f(x)) (2.12)
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2.2 Mathematische Grundlagen

Insbesondere gilt also:

F (%f(x)) = ik F(f() (2.13)
F(AF(X) = —RF(f(x) (2.14)

Diese Regeln gelten jedoch nur fiir lineare Operation, Multiplikationen im Orts-
raum vereinfachen sich im Fourierraum nicht, sondern werden zu numerisch teuren
Faltungen, was spéter die Einfiihrung eines pseudospektralen Verfahrens erzwingt,
bei dem die nichtlinearen Terme weiter im Ortstraum behandelt werden.

F(f-9)=F(f)*F(9) (2.15)

Mit periodischen Randbedingungen zerféllt das Fourierintegral in eine Reihe, da
lediglich diskrete Wellenzahlen ausgewé&hlt werden. Ist die zu transformierende
Funktion zudem nur an endlich vielen Stellen bekannt, muss man zur endlichen
diskreten Fouriertransformation iibergehen.

Definition 2.2.5 (Diskrete Fouriertransformation) Sei f, = f(x) € C
eine Folge komplexer Funktionswerte einer Funktion f auf einem Gitter xy mit
N Stiitzstellen. Dann ldsst sich fi als

=z

fo = f ki (2.16)

%\H
g

J

darstellen, wenn fiir die Fourierkoeffizienten f), gilt:

N-1

r 1 2mi g,

fr=—=Y_ fie*H (2.17)
VN &

Durch die Verwendung von endlich vielen Fouriermoden lassen sich Funktionen
approximieren, die Konvergenzrate der Fourierprojektion (Sy f)(x) einer Funktion
f mit N Stiitzstellen ist abhéngig von der Regularitdt der Funktion; ist f € CP,
konvergiert die Projektion gleichméBig, und es gilt [Stromberg 1981]:

|f(z) = (Snf)(2)] < eN"Plog N (2.18)

Dies fithrt fiir nichtstetige Funktionen zu den bekannten Gibbs-Oszillationen.
Alle wichtigen Eigenschaften der kontinuierlichen Fouriertransformation iibertragen
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2 Volumenpenalisierung

sich auf die diskrete Variante, insbesondere vereinfachen sich Ableitungen wie in
Gleichung (2.12). Diese Berechnungsformel fiir die Koeffizienten der diskreten Fou-
riertransformation ist numerisch jedoch unhandlich. Fiir jeden der N Koeffizienten
sind O(N) Rechenoperationen notwendig, der numerische Aufwand einer Transfor-
mation wire also selbst beim Ausnutzen von Symmetrieeigenschaften von Fourier-
transformierten reeller Funktionen der GréSenordnung O(N?). Abhilfe verschafft
die schnelle Fouriertransformation, die 1965 von Cooley und Turkey entwickelt
wurde und den numerischen Aufwand durch einen divide-and-conquer Algorith-
mus, bei dem das gesamte Problem in mehrere kleine Probleme zerlegt wird, auf
O(N log, N) Operationen reduziert [Cooley und Tukey 1965]. Um zu verdeutlichen,
wie entscheidend fiir die Geschwindigkeit und somit Anwendbarkeit eines numeri-
schen Verfahrens diese Verbesserung ist, soll hier eine kurze Abschitzung dargestellt
werden. Geht man von einem zweidimensionalen Problem mit {iblichen Grofien
zwischen 2562 und 20482 Gitterpunkten aus, so lisst sich fiir die GroSenordnung
der bendtigten Operationen nach Tabelle 2.1 leicht erkennen, dass der numerische
Mehraufwand fiir ein O(N?)-Verfahren so grof§ ist, dass diese in der Praxis nicht
anwendbar sind.

N O(N?) | O(Nlog, N)
2562 | 4,3-10° 1,0-10°
5122 | 6,9-10% | 4,7-10°
1024% | 1,1-102 | 2,1-107
20482 | 1,8-10'3 9,2-107

Tabelle 2.1.: Vergleich des numerischen Aufwandes der Fouriertransformationen

Ist nun die Anzahl der Gitterpunkte N eine Potenz 2™ einer kleinen ganzen Zahl
z, lasst sich der Aufwand der Fouriertransformation mittels des Cooley-Tukey-
Verfahrens auf O(N log, N) Additionen und Multiplikationen reduzieren. Diese
Voraussetzung stellt keine grofie Einschriankung dar, da die numerischen Gitter-
grofen in der Regel in gewissem Rahmen frei gewdhlt werden kénnen. Theoretisch
am effektivsten ist zwar die Wahl z = 3 [Cooley und Tukey 1965], aufgrund der
bindren Natur von Computern bietet sich aber die Wahl z = 2 an, fiir die hier das
Verfahren erldutert werden soll. Sei hierzu f, ein Fourierkoeffizient nach Gleichung
(2.17). Zur Berechnung dieses Koeffizienten zerlegt man die Summe zunéchst in
gerade und ungerade Anteile:
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2.2 Mathematische Grundlagen

1 N/2—-1 . N/2—-1 _
Jr=—% Z Jajem X CVF 4 Z fajere” R IR (2.19)
VN j=0 J=0
1 N/2—1 N/2—-1
27 s’ _ 27 g
= D S N e TR N e VA (2.20)
\/N §=0 \j=0 .

Es sind folglich zwei Fouriertransformationen der Lénge N/2 zu berechnen, eine
Transformation F} fiir die geraden Indizes und eine Transformation F} fur die un-
geraden. Fiir N/2 < k < N entsprechen die Koeffizienten aufgrund der Periodizitét
der Fouriertransformation denen fiir 0 < k& < N/2, die Einheitswurzel, der soge-
nannte Twiddlefaktor e~ %% vor der ungeraden Transformation &dndert lediglich
sein Vorzeichen [Gentleman und Sande 1966]:

o [ F e W Ry fiir k < N/2
e =19 o 2mi 1 N/ . (2.21)
Fl_yp+te nENPpe o fir NJ2<k<N

Nun werden die Transformationen der Linge N/2 weiter zerlegt, die gerade Trans-
formation F{ in eine gerade-gerade Transformation FY und eine gerade-ungerade
F?" der Lingen N/4. Das Vorgehen fiir die ungerade Transformation erfolgt ana-
log [Danielson und Lanczos 1942]. Setzt man diese Zerlegung nun sukzessive fort,
bendétigt man log N Zerlegungen, um auf N Fouriertransformationen der Léange eins
zu kommen. Diese stellen nach Gleichung (2.17) lediglich Identitétsoperationen dar.
Fiir jedes n € 0, ..., N — 1 gibt es nun eine Kombination (...) von log, N g’s und u’s,
sodass

B =t (2.22)

ein Element des Eingabevektors f ist. Sortiert man die Elemente von f geeignet in
einer bit-reversed Ordnung an, so kénnen benachbarte Paare von Fouriertransfor-
mationen der Lénge eins zunéchst mit dem Twiddlefaktor zu Transformationen der
Lange zwei zusammengesetzt werden. Die resultierenden Nachbarn lassen sich wie-
der zu Transformationen doppelter Léanger kombinieren, bis letztendlich die volle
Transformation entsteht [Press et al. 2007]. Verwendet man die Ergebnisse der Sub-
transformationen weiter, miissen fiir eine volle Fouriertransformation log, /N-mal
O(N) Operationen durchgefiihrt werden, es resultiert ein O(N log, N)-Algorithmus.
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2 Volumenpenalisierung

In dem in dieser Arbeit entwickelten Code wird zur Berechnung der Fouriertrans-
formationen die “Fastest Fourier Transformation of the West” (FFTW) verwendet,
eine Open Source Bibliothek, die die Transformation auf die jeweilig verwende-
ten Prozessoren optimiert und Parallelrechnen ermdoglicht. Nach eigenen Angaben
gehort sie zu den schnellsten Transformationen der Welt und stellt sicher, dass
fiir beliebige GittergroBen der O(N log, N)-Aufwand erhalten bleibt [Frigo und
Johnson 1997].

2.3. Die Penalisierungsmethode

2.3.1. Penalisierung der Navier-Stokes-Gleichungen

Wie in Abschnitt 2.1 geschildert, werden im Volumenpenalisierungsverfahren no-
slip Randbedingungen fiir die Navier-Stokes-Gleichungen durch Einbetten des
Fliissigkeitsgebietes 2 in ein Gebiet €2, eines pordsen Materials realisiert. In pordsen
Medien gilt Darcys Gesetz:

Vp=——u (2.23)
v

Hier bezeichnet K die spezifische Permeabilitdat des Mediums und p die dynamische
Viskositét. In einem porésen Medium ist die Geschwindigkeit also proportional zum
Druckgradienten [Darcy 1856, Nield und Bejan 2006]. Sei nun u die Losung der
Navier-Stokes-Gleichungen

0 1

pra +u-Vu=-Vp+ gAuf (2.24)
V-u=0 (2.25)
ulpn, =0 (2.26)

auf 2y mit no-slip Randbedingungen auf 0€;. Hierbei ist p (x,t) der Druck und
die Reynoldszahl Re gibt das Verhéltnis von Trigheitskriften zu viskosen Kréften
an und ist ein MaB fiir den Grad der Turbulenz. Aufgrund der Inkompressibilitét
verschwindet die Normalenableitung der Geschwindigkeit auf dem Rand:

ou

o =0 (2.27)

Um nun eine Einbettung wie in Abschnitt 2.1 zu konstruieren, definiert man sich
zunéchst eine Maskenfunktion y wie folgt:

18



2.3 Die Penalisierungsmethode

1 fir xe€Q,

X (x) = { (2.28)

0 sonst

Sei nun Q = Qf U Q, das Simulationsgebiet und unterscheidet man zwischen (2
und €, iiber die Maskenfunktion y, dann ist die grundsétzliche Idee der Volumen-
penalisierung, die Navier-Stokes-Gleichungen in dem pordsen Gebiet 2; durch ein
Darcy-dhnlichen Zusatzterm so zu modifizieren, dass die Dynamik in €2, weiterhin
durch die Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben wird und durch Gleichung (2.23)
die korrekten Randbedingungen erzwungen werden [Schneider 2005].

1

0
—un—l—un-Vu,,—i—Vp—Re

1
g Au, + Exun =f (2.29)

Der zusétzliche Term %Xu77 beschreibt das Gebiet €2, pordsen Materials (siehe Ab-
bildung 2.1). Im Grenzfall vernachléssigbarer Porositiat n — 0 ist zu zeigen, dass die
Losung nach Gleichung (2.23) in Q, verschwindet und no-slip Randwerte auf 0Q;
annimmt. Ist u die Losung der unmodifizierten Navier-Stokes-Gleichungen (2.24)
auf €, 0 deren L2-Fortsetzung auf Q,

i(x) = (2.30)

u fir xey
0 fir x e

und u,, die Losung der penalisierten Gleichung (2.29) auf 2, so muss fiir die An-
wendbarkeit des Verfahrens fiir alle Zeiten gelten:

B [ = 0y 5 ) = 0 (2.31)

Insbesondere ist die Konvergenzrate der Methode von Interesse, also ein Ausdruck
der Form

o — u7]|L2(07t;Q) < g(t)n* (2.32)

mit einer Funktion g € C°(R) und mdglichst grofem a. Der Beweis hierfiir wur-
de von Angot gefithrt und soll hier nur kurz skizziert werden [Angot et al. 1999].
Hierzu geht man von der schwachen Formulierung der penalisierten Navier-Stokes-
Gleichungen aus. Dazu sei ¢ € HJ(2) mit divp = 0 eine sonst beliebige Test-
funktion mit kompaktem Trédger. Dann erhalt man aus Gleichung (2.29) durch
Multiplikation mit ¢ und partieller Integration die schwache Formulierung der
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2 Volumenpenalisierung

Navier-Stokes-Gleichungen. Diese Darstellungsweise stellt geringere Regularitéits-
anforderungen an die Funktionen (u € H' statt u € C?*(2)) und bietet direkte
Moglichkeiten, Randbedingungen durch spezielle Wahlen der Testfunktionen einzu-
binden. Zudem sollte erwéhnt sein, dass jede Losung der Navier-Stokes-Gleichungen
auch immer eine schwache Losung der schwachen Navier-Stokes-Gleichungen ist.

1 1
(Opay, @) + R_/ Vu, - Vodz + / u, - Vu,pdr + — / xu,pdr = / feodx
€Ja Q nJa Q
(2.33)
u,(0,)=0  (2.34)

Setzt man hier ¢ = u,, und geht zu den Normen iiber (|| - ||-1 bezeichnet die Norm
im Dualraum zu H'()), so erhilt man zuniichst:

d 1 2 1
FmOF + g lPw P+ [ xutxde < gllfIE (239

Hieraus lédsst sich mit einigem technischen mathematischen Aufwand zeigen, dass
die Folge (u,), fiir n — 0 gegen eine Funktion u konvergiert, fir die gilt:

ulo, =0 (2.36)
und ulq, die eindeutige schwache Lésung der nicht penalisierten schwachen Navier-

Stokes-Gleichungen

1
@)+ 50 [

Qf

Vu- Vedr + / u - Vupdzr = fodx (2.37)

Qf Qf

u,(0,:) =0 (2.38)

auf {1y mit no-slip Randbedingungen auf 0€1; ist. Um den Fehler abschéitzen zu
kénnen, nimmt man an, dass sich die Losung u, von Gleichung (2.33) darstellen
lasst als u, = u+ nu,. Setzt man dies in Gleichung (2.33) ein und setzt zugleich
¢ = 1, so ergibt sich nach wiederum einigen technischen Rechnungen:

3
|u77 - ulLQ(O,t;Q) < g(t)774 (239)

Die penalisierte Gleichung konvergiert also mit 7% gegen die Losung des ur-

spriinglichen Problems (2.24). Theoretisch liele sich die Konvergenz verbessern,
wenn man statt der hier vorgestellten L2-Penalisierung eine H!-Penalisierung
einfithren wiirde, die zusétzlich die linearen Ableitungsterme maskiert. Im besten
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Fall ergibt sich hier eine Konvergenzrate von n', in der Praxis liefert diese Methode
aber schlechtere Ergebnisse als die L2-Penalisierung [Angot et al. 1999]. Durch diese
Methode lassen sich aufwendigere Randgeometrien und Hindernisse durch die Wahl
der Maskenfunktion y ohne Anderung des Verfahrens realisieren, die Geometrie
wird intuitiv direkt in die Gleichungen modelliert. Dies stellt einen grofien Vorteil
gegeniiber diversen iiblichen Verfahren zur Losung der Navier-Stokes-Gleichungen
dar, bei denen die Implementation komplexer Geometrien durchaus problematisch
sein kann.

2.3.2. Penalisierung der Rayleigh-Bénard-Gleichungen

Ausgehend von den Erkenntnissen aus Abschnitt 2.3.1 soll nun eine dquivalente
Methode fiir das Rayleigh-Bénard-System entwickelt werden. Die Navier-Stokes-
Gleichungen lassen sich analog zu Abschnitt 2.3.1 modifizieren, bei der Wéarme-
transportgleichung sind einige weitere Anderungen notwendig [Gurevich 2009].
Zunachst soll die einfachst mogliche Geometrie des zweidimensionalen Rayleigh-
Bénard-Systems betrachtet werden: Auf dem Gebiet 2y = [0,1] x [0,1] sollen
periodische Randbedingungen fiir Temperatur und Geschwindigkeit in horizontaler
x-Richtung und no-slip Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit an den horizon-
talen Wanden gelten. Zudem soll die Temperatur der unteren Wand T(-,0) den
Wert T, annehmen und die der oberen Wand T(+,1) den héheren Wert T,,.

L

Abbildung 2.2.: Klassische Rayleigh-Bénard-Geometrie. Eine Fliissigkeit in dem Gebiet 2y
wird von unten durch eine Platte der Temperatur T, geheizt und oben
von einer parallelen Platte der Temperatur T, gekiihlt. Die horizontale
Ausdehnung des Systems ist unendlich groff und wird durch die Annahme
periodischer Randbedingungen simuliert.

Wie schon in Kapitel 1 dargestellt, iibertragen sich die Randbedingungen fiir die
Temperatur in Nullrandwerte fiir die Abweichung vom linearen Profil 6. Die Rayleigh-
Bénard-Gleichungen fiir den Fall periodischer Rénder lauten also im entdimensio-
nalisierten Fall:
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V-u

0 (2.40)
0

1
— = . =_VP A1
r (82& + (u V)) u VP + Au + Rafe, (2.41)

9]
(§+(u~V)>9:A9+u-ez

(2.42)

ulpn, =0 (2.43)

Bloa, =0 (2.44)
u(t,z+1,z) =u(t,z,z2) (2.45)
O(t,x+1,2)=0(t,x,z2) (2.46)

Die periodischen Randbedingungen in x-Richtung werden spéter durch das pseu-
dospektrale Verfahren automatisch erfiillt, die horizontalen Wéande miissen iiber
die Penalisierungsmethode realisiert werden. Die Navier-Stokes-Gleichungen fiir die
Geschwindigkeit lassen sich analog zu Abschnitt 2.3.1 behandeln, wenn man die
Maskenfunktion y wie in Abbildung 2.3.2 wihlt.

Abbildung 2.3.: In Q wird x zu Null gewéhlt (Weif), in Q zu eins (Schwarz). Aufgrund
der periodischen Randbedingungen in horizontaler Richtung ergibt sich
obige Wahl von y.

Der Kopplungsterm mit der Geschwindigkeit wurde in Abschnitt 2.3.1 indirekt
iiber den Kraftterm f behandelt und bedarf deshalb keiner weiterer Modifikatio-
nen. Um die Randbedingungen fiir die Warmetransportgleichung zu erfiillen, muss
diese ebenfalls im Sinne der Volumenpenalisierung modifiziert werden. Die zentrale
Idee ist nun, dass sich diese Modifikation erreichen lésst, wenn man in dem pordsen
Gebiet €25 einen zusétzlichen Term zur Warmetransportgleichung hinzufiigt, der
analog zu Gleichung (2.23) eine exponentielle Dampfung verursacht. Da die Tem-
peraturabweichung 6 gerade so gewéahlt wurde, dass diese auf den Wanden ver-
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schwindet, lasst sich eine der Navier-Stokes-Penalisierung gleichartige Modifikation
der Warmetransportgleichung etablieren, die im Grenzfall n — 0 Nullrandwerte fiir
0 auf den Winden erzeugt. Dies bedeutet, dass nach Kapitel 1 genau die korrekten
Randbedingungen fiir die Temperatur erfiillt werden: 7(0) = 75, und T'(1) = T,.
Schreibt man nun die Gleichungen fiir die Variablen u,, 8, und P, der penalisierten
Gleichungen, ergibt sich folgendes System:

1 [0 1
ﬁ <a + (un : V)) u, = _an + Aun + Raenez - EX * Uy (2'47)
0 1
(a + (un . V)) 677 = Aen + u, - €z — EX ! 97) (248)

Problematisch ist insbesondere der Druckterm V P, der zu einer Nichtlokalitéit der
Gleichung fiihrt. Bildet man die Rotation der Navier-Stokes-Gleichungen, erhélt
man unter Annahme der Divergenzfreiheit fiir den Kraftterm eine Poissongleichung
fiir den Druck [Argyris et al. 2010].

Zauz (x,t) Quj(x,t)
Oz, 0x;

(2.49)

Diese lésst sich mithilfe der Greensfunktion G fiir die Geometrie losen, die geo-
metrieabhéngig bestimmt werden muss. Die dann resultierende Gleichung fiir den
Druck lautet dann:

B , Ou;(x',t) Ouj(x', 1)
P(x,t) = /G(x —x) o’ o (2.50)

/[/7-]

Im zweidimensionalen, unendlich ausgedehntem Fall ohne Réander lésst sich G direkt
angeben

/ ]‘ /

Gx—x') = o Injx —x'| (2.51)
die Bestimmung im allgemeinen Fall widerspricht jedoch der Grundidee der Pena-
lisationsmethode, Geometrien ohne grofien Aufwand direkt in die Gleichungen zu
modellieren. Der Druckterm bedingt zudem die Nichtlokalitat der Navier-Stokes-
Gleichungen. Um diesen an einem Punkt zu kennen, bedarf es der Integration
iiber den gesamten Raum. Es bietet sich nun an, zur Wirbeltransportgleichung
iiberzugehen. Hierzu wird eine neue Grofle, die Vortizitdt w, eingefiihrt, die sich
aus der Rotation der Geschwindigkeit ergibt. Dies fithrt nicht zu einer lokalen
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Gleichung, reduziert aber im zweidimensionalen Fall die Anzahl der zu losenden
Gleichungen auf zwei, da die Vortizitédt in diesem Fall nur iiber eine Komponente
verfiigt, wie man sich leicht anhand Gleichung (2.52) klar machen kann.

w=Vxu (2.52)

Dies ist eine wohldefinierte Grofle, da sich aus w aufgrund der Inkompressibilitét
des Geschwindigkeitsfeldes, V -u = 0, analog dem Biot-Savartschen Gesetz aus der
Magnetostatik [Nolting 2004], ebendieses unter Kenntnis von Rand- und Anfangs-
bedingungen berechnen lésst. Es gilt die Poissongleichung:

Au= -V xw (2.53)

Der Ubergang erfolgt, indem man von den Navier-Stokes-Gleichungen die Rotation
bildet und einige fundamentale Vektorrechenregeln anwendet:

% (% + (u, - V)) w, = w, - Vu, + Aw, + RaV x e, — %V X (x-u,) (2.54)
Der Druckterm verschwindet als reines Gradientenfeld bei der Rotationsbildung,
die Nichtlokalitdt geht aber nur scheinbar verloren, sondern bleibt im Geschwin-
digkeitsfeld u erhalten. Die beiden Formulierungen sind vollig dquivalent, im Zwei-
dimensionalen lasst sich die Gleichung noch weiter vereinfachen. Beriicksichtigt
man, dass w bei einer Stromung in der (z, z)-Ebene aufgrund der Beziehung (2.52)
lediglich eine Komponente in y-Richtung aufweist und diese im Wirbelstreckungs-
term w,, - Vu,, nur als Produkt mit der verschwindenden y-Ableitung der Geschwin-
digkeit auftaucht, wird der Wirbelstreckungsterm identisch Null. Insbesondere ist
die Wirbeltransportgleichung in zwei Dimensionen im Gegensatz zur zweikompo-
nentigen Gleichung fiir die Geschwindigkeit lediglich eine einkomponentige Glei-
chung und somit einfacher zu handhaben.

Beriicksichtigt man dies und vereinfacht die Gleichung noch etwas, ergeben sich
folgende penalisierte Gleichungen in entdimensionalisierter Form

10 1 1 0
0 1
a@,] = — (un : V) 077 + AQU + u, - -€e; — EX : 977 (256)
beziehungsweise
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0 1 0

5" = V x (un X Wy — ;X : un> +vAw, + ag%en (2.57)
0 1

aé’n = —(u, V)b, + kA, + Pu, -e, — X 0, (2.58)

in dimensionsbehafteter Form. Die Geschwindigkeit ist keine unabhéngige Grofle,
sondern ldsst sich im Fourierraum aus der Vortizitédt nach Gleichung (2.53) durch
Bilden der Rotation auf beiden Seiten berechnen:

e
= Zk# (2.59)

2.3.3. Pseudospektralverfahren

Ausgehend von Gleichungen (2.57) lasst sich nun prinzipiell ein beliebiges geeig-
netes numerisches Verfahren entwickeln, das das Rayleigh-Bénard-System lost. Ein
spektrales Verfahren basierend auf Fouriertransformationen bietet den Vorteil der
Geschwindigkeit gegeniiber finiten Elemente- und finiten Volumen-Methoden und
der besseren Skalierungseigenschaften gegeniiber den Chebyshev-Polynomen. In
Kauf zu nehmen ist lediglich die Festlegung auf ein dquidistantes Gitter, was zu
einer schlechteren Auflésung der Grenzschichten fiithrt, im spéter diskutierten Fall
von isolierenden Winden aber nicht zu sehr ins Gewicht fiillt. Die Aquidistanz kann
sogar vorteilhaft sein, da diese in einer einfachereren Interpolation von Feldern
und schnelleren Transformationen resultiert. In diesem Abschnitt sollen Grofien
mit Tilde stets Groflen im Fourierraum darstellen, F die Fourierhin- und F~! die
Fourierriicktransformation. Die Grundidee des Verfahrens ist es, die partiellen Dif-
ferentialgleichungen in den Fourierraum zu transformieren, damit nach Gleichung
(2.13) die Ortsableitungen verschwinden und man eine gewohnliche Differentialglei-
chung in der Zeit erhélt, die sich {iber verhéaltnisméflig einfache Zeitschrittverfahren
in der Zeit entwickeln lassen. Das Resultat im Ortsraum lasst sich dann durch ei-
ne Fourierriicktransformation gewinnen. Der fiir die Geschwindigkeit des Verfahrens
limitierende Faktor sind die Transformationen, die jedoch nach 2.2.2 mit O(N log N)
skalieren und deshalb keine grole Anforderung an die Grofle des Gitters stellen. Da
durch eine Fourierprojektion einer reellen Funktion f : R — R auf einem Intervall
der Lange T eine T-periodische Funktion auf R reproduziert, werden periodische
Randbedingungen in horizontaler Richtung automatisch erfiillt.

Zunichst miissen die Gleichungen also in den Fourierraum transformiert werden

um die Ortsableitungen zu behandeln, die Diffusions- und Kopplungsterme lassen
sich direkt vereinfachen:
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2 Volumenpenalisierung

%(.Jn =ik X F |u, X w, — %X . un} — y/{:z(bn + i/{:xagén (2.60)
0 -~ 9 = . 1
a@n =-F [(un : V) 67]] + —k Iien + ﬂuz - F EX : 677 (26].)

Problematisch sind die noch nicht berechneten Fouriertransformation der nicht-
linearen Terme, da die Multiplikationen im Ortsraum nach Abschnitt 2.2.2 zu Fal-
tungen im Fourierraum werden. Allgemein ist eine Faltung zweier diskreter Funk-
tionen f und g definiert als [Meyer und Mildenberger 2002]:

(f*g)n Zf gln—m] nefo,.,N—-1} (2.62)

Fiir die Auswertung dieses Ausdrucks sind fiir jeden der N Stiitzpunkte einer
Funktion N Operationen durchzufiihren, die gesamte Faltung ist also eine O(N?)-
Operation. Wiirde man das Spektralverfahren wie in Gleichung (2.60) imple-
mentieren, ginge der Vorteil der schnellen Fouriertransformation, die O(N log NV)-
Geschwindigkeit, verloren und die Faltungen stellten den Flaschenhals der Simulati-
on dar. Die Behandlung dieses Problems fiihrt zu den Pseudospektralverfahren,
bei denen die nichtlinearen Terme nicht im Fourierraum gelost werden, sondern vor
der Berechnung in den Ortsraum zuriicktransformiert werden. Die Multiplikation
kann dort in O(N) Operationen gelost werden, das Resultat wird wieder in den
Fourierraum transformiert. Es wird also statt der Faltungen

Flf-gl=1F*3 (2.63)

folgender, numerisch giinstigerer Ausdruck berechnet.

Fif-g=F[F"[f]- 709 (2.64)

Wendet man dies auf die spektralen Gleichungen (2.60) an, so erhélt man die Glei-
chungen in pseudospektraler Darstellung.

1 ]
%a)n =i F | F T ) % F ] -y [ﬁ,]]] +iagk x (0ye,) — vk,
) (2.65)
_ - _ 1 _ _
%en — ik x F|F ) < F e, || - F [ﬁxfl [enH + Biiye, — k20,
(2.66)
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2.4 Zeitdiskretisierung

Dies sind die grundlegenden Gleichungen, um Rayleigh-Bénard-Konvektion auf ei-
ner Geometrie nach Abbildung 2.3.2 zu simulieren. Es lassen sich mit der Wahl
von y auch komplexere Geometrien berechnen, jedoch muss hier bedacht werden,
dass in den Gebieten (2, die Fluktuationen 6 auf Null geddmpft werden, was kei-
nesfalls gleichbedeutend mit einem verschwindenden Warmefluss durch die Wénde
ist. Etwaige Hindernisse stellen also keine wérmeisolierenden Objekte dar, sondern
heizende Wande, die auf einem linearen Temperaturprofil gehalten werden. Es ist
durchaus denkbar, dass sich ein solches Experiment durchfiihren lasst, in der Rea-
litdt werden Seitenwéinde aber in der Regel aus wirmeisolierenden Materialien wie
MACOR [Bodenschatz et al. 1991] oder Plexiglas [Nikolaenko und Ahlers 2003, Ya-
manaka et al. 1998] gebaut. Diese Problematik soll in Abschnitt 2.6 behandelt wer-
den.

2.4. Zeitdiskretisierung

2.4.1. Runge-Kutta-Verfahren

In Abschnitt 2.3.3 wurde das Rayleigh-Bénard-System in ein gewohnliches Anfangs-
wertproblem tiberfiihrt, welches sich mit bekannten Methoden 16sen lidsst [Ohlberger
2008a]. Die allgemeine Struktur eines solchen Anfangswertproblemes ist

y () =1(y(t),1) (2.67)
y (to) =yo . (2.68)

mit dem Feld y (¢) und einem in der Regel nichtlinearen Operator f (y (t),¢). In
dem hier vorliegenden Fall der nicht expliziten Zeitabhéngigkeit der rechten Seite
vereinfacht sich das Anfangswertproblem zu einem autonomen System:

y(t)=£f(y(®) (2.69)
y (0) =y (2.70)

Erfiillt f gewisse Regularitdtsbedingungen (Lipschitzstetigkeit), so existiert eine
eindeutige Losung des Anfangswertproblems, die mithilfe eines numerischen Ver-
fahrens approximiert werden kann [Stoer und Bulirsch 2005]. Um das Anfangs-
wertproblem (2.69) auf einem Zeitintervall I C [to,t] zu losen, zerlegt man dieses
Intervall zunéchst in ein diskretes Gitter I, = {tg,--- ,t,} mit den Schrittweiten
hj: tj41 = t; + h;. Bei einer dquidistanten Unterteilung sind alle h; identisch. Die
einfachste Moglichkeit, ein solches Problem auf einem diskreten Gitter numerisch zu
l16sen, bieten die sogenannten Einschrittverfahren. Hierbei wird aus den Informatio-
nen aus dem aktuellen Zeitschritt ¢; der néchste Funktionswert y (¢;11) berechnet.
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2 Volumenpenalisierung

Alle vorherigen Zeitschritte spielen keine Rolle fiir diese Berechnung, sie miissen
also auch insbesondere nicht zur weiteren Verwendung gespeichert werden. In ei-
nem Einschrittverfahren wird nun also eine Verfahrensfunktion ¢ (¢,y, h) definiert,
sodass:

Y (tit1) =y (&) + by (¢4, 95, hy) (2.71)

Im einfachsten Fall wéhlt man ¢ (¢;,y;,h;) = f(y;(¢;)) und erhdlt das Euler-
verfahren. Im Bild nach Gleichung (2.69) entspricht dies dem Approximieren der
Ableitung der Funktion durch eine Gerade auf dem Intervall [¢;,¢;41]. Integriert
man die Gleichung (2.69) auf dem Intervall [t;,¢;.1] aus

Y (tj1) = ¥ () + / Try@ya (2.72)

i
so entspriche das Eulerverfahren der Approximation des Integrals durch ein Recht-
eck:

tjt1
[ty ) (273)
tj
Eine Verbesserung gegeniiber dem Eulerverfahren, das erster Ordnung in der Zeit
ist, bieten die Runge-Kutta-Verfahren m-ter Stufe, die hier fiir dquidistante Gitter
vorgestellt werden sollen.

Definition 2.4.1 Sei ¢ (t,y,h) die Verfahrensfunktion des FEinschrittverfahrens.
Dann heifit dieses Verfahren explizites Runge-Kutta- Verfahren m-ter Stufe, wenn
fiir die Verfahrensfunktion gilt:

Y(thrl) = Y(tj) + hy (tj7}’j>h) (2'74)
o (t,y, h) = nyk (t,y,h) (2.75)

Zm: v =1 (2.76)
=1

kQ (ta Yy, h) =f (t + 042h7 Yy (t> + ﬁQ,lkl (ta Y, h)) (278)
ke (t,y, 1) = £ (t + amh,y (8) + mz Bk (t,, h)) (2.79)
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2.4 Zeitdiskretisierung

Die Rayleigh-Bénard-Gleichung in Formulierung nach Gleichung (2.65) sind auto-
nom, héngen also nicht explizit von der Zeit ab. Von daher soll diese Abhéngigkeit
im Weiteren vernachléssigt werden. Die «; und [, lassen sich mittels Taylor-
entwicklungen aus Konsistenziiberlegungen berechnen und werden iiblicherweise
in Butcher-Tableaus niedergeschrieben.

(03] 0

6%) ﬁ2,1

A ﬁm,l e ﬁm,mfl 0
71 e Tm—1 Tm

Tabelle 2.2.: Allgemeines Butcher-Tableau

Im Allgemeinen héngt die Konvergenzordnung des Verfahrens von der gewihlten
Stufe ab, m = 4 ist jedoch die héchstmogliche Stufe, die gleichzeitig der Konver-
genzordnung entspricht [Ohlberger 2008a]. Aus diesem Grund wird in dieser Ar-
beit ein vierstufiges Runge-Kutta-Verfahren zur Zeitintegration des Anfangswert-
problemes gewahlt, da dieses einen ausgewogenen Kompromiss aus Konvergenzrate
und numerischem Aufwand bietet. Das Butcher-Tableau des klassischen Runge-
Kutta-Verfahrens vierter Ordnung, welches iiber eine Konvergenzrate von O(h?)
verfiigt, ist in Tabelle 2.3 dargestellt.

=N I= O

ol O O~ O
Wi O N
Wl =

1
6

Tabelle 2.3.: Klassisches Runge-Kutta-Verfahren

Die Berechnung fiir ein autonomes System ausgehend vom Zeitpunkt ¢; ergibt sich
aus Definition 2.4.1 und Tabelle 2.3 wie folgt:
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2 Volumenpenalisierung

k= £y (1)) (2.80)

ko =f (y (t;) + gk1> (2.81)
( h

1 1 1 1

Dieses Verfahren approximiert das Integral in Gleichung (2.72) durch die Simpsons-
Regel. Zunédchst wird der Ausdruck an der Stelle ¢; ausgewertet, zweimal mit den
vorherigen Ergebnissen an die Stelle ¢, 1 extrapohert und ein weiteres Mal auf ¢,,.
Aus diesen Zwischenergebnissen erd dann der Funktionswert am neuen Zeitpunkt
tj+1 berechnet (Siehe Abbilding 2.4).

2~
y(t)

()1 y(t) Y

AN

5

~ 1

| | |

t e t

Abbildung 2.4.: Klassisches Runge Kutta Verfahren. Blau dargestellt ist das Zeitverhalten
einer beliebigen Funktion y(¢). Zur numerischen Berechnung dieser zu ei-
nem Zeitpunkt t; bekannten Funktion wird zunéchst vom Punkt 1 auf die
Zeit tj4 /o mit der Ableitung f(y(t;)) extrapoliert. Mit dem jeweils vor-
hergehenden Ergebnis werden an den Punkten 2,3 und 4 Abschéitzungen
fiir die Ableitungen zu den Zeiten ¢/, und t;,1 berechnet und der nu-
merische Zeitschritt y(¢;11) (5) aus allen vorherigen Ergebnissen ermittelt.
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2.4 Zeitdiskretisierung

Fiir die penalisierten zweidimensionalen Rayleigh-Bénard-Gleichungen ist nach Glei-
chung (2.65):

y(t) = ( 2’: > (2.85)
ik x F | FL ) x F o @] = by PG|+ iagk x (Ge,) - vk,
—Fl(u,- V)0, + —k20, + i, — F [%x : en}

(2.86)

Mit diesen Gleichungen lésst sich das Rayleigh-Bénard-System unter Beriicksichtigung
von Gleichung (2.59) in der Zeit integrieren.

2.4.2. Aliasing

In numerischen Simulationen sind Funktionen im Ortsraum nur an diskreten Punk-
ten bekannt, was in einem zu Instabilitdten fithrenden Effekt resultieren kann, der
unter dem Namen Aliasing bekannt ist. Durch die nichtlinearen Terme kénnen im
Fourierraum Wellenzahlen erzeugt werden, deren Frequenzen iiber der numerischen
Auflésung liegen (siche Abbildung 2.5). Durch die aufgrund der Diskretisierung
des Ortsraumes beschréankten maximal auflésbaren Wellenzahl werden Fourierkom-
ponenten iiberhalb dieser maximalen Wellenzahl wieder auf Fourierkomponenten
niedrigerer Wellenzahl additiv projiziert. Dadurch wird in der Regel Energie von
numerisch nicht aufgelosten Bereich physikalisch unbegriindet in niedrige Wellen-
zahlbereich transferiert, was zu einer Destabilisierung der Simulation fithren kann.
Unproblematisch sind die linearen Terme in Gleichung (2.65), da diese aufgrund der
Linearitét der Fouriertransformation keine nicht aufgelosten Wellenzahlen anregen
konnen. Lediglich die quadratischen Nichtlinearitéten in Gleichung (2.65) fiihren
zu Aliasing-Effekten.

Dies macht man sich anhand eines einfachen Beispiels klar. Seien dazu I € [0, 27]
ein Intervall und fi(z),fo(z) : I — R an N Stellen auf I bekannte Funktionen.
Dann ist nach Gleichung (2.16)

filz) = Z L(jr)e ™ (2.87)

fo(z) = 2(ja2) e (2.88)

und es wird ersichtlich, dass lineare Operationen auf f; und f; den Wellenzahlen-
bereich nicht vergréfiern. Dies schliet Ableitungen ein, da nach Gleichung (2.13)
gilt:
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2 Volumenpenalisierung

Abbildung 2.5.: Typisches Aliasing Problem. Wird eine Funktion an den rot markierten
Stellen ausgewertet, so ist die héchste aufnehmbare Frequenz diejenige der
Funktion f;. Die in blau gezeichnete Funktion fy doppelter Frequenz kann
nicht aufgelost werden, da sie iiber mehr Nulldurchgénge als vorhandene
Gitterpunkte verfiigt. In einer endlichen diskreten Fouriertransformation
wiirde diese Funktion auf die Fouriertransformierte von f; projiziert wer-
den. Zeichnung analog zu [Wilczek 2007].

N
8 2 N A i1z
ooh@) =D infil)e” (2.89)
h=—%
(2.90)
Multipliziert man nun jedoch die beiden Funktionen
%
fi(z) - falz) = Fi(n) fa(Ga)e’otae (2.91)
Jrje=—%

so wird der resultierende Wellenzahlenbereich von —%, % auf [— N, N| vergrofiert.
Fourierkomponenten in dem Intervall [—N, N] \ [[—%, %]] werden jedoch von der
Numerik nicht aufgelost und fithren zu Aliasing-Effekten.
Verhindern l&sst sich dieses, wenn sogenanntes Dealiasing eingesetzt wird. Hierbei
wird ein Fourierfilter verwendet, der Fourierkomponenten, die durch Multiplikatio-
nen in nicht aufgeloste Bereiche verschoben werden, auf Null setzt. Die eingéingigste
und am einfachsten zu implementierende Variante eines solchen Filters ist Ors-
zags 2/3-Regel. Bei diesem scharfen Filter werden séamtliche Fourierkomponenten,
bei deren Multiplikation es prinzipiell zu Aliasing-Effekten kommen koénnte, auf

Null gesetzt [Orszag 1971]. Nach Abbildung 2.6 sind dies gerade die Komponenten,
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2.4 Zeitdiskretisierung

\

Abbildung 2.6.: Orszags 2/3 Regel. Durch die quadratische Nichtlinearitit kénnen
Aliasing-Effekte entstehen. Die Multiplikation im Ortstraum fiihrt zu ei-
ner Addition der Winkel im Fourierraum, die resultierende Wellenzahlen
in moglicherweise nicht aufgeloste Bereiche verschiebt. Setzt man alle Fou-
rierkomponenten mit |k| > %kmaw auf Null, wird der Aliasing-Effekt ver-
hindert. Zeichnung analog zu [Wilczek 2007].

deren k-Wert mindestens 2/3 des maximal aufgelosten Wertes ky,q, betrégt. Die
Vorschrift, um eine Funktion f(k) auf einem zweidimensionalen Gitter nach Ors-
zags 2/3-Regel zu dealiasen, lautet also:

[T () () <
=0 (2’@2)2+(§%>221

Orszags 2/3-Regel verhindert jedweden Aliasing-Effekt, reduziert jedoch die

verfiigbare numerische Auflésung betréchtlich. Schon in zwei Dimensionen werden
nur noch (%)2 = % aller Komponenten nicht auf Null gesetzt. Effektiv wird also

iiber die Hélfte aller Fourierkomponenten, die in der Simulation berechnet werden,
ignoriert. In zwei Dimensionen ist dieser Kompromiss noch akzeptabel, bei hoherer

(2.92)
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Dimensionalitdt wird das Dealiasing hingegen ein nicht zu vernachléssigendes Pro-
blem fiir die effektive Auflosung. Beizukommen ist diesem, wenn man statt der
scharfen 2/3-Regel glatte Fourierfilter einsetzt, die die verfiigbare Auflosung im
Austausch fiir nicht perfektes Filtern vergrofern. Hierzu wird in der Regel eine
Exponentialfunktion ™" mit hohem Exponenten n anstelle der §-Funktion der
2/3-Regel verwendet. Dieser Filter verhindert Aliasing-Effekte nicht vollstdndig, es
kann aber zumindestens fiir die Burgers-Gleichung gezeigt werden, dass der Fehler
der Losung des numerischen Verfahrens kleiner als derjenige ist, der bei Verwendung
der 2/3-Regel entsteht [Hou und Li 2007].

2.4.3. Anforderungen an den Zeitschritt

Aliasingeffekte stellen in einer numerischen Simulation nicht die einzige Quelle von
Instabilitédt dar. Von grofler Bedeutung sind hier die Wahl der Orts-und Zeitauflésung,
die hier diskutiert werden sollen. Dazu sei im ganzen Abschnitt ein quadratisches
Grundgebiet Q der Abmessung [0,27] x [0, 27] mit einer Auflésung von N? Git-
terpunkten angenommen. Der Zeitschritt sei h, die kiirzeste aufgeloste Lange Ax
ist dann QW” Der Zeitschritt wird durch das sogenannte Courant-Friedrichs-Lewy-
Kriterium (CFL-Kriterium) [Courant et al. 1928] limitiert, das die maximale auf-
tretende physikalische Informationsgeschwindigkeit mit der maximal moglichen nu-
merischen Informationsgeschwindigkeit in Zusammenhang setzt. Die Beschrankung
an den Zeitschritt entsteht aus der Tatsache, dass sich eine physikalische Infor-
mation innerhalb eines Zeitschrittes nicht weiter als einen Gitterpunkt bewegen
sollte. Die im Rayleigh-Bénard-System auftretenden physikalischen Geschwindig-
keiten u sollten also nicht grofler sein als die grofite “numerische Geschwindigkeit”
%, um die Stabilitét des Verfahrens zu gewihrleisten. Uberschreitet die physika-
lische Geschwindigkeit die numerisch mogliche, werden Informationen “zu weit”
in der Zeit transportiert und das resultierende numerische Ergebnis wird im All-
gemeinen nicht mehr den physikalischem Resultat entsprechen [Wilczek 2007]. Im
Rayleigh-Bénard-System tragen im Wesentlichen zwei Prozesse zum Transport von
Informationen bei, zum einen der advektive Transport von Geschwindigkeit und
Temperatur, zum anderen die Diffusion. Soll keine Information pro Zeitschritt wei-
ter als einen Gitterpunkt advektiert werden, so muss fiir den Zeitschritt beschrankt

durch die Advektion h,g4, gelten:

hadv < Axumax (293)
Wobei
Umax 1= MAaX {‘U/m|Loo(Q)7 |uy‘Loo(Q)} (2.94)

Das CFL-Kriterium fiir die Advektion lautet also
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2.4 Zeitdiskretisierung

(2.95)

wobei A € R, A < 1. Der benétigte advektive Zeitschritt verhélt sich also um-
gekehrt proportional zur Anzahl der Gitterpunkte. Problematischer beziiglich der
Ortsauflosung ist hingegen die Anforderung an den diffusive Zeitschritt, die so-
wohl fiir Geschwindigkeit als auch Temperatur durch die Diffusionsterme +vAu
und +xA0 der rechten Seite von Gleichung (2.65) hervorgerufen wird. Nimmt man
gewohnliche Diffusion an:

(%) =4dvt | (2.96)

bei der das zweite Moment linear mit der Zeit ansteigt, lassen sich die Uberlegung
des advektiven CFL-Kriteriums direkt tibertragen und man erhélt (durch Analogie
ebenfalls fiir die Temperatur):

2

m
haigu = A 2.
P (2.7
2
hairg = /\_/sz (2.98)

Diese Bedingung ist stéirker, was die Abhéngigkeit von der Ortsauflésung angeht,
jedoch unabhingig von den auftretenden Geschwindigkeiten. Dieses Kriterium ist
also fiir geringe Rayleigh-Zahlen und hohe Auflésungen dominant, wenn die auftre-
tenden Geschwindigkeiten klein sind.

Da die umgekehrt quadratische Abhéngigkeit von der Auflésung dennoch problema-
tisch sein kann, bietet es sich an, die diffusiven Terme mittels einer integrierender-
Faktor Methode explizit zu behandeln [Gurevich 2009]. Hierzu zerlegt man die
Gleichungen (2.65) in diffusive und nicht-diffusive Anteile:

%an = 0, (@,,0,) — Vi@, (2.99)
9= 0y (0,0,) — w, (2.100)

Hierbei gilt fiir die nicht-diffusiven Anteile 2 und ©:

_ r 1 _
Qy (@ 0,) = ik x F | F iy x F @] = - F! [1177]] +iagk x (fe, )

! (2.101)
O, (@, 0) = ik x F | F 7, x F |y, ]| - F [%X]-"l [énH + Biye,
' (2.102)
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Die diffusiven Terme lassen sich nun explizit behandeln, in dem man zu neuen
Variablen iibergeht:

@y = et (2.103)
0, = 0,e"*"" (2.104)

Setzt man dieses in die Zeitableitung in Gleichung (2.99) ein und nutzt die Ketten-
regel aus, so erhélt man zunéchst:

%d)ne_”k% - V/{:ze_”k%d)n =Q, <(:J77, 9~77> —vk*®, (2.105)
%éne_”th - /ik2e_“k2tén = 0, (‘;’m én) - nk29~n (2.106)

Die diffusiven Terme kiirzen sich nach Riickeinsetzen weg und es verbleibt:

%‘;’n =, (cb,,e’”kzt, éne’”k2t> eVht (2.107)
%én = 0, (@ fe ) e (2.108)

Ausgehend von diesen Gleichungen lésst sich nun ein nicht mehr autonomes klas-
sisches Runge-Kutta-Verfahren konstruieren, das keine Zeitschrittabhéangigkeit ge-
geniiber der Diffusion aufweist. Aufgrund der Aquivalenz der beiden Gleichungen
soll dies hier nur fiir die Vortizitat formuliert werden, die Vorschrift fiir die Tem-
peraturabweichung ergibt sich durch Austauschen von €2 durch © und von v durch
r. Der Ubersichtlichkeit halber werden 7-Indizes und Tilden weggelassen.
Zunéchst formuliert man das klassische Runge-Kutta Verfahren aus Gleichung (2.80)
fiir die Gleichung

w=0(w) |, (2.109)

ausgehend vom Zeitpunkt ¢, mit der Schrittweite h. Um Speicherplatz zu sparen,
fasst man zudem die letzten beiden Schritte zusammen und erhélt fiir die extrapo-
lierten Vortizitdten an den Stellen ¢,,,1/5 und 2,:

wa=w(t,) + gQ (w(tn)) (2.110)
wp :w(tn)+gQ(wA) (2.111)
we =w(t,) + hQ(wpg) (2.112)
W(tpi1) = —%w(tn) + %wA + ng + éwc + %Q (we) (2.113)
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Zusammen mit Gleichung (2.107) ergibt sich das neue Zeitschrittverfahren nach
Multiplikation mit e %t :

h
wy = (w(tn) + §Q (w(tn))) e s (2.114)
—vk2h h
wp =w(t,)e "2 4 §Q (wa) (2.115)
we = w(ty)e ™ " + hQ (wp) e vk (2.116)
1 e b e 2 a1 h
w(tnt1) = —gw(tn)e + qwae” " ® + qwse + qwo + EQ (we) (2.117)

Dieses Zeitschrittverfahren weist nun keine Stabilitdtsabhangigkeit gegeniiber der
Diffusion auf, ohne dabei einen nennenswerten numerischen Mehraufwand im Ver-
gleich zum gewohnlichen klassischen Runge-Kutta Verfahren zu erfordern. Neben
der advektiven Bedienung an den Zeitschritt fithrt jedoch auch die Penalisation zu
einer weiteren Anforderung. Aufgrund der Explizitdt des Runge-Kutta-Verfahrens
gilt ein CFL-Kriterium fiir die Rampenabhéngigkeit. Durch den Rampenterm wird
die resultierende Differentialgleich steif, die lineare Stabilitéit des Verfahrens fordert
[Kolomenskiy und Schneider 2009]:

hy = An (2.118)

Wobei wiederum A < 1. Diese Bedingungen lassen sich zu einem adaptiven Zeit-
schrittverfahren kombinieren, in jedem Zeitschritt muss gewéhrleistet werden, dass:

2
h < )\min{ mjyax,n} (2.119)

2.4.4. Anforderungen an die Auflésung

Neben der Stabilitdt ist es wiinschenswert, dass in einer Simulation moglichst alle
auftretenden physikalisch bedeutsamen Effekte erfasst werden. Insbesondere sollten
in einer direkten numerischen Simulation auch die kleinsten physikalisch relevan-
ten Skalen aufgelost werden, die in klassischer Turbulenz im Wesentlichen durch
die Energiedissipationsrate bestimmt werden. Ist das numerische Gitter deutlich
grofler als die kleinsten physikalischen Skalen, ist davon auszugehen, dass wesentli-
che Groflen wie der Warmetransport durch die Simulation nicht mehr korrekt dar-
gestellt werden, da diese auch durch kleine Strukturen mafigeblich beeinflusst wer-
den. Die in turbulenten Stromungen auftretenden kleinsten mittleren Langenskalen
entsprechen der kolmogorovschen Dissipationslange 7, [Pope 2001].
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3/4

(0"

Nk = (2.120)

Die mittlere Energiedissipationsrate (e) ldsst sich direkt aus der Numerik bestim-
men, es gilt mit einsteinscher Summenkonvention:

(e(x,1)) = % < (gz] + ZZJ) > = g (w?) (2.121)

Diese Abschéitzung basiert auf homogener, isotroper Turbulenz, ldsst sich also nicht
ohne weiteres direkt auf Rayleigh-Bénard-Konvektion anwenden, da aufgrund der
Winde und Randschichten eine ausgepréigte z-Anisotropie vorliegt. In horizontaler
Richtung verhilt sich die Stromung jedoch isotrop, sodass es naheliegt, eine z-
abhéngige Energiedissipationsrate zu berechnen und aus dieser die kolmogorovschen
Dissipationsldnge 7 (z) zu bestimmen [Bailon-Cuba et al. 2010].

L3/4
ng(z) = ——— 2.122
SR 2122
Entsprechend gilt fiir die Dissipationsldnge beztiglich der Temperatur:
13/
Nrr(2) = ———= 2.123
KT( ) <€T(z)>1/4 ( )

Auf einem dquidistanten Gitter mit dem Gitterabstand Az muss dieser so gewéhlt
werden, dass das Grotzbach-Kriterium [Grotzbach 1983] erfiillt ist, nach dem der
grofte aufzulosende Wellenvektor k.. = =, grofer als die inversen Kolmogorov-

schen Dissipationslangen WLK und m;T sein muss. Demnach gilt fiir die benétigte

Auflésung, wenn €,,4; und € nq, je das Maximum der z-Abhéngigen Dissipations-
raten darstellen:

€max

5\ 1/4
W(” ) fiir Pr > 1

€T, max

5\ 1/4
7T(V ) fir Pr <1

Az < (2.124)

Dieses Kriterium wird im Wesentlichen durch Prozesse in den Randschichten
dominiert, wie leicht aus Abbildung 2.8 ersichtlich wird. Die Prozesse im Bulk
stellen keine grofle Anforderung an die Auflosung, sie werden erst bei sehr hohen
Rayleighzahlen beim Aufbrechen der Randschichten bedeutsam.
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Abbildung 2.7.: Dargestellt ist das hohenabhéngige Grotzbach-Kriterium fiir Simulation

mit Nx=Ny=1024, Pr = 1 und Ra = 107. Sowohl der Bulk als auch die
Randschichten sind hinreichend gut aufgelost.

2.5. Implementation von lagrangeschen Teilchen

Die bisherige numerische Behandlung des Rayleigh-Bénard-Systems erfolgte aus-
schliefllich im eulerschen Bild, in dem die Feldgrofien w (x,y,t) und 0 (z,y,t) zu
allen Zeiten an allen Gitterpunkten berechnet werden. Um auf die lagrangesche
Darstellung in Kapitel 3 zu kommen, miissen passive Tracer berechnet werden, die
sich in dem Geschwindigkeitsfeld des Rayleigh-Bénard-Systems in der Zeit fort-
bewegen. Jeder dieser Tracer folgt einem Weg X(¢), der vollstandig durch die An-
fangsposition Xg := X(0) := y und das eulersche Geschwindigkeitsfeld u(x,y,t)
bestimmt ist Die Trajektorie gehorcht dann dem Bewegungsgesetz:

%X(t) = u[X(t), 1] (2.125)
Die passiven Tracer bewegen sich also im eulerschen Feld und spiiren zu jeder Zeit
lediglich die Geschwindigkeit am Ort des Tracers. Das eulersche Geschwindigkeits-
feld wird wiederum durch die Rayleigh-Bénard-Gleichungen (2.57) bestimmt und
erfahrt keine Wechselwirkung durch die Tracer. Durch die Berechnung geniigend
vieler Tracer verschiedener Startpositionen lasst sich dann aus dem eulerschen Bild
die lagrangesche Darstellung gewinnen, indem die lagrangesche Abbildung berech-
net wird.

Die numerische Herausforderung ist es nun, aufbauend auf eine eulersche Beschrei-
bung, die Tracerpfade X(¢) zu bestimmen. Wie in Abbildung 2.9 dargestellt, ist die
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Abbildung 2.8.: Unteraufgeléste Simulation mit den Parametern Nx=Ny=128, Pr = 1 und
Ra = 2%108. Die Gitterweite ist hinreichend klein im Bulk, jedoch deutlich
zu grofl, um die Randschichten geniigend fein aufzulésen. Ein mittleres
Grotzbach-Kriterium nach Gleichung (2.120) wiirde filschlicherweise eine
hinreichende Auflsung fiir das gesamte Simulationsgebiet ergeben.

Problematik, dass das eulersche Geschwindigkeitsfeld u(z,y,t) entlang des Weges
X(t) iiberhaupt nicht bekannt ist; die Auflosung des Gitters ist in der Regel auf-
grund von Bedingung (2.124) nicht so hoch, dass erwartet werden kann, dass sich
ein Teilchen lediglich auf Gitterpunkten bewegen kann. Es muss also anhand der
vorhandenen Informationen des Geschwindigkeitsfeldes eine Geschwindigkeit fiir
die Tracer interpoliert werden. Ist diese interpolierte Geschwindigkeit bekannt, so
lassen sich Gleichung (2.125) in der Zeit integrieren und die Teilchenbahnen be-
stimmen. Dies soll nun in den beiden folgenden Abschnitten diskutiert werden.

2.5.1. Interpolation der Felder

In der Numerik sind im Allgemeinen Funktionen nicht mit beliebiger Genauigkeit
bekannt, sondern nur an endlich vielen diskreten Punkten. Dennoch ist es fiir diver-
se Berechnungen, wie beispielsweise die Integration von Tracerbahnen in Abschnitt
2.5, unumgéanglich, physikalisch sinnvolle quantitative Abschétzungen fiir physikali-
sche Groflen an nicht aufgelosten Punkten zu ermitteln. Dies ist die Grundaufgabe
eines Interpolationsproblems: Ausgehend von einer an diskreten Stellen bekannten
Funktion f(x;) ist eine moglichst sinnvolle Approximation fiir in den durch die
Diskretisierung nicht aufgelésten Bereichen zu berechnen. Insbesondere sollte diese
Diskretisierung moglichst die physikalisch erwartete Regularitat von f reproduzie-
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O O O

x(t)
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Abbildung 2.9.: Bewegung eines lagrangeschen Teilchens im Geschwindigkeitsfeld. Bekannt
sind die Geschwindigkeiten an diskreten Punkten (schwarze Kreise), der
blaue Weg X(¢) des Teilchens liegt nicht notwendigerweise auf diesen Git-
terpunkten.

ren. Sei nun im Folgenden f(z;,y;) die auf einem Gitter bekannte zu interpolierende
Funktion. In der Praxis haben sich fiir den zweidimensionalen Fall im Wesentlichen
zwei Herangehensweisen bewihrt. Eine nichtlokale Methode ist die Interpolation
durch Splines, bei der samtliche Gitterpunkte zur Berechnung eines Interpolations-
punktes verwendet werden. Hieraus resultiert auf Kosten der Geschwindigkeit eine
glatte interpolierende Funktion. Da der numerische Aufwand fiir solch ein Verfah-
ren fiir ein Gitter der GroBle N, - N, Gitterpunkten fiir jeden interpolierten Wert
von der Gréflenordnung O(N, log(N,,) + N,)) betrégt, eignet es sich nur bedingt fiir
die Interpolation von Geschwindigkeiten von O(N,, - N,)) Tracern [Press et al. 2007].
Effizienter sind hier lokale Methoden, bei denen auf Kosten der Regularitéit der
Losung der interpolierte Wert aus benachbarten Funktionswerten durch die Appro-
ximation mit Polynomen berechnet wird. Diese sollen hier nach [Press et al. 2007]
vorgestellt werden.

Die einfachste Methode ist die bilineare Interpolation, bei der zur Interpolation
des Funktionswertes f(z,y) lediglich die Werte der vier benachbarten Gitterpunkte
herangezogen werden. Sei hierzu:

Yi <Y< Y (2.127)

Zur Berechnung geht man zunéchst (ausgehend von einem dquidistanten Gitter mit
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Abbildung 2.10.: Zur Berechnung einer bilinearen Interpolation an der Stelle (x,y) werden
die Funktionswerte an den benachbarten vier Gitterpunkten herangezo-
gen.

dem Gitterabstand Axz) zu neuen Koordinaten iiber:

r — T
= 2.12
t N ( 8)
Y—Y;
= — 2.12
U N ( 9)

Somit ist stets 0 < t,u < 1 und die bilineare Funktion zerfillt in die Auswertung
an den vier benachbarten Punkten:

fla,y) =1 =1 (1 —u) f(2iy;) +t (1 —u) f(Tit1, ;)
Ftuf (@ier, yjar) + (1= )uf (@, yj41) (2.130)

Der Vorteil der bilinearen Interpolation ist die auBlerordentlich schnelle Berech-
nung. Dies geht jedoch auf Kosten der Regularitit, die resultierende Funktion f
ist nur in CY, die Gradienten sind nicht-stetig an den Zellenkanten. Bessere Re-
gularitdtseigenschaften hat die bikubische Interpolation, bei der der Funktionswert
mithilfe Polynomen dritten Grades bestimmt wird.

Hierzu geht man zu oben dquivalenten Koordinaten {iber:

r — T

= 2.131

t AL (2.131)
Y—Y;

=2 Z 2.132

U N (2.132)

Um nun ein bikubisches Polynom der Form

fl@y) = comt™u™ (2.133)
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Abbildung 2.11.: Zur Berechnung einer bikubischen Interpolation an der Stelle (x,y) wer-
den die Funktionswerte und Ableitungen an den benachbarten vier Git-
terpunkten benotigt. Die Ableitungen werden wiederum durch benach-
barte Punkte iiber finite Differenzen bestimmt, sodass letztendlich 16
Gitterpunkte zur Berechnung benétigt werden.

zu bestimmen, sind 16 linear unabhingige Bedingungen erforderlich. Das zugrun-
deliegende Gleichungssystem lautet mit k, 1 € {0,1}:

3 3
f (@it yj-‘rl) = Z Z Crm " U™ (2.134)

n=0 m=0

3 3
O f(isks Y1) = D D et 0™/ (Ax) (2.135)

n=0 m=0

3 3
Opf (Tivk: Y1) = Y menmt™u™ " /(Ay) (2.136)

n=0 m=0

3 3
Oy f(Titk, Yjs1) = Z Z nmepmt™ u™ 1t/ (Ax)? (2.137)

n=0 m=0

Die ersten vier Bedingungen sind durch die Funktionswerte an den vier Nachbar-
punkten gegeben, die verbleibenden 12 ergeben sich durch die iiber finite Differenzen
bestimmten Ableitungen an ebendiesen Punkten. Die resultierende Interpolation ist
aufgrund der Wahl von f hinreichend glatt, die Genauigkeit héngt aber von der
Bestimmung der Ableitungen ab. Daher werden diese Ableitungen iiber zentrale
Differenzen gebildet, die zweiter Ordnung im Ort sind.
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O f (i, y5) = f@”l’yj)z;;t(x“’yj) (2.138)
Oy f (w1, y5) = f@“yj“é;;(x“y“) (2.139)
Oy f (11, y;) ~ f@isn, Y1) = f@icn, y5-1) = f@io1, yj41) + f(@io1,y5-1) (2.140)

A(Az)?

Dieses lineare Gleichungssystem lésst sich in Matrixform schreiben, mit D% €
{1,04,0y, 0y} und fi; := f(@it, yj4i) erhdlt man:

3 3
Dfrr=> > Wl mCum (2.141)

n=0 m=0

Die 16 x 16 Matrix W, hiingt nicht von D fi; ab und muss daher nur zu Beginn der
Rechnung ein einziges Mal bestimmt werden. Invertiert man Gleichung, so ergibt
sich fiir die Koeffizienten c,,,:

3 3
Com =Y > Wi D fiu (2.142)

n=0 m=0

Wr‘fmfkl ergibt sich aus ldnglichen linearen Rechnungen, liegt aber fiir kartesische
Gitter tabellarisch vor und lésst sich im Anhang A.2 finden. Fiir jeden Interpola-
tionspunkt miissen also zur bikubischen Interpolation zunéchst die 16 Funktions-
werte an den benachbarten Punkten ermittelt werden. Aus diesen werden darauf
die Ableitungen (2.138) berechnet und zu neuen Koordinaten t,u iibergegangen.
Darauthin ist das Gleichungssystem (2.142) zu lésen und der gesuchte Funktions-
wert aus Gleichung (2.133) zu ermitteln. Im Gegensatz zu den bikubischen Splines
erfordert dieses Vorgehen nur noch O(log Nz + log Ny) Operation, ist also deutlich
zeiteflizienter als die Splines.

Problematisch fiir die penalisierten Rayleigh-Bénard-Gleichungen sind die Wénde.
Nach Abschnitt 2.3.1 konvergiert die Losung zwar mit verschwindendem 7 gegen
Null in den Wénden, es ist jedoch nicht zu erwarten, dass sie fiir endlich groflen
1 exakt Null wird. Dies fithrt dazu, dass eine geringe Geschwindigkeitskomponente
senkrecht zu den Wéanden verbleibt, die zu einem langsam Drift von einem kleinen
Anteil der Tracer in die Wénde fithren kann. Eingédngig wird dies insbesondere, wenn
man bedenkt, dass die Wénde ja gerade als poroses Medium modelliert wurden,
bei nicht verschwindender Porositéit sollte auch ein Eindringen moglich sein. Um
diesem Effekt entgegenzuwirken, werden die Funktionswerte an Gitterpunkten, die
in der Rampe liegen, fiir die Interpolation auf Null gesetzt. Dies hat keinen Einfluss
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auf die numerische Simulation selbst, die weiterhin mit den kleinen Abweichungen
von Null fortgesetzt wird, lediglich das Eindringen von Tracern in die Wénde wird
unterbunden.

2.5.2. Zeitintegration

Ist die eulersche Geschwindigkeit u[X(¢),¢] an dem Ort eines Tracers an einem
Zeitschritt durch Interpolation bekannt, lasst sich die Bewegungsgleichung

%X(t) = u[X(t), 1] (2.143)
mit bekannten Methoden fiir gewohnliche Differentialgleichungen 16sen. Es bietet
sich an, die Zeitintegration der Tracertrajektorien direkt an das Zeitschrittverfahren
zur Losung des Rayleigh-Bénard-Systems anzukoppeln um sicherzustellen, dass so-
wohl die eulersche als auch lagrangesche Darstellung gleiche Ordnungen in der Zeit
aufweisen. In der Berechnung des Runge-Kutta Verfahrens fiir die Rayleigh-Bénard-
Gleichungen in der Vortizitdtsformulierung (2.114) fallt das Geschwindigkeitsfeld
in den Zwischenschritten bei der Berechnung der rechte-Hand-Seite mit ab und
léisst sich problemlos speichern, um es fiir die Zeitintegration der Tracer zu verwen-
den. Seien dazu uy g die Geschwindigkeitsfelder an den Zwischenschritten. Dann
lasst sich zu jedem Zeitpunkt die Geschwindigkeit des Tracer interpolieren und man
erhélt folgendes Zeitschrittverfahren:

h
Xa = X(t,) + FuX(t,)] (2.144)
h
Xp = X(tn) + EuA[XA] (2.145)
1 1 2 1 h
X(an_,_l = —gX(tTJ + gXA + §XB + gXC + Eu[Xc} (2.147)

Es sind also pro Zeitschritt und Tracer insgesamt acht Interpolationen des
Geschwindigkeitsfeldes notwendig.

2.6. Isolierende Wande

In Abschnitt 2.3.2 wurde die Realisierung von Dirichlet-Randbedingungen fiir Tem-
peratur und Geschwindigkeit durch die Penalisierungsmethode entwickelt. Nun ist
es aufgrund der dort erwahnten Tatsache, dass Nullrandwerte fiir die Temperatu-
rabweichung der physikalischen Situation heizender Seitenwénden, die auf einem
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linearen Profil gehalten werden, entsprechen, erforderlich, die bisher entwickelte
Methode auf die Implementierung von Neumann-Randbedingungen fiir die Tem-
peratur zu erweitern. Die Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit sollen dabei
unbeeinflusst no-slip-Bedingungen auf allen Wénden geniigen und die Tempera-
turabweichung weiterhin Nullrandwerte auf den horizontalen heizenden Wéanden
annehmen. In diesem Abschnitt soll daher eine Modifikation der Volumenpenalisie-
rungsmethode entwickelt werden, die in der Lage ist, sowohl Dirchlet- als auch von
Neumann-Randbedingungen zu modellieren. Hierzu wird zunéchst das einbetten-
de Gebiet 2, Gebiete mit Dirichlet-Randern ©Q,p und von Neumann-Réndern 2,y
unterteilt, wobei wieder 2,p U Qv = Qy gelten soll.

Q
Q

sD

Q

sD

Abbildung 2.12.: Das einbettende Gebiet 25 wird in zwei weitere Gebiete unterteilt, wobei
weiterhin u|go ; = 0 gelten soll, § aber Nullrandwerte auf 92, p annehmen
und der Fluss durch 0Q,x verschwinden soll.

Arbeiten zu von Neumann-Randbedingungen in Penalisierungsmethoden wurden
zu Diffusionsproblemen [Ramiere et al. 2007] und Transportgleichungen [Kadoch
2009] durchgefiihrt. Aufbauend auf diesen Arbeiten lésst sich eine Modifikation fiir
das Rayleigh-Bénard-System entwickeln. Die Herangehensweise verlduft zunéchst
ahnlich wie in Abschnitt 2.3.2 {iber die schwache Formulierung der Rayleigh-Bénard-
Gleichungen, es wird jedoch auf 0Qsy nicht der Wert der Temperaturabweichung
durch die Modellierung eines porésen Mediums in €2,y geddmpft, stattdessen wird
der Fluss durch 0€2,x und die Diffusion in 2,y unterdriickt. Die Gleichung fiir die
Geschwindigkeit bedarf keiner groBen Anderung. Fiihrt man zwei Maskenfunktio-
nen ein
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1 fi € Q)

Xp (x) = { WD (2.148)
0 sonst
1 fi € Q)

X (x) = { RSN (2.149)
0 sonst

so erhélt man die Gleichung fiir die Vortizitdt analog zu 2.3.2 durch:

%%wn =V x (%m7 X Wy — % (xp + xn) 'un) Aw,, + Ra%@n (2.150)
Zu Herleitung der Penalisierung der Warmetransportgleichung bietet es sich an,
zunéchst davon auszugehen, dass auf dem gesamten Rand von €2y von-Neumann
Randbedingungen fiir € gelten und die Geschwindigkeit schon durch Gleichung
(2.150) bestimmt wurde. Die zu lésende Gleichung lautet dann mit dem Normalen-
vektor n auf den Rand 0 :

0+ (u- V)0 =A0+u, in Qf (2.151)
Vf-n=0 auf 0Q; (2.152)

Die beiden Prozesse, die gegen die geforderte Randbedingung wirken, sind Diffusion
und advektiver Fluss von 6. Nutzt man die Inkompressibilitit des Geschwindigkeits-
feldes aus, so lasst sich die Gleichung (2.151) umformulieren:

00—V -(VO)+V - (ul) = u, (2.153)

Um diese Gleichung mit von-Neumann Randbedingungen mittels einer Penalisa-
tionsmethode zu beschreiben, bettet man das Gebiet 2; wiederum in ein Gebiet
Qs ein, wobei auf 0§ die entsprechenden Randbedingungen erfiillt sein sollen. Im
Gegensatz zur Penalisierung in Abschnitt 2.3.2 wird nun jedoch zugelassen, dass
die Diffusion und Advektion in €,y anderen physikalischen Bedingungen als in 2
folgt. Dazu sei K ein Diffusionstensor, der in {2,y zunéchst beliebige Gestalt haben
kann, fiir den jedoch stets gilt K|g, = Id. Sei 1 eine ebenso zunichst beliebige
L* Fortsetzungen von u in €y, die in Q0 den der Geschwindigkeit u entspricht:
U]o, = u. Gesucht ist dann die Losung ¢ des Problems:

00—V - (KVO)+ V.- (1) =1, in Q (2.154)
V6-n=0 auf 09y (2.155)
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Im Sinne von Abschnitt 2.3.1 geht man zur schwachen Formulierung iiber, jedoch
wihlt man die Testfunktionen ¢ aufgrund der Nichtnullrandwerte nicht aus H} (),
sondern aus H'(Q). Dies hat zur Folge, dass bei der partiellen Integration die
Randintegrale nicht verschwinden. Multipliziert man also Gleichung (2.154) mit
einer beliebigen Testfunktion ¢ € H'(Q) ergeben sich folgende Gleichungen um die
Losung 6 zu bestimmen:

<até,q9> + [ VOVIdx — / (VO)™ - ndds (2.156)
Qy Q 895
- / (W0)VIdx + [ 90(t-n)"ds= [ i, in Q
Q 9 Q;
<até,q9> + [ Kvivodx — / (KV0)™ - ndds (2.157)
Qv Jauy 0N
— / () Vidx + / 90(a-n)Tds = [ i, in Quy
QsN 8QSN Qf

Bisher wurden die Fortsetzung tt und der Diffusionstensor in {255 noch nicht fest-
gelegt, hierzu definiert man sich die Sprungterme:

[(K - V0)-n]q, = (KV6)ng, — (V) ng, (2.158)
[(@-n)]o, = (@-n) [on, — (@-n) o0, (2.159)

Bildet man nun die Summe der beiden Gleichungen fiir é, ergibt sich, wenn man
die Richtung des Normalenvektors n beriicksichtigt:

<até,q9>ﬂ + / VOVIdx — / (W) Vidx =
Q Q

901(8 - )], ds — /8 LK 50) -l 0ds + /Q 9, (2.160)

0

Die Randintegrale iiber die Sprungterme lassen sich gerade als Spriinge im dif-
fusiven und advektiven Fluss durch die Oberfliche von €2 interpretieren. No-slip
Randbedingungen fiir 6 auf O 7 erfordern verschwindende Fliisse aus €25 und erge-
ben folgende Bedingungen fiir die Sprungterme:

—(V0)™nlq, =0 (2.161)
(@-n) " |s, =0 (2.162)
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Erzwingt man nun (KV6)*nq ; ~ 0 durch die Wahl des Diffusionstensors K|, , =
nyld mit dem Penalisationsparameter 0 < ny < 1 und setzt @ = 0 in 4y so
verschwinden aufgrund der Nullrandwerte von u, die durch die Dirichletpenalisie-
rung in Gleichung (2.150) im Grenzfall n — 0 erzwungen werden, die Sprungterme
und man erhélt folgende schwache Formulierung der Warmetransportgleichung mit
isolierenden Wénden:

<8té,19> S / KVIVIdx + / (@) Vodx + / 94, (2.163)
Q Q Q Q

K = (1 —xn~ +nvxn)ld (2.164)

g, =0 (2.165)

Geht man zuriick zur starken Formulierung des Problems, lautet diese Gleichung
fiir Q:

00—V -(KVO)+V-((1-xy)ub)=u, (2.166)

Die gemischten Randbedingungen im Rayleigh-Bénard-System lassen sich problem-
los in diese Gleichung einbinden. Behandelt man Dirichlet- und von Neumann-
Rénder mit separaten Maskenfunktionen und Penalisationsparametern, so ldsst
sich die penalisierte Form der Rayleigh-Bénard-Gleichungen mit isolierenden Sei-
tenwénden wie folgt formulieren:

Pr ox
(2.167)

L4 (1= xw)w) - VO =V ([(1— x) + (nvxn)] V6) — %xDe fu. (2168)

1 1 1
—gw:Vx (—uxw—ﬁ(xp—kXN)-u)+Aw+Rag9

Im Gegensatz zur Dirchletpenalisierung wird hier auf einen strengen Beweis der
Konvergenz der Methode verzichtet, die in Abbildung 2.19 dargestellten Fehler zei-
gen jedoch, dass die Randbedingungen fiir geeignete Wahl von 7y angenommen
werden. Mit dieser modifizierten Penalisationsmethode ist es moglich, geometri-
sche Strukturen wie in Abbildung 2.12 zu simulieren. Bei der Wahl von komplexeren
Geometrien sollte jedoch immer bedacht werden, dass durch die Pseudospektralme-
thode mit Fouriermoden stets auf einem &dquidistanten Gitter gerechnet wird und
etwaige Strukturen mitunter auf diesem nicht addquat dargestellt oder aufgelost
werden konnen. Zudem ist es fiir nichtkartesische Wéande notwendig, die in diesem
Abschnitt fiir die Temperaturabweichung @ durchgefithrten Uberlegungen auf die
tatsidchliche Temperatur T zu iibertragen, da sich durch das lineare additive Profil
die Normalenableitung von 1" anders als diejenige von 6 verhalt.
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2.7. Validierung des Verfahrens

Bei der Entwicklung eines neuen numerischen Verfahren ist es stets notwendig, die
produzierten Ergebnisse auf physikalische Korrektheit zu tiberpriifen. Auch wenn
es theoretische Konvergenzaussagen fiir ein spezielles Verfahren gibt, existieren in
der Regel diverse mogliche Fehlerquellen, die die Resultate verfialschen oder das
gesamte Verfahren unzuléssig werden lassen konnen. Es ist also unumggnglich, die
Simulationsergebnisse mit bekannten Ergebnissen zu vergleichen und tatséchliche
Abschétzungen fiir den Fehler des Verfahrens zu berechnen. Dies soll in diesem
Abschnitt geschehen, die numerischen Ergebnisse der Penalisationsmethode sollen
bei niedriger Rayleighzahl mit analytisch bekannten Ergebnisse verglichen werden
und Abschéitzungen fiir den Fehler des Verfahrens an den Wénden bei hohen Ray-
leighzahlen ermittelt werden.

2.7.1. Reproduktion der Bifurkation

2.5

e

1.5

Nug

0.5

0 1 2 3 4 5
Ra/Ra,

Abbildung 2.13.: Aufgetragen ist die Nusseltzahl gegeniiber der Rayleighzahl normiert auf
die kritische Rayleighzahl. Die Simulationsparameter sind Nx = Ny =
128, Pr = 1 und I' = 2. Ermittelte Daten werden durch blaue Punkte
dargestellt, die gestrichelte rote Linie eine angefittete Potenzfunktion.

Die fundamentale Beobachtung bei der Betrachtung im Rayleigh-Bénard-System
ist das Einsetzen von Konvektion oberhalb einer kritischen Rayleighzahl. Nach den
Kapiteln 1 und 4 sollte sich das Verhalten der Nusseltzahl in einer Region um die
kritische Rayleighzahl durch ein Potenzgesetz darstellen lassen, unterhalb sollte sich
die Nusseltzahl stets zu 1 ergeben. Tragt man die in einer Simulation mit periodi-
schen horizontalen Randbedingungen numerische ermittelte Nusseltzahl gegeniiber
der nach Gleichung (2.169) auf die kritische Rayleighzahl normierte Rayleighzahl
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2.7 Validierung des Verfahrens

auf, so ergibt sich nach Abbildung 2.13 ebendieses Verhalten. Bei noch héheren
Rayleighzahlen kommt es zu weiteren Bifurkationen, da hohere Moden angeregt
werden konnen.

Die Bifurkation wird reproduziert, die gemessene kritische Rayleighzahl 1704 liegt
0,3% unterhalb der theoretisch erwarteten kritischen Rayleighzahl 1709,2. Dies ist
hauptséchlich darauf zuriickzufiithren, dass die Relaxationszeit ins Gleichgewicht
knapp iiberhalb der kritischen Rayleighzahl sehr groff wird und somit in der vorlie-
genden Simulation nicht vollstdndig durchlaufen wurde.

2.7.2. Seitenabhangigkeit der kritischen Rayleigh-Zahl

Ausgehend von einer Geometrie mit periodischen Réndern in horizontaler Richtung
und no-slip Randbedingungen in vertikaler Richtung weist die kritische Rayleigh-
zahl eine Abhéngigkeit von dem Seitenverhéltnis I' auf. Der Grund hierfiir ist, dass
durch die Wahl der Hohe des Systems und damit dem Seitenverhéltnis ein diskre-
tes Spektrum von zulédssigen Wellenvektoren ausgewéhlt wird. Berechnet man nun
analytisch die kritische Rayleighzahl in Abhéngigkeit von der Wellenzahl und ver-
gleicht dieses Ergebnis mit Simulationsdaten, ergibt sich eine direkte Moglichkeit,
die Penalisationsmethode bei niedrigen Rayleighzahlen zu validieren. Diese Berech-
nungen wurden von Pellew und Southwell durchgefiihrt [Pellew und Southwell 1940]
und fiihren auf folgendes transzendentes Gleichungssystem fiir die Wellenzahl a und
die kritische Rayleighzahl Ra,:

1 (@1 + 2v/3) sinh gy + (q1V3 — g2) singa

—gntan —qp = 2.169
Qo tanl 2q0 cosh ¢; + cos g9 ( )
Go=a(r—1) (2.170)

1 1\)z2
G =a \/1+r+72+§(l+57)} (2.171)

2 2

1

2

1 1 1\
G2 =a 5\/1—1—7—1-7'2—— 1+ =7 (2.172)
Ra? = 734 (2.173)

Lost man diese Gleichung numerisch und rechnet noch die Wellenzahl a in das
Seitenverhéltnis I' um, lassen sich Simulationsergebnisse und Theorie direkt ver-

gleichen (Siehe Abbildung 2.14).
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Abbildung 2.14.: Dargestellt ist die kritische Rayleighzahl in Abhéngigkeit vom Seiten-
verhéltnis. Die blauen Punkten sind Messdaten, ermittelt aus Simulatio-
nen nach Abbildung 2.13, die rote gestrichelte Kurve ist die theoretische
Abhéngigkeit nach Chandrasekhar [Chandrasekhar 1961]. Simulationser-
gebnisse und theoretische Vorhersage liegen dicht beieinander, die Ab-
weichungen ergeben sich im Wesentlichen aus der langen Relaxationszeit
ins Gleichgewicht.

2.7.3. Wandkollisionen

Die Volumenpenalisierungsmethode soll nicht nur fiir Simulationen niedriger Ray-
leighzahlen eingesetzt werden, sondern sich auch fiir turbulente Regime eignen.
Hierzu ist es erforderlich, das Annehmen der Randbedingungen bei groflen Bela-
stungen zu testen. Niedrige Rayleighzahlen resultieren in niedrigen Geschwindig-
keiten und Vortizitdten und stellen keine grofle Herausforderung an den Penalisa-
tionsparameter und die Ortsauflosung (Siche Abbildung 2.15).

Fiir eine Validierung der Randbedingungen bei hoheren Rayleighzahlen bietet sich
eine Adaption eines Benchmarks an, der fiir die Navier-Stokes-Gleichungen mit
Randbedingung verwendet wird. Hier wird als Testsystem haufig eine Dipol-Wand-
Kollision verwendet, bei der zwei Wirbel entgegengesetzter Vortizitét senkrecht auf
eine Wand zulaufen [Clercx und Bruneau 2006]. Die bei der Kollision auftretenden
Vortizitdten an der Wand stellen eine grofle Herausforderung an das numerische
Verfahren dar und eignen sich daher als Test fiir die Annahme der Randwarte.
Ubertragen lisst sich dieser Test auf das Rayleigh-Bénard-System, wenn man an-
stelle des Dipols durch das Setzen von lokalisierten gaufférmigen Strukturen im
Temperaturfeld plumeartige Objekte erzeugt, die auf die Wénde treffen.
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Abbildung 2.15.: Vertikale Profile zweier Simulationen bei Rayleighzahlen von 10°. Die
Randbedingungen werden gut erfiillt, die Abweichungen von Null sind
von der Gréfenordnung 1078,

!!

Abbildung 2.16.: Dargestellt ist die Zeitentwicklung der Temperaturverteilung der als
Benchmark verwendeten Wandkollisionen. Die weiflen horizontalen Li-
nien entsprechen den Wénden in der durchgefithrten Simulation.
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2 Volumenpenalisierung

Berechnet man die L?-Fehler von Geschwindigkeit und Temperatur sowie die Nor-
malenableitung der senkrechten Geschwindigkeitskomponente an den Wéanden wie
in Abbildung 2.17, erhélt man eine Moglichkeit, die tatséchliche Konvergenz des
Verfahrens in Abhéngigkeit von Ortsauflosung und Penalisationsparameter zu er-
mitteln und mit der Theorie in Abschnitt 2.3.2 zu vergleichen.
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Abbildung 2.17.: Fehler an der Randschicht bei einer Dipol-Wand Kollision in
Abhéngigkeit von der Ortsauflosung. Der Fehler der senkrechten Ge-
schwindigkeitskomponente konvergiert schneller gegen Null als die ande-
ren Feldgroflen, da dieses Feld aufgrund der verschwindenden Ableitung
iiber eine hohere Regularitat verfiigt.
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Abbildung 2.18.: Fehler an der Randschicht bei einer Dipol-Wand Kollision in
Abhéngigkeit vom Penalisationsparameter.

2.7.4. lIsolierende Seitenwande

Da bisher keine theoretischen Aussagen iiber die Anwendbarkeit der Penalisierung
fiir isolierende Wénde nach Abschnitt 2.6 hergeleitet wurden, soll hier anhand
von Simulationsergebnissen die Korrektheit der Methode gezeigt werden. Hier-
zu wurde eine Simulation mit der Geometrie nach Abbildung 2.12 implementiert
und das Langzeitverhalten des L2-Fehlers der Normalenableitung der Temperatur-
abweichung an den Seitenwénden in Abhéngigkeit vom Penalisationsparameter 7y
untersucht. In der zeitgemittelten L?-Norm ergibt sich in Bereichen gréfieren ny
eine quasi lineare Abhéangigkeit des Fehlers vom Penalisationsparameter. Zu erken-
nen ist zudem eine Sattigung des Fehlers unterhalb eines Penalisationsparameters
von 107%; es kommt bei einer weiteren Verringerung nicht zu einer Verbesserung
des Fehlerverhaltens (Siche Abbildung 2.19).

Urséchlich ist hier die Abhéngigkeit des Fehlers von der Ortsdiskretisierung. Durch
die Nichtstetigkeit des Temperaturabweichungsfeldes an den Wénden verringert
sich die Konvergenzrate der Fourierprojektion und es kommt zu Gibb’schen
Ostzillationen. Betrachtet man einen horizontalen Schnitt obiger Simulation zu ei-
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Abbildung 2.19.: Dargestellt ist der Fehler der Normalenableitung der Temperaturabwei-
chung auf isolierenden Seitenwénden in Abhéngigkeit von dem Penalisa-
tionsparameter 7y bei der Simulation einer Box nach Abbildung 2.12.
Die Parameter der Simulation sind Nx = Ny = 512, wobei ) der Grofie
226 x 384 Gitterpunkte ist. Zudem ist 7 = 0.001, Pr = 1 und Ra = 107.

nem Zeitpunkt, so lassen sich die Oszillationen direkt erkennen. Innerhalb des Ge-
bietes §2; haben diese keinen Einfluss [Kadoch 2009], limitieren aber die mogliche
Konvergenz des Fehlers beziiglich des Penalisationsparameters.

Bei der Betrachtung von isolierenden Seitenwénden sollte die Ortsauflésung nicht
zu klein gewihlt werden, da sonst die isolierende Eigenschaft verloren gehen kann.
Mit der Wahl ny < v, k werden die Eigenschaften der Wénde bei geniigender Wahl
der Auflosung jedoch hinreichend modelliert.
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Abbildung 2.20.: Dargestellt ist ein horizontaler Schnitt aus einer Simulation wie in Ab-
bildung 2.19. Die Oszillationen erstrecken sich in das Gebiet Q4p, beein-
flussen aber nicht das Verhalten in 2.

2.7.5. Validierung der Tracerimplementierung

Prinzipiell ist die Konvergenz der Interpolation hinreichend untersucht, dennoch
stellen die Wéande der Penalisationsmethode ein nicht unerhebliches Problem fiir
die Simulation von Tracertrajektorien dar. Da nach Abschnitt 2.7.3 die resultie-
rende senkrechte Komponente der Geschwindigkeit auf den Winden nicht exakt
verschwindet, besteht die Moglichkeit, dass randnahe Tracer durch diese Geschwin-
digkeitskomponente langsam in die Wénde wandern. Dieses Verhalten ist durch-
aus nachvollziehbar, wenn man im Kontext der porosen Wénde denkt, jedoch un-
erwiinscht im Sinne einer lagrangeschen Darstellung. Fiir die Interpolation wer-
den daher Feldwerte in den Wéanden zu Null angenommen. Testen lésst sich das
Verhalten der Tracer durch einen Vergleich der eulerschen und lagrangeschen ein-
Punkt-Verteilungsfunktionen fiir Temperatur und Geschwindigkeit, die im Ideal-
fall iibereinstimmen sollten. Nutzt man als Belastungstest die gleiche Dipol-Wand-
Kollision wie in Abschnitt 2.7.3, lassen sich verschiedene Interpolationsmethoden,
bikubisch und bikubisch mit linearer Interpolation am Rand, vergleichen, es ergibt
sich ein Verhalten nach Abbildung 2.21.
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Abbildung 2.21.: Links dargestellt sind die eulerschen und Langrangschen normierten Ver-
teilungsfunktionen der senkrechten Geschwindigkeitskomponente bei bi-
kubischer Interpolation der Tracergeschwindigkeiten im gesamten Simu-
lationsgebiet, rechts die Verteilungsfunktionen bei linearer Interpolation
am Rand. Die Abweichungen der unterschiedlichen Interpolationsarten
sind zu vernachléssigen.

Beide Interpolationsarten ergeben eine annédhernd gleichwertige Identitit der euler-
schen und lagrangeschen Verteilungsfunktionen, die Differenz der beiden Darstel-
lungen ist bei bikubischer Interpolation im gesamten Simulationsgebiet aufgrund
der hoheren Ordnung der bikubischen Interpolation etwas geringer als die der li-
nearen Randinterpolation. Um das Ansammeln von Tracern an Wandschichten sta-
tistisch vollstdndig zu kontrollieren, bietet es sich zudem an, Tracer, die sich einem
bestimmten Abstand zum ersten Wandgitterpunkt befinden (Praktikabel ist ein
Abstand von 0.5% der Gitterweite), aus der Berechnung der lagrangeschen Vertei-
lungsfunktion herauszunehmen. Der Anteil der Tracer, den diese Korrektur betrifft,
ist abhéngig vom gewéhlten Penalisationsparameter und der Dauer der Simulation.
Bei den iiblichen Penalisationsparametern ist dieser Anteil jedoch so gering, dass
die langrangesche Darstellung hiervon nicht wesentlich beeinflusst wird. Das Zusam-
menfallen der eulerschen und lagrangeschen Verteilungsfunktionen ist folglich ein
Beleg fiir die Praktikabilitdt der Implementation von Tracern in den penalisierten
Rayleigh-Bénard-Gleichungen.

Das Zusammenfallen der beiden Verteilungsfunktionen ist auch fiir grofle Zeiten
gegeben. Betrachtet man die Verteilungsfunktionen der horizontalen Geschwindig-
keitskomponente einer Simulation einer Box mit isolierenden Wéanden bei N, =
N, = 512, Ra = 107 und Pr = 1 nach 5 - 10° Zeitschritten bei einem Penalisa-
tionsparameter n = 0,001, so ergeben sich nach Abbildung 2.22 ebenfalls keine
nennenswerten Abweichungen.
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Abbildung 2.22.: Eulersche und lagrangesche normierte Verteilungsfunktionen der hori-
zontalen Geschwindigkeitskomponente in einer Simulation einer Box mit

isolierenden Seitenwéinden.
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3. Lagrangesche Darstellung

Ublicherweise wird die Fluiddynamik von einem eulerschen Standpunkt aus
betrachtet. Zu jedem Zeitpunkt kennt ein eulerscher Beobachter physikalisch re-
levante Groflen als Feldgroflen iiberall im Raum. In den meisten Fiéllen ist diese
Ansicht mathematisch zweckméfig, oftmals gibt es jedoch eine intuitivere Beschrei-
bung. Denkt man beispielsweise an Staub, der durch die Luft gewirbelt wird, oder
an Blatter, die von einem Fluss mitgetragen werden, drangt sich eine Beschreibung
der zugrundeliegenden Prozesse auf, die nicht auf die Bestimmung von Feldgrofien
fixiert ist, sondern die Frage nach physikalischen Grofien entlang der Bahnen von
Teilchen stellt. Die hieraus resultierende Beschreibung ist die lagrangesche Darstel-
lung der Fluidmechanik, entlang der Trajektorien von (passiven) Tracern werden
die physikalisch relevanten Groéflen bestimmt. Einsichtig ist es, dass durch diese
lagrangesche Darstellung keine neuen physikalischen Situationen geschaffen wer-
den, sowohl eulersche als auch lagrangesche Beschreibung folgen denselben physi-
kalischen Gesetzen und sollten dquivalente Resultate liefern. In diesem Kapitel soll
nun die lagrangesche Darstellung fiir das Rayleigh-Bénard-System entwickelt wer-
den, um anschliefend anhand numerischer Ergebnisse lagrangesche und eulersche
Beschreibung verschiedener Effekte der Rayleigh-Bénard-Konvektion miteinander
zu vergleichen. In diesem Kapitel soll stets die einsteinsche Summenkonvention im-
pliziert sein, iiber doppelte Indizes wird summiert.

Ty = szyz (3.1)

3.1. Lagrangesche Geschwindigkeit

Eine sehr ausfiihrliche Beschreibung der lagrangeschen Fluiddynamik findet sich in
dem Buch “Lagrangian Fluid Dynamics” von Andrew Bennett [Bennett 2006] und
in der Diplomarbeit von Anton Daitche [Daitche 2009]. In diesem Abschnitt sol-
len die dort gewonnenen Erkenntnisse auf das Rayleigh-Bénard-Systems erweitert
werden. Die zentrale Grofle der lagrangeschen Beschreibung der Fluiddynamik ist
die Trajektorie eines Teilchens, dass sich im Stromungsfeld bewegt. Das Teilchen
starte zur Zeit t = 0 an der Position y und folge dann, getrieben durch die loka-
le Geschwindigkeit, der Stromung entlang der Trajektorie X (y,t). Dies lédsst sich
durch folgende Gleichung ausdriicken:
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0

Die Langrangesche Geschwindigkeit u (X (y,t),t) ist direkt verkniipft mit der eu-
lerschen Geschwindigkeit u [x, ], geht man vom Startpunkt (y,to) des Teilchens
aus, so ist offensichtlich, dass dort die eulersche Geschwindigkeit identisch mit der
lagrangeschen Geschwindigkeit sein muss:

u (X (y7 tO) 7t0) =u [X7 tO] (33)

Es lédsst sich also folgende, insbesondere fiir die Numerik hilfreiche Bewegungs-
gleichung aufstellen:

0

EX (Y7 t) =u [X (Y7 tO) ) tO] (34)

Dies ist insofern von Vorteil, da zur numerischen Implementation von Tracertrajek-
torien lediglich die eulerschen Feldgrofien bekannt sein miissen. Hierzu siehe auch
Abschnitt 2.5.2. Gleichsam gilt fiir die Temperatur der Tracer entlang der Trajek-
torien:

T (X (y,1),t) = T[X,1] (3.5)

3.2. Lagrangesche Abbildung

Kennt man die Trajektorien zu sdmtlichen moglichen Startpunkten y, sind euler-
sche und lagrangesche Darstellung vollsténdig dquivalent und beinhalten denselben
Informationsgehalt. Es wird dann durch die lagrangesche Bewegungsgleichung eine
Abbildung X definiert, die die Startpositionen auf den aktuellen Punkt der Trajek-
torie abbildet:

Xy — (X(y.1).1) (3.6)
Deren Jacobimatrix L ergibt sich direkt durch:

i 9%,
% ay]

(3.7)

Des Weiteren ist diese Abbildung fiir inkompressible Fluide volumenerhaltend, da
gilt:
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3.2 Lagrangesche Abbildung

9 et (L) = 2 et (gj) = 9 %ot (L) = det (L)
J

ot ot
Ein Gebiet, das von einer Menge von Teilchen gebildet wird, wird im Laufe der Zeit
im Allgemeinen seine Form &ndern, nicht jedoch sein Volumen. Ein Volumenelement
der Grofle dx zur Startzeit der Tracer ty wird durch die Abbildung wiederum auf
ein gleich grofies Volumenelement abgebildet:

811,,'
il (3.8)

V(t)

y.t)

Abbildung 3.1.: Ein Volumen, das zur Zeit ¢ty die Gréfle V hat, wird durch die lagrangesche
Abbildung in der Form verédndert. Bei inkompressiblen Stromungen ver-
schwindet die Zeitableitung der Determinante der Jacobimatrix, die Grofle
des Volumens bleibt erhalten, Zeichnung analog zu Bennett [Bennett 2006].

Die lagrangesche Abbildung ist insbesondere bijektiv [Daitche 2009] und somit in-
vertierbar. Es lasst sich demnach ebenfalls die Umkehrabbildung Y definieren, die
die aktuelle Position des Teilchens zuriick auf den Startpunkt y abbildet:

Y: X —(y) (3.9)
Deren Jacobimatrix lautet dementsprechend:

=

s = oz, (3.10)
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Waihlt man die Startkoordinaten y als neue Koordinaten, so erhédlt man die la-
grangesche Darstellung. Der Fokus der Betrachtung liegt nun nicht mehr auf dem
eulerschen Feldern, die zu jedem Punkt die physikalischen Gréfien an beliebigen Or-
ten darstellen, sondern auf der Betrachtung der Entwicklung physikalischer Grofien
entlang der Trajektorien einzelner Teilchen. Invertiert man also die Transformation
aus Abbildung 3.1, so ergibt sich eine neue Betrachtungsweise der Fluiddynamik.

3.3. Lagrangesche Rayleigh-Bénard-Gleichungen

Zur Umformulierung der Rayleigh-Bénard-Gleichungen in die lagrangesche Darstel-
lung ist es zunéchst erforderlich, sich Gedanken {iber das Verhalten der Zeitablei-
tung zu machen. Hierzu sei q eine beliebige lagrangesche Feldgrofle, die sich im
Laufe der Zeit dndern soll. In den lagrangeschen Koordinaten y erhélt man die
Zeitableitung direkt aus Abschnitt 3.1 nach Anwendung der Kettenregel als:

dq (X (y,?),t) _dalx,t] =
ot =~ tugak

Hiernach ist leicht einzusehen, dass durch die lagrangesche Abbildung die konvek-
tiven Terme der Rayleigh-Bénard-Gleichung wegfallen. Berechnet man weiter {iber
die Kettenregel die Ortsoperatoren in lagrangeschen Koordinaten, lassen sich die
Rayleigh-Bénard-Gleichungen transformieren. Im weiteren bezeichnen Operatoren
mit einem L im Index Operatoren im Lagrangebild.

(3.11)

o 9, d 98
oz, O Oy Oy 312)
oy, 0 09Y, 0 9Y, 0 0 0 0
- S Sy S 5 1
Ve (8961 Oy, 0xy Oy, O3 axn) ( Yoy, Oy, 33yn> (3.13)
oY, 9y, ®2y, o ., & 2y, 9

Ap (3.14)

pu— —_— = L R
Oxy, 0Ly, Oy Oy, + 0,01, Oy, T Oy, Oy + 0L 0Ly, Oy

Mit diesen Operatoren lassen sich die Rayleigh-Bénard-Gleichungen in lagrangesche
Koordinaten transformieren und man erhélt eine scheinbar einfachere Form dieser
Gleichungen:

0 (y,t) 0 _
5~ o Xa (1) = Anf(y.1) (3.15)
X
1 *X (y,t)
ET - _VLP (y, t) + ALu (ya t) + Rae (Y7 t) €z (317)

64



3.4 Verschiedene Anfangsbedingungen in lagrangeschen Koordinaten

Diese Gleichungen sind jedoch keinesfalls linear, wie es zunéchst durch den Weg-
fall des Konvektionstermes erscheint, sondern ebenso nichtlinear wie die euler-
schen Rayleigh-Bénard-Gleichungen. Der Grund hierfiir ist die Zeitabhéngigkeit
und Nichtlinearitit der lagrangeschen Abbildungen Y (x,¢) und X (y,t). Da die-
se Abbildung nur bei Kenntnis der Losung der eulerschen Gleichungen analytisch
berechenbar ist, werden die Rayleigh-Bénard-Gleichungen im Folgenden numerisch
in Abhéngigkeit von x und y bestimmt. Dies umgeht das Problem der analytischen
Bestimmung der Jacobideterminante, was nur in wenigen Spezialfillen iiberhaupt
machbar ist [Wilczek 2007].

3.4. Verschiedene Anfangsbedingungen in
lagrangeschen Koordinaten

Im Folgenden sollen nun anhand numerischer Ergebnisse des Algorithmus aus
Kapitel 2 verschiedene Effekte der Rayleigh-Bénard-Konvektion in eulerschen und
lagrangeschen Koordinaten miteinander verglichen werden. Durch den, durch die
Transformation bedingten, Wegfall des konvektiven Termes in beiden Gleichungen
ergibt sich eine interessante alternative Sichtweise auf die dynamischen Vorgénge
im Rayleigh-Bénard-System, die durch diffusive Effekte und die Kopplung der Glei-
chungen bestimmt sind. Zunéchst soll das Augenmerk auf verschiedenen Anfangs-
bedingungen liegen und in Abschnitt 3.5 dann die voll entwickelte Konvektion be-
trachtet werden.

Visualisierungen der Vorginge in beiden Koordinaten finden sich auf der beiliegen-
den DVD im Verzeichnis “...\Videos\Kapitel 3\...”, es wird empfohlen, diese zum
besseren Verstdndnis zu betrachten. Zur Entstehung von Plumes und der Rayleigh-
Taylor-Instabilitdt befinden sich zudem Visualisierungen der Bewegung von Teil-
chen in jeweiligen Ordnern.

3.4.1. Wandkollisionen

Zunéchst wird ein kiinstlich konstruiertes, nichtsdestoweniger untersuchenswertes
Beispiel betrachtet, das einen guten Einblick in die Unterschiede der beiden Dar-
stellungsweisen liefert und die Wechselwirkungen mit den Randschichten in den
Mittelpunkt stellt. Die zum Testen des numerischen Verfahrens verwendeten Wand-
kollisionen aus Abschnitt 2.7.3 eignen sich besonders, um den Einfluss der Wénde
in lagrangeschen Koordinaten zu untersuchen. Hierzu wird ausgehend von zwei
gauBformigen Strukturen in der Temperatur die lagrangesche Abbildung berech-
net.
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Abbildung 3.2.: Zeitlicher Verlauf einer Wandkollision nach Abschnitt 2.7.3 in eulerschen
(links) und lagrangeschen (rechts) Koordinaten. Dargestellt zu den Zeiten
t=0,t=54,t=99und t = 14,4. Parameter der Simulation in Tabelle
3.1.
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NX,NX‘F‘Ra‘Pr
1024 | 3

Tabelle 3.1.: Parameter der Wandkollision zur Bestimmung der lagrangeschen Abbildung.
Das Seitenverhéltnis I' ist definiert als Quotient aus Lénge und Hohe des
Systems.

Der zeitliche Verlauf dieser Kollision ist dargestellt in Abbildung 3.2. In der euler-
schen Darstellung bewegen sich die lokalisierten Strukturen auf die Wande zu und
verformen sich dabei direkt aufgrund des gauBférmigen Profils: Fluid extremerer
Temperaturen werden schneller Richtung Wand transportiert als solches mittlerer
Temperatur. Es kommt schon zu einer Zeit von t= 5,4 zu einer deutlichen Abfla-
chung der gaufschen Profile in vertikaler Richtung. Bemerkenswert ist nun, dass
es in lagrangeschen Koordinaten zu diesem Zeitpunkt zu keiner nennenswerten
Verdnderung der Form gekommen ist. Die absoluten Werte der Temperatur werden
ebenso wie in eulerschen Koordinaten durch Diffusion geddampft, die Bewegung der
Strukturen wird jedoch vollig ausgeblendet.

Zu einer Zeit von t = 9,9 sind die Strukturen in eulerschen Koordinaten auf die
Winde aufgetroffen und spalten sich in jeweils zwei kleinere Strukturen auf, die
sich entlang der Wénde in horizontaler Richtung bewegen. Dabei kommt es zu einer
Verformung der “eulerschen Randschicht”, das Auftreffen der gaufischen Strukturen
verdrangt randnahes Fluid, welches die sich dann in horizontaler Richtung bewe-
genden Strukturen vor sich herschieben. Die Kollision mit den Wéanden wird nun
auch im Gegensatz zu der Bewegung der Strukturen in lagrangeschen Koordinaten
sichtbar, auch wenn sich hier ein véllig anderes Bild als in eulerschen Koordinaten
darbietet. Teilchen im horizontalen Zentrum der Strukturen erfahren eine deutli-
che Abkiihlung bzw. Erwarmung, beginnend mit randnédheren Bereichen, sodass
eine keilférmige Aufspaltung der urspriinglichen Struktur einsetzt. Diese wird zu
grofleren Zeiten verstarkt; im Gegensatz zu eulerschen Koordinaten, in denen sich
zur Zeit t = 14,4 die abgespaltenen Strukturen von den Wéanden ablosen, blei-
ben diese in lagrangeschen Koordinaten nahezu ortsfest. Die Entwicklung dieser
Kollision verlduft in lagrangeschen Koordinaten bedeutend langsamer ab als in eu-
lerschen Koordinaten und ist stark lokalisiert. Die Bewegung der Strukturen wird
in lagrangeschen Strukturen beinahe vollig ausgeblendet.

3.4.2. Rayleigh-Taylor-Instabilitat

Geht man von einer Rayleigh-Taylor-Instabilitét aus, einer Anfangsbedingung, bei
der sich zunéchst kalte, schwere Fliissigkeit iiber warmer, leichter Fliissigkeit be-
findet, so kommt es zu einer turbulenten Vermischung. Realisieren ldsst sich dies,
wenn man mit den Parametern aus 3.1 als Anfangsbedingung ¢ = 0 wahlt.
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Abbildung 3.3.: Zeitlicher Verlauf einer Rayleigh-Taylor Instabilitéiit in eulerschen (links)
und lagrangeschen (rechts) Koordinaten. Dargestellt zu den Zeiten t = 9,9,
t = 18,9, t = 24,5 und t = 26,8. Die Simulationsparameter entsprechen
denen in 3.1.
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3.4 Verschiedene Anfangsbedingungen in lagrangeschen Koordinaten

In eulerschen Koordinaten kommt es zunéchst bei t = 18,9 zu einer langwelligen
Storung des Anfangsprofils, die sich, deutlich weniger stark ausgepréigt, in lagran-
geschen Koordinaten kaum widerspiegelt. Zu t = 24,5 kommt es zu in eulerschen
Koordinaten zur Bildung bis zu etwa einem Viertel der horizontalen Linge des
Systems messenden, plumeartigen Strukturen, die zu einer turbulenten Durchmi-
schung der Fliissigkeit fithren. In der lagrangeschen Darstellung hingegen bilden
sich statt dieser grofien, sich bewegenden Strukturen feine, vertikal ausgerichtete
Filamente aus, die das Anfangsprofil durchsetzen.

Geht man zu noch grofieren Zeiten (t = 26,8) iiber, so verkleinern sich auch die
Strukturen in der eulerschen Darstellung, in lagrangeschen Koordinaten ist dieser
Effekt jedoch deutlich ausgepriagter. Bemerkenswert ist insbesondere die Tatsache,
dass die urspriinglichen vertikalen Storung auch zu grofieren Zeiten vertikal ausge-
préigt bleiben. Wahrend in eulerschen Koordinaten keine eindeutige Vorzugsrich-
tung zu erkennen ist, weist die lagrangesche Darstellung trotz der deutlich feineren
Strukturen und deren hoher Komplexitét eine groflere rdumliche Ordnung auf.

3.4.3. Entstehung von Plumes

Ny, N
1024 |

‘Ra‘Pr
| 107 | 100

ol M

Tabelle 3.2.: Parametersatz zur Entstehung von Plumes.

Eine charakteristische Eigenschaft des Rayleigh-Bénard-Systems bei hohen Prandtl-
zahlen ist die Ausbildung von Plumes. Hierbei handelt es sich um pilzartige Struk-
turen, die sich in den Randschichten bilden und durch Auf- beziehungsweise Ab-
steigen diese Randschichten tiefer in den Bulk erweitern. Diese Plumes werden sich
nach einiger Zeit von der urspriinglichen Randschicht trennen und auf die entgegen-
gesetzte Wand treffen und dabei eine signifikante Menge an Warme transportiert
haben. Gerade in Parameterbereichen sehr grofler Prandtlzahlen, wie sie beispiels-
weise in geophysikalischen Anwendungen auftreten, tragen Plumes wesentlich zur
Dynamik des Systems bei und bediirfen daher einer intensiven Untersuchung. Hier
soll die Entstehung von Plumes und ihre Bedeutung fiir die zeitliche Entwicklung
der Rayleigh-Bénard-Konvektion in lagrangeschen Koordinaten untersucht werden.
Hierzu wird ein Parametersatz nach Tabelle 3.2 gewéhlt, der gewéhrleistet, dass
sich nach kurzer Zeit aus mit geringem Rauschen versetzten Nullstartwerten fiir
die Felder Plumes entwickeln.
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Abbildung 3.4.: Entstehung von Plumes bei einer Prandtlzahl von Pr = 100 in eulerschen
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Abbildung 3.5.: Entstehung von Plumes bei einer Prandtlzahl von Pr = 100 in eulerschen
(links) und lagrangeschen (rechts) Koordinaten. Dargestellt ist die Vorti-
zitét zu den Zeiten t = 54, t = 63, t = 72 und t = 90.
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Betrachtet man zunéchst die Temperatur in Abbildung 3.4, so haben sich in der eu-
lerschen Darstellung zur Zeit t = 54 an beiden Randschichten Plumes mit runden
Kopfen gebildet, die sich in vertikale Richtung bewegen. In lagrangeschen Koor-
dinaten ist die Bildung noch nicht zu erkennen, lediglich die Randschicht scheint
eine fast regelméflige aufgeraute Form anzunehmen. Zur Zeit t = 63 weisen die
Plumes in eulerschen Koordinaten die charakteristische pilzartige Struktur auf, aus
der urspriinglichen rein vertikalen Bewegung haben sich horizontale Anteile durch
die steigende Vortizitdt entwickelt. Man beachte, dass die zur Zeit t = 54 in re-
gelméffigen Abstédnden entstandenen Plumes in kleineren Gruppen zusammenge-
trieben werden. Dem gegeniiber ist zur Zeit t = 63 in lagrangeschen Koordinaten
eine regelméflige Struktur entstanden, die sich aus zwei Teilen zusammensetzt: Eine
fingerformige Struktur wechselnder extremer und mittlerer Temperaturen, die an
den Wénden lokalisiert ist, und eine feinere, vertikal ausgerichtete Struktur geringer
Temperaturabweichung vom Mittel.

Bemerkenswert ist hier insbesondere, dass die Extrema der feinen Struktur gerade
mit der horizontalen Koordinate der Entstehungsorte der Plumes in eulerschen Ko-
ordinaten zusammenfallen, wihrend hingegen die fingerformige Struktur an deren
Zwischenbereichen lokalisiert ist. Der Grund hierfiir liegt in der vertikalen Bewe-
gung der Plumes in eulerschen Koordinaten. Beim Auf- oder Absteigen eines Plu-
mes tragt dieser Teilchen, die er passiert, mit. Diese werden dann erwarmt bzw.
abgekiihlt und erscheinen in lagrangeschen Koordinaten als feine Struktur. Hier
lasst sich in lagrangeschen Koordinaten in gewissem Rahmen die Bewegung der
Plumes zuriickverfolgen, ohne die gesamte zeitliche Dynamik kennen zu miissen.
In eulerschen Koordinaten kommt es iiber die Zeit t = 72 bis hin zu einer Zeit
von t = 100 zu einer Durchmischung der Plumes, bei der die urspriingliche Iden-
tifizierbarkeit der Plumes verloren geht. Es lassen sich noch grofiflichige Plumes
identifizieren, die bei t = 100 beinahe bis zu der Hélfte der horizontalen Ausdeh-
nung der grundlegenden Geometrie messen. Es erscheint aber aussichtslos, allein
aus dieser Feldverteilung die Anzahl der urspriinglichen Plumes zu rekonstruieren.
Ganz anders stellt sich dies in lagrangeschen Koordinaten dar. Die wandnahe, fin-
gerformige Struktur biifit zwar einige Regelméfigkeit ein, einige Auslaufer werden
zu kleinen Peaks direkt an den Wénden, dem gegeniiber andere sich vertikal aus-
dehnen und an den Enden ausfasern. Jedoch lasst sich auch zu groflen Zeiten stets
die Anzahl der urspriinglichen Plumes in eulerschen Koordinaten rekonstruieren.
Dies ist ein starker Hinweis darauf, dass die Entstehung von Plumes einen wesent-
lichen, langzeitkorrelierten Einfluss auf die Dynamik des Systems hat.

Experimentelle Untersuchungen von Zhou und Xia haben ergeben, dass der Ska-
lierungsexponent der Nusseltzahl-Rayleighzahl-Beziechung im Wesentlichen durch
Plumeanzahl im System bestimmt wird [Zhou und K.-Q. 2010]. Die Darstellung
der Plumeentstehung in lagrangeschen Koordinaten konnte aufgrund der besse-
ren Detektierbarkeit der Plumeanzahl und zeitlich langer korrelierten Effekte ein
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3.5 Rayleigh-Bénard-Konvektion in lagrangeschen Koordinaten

komplementéres Hilfsmittel zur genauen Bestimmung der Abhéngigkeit der Plu-
meanzahl von der Rayleighzahl und deren Einfluss auf den Warmetransport bieten.

Interessant ist zudem die Darstellung in der Vortizitéit von der Entstehung von Plu-
mes. Betrachtet man Abbildung 3.5, die der Situation aus Abbildung 3.4 entspricht
und zu gleichen Zeit abgebildet ist, so ist zu erkennen, dass die entstehenden Struk-
turen in lagrangeschen Koordinaten in etwa die gleiche rdumliche Ausdehnung wie
diejenigen in eulerschen Koordinaten aufweisen, jedoch deutlich feiner strukturiert
sind. Fiir grofile Zeiten (t = 100) ergeben sich in der lagrangeschen Darstellung
hochkomplexe Muster, die keine Aquivalente in der eulerschen Darstellung haben
und besser verstanden werden miissen.

Auffallend ist, dass sich Anderungen der Strukturen in der lagrangeschen Dar-
stellung dann ergeben, wenn es zu topologischen Verdnderungen in der eulerschen
Darstellung kommt. So kommt es beispielsweise bei den Wandkollisionen genau
dann zu einem Aufspalten der Struktur in lagrangeschen Koordinaten, wenn es in
eulerschen Koordinaten zur Kollision mit der Wand gekommen ist und sich eine
qualitativ neue Stromungssituation entwickelt hat.

3.5. Rayleigh-Bénard-Konvektion in lagrangeschen
Koordinaten

Nachdem im letzten Abschnitt verschiedene Anfangsbedingungen in lagrangeschen
Koordinaten diskutiert wurden, soll nun der Fokus auf relaxierter Konvektion lie-
gen. Hierzu wurden numerische Simulationen iiber grofle Zeitspannen berechnet,
sodass Effekte der Anfangsbedingungen zu vernachlédssigen sind. Nach dem Ab-
klingen des Einflusses der Anfangsbedingungen wurde auf jedem Gitterpunkt ein
Tracer platziert und von dort aus die lagrangesche Abbildung berechnet.

3.5.1. Periodische Rander

N, Ny | Ra | Pr
1024 [ 107 ] 1

Tabelle 3.3.: Parameter der Simulation zur Berechnung der lagrangeschen Abbildung bei
periodischen Randbedingungen.

Fithrt man eine Simulation mit den Parametern aus Tabelle 3.3 durch, so kommt
es in eulerschen Koordinaten zur Bildung zweier Konvektionsrollen, die jedoch auf-
grund der hohen Rayleighzahl von Ra = 107 nicht stationér bleiben, sondern Ver-
formungen und horizontalen Fluktuationen in der Bewegung unterworfen sind.
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3.5 Rayleigh-Bénard-Konvektion in lagrangeschen Koordinaten

Eine Visualisierung des Vorganges ist auf der beiliegenden DVD im Verzeichnis
“...\Kapitel 3\Periodisch\euler.avi” zu finden. Trotz dieser dynamischen Vorgénge
bleibt die grundsétzliche Struktur der zwei Konvektionsrollen erhalten, die
Schnappschiisse zu den Zeiten t = 0 und t = 51,7 unterscheiden sich qualitativ
nicht. Ein besseres Verstandnis fiir die Vorgénge innerhalb der Konvektionsrollen
bietet die Darstellung in lagrangeschen Koordinaten. Ausgehend von der gleichen
Anfangsbedingung zur Zeit t = 0 bilden sich zunéchst in den Bereichen auf- und ab-
steigender Fliissigkeit feine, horizontal ausgerichtete Strukturen, die mit dem Trans-
port von Teilchen aus diesen Bereichen in die Randschichten und deren damit ver-
bundener Abkiihlung bzw. Erwdrmung verkniipft sind. Bemerkenswert ist zudem,
dass ein nicht unerheblicher Anteil von Teilchen, die sich direkt an den Ursprungs-
orten der abwéirts und aufwiérts gerichteten Stromungen befinden, auf konstanter
Temperatur verbleibt. Dies ist beispielsweise an der ausgedehnten, pilzférmigen,
blauen Struktur im oberen linken Bereich von der Zeit t = 17.7 und aufwirts zu
erkennen. Teilchen in diesen Bereichen tragen nicht zum Transport von Wéarme
durch das System bei, sondern verbleiben in der Ndhe der Randschichten.

Geht man nun zu grofleren Zeiten iiber, so wachsen die Strukturen in der lagran-
geschen Darstellung entlang der Konvektionsrollen und beginnen, fein aufgeloste
Muster zu bilden. Dies ist direkt verkniipft mit der Separation benachbarter Tra-
jektorien; sich urspriingliche nahe beieinander befindliche Teilchen werden durch
die Stromung auseinander getrieben und werden mitunter in gegeniiberliegende
Randschichten transportiert. Dass die Strukturbildung in lagrangeschen Koordi-
naten im Wesentlichen um die Konvektionsrollen in eulerschen Koordinaten zen-
triert ist, weist auf eine geringe Durchmischung zwischen Teilchen im Bulk und
in den Randschichten hin. Die Geschwindigkeiten innerhalb der Konvektionsrollen
sind so gering, dass ein Grofiteil dieser Teilchen innerhalb dieser gefangen ist. Be-
trachtet man die Darstellung in lagrangeschen Koordinaten zur Zeit t = 51,7, so
ist auffallig, dass die griinen Bereiche, die mit Teilchen mittlerer Temperaturen zu
identifizieren sind, eine deutlich grofiere Fliche einnehmen als die feinen Strukturen
hoher und niedriger Temperatur entlang der Konvektionsrollen. Zum Transport von
Wiirme triagt also nur ein sehr geringer Anteil der Teilchen bei. Eine Visualisierung
der Strukturbildung findet sich auf der DVD im Verzeichnis “...\Videos\Kapitel
3\Periodisch\lagrange.avi”.

3.5.2. Isolierende Seitenwande

Eine vergleichbare Situation entsteht, wenn man eine Box mit isolierenden Sei-
tenwéinden mit den Parametern aus Tabelle 3.4 auf dquivalente Weise berechnet.
Anstelle der zwei nebeneinander liegenden Rollen entstehen zwei Konvektionsrol-
len, die sich iibereinander befinden. Die grundsétzlichen Beobachtungen sind mit
denen aus Abschnitt 3.5.1 identisch; entlang der Rander der Konvektionsrollen, die
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3 Lagrangesche Darstellung

in eulerschen Koordinaten Fluktuationen unterworfen sind, bildet sich in lagrange-
schen Koordinaten eine fein aufgeloste Struktur aus. Bedingt durch gegenrotierende
Rollen in den Ecken der Box trégt jedoch ein im Vergleich zu periodischen Rand-
bedingungen deutlich groBerer Anteil an Teilchen zum Wérmetransport bei, was
zu einem anderen Skalierungsverhalten der Nusseltzahl beziiglich der Rayleighzahl
fithrt (siehe Kapitel 4).

Ny, Ny [T | Ra | Pr
512 | 1[107| 1

Tabelle 3.4.: Parameter der Simulation zur Berechnung der lagrangeschen Abbildung bei
isolierenden Seitenwénden.
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Abbildung 3.7.: Konvektion bei isolierenden Seitenwinden in eulerschen (links) und la-
grangeschen (rechts) Koordinaten. Dargestellt ist die Temperatur zu den
Zeiten t = 0,t = 27,9, t = 54,9 und t = 81,9.
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4. Warmetransport

Der Transport von Wérme durch das Rayleigh-Bénard-System ist einer der meist
untersuchtesten Aspekte, jedoch bis heute nicht vollsténdig verstanden. In einge-
schrinkten Parameterbereichen lédsst sich die Abhéngigkeit der Nusseltzahl von den
Kontrollparametern durch ein Potenzgesetz approximieren:

Nu ~ Ra"Pr® (4.1)

Dieses Verhalten wurde in vielen Experimenten und Simulationen bestétigt, jedoch
variieren die Exponenten bei groleren Verdnderungen der Kontrollparameter. Neue-
re Theorien aus Dimensionsanalysen postulieren kompliziertere Abhéngigkeiten der
Nusseltzahl von den Kontrollparametern. Bisher existiert jedoch keine einheit-
liche Theorie, die sdmtliche Aspekte des Warmetransportes beriicksichtigt. Eine
Ubersicht iiber diese Entwicklung lisst sich in einem Review-Paper von Ahlers
nachlesen [Ahlers et al. 2009]. In den letzten Jahren wurden groBe Fortschrit-
te in der Arbeitsgruppe Hansen am Institut fiir Geophysik zur Erklarung des
Wiérmetransportes vollzogen, es bleiben jedoch einige Fragen offen [Breuer und
Hansen 2009, Breuer et al. 2004, Hansen et al. 1992]. Der Schwerpunkt dieses
Kapitels soll der Einfluss von Seitenwénden auf den Warmetransport durch das
Rayleigh-Bénard-System sein. Hierzu wird anhand numerischer Simulationen das
Skalierungsverhalten der Nusseltzahl beziiglich der Rayleighzahl und dem Seiten-
verhéltnis bestimmt.

4.1. Abhangigkeit der Nusseltzahl von der
Rayleighzahl

In diesem Abschnitt soll der Einfluss von Seitenwénden auf den Wéarmetransport
demonstriert werden. Hierzu wurde die Nusseltzahl in Abhéngigkeit der Rayleigh-
zahl auf zwei verschiedenen Geometrien numerisch bestimmt. Verglichen wurde
eine Simulation nach Abbildung 2.3.2 periodischer Randbedingungen in horizonta-
ler Richtung und eine Simulation einer Box mit isolierenden Wéanden nach Abbil-
dung 2.12. In beiden Fillen wurde die Prandtlzahl zu 1 gewéhlt. Es ergibt sich ein
Verhalten nach Abbildung 4.1.

Nimmt man eine einfache Potenzabhéngigkeit der Nusseltzahl von der Rayleighzahl
an:
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4 Warmetransport

1E-+02 ‘ Ny ‘

Periodisch .

Box .
—

0/

///0/ ’
//
1E+00

1E+4-06 1E407 1E+08
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Abbildung 4.1.: Aufgetragen ist die Nusseltzahl gegeniiber der Rayleighzahl fiir zwei Si-
mulationen mit Pr = 1. In blau sind dargestellt die Ergebnisse unter pe-
riodischen Randbedingungen, in rot die einer Box mit isolierenden Sei-
tenwinden und I' = 1. Die Punkte entsprechen den numerischen Resulta-
ten, die durchgezogenen Linien angefittete Potenzfunktionen.

Nu=A-Ra” |, (4.2)

so lassen sich die Koeffizienten fiir die jeweiligen Randbedingungen bestimmen (sie-
he Tabelle 4.1). Augenscheinlich wird das Potenzgesetz unter periodischen Randern
besser erfiillt als bei Konvektion in einer Box. Die Effekte an den Réndern, insbe-
sondere gegenrotierende kleine Konvektionsrollen (sieche Abbildung 4.2), fithren zu
einer komplexeren Stromung, deren Warmetransport weniger gut durch ein Potenz-
gesetz approximiert werden kann.

Seitenwénde A v
Periodisch | 0,18 0,02 | 0.273 £ 0.006
Isolierend | 0.04 £0.02 | 0.3540.03

Tabelle 4.1.: Koeffizienten der angefitteten Potenzfunktionen

Bemerkenswert ist, dass das Skalierungsverhalten der Nusseltzahl signifikant von
den Seitenwdnden abhéngt, der Exponent der Rayleighzahlabhéngigkeit der Nus-
seltzahl bei isolierenden Winden ist um fast 30% groer als derjenige bei periodi-
schen Randbedingungen. Durch die Seitenwénde kommt es in den Ecken zu gegen-
rotierenden, kleinen Konvektionsrollen, die zu einer Aufweitung der Randschichten
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4.2 Abhéngigkeit der Nusseltzahl vom Seitenverhéltnis

fithren. Dies hat zur Folge, dass der Warmetransport sensitiver von der Rayleigh-
zahl abhéngt, es kommt zum oben dargestellten Verhalten. Bei einer Simulation
mit periodischen Rédndern zum Vergleich mit dem Experiment muss folglich stets
iiberpriift werden, ob der Einfluss der Winde tatséchlich vernachléssigt werden
kann.

4.2. Abhangigkeit der Nusseltzahl vom
Seitenverhaltnis

Neben der vielmals postulierten Abhéngigkeit der Nusseltzahl von Rayleigh- und
Prandtlzahl ist in den letzten Jahren die Frage nach der Abhéngigkeit der Nusselt-
zahl von dem Seitenverhéltnis I' eines einschliefenden Containers mit isolierenden
Wiénden aufgekommen. Beachtenswert ist besonders, dass die experimentellen Er-
gebnisse zum Teil stark widerspriichliche Aussagen iiber diese Abhéngigkeit treffen.
So fanden Sun und Mitarbeiter [Sun et al. 2005] eine Potenzgesetzabhingigkeit der
Form

Nu (Ra,T) = A; (I')Ra” + Ay (T)Ra™ | (4.3)

wéahrend hingegen Funfschilling keine signifikante Abhéngigkeit der Nusseltzahl
vom Seitenverhiltnis feststellen konnte [Funfschilling et al. 2005]. Auch numerische
Ergebnisse haben bisher kein einheitliches Bild abgegeben [Bailon-Cuba et al. 2010].

13

12.5

12

Nu

11.5

11

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
r

Abbildung 4.2.: Dargestellt ist die Abhéngigkeit der Nusseltzahl vom Seitenverhéltnis. Die
Simulationsparameter sind Ra = 107, Pr =1 und N, = N, = 512.
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4 Warmetransport

Betrachtet man den zweidimensionalen Fall einer Box mit isolierenden Seitenwéanden
(sieche auch Abbildung 2.12) und variiert das Seitenverhéltnis dieser Box bei kon-
stanter Rayleigh- und Prandtlzahl in Bereichen unter I' = 2, so ergibt sich ein Ver-
halten nach Abbildung 4.2. Anstelle einer Potenzabhéngigkeit des Warmetransportes
ergibt sich ein Sprung im Warmetransport zwischen I' = 1,75 und I' = 1, 8, wobei
die Nusseltzahl bei geringen Seitenverhéltnissen im Wesentlichen konstant bleibt
und bei grofleren Seitenverhéltnissen leicht abnimmt. Dieses Verhalten lisst sich

erkliaren, wenn man die zeitgemittelten Geschwindigkeitsfelder oberhalb und unter-
halb des Sprunges betrachtet.
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Abbildung 4.3.: Zeitgemitteltes Geschwindigkeitsfeld der Simulation aus Abbildung 4.2 fiir
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4.2 Abhéngigkeit der Nusseltzahl vom Seitenverhéltnis
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Abbildung 4.4.: Zeitgemitteltes Geschwindigkeitsfeld der Simulation aus Abbildung 4.2 fiir
r=1,9

Es kommt genau an der Stelle des Sprunges zu einer Bifurkation in der Rollenstruk-
tur, bei kleineren Seitenverhéltnissen ist eine Ein-Rollenstruktur die Wahrschein-
lichste, wihrend hingegen bei grofleren Seitenverhéltnissen zwei Rollen als stabilste
Struktur hervortreten. Die Asymmetrie der Zweirollenstruktur, die aufgrund der
isolierenden Winde auftritt, begiinstigt den Transport von Wéarme durch den mitt-
leren Up- bzw. Downstream und fiithrt zum beobachteten Verhalten der Nusseltzahl.
In diesen Bereichen kleiner Seitenverhéltnisse wird der Warmetransport also durch
Bifurkationen dominiert, es ist davon auszugehen, dass dies auch fiir hohere Seiten-
verhéltnisse und dreidimensionale Stromungen gilt. Eine vollstindige Theorie der
Abhéngigkeit der Nusseltzahl vom Seitenverhéltnis sollte dies also beriicksichtigen,
einfache Potenzgesetze scheinen dazu nicht in der Lage zu sein.
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4 Warmetransport

4.3. Einfluss von Objekten

Wie in Kapitel 2 geschildert, lassen sich mittels der Penalisationsmethode auch
komplexere Geometrien simulieren. Dies soll hier anhand eines einfachen Beispie-
les kurz phdnomenologisch demonstriert werden. Von grundsétzlichem Interesse ist
die Frage nach der Moglichkeit der Beeinflussung konvektiven Verhaltens durch
Einbringen von Hindernissen in das Stromungsfeld. Gerade bei der Konstruktion
industrieller Anlagen ist der Informationsbedarf hiernach grof3, die Penalisationsme-
thode konnte hilfreich bei der Klarung ebensolcher Fragen sein. Die Komplexitét
des Einflusses von Objekten ist jedoch nicht zu unterschéitzen, wie man sich an-
hand eines verhéltnisméBig simplen Beispieles klar machen kann. Hierzu betrachte
man ein quadratisches ortsfestes Objekt variabler Breite d, mit von Neumann-
Randbedingungen, das in das Stromungsfeld eingebracht wird (siehe Abbildung
4.5). Eine Visualisierung des Vorganges befindet sich auf der beiliegenden DVD im
Verzeichnis “...\Videos\Kapitel 4\...”.

Q
Q

sD

Q

sD

Abbildung 4.5.: Schematische Darstellung der Geometrie eines Objektes im Stréomungsfeld.

Variiert man die Breite d, des Hindernisses und bestimmt anhand einer Simulation
bei Ra = 107" und Pr = 1 die resultierende Nusseltzahl, ergibt sich keineswegs eine
lineare Abhéngigkeit. Vielmehr kommt es zu einer Bildung verschiedener Plateaus,
auf denen der Warmetransport anndahernd konstant bleibt, bis dieser fiir d, — L,
verschwindet.
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Abbildung 4.6.: Dargestellt ist die Nusseltzahl in Abhéingigkeit von der Breite des Ob-
jektes, normiert auf die Breite der Box. Ein Wert von 0 entspricht der
Abwesenheit eines Hindernisses, ein Wert von 1 einem komplett durchset-
zendem Hindernis.

Mit einigem weiteren technischen Aufwand lielen sich auch bewegende Objekte
simulieren [Kadoch 2009], um beispielsweise den Einfluss von dynamischen Mixern
oder Propellern auf den Fluss zu untersuchen. Die Penalisationsmethode bote die
Grundlage einer systematischen Untersuchung, allerdings miissten zunéchst Fragen
nach dynamischer Gitterauflosung und der Kantengldttung an runden Objekten
geklart werden.

85






5. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde mit der lagrangeschen Darstellung ein alternatives Bild
fiir die Untersuchung turbulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion vorgestellt. Hier-
zu wurde ein pseudospektrales numerisches Verfahren mit einer Volumenpenali-
sationstechnik entwickelt, das in der Lage ist, Rayleigh-Bénard-Konvektion mit
iiblichen Randbedingungen zu simulieren und die lagrangesche Abbildung anhand
der Riickrechnung von Trajektorien von Tracern zu bestimmen.

Die Entwicklung des numerischen Verfahrens wurde in Kapitel 2 ausfiihrlich voll-
zogen. Ausgehend von bekannten Verfahren fiir die Navier-Stokes-Gleichungen wur-
de hier erldutert, wie sich die dort gewonnenen Erkenntnise auf das Rayleigh-
Bénard-System {ibertragen lassen. Neben der Herleitung der Implementation iso-
lierender Seitenwdnde wurde anhand numerischer Ergebnisse eine Validation des
Verfahrens durchgefiihrt und gezeigt, dass die Volumenpenalisierungsmethode eine
anwendbare Alternative zu herkémmlichen Simulationsverfahren fiir das Rayleigh-
Bénard-System darstellt. Neben der Uberpriifung theoretischer Konvergenzraten
ergaben sich gerade durch die Einfachheit der Implementierung durch pseudospek-
trale Methoden und die Anpassbarkeit an verschiedene Geometrien Vorteile in der
Verwendung von Volumenpenalisierungsmethoden.

Der néchste Schritt in der Weiterentwicklung der Penalisationsmethoden wére das
Einfiihren eines impliziten Zeitschrittverfahrens, das die Anforderung des Zeitschrit-
tes an den Penalisationsparameter umgeht, ohne jedoch die Divergenzfreiheit des
Geschwindigkeitsfeldes zu beeintréichtigen. Ist dieses erfolgt, so liegt es nahe, kom-
plexere Geometrien und den Einfluss beweglicher Objekte innerhalb des Fluidge-
bietes zu untersuchen.

Im 3. Kapitel wurde durch die lagrangesche Darstellungsweise eine Sichtweise auf
die Rayleigh-Bénard-Konvektion entwickelt, die den Fokus auf das Verhalten von
Tracern legt, die sich in der Stromung bewegen. Hierzu wurden im numerischen
Verfahren aus Kapitel 2 Tracer implementiert, anhand deren Trajektorien sich die
lagrangesche Abbildung berechnen lief3. Untersucht wurde in diesem Kapitel zunéchst
das Verhalten verschiedener Anfangsbedingungen im Vergleich der eulerschen und
lagrangeschen Koordinaten. Besonders bemerkenswert waren hier die Unterschie-
de in der Entwicklung von Plumes, in lagrangeschen Koordinaten ergab sich eine
bedeutend hohere zeitliche Korrelation in der Entstehung gegeniiber der Entste-
hung in eulerschen Koordinaten, was zu einer besseren Detektierbarkeit fithrte. In
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5 Zusammenfassung und Ausblick

der anschlieBenden Diskussion voll entwickelter Konvektion in beiden Darstellun-
gen wurde der Einfluss randschichtennaher Teilchen im Vergleich zu sich im Bulk
befindlichen Teilchen auf den Wirmetransport verdeutlicht.

Die lagrangesche Abbildung bietet einen neuen Zugang zur Beschreibung turbulen-
ter Rayleigh-Bénard-Konvektion, der weiter untersucht werden sollte. Gerade der
Vergleich von Korrelationen und statistischen Gréflen in beiden Bildern kénnte zu
einem besseren Verstindnis des Systems fithren und die Grundlage einer verbesser-
ten Theorie zum Warmetransport bieten.

Das 4. Kapitel behandelte kurz den Einfluss isolierender Seitenwidnde und Objekte
auf den Wéarmetransport. Hierzu wurde beispielhaft der Unterschied im Skalie-
rungsverhalten der Nusseltzahl zwischen der An- und Abwesenheit von Wéanden
untersucht und der Einfluss des Seitenverhéltnisses diskutiert. Zur Demonstration
der Moglichkeiten des numerischen Verfahrens wurde zudem kurz gezeigt, welche
Bedeutung das Einfiihren von Objekten in das Stréomungsfeld haben kann.

Dieses Kapitel sollte aufzeigen, dass die Theorie des Warmetransportes im Rayleigh-
Bénard-System eine Anzahl nicht vollstéindig verstandener Aspekte besitzt, die in
Zukunft weiter untersucht werden miissen. Eine lagrangesche Theorie scheint hier
erfolgversprechend und sollte im Fokus weiterer Forschung stehen.

Das Rayleigh-Bénard-System ist ein komplexes System mit grofler Bedeutung fiir
natiirliche Prozesse. Dennoch sind viele Aspekte bis heute nicht vollstandig verstan-
den und bediirfen tiefergehender Untersuchungen. Die hier vorgestellte Darstellung
in lagrangeschen Koordinaten konnte neben der statistischen Beschreibung [Liilff
et al. 2011] ein vielversprechendes Hilfsmittel sein, um diese offene Fragen unter
anderen Blickwinkeln zu betrachten und somit moglicherweise zu einer Klarung
beitragen.
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A. Anhang

A.1. Kritische Rayleighzahl

Die grundlegende Beobachtung eines Rayleigh-Bénard-Experimentes ist das Ein-
setzen der Konvektion oberhalb einer kritischen Rayleighzahl. Ist der Tempera-
turunterschied zwischen den beiden Wirmeleitenden Platten zu gering, ist der
Warmetransport rein konduktiv, es entstehen keine Konvektionsrollen. Dieser kri-
tische Bifurkationspunkt lésst sich iiber eine lineare Stabilitdtsanalyse bestimmen.
Hierzu sei das zugrundeliegende Gebiet wieder zweidimensional, es gelte also:

Uy
u=| 0 (A.1)
uZ
Nun fiihrt man neben der Vortizitat
w=Vxu (A.2)

noch die Stromfunktion ¥ ein, die in zwei Dimensionen ebenfalls lediglich iiber eine
Komponente verfiigt, {iber die sich die Geschwindigkeit berechnen lésst.

u=V x Ve, (A.3)

Die Geschwindigkeit ldsst sich dariiber leicht bestimmen:

0
e =——V A4
u s (A.4)
0
,=—U A.
“ Ox (4.5)
Vortizitat und Stromfunktion lassen sich in Zusammenhang bringen:
AV = —w (A.6)
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A Anhang

Mit diesen Groflen lassen sich die Rayleigh-Bénard-Gleichungen ausdriicken, man
erhélt:

1 dw 0

Prog T\ V)W = Aw s Rap 6 il
06 B,
E‘F(U'V)Q—AQ—F%\P (A8)

Im rein konduktiven Fall sind die auftretenden Geschwindigkeiten klein, die ad-
vektiven quadratischen Terme (u-V)w und (u- V)@ lassen sich gegeniiber den
itbrigen Termen vernachlissigen. Diese Vereinfachung ermdoglicht eine lineare Sta-
bilitdtsanalyse. Hierzu 16st man zunéchst die linearisierte Gleichung A.8 formal

nach U auf.
vo (2) (2 A (A.9)
-\ Ox ot ’

Dieses Ergebnis setzt man wiederum in Gleichung A.7 unter Zuhilfenahme von Glei-
chung A.6 ein und erhélt eine Bestimmungsgleichung fiir das Temperaturschwan-
kungsfeld:

—%&A (07 (0, — A)0) = —A2 (97" (0, — A) ) — Rad,0 (A.10)

Ein angemessener Ansatz fiir € ist eine ebene Welle in horizontaler Richtung, die
in vertikaler Richtung die Randbedingungen erfiillt:

0 (x,t) = Z Z O, (1) sin (nz) e™*® (A.11)

Eingesetzt in Gleichung A.10 ergibt sich nach einigen elementaren Umformungen
eine Gleichung fiir die Koeffizienten 6, (¢) :

0+ ((Pr+ 1) (0 4 05 a0+ (0 4 272)” = Rok?) ) =0
(A.12)

Dies ist eine gewoOhnliche Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten, die
sich mit den dafiir bekannten Methoden 16sen lasst. Die allgemeine Losung dieser
Gleichung lautet
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A.1 Kritische Rayleighzahl

Onk (t) = ane)\+t —+ dnke)“t s (A13)

wobei die Koeffizienten ¢, durch die Anfangsbedingungen festgelegt werden und
fiir AL gilt:

(Pr+ 1) (k* + n?x?) (Pr 4 1)% (k2 + n272)° Rak?
M=o ; - i TP g )

(A.14)

Die kritische Rayleighzahl Ra. ist gerade diejenige zu AL = 0:

(K? + n*r?)°

Ra, = 12

(A.15)

Man sieht leicht ein, dass die entscheidende Mode diejenige mit n = 1 ist, zudem
verschwindet die Wachstumsrate der kritischen Mode:

ORa,
ok

=0 (A.16)

Dies liefert nach kurzer Rechnung:

k= iﬁ (A.17)

Und zuriickeingesetzt die kritische Rayleighzahl:

27
Ra. = Zw‘* ~ 657,51 (A.18)

Oberhalb dieser kritischen Rayleighzahl wird die erste Mode linear instabil und es
bilden sich Konvektionsrollen aus. Dieses Ergebnis ist identisch zum Fall unendli-
cher Prandtlzahl, fiir no-slip Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit sei hier auf
Abschnitt 2.7.2 und das Buch von Chandrasekhar [Chandrasekhar 1961] verwiesen.

91



A Anhang

A.2. Struktur der Interpolationsmatrix

lautet [Press et al. 2007]:

a1

Die Matrix

nm,kl

-3

3 -3 -2 -1 -1 =2

3

6 —4 -2

—6

2 -2 =2 -2 -1 -1

4

—6 6 -3 3
-4 4 -4

—6 6
4

2

a1

nm,kl

(A.19)
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