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Einleitung

Welch Schauspiel! aber ach!
ein Schauspiel nur!

Wo fass ich dich,
unendliche Natur?

(Johann Wolfgang von Goethe.
Faust 1)

Turbulente Stromungen widersetzen sich seit mehr als zweihundert Jahren einer um-
fassenden Beschreibung, was gemeinhin als ,,das Turbulenzproblem® bezeichnet und
von namhaften Personlichkeiten als ,,das letzte grofie ungeloste Problem der klassischen
Physik® genannt wird. Angesichts der Allgegenwirtigkeit turbulenter Stromungen um
uns herum ist diese bisherige Unlosbarkeit doch eine eher verwundernde Tatsache - ein-
jeder besitzt ein mehr oder weniger anschauliches, intuitives Verstindnis turbulenter
Stromungen, wieso soll dann eine Beschreibung des Phinomens so unerreichbar sein?

Ein Puzzlestiick des Gesamtbildes, das die Turbulenz darstellt, ist die turbulente
Stromung von Fliissigkeiten und Gasen, die durch Temperaturunterschiede angetrieben
wird und so fiir einen Wirmetransport sorgt. Als Beispiel fiir eine solche Stromung denke
man nur an das Wetter, dessen Unvorhersagbarkeit von jedem bestitigt werden kann
und dessen Wirmetransport im Leben vieler Menschen eine grofie Rolle spielt - gerade
diese ,Konvektion“ genannte Art turbulenter Stromungen ist somit fiir jeden anschaulich
zuginglich und gleichzeitig fiir jeden relevant.

In den zwei Abbildungen dieser Einleitung sind zwei weitere Beispiele turbulenter
Stromungen dargestellt, bei denen der Antrieb durch Temperaturunterschiede erfolgt.
Abbildung|[1] zeigt den Ausbruch des islindischen Vulkans Eyjafjallajokull, der im Friih-
jahr des Jahres 2010 eine erhebliche Behinderung des europiischen Flugverkehrs zur
Folge hatte und somit weiter die Relevanz fiir das Verstehen derartiger Stromungen
unterstreicht: Die heifle Aschewolke stieg durch den Temperaturunterschied in die kil-
tere Atmosphire auf und verteilte sich dort; da die genaue Verteilung zunichst unklar
war, mussten die Flugzeuge in vielen Lindern am Boden bleiben. In der Abbildung sind
zwei vergroflerte Ausschnitte der Aschewolke gezeigt, durch die ein Einblick in die hohe
raumliche Komplexitit der Stromung vermittelt wird. Abbildung [2] zeigt {iber einem
Schornstein aufsteigenden heiflen Dampf. In den vier Bildern sind vier aufeinanderfol-
gende Zeitpunkte zu sehen; bei genauer Betrachtung der aufsteigenden und sich dabei
verdrehenden Details wird hier eine Vorstellung der zeitlichen Komplexitit gegeben.
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Abbildung 1: Aufsteigende Aschewolke des Eyjafjallajokull wihrend des Ausbruchs im
Friihjahr 2010. In der Mitte ist eine zweifache, rechts eine vierfache Vergroflerung des

linken Bildes gezeigt. Foto aus .

Besteht die eingangs erwihnte Beschreibung der turbulenten Konvektionsstromungen
nun darin, jede sich windende Veristelung des Dampfes, jede noch so feine Auswolbung
der Aschewolke vorherzusagen? Angesichts der hochkomplexen raum-zeitlichen Struk-
turen scheint dieses Vorhaben in der Tat schwer vorstellbar. Andererseits ist eine solche
wpunktweise“ Vorhersage oft auch nicht vonnéten - in den meisten Fillen ist man schon
zufrieden, wenn die Wettervorhersage der nichsten drei Tage einigermaflen zuverlissig
ist; der IngenieurEl wird sich hdufig damit begniigen, das Ausmaf$ des Wirmetransports
in seiner Maschine, nicht aber jede mikroskopische Einzelheit der zugrunde liegenden
Konvektionsstromung zu kennen.

Die Beschreibung der Turbulenz wird deshalb auf einer statistischen Ebene angestrebt.
Dazu denke man an eine dhnliche Situation der statistischen Mechanik, nimlich die
Beschreibung eines idealen Gases: Es ist unmdoglich, die mikroskopische Bewegung von
typischerweise 10% Gasmolekiilen vorherzusagen; nichtsdestotrotz kann man Vorhersa-
gen iber statistisch gemittelte makroskopische Groflen wie die Temperatur, den Druck,
die Energie etc. machen, die das Gas schon hinreichend genau beschreiben.

Um eine solche statistische Beschreibung der Turbulenz zu entwickeln, geht man wie
beim idealen Gas tiblicherweise von idealisierten Systemen aus. Bei ,reiner” Turbulenz,
d. h. in Abwesenheit eines Antriebs durch Temperaturunterschiede, ist die Idealisierung
die Annahme homogener, isotroper Turbulenz, bei der alle Punkte und alle Richtungen
im Raum gleichberechtigt sind. Als idealisierte Konvektionsstromung betrachtet man
oft das sogenannte Rayleigh-Bénard-System, bei dem sich eine Fliissigkeit oder ein Gas
zwischen zwei horizontalen Platten bewegt, von der die untere geheizt und die obere
gekiihlt wird, was fiir den Antrieb der Stromung sorgt.

Dies ist das System, das in dieser Arbeit untersucht und fiir das eine statistische Her-
angehensweise entwickelt werden soll. Um die dabei bendtigten ,,Messungen® an dem
betrachteten System durchfithren zu kénnen, wird eine numerische Simulation idealisier-
ter Rayleigh-Bénard-Konvektion benutzt. Diese hat gegeniiber Experimenten mit realen

! Aus Griinden des Leseflusses wird die maskuline Form benutzt; Ingenieurinnen sind natiirlich implizit
mit eingeschlossen.



Abbildung 2: Aufsteigender Dampf des Heizkraftwerks der Universitit Miinster. Die
Fotos sind in einem Abstand von 4 Sekunden aufgenommen worden.

Flussigkeiten oder Gasen unter anderem den Vorteil, dass beliebige Messwerte erhalten
werden kénnen, ohne das System zu stéren. Man muss sich zwar fragen, inwieweit man
durch numerische Daten und aus ihnen gezogenen Aussagen auf das reale System, die
»Wirklichkeit“, zuriickschlieflen kann, oder weitergedacht, ob eine mathematische Erkli-
rung der Realitit moglich ist. Da wir aber wie die gesamte Physik einen beobachtenden
und beschreibenden, nicht einen erklirenden Standpunkt einnehmen werden, sollen
solche wissenschaftstheoretischen Fragen von uns an dieser Stelle ausgeblendet werden.

Die von uns angestrebte statistische Beschreibung des Rayleigh-Bénard-Systems wird
zum einen direkt auf den Grundgleichungen der Konvektionsstromung, zum anderen auf
gemittelten Groflen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen fuflen. In ,reiner Turbulenz
ist dieser Weg ansatzweise bereits in den 1960er Jahren beschritten worden, und in der
Tat werden wir uns in der vorliegenden Arbeit auf diese Ansitze berufen und sie auf das
Rayleigh-Bénard-System ausweiten.

Der in dieser Arbeit eingeschlagene Weg zu einer statistischen Beschreibung turbulenter
Rayleigh-Bénard-Konvektion gestaltet sich wie folgt:

Kapitel[f] stellt eine Einfiihrung in das Thema turbulenter Konvektionsstromungen dar.
Das Rayleigh-Bénard-System wird anhand grundlegender Phinomene und Experimente
prasentiert, und die mathematischen Grundlagen zur Beschreibung und Charakterisie-
rung von Stromungen werden vorgestellt.

In Kapitel 2] wird unser ,Experiment*, also die numerische Behandlung des Systems,
entwickelt. Dazu werden mehrere bereits bekannte Algorithmen zu einem neuen Ver-
fahren zur direkten numerischen Simulation der Grundgleichungen kombiniert, das im
Rahmen dieser Diplomarbeit in einem Simulationscode implementiert wurde.
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In Kapitel 3| werden wir anhand von Ergebnissen aus der numerischen Simulation
das Rayleigh-Bénard-System phinomenologisch besser kennen lernen. Zunichst werden
zur Anschauung einige Visualisierungen von verschiedenen Feldern gezeigt, die dann
durch raumliche und zeitliche Mittelwerte verschiedener Groflen vervollstindigt werden.
Das Verhalten einiger gemittelter Groflen wird hier mit Ergebnissen aus der Literatur
verglichen. Des Weiteren wird in diesem Kapitel auf die Videos der dieser Diplomarbeit
beiliegenden DVD eingegangen, die das intuitive, phinomenologische Verstindnis von
Vorgingen in turbulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion f6rdern sollen.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir uns in Kapitel 4| dem wissenschaftlichen
Hauptteil dieser Arbeit widmen. Um zu einer statistischen Beschreibung des Rayleigh-
Bénard-Systems zu gelangen, wird eine exakte Bewegungsgleichung fiir die Verbundwahr-
scheinlichkeitsverteilung von Temperatur und Geschwindigkeit hergeleitet. Beschrin-
ken wir uns auf die Betrachtung der Temperatur, konnen wir mit Hilfe numerischer
Ergebnisse tiefergehende Einblicke in das qualitative statistische Verhalten der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Temperatur in turbulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion
erhalten.

Kapitel |5| fasst schliellich die Ergebnisse der Arbeit zusammen, setzt sie in den wissen-
schaftlichen Kontext und gibt einen Ausblick fiir zukiinftige Anstrengungen.



1 Grundlagen

A fluid | know

And since | so love

Is heated below

And cooled from above

(Bertus van Bilsen, 1958)

In diesem Kapitel sollen die Grundlagen des Rayleigh-Bénard-Systems dargelegt werden.
Zunichst wird in Abschnitt 1.1 das Phinomen der Rayleigh-Bénard-Konvektion anhand
von (historischen) Experimenten und Visualisierungen vorgestellt und anschaulich be-
schrieben. Abschnitt [1.2) prasentiert die mathematische Formulierung des Systems durch
partielle Differentialgleichungen. In Abschnitt [1.3| wird die analytisch berechenbare li-
neare Stabilitdtsanalyse der Grundgleichungen prisentiert. Abschnitt [1.4] befasst sich
schliefflich mit der Charakterisierung des Antwortverhaltens des Systems.

1.1 Heated from below and cooled from above
oder: When the Higher Temperature is on the Under Side

Beim Rayleigh-Bénard-System wird eine Fliissigkeit oder ein Gas zwischen zwei horizon-
talen Platten eingeschlossen[|Dem System wird von unten Wirme zugefiigt, die durch die
Fluidschicht an die obere Begrenzung transportiert und dort wieder abgegeben wird. Die
Art dieses Wirmetransports hingt von den dufleren Bedingungen ab; das Fluid kann die
Wirme durch Wirmeleitung, in Form geordneter Konvektionsstrukturen oder mittels
chaotischer, turbulenter Konvektion von einer Platte zur anderen tibertragen. Konvekti-
on tritt auf, wenn sich das Fluid in einem dufleren Gravitationsfeld befindet, durch das
erwirmtes Fluid einen Auftrieb erhilt; sind diese Auftriebskrifte grofl genug, um die
Zihigkeit des Fluids zu tiberwinden, kann der Wirmetransport durch die Bewegung des
Fluids erhoht werden.

Wirmeiibertragung durch die Konvektion eines Fluids ist aulerordentlich effizient
und iiberall in der Natur anzutreffen:

'Da in Abwesenheit von Phaseniibergingen kein Unterschied zwischen einer Fliissigkeit und einem Gas
besteht, sprechen wir von nun an allgemein von einem Fluid.
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@) (b)

Abbildung 1.1: Das Original-Experiment von H. Bénard aus dem Jahr 1900. MExperi-
menteller Aufbau. Das konvektierende Fluid (in diesem Falle Ol) befindet sich auf der
Platte P und ist in horizontaler Richtung durch die Begrenzungen R eingeschlossen;
die Oberfliche des Ols ist frei. Durch die Pfeile (bei C, G und D) wird die Stromung
der zur Erhitzung der Platte benutzten Fliissigkeit gezeigt. Abbildung aus [Bén00].
Bénard-Zellen, wie sie im originalen Experiment auftreten, von oben betrachtet. Bild

aus [Kos74].

e Die Luft in der Atmosphire erwirmt sich an der Erdoberfliche und strahlt die
Wirme in den oberen Schichten der Atmosphire ins Weltall ab. Die dadurch ange-
triebene Konvektion ist fiir die groflskaligen Wetterstrukturen wie beispielsweise
die Passatwinde verantwortlich.

e Der Golfstrom stellt eine grofle Konvektionszelle dar. Das in der Karibik erwirmte
Wasser des Atlantiks wird nach Norden getrieben und gibt dort seine Wirme ab; es
sinkt dann in die Tiefe und flieflt zuriick nach Stiden. Dieser Wirmetransport ist
hauptverantwortlich fiir das relativ milde Klima in Europa.

e Die Tektonik der Kontinentalplatten wird durch die Konvektion von Magma
zwischen dem heiflen Erdkern und der kalten Erdkruste bewirkt.

e In der Sonne wird Wirme durch konvektierendes Plasma vom Inneren der Sonne
an die Oberfliche transportiert. Die dabei entstehenden Konvektionszellen ha-
ben eine Grofle von mehreren hundert Kilometern und sind als Granulation der
Sonnenoberfliche beobachtbar.



1.1 Heated from below and cooled from above

(@)

Abbildung 1.2: Beispiele des Rayleigh-Bénard-Systems. Sbadowgmp/o-Bild eines Fluids
in einem geschlossenen Gefdfy. Man erkennt sowohl einzelne aufsteigende und herabsin-
kende Strukturen (sog. plumes) als auch eine grofiskalige Zirkulation im Uhrzeigersinn.
Bild aus [SQTX03].[(b)] Volumetrische Darstellung des Temperaturfeldes einer numeri-
schen Simulation bei periodischen Randbedingungen. Kaltes Fluid ist blau, warmes rot
dargestellt.

Diese hier nur an einigen Beispielen gezeigte Allgegenwirtigkeit von Fluidstromungen,
die durch Temperaturunterschiede angetrieben werden und dabei Wirme transportieren,
macht ein genaueres Verstindnis der Vorginge wiinschenswert. Dazu bietet sich die
Untersuchung eines idealisierten Systems an, die zuerst von H. Bénard systematisch
durchgefiihrt wurde Bén01]. Der Aufbau des Bénard-Experiments ist in Abbil-
dung|1.1a gezeigt. Eine Fliissigkeit auf einer weit ausgedehnten horizontalen Platte wird
von unten erhitzt und gibt die Wirme an der Oberfliche wieder ab. Bei nicht zu hohen
Temperaturunterschieden bleibt die Fliissigkeit zunichst in Ruhe und die Warme wird
nur durch Konduktion (also Warmeleitung) iibertragen. Wird die Temperatur der unteren
Platte nun schrittweise weiter erhdht, gibt es einen Punkt, an dem der Wirmetransport zu
Konvektion umschligt, d. h. die Flussigkeit bewegt sich zwischen der warmen und kalten
Begrenzung. Dabei organisiert sich die Fliissigkeit in den hexagonalen Strukturen (den
sogenannten Bénard-Zellen), die in Abbildungzu sehen sindEl Die erste theoretische
Beschreibung dieses Experiments geht auf Lord Rayleigh zuriick, der das Einsetzen der
Konvektion berechnen konnte und der zusammen mit dem Bénard-Experiment
dem in dieser Diplomarbeit betrachteten System seinen Namen gibt.

Diese geordneten Zellen sind dabei stark von dufleren Einfliissen wie der Heizrate und der Geometrie des
Experiments abhingig; zellenartige Strukturen konnen beispielsweise nur bei bestimmten Randbedin-
gungen an der oberen Begrenzung entstehen.

3Verotfentlicht unter dem Titel ,,On Convection Currents in a Horizontal Layer of Fluid, when the Higher
Temperature is on the Under Side“, daher der Titel dieses Abschnitts.



1 Grundlagen

(b)

Abbildung 1.3: Das ,,Gottinger U-Boot“ des Max-Planck-Instituts fiir Dynamik und
Selbstorganisation. Beide Bilder aus [AFB09]. [(@)] Foto des U-Boots mit Mess- und
Regelungsinstrumenten. [(b)| Schematische Darstellung des U-Boots; der graue zylinder-
formige Bereich ist das etwa zwei Meter hohe eigentliche Fluidvolumen.

Das Bénard-Experiment befasste sich mit der geordneten laminaren Konvektions-
stromung; diese Situation war noch den analytischen Behandlungen Lord Rayleighs
zuginglich. Wenn jedoch die Heizrate weiter erhoht wird und somit immer mehr Wirme
durch die Fluidschicht transportiert werden muss, geht das System allmihlich in einen
ungeordneten, chaotischen Zustand iiber - die Stromung wird turbulent.

Bei den eingangs erwihnten Beispielen von in der Natur auftretender Konvektion
handelt es sich um solche turbulenten Stromungen. Es ist damit sofort ersichtlich, dass
auch die systematische Untersuchung turbulenter Konvektion anhand eines idealisierten
Systems erstrebenswert ist. In Abbildung[1.2]sind Beispiele solcher idealisierter turbu-
lenter Stromungen dargestellt. Abbildung zeigt turbulente Konvektion in einem
geschlossenen Zylinder; man kann sowohl die grofiskalige Rotationsbewegung im Uhrzei-
gersinn als auch einzelne pilzartige aufsteigende und absinkende Strukturen (sogenannte
plumes) erkennen. Abbildung|[1.2] zeigt eine Visualisierung des Temperaturfeldes einer
numerischen Simulation des Rayleigh-Bénard-Systems, die im Rahmen dieser Diplom-
arbeit durchgefithrt wurde. Beide Abbildungen lassen sofort erahnen, dass es sich bei
turbulenter Konvektion um ein raum-zeitlich hochkomplexes Phinomen handelt, wes-
halb eine ,direkte” Losung der zugrundeliegenden mathematischen Beschreibung nicht
zu erwarten ist.

Um die in turbulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion auftretenden Phinomene experi-
mentell genauer untersuchen und sie so hoffentlich besser verstehen zu kénnen, muss
ein erheblicher Aufwand betrieben werden. So ist die in Abbildung [1.2b|gezeigte numeri-
sche Simulation auf einem modernen Supercomputer mit mehreren tausend Prozessoren
durchgefiithrt worden. Ein typischer Aufbau zur experimentellen Untersuchung ist mit



1.2 Grundgleichungen

dem sogenannten ,Gottinger U-Boot“ mit einem Gesamtgewicht von etwa zehn Tonnen
in Abbildung|[1.3| gezeigt; hier werden unter hohem Druck hochturbulente Konvektions-
stromungen in Schwefelhexafluorid (SFy) untersucht. In anderen Experimenten aktueller
Forschung wird Helium als Fluid benutzt, das auf wenige Kelvin abgekiihlt ist und
unter hohem Druck steht [HCL87, ICGH™ 89, [NSSD00, [SDO1]]; mit solchen Versuchen
konnen sowohl grofle Parameterbereiche als auch die bislang turbulentesten Zustiande
unter kontrollierten Bedingungen erreicht werden.

Ein Ziel dieser Experimente zur turbulenten Rayleigh-Bénard-Konvektion ist es, die
Vorginge im Fluid auf einer statistischen Ebene zu verstehen; eine ,,punktweise“ Vorher-
sage der Konvektionsstrukturen wird aufgrund des chaotischen Verhaltens des Systems
nicht moglich, aber wohl auch nicht nétig sein. Die theoretische Grundlage einer statisti-
schen Beschreibung wird die mathematische Formulierung des Systems sein, die in den
nichsten Abschnitten prisentiert wird.

1.2 Grundgleichungen

Bei den Grundgleichungen des Rayleigh-Bénard-Systems handelt es sich um partielle
Differentialgleichungen fiir das Geschwindigkeitsfeld #(x,¢) und das Temperaturfeld
T(x,t). Das Geschwindigkeitsfeld ist vektoriell und hat die drei Komponenten # =
(#y,1,,n,); die Temperatur ist ein skalares Feld. Die beiden Felder hingen vom Ort
x =(x,7,2) € R? und von der Zeit t €R ab; dabei sind x und y die horizontalen und z
ist die vertikale Komponente des Ortsvektors.

1.2.1 Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen

Zur mathematischen Beschreibung eines Fluids, das durch Auftriebskrifte angetrieben
wird, die aus Temperaturunterschieden resultieren, ziehen wir die Oberbeck-Boussinesq-
Gleichungen heran:

%u(x, t)+u(x,t) Vu(x,t)==Vp(x,t)+vAu(x,t)+agT(x,t)e, (1.1a)
%T(x,t)—i—u(x,t)-VT(x,t):KAT(x,t) (1.1b)

V-u(x,t)=0 (1.1¢)

Zusitzlich zum Geschwindigkeits- und Temperaturfeld des Fluids tritt das Druckfeld
p(x,t) auf; des Weiteren enthalten die Gleichungen die folgenden Parameter:

v — Kinematische Viskositit

a - Wirmeausdehnungskoeffizient
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g - Schwerebeschleunigung
k - Wirmediffusivitat

Bei den Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen handelt es sich somit um ein gekoppeltes
System nichtlinearer partieller Differentialgleichungen, die sich als Erhaltungssitze von
Impuls (1.1a), Energie und Masse verstehen lassen.

Gleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung des Geschwindigkeitsfeldes des
Fluids; es handelt sich um die Navier-Stokes-Gleichung, die um den Term ag 7' (x, t)e,
erginzt wurde. Dieser Term koppelt das Geschwindigkeitsteld an das Temperaturfeld
und sorgt fiir den temperaturabhingigen Auftrieb; e, ist der Einheitsvektor in vertikaler
Richtung. Der Term u(x,t)- Vu(x,t) wird auch als der advektive Term bezeichnet.
Diese unscheinbar anmutende Nichtlinearitit stellt zusammen mit dem nichtlokalen
Druckgradienten —Vp(x, t) die eigentliche Schwierigkeit in der Behandlung dieser Glei-
chungen dar und ist in gewissem Sinne fiir die vielfiltigen Phinomene der gesamten
Hydrodynamik verantwortlich.

Bei handelt es sich um eine Advektions-Diffusions-Gleichung, die beschreibt,
wie die Temperatur durch das Geschwindigkeitsfeld advektiert wird und dabei gleichzeitig
diffundiert.

Gleichung besagt, dass das Geschwindigkeitsfeld divergenzfrei ist, d. h. keine
Quellen und Senken enthilt. Da die Stromung des Fluids also als inkompressibel be-
trachtet wird, stellt diese Gleichung eine Kontinuititsgleichung dar. Der Druckgradient
—Vp(x,t) in der Geschwindigkeitsgleichung stellt sicher, dass die Divergenzfreiheit
stets erfullt ist.

1.2.2 Randbedingungen

Bei der mathematischen Beschreibung eines Fluids, das zwischen zwei horizontalen Plat-
ten eingeschlossen ist, miissen die betrachteten Felder natiirlich gewisse Randbedingungen
an diesen Begrenzungen erfiillen. Die horizontalen Platten sollen einen vertikalen Ab-
stand von A haben und iiblicherweise wird davon ausgegangen, dass sie sich bei z =0 und
z = b befinden. Idealisierend wird angenommen, dass das Fluid in horizontaler Richtung
unendlich weit ausgedehnt ist.

Wir gehen von Platten fester Temperatur aus; die Temperatur der unteren Platte
moge 97 /2, die der oberen —37/2 betragen Die Temperaturdifferenz der Platten ist
damit 87 fiir ein von unten geheiztes und von oben gekiihltes Fluid gilt 87 > 0. Das
Geschwindigkeitsfeld soll an den Platten sogenannte 7o slip-Bedingungen erfiillen, was
bedeutet, dass alle Komponenten der Geschwindigkeit an den begrenzenden Platten gleich
null sind.

*Genau genommen sind diese Temperaturangaben dabei als die Abweichung von einer Referenztemperatur
zu verstehen; z. B. wiirden negative Temperaturen auf der Kelvin-Skala wenig Sinn ergeben.
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1.2 Grundgleichungen

Zusammengefasst lauten die Randbedingungen an das Geschwindigkeits- und Tempera-
turfeld also

u(z=0)=0 und u(z=h)=0 , (1.2a)
T(z=0)=9T/2 und T(z=h)=-9T)2 . (1.2b)

Es handelt sich um Dirichlet-Randbedingungen. Dabei ist die Schreibweise ,u(z=0)* als
Lu(x,t) fiir z=0und x, y, t beliebig“ zu lesen.

Eine zweite Art von Randbedingungen sind sogenannte (spannungs-)freie Rander, bei
denen das Fluid nicht an der Begrenzung haftet; die Bedingungen an das Geschwindig-
keitsfeld am Rand (also bei z =0 und z = 1) lauten dann [[Cha81]]

Iu, Iuy
dz Iz

Vernachlissigt man die Oberflichenspannung, treten spannungsfreie Rinder unter an-
derem an der Oberfliche von Fliissigkeiten (also beispielsweise an der Grenze zwischen

Luft und Wasser) auf. In dieser Diplomarbeit werden wir jedoch hauptsichlich mit 7o
slip-Rindern arbeiten.

#n,=0 und 0 . (1.3)

1.2.3 Die Boussinesq-Approximation

In die Grundgleichungen geht die sogenannte Boussinesq-Approximation ein, die
zuerst von V. J. Boussinesq eingefithrt wurde [Bou03]); zusammen mit den Veroffentli-
chungen von A. Oberbeck iiber die Wirmetibertragung in Fliissigkeiten [Obe79] gibt sie
den Grundgleichungen den hier benutzten Namenﬂ Diese Approximation besagt, dass
die Temperaturabhingigkeit der Dichte des Fluids fast immer vernachlissigt werden kann,
wenn die Temperaturschwankungen und die aus ithnen resultierenden Dichteschwankun-
gen genligend klein sind; lediglich in den Termen, in denen die Dichte mit einer von
auflen auf das Fluid wirkenden Kraft (also der Gravitationskraft) multipliziert wird, muss
die Temperaturabhingigkeit der Dichte berticksichtigt werden. Des Weiteren kann durch
die Boussinesq-Approximation auch die Temperaturabhingigkeit der restlichen Material-
konstanten (insbesondere v und «) vernachlissigt werden. Unter der Annahme einer im
Auftriebsterm linear von der Temperatur abhingigen Dichte gelangt man dann zu obigen
Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen. Eine exakte Herleitung dieser Gleichungen wiirde
hier den Rahmen sprengen, weswegen an dieser Stelle auf entsprechende Lehrbiicher
[[Cha81), [Hak83]] verwiesen sei.

Die Boussinesq-Approximation stellt eine in weiten Parameterbereichen zulissige und
oft benutzte Niherung dar; ihre Giiltigkeit wird in allen Untersuchungen dieser Diplom-
arbeit als gegeben betrachtet. Allerdings konnen sich bei hohen Temperaturdifferenzen

>Anders als z. B. bei der Navier-Stokes-Gleichung hat sich fiir die Grundgleichungen des Rayleigh-Bénard-
Systems in der Literatur keine einheitliche Benennung durchgesetzt.
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sogenannte Nicht-Boussinesq-Effekte einstellen: Beispielsweise kann die vertikale Sym-
metrie gebrochen werden, sodass sich aufsteigendes warmes Fluid grundlegend anders
verhilt als absinkendes kaltes [WL91, [ZCL97]. Fiir eine Diskussion verschiedener Nicht-
Boussinesq-Effekte sei auf [AGL09]] und die dort zu findenden Referenzen verwiesen.

1.2.4 Varianten des Auftriebsterm

Man hat eine gewisse Wahlfreiheit, ob man im Auftriebsterm der Oberbeck-Boussinesg-
Gleichungen die Temperatur oder die Temperaturabweichung vom linearen Tempe-
raturprofil,
oT h
O(x,t)=T(x,t)+— (z——> , (1.4)
h 2
benutzt. Man kann sich aber klarmachen, dass die Wahl zwischen 7' und @ nur die genaue
Bedeutung des Drucks etwas verdndert und deshalb keine Rolle spielt.
Dazu betrachtet man den wirmeleitenden Grundzustand u(x,t) =0 und 7T'(x,t) =
o _ é\h—Tz bzw. 6(x,t) =0 der Oberbeck—Boussinesq—GleiChungenH Setzt man diesen

2
in die von uns benutzte Variante (also mit 7" im Auftriebsterm) ein, erhilt man das

Druckfeld
ST ST 72
plr.)= potag oz m2) (1)

Schreibt man dagegen den Auftriebsterm in mit 6 als ag0(x, t)e, und berechnet
dann den Druck des wirmeleitenden Grundzustandes, ergibt sich das konstante Druckfeld

plx,t)=py - (1.6)

Alternativ kann man auch wie in [Bus78] erwihnt den Unterschied zwischen dem
Auftriebsterm mit 7" oder & im Gradienten des Drucks ,verstecken®, sodass man einen
»modifizierten“ Druck p’(x,¢) erhilt:

ST h
—Vp(x,t)+agT(x,t)e, ==Vp(x,t)+ag <<9(x, t)— - <z - 5>> e, (1.7a)
=-V <p(x,t)+ag <8—TZ—2 — é\—Tz> +po> +agl(x,t)e
h 2 2 ‘
(1.7b)
=-Vp'(x,t)+agb(x,t)e, (1.7¢)

Die Wahl zwischen T und 6 im Auftriebsterm verindert also nur den Druck um
eine statische Komponente; verwendet man die Temperatur 7" im Auftriebsterm, enthilt

Dieser Grundzustand wird in der linearen Stabilititsanalyse in Abschnittniher behandelt.
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1.2 Grundgleichungen

der Druck noch einen durch die Gravitation hervorgerufenen z-abhingigen Anteil.
Da die ,Aufgabe“ des Drucks in der Gleichung aber lediglich darin besteht, durch
den Druckgradienten die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes sicherzustellen,
spielt diese Unterscheidung fiir uns keine Rolle. Wir benutzen die Temperatur 7' im
Auftriebsterm, da wir auch die Advektions-Diffusions-Gleichung in 7" formuliert haben;
wiirde man stattdessen die Advektions-Diffusions-Gleichung fiir 6 formulieren, wiirde
sich ein @ im Auftriebsterm anbieten. In der Literatur finden sich sowohl Auftriebsterme
mit 7 [Sig94} Ker96, [ESO8] als auch mit & [Bus78, KvW97, Sch09].

1.2.5 Entdimensionalisierung

Die Anzahl der in den Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen vorkommenden Parameter
lasst sich durch eine Entdimensionalisierung der Gleichungen deutlich reduzieren. Dies
geschieht, indem man die in den Gleichungen auftretenden Groflen durch charakteristische
Groflen ausdriickt und so dimensionslos macht:

h

—-u —u (1.8a)

K

1
—T — T 1.8b
5T (1.8b)
52

?p — p (1.8¢)

1

Zx— % bzw. hV — V bzw. hA — A (1.8d)

K h? 3 d

Pt — ¢t bzw. i (1.8¢)

Die dabei zum Entdimensionalisieren benutzten charakteristischen Groflen lassen sich
anschaulich interpretieren: Lingenangaben erfolgen in Vielfachen der Hohe des Systems.

Die Grofle h?z, durch die die Zeit dividiert und so einheitenlos gemacht wird, lisst sich als
eine charakteristische Diffusionszeit auffassen, die bendtigt wird, bis sich eine Storung
oder allgemein Information iiber die Strecke 4 (also von einer zur anderen Platte) rein
durch Wirmeleitung ausgebreitet hat; die Grofie 7, mit der die Geschwindigkeit entdi-
mensionalisiert wird, entspricht somit der Geschwindigkeit dieser Ausbreitung bei reiner
Wirmeleitung. Die Temperatur wird in Vielfachen der Temperaturdifferenz von oberer
und unterer Platte angegeben, was die grofite im System auftretende Temperaturdifferenz
ist.

Multipliziert man die Geschwindigkeitsgleichung mit ﬁ—z und erweitert den

Auftriebsterm zusitzlich mit :g—;, und multipliziert die Temperaturgleichung (1.1b) mit
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1 Grundlagen

%, so erhilt man durch die Zuordnungen die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen in

der folgenden entdimensionalisierten Form:

y v agSTh’
—u(x,t)+u(x,t)-Vu(x,t)=-Vp(x,t)+ -Au(x,t)+ ——T(x,t)e,
adt K K VK
=—Vp(x,t)+PrAu(x,t)+PrRaT(x,t)e, (1.9a)
%
ET(x,t)+u(x,t)~VT(x,t):AT(x,t) (1.9b)

V-u(x,t)=0 (1.9¢)

Als freie dimensionslose Parameter verbleiben damit nur die Prandtl- und die Rayleigh-

Zahl
y agSTh’
Pr=— und Ra=—+— . (1.10)

K VK

In die Prandtl-Zahl gehen mit den beiden Diffusionskonstanten v und x nur Materialeigen-
schaften ein, sodass Pr durch das benutzte Fluid festgelegt ist[| wihrend die Rayleigh-Zahl
mit der Hohe des Systems und insbesondere der Temperaturdifferenz auch extern ein-
stellbare Parameter enthilt.

Durch die Entdimensionalisierung wird ein Fluid zwischen zwei Platten betrachtet,
die den Abstand 1 und die Temperaturdifferenz 1 haben; die transformierten no slip-
Randbedingungen lauten dann

u(z=0)=0 und u(z=1)=0 |, (1.112)
T(z=0)=1/2 und T(z=1)=-1/2 . (1.11b)

In nicht-idealisierten Situationen, d. h. bei einem in horizontaler Richtung nicht unend-
lich ausgedehntem System, wird zu den beiden Eingabeparametern Ra und Pr oft noch
das Seitenverhaltnis I" des Fluidvolumens hinzugenommen. Bei einem zylinderférmigen
Volumen ist I' der Quotient von Durchmesser zu Hohe; bei periodischen horizontalen
Randbedingungen, wie sie in der numerischen Simulation oft angenommen werden, ist I
das Verhiltnis von horizontaler zu vertikaler Abmessung.

1.3 Lineare Stabilititsanalyse

Bemerkenswert am Rayleigh-Bénard-System ist, dass sich die zugrunde liegenden Glei-
chungen bis zu einem gewissen Grad analytisch behandeln lassen; dies ist z. B. bei durch
die Navier-Stokes-Gleichung beschriebener ,reiner” Fluidturbulenz nicht méglich. Bei

"Dies gilt nur im Rahmen der Boussinesq-Approximation; reale Fluide kénnen temperaturabhingige
Diffusionskonstanten und damit eine temperaturabhingige Prandtl-Zahl besitzen.
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den Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen kann man mittels der linearen Stabilitdtsanaly-
se bei kleinen Rayleigh-Zahlen die Konvektionsrollen und insbesondere die kritische
Rayleigh-Zahl, bei der sich diese Rollenlosungen herausbilden, berechnen.

Dazu betrachtet man zunichst den Grundzustand des Systems, der reiner Wirmelei-
tung entspricht. Das Fluid befindet sich dann in Ruhe und die Wirmetibertragung erfolgt
durch Konduktion; die entdimensionalisierten Geschwindigkeits- und Temperaturfelder

lauten dann .
u(x,t)=0 und T(x,t):E—z . (1.12)

Ab der kritischen Rayleigh-Zahl wird dieser Grundzustand instabil, d. h. kleinste Sto-
rungen wachsen zu stabilen Losungen heran. Fithrt man als neue Variable die Tempera-
turabweichung aus dem konduktiven Grundzustand ein, in entdimensionalisierter Form
also

O(x,t)=T(x,t)+ <z—%> , (1.13)

und betrachtet die Stabilitit der fiir  formulierten linearisierten Oberbeck-Boussinesg-
Gleichungen, gelangt man bei spannungsfreien Rindern zu Ausdriicken fiir die Felder
von Geschwindigkeit und Temperaturabweichung sowie zu einem analytischen Ergebnis
fur die kritische Rayleigh-Zahl. Die exakte Rechnung soll an dieser Stelle nicht ausgefiihrt
werden, da sie Bestandteil gingiger Lehrbiicher ist [Cha81, [Hak83, AFHF10].

Man kann folgende Losungen in Form von sich in y-Richtung erstreckender Konvekti-
onsrollen erhalten (vgl. [KvW97]):

—kmsinkx coswz
u(x)=¢e 0 +0(c?) (1.14a)

k% coskx sin 7z
O(x) = e(k? 4+ m)* coskx sinmz + O(c?) (1.14b)

Dabei ist ¢ > 0 eine kleine Amplitude der Rollen und 0(¢?) fasst Terme der Ordnung
¢% und hoher zusammen. Die Wellenzahl £ bzw. die Wellenlinge A = ZT” beziiglich
der x-Richtung gibt die horizontale Grofle der Konvektionsrollen an; eine einzelne
Konvektionsrolle hat die Breite 34 = 2% und die Hohe 1.

Die kritische Rayleigh-Zahl lautet

NGRS,

Ra, 2

(1.15)
und hingt ebenfalls von der Wellenzahl £ und damit vom Seitenverhiltnis der Kon-

vektionsrollen ab. Sie wird minimal bei & _; = % bzw. A_;. = 24/2, also bei einem

Seitenverhiltnis der Konvektionsrollen von Breite : Hohe = /2 : 1, und nimmt dann den
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Wert Ra, ., = %n“ & 657.5 an. Diese Ergebnisse hatte bereits Lord Rayleigh in den
ersten theoretischen Arbeiten zum Bénard-Experiment erhalten [Ray16].

Prinzipiell lisst sich der Fall von 7o slip-Winden analog zu dem der spannungsfreien
Rinder behandeln, jedoch ergibt sich wegen der andersartigen Randbedingungen die
kritische Rayleigh-Zahl aus den Nullstellen einer transzendenten Gleichung [Cha81,
S. 361f], die sich nicht analytisch 16sen ldsst. Bestimmt man numerisch die Nullstellen
dieser Gleichung, erhilt man die minimale kritische Rayleigh-Zahl Ra, ., & 1707.8 bei
der Wellenzahl k. & 3.117, d. h. beim Seitenverhiltnis 1.008 : 1 der Konvektionsrollen.
Fiir von k,;, abweichende Wellenzahlen nimmt die kritische Rayleigh-Zahl monoton zu.

In Kapitel [3| werden diese theoretischen Vorhersagen fiir die kritische Rayleigh-Zahl
dazu benutzt, die numerische Simulation der Grundgleichungen zu testen.

1.4 Response-Parameter

Uberschreitet die Rayleigh-Zahl einen bestimmten Wert (die kritische Rayleigh-Zahl),
yantwortet® das System mit einer Fluidbewegung, durch die Wirme von einer Platte zur
anderen transportiert wird. Das Ausmaf} des Wirmetransports und der Fluidbewegung
wird dabei von den Eingabeparametern, also der Prandtl- und der Rayleigh-Zahl, abhin-
gen. Der Wirmetransport und der ,Turbulenzgrad“ der Fluidbewegung werden durch
zwei dimensionslose response-Parameter, die Nusselt- und die Reynolds-Zahl, beschrieben.

Die Nusselt-Zahl ist allgemein als das Verhiltnis von konvektivem zu konduktivem
Wirmetransport definiert. Fiir das von uns betrachtete System von Platten konstanter
Temperatur berechnet sich die Nusselt-Zahl als

h
Nu:1+l<'8_T<%ZT>V s (1.16)
vgl. z. B. [Bus78, [Sch09]]. Bei einem verschwindenden Geschwindigkeitsfeld, wenn also
rein konduktiver Wirmetransport vorliegt, hat die Nusselt-Zahl einen Wert von 1. Dabei

steht (-),, fiir eine Mittelung iiber das Fluidvolumen; analog ist (-) , ein von z abhin-

giger Mittelwert iiber horizontale Ebenen, (-), ein zeitlicher Mittelwert und (-),, , ein
kombiniertes raum-zeitliches Mittel. ’

Die Reynolds-Zahl beschreibt das Verhiltnis von Tragheits- zu Zzhigkeitskriften in
einer Fluidstromung. Man kann sie allgemein als Re = % berechnen (vgl. [Dav04]),
wobei v eine charakteristische Stromungsgeschwindigkeit und L eine charakteristische
Linge des Systems ist; v ist wieder die kinematische Viskositdt des Fluids. Beim Rayleigh-
Bénard-System bietet sich der Abstand 4 der Platten als charakteristische Linge an; als

charakteristische Geschwindigkeit benutzen wir die quadratisch gemittelte Geschwindig-

keit ., = 4/ (u?) v » sodass unsere Definition der Reynolds-Zahl
hurms
Re= (1.17)
y
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lautet. Bei dieser Definition und auch bei der Definition (1.16)) der Nusselt-Zahl ist darauf
zu achten, dass die Geschwindigkeiten und Temperaturen der nicht entdimensionalisierten
Gleichungen (1.1) zu benutzen sind; ansonsten wiren Re und Nu nicht einheitenlos.

1.4.1 Skalierungsverhalten mit steigender Rayleigh-Zahl

Die beiden response-Parameter Nu und Re sind a priori nicht bekannt, d. h. sie miissen aus
dem Experiment oder aus der numerischen Simulation der Grundgleichungen bestimmt
werden. Die Vorhersage der funktionalen Zusammenhinge Nu(Ra,Pr) und Re(Ra, Pr)
spielt eine eminent wichtige Rolle in der Untersuchung des Rayleigh-Bénard-Systems. Es
existieren einige auf unterschiedlichen Annahmen fuflende theoretische Modelle sowie
zahllose Veroffentlichungen, die das Skalierungsverhalten vor allem der Nusselt-Zahl
mit der Rayleigh-Zahl untersuchen; eine Ubersicht {iber die vorhandene Literatur ist
in [AGLO9]] zu finden. Es zeigt sich, dass die Skalierung einem Potenzgesetz der Form
Nu = a Ra? folgt, bei dem vor allem der Exponent & von Interesse ist.

Mit steigender Rayleigh-Zahl durchliuft das System verschiedene Stadien: Fiir kleine
Rayleigh-Zahlen ist das Fluid in Ruhe und die Wirme wird nur durch Konduktion durch
das System tibertragen. Bei Ra = @(10%) findet der Ubergang zur laminaren Konvekti-
on statt, das Fluid rotiert in Rollenform | Diese Rollen verformen sich mit steigender
Rayleigh-Zahl, bis sich bei Ra = @(10°) ein schmaler Bereich oszillierender und schlief3-
lich chaotischer Strukturen anschliefit. Ab Ra > @(10°) geht die Fluidbewegung in den
ungeordneten, turbulenten Zustand iiber. Bei Ra = 0(107) wird oft der Ubergang von
sogenannter ,weicher” zu ,harter” Turbulenz beobachtet, der sich in einer Anderung des
Exponenten des Potenzgesetzes manifestiert; im Bereich weicher Turbulenz wird fiir die
Nusselt-Zahl eine Skalierung von etwa Nu ~ Ra'? gemessen, wihrend bei harter Turbu-
lenz eher Nu ~ Ra*/” beobachtet Wirdﬂ Eine Ubersicht iiber die bisher genannten Stadien
wird in [HCL87] gegeben. Im Bereich harter Turbulenz gibt es eine weitere Anderung
des Exponenten bei Ra = ¢(10!!); hier scheint der Exponent des Skalierungsgesetzes
wieder grofler zu werden, wobei jedoch die unterschiedlichen experimentellen Resultate
stark schwanken [[AFB09, RGKS10]. In Experimenten sind Rayleigh-Zahlen bis etwa
Ra = 0(10Y) zu erreichen [NSSDOQ]. Weit iiber diesen Werten liegt das ,ultimative
Regime*, das sich einer Theorie R. Kraichnans zufolge bei Ra = 0(10**) anschlieflen und
einen Exponenten von 1/2 haben soll [Kra62, NS10].

Nicht zuletzt aus ingenieurs- und anwendungsorientierter Sicht ist es wiinschenswert,
das Antwortverhalten des Systems a priori aus den Eingabeparametern bestimmen zu
konnen, also funktionale Zusammenhinge Nu(Ra, Pr) und Re(Ra, Pr) zu finden. Hierfiir

8 Ra= 0(10°) ist dabei als ,eine Rayleigh-Zahl der Gréfenordnung 10°“ zu lesen.

°Die hier und im Folgenden angegebenen Werte sind dabei mit Vorsicht zu geniefflen und nicht als exakte
Werte aufzufassen, da sie stark von der Geometrie des Experiments abhingen und in der Literatur
kontrovers diskutiert werden.
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1 Grundlagen

existieren in der Literatur mehrere Ansitze, die unter verschiedenen Modellannahmen zu
Skalierungen der response-Parameter in Form von Potenzgesetzen gelangen.

Das von S. Grossmann und D. Lohse entwickelte Modell [GLOO] benutzt die gemit-
telten Dissipationsraten von kinetischer Energie und Wirme, die sich mit dem Warme-
transport in Verbindung bringen lassen. In dem Modell wird nun angenommen, dass
sich die Dissipationsraten in Anteile der Grenzschichten des Fluids und in Anteile des
sogenannten bulk{""| zerlegen lassen. Geht man davon aus, dass in verschiedenen Bereichen
des (Ra, Pr)-Parameterraumes verschiedene Anteile dominieren, gelangt man so zu ver-
schiedenen Vorhersagen des Skalierungsverhaltens iiber einen sehr weiten (Ra, Pr)-Bereich.
In dem Parameter-Bereich mit Pr & 1 und der Rayleigh-Zahl Ra = 10°~10” im turbulenten
Regime, in dem wir uns in dieser Diplomarbeit bewegen, sagt das Modell eine Skalierung
gemif

Nu(Ra,Pr)~Ra”Pr'” und Re(Ra,Pr)~Ra”*Pr—/ (1.18)

voraus [[GLOT].

In [CGH™89]] wird ein Skalierungsgesetz unter anderen Annahmen hergeleitet. Dort
wird davon ausgegangen, dass zwischen den Grenzschichten und dem bulk des Fluids
ein weiterer Bereich, nimlich die sogenannte Durchmischungszone, existiert. In dieser
Zone soll z.B. das sich von den Grenzschichten abldsende Fluid auf die grofiskalige
Geschwindigkeit im bulk beschleunigt werden. Durch die Ausbalancierung weiterer
Effekte wird dann die Skalierung

Nu(Ra)~Ra”” und Re(Ra)~Ra”’ (1.19)

erhalten. Da diese Theorie durch experimentelle Daten bei Ra = 10’-10'? und Pr =
0.65-1.5 motiviert wurde, bezieht sie sich auf einen kleineren Parameter-Bereich als die
Grossmann-Lohse-Theorie und lisst insbesondere eine Pr-Abhingigkeit vermissen.

Eine Ubersicht iiber weitere Skalierungstheorien findet sich in [AGLQ9, Tabelle 1].
Da die Validierung oder gar Entwicklung von Skalierungstheorien nicht das eigentliche
Anliegen der vorliegenden Diplomarbeit ist, findet sich diesbeziiglich nur eine kurze
Untersuchung in Kapitel 3| Wir sehen wie oben erwihnt die Prandtl-Zahl als durch
das benutzte Fluid gegeben an, weshalb wir insbesondere nur die Skalierung mit der
Rayleigh-Zahl betrachten. Unsere Ergebnisse werden dann mit verschiedenen Ergebnissen
der Literatur und den beiden soeben erwihnten Skalierungstheorien verglichen.

1.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die Grundlagen aufgefiihrt, die zur Behandlung des Rayleigh-
Bénard-Systems benétigt werden.

%Engl. fiir Hauptteil, Masse; gemeint sind damit die Bereiche im Zentrum der Konvektionszelle.
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1.5 Zusammenfassung

Dazu wurde zunichst in Abschnitt[1.1|das grundlegende Phinomen einer durch Tem-
peraturunterschiede und Auftriebskrifte angetriebenen Konvektionsstromung dargestellt;
dies ist der Mechanismus, der hinter vielen in der Natur auftretenden Strémungen steckt.
Es wurden die ersten systematischen Experimente von H. Bénard und die dazugehorigen
mathematischen Analysen von Lord Rayleigh vorgestellt; diese Untersuchungen fanden
im laminaren Regime zu Beginn des 20. Jahrhunderts statt. Danach haben wir ungeordne-
te, turbulente Konvektionstromungen und heutige Versuchsaufbauten zur Untersuchung
dieses turbulenten Regimes gezeigt.

Die mathematische Beschreibung des Systems erfolgt durch gekoppelte partielle nichtli-
neare Differentialgleichungen fiir das Temperatur- und das Geschwindigkeitsfeld. Diese
Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen wurden in Abschnitt [1.2]vorgestellt. Es wurde kurz
die Boussinesq-Approximation beschrieben, die zur Herleitung der Grundgleichungen
benutzt wird. Diese besagt, dass bei kleinen Temperaturdifferenzen die Temperaturabhin-
gigkeit der Dichte des Fluids nur fiir den Auftrieb beachtet werden muss; des Weiteren
hingen die Materialkonstanten nicht von der Temperatur ab. Die Konstanten lassen sich
zu zwei dimensionslosen Parametern, der Rayleigh- und der Prandtl-Zahl, zusammen-
fassen; fithrt man eine Entdimensionalisierung der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen
durch, hingen die Gleichungen nur noch von diesen beiden freien Parametern ab.

In Abschnitt[1.3]wurde kurz die lineare Stabilitdtsanalyse der Grundgleichungen gezeigt.
Durch diese kommt man zu einem analytischen Ergebnis fiir die kritische Rayleigh-Zahl,
ab der das Fluid beginnt, in Rollenform zu rotieren. Fiir das Temperatur- und Geschwin-
digkeitsfeld dieser Rollenlosung wurden ebenfalls analytische Ausdriicke angegeben.

Auf die Eingabe in Form der beiden dimensionslosen Parameter reagiert das System
also mit einer Fluidbewegung, die einen erhohten Wirmetransport zur Folge hat. Zur
Charakterisierung dieses Antwortverhaltens wurden in Abschnitt [1.4|die Nusselt- und
die Reynolds-Zahl eingefiihrt. Das Verhalten dieser response- bei gegebenen Eingabe-
parametern ist von groflem Interesse, jedoch bisher a priori nicht exakt vorhersagbar.
Experimentelle und numerische Studien zeigen, dass sowohl Nusselt- als auch Reynolds-
Zahl tiber ein Potenzgesetz mit der Rayleigh-Zahl verbunden sind. Es existieren einige
theoretische Ansitze, die unter Modellannahmen quantitative Vorhersagen iiber diesen
Zusammenhang treffen; zwei solcher Modelle wurden kurz vorgestellt.

In Kapitel 3| werden wir unter anderem unsere Ergebnisse mit diesen Vorhersagen
vergleichen; dazu miissen wir aber zunichst im folgenden Kapitel 2 ein numerisches Ver-
fahren zur Simulation des Rayleigh-Bénard-Systems entwickeln. Im Kapitel 4| werden wir
dann schliellich mit statistischen Methoden einen tieferen Einblick in die Mechanismen
des Wirmetransports gewinnen.
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2 Direkte Numerische Simulation

Computers are useless. They
can only give you answers.

(Pablo Picasso, 1968)

In diesem Kapitel wird eine Methode beschrieben, im Rahmen einer Direkten Numeri-
schen Simulation (DNS) die vollen Oberbeck-Boussinesq-Grundgleichungen zu 16sen.
Die Ableitungen und Nichtlinearititen werden durch das Pseudospektralverfahren be-
rechnet, die Zeitintegration erfolgt durch ein Runge-Kutta-Verfahren, und die geforderten
Randbedingungen werden tiber volume penalization erreicht.

2.1 Von Experimentellen und Numerischen Daten

Schon die Bilder der verschiedenen turbulenten Strdmungen mit ihren komplexen Mus-
tern in den einfiihrenden Abschnitten lassen erahnen, dass es sehr schwierig, wenn nicht
gar unmoglich sein wird, die Grundgleichungen, die diese Stromungen beschreiben,
fiir beliebige Anfangsbedingungen analytisch zu 16sen. Mochte man als Wissenschaft-
ler trotzdem Aussagen oder besser noch Vorhersagen iiber Systeme treffen, die diesen
Grundgleichungen gehorchen, ist man auf wie auch immer gearteten izput in Form von
Daten angewiesen. Dieser izput kann zum einen aus experimentellen zum anderen aus
numerischen Daten bestehen.

Experimentelle Daten haben vordergriindig den Vorteil, dass es aufler Frage steht, ob
durch das Experiment die ,richtigen” Gleichungen realisiert werden, ob die ,richtigen®
Randbedingungen erfiillt werden etc. - Fragen, die sich in der numerischen Behandlung
der Grundgleichungen stets stellen bzw. die gestellt werden sollten. Des Weiteren sind
fir Experimente gegeniiber der Numerik oft andere Parameterbereiche erreichbar, ganz
einfach weil die Natur z. B. keine Rechenzeit- und Speicherplatzprobleme kennt.

Bei genauerer Betrachtung stellt sich ersterer Vorteil des Experimentes jedoch als
Trugschluss heraus: Wird das Experiment denn tatsichlich durch die Grundgleichungen
beschrieben, oder gelten diese nur in bestimmten Naherungen? Werden denn tatsichlich
die gewiinschten Randbedingungen im Experiment realisiert, oder sind auch diese nur
Idealisierungen?

! Experimentelle Daten meint hier und im Folgenden Daten, die aus realen Experimenten erhalten werden,
im Gegensatz zu durch Simulationen gewonnenen numerischen Daten.
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2 Direkte Numerische Simulation

Entschlieflt man sich stattdessen, die bendtigten Daten aus numerischen Simulationen
der Grundgleichungen zu erhalten, steht man vor der Aufgabe, einen entsprechenden
Simulationscode zu entwickeln (oder ein schon existierendes Programm zu benutzen und
gegebenenfalls anzupassen). Wihrend dieser gesamten Entwicklungsphase muss (oder
zumindest sollte) man sich tatsichlich stets fragen, ob die Grundgleichungen richtig gelost
werden, die Randbedingungen richtig umgesetzt werden, etc. Es zeigt sich also, dass
man sich als (Natur-)Wissenschaftler stets vergewissern muss, ob die Daten, die man zur
Unterstiitzung von Aussagen tiber ein System heranzieht, auch wirklich das untersuchte
System reprasentieren - seien es nun Daten experimenteller oder numerischer Natur.

Ist fir die Numerik dieser Validierungsprozess dann aber einmal zufriedenstellend
abgeschlossen und der Simulationscode idealerweise auch ausgiebig getestet worden,
hat man in der numerischen Simulation den entscheidenden Vorteil, dass man (fast)
beliebige Messdaten nichtinvasiv erhalten kann. Des Weiteren kann man davon ausgehen,
dass die Simulationsdaten den geforderten Randbedingungen gentigen und durch die
Grundgleichungen beschrieben werden, mogen diese auch auf Naherungen beruhen (wie
in unserem Fall den Boussinesq-Niherungen). Diese Eigenschaften machen numerische
Simulationen zu einem geeigneten Werkzeug, um aus ersten Prinzipien hergeleitete
Theorien zu unterstiitzen, d. h. Theorien, die direkt auf den Grundgleichungen fufSen.

Der Aufbau des restlichen Kapitels gestaltet sich wie folgt: Zunichst wird in Ab-
schnitt[2.2das Pseudospektralverfahren inklusive Zeitintegrationsverfahren an der Navier-
Stokes-Gleichung demonstriert; als alternative Darstellung wird die Wirbeltransportglei-
chung in Abschnitt [2.3| gezeigt. In Abschnitt[2.4 wird die volume penalization-Technik fiir
diese beiden Gleichungen eingefithrt. Damit haben wir alle ,Werkzeuge“ beisammen, um
in Abschnitt [2.5|ein Pseudospektralverfahren fiir die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen
angeben zu konnen. Abschnitt 2.6 beschiftigt sich mit Details, die sich bei der Implemen-
tation der Gleichungen in einem Simulationscode ergeben. In Abschnitt 2.7] werden noch
zwei Erweiterungen des Verfahrens angerissen, bevor in Abschnitt [2.8|eine Zusammenfas-
sung gegeben wird.

2.2 Das Pseudospektralverfahren fiir die Navier-Stokes-
Gleichung

Im Folgenden soll das Pseudospektralverfahren erldutert werden. Die Einfiihrung erfolgt
mehr oder weniger informell; fiir eine tiefergehende Behandlung sei der interessierte
Leser auf entsprechende Lehrbiicher (z. B. [CHQZ87, [Boy01])) verwiesen.

Da bereits die Navier-Stokes-Gleichung, d. h. die Bewegungsgleichung fiir das Ge-
schwindigkeitsfeld #(x, ) ohne die Kopplung an die Temperatur 7'(x, t), alle relevanten
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2.2 Das Pseudospektralverfahren fiir die Navier-Stokes-Gleichung

Probleme wie Nichlinearitit und Nichtlokalitit enthilt, beschrinken wir uns in unserer
Beschreibung zunichst auf die Gleichungen

%u(x, t)+u(x,t) - Vu(x,t)=—=Vp(x,t)+vAu(x,t) 2.12)

V-u(x,t)=0 . (2.1b)

Haben wir erst die entsprechenden Methoden erarbeitet, diese Gleichungen 15sen zu
koénnen, stellt es ein Leichtes dar, die dquivalente Bewegungsgleichung fiir die Tempera-
tur 7T'(x,¢) und die lineare Kopplung der Temperatur an die Bewegungsgleichung des
Geschwindigkeitsfeldes zu behandeln.

2.2.1 Grundziige des Spektralverfahrens

Das Spektralverfahren dient dazu, die Ableitungen in (2.1) exakt berechnen zu kénnen.
Datfiir bedient es sich der Fouriertransformation

o(k) = X = ! 3 o(x)e kX a

=7 5] b=—— f & g(x) 220
~ 1 ~ ik-x

()= 7 [ER] 0=~ J SEF(R)r 2.2b)

hier fiir eine beliebigel| Funktion g : R® — R gezeigt. Der Vektor k € R? wird dabei als
der Wellenzahlvektor bezeichnet, und die Fouriertransformierte g(k) ist die Amplitude
der Fouriermode e***. Es ist zu beachten, dass g(k) im Allgemeinen komplex ist. Die
Fouriertranformation ist eindeutig, d. h. man erhalt nach Hin- und Riicktransformation
wieder die urspriingliche Funktion; durch die Fouriertransformation geht also keine
Information verloren.

Wie man leicht durch partielle Integration sehen kann, ist die Fouriertransformation

der Ableitung gegeben durch
T [Vg(x)](k)=1kT [g(x)] (k) =ikg(k) , 2.3)

in Worten: Die Fouriertransformation der Ableitung ist die Fouriertransformation der
Funktion, multipliziert mit der imaginiren Einheit und dem Wellenzahlvektor. Diese
Relation erlaubt es, die Ableitungen in den zu l6senden Gleichungen exakt auszurech-
nen, indem man in den Fourierraum wechselt, d. h. die Fouriertransformation auf die
Gleichungen wirken ldsst.

?Hier und im Folgenden wird immer implizit angenommen, dass die betrachteten Funktionen ,gutartig®
sind, das heif’t z. B., dass Integrale wie in (2.2) auch definiert sind.
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2 Direkte Numerische Simulation

Wendet man dieses Prinzip auf die Navier-Stokes-Gleichung an, erhilt man eine Ent-
wicklungsgleichung fiir die Fouriertransformierte %(k, ) des Geschwindigkeitsfeldes:

ad . -
Eu(k,t)+9[u(x,t)-Vu(x,t)] (k,t)=F [=Vp(x,t)](k,t)— vk u(k,t) (2.4)

Man sieht, dass im diffusiven Term vAu der Laplace-Operator zu einer einfachen Mul-
tiplikation mit —&? wird. Allerdings treten zwei Probleme mit dem nichtlinearen und
dem nichtlokalen Term # - Vu bzw. —Vp zu Tage, da man nicht weifi, wie die Fourier-
transformation dieser beiden Terme als Funktional von # auszusehen hat. Diese Terme
sollen nun behandelt werden.

2.2.2 Das Pseudo am Pseudospektralverfahren

Allgemein wird die Fouriertransformation eines Produkts zu der Faltung der Fourier-
transformierten, d. h.

Pl g =70 = [ W) 5e-K) . @)

Dadurch konnte man die Fouriertransformation des nichtlinearen Terms # - Vu in
durch die Faltung # * (ik%) der Fouriertransformierten ausdrijcken

Allerdings ist eine Faltung numerisch aufwindig zu berechnen; fiir jeden Punkt %
muss das volle Integral [d%’ ... geldst werden. Um diese numerisch ,,teure‘ Faltung
umgehen zu kdnnen, benutzt man den Trick, statt der Faltung im Fourierraum eine
punktweise Multiplikation im Ortsraum durchzufiihren, indem man auf die Fourier-
transformierte die Riicktransformation anwendet. Damit ergibt sich fiir die Faltung der
Fouriertransformierten die Identitit

Frg=2|# 7] -2 [7]] . 29

also wird die Faltung durch insgesamt drei Fouriertransformationen ersetzt. Die Fourier-
transformation ist im Vergleich zur Faltung eine numerisch ,billige“ Operation, daher
lohnt sich dieser Tausch. Da das Verfahren nun nicht mehr rein im Fourierraum (der auch
Spektralraum genannt wird) arbeitet, sondern fiir die Multiplikation in den Ortsraum
wechselt, spricht man vom Psexdospektralverfahren.

Wendet man dieses Prinzip auf die Navier-Stokes-Gleichung im Fourierraum an,
erhilt man die Gleichung

d 11~ i~ 2~

S+ (77" (4] - 77 [iki] | =F [-Vp] —vE*5 2.7)

SHier ist k% als dyadisches Produkt zu verstehen, im Gegensatz zum Skalarprodukt % - %. Somit handelt es
sich bei k% um einen Tensor zweiter Stufe.

* Teuer® heif$t hier, dass die Operation auf einem Computer viel Rechenzeit benétigt, im Gegensatz zu
einer numerisch ,billigen“ Operation.
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2.2 Das Pseudospektralverfahren fiir die Navier-Stokes-Gleichung

wobei die Orts- bzw. Wellenvektorabhingigkeiten aus Platzgriinden ausgelassen worden
sind; soweit nicht anders angegeben, ist im Folgenden immer # = u(x,¢) und # = u(k,t)
gemeint. Man hat nun also die Fouriertransformation der Nichtlinearitit # - Vu rein als
ein Funktional von # ausgedriickt.

Dieser Punkt, nimlich dass es sich bei der Nichtlinearitit um ein Funktional von
% handelt, muss betont werden: In die Nichtlinearitdt geht nicht nur der Wert von %
fiir ein bestimmtes k ein (wie es beim Zeitableitungs- und Laplace-Term der Fall ist),
sondern das gesamte Feld u. In der Nichtlinearitit koppeln also die Moden verschiedener
Wellenzahlvektoren aneinander.

2.2.3 Behandlung des Druckgradienten

Bleibt noch die Frage zu kliren, wie man die Fouriertransformierte & [—Vp] des Druck-
gradienten als ein Funktional von % darstellen kann. Hierbei hilft die Divergenzfreiheit
des Geschwindigkeitsfeldes weiter. Wendet man nidmlich die Divergenz auf die
Bewegungsgleichung der Geschwindigkeit an und nutzt Divergenzfreiheit und die
Tatsache aus, dass Divergenz und Laplace-Operator bzw. Zeitableitung vertauschen, erhilt
man die Relation

Ap=-V-(u-Vu) |, (2.8)

also eine Poisson-Gleichung fiir den Druck.

Diese Poisson-Gleichung taucht nicht nur im Pseudospektralverfahren auf. Man kann
sie allgemein nutzen, um aus einem gegebenen Geschwindigkeitsfeld den Druck errech-
nen zu konnen. Unter geeigneten Randbedingungen, namlich fiir ein im Unendlichen
verschwindendes Geschwindigkeitsfeld, lautet eine Losung

px,t)= iJch’ V- (ulx ’t>'V/u(x ) (2.92)
47 |x - X |
=AY (u-Vu) . (2.9b)

Dabei ist der Operator A~! formal als das Poissonintegral (2.94), also als Lsung der
Poisson-Gleichung (2.8), zu verstehen[]

Hier erkennt man auch, warum es sich bei dem Druckgradienten in der Navier-Stokes-
Gleichung um einen nichtlokalen Term handelt: Der Druck am Punkt x hingt von den
Geschwindigkeiten an allen anderen Punkten im Raum ab; Informationen breiten sich
also instantan aus. Dies ist nebenbei bemerkt eine Folge der Inkompressibilitit, die eine
Idealisierung darstellt - instantante Informationsausbreitung, also eine unendlich grofle

>Genau genommen ist der Druck p durch das Poisson-Integral nur bis auf eine additive Konstante
bestimmy; da allerdings nur der Druckgradient in die Navier-Stokes-Gleichung eingeht, spielt dies keine
Rolle.
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2 Direkte Numerische Simulation

Schallgeschwindigkeit, kann es in der Natur nicht geben. Jedoch ist die Inkompressibi-

litdt eine in weiten Bereichen gut erfiillte Naherung, nimlich immer dann, wenn die

Stromungsgeschwindigkeit klein gegentiber der Schallgeschwindigkeit ist [Bat87].
Mochte man nun den Druckgradienten in der Navier-Stokes-Gleichung durch # aus-

driicken, wendet man den Gradienten auf (2.9b) an und erhilt

—Vp=VA'V-(u-Vu) , (2.10)
oder, wenn man auf diese Gleichung die Fouriertransformation anwendet,
kk
F[-Vp]= Fg: [u-Vu] (2.11a)
kk . .
=7 (77" [a]- 77" [ik]] . (2.11b)

Diese Gleichung enthilt wieder die dyadischen Produkte % und k%. Die Fouriertrans-
formierte des Druckgradienten fiir £ = 0 entspricht einer konstanten Kraft in der Navier-
Stokes-Gleichung, die hier ausgeschlossen werden soll, d. h. es gilt # [-Vp] (k=0) =0.
Durch diese Gleichung hat man nun die Fouriertransformierte des Druckgradienten
durch die Fouriertransformierte der Geschwindigkeit ausgedriickt. Setzt man diesen
Ausdruck in die bisherige Form der Navier-Stokes-Gleichung ein und sortiert die
Terme um, erhilt man
d kk
5= <E3 - ?> F |77 &) 77 [iku] | —vka (2.12)

also eine gewohnliche Differentialgleichung fiir %. Hier stellt E; die Einheitsmatrix dar.

Der Projektionsoperator P = <E3 — :—’§>

Betrachten wir noch kurz den im Fourierraum wirkenden Operator P = <E3 — %> aus

k
(2.12), oder in Indexschreibweise

kik;
Py=8=5 - 2.13)

m
Wie man in Einstein’scher Summenkonvention leicht sehen kann, projiziert dieser Ope-
rator im Fourierraum ein beliebiges Vektorfeld @ = .Z [w] auf seinen divergenzfreien

Anteil:

ki,
AN
:1<kj— 7 >‘w]»:O (2.14b)
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2.2 Das Pseudospektralverfahren fiir die Navier-Stokes-Gleichung

Damit erhilt man eine anschauliche Interpretation des Terms <E3 — i—lf> F[...] aus

(2.12). Startet man diese Entwicklungsgleichung mit einem divergenzfreien Feld als An-
fangsbedingung, kénnen nur durch den nichtlinearen Term Z [Z ! [#] - 7! [iku] ]

Divergenzen im Feld erscheinen. Durch Anwendung des Projektionsoperators P auf den
nichtlinearen Term werden diese Divergenzen wieder aus der Entwicklungsgleichung
heraus genommen, sodass das Feld unter der zeitlichen Entwicklung durch diver-
genzfrei bleibt. Der Druckgradient, aus dem der Operator P entsteht, sorgt somit dafiir,
dass das Feld stets divergenzfrei bleibt.

Nebenbei sei angemerkt, dass man von der Navier-Stokes- zur Burgersgleichung kommt,
wenn man den Operator P = Ej; setzt, oder dquivalent den Druckgradienten aus der
Navier-Stokes-Gleichung herausstreicht. Dies deckt sich mit den obigen Uberlegungen
zur Beziehung zwischen Druckgradient und Divergenzfreiheit - die Burgersgleichung
beschreibt ein perfekt kompressibles Fluid, in dem es keinen Mechanismus gibt, der
Divergenzen im Geschwindigkeitsfeld beseitigt.

2.2.4 Zeitintegration via Runge-Kutta-Verfahren

Die gewohnliche Differentialgleichung (2.12) ist von der Form

iﬁ:ﬂ[ﬁ] —vk’u (2.15)
at

wobei .A[] die nichtlinearen Terme zusammenfasst. Diese Gleichung soll nun mit einem
beliebigen Zeitschrittverfahren integriert werden.

Man muss beachten, dass Zeitschrittverfahren die Gleichung nur niherungsweise
16sen; ausgehend von einem zum Zeitpunkt ¢ gegebenen Feld %(r) errechnen sie eine
Niherungslosung #(t + At) zum spiteren Zeitpunkt ¢ + At. Die Giite dieser Niherung,
der Abstancﬁ oder Fehler zwischen gendherter und ,echter” Losung, wird dabei von
der gewihlten Schrittgrofle Ar abhingen; ist beispielsweise der Fehler pro Zeitschritt
proportional zu At?, spricht man von einem ,Verfahren der Ordnung O(A¢)“ (dies trifft
z.B. auf das einfache Euler-Verfahren zu).

Prinzipiell ist jedes Zeitschrittverfahren geeignet, um unsere Gleichung zu 16sen; ei-
ne oft benutzt Methode wire das klassische Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung,
beschrieben z. B. in [ButO3]]. Hier soll allerdings das in [SO88,[SO89] gezeigte Runge-Kutta-
Verfahren dritter Ordnung (kurz: RK3) benutzt werden, ein explizites Einschrittverfahren.
In der numerischen Implementation hat dieses spezielle Verfahren die Eigenschaften, Os-
zillationen zu unterdriicken und wenig Speicher zu benétigen. Details der Implementation
werden in Abschnitt 2.6] diskutiert.

6Als ,,Abstand* zwischen zwei Feldern kdnnte man beispielsweise die Z2-Norm der punktweisen Differenz
der Felder definieren.
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2 Direkte Numerische Simulation

Da der Laplace-Term —vk?# linear ist, kann man diesen mit der Methode des inte-
grierenden Faktors exakt behandeln; man spricht dann auch von einem semi-impliziten
Verfahren, das im Folgenden kurz skizziert werden soll.

Fiihrt man die Transformation

i =it (2.16)
ein, vereinfacht sich die Bewegungsgleichung zu
a
=[] okt (2.172)
t
=N [ite_szt] k't (2.17b)
= N [i,t] @.17¢)

mit der transformierten Nichtlinearitit A
Sei uy = u(t) das Feld zum Zeitpunkt ¢. Dann berechnet sich das genidherte Feld
u(t + At) nach einem Zeitschritt der Grofle At nach dem RKB-Schem

i, =g+ At N [ig,t] (2.18a)
iy =2itg+ ity + At N [yt + At] (2.18b)
it +Ar) = Jitg+ 3ity + 30t N [yt +3A2] (2.18¢)

Dabei ist zu beachten, dass die Hilfsfelder #, und #, zu den Zeitpunkten ¢ + Az und
t+ %At gehoren, vgl. [HomO6].

Da es zweckmifliger erscheint, mit der Fouriertransformierten # selber anstatt mit der
abgeleiteten Grofle # zu arbeiten, kann man in diesem Schema die Transformation
riickgingig machen und erhilt ein Zeitschrittverfahren fiir %:

= Zioe_szAt + AN [it,] AL (2.19a)
u,= %'Iloe_sz% + %ﬁlerz% + %AL/V (%] KT (2.19b)
~ -~ 2 ~ Rt ~ 7 gD
u(t+At)= %uoe kA +§uze Ve +§Atw/ [%,]e Ve S (2.19¢)

Das Zeitschrittverfahren ldsst sich in dieser Form leicht in einem Simulationscode imple-
mentieren.

In diesem Abschnitt haben wir das Pseudospektralverfahren anhand der Navier-Stokes-
Gleichung demonstriert. Durch das Pseudospektralverfahren konnten wir die Navier-
Stokes-Gleichung zu einem System gewohnlicher Differentialgleichungen umformen, das

"Da Zeitschrittverfahren nur geniherte Losungen berechnen, miisste man streng genommen zwischen der
sechten® und der geniherten Losung unterscheiden, wie es z. B. in der Literatur iiber Zeitschrittverfahren
auch gemacht wird. Wir verzichten aber aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf diese Unterscheidung,
weil dieser Abschnitt nur eine mehr oder weniger informelle Ubersicht geben soll, wie das von uns
gewihlte Zeitschrittverfahren aussieht.
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2.3 Umgehen des Druckterms: Die Wirbeltransportgleichung

dann mit einem expliziten Runge-Kutta-Verfahren niherungsweise integriert werden kann.
Die Uberlegungen beziiglich des Pseudospektralverfahrens sind dabei exakte analytische
Umformungen; lediglich die zeitliche Integration durch das Runge-Kutta-Verfahren stellt
cine Niherungslosung dar. Uber die tatsichliche Implementation des Verfahrens und
die dabei zu beachtenden Details haben wir uns bisher mit Verweis auf Abschnitt

ausgeschwiegen.

2.3 Umgehen des Druckterms: Die Wirbeltransportgleichung

Bei der Diskussion des Druckterms in Abschnitt[2.2.3|haben wir gesehen, dass dieser Term
in dem etwas kompliziert anmutenden Operator P miindet. Dieser Projektionsoperator
sorgt dafiir, dass das Geschwindigkeitsfeld stets divergenzfrei bleibt.

Eine andere Mdoglichkeit, die Divergenzfreiheit sicher zu stellen, besteht darin, die
Navier-Stokes-Gleichung fiir die Vortizitit w(x,t) =V X u(x,t) umzuformulieren;
dies ergibt die sogenannte Wirbeltransportgleichung. Berechnet man die Rotation der
Vortizitit, erhilt man wegen der Divergenzfreiheit von # die Poissongleichung

Vxw=V(V-u)—Au=—-Au (2.20)

die die Losung
u=—A""Vxow .21

hat; A~! steht wieder formal fiir eine Losung durch ein Poisson-Integral. Da der Gradient
einer Rotation verschwindet und Gradient und Poisson-Integral vertauschen, siecht man
leicht, dass das aus w resultierende Geschwindigkeitsfeld ,automatisch divergenzfrei ist:

Viu=-A"'"V-(Vxw)=0 2.22)

Wendet man die Rotation auf die Navier-Stokes-Gleichung an, entfillt der etwas ,,un-
handliche“ Druckgradient, weil die Rotation eines Gradienten immer verschwindet.
Unter Ausnutzung weiterer Vektoridentititen (fiir Details siehe z. B. [Kam09]) gelangt
man zur Wirbeltransportgleichung in der Form

d
Ew:Vx(u Xw)+vAw (2.23)

wobei sich das Geschwindigkeitsfeld # {iber die Poisson-Gleichung (2.21) berechnet.
Mit den Uberlegungen aus Abschnitt [2.2]ist es nun ein Leichtes, ein entsprechendes
Pseudospektralverfahren der Wirbeltransportgleichung fiir die Fouriertransformierten

o(k,t)=F [w(x,t)] und u(k,t)=F [u(x,t)] herzuleiten:

3

S B=ikxF (77 [#] x 77 [8]] - vk’ ® (2.24a)
_ lkxo
i=— (2.24D)
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2 Direkte Numerische Simulation

Man sieht, dass der Projektionsoperator P nicht auftaucht.

Die Zeitintegration der Wirbeltransportgleichung im Fourierraum verliuft
analog zu dem in beschriebenen RK3-Schema. Aus diesem Grund wird das RK3-
Schema hier nicht noch einmal fiir die Vortizitit aufgefiihrt. Es muss lediglich fiir jede
Auswertung der Nichtlinearitit zunichst das Geschwindigkeitsfeld gemifd der Poisson-
Gleichung aus dem jeweiligen Vortizititsfeld errechnet werden.

Der Vorteil, das Pseudospektralverfahren fiir die Wirbeltransportgleichung zu formulie-
ren, ist vor allem in zweidimensionalen Simulationen zu sehen. Da in zwei Dimensionen
die Vortizitit ein Skalar ist, muss man nur ein skalares Feld anstatt ein zweikomponen-
tiges Vektorfeld wie im Falle der Navier-Stokes-Gleichung simulieren. Dabei enthalten
beide Felder wegen der Aquivalenz von Navier-Stokes- und Wirbeltransportgleichung die
gleiche Informationﬂ dies kann man sich z. B. daran klarmachen, dass im Gegensatz zur
Vortizitit das zweikomponentige Geschwindigkeitsfeld die weitere Bedingung der Diver-
genzfreiheit erfiillen muss. Man benétigt also in zwei Dimensionen fiir die Losung der
Wirbeltransportgleichung weniger Felder und weniger Fouriertransformationen als fiir
die Navier-Stokes-Gleichung, und damit in der Numerik auch weniger Rechenaufwand;
z.B. bedienen sich die in [Wil07]] und [Kam09} Vos09]] benutzten Simulationscodes dieses
Vorteils der Wirbeltransportgleichung.

Da in drei Dimensionen sowohl Vortizitit als auch Geschwindigkeit ein dretkompo-
nentiges Vektorfeld sind, ist hier der Aufwand fiir beide Gleichungen in etwa gleich grofi,
d. h. es werden gleich viele Fouriertransformationen bentigtf] Zusitzlich muss man im
Falle der Navier-Stokes-Gleichung den Projektionsoperator P anwenden, wihrend man
tiir die Wirbeltransportgleichung das Geschwindigkeitsfeld tiber eine Poissongleichung
aus der Vortizitit berechnen muss. Beides sind lineare Operationen im Fourierraum, die
vergleichbaren Rechenaufwand fiir die Numerik bedeuten.

2.4 Randbedingungen

Bisher haben wir implizit ein Stromungsfeld betrachtet, das sich im gesamten R? ausdehnt.
Dies ist im Prinzip eine Folge der Definition der Fouriertransformation 2.2), die sich
auf eine im gesamten R* definierte Funktion bezog. Fin Stromung, die sich auf den
gesamten R erstreckt, ist natiirlich eine nicht sehr anwendungsnahe Konfiguration des
Stromungsfeldes; in der Natur ist jede Stromung in irgendeiner Weise durch Winde
begrenzt, an denen gewisse Randbedingungen an das Stromungsfeld zu stellen sind. Auch
fiir das Rayleigh-Bénard-Problem, fiir dessen Losung in diesem Kapitel eine numerische

8 Abgesehen von einem konstanten mean flow des Geschwindigkeitsfeldes, der bei der Rotationsbildung
verloren geht.

Es werden neun Fouriertransformationen benétigt. Bei der Vortizititsformulierung ist das so-
fort ersichtlich. Bei der Geschwindigkeitsformulierung kann man es sich dadurch klar machen, dass
man die Nichtlinearitit unter Ausnutzung der Inkompressibilitit als V - (##) formuliert - uu ist eine
symmetrische Matrix mit sechs unabhingigen Eintrigen.
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2.4 Randbedingungen

Methode entwickelt werden soll, sind Randbedingungen in Form von kalter und heifSer
Platte natiirlich essentiell wichtig.

Das Verhalten von Fluiden an Grenzflichen spielt z. B. auch in den Ingenieurswissen-
schaften eine grofie Rolle, die eher nach anwendungsnahen Verfahren als nach idealisierten
Konfigurationen wie einem unendlich ausgedehnten Geschwindigkeitsfeld verlangen. In
den Ingenieurswissenschaften werden Problemstellungen numerisch oft mit Verfahren
wie den finiten Elementen oder finiten Volumen behandelt. Diese Verfahren sind auf das
Einbeziehen von Grenzflichen zugeschnitten, allerdings schwieriger zu implementieren
als das Pseudospektralverfahren, das, wie wir in den vorherigen Abschnitten gesehen
haben, doch von recht tiberschaubarer Komplexitit ist.

In diesem Abschnitt wollen wir deshalb eine Methode erarbeiten, wie wir das Pseu-
dospektralverfahren der Navier-Stokes-Gleichung dahingehend erweitern kénnen, dass
beliebig geformte feste Wﬁnd behandelt werden kénnen. An diesen Winden soll das
Geschwindigkeitsfeld 7o slip-Randbedingungen # = 0 erfiillen, d. h. an den Winden
verschwinden alle Geschwindigkeitskomponenten.

2.4.1 Volume penalization

Ein geeignetes Verfahren zur Modellierung von festen Wanden nennt sich volume penaliza-
tion. Die Grundziige dieses Verfahrens, das in den 1990er Jahren entwickelt wurde, sollen
in diesem Abschnitt motiviert werden; detaillierte Darstellungen sind in der Literatur
zu finden, sowohl im Hinblick auf die mathematischen Details [ABF99]] als auch auf die
Anwendung auf fluiddynamische Problemstellungen [Sch05, KDK™07]. Volume penali-
zation erweitert die Navier-Stokes-Gleichung um einen Term, der die geforderten
Randbedingungen erzwingt; da dieser Term recht trivialer Gestalt ist, kann er ohne viel
Aufwand in das bisherige Pseudospektralverfahren integriert werden.
Betrachten wir als einfiihrendes Beispiel die gewShnliche Differentialgleichung

d = ! 2.25
5 (t)—_;y(t) > ( )

deren Losung wir mit der Anfangsbedingung y, = y(¢ =0) natiirlich schnell als

y(t)=pp-e " (2.26)
angeben konnen. Man sieht also, dass in einer Entwicklungsgleichung der Form %y(t) =
... ein Term der Form —%y(t) fiir eine exponentielle Dimpfung sorgt, die umso stirker

ist, je kleiner der Parameter 7 gewdhlt wird.

°Wir betrachten hier nur unbewegliche Winde, obwohl das im Folgenden beschriebene Verfahren durchaus
bewegliche Winde erlaubt; z. B. wird in [KS09] durch die Luft wirbelndes Laub simuliert.
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2 Direkte Numerische Simulation

Ubertrigt man dieses Prinzip eines Terms, der eine exponentielle Dimpfung zur Folge
hat, auf die Navier-Stokes-Gleichung, kommt man schnell zu den in obiger Literatur
diskutierten modifizierten Gleichungen:

%u(x, t)+u(x,t) - Vu(x,t)=—=Vp(x,t)+vAu(x,t)— lH(x) -u(x,t)  (2.27a)
n

V-u(x,t)=0 (2.27b)

Hierbei ist H(x) eine Maskierungsfunktion mit H : R* — {0, 1}, die das zugrundelie-
gende Gebiet (hier den gesamten R?) in Fluidbereiche, in denen H = 0 gilt, und feste
Bereiche mit H = 1 unterteilt. Feste (oder Wand-) Bereiche und Fluidbereiche werden
dabei mit Q, bzw. 2, C R’ bezeichnet. Die Maskierungsfunktion macht nichts anderes,

als den Dampfungsterm —%u in den entsprechenden Gebieten an- bzw. abzuschalten. Das

volume penalization-Verfahren hat damit die handliche Eigenschaft, dass man lediglich
durch Anpassen der Maskierungsfunktion H(x) fast beliebig geformte Winde erhalten
kann, die ohne Modifikation des Pseudospektralverfahrens behandelt werden kénnen;
beispielsweise entspricht die Wahl der Maskierungsfunktion

2, 2
H(x):{o falls /x“+y°<1lundO0<z <1 (2.28)

1 sonst

einem zylindrischen Gefifi, vgl. Abbildung[2.1a]

Es wurde in [ABF99]] gezeigt, dass im Limes 7 — 0 das Geschwindigkeitsfeld # im
Wandgebiet 2, gegen null konvergiert, dass also insbesondere auf dem Rand JQ, d. h.
der eigentlichen Wand, die 7o slip-Randbedingung erfiillt wird. Die Konvergenzordnung
von ,echter” und durch volume penalization erhaltener Lésung wurde in [CEFO3]] zu /7
bestimmt. Allerdings stellt sich heraus, dass man es durch Hinzunehmen des Dampfungs-
terms in (2.273) mit einem sogenannten steifen Problem zu tun bekommt. Dies hat zur
Folge, dass der Zeitschritt At des Runge-Kutta-Verfahrens vom gewihlten 7 abhingt:
Im Allgemeinen muss At < 7 sein, was bedeutet, dass aus rein praktischen Griinden
der Limes n — 0 nicht durchgefiihrt werden kann. Dies wird spater noch ausfiihrlich
diskutiert.

Wendet man die Fouriertransformation auf die um den Dimpfungsterm erginzte
Navier-Stokes-Gleichung an, muss man das psexdospektrale Prinzip beachten, damit der
Term —1H - u im Fourierraum nicht in einer Faltung resultiert. Die Entwicklungsglei-

chung der Geschwindigkeit im Fourierraum ist dann

%a:_m (77 [a]-7~ [ik%]]—vkzﬁ—%ﬁ [Hx)-77'[7]] . (29)
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2.5 Anwendung auf die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen

oder, wenn man statt der Navier-Stokes- die Wirbeltransportgleichung benutzen méchte,
d 1

5 O=ikx7 [97‘1 [#]xF7'[&]--H(x)- 7! [ﬂ]] —vE*S . (2.30)
n

Volume penalization bietet uns damit die Moglichkeit, das in Abschnitt [2.2) entwickelte
Pseudospektralverfahren durch das Hinzufiigen eines unkomplizierten Terms um beliebig
geformte no slip-Winde erweitern zu konnen. Gerade beliebig geformte Winde waren
bisher hauptsichlich den komplizierteren Methoden der finiten Elemente und finiten
Volumen vorbehalten.

2.5 Anwendung auf die Oberbeck-Boussinesg-Gleichungen

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir die Techniken eingefiihrt, die es uns
ermdglichen, die Navier-Stokes-Gleichung mit 7o slip-Wanden numerisch zu l6sen. Diese
Techniken sollen nun dahingehend erweitert werden, dass mit ihnen auch ein numerisches
Losungsverfahren fiir die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen angegeben werden
kann.

2.5.1 Pseudospektralverfahren und volume penalization

Die Entwicklungsgleichung fir das Geschwindigkeitsfeld # lasst sich mit dem
Pseudospektralverfahren gepaart mit dem Runge-Kutta-Verfahren behandeln. Die Rand-
bedingungen von zwel unendlich ausgedehnten horizontalen Platten im Abstand 5,
zwischen denen das Fluid eingeschlossen ist, lassen sich tiber die Maskierungsfunktion

{o falls0< z < b

(2.31)
1 sonst

mittels volume penalization realisieren, vgl. Abbildung Den Auftriebsterm agTe,,
also die Kopplung an die Temperatur, in das Verfahren zu integrieren, stellt keine weitere
Schwierigkeit dar.

Gedanken machen muss man sich allerdings tiber die Entwicklungsgleichung des
Temperaturfeldes. Man kann diese Gleichung zwar auch mit dem Pseudospektralverfahren
in eine gewohnliche Differentialgleichung fiir die Fouriertransformierte T=9 [T]
analog zu umschreiben. Allerdings sind die Randbedingungen fiir die Temperatur,
T(z=0)=9T/2und T(z=h) = —3T /2, nicht direkt iiber volume penalization zu erreichen,
da dieses Verfahren das Feld in der maskierten Region €2, nur auf den Wert null, nicht
aber auf einen beliebigen Wert festlegen kann.

Dieses Problem lasst sich jedoch umgehen, indem man statt des Temperaturfeldes die
Abweichungen 6(x, r) vom konduktiven Temperaturprofil betrachtet:

O(x,t)= T(x,t)+8h—T <z—%> (2.32)
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2 Direkte Numerische Simulation

x N NN

H=0
V4
L.
H=1«

AN - N

(@) Zylinder (b) Horizontale Platten

Abbildung 2.1: Beispiele fiir verschiedene Maskierungsfunktionen H(x). An den Gren-
zen zwischen den Gebieten fiir H =0 und H =1 werden durch volume penalization
no slip-Randbedingungen realisiert. |(a)| Zweidimensionale Darstellung der Maskierungs-
funktion fiir ein zylinderformiges Gefifi. Gezeigt ist die Sicht auf den Zylinder
von oben; die z-Achse zeigt aus der Papierebene hinaus. |(b)| Zweidimensionale Darstel-
lung der Maskierungsfunktion fiir unendlich ausgedehnte horizontale Platten.
Die y-Richtung zeigt in die Papierebene hinein.

Wie man leicht sehen kann, transformieren sich die obigen Randbedingungen an die
Temperatur zu den Randbedingungen 6(z =0) = 6(z = h) = 0 an die neue Variable.
Diese Randbedingungen an 6 kann man mittels volume penalization erreichen. Die
Entwicklungsgleichung der Temperaturabweichung mit Dimpfungsterm lautet dann

d ST 1
—0+u-V0=xkA0+—u-e,——H-0 . (2.33)
dt h n

Damit haben wir alle Bestandteile zusammen, um das Pseudospektralverfahren der
Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen in der Form angeben zu kdnnen, in der es im Simulati-
onsprogramm implementiert ist. Aus historisch gewachsenen Griinden, nimlich weil der
Simulationscode zuerst in einer zweidimensionalen Variante geschrieben wurde, bevor er
auf drei Dimensionen erweitert worden ist, arbeiten wir mit der Wirbeltransport- statt
der Navier-Stokes-Gleichung. Damit lauten die Entwicklungsgleichungen fiir die Fourier-

34



2.5 Anwendung auf die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen

transformierten der Vortizitit &(k, 1) = F [w(x,t)] und der Temperaturabweichung

~

O(k,t)=F [0(x,t)] folgendermafien:

J 1
Eazikxﬁ' [9’"1[5] xF &]--H-F7! ['ﬁ]}
7

—vE* & + agik x <§ez> (2.34a)
d n_ —1[~ -1 1 -1
S0==7 |57 7] 5 [4d] - 257 [7]]

~ 8T
—xk*0 + 7% e, (2.34b)

Dabei ist die Geschwindigkeit # tiber (2.24D) gegeben. Des Weiteren ist zu beachten,

dass im Auftriebsterm agik x (fe,) die Temperatur durch die Temperaturabweichung
ersetzt wurde. Da V x (Te,) =V x (fe,) gilt (vgl. (2.32)), ist es zweckmifliger, in den

Auftriebsterm direkt & eingehen zu lassen, statt 7' iiber (2.32) aus 6 zu errechnen. Damit

liest sich der Auftriebsterm im Fourierraum als agik x (fe,).

2.5.2 Zeitliche Integration

Die Entwicklungsgleichungen fur die Fouriertransformierten miissen nun noch mit
dem RK3-Verfahren analog zu gelost werden. Dies stellt bis auf die Linglichkeit der
Ausdriicke keine weitere Schwierigkeit dar; um das Verfahren tibersichtlich zu gestalten,
fassen wir deshalb Vortizitit und Temperaturabweichung zum Zustandsvektor

3 (ky1)
ok o, (k,
E(k,t):= <§((k,,;))> = 5zgk§; eR’*xR (2.35)
Ok, 1)

zusammen und definieren die Terme der Rechten-Hand-Seite (bis auf die Laplace-Terme)
der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen im Fourierraum beziiglich des Zustandvektors als

s [5] =

Fasst man die Parameter v und « zur Diagonalmatrix

ikx 7 |71 [#] x 77 [&] - 1H -7 [] | +agikx (e, )

—7 (7 [i] -7 k0] - 1H- 71 [6]] - Lii-e,
(2.36)

= :=diag(v, v, v, k) € R®* (2.37)
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2 Direkte Numerische Simulation

zusammen, lassen sich die Entwicklungsgleichungen kompakt als

E-a[f]-w=t 2.39)

schreiben. Damit kann man das RK3-Verfahren fiir die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen
angeben, das in dieser kompakten Schreibweise zwar vollig analog zum RK3-Verfahren
(2.19) der Navier-Stokes-Gleichung aussieht, aber dennoch hier noch einmal gezeigt

werden soll, da es in dieser Form auch im Simulationscode implementiert worden ist:

F = SRAE | A=K gy [E o] (2.39a)
52: §e—5k2%§o+%eEkz%glJr%AteEkz%ge [El] (2.39D)
E(t+At)= %gEsztEo + ge—Ekz%Sz + %Ate‘akz%% [32] (2.39¢)

Hierbei ist wieder £y = &(¢) und (¢ + At) der Zustandsvektor vor bzw. nach dem
Zeitschritt. Da es sich bei der Parametermatrix Z um eine Diagonalmatrix handelt, lassen
sich die auftretenden Matrixexponentiale gemaf3

.y . 2 12 22 o2
—ERAL — diag <e vk At’ vk At’ vk At, oKk At) (2.40)

berechnen; die restlichen auftretenden Matrixexponentiale sind analog zu behandeln.
Es ist anzumerken, dass obige Darstellung mittels Zustandsvektor, Parametermatrix
und Matrixexponential hier nur gewihlt wurde, um das Zeitintegrationsverfahren mog-

lichst kompakt schreiben zu kénnen; im Simulationscode kommen Terme wie e ==kt 50,
also Produkte der Form ,Matrixexponential multipliziert mit Zustandsvektor, natiirlich
direkt in ausmultiplizierter Form vor.

Man benétigt noch eine Anfangsbedingung fiir die Felder #(x, =0) und w(x,t =0).
Da das Rayleigh-Bénard-System fiir hohe Rayleigh-Zahlen chaotisch ist, spielen die
Anfangsbedingungen nach einer gewissen Zeit keine Rolle mehr. Aus diesem Grund
arbeiten wir grofitenteils mit gauflschem Rauschen als Anfangsbedingung fiir die Felder.

2.6 Implementationsdetails

In den vorherigen Abschnitten haben wir schrittweise das Verfahren hergeleitet, das
genutzt werden soll, um die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen numerisch zu 16sen.
Dabei sind wir rein mathematisch vorgegangen und haben (bis auf Randbemerkungen)
die eigentliche Implementierung des Verfahrens nicht weiter thematisiert. Es zeigt sich
allerdings, dass man in der Praxis einige Punkte beachten muss, die in diesem Abschnitt
Erwihnung finden sollen.
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2.6.1 Periodisches Simulationsgebiet

Bisher waren die Geschwindigkeits- und Temperaturfelder der Oberbeck-Boussinesq-
Gleichungen im gesamten R? definiert und damit theoretisch unendlich weit ausgedehnt.
Solche Felder kann man natiirlich in der Numerik nicht behandeln. Deshalb ist es
notig, die Felder auf ein endliches Raumgebiet 2 = [0,L,] x [0,L,] x [0,L,] C R?
einzuschrinken.

Als Randbedingungen auf JQ benutzt man zunichst periodische Rinder, also

u(x=0)=u(x=L,) und O(x=0)=0(x=L,) , (2.41)

¥, z analog. Durch die periodischen Randbedingungen wird aus der kontinuierlichen
Fouriertransformation (2.2) eine diskrete Fouriertransformation, d. h. dass die Fourier-
transformierten wie z. B. %(k) nur an den abzihlbar vielen Stellen

k o Im k27‘c :(i,7,k)eZ’ 2.42
IS ZL’]L’ 7 : (1,7,k) € (2.42)

X X z

ungleich null sind (vgl. z. B. [LP98]]). Damit liest sich beispielsweise die Berechnung des
Geschwindigkeitsfeldes mittels der Riicktransformation als die diskrete Summe

1

«/27‘53

wobei die Summierung tiber die k-Werte aus geschieht.

Periodische Randbedingungen in horizontaler Richtung sind erwiinscht, jedoch erge-
ben periodische Rinder in vertikaler Richtung fiir das Rayleigh-Bénard-Problem wenig
Sinn, da das Fluid zwischen zwei Platten eingeschlossen sein soll. Deswegen muss man
gemifl des volume penalization-Ansatzes das Gebiet 2 =2, UQ,, in Fluid- und Wandbe-
reiche zerlegen mit

u(x,t)=

> ik, )k (2.43)
k

Qr=[0,L,]x[0,L,]x(d,h+d) (2.44a)
Q,=[0,L,]x[0,L,]x ([0,d]U[h+d,h+2d]) , (2.44b)

was der Maskierungsfunktion

H(x)=

{O fallsd < z< h+d 2.45)

1 sonst

entspricht. Das Fluidvolumen €2 der Hohe 5 wird also oben und unten durch Winde der
Dicke d erweitert; Wand- und Fluiddicke sollen dabei so gewihlt sein, dass b +2d =L,
ist. Dass das Fluidvolumen bei z = d und nicht z = 0 anfingt, spielt keine Rolle, da die
z-Koordinate in den Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen nicht explizit auftaucht; lediglich
der Abstand / der horizontalen Platten ist entscheidend.
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2.6.2 Diskretisierung der Felder

Um die Felder numerisch behandeln zu kdnnen, ist es notig, die Felder nur an endlich
vielen, diskreten Gitterpunkten (den sogenannten Kollokationspunkten) zu betrachten,
d. h. man fiihrt eine Diskretisierung des Raumgebietes ein. Lost man die x, y, z-Richtung
dquidistant durch jeweils N,  , (also insgesamt N = N, -N, -N,) Gitterpunkte auf, nimmt
der Ortsvektor nur die Werte

Lx Ly .-
x € <N N kN) 1 0<4,j,k<N,,, —1,=Qy (2.46)

an["| Die Gitterpunkte besitzen damit in Richtung der Koordinatenachsen zueinander
. L
einen Abstand Ax = > Ay, Az analog.

Diese Diskretisierung hat auch Auswirkungen auf die méglichen k-Vektoren; von den

abzihlbar vielen Werten bleiben nur endlich viele Vektoren

k <’27T 2r k2ﬂ> N—x’y’z+ /e<N’” Q 2.47)
€ ] s KT/ - =: :
T T 2 Shiy 2 N

x y z

tibrig, vgl. [CHQZ87]. Dies kann man sich dadurch verdeutlichen, dass ein im Ortsraum
auf endlich vielen Gitterpunkten diskretisiertes Gebiet nur endlich viel Information
enthilt, was natiirlich auch noch nach der Fouriertransformation im Spektralraum gelten
muss.

Fiir das Beispiel eines periodischen Geschwindigkeitsfeldes, das an den Gitterpunkten
x € Q) gegeben ist, werden die Fourierintegrale der Hin- und Riicktransformation also
zu den endlichen Summen

u(k, J_3 xGZQNu x, t)e ikx (2.48a)
u(x,t D Gk, )k (2.48b)

3
\ ”keQ

2.6.3 Fast Fourier Transformation

Wir haben nun also sowohl den Orts- als auch den Fourierraum bzw. Felder in diesen
diskretisiert. Damit konnten auch die Integrale der Fouriertransformation durch
diskrete Summen dargestellt werden.

Betrachten wir eine beliebige periodische Funktion f : [0,L] — R und bezeichnen
die diskreten Funktionswerte bzw. ihre diskrete Fouriertranformierte an N Gitterpunk-

"Es wird angenommen, dass N, , gerade Zahlen sind.
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ten mit f; = f(x;) und f; = f(k;) . Dann lautet eine oft in der Implementation der
Fouriertranformation zu findende Darstellung dieser Summen

~ Nl 2mi ;-
fi=3fe i (2.49a)
j=0
1 N-1 »
fi=— i (2.49b)
1 N ] 4

vgl. [F]10]. Um also die diskrete Fouriertransformierte (DFT) ﬁ fir einen Punkt i

27 ;- .
auszurechnen, muss N-mal der Term f]-e_T’] berechnet werden; um die gesamte DFT

]71- an allen N Punkten zu berechen, wiirde man naiverweise also N? Berechnungen
benétigen. Das Berechnen der DFT wire damit ein ,,Problem der Ordnung 0(N?)<.
Hier kommt die Idee der Fast Fourier Transformation (FFT) zu Hilfe. Dabei handelt es
sich um einen in den 1960er Jahren in [CT65]] entwickelten Algorithmus, der vielfach als
einer der wichtigsten Algorithmen des 20. Jahrhunderts angesehen wird [[DS00, [Roc00].
Der Algorithmus soll hier nicht im Detail dargestellt werden; er macht sich unter anderem
zu Nutze, dass die Exponentialterme in redundante Informationen enthalten, da

e~ %'/ fiir verschiedene Kombinationen von i und 7 den gleichen Wert annehmen
kann. Letztendlich ist es durch den Algorithmus méglich, die DFT mit O(N logN)
Rechenschritten, also auch in O(N logN) Zeit zu berechnen.

Diese Verbesserung von 0(N?) nach 0(N log N) macht das Pseudospektralverfahren
erst zu einem effizienten Verfahren. Auflerdem erklirt sich dadurch, warum es sich lohnt,
in Abschnitt eine Faltung durch drei Fouriertransformationen zu ersetzen, da eine
Faltung naiverweise 0(N?) Rechenschritte benétigt[”]

Es existieren zahllose Implementationen des FFT-Algorithmus; wir haben uns fiir
die ,Fastest Fourier Transform in the West“ (FFTW) in der Version 2.1.5 entschieden
[EJ10], ausfiihrlich beschrieben in [Fri99]. Hierbei handelt es sich um eine frei verfiigbare,
quelloffene und hochoptimierte Implementierung des FFT-Algorithmus. Insbesondere
ist die Version 2.1.5 mittels MPI parallelisiert, wodurch sich die in Abschnitt
beschriebene Parallelisierung unseres Simulationscodes erheblich vereinfacht.

Anordnung der Fourierkoeffizienten im Speicher

Viele Implementationen des FFT-Algorithmus ordnen die Fourierkoeffizienten im Spei-
cher auf eine etwas kontraintuitive Art abweichend von (2.47) an. Da dies oft zu Verwir-

rungen fiihrt, seien die zu den Fourierkoeffizienten E gehorenden Wellenzahlen k; hier in

2Es existieren zwar sog. Fast Convolution-Algorithmen, die aber im Endeffekt auch nichts anderes machen,
als die Faltung tiber FFTs und punktweise Multiplikation im Fourierraum zu umgehen.

39



2 Direkte Numerische Simulation

der Reihenfolge dargestellt, wie sie in aufeinanderfolgenden Speicherstellen 7 =0...N —1
stehen:

027': 127': N 27 (=N . 27 N 5 27 27 250
—, 11—, ... No—, (=N241)—, (-N242)—, ... —— .
AT VR (N )T (N = 250)

Notige Symmetrien fiir reelle Felder

Ganz grundlegend muss in der Definition der Fouriertransformation die Fourier-
transformierte die Symmetrie g(k) = g*(—k) erfiillen, damit es sich bei g(x) um eine
reellwertige Funktion handelt. Das bedeutet fiir den diskreten Fall, dass nur etwa die
Hilfte der Fourierkoeffizienten gespeichert werden muss, da die restlichen durch komple-
xe Konjugation erhalten werden konnen. Deswegen konnen viele FFT-Implementationen
rein reelle Funktionen speziell behandeln. Dies gilt auch fiir die FFTW, die fiir eine reelle
Funktion nur die Fourierkoeffizienten der Wellenzahlen £ = OZT”, IZT”, veey N /22%
speichert. Damit wird eine durch N reelle Zahlen diskretisierte Funktion im Fourierraum
durch N/2+ 1 komplexe Zahlen beschrieben; da die Fourierkoeffizienten zu & = 0 und
k=N /2%r rein reell bzw. rein imaginir sind, haben die Diskretisierungen im Orts- und
Fourierraum den gleichen Informationsgehalt, es geht durch die diskrete Fouriertransfor-
mation also keine Information verloren.

Dreidimensionale Felder

Nun sind die betrachteten Geschwindigkeits- und Temperaturfelder aber keine eindi-
mensionalen Funktionen, wie wir sie bisher zur Erlduterung der FFT betrachtet haben,
sondern es handelt sich bei ihnen um dreidimensionale Funktionen. Das bedeutet nichts
anderes, als dass sowohl Funktion als auch Fouriertransformierte auf einem dreidimen-
sionalen Gitter diskretisiert sind, wie bereits durch und angedeutet. Mit
solchen Feldern kann die FFTW ohne weiteres umgehen; lediglich die Anordnung der
Fourierkoeffizienten bzw. des Wellenzahlvektors muss beachtet werden:

a;
kiip= B; mit 0<i<N,—1, 0<j<N, -1, 0<k<N/ (2.51)
Yk
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2.6 Implementationsdetails

Die Komponenten des Wellenzahlvektors lauten dabei folgendermafien:

i3z falls 0<i <N./2
a, =1 . . (2.52a)
(1 =N sonst
-2 .
= falls0<; <N, /2
=5 ) (2.52b)
(7—N)F& sonst
Y
2r

Hier sicht man die spezielle Anordnung der Fourierkoeffizienten analog zu sowie
die Tatsache, dass wegen der reellen Symmetrie nur die Hilfte der Fourierkoeffizienten
v beztiglich der z-Richtung gespeichert werden missen. Im Simulationsprogramm
werden die Komponenten @;, 5; und y;, des Wellenzahlvektors einmal vorberechnet und
gespeichert, um nicht immer wieder die Terme in berechnen zu miissen.

Fiir weitere Details ist die Dokumentation der FFT'W zu konsultieren [F]J10]. Des Wei-
teren sei der interessierte Leser auf [Wil10] verwiesen, wo ein dhnlicher Simulationscode
mittels der FFTW implementiert und diskutiert wird.

2.6.4 Dealiasing

Durch die Diskretisierung der Felder bekommen wir es mit einer Spielart des Abtast-
oder sampling-Theorems (zuerst diskutiert in [Sha49]) zu tun. Vergessen wir, was wir tiber
das Pseudo am Pseudospektralverfahren gelernt haben, und berechnen die Nichtlinearitit
u - Vu in der diskreten Form tiber

1 . 1 .
u-Vu= u(k, t)e‘k'x> : < iki(k, t)elk‘x> (2.53a)
<«/ﬂ3 kzn: ers kZQ:

= o ST Gk, t)- iK1 B (2.53b)
kK ey

Man sicht, dass die beiden Wellenzahlvektoren & und & im Exponentialterm den grofie-
ren Wellenvektor & + & bilden, was einer grofieren Frequenz entspricht. Dies stellt ein
erhebliches Problem dar: Selbst wenn die hochsten in den Feldern # und Vu vorkom-
menden Frequenzen durch das Gitter 2y aufgeldst werden, kann es passieren, dass durch
die nichtlineare Kopplung Frequenzen entstehen, die so hoch sind, dass sie nicht mehr
durch das Gitter aufgelost werden konnen. Diese zu hohen Frequenzen werden dann
als niedrigere Frequenzen missinterpretiert (vgl. Abbildung[2.2), wodurch im Endeffekt
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Abbildung 2.2: Das alia-
sing-Phinomen beispiel-
haft dargestellt: Ein zu
hochfrequent oszillieren-
des Signal (gestrichelte Li-
nie) wird durch zu we-
nige Gitterpunkte (Krei-
se) aufgelost und damit
als ein niedrigfrequentes
Signal (durchgezogene Li-
nie) missinterpretiert.

Signal

o1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Gitterpunkte

Energie von den hohen in die niedrigen Moden transferiert wird. Man spricht auch vom
aliasing-Phinomen.

Die Losung dieses Problems gestaltet sich relativ simpel: Bevor man eine Nichtlinearitit
wie # - Vu ausrechnet, muss man dafiir sorgen, dass das Feld keine zu hohen Frequen-
zen besitzt, die nach der Multiplikation nicht mehr durch das Gitter aufgeldst werden
kénnen. Setzt man also die Fouriermoden zu den entsprechenden k-Werten gleich null,
ist sichergestellt, dass durch nichtlineare Terme keine zu hohen Frequenzen entstehen
konnen. Man bezeichnet diese Methode als dealiasing.

Fiir quadratische Nichtlinearititen, wie sie in unserem Fall vorliegen, kann man dies
z.B. dadurch erreichen, dass man die Fouriermoden zu k-Werten grofler als 2/3 des
maximalen & gleich null setzt. Dies geht zuriick auf [Ors71]]; eine schone Abbildung
als Begriindung findet sich in [Wil07, S. 118]. Man kann dazu eine Filterfunktion S(k)
einfiihren mit der man die Fouriermoden multipliziert und dadurch zu hohe Mo-
den ,unschidlich macht®. Da unser diskreter Fourierraum ﬁN anisotrop, d. h. in die
verschiedenen Richtungen verschieden weit ausgedehnt ist, definiert die Filterfunktion
im k-Raum ein Ellipsoid mit den drei Halbachsen 2

max,x/y/z"
2 2 2
k, k, k, 2
st () () () < sy
0 sonst
Dabei ist &y, = %i—” der maximale £-Wert in x-Richtung, y, z analog.

PDas § deutet die Verkniipfung zum sampling-Theorem an.
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2.6 Implementationsdetails

Abbildung 2.3: Vergleich von 2/s-Filter

(blau) nach Orszag [Ors71]] und glattem
Fourierfilter (braun) nach [HLO7]. Beim

glatten Filter bleiben deutlich mehr Mo-

0 den aktiv. Wegen des anisotropen Fou-
rierraums ist in unserem Fall k/k

durch die Wurzel aus (2.54) zu ersetzen.

S(k/Romas)

0 2/3 0.8 1
kJk

max

Wir haben uns jedoch fiir den in [HLO7] beschriebenen glatten Filter entschieden:

36

/€ 2 /€ 2 /€ 2
S(k)=exp| —36 : . ’ 2.55
( ) eXP J < kmax,x > + < kmax,y > + < kmaX,Z > ( )

Diese Filterfunktion hat den Vorteil, die bei unstetigen oder fast singuliren Feldern
entstehenden Oszillationen zu unterdriicken. Des Weiteren besitzt die Funktion erst bei
ungefihr k/k, ..~ 0.8 einen merklichen cut-off, sodass man mehr aktive Fouriermoden
hat als beim 2/3-cut-off, vgl. Abbildung[2.3]

Da lediglich durch nichtlineare Terme verschiedene Wellenzahlen miteinander koppeln,
konnen auch nur durch diese Terme problematische Frequenzen entstehen. Deswegen
muss jeweils nach Berechnung der nichtlinearen Terme im Fourierraum der dealiasing-
Filter angewendet werden, um die Felder von zu hohen Frequenzen zu ,sdubern®.

In der Implementation ist es vorteilhaft, die Funktion S(k) einmal beim Start des Si-
mulationsprogramms fiir alle k-Werte vorzuberechnen und zu speichern. Dadurch
sparen wir uns die immer wieder gleiche Berechnung von $(%) und konnen stattdessen
auf die vorberechneten Werte zuriickgreifen. Es zeigt sich, dass der eingesparte Rechen-
aufwand den fiir die Tabellierung benétigten zusitzlichen Speicher aufwiegt.

2.6.5 Wahl des penalization-Parameters

In Abschnitt haben wir das Pseudospekralverfahren fiir die Oberbeck-Boussinesg-
Gleichungen um die volume penalization-Technik erweitert. Fithrt man fiir den penali-
zation-Parameter den Grenzwert 7 — 0 aus, erfiillen die Felder die Randbedingungen
einer 7o slip-Wand konstanter Temperatur. Aus praktischen Griinden ist dieser Grenzwert
allerdings in der numerischen Implementation des Verfahrens nicht durchzufiihren. Da
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man also mit einem endlichen 7 arbeiten muss, entstehen Fehler gegeniiber einer Lsung
der Gleichungen mit den ,echten® no slip-Wanden konstanter Temperatur. Gleichzeitig
entstehen aber auch schon Fehler durch die Darstellung der Felder mittels endlich vieler
Fouriermoden.

Keetels et al. diskutieren in [KDK™07] das Verhiltnis dieser beiden Fehler und kommen
dadurch zu einer Abschitzung, wie der penalization-Parameter 7 in Abhingigkeit von der
Anzahl der aktiven Fouriermoden Ny zu wihlen ist:

p N8 (2.56)

Dabei ist y eine Konstante der Gréflenordnung 10°. Die Anzahl der Fouriermoden
bezieht sich auf die Fouriermoden in Normalen-Richtung der Wand, also in unserem Fall
die Fouriermoden in z-Richtung. ,Aktiv* sind die Moden, die durch die Anwendung des
dealiasing-Filters nicht eliminiert werden, bei unserer Wahl von also ca. 80% der
Moden. Damit lautet die hier relevante Anzahl aktiver Moden

Ny =08N, . (2.57)

Ein endliches 7 hat des Weiteren zur Folge, dass wegen der unstetigen Maskierungs-
funktion H(x) Gibbs—Oszillatione an der Grenze zwischen Fluid und Wand entstehen.
Man kann allerdings zeigen, dass diese Oszillationen dynamisch nicht aktiv sind, d. h.
dass sie keinen Einfluss auf die zeitliche Entwicklung der Felder nehmen, vgl. [KDK*07].
Dort werden aulerdem sog. mollifier benutzt, mit denen man die Felder glitten und
Gibbs-Oszillationen entfernen kann; da die Gibbs-Oszillationen dynamisch nicht aktiv
sind, kann dies als postprocessing-Schritt erfolgen. Ein solcher mollifier wurde im Rahmen
dieser Diplomarbeit allerdings nicht implementiert.

2.6.6 Wahl des Zeitschrittes

Um moglichst wenig Rechenzeit zum Simulieren der Gleichungen zu benétigen, mochte
man den Zeitschritt At des RK3-Zeitschrittverfahrens moglichst grof§ wihlen; jedoch
unterliegt diese Wahl gewissen Beschrankungen, da das Zeitschrittverfahren sonst instabil
wird.

Anschaulich gesprochen darf sich Information pro Zeitschritt nicht weiter als um
einen Gitterpunkt ausbreiten, damit das Verfahren stabil bleibt. Stellen wir uns dazu ein
Teilchen vor, das mit der Fluidstromung mitschwimmt, so bewegt sich dieses Teilchen zum
einen durch Advektion, zum anderen durch Diffusion fort. Da der Diffusionsterm der
Geschwindigkeitsgleichung durch das gewahlte Zeitschrittverfahren implizit behandelt
wird, entfillt die Beschrinkung des Zeitschrittes beziiglich der Diffusion. Deshalb miissen
wir nur fordern, dass der Zeitschritt At so klein ist, dass sich das gedachte Teilchen pro

4Gibbs-Oszillationen sind ein allgemeines Phinomen bei der Darstellung unstetiger Funktionen durch
endlich viele Fouriermoden, zuerst beschrieben in [Gib98} [Gib99].
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Zeitschritt um weniger als einen Gitterpunkt durch Advektion fortbewegt. Dies ist dann
sichergestellt, wenn fiir den Zeitschritt stets

. Ax Ay Az
At <Aty :=min { —,—,— (2.58)
we | Joe| oy ||

erfiillt ist. Diese Bedingung ist nach [[CFL28] auch als das CFL-Kriterium bekannt.

Behandelt man den exponentiellen Dampfungsterm der volume penalization-Technik
innerhalb des Zeitschrittverfahrens explizit, wie es bei uns der Fall ist, hat dies eine
weitere Forderung an den Zeitschritt zur Folge (siehe [KSO9):

At <Aty =7 (2.59)

Es ist zwar moglich, ein Zeitschrittverfahren zu konstruieren, das den penalization-Term
implizit behandelt (vgl. [KDK™07]), sodass diese Beschrinkung wegfillt; allerdings ist
dies nur moglich, wenn man die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen fiir das Geschwin-
digkeitsfeld und nicht fiir die Vortizitit formuliert. Auf diesen Umstand wurden wir
leider zu spit aufmerksam, als der Simulationscode fiir die Vortizititsformulierung schon
implementiert war.

Da At,y, vom Geschwindigkeitsfeld abhingt und damit eine fluktuierende Grofle
ist, konnen wir den Zeitschritt At adaptiv an die Stromung anpassen. Benutzt man
einen zusitzlichen ,Sicherheitsfaktor” 0 < A < 1 (den sog. CFL-Faktor), miissen wir den

Zeitschritt nur stets als
At =A-min{Aty,, AL, } (2.60)

wihlen, um ein stabiles Zeitschrittverfahren zu gewihrleisten. Da so zwar stets die
Stabilitat gewihrleistet ist, man aber auch ein moglichst genaues Verfahren haben mdochte,
ergibt eine etwas ,konservativere® Wahl wie z. B. A=10.75 Sinn. In der Praxis zeigt sich,
dass fiir ein 7, das die Forderung (2.56) erfiillt, stets die penalization-Beschrinkung At
die entscheidende ist.

2.6.7 Parallelisierung

Bei einer dreidimensionalen direkten numerischen Simulation von fluiddynamischen
Gleichungen hat man immer das Problem, dass man sehr viel Speicher fiir die Felder
benotigt. Mochten wir beispielsweise die bendtigten vier Felder fiir Geschwindigkeit
und Temperatur mit jeweils 512° Gitterpunkten auflésen, wobei jede reelle Zahl im
Computer als ein float der Grofle 4 Byte dargestellt werden soll, bendtigen wir alleine fiir
diese vier Felder schon 2 Gi Speicher. Da wir im Simulationscode noch weitere Felder
derselben Grofe benétigen (als temporire Zwischenspeicher fiir das Zeitschrittverfahren,

fir die Tabellierung der k-Werte (2.51) und der dealiasing-Funktion (2.55) etc.), kann man

*Das sind 2°! Byte.
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davon ausgehen, dass man ein Problem dieser Grof3e allein schon aus Speichergriinden
nicht mehr auf einem einzelnen Desktop-PC bearbeiten kann. Gleichzeitig mchte man
aber ein moglichst hoch aufgel6stes Gitter haben, um mdéglichst hohe Rayleigh-Zahlen
erreichen zu konnen.

Mit dem Speicher- steigt natiirlich auch der Zeitaufwand, da der Zeitaufwand unseres
Algorithmus gemifl O(N log N) mit der Gesamtzahl N der Gitterpunkte skaliert. Des
Weiteren hat ein feiner aufgelostes Gitter wegen des CFL-Kriteriums einen kleine-
ren Zeitschritt At zur Folge, sodass man insgesamt mehr Zeitschritte berechnen muss,
um die gleiche Zeitspanne zu simulieren

Somit ist es aus Speicher- und Rechenzeitgriinden notwendig, den Simulationscode zu
parallelisieren, d. h. den Code so zu gestalten, dass er gleichzeitig von mehreren Prozesso-
ren auf einem grofleren Arbeitsspeicher bearbeitet werden kann. Dadurch verringert sich
der pro Prozessor bendtigte Speicher- und Rechenzeitaufwand.

Eine Methode ist die Parallelisierung mittels OpenMP. Dabei handelt es sich um eine
shared memory-Parallelisierung, d. h. alle Prozessoren greifen auf den gleichen Arbeitsspei-
cher zu. Diese Methode ist relativ leicht zu implementieren, allerdings ist der Zeitgewinn
recht bescheiden, und die mogliche Anzahl an Prozessoren ist stark beschrinkt; OpenMP
ist eher auf Systeme aus einigen wenigen Mehrkernprozessoren und Desktop-PCs zuge-
schnitten.

Stattdessen haben wir uns fiir die Parallelisierung mittels des Message Passing Interfaces
(MPI) entschieden. MPI ist eine distributed memory-Parallelisierung, bei der jeder Pro-
zessor seinen eigenen Speicher besitzt, und die einzelnen Prozessoren kommunizieren
untereinander durch das Austauschen von Nachrichten. Diese Art der Parallelisierung
kann mit den vielen tausend Prozessoren moderner Supercomputer umgehen und ist
auf grofle Cluster von einzelnen Recheneinheiten zugeschnitten, die tiber ein schnelles
Netzwerk untereinander kommunizieren[”] Viele der gréfiten und ,populirsten® Be-
rechnungen im Bereich Numerik und computational physics wurden mit MPI-parallelen
Codes durchgefiihrt[’| Die Programmierung mit MPI gestaltet sich jedoch im Vergleich
zu OpenMP etwas schwieriger.

Wir benutzen fiir die Berechnung der Fouriertransformationen die FFTW, da diese in
Version 2.1.5 schon von Hause aus MPI-parallelisiert ist. Die FFTW benutzt dabei eine
sogenannte slab decomposition: Das gesamte Simulationsgebiet {2y, das auf N, x N, X N,
Gitterpunkte diskretisiert ist, wird entlang der x-Dimension in N Teile zerschnitten, und

jeder Teil wird von einer CPU bearbeitet, vgl. Abbildung[2.4] Jede CPU hat damit nur

6Eine Abschitzung in einer vergleichbaren Situation, nimlich wie fiir die Navier-Stokes-Gleichung der
benétigte Rechenaufwand mit der Reynolds-Zahl skaliert, findet sich in [Wil10].

Solch ein Cluster ist beispielsweise der im Jahr 2010 eingeweihte Supercomputer PALMA der Univer-
sitat Minster, der tiber insgesamt 3136 Prozessorkerne verfiigt und auf dem die Produktionsliufe der
Simulationen dieser Arbeit durchgefiihrt wurden. Niheres unter [PAL10]

8Beispielsweise die sogenannte millennium simulation [SW]*05] und der GENE-Code [JDOT].
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......... Abbildung 2.4: Schematische Darstellung

....... : der benutzten slab decomposition. Das
kartesische Simulationsgebiet 2, ist ent-
T lang der x-Richtung in N Scheiben
T ‘ﬁ ZU ZU z (engl.: slabs') unterteilt, die auf die Pro-
el e i " zessoren mit Index n- =0... N —1 auf-
ol o geteilt werden. Jeder Prozessor verfiigt
ST damit nur tiber einen Teil des gesamten

......... y Gebietes.

einen Teil No/No X N, x N, des Simulationsgebietes im eigenen Arbeitsspeicher vorliegen

und damit auch nur Zugriff auf den ,eigenen® Teil des Gebietes

Hier ist es wichtig, zwischen dem lokalen und dem globalen Index 7 in x-Richtung
zu unterscheiden. Wird den einzelnen CPUs ein Index n- =0... N — 1 zugewiesen,
geschieht die Umrechnung von lokalem in globalen x-Index tiber

.. N,
L=k TS 2.61)
NC
wobet 7 ; =0...N:/N.— 1 ist. Die y- und z-Richtung liegt auf den einzelnen Prozessoren
jeweils vollstindig vor.

Das Berechnen einer Fouriertransformation erfordet die Kenntnis des gesamten Simu-
lationsgebietes, nicht nur die des eigenen Teils. Dazu miissen die einzelnen Prozessoren
also untereinander kommunizieren und Daten austauschen. Diese Aufgabe tibernimmt
erfreulicherweise die FFTW, sodass man sich um das parallele Berechnen der Fourier-
transformation nicht selber kiimmern muss.

Man muss deshalb nur an wenigen Stellen selber fiir die Kommunikation der Prozesso-
ren untereinander sorgen: Mchte man z. B. die globale maximale Geschwindigkeit #,
fiir das CFL-Kriterium berechnen, berechnet zuerst jeder Prozessor sein lokales
Maximum # . Die Prozessoren miissen dann untereinander kommunizieren, um

max, 7
aus den N lokalen Maxima das globale Maximum

" (2.62)

max, global = Innix {%max, nc}
zu bestimmen. Zur Berechnung einer globalen Summe, wie man sie z. B. fiir eine Mit-
telwertbildung bendtigt, geht man analog vor: Zuerst berechnet jeder Prozessor seine
lokale Summe, und diese einzelnen Werte werden dann mittels MPI zur globalen Summe

aufsummiert. Fiir solche oft benétigten Operationen wie globales Maximum, globale

YDer Einfachheit halber nehmen wir hier an, dass N, ohne Rest durch N teilbar ist.
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Abbildung 2.5: Skalierung

des  parallelen  Simu- 1000 T
lationscodes  fiir  drei [ — linearer speedup

verschiedene  Gitterauf- 2 éigj f
l6sungen.  Dargestellt & . © |
ist de% sog. speedfp, d.h. 3 10 1024° < R :
die Geschwindigkeitszu- & i / A

nahmd®| mit steigender s “/ -

Prozessorenzahl N, 10 L __
bezogen auf N. = 8 i ]

(fir 256° und 512 bew. S 16 32 64 128 256 512
N =16 (fiir 1024°).

Nc

Summe, etc. stellt MPI entsprechende Routinen zur Verfiigung, die die Kommunikation
der Prozessoren untereinander {ibernehmen.

Mochte man z. B. Geschwindigkeitsfelder herausschreiben, also zur spiteren Analyse
auf der Festplatte speichern, muss man die slab decomposition beachten: Jeder Prozessor
besitzt nur einen Teil des Geschwindigkeitsfeldes, jedoch mdchte man das gesamte Ge-
schwindigkeitsfeld als eine zusammenhingende Datei auf der Festplatte vorliegen haben.
Aus diesem Grund muss jeder Prozessor seinen Teil des Geschwindigkeitsfeldes an eine
bestimmte Position in die Datei schreiben, um so ,Stiick fiir Stiick“ das Gesamtgeschwin-
digkeitsfeld zusammen zu setzen. Da dabeti alle Prozessoren parallel auf die gleiche Datei
zugreifen missen, stellt MPI dafiir entsprechende Methoden (die sog. MPI-IO, IO fiir
engl. input/output) bereit. Die Parallelisierung dieser vorgenannten Punkte ist wegen der
Unterstiizung durch MPI also relativ einfach umzusetzen.

Etwas schwieriger gestaltet sich die wegen der Parallelisierung notige Verteilung der
Fourierkoeffizienten auf die einzelnen CPUs. Es stellt sich heraus, dass die FFTW viel
Rechenzeit einsparen kann, wenn die Felder im Fourierraum in transponierter Form
vorliegen, d. h. wenn die x- und y-Richtung im Fourierraum vertauscht sind Der im
Zuge dieser Arbeit entwickelte Simulationscode macht von dieser Moglichkeit Gebrauch,
die Fourierkoeffizienten in transponierter Form darzustellen; allerdings wiirde eine tiefer
gehende Erlduterung den Rahmen dieser Arbeit sprengen, weswegen der interessierte
Leser auf die Online-Dokumentation der FFTW [FJ10] und auf [Wil10] verwiesen sei,
wo die Anordnung der transponierten Felder erklirt wird.

2Das Maf fiir die Geschwindigkeit ist die pro Zeitschritt benstigte Rechenzeit; fiir den ,Grundpunkt bei
N =8 bzw. N = 16 sind diese Zeiten 4.35 (256%), 42.3s (512%) und 169.8s (1024°).

2Die mit dieser Transponierung verbundene Schwierigkeit ergibt sich dabei nur, weil man natiirlich alle
Maoglichkeiten nutzen mochte, das Simulationsprogramm so schnell wie méglich zu machen, und ist
deshalb nur eine indirekte Folge der Parallelisierung durch MPL
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Die slab decomposition der FFTW mittels MPI stellt sich als auflerordentlich effizient
dar; in [Dai09] wird fiir ein dhnliches Simulationsprogramm eine fast linear mit der
Prozessorenanzahl skalierende Geschwindigkeitszunahme beobachtet. Diese nahezu
optimale Skalierung erreicht unser Code nicht ganz, siche Abbildung[2.5]

Es sei noch erwihnt, dass die mogliche Anzahl an CPUs bei der slab decomposition
offensichtlich an die Beschrinkung N~ < N, gebunden ist. Abhilfe schafft die sog. pencil
decomposition, bei der das Feld entlang von zwei Dimensionen aufgeteilt wird. Dies soll
hier nicht weiter diskutiert werden; es sei lediglich erwihnt, dass es Erweiterungen der
FFTW gibt, die diese Art der Unterteilung beherrschen

2.6.8 Code-Design

Die in den vorangegangenen Abschnitten erlduterten numerischen Methoden wurden
im Rahmen dieser Diplomarbeit in einem C99-Code implementiert. Wir haben uns
dabei fiir diese moderne Variante der Programmiersprache C entschieden, weil sie im
Gegensatz zu ,reinem” C einige Vereinfachungen und vor allem eine native Unterstiizung
fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen enthilt - komplexe Zahlen sind natiirlich fiir
ein spektrales Verfahren auflerordentlich wichtig. Auch handelt es sich bei C99 um eine
im Vergleich zu beispielsweise C++ recht ,schlanke® Sprache, was uns bei den grof3en
Speicher- und Rechenzeitanforderungen unseres Codes wichtig erschien.

Der Quelltext des Simulationsprogramms wird hier nicht weiter im Detail diskutiert;
eine Ubersicht iiber den groben Ablauf des Programms findet sich in Abschnitt In
Abschnitt wird kurz aufgelistet, wie der Quelltext auf mehrere Dateien organisiert
ist, und in Abschnitt [A.3.3| werden die Parameter der Eingabedatei erliutert, mit der man
das Simulationsprogramm steuert. Zusitzlich ist der Quelltext auf der dieser Diplomar-
beit beiliegenden DVD enthalten. Damit konnen simtliche in der vorliegenden Arbeit
benutzten Datensitze reproduziert werden, da die Datensitze selber zu grof} sind, um sie

der Arbeit beizulegen. Der Inhalt der DVD wird in Abschnitt [A.2| beschrieben.

2.7 Erweiterungen

Im Simulationscode wurden einige weitere optionale features implementiert. Da diese
jedoch fiir die vorliegende Arbeit nur eine untergeordnete Rolle spielen, sollen sie hier
nur kurz erwihnt werden.

2.7.1 Spannungsfreie Rander

Bisher wurden an den Rindern des Fluidvolumens in vertikaler Richtung, also an den
Platten oben und unten, 7o slip-Randbedingungen erfiillt. Eine andere oft getroffene Wahl

2Beispielsweise die Softwarebibliothek P3DFFT [Pek10]; der in [Sch09] verwendete Simulationscode
benutzt diese FFT-Routine.
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2 Direkte Numerische Simulation

sind sog. spannungsfreie (oder auch stress-freec) Randbedingungen. Bei diesen Randbedin-
gungen wird nur verlangt, dass die Geschwindigkeitskomponente in Normalen-Richtung
der Wand verschwindet, fiir die Tangentialkomponenten gibt es keine explizite Einschrin-
kung. Zusitzlich erfiillen die Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten dann die
Bedingungen [Cha81} S. 21f]

Iu, auy
Pu,
=0 . (2.63b)

Diese Art der Randbedingung hat zur Folge, dass sich keine Grenzschicht an der Wand
ausbilden kann, weil anschaulich gesprochen das Fluid nicht an der Wand haftet. In
[Sch09] werden solche Rinder im Rahmen einer numerischen Studie benutzt. Bemer-
kenswert ist zudem, dass man die lineare Stabilititsanalyse der Oberbeck-Boussinesg-
Gleichungen fiir diese Randbedingungen komplett analytisch 16sen kann, vgl. [Cha81]]
und Abschnitt

Es gibt nun eine einfache Moglichkeit, solche Randbedingungen simulieren zu kon-
nen. Denken wir dazu zunichst an die Elektrodynamik zurtick. Wollte man dort das
Potential einer Ladungsverteilung berechnen, die sich vor einer geerdeten Metallplatte
befand, konnte man sich der Methode der Spiegelladungen bedienen: Spiegelt man die
Ladungsverteilung an der Ebene und dreht das Vorzeichen der Ladungsverteilung um,
erfiillt diese neue Ladungskonfiguration die Randbedingung, die fiir das Potential durch
die geerdete Metallplatte entsteht.

Das gleiche Prinzip lisst sich auf die Temperatur- und Geschwindigeitsfelder der
Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen iibertragen, bzw. in unserem Fall auf 8(x) und w(x).
Fiihrt man eine Spiegelebene (z. B. die z = L. /2-Ebene) ein, und verlangt, dass die Felder
beziiglich dieser Ebene spiegelsymmetrisch mit umgekehrten Vorzeichen sein miissen,
also die Symmetrien

e(xayaz):_e(xxyal‘z_Z) (2643)
w<xay,z):_w(x3y,Lz_Z) (264b)

erfiillen sollen, gelangt man zu spannungsfreien horizontalen Winden bei z = Z./2 und
z =0 (wegen der periodischen Rinder in z-Richtung). In [Har04] wurde dieses Verfahren
dazu genutzt, spannungsfreie Seitenwinde simulieren zu konnen; in unserem Simulations-
code beschrinken wir uns auf die Moglichkeit von horizontalen Winden. In Verbindung
mit volume penalization und einer passenden Maskierungsfunktion lassen sich aber auch
Kombinationen wie eine 7o slip-Bodenplatte und eine spannungsfreie obere Begrenzung
simulieren. In Abschnitt [3.5| wird diese Technik validiert, indem numerische Ergebnis-
se mit solchen aus der analytisch berechenbaren linearen Stabilititsanalyse verglichen
werden.
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Ein gewisser Nachteil dieses Verfahrens ist, dass man Rechenzeit fiir die Berechnung
der redundanten Hilfte der Felder verschwendet. In obiger Arbeit wird zwar ein Weg
gezeigt, wie man die Berechnung der redundanten Informationen vermeidet und so
Rechenzeit einspart; diese Moglichkeit wurde aber in unserem Simulationscode nicht
implementiert, da spannungsfreie Rander in dieser Arbeit kaum benutzt werden. Da
aber bei diesem Verfahren die Beschrinkung At < At,., an den Zeitschritt entfillt und
man auflerdem auch bei volume penalization eigentlich tiberflissige Bereiche (nimlich
die maskierten Nicht-Fluid-Gebiete) mitberechnen muss, erscheint dieser Nachteil des

»Spiegelverfahrens“ nicht so gravierend.

2.7.2 Vertikale no flux-Wande

Bisher haben wir das volume penalization-Verfahren dazu genutzt, das Fluidvolumen
durch horizontale Platten oben und unten zu begrenzen. In den horizontalen Richtungen
haben wir periodische Randbedingungen genutzt. Bei einem ausreichend grofen aspect
ratio, also fiir ein grofles Verhiltnis von horizontaler zu vertikaler Abmessung des
Volumens, stellen periodische Rinder eine gute Niherung fiir den homogenen Bereich
eines eingeschlossenen Fluids weit entfernt von den Seitenwinden dar.

Man konnte mit unserer Methode auch ein von allen Seiten eingeschlossenes Fluid
simulieren, indem man Seitenwinde in die Maskierungsfunktion des volume penali-
zation-Verfahrens einbaut. Dadurch wiirden fiir die Geschwindigkeit 7o slip-Seitenwinde
realisiert. Da die Temperaturabweichungen 6(x) in den Seitenwinden ebenfalls null
wiren, hitten die Seitenwinde einen linearen Temperaturverlauf vom heiflen unteren
zum kalten oberen Ende, d. h. also, dass nicht nur die horizontalen Platten, sondern auch
die Seitenwinde das Fluid heizen bzw. kiihlen wiirden.

Dies entspricht jedoch nicht der Situation, wie sie oft in Experimenten realisiert wird;
hier mochte man meistens wirmeisolierende Seitenwinde haben. Wirmeisolierend heifit
hier, dass es keinen Wirmefluss in Normalen-Richtung # der Wand gibt, deswegen spricht
man auch von 7o flux-Winden. No flux-Winde stellen eine Forderung an die Ableitung

der Temperatur dar:
7-VT =0 (2.65)

Damit handelt es sich um von-Neumann-Randbedingungen (im Gegensatz zu den Dirichlet-
Randbedingungen von Platten konstanter Temperatur).

In [Kad09] wurde nun ein Verfahren vorgeschlagen, einen passiven Skalar in einem
mittels volume penalization begrenzten Fluid zu simulieren, wobei es keinen Fluss des
passiven Skalars in die Winde gibt. Dies stellt die Situation dar, die wir uns fiir wir-
meisolierende Seitenwinde wiinschen. Das Verfahren arbeitet kurz gesagt so, dass die
Wirmediffusion innerhalb der 7o flux-Winde unterdriickt wird, d. h. man benutzt eine
inhomogene Wirmediffusivitit k = k(x), die innerhalb der 7o flux-Wand verschwindet.
Setzt man zusitzlich das Geschwindigkeitsfeld #(x) innerhalb der Wand identisch gleich
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2 Direkte Numerische Simulation

null, gibt es keinen Wirmefluss in die 7o flux-Wand. Fiir weitere Details sei der interessier-
te Leser zusitzlich auf die mathematischere Analyse in [RABO7]| verwiesen, wo das volume
penalization-Verfahren um beliebige Dirichlet- und von-Neumann-Randbedingungen er-
weitert wird.

In unserem Fall haben wir es also mit zwei verschiedenen festen Gebieten zu tun:
Oben und unten mochten wir weiterhin Platten konstanter Temperatur simulieren, die
Seitenwinde sollen 7o flux-Winde sein, vgl. Abbildung Fiir die Geschwindigkeit
sollen an beiden Arten von Winden 7o slip-Randbedingungen herrschen. Gemif} [Kad09]
ist dann die Bewegungsgleichung der Temperaturabweichung zu

I

— 1—H Vh=—y.-e ——H-
8t€+(( ) ) - VO e, , g
+V- [(K(1 —an)+r;annf)vf9] (2.66)
11 1T

zu modifizieren. Durch Term I wird die Warmeiibertragung in die Wandgebiete durch
Advektion ,ausgeschaltet, Term II schaltet die Wirmediffusion aus. Aus technischen
Griinden kann die Wirmediffusion in den 7o flux-Winden nicht auf identisch null gesetzt
werden, weswegen Term III die Wirmediffusion dort auf 7 ¢ mit 7, < « setzt. Die
Maskierungsfunktionen H und H,; sollten disjunkte Gebiete definieren. Die Maskie-
rungsfunktion H_ sorgt fiir die zo slip-Randbedingungen des Geschwindigkeitsfeldes und
ist die ,oder“-Verkniipfung der beiden anderen Maskierungsfunktionen:

)= {1 falls H(x) =1 oder H (x)=1 (2.67)

0 sonst

In der Entwicklungsgleichung des Geschwindigkeitsfeldes ist dann ebenfalls A durch H
zu ersetzen. Durch diese Modifikationen erreicht man also, dass es keinen Fluss von & in
die Wand gibt. Die Form der vertikalen Seitenwinde spielt dabei keine Rolle, und man
benétigt auch keinen expliziten Ausdruck fiir die Normale 7 der Wand.

In Experiment und Numerik wird oft eine zylindrische Containerform gewihlt. Dies
lasst sich durch die folgenden Maskierungsfunktionen simulieren, vgl. Abbildung[2.6}

Hix) = {o fallsd <z<h+d 2650
1 sonst
2, .2
an(x):{; falls /x“+y*>rundd <z<h+d (2.68b)
sonst

Dabei ist » der Radius und 5 die Hohe des Zylinders.
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NVERNNNGD

// Abbildung 2.6: Beispiel einer Maskie-

o H=0 W rungsfunktion mit Seitenwinden. Oben

? E H.=0 Ha? und unten im Gebiet H = 1 wird die
T z nf = =/ .

? Temperatur auf einem festen Wert gehal-

/ T_, X ten, links und rechts im Gebiet H ;=1

werden 7o flux-Winde realisiert. Gezeigt

\ H= 1\ ist eine zweidimensionale Ansicht der
N AN\ Maskierungsfunktion (2.68).

Durch dieses Verfahren ist es moglich, beliebig geformte vertikale 7o flux-Seitenwinde
zu simulieren. Die Stirke des Verfahrens ist, dass es auf einem leicht handhabbaren dqui-
distanten kartesischen Gitter aufbaut. Man muss am eigentlichen Pseudospektralverfahren
fast nichts indern, sondern nur die modifizierten Gleichungen implementieren. Andere
numerische Methoden, um ein in einem Zylinder eingeschlossenes Fluid zu simulieren,
gestalten sich weitaus komplizierter, da man es z.B. wie in [ESO8] mit einem nicht
dquidistanten Gitter in zylindrischen Koordinaten zu tun bekommt.

Ein Nachteil des Verfahrens ist, dass man sehr viel overbead durch die maskierten
Bereiche hat, die nicht zum eigentlichen Fluidvolumen dazu geh6ren. Dies deutet sich
schon in der Skizze in Abbildung[2.1a)an. Dazu ein kleines Rechenbeispiel: Simuliert man
einen Zylinder mit einem Verhiltnis von Durchmesser zu Hohe gleich eins auf einem
Gesamtgebiet 2 = [0,27]* und wihlt Radius und Héhe so, dass der Zylinder in allen
Richtungen mindestens einen Abstand 0.05 - 27t zu den periodischen Rindern von € hat
(also Radius 7 = 7 — 0.05- 27z und Héhe b =27t — 0.1- 27)[P| betriigt das Verhiltnis vom
Fluid- zum Gesamtvolumen

Vﬂuid wr 2 /?
Vgesamt (2 4 )3

~0.57 . (2.69)

Also fallen nur 57 % des berechneten Volumens auf das eigentliche Fluidvolumen ab. Die
Beantwortung der Frage, ob dieser Mehraufwand das Benutzen eines volume penalization-
Ansatzes statt eines komplizierteren Verfahrens fiir zylindrische Geometrie rechtfertig
(d. h. eine Abwigung von Rechenzeit- und Entwicklungszeitaufwand), bleibt dem Leser
tiberlassen.

Eine weitere Einschrinkung ist, dass das Verfahren, so wie wir es implementiert haben,
nur vertikale no flux-Winde erlaubt. Dies liegt daran, dass wir an den isolierenden 7o

BFiir die numerischen Simulationen in den spiteren Kapiteln haben wir deutlich dickere Winde gewihlt.
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2 Direkte Numerische Simulation

Aux-Winden zwar einen verschwindenden Temperaturfluss - VT =0 haben méchten,
aber durch das Verfahren den Fluss der Temperaturabweichung - V6 null werden lassen,
vgl. (2.66). Aus diesem Grund erhilt man nur dann wirmeisolierende Winde, wenn

A-VT=7-V0 (2.70)

gilt, wenn also der Fluss von Temperatur und Temperaturabweichung in Normalen-
Richtung gleich ist. Das ist dann der Fall, wenn 7 keine z-Komponente besitzt, also bei
vertikalen Winden.

2.8 Zusammenfassung

In diesem Kapitel haben wir die numerischen Methoden dargelegt, die wir bendtigen, um
die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen, also die Grundgleichungen des Rayleigh-Bénard-
Systems, zu l6sen. Da dabei keine Vereinfachungen der Gleichungen vorgenommen
wurden, handelt es sich um eine direkte numerische Simulation.

Wir sind dabei so vorgegangen, dass wir in Abschnitt 2.2] zunichst nur die Navier-
Stokes-Gleichung betrachtet haben, bei der bereits alle beim Pseudospektralverfahren
zu beachtenden Punkte auftreten. Obwohl wir in den spiteren Abschnitten mit der
Vortizitit statt der Geschwindigkeit gearbeitet haben, war es trotzdem lehrreich, den
Druckterm der Navier-Stokes-Gleichung zu betrachten.

An der Navier-Stokes- und der Wirbeltransportgleichung haben wir dann in Ab-
schnitt [2.4| das volume penalization-Verfahren demonstriert, mit dem sich beliebig geform-
te Berandungen des Fluids simulieren lassen. Dies ist ein mit etwa zwanzig Jahren recht
junges Verfahren, das unseres Wissens nach bisher nicht auf das Rayleigh-Bénard-System
angewandt worden ist.

Nach diesen Vorarbeiten hatten wir die entsprechenden Werkzeuge zusammen, um
in Abschnitt[2.5/ein neuartiges pseudospektrales volume penalization-Verfahren fiir die
Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen herzuleiten. Unser Verfahren bietet den Vorteil, dass
man ein leicht zu handhabendes dquidistantes Gitter nutzen kann.

Zum Ende des Kapitels haben wir in Abschnitt [2.6|einige Details beziiglich der Im-
plementation des Verfahrens besprochen, wobei viele dieser Details sich auf die diskrete
Darstellung der Felder im Computer zuriickfithren lieflen. Auch die Notwendigkeit von
Parallelisierung und der Bedarf nach der hohen Rechenleistung moderner Supercomputer
wurden thematisiert.

Schliefllich haben wir in Abschnitt 2.7 noch zwei mogliche Erweiterungen des Verfah-
rens besprochen. Diese Erweiterungen bezogen sich auf andere Randbedingungen, die in
realen Experimenten oft vorliegen.

Wir haben in diesem Kapitel also unser ,Experiment” entwickelt, aus dem wir die
Daten extrahieren konnen, die nétig sind, um unsere in den spiteren Kapiteln ausgearbei-
teten Theorien zu stiitzen. Obwohl die Entwicklung dieses ,Experimentes® eigentlich
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nur eine eher technische Notwendigkeit der vorliegenden Diplomarbeit ist, hat sich
die Beschiftigung mit der Numerik und der Implementation derselben als auflerordent-
lich aufschlussreich fiir das Verstindnis der zugrundeliegenden Mechanismen, sowohl
numerischer als auch physikalischer Natur, erwiesen.
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Ein Bild sagt mehr als tausend
Worte.

(Fred R. Barnard, 1921)

In den vorherigen Kapiteln wurden zunichst die Grundgleichungen des Rayleigh-Bénard-
Systems vorgestellt und ein numerisches Verfahren zur Losung dieser Gleichungen wurde
entwickelt. An den Grundgleichungen allein kann man jedoch kaum die vielfiltigen Phia-
nomene erkennen, die in turbulenter Rayleigh-Bénard-Konvektion auftreten. Aus diesem
Grund soll das Rayleigh-Bénard-System in diesem Kapitel zunichst anhand von verschie-
denen Visualisierungen und gemittelten Groflen etwas ,greifbarer” gemacht werden,
bevor wir es im nichsten Kapitel mit statistischen Methoden tiefergehend analysieren.

In Abschnitt [3.1|zeigen wir Visualisierungen verschiedener Grofien wie Temperatur,
Geschwindigkeit, Vortizitit etc., die die verschiedenen Vorginge in Konvektionsstromun-
gen illustrieren. Abschnitt [3.2) prasentiert die zeitlichen Verldufe wichtiger Kenngrofien
des Systems und Abschnit zeigt diese Groflen vertikal aufgeldst, wihrend sich Ab-
schnitt [3.4] mit der Skalierung dieser Groffen mit der Rayleigh-Zahl im turbulenten
Regime beschiftigt. In Abschnitt [3.5| betrachten wir die Strukturen und Phinomene,
die im laminaren Regime bei kleinen Rayleigh-Zahlen auftreten, was als ein benchmark
der numerischen Methode benutzt wird; weitere Validierungen der Numerik werden in
Abschnitt [3.6] durchgefiihrt. In Abschnitt[3.7) wird kurz das Verfahren zur Simulation
von 7o flux-Seitenwinden demonstriert und Abschnitt [3.8|fasst das Kapitel zusammen.

Die in diesem und dem folgenden Kapitel benutzten Simulationen sind jeweils mit
einem eindeutigen Bezeichner versehen worden. In den Abbildungen ist dieser Bezeichner
mit angegeben, damit man schnell die benutzte Simulation identifizieren kann. Ab-
schnitt gibt eine tabellarische Ubersicht iiber die wichtigsten Simulationen. Des
Weiteren sind auf der beiliegenden DVD unter dem jeweiligen Bezeichner die Eingabeda-
teien im Ordner simulations zu finden.

3.1 Visualisierungen der Felder

In diesem Abschnitt werden die Felder verschiedener skalarer Groflen wie Temperatur,
Geschwindigkeits- und Vortizitdtsbetrag etc. dreidimensional dargestellt. Diese Darstel-
lungen wurden dabei durch sog. volume rendering erzeugt, wozu das Programm Voreen

57



3 Phdnomenologie

Abbildung 3.1: Visualisierung des Temperaturfeldes 7(x) bei Ra = 2.44-10”. Die Farbe
rot/orange entspricht heiflen, blau kalten Bereichen des Fluids. Bereiche mittlerer
Temperatur sind durchsichtig dargestellt. Die Zeit ist t/4,, =30. [ra2e7_gamma4]

Abbildung 3.2: Visualisierung der vertikalen Geschwindigkeit #,(x). Die Farbe rot
entspricht positiver, blau negativer Geschwindigkeit; die ,Kerne“ hoher Geschwin-
digkeitsbetrige sind gelb bzw. dunkelblau dargestellt. Die Zeit ist /5, = 30.

[raze7_gamma4]
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Abbildung 3.3: Visualisierung des Betrags der Vortizitit, |w(x)|. Die Farben
blau/rot/gelb sind dabei aufsteigenden Betrigen zuzuordnen. Die Zeit ist ¢/4, = 30.
[ra2e7_gamma4]

Abbildung 3.4: Visualisierung des Betrags der Geschwindigkeit, u(x)l. Die Farben
blau/rot/gelb sind aufsteigenden Betrigen zuzuordnen. Die Zeit ist t/4, = 30.
[ra2e7_gammai]
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benutzt wurde. Dabei handelt es sich um ein an der Universitit Miinster entwickeltes
Open-Source-Programm, das eigentlich fiir volumetrische Datensitze aus der Compu-
tertomografie gedacht ist; es eignet sich aber auch hervorragend fiir die Visualisierung
unserer Daten, da es qualitativ hochwertige Bilder erzeugt. Fiir nihere Informationen
siehe z. B. [Rop10, MSRMH09, Men10].

Es muss an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, dass die im Folgenden diskutierten
Visualisierungen zwar einen qualitativen Eindruck der Vorginge im Fluid vermitteln, es
jedoch schwierig ist, quantitative Aussagen aus thnen zu ziehen: Beim volume rendering
werden die Werte eines skalaren Feldes auf eine Farb- und eine Durchsichtigkeitsskala (die
sogenannte Transferfunktion) abgebildet und dann dargestellt. Die Wahl dieser beiden
Skalen bleibt dem Nutzer i{iberlassen und ist deswegen im weitesten Sinne willkiirlich.
Wir haben die Skalen so gewihlt, dass ,wichtige®, ,interessante” Bereiche gezeigt werden,
um einen qualitativen Eindruck der Fluidstromung zu erhalten; direkte quantitative
Zuordnungen Farbe«—Wert sind allerdings schwer moglich. Aus diesem Grund verzichten
wir bei den volumetrischen Darstellungen in diesem Kapitel auch auf die Angabe einer
Farbskala.

3.1.1 Schnappschiisse der Felder im stationdren Bereich

In den Abbildungen [3.1|bis|3.4{sind Schnappschiisse der verschiedenen Grofien nach der
transienten Einschwingphase zum Zeitpunkt ¢/4,, = 30 dargestellt[]| Die Schnappschiisse
stammen aus derselben Simulation ra2e7_gamma4 zum selben Zeitpunkt; die dimensi-
onslosen Parameter lauten Ra = 2.44-10” und Pr = 1. Wegen des hohen Seitenverhiltnisses
I' = 4 wurden zum Zwecke einer besseren Darstellung links und rechts Teile des Fluidvo-
lumens ,abgeschnitten®, d. h. nicht gezeigt. Des Weiteren ist das Volumen leicht gekippt
dargestellt, sodass man die an der Oberseite entstehenden Strukturen sehen kann; die
begrenzenden Platten oben und unten sind nicht gezeigt.

In Abbildung[3.1]ist das Temperaturfeld dargestellt. Man kann erkennen, wie das an der
oberen Platte abgekiihlte Fluid vorne/links ,klumpt®, wihrend analog Biindel warmen
Fluids an der unteren Platte (z. B. rechts der Mitte) zu entdecken sind. Im Video der ge-
samten Simulation (auf der beiliegenden DVD zu finden unter ra2e7_gamma4/T.avi
im Ordner videos; eine Beschreibung der auf der DVD enthaltenen Videos wird in
Abschnitt gegeben) kann man erkennen, dass das warme Fluid von der unteren
Platte aufsteigt, wihrend das kalte Fluid von der oberen Platte absinkt, wie man es
natiirlich durch die physikalische Erfahrung erwartet.

Vergleicht man die vertikale Geschwindigkeitskomponente in Abbildung[3.2] die dem
Temperaturfeld aus Abbildung[3.1]entspricht, kann man diese physikalische Erfahrung
qualitativ bestatigt sehen: Heifle Anteile des Fluids weisen eine positive, kalte eine negative
vertikale Geschwindigkeit auf. Die grofiten Bereiche hoher positiver Geschwindigkeit

'Die large-scale current-Zeit t,, wird in Abschnitt definiert.
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(erkennbar durch die gelben Kerne) finden sich dabei nahe der oberen Platte und analog
Bereiche grofier negativer Geschwindigkeit nahe der unteren Platte. Diese Tendenz ist
noch deutlicher im entsprechenden Video ra2e7_gamma4/uz.avi zu sehen. Die
Korrelation von Temperatur und vertikaler Geschwindigkeit wird eine zentrale Rolle im
folgenden Kapitel 4| spielen, wo sie innerhalb eines theoretischen Ansatzes auftaucht.

Abbildung [3.3 zeigt den Betrag der Vortizitdt, Abbildung [3.4] den Betrag der Ge-
schwindigkeit; die zugehorigen Videos finden sich auf der DVD unter ra2e7_gamma4/
vort.avi bzw. ra2e7_gamma4/vel.avi. Hohe absolute Geschwindigkeiten sieht
man vor allem dort, wo es ausgeprigte Bereiche von aufsteigendem heiflen Fluid bzw.
absinkendem kalten Fluid gibt, siche z. B. den grofien roten Fleck in der Mitte an der
oberen Begrenzung. An derselben Stelle zeigen sich hohe Vortizititswerte, die in diinnen
Schichten an der begrenzenden Platte organisiert sind. Diese diinne Vortizititsschicht ist
typisch fiir 7o slip-Rinder und bildet sich immer dann aus, wenn Fluid gegen eine no slip-
Wand ,prallt“ | Nebenbei bemerkt stellt diese diinne Grenzschicht hoher Vortizitit eine
erhebliche Herausforderung an die Numerik dar, und es ist wichtig, sie gut aufzulosen;
dieser Umstand wird in Abschnitt validiert.

Vergleicht man Vortizitits- und Geschwindigkeitsfeld, sieht man, dass sich die Vorti-
zitdt in diinnen, linglichen Wirbelrohren organisiert, und dass sie verglichen mit dem
Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld stirker lokalisiert scheint. Die Geschwindigkeit
hingegen zeigt viel grofiskaligere Strukturen (sowohl die einzelne vertikale Komponente,
als auch der Betrag der Geschwindigkeit). Das Auftreten von kohirenten Strukturen in
Form von Wirbelrohren wird oftmals als Argument angesehen, warum die Vortizitit
intermittent ist und eine sehr nicht-gauflsche Wahrscheinlichkeitsverteilung aufweist, wih-
rend die Geschwindigkeit eine nahezu gaufifférmige Verteilung besitzt [SJO90, JWSR93].
Fiir eine Diskussion der Vortizitits- und Geschwindigkeitsverteilung im Falle homogener,
isotroper Turbulenz sei der Leser z. B. auf [WFQ9] fiir die Vortizitit bzw. [WDF10] fiir
die Geschwindigkeit verwiesen.

Der Vergleich von Abbildung [3.3|und [3.4] zeigt, dass die Korrelation von Vortizitit
und Geschwindigkeit nicht trivial ist. An den Abbildungen lisst sich erkennen, dass in
Bereichen hoher Geschwindigkeit eine hohe Vortizitit wahrscheinlich ist; jedoch kénnen
scheinbar hohe Vortizititen auch in Bereichen kleiner Geschwindigkeiten auftreten.
Diese qualitativen Beobachtungen sind jedoch nicht eigentlicher Bestandteil dieser Arbeit
und sollen deswegen nicht weiter quantitativ ausgefiihrt werden; stattdessen sei auf das
Video ra2e7_gammad/4panels.avi auf der DVD verwiesen, in dem die vier in den

Abbildungen [3.1|bis|3.4| dargestellten Grofien nebeneinander gezeigt werden.

3.1.2 Visualisierungen im zeitlichen Verlauf

In Abbildung [3.5]ist der zeitliche Verlauf der Temperatur zu Beginn der Simulation
ra2e7_gamma4 dargestellt. Von einem homogenen Temperaturfeld startend ist hier

?Dies gilt nicht nur an Berandungen in Rayleigh-Bénard-, sondern auch in ,reiner Fluid-Turbulenz.
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3 Phdnomenologie

Abbildung 3.5: Visualisierungen des Temperaturfeldes zu verschiedenen Zeiten.
Zeilenweise von oben/links nach unten/rechts sind die Zeitpunkte t/5, €
{0.75,1.5,2.25,...,6} gezeigt. [ra2e7_gamma4]
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3.1 Visualisierungen der Felder

Abbildung 3.6: Visualisierungen von Temperatur, absoluter Vortizitit, vertikaler Ge-
schwindigkeit und absoluter Geschwindigkeit (zeilenweise von links/oben nach
rechts/unten). Farbskalen wie in Abbildung Der dargestellte Zeitpunkt ist
t/t. =3.75. [ra2e7_gamma4]

also der Aufheizvorgang des Fluids gezeigt. Im ersten Schnappschuss der Simulation sieht
man, wie das Fluid beginnt, sich an der unteren Platte zu erwirmen und an der oberen
Platte abzukiihlen; erste Storungen wachsen an, wie man an der leichten Unebenheit der
blauen und orangefarbenen Fliche sehen kann. Im zweiten Bild sind diese Storungen zu
ausgepragten blobs herangewachsen, die anfangen aufzusteigen bzw. abzusinken. Diese
plumes von aufsteigendem bzw. absinkendem Fluid werden immer stirker, und im dritten
Bild prallen die warmen und kalten Bereiche aufeinander und durchdringen einander
im vierten Bild. Im dritten und vierten Bild sind zudem die typischen zellenartigen
Strukturen an der Oberseite des Fluids zu sehen. Im fiinften Bild scheint dieser Durch-
dringungsprozess fast abgeschlossen, und die Bilder sechs bis acht unterscheiden sich
qualitativ kaum noch.

Die Bilder in Abbildung[3.5]stammen aus dem Video T.avi im Ordner videos/
ra2e7_gamma4 auf der beiliegenden DVD. In diesem Ordner sind noch weitere Videos
derselben Simulation zu finden, in denen die restlichen Grofien |u| (vel.avi), u,
(uz.avi)und |co| (vort.avi) gezeigt werden. Diese Videos geben einen quahtatlven
Einblick in die Dynamik des Rayleigh-Bénard-Systems und seien deswegen dem geneigten
Leser empfohlen. Des Weiteren enthilt der Ordner zwei Videos, in denen die vier Groflen
nebeneinander gezeigt werden, sowie mehrere Videos, in denen in der linken und rechten
Hilfte des Fluids zwei verschiedene Groflen dargestellt werden. Mit diesen Videos kann
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3 Phdnomenologie

man sich einen qualitativen Uberblick iiber die Korrelationen zwischen den verschiedenen
Feldern verschaffen.

In Abbildung sind die vier bisher besprochenen Groflen zur Zeit ¢/4, = 3.75
dargestellt. Dies ist der Zeitpunkt, an dem sich die heiflen und kalten plumes durchdrungen
haben und auf den jeweils gegentiberliegenden Platten aufprallen. Daher entstehen starke
Vortizititen an der oberen und unteren Platte, erkennbar durch die roten Flecken mit
gelbem Kern im rechten/oberen Bild von Abbildung[3.6] Im nichsten Abschnitt schauen
wir uns die Zeitverldufe verschiedener gemittelter Groflen an und werden zu diesem
Zeitpunkt in der Tat ein Maximum in den verschiedenen Grofien beobachten.

3.2 Zeitliche Verlaufe gemittelter GrofRen

Nach den Visualisierungen im vorherigen Abschnitt wollen wir uns nun dem zeitlichen
Verlauf verschiedener riumlich gemittelter Groflen zuwenden. Diese Grofien sind die qua-
dratisch gemittelte Temperatur 7, ., Geschwindigkeit %, und Vortizitit w,, , sowie die
Nusselt-Zahl Nu. Das quadratische Mittel (engl. root mean square, daher die Bezeichnung
mit ,rms*) einer Grofle A ist definiert als

Aps = <A2> ; (3.1)
fiir vektorielle Grofien ist A? als Skalarprodukt aufzufassen. Welche genaue Mittelung
mit (-) gemeint ist (Mittelungen iiber das Volumen, iiber horizontale Ebenen, in der Zeit
etc.), wird in den folgenden Abschnitten jeweils angegeben werden, wenn es nicht schon
aus dem Kontext heraus klar ist. Im Folgenden werden wir die durch entdimensiona-
lisierten Groflen betrachten.

3.2.1 Die large-scale current-Zeit

Wegen der Entdimensionalisierung ist die Zeit ¢ in Vielfachen von h?z gegeben. Da diese
Zeiteinheit etwas unanschaulich ist, mochten wir die Zeit zusitzlich in einer etwas
,handlicheren® Einheit angeben. Dazu fithren wir die large-scale current-Zeit t,, ein, die
ein Maf} fiir die Zeitskala der grofiskaligen Bewegung des Fluids sein soll. Es stellt sich die
Frage, wie t),. geschickt zu wihlen ist; £, sollte nur von den Parametern der Oberbeck-
Boussinesq-Gleichungen abhingen, damit es a priori berechenbar ist. Da zwischen der
charakteristischen Zeit und der charakteristischen Geschwindigkeit der grofiskaligen
Bewegung der Zusammenhang . = % besteht, ist eine dquivalente Frage, wie sich
eine large-scale current-Geschwindigkeit ;lsc definieren lisst, die die tatsichliche mittlere

Geschwindigkeit des Fluids beschreibt, fiir die also #,, ~ 4/ (), gilt.
Wie in [BCES10, vRJHO8]] bemerkt, ist die sogenannte Freifall-Geschwindigkeit

up=4/gadTh (3.2)
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3.2 Zeitliche Verlaufe gemittelter Grélen

zu grof} im Vergleich zur grofiskaligen mittleren Geschwindigkeit 4/ (#),; stattdessen

wird eher der Zusammenhang (u2>v ~ ”—5f beobachtet. Aus diesem Grund definieren
wir die large-scale current-Geschwindigkeit als

ur 4/ gadTh

w =L =¥ 7 3.3
Isc 5 5 ( )
bzw. die large-scale current-Zeit als
b 5 b (3.4)
feo = — = . .
Isc 7 agdT

Fiihren wir an dieser Gréfle noch gemifd Abschnitt die Entdimensionalisierung
fige = B 37 durch, erhalten wir die entdimensionalisierte large-scale current-Zeit

b «

b =5 ——— (3.5)
Isc (Zgé\T 12

Geben wir nun Zeiten bzw. Zeitdifferenzen als Vielfache von #,. an, kann man diese
Zeitangaben leicht anschaulich interpretieren, da eine large-scale current-Zeit in etwa einer
,Umwilzung“ des Fluids entspricht.

3.2.2 Zeitreihen
In den Abbildungen 3.7|bis sind die Zeitreihen von T,

mes Nu, 2, und @, gezeigt.
Dabei wurden die entdimensionalisierten Groflen benutzt. Die Mittelung erfolgt zu

jedem Zeitpunkt {iber das ganze Volumen, d. h. 7,,,; = /(T?) v Mg und @ analog.
Die vertikale braune Linie deutet den Anfangsbereich der Simulation an, der im nset
vergroflert dargestellt ist. Die Grofle des insets ist so gewihlt, dass es der Linge der Videos
im Ordner videos/ra2e7_gamma4 der DVD entspricht. Die gestrichelten griinen
Linien im inset deuten die Zeitpunkte der Schnappschiisse aus Abbildung |3.5 an; die
gestrichelte schwarze Linie zeigt an, ab wann wir die Simulation als stationir ansehen.
Im inset der quadratisch gemittelten Temperatur in Abbildung[3.7/kann man sehen, dass
T, ab etwa t/n, & 22 stationdr wird; ab diesem Zeitpunkt ist der zeitliche Mittelwertﬂ

T, ..s = 0.0878. Die Simulationsdauer ist sehr viel grofier als dieser Einschwingvorgang

*Der zeitliche Mittelwert von 7, wurde dabei als 4/ (7?),,, berechnet (u,,,, @, analog); da es sich bei

rms

den rms-Groflen um quadratische Mittelwerte handelt, ist zu beachten, dass dies etwas anderes ist als die

Berechnung iiber (7,,.), = < <T2>v> . Es zeigt sich aber, dass in der Praxis die Abweichung zwischen
t
<T2> v, und < <T2> v> minimal ist.
’ t
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[ra2e’_gammai]

Nu

gewahlt und deckt eine Zeitspanne von mehreren hundert large-scale current-Zeiten ab,
um ein geniigend grofles Ensemble fiir die statistischen Auswertungen des folgenden
Kapitels zu erhalten. Man kann weiterhin erkennen, dass 7}, zweimal bei ungefihr
t/n, € {1.5,3} maximal wird. Diese Zeiten entsprechen den Zeitpunkten in Bild zwei und
Bild vier der Abbildung[3.5] an denen sich die ersten plumes von den Platten l6sen bzw.
an denen sich die heiflen und kalten plumes gegenseitig durchdringen. Bei ¢/4, & 5 hat
T ein Minimum und steigt dann langsam bis zum Beginn des stationiren Bereichs an
(besser zu erkennen in der nicht-vergrofierten Darstellung).

Die Nusselt-Zahl in Abbildung|[3.8]zeigt ein Maximum bei #/1, & 3.5. Da die Nusselt-
Zahl ein Maf} fiir den Wirmetransport ist, lasst sich dies so deuten, dass die ersten plumes,
die sich von den Platten abldsen, eine grofle Warmemenge transportieren (vgl. dazu auch
Bild vier (*/4, = 3) und fiinf (/4 = 3.75) in Abbildung[3.5} die dem Moment entsprechen,
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3.2 Zeitliche Verlaufe gemittelter Grélen
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wenn sich die plumes gegenseitig durchdringen). Die Nusselt-Zahl wird etwas frither als die
Temperatur im Bereich ¢/1, & 16-20 stationdr mit einem mittleren Wert von Nu = 20.22.

In Abbildung ist der zeitliche Verlauf der rms-Geschwindigkeit gezeigtﬂ Der sta-
tiondre Zustand wird hier bei ¢/, & 20 mit u . &~ 1037 erreicht. Der bei den restlichen
Groflen zu Beginn vorhandene peak fehlt hier, und insgesamt liuft der Ubergang von
u,.,s in den stationiren Zustand etwas langsamer ab. Dies ist auch im entsprechenden
Video ra2e7_gamma4/vel.avi der DVD zu sehen: Wihrend die restlichen Groflen
schon eher einen stationdren Zustand erreichen, dauert es bei der Geschwindigkeit langer,
bis ausgedehnte Bereiche hoher Geschwindigkeit auftreten. Die gestrichelte horizontale

Linie in Abbildung[3.9gibt die oben vorgeschlagene large-scale current-Geschwindigkeit

*Da die rms-Geschwindigkeit durch entdimensionalisiert wurde und die Prandtl-Zahl Pr = 1 betrigt,
ist #,. nichts anderes als die Reynolds-Zahl, vgl. (T.17).
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3 Phdnomenologie

. & 987 an; uy stellt eine gute Approximation fiir die tatsichlich gemessenen Geschwin-
digkeiten dar, wenn sie den Wert von #, . auch systematisch leicht zu unterschitzen
scheint.

Abbildung[3.10 zeigt den zeitlichen Verlauf der quadratisch gemittelten Vortizitit. Die
Zeitreihe der rms-Vortizitit wird im Gegensatz zu den anderen Groflen schon frither
(bei /1, & 9) stationir; wir sehen die gesamte Simulation trotzdem erst ab ¢/5, 2 22 als
stationdr an (vgl. die schwarze gestrichelte Linie im inset), da die anderen Groflen eine
lingere Einschwingphase besitzen. Bei t/4, & 3.75 ist ein Maximum von w . zu erkennen.
Dies entspricht dem in Abbildung 3.6 dargestellten Zeitpunkt, an dem die ersten sich
abldsenden plumes an den jeweils gegeniiberliegenden Platten angekommen sind. Wegen
der no slip-Randbedingungen entstehen die im rechten/oberen Bild dieser Abbildung zu
sehenden starken Vortizititen, die die diinne boundary layer an den begrenzenden Platten
erzeugen (zu erkennen durch die ausgedehnten roten Flecken mit gelbem Kern). Diese
starken Vortizititen erzeugen das Maximum im Zeitverlauf von w,,, in Abbildung

3.3 Vertikal aufgeloste Mittelwerte

Nach den Zeitreihen im vorherigen Abschnitt, fiir die verschiedene Grofien iiber das
gesamte Fluidvolumen gemittelt wurden, betrachten wir nun die vertikal aufgelosten
Mittelwerte der Groflen im stationdren Bereich der Simulation. Die Mittelung (-) , tiber
horizontale Ebenen ist dabei als ein kombiniertes raum-zeitliches Mittel zu verstehen,
da die Simulation im statistischen Sinne stationdr in der Zeit ist und innerhalb von
horizontalen Ebenen raumliche Homogenitit vorliegt. Eine genauere Diskussion dieser
statistischen Symmetrien findet in Abschnitt[4.2.4] statt.

Im z-aufgelosten Mittelwert der Temperatur in Abbildung kann man erkennen,
dass der Ubergang von der festen Temperatur 7(z =0) = 1/2 der unteren Platte zur
fluktuierenden Fluidtemperatur in einer schmalen Schicht am Rand stattfindet; ab etwa
z 7 487 bleibt der Temperaturmittelwert (7') , nahezu konstant, bis sich symmetrisch
bei z &~ 1 — 48 der Mittelwert an die Temperatur der oberen Platte angleicht. Dabei ist
Sr= ﬁ die Dicke der thermischen Grenzschicht, vgl. z.B. [Sch09]]. In dieser Referenz
wird ebenfalls eine alternative geometrische Konstruktion zur Bestimmung von &'
erwihnt, die das mittlere Temperaturprofil am Rand linear extrapoliert und 8 als den
Schnittpunkt mit der (T') , = 0-Achse definiert. Im inset von Abbildung ist diese
geometrische Konstruktion angedeutet; die beiden alternativen Definitionen von &'
zeigen eine zufriedenstellende Ubereinstimmung,

Abbildung[3.12) zeigt die z-aufgeldste, quadratisch gemittelte Geschwindigkeit und Vor-
tizitdt; die Geschwindigkeit ist nichts anderes als eine z-aufgeloste Reynolds-Zahl, siehe
Fuflnote 4| auf Seite [67} Die Geschwindigkeit verschwindet an den 7o slip-Begrenzungen,
steigt dann rapide zum Maximum zwischen 28 und 48, an, und hat in der Mitte

der Konvektionszelle bei z = 1/2 ein lokales Minimum. Dieses Verhalten von 4/ (u?) 4
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3.3 Vertikal aufgeloste Mittelwerte

Abbildung 3.11: Vertikal
aufgeloster  Mittelwert
der Temperatur, (T'),.
Das inset  vergroflert
den Bereich [0,48;]
und deutet eine geome-
trische  Konstruktion
zur Bestimmung der
Dicke der thermischen
Grenzschicht an, vgl.
Text.
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auflerhalb der Grenzschichten (also im Bereich 28 < z < 1—28) kann man durch die
Dynamik von plumes erklaren: Stellt man sich einen plume als ein ,,Paket” heiflen Fluids
vor, das sich von der unteren Platte [5st (oder analog sich von der oberen Platte 16sendes
kaltes Fluid), so erfihrt dieses Fluidpaket eine nach oben gerichtete Auftriebskraft. Diese
Kraft bewirkt eine beschleunigte Bewegung, d. h. der plume erreicht seine Maximalge-
schwindigkeit kurz bevor er an der oberen Platte ankommt. Analog erreichen die kalten

plumes ihre Maximalgeschwindigkeit, wenn sie an der unteren Platte ankommen. Dies

erklirt die Maxima von 4/ <u2> 4 nahe der unteren und oberen Platte. In der Mitte der

Konvektionszelle haben weder heifle noch kalte plumes ihre Maximalgeschwindigkeit

erreicht, was sich im lokalen Minimum von 4/ (%?) 4 bei z =1/2 widerspiegelt. Diese
Interpretation ist etwas mit Vorsicht zu genieflen, da sie die komplexe Rayleigh-Bénard-
Dynamik stark vereinfacht (man kann z. B. die Bewegung aufsteigender plumes sicherlich
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Abbildung 3.13:  Vertikal 015 m ' ' ' '
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nicht als eine einfache beschleunigte Bewegung ansehen), jedoch kann man so die grobe
Form der z-aufgeldsten rms-Geschwindigkeit anschaulich erkliren.

Die vertikal aufgeldste, quadratisch gemittelte Vortizitit in Abbildung[3.12]lisst ein-
deutig die schmalen Schichten hoher Vortizitit bei z < 28 erkennen, die auch schon in
den Visualisierungen des Voritizititsfeldes zu sehen waren, vgl. Abbildung[3.3] Zwischen

287 und 1—28; ist 4/(w?), nahezu konstant, wihrend der hohe peak bei z < 87
rund 275 % tiber dem Wert in der Mitte des Fluids liegt. Diese hohen Vortizititswerte
stellen eine Herausforderung an die Numerik dar, und in der Tat kann man im Bereich
z < 1/4 Gibbs-Oszillationen in der quadratisch gemittelten Vortizitdt entdecken; wie aber
bereits im vorherigen Kapitel und in [KDK*07]] bemerkt, sind diese Oszillationen nicht
dynamisch aktiv. Da des Weiteren die Oszillationen nur in der Vortizitdt und nicht in
der Geschwindigkeit aufzutreten scheinen und wir in den folgenden Kapiteln nur mit der
Geschwindigkeit arbeiten werden, miissen wir uns keine weiteren Sorgen wegen dieser
Oszillationen machen.

In Abbildung sind die hoheren Momente der Temperaturverteilung z-aufgeldst
gezeigt. Die Standardabweichung ist die Quadratwurzel des zentrierten zweiten Moments,

2
o= {(T=(T),))s 6.6
und die Schiefe und Kurtosis sind das dritte bzw. vierte zentrierte Moment, normiert

((-(7).)")

S. 928]). Die Schiefe ist ein Mafl dafiir, wie asymmetrisch eine Verteilung ist. Die Kurtosis
gibt Auskunft {iber die ,Spitzheit“ einer Verteilung; eine gauflsche Normalverteilung hat
eine Kurtosis von 3. Bemerkenswert ist der nahezu lineare Verlauf der Schiefe zwischen
z = 1/4 und 3/4; der Nulldurchgang bei z = 1/2 ist aus Symmetriegriinden zu erwar-

((r=(r))" ) (vel. [AS72,

4 bzw. -
o

durch die Standardabweichung, also
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3.4 Skalierung mit der Rayleigh-Zahl

ten. Die Standardabweichung, also die Breite der Temperaturverteilung, ist maximal bei
z = &7 und minimal bei z = 0; zumindest das Minimum lisst sich 4 priori erwarten,
da die Temperatur am Rand fest vorgegeben ist, d. h. dass dort die Temperatur eine
sehr schmale Verteilung besitzt. Die Kurtosis hat bei z = 8 ein Minimum, dort ist
damit die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Temperatur am flachsten. Fiir z > 28, ist
die Kurtosis grofler als 3, also hat die Temperatur dort eine nicht-gauflsche Wahrschein-
lichkeitsverteilung. In [Ker96]] werden bei periodischen Rindern die gleichen hheren
Momente z-aufgelst bestimmt; die dortigen Ergebnisse stimmen mit unseren {iberein.
Auch durch [ESO8] werden unsere Ergebnisse best'dtigt Eine tiefergehende Analyse der
vertikal aufgelosten Statistik und insbesondere der Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Temperatur findet im folgenden Kapitel [4] statt.

3.4 Skalierung mit der Rayleigh-Zahl

In den vorherigen Abschnitten haben wir zunichst Visualisierungen, dann Mittelwerte
verschiedener Groflen betrachtet. Die dazu verwendeten Daten stammten alle aus der-
selben Simulation ra2e7_gamma4. Man interessiert sich jedoch oft auch dafiir, wie ver-
schiedene Groflen (insbesondere die Nusselt-Zahl) mit steigender Rayleigh-Zahl skalieren.
Aus diesem Grund haben wir die Simulationen der Gruppe nu_vs_ra bei verschiedenen
Rayleigh-Zahlen durchgefiihrt, die den Bereich Ra = 10°-5-10% des turbulenten Regimes
abdecken; die weiteren dimensionslosen Parameter lauten Pr =1 und I = 4. Die detaillier-
ten Parameter dieser Simulationen finden sich in Abschnitt Fiir die Durchfiihrung
dieser Simulationen war ein erheblicher Rechenzeitaufwand nétig, weswegen die Simula-
tionsdauer nicht so lang wie die der ,Hauptsimulation“ ra2e7_gamma4 ist; dennoch
wurden fiir alle Simulationen der Gruppe nu_vs_ra mehrere large-scale current-Zeiten
im stationdren Bereich simuliert, sodass sich die gemittelten Grofen hinreichend genau
schitzen lassen.

Um zunichst einen Eindruck iiber das Aussehen der Felder zu vermitteln, werden
in Abschnitt Visualisierungen des Temperaturfeldes bei verschiedenen Rayleigh-
Zahlen gezeigt und diskutiert. In Abschnitt wird dann das Skalierungsverhalten der
gemittelten Groflen mit der Rayleigh-Zahl besprochen.

3.4.1 Visualisierungen bei verschiedenen Rayleigh-Zahlen

In Abbildung[3.14sind Visualisierungen des Temperaturfeldes im stationiren Bereich bei
verschiedenen Rayleigh-Zahlen dargestellt. Die Simulationen entstammen der Gruppe
nu_vs_ra und zeigen deren gesamten Rayleighzahlen-Bereich Ra = 10°-5-108. Fiir alle
Visualisierungen wurde dieselbe Transferfunktion benutzt, sodass man die einzelnen
Bilder direkt vergleichen kann.

5Es sei angemerkt, dass dort eine andere Strdmungskonfiguration, nimlich ein geschlossener Zylinder mit
isolierenden Seitenwinden, betrachtet wird.
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3 Phdnomenologie

Abbildung 3.14: Visualisierungen des Temperaturfeldes bei verschiedenen Rayleigh-
Zahlen. Zeilenweise von oben/links nach unten/rechts sind die Simula-
tionen rale5, rabe5, rale6, rabe6, rale7, rabe7, rale8, rabe8
der Gruppe nu_vs_ra gezeigt. Fiir alle Visualisierungen wurde dieselbe Transferfunk-
tion benutzt. [nu_vs_ra]

72



3.4 Skalierung mit der Rayleigh-Zahl

1
}80 I | ' | Abbildung 3.15:  Vertei-
10-1 L | lungsfunktionen der
1072 L _ Temperaturfluktuationen
1071 _ T'(x)=T(x)—(T), bei
I 107t . verschiedenen Rayleigh-
g 107> . Zahlen. Zur besseren
1076 ¢ 1 Darstellung wurden die
1077 ¢ 1 Verteilungsfunktionen
107% + T vertikal  gegeneinander
1077 : ' verschoben.
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[nu_vs_ra]

Es ist deutlich zu erkennen, dass die Strukturen des Temperaturfeldes fiir steigende
Rayleigh-Zahlen immer feiner werden. Wihrend bei den relativ kleinen Rayleigh-Zahlen
Ra = 10°> und Ra = 5-10° der ersten beiden Bilder das gesamte Fluidvolumen nur von
einigen wenigen plume-artigen Strukturen ausgefiillt wird, findet zu hoheren Rayleigh-
Zahlen hin ein gradueller Ubergang zu feinskaligeren Strukturen statt; besonders deutlich
ist dies im direkten Vergleich der letzten beiden Bilder bei Ra = 10% und Ra = 5-108
mit den ersten beiden zu erkennen. Der interessierte Leser sei zusdtzlich auf das Video
misc/rale9_T_flight.avi verwiesen, das einen Kameraflug durch ein ,eingefro-
renes* Temperaturfeld bei Ra = 10” zeigt und in dem man eindrucksvoll die filigranen
Strukturen beobachten kann, die bei solch hohen Rayleigh-Zahlen entstehen; im Vi-
deomisc/2d _ralel0O_T.avi ist eine zweidimensionale Simulation bei noch héherer
Rayleigh-Zahl Ra = 10'° gezeigt.

Gleichzeitig kann man in Abbildung bemerken, dass das Fluidvolumen insgesamt
»durchsichtiger® wird; wihrend man bei Ra = 10° fast ausschliefllich Strukturen an der
Vorder- und Oberseite des Volumens sehen kann, zeigt sich bei Ra = 5-10® viel mehr
wleerer Raum®. Die Transferfunktion, also die Zuordnung Temperatur«— (Farbe, Durch-
sichtigkeit), ist so gewahlt, dass vor allem hohe Werte (in rot-orange) und niedrige Werte
(in blau) dargestellt werden, wihrend Werte nahe der mittleren Temperatur 7' = 0 durch-
sichtig sind. Daraus kann man bereits schlieflen, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Temperatur mit steigender Rayleigh-Zahl schmaler wird, sodass also grofiere Bereiche
der Wahrscheinlichkeitsverteilung in den durchsichtigen Bereich der Transferfunktion
fallen. Da gleichzeitig fiir hohe Rayleigh-Zahlen die feinen Strukturen deutlicher hervor-
treten, ldsst sich darauf schlieflen, dass seltene ,extreme® Ereignisse hiufiger auftreten, dass
die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Temperatur also zunehmend einen nicht-gaufischen
Charakter annimmt.
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Abbildung 3.16: Kurtosis
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[nu_vs_ra]

Ra

Diese groben Uberlegungen kann man quantifizieren, indem man die Wahrscheinlich-
keitsverteilungen der Temperaturfelder bestimmt. Da dazu iiber das gesamte Fluidvo-
lumen gemittelt wird und die mittlere Temperatur in den verschiedenen Bereichen des
Volumens variiert (vgl. Abbildung 3.11), ergibt es Sinn, stattdessen mit der Tempera-
turabweichung vom mittleren Temperaturprofil zu arbeiten, also die Wahrscheinlichkeits-
verteilung von T”(x) =T (x)— (T') , zu bestimmen.

Fiir finf verschiedene Rayleigh-Zahlen ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung (PDF, von
engl. probability density function) von T’ in Abbildung|3.15|gezeigt. Die PDFs wurden
dabei vertikal gegeneinander verschoben, indem sie von einer Rayleigh-Zahl zur nichsten
jeweils mit dem Faktor 1/4 multipliziert wurden. Wie bereits durch die Visualisierungen
vermutet, kann man erkennen, dass die PDFs fiir steigende Rayleigh-Zahlen in der
Nihe von 77 =0 einen ,H6cker* entwickeln, dass sich also die Temperatur zunehmend
ofter in diesem Bereich befindet. Gleichzeitig entwickeln die Ausldufer der PDFs fiir
hohe Betrige von 7’ einen flacheren, exponentiellen Verlauf, was bedeutet, dass die
sextremeren® Ereignisse, die den Fliigeln der PDFs entsprechen, hiufiger auftreten. Die
Temperatur-PDF nimmt insgesamt mit steigenden Rayleigh-Zahlen einen exponentiellen,
nicht-gaufischen Charakter an, wird also zunehmend spitzer.

Diese Tatsache wird durch die in Abbildung gegen die Rayleigh-Zahl aufgetragene
Kurtosis bestitigt. Wie bereits erwihnt ist die Kurtosis das vierte normierte Moment
einer Verteilung und ein Maf} fiir die ,,Spitzheit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung;
die gaufSsche Normalverteilung hat eine Kurtosis von 3. In der Abbildung kann man
erkennen, dass die Kurtosis der Temperaturverteilung diesen Wert fiir Rayleigh-Zahlen
Ra > 10° iiberschreitet. Dementsprechend siecht man in Abbildung dass sich von
Ra =10’ nach Ra=5-10 bei 77 = 0 allmihlich der Hocker ausbildet, der die PDF spitzer
werden lasst. Die Messwerte der Kurtosis schwanken vergleichsweise stark, was daran liegt,
dass bei der Schitzung des vierten Moments aus der Numerik einzelne ,,Ausreifler” einen
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erheblichen Einfluss auf das Endergebnis haben. Man konnte diese Schwankungen unter-
driicken, indem man die statistischen Grofien aus deutlich mehr Ensemble-Mitgliedern
schitzt; da der Parameter-scan der Simulationsgruppe nu_vs_ra aber aus vielen einzel-
nen Simulationen besteht, konnten wir aus Speicher- und Rechenzeitgriinden die Anzahl
an einzelnen Ensemble-Mitgliedern nicht drastisch erhéhen.

In Abbildung ist des Weiteren die Standardabweichung der Wahrscheinlichkeits-
verteilung von 7" als Funktion der Rayleigh-Zahl gezeigt; sie stellt ein Maf fiir die Breite
der Verteilung dar. Wie zu erkennen ist, nimmt die Standardabweichung mit steigender
Rayleigh-Zahl ab, die Wahrscheinlichkeisverteilungen werden also wie vermutet mit
zunehmender Rayleigh-Zahl insgesamt schmaler. Die Abnahme der Standardabweichung
ist bei steigender Kurtosis (und damit verbundenen breiter werdenden Fliigeln der PDF)
zu erwarten: Da die PDF einen kompakten Triger hat, muss sie bei breiter werdenden
Ausliufern insgesamt schmaler werden, um in das Intervall [—1/2,1/2] zu passen. Be-
merkenswert ist weiterhin, dass sowohl Kurtosis als auch Standardabweichung einem
Potenzgesetz folgen, dessen Parameter in Abbildung angegeben sind.

Diese letzten Absitze tiber die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Temperatur sind dabei
an dieser Stelle nur als kleine Randbemerkung zu verstehen, da sie in Verbindung mit den
Visualisierungen bei steigender Rayleigh-Zahl (Abbildung [3.14) eine erste anschauliche
Interpretation der statistischen Eigenschaften des Rayleigh-Bénard-Systems erlauben.
Im folgenden Kapitel |4 werden wir verschiedene statistische Groflen, unter anderem
auch die Verteilungsfunktion der Temperatur, im Rahmen eines theoretischen Ansatzes
ausfiihrlich diskutieren.

3.4.2 Skalierung der gemittelten GroRen mit der Rayleigh-Zahl

Wie bereits im vorherigen Abschnitt begonnen, wollen wir nun die Skalierung der quadra-
tisch gemittelten Temperatur sowie der Nusselt- und Reynolds-Zahl mit der Rayleigh-Zahl
untersuchen. Die dazu notigen Mittelungen wurden tiber das gesamte Fluidvolumen und
in der Zeit vorgenommen. Vor allem die Nusselt- und die Reynolds-Zahl als dimensions-
lose Kenngroflen des Wirmetransports bzw. des ,,Turbulenzgrades“ des Fluids sind dabei
auch in der Literatur stets von Interesse; fiir diese beiden Gréflen wurden z. B. die in
Abschnitt erwihnten Skalierungsgesetze anhand von Modellannahmen hergeleitet.

Zur Bestimmung der Skalierungsgesetze wurden die vierzehn Simulationen der Gruppe
nu_vs_ra durchgefithrt. Die Simulationsparameter sind in Abschnitt zu finden. In
Abschnitt [3.2| haben wir gesehen, dass von den gemittelten Groflen die rms-Temperatur
als letztes stationdr wird. Deswegen sind die Zeitreithen von T, zu allen Rayleigh-
Zahlen in Abbildung dargestellt, um zu verifizieren, dass die gemittelten Grofien
im stationdren Bereich der Simulationen bestimmt werden. Die schwarze vertikale Linie
in der Abbildung gibt an, ab wann wir die Simulationen als stationir ansehen, was im
Ubrigen der gleiche Zeitpunkt ist wie in der Simulation ra2e7_gamma4, vergleiche
Abbildung 3.7 Gleichzeitig kann man in diesem Vergleich sehen, dass die Simulationen
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Abbildung 3.17:  Zeitrei- t/ .
hen der quadratisch
gemittelten ~ Tempera-
tur fir verschiedene
Rayleigh-Zahlen.  Von
oben nach unten entpre-
chen die Zeitreihen den g
aufsteigenden Rayleigh- &
Zahlen Ra = 10°, 510,

..., 5-10%. Ab der senk-
rechten Linie sind die
Simulationen stationar.
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Abbildung 3.18: T, . ge-
gen die Rayleigh-Zahl auf-
getragen. Die einzelnen
Messwerte sind mit ver-
tikalen Fehlerbalken ver-
sehen. Die gestrichelten
schwarzen Linien sind
fits mit den Exponen-
ten —0.151, —0.147 und
—0.161 (von kleinen zu
groflen Ra).
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nu_vs_ra deutlich kiirzer sind als die Simulation ra2e7_gamma4. Dies hat wie bereits
erwihnt praktische Griinde, die in der begrenzten Rechenzeit liegen. Nichtsdestotrotz
betrigt die Zeitspanne im stationiren Bereich von nu_vs_ra iber fiinfzig large-scale
current-Zeiten, sodass sich die gemittelten Groflen recht zuverlissig schitzen lassen.
Abbildung zeigt die Skalierung der quadratisch gemittelten Temperatur mit der
Rayleigh-Zahl in doppelt-logarithmischer Darstellung. Die Messwerte werden niherungs-
weise durch ein Potenzgesetz beschrieben, die Skalierung lautet 7., ~ Ra=%1. Wie
schon die Standardabweichung der Temperaturfluktuationen in Abbildung nimmt
die rms-Temperatur mit steigender Rayleigh-Zahl ab; es ist jedoch zu beachten, dass
diese beiden GrofSen nicht identisch sind (auch wenn sie durch dhnliche Potenzgesetze
beschrieben werden, vgl. die Parameter —0.127 und —0.139 im Exponenten der fizs aus Ab-

bildung und 3.18). Vergleichbare experimentelle Resultate finden sich z. B. in [WL92]]
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mit 7, ~Ra701#E00 ynd T~ Ra=01#4#2£0005 bej einem zylindrischen Container mit
Seitenverhiltnis I' = 1 bzw. I = 1/2 und der Prandtl-Zahl Pr = 0.7; in [CGH™89] wird ein
Turbulenzmodell entwickelt, das den Exponenten —1/7 &~ —0.143 vorhersagt.

Betrachtet man in Abbildung die Streuung der einzelnen Datenpunkte um die
Gerade des Potenzgesetzes etwas genauer, scheint diese Streuung systematisch mit der
Auflgsung der Simulationen zusammenzuhingen: Die Simulationen fiir die drei Gruppen
Ra = 10°-2-10°, Ra = 5-10°-5-10" und Ra = 7-107-5-108% sind bei jeweils denselben
Auflésungen durchgefiihrt worden. Die Messwerte innerhalb einer Gruppe (also Simula-
tionen der gleichen Aufldsung) lassen sich mit weitaus weniger Schwankungen durch ein
Potenzgesetz beschreiben, vgl. die gestrichelten schwarzen Linien, die Potenzgesetz-fits
innerhalb einer Gruppe darstellen (die fiz-Parameter der Exponenten finden sich in der
Bildbeschreibung). Der genaue Grund fiir dieses scheinbar systematische Verhalten ist
nicht klar. Da aber die im Folgenden prisentierten weiteren Groflen dieses Verhalten
nicht aufweisen und des Weiteren der /it durch ein einziges Potenzgesetz innerhalb der
Fehlerbalken der einzelnen Messwerte liegﬁ und mit in der Literatur bestimmten Werten
ibereinstimmit, scheint diese ,Anomalie“ keine weitreichenden Konsequenzen zu haben.
Trotzdem wire eine tiefergehende Analyse durchaus zweckmifiig; sie konnte jedoch in
dieser Diplomarbeit nicht mehr durchgefiihrt werden.

Die Skalierung der Nusselt- mit der Rayleigh-Zahl in Abbildung[3.19] zeigt eindeutig
den Zusammenhang iiber ein Potenzgesetz; vor allem der Exponent 0.279 ist dabei von
Interesse. Dieser stimmt gut mit in der Literatur zu findenden Potenzgesetzen tiberein,
z.B. geben [Ker96, vRJHOS|| den Zusammenhang Nu = 0.186 Ra%?* fiir die gleichen
dimensionslosen Parameter, also fiir Pr = 1 und I" = 4 bei periodischen Rindern, an;
[WL92] finden Nu = 0.146 Ra%286+099 fijr ein zylindrisches Gefiff mit Seitenverhiltnis
I' = 6.7 bei der Prandtl-Zahl Pr = 0.7. Das Turbulenzmodell in [CGH™89] liefert fiir
den Exponenten die Vorhersage 2/7 & 0.286, was gut mit unserem Wert {ibereinstimmt;
die von S. Grossmann und D. Lohse entwickelten Skalierungstheorien [[GLOO, [(GLO1]]
sagen dagegen das Verhalten Nu ~ Ra'* voraus, von dem unsere Daten abweichen. Der
oft beobachtete Phaseniibergang von sogenannter ,weicher zu ,harter® Turbulenz in der
Nihe von Ra > 107, der sich in einer Anderung des Potenzgesetzes manifestiert (siche
z.B. [HCL87]), tritt bei uns nicht auf; dies stimmt jedoch mit den Beobachtungen von
[Ker96]] iiberein, die die periodischen Randbedingungen in horizontaler Richtung und
das hohe Seitenverhiltnis von I = 4 dafiir verantwortlich machen, dass verglichen mit
Experimenten bei kleinem Seitenverhiltnis und festen Seitenwinden der Ubergang zu
harter Turbulenz bei sehr viel kleineren Rayleigh-Zahlen stattfindet.

6Im Ubrigen sind nur bei der rms-Temperatur in AbbildungFehlerbalken angegeben, da diese bei den

iibrigen Groflen so klein sind, dass sie mit den Datenpunkten zusammenfallen wiirden.
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Abbildung 3.19:  Skalie-
rung der Nusselt- mit
der Rayleigh-Zahl in
doppelt-logarithmischer
Darstellung. Die einzel-
nen Datenpunkte werden
durch ein Potenzgesetz
beschrieben, siehe fit.
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Die Reynolds-Zahl (bei uns als Re = % deﬁnier als Maf fiir den , Turbulenzgrad®
der Fluidstromung skaliert ebenfalls gemif$ eines Potenzgesetzes mit der Rayleigh-Zahl,
siche Abbildung Die Datenpunkte suggerieren hier zusitzlich eine subtile Anderung
des Potenz-Gesetzes bei Ra ~ 107; die beiden fits der Abbildung wurden fiir die Messwerte
Ra <107 bzw. Ra > 107 durchgefiihrt. In [Ker96, vRJHOS] wird die Reynolds-Zahl durch
Re = 0.17 Ra®* beschrieben; bei [WL92] wird die Skalierung Re ~ Ra%#85+0005 fijr
einen Zylinder mit Seitenverhiltnis I' = 1 angegeben. Diese beiden Potenzgesetze stehen
damit in guter Ubereinstimmung zu unseren Ergebnissen, wihrend die Abweichung zur
Vorhersage Re ~ Ra”® von Grossmann und Lohse gréfier ist. Setzt man nebenbei bemerkt
die large-scale current-Geschwindigkeit #,.. in die Definition der Reynolds-Zahl ein, erhilt

"Dabei ist die nicht entdimensionalisierte Geschwindigkeit fiir #,__ zu benutzen; andernfalls wire Re keine
dimensionslose Grofle.
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man den Zusammenhang Re = %Pr‘l/ 2Ra'?, bei fester Prandtl-Zahl also eine Skalierung

Re ~ Ra"?. Fiir Ra < 107 werden die Datenpunkte durch diesen Zusammenhang recht
gut beschrieben, wie die gestrichelte Linie in Abbildung zeigt.

3.5 Kleine Rayleigh-Zahlen

Nachdem wir in den vorherigen Abschnitten dieses Kapitels das Rayleigh-Bénard-System
im turbulenten Regime betrachtet haben, wollen wir uns nun dem Bereich kleiner
Rayleigh-Zahlen Ra < 10* zuwenden. In diesem Bereich liegt eine laminare Strémung
vor und man kann die zugrunde liegenden Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen bis zu
einem gewissen Grad analytisch behandeln: Beispielsweise kann man mit der linearen
Stabilitdtsanalyse den Bifurkationspunkt erhalten, d. h. die kritische Rayleigh-Zahl Ra_,
bei der die Wirmeiibertragung durch die Fluidzelle von Wirmeleitung zu Konvektion
tibergeht; Details wurden in Abschnitt [I.3|besprochen.

Dieser analytisch bestimmbare Bifurkationspunkt eignet sich als Test der von uns
benutzten numerischen Methode. Dazu wird ein Parameter-scan durchgefiihrt, bei dem
unterschiedliche Rayleigh-Zahlen rund um Ra, simuliert werden. Von jeder Simulation
wird dann im stationiren Bereich die Nusselt-Zahl als Maf! fiir die Wirmetibertragung
bestimmt. Fiir Rayleigh-Zahlen kleiner der kritischen Rayleigh-Zahl nimmt die Nusselt-
Zahl den Wert 1 an, der reiner Wirmeleitung, also dem konduktiven Grundzustand,
entspricht; fiir Werte Ra > Ra_ wird Nu > 1. Aus dem Punkt, an dem Nu > 1 wird, kann
nun Ra, bestimmt und mit dem theoretisch vorhergesagten Wert verglichen werden.

Bei kleinen Rayleigh-Zahlen bildet sich eine laminare Stromung in Form von Kon-
vektionsrollen aus, sieche Abbildung[3.21] Die kritische Rayleigh-Zahl ist abhingig vom
Verhiltnis von Breite zu Hohe dieser Rollen. Da wir mit periodischen Randbedingungen
in horizontaler Richtung arbeiten, bestimmt das Seitenverhiltnis I' der periodischen Box
implizit das Seitenverhiltnis der Konvektionsrollen: Die Rollen werden stets das Seiten-

Abbildung 3.21: Stromlinien des Ge-
schwindigkeitsfeldes bei Ra = 4931,
Pr=1und I' =4/3. Es bilden sich zwei
Konvektionsrollen mit Seitenverhiltnis
Breite : Hohe = 2 : 3. Ein Teil der lin-
ken Rolle ragt tiber den periodischen
Rand hinaus und tritt von rechts wie-
der in das Volumen ein. Die Visualisie-
rung der Stromlinien wurde mit Vapor
erstellt.

[bif/gamma4d_3]
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Abbildung 3.23:
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Abbildung 3.22:

Bifurka-
tion von Wirmeleitung
zu Konvektion beim
Seitenverhaltnis I' = 4/3;
die  Prandtl-Zahl st
Pr = 1. Die gestrichelte
vertikale Linie markiert
den Bifurkationspunkt.
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verhiltnis annehmen, bei dem die kleinste kritische Rayleigh-Zahl erreichbar ist, da diese
Rollen beim Ubergang aus dem konduktiven Grundzustand als erstes instabil werden.
Fiir eine periodische Box mit I' = 2 bedeutet das beispielsweise, dass die Box von zwei
Rollen mit Seitenverhiltnis Breite : Hohe = 1: 1 statt von vier Rollen mit Seitenverhiltnis
1:2 ausgefiillt wird, da beim Seitenverhiltnis 1: 1 die kritische Rayleigh-Zahl geringer ist,

vgl. Abschnitt

$Drei Rollen mit Seitenverhiltnis 2 : 3 sind aus ,topologischen® Griinden nicht mit den periodischen
Randbedingungen vereinbar, da dann zwei in gleicher Richtung rotierende Rollen aneinandergrenzen

wiirden.

? Aufgrund von Computerproblemen sind leider die originalen Eingabedateien verloren gegangen, die
fiir die Simulation bif/gamma2 benutzt wurden; der entsprechende Ordner auf der DVD enthilt
aber Eingabedateien, die die in der Simulation bif/gamma2 benutzten dimensionslosen Parameter
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Abbildung 3.24: Bifurka-
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’ dingungen. Das Seitenver-
> 2t hiltnis betrigt T’ = 24/2,
die Prandtl-Zahl Pr = 1.
1>+ Die gestrichelte vertikale
1 Linie  markiert den
: Bifurkationspunkt.
0.5 ———tt—— [bif/mirror_gamma?2
0 1000 2000 3000
sqrt2]
Ra
Abbildung 3.25: Bifurka- :
tion von Wirmeleitung 25 |
zu  Konvektion  bei
spannungsfreien Rand- 2 L
bedingungen. Das 2
Seitenverhiltnis  betrigt 1.5
I' = 2, die Prandtl-Zahl
Pr = 1. Die gestrichelte 1
vertikale Linie markiert
den Bifurkationspunkt. 0.5 =t
0 500 1000 1500 2000

[bif/mirror_gamma?2]

Ra

Abbildung zeigt das Bifurkationsdiagramm fiir ein Seitenverhiltnis der periodi-
schen Box von I' = 4/3. In dieser Konfiguration bilden sich zwei Konvektionsrollen mit
einem Seitenverhiltnis Breite : Hohe = 2 : 3 aus; die theoretisch zu erwartende kritische
Rayleigh-Zahl betrigt dann Ra, = 2238.5. Der Bifurkationspunkt in der Abbildung
ist durch die gestrichelte vertikale Linie markiert. Die Bifurkation befindet sich bei
Ra = 2250, was den theoretisch erwarteten Wert mit einem Fehler von weniger als 1%
recht gut trifft.

Bei einer periodischen Box mit Seitenverhiltnis I' = 2 entstehen zwei Rollen mit
Seitenverhiltnis 1 : 1, und die kritische Rayleigh-Zahl betrigt Ra, = 1707.9]7 Das

%Dies ist nicht ganz die Konfiguration, bei der man die kleinste kritische Rayleigh-Zahl erhilt: Die
minimale kritische Rayleigh-Zahl ist Ra_ .. = 1707.76 und entsteht bei einem Seitenverhiltnis der
Konvektionsrollen von Breite : Hohe = 1.0079 : 1.
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entsprechende Bifurkationsdiagramm ist in Abbildung dargestellt. Die Bifurkation
in den konvektiven Zustand findet hier bei Ra = 1639 statt, die Abweichung zum
theoretischen Wert ist hier also grofler als bei I = 4/3. Trotzdem ist der gefundene Wert
zufriedenstellend; die Abweichung zum theoretischen Wert liegt unter 5 %.

An dieser Stelle kénnen wir auch das ,Spiegelverfahren® testen, das in Kapitel [2]als eine
optionale Erweiterung des numerischen Verfahrens prisentiert wurde. Dieses Verfahren
erzeugt spannungsfreie Randbedingungen in vertikaler Richtung, d. h. spannungsfreie
horizontale Platten oben und unten. Die kritische Rayleigh-Zahl und das Seitenverhiltnis
der Konvektionsrollen bei spannungsfreien Rindern unterscheiden sich vom Fall der
no slip-Rinder, aber auch hier konnen theoretisch zu erwartende Werte durch die lineare
Stabilitdtsanalyse der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen erhalten Werden

Die kleinste kritische Rayleigh-Zahl betrigt bei spannungsfreien Randbedingungen

Ra, nin = % ~ 657.5 bei einem Seitenverhiltnis der Konvektionsrollen von Breite :
Hohe=+/2:1.1n Abbildung sind die entsprechenden Simulationen als Bifurkations-
diagramm dargestellt, die Bifurkation findet bei Ra = 684 statt. Die Abweichung zum
theoretischen Wert betrigt etwa 4 %.

Bei einem Seitenverhiltnis der Konvektionsrollen von 1 : 1 betrigt die kritische
Rayleigh-Zahl Ra, = 87* & 779.3. Dieser Wert wird in dem Bifurkationsdiagramm
in Abbildung mit Ra =780 sehr gut reproduziert, was aber auch daran liegt, dass zu-
falligerweise genau in dem neutral-stabilen Punkt Ra =Ra_ eine Simulation durchgefiihrt
wurde.

Nebenbei bemerkt haben wir bei spannungsfreien Rindern und Rayleigh-Zahlen
kurz tiber den hier untersuchten ein oszillatorisches Verhalten der Felder beobachtet.
Das Videomisc/oscillating_rolls.avi zeigt Konvektionsrollen bei Ra = 3500,
Pr=1und I' =242, die in Form stehender Wellen in horizontaler Richtung oszillieren.
Dieses Verhalten tritt auch in Experimenten auf, vgl. [BPAOO] und die darin genannten
Referenzen.

3.6 Validierungen der Numerik

Zusitzlich zu der in gewissem Sinne statistischen Validierung der Numerik im vorherigen
Abschnitt, in dem aus dem Simulationscode gewonnene Mittelwerte mit analytischen
Vorhersagen verglichen wurden, werden in diesem Abschnitt weitere Validierungen
durchgefiihrt. Insbesondere soll das Verhalten der Felder innerhalb bzw. in der Nihe der
maskierten Wandgebiete und das Auflosungskriterium betrachtet werden.

"Genau genommen ist der Fall spannungsfreier Rinder sogar besser zu handhaben, da man die kritische
Rayleigh-Zahl komplett analytisch erhalten kann; bei 7o slip-Rindern miissen zur Bestimmung von Ra,
die Nullstellen einer transzendenten Funktion niherungsweise (z. B. numerisch) bestimmt werden.
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Abbildung 3.26: Horizon-
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3.6.1 Horizontal gemittelte Profile

In Abbildung[3.26 und3.27)ist die in horizontaler Richtung und in der Zeit gemittelte
Temperaturabweichung 6 vom linearen Temperaturprofil (vgl. auf Seite [33) und
die Geschwindigkeit der Simulation ra2e7_gamma4 dargestellt. Dies sind die beiden
Groflen, auf die in der Numerik die penalization-Terme wirken; in den Abbildungen
sind deshalb auch die nicht entdimensionalisierten Groflen dargestellt, da die Numerik
mit diesen Groflen arbeitet. In beiden Abbildungen erkennt man, dass es zwischen den
Gitterpunkten innerhalb des Fluidgebietes und denen in den Wandgebieten einen Sprung
{iber mehrere Groflenordnungen gibt. Der penalization-Parameter betrigt 7 = 107>, und
sowohl die Temperaturabweichung als auch die Geschwindigkeit nehmen innerhalb der

Wand Werte der Groflenordnung 7 an (bzw. Werte kleiner als 7 weiter im Inneren der
Wand), wie es in [KDK*07]] vorhergesagt wird. In Abschnitt wurde diskutiert,
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welche Groflenordnung fiir den penalization-Parameter zu wihlen ist; durch wird
fiir diesen 7 & 1.3-107> gefordert, was durch unsere Wahl erfiillt ist.

In Abbildung[3.28]ist die z-aufgelSst gemittelte rms-Vortizitit gezeigt. Die hdchsten
Werte nimmt die Vortizitit an den unmittelbar an der Wand liegenden Gitterpunkten
(d. h. in der letzten Fluidschicht vor der Wand) an. Da der penalization-Term nicht un-
mittelbar auf die Vortizitdt, sondern auf die Geschwindigkeit wirke, fillt die Vortizitit
innerhalb der Wand nicht so stark ab wie die Geschwindigkeit und die Temperaturab-
weichung. Trotzdem ist die Vortizitit bei den periodischen Rindern (d. h. bei z =0) um
etwa drei Groflenordnungen gegentiiber den Werten im Fluidgebiet abgesunken, sodass
kein ,Durchschlagen® durch die Wand zu befiirchten ist. Dieses ,,Durchschlagen® konnte
auftreten, wenn Information von der unteren Begrenzung des Fluids durch die Wandregi-
on und den periodischen Rand an den oberen Rand des Fluids transportiert wird, was
eine unphysikalische Kopplung des Fluids an der unteren und oberen Platte bedeuten
wiirde. Auch die Geschwindigkeit ist in der Mitte der Wand (also bei z = 0) um mehr
als drei Groflenordnungen abgefallen, die Temperaturabweichung sogar um etwa fiinf

Groflenordnungen (vgl. Abbildung und [3.26).

3.6.2 Auflésungskriterium der Felder

Um sicherzustellen, dass die feinsten Strukturen der Felder durch das Gitter aufgeldst
werden, wird die Kolmogorov-Linge herangezogen. Diese ist ein Maf§ fiir die kleinsten
auftretenden Strukturen des Geschwindigkeitsteldes und ist definiert als

V3 14
UK:<?> (3.7)
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mit der kinematischen Viskositit v und der kinetischen Dissipationsrate ¢ des Geschwin-

digkeitsfeldes, die sich als
v (2, 2 2 (3.9)
= 2 gx] axi .

berechnet [Pop00[]; die Einstein’sche Summenkonvention muss hier beachtet und die nicht
entdimensionalisierte Geschwindigkeit benutzt werden. Um Verwechslungen mit dem
penalization-Parameter zu vermeiden, wurde die Kolmogorov-Linge mit dem Index K
versehen. An den Gitterabstand Ax wird nun die Forderung gestellt, dass die Kolmogorov-
Linge aufgeldst werden kann, was bei

1
Z_K > (3.9)

sichergestellt ist, siche [PLLW10]. Diese Bedingung wird oft auch alternativ als

T

max’/K 2 E ~15 (310)

k
geschrieben, wobei k. die grofite Wellenzahl ist@

Eigentlich miisste man an dieser Stelle auch ein 74 dquivalent zu als die kleinste
Lingenskala des Temperaturfeldes definieren und verlangen, dass auch dieses 7 durch das
Gitter fein genug aufgelost wird. Wie jedoch in [VCO3]| erwihnt, gilt fiir Prandtl-Zahlen
Pr <1 die Abschitzung nx < ny; da in dieser Diplomarbeit stets mit Pr =1 gearbeitet
wird, reicht es daher aus, lediglich das Auflosungskriterium der Geschwindigkeit, also
(3.9) bzw. (3.10), zu beachten.

In Abb1ldung H ist der zeitliche Verlauf des Auflosungskriteriums (3.10) dargestellt;
hier ist die Mittelung aus (3.8) also als eine Mittelung tiber das gesamte Flu1dvolumen
zu verstehen. Zum Zeltpunkt t/t,. =4 hat das Auflosungskriterium ein Minimum; dies
ist der Zeitpunkt, an dem die stirksten Vortizititen durch die auf die Platten treffenden
ersten plumes entstehen, vgl. Abbildung[3.10} Nach diesem kritischen Punkt pendelt sich
das Auflosungskriterium auf einen konstanten Wert ein; im stationdren Bereich gemittelt
betrigt dieser k,,, . ng = 2.75.

Abbildung [3.30] zeigt das z-aufgeloste Aufldsungskriterium im gesamten Simulationsge-
biet; hier wurde der Mittelwert in also als raum-zeitliches Mittel iiber horizontale
Ebenen und den stationiren Teil der Simulation berechnet. Man kann erkennen, dass das
Auflgsungskriterium direkt an den Begrenzungen des Fluids am geringsten ist, wihrend es
auflerhalb der Grenzschichten nahezu konstant ist. Da das Auflosungskriterium in allen

In den Log-Dateien des Simulationscodes wird fiir das Auflésungskriterium statt der gréfiten Wellenzahl
die grofite aktive Wellenzahl 0.8k benutzt (der von uns benutzte glatte dealiasing-Filter besitzt einen
cut-off bei etwa 80 %). Dementsprechend sind Simulationen fein genug aufgeldst, wenn in den Log-Dateien
das Auflésungskriterium einen Wert von 0.8 % & 1.2 iiberschreitet.
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Bereichen des Fluids erfiillt sein muss, muss die Gitterauflosung so gewihlt werden, dass
die Grenzschichten korrekt aufgelost werden; dadurch wird der bulk des Fluids ,zu gut®
aufgeldst, was natlirlich aufler einer etwas erhchten Rechenzeitanforderung kein Problem
darstellt. Nebenbei bemerkt gibt es bei Chebyshev-Verfahren ein dhnliches Problem:
Wegen der in vertikaler Richtung nicht dquidistanten Verteilung der Gitterpunkte liegen
die Gitterpunkte in den Grenzschichten enger zusammen als im bulk des Fluids. Lost man
nun den bulk fein genug auf, sind die Grenzschichten {iber-aufgelst (vgl. z. B. [BCES10]);
bei Chebyshev-Verfahren tritt also diesbeziiglich ein umgekehrtes Problem auf.

3.6.3 Randverhalten der laminaren Felder

Bei den bisherigen Validierungen haben wir raumlich gemittelte Groflen untersucht.
Nun sollen noch einzelne Felder im laminaren Regime betrachtet werden, indem wir
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Abbildung 3.31: Horizon-
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bei festgehaltenem x, y und ¢ den Verlauf der Felder entlang der z-Richtung darstellen.
So kann insbesondere das Verhalten der Geschwindigkeits- und Temperaturfelder am
Rand gegen analytische Vorhersagen (vgl. [Cha81, [Hak83])) getestet werden: An no slip-
Winden miissen alle Geschwindigkeitskomponenten verschwinden; zusitzlich muss die
Normalenableitung der Normalkomponente des Geschwindigkeitsfeldes verschwinden,

was bei horizontalen Winden g;zz =0 bedeutet. Fiir spannungsfreie horizontale Winde
. . B . . gzu aﬂx 8% "
muss das Geschwindigkeitsfeld die Bedingungen #, = 0, =7 =0und 32 = > =

erfiillen. Bei Winden fester Temperatur muss zudem fiir die Temperaturabweichung
0 = 0 gelten.
In Abbildung und sind eindimensionale Schnitte der Felder in vertikaler

Richtung bei festem x, y und ¢ gezeigt. Da sich die Konvektionsrollen parallel zu den
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periodischen Rindern ausrichten (vgl. Abbildung[3.21), ist jeweils nur eine horizontale
Komponente des Geschwindigkeitsfeldes gezeigt; die zweite horizontale Komponente
verschwindet. Die x- und y-Koordinaten der Schnitte wurden fiir die drei Felder unter-
schiedlich und jeweils so gewihlt, dass die maximalen Amplituden der Felder gezeigt
werden; die horizontale Geschwindigkeitskomponente hat in der Mitte einer Konvek-
tionsrolle die grofite Variation, die vertikale Geschwindigkeit zwischen zwei Rollen
(vgl. Abbildung [3.21). Die Temperaturabweichung wird ebenfalls in der Mitte einer
Konvektionsrolle gezeigt. Der Zeitpunkt ¢ ist im stationdren Bereich gewihlt.
Abbildung zeigt den Fall der no slip-Rinder. Man kann erkennen, dass #,, #, und

@ am Rand verschwinden. Zusitzlich hat die vertikale Geschwindigkeit am Rand die
u,

Steigung null, also gilt dort —* = 0. Damit erfiillen die Felder die obigen Forderungen.
Zusitzlich ist es interessant zu sehen, dass die Felder bei der gezeigten Rayleigh-Zahl
beginnen, von einfachen Sinus- bzw. Kosinus-Formen abzuweichen. Besonders deutlich
ist dies an den Geschwindigkeitskomponenten #, und #, zu sehen. Durch die lineare
Stabilititsanalyse werden zwar sinusformige Felder vorhergesagt, jedoch befinden wir uns
mit Ra=4931 schon relativ weit oberhalb der kritischen Rayleigh-Zahl Ra, =2238.5.

Die Analyse der spannungsfreien Randbedingungen ist in Abbildung zu finden.
Die vertikale Geschwindigkeitskomponente #, ist am Rand null; des Weiteren hat sie am
Rand einen linearen Verlauf, was auf eine verschwindende zweite Ableitung hindeutet.
Die erste Ableitung der horizontalen Komponente #, verschwindet am Rand, wihrend
u, selber dort einen Wert ungleich null annimmt. Auch hier ist an der Wand € = 0. Die
Felder erfiillen damit die Forderungen an spannungsfreie Rander fester Temperatur.

Betrachtet man die horizontale Geschwindigkeitskomponente #, genauer, sicht man,
dass sie am Rand betragsmifig maximal wird. Mittels dieser Beobachtung kann man
anschaulich erkldren, warum die Konvektionsrollen bei spannungsfreien Rindern und
kleinen Rayleigh-Zahlen bevorzugt ein Seitenverhiltnis grofler als 1 annehmen, also
Lbreiter als hoch® sind{f] Das Fluid ist am Rand am schnellsten, wird also relativ schnell
von den Platten weg-advektiert. Um trotzdem an den Platten eine grofie Menge Wirme
aufnehmen bzw. abgeben und so die Wirmetibertragung durch die Fluidzelle maximieren
zu konnen, ist es fiir das System vorteilhaft, breite Rollen auszubilden; dann steht nimlich
anteilsmiflig ein groflerer Teil einer Konvektionsrolle in Kontakt mit der Wand als in
Kontakt mit einer benachbarten Rolle.

3.7 No flux-Seitenwande

In Abschnitt haben wir als Erweiterung des numerischen Verfahrens vertikale 70
Aux-Winde eingefiihrt, also isolierende Seitenwinde, in die es keinen Wirmefluss gibt.
Durch eine geeignete Wahl der Maskierungsfunktionen konnen so beliebig geformte
vertikale 70 flux-Seitenwinde implementiert werden, was hier demonstriert werden soll.

13 Vgl. Abschnitt die minimale kritische Rayleigh-Zahl findet sich bei einem Seitenverhiltnis V2:1.
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Abbildung 3.33: Visualisierungen des Temperaturfeldes mit zylindrischen 7o flux-
Winden zu den Zeitpunkten ¢/, € {1.5,2.625,3.75,4.875} (zeilenweise von oben/links
nach unten/rechts). [noflux/cyl_ra2e7]

Abbildung 3.34: Visualisierung des Temperaturfeldes mit zylindrischen 7o flux-Winden
zum Zeitpunkt ¢/4 = 15. [noflux/cyl_ra2e7]
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Die Ausfithrungen und Visualisierungen dieses Abschnitts sind dabei lediglich als ein proof
of principle zu verstehen, quantitative Analysen werden nicht durchgefiihrt - isolierende
Seitenwinde sind kein eigentlicher zentraler Bestandteil dieser Diplomarbeit.

In Abbildung3.33|und Abbildung[3.34sind Visualisierungen des turbulenten Tempera-
turfeldes bei Ra = 2.44.10” und Pr = 1 gezeigt. Dabei wurden die Maskierungsfunktionen
so gewihlt, dass ein zylindrisches Gefaf} mit Seitenverhiltnis Durchmesser : Hohe =3.5: 1
simuliert wird, vgl. auf Seite[52} Abbildung[3.33|zeigt den von einem homogenen
Temperaturfeld startenden Aufheizvorgang des Fluids. Im ersten Bild der Abbildung kann
man erkennen, dass sich in den ,,Ecken® des Fluidvolumens, also beim Ubergang zwischen
Boden und Wand, das erste aufsteigende Fluid 16st. Der restliche Aufheizvorgang des
Fluids sicht analog zu dem Fall periodischer Rinder aus, der in Abbildung[3.5]gezeigt wur-
de; man kann allerdings die Tendenz erkennen, dass aufsteigende bzw. absinkende plumes
sich bevorzugt entlang der vertikalen Seitenwinde bewegen. Diese Tendenz ist auch in der
grofleren Abbildung und im entsprechenden Video noflux/cyl_ra2e7_T.avi
zu sehen. Dieses Verhalten ist leicht anschaulich zu erkldren: An der oberen Platte wird
kaltes Fluid von aufsteigendem warmen Fluid zur Seite gedringt; trifft dieses verdringte
Fluid auf die Seitenwinde, muss es die Bewegungsrichtung indern und bewegt sich ent-
lang der vertikalen Begrenzung nach unten. Die Aufwirtsbewegung von warmem Fluid
entlang der Wand erfolgt analog.

Schaut man sich die Abbildung[3.34| genauer an, erkennt man an der unteren Kante
des Fluidvolumens einen sogenannten Treppenstufeneffekt, der durch die Rasterung der
zylindrischen Maskierungsfunktion auf das kartesische Gitter entsteht; die Maskierungs-
funktion nimmt bei uns nur die diskreten Werte 0 und 1 an. In [RABO7, KS09] wird
vorgeschlagen, diesen Treppeneffekt durch antialiasing (also Kantenglittung, nicht zu
verwechseln mit dem dealiasing des Abschnitts zu vermindern, was wir aber nicht
durchgefiihrt haben.

Wihrend eine zylinderférmige Geometrie noch mit anderen (in Teilen) pseudospektra-
len numerischen Verfahren zu simulieren ist (siche z. B. [VCO03, BCES10])), ist man fiir
komplizierte Geometrien {iblicherweise auf die Verfahren der finiten Differenzen, finiten
Volumen und finiten Elemente angewiesen. Unser Verfahren fiir 7o flux-Winde erlaubt
es jedoch, ohne viel Aufwand fast beliebige Geometrien mit einem pseudospektralen
Verfahren simulieren zu kénnen.

In Abbildung und wird dies an zwei Geometrien veranschaulicht: Zum
einen wird eine quaderformige Box, zum anderen ein Zylinder mit elliptischer Grundfla-
che simuliert. Die in den beiden Bildern dargestellten Simulationen sind im laminaren
Regime bei Ra = 10* und Pr = 1 durchgefithrt worden; die bei laminarer Strémung
entstehenden Konvektionsrollen sind oft auch wegen der auftretenden Musterbildung
von Interesse, vgl. z.B. [BPAOO]. Um die Konvektionsrollen besser identifizieren zu
konnen, sind in den Abbildungen die Stromlinien der Geschwindigkeitstelder statt wie
bisher die farbkodierten Temperaturfelder dargestellt worden. Auf der DVD finden sich

die Videos der beiden Simulationen (noflux/box_rale4_streamlines.avi und
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Abbildung 3.35: Stromlinien des Geschwindigkeitsfeldes in einem quaderformigen Be-
halter mit 7o flux-Seitenwinden und Seitenverhiltnis Breite : Tiefe : Hohe =7:3: 1.
Die Rayleigh-Zahl ist Ra = 10%, der Zeitpunkt ist /5, = 12. [noflux/box_rale4]

Abbildung 3.36: Stromlinien des Geschwindigkeitsfeldes in einem elliptischen Zy-
linder mit 7o flux-Seitenwinden und Seitenverhiltnis Hauptachse : Nebenachse :
Hohe = 7 : 3 : 1. Die Rayleigh-Zahl ist Ra = 10*, der Zeitpunkt ist /s, = 12.
[noflux/cyl_raled]
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Abbildung 3.37: Stromlinien des Geschwindigkeitsfeldes in einem elliptischen Zylinder
mit quaderfdrmigem ,Loch®. Die dimensionslosen Parameter sind Ra = 10* und Pr = 1.
Das Seitenverhiltnis des Zylinders ist Breite : Tiefe : Hohe = 15: 7 : 1, das des Lochs
4:2:1. Der Zeitpunkt ist /s, = 15.

noflux/cyl_raled4_streamlines.avi), sowie zwel Varianten der Videos, in de-
nen die Stromlinien entsprechend der Temperatur eingefirbt worden sind (nof1lux/box_
raled streamlines_color.avi und noflux/cyl_raled4_streamlines_
color.avi). In diesen Videos ist zu sehen, dass sich nach einer kurzen transienten
Einschwingphase schnell Konvektionsrollen ausbilden, die sich dann in einem eher lang-
samen Prozess anordnen; dabei verschmelzen auch mehrfach benachbarte Rollen in der
Nihe der Seitenwinde miteinander. Gegen Ende der Videos wird ein nahezu stationirer
Zustand erreicht[T Bemerkenswert ist, dass die Konvektionsrollen sowohl in der recht-
eckigen als auch in der elliptischen Geometrie die Tendenz zeigen, senkrecht auf den
Seitenwinden zu stehen. Sowohl in Experimenten als auch in anderer DNS
BCES10] wird dieses Verhalten ebenfalls beobachtet; auch numerische Simulationen der
Swift-Hohenberg-Gleichung [SH77, [CH93]}, die ein Modell des Rayleigh-Bénard-Systems
im laminaren Regime darstellt, bestitigen dies, siehe [GC84].

Abbildung ist schliefflich noch als eine letzte Demonstration einer kompli-
zierten Geometrie zu verstehen; hier ist in die Mitte eines flachen elliptischen Zy-
linders eine quaderférmige Wand eingefiigt worden. Wie schon in den Abbildungen
zuvor kann man auch hier die Tendenz sehen, dass die Konvektionsrollen senkrecht

4Bisher war ,stationir® immer als ,statistisch stationir® aufzufassen; an dieser Stelle ist aber wirklich ein
zeitlich unveranderlicher Zustand gemeint.
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auf den vertikalen 7o flux-Winden stehen. Die entsprechenden Videos sind auf der
DVDunter noflux/cylbox_raled4_streamlines.avi bzw. noflux/cylbox_
rale4 streamlines _color.avi zu ﬁndenE]

3.8 Zusammenfassung

Das Anliegen dieses Kapitels war es, eine grundlegende Anschauung fiir die Phino-
mene des Rayleigh-Bénard-Systems zu entwickeln, da die Phinomene zwar durch die
Grundgleichungen beschrieben, jedoch nicht direkt an diesen abgelesen werden kénnen.

In Abschnitt 3.1 wurden deswegen zunichst die turbulenten Temperatur-, Geschwin-
digkeits- und Vortizititsfelder volumetrisch dargestellt, die aus der im vorherigen Kapitel
entwickelten DNS gewonnen wurden. Zuerst wurden die Felder im statistisch statio-
niren Bereich der Simulationen gezeigt, und nennenswerte Merkmale und Korrelationen
zwischen den Feldern wurden hervorgehoben. Danach wurden Visualisierungen des Tem-
peraturfeldes wihrend des Aufheizvorgangs des Fluids diskutiert. Um die dynamischen
Effekte besser erkennen zu kénnen, wurde der Diplomarbeit eine DVD beigelegt, auf
der sich unter anderem einige Videos der Visualisierungen befinden und auf die bei der
Diskussion der zu beobachtenden Phinomene oft hingewiesen wurde.

Im Abschnitt 3.2 wurden die zuvor phinomenologisch diskutierten zeitlichen Vor-
gange dann in quantitativerer Form betrachtet, indem die zeitlichen Verliufe gemittelter
Groflen gezeigt wurden. Dazu wurde zunichst eine large-scale current-Zeit definiert, die
eine anschauliche Zeiteinheit darstellt. Anschlieflend wurden die Zeitreihen verschiedener
gemittelter Groflen diskutiert. Im stationiren Bereich der Simulation sind diese Grofien
bis auf Fluktuationen konstant. Wihrend der transienten Einschwingphase, d. h. wih-
rend des Aufheizvorganges, konnten bestimmte Merkmale auf die Visualisierungen des
vorherigen Abschnitts bezogen und so interpretiert werden; vor allem die Effekte, die
durch die ersten sich ablésenden plumes auftreten, wurden dabei diskutiert.

Fiir die in den Zeitreihen gezeigten Groflen wurde {iber das gesamte Fluidvolumen
gemittelt; in Abschnitt [3.3| wurden stattdessen die Mittelwerte in verschiedenen Regio-
nen des Fluids gezeigt, indem tiber horizontale Ebenen statt iiber das gesamte Volumen
gemittelt wurde. Vor allem die qualitativen Unterschiede zwischen den Grenzschichten
und dem bulk waren dabei von Interesse. Die z-aufgelosten hheren Momente der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Temperatur wurden gezeigt, was als ein erster Vorgeschmack
auf die tiefergehenden statistischen Ansitze des nachfolgenden Kapitels zu verstehen ist.

In den bisherigen Abschnitten hatten wir eine einzige Simulation, also insbesonde-
re eine einzige Rayleigh-Zahl, betrachtet. In Abschnitt 3.4/ wurde dann die Skalierung
verschiedener Effekte mit der Rayleigh-Zahl untersucht. Dazu wurden zunichst Visuali-
sierungen des Temperaturfeldes bei unterschiedlichen Rayleigh-Zahlen gezeigt und mit

5Da fiir diese Geometrie eine ,von Hand“ angefertigte Maskierungsfunktion benutzt wurde, steht fiir diese
Simulation keine Eingabedatei zur Verfiigung.
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den entsprechenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Temperatur verglichen; daran
anschlieflend wurden die hoheren Momente dieser Verteilung in Abhingigkeit von der
Rayleigh-Zahl gezeigt. Die Untersuchung von solchen Skalierungsverhalten wurde dann
weiter fortgesetzt, indem gemittelte Grofien, insbesondere die Nusselt- und Reynolds-
Zahl als dimensionslose Kenngroflen der Konvektionsstromung, gegen die Rayleigh-Zahl
aufgetragen und die Skalierungsgesetze bestimmt wurden. Alle Groflen skalieren gemiaf3
Potenzgesetzen, die durch Vergleiche mit der Literatur bestdtigt wurden.

Nach den vorherigen Betrachtungen im turbulenten Regime schlossen sich in Ab-
schnitt 3.5| Untersuchungen der laminaren Stromung bei kleinen Rayleigh-Zahlen an. Da
fiir diesen Parameterbereich durch die lineare Stabilititsanalyse analytische Vorhersagen
zur Verfiigung stehen, konnten wir diese zur statistischen Validierung unserer Numerik
benutzen. Dazu wurde fiir mehrere Szenarien durch Parameter-scans numerisch der Bifur-
kationspunkt bestimmt, an dem die Wirmetibertragung von Konduktion zu Konvektion
umschligt, und mit dem analytisch vorhergesagten Wert verglichen. Die Abweichung
zwischen den Werten betrigt in allen untersuchten Fillen unter 5%, was wir als eine
erste Validierung unserer Numerik verbuchen.

Die Validierung der Numerik wurde in Abschnitt [3.6| weiter ausgefiihrt. Insbeson-
dere wurde betrachtet, wie die Felder gemaf} des penalization-Ansatzes innerhalb der
maskierten Regionen gedimpft werden; die Groflenordnungen der geddmpften Felder
wurden durch Literaturangaben bestitigt. Des Weiteren wurde die Auflosung der Fel-
der durch das diskrete Gitter der Numerik niher untersucht. Dazu wurde ein auf die
Kolmogorov-Linge aufbauendes Auflosungskriterium definiert und es wurde sicherge-
stellt, dass dieses Kriterium sowohl im zeitlichen Verlauf als auch in allen Bereichen des
Fluids stets erfiillt ist. Dabei zeigte sich, dass besonderes Augenmerk auf die Auflosung
der Grenzschichten gerichtet werden muss, da hier das Auflosungskriterium am ehesten
verletzt wird. Schliellich wurden die Bedingungen, die das Geschwindigkeitsfeld an 7o
slip- und spannungsfreien Rindern erfiillen muss, im laminaren Regime untersucht und
bestitigt.

Die bisherigen Untersuchungen bezogen sich auf Simulationen, bei denen in horizon-
taler Richtung periodische Randbedingungen vorliegen. Jedoch wurde in Kapitel 2| auch
kurz eine Moglichkeit skizziert, mit der wirmeisolierende Seitenwinde simuliert werden
kénnen. In Abschnitt[3.7) wurden als ein proof of principle Visualisierungen von Simulatio-
nen mit solchen 7o flux-Winden gezeigt. Dabei wurde sowohl das turbulente als auch das
laminare Regime gezeigt, wobet sich in letzterem interessante Strukturbildungseffekte
beobachten lieflen. Des Weiteren wurde die Moglichkeit der Simulation ausgefallener
Geometrien am Beispiel eines elliptischen Zylinders gezeigt.

An dieser Stelle sei nochmal explizit auf die Videos der beiliegenden DVD hingewiesen.
Im Laufe dieser Diplomarbeit hat sich die Betrachtung von Visualisierungen und der in
ithnen zu findenden Details als auflerordentlich hilfreich und intuitionsbildend erwiesen.
Zusammen mit den vielen Darstellungen sollte dieses Kapitel damit einen ersten Einblick
in das Rayleigh-Bénard-System vermitteln und auf die tiefergehenden theoretischen
Ansitze des folgenden Kapitels vorbereiten.
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4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen und
Entwicklungsgleichungen

Statistical thinking will one day
be as necessary for efficient
citizenship as the ability to
read or write.

(H. G. Wells, 1954)

In diesem Kapitel wird eine Entwicklungsgleichung fiir die Verbundwahrscheinlich-
keitsverteilung von Temperatur und Geschwindigkeit hergeleitet und diskutiert. Dazu
benutzen wir ein Konzept, das in den 1960er Jahren fiir die Geschwindigkeits-PDF
der Navier-Stokes-Gleichung erarbeitet wurde, und erweitern es auf unsere Oberbeck-
Boussinesq-Gleichungen. Die Ergebnisse dieses Kapitels sind in Zusammenarbeit mit
Michael Wilczek entstanden und in [LWF11]] veroffentlicht worden.

4.1 Einfiihrung

Die Grundziige des Verfahrens, das in diesem Kapitel benutzt werden soll, gehen auf drei
Veroffentlichungen von T. S. Lundgren [Lun67]], A. S. Monin [Moné7] und E. A. No-
vikov [Nov68] zuriick, weswegen das Verfahren, wie in [Wil10] vorgeschlagen, als die
LMN-Hierarchie bezeichnet werden soll. Innerhalb dieser Methode wird eine Entwick-
lungsgleichung, also eine partielle Differentialgleichung, fiir eine Einpunkt-PDF direkt
aus den Grundgleichungen hergeleitet. Diese Gleichung enthilt ungeschlossene Terme,
d. h. Terme, die man a priori nicht berechnen kann. Gemifl des Hierarchie-Gedankens
kann man diese Terme behandeln, indem man sie durch eine Kopplung an die Zweipunkt-
PDF ausdriickt; dadurch erhilt man jedoch auch eine Entwicklungsgleichung fiir diese
Zweipunkt-PDF, die wiederum ungeschlossene Terme enthilt. Diese ungeschlossenen
Terme behandelt man iiber die Dreipunkt-PDF und erhilt so eine weitere Entwicklungs-
gleichung fiir diese Dreipunkt-PDF, etc. Diese Hierarchie von Entwicklungsgleichungen
von Mehrpunkt-PDFs setzt sich beliebig weit fort.

Unser Ansatz besteht nun darin, diese unendliche Hierarchie auf einer beliebigen Stufe
abzubrechen, indem die ungeschlossenen Terme durch bedingte Mittelwerte ausgedriickt
werden. Diese bedingten Mittelwerte sind zwar immer noch ungeschlossen, d. h. man
kann sie nicht direkt durch Kenntnis der Grundgleichungen ausdriicken. Jedoch kann
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man bedingte Mittelwerte leicht mittels DNS bestimmen, wofiir wir den in Kapitel [2| ent-
wickelten Simulationscode benutzen. Dieser Ansatz ist in [WFQ9] fiir die Vortizitits-PDF
und in [WDF10] fiir die Geschwindigkeits-PDF der Navier-Stokes-Gleichung benutzt
worden und soll hier auf die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen ausgeweitet werden.

Das Kapitel ist folgendermaflen aufgebaut: Zunichst wird in Abschnitt|4.2|die Entwick-
lungsgleichung der Verbundwahrscheinlichkeitsverteilung hergeleitet, deren Komplexitit
dann durch statistische Symmetrien reduziert wird. Dieses volle Problem der Verbund-
PDF wird dann weiter heruntergebrochen auf die Temperatur-PDF, die in Abschnitt
behandelt wird. Dort werden die Temperatur-PDF und die bedingten Mittelwerte aus der
Numerik extrahiert und diskutiert, und es wird ein Weg gezeigt, die Entwicklungsglei-
chung der Temperatur-PDF zu 1sen. In Abschnitt[4.4 werden kurz einige Verkniipfungen
zum Wirmetransport und zu anderen in der Literatur zu findenden Methoden dargestellt.
In Abschnitt 4.5 wird schliefllich eine Zusammenfassung gegeben.

4.2 Eine Entwicklungsgleichung fiir die
Verbundwahrscheinlichkeitsverteilung

Wir mochten eine Entwicklungsgleichung fiir die Verbundwahrscheinlichkeit (7, v;x,t)
herleiten. Diese PDF f(7,v;x,t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der man zum
Zeitpunkt ¢ am Ort x die Temperatur 7 und die Geschwindigkeit v vorfindet. Die
Notation deutet dabei einen Unterschied zwischen den Ereignisraum- oder sample space-
Variablen v und v und den Koordinaten x und ¢ an - die PDF ist beziiglich 7 und v
normiert, also f dr &% f(r,v;x,t) =1, wihrend die Koordinaten nur Parameter sind.
Die PDF f(7,v;x,t) lasst sich als ein Mittel {iber die sogenannte feinkdrnige Verteilung

~

f(r,v5%,0)=8 (17— T(x,t)) & (v —u(x,r)) 4.1)

erhalten. Dabei sind 7'(x, ¢) und u(x,t) einzelne Realisierungen des Temperatur- und
Geschwindigkeitsfeldes. Damit kann man die feinkornige Verteilungsfunktion f als

die Wahrscheinlichkeit einer speziellen Realisierung der Felder verstehen: f(,v;x,t)
gibt die Wahrscheinlichkeit an, am Ort x zur Zeit ¢ die Temperatur 7(x,¢) und die
Geschwindigkeit #(x, ¢) vorzufinden.

Zur vollen Wahrscheinlichkeitsverteilung f* gelangt man, indem man {iber alle mog-
lichen Realisierungen des Temperatur- und Geschwindigkeitsfeldes mittelt, also das
Ensemble-Mittel (-) der feinkornigen Verteilung berechnet:

f(r,vsx,t)=(f(r,v5x,8)) = (8 (t = T(x,1)) 8 (v — u(x,1))) (4.2)

Dies ist eine Definition der PDF, mit der wir gut umgehen konnen, da sie die tat-
sachlichen Realisierungen 7T'(x,t) und u(x,t) enthilt, die den Oberbeck-Boussinesg-
Grundgleichungen gehorchen.
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4.2 Eine Entwicklungsgleichung fiir die Verbundwahrscheinlichkeitsverteilung

4.2.1 Ableitungen der feinkornigen Verteilung

Als nichsten Schritt mochten wir die Verteilungsfunktionen so bearbeiten, dass man die
Grundgleichungen einsetzen kann. Dazu berechnen wir zunichst den Gradienten der
feinkérnigen Verteilung, der in Indexschreibweise

gxl‘ ;

d IT(x,t) ~ Ju(x,t) ~
_[5 ax; SV ax; f]

%f: 8 (v —u(x, t))iS(T —T(x,t)) +8(r—T(x, t))%é\(fv —u(x,r)) (4.3a)

(4.3b)

lautet. Dabei wurde fiir die zweite Gleichheit die Kettenregel der Differentiation und
die Tatsache ausgenutzt, dass die sample space-Variablen 7, v nicht von x; und die Reali-
sierungen 7, u nicht von den sample space-Variablen abhingen, was ein Umsortieren der
Terme erlaubt. Zu beachten ist also, dass die Ableitungen nach x; auf die Realisierung

wirken, wihrend die Ableitungen nach den sample space-Variablen auf ]? wirken. Eine
vollig analoge Rechnung ergibt die zeitliche Ableitung der feinkdrnigen Verteilung als

i/\__ [EQT(x,t)A v 'ﬁu(x,t)]?:|

2/ T Tt T4 *4)

Da keine Verwechslungen zu befiirchten sind, werden im Folgenden die Abhingigkeiten
der verschiedenen Funktionen ausgelassen.

Multiplizieren wir den Gradienten mit #;, beachten die Einstein’sche Summen-
konvention und addieren die zeitliche Ableitung (4.4), erhalten wir fiir die feinkdrnige
Verteilung die Bewegungsgleichung

e i A TR L 45
Ef+u- f=- o E+u~ f+Vv,- E+u~ u)f (4.5a)
J ~ .
=— |:—ATf+Vv -(=Vp +PrAu+PrRa Tez)f] . (4.5b)
T

Dabei wurden im zweiten Schritt die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen eingesetzt,
da die Terme in runden Klammern in genau den Linke-Hand-Seiten dieser Gleichun-
gen entsprechen - bei 7 und # handelt es sich ja um Realisierungen der Felder, die den
Grundgleichungen gehorchen sollen. Wir haben die entdimensionalisierten Versionen
der Gleichungen benutzt, weil diese kompakter aufzuschreiben sind; eine Umrechnung
zwischen den verschiedenen Versionen stellt durch die Uberlegungen in Abschnitt
keine Schwierigkeit dar. Wir haben nun also ausgehend von den Grundgleichungen eine
Entwicklungsgleichung fiir die feinkdrnige Verteilungsfunktion abgeleitet.

97



4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Entwicklungsgleichungen

4.2.2 Ensemble-Mittel der feinkornigen Verteilung: Das
SchlieBungsproblem

Um zu einer Entwicklungsgleichung fiir die volle PDF f zu gelangen, miissen wir nun

das Ensemble-Mittel der Entwicklungsgleichung der feinkérnigen Verteilung ]?
berechnen:

A~ ~

%f—l—v V= —;(ATf> —V, - ((=Vp+PrAu+PrRaTe,)f)  (4.6)

Dabei wurde ausgenutzt, dass das Ensemble-Mittel eine lineare Operation ist und mit
den zeitlichen und riumlichen Ableitungen und den Ableitungen nach den sample space-

A~

Variablen vertauscht. Des Weiteren konnte das Ensemble-Mittel (# -V /') des advektiven
Terms wegen der Inkompressibilitit des Geschwindigkeitsfeldes # und der Siebeigen-

schaffl] der 8-Funktion als v - V£ geschrieben werden:

(u-Vf)=(V-(uf)) = (V-(of))

~ ~

=(v-Vf)=0-V(f)=v-Vf 47)

In tritt nun das sogenannte SchliefSungsproblem zu Tage, da die verbleibenden
Ensemble-Mittelwerte nicht als eine Funktion rein von 7 und v ausgedriickt werden
konnen. Diese Terme sind somit u#ngeschlossen, da man sie nicht aus dieser Gleichung
allein bestimmen kann; zu ihrer Behandlung muss man also zusitzlichen input in die
Gleichung hineingeben. Diese ungeschlossenen Terme kann man auf verschiedene Weisen

behandeln.

Die LMN-Hierarchie

Der Hierarchie-Ansatz, der in den urspriinglichen Arbeiten zur sog. LMN-Hierarchie
[Cun67, Mon67), Nov68]] benutzt wurde, behandelt die ungeschlossenen Terme, indem
sie durch eine Kopplung an die Zweipunkt-PD 1, ausgedriickt werden. Bei Kenntnis
von f, hat man damit die ungeschlossenen Terme in geschlossenﬂ

Um allerdings £, bestimmen zu konnen, muss fiir die Zweipunkt-PDF eine weitere

Entwicklungsgleichung der Form % Ltv-Vy, h+v,-V,, f,=... gelost werden. Diese

Entwicklungsgleichung enthilt wiederum ungeschlossene Terme der Form (- E ), die

sich durch eine Kopplung an die Dreipunkt-PDF f; behandeln lassen, was eine weitere

'Die Siebeigenschaft der §-Funktion lautet allgemein g(x)8 (x —a) = g(a) & (x —a).

Die Zweipunkt-PDF f, = fo(7,,v,, T, U3 %1, X,, t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, an zwei verschiedenen
Orten x,, jeweils die Temperaturen 7, , und die Geschwindigkeiten v, , zu finden.

3Eine exakte Berechnung dieser Terme wiirde hier den Rahmen sprengen und soll deshalb nicht durchge-
fiihrt werden; in [Da109] wurde beispielsweise fiir die Navier-Stokes-Gleichung die Kopplung des Terms

~

(—=Vpf) an die Zweipunkt-PDF berechnet.

98



4.2 Eine Entwicklungsgleichung fiir die Verbundwahrscheinlichkeitsverteilung

Entwicklungsgleichung fiir f; nétig macht, etc. Es zeigt sich allgemein, dass sich die
ungeschlossene Entwicklungsgleichung der #-Punkt-PDF f, durch eine Kopplung an die
n + 1-Punkt-PDF f, ., sowie durch Einfithrung einer Entwicklungsgleichung fir f,
behandeln ldsst. Man erhalt also eine unendliche Hierarchie von Mehrpunkt-PDFs und
der zugehorigen Gleichungen.

Es ist natiirlich unmdglich, diese Hierarchie von unendlich vielen Gleichungen zu
16sen. Eine Moglichkeit, diese Hierarchie naherungsweise zu behandeln, ist es, auf einer
beliebigen Ebene der Hierarchie die ungeschlossenen Terme durch geeignete Ansitze
zu modellieren und damit zu schlieflen, wie z. B. von Pope durchgefiihrt [Pop84]]. Wir
verfolgen jedoch den Ansatz, die ungeschlossenen Terme durch bedingte Mittelwerte
auszudriicken und diese aus DNS-Daten zu bestimmen, da wir so im Gegensatz zum
Modellieren nicht auf Niherungen angeweisen sind.

4.2.3 Einfithrung von bedingten Mittelwerten
Man kann die in verbleibenden Ensemble-Mittel durch bedingte Mittelwerte aus-

~

driicken. Allgemein kann man einen Mittelwert der Form (A f') fiir eine beliebige Grofle
A gemifd

(Af) :fdAJde%t gAT,u)AS(t—T)S (v —u) (4.8a)
_ e g(A,T,v)
_fdAg(A,T,v)A_f( , )JdA—f(T,v) A (4.8b)
:f(T,v)fdAp(Ah,v)A = <A|T,’U>f(T,’U) (4.8¢)

in einen bedingten Mittelwert umformulieren; dabei ist g(A, T,u) die Verbundwahr-
scheinlichkeit von A, 7" und #, und p(A|7,v) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass A
unter der Voraussetzung von 7, v eintritt. Die Abhingigkeit der verschiedenen Grofien
von den Koordinaten x, ¢ wurde hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit unterdriickt.
Damit kann man die ungeschlossenen Terme in durch die bedingten Mittelwerte

(ATf) = (AT|z,0,x,1)f (4.92)

(=Vpf) = (=Vp|r, 0,%,t) f (4.9b)
(Auf) = (Au|r,v,x, t)f (4.9¢)

(TFY=(T|r,v,x,t)f =<f .9d)

~

ausdriicken, wobei zu beachten ist, dass man <T f ) exakt berechnen kann und dass
alle bedingten Mittelwerte zusitzlich vom Ort x und von der Zeit ¢ abhingen. Die

Abhingigkeiten von f = f(7,v;x,t) und analog ]? wurden dabei ausgelassen.
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Setzen wir diese bedingten Mittelwerte in ein, kénnen wir schlieffllich die Ent-
wicklungsgleichung der Einpunkt-PDF als

d _d AT
oS+ V=== [(AT|zv.x0)f ]
~V,- [((-Vph,v,x,t)+Pr(Au|T,v,x,t)+PrRaTeZ)f] (4.10)

angeben. Die Entwicklungsgleichung enthilt drei ungeschlossene Terme in Form von
bedingten Mittelwerten. Diese Mittelwerte hingen wie die PDF auch von insgesamt acht
Variablen ab, was es sehr schwierig macht, sie mittels DNS zu bestimmen; die benétigte
Datenmenge zum Schitzen der Mittelwerte steigt exponentiell mit der Anzahl der Varia-
blen, von denen die Mittelwerte abhingen. Deswegen muss die Entwicklungsgleichung
zunichst noch weiter bearbeitet werden, um sie fiir die Numerik zuginglich zu machen.

4.2.4 Statistische Symmetrien

Die Stromungkonfiguration, fiir die wir uns interessieren, unterliegt gewissen Symmetrien.
Diese Symmetrien gelten dabei im statistischen Sinne, d. h. eine einzelne Realisierung der
Felder T'(x,t) und u(x,t) wird diese Symmetrien nicht aufweisen; sie gelten vielmehr nur
im Ensemble-Mittel. Diese Symmetrien wollen wir nun nutzen, um gemittelte Groflen
vereinfachen zu konnen.

Unser System weist eine ausgezeichnete Richtung aus, nimlich die vertikale e -Rich-
tung; die horizontalen Richtungen sind gleichberechtigt. Das bedeutet, dass wir in hori-
zontalen Ebenen Homogenitit und Isotropie ausnutzen konnen. Gleichzeitig interessie-
ren wir uns fiir die statistisch stationire Situation, in der alle Zeitpunkte gleichberechtigt
sind. Im folgenden Abschnitt wollen wir uns anschauen, wie sich diese drei Symmetrien
auf eine beliebige gemittelte vektorielle Grofle a(v, x, t) auswirken, die von Geschwin-
digkeit, Position und Zeit abhingt.

Homogenitat

Homogenitdt in horizontalen Ebenen bedeutet, dass Groflen sich bei Translation in
horizontaler Richtung nicht andern; bei Einpunkt-Groflen, wie sie bei uns vorliegen,
heifit das, dass sie nicht von den horizontalen Koordinaten abhingen kdnnen, also gilt

a(v,x,t)=a(v,z,t) . (4.11)

Isotropie

Eine Grofie ist isotrop in horizontalen Ebenen, wenn sie invariant unter Drehungen
in der Ebene ist; alle Richtungen in der horizontalen Ebene sind gleichberechtigt. Fiir
skalare Groflen bedeutet das, dass sie nur vom Betrag, nicht aber von der Richtung der
horizontalen Geschwindigkeitskomponente abhingen konnen; die Abhingigkeit von der
Geschwindigkeit in vertikaler z-Richtung bleibt erhalten.
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Eine vektorielle Grofle wie a, die isotrop beziiglich der horizontalen Richtungen sein
soll und von der Geschwindigkeit abhingt, lasst sich als

a(v,z,t)=a(v),v,,z,t) (4.12)

schreiben (vgl. z. B. [Bat93, S. 43]), wobei v, und v, die Geschwindigkeitskomponenten
in horizontaler und vertikaler Richtung sind. Der dreikomponentige Vektor @ kann dann
in Richtung der aus dem Geschwindigkeitsvektor v gebildeten Einheitsvektoren ©,, o,
und ¥, = 0, X 0, also in horizontale, vertikale und azimutale Richtung zeigen. Der
Vektor a lisst sich damit in der Form

a(v),0,,2,t) = ay(0), 0,5 2,8) 0 + a,(0),9,,2,8) 0, + a,(v),0,,2,1)0 (4.13)

4

schreiben, wobei die horizontale, vertikale und azimutale Komponente (hier mit 4,
a, und a, bezeichnet) wegen der Orthogonalitit der obigen Einheitsvektoren durch
Projektion auf die jeweilige Richtung erhalten werden kann.

Stationaritat

Bei Stationaritit sind Groflen invariant unter Zeittranslation. Werden wie bei uns die
Groflen nur an einem Zeitpunkt betrachtet, hingen sie also nicht von der Zeit ab, da alle
Zeitpunkte dquivalent sind; der Vektor a vereinfacht sich somit weiter zu

a(vy,v,,z,t)=a(v),v,,z) . (4.14)

Anwendung auf bedingte Mittelwerte und PDF

Wendet man diese drei statistischen Symmetrien auf die bedingten Mittelwerte (4.9) an,
vereinfachen sie sich durch die Ausnutzung von Stationaritit, Homogenitit und Isotropie
schrittweise zu

(=Vp

T,v,x,t>:<—Vp|T,v,x> (4.152)
= (~Vp|r,0,2) (4.15b)
—I:th 'VPIT,?)h,vz,Z>‘Z}h + (—I:tz 'VP|T,‘Ub,‘UZ,Z>‘f)Z

={
+<—it¢~Vp|T,fvb,fvz,Z>73 (4.15¢)

4

hier am Beispiel des Druckgradienten (also einer vektoriellen Grofle) gezeigt. Im letzten
Schritt wurden die einzelnen Komponenten durch Projektion auf die Einheitsvektoren
bestimmt; aufgrund der Definition der bedingten Mittelwerte und der Siebeigenschaft der
&-Funktion kann des Weiteren der Einheitsvektor @, als #,, in den bedingten Mittelwert

hineingezogen werden, #,, #,, analog.
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Fiir die restlichen bedingten Mittelwerte ergeben sich mit der Abkiirzung x=1,v,,v,,2
die Ausdriicke

<AT|T,‘U}],‘UZ,Z> =:0(7,v),v,,2) (4.16a)
(—Vp|1’,vh,’uz,z> :( ny, - Vp| >7§ <—itZ-Vp|*>€)Z + <—ﬁ¢-VpI*>@¢
= II,(x)0, + IL(x)o, + H;a(*ﬁ% (4.16b)
( v,,z) = (ﬁh~Aul*>@h + (itz-Au|*>'?)Z + <ﬁ¢-Aul*)@¢
= Ay(x) D), + A,(x)D, + Agg(*)f?;(p , (4.16¢)

wobei die Abkiirzungen © sowie I, , , und A, ; fiir die bedingten Mittelwerte bzw.
deren horizontale, vertikale und azimutale Komponenten eingefithrt wurden.

Auf die Verbund-PDF f(r,v;x,t) als gemittelte Grofle kann man natiirlich die glei-
chen Symmetrieiiberlegungen anwenden. Geht man zunichst von der PDF g(v) der
vollen Geschwindigkeit zur PDF g(v),,v,) der Komponenten iiber, hingen diese gemif3

g(vy,v,) =2mv;,8(v) (4.17)

zusammen, was man sich z. B. durch den Vergleich zu Zylinderkoordinaten leicht klar ma-
chen kann. Des Weiteren bleibt fiir die Verbund-PDF von der Orts- und Zeitabhingigkeit
nur die z-Abhingigkeit erhalten. Wir erhalten also

f(T v,,0,;2) =270, f (T,v;x,t) (4.18)

als die Verbund-PDF der Temperatur und der Geschwindigkeitskomponenten. Durch
Ausnutzung der statistischen Symmetrien hingen die bedingten Mittelwerte und die PDF
nur noch von vier statt von acht Variablen ab.

Die Entwicklungsgleichung unter statistischen Symmetrien

Da die PDF und die bedingten Mittelwerte nur noch von 7, v, v, und z abhingen,
fallen viele Terme in der bisherigen Bewegungsgleichung (4.10) der PDF weg. Auf der
linken Seite verschwindet zunichst die Zeitableitung % f, und vom advektiven Term

v -V bleibt nur der z-Anteil v, a% f iibrig. Ersetzt man gemif} die PDF f durch

f und formuliert die Divergenz beziiglich v in Zylinderkoordinaten, erhilt man nach

einigen trivialen Umformungsschritten die Entwicklungsgleichung von f:

d ~ Jdr ~ J ~
vzzf:—z [@f} —PrRara—%f
- g%} [(Hb+PrAh)f] — % [(Hz+PrAZ)f~] (4.19)
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4.3 Die Temperatur-PDF

Die bedingten Mittelwerte konnen zwar in azimutale Richtung zeigen, hingen aber nicht
von der azimutalen Geschwindigkeit v, ab (vgl. (4.16)); deswegen fallen alle azimutalen
Terme bei der Divergenzbildung beziiglich v weg.

An den Rindern des Fluidvolumens (im entdimensionalisierten Fall also bei z =0 und
z = 1) sind sowohl Temperatur als auch Geschwindigkeit fest vorgegeben, was sich in den
Randwerten

F(t,0,0,32=0) =8 (r = 1/2) 8 (v}) 8 (2,) (4.20a)
F(ry0,,0,52=1) =8 (r+1/2) 8 (v}) 8 (2,) (4.20b)

der PDF widerspiegelt. Es sei hier betont, dass in der Herleitung keine Niherungen
gemacht wurden und dass die obigen Gleichungen unter der Voraussetzung der geforder-
ten Symmetrien exakt sind. Bei gegebenen Ausdriicken fiir die bedingten Mittelwerte

hitten wir nun also eine Gleichung, die die Form unserer Verbundverteilungsfunktion ]7
vollstindig bestimmt.

Leider kann man a priori nicht sagen, wie die bedingten Mittelwerte aussehen, da es
sich bei ithnen wie oben besprochen um ungeschlossene Terme handelt. Wir sind also
darauf angewiesen, die Form der Mittelwerte entweder zu modellieren oder durch DNS-
Daten zu schitzen, wobei wir letzteren Ansatz verfolgen. Durch Symmetrieiiberlegungen
konnten wir zwar die Abhingigkeiten der statistischen Groflen von acht auf vier Variablen
reduzieren, was allerdings nichts am Grundproblem dndert, dass man zum verlisslichen
Schitzen dieser hochdimensionalen Grofien immense Datenmengen bendtigt. Deswegen
werden wir zunichst die Problemstellung weiter vereinfachen, um sie fiir die Numerik
zuginglich zu machen.

4.3 Die Temperatur-PDF

Im Folgenden werden wir unsere Aufmerksamkeit auf die Verteilungstunktion der Tempe-
ratur und die dazugehorige Entwicklungsgleichung richten. Wie sich zeigen wird, werden
viele Eigenschaften von Rayleigh-Bénard-Konvektion schon durch diese Gleichung hin-
reichend beschrieben, und die verringerte Dimensionalitit des Problems ermdglicht die
Bestimmung der ungeschlossenen Terme durch die Numerik.

4.3.1 Entwicklungsgleichung der Temperatur-PDF

Die PDF der Temperatur ist schon in der Verbund-PDF von Temperatur und Geschwin-
digkeit enthalten; man gelangt zur Temperatur-PDF, indem man den Geschwindigkeits-
anteil ,ausintegriert“. Die Temperatur-PDF unterliegt dabei den gleichen Symmetrieiiber-
legungen, sodass wir

h(t;z)= Jd%f(r,v;z) = Jdvb do, f(f,vh,'uz;z) (4.21)
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4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Entwicklungsgleichungen

als die Verteilungstunktion der Temperatur erhalten. Dabei spielt es keine Rolle, ob 5 aus

/ oder ]7 erhalten wird.

Integriert man die bisherige Bewegungsgleichung (4.19) fiir ]7 tiber die Geschwindigkei-
ten und fithrt die bedingt gemittelte z-Geschwindigkeit ein, erhilt man die Bewegungs-

gleichung p 5
Z[(Mzh,z)h] == [(ar

fir die Temperatur-PDF h(7;z). Da die Rechnung etwas langlich ist, ist es alternativ auch
moglich, die in Abschnitt[4.2| durchgefiihrte Herleitung fiir die feinkdrnige Temperatur-

T, z)/o] 4.22)

verteilung h(7;x,¢) =8 (t — T(x,t)) zu wiederholen.

Die Temperatur-PDF wird also durch die bedingt gemittelte vertikale Geschwindigkeit
und die bedingt gemittelte Warmediffusion bestimmt. Analog zu miissen am Rand
die Werte h(t;z=0)= & (t —1/2) und h(t;2=1)= & (v +1/2) angenommen werden.
Aus der Numerik bestimmte Messwerte werden im folgenden Abschnitt [4.3.2] vorgestellt.

Losen wir uns aber zunichst etwas von den theoretischen Herleitungen und betrachten
die beiden verbleibenden Mittelwerte (u,|r,2) und (AT|r,z) mit physikalischer Intui-
tion. Denken wir an turbulente Konvektion, die durch Auftriebskrifte angetrieben wird,
kénnen wir bestimmte Merkmale von diesen beiden Mittelwerten erwarten: Die bedingt
gemittelte vertikale Geschwindigkeit sollte positiv mit der Temperatur korreliert sein, was
der natiirlich wohlbekannten Tatsache entspricht, dass heifSes Fluid aufsteigt und kaltes
Fluid herabsinkt. Des Weiteren sollten die Berandungen des Fluids bei z 2 0und z < 1
durch eine verschwindende vertikale Geschwindigkeit erkennbar sein, da die Ridnder
tiir das Fluid undurchdringlich sind. Der Betrag des Warmediffusionsterms (AT|T, z)
sollte am Rand am grofiten sein, da er mit einer zweiten Ableitung verkniipft ist und da
sich am Rand die Temperatur von fester Wand- auf fluktuierende Fluidtemperatur stark
andert. Im nichsten Abschnitt werden diese Groflen anhand von numerisch bestimmten
Ergebnissen untersucht.

4.3.2 Aus DNS bestimmte Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die bedingten Mittelwerte und die Temperatur-PDF aus DNS-
Daten bestimmt und diskutiert. Es werden dazu die Daten der Simulation ra2e7_gamma4
benutzt, deren genaue Parameter in Abschnitt[A.1]dargestellt werden; die dimensionslo-
sen Parameter betragen Ra = 2.44.10”, Pr=1 und I' = 4, und die Nusselt-Zahl wird zu
Nu =20.22 bestimmt.

Gemif} der Herleitungen in den vorherigen Abschnitten stellen sich die gemittelten Gro-
fen als Ensemble-Mittelungen iiber alle moglichen Realisierungen der Geschwindigkeits-
und Temperaturfelder dar. Dieses Ensemble-Mittel ist natiirlich in der Praxis nicht aus-
fihrbar, da die Menge der moglichen Realisierungen iiberabzdhlbar und somit nicht

durch DNS-Daten abdeckbar ist. Deswegen wird das Mittel tiber das volle Ensemble
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4.3 Die Temperatur-PDF

durch ein kombiniertes Volumen- und Zeitmittel {iber eine endliche Teilmenge aller
Ensemble-Mitglieder ersetzt: Aus Homogenititsgriinden konnen wir tiber horizontale
Ebenen, und wegen der Stationaritit gleichzeitig iiber mehrere Zeitschritte mitteln. Wir
nehmen dabei implizit an, dass wir es mit einem ergodischen System zu tun haben.

Die hier benutzten Daten der Simulation ra2e7_gamma4 bestehen aus 571 statistisch
unabhingigen ,,Schnappschiissen® der Felder, vgl. Tabelle[A.3] Die PDF und die bedingten
Mittelwerte werden geschitzt, indem die DNS-Daten z-aufgeldst gebinnt werden, d. h.
alle Datenpunkte einer z-Ebene werden beziiglich der zugehorigen Temperaturwerte T
in Klassen (engl. bins) zerlegt. Die v-Richtung wird mit 400 bins aufgelost.

Aus DNS bestimmte Temperatur-PDF

In Abbildung[4.1)ist ein Farbdiagramm der Temperatur-PDF A(; z) gezeigt. Die schwarze
Linie entspricht dem z-abhingigen Mittelwert

(T),= Jdr th(t;z) (4.23)

1
und die graue Linie steht fiir die Standardabweichung <(T —(T) A)2>1:2’ die ebenfalls

von z abhingt. Der z-aufgeloste Mittelwert und die Standardabweichung wurden bereits
in Abschnitt [3.3| gezeigt. Die horizontalen gestrichelten Linien im Farbplot stehen fiir
Schnitte durch die PDF in 7-Richtung bei festen Werten von z € {8,28,48 ,1/4,1/2}.
Dabei ist 8 = ﬁ die Dicke der thermischen Grenzschicht, vgl. z. B. [ES08]. Die
eindimensionalen Temperatur-PDFs fiir diese festen z-Werte werden in Abbildung[4.2]
gezeigt.

Im Farbdiagramm kann man sehr schon sehen, wie sich die PDF innerhalb der Grenz-
schicht von einer 8-Funktion am Rand auf eine Verteilung mit breiteren Fliigeln im sog.
bulk (engl. fir Hauptteil, Masse) ausbreitet. ,,Grenzschicht“ und ,,bulk* sind dabei etwas
lose definierte Begrifflichkeiten, die die unterschiedlichen Regionen am Rand und in der
Mitte des Fluids beschreiben; der Ubergang zwischen den beiden Gebieten findet etwa
im Bereich 8 < z <48 statt. Neben den Fliigeln der PDF ist ein weiteres deutliches
Merkmal der ,Hocker in der Nihe der © = O-Linie, gut durch den rotlichen Kern im
Farbdiagramm und in der Linien-Darstellung in Abbildung[4.2)zu erkennen. Es dringt
sich die Vermutung auf, dass zwei verschiedene dynamische Effekte der Stromung fiir die-
se Form verantwortlich sind, z. B. dass der Hocker bei 7 & 0 durch das ,Hintergrundfeld®
mittlerer Temperatur entsteht, und dass die Fliigel fiir grofie |T| von seltenen Ereignissen
herriihren, bei denen Fluid transportiert wird, das viel heifler bzw. kalter als das umgeben-
de Fluid ist (sog. plumes). Diese Vermutung wird von der Form der PDF in der Nihe der
Rinder (aber noch auf8erhalb der Grenzschichten) unterstiitzt: Bei der PDF fiir z =48,
also an der heiflen Bodenplatte, ist der wahrscheinlichste Temperaturwert (das Maximum
der PDF) etwas zu niedrigeren Temperaturen verschoben, wihrend es einen breiten Fliigel
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10 Abbildung 4.1: Farblich ko-
1 10! dierte, logarithmisch dar-
] gestellte Temperatur-PDF
h(z;z). Die durchgezoge-
{ 107! ne schwarze Linie mar-
: 10-2 kiert den Mittelwert der
1 Temperatur, die graue die
{ 1073 Standardabweichung; die
10—+ gestrichelten Linien sym-
487 C bolisieren Schnitte in -
05 107° Richtung, vgl. Text.
—1/2 —1/4 0 1/4 12 [ra2e7_gamma4]

1 10°

N 12

1/4

Abbildung 4.2: Tempe-
ratur-PDF  h(7;2z) in
logarithmischer Darstel-
lung fiir verschiedene,
feste z-Werte, vgl. Text
und Abbildung Die
obere Abszisse ist durch
die globale Standardab-
weichung der Temperatur,

T = 4/ (T?) v reska-
liert.

[ra2e’7_gammai]

bei hohen Temperaturen gibt. Diese Beobachtung liefie sich so interpretieren, dass sich in
den unteren Regionen des bulks grofitenteils kaltes Fluid sammelt, das fast in Ruhe ist
(vgl. den Bereich von (, |T, z=487) in Abbildung der dem Hocker entspricht),
wihrend sehr heifles Fluid seltener auftritt, weil es wegen der plume-Dynamik schnell
nach oben advektiert wird (#, steigt fiir grofle = rapide an, vgl. Abbildung [4.4). Den
Grund, warum das heifle Fluid groflere Temperaturwerte (bezogen auf den Absolutwert)
als das kalte Fluid annimmt, kann man darin sehen, dass sich das sehr kalte Fluid, das
von der oberen Platte herabsinkt, bereits auf dem Weg nach unten etwas aufgeheizt hat.

In [ESO8]] werden ebenfalls z-aufgeldste Temperatur-PDFs aus DNS-Daten fiir Rayleigh-
Zahlen dhnlich unseren bestimmtﬂ Die PDFs in den verschiedenen Hohen entsprechen

*Eigentlich wird in dieser Referenz nicht die Temperatur betrachtet, sondern die Abweichungen der
Temperatur vom mittleren Temperatur-Profil (7') ,. Dies bedeutet aber nur eine Verschiebung, nicht
eine Anderung der Form der PDFs.
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den von uns beobachteten Formen, insbesondere findet sich auch der charakteristische
Hocker in der Nihe von 7 = 0. Gleichzeitig kann man in dieser Referenz wie auch
in Abschnitt erkennen, dass die PDF mit steigender Rayleigh-Zahl eine exponen-
tiellere Form bekommt, bei der der Hocker immer weniger ausgeprigt erscheint; fiir
die extremen Rayleigh-Zahlen von Ra = 5.8-10* in lasst sich tiberhaupt kein
Hocker mehr erkennen, und die gesamte PDF zeigt ein exponentielles Verhalten. An
obige Interpretationen ankniipfend legt das die Vermutung nahe, dass es fiir steigende
Rayleigh-Zahlen keine Unterscheidung mehr zwischen zwei verschiedenen Einfliissen auf
die Dynamik gibt, sondern dass die Dynamik des Fluids in allen Temperatur-Bereichen
plume-dominiert ist. Jedoch sind diese Interpretationen mit Vorsicht zu genieflen, da sie
sich hier nur schlecht quantitativ iberpriifen lassen.

1500
Abbildung 4.3: Farbliche

1000 .
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Die beiden aus der Numerik bestimmten bedingten Mittelwerte

Analog zur Darstellung der Temperatur-PDF ist in Abbildung|4.3|die bedingt gemittelte
vertikale Geschwindigkeit <MZ|T, z) in einem Farbplot gezeigt. Die gestrichelten Linien
entsprechen Schnitten bei festen z-Werten, die in Abbildung[4.4| dargestellt sind.

In den Graphen lassen sich die intuitiv erwarteten Merkmale wiederfinden. Die beding-
te Geschwindigkeit ist grof} (klein) fiir heifSes (kaltes) Fluid, und die 7o slip-Rinder zeigen
sich dadurch, dass fiir z 2 0 und z < 1 die Geschwindigkeit <u2|7,2> ~ 0 ist. In der
Farbdarstellung sieht man zusitzlich nahe der = = O-Linie einen Streifen verschwindender
Geschwindigkeit, der mit dem rétlichen Kern der Temperatur-PDF aus Abbildung[4.1}
also mit der wahrscheinlichsten Temperatur, zusammenfillt. Die Interpretation ist, dass
Teile des Fluids, die die gleiche mittlere Temperatur haben wie das umgebende Fluid,

1 !!750
1% Abbildung 4.5:  Farbliche
L1 250 Darstellung des beding-
ten  Wirmediffusions-
N2 e S o 0 terms (AT|T,Z>. Auch
950 hier wurde wegen des
14 symmetrischen bedingten
—500 Mittelwertes eine um 0
4387 zentrierte  Farbpalette
0 = =750 gewihlt.
=12 —1/4 0 1/ 12 [ral2e7_gamma4]
Abbildung 4.6: Der
bedingt gemittelte
Wirmediffusionsterm

<AT|T,Z> fiir verschie-
dene Werte von z. Die
Ordinate ist durch die
Entdimensionalisierung

in Einheiten von i—; gege-

ben, vgl. Abschnitt

[ra2e’7_gammai]
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im Mittel keinen Auftrieb erfahren und sich damit auch nicht auf- oder abbewegen.
Weiter auffillig ist der steile Anstieg der Geschwindigkeit fiir hohe Temperaturen nahe
der Grenzschicht (vgl. die Kurven fiir z = 8 und z =28 in Abbildung[4.4), den wir
aufsteigenden plumes zuschreiben. Dies deckt sich mit den Uberlegungen, dass es sich
bei plumes um seltenere Ereignisse handelt, da dort, wo die vertikale Geschwindigkeit
steil ansteigt, die Temperatur-PDF stark abfillt. Es sei hier daran erinnert, dass solche
Interpretationen natiirlich nur in einem gemittelten Sinne zulissig sind, da wir gemittelte
Groflen betrachten.

In den Abbildungen [4.5| und [4.6]ist der bedingte Wirmediffusionsterm (AT|r,z
dargestellt; die Darstellung ist analog zu der von (uzlfr,z> in Abbildung 4.3/ und
gewahlt. Nebenbei bemerkt werden in beiden Darstellungen alle bins gezeigt, in die
mindestens ein Ereignis einsortiert wurde. Uber das dadurch entstehende Rauschen in
den Bereichen, in denen es wenige Ereignisse gibt (also in den Fliigeln der PDF), kann
man ,nach Augenmafl abschitzen, in welchen Bereichen die Statistik konvergiert ist.

Der bedingte Mittelwert (ATlT, z) entspricht der von uns erwarteten Form. Nahe
der Bodenplatte, etwa fiir z < 48, zeigt der bedingt gemittelte Wirmediffusionsterm die
betragsmiflig grofiten Werte; der Term ist dabei positiv fiir mittlere Temperaturen und
negativ fiir hohe Temperaturen, vgl. den roten Streifen bei —1/4 < 7 < 1/4 und den blauen
Bereich fiir = > 1/4 in Abbildung4.5 Die Schnitte in 7-Richtung zeigen einen Uber- und
Unterschwinger nahe 7 = 0, gut zu sehen in der Liniendarstellung in Abbildung
Die genauen Griinde fiir diese charakteristischen Merkmale und die Bedeutung fiir die
Rayleigh-Bénard-Dynamik miissen noch niher untersucht und verstanden werden.

4.3.3 Methode der Charakteristiken

In den vorherigen Abschnitten wurde zunichst die Entwicklungsgleichung fiir
die Temperatur-PDF hergeleitet; die dort in Form der bedingten Mittelwerte <MZ|T, z)
und (AT|T, z) auftretenden ungeschlossenen Terme wurden aus der Numerik bestimmt.
Zusitzlich wurde die Temperatur-PDF direkt aus der Numerik bestimmt, und die spe-
ziellen Formen der verschiedenen Terme wurden auf Merkmale und Strukturen der
Fluidstromung zuriickgefiihrt.

In diesem Abschnitt soll nun die Entwicklungsgleichung der Temperatur-PDF mit
Hilfe der Methode der Charakteristiken weiter analysiert werden. Hierbei handelt es sich
um ein allgemeines Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichungen der Form

(x,2) ’ (x,£)+b(x,1) ’
a(x,t)=—g(x,t X, t)—=—

ox® E
diese Form hat auch unsere Entwicklungsgleichung der Temperatur-PDF. Die Methode
identifiziert Trajektorien im x, r-Phasenraum, entlang derer die partielle in eine gewohn-
liche Differentialgleichung transformiert wird.

(x,t)+c(x,t)g(x,£)=0 3 (4.24)
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Ein einfithrendes Beispiel

Um einen Einblick in dieses Losungsverfahren zu geben, soll es zunichst an einem
einfachen Beispiel demonstriert werden; fiir eine mathematisch exakte Einfithrung sei der
interessierte Leser auf die entsprechende Literatur (z. B. [CH62, Sar03])) verwiesen.

Wir betrachten die Kontinuititsgleichung

d
é’tg

mit der Anfangsbedingung g(x,t=0) = gy(x). Durch Anwenden der Produktregel auf

8% ... sieht man leicht, dass diese partielle Differentialgleichung von der oben geforderten

Form ist:

J =0 4.25
(x,t)+§(xg(x,t)) = (4.25)

d d
Zg(x,t)+x£g(x,t):—g(x,t) (4.26)

Eine charakteristische Kurve (oder einfach Charakteristik) ist nun eine Trajektorie durch
den x, t-Phasenraum, die durch s > 0 parametrisiert ist und entlang derer sich die partielle
DGL in den Variablen x, ¢ in eine gewdhnliche DGL in der Variablen s transformiert.
Diese Trajektorien wollen wir mit (x(s,xp), £(s)) bezeichnen, wobei x, die Anfangsbe-
dingung fiir s = 0 darstellt, also gilt

x(s=0,x0)=x, , t(s=0)=0 . (4.27)

Die Charakteristiken ,starten® damit alle auf der ¢ = 0-Linie. Berechnen wir die totale
s-Ableitung der Funktion g entlang einer Trajektorie,

d (x( )t()_dx8g+dt3g “29)

ds 8\ S)_dsax ds dr ’ '
erhalten wir durch einen Koeffizientenvergleich mit das DGL-System

de dx dg

—_ =1, —=x , —=-g . 4.29
ds ds ds g +29)
Wir haben nun also drei gewohnliche Differentialgleichungen vorliegen; die ersten beiden
DGLen beschreiben die Trajektorien im Phasenraum, also die Charakteristiken, und die
dritte DGL beschreibt, wie sich die Funktion entlang dieser Charakteristiken veriandert.
In diesem Fall lassen sich diese DGLen leicht 1sen:

t(s)=s+1t(s=0) => t
x(s,x9) =x(s=0,x,)- €’ = x(t)
g(s)=g(s=0)-¢™ = glx1)

s (4.30a)
xpe’ (4.30b)
go(xo) €™ = go(xe™) ™ (4.30¢)
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Abbildung 4.7: Einige Cha-
rakteristiken tiir
die Anfangswerte x, €
{1/2,3/2,...} (schwarz ge-
strichelt). Die farbigen Li-
nien und die Symbole auf
den Charakteristiken deu-
ten an, wie eine Anfangs-
bedingung entsprechend
des Terms gy(xe™) ge-
streckt wird, vgl. (#.30d).
Entlang der Charakteris-

: tiken gehorcht g einer ge-
: ' ' wohnlichen DGL
0 5 10 15 . .
und wird exponentiell ge-
X didmpft.

REEEEE R

Abbildung 4.8: Losungen
g(x,t) fiir die Anfangsbe-
(x—4)?

dingung go(x) = e 2
zu verschiedenen Zeiten
t € {0, 1/2, 1}. Die farbi-
gen Symbole entsprechen
denen aus obiger Abbil-
dungf4.7] Die Anfangsbe-
dingung wird im Laufe
der Zeit gestreckt und in
der Amplitude gedampft,

x vgl. (4.300).

Im letzten Schritt in (4.30¢) wurde dabei die Startposition x, der charakteristischen
Kurve durch xe™" ersetzt, da man durch vom Punkt x, ¢ der Trajektorie auf den
Startpunkt x, zurtickschlieflen kann. Dies ist nur moglich, solange die Startposition x,
eindeutig durch die Trajektorie bestimmt ist; sobald sich Charakteristiken also schneiden
oder vereinigen, bricht die Beschreibung zusammenﬂ In diesem Beispiel bleiben die
Charakteristiken jedoch eindeutig, sodass g(x,t) = go(xe™")-e™* fiir alle £ > 0 eine
Losung der partiellen Differentialgleichung ist.

*Dies ist z.B. bei der nichtviskosen Burgersgleichung % g+ g% g = 0 der Fall: Hier entwickelt die
Gleichung Unstetigkeitsstellen (sog. Schocks), wenn die Charakteristiken sich schneiden.
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In Abbildungen 4.7|und 4.8|sind die Charakteristiken (4.30b) und die Losung g(x,t)
2

. . (x=4) . . .
fiir die Anfangsbedingung g,(x) = "7 als Beispiel gezeigt. Man kann erkennen, wie

die Anfangsbedingung in die Breite gezogen und gleichzeitig in der Hohe verringert
wird. Die Dampfung in der Hohe ist nétig, weil die zugrundeliegende DGL
eine Kontinuititsgleichung ist, d. h. das Integral [dx g(x, ¢) muss eine Erhaltungsgrofie
sein. Die farbigen Symbole in den Abbildungen stehen fiir Punkte auf bestimmten
Charakteristiken. An ihnen kann man sehr anschaulich die Wirkungsweise der DGL
bzw. die Beschreibung dieser durch die Methode der Charakteristiken verstehen: Im
zeitlichen Verlauf wandern die Punkte auf den Charakteristiken nach rechts, also wird
die Anfangsbedingung in x-Richtung gestreckt. Gleichzeitig wird die Anfangsbedingung
entlang der Charakteristiken exponentiell gedimpft, d. h. die Hohe der Kurve g(x,¢)
wird verringert, was der Erhaltung des Integrals [dx g(x,t)= const. entspricht.

Die Methode der Charakteristiken ldsst sich natiirlich nicht fiir beliebige Differen-
tialgleichungen der Form so abschlieflend behandeln, wie wir es hier an diesem
Beispiel gezeigt haben. Die Voraussetzung fiir das Gelingen dieser Methode ist, dass man
das entsprechende DGL-System 16sen kann und dass man von einem Punkt x, ¢
einer Charakteristik eindeutig auf den Startpunkt x, dieser Charakteristik zuriickschlie-
8en kann. Dies ist nicht mehr moglich, wenn sich Charakteristiken im Phasenraum
schneiden.

Anwendung der Methode der Charakteristiken auf die Entwicklungsgleichung der
Temperatur-PDF

Die im vorherigen Abschnitt an einem Beispiel gezeigte Methode der Charakteristiken
soll nun auf die Entwicklungsgleichung (4.22) der Temperatur-PDF angewandt werden.
Dazu schreiben wir diese Gleichung zunichst unter Ausnutzung der Produktregel in der
Form

dh dh d %
AT|\t,z)—+(u,|t,2)— =— | =— (AT |71,2) + =—(u,|7, h . 431
(OT[50) 5+ fr) 5 == (5087 e + Sl )b - a0
Die Charakteristiken sind durch s parametrisierte Trajektorien (7(s),z(s)) im ,z-
Phasenraum, und entlang einer solchen Charakteristik berechnet sich die Ableitung der

PDF h(s)=h(7(s); z(s)) als

d _Ohdr Fhdz

£h<T(S);Z(S)> = ZE'FEE

Der Koetfizientenvergleich dieser beiden Gleichungen ergibt nun, dass die Charakteristi-
ken durch die Gleichungen

d e d _ 4.33
ET(S)—( T,2) r=r(s) EZ(S)_<MZ|T’Z> T=1(s) 33)

z=2z(s) z=z(s)

(4.32)
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gegeben sind, wihrend sich entlang einer Charakteristik die PDF gemif}

d J d
alo(s):— <Z< : >+Z<%Z|T,Z>>T:T(S) h(s) (4.34)

z=2(s)
andert. Es ist also darauf zu achten, dass die bedingten Mittelwerte am jeweiligen Punkt
(7(s),z(s)) der Charakteristik ausgewertet werden miissen. Entlang einer Charakteristik
kann die obige DGL fiir 4(s) integriert werden, und man erhilt die Losung

h(s) = h(s,) exp —st<

Diese Gleichung beschreibt die PDF am Punkt (7(s), z(s)), wenn sie sich entlang einer
Charakteristik entwickelt hat, die bei (7(sy), z(sy)) startet.

Die Variable s in der Parametrisierung der Trajektorien hat bisher keine physikalische
Bedeutung. Dies konnen wir aber leicht beheben, wie kurz skizziert werden soll: Wenn
man eine ,kiinstliche® Zeitabhingigkeit h(7;2z) — h(7;z, 1) der Temperatur-PDF wieder-

einfiihrt, erhilt man zum einen den zusitzlichen Term 81: in der Bewegungsgleichung

(#.31) der Temperatur-PDF, zum anderen den Term &* 9}’ dt in der totalen s-Ableitung (4.32)

der Temperatur-PDF A(s). Der Koefﬁzwntenverglelch liefert dann j—[ = 1, was zeigt,

dass die ,unphysikalische“ Variable s nichts anderes als die Zeit des Systems ist. Eine
starke Anderung der Phasenraumposition (7(s), z(s)) mit dem Parameter s entspricht
also einem tatsichlich schnell ablaufenden Prozess.

Der Formalismus der Methode der Charakteristiken hat damit den Vorteil, dass man
die statistischen Groflen physikalisch anschaulich interpretieren kann, da eine Bewegung
entlang einer Charakteristik der gemittelten zeitlichen Entwicklung des physikalischen
Prozesses entspricht. Vergleicht man jedoch die jetzige Situation, also die DGLen
der Charakteristiken und das Integral (4.35), mit dem einfiihrenden Beispiel, stehen wir
vor dem Problem, dass man erstens das Integral f ds ... nicht 16sen kann, und zweitens,
dass man eine Trajektorie nicht bestimmen und somit auch nicht durch ihren Startpunkt
identifizieren kann, weil die auftretenden bedingten Mittelwerte nicht analytisch bekannt
sind. Um die Charakteristiken zu bestimmen, miisste man also die numerisch bestimmten
bedingten Mittelwerte beziiglich s integrieren; dies ist allerdings nicht einfach méglich, da
es sich bei den numerisch bestimmten Mittelwerten um gebinnte Daten handelt, die ein
gewisses Mafy an Rauschen aufweisen. Deswegen ist zunichst nicht zu erwarten, dass man
die numerischen bedingten Mittelwerte zu eindeutigen Trajektorien integrieren kann.
Man konnte zwar versuchen, die Form der bedingten Mittelwerte anhand der numerisch
bestimmten Mittelwerte in den Abbildungen[#.3Jund [4.5|zu modellieren, um dann die
Charakteristiken und das Integral exakt zu berechnen; dies ist aber im Rahmen dieser
Diplomarbeit nicht durchgefiihrt worden.

8
) . 4.35
2+ o= (u| z>> . (4.35)

=z(s)
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Abbildung 4.9: Das Vektorfeld (i—?, %) der Charakteristiken, hinterlegt mit der farbko-
dierten logarithmischen Temperatur-PDF. Das Vektorfeld wurde reskaliert, da hier
nur die relative, nicht aber die absolute Linge der Vektorpfeile von Interesse ist.

[ra2e7_gammad]

Stattdessen wollen wir das Vektorfeld, das die Charakteristiken definiert, niher
betrachten. Dieses Vektorfeld ist in Abbildung [4.9] dargestellt. Die Charakteristiken
sind Kurven, die tangential an dieses Vektorfeld anliegen, weswegen man die Form der
Charakteristiken gut ,nach Augenmaf}“ am Vektorfeld erkennen kann. Verfolgt man das
Vektorfeld, startend z. B. an der unteren Platte, bewegt man sich zuerst in T-Richtung,
was eine Erwirmung des Fluids bedeutet. Ab Temperaturen 7 2 1/4 tritt eine Bewegung
in z-Richtung ein, das Fluid fingt an aufzusteigen. Dieses Aufsteigen ist mit einer leichten
Bewegung in negativer T-Richtung verbunden, d. h. das aufsteigende Fluid kiihlt sich leicht
ab. Der Aufstieg endet an der oberen Platte, wo es eine starke Bewegung in negativer -
Richtung, also eine starke Abkiihlung, gibt. Nun wiederholt sich der Prozess symmetrisch
an der oberen Platte: Fluid kiihlt sich in der Grenzschicht bis = < —1/4 ab und fingt an
abzusinken (verbunden mit einer leichten Erwirmung), bis es an der unteren Platte und
damit am Ausgangspunkt des durch die Charakteristiken gegebenen Zyklus ankommt.
Weiterhin kann man am Vektorfeld der Charakteristiken anschaulich erkennen, dass der
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Abbildung 4.10: Das Vektorfeld (‘31—?, j—?) der Charakteristiken, multipliziert mit der
Temperatur-PDF h(7;z). Dieses Vektorfeld definiert einen Wahrscheinlichkeitsstrom.
[ra2e7_gamma4]

grofite Anteil von Aufheizen und Abkiihlen (also die grofite Bewegung in T-Richtung) in
den Grenzschichten stattfindet, wihrend der grofite Transport in vertikaler Richtung im
bulk geschieht. Auch wenn wir sie nicht abschlieffend bis zu Ende durchrechnen konnen,
erlaubt die Methode der Charakteristiken uns also, den typischen Rayleigh-Bénard-Zyklus
von Erhitzen, Aufsteigen, Herunterkiihlen und Absinken zu rekonstruieren, und stellt
somit eine Verbindung zwischen den physikalischen Mechanismen und der Statistik des
Systems her.

Man muss jedoch beachten, dass eine starke Bewegung entlang einer Charakteristik
(also ein betragsmifSig grofles Vektorfeld) nicht automatisch auch dem grofiten Transport
im Phasenraum entspricht, da die verschiedenen Ereignisse verschieden oft auftreten; aus
diesem Grund wurde das Vektorfeld mit der Temperatur-PDF A(7;z) unterlegt. Schaut
man sich z. B. den rechten Rand des Vektorfeldes in Abbildung an, sieht man, dass
dort die Vektorpfeile den grofiten Betrag haben, was einem hohen Wirmetransport bei
sehr hohen Temperaturen entspricht. Diese Ereignisse tragen aber nicht sehr viel zum
gesamten Wirmetransport bei, da sie sehr selten auftreten, vgl. die farbig hinterlegte
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Temperatur-PDF. In Abbildung[4.10)ist deswegen das Vektorfeld der Charakteristiken mit
der Temperatur-PDF multipliziert worden, sodass wir einen Wahrscheinlichkeitsstrom
erhalten. Hier sieht man, dass ein Grofiteil des Wirmetransports im bulk durch Fluid
geschieht, das etwas kilter bzw. wirmer ist als der Temperaturmittelwert, wihrend Fluid
mittlerer Temperatur kaum Wirme transportiert (vgl. das verschwindende Vektorfeld
nahe der 7 = 0-Linie). Die starke Bewegung in 7-Richtung in den Grenzschichten ist auch
in diesem Vektorfeld vorhanden, jedoch an der heiflen (kalten) Platte etwas zu hoheren
(niedrigeren) Temperaturen verschoben.

Mit den Charakteristiken, die durch die bedingten Mittelwerte (uz |T, z) und (AT T, Z>
bestimmt werden, haben wir damit ein Werkzeug an der Hand, das es uns erlaubt, die mitt-
lere zeitliche Entwicklung des Systems zu betrachten. Auch wenn die Bewegung entlang
von Charakteristiken an die Lagrange’sche Beschreibungsweise von fluiddynamischen
Prozessen erinnert, muss jedoch beachtet werden, dass Charakteristiken deterministische
Trajektorien durch den 7, z-Phasenraum sind, wihrend es sich bei der Bewegung eines
Lagrange’schen Teilchens durch die Konvektionszelle um einen chaotischen Prozess han-
delt. In einem gewissen Sinne beschreiben die Charakteristiken ein Ensemble-Mittel von
Teilchen, die an einem bestimmten Punkt des 7, z-Phasenraums starten.

Um die Methode der Charakteristiken wie im einfithrenden Beispiel weiter zu ver-
folgen, wire es nun zunichst nétig, die Charakteristiken durch Integration der zuge-
horigen DGLen zu erhalten, um den tatsichlichen Verlauf der Trajektorien im
7,z-Phasenraum erkennen zu kénnen - bisher haben wir durch das Verfolgen der Vek-
torfelder die DGLen nur ,nach Augenmaf“ gelost. Danach kénnte man versuchen, die
Verformung der PDF entlang der Charakteristiken iiber das Integral zu rekonstru-
ieren. Dies ist im Rahmen dieser Diplomarbeit allerdings wegen der bereits erwihnten
Probleme in Bezug auf verrauschte gebinnte Daten nicht durchgefithrt worden, sodass
wir uns mit der hier durchgefiihrten, phinomenologischen Interpretation der Form der
PDF und der die Charakteristiken definierenden Vektorfelder begniigen.

4.4 Verkniipfungen zum Warmetransport: Die
Homogenitatsrelation

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf eine interessante Verkniipfung zwischen der
Bewegungsgleichung der PDF und dem Wirmetransport, ausgedriickt durch die Nusselt-
Zahl, eingehen. Dazu gehen wir zuriick zur Bewegungsgleichung der Verbundwahr-
scheinlichkeitsverteilung und werden fiir den Spezialfall Pr = 1 die Laplace-Terme dieser
Gleichung durch den Laplace der Verteilungsfunktion ausdriicken.
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4.4.1 Homogenitatsrelation fiir die Verbund-PDF

Ausgehend von der Definition der feinkdrnigen PDF f (t,v3x,8) =8 (v=T(x,1)) & (v—
u(x,t)) berechnen wir zuerst den Laplace von f als

Af =— 37<ATf> <Auf>

d? ~ ke Ik

— 2 . . n —
* o2 <(VT) f> +23T37J]~ <VT Vu]f> + Qvié’v]» <

Vi,V f) . (436)

Falls Pr = 1 ist, knnen wir durch diese sogenannte Homogenimtsrelation in der Be-

wegungsgleichung (@#.6) der Verbund-PDF den Ausdruck —%- (A Tf ) (Auf )
ersetzen und erhalten durch anschlieflende Einfithrung von bedmgten Mlttelwerten die
Bewegungsgleichung

d
5/ oV =0 =V, [((-Vp|r,0.x,0) +Rae,) f |

;: |: (VT) IT‘U X, t)f]
_23732@]. [<VT'V%J' J >fi|
_av.;v[W”i'wfhvax’f)f] : (4.37)
A

Als nichstes konnte man analog zu Abschnitt statistische Symmetrien ausnutzen,
um die auftretenden gemittelten Groflen weiter zu vereinfachen. Da wir allerdings obige
Gleichung gar nicht weiter behandeln wollen, wird diese Vereinfachung hier nicht durch-
gefiihrt; stattdessen bemerken wir nur, dass durch Ausnutzen der Homogenititsrelation
die bedingten Mittelwerte ((VT') IT v,x,t) und (Va, Vau; IT v,x,t) in unseren Glei-
chungen auftreten. Diese Terme sind mit der Dissipation von Wirme und kinetischer
Energie verkniipft. Gleichzeitig existieren fiir die Dissipationsraten von Wirme und
kinetischer Energie die exakten Relationen

er={((VT 2>V =Nu (4.382)
e, =((Vu)’), =Ra(Nu—1) , (4.38b)
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vgl. [SS90]. Wenn wir das Volumenmittel in (4.38b) durch eine Integration der bedingten
Mittelwerte und die Nusselt-Zahl durch die Wirmedissipationsrate ersetzen, kommen
wir zu der Relation]

jd%cfdfd}vf(f,fu;x) [Ra (((VT)Zlf,v,x> - 1> —{(Vu)?

T,v,x>] =0 , (4.39)

die von den bedingten Mittelwerten erfiillt werden muss und die die Verbindung von
unserer Theorie zu den beiden Dissipationsraten zeigt. Da es sich hier um eine exakte
Relation handelt, konnte man diese Gleichung als eine Art benchmark-Test der numerisch
bestimmten Mittelwerte benutzen. Das punktweise Verschwinden des Terms in eckigen
Klammern ist a priorz nicht zu erwarten.

Die Ausdriicke fiir die beiden Dissipationsraten bilden den Ausgangspunkt der
von S. Grossmann und D. Lohse entwickelten Theorie zur Skalierung von Nusselt-
und Rayleigh-Zahl [GL92, [GLO0]. Die Theorie zerlegt die Dissipationsraten in Anteile
der Grenzschichten und des bulks und gelangt so zu dem in Abschnitt erwihnten
Skalierungsverhalten; in einem gewissen Sinne tritt diese Zerlegung bei uns vollig natiirlich
auf, da wir die bedingten Mittelwerte Orts- bzw. z-aufgeldst betrachten (miissen).

4.4.2 Homogenitatsrelation fiir die Temperatur-PDF

Fiir den Fall der Entwicklungsgleichung der Temperatur-PDF konnen wir eine analoge
Homogenititsrelation nutzen, indem wir den Laplace der feinkdrnigen PDF h(t;x,t) =

8 (7 —T(x,t)) berechnen:

~ ~ 2 ~
Ah=(AD) :—gi(AT/a>+—2((VT)2/a> (4.40)

T or

Mit dieser Relation und der Einfiihrung von bedingten Mittelwerten wird die Bewegungs-
gleichung der Temperatur-PDF h(7;x,t) zu

a d?
S+ [(u]zsx,e)h| =Ah - = (VTP |mxe)b] @)
was sich unter Ausnutzung von Stationaritit und Homogenitit zu
a d? d?
= [(MZ|T,z)h(T;z)] = (e =5 [((VT)ZIT,Z>h(T;z)] (4.42)

vereinfachen ldsst. Wir haben also verglichen mit der Entwicklungsgleichung (4.22)
eine erste Ableitung a% ... durch zwei zweite Ableitungen nach 7 und z ,eingetauscht®

Es wurde Stationaritit ausgenutzt, um die Zeitabhingigkeit zu eliminieren; ebensogut kénnte man hier
Homogenitit in horizontalen Ebenen ausnutzen. Die generelle Form der Gleichung wiirde sich dadurch
allerdings nicht dndern.
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und mussten dafiir den bedingten Wirmedissipationsterm ((V T)2|T, z) einfiihren. Im
Gegensatz zur Verbund-PDF ist keine Einschrinkung auf Pr = 1 nétig.

Die Darstellung der Nusselt-Zahl als das Volumenmittel der Wirmedissipation
erlaubt es uns, die Nusselt-Zahl als

NU.:JC{ZJC{T h(w;2) ((VT)|r,z) (4.43)

durch die bedingt gemittelte Wirmedissipation auszudriicken; wegen Homogenitit und
des durch die Entdimensionalisierung gegebenen Bereichs 0 < z < 1 der vertikalen
Koordinate vereinfacht sich das Volumen-Mittel zu einer Integration iiber z. Aufgrund
dieser Relation kann man den Mittelwert ((VT')?|7,z) als eine Art bedingte Nusseltzahl-
Dichte auffassen. Dieser Mittelwert, der auch schon bei der Homogenititsrelation der
Verbund-PDF aufgetaucht ist, kann aus DNS-Daten geschitzt werden und ist in den
Abbildungen und dargestellt.

Die logarithmische Farbdarstellung in Abbildung ldsst ein Minimum nahe der
7 = 0-Linie erkennen, das mit dem rétlichen Kern der Temperatur-PDF zusammentfillt.
In den Grenzschichten findet sich an der heiflen (kalten) Platte ein starkes Maximum bei
hohen (niedrigen) Temperaturen, was man wegen der Interpretation von ((V T)2|T, z)
als Nusseltzahl-Dichte als einen hohen Beitrag der Grenzschichten zum Wirmetransport
auffassen kann.

Der Schnitt in 7-Richtung bei z = 1/2 in Abbildung zeigt eine parabelformige Ge-
stalt des bedingten Mittelwertes in der Umgebung von v = O Dies steht in Verbindung
zu einer von V. Yakhot in [Yak89]] entwickelten Theorie tiber Temperatur-PDFs: Ausge-
hend von einem etwas anderen Ansatz als bei uns wird dort eine Differentialgleichung fiir
die PDF der Temperaturfluktuationen T'(x) := T(x)— (T') , hergeleitet, in der ebenfalls
ungeschlossene Terme in Form bedingter Mittelwerte, insbesondere auch der Mittelwert
einer ,modifizierten® Wirmedissipation (V7”)%, vorkommen. Yakhot nihert nun den
bedingten Mittelwert von (V7”)? durch eine Parabel an und kommt unter weiteren (rela-
tiv schwachen) Annahmen zu dem Ergebnis, dass die PDF der Temperaturfluktuationen
eine exponentielle Form hat. Im Gegensatz zu unseren Gleichungen fehlt bei Yakhot
allerdings die Orts- bzw. z-Abhingigkeit von PDF und bedingten Mittelwerten, d. h. er
erhilt eine tiber die gesamte Konvektionszelle bestimmte PDF. Aus unseren Ergebnissen
schlieflen wir aber, dass die Abhingigkeit der statistischen Groflen von der vertikalen Po-
sition eine grofde Rolle spielt und somit nicht vernachlissigt werden sollteﬂ Die fehlende
z-Abhingigkeit bei Yakhot ldsst sich (wie in [Chi93]] bemerkt) dadurch erkliren, dass in

"Wir zeigen diesen bedingten Mittelwert in einer logarithmischen Skalierung, um die verschiedenen
Groflenordnungen fiir verschiedene z-Werte darstellen zu kénnen; in der hier nicht gezeigten nicht-
logarithmischen Darstellung erkennt man eindeutig die Parabelform.

8Dass wir hier die Temperatur-PDF mit der PDF von Temperaturfluktuationen vergleichen, stellt kein
Problem dar, da die PDFs dieser beiden Grofien nur gegeneinander verschoben sind; die Form der beiden
PDFs ist gleich.
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der dortigen Herleitung ein nichtkonstantes mittleres Temperaturprofil angenommen
wird, um die z-Anhingigkeit zu eliminieren; unsere Daten zeigen jedoch eindeutig ein im
bulk konstantes mittleres Temperaturprofil, vgl. Abbildung[4.1]

Des Weiteren ist die Niherung des bedingten Mittelwertes von (V7”)?* durch eine
Parabel fraglich. In Abbildung[4.13]ist dieser Mittelwert fiir verschiedene z-Werte darge-
stellt; fiir z € {48',1/4,1/2} sieht man fast keinen Unterschied zu Abbildung .12} weil
hier (T)A ~ 0 ist, und erst fiir z € {84,281}, wo (T)A # 0 ist, unterscheiden sich die
Kurven (vgl. Abbildungfijr (T ,)- Auch wenn sich bei z =1/2 (und in geringerem
Mafle bei z = 1/4) ein parabelférmiger Verlauf beobachten lisst, ist doch eine eindeutige
z-Abhingigkeit dieser Grofle zu erkennen; die Asymmetrie nimmt mit der Entfernung
von z = 1/2 zu. Nahe der Grenzschicht lisst sich die Grofle nicht mehr durch eine Parabel
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beschreiben, und auch bei z = 1/2 gilt die Parabelniherung nur in einem kleinen Gebiet
um v’/ =0.

Vernachlissigen wir wie Yakhot die z-Abhingigkeit des bedingten Mittelwertes von
(VT’)? und der PDF der Temperatur(fluktuationen), bestimmen wir also den bedingten
Mittelwert ((V7’)?|z’) und die PDF von T’ durch eine Mittelung iiber das gesamte
Fluidvolumen, erhalten wir die in Abbildung gezeigten Formen dieser beiden Gré-
len. Der bedingte Mittelwert zeigt im Bereich von v/ = 0 eine Parabelform; dieser
Bereich ist grob durch die beiden vertikalen Linien gekennzeichnet. Vergleicht man den
korrespondierenden Bereich der PDF, sieht man einen exponentiellen Verlauf, wobei
sich diese Tendenz noch ein Stiick weiter zu gréfieren Betrigen von 7/ fortsetzt. Die
nicht-ortsaufgeldsten Groflen scheinen also die Theorie von Yakhot zu unterstiitzen, da
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in dem parabelférmigen Bereich des bedingten Mittelwertes die PDF wie in [[Yak89]] vor-
hergesagt ein exponentielles Verhalten zeigt. Es stellt sich die Frage, wie die Grofle dieses
Bereichs mit steigender Rayleigh-Zahl skaliert, da Yakhot seine Theorie fiir asymptotisch
»grofle“ Rayleigh-Zahlen entwickelt; hier wire ein in dieser Arbeit nicht mehr durchzu-
fithrender systematischer Parameter-scan vonnéoten. Auf einer allgemeineren Ebene ist
fraglich, ob durch eine sich auf das gesamte Fluidvolumen beziehende PDF nicht wichtige
Merkmale der Konvektionsstromung wie z. B. der oft diskutierte Unterschied zwischen
Grenzschicht- und bulk-Verhalten vernachlissigt werden.

Die bei uns vorhandene z-Abhingigkeit unterscheidet damit unseren Ansatz von den
bereits in der Literatur zu findenden Theorien, da sie es uns erlaubt, die Temperatur-PDF
in Bezug auf die verschiedenen Effekte in verschiedenen Bereichen der Konvektionszelle
zu untersuchen; wir konnten z. B. verschiedene Statistiken in den Grenzschichten und im
bulk und die Verbindung zu den verschiedenen bedingten Mittelwerten und die Abhin-
gigkeit dieser von der z-Koordinate diskutieren. Dies ist mit den in der obigen Literatur
zu findenden Methoden nicht méglich. Fiir eine weitere Diskussion unserer Methode in
Bezug auf Herangehensweisen vergleichbar zu der von Yakhot sei der interessierte Leser
auf [LWF11]] verwiesen, wo die in diesem Kapitel dargestellten Ergebnisse veroffentlicht
und in den Kontext der bisherigen Literatur gesetzt wurden.

Naherungen im Rahmen der Homogenitatsrelation?

Gehen wir zuriick zur modifizierten Bewegungsgleichung der Temperatur-PDF.
Wie bereits erwihnt, haben wir durch die Homogenititsrelation eine erste durch zwei
zweite Ableitungen ersetzt. Man kann sich nun fragen, ob man tiberhaupt einen Nutzen
aus diesem Tausch ziehen kann - unsere Gleichung enthilt z. B. nach wie vor zwei
ungeschlossene Terme. Wenn man aber die zweiten Ableitungen an bestimmten Stellen
niherungsweise vernachlissigen konnte, wire dieser Tausch eventuell vorteilhaft. Wir

wollen deshalb kurz eine Betrachtung des Terms j—;b(f; z) anschneiden.

In Abbildung[4.15]sind Schnitte durch die Temperatur-PDF in z-Richtung bei festen
Werten von 7 dargestellt; die 7-Werte wurden dabei so gewihlt, dass die z-Schnitte
durch den rotlichen Kern der PDF verlaufen. Fiir eine verschwindende zweite Ableitung
miissten die Schnitte einen linearen Verlauf zeigen; dies scheint im Allgemeinen jedoch
nicht der Fall zu sein. Fiir den Schnitt bei T = 0 ist beispielsweise ein eher parabelférmiger

5—222}1(7 =0;z) & const. # 0 bedeuten wiirde. Bei
den anderen 7-Werten zeigt sich ein irregulirerer Verlauf, sodass im Allgemeinen nicht
zu erwarten ist, dass die zweite z-Ableitung der PDF verschwindet. Es stellt sich jedoch
die Frage, ob sie klein gegeniiber den anderen Termen der Bewegungsgleichung ist.
Hier wire ein tiefergehender Vergleich der verschiedenen Terme, sowie allgemein eine
tiefergehende Analyse der Gleichung von Interesse, was aber aus Zeitgriinden im

Rahmen dieser Diplomarbeit nicht durchgefiihrt werden kann.

Verlauf im bulk zu erkennen, was dort
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4.5 Zusammenfassung
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Abbildung 4.15: Darstellung der Temperatur-PDF und Schnitte durch diese in z-
Richtung. [(a) Farbkodierte, logarithmische Temperatur-PDF. Die vertikalen gestri-
chelten Linien deuten die Positionen der Schnitte in z-Richtung bei festem = €
{0,3/160,6/160,9/160, 12/160} an. Die 7-Werte sind dabei durch die Positionen der bins ent-
standen und liegen im Bereich des rotlichen Kerns der PDF. [(b)] Eindimensionale, nicht-
logarithmische Darstellung der z-Schnitte bei den festen T-Werten entsprechend der
gestrichelten Linien aus der zweidimensionalen Farbdarstellung. [ra2e7_gamma4]

4.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel, das den eigentlichen wissenschaftlichen Hauptteil der vorliegen Diplom-
arbeit ausmacht, haben wir uns im Rahmen eines theoretischen Konzepts verschiedene
statistisch gemittelte Groflen turbulenter Konvektion angeschaut und sie auf Merkmale
der zugrunde liegenden Stromung bezogen.

Zunichst haben wir in Abschnitt 4.2 ausgehend von den Oberbeck-Boussinesq-Grund-
gleichungen eine Gleichung hergeleitet, die die zeitliche Entwicklung der Verbund-PDF
von Temperatur und Geschwindigkeit bestimmt. Wir sind dabei einem Ansatz gefolgt,
der in den 1960er Jahren durch die LMN-Hierarchie fiir die Navier-Stokes-Gleichung
gelegt wurde, wobei wir die in diesem Ansatz auftretenden ungeschlossenen Terme durch
bedingte Mittelwerte ausgedriickt haben. Die hohe Dimensionalitit des Problems (die ver-
schiedenen Grofen hingen naiverweise von acht Variablen ab) konnten wir zwar durch
Ausnutzung statistischer Symmetrien etwas verringern; trotzdem blieb das Problem
aber noch so komplex, dass wir es in dieser umfassenden Form der Verbund-PDF nicht
weiter behandeln konnten, unter anderem weil sich die hochdimensionalen bedingten
Mittelwerte schlecht aus der Numerik schitzen lassen.
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4 Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Entwicklungsgleichungen

Deswegen sind wir in Abschnitt [4.3| dazu iibergegangen, das volle Problem der Ver-
bund-PDF auf die Temperatur-PDF zu reduzieren. Die Bewegungsgleichung, die die
Temperatur-PDF bestimmt, ist schon in der Gleichung der Verbund-PDF enthalten; in
ithr kommen nur noch skalare Groflen vor, die nach Ausnutzung statistischer Symmetrien
von zwei Variablen abhingen. Damit konnten wir die beiden in der Gleichung auftreten-
den bedingten Mittelwerte aus der in Kapitel 2] entwickelten Numerik bestimmen. Diese
beiden Mittelwerte und die ebenfalls aus der Numerik direkt bestimmte Temperatur-
PDF haben wir zunichst phinomenologisch diskutiert, wobei wir unter anderem auf
unterschiedliches Verhalten des Fluids in den Grenzschichten und im bulk sowie auf die
Dynamik von plumes eingegangen sind. Um dann die Bewegungsgleichung der Tempera-
tur-PDF weiter behandeln zu konnen, haben wir zunichst an einem Beispiel die Methode
der Charakteristiken demonstriert, die es erlaubt, gewisse partielle Differentialgleichun-
gen entlang von bestimmten Trajektorien auf gewohnliche Differentialgleichungen zu
reduzieren. Angewandt auf die Entwicklungsgleichung der Temperatur-PDF konnten
wir das Vektorfeld identifizieren, das die Trajektorien bestimmt; die Bewegung entlang
dieser Trajektorien lief} sich sehr anschaulich als der typische Rayleigh-Bénard-Zyklus
des Fluids von Erhitzen, Aufsteigen, Herunterkiihlen und Absinken interpretieren. Die
Entwicklung der Temperatur-PDF entlang der Trajektorien konnten wir durch ein Inte-
gral ausdriicken, dessen Losung sich allerdings schwierig gestaltet und die deswegen in
dieser Diplomarbeit nicht weiter durchgefiihrt werden konnte; hier ist ein eindeutiger
Ansatzpunkt fiir zukiinftige Anstrengungen zu sehen.

An den vorherigen Hauptaspekt ankniipfend haben wir in Abschnitt 4.4 noch kurz
die Entwicklungsgleichungen von Verbund- und Temperatur-PDF in einer etwas anderen
Form dargestellt, wobei durch eine sogenannte Homogenititsrelation zweite Ableitungen
in den Gleichungen eingefithrt worden sind. Im Fall der Temperatur-PDF erscheint
dadurch der bedingte Mittelwert der Wirmedissipation in der Gleichung. Uber diesen
Mittelwert tritt zum einen eine Verkniipfung zum durch die Nusselt-Zahl ausgedriickten
Wirmetransport auf. Zum anderen haben wir diesen Term zum Anlass genommen, un-
sere Methode mit anderen in der Literatur prisentierten Methoden zu vergleichen, da
in diesen ein dhnlicher bedingter Mittelwert vorkommt. Dabei haben wir die ortsaufge-
16ste Beschreibung als Herausstellungsmerkmal unserer Methode gegentiber den in der
Literatur bereits vorhandenen angesehen. Wie oben erwihnt, erlaubt es die Ortsauflo-
sung, qualitativ unterschiedliche Merkmale der Konvektionsstromung in verschiedenen
Regionen zu identifizieren und zu beschreiben.

Als kleiner Ausblick wurde anschlieflend noch kurz untersucht, inwieweit man durch
die Homogenititsrelation Terme erhilt, an denen Niherungen durchgefithrt werden
konnen; eine tiefergehende Analyse war jedoch in diesem Rahmen nicht méglich, konnte
allerdings fiir die Zukunft angedacht werden.

Abschlielend lisst sich sagen, dass wir in diesem Kapitel durch das Ubertragen eines
bereits an anderer Stelle verwendeten Formalismus auf unser System eine Methode
erarbeiten konnten, die sowohl qualitative als auch quantitative Einblicke in die Vorginge
in turbulenter Konvektionsstromung erlaubt.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

| have approximate answers and possible
beliefs in different degrees of certainty about
different things, but I’'m not absolutely sure of
anything, and of many things | don’t know
anything about, but | don’t have to know an
answer. | don’t feel frightened by not knowing
things, by being lost in the mysterious universe
without having any purpose which is the way it
really is as far as | can tell possibly. It doesn’t
frighten me.

(Richard Feynman, 1981)

Das Anliegen dieser Diplomarbeit war es, die turbulenten Konvektionsstromungen des
idealisierten Rayleigh-Bénard-Systems mit statistischen Methoden zu untersuchen und so
tiefergehend zu verstehen.

Dazu wurde zum einen ein neues numerisches Verfahren zur direkten numerischen
Simulation der Grundgleichungen entworfen und von Grund auf in einem parallelen
Simulationscode implementiert. Das Verfahren baut auf pseudospektralen Ansitzen
auf und benutzt die volume penalization-Technik zur Modellierung der Begrenzungen
und Winde. Die Kombination dieser beiden Ansitze ist so vorher noch nicht auf das
Rayleigh-Bénard-System angewandt worden.

Zum anderen wurde die in den 1960er Jahren fiir ,reine“ Fluidturbulenz entwickelte
LMN-Hierarchie auf die statistische Behandlung des turbulenten Rayleigh-Bénard-Systems
ausgeweitet. Im Rahmen dieses theoretischen Konzeptes ist es uns moglich, mittels Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen und exakter Gleichungen, die diese Verteilungen bestimmen,
Aussagen tiber die statistischen Vorginge im System und insbesondere iiber die Interna
des Wirmetransport zu treffen. Die LMN-Hierarchie wurde hier zum ersten Mal auf
turbulente Rayleigh-Bénard-Konvektion iibertragen.

Der Weg zu diesen beiden Punkten gestaltete sich folgendermafien: In Kapitel [1| wurde
das System anhand einiger Experimente und Phinomene vorgestellt, und die Oberbeck-
Boussinesq-Gleichungen wurden eingefiihrt. Eine typische Behandlung dieser Grund-
gleichungen besteht zum einen in der linearen Stabilitdtsanalyse, zum anderen in der
experimentellen Bestimmung von Skalierungsverhalten.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Das neu entwickelte numerische Verfahren wurde in Kapitel [2| detailliert bespro-
chen. Dazu wurde zunichst das Pseudospektral-, dann das volume penalization-Verfahren
eingefiihrt; bei letzterem werden durch zusitzliche Terme die Geschwindigkeits- und
Temperaturfelder in der Wand exponentiell gedimpft, was die gewiinschten Randbedin-
gungen erzeugt. Schliellich wurden noch Details der parallelen Implementierung sowie
mogliche Erweiterungen des Verfahrens besprochen und untersucht.

Diese Numerik wurde in Kapitel [3{dazu benutzt, grundlegende Untersuchungen an
dem System durchzufithren. Neben der Intuitionsbildung, die vor allem durch Visuali-
sierungen und die zugehorigen Videos sowie durch die Diskussion gemittelter Groflen
vorangetrieben wurde, war in diesem Kapitel ein wichtiger Punkt die Validierung der
Numerik. Dazu wurden Ergebnisse des Simulationscodes zum einen mit analytischen
Vorhersagen der eingangs erwihnten linearen Stabilititsanalyse, zum anderen mit den in
der Literatur oft diskutierten Skalierungsverhalten verglichen und bestitigt.

In Kapitel 4] haben wir uns dann der Entwicklung einer statistischen Theorie des
Rayleigh-Bénard-Systems zugewandt. Diese Theorie fufft auf der Verbundwahrscheinlich-
keitsverteilung von Geschwindigkeit und Temperatur, fiir die direkt aus den Oberbeck-
Boussinesq-Gleichungen eine Entwicklungsgleichung hergeleitet wurde. Das berithmte
wSchlieffungsproblem der Turbulenz®, das sich hier in Form ungeschlossener Mittelwerte
zeigte, behandelten wir durch die Einfithrung bedingter Mittelwerte, die aus der Numerik
bestimmt werden miissen. Die Beschrinkung auf die Verteilungsfunktion der Temperatur
machte die bedingten Mittelwerte fiir die Numerik zuginglich; diese Verteilungsfunk-
tion erlaubt bereits weitreichende Beschreibungen des Systems. Zunichst wurden die
Temperatur-PDF sowie die bedingten Mittelwerte aus der Numerik bestimmt und mit
Hinblick auf das unterschiedliche Verhalten der Grenzschichten und des bulks sowie auf
die Dynamik von plumes diskutiert; mit Hilfe der Methode der Charakteristiken wurde
dann die Entwicklungsgleichung der Temperatur-PDF anschaulich behandelt. So konnten
wir Trajektorien identifizieren, die im Ensemble-Sinn die mittlere zeitliche Entwicklung
eines Fluidpakets beschreiben und die tiefere Einblicke in die statistischen Vorginge des
Systems erlauben: Unter anderem konnten wir den typischen Rayleigh-Bénard-Zyklus
von Erhitzen, Aufsteigen, Herunterkiihlen und Absinken reproduzieren. Der Ansatz
der LMN-Hierarchie erlaubte es uns damit, innerhalb eines mathematisch stringenten
Konzepts eine Verkniipfung zwischen der Dynamik und der Statistik von turbulenter
Rayleigh-Bénard-Konvektion herzustellen.

An mehreren Stellen dieser Diplomarbeit haben wir Ankniipfungspunkte fiir zukiinf-
tige Arbeiten aufgezeigt. So musste eine quantitative Untersuchung der von uns entwi-
ckelten 7o flux-Winde ausgespart werden; es bleibt also noch zu bestitigen, dass das von
uns benutzte Verfahren tatsichlich den Temperaturfluss in Normalenrichtung der Wand
vollstindig unterbindet. Des Weiteren wurden die Auswirkungen, die das Ausnutzen der
Homogenititsrelation auf die Entwicklungsgleichung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
hat, nur kurz angesprochen; die Verbindungen zum Wirmetransport sowie die Nihe-
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rungsmoglichkeiten, die sich an dieser Stelle auftaten, sollten noch detaillierter untersucht
werden.

Der wichtigste Ansatzpunkt fiir zukiinftige Anstrengungen ist allgemein in der Wei-
terentwicklung der statistischen Methoden zu sehen. Zwar konnten wir durch die Ent-
wicklungsgleichung der Temperatur-PDF und deren Analyse mithilfe der Methode der
Charakteristiken qualitative Einblicke in die dynamischen Vorginge des Systems erlangen;
jedoch erlaubte uns dieser Ansatz bisher noch nicht, quantitative Aussagen zu erhalten. Ei-
ne weiterfiihrende Ausarbeitung der in Kapitel {4 dargestellten Methoden kann jedoch fiir
die Zukunft angedacht werden. Auch sollte die Verbundverteilung von Geschwindigkeit
und Temperatur nicht vernachlissigt werden; insbesondere durch die Verbund-PDF von
Temperatur und vertikaler Geschwindigkeit sollte man Einblicke in die Dynamik von
aufsteigendem und absinkendem Fluid und somit in die Dynamik von plumes erhalten
konnen.

Des Weiteren muss noch niher verstanden werden, welche Aussagen tiber die Details
des Warmetransports wir durch den von uns benutzten Formalismus gewinnen konnen;
wie in den einfithrenden Kapiteln dieser Arbeit erwihnt, ist der genaue Mechanismus
des Wirmetransports eine der groflen unbeantworteten Fragen in der Untersuchung des
Rayleigh-Bénard-Systems.

Das Ziel dieser Diplomarbeit war es, die Phinomene turbulenter Rayleigh-Bénard-
Konvektion besser zu begreifen. Durch numerische und statistische Methoden konnten
wir Einblicke in das System gewinnen und es auf einer statistischen Ebene tiefergehend ver-
stehen, womit wir hoffentlich einen Beitrag zum grofien Puzzle des ,Turbulenzproblems®
liefern konnten.
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A Anhang

Ach, Luise, laR. .. das ist ein zu
weites Feld.

(Theodor Fontane. Effi Briest)

Der Anhang stellt in Form von Tabellen und Listen einige Details von den eher tech-
nischen Hilfsmitteln dieser Diplomarbeit dar. In Abschnitt werden die Parameter
der verschiedenen Simulationen aufgelistet. Abschnitt beschreibt den Inhalt der
beiliegenden DVD sowie die auf ihr enthaltenen Videos. Abschnitt dokumentiert
schliefflich grob den im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Simulationscode und dessen
Handhabung.

A.1 Eckdaten der benutzten Simulationen

Hier sollen die wichtigsten Parameter der in der Diplomarbeit benutzten Simulatio-
nen dargestellt werden. Die genauen Eingabedateien finden sich in den entsprechenden
Ordnern der beiliegenden DVD. In Tabelle sind die drei freien dimensionslosen
Eingabeparameter Ra, Pr und I" und die response-Parameter Nu, Re und 7, dargestellt.
Tabelle[A.2| zeigt, wie dazu die verschiedenen Parameter der nicht-entdimensionalisierten
Gleichungen gewihlt wurden (da in der Numerik die nicht-entdimensionalisierten Glei-
chungen geldst werden), und in Tabelle[A.3]sind die Simulation betreffende technische
Parameter dargestellt (beispielsweise die Anzahl Gitterpunkte, das Aufldsungskriterium
der Simulation, die Angabe, wie oft binire Felder herausgeschrieben werden, etc.).

Es wiirde an dieser Stelle den Rahmen sprengen, die vollen Parameterlisten der
Parameter-scans bei kleinen Rayleigh-Zahlen aus Abschnitt|3.5|anzugeben; in diesen Simu-
lationen wurde nach der kritischen Rayleigh-Zahl gesucht (vgl. Abbildungen [3.22}3.25),
weswegen sehr viele Simulationen durchgefiithrt werden mussten. Die Eingabedateien
sind jedoch auf der beiliegenden DVD im Ordner simulations/bif zu finden.
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| Ra Pr F| Nu Re T .. |
ra2e7_gammad 2.44.100 1 42022 1037.6 0.0878
nu_vs_ra/raleb 1.10° 1 4| 440 69.8 0.1902
nu_vs_ra/ra2eb 2100 1 4| 536 1004 0.1716
nu_vs_ra/rabeb 5.10° 1 4 6.95 159.0 0.1495
nu_vs_ra/rajes 7-10° 1 4| 7.61 188.2 0.1419
nu_vs_ra/rale6 1-10° 1 4 8.42 224.5 0.1341
nu_vs_ra/ra2e6 2.10° 1 410.09 3169 0.1210
nu_vs_ra/rabe6 5.106 1 4| 13.03 489.5 0.1105
nu_vs_ra/rale6 | 7.5-10° 1 4| 14.60 597.4 0.1040
nu_vs_ra/rale7 1.10/ 1 41578 681.2 0.1003
nu_vs_ra/ra2e’ 2.100 1 4]19.16 943.3 0.0906
nu_vs_ra/ra5e7 5.10 1 4| 24.63 1442.6 0.0786
nu_vs_ra/rae7 | 7.5-100 1 42831 1752.6 0.0768
nu_vs_ra/rales8 1.108 1 4| 30.64 1997.7 0.0734
nu_vs_ra/rabe8 5.108 1 4]47.24 41294 0.0566

Tabelle A.1: Dimensionslose Eingabeparameter und die daraus resultierenden respornse-
Parameter. T, bezieht sich auf die entdimensionalisierten Gleichungen (1.9). Fiir die

rms

Definition der response-Parameter siche Abschnitt
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A.1 Eckdaten der benutzten Simulationen

L,L, L, h | a, g, 3 v, K n At
ra2e7_gammad 47 3 om 1 2.000-102 | 10~* 7.5.10*
nu_vs_ra/rale5 | 47 3 & 1 3.121-1072 | 10> 7.5.107*
nu_vs_ra/ra2e5 47 e w 1 2.206-1072 | 10~®> 7.5-10~*
nu_vs_ra/ra5e5 | 4x 3 & 1 1.396-1072 | 107> 7.5.107*
nu_vs_ra/ra7e5 | 4x 3 & 1 1.180-1072 | 107> 7.5-107*
nu_vs_ra/rale6 | 47 3 & 1 9.870-107% | 1073 7.5.107*
nu_vs_ra/ra2e6 47 e w 1 6.979-1073 | 10~®> 7.5-10*
nu_vs_ra/raSe6 | 4m 3 1 4.414.107% | 107°> 7.5.107*
nu_vs_ra/rale6 | 4x  3pm 1 3.604-107° | 10> 7.5.107*
nu_vs_ra/rale7 | 4x 3 1 3.121-107% | 1073 7.5.107*
nu_vs_ra/ra2e’l | 4m 3 =@ 1 2.207.1073 | 1073 7.5-107*
nu_vs_ra/ra5e7 | 4x 3 & 1 1.396-107 | 107> 7.5-107*
nu_vs_ra/ralel | 4x 3 & 1 1.140-1073 | 107°> 7.5-107*
nu_vs_ra/rale8 47 St w 1 9.870-10~* | 10~* 7.5-10~*
nu_vs_ra/ra5e8 | 4mx 3 & 1 4.414.107* | 107°> 7.5.107*

Tabelle A.2: Eingabeparameter der Gleichungen, die in der Numerik geldst werden, vgl.
Abschnitt |2.5] Dabei ist 8 = (S}}—T der Temperaturgradient. Teilweise wurden dhnliche
Parameter mit gleichen Werten aus Platzgriinden zusammengefasst (L, L, und a, g,

B und v, k).
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At'Nz,out
Nx’ Ny NZ Nt Nt,out #Ens 5 T . kmax’]e
ra2e7_gammad 512 192 | 3-10° 5-10° 571 |50 0.75 2.75
nu_vs_ra/rale5 | 256 9 |5.10° 5-10* 5.0 7.5 8.4

5.0 7.5 6.64
5.0 7.5 4.89
5.0 7.5 4.38
5.0 7.5 3.89
5.0 7.5 3.11
5.0 7.5 4.60
5.0 7.5 4.03
5.0 7.5 3.68
5.0 7.5 2.94
5.0 7.5 2.19
5.0 7.5 2.86
5.0 7.5 2.60
5.0 7.5 1.56

nu_vs_ra/ra2e5 | 256 9 | 5-10° 5.10*
nu_vs_ra/rabeb 256 96 | 5-10° 5.10*
nu_vs_ra/rale5 | 256 96 | 5-10° 5.10*
nu_vs_ra/rale6 | 256 9 | 5-10° 5.10*
nu_vs_ra/ra2e6 | 256 96 | 5-10° 5.10*
nu_vs_ra/rabe6 | 512 192 | 5-10° 5-10*
nu_vs_ra/rale6 | 512 192 |5-10° 5.10*
nu_vs_ra/rale7 | 512 192 | 5-10° 5-10*
nu_vs_ra/ra2e7 | 512 192 | 5-10° 5-10*
nu_vs_ra/rab5e7 | 512 192 | 5-10° 5-10*
nu_vs_ra/rale7l | 768 288 |5-10° 5-10*
nu_vs_ra/rale8 | 768 288 |5-10° 5-10*
nu_vs_ra/ra5e8 | 768 288 |5-10° 5-10*

CO OO0 OO OO0 O0 OO OO0 OO OO0 OO0 OO OO0 OO o0

Tabelle A.3: Technische Eingabeparameter des Simulationsprogramms: N, , , - Anzahl
Gitterpunkte (da fiir alle Simulationen N, = N gilt, wurden diese beiden Parameter

in einer Spalte zusammengefasst); N, - Gesamtanzahl Zeitschritte; N, . - alle N, .

Zeitschritte wird ein binires Feld vom Simulationsprogramm geschrieben; #Ens -
Anzahl der binir gespeicherten ,Schnappschiisse“ der Felder im stationdren Bereich der
Simulation, also die Anzahl an Ensemble-Mitgliedern; #; - Zeitskala, auf der sich die

groflskalige Bewegung abspielt, vgl. Abschnitt (f1s. 1st nicht entdimensionalisiert);
At']\]t,out

- zeitlicher Abstand zweier aufeinanderfolgender Schnappschiisse, gemessen in

Isc

large-scale current-Zeiten; k. ny - Auflssungskriterium, vgl. Abschnitt 3.6.2}
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A.2 Beiliegende DVD

A.2 Beiliegende DVD

Um die Reproduzierbarkeit der in der Diplomarbeit benutzten Simulationen zu ge-
wihrleisten, sind sowohl der benutzte Simulationscode (im Ordner code) als auch die
Eingabedateien (im Ordner simulations) fiir die verschiedenen Simulationen der
Diplomarbeit auf DVD beigelegt[] Eine genaue Dokumentation der Hilfsprogramme
in den Ordnern code/rnb/cna und code/rnb/conv wird an dieser Stelle nicht
gegeben; bei Fragen ist sich an den Autor der vorliegenden Arbeit zu wenden. Der
Ordner videos enthilt eine Zusammenstellung von verschiedenen im Rahmen dieser
Diplomarbeit entstandenen Visualisierungen der Stromungsfelder.

A.2.1 Ordnerstruktur

dvd

| code..iiiiiiiinnn., Quelltexte der in der Diplomarbeit benutzten Programme
) R Simulationscode
CNAueeneeeneenaennns Programme zum Berechnen bedingter Mittelwerte
conv......... Programme um binir gespeicherte Felder zu konvertieren
INPUt_fileS.ueuieineiieennennienaennnnn Beispiele fiir Eingabedateien
| simulations......... Eingabe- und Log-Dateien der benutzten Simulationen
D T Bifurkationen bei kleinem Ra
GAIMMA2 ¢ vt eeneeeeeeenrenreneasensenseneenenn. Simulationen fiir ' =2
GaAMMAL Bttt ettt e Simulationen fiir I' = 4/3
MiTTOr_gamma2 ..oveeeenneeneennnn Sim. mit Spiegeltechnik und I' =2
mirror_gamma2sgrt2.......... Sim. mit Spiegeltechnik und I' = 2+4/2
D Yo T R Simulationen mit 7o flux-Seitenwinden
| MU VS T8 eteereeenmnnnnnnnns Parameter-scan tiber einen groflen Ra-Bereich

raleb

rale’
| ral2e7_gammad .......ienienn.. die in Kapitel 4| benutzte Hauptsimulation
O o P einige binire Felder der Simulation
100G ettt Log-Dateien der Simulation inkl. z-Profilen
| VideoS ciiiiii i Videos von Simulationen, siche Abschnitt
LS C ettt ettt ettt verschiedene Videos
NOFLUK vttt iii i eaaeanes Videos der 7o flux-Simulationen
ra2e7_gammad .....eeerinenennn. Videos der Simulation ra2e7_gamma4

"Wegen der groflen Datenmenge kénnen nicht die mit dem Simulationscode generierten Daten selbst auf
der DVD gespeichert werden. Damit man jedoch die Programme zum Berechnen bedingter Mittelwerte
und zum Konvertieren direkt testen kann, enthilt der Ordner simulations/ra2e7_gammad/bin
einige bindr gespeicherte Felder.
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A.2.2 Videos

Der Ordner videos/misc zeigt eine lose Zuammenstellung von Videos, die im Rahmen
dieser Diplomarbeit entstanden sind. Soweit vorhanden, wurden die benutzten dimensi-
onslosen Parameter Ra, Pr und I" angegeben; bei einigen Videos konnten die verwendeten
Parameter leider nicht mehr rekonstruiert werden. Im Ordner videos/noflux sind
Videos von Simulationen mit isolierenden Seitenwinden gezeigt, die in Abschnitt
besprochen werden. Der Ordner videos/ra2e7_gamma4 enthilt mehrere Videos der
in der gesamten Diplomarbeit benutzten Hauptsimulation. Diese letztgenannten Videos
werden detailliert in Abschnitt 3.1 besprochen, wobei unter anderem auf die typischen
Merkmale von Rayleigh-Bénard-Konvektion eingegangen wird, die in diesen Videos zu
sehen sind. Zum Abspielen der Videos wird eventuell der DivX- oder Xvid-Videocodec
bendtigt [Divll, Xvilll]. Viele der Videos sind ebenfalls auf dem YouTube-Kanal der
Miinsteraner Turbulenzforscher zu finden [LWD11]]. Es folgt eine kurze Beschreibung
der einzelnen Videos.

misc/2d_ralelO T.avi
Zweidimensionale Simulation bei Ra = 10! Pr = 1 und I' = 2. Gezeigt ist die
Temperatur.

misc/2d_T.avi
Zweidimensionale Simulation mit Ra > 10°, Pr=1und I ~ 1.07. Gezeigt ist die
Temperatur.

misc/2d_T vort.avi
Zweidimensionale Simulation wie misc/2d_T.avi. Gezeigt sind nebeneinander
Temperatur und Vortizitit.

misc/2d_vort.avi
Zweidimensionale Simulation wie misc/2d_T.avi. Gezeigt ist die Vortizitit.

misc/livingroom.avi
Simulation, bei der mittels der penalization-Methode und einer speziell erstellten
Maskierungstunktion die Konvektion in einem Wohnzimmer simuliert wurde;
gezeigt ist die Temperatur.

misc/livingroom_crosseye.avi
Stereoskopische Variante von misc/livingroom.avi, die sich mit dem sog.
,Kreuzblick® dreidimensional betrachten lisst, siche z. B.)ht tp: //de.wikipedia.
org/wiki/Stereoskopie#Stereobildpaar

misc/livingroom_stereo.avi
Stereoskopische Variante von misc/livingroom.avi, die sich mit einer rot-
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cyan-Brille dreidimensional betrachten ldsst, siehe z. B. http: //de.wikipedia.
org/wiki/Stereoskopie#Anaglyphenverfahren

misc/oscillating rolls.avi
Oszillierende Konvektionsrollen bei spannungsfreien Randbedingungen. Die Pa-
rameter sind Ra = 3500, Pr = 1 und T’ = 24/2. Gezeigt sind die Stromlinien des
Geschwindigkeitsfeldes, die gemifl der Temperatur eingefarbt wurden.

misc/rale9 T flight.avi
Kameraflug durch ein ,eingefrorenes Temperaturfeld bei Ra = 10? und Pr=1. Es

handelt sich um dasselbe Temperaturfeld wie in Abbildung1.2b]auf Seite

misc/ra8e7 _streamlines.avi
Variante von misc/ra8e7_T.avi, bei der zusitzlich zum Temperaturfeld die
sich tangential an das Geschwindigkeitsfeld anschmiegenden Stromlinien gezeigt
sind.

misc/ra8e7_T_angle.avi
Variante von misc/ra8e7_T.avi, bei der das Volumen zusitzlich unter einem
gekippten Winkel gezeigt ist, sodass man die an der Oberfliche entstehenden
Strukturen erkennen kann.

misc/ra8e7 _T.avi
Dreidimensionale Simulation bei Ra = 8-10”, Pr =1 und I' = 4/3. Gezeigt ist die
Temperatur.

misc/ra8e7_T_crosseye.avi
Stereoskopische Variante von misc/ra8e7_T.avi fiir den ,Kreuzblick®, vgl.
misc/livingroom_crosseye.avi

misc/ra8e7 T hot.avi
Variante von misc/ra8e7_T.avi, bei der nur die warmen Teile des Fluids
gezeigt werden.

misc/rayleigh_taylor blob_T.avi
Simulation einer Rayleigh-Taylor-Instabilitdt; gezeigt ist die Temperatur (bzw. nur
die warmen Teile des Fluids). Als Anfangsbedingung wurde warmes Fluid mit
einer Auswolbung im unteren Bereich des Simulationsvolumens platziert. Die
Temperaturditferenz zwischen oberer und unterer Platte ist null, d. h. Ra=0. Diese
Situation wurde zur Visualisierung eines einzelnen plumes benutzt.

misc/rayleigh_ taylor blob_T ens.avi
Wie in misc/rayleigh_taylor_blob_T.avi, nur ist zusitzlich noch die
Enstrophie w? gezeigt.
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misc/rayleigh_taylor T.avi
Simulation einer Rayleigh-Taylor-Instabilitit, bei der als Anfangsbedingung kaltes
Fluid oberhalb von heiflem Fluid plaziert wurde. Im Gegensatz zu
misc/rayleigh_taylor_blob_T.avi ist in der Anfangsbedingung keine
Auswdlbung vorhanden.

misc/rayleigh_taylor T_stereo.avi
Stereoskopische Variante von misc/rayleigh_taylor_T.avi zum Betrach-
ten mit einer rot-cyan-Brille, vgl. misc/livingroom_stereo.avi

noflux/box_raled4 streamlines.avi
Stromlinien des Geschwindigkeitsfeldes mit 70 flux-Seitenwinden bei Ra = 10*. Das
Fluidvolumen ist quaderférmig mit Seitenverhaltnis Breite : Tiefe : Hohe =7:3: 1.

noflux/box_raled4 streamlines_color.avi
Wie noflux/box_raled_streamlines.avi, zusitzlich ist die Temperatur

farblich dargestellt.

noflux/cylbox_raled4_streamlines.avi
Stromlinien des Geschwindigkeitsfeldes mit 7o flux-Seitenwinden bei Ra = 10*.
Das Fluidvolumen ist ein elliptischer Zylinder (Seitenverhiltnis 15:7 : 1), aus dem
ein quaderformiges ,Loch“ (Seitenverhiltnis 4 : 2 : 1) herausgeschnitten wurde. Die
Artefakte oder Punkte auflerhalb des Zylinders entstehen durch Stromlinien, die
innerhalb des Wandbereichs starten.

noflux/cylbox_raled4_streamlines_color.avi
Wie noflux/cylbox_raled_streamlines.avi, zusitzlich ist die Tempera-
tur farblich dargestellt.

noflux/cyl raled_streamlines.avi
Stromlinien des Geschwindigkeitsfeldes mit 7o flux-Seitenwinden bei Ra = 10*.
Das Fluidvolumen ist ein elliptischer Zylinder mit Seitenverhiltnis Hauptachse :

Nebenachse : Hohe=7:3: 1.

noflux/cyl_raled_streamlines_color.avi
Wie noflux/cyl_raled_streamlines.avi, zusitzlich ist die Temperatur
farblich dargestellt.

noflux/cyl_ra2e7_T.avi
Simulation eines zylinderférmigen Volumens mit Seitenverhiltnis Durchmesser :

Hohe =3.5: 1 und 7o flux-Winden bei Ra=2.44-10".
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ra2e7_gamma4d/4panels.avi
Temperatur T, Geschwindigkeitsbetrag Iul, vertikale Geschwindigkeit #, und
Vortizititsbetrag |co| der Simulaion ra2e7_gamma4 in vier Tafeln nebeneinander
gezeigt (zeilenweise von oben/links nach unten/rechts).

ra2e7_gammad/4panels_small.avi
Wie ra2e7_gamma4d/4panels.avi, nur in geringerer Auflosung.

ra2e7_gammad/T_angle.avi
Wie ra2e7_gamma4/T.avi, nur unter einem gekippten Blickwinkel gezeigt.

ra2e7_gamma4/T.avi
Temperatur T der Simulation ra2e7_gamma4.

ra2e7_gamma4d/T_uz.avi
In diesem Video wurde das Fluidvolumen in der Mitte unterteilt; in der linken
Hilfte ist die Temperatur 7', in der rechten die vertikale Geschwindigkeit #,

gezeigt.

ra2e7_gammad/T vel.avi
In diesem Video wurde das Fluidvolumen in der Mitte unterteilt; in der linken
Hilfte ist die Temperatur 7', in der rechten die absolute Geschwindigkeit |u|

gezeigt.

ra2e7_gammad /T vort.avi
In diesem Video wurde das Fluidvolumen in der Mitte unterteilt; in der linken
Hilfte ist die Temperatur 7', in der rechten die absolute Vortizitit |e| gezeigt.

ra2e7_gammad/uz.avi
Vertikale Geschwindigkeit #, der Simulation ra2e7_gamma4.

ra2e7_gammad/vel.avi
Absolute Geschwindigkeit Iul der Simulation ra2e7_gamma4.

ra2e7_gamma4/vort.avi
Absolute Vortizitit |w| der Simulation ra2e7_gamma4.

ra2e7_gamma4/vort_vel.avi
In diesem Video wurde das Fluidvolumen in der Mitte unterteilt; in der linken
Halfte ist die absolute Vortizitit Ico , in der rechten die absolute Geschwindigkeit
|u| gezeigt.
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A.3 Zusatzmaterialien zum Simulationsprogramm

Das Simulationsprogramm ist auf der beiliegenden DVD im Ordner code/rnb enthal-
ten, um die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse sicherzustellen. Da das Programm recht
umfangreich ist, sollen hier nur einige Punkte kurz erwihnt werden.

A.3.1 Schematischer Ablauf des Simulationsprogramms

Der grobe Ablauf des Simulationsprogramms gestaltet sich folgendermafien, wobei teil-
weise Referenzen auf die relevanten Formeln gegeben werden:

1. Initialisierung von. ..
a) k-Vektor
b) Dealiasing-Filter
¢) Maskierungsfunktion
d) Felder w(x), O(x)
2. Zeitschrittschleife
a) Zeitschritt t — t + At durchfiithren

1. El aus g(t) berechnen

A. Z[&(t)] berechnen
B. dealiasing

C. 5 | berechnen
ii. 52 berechnen, siehe i.
1il. g(t + At) berechnen, siehe i.
b) At tiber CFL-Kriterium anpassen

c) Felder herausschreiben

d) Statistische Analysen durchfiihren, Log-Datei schreiben
e) Bei[2fortsetzen

3. Checkpointing

4. Aufriumen, Programm beenden
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A.3.2 Strukturierung des Codes

Der Quelltext des Simulationsprogramms ist auf mehrere Dateien aufgeteilt. Jede Da-
tei enthilt dabei mehrere Routinen, die sich grob zusammen gruppieren lassen. Diese
Gruppierungen werden hier kurz aufgelistet:

checkpointer.c
Routinen, die das checkpointing tibernehmen

ifp.c
Routinen zum Einlesen der Parameterdatei (i £p = input file parser)

mers_twist.c

Generator fiir hochqualitative Zufallszahlen, sieche [MN98]]

rnb_array_ arithm.c
Enthilt Routinen zum Umgang mit den dikretisierten Feldern wie z. B. Addition,
FFT, Minimum- und Maximumberechnung, Mittelwertberechnung etc.

rnb_globals.c
Deklarationen der globalen Variablen

rnb_init.c
Initialisierung der verschiedenen Felder

rnb IO.c
Routinen zur (parallelen) Ein- und Ausgabe und zum Berechnen verschiedener
Groflen aus w und 6

rnb_log.c
Routinen, die die verschiedenen Log-Dateien schreiben

rnb main.c
Enthilt die Routinen, die den eigentlichen Algorithmus beinhalten, wie z.B.
main (), verschiedene Zeitschrittverfahren, Berechnung der Rechten-Hand-Seite,
Berechnung der Nichtlinearitit, CFL-Kriterium etc.

rnb_params.c
Kiimmert sich um die Parameter aus der Eingabedatei, mit denen man das Verhalten
des Programms steuert

A.3.3 Parameter der Eingabedatei

Das Simulationsprogramm wird {iber eine Eingabedatei gesteuert. Eine solche Einga-
bedatei ist auf der DVD unter code/rnb/input_files/rnb.ifp zu finden; die
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Werte der Parameter in dieser Datei entsprechen den Standardwerten der Parameter.
Manche der Parameter beeinflussen sich gegenseitig; z. B. kann man eine 7o flux-Wand
nur dann einschalten, wenn auch das normale volume penalization eingeschaltet ist. Fiir
Details ist der Quelltext oder der Autor der vorliegenden Diplomarbeit zu konsultieren.
Die Parameter werden im Folgenden kurz erklirt, wobeti sie so wie in der Eingabedatei
gruppiert sind:

length, resolution

1x Abmessung L des Simulationsgebiets 2

1y Abmessung L, des Simulationsgebiets (2

1z Abmessung L, des Simulationsgebiets £

nx Anzahl Gitterpunkte N, in x-Richtung

ny Anzahl Gitterpunkte N, in y-Richtung

nz Anzahl Gitterpunkte N, in z-Richtung

physical parameters
param_alpha Thermaler Expansionskoeffizient «

param_beta Vertikaler Temperaturgradient 5 = ‘%T
param_nu Kinematische Viskositit v

param_kappa Wirmediffusivitit «

timestepping
n_iter Gesamtzahl an durchzufiihrenden Zeitschritten

dt Zeitschritt At; dieser kann sich durch das CFL-Kriterium indern

adaptive_timestep  Entscheidet, ob der Zeitschritt tiber CFL-Kriterium angepasst werden soll; 1
bedeutet Anpassung, O keine Anpassung

timestepping_scheme Wahl des Zeitschrittverfahrens. Zu Testzwecken wurden im Code mehrere
Zeitschrittverfahren implementiert; ein Wert von 2 entspricht dem benutzten

RK3-Verfahren.
cfl LSicherheitsfaktor 0 < A < 1 des CFL-Kriteriums
wampe?| and boundaries
use_wampe Volume penalization an- bzw. ausschalten
wampe_eps Penalization-Parameter 7
wampe_input_binary Optionaler Dateiname einer als Datei gespeicherten Maskierungs-
funktion H(x)
d_wampe_x Dicke einer Wand links und rechts, angegeben in Prozent der Ge-

samtlinge L,
d_wampe_y Dicke einer Wand vorne und hinten, angegeben in Prozent der Ge-
samtlinge L,

d_wampe_z Dicke einer Wand oben und unten, angegeben in Prozent der Ge-
samtlinge L,

Die Bezeichnung ,Wampe* resultiert urspriinglich aus einem Schreibfehler des Autors, der sich im Laufe
der Zeit verselbststindigt hat; in der Literatur wird die Maskierungsfunktion H(x) auch als ,Rampe*
bezeichnet.
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d_wampe_gridpoints

use_mirror

use_wampe_noflux
wampe_noflux_eps

d_wampe_noflux_gridpoints

wampe_noflux_init_cylinder

10

every_out

first_out

binary_basename

output_vel

output_vel_x
output_vel_y
output_vel_z
output_abs_vel
output_vort
output_vort_x
output_vort_y
output_vort_z
output_ens
output_temp
output_theta
output_pressure

compensate_wampe_output

logging
every_log

Dicke einer Wand oben und unten, jeweils angegeben in Anzahl an

Gitterpunkten

Spiegeltechnik an- bzw. ausschalten
No flux-Winde an- bzw. ausschalten

Penalization-Parameter 7, der no flux-Wand

Gitterpunkten

ders

Dicke einer 70 flux-Wand links/rechts und vorne/hinten, jeweils in

No flux-Winde in Form eines (elliptischen) Zylinders statt eines Qua-

Nach jeweils wievielen Zeitschritten sollen Felder herausgeschrieben

werden?

Ab welchem Zeitschritt soll das erste Mal herausgeschrieben werden?

Dateiname der Felder; wird um Zusitze erweitert, um die verschiedenen

Grofen unterscheiden zu kénnen

Sollen Geschwindigkeitskomponenten #_, #

den?

u, herausschreiben?
u, herausschreiben?
u, herausschreiben?

| u | herausschreiben?

Vortizititskomponenten e, e

w, herausschreiben?
,, herausschreiben?

w, herausschreiben?

Enstrophie w? herausschreiben?
Temperatur T herausschreiben?
Temperaturabweichung & herausschreiben?
Druck herausschreiben?

w, herausschreiben?

u, herausgeschrieben wer-

Kontrolliert, ob in den durch H(x) maskierten Regionen die ,echten®
Werte der Felder herausgeschrieben werden sollen oder ob die Felder in

diesen Regionen auf einen festen Wert gesetzt werden

Nach jeweils wievielen Zeitschritten soll in die Log-Datei geschrieben werden?

every_log_detail Nach jeweils wievielen Zeitschritten soll eine detailliertere Log-Datei angelegt

logfile_basename Dateiname der Log-Datei; wird um verschiedene Zusitze erweitert

technical settings
use_workspace

Soll fiir die FFTW ein sog. workspace angelegt werden, der die Berechnungen
beschleunigt? Details in [FJ10]

use_dealiase_field Soll die dealiasing-Funktion tabelliert werden?
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dealiase_type

fftw_wisdom_level
fftw_use_wisdom

field initialization
omega_rand_amp

theta_rand_amp

init_raylor_tayleig
init_blob

compensate_temperat

seed

input_vort_x
input_vort_y
input_vort_z

input_theta

auto shutdown
abort_if nan

abort_now_filename

ttl_in_minutes

checkpointing
start_iteration

start_time
checkpoint_every
checkpoint_end
checkpoint_basename

resume_from_checkpo
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Welches dealiasing soll benutzt werden? 0 entspricht glattem, 1 entspricht 2/5-
Filter

Stellt das sog. wisdom-Level der FFTW ein. Details in [[F]10]
Soll die FFTW wisdom benutzen? Details in [[F]10]

Amplitude des gaufschen Rauschens, mit dem w ini-
tialisiert wird

Amplitude des gauschen Rauschens, mit dem & ini-
tialisiert wird

h Veraltet, wird nicht mehr benutzt
Veraltet, wird nicht mehr benutzt

ure_gradient_init Entscheidet, ob T oder 8 auf eine Rauschanfangsbe-
dingung initialisiert wird

Anfangswert fiir den Zufallszahlengenerator
Optionaler Name einer Eingabedatei fiir e,
Optionaler Name einer Eingabedatei fiir «,
Optionaler Name einer Eingabedatei fiir w,

Optionaler Name einer Eingabedatei fiir 6

Kontrolliert, ob das Programm abgebrochen werden soll, wenn die Felder diver-
gieren (nan = ,not a number*)

Existiert diese Datei im Pfad, in dem das Programm liuft, beendet sich das
Programm (da man sonst wegen der Parallelisierung leicht die Kontrolle tiber
das Programm verliert)

Nach soviel Minuten beendet sich das Programm automatisch (tt1 = ,time to
live®)

Setzt explizit den Startindex der Zeitschritt-Iteration auf den angegebenen
Wert

Setzt explizit die Startzeit ¢ auf den angegebenen Wert

Nach jeweils wievielen Zeitschritten soll ein checkpoint gesetzt werden?
Soll am Ende der Simulation ein checkpoint gesetzt werden?

Name der checkpoint-Datei, wird um den Iterationsindex erweitert

int Hier gibt man eine checkpoint-Datei an, von der aus die Simulation weiter
gerechnet werden soll
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