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Einleitung

Komplexe, dynamische Systeme spielen in der Physik und in vielen anderen
Wissenschaften eine wichtige Rolle. Allgemein bestehen komplexe Systeme aus
einer sehr groken Anzahl von Elementen. Die mikroskopischen Zustande der
Elemente bestimmen den makroskopischen Zustand des Gesamtsystems. Dy-
namiken auf mikroskopischer Skala unterliegen gewissen Fluktuationen. Die-
se werden daher haufig mittels stochastischer Differentialgleichungen beschrie-
ben.

Die Weltwirtschaft lasst sich ebenfalls als ein komplexes System im gerade
beschriebenen Kontext auffassen. Dieses Obersystem setzt sich aus vielen ge-
koppelten Untersystemen zusammen, welche man auch als Markte bezeichnen
kann. Ein Markt ist durch das Aufeinandertreffen von Angebot und Nachfrage
gekennzeichnet. Beispiele sind der globale Weltmarkt fiir Waren und Dienst-
leistungen, der europaische Geldmarkt oder ein Kapitalmarkt, an dem deut-
sche Aktien gehandelt werden. Die zeitliche Wertentwicklung des deutschen
Aktienmarktes oder der Aktien einzelnen Unternehmen lassen sich durch die
Bewegungen der Aktienkurse beschreiben. Die Dynamik der Kurse lasst sich
nicht deterministisch mit den einzelnen Transaktionen, die von den vielen Teil-
nehmern auf der Angebots- und Nachfrageseite des Marktes getatigt werden,
in Verbindung bringen. Vielmehr weisen diese Entwicklungen der Preise einen
stochastischen Charakter auf, weshalb Kursentwicklungen mit Hilfe von sto-
chastischen Prozessen beschrieben werden [40].

Eine Begriindung, sich auf eine spezielle Klasse von gedachtnislosen Prozes-
sen, den Markov-Prozessen, zu beschranken, liefert die Effizienzmarkthypothe-
se. Diese besagt, dass bereits alle marktrelevanten Informationen in einem Kurs
enthalten sind. Damit besteht kein Vortell darin Kurshistorien zu berticksichti-
gen [40]. Markov-Prozesse lassen sich vollstandig durch einen deterministischen
Teil (Drift) und einen stochastischen Teil (Diffusion) beschreiben. Dass sich die-
se Komponenten mittels eines einfachen Verfahrens aus experimentellen Daten
schatzen lassen, wurde vor einigen Jahren von Friedrich et al. gezeigt [16].
In Bezug auf Finanzdaten wurden bereits einzelne Prozesse analysiert und so
Kenntnisse tiber die Drift- und Diffusionsstruktur gewonnen [15]. Gegenstand
dieser Arbeit wird es sein, zusatzlich zu dem Verhalten isolierter Kursentwick-
lungen auch Interpendenzen zwischen zwei Wertpapieren zu betrachten.



Inhaltsverzeichnis

Die Dynamiken des Wirtschaftssystems und seiner Untersysteme besser zu ver-
stehen ist von zentraler Bedeutung. Jingste Beispiele, wie die Finanzkrise von
2007/08 haben gezeigt wie wichtig es ist Kenntnisse liber die komplexen Ab-
hangigkeitsstrukturen der Weltwirtschaft zu erlangen, um mit geeigneten Mit-
teln Krisen dieser Art entgegenwirken zu konnen. Als Ausloser solcher Krisen
werden haufig Markte im Ungleichgewicht genannt. Im Falle der Finanzkrise
spricht man von einer Immobilienblase als Ursache fiir die nachfolgenden nega-
tiven Entwicklungen. Auch die Moglichkeit der Friiherkennung solcher Speku-
lationsblasen und Marktzusammenbriiche konnte einen wertvollen Beitrag zur
Abschwachung von Wirtschaftskrisen leisten. Fiir kleinere Wirtschaftseinheiten
wie Banken oder Unternehmen ist es ebenfalls wichtig die Methoden des Risi-
komanagements standig zu verbessern. Gegenstand dieser Arbeit wird es zum
Einen sein die statistischen Charakteristika eines komplexen System zu untersu-
chen und dabei auf mogliche universelle Eigenschaften zu anderen dynamischen
Systemen (z.B. Turbulenz) aufmerksam zu machen. Auf der anderen Seite
handelt es sich bei den Finanzmarkten um ein praxisrelevantes System, und ein
besseres Verstandnis der Marktdynamiken ist sowohl fiir wirtschaftspolitische,
als auch fiir unternehmerische Entscheidungen relevant.

In Kapitel 1 wird es eine kurze Einfiihrung in die Theorie der stochastischen
Prozesse geben. Zentral sind dabei die Zusammenhange der mehrdimensiona-
len Fokker-Planck-Gleichung und stochastischen Differentialgleichungsystemen
in der Notation nach Langevin. Das Kapitel 2 wird dem Leser eine geschicht-
liche Einordnung der wichtigsten Forschungsergebnisse der Kapitalmarkttheo-
rie ermoglichen. Des Weiteren werden prominente statistische Eigenschaften
von Finanzmarktdaten vorgestellt und an einem empirischen Datensatz ge-
prift. Zur erweiterten Charakterisierung kommt es in Kapitel 3 zu einer Drift-
und Diffusionanalyse der vorgestellten Daten. Das Herzstiick dieser Arbeit bil-
det die zweidimensionale Drift- und Diffusionsschatzung der Preisdifferenzen
zweier deutscher Aktien wie sie in Kapitel 4 durchgefiihrt wird. Anhand dieser
Ergebnisse sollen Riickschliisse auf mogliche Abhangigkeitsstrukturen im deter-
ministischen oder stochastischen Teil der Dynamik aufgezeigt werden. Mogliche
Anwendungsfelder, die sich aus den Resultaten ergeben, werden in Kapitel 5 vor-
geschlagen. Die Beobachtungen dieser Arbeit werden anschlieBend in Kapitel 6
zusammenfassend wiedergegeben.



Kapitel 1
Theorie

Empirische Untersuchungen von Finanzzeitreihen lassen auf einen stochasti-
schen Charakter von Kursdynamiken schlieBen. Statistik und Stochastik liefern
eine Fille von Methoden und Modellen, um Zeitreihen dieser Art zu analysie-
ren und zu modellieren. In diesem Kapitel werden die wichtigsten Formeln und
Gleichungen vorgestellt, die in dieser Arbeit eine Anwendung finden. Auf aus-
fiihrliche Herleitungen wurde dabei an dieser Stelle verzichtet. Des Weiteren
werden Kenntnisse aus der Wahrscheinlichkeitstheorie vorausgesetzt. Umfas-
sende Beschreibung der hier verwendeten Theorie sind der Standardliteratur
von z. B. Haken [22], Gardiner [18] oder Risken [43] zu entnehmen.

1.1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Sei X; eine Zufallsvariable mit Zeitparameter t. Diese kann sowohl diskre-
te (z.B. Farben, Miinzwurf) als auch kontinuierliche Werte (z.B. Gewicht,
Preis) annehmen. Die Ein-Punkt-Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (pdf; Abk.
fiir engl. probability density function) ist definiert durch:

mszﬂfmmax—mw». (1.1)

wobei w € Q, u das Mals und €2 den Ergebnisraum darstellt. Die Dichtefunktion
ist auf Eins normiert:

oo

/ dx p(x, t) = 1. (1.2)

— o0

Fir das gemeinsame Auftreten von N Ereignisse definiert man eine N-Punkt
Verteilungsfunktion (Verbundwahrscheinlichkeit, jpdf; Abk. fiir engl. joint pro-
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bability density function):

fn(x1, te; . Xy, ty) = /d,u,(w)é(xl — X)) -+ -0(xy — Xe(w)),  (1.3)

mit N > 2.

1.1.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Die einfach bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte ist definiert als der Quotient
aus Verbundwahrscheinlichkeitsdichte und der pdf:
HLx, t;x', t)
p(x', t')
wobei p(x’, t') # 0 angenommen wird. Der Zusammenhang 3Rt sich erweitern

zur allgemeinen bedingten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (cpdf; Abk. fiir
engl. conditional probability density function):

p(x, t|x', t') = (1.4)

fn(xe, t1; Xo, to; X3, t35 .. X, tN)

fn—1(x1, t1 X, to) oo X—1, tn—1)

P(Xn, tn|XN—1, tN—1; XN—2, EN—2; ...; X1, 1) =

(1.5)
1.1.2 Momente und Kumulanten
Momente n-ter Ordnung sind im Kontinuierlichen gegeben durch:
m, = (x"(t)) = /dxx”p(x, t). (1.6)

Voraussetzung fiir die Definition (1.6) ist die Konvergenz des Integrals. Diese
ist gegeben, wenn die pdf p(x, t) fiir groBe |x| verschwindet. Die in dieser Arbeit
auftretenen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen haben alle die entsprechende
Eigenschaft. Das erste Moment (x) bezeichnet man als Mittelwert. Fiir diskrete
Zeitreihen |3t sich ein statistischer Schatzer definieren:

my = <X):u:%2x,-. (1.7)

Die Differenz aus dem zweiten und dem quardrierten ersten Moment o, =
my — m? wird als Varianz bezeichnet. Ein Schatzer fiir diskrete Werte folgt
mit:

N

- - 1

i, =6° = HZ(X/—M)z- (1.8)
i=1



1.1 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Fouriertransformierte der pdf nennt man charakteristische Funktion von
p(x, t):

pk, t) = /dxeikxp(x, t), (1.9)
welche man (ber die Reihendefinition der Exponentialfunktion und (1.6) auch
wie folgt schreiben kann:

e}

Bk, 1) = > T (ik)"

n

Die Kumulanten einer pdf sind Kombinationen der Momente. Sie sind definiert
als die Ableitung der logarithmierten charakteristischen Funktion:

n

dkn

Cn = (=1)"—= Inp(k, 1)

k=0
Die dritte und vierte Kumulante errechnen sich somit wie folgt:

G = m3—3mrmy + me

G = mg—4msmy —3m3 + 12mym? — 6mj.

Flur symmetrische Verteilungen verschwinden die Terme mit ungeraden Mo-
menten. Die normalisierte dritte Kumulante bezeichnet man als Schiefe ¢, die
vierte Kumulante als Kurtosis k:

C

e = 0—2 (1.10)
Ca

ko= 53 (1.11)

Die Schiefe beschreibt die Neigungsstarke der Verteilung, wahrend die Kurtosis
eine Aussage Ulber die Spitze und die Auslaufer der Verteilung macht. Fiir die
Standardnormalverteilung sind beide Groken Null.

1.1.3 Zentraler Grenzwertsatz und Normalverteilung

Der zentrale Grenzwertsatz beschreibt das Verhalten einer Summe von Zufalls-
zahlen. Sei (X;);>1 eine Folge von unabhangigen, identisch verteilten Zufalls-
variablen mit existierendem Mittelwert und endlicher Varianz groBer Null. Die
Verteilung dieser Summe strebt gegen die Standardnormalverteilung

1 LXx "
i N—oo

\/NE = 2% Dy 1. (1.12)
i=1
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Die Normalverteilung oder Gaul-Verteilung nach ihrem Entdecker Carl Friedrich
Gaul ist eine wichtige kontinuierliche Verteilung. Die GauS'sche Glockenkurve
hat folgende Form:

1 _1(x=1)?
2

—K
= e o
oV 2T
Die Kurzschreibweise X ~ N (u, o) bedeutet im Folgenden, dass die Zufallsva-
riable X normalverteilt mit Mittelwert u und Varianz o ist.

Ppo(x) (1.13)

1.1.4 Korrelation

Fir zwei quadratintegrable Zufallsvariablen X, X5 ist die Kovarianz wie folgt
definiert:

p(X1, Xa) = 012 = (X1 — (X1)) (X2 — (X2))) . (1.14)

Mit Hilfe dieser Definition lasst sich nun der Korrelationskoeffizient definie-
ren:

X1, X
’Y(Xl,XQ) _ 10( 1 2) _ 012 . (115)
\/O’Q(Xl)\/0'2(X2) 0102
Der Korrelationskoeffizient kann Werte zwischen v = —1 fiir perfekt negativ

korrelierte Zufallsvariablen und v = 1 fiir perfekt positiv korrelierte Variablen
annehmen. Bei v = 0 liegt keinerlei Korrelation vor. Aus einer Unabhangigkeit
von X; und X, folgt Unkorreliertheit, der Umkehrschluss ist i. A. nicht zulas-

sig.

1.2 Einfiihrung in die Theorie stochastischer
Prozesse

Ein stochastischer Prozess ist eine Abfolge von Zufallsvariablen (X;)¢c,. Wenn
| = N ist, spricht man von einem diskreten, stochastischen Prozess, fiir | = R
von einem kontinuierlichen, stochastischen Prozess. Eine N-Punkt-Verteilung
gem. Definition (1.3) beschreibt den stochastischen Prozess vollstandig. Ein
Prozess gilt als stationar fir alle N, falls gilt:

fn(xe, tisxo, tor oxn tn) = I, i+ Tioxo, o+ T o xn, tn+ 1) (1.16)

mit T € l.
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1.2.1 Markov-Prozess

Eine sehr wichtige Gruppe von stochastischen Prozessen stellen die sogenann-
ten Markov-Prozesse dar. Allgemein spricht man dabei von Prozessen ohne
Gedachtnis, das heillt, dass der zukiinftige Zustand eines Systems nur vom
aktuellen Zustand abhangt und nicht etwa von der gesamten Historie aller Zu-
stande. Ein Markov-Prozess erfiillt somit die folgende Gleichung:

p(Xn, tnlXn—1, tn—1) = P(Xn, tn|Xn—1, tn—1; .- X2, t2; X4, 1), (1.17)

wobei t; < t, < ... < ty 0.B.d.A. Eine wichtige Konsequenz aus dieser Eigen-
schaft ist, dass sich nun der gesamte Markov-Prozess mit Hilfe eines Produkts
der Ubergangswahrscheinlichkeiten und der Ein-Punkt-Wahrscheinlichkeit be-
schreiben lasst:

p(Xn, tn; ... Xo, tos X1, ) =

p(Xn, tnlXn—1, tn—1)P(Xn—1, tn—1]|XN—2, tn—2) - - - P(X2, ta|x1, t1)P(X1, t1).
(1.18)

1.2.2 Chapman-Kolmogorov-Gleichung
Beschrankt man Gleichung (1.18) mit N = 3 so erhalt man folgenden Zusam-

menhang:

f(x3, ts; X2, to; X1, t1) = p(x3, ta]x0, t2) p(x2, to|x1, t1) p(x1, t1). (1.19)

Integriert man nun Ulber x, und dividiert dann mit p(xy, t;) erhalt man eine
Gleichung die als Chapman-Kolmogorov-Gleichung bekannt ist:

p(xs, ts|x1, t1) = /dX2 p(xs, ts|x2, t2) p(X2, ta|Xq, t1). (1.20)

Sie bildet den Ausgangspunkt fiir weitere Beschreibungen der zeitlichen Ent-
wicklung von Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen.

1.2.3 Langevin-Gleichungen

Mit stochastischen Differentialgleichungen (SDE), welche in der Physik haufig
als Langevin-Gleichungen bezeichnet werden, ist es moglich, eine ganze Reihe
von Diffusionsprozessen zu modellieren, mit denen verschiedenste dynamische
Systeme beschrieben werden konnen. Urspriinglich wurde die Gleichung von
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Paul Langevin 1908 entwickelt, um die Dynamik von Brownschen Partikeln in
einem System zu untersuchen, auf das eine dulere Kraft wirkt. Eine allgemeine
Form fiir die mehrdimensionale Langevin-Gleichung ist gegeben durch:

d

g %) = hi(X. 1) + JZ_%-(X, £1;(t) (1.21)

mit X € RV, Der deterministische Teil h;(X, t) wird auch als Driftterm bezeich-
net. Der stochastische Teil der Gleichung besteht aus den Diffusionskoeffizien-

ten g;; und den Fluktuationstermen [;(t). I'(t) wird auch als d-korreliertes,
weiltes Rauschen bezeichnet. Es hat folgende Eigenschaften:

(ri(t)) = 0, (1.22)
(L(Or(t))y = 26;0(t—1t). (1.23)

Fir eine Dimension 13kt sich folgende allgemeine Langevin-Gleichung ange-

ben: d
- X(1) = h(X, 1) + g(X, ) (). (1.24)

Wiener-Prozess

Eine Langevin-Gleichung, in der ausschlielich eine fluktuierende Kraft auftritt,
wird auch Wiener-Prozess genannt:

d
W) = (1), (1.25)

Wegstlicke auf einem Zufallspfad sind stochastisch unabhangig, stationar und
normalverteilt. Betrachtet man ein kleines Wegstiick des stochastischen Pfades
so muss man uber die Fluktuationen integrieren:
t+dt
dW(t) = W(t+ dt) —W(t) = / dt’ r(t"). (1.26)
t
Das letztgenannte Integral bezeichnet man auch als Stieltjes-Integral. Im Fol-

genden soll kurz auf die Behandlung solcher stochastischen Integrale eingegan-
gen werden.

Stochastische Integralgleichungen

Es gibt unterschiedliche Interpretationen von stochastischer Integration. Be-
trachtet man stochatische Integrale als Grenzwert einer Summe und ist, wie
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in Gleichung (1.26) der Integrant unstetig, macht es einen Unterschied, ob
man mittige (Interpretation nach Stratonovich) oder linksseitige Stiitzstellen
(Interpretation nach Itd) bei der Integration verwendet. Fiir detaillierte Ausfiih-
rungen sei auf die Literatur, z. B. [18] verwiesen. In dieser Arbeit beschrankt
man sich ausschlieBlich auf 1té's Definition. Die Langevin-Gleichung (1.24) lasst
sich mit (1.26) als Integralgleichung der Form

t t

x(t) = x(0) +/dt’h(x, t') +/dW(t’) g(x, t') (1.27)

0 0

schreiben. Eine verkiirzte Schreibweise, die man in der Finanzmathematik (siehe
Kapitel 2 und A.3) oft findet, lautet:

dx(t) = h(x, t)dt + g(x, t)dW(t). (1.28)

1.2.4 Fokker-Planck-Gleichung

Eine fundamentale Gleichung, um die Dynamik von Markov-Prozessen zu be-
schreiben, ist die Fokker-Planck-Gleichung. Sie gibt die zeitliche Entwicklung
von Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen wieder.

Die Wahrscheinlichkeit, ein System im Zustand x zum Zeitpunkt t und zu
einem spateren Zeitpunkt t+ 7 im Zustand x’ zu finden, ist in folgender Weise
miteinander verkniipft:

p(x, t+71)= /dx p(x, t+T|x', t)p(x', t). (1.29)

Um nun einen Ausdruck fiir das Differential %p(x, t) zu erhalten, benétigt
man die Ubergangswahrscheinlichkeit p(x, t + T|x’, t). Diese soll im Folgenden
kurz hergeleitet werden. Dabei wird eine Herleitung aus [43] verwendet, wel-
che insbesondere die Eigenschaften der charakeristischen Funktion ausnutzt.
Startpunkt ist die Definition der bedingten Momente M,,:

Ma(X', T, 7) = (X(t +7) = X(1))"|X(t) = x')

:/dx(x—x’)”p(x,t+T|x’,t). (1.30)

Durch die Transformation in die charakteristische Funktion gemaR (1.9) und
durch Ausnutzen der Reihendefinition der Exponentialfunktion ergibt sich fol-
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gender Zusammenhang:

o0

p(k,x' t,7) = / dx e”‘(x’x/)p(x, t+ 7|x', t)
o0 k n
= 1+Z(Inl) /dx(x—x’)”p(x,t+T|x’,t).
n=1 ’ N J

-~

Mpn (X', t,T)

Dieser Ausdruck in die Riicktransformation eingesetzt ergibt folgendes:

1 < (k)"
p(x, t+7|X' t) = o / dk e~ 1kOx=x) (1—1—2 py M, (X', t,T)) :
— 00 n=1

Mit Hilfe einer Fourier-Transformation lalt sich folgender Zusammenhang her-

stellen: L e N
T SN a—ik(x—X") e !
dk (ik)"e ( 6X) o(x —x').

21 J_ o

Unter Ausnutzung dieser Gleichung folgt:

1+ il% (—(%)n M,(x, t, 7')] o(x — x).

Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften der §-Funktion

p(x, t+7|x' t) =

o(x —x") =6(x" — x)

und das Einsetzen in Gleichung (1.29) liefert die sogenannte Kramers-Moyal-
Entwicklung:

%p(x, EDY (—a—i) D™ (x, t)p(x, t), (1.31)

n=1

mit den Kramers-Moyal-Koeffizienten:

DO, ) — i Mol ) (X () = X(OPIX(D) = )

=0 it 750 nlt (1.32)

Pawulas-Theorem

Pawulas- Theorem macht eine Aussage dariiber, wie viele Terme der Kramers-
Moyal-Entwicklung berticksichtigt werden missen. Falls der Prozess durch ei-
ne Langevin-Gleichung (1.24) mit §-korreliertem weien Rauschen beschrieben
werden kann, verschwinden alle Koeffizienten mit n > 3. In diesem Fall ergibt

10
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sich eine Gleichung die als Fokker-Planck-Gleichung oder Vorwarts-Kolmogorov-
Gleichung bekannt ist:

p(x, t) = —ED D(x, t)+ = 22 D@ (x, t)| p(x, t). (1.33)

at? Ox 20x

Der Koeffizient D™ wird als Drift bezeichnet, D® als Diffusion. Sie ist die kor-

respondierende Fokker-Planck-Gleichung zur Langevin-Gleichung (1.24). Nach

[tdés Definition stehen die Koeffizienten in folgender Beziehung zueinander:
DMV (x,t) = h(x,t), (1.34)
D@ (x,t) = ¢*(x,t). (1.35)

Die mehrdimensionale Fokker-Planck Gleichung

In analoger Weise lalst sich die allgemeine Form der Gleichung fiir N Dimensio-
nen angeben:

o
5P }:aD“xt }:& D@xwpmn (1.36)

mit x € RY. Dabei bezeichnet man Dfl) nun als Driftvektor und ijz) als Diffu-
sionsmatrix. Sie sind definiert durch:

PP, 1) = lim = (X(+7) — X(DIX(D) =), (1.37)

T—=0 T

D@ (x, t) = lim 1
([Xi(t + 1) = Xi(OIX(t +7) = X;(O)] IX(t) = x) . (1.38)

Der Zusammenhang zu den Drift- und Diffusionstermen der mehrdimensionalen
Langevin-Gleichung (1.21) ergibt sich wie folgt (Definition nach 1t5):

DY = n, (1.39)

1

fiir eine positiv definite Matrix D).
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Kapitel 2

Die statistische Beschreibung von
Finanzdaten

Das Teilgebiet der wirtschaftswissenschaftlichen Forschung, welches sich mit
der mathematischen Beschreibung okonomischer Zusammenhange beschaftigt,
wird als Okonometrie bezeichnet. Seit den neunziger Jahren erginzen Physiker
mit Hilfe von Methoden und Modellen aus vorwiegend nichtlinearer oder statis-
tischer Physik die Forschungsergebnisse. Dieses interdisziplindare Forschungsfeld
wird als Okonophysik bezeichnet. Eine Einfihrung in die Schwerpunktthemen
findet sich in den Standardwerken von Mantegna und Stanley [35] bzw. Paul
und Baschnagel [40]. Viele der in dieser Arbeit angewendeten Verfahren und
Analysen sind aus physikalischen Problemen motiviert worden.

Im Folgenden werden die wichtigsten Ergebnisse aus empirischen Untersu-
chungen vorgestellt, die in Bezug auf die Dynamik von Aktienkursen gemacht
wurden. Diese stilisierten Fakten * werden anschlieBend anhand eines DAX-
Datensatzes uberpriift, und die Resultate mit Ergebnissen aus der Literatur
verglichen. Zunachst soll es jedoch eine geschichtliche Einordnung einiger wich-
tiger wissenschaftlicher Errungenschaften der Finanzmarkttheorie und Finanz-
mathematik geben. Diese ist jedoch keinesfalls als vollstandig anzusehen.

2.1 Eine Einfiihrung

Als Begriinder der Finanzmathematik wird heute der franzosische Mathema-
tiker Louis Bachelier gehandelt. Bereits im Jahre 1900 beschrieb er in seiner
Dissertation , Théorie de la Spéculation” [4] die Dynamik von Aktienkursen mit
Hilfe der Brownschen Bewegung. Neue Impulse bekam die Disziplin durch die
Erfindung von programmierbaren Rechenmaschinen. Die Moglichkeit grolere

1Okonomische Zusammenhange die durch viele Beobachtungen gestiitzt werden. (Gem. [48])
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Kapitel 2 Die statistische Beschreibung von Finanzdaten

Datenmengen zu untersuchen liell um 1960 einige neue Erkenntnisse liber das
statistische Verhalten von Finanzdaten aufkommen. So konnten neben anderen
Mandelbrot [34] und Fama [14] festhalten, dass extreme Preisanderungen von
Aktienkursen wesentlich wahrscheinlicher sind als von der Normalverteilung be-
schrieben. Im Jahr 1952 begriindet Harry Markowitz die moderne Portfoliotheo-
rie [36]. Dass Diversifikation in einem Wertpapierportfolio zu einer Risikomin-
derung flihren kann, wurde hier zum ersten Mal wissenschaftlich hergeleitet und
bestatigt. 1964 wurde das Modell von Sharpe [45] erweitert. Im Kern des Preis-
modells fiir Kapitalgiiter (Capital Assest Pricing Model, CAPM) steht das Ziel,
Gleichgewichtspreise flir Wertpapiere unter Risiko im Portfoliozusammenhang
zu ermitteln.

Die bis heute wohl bekannteste Errungenschaft der Finanzmathematik ist das
1973 veroffentlichte Black-Scholes-Modell [5] zur Bewertung von Aktienoptio-
nen. Der Verlauf (die Trajektorie) eines Aktienkurses S; wird dabei durch eine
geometrische Brownsche Bewegung (GBM) beschrieben, welche die Losung der
folgenden stochastischen Differentialgleichung ist:

dSt = ,U:Stdt + O'Stth.

Dabei bezeichnet man w als Drift und o als Volatilitat. W, ist ein Wiener Prozess
gemals der Definition (1.25). Die Bekanntheit und Akzeptanz hat dieses Modell
vor allem seiner Einfachheit zu verdanken. Restriktionen des Grundmodells sind
zum Beipiel die als konstant angenommene Volatilitat und der konstante Zins,
sowie die normalverteilten Aktienkursrenditen (sieche Anhang A.7), welche nicht
der Empirie entsprechen. In den Folgejahren wurde durch Modellerweiterungen
versucht dieses Grundmodell entsprechend der empirischen Ergebnisse besser
anzupassen. Eine wichtige Modellerweiterung lieferten Hull und White [25] und
Heston [23] mit der Einfiihrung der stochastischen Volatilitat. Im Basismodell
wird die konstante Volatilitat durch einen weiteren stochastischen Prozess er-
setzt (siehe Anhang A.3.3). Ein Jump-Diffusion-Modell (SJ) wurde 1976 von
Merton [37] eingefiihrt. Dabei wird der Grundgleichung additiv ein Poisson-
Prozess angehangt (siehe Anhang A.3.2). Von Seiten der Zeitreihenanalyse sind
im Laufe der Jahre auch sehr viele Modelle und Prozesse konstruiert worden,
um das Verhalten von Finanzdaten adaquat zu beschreiben. Hervorzuheben ist
dabei die Klasse der 1986 verdffentlichten GARCH-Prozesse 2 [6], welche zur
Volatilitatsprognose verwendet werden.

Fir die Untersuchung der statistischen Eigenschaften werden im Folgenden die
logarithmierten Preisdifferenzen x,; mit dem zeitlichen Abstand At betrach-

2Ist die Abkiirzung fiir ,,Generalized AutoRegressive Conditionally Heteroscedastic".
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2.2 Der Datensatz

tet 3:

Xar = log l%} = logs(t+ At) —logs(t) = y(t+ At) — y(t), (2.1)

wobei s(t) fiir den Kurs eines Wertpapiers zum Zeitpunkt t steht. Der Grund
fur diese Art der Behandlung liegt vor allem in der Forderung einen moglichst
stationaren Prozess zu erhalten. Des Weiteren konnen bei Aktien verschiedene
Effekte auftreten, die zu einer Preisanderung der Aktien fiihren, aber nichts
an den Beteiligungsverhaltnissen andern. Beispiele sind der Aktiensplit oder die
Aktienzusammenlegung 4. Es ware auch denkbar die Gewinne oder Verluste
direkt als Renditen

s(t+ At) — s(t)

rr =
s(t)

prozentual zu betrachten. Fiir hochfrequente Daten gilt jedoch ra; = xa: (siehe
z.B. [35], S. 38).

(2.2)

2.2 Der Datensatz

In der vorliegenden Arbeit werden insgesamt drei Datensatze untersucht [52]. Es
handelt sich dabei zum einen um die XETRA-Kursnotierungen des Deutschen
Aktienindex (DAX) und zum anderen um zwei Einzelwerte aus diesem Index
mit tick-by-tick ° Aufzeichnungen aus den Jahren 1993 bis 2003 °. Details
sind Tabelle 2.1 zu entnehmen. Die minimale Zeitskala liegt beim DAX bei 15

Tabelle 2.1: Details der verwendeten Finanzzeitreihen.

WKN Titel Datenpunkte Zeitraum
846900 DAX 4.294.221 Jan 1993 — Dez 2003
575200 Bayer AG 2.936.719 Jan 1993 — Dez 2003

766400 Volkswagen AG 2.814.917 Jan 1993 — Dez 2003

Sekunden. Das ist der zeitliche Abstand, mit dem der Datensatz urspriinglich
aufgezeichnet wurde. Die Auflosung bei den Einzeltiteln liegt bei 0.01 Sekunden.
Es werden im Folgenden nur Preisdifferenzen betrachtet, die in der Handelszeit
liegen, d.h., dass keine Ubernacht-Spriinge beriicksichtigt werden. Ublicherweise

3Je nach Anwendung werden im Folgenden noch weitere Bezeichnungen xa; = X(t, At) =
xi(t) fir die logarithmierten Preisdifferenzen verwendet.

4KapitalmaBnahmen, die es einer Aktiengesellschaft erlaubt den Nennwert oder die Stiickzahl
ihre ausgegebenen Aktien zu andern.

SImmer dann, wenn der Borsenmakler einen Handel ausfiihrt, wird der Bérsenkurs und der
Zeitpunkt aufgezeichnet.

6XETRA wurde erst im November 1997 eingefiihrt, zuvor existierte das IBIS System.
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Kapitel 2 Die statistische Beschreibung von Finanzdaten

werden die Handelszeiten aneinander ,geklebt”, um so die Statistik auf grolere
Skalen ausweiten zu konnen. Man konnte jedoch auch argumentieren, dass
Ubernacht-Wertspriinge besondere \Wertinderungen darstellen, die nicht mit
den lblichen Spriingen gleichgesetzt werden sollten.

Nawroth identifiziert in [39] unterschiedliche Zeitskalen in Aktienkursen. Fiir
Zeitraume im Sekundenbereich spricht man von kleinen Skalen. Wenn im Fol-
genden von einem mittleren Skalenbereich die Rede ist, sind Minuten-Zeitraume
gemeint. Der groBe Skalenbereich beinhaltet Tages-, Wochen- oder Monatsin-
tervalle und alles, was dartuiber hinaus geht.

2.3 Stilisierte Fakten

Uber Finanzzeitreihen im Allgemeinen wurden in den letzten Jahrzehnten vie-
le verschiedene stilisierte Fakten zusammengetragen. Eine sehr gute Ubersicht
dazu erstellte Sewell in [44]. Fiir den hier vorgestellten Prozess, also Preis-
differenzen von Aktien auf verschiedenen Zeitskalen, sind ebenfalls bestimmte
Merkmale beobachtet worden. Die Wichtigsten werden im Folgenden kurz vor-
gestellt und auf den vorliegenden DAX-Datensatz gepriift.

2.3.1 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung

Betrachtet man die Verteilungen der Kursdifferenzen auf verschiedenen Skalen,
so kann man folgende Beobachtungen machen:

e Die Verteilungen sind symmetrisch und es ist keine Schiefe zu beobachten.

e Die Verteilung ist leptokurtisch, das heilst, diese ist ,spitzer” als die Nor-
malverteilung.

e Die Auslaufer der Verteilung flachen langsamer ab als bei der Normalver-
teilung. Sie werden deshalb auch als heavy/fat tails bezeichnet.

e Je groBer die Zeitdifferenzen At werden, desto mehr nahert sich die be-
obachtete Verteilung der Normalverteilung an. Dies lasst sich gut an der
Kurtosis erkennen, die in Abb. 2.2 aufgetragen ist.

Die Abbildungen 2.1 zeigen die ersten beiden Kumulanten der Verteilungen.

Dass der Mittelwert verschwindet, kann spater bei der Berechnung der Korre-
lationsfunktionen ausgenutzt werden. Bei der Varianz kann man einen nahezu
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16—17 T T T 4e_05 T T T
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Abbildung 2.1: Mittelwert ¢;(At) und Varianz ¢ (At) der DAX-
Kursdifferenzen auf unterschiedlichen Zeitskalen At in

Minuten.
100 :
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Abbildung 2.2: Kurtosis k(At) der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der
DAX-Kursdifferenzen auf unterschiedlichen Zeitskalen At in
Minuten. Fir die Skalen At; = 60s, At, = 30min und Atz =
200min (v.l.n.r.) sind die pdfs im Intervall 2 € [~15 : 15]
aufgetragen.
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linearen Anstieg zu groleren Skalen hin beobachten. Dass sich die Verteilun-
gen, wie in Abbildung 2.2 zu sehen, leptokurtisch verhalten, ist eine wichti-
ge Entdeckung. Anerkannte Kapitalmarkttheorien (z. B. Black-Scholes-Merton
Optionspreistheorie [5], Capital Asset Pricing Method [45], Value at Risk *)
gehen von normalverteilten Kursen aus. Dass die Kurse jedoch wesentlich wil-
dere Fluktuationen als die Normalverteilung aufweisen, hat massiven Einfluss
auf entscheidungsrelevante Berechnungen, die aus diesen Theorien resultieren.
Uber die Schiefe von Renditeverteilungen gibt es in der Literatur verschiedene
Ergebnisse. Sowohl links- als auch rechtsschiefe Verteilungen bei Indizes und
Aktien wurden beobachtet [38]. Vermutlich sind diese Ergebnisse jedoch stark
von der Wahl der Zeitskalen und der beobachteten Grole abhangig. Eine Schie-
fe in den Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen der hier verwendeten Daten auf
den in Abbildung 2.2 betrachteten Skalen konnte nicht beobachtet werden.

2.3.2 Skalierungsverhalten

Eine Definition, die in diesem Zusammenhang passend ist, lautet gem. [20]:
,Selbstahnlich ist [...] eine Form, wenn ein Teil bzw. ein Ausschnitt in verklei-
nerter Weise dem Ganzen ahnlich ist und wenn dieses Phanomen bei weiteren
verkleinerten Ausschnitten wieder auftritt.” Anschaulich bezeichnet man einen
Prozess als selbstahnlich, wenn man Trajektorien eines Prozesses auf unter-
schiedlichen Zeitskalen qualitativ nicht voneinander unterscheiden kann, falls
die Achsenbeschriftung fehlt. In Abbildung 2.3 soll fiir den DAX exemplarisch
dargestellt werden wie ahnlich Kursverlaufe fiir unterschiedliche Zeitskalen aus-
sehen konnen. Bei strikter Selbstahnlichkeit liegt Skaleninvarianz vor. Diese lasst
sich mit dem charakteristischen Exponenten eines Skalengesetzes beschreiben.
Um einen ersten quantitativen Test fiir die Selbstahnlichkeit in einem Datensatz
zu bekommen, tragt man den Mittelwert der absoluten Wertanderung gegen
die Zeitskalen auf [13]:

(Ixatl)r ~ At". (2.3)

Der Index T steht hier fiir die Groke der Zeitfenster tiber die gemittelt wird.
H lasst sich als der Hurst-Exponent interpretieren. Der britische Hydrologe
H. E. Hurst veroffentlichte 1951 in [27] Untersuchungen Uber die Abhangigkei-
ten in den Wasserstanden des Flusses Nil. Spater greift Mandelbrot diese Theo-
rie auf und wendet sie auf die Fluktuationen von Baumwollpreisen an. H > 0.5
deutet Persistenz an, was im okonomischen Kontext fiir ein trendverstarkendes
System steht. H < 0.5 steht fiir ein mittelwertstationares System welches als
Antipersistent bezeichnet wird. Bei Brownscher Bewegung liegt H = 0.5 vor.

In der Literatur findet man bei Evertsz [13] ein H =~ 0.54 fiir den DAX im

"RisikomaR das von JPMorgan Chase & Co. entwickelt wurde.
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W/

e
T

Abbildung 2.3: Zwanzig aufeinanderfolgende Tages-, Wochen- und Monats-
schlusskursnotierungen (v.o.n.u.) des DAX aus den Jahren
2008/09 (Datenquelle [53]). Ohne Beschriftung der Achsen
fallt eine Abschatzung tiber die GroBenordnung der Zeitskala
schwer.

mittleren Skalenbereich. Ahnliche Ergebnisse ergeben sich in [21]. Fiir den vor-
liegenden Datensatz konnte ein Hurst-Exponent von

H = 0.5156 + 0.0014 (2.4)

ermittelt werden. Somit wird hier mit einem einfachen Test ein selbstahnli-
ches Verhalten fiir die Kursdifferenzen des DAX bestatigt. Die Koeffizienten
des Potenzgesetzes lassen sich gut an die errechneten Daten anpassen, und
der Hurst-Exponent stimmt mit den Werten aus der Literatur weitestgehend
uberein. Die kleinen Unterschiede erklaren sich moglicherweise aus der Art der
Vorbehandlung der Daten und uber die Unterschiede bei der Wahl der Zeitin-
tervalle T.

2.3.3 Abhangigkeiten

Eine weitere wohlbekannte Eigenschaft von Finanzdaten ist, dass die Abhan-
gigkeiten zwischen den Renditen zeitlich sehr schnell verschwinden. Mit ande-
ren Worten, die Preisdifferenzen sind schon nach einer sehr kurzen Zeitspanne
vollstandig unkorreliert. Bei quadrierten xz,(t) oder absoluten |xa.(t)| Preis-
differenzen liegen dagegen sehr lange Abhangigkeiten vor. Diese Eigenschaft
ist auch als Volatility Clustering bekannt. Es bedeutet, dass es Perioden mit
groBen Fluktuationen und Perioden mit kleinen Fluktuationen gibt. Sobald der
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Abbildung 2.4: Der Mittelwert der absoluten Preisanderungen gegen die Zeits-
kala At in Minuten aufgetragen. Die schwarze Linie entspricht
einem Skalengesetz.

Kurs also einmal stark ausgebrochen ist, bleibt die Volatilitat iber einen gewis-
sen Zeitraum grols. Das Vorzeichen spielt dabei keine Rolle.

Die Berechnung einer Korrelationsfunktion setzt Stationaritat der Zeitreihe vor-
aus. Diese ist fiir empirische Daten, und damit auch fiir die vorliegenden Finanz-
daten nicht unbedingt gegeben. Diese Eigenschaft wird in diesem Zusammen-
hang auch Heterogenitat genannt. Dennoch lassen sich zumindest qualitative
Aussagen treffen. Fiir die Berechnung einer Autokorrelationsfunktion (AKF)
zwischen den Kursdifferenzen xa.(t) lasst sich folgende Formel verwenden:

((xae(t) = (xae (1)) (xae(t+T) — (Xae(E+T)))) |
VA{ae(t) = (ae(8)))2DV/((xae(t + T) — (xae(t + T)))?)

Auf Grund der symmetrischen Verteilungsfunktionen 2.1 kann man die Mittel-
werte vernachlassigen:

Y(xae(t), xae(t4T)) =

<XAt(t)XAt(t + T)> _
VOZ0) (Rt +T))

Des Weiteren lasst sich die AKF des quadrierten Prozesses mit

(2.5)

Y(xae(t), xae(t +T)) =

YOae(8), xa (£ +T))
(Oze(t) = O3 (1)) (Rt +T) = R (E+T)))) (2.6)

V080 = RO (R +T) = (3le+ T)R)

darstellen. Die Mittelwerte diirfen hier nicht vernachlassigt werden. Es stellt sich
die Frage, wie das Ty, also der Startwert der Verzogerung T, zu wahlen ist. Um
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Abhzngigkeiten aus Uberschneidungen zu verhindern miisste man To > At wah-
len. Welche Auswirkungen die Wahl des Tq hat, kann man der Abbildung 2.5
entnehmen. Wie zu erwarten, ergeben sich fiir To < At kiinstliche Korrelatio-

0.14 T T 1 T T
0.12 | To <At —— | To < At ——
. To = At To = At
0.1 To > At —— 1
. 0.08 t g .
S 006t 1 $ o |
= 0.04 . =
0.02 g
0t W
-0.02 + g
-0.04 L ‘ L w 0.01 ‘ ‘
0 50 100 150 1 10 100
T /min T /min
(a) (b)

Abbildung 2.5: Die Auswirkungen der Wahl des To auf die Form der Auto-
korrelationsfunktionen. Auf der linken Seite ist die AKF beli
At = 1 min aufgetragen. Rechts die Autokorrelation des qua-
drierten Prozesses bei At =1 min.

nen aus den Uberschneidungen der Kursdifferenzen. Es gibt jedoch auch einen
kleinen Unterschied zwischen der Wahl Tq = At und Ty > At. In den folgenden
Berechnungen wird das letztgenannte Setting gewahlt. Im kleinen Skalenbe-
reich T = 15s bis T = 2min ist ein sehr schneller Abfall der AKF auf Null
zu beobachten. Im Minutenbereich ist fiir Verzogerungen 5min < 7 < 15 min
eine Art Unterschwinger ins Negative zu sehen. Als Ursache fiir diesen Effekt
werden in der Literatur die Angebots-Nachfrage-Preisspanne und die Eingriffe
des Market-Makers genannt 8. Nach einer Verzogerung von wenigen Minuten
ist keine Korrelation mehr vorhanden. Fiir den quadrierten Prozess fallt die
AKF zwar sehr schnell auf einen niedrigen Wert, bleibt dann jedoch langsam
abfallend tiber Null.

Auf groleren Skalen fallt die AKF ebenfalls sofort auf Null. Auch hier ist zu
sehen, dass die AKF der quadrierten Inkremente nur sehr langsam verschwindet.
Die gestrichelte Linie beschreibt einen Fit mit der Potenzfunktion:

1
= . 2.7
PO = T (2.7)
Das hier gefittete
o = 0.47 £0.01 (2.8)

entspricht groBenordnungsmaRig den Werten in der Literatur [31].

8Fiir genauere Ausfiihrungen siehe [8].
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At = 30s
At = 1min |
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Abbildung 2.6: Autokorrelationsfunktion der Preisdifferenzen xa; fiir unter-
schiedliche At = 155,305, 1 min,2min gegen die Zeitspanne
T in Minuten. Der kleinere Graph stellt eine VergroRerung der
ersten zwanzig Minuten dar.

0.1

'Y(XQt)

0.01 ¢
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Abbildung 2.7: Autokorrelationsfunktion des quadrierten Prozesses x3, fiir

At = 1min. Die Kurve ist mit doppelt logarithmierter Ska-
la aufgetragen.
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1 T 1
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(a) AKF der normalen und quadrierten Kursdiffe- (b) Quadrierte Kursdifferenzen in einem doppelt
renzen des DAX auf Tagesschlusskursbasis. logarithmierten Diagramm. Die durchgezo-
gende Linie reprasentiert das Potenzgesetz

(vgl. (2.7) und (2.8)).

Abbildung 2.8: Autokorrelation der DAX-Tagesschlusskurse.

Die empirischen Untersuchungen zu Korrelationen in Finanzzeitreihen konn-
ten anhand des vorliegenden Datensatzes bestatigt werden. Insbesondere fiir
die grolBen Zeitskalen sind die Effekte sehr deutlich. Dementsprechend ist das
Volatility Clustering auch nicht auf kleinere Skalen beschrankt, sondern tritt
beispielsweise auch bei Tagesschlusskursen auf. Die Mechanismen, die dieses
Phanomen hervorrufen, lassen sich mit den hier verwendeten statistischen Me-
thoden nicht erklaren. Bessere Erfolgsaussichten die Griinde fiir Volatility Clus-
tering zu identifizieren verspricht man sich von sogenannten agentenbasierten
Modellen [51, 9].
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Kapitel 3

Drift- und Diffusionschatzung von
Finanzdaten

Die Moglichkeit, Drift und Diffusion direkt aus empirischen Daten zu schatzen,
wurde schon in vielen Disziplinen angewendet. Als physikalische Beispiele kann
man z. B. turbulente Felder [32] und Synchronisation [46] nennen. Aber auch
Schatzungen mit medizinischen Daten oder Finanzdaten wurden durchgefiihrt
(vgl. z. B. Friedrich et al. [16, 15]). Als einfiilhrendes Beispiel wird an dieser
Stelle kurz auf die Anwendung bei Verkehrsdaten [29] eingegangen. Es findet
eine zweidimensionale Betrachtung statt, wie sie auch in Kapitel 4 angewen-
det wird. Auf einer Autobahn in der Nahe von Koln wurden der Verkehrsfluss
g und die Geschwindigkeit v der Fahrzeuge auf drei Spuren gemessen. Diese
beiden Prozesse wurden im Verkehrszustandsvektor x zusammengefasst. Per
Driftschatzung konnten Erkenntnisse tber die deterministische Flussdynamik
des Verkehrs gewonnen werden. In Abbildung 3.1 sind Drift von Verkehrsfluss
und Geschwindigkeit in einem Phasenraumdiagramm aufgetragen. Man kann
zwei stabile Fixpunkte erkennen. Der eine stabile Fixpunkt bei vo» ~ 110km/h
steht dabei fiir einen freien Verkehrsfluss knapp oberhalb der erlaubten Hochst-
geschwindigkeit von 100 km/h. Der andere stabile Fixpunkt beschreibt zah flie-
Benden Verkehr mit einer Geschwindigkeit bei v; =~ 30km/h.

In Kapitel 4 der vorliegenden Arbeit wird ebenfalls versucht werden, durch
mehrdimensionale Drift- und Diffusionsschatzung die Dynamik eines Systems
zu erklaren. Dabei spielt jedoch der stochastische Teil der Gleichungen eine
wichtigere Rolle als der deterministische. Im jetzigen Kapitel wird man sich
auf die eindimensionale Betrachtung der in Kapitel 2 charakterisierten DAX-
Daten beschranken. Zunachst wird kurz auf die Besonderheiten bei der Drift-
und Diffusionsschatzung von empirischen Daten eingegangen. Danach wird der
Datensatz auf die Markov-Eigenschaft gepriift. Die Koeffizientenschatzung er-
folgt anschlielend fiir die DAX-Daten und einen GARCH-Prozess, der auf diese
Daten angepasst wurde.
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Abbildung 3.1: Die deterministische Verkehrsdynamik einer dreispurigen Auto-
bahn in der Nahe von Koln mit einer Geschwindigkeitsbegren-
zung von 100 km/h (entnommen aus [29]).

Zunachst ein kurzer Kommentar dazu, welche Probleme bei der Anwendung
der Koeffizientenschatzung bei empirischen Daten Einfluss auf die Qualitat der
Ergebnisse haben. Grundsatzlich kann es fliir empirische Daten mit endlicher
Samplingrate und damit endlichen Zeitinkrementen Qualitatsverluste bei der
Abschatzung von Drift und Diffusion geben. Zum einen sind die Koeffizienten
fir den Ubergang 7 — 0 definiert, so dass es bei endlichem 7 zu Einschran-
kungen kommt. Des Weiteren entstehen statistische Fehler durch die endliche
Anzahl an Datenpunkten und die Diskretisierung des Ortsraums, das sogenann-
te Binning [47]. Die Auswirkungen all dieser Effekte werden ausfiihrlich in [28]
diskutiert. Da es sich in diesem Fall um diskret abgetastete Finanzdaten han-
delt, ist es nicht moglich, die Samplingrate zu erhohen, wie es moglicherweise
in einem Laborexperiment realisierbar ware. Beim Binning ist vor allem darauf
geachtet worden, dass ein gutes Verhaltnis aus geringer Binbreite und einer
moglichst hohen Anzahl an Datenpunkten in den einzelnen Bins vorliegt.

Eine wichtige Forderung an die zu untersuchenden Daten ist das Vorliegen der
Markov-Eigenschaft, da sie die Voraussetzung fiir Vereinfachungen in den Aus-
fuhrungen dieser Arbeit ist. Gemals der Definition ware es eigentlich notwendig
Gleichung (1.17) fiir alle N und alle Zeitinkremente Ty, T, ..., Ty zu bestatigen.
Da dies nicht moglich ist, greift man auf praxisnahe Methoden zuriick, die im
Folgenden beschrieben werden.

Zu priifen ware, ob die einfach bedingte pdf mit der zweifach bedingten pdf
tibereinstimmt. In diesem Fall wiirde man die Gleichung (1.17) auf N = 3 ver-
einfachen. Ublicherweise wird die zweite Bedingung als konstant angenommen
und Schnitte (z.B. x3 = 0) der Verteilung gepriift:

|
p(x1, Ti|x2, T2) = p(x1, Ti|x2, T2, X3 = 0, T3). (3.1)

Dieses Verfahren wird z.B. in [49] und [15] angewendet. Das Erzeugen der
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3.1 Ergebnisse flir den DAX

zweifach bedingten pdf verlangt eine relativ groBe Anzahl an Datenpunkten.
Dies schrankt die Anwendbarkeit teilweise ein.

Natdrlich ist es auch moglich, die Giiltigkeit der Chapman-Kolmogorov-Gleichung
gemal (1.20) nachzuweisen. Dabei werden die direkt geschatzte pdf und die
per numerischer Integration errechnete rechte Seite der Gleichung miteinander
verglichen. Dieses Verfahren wird zum Beispiel in [19] verwendet. Eine gute
Ubereinstimmung lasst auf einen Markov-Prozess schlieBen. Neben dem visu-
ellen Vergleich lassen sich die Beobachtungen auch quantifizieren. Distanzma-
Be wie zum Beispiel die Kullback-Leibner-Entropie oder die x?-Distanz liefern
Kennzahlen, die eine Aussage zum Grad der Ubereinstimmung zwischen zwei
Verteilungen zulasst. In dieser Arbeit soll stattdessen der gewichtete, mittlere
quadrierte Fehler im logarithmischen Raum dy, gemessen werden. Die folgende
Formel ist an die in [39] verwendete Definition angelehnt:

d/\//(P/(X1,7'1|X3,Ta),Pr(X1YT1|X3yT3))
_ Jdxadxs (pr+ p)(Inp —Inpr)?
[ dxadxs (pr + p,)(In* pr — In* ;)

(3.2)

Im rechten Teil der Gleichung wurde aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf die
Argumente verzichtet.

3.1 Ergebnisse fiir den DAX

Aus den in Kapitel 2 charakterisierten DAX-Kursdifferenzen sollen nun die Drift-
und Diffusionskoeffizienten des Prozesses geschatzt werden. Vorher wird liber-
prift ob dieser Prozess die Markov-Eigenschaft erfiillt.

3.1.1 Markovanalyse fiir die Kursdifferenzen des DAX

Zunachst wird die Giiltigkeit der Chapman-Kolmogorov-Gleichung fiir den Da-
tensatz Uberpriift und die oben angegebenen Distanzen berechnet. Danach fin-
det ein Vergleich zwischen zweifach und dreifach bedingten Verteilungen statt.
In beiden Fallen werden dazu so genannte Contourplots erstellt. In den Graphen
sind die Hohenlinien der pdfs dargestellt. Das vereinfacht die Beurteilung tber
den Grad der Ubereinstimmung.
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Chapman-Kolmogorov-Gleichung
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Abbildung 3.2: Chapman-Kolmogorov-Gleichung mit 77 = 30s, 7» = 45s
und 73 = 60s. Die durchgezogenen Linien (rot) reprasen-
tieren die direkt geschatzte cpdf p(xs, T3|x1, T1), wahrend die
gestrichelten Linien (blau) fiir die errechneten Verteilungen
f dxz p(x3, T3]X2, T2) p(X2, T2|X1, T1) stehen. Der linke und rech-
te Graph zeigen Schnitte durch die bedingten Wahrscheinlich-
keiten bei x; &~ £0.50. Die Standardabweichung bezieht sich
auf die kleinste Zeitskala.

Die beiden Seiten der Chapman-Kolmogorov Gleichung stimmen in Abbildung 3.2
im inneren Wertebereich um den Nullpunkt sehr gut tberein. Nach aulen hin

stehen deutlich weniger Datenpunkte zur Verfligung und die Statistik wird

schlechter. Die beiden Schnitte durch die bedingten Verteilungen zeigen eben-

falls eine akzeptable Ubereinstimmung. In Abbildung 3.3(a) und 3.3(b) kann

man erkennen, dass auch fiir den mittleren Skalenbereich annahernd deckungs-

gleiche Verteilungen vorliegen gegeben sind. Die Ergebnisse der Berechnungen

des mittleren, quadratischen Fehlers sind Tabelle 3.1 zu entnehmen.

Tabelle 3.1: Mittlerer, quadratischer Fehler im logarithmischen Raum als Mafs
fiir die Ubereinstimmung der Chapman-Kolmogorov Gleichung.
Zeitskalen 7 dy
30,45,60s 0.021
60,120,180s 0.014
5,10,15min  0.013
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3.1 Ergebnisse flir den DAX

(a) 7. = 1min, 72 = 2min und 73 = 3min. (b) 71 =5min, 72 = 10min und 73 = 15 min.

Abbildung 3.3: Methodisch identisch wie in Abb. 3.2 werden die beiden Seiten
der Chapman-Kolmogorov-Gleichung verglichen. Die verwen-
deten Zeitskalen sind unter den Graphen angegeben.

Vergleich der einfach und zweifach bedingten
Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen

Die Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen aus Gleichung (1.17) sind fiir den
vereinfachten Fall N = 3 in Abbildung 3.4 aufgetragen. Es liegt in diesem
Fall keine perfekte Deckungsgleichheit vor, jedoch kann man von einer guten
Ubereinstimmung im Rahmen der Fehlertoleranzen reden. Im Folgenden wird fiir
die betrachteten Skalen das Vorliegen der Markov-Eigenschaft angenommen.
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(@) 1w =30s, 7, =45sund 73 =605 (b) 71 = 1 min, 72 = 2min und 73 = 3min

Abbildung 3.4: Vergleich der Kontourlinien der bedingten Wahrscheinlich-

30

keiten p(xi, T1|x2, T2) (rote, durchgezogene Linien) und
p(x1, Ti|x2, T2; x3 = 0,73) (blaue, gestrichelte Linien). Die
verwendeten Zeitskalen sind unter den Graphen angegeben,
und die Standardabweichungen beziehen sich auf die jeweiligen
kleinsten Skalen 7.



3.1 Ergebnisse flir den DAX

3.1.2 Drift- und Diffusionsschatzungen fiir die
DAX-Kursdifferenzen

Gem. Definition (1.32) werden die Drift- und Diffusionskoeffizienten aus den
bedingten Momenten berechnet:

1 ([X(t+7) = X(@]"X(t) = xp)

Dg’)(x, t)= T“Lno T n! (3.3)
mit
xp = y(t+ At) — y(t). (3.4)

Es wird im Folgenden nicht die gesamte Kaskade, also der Prozess auf un-
terschiedlichen Skalen, sondern lediglich die kleinstmogliche Zeitskala 7,,;, be-
trachtet. Diese sollte einerseits moglichst klein gewahlt werden um Schatzfehler
zu minimieren, aber auch groler als die Zeitdifferenz zwischen den Kursnotie-
rungen At um kiinstliche Korrelationen auszuschlieBen. Fiir die Schatzung wird
At = 15s gewahlt und damit ergibt sich die optimale Zeitskala zu 7,,;, = 30s.
In Abbildung 3.5 sind Drift und Diffusion gegen die logarithmierten Kursdiffe-
renzen x,, . aufgetragen. Wie man in Abb. 3.5(a) erkennen kann, hat der Drift
einen deutlich linearen Charakter mit negativer Steigung. Folgende Funktion
lalt sich gut anpassen:

I(xp) = DY) = (—0.057 + 0.001) xp. (3.5)

Wenn man den Drift als erwartete Momentanrendite interpretiert, kann man
den Versuch unternehmen die Form der Driftfunktion 6konomisch zu interpre-
tieren. Je weiter der Kurs in eine Richtung (positiv oder negativ) ausgelenkt ist,
desto mehr geht die Erwartung der folgenden Rendite in die entgegengesetzte
Richtung. Mit anderen Worten bewegen sich die Kursdifferenzen standig um
den langfristigen Erwartungswert herum und werden immer wieder zu diesem
,zuriickgezogen". Die Form der Diffusion in Abb. 3.5(b) entspricht einer Para-
bel. Die Varianz steigt mit grolerer Auslenkung quadratisch an. Entsprechend
lasst sich die Diffusion durch eine quadratische Funktion darstellen:

Va(xp) = D2 = (0.025 £ 0.001) x3. (3.6)

Es sei angemerkt, dass fiir die Drift- und Diffusionsfunktionen ein endlicher
Offset existiert, dieser jedoch um GroBenordnungen unter den multiplikativen
Parametern liegt. Der vierte Koeffizient D™ liegt ebenfalls einige Ordnungen
unter dem Diffusionsterm (vgl. Abbildungen 3.5(b) und 3.5(c)). In erster Nahe-
rung kann dieser vernachlassigt werden. GemaRk Pawulas-Theorem (siehe Ab-
schnitt 1.2.4) bricht damit die Kramers-Moyal-Entwicklung nach dem zwei-
ten Term ab. Der Prozess lasst sich also vollstandig durch die ersten beiden
Momente charakterisieren. Diese Ergebnisse decken sich mit Untersuchungen,
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Abbildung 3.5: Drift- (a), Diffusions- (b) und der vierte Kramers-Moyal-
Koeffizient (c) als Funktion der logarithmierten Kursdifferen-
zen des DAX bei T,,;, = 30s. Die gestrichelten Kurven stellen
die angepassten Funktionen (3.5) und (3.6) dar.
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3.2 Ergebnisse fiir einen GARCH(1,1)-Prozess

die im Zusammenhang mit FOREX-Kursen in [15] gemacht wurden. Es wur-
den ebenfalls eine lineare Driftstruktur und eine quadratische Diffusionsfunktion
entdeckt. Die entsprechende Langevin-Gleichung, die zu einer Simulation der
Trajektorien herangezogen werden konnte, hat gemaR den Gleichungen (1.34)
folgende Form:

x =1(x) 4+ q(x)(t). (3.7)
Es ware nun moglich, einen Selbstkonsistenztest durchzufiihren. Dazu wiirde
man mit Hilfe der Gleichung (3.7) einen kiinstlichen Prozess simulieren  und
die Statistik mit dem Ursprungsprozess vergleichen. Im Zusammenhang mit
FOREX-Kursen [15] wurden diese Schritte durchgefiihrt und man ist zu einem
guten Ergebnis gekommen. So konnte gezeigt werden, dass die numerischen
Losungen der Fokker-Planck-Gleichung und die empirischen Beobachtungen
sowohl beziiglich der Ein-Punkt Wahrscheinlichkeitsdichten auf verschiedenen
Skalen, als auch der bedingten Dichten in guter Ubereinstimmung zueinander
stehen. An dieser Stelle soll auf einen Vergleich dieser Art verzichtet werden.

3.2 Ergebnisse fiir einen GARCH(1,1)-Prozess

ARCH?- und GARCH-Modelle werden in der Finanzmathematik zur Zeitreihen-
analyse und -prognose genutzt. Sie sind in der Lage, charakteristische Eigen-
schaften von Finanzdaten wie Leptokurtosis (siehe Abbildung 2.2) und Hete-
roskedastie (siehe Abbildung 2.1(e)) nachzubilden [6]. Skalierungseigenschaf-
ten konnen nicht abgebildet werden. In Abbildung 3.6 werden die pdfs eines
GARCH(1,1)-Prozesses mit denen eines hochfrequenten S&P500 Datensat-
zes verglichen. Die Parameter des GARCH-Prozesses wurden aus der Zeitreihe
des empirischen Datensatzes fiir eine feste Zeitskala At = 1 min geschatzt.
Der Vergleich auf unterschiedlichen Skalen zeigt, dass die pdfs auseinanderlau-
fen. Es ist also notwendig, fiir jede Skala die Parameter des Prozesses neu zu
schatzen. Parameterschatzungen dieser Art werden haufig mit Hilfe einer Quasi
Maximum Likelihood (QML) Schatzung ermittelt (siehe z.B. [11]).

3.2.1 Die Definition des Prozesses

Allgemein ist ein GARCH(p,q)-Prozess definiert als:

of=ao+touXi + ... +ogXP + B0t + ... +Bp0r

!Wie eine solche Computersimulation durchzufiihren ware, ist z.B. in [43] auf Seite 60ff.
beschrieben.
2|st Abkiirzung fiir ,AutoRegressive Conditionally Heteroscedastic".
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At

Abbildung 3.6: Skalierungseigenschaften eines GARCHY(1,1)-Prozesses
(schwarze Quadrate) mit konstanten Parametern und eines
S&P500-Datensatzes (weie Kreise) auf unterschiedlichen
Skalen At. P(0) steht hier fiir das Maximum der Dichten
(entnommen aus [35]).

wobei ag, a1, ..., aq,0B1, ..., B, Kontrollparameter sind. X; ist eine Zufallsva-
riable mit (X;) = 0 und Varianz ¢? die beliebig verteilt ist. In dieser Arbeit soll
der einfachste Prozess, der GARCH(1,1)-Prozess mit normalverteilten Zufalls-
variablen Anwendung finden:

Xt - /_tUt (38)
Ut — \/ao + alxgil +610§71, (39)

wobei [; gauBverteilte Zufallsvariablen mit verschwindenem Mittelwert und Ein-
heitsvarianz sind. Es kann gezeigt werden, dass fiir diesen Prozess gemaR [35]
folgende Relationen gelten:

2 Qo
o = —— 3.10
l—o =0 ( )

62
K = 3+ i

1-— 3@% —20l1ﬁ1 —ﬁ%

(3.11)

o? wird als bedingte Varianz 3 bezeichnet und k ist die Kurtosis gemaR der
Definition (1.10). Uber diese Gleichungen lassen sich die Parameter ag, o
direkt aus den empirischen Daten bestimmen.

3Die Varianz einer empirischen Zeitreihe auf einem groRen Zeitinterval (GemaR [35]).
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3.2 Ergebnisse fiir einen GARCH(1,1)-Prozess

3.2.2 Parametrisierung und statistische Eigenschaften

Fiir den dritten Parameter wird gemaR [35] ein
B =0.9 (3.12)

vorgegeben. Fiir den DAX-Datensatz lasst sich eine Kurtosis von kK =~ 79.78
bei 7 = 155 ablesen (siehe Abbildung 2.2). Fiir die bedingte Varianz wurde ein
0 ~ 2.3 1073 bestimmt. Daraus lassen sich die ersten beiden Parameter

g~ 2-10° (3.13)

und
a; ~ 0.0913 (3.14)

gemal (3.10) berechnen. Mit Hilfe dieser Parameter lassen sich nun Trajek-
torien des Prozesses simulieren. Eine entsprechende Simulation wurde mit den
Anfangsbedingungen xo = 0 und og = O fiir N = 4 - 10° Datenpunkte durch-
gefiihrt. Die unabhangigen, gaulverteilten Zufallsvariablen ; wurden mit Hilfe
des Box-Muller-Verfahrens [41] generiert. Die Eigenschaften dieses generierten
Prozesses auf Basis der geschatzten Parameter sollen nun mit den Charakte-
ristika des empirischen Prozesses verglichen werden.

1 —— : : : : : :

0.1

0.01 |
0.001 |
0.0001 [
le-05
1le-06

1e-07 L (A -
40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

—
x
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Abbildung 3.7: Vergleich der empirischen pdf des DAX mit 7 = 60s (durch-
gezogene Kurve) mit der pdf eines GARCH(1,1)-Prozesses
(Kreise) mit einer Parametereinstellung gem. (3.12), (3.13)
und (3.14).

Der Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichten macht deutlich, dass sich schon
der einfachste GARCH-Prozess recht gut an den DAX-Datensatz anpassen
lasst. Leichte Abweichungen treten in den Aulenbereichen der Verteilung auf.
Die logarithmierte Darstellung in Abb. 3.7 macht dies deutlich. Eine verbesserte
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Anpassung konnte durch die Hinzunahme von zusatzlichen Parametern «;, G;
erfolgen.

Eine Ubereinstimmung der linken und rechten Seite der Chapman-Kolmogorov-
Gleichung bei 71 = 30s, 7 = 45s und 73 = 60s ist nicht gegeben (Abbil-
dung 3.8). Dies ist ein Hinweis darauf, dass der Prozess nicht die Markov-

Abbildung 3.8: Chapman-Kolmogorov-Gleichung fiir 4 = 30s, 7> = 45s und
T3 = 60s. Datengrundlage ist der simulierte GARCH(1,1)-
Prozess mit der oben genannten Parametereinstellung.

Eigenschaft erfiillt. Die Tabelle 3.2 stellt eine Erweiterung von Tabelle 3.1 dar.
Zusatzlich ist der mittlere, quadratische Fehler fiir den GARCH(1,1)-Prozess
auf den angegebenen Skalen eingetragen. Der Wert ist um zwei Grokenordnun-
gen hoher als die fiir den DAX errechneten Distanzen. Dies ist ebenfalls ein
Hinweis darauf, dass die bedingten Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen des
angepassten GARCH-Prozesses nicht in dem Mal lbereinstimmen, wie sie es
fur die DAX-Daten tun.

36



3.2 Ergebnisse fiir einen GARCH(1,1)-Prozess

Die Autokorrelationsfunktionen des GARCH(1,1)-Prozesses geben die Eigen-
schaften wieder, die auch fiir die empirischen DAX-Kursdifferenzen in Kapi-
tel 2.3.3 beobachtet wurden. Allerdings sind die hier beobachteten Korrelatio-
nen fir den quadrierten Prozess deutlich kiirzer als im DAX-Datensatz, wie sie
in Abbildung 2.7 aufgetragen sind. Die Drift- und Diffusionsanalyse des simu-

Tabelle 3.2: Mittlerer, quadratischer Fehler im logarithmischen Raum (vgl. De-
finition (3.2)) als MaR fiir die Ubereinstimmung der Chapman-
Kolmogorov-Gleichung.

Zeitskalen T dy

DAX 30,45,60s 0.021
DAX 60,120,180s 0.014
DAX 5,10,15min  0.013
GARCH 15,30,45s 1.331

0.8 | |
0.6 | |
0.4 | .
0.2 | ]

AKF

_02 | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60

T / min

Abbildung 3.9: GemaR Gleichung (2.5) und (2.6) der errechneten Autokorrela-
tionsfunktion der normalen (rote Kurve) und quadrierten (grii-
ne Kurve) Kursdifferenzen des GARCH(1,1)-Prozesses gegen
die Zeitspanne T in Minuten.

lierten Prozesses auf Basis von Definition (3.8) lieferte folgende Ergebnisse:

DY = (—0.099 +0.002) - xg, (3.15)
D® = (0.077 +£0.003) - x2. (3.16)

Auch hier wurde auf die explizite Darstellung des endlichen, sehr kleinen Offsets
verzichtet.
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Abbildung 3.10: Geschatzter Drift- (a), Diffusions- (b) und vierter Kramers-
Moyal-Koeffizient (c) des GARCH(1,1)-Prozesses mit den
oben genannten Parametereinstellungen.

38



3.2 Ergebnisse fiir einen GARCH(1,1)-Prozess

Abschliellende Betrachtung

Zur erweiterten Charakterisierung der in Kapitel 2 vorgestellten DAX-Daten
wurde in diesem Abschnitt eine Drift- und Diffusionsschatzung durchgefiihrt.
Damit sollten Informationen tber die Struktur des deterministischen und sto-
chastischen Anteils des Prozesses gewonnen werden. Ebenfalls wurden die An-
nahmen dieser Schatzung gepriift. Dazu zahlt das Vorliegen der Markov-Eigenschaft
und das Verschwinden der Kramers-Moyal-Koeffizienten der Ordnung drei und
hoher.

Zur Markovanalyse sind zwei unterschiedliche Methoden verwendet worden. So-
wohl das Priifen der Giiltigkeit der Chapman-Kolmogorov-Gleichung als auch
das direkte Prifen der Definition eines Markov-Prozesses im einfachen Fall
N = 3 fiihrten zum gleichen Ergebnis. Im Rahmen der Schatzfehler zeigen
die Ergebnisse, dass auf den untersuchten Skalen die Markov-Eigenschaft er-
fullt ist. Unter Zuhilfenahme eines Distanzmales flir Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktionen konnte dieses Ergebnis auch quantifiziert werden. Eine weiterhin
interessante Frage ist, speziell fiir Finanzdaten, ob die Markov-Eigenschaft auf
sehr kleinen Skalen erfiillt ist, oder ob moglicherweise eine Art endliche Mar-
kovlange wie beispielsweise bei Turbulenzdaten zu beobachten ist.

Die eigentliche Drift- und Diffusionsanalyse liefert ahnliche Ergebnisse, wie sie
zuvor schon fiir andere Finanzdaten gemacht wurden (vgl. [15]). Eine lineare
Drift- und eine quadratische Diffusionsstruktur scheint eine universelle Eigen-
schaft fiir logarithmierte Preisdifferenzen zu sein. Das Verschwinden des vierten
Kramers-Moyal-Koeffizienten lasst darauf schlieBen, dass sich dieser Prozess,
zumindest auf dieser untersuchten Zeitskala, mit Hilfe einer Langevin-Gleichung
vollstandig beschreiben lasst.

Ein GARCH(1,1)-Prozess, angepasst auf statistischen Eigenschaften der DAX-
Daten, wurde ebenfalls den oben genannten Analysen unterzogen. Hier konnte
gezeigt werden, welche Ergebnisse die Markovanalyse liefert, wenn die Eigen-
schaft nicht vorliegt. Im Contourplot ist deutlich zu sehen, wie sich die di-
rekt geschatzte und die numerisch berechnete Seite der Chapman-Kolmogorov-
Gleichung unterscheiden. Auch das verwendete Distanzmals unterstiitzt diese
Beobachtung. Die Drift- und Diffusionsanalyse des GARCH-Prozesses lieferte
Koeffizienten die zwar von denen des DAX-Prozesses abweichen, jedoch in der
gleichen Grolkenordnung liegen. Insgesamt ist zu beobachten, dass sich ein sehr
einfacher GARCH-Prozess schon gut auf einen Finanzdatensatz anpassen lasst.
Allerdings ist diese Aussage nur bei einer oberflachlichen, statistischen Analyse
zulassig.
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Kapitel 4

Die Dynamik zweier Aktienkurse

Wenn man sich unterschiedliche Aktienkurse auf grolken Zeitskalen anschaut,
kann man beobachten, dass die Trajektorien teilweise einen sehr ahnlichen Ver-
lauf haben. In Abbildung 4.1 sind logarithmierte Preisdifferenzen vom DAX und
von der Aktie der Commerzbank aufgetragen. Mit wenigen Ausnahmen ge-
hen die Ausschlage in die gleiche Richtung. Fallt also ein Titel, z.B. wegen
einer negativen Konjunkturmeldung, dann sinkt ein anderer Titel meist auch im
Wert und analog gilt dies fiir einen Kursanstieg. Besonders bei Unternehmen
der gleichen Branche ist diese Entwicklung haufig zu beobachten. Ein Mald fiir

Abbildung 4.1: Logarithmierte Kursdifferenzen des DAX und der Commerz-
bankaktie. Es handelt sich um einen zufallig ausgewahlten Zeit-
raum des Jahres 2003. Jeder Balken steht fiir einen Tages-
schlusskurs (Datenquelle [53]).

die Synchronitat von zwei unterschiedlichen Zeitreihen ist die Kreuzkorrelati-
on. In der folgenden Tabelle 4.1 sind einige Kreuzkorrelationskoeffizienten pj;
verschiedener Kurse aufgelistet. Als Datengrundlage wurden Tagesschlusskurse
aus dem Jahr 2003 von [53] verwendet. Eine relativ starke Korrelation ist zwi-
schen den Banken und dem DAX zu beobachten, wahrend zwischen Bayer und
der Commerzbank eine eher geringe positive Korrelation zu sehen ist. Generell
ist es jedoch nicht verwunderlich das zwischen allen Werten eine positive Abhan-
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gigkeit besteht, da alle groken Unternehmen einer Volkwirtschaft letztendlich
von der Konjunktur abhangig sind.

Tabelle 4.1: Korrelationskoeffizientenmatrix ausgewahlter Finanztitel. Bedeu-
tung der Abkirzungen: CB = Commerzbank, DB = Deutsche
Bank, BAY = Bayer, VW = Volkswagen.

Pij DAX CB DB BAY VW

DAX 1 06761 0,8552 0,5577 0,6167
CB 1 0,6485 0,3349 0,3946
DB 1 0,5330 0,5175
BAY 1 0,4430
VW 1

Mantegna und Stanley benutzen in [35] einen speziellen Graphen, genannt in-
dexed hierarchical tree (IHT), um die Taxonomy eines Aktienportfolios sichtbar
zu machen. Die Anordnung und Verlinkung der Objekte folgt dem Kruskal'schen
Algorithmus, wie er ebenfalls in [35] beschrieben ist. Die Distanz

dij = \/2(1 — pj) (4.1)

ist dabei gerade so definiert, dass sie verschwindet, wenn eine vollstandige po-
sitive Korrelation p;; = 1 vorliegt.

Tabelle 4.2: Distanzen ausgewahlter Finanztitel.

dij DAX CB DB BAY VW

DAX 0 0,8048 0,5382 10,9406 0,8755
CB 0 0,8385 1,1533 1,1004
DB 0 0,9665 0,9823
BAY 0 1,06
VW 0
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Abbildung 4.2: In diesem Indexed hierarchical tree sind die Distanzen aus Ta-
belle 4.2 fiir ausgewahlte deutsche Finanztitel aufgetragen. Die
kerzenformigen Verbindungen, die nach dem Kruskal'schen Al-
gorithmus gezogen wurden, machen die Korrelationsstruktur
des Portfolios sichtbar.

4.1 Das Modell

Wie bereits erwahnt ist es lblich, die Dynamik eines Aktienkurses mit Hil-
fe von stochastischen Differenzialgleichungen zu beschreiben. Die allgemeine
Langevin-Gleichung beschreibt die Entwicklung durch einen deterministischen
Teil (Drift) und einen stochastischen Teil (Diffusion).

GemaR Definition (2.1) ist der Kurs der Aktie / zum Zeitpunkt t weiterhin
gegeben durch
si(t). (4.2)

Logarithmiert ergibt sich
yi(t) =logs;(t). (4.3)
Man betrachte nun Kursdifferenzen mit einem zeitlichen Abstand von At:

xi(t, At) = yi(t + At) — y;(1). (4.4)

Zur Bestimmung der Drift- und Diffusionskoeffizienten wird gemag Gleichung (1.32)
folgender Schatzer verwendet:

([X(t+ T, At) — X(t, At)]" | X(t, At) = X; a¢)

1
(n) , — |lim =
D/,At,T(XI,At) = llino p Y (4.5)
Mit der Beziehung
hi,At,T = Dl('lA)t'T (46)
Jiner = D,(,QA)t,T (4.7)
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folgt ein Prozess fiir die zeitliche Entwicklung von Kursdifferenzen (zeitliche
Differenz bei At) auf der Skala 7 fiir die Aktie /:

X/',At,‘r(t) = hi,At,‘r + gi,At,‘rl_(t)- (48)

Fiir den Zweiaktienfall (/ = 1, 2) betrachtet man einen zweidimensionalen Pro-
zess. Im Folgenden wird auf die Indizes At und T verzichtet.

Im vorherigen Kapitel wurde auf die Synchronitat der Aktienkursentwicklungen
von zwel oder mehr Kursen verwiesen. Will man also N unterschiedliche Wert-
papiere beschreiben, deren Kursentwicklungen voneinander abhangen, wirde
ein N-dimensionales, gekoppeltes, stochastisches Differenzialgleichungssystem
erster Ordnung in Frage kommen. In dieser Arbeit beschrankt man sich auf
N = 2 Aktien. GemaR Gleichung (1.21) wiirde sich ein zweidimensionales Sys-
tem folgendermalen darstellen:

Xi(t) = h(X, 1) + > g;;(X, )[(1), (4.9)

J

mit /i = 1,2 und X € R?. Es werden hierbei zunichst unkorrelierte Rauschkrafte
< 1>, >= 0 mit Einheitsvarianz angenommen. In Vektordarstellung folgt:

() -(h& ) e (7)), (410

mit der Diffusionsmatrix:

o 911(X) 912(X)
6= < 921(X)  g22(X) ) ' (4.11)

Die korrespondierende, zweidimensionale Fokker-Planck-Gleichung hat folgende
Form:

0 . 9 1) 1 Zz & @
ap(x, f) = | — E a—XDI (X, t) + 5 mDU (X, t) p(x, f). (412)
i=1 7 ij=1 "

Der Driftvektor und die Diffusionsmatrix lassen sich aus den Aktienzeitreihen
schatzen. Dazu betrachtet man die bedingten Momente:

DO, 1) = = f(t +7) —x(B)e(t) =x) (4.13)

1
D@ (x,t) = —
ij (X ) o

(it +7) = x(O] [t +7) = x(O)] [x(t) =x) . (4.14)

Dabei sei angemerkt, dass es sich hierbei fiir endliches 7 und verschwinden-
de Mittelwerte der Preisdifferenzen auch um eine Schatzung der bedingten
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Kovarianz gemiR Gleichung (1.14) handelt. Uber die Zusammenhinge ge-
mafk (1.39):

DY = p (4.15)
(VD®); = g (4.16)

lasst sich so aus den empirischen Daten auf die Struktur der Drift- und Diffu-
sionsterme der Langevin-Gleichungen (4.9) schlieBen. Eine Voraussetzung fiir
die Berechnung der bedingten Momente gemal 4.14 ist die Fahigkeit, die In-
kremente der Aktienpreisdifferenzen ! x;(t +7) — x;(t) und x;(t +7) — x;(t) zu
gleichen Zeiten t abtasten zu konnen. Bei zeitlich inhomogenen, empirischen
Datensatzen liegt somit ein Problem vor. Dieses wird im nachsten Kapitel aus-
fuhrlich diskutiert.

4.2 Der Datensatz

Die hier untersuchten Aktienkursdaten von Volkswagen und Bayer sind Auf-
zeichnungen aus den Jahren 1993 bis 2003. Diese beiden Titel weisen im ge-
nannten Zeitraum die grolte Handelsaktivitat im DAX und damit die meisten
Datenpunkte auf. Die Aufzeichnung der Daten erfolgte zeitlich inhomogen, d.h.
die Datenpunkte liegen in nicht-aquidistanten Zeitabstanden vor. Aulerdem lie-
gen zwischen den Aufzeichnungsperioden langere Handelspausen in Form von
Nachten und Wochenenden vor (vgl. Abbildung 4.3). Die Auflosung der Zeit-
stempel liegt bei einer Millisekunde. Um die Datensatze gleichzeitig abtastbar
zu machen (vgl. Abschnitt 4.1), miissen die Daten zunachst transformiert wer-
den.

4.2.1 Datenpraparation

Eine zielfiihrende Auswertung ohne Datenpraparation ware moglich, wenn es
ausreichend viele lbereinstimmende Zeitstempel in den beiden Datensatzen
gabe und somit eine groBe Anzahl an gleichzeitig abfragbaren Datenpunkten
existierte. In Abbildung 4.4 kann man erkennen, dass auf den einzelnen Zeits-
kalen nur eine sehr begrenzte Anzahl an Datenpunkten zur Verfligung steht.

Yn [50] wird darauf hingewiesen, dass sich, je nach Definition der Inkremente, unterschiedliche
Ergebnisse fiir skalenabhangige Analysen von stochastischen Prozessen ergeben konnen. Fir
die Drift- und Diffusionsanalyse konnten in diesem Fall keine abweichenden Ergebnisse mit
den sogenannten zentrierten Inkrementen gemacht werden.
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Abbildung 4.3: Exemplarisch sind hier die logarithmierten Aktienkurse von
Bayer (rot) und VW (griin) dargestellt. Es handelt sich um
die ersten 13 Tage aus dem Datensatz. Gut zu erkennen sind
die Pausen zwischen den Handelszeiten.

Aulerdem stimmen die Zeitstempel der verschiedenen Datensatze auf den ent-
sprechenden Skalen nur in den seltensten Fallen iberein. Also trifft diese Be-
dingung fiir die vorliegenden Datensatze von Bayer und VW nicht zu. Es ist
somit notwendig, die Daten so zu transformieren, dass sie zeitlich dquidistant
bzw. zu gleichen Zeiten abtastbar sind. Um eine verniinftige Datengrundlage
fur die Drift- und Diffusionschatzung zu bekommen, fordert man eine Anzahl
an Datenpunkten in der GroBenordnung 10°. Die Daten werden spater klas-
sifiziert in ungefahr 50 x 50 Bins. Um ein valides Ergebnis zu erhalten, sollte
jedes Bin eine gewisse Anzahl an Datenpunkten in der GroBenordnung 102 oder
mehr aufweisen. Fiir ndhere Ausfiihrungen siehe [28]. Die Breite des maximalen
Zeitintervalls bzw. der maximale Abstand zwischen den Stiitzstellen lasst sich
approximieren. Bel neun Handelsstunden pro Tag und ca. 220 Handelstagen
pro Jahr ergibt sich die Gesamthandelszeit liber 10 Jahre in Sekunden zu:

h d
9 rh 220 v 10y - 3.600 = 71.280.000 s.
Das maximale Zeitintervall sollte demnach bei ungefahr einer Minute liegen.
Das Minimum ist zunachst einmal nur durch die Auflosung beschrankt. Jedoch

wirde die sich ergebene Datengrole bei zu kleinen Intervallen ebenfalls ein Pro-
blem darstellen. Hier wird das minimale Intervall auf 15 Sekunden festgelegt.
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Abbildung 4.4: Anzahl der Preisdifferenzen gegen die Zeitskalen fiir den Bayer-
(unten) und VW-Datensatz (oben) in seiner urspriinglichen
Form. Die VW-Kurve ist aus Griinden der Ubersichtlichkeit
vertikal nach oben verschoben. Die gestrichelten Linien ent-
sprechen den Zeitspriingen At; = 15s und At, = 60s.

Zusammenfassend werden also zweil Forderungen an die Datenpraparation ge-
stellt:

1. Die Zeitstempel der einzelnen Kursnotierungen der beiden Datensatze
miussen Ubereinstimmen.

2. Es miissen ausreichend viele Datenpunkte (GroRenordnung 10°) vorhan-
den sein oder generiert werden.

Als Verfahren, die diese Forderungen erfiillen, kommen verschiedene Arten von
Interpolationen in Betracht. Dazu zahlt das Einfiihren einer Stufenfunktion,
die lineare Interpolation sowie eine einfache Form der Spline-Interpolation. Zu-
nachst muss jedoch festgelegt werden, wie der zeitliche Abstand der Stiitzstel-
len 6; — d,_1 und der Interpolationspunkte t; — t;_; zu wahlen ist. Bei der Wahl
der Stiitzstellen gibt es zwei zweckmalige Maoglichkeiten:

1. Man greift auf den gesamten urspriinglichen Datensatz zurtick.

2. Zunachst wird eine Datenreduzierung durchgefiihrt. Man verwendet an-
schlieBend weniger Datenpunkte, die in einem gewissen zeitlichen Abstand
zueinander liegen (5 bis 30 Minuten 2, vgl. Abbildung 4.5).

2Zeitabstiande dieser GréRenordnung werden im Zusammenhang mit Volatilitdtsschatzungen
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Die zweite Alternative ergibt sich durch die Uberlegung, dass Kursveranderun-
gen auf einer groBeren Skala eher in einen wirtschaftlichen Kontext gebracht
werden konnen als Returns auf sehr kleinen Zeitskalen.

1.555 . . . ;

1.554 | 1
1.553 | * 1
1.552 | . * ) . o -
1.551 | y J oii'® 1
1.55 . .
1.549 1
1.548 | 1

1.547 - - - -
37654 37656 37658 37660 37662 37664

t/h

y(t)

Abbildung 4.5: Bei der Datenreduzierung werden von dem urspriinglichen Da-
tensatz (durchgezogene Linie) nur bestimmte Datenpunkte in
einem moglichst gleichmaBigen Abstand herausgefiltert (Punk-
te). Diese dienen als Stiitzstellen (§;, 6;) fiir die Interpolation.
Hier ist ein Handelstag aufgetragen, und die zeitlichen Abstan-
de im reduzierten Datensatz betragen etwa 30 Minuten.

Interpolationsverfahren

1. Die einfachste und naheliegenste Losung ist das Einfiihren einer Stufen-
funktion. Dabei wird der aktuelle Kurswert solange als konstant ange-
nommen bis ein neuer Kurssprung einsetzt. Auch aus dem 6konomischen
Blickwinkel scheint diese Methode am naheliegensten, denn es gilt solange
der aktuelle Preis fiir eine Aktie bis ein neuer Preis festgelegt wird.

2. Die lineare Interpolation wird angewandt, um aus den Datenpunkten des
urspriinglichen (oder reduzierten) Datensatzes (¥;,6;) mit i =1,2,..., N
einen neuen, aquidistanten Datensatz (y;, t;) zu generieren. Es gilt:

(y1, t1) == (b1, 01).

Die weiteren Interpolationspunkte werden nach folgender Vorschrift be-

rechnet: L
Yi—Yia

5 — 0, (tj —6i-1).

Vi =Yi-1+

aus Hochfrequenzdaten iiblicherweise verwendet (vgl. [1] und [3]).
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mit j > 1 falls t; € [6;—1,6;] mit §; — ;-1 < T, wobei T, die nicht-
Handelszeit darstellt. Das bedeutet, dass nur innerhalb der Handelszeit
interpoliert wird.

3. Bei der Spline-Interpolation handelt es sich um ein Verfahren bei dem ein
Datensatz stiickweise mit Hilfe eines Polynoms N-ten Grades interpoliert
wird. Bei der hier verwendeten Vereinfachung wird die Forderung nach
Stetigkeit und Differenzierbarkeit an den Randern vernachlassigt. Es wird
ein kubisches Polynom (N = 3) verwendet:

yj = at’ + bt? + ctj+ d.

Die benotigten Stiitzstellen (¥i_1, 6i—1), (¥, 6), (Vi41, 0i41) und (Vigo, 6it2)
mit 0,1 < §; < d;11 < d;4» 0. B. d. A. miissen dabei wieder innerhalb der
Handelszeit liegen, und es wird gefordert, dass t; € [§;, §;+1] gilt. Die Pa-
rameter a, b, ¢ und d werden mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems
bestimmt (vgl. Anhang A.2).

Durch die Interpolation werden viele kiinstliche Datenpunkte erzeugt, die Aus-
wirkungen auf die Statistik haben. Welche Auswirkungen die Datenpraparation
hat, wird nun diskutiert.

Vergleich der Methoden

Im Folgenden soll ein Vergleich der Interpolationsmethoden stattfinden. Ein
erstes Vergleichsmerkmal stellt dabei die Form der pdf vor und nach der Daten-
transformation dar. Ein Vergleich mit dem urspriinglichen Datensatz von Bayer
und VW ist jedoch nicht konsistent moglich, da diese im mittleren Zeitskalen-
bereich liber zu wenig Datenpunkte verfligen. So ist in Abbildung 4.4 zu sehen,
dass im Beispiel Bayer fur At; = 15s nur noch etwa N =~ 300 Preisdifferen-
zen und fur At, = 60s sogar nur noch N, ~ 50 Differenzen vorliegen. Es ware
nicht sinnvoll, bei dieser Datenlage einen Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktionen zu machen. Stattdessen kann man sich mit einem Vergleich mit
den return-pdf’'s des DAX-Datensatzes behelfen, der in diesem Skalenbereich
uber ausreichend Datenpunkte verfligt.

Dieser Vergleich findet unter der Pramisse statt, dass sich die Inkrementvertei-
lungen der Einzelaktien nicht makgeblich von denen des Index unterscheiden.
Zum einen weisen die genannten Einzelaktien einen relativ hohen positiven Kor-
relationskoeffizienten zum Index auf (vgl. Tabelle 4.1), und zum anderen wird
hier ein Gesamtzeitraum betrachtet bei dem sich kurzweilige Extremvolatilitaten
in den Einzeltiteln relativieren. So sollten sich zumindest sehr starke Abweichun-
gen leicht identifizieren lassen, wie es fur die im Folgenden diskutierte Stufen-
funktion der Fall ist. Im Zuge der Differenzenbildung (vgl. Definition (2.1)) und
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Abbildung 4.6: Vergleich von Wahrscheinlichkeitsdichteverteilungen der Ren-
diten vom DAX und der Bayer-Aktie. Die pdf der DAX-Returns
im Abstand von At = 15s (durchgezogene Linie) unterscheidet
sich stark von dem mit Stufenfunktion interpolierten Daten-
satz von Bayer flir einen zeitlichen Abstand von 15s zwischen
den Stutzstellen. Man beachte vor allem den Peak der Bayer-
Returns bei x = 0 (logarithmische Darstellung).

der vielen konstanten Abschnitte im interpolierten Datensatz erzeugt man sehr
viele Renditen x(At) = 0 (vgl. Abbildung 4.6). Die Verteilung der Renditen hat
sich in diesem Fall so stark verandert, dass diese Art der Datentransformation
in diesem Fall nicht geeignet zu sein scheint, um einen aquidistanten Daten-
satz mit ungefahr gleichbleibenen statistischen Eigenschaften zu generieren.
Aus diesem Grund wird diese Methode nicht weiter betrachtet.

Ein weiterer Ansatz um eine zielfiihrende Datentransformation durchzufiihren,
stellt die zuvor beschriebene Datenreduktion dar. In Abbildung 4.8 sind die
resultierenden pdf's gegen die des DAX aufgetragen. Sowohl fiir die lineare
Interpolation, als auch fiir die Spline-Interpolation fiihrt die Datenfilterung dazu,
dass mehr grolBe Inkremente erzeugt werden und so die Verteilung breitfliigeliger
wird. Bei der Spline-Interpolation ist dieser Effekt noch deutlicher. Das liegt an
der Tatsache, dass die Spline-Interpolation im Zweifel immer zu extremeren
Interpolationsergebnissen zwischen den Stiitzstellen flihrt als die lineare, aber
niemals vice versa (vgl. Abbildung 4.7). Daraus folgt der Schluss, sowohl die
Datenreduktion als auch die Spline-Interpolation fiir die weitere Betrachtung
auszuschlielien.
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Abbildung 4.7: Vergleich der linearen Interpolation (durchgezogene, rote Kur-
ve) mit der Spline-Interpolation (gestrichelte, blaue Kurve).
Exemplarisch ist der zweite Handelstag im Datensatz der
Bayer-Aktie aufgetragen. Im Zuge der Datenreduktion liegen
die Stiitzstellen im Abstand von etwa 30 Minuten (schwarze
Punkte), die Interpolationspunkte liegen in 30 Sekunden Ab-
standen. Deutlich sind leichte Abweichungen zu erkennen.
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Abbildung 4.8: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der Renditen aus den Da-

tensatzen von Bayer und VW, die durch lineare Interpolation

und Spline-Interpolation erzeugt wurden. Zuvor wurde eine Da-

tenreduktion durchgefiihrt, so dass die Sitzstellen mit einem

Abstand von 30 Minuten zueinander liegen. Die Interpolations-
punkte wurden mit einem Abstand von 60 Sekunden gewahlt.
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Demnach ergibt sich aus den oben aufgezeigten Moglichkeiten nur noch die
Alternative der linearen Interpolation ohne vorher den Datensatz kiinstlich zu
reduzieren. In Abbildung 4.9 wird durch den erneuten Vergleich der Wahrschein-
lichkeitsdichteverteilungen auf kleinster Skala deutlich, dass diese Methode die
geringsten Abweichungen erzeugt. Zwar werden die groeren Kursdifferenzen
auch hier etwas iiberschatzt, aber die pdf bleibt weitestgehend erhalten. Im

0.001 ¢ . : : . .
: DAX
0.0001 ¢ Bayer linear - E
le-05 | VW linear  ~
E 1e-06 ¢
Q 1le-07 }
le-08 | o
1le-09 ¥
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Abbildung 4.9: Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der Renditen aus den Da-
tensatzen von Bayer und VW, die durch lineare Interpolation
erzeugt wurden. Die Interpolationspunkte wurden mit einem
Abstand von 15 Sekunden gewahlt. Es wurde keine Datenre-
duktion durchgefiihrt.

Folgenden wird dieser interpolierte Datensatz mit einem zeitlichen Abstand
von 15s zwischen den Interpolationsstellen verwendet.

4.3 Markovanalyse der interpolierten Datensatze

Fir die transformierten Datensatze wird nun eine Markovanalyse durchgefiihrt.
Es soll dabel gezeigt werden, dass trotz des Einsatzes der linearen Interpolation
die Markoveigenschaft erhalten geblieben ist. Dabei wird erneut auf die zwei
bereits vorgestellten Analysemethoden zurlickgegriffen (vgl. Kapitel 3.1.1).
Auch an dieser Stelle zeigt sich eine gute Ubereinstimmung der Wahrschein-
lichkeitsdichten. Deshalb wird davon ausgegangen, dass die Preisinkremente
einem Markovprozess folgen.
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Abbildung 4.10: Bedingte Wahrscheinlichkeitsdichten von Bayer (links) und
VW (rechts). Es sind die Hohenlinien von p(xq, T1|x2, T2)
(blaue, gestrichelte Linien) und p(xi, Ti|x2, T2;x3 = 0, 73)
(rote, durchgezogende Linien) mit 73 = 30s, 7» = 45s und
73 = 60 s aufgetragen. Die Normierung mit der Standardab-
weichung o bezieht sich auf die kleinste Skala 7;.

(a) (b)

Abbildung 4.11: Chapman-Kolmogorov-Gleichung mit 7y = 30s, 7, = 45s und
T3 = 60s fiir die Aktienkursdifferenzen von Bayer (links) und
VW (rechts).
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4.4 Schatzen der Drift- und
Diffusionskomponenten

Im Folgenden werden die Koeffizienten der Fokker-Planck-Gleichung aus den
bedingten Momenten gemaR Gleichung (4.13) und (4.14) geschatzt. Auch an
dieser Stelle sei noch einmal darauf hingewiesen, dass lediglich eine Zeitskala
betrachtet wird. So wurde erneut At = 15s und 7 = 30s gewahlt.

4.4.1 Der Driftvektor

Wie in Abbildung 4.12 ersichtlich, konnten die Komponenten des Driftvektors
D,(gl)(xB) und D\(/l)(xv) linear angefittet werden:

/B(XB) = agXpB (417)
/\/(X\/) = ayXy. (418)

Dabei existiert zwar ein endlicher Offset, dieser ist jedoch um einige Grolen-
ordnungen kleiner und wird daher vernachlassigt. Die Parameter ergeben sich
zu:

as = —0.0342 4 0.0002 (4.19)
a, = —0.0340 % 0.0002. (4.20)

Die Drifts sind unabhangig von der Bewegung der jeweils anderen Aktie. Es
liegt keine deterministische Kopplung der Preisdifferenzen von Bayer und VW
vor, oder diese ist zu klein, um sie hier aufzulosen. Deshalb sind die Driftkom-
ponenten in Abbildung 4.12(a) und 4.12(b) nur gegen die abhangige Variable
aufgetragen.
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Abbildung 4.12: Driftkoeffizienten der logarithmierten Aktienkursrenditen bei

7 = 30s. Da naherungsweise keine Abhangigkeit zur jeweils
anderen Aktie besteht, wurde die Flache auf die Achse der ab-
hangigen Variable projeziert. Die gestrichelten Geraden stel-
len die linearen Fitfunktionen dar.
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Abbildung 4.13: Deterministische Dynamik von Bayer und Volkswagen in
einem Flussdiagramm. Aufgetragen sind die Driftvektoren
DO (x) = (DY (xs, x), DS (xs, %)) fiir die Auslenkungen
der Preisdifferenzen xg und x .
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4.4 Schatzen der Drift- und Diffusionskomponenten

4.4.2 Die Diffusionsmatrix

Die Diagonalelemente der Diffusionsmatrix D(B%),g und D\(/Q\)/ (vgl. Abbildung 4.14)
lassen sich durch Parabeln der Form:

pB(XB) = O(O—FOéXé, (421)
pv(xv) = Bo+PBx (4.22)

anfitten. Auch hier existieren endliche Offsets ag und By; diese liegen in der
GroRenordnung 1078, und die angepassten Werte sind mit groBen Fehlern be-
haftet. Die librigen Parameter ergeben sich zu

o = 0.0216 +0.0002, (4.23)
B = 0.0216 =+ 0.0002. (4.24)

Der Mischterm Dg{/ = D\(f)B erinnert an eine Sattelfunktion der Form s(x, y) =

x2 — y2, welche aber im Winkel von ¢g = 45° um die z-Achse gedreht werden
muss. Dies lasst sich mittels einer Rotationsmatrix sehr einfach durchfiihren
(siehe Anhang A.1). Es folgt eine Sattelfunktion gemaR:

f(xg, Xv) = Yo + YxBXv. (4.25)
Das Anpassen der Sattelfunktion (4.25) hat ein
4 = 0.0175 =+ 0.0001 (4.26)

ergeben (vgl. Abbildung 4.15). Der Offset -y, ist um viele GréBenordnungen
kleiner und wird auch hier vernachlassigt.
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Abbildung 4.14: Diffusionskoeffizient der logarithmierten Aktienkursrenditen
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bei 7 = 30s. Da naherungsweise keine Abhangigkeit zur je-
weils anderen Aktie besteht, wurde die Flache auf die Achse
der abhangigen Variable projeziert. Die gestrichelten Kurven
stellen die quadratischen Fitfunktionen dar.
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Abbildung 4.15: Der Mischterm der Diffusionsmatrix Dg{/ = D\(f,)g gegen die
Preisdifferenzen von Bayer und VW. Das gestrichelte Gitter
reprasentiert die angepasste Funktion 4.25.

Die Diffusionmatrix der zweidimensionalen Fokker-Planck-Gleichung lautet dem-
nach wie folgt:
2
Do < oo+ axz Yo+ VXX ) (4.27)

Yo+ vxexv  Bo +Bx7

Die Diffusionsmatrix ist eine positiv definite (det D;; > 0, Vx), symmetrische
Matrix und hat ausschlieBlich reelle Komponenten. Fiir die Berechnung der
Eigenwerte und Eigenvektoren werden im Folgenden die Vereinfachungen:

ag=0Bo =Y =0

und
a=p0
eingefuihrt. Es ergibt sich die vereinfachte Matrix:
N 2
b= ( A ) . (4.28)
YXB Xy axy,

Diese Matrix besitzt die reellen Eigenwerte:

Ao==(a(xg+x0) £v), (4.29)

1
2

wobei

V= \/4fyzx,§x\3 +a2 (xg —x2)°.
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Die Eigenvektoren zu den Eigenwerten stehen orthogonal zueinander:

a(xéfx\%):tu
§12= Q“YxlBXv , (4.30)

Fir verschwindene Erwartungswerte der Preisdifferenzen kann die Diffusions-
matrix D als bedingte Kovarianzmatrix der Form

C= ( or o1 ) (4.31)

2
021 O3

aufgefasst werden. Kovarianzmatrizen spielen in vielen Anwendungen eine Rolle.
Beispiele dazu sind in Kapitel 5 angegeben.
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4.4 Schatzen der Drift- und Diffusionskomponenten

4.4.3 Die Koeffizienten vierter Ordnung

Wie auch fiir die DAX-Daten beobachtet, liegen die Koeffizienten vierter Ord-
nung der Kramers-Moyal-Entwicklung um GroBenordnungen unter den Diffu-
sionstermen. Es wird also erneut angenommen, dass sich die Dynamiken mit
Hilfe der ersten beiden Momente vollstandig beschreiben lassen.
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Abbildung 4.16: Exemplarisch sind hier Schatzungen fiir den vierten Koeffizi-
enten der Kramers-Moyal-Erweiterung flr die logarithmierten
Renditen der beiden Aktien aufgetragen.

4.4.4 Der Prozess zur Beschreibung der Renditedynamik

Die gerade bestimmten Drift- und Diffusionskoeffizienten der Fokker-Planck-
Gleichung (4.12) sollen nun Ulber die Zusammenhange (4.15) und (4.16) in
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die Koeffizienten der korrespondierenden Langevin-Gleichung (berfiihrt wer-
den. Dafiir wird zunachst die ,\Wurzel der Diffusionsmatrix“ gesucht. Danach
wird ein wesentlich schlankeres Differenzialgleichungssystem vorgestellt welches
ebenfalls die Dynamik der Aktienkursdifferenzen wiedergibt.

Jede positiv definite, symmetrische Matrix D besitzt eine eindeutig bestimmte,
positiv definite, symmetrische Wurzel D¥2. Um diese zu bestimmen, diagona-
lisiert man die Matrix D und ersetzt die Diagonalelemente durch ihre positive

Waurzel. o
di; d A 0
D1/2:( 11 12):7'.( 1 ),7-—1
th1 o 0 Vo

Dabei sind A1, die Eigenwerte von D, und in den Spalten von T stehen die
normierten Eigenvektoren der Diffusionsmatrix. Das Einsetzen der Groken fiihrt
auf ein Differentialgleichungssystem zur Beschreibung einzelner Trajektorien der
logarithmierten Preisdifferenzen der Aktien von Bayer und VW gem. (4.10):

(3o) = (35 )+ (e aebesa ) (1) we

Auf das explizite Einsetzen der GroBen wird verzichtet, da sich ein sehr kom-
plexer Ausdruck ergibt.

Dieser intuitive Zugang die Langevin-Gleichung aus den geschatzten Kramers-
Moyal-Koeffizienten zu rekonstruieren, fiihrt auf einen komplizierten Ausdruck
fiir den diffusiven Teil der Gleichung (4.32). Im Folgenden soll aufgezeigt wer-
den wie man ein deutlich schlankeres Differentialgleichungssystem erhalt. Dazu
betrachtet man nun zunachst noch einmal ein einfaches System von Langevin-
Gleichungen:

Es stellt sich die Frage wie sich die komplizierte Struktur des Diffusionsterms
in Gleichung (4.32) vereinfachen lasst. Zunachst soll folgendes gelten:

F1 = al_l + bl_g

F2 = C/_1+d/—2.
Die Rauschkrafte 7 und I, werden weiterhin als unkorreliert angenommen. Die

Jetzt definierten Fluktuationen F; und F, sind damit korreliert. Es ergeben sich
die Langevin-Gleichungen (4.33) und (4.34) in Vektorschreibweise zu:

(3)-(h%)+ G %) (R) e

(.

M
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4.4 Schatzen der Drift- und Diffusionskomponenten

Die Elemente der Matrix M lassen sich aus der korrespondierenden Fokker-
Planck-Gleichung mit folgender Beziehung herleiten:
ty _ p®@
(MM )/j _ DU ’
Der Term (MM?®),; steht dabei fiir die Elemente der entstehenden Matrix aus

der Multiplikation von M mit ihrer transponierten Mt. Die empirisch geschatzte
Fokker-Planck-Gleichung hat folgende Form:

0 0 o 1 10°
e ’t:[__D()__D() 29 p®
atp(x ) axs 5 ax VT 20x3 BF
18 o, & o
—— —D t),
+26x\3 VV T Bxgdx, BV p(x, t)
mit
Dg) = agXpB
D\(/l) = adyXy
D,(;)B = ax3
Dy = B
D?, = YXBX
B,V BAV -

Die Parameter der Diffusionsfunktionen (4.23), (4.24) und (4.26) werden als
Varianz der Fluktuationen F; und F5 beriicksichtigt. Die Offsets werden an die-
ser Stelle vernachlassigt. Damit lasst sich die vereinfachte Form der Langevin-
Gleichungen wie folgt angeben:

XB = aBXB+XBF1 (436)
X\/ = avxv+XvF2, (437)

mit
<Fl>=a+b=a

<Fi>=c+d*=p
<F1F2>:aC+bd:’Y.

Die Koeffizienten a, b, ¢ und d lassen sich im Prinzip tiber die Aquivalenz der
Matrizen D2 und M berechnen. Allerdings sind die Komponenten der Wur-
zel der Diffusionsmatrix zu komplex um diese hier explizit anzugeben. Dies
ist auch der Fall wenn die vereinfachte Diffusionsmatrix D betrachtet wird.
Nichtlineare Rechenoperationen (Charakteristisches Polynom, Invertierung der
Eigenvektormatrix T) fithren auf eine nichttriviale Struktur der Diffusionsma-
trix in dem erstgenannten Differenzialgleichungssystem nach Langevin gemald
Gleichung (4.32).
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Abschliellende Betrachtung

Mit Hilfe bestimmter Datenaufbereitungsmalnahmen (vgl. Kapitel 4.2.1) ist
es gelungen die vorliegenden hochfrequenten Aktienkursdatensatze von Bayer
und VW in der Weise aufzubereiten, dass eine zweidimensionale Drift- und Diff-
usionsschatzung durchgefiihrt werden kann. Die Dynamik der Preisdifferenzen
kann so in einem zweidimensionalen Prozess zusammengefasst werden. Au-
Berdem sind gewisse Abhangigkeitsstrukturen dieses Systems identifiziert wor-
den.

Zunachst hat man auf die Synchronitat von Kursverlaufen hingewiesen und
diese unter Zuhilfenahme von Korrelationsmessungen bestatigt. In diesem Zu-
sammenhang wird mit dem IHT auf eine Methode aufmerksam gemacht wel-
che geeignet ist um Korrelationshierarchien in Portfolien zu visualisieren. Die
zweidimensionale Drift- und Diffusionsanalyse liefert weitere Hinweise auf die
Abhangigkeitsstruktur der beiden Wertpapiere. So kann auf der einen Seite
keine deterministische Kopplung aufgelost werden, jedoch lasst sich die Diffusi-
onsmatrix als bedingte Kovarianzmatrix identifizieren. Bedingt ist diese auf die
Jeweilige Auslenkung xg und x, der beiden Aktien. Aulerdem ist eine zweidimen-
sionale Langevin-Gleichung zur Beschreibung der Aktienkursdynamik bestimmt
worden. Die Diagonalisierung der Diffusionsmatrix fliihrte dabei zunachst auf
einen komplizierten Ausdruck fiir den diffusiven Anteil der Langevin-Gleichung
gemalk (4.32). Durch das Einfiihren von korrelierten Rauschkraften lassen sich
die Prozesse zur Beschreibung der Preistrajektorien mit (4.36) und (4.37) deut-
lich vereinfacht darstellen.
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Kapitel 5
Anwendung der Ergebnisse

Die in Kapitel 4 geschatzte Diffusionsmatrix im Zwei-Aktien-Fall kann als eine
bedingte Kovarianzmatrix interpretiert werden. Diese beschreibt die Korrelation
der beiden Aktienrenditen, bedingt auf deren Auslenkungen. Im Folgenden wer-
den mit Hilfe dieser bedingten Kovarianzmatrix und den bedingten erwarteten
Renditen in Form der geschatzen Driftfunktionen bedingte Minimal-Varianz-
Portfolien (i. F. bedingte optimale Portfolien) berechnet.

5.1 Moderne Portfoliotheorie

Bei der Portfoliodiversifikation nach Markowitz geht es um die gezielte Kombi-
nation von Wertpapieren unter Berticksichtigung der Korrelationsstruktur. Eine
Maximierung der Diversifikation fiihrt dabei zu einer Minimierung des Konzen-
trationsrisikos (unsystematisches Risiko), es bleibt jedoch das Marktrisiko (sys-
tematisches Risiko). Die Notation richtet sich nach der Vorlesung ,Finanzma-
thematik” [30] die Privatdozent Jorg C. Lemm im Wintersemester 2008/09 an
der Westfalischen-Wilhelms Universitat Miinster gehalten hat. Fir eine quan-
titative Einfiihrung in das Thema wird auBerdem [12] empfohlen.

Der Gesamtwert eines Portfolios sei gegeben durch:
X =) WX, (5.1)
i=1

wobei X; den absoluten Wert und W, die Anteile der Anlage i darstellen. Die
Relativgewichte ergeben sich zu:

WiXi

LW 6.2
=171

Wi =
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dabei ergibt sich die Summe aller Relativgewichte zu Eins. Mit oj; sei im Fol-
genden die Kovarianz zwischen Anlage / und Anlage j bezeichnet. Fiir das nun
folgende Optimierungsproblem wird angenommen, dass die Kovarianzmatrix C
und die Erwartungswerte der Rendite ; = (r;) zur Verfiigung stehen. Es gilt,
die Portfoliovarianz 0% unter zwei Nebenbedingungen zu minimieren. In dieser
allgemeinen Betrachtung sind Leerverkaufe ' (w; < 0) zugelassen.

e Minimiere Portfoliovarianz mit variablem w:

0% =w'Cw (5.3)

e 1. NB: Normierung der Gewichte:
i=1
e 2. NB: Erwartete Gesamtrendite:
Z Wit = WTF = Up. (55)
i=1

Dabei steht 1 flir einen mit Einsen gefiillten Vektor. Mit Hilfe eines Lagrange-
Ansatzes lasst sich das Problem losen. Verzichtet man auf die Vorgabe einer
Portfoliorendite wp, ergibt sich folgendes Optimum:

1
W = gc_lﬂ, (56)
1
Omin = 5 (5.7)
Bmin = boti, (5.8)
mit:
a = 17C'1, (5.9)
= 17C7'y. (5.10)

Im Fall von nur zwei moglichen Anlagealternativen (n = 2) ergibt sich die
optimale Portfoliovarianz zu:

op = \/W2af + (1 —w)205 + 2w (1l — w)oio. (5.11)

Anlagekombinationen unter variierender Korrelation p (Zusammenhang zu Ko-
varianz gemaB Gleichung (1.15).) lassen sich in einem Risiko-Rendite-Diagramm
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Hp

8]
I

op

Abbildung 5.1: Das Risiko-Rendite-Diagramm fiir zwei Anlagen mit festen er-
warteten Renditen w1, wo und Varianzen oy, 0,. Flr vier un-
terschiedliche Korrelationskoeffizienten sind mogliche Portfo-
liokombinationen eingezeichnet (entnommen aus [30]).

(sieche Abbildung 5.1) darstellen. Kombiniert man in einem Portfolio eine An-
lage mit dem Risiko 0, und der erwarteten Rendite r,, (Marktportfolio) mit
einer risikolosen Anlage mit oy = 0 und erwarteter Rendite ry, lasst sich eine
folgende Gerade in der up-op-Ebene konstruieren:

rp = f0—|-90'p. (512)

Diese Gerade nennt man Kapitalmarktlinie (KML) und sie stellt die erwarteten
Rendite-Risiko-Kombinationen von effizienten Portfolios im Gleichgewicht dar.
Der ,Preis des Risikos”, die sogenannte Sharpe-Ratio, ergibt sich wie folgt:

Fm_rO
0= ) 5.13
- (5.13)

Diese Grundlagen legen das Fundament fiir das Capital Asset Pricing Model
(CAPM), welches von Sharpe [45], Lintner und Mossin in den sechziger Jahren
unabhangig voneinander entwickelt wurde.

5.1.1 Bedingte optimale Portfolios fiir die Aktien von Bayer
und VW

Mit Hilfe der aus den Datensatzen geschatzten Diffusionsmatrizen und Drift-
funktionen und der oben hergeleiteten Portfoliotheorie lassen sich nun opti-
male Portfolien bedingt auf die Auslenkung der Preisdifferenzen der Aktien

1Verkauf von Anteilen, die von anderen Anlegern geliehen wurden, am Markt (nach [26]). Der
Verkaufer profitiert dabei i. A. von fallenden Kursen.
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berechnen. Die bedingte Kovarianzmatrix ist gegeben durch die Diffusionsma-
trix (4.27):

ag+ axz Yo+ YXeXy
C , = )
(x5, xv) ( Yo +¥xgxy  Bo + BXZ )

Die inverse Matrix ergibt sich zu:

- 1 Bo +Bxy — (Yo + vxexv)
N\ — (7o +vxexv) Qg + axj

mit
N = ((Oéo + OCX/%) (,Bo +5X\3)) — (Y0 + ’YXBXV)2 :

Die erwartete Rendite folgt aus den Komponenten des Driftvektors:

Ml(XB) = dapXp = D,(gl)(XB)
u>(xy) = avxy = D\(/l)(xv).

Die Parameter dieser Eingangsgrolten wurden in Kapitel 4 aus den empirischen
Daten geschatzt. Die Risiko-Rendite-Profile fiir die unterschiedlichen Auslen-
kungen der beiden Aktien sind in Abbildung 5.2 aufgetragen.

5e-05 . . .
4e-05 t+ i
3e-05 S 1
2e-05 _
le-05 | ]
0 k
-1e-05 i
205 F |
3605 | R .
-4e-05 | 1

-5e-05 - - -
0 1e-08 2e-08 3e-08 4e-08

O',‘(X,‘)

wi(xi)

Abbildung 5.2: Risiko-Rendite-Profil fiir die unterschiedlichen Auslenkungs-
kombinationen von Bayer und VW. Aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit sind die Kombinationen der VW-Aktie (rechte
Kurve) nach rechts verschoben. Fiir jedes Paar von Risiko-
Rendite-Kombinationen der Aktien liele sich ein Diagramm
wie in Abb. 5.1 erstellen. Dabei wird die Korrelation durch die
bedingte Kovarianzmatrix vorgegeben.
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Der positive Teil der Kurven lasst sich wie folgt interpretieren: Je hoher die
erwartete Rendite, desto groBer die Unsicherheit (das Risiko 2). Diese Beob-
achtung entspricht in den meisten Fallen der ckonomischen Realitat.

Im Folgenden werden nun fiir die verschiedenen Kombinationen von xg und
xy mit Hilfe der Diffusionsmatrix als bedingte Kovarianzmatrix und dem Drift
als Erwartungswert der Rendite die optimale Gewichtung der beiden Aktien
im Portfolio ausgerechnet. Aulerdem lasst sich fiir jede Auslenkungskombina-
tion eine optimale Portfoliovarianz op und eine optimale Portfoliorendite up
ausrechnen. Zusatzlich wird ein Korrelationsprofil aufgetragen.

2Als RisikomaR wird an dieser Stelle die Varianz verwendet.

69



Kapitel 5 Anwendung der Ergebnisse
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(a) In diesem Korrelationsprofil ist fiir jede
Komination der Preisdifferenzen zwischen
Bayer und VW der Korrelationskoeffizient
gem. Gleichung (1.15) angegeben.

(b) Die optimale relative Gewichtung der
Bayer-Aktie wg ist hier aufgetragen. Die
relativen Gewichte der Volkswagen-Aktie
wy ergeben sich lber wyy =1 — wp.
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(c) Aufgetragen sind die optimalen Renditen (d) Die optimalen  Varianzen fiir al-
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der Nahe des Nullpunkts liegen unterhalb Gleichung (5.11).

(4. Quadrant) und tberhalb (2. Quadrant)
des aufgetragenen Bereichs.

Abbildung 5.3: Diese Graphen zeigen KenngroBen zur Charakterisierung der
optimalen Portfolios im Zwei-Aktien-Fall. Auf den Achsen sind
Jeweils die Auslenkungen der Preisdifferenzen von Bayer xg und
Volkswagen x aufgetragen. Die Farbkodierung gibt die Werte
der unter den Abbildungen genannten Grolen wieder.
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Fir das Korrelationsprofil in Abbildung 5.3(a) ergibt sich das erwartete Ergeb-
nis. Fiir gegenlaufige Auslenkungen der Preisdifferenzen liegt negative Korre-
lation vor, fiir Auslenkungen in die gleiche Richtung liegt positive Korrelation
vor.

Zur Interpretation der optimalen Gewichte in Abbildung 5.3(b) kann man an-
merken, dass die optimalen Gewichte von der inversen Kovarianzmatrix gem. (5.6)
abhangen und mittels der Optimierung (5.3) so gewahlt werden, dass sich eine
minimale Portfoliovarianz o3 ergibt.

Bei den optimalen Renditen in Abbildung 5.3(c) ist folgende Tendenz zu erken-
nen: Fiir negative Auslenkungen, also positive erwartete Renditen (die linearen
Driftfunktionen haben eine negative Steigung), ergeben sich tendenziell positi-
ve Portfoliorenditen. Analoges gilt fiir den Fall der positiven Auslenkungen der
Preisdifferenzen.

Fiir die optimalen Portfoliovarianzen in Abbildung 5.3(d) lasst sich ablesen,
dass sich das Risiko durch die Wertpapiermischung verringert. Lediglich fur
groBe positive Korrelationen bleibt das Risiko auf einem hohen Niveau und die
Varianz der Portfolios liegt deutlich tiber der Varianz der Einzelwerte.

Bewertung der Anwendungsmaoglichkeit

In diesem Kapitel wurde der Versuch unternommen, fiir unterschiedliche Kombi-
nationen von Preisdifferenzen zweier Aktien optimale Portfolien zu bestimmen.
Dies stellt eine neue, mikroskopische Sicht auf die Portfoliostruktur im Zwei-
Wertpapier-Fall dar.

Grundsatzlich kann angemerkt werden, dass einige qualitative Beobachtungen
gemacht werden konnten, die sich mit ihrer ckonomischen Bedeutung verein-
baren lassen. So wurden fiir die Form der optimalen erwarteten Renditen und
optimalen Varianzen Zusammenhange gezeigt, die sich aus der Korrelations-
struktur ableiten lassen.

Fir eine Anwendung fiir das Management von Aktienportfolios scheint diese Be-
trachtung jedoch keine Relevanz zu haben. Eine Neustrukturierung eines Akti-
enportfolios je nach erwarteter Momentanrendite ist u. a. durch Transferkosten
unwirtschaftlich. Moglicherweise lasst sich diese Art der Portfoliosteuerung je-
doch auf andere Bereiche anwenden, in denen inshesondere Transferpreise oder
Tranferzeiten eine untergeordnete Rolle spielen. Allerdings ist auch anzumer-
ken, dass diese Methode mit steigender Anzahl an betrachteten Prozessen (im
vorliegenden Fall nur zwei Aktien) komplexer wird.
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Kapitel 6
Zusammenfassung und Ausblick

Zunachst ist eine umfangreiche statistische Charakterisierung von Kursdifferen-
zen des Deutschen Aktien Index auf unterschiedlichen Zeitskalen durchgefiihrt
worden. Dabel konnten prominente Ergebnisse aus empirischen Untersuchun-
gen bestatigt werden. Insgesamt kann festgestellt werden, dass auf die unter-
schiedlichen Arten von Wirtsschaftsdaten (z.B. Aktienkurse, Rohstoffpreise,
Managergehalter, Arbeitslosenzahlen, usw.) zahlreiche statistische Tests und
Messungen angewendet werden. Viele Effekte unterschiedlicher Art sind dabei
bereits identifiziert und verstanden. Allerdings ist es nach wie vor sehr schwer
auch nur in Teilen die Entwicklung eines komplexen Systems wie der Weltwirt-
schaft adaquat zu beschreiben oder mit zufriedenstellender Giite vorauszusagen.
Insbesondere wenn es sich weit aullerhalb des Gleichgewichts befindet wie es
zum Beispiel bei einer Wirtschaftskrise der Fall ist.

Die eindimensionale Drift- und Diffusionsanalyse lasst sich erfolgreich auf hoch-
frequente Finanzdaten anwenden. Fiir die Kursdifferenzen des DAX konnten
ahnliche Koeffizientenstrukturen wie z. B. fiir FOREX-Kurse beobachtet wer-
den. Diese anscheinend allgemeingiiltigen Beobachtungen fiir den Trend und die
Volatilitat von Renditen lassen sich okonomisch begriinden und finden bereits
in Modellen zur Kursmodellierung Anwendung.

Interessant konnte eine detailiertere Betrachtung der Markoveigenschaften von
Finanzdaten auf kleinen Skalen (7 < 1min) sein. Wie bereits von Nawroth
in [39] angedeutet, lassen sich unterschiedliche Zeitskalenregime nachweisen.
Die in dieser Arbeit vorgestellten Markovanalysen erfordern eine gewisse An-
zahl an Datenpunkten auf den Skalen die betrachtet werden. Zwar sind die
hier verwendeten Datensatze teilweise ausreichend fein aufgelost, liefern je-
doch insgesamt zu wenig Datenpunkte um Analysen dieser Art anzuwenden.
Erfolgsversprechender konnten aktuelle FOREX-Datensatze sein, welche eine
sehr hohe Datendichte ! liefern.

1Zum Beispiel sind fiir den Wechselkurs EUR/USD fiir das Jahr 2008 ~ 78 Mio. Datenpunkte
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Kapitel 6 Zusammenfassung und Ausblick

Die zweidimensionale Drift- und Diffusionsanlyse von hochfrequenten Aktien-
kursen stellt besondere Herausforderungen an die Datenpraparation. Mit dem
Einsatz von Interpolationsverfahren riskiert man i. A. eine ,statistische Verfal-
schung” der Ursprungsdaten. In dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass bei
einer Datenaufbereitung mit Hilfe einer einfachen linearen Interpolation sowohl
die Form der Wahrscheinlichkeitsdichten als auch die Markoveingenschaften
weitestgehend erhalten geblieben sind. Eine Erkenntnis dieser Arbeit ist, dass
fur die praparierten Aktienrenditen keine deterministische Kopplung vorliegt,
wie man sie zum Beispiel fiir Verkehrsdaten zwischen der Geschwindigkeit und
dem Verkehrsfluss finden konnte (siehe Kapitel 4 oder [29]). Die Diffusionsma-
trix zeigt jedoch das Kopplungsterme in dem fluktuierenden Teil des Prozesses
auftreten. Es konnte schliellich ein stochastisches Differentialgleichungssystem
in der Notation nach Langevin angegeben werden welches die Dynamiken der
Aktienkursrenditen beschreibt.

Ausgehend von diesen Ergebnissen konnte es interessant sein noch groRere
Portfolios bzw. vollstandige Indizes zu betrachten, also die Anzahl der zu un-
tersuchenden Prozesse zu erhohen. Denkbar ware es zum Beispiel eine hoch-
dimensionale Drift- und Diffusionsanalyse der Kursverlaufe wichtiger Wechsel-
kurspaare durchzufiihren.

Mit der Betrachtung der Diffusionsmatrix als eine bedingte Kovarianzmatrix
eroffnete sich eine Anwendung auf die Portfoliotheorie nach Markowitz. So
konnte flr die unterschiedlichen Auslenkungskombinationen der beiden Akti-
en Mischungsverhaltnisse ausgerechnet werden, welche die Gesamtvarianz des
Portfolios minimieren. Auch wenn diese Betrachtung der ,mikroskopische Port-
foliostruktur” nicht sofort eine Praxisanwendung zur Portfoliosteuerung ver-
spricht, so konnte es dennoch interessant sein Zusammenhange dieser Art wei-
ter zu studieren.

verfligbar. (Quelle: Olsen Data AG)

74



Anhang A

Anhang

A.1 Koordinatentransformation

Gegeben ist folgende Rotationsmatrix:

[ cos¢p —sing
R(¢) = ( singg cos¢ ) ' (A1)
Mit ¢o = 45° folgt:
1 1 -1
R0 - (1 1) (A2)

welche auf die Ausgangskoordinaten x und y angewendet wird:

<;):\%<1_11)<;> (A.3)

Es folgt:
- 1
X = —(x-—
\@( y)
- 1
y = %(X+Y)
und aus f(x,y) = x2 — y? folgt mit X und y:
1
f(%9) = —=[(x—y)?—(x+y)?
(%, 7) \6[( ¥)? = (x+y)?]
= —2xy.
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Anhang A Anhang

A.2 Losung des linearen Gleichungssystems zur

Bestimmung der Parameter eines kubischen

Polynoms

Zur Bestimmung der Parameter eines kubischen Polynoms der Form

benotigt man vier Koordinaten (xi, t1), (X2, t2), (X3, t3) und (xg, t4). Durch

x=at’+bt>’+ct+d

Losen des linearen Gleichungssystems

x; = at] + bt +ct; +d,

Xy = at;+bt;+ctr+d,
x3 = atj+ bt; + cts+d,
Xy = at;+bt; +cty+d,

erhalt man folgende Parameter:
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~ + + Il -~ + I~ + +

~+ + + +

[t (57 (x — xa) + 5(xa — x1) + (1 — x3)) + t3 (t7(xa — %2) + 2 (%2 — x1))
t22(t1(X4 — X3) + t3(X1 — X4) + t4(X3 — Xl)) + tg(tl(XQ — X4) + t4(X1 — XQ))

tita(ty — ta) (0 — Xx3)]
[(t1 — ) (1 — t3) (11 — ta) (2 — t3)(t2 — ta)(t3 — ta)]

[t (5] (xa — x3) + 501 — xa) + 506 — x1)) + t3 (70 — xa) + (X1 — x2))

tita (17 — 7) (0 — x3) + 63 (t1 (X3 — xa) + t3(xa — x1)
ta(x1 — x3)) + 653 (t1(xs — x2) + ta(0 — x1))]

[(tr — t2) (81 — t3)(t1 — ta) (2 — t3)(t2 — ta)(t5 — ta)],
(5 (5706 = xa) + 50 —x1) + £ (xa —x3)) + 85 (£ (%
t5 (7 (xa — x3) + 5(x1 — xa) + t7 (X3 — x1))

£ (00 — xa) + (1 — %)) + 5 (6 — ta) 0o — x3)]
[(tr — ) (81 — t3)(t1 — ta) (2 — t3)(t2 — ta)(t5 — ta)],
(85 (ts (tixe — tixa) + t5(taxa — taxy) + titaxs(ty — t3))
t5 (t3 (tixa — tixa) + titaxs (3 — 1)

Bt — tixa)) + & (8 (83x1 — tixa)

t5 (t5xa — t7x1) + tityxs(t — ta))

titstaxo(ty — t3)(ty — ta)(ts — ta)]

[(t1 — ) (tn — t3) (11 — ta) (2 — t3) (82 — ta)(t3 — ta)] .

x) + (%

— Xl))



A.3 Aktienkursmodellierung

A.3 Aktienkursmodellierung

Im Folgenden werden drei bekannte Modelle zur Beschreibung von Aktienkurs-
dynamiken vorgestellt.

A.3.1 Geometrische Brownsche Bewegung
Im Optionspreismodell von Black und Scholes [5] wird angenommen, dass der
Aktienkurs S; einer geometrischen brownschen Bewegung der Form:

folgt. Die erwartete Momentanrendite i und die Momentanvolatilitat o werden
dabei als konstant angenommen [38]. Durch Anwendung der It6-Formel erhalt
man folgende Losung der SDE:

2
S = Soexp { (u — %) t+ aWt} . (A.5)

J/

A

(o))

und dementsprechend ist S; log-normalverteilt. Die Renditen liber ein Zeitin-
tervall [t,t+ h] mit h >0

Es gilt:

S
Zi(h) = In ( f*”) , (A.6)
S;
sind ebenfalls normalverteilt:

Z:(h) ~ N(wh, a2h). (A7)

A.3.2 Jump-Diffusion-Modell

In einem Jump-Diffusion-Modell erweitert man den Renditeprozess einer GBM
mit einem Poisson-Prozess [10]:

X firKk =0
Zt(h): .
X+wvi+...+y firK>1

7l



Anhang A Anhang

Dabei sind die Variablen wie folgt verteilt:

x ~ N(ah,d?h) (A.8)
Vi You -, Yk ~ G (A.9)

o (A.10)

mit k =0,1,2,.... Der Parameter X bezeichnet die Sprungintensitat mit A > 0.
In einem bekannten Modell von Merton gilt G = V.

A.3.3 Stochastische Volatilitat

In Modellen mit stochastischer Volatilitat (SV) wird der Varianz 02 = V ein

eigener stochastischer Prozess unterstellt. Dabel gilt nun x; = In (g—é)

dx, = adt+VVdW, (A.11)
dV, = &(t,Vi)dt +B(t, V.)dBs. (A.12)

In einem bekannten Modell von Heston [23] entspricht die Volatilitat einem
sogenannten Mean-Reverting Wurzel Prozess:

dVi = k(6 — Vi) dt +ny/V,dB,. (A.13)

Der Parameter k bezeichnet die Geschwindigkeit, mit der die Momentvarianz
V; zu ihrem langfristigen Zielwert 8 zurlickgezogen wird. 7 ist die Volatilitat der
Momentvarianz [38]. Dieses Modell beriicksichtigt die empirisch beobachtete
Korrelation p zwischen Rendite und Volatilitat (Leverage-Effekt 1) iiber die
folgende Beziehung:

dBidW;

= (A.14)

'Durch empirsche Untersuchungen wurde festgestellt das die Volatilitdt abnimmt wenn der
Kurs steigt, dieser Effekt wird in diesem Zusammenhang Leverage-Effekt genannt (sie-
he [38], S.11f).
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