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1 Einleitung

Die physikalische Welt wird in einer Vielzahl von Bereichen ganz entscheidend von Nicht-
linearitaten bestimmt. Dennoch wurde die grofte Bedeutung dieser nichtlinearen Systeme
erst vergleichsweise spat erkannt, was sich natiirlich auch darin begriindet, dass mit dem
Begriff der Nichtlinearitdt immer ein erhebliches Mafs an Komplexitét verbunden ist. Die-
se Komplexitit wird genau an den Stellen unumgénglich, wo die lineare Physik versagt,
physikalische Phdnomene also nicht mehr mit den iiblichen Formeln und Gesetzméfig-
keiten erklart werden konnen.

Nichtlineare Zusammenhénge und Gesetzméabigkeiten vermogen mittlerweile eine im-
mense Menge von ungewohnlich erscheinenden Naturereignissen zu erklédren und iiber
Simplifizierungsmodelle sogar analytisch zugénglich zu machen. Dabei sind die neuen
Modelle keineswegs auf den Bereich der Physik beschrinkt, sondern werden auch in vie-
len anderen naturwissenschaftlichen Bereichen immer mehr angewandt, sei es bei Wachs-
tumsprozessen, bei chemischen Reaktion, bei der Auswertung von Wetterdaten oder der
plotzlichen Strukturierung von Oberflichen. Dank der nichtlinearen Physik ist es gerade
im medizinischen Bereich in den letzten Jahren zu grofen Fortschritten gekommen, sei es
in der Diagnose und Prognose von Erkrankungen, wie beispielsweise Herzinfarkten oder
sogar in der Behandlung von Epilepsiepatienten.

Nichtlineare Physik ist immer eine Physik, in der es entscheidend auf das Auffinden
und die Charakterisierung von Instabilitdten ankommt. An diesen Instabilitdtspunkten
verdndert sich das Verhalten eines Systems relativ abrupt, geht also eine Lisung einer
nichtlinearen Gleichung direkt in eine andere iiber. Ein Beispiel dafiir ist die sogenannte
Konvektions-Instabilitdt (Bénard-Instabilitdt), die bei zwei unterschiedlich temperierten
Schichten in Abhéngigkeit der Temperaturdifferenz dazu fithrt, dass sich verschiedene
Muster und Strukturen zwischen den Schichten ausbilden kénnen. Andere physikalische
Systeme, die entscheidend von diesen Instabilitdtspunkten getragen werden, sind z.B. ein
Laser aber auch so fundamentale Systeme wie gewisse Oszillatoren.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit dem raumzeitlichen, nichtlinearen, dyna-
mischen Verhalten in magnetischen Systemen, basierend auf dem elementaren Grund-
verhalten eines einzelnen magnetischen Spinvektors in Anwesenheit spezifischer Wechsel-
wirkungsterme. Als essentielle Gleichung, die Ausgangspunkt fiir simtliche Betrachtun-
gen ist, wird uns die Landau-Lifshitz-Gleichung (LLG) begegnen, die mit den speziellen
Wechselwirkungstermen zu einer streng nichtlinearen Gleichung wird. In ihr treten ei-
ne Vielzahl von Parametern auf, die das System mafgeblich beeinflussen und in einem
weiten Bereich seine Determiniertheit steuern kénnen. Die Analyse einer derartigen Glei-
chung kann schlieflich iiber die gewOhnlichen Methoden der Nichtlinaren Physik voll-
zogen werden. Es sei an dieser Stelle auf das einschldgig bekannte Buch von Philip. E.



Wigen hingewiesen [56], in welchem eine grofe Klasse nichtlinearer und chaotischer Phé-
nomene in magnetischen Materialien analysiert und charakterisiert wird. In vorliegender
Arbeit werden wir uns auf ein eher qualitatives Vorgehen beschrianken, da das Hauptau-
genmerk bei der Gleichung mehr in den Zusammenhéngen zur Kubischen Nichtlinearen
Schrodinger-Gleichung (KNSG) liegen soll. Beschreibt die LLG die Dynamik eines einzel-
nen Spinvektors, so beschreibt die KNSG letzlich die Dynamik des Quasiteilchens einer
Spinwellenanregung, dem sogenannten Magnon.

Die Propagation einer Spinwelle wird durch die Wechselwirkung der Spins unterein-
ander ermdglicht. Dabei unterscheidet man zwischen Austauschwechselwirkung, die zwi-
schen allerndchsten Nachbarn besonders wichtig ist, und der Dipol-Dipol-Wechselwirkung,
die bei lingeren Wellenldngen den entscheidenden Beitrag liefert. Da wir die Dynamik
eines Spinvektors also auch iiber die Dynamik der entsprechenden Spinwelle beschreiben
konnen, muss es einen fundamentalen Zusammenhang der LLG zur KNSG geben. Dieser
wird in der Arbeit erldutert und orientiert sich dabei an der beriihmten Vorgehensweise
aus [54], in der die Methode des Hamilton-Formalismus fiir nichtlineare Spinwellenpro-
zesse gemafs [57] und [58] angewandt wird. Eine alternative Vorgehensweise ist die der
stereographischen Projektion, die als mathematisches Riistzeug der Funktionentheorie
angesehen wird.

Die Beschreibung magnetodynamischer Prozesse iiber eine Wellengleichung zeigt, dass
ein ferromagnetisches System in einem weiten Bereich dhnliche Bedingungen, wie ein
optisches System erfiillen muss. Dennoch gibt es fiir magnetodynamische Systeme viele
Vorteile. Ganz wesentlich ist sicherlich die geringere Gruppengeschwindigkeit der Spin-
wellenanregung, die mit ca. 106% deutlich unter der Lichtgeschwindigkeit liegt. Sdmtliche
zeitaufgeloste Untersuchungen lassen sich folglich wesentlich leichter realisieren. Aufier-
dem liegen die Groflenordnungen von Dispersion und Beugung viel naher beeinander,
was die gleichzeitige Beriicksichtigung dieser beiden Grofsen in der KNSG ermoglicht.
Das ist gerade fiir die Analyse zweidimensionaler, nichtlinearer Wellenpakete von Be-
deutung. Letztlich besteht ein weiterer Vorteil in der Zuganglichkeit der experimentellen
Messung, da Oberflichenmessungen in vielen Féllen ausreichend sind, um das System zu
charakterisieren [23].

Gehorcht ein Wellenpaket der KNSG, ist es unter gewissen Umstéinden moglich, dass
sich Dispersion und Brechung durch die nichtlinearen Effekte kompensieren. Dieses kann
dann zu der in [23] beobachteten raumzeitlichen Selbstfokussierung fiithren. Die Anregung
geschieht zumeist iiber eine Antenne, iiber die Pulse im Mikrowellenbereich in das System
eingekoppelt werden kénnen . Uber ein angelegtes dufieres Magnetfeld kann iiber die
Richtung einer propagierenden Spinwelle entschieden werden. Dieses resultiert aus der
Prézessionsbewegung jedes einzelnen Spins um dieses externe Magnetfeld, womit seine
Richtung explizit ausgezeichnet ist.

In Kapitel 3 werden wir die moglichen anregbaren Moden in einer diinnen ferromagne-
tischen Schicht kurz vorstellen. Kapitel 4 beschéaftigt sich dann mit den Zusammenhéngen

!Die selbstfokussierten Wellenpakete werden Mikrowellenkugeln genannt und kénnen iiber die Brillouin
Light Scattering (BLS) - Methode [23] detektiert werden.



1 FEinleitung

zwischen LLG und KNSG. In Kapitel 5 erfolgt die Analyse der dynamischen Entwick-
lung einer expliziten Losung der KNSG unter Hinzunahme von Stoértermen. In realen
Systemen wird man beispielsweise immer Démpfungseinfliisse beriicksichtigen miissen,
die erst durch entsprechende Anregungen kompensiert werden kénnen, wodurch die Lo-
sungen langlebiger wird. Im Wesentlichen ist es dieser Anregungsprozess, der iiber die
Existenz und Selektion einer Losung in einem System entscheidet, welches der KNSG
gehorcht.

Kapitel 6 soll diesen Selektionsmechanismus genauer beleuchten. Unter periodischen
Randbedingungen schrankt sich der Losungsraum der KNSG ein, womit nur noch diskrete
Frequenzen € der Anregung ? zu Losungen fiihren. Mit der notwendigen Gallilei-Invarianz
der KNSG lassen sich alle Losungen in Abhéngigkeit des selektierten k-Wellenvektors, der
die Quantisierungsbedingung geméafl der periodischen Randbedingungen erfiillen muss,
angeben. Es ist dabei auffillig, dass es fiir Multisolitonenkomplexe bei gewisser Energie
und Frequenz stets symmetrische und antisymmetrische Losungen in einem kleinen Fre-
quenzbereich gibt. Dieses Verhalten findet kein Analogon in der linearen Physik und zeigt
nochmals, wie leicht sich nichtlineare Phinomene in der Natur manifestieren kénnen.

Letztlich gelingt es, mit den {iber die Anregungsfrequenz € k-selektierten Moden, die in
[15] beschriebenen Mobius-Moden zu charakterisieren und in den Rahmen einer simplen
Theorie einzubinden. Das dynamische Verhalten jeder einzelnen Mode kann dann wieder
storungstheoretisch untersucht werden. Die gesamte Arbeit wird sich wie folgt gliedern:

Ausgehend von der Landau-Lifshitz-Gleichung in Kapitel 2 werden wir die Disper-
sionsrelationen von Moden in diinnen ferromagnetischen Schichten herleiten [51], [30],
[52]. Die numerische Auswertung der LLG in der stereographischen Projektionsmethode
ist bewusst in den Anhang gestellt, um die stringente Vorgehensweise beim Auffinden
des Mobius-Solitons nicht zu verlieren. Nach Einfiihrung der KNSG als Wellengleichung,
besteht der analytische Auswertungsteil aus einer storungstheoretischen Betrachtung der
KNSG in Bezug auf diverse Storterme, sowie der theoretischen Beschreibung der zunéchst
mystisch erscheinenden Mobius-Moden.

Im Anhang wird dann ein Verfahren zur numerischen Implementierung der LLG vor-
gestellt und fiir unterschiedliche Parameter ausgewertet werden. Dieser Anhang dient
eher dem Gesamtverstédndis magnetodynamischer Prozesse und soll die Dynamik in der
LLG eingehend visualisieren. Die analytische Auswertung dieser Diffentialgleichung soll
nicht Aufgabe dieser Diplomarbeit sein. Man wird sonst, enstprechend den anfénglichen
Beschreibungen, mit den Methoden der Nichtlinearen Physik das System auf Stabilitét,
Bifurkationsverhalten und Strukturbildung etc. untersuchen miissen. Es sei in diesem
Zusammenhang auf [17] verwiesen, in dem diese Untersuchungen fiir die stereographisch
projizierte LLG durchgefiihrt wurde.

Die Vorgehensweise und Zusammenstellung dieser Arbeit basiert auf den chronolo-
gischen Uberlegungen, die zur Charakterisierung des ’symmetriebrechenden’ Mdbius-
Solitons angestellt wurden. Anfénglich sind wir davon ausgegangen, dass die Ursache
dieses Solitons in der Stérung durch eine entsprechende parametrische Anregung zu fin-

ZParametrische Anregung oc ¥ oder o< U*.



den ist. Die Vermutung bestand darin, dass es durch diese Anregung hervorgerufene
Instabilitdten gibt, durch die die Phasenakkumulation entscheidend bestimmt wird, so
dass eine Phase relativ plotzlich einen unerwarteten Phasensprung machen kann. Die
storungstheoretische Beschreibung hat derartige Ergebnisse nicht liefern konnen, viel-
mehr hat sie schliefslich dazu beigetragen den aktiven, nichtlinearen Ring wesentlich
fundamentaler als eine Art quantenmechanisches System zu betrachten, in dem alle Lo-
sungen vorgegeben sind und nur entsprechend selektiert werden miissen. Selektiert wird
dabei durch die Frequenz der parametrischen Anregung, die die, aufgrund der periodi-
schen Randbedingungen quantisierten Loésungen, in diskreten Abstdnden anregen und
stabilisieren kann. Die Evolutionsgleichung fiir Envelope-Solitonen kann diese Selekti-
onsmechanismus nicht begriinden, da in der Beschreibung eines Envelope-Solitons die
Wellenvektor-Abhéngigkeit der Phase verloren geht und damit nach einer Periode keine
ungewoOhnliche Phasenakkumulation sichtbar wird.



2 Die Landau-Lifshitz-Gleichung

Mit der Landau-Lifshitz-Gleichung fiir magnetische Modellsysteme ist es mdglich, dy-
namische Magnetisierungsprozesse als nichtlineare Vektorgleichung zu formulieren. Im
Jahr 1935 wurde diese vektorwertige Bewegungsgleichung erstmals phanomenologisch von
L.D.Landau und E.M.Lifshitz [33] eingefiihrt. Sie dient als Ausgangspunkt fiir simtliche
Untersuchungen auf dem Gebiet der Ferromagneten, deren physikalische Eigenschaften
erst vergleichsweise spéit weitgehend verstanden wurden. Ihre Giiltigkeit erstreckt sich
vorwiegend auf den Bereich tiefer Temperaturen, die unterhalb der Curie-Temperatur
liegen.

Im folgenden Abschnitt soll eine kurze Herleitung dieser Gleichung gegeben werden.
Dabei wird insbesondere Wert auf die Analogie zwischen Magnetisierungsgleichung und
ihrem quantenmechanischen Gegenstiick, der dynamischen Grundgleichung fiir den freien
Elektronenspin, gelegt. So wie in der klassischen Mechanik beispielsweise eine Beziehung
zwischen Drehimpuls und Drehmoment besteht, gibt es fiir magnetische Anwendungen
eine dhnliche Beziehung zwischen Drehimpuls und magnetischem Dipolmoment, welches
eng mit der Magnetisierung verkniipft ist.

Experimentelle Erfahrungen zeigen, dass die reine Prézessionsbewegung, wie sie durch
die LLG beschrieben wird, nicht ausreicht, um die dynamischen Prozesse in magnetischen
Medien zu verstehen. So wird in 2.1.4 auf erneut klassisch, phdnomenologische Art ein
zusétzlicher Dadmpfungsterm eingefiihrt.

2.1 Ableitung der Grundgleichung

2.1.1 Zeitliche Entwicklung des quantenmechanischen Erwartungswertes

Ausgangspunkt fiir die Ableitung der LLG soll die quantenmechanische Betrachtung fiir
die zeitliche Entwicklung des Spinoperators sein. Aus [49] ist die zeitliche Entwicklung
des Erwartungswertes einer Observablen A bekannt. Im normierten Zustand |¢(t)) des
Systems gilt fiir ihn zum Zeitpunkt t

(4) () = (W ()[Alp(@)) - (2.1.1)
Die zeitliche Entwicklung von Gleichung (2.1.1) ergibt dann

) (1) = o (14, Hop(t)) + (014). (212
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2.1 Ableitung der Grundgleichung

Hierbei wurde die zeitliche Entwicklung des Zustandes [i(t)) eingesetzt, die iiber die
Schrédinger-Gleichung gegeben ist:

i (1)) = Hop(t) (1) (2.1.3)

Die fundamentale Bedeutung von Gleichung (2.1.2) manifestiert sich im Ehrenfestschen
Theorem, in dem die Erwartungswerte der Observablen R und P fiir den Hamilton-
Operator Hop, = % + V(R) berechnet werden. Als Resultat erhélt man in diesem Theo-
rem zwei Gleichungen, die stark an die klassischen Hamilton-Gleichungen fiir ein Teilchen
erinnern, sie aber nur im Fall gewisser Potentiale exakt widerspiegeln [49]. Dennoch zeigt
diese kurze Abhandlung iiber die zeitliche Entwicklung von Erwartungswerten, wie eng
quantenmechanische Observablen und klassische Grofien miteinander verbunden sind.
Oftmals ist es deshalb von Nutzen, Analogien in der Dynamik klassischer Gréfen mit
ihren entsprechenden quantenmechanischen Gegenstiicken zu finden und auszuarbeiten.

2.1.2 Zeitliche Entwicklung des Spinoperators

Fiir den Spinoperator kann Gleichung (2.1.2) ohne explizite Zeitabhéngigkeit dargestellt
werden:

e (Sop) (1) = ([Sop. Hop(1)]) (2.1.4)

Im Fall der Wechselwirkung dieses Spins mit einem zeitabhéngigen &ufseren Feld l&sst
sich der Hamiltonian in Form des Zeeman-Terms [20] aufschreiben:

Hoy(t) = —9£80,B, B = upH (im Vakuum). (2.1.5)

Dabei bezeichnet pp das Bohrsche Magneton, wihrend g den sogenannten gyromagneti-
schen Faktor darstellt, der fiir ein freies Elektron in etwa den Wert 2 annimmt.

Unter Verwendung der fundamentalen Kommutator-Relationen fiir die Komponenten des
Spins S erhélt man aus (2.1.4)

% So) (1) = 42 ((80,)(6) x B(1). (216)

2.1.3 Verbindung zur klassischen Mechanik und zum Elektromagnetismus

Die tiefe Analogie zwischen der in 2.1.2 abgeleiteten zeitlichen Entwicklung des Spin-
operators und der entsprechenden zeitlichen Entwicklung des klassischen Drehimpulses
kann schlieflich iber Gleichung (2.1.6) verifiziert werden.

Der klassische Drehimpuls ist definiert durch

L=m.(rxv). (2.1.7)

Hierbei bezeichnet m, die Masse des Elektrons, wiahrend die dickgedruckten Buchstaben
Vektoren darstellen. Ein sich bewegendes Elektron erzeugt gezwungenermafien ein Di-
polmoment, welches letztlich mit dem Drehimpuls in Verbindung gebracht werden kann.

11



2 Die Landau-Lifshitz-Gleichung

Aus der Elektrodynamik ist die infinitesimale Kraft dF auf ein stromdurchflossenes Lei-
terstiick im Magnetfeld mit der Kraftflussdichte B bekannt. Sei I der Strom, der durch
dieses Leiterstiick der Lange dl flieft, dann ergibt sich

dF = Idl x B. (2.1.8)

Das Elektron durchlaufe nun im ortsfesten Abstand r einen Ring mit Fldche A (Abbil-
dung 2.1), der sich aus den Leiterstiicken dl zusammensetzt [24]. Unter Beriicksichtigung
des doppelten Kreuzproduktes erhélt man nach Aufintegration von Gleichung (2.1.8) die
Gleichung fiir das Drehmoment T°

T =JA x B, A = AN. (2.1.9)

Die Definition des klassischen Dipolmomentes Dy, lautet:

Dy, =TJA, mit =% ¢,v<0. (2.1.10)
7 N
> /| B
DL
dF
LY dl

Abbildung 2.1: Grafische Darstellung der Beziehung zwischen Drehimpuls und magnetischem
Dipolmoment.

Da v, stets tangential zum stromdurchflossenen Ring liegt, hat man somit die direk-
te Beziehung zwischen (2.1.7) und (2.1.10) gefunden. Dabei sei wegen ¢, < 0 auf die
antiparallele Orientierung von Drehimpuls und magnetischem Moment hingewiesen:

de
D, = L. 2.1.11
L 2Mme ( )

In volliger Analogie zur geometrischen Beziehung von magnetischem Dipolmoment und
Drehimpuls erhélt man eine Beziehung zwischen magnetischem Dipolmoment und Spin.
Der Proportionalitdtsfaktor ist hierbei das sogenannte gyromagnetische Verhéltnis -,

12



2.1 Ableitung der Grundgleichung

welches filir den freien Elektronenspin in etwa den Wert v = 2.0 - 1.001159657 annimmt
[24].

Dgs=v(S),
v =gl = B <0, 1p = Bohrsches Magneton. (2.1.12)

Damit lasst sich Gleichung (2.1.6) schreiben als

d
%Dg(t) =~ [Dg(t) x B(t)]. (2.1.13)
Fiihrt man nun geméf [4] die Magnetisierung M als Summe aller Dipolmomente pro

Einheitsvolumen ein, so erhélt man die Landau-Lifshitz-Gleichung;:

_ > Ds
M= Einheitsvolumen’
LM(t) = poy [M(t) x H(t)]. (2.1.14)

Mit der Definition von =y als neuem Vorfaktor fiihrt dies auf die Standardversion der
ungedédmpften LLG:

SM(t) = =70 [M(t) x H(t)], 0 = pmoel = g 1. (2.1.15)

Gleichung (2.1.15) beschreibt offensichtlich eine Prézessionsbewegung des Magnetisie-
rungsvektors M um das zeitabhéngige Magnetfeld H(¢). Dieses ist daraus ersichtlich,
dass sukzessive Multiplikation von (2.1.15) mit M bzw. H(¢), unter Verwendung der
Rechenregeln fiir das doppelte Kreuzprodukt, auf die Gleichungen (2.1.16) fiihren:

4 [M(t)]2 =0, 4 [M(t) - H(t)] = 0. (2.1.16)

Magnetisierungsbetrag und Winkel zwischen Magnetisierungsvektor und angelegtem
Magnetfeld H sind somit Erhaltungsgrofsen des Systems. Die Kreisfrequenz fiir ein frei-
es Elektron errechnet sich iiber wy = = |H|. Experimentelle Ergebnisse zeigen jedoch,
dass die Magnetisierung der Probe nach einer gewissen, fiir jedes Medium charakteristi-
schen Zeit, gesdttigt ist. Eine anfangliche Prizessionsbewegung muss also zu einer nahezu
Parallelstellung von Magnetisierungsvektor und magnetischem Feldvektor fiithren. Dies
soll im folgenden Abschnitt erldutert werden, wobei die Dampfung auf einem rein phé-
nomenologischen Weg eingefiihrt wird.

2.1.4 Landau-Lifshitz-Gilbert-Gleichung

Das in 2.1.3 beschriebene Modell der Prézession des Magnetisierungsvektors M um das
Magnetfeld H ist nicht ausreichend, um zum Beispiel den Hysterese-Effekt in magneti-
schen Medien zu erklédren, bei dem mit zunehmender Feldstirke H die Hystereseschleife
in die sogenannte 'Neukurve’ oder ’Sattigungskurve’ hineinlduft. An dieser Stelle ist es
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2 Die Landau-Lifshitz-Gleichung

A) reine Priazession B) geddmpfte Préizession
H H
&
C M &
@ dt
- M

Abbildung 2.2: Prizession der Magnetisierung.(A) Prizession ohne Dampfung geméf (2.1.16).
(B) geddmpfte Préizession (Kreuzprodukt beschreibt Gilbert-Dampfung).

notwendig, in der Prézessionsgleichung (2.1.15) einen zusétzlichen Dampfungsterm ein-
zufiigen. Diesem zusétzlichen dissipativen Effekt wird in [24] durch Ersetzung des Ma-
gnetfeldes H durch ein effektives Magnetfeld H.yy Rechnung getragen. Dissipationen
vom Ohmschen Typ haben die Form

Heyyp=H-¢G =5 (2.1.17)

In (2.1.17) wurde ein Dampfungsparameter « eingefiihrt; Mg ist die Sattigungsmagneti-
sierung, die dem Betrag des Magnetisierungsvektors M entspricht. Fiir das oftmals ver-
wendete Yttrium-Ionen-Garnat betragt 4w Mg in etwa 1750 Gauss [55]. Nach Einsetzen
von Gleichung (2.1.17) in Gleichung (2.1.15) erhélt man die Landau-Lifshitz-Gilbert-
Gleichung als dynamische Grundgleichung fiir die Bewegung des Magnetisierungsvektors
M(t):

DN = 0 IM(1) % g (0] + 1 [M(t) < dl\;[t(t)} .
Die dynamische Grofe der zeitlichen Ableitung des Magnetisierungsvektors M(t¢) kann
nun rekursiv durch (2.1.15) ersetzt werden, und man erhélt wie in [24] die Landau-
Lifshitz-Gilbert-Gleichung in der Form

<1+a2> ~dM(t)

Yo dt

(2.1.18)

— — [M(t) x Hlpp(t)] — — [M(t) x [M(t) x Hg7(8)]]. (2.1.19)

e
Mg
Gleichung (2.1.19) hat fiir den Mikromagnetismus in etwa die Bedeutung wie die Navier-
Stokes-Gleichung fiir die Fluid-Dynamik. In ihr ist die Gilbert-Dampfung phénomenolo-
gisch eingefiihrt worden. Es existieren auch alternative Dampfungen, wie z.B. die Bloch-
Bloembergen-Démpfung o Mye, + oy Mye, + o) (M, — Mg) e, die oftmals in Verbin-
dung mit ferromagnetischer Resonanz verwendet wird.
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2.2 Effektive Felder

Eine Vereinfachung von Gleichung (2.1.19) erhélt man bei kleiner Ddmpfung, indem Ter-
me proportional zu a? vernachlissigt werden. Des Weiteren wird H.;; oftmals auf die
magnetische Feldkonstante pg normiert, so dass man letztlich eine Gleichung erhélt, die
vom gyromagnetischen Verhéltnis v, der Dampfungskonstanten o« und der Sattigungs-
magnetisierung Mg abhéangt:

(07

1
—OM = —M x Hesf —
2o * Bl T Mg

M x (M X Heff) . (2.1.20)

Das effektive Magnetfeld H. ;s kann man u.a. aus dem Energie-Dichte-Funktional gewin-
nen. An der Stelle r im Bezugssystem des entsprechenden Magnetisierungsvektors 14sst
es sich als funktionale Ableitung der Energie schreiben:

ow

= = (2.1.21)

Hess (r,t)
Wir werden im Folgenden die Beitridge zum effektiven Magnetfeld rein phéanomenologisch
herleiten und in die LLG einbinden.

2.2 Effektive Felder

Die zunéchst unbekannte Grofe in (2.1.20) ist das effektive Magnetfeld Hez¢(r,t), welches
sich in realen Systemen als Summe verschiedener Grofien schreiben ldsst. Welche Grofen
in Betracht gezogen werden miissen, héngt natiirlich stark von der Versuchscharakteristik

ab. Fiir ein isotropes, ferromagnetisches Medium besteht Hcs¢(r,¢) im Wesentlichen aus
fiinf Teilgrofen [55]:

H.;y (r,t) = Hegt + hp(t) + Hyaem + hdip(t) + he, (r,t). (2.2.1)

H_..; ist das angewandte, statisch externe Feld. Mit grofsen externen Feldern kann man
die Richtung der Sattigungsmagnetisierung steuern, da der Magnetisierungsvektor M
sich unter Dampfung stets parallel zum effektiven Magnetfeld H. s (r,t) ausrichten will.
h,(t) tragt dem zeitabhéngigen Mikrowellen-Pump-Feld Rechnung. Hge,,, beschreibt das
Demagnetisierungsfeld, welches das statische Dipolfeld beschreibt, das durch die statische
Magnetisierung Mg generiert wird. Fiir endliche Proben ist dieses Feld stark verbunden
mit der Form des Mediums. Zusammen mit H,,; bildet Hg,.,,, das statisch interne Feld
H,,,;. Damit ist klar, dass H¢;¢ nur unter bestimmten Bedingungen parallel zu H;,,; ist.
Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen den Spins, die im Magnetfeld prézedieren,
wird iiber hg;,(t) eingebunden. Der letzte Term in (2.2.1) beschreibt die Austausch-
wechselwirkung, die letztlich nichts anderes als eine dynamische Antwort auf das Spin-
System ist. Diese einzelnen Terme werden in den folgenden Unterabschnitten genauer
untersucht. Dabei wird auch ein zusétzlicher Anisotropieterm in Betracht gezogen wer-
den.
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2 Die Landau-Lifshitz-Gleichung

2.2.1 Externes Feld H,,;

Meist wird das externe Feld als grofs genug angenommen, um eine Probe entlang seiner
Richtung zu séttigen. Externe Felder sind relativ zur Probe in jede beliebige Richtung
anlegbar. Dennoch gibt es wesentliche Unterschiede, die sich vor allen Dingen bei der
Detektion resultierender Spinwellen manifestieren.

Welche Mode in einem System angeregt wird, hingt ndmlich stark von der relativen Rich-
tung zwischen Wellenvektor k und angelegtem Magnetfeld ab. Beispielsweise kann beim
Anlegen des externen Feldes senkrecht zur Probe nur die 'Magnetostatische Vorwérts-
Volumen-Mode’ (MSFVM) angeregt werden, wihrend bei zur Probe parallelen Magnet-
feldern H.,; sowohl die 'Magnetostatische Oberflachenmode’ (MSSM) als auch die ’Ma-
gnetostatische Riickwérts-Volumen- Mode’ (MSBVM) angeregt werden kann. Die re-
sultierenden Spinwellen kénnen dann in einer zueinander orthogonalen Probenrichtung
detektiert werden. In welchen Frequenzbereichen diese unterschiedlichen Moden sichtbar
werden, wird in Kapitel 3 erldutert werden. Dabei sei schon auf das besondere Charak-
teristikum der (MSBVM) hingewiesen, die negative Dispersion besitzt und bei der die
Gruppengeschwindigkeit antiparallel zum Wellenvektor k ist.

Bekanntlich lasst sich die Landau-Lifshitz-Gleichung in die sogenannte (2+1)-dimen-
sionale Nichtlineare Schrédinger-Gleichung entwickeln [54]. In ihr spiegelt sich das ange-
legte Magnetfeld H,,; dadurch wider, dass die Vorzeichen von Dispersion, Beugung und
Nichtlinearitét so gegeben sind, dass sich ein Spinwellenpaket gemé&ft dem Lighthillkrite-
rium [36] stabilisieren kann und es zur Propagation von sogenannten Spinwellenkugeln
kommt. Diese wurden erstmalig in [7] beobachtet.

2.2.2 Mikrowellen-Pump-Feld h,(¢)

Das Mikrowellen-Pump-Feld wird oftmals als zeitabhéngiges Anregungsfeld fiir ein Spin-
System benutzt. Dabei kann der gesamten Probe dieses Mikrowellenfeld aufgezwungen
werden, so dass alle Spins global angeregt werden. Natiirlich ist es auch moglich, eine
derartige Anregung an einem lokalisierten Ort in der Probe durchzufiihren. Auf diese
Weise lassen sich z.B. beliebige Solitonenkomplexe erzeugen, die mit einer gewissen Ge-
schwindigkeit durch das Medium propagieren.

Es ist zudem ein probates Mittel, Mikrowellen-Pump-Felder als Verstdrkungsfelder einzu-
setzen, um die durch das Medium und die Apparatur hervorgerufenen Dampfungsbeitriage
aufzuheben, d.h. den Solitonenkomplex langlebiger zu machen.

Im Wesentlichen unterscheidet man drei Arten des Pumpens. h,(t) kann parallel zum
internen Feld H;,; angelegt werden. Dieses Pumpen tréigt folgerichtig den Namen ’Paral-
leles Pumpen’. Entsprechend sind dann die Begriffe des ’Senkrechten Pumpens’ und des
Pumpens unter einem beliebigen Winkel definiert.

2.2.3 Demagnetisierungsfeld H,,,

Das durch den statischen Magnetisierungsvektor Mg hervorgerufene Dipolfeld wird als
Demagnetisierungsfeld bezeichnet. In vielen theoretischen Abhandlungen wird dieses Feld
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2.2 Effektive Felder

implizit vernachléssigt, da seine Beitrage oftmals in das externe Feld He,; eingebunden
werden. Liegt beispielsweise Mg in Richtung von e,, so ist dieses Feld gegeben durch
[55]

Hdem = —47TM5NeZ. (2.2.2)
Fiir eine ellipsoidale Probe ist N ein 3x3 Tensor [55]. Wenn die Hauptachsen dieser
Ellipse mit den Koordinatenachsen zusammenfallen, sind nur die Diagonalelemente dieses
Tensors Ngz, Ny, und N.. ungleich Null. Falls H;; parallel zu Mg und He,; in z-
Richtung angelgt ist, gilt

Hyern = —47MgN, e,. (2.2.3)

Geméf [55] kombinieren Heyy und Hye,, zum statischen, internen Feld H;,:
Hini = Hexr + Haem- (2.2.4)
Das bedeutet im Fall obiger Annahmen, dass das interne Feld parallel zur z-Achse liegt:
H;, = (Heyr — A7MgN,,) e,. (2.2.5)

Im statischen Gleichgewicht muss Mg stets parallel zu H;,; sein. Im Folgenden wer-
den wir das Demagnetisierungsfeld in ein allgemeines Dipolfeld Hyg;,(t) einbinden. Fiir
detailliertere Ausfiihrungen zum Demagnetisierungstensor sei auf [55] verwiesen.

2.2.4 Das Dipolfeld hy;,(t)

Das Dipolfeld ist das dynamische, magnetische Feld, das aus der Dipol-Dipol-Wechsel-
wirkung der prézedierenden magnetischen Momente im Spin-System resultiert. Es kann
quasi als Entmagnetisierungsfeld aufgrund rdumlicher Ladungsverteilung angesehen wer-
den. Das Dipolfeld geniigt den Maxwell-Gleichungen in der magnetostatischen Approxi-
mation, wobei elektromagnetische Wellenpropagationen vernachlassigt werden:

V x hdip (I‘,t) = 0,
V - [hgp (r,t) + 4mm (r,t)] = 0. (2.2.6)

m (r,t) beschreibt die dynamische Magnetisierung, also die Vektorkomponente des Mag-
netisierungsvektors, die stets orthogonal zu H;,; steht. Der gesamte Magnetisierungsvek-
tor lasst sich schreiben zu

M (r,t) = Mge, + m (r,t). (2.2.7)

Im Folgenden fiihren wir das allgemeine Dipolfeld Hy;p(t) = hgip(t) + Hgep, ein. Glei-
chung (2.2.6) ldsst sich dann unter Berticksichtigung von (2.2.3) und (2.2.7) mit N,, =1
umformulieren zu
V x Hdip (I',t) = 0,
V- [Hgip (r,t) +47M (r,t)] = 0. (2.2.8)
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2 Die Landau-Lifshitz-Gleichung

Mz

Abbildung 2.3: Zerlegung des Magnetisierungsvektors M (r, ) in eine Komponente parallel zu
H,,,; und eine dazu senkrechte dynamische Magnetisierung m (r, t).

In Abbildung (2.3) sind die Zusammenhénge zwischen Magnetisierung und dynamischer
Magnetisierung m (r, t) verifiziert. Die dynamische Magnetisierung ist letztlich der Ma-
gnetisierungsbeitrag, der fiir die Spinwellenbildung die entscheidende Rolle spielt, deshalb
ist dieser Beitrag héaufig in eine rdumliche Fourierreihe zerlegt [55]:

m (r,t) = mg (t) + Z my (t)e " kr (2.2.9)

Mit (2.2.8) ist das Dipolfeld Hy;,(t) konservativ und besitzt ein Potential ¢(r,t). Damit
gilt:

Hdip (I‘, t) = —V¢, (2210)
A¢ = —pPM, PM = —47TVM, (2.2.11)

py = magnetische Pseudo-Volumen-Ladungsdichte.

Es sei an dieser Stelle nochmals auf den fundamentalen Zusammenhang zwischen Magnet-
feld H, magnetischer Induktion B und Magnetisierung M hingewiesen, um moglichen
Fehlerquellen in Bezug auf die Poisson-Gleichung aus dem Weg zu gehen [41]:

1
H=—B —47M. (2.2.12)
Ho

(2.2.11) entspricht einer Poisson-Gleichung, deren Losung nun berechnet werden kann.
Falls die das Potential ¢(r,t) erzeugenden Pseudovolumenladungsdichten pps bekannt
sind und keine speziellen Randbedingungen auf Grenzflachen zu erfiillen sind, reicht es

18



2.2 Effektive Felder

vollig aus, die Losung in allgemeiner Form als Poisson-Integral zu schreiben:

/
_ 1 PM__ 3.0 — _ Mdi’»r" (2.2.13)
At | v —1/| r—r/|

o (r)

Bei zusétzlichen Randbedingungen an der Oberflache des zu integrierenden Gebietes, z.B.
OnM = nM mit Normalenvektor n, ist es sinnvoll, (2.2.13) in ein Oberflachenintegral
umzuwandeln. Unter Ausnutzung des Gausschen Satzes [41] ergibt sich

r) = — 3T/VM(I',) _ "n(r M(r')
onm(r) /vd F— /S(V)ds ( )|r_r/|. (2.2.14)

Uber Gleichung (2.2.14) kann schlieklich das Dipolfeld fiir eine exemplarische Probe
explizit berechnet werden.

2.2.5 Die Austauschwechselwirkung

Es gibt eine Vielzahl von festen Korpern, die in einem weiten Temperaturbereich eine
Form von Fernordnung aufweisen. Diese Fernordnung manifestiert sich dadurch, dass die
magnetischen Momente der Atome nach Betrag und Orientierung iibereinstimmen. Ab-
schalten externer Magnetfelder hat nur geringen Einfluss auf diese Form von Ordnung, die
nahezu beliebig lange bestehen kann, d.h. die Fernordnung ist faktisch nicht an das Vor-
handensein dufserer Felder gekoppelt. Dieser Effekt weist also darauf hin, dass die magne-
tischen Momente untereinander wechselwirken miissen. Die Dipol-Dipol-Wechselwirkung
kann diese Beobachtungen nicht erkléren, da ihre Grofenordung besonders in isolierenden
Magneten vergleichsweise gering ist. Das folgende Rechenbeispiel belegt diese Vermutung.
Fiir das Feld eines magnetischen Dipols m gilt [47]

3(mr)r — r’m

BDipol = Ho (2215)

o
Dies bedeutet fiir einen Gitterabstand von 1 A° unter Vernachlassigung der Winkelab-
héngigkeit:

2 Vs 10723 Am?
Am 107303
Also betrigt die magnetische Energie eines zweiten Momentes der Grokenordnung pp

mit demselben Abstand:

Bpipot & 102 ~ 410~ ~ 1,57, (2.2.16)
T

2
E=upB~ ”Ol;_? ~ 1073 Am? - 1.5T ~ 9- 10~ %¢V. (2.2.17)

Die Ordnungstemperatur errechnet sich damit zu T = % ~ 0.3K, wobei kp die Boltz-
mann-Konstante ist. Sie ist damit fiir typische Ordnungstemperaturen (~ 100K) viel zu
klein [30]. So ist es notwendig, im effektiven Magnetfeld einen Term zu berticksichtigen,
der den beschriebenen Beobachtungen Rechnung trigt, die sogenannte Austauschwech-
selwirkung.
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2 Die Landau-Lifshitz-Gleichung

Historisch gesehen waren Heisenberg und Frenkel die ersten, die eine direkte Austausch-
wechselwirkung angaben und den folgenden Hamilton-Operator niederschrieben (Ho,, ¢
kennzeichnet den intrinsisch eingefiihrten Operator):

Hopr=— Y Ji;8iS;. (2.2.18)
0.
J; ;j ist das Austauschintegral; S; und S; stellen die zu den Atomen ¢ und j gehorigen
Spinoperatoren dar. Des Weiteren gilt J; ; = 0 Vi. (2.2.18) kann folgerichtig geschrieben
werden als
Hop s = -2 Ji;S:iS;. (2.2.19)
i>j
Die Funktion der Austauschintegrale basiert auf der energetischen Differenz zwischen
paralleler und antiparaller Spinstellung. Da Fermionen, wie man leicht aus der relativis-
tischen Quantenmechanik und der Dirac-Gleichung sehen kann [50], total antisymmetri-
sche Wellenfunktionen besitzen miissen, kann man die Austauschintegrale in geschlos-
sener Form als Erwartungswert der Coulomb-Energie angeben. Seien YT und 2 Teilchen
mit Spin 1/2, wobei die Gesamtwellenfunktion Y gesqme(Y,2) beider Teilchen sich aus
Ortswellenfunktion W;(r;) und Spinfunktion Xgpz, (T, (2) zusammensetzt. Kombinieren
beide Teilchen zu Spin 0, d.h. antiparallele Spinstellung (A), oder Spin 1, d.h. parallele
Spinstellung (B), wére eine mogliche Gesamtwellenfunktion ¥gesqme (Y, 2) [50],[21]:

(A) Egesamt(TaQ) = XO,O(Tvg)\IIT(rT)\IJQ(rQ)a

(B) Egesamt(Tv Q) = Xl,l(Ta Q)% (\IIT(I'T)\IIQ(I'Q) - \IJT(I.T)\IJQ(I'Q)) ’
Xo,0(T,Q?) = % [X1/2(0)X_12(2) — Xy 2 ()X_1/2(T)]
Xi(0,0) = X1p(0)X5(0) (2.2.20)

Fiir parallele Spinstellung existieren natiirlich zwei weitere symmetrische Spinwellen-
funktionen geméaf den Auswahlregeln fiir die Quantenzahl Mg. Der Interessent sei fir
detailliertere Ausfiihrungen auf beliebige Biicher zur Atom- und Molekiilphysik verwie-
sen. (2.2.20) bedeutet fiir die Erwartungswerte der Coulomb-Energie % in den entspre-
chenden Gesamtwellenfunktionen:

Ey = <‘PT(PT)‘I’Q(TQ) — \I’T(PT)‘I’Q(TQ)>7

Eg = <\I’T(I'T)\I’Q(I'Q) — \PT(TT)\I’Q(I'Q)>

- <\IIT(rQ)\IIQ(rT) - \I’T(PQ)\IIQ(TT)>. (2.2.21)

Den zweiten Term in Ep bezeichnet man als Austauschintegral Ji5. Offensichtlich gibt
es also fiir die energetische Differenz zwischen paralleler und antiparalleler Spinstellung
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2.2 Effektive Felder

einen direkten Zusammenhang zum Austauschintegral:
Ep — Ejp=—Jio. (2.2.22)

Die folgende quasiklassische Herleitung der Austauschwechselwirkung ist in enger An-
lehnung an [8] gestaltet und soll die Proportionalitiit von Hygys zu VZM zeigen. In der
quasiklassischen Form und bei kontinuierlicher Magnetisierung (essentielle Nebenbedin-
gung) kann (2.2.19) direkt iiber die Definition des Skalarproduktes der Spinmomente
angegeben werden:

Baus = —2J5%) " cos(8;;). (2.2.23)

i>j

Bi,; bezeichnet den Winkel zwischen den Spins S; uns S;. J ist das Austauschlntegral
dass die Einheit einer Energie hat !. Durch Anwendung des Cosinussatzes |S; — S; ]
25%(1 — cos(;,j)) und Neueichung der Energie Hyys, d.h. der konstante Term, der die
Energie paralleler Spins beschreibt, wird in die neue Energie E’ skaliert, erhilt man

Eoys = J5° ZJ: ( >2. (2.2.24)

Nehmen wir nun an, dass S; nah genug an S; liegt, S(r) total differenzierbar ist und die
Austauschwechselwirkung nur fiir nichste Nachbarn berticksichtigt wird (Ising-n-Vektor-

Modell) [12], so gilt (2.1.12) folgend:
1 1

Hierbei bezeichnet M wie iiblich den Magnetisierungsvektor. Nach Einsetzen von (2.2.25)
n (2.2.24) erhdlt man

Eps =JS*Y > < |(xij - V) M|>2. (2.2.26)

i Xij

Sei 0 nun der Atomabstand und alle x;; in der Grofenordnung von 4, dann gilt mit

aus fFaU5d3 g
Fous = Mig (VM) + (VM,)? + (VM,)?], A=nJS?5 (2.2.27)
n hingt von der Kristallstruktur ab und zéhlt die Anzahl néchster Nachbarn (n =1 fiir
eine lineare Spinkette). Damit ist wegen Hg,s = —agl‘(}fs, vgl. [34]:
2A
Huys = —5V*M = DV°M (2.2.28)
MS

'Das Austauschintegral ist der Erwartungswert der Coulomb-Energie in den entsprechenden Wellen-
funktionen.

21



2 Die Landau-Lifshitz-Gleichung

D ist die sogenannte Austauschwechselwirkungskonstante, die fiir Ferromagneten stets
positiv ist [1]. Die in diesem Abschnitt abgeleitete Austauschwechselwirkung ist eine
auflerst kurzreichweitige Wechselwirkung. Dies wird dadurch begriindet, dass ihr Ener-
giebeitrag zum effektiven Magnetfeld H.;; aus dem Uberlapp der Wellenfunktionen re-
sultiert.

2.2.6 Das Anisotropiefeld

Bisher wurde das Medium stets als isotrop betrachtet. Experimentell kann man in fer-
romagnetischen Kristallen aber stets Richtungen leichter und schwerer Magnetisierung
beobachten [30]. Die Ursache hierfiir liegt in der Asymmetrie der Ladungsverteilung in-
folge der Spin-Bahn-Wechselwirkung, also auch der Wechselwirkung der magnetischen
Momente mit dem elektrischen Feld des Kristallgitters [1]. Infolgedessen hat ein magne-
tischer Festkorper Vorzugsrichtungen, in die sich die Magnetisierung bevorzugt richtet,
um die freie Enthalpie zu minimieren. Oftmals wird von gewissen axialen Anisotropien
ausgegangen, deren Einfluss auf das effektive Magnetfeld sich in folgender Form darstellen
lasst:

H.,; = aM,e, +bMye, + cM.e.. (2.2.29)

Es sind natiirlich beliebige Anistropieterme vorstellbar, von Formanistropien bis zu Ani-
sotropien verursacht durch Storstellen. Im idealisierten Fall kann dieser eher schwierig
zu handhabende Term vernachléssigt werden. Wir haben als Beispiel fiir Anistropien
(2.2.29) in das effektive Feld H sy eingearbeitet und die entsprechende LLG abgeleitet.
Die essentiellen Grundgleichungen, die fiir unsere Betrachtung die entscheidende Rolle
spielen, sind folglich

1M = —M x Hegp — 35-M x (M x Hegy)
Hpr(r,t) = Hegr + hy(t) + Hyip(t) + hegy (v, 1) + Hepie (2.2.30)
Das Demagnetisierungsfeld ist dabei aus den oben angefiihrten Griinden in das allgemeine

Dipolfeld Hy;,(t) eingebunden worden; das interne Feld Hyy,; liegt weiterhin parallel zu
H..: [55].

2.3 Stereographische Projektion von M

2.3.1 Die ErhaltungsgréRe M?

In der Bewegungsgleichung des Magnetisierungsvektors (2.1.19) oder (2.1.20) ist der Be-
trag der totalen Magnetisierung M eine Erhaltungsgrofse. Abbildung 2.3 folgend kann
man flir M schreiben:

M? = m2 +m2 + M? = M3. (2.3.1)

Hierbei kennzeichnet m die dynamische Magnetisierung, wahrend M, die auf die z-
Achse projizierte totale Magnetiserung M darstellt. Damit kann M, durch die x- und
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2.3 Stereographische Projektion von M

y-Komponeneten der dynamischen Magnetisierung ausgedriickt werden [54]:

m2 +m2 Im|?
M, = My [1— = = Mg 1= s | = M [1- 9P 2.3.2
z S Mg’ S 2M§ S | | ( )
2
Dabei ist die Reihenentwicklung der Wurzel ausgenutzt worden. |\If|2 = |2"J‘1/[‘2 bezeichnet
S

das Betragsquadrat der dimensionslosen dynamischen Amplitude W. Fundamental an
Gleichung (2.3.2) ist, dass M, gerade von dieser Magnetisierungsamplitude abhéngt, da
damit die Spinwelleneigenfrequenzen in der Schicht von |¥| abhéngen [54], [46]. Vermoge
der Abhéngigkeit einer Komponente der Magnetisierung von den anderen beiden haben
wir ein effektiv zweidimensionales Problem vorliegen, was dazu Anlass gibt, den Magne-
tisierungsvektor mit festem Betrag Mg in die komplexe Zahlenebene C zu projizieren.

2.3.2 Stereographische Projektion

Die Stereographische Projektion ist in erster Linie ein mathematisches Werkzeug, um
sich komplizierte Zuammenhénge in der komplexen abgeschlossenen Zahlensphére (Rie-
mannsche Zahlensphére) C durch eine bijektive Abbildung ¢! auf die zweidimensionale
Einheitssphire S? = [(z1, 22, z3) € R® : 2} + 23 + 23 = 1] verstéindlich zu machen.
Dabei wird vom Nordpol N=(0,0,1) eine Verbindungsgerade in die komplexe Zahlenebene
C gelegt (Abbildung 2.4). So wird jedem ¢ € S? — () ein Schnittpunkt ¢(¢) zugeord-
net [18]. Die zugehorige bijektiv stetige Abbildung erhdlt man bei gegebenem ¢ durch
Berechnung des Schnittpunktes von Gerade und Ebene (Abbildung 2.4):

p: SZ_ N — C, (,0(1'1,:172,:173) = (l‘l + i:Eg) . (2.3.3)

1—%3

Die Umkehrabbildung errechnet sich aus dem Schnittpunkt von einer Geraden mit S?

[18]:

el C—S2-N, o lz+iy) = (2z,2y, 2% +14% —1). (2.3.4)

IIJ‘2 + y2 + 1
Letztlich setzt man ¢ zu der Bijektion ¢ fort, indem man die folgende Abbildungseigen-
schaft explizit angibt:

p:82 €, @) = el6) fir E£N,

P(N) = oc. (2.3.5)
¢ und ¢! sind damit stetige Abbildungen und C wird topologisch mit der kompakten
Einheitssphéire S? identifiziert.

Die Magnetisierung M ist durch einen Punkt auf einer Sphére mit Radius Mg definiert.
Das bedeutet, dass jedem Magnetisierungsvektor in bijektiv stetiger Weise ein Punkt in
der komplexen Zahleneben zugeordnet wird. Analog zu Abbildung 2.4 kann natiirlich
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2 Die Landau-Lifshitz-Gleichung

Abbildung 2.4: Stereographische Projektion (‘E‘ = 1 im Fall der mathematischen Herleitung;

’é‘ = Mg im Fall der Prizession des Magnetisierungsvektors)

auch der Siidpol (0,0,-1) als Ausgangspunkt fiir die stereographische Projektion benutzt
werden.

Betrachtet man den Magnetisierungsvektor M = (M, My, M) mit M2 + M} + M2 =
M 5%, so erhélt man als Projektionsrelation

M, +iM, .

m(r,t) = W, m(r,t) c C. (236)

Das Pluszeichen im Nenner resultiert aus einer Siidpolprojektion.
Die Riicktransformation zuriick zum Magnetisierungsvektor M erhélt man in volliger
Analogie zu (2.3.4):

m+m*
M
=5 | im*—im |. (2.3.7)
1+ |m| 1— ’m‘Q

2.3.3 Stereographische Projektion der Landau-Lifshitz-Gleichung

Die Landau-Lifshitz-Gleichung (2.1.20) beschreibt die Dynamik des Magnetisierungsvek-
tors M. Es soll nun der Versuch unternommen werden, mittels (2.3.2) die entsprechende
dynamische Grundgleichung fiir die projizierte Grofe m(r,t) in C abzuleiten. Dabei wer-
den wir uns mdéglichst lange vom expliziten Einsetzen des effektiven Magnetfeldes H s
16sen.

[32] folgend gilt fiir die zeitlichen Ableitungen der einzelnen Komponenten des Magneti-
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2.3 Stereographische Projektion von M

sierungsvektors M aus (2.3.7)
oM, = T [atm(l —m*?) + am*(1 — mz)} ,
M, = T [atma Fm*2) — Gy (1 + m2)} ,
mo;M, = —20mm*dym — 20'm2dm*, (2.3.8)

wobei * das Komplex Konjugierte kennzeichnet, wihrend I' = > ist. Aus (2.3.8)

M
(1+mfn*)
folgt der direkte Zusammenhang von dym zu den zeitlichen Ableitungen der Magnetisie-
rungsvektorkomponenten:

2M58tm

M, +i0: M, — M, = .
8t —l—z@t Y m@t 1+ mm~

(2.3.9)
Die zeitlichen Ableitungen der einzelnen Komponenten von M kénnen aus (2.1.20) be-
rechnet werden. Wir werden im Folgenden zur besseren Ubersichtlichkeit H, rf schlicht
als H schreiben:

OMa _ _(apym, - M) - Mi [M,(MH) — H,M?]
Y S
M,
atfy L= —[M.H,— M.H.) - S [M,(MH) - H,M] .
S
M,
32 = —[MH, - MyH,] - <= [ML(ME) - HMP].(2310)
S

Setzt man nun (2.3.10) in (2.3.9) ein, so erhdlt man unter Beriicksichtigung von (2.3.7)
die zeitliche Ableitung von m(r,t) in Abhéngigkeit der Komponenten des effektiven Ma-
gnetfeldes H:

%atm = (i —g) [Ho(m® — 1) — iHy(m® + 1) + H.2m] . (2.3.11)

Wir wihlen fiir (2.3.11) ein effektives Magnetfeld Hs¢ der Form (vgl.[17])

Hepp = (Hy + he(t))es + (Hy + hy(t))ey + (H, + h.(t))e.
+ DV’M —Vd,,
+ aMye, + bMye, + cMe,. (2.3.12)

Als Gradient des magnetostatischen Potentials gehorcht das dipolare Feld der Poisson-
Gleichung
47V M, innerhalb der Probe

Adur = { 0, auBerhalb der Probe

(2.3.13)

Nimmt man nun einen Film der Dicke d an, der in der (x,y)-Ebene liegt und seien alle
Spins an der Oberfliche frei, d.h. ohne Pinning, so kann man Neumannartige Randbe-
dingungen annehmen [17]:

V@ (|2] — 00) = 0:M.=0 = 0:M,—q = 0. (2.3.14)
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2 Die Landau-Lifshitz-Gleichung

Im Fall des starken Pinnings wiirde man zu Dirichletartigen Randbedingungen iiberge-
hen.

Nach Einsetzen von (2.3.12) in Gleichung (2.3.11) erhélt man die partielle Differential-
gleichung fiir die dynamische Grundgrofse m(r,t) € C:

om - _ DMsg (—v2m 4
Y(i —g)

2m*(Vm)2>
1+ |m|?

1 2
+ 5 (0 +i0,) s — - (9, — i0,) By

1—|ml|?
+ m ]{Z—I-h(t)z—8,2(1)]\/[—I—C]\Ig,vil’2
1+ |m|

1, 5 Mg
+ i(m —1) <Hx + h(t), + 2CLT|WL|2R6[TYL]>
- %i(mz +1) (Hy +h(t), + 2b#|in|21m[m]> . (2.3.15)

Nun wird Gleichung (2.3.15) analog zu [17] skaliert. Dabei werden folgende Skalierungen
unternomment:

¢ )
= yrw r=rd,
| = 1 /D bom O
dVar drMgd’

H 1 '
, = — 0,(t) = h
© AnMg () A Mg <47T’yMS>

H, , 1 t/
sl == h
Oy ArMg O(t) 4 Mg <47T’YM5’>

_H, , 1 t
©: = T 0. (") h< ) (2.3.16)

Mit den Skalierungen aus (2.3.16) ist man in der Lage, eine partielle Differentialgleichung
fiir m(r,t) anzugeben, die sowohl externe Magnetfelder, wie auch die Austauschwechsel-
wirkung, das dipolare Feld und axiale Anisotropien des Mediums beriicksichtigt. Es ist
nun die Analyse eben dieser Gleichung, die uns die Spindynamik in ferromagnetischen
Schichten unter Annahme der speziellen Anisotropieterme beschreiben kann. In (2.3.15)
wird deutlich, dass das System nichtlineare Wellenpakete bzw. Solitonen als Losung ha-
ben sollte, da (2.3.15) quasi eine Nichtlineare Schrodinger-Gleichung darstellt. Die ge-
nauen Zusammenhéinge werden im Verlauf dieser Arbeit noch erlautert werden.

Die Wahl der externen Felder, sowohl des statischen Feldes H.,:, als auch des Pump-
Feldes hy,(t), bleibt der Versuchscharakteristik vorbehalten. Die skalierte Gleichung (2.3.15)
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2.3 Stereographische Projektion von M

mit r' — r und ¢’ — ¢ lautet:

mo— (i —_ 202, 202m*(Vm)?
oy = g)_lv +71—|—|m|2 ]
(1 m?
+ (1= 0) 500+, dar T (0: i3, o
- i
+ (Z _g) m <@z +9(t)z - z@bM +C47T1(T||’r|n|2)>]
+ (i—g9) _%(m2 1) (@x +0(t), + a%)]
- (i—g) %z’(m2 +1) <@y +0(t), +b#%>} . (2.3.17)

Die skalierte Poisson-Gleichung [17] lésst sich schreiben als

NI { (0x +10y) (1+n|1—m|2> + (0 — i0y) (#) + 0, K;IZIE)] , im Medium
0, aukerhalb des Mediums

Dabei haben wir analog zu [17] ein reskaliertes Potential ¢,, = 47?—1\%@ eingefiihrt. Die

Neumannartigen Randbedingungen (2.3.14) transformieren sich zu:
Vol (|2 = 00) = 0:mz—o = dom.—1 = 0. (2.3.18)

Die Grundgleichungen fiir die Dynamik des Magnetisierungsvektors sind folgerichtig her-
geleitet. Damit kann ohne Weiteres die Stabilitdt einzelner Zustédnde, beispielsweise des
Grundzustandes bestimmt werden [17]. Das Augenmerk dieser Arbeit soll aber vorwie-
gend auf dem raumzeitlichen Verhalten der Spinvektoren nach Gleichung (2.3.17) als
Ausgangspunkt fiir wellendynamische Prozesse und der numerischen Visualisierung lie-
gen. Die Frage besteht darin, inwiefern sich Anregungen jeglicher Form auf das System
auswirken. In gewissen Parameterbereichen kann das raumzeitliche Verhalten des proji-
zierten Magnetisierungsvektors m(r, t) untersucht werden. Die Dynamik von m(r,t) ldsst
sich dann wieder auf den entsprechenden Magnetisierungsvektor zuriicktransformieren
und liefert die Dynamik von M in der Landau-Lifshitz-Gleichung. Das Verfahren zu der
numerischen Analyse von (2.1.20) wird in Anhang A erldutert werden. Des Weiteren
wird es von Interesse sein, wie sich die LLG auf die Nichtlineare Schrédinger-Gleichung
transformieren lisst; die strukturelle Ubereinstimmung dieser beiden Gleichungen ist be-
sonders durch die stereographische Projektion augenscheinlich geworden.

Gleichung (2.3.17) besteht im Wesentlichen aus einem diffusiven Term, einer kubischen
Nichtlinearitét, einem Term, der dem Dipolfeld Rechnung tragt, globaler Dadmpfung und
natiirlich den entsprechenden Anregungs- und Anisotropietermen. Fiir m = 0 liefern
die rein z-abhéngigen effektiven Felder keine Beitrdge mehr. Dieses ist einleuchtend, da
m = 0 aufgrund der stereographischen Projektion bedeutet, dass M parallel zu e, ist.
Fiir m = £i bzw. m = £1 kann man analoge Schliisse fiir die rein x- und y-abhéngigen
effektiven Felder ziehen.

27



3 Anregbare Moden

Wie in Abschnitt 2 gezeigt wurde, ldsst sich der Magnetisierungsvektor M(r, t) in einen
statischen M, und einen dynamischen Anteil m(r,t) zerlegen (Abbildung 2.3). Im Fol-
genden soll der Begriff der Spinwellenanregung erstmals eingefiihrt werden. Spinwellen
sind letztlich nichts anderes als das magnetische Pendent zu den in der Festkorperphysik
weitreichend bekannten Gitterschwingungen, den sogenannten Phononen. Regt man in
einem Ferromagneten beispielsweise thermisch die im Grundzustand parallel zueinander
ausgerichteten Spins an, so fiihren diese die in 2 erlduterte Préazessionsbewegung aus. Bei
kohérenter Anregung mit fester Phasenbeziehung ® spricht man von Spinwellenanregun-
gen mit Wellenvektor k [22], [55].

Entscheidend bei der Ausbildung von Spinwellen ist die Wechselwirkung zwischen den
magnetischen Momenten. Die in Abschnitt 2 hergeleiteten Austauschfelder und dipola-
ren Felder sind die beiden wesentlichen Gréfen, die es ermdoglichen, dass sich Spinwellen
bilden und propagieren kénnen. Beide basieren auf zwei vollig unterschiedlichen Ursa-
chen. Wahrend die dipolare Wechselwirkung klassischer Natur ist und auch noch in einer
relativ grofsen Spindistanz wirksam ist, ist die Austauschwechselwirkung rein quanten-
mechanischer Natur und wirkt nur zwischen allernéchsten Nachbarn.

Daraus resultiert, dass die Spinwelleneigenschaften bei kleinen Wellenldngen durch die
Austauschwechselwirkung dominiert werden, wihrend bei grofsen Wellenlédngen diese ver-
nachlassigt werden kann und die dipolare Wechselwirkung zum Tragen kommt. Wel-
che Terme in experimentellen Verfahren beriicksichtigt werden miissen, hangt natiirlich
stark von den Untersuchungsmethoden ab. Bei dem in [23| entwickelten Verfahren der
Brillouin-Lichtstreuung werden Moden mit einem Wellenvektor in der Gréfenordnung
des Lichtwellenvektors untersucht. In diesem Bereich miissen dipolare und Austausch-
wechselwirkung beriicksichtigt werden.

3.1 Theoretische Betrachtung der Modenprofile

Zur Visualisierung von Spinwellen sei an die Zerlegung der dynamischen Magnetisierung
m(r,t) in eine Fourierreihe erinnert. Es gilt:

M(r,t) = Mge, + m(r,t), (3.1.1)
m(r,t) = mo(t)+ > my(t)e . (3.1.2)
k+#0

my(t) kennzeichnet den ortsungebundenen Teil der dynamischen Magnetisierung und
wird oftmals als uniforme Mode bezeichnet [55]. Da m(r,¢) € R ist, ist auch mg(t) € R,
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wahrend my(t) € C mit k # 0. Weil nun sowohl iiber alle positiven, wie auch alle ne-
gativen Wellenvektoren k summiert werden muss, existiert, basierend auf der Forderung
m(r,t) € R, ein fundamentaler Zusammenhang zwischen entgegenlaufenden Wellen:

mi (1) = m_i(t). (3.1.3)

Mit der Entwicklung in die uniforme Mode und die nichtuniformen geméf 55| wird klar,
dass mg(t) in der dynamischen Magnetisierung gerade die Komponente darstellt, die
in Bezug auf Phase und Ort stets einheitlich ist ('uniform’). Die klassischen Spinwellen
hingegen werden von den propagierenden orts- und zeitabhingigen Komponenten in der
dynamischen Magnetisierung beschrieben, also von my ()e ™",

Nimmt man nun an, dass my von der Form ekt
Spinwellen natiirlich denselben Phasenfaktor, wie er auch fiir elektromagnetische, ebene
Wellen bekannt ist:

ist, so erhélt man fir klassische

W(r,t) oc e Hkrtwit) (3.1.4)

Entscheidend bleibt immer, wie sich die dynamische Magnetisierung m(r,¢) entlang des
Wellenvektors k bei bekanntem Magnetfeld H;,,;, welches oftmals mit der Richtung des
externen Feldes H,y (vgl.2.2.3) {ibereinstimmt, dndert. Dass diese relative Orientierung
von Wellenvektor k und Magnetfeld H;,,; die Moden im Medium entscheidend beein-
flusst, erkennt man in Abbildung 3.1. Fiir k parallel zu H;,,; ist Vm = 0, da r L k. Fiir k
senkrecht zu diesem ist Vim # 0 und Dipolfelder miissen beriicksichtigt werden [55]. Die
Energie des Systems steigt und kreisformige Prézessionen des Magnetisierungsvektors M
gehen in elliptische Prazessionbewegungen iiber.

Ziel im Folgenden soll sein, die Dispersionsrelationen fiir die entsprechenden Moden her-
zuleiten und zu charakterisieren. Die Kenntnis des Modenprofils ist fiir jedes Experiment
unumgingliche Voraussetzung, da die Anregung entsprechender Moden entscheidend fiir
das Ergebnis ist.

3.1.1 Austauschdominierte Moden

Austauschdominierte Moden sind vor allen Dingen bei kleinen Wellenldngen A zu beob-
achten. Sie sind im Wesentlichen stehende Spinwellen, die einer gewissen Resonanzbe-
dingung gehorchen miissen.

Entscheidend fiir austauschdominierte Moden sind die im Hamiltonoperator stehenden
Spinoperatoren. Sie lassen sich durch die sogenannten Paulimatrizen ausdriicken [49].

s _h(0 1 s w0 i s h(1 0
Sm_§<1 0)’ Sy_5<—i 0)’ SZ_§<0 —1)‘ (3.15)

Den Umklapp eines Spins kann man iiber 5’+ und S_ beschreiben:

C e e 01 Ve e 00
S+—Sx+zSy—h<0 0), S_—Sx—zSy—h<1 0). (3.1.6)
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A) B)

w A
ot
Ao
S
e

Abbildung 3.1: A)k=0 (uniforme) Mode, Prézession verlduft mit konstanter Phasenbeziehung
Ad = 0, kein Energieiibertrag moglich ; B) k # 0 (Spinwelle) Mode, wobei k || H;p:, AD # 0
aber phasenkohérent ; C) k # 0 (Spinwelle) Mode, wobei k L H;,,;, A® # 0 aber phasenkohérent.
Die eingezeichnete gestrichelte Linie zeigt die Propagation der Spinwellen.

Mit den Paulimatrizen o; [50] schreiben wir den Spinoperator als
1

Klar ist, dass 022 stets 1 ist. Die fundamentale Vertauschungsrelation fiir die Paulimatri-
zen unter Verwendung der Kommutatorschreibweise lautet:

(04, 0y] = 2i0,. (3.1.8)

Nun sind die Eigenzusténde von S, genau die Spinoren [49], also die Eigenzusténde, die
"Spin up’ und ’Spin down’ beschreiben:

w=t=(g)c==(1). (3.1.9)

An dieser Stelle sei der Leser auf [19] verwiesen, um die weitere quantenmechanische Be-
rechnung der Spinwellendispersionsrelation nachzuvollziehen. Zur weiteren Berechnung
der Dispersionsrelation fiir austauschdominierte Moden (Spinwellen) wird an dieser Stel-
le vom halbklassischen Prinzip der linearen Spinkette ausgegangen, und zwar nur unter
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3.1 Theoretische Betrachtung der Modenprofile

Beriicksichtigung néchster Nachbarn. Die quantenmechanischen Operatoren sind dabei
wiederum klassische Vektoren. Der Grundzustand besitzt unter obigen Voraussetzungen
die Energie [52]

N
EO = _—12JZS]'(S]'_1 + Sj+1) = _2JS2N- (3'1'1())
27 o

Umklappen eines Spins ist der erste Anregungszustand, der sich berechnet zu
Ey = —2JS*(N —2) +4JS% = Ey +8J 5. (3.1.11)

Derartige Anregungszusténde sind nur im Bereich der Curietemperatur T zu erwarten
[52]; die bei weitaus geringeren Anregungsenergien anzutreffenden Spinwellen basieren auf
dem Prinzip der Prézession um eine raumfeste Achse. Mit dem magnetischen Moment
am Ort j u; = —gupSp kann man wie in [30] das an das Moment angreifende, effektive
Magnetfeld berechnen:

2J
B, = <——> (Sj—1+Sjt1). (3.1.12)
gUB
Mit Gleichung (2.1.6), wobei das Bohrsche Magneton up fiir Elektronen negativ ist, gilt:
ds,; 2J
d—tj = <?> (Sj X S;j_1+8; % Sj+1). (3.1.13)

Gleichung (3.1.13) lésst sich in den einzelnen Komponenten aufschreiben. Unter der zu-
sdtzlichen Annahme, dass Sf,S;J << S mit Sj = S und Linearisierung von (3.1.13),
erhdlt man (vgl.[30])

dsy 2.J5?
J o _
el ( W ) (287 — 871 —S7,0),
d—tj = = < A ) (2Sj i1 Sj—i—l)a
d—Sj = 0. (3.1.14)
dt

Die explizit formulierte Kleinheit der Grofen Sj?”,SJy im Vergleich zu 57 bedeutet die
Annahme einer schwachen Anregung. Dies entspricht einer vergleichsweise kleinen, dyna-
mischen Magnetisierung in unserem Magnetisierungsbild (Abbildung 2.3). Als Losungs-
ansatz fir (3.1.14) wahlt man wiederum einen typischen ebenen Wellen-Ansatz, wobei
der Ort des j-ten Spins genau j - 0 ist (6=Gitterkonstante):

ST = Aeilko—wt) Y — Beiliki=wt), (3.1.15)

Durch Einsetzen in (3.1.14) erhélt man unter der Losbarkeitsbedingung fiir A und B [30]
eine Beziehung fiir die Energie bzw. Dispersion in der Form

hw = 4J5%(1 — cosks). (3.1.16)
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3 Anregbare Moden

Des Weiteren ist B = —iA. Damit hat man unter reiner Beriicksichtigung der Realteile
von (3.1.15) eine typische Kreisbewegung des Spins in der z-y-Ebene und eine Prazession
jedes Spins um die z-Achse. Sei ké << 1, aber die Wellenlénge klein genug, dass die von
der Austauschwechselwirkung dominierte Mode angeregt wird, so gilt

(1 — coskd) ~ 1/2(k6)? und damit

2.J55%k?
—

~

w

(3.1.17)

Abbildung 3.2: Benachbarte Spinvektoren in einer Spinwelle mit Wellenvektor k im Gitter mit
Gitterkonstante ¢.

Der Energieinhalt einer Spinwelle kann sich um ein sogenanntes Magnon hwy dndern.
Gemaéf [52] lasst sich fiir eine Spinkette schreiben:

S.=vS2- A2~ S <1 + % <4>2> . (3.1.18)

S

Jede Energiednderung um hwy, ist aufgrund der Auswahlregeln fiir den Drehimpuls mit
einer Spinanderung um A |S| = £k verkniipft [49]. Falls o der Winkel zwischen zwei
benachbarten Spins zum Zeitpunkt T} ist, ldsst sich ein geometrischer Zusammenhang
zwischen ihnen finden (vgl. 3.2) [52]:

S;Si1
]Tng = S%cos(a) = S% — A% + Acos(kd). (3.1.19)
Die Gesamtenergie einer Spinwelle errechnet sich damit zu
Es = —2NJS%cos(a),
Es = Ey+2NJA?(1 — coskd). (3.1.20)
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N kennzeichnet dabei wie oben die Anzahl der Spins in der Spinkette. Durch Einsetzen
von (3.1.16) in (3.1.20) lésst sich die Formel fiir die Gesamtenergie der Spinwelle in
Abhéngigkeit von den angeregten Magnonen finden:
N A?
Es = FEy + ——— hwy. 3.1.21
s 0t 5g Wk ( )
Gleichung (3.1.17) zeigt, dass unter entsprechenden Voraussetzungen w oc k? ist, d.h.
dass fiir sehr grofse Wellenldngen die Anregungsenergie Null wird.

3.1.2 Magnetostatische dipolare Moden

Bei ausreichend grofser Wellenlédnge (k < 108%) kann wiederum die Austauschwechsel-
wirkung vernachlissigt werden [22]. In diesen Fillen ist die dipolare Wechselwirkung der
entscheidende Term in Hcs¢ [25]. Falls die Fluktuationen durch Spinwellen in H und
M Kklein sind, kénnen diese Grofen als Summe von zeitunabhéngigem Beitrag in Rich-
tung des internen Feldes und zeitabhéngigem Beitrag, der die Spinwellenpropagation
beschreibt, geschrieben werden [14]:

M = Mge, +m(r,t),
H = He,+h(rt). (3.1.22)

Da wir uns im Folgenden nur fiir die reinen dipolaren Moden interessieren wollen und
die Wellenldnge der Mode im Vergleich zur elektromagnetischen Wellenpropagation klein
sein soll, kann man in (3.1.22) nach Walker einen Ansatz folgender Form machen [51]:

M = Mge, + me™?,
H = He.+ he*" (3.1.23)

Dabei liegt die dynamische Magnetisierung m in der z-,y-Ebene (Abbildung 3.3), da
m, << Mge,. Als dynamischer Teil des Magnetfeldes kann h durchaus nichtverschwin-
dende z-,y- und z-Komponenten haben. Wie in Abschnitt 2.2.4 erlautert wurde, sind
der Ausgangspunkt zur Betrachtung dipolarer Moden die Maxwell-Gleichungen der Ma-
gnetostatik. In Bezug auf die dynamische Magnetisierung m(r,t) lauten sie:

V x hdip(r,t) = 0,
0.

V [hyip(r,t) + 4mm(r, t)] = (3.1.24)

Dabei kennzeichnet wie in Abschnitt (2.2.4) hg;;, den dynamischen Teil des magneti-
schen Dipolfeldes. Man beachte, dass sowohl die statischen wie auch die dynamischen
Teilkomponenten der Felder aus (3.1.23) den Maxwellgleichungen geniigen miissen. Un-
ter den Annahmen m(r,t) = m(r)e™" sowie hg,(r,t) = h(r)e™! (vgl. 3.1.23) gilt gemif
(3.1.24):

V x h(r) =0,
=0.

V [h(r) + 4rm(r)] (3.1.25)
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3 Anregbare Moden

= »
Mse: H z

int

Magnetisierung in z-Richtung: H, =H_

Abbildung 3.3: Koordinatensystem zur Herleitung dipolarer Moden. Mg liegt parallel zu H;,,;
n kennzeichnet den Flachennormalenvektor.

Im Folgenden werden die Komponenten des zeitunabhéngigen Beitrags in der dynami-
schen Magnetisierung, also m(r), schlicht mit (mg,my, m.) bezeichnet. h(r) beschreibt
den zeitunabhéngigen Beitrag des Dipolfeldes. Offensichtlich kann mit (3.1.25) ein mag-
netostatisches Potential ® eingefiihrt werden mit h(r) = V®:

AP+ 47Vm(r) =0 (3.1.26)

Unter Benutzung der ungeddampften Landau-Lifshitz-Gleichung %—1\{[ = ~v(M x H) und
unter der Annahme h, << hg, h, erhélt man mit der Cramerschen Regel eine Beziehung
zwischen den dynamischen Komponenten mg, m, und dem Potential ® in der Form [51]

()= )0

33

) : (3.1.27)

mit

2
o Amy* Mg Hing Y= AryMgw
= = 2pz -2
V2H?  —w?’ V2 H;

ZTLt wm

(3.1.28)

W
Wir bemerken, dass in erster Ndherung wegen der Zeitunabhéngigkeit der z-Komponente

des Magnetisierungsvektors eine interessante Beziehung zwischen den zeitunabhéngigen

m- und h-Komponenten besteht:
h
Mz _ Ja (3.1.29)
my  hy

Durch Einsetzen von (3.1.27) in (3.1.26) und der Annahme, dass ® zweimal partiell
differenzierbar ist, erhilt man die beriihmte Walker-Gleichung fiir das Potential ®° im
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3.1 Theoretische Betrachtung der Modenprofile

Inneren der Probe unter Beriicksichtigung rein dipolarer Wechselwirkung [51]:

0? 0? 0%d

Die Dispersionrelationen kénnen jetzt iiber die Walker-Gleichung fiir unterschiedliche
Geometrien hergeleitet werden. Im Fall einer diinnen Schicht, die in die z-z-Ebene aus-
gedeht ist und die in z-Richtung magnetisiert ist, verschwindet der Demagnetisierungs-
faktor in z-Richtung (vgl. (2.2.3)), d.h. es gilt H;;,y = Heyy.

Um eine allgemeine Dispersionsrelation fiir eine derartige Geometrie zu errechnen, muss
das Potential in zwei verschiedenen Raumbereichen betrachtet werden [51], da aufserhalb
der Probe keine Magnetisierung existiert, also x = 0 ist. Sei im folgenden ®’ das Poten-
tial, das Gleichung (3.1.30) fiir k # 0 erfiillt und ®* jenes, welches sie fiir k = 0 erfiillt.
Die Indizierung 7 ist giiltig im Probenbereich, die Indizierung a auferhalb des Bereiches.
Fiir den dufseren Raumbereich muss ®“ schlicht die Laplace-Gleichung erfiillen:

V29 = 0. (3.1.31)

Die Randbedingungen an den Grenzflachen fiir die magnetische Induktion und Feldstérke
bei fehlender Flachenstromdichte lauten [41]:

Bi = B, Hi, =HS.. (3.1.32)

Diese Grenzbedingungen bedeuten fiir das Potential ® nach (3.1.27), wobei eine mogliche
Konstante in (3.1.33) zu Null gewéhlt wurde [51]:

[(1+ k)0, ®" — iuﬁy(ﬁi]x:iéﬂ = 005,
Doty = Po—is)a (3.1.33)

Aufgrund der Separabilitdt der Losung [51] wird eine Losung der Form ®(z,y,z) =
X(x)Y (y)Z(z) gesucht. Folgende Ansétze werden fiir die entsprechenden Raumbereiche
gewéhlt. In der Probe gilt

Y(y) =e*vy, Z(z) = etk2, (3.1.34)

Dies entspricht der méglichen Wellenpropagation in der y-z-Ebene. Aufgrund der Rand-
bedingungen in x-Richtung wihlt man den Ansatz

X'(z) = asink’x + beos kL., —0/2<x<4/2. (3.1.35)

Aufserhalb des Raumbereiches erwartet man wegen der Laplace-Gleichung ein exponen-
tielles Abfallen fiir X*(x). Typischerweise wahlt man dort fir k2 > 0 den Ansatz

X%z) = cehe x> 0/2,
X%z) = de® x < —0/2. (3.1.36)
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3 Anregbare Moden

Unter Einsetzen dieser Grofen in (3.1.30) und (3.1.31) erhélt man den fundamentalen Zu-
sammenhang fiir die Wellenvektorkomponenten in den entsprechenden Raumbereichen:

(1+r) (K2 +k) +k2 =0,
kP — k2 — k2 =0. (3.1.37)
Wir setzen die Losungsansétze in die Randbedingungen ein und erhalten eine Bezie-

hung zwischen den Amplitudenkoeffizienten in den entsprechenden Raumbereichen. Aus
(3.1.33) resultiert

k35
a e 2
c—d  2gin %;“‘57
b —kgo
e 2
= — 3.1.38
ct+d  9cos %3”5 ( )
Die Randbedingungen (3.1.33) an den Stellen —0/2 und §/2 liefern
fe—d ks c+d kLo B "
(14 K)E, [? cot 5 T 3 tan 7] +cvk, = —ckg,
fe—d  Kki6 d kLo
(14 k)KL [CT cot ; + C—; tan ; ] +dvk, = dk3. (3.1.39)

Gleichsetzen von (3.1.39) und (3.1.39) unter Elimination von ¢ und d und Ausnutzung
fundamentaler, trigonometrischer Rechenregeln liefert schliefllich

kS92 4 2K0KE (14 k) cot kL5 — K2 (1 + k)% — (vky)? = 0. (3.1.40)

Uber die Gleichungen (3.1.37) konnen k! und k2 ersetzt werden und man erhilt unter
Einfiihrung der dimensionslosen Groéfse n = ]]z—z die Dispersionsrelation fiir Moden, deren
Propagation in einem, in der Probenebene magnetisiertem Medium verlduft. Wir werden
hier die Formel verwenden, wie sie in der Arbeit von Damon und Eshbach abgeleitet
wurde [14]:

L+ rk+7? [ 1+k+n2
1 2 2+4/1 2y ——— (1 t ||k, 04 ———
(I+n°)+2¢/1+n T (14 k)co [\ Y| T s

_1+/-6—|—772
1+k

+ﬂ+@2[ }—ﬂ:o. (3.1.41)

Es ist auffillig, dass zwei grofse Teilbereiche in (3.1.41) unterschieden werden miissen,
abhéngig davon, ob das Wurzelargument negativ wird oder nicht.
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3.1 Theoretische Betrachtung der Modenprofile
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Abbildung 3.4: Modenprofil der Magnetostatic Surface Mode (MSSM) und der Magnetostatic
Backward Volume Mode (MSBVM)in linearer Nédherung des arctan. 6 bezeichnet die Schichtdicke

der Prope. [k;] = [%].

1. Volumenmoden

Falls (1 + k) < 0 sind stets reelle Wellenzahlen in der Probe erlaubt. Betrachtet
man die Wellenpropagation in z-Richtung und wahlt £, = 0, d.h. n = oo, so lasst

sich Gleichung (3.1.41) vereinfachen. Mit Hﬁr# — 11—2“ und Arg(cot) — 1'_%!5

kann die Dispersion wie in [51] beschrieben werden:

1 [ —1
2 cot [a |k | d] =a-—, a=\/17: (3.1.42)

Damit gilt fiir die Wellenzahl &k, in Volumenmoden:

k, = — arctan

a(S m. (3-1-43)

Gleichung (3.1.43) kann natiirlich nicht explizit nach w umgestellt werden, jedoch
kann fiir festes k, der arctan entwickelt werden und man erhélt so die Dispersi-
onsrelation um den Entwicklungspunkt. Fiir  >> 0 kann der arctan durch sein
Argument genédhert werden, gleiches gilt fiir & nahe 0. Falls o nahe bei 1 ist, wird
das Argument des arctan unendlich grof. An diesen Stellen ist eine Approximation
durch 7/2 moglich. Damit erhélt man aus (3.1.42):

24 k.0

w
(k) =/ H? drMgHpt————.
7( ) \/znt+ TMS t2—|—2k‘z(5

(3.1.44)
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Gleichung (3.1.44) zeigt, wie die Dispersionsrelation fiir dipolare Volumenmoden
von H;,; abhéngt.

In Abbildung 3.4 ist das Modenprofil dieser Volumenmoden (MSBVM) fiir unter-
schiedliche Schichtdicken § und unter der Skalierung Mg = aufgetragen Auffal-
lig ist die negative Dispersion dieser Moden.

. Oberflachenmoden

Ms

Falls nun (1+x) > 0 ist und |n| < , zeigt [51], dass der Frequenzbereich der

Volumenmoden nicht mehr erfiillt erd, 1nsbesondere wird k. imaginir (vgl.3.1.37).
Gleichung (3.1.41) kann mit den Euler-Formeln in reelle Grofen umgeschrieben

werden und man erhalt
/1
| e | s + K+ n

1
(L+7%) +2v/1 + 2 M(14—/{ coth

1+k
1
—(1+ k) [ +H+"} —0. (3.1.45)
1+k
Fiir k, = 0, also den Oberfdchenlésungen, ergibt sich
o H (Hy 4 g ST (3.1.46)
W it { Hint TS T (1 coth yd) o
Dabei gilt fiir die Wellenzahlen, wie aus (3.1.37) ersichtlich wird:
= |ky|, ki = Lik,. (3.1.47)

Gleichung (3.1.46) ist die beriihmte Formel der Dispersion fiir dipolare Damon-
Eshbach-Moden. Sie beschreiben exponetielles Abklingen mit der charakteristi-
schen Abklinglénge 1/ |k,| in Richtung von e,. Dies ist sofort ersichtlich, wenn
man folgende Funktionengleichheit benutzt:

2
7 — 3.1.48
¢ 1 + coth k‘y5 ( )

Durch Einsetzen in (3.1.46) ergibt sich fiir die Dispersion der Oberflachenmode

4 M 2 SanMe\?
oo (2 ) - (Y s

Benutzt man hier dieselben Skalierungen wie in 1, sprich Mg = %, so erhalt man
die Dispersionsrelation %(ky), die in Abbildung 3.4 in Abhéngigkeit der Schicht-
dicke § aufgetragen ist:

(ky) = \/(Hint +1)2 — em2h0, (3.1.50)

= | &



3.1 Theoretische Betrachtung der Modenprofile

Fiir die Herleitung sowohl der Volumen- als auch der Oberflichenmodenprofile ha-
ben wir die explizite Annahme gemacht, dass der Magnetisierungsvektor in der
Probenebene liegt. Es wére natiirlich auch mdoglich, ein Magnetfeld senkrecht zur
Probenebene anzulegen und eine Stellung des Magnetisierungsvektors parallel zum
Flachennormalenvektor zu erzwingen. Es sei an dieser Stelle aber nur auf die Exis-
tenz einer ensprechenden Mode hingewiesen, die im Allgemeinen als ’Magnetostatic
Forward Volume Mode’ (MSFVM) bezeichnet wird [23].

Die angesprochene magnetostatische Oberflaichenmode wird "Magnetostatic Surface
Mode’ (MSSM) genannt [16]. Die o.a. Volumenmode bezeichnet man aufgrund der
antiparallelen Stellung von Gruppengeschwindigkeit und Wellenvektor als "Magne-
tostatic Backward Volume Mode’ (MSBVM). Sattigungsmagnetisierung Mg und
Wellenvektor k liegen bei der MSBVM parallel in der Probenebene. Bei der MSSM
liegen beide orthogonal zueinander, aber stets in der Probenebene (vgl. Abbildung
3.5). Charakteristisch fiir die MSBVM ist das Abnehmen der Frequenz, also der
Energie mit zunehmender Wellenzahl [2],[23].

MSSM

Hiy H,, H,, H,,
»
>

k

/

Abbildung 3.5: Magnetostatische Wellenpropagation in der Filmebene. Bei der MSSM
und der MSBVM liegt die Sattigungsmagnetisierung Mg und damit das interne Feld H;,,,
in der Probenebene. Bei der nicht eingezeichneten MSFVM ldge H;,,; parallel zur Flachen-
normalen. Fiir Oberflichenmoden gilt H;,; Lk, fiir MSB-Volumenmoden H;,,; || k.

Wegen der negativen Dispersion wird der MSBVM eine besondere Bedeutung zu-
geschrieben, da in diesem Fall das Lighthill-Kriterium [36] als Stabilitatskriterium
flir ein nichtlineares Wellenpaket greift. Der nichtlineare Anteil kann Beugung und
Dispersion ausgleichen und so ein vorzeitiges Auseinanderfliefen des Wellenpakets
verhindern. Die so erzeugten Solitonen sind in einem gewissen Zeitraum stabil.
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Abbildung 3.6: Dispersionsrelation der MSSM und der MSBVM unter Beriicksichtigung von
Dipol-Dipol- und Austauschwechselwirkung; Berechnung fiir: Mg = 0,275 H;py = 0,375 a =
1077ecm; 6 = 0,5 - 10~ %cm. Fiir grofe k ist w o k2, da die Moden bei kleinen Wellenlingen
austauschdominiert sind.

3.1.3 Modenprofil unter Beriicksichtung von Dipol-Dipol- und
Austauschwechselwirkung

Wir haben in 3.1.2 und 3.1.1 die Dispersionsrelationen der entsprechend angeregten
Moden hergeleitet. Aus den Voriiberlegungen war ersichtlich geworden, dass die Aus-
tauschwechselwirkung vor allen Dingen bei grofsem |k|, also kleinen Wellenldngen, die
entscheidende Wechselwirkung der Spins untereinander sein sollte, wihrend bei groffen
Wellenléngen die Dipol-Dipol-Wechselwirkung mafsgeblich die Dispersionsrelation domi-
niert. Diese Uberlegungen waren eine stringente Folgerung unseres Modellsystems.
Berticksichtigt man nun formal beide Wechselwirkungen fiir eine diinne, ferromagnetische
Schicht, erhédlt man die Dispersionsrelation, die im gesamten Wellenvektorbereich giiltig
sein muss. Aus (3.1.44),(3.1.49) und (3.1.17) erhédlt man additiv die Dispersionrelation
der MSSM und der MSBVM im vollen Wellenvektorbereich!. Es gilt fiir die MSSM unter
Berticksichtigung von (3.1.12):

ArMs\?  [4AnMg\?
W(k):’YaszHmt—F’Y\/(Hmt-i- d S) —< d S) e 20k, (3.1.51)

2 2

'Fiir die Austauschwechselwirkung ist die Néherung einer linearen Spinkette gemacht worden.
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3.1 Theoretische Betrachtung der Modenprofile

Dabei haben wir wegen der Doppelbenennung die Gitterkonstante mit a bezeichnet, §

bleibt weiterhin die Schichtdicke. Fiir die MSBVM gilt:

24+ ko

—_—. .1.52
24 2k6 (3.1.52)

w(k) = va*k* Hiny + ’7\/(Hint)2 + A Mg Hiny
Dieses volle Modenprofil ist in Abbildung 3.6 fiir spezielle Werte dargestellt. Die o.a.
Vermutungen bestétigen sich, da die Moden fiir kleine |k| dipoldominiert sind, wihrend
die Funktionen fiir grofe |k| oc k2 und damit austauschdominiert sind, vgl. (3.1.51) und
(3.1.52).
Im Grenzfall k = 0 erhélt man exakt die Grenzfrequenzen wie sie schon in [55] iiber die
lineare Antworttheorie abgeleitet wurden.
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4 Die Nichtlineare
Schrodinger-Gleichung

Im folgenden Abschnitt soll ein Einblick in die nichtlineare Wellentheorie gewonnen wer-
den. In 2 hatten wir uns ausfiihrlich mit der Herleitung der Landau-Lifshitz-Gleichung
befasst, die uns die Dynamik des Magnetisierungsvektors M(r, t) geliefert hat. Der Uber-
gang von dieser vektordynamischen Gleichung zu einer skalaren, dynamischen Gleichung
in Bezug auf m(r,t) gelang mit Hilfe der stereographischen Projektion (2.3.2). Gleichung
(2.3.15) beinhaltet zwei wichtige Terme, die die gesamte Charakteristik dieser partiellen
Differentialgleichung widerspiegeln. Da dym o« Am exisiert eine Art Diffusionsterm in
der projizierten Gleichung. Der Term o m*(Vm)? ist der nichtlineare Term in dieser
Gleichung, der in seiner Form eine kubische Nichtlinearitat beschreibt. Es ist damit er-
sichtlich, in welch engem Zusammenhang die in C projizierte Landau-Lifshitz-Gleichung
mit der Nichtlinearen Schrédinger-Gleichung stehen muss. Der Ubergang zwischen diesen
beiden Gleichungen kann sowohl iiber die Hamiltondarstellung [37], [54], wie auch durch
Einsetzen cines Wellenansatz der Form m(r,t) = U(r,t)e(Kor—«0t) gewonnen werden.
Die erste Methode wird in einem der folgenden Unterabschnitte kurz skizziert werden,
die zweite explizit erlautert.

4.1 Bedeutung der Nichtlinearen Schrodinger-Gleichung

Die kubische Schrédinger-Gleichung gehort zu den einfachen kanonischen Gleichungen,
fiir die es eine Vielzahl von expliziten und exakten Losungen gibt. Damit kann mit ihrer
Hilfe eine prazise Vorhersage zum Beispiel zur Anzahl der entstehenden solitdren Wellen
gemacht werden, die aus einer anfinglichen, zeit- und raumbegrenzten Storung entstehen.
Die drei in der Wellendynamik wichtigen kanonischen Gleichungen sind die Korteweg-de
Vries-Gleichung,

O + (Ndyn + Opzan = 0, (4.1.1)

die Sine-Gordon-Gleichung,

8tt¢_ am¢+sm¢ = O, (412)

und die angesprochene Nichtlineare Schrodinger-Gleichung [26], [53]:

10pu + Oggti + v |ul* u = 0. (4.1.3)
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4.2 Gewohnliche Herleitung der Nichtlinearen Schrédinger-Gleichung

Gewohnlicherweise werden Wellen-Prozesse in einer Vielzahl von Medien durch folgende
Wellengleichung beschrieben:

U 8%

5z g
Sie beschreibt die Propagation von Wellen mit einer konstanten Geschwindigkeit vg und
kann u.a. aus den Maxwell-Gleichungen gewonnen werden. Entscheidend in dieser funda-
mentalen Wellengleichung sind drei Grundannahmen. Offensichtlich beinhaltet Gleichung
(4.1.4) keinen dissipativen Term, was sich dadurch manifestiert, dass sie invariant gegen
Zeitinversion ¢ — —t bleibt. Auch wird bei ihrer Herleitung die Annahme gemacht, dass
Oszillationen relativ klein bleiben, wodurch ein mdoglicher nichtlinearer Term vernach-
lassigt werden kann. Letztlich sollte im betrachteten Wellenldngenbereich auch keine
Dispersion auftreten, d.h. dass die Propagationsgeschwindigkeit nicht von der Frequenz,
oder Wellenléinge abhéngen soll. Gleichung (4.1.4) ist in vielen Medien eine giiltige Né-
herung und zwar immer genau dann, wenn Dissipation, Dispersion und Nichtlinearitat
als klein angenommen werden kénnen.
Jedoch gibt es in der Natur eine Vielzahl von Medien, bei denen diese Effekte zu einem
qualitativ vollig anderen Verhalten fiihren. Dissipation beispielsweise wird die Losung der
Wellengleichung entscheidend &dndern, da die Amplitude der Lésung mit zunehmender
Dauer abklingen wird. Dispersion fiihrt zu einem Auseinanderlaufen des Wellenpakets,
wéahrend ein zusétzlicher nichtlinearer Term die Wellenfront steiler werden lassen kann.
Dieser Effekt wird in der englischen Literatur oftmals als "steepening the front” [42] be-
zeichnet.
Das Einbauen dieser Korrekturterme geschieht oftmals iiber intrinsische Annahmen einer
moglichst einfachen Dispersion, wahrend die Nichtlinearitdt durch Abgleich mit den Er-
haltungsgrofen des Systems eingebunden werden kann [42].

(4.1.4)

4.2 Gewohnliche Herleitung der Nichtlinearen
Schroédinger-Gleichung

Sei ®(x,t) eine Storung in einem Medium. Um nun lineare Wellen und Instabilitéten in
homogenen Medien zu untersuchen, ist es zweckméfhig, diese Stérung in Fourier-Moden
auszudriicken. Es gilt als generelle Losung fiir eine lineare, dispersive Mode:

B(z,t) = Detkr—iwlhn|@P) (4.2.1)

Die Amplitude ¥ ist dabei konstant. Die Dispersionsrelation nach [26] w = w(k, v, |®|?)
beinhaltet die Idee des Kontrollparameters v, der das System extern steuern kann, sowie
die Vorstellung, dass die Nichtlinearitdt auf eine parametrische Art die Dispersionsrela-
tion beeinflussen kann.

Wir greifen uns eine Mode heraus und zerlegen ®(x,t) in zwei Terme, in denen die ver-
bleibende dispersive Variation in den Amplitudenfaktor geschrieben wird:

®(x,t) = ((x, t)e'For—wot), (4.2.2)
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4 Die Nichtlineare Schrédinger-Gleichung

wo und kg sind die fundamentale lineare Frequenz und die lineare Wellenzahl kg, um
die die Dispersionsrelation entwickelt werden kann. Der Vergleich von (4.2.1) und (4.2.2)
zeigt:

C(z,t) = \I/ei[(k—ko)r—(w[k,V7|C\2]—wo)t]' (4.2.3)

Die Entwicklung der Dispersionsrelation w um den Entwicklungspunkt kg, wobei Terme
bis quadratischer Ordnung in k& und nur lineare Terme in v und | \2 berticksichtigt werden,
lautet:

1
Wk, v, [¢[*) = w(ko, v0,0) + Opw (k — ko) + 5 Oprw(k — ko)® + Dyw(v — o) (424

+0)pw |¢]* + HO.T.

Der Entwicklungspunkt ist dabei wy = w(ko, vp,0). ((z,t) gehorcht unter der Identifika-
tion von Jyw mit der Gruppengeschwindigkeit v, folgender Gleichung:

) 5, 1 92
(5 +vge) + g - 0= whe el e =0 @29)

Gleichung (4.2.5) ist die berithmte (1+4-1)-dimensionale Nichtlineare Schrodinger-Gleichung.
Wie gezeigt, ist sie eine Gleichung fiir die Orts- und Zeitmodulation der Amplitude einer
linearen Welle. Uber die Terme o v werden Hintergrundstérungen eingebunden. Wegen
der kubischen Nichtlinearitédt bleibt aber auch bei Nichtvorhandensein dieser Stérungen
ein Term o ¢ erhalten. Man erhélt:

(¢ a¢ 1.9%C 2
— — -D——N =0. 4.2.6
Z<5t+vg8:p>+2 Ox? ¢ ( )
D= ?;T‘;’ ist der Dispersionskoeffizient, wihrend N = 8?2"2 den nichtlinearen Koeflizienten

in der Taylor-Entwicklung darstellt. Es kommt nun entscheidend darauf an, ob Modula-
tionen stabil oder instabil sind. [53] folgend sind die Modulationen geméf der Schreib-
weise in Gleichung (4.2.6) fiir N > 0 stabil, wihrend sie fiir N < 0 instabil werden. [44]
zeigt Gleiches, indem die Stabilitit eines allgemeinen Losungsansatzes ((z,t) = ®q(x)e™!
mit ®g,w € R von Gleichung (4.2.6) untersucht wird. In der Schreibweise (4.2.6) sind
bei gleichem Vorzeichen von N und D alle Losungen obiger Form, wobei ®g(x) einem
periodischen, nichtlinearen Wellenansatz geniigt, instabil. Im Fall entgegengesetzter Vor-
zeichen sind alle Lésungen, auch die schockartigen, stabil, zumindest fiir langreichweitige
Wellenlosungen [44]. Der Spezialfall 0,w(v — vp) = 0 ist bereits 1972 von Zakharov und
Shabat untersucht worden und bestétigt obige Stabilitdtsanalyse.

Gleichung (4.2.6) besitzt also Losungen, die explizit angegeben werden konnen. Spezielle
Lésungen dieser Gleichung sind in vielfaltigen Artikeln und Biichern publiziert worden
[53], [27], [13] etc.
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4.3 Ableitung der Nichtlinearen Schrédinger-Gleichung aus der Landau-Lifshitz-Gleichung

4.3 Ableitung der Nichtlinearen Schrodinger-Gleichung aus
der Landau-Lifshitz-Gleichung

Der folgende Unterabschnitt soll ein mogliches Verfahren zur Herleitung der Nichtlinea-
ren Schrodinger-Gleichung als Fundamentalgleichung fiir Spinwellenprozesse skizzieren.
Nichtlineare Spinwellen werden in vielen Bereichen durch den klassischen Hamiltonfor-
malismus, der fiir grofe, volumindse Ferromagneten zuerst von Zakharov, L’vov und Sta-
robinets entwickelt wurde, beschrieben [37]. Es war vor allen Dingen die Arbeitsgruppe
um A.N.Slavin, die diesen Formalismus auch fiir diinne, ferromagnetische Schichten, die
hier betrachtet werden sollen, vorantrieb und mit [54],[46] und [45] verdffentlichte. Der
phéanomenologische Ausgangspunkt fiir die Herleitung ist wiederum die Landau-Lifshitz-
Gleichung. In ungeddmpfter Form unter Berticksichtigung von (2.1.21) lautet sie:

oM

ow
W‘”[M }

X SN (4.3.1)

Dabei ist es freigestellt, welche Wechselwirkungen in der funktionalen Ableitung des
Energieterms beriicksichtigt werden miissen. Dies wird sicherlich stark von der Geome-
trie des Ferromagneten und dem zu betrachtenden Wellenléngenbereich abhédngen. Nun
kann der dynamische Teil der Magnetisierung m(¢, r,t) nach inhomogenen ebenen Wel-
len entwickelt werden, so dass sich der Gesamtmagnetisierungsvektor M(, r,t) schreiben
lasst als

M(,1,t) = M, + m(&,1,t) = Mge, + 3 mpp () Pp ()™ (4.3.2)

n,k

Die Funktion ®,(¢) beschreibt Beitrage der dynamischen Magnetisierung in Richtung
der Flachennormale und muss den entsprechenden Randbedingungen an der Oberflache
der Probe gentigen. Fiir eine Probe der Dicke §, die in y-z-Richtung ausgerichtet ist, gilt
im komplett ungepinnten Fall der Spins,

om
e 0lz—+5/25 (4.3.3)

wahrend im vollstandig gepinnten Fall gilt:
m = 0|x::|:6/2' (4.3.4)

Diese Randbedingungen fithren unmittelbar auf die gesuchten Funktionen ®,(x) [54].
Da m « Mg, sind auch die Amplituden der Spinwellenmoden klein und man kann die
Hamiltonfunktion der Spinwellen in eine Taylorreihe entwickeln. Benutzt man die iiber
die Holstein-Primakoff-Transformation [35] transformierten Amlituden by, by, , so ldsst
sich die Hamiltonfunktion schreiben zu [54]:

H (b, bi) = > wnp(k)bniblyy, + Hs + Hy + .. H.O.T. (4.3.5)
nk
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4 Die Nichtlineare Schrédinger-Gleichung

Der erste Term beschreibt die kinetische Energie der Spinwellen mit Dispersionsrelation
wnk(k); Hs und Hy beschreiben drei- und vier-Wellen- Prozesse [37] und kennzeichnen
nichtlineare Wechselwirkungen der Spinwellen. [54] folgend konnen drei-Wellen-Prozesse
im Medium vermieden werden, indem nur ein gewisser spektraler Bereich betrachtet wird.
Die Erhaltungsséatze fiir vier-Wellen-Prozesse lauten:

wl(kl) + wg(kg) = W3(k3) + w4(k4),
ki +ks = ks+ky. (4.3.6)

Die Anregung eines Spinwellenpaketes erfolgt iiber eine Antenne der Lange [4. D.h., die
vertikale Ausdehnung des Pakets ist ungeféhr

2
Ak, ~ KT & i (4.3.7)

Die horizontale Ausdehnung ist durch die endliche Pulsdauer T' des Anregungspulses

gegeben:
27

Vg T

Ak, ~ (4.3.8)

Unter der Annahme, dass die spektrale Ausdehnung des Wellenpakets transversal und
vertikal begrenzt bleibt, also Ak,, Ak, << ko, und die Amplitude ebenfalls klein ist
|¥|* << 1, besteht die Moglichkeit w(k, |¥|?) in eine Taylorreihe mit Entwicklungspunkt
(w = wo, k = ko€, ]\11\2 = 0), der dem Zentrum des Wellenpakets entspricht, zu ent-
wickeln:

Ow 10%w 1 03w
w(k, |¥[*) = wo(ko.) + . Ak, + SR (Aky)2 + > B2 (Ak,)?
‘ v 5 g (4.3.9)
w 2
+ U+ HO.T.
o|v|? ¥l

Vermoge der so entwickelten Dispersionsrelation (4.3.9) und aus der Bewegungsgleichung
fiir die Spinwellenamplituden, wie sie in [54| abgeleitet wurde, erhdlt man fiir die Ein-
hiillende des Spinwellenpaketes unter Benutzung von [53] mit

$(y, 2,t) = W(y, z,)e ot ~Fo2) (4.3.10)
die (2+1) dimensionale Nichtlineare Schrédinger-Gleichung:

) ov 1. _0°0  _0%0 2 .
; ( > + 3057 + 557 ~ NIU ¥ = —irv. (4.3.11)

ot o
Die Dampfung in der Form —iyW ist in der Herleitung phanomenologisch eingefiigt wor-
den. Da in vertikaler Richtung nur Beugung und keine Dispersion zu erwarten ist, gilt
gT“’y = 0. Fiir die fundamentalen Koeffizienten in Gleichung (4.3.11) erhélt man [23], [54]:

Oow *w Oow Oow

8kz|koza akg“ﬂow S a( 5)|k5()z7 8|\If|2|koz ( 3 )

’Ug:
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4.4 Zusammenhang der stereographisch pojizierten LLG mit der KNSG

v ist der Dissipationsparameter, D der Dispersionskoeffizient, S der Beugungskoeffizient
und N der nichtlineare Koeffizient. Schwache Dampfung ist dadurch charakterisiert, dass
v << N |¥|* ist. Wie wir sehen werden, besitzt Gleichung (4.3.11) im Fall keiner Damp-
fung exakte Losungen, im Fall schwacher Démpfung konnen solitonenartige Losungen
iiber eine storungstheoretische Betrachtung ermittelt werden. Die storungstheoretische
Behandlung der Déampfung in der Nichtlinearen Schrédinger-Gleichung ist ein adéqua-
tes Mittel, um ihren Einfluss auf die exakte Losung der kanonischen Gleichung vorher-
zusagen. Vorstellbar sind natiirlich auch andere Einfliisse, wie z.B. zeitabhéngige oder
zeitunabhéngige dufsere Einfliisse, ortsabhéngige Storungen, Anisotropien oder zusétzli-
che Nichtlinearitaten, die die Losung des Systems entscheidend beeinflussen kénnen. Um
diesen Stortermen Rechnung zu tragen, wird in (4.3.11) ein zusétzlicher und zunéchst
beliebiger Term g(z,¢, ¥, ¥*) eingefiihrt und das Problem eindimensional behandelt. Mit
2z — 2" und unter rein eindimensionaler Betrachtung, erhdlt man fiir ein Envelope-
Soliton:

a\:[/ 8@ 1 82\P 2 " !
| — — —D—0© — N|U|" VU = —in¥ t, U, 0", 4.3.13
i (at, +vgaz,,> + 5057 0| YV +g(z ,t, ¥, %) ( )

4.4 Zusammenhang der stereographisch pojizierten LLG mit
der KNSG

Aufgrund der strukturellen Ubereinstimmung der stereographisch projizierten LLG mit
der KNSG bestand die Vermutung, diese Gleichungen ineienander iiberfiithren zu kénnen.
Notwendige Voraussetzung dabei ist die Kenntnis der Dispersionsrelation fiir die entspre-
chenden Moden. Im allgemeinen Fall, d.h. unter Beriicksichtigung von Austausch- und
Dipol-Dipol-Wechselwirkung ist diese Relation aber recht kompliziert, wie in Kapitel 3
gezeigt wurde. Wir begniigen uns an dieser Stelle damit, diesen Zusammenhang basie-
rend auf reiner Austauschwechselwirkung zu zeigen. Dabei wird der Dampfungsterm in

der Grundform der LLG,

Ot m

=g (4.4.1)

2mn* 2

1+ \m[2

vernachléssigt und das System eindimensional betrachtet. Ausgehend von g = 0 kann
man fiir 4.4.1 die allgemeinste Form eines Wellenansatzes machen:

m(z,t) = U(z,1)e®®h, m(z,t),¥(z,t) € C; ¢(z,t) € R. (4.4.2)
Damit erh&lt man:
iW —¢¥ = yDMs [V + 2i¢/ V' +i¢" ¥ — ¢ V]

2
_|_
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4 Die Nichtlineare Schrédinger-Gleichung

Unter der Annahme, dass m(z,t) die Losung einer generellen, dispersiven Mode darstellt,
kann m(z,t) analog zu 4.2 in zwei Terme zerlegt werden, die uns die Darstellung von
U(z,t) und ¢(z,t) liefern. Mit

m(z,t) = U(z,t)elkoz—wot) (4.4.4)
gilt:
U(z,t) = Aei[(k_ko)z_(“[k’|‘1/|2]_“°)t], d(z,t) = koz — wot. (4.4.5)

A stellt eine konstante Ampitude dar * | wy(ko,0) den Entwicklungspunkt der Dispersi-
onsrelation. Unter diesen Annahmen vereinfacht sich (4.4.3) zu

(10 + woW)(1 + |¥[*) = yD M5 [\If” + 2iko U’ — K20 + k? | W)? \If} , (4.4.6)
womit direkt folgt:
i + woW = yDMsg [ + 2ikoW — k2] + <—w(l<:, 0?) + 7DM5]€2) U2 (4.4.7)

Damit haben wir die stereographisch projizierte LLG auf die Form der Kubischen Nicht-
linearen Schrédinger-Gleichung gebracht. Nehmen wir die Nichtlinearitét als klein an, so
kann man mit der Dispersionsrelation fiir austauschdominierte Moden 'w(k) = |y| D Mgk?
nach 3.1.1° schreiben:
2

(U + g—?kmoqf’) + %%MO\I’” =0. (4.4.8)
Dabei haben wir ausgenutzt, dass das gyromagnetische Verhéltnis im Fall eines Elektro-
nenspins negativ anzusetzen ist. Die Koeflizienten vor den entsprechenden Termen kon-
nen nun mit v, und D identifiziert werden, so dass die (14-1)- dimensionale KNSG nach
(4.2.6) bei Vernachldssigung der Nichtlinearitét resultiert. Diese Form der Schrodinger-
Gleichung erhélt man auch ohne die explizite Annahme, dass die Amplitude A konstant
ist. Erst bei Beriicksichtigung der Nichtlinearitit ist diese Ndherung erforderlich.
Durch die Annahme, dass die Dispersionsrelation zusétzlich von |\I’|2 abhéngen soll, lisst
sich iiber eine Taylorentwicklung der Nichtlineare Koeffizient in Gleichung (4.4.7) be-
stimmen. Bis auf den Koeffizienten -2 heben sich alle Terme weg und man erhilt die

o|v|?

vollstdndige KNSG.

Fiir das rein austauschdominierte System kann man die LLG folglich in die KNSG iiber-
flihren. Dabei ist die Kenntnis der Dispersionsrelation unumgénglich, um den Vergleich
nachvollziehen zu kénnen. Prinzipiell sollte es iiber eine derartige Vorgehensweise auch
moglich sein, die vollstdndige LLG in eine Wellengleichung, die die Form der KNSG hat,
zu iiberfithren. Dabei miissen Dipol-Dipol-Wechselwirkungsterme beriicksichtigt werden,
was die Analyse duferst schwierig macht?. Die Einbindungen &uferer Felder und des
Déampfungsterms sollten sich in Stértermen der KNSG manifestieren.

Die Annahme einer konstanten Amplitude ist eine N&herung, die fiir das Berrechnen der Nichtlinearitét
sinnvoll ist.
2Die Dispersionsrelation wird wesentlich komplizierter.
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4.5 Skalierung der Schrodinger-Gleichung

Gleichung (4.3.13) fiir ein Envelope-Soliton soll im folgenden Unterabschnitt auf eine
moglichst einfache Form skaliert werden. Im mitbewegten Bezugssystem gilt:

1"

2=+ vgt/. (4.5.1)
Diese Skalierung fiihrt direkt auf
o 1 82@ 2 . o "
(875 > + 5D ~ NIUY =—in¥ +g(2,t, 0,07, (4.5.2)

Mit der Skalierung der Einhiillenden-Funktion sowie Ortskoordinaten und Zeit lassen
sich die iibrigen Koeffizienten eliminieren:

P =— 2=, b= (4.5.3)

Einsetzen fihrt auf

ooy 1 0%

“DWg—s — N [Up|> U |1 1h = —iy ¥ t, Woh, Uh*). (4.5.4
? toat +2 02«'3622 | 0| 0|¢| ¢ vy 0¢+9(202,t0, 0¢7 07/)) ( 5 )
Skaliert man nun zy = \/g € R und ¥y = \/_IN € R, so erhilt man die gestorte
Nichtlineare Schrodinger-Gleichung in der Form
0 0 . 1 %
a_ztp + —w + ’1/}‘ w - —Z’YT/} + \I’_()g(zoz’t7 \:[101/}7 \I'0¢ ) (455>

Das Vorzeichen vor der kubischen Nichtlinearitdt kann je nach Definition des nichtlinea-
ren Koeffizienten N positiv oder negativ sein und bestimmt die Stabilitdt der Losung
(vgl. 4.6). Die ungestdrte Gleichung 2 besitzt exakte Losungen.

4.6 Exakte Losungen der ungestorten Kubischen
Nichtlinearen Schrodinger-Gleichung

Es ist eine der bemerkenswertesten Eigenschaften der ungestérten Kubischen Nichtlinea-
ren Schrodinger-Gleichung 0y + 0,,1 + \1/1\2 1 = 0, dass sie exakte Losungen besitzt.
Infolgedessen kann auch die geddmpfte, getriebene KNSG Solitonenlésungen vorweisen
und zwar sowohl stabile [28],[39],[4],[53] wie auch instabile [4],[3],[53], wobei diese Lo-
sungen sich wiederum zu stabilen und instabilen Multisolitonenlésungen (Multisolito-
nenkomplex) zusammensetzen konnen [38],[5]. Es war dabei lange Zeit unklar, dass die
geddmpfte, getriebene Nichtlineare Schrédinger-Gleichung auch sich bewegende Solito-
nenlosungen besitzt, da die 'Inverse Scattering’-Methode [53] keine derartigen Losungen

3Die rechte Seite von Gleichung (4.5.5) ist dann Null.

49



4 Die Nichtlineare Schrédinger-Gleichung

postulieren konnte. Die Tatsache sich bewegender Solitonen wurde in |6] verifiziert.

Im ungeddmpften, ungetriebenen Fall soll im Folgenden eine mogliche, sich bewegende
Solitonenlésung abgeleitet und ihr Verhalten kurz erldutert werden.

Gegeben sei also die skalierte KNSG, wobei das Vorzeichen von N entsprechend definiert
wurde:

i00)(2,1) + ez (2,1) + (2, 1) (2, ) = 0. (4.6.1)
Da 1 € C besitzt ¢ eine Darstellung der Form (allgemeiner Wellenansatz)

U(z,t) = Az, 1)@ (4.6.2)

Einsetzen in Gleichung (4.6.1) und Trennung der Gleichungen nach Real- und Imaginér-
teil liefert das gekoppelte Differentialgleichungssystem

O A(z,t) +20,P(2,t)0, A(z,t) + A(2,1)0,,P(2,t) = 0,
A(z,t) [01®(2,t) + 0,@%(2,t)] — A(2,t) — 0. A(2,t) = 0. (4.6.3)

Das System ist entscheidend durch die Gréfe T'(z,t) = 0;®(z,t)+0,®?(2,t) gekennzeich-
net, da mit 7'(z,t) das Verhalten der Phase charakterisiert wird. Fiir Solitonenlésungen
gilt:

T(z,t) = da®. (4.6.4)
Die Einhiillenden-Funktion A(z,t) erfiillt geméf (4.6.3) die Gleichung
0 ——EV(A) (4.6.5)
zZz 8A . .U.

Dabei ist V(A) das Potential fiir diese Einhiillenden-Funktion A(z,t):
V(A) = ——A*+ —. (4.6.6)

Nach Restriktion auf homokline Losungen kann man (4.6.5) aufintegrieren und erhilt
dann

1
§@ﬁ+vmﬁw. (4.6.7)
Die Differentialgleichung (4.6.7) wird gelost durch

V2a(t)

Az, 1) = cosha(t) (z — R(t))

(4.6.8)

Offensichtlich erfiillt (4.6.8) die fiir Solitonenlosungen essentiellen Randbedingungen
A(z — £o0,t) = 0. In (4.6.8) bleibt das zeitliche Verhalten der Grofen a(t) und R(t) zu
bestimmen. Dies geschieht wiederum mit (4.6.3), aus der sich direkt unter der speziellen
Solitonenannahme (4.6.4) folgende Gleichung ableiten lasst:

O A(z,t) +20,P(2,1)0,A(z,t) = 0. (4.6.9)
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4.6 Exakte Losungen der ungestorten Kubischen Nichtlinearen Schrédinger-Gleichung

Wir definieren die Bewegungskoordinate x(z,t) = a(t) (2 — R(t)) und schreiben die Soli-
tonenlosung in der Form:
A(z,t) = a(t)F (x(z,1)). (4.6.10)

Die Orts- und Zeitableitungen von A(z,t) liefern:

O A(z,t) = aF(x)+aF'(x) [a(z — R) — aR] ,
D.A(z,t) = d*F'(x). (4.6.11)

Mit Gleichung (4.6.9) erhélt man aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der Grofen F'()
und F’(x) folgendes gekoppeltes Differentialgleichungssystem:

a = 0,
a(z — R) —aR +2a0,® = 0. (4.6.12)

Uber (4.6.12) und (4.6.4) sind fiir Solitonenlésungen der Form (4.6.8) die Phase ®(z,t)
und die Grofen a(t) und R(t) miteinander gekoppelt. Es gilt:

OR(t) = 20,9(zt)
9, ®(z,t) = a2(t)—L
Oa(t) = 0. (4.6.13)

Unter den obigen Annahmen und mit (4.6.13) ist eine exakte Losung der Kubischen
Nichtlinearen Schrodinger-Gleichung formulierbar in der Form

\/iaei(kz_¢(t))

¥lzt) = cosha(z — R(t))’

(4.6.14)

Die charakteristischen Eigenschaften der Funktion (z,t) sind in Abbildung 4.1 unter
den Annahmen R(t) = Ut, also einer konstanten Propagationsgeschwindigkeit U, ver-
deutlicht. Die Phase ®(z,t) wurde unter den Bedingungen (4.6.14) zu ®(z,t) = Y2 — wt
gewahlt. Der essentielle Zusammenhang der Solitonenpropagationsgeschwindigkeit U mit
dem Betrag des Wellenvektors k zeigt, dass die Losung (4.6.14) fiir & = 0 nicht propa-
giert.

Sie stellt des Weiteren, wegen der expliziten k-Abhéngigkeit der Phase, keine Envelope-
Losung mehr dar.
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4 Die Nichtlineare Schrédinger-Gleichung

7 4
6 Solitonenaussehen (Envelope U=0,k=0) Solitonenaussehen zum Zeitpunkt t=0 bei a=2
5 F
4t i
= i =
> 3 e >
2t a3,
© E
> 3
-0.5 . i
t=2%  / t=3 gt ; J
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L t=0.4 i
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Abbildung 4.1: A)Charakteristisches Aussehen des Solitons (Envelope) in Abhéngigkeit der
zeitunabhéngigen Amplitude a ; B) Charakteristisches Aussehen des Solitons in Abhéngigkeit
vom Betrag des Wellenvektors k ; C) Propagierendes Soliton fiir U = 1; D) Propagierendes

Soliton fir U = 4.
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5 Storungstheorie

Die Storungstheorie ist ein wesentliches Hilfsmittel der Physik, bei der das Verhalten
einer exakten, physikalischen Losung bei kleinen Stérungen untersucht werden kann. Das
Erweitern einer exakt losbaren Gleichung um gewisse Korrekturterme macht diese Glei-
chung in vielen Fallen analytisch nicht mehr 16sbar. Oftmals ist es dann unumgénglich,
das Problem numerisch zu implementieren. Die Storungstheorie ist eine Methode, um mit
Hilfe analytischer Ndherungen die zugrunde liegende Gleichung approximativ zu losen.
Die populérsten Beispiele fiir stérungstheoretische Betrachtungen von gewissen physi-
kalischen Problemen findet man sicherlich in der Quantenmechanik, in der Ndherungen
der Losungen von Eigenwertgleichungen gesucht werden. Hier wird ein Operator H, z.B.
der Hamiltonoperator, um einen Stéroperator A -/ mit Storparameter A erweitert und
Eigenzustéinde sowie Eigenwerte des Operators H in Potenzen von A entwickelt. Sortie-
ren nach Potenzen und Projektion auf den entsprechenden Eigenvektor liefert dann den
Storbeitrag in der entsprechenden Ordnung [50].

Wir haben uns in Abschnitt 4 intensiv mit der Nichtlinearen Schrédinger-Gleichung
beschéiftigt und gesehen, wie sich diese fundamentale kanonische Gleichung auf ihre ein-
fachste Form skaliert (vgl. 4.5):

Oy 0% 9 1 *
ZE + ﬁ + WJ‘ Y= _Z’Y"l/} + \P—OQ(ZOZ,E \1101/}7 Yo ) (501>

Im Folgenden werden wir die rechte Seite von Gleichung (5.0.1) qualitativ als Storung
der linken Seite, also der Kubischen Nichtlinearen Schrédinger-Gleichung auffassen.
5.1 Bedeutung der Storung fiir die exakte SolitonenlGsung

In Abschnitt 4.6 ist eine exakte Losung der Kubischen Nichtlinearen Schrédinger--
Gleichung hergeleitet worden und ihr Verhalten fiir bestimmte Werte aufgezeichnet:

\/ia(t)ez(kz_(z’(t))

vzt = cosha (z — R(t))" (5.1.1)
Die Solitonenlésung (5.1.1) unterlag dabei den essentiellen Nebenbedingungen

OR(t) = 2k,

ho(t) = a*— M, (5.1.2)
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5 Stérungstheorie

und dem Postulat, dass lim,_, 1 (1(z,t)) = 0 gelten soll. Sie stellt folgerichtig keine
Envelope-Losung mehr dar, da ihre Phase entscheidend vom Wellenvektor k getragen
wird. Mit den Skalierungsvorschriften muss diese Losung sich jedoch wieder auf Envelope-
Form bringen lassen.

Es existieren also vier fundamentale Grofen in der KNSG. Die Grofie a beschreibt quasi
die Amplitude, k den Betrag des Wellenvektors, ¢(t) die Phase und R(t) den tatséchlichen
Ort, also einen Term, der die zusétzliche Geschwindigkeit des Solitons enthalten muss
1 Wir prigen nun dem zu untersuchenden, eindimensionalen System eine Stérung in
Form eines beliebigen Storterms ¢(S) auf, der von den entsprechend skalierten Grofen
in zunéchst beliebiger Weise abhéngen kann. Dabei kennzeichnet S den Vektor dieser
orts- und zeitabhéngig skalierten Grofen. S muss natiirlich in gleicher Form, wie die
Nichtlineare Schrodinger-Gleichung skaliert werden.

Jegliche Stérung des Systems kann nun zu einer zeitabhingigen Anderung der obigen
vier essentiellen Grundgréfen fiihren, d.h. a EN a(t) und k 4 E(t); R(t) und ¢(t) hatten
wir in der Grundlésung schon moglichst allgemein gelassen. Folglich erhélt man fiir das
zu stérende Soliton:

B e
~ " cosha(z— R(t))’

Wir haben an dieser Stelle noch eine allgemeine Konstante C eingefiihrt, die beriick-
sichtigt, dass mit jeder Losung gemif (4.6.1) auch ey (z,t), 6 € [0,27) eine Losung
darstellt. Da |C |2 = 1 gelten muss, zeigt sich, dass dies in der Stérungstheorie jedoch
keine Auswirkungen hat. Die Vorgehensweise der storungstheoretischen Betrachtung ist
im Folgenden recht intuitiv und beriicksichtigt beispielsweise keine Stérungsordnungen;
sie kann aber das qualitative Verhalten des Solitons in Bezug auf eine gewisse Stérung
beschreiben.

P(z,t)

Cec. (5.1.3)

5.2 Zeitabhangige Grundgrollen des gestorten Solitons

Unter Beriicksichtigung der Solitonenlosung (5.1.3) definieren wir uns die vier Grundgro-
fen, die das qualitative Aussehen beschreiben:

anlt) = / Ao (2, (2 1) = da(t) [CFF = da(t),
Ru(t) = / Ao (2, 1) 206 (2, 1) = an(R(2),
helt) = —i / Ao (2, 1)0:10(2, 1) = an(D)h(1),

but) = 3 [0 000 — 00 )
= ax(t)0rp(t) — Re(t)0sk(t). (5.2.1)

bzusdtzlich’ bezieht sich auf die durch k-Selektion hervorgerufene Geschwindigkeit U. Das Soliton
bewegt sich im Wesentlichen mit der Gruppengeschwindigkeit vy.
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5.3 Das Fundamentaldifferentialgleichungssystem

Die gestorte, auf ihre einfachste Form skalierte Schrédinger-Gleichung, lautet:

Oy | 0% 2.

Ein Soliton (5.1.1) propagiert unter der Dynamik dieser Gleichung, spiirt also die Einfliis-
se der Storung ¢(S) und muss durch ein, in all den wichtigen Grundgrofien zeitabhéngiges
Soliton, ersetzt werden (vgl. 5.1.3). Die essentiellen Gleichungen (5.2.1) liefern die neue
Dynamik in Abhéngigkeit der Grofen (z,t) und *(z,t). Thre Definitionen leiten sich
stringent aus der Solitonenlésung ab, kénnen aber auch durch wenige Uberlegungen ge-
wonnen werden: a,(t) beschreibt bis auf Vorfaktor eine Norm, Ry (t) den Erwartungswert
von z, k,(t) ist quasi der Erwartungswert des Ortsableitungsoperators und ¢, (t) gewis-
sermafsen der Erwartungswert fiir den Zeitableitungsoperator, der bis auf die Konstante
h die Energie des Systems darstellt. Diese Konstante werden wir im Folgenden vernach-
lassigen, bzw. die Energie auf A skalieren. Es gilt:

bx(t) = Re / dzp(z,t)(—i0 )™ (2, t) = E(t). (5.2.3)

Die Energie des Solitons kann uns wichtige Aufschliisse in Bezug auf seine Dynamik lie-
fern. Im ungestorten Fall und unter der Annahme, dass é(t):O und a, k = const. sind,
zeigt Gleichung (5.2.1), dass die Energie eine ErhaltungsgroRe ist, also ¢ (t) = E(t) =0
gilt. Propagiert somit das ungestorte Soliton (5.1.1) geméf der ungestorten KNSG, ist
E(t) = const. fiir alle Zeiten t. Nur unter Verwendung von Stértermen kann sich die Soli-
tonenenergie dndern. Typischerweise sind diese Storterme in Form von Dampfungen oder
Anregungen anzusetzen. Die Definition des totalen Feldmomentes P in der Nichtlinearen
Schrodinger-Gleichung geméfs

P(t) = % / T (Wi — Pp*] = %(kg(t) + kX)) = %Re[kﬁ(t)] (5.2.4)

zeigt, dass eben dieses Moment bei konstantem k, eine Erhaltungsgrofe ist, d.h. nach
obiger Definition (5.2.1): P(t) ist genau dann eine Erhaltungsgrofe, wenn a und & kon-
stant sind. Dies hatten wir fiir das Soliton aus (5.1.1) angenommen, welches eine Losung
der ungestorten Schrodinger-Gleichung war. Das Moment P(t) ist eine dufserst niitzliche
Grofse, um sich klar zu machen, wie ein solitdres Wellenpaket propagiert.

5.3 Das Fundamentaldifferentialgleichungssystem

Wir leiten die Grofen ax(t), Rx(t) und k. (t) in (5.2.1) ab und ersetzen die zeitlichen
Ableitungen 0y)(z,t) und 9pp*(z,t) durch die gestorte Schrodinger-Gleichung in der
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5 Stérungstheorie

Form (5.2.2).

0nt) = [dxlg(8)" (50— g (S0,

Bult) = 20()~ i [ dzlg(S)0 (20) — g ()01 2
) = [ d:157(8)0.0(2.0) + 9(8)0.0° ()

but) = [z [0t ~ ot

Eo(t)

= +% / dz [g"(8)Y (2, 1) + g(S)¥" (2, 1)]. (5.3.1)

Bei der Herleitung von (5.3.1) sind die essentiellen Randbedingungen fiir Solitonen ver-
wendet worden: lim, .+ ¥(z,t) = 0. Des Weiteren haben wir die Grofe Ey(t) definiert,
die den Energieterm des ungestorten Solitons darstellt und wie schon erwéhnt fiir (5.1.1)
eine Erhaltungsgrofe ist, d.h. dort gilt Ey(t) — Ep = 4a [k‘2 — az]. Im Fall des gestorten
Solitons (5.1.3) bleibt dieser Energieterm natiirlich zeitabhéingig. Der Zusammenhang
mit den fiir das gestorte Soliton fundamentalen Grofen a(t), k(t), R(t), ¢(t) lautet:

i)y = = / 0z [g(S)0* (2,1) — 6" (S)b(z. )],

R() = 2k(t) ~ g [ d=1 = RO) (9(S)" (1) = 9" ()=, )]

B0 = oy [ 41579 0ut(a00) — 0,1 + () 0207 1) + K00 1)
ot) = R<t>k<t>+f§g; + g [ 419 S0 + o)), (5.32)

Um das gekoppelte Differentialgleichungssystem auf eine iibersichtlichere Form zu brin-
gen, definieren wir uns die neuen Grofsen

I'(z,t) = ¢g°(8) (0:4(z,1) —ik(t)(z,1)) (5.3.3)
Az, t) = g(S)v*(z,t), (5.3.4)
O(z,t) = ¢g(S)0.0*(z,1). (5.3.5)

Die so definierten Grofen gehorchen dem Zusammenhang
[(z,t) = ©%(2,t) —ik(t)A* (2, ), I*(z,t) = O(z,t) + ik(t)A(z,t). (5.3.6)

Damit kénnen wir das Differentialgleichungssystem (5.3.2) vereinfachen und die so ent-
stehenden fundamentalen Differentialgleichungen in Abhéngigkeit nur dreier Integrale
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5.3 Das Fundamentaldifferentialgleichungssystem

bringen:

i) = m [ / dzA(z,t)],

R(t) = 2k(t)—# [ / dzA(z, t)} 2a1)hn { / dzzA(z, t)]
0 = syl o] S f ).

= ]S ]

* 4a1(t) Re U dZA(Z=t)] : (5.3.7)

Ey(t) fur das gestorte Soliton (5.1.3) berechnet sich zu

Eo(t) = 4a(t) [F*(t) — a*(t)] . (5.3.8)

Dabei muss explizit erwdhnt werden, dass dies nicht die Energie des gestorten Solitons
ist, da dieser Term aus der ungestérten KNSG fiir ein gestortes Soliton abgeleitet worden
ist. Der korrekte Energieterm fiir das gestorte Soliton in der gestorten KNSG berechnet
sich stets aus (5.2.1)

B(t) = 4a(t)d,6(t) — 4a(t)R(t)3,k(t). (5.3.9)

Im Fall des ungestorten Solitons fordert man die Gleichheit Ey(t) = E(t), was unter den
ungestorten Annahmen bedeutet Ey = F, also k? — a? = 0;¢(t) — R(t)0;k(t) und damit
k% — a? = 0;¢(t). Dies ist aber nun eine der Forderungen an das ungestdrte Soliton, wie
wir sie in (5.1.2) gestellt haben und zeigt, dass die bisherigen Annahmen und Rechnungen
ihre Berechtigung finden.

Es wird schlieklich bei der stérungstheoretischen Betrachtung der KNSG entscheidend
auf die Berechnung der folgenden drei Integrale ankommen:

L = /dzA(z,t),

I, = /dzzA(z,t),

I = / 400z, 1). (5.3.10)

In ihnen ist die Grofe g(S) enthalten, deren Skalierung geméf der Skalierung der
Schrodinger-Gleichung (4.5) erfolgen muss. Im Folgenden sollen einige storungstheoreti-
sche Beispiele betrachtet und die Dynamik der fiir das Soliton wichtigen vier Grundgréfsen
aufgestellt werden.
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5 Stérungstheorie

5.4 Storungsbeispiele

Mit dem Differentialgleichungssystem (5.3.7) lassen sich nun einige Beispiele fiir mogli-
che Stérungen berechnen. Es existieren aber nur einige wenige Stérungen, wie z.B. die
Dampfung in (5.4.1), die sich analytisch leicht auswerten lassen. In den meisten Féllen
muss man auf numerische Verfahren oder spezielle Vereinfachungen zuriickgreifen, um
sich das entstehende Differentialgleichungssystem zugénglich zu machen. Die stérungs-
theoretische Betrachtung wird immer mit der skalierten Gleichung erfolgen, d.h. in allen
Beispielen muss auf die korrekte Mitskalierung des Storterms geachtet werden. Damit
vollziehen wir quasi eine Stérungstheorie fiir ein Envelope-Soliton, da ihre entsprechende
Evolutionsgleichung Ausgangspunkt der Betrachtung ist.

5.4.1 Dampfung der KNSG

In 4.5 haben wir gezeigt, dass sich eine Stérung der Form —iyW¥ direkt mitskaliert zu
einer Dampfung der Form —ivy, so dass

9(S) = g(z,t) = —z‘%q/}(z,t). (5.4.1)

Einsetzen in (5.3.10) und (5.3.7) fithrt direkt zu dem gekoppelten Differentialgleichungs-
System

at) = —na(t),

k(t) = 0,

R(t) = 2k(t),

o) = KX(t) —d?(t). (5.4.2)

Dieses Differentialgleichungssystem lasst sich analytisch leicht 16sen und zeigt die Dyna-
mik des Solitons unter Dadmpfung:

at) = a(0)e
k(t) = k= const,
R(t) = 2kt+ R(0),
2 0 2 0 —2~t
o) = (0) — a2—(7) b2y SO (5.4.3)
Der Energieinhalt des nach (5.4.3) propagierenden Solitons dndert sich geméf
E(t) = 4a(0)e " (k* — a®(0)e ") . (5.4.4)

Damit ist die Energie des Solitons natiirlich keine Erhaltungsgrofse mehr. Fiir das Feld-
moment P(t) ergibt sich entsprechend obiger Definition

P(t) = 2ka(t) = 2ka(0)e " (5.4.5)
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5.4 Stérungsbeispiele

Dies fiihrt direkt auf die Ratengleichung [6]
P=—nP (5.4.6)

und zeigt, dass auch das totale Feldmoment P(t) keine Erhaltungsgrofe mehr ist. Wenn
~v > 0 ist, wird dieses Feldmoment stets gegen Null gehen und den Aussagen von [29]
folgend bedeutet dies, dass ein sich bewegendes Soliton mit der Zeit geddmpft wird und
schliefslich an einem gewissen Punkt anhélt. Diese Aussage lasst sich natiirlich auch aus
der Energiegleichung (5.4.4) gewinnen. Skaliert man nun die Losung des Solitons (5.1.3)
unter den Skalierungsvorschriften 4.5 zuriick, so erhéalt man ndherungsweise die Dynamik
des gedampften Solitons fiir die Gleichung

oV oU\ 1. 920 ) ¥
(= +vge—r | + Do . + N |U)P U = —i L. 4.
i <at, +vgaz,,> + 5D g+ NIV i5 (5.4.7)

Es galten die Skalierungsvorschriften z = (2" — v4t) \/% und ¢ = VN, woraus sich
unter der Dynamik (5.4.3) die genéherte Solitonenlosung fiir (5.4.7) ableiten lésst:

5 (VB E—uatRm-0)
V(2" ) =] =al(t . 5.4.8
( : \/; ( )cosh a(t) ( 2 (2" — vgt) — R(t)) ( )

5.4.2 Parametrische Anregung A

Im Folgenden soll dem System Energie zugefiihrt werden, und zwar in Form eines Stor-
termes, der zunéchst durch eine nicht lokalisierte parametrische Anregung beschrieben
wird. Ausgangspunkt ist dabei wieder die Schrodinger-Gleichung in der Form (4.3.13),
bei der der Ddmpfungsterm zunéchst vernachléssigt wird. Wir wihlen eine Stérung der
Form

g(Z" t) = g(t)¥ (", 1), g(t) € C. (5.4.9)

Dies fiihrt direkt auf die Stérung g(S) = g(z,t) = g(t)1(z,t) fir die skalierte Schrodinger-
Gleichung (5.2.2). Die Berechnung der fundamentalen Integrale (5.3.10) resultiert in ei-
nem gekoppelten Differentialgleichungssystem der Form:

a(t) = 2a(t)lmg(t),

k() = 0,

R(t) = 2k(t),

o(t) = Kk2(t) —a®(t) + Reg(t). (5.4.10)

Das Gleichungssystem (5.4.10) liefert interessante Deutungsmoglichkeiten in Bezug auf
das gestorte Soliton. Des Weiteren besteht fiir(5.4.10) die Moglichkeit, eine analytische
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5 Stérungstheorie

Losung anzugeben. Man erhalt:

a(t) _ a(0)62flmg(t)dt

k(t) = k= const,

R(t) = R(O ) + 2kt,

o(t) = / dt et Ima(Mdt 4 Reg(t )] (5.4.11)

Mit (5.2.1) kann schlieflich den Energieinhalt des Solitons angegeben werden:

E(t) = da(t) (K*(t) — a®(t) + Reg(t))
= 4q(0)e2 ) me(t)dt (k:2 — a?(0)et/ Tmg(®)dt . Reg(t)) . (5.4.12)

Offensichtlich ist fiir g(¢) # 0 diese Energie nie eine Erhaltungsgrofe. Inwieweit die
iiber die parametrische Anregung hinzugefiigte Energie in das System einwirkt, hingt
offensichtlich entscheidend von der Grofe g(t) ab. Nehmen wir g(t) beispielsweise als
konstant und reell an, so wirkt diese hinzugefiigte Energie nicht auf die Amplitude a(t)
des Solitons; vielmehr gilt dann stets a(t) = const. fiir alle Zeiten t. Die gesamte Energie
wird in die Phase des Solitons ’gepumpt’ und fiihrt letztlich zu einer Phasenverschiebung
(vgl.5.4.11). Falls nun aber g(t) konstant ist und Img(¢) # 0 gilt, so &ndert sich auch die
Amplitude des Solitons. Ist g(t) rein imaginér, so wird die Phasenénderung ¢(t) basierend
auf der Stérung ¢(t) vollstédndig tiber die Amplitudenénderung a(t) bestimmt.

Fiir das totale Feldmoment P(t) erhélt man entsprechend obiger Definition

P(t) = 2ka(t) = 2ka(0)e? ] Tm9)dt, (5.4.13)

Falls nun ¢(¢t) € R ist, so ist das totale Feldmoment genauso wie im ungeddmpften,
ungetriebenen Fall eine Erhaltungsgrofe, also P(t) = 0 fiir alle Zeiten t.

5.4.3 Parametrische Anregung B

Die parametrische nichtlokalisierte Anregung vom Typ A beinhaltet einen Stoérterm der
proportional zu (z,t) ist. Es ist natiirlich auch denkbar, einen Storterm analog zu
(5.4.2) so zu wéhlen, dass dieser proportional zu 1*(z,t) ist. Man betrachte also in der
unskalierten Schrodinger-Gleichung eine Storung der Form g(2”,t') = g(t)®*(2”,t') , die
unter der Annahme N > 0 in eine analoge Stérung der skalierten Schréodinger-Gleichung
iibergeht:

9(8) = g(z,t) = g()P" (2, 1), g(t) € C. (5.4.14)

Die Berechnung der fundamentalen Integrale (5.3.10) erweist sich in diesem Fall als
duflerst schwierig und man wird spezielle Nebenbedingungen stellen miissen, um die Be-
rechnung zu vereinfachen. Der Fall eines ruhenden Solitons (k = 0) lasst sich z.B. sehr
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5.4 Stérungsbeispiele

schnell ermitteln (vgl. 5.5.2). Die Integrale Iy, I3 und I3 sind von der Form

e 2i(k(t)z—¢(t))
cosh? a(t)(z — R(t))
(

o~ 2i(k(1)z—(1))

I, = g(t)/dzz [2@2(t) cosh? a(t)(z — R(t))

(£ -2 (07—6(0)
e 29(t)a2(t)/ dz[co:}fg)a(t)(z—]%(t))

a(t)e” 2 F®z=¢®) tanh a(t)(z — R(t))
— 20a*() /dz [ cosh? a(t)(z — R(t))

)

2a°(t)

L = g(t)/dz

)

)

(5.4.15)

Es sei darauf hingewiesen, dass nach Zerlegung der Integrale (5.4.15) iiber die Euler-
Formeln aus Symmetriegriinden einige Integrale direkt Null werden.

5.4.4 Parametrische Anregung C

Die nicht lokalisierte Anregung B war recht schwer auszuwerten. Wir werden in diesem
Unterabschnitt die Anregung der Form in 5.4.3 lokaliseren, und zwar punktuell {iber eine
d-Lokalisierung. Es sei im Folgenden L der Ort, an welchem diese parametrische Anregung
in Erscheinung tritt. Wenn wir uns, von der stérungstheoretischen Beschreibung ausge-
hend, der unskalierten Schrodingergleichung nédhern, so miissen wir auf die Skalierung des
Storterms entscheidend Acht geben. Die Storung der unskalierten Schrodinger-Gleichung
sei also von der Form

g(Z",t) = gt (2" ¢)e(2" —t'). (5.4.16)

Nach Skalierung dieses Storterms mit 4.5 erhélt man fiir die Storung ¢(S) der skalierten
Schrodinger-Gleichung (5.0.1)

o(S) = glz,1) = %g(t)é(z oyt — L) (2, 0). (5.4.17)

Geméf dieser Storung lassen sich die drei Fundamentalintegrale (5.3.10) l6sen. Nach
Integration iiber den ganzen Ortsraum erhidlt man das Differentialgleichungssystem, das
die Dynamik des Envelope-Solitons in Bezug auf eine § - lokalisierte Storung beschreibt.
Fiir die geschlossene Herleitung dieses Systems haben wir g(t) = he?$¥ h € R gewihlt,
also eine parametrische Anregung, die mit doppelter Frequenz am Ort L dem Soliton
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Energie zufiigt:

o [z hsin2 (Qt + ¢(t) — k() (L — vyt))
i) =\ pr® O (a(t)(L — vyt — R(t))§ ’

RN (t)tanh (a(t)(L — vgt = R(t)))hcos2 (U + (1) — k(t)(L — vyt))
- DN cosh® (a(t)(L — vyt — R(t))) ’
R = 2000+ o (0L — vt~ Rioy] "RG0 KOG )

) hcos2 (92 —k(t)(L—v
() = k2<t>—a2<t>+\/g“<” 2h( &)ﬁg)— vgt(tz(m))ft))

< (1 — a(t)R(t) tanh (a(t)(L — vyt — R(t)))> . (5.4.18)

2

Man kann in (4.3.13) D = 2 und N = 1 wéhlen und die Kubische Nichtlineare Schrédinger-
Gleichung auf eine sehr einfache Form bringen. Entsprechend sind dann in (5.4.18) die
Vorfaktoren zu eins skaliert.

Die gekoppelten Differentialgleichungen (5.4.18) spiegeln zwar die Dynamik des durch
eine d-lokalisierte parametrische Anregung gestorten Solitons (5.4.8) wieder, sind aber
in ihrer Gesamtheit relativ schwer zu analysieren und auszuwerten. Ohne numerische
Hilfsmittel wird man an dieser Stelle nicht mehr exakt fortfahren kénnen.

Es ist auffillig, dass die vier dynamischen Grundgrofen des Solitons die Stérung in Form
zweier Funktionen spiiren, wobei die eine die Storung lokalisiert und die andere die Pe-
riodizitdt der Storung beschreibt.

Die Argumente der jeweiligen Funktion charakterisieren folglich die Stérung. Ihre Dyna-
mik manifestiert sich in den Differentialgleichungen

P(t) = % (a(t)(L — R(t) — vgt)) = (vg — 2k(t))a(t)
T(t) = % (Qt + B(t) — k(t)(L — vyt))
= Q4R — a2t + a(t)% <% + P(t) tanh P(t)> . (5.419)

Zusammen mit den Differentialgleichungen fiir a(t) und k(¢) liefern die beiden Grofen
P(t) und Y(t) einen etwas leichter zu handhabenden Satz von gekoppelten Differential-
gleichungen, da gilt
9, hsin2Y(t)

cosh? P(t)’
. h P(t)hcos 2T
W) = —a2(t) tan (t)2 cos 2 (t)
cosh” P(t)
Gleichung (5.4.19) zeigt, dass das totale Feldmoment im Fall der Gleichheit von Grup-
pengeschwindigkeit v, und 2k eine Erhaltungsgrofie ist. Zudem beschreibt Gleichung

(5.4.20)

62



5.4 Stérungsbeispiele

(5.4.19) die Dynamik der Phase des Solitons; Phasenakkumulation wird entscheidend
von der Frequenz der parametrischen Anregung bestimmt.

Die Funktion m gibt an, wann die Stérung iiber die parametrische Anregung be-
sonders wirksam ist. Dies ist an den Nullstellen des cosh der Fall, da hier die lokalisierte
Anregung das Maximum des Solitons {iberléduft. Unter dieser Annahme ist R(t) = L —v4t
und es ist klar, dass die Stérung keinen Einfluss mehr auf die k-Selektion nehmen kann.
Einzig die Amplitude a(¢) und die Phase ¢(t) &ndern sich beim Uberlauf. Das Differen-

tialgleichungssystem in Bezug auf diese 'Wirksamkeitsndherung’ lautet:

alt) = 1/%a2(t)hsin2(9t+¢(t)—kR(t)),

k(t) = 0,
R(t) = 2k,
B = K(t)—ad(t)+ Q;Na(t)hCOSQ(Qt—Hb(t)—kR(t)). (5.4.21)

Auflerhalb des Wirksamkeitsbereiches konnen wir durch Null ndhern, womit die

m
Solitonenpropagation der ungestorten Dynamik folgt. Die genaue Definition des Wirk-
samkeitsbereiches als Bereich, in dem die ortslokalisierte Storung Einfluss auf die Soli-
tonenlosung nimmt, ist damit abhingig von der Breite des Solitons, die iiber a(t) ge-
geben ist und der Breite der Anregung. Es ist klar, dass fiir d-lokalisierte Anregungen
und Solitonen, deren Breite besonders gering ist (a(t) >> 0), der Wirksamkeitsbereich
auch nahezu J-formig ist und die dynamische Betrachtung der gestoérten Solitonenlésung
besonders einfach wird. Diese Losungen folgen dann ndmlich dem Differentialgleichungs-
system (5.4.21) und k bleibt konstant. Vergrofert man den Wirksamkeitsbereich, so wird
sich k zwar innerhalb des Wirksamkeitsbereiches der Storung &ndern, im Mittel aber
keine Anderung verzeichnen, wie man aus der Symmetrie der Funktionen (Ctjsrilh;;Q und
m sofort ersehen kann. Die parametrische Anregung dieser Form nimmt also keinen
Einfluss auf die Selektion eines k-Wellenvektors; ein einmalig selektierter k-Wellenvektor
andert sich nicht. Die Stérung manifestiert sich einzig in der Amplituden- und Phasen-
anderung. Dieses Resultat behélt fiir alle im Folgenden beschriebenen parametrischen
Anregungen seine Giiltigkeit. Basierend auf ihm ist es moglich, dass sich parametrische
Anregung und Ddmpfung im Wirksamkeitsbereich ohne Verdnderung der Modencharak-

ters kompensieren.

5.4.5 Parametrische Anregung D

Analog zur Skalierung in (5.4.4) sei der Storterm in der skalierten, Kubischen Nichtlinea-
ren Schrodinger-Gleichung gegeben durch

o(S) = gz.t) = i %g(t)é(z Fogt— D02 0),  g(t) = he®™, heR. (5.4.22)
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Dies fithrt auf das gekoppelte Differentialgleichungssystem:

a(t) = D2N () o (a(};)C(OLS 2—(2?— R(t)))’
k(t) = D2N o) EZE;)Q((LCL&)% = vﬂ;it)_))]’;;’;;f =
B = 2(0)+ iy [aO(L vt = RO — (a(}Z)C(OLS i(izg?— R(1)))
B = K0 -0+ oo cosh? <a<’;?2 2—(2?— R(1))’
« <a(t)R(t) tanh (a(t)(L — vgt — R(t))) — %) : (5.4.23)

5.4.6 Parametrische Anregung E

Eine Verallgemeinerung des Storterms in (5.4.5) ist ein Storterm der Form

9(S) = g(z,t) = %g(t)d(z + gt — L)ib(z,t), g(t) € C. (5.4.24)

Mit den Fundamentalintegralen und dem so gewéhlten g(S) ergibt sich (vgl.5.4.23)

. - 2 a2 (t)

alt) = \,/;cosh2 (a(t)(L — vyt — R(t))) Im [g(1)] ,

) B 2 a%(t)tanh (a(t)(L — vgt — R(2)))

k(t) = _\/; cosh? (a(t)(L — vyt — R(t))) Re[g(1)],
2 [a(t)(L — vyt — R(t))]

DN cosh? (a(t)(L — vyt — R(t))) Img(2),

R(t) = 2Kk(t) +

. B 2 a(t)Reg(t)
o0 = KO- O+ By o T = ot~ RO
« (a(t)R(t) tanh (% — a(t)(L — vyt R(t))>> . (5.4.25)

5.4.7 Lokalisierte externe Anregung F

Eine in ihrer Art recht einfache Anregung ist eine schlichte, lokalisierte externe Anre-
gung. 'Extern’ heiftt die Anregung deswegen, weil sie unabhéingig von der im Medium
propagierenden Solitonenlésung ist. Fiir den extern getriebenen Stérterm kann man in
der skalierten Schrodinger-Gleichung (5.0.1) ohne Dampfung den Ansatz

9(8) = g(=1) =\ o003z +ugt — 1), () eR (5.426)
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5.4 Stérungsbeispiele

machen. Die Entwicklung des Differentialgleichungssystems erfolgt analog zu den obi-
gen und man erhélt mit den Fundamentalintegralen fiir die vier wichtigen dynamischen
Grundgroken der gestorten Solitonenlésung:

[T g alt)sin(6(0) — KE)(E — u,)
at) = DN /2 cosh (a(t)(L — vyt — R(tjq)) ’
by = [ at)alo) tanh ()L — vyt — R(0)) cos (6(0) — AL )

DN /2 cosh (a(t)(L — vyt — R(t)))
o T (L — vyt — R(1) alt)g(t)sin (8(1) — KL — uy)
R(t) = 2k(t) - DN V2 cosh (a(t)(L — vyt — R(t)))

o 2 g(t) cos(g(t) — k(t)(L — vyt))
o) = K0 = O BN cosh (a@)(E — gt — R(D)
1

X <ﬁ — a(t)R(t) tanh (a(t)(L — vyt — R(t)))> . (5.4.27)

Denkbar wéren auch externe Anregungen, bei denen g(t) € C gewahlt wird, was nach
kurzer Auswertung der Fundamentalintegrale zu etwas ldngeren Formeln fiihrt. In [6]
wird beispielsweise eine nicht lokalisierte, externe Anregung der Form g(t) = he* ange-
sprochen.

5.4.8 Parametrische Anregung an mehreren Orten

Bis jetzt haben wir stets Beispiele betrachtet, die an einem Ort L lokalisiert eine para-
metrische Anregung beschreiben. In derartigen Systemen ist die Anregung nur zu einem
Zeitpunkt wirksam, ndmlich genau bei der Propagation des Solitons iiber diesen Ort L.
Das Soliton erfahrt einmalig die Storung und verlésst schlieflich ihren Wirkungsbereich
fiir immer. Parametrische Anregungen werden aber meistens dazu benutzt, um dem Sys-
tem immer wieder Energie zuzufiithren, zum Beispiel so, dass Dampfung und Anregung
sich kompensieren und ein moglichst langlebiges Wellenpaket existieren kann.

Die Verifizierung dieser sich wiederholenden parametrischen Anregung kann {iber ein
Ringsystem geschehen, in welchem ein propagierendes Soliton eine ortslokalisierte Sto-
rung immer wieder durchlduft. Mathematisch wiirde man Ringsysteme wohl durch eine
Reihe von dquidistanten Storungen beschreiben, wobei zur Berechnung nur endlich viele
Glieder mitgenommen werden kdnnen.

Wir postulieren also in der skalierten KNSG eine Storung der Form

o(S) = g(z,1) = % SO0z +vgt—nL)Y (5,8),  g(t) = he¥ . (5.4.28)
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5 Stérungstheorie

Damit lautet das Differentialgleichungssystem (vgl.5.4.4) mit
C(p(t), k(t),t,n) = Qt + ¢(t) — k(t)(nL — vgt):

) _ /ia sin2 (¢(o(t), k(t),t,n))
alt) = DN (t hz cosh? (a(t)(nL — vgt — R(t)))’

" tanh (a(t)(nL — vyt — R(t)))hcos2 (C(o(t), k(t),t,n))

_ ]2
=y pe 2 cosh (a(t)(nL — vgt — R(1))) ’
. B 2 (nL — hsin2 (¢(o(t), k(t),t,n))
Rt) = 2k(t)+1/ 5 EZI L=t = RO o i) (0L — 0yt — R()))
) B 2 m hcos2(((¢( ), k(t),t,n))
o) = K )+ DN cosh (a(t)(nL — vyt — R(t)))
< (% — a(t)R(t) tanh (a(t)(nL — vyt — R(t)))) . (5.4.29)

Analog kann man natiirlich auch alle anderen Storbeispiele, die an einem Ort lokalisiert
sind, auf Lokalisierungen an mehreren dquidistanten Orten erweitern. Die Storbeispiele
sind in allen Féllen aber stets nur fiir Envelope-Solitonen giiltig, da wir ihre Evolutions-
gleichung als Ausgangsgleichung fiir die stérungstheoretische Betrachtung herangezogen

haben.

5.4.9 Parametrische Anregung und Dampfung

In realen Systemen ist die Dampfung in der Regel nicht mehr zu vernachléssigen, d.h. eine
Storung der Form (5.4.1) ist zu beriicksichtigen. Die Kombination des Dadmpfungsterms
mit einer parametrischen Anregung ermoglicht es, dissipative Effekte zu kompensieren
und die resultierenden Energieverluste auszugleichen. Infolgedessen kann sich ein Soliton
iiber einen ldngeren Zeitraum stabilisieren. Die Stabilisierung ist u.a. nur deswegen mog-
lich, da die selektierte k-Mode von der Stérung unbeeinflusst bleibt (vgl. 5.4.4).

Die Stérung des realen Systems sei also von der Form

9(8) = 9z) = 1| o D0 00Oz vyt — nL (2,1) — i 20z, 1),
n=1

g(t) = ¥ (5.4.30)
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5.5 Gestorte Losung fiir ein ruhendes Soliton

Hieraus resultiert mit (¢(t), k(t),t,n) = Qt + ¢(t) — k(t)(nL — v4t) das Differentialglei-
chungssystem:

T in2 (¢ KO tm)
a(t) = DN 2 COSh2 (@(t)(nL — vyt — R(D))) ya(t),

B 2 ™ tanh (a(t)(nL — vyt — R(t)))hcos 2 (C(¢(t), k(t),t,n))
w0 VRt 222 conl? (o) (L — vt~ R(1)) |
. 2 X hsin2 (¢
R(t) = 2k@)+ DNZ_:I J(nL = vgt = R(t)) cosh? (a (()(Sll(l)—vit)— R()t))))’

. B 2 m hcos2 (C(o(t), k(t),t,n))
o(t) = K )+ V DN (:osh2 a(t)(nL —vgt — R(t)))

<% — a(t)R(¢) tanh (a(t)(nL — vyt — R(t)))) . (5.4.31)

X

Die einzige Anderung in Bezug auf die Stérung durch rein parametrische Anregung mani-
festiert sich in der Differentialgleichung fiir a(¢). Auch wenn das Aussehen fiir beide Diffe-
rentialgleichungssysteme recht dhnlich ist, ergibt sich dennoch eine vollig unterschiedliche
Physik. Das reine Anregungssystem ist beispielsweise nicht zu stabilisieren, da die stén-
dige Energiezufuhr das Soliton mit der Zeit kollabieren lésst. Der Dampfungsterm wirkt
dem entgegen und vermag so den Energiekollaps zu verhindern. Ist die Dampfung ausrei-
chend stark, wird das nichtlineare Wellenpaket mit der Zeit auseinanderlaufen und seine
Amplitude gegen Null gehen.

Alle bisher betrachteten Anregungsbeispiele sind entweder global oder d-lokalisiert. Da-
durch vereinfachen sich die zu 16senden Differentialgleichungen entscheidend. Der Wir-
kungsbereich der Anregung ist einzig iiber a(t) gegeben, so dass man fir a(t) >> 0
auch diesen als d-Funktion annehmen kann. In realen Systemen wird die Anregung
sicherlich iiber eine Antenne endlicher Breite eingekoppelt werden miissen, so dass J-
Lokalisierungen die Dynamik nur noch bedingt addquat wiedergeben konnen. In diesen
Féllen muss die Integration der Fundamentalintegrale iiber Heavisidesche Stufenfunktio-
nen durchfithrt werden.

5.5 Gestorte Losung fiir ein ruhendes Soliton

Wir haben bisher stets die Storung eines sich bewegenden Solitons (k(t) # 0, R(t) # 0)
betrachtet. Die fundamentalen Storungsgleichungen (5.3.7) vereinfachen sich wesentlich,
wenn man die spezielle Annahme eines im bewegten Bezugssystem Y’ ruhenden Solitons
postuliert 2. Wir suchen also nach einer gestorten Losung fiir ein in ¥’ ruhendes Soliton

?Dieses ist der leichter zu handhabende Spezialfall von 5.4.
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5 Stérungstheorie

der Form (vgl.5.4.8)

v Ea e~ (1)
V(" t") = \/; (t) e (\/%(Z” B vgt)). (5.5.1)

U(2"” t) ist wie oben eine exakte, in ¥’ ruhende Losung der ungestorten KNSG in der
Envelope-Naherung:

ov ov 1. 0%V 9
(220, ) L ip T NP o, 5.5.2
' (875' “gaz”) Tolg H NI =0 (5:5.2)

Die storungstheoretische Betrachtung verlauft analog zu 5.2, d.h. in Gleichung (5.5.2)
wird ein zundchst beliebiger Storterm g(z2”,t) eingefiihrt und in Abhéngigkeit dieses
Termes ein Fundamentaldifferentialgleichungssystem entwickelt. Wir verwenden direkt
das zur skalierten, gestorten Gleichung entwickelte Differentialgleichungssystem (5.3.7)
aus Abschnitt 5.3 und kénnen in ihm k(¢) und R(¢) Null setzen:

alt) = %Im [/dzA(z,t)},

Rit) = Tl(t)lm [ / dzzA(z,t)] ,

k() = 2a1(t)Re [/dz@(z,t)],

b(t) = fsg))Jr 4al(t)Re [ / dzA(z,t)]. (5.5.3)
Az, t) = g(S)¥*(z,t), (5.5.4)
O(z,t) = ¢g(S)o,¢*(z,1). (5.5.5)

Ey(t) berechnet sich fiir das gestorte Soliton geméaf (5.3.1) und der skalierten, in ¥’
ruhenden Solitonenlésung,

¥(zt) = cosha(t)z (5:5.6)

' Eo(t) = —4a3(t). (5.5.7)

Wegen k(t), R(t) = 0 muss fiir (5.5.6) automatisch &(t), R(t) = 0 gelten, was sich wegen
der Punktsymmetrie der zu integrierenden Funktionen in (5.5.3) fiir beliebig sinnvolle
Storterme bestatigt. Wir gelangen also effektiv zu einem gekoppelten Differentialglei-
chungssystem der Form

a(t) = %Im [ / dzA(z,t)} ,

ot) = —a2(t)+4a1(t)Re UdzA(z,t)]. (5.5.8)
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5.5 Gestorte Losung fiir ein ruhendes Soliton

Damit kann fiir beliebige Storterme die Dynamik des im mitbewegten Bezugssystem Y’/
ruhenden Solitons (5.5.1) bestimmt werden, womit natiirlich auch die Dynamik in ¥
bekannt ist. Es konnen die folgenden Beispiele mit denen aus 5.4 verglichen werden.

5.5.1 Dampfung der KNSG

9(8) = gl=.1) = —izth(z.) (5.5.9)
Das Differentialgleichungssystem lautet
a(t) = _Va(t)v
P(t) = —d?(t). (5.5.10)
Also gilt
at) = a(0)e™,
_ a®(0) | a*(0) oy

5.5.2 Parametrische Anregung der Form hy*(z,t)e
Den Skalierungsvorschriften 4.5 folgend gilt fiir den Storterm in der skalierten Gleichung
9(8) = g(z,t) = hp*(z,t)e* ™, (5.5.12)

Einsetzen in das Fundamentalgleichungssystem (5.5.8) fiihrt auf die gekoppelten Diffe-
rentialgleichungen

a(t) = 2ha(t)sin2 (Qt + ¢(t)),

b(t) = —a’(t) +hcos2 (0 + ¢(t)). (5.5.13)
Mit der Substitution n(t) = ¢(t) + Qt erhélt man
a(t) = 2ha(t)sin2n(t),
n(t) = Q—a*(t) + hcos2n(t). (5.5.14)

Wir haben bis jetzt eine Losung der Form (5.5.6) angenommen. Wie schon in 5.1 erwéhnt,
ist aber auch jedes ruhende Soliton der Form

0\ 2a(t)e” 00
_ 0
P(z,t) =e “cosha(®)z 0 € [0,2m), (5.5.15)

eine Losung der ungestorten KNSG. Beispielsweise haben die Differentialgleichungen
(5.5.14) fiir ¢’ =i die Form [31]

a(t) = —2ha(t)sin2n(t),
n(t) = Q—a?(t) — hcos2n(t). (5.5.16)
Transformation von h — —h fithrt (5.5.14) in (5.5.16) tiber.
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5 Stérungstheorie

5.5.3 Parametrische Anregung der Form hi(z,t)e?**

Der Storterm einer parametrischen Anregung fiir die skalierte Gleichung sei nun nicht
mehr o< 9*(z,t), sondern o 1(z,t)

g(S) = g(z,t) = hap(z,t)e? ¥, (5.5.17)

Diese Form der Storung fithrt auf einen relativ leicht zu handhabenden Satz von Dif-
ferentialgleichungen, da im Argument der trigonometrischen Funktionen keine explizite
Phasenabhéngigkeit mehr berticksichtigt werden muss:

a(t) = 2ha(t)sin 20,

d(t) = —d®(t) + hcos20t. (5.5.18)
Damit ist die Losung dieser Differentialgleichungen gegeben durch
a(t) = a(o)e—%(cos%}t—l)7
o) = o(0)+ / dt [—a2(0)e—2%(“’52m—1) + R cos 2Qt]. (5.5.19)

Die Ergebnisse kann man wiefolgt interpretieren. Zunéchst bleibt festzuhalten, dass es
keine Frequenz 2 der parametrischen Anregung (5.5.17) gibt, bei der sich kein Einfluss auf
die ruhende Solitonenlésung manifestiert. Des Weiteren ist jede dynamische Anderung
von a(t) automatisch mit einer dynamischen Anderung von ¢(t) verbunden. Koppelt man
die parametrische Anregung an einen d-Puls, d.h. g(S) = g(z,t) = h(z,1)e*¥*5(t — T),
so erkennt man, dass es Frequenzen Q) gibt, fiir die keine Amplitudendnderung a(t) zu
erwarten ist, bei denen sich aber die parametrische Anregung in einer Phasenakkumula-
tion mit der Anregungsamplitude +h niederschlégt. Diese Frequenzen sind dann gegeben
durch Q = ngp,n € Z.

5.5.4 Kombination aus parametrischer Anregung und Dampfung
Wir kombinieren nun die Dampfung aus 5.5.1 mit der parametrischen Anregung aus

5.5.2, was im mitbewegten Bezugssystem bedeutet

9(S) = g(z,t) = hp* (2, )% — 1%1/;(2,,:). (5.5.20)

Daraus resultiert konsequenterweise fiir das beschriebene ruhende Soliton das Differenti-
algleichungssystem

a(t) = —~a(t) — 2ha(t)sin2n(t),
nt) = Q—a?(t) — hcos2n(t). (5.5.21)

Dieses System hat stabile, stationére Fixpunkte, die wir fiir a(t) = 7(¢) = 0 erhalten [31]:

2
4, = (_1)%/9“/}12—%,

M = T+ 10, (5.5.22)
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5.5 Gestorte Losung fiir ein ruhendes Soliton

wobei sin 29 = — g5 gilt. Da a(t) und 7(t) aus R sein miissen, kann ein stabiles Soliton
der Form (5.5.14) oder (5.5.16) nur dann existieren, wenn gilt

2
%<h< ‘/QQ+%' (5.5.23)

5.5.5 Lokalisierung der parametrischen Anregung

Bis jetzt sind alle Storterme immer global im Ort betrachtet worden. Ein im mitbewegten
Bezugssystem ruhendes Soliton erfahrt also an jedem Ort gleichermafien die Stérung. Fiir
Storungen durch Dampfung ist diese globale Betrachtung sicherlich eine realistische Ap-
proximation, da es fiir ein homogenes Medium idealerweise keinen Unterschied machen
sollte, an welcher Stelle sich das Soliton befindet; die Dampfung sollte eben nicht orts-
abhingig sein. Anregungen hingegen sind oftmals an einem gewissen Bereich lokalisiert,
da die experimentelle Realisierung zumeist iiber Antennen von endlicher Breite erfolgt.
So bleibt die Frage zu kldren, was sich bei Lokalisierung effektiv an der Dynamik des
betrachteten Solitons &ndert und wie die essentiellen Differentialgleichungen aussehen,
die das Soliton zu jeder Zeit charakterisieren. Wie schon in Abschnitt 5.4 sind die An-
regungen iber §-Lokalisierungen besonders leicht zu handhaben. Es sei an dieser Stelle
nochmals daran erinnert, dass die Storung der in diesem Abschnitt betrachteten ruhen-
den Solitonen, ein leichter zu handhabender Spezialfall von 5.2 ist.

Wir wéhlen in der unskalierten Gleichung (5.5.2) einen Storterm der Form

g(=" 1) = Z he2§ (2" — nL)U* (2", 1). (5.5.24)

n=1

Die Summierung von lokalisierten J-Anregungen ist durchaus sinnvoll, da im ruhen-
den Bezugssystem das Soliton mit R(t) = 0 sich zwar nicht bewegt, dafiir aber die
0-Lokalisierungen mit der Gruppengeschwindigkeit v, dieses ruhende Soliton iiberlaufen.
Die Transformation hin zu g(S) geméf der Skalierungsvorschriften fiir die KNSG liefert

9(8) = g(z,t) =1/ % Z g(t)o(z + vyt —nL)yY*(z,t), g(t) = he®™ . (5.5.25)
n=1

Das Fundamentaldifferentialgleichungssystem (5.5.8) lautet:

CL(t) = h %az(t) sin 2(¢(t) + Qt) E:anl WM,
O(t) = —a?(t) + hy/ shalt) cos 2(p(t) + Q) S — a(t)l(nL_Ugt). (5.5.26)

Sei nun a(t) >> 0, dann kénnen wir mit der "Wirksamkeitsndherung’ schreiben:

1
cosh?a(t)(nL — vgt)

~ 0(nL — v,t). (5.5.27)
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Dieses Ergebnis ist wiederum so zu interpretieren, dass sich Amplitude und Phase fiir alle
Zeiten, in denen keine §-Lokalisierung in Betracht gezogen werden muss, geméf der Dyna-
mik a(t) = 0 und ¢(t) = —a?(t) entwickeln. An jeder Nullstelle der § — Funktion machen
Phase und Amplitude einen zusétzlichen Sprung, der im Wesentlichen von der Frequenz
Q und der Amplitude h der Anregung abhingt. (5.5.26) stimmt konsequenterweise mit
Gleichungssystem (5.4.21) fiir k£ = 0 iiberein. Die Unstetigkeitsstellen sind analytisch wie-
derum relativ schwer auszuwerten. Dennoch kann man fiir einige Spezialfille interessante
Schlukfolgerungen ziehen. Beispielsweise gilt a(t) = 0 fiir ¢(t) = —Qt + 57, n € N. Dies
bedeutet, dass ein in Y’ ruhendes Soliton der Form

iQt
gio V2a()e™ 6 [0,2n), (5.5.28)

Yzt = cosha(t)z’

mit obiger Anregung (5.5.24) an den d-lokalisierten Orten reine Phasenakkumulation
zu erwarten hat, was zu einer echten Verstirkung der Amplitude ohne Anderung der
Solitonencharakteristik fiithrt. Wir weisen darauf hin, dass der Begriff Amplitude fiir a(t)
eigentlich nicht ganz korrekt war, da sich mit a(t) # 0 das Aussehen nicht nur in Bezug
auf die Solitonenmagnitude, sondern auch in Bezug auf die Varianz entscheidend &dndert.
Uber die Stérungsbeispiele ist fiir kleine Storungen also stets die raumzeitliche Dynamik
eines Solitons nahezu vollstédndig zu bestimmen. Nimmt man an, dass sich Dadmpfung
und Anregung gerade kompensieren, in jeder Anregungssequenz quasi neu ein Soliton
der Frequenz €2 erzeugt wird, und man sich nur fiir die qualitative Dynamik an den
Anregungsstellen interessiert, ist es moglich diese Storbeitrdge zu vernachlissigen und
nach Losungen zu suchen, die der ungestorten KNSG gehorchen. Dieses haben wir in
Kapitel 6 angenommen und so die theoretische Beschreibung des Mobiussolitons [15]
gefunden. Die vollstéandige zu allen Zeiten und an allen Orten giiltige Dynamik dieses
speziellen Solitons gelingt dann wiederum mit der stérungstheoretischen Betrachtung
unter Hinzunahme entsprechender Storterme.
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KNSG

In Abschnitt 4 ist es uns gelungen, die Kubische Nichtlineare Schrédinger-Gleichung zu
plausibilisieren und ihre Bedeutung fiir nichtlineare, dispersive Medien aufzuzeigen. Wir
haben gesehen, dass die KNSG exakte Losungen besitzt; Losungen, die beispielsweise
die Amplitude einer fast harmonischen Welle in einem nichtlinearen, dispersiven Medi-
um beschreiben. Die Storung dieser Losungen durch Dampfungsterme oder Anregungen
haben wir in Abschnitt 5 behandelt. Dabei sind wir des Ofteren auf mehr oder weniger
komplizierte Differentialgleichungen gestofsen, die die Dynamik des gestorten Solitons fiir
relativ kleine Stérungen ndherungsweise beschreiben kénnen.

Wir werden uns im Folgenden explizit mit einer parametrisch getriebenen, Nichtlinearen
Schrédinger-Gleichung beschéftigen, wobei eine mogliche Lokalisierung zunéchst durch
eine allgemeine Funktion f(z,t) angegeben werden soll. Die Betrachtung spezieller Lo-
sungen ermoglicht letztlich eine Darstellung im Ortsraum und einen direkten Zusammen-
hang der Nichtlinearen Schrédinger-Gleichung zu schwach nichtlinearen Oszillatoren, wie
beispielsweise den Duffin-Oszillator.

Nutzt man die Galilei-Invarianz der KNSG aus, lassen sich eine Vielzahl mdglicher Lo-
sungen angeben, die alle durch einen individuellen k-Wellenvektor gekennzeichnet sind.
Die Dynamik der Phase wird entscheidend von diesen k-Wellenvektoren getragen, was
letztlich zur Beschreibung der in [15] gefundenen M&bius-Solitonen fiihrt. Um die Abhén-
gigkeit der Phase vom Wellenvektor k nachvollziehen zu kénnen, muss die urspriingliche
KNSG verwendet werden. Die Evolutionsgleichung fiir das Envelope-Soliton kann keine
k-abhéngige Phasenakkumulation zeigen.

6.1 Die parametrisch getriebene Schrodinger-Gleichung

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der gestorten Kubischen Nichtlinearen Schrédinger-
Gleichung als Evolutionsgleichung fiir ein Envelope-Soliton ! im mitbewegten Bezugssys-
tem X'.:

: D 62 ;
iU+ (5@ +N |\11|2> U = —iqy W + he? M f(2,1)T*. (6.1.1)

'Fiir ein Envelope-Soliton wird die k-Abhé#ngigkeit der Phase vernachlissigt. Damit stellt es die
Einhiillenden-Funktion eines Solitons mit Wellenvektor k dar.
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Nehmen wir nun Losungen der Form ¥ = e*¥4) an, so erhilt man fiir ¢ die Differential-
gleichung

N D o 2 . .

i (9 +i00) + <5@+N|w| >¢= —iyp + hf (2, 60", (6.1.2)
Es ist sofort ersichtlich, dass mit einer parametrischen Anregung oc V* der Frequenz 2}
ein Envelope-Soliton mit der Frequenz 2 verstiarkt werden muss. Fiir Gleichung (6.1.2)
kénnen wir nun die allgemeine Form eines Wellenansatzes machen:

Y(z,t) = Az, 1)@ A(z, 1), ¢(z,t) € R. (6.1.3)

Eingesetzt in Gleichung (6.1.2) und Aufspaltung in Real- und Imaginérteil, liefert das
gekoppelte Differentialgleichungssystem, welches die Dynamik der Loésung

U(z,t) = Az, 1) HHeE0) = A( 1)@ (6.1.4)

von Gleichung (6.1.1) beschreibt. Wenn nicht explizit notwendig, werden wir im Fol-
genden zur besseren Ubersichtlichkeit das Argument der Funktionen nicht mehr hin-
schreiben, und Ortsableitungen mit einem hochgestellten ' kennzeichnen. Die Envelope-
Solitonen werden im Folgenden schlicht als Solitonen bezeichnet, obwohl wir schon an
dieser Stelle auf den fundamentalen Unterschied in Bezug auf die Phase hinweisen:

"
b+ Do TL N e hf(at)eos2 = 0,
A+ %;s”A + D¢'A"+ yA+ Ahf(z,t)sin2¢ = 0. (6.1.5)

6.2 Auswertung des gekoppelten
Differentialgleichungssystems

Das Differentialgleichungssystem (6.1.5) besitzt spezielle Losungen, die wir uns in den
folgenden Unterabschnitten plausibel machen wollen.
6.2.1 Differentialgleichung im Ortsraum (¢ = 0,nm;n € N)

Unter den Randbedingungen ¢ = 0,nm; n € N vereinfacht sich das Differentialglei-
chungssystem zu

A+vyA = 0,
gA”—QAJrNA?’ = hAf(z,1). (6.2.1)

Mit den so gewahlten Randbedingungen postuliert man die Existenz eines Envelope-
Solitons. Nehmen wir weiter ein ungeddmpftes System (v = 0) an, so muss A(z,t) zeitu-
nabhéngig sein, A(z,t) — A(z). Daraus resultiert eine Differentialgleichung, die man als
leicht abgeénderte, getriebene Duffin-Gleichung im Ort bezeichnen kann [48]:

gA”(z) — QA(2) + NA3(2) = hA(2) f(2). (6.2.2)
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6.2 Auswertung des gekoppelten Differentialgleichungssystems

Fiir ¢ = (2n+1)F &ndert sich das Vorzeichen der rechten Seite in (6.2.2). Die Wahl dieser
speziellen Losungen transformiert das zeit- und ortsabhéngige Differentialgleichungssys-
tem in ein rein ortsabhéngiges und mit der so entwickelten Differentialgleichung (6.2.2)
ist es uns moglich, die Dynamik eines Solitons der Form +A(2)e** und eines der Form
+iA(2)e** zu analysieren 2.

Vernachlassigen wir die Anregung hA(z)f(z) und betrachten das dynamische Verhalten
analog im Zeitraum, dann erinnert Gleichung (6.2.2) fiir D = 2 stark an eine Federglei-
chung mit der treibenden Kraft F(A(z)) = QA(z) — NA3(2) und der Federkonstanten
k=k(A(2)) = —Q+ NA%(2). Fiir N > 0 wird mit zunehmender Ausdehnung die Feder-
konstante grofer, was zu grofseren Frequenzen der Oszillationen fithrt. Fir N < 0 wird
die Feder mit zunehmender Ausdehnung immer weicher 3.

Gleichung (6.2.2) beschreibt fiir h = 0 statische Losungen der KNSE, wobei der Term
x A(z) in eine verallgemeinerte Schrédinger-Gleichung eingearbeitet werden muss [44].
Wir integrieren Gleichung (6.2.2) und erhalten

D)y =Sa0) -

A+ 0+ [ a ARG E) (6.23)
Hierbei bezeichnet C' die Integrationskonstante, die die verallgemeinerte Energie im Sys-
tem beschreibt. Losen des Integrals auf der rechten Seite zeigt, wie die Amplitude h der
parametrischen Anregung die in ¢(z,t) phasenfeste Losung A(z) des Solitons ¢(z,t) be-
einflusst. (Man beachte, dass die komplette Phase des Solitons ¥(z,t) als Losung von
(6.1.1) die Form ®(z,t) = Qt + ¢ hat). Wir werden im Folgenden stets ¢ = 0 und N > 0
annehmen und Losungen von Gleichung (6.2.3) in Abhéngigkeit der Vorzeichen von D
und € betrachten.

6.2.2 Losungen im Phasenraum

Sei im Folgenden h = 0 angenommen, also ein System, welches nur durch die einge-
koppelte Frequenz der parametrischen Anregung entscheidend bestimmt ist. Dieses ist
z.B. dann physikalisch sinnvoll, wenn Dampfungseinfliisse und Anregung sich kompen-
sieren. Verwendet man anstelle der parametrischen Anregung in (6.1.1) die Anregung
ihe?™ ™ f(z,¢)U* fiihrt dies unter Verwendung der Losungen aus 6.2.1 direkt zum gekop-
pelten Differentialgleichungssystem

A4+~A—hAf(zt) = 0,

%A” ~QA+NA® = 0, (6.2.4)

womit die Kompensationsmoglichkeit unmittelbar augenscheinlich wird. Man unterschei-
det nun zwischen fiinf unterschiedlichen Losungen von Gleichung (6.2.3)[44]. D = 2 und

2Die Analyse basiert auf der Wahl der speziellen Storterme in 6.1.1, andere Stérterme sind ebenso
anwendbar.
3Gleichung (6.2.2) stellt im Zeitraum quasi eine Newtonsche Bewegungsgleichung dar.
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6 Phidnomenologische Betrachtung der KNSG

C = 0 wird im Allgemeinen als solitdrer Puls bezeichnet, wihrend D = —2 und C = —%

als Schockzustand bezeichnet wird. Die Abgrenzung dieser Zusténde geschieht also iiber
die Faktorisierungsméglichkeiten der rechten Seite in (6.2.3). Die anderen Losungen wer-
den unter dem Stichwort periodisch nichtlineare Wellen zusammengefasst. Dabei werden
wir D stets als £2 annehmen (durch geschickte Skalierung ist dies immer moglich), um
die Differentialgleichung (6.2.2) in ihrer Struktur moglichst einfach zu halten. Mit einer
weiteren Skalierung lasst sich auch der nichtlineare Koeffizient N auf eins skalieren. Die-
ses haben wir in der numerischen Auswertung von Gleichung (6.2.2) beriicksichtigt. Die
Frequenz €2 hingegen wollen wir als variablen Parameter der Gleichung betrachten und
ihn in keine weitere Skalierung einbinden. Das bedeutet, dass wir Gleichung (6.2.2) in
Abhéngigkeit der Parameter C' und {2 auswerten kénnen.

1. D=2,Q0<0

T T T
Phasenraumdiagramm

dA/dz

D=2, Q<0

Abbildung 6.1: Phasenraumplot von A’ gegen A fir D = 2, < 0, die verschiedenen
Konturen basieren auf unterschiedlichen Anfangsbedingungen.

Im allgemeinen Fall ist also die Differentialgleichung (6.2.3) zu lésen, um die rein
ortsabhéngige Losung A(z) zu erhalten. Nach Separation der Variablen ist dies
dquivalent zur Losung des Integrals

Al(zo)
@/ dA = 2. (6.2.5)
2 Jao Lot

QA2 NA4
2 1

Da die Auswertung dieses Integrals nicht trivial ist 4, versuchen wir uns die Losun-
gen im Phasenraum zu veranschaulichen. Zu diskutieren bleibt also die Funktion

A(z) = %\/C + QA;(”Z) - NA:(”Z). (6.2.6)

4Das Integral wird als elliptisches Integral nicht unmittelbar zu analysieren sein.
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Die Diskussion dieser Funktion in Abhé&ngigkeit der variablen Parameter und An-
fangsbedingungen wird in Abschnitt 6.2.4 vollzogen. An dieser Stelle werden wir
Gleichung (6.2.2) als gewohnliche Differentialgleichung direkt numerisch implemen-
tieren und die Losungen in Abhéngigkeit der gewéhlten Parameter im Phasenraum
grafisch auswerten. Die Integrationskonstante C' ist dabei geméf der Anfangsbe-
dingungen und der Frequenz 2 in der numerischen Implementierung gegeben und
gibt, wie eingangs erwihnt, eine verallgemeinerte Energie des Systems vor.

Der Parameter 2 wurde fiir alle Phasenraumlosungen zunéchst festgehalten. Ab-
bildung 6.1 visualisiert schliefslich das Phasenportrét fiir h =0, D = 2 und € < 0.
Man erkennt die Periodizitiat der Losungen und die Beschrianktheit von A(z) auf ein
festes Raumgebiet. Jede Periode ist durch zwei Nulldurchgénge und zwei Extrema
(Hochpunkt und Tiefpunkt) charakterisiert. Nimmt man A(0) = 1 an, entspricht
dieses im Ortsraum einem cosinusoidalen Verhalten. Wihlt man (A, A) = (0,0) als
Anfangsbedingung, so muss C = 0 gelten. Fiir D, N > 0 und €2 < 0 existiert dann
aber nur die Losung, die sich eben auf den Punkt (A4, A") = (0,0) zusammenzicht.
Wir werden dieses mit 6.2.4 nachvollziehen konnen.

2. D=2, 0>0

T T T
Phasenraumdiagramm

dA/dz

Abbildung 6.2: Phasenraumplot von A’ gegen A fiir D = 2, Q > 0. Die verschiedenen
Konturen basieren auf unterschiedlichen Anfangsbedingungen. Deutlich zu erkennen ist
die starke Abhéngigkeit der Periodizitdt einer Kontur von diesen Anfangsbedingungen.

Abbildung 6.2 zeigt das qualitative Verhalten der Losungen W(z,t) = e A(2) fiir
h =0 und > 0 im Phasenraum. Auch bei dem so gewéhlten Vorzeichen von 2
zeigt sich die Periodizitat der Losungen und die Beschréanktheit von A(z). Dennoch
unterscheiden sich Abbildung 6.1 und Abbildung 6.2 in zwei wesentlichen Punkten.
Zum einen existiert bei gewissen Anfangsbedingungen eine Losung, die wiahrend ei-
ner Periode keinen Nulldurchgang in A hat, also im Ortsraum keine Symmetrie zur
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6 Phidnomenologische Betrachtung der KNSG

z-Achse aufweist. Es existiert aber stets auch die zur A-Achse symmetrische Losung
mit gleichem periodischen Verhalten, nur eben mit entgegengesetztem Vorzeichen
von A. Zum anderen existieren Losungen mit geschlossener, periodischer Kontur,
fiir die A’ an vier Stellen extremal wird, d.h. die periodische Losung hat im Gegen-
satz zu Abbildung 6.1 vier Wendepunkte. Diese Losungen liegen punktsymmetrisch
um (A, A’) = (0,0) und weisen deswegen eine wesentlich ldngere Periode auf als die
eben beschriebenen. Wir werden uns mit diesen beiden unterschiedlichen Periodi-
zitdten im folgenden Abschnitt beschéftigen und ihr Verhalten in Abhéngigkeit des
Parameters Q von Gleichung (6.2.2) auswerten. Wir bemerken des Weiteren, dass
iiber die Anfangsbedingungen und den Parameter Q2 der Parameter C festgelegt
wird.

3.D=-2,Q0>0

T T T
Phasenraumdiagramm

dA/dz
o
|
c"’"" / / \'\
// \ )
\ \ /,e /
\ Y /

-~
D=2, Q>0
1.5 L L
-1.5 1 0.5 0 0.5 1 1.5
A

Abbildung 6.3: Phasenraumplot von A’ gegen A fiir D = —2, Q > 0, die verschiedenen
Konturen basieren auf unterschiedlichen Anfangsbedingungen. Die Konturen sind nur fir
gewisse Anfangsbedingungen geschlossen, also rdumlich periodisch, fiir andere sind die

Losungen nicht mehr beschrankt.
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Waihlt man D negativ, haben in der Schrédinger-Gleichung nach (6.1.1) D und
N (N war stets als positiv angenommen) entgegengesetzte Vorzeichen. Dieses hat
entscheidende Auswirkungen fiir die Losungen A(z) von Gleichung (6.2.2).

Fiir bestimmte Anfangsbedingungen ist das Verhalten dhnlich zu dem in 1, d.h. die
Losungen sind periodisch und A(z) bleibt beschriankt Vz. SchlieRlich existieren aber
auch numerische Anfangsbedingungen (C-Werte), aus denen keine Beschrianktheit
der Losung A(z) mehr folgt und kein rdumlich periodisches Verhalten mehr méglich
ist. Bei diesen unbeschrankten Losungen kann man die mit Nullstellen aber ohne
Extrema von denen mit Extrema aber ohne Nullstellen unterscheiden (Abbildung
6.3).



6.2 Auswertung des gekoppelten Differentialgleichungssystems

Wir weisen des Weiteren darauf hin, dass es fiir < 0 und D = —2 keine ge-
schlossenen Konturen gibt. Periodisches Verhalten ist in diesem Fall also génzlich
ausgeschlossen. An dieser Stelle sei bemerkt, dass die abgeleitete Gleichung (6.2.2)
flir h = 0 die statischen Losungen einer Schrédinger-Gleichung der Form

0A(z,t) n 282A(z,t)
ot 2 922

beschreibt. Letztlich beschreiben die Phasenraumplots also auch Plots eben dieser
statischen Losungen.

— QA(z,t) + N |A(z, )] A(z,t) =0 (6.2.7)

6.2.3 Der Parameter (2

Wir werden uns im Folgenden nur noch den ortsfesten Losungen mit D = 2 widmen,
also den Losungen aus 1 und 2, und ihr Verhalten in Abhéngigkeit des Parameters (2
skizzieren. Interessant ist vor allem die mogliche Anderung der Periodizitit der ortsfesten
Losung in 2, da es in einem sehr kleinen Parameterbereich (C, ) zu einem qualitativ
vollig unterschiedlichen Verhalten kommen kann. Dazu héilt man die Anfangsbedingungen
(Ap, Aj)) der numerisch implementierten Differentialgleichung (6.2.2) fest, variiert Q und
visualisiert sich numerisch das Verhalten von A(z). Mit jeder {2-Variation variiert geméaf
(6.2.6) auch der Wert der verallgemeinerten Energie C', was physikalisch sinnvoll ist.

Abbildung 6.4 zeigt, wie sich die Periodizitdt, die iiber den Abstand zweier Maxima
definiert wurde, in Abhéngigkeit von §2 bei festen Anfangsbedingungen dndert. Besonders
augenscheinlich sind die scharfen Peaks bei gewissem €2, die sich in Abhéngigkeit diverser
Anfangsbedingungen verschieben lassen. An diesen Stellen reicht eine kleine Abweichung
vom Parameter 2 aus, um die Periodizitat der Losung A(z) entscheidend zu beeinflussen.

140000

T
!

120000

100000

T
!

80000 r

60000

40000

skalierter Maximaabstand

20000 r

0

Abbildung 6.4: Abstand zweier Maxima von A(z) in Abhéngigkeit des Parameters Q, der
die Phase eines Solitons der Form v(z,t) = A(z)e®* beschreibt. Die unterschiedlichen Kurven
basieren auf verschiedenen Anfangsbedingungen (Ag, Af). Bei festem (Ag, Ap) resultiert aus jeder
Q-Variation automatisch eine Anderung der verallgemeinerten Energie C.
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6 Phidnomenologische Betrachtung der KNSG

Im Phasenraumbild ist dieser Peak dadurch manifestiert, dass die Losungen mit Null-

durchgéingen in jene iibergehen, die keine Nulldurchgénge in Bezug auf A(z) haben und
umgekehrt. Dieser Ubergang resultiert dann in einer Verdopplung bzw. Halbierung der
Periode.
Abbildung 6.5 veranschaulicht dieses Verhalten, wobei die Anfangsbedingungen so ge-
wahlt wurden, dass sie mit der entsprechenden Kurve in Abbildung 6.4 iibereinstimmen.
Folgerichtig ist der Parameter €2 mafsgeblich dafiir verantwortlich, wann die ortsfeste Lo-
sung A(z) ihre Anfangsbedingung erneut erreicht und entscheidet iiber das strukturelle
Erscheinungsbild von A(z) wihrend einer Periode.

Phasenraumdiagramm Q=41

4l Q=4.15
Q=2 -
5F

dA/dz

Abbildung 6.5: Phasenraumdiagramm fiir feste Anfangsbedingungen (Ao, Af) bei unterschied-
lichen Werten fiir 2.

Gleiches gilt natiirlich auch fiir den Parameter C', also die verallgemeinerte Energie des
Systems, bzw. die Anfangsbedingungen, wie wir im vorangegangenen Abschnitt schon
verdeutlicht hatten. In einem sehr engen Frequenzbereich kommt es zu einem in Bezug
auf die Symmetrie vollig unterschiedlichen Modenverhalten. Abbildung 6.6 zeigt das Mo-
denverhalten weit entfernt vom ’kritischen Peak’, wéhrend Abbildung 6.7 nochmals die
plotzliche Periodizitdtsdnderung des ortsaufgelosten Solitons visualisiert. Das Auffinden
der ’kritischen Frequenz’ €2, an der die Periodizitat der Losung derart entscheidend beein-
flusst wird, ist mit Gleichung (6.2.6) leicht zu berechnen, da die entsprechend ’kritische
Losung’ durch den Phasenraumpunkt (A, A") = (0,0) gehen muss. Dies bedeutet C' =0
(solitérer Puls), womit eine direkte Beziehung der Frequenz  zu den Anfangsbedingun-
gen (A, Aj) hergestellt werden kann (vgl.6.2.4).

Die bis jetzt betrachteten Losungen der KNSG sind im Ortsraum fest und variieren
mit der Frequenz ) nur in Bezug auf ihre Phase. Es sind deshalb stehende Lésungen der
KNSG, die den Ortsraum entsprechend der Abbildungen 6.6 und 6.7 ausfiillen. Nun muss
unter periodischen Randbedingungen stets A(z) = A(z + L) gelten, wobei L die Peri-
odenlénge bezeichnet. Gibt man L vor, lassen sich stehende Losungen nur fiir bestimmte
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Abbildung 6.6: Losung von A(z) im Ortsraum fiir unterschiedliche Frequenzen €2 und bei fester
Anfangsbedingung (Ao, Ap).
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Abbildung 6.7: Losung von A(z) im Ortsraum am kritischen Peak. In einem sehr kleinen
Frequenzbereich kommt es bei fester Anfangsbedingung zur Periodenverdopplung.

Frequenzen ) erzeugen. Unter Variation der Anfangsbedingungen, lassen sich aber stets
solche Losungen erzeugen, deren Phasenfrequenz nahe am kritischen Peak liegt, fiir die
also C' = 0 gilt.

Koppelt man nur ein Soliton pro Periodenlédnge ein ist dies natiirlich nicht relevant, erst
bei Multi-Solitonen, die man durch Mehrfachanregung pro Periodenldnge erzeugen kann,
kommt dieser kritische Peak entscheidend zum Tragen. Beispielsweise konnen sich bei
Moden aus 2 Solitonen die symmetrischen, genauso wie die antisymmetrischen, als ste-
hende Losungen in einem sehr engen Frequenzbereich stabilisieren. Die Bezeichnung der
Moden als 'symmetrisch(s)’ und ’antisymmetrisch(a)’ bezieht sich auf sinnvoll gewéhlte
Symmetrieachsen und soll im Folgenden Nomenklatur fiir diese Moden sein. Das zu-
néchst {iberraschend erscheinende Resultat der Existenz dieser beiden Losungen, findet
kein Analogon in der linearen Physik mehr und wurde erst kiirzlich in den Arbeiten [10]
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und [11] untersucht.

Es bleibt die Frage zu kléaren, welche Lésungen sich fiir die kleinere Frequenz und welche
flir die grofere am kritischen Peak stabilisieren. Vergrofert man langsam die Frequenz,
stabilisieren sich im Ortsraum die antisymmetrischen vor den symmetrischen. Es ist nun
zu beachten, dass sich die bis jetzt erhaltenen Ergebnisse als stehende Losungen auf ein
mitbewegtes Bezugssystem Y beziehen. Im realen Bezugssystem ¥ wird sich das Soliton
mit der Gruppengeschwindigkeit v, bewegen, also der unskalierten Schrodinger-Gleichung
der Form

2
i (%—‘f + vg%> + %D% + N|UP U = —iy W + e f (2" 1) u* (6.2.8)
gehorchen.

vy steht dabei im direkten Zusammenhang zum selektierten Wellenvektor k& und be-
zeichnet die Geschwindigkeit des Envelope-Solitons. Fiir & = 0 ist v, = 0 und und das
mitbewegte Bezugssystem Y/ ist identisch mit X. Die reale Bewegung der Solitonen ist
natiirlich wesentlich, um mit einer einzigen, lokalisierten Anregung Multisolitonen als in
Y/ stehende Losungen zu erzeugen.
Sei Tp nun die Umlaufzeit, in welcher das Soliton mit der Geschwindigkeit v, die Lénge
L durchlduft, dann hat dieses Soliton nach der Linge é und der verstrichenen Zeit %
geméfs der Frequenz €2 eine Phasenakkumulation um 7 erhalten. Diese Akkumulation ist
stringentes Resultat aus den periodischen Randbedingungen, die eine Phasenakkumula-
tion des mit v, bewegten Solitons nach einem kompletten Umlauf von 27 fordern. Zu-
sammen mit den antisymmetrischen Ortslésungen erhélt man folgerichtig symmetrische
Gesamtlosungen, die bei kleineren Frequenzen als die antisymmetrischen Gesamtlosungen
anzutreffen sind. Diese Gesamtlosungen schieben sich dann als Multisolitonenlésungen
mit der Gruppengeschwindigkeit v, durch das periodische Ringsystem?®.
Die Auswertung der parametrisch getriebenen, geddmpften KNSG unter speziellen Rand-
bedingungen (Envelope-Ndherung) hat uns also auf eine Differentialgleichung gefiihrt,
mit deren Hilfe man die Lésungen im Ort in Abhéngigkeit zweier Parameter C' und €2
bestimmen kann. Es ist immer moglich, fiir gegebene Periodenldnge L und Frequenz
), die den periodischen Randbedingungen geniigen muss, durch Einstellung der Energie
die Frequenz in die Nédhe des kritischen Peaks zu bringen, so dass es immer zwei im
mitbewegten Bezugssystem Y stehende Losungen mit leicht unterschiedlicher Frequenz
geben kann, ndmlich die symmetrischen und die antisymmetrischen. Diese Multisolito-
nenlésungen variieren zwar noch zeitlich mit der Frequenz €2, da die Gesamtlosung die
Form (z,t) = A(z)e’* hat, miissen aber aufgrund der periodischen Randbedingungen
nach der Zeit Ty wieder die Anfangsbedingungen erreicht haben. Im realen Bezugssystem
> sind die obigen Multisolitonenlosungen aber Losungen der Form

U(z,t) = A(z — vyt)e’™, k #0, (6.2.9)

bewegen sich also als in sich stabile Losung mit der Gruppengeschwindigkeit vg. Wir
weisen des Weiteren darauf hin, dass die Differenzierung zwischen symmetrischen und

°Ein Ring ist eine der einfachsten Moglichkeiten, um periodische Randbedingungen zu generieren.
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antisymmetrischen Losungen trivialerweise nur fiir Multisolitonen, die bei Mehrfachan-
regung pro Periodenldnge entstehen, sinnvoll ist.

6.2.4 Parameterabhangige Diskussion der Lésungen

Die Ergebnisse des vorherigen Abschnittes lassen sich unmittelbar an Gleichung

Al(z) = %\/c + QA;(z) — NA:(Z) (6.2.10)

verifizieren. Bei festem D und N, was fiir homogene, nichtlineare Medien sicherlich eine
gute Approximation ist, hat man insgesamt zwei Parameter und die Anfangsbedingun-
gen, die die Losung festlegen miissen. Nur zwei dieser Grofen sind frei wihlbar und
determinieren damit die Losung schon vollsténdig. In der numerischen Implementierung
waren dies die Anfangsbedingungen und der Parameter €2, die folgerichtig den Parameter
C festlegen. Da A, A’ € R muss stets gelten:

NAY QA2
> -

0_4 2

(6.2.11)

Die Nullstellen von A’(z) miissen die Losungen mafgeblich charakterisieren. Man erhélt

fiir sie:
Q /92 4C
Ar234 = i\/ﬁ ety (6.2.12)

Fiir die Nullstellen in A(z) gilt:
C
Lo=2£2¢/—=. 6.2.13
o =225 (6.2.13)

Die Anzahl der Nullstellen fiir A und A’ ldsst sich also {iber den Parameter C' klassifizie-
ren.

e C>0
(6.2.13) folgend existieren genau zwei reelle Nullstellen in A, die punktsymmetrisch

zu A’ = 0 liegen:
C
Lo =424/ —=. 6.2.14
L2 =42/ 5 (6:2.14)

Sie sind unabhéngig von dem freien Parameter 2 und dem Systemparameter IV,
besitzen aber eine Dispersionsabhéngigkeit. Im Ortsraum haben wir diese Losungen
als antisymmetrische Losungen gekennzeichnet. Nach Formel (6.2.12) sind fir C' >
0 nur zwei reelle Nullstellen von A" moglich, namlich:

Q [0 4C
ALg_j:\/NJr IR a (6.2.15)
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Diese liegen punktsymmetrisch zu A = 0 und sind nicht vom Dispersionsparameter
D abhéngig. Fiir Q < 0 sind dieses die einzig moglichen Nullstellen (N, D > 0
und fest), wie man aus (6.2.11) und (6.2.15) leicht ableiten kann. Deshalb sind die
Konturen in Abbildung 6.1 alle punktsymmetrisch um (A, A’) = (0,0) und zeigen
ihr typisches elliptisches Verhalten. Fiir > 0 gilt dieses nicht mehr, da in diesem
Fall auch Losungen mit C' < 0 erlaubt sind, die ein anderes Losungsverhalten auf-
weisen. Abbildung 6.2 zeigt die Losungen fiir C' > 0. Es sind die Losungen, die der
verzerrten Ellipse folgen und nur zwei Nulldurchginge in A’(z) haben.

C<0

Trivialerweise existieren in diesem Fall keine reellen Nullstellen in A. Die Losung
bleibt im Ortsraum auf eine Halbebene (4 V —) beschrankt und wurde von uns als
symmetrische Losung bezeichnet. Das Nullstellenverhalten nach Formel (6.2.12)
muss fiir zwei Unterfélle unterschieden werden. Gilt |C| > %, so existieren keine
reellen Nullstellen, da die Diskriminante negativ wird. Auch mit der notwendigen
Losungsbedingung (6.2.11) fiihrt dieses sofort zum Widerspruch. Im Phasenraum
sind unter diesen Gegebenheiten keine geschlossenen Konturen mehr moglich. Ist
|IC| = %, existieren zwei Nullstellen von A’(z2). Die Forderung (A, A’) € R erlaubt

dann aber nur noch Lésungen mit A = :I:\/g , d.h. die Gesamtlosung hat sich auf
diese beiden Punkte zusammengezogen und die Periodizitatslange ist Null. Im Orts-
raum entspricht dieses zwei zur z-Achse symmetrischen Geraden mit Steigung Null.
Wir bemerken, dass diese Punkte gerade die Fixpunkte der Differentialgleichung
sind. Fiir |C| < % existieren vier Nullstellenlosungen in A’(z) geméafs

Q Q2 4C
Ai1p34 = ﬂ:\/ﬁ T/ Nz + N (6.2.16)

da die Diskriminanten beider Wurzeln positiv bleiben. Mit Bedingung (6.2.11) sind
diese vier moglichen Nullstellen wiederum nur dann moglich, wenn A auf ein ent-
sprechendes Phasenraumgebiet eingeschriankt wird, und zwar muss gelten:

QO fac o2
1A < \/N V5 N (6.2.17)

Diese zusétzliche Einschriankung ist insofern ersichtlich, da € und die Anfangsbe-
dingungen (Ao, Aj)) den Parameter C' determinieren. Genauso legen die Parameter
(22, C) die Kontur fest, also das fiir A und A’ beschrinkte Phasenraumgebiet. Wir
weisen nochmals darauf hin, dass C' < 0 nur fiir 2 > 0 Lésungen der Differential-
gleichung (6.2.2) liefern kann. Die gefundenen Losungen sind mit den Abbildungen
6.1 und 6.2 in Abhéngigkeit der Anfangsbedingungen sowie mit Abbildung 6.5 fiir
-Variation nachzuvollziehen. Interessant ist nun aber der kritische Peak, d.h. die
Frequenz, fiir die es bei minimaler Abweichung zu einer Periodenverdopplung bzw.




6.2 Auswertung des gekoppelten Differentialgleichungssystems

Halbierung kommt. An dieser Stelle miissen die Losungen mit zwei Nullstellen in
A'(2) in jene mit vier Nullstellen {ibergehen und umgekehrt. Die Vorhersage dieses
Peaks ermoglicht dann ein direktes Einstellen der Frequenz, an der quasi parallel
symmetrische und antisymmetrische Losungen im Ort moglich sind.

C=0
C = 0 beschreibt obigen Ausfithrungen folgend die kritischen Losungen des Sys-
tems. Nur fiir das so gewéhlte C' durchlauft die Phasenraumtrajektorie den Punkt

(A, A") = (0,0). Nach (6.2.10) erhélt man fiir das kritische Q:

DA N g2,

Q=—— 2.1
5z T3 (6.2.18)

Damit ist klar, wie bei gegebenen Anfangsbedingungen (Ao, Aj) der Parameter
gewdhlt werden muss, um symmetrische und antisymmetrische Losungen in einem
kleinen Frequenzbereich zu erzeugen (vgl. Abbildung 6.8). Andersherum kann fiir
ein gegebenes () die Anfangsbedingung auch so abgedndert werden, dass sie (6.2.18)
geniigt. Aufgrund der Beschrénktheit der C=0 - Lésung muss es auch Einschréan-
kungen fiir diese Anfangsbedingungen geben. Fiir gegebenes Q und A muss A’
weiterhin reell bleiben, womit gelten muss:

02> - NAL (6.2.19)

N | —

Fiir gegebenes Q und A’ muss A reell bleiben. Also muss gelten:
Q2 > DNA”. (6.2.20)

Da (Ao, Af)) aber beliebig gewihlt werden diirfen, sind fiir festes 2 diese Bedingun-
gen immer erfillbar.
Die Nullstellen in A’ liegen (6.2.12) folgend bei

Arp == %, A3z =0, (6.2.21)
wahrend A} = 0 konsequenterweise die einzige Nullstelle in A ist. Die bisherigen
Ergebnisse haben zwar eine gewisse Aussagekraft, beschreiben das Verhalten der
Lésungen aber nur in Bezug auf einige Spezialpunkte. Das vollstdndige Versténdis
kann erst mit der Analyse des elliptischen Integrals (6.2.5) gewonnen werden. Un-
ter der Annahme, dass dieses Integral nicht pseudoelliptisch ist, wird eine exakte

Stammfunktion jedoch nicht zu finden sein.
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Abbildung 6.8: Kritisches {2, bei dem es in einem kleinen Frequenzbereich zur Perioden-
verdopplung kommt, in Abhéngigkeit der Anfangsbedingungen (A, Aj).

6.3 Experimentelle Beobachtungen von Solitonenl6sungen

Wir haben im vorherigen Abschnitt mogliche Envelope-Solitonenlésungen der KNSG
kennengelernt, die wir uns als im mitbewegtem Bezugssystem X’ stehende Losungen in
Orts- und Phasenraum plausibilisiert haben. Als Storterme haben wir einen Dampfungs-
term wie auch eine parametrische Anregung mit der Frequenz 2€2 eingefiihrt, wobei der
Déampfungsterm, wie auch der Betrag der Anregung in weiteren Betrachtungen nicht
mehr berticksichtigt wurden (v = 0,h = 0). Diese vereinfachte Betrachtung resultiert
aus der moglichen Kompensation des Dampfungstermes in der KNSG durch die para-
metrische Anregung. Das bedeutet, dass beide Terme auf das qualitative Verhalten des
Solitons am Ort der Anregung kaum Einfluss nehmen. Die vollstdndige, analytische Aus-
wertung des Differentialgleichungssystems (6.2.1) wird im Rahmen dieser Arbeit nicht
mehr behandelt werden. In unserem vereinfachten Fall geméfs 6.2 werden sich die St6-
reinfliisse einzig in der Frequenz, mit der die parametische Anregung getrieben wird,
entscheidend manifestieren.

Das folgende Experiment [15], durchgefiihrt am Fachbereich Physik der TU Kaiserslau-
tern, ist eine Anordnung, die dem oben beschriebenen Verhalten Rechnung tragt. Alle
hier beschriebenen Ausfithrungen versuchen sich nur auf das Wesentliche zu konzetrieren.
Fiir detailliertere Ausfiihrungen sei auf [15] verwiesen. Gemif Abbildung 6.9 wird orts-
lokalisiert ein Soliton der Frequenz () {iber eine parametrische Anregung mit Frequenz
2() in einem nichtlinearen Medium (YIG) angeregt. Die periodischen Randbedingungen
sind iiber einen Ring verifiziert. Es liegt also insgesamt ein System vor, welches durch
die geddmpfte, parametrisch getriecbene KNSG (6.2.8) beschrieben werden kann. Die
Stellung der Spinvektoren ist u.a. {iber ein externes Magnetfeld H zu steuern, welches

Serhiltlich auf der Homepage der AG Demokritov an der WWU Miinster.
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Abbildung 6.9: Schematischer Aufbau zur Erzeugung von Moden, die als Lésung der gedampf-
ten, parametrisch getriebenen KNSG betrachtet werden kénnen. Als nichtlineares Medium zur
Beobachtung der nichtlinearen Moden im Ring, die Resultat der Spinwellenanregung sind, dient
YIG (Yttrium Iron Garnat). Die Propagationsrichtung fiir Spinwellen kann iiber ein externes Ma-
gnetfeld H gesteuert werden. Das Lighthillkriterium [36] zeigt, dass sich fiir N > 0 und D > 0
gemif Gleichung 6.1.1 die magnetostatischen Riickwérts-Volumen-Moden (MSBVM) stabilisie-
ren kénnen. Mit einer parametrischen Anregung doppelter Frequenz 22 werden Spinwellen der
Frequenz €2 angeregt, was zu phasenselektiver Verstarkung fiilhrt. Der Ring besteht zudem aus
einem Mikrowellen-Verstérker (A), der nur Moden mit einer wohldefinierten Phase an der Stelle
des Verstarkers zuldsst. Phasensensitive Messung geschieht iiber Mischen der Moden im Ring
mit einem wohldefinierten Referenzsignal (c.w.) und anschliefender Detektion. Die Abbildung
ist aus [15] entnommen worden.

geméft Abbildung 6.9 die Anregung der 'Magnetostatischen Riickwérts-Volumen-Mode
(MSBVM)’ erzwingen kann. Damit gibt das H-Feld auch die Richtung der mit Wellen-
vektor k propagierenden Spinwellen vor.

Bei gegebener Liange L und Frequenz ) kénnen nun stets iiber H-Variation im mitbe-
wegten Bezugssystem Y’ stehende Envelope-Losungen erzeugt werden, deren Frequenz
nahe des kritischen Peaks aus 6.2.3 liegen.

Die Anregung von Multisolitonen geschieht dabei iiber einen Pulsgenerator, der mehrere
Solitonen in den Ring einkoppeln kann. Diese im mitbewegten Bezugssystem ruhenden
Multisolitonen bewegen sich dann mit der Gruppengeschwindigkeit vy, wie in 6.2.3 be-
schrieben, durch das nichtlineare Medium. Fiir ein Soliton pro Ring existiert genau eine
stehende Losung im mitbewegten Bezugssystem. Diese normale Mode propagiert im rea-
len System mit v, durchs Medium und hat nach einem Umlauf eine zusétzliche Phase
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von 27 akkumuliert. Singlesolitonen zeigen folgerichtig kein atypsiches Verhalten, welches
sich nicht mehr aus der linearen Physik ableiten lasst. Fiir Multisolitonen gibt es nun
aber den in 6.2.3 beschriebenen schmalen Frequenzbereich, in denen zwei im mitbeweg-
ten Bezugssystem ruhende Envelope-Losungen moglich sind, ndmlich die symmetrischen
und die antisymmetrischen. Auch diese beiden Multisolitonenlésungen propagieren nun
mit der Gruppengeschwindigkeit v, im YIG-Film und akkumulieren nach einem Umlauf
im Ring die Phase 27. Es ist zu beachten, dass fiir die Stabilisierung aller obigen Mo-
den die Umlaufzeit Ty stets in Bezug zur Pumpsequenz T), gebracht werden muss. Ein
Singlesoliton stabilisiert sich nur, wenn die Pumpsequenz 7T}, mit der Umlaufzeit Tp iiber-
einstimmt. Fiir ein Multisoliton, bestehend aus zwei Solitonen, muss 7}, = % gelten, fiir
drei Solitonen 7}, = % etc. Geringe Abweichungen, wie in [15] beschrieben, reichen nach
Abbildung 6.10 wenige Nanosekunden aus, zerstéren die Moden.

Betrachtet man Abbildung 6.10, so erkennt man im Wesentlichen zwei unterschiedliche,
zeitaufgeloste Losungen im aktiven Ringsystem. Die Moden, die mit (N) gekennzeichnet
sind, akkumulieren in einem Umlauf die Phase 27 und Vielfache”, erreichen also nach sel-
bigem erneut die Anfangsbedingungen. Im erwarteten Frequenzbereich unterscheiden sich
bei Multisolitonenlosungen zusétzlich die symmetrischen von den antisymmetrischen. Die
Einstellung des Systems auf diesen schmalen Frequenzbereich, das heifst, das Auffinden
des kritischen Peaks gelingt bei fester Periodenlédnge L durch Abgleich der Frequenz Q2
mit den Anfangsbedingungen (Ao, Aj), also den freien Parametern von der Differential-
gleichung (6.2.2). Diese Parameter sind so einzustellen, dass das notwendige Kriterium
C = 0 erfiillt wird. Effektiv kann das Verhalten dieser Normalen, in ¥’ ruhenden Moden,
noch mit der Evelope-Naherung

U(z,t) = A(z — vgt)e’™, (6.3.1)

erkléart werden. Es zeigt sich aber, dass diese Ndherung fiir die echte Phasenakkumulation
nicht richtig ist, da diese mafigeblich vom selektierten Wellenvektor k£ getragen wird.
Waéhlt man sich nun ein beliebiges Soliton und setzt seine Phase zu 0, so kann man rela-
tiv zu diesem Soliton die Phasen anderer Solitonen indizieren. Ein Soliton mit derselben
Phase wird mit ’0’ indiziert, eines mit einer Phasenverschiebung von 7 mit ’'n’. Diese
Bezeichnungen sind aus [15] ibernommen worden, um jede Mode im Folgenden entspre-
chend ansprechen zu kénnen (vgl. Abbildung 6.10). Die mit (M) gekennzeichneten Moden
akkumulieren in einem Umlauf die Phase m und werden erst nach einem erneuten Umlauf
die Anfangsbedingungen erreichen. Ihre Beschreibung gelingt eben nicht mehr mit den in
Abschnitt 6.2.3 eingefiihrten stehenden Losungen im mit der Gruppengeschwindigkeit vy
mitbewegten Bezugssystem Y’ (Envelope-Naherung). Fiir diese Moden muss folgerichtig
ein wohldefinierter Wellenvektor k existieren, der der Quantisierungsbedingung

kL = 27n, (n#0) e N, (6.3.2)

geniigt, und die Phase entscheidend beeinflusst. Die Selektion eines Wellenvektors k # 0
flihrt folglich auf sich mit der Geschwindigkeit vy bewegende Solitonen und verdndert

"Die Kurve e hat nach einem Umlauf die Phase (k 4+ 2)7 akkumuliert, falls b und ¢ die Phase x27
akkumulieren, vgl.6.4.2

88



6.3 Experimentelle Beobachtungen von Solitonenlésungen

gleichzeitig das Phasenverhalten der Losungen. Mit der neu eingefiihrten Geschwindig-
keit vs wollen wir eine Abgrenzung dieser Lésungen von den Envelope-Losungen schaffen,
deren Geschwindigkeit wir mit v, bezeichnet haben.

In welchem Frequenzbereich die entprechend Abbildung 6.10 gefundenen Losungen exis-
tieren, wird im folgenden Abschnitt erldutert werden.

Wir werden sehen, dass die Annahme der Galilei-Invarianz der urspriinglichen KNSG oh-
ne Envelope-Ndherung, eine zusétzliche Phasenakkumulation erfordert, die im direkten
Zusammenhang zum selektierten k-Wellenvektor gesehen werden kann. Mébius-Solitonen
konnen dann als Losungen der Galilei-invarianten KNSG angesehen werden, die mit be-
stimmten Wellenvektor k # 0 durch das nichtlineare Medium propagieren. Die Quanti-
sierung dieser Wellenvektoren ist direktes Resultat der periodischen Randbedingungen.
Basierend auf ihr sind natiirlich auch nur ganz bestimmte Loésungen moglich, die man
iber die Anregungsfrequenz selektieren kann.
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Abbildung 6.10: Zeitaufgeloste Wellenformen, die im nichtlinearen Ringsystem beobachtet
werden konnen. Linkes Bild: Ein-Solitonen-Mode fiir T}, = Tp. Es existiert nur eine, im mit-
bewegten Bezugssystem stehende Losung, die mit der Gruppengeschwindigkeit v, propagiert.
Diese wird durch die Kurven b und ¢ beschrieben und ist mit einem grofen (N) fiir Normale
Mode gekennzeichnet. Thr Phasenverhalten ist wegen des speziell selektierten Wellenvektors &
noch mit der Envelope-Naherung zu erklaren. Kurve a beschreibt die Wellenform der Pumpan-
regung. Die Kurven d und e wurden in [15] als Mobius-Moden (M) bezeichnet. Diese Moden
verlangen einen zweimaligen Umlauf im Ring, um zu den Anfangsbedingungen zuriickzukehren.
Thre Phasenakkumulation ist mit der Envelope-Naherung nicht mehr begriindbar. Mittleres
Bild: Zwei-Solitonen-Mode fiir T}, = % Es existieren in einem kleinen Frequenzbereich zwei
im mitbewegten Bezugssystem ruhende Solitonenlésungen, die symmetrischen gemaifs Kurve b
und die antisymmetrischen geméf Kurve c. Beide akkumulieren in einer Periode die Phase 2.
Die Mébiusmode d akkumuliert nach einem Umlauf die Phase 7. Die Zahlen beziehen sich auf
die Anregungsfrequenz. Die Bezeichnungen der Moden sind analog zu [15] und im Text erldu-
tert. Rechtes Bild: Drei-Solitonen-Mode fiir Tp = % In blau sind die Normalen Moden (N)

dargestellt, in rot die sogenannten Mobius-Moden (M). Die Abbildung ist aus [15] entnommen.
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6.4 Losungen der KNSG ohne Envelope-Naherung

Die bisher betrachteten im mitbewegten Bezugssystem Y’ ruhenden Single- oder Multi-
solitonen haben wir uns als Losungen der KNSG plausibilisiert. Es waren die Losungen
A(2)e™* mit Wellenvektor k # 0 in der Envelope-Niherung, deren Verhalten und Stabi-
litdt unter periodischen Randbedingungen mafsgeblich von der Differentialgleichung

1"

QA(z) — A" (2) — A3(2) = 0 (6.4.1)

bestimmt wurde. Als Envelope-Losung der skalierten KNSG bewegen sich alle Losun-
gen wegen k£ # 0 in ¥ mit der Gruppengeschwindigkeit v,. Diese Losungen miissen
nun der Galilei-invarianz der KNSG Rechnung tragen und ihre Phase entsprechend
dieser Invarianz-Forderung anpassen. Da mit der Envelope-Naherung die explizite k-
Abhéngigkeit der Phase vernachléssigt wird, ist ein weiteres Vorgehen mit der Evolu-
tionsgleichung fiir ein Envelope-Soliton nicht angebracht. In dieser Naherung wird die
Phase einzig von der Frequenz €2 getragen und nach einer Periode stets eine Phase von
27 akkumuliert. Das Experiment nach [15] belegt aber die Existenz des sogenannten
Mobius-Solitons mit einer Phasenakkumulation von 7, was die Vermutung nahe legt,
dass in der Envelope-Néherung diese geometrische Phase zerstort wird. Um die exakte
Phase des Solitons angeben zu kénnen, muss die gewShnliche KNSG

U =0, (6.4.2)

Ausgangspunkt der Betrachtung sein, da ihre Losungen die explizite Wellenvektorabhén-
gigkeit der Phase fordern. Aus ihren Losungen lassen sich die Envelope-Lésungen durch
die Skalierung z = 2’ — vyt zuriickgewinnen. Wir werden sehen, dass es aufgrund der
Galilei-Invarianz von (6.4.2) Losungen gibt, die eine k-abhéngige Phasenakkumulation
verlangen, die man fiir das Envelope-Soliton nicht gewinnen kann.

6.4.1 Galilei-Invarianz der KNSG

Als Galilei-Transformation bezeichnet man den Ubergang von einem Inertialsystem in
ein anderes ohne Beriicksichtigung der Speziellen Relativitédtstheorie. Falls dann z’ und z
bzw. t" und t die Ortskoordinaten und Zeitkoordinaten in den entsprechenden Systemen
¢ und ¢’ bezeichnen, so gilt fiir die Galilei- Transformation:

/
2 = z—uvst,

t =t (6.4.3)

Wir haben die Inertialsysteme mit { bezeichnet, um sie von den entsprechenden In-
ertialsystemen 3 flir Envelope-Solitonen abzugrenzen, die sich mit einer relativen Ge-
schwindigkeit von v, zueinander bewegen. Invarianz einer Gleichung unter dieser Trans-
formation bedeutet also, dass man durch die Transformation (6.4.3) Losungen aus der
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urspriinglichen Losung in ¢ findet, die diese Gleichung wieder erfiillen. Sucht man nun

nach Losungen der KNSG
x ~ ~ 12 .
i+ b +M b —o, (6.4.4)
so kann man einen Ansatz der Form
U = e ®eh(z — vst) (6.4.5)

machen und die Phase ® geméfs obiger Invarianz bestimmen. Man erhélt unter der An-
nahme @ = 0 die essentiellen Bedingungen:

® = kz+x(t)
vy = 2@ — vg = 2k,

2
b = —02 - b=k = —%8. (6.4.6)

Also fihrt die Galilei-Invarianz der KNSG (6.4.4) direkt auf die Losung

U =(z — fust)el(%sz_%st). (6.4.7)

Mit jeder Losung v(z — vst), die die KNSG erfiillt, ist also auch U eine Losung. Fiir
(2 — vst) macht man nun analog zu 6.2 den Ansatz

Y(z,t) = A(z — vgt)e™ . (6.4.8)
Dies fiihrt sofort auf die fundamentale Differentialgleichung
QA-A" — A% =0, (6.4.9)

wie wir sie schon eingehend besprochen haben. Der einzige Unterschied manifestiert sich
also in der Abhéngigkeit von einer Bewegungskoordinate z — vst. Das qualitative Ausse-
hen im Ortsraum bleibt hingegen vollig gleich. In ¢ werden sich die invarianten Losungen
mit der Geschwindigkeit v, bewegen und nach (6.4.7) eine zusétzliche Phase von %z — %t
akkumulieren. Diese Phase ist aufgrund der Skalierungsvorschriften dimensionsbehaftet.
Die Theorie ist insofern geschlossen, da wir fiir vs = 0 wieder die in ¢ ruhenden Lo-
sungen erhalten, die eben keine zusitzliche Phase akkumulieren. Dies ist im Ubrigen die
einzige Losung, die gleichzeitig Envelope-Lésung ist. Es sind uns an dieser Stelle eine
Vielzahl von moglichen Losungen der KNSG an die Hand gelegt. Die Periodischen Rand-
bedingungen verkleinern, aufgrund der k-Quantisierung, den Losungsraum. Es war fiir
Multisolitonen dennoch stets moglich, in einem kleinen Frequenzbereich symmetrische
und antisymmetrische ruhende Losungen, in Abhéngigkeit des Parameters 2 und der
Anfangsbedingungen, bei fester Periodenldnge L zu erhalten. Zusétzlich zu diesen Lo-
sungen gibt es nun die, die sich durch den individuellen Wellenvektor k unterscheiden
und bei denen zu kléren bleibt, wie ihre Selektion stattfindet, d.h. beispielsweise fiir das
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Experiment aus Abschnitt 6.3, warum sich nur fiir eine bestimmte Frequenz entspre-
chende Moden ausbilden.

Das qualitative Aussehen der Losungen in A(z) und A(z — vst) ist vollig gleich, da sie
derselben Differentialgleichungen gentigen miissen. Einzig der Phasenfaktor gemaft der
Geschwindigkeit vg liefert den fundamentalen Unterschied zwischen den beiden Lésun-
gen.

Dieser Phasenfaktor kann in der Envelope-Néherung nicht gewonnen werden. Man erhélt
mit der Evolutionsgleichung fiir Envelope-Solitonen nach Beriicksichtigung der Galilei-

Us

Invarianz einen Phasenfaktor der Form 5

aufweist.

(z—wgt) — %t, der ein vollig anderes Verhalten

6.4.2 Selektionsmechanismus der Lésungen

Prinzipiell sind sdmtliche Losungen, die die KNSG nach (6.4.4) erfiillen als Moden in
einem physikalischen System anregbar. Das impliziert die Existenz von Single- wie auch
Multisolitonenkomplexen, die sich geméf der invarianten Losung

2
i Ys,_Ysy

~ . (2

T = e ( 2 >A(z — vst) (6.4.10)
schreiben lassen. Periodische Rénder, wie sie in jeglichen Ringsystemen anzusetzen sind,
schrianken diesen Losungsraum nun erheblich ein. Zum einen werden sich nur fiir gewisse
Q) Losungen stabilisieren, zum anderen fiithren sie zu einer Quantisierung des Wellenvek-
tors k, was bei einer Periodizitatslange von L bedeutet:

kL = 27n, neN. (6.4.11)

In { stehende Lésungen fiir n = 0 weisen in der Néhe des kritischen Peaks das cha-
rakteristische Symmetrieverhalten auf. Basierend auf einer zusétzlichen Geschwindigkeit
v # 0 fiir sich bewegende Solitonen, kdnnen sich diese Solitonen aber nur mit einem Pha-
senfaktor stabilisieren, der Gleichung (6.4.10) geniigt. Mit der Quantisierungsbedingung
fiir k ldsst sich dieser zusétzliche Phasenfaktor schreiben zu:
2

%z—% :%z:)\%, A:% (6.4.12)
Hierbei haben wir den zur Periodenldnge relativen, dimensionslosen Ort A eingefiihrt,
den das Soliton mit der Geschwindigkeit v,® nach der Zeit t erreicht. D.h. am Ort z
wird sich genau diese Phase akkumulieren. Einsetzen der k-Quantisierung fiihrt auf die
Losung:

U = MM A2 — t), n € N. (6.4.13)

Dies sind die allgemeinsten Losungen, die in einem System mit Periodenldnge L moglich
sind. Der Selektionsmechanismus dieser Losungen geschieht nun iiber die Frequenz €2

8Fiir k = 0 findet keine Bewegung statt. Damit ist der Phasenfaktor in Gleichung (6.4.12) Null.
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der parametrischen Anregung. Ruhende Loésungen erhélt man bei Anregung mit genau
der Frequenz 2, wobei die Anfangsbedingungen iiber H-Feld-Variation geméift 6.3 so
eingestellt werden konnen, dass in einem kleinen Frequenzbereich dariiber entschieden
wird, ob es zu symmetrischen oder antisymmetrischen Multisolitonenlésungen kommt.
Vergrofern der Frequenz zerstort diese im realen Bezugssystem stehenden Moden und
das Soliton wird keine Losung der KNSG mehr sein. Kennzeichnet man die Abweichung
von der kritischen Frequenz mit A2, so wird je nach Pumpsequenz ein Solitonenkomplex
mit der Frequenz ) + AQ erzeugt, der fiir gewisses AQ) wieder eine Losung der KNSG
darstellt. Dieses sind die Losungen, die mit einer Geschwindigkeit vs propagieren:

U = AN Az — ). (6.4.14)

Nun muss diese Frequenz AQ) der zusédtzlich akkumulierten Phase, basierend auf der
Galilei-invarianten KNSG und der entsprechenden Quantisierungsbedingung der k-Wellen-
vektoren, Rechnung tragen, da alle moglichen Solitonenlésungen iiber (6.4.13) gegeben
sind. Das bedeutet, dass wir fordern miissen:

AQt = An. (6.4.15)

Mit A = Tio =2, Qp = %—g und der dimensionslosen relativen Frequenz u = é—;; lasst
sich die Forderung 6.4.15 umschreiben zu:

HA2T = Anm < 2pu =n n € N. (6.4.16)

Es koénnen im Ringsystem also nur Losungen existieren, die der essentiellen Bedingung
(6.4.16) gentigen. Fiir n # 0 sind dies stets sich mit der Geschwindigkeit vy in ¢ be-
wegende Solitonenkomplexe. Beispielsweise bedeutet p = % eine k-Selektion geméfs der
Quantisierungsbedingung fiir n = 1. Der Solitonenkomplex bewegt sich also in ¢ mit der
Geschwindigkeit vs = 2k = 47”, andert aber sein qualitatives Aussehen im Vergleich zu
den stehenden Losung nur in Bezug auf die Phase:

U = MM A2 — o). (6.4.17)

Nach einer Periode L, also fiir A = 1 ist eine zuséatzliche Phase von 7 akkumuliert worden,
hat also insgesamt eine Phasenakkumulation um 37 stattgefunden. Das Soliton muss ein
weiteres Mal die Lange L durchlaufen, um wieder die Anfangsbedingungen zu erreichen.
Dies ist genau die theoretische Beschreibung der Mobiusmoden aus [15]. Sie treten also
immer dann auf, wenn n € N eine ungerade, natiirliche Zahl ist, d.h. wenn fiir das
Frequenzverhéltnis u gilt:

n=g miit TeN, 2{r. (6.4.18)

Ist n € N eine gerade, natiirliche Zahl, das Frequenzverhaltnis p also ganzzahlig, werden
zusatzlich zur gewohnlichen Phasenakkumulation von 27 pro Periodenlénge immer Viel-
fache von 27 akkumuliert, womit die Anfangsbedingung fiir den Solitonenkomplex schon
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nach einer Periode L wieder erreicht ist. Diese Moden haben fir den experimentellen
Aufbau geméfs [15] das Erscheinungsbild der gewthnlichen stehenden Lésungen, unter-
scheiden sich aber in der zuséatzlichen Propagationsgeschwindigkeit v, = 4"T’T,n € 2N.
Die Existenz dieser Moden verifiziert sich in Abbildung 6.10 im mittleren Bild durch die
(00)N-Mode, die mit e gekennzeichnet ist. Wenn die Moden in b und ¢ mit einem Wel-
lenvektor k selektiert wurden, der der Quantisierungsbedingung fiir n = k,x € 2N,k # 0
geniigt?, so geniigt die Mode in e der Quantisierungsbedingung fiir n = x + 2. Die Mobi-
usmoden hingegen sind mit d gekennzeichnet. Welche Mode selektiert wird, héngt also
entscheidend von der Pumpsequenz und der k-Quantisierung in Kombination mit der
Wahl des Parameters p ab.

Damit ist klar, dass die Envelope-Naherung auch fiir die Normalen Moden nicht die ex-
akte Phasenakkumulation nach einem Umlauf angeben kann. Fiir k # 0 und 2 | x wird
zusétzlich zur Phasenakkumulation von 27, basierend auf der Frequenz €, eine Phase
von k27 akkumuliert. Dieses ist mit den Detektionsmethoden aus [15] nicht nachzu-
weisen, so dass diese Moden noch iiber die Envelope-Evolutionsgleichung beschrieben
werden konnen. Im Fall der Mobius-Moden ist die k-Abhéngigkeit der Phase aber von
entscheidender Bedeutung, so dass die Envelope-Naherung ihre Berechtigung verliert. Zu
diesem Ergebnis gelangt man auch, wenn man sich aus den Losungen (6.4.10) mit der
Skalierungsvorschrift 2’ = z — vyt die entsprechenden Envelope-Losungen berechnet.

6.4.3 Anregbare Solitonenkomplexe im Ringsystem

Dieser Abschnitt soll die Ausfithrungen der vorherigen Abschnitte nochmals zusammen-
fassen und in einer Art Schaubild zu einer addquaten Theorie vereinigen. In ihr sind die
moglichen Losungen, die der KNSG unter periodischen Randbedingungen gehorchen, zu-
sammengestellt. Thre Selektion ist entscheidend abhéngig von der anregenden Frequenz
Q, der verallgemeinerten Energie C', die iiber die Anfangsbedingunge festgelegt wird,
und natiirlich der k-Quantisierung, die direktes Resultat aus der endlichen Lénge des
periodischen Ringsystems ist. Als Ausgangspunkt kann man die skalierte KNSG ohne
Envelope-Naherung betrachten:

2

z’%—f + 27\5 F OO = —iy U + R f (2, 1) D" (6.4.19)
An dieser Stelle werden wir die Skalierungvorschriften nicht mehr explizit niederschrei-
ben, da sie vollig analog zu Abschnitt 4.5 verlaufen. Da sich Dampfung und Anregung an
den Stellen der ortslokalisierten, parametrischen Anregung kompensieren sollen, kénnen
die Storterme auf der rechten Seite in (6.4.19) vernachléssigt werden und somit direkt
Losungen angenommen werden, die der Frequenz der Anregung Rechnung tragen. Wir
weisen nochmals darauf hin, dass mit doppelter Frequenz 2§2’ Losungen mit der Frequenz
Q) angeregt werden. Aufer zur Beschreibung der Anfangsbedingungen, bedarf es also
keiner weiteren Betrachtung der Storterme in Gleichung 6.4.19, da wir uns nur fiir ein

9k # 0 ist zwingende Voraussetzung, um Multisolitonen mit einer einzigen lokalisierten Anregungsquelle
Zu erzeugen.
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qualitatives Verhalten der Solitonenkomplexe an gewissen Orten des Ringsystems aus [15]
interessieren wollen. Eine exakte, zu jeder Zeit und an jedem Ort addquate Beschreibung
der vollstdndigen Dynamik, ist aber unter Hinzunahme der Storterme jederzeit moglich.
Die genaue Form der Storterme sei dabei der Versuchscharakteristik vorbehalten; Sie
sollten aber eine dhnliche Form, wie in Gleichung (6.4.19) haben. In ¢!° sind also die
moglichen Losungen der KNSG,

iU+ 0" 4 W0 =0, (6.4.20)

die iiber eine parametrische Anregung mit wohldefinierter Frequenz ) angeregt werden,
aufzufinden, entsprechend zu charakterisieren und zu bezeichnen. Schlieflich existieren,
wie schon mehrfach angesprochen, Losungen der Form

U(z — vgt, t) = Az — vgt)e"Hel®, (6.4.21)

wobei die zuédtzliche Phase ® der Galilei-Invarianz der KNSG Rechnung trigt und als
notwendige Akkumulation sich im realen Bezugssystem ¢ bewegender Solitonenkomplexe
betrachtet werden muss. In ¢ stehende Losungen diirfen diese Akkumulation nicht haben.
Sie sind die einzigen Losungen, die schon von der Envelope-Evolutionsgleichung exakt
wiedergegeben werden, da die k=0-Mode gleichzeitig Envelope-Funktion ist.

Es ist letztlich diese Phase, die die zunéchst mystisch erscheinenden M&bius-Solitonen
beschreiben kann. Mit der Geschwindigkeit v, wird, wie oben, die Geschwindigkeit der
Solitonenkomplexe in ¢ bezeichnet. Das Aussehen der Solitonenkomplexe wird haupt-
séchlich von der Grofe A(z — vgt) getragen. Unter der physikalisch sinnvollen Ausnut-
zung keiner expliziten Stortermberiicksichtigung, muss diese Grofse der fundamentalen,
nichtlinearen Differentialgleichung

QA—A" — A% =0, (6.4.22)

mit dem Selektionsparameter €2 und dem Energieparameter C, der von den Anfangsbe-
dingungen fiir (Ao, Aj) festlegt wird, gehorchen.

Die Quantisierung des Wellenvektors k ldsst nur diskrete zusédtzliche Phasen ® zu, die
iiber die Anregungsfrequenz Q2+ A selektiert werden konnen. Ausgehend von den stehen-
den Losungen, erhélt man bei Erhohung der entsprechend Gleichung (6.4.16) eingestell-
ten, diskreten Frequenz, abwechselnd sich bewegende Losungen, die eine Phasenakkumu-
lation von 7w oder 2w nach einem vollen Periodenumlauf aufweisen. Stehende Losungen
konnen mit den experimentellen Methoden nach [15] jedoch nicht verifiziert werden. So
besitzt jeder Solitonenkomplex im Experiment einen wohldefinierten Wellenvektor & .
Das Schaubild 6.11 verdeutlicht die Vorgehensweise beim Aufsuchen der zunichst re-
lativ spektakulér erscheinenden M&bius-Solitonen. Die zusétzliche Phasenakkumulation
flir sich bewegenden Solitonen ist direktes Resultat aus der Wellenvektor-Abhéngigkeit
der Phase. Derartige Solitonen werden direkt iiber die parametrische Anregung mit Fre-
quenz 2 + AQ selektiert. Es muss des Weiteren darauf hingewiesen werden, dass es

19 und ¥ bezeichnen das Reale Bezugssystem.
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im Fall eines Multisolitons, bestehend aus zwei Solitonen in einer Periode L, keinen
Unterschied macht, ob man Mobius-Solitonen aus symmetrischen oder antisymmetri-
schen stehenden Losungen erzeugt, da sie physikalisch vollig identisch sind, wie man
sich durch Verschiebung des Ursprungs der Zeitskala um % sofort klar machen kann.
Erst Multi-M6bius-Solitonen, bestehend aus mehr als zwei Solitonen, miissen in dieser
Hinsicht wieder unterschieden werden. Fiir Singlesolitonen war diese Trennung ja schon
im stehenden Fall génzlich tiberfliissig. Die Nomenklatur aller Solitonen ist analog zu
[15] vollzogen worden. Mobius-Solitonen sind also kein Resultat, welches aus storungs-
theoretischen Betrachtungen gewonnen werden kann, vielmehr existieren sie immer als
Losungen der KNSG unter periodischen Randbedingungen und werden schlicht iiber die
Frequenz Q + AQ) der parametrischen Anregung selektiert. Die Dynamik eines jeden ein-
zelnen Solitons kann natiirlich wieder unter den Stortermbetrachtungen aus Abschnitt 5
gewonnen werden. Im Wesentlichen kommt es dabei auf die Kompensation von Damp-
fung und Anregung an, die dem Solitonenkomplex ein langlebiges Verhalten garantieren
kann. Wir haben uns in diesem Abschnitt nur fiir das qualitative Verhalten aller Solito-
nen interessisert, die vollstdndige dynamische Auswertung wurde nicht vollzogen.

Das Prinzip der Galilei-Invarianz ist ein fiir viele Systeme allgemeingiiltiges Konzept.
Wir haben dies fiir die KNSG ausgenutzt und verweisen darauf, dass es diese 'gebrochene
Symmetrie’ auch fiir Solitonen-Komplexe in optischen Medien geben muss. Phasenakku-
mulation fiir sich bewegende Solitonen, die diesem Typ Gleichung gehorchen, ist also di-
rekte Konsequenz aus dieser Invarianz. Wahrend fiir die KNSG die Existenz von Mobius-
Solitonen und geometrischer Phase nachgewiesen werden kann, ist diese Eigenschaft bei
der Evolutionsgleichung fiir ein Envelope-Soliton nach (6.2.8) offensichtlich nicht gege-
ben. Dieses basiert auf der expliziten Vernachlassigung der Wellenvektor-Abhéngigkeit in
der Envelope-Solitonen-Phase. Envelope-Solitonen beschreiben somit nur das qualitative
Aussehen eines Wellenzuges. Die zugrundeliegende Evolutionsgleichung kann nicht fiir
Phasen-selektive Experimente herangezogen werden, da bei dieser Naherung geometri-
sche Phasen zerstort werden konnen.

Da der experimentellen Aufbau nach [15] nur fiir sich bewegende Solitonenkomplexe
(k # 0) funktioniert, sind sowohl die Phasen der M&bius, wie auch der Normalen Moden
iber die Envelope-Naherung nicht exakt wiedergegeben. Einzig fiir die M&bius-Moden
macht sich dieses jedoch bemerkbar. Thre zusétzlich akkumulierte Phase von 7 ist mit
der Envelope-Evolutionsgleichung nicht mehr aufzufinden.
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Abbildung 6.11: Schaubild zum Auffinden der Mébius-Solitonen.



7 Ausblick

Mit dieser Arbeit konnte ein Einblick in ferromagnetische, raumzeitlich dynamische Sys-
teme gewonnen werden. Basierend auf der raumzeitlichen Dynamik eines einzelnen Spin-
vektors, der der LLLG gehorcht, ist es uns gelungen, {iber die KNSG die Spinwellenanre-
gungen oder Magnonen zu begriinden und ihr Verhalten aufzuzeigen. Dieser Ubergang
kann nur vollzogen werden, wenn die Spins miteinander wechselwirken. Die Dipol-Dipol-
Wechselwirkung reicht aber nicht aus, um gewisse Anregungsprozesse zu erkléren, so dass
es notwendig war, den quantenmechanischen Term der Austauschwechselwirkung zu be-
riicksichtigen. Da diese Wechselwirkung kurzreichweitig, aber vergleichseweise stark ist,
kann man die in einem Ferromagneten anregbaren Moden in austauschdominierte und
dipoldominierte zerlegen. Ebenso gibt es einen Wellenlédngenbereich, in dem beide Wech-
selwirkungen beriicksichtigt werden miissen. Fiir eine exemplarisch diinne Schicht sind
diese Modenprofile hergeleitet worden und wir haben gesehen, dass im dipoldomonierten
Wellenldngenbereich, je nach Richtung des externen Magnetfeldes und relativer Orien-
tierung zum Wellenvektor k, MSFVM, MSBVM und MSSM als Moden anregbar sind.
Gerade die MSBVM ist aufgrund der negativen Dispersion eine sehr interessante Mode,
da sich in ihr, geméaft dem Lighthill-Kriterium Dispersion, Beugung und Nichtlinearitét
kompensieren konnen, so dass es zu einem langlebigen Wellenpaket, der sogenannten
Spinwellenkugel ("Micro-Wave-Bullet’), kommen kann. Es sei in diesem Zusammenhang
auf das Buch 'Spin Dynamics in Confined Magnetic Structures 1’ verwiesen [23]. In ihm
wird auch eine sehr schone Mdoglichkeit zur Detektion entsprechender Spinwellenpakete
vorgestellt, die sogenannte 'Brillouin-Light-Scattering-Methode’ (BLS).

Das Gebiet von Spinwellenanregungen und Solitonen ist schliefslich bei Weitem noch nicht
vollstdndig verstanden und man findet immer wieder Fragestellungen, die einer genaue-
ren theoretischen Betrachtung bediirfen. Das Mdbius-Soliton ist hierbei nur ein kleines
Problem in diesem weitreichenden Feld. Als direktes Resultat der Galilei-Invarianz der
KNSG ohne Envelope-Néherung liefs sich eine Losung formulieren, in der die Phase ent-
scheidend von dem selektierten Wellenvektor k getragen wurde. Fiir & # 0 sind dann
in einem periodischen Ringsystem Solitonen zugelassen, die nach einem Umlauf eine
zunéchst ungewohlich erscheinende Phasenakkumulation von 7 erhalten. Die Selektion
der entsprechenden Moden (Normale Moden oder Mobius-Moden) wird durch diskre-
te Frequenzvariation der parametrischen Anregung erreicht. Obwohl die Mébius-Moden
experimentell bis heute nur fiir Spinwellenanregungen beobachtet wurden, muss es ent-
sprechende Moden auch in optischen Systemen geben. Zudem sei darauf verwiesen, dass
auch Losungen anderer Galilei-invarianter Wellengleichungen entsprechende Phasenak-
kumulationen aufweisen kénnen. Eine mdgliche zukiinftige Aufgabe besteht also darin,
dieses experimentell nachzuweisen.
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Die vollstéandige dynamische Beschreibung aller moglichen Lésungen kann letztlich wieder
storungstheoretisch vollzogen werden. Dabei wird die entsprechend k-selektierte Mode
wiederum den physikalisch sinnvollen Termen der Ddmpfung und parametrischen Anre-
gung unterworfen. Rechnerisch aufwendig wird die vollstdndige dynamische Beschreibung
flir Anregungsstreifen endlicher Breite, da viele der auftretenden Fundamentalintegrale
schwierig auszuwerten sind. Gleiches gilt fiir Solitonen mit relativ grofer Varianz, da da-
mit auch der Wirkungsbereich fiir die parametrische Anregung vergroftert wird. Dennoch
kann in dieser vollstdndigen Beschreibung eine zukiinftige Aufgabe liegen.

Die Physik der Spinwellen und Solitonenkomlexen ist insofern interessant, da sich auf-
grund der, im Vergleich zu Lichtwellen erheblich geringeren Geschwindigkeit, eine Viel-
zahl von Problemen zeitlich leichter auflésen lassen. Dieses Forschungsgebiet kann quasi
als Vorreiter fiir optische Systeme dienen, bis Methoden entwickelt werden, die entspre-
chende Phanomene auch in diesen detektieren kénnen.

Gleichwie ist das Verstdndnis der Spindynamik in Ferromagneten auch fiir anwendungs-
orientierte Aufgaben nicht zu unterschétzen, sei es im Bereich der Datenspeicherung !,
des Datentransports oder der Oberflachenstrukturierung.

'Es sei an dieser Stelle auf den MRAM-Speicher verwiesen, dessen Entwicklung in den letzen Jahren
stark vorangetrieben wurde.
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A Numerische Simulation

Es ist nicht verwunderlich, dass der Nichtlinearen Physik und Komplexen Dynamik erst
in den letzten Jahrzehnten ein so grofes Augenmerk zugekommen ist. Diese Entwicklung
korreliert stark mit den immer besser werdenden Rechnern und der damit verbundenen
Moglichkeit, Daten und Gleichungen numerisch auszuwerten und eingehend zu veran-
schaulichen.

Nichtlineare Physik und Komplexe Dynamik sind, wie der Name schon beinhaltet, oft-
mals dufserst schwer zu behandelnde physikalische Probleme. Wahrend in der linearen
Physik eine analytische Losung meist zu ermitteln ist, bedarf es in der Nichtlinearen
Physik sehr oft anderer Zugénge, um die Problemstellungen zu 16sen. Phasenrdume, Tra-
jektorien, Lyapunov-Exponenten, Bifurkationszenarien und Chaos sind dabei nur eine
kleine Zusammenstellung dieser neu zu ergriindenden Moglichkeiten. Eine, in ihrer Ge-
samtheit geschlossene Losung einer nichtlinearen Bewegungsgleichung anzugeben, ist in
der Regel jedoch nicht moglich. Gerade aus diesem Grund bleibt dem Physiker meist nur
die Moglichkeit, ein Problem numerisch auszuwerten. Dabei sind beliebig komplizierte
Szenarien denkbar und gerade diese Komplexitdt erweist sich als limitierender Faktor,
die Problematik in den Griff zu bekommen.

Der Rechner ist in der heutigen Zeit weitaus mehr als eine reine Datenauswertungsma-
schine. Vielmehr ist er aufgrund der stetig grofer werdenden Rechenleistung auch in der
Lage, physikalische Simulationen durchzufiihren und so ganze Datensétze zu produzie-
ren. Gleichungen, die einem vorher keine Moglichkeit zur analytischen oder grafischen
Auswertung gelassen haben, lassen sich numerisch plotzlich visualisieren und auswerten.
Da sich kontinuierliche, dynamische Physik im Wesentlichen iiber die Losung von Dif-
ferentialgleichungen definiert, kommt der numerischen Losung eben dieser Gleichungen,
gewOhnlich oder partiell, eine besondere Bedeutung zu. Hat man das Riistzeug zur nu-
merischen Auswertung von derartigen Differentialgleichung einmal in der Hand, lasst es
sich natiirlich auf andere DGL’s {ibertragen, um in den entsprechenden physikalischen
Teilbereichen theoretische Vorhersagen machen zu kénnen. Gleichsam kann die Numerik
natiirlich auch dazu dienen, ein gewonnenes Modell zu verifizieren und seine Tragweite
flir gewisse Bereiche abzuschétzen.

Dennoch birgt die numerische Simulation und Auswertung komplexer Systeme auch ge-
wisse Gefahren in sich. Sadmtliche Numerik basiert auf einem approximativen System. Es
gibt beispielsweise keine Moglichkeit, eine DGL exakt zu simulieren. Eine exakte mathe-
matische Losung ist somit niemals numerisch zu gewinnen, vielmehr sind alle gewonnenen
Losungen fehlerbehaftet. Dabei ist der gemachte Fehler natiirlich umso grofer, je appro-
ximativer die Numerik arbeitet. Letztendlich heifft das, dass die numerisch gewonnen Da-
ten immer noch den physikalischen Mafsstdben der Beobachtbarkeit, Reproduzierbarkeit
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und gewissen Stabilitdt unterliegen miissen. Man wiirde vielleicht sagen, dass die Deter-
miniertheit des Systems durch die Ungenauigkeit der Numerik limitiert ist. Es besteht
immer die Moglichkeit des numerischen Chaos, welches eben nicht mehr der Determi-
niertheit der Gleichung unterliegt. Schuster hat diesen Sachverhalt 1994 so formuliert:
"Dieses Argument zeigt, wie Chaos durch Verstdrkung des inneren numerischen Rau-
schens von irrationalen Zahlen entstehen kann...”

Numerisch erzeugte Ergebnisse sind also stets mit Vorsicht zu genieffen und bediirfen
immer einer dufserst kritischen Betrachtung. Ein Abgleich mit dem Experiment ist unum-
ganglich. Gerade fiir ein physikalisches Langzeitverhalten ist die Ordnung des gemachten
Fehlers moglichst klein zu halten und ein Verfahren zu wihlen, dass der Kleinheit dieser
Ordnung in akzeptabler Weise Rechnung trégt. Gleiches gilt natiirlich auch im Ortsraum,
der in der Numerik als diskretes Gitter betrachtet werden muss. Hier bestimmt der Ab-
stand zweier Gitterpunkte das rdumliche Auflésungsvermdgen numerischer Simulationen.
Im Folgenden soll ein mogliches Verfahren zur numerischen Simulation von partiellen Dif-
ferentialgleichungen vorgestellt werden und in expliziter Weise auf die partielle DGL der
projizierten Landau-Lifshitz-Gleichung, wie sie uns in (2.3.17) begegnet ist, angewendet
werden.

A.1 Zeitliche Integration

Die grofte Klasse der partiellen Differentialgleichungen unterscheidet sich von den ge-
wohnlichen in der Hinsicht, dass sie anstelle einer unabhéngigen Variabel zwei besitzt,
beispielsweise Ort r und Zeit ¢, wobei r ein n-komponentiger Vektor ist, der die Dimension
des Ortsraumes charakterisiert. Eine der einfachsten partiellen DGL’s in der Physik ist die
Warmeleitungsgleichung, die die Temperaturverteilung einer Probe durch Warmeleitung
oder durch Diffusion die Ausbreitung eines gelosten Stoffes beschreibt:

ou(r,t)
ot

= aAu(r,t). (A.1.1)

Terme o Au(r,t) werden in der Physik in Anlehnung an die Warmeleitungsgleichung
Diffusionsterme genannt. Gleichung (A.1.1) steht beispielhaft fiir die allgemeinste Form
von Bewegungsgleichungen, namlich die des Typs

u(r,t) = F(u(r, ). (A.1.2)

Gleichung (A.1.2) ist in ihrer einfachen Struktur dennoch fundamental fiir sdmtliche
dynamischen Prozesse in der Linearen und Nichtlinearen Physik. Uber die rechte Seite
F(u(r,t)) ist keine explizite Aussage gemacht, mit Ausnahme der funktionalen Abhén-
gigkeit von u(r,t). F kann aus linearen wie nichtlinearen Termen bestehen, also letztlich
als Abgrenzungsmafstab der Nichtlinearen von der Linearen Physik genutzt werden.
Die strukturelle Ubereinstimmung aller partieller Differentialgleichungen gemif (A.1.2)
zeigt schon, wie machtig numerische Integrationen sein kénnen, wenn man ihre Fehler
minimiert. Das Grundgeriist der numerischen Integration lésst sich auf alle Gleichungen
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anwenden, d.h. nachdem man den Code zur numerischen Integration einer partiellen Dif-
ferentialgleichung programmiert hat, steht einem quasi auch die Physik anderer partieller
DGL’s zur Verfiigung.

Wir wollen Gleichung (A.1.2) zeitlich numerisch integrieren und miissen dazu die Zeit dis-
kretisieren. Es gibt nun eine Reihe von Mdglichkeiten, die zu betrachtende Grofe u(r,t)
zu einem spateren Zeitpunkt u(r,t + At) zu bestimmen. Dabei kommt es entscheidend
auf den Fehler an, der beim entsprechenden Diskretisierungsverfahren gemacht wird. Die
Definition der mathematischen Ableitung lautet:

d . u(r,t+ At) —u(r,t)

au(r,t) = Alfilo As . (A.1.3)

Fiir kleine At ist eine Ndherung durch den Differenzenquotienten moglich. Man beachte
jedoch, dass der Fehler umso grofer ist, je grofser der Zeitschritt gewéhlt wird.
d t+ At) — t
o) o B AD) a0
dt At
Umstellen und Einsetzen von (A.1.2) zeigt, wie sich u(r,t) von t — t + At entwickelt
hat:

(A.1.4)

u(r,t + At) = u(r,t) + AtF(u(r,t)) + O(At)% (A.1.5)

Das so entwickelte Basisverfahren zur zeitlichen Integration wird Euler-Verfahren ge-
nannt. Es ist mit einem Fehler der Ordnung O(At)? behaftet [43]. Der Fehler lisst sich
durch andere Verfahren drastisch minimieren, dennoch bietet das Euler-Verfahren in vie-
len Féllen eine addquate Moglichkeit der numerischen Integration und zeigt, wie man
z.B. eine gewthnliche DGL auf einfachste Art implementieren kann. Wir werden zur Im-
plementierung von Gleichung (2.3.17) u.a. ein Verfahren verwenden, welches einen Fehler
der Ordnung O(At)® aufweist, das sogenannte Vierte Ordnung-Runge-Kutta-Verfahren.
Ausgangspunkt ist die Gleichung (A.1.5), in der man versucht, den Term o At so zu
erweitern, dass man die Fehlerordnung minimiert. Eine Moglichkeit besteht in einer gro-
feren Anzahl von Stiitzstellen, die sich sowohl der vollen, als auch der halben Diskre-
tisierungsbreite At bedienen. Es wéren natiirlich auch noch mehr Stiitzstellen denkbar,
die den Fehler weiter minimieren wiirden, aber fiir eine Vielzahl von Gleichungen die
Stabilitat nicht mehr entscheidend beeinflussen und zu einer erheblich lingeren Rechen-
zeit fithren wiirden [48]. Allgemeine Formeln zum Runge-Kutta-Verfahren lassen sich in
jedem Numerikbuch finden.

Fiir ein festes r muss man zur numerischen Implementierung vier zuséatzliche Nebenrech-
nungen machen. Wir definieren (vgl. [43], [40], [48]):

ki(ro,tn) = Fu(ro,tn)luein) At (A.1.6)
1

kg(I’o,tN) = F <u(r0,tN) + kl(ro,tN)§> At, (A.1.7)
1

alron ) = (ulros ) + Ko t)3 ) A (A18)

k4(I‘0,tN) = F(u(ro,t]\[) —I—kg(ro,t]v)) At. (Alg)
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Mit entsprechenden Gewichtungsfaktoren kann man iiber dieses Verfahren den Funkti-
onswert u(rg,t + At) bestimmen. Es gilt (vgl.[43],[40],[48]):

1
u(t + Ab)|e=ry = [u(t) + 5 (ki + 2k + 2k + ki) + O(At)° : (A.1.10)

r=ro

Die Genauigkeit in diesem Verfahren ist von vierter Ordnung und damit drei Ordnungen
besser als beim Euler-Verfahren. Gerade im Langzeitlimes macht sich dies stark bemerk-
bar. Zeitschritte konnen grofser gewédhlt und damit Rechenzeit gespart werden. Im Fall
der numerischen Simulation von Spinsystemen ist ein Euler-Verfahren genau dann ausrei-
chend, wenn es in der Simulation nicht mehr auf fein aufzulésende Strukturen ankommt,
beispielsweise falls ein externes Feld das System derart dominiert, dass die feineren Aus-
tauschwechselwirkungsprozesse nicht mehr zur Geltung kommen.

A.2 Das Pseudospektralverfahren

Wir haben in A.1 Maoglichkeiten zur zeitlichen Integration einer Differentialgleichung
kennengelernt. Die Frage bleibt nun zu klaren, wie eine partielle Differentialgleichung im
Ortsraum behandelt werden kann. Die Funktion F(u(r,t)) kann schlieflich noch belie-
bige Ortsabhéngigkeiten enthalten. Zu klaren bleibt also, wie man z.B. Ableitungen im
Ortsraum numerisch ndhern kann. Die Diskretisierung des Ortsraumes erfolgt dabei iiber
ein sogenanntes Gitter. Nehmen wir z.B. eine typische Grofe u(x,y,t), die nur von zwei
Raumkoordinaten x und y abhéngt. Abhéngigkeiten von mehr als zwei Ortskoordinaten
sind schwer zu implementieren und rechnerisch duflerst aufwendig; eine 3-dimensionale
Darstellung ist dann natiirlich nicht mehr moéglich und man miisste auf projektive Mafs-
nahmen zuriickgreifen.

Die Ortsdiskretisierung fiir u(x,y,t) ist damit eine Aufteilung der 2d-Ebene in diskrete
Gitterpunkte. Die Auflésung des Gitters ist durch die Seitenldngen und die Anzahl der
Gitterpunkte bestimmt. Fiir ein quadratisches Gitter der Lange 256 LFE mit N x N =
28 %28 Gitterpunkten betriigt das Auflésungsvermogen beispielsweise Az = 252% =1LF
in x- und y-Richtung. Es besteht damit die Moglichkeit, Ortsableitungen iiber das Gitter
zu berechnen. Fiir die erste Ableitung erhélt man aber immer eine Sekantensteigung.
Eine exakte Tangentensteigung in einem Punkt zu berechnen, ist auch bei noch so hoher
Auflésung in der Numerik nicht moéglich. In vielen Féllen erweist sich die Fouriertransfor-
mation als sehr hilfreich, um gewissen Problemen im Ortsraum aus dem Weg zu gehen.
Gerade die einfache Darstellung der Ortsableitung im Fourierraum ist ein niitzliches
Mittel, Differentialgleichungen geschickt zu implementieren, zumal hier keine Diskreti-
sierungsfehler entstehen konnen, wie etwa bei der Methode der finiten Differenzen. Das
Pseudospektralverfahren trégt seinen Namen aber aufgrund der Tatsache, dass in ihm
sowohl Operationen im Ortsraum wie auch im Fourierraum durchgefiihrt werden, wobei
die FFT entscheidend fiir die Rechenzeit dieses Verfahrens ist. Nach [43] skaliert sie bei
Myesamt = N x N Gitterpunkten mit Myesamt 10g Myesami -
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A.3 Gewohnliche Fouriertransformation

Die Fouriertransformation ist ein physikalisches Hilfsmittel, die es erlaubt, eine physika-
lische Grofse in einen anderen Raum zu transformieren, in welchem sie sich beispielsweise
besser plausibilisieren lésst. Das Hin- und Herwechseln zwischen den beiden R&umen,
wobei iiblicherweise der Ortsraum in den Wellenvektorraum und der Zeitraum in den
Frequenzraum transformiert wird, erlaubt es, gewisse Operationen im entsprechenden
Raum zu vereinfachen.

Die Ortsraumdiskretisierung hatte die Aufteilung in einzelne Gitterpunkte gefordert, die
es unmoglich machen, Tangentensteigungen zu berechnen. Mit der Fouriertransformier-
ten lésst sich nun aber eine exakte alternative Darstellung im Fourierraum finden, was
bei der numerischen Losung von Differentialgleichungen einen immensen Vorteil bieten
kann.

Ein weiteres Problem in der Ortsdiskretisierung liegt in der Betrachtung der Rénder.
Oftmals sind fiir physikalische Systeme spezielle Randbedingungen gegeben, die die Ent-
wicklung der betrachteten Grofie dominieren. Die Realisierung entsprechender Rand-
bedingungen ist oftmals nicht einfach zu handhaben. Wahlt man ein geniigend grofses
Gitter, kann man die Randeffekte vernachldssigen und zu den numerisch einfacher zu
handhabenden periodischen Randbedingungen iibergehen, d.h. fiir ein Gitter der Léange
L, in z-Richtung und L, in y-Richtung gilt:

u(r,t) = u(r + L,t). (A.3.1)

Eine periodische Funktion ldsst sich in eine Fourierreihe entwickeln, d.h. wir kénnen fiir
u(r,t) schreiben:

u(r,t) = Z ekt (A.3.2)

n=-—oo
an € C bezeichnen die Entwicklungskoeffizienten der Fourierreihe, die sich in zwei Di-
mensionen bestimmen lassen zu:

1 L pL )
a, = W/0 /0 e~ kT (r)dr. (A.3.3)

Periodische Randbedingungen fithren zu einer Diskretisierung des Wellenvektors k. Auf-
grund der diskreten Ortsraumdarstellung existiert ein maximal auflésbarer Wellenvektor
und die zunéchst unendliche Reihe geht in eine endliche Summe tiber:

u(r,t) = Z e’k (A.3.4)

n=—m

Im Folgenden wird fiir die Fouriertransformierte einer Grofe u stets das 'Tildesymbol @’
verwendet werden. Der Vorteil der Fouriertransformierten besteht in der Simplifizierung
der Ableitungen. So liefert die Ortsableitung im Fourierraum den Zusammenhang;:

F (Vu(r)) = iku(k). (A.3.5)
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A.4 Verallgemeinertes Pseudospektralverfahren

Gegeben sei im Folgenden eine Differentialgleichung, die die Dynamik der Grofe u(r,t)
beschreibt. Nach Aufteilung in linearen Anteil £ und nichtlinearen Anteil N ergibt sich
die allgemeine Form:
0
Eu(r,t) = L(u(r,t)) + N(r,t). (A.4.1)
L und N koénnen in beliebiger Form vorliegen. Die Fouriertransformation transformiert
nun diese Operatoren in den Fourierraum:

%ﬂ(k, t) = L(a(k, b)) + F [N (u(r, 1))]. (A.4.2)

Riicktransformation liefert wieder die gesuchte Losung im Ortsraum. Man koénnte sich
nun die Frage stellen, warum man pseudospektral und nicht rein spektral rechnet. Der
Grund hierfiir liegt in der problematischen Berechnung der Fouriertransformierten von
N (u(r,t)) im Fourierraum. Nichtlinearitdten in u(r,t) setzen sich stets aus Produkten
von u(r,t) zusammen, deren Fouriertransformierte einer Faltung im Fourierraum ent-
spricht:

Flu(r,t) - u(r,t)) = u(r,t) xu(r,t). (A.4.3)

"x’ kennzeichnet die Faltung, ’-’ das Produkt. Wegen eben diesem Fouriertheorem ist eine
rein spektrale Rechnung meist nicht angebracht, denn fiir eine Faltung muss integriert
werden, was analytisch und numerisch schwerer zu handhaben ist als eine reine Pro-
duktbildung. Produkte werden also numerisch stets im Ortsraum berechnet und dann,
wenn notig, in den Fourierraum transformiert. Mit der Orts- und Zeitintegration geméfs
der obigen Verfahren besteht also die Moglichkeit, eine partielle Differentialgleichung
numerisch zu implementieren. Um sich das Pseudospektralverfahren in Kombination mit
einer zeitlichen Integrationsmethode zu veranschaulichen, ist die zeitliche Runge-Kutta-
Integration eher ungeeignet. Als Ausgangspunkt betrachte man Gleichung (A.4.1). Die
zeitliche Ableitung kénnen wir wiederum fiir kleine Zeitschritte durch den Differential-
quotienten néhern:

u(r,t +At)  u(r,t)

At At
Im impliziten Euler-Verfahren wird die rechte Seite von (A.4.1) zeitlich unterschiedlich
behandelt. Wahrend die Nichtlinearitét fiir u(r,t) berechnet wird, werden alle linearen
Terme zum Zeitpunkt u(r,t 4+ At) bestimmt. Da wir die Linearitét schreiben konnen als

L(u(r,t + At)) — L'u(r,t + At) kann man im Fourierraum echt separieren:

Llu(r,t + At) — L' - a(k, t 4+ At). (A.4.5)

+ L(u(r, ) + N (u(r, t)). (A.4.4)

Der Punkt '’ notiert hier ein echtes Produkt. Mit dieser Eigenschaft kann man Gleichung
(A.4.4) im Fourierraum nach u(k, ¢ + At) auflsen:

k)
ik, t 4 At) = AL +17'-W£/u(r,t))]'
~— £

(A.4.6)
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Nach Riicktransformation von (A.4.6) in den Ortsraum kann man letztendlich u(r, ¢+ At)

bestimmen, was die raumzeitliche Integration einer partiellen Differentialgleichung von
Typ (A.4.1) ermoglicht.

A.5 Implementierung der stereographisch projizierten
Landau-Lifshitz-Gleichung

Wir haben gesehen, dass aufgrund der Erhaltung des Betrags der Magnetisierung M(r, ¢)
die Landau-Lifshitz-Gleichung in der Form (2.1.19) ein effektiv zweidimensionales Pro-
blem darstellt, was uns dazu veranlasst hat, sie in die komplexe Zahlenebene C stereo-
graphisch zu projizieren. Die so gewonnene partielle Differentialgleichung ist vom Typ
(A.4.1), d.h. eine Implementierung geméf A.1 und A.2 ist moglich. Die zweidimensio-
nale projizierte und skalierte Landau-Lifshitz-Gleichung lautet fiir die dynamische Grofie
m(z,y,t) (vgl.2.3.17):

202m*(Vm)?

om = (i—g)|-PV*m+ 7]

m (i—g) [ m T P
m?

+ % (O +10y) dar — > (0z — i0y) P

o 2
+ om|e, o), + =M
4r(1 + |ml|”)

1 Re[m]
1., Im[m]

Das ¢-Feld ist iiber die Poisson-Gleichung zu errechnen geméf:

(A.5.2)

0 0 :
<8_22 N 8_22> bar = MLS (me + a—yl\/[y) innerhalb der Probe
ox oy 0 auflerhalb der Probe.

Dabei haben wir die z-Abhéngigkeit des ¢,s-Feldes vernachléssigt, da nur so eine zwei-
dimensionale numerische Implementierung moglich ist. Um das Verfahren der Integration
von (A.5.1) besser zu veranschaulichen, vernachlissigen wir die Anisotropieterme, die
einfach den entsprechenden Linearitdten und Nichtlinearitdten zuzuordnen wéren. Mittels
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Fouriertransformation erhalt man:

IO — (i g) [Pl 1)+l (0 +0(1).)]
, [202m(r, t)*(Vm(r,t)?)
+ =97 I 1+ |m(r,t)| }
b= 0)F |52 0) — 1) (0 4+ 0(0):) — Silm?(r,1) +1) (O, +0(1),)
. :1 . m2(r,t) .
+ (1—g)F 5(@3 +1i0y) oM — (0p — Zay)¢M:| . (A.5.3)

Auch fiir das ¢ps-Feld ist es sinnvoll, in den Fourierraum zu wechseln, da wir uns dort
einer expliziten Losung der Poisson-Gleichung (A.5.2) entziehen koénnen. Fiir die fourier-
transformierte Gleichung (A.5.2) gilt:

+ m* m —m*
—K’F = —ik, F [L} — 1k, F [7] . Ab5A4
(O] i L5 thyF | P ( )

Damit ist Fl¢as] bestimmt, also nach Riicktransformation auch ¢j; und Gleichung
(A.5.3) kann zur numerischen Integration benutzt werden. In dem verwendeten Pro-
gramm haben wir aus obigen Griinden sémtliche Nichtlinearitdten stets im Ortsraum
multipliziert. Die Zeitintegration erfolgt in zwei verschiedenen Versionen, einmal iiber
das implizite Euler-Verfahren und zum anderen iiber das in A.1 vorgestellte Runge-
Kutta-Verfahren. Beide Verfahren laufen relativ stabil !, wobei zu beachten ist, dass
beim Runge-Kutta-Verfahren der Zeitschritt aufgrund der Fehlerordnung O(At)® stets
grofer gewdhlt werden konnte. Fiir dieses Verfahren muss dafiir bei der Zeititeration
die Differentialgleichung an vier verschiedenen Stiitzstellen bestimmt werden. Man be-
achte, dass der gesamte Rechenaufwand durch das Pseudospektralverfahren bestimmt
ist und in 2d bei Mges = N x N Gitterpunkten mit Myeslog My, skaliert [43]. Damit
kann der hohere Rechenaufwand des RK4-Verfahrens in pseudospektraler Rechnung un-
ter Umsténden nicht mehr durch die grofere Zeitschrittwahl kompensiert werden und ein
implizites Euler-Verfahren wére zur Zeitintegration geeigneter.

Wir wollen im folgenden Unterabschnitt nochmals kurz auf das Prinzip der Gitterdis-
kretisierung eingehen und zeigen, wie der diskrete Ortsraum mit dem diskreten Fou-
rierraum zusammenhéngt. In sdmtlichen Programmen haben wir uns der FFT (Fast-
Fourier-Transformation) bedient, mit deren Hilfe gerade in den letzten Jahren ein grofer
Teil partieller Differentialgleichungen numerisch simuliert werden konnte.

Ein problematischer Effekt der Fourier-Methoden, der eine Fehlinterpretation der Da-
tenséatze zur Folge haben kann und direkt mit dem endlichen Auflésungsvermogen eines
diskreten Gitters zusammenhéngt, ist der sogenannte Aliasing-Effekt, der im folgenden
Abschnitt kurz erlautert wird.

Dstabil’ im Rahmen geschickt gewihlter Parameter.
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A.6 Diskretisierung durch ein Gitter

Orts- und Fourierraum miissen in der Numerik aus diskreten Gitterpunkten bestehen.
Eine Simulation der vollstindigen kontinuierlichen Dynamik ist vollig ausgeschlossen, da
iiberabzéahlbar unendlich viele dynamische Gréfen berechnet werden miissten. Nun ist es
aber klar, dass eine groffe Anzahl von Gitterpunkten das Auflésungsvermogen in Orts-
und Fourierraum stark verbessert, hingegen eine kleinere Gitterpunktsanzahl die Rechen-
zeit entscheidend verkiirzen kann. Da die Rechenzeit im Wesentlichen mit M., log Mges

skaliert, skaliert sie bei der Hélfte der Gitterpunkte nur noch mit # log Mges— % log %

35000

i
IS
L

30000 |

25000 !

20000 !

15000 1

10000 !

durch FFT skalierte Rechenzeit

5000 b

0 50 100 150 200 250
c*Gitterpunkte

Abbildung A.1: Visualisierung der Rechenzeit, die fiir die FFT mit Mg, log Myes skaliert.
Die Rechenzeiten konnen jeweils mit der ¢ = 1-Kurve verglichen werden. Jede Verdopplung
der Gitterpunkte in eine Richtung fiihrt zu einer Vervierfachung der Punkte im 2d-Gitter. Die
Rechenzeit steigt fiir eine grofte Anzahl von Gitterpunkten erheblich.

Jedem diskreten zwei-dimensionalen Gitterpunkt kann nun die zu untersuchende Gro-
e m(iAz, jAy,t) zugeordnet werden. Dabei sind i, € N und Az bzw. Ay bezeichnen
das Auflésungsvermogen des Gitters in z- und y-Richtung. Die Diskretisierung erfolgt
also durch eine dquidistante Einteilung des Gitters in x- und y- Richtung. Wenn nun
N x N die Anzahl der Gitterpunkte eines quadratischen Gitters bezeichnet, so rechnet
man auf einem Gitter der Linge NAz x NAy|,—,.

Die im Programm verwendeten periodischen Randbedingungen verifiziert man iiber ein
effektives Feld mit [(N 4 2) x (N + 2) — 4] Gitterpunkten, wobei die isg. vier zusétzli-
chen Gitterpunktreihen und -spalten am Anfang und am Ende des Feldes angeschlossen
werden. Ordnet man der nullten Gitterpunktreihe bzw. Spalte die Werte der N-ten zu
und der (N+1)-ten Gitterpunktreihe bzw. -spalte die Werte der ersten zu, so ist das Feld
periodisch angeschlossen. Diese Anschlussbedingungen sind genau dann wichtig, wenn
iiber die Methode der finiten Differenzen Ortsableitungen berechnet werden, da hier die
Kenntnis der Nachbarpunkte von entscheidender Bedeutung ist. Da im Fourierbild Ablei-
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tungen exakt iiber den entsprechenden Wellenvektor dargestellt werden kénnen, ist dieses
Verfahren dort nicht nétig. Die sogenannte ’Centered Space’-Methode ist eine Méglich-
keit, Ableitungen im Ortsraum zu berechnen. Das Verfahren benutzt die Sekante, die
durch die ndchsten Nachbarpunkte geht und errechnet deren Steigung. Damit gilt:

am(:v,y,t) m(x7y7t)?+1 - m(x7y7t)7,n—l 2
B = + O(Ax)
or ’ 2Ax
’>m(z,y,t) m(x,y, )iy — m(z,y,1)7 o 2
gaz i = A(Az)? + Oda)” (A6

Zweite Ableitungen werden aber besser durch die sogenannte Mittelpunktsmethode ap-
proximiert, deren Fehlerordnung mit O(Az)?* skaliert [43]:

&*m(z,y,t) m(z,y, )i — 2m(z,y,t)7 +m(x,y,2)7 4

Die fiir die Numerik relevanten Informationen an einem Gitterpunkt sind also nicht auf
denselbigen beschrankt sondern benétigen Information von den umgebenden Punkten.
Abbildung A.2 zeigt nochmals einen der grofsen Vorteile der Fourierdarstellung. Es wer-

A) Ortsraum B) Fourierraum

88 - Gitter unter periodischen Randbedingungen 88 - Gitter
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Abbildung A.2: A) Gitterdarstellung im Ortsraum mit Auflésungsvermogen Az in z-Richtung
und Ay in y-Richtung. Die Verifizierung der periodischen Randbedingungen lésst sich iiber eine
Erweiterung des 8 x 8 - Gitters auf ein effektives 10 x 10 - Gitter erreichen. Zur Berechnung von
ersten und zweiten Ableitungen bendtigt man die Nachbargitterpunkte. B) Gitterdarstellung im
Fourierraum mit Auflésungsvermégen Ak, = i—: in z-Richtung und Ak, = %—Z in y-Richtung.

Die Faktoren ¢, , zeigen, wie die Einordnung der k-Werte auf die entsprechenden Gitterpunkte
erfolgt (quAky, gyAky) = (kg ky)ij-

den keine finiten Differenzen bendtigt. An jedem Gitterpunkt existiert ein exakter (exakt
im Rahmen der FFT) k-Wellenvektor-Wert, der uns eine alternative Darstellung von
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Ortsableitungen ermoglicht:

<8ma:y, > = ikgin(k, 1)

<8mwy, ) = ikym(k,t)

f( aﬁzy’ — k2, 1)
2 X
]’(%) — K2k, 1). (A.6.3)

Dennoch beinhaltet auch der Fourierraum einige Darstellungsschwéchen. Da der Orts-
raum nicht beliebig klein aufgelost werden kann, existiert im Fourierraum stets eine grof-
te Wellenzahl, die das Maximum aller auflésbaren Wellenzahlen ist (A.3). Wellenzahlen
oberhalb dieser maximalen Grenze werden also nicht mehr als solche wahrgenommen
und falsch interpretiert. In einem kleineren Wellenzahlbereich kommt es zur Anh&ufung.
Dieser Effekt wird in der Fachwelt im Allgemeinen als Aliasing-Effekt bezeichnet. Grofse
Wellenzahlen werden dann in der Numerik abgeschnitten, um diese Misinterpretation
zu vermeiden. Schwingen nur wenig Moden an, ist diesem Effekt nur in geringem Maf
Rechnung zu tragen ([43], [9] fiir weitere Details). Ein zweiter Nachteil ist natiirlich die
grofere Rechenzeit, da die F'T im Programm den wesentlichen Anteil der Integrationszeit
ausmacht.
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B Numerische Visualisierung der
Landau-Lifshitz-Gleichung

In Kapitel A haben wir die numerischen Moglichkeiten fiir die Implementierung der
stereographisch projizierten LLG kennengelernt. Basierend auf dem Pseudospektralver-
fahren, welches uns die Moglichkeit verschafft, im Ortsraum vergleichsweise komplizierte
und fehlerbehaftete Rechnungen in den leichter zu handhabenden Fourierraum zu trans-
formieren, ist es uns gelungen, einen Programmcode zur Visualisierung der Dynamik der
projizierten Magnetisierung m(r,t) € C zu entwickeln. Die Riicktransformation in den
R3 bzw. effektiv in S? liefert dann die vollstéindige Dynamik des Magnetisierungsvektors
M(r,t). Ordnet man jedem Gitterpunkt geméf A.6 einen Anfangswert mg(r,t) € C zu,
so ist dies gleichbedeutend mit der Zuordnung eines Magnetisierungsvektors My(r,t).
Es sei an dieser Stelle nochmals darauf verwiesen, dass ein Magnetisierungsvektor, der
in Richtung des Pols zeigt, in der komplexen Zahlenebende auf co abgebildet wird, was
numerisch dufserst problematisch ist. Dieser Problematik kann dadurch Abhilfe geleis-
tet werden, indem grofe m(r,t) in der projizierten LLG vernachlissigt werden oder alle
Magnetisierungsvektoren durch die entsprechenden Anfangsbedingungen moglichst weit
von diesem kritischen Punkt entfernt liegen. Da die erste Methode das explizite Nach-
vollziehen der Dynamik nahezu unmoglich macht, beschridnken wir uns auf zweite. Dabei
ist zu berticksichtigen, dass sowohl die Anfangsbedingungen als auch der gewéhlte Para-
meterbereich den Werten von m(r,t) Rechnung tragen. Das Fernhalten vom kritischen
Punkt ist also nur fiir gewisse Parameterwerte moglich. In sémtlichen numerischen Aus-
wertungsteilen musste dieses Stabilitdtskriterium beriicksichtigt werden.

Die Gitterdiskretisierung entspricht einer Diskretisierung des Ortsraumes, also des Medi-
ums, in welchem wir die Magnetisierungsvektoren M(r,¢) betrachten. Dieses Gitter hat
nichts mit der komplexen Zahlenebene C zu tun. Die komplexen Zahlenwerte kénnen
vielmehr als Hohenprofil auf dem diskreten Gitter betrachtet werden, d.h. eine Visuali-
sierung von m(r,t) stellt ein Hohenlinienprofil im diskretisierten Medium dar.

B.1 Dynamik des Magnetisierungsvektors in der Grundform

Die reale Grofe in unserem System aus Magnetisierungsvektoren ist die Grofe M(r, t)
und nicht die komplexe Grofe m(r,t), die wir nur deswegen eingefithrt haben, um die
Dynamik effektiv zwei-dimensional zu halten. Das dynamische Verhalten von m(r,¢) und
insbesondere von M(r, t) soll im Folgenden qualitativ untersucht werden.

Gleichung (2.3.17) enthélt eine Vielzahl von Parametern, iiber die die Dynamik von
m(r,t) gesteuert wird. Inwieweit sich das System numerisch stabilisiert, hiangt also stark
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von der Wahl der entsprechenden Parameter ab. Ein zusédtzliches Problem besteht in
einer geeigneten Wahl des Zeitschritts. Kapitel A hat zwei wichtige Moglichkeiten zur
Zeitdiskretisierung aufgezeigt. Das implizite Euler-Verfahren war mit einem relativ hohen
Fehler behaftet, liefs sich aber eingehend formulieren und implementieren, wiahrend das
Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung durch den relativ kleiner Fehler in der Zeitdis-
kretisierung den entscheidenden Vorteil lieferte. Die Richtigkeit numerischer Ergebnisse
muss fiir den entsprechenden Zeitschritt stets iiberpriift werden. Ein Zeitschritt ist erst
dann gut gewahlt, wenn sich bei einer Zeitschrittverkleinerung das qualitative Verhalten
des Systems kaum noch &dndert und die Numerik stabil 1lduft. Wir werden in Abschnitt
B.1.1 auf die Wahl des Zeitschrittes bei den beiden entsprechenden Zeitintegrations-
verfahren eingehen. Zunéchst vereinfachen wir Gleichung (2.3.17) auf seine essentielle
Grundform und werden in den folgenden Abschnitten sukzessive Terme in der Grund-
form hinzufiigen. Da der Ddmpfungsterm in (2.3.17) der kompletten Gleichung vorsteht,
wird sein Einfluss als Spezialfall diskutiert werden.

Von der Grundform sprechen wir im Folgenden genau dann, wenn die Dynamik des
Magnetisierungsvektors nur iiber die Austauschwechselwirkung im effektiven Magnet-
feld He sy mit eventueller Dampfung g gegeben ist, also fiir m(r,t) von einer partiellen
Differentialgleichung der Form:

202m*(Vm)?

om = (i— —’V?m +
t ( g) 1+]m\2

(B.1.1)

Fiir [ = 0 ist m(r, t) konstant, d.h. es gibt keinen Grund fiir den Magnetisierungsvektor,
sich im Medium zu verédndern. g = 0, also ein ddmpfungfreies System, bleibt hingegen
weiter ein interessanter Spezialfall der Grundform. Da dem System keine Richtung durch
externe Felder aufgezwungen wird, gibt es fiir die Magnetisierungsvektoren auch keinen
Grund, sich entlang einer bestimmten Richtung auszurichten. Sind alle Magnetisierungs-
vektoren in der Probenebene zufillig orientiert, werden sich die Bewegungen jedes Vektors
aufgrund der Austauschwechselwirkung mit der Zeit angleichen. Bei grofen Dampfungen
wird dieser Angleichungsprozess beschleunigt werden, da jede Dampfung dem System
aus Vektoren weniger Freiheit zur dynamischen Bewegung l&sst.

B.1.1 Vergleich der Zeitintegrationsverfahren

Wir werden zur Uberpriifung der Richtigkeit des Zeitintegrationsverfahrens die komple-
xe projizierte Grofe m(r,t) in € betrachten. Dies bietet den Vorteil, in C einer zwei-
dimensionalen Trajektorie folgen zu koénnen, die uns die Dynamik der Grundform be-
schreibt 1. Es ist zu erwarten, dass das Runge-Kutta-Verfahren wegen der niedrigeren
Fehlerordnung schon bei vergleichsweise groferen Zeitschritten addquate Ergebnisse lie-
fert; dabei bezieht sich das Wort ’addquat’ auf die Reproduzierbarkeit der Ergebnisse bei
Walhl eines noch kleineren Zeitschritts. Zwingende Voraussetzung fiir die Zeitschrittwahl
ist natiirlich die Konvergenz des entsprechenden Verfahrens.

'Man kann sich durch einfache Riickprojektion auch die reale Trajektorie im R® anschauen.
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Das Fernhalten vom kritischen Punkt, z.B. bei Wahl entsprechender Parameter, ist we-
sentlich, um die Numerik auch im Langzeitlimes stabil zu halten. Prinzipiell muss diese
Zeitschrittiiberpriifung nun fiir sémtliche Parameterwerte durchgefiihrt werden und erst
recht bei Hinzunahme weiterer Terme zur Grundform. Wir werden des Ofteren anneh-
men, dass die Trajektorien bei einmaliger Uberpriifung des Zeitschritts auch fiir gewisse
andere Parameterwerte, die numerisch stabile Ergebnisse liefern, eine qualitativ gute Lo-
sung sind.

Die Diskretisierung des Ortsraumes (vgl. A.6) erfolgt in unserem Fall iiber ein 28 x 25-
Gitter. Um die Dynamik eines Magnetisierungsvektors M(r, t) zu verfolgen, verfolgt man
also die Dynamik von m(r,t) an einem Gitterpunkt. Die Anfangsbedingungen werden
durch komplexe Zahlenwerte fiir mg(r,t) so vorgegeben, dass der Magnetisierungsvek-
tor keine Gefahr lauft, den kritischen Punkt zu erreichen. Wir haben my(r,t) fiir jeden
Gitterpunkt als zufillige komplexe Zahl mg(r,t) = Re[mg(r,t)] + iIm[mo(r,t)] z.B. mit
Re[my(r,t)], Im[mg(r,t)] € [0, 1] gewahlt, was obigem "Fernheitsprinzip’ Rechnung tragt.
In einem weiteren Unterabschnitt wird die Dynamik von M(r,¢) in Abhéngigkeit unter-
schiedlicher Startbedingungen untersucht werden.

Runge Kutta 4 (dt=0.0001) ——
Runge Kutta 4 (dt=0.00001

Euler Implizit (dt=0.0001) -
2r Euler Implizit (dt—0.00001

15 f P

Im|m)|
—

0.5 . . . . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

Re[m]

Abbildung B.1: Vergleich von RK4-Verfahren und implizitem Euler bei unterschiedlichen Zeit-
schritten. Nicht mehr eingezeichnet ist das implizite Euler-Verfahren fiir d¢t = 1079, da mit diesem
Zeitschritt eine nahezu deckungsgleiche Trajektorie zum RK4-Verfahren erzeugt wird.

Abbildung B.1 zeigt, wie genau implizites Euler-Verfahren und RK4-Verfahren arbei-
ten. Wihlt man im RK4-Verfahren einen Zeitschritt von dt = 10™4, erhilt man schon eine
addquate Trajektorie fiir m(r, t), wihrend beim implizitem Euler-Verfahren die Trajekto-
rie bei gleichem Zeitschritt noch stark von der realen Losung abweicht. Deckungsgleich-
heit mit der Trajektorie aus dem RK4-Verfahren bekommt man erst flir einen 100-fach
kleineren Zeitschritt. Fiir die in Abbildung B.1 gewéhlten Parameter und Anfangsbedin-
gungen kann mit dem RK4-Verfahren 100x schneller gearbeitet werden, ohne auf Qua-
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litdt des Datensatzes verzichten zu miissen. Da der Fehler beim RK4-Verfahren deutlich
geringer zu halten ist als beim impliziten Euler-Verfahren, wird im Folgenden, wenn kein
Zeitintegrationsverfahren explizit angegeben ist, stets das RK4-Verfahren zur numeri-
schen Integration verwendet werden.

B.1.2 Auswirkung von [ auf die Grundform

In (2.3.16) haben wir den Prameter | = éw / ﬁ erstmals eingefiihrt und gesehen, dass [?
direkt proportional zur Austauschwechselwirkungskonstanten D ist. Die Auswirkungen
von [ auf die Grundform sind trivial, da I? der ganzen Funktion F(m(r,t)) vorsteht und

damit wegskaliert werden kann. Wihlt man ¢’ = [t so lautet die Grundform:

(B.1.2)

opm = (i—g) [VQerM]

1+ ]m\Q

An der charakteristischen Dynamik bei unterschiedlichen Werten fiir [ sollte sich deswe-
gen mit Ausnahme der Geschwindigkeit, mit der ein dynamischer Prozess vorangetrieben
wird, nichts dndern. Dabei ist klar, dass bei steigenden [-Werten diese Geschwindigkeit
zunimmt. Ohne Dampfung g und weitere Zusatzterme gibt es fiir den Magnetisierungs-
vektor keine Veranlassung, sich in einer bestimmten Richtung auszurichten, d.h. die von
reiner Austauschwechselwirkung verursachte Dynamik bleibt relativ 'chaotisch’ (vgl.: Ab-

bildung B.2).

T T T T
Dynamik von m g=0

2
25 — — g R iy s
- B Trajektorie eines Magnetisierungsvektors g=0 —

Im|m)|

1=2, dt=0.0001
I 1

. . . . .
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Re|m]

Abbildung B.2: Komplexe Dynamik und Dynamik des Magnetisierungsvektors auf der Sphére
S? in der Grundform bei reiner Austauschwechselwirkung (g=0).’1000 ZS’.

Die Trajektorie in Abbildung B.2 basiert auf einem rein quantenmechanischen Effekt
und zeigt, wie sich die Wechselwirkung néchster Nachbarn auf ein Medium auswirkt.
Wellenpropagation wird bei reiner Austauschwechselwirkung nicht moglich sein, da es
nicht moglich ist, einen wohldefinierten Wellenvektor anzugeben.
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B.1.3 Auswirkung von g auf die Grundform

Im Folgenden soll untersucht werden, wie sich eine Dampfung mit Dampfungsparame-
ter g, die in realen Medien sicherlich stets anzunehmen ist, auf die Spindynamik in der
Grundform auswirkt. Unter reiner Austauschwechselwirkung miissten alle Spinvektoren
in stetiger Bewegung sein und, wie wir in Abschnitt 2 gesehen haben, stets um das
interne Feld Hj,;? prizidieren. Dass dies eben nicht der Fall ist, ist in selbigem Ab-
schnitt gezeigt worden, weshalb es zwingend notwendig war, einen Dampfungsterm in
Form der Gilbert-Dampfung einzufiihren. Abbildung B.3 zeigt den Einfluss der Damp-

2

Im|m|

0.5 r

— =2, dt=0.0001

. .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
Re[m]|

Abbildung B.3: Komplexe Dynamik und Dynamik des Magnetisierungsvektors auf der Sphére
S? in der Grundform bei Austauschwechselwirkung und Dampfung.’1000 ZS’.

fung auf das Spinsystem. Bei zunehmender Démpfung wird auch die Bewegungsfreiheit
eines Magnetisierungvektors zunehmend eingeschriankt und die Dynamik beschrankt sich
auf einen kleineren Raumbereich. Damit wird aber auch die Stabilitdt des Systems durch
den Dampfungsterm mit Dampfungsparameter g entscheidend beeinflusst, da das "Fern-
heitsprinzip’ durch eben diesen Dampfungsparameter gesteuert werden kann.

Deutlich interessanter ist der Dampfungseinfluss aber bei starken, externen Feldern He,,
da die Préazessionsbewegung in diesem Fall schliefflich in eine nahezu Parallelstellung zum
externen Feld iibergeht.

B.1.4 Dynamik benachbarter Gitterpunkte unter
Austauschwechselwirkung

In der Herleitung des Austauschwechselwirkungsbeitrags zum effektiven Magnetfeld ha-
ben wir explizit die Austauschwechselwirkung nur néchster Nachbarn beriicksichtigt. Un-
ter diesen speziellen Annahmen konnten wir in einer recht schliissigen Vorgehensweise
die Proportionalitdit von Hg,s zu V2M(r,t) zeigen. Da die Austauschwechselwirkung
rein quantenmechanischer Natur ist, ist die Vorstellung, die wir iiber diese Art von

?Die Auszeichnung einer Richtung ist auch ohne externe Felder durch das statische Dipolfeld Hpi,
gegeben.
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Wechselwirkung haben, eher auf einen qualitativen, phénomenologischen Rahmen be-
schrankt. Eine Voraussetzung muss aber der ganzen Betrachtungsweise voranstehen, und
zwar das Prinzip der ’dynamischen Angleichung’ benachbarter Magnetisierungsvektoren.
Dieses ’Angleichungsprinzip’ manifestiert sich in der quasiklassischen Betrachtung der
Austauschwechselwirkung geméfs (2.2.23).

0.1 : : : : ‘
Dynamik von m  GP=[100,100] ———
GP=[99,100
or GP=[101,100] - ]
0.1 |
_ 02t |
E)
g f
03 F | |
04 |
05 e |
1=2, g=0.1, dt=0.0001
0.6 s ‘ ‘ ‘

-0.5 -045 -0.4 -0.35 -0.3 -0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0O
Re|m]

Abbildung B.4: Komplexe Dynamik in der Grundform bei Austauschwechselwirkung (I = 2)
und Dampfung (g = 0.1) fiir drei benachbarte Gitterpunkte.’1000 ZS’.

Dynamik von M Gé’l;[llgg,igg —
GP—[101,100] -~ T

M,

1-2, g=0.1, dt=0.0001

0.8 . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Iterationen

Abbildung B.5: Dynamik einer Magnetisierungsvektorkomponente bei Austauschwechselwir-
kung (I = 2) und Déampfung (g = 0.1) fiir drei benachbarte Gitterpunkte.’1000 ZS’.

Basierend auf dem Prinzip der Energieminimierung ist eine besonders giinstige Stel-
lung benachbarter Magnetisierungsvektoren gerade die Parallelstellung. Bei beliebigen
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Anfangsbedingungen fiir benachbarte Gitterpunkte werden die Magnetisierungsvektoren
je nach GroRe der Austauschwechselwirkungskonstanten D(oc I2) versuchen, ihre Dyna-
mik einander anzugleichen. Die Anfangsbedingungen in Abbildung B.4 sind dem 'Fern-
heitsprinzip’ folgend so gewdhlt, dass gilt Re[mg(r,t)], Im[mg(r,t)] € [—0.5,0.5]. Man
erkennt mit zunehmender Iteration die Angleichung der Trajektorien fiir drei beliebige
Nachbarpunkte? auf dem 28 x 28 - Gitter. Abbildung B.5 zeigt dieses Verhalten in Bezug
auf die Magnetisierungsvektoren auf S?. Wir werden dieses Angleichungsprinzip noch
eingehender beobachten kénnen, wenn dem System externe Felder und damit eine ausge-
zeichnete Richtung aufgezwungen wird. Dann wird auch der Wechselwirkungsparameter
[ nicht mehr die Bedeutung eines reinen Zeitskalierungsparameters haben, sondern mit
seinem Betrag effektiv den Einfluss dufserer Felder steuern kénnen.

Da die Terme o [? wesentlich fiir die Dynamik der Nachbarpunkte verantwortlich sind,
resultiert aus der Austauschwechselwirkung die Moglichkeit der Propagation von Spin-
wellen, die als magnetodynamisches Analogon zu Lichtwellen angesehen werden konnen,
sich aber dennoch in einer Vielzahl von KEigenschaften erheblich unterscheiden. Das al-
leinige Vorhandensein dieser Form von Wechselwirkung reicht jedoch nicht zur Wellen-
propagation aus, da ohne Vorzugsrichtung fiir den Magnetisierungsvektor M(r, t) keine
Wellenausbreitung moglich ist, also kein Wellenvektor k mit im gesamten System fester
Richtung existiert.

B.2 Einbindung des Dipolfeldes in die Grundform

Bis jetzt resultierte die Wechselwirkung der Magnetisierungsvektoren einzig aus der quan-
tenmechanischen Austauschwechselwirkung. In 2 postulierten wir die Existenz eines Di-
polfeldes, welches seine Ursache in der Wechselwirkung der priazedierenden magnetischen
Momente im Spinsystem fand. Die Einbindung dieses Feldes in die Grundform fiihrt auf
eine Gleichung der Form:

e 202 2l2m*(Vm)2]
om = (i g)[ le+71+|m|2
. 1 . m? .
+ (i—9) {5 (O +10y) pu — =~ (0 — i0)) ¢M} . (B.2.1)

Dabei gehorcht ¢ der in 2 eingefiihrten skalierten Poisson-Gleichung. Skaliert man nun
geméf B.1.2 die Zeit t, so resultiert folgende Gleichung:

TR M]
om = (i g)[ Vom + L+ |mp?
2
+ (i— g)ll2 E (O +1i0y) oM — m? (Op —i0y) Pu | - (B.2.2)

3Es sind zur besseren Ubersichtlichkeit nur die drei Nachbarn in x-Richtung des Gitters verwendet
worden.
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Grofse Austauschwechselwirkungskonstanten bedeuten also automatisch, dass dem Di-
polfeld weniger Bedeutung zukommt. Fiir [ = 0 wird die Dynamik von m nur noch durch
das Dipolfeld bestimmt. Numerisch wird die Dynamik immer dann schwer zu handhaben
sein, wenn keine Richtung ausgezeichnet ist oder wenn die dynamischen Prozesse ein-
zelner Magnetisierungsvektoren ein qualitativ unterschiedliches Verhalten zeigen, es also
nicht zum oben aufgezeigten ’Angleichungsprinzip’ kommt. Dieses ist fiir reine Dipol-
Dipol-Wechselwirkungsprozesse der Fall, weshalb gerade numerisches Langzeitverhalten
iiber die Projektionsmethode schwer zu implementieren ist.

0.2

T 0.4

T T T T T T T T T T T
Dynamik von m  GP=[100,100] —— Dynamik von M, GP=[100,100] ———
- GP=(101,100 ~ GP=[101,100
GP=[100,101] - 02 | GP=[100,101) -z
0r GP-1[99.100 1 GP—{99.100}
GP=[100,99] GP=[100,99
0F =
02t
= 0.2 1
= 04t = T
= 04 - T
e ) \"'\,,
06 F i o -
0.6 | S
08 | os |
1=0, g=0.1, dt=0.0001 1=0, g=0.1, dt=0.0001
1 . . . \ . 1 . . . . . . : . .
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Abbildung B.6: Auswirkung des reinen Dipolfeldes auf benachbarte Gitterpunkte (I = 0,9 =
0.1).’500 ZS’.

Abbildung B.6 zeigt, dass die numerische Implementierung des reinen Dipolfeldes

schwierig ist, da jeder Magnetisierungsvektor stets die Gegend um den kritischen Punkt
(Siidpol) erreichen kann. Eine Einbindung in das Programm wird erst dadurch unproble-
matisch, dass andere Felder die Ausrichtung eines jeden Magnetisierungsvektors domi-
nieren, und somit das 'Fernheitsprinzip’ tiber entsprechende Anfangsbedingungen erfiillt
werden kann.
Effektiv muss die zusétzliche Einbindung des Dipolfeldes in unsere Grundform zu einer
Art "Verzerrung’ der durch die Austauschwechselwirkung dominierten Dynamik fiihren.
Dies wird im folgenden Abschnitt bei dufleren Feldern besonders augenscheinlich, da wir
in Abschnitt 2 bereits erwéhnt hatten, dass kreisférmige Prézessionen um H;,; mit an-
gelegtem Dipolfeld in elliptische Prézessionen iibergehen. Die Verzerrung ohne &uféere
Felder kann in Abbildung B.7 nachvollzogen werden. Fiir [ = 3 ist die Dynamik kaum
noch von der ohne Dipolfeld zu unterscheiden. Beim Anlegen dufierer Magnetfelder muss
man in diesem Fall austauschdominierte Wellenpropagation erwarten, wéhrend fiir rela-
tive kleine 1-Werte die Moden dipoldominiert sind. Im Bereich um [ = 1 miissen beide
Beitrage zum effektiven Magnetfeld beriicksichtigt werden. Vergleicht man in B.7 die
Trajektorien ohne Dipolfeld in C, so manifestiert sich nochmals die schnellere Dynamik
eines Magnetisierungsvektors M bei groferen Austauschwechselwirkungskonstanten.
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Abbildung B.7: Auswirkung des Dipolfeldes auf m € C fiir verschiedene Austauschwechsel-
wirkungskonstanten bei den Anfangsbedingungen Re[mg(r,t)], Im[mo(r,t)] € [—0.5,0.5]. 1000
7S’

B.3 Einkopplung dullerer Felder

Bis jetzt konnten wir auf die Symmetrisierung der einzelnen Magnetisierungsvektoren
auf dem Gitter keinen Einfluss nehmen. Austauschwechselwirkung und Dipol-Dipol-
Wechselwirkung bestimmten zwar die Dynamik, liefen aber keine Vorzugsrichtungen
erkennen, womit auch jegliche Form von Wellenpropagation ausblieb. Koppelt man nun
von auften ein externes Magnetfeld ein, so unterliegt jeder einzelne Vektor dem neuen
Feld und versucht sich unter Dadmpfung parallel zu diesem auszurichten. Es sind beliebige
dukere Felder vorstellbar. In statischen Feldern ist die Vorzugsrichtung fiir den Magneti-
sierungsvektor fiir alle Zeiten ¢ gegeben und fest. Bei Pumpfeldern hingegen variiert sie
in Abhingigkeit von der Frequenz*. Dauerhafte Wellenpropagation wird nur iiber Pump-
felder moglich sein, da nur in diesem Fall den Magnetisierungsvektoren die Moglichkeit

4Bei gepulster Anregung ist zusitzlich zur Pulsfrequenz auch die Pulsdauer zu beachten.
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gegeben wird, sich stets neu zu orientieren. Die neu zu betrachende Gleichung lautet also:

om = (i—g)|-1*V?m+

2l2m*(Vm)2}
1+ |m|?

i 2
(=) |50 +i0) das — T (02 i3, o

(i - g) [m (@z + e(t)z)]

+ (- g) 500 - 1) (s + 000
~ (i—g) -%z’(m2+1) (®y—|—9(t)y)]. (B.3.1)

Dabei ist die z-Abhéngigkeit des Potentials ¢p; vernachlassigt worden. Es ist geméaf der
Skalierung t — t’ wiederum klar, dass mit groferen Werten fiir 1 sowohl die Bedeutung
des Dipolfeldes als auch die der externen Felder abnimmt.

0.2

T T T —— T
Dynamik von m g=0, ohne D;polfcld
g=0.1, ohne Dipolfeld

0.15 | =0, mit Dipolfeld - 1

Im|m)]

0.1t —
1-0, dt=0.01,0,~20

-0.1

5 . . .
-0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
Re[m]

Abbildung B.8: Dynamik von m in C bei externem, statischen Feld (0, = 20) mit und ohne
Dipoleinfluss.”100 ZS’.

B.3.1 Das statische Feld

Greift man sich einen Magnetisierungsvektor M auf dem Ortsgitter heraus, so fithrt die-
ser unter Einfluss eines statischen Feldes H.,; eine Préazessionsbewegung um H,,; (vgl.
2.1.16) aus. Dipoleinfliisse fithren zu einer Verzerrung des Prézessionskreises und rufen
eine eher elliptische Prézession hervor. Diese fiir alle dynamischen Prozesse essentiellen
Grundaussagen sind nochmals in Abbildung B.8 verifiziert. Fiir [ # 0 wird das Verhalten
von Abbildung B.8 komplizierter. Der Einfluss von Dipolfeld und statischem Feld auf die
Dynamik der komplexen Grofe m ist geméf (B.3.1) stark an die Austauschwechselwir-
kungskonstante gekoppelt. Fiir grofte [ und bei Vernachlédssigung des Dampfungsterms
wird das austauschdominierte System relativ spidt dem statischen Feld folgen und um
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Dynamik von m 1-0.1, dt=0.001 ———
o4 I=1, dt=0.001
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Abbildung B.9: Dynamik von m in C bei dufserem, statischen Feld (©, = 20) fiir unterschied-
liche Werte von 1. Re[mo(r,t)], Im[mo(r,t)] € [-0.5,0.5].”1000 ZS’.
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Abbildung B.10: Dynamik von m in C bei drei unterschiedlich gerichteten &ufseren, statischen
Feldern mit Dampfungseinfluss. Re[mq(r,t)], Im[mg(r,t)] € [0, 1]. ’5000 ZS’.

seine Vorzugsrichtung prazedieren; gleichsam werden die Prazessionsbewegungen kreis-
formig sein. Erst bei kleineren [-Werten sind die typischen 'Dipolellipsen’ und die Pra-
zession des Magnetisierungsvektors um die vom externen Feld vorgegebene, raumfeste
Achse zu erkennen (vgl. Abbildung B.9). Des Weiteren ist ersichtlich, dass die Stabilitét
des numerischen Integrationsverfahrens wesentlich von der Konstanten [ abhéngt, da sie
nicht nur den zeitlichen Ablauf der Dynamik steuert, sondern auch iiber die externen
Felder den Bereich, in dem diese Dynamik sich abspielen soll. Ihr obliegt es also ganz
entscheidend, dem 'Fernheitsprinzip” Rechnung zu tragen.

Beriicksichtigt man in Abbildung B.9 zusétzlich den Dampfungsterm (g # 0), so miindet
die fiiher oder spéater auftretende Prazessionsbewegung in einer Parallelstellung zum an-
gelegten statischen Feld H¢,;. In Abbildung B.10 kann man erkennen, wie sich m(r, t) fiir
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Abbildung B.11: Dynamik eines Magnetisierungsvektors auf S? bei zwei unterschiedlich gerich-
teten duferen, statischen Feldern mit Dampfungseinfluss. Re[my(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0, 1].’5000
7S’

unterschiedliche Richtungen des #uferen Feldes H,,; den entsprechenden Punkten® in C
néhert. Abbildung B.11 zeigt das zeitaufgeloste Verhalten eines Magnetisierungsvektors,
der sich je nach Feldrichtung bei eingeschalteter Ddmpfung g parallel zu diesem aus-
richtet. Abgesehen von der Richtung der dufieren Felder, muss auch ihre Stérke direkten
Einfluss auf die Dynamik des Spinsystems haben. Schwache Felder lassen dem Spinsys-
tem noch geniigend Mdoglichkeit, auf die Austauschwechselwirkung und die Dipolfelder
zu reagieren. Die Spins werden sich in diesem Fall relativ langsam am angelegten Feld
orientieren und den stetigen Einfluss der Nachbarspins in einer vergleichsweise starken
Form spiiren. Relativ starke, externe Felder hingegen dominieren das System und werden
jeden Magnetisierungsvektor vergleichsweise schnell in die Vorzugsrichtung zwingen. Wir
konstatieren diese Aussagen mit Abbildung B.12. Dass sich jede Trajektorie unabgingig
von der Stiarke dennoch mit der Zeit auf einen Punkt fixiert, d.h. nahezu Parallelstellung
von M und H,,; erreicht wird, sei nochmals mit der ldnger iterierten Abbildung B.13
gezeigt. An Abbildung B.14 lassen sich eine Vielzahl von Uberlegungen und Ergebnissen
in Bezug auf die Parameter in der projizierten LLG tiberpriifen, da sich die Variation in
I nach entsprechender Skalierung auch als Variation der externen Felder interpretieren
lasst.

Sentsprechend’ bezieht sich auf die stereographische Projektion.
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Abbildung B.12: Dynamik fiir unterschiedlich starke statische, externe Felder.
Fir kleine O, verifiziert sich anfangs eine génzlich austauschdominierte Trajektorie.
Re[mo(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0,0.5].”500 ZS.’
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Abbildung B.13: Langzeititerierte Dynamik von m in C fiir drei unterschiedlich starke dufiere,
statische Felder in Richtung von e,. Re[mq(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0, 1].°10000 ZS.’
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Abbildung B.14: Auswirkung der Konstanten | auf die projizierte m-Dynamik dreier Nachbar-
punkte bei Einkopplung eines statischen, externen Feldes.
Re[mg(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0,0.1]. ’500 ZS.’
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B.3.2 Das Pumpfeld

Pumpfelder werden in erster Linie dazu verwendet, Spinwellen in ferromagnetischen Sys-
temen anzuregen und ihre Propagation aufrechtzuerhalten. Da dem Pumpfeld eine ex-
plizite Zeitabhéngigkeit zugeschrieben ist, erweist sich die analytische, wie auch die nu-
merische Auswertung, schwieriger als bei statischen Feldern. Oftmals verwendete Pump-
anregungen sind die sinusoidale oder cosinusoidale sowie die gepulste Anregungen. Wir
werden zeigen, dass die ersten beiden ein qualitativ unterschiedliches Verhalten von der
letzteren aufweisen. Wie auch schon beim statischen Feld sind die Anregungsrichtungen
frei wahlbar, und man unterscheidet im Wesentlichen zwischen Pumpen parallel zum ex-
ternen, statischen Feld und senkrechtem Pumpen. Auf beide moglichen Pumpverfahren
wird fiir entsprechende Anregungen eingegangen werden. Fiir die folgenden grafischen
Auswertungen ist das Dipolfeld nicht beriicksichtigt worden. Im RK4-Verfahren ist der
Zeitschritt stets klein genug gewahlt worden, um qualitativ gute Ergebnisse zu erzielen.
Grundlage der numerischen Auswertung ist folgerichtig Gleichung (B.3.1) mit ¢, = 0.

1. 0(t); = hj cosw;t

Eine Cosinus-Anregung weist im Wesentlichen die beiden entscheidenden Merk-
male der Periodizitit geméafs der Anregungsfrequenz w und des Vorzeichenwechsels
nach einer halben Periode auf. Die Stirke des Pumpfeldes mit der Amplitude h
variiert also in einer Periodenldnge (Lp = i}—”) gemaf der Cosinusfunktion. Zum
Zeitpunkt tg = 0 spiirt das Spinsystem die volle Amplitude h. Diese schwécht
sich ab und bei %3 spiirt das System punktuell gar keine Anregung. Schliefslich
steigt die Anregung wieder, aber in entgegengesetzte Richtung, schwicht sich nach
LTP wieder ab, um dann nach der Periodenlénge ?’LTP wieder positiv zu werden.
D.h. unter der Annahme einer cosinusoidalen Anregung wird die Orientierung des
angelegten Pumpfeldes stets gedndert. Mit der Orientierungsdnderung muss der
Magnetisierungsvektor auch seine Umlaufrichtung &ndern, was zur Stagnation der
reinen Prézession fiihrt und eine Schwingungsbewegung des Magnetisierungsvek-
tors um die Richtung des angelegten Pumpfeldes erzwingt. Wir manifestieren diese
Vermutungen fiir [,g =0 und [ = 0,¢g = 0.1 in Abbildung B.15.

Die Trajektorien in C fiir w, # 0 liegen natiirlich deckungsgleich auf der fiir w, = 0,
da es keine weiteren duferen Einfliisse fiir den Magnetisierungsvektor gibt (I = 0).
An dieser Stelle sei auf die triviale Aussage hingewiesen, dass fiir w, = 0 das Pump-
feld zu einem statischen Feld mit Anregungsamplitude h, wird. Beriicksichtigt man
die fir die Spinwellenentwicklung fundamentale Austauschwechselwirkung, dann ist
die relative Stérke vom Pumpfeld im Vergleich zur Austauschwechselwirkung aus-
schlaggebend fiir die Dynamik des Magnetisierungsvektors. Diese dndert sich stetig,
falls w; # 0 gilt. Das bedeutet, dass die dynamischen Prozesse zeitabhéngig sind
und in unterschiedlicher Weise gesteuert werden. Folgt der Magnetisierungsvektor
anfangs noch dem relativ starken Pumpfeld, wird er mit der Zeit zunehmend tiber
die Austauschwechselwirkung gesteuert werden, um schlieflich wieder dem Pump-
feld folgen zu konnen. Es ist klar, dass dieser ’duale Kausalitéatseffekt’ bei grofen
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Abbildung B.15: Dynamik von m in C fiir ein reines Pumpfeld mit Frequenz w, in
Richtung von e, ohne und mit Dadmpfung. Re[mg(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0,0.1].”200 ZS.’

Austauschwechselwirkungskonstanten wesentlich starker zum Tragen kommt. Fir
kleine I erkennt man noch wesentliche Ahnlichkeiten mit Abbildung B.15. Dieses
charakteristische Verhalten ist in Abbildung B.16 fiir zwei unterschiedliche Werte
von [ verifiziert. Die Trajektorie wird sich bei reinem Pumpfeld (w # 0) aber nie auf
einen festen Punkt fixieren, da sich ja das externe Pumpfeld stetig umorientiert.
Erst wenn ein zusétzliches statisches Feld angelegt wird, welches starker als dieses
Pumpfeld ist, wird es unter Dadmpfung zur echten Parallelstellung von M zum exter-
nen Feld kommen koénnen. Es sei aber darauf verwiesen, dass mit einem statischen
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Abbildung B.16: Dynamik von m in C fiir ein reines Pumpfeld mit Frequenz w, in
Richtung von e, fiir zwei unterschiedliche Werte von 1. Re[mg(r, t)], Im[mq(r,t)] € [0,0.1].
Linkes Bild:’10000 ZS’, Rechtes Bild:’1000 ZS’.

Feld immer eine Vorzugsrichtung ausgewiesen ist, die, vom Pumpfeld unbeeinflusst,
dem Magnetisierungsvektor die bevorzugte Stellung aufzeigt. Die Umorientierung
des Pumpfeldes kann diese bevorzugte Richtung nicht autheben und verhindert ein-

128



B.3 Einkopplung dufserer Felder

zig die angesprochene Parallelstellung. Wie das von der Parallelstellung abtriinnige
Verhalten genau aussieht, hédngt natiirlich im Wesentlichen von den Parameter-
werten [, g, h; und w; ab. Abbildung B.17 bestétigt diese These fiir ein statisches
Feld ©, = 1 und eine Pumpamplitude h, = 10. Eine analoge Bestitigung erhalten
wir flir eine stérkeres statisches Feld in z-Richtung aus Abbildung B.18. Die Vor-
zugsrichtung kristallisiert sich bei stéarkeren statischen Feldern natiirlich wesentlich
schneller heraus als bei schwécheren. Da fiir ©, = 10 und A, = 10 nie eine Rich-
tungsdnderung des gesamten dufseren Feldes stattfindet, kommt es in diesem Fall
dennoch zur Parallelstellung von Magnetisierungsvektor und statischem Feld.
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Abbildung B.17: Einfluss des statischen Feldes ©, = 1 auf die Magnetisierungsvek-
tordynamik bei angelegtem Pumpfeld mit Frequenz w, und Anregungsamplitude h, = 10.
Re[mo(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0,0.1].°1000 ZS’.
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Abbildung B.18: Einfluss der statischen Felder ©, = 5 und ©, = 10 auf die Magnetisie-
rungsvektordynamik bei angelegtem Pumpfeld mit Frequenz w, und Anregungsamplitude
h, = 10. Re[mq(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0,0.1].”5000 ZS’.

129



B Numerische Visualisierung der Landau-Lifshitz-Gleichung

130

Wir wollen uns nun nochmals einen Eindruck davon verschaffen, wie die Austausch-
wechselwirkungskonstante D bzw. in unserem Fall der Parameter [, auf das Pump-
feld und damit auf die dynamischen Magnetisierungsvektorprozesse einwirkt. Es
liegt in der Natur der Gleichung (B.3.1), dass die Auswirkungen &hnlich wie beim
statischen Feld verlaufen sollten. Fiir einen relativ kleinen Wert von [ dominieren die
externen Felder, die dem Spinvektor sein dynamisches Verhalten aufoktroieren und
eine schnellere Einstellung der Vektoren geméfs der Felder fordern. Die typischen
Austauschwechselwirkungsbewegungen fiir sehr kleine I bleiben aus, womit auch
der Zeitschritt im Integrationsverfahren héher gewéhlt werden kann, da es nicht
mehr auf die ’feinen’” Wechselwirkungsbewegungen benachbarter Spins ankommt.
Bei grofsen [ fiihrt eine grofe Zeitschrittwahl sehr schnell zu falschen Ergebnissen
und zur numerischen Instabilitdt, worauf wir in Abschnitt B.1.1 explizit einge-
gangen sind. Die Magnetisierungsvektorbewegungen folgen zunéchst génzlich der
Austauschwechselwirkung und werden sich erst relativ langsam entsprechend der
externen Feldern orientieren (vgl.Abbildung B.19).

Es gibt nun einen wesentlichen Unterschied zwischen parallelem Pumpen, so wie
wir es beschrieben haben, und Pumpen in beliebiger anderer Richtung, der sich
darin manifestiert, dass sich zusétzlich zur Orientierung des dufteren Feldvektors
auch seine Richtung zeitabhéngig dndert. Damit dndert sich abhéngig von der Fre-
quenz w; auch die Vorzugsrichtung fiir die Magnetisierungsvektoren. Fiir kleine
Frequenzen ist diese Anderung relativ langsam, womit sich auch die Trajektorie in
C vergleichsweise langsam &ndert. Mit den Regeln der Vektoraddition ist klar, in
welchem Gebiet die Vorzugsrichtung fiir den Magnetisierungsvektor variieren muss.
Dieses Raumgebiet ist natiirlich abhéngig von den Grofen h;e; und ©e; und umso
grofier, je grofer wir die Anregungsamplitude h; wahlen. Fiir e; Le; sprechen wir
vom senkrechten Pumpen. Die stetige Anderung der Vorzugsrichtung fiir einen Ma-
gnetisierungsvektor zeigt sich in Abbildung B.20. Die Probe wird folgerichtig unter
senkrechtem Pumpeinfluss niemals geséttigt werden. Vergrofert man das Raum-
gebiet, in welchem sich die Vorzugsrichtung orientieren kann, durch Vergréfterung
der Anregungsamplitude h;, so wird auch die Trajektorie in C auf einem grofseren
Raumgebiet verlaufen. Dennoch ist zu erwarten, dass im Mittel die Richtung des
statischen Feldes ausgezeichnet bleibt und die Schwingungsbewegungen des Ma-
gnetisierungsvektors im Wesentlichen um diese ausgezeichnete Richtung erfolgen.
Diese Vermutungen verifizieren sich in der numerischen Auswertung nach Abbil-

dung B.21.
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Abbildung B.19: Einfluss der Konstanten 1 fiir festes w, = 10 auf die Magnetisierungs-
vektordynamik bei angelegtem Pumpfeld mit A, = 10 und statischem Feld mit ©, = 1.
Re[mg(r, t)], Im[mo(r,t)] € [0,0.1].”5000 ZS’.
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Abbildung B.20: Senkrechtes Pumpen mit h, = 1 zum statischen Feld mit ©, = 1 fir
unterschiedliche Frequenzen w,. Re[mg(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0,0.1].”1000 ZS’.
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Abbildung B.21: Senkrechtes Pumpen mit h, = 5 zum statischen Feld mit ©, = 1 fir
unterschiedliche Frequenzen w,. Re[mo(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0,0.1].”1000 ZS’.
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2. Rechteckgepulstes Pumpen

Es gibt vielfdltige Moglichkeiten, einem System durch Pumpfelder Energie zuzu-
fiihren. Die in 1 eingefiihrte cosinusoidale Anregung énderte mit der Zeit stetig
die Amplitude des Anregungsfeldes und hatte mit fester Periodizitdt immer wie-
der einen Vorzeichenwechsel zu verzeichnen. Anregungen tiber Rechteckpulse in der
Form nach Abbildung B.22 weisen ein qualitativ etwas anderes Verhalten auf. Die
Unstetigkeit der Anregung muss zu einem plotzlichen Sprung der Magnetisierungs-
vektoren fithren. Dies ist fiir austauschdominierte Moden in der allgemeinsten Form
der LLG schnell nachvollziehbar. Sei S ein beliebiger Spinvektor, dann gilt mit der
LLG unter reiner Austauschwechselwirkung und eindimensionaler Betrachtung die
Gleichung 6

S=8Sx¢8", (B.3.2)

wobei der Punkt wie iiblich die zeitliche Ableitung kennzeichnet, wihrend der hoch-
gestellte Strich die eindimensionale Ortsableitung (z.B. in x-Richtung) symbolisiert.
Zwingt man nun dem System an einer bestimmten Stelle 7 ein zusétzliches externes

Pumpfeldstérke

Zeitskala=Iterationspunkt XZeitschritt

O0000c

b
—
T,

S

»
- >
Iterationen

Abbildung B.22: Iterativer Verlauf fiir das rechteckgepumpte System. h; gibt den Betrag
des Pumpfeldes an, welches in beliebige Richtung angelegt werden kann.

Feld ®¢(x) auf, so muss der Spin S der Gleichung
S=Sx8"+8 xO(zx)i(x) (B.3.3)

folgen. Wir kénnen mit der Propagationsgeschwindigkeit v = & annehmen, dass
S = vS’ gilt und Gleichung B.3.3 aufintegrieren:

v (S(€) — S(—¢€)) = S(e) x (S'(e) — S'(—¢)) . + S(e) x ©(0) (B.3.4)

5Dies ist die allgemeinste skalierte Form der LLG.
"Zum Beispiel an der Stelle z = 0.
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Hierbei haben wir die Stetigkeit von S angenommen, was sicherlich physikalisch
seine Begriindung findet; d.h. S(e) = S(—¢). Daraus resultiert ein Sprung von S’
um —6(0):

—©(0) = S'(¢) — S'(—e). (B.3.5)

Die Unstetigkeit der Ableitung ist also direktes Resultat aus der Unstetigkeit des
angelgten dufleren Feldes und man erwartet folgerichtig eine plotzliche Richtungs-
anderung der Magnetisierungsvektoren. Fiir die Zeit Tp muss sich der Magnetisie-
rungsvektor also einem neuen, externen Feld unterordnen. Pumpt man nun parallel
zum externen, statischen Feld, resultiert daraus je nach Orientierung des Pumpfel-
des eine Verstiarkung oder Schwichung des statischen Feldes, was zu einer qualita-
tiven Anderung der relativen Stirke von Austauschwechselwirkung & und externem
Feld fithrt. Die Auswirkung der relativen Stérke des statischen Feldes haben wir
eingehend in Abschnitt B.3.1 erldutert.

Wird aufgrund der Starke und Orientierung des Pumpfeldes kein Vorzeichenwechsel
vollzogen, muss sich ein Magnetisierungsvektor mit der Zeit parallel zum entspre-
chend orientierten statischen Feld ausrichten, d.h. das System wird unter Dampfung
gesittigt werden. Diese Sattigungsmoglichkeit existiert natiirlich nur fiir parallel
gepumpte Felder und ihr zeitlicher Verlauf ist konsequenterweise in starkem Mafse
abhhéngig von der Anregungsamplitude h; (vgl. Abbildung B.23).
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01 f 04 F b
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0.3 . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Abbildung B.23: Paralleles Rechteckpumpen zum statischem Feld mit ©, = 1 fiir un-
terschiedliche Werte von h, Re[mg(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0,0.5].71000 ZS’.

8Wir haben in allen Berechnungen das Dipolfeld vernachléssigt.
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Abbildung B.24: Paralleles Rechteckpumpen mit h, = 100 zum statischem
Feld mit ©, = 1 fiir unterschiedliche Pumpdistanzen Ts und Pumpdauern Tp.

Re[mg(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0,0.5].”1000 ZS’.
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Abbildung B.25: Senkrechtes Rechteckpumpen mit h, = 10 zum statischen
Feld mit ©, = 10 fiir unterschiedliche Pumpdistanzen Ts und Pumpdauern Tp.

Re[mo(r,t)], Im[mo(r,t)] € [0,0.5].1000 ZS’.
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Abbildung B.24 verifiziert die obigen Vermutungen. Bei starkem zugeschalteten
Pumpfeld ist die Austauschwechselwirkung relativ schwach und fiir die Dauer Tp
manifestiert sich die typische Prézessionsbewegung um das neue, wesentlich starke-
re Feld H.,:. Nach Tg wird die Dynamik wieder mehr von den Austauschwechselwir-
kungsbeitriagen getragen. Der Vorgang wiederholt sich periodisch mit der Periode
Ts. Da statisches Feld und Pumpfeld gleich orientiert sind, kommt es zur Sattigung,
und zwar umso schneller, je kleiner Tls und je grofer Tp gewahlt werden. Folglich
kann nur mit Vorzeichendnderung von H.,; eine stetige Bewegung der Spins un-
ter Ddmpfungseinfliissen aufrechterhalten werden. Ganz anders verhélt es sich beim
Pumpen geméfs Abbildung B.22 unter beliebigen Winkeln zum statischen Feld, spe-
ziell bei senkrechter Pumpanregung. Fiir die Zeit Tis &ndert sich dann nédmlich auch
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die Richtung des effektiven, dufleren Feldes, welches sich aus statischem Feld und
Pumpfeld zusammensetzt. Diese Richtungsénderung erhélt die stetigen Schwingun-
gen der Magnetisierungsvektoren um das statische Feld, so dass es unter Dampfung
nie zur Parallelstellung von H,,; und M kommen wird. Die Anderung der Vorzugs-
richtung ist natiirlich abhéngig von der Wahl der Pulsamplitude h;. Die effektive
Richtung der Préazessionsbewegung ist zudem in starkem Mafe abhéngig von den
Grofen T und Tp. Abbildung B.25 triagt diesen Forderungen Rechnung. In allen
Fillen jedoch ist deutlich die Unstetigkeit von VM an den Unstetigkeitsstellen des
externen Feldes geméfs der Pumpanregung nachzuvollziehen.

. Lokalisiertes rechteckgepulstes Pumpen

In vielfdltigen Experimenten geschieht die Anregung von Spinwellen {iber eine An-
tenne, die lokalisiert Mikrowellen einer gegebenen Frequenz in das System einbin-
det. Nach Abbildung B.26 ist es jedoch nicht klar, in welche Richtung die angeregte
Spinwelle propagiert. Prinzipiell sind beide Richtungen gleich ausgezeichnet und
man erwartet bidirektionale Wellenpropagation. Erst mit zusétzlichen statischen
Feldern kann man wieder eine Vorzugsrichtung zur Wellenpropagation auszeichnen.
Nun erméglicht die Lokalisierung der Anregung die Erzeugung von Wellenpaketen

y

Wellenpropagation gemifl Vorzugsric

Abbildung B.26: Schematische Skizze fiir lokalisierte Anregungen. Die Antennenbreite
Lp gibt die Breite der Anregung an, liber die die Rechteckpulse geméf Abbildung B.22
eingekoppelt werden.

endlicher Breite. Diesen Effekt kann man wiefolgt verstehen.

Nehmen wir die gepulste Anregung aus 2 an, so wird wiahrend eines Pulses an der
Lokalisierung die Vorzugsrichtung fiir die Magnetisierungsvektoren geédndert. Fiir
die Pulsdauer Tp prazedieren alle Magnetisierungsvektoren innerhalb der Lokali-
sierung um diese neu ausgezeichnete Richtung. Aufgrund der Austauschwechselwir-
kung ? werden die zur lokalisierten Anregung benachbarten Magnetisierungvekto-

9Wir vernachlissigen die Dipolwechselwirkung und betrachten rein austauschdominierte Moden.

135



B Numerische Visualisierung der Landau-Lifshitz-Gleichung

ren je nach Anregungsstirke und Grofe der Austauschwechselwirkungskonstanten
aus ihrer urspriinglichen Préazessionsbewegung um das statische Feld ausgelenkt.
Ist die Probe zum Zeitpunkt der Anregung geséttigt, erfolgt eine neue Anregung,
die sich im Medium als propagierende Welle (Magnon) fortsetzt. Ist die Zeit Tp
verstrichen, richten sich alle Vektoren wieder geméfs dem statischen Feld aus; die
Welle propagiert jedoch weiter, bis Dampfung die Parallelstellung von statischem
Feld und Magnetisierungsvektoren erzwingt.

Letztlich muss man natiirlich fiir unterschiedliche Orte im Medium auch eine unter-
schiedliche Dynamik erwarten. Fiir einen Ort, der weit von der Anregungslokalisie-
rung entfernt ist, muss die Anregung weniger starke Auswirkungen haben, als fir
einen Ort, der direkt an diesen Anregungsstreifen angrenzt. Dieses prognostizierte
Verhalten ist natiirlich stark abhéngig von der Austauschwechselwirkungskonstan-
ten und der Dampfung g. Wir tragen diesen Effekten mit den Abbildungen B.27
Rechnung, in denen das iterative Verhalten der Magnetisierungsvektorkomponen-
ten am entsprechenden Ort im Medium aufgetragen ist.

B.3.3 Problematiken bei der numerischen Analyse iiber die
stereographische Projektion

Die stereographische Projektion stellt zwar ein mathematisch niitzliches Hilfsmittel dar,
um sich die relativ komplizierte, vektorwertige LLG zu veranschaulichen, ist aber zur
numerischen Implementierung eher problematisch . Es ist im Wesentlichen der Verlust
der Beschrianktheit in der Projektionsmethode, der die Stabilitdt des Programms ne-
gativ beeintrachtigt. Schwierigkeiten treten immer dann in der numerischen Simulation
auf, wenn keine ausgezeichneten Richtungen, beispielsweise durch &ufsere, statische Fel-
der vorgegeben sind oder wenn die Austauschwechselwirkungsbeitrige derart grofs sind,
dass die Vorzugsrichtung sich anfénglich nicht geniigend auszeichnen kann. Mit entspre-
chenden Anfangsbedingungen, die dem ’Fernheitsprinzip’ Rechnung tragen, kann ein we-
sentlicher Anteil zur Stabilisierung des Programms geleistet werden. Um einen, in allen
Parameterbereichen stabilen Programmcode zu erhalten, ist es sicherlich zweckméfiger,
direkt komplexe Gréfsen M = M, + iM, und M_ = M, — iM, einzufiihren oder den
Versuch zu unternehmen, das Problem in Kugelkoordinaten zu losen. Ersteres Verfah-
ren birgt den Nachteil, dass man keine Bijektion in die komplexe Zahlenebene mehr
hat. Eigenschaften auf S? werden also nicht in bijektiv stetiger Weise auf Eigenschaf-
ten der komplexen Variablen M, und M_ iibertragen. Im zweiten Verfahren muss mit
komplizierter zu handhabenden Winkelvariablen gearbeitet werden. Welches Verfahren
zur numerischen Implementierung der LLG genutzt wird, bleibt also der Versuchscha-
rakteristik vorbehalten. Da der Fokus dieser Arbeit auf den Zusammenhingen zu der
Kubischen Nichtlinearen Schrodinger-Gleichung liegen soll, haben wir uns dennoch fiir
die 'problematische’ stereographische Projektion entschieden.
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Abbildung B.27: Lokalisiertes, senkrechtes Rechteckpulspumpen. Oben: Dynamik von
M weit entfernt von der lokalisierten Anregung. Mitte: Dynamik von M in der Nahe der
Anregung. Unten: Dynamik von M innerhalb der Anregung.’1000 ZS’.
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