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CDE FGHIE JK LDE M ENOPQEN JNL DQH FPQDPROST KJU OVEVO LSO WSJXVDNVEHY
EOOE STTEN VEPQNDOPQEN FVHEZ ENO ZDTLEN [ LDE IHGUEN JNIET\OVEN ]HSIEN LEH
^HISNDOSVDGN _GN `HZEDV JNL LEH abVEH_EHVEDTJNI [ LSK DV LDE cHdEJINDOOE
JNOEHEO aEDOVEO LEK MENOPQENIEOPQTEPQV dJK FEIEN IEHEDPQEN JNL NDPQV
dJK ]TJPQE e fEHIEUV LDEO N DE bZ EH cJHEN gEDPQNJNIEN JNL aTEDPQJNIEN e
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MDVVE LEO rs e ÐSQHQJNLEHVO OPQ DEN LSO cNLE LEH IHJNLTEIENLEN µSVJH� DOOENOPQS³VEN
SJO FDPQV KSNPQEH ]GHOPQEH OPQGN ³SOV Z EODEIETV e c O QEHHOPQVE LDE `NODPQV [ LSOO
LDE SJO QEJVDIEH FDPQV Ñ RTSOODOPQE ¡Q�ODRÒ LDE µSVJH Q DNHEDPQENL IENSJ ZEOPQHDEZ e
C DE cHRT�HJNI EDNDIEH SJO cÓXEHDK ENVEN ZERSNNVEH cHIEZNDOOE �GTTVE ¨ ELG PQ NDPQVIETDNIEN e
ÔENDIE ÐSQHE OX�VEH �NLEHVE ODPQ _DETEO º ¡ TSNPR JNL cDNOVEDN Z EIHbNLEVEN K DV LEH

�EOPQHEDZJNI LEH WGQTHSJK OVHSQTJNI ÕrÖ JNL LEH cHRT�HJNI LEO TDPQVETERVHDOPQEN
c×ERVEO Õ�Ö LDE ØJSNVENXQ�ODR e M DV LEH cHRENNVNDO [ LSOO dJK fEHOV�NLNDO LEH G×EN
IEZTDEZ ENEN ]HSIEN EDN _GTTRGKKEN NEJEH ]GHK STDOKJO ZEN\VDIV �JHLE [ LEH LSO
RTSOODOPQE � DTL DN ODPQ dJOSKKENZHEPQEN TDEU [ VSVEN ODPQ EDNE IHGUE `NdSQT NEJEH
]HSIEN SJ³ e FGTTVE LEH OG SNOPQSJTDPQE [ _GTTRGKKENE CEVEHK DN DOKJO EDNEK MGLETT
�EDPQEN KbOOEN [ LSO SJ³ LEN RTEDNOVEN ¦�NIENORSTEN NJH ÑÔSQHOPQEDNTDPQREDVENÒ
RENNVÙ C DE ]HSIE NSPQ LEH cÓDOVENd RTEDNOVEH c DNQEDVEN QSVVE ¡QDTGOGXQEN OPQGN OEDV
¨ EQEH Z EOPQ�³VDIV JNL EO Z EOVSNL ZDO dJ LDEOEK gEDVXJNRV �EDVIEQENL LDE fGHOVETTJNI [
LSOO ¨ ELEH XQ�ODRSTDOPQEN ¡HGdEOO _GTTRGKKEN RGNVDNJDEHTDPQ SZ TSJ³EN KbOOE [ � DEK SN EO _GN K SRHGORGXDOPQEN ¡HGdEOOEN IE�GQNV �SH e µJN dEDIVE ODPQ [ LSOO ODPQ
K SNPQE ¡Q�NGK ENE NJH EHRT�HEN TDEUEN [ �ENN K SN KJVDI IENJI �SH [ EDNE OGTPQE
`NODPQV dJ _EH�EH³EN e
CJHPQ c DN³bQHJNI EDNEO NEJEN ¤GNdEXVO QSV ODPQ SJPQ LSO fEHOV�NLNDO Ú ÛÜÝ Þßà ßá

âãäåßÜ ß _EH�NLEHV e ¤GKXTEÓE F�OVEK VHEVEN DN LEH µSVJH æ DN STTEN C DOdDXTDNEN LEH
Ô DOOENOPQS³VEN æ SJ³ JNL ODNL PQSHSRVEHDODEHV LJHPQ LDE QGQE `NdSQT SN ]HEDQEDVOY
IHSLEN [ LDE DQHEN »HOXHJNI DN LEH QGQEN `NdSQT IERGXXETVEH »NVEHO�OVEK E QSV e FG
RSNN KSN d e� e VJHZJTENVE FVH\KJNI ÕtÖ [  HSNOXGHVXHGdEOOE IHSNJTSHEH M SVEHDE Õ�Ö [
\RGNGK DOPQE ¡HGdEOOE Õ�Ö OG� DE ³SOV STTE ¡HGdEOOE [ LDE ODPQ DK KENOPQ TDPQEN ¤\HXEH
SZOXDETEN Õ¢Ö [ STO Ñ RGKXTEÓÒ Z EdEDPQNEN e ¡ HDNdDXDETT DOV EDNE ¦\OJNI LEH cNV� DPRY
TJNIOITEDPQJNIEN LEH EDNdETNEN ]HEDQEDVOIHSLE DN EDNDIEN ]�TTEN K\ITDPQ e `J³ LEH
SNLEHEN FEDVE DOV K SN bZTDPQEH�EDOE K DV d�ED ¡HGZTEK EN RGN³HGNVDEHV º C DE IENSJEN
`N³SNIOZ ELDNIJNIEN OG� DE LDE K DRHGORGXDOPQEN ÔEPQOET� DHRJNIEN ODNL DK `TTIEY
K EDNEN NDPQV QDNHEDPQENL IENSJ ZERSNNV e
]DNLEV EDN cNEHIDEY] TJOO LJHPQ LSO F�OVEK OVSVV [ QSNLETV EO ODPQ STOG JK EDN F�OY

VEK ³EHNSZ _GK VQEHKGL�NSK DOPQEN aTEDPQIE� DPQV [ OG R\NNEN c×ERVE LEH âåáçÚ èåçáéêÞëçìí JNL âßÞéäåÛáí îìêäîåêÛì SJ³VHEVEN e §N LDEOEK ]STT dEDIV LSO ¤GTTERVD_ LEH
EDNdETNEN [ IERGXXETVEN F�OVEK E EDN fEHQSTVEN [ LSO SJ³ K DRHGORGXDOPQEH cZENE æ DK
DOGTDEHVEN gJOVSNL æ NDPQV dJ _EHKJVEN ��HE e W e WSREN QSV ³bH LSO fEHOV�NLNDO LDEY
OEO ¡QSOENbZEHISNIO DN LEN ¢«EH ÐSQHEN LSO ¤GNdEXV LEH ïáëìçìíäÝ îáîÜ ßåßá Õ¥Ö
EDNIE³bQHV º §N LEH µ�QE _GN §NOVSZDTDV�VEN RSNN K SN LDE ]HEDQEDVOIHSLE LEO F�OVEK O
DN MGLEN ENV� DPRETN [ _GN LENEN EDNDIE DNOVSZ DT [ L DE K EDOVEN SZEH OVSZ DT ODNL e FVSZDTE
MGLEN ³GTIEN æ OG ³SNL WSREN QEHSJO æ LEN DN OVSZDTEN MGLEN OEQH OPQNETT [ ODE �EHY
LEN ðßáäÚ Þîðå e M SN RSNN LSQEH LDE DNOVSZ DTEN MGLEN STO ^HLNJNIOXSHSKEVEH LEO
F�OVEK O ZEVHSPQVEN JNL LDE OVSZDTEN M GLEN SLDSZSVDOPQ SJO LEN �E�EIJNIOITEDPQJNY
IEN ETEK DNDEHEN e C DE C�NSK DR EDNEO RGKXTEÓEN F�OVEK O � DHL æ SJ³ K SRHGORGXDOPQEH
cZENE JNL ENLTDPQEN gEDVORSTEN æ NJN LJHPQ LDE C�NSK DR EDNDIEH �ENDIEH ^HLNJNIOY
XSHSKEVEH _GTTOV�NLDI Z EOPQHDEZ EN e C DE K DRHGORGXDOPQEN ]HEDQEDVOIHSLE LEO F�OVEK O
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VSJPQEN DN LDEOEN �E�EIJNIOITEDPQJNIEN DN ]GHK _GN ]TJRVJSVDGNORH�³VEN SJ³ e CSY
QEH QSNLETV EO ODPQ JK OVG PQSOVDOPQE CD×EHENVDSTI TEDPQJNIEN e ÔEDT LSO ¤GNdEXV [ LSO
DPQ QDEH RJHd JK HDOOEN QSZE [ OG JK ³SOOENL DOV JNL ODPQ LDE `N�ENLJNI bZEH LDE ¡Q�Y
ODR Q DNSJO SJPQ SJ³ LDE SNLEHEN µSVJH� DOOENOPQS³VEN ZDO QDN dJ MELDdDN [ FGdDGTGIDE
JNL ñRGNGK DE EHOVHEPRV [ OX DETV LDE `NST�OE OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOOE EDNE � DPQVDIE
¼GTTE e
CJHPQ c DN³bQHJNI JNL ÔEDVEHENV� DPRTJNI _GN £GKXJVEHN QSZEN ODPQ LDE dJH

fEH³bIJNI OVEQENLEN M DVVET DN LEN TEVdVEN ÐSQHdEQNVEN _EH�NLEHV ò LDE M\ITDPQREDY
VEN [ LDE LEH Ô DOOENOPQS³V LSLJHPQ dJH fEH³bIJNI OVEQEN [ �EHLEN OVEVO EH�EDVEHV e
M DVVTEH�EDTE EHOVHEPRV ODPQ LEH `N�ENLJNIOZ EHEDPQ NEZ EN LEH CJHPQ³bQHJNI SJ³Y
��NLDIEH �EHEPQNJNIEN SJPQ SJ³ LDE CSVENEH³SOOJNI e c O DOV OGK DV K\ITDPQ [ IHGUE
CSVENK ENIEN dJ EHQEZ EN JNL dJ ZESHZ EDVEN e ÔETPQEN c DN¹JOO QSV LSO SJ³ LDE `NSY
T�OE RGKXTEÓEH F�OVEK EÙ c O DOV dJ _EHKJVEN [ LSOO LDE ¦\OJNI LEH K DRHGORGXDOPQEN
�E�EIJNIOITEDPQJNIEN ³bH HESTE F�OVEK E ÈK DV ∼ 1023  EDTPQENÉ SJPQ DN gJRJN³VNDPQV K\ITDPQ OEDN � DHL e Ô DH R\NNEN SZEH NSPQ LEN ^HLNJNIOXSHSK EVEHN RGKXTEY
ÓEH F�OVEKE OJPQEN JNL LDEOE OVJLDEHEN e CSNN DOV EO LSO gDET [ LDE C�NSK DR LEH
^HLNJNIOXSHSK EVEH SJO LEN CSVEN dJ EÓVHSQDEHEN JNL dJ _EHOVEQEN ÕªÖ e
c O EÓ DOVDEHV EDNE f DETdSQT _GN fEH³SQHEN [ LDE EDNEN ¼bPROPQTJOO _GN IEKEOOENEN

CSVEN SJ³ LDE C�NSK DR EHTSJZEN JNL ODPQ DK `J³�SNL LEH CJHPQ³bQHJNI JNL DN LEN
`N³GHLEHJNIEN SN LDE CSVEN OVSHR _GNEDNSNLEH JNVEHOPQEDLEN e fGH EDNDIEN ÐSQHEN
DOV _GN ]HDELHDPQ EV ST e IEdEDIV �GHLEN [ LSOO ODPQ Z ED OGIENSNNVEN ó îáÚ Ûôèõ áÛößääßì [
LDE ODPQ LJHPQ LDE `NISZE _GN CHD³VY JNL CD×JODGNO³JNRVDGNEN ZEOPQHEDZEN TSOOEN [
LDE C�NSK DR K DV W DT³E EDNEO EDN³SPQEN fEH³SQHENO LDHERV æ L eQ e GQNE LSOO DK fGHSJO
`NNSQKEN bZEH LDE FVHJRVJH LEH ]JNRVDGNEN IEKSPQV �EHLEN KbOOEN æ SJO LEN
CSVEN IE� DNNEN T�OOV ÕsÖ e c O DOV Z ERSNNV [ LSOO LDEOE M EVQGLE NJH EDNIEOPQH�NRV
³JNRVDGNDEHV [ �ENN LDE `ZVSOVHSVE LEH CSVEN [ LDE SNST�ODEHV �EHLEN OGTTEN [ NDPQV QG PQ
IENJI DOV e Ô DE DN LDEOEK ]STT _GHdJIEQEN DOV [ � DHL OEDVLEK LDORJVDEHV Õr« [ rr[ r�Ö e
C DEOE C DORJOODGN ZDTLEV LEN `JOISNIOXJNRV ³bH LDE _GHTDEIENLE `HZEDV e
µSPQ EDNEH RJHdEN c DN³bQHJNI DN LDE K SVQEKSVDOPQEN aHJNLTSIEN � DHL DN ¤SY

XDVET � LSO fEH³SQHEN dJH LDHERVEN FPQ�VdJNI _GN CHD³VY JNL CD×JODGNO³JNRVDGNEN
_GHIEOVETTV e `NQSNL EDNDIEH �EDOXDETE �EHLEN `N�ENLJNIOIEZDEVE OGTPQEH M EVQGLEN
LEKGNOVDEHV e §K LSHSJ³ ³GTIENLEN ¤SXDVET �EHLEN ¡HGZTEK E [ LDE Z ED LEH FPQ�VdJNI
LEH ]JNRVDGNEN SJ³VHEVEN [ � DE d e� e LDE Z ED NDELHDIEN FSKXTDNI³HE´JENdEN SJ³VHEVENY
LEN `Z�EDPQJNIEN [ LDORJVDEHV e ]EHNEH � DHL JNVEHOJPQV [ � DE ODPQ Z ED LEH M EOOJNI LEH
CSVEN ENVOVSNLENEO ¼SJOPQEN SJ³ LDE cHIEZNDOOE SJO� DHRV e ÔEDT LSO JHOXHbNITDPQE
fEH³SQHEN DN LDEOEK ]STT NDPQV K EQH ³JNRVDGNDEHV [ � DHL NSPQ EDNEH MGLD÷RSVDGN IEY
OJPQV e §N ¤SXDVET � � DHL LSNN EDN NEJEO [ STTIEK EDNEO fEH³SQHEN dJH ´JSNVDVSVD_EN
aE� DNNJNI _GN CHD³V JNL C D×JODGN ÕrtÖ EDNIE³bQHV [ LSO SJ³ LEH M DNDK DEHJNI LEO
¤JTTZSPRY`ZOVSNLEO d�EDEH ÔSQHOPQEDNTDPQREDVO_EHVEDTJNIEN ZEHJQV JNL LDE »NdJY
T�NITDPQREDVEN LEH LDHERVEN FPQ�VdJNI JKIEQV e §NOZ EOGNLEHE DOV LDEOEO NEJE fEHY
³SQHEN NDPQV SJ³ QGQE FSKXTDNI³HE´JENdEN ZEOPQH�NRV e FPQ TDEUTDPQ �EHLEN EDNDIE
�EDOX DETE Z EQSNLETV [ LDE K DV W DT³E LDEOEO fEH³SQHENO JNVEHOJPQV �GHLEN ODNL e CSZED
� DHL SJ³ EDNE ³bH �EDVEHE `HZEDVEN SJ³ LDEOEK aEZDEV QDT³HEDPQE CGRJKENVSVDGN LEH
NJKEHDOPQEN §KXTEK ENVDEHJNI LEO fEH³SQHENO ÔEHV IETEIV e
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�EIGNNEN OED K DV EDNEH c DN³bQHJNI DN LDE aHJNLTSIEN LEH ÔSQHOPQEDN TDPQREDVOVQEGY
HDE JNL LEH OVG PQSOVDOPQEN ¡HGdEOOE [ LDE ³bH LSO �EDVEHE fEHOV�NLNDO LDEOEH `HZEDV
NGV�ENLDI ODNL e CSZED �EHLE DPQ K DPQ �EDVIEQENL SN LEN FVSNLSHL�EHREN _GN ¼DOY
REN Õr�Ö JNL aSHLDNEH Õr�Ö OG� DE LEH DK Ô DNVEHOEK EOVEH �««��«� _GN ]HDELHDPQ JNL
]HSNR SK QDEODIEN §NOVDVJV IEQSTVENEN fGHTEOJNI Õr¢Ö GHDENVDEHEN [ LDE EDNE XHGZTEK Y
GHDENVDEHVE c DN³bQHJNI DN LDE  QEK SVDR ZDEVEN e
`J³ EDNE K SUVQEGHEVDOPQE ]JNLDEHJNI LEO ÔSQHOPQEDNTDPQREDVOZ EIHD×EO � DHL _EHY

dDPQVEV e C DEOE ÷NLEV ODPQ dJK �EDOXDET Z ED ¡SJT � �SOPQNSIEN Õr¥Ö [ C DNIEO � ¼GOV
ÕrªÖ OG� DE DN K SVQEK SVDOPQEH c DN³bQHJNIOTDVEHSVJH e FX EdDETTEHE `JO³bQHJNIEN dJ EDY
NDIEN  QEK EN ODNL LEN �bPQEHN _GN WSREN Õ¥Ö ÈaHJNLTSIEN LEH F�NEHIEVDR [ ^HLY
NJNIOXSHSK EVEHÉ [ £G×E� ÕrsÖ È¦SNIE_DNYa TEDPQJNIENÉ JNL ¤ T\ LEN � ¡TSVEN Õ�«Ö
ÈµJKEHDR OVG PQSOVDOPQEH C D×EHENVDSTITEDPQJNIENÉ dJ ENVNEQK EN e
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`JOISNIOXJNRV OED EDN cÓXEHDK ENV [ LSO EDN cHIEZNDO

ξ
TDE³EHV [ LEOOEN `JOISNI NDPQV

_GHQEHdJOSIEN OED e
ξ
NENNV K SN LSNN EDNE �ç� îÞ ÞäðîáêîéÞß e Ô DHL LSO cÓXEHDK ENV

NKST � DELEHQGTV [ OG QSZEN � DH EDNE ¼EDQE _GN ¼ESTDODEHJNIEN
ξ1, . . . , ξN

JNOEHEH
gJ³STTO_SHDSZTEN e
C DEOE cHIEZNDOOE

ξ
R\NNEN dJN�PQOV STTEO LSHOVETTEN º gSQTEN [ fERVGHEN [ M EDNJNY

IEN [ ]SHZ EN [ e e e e Ô DH QSZEN DK STTV�ITDPQEN ¦EZEN IETEHNV [ gJ³STTO_SHDSZTEN dJ
SRdEXVDEHEN JNL K DV DQNEN dJ SHZ EDVEN º Ô DH � DOOEN [ LSOO JNO LDE M DVVETJNI bZEH EDY
NE IHGUE gSQT OGTPQEH fSHDSZTEN Q�J÷I � DPQVDIE §N³GHK SVDGNEN IDZV [ LDE � DH EDNdETNEN
ÔEHVEN NDPQV ENVNEQK EN R\NNEN e
CEH EDN³SPQOVE M DVVET�EHV DOV

〈ξ〉ξ =
1

N
(ξ1 + ξ2,+ . . . + ξN ) ,

ÈrerÉ
STTIEK EDN IDTV ³bH ]JNRVDGNEN

h
_GN gJ³STTO_SHDSZTEN

〈h(ξ)〉ξ :=
1

N
[h(ξ1) + h(ξ2),+ . . . + h(ξN )] .

Ère�É
FED dJN�PQOV

ξ ∈ R
[ LDE `JOLHbPRE ³bH

ξ ∈ R
n ³G TIEN SNSTGI e M DV W DT³E LEH FVJ³ENY

t



� c DN³bQHJNI DN LDE  QEGHDE OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOOE

³JNRVDGN
Θ(x) =







1 x > 0
1
2

³bH
x = 0

0 x < 0

ÈretÉ
T�OOV ODPQ EDNE ÔSQHOPQEDNTDPQREDVO_EHVEDTJNI

F
LE÷NDEHEN º

F (x) := 〈Θ(x − ξ)〉ξ
Ère�É

`JO ÈretÉ EHIEZ EN ODPQ ³bH
F
³GTIENLE c DIENOPQS³VEN º

0 ≤ F (x) ≤ 1 , F (x → −∞) = 0
OG� DE

F (x → +∞) = 1 .
Ère�É

µJN RSNN LDE ÔSQHOPQEDNTDPQREDVOLDPQVE È¡C]É
fξ(x)

STO `ZTEDVJNI _GN
F
NSPQ

xEDNIE³bQHV �EHLEN º

fξ(x) :=
∂

∂x
F (x) =

∂

∂x
〈Θ(x − ξ)〉

=

〈

∂

∂x
Θ(x − ξ)

〉

= 〈δ(x − ξ)〉 .
Ère¢É

`J³IHJNL LEH MGNGVGN DE _GN
F

DOV
fξ

XGODVD_ [ ³EHNEH DOV LDE µGHK DEHJNI
∫ ∞

−∞
dx fξ(x) = 1

�EIEN Ère�É OVEVO EH³bTTV e M DV W DT³E _GN
fξ
R\NNEN NJN O�KVTDY

PQE M DVVET�EHVE _GN ]JNRVDGNEN
h
LEH gJ³STTO_SHDSZTEN

ξ
ZEHEPQNEV �EHLEN º

〈h(ξ)〉ξ =

〈∫

dx h(x)δ(x − ξ)

〉

ξ

=

∫

dx h(x) 〈δ(x − ξ)〉ξ

=

∫

dx h(x)fξ(x)
Ère¥É

c DN �EDOXDET ³bH EDNE � DPQVDIE fEHVEDTJNIO³JNRVDGN [ LDE DK ]GTIENLEN ZEN\VDIV � DHL [
DOV LDE �îç� �ä ! ß " ÛáÜ îÞðßáåßêÞçìí [ RJHd �îç� è#ßáåßêÞçìí [

fσ(x) =
1√

2πσ2
e−

x2

2σ2 .
ÈreªÉ

FDE EHIDZV ODPQ STO ¡C] LEH FJKKE OEQH _DETEH [ _GN EDNSNLEH JNSZQ�NIDIEH gJ³STTOY
_SHDSZ TEN K DV M DVVET�EHV

0
e CEH M DVVET�EHV _GN

x
ÈLSO EHOVE MGKENVÉ bZEH LDEOE

¡C] _EHOPQ� DNLEV [ �EDT
fσ
DN EDNE IEHSLE ]JNRVDGN DN

x
DOV e ]bH LSO d�EDVE M GKENV

EHIDZV ODPQ º
〈

x2
〉

=
1√

2πσ2

∞
∫

−∞

dx x2e−
x2

2σ2 = σ2 .
ÈresÉ

σ2 �DHL STO fSHDSNd LEH fEHVEDTJNI ZEdEDPQNEV e
����$ %&���'()�*�*& +&,�&�-.�*&�
gJ³STTO_SHDSZTEN TSOOEN ODPQ SJPQ STO ]JNRVDGN LEH gEDV Z EVHSPQVEN [ dJH � DTLJNI _GN
M DVVET�EHVEN OGTTEN SZEH NJH dJH ITEDPQEN gEDV IEK EOOENE fSHDSZ TEN QEHSNIEdGIEN
�EHLEN e c DNE M ENIE _GN dJH ITEDPQEN gEDV IEKEOOENEN gJ³STTO_SHDSZTEN Z EdEDPQNEV
K SN STO /ìäßÜ éÞß e FED

ξi(t)
LEH ÔEHV LEH fSHDSZTEN

i
dJH gEDV

t
e C SO / ìäßÜ éÞßèó êååßÞ

dJH gEDV
t
DOV LSNN IEIEZ EN STO º

fξ(t)(x, t) = 〈δ(x − ξ(t))〉 =
1

N

N
∑

i=1

ξi(t) .
Èrer«É

]bH dEDVSZQ�NIDIE gJ³STTO_SHDSZTEN �EHLEN DN LEH ¼EIET SJPQ LDE ¡C] �O EÓXTDdDV
dEDVSZQ�NIDI e



rer M DVVET�EHVE JNL ZELDNIVE fEHVEDTJNIEN �

����0 +&,'.�12�(,34(&��-�4(5&��&�
gJH `NST�OE dEDVSZQ�NIDIEH ¡HGdEOOE DOV LDE c DN³bQHJNI _GN #ßáéçìëôî! áä ! ßêìè
Þê !Ú ßêåßì ÈÐ¡C] �OÉ Q DT³HEDPQ e FG Z EdEDPQNEV

fN
ξ(t1),...,ξ(tN )(x1, t1;x2, t2; . . . ;xN , tN )dx1 · . . . · dxN

ÈrerrÉ
K DV

fN
ξ(t1),...,ξ(tN )(x1, t1;x2, t2; . . . ;xN , tN ) := 〈δ(x1 − ξ(t1)) · . . . · δ(xN − ξ(tN ))〉

JNL
t1 ≥ t2 ≥ . . . ≥ tN

LDE ÔSQHOPQEDN TDPQREDV ³bH EDNE ]GTIE _GN MEOOJNIEN [ Z ED
LENEN ³bH STTE

i
LDE gJ³STTO_SHDSZTE dJH gEDV

ti
¨ E�EDTO DK §NVEH_STT

[xi, xi + dxi]
TDEIV e

CJHPQ §NVEIHSVDGNEN bZEH
xi
TSOOEN ODPQ EDNdETNE  EDTE OGTPQEH fEHZJNL�SQHOPQEDNY

TDPQREDVEN ETDK DN DEHEN º
∫

dxN fN
ξ(t1),...,ξ(tN )(x1, t1; . . . ;xN−1, tN−1;xN , tN )

= fN−1
ξ(t1),...,ξ(tN−1)

(x1, t1; . . . ;xN−1, tN−1)
Èrer�É

cZENOG � DPQVDI DOV LDE ]HSIE NSPQ EDNEH ÔSQHOPQEDNTDPQREDVO ³bH
ξ(t1), . . . , ξ(tL)

JNVEH
LEH fGHSJOOEVdJNI [ LSOO LDE fSHDSZTE dJ LEN gEDVEN

tL, . . . , tN
ZERSNNV DOV e fEHVEDY

TJNIEN [ LDE OGTPQE §N³GHK SVDGNEN TDE³EHN [ �EHLEN STO éßëêìí åß #ßáåßêÞçìí ßì È£¡C] �OÉ
Z EdEDPQNEV e C DE ¨ E�EDTDIE ¤GNLDVDGNDEHJNI � DHL LJHPQ EDNEN _EHVDRSTEN FVHDPQ DK `HYIJKENV IERENNdEDPQNEV e ]bH LDE Z ELDNIVE fEHVEDTJNI

p
KJOO DN ¨ ELEK ]STT IETVEN º

fN
ξ(t1),...,ξ(tN )(x1, t1; . . . ;xN , tN )

ÈrertÉ
= p1,N

ξ(t1)
(x1, t1|x2, t2; . . . ;xN , tN )fN−1

ξ(t2),...,ξ(tN )(x2, t2; . . . ;xN , tN )

`TTIEK EDN ODNL ZELDNIVE fEHVEDTJNIEN LEKNSPQ LJHPQ
pL,N

ξ(t1),...,ξ(tL)(x1, t1; . . . ;xL, tl|xL+1, tL+1; . . . ;xN , tN )

:=
fN

ξ(t1),...,ξ(tN )(x1, t1; . . . ;xN , tN )

fN−L
ξ(tL+1),...,ξ(tN )(xL+1, tL+1; . . . ;xN , tN )

Èrer� É

IEIEZEN e
�DOTSNI �JHLEN LDE fSHDSZ TEN [ bZ EH LDE dJ K DVVETN �SH [ JNL LDE fEHVEDTJNIEN [

bZ EH LDE LDEOE M DVVETJNI ¨ E�EDTO dJ IEOPQEQEN QSVVE [ K DV W DT³E LEH §NLDdEO
ξi
[
N
JNL

L
IERENNdEDPQNEV e `JO aHbNLEN LEH 6ZEHODPQVTDPQREDV ³STTEN LDEOE §NLDdEO _GN NJN

SN �EI e `JO Èrer�É � DHL LSNN DN LEH _EHRbHdVEN µGVSVDGN º

p(x1, t1; . . . ;xL, tl|xL+1, tL+1; . . . ;xN , tN ) =
f(x1, t1; . . . ;xN , tN )

f(xL+1, tL+1; . . . ;xN , tN )

Èrer�É

����7 8�9&3 :34(&3 ;(&�,&<
¦SOOEN � DH LDE gEDVGHLNJNI LEH M EOOJNIEN ³bH EDNEN RJHdEN MGKENV SJUEH `PQV [
OG T�OOV ODPQ LDE Ð¡C] d�EDEH cHEDINDOOE

x
JNL

y
OPQHEDZ EN STO º

f(x; y) = p(x|y)f(y) = p(y|x)f(x) .
Èrer¢É

CSHSJO EHIDZV ODPQ LEH gJOSKKENQSNI [ LEH STO = îãßä �ä ! ßä >! ßÛáßÜ ZERSNNV IEY
�GHLEN DOV º

p(x|y) =
p(y|x)f(x)

f(y)

Èrer¥É



¢ c DN³bQHJNI DN LDE  QEGHDE OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOOE

M SN ZEdEDPQEV QDEH
f(x)dx

STO î Ý áêÛáêY JNL
p(x|y)dx

STO î Ý ÛäåßáêÛáê Y
ÔSQHOPQEDNTDPQREDV ³bH LSO `J³VHEVEN _GN

x′ ∈ [x, x + dx]
e »NVEH `NNSQKE EDNEH

IE� DOOEN `JOISNIOYfEHVEDTJNI _GN
x
JNL LEK cDN¹JOO _GN

x
SJ³ LDE fEHVEDTJNI _GN

y
T�OOV ODPQ OG LDE fEHVEDTJNI _GN

x
JNVEH IEIEZ ENEK

y
ZEOVDKKEN e `J³ LDEOEK

fEH³SQHEN [ LSO ODPQ DVEHSVD_ LJHPQ³bQHEN T�OOV [ ZSODEHEN LDE OGIENSNNVEN ó îà êÜçÜè? êÚ ßÞê! ÛÛëèó ßå! Ûëßì Õ� rÖ dJH �EOVDKKJNI _GN ¡SHSK EVEHN EDNEO IEIEZ ENEN ¡HGdEOY
OEO e
C DE Z DOTSNI EDNIE³bQHVEN gJOSKKENQ�NIE IETVEN SJPQ ³bH ]�TTE [ DN LENEN LDE

gJ³STTO_SHDSZTEN _ERVGH�EHVDIEN £QSHSRVEH QSZEN e

��@ A��
�	B��
 C�D EFBC��CEF�� G�DH�CC�
cDN äåÛ ! îäåêä ! ßá õ áÛö ßää DOV LDE cNV� DPRTJNI EDNEH gJ³STTO_SHDSZ TEN

ξ(t) ∈ R
nK DV LEH gEDV e

ξ(t)
�DHL DN LDEOEK gJOSKKENQSNI SJPQ STO äåÛ ! îäåêä ! ß #îáêîéÞß

Z EdEDPQNEV e
�EDK EDN³SPQOVEN OVG PQSOVDOPQEN ¡HGdEOO [ LEN K SN ODPQ _GHOVETTEN RSNN [ ODNL LDE

EDNdETNEN M EOOJNIEN dJ _EHOPQ DELENEN gEDVEN çìÚÛááßÞêßáå [ STOG äåîåêäåêä ! çìîéè! Iìí êí e §N LDEOEK ]STT QSZ EN LDE _EHISNIENEN MEOOJNIEN REDNEN c DN¹JOO SJ³ LEN
`JOISNI EDNEH OX�VEHEN M EOOJNI e CSK DV _EHEDN³SPQEN ODPQ LDE Z ELDNIVEN ¡C] �O dJ
EDN³SPQEN c DNXJNRVY¡C] �O º

f(x1, t1; . . . ;xN , tN )

= p(x1, t1|x2, t2; . . . ;xN , tN ) . . . p(xN−1, tN−1|xN , tN )f(xN , tN )

= f(x1, t1) . . . f(xN , tN )
ÈrerªÉ

C DE M EQHXJNRVYfEHZJNL�SQHOPQEDN TDPQREDVEN ³SRVGHDODEHEN STOG ³bH JNRGHHETDEHVE gJY
³STTOEHEDINDOOE e
FGTPQE ¡HGdEOOE ODNL ¨ ELG PQ JNXQ�ODRSTDOPQ [ LS LDE C�NSK DR DN LEH ¼EIET dJK DNY

LEOV OVEVDI DN LEH gEDV OEDN KJOO e FVEVDIREDV ¨ ELG PQ OEVdV æ OPQGN DK OVHENI KSVQEY
K SVDOPQEN FDNNE æ EDNE ENLTDPQE ¤GHHETSVDGN _GN DN RJHdEK `ZOVSNL IEKEOOENEN
ÔEHVEN _GHSJO e

��$ �� � �,5�2 JK,�L&33&
Ô DH ZEVHSPQVEN LSQEH LEN EDN³SPQOVK\ITDPQEN ¡HGdEOO [ LEH EDN IE� DOOEO �ßëI ! åìêä
Z EHbPRODPQVDIV e gEH³�TTV ¨ ELE Ð¡C] DN EDN ¡HGLJRV SJO g�EDXJNRVY£¡C] �O [ OG � DHL
EDN ¡HGdEOO STO ó îáÚÛôèõ áÛö ßää Z EdEDPQNEV e §N LDEOEK ]STTE IDTV STOG º

f(x1, t1; . . . ;xN , tN )

= p(x1, t1|x2, t2; . . . ;xN , tN ) . . . p(xN−1, tN−1|xN , tN )f(xN , tN )
ÈrersÉ

= p(x1, t1|x2, t2)p(x2, t2|x3, t3) . . . p(xN−1, tN−1|xN , tN )f(xN , tN )

CDE `NISZE EDNEO EDNdETNEN gJOVSNLEO LEH gJ³STTO_SHDSZTEN DN LEH fEHISNIENQEDV
Z EOVDKKV STOG [ Z ED IEIEZ ENEN g�EDXJNRVY£¡C] �O [ LDE FVSVDOVDR ³bH OX�VEHE gEDVEN
_GTTOV�NLDI e c O Z EOVEQV LDE fEHKJVJNI [ LSOO K SN STTE ¡HGdEOOE [ LDE DN LEH µSVJH SJ³Y
VHEVEN [ N�QEHJNIO�EDOE STO M SHRG�Y¡HGdEOOE OPQHEDZ EN RSNN [ �ENN K SN LDE C DKENY
ODGN LEO gJOVSNLO_ERVGHO NJH �EDV IENJI EHQ\QV e `J³ LSO ¡ HGZTEK LEH / êì éßååçìí
� DHL DN ¤SXDVET � EDNIEISNIEN e



re� aHJNLTSIEN OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOOE ¥

��$ �$ M(�N<��JO�-<�*�,��JP-&�4(.�*
`JO LEH STTIEKEDNEN abTVDIREDV _GN Èrer�É ³GTIV ³bH EDNE Z ETDEZDIE Z ELDNIVE ÔSQHY
OPQEDN TDPQREDVO_EHVEDTJNI

p(x1, t3|x3, t3) =

∫

dnx2 p(x1, t1;x2, t2|x3, t3)

=

∫

dnx2 p(x1, t1|x2, t2;x3t3)p(x2, t2|x3, t3) .
Ère�«É

]bH M SHRG�Y¡HGdEOOE _EHEDN³SPQV ODPQ LDEOEH `JOLHJPR dJ º

p(x1, t3|x3, t3) =

∫

dnx2 p(x1, t1|x2, t2)p(x2, t2|x3, t3)
Ère� rÉ

C DEOE aTEDPQJNI DOV STO Q! îÝÜ îìèR ÛÞÜ Ûí ÛáÛðè� Þßê !çìí ZERSNNV e FDE EHK\ITDPQV
LDE cNV� DPRTJNI LEH C�NSK DR _GN ÔSQHOPQEDNTDPQREDVOLDPQVEN LJHPQ EDNE Z ETDEZDIE
`NdSQT ETEKENVSHEH ¡ HGdEOOE JNL ³bQHV LDEOE OG SJ³ ¡³SLY§NVEIHSTE dJHbPR e
��$ �0 S��*&� ��JP -&�4(.�*&�
CD×EHENVDSTITEDPQJNIEN EHOVEH ^HLNJNI DN LEH gEDV [ DN LENEN EDNE OVG PQSOVDOPQE [ ¹JRY
VJ DEHENLE ¤HS³V SJ³VHDVV [ ³STTEN DN LEH ¤ TSOOE LEH ¦SNIE_DNYa TEDPQJNIEN e §QHE fEH�ENY
LJNI IEQV dJHbPR SJ³ ¡SJT ¦SNIE_DN [ LEH DK ÐSQHE rs«ª K DVVETO OGTPQEH aTEDPQJNIEN
LEN C D×JODGNOXHGdEOO LEH = áÛôìä ! ßì = ßô ßíçìí EHRT�HEN RGNNVE Õ��Ö e C D×EHENVDSTY
ITEDPQJNIEN EHOVEH ^HLNJNI ZEOPQHEDZ EN LDE dEDVTDPQE cNV� DPRTJNI EDNEO ¡SHSKEVEHO
JNVEH EDNEH `N³SNIOZ ELDNIJNI e ]bH EDNdETNE  EDTPQEN IEQEN ODE SJO LEH µE�VGNOPQEN
�E�EIJNIOITEDPQJNI STO a TEDPQJNI ³bH LDE aEOPQ� DNLDIREDV JNVEH c DN� DHRJNI EDNEH
FVGREO �OPQEN ¼EDZJNIORHS³V QEH_GH e FDE TSOOEN ODPQ SJPQ STO �E�EIJNIOITEDPQJNI EDY
NEO bZEHL�KX³VEN  EDTPQENO _EHOVEQEN e
]bH EDNE OVG PQSOVDOPQE fSHDSZTE

ξ
TSJVEV LDE STTIEK EDNE [ NDPQVTDNESHE ¦SNIE_DNY

a TEDPQJNI º
ξ̇i = hi(ξ, t) +

∑

j

gij(ξ, t)Γj(t)
Ère��É

CSZED OGTT LDE ¦SNIE_DNY¤HS³V
Γ(t)

EDNE ISJU_EHVEDTVE [ LETVSRGHHETDEHVE gJ³STTO_SHDSY
ZTE K DV _EHOPQ� DNLENEN M DVVET�EHV OEDN e `J³IHJNL LEH RGNOVSNVEN OXERVHSTEN C DPQVE
NENNV KSN

Γ
DN `NTEQNJNI SN LSO FXERVHJK LEO ¦DPQVEO SJPQ ôßê� ßä T îçä ! ßì e c O

OGTT STOG IETVEN º
〈Γ(t)〉 = 0

JNL 〈Γi(t)Γj(t
′)〉 = 2δijδ(t − t′)

Ère�tÉ
C DE ¦SNIE_DNY¤HS³V DOV DK ]GTIENLEN SJ³ EDNE `KXTDVJLE _GN 〈Γi(t)Γi(t)〉 = 2NGHK DEHV U e C DE c DIENOPQS³VEN LEH ¦SNIE_DNY¤HS³V ODNL ENI K DV LEN MSHRG�Y
c DIENOPQS³VEN LEO ¡HGdEOOEO _EHRNbX³V e ¦SNIE_DNYa TEDPQJNIEN ZEOPQHEDZ EN LDE C�Y
NSK DR LEH OVG PQSOVDOPQEN fSHDSZTEN

ξ
e M DV DQHEH W DT³E R\NNEN d e� e  EDTPQENZSQNEN

EDNEO ODPQ JNVEH OVG PQSOVDOPQEN c DN¹bOOEN ZE�EIENLEN  EDTPQENO ODKJTDEHV �EHLEN e
]GHKST TSOOEN ODE ODPQ LJHPQ

ξi(t) = ξi(t0) +

t
∫

t0

dt′



hi(ξ, t′) +
∑

j

gij(ξ, t′)Γ(t′)





= ξi(t0) +

t
∫

t0

dt′ hi(ξ, t′) +
∑

j

t
∫

t0

dt′ gij(ξ, t′)Γj(t
′)

Ère�� É

VW XY Z[\] XY\^_` aY\ b\cde f X\a X_ aY\ g XeY\ce^\ ^_eY\hijXYakXij `Yjc_ajcle m nYkY`Y_ekXij Xhec^ij YX_Y Z[\] XY\^_` c^d o
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ª c DN³bQHJNI DN LDE  QEGHDE OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOOE

`ZZDTLJNI rerº CHED ODKJTDEHVE ¡ ³SLE EDNEO Ô DENEH ¡ HGdEOOEO K DV ITEDPQEH `N³SNIOY
Z ELDNIJNI e ÈcNVNGKKEN SJO º Õr�ÖÉ

T\OEN e ]STTO LDE M SVHDÓETEK ENVE
gij
RGNOVSNV ODNL [ Z EdEDPQNEV K SN LSO ¼SJOPQEN STO

îëëêåêð [ �ENN ODE ]JNRVDGNEN _GN
ξ
ODNL [ STO ÜçÞåêÝ ÞêÚ îåêð e

C DE `JO�EHVJNI LEO d�EDVEN §NVEIHSTO DN Ère��É IEOVSTVEV ODPQ ³bH ¼SJOPQEN [ LSO
NDPQV SLLDVD_ DOV [ OPQ� DEHDI e C DE `HV JNL ÔEDOE [ DN LEH LEH §NVEIHSNL

gij(ξ, t)
SJOdJY

�EHVEN DOV [ Z ELSH³ EDNEH IEEDINEVEN §NVEHXHEVSVDGN e §N LEH µSVJH QSZEN STTE ¡HGdEOOE
EDNE ENLTDPQE ¤GHHETSVDGN 〈ξ(t)ξ(t′)〉 ∼ ε

2e−ε|t−t′| e C DE CETVSRGHHETSVDGN [ LDE QDEH STO§LESTDODEHJNI EDNIE³bQHV �GHLEN DOV [ T�OOV ODPQ NJN STO aHENd³JNRVDGN LDEOEH ¤GHHETSY
VDGN O³JNRVDGN ³bH

ε → 0
_EHOVEQEN e c O dEDIV ODPQ ¨ ELG PQ [ LSOO Z ED §NVEHXHEVSVDGN LEO

§NVEIHSTO DK ¼DEK SNN �OPQEN FDNNE LDE FVETTE [ SN LEH LDEOEH aHENdbZEHISNI _GTTdGY
IEN � DHL [ RHDVDOPQ DOV JNL LSO cHIEZNDO ´JSTDVSVD_ Z EEDN¹JOOV e Ô DH Z EN\VDIEN LEOQSTZ
EDNEN NEJEN ]GHK STDOKJO [ JK GZDIEO §NVEIHST SJO�EHVEN dJ R\NNEN e
��$ �7 s��&,N,&������ ��� t��&-�u &3Js��&*,�-&� ��4( s�v .�1

t�,������ �4(
cDNE EDNLDK ENODGNSTE ¦SNIE_DNYa TEDPQJNI ³bH

ξ
KDV

h ≡ 0
JNL

g ≡ 1
ZEOPQHEDZV LDE

 HS¨ ERVGHDE EDNEO  EDTPQENO [ LSO NJH LJHPQ LDE ¦SNIE_DNY¤HS³V IEVHDEZ EN � DHL e c DNOGTPQEH HEDNEH C D×JODGNOXHGdEOO � DHL STO wêßìßá õ áÛö ßää Z EdEDPQNEV e §N `ZZ e rer
ODNL LHED  HS¨ ERVGHDEN EDNEO OGTPQEN ¡HGdEOOEO ORDddDEHV e ]bH LSO §NRHEK ENV

dW (t)EDNEO Ô DENEH ¡HGdEOOEO
W (t)

IDTV º
dW (t) = W (t + dt) − W (t) = Γ(t)dt .

Ère��É
]bH EDNEN STTIEKEDNEN OVG PQSOVDOPQEN ¡HGdEOO [ LEH LJHPQ LDE ¦SNIE_DNYa TEDPQJNI
Ère��É Z EOPQHDEZ EN OED [ R\NNEN � DH LSK DV LEN d�EDVEN FJKKSNLEN LEH aTEDPQJNI
Ère��É LJHPQ EDN OGIENSNNVEO â åêßÞåx ßäèyìåßí áîÞ LSHOVETTEN e CSdJ IEQEN � DH _GN EDNEH§NVEIHSVDGN bZEH

t
dJH §NVEIHSVDGN bZEH EDNEN Ô DENEH ¡HGdEOOEO

Wj(t)
º

t
∫

t0

dt′ gij(ξ, t
′)Γj(t

′) =

W (t)
∫

W (t0)

gij(ξ(t
′), t′)dWj(t

′)
Ère�¢É

»NVEHVEDTEN � DH LSO §NVEH_STT
[t0, t]

DN
n
§NVEH_STTE

[ti−1, ti)
ITEDPQEH aH\UE K DV

t0 < t1 < . . . < tn = t
[ OG DOV LDEOEO §NVEIHST LE÷NDEHV STO LEH aHENd�EHV LEH

¡SHVDSTOJKKEN
Sn =

n
∑

i=1

gij(ξ(τi), τi) [Wj(ti) − Wj(ti−1)]
Ère�¥É



re� aHJNLTSIEN OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOOE s

³bH
n → ∞ e C DE FVETTEN [ SN LENEN LDE ]JNRVDGN gij

SJOdJ�EHVEN DOV [ KbOOEN DNNEHQSTZ
LEO

i
YVEN §NVEH_STTO TDEIEN [ EO KJOO STOG

ti−1 ≤ τi < ti
IETVEN e

C DE  HS¨ ERVGHDEN _GN
Wj(t)

ODNL NDPQV LD×EHENdDEHZSH [ LEO�EIEN KbOOEN LDE §NY
RHEK ENVE ³bH RTEDNE gEDVJNVEHOPQDELE

dt
NDPQV K DV LEH ^HLNJNI _GN K DNLEOVENO

dt_EHOPQ� DNLEN e CSO ³bQHV LSdJ [ LSOO LEH aHENd�EHV LEH ¡SHVDSTOJKKEN DN LDEOEK
]STT K SUIEZ TDPQ _GN LEH ¦SIE LEH FVETTEN

τi
SZQ�NIDI DOV e FEDEN LDE

τi
LJHPQ

τi = αti + (1 − α)ti−1
K DV

0 ≤ α ≤ 1
Ère�ªÉ

³EOVIETEIV [ OG IDZV EO d�ED DN LEH OVSVDOVDOPQEN ¡Q�ODR bZTDPQE §NVEHXHEVSVDGNEN ³bH
LDE ¡SHVDSTOJKKEN JNL LSK DV ³bH LDE `JO�EHVJNI _GN FVDETV¨ EOY§NVEIHSTEN º

α = 0
§NVEHXHEVSVDGN NSPQ §V©

α = 1
2

§NVEHXHEVSVDGN NSPQ FVHSVGNG_DPQ
CEH »NVEHOPQ DEL LEH Z EDLEN §NVEHXHEVSVDGNEN DOV LEJVTDPQ º §V© �EHVEV

gij(ξ(τ), τ)DN LEN ¡SHVDSTOJKKEN ¨ E�EDTO dJ �EIDNN EDNEO §NVEH_STTO [ FVHSVGNG_DPQ QDNIEIEN
DN LEH M DVVE SJO e ¤EDNE LEH Z EDLEN DOV Ñ HDPQVDIÒ GLEH Ñ ³STOPQÒ [ K SUIEZTDPQ ³bH LDE
cNVOPQEDLJNI dJH fEH�ENLJNI EDNEH LEH Z EDLEN DOV EDNE `Z��IJNI _GN fGHY JNL
µSPQVEDTEN e
§K ]GTIENLEN � DHL LDE §NVEHXHEVSVDGN _GN §V© _EH�ENLEV e CSO QSV LEN µSPQVEDT [ LSO

� DH JNO Ñ NEJE ¼EIETN ³bH §NVEIHSVDGN JNL C D×EHENVSVDGNÒ Õr�Ö SNIE�\QNEN KbOOEN e
`J³ LEH SNLEHEN FEDVE DOV LEH gJOSKKENQSNI _GN

h
JNL

(gij)ij

dJ LEN ¤GE² dDENVEN
LEH zÛÚÚ ßáèõ Þîì Úè� Þßê !çìí [ LDE DPQ DK `ZOPQNDVV re� e¢ EDN³bQHE [ EDN³SPQEH e ]EHNEH
ZDEVEV §V©O §NVEHXHEVSVDGN fGHVEDTE Z ED LEH CJHPQ³bQHJNI K SVQEK SVDOPQEH �E�EDOE e
��$ �{ S��*&� ��JP -&�4(.�*&� < �� &�1-�4(&< %&����5,&<&��
¦SNIE_DNYa TEDPQJNIEN TSOOEN ODPQ dJH NJKEHDOPQEN FDKJTSVDGN _GN gJ³STTO_SHDSZTEN
_EH�ENLEN e CSdJ DOV EO NGV�ENLDI [ LSOO K SN ODE ³bH ENLTDPQE gEDVDNRHEK ENVE

dt → τ³GHKJTDEHV e C DE ]JNRVDGN
h
RSNN K DV W DT³E LEO / çÞßáè#ßá� î! áßìä DNVEIHDEHV �EHLEN e

]bH LDE M SVHDÓETEK ENVE
gij
[ LDE bZ EH LSO §NRHEK ENV

dWj(t)
DNVEIHDEHV �EHLEN KbOY

OEN [ OVETTV ODPQ QEHSJO [ LSOO LEH  EHK NDELHDIOVEH ^HLNJNI XHGXGHVDGNST dJ √
τ
OEDN

KJOO Õr�Ö e `JOIEQENL _GN Ère��É EHQSTVEN � DH ³bH
τ ¿ 1

º

ξi(t + τ) = ξi(t) + τhi(ξ(t), t) +
∑

j

t+τ
∫

t

dt′ gij(ξ, t′)dWj(t
′)

= ξi(t) + τhi(ξ(t), t) +
∑

j

√
τgij(ξ, t)Γj(t)

Ère�sÉ

FED
τ
NJN RGNOVSNV [ STOG

ti = t0 + iτ
e Ô DH Z EN\VDIEN ³bH LDE FDKJTSVDGN _GN

ξdJ LDORHEVEN gEDVXJNRVEN fERVGHEN
Γ(ti)

_GN gJ³STTOdSQTEN [ LDE LEN �ELDNIJNIEN
Ère�tÉ ENVOXHEPQEN e 6ZTDPQEH�EDOE TDE³EHN LDE I�NIDIEN gJ³STTOdSQ TENYÑ aENEHSVGHENÒ
_GN £GKXJVEHN gSQTEN

ri
DK §NVEH_STT

[0, 1]
e

µSPQ LEK � ßìåáîÞßì �áßìöô ßáåäîåö LEH FVSVDOVDR OVHEZV LDE ÔSQHOPQEDN TDPQREDVOY
_EHVEDTJNI LEH FJKKE _DETEH JNSZQ�NIDIEH gJ³STTO_SHDSZTEN IEIEN EDNE " ÛáÜ îÞðßáèåßêÞçìí ÈreªÉ e Ô DH EHQSTVEN STOG LJHPQ FJKKSVDGN LEH _GK £GKXJVEH IENEHDEHVEN
gJ³STTOdSQ TEN ISJU_EHVEDTVE æ JNL LSK DV ³bH LDE FDKJTSVDGN LEH GZDIEN aTEDPQJNIEN
IEEDINEVE æ gJ³STTOdSQTEN e FED

ri
EDNE _GK £GKXJVEH IENEHDEHVE ]GTIE _GN gJ³STTOdSQY

TEN [ OG DOV LDE µGHK DEHJNI ZEHbPRODPQVDIV [ �ENN � DH JNOEHE
Γj(ti)

LJHPQ FJKKSVDGN
_GN

N
]GTIENITDELEH ³bH QDNHEDPQENL IHGUE

N
STO

Γj(ti) =

√

24

N

N
∑

i=1

(

ri −
1

2

) Èret«É



r« c DN³bQHJNI DN LDE  QEGHDE OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOOE

Z EHEPQNEN e C DEOE M EVQGLE DOV dJH cHdEJIJNI EDNEH IHGUEN MENIE _GN gJ³STTOdSQTEN [
� DE ODE ³bH LDE NJK EHDOPQE §NVEIHSVDGN _GN ¦SNIE_DNYa TEDPQJNIEN ZEN\VDIV �EHLEN [
¨ ELG PQ NDPQV E² dDENV e
ÔEOENVTDPQ OPQNETTEH DOV LEH = Ûà èó | Þ Þßáè} Þí Ûáêå!Üçä [ LEH d e� e DN Õ�«Ö Z EOPQHDEZ EN

DOV e µSPQ LDEOEK TSOOEN ODPQ SJO d�ED _GK £GKXJVEH IENEHDEHVEN gJ³STTOdSQTEN
riJNL

ri+1
¨ E�EDTO d�ED ISJU_EHVEDTVE gJ³STTO_SHDSZTEN

Γj(ti) = 2
√

− ln(r1) cos(2πr2)
Èret rSÉ

Γj(ti+1) = 2
√

− ln(r1) sin(2πr2)
Èret rZ É

EHdEJIEN e C DEOEH ` TIGHDVQKJO ÷NLEV DN LEN DK ¼SQKEN LDEOEH `HZEDV LJHPQIE³bQHVEN
NJKEHDOPQEN FDKJTSVDGNEN fEH�ENLJNI e
��$ �~ ��55&,JK -��45JP -&�4(.�*
cDNOVEDN QSV OPQGN rs«� LSO ¼�VOET LEH �HG�NOPQEN �E�EIJNI GQNE LDE fEH�ENLJNI
_GN gJ³STTORH�³VEN JNVEHOJPQV Õ�tÖ e c O DOV DQK IETJNIEN [ LDE MGTERJTSHZ E�EIJNI
K DV W DT³E _GN OVSVDOVDOPQEN MEVQGLEN SJ³ K SRHGORGXDOPQEH cZENE dJ ZEOPQHEDZ EN e
C DEOE fGHIEQENO�EDOE DOV EV�SO ETEISNVEH [ �EDT K SN LEK ¡HGZTEK LEH §NVEHXHEVSVDGN
LEH Ô DHRJNI LEH OVG PQSOVDOPQEN ¤H�³VE [ LSO DN re� e� LDORJVDEHV �JHLE [ SJO LEK
ÔEIE IEQEN RSNN e c DNE dJH ¦SNIE_DNYa TEDPQJNI �´JD_STENVE �EOPQHEDZJNI IETDNIV
SJ³ �SODO LEH ]GRREHY¡ TSNPRYa TEDPQJNI [ LDE NJN EDNIE³bQHV � DHL e
Ô DPQVDIEH `JOISNIOXJNRV ³bH LDE WEHTEDVJNI EDNEH C D×EHENVDSTITEDPQJNI ³bH LDE

ÔSQHOPQEDNTDPQREDVOLDPQVE DOV LDE £QSXKSNY¤GTKGIGHG_Ya TEDPQJNI Ère� rÉ e `JOIEY
QENL LS_GN T�OOV ODPQ LJHPQ MGVD_SVDGN EDNEH OGIENSNNVEN Ñ C D×EHENVDETTEN £QSXK SNY
¤GTKGIGHG_Ya TEDPQJNIÒ SJ³ LEH cZENE _GN ZELDNIVEN ÔSQHOPQEDN TDPQREDVO_EHVEDTJNY
IEN K DV W DT³E EDNEH  S�TGHYcNV� DPRTJNI SJ³ LDE ]GRREHY¡ TSNPRYa TEDPQJNI RGKKEN [
� DE EO DN aSHLDNEH Õr�Ö LJHPQIE³bQHV DOV e Ô DH ³G TIEN OVSVVLEOOEN LEK _GN ¼DOREN Õr�Ö
Z EOPQHDEZ ENEN ÔEI e
¼ DOREN ³bQHV dJN�PQOV LDE Z ELDNIVEN MGKENVE

M (n)(x, t|τ) := 〈[ξ(t + τ) − ξ(t)]
n |ξ(t) = x〉 Èret�SÉ

=

∫

dnx1 [(x1 − x)]
n

p(x1, t + τ |x, t)
Èret�Z É

EDN e C DE ¡GVENd DOV LSZED STO  ENOGHXHGLJRV dJ DNVEHXHEVDEHEN [
Mn DOV LSK DV EDN  ENYOGH

n
YVEH FVJ³E e C DE ¤GNLDVDGNDEHJNI DN Èret�É OGTT Z ELEJVEN [ LSOO ³bH LDE �EHEPQNJNI

LEO M DVVET�EHVEO NJH LDE ¡SSHE LEO cNOEKZTEO Z EHbPRODPQVDIV �EHLEN [ ³bH LDE
ξ(t) = xEH³bTTV DOV e M DV W DT³E LEH MGKENVE TSOOEN ODE LDE R áîÜ ßáäèó ÛãîÞèR Ûß� ö êßìåßì

D(n)LE÷NDEHEN º
D(n)(x, t) :=

1

n!
lim
τ→0

1

τ
M (n)(x, t|τ) .

ÈrettÉ
C DE ¤GN_EHIENd LEH aHENd�EHVE OED QDEH dJN�PQOV _GHSJOIEOEVdV e M DV W DT³E LEH
¤HSK EHOYM G�STY¤GE² dDENVEN T�OOV ODPQ LDE dEDVTDPQE cNV� DPRTJNI _GN ¡C] �O LJHPQ
EDNE CD×EHENVDSTI TEDPQJNI EHOVEH ^HLNJNI DN LEH gEDV Z EOPQHEDZ EN º

∂

∂t
f(x, t) =

{

∞
∑

n=1

(−∇)
n

D(n)(x, t)

}

f(x, t)
Èret� É

]bH ¦SNIE_DNY¡HGdEOOE TSOOEN ODPQ LDE MGKENVE JNL LSK DV LDE ¤HSK EHOYMG�STY
¤GE² dDENVEN ZEOVDKKEN e »NVEH `JONJVdJNI LEH M SHRG�Yc DIENOPQS³VEN IDTV º

D(1)(x, t) = h(x, t)
Èret�SÉ

D
(2)
ij (x, t) =

∑

k

gik(x, t)gjk(x, t)
Èret�Z É

D(i)(x, t) = 0 ∀ i > 2
Èret�PÉ



re� aHJNLTSIEN OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOOE rr

Ô DH EHQSTVEN DN LDEOEK ]STTE SJO LEH ¤HSK EHOYMG�STYcNV� DPRTJNI LDE ]GRREHY
¡ TSNPRYa TEDPQJNI � È]¡YaTEDPQJNIÉ º

∂

∂t
f(x, t) =



−
∑

i

∂

∂xi
D

(1)
i (x, t) +

∑

ij

∂2

∂xixj
D

(2)
ij (x, t)



 f(x, t)
Èret¢É

C DE ]¡YaTEDPQJNI T�OOV DN LEH ITEDPQEN ]GHK SJPQ ³bH Z ELDNIVE ÔSQHOPQEDN TDPQREDVOY
LDPQVEN ³GHKJTDEHEN º

∂

∂t
p(x, t|x′, t′) =



−
∑

i

∂

∂xi
D

(1)
i (x, t) +

∑

ij

∂2

∂xixj
D

(2)
ij (x, t)



 p(x, t|x′, t′)

Èret¥É
CEH ¤GE² dDENV

D(1)(x, t)
�DHL NJN bZTDPQEH�EDOE STO � áê� å [

D(2)(x, t)
STO � ê� çäêÛì

ZEdEDPQNEV e
M DV LEH ]¡YaTEDPQJNI OVEQV JNO NJN EDNE Ñ �E�EIJNIOITEDPQJNI ³bH LDE ¡C] �OÒ dJH

fEH³bIJNI e CHD³VY JNL C D×JODGNO³JNRVDGNEN [ LDE DN LDEOEH a TEDPQJNI STO ¤GE² dDENVEN
SJ³VHEVEN [ PQSHSRVEHDODEHEN OVG PQSOVDOPQE ¡HGdEOOE K DV M SHRG�Yc DIENOPQS³VEN _GTTY
OV�NLDI JNL OVEQEN DN LDHERVEK gJOSKKENQSNI dJ LEN ¤GE² dDENVEN LEH ¦SNIE_DNY
a TEDPQJNIEN e
��$ �� t������),& S�3.�* 1&, ��55&,JK -��45JP-&�4(.�*
CJHPQ LDE c DN³bQHJNI EDNEO ÔSQHOPQEDNTDPQREDVOLDPQVEOVHGKEO

j(x, t)
K DV

ji(x, t) =



D
(1)
i (x, t) −

∑

j

∂

∂xj
D

(2)
ij (x, t)



 f(x, t)
ÈretªÉ

R\NNEN � DH LDE ]¡YaTEDPQJNI � DE ³GTIV OPQHEDZ EN º
∂

∂t
f(x, t) + ∇ · j(x, t) = 0

ÈretsÉ
C DEOE aTEDPQJNI OVETTV EDNE ¤GNVDNJ DV�VOITEDPQJNI ³bH LDE ÔSQHOPQEDNTDPQREDVOLDPQVE
LSH e
]STTO

f(x, t)
NDPQV EÓX TDdDV _GN LEH gEDV SZQ�NIV [ QEDUV

fs(x) := f(x, t)
OVSVDGN�H e

]bH LDEOEN ]STT ³GTIV SJO LEH ¤GNVDNJ DV�VOITEDPQJNI º

∇ · j(x, t) =



−
∑

i

∂

∂xi
D

(1)
i (x) +

∑

ij

∂2

∂xixj
D

(2)
ij (x)



 fs(x) = 0
Ère�«É

]bH OVG PQSOVDOPQE ¡HGdEOOE DN EDNEH C DK ENODGN [ Z ED LENEN LDE ¡C] NSVbHTDPQEN ¼SNLY
Z ELDNIJNIEN JNVEHTDEIEN [ T�OOV ODPQ LDE OVSVDGN�HE fEHVEDTJNI SNST�VDOPQ Z EHEPQNEN e
§N LDEOEK ]STT KJOO LDE ¡C] ³bH IHGUE |x| _EHOPQ� DNLEN [ EO RSNN LEOQSTZ REDN FVHGKLJHPQ LSO F�OVEK ¹DEUEN e §NVEIHSVDGN _GN Ère�«É TDE³EHV LSNN

−D(1)(x)fs(x) +
∂

∂x
D(2)(x)fs(x) = C Ère� rÉ

K DV LEH §NVEIHSVDGNORGNOVSNVE C = 0
e c O ³GTIV º

fs(x) =
N

D(2)(x)
e

x
R

dx′ D(1)(x′)

D(2)(x′) .
Ère��É

�W XY WY�_XeX[_ aY\ �[��Y\�� kc_i��nkYXij^_` Xhe X_ aY\ gXeY\ce^\ _Xije YX_jYXekXij m nYkY`Y_ekXij�_aYe hXij YX_ �c�e[\ o
1

2

p �[\ aY] WXr^hX[_h�[ Y� qXY_eY_ � aY\ ac__ X] �YhY_ekXijY_ q^ YX_Y\�Y\�_aY\eY_ �_�] kXij ^] YX_Y_ �c�e[\ o
2
p `\��Y\Y_ � W Xr^hX[_ d�j\e m



r� c DN³bQHJNI DN LDE  QEGHDE OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOOE

N DOV SN LDEOEH FVETTE EDNE IEEDINEVE µGHK DEHJNIORGNOVSNVE e ]bH
ξ ∈ R

n DOV LDESNST�VDOPQE �EHEPQNJNI DK ` TTIEKEDNEN NDPQV K\ITDPQ [ LS LDE ÔSQHOPQEDN TDPQREDVOY
OVH\K E bZTDPQEH�EDOE NDPQV _EHOPQ� DNLEN e
Ô DH QSZEN NJN LSO K SVQEKSVDOPQE ¼bOVdEJI [ JK K DV LEH `NST�OE _GN CSVEN

OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOOE dJ ZEIDNNEN e ÔEDVEH³bQHENLE cHT�JVEHJNIEN OG� DE VDE³EHIEY
QENLE aHJNLTSIEN ODNL LEH dJ �EIDNN LDEOEO ¤SXDVETO SJ³IE³bQHVEN ¦DVEHSVJH dJ
ENVNEQK EN e



ø�ù���� �

��w�z�}v |ÿv � ~�ûz Îvý

� ��Î{�ÿv

§PQ QSZE DN LEH c DNTEDVJNI EHT�JVEHV [ LSOO OVG PQSOVDOPQE C D×EHENVDSTITEDPQJNIEN � DE
Ère��É STO cNV� DPRTJNIOITEDPQJNIEN _GN ^HLNJNIOXSHSK EVEHN ZED LEH �EOPQHEDZJNI
RGKXTEÓEH F�OVEK E EDNE ENVOPQEDLENLE ¼GTTE OXDETEN e µJN ZEOPQ�³VDIE DPQ K DPQ K DV
LEH ]HSIE [ � DE � DH CSVEN OGTPQEH ¡HGdEOOE SJO�EHVEN R\NNEN e CSdJ KbOOEN LDE DK
TEVdVEN ¤SXDVET EDNIE³bQHVEN OVG PQSOVDOPQEN aHJNLTSIEN dJN�PQOV SN LDE c DIENOPQS³Y
VEN IEK EOOENEH CSVENO�VdE SNIEXSOOV �EHLEN e

@ �� ��B��C��� �D
 �������F�

cÓXEHDKENVETTE CSVEN OVEQEN DN LEH ¼EIET DN ]GHK _GN ÈK EQHLDKENODGNSTEN É gEDVHEDY
QEN dJH fEH³bIJNI e µJH OETVEN �EHLEN IH\UEHE cNOEKZTEO dEDVI TEDPQ IEK EOOEN e C DE
EDNdETNEN MEOOJNIEN EH³G TIEN DN _DETEN ]�TTEN �´JDLDOVSNV DN LEH gEDV [ STOG K DV RGNY
OVSNVEK gEDVDNRHEK ENV

τ
e ÐE NSPQ ØJETTE LEH CSVEN R\NNEN LDE M EOOJNIEN JNVEHZHEY

PQJNIO³HED Èd e� e K ELDdDNDOPQE CSVENÉ G LEH DN K EQHEHEN FVbPREN [ d� DOPQEN LENEN LDE
M EOOJNI JNVEHZHG PQEN �JHLE Èd e� e µGVDEHJNIEN _GN �\HOENRJHOEN [ SOVHGNGK DOPQE
CSVENÉ [ _GHTDEIEN e
FED dJN�PQOV EDNE EDNLDK ENODGNSTE gEDVHEDQE

xi := x(ti)
K DV

0 < i ≤ N
IEIEZ EN [ LDE

dJ ³EOVEN gEDVEN
ti = t0 + iτ

IEKEOOEN OED e §K `TTIEK EDNEN ODNL NJN LDE IEKEOOENEN
xi
ÈOVG PQSOVDOPQEÉ ]JNRVDGNEN EDNEH L�NSK DOPQEN fSHDSZTEN

qi
º

xi = fM (qi, qi−1, . . . , q0, i) + ΓM (i) .
È� erÉ

»NO DNVEHEOODEHV LDE DNVEHNE fSHDSZTE
q
[ LDE d e� e EDNEN ^HLNJNIOXSHSK EVEH EDNEO

F�OVEK O LSHOVETTEN RSNN e
fM

DOV EDNE OGIENSNNVE ÈLEVEHK DNDOVDOPQEÉ ó ßää� çìÚ åêÛì [
ΓM

OGTT EDNE OVG PQSOVDOPQE ]JNRVDGN K DV M DVVET�EHV
0
OEDN JNL d e� e M EOOHSJOPQEN

LSHOVETTEN e
c O DOV DKKEH �bNOPQENO�EHV [ LSOO LDE CSVEN REDNE `HVE³SRVE _GN OX EdDETTEN c DIENY

OPQS³VEN LEH M EOOSXXSHSVJH ENVQSTVEN e CSHJNVEH ³STTEN d e� e dEDVTDPQEH CHD³V [ SLLDVD_E
GLEH KJTVDXTDRSVD_E ¤GNOVSNVEN JNL W�OVEHEOEE×ERVE [ LDE NDPQV LDE C�NSK DR LEO dJ
K EOOENLEN ¡HGdEOOEO � DLEHOXDEIETN e FGTPQE c×ERVE �EHLEN LJHPQ LDE M EOO³JNRVDGN
fM

ZEHbPRODPQVDIV JNL ZEHEDVEN [ �ENN ODE NDPQV Z ERSNNV ODNL [ ¡ HGZTEK E [ LDE LEH �EY
OPQHEDZJNI LEO F�OVEK O LJHPQ TDNESHE OVG PQSOVDOPQE CD×EHENVDSTI TEDPQJNIEN DK ÔEIE
OVEQEN R\NNEN e ¤SNVd Z EOPQHEDZV DN Õ��Ö EDN fEH³SQHEN [ K DV W DT³E LEOOEN LDE ¦DNESHDY
V�V LEH M EOO³JNRVDGN bZEHXHb³V �EHLEN RSNN e §PQ IEQE _GN NJN SN LS_GN SJO [ LSOO
LDE CSVEN NDPQV LJHPQ EDNE MEOO³JNRVDGN _EH³�TOPQV ODNL [ _EH�ENLE STOG

fM (qi) = qi
e

M EOOHSJOPQEN QDNIEIEN VHDVV Z ED ³SOV STTEN M EOOJNIEN [ OPQGN STTEDN Z ED LEH C DY
IDVSTDODEHJNI LEH M EOO�EHVE [ SJ³ e c O OGTTVE [ �ENN ODPQ LSO MEOOIEH�V JK LEN ÔEHV

rt



r� FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

qi
TDNESH _EHQ�TV [ I TEDPQK �UDI JK

0
_EHVEDTV JNL ISJU_EHVEDTV OEDN e C DE FV�HRE LEO

M EOOHSJOPQENO DOV DN LDEOEK ]STT LJHPQ LDE fSHDSNd
σ2 LEH fEHVEDTJNI ZEOVDKKV e c ODOV DKKEH �bNOPQENO�EHV [ K DV K\ITDPQOV IEHDNIEK MEOOHSJOPQEN dJ SHZ EDVEN e `J³

LEH SNLEHEN FEDVE EDINEN ODPQ Z ED LEH `NST�OE OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOOE M EVQGLEN dJH
NSPQVH�ITDPQEN ¼ELJRVDGN LEO ¼SJOPQENO LJHPQ M DVVETJNI bZEH _DETE ÔEHVE GLEH
  DE³XSOOY] DTVEH [ LDE LSO FXERVHJK KGLD÷dDEHEN [ NJH Z ELDNIV e FDE R\NNEN LDE cHIEZY
NDOOE [ LDE K SN ³bH LDE C D×JODGNO³JNRVDGNEN EHQ�TV [ ´JSTDVSVD_ Z EEDN¹JOOEN e M EOOHSJY
OPQEN KJOO LEQSTZ [ �ENN EO EDNE IE� DOOE aHENdE bZEHOPQHEDVEV [ Z ED LEH `NST�OE _GN
¡HGdEOOEN ZEHbPRODPQVDIV �EHLEN e »NVEHOJPQEN � DH dJN�PQOV CSVEN [ LDE REDN GLEH
NJH OEQH �ENDI MEOOHSJOPQEN ENVQSTVEN JNL SHZ EDVEN K DV

σ = 0
e CEH c DN¹JOO _GN

σSJ³ LSO DK ]GTIENLEN ZEOPQHDEZ ENE fEH³SQHEN � DHL DN `ZOPQNDVV t e� LDORJVDEHV e
C DE FVSVDOVDR [ K DV LEH Z DOTSNI IESHZ EDVEV �JHLE [ Z EHJQV SJ³ LEH M DVVETJNI bZEH

cNOEKZTE e ]STTO STTE 6ZEHISNIO�SQHOPQEDNTDPQREDVEN d� DOPQEN gJOV�NLEN K DV ³EOVEK
gEDVDNRHEK ENV dEDVJNSZQ�NIDI ODNL [ OG NENNV K SN EDNE gEDVHEDQE äåîåêÛìIá e FDNL ODE
³EHNEH JNSZQ�NIDI _GK FVSHV�EHV

x(t0)
[ OG QEDUV LDE gEDVHEDQE

x
ßáí Ûëêä ! e ]bH EHIGY

LDOPQE gEDVHEDQEN ODNL cNOEKZTEYM DVVET�EHVE �´JD_STENV dJH M DVVETJNI bZEH LDE gEDV [
LDE CHD³VY JNL CD×JODGNORGE² dDENVEN DN LEN OVG PQSOVDOPQEN CD×EHENVDSTI TEDPQJNIEN
�EHLEN dEDVJNSZQ�NIDI e c DNE �EDVEHIEQENLE CDORJOODGN LEH �EIHD×E LEH â åîåêÛìIáêè
åIå JNL / áí Ûëêö êåIå OG� DE LDE �EOPQHEDZJNI _GN fEH³SQHEN [ K DV LENEN ODPQ gEDVHEDQEN
SJ³ LDEOE c DIENOPQS³VEN QDN bZEHXHb³EN TSOOEN [ ÷NLEN ODPQ DN Õ��Ö e
]bH LEN M DVVET�EHV LEH ]JNRVDGN

h
bZEH EDNE OVSVDGN�HE gEDVHEDQE IDTV LSK DV º

〈h[x(t)]〉 =
1

T

∫

T

dt h[x(t)]
È� e�SÉ

〈h[x(t + τ)|x(t) = x]〉 =

∫

dt h[x(t + τ)]δ(x(t), x)
∫

dt δ(x(t), x)

È� e�Z É
ÔEDT � DH EO NJN NDPQV K EQH K DV RGNVDNJDEHTDPQEN aH\UEN dJ VJN QSZEN [ IEQEN LDE
§NVEIHSTE bZ EH LDE gEDV DN FJKKEN bZEH º

〈h[x(t)]〉 =
1

N

N
∑

i=1

h[xi]
È� etSÉ

〈h[x(t + τ)|x(t) = x]〉 =

∑

i

h[xi+1]δx,xi

∑

i

δx,xi

È� etZ É

CEO ÔEDVEHEN ZEN\VDIEN � DH LDE DK _GHSNIEISNIENEN ¤SXDVET EDNIE³bQHVEN ¡C] �O e
C DEOE �EHLEN NJKEHDOPQ � DE ³GTIV Z EQSNLETV º dJO�VdTDPQ dJK LDORHEVEN gEDVOPQHDVV
KJOO NJN SJPQ LEH ^HVOHSJK LDORHEVDODEHV æ DN OGIENSNNVE = êìä EDNIEVEDTV æ �EHLEN e6ZTDPQ DOV LDE fEH�ENLJNI �´JDLDOVSNVEH � DNO e CSdJ � DHL LSO §NVEH_STT

[xa, xb]
[

LSO LDE dJ LDORHEVDODEHENLEN ÔEHVE ENVQ�TV [ DN §NVEH_STTE
[xa + (i − 1)∆x, xa + i∆x)K DV

1 < i ≤ k
JNL

∆x = xb−xa

k

EDNIEVEDTV e C SO ¤HGNEPREHYCETVS DN È� etÉ RSNN LSNN
� DE ³GTIV DNVEHXHEVDEHV �EHLEN º

δxi,x =

{

1
³STTO ∃ j

K DV
x(i), x ∈ [xa + (j − 1)∆x, xa + j∆x)

0
OGNOV È� e�É

µSPQVEDT LEH fEH�ENLJNI �´JDLDOVSNVEH � DNO DOV LDE JNVEHOPQDELTDPQE CDPQVE SN MEOOY
�EHVEN XHG §NVEH_STT [ LDE LDE aH\UE OVSVDOVDOPQEH ]EQ TEH Z EOVDKKV e c O IDZV SJPQ SNLEHE
MEVQGLEN dJK CDORHEVDODEHEN LEO ^HVOHSJK EO [ LDE d e� e DN KSVQEK SVDOPQEH ¦DVEHSY
VJH JNVEHOJPQV �EHLEN JNL LDE LDEOEO ¡HGZTEK JKIEQEN e C DE `HV JNL ÔEDOE [ � DE
LDEOEO = êììêìí LJHPQIE³bQHV � DHL [ RSNN IHGUEN c DN¹JOO SJ³ LDE OX�VEHEN cHIEZNDOOE
QSZEN e Ô DH _EH�ENLEN DK ]GTIENLEN EDNE �´JDLDOVSNVE C DORHEVDODEHJNI [ �EDT LDEOE
OG�GQT SNST�VDOPQ STO SJPQ NJKEHDOPQ IJV LJHPQdJ³bQHEN DOV e C DE ]EQTEH [ LDE LSZED
dJ EH�SHVEN ODNL [ �EHLEN DN ¤SXDVET t DK CEVSDT LDORJVDEHV e
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CHD³VY JNL C D×JODGNO³JNRVDGNEN [ � DE ODE DN LEH ]¡YaTEDPQJNI SJ³VSJPQEN [ ODNL bZEH
LDE MGKENVE IEK �U ÈrettÉ LE÷NDEHV e FDNL LDE MGKENVE SNST�VDOPQ IEIEZ EN [ OG TSOOEN
ODPQ LDE ]JNRVDGNEN ZEHEPQNEN STO º

D(1)(x) = lim
τ→0

1

τ
〈x(t + τ) − x(t)|x(t) = x〉 È� e�SÉ

D
(2)
ij (x) = lim

τ→0

1

2τ
〈[x(t + τ) − x(t)]i[q(t + τ) − x(t)]j |x(t) = x〉 .

È� e�Z É
C DEOE `JOLHbPRE OGTTEN NJN ³bH CSVEN OVG PQSOVDOPQEH ¡ HGdEOOE [ LDE DN ]GHK _GN
gEDVHEDQEN _GHTDEIEN K\IEN [ Z EOVK\ITDPQ SJOIE�EHVEV �EHLEN e ¡ HGZTEK SVDOPQ IEOVSTY
VEV ODPQ LSZED LEH aHENdbZEHISNI

τ → 0
e ]HDELHDPQ ÕsÖ JNL FDEIEHV Õ��Ö QSZ EN RbHdTDPQ

IEdEDIV [ LSOO ODPQ SJPQ ³bH ENLTDPQE
τ
�EHV_GTTE FPQ�VdJNIEN ³bH CHD³VY JNL CD×JY

ODGNO³JNRVDGNEN EHIEZ EN R\NNEN e FVETTEN � DH EDNKST ¡ HGZTEK E [ LDE LSZED SJ³VHEVEN
R\NNEN [ dJOSKKEN º
re cKXDHDOPQE CSVENHEDQEN [ LDE DN ]GHK _GN gEDVHEDQEN _GHTDEIEN OGTTEN [ Z EODVdEN
EDNE ENLTDPQE FSKXTDNI³HE´JENd e c O IDZV LEO�EIEN DN ¨ ELEK ]STT EDN K DNDK STEO
τ
[ ³bH LSO GZDIE `JOLHbPRE SJOIE�EHVEV �EHLEN R\NNEN e c O � DHL ODPQ DN ¤SY
XDVET t dEDIEN [ LSOO OPQGN LDE ENLTDPQE MENIE SN CSVEN [ LDE dJH `NST�OE dJH
fEH³bIJNI OVEQV [ LDE ØJSTDV�V LEH cHIEZNDOOE DK aHENd�EHV

τ → 0
LHSOVDOPQ

_EHK DNLEHV e
� e §OV LDE M EOOJNI SK OVG PQSOVDOPQEN ¡HGdEOO _GN MEOOHSJOPQEN

ΓM
bZEHTSIEHV [

OG LD_EHIDEHEN LDE aHENd�EHVE È� e�É e Ô DE EO dJ LDEOEK fEHQSTVEN RGKKV [ � DHL
EZ EN³STTO DN ¤SXDVET t LDORJVDEHV e

t e `JPQ LSO �DNNDNI LEH CSVEN [ LSO dJH �EHEPQNJNI LEH MGKENVE EH³GHLEHTDPQ
DOV [ QSV EDNEN c DN¹JOO SJ³ LSO cHIEZNDO e Ô DH �EHLEN DN ¤SXDVET t OEQEN [ LSOO
OG�GQT dJ RTEDNE STO SJPQ dJ IHGUE � DNO ]EQTEH _EHJHOSPQEN e

� e C DE ¦�NIE LEH M SNVDOOE Z ED CSVEN [ LDE DN LDIDVSTEH ]GHK _GHTDEIEN [ DOV Z EY
OPQH�NRV e CSLJHPQ RSNN ZED FJZVHSRVDGN d�EDEH SNN�QEHNL ITEDPQ IHGUEH ÔEHY
VE LEH HETSVD_E ]EQTEH OEQH IHGU �EHLEN e C DEOEO ¡HGZTEK DOV NJK EHDOPQEH µSVJH
JNL KJOO Z ED LEH �EHEPQNJNI LEH MGKENVE ³bH RTEDNE gEDVDNRHEKENVE Z ESPQVEV
�EHLEN e §NOZ EOGNLEHE Z EHEDVEV LSQEH LDE `JO�EHVJNI _GN CSVEN [ LDE NJH K DV
EDNEH IEHDNIEN `J¹\OJNI LDIDVSTDODEHV ODNL [ ¡HGZTEK E e

� e ]EHNEH RSNN LEH aHENdbZEHISNI ¡HGZTEK E ZEHEDVEN [ �ENN EO ODPQ ÈJNVEH LEN
IE��QTVEN fSHDSZ TEN É NDPQV JK EDNEN MSHRG�Y¡HGdEOO QSNLETV e §N OGTPQEN ]�TY
TEN DOV dJ XHb³EN [ GZ LJHPQ WDNdJNSQKE �EDVEHEH ÈCETS�YÉfSHDSZTEN LEH ¡HGdEOO
M SHRG� �OPQ � DHL JNL LDE aHENdbZEHI�NIE EDN Z EOOEHEO fEHQSTVEN dEDIEN ÈODEQE
SJPQ Õ��ÖÉ e

^Z EDNE c DNZEVVJNI LDE M SHRG�Yc DIENOPQS³VEN EH³b TTV [ DOV DN ¨ ELEK ]STT dJN�PQOV
dJ JNVEHOJPQEN e W DEHdJ DOV dJ XHb³EN [ GZ ODPQ EDN³SPQ ZELDNIVE _GN K EQH³SPQ ZELDNIY
VEN ÔSQHOPQEDNTDPQREDVOLDPQVEN JNVEHOPQEDLEN e C DEOE ¡Hb³JNI DOV d e� e DN Õ�¢Ö EHT�JY
VEHV e gJN�PQOV OGTTEN EDN DIE ]�TTE _GHIEOVETTV �EHLEN [ LDE K DV W DT³E LEH FPQ�VdJNIEN
È� e�É EH³GTIHEDPQ JNVEHOJPQV �GHLEN ODNL JNL DN LENEN ODPQ LEH aHENdbZEHISNI dJY
³HDELENOVETTENL _GTTdDEQEN TDEU e §N LDEOEN ]�TTEN RSNN LEH ÔEHV LEO `JOLHJPRO [ LEH
³bH

τ → 0
ZEVHSPQVEV �EHLEN OGTT [ ³bH EDN DIE ENLTDPQE

τ
ZDO QDN dJK K DNDK STEN

τ
ZEHEPQNEV JNL OPQTDEUTDPQ ³bH

τ = 0
EÓVHSXGTDEHV �EHLEN e CSNSPQ TDEIEN CHD³VY

JNL C D×JODGNOY]JNRVDGNEN dJN�PQOV � DELEH LDORHEV _GH e FDE R\NNEN LSNN [ �ENN IEY
�bNOPQV [ DN ]JNRVDGNEN ENV� DPRETV �EHLEN e C DE abVE LEH EHQSTVENEN ]JNRVDGNEN T�OOV
ODPQ bZEHXHb³EN [ DNLEK KSN LDE c DIENOPQS³VEN _GN ODKJTDEHVEN CSVENHEDQEN GLEH ODY
KJTDEHVEN g�EDXJNRVYÐ¡C] �O K DV LEN c DIENOPQS³VEN LEH JHOXHbNITDPQEN CSVENHEDQE
Zd� e LEN LSHSJO EÓVHSQDEHVEN Ð¡C] �O _EHITEDPQV e



r¢ FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

`ZZDTLJNI � erº  �XDOPQEH [ SJO M EOOLSVEN IE�GNNENEH fEHTSJ³ _GN CHD³VY ÈGZ EN [ QDEH
g(x)

IENSNNVÉ JNL C D×JODGNOY]JNRVDGNEN ÈJNVEN [
D(2)(x) = h2(x)

É IEOJNLEH ÈTDNROÉ
OG� DE JNVEH £W] TEDLENLEH ¡EHOGNEN ÈHEPQVOÉ e ÈcNVNGKKEN SJO º Õ�¥ÖÉ

@ �¢ £��C¤ ��	�
CSO OGEZ EN ZEOPQHDEZ ENE fEH³SQHEN LEH LDHERVEN FPQ�VdJNI _GN CHD³V JNL CD×JODGN
QSV ZDOTSNI DN _DETEN �EHEDPQEN fEH�ENLJNI IE³JNLEN e §N  SZETTE � er ODNL EDNDIE fEHY
\×ENVTDPQJNIEN SJ³IE³bQHV [ DN LENEN LDE M EVQGLE _EH�ENLEV GLEH LDORJVDEHV � DHL e
�ESPQVENO�EHV LSZED DOV DNOZ EOGNLEHE [ DN �ETPQ JNVEHOPQ DELTDPQEN �EHEDPQEN LEHSHY
VDIE fEH³SQHEN ZEN\VDIV �EHLEN e c DN DIE �EDOXDETE OEDEN DK ]GTIENLEN _GHIEOVETTV e

$ �0 �� K(93��-�*�34(& .�1 N��(�-�*�34(& � -.5�.����� 1&,
¥&,L¦,&§.&�L

 GK ¤JJOETS JNVEHOJPQV DN OEDNEH �««� EHOPQDENENEN `HZEDV Õ�¥Ö CSVEN _GN ¡SVDY
ENVEN [ LDE JNVEH RGNIEOVD_EH WEHdDNOJ² dDENd È£W]É TEDLEN e cH _EHITEDPQV LDEOE K DV
LENEN _GN IEOJNLEN ¡SVDENVEN JNL OVETTV EDNEN ´JSTDVSVD_EN »NVEHOPQ DEL ³EOV e
¤JJOETS TSIEN _GN ¨ E�EDTO r� IEOJNLEN JNL r� SN £W] EHRHSNRVEN ¡EHOGNEN

`J³dEDPQNJNIEN LEH ¦�NIE LEO ¼Y¼Y§NVEH_STTOU bZEH �� ZDO �� FVJNLEN _GH e CEH
M DVVET�EHV LEH ¨ E�EDTDIEN MEOOJNIEN TDEIV DKKEH DN LEH aH\UENGHLNJNI _GN

1 s
[ LDE

CSVENHEDQEN QSZEN STOG EDNEN »K³SNI _GN PS e
80000 − 100000

¡JNRVEN e `JO LEN
CSVEN ODNL NJN NSPQ È� e�É CHD³V JNL C D×JODGN ZEOVDKKV �GHLEN e `ZZ e � er dEDIV LEN
V�X DOPQEN fEHTSJ³ LEH CSVEN EDNEO IEOJNLEN JNL EDNEO EHRHSNRVEN ¡SVDENVEN e c O DOV
LEJVTDPQ EDN ´JSTDVSVD_EH »NVEHOPQDEL dJ EHRENNEN º

D(1) ¨ �ED LEH IEOJNLEN  EOVX EHOGN ODNL LEJVTDPQ LHED µJTTLJHPQI�NIE _GN D(1) dJEHRENNEN e C DEOE ZDTLEN EDNEN DNOVSZ DTEN SN LEH FVETTE
xu = 1050 ms

OG� DE
d�ED OVSZ DTE ] DÓXJNRVE LEH C�NSK DR SN LEN FVETTEN

xs,1 = 800 ms
OG� DE

VWch ©�©�ª_eY\�ckk l YqYXij_Ye aY_ «lhec_a qfYXY\ c^dYX_c_aY\d[k`Y_aY\ �^khhijk�`Y m WY_ YX_�qYk_Y_ ¬\YX`_XhhY f�j\Y_a YX_Y\ �Y\X[aY hX_a �Y\hijXYaY_Y ­®]l[kY q^`Yf XYhY_ � o ©p kY`e aY_ q^\¯ Yhh^_` q^ �Y\fY_aY_aY_ °\X``Y\ dYhe m
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± ����������� Æ�²��������
�««« ]HDELHDPQ EV ST e ¡SHRDNOGNYCSVEN ÕsÖ
�«« r FDEIEHV cXDTEXODEYCSVEN Õ��Ö
�««� ¤JJOETS EV ST e FPQ�SNRJNIEN LEH WEHd³HE´JENd Õ�¥Ö
­��������� ³ Ë��� ­�������´�««« ]HDELHDPQ EV ST e FVSVDOVDR SJ³ CE_DOENYM �HRVEN Õ�Ö
�««« aHSLDµER EV ST e M EVSTTYFPQNEDLEN Õ�ªÖ
�««� ¤HDOG EV ST e FVHSUEN_EHREQHOYCSVEN Õ�sÖ
�««t �\VVPQEH EV ST e FVSVDOVDR _GN Ô DNLY�\EN ÕtÖ
�««t ÐS³SHD EV ST e `NST�OE JNL MSNDXJ TSVDGN HSJQEH ^ZEH¹�PQEN Õt«Ö
�««t FJHS EV ST e Ô DNL DK ObLTDPQEN ^dESN Õt rÖ
�««t ÔSEPQVEH EV ST e ^ZEH¹�PQENY¼SJQDIREDV _GN ]SQHZSQNEN Õ�¢Ö
��¶��·������� Æ�²��������
rssª FDEIEHV EV ST e F�NPQHGNDOSVDGN Õt�Ö
rsss ¦bPR EV ST e �EOPQHEDZJNI VJHZJTENVEH ]ETLEH ÕttÖ
�«« r ]HSNR EV ST e ^XVDOPQE �DOVSZ DTDV�V _GN f£Fc¦O Õt�Ö
�««t �\LEREH EV ST e C�NSK DR _GN aSOENVTSLJNIOO�OVEK EN Õt�Ö
Æ���¶�� ¯�� ¸����¸�������� ± ������¶���¸��
rssª FDEIEHV EV ST e fEHOPQ e ZDOVSZDTE F�OVEK E Õt�Ö
�««« ]HDELHDPQ EV ST e FQDNHDR DY^OdDTTSVGH ÕsÖ
�««« aHSLDµER EV ST e ¦GHENVdYF�OVEK Õ�ªÖ
���· ��¸ � ¨ �������� ­�¸Â�������� τ�«« r ¼SI� DVd EV ST e ¤GHHERVJHEN ³bH ENLTDPQE gEDVEN ÕrrÖ
�««� ]HDELHDPQ EV ST e ¤GHHERVJHEN LEH ¤GHHERVJHEN Õr«Ö
�««� ¼SI� DVd EV ST e FVETTJNINSQKE Õr�Ö
���· ��¸ � ¨ ± �����������
�««t FDE³EHV EV ST e `NST�OE _GN C�NSK DOPQEK Y JNL MEOOHSJOPQEN Õt¥Ö

�\VVPQEH EV ST e `NST�OE Z ED M EOOHSJOPQEN ÕtªÖ
 SZETTE � erº � DOQEHDIE `N�ENLJNIEN LEH JNL fEH\×ENVTDPQJNIEN dJH DN � e� Z EOPQHDEY
Z ENEN MEVQGLE



rª FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

`ZZDTLJNI � e� º CEVEHK DNDOVDOPQE C�NSK DR LEO fEHREQHO SJ³ EDNEK `JVGZSQNY
`ZOPQNDVV NSQE ¤\TN STO ]JNRVDGN LEH aEOPQ� DNLDIREDV

v
LEH ]SQHdEJIE JNL LEO

fEHREQHO¹JOOEO
q
e ÈcNVNGKKEN SJO º Õ�sÖÉ

xs,2 = 1100 ms
e C DE _GN µJTT _EHOPQDELENEN FVEDIJNIEN DN LEH µ�QE LEH ]DÓY

XJNRVE VHEDZ EN LSO F�OVEK ZED RTEDNEN `Z�EDPQJNI DKKEH � DELEH DN LDE OVSY
ZDTEN ]DÓXJNRVE dJHbPR e C DEOE LHED ] DÓXJNRVE _EHEDNEN ODPQ Z ED EHRHSNRVEN
¡EHOGNEN dJ EDNEH ZHEDVEN gGNE [ DN LEH REDN ¼Y¼YÔEHV QDNHEDPQENL OVSZ DT DOV e

D(2) ¨ �ED LEN C D×JODGNO³JNRVDGNEN DOV REDN OG LEJVTDPQEH [ ´JSTDVSVD_EH »NVEHOPQDELSJOdJK SPQEN e C DE ]TJRVJSVDGNEN DN LEH WEHd³HE´JENd OPQEDNEN ¨ ELG PQ ZED IEY
OJNLEN ¡HGZSNLEN �EOENVTDPQ OV�HREH dJ OEDN STO Z ED EHRHSNRVEN e

c O DOV LEJVTDPQ [ LSOO ODPQ LDE CHD³VY]JNRVDGN LEO ¼Y¼Y§NVEH_STTO Z ED LEN EHRHSNRY
VEN ¡EHOGNEN ´JSTDVSVD_ _EH�NLEHV DOV e `JO XQ�ODRSTDOPQEH FDPQV QSV LSO F�OVEK
EDNEN ¡QSOENbZEHISNI _GTTdGIEN e M SN EHRENNV EDNEN MEPQSNDOKJO [ LEH SJ³IHJNL
_GN FETZOVGHISNDOSVDGNOE×ERVEN ZED IEOJNLEN MENOPQEN dJ EDNEH FVSZDTDODEHJNI LEH
WEHdE³HE´JENd ³bQHV e �ED £W]Y¡SVDENVEN QDNIEIEN OPQEDNV LDEOEH M EPQSNDOKJO NDPQV
GHLNJNIOIEK�U dJ ³JNRVDGNDEHEN e

$ �0 �$ ¸��-93& ��� t�,�¹&��&,5&(,3Jº��&�
§N LEH `HZEDV _GN ¤HDOG EV ST e Õ�sÖ DOV LDE C�NSK DR LEO fEHREQHO SJ³ EDNEK LHEDOXJY
HDIEN `JVGZSQNSZOPQNDVV NSQE ¤\TNYµGHL JNVEHOJPQV e `JO LJHPQ DN LDE ]SQHZSQNEN
EDNIETSOOE §NLJRVDGNOYFPQTED³EN IE�GNNENEN CSVEN DOV ³bH ¨ ELEO ]SQHdEJI JNVEH SNYLEHEK LDE FXJH [ SJ³ LEH LSO ]SQHdEJI LDE M EOOOVETTE XSOODEHV [ EHK DVVETV JNL LDE
aEOPQ� DNLDIREDV [ ¦�NIE JNL LEH `ZOVSNL dJK _GHQEH³SQHENLEN ]SQHdEJI ZEHEPQNEV
�GHLEN e ¤HDOG QSV ³bH OEDNE `NST�OE SJO LDEOEN CSVEN LDE DNLD_DLJETTEN aEOPQ� DNY
LDIREDVEN

vi
JNL fEHREQHOYC DPQVEN

qi
ZEHEPQNEV JNL JNVEHOJPQV e

`NLEHO STO Z ED fEHREQHOODKJTSVDGNEN bZTDPQ [ DOV NJN LDE cNV� DPRTJNI _GN
v
JNL

qK DV LEH gEDV STO OVG PQSOVDOPQEH ¡HGdEOO Z EVHSPQVEV �GHLEN e M SN RSNN ODPQ _GHOVETTEN [
LSOO LEH fEHREQHO¹JOO SJ³ LEH `JVGZSQN IE� DOOEN LEVEHK DNDOVDOPQEN aEOEVdK �UDIY
REDVEN ³GTIV [ SJ³ LEH SNLEHEN FEDVE SZ EH SJPQ OVG PQSOVDOPQE ]TJRVJSVDGNEN EDNE ¼GTTE
OXDETEN e ¤HDOG QSV EDN F�OVEK _GN d�ED IERGXXETVEN [ ¦SNIE_DNYSHVDIEN aTEDPQJNIEN



� et �EDOXDETE rs

³GHKJTDEHV [ LSO LDE C�NSK DR LEH Z EDLEN JNVEHOJPQVEN ¡SHSK EVEH Z EOPQHEDZ EN OGTT [

vi+1 = vi + hv(vi, qi) +
2

∑

n=1

gv,n(vi, qi)Γni
È� e¢SÉ

qi+1 = qi + hq(vi, qi) +
2

∑

n=1

gq,n(vi, qi)Γni .
È� e¢Z É

C DE
Γn,i

OVETTEN ¼SJOPQEN K DV EDNEH NGHK STEN fEHVEDTJNIO³JNRVDGN JNL ³GTIENLEN
c DIENOPQS³VEN LSH º

〈Γni〉 = 0
JNL 〈ΓniΓmk〉 = 2δmnδik ∀ i, k,m, n

È� e¥É
C DE ]JNRVDGNEN

h
JNL

g
TSOOEN ODPQ NJN [ �QNTDPQ LEN aTEDPQJNIEN È� e�É [ LJHPQ

�EHEPQJNI JNL `JO�EHVJNI LEH Z ELDNIVEN MGKENVE SZOPQ�VdEN e C DE ]SRVGHEN
τZd� e √

τ
[ LDE SN LDEOEH FVETTE ³EQTEN [ ODNL ZED LEH _GN ¤HDOG _EH�ENLEVEN µGVSVDGN

OPQGN DN LDE ]JNRVDGNEN
h
JNL

g
KDV EDNIEISNIEN e ^Z LDE ´JSTDVSVD_EN `JOOSIEN [

LDE � DH OG EHQSTVEN [ LDE �SQHE FDVJSVDGN � DLEHOXDEIETN [ DOV OX�VEH dJ XHb³EN e
`ZZ e � e� dEDIV LEN CHD³V ÈLDE ]JNRVDGN

h
É [ LDE ¤HDOG JNVEH �EHbPRODPQVDIJNI LEH

CSVEN STTEH LHED FXJHEN EHQSTVEN QSV e CEH CHD³V OPQEDNV EDNE PQSHSRVEHDOVDOPQE FVHJRY
VJH SJ³dJ�EDOEN º c O dEDIV ODPQ EDN DNOVSZDTEH ]DÓXJNRV LEH C�NSK DR ZED EDNEH aEY
OPQ� DNLDIREDV _GN PS e

80 km/h
[ HEPQVO JNL TDNRO LS_GN TDEIEN ZED

30 km/h
JNL

JNIE³�QH
110 km/h

d�ED OVSZDTE ] DÓXJNRVE e C DE EDNdETNEN ]DÓXJNRVE TSOOEN ODPQ NJN
DLENVD÷dDEHEN º

• CEH ]DÓXJNRV _GN 30 km/h
[ DN LEN LSO F�OVEK ZED aEOPQ� DNLDIREDVEN JNVEHY

QSTZ _GN
80 km/h

IEVHDEZ EN � DHL [ ENVOXHDPQV EDNEK âåîç SJ³ LEH FVHSUE e
• ^ZEHQSTZ _GN 80 km/h

HETSÓ DEHV LSO F�OVEK DN LEN d�EDVEN OVSZDTEN ]DÓXJNRV
Z ED EV�S

110 km/h
e c O QEHHOPQV NJN � áßêß zî! áå e `JO LEK  EDTOVbPR LEH `JY

VGZSQN [ SJ³ LEK LDE CSVEN EHQGZEN �JHLEN [ �SH LDE W\PQIEOPQ� DNLDIREDV SJ³
100 km/h

ZEIHENdV e C DEOE �EOPQH�NRJNI DOV ³bH LEN HbPRVHEDZ ENLEN CHD³V Z ED
Q\QEHEN aEOPQ� DNLDIREDVEN _EHSNV�GHVTDPQ e

]EHNEH DOV LEK aHSXQEN dJ ENVNEQK EN [ LSOO LDE FVSZ DTDODEHJNI LEO fEHREQHO¹JOOEO
SJ³ PS e

0.5/s
�EOENVTDPQ OV�HREH DOV STO LDE LEH aEOPQ� DNLDIREDV e C DE c HIEZNDOOE OVDK Y

K EN K DV LENEN SJO cÓXEHDK ENVEN JNL FDKJTSVDGNEN dJH fEHREQHOL�NSK DR �EDVIEY
QENL bZEHEDN ÈODEQE ¼E³EHENdEN DN Õ�sÖÉ e CEH fGHVEDT LDEOEH `HV LEH CSVENSJO�EHVJNI
TDEIV DN LEK OEQH IEHDNIEN ¼EPQENSJ³�SNL [ K DV LEK CSVEN DN cPQVdEDV SNST�ODEHV
�EHLEN R\NNEN JNL DN LEH bZEHODPQVTDPQEN JNL ´JSTDVSVD_ TEDPQV SJOdJ�EHVENLEN IHSY
XQDOPQEN CSHOVETTJNI e
$ �0 �0 »�4(2&�3 1&3 K�,5��3��Jt9�1,�< 3
§N EDNEK TEVdVEN �EDOXDET �EHLEN � DELEH K ELDdDNDOPQE CSVEN JNVEHOJPQV e ]HDELHDPQ
QSV WSNLY HEKGH MEOOJNIEN SNST�ODEHV ÕsÖ JNL LDE CSVEN IEOJNLEH ¡HGZSNLEN K DV
Ý ! ãäêÛÞÛí êä ! ßÜ >áßÜ Ûá È¡  É K DV LENEN _GN ¡SVDENVEN [ LDE JNVEH OGIENSNNVEK
ßääßìåêßÞ Þßì >áßÜ Ûá Èc  É Zd� e JNVEH LEH õ îáÚ êìäÛìèR áîìÚ! ßêå È¡C É TEDLEN [ _EHITDY
PQEN e
`JOISNIOXJNRV ODNL LDE K DVVETO EDNEO RTEDNEN XDEdGHEODOVD_EN �EOPQTEJNDIJNIOSJ³Y

NEQK EHO IEK EOOENEN CSVEN K DV EDNEH FSKXTDNI³HE´JENd _GN
800 Hz

e C DE ¨ E�EDTDIEN
gEDVHEDQEN JK ³SOOEN

24000
¡JNRVE JNL ODNL SJ³ fSHDSNd

1
NGHK DEHV �GHLEN e §N

LEH `HZEDV ODNL LDE CSVEN DN EDN d�EDLDK ENODGNSTEO F�OVEK SJO CETS�Y¤GGHLDNSVEN
EDNIEZ EVVEV e §N LDEOEH c DNZ EVVJNI �EHLEN LDE CSVEN STO OVG PQSOVDOPQEO F�OVEK ZEY
VHSPQVEV JNL CHD³V JNL CD×JODGN ZEOVDKKV e c O dEDIV ODPQ [ LSOO ODPQ LEN EDNdETNEN



�« FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

`ZZDTLJNI � et º WSNL  HEKGH EDNEO IEOJNLEN ¡HGZSNLEN JNL LSO SJO LDEOEH gEDVHEDQE
³bH d�EDLDK ENODGNSTE CETS�Y¤GGHLDNSVEN IE�GNNENE CHD³VYfERVGH³ETL e §K gENVHJK
TDEIV LEH LEJVTDPQ ODPQVZSHE [ OVSZDTE ] DÓXJNRV LEH C�NSK DR e ÈcNVNGKKEN SJO º ÕsÖÉ

`ZZDTLJNI � e� º WSNL  HEKGH EDNEO c Y¡HGZSNLEN JNL LSO SJO LDEOEH gEDVHEDQE ³bH
d�EDLDK ENODGNSTE CETS�Y¤GGHLDNSVEN IE�GNNENE CHD³VYfERVGH³ETL e C DE ¼ETSÓSVDGNOY
dEDV DN LEN OVSZDTEN ]DÓXJNRV DOV EHQEZTDPQ EHQ\QV e ÈcNVNGKKEN SJO º ÕsÖÉ



� et �EDOXDETE � r

`ZZDTLJNI � e� º WSNL  HEKGH EDNEO ¡CY¡HGZSNLEN JNL LSO SJO LDEOEH gEDVHEDQE ³bH
d�EDLDK ENODGNSTE CETS�Y¤GGHLDNSVEN IE�GNNENE CHD³VYfERVGH³ETL e c O QSV EDNE � D³JHY
RSVDGN _GN EDNEK OVSZDTEN ]DÓXJNRV DN EDNEN DNOVSZ DTEN ]DÓXJNRV JNL EDNEN OVSZDTEN
aHENdYg�RTJO K DV PQSHSRVEHDOVDOPQEH »K TSJ³Y]HE´JENd OVSVVIE³JNLEN e ÈcNVNGKKEN
SJO º ÕsÖÉ



�� FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

¡SVDENVENIHJXXEN PQSHSRVEHDOVDOPQE FVHJRVJHEN LEO CHD³VYfERVGH³ETLEO dJGHLNEN TSOY
OEN e c O T�OOV ODPQ EDN ¡QSOENbZEHISNI DK F�OVEK ³EOVOVETTEN e
§N LEN `ZZ e � et ZDO � e� ODNL LDE JHOXHbNITDPQEN CSVEN OG� DE LDEOE fERVGH³ETLEH

³bH LDE LHED aHJXXEN ORDddDEHV e
re §N `ZZ e � et ODNL LEH  HEKGH EDNEH IEOJNLEN ¡EHOGN JNL LEH dJIEQ\HDIE [ SJO
LEN CSVEN EÓVHSQDEHVE CHD³V SJ³IEVHSIEN e �EDK �EVHSPQVEN LEH CSVENHEDQE ³�TTV
SJ³ [ LSOO OG�GQT `KXTDVJLEN STO SJPQ ]HE´JENd K DV LEH gEDV OVSHR OPQ�SNREN e
C DEOEO �bHLE ODPQ DN EDNEH OPQNETT SZ³STTENLEN `JVGRGHHETSVDGNO³JNRVDGN ÈODEQE
d e� e ÕtsÖÉ �JUEHN e �EDK CHD³V OEQEN � DH EDNEN OVSZDTEN ]DÓXJNRV DK »HOXHJNI [
DN LEN STTE �EDOXDETVHS¨ ERVGHDEN [ dJK DNLEOV �ENN æ � DE QDEH æ LDE C D×JODGN_EHNSPQT�OODIV � DHL [ OPQNETT HETSÓ DEHEN e C DE IEOJNLE ¡EHOGN DOV STOG DN LEH ¦SIE [
LEN ]DNIEH OETZ OV�NLDI dJ OVSZDTDODEHEN e C DE OVEVO IEIEN��HVDIEN ]TJRVJSVDGNEN
¨ ELG PQ ³bQHEN LSdJ [ LSOO ODPQ LSO F�OVEK NDE _GTTRGKKEN DN ¼JQE ZE÷NLEV e

� e `ZZ e � e� dEDIV LDE ITEDPQE `NST�OE [ LJHPQIE³bQHV SN CSVEN _GN ¡SVDENVEN [
LDE JNVEH OGIENSNNVEK ßääßìåêßÞ Þßì >áßÜ Ûá TEDLEN e CEN CSVEN RSNN KSN ENVY
NEQK EN [ LSOO LDE `KXTDVJLEN LEH FPQ� DNIJNIEN EV�SO OVSZDTEH IE�GHLEN DOV [
JNL ODPQ LDE ]HE´JENd �EOENVTDPQ OVSZ DTDODEHV QSV e c O VHEVEN ¨ ELG PQ ¡QSOENY
OXHbNIE SJ³ e CSHSJO ³GTIV EDNE OPQ�SPQ SZ³STTENLE `JVGRGHHETSVDGNO³JNRVDGN
LEH M EOO�EHVE e c O IDZV NG PQ DKKEH EDNEN SVVHSRVD_EN ]DÓXJNRV DK »HOXHJNI e
`J³ LDEOEN TSJ³EN LDE �EDOXDETVHS¨ ERVGHDEN SJ³ FX DHSTEN dJ JNL ZEN\VDIEN LSY
³bH EDNEN �EOENVTDPQ T�NIEHEN ÔEI e Ô �QTV K SN NJN EDNE C D×JODGN

> 0
OG � DHL

LEH »HOXHJNI DN LEH ¼EIET NDPQV EHHEDPQV JNL LSO F�OVEK ³bQHV FPQ� DNIJNY
IEN �EPQOETNLEH `KXTDVJLE SJO e �ED ¡SVDENVEN [ LDE JNVEH EOOENVDETTEK  HEKGH
TEDLEN [ DOV LDE FVSZDTDODEHJNI STOG OG OVSHR _EHTSNIOSKV [ LSOO ODE DN LEH ¼EY
IET DN aEIEN�SHV NSVbHTDPQEH ]TJRVJSVDGNEN NDPQV K EQH IETDNIV e c DNE OGTPQE
FPQ� DNIJNI ZEdEDPQNEV K SN SJPQ STO T ßÞîà îåêÛìäèïäö êÞ ÞîåêÛì e

t e ¡SVDENVEN [ LDE JNVEH LEH õ îáÚ êìäÛìèR áîìÚ! ßêå TEDLEN [ R\NNEN DQHE aTDELEH NDPQV
K EQH OVSZDTDODEHEN È`ZZ e � e�É e W DEH TDEIV LDE »HOSPQE NDPQV DN LEN ]TJRVJSVDGY
NEN [ LDE gDVVEHN _EHJHOSPQEN [ OGNLEHN LSHDN [ LSOO NSPQ EDNEH � D³JHRSVDGN LEO
L�NSK DOPQEN F�OVEK O LEH JHOXHbNITDPQE ]DÓXJNRV DN OVSZDT IE�GHLEN DOV e CSO
gDVVEHN � DHL NJN LJHPQ EDNE X EHDGLDOPQE `NHEIJNI _EHJHOSPQV [ LDE ODPQ Z ED
LEH IE��QTVEN c DNZEVVJNI DN LEK OVSZDTEN aHENdd�RTJO [ LEH DK fERVGH³ETL LEO
CHD³VO dJ EHRENNEN DOV [ dEDIV JNL dJH QGQEN FVSZDTDV�V _GN ]HE´JENd JNL `KY
XTDVJLE ³bQHV e C DE `JVGRGHHETSVDGN LEH CSVEN DOV DN LDEOEK ]STT _GN IHGUEH
¼EDPQ�EDVE e
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§K _GHSNISNIENEN ¤SXDVET QSZ E DPQ Z EHEDVO EH��QNV [ LSOO Z ED LEH `N�ENLJNI _GN
È� e�É SJ³ IEK EOOENE CSVEN ¡HGZ TEKE SJ³VHEVEN e C DE `JO� DHRJNIEN LEH EDNdETNEN
]EQTEH SJ³ LDE IEOPQ�VdVEN ]JNRVDGNEN ³bH CHD³V JNL C D×JODGN K\PQVE DPQ NJN EV�SO
IENSJEH Z EVHSPQVEN e
gJN�PQOV �EHLEN DN `ZOPQNDVV t er LDE `JO� DHRJNIEN ENLTDPQEH gEDVDNRHEK ENVE

SJ³ LDE ¤GN_EHIENd JNL LDE ]EQTEH LEH DN TEVdVEN ¤SXDVET EDNIE³bQHVEN FPQ�VdJNIEN
È� e�É JNVEHOJPQV e µEZEN LEH ¤GN_EHIENd IEIEN LDE EÓSRVEN ¡SHSKEVEH ³bH

τ → 0EHIDZV ODPQ LSZED EDNE `ZOPQ�VdJNI ³bH LDE ØJSTDV�V LEH `JOLHbPRE ³bH ENLTDPQE
τ
e

CEO ÔEDVEHEN � DHL IEdEDIV [ � DE K SN ]EQTEH OVSVDOVDOPQEH µSVJH [ LDE SJ³IHJNL EDNEH
NJH ENLTDPQEN `NdSQT _GN CSVENXJNRVEN [ OG� DE ]EQTEH [ LDE LJHPQ LDE C DORHEVDODEHJNI
LEO ^HVOHSJK O æ LEO OPQGN EDNIE³bQHVEN Ñ �DNNDNIOÒ æ ENVOVEQEN [ SZOPQ�VdEN RSNN e
]EHNEH �EHLEN DN `ZOPQNDVV t e� ¡HGdEOOE Z EVHSPQVEV [ Z ED LENEN LSO MEOOHSJOPQEN

ΓM
NDPQV _EHOPQ� DNLEV e W DEH OVGUE DPQ SJ³ EDN fEH³SQHEN [ LSO ODPQ SJ³ EDN³SPQE OVGY

PQSOVDOPQE ¡HGdEOOE SN�ENLEN T�OOV JNL [ OETZOV Z ED OVSHR _EHHSJOPQVEN M EOO�EHVEN [
EDNE `NST�OE EHK\ITDPQV [ K DVVETO LEHEH LDE FV�HRE LEO EÓVEHNE ¼SJOPQENO JNL LDE
¡SHSK EVEH LEH C�NSK DR LEO F�OVEK O ZEOVDKKV �EHLEN R\NNEN e
c O ODNL NJN CSVEN _GN ¡HGdEOOEN dJ JNVEHOJPQEN [ LDE Z EHEDVO Z ED EDNLDK ENODGNSTEH

c DNZ EVVJNI M SHRG�Yc DIENOPQS³VEN dEDIEN e ` TO �EDOXDET � DHL ¨ E�EDTO EDN EDNLDK ENYODGNSTEH ^HNOVEDNY»QTENZEPRY¡HGdEOO Z EVHSPQVEV e

¢ �� �EF��H�
� �D

D

(1) �
�
D

(2) ÀÁ� �
�	�EF�
τ

MDV WDT³E EDNEH M EVQGLE [ LDE _GN ]HDELHDPQ DN Õr«Ö _GHIEOPQ TSIEN � DHL [ OGTT LDE `ZQ�NY
IDIREDV LEH Z ELDNIVEN MGKENVE _GK IE��QTVEN gEDVDNRHEK ENV

τ
JNVEHOJPQV �EHLEN e

C DE EHOVEN ZEDLEN ZELDNIVEN MGKENVE TSOOEN ODPQ LSdJ DN EDNE  S�TGHY¼EDQE ENV� DY
PRETN e §N LEH ¦DVEHSVJH ÷NLEV ODPQ EDNE OGTPQE cNV� DPRTJNI IETEIENVTDPQ JNVEH LEK
µSKEN Ñ §V©Y S�TGHYcNV� DPRTJNIÒ Õtª [ �«Ö e FVSVV LEOOEN � DHL NJN LDE ]¡YaTEDPQJNI
³bH RTEDNE gEDVDNRHEK ENVE ENV� DPRETV e CSK DV T�OOV ODPQ LEH DN `ZOPQNDVV re� e� LDORJY
VDEHVEN §NVEHXHEVSVDGN OVG PQSOVDOPQEH C D×EHENVDSTITEDPQJNIEN SJO LEK ÔEIE IEQEN e
gJN�PQOV LE÷NDEHEN � DH LEN DN LEH ]¡YaTEDPQJNI SJ³VHEVENLEN TDNESHEN C D×EHENY

VDSTGX EHSVGH STO ]GRREHY¡ TSNPRY^XEHSVGH
L̂
e c O IDTV LSNN º

∂

∂t
p(x, t|x0, t0) = L̂p(x, t|x0, t0)

K DV
L̂ =

(

− ∂

∂x
D(1)(x, t) +

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

)

Èt erÉ
�t



�� ]EQTEH Z EDK FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

c DNE ³GHK STE ¦\OJNI LDEOEH a TEDPQJNI DOV

p(x, t|x0, t0) = eL̂(t−t0)p(x, t0|x0, t0) = eL̂(t−t0)δ(x − x0) .
Èt e�É

FED NJN
t − t0 =: τ ¿ 1

LSO gEDVDNRHEK ENV [ ³bH LSO � DH LDE Z ELDNIVEN fEHVEDTJNIEN
JNVEHOJPQEN �GTTEN e Ô DH R\NNEN LDE cÓXGNENVDST³JNRVDGN LSNN NSPQ

τ
ENV� DPRETN

JNL EHQSTVEN º

p(x, t0 + τ |x0, t0) =
∞
∑

k=0

(

L̂τ
)k

k!
δ(x − x0)

Èt etÉ
�ED LEH cNV� DPRTJNI LEH MGKENVE OGTTEN  EHK E ZDO dJH LHDVVEN ^HLNJNI DN

τ
ZEY

VHSPQVEV �EHLEN e CSdJ ZEN\VDIEN � DH LDE EHOVEN _DEH ¼EDQENITDELEH LEH GZDIEN cNVY
� DPRTJNI º

p(x, t0 + τ |x0, t0) ≈
(

1 + L̂τ +
1

2
L̂2τ2 +

1

6
L̂3τ3 + O(τ4)

)

δ(x − x0)
Èt e�É

W DEH VHEVEN ¡GVENdEN LEO C D×EHEVDSTGX EHSVGHO
L̂
SJ³ e C DE Q\QEHEN ¡GVENdEN _GN

L̂EHIEZ EN ODPQ STO ¡EHKJVSVDGNEN LEH FJKKSNLEN LEO C D×EHENVDSTGX EHSVGHO e ÔEDT dJH
�EHEPQNJNI LEH MGKENVE XSHVDETT DNVEIHDEHV �EHLEN KJOO [ �EHLEN LDE ¡GVENdEN LEO^XEHSVGHO dJN�PQOV NGVDEHV e `J³ EDNE  EOV³JNRVDGN

f(x)
�DHREN LDEOE � DE ³GTIV U º

L̂2f(x) =

[

∂

∂x
D(1)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t) − ∂

∂x
D(1)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

Èt e�SÉ

− ∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t) +

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

]

f(x)

L̂3f(x) =

[

− ∂

∂x
D(1)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)

+
∂

∂x
D(1)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

+
∂

∂x
D(1)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)

− ∂

∂x
D(1)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

+
∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)

− ∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

− ∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)

+
∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

]

f(x)
Èt e�Z É

0 ���� 8&,&4(�.�* 1&3 &,3�&� '&1��*�&� � �<&��&3
µSPQ Èret�É RSNN LSO EHOVE Z ELDNIVE MGKENV SJO LEH Z ELDNIVEN ÔSQHOPQEDNTDPQY
REDVOLDPQVE Z EHEPQNEV �EHLEN STO

〈x(t0 + τ) − x(t0)|x(t0) = x0〉 =

∫

dx (x − x0)p(x, t0 + τ |x0, t0) .
Èt e¢É

VW XY W XrY\Y_eXck[Â Y\ce[\Y_ h[kkY_ jXY\ Ã YfYXkh c^d ckkY �c�e[\Y_ � a XY \Yijeh �[_ Xj_Y_ heYjY_ �f X\�Y_ m



t er FPQ�VdJNI _GN
D(1) JNL D(2) ³bH ENLTDPQE τ

��

]bH
τ ¿ 1

RSNN LDE £¡C] NSPQ Èt etÉ ENV� DPRETV �EHLEN e FGHVDEHEN � DH NSPQ ¡GVENY
dEN _GN

τ
[ OG ODNL ³GTIENLE  EHK E dJ ZEHEPQNEN º

(3.6) =

∫

dx (x − x0)δ(x − x0)
Èt e¥SÉ

+τ

∫

dx (x − x0)L̂δ(x − x0)
Èt e¥Z É

+
τ2

2

∫

dx (x − x0)L̂
2δ(x − x0)

Èt e¥PÉ

+
τ3

6

∫

dx (x − x0)L̂
3δ(x − x0)

Èt e¥LÉ
+O(τ4)

MDVVETO XSHVDETTEH §NVEIHSVDGN TSOOEN ODPQ LDE EDNdETNEN §NVEIHSTE æ NSPQ c DNOEVdEN
LEH ¡GVENdEN LEO ]GRREHY¡ TSNPRY^XEHSVGHO SJO Èt e�É æ T\OEN e §K `NQSNI ` er � DHL
SK �EDOXDET _GN Èt er«PÉ IEdEDIV [ � DE LDEOE §NVEIHSVDGNEN LJHPQdJ³bQHEN ODNL e ÔEDT

xDK §NVEIHST NJH DN EHOVEH ^HLNJNI SJ³VHDVV [ _EHEDN³SPQV ODPQ LDE §NVEIHSVDGN ZED LEK
§NVEIHST [ LSO

L̂3 ENVQ�TV º ` TTE §NVEIHSTE K DV EDNEK CD×EHENVDSTGX EHSVGH [ LEH K DV D(2)ZEIDNNV [ EHIEZ EN REDNEN �EDVHSI e C DE FJKKSNLEN SJO LEN gEDTEN S Z DO L _GN Èt e¥É [
LDE ¨ E�EDTO LDE ¤GHHERVJH LEO EHOVEN MGKENVEO DN EDNEH ^HLNJNI _GN

τ
SNIEZ EN [

ODNL LSNN � º

(
S
) = 0

Èt eªSÉ
(
Z
) = τD(1)(x0, t0)

Èt eªZ É
(
P
) =

τ2

2

(

D(1)D(1)
x + D(2)D

(1)
x2

) Èt eªPÉ

(
L
) =

τ3

6

[

D(1)D(1)D
(1)
x2 + D(1)D(1)

x D(1)
x + 3D(2)D(1)

x D
(1)
x2

+D(2)D(1)D
(1)
x3 + D(1)D(2)

x D
(1)
x2 + D(1)D(2)D

(1)
x3

+D(2)D
(2)
x2 D

(1)
x2 + 2D(2)D(2)

x D
(1)
x3 + D(2)D(2)D

(1)
x4

] Èt eªLÉ

0 ���$ 8&,&4(�.�* 1&3 L2&��&� '&1��*�&� � �<&��&3
]bH LSO d�EDVE MGKENV T�OOV ODPQ ENVOXHEPQENL _EH³SQHEN e W DEH DOV NJN EDNE cNVY
� DPRTJNI _GN

〈

[x(t0 + τ) − x(t0)]
2 |x(t0) = x0

〉

=

∫

dx (x − x0)
2
p(x, t0 + τ |x0, t0) .

Èt esÉ

IEOJPQV e
ÔENN � DH � DELEH NSPQ ¡GVENdEN _GN

L̂
GHLNEN [ EHQSTVEN � DH ³GTIENLEN `JOLHJPR

³bH  EHKE ZDO dJH LHDVVEN ^HLNJNI DN
τ
º

�W\Xde ^_a W Xr^hX[_ hX_a Ã YfYXkh Ä f XY q mÅ m X_ �Æ mÇl � Ä �^_�eX[_Y_ �[_
(x0, t0)

m È^\ fYXeY\Y_¬\j�j^_` aY\ ÉlY\hXijekXij�YXe fY\aY_ «lkYXe^_`Y_ aY\ Ê\a_^_`
n

_cij aY] «\`^] Y_e
x0

a^\ijach ­^lhi\XÂe
xn

`Y�Y__qYXij_Ye m



�¢ ]EQTEH Z EDK FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

(3.9) =

∫

dx (x − x0)
2
δ(x − x0)

Èt er«SÉ

+τ

∫

dx (x − x0)
2
L̂δ(x − x0)

Èt er«Z É

+
τ2

2

∫

dx (x − x0)
2
L̂2δ(x − x0)

Èt er«PÉ

+
τ3

6

∫

dx (x − x0)
2
L̂3δ(x − x0)

Èt er«LÉ
+O(τ4)

CDE EDNdETNEN gEDTEN VHSIEN NJN � DE ³GTIV dJK aEOSKVKGKENV Z ED º

(
S
) = 0

Èt errSÉ
(
Z
) = 2τD(2)(x0, t0)

Èt errZ É
(
P
) = τ2

[

D(1)D(1) + 2D(2)D(1)
x + D(1)D(2)

x + D(2)D
(2)
x2

] Èt errPÉ

(
L
) =

τ3

3

[

3D(1)D(1)D(1)
x + 4D(2)D(1)

x D(1)
x + 4D(2)D(1)D

(1)
x2 + 2D(1)D(2)

x D(1)
x

+3D(1)D(2)D
(1)
x2 + 2D(2)D

(2)
x2 D(1)

x + 6D(2)D(2)
x D

(1)
x2 + 4D(2)D(2)D

(1)
x3

+D(1)D(1)
x D(2)

x + D(1)D(1)D
(2)
x2 + D(2)D

(1)
x2 D(2)

x + 2D(2)D(1)
x D

(2)
x2

+D(2)D(1)D
(2)
x3 + D(1)D(2)

x D
(2)
x2 + D(1)D(2)D

(2)
x3 + D(2)D

(2)
x2 D

(2)
x2

+ 2D(2)D(2)
x D

(2)
x3 + D(2)D(2)D

(2)
x4

] Èt errLÉ

0 ���0 Ë ��Ì.33 �.¦ 1�& �� O�N��&- $ ' &34(,�&' &�& � &�(�1& L.,
º��&����-93&

MDV WDT³E LDEOEH cNV� DPRTJNIEN R\NNEN � DH NJN LDE aENSJDIREDV LEH FPQ�VdJNI JNY
OEHEH ]JNRVDGNEN SJO EKXDHDOPQEN CSVEN SZOPQ�VdEN e FED

τ
LS³bH ³EOV e c DNE IEEDIY

NEVE ÔSQT DOV d e� e LSO LJHPQ LDE FSKXTDNI³HE´JENd LEH CSVEN ³EOVIETEIVE RTEDNOVY
K \ITDPQE

τ
e µEQK EN � DH SN [ � DH �bOOVEN [ LSOO LEH SJOdJ�EHVENLEN gEDVHEDQE LEH

CHD³V
D(1)(x, t)

JNL LDE C D×JODGN
D(2)(x, t)

dJIHJNLE TDEIEN e ÔETPQE ]JNRVDGNEN Í
D

(1)
E (x, t, τ)

[
D

(2)
E (x, t, τ)

R\NNEN � DH ³bH ENLTDPQE
τ
EHQSTVEN [ �ENN REDNE �EDVEHEN

]EQTEH´JETTEN EDN¹ DEUENÙ
»K LDEOEO SZOPQ�VdEN dJ R\NNEN [ OEVdEN � DH LDE cNV� DPRTJNIEN ³bH ENLTDPQEO

τ
DN

È� e�É EDN º

D
(1)
E (x0, t0, τ) =

1

τ
〈x(t0 + τ) − x(t0)|x(t0) = x0〉

Èt er�SÉ
= D(1)(x0, t0) +

τ

2

[

D(1)D(1)
x + D(2)D

(1)
x2

]

+
τ2

6

[

D(1)D(1)D
(1)
x2 + D(1)D(1)

x D(1)
x − 3D(2)D(1)

x D
(1)
x2

−D(2)D(1)D
(1)
x3 − D(1)D(2)

x D
(1)
x2 − D(1)D(2)D

(1)
x3

+D(2)D
(2)
x2 D

(1)
x2 + 2D(2)D(2)

x D
(1)
x3 + D(2)D(2)D

(1)
x4

]

+ O(τ3) Èt er�Z É
ÎWY\ ª_aYÏ o ¬p �Y__qYXij_Ye � achh Yh hXij lYX a XYhY_ �^_�eX[_Y_ ^] c^h aY_ WceY_ `Yf[__Y_Y­ij�eq^_`Y_ jc_aYke � a XY �[_ aY_ _Xije X_aXqXY\eY_ c_ck®eXhijY_ �^_�eX[_Y_ q^ ^_eY\hijYXaY_ hX_a m



t e� c DN¹JOO EDNEH ENLTDPQEN FVDPQXHGZ E SJ³ LDE FPQ�VdJNIEN �¥

D
(2)
E (x0, t0, τ) =

1

2τ

〈

[x(t0 + τ) − x(t0)]
2|x(t0) = x0

〉 Èt ertSÉ
= D(2)(x0, t0) +

τ

2

[

D(1)D(1) + 2D(2)D(1)
x + D(1)D(2)

x + D(2)D
(2)
x2

]

+
τ2

6

[

3D(1)D(1)D(1)
x + 3D(2)D(1)

x D(1)
x + D(2)D(1)D

(1)
x2

+2D(1)D(2)
x D(1)

x + 3D(1)D(2)D
(1)
x2 + 2D(2)D

(2)
x2 D(1)

x

+6D(2)D(2)
x D

(1)
x2 + 4D(2)D(2)D

(1)
x3 + D(1)D(1)

x D(2)
x + D(1)D(1)D

(2)
x2

+D(2)D
(1)
x2 D(2)

x + 2D(2)D(1)
x D

(2)
x2 + D(2)D(1)D

(2)
x3 + D(1)D(2)

x D
(2)
x2

+D(1)D(2)D
(2)
x3 + D(2)D

(2)
x2 D

(2)
x2 + D(2)D(2)

x D
(2)
x3 + D(2)D(2)D

(2)
x4

]

+O(τ3)
Èt ertZ É

Ô DH OEQEN [ LSOO LSO fEH³SQHEN ³bH
τ → 0

LDE SNST�VDOPQEN ]JNRVDGNEN TDE³EHV e ]bH
ENLTDPQE

τ
QDNIEIEN dEDIEN ODPQ `Z�EDPQJNIEN [ LDE � DH NJN SNQSNL EDNEO EDN³SPQEN

�EDOX DETO JNVEHOJPQEN �GTTEN e
0 ���7 8&�3N �&- Ð Ñ,�3�&��JÒ(-&�'&45JK,�L&33
gJ SNST�ODEHEN OEDEN NJN LDE CSVEN EDNEO OVSVDGN�HEN ^HNOVEDNY»QTENZEPRY¡HGdEOOEO
K DV

D(1)(x) = −γx
JNL

D(2)(x) = Q
e §N LDEOEK ]STT _EHOPQ� DNLEV EDN aHGUVEDT LEH

`ZTEDVJNIEN DN Èt er�ZÉ JNL Èt ertZ É JNL LDE `Z�EDPQJNIEN ³bH ENLTDPQEO
τ
EHIEZ EN

ODPQ STO º

D
(1)
E (x0) = −γx0 +

τ

2
γ2x0 −

τ2

6
γ3x0 + O(τ3)

Èt er�SÉ

D
(2)
E (x0) = Q +

τ

2

[

γ2x2
0 − 2Qγx0

]

+
τ2

6

[

3γ3x2
0 + 3Qγ2

]

+ O(τ3)
Èt er�Z É

Ô DH OEQEN [ LSOO LEH LGK DNSNVE ]EQTEH DN
D(2) [ LEH ³bH ENLTDPQEO τ

ENVOVEQV [ ³bH
x0 À Q

´JSLHSVDOPQ DN
x0
��PQOV e  SVO�PQTDPQ dEDIV ODPQ LDEOEO fEHQSTVEN Z ED LEH

`JO�EHVJNI _GN gEDVHEDQEN Q�J÷I e `J³ LEH SNLEHEN FEDVE T�OOV ODPQ LJHPQ HERJHODY
_EO `N�ENLEN LEH ]GHK ETN Èt er�ZÉ JNL Èt ertZ É SJ³ LDE EHOVE FPQ�VdJNI _EHZJNLEN
K DV EDNEH fEH�NLEHJNI _GN

τ
Èd e� e dJK N�PQOVIETEIENEN fEH³bIZSHEN É SZOPQ�VdEN [

�ETPQE ØJSTDV�V LDE FPQ�VdJNI QSV JNL GZ EDNE Q\QEHE aENSJDIREDV LJHPQ LSO gEDVY
DNRHEKENV

τ
GLEH LJHPQ SNLEHE [ LDE FPQ�VdJNI ZEEDN¹JOOENLE ]SRVGHEN _EHQDNLEHV

� DHL e
Ô DH R\NNEN SNQSNL LEH Q DEH QEHIETEDVEVEN gJOSKKENQ�NIE ³bH LEN EDN³SPQEN

^HNOVEDNY»QTENZEPRY¡HGdEOO _EHOVEQEN [ LSOO EO EDNE PQSHSRVEHDOVDOPQE FSKXTDNI³HEY
´JENd IDZV [ LDE LDE abVE LEH FPQ�VdJNI ZEEDN¹JOOV e C DEOE DOV XHGXGHVDGNST dJH C�KXY
³JNI

fC ∼ γ
e C DE IENSJEHE »NVEHOJPQJNI _GN ^HNOVEDNY»QTENZEPRY¡ HGdEOOEN dEDIV [

LSOO LDE FV�HRE
γ
LEH HbPRVHEDZ ENLEN ¤HS³V LDE aEOPQ� DNLDIREDV LEH C�NSK DR ZEY

OVDKKV e C DE ¤GHHETSVDGN d�EDEH M EOO�EHVE ODNRV LEOQSTZ K DV OVEDIENLEK
γ
e C DEOEO

DOV LEH aHJNL ³bH LDE µGV�ENLDIREDV LEH `NXSOOJNI LEH FSKXTDNI³HE´JENd SN
γ
e

¢ �@ Ó �
Ô�CC ��
�� �
�	�EF�
 ���EF¤�D� � B�À ���
�EF��H�
��


�DOTSNI ODNL � DH LS_GN SJOIEISNIEN [ LSOO LDE aH\UE LEH FVDPQXHGZ E [ SJ³ LEH � DH JNY
OEHE FVSVDOVDR SJ³ZSJEN [ LSO cHIEZNDO NDPQV Z EEDN¹JOOV e �ED LEH `NST�OE EKXDHDOPQEH
CSVEN DOV LDE M ENIE LEH dJH fEH³bIJNI OVEQENLEN CSVEN SZEH DKKEH ZEOPQH�NRV e



�ª ]EQTEH Z EDK FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

�ED CSVEN DN ]GHK _GN gEDVHEDQEN OVSVDGN�HEH ¡ HGdEOOE DOV LDEOEH »K OVSNL NDPQV dJ
_EHNSPQT�OODIEN º Ô DHL LEH ^HVOHSJK DN �´JDLDOVSNVE � DNO EDNIEVEDTV [ OG _SHDDEHV LDE
`NdSQT LEH CSVENXSSHE XHG � DN OVSHR e FDE DOV SZQ�NIDI _GN LEH OVSVDGN�HEN fEHY
VEDTJNI JNL _EHOPQ� DNLEV ³bH ¡ HGdEOOE K DV NSVbHTDPQEN ¼SNLZELDNIJNIEN ³bH IHGUE
cNV³EHNJNIEN _GK gENVHJK e CDE `NdSQT CSVENXSSHE [ LDE dJH �DTLJNI LEH M DVVETY
�EHVE LEH MGKENVE _EH�ENLEV �EHLEN R\NNEN [ DOV LEOQSTZ SN EDNDIEN FVETTEN OEQH
IEHDNI e
FEDEN LDE gEDVEN

t̃i
OG IE��QTV [ LSOO

x(t̃i)
³bH STTE

1 ≤ i ≤ N
DK �DN JK

x0
TDEIV e

]bH LDEOE ENLTDPQE FVDPQXHGZ E Z EHEPQNEN ODPQ `ZOPQ�VdJNIEN ³bH CHD³V JNL CD×JODGN
LSNN STO

D
(1)
E (x0, τ) =

1

N

N
∑

i=1

1

τ

{

x(t̃i + τ) − x(t̃i)
} Èt er�SÉ

D
(2)
E (x0, τ) =

1

2N

N
∑

i=1

1

τ

{

x(t̃i + τ) − x(t̃i)
}2 Èt er�Z É

DK aHENdbZEHISNI
τ → 0

e ]bH LDE `ZOPQ�VdJNIEN _GN OVSVDOVDOPQEN ]EQTEHN � DHL
LDE fSHDSNd LEH EDNdETNEN FJKKSNLEN [ LDE dJH M DVVETJNI ZEDVHSIEN [ Z EN\VDIV e »NY
VEHOJPQEN � DH dJN�PQOV LEN CHD³V SN LEH FVETTE

x0
³bH ³EOVEO

τ
e C DE fSHDSNd

σ2 EHIDZVODPQ STO º

σ2 =

〈

[

1

τ
{x(t + τ) − x(t)} −

〈

1

τ
{x(t + τ) − x(t)}

〉]2
∣

∣

∣

∣

∣

t ∈
{

t̃1, . . . , t̃N
}

〉

=
1

N

N
∑

i=1

[

1

τ

{

x(t̃i + τ) − x(t̃i)
}

− D
(1)
E (x0, τ)

]2 Èt er¢SÉ

=
1

τ

1

N

N
∑

i=1

1

τ

{

x(t̃i + τ) − x(t̃i)
}2

+
[

D
(1)
E (x0, τ)

]2 1

N

N
∑

i=1

1

−2D
(1)
E (x0, τ)

1

N

N
∑

i=1

1

τ

{

x(t̃i + τ) − x(t̃i)
} Èt er¢Z É

=
2

τ
D

(2)
E (x0, τ) −

[

D
(1)
E (x0, τ)

]2 Èt er¢PÉ
Ô DH QSZEN LDE fSHDSNd NJN LJHPQ LDE SJO LEN CSVEN IE�GNNENEN CHD³VY JNL CD×JY
ODGNO³JNRVDGNEN SJOIELHbPRV e CS LDE EDNdETNEN ÔEHVE OVSVDOVDOPQ JNSZQ�NIDI ODNL [
ORSTDEHV LDE fSHDSNd Z ED LEH M DVVETJNI bZEH

N
�EDVH�IE NSPQ LEK �îç� �ä ! ßì zß! è

Þßá� ÛáåÝÕ îìöçìíäí ßäßåö K DV 1
N

e c DN � DPQVDIEO M SU ³bH LDE `ZOPQ�VdJNI LEO ]EQ TEHO
EDNEH M EOOJNI DOV LDE ÔJHdET SJO LEH fSHDSNd GLEH EDN f DET³SPQEO LS_GN [ LDE _GN
LEHOETZ EN CDK ENODGN DOV � DE LSO M EOOEHIEZNDO e ]bH LEN ]EQTEH [ LEH ³bH LEN CHD³V dJ
EH�SHVEN DOV [ I DTV NJN º

E
[

D
(1)
E (x0, τ)

]

=

√

√

√

√2

τ

D
(2)
E (x0, τ)

N
−

[

D
(1)
E (x0, τ)

]2

N

Èt er¥É
C DE `NdSQT LEH CSVENXJNRVE DK §NVEH_STT RSNN NJN LJHPQ LDE OVSVDGN�HE fEHVEDTJNI
SJOIELHbPRV �EHLEN e ¦DEIV EDNE gEDVHEDQE K DV DNOIEOSKV

N0
MEOOJNIEN _GH JNL

ZEVH�IV LDE aH\UE JNOEHEH � DNO
∆x

[ OG R\NNEN � DH EV�S
N(x0) = N0f(x0)∆xMEOOJNIEN ³bH LDE � DTLJNI LEO M DVVET�EHVEO JK LDE FVETTE

x0
QEHSNdDEQEN e c O EHIDZV

ODPQ º

E
[

D
(1)
E (x0, τ)

]

=

√

√

√

√2

τ

D
(2)
E (x0, τ)

N0f(x0)∆x
−

[

D
(1)
E (x0, τ)

]2

N0f(x0)∆x

Èt erªÉ
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D
(1

) (x
=

0.
5)

N

`ZZDTLJNI t erº `ZQ�NIDIREDV LEO ]EQTEHO DN
D

(1)
E (x = 0.5, τ = 0.01)

_GN LEH `NY
dSQT LEH M EOO�EHVE DK �DN SK �EDOXDET EDNEO ^HNOVEDNY»QTENZEPRY¡HGdEOOEO e C DE
LJHPQIEdGIENE ¦DNDE K SHRDEHV LEN CHD³V SN LEH FVETTE

x = 0.5
[ LEH SJO M DVVETJNI

bZEH EDN cNOEKZTE _GN
N
MEOOJNIEN dJOVSNLE RGKKV [ LEH IEOVHDPQETV EDNIEVHSIENE

Ñ FPQTSJPQÒ LSHJK LEN ]EQTEHZ EHEDPQ [ � DE EH NSPQ Èt er¢SÉ SJO LEN CSVEN IE�GNY
NEN � DHL e CEH ]EQTEH dEDIV LEN dJ EH�SHVENLEN `Z³STT ∼ N−1/2 JNL LDE FPQ�VdJNIRGN_EHIDEHV ³bH QGQE

N
IEIEN LEN SNST�VDOPQEN ÔEHVE ÈIEOVHDPQETVE ¦ DNDEÉ e

`J³ LDEOETZ E `HV JNL ÔEDOE T�OOV ODPQ ³bH LDE C D×JODGN NSPQ Èt er�ZÉ _EH³SQHEN e
c O VHDVV LSZ ED LSO _DEHVE Z ELDNIVE M GKENV

M
(4)
E (x0, τ)

SJ³ e ]bH LEN ]EQTEH DN LEH
C D×JODGNO³JNRVDGN EHQSTVEN � DH º

E
[

D
(2)
E (x0, τ)

]

=

√

√

√

√ 1

4τ2

M
(4)
E (x0, τ)

N0f(x0)∆x
−

[

D
(2)
E (x0, τ)

]2

N0f(x0)∆x

Èt ersÉ
c O DOV dJN�PQOV dJ ZEKEHREN [ LSOO Z EDLE ]EQTEH ³bH EDNE IHGUE `NdSQT SN MEOOJNY

IEN K DV
1/
√

N0
_EHOPQ� DNLEN e ]bH ENLTDPQE FVDPQXHGZ EN QDNIEIEN DOV LDE aH\UE LEO

]EQTEHZ EHEDPQEO SNQ�NIDI _GN
• LEH �EOEVdJNI LEH � DNO e ]bH OPQ�SPQ ZEOEVdVE � DNO � DHL NJH bZEH EDNE IEHDNIE`NdSQT SN cHEDINDOOEN IEK DVVETV [ LSO cHIEZNDO DOV LEOQSTZ N DPQV OVSZDT e W DEH
T�OOV ODPQ LJHPQ LDE �EHbPRODPQVDIJNI �EDVEHEH M EOO�EHVE GLEH LDE fEHZHEDVEY
HJNI LEH EDNdETNEN �DNO `ZQDT³E OPQS×EN e CEH c DN¹JOO _GN

N0
JNL

∆x
SJ³ LDE

ØJSTDV�V LEH FPQ�VdJNIEN DOV Z ERSNNV e W�J÷I bZEHLEPREN LDE ]EQ TEHZSTREN SN
LEN ¼�NLEHN LEO M EOOZ EHEDPQEO LEN CSVENZEHEDPQ _\TTDI [ LDEOE FVETTEN Z TEDZ EN
LSNN ³bH LDE FPQ�VdJNI _GN CHD³V JNL C D×JODGN DN LEH ¼EIET JNZEHbPRODPQVDIV e

• LEK gEDVDNRHEK ENV e c O ³�TTV SJ³ [ LSOO LEH ]EQTEH DK CHD³V Z ED ENLTDPQEN FVDPQY
XHGZ EN DK aHENdbZEHISNI

τ → 0
K DV

1/
√

τ
LD_EHIDEHV [ �ENN CHD³V JNL CD³Y

³JODGN RGN_EHIENVEO fEHQSTVEN dEDIEN e Ô DH OEQEN NJN [ LSOO LDE ØJSTDV�V LEH
FPQ�VdJNIEN È� e�É ³bH OEQH RTEDNE

τ
LHSOVDOPQ SZNDKKV e ]bH LDE C D×JODGN Q DNY

IEIEN VHDVV LDEOEO ¡HGZ TEK NDPQV SJ³ e Ô DH QSZEN SNIENGKKEN [ LSOO EO ODPQ
JK CSVEN EDNEO M SHRG�Y¡HGdEOOEO QSNLETV e §N LDEOEK ]STT ODNL LDE MGKENY
VE

n
YVEH ^HLNJNI K DNLEOVENO _GN LEH ^HLNJNI

n/2
DN

τ
e CEH ]EQTEH DN LEH

C D×JODGNO³JNRVDGN LD_EHIDEHV LSQEH DK aHENdbZEHISNI
τ → 0

DK `TTIEK EDNEN
NDPQV e



t« ]EQTEH Z EDK FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN
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_GN LEH `NY
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x = 0.5
[ LEH SJO M DVVETJNI

bZEH EDN cNOEKZTE _GN
N
MEOOJNIEN dJOVSNLE RGKKV [ LEH IEOVHDPQETV EDNIEVHSY

IENE Ñ FPQTSJPQÒ LSHJK LEN ]EQTEHZ EHEDPQ NSPQ Èt ersÉ e C DE ¤GN_EHIENd IEIEN LEN
SNST�VDOPQEN ÔEHV ÈIEOVHDPQETVE ¦ DNDEÉ DOV �EOENVTDPQ OPQNETTEH STO Z EDK CHD³V e
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τ

`ZZDTLJNI t et º fEHQSTVEN LEO ]EQTEHO ³bH
τ → 0

ZED FVDPQXHGZ EN ENLTDPQEH aH\UE e
»NVEHOJPQV �JHLE EDN cNOEKZTE _GN

N = 10000
ÔEHVEN EDNEO ^HNOVEDNY»QTENZEPRY

¡HGdEOOEO e C DE IEOVHDPQETVE ¦DNDE DOV EDN ]DV LEH CSVEN LJHPQ LDE ]JNRVDGN
f(x) =

0.00445/
√

x
e CEH ]EQTEH dEDIV LSO LD_EHIENVE fEHQSTVEN [ LSO NSPQ Èt erªÉ dJ EH�SHVEN

DOV e



t et CJHPQ C DORHEVDODEHJNI LEO ^HVOHSJK O dJ EH�SHVENLE ]EQTEH t r

c DNE M DNDK DEHJNI LEH LJHPQ LDE ENLTDPQE FVDPQXHGZ ENIH\UE Z ELDNIVEN ]EQTEH DOV
K \ITDPQ [ �ENN OG�GQT

τ
STO SJPQ

∆x
NDPQV öç RTEDN IE��QTV �EHLEN e

C DEOE Z EDLEN JNVEHOPQDELTDPQEN ]EQTEH [ LDE SJ³VHEVEN R\NNEN [ ODNL SK �EDOXDET
EDNEO NJK EHDOPQ ODKJTDEHVEN ^HNOVEDNY»QTENZEPRY¡HGdEOOEO K DV

D(1)(x) = −x
JNL

D(2)(x) = 0.1
JNVEHOJPQV [ LDE cHIEZNDOOE ODNL DN LEN `ZZ e t er ZDO t et IHS÷ OPQ

LSHIEOVETTV e ]bH LEN EHOVEN ]STT �JHLEN LSdJ cNOEKZTEO _EHOPQDELENEH aH\UE
NK DV

x(t0) = 0.5
³bH LSO gEDVDNRHEK ENV

τ = 0.01
EHdEJIV e `JO LDEOEN R\NNEN NSPQ

Èt er�É FPQ�VdJNIEN ³bH CHD³V JNL C D×JODGN SN LEH FVETTE
0.5

ZEHEPQNEV �EHLEN e
C DE cNV� DPRTJNIEN LEH FPQ�VdJNIEN K DV OVEDIENLEK

N
JNL LDE ]EQTEH [ LDE Z ED LEH

� DTLJNI LEH M DVVET�EHVE ENVOVEQEN [ ODNL DN LEN `ZZ e t er JNL t e� LSHIEOVETTV e c O
DOV LEJVTDPQ dJ OEQEN [ LSOO LDE FPQ�VdJNIEN ³bH LDEOEO gEDVDNRHEK ENV IJVSHVDI ODNL [
�EDT ODE ³bH QGQE

N
DN Z EDLEN ]�TTEN IEIEN LDE dJH FDKJTSVDGN _EH�ENLEVEN ÔEHVE

RGN_EHIDEHEN e c DNE IENSJEHE `NST�OE LEH ]EQ TEHO TDE³EHV SZ PS e �«« ÔEHVEN EDNE
LEJVTDPQE

N−1/2Y`ZQ�NIDIREDV e CEH ]EQ TEH DN LEH C D×JODGNO³JNRVDGN DOV ³bH LEN QDEH_EH�ENLEVEN gEDVOPQHDVV �EOENVTDPQ RTEDNEH [ EDNE ODPQEHE FPQ�VdJNI DOV DN LDEOEK ]STT
SZ EV�S

1000
CSVENXSSHEN K\ITDPQ e

ÔEDVEHQDN �JHLE SN EDNEK cNOEKZTE K DV
N = 10000

LDE `ZQ�NIDIREDV LEH FPQ�VY
dJNI LEO CHD³VO _GK gEDVDNRHEK ENV JNVEHOJPQV e c O DOV `ZZ e t et dJ ENVNEQK EN [ LSOO
LEH ]EQ TEH LDEOEH FPQ�VdJNI K DV

τ−1/2 ��PQOV e C DE C D_EHIENd ³bH τ → 0
DOV NDPQV

SJ³ NJKEHDOPQE `HVD³SRVE � DE EDNE ENLTDPQE ¦�NIE LEH M SNVDOOE dJHbPRdJ³bQHEN [ OGNY
LEHN QSV DQHEN »HOXHJNI DN Èt er¥É e ]bH RTEDNE

τ
LGK DNDEHV LEH EHOVE FJKKSNL JNVEH

LEH ÔJHdET e CSO c DNOEVdEN LEH SNST�VDOPQEN CD×JODGN JNL LEH aH\UE LEO cNOEKZTEO
TDE³EHV º

E
[

D
(1)
E (x0 = 0.5, τ)

]

=

√

2

τ

D
(2)
E (x0 = 0.5, τ)

N
≈ 0.004472√

τ
.

Èt e�«É

C DEOEO cHIEZNDO DOV DN OEQH IJVEH 6ZEHEDN OVDKKJNI K DV LEK ]DV [ LEH SN LDE CSVENY
XJNRVE SNIEXSOOV DOV e

¢ �¢ Ö ��EF Ö �C�����C����
� ��C ×��C�B�Ø C H� ��
B�Ù
��
�� Ú�F	��

Ô DH QSZEN IEOEQEN [ LSOO SJ³IHJNL LEH fEHRTEDNEHJNI LEH FVDPQXHGZ E LDE ]EQTEH ³bH
RTEDNE

∆x
SNOVEDIEN e `J³ LEH SNLEHEN FEDVE _EHJHOSPQEN NSVbHTDPQ IHGZ E CDORHEVDY

ODEHJNIEN ]EQTEH [ LDE DQHE »HOSPQE DN EDNEH M DVVETJNI bZEH EDNEN dJ IHGUEN �EHEDPQ
QSZEN e C DEOE ]EQTEH OGTTEN NJN SZIEOPQ�VdV JNL æ ³bH EDN EDN³SPQEO �EDOXDET æ SNSY
T�VDOPQ Z EHEPQNEV �EHLEN e
C DEOEO ¡HGZTEK � DHL � DE ³G TIV JNVEHOJPQV º Ô DH IEQEN � DELEH LS_GN SJO [ LSOO LDE

FVDPQXHGZ E [ SJ³ LEH LDE M DVVET�EHVE LEH MGKENVE Z EHEPQNEV �EHLEN [ OEQH IHGU DOV
JNL LDE MGKENVE ³bH EDNdETNE ÔEHVE LSK DV EÓSRV EÓVHSQDEHV �EHLEN R\NNEN e FED
LEH ^HVOHSJK NJN OG LDORHEVDODEHV [ LSOO ³bH LDE �EHEPQNJNI LEO Z ELDNIVEN MGKENY
VEO SN LEH FVETTE

x0
STTE ¡SSHE

x(t + τ)
[
x(t)

K DV
x(t) ∈ [x0 − ∆x/2, x0 + ∆x/2]ZEHbPRODPQVDIV �EHLEN e ` TO FPQ�VdJNI ³bH LDE Z ELDNIVEN MGKENVE EHQ�TV K SN LSNN

LDE M DVVETJNI LEH MGKENVE bZEH LEN �DN [ IE� DPQVEV K DV LEH OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNI
f
LEO ¡HGdEOOEO º

M
(n)
E (x0, τ,∆x) =

x0+∆x/2
∫

x0−∆x/2

dx M (n)(x, τ)f(x)

x0+∆x/2
∫

x0−∆x/2

dx f(x)

Èt e� rÉ



t� ]EQTEH Z EDK FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

C DE STTIEK EDNEN 6ZEHTEIJNIEN OGTTEN SN LDEOEH FVETTE NDPQV �EDVEH _GHSNIEVHDEZ EN
�EHLEN e FVSVV LEOOEN JNVEHOJPQEN � DH EDNEN EDNLDK ENODGNSTEN ^HNOVEDNY»QTENZEPRY
¡HGdEOO [ ³bH LEN ODPQ LSO §NVEIHST �EDVEH SJO�EHVEN T�OOV e FED

τ ¿ 1
[ OGLSOO  EHKE

Q\QEHEH ^HLNJNI DN
τ
_EHOPQ� DNLEN e CSNN T�OOV ODPQ LEH CHD³V

D
(1)
E

[ LEN K SN NSPQ
C DORHEVDODEHJNI LEH CSVEN EH�SHVEN RSNN [ SZOPQ�VdEN STO º

D
(1)
E (x0,∆x) ≈

x0+∆x/2
∫

x0−∆x/2

dx D(1)(x)f(x)

x0+∆x/2
∫

x0−∆x/2

dx f(x)

Èt e��É

CEH ^HNOVEDNY»QTENZEPRY¡ HGdEOO DOV PQSHSRVEHDODEHV LJHPQ º
D(1)(x) = −γx

K DV
γ > 0

D(2)(x) = Q

f(x) =
√

γ
2πQe−

γ
2Q

x2

Èt e�tÉ

C DE OVSVDGN�HE fEHVEDTJNI EHIDZV ODPQ LSZED [ Z ED fEH�ENLJNI NSVbHTDPQEH ¼SNLZELDNY
IJNIEN [ SJO Ère��É e
C DE ÔSQHOPQEDNTDPQREDVOLDPQVE [ bZ EH LDE DK µENNEH DNVEIHDEHV � DHL [ T�OOV ODPQ JK

x0
ENV� DPRETN e ÔEDT LDE JNIEHSLEN aTDELEH LEH  S�TGHYcNV� DPRTJNI ZED LEH §NVEY

IHSVDGN _EHOPQ� DNLEN [ _EHZTEDZV NJH EDN ]EQTEH DN LHDVVEH ^HLNJNI _GN
∆x
e C DEOEH

OG� DE LDE ]EQTEH Q\QEHEH ^HLNJNI ODNL XHGXGHVDGNST dJH d�EDVEN Zd� e dJ Q\QEHEN
`ZTEDVJNIEN _GN

f(x0)
SN LEH FVETTE

x0
º

x0+∆x/2
∫

x0−∆x/2

dx f(x) = f(x0)∆x + O(∆x3)
Èt e�� É

§K g�QTEH DOV EDNE LEHSVDIE cNV� DPRTJNI NDPQV N\VDI e CSO §NVEIHST T�OOV ODPQ ³bH LEN
QDEH Z EVHSPQVEVEN ¡HGdEOO SNST�VDOPQ SJO�EHVEN e C DE �EHEPQNJNI LEO §NVEIHSTO DOV DK
`NQSNI ` e� SJOIE³bQHV e M SN EHQ�TV OPQTDEUTDPQ ³bH LEN bZEH EDNEN �DN IEK DVVETVEN
CHD³V º

D
(1)
E (x0,∆x) ≈ 2

∆x
Qe−

γ
2Q (∆x

2 )
2

sinh

(

− γ

Q
x0

∆x

2

)

.
Èt e��É

FED NJN
∆x ¿ 1

e Ô DH R\NNEN LDE ]JNRVDGNEN DK g�QTEH NSPQ DQHEK `HIJKENV
ENV� DPRETN [ � DE EO DK `NQSNI LJHPQIE³bQHV DOV e FEVdEN � DH LDEOE cNV� DPRTJNI ³bH
LDE �EOVDKKJNI LEO HETSVD_EN ]EQTEHO EDN [ OG EHIDZV ODPQ LDEOEH STO º

D
(1)
E (x0,∆x)

D(1)(x0)
= 1 +

γ

2Q

[

γx2
0

3Q
− 1

] (

∆x

2

)2

+ O(∆x4)
Èt e�¢É

C DEOE `JOLHbPRE TSOOEN ODPQ NJN DNVEHXHEVDEHEN e �EVHSPQVEN � DH dJN�PQOV Èt e��É ³bH
IHGUE

∆x
º §K aHENdbZEHISNI

∆x → ∞ TDE³EHV LSO §NVEIHST DK g�QTEH REDNEN �EDVHSI
JNL LEH µENNEH EHIDZV

1
e CEH CHD³V [ LEH ODPQ SJO LEH FPQ�VdJNI EHIDZV [ _EHOPQ� DNLEV

STOG e C DEOEO fEHQSTVEN DOV RGNODOVENV K DV LEN NSVbHTDPQEN ¼SNLZELDNIJNIEN [ LDE � DH
QDEH _GHSJOIEOEVdV QSZEN º Ô bHLE LEH CHD³V Z ED M DVVETJNI bZEH LSO IEOSKVE F�OVEK
NDPQV _EHOPQ� DNLEN [ OG I�ZE EO EDNEN RGNOVSNVEN ]TJOO LJHPQ LSO F�OVEK JNL LDE
OVSVDGN�HE fEHVEDTJNI �bHLE ³EHNSZ _GK gENVHJK NDPQV _EHOPQ� DNLEN e ]bH IHGUE

∆x�DHL LEH CHD³V ÈZ EVHSIOK �UDIÉ STOG IHJNLO�VdTDPQ JNVEHOPQ�VdV e
]EHNEH T�OOV ODPQ SNQSNL Èt e�¢É LEH HETSVD_E ]EQTEH ZED OEQH ³EDNEH »NVEHVEDTJNI

JNVEHOJPQEN e M SN ODEQV [ LSOO LSO fEHQ�TVNDO _GN `ZOPQ�VdJNI dJK JHOXHbNITDPQEN
CHD³V ³bH

∆x → 0
IEIEN r RGN_EHIDEHV [ � DE EO OPQGN `JOLHJPR Èt e� rÉ EH�SHVEN T�OOV e

C DE ¤GHHERVJHEN DN d�EDVEH ^HLNJNI _GN
∆x

R\NNEN [ SZQ�NIDI _GN
γ
[
x0
JNL

Q
[

X GODVD_ GLEH NEISVD_ SJO³STTEN e



t e� c DN¹JOO _GN MEOOHSJOPQEN tt
¢ �Û Ó �
Ô�CC �D
 � �CC�B�CEF�

cO �JHLE Z EHEDVO SJ³ ¡HGZTEK E ZED LEH `ZOPQ�VdJNI LEH L�NSK DOPQEN ]JNRVDGNEN
SJO LEN CSVEN [ LEHEN ØJSTDV�V LJHPQ M EOOHSJOPQEN ZEEDNVH�PQVDIV DOV [ Q DNIE� DEOEN e
FDE³EHV QSV EDNE MEVQGLE _GHIEOVETTV [ NSPQ LEH ODPQ Z ED TEDPQV _EHHSJOPQVEN CSVEN LDE
L�NSK DOPQEN ]JNRVDGNEN STO `ZTEDVJNI LEH Z ELDNIVEN MGKENVE NSPQ LEK gEDVDNY
RHEK ENV EHIEZ EN Õt¥Ö e C DEOE M EVQGLE DOV ¨ ELG PQ SJ³ OEQH RTEDNE ¼SJOPQY`KXTDVJLEN
ZEOPQH�NRV e
CSO ¡HGZTEK LEH FEXSHSVDGN _GN IEK EOOENEN CSVEN DN MEOOHSJOPQEN JNL EDNEN

L�NSK DOPQEN ¡HGdEOO DOV OPQGN OEDV T�NIEHEH gEDV _GN IHGUEK §NVEHEOOE e W DEHdJ EDIY
NEN ODPQ LDE OGIENSNNVEN Ñ M SÓDKJK ¦DRETDQGGLYfEH³SQHENÒ [ LDE ODPQ �S�EO �OPQEH
M EVQGLEN ZELDENEN [ JK SJO EDNEK IEIEZ ENEN ¡HGdEOO LEN �SQHOPQEDN TDPQ OVEN FSVd
SN JHOXHbNITDPQEN ¡SHSK EVEHN dJ EÓVHSQDEHEN e �EDOX DETE ³bH SRVJETTE `HZ EDVEN SJ³
LDEOEK aEZDEV ODNL d e� e Õ�« [ � r[ ��Ö OG� DE LDE DN LDEOEN fEH\×ENVTDPQJNIEN SJ³IE³bQHY
VEN ¼E³EHENdEN e ]bH EDNE IE� DOOE ¤ TSOOE _GN ¡HGZTEKEN ODNL K DV LDEOEN MEVQGLEN
ZED EDNEH HETSVD_ IEHDNIEN `NdSQT _GN CSVENXJNRVEN IJVE cHIEZNDOOE dJ EHdDETEN e ` TTE
LDEOE M EVQGLEN ODNL ¨ ELG PQ ZEOPQH�NRV SJ³ SLLDVD_EO ¼SJOPQEN e `JUEHLEK KSPQEN
ODE QG PQLDK ENODGNSTE §NVEIHSVDGNEN NGV�ENLDI [ �EDT dJH `N�ENLJNI LEO �S�EO �OPQEN
 QEGHEK O JNL �EHEPQNJNI LEH Z ELDNIVEN ÔSQHOPQEDNTDPQREDV EDNEO FSVdEO _GN ¡SY
HSK EVEHN bZEH O�KVTDPQE CSVENXJNRVE DNVEIHDEHV �EHLEN KJOO e
]HSNR �\VVPQEH JNVEHOJPQV DN Õ�t [ tªÖ LSO fEHQSTVEN LEH MGKENVE ³bH RTEDNE

τ
ZED

_EHHSJOPQVEN CSVEN e c O EHIDZV ODPQ EDN fEH³SQHEN [ LSO IEEDINEV DOV [ SJPQ ZED OVSHR
_EHHSJOPQVEN CSVEN LSO EÓVEHNE ¼SJOPQEN _GK DNVEHNEN [ L�NSK DOPQEN ¼SJOPQEN dJ
VHENNEN JNL LDE FV�HRE LEO ¼SJOPQENO JNL LDE ¡SHSK EVEH LEO DNVEHNEN ¡HGdEOOEO dJ
ZEOVDKKEN e C DEOEO fEH³SQHEN ZSODEHV EZ EN³STTO SJ³ LEH `JO�EHVJNI LEH Z ELDNIVEN
MGKENVE e §PQ QSZE dJ LEH K SVQEK SVDOPQEN ]JNLDEHJNI LDEOEO fEH³SQHENO Z EDIEVHSY
IEN JNL K\ PQVE EO LEOQSTZ SN LDEOEH FVETTE LDORJVDEHEN JNL SNQSNL EDNEO �EDOX DETO
LEKGNOVHDEHEN e
Ô DH Z EVHSPQVEN ¨ EVdV CSVEN [ LDE LJHPQ È� erÉ K DV

ΓM 6= 0
ZEOPQHDEZ EN �EHLEN e c O

IETVE �EDVEHQDN
fM (q) = q

e §N LEH ¼EIET QSNLETV EO ODPQ Z EDK MEOOHSJOPQEN JK EDN
FDINST [ LSO NDPQV K DV LEK gJOVSNL

q
LEO F�OVEK O RGHHETDEHV DOV JNL REDN aEL�PQVNDO

Z EODVdV e §LESTDODEHV T�OOV EO ODPQ LEOQSTZ LJHPQ ISJU_EHVEDTVEO [ �EDUEO ¼SJOPQEN KGY
LETTDEHEN e c DN M SU ³bH LDE FV�HRE LEO ¼SJOPQENO DOV LDE fSHDSNd

σ2 LEH dJIEQ\HDIENfEHVEDTJNIO³JNRVDGN e WSZE
ΓM

QDEH LDEOE c DIENOPQS³VEN [ OG IDTV ³bH LDE ÔSQHOPQEDNY
TDPQREDV LEH M EOOJNI EDNEO ÔEHVEO

x′ ∈ [x, x + dx]
[ JNVEH LEH �ELDNIJNI [ LSOO LSO

F�OVEK DK gJOVSNL
q
DOV º

pσ(x|q)dx =

√

1

2πσ2
e−

(x−q)2

2σ2 dx .
Èt e�¥É

Ô DH QSZEN IEOEQEN [ LSOO ³bH M SHRG�Y¡HGdEOOE g�EDXJNRVY¡C] �O EDNE ENVOPQEDLENLE
¼GTTE OXDETEN e �ED JNOEHEN _GN MEOOHSJOPQEN bZEHTSIEHVEN ¡HGdEOOEN TSOOEN ODPQ LDEOE
g�EDXJNRVY6ZEHISNIO�SQHOPQEDNTDPQREDVEN K DV W DT³E _GN Ère� rÉ STO §NVEIHST bZ EH
LSO ¡HGLJRV Z ELDNIVEH ÔSQHOPQEDN TDPQREDVEN OPQHEDZ EN e FED

pτ (q|q0)
LDE Z ELDNIVE6ZEHISNIO�SQHOPQEDNTDPQREDV LEO JN_EHHSJOPQVEN ¡HGdEOOEO ³bH EDN IE� DOOEO [ ³EOVEO

τ
e CSNN IDTV ³bH LSO

n
YVE Z ELDNIVE MGKENV LEH IEK EOOENEN CSVEN

x
º

M (n)(x0, τ) = 〈 [x(t + τ) − x(t)]
n|x(t) = x0〉

=

∫

dq0

∫

dq

∫

dx (x − x0)
n

pσ(x|q)pτ (q|q0)pσ(q0|x0)
Èt e�ªÉ

C DEOE ]GHKJTDEHJNI �QNETV LEH ¦\OJNI _GN ¡HGZTEK EN K DV W DT³E _GN ¡³SLDNVEIHSTEN º
]bH LDE `NS�TOE �EHLEN LDE DNVEHNEN [ _EHZGHIENEN fSHDSZTEN

q0
JNL

q
EDNIE³bQHV e C DE

SJ³ LDEOE ÔEDOE DN LDE �EHEPQNJNI LEH MGKENVE EDNIE³bQHVE £¡C]
pτ
PQSHSRVEHDODEHV

LEN DNVEHNEN ¡HGdEOO [ LEH bZTDPQEH�EDOE JNVEHOJPQV �EHLEN OGTT e ÔEDT S XHDGHD STTE



t� ]EQTEH Z EDK FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

DNVEHNEN ¼ESTDODEHJNIEN K DV LEN IEK EOOENEN [ _EHHSJOPQVEN ÔEHVEN _EHVH�ITDPQ ODNL [
KJOO ¨ E�EDTO bZ EH LEN IEOSKVEN ¼SJK DNVEIHDEHV �EHLEN e FDE �EHLEN SZEH K DV LEH
ÔSQHOPQEDNTDPQREDV [ LSOO ODE JNVEH IEIEZ EN MEOO�EHVEN

x
SJ³VHEVEN [ IE� DPQVEV e CS³bH

OGHIEN LDE Z ELDNIVEN fEHVEDTJNIEN
pσ
e

gJ ZESPQVEN DOV [ LSOO LEH TEVdVE ]SRVGH
pσ

LEO ¡HGLJRVEO LEH £¡C] �O IE� DOOEHK SY
UEN LSO dJ Èt e�¥É DN_EHOE ¡ HGZTEK LSHOVETTV e aEOJPQV DOV QDEH LDE ÔSQHOPQEDNTDPQREDV [
LSOO JNVEH IEIEZ ENEK

x0
LDE DNVEHNE fSHDSZTE

q0
EDNEN ZEOVDKKVEN ÔEHV SNNDKKV e

`N LDEOEH FVETTE KJOO SJ³ LSO DN `ZOPQNDVV rer e� EDNIE³bQHVE �S�EO �OPQE  QEGHEK
dJHbPRIEIHD×EN �EHLEN [ K DV W DT³E LEOOEN ODPQ

pσ

SJO Èt e�¥É Z EHEPQNEN T�OOV e FEDEN
LDE _EHOPQ DELENEN OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNIEN _GN

x
JNL

q
LJHPQ §NLDdEO

σ
Zd� e

τIERENNdEDPQNEV [ LSNN T�OOV ODPQ LDE DN_EHOE £¡C] ZEHEPQNEN STO º

pσ(q0|x0) =
pσ(x0|q0)fq(q0)

fx(x0)
.

Èt e�sÉ
Ô DH �EHLEN LDEOE �EHEPQJNI OX�VEH ³bH EDNEN EDN³SPQEN OVG PQSOVDOPQEN ¡HGdEOO
LJHPQ³bQHEN e C DE OVSVDGN�HE fEHVEDTJNI [ LDE DK µENNEH SJ³VSJPQV [ DOV STO ]STVJNIOY
DNVEIHST dJ ZEHEPQNEN º

fx(x0) =

∫

dq0 pσ(x0|q0)fq(q0) .
Èt et«É

Ô DH Z EHEPQNEN NJN LDE EHOVEN ZEDLEN MGKENVE LEO _EHHSJOPQVEN ¡HGdEOOEO JNL
�EHLEN LSZED SJ³ LDE MGKENVE LEO _EHZGHIENEN ¡HGdEOOEO

pτ
OVGUEN e ]bH

τ ¿ 1TSOOEN ODPQ LDE cNV� DPRTJNIEN Èt e¥É JNL Èt er«É _EH�ENLEN JNL STTE  EHK E ∼ τ2 _EHYNSPQT�OODIEN e C DE ]JNRVDGNEN
D(n) ZEdDEQEN ODPQ SJ³ LEN _EHZGHIENEN [ L�NSK DOPQEN¡HGdEOO e

0 �7 �� 8&,&4(�.�* 1&3 &,3�&� � �<&��&3
CDE �EHEPQNJNI LEO EHOVEN MGKENVEO OGTT ³bH ³EOVEO gEDVDNRHEK ENV

τ ¿ 1
LJHPQY

IE³bQHV �EHLEN e Ô DH DNVEIHDEHEN NJN LEH ¼EDQE NSPQ bZEH LDE fSHDSZTEN
x
[
q
JNL

q0
º

M
(1)
E (x0, τ)

=

∫

dq0

∫

dq

∫

dx (x − x0) pσ(x|q)pτ (q|q0)pσ(q0|x0)

=

∫

dq0

∫

dq pτ (q|q0)pσ(q0|x0)

∫

dx (x − q + q − x0) pσ(x|q)

=

∫

dq0

∫

dq pτ (q|q0)pσ(q0|x0)

{∫

dx (q − x0) pσ(x|q) +

∫

dx (x − q) pσ(x|q)
}

Èt et rSÉ
C DE Z EDLEN §NVEIHSTE [ LDE IERTSKKEHV ODNL [ R\NNEN NJN SJOIE�EHVEV �EHLEN º §K EHOY
VEN VSJPQV LDE §NVEIHSVDGNO_SHDSZTE N DPQV K EQH SJ³ e §NVEIHSVDGN bZEH LDE fEHVEDTJNI
TDE³EHV SJ³IHJNL LEH µGHK DEHJNI LEH ¡C]

1
e c O _EHZTEDZV STOG LEH ]SRVGH

q − x0
e

C SO d�EDVE §NVEIHST DOV LSO EHOVE MGKENV EDNEH aSJU³JNRVDGN JNL _EHOPQ� DNLEV e Ô DH
R\NNEN NJN ³GHV³SQHEN º

. . . =

∫

dq0 pσ(q0|x0)

∫

dq (q − q0 + q0 − x0) pτ (q|q0)

=

∫

dq0 pσ(q0|x0)

{∫

dq (q0 − x0) pτ (q|q0) +

∫

dq (q − q0) pτ (q|q0)

}

Èt et rZ É



t e� c DN¹JOO _GN MEOOHSJOPQEN t�

`JPQ QDEH TDE³EHV LDE §NVEIHSVDGN DK EHOVEN LEH ZEDLEN IERTSKKEHVEN §NVEIHSTE NJH
LEN �EDVHSI

q0−q
e C SO d�EDVE §NVEIHST DOV LSO EHOVE MGKENV LEH DNVEHNEN ¡HGdEOOEO e

CSO EDN OEVdEN _GN Èt e¥É ³bH
τ ¿ 1

TDE³EHV º

. . . =

∫

dq0 (q0 − x0) pσ(q0|x0) + τ

∫

dq0 D(1)(q0)pσ(q0|x0) + O(τ2)
Èt et rPÉ

=

∫

dq0 (q0 − x0) pσ(x0|q0)fq(q0)
∫

dq0 pσ(x0|q0)fq(q0)

+τ

∫

dq0 D(1)(q0)pσ(x0|q0)fq(q0)
∫

dq0 pσ(x0|q0)fq(q0)
+ O(τ2)

= γ1(x0) + τ

∫

dq0 D(1)(q0)pσ(x0|q0)fq(q0)
∫

dq0 pσ(x0|q0)fq(q0)
+ O(τ2)

Èt et rLÉ

CSO cHIEZNDO [ LSO � DH QDEH EHQSTVEN QSZEN [ DOV EDN OEQH � DPQVDIEO ¼EOJTVSV [ �EDT
EO EHRT�HV [ �SHJK LDE IE�\QNTDPQE `ZOPQ�VdJNI LEO CHD³VO ZED _EHHSJOPQVEN CSVEN
NDPQV K EQH ³JNRVDGNDEHV e c O VSJPQV QDEH EDN  EHK SJ³ [ LEH JNSZQ�NIDI _GN

τ
DOV [

LEN � DH
γ1(x0)

NENNEN �GTTEN e CSO � DLEHOXHDPQV ZDOQEHDIEN `NNSQKEN d e� e DN Õt¥Ö e
§K aHENdbZEHISNI

τ → 0
LD_EHIDEHV LEH `JOLHJPR 1

τ M
(1)
E

JNL TDE³EHV LSK DV REDNE
_EHNbN³VDIE `ZOPQ�VdJNI K EQH ³bH LEN CHD³V e CEH QDEH ENV� DPRETVE gJOSKKENQSNI
T�OOV ODPQ NJVdEN [ �ENN KSN LSO fEHQSTVEN LEH MGKENVE STO ]JNRVDGN _GN

τ
JNVEHY

OJPQV e `JO LEK aHSXQEN TSOOEN ODPQ LSO ^×OEV
γ1
OG� DE LDE FVEDIJNI ³bH

τ ¿ 1
[

LDE LEK d�EDVEN FJKKSNLEN _GN `JOLHJPR Èt et rLÉ ENVOXHDPQV [ EÓVHSQDEHEN e CSHSJO
RSNN K SN LSNN æ dJK DNLEOV ³bH EDN³SPQE ¡HGdEOOE [ ³bH LDE GZDIE §NVEIHSTE SNST�VDOPQ
dJ T\OEN ODNL æ §N³GHK SVDGNEN bZEH CHD³V JNL ¼SJOPQEN SJO LEK aHSXQEN IE� DNNEN e
]bH LEN aHENd�EHV RTEDNEN M EOOHSJOPQENO EHQ�TV K SN æ � DE DN Õt¥Ö _GHIEOPQTSIEN
æ LEN CHD³V LDHERV SJO LEH `ZTEDVJNI LEO EHOVEN MGKENVEO NSPQ LEK gEDVDNRHEK ENV
³bH

τ ¿ 1
e

0 �7 �$ 8&,&4(�.�* 1&3 L2&��&� � �<&��&3
]bH LSO d�EDVE MGKENV DOV LDE cÓDOVENd EDNEO ^×OEVO JNL LSK DV LSO LD_EHIENVE
fEHQSTVEN LEH `ZOPQ�VdJNI LEH C D×JODGN ZERSNNV e M SN �EDU [ LSOO LSO ^×OEV ³bH
OPQ�SPQEO M EOOHSJOPQEN

2σ2 ZEVH�IV e Ô DH JNVEHOJPQEN NJN SJPQ LSO d�EDVE M GKENVJNOEHEO _EHHSJOPQVEN ¡HGdEOOEO º

M
(2)
E (x0, τ)

=

∫

dq0

∫

dq

∫

dx (x − x0)
2
pσ(x|q)pτ (q|q0)pσ(q0|x0)

=

∫

dq0

∫

dq pτ (q|q0)pσ(q0|x0)

∫

dx (x − x0)
2
pσ(x|q)

=

∫

dq0

∫

dq pτ (q|q0)pσ(q0|x0)

{∫

dx (x − q)
2
pσ(x|q)

+2 (q − x0)

∫

dx (x − q) pσ(x|q) + (q − x0)
2
∫

dx pσ(x|q)
} Èt et�SÉ

fGN LEN LHED  EHK EN [ LDE DN LEH ¤ TSKKEH OVEQEN [ ENVOXHDPQV LEH EHOVE LEK d�EDY
VEN MGKENV bZEH LDE aSJU_EHVEDTJNI

fσ
JNL TDE³EHV LEN �EDVHSI

σ2 e CEH d�EDVEFJKKSNL [ LSO EHOVE MGKENV LEH aSJU_EHVEDTJNI [ _EHOPQ� DNLEV � DE OPQGN DN LEH
_GHSNIEISNIENEN ¼EPQNJNI e C DE LHDVVE §NVEIHSVDGN bZEH LDE NGHK DEHVE fEHVEDTJNI



t¢ ]EQTEH Z EDK FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

TDE³EHV
1
e Ô DH R\NNEN STOG ³GHV³SQHEN º

. . . =

∫

dq0 pσ(q0|x0)

∫

dq
[

σ2 + (q − x0)
2
]

pτ (q|q0)

=

∫

dq0 pσ(q0|x0)

∫

dq

{∫

dx (q − q0)
2
pτ (q|q0)

+2 (q0 − x0)

∫

dx (q − q0) pτ (q|q0) +
[

σ2 + (q0 − x0)
2
]

∫

dx pτ (q|q0)

}

Èt et�Z É
C DE EHOVEN ZEDLEN §NVEIHSTE DN LEH ¤ TSKKEH ODNL IEHSLE LSO d�EDVE JNL LSO EHOVE
MGKENV LEO DNVEHNEN ¡HGdEOOEO e Ô DE OPQGN ZED LEH TEVdVEN ¼EPQNJNI OEVdEN � DH NJN
LDE NDELHDIOVEN ^HLNJNIEN LEH cNV� DPRTJNIEN Èt e¥É JNL Èt er«É EDN e C DE §NVEIHSVDGN
DK TEVdVEN FJKKSNLEN TDE³EHV � DELEH

1
e C SK DV EHQSTVEN � DH º

. . . = τ

∫

dq0

[

D(2)(q0) + 2 (q0 − x0) D(1)(q0)
]

pσ(q0|x0)

+

∫

dq0

[

σ2 + (q0 − x0)
2
]

pσ(q0|x0) + O(τ2)
Èt et�PÉ

= τ

∫

dq0

[

D(2)(q0) + 2 (q0 − x0) D(1)(q0)
]

pσ(x0|q0)fq(q0)
∫

dq0 pσ(x0|q0)fq(q0)

+

∫

dq0 (q0 − x0)
2
pσ(q0|x0)

∫

dq0 pσ(x0|q0)fq(q0)
+ σ2 + O(τ2)

= γ2(x0) + τ

∫

dq0

[

D(2)(q0) + 2 (q0 − x0) D(1)(q0)
]

pσ(x0|q0)fq(q0)
∫

dq0 pσ(x0|q0)fq(q0)
+ O(τ2)

Èt et�LÉ
`JPQ QDEH VHDVV EDN RGNOVSNVEH  EHK SJ³ [ LEH

γ2(x0)
IENSNNV �EHLEN OGTT e C DEOEH

DOV SZQ�NIDI _GN
x0
JNL IEQV NJH DK aHENd�EHV _EHOPQ� DNLENLEN MEOOHSJOPQENO DN

LSO _GN FDE³EHV SNIEIEZ ENE RGNOVSNVE ^×OEV _GN
2σ2 bZEH e Ô DE OPQGN ZEDK EHOVEN

MGKENV LDORJVDEHV [ R\NNEN � DH LEN RGNOVSNVEN OG� DE LEN dJ
τ
XHGXGHVDGNSTEN  EDT

SJO LEH »NVEHOJPQJNI LEH
τ
Y`ZQ�NIDIREDV LEO M GKENVEO ³bH RTEDNE

τ
IE� DNNEN e

C DE §NVEIHSTE [ LDE DN LEN `JOLHbPREN Èt et rÉ JNL Èt et�É SJ³VSJPQEN [ OEQEN dJN�PQOV
EDNK ST OEQH JNSNOPQSJTDPQ SJO e »K ODE dJH `NST�OE _GN CSVEN _EH�ENLEN dJ R\NNEN [
KJOO DN LEH ¼EIET _GHHSJOIEOEVdV �EHLEN [ LSOO LDEOEN CSVEN EDN³SPQE OVG PQSOVDOPQE
¡HGdEOOE dJIHJNLE TDEIEN LDE LJHPQ �ENDIE ¡SHSK EVEH Z EOPQHDEZ EN �EHLEN R\NNEN e
]bH LDEOE MGLETTE R\NNEN GZDIE §NVEIHSTE IET\OV �EHLEN JNL TSOOEN ODPQ LSNN dJH
£QSHSRVEHDODEHJNI LEH ¡HGdEOOE _EH�ENLEN e ` TO �EDOX DET � DHL � DELEHJK EDN EDNLDY
K ENODGNSTEH ^HNOVEDNY»QTENZEPRY¡HGdEOO Z EVHSPQVEV [ LEN ]HSNR �\VVPQEH K DV LDEOEH
M EVQGLE JNVEHOJPQV QSV e
0 �7 �0 8&�3N �&- Ð Ñ,�3�&��JÒ(-&�'&45JK,�L&33
CEH ¡HGdEOO OED � DE DN Èt e�tÉ PQSHSRVEHDODEHV JNL EO TDEIE EDNE IEK EOOENE gEDVHEDQE
x(t)

_GH [ LDE K DV M EOOHSJOPQEN LEH fSHDSNd
σ2 ZEQS³VEV OED e �\VVPQEH QSV LDE ^×OEVO

γi
³bH LDEOEN ¡HGdEOO Z EHEPQNEV JNL

γ1(x0, σ) = − σ2

σ2 +
(

Q
2γ

)2 x2
0

Èt ettSÉ

γ2(x0, σ) =
σ2

(

Q
2γ

)4

+ σ4
(

Q
2γ

)2

[

σ2 +
(

Q
2γ

)2
]2 +

σ4

[

σ2 +
(

Q
2γ

)2
]2 x2

0 + σ2 Èt ettZ É



t e� c DN¹JOO _GN MEOOHSJOPQEN t¥

`ZZDTLJNI t e� º `NST�OE O�NVQEVDOPQEH CSVEN EDNEO ^HNOVEDNY»QTENZEPRY¡HGdEOOEO
K DV

γ = Q = 1
e CEN ¡ TGVO SJ³ LEH HEPQVEN FEDVE �JHLE M EOOHSJOPQEN K DV fSHDY

SNd
σ2 = 1

QDNdJIE³bIV e gJ OEQEN ODNL EDN `JOOPQNDVV SJO LEH gEDVHEDQE ÈGZ EN É [ LSO
EHOVE MGKENV SJ³IEVHSIEN IEIEN LSO gEDVDNRHEKENV

τ
ÈK DVVTEHE gEDTE É OG� DE LDE SJO

LEH FVEDIJNI LEO K DVVTEHEN aHSXQEN IE�GNNENE ]JNRVDGN
D(1) ÈJNVEN É e ÈcNVNGK YK EN SJO º ÕtªÖÉ



tª ]EQTEH Z EDK FPQ�VdEN _GN CHD³V JNL CD×JODGN

EHQSTVEN e ]bH
σ ¿ 1

dEDIEN LDE ^×OEVO STOG LSO _GN FDE³EHV Õt¥Ö Z EOPQHDEZ ENE fEHQSTY
VEN º CEH CHD³V RSNN �EDVEHQDN SJO LEN CSVEN ZEOVDKKV �EHLEN [ �EDT

γ1
_EHOPQ� DNLEV [

³bH LSO d�EDVE MGKENV EHIDZV ODPQ EDN ^×OEV _GN
2σ2 eC DE Z EDLEN  EHK E ∼ τ

DK EHOVEN JNL d�EDVEN MGKENV TSOOEN ODPQ ³bH JNOEHEN
¡HGdEOO Z EHEPQNEN e c DNOEVdEN _GN

D(1) DN Èt et rPÉ TDE³EHV ³bH LEN EHOVEN FJKKSNLEN º

τ

∫

dq0 D(1)(q0)pσ(q0|x0)

= −τγ

[

x0

∫

dq0 pσ(q0|x0) +

∫

dq0 (q0 − x0) pσ(q0|x0)

]

= −τγ [x0 + γ1(x0, σ)] .
Èt et� É

cZENOG T�OOV ODPQ SJPQ LEH dJ
τ
XHGXGHVDGNSTE  EHK DN Èt et�PÉ SJO�EHVEN º

τ

∫

dq0

[

D(2)(q0) − 2 (q0 − x0) D(1)(q0)
]

pσ(q0|x0)

= τ

∫

dq0 [Q − 2γ (q0 − x0) q0] pσ(q0|x0)

= τQ − 2γ

∫

dq0

[

(q0 − x0)
2

+ x0 (q0 − x0)
]

pσ(q0|x0)

= τ
[

Q − 2γ
(

γ2(x0, σ) − σ2 + x0γ1(x0, σ)
)] Èt et�É

�EVHSPQVEN � DH LEN ]STT R TEDNEH
σ
[ OG OVETTEN � DH ³EOV [ LSOO DN LDEOEK ]STTE LDE FVEDY

IJNI LEO EHOVEN MGKENVEO IEIEN LEN CHD³V RGN_EHIDEHV e §N LDEOEK ]STTE ³JNRVDGNDEHV
STOG LSO _GN FDE³EHV EV ST e Õt¥Ö _GHIEOPQTSIENE fEH³SQHEN e ]bH IH\UEHE

τ
�DHL LEH

CHD³V NSPQ FDE³EHVO M EVQGLE SZEH JNVEHOPQ�VdV e �EDK d�EDVEN MGKENV DOV LSO bZY
TDPQE fEH³SQHEN dJH FPQ�VdJNI � DELEH NJH ³bH OEQH IEHDNIEO M EOOHSJOPQEN EÓSRV [
SNLEHN³STTO EHIEZ EN ODPQ LDE Z EHEPQNEVEN ¤GHHERVJHEN e
gJH FPQ�VdJNI LEO CHD³VO SJO EDNEH OVSHR _EHHSJOPQVEN gEDVHEDQE EDNEO ^HNOVEDNY

»QTENZEPRY¡ HGdEOOEO DOV NJN � DE ³GTIV _GHdJIEQEN º
• CDE Z ELDNIVEN MGKENVE KbOOEN ³bH EDN ³EOVEO x0

³bH _EHOPQ DELENE gEDVDNRHEY
K ENVE

τ
ZEHEPQNEV JNL SJ³IEVHSIEN �EHLEN e C DE FVEDIJNI LEH MGKENVE OGTTVE

³bH IENbIENL RTEDNEO
τ
TDNESH OEDN e

• `JO LEK aHSXQEN RSNN NJN LEH ÔEHV
γ1(x0, σ)

STO ^HLDNSVE ³bH
τ ≡ 0

EÓVHSY
XGTDEHV �EHLEN e ÔEDVEHQDN DOV LDE FVEDIJNI

m(x0)
LEO aHSXQEN ³bH RTEDNE

τ
dJ

ZEOVDKKEN e
• CEH ¡SHSK EVEH γ

LEO CHD³VO EHIDZV ODPQ STO

γ(x0) = − m(x0)

x0 + γ1(x0, σ)
.

Èt et¢É

C DEOEO ¡ HG PELEHE RSNN ³bH _EHOPQDELENE
x0
�DELEHQGTV JNL LDE ØJSTDV�V JNOEHEH

FPQ�VdJNI SJ³ LDEOE ÔEDOE EHQ\QV �EHLEN e
§N `ZZ e t e� DOV LSO fEH³SQHEN ³bH EDNEN ^HNOVEDNY»QTENZEPRY¡HGdEOO LEKGNOVHDEHV e

C DE `NST�OE Z EHJQV SJ³ EDNEH O�NVQEVDOPQ IENEHDEHVEN gEDVHEDQE K DV LEN ¡SHSKEVEHN
γ = Q = 1

e c DN `JOOPQN DVV LDEOEH gEDVHEDQE DOV DN `ZZ e t e�S dJ OEQEN e C DEOE CSVEN
ODNL dJO�VdTDPQ K DV EDNEK MEOOHSJOPQEN LEH fSHDSNd

σ2 = 1
bZEHTSIEHV �GHLEN JNL

DN `ZZ e t e�Z SZIEZDTLEV e c O DOV LEJVTDPQ [ LSOO LSO ¼SJOPQEN LEN DNVEHNEN ¡HGdEOO
³bH LSO ZTGOOE `JIE JNRENNVTDPQ KSPQV JNL EDNE `NST�OE LEH CSVEN EHOPQ�EHV e µJN
�EHLEN LDEOE Z EDLEN ¼EDQEN [ LDE JHOXHbNITDPQE ÈTDNRE FEDVEÉ OG� DE LDE _EHHSJOPQVE
ÈHEPQVE FEDVEÉ [ SN LEH FVETTE

x0 = −1
SNST�ODEHV e C DE LDHERVE FPQ�VdJNI LEO CHD³VO SJO

LEH `ZTEDVJNI LEH MGKENVE NSPQ LEH gEDV TDE³EHV ³bH LDE JN_EHHSJOPQVE gEDVHEDQE LSO



t e� c DN¹JOO _GN MEOOHSJOPQEN ts

RGHHERVE c HIEZNDO [ NSPQ LEK WDNdJ³bIEN LEO M EOOHSJOPQENO ¨ ELG PQ � DHL
γ
K DV −0.34LEJVTDPQ JNVEHOPQ�VdV e µJVdV KSN ¨ ELG PQ LSO OGEZ EN ZEOPQHDEZ ENE fEH³SQHEN JNL LSOSJO LEN CSVEN IE�GNNENE ^×OEV _GN

γ1(x0, σ) = 0.65
[ OG EHQ�TV K SN NSPQ Èt et¢É

³bH LEN CHD³V º
D(1)(x0) = −.97x0

e C DEOE ]JNRVDGN DOV DN IJVEH 6ZEHEDNOVDKKJNI K DV
LEH dJH cHdEJIJNI LEH CSVEN _EH�ENLEVEN e
C DEOEO fEH³SQHEN RGKKV [ DK aEIENOSVd dJ LEN Ñ M SÓDKJKY¦DRETDQGGLYfEH³SQHENÒ [

K DV EDNEK OEQH IEHDNIEN ¼EPQENSJ³�SNL SJO [ �EDT EO REDNE QG PQLDK ENODGNSTE §NVEY
IHSVDGN EH³GHLEHV e cNVOXHEPQENLE fEH³SQHEN TSOOEN ODPQ SJPQ ³bH SNLEHE OVG PQSOVDOPQE
¡HGdEOOE OG� DE ³bH EDNE FPQ�VdJNI LEH C D×JODGN ENV� DPRETN e c DNE `N�ENLJNI SJ³
RGKXTDdDEHVEHE ¡HGdEOOE RSNN STTEHLDNIO LDE �EHbPRODPQVDIJNI Q\QEHEH MGKENVE NGVY
�ENLDI K SPQEN e
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§N ¤SXDVET t ZDN DPQ SJO³bQHTDPQ SJ³ ¡HGZTEK E EDNIEISNIEN [ LDE ODPQ SJO LEH LDHERVEN
FPQ�VdJNI _GN CHD³VY JNL C D×JODGNOY]JNRVDGNEN SJO LEN MGKENVEN LEH Z ELDNIVEN
fEHVEDTJNIEN EHIEZ EN e §N LEN TEVdVEN ÐSQHEN ODNL DNOZ EOGNLEHE LDE LJHPQ `JO�EHY
VJNI _GN È� e�É ³bH ENLTDPQE gEDVDNRHEK ENVE ENVOVEQENLEN `Z�EDPQJNIEN JNVEHOJPQV
�GHLEN e FG QSZEN d e� e ¼SI� DVd � ¤SNVd Õrr[ r�Ö JNL ]HDELHDPQ EV ST e Õr«Ö LDORJVDEHV [
SJ³ �ETPQE ÔEDOE ¤GHHERVJHEN ³bH ENLTDPQE §NRHEK ENVE Z EHbPRODPQVDIV �EHLEN R\NY
NEN e FGTPQE ¤GHHERVJHEN TSOOEN ODPQ SJO Èt er�Z É JNL Èt ertZÉ ENV� DPRETN JNL R\NNEN
LDE abVE LEH FPQ�VdJNIEN DN IE� DOOEN aHENdEN EHQ\QEN e c O DOV dJ _EHKJVEN [ LSOO SJ³
LDEOEK ÔEIE ³bH EDNDIE OX EdDETTE ¡HGdEOOE fEH³SQHEN IE�GNNEN �EHLEN R\NNEN [ LDE
Z ED �QNTDPQ IEHDNIEK ¼EPQENSJ³�SNL EDN IENSJEHEO c HIEZNDO TDE³EHN STO LDE STTEDN DIE
`JO�EHVJNI LEH Z ELDNIVEN MGKENVE e
§N LDEOEK ¤SXDVET � DHL EDN STTIEK EDNEO fEH³SQHEN ÕrtÖ _GHIEOVETTV [ LSO æ ZSODEY

HENL SJ³ EDNEH SJO EDNEH EHOVEN `ZOPQ�VdJNI _GN CHD³VY JNL CD×JODGNO³JNRVDGNEN
IE�GNNEN ¡SHSKEVHDODEHJNI æ EDNE ^XVDK DEHJNI LDEOEH ]JNRVDGNEN SJ³ aHJNLTSIE
LEH g�EDXJNRVYfEHZJNL�SQHOPQEDNTDPQREDVEN ³bH ßìë Þê ! ßä gEDVDNRHEK ENV _EH�ENY
LEV e C DEOEO fEH³SQHEN T�OOV ODPQ ³bH ENLTDPQE gEDVDNRHEK ENVE EÓSRV LJHPQ³bQHEN e ]EHY
NEH DOV EO �EDVIEQENL JNSZQ�NIDI _GN LEH C DORHEVDODEHJNI LEO ^HVOHSJK EO JNL LEH
IEHDNIEN `NdSQT SN CSVENXJNRVEN DN LEH µ�QE DNOVSZDTEH ] DÓXJNRVE e

Û �� ß 		��Ø ��
�C ���ÀBF��

aEIEZEN OED EDNE IEK EOOENE CSVENHEDQE

x(t) ∈ R
n EDNEO OVSVDGN�HEN OVG PQSOVDOPQENMSHRG�Y¡HGdEOOEO e FED ³EHNEH SNIENGKKEN [ LSOO LDE C�NSK DR LEO ¡HGdEOOEO ODPQ

LJHPQ EDNE ¦SNIE_DNYa TEDPQJNI � DE Ère��É Z EOPQHEDZ EN TSOOE e ]GTIENLEO fEH³SQHEN
� DHL dJH �EOVDKKJNI _GN CHD³V JNL CD×JODGN _GHIEOPQTSIEN º

• �EHEPQNJNIEN LEH `ZOPQ�VdJNIEN È� e�É ³bH
D(1)(x)

JNL
D(2)(x)

³bH LSO
RTEDN OVK\ITDPQE _EH³bIZSHE

τ
e

• cDNZEVVJNI _GN D(1)(x,α)
JNL

D(2)(x,α)
DN EDNE ]SK DTDE _GN ]JNRVDGNEN

SZQ�NIDI _GN EDNEK FSVd _GN ¡SHSK EVEHN
α
e C DEOE ¡SHSK EVEH OGTTEN NJN OG

SNIEXSOOV �EHLEN [ LSOO LEH ¡HGdEOO Z EOVK\ITDPQ PQSHSRVEHDODEHV DOV e CS³bH DOV
NJN DVEHSVD_ _GHdJIEQEN º

� r



�� §VEHSVD_EO fEH³SQHEN dJH �EOVDKKJNI _GN CHD³V JNL CD×JODGN

• �EHEPQNJNI LEH £¡C]
p(x, t|x0, t0,α)³bH EDNEN FSVd

α
e C DEOEO RSNN d e� e LJHPQ FDKJTSVDGN LEH dJIEQ\HDIEN ¦SNIE_DNY

a TEDPQJNI Ère�sÉ GLEH LJHPQ ÈNJKEHDOPQEÉ §NVEIHSVDGN LEH ]¡YaTEDPQJNI IEY
OPQEQEN JNL RSNN � |á ßìë Þê ! ß � ßêåêìÚáßÜ ßìåß

τ
EH³GTIEN e

• �EHEPQNJNI LEH OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNI f
[ K DV W DT³E LEHEH LDE fEHZJNLY6ZEHY

ISNIO�SQHOPQEDNTDPQREDV
f(x, t;x0, t0|α) = p(x, t|x0, t0,α)f(x0, t0|α)

SNIEIEZ EN �EHLEN RSNN e
• fEHITEDPQ LEH OG EHQSTVENEN Ð¡C] K DV LEH SJO LEN CSVEN EÓVHSQ DEHVEN fE

e
c DN IEEDINEVEO M SU ³bH LDE `ZOPQ�VdJNI LEO `ZOVSNLEO LEH fEHVEDTJNIEN DOV
d e� e LSO R çÞ Þéî Úèó î� Õ��Ö

K(α, t, t0) =

∫

dnx

∫

dnx0 fE(x, t;x0, t0) ln

[

fE(x, t;x0, t0)

f(x, t;x0, t0|α)

]

.
È� erÉ

• MDNDK DEHJNI _GN K(α, t, t0)
JNVEH fSHDSVDGN _GN

α
e C DE dJK GXVDK STEN

α0RGHHEOXGNLDEHENLEN ]JNRVDGNEN
D(1)(x,α0)

JNL
D(2)(x,α0)

OVETTEN LDE Z EOY
VE £QSHSRVEHDODEHJNI LEO ¡HGdEOOEO Z EdbITDPQ LEH IE��QTVEN ¡SHSK EVHDODEHJNI
LSH e

C DE SJ³ LDEOE ÔEDOE EHQSTVENEN cHIEZNDOOE R\NNEN d e� e LJHPQ 6ZEHISNI dJ
τ̃ =: 2τJNL � DELEHQGTVE `N�ENLJNI LEO GZEN ZEOPQHDEZ ENEN fEH³SQHENO ³bH LSO §NRHEK ENV

τ̃
bZEHXHb³V �EHLEN e

Û �@ Ó ���
CEFBÀ��
 ��C   �		�BE�Ù� Bà�C
CSO ¤JTTZSPRYM SU EDINEV ODPQ STO `ZOVSNLOYM SU ³bH ¡C] �O e FEDNE §N³GHK SVDGNOY
VQEGHEVDOPQE �ELEJVJNI � DHL JNVEH SNLEHEK _GN WSREN Õ��Ö Z EOPQHDEZ EN e c O QSV
³GTIENLE c DIENOPQS³VEN º

K(α, t, t0) ≥ 0 ∀ α
È� e�SÉ

K(α, t, t0) = 0 ⇔ fE(x, t;x0, t0) = f(x, t;x0, t0|α) ∀ x, x0
È� e�Z É

C DE c DIENOPQS³V LEO SJOIEdEDPQNEVEN M DN DKJK O T�OOV ODPQ K DV W DT³E LEH fSHDSVDGNOY
HEPQNJNI _EHD÷dDEHEN [ �ENN � DH

α ∈ R
N K DV

N → ∞ _GHHSJOOEVdEN [ OGLSOO STTE
TDNESHEN fSHDSVDGNEN _GN

f
LSHIEOVETTV �EHLEN R\NNEN e Ô DH OJPQEN EDN cÓVHEKJK

LEO ¤JTTZSPRYM SUEO JNVEH LEH µEZENZELDNIJNI [ LSOO Z EDLE fEHVEDTJNIEN NGHK DEHV
ODNL e c O OGTT STOG IEXHb³V �EHLEN [ �SNN LDEOEO ]JNRVDGNST EÓVHEK ST � DHL º

S[f ] =

∫

dnx

∫

dnx0 fE(x, t;x0, t0) ln

[

fE(x, t;x0, t0)

f(x, t;x0, t0|α)

] È� etÉ

+λ1

[∫

dnx

∫

dnx0 fE(x, t;x0, t0) − 1

]

+λ2

[∫

dnx

∫

dnx0 f(x, t;x0, t0|α) − 1

] È� e�É
CSZED Z EHbPRODPQVDIEN LDE ?îíáîìí ß �ä ! ßì ó çÞåêÝ ÞêÚ îåÛáßì

λi 6= 0
LDE µGHK DEHJNI

LEH ¡C] �O e Ô DHL LDEOEO ]JNRVDGNST Z EdbITDPQ
f
EÓVHEK ST [ OG KJOO LDE TDNESHE fSHDSY

VDGN _GN
S
NSPQ

f
_EHOPQ� DNLEN e CSK DV KJOO IETVEN º

∫

dnx

∫

dnx0

{

λ2 −
fE(x, t;x0, t0)

f(x, t;x0, t0|α)

}

δf(x, t;x0, t0|α)
!
= 0

È� e�É



� et fEHEDN³SPQJNIEN ³bH EDNDIE FXEdDST³�TTE �t

C DEOE �ELDNIJNI RSNN ³bH Z ETDEZDIE fSHDSVDGNEN NJH EH³bTTV OEDN [ �ENN LEH `JOLHJPR
DN LEH ¤ TSKKEH ³bH STTE

x,x0
_EHOPQ� DNLEV e c O ³GTIV º

f(x, t;x0, t0|α) =
1

λ2
fE(x, t;x0, t0) ∀ x,x0 .

È� e¢É
C DEOE �ELDNIJNI DOV SJ³IHJNL LEH NGV�ENLDIEN µGHK DEHJNI LEH Z EDLEN fEHVEDTJNIEN
NJH K DV

λ2 ≡ 1
dJ EH³bTTEN e ]bH LDEOEN ]STT TDE³EHV LSO ¤JTTZSPRYM SU LEN ÔEHV

0
e

c O T�OOV ODPQ TEDPQV bZEHTEIEN [ LSOO LDEOEH ÔEHV EDN M DNDKJK LEO M SUEO LSHOVETTEN
KJOO e Ô DH QSZEN STOG IEdEDIV [ LSOO LSO M SU NJH EDN M DNDKJK ZEODVdV e C DEOEO � DHL
SNIENGKKEN [ ³STTO LDE Z EDLEN fEHVEDTJNIEN EÓSRV ITEDPQ ODNL e §N LDEOEK ]STT DOV LEH
FSVd _GN ¡SHSK EVEHN

α
OG IE��QTV [ LSOO LEH dJ aHJNLE TDEIENLE ¡HGdEOO LJHPQ LDE

XSHSKEVHDODEHVEN ]JNRVDGNEN EÓSRV Z EOPQHDEZ EN � DHL e
�ED LEH ÈNJK EHDOPQENÉ `JO�EHVJNI LEO ¤JTTZSPRYM SUEO ODNL ³GTIENLE ]�TTE ³bH

LEN §NVEIHSNLEN dJ ZESPQVEN [ ³STTO EDNE LEH fEHVEDTJNIEN _EHOPQ� DNLEV º

0 · ln
(

0

z

)

:= 0 ∀ z
È� e¥SÉ

z · ln
(z

0

)

:= ∞ ∀ z 6= 0 .
È� e¥Z É

CSO ¤JTTZSPRYM SU DOV [ OG � DE EO _EH�ENLEV � DHL [ N DPQV O�KKEVHDOPQ DN LEN ZEDLEN
Ð¡C] �O

fE
JNL

f
e c O OXDETV EDNE � DPQVDIE ¼GTTE [ SN �ETPQEH FVETTE LDE SJO LEN CSVEN

IE�GNNENE fEHVEDTJNI
fE
DK §NVEIHST OVEQV º �ED EKXDHDOPQEN CSVEN RSNN EO DKKEH

IEOPQEQEN [ LSOO ³bH EDNEN IE� DOOEN �EHEDPQ REDNE CSVEN _GHTDEIEN e §N LDEOEK ]STT
RSNN bZEH LDE ØJSTDV�V LEH XSHSK EVHDOPQEN

D(i) REDNE `JOOSIE IEKSPQV �EHLEN eCSO ¤JTTZSPRYM SU NSPQ GZDIEH CE÷NDVDGN TDE³EHV SN LDEOEN FVETTEN NSPQ ¤GN_ENVDGN
REDNEN �EDVHSI e §OV EDN ÔEHVEXSSH ¨ ELG PQ IEK EOOEN �GHLEN [ � DHL Z ED IE��QTVEK
¡SHSK EVEH

α
SZEH K DV LEH ÔSQHOPQEDNTDPQREDVE

0
HEXHGLJdDEHV [ OG TDEIV EDNE SNLEHE

FDVJSVDGN _GH e §N LDEOEK ]STT R\NNEN � DH REDNE `JOOSIE LSHbZEH V�VDIEN [ ô êß IJV
GLEH OPQTEPQV LEH ¡ HGdEOO LJHPQ LEN FSVd

α
ZEOPQHDEZ EN � DHL [ EH � DHL bZEHQSJXV

NDPQV Z EOPQHDEZ EN e CSO ¤JTTZSPRYM SU LD_EHIDEHV ³bH LDEOEO
α
e

Û �¢ �����
ÀBEF�
��
 ÀÁ� ��
 ��� �¤ �H�B	À�		�
CSO OG EZ EN ZEOPQHDEZ ENE fEH³SQHEN T�OOV ODPQ DN EDNDIEN ]�TTEN EHQEZTDPQ _EHEDN³SY
PQEN e »NVEHOJPQEN � DH NJN DK FXEdDETTEN F�OVEK E [ LDE OPQGN ZED EDNLDK ENODGNSTEH
c DNZ EVVJNI MSHRG�Yc DIENOPQS³VEN dEDIEN [ OG� DE OGIENSNNVE õ ÛåßìåêîÞèâãäåßÜ ß DN
K EQHEHEN CDK ENODGNEN e
7 �0 �� Ë ��1�< &�3����-& t93�&<&
§N EDNEH C DKENODGN T�OOV ODPQ LDE OVSVDGN�HE fEHVEDTJNI SNST�VDOPQ Z EHEPQNEN e fEHY
OPQ� DNLEV LDE OVSVDGN�HE fEHVEDTJNI ³bH IHGUE |x| [ OG IEQV LDE OVSVDGN�HE fEHVEDTJNISJO LEN ]JNRVDGNEN

D(1) JNL D(2) QEH_GH STO

f(x) =
N

D(2)(x)
exp

(∫

dx
D(1)(x)

D(2)(x)

)

.
È� eªÉ

C DE ¤GNOVSNVE N IE��QHTEDOVEV LDE µGHK DEHJNI LEH ¡C] e ]bH EDNE IJVE �EOPQHEDY
ZJNI LEO ¡ HGdEOOEO LJHPQ LDE ¡SHSK EVEH

α
KbOOEN LDE OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNIEN

bZEHEDNOVDKKEN e c O KJOO STOG IETVEN º

fE(x) = f(x|α) =
N

D(2)(x,α)
exp

(∫

dx
D(1)(x,α)

D(2)(x,α)

)

.
È� esÉ



�� §VEHSVD_EO fEH³SQHEN dJH �EOVDKKJNI _GN CHD³V JNL CD×JODGN

C DEOEH gJOSKKENQSNI T�OOV ODPQ SJONJVdEN JNL K SN EHRENNV [ LSOO
D(1) SZQ�NIDI_GN

D(2) JNL LEH OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNI LEH CSVEN DOV º

D(1)(x,α) = D(2)(x,α)
d

dx
ln [fE(x)] +

d

dx
D(2)(x,α)

È� er«É
c DNE ¡SHSK EVHDODEHJNI _GN

D(2) HEDPQV LEOQSTZ _\TTDI SJO e CSdJ EDINEV ODPQ DN LENK EDOVEN ]�TTEN EDN ¡GT�NGK NDELHDIEH ^HLNJNI � DE d e� e

D(2)(x,α) = Q + ax2 + bx4 + . . .
K DV

α =











Q
a
beee











.
È� errÉ

C DE `NdSQT LEH ¡SHSK EVEH [ Z EdbITDPQ LEHEH
K
KDNDK STDODEHV �EHLEN KJOO [ DOV DN LDEY

OEK ]STTE EHQEZTDPQ HELJdDEHV [ �EDT ODPQ OETZOV RGKXTDdDEHVE CHD³VY]JNRVDGNEN SJO LEH
XSHSKEVHDOPQEN CSHOVETTJNI LEH C D×JODGN OG� DE LEH `ZTEDVJNI LEO ¦GISHDVQKJO LEH
OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNI [ LDE SJO LEN CSVEN IE�GNNEN �EHLEN RSNN [ Z EHEPQNEN TSOOEN e
a TEDPQJNI È� esÉ ³bQHV SJUEHLEK dJ EDNEH _EHEDN³SPQVEN �EHEPQNJNI LEO ¤JTTZSPRY
`ZOVSNLEO LEH fEHVEDTJNIEN e ]bH LEN QDEH Z EVHSPQVEVEN ¡HGdEOO IDTV º

K(α, t, t0) =

∫

dx

∫

dx0 fE(x, t;x0, t0) ln

[

pE(x, t|x0, t0)

p(x, t|x0, t0,α)

]

.
È� er�É

µGV�ENLDI ³bH LDE `N�ENLZSHREDV LDEOEH fEHEDN³SPQJNI DOV [ LSOO LDE `NdSQT LEH
CSVENXJNRVE IENbIENL IHGU ³bH LDE �EHEPQNJNI LEH `ZTEDVJNI LEO ¦GISHDVQKJO
LEH OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNI DOV e `NLEHN³STTO KJOO EDNE _GTTOV�NLDIE ¡SHSK EVHDODEHJNI
ZEDLEH ]JNRVDGNEN IE��QTV �EHLEN e
7 �0 �$ K��&����-Jt93�&<&
CDEOE M EVQGLE RSNN JKIEQENL SJ³ OGIENSNNVE õ ÛåßìåêîÞèâãäåßÜ ß SJOIE�EDVEV �EHY
LEN e CSO ODNL F�OVEK E [ ³bH LDE IDTV

D(1)(x) = −∇V (x)
JNL È� ertSÉ

D
(2)
ij (x) = Qδij .

È� ertZ É
`JPQ ³bH LDEOE F�OVEKE EÓ DOVDEHV EDNE OVSVDGN�HE ¦\OJNI LEH ]GRREHY¡ TSNPRY
a TEDPQJNI [ LDE ODPQ dJH �EHEPQNJNI LEO CHD³VO NJVdEN T�OOV e C DE OVSVDGN�HE ¦\OJNI
K DV LEN GZEN EDNIE³bQHVEN aH\UEN TSJVEV

f(x) = N exp

[

−V (x)

Q

]

.
È� er� É

Ô �QTEN � DH
α = Q

STO ³HEDEN ¡SHSK EVEH JNL OEVdEN [ � DE OPQGN DK _GHDIEN `ZOPQNDVV
IEOPQEQEN [ LDE OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNIEN LEH XSHSKEVHDODEHVEN ]JNRVDGNEN JNL LEO
dJ SNST�ODEHENLEN ¡HGdEOOEO ITEDPQ [ OG EHIDZV ODPQ LSO CHD³VY¡GVENVDST STO

V (x|Q) = Q ln(N ) − Q ln [fE(x)] .
È� er�É

CEH EHOVE FJKKSNL DOV RGNOVSNV JNL TDE³EHV OGK DV REDNEN �EDVHSI dJK CHD³V e
Q
DOV

NJN LEH EDNdDIE ³HEDE ¡SHSK EVEH DK F�OVEK [ LEH GXVDK DEHV �EHLEN KJOO e Ô DH R\NNEN
ZED LEH �EHEPQNJNI � DELEH SJONJVdEN [ LSOO ODPQ LDE OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNIEN NJN
³bH ¨ ELEO

Q
NSPQ fGHSJOOEVdJNI ITEDPQEN e CSK DV _EHEDN³SPQV ODPQ LSO ¤JTTZSPRYM SU [

�QNTDPQ � DE DK TEVdVEN `ZOPQNDVV º
K(Q, t, t0) =

∫

dnx

∫

dnx0 fE(x, t;x0, t0) ln

[

pE(x, t|x0, t0)

p(x, t|x0, t0, Q)

]

.
È� er¢É

CSO STTIEKEDNE fEH³SQHEN [ LSO SJ³ LEN EHOVEN �TDPR SJ³��NLDI OPQEDNV [ T�OOV ODPQ ³bH
d�ED ]�TTE STOG EHQEZ TDPQ _EHEDN³SPQEN e
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§K _GHSNIEISNIENEN ¤SXDVET DOV EDN fEH³SQHEN dJH `NST�OE OVG PQSOVDOPQEH ¡ HGdEOY
OE _GHIEOVETTV �GHLEN e §PQ JNVEHOJPQE NJN LHED �EDOXDETE [ ³bH LDE LDE DN `ZOPQNDVV
� et er JNL � et e� LDORJVDEHVEN fEHEDN³SPQJNIEN LEO STTIEK EDNEN fEH³SQHENO _EH�ENLEV
�EHLEN R\NNEN e C DEOEO ³bQHV dJ EDNEH ¼ELJRVDGN LEH ³HEDEN ¡SHSKEVEH JNL K SPQV
¨ E�EDTO EDN IHS÷OPQE ¦\OJNI LEO M DNDK DEHJNIOXHGZTEK O K\ITDPQ e§N LEN ]�TTEN [ DN LENEN LDEOE fEHEDN³SPQJNIEN NDPQV IENJVdV �EHLEN R\NNEN [ DOV
LDE M DNDK DEHJNI LEO ¤JTTZSPRYM SUEO DN EDNEK Q\QEHLDK ENODGNSTEN ¡SHSK EVEHHSJK
NGV�ENLDI [ LDE DN LEH ¼EIET IHS÷OPQ N DPQV K EQH dJ ZE�EHROVETTDIEN DOV e §N LDEOEK
]STT RSNN LSO M DNDKJK SZEH LJHPQ aHSLDENVENYfEH³SQHEN ZEOVDKKV �EHLEN e CS SJO
LEH ¡SHSK EVHDODEHJNI LEH FPQ�VdJNIEN ZEHEDVO EDN IEEDINEVEH FVSHVXJNRV Z ERSNNV
DOV [ RGN_EHIDEHEN LDEOE fEH³SQHEN DK `TTIEK EDNEN IEIEN LEN GXVDK STEN FSVd _GN
¡SHSK EVEHN e ]EHNEH Z EOPQHEDZV ÔEDNOVEDN Õ�¢Ö EDNE DVEHSVD_E JNL SN LSO ¤JTTZSPRY
M SU SNIEXSOOV M EVQGLE dJH M DNDK DEHJNI LEH ¡SHSK EVEH e
C DE NJK EHDOPQE »K OEVdJNI LEO M DNDK STDODEHJNIOXHGZTEK O DOV ENVOPQEDLENL ³bH

LEN ¼EPQENSJ³�SNL LEH `NST�OE JNL LDE aENSJDIREDV LEH EHQSTVENEN cHIEZNDOOE e
gJN�PQOV �EHLEN LEOQSTZ EDNDIE NJKEHDOPQE aHJNLTSIEN [ LDE Z ED »K OEVdJNI LEH
LHED �EDOXDETE _EH�ENLEV �EHLEN [ EDNIE³bQHV JNL SN JNOEHE ¡HGZTEK OVETTJNI SNIEY
XSOOV e §K `NQSNI � DOV LEH ØJETTVEÓV EDNEO ¡ HGIHSKK O [ LSO LDE M DNDK DEHJNI LEO
¤JTTZSPRY`ZOVSNLEO Z EdbITDPQ d�EDEH ¡SHSKEVEH LJHPQ³bQHV [ SZIELHJPRV e M DV LDEY
OEK ¡HGIHSKK �JHLE DK d�EDVEN �EDOXDET IESHZ EDVEV [ LDE ¤GNdEXVE [ LDE DN LDE NJK EY
HDOPQE »K OEVdJNI EDNIE¹GOOEN ODNL [ �EHLEN DK ¼SQKEN LDEOEO �EDOXDETO EHT�JVEHV e
§PQ QG×E [ K DV LEH SJO³bQHTDPQEN c DN³bQHJNI JNL LEK RGKKENVDEHVEN ¡HGIHSKK PGY
LE §NVEHEOODEHVEN [ LDE ODPQ DN gJRJN³V K DV LEH ¤JTTZSPRYM DNDK DEHJNI ZEOPQ�³VDIEN [
LEN c DNOVDEI dJ EHTEDPQVEHN e

ã �� ä �Ø ���CEF� A��
�	B��

{ ���� s��&*,����� ��� S��*&� ��JP -&�4(.�*&�
gJH �EHEPQNJNI LEH £¡C] �O ³bH ENLTDPQE gEDVDNRHEKENVE � DHL DN LEN QDEH XH�Y
OENVDEHVEN �EDOX DETEN LDE NJK EHDOPQE FDKJTSVDGN LEH ¦SNIE_DNYa TEDPQJNIEN Ère�sÉ
_EH�ENLEV e C DEOE �EHLEN ³bH EDN cNOEKZTE _GN gEDVHEDQEN [ LDE K DV LEH `N³SNIOY
Z ELDNIJNI _EHVH�ITDPQ ODNL [ ODKJTDEHV JNL LDE £¡C] STO cNOEKZTEYM DVVE bZEH LDE
M ENIE LEH NSPQ cNLE LEH FDKJTSVDGN EHQSTVENEN ÔEHVE IEZDTLEV e C DE IENSJE §KXTEY
K ENVDEHJNI LDEOEO fEH³SQHENO DOV LEK ¡HGIHSKKZEDOXDET OG� DE LEN cHT�JVEHJNIEN
dJ ENVNEQK EN e
�ED LEH NJK EHDOPQEN §NVEIHSVDGN LEH aTEDPQJNI KJOO LEH gEDVOPQHDVV QDNHEDPQENL

RTEDN IE��QTV �EHLEN e CSO §NRHEKENV [ ³bH LSO LDE CSVEN ZEN\VDIV �EHLEN [ KJOO
LEOQSTZ DK `TTIEK EDNEN dJN�PQOV DN �EOENVTDPQ ³EDNEHE gEDVOPQHDVVE JNVEHVEDTV �EHLEN e

��



�¢ �EDOXDETE
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FVSVV LEOOEN R\NNEN LDE £¡C] �O ³bH ENLTDPQE gEDVEN SJPQ LJHPQ NJKEHDOPQE §NVEY
IHSVDGN LEH ]¡YaTEDPQJNI ZEHEPQNEV �EHLEN e `JPQ LDEOE fGHIEQENO�EDOE QSV DQHE
FV�HREN JNL RSNN [ _GH STTEK ZED ¡HGZTEK EN [ LDE EDNE Q\QEHLDK ENODGNSTE c DNZ EVY
VJNI EH³GHLEHN [ E×ERVD_EH OEDN STO LDE FDKJTSVDGN _GN cNOEKZTEO e CEH fGTTOV�NLDIY
REDV QSTZ EH OGTT LDE NJKEHDOPQE §NVEIHSVDGN LEH aTEDPQJNI K DV W DT³E EDNEO E×ERVD_EN [
DKXTDdDVEN fEH³SQHENO ³bH EDNE EDNLDK ENODGNSTE c DNZ EVVJNI SN LDEOEH FVETTE EHT�JVEHV
�EHLEN e C DE fEHSTTIEK EDNEHJNI SJ³ Q\QEHLDK ENODGNSTE ¡HGZTEK E DOV ENVOXHEPQENL e
Ô DH KbOOEN JNO dJN�PQOV K DV LEH NJK EHDOPQEN C D×EHENVSVDGN ZEOPQ�³VDIEN e M SN

RSNN ¤GGNDN Õ�¥Ö ]GHK ETN ³bH fGH��HVOY JNL ¼bPR��HVOY¼ERJHODGN [ OG� DE LDE NJY
K EHDOPQ OVSZDTEHE O�KKEVHDOPQE ]GHK ET dJH C D×EHENVSVDGN ENVNEQK EN º

d

dx
f(x) ≈ f(x + ∆x) − f(x)

∆x
+ O(∆x) å#Ûáô IáåäèT ßÚçáäêÛìæ È� erSÉ

d

dx
f(x) ≈ f(x) − f(x − ∆x)

∆x
+ O(∆x) åT | Úô IáåäèT ßÚçáäêÛìæ È� erZ É

d

dx
f(x) ≈ f(x + ∆x) − f(x − ∆x)

2∆x
+ O(∆x2) åâãÜÜßåáêä ! ß T çæ È� erPÉ

C DE O�KKEVHDOPQE ]GHK ET EHIDZV ODPQ STO M DVVET�EHV _GN fGH��HVOY JNL ¼bPR��HVOY
¼ERJHODGNO³GHK ETN e §K aHENd�EHV

∆x → 0
TDE³EHN LDEOE `JOLHbPRE LDE bZTDPQEN

`ZTEDVJNIEN LEH ]JNRVDGNEN e µJKEHDOPQ KbOOEN ODE ³bH ENLTDPQE
∆x

SJOIE�EHVEV
�EHLEN e CEH fGHVEDT LEO O�KKEVHDOPQEN fEH³SQHENO TDEIV DK fEHOPQ� DNLEN LEO ]EQY
TEHO DN EHOVEH ^HNJNI _GN

τ
e ]bH LDE d�EDVE `ZTEDVJNI EHIDZV ODPQ ³GTIENLEH gJOSK Y

K ENQSNI º
d2

dx2
f(x) =

f(x + ∆x) − 2f(x) + f(x − ∆x)

∆x2
+ O(∆x2) .

È� e�É
M DV W DT³E LDEOEH `JOLHbPRE T�OOV ODPQ EDN fEH³SQHEN ³bH LDE NJKEHDOPQE §NVEIHSVDGN

LEH EDNLDK ENODGNSTEN ]¡YaTEDPQJNI SNIEZ EN e FEDEN ^HV JNL gEDV LDORHEVDODEHV [ OGLSOO
x(i) = x0+i∆x

JNL
t(j) = t0+jτ

IDTV e FVSVV
f(x(i), t(j))

�DHL NJN SZRbHdENL
f(i, j)_EH�ENLEV e FEVdEN � DH NJN LDE GZ ENOVEQENLEN ]GHK ETN ³bH LDE `ZTEDVJNIEN EDN JNL

��QTEN ³bH LDE XSHVDETTE `ZTEDVJNI NSPQ LEH gEDV LDE fGH��HVOHERJHODGN [ OG EHQSTVEN
� DH º

f(i, j + 1) − f(i, j)

τ
= −D(1)(i + 1)f(i + 1, j) − D(1)(i − 1)f(i − 1, j)

2∆x

+
D(2)(i + 1)f(i + 1, j) − 2D(2)(i)f(i, j) + D(2)(i − 1)f(i − 1, j)

∆x2

È� etÉ
c O OGTT LDE cNV� DPRTJNI _GN ¡C] �O ³bH ENLTDPQE gEDVEN JNVEHOJPQV �EHLEN e CSdJ
EHIDZV ODPQ ³GTIENLE ¼ERJHODGN ³bH LDE §NVEIHSVDGN LEH ]¡YaTEDPQJNI º

f(i, j + 1) = f(i, j) + τ

{

−D(1)(i + 1)f(i + 1, j) − D(1)(i − 1)f(i − 1, j)

2∆x

+
D(2)(i + 1)f(i + 1, j) − 2D(2)(i)f(i, j) + D(2)(i − 1)f(i − 1, j)

∆x2

} È� e�É
C DEOE ]GHK ET OVETTV EDNE EÓXTDdDVE M EVQGLE [ SJPQ §NVEIHSVDGN NSPQ / çÞßá IENSNNV [
LSH JNL T�OOV ODPQ dJH ¦\OJNI LEH ]¡YaTEDPQJNI _EH�ENLEN e CSO fEH³SQHEN T�OOV
ODPQ SZEH NG PQ TEDPQV KGLD÷dDEHEN JNL LSK DV LEH ¤GN_EHIENd LEH ¦\OJNI ZEdbITDPQ
LEH aH\UE LEO gEDVDNRHEKENVO

τ
EHQEZTDPQ _EHZ EOOEHN e CSdJ IEQV K SN DN LEH d�EDVEN

gEDTE _GN È� etÉ _GN
f(i, j)

bZEH dJ
f(i, j + 1)

e Ô DH _EH�ENLEN STOG SJ³ LEH HEPQVEN



� er µJKEHDOPQE aHJNLTSIEN �¥

FEDVE LEH aTEDPQJNI ZEHEDVO LEN NEJEN ÔEHV LEH ]JNRVDGN dJH gEDV
j + 1

e CSO TDE³EHV
³GTIENLE ¼ERJHODGN ³bH

f
º

f(i, j + 1) =

{

1

τ
+ 2

D(2)(i)

∆x2

}−1

{

−D(1)(i + 1)f(i + 1, j) − D(1)(i − 1)f(i − 1, j)

2∆x

+
f(i, j)

τ
+

D(2)(i + 1)f(i + 1, j) + D(2)(i − 1)f(i − 1, j)

∆x2

} È� e�É
M SN ZESPQVE [ LSOO DN LDE �EHEPQNJNI _GN

f
SN LEN FVETTEN IEHSLEH

i
NJH fEHVEDY

TJNIEN SN FVETTEN JNIEHSLEH
i
JNL _DPE _EHOS EDNIEQEN e C DE §NVEIHSVDGN DOV LSQEH

ODNN_GTTEH ÔEDOE DK Ñ FPQSPQZHEVVYMJOVEHÒ U LJHPQdJ³bQHEN e M DV W DT³E LDEOEH §VEHSY
VDGN T�OOV ODPQ LDE dEDVTDPQE cNV� DPRTJNI _GN ¡C] �O ODKJTDEHEN e c DNE VDE³EHIEQENLE
C DORJOODGN LDEOEH M EVQGLEN OG� DE �EDVEHE fEH³SQHEN dJH §NVEIHSVDGN ÈXSHSZGTDOPQEHÉ
XSHVDETTEH C D×EHENVDSTI TEDPQJNIEN ÷NLEN ODPQ d e� e DN Õ�ªÖ e
{ ���0 ».<&,�34(& ¸'-&��.�* ��� º��&�
CDE gJOSKKENQ�NIE È� erÉ TDE³EHN ³bH LDE `ZTEDVJNI _GN SNST�VDOPQEN ]JNRVDGNEN
IJVE cHIEZNDOOE e MbOOEN ¨ ELG PQ _EHHSJOPQVE CSVEN LD×EHENdDEHV �EHLEN [ EDINEN ODPQLDE `JOLHbPRE NJH Z ELDNIV e �ED LEN DN � et LDORJVDEHVEN ]�TTEN [ LDE aEIENOVSNL LEH
³GTIENLEN »NVEHOJPQJNIEN OEDN �EHLEN [ DOV ¨ E�EDTO LDE `ZTEDVJNI LEO ¦GISHDVQKJO
LEH OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNI dJ ZEHEPQNEN e CJHPQ LDE ¦GISHDVQK DEHJNI DOV LDE ØJSTDV�V
LEH CSVEN _GH STTEK SN LEN M DNDK S LEH ¡C] OG� DE dJ LEN ¼�NLEHN QDN OEQH OPQTEPQV e
Ô DH Z EN\VDIEN LEO�EIEN SNLEHE fEH³SQHEN dJH �EHEPQNJNI LEH `ZTEDVJNI e
c DN I�NIDIEO fEH³SQHEN DOV LDE `JO³bQHJNI LEH C D×EHENVDSVDGN DK ]GJHDEHHSJK e

aEQEN � DH LS_GN SJO [ LSOO � DH LDE `ZTEDVJNI LEH SNST�VDOPQEN [ ´JSLHSVDNVEIHSZTEN
]JNRVDGN

f(x)
ZEHEPQNEN �GTTEN e ÔEDT ODE SN LEN aHENdEN _EHOPQ� DNLEN KJOO [ EÓ DOY

VDEHV LDE ]GJHDEHY HSNO³GHK DEHVE

f̃(k) =
1√
2π

∫

dx f(x)e−ikx .
È� e¢É

gJH �EHEPQNJNI LEH `ZTEDVJNI R\NNEN � DH NJN LDE ¼bPRVHSNO³GHK SVDGN EDNOEVdEN
JNL LDE `ZTEDVJNI K DV LEH §NVEIHSVDGN _EHVSJOPQEN º

d

dx
f(x) =

d

dx

∫

dk f̃(k)eikx =

∫

dk
∂

∂x
f̃(k)eikx = i

∫

dk kf̃(k)eikx È� e¥É
C DE `ZTEDVJNI NSPQ LEK ^HV ENVOXHDPQV STOG EDNEH MJTVDXTDRSVDGN K DV

ik
DK ]GJY

HDEHHSJK e CDE �EHEPQNJNI LEH ]GJHDEHY HSNO³GHK DEHVEN JNL LDE ¼bPRVHSNO³GHK SVDGN
DOV NJK EHDOPQ NDPQV OPQ� DEHDI JNL DNOZ EOGNLEHE Z ED Q\QEHLDK ENODGNSTEN ¡HGZTEK EN
GLEH DN LEN ]�TTEN [ DN LENEN `ZTEDVJNIEN _EHOPQDELENEH ^HLNJNI EDNEH ]JNRVDGN
IEZDTLEV �EHLEN KbOOEN [ Q DT³HEDPQ e
§K ]GTIENLEN � DHL ¨ ELG PQ SJ³ EDN SNLEHEO fEH³SQHEN dJH C D×EHENVSVDGN dJHbPRY

IEIHD×EN [ LSO DN Õ�sÖ ZEOPQHDEZ EN DOV e c O Z EHJQV SJ³ EDNEH TDNESHEN `XXHGÓ DK SVDGN
LEH ]JNRVDGN SN LEH FVETTE

x
[ SN LEH LDE `ZTEDVJNI dJ ZEHEPQNEN DOV e ]bH RTEDNE

`Z�EDPQJNIEN
h
OGTT IETVEN º

f(x + h) ≈ a + bh
È� eªÉ

VÈ^_�ijhe fY\aY_ aXY èY\eYXk^_`Y_ c_ ­eYkkY_ `Y\caY\ � ac__ c_ ­eYkkY_ ^_`Y\caY\
i
a^\ij`Y�d�j\e m ÅYX ¬\fYXeY\^_` aY\ ©Y�^\hX[_ c^d qfYX WX] Y_hX[_Y_ Y\\X__Y\e aXYhY è[\`YjY_hfYXhY c_ YX_­ijcijl\Yee m
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C DE `ZTEDVJNI SN LEH FVETTE
x
ZEHEPQNEV ODPQ LSNN STO º

d

dy
f(y)

∣

∣

∣

∣

y=x

= b
È� esÉ

Ô DH KbOOEN
b
NJN SJO LDORHEVEN CSVEN ZEOVDKKEN e CSO OGTT K DV W DT³E LEH M DNDY

K DEHJNI LEO ´JSLHSVDOPQEN `ZOVSNLEO LEH TDNESHEN `XXHGÓ DK SVDGN IEOPQEQEN JNL
ENVOXHDPQV LEH �EHEPQNJNI EDNEH }çäí Þßê ! äí ßáîëßì e c O DOV dJ Z ESPQVEN [ LSOO JNOEHE
¡SHSK EVEH

a
JNL

b
LSK DV _GN LEN ÔEHVEN SZ�EDPQEN R\NNEN [ LDE ODPQ DK FDNNE LEH

¤GE² dDENVEN EDNEH  S�TGHY¼EDQE EHIEZ EN �bHLEN e FEDEN LDE
x
YÔEHVE � DELEH LDORHEV

K DV
x(i) = x0 + i∆x

e �EHbPRODPQVDIV K SN dJH �EHEPQNJNI LEH `XXHGÓ DK SVDGN SN
f
SN LEH FVETTE

i
LDE

2n + 1
]JNRVDGNO�EHVE SN LEN FVETTEN

i − n, . . . , i + n
[ OG DOV

³GTIENLEO ^XVDK STDODEHJNIOXHGZTEK dJ T\OEN º
M DNDK STDODEHE n

∑

k=−n

[a + bk∆x − f(i + k)]
2 JNVEH fSHDSVDGN _GN

a
JNL

b
e
È� er«É

§K IEOJPQVEN M DNDKJK KJOO LSNN IETVEN º
∂

∂a

n
∑

k=−n

[a + bk∆x − f(i + k)]
2

=
∂

∂b

n
∑

k=−n

[a + bk∆x − f(i + k)]
2 !

= 0
È� errÉ

c O DOV TELDI TDPQ LEH ¡SHSKEVEH
b
dJ ZEOVDKKEN e C DEOEH T�OOV ODPQ [ SZQ�NIDI _GN

i
JNL

n
[ Z EHEPQNEN STO�

b(i, n) =

[2n + 1]
n
∑

k=−n

x(i + k)f(i + k) −
[

n
∑

k=−n

x(i + k)

] [

n
∑

k=−n

f(i + k)

]

[2n + 1]
n
∑

k=−n

[x(i + k)]
2 −

[

n
∑

k=−n

x(i + k)

]2

È� er�É

JNL DOV EDNE IJVE µ�QEHJNI ³bH LDE FVEDIJNI SN LEH FVETTE
i
e C DEOE ]GHK ET OVETTV

EDNE NJKEHDOPQ TEDPQV dJ DKXTEK ENVDEHENLE �EHEPQNJNI LEH `ZTEDVJNI SN LEH FVETTE
i
LSH [ LEHEN cKX÷NLTDPQREDV IEIEN ¼SJOPQEN ODPQ SJ³ ¤GOVEN LEH ¦GRSTDV�V LEH `ZY
TEDVJNI K DV W DT³E LEH ¡SHSK EVEHO

n
EDNOVETTEN T�OOV e C DEOEO fEH³SQHEN ÷NLEV Z ED LEH

�EHEPQNJNI LEH CHD³V³JNRVDGNEN fEH�ENLJNI [ �EDT EO ENI K DV EDNEH IEGK EVHDOPQEN
`NOPQSJJNI _EHRNbX³V DOV JNL ODPQ LDE ¡H�dDODGN TEDPQV SJO LEH ØJSTDV�V LEH CSVEN
SZOPQ�VdEN T�OOV e c DNE cH�EDVEHJNI SJ³ LDE XSHVDETTE C D×EHENVDSVDGN DK MEQHLDK ENY
ODGNSTEN _EHT�J³V ENVOXHEPQENL e
{ ���7 � ���&JM�,-�J;&4(��5&� L., s��&*,�����
�ED CJHPQ³bQHJNI LEH dJH �EOVDKKJNI LEH ¤JTTZSPRY`ZOVSNLEO NGV�ENLDIEN §NY
VEIHSVDGN RSNN K SN ODPQ EDNDIE c TEK ENVE SJO LEH FVHSVEIDE LEH MGNVEY£SHTGY
§NVEIHSVDGN ÈODEQE d e� e Õ�¥ÖÉ dJ µJVdE K SPQEN e
MGNVEY£SHTGYM EVQGLEN NJVdEN SJO [ LSOO ODPQ LSO §NVEIHST

I =

1
∫

0

dx f(x)
È� ertÉ

N�QEHJNIO�EDOE STO
I ≈ 1

N

N
∑

i=1

f(xi)
È� er� É

�nkYXij^_` �é mêë� f^\aY X_ aXYhY\ �lY\c\l YXeYeY_ èY\hX[_ lY\XijeX`e m
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`ZZDTLJNI � erº gEDVHEDQE § º gJH FDKJTSVDGN _EH�ENLEVEH CHD³V ÈIEOVHDPQETV É JNL dJY
IEQ\HDIEO CHD³VY¡GVENVDST ÈLJHPQIEdGIENE ¦DNDEÉ e

Z EOVDKKEN T�OOV [ �GZED
xi ∈ [0, 1]

ITEDPQK�UDI bZEH LSO §NVEH_STT _EHVEDTVE [ _GNY
EDNSNLEH JNSZQ�NIDIE gJ³STTOdSQ TEN OEDN OGTTEN e CSZED IDTV ³bH LDE fSHDSNd

σ2
I

LEO
§NVEIHSTO º

σ2
I =

1

N







1

N

N
∑

i=1

[f(xi)]
2 −

[

1

N

N
∑

i=1

f(xi)

]2






=
1

N
σ2

f .
È� er�É

Ô DH R\NNEN STOG LDE �EHEPQNJNI LEO §NVEIHSTO STO M DVVETJNI _GN
f
bZEH LSO §NVEHY

_STT Z EVHSPQVEN e ÔENN � DH LDE FVbVdOVETTEN dJ³�TTDI bZ EH JNOEH §NVEIHSVDGNODNVEH_STT
_EHVEDTEN [ OG RGN_EHIDEHV LEH ]EQTEH Z ED LEH §NVEIHSVDGN K DV

N−1/2 IEIEN 0
e M SUY

IEZTDPQ ³bH LDE ¤GN_EHIENd DOV LEH ]EQ TEH
σf
[ LEH SNIDZV [ � DE OVSHR

f
DNNEHQSTZ LEO

§NVEIHSVDGNODNVEH_STTO JK OEDNEN M DVVET�EHV OPQ�SNRV e CJHPQ LDE c DN³bQHJNI EDNEH
IEEDINEVEN aE� DPQVJNIO³JNRVDGN T�OOV ODPQ LDE FPQ�SNRJNI JK LEN M DVVET�EHV DN
LEH ¼EIET _EHHDNIEHN JNL LSK DV LDE aEOPQ� DNLDIREDV LEH ¤GN_EHIENd EHQ\QEN e fEHY
³SQHEN [ LDE SJ³ LDEOEK ¡HDNdDX Z EHJQEN [ ZDEVEN DNOZ EOGNLEHE Z ED LEH §NVEIHSVDGN bZEH
_DETE §NVEIHSVDGNO_SHDSZTEN fGHVEDTE JNL ODNL IJV JNVEHOJPQV JNL LGRJKENVDEHV e
�ED LEH DK ¼SQKEN LDEOEH `HZEDV IE��QTVEN §KXTEKENVDEHJNI LEH ¤JTTZSPRY

§NVEIHSVDGN DOV LEH ^HVOHSJK _GN �EIDNN SN LDORHEVDODEHV [ EDNE `JO�EHVJNI LEO §NY
VEIHSTO SN LJHPQ gJ³STTO_SHDSZ TE ³EOVIETEIVEN FVETTEN DOV LEOQSTZ NDPQV ODNN_GTT e `J³
LEH SNLEHEN FEDVE DOV EO Z ED LDORHEVDODEHVEK ^HVOHSJK K\ITDPQ [ OETZOV�NLDI ³bH EDY
NE ITEDPQE aE� DPQVJNI LEH _EHOPQDELENEN ¼EIDGNEN dJ OGHIEN e CEOQSTZ �JHLEN _GN
LEH MGNVEY£SHTGYFVHSVEIDE ³GTIENLE ¡HDNdDXDEN bZEHNGKKEN º CEH ¤JTTZSPRY`ZOVSNL
� DHL NJH SN EDNdETNEN [ ITEDPQK �UDI _EHVEDTVEN FVETTEN SJOIE�EHVEV e CSO Ñ g� DOPQENY
EHIEZNDOÒ RSNN K DV LEH `NdSQT LEH ZDO LSQDN LJHPQIE³bQHVEN MEOOJNIEN IE� DPQVEV
�EHLEN e `J³ LDEOE `HV JNL ÔEDOE DOV DN LEN K EDOVEN ]�TTEN EDNE OPQNETTE ¤GN_EHIENd
LEO fEH³SQHENO dJ EHRENNEN e

ã �@ Ó �
� Ö �Ø �
C�D
 ì B�������C í B�CEF�

§N LDEOEK EHOVEN �EDOXDET � DHL LDE `N�ENLJNI LEO DN ¤SXDVET � Z EOPQHDEZ ENEN fEHY
³SQHENO SJ³ EDNE EDNLDK ENODGNSTE gEDVHEDQE IEdEDIV e C DEOE CSVEN �EHLEN O�NVQEVDOPQ
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`ZZDTLJNI � e� º gEDVHEDQE § º ^XVDK DEHJNI LEO ¤JTTZSPRYM SUEO Z EdbITDPQ
Q
³bH SLLDY

VD_EO ¼SJOPQEN e CSO M DNDKJK SN LEH FVETTE
Q = 0.1

DOV OVSHR TGRSTDODEHV e
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x

`ZZDTLJNI � e� º gEDVHEDQE § º C HD³VY]JNRVDGN [ LDE dJH FDKJTSVDGN LEH CSVEN _EH�ENY
LEV �JHLE ÈLJHPQIEdGIENE ¦DNDEÉ [ JNL LDE ÔEHVE [ LDE K DVVETO EDNEH LDHERVEN FPQ�VY
dJNI ³bH LSO RTEDNOVK \ITDPQE

τ
ÈCHEDEPREÉ EHK DVVETV OG� DE JNVEH fEH�ENLJNI LEH

K DV W DT³E LEO ¤JTTZSPRYM SUEO GXVDK DEHVEN RGNOVSNVEN C D×JODGN
Q
SJO LEH OVSVDGY

N�HEN fEHVEDTJNI ZEHEPQNEV �JHLEN e c DNE ´JSTDVSVD_E fEHZ EOOEHJNI LEH ¼EOJTVSVE DOV
G×ENODPQVTDPQ e

LJHPQ NJKEHDOPQE §NVEIHSVDGN LEH ¦SNIE_DNYa TEDPQJNI IE�GNNEN e gDET DOV EO [ LDE
dJH cHdEJIJNI LEH CSVEN _EH�ENLEVEN ]JNRVDGNEN ZEOVK\ITDPQ dJ HEXHG LJdDEHEN e
]GTIENLEO F�OVEK �JHLE ODKJTDEHV º

D(1)(x) = sin(10x) − x3 È� er¢SÉ
D(2)(x) = 0.1

È� er¢Z É
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`ZZDTLJNI � e¢ º gEDVHEDQE § º ¤GNOVSNVE C D×JODGN È¦DNDE É [ LDE ³bH LDE FDKJTSVDGN _EHY
�ENLEV JNL LJHPQ ¤JTTZSPRYM DK DK DEHJNI HEXHGLJdDEHV �JHLE e C DE C D×JODGN [ LDE
ODPQ ³bH LSO K DNDK STE

τ
SJO LEN ZELDNIVEN MGKENVEN IE� DNNEN T�OOV ÈCHEDEPREÉ [

dEDIV SJ³IHJNL LEO QGQEN gEDVDNRHEK ENVO LEJVTDPQE `HVD³SRVE LEH CHD³VY]JNRVDGN e

Q
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`ZZDTLJNI � e¥ º gEDVHEDQE § º M DNDK DEHJNI LEH C D×JODGNO³JNRVDGN
D(2)(x|Q, a) = Q +

ax2 ZEdbITDPQ LEH ¡SHSK EVEH Q
JNL

a
e C DE ¦DNDEN ODNL W\QENTDN DEN [ LDE [ OVSHVENL

_GN
0.0004

DN LEH � DTLK DVVE [ �´JDLDOVSNV DK `ZOVSNL _GN
0.00034

TDEIEN e c O DOV dJ
_EHKJVEN [ LSOO  EHK E ∼ x2 REDNEN � DPQVDIEN �EDVHSI dJH C D×JODGN TDE³EHN e

C DE CHD³VY]JNRVDGN JNL LSO dJIEQ\HDIE CHD³VY¡GVENVDST
V (x) = x4 + 1

10 cos(10x)ODNL DN `ZZ e � er ORDddDEHV e C DE M DNDK S ENVOXHEPQEN OVSZDTEN [ LDE M SÓDK S DNOVSZDTEN
]DÓXJNRVEN LEH �E�EIJNI e M SN ODEQV [ LSOO EO ODPQ QDEH JK EDN KJTVDOVSZDTEO ¡GVENY
VDST QSNLETV e C DE FV�HRE LEH C D×JODGN DOV OG IE��QTV [ LSOO LDE OVSVDGN�HE fEHVEDTJNI
OPQNETT EHHEDPQV � DHL e
C DE CSVEN ODNL K DV LEK gEDVDNRHEK ENV

τ = 0.1
SZIEOX EDPQEHV e C DEOEO DOV OG IHGU [

LSOO LDE LDHERVE FPQ�VdJNI LEH C D×JODGN SJO LEN CSVEN REDNE EDNLEJVDIEN `JOOSIEN
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FIT: Q+a*cos(b*x)

`ZZDTLJNI � eª º gEDVHEDQE § º C D×JODGN
D(2) [ ³bH LSO RTEDNOVK \ITDPQE τ

SJO LEH gEDVHEDY
QE EÓVHSQDEHV e C DE CSVENXJNRVE TSOOEN ODPQ [ DK HETE_SNVEN �EHEDPQ [ LJHPQ LEN _GN
aµ»XTGV Z EHEPQNEVEN ]DV Z EOPQHEDZ EN e aE��QTV � DHL LEO�EIEN ³bH LEN CHD³V LDE
¡SHSK EVHDODEHJNI

D(2)(x|Q, a) = Q + a cos(10.3772x)
e

Q

a

 0.08  0.09  0.1  0.11  0.12  0.13  0.14  0.15  0.16
-0.15

-0.1

-0.05

 0

 0.05

 0.1

`ZZDTLJNI � es º gEDVHEDQE § º M DNDK DEHJNI LEH ¡SHSK EVEH
Q
JNL

a
LEH DN `ZZ e � eª ORDdY

dDEHVEN ¡SHSK EVHDODEHJNI e C DE W\QENTDN DEN OVSHVEN ZED
0.0004

JNL TDEIEN �´JDLDOVSNV
DK `ZOVSNL

0.0005
e C SO M DN DKJK ZED

a ≡ 0
DOV LEJVTDPQ dJ EHRENNEN e

K EQH dJT�OOV e CSO T�OOV ODPQ � DE ³GTIV _EHOVEQEN º §N Èt ertZÉ VHEVEN DN LEH ¤GHHERVJH
XHGXGHVDGNST dJ

τn DKKEH `ZTEDVJNIEN LEO CHD³VO ZDO dJH ^HLNJNI n
SJ³ e §N JNOEHEK

]STT HEXHGLJdDEHV ODPQ LEH CHD³V [ Z DO SJ³ EDNE fEHOPQDEZJNI LEH ¡QSOE JK − π
20

JNL LEN
]SRVGH

10
[ Z ED ¨ ELEH `ZTEDVJNI OETZ OV e `J³ LEH SNLEHEN FEDVE RGKKV ³bH ¨ ELE ^HLNJNI

_GN
n
EDN ]SRVGH

τ
QDNdJ e c O DOV LEJVTDPQ [ LSOO LDE DN LDEOEK �EDOX DET IE��QTVE

`ZOX EDPQEHJNI LEH CSVEN K DV
τ = 1

10

[ LDE EDNE JNVEHE aHENdE Z ED LEH `JO�EHVJNI LEH
CSVEN LSHOVETTV [ LDE fEHNSPQT�OODIJNI STTEH  EHK E ∼ τ

DN Èt ertZÉ NDPQV EHTSJZV JNL
LSK DV LDE LDHERVE FPQ�VdJNI NDPQV dJK HDPQVDIEN cHIEZNDO ³bQHEN RSNN e CSK DV DOV



�� �EDOXDETE

LDE `NST�OE LEH CSVEN K DV LEH DK ¼SQKEN LDEOEH `HZEDV _GHIEOPQTSIENEN MEVQGLE
DNVEHEOOSNV e
{ �$ �� ¸��-93& 1&, %&��,&�(&
CDE ODKJTDEHVE gEDVHEDQE JK³SOOV

106 CSVENXJNRVE e c DNEN `JOOPQNDVV SJO LEH gEDVHEDYQE dEDIV `ZZ e � e� e gJN�PQOV �JHLE SJO LEN CSVEN LDE OVSVDGN�HE fEHVEDTJNI IEY
�GNNEN [ LDE DN `ZZ e � et dJ OEQEN DOV e c O dJ EHRENNEN [ LSOO LDE FVHJRVJH JNL LDE
F�KKEVHDEN LEH fEHVEDTJNI LENEN LEO CHD³VY¡GVENVDSTO DN `ZZ e � er ENVOXHEPQEN e
C DE `NST�OE LEH CSVEN EH³GTIV NJN ³bH LHED _EHOPQDELENE ¡SHSK EVHDODEHJNIEN [ ³bH
re SLLDVD_EO ¼SJOPQEN [
� e KJTVXTDRSVD_EO ¼SJOPQEN LEH ]GHK

D(2)(x) = Q + ax2 [
t e KJTVDX TDRSVD_EO ¼SJOPQEN [ LEOOEN ]GHK SJO LEH FPQ�VdJNI LEH C D×JODGN SJO
LEN ZELDNIVEN MGKENVEN IE�GNNEN �EHLEN OGTT e

§N STTEN LHED ]�TTEN T�OOV ODPQ LEH LJHPQ LDE IE��QTVE ¡SHSK EVHDODEHJNI JNL LDE
OVSVDGN�HE ¡C] ³EOVIETEIVE CHD³V _EH�ENLEN e
Æ����¸ � ¨ ° �±����� ��� ¶��¸ D(2)(x|Q) = QgJN�PQOV IEQEN � DH LS_GN SJO [ LSOO EO ODPQ JK SLLDVD_EO ¼SJOPQEN QSNLETV e c O _EHY
ZTEDZV LSNN

Q
STO EDNdDIEH ³HEDEH ¡SHSK EVEH [ Z EdbITDPQ LEOOEN LEH ¤JTTZSPRY`ZOVSNL

K DN DK DEHV �EHLEN KJOO e `ZZ � e� dEDIV LEN `ZOVSNL STO ]JNRVDGN _GN
Q
DN LEH

aEIENL LEO M DNDKJK O [ LSO SN LEH FVETTE
Q = 0.1

TDEIV e CEH ÔEHV [ LEH dJH FDKJTSY
VDGN _EH�ENLEV �JHLE [ � DHL STOG HEXHGLJdDEHV e `JUEHLEK ³�TTV LDE PQSHSRVEHDOVDOPQE
FVHJRVJH LEO OVEDTEN `NOVDEIO ³bH RTEDNEHE

Q
SJ³ e CEH aHJNL ³bH LDEOE ]GHK LEH

¤JH_E TDEIV DN LEH TGRSTDODEHVEHEN fEHVEDTJNI ³bH RTEDNEHE
Q
e �EDK ¤JTTZSPRY`ZOVSNL

� DHL LEH M DVVET�EHV bZ EH LEN ¦GISHDVQKJO LEO fEHQ�TVN DOOEO _GN d�ED fEHVEDTJNIEN
ZEHEPQNEV e ÔENN LDE fEHVEDTJNI [ LDE LEN µENNEH Z DTLEV [ OEQH RTEDN � DHL æ �SO Z ED ¦GY
RSTDODEHJNI JK LDE ¡GVENVDSTK DNDK S SN LEN MSÓDKS LEO ¡GVENVDSTO IEOPQEQEN KJOO
æ TDE³EHN LDEOE FVETTEN OEQH QGQE �EDVH�IE e ]bH IHGUE

Q
DOV LDE FVEDIJNI KGLEHSVEH e

Ô DH R\NNEN ³bH LDEOEN ¡SHSK EVEH SJO LEH OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNI NJN LEN CHD³V
IE� DNNEN e §N `ZZ e � e� DOV LEH SJ³ LDEOE ÔEDOE EÓVHSQ DEHVE CHD³V K DV LEK dJH FDKJTSY
VDGN _EH�ENLEVEN JNL LEK SJO LEH EHOVEN FPQ�VdJNI SJO LEN ZELDNIVEN MGKENVEN
IE�GNNENEN CHD³V _EHITDPQEN e `J×�TTDI DOV dJN�PQOV [ LSOO ODPQ LEH K DV W DT³E LEH MGY
K ENVE Z EHEPQNEVE CHD³V ´JSTDVSVD_ _GN LEH SNST�VDOPQEN CHD³V³JNRVDGN JNVEHOPQEDLEV e
M DV W DT³E LEH DK ¼SQKEN LDEOEH `HZEDV _GHIEOPQTSIENEN MEVQGLE IETDNIV ¨ ELG PQ LDE¼EXHGLJRVDGN LEH SNST�VDOPQEN ]JNRVDGN e ¦ELDITDPQ SN LEN FVETTEN SK ¼SNL LEO §NY
VEH_STTO [ dJ LENEN NJH �ENDIE MEOO�EHVE _GHTSIEN [ VHEVEN ODIND÷RSNVE »NVEHOPQ DELE
SJ³ e
CEO ÔEDVEHEN R\NNEN � DH NSVbHTDPQ LDE _GN JNO EHK DVVETVE [ RGNOVSNVE C D×JODGN

K DV LEH EHOVEN FPQ�VdJNI _EHITEDPQEN [ LDE JNO SJO LEN MGKENVEN dJH fEH³bIJNI
IEOVSNLEN Q�VVE e C DE Z EDLEN ]JNRVDGNEN ODNL DN `ZZ e � e¢ ORDddDEHV e §N LEH EHOVEN
FPQ�VdJNI ODNL LEJ TDPQE `HVE³SRVE LEH CHD³V³JNRVDGN dJ OEQEN [ LDE LDE `NNSQKE
EDNEH RGNOVSNVEN CD×JODGN EDIENVTDPQ NDPQV HEPQV³EHVDIEN R\NNEN e Ô DH � DOOEN SJO LEH
cNV� DPRTJNI LEO d�EDVEN MGKENVEO NSPQ LEK gEDVDNRHEK ENV

τ
Èt er«É [ LSOO OGTPQE

 EHKE SJ³VHEVEN [ JNL QSZEN ZEHEDVO LDORJVDEHV [ �SHJK ODE Z EDK QDEH _EH�ENLEVEN
gEDVDNRHEK ENV NDPQV K EQH dJ _EHNSPQT�OODIEN ODNL e
Ô DH QSZEN DN LDEOEK ]STTE STOG LDE LEK ¡HGdEOO dJIHJNLETDEIENLEN CHD³VY JNL

C D×JODGNO³JNRVDGNEN ³EQTEH³HED HEXHGLJdDEHV e C DE M DNDK STDODEHJNI LEH C D×JODGN dEDIV
EDN LEJVTDPQEO cHIEZNDO e M DV � TDPR SJ³ LDE SJO LEN CSVEN IEOPQ�VdE C D×JODGNO³JNRY
VDGN DOV SZ EH TEDLEH LDE `NNSQKE RGNOVSNVEH C D×JODGN [ LDE `JOISNIOXJNRV LDEOEH
�EHEPQNJNIEN �SH [ NDPQV dJ HEPQV³EHVDIEN e
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Æ����¸ � ¨ ° �±����� ��� ¶��¸ D(2)(x|Q, a) = Q + ax2

cDNE IENSJE �EVHSPQVJNI _GN `ZZ e � e¢ T�OOV _EHKJVEN [ LSOO EO ODPQ Z ED LDEOEK �EDY
OXDET JK EDNE gEDVHEDQE K DV KJTVDXTDRSVD_EK ¼SJOPQEN QSNLETV e C DE EDN³SPQOVK\ITDPQE
ODNN_GTTE ¡SHSK EVHDODEHJNI ³bH KJTVDXTDRSVD_EO ¼SJOPQEN DOV [ � DE DN � et _GHIEOPQTSY
IEN [ EDNE C D×JODGN LEH ]GHK

D(2)(x) = Q + ax2 .
È� er¥É

Ô DELEHJK T�OOV ODPQ LDE OVSVDGN�HE fEHVEDTJNI dJH �EHEPQNJNI LEO CHD³VO _EH�ENY
LEN e c O _EHZTEDZ EN [ DK aEIENOSVd dJH _GHQEHDIEN ¡SHSK EVHDODEHJNI [ NJN d�ED ³HEDE
¡SHSK EVEH e §N `ZZ e � e¥ DOV LEH ¤JTTZSPRY`ZOVSNL SZQ�NIDI _GN LEN ¡SHSKEVEHN

QJNL
a
IHS÷ OPQ LSHIEOVETTV e

CSO ¤JTTZSPRYM SU ��PQOV K DV LEK ¡SHSK EVEH
a
SN [ LSO M DNDKJK ZE÷NLEV ODPQ

SJ³ LEH
Q
Y`PQOE LEO aHSXQEN e CSK DV OPQEDNV LEH  EHK ∼ x2 NDPQV dJH C D×JODGNZEDdJVHSIEN JNL EO ODPQ LSK DV � DELEHJK JK SLLDVD_EO ¼SJOPQEN dJ QSNLETN e Ô DH

HEXHGLJdDEHEN LEN DK _GHDIEN `ZOPQNDVV EHQSTVENEN ÔEHV _GN
Q = 0.1

e
Æ����¸ � ¨ ° �±����� ��� ¶��¸ D(2)(x|Q, a, b) = Q + a cos(bx)
§N `ZZ e � e¢ DOV EDNE RTSHE FVHJRVJH LEH EHOVEN FPQ�VdJNI LEH C D×JODGN dJ EHRENNEN e
¦SJV LEH fGHIEQENO�EDOE [ LDE DPQ DN ¤SXDVET � Z EOPQHDEZ EN QSZE [ DOV NJN EDNE cNVY
� DPRTJNI LDEOEO `JOLHJPRO DN EDNE ]SK DTDE _GN ]JNRVDGNEN SZQ�NIDI _GN EDNEK FSVd
α
_GN ¡SHSK EVEHN LJHPQdJ³bQHEN e C DE SJO LEN ZELDNIVEN MGKENVEN IE�GNNENE

FPQ�VdJNI �JHLE LEOQSTZ LJHPQ LDE ]JNRVDGN

D(2)(x|Q, a, b) = Q + a cos(bx)
È� erªÉ

IEN�QEHV e aµ»XTGV QSV ³bH LDEOE ¡SHSKEVHDODEHJNI LDE ÔEHVE




Q
a
b



 =





0.104
0.47

10.3772





È� ersÉ

STO Z EOVE `XXHGÓDK SVDGN ZEHEPQNEV e CEH ]DV DOV DN `ZZ e � eª SJ³IEVHSIEN e CEH ¡SHSY
K EVEH

b
�JHLE NJN ³EOVIEQSTVEN JNL LEH ¤JTTZSPRY`ZOVSNL LEH ¡C] �O Z EdbITDPQ LEH

¡SHSK EVEH
Q
JNL

a
K DNDK DEHV e CSO cHIEZNDO DOV æ � DELEHJK IHS÷OPQ æ DN `ZZ e � es

dJ OEQEN e
CSO ¤JTTZSPRYM SU ZEODVdV � DELEH EDN LEJVTDPQEO M DNDKJK ZED

Q = 0.1
JNL

a = 0
e

C DEOEO ENVOXHDPQV LEK OPQGN DN LEN ZEDLEN _GHQEHIEQENLEN `NST�OEN EHdDETVEN cHY
IEZNDO e �ED LEH QDEH IE��QTVEN ¡SHSKEVHDODEHJNI DOV LEJVTDPQ LDE RGKXTDdDEHVE FVHJRY
VJH LEH Ñ ¤JTTZSPRY¦SNLOPQS³VÒ JK LSO M DNDKJK QEHJK dJ EHRENNEN e ]bH |a| > QRSNN LEH `ZOVSNL NDPQV Z EHEPQNEV �EHLEN [ LS DN LDEOEK ]STTE

D(2) KDVJNVEH NEISVD_� DHL e CSHSJO EHIDZV ODPQ LDE ]GHK LEO DN LEH `ZZDTLJNI dJ EHRENNENLEN ¤EIETO e
{ �$ �$ ».<&,�34(& Ò<3&�L.�*
CDE NJKEHDOPQE »K OEVdJNI ITEDPQV LEH [ LDE DN `ZOPQNDVV � et e� ³bH LSO N�PQOVE �EDY
OXDET DN fEHZDNLJNI K DV LEK DK `NQSNI � SZIELHJPRVEN ¡HGIHSKKZEDOXDET EHT�JY
VEHV � DHL e ]bH LDE §NVEIHSVDGN LEH ¦SNIE_DNYa TEDPQJNIEN �JHLEN ¨ ELG PQ

500
DNVEHNE

FPQHDVVE SNIEOEVdV [ �EDT LSO DNVHDNODOPQE gEDVDNRHEK ENV LEH CSVEN DK fEHITEDPQ dJH
aEOPQ� DNLDIREDV LEH C�NSK DR QG PQ �SH e
]bH LDE ^XVDK DEHJNI �JHLEN DK EHOVEN ]STT EDNEH [ ZED LEN ZEDLEN TEVdVEN d�ED

¡SHSK EVEH _SHDDEHV e §N STTEN ]�TTEN �JHLE LEH ^HVOHSJK dJN�PQOV DN r«« �DNO SJ³Y
IET\OV JNL LSNN SN �« FVETTEN JNVEHOJPQV [ LDE �´JDLDOVSNV _EHVEDTV TSIEN e `N LDEOEN
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FVETTEN �JHLE LSO ¤JTTZSPRYM SU NJN ³bH
50
Zd� e

30×30
_EHOPQDELENE ¡SHSK EVEH Z EY

OVDKKV e §K N�PQOVEN `ZOPQNDVV � DHL IEdEDIV [ � DE LDE £¡C] �O NJKEHDOPQ Z EHEPQNEV
JNL ODNN_GTT IEOX EDPQEHV �EHLEN R\NNEN e ]bH LSO OGIENNSNNVE Ñ ³EDNE aDVVEHÒ QSZ E
DPQ Z ED LDEOEN �EDOXDETEN

20
�DNO _EH�ENLEV e `J³ LEN ¼EPQNEHN [ LDE Q DEH DK WSJOE

dJH fEH³bIJNI OVEQEN [ Z EVHJI LDE ¦SJ³dEDV LEH ¡HGIHSKKEÍ º
����¸ ����������� Ë������� À����������� Ä���îÀ�� ï
D(2)(x|Q) = Q 22h 20 × 50 1

e
32min

D(2)(x|Q, a) = Q + ax2 92h 20 × 900 0
e
31min

D(2)(x|Q, a) = Q + a cos(bx) 383h 20 × 900 1
e
27min

Ô�QHENL LEH ¦SJ³dEDV QSV ODPQ LDE �ETEIJNI LEH ¼EPQNEH JNL LSK DV LDE LEN ¡HGY
IHSKKEN dJH fEH³bIJNI OVEQENLE ¼EPQEN TEDOVJNI TSJ³ENL _EH�NLEHV [ �EDT LDE ¼EPQY
NEH }ÜÝßáß JNL >ßäÞîð SJPQ _GN SNLEHEN §NOVDVJVOK DVITDELEHN IENJVdV �JHLEN e
M SUIEZTDPQ ³bH LDE OVSHR _SHDDEHENLE CSJEH LEH EDNdETNEN `NST�OEN DOV SZ EH LDE
NJKEHDOPQE »K OEVdJNI LEH M DNDK DEHJNI [ LDE LDE ¡ H�dDODGN [ K DV LEH LDE EDNdETNEN
£¡C] �O Z EHEPQNEV �EHLEN [ SNXSOOV e §OV LDE C D×JODGN EDNEH ¡SHSK EVHDODEHJNI RTEDNEH
STO LDE LEO ¡HGdEOOEO [ � DE EO d e� e DN `ZZ e � e� TDNRO _GK M DNDKJK LEO ¤JTTZSPRY
`ZOVSNLEO LEH ]STT DOV [ OG OVEDIV LDE Z EN\VDIVE ¼EPQENdEDV SJ³ EDN f DET³SPQEO e C DE
]GHK LEH ¤JH_E DN LDEOEK �EHEDPQ DOV ¨ ELG PQ dJH ¦GRSTDODEHJNI LEO M DNDKJK O NDPQV
EH³GHLEHTDPQ JNL QDEH NJH Z EHEPQNEV �GHLEN [ JK LDE c DNLEJVDIREDV LEH IHS÷OPQEN
¦\OJNI dJ LEKGNOVHDEHEN e gJH E×ERVD_EN `N�ENLJNI OGTTVE K SN ODPQ EDNEK M DNDY
KJK _GN QGQEN C D×JODGNEN SJO N�QEHN [ LSNN TDEUE ODPQ æ ZED LEH QDEH IE��QTVEN
NJKEHDOPQEN »K OEVdJNI æ ¼EPQENdEDV OXSHEN e

ã �¢ Ó �
� Ö �Ø �
C�D
 ì Ø�	��¤ 	��B����C í B�CEF�

`TO d�EDVEO �EDOXDET � DHL EDNE gEDVHEDQE K DV KJTVDXTDRSVD_EK ¼SJOPQVEHK JNVEHOJPQV e
`JPQ LDEOE ¼EDQE �JHLE LJHPQ NJKEHDOPQE §NVEIHSVDGN EDNEH ¦SNIE_DNYa TEDPQJNI
IE�GNNEN [ LSZED �JHLE

D(1)(x) = x − x3 JNL È� e�«SÉ
D(2)(x) = 1 + x2 È� e�«Z É

_EH�ENLEV e C DEOEH CHD³V IEQ\HV dJ EDNEK O�KKEVHDOPQEN CGXXETKJTLENXGVENVDST [
� DE EO NSPQ õ êå !� ÛáÚè= ê� çáÚ îåêÛìßì SJ³VHDVV e gJH `NST�OE �JHLEN

106 ¡JNRVE K DVLEH FSKXTDNIHSVE
τ = 10−2 EHdEJIV e c DN `JOOPQN DVV SJO LEN CSVEN DOV DN `ZZ e � er«dJ OEQEN e

C DE `NST�OE _GN CSVEN [ LDE KJTVDXTDRSVD_EO [ STOG DN LEH FV�HRE GHVOSZQ�NIDIEO
¼SJOPQEN ENVQSTVEN [ DOV K DV _DETEN EDN³SPQEN fEH³SQHEN [ � DE d e� e LEN _EHZHEDVEVEN
ó îà êÜçÜè? êÚ ßÞê! ÛÛëè#ßá� î! áßì [ NDPQV GQNE �EDVEHEO K\ITDPQ e M DVVETO LEH LDHERVEN
FPQ�VdJNI SJO LEN ZELDNIVEN MGKENVEN IETDNIV ODE QDNIEIEN JKIEQENL e CSO gEDVDNY
RHEK ENV DOV �EOENVTDPQ RTEDNEH STO DK _GHSNIEISNIENEN �EDOXDET [ LSK DV DOV LDE ¡ H�dDY
ODGN LDEOEH FPQ�VdJNI ZEOOEH e ¡HGZTEK SVDOPQ DOV STTEHLDNIO LDE ´JSNVDVSVD_E `JO�EHY
VJNI LDEOEH FPQ�VdJNI [ �EDT LDE IEOPQ�VdVEN ÔEHVE SJ³IHJNL _EHOPQDELENEH DN ¤SXDVET
� LDORJVDEHVEH ]EQTEH ³bH ÔEHVE ³EHNSZ LEO »HOXHJNIO _GN OPQTEPQVEH ØJSTDV�V ODNL
JNL LD_EHIDEHEN e C DE M DNDK DEHJNI LEO ¤JTTZSPRY`ZOVSNLEO _GN fEHVEDTJNIEN QDNIEY
IEN DOV ³bH LDE ´JSNVDVSVD_E `NST�OE LEH CSVEN IEEDINEV e

Îo ÅY\Yij_^_`Y_p l YqYXij_Ye aXY «_qcjk aY\ ­^]]c_aY_ � aXY X_ ach b^kklci��¯ c� YX_`YjY_^_a aXY YX_qYk_ l Y\Yij_Ye fY\aY_ ]�hhY_ m ­XY hYeqe hXij q^hc]]Y_ c^h aY\ «_qcjk aY\ ­eYkkY_ � c_aY_Y_ aY\ «lhec_a c^h`YfY\eYe f X\a � ^_a aY\ ¯ Y_`Y aY\ �c\c] YeY\ � a XY Ã YfYXkh q^ Â\�dY_ hX_a mñÅYX aY_ ©Yij_Y\_ òóôõöõ ^_a ÷õøùú � c^d aY_Y_ aXY ©Yij_^_`Y_ a^\ij`Yd�j\e f^\aY_ � jc_aYkeYh hXij ^] ©YijY_hY\�Y\ aYh °®Âh ûüýþò ÿ ò ùô �ú� õö�õö ����� � a XY Ã YfYXkh ] Xe qfYX �\[qYhh[\Y_] Xe YX_Y\ °c�ed\Y�^Y_q �[_
833 MHz

lYhe�i�e hX_a ^_a ckkY_ ª_heXe^eh] Xe`kXYaY\_ q^\ èY\d�`^_`heYjY_ m
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FIT: Q+ax2

`ZZDTLJNI � errº gEDVHEDQE §§ º `JO LEH `JO�EHVJNI LEH ZELDNIVEN MGKENVE IE�GNNEY
NE `ZOPQ�VdJNI ÈCHEDEPREÉ ³bH LDE C D×JODGN³JNRVDGN e CEH ]DV

D(2)(x) = 1.01+0.93x2ÈLJHPQIEdGIENE ¦DNDEÉ [ LEH _GN �" �Ý ÞÛå Z EHEPQNEV � DHL [ �EDPQV _GN LEH dJH F�NY
VQEVDODEHJNI _EH�ENLEVEN ]JNRVDGN ÈIEOVHDPQETVE ¦DNDEÉ SZ e

{ �0 �� ¸��-93& 1&, %&��,&�(&
`JO LEN CSVEN R\NNEN ³bH LSO RTEDN OVK\ITDPQE §NRHEK ENV

τ
dJN�PQOV EHOVE `ZOPQ�VY

dJNIEN ³bH CHD³V JNL C D×JODGN IE�GNNEN �EHLEN e `JPQ DN LDEOEK ]STTE IENbIV LDE
¡SHSK EVHDODEHJNI LEH C D×JODGNO³JNRVDGN e §N `ZZ e � err ODNL LDE SJO LEK d�EDVEN
ZELDNIVEN MGKENV IE�GNNENE `ZOPQ�VdJNI JNL LDE JHOXHbNITDPQ dJH FDKJTSVDGN
LEH CSVEN _EH�ENLEVE C D×JODGN ORDddDEHV e c O DOV dJ EHRENNEN [ LSOO LDE `ZOPQ�VdJNI
´JSTDVSVD_ LSO HDPQVDIE fEHQSTVEN dEDIV JNL OEQH NSQ SN LEH SNST�VDOPQEN ]JNRVDGN
TDEIV e
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`ZZDTLJNI � er� º gEDVHEDQE §§ º ¤JTTZSPRYM DNDK DEHJNI LEH C D×JODGN
D(2)(x|q, a) =

Q+ax2 ZEdbITDPQ LEH ¡SHSKEVEH Q JNL a
e CEH `ZOVSNL � DHL K DNDK ST ³bH

Q = a = 1
e

gJH ´JSNVDVSVD_EN �EOVDKKJNI LEH C D×JODGN � DHL LDEOE XSHSKEVHDODEHV STO º
D(2)(x|Q, a) = Q + ax2 .

È� e� rÉ
C DE Z EDLEN ¡SHSK EVEH

Q
JNL

a
KbOOEN K DV W DT³E LEO ¤JTTZSPRY`ZOVSNLEO GXVDK DEHV

�EHLEN e CSO cHIEZNDO LDEOEH ^XVDK DEHJNI DOV DN `ZZ e � er� dJ OEQEN e Ô DH ÷NLEN EDN
LEJVTDPQEO M DN DKJK ZED

(

Q
a

)

=

(

1
1

) È� e��É
JNL HEXHG LJdDEHEN LSK DV LDE dJH FDKJTSVDGN _EH�ENLEVEN ¡SHSK EVEH e CSO QDEH _GHY
IEOVETTVE fEH³SQHEN EDINEV ODPQ STOG dJH ´JSNVDVSVD_EN `NST�OE _GN CSVEN [ LDE KJTY
VDX TDRSVD_EO ¼SJOPQEN ENVQSTVEN e
{ �0 �$ ».<&,�34(& Ò<3&�L.�*
CSO ¡HGIHSKK [ LSO dJH `NST�OE LDEOEH gEDVHEDQE _EH�ENLEV �JHLE [ DOV DN `NQSNI
� SZIELHJPRV e §N LDEOEK `ZOPQNDVV �EHLEN LDE FVHJRVJH LEO ¡HGIHSKKEO JNL DK
¼SQKEN LEOOEN LDE _EH�ENLEVEN CSVENOVHJRVJHEN OG� DE LDE NJKEHDOPQE »K OEVdJNI
LEO M DNDK STDODEHJNIOXHGZ TEK O EHT�JVEHV e CSdJ �EHLE DPQ K DPQ SJ³ LDE DK `NQSNI
LJHPQIE³bQHVE µJKEHDEHJNI LEH gEDTEN DK ØJETTVEÓV Z EdDEQEN e
gJN�PQOV �EHLEN LDE K SÓDKSTEN C DK ENODGNEN LEH ]ETLEH ³EOVIETEIV e C DE aH\UE

LDEOEH ]ETLEH [ LDE VSVO�PQTDPQ _EH�ENLEV � DHL [ � DHL OX�VEH STO ¡SHSKEVEH _GN LEH
¤GKKSNLGdEDTE SZIE³HSIV e C DE ¡C] �O �EHLEN ¨ E�EDTO STO §NVEIEHY JNL STO ¼ESTY]ETLEH SNIETEIV [ LDE §NVEIEHY]ETLEH K DV LEH cNLJNI yìå IERENNdEDPQNEV e µJN �EHLEN
EDN OGIENSNNVEO Ñ IHGZ EOÒ JNL EDN Ñ ³EDNEOÒ ¼SOVEH _EH�ENLEV º M DV W DT³E LEO IHGZ EN
¼SOVEHO � DHL dJN�PQOV LSO IEOSKVE §NVEH_STT [ ³bH LSO CSVEN _GHTDEIEN [ DN EDNdETNE [
ITEDPQIHGUE �DNO JNVEHVEDTV e CS³bH �EHLEN M DNDKJK î�áÛé JNL MSÓDKJK é�áÛé
IEOX EDPQEHV JNL LSNN LSO §NRHEK ENV � ßÞåî�áÛé STO ØJGVDENV SJO LEH �HEDVE LEO
§NVEH_STTO JNL LEH `NdSQT LEH � DNO EHK DVVETV e C DEOEO a DVVEH OXDETV Z EDK cÓVHSQDEHEN
LEH OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNI EDNE � DPQVDIE ¼GTTE e
C DE c DN³bQHJNI LEO ³EDNEN aDVVEHO EHQ\QV LDE c² dDENd JNL ¡H�dDODGN LEO ¡HGY

IHSKK O ENGHK º EO NDKKV OX�VEH LDE Z ELDNIVEN fEHVEDTJNIEN
p(x|x0)

SJ³ JNL � DHL
³bH ¨ ELEO

x0
NEJ SJO LEN CSVEN EÓVHSQ DEHV e CSZED �EHLEN ¨ E�EDTO LDE fSHDSZTEN îzßêì [



� et c DNE CDK ENODGN [ KJTVDXTDRSVD_EO ¼SJOPQEN �s

ézßêì JNL � ßÞåîzßêì SNIEXSOOV e `JO LDEOEK aHJNLE KbOOEN REDNE ]ETLEH Q\QEHEH
C DK ENODGN dJH FXEDPQEHJNI LEH £¡C] �O SNIETEIV �EHLEN e C DEOEO fGHIEQEN K DNDY
K DEHV LEN �ELSH³ LEO ¡ HGIHSKKO SN FXEDPQEH JNL EHK\ITDPQV LDE cH�EDVEHJNI SJ³
Q\QEHLDKENDGNSTE c DNZ EVVJNIEN e
CEH SRVJETTE ÔEHV ³bH

Q
�DHL DN LEH fSHDSZTEN � 	 [ LEH ³bH

a
DN � 
 SZIEOX EDY

PQEHV e CS LSO ¡HGZTEK IHS÷OPQ IET\OV �EHLEN OGTT [ �EHLEN LDE fSHDSZTEN � �Ü êì JNL� �Üîà SNIETEIV e C DEOE Z EDLEN §NVEH_STTE �EHLEN OX�VEH DN �� êÜ FVETTEN JNVEHVEDTV e
C S OX�VEH dJN�PQOV ³bH ¨ ELE FVETTE LSO ¤JTTZSPRYM SU ³bH STTE ÔEHVE _GN

Q
JNL

aZEHEPQNEV �EHLEN OGTT [ KbOOEN LDE cHIEZNDOOE ³bH LDE EDNdETNEN ¤GKZDNSVDGNEN DK
FXEDPQEH QDNVEHTEIV �EHLEN e C DEOEO IEOPQDEQV DN R çÞ ÞÜ î Úó îå [ EDNEH d�EDLDK ENODGNSY
TEN M SVHDÓ e §N LEH EZ EN³STTO d�EDLDK ENODGNSTEN M SVHDÓ R çÞ Þ#îÞçßïR [ LDE ZGGT �OPQEN
 �XO DOV [ � DHL _EHKEHRV [ GZ SN EDNdETNEN FVETTEN Z ED LEH �EHEPQNJNI LEO ¤JTTZSPRY
`ZOVSNLEO LEH fEHVEDTJNIEN ]EQTEH SJ³IEVHEVEN ODNL e ]bH LDEOE ¡SHSK EVEH � DHL LDE
�EHEPQNJNI NDPQV ³GHVIE³bQHV e
µJN �EHLEN LDE dJH `JO³bQHJNI ZEN\VDIVEN ¡SHSK EVEH _GN LEH ¤GKKSNLGdEDY

TE GLEH EDNEH c DNISZELSVED SZIE³HSIV ÈgEDTEN t�Y��É e ]bH LDE DN `ZZ e � er� XH�Y
OENVDEHVE `NST�OE �JHLEN ³GTIENLE ¡SHSK EVEH _EH�ENLEV º � êÜ �áÛé�
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e c DNE

`Z³HSIE LEH ¡SHSK EVEH _GN LEH ¤GKKSNLGdEDTE K SPQV LDE SJVGK SVDODEHVE `JO³bQY
HJNI LEO ¡HGIHSKK O K DV _EHOPQDELENEN F�VdEN _GN ¡SHSK EVEHN K\ITDPQ e
§K N�PQOVEN `ZOPQNDVV �EHLEN LDE §NVEH_STTIHENdEN ³bH LDE C DORHEVDODEHJNI LEO

CSVENZEHEDPQO SJO LEN CSVEN EHK DVVETV È�ªY r«�É e CEO ÔEDVEHEN � DHL LDE dJH �EY
HEPQNJNI LEO CHD³VO SJO LEH XSHSKEVHDODEHVEN CD×JODGN ZEN\VDIVE OVSVDGN�HE ¡C]
ZEHEPQNEV JNL DN EDNE CSVED IEOPQHDEZ EN e
µJN OGTTEN LEH ¼EDQE NSPQ LDE EDNdETNEN FVETTEN àÝ Ûä JNVEHOJPQV �EHLEN e CSdJ

�EHLEN dJN�PQOV LDE Z ELDNIVEN fEHVEDTJNIEN ³bH
x0 ∈ [xpos − DeltaGrob/2;xpos +

DeltaGrob/2]
SJO LEN CSVEN ZEOVDKKV Èrt«Y r¥�É e CSNN � DHL ³bH LDEOE FVETTE LSO

¤JTTZSPRYM SU ³bH STTE
(Q, a)

[ LDE JNVEHOJPQV �EHLEN OGTTEN [ Z EHEPQNEV º
gJN�PQOV � DHL [ K DV W DT³E LEO DN � eret EDNIE³bQHVEN fEH³SQHENO [ LEH CHD³V SJO

LEH `ZTEDVJNI LEO ¦GISHDVQKJO LEH OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNI ZEHEPQNEV Èrª¢Y�«sÉ e
CSNN �EHLEN LDE 6ZEHISNIO�SQHOPQEDNTDPQREDVEN ODKJTDEHV e CSdJ � DHL K DV W DTY
³E LEO gJ³STTOdSQ TENIENEHSVGHO EDN FVSHV�EHV àõ Ûäzßêì SJO LEK §NVEH_STT

[xpos −
DeltaGrob/2;xpos + DeltaGrob/2]

IE��QTV e ]bH LDEOEN � DHL LSNN LDE ¦SNIE_DNY
a TEDPQJNI bZEH LDE gEDV

τ
DNVEIHDEHV JNL LSO cHIEZNDO DN LDE fEHVEDTJNI yìåõ ë� yìå

EDNIEVHSIEN [ ³STTO EO d� DOPQEN LEN ³bH LDEOE fEHVEDTJNI SJO LEN CSVEN EÓVHSQDEHVEN
aHENdEN TDEIV e C DEOEO ¡HG PELEHE È� rsY��¢É � DHL NJN � DELEHQGTV [ Z DO

• EO REDNE FVETTEN K EQH IDZV [ SN LENEN LDE DK aEIENOSVd dJH EÓVEHNEN LDE ODKJY
TDEHVE fEHVEDTJNI _EHOPQ� DNLEV JNL K DNLEOVENO ó êìy åßáîåß §VEHSVDGNEN LJHPQY
IE³bQHV �GHLEN ODNL GLEH

• LDE `NdSQT LEH §VEHSVDGNEN ó îày åßáîåß bZEHOPQHEDVEV e
§K TEVdVEN ]STT � DHL LSO cHIEZNDO DN R çÞ Þé#îÞçßïR STO ³EQTEHQS³V _EHKEHRV e µJN
RSNN SJO LEN ZEDLEN Ñ ³EDNENÒ fEHVEDTJNIEN JNL LEH OVSVDGN�HEN ÔSQHOPQEDN TDPQREDVOY
LDPQVE LSO ¤JTTZSPRYM SU ³bH LDEOE FVETTE JNL LEN ¨ E�EDTDIEN FSVd _GN ¡SHSKEVEHN
ZEHEPQNEV �EHLEN È�¢«Y�¥rÉ e
`J³ LDEOE ÔEDOE �EHLEN EDNE `NdSQT FVETTEN [ LDE ITEDPQK �UDI bZEH LEN CSVENY

Z EHEDPQ _EHVEDTV ODNL [ SJOIE�EHVEV JNL LDE EDNdETNEN �EDVH�IE dJK ¤JTTZSPRYM SU
SLLDEHV e `N LEN FVETTEN [ ³bH LDE Z ED _GHIEIEZ ENLEH `NdSQT K SÓDK STEH §VEHSVDGNEN
LEH ¤JTTZSPRY`ZOVSNL LEH fEHVEDTJNIEN NDPQV EHK DVVETV �EHLEN RGNNVE [ � DHL OX�VEH
Z ED LEH `JOISZE LEH CSVEN DN EDNE CSVED LSO ¤JTTZSPRYM SU SJ³ LEN K SÓDKSTEN
RGHHERV Z EHEPQNEVEN `ZOVSNL IEOEVdV [ JK LDE OX�VEHE `JO�EHVJNI LEH CSVEN LJHPQ
¡HGIHSKKE � DE �" �Ý ÞÛå dJ EHTEDPQVEHN e
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`ZZDTLJNI � ert º ¡GVENVDST È� e�tÉ ³bH
ε = 0.25

[
B = 0.25
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ε = 0.25

[
B = 1

e

fGHVEDT LEO QDEH _EH�ENLEVEN fEH³SQHENO DOV [ LSOO ODPQ Z ED SRdEXVSZTEH ¼EPQENdEDV
LEH ¤JTTZSPRY`ZOVSNL SJPQ ³bH C D×JODGNEN [ LDE JNVEHQSTZ LEH ^XVDK STEN TDEIEN [ Z EY
HEPQNEN TSOOEN e C DE IEHDNIEHE aH\UE LEH FVDPQXHGZ E ³bH IH\UEHE C D×JODGNEN QSV [ �ENN
ó êìy åßáîåß NDPQV dJ IEHDNI IE��QTV � DHL [ REDNEN c DN¹JOO SJ³ LSO EHdDETVE ¼EOJTVSV e
CSO fEH³SQHEN DOV LSK DV ³bH LDE cHdEJIJNI _GN CSVEN ³bH LDE IHS÷OPQE `JO�EHVJNI
IEEDINEV e C DE ¼EPQENdEDV ³bH LDEOEO �EDOXDET Z EVHJI EV�S

16h
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MDV W DT³E LEO QDEH Z EOPQHDEZ ENEN fEH³SQHENO JNL EDNEH TEDPQV KGLD÷dDEHVEN NJKEY
HDOPQEN §KXTEK ENVDEHJNI �JHLE ³EHNEH EDN d�EDLDK ENODGNSTEO ¡HGZTEK JNVEHOJPQV [
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e

LSO DN LDE ¤ TSOOE LEH OGIENSNNVEN ¡GVENVDSTYF�OVEK E ³�TTV e Ô DH QSZEN DN ¤SXDVET
� IEOEQEN [ LSOO ODPQ LSO fGHIEQEN SJPQ ³bH LDEOE F�OVEK E EHQEZTDPQ _EHEDN³SPQEN
T�OOV JNL ³bH LDE ¼ERGNOVHJRVDGN LDE FV�HRE LEH C D×JODGN STO EDNdDIEH ³HEDEH ¡SHSY
K EVEH _EHZ TEDZV e �EOPQ�³VDIEN � DH JNO K DV LEK OVG PQSOVDOPQEN F�OVEK [ LSO _GN LEK
CHD³VY¡GVENVDST

V (x) = −ε

2
x2 +

1

4
x4 +

B − 1

2
x2

1x
2
2

È� e�tÉ
JNL LEH C D×JODGN

D
(2)
ij (x) = Qδij

È� e�� É
³bH

x ∈ R
2 IEZDTLEV � DHL e c O QSNLETV ODPQ JK EDN F�OVEK K DV SLLDVD_EK ¼SJOPQEN [

LSO OEDNE ÔJHdETN DN LEH  QEGHDE bZ EH LEH FETZOVGHISNDOSVDGN DN RGKXTEÓEN F�OVEKEN
ÕªÖ QSV e C DE c DIENOPQS³VEN LEO ¡GVENVDSTO JNL LSK DV LEH gJOVSNL LEO F�OVEK O Q�NIEN
_GN LEN ZEDLEN ¡SHSK EVEHN

ε
JNL

B
SZ e
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{ �7 �� º �35.33��� 1&3 K��&���� -3
MDV W DT³E LEO ¡GVENVDSTO [ LSO DPQ DN LDEOEK �EDOX DET dJH c HdEJIJNI K EDNEH CSVEN
_EH�ENLE [ T�OOV ODPQ â ßÞßÚ åêÛì DN RGKXTEÓEN F�OVEK EN _EHOVEQEN º FED EDN F�OVEK
³EHNSZ _GK VQEHKGL�NSK DOPQEN aTEDPQIE� DPQV [ LSO FVHJRVJHZ DTLJNI dEDIEN RSNN [
DN K EQHEHEN MGLEN SNIEHEIV e µSPQ LEH  QEGHDE _GN WSREN RGEÓDOVDEHEN LDEOE MGY
LEN dJN�PQOV Õª [ ¥Ö e c O IDZV SZ EH EDNEN RHDVDOPQEN cNEHIDE¹JOO [ GZ EHQSTZ LEOOEN ODPQ
OETZOVGHISNDODEHVE FVHJRVJHEN ZDTLEN R\NNEN e CEH 6ZEHISNI _GN EDNEK JNIEGHLNEVEN
dJ EDNEK OETZOVGHISNDODEHV IEGHLNEVEN F�OVEK T�OOV ODPQ DN LEH aEIENL LEO ¡QSOENY
bZEHISNIO LJHPQ LSO fEHQSTVEN _GN ^HLNJNIOXSHSK EVEHN ZEOPQHEDZ EN e
�EVHSPQVEN � DH NJN LDE C�NSK DR d�EDEH ^HLNJNIXSHSK EVEH [ LDE _EHOPQ DELENEN

MGLEN LEO F�OVEK O ENVOXHEPQEN R\NNEN [ dJN�PQOV STO bZ EHL�KX³VE �E�EIJNI GQNE
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`ZZDTLJNI � e�« º gEDVHEDQE §§§S º ^XVDK DEHJNI LEH C D×JODGN
Q
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C D×JODGN DK ¡GVENVDST È� e�tÉ e M DV W DT³E LEO ¡SHSK EVEHO
B
[ LEH K SUIEZTDPQ DOV ³bH

LDE FVHJRVJH LEO ¡GVENVDSTO [ RSNN LEH ¡QSOENbZEHISNI ZED LEH FVHJRVJHZDTLJNI NJN
ZEOPQHDEZ EN �EHLEN e »NVEHOJPQEN � DHL LSO ¡GVENVDST ³bH LHED JNVEHOPQDELTDPQE ÔEHVE
_GN

B
º

B = 0.25¨ CDEOEH ]STT DOV DN `ZZ e � ert LSHIEOVETTV e C DE M DNDK S LEO ¡GVENVDSTO DN LEN_DEH ØJSLHSNVEN TDEIEN ¨ E�EDTO SJ³ LEH Ô DNRETQSTZDEHENLEN e CSO F�OVEK � DHL [
SZQ�NIDI _GN LEH `N³SNIOZ ELDNIJNI [ DN EDNEO LDEOEH M DN DK S IEVHDEZ EN e C DE^HLNJNIOXSHSK EVEH RG EÓ DOVDEHEN DN LDEOEK OVSZDTEN ]DÓXJNRV LEO F�OVEK O [ EO
QEHHOPQV L�NSK DOPQEO aTEDPQIE� DPQV e C DE »HOSPQE ³bH LDE ¤GEÓ DOVENd TDEIV DN
LEH ÔEPQOET� DHRJNI LEH MGLEN [ � DE ODE SJO LEH RTSOODOPQEN  QEHKGL�NSK DR
ZERSNNV DOV e

B = 1.00¨ MDV �SPQOENLEK B
�EHLEN LDE M DNDK S ¹SPQEH [ ZDO ODPQ Z ED

B = 1
EDY
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NE OVSZDTE [ EDNLDK ENODGNSTE M SNNDI³STVDIREDV ZDTLEV È`ZZ e � er�É e C DEOEH ¡JNRV
K SHRDEHV LEN RHDVDOPQEN ¡JNRV LEO F�OVEK O e Ô bHLE EDNE OPQ�SPQE CD×JODGN
LSO F�OVEK VHEDZ EN [ OG R\NNVE LSO F�OVEK SJ³ LEK �GLEN LEO OGIENSNNVEN
ÑÔEDN¹SOPQENY¡GVENVDSTOÒ �SNLEHN JNL ODPQ ¨ ELEH gJOVSNL EDNOVETTEN e

B = 4.00¨ ]bH �EDVEH OVEDIENLE B
OEVdV NJN FETERVDGN EDN [ EO ENVOVEQEN _DEH NEJE

M DNDK S SJ³ LEN ZEDLEN `PQOEN È`ZZ e � er�É e `ZQ�NIDI _GN LEH `N³SNIOZ ELDNY
IJNI � DHL LSO F�OVEK NJN DN EDN M DNDKJK LEO ¡GVENVDSTO IEVHDEZ EN [ DN LEK
EDN ^HLNJNIOXSHSK EVEH _EHOPQ� DNLEV e CEH _EHZTEDZ ENLE ^HLNJNIOXSHSK EVEH
Z EOVDKKV LDE FVHJRVJH LEO F�OVEK O e

M DV W DT³E LDEOEO ]GHK STDOKJO TSOOEN ODPQ _DETE �EDOX DETE SJO LEK �EHEDPQ LEH F�NY
EHIEVDR [ DN LENEN OETZOVGHISN DODEHVE FVHJRVJHZDTLJNI SJ³VHDVV [ _EHOVEQEN e
gJK  EOV LEH ¤JTTZSPRYM DNDK DEHJNI DN d�ED C DK ENODGNEN � DH LSO ¡GVENVDST È� e�tÉ
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−0.04

�´JDLDOVSNV DK `ZOVSNL _GN
0.002

e

K DV
ε = 0.25

³bH _EHOPQDELENE ÔEHVE LEO ¡SHSK EVEHO
B
JNVEHOJPQV e C DE C D×JODGN

� DHL ¨ E�EDTO OG EDNIEOVETTV [ LSOO LDE OVSVDGN�HE fEHVEDTJNI QDNHEDPQENL OPQNETT JNSZYQ�NIDI _GN LEH `N³SNIOZ ELDNIJNI � DHL e FDE DOV STOG DN ¨ ELEK ]STT OVSHR IENJI [ JK
LSO F�OVEK SJO LEN M DNDK S LEO CHD³VY¡GVENVDSTO dJ VHEDZ EN e
]bH ³G TIENLE ¡SHSK EVEH �JHLEN dJH OX�VEHEN `NST�OE CSVEN ODKJTDEHV º
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Q = 0.005
e C DE W\QENTDN DEN OVSHVEN ZED −0.0374

JNL QSZEN LEN `ZY
OVSNL

0.0015
e c O ODNL RTEDNE `Z�EDPQJNIEN _GK HGVSVDGNOO�KKEVHDOPQEN gJOVSNL

K DV
B = 1
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Q = 0.05
e C DE OVSZDTEN ]DÓXJNRVE LEH C�NSK DR TDEIEN NJN SJ³

LEN ZEDLEN `PQOEN e

CSZED �JHLEN ¨ E�EDTO gEDVHEDQEN K DV
5 ·106 CSVENXJNRVEN JNL EDNEK gEDVDNRHEK ENV_GN

τ = 0.1
EHdEJIV [ LDE DNVEHNE `J¹\OJNI ZED LEH FDKJTSVDGN LEH CSVEN TSI JK

EDNEN ]SRVGH
100

Q\QEH e
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`J³IHJNL LEH HEOGJHPENOPQGNENLEN FVHJRVJH JNL FXEDPQEHNJVdJNI LEO DK TEVdVEN
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¡GVENVDST [ EZ EN³STTO SJO LEN CSVEN IE�GNNEN e C DE W\QENTDN DEN TDEIEN SJOIEQENL _GN
−0.385

�´JDLDOVSNV DK `ZOVSNL _GN
0.004

e

ÔEDVEHEO K\ITDPQ e C DE C D×JODGN �JHLE LSNN STO

D
(2)
ij (x|Q) = Qδij

È� e��É
XSHSKEVHDODEHV JNL LSO ¤JTTZSPRYM SU STO ]JNRVDGN _GN

Q
¨ E�EDTO Z EHEPQNEV e M DVW DT³E _GN È� er�É R\NNEN ³bH LSO GXVDK STE

Q
CHD³VXGVENVDST JNL CHD³V HERGNOVHJDEHV

�EHLEN e

{ �7 �0 ¸��-93& 1&, %&��,&�(&
CDE ZEHEPQNEVEN ¤JTTZSPRY`ZOV�NLE STO ]JNRVDGN LEH C D×JODGNOOV�HRE

Q
³bH LDE LHED

_EHOPQDELENEN CSVENO�VdE ODNL DN LEN `ZZDTLJNIEN � e�« ZDO � e�� SJ³IEVHSIEN e ` TTEN
LHED aHSXQEN DOV LSO M DNDKJK EDNLEJVDI dJ ENVNEQK EN [ EO �EHLEN ¨ E�EDTO LDE dJHF�NVQEVDODEHJNI LEH CSVEN _EH�ENLEVEN C D×JODGNEN HEXHGLJdDEHV e C DE ¼EPQENdEDV
XHG `NST�OE Z EVHJI ³bH LDEOE ØJSTDV�V LEH ¤JH_EN PS e

20h
e C SO fEH³SQHEN RGN_EHIDEHV

STTEHLDNIO OPQGN NSPQ OEQH RJHdEH gEDV JNL TDE³EHV OPQGN dJ �EIDNN EDN ´JSNVDVSVD_
_EH�EHVZSHEO cHIEZNDO e
»K LEN µJVdEN LEH QDEH SNIE�ENLEVEN MEVQGLE dJ _EHLEJVTDPQEN [ ODNL SJO LEN

CSVEN K DV W DT³E LEH OVSVDGN�HEN fEHVEDTJNI ³bH LSO GXVDK STE
Q
LEH CHD³V Zd� e LSO

¡GVENVDST LEO CHD³VO Z EHEPQNEV �GHLEN [ LDEOE TSOOEN ODPQ IHS÷OPQ SJO�EHVEN e C DEOE
aHS÷REN TSOOEN EDNE `NST�OE LEO LEVEHK DNDOVDOPQEN `NVEDTO LEH C�NSK DR LEO F�OVEK O
dJ e `J³ LDE LHED ]�TTE IEQE DPQ LEO�EIEN QDEH RJHd EDN º

• Ä�������� ¾¾¾� ¨ §N `ZZ e � e�t DOV LEH CHD³V [ LEK LDE C�NSK DR JNVEHTDEIV [ ³bH
EDNEN ØJSLHSNVEN ORDddDEHV e C DE Z EDLEN DN OVSZDTEN ]DÓXJNRVE SJ³ LEN `PQOEN
OG� DE LEH OVSZDTE SJ³ LEH Ô DNRETQSTZ DEHENLEN ODNL LEJVTDPQ dJ EHRENNEN e §K
¡GVENVDST LEO CHD³VEO È`ZZ e � e��É T�OOV ODPQ ³EHNEH LEH DNOVSZDTE ] DÓXJNRV DK
»HOXHJNI DLENVD÷dDEHEN [ ³bH IHGUE |x| �DHL EDN EDN OVSHR HEXJTOD_EH CHD³V LEJVYTDPQ e C DE _DEH OVSZDTEN ¡JNRVE ODNL SJPQ DN LEH IEIT�VVEVEN ¦SNIdEDVLSHOVETTJNI
LEH gEDVHEDQE DN `ZZ e � er¥ dJ OEQEN e M DV W DT³E LEO CHD³VY¡GVENVDSTO T�OOV ODPQ
NJN SJPQ LDE ¤GXXTJNI LEH Z EDLEN fSHDSZTEN _EHOVEQEN e
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• Ä�������� ¾¾¾· ¨ CSO F�OVEK ZE÷NLEV ODPQ QDEH NSQE LEK OGIENSNNVEN
ÑÔEDN¹SOPQENYgJOVSNLÒ [ LEH HGVSVDGNOO�KKEVHDOPQ DOV e CEH EDNdDIE LEJVTDPQE
]DÓXJNRV DOV DNOVSZDT JNL TDEIV DK »HOXHJNI e �ED IENSJEH �EVHSPQVJNI LEO DN
`ZZ e � e�� LSHIEOVETTVEN ¡GVENVDSTO T�OOV ODPQ SZEH LDE TEDPQVE `O�KKEVHDE DK
F�OVEK EHRENNEN [ LDE ODPQ DN _DEH OPQ�SPQEN [ SVVHSRVD_EN ]DÓXJNRVEN SJ³ LEN
Ô DNRETQSTZDEHENLEN �JUEHV e c O DOV LEOQSTZ EDNLEJVDI [ LSOO LSO QDEH JNVEHOJPQVE
F�OVEK dJ EDNEK

B < 1
È_EH�ENLEV �JHLE º

B = 0.96
É IEQ\HV JNL ODPQ LSK DV

NG PQ JNVEHQSTZ LEO RHDVDOPQEN ¡JNRVEO Z E÷NLEV e
• Ä�������� ¾¾¾� ¨ �ED LDEOEH ¤GN÷IJHSVDGN LEO F�OVEK O ODNL LDE »K OV�NLE LEYNEN LEH CSVEN §§§S ENVIEIENIEOEVdV º CEVEHK DNDOVDOPQ � DHL LSO F�OVEK dJ LEN
OVSZ DTEN ¡JNRVEN SJ³ LEN `PQOEN QDN IEVHDEZEN e CHD³V È`ZZ e � e�¢É JNL ¡GVENY
VDST È`ZZ e � e�¥É Z EOV�VDIEN LDE DN `ZOPQNDVV � e� er KGVD_DEHVEN cH�SHVJNIEN e

Ô DH OEQEN STOG [ LSOO DN LEN LHED QDEH JNVEHOJPQVEN ]�TTEN LDE M DNDK DEHJNI LEO
¤JTTZSPRY`ZOVSNLEO EDNLEJVDI LJHPQdJ³bQHEN DOV JNL EDNE LEVSDTTDEHVE `NST�OE LEH
C�NSK DR LEO F�OVEK O EHK\ITDPQV e
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cO DOV LEJVTDPQ [ LSOO LDE `NST�OE _GN CSVEN OVG PQSOVDOPQEH ¡ HGdEOOE DN _DETEN �EHEDY
PQEN LEH µSVJHY [ SZ EH SJPQ SNLEHEH Ô DOOENOPQS³VEN EDNE � DPQVDIE ¼GTTE OXDETV [ �EDT
OVG PQSOVDOPQE CD×EHENVDSTI TEDPQJNIEN LDE dEDVTDPQE cNV� DPRTJNI _GN ^HLNJNIOXSHSY
K EVEHN RGKXTEÓEH F�OVEK E ZEOPQHEDZ EN e C DE aHJNLTSIE LDEOEH `HZEDV ZDTLEV EDN fEHY
³SQHEN dJH FPQ�VdJNI _GN CHD³VY JNL C D×JODGNO³JNRVDGNEN SJO Z ELDNIVEN MGKENVEN [
LDE DK aHENdbZEHISNI RTEDNEH gEDVDNRHEK ENVE SJOdJ�EHVEN ODNL e FVETT_EHVHEVENL ³bH
LDE CJHPQ³bQHJNI LDEOEO fEH³SQHENO ODNL LHED �EDOXDETE SJO _EHOPQDELENEN �EHEDPQEN
QEHSJOIEIHD×EN e
§K ¼SQKEN LDEOEH `HZEDV ODNL dJN�PQOV LDE ]EQTEH DN CHD³V JNL C D×JODGN [ LDE ODPQ

Z ED LDEOEH M EVQGLE EHIEZ EN [ dJOSKKENIEOVETTV JNL DK EDNdETNEN JNVEHOJPQV e µEZEN
EDNEH C DORHEVDODEHJNI LEH gEDV KJOO Z ED EDNEH ENLTDPQEN M ENIE SN CSVEN SJPQ LEH
^HVOHSJK DN OGIENSNNVE � DNO JNVEHVEDTV �EHLEN e c O OVETTV ODPQ QEHSJO [ LSOO Z EDLE
C DORHEVDODEHJNIEN RHDVDOPQ ODNL º FG�GQT Z ED dJ RTEDN STO SJPQ ZED dJ IHGU IE��QTVEN
§NRHEK ENVEN VHEVEN DN LEN FPQ�VdJNIEN ³bH CHD³VY JNL C D×JODGNO³JNRVDGNEN `Z�EDY
PQJNIEN SJ³ e c O KJOO NSPQ EDNEK FSVd _GN §NRHEK ENVEN IEOJPQV �EHLEN [ ³bH LEN
LDEOE OG RTEDN �EHLEN � DE K\ITDPQ e
c O DOV Z ERSNNV [ LSOO LDE `N�ENLJNI LDEOEH M EVQGLE ³EHNEH SJ³ CSVEN K DV NDPQV

_EHOPQ� DNLENLEK MEOOHSJOPQEN NDPQV K\ITDPQ DOV e §N gJOSKKENSHZ EDV K DV ]HSNR
�\VVPQEH DOV LEH c DN¹JOO LDEOEO ¼SJOPQENO SJ³ LDE Z ELDNIVEN MGKENVE JNVEHOJPQV
�GHLEN e c O EHIDZV ODPQ EDN KGLD÷dDEHVEO fEH³SQHEN [ K DV W DT³E LEOOEN ODPQ EDN³SPQE
OVG PQSOVDOPQE ¡HGdEOOE OETZOV Z ED OVSHREK MEOOHSJOPQEN PQSHSRVEHDODEHEN TSOOEN e
gENVHST OGTT SZ EH ¤SXDVET � LEH _GHTDEIENLEN `HZEDV OEDN º W DEH � DHL EDN STTIEK EDNEO

fEH³SQHEN dJH ´JSNVDVSVD_EN aE� DNNJNI _GN CHD³VY JNL CD×JODGNO³JNRVDGNEN _GHIEY
OVETTV [ LSO SJ³ LEH �E�EHVJNI _GN g�EDXJNRVYfEHZJNL�SQHOPQEDN TDPQREDVEN Z EHJQV
JNL SJ³ EDNEH ¡SHSK EVHDODEHJNI _GN CHD³V JNL CD×JODGN SJ³ �SODO LEH FPQ�VdJNI ³bH
ENLTDPQE FSKXTDNIHSVEN SJ³ZSJV e C DE ^XVDK DEHJNI LEH ¡SHSK EVEH T�OOV ODPQ LJHPQ
M DNDK DEHJNI LEO ¤JTTZSPRY`ZOVSNLEO d� DOPQEN LEH SJO LEN CSVEN IE�GNNENEN JNL
LEH LJHPQ LDE ¡SHSK EVEH ³EOVIETEIVEN fEHVEDTJNIEN DVEHSVD_ LJHPQ³bQHEN e C DEOEO fEHY
³SQHEN TEDLEV NDPQV JNVEH LEN ¡HGZTEK EN [ LDE ³bH LDE FPQ�VdJNIEN SJO LEN MGKENVEN
G×ENODPQVTDPQ IE�GHLEN ODNL e §NOZ EOGNLEHE RSNN EO ³bH ENLTDPQE FSKXTDNI³HE´JENdEN
LJHPQIE³bQHV �EHLEN e
C DE NJKEHDOPQE »K OEVdJNI LEH ¤JTTZSPRYM DNDK DEHJNI DOV SNQSNL LHEDEH �EDOXDEY

TE EHT�JVEHV e CSZED �EHLEN d�ED EDNLDK ENODGNSTE F�OVEKE K DV SLLDVD_EK JNL KJTY
VDX TDRSVD_EK ¼SJOPQEN OG� DE EDN d�EDLDK ENDGNSTEO F�OVEK [ LSO DN LDE ¤ TSOOE LEH
OGIENSNNVEN ¡GVENVDSTYF�OVEK E ³�TTV [ LDORJVDEHV e §N STTEN ]�TTEN IETDNIV LDE ¼ERGNY
OVHJRVDGN LEH C�NSK DR LEH F�OVEK E e

¢s
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`N LDEOEH FVETTE � DHL EHT�JVEHV [ � DE LDE XSHVDETTE §NVEIHSVDGN [ LDE ³bH LDE cNV� DPRTJNI
LEH MGKENVE ³bH ENLTDPQEO gEDVDNRHEK ENV K EQH³SPQ ZEN\VDIV � DHL [ LJHPQdJ³bQHEN
DOV e »K LSO ¡HDNdDX LEH §NVEIHSVDGN _GN ¡HGLJRVEN [ DN LENEN `ZTEDVJNIEN _GN

δ
Y

]JNRVDGNEN SJ³VSJPQEN [ XHDNdDXDETT dJ _EHLEJVTDPQEN [ � DHL NJN LDE �EHEPQNJNI LEO
FJKKSNLEN Èt er«PÉ LEH cNV� DPRTJNI LEO � e MGKENVEO [

τ2

2

∫

dx (x − x0)
2
L̂2δ(x − x0) ,

LJHPQIE³bQHV e
�ED LEH §NVEIHSVDGN KbOOEN LDE LDOVHDZJVDGNETTEN c DIENOPQS³VEN _GN

δ(x)
ZESPQVEV

�EHLEN e c DNE ]JNRVDGN [ LDE ³bH STTE OVEVDIEN ]JNRVDGNEN
f

∫

dx f(x)δ(x) = f(0)
È` erÉ

EH³bTTV [ QEDUV
δ
Y]JNRVDGN e c O ³GTIV OG³GHV º

∫

dx f(x)δ(x − x0) = f(x0) .
È` e�É

δ(x)
DOV REDNE ]JNRVDGN DK EDIENVTDPQEN FDNNE [ OGNLEHN EDNE � êäåáêéçåêÛì e c DNE K\IY

TDPQE CSHOVETTJNI DOV LEH aHENd�EHV EDNEH Z ETDEZDI OPQK STEN [ SJ³
1
NGHK DEHVEN aSJUY

_EHVEDTJNI º
δ(x) = lim

α→∞

√

α

π
exp

[

−αx2
] È` etÉ

δ(x)
LD_EHIDEHV SN LEH FVETTE

0
JNL DOV NJH DK FDNNE _GN È` erÉ LE÷NDEHV e ]bH LDE

�EHEPQNJNI _GN §NVEIHSTEN [ LDE `ZTEDVJNIEN _GN
δ(x)

ENVQSTVEN [ T�OOV ODPQ ¨ ELG PQ
SJONJVdEN [ LSOO dn

dxn δ(x)
³bH

x 6= 0
³bH Z ETDEZDIE

n
_EHOPQ� DNLEV e CEO�EIEN TSOOEN

ODPQ `ZTEDVJNIEN K DV W DT³E XSHVDETTEH §NVEIHSVDGN SJ³ LDE SNLEHEN ]JNRVDGNEN DK
§NVEIHSNLEN bZEHVHSIEN º

∞
∫

−∞

dx f(x)
d

dx
δ(x) = f(x)δ(x)|x=∞

x=−∞ −
∞
∫

−∞

dx

[

d

dx
f(x)

]

δ(x)
È` e�SÉ

= −
∞
∫

−∞

dx

[

d

dx
f(x)

]

δ(x)
È` e�ZÉ

¥r
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CEH EHOVE FJKKSNL DN È` e�SÉ ³�TTV QEHSJO [ �EDT
δ
OPQNETTEH _EHOPQ� DNLEV STO

f
e C DEOEO

fEHQSTVEN � DHL NJN KEQH³SPQ SJOIENJVdV e
aEQEN � DH NJN DN LEH ¼EDQEN³GTIE _GH [ DN LEH LDE FJKKSNLEN _GN

L̂2 DN Èt e�SÉSJ³VHEVEN [ JNL ZEHEPQNEN LDE _DEH §NVEIHSTE LEH ¼EDQE NSPQ e `N LEH K DV
?
IERENNY

dEDPQNEVEN FVETTE � DHL dJK cNLE LEH ¼EPQNJNIEN QDN ¨ E�EDO LDE DN ¤SXDVET t SZYRbHdENL EDNIE³bQHVE µGVSVDGN EDNIEOEVdV e �EIDNNEN � DH K DV LEK §NVEIHST bZ EH LEN
EHOVEN FJKKSNLEN LEO C D×EHENVDSTGX EHSVGHO º

τ2

2

∫

dx (x − x0)
2 ∂

∂x
D(1)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)δ(x − x0)

=
τ2

2
(x − x0)

2
D(1)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)δ(x − x0)

∣

∣

∣

∣

x=∞

x=−∞

−τ2

2

∫

dx D(1)(x, t)

[

∂

∂x
(x − x0)

2

]

∂

∂x
D(1)(x, t)δ(x − x0)

= 0 − τ2

2

∫

dx 2D(1)(x, t) (x − x0)
∂

∂x
D(1)(x, t)δ(x − x0)

= −τ2D(1)(x, t) (x − x0) D(1)(x, t)δ(x − x0)
∣

∣

∣

x=∞

x=−∞

+τ2

∫

dx D(1)(x, t)

[

∂

∂x
D(1)(x, t) (x − x0)

]

δ(x − x0)

= −0 + τ2

∫

dx D(1)(x, t)

[

∂

∂x
D(1)(x, t)

]

(x − x0) δ(x − x0)

+τ2

∫

dx D(1)(x, t)D(1)(x, t)

[

∂

∂x
(x − x0)

]

δ(x − x0)

§N LEN §NVEIHSTEN [ LDE NJN _EHZ TDEZ EN ODNL [ VSJPQEN REDNE `ZTEDVJNIEN LEH
δ
Y]JNRVDGN

K EQH SJ³ [ ODE R\NNEN LEOQSTZ SJOIE�EHVEV �EHLEN e CEH EHOVE FJKKSNL _EHOPQ� DNLEV [
�EDT LEH §NVEIHSNL NSPQ `JO�EHVJNI LEH

δ
Y]JNRVDGN ³bH LDE FVETTE

x = x0
ZEVHSPQVEV

�EHLEN KJOO e c O EHIDZV ODPQ STOG OPQTDEUTDPQ º

. . . = τ2D(1)(x0, t)D
(1)(x0, t)

?
= τ2D(1)D(1) È` e�É

cZENOG IEQE DPQ Z ED LEH �EHEPQNJNI LEO d�EDVEN §NVEIHSTO _GH º

−τ2

2

∫

dx (x − x0)
2 ∂

∂x
D(1)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)δ(x − x0)

= −τ2

2
(x − x0)

2
D(1)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)δ(x − x0)

∣

∣

∣

∣

x=∞

x=−∞

+
τ2

2

∫

dx D(1)(x, t)

[

∂

∂x
(x − x0)

2

]

∂2

∂x2
D(2)(x, t)δ(x − x0)

= −0 + τ2

∫

dx D(1)(x, t) (x − x0)
∂2

∂x2
D(2)(x, t)δ(x − x0)

= τ2D(1)(x, t) (x − x0)
∂

∂x
D(2)(x, t)δ(x − x0)

∣

∣

∣

∣

x=∞

x=−∞

−τ2

∫

dx

[

∂

∂x
D(1)(x, t) (x − x0)

]

∂

∂x
D(2)(x, t)δ(x − x0)

= 0 − τ2

∫

dx

[

∂

∂x
D(1)(x, t)

]

(x − x0)
∂

∂x
D(2)(x, t)δ(x − x0)

−τ2

∫

dx D(1)(x, t)

[

∂

∂x
(x − x0)

]

∂

∂x
D(2)(x, t)δ(x − x0)
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= τ2

∫

dx D(2)(x, t)

{

∂

∂x

[

∂

∂x
D(1)(x, t)

]

(x − x0)

}

δ(x − x0)

+τ2

∫

dx D(2)(x, t)

[

∂

∂x
D(1)(x, t)

]

δ(x − x0)

= τ2

∫

dx D(2)(x, t)

[

∂2

∂x2
D(1)(x, t)

]

(x − x0) δ(x − x0)

+τ2

∫

dx D(2)(x, t)

[

∂

∂x
D(1)(x, t)

] [

∂

∂x
(x − x0)

]

δ(x − x0)

+τ2

∫

dx D(2)(x, t)

[

∂

∂x
D(1)(x, t)

]

δ(x − x0)

= 0 + τ22D(2)(x0, t)
∂

∂x0
D(1)(x0, t)

?
= 2τ2D(2)D(1)

x

È` e¢É
]bH LEN LHDVVEN FJKKSNLEN _GN Èt e�SÉ DOV ³GTIENLEN §NVEIHST SJOdJ�EHVEN º

−τ2

2

∫

dx (x − x0)
2 ∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)δ(x − x0)

= +
τ2

2

∫

dx

[

∂

∂x
(x − x0)

2

]

∂

∂x
D(2)(x, t)

∂

∂x
D(1)(x, t)δ(x − x0)

= −τ2

∫

dx D(2)(x, t)

[

∂

∂x
(x − x0)

]

∂

∂x
D(1)(x, t)δ(x − x0)

= +τ2

∫

dx D(1)(x, t)

[

∂

∂x
D(2)(x, t)

]

δ(x − x0)

= τ2D(1)(x0, t)
∂

∂x0
D(2)(x0, t)

?
= τ2D(1)D(2)

x

È` e¥É
C DE �EHEPQNJNI LEO _DEHVEN §NVEIHSTO OPQTDEUTDPQ JNVEHOPQEDLEV ODPQ NJH JN�EOENVTDPQ
_GN LEH LEO LHDVVEN º

τ2

2

∫

dx (x − x0)
2 ∂2

∂x2
D(2)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)δ(x − x0)

= −τ2

2

∫

dx

[

∂

∂x
(x − x0)

2

]

∂

∂x
D(2)(x, t)

∂2

∂x2
D(2)(x, t)δ(x − x0)

= +τ2

∫

dx D(2)(x, t)

[

∂

∂x
(x − x0)

]

∂2

∂x2
D(1)(x, t)δ(x − x0)

= +τ2

∫

dx D(2)(x, t)

[

∂2

∂x2
D(2)(x, t)

]

δ(x − x0)

= τ2D(2)(x0, t)
∂2

∂x2
0

D(2)(x0, t)
?
= τ2D(2)D

(2)
x2

È` eªÉ
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D
(1)
E (x0,∆x) ≈

x0+∆x/2
∫

x0−∆x/2

dx D(1)(x)f(x)

x0+∆x/2
∫

x0−∆x/2

dx f(x)

È` esÉ

K DV LEN DN `ZOPQNDVV t et EDNIE³bQHVEN CHD³VY JNL CD×JODGNO³JNRVDGNEN e c O DOV NJN º

(A.9) ≈ [∆xf(x0)]
−1

√

γ

2πQ

x0+∆x/2
∫

x0−∆x/2

dx (−γ)xe−
γ

2Q
(x)2 È` er«SÉ

= −
[

∆xe−
γ

2Q
(x0)

2
]−1

γ

x0+∆x/2
∫

x0−∆x/2

dx xe−
γ

2Q
(x)2 È` er«Z É

= −
[

∆xe−
γ

2Q
(x0)

2
]−1 γ

2

(x0+∆x/2)2
∫

(x0−∆x/2)2

dy e−
γ

2Q
y È` er«PÉ

= −
[

∆xe−
γ

2Q
(x0)

2
]−1 γ

2

[

−2Q

γ
e−

γ
2Q

y

]y=(x0+∆x/2)2

y=(x0−∆x/2)2

È` er«LÉ

=
[

∆xe−
γ

2Q
(x0)

2
]−1

Q
[

e−
γ

2Q (x0+
∆x
2 )

2

− e−
γ

2Q (x0−
∆x
2 )

2] È` er«EÉ

=
[

∆xe−
γ

2Q
(x0)

2
]−1

2Qe
− γ

2Q

n

x2
0+(∆x

2 )
2

o

sinh

(

− γ

Q
x0

∆x

2

) È` er«³ É

=
2

∆x
Qe−

γ
2Q (∆x

2 )
2

sinh

(

− γ

Q
x0

∆x

2

) È` er«I É
]bH EDNE »NVEHOJPQJNI LEH ¤GN_EHIENd ³bH RTEDNE

∆x
DOV EDNE cNV� DPRTJNI LEH ]JNRY

VDGNEN DK g�QTEH NSPQ LEHEN `HIJKENV QDT³HEDPQ e FEDEN NJN
∆x ¿ 1

JNL
x0∆x ¿ 1

e
FEVdEN � DH LSNN

ez ≈ 1 +

k0
∑

k=1

(z)
k

k!
+ O(zk0+1)

È` errSÉ

sinh(z) ≈
k0
∑

k=0

(z)
2k+1

(2k + 1)!
+ O(z2k0+3) ,

È` errZ É

OG TDE³EHV EDNE cNV� DPRTJNI JNOEHEO M DVVET�EHVEO ³bH
D(1) NSPQ ¡GVENdEN _GN ∆x

º

D
(1)
E (x0,∆x) ≈ −γx0 +

[

γ2x0

2Q
− (γx0)

3

6Q2

]

(

∆x

2

)2

+ O(∆x4)
È` er�É
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