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Die Sorge um die Menschen und ihr Schicksal muf stets das Hauptinter-
esse allen technischen Strebens bilden, die grofsen ungeldsten Fragen der
Organisation von Arbeit und der Giiterverteilung, damit die Erzeugnisse
unseres Geistes dem Menschengeschlecht zum Segen gereichen und nicht
zum Fluche. Vergefit dies nie {iber Euren Zeichnungen und Gleichungen.

ALBERT EINSTEIN, Februar 1931
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Einleitung

Mitte des 19. Jahrhunderts schien das Ende der grundlegenden Naturwissenschaften
aus Sicht mancher Forscher schon fast besiegelt. Es herrschte die Ansicht, dass
die aus heutiger Sicht , klassische Physik* die Natur hinreichend genau beschrieb.
Die Erkldrung einiger aus Experimenten bekannter Ergebnisse wollte jedoch nicht
gelingen.

Wenige Jahre spéter dnderte sich vieles: Planck und Einstein begriindeten mit der
Beschreibung der Hohlraumstrahlung [1] und der Erklidrung des lichtelektrischen
Effektes [2] die Quantenphysik. Mit der Erkenntnis, dass zum Versténdnis der offen
gebliebenen Fragen ein vollkommen neuer Formalismus benétigt wurde, der das
klassische Bild in sich zusammenbrechen lieff, taten sich eine grofe Anzahl neuer
Fragen auf. Sollte der so anschauliche, vollkommene Determinismus einem Modell
weichen miissen, das auf den kleinsten Lingenskalen nur , Wahrscheinlichkeiten
kennt? Die Frage nach der Existenz kleinster Einheiten hatte Philosophen schon seit
jeher beschiftigt und es bestand bis zu diesem Zeitpunkt weitgehend die Vorstellung,
dass jeder physikalischen Prozess vollkommen kontinuierlich ablaufen miisse, wie
man es von makroskopischen Prozessen gewohnt war. Nun zeigte sich, dass sich
manche Phinomene nur erkliren liefen, wenn man mutig genug war, eine solche
Ansicht zu verwerfen.

Durch Einfiihrung eines neuen Konzepts hat sich auch das Verstandnis komplezer
Systeme verdndert. Komplexe System treten in der Natur — in allen Disziplinen der
Wissenschaften — auf und sind charakterisiert durch die hohe Anzahl an Freiheits-
graden, die ihren Ursprung in der hohen Anzahl gekoppelter Untersysteme hat. So
kann man z.B. turbulente Strémung [3], Transportprozesse granularer Materie [4],
okonomische Prozesse [5] sowie fast alle Prozesse, die sich im menschlichen Korper
abspielen [6], als ,komplex“ bezeichnen. Prinzipiell ist eine Losung der Entwick-
lungsgleichungen der einzelnen Freiheitsgrade in einigen Fallen moglich. Auf der
anderen Seite ist man iiblicherweise mit zwei Problemen konfrontiert: Die genauen
Anfangsbedingungen sowie die mikroskopischen Wechselwirkungen sind im Allge-
meinen nicht hinreichend genau bekannt.

Findet ein Energie-Fluss durch das System statt, handelt es sich also um ein Sys-
tem fernab vom thermodynamischen Gleichgewicht, so konnen Effekte der Struk-
turbildung und Selbstorganisation auftreten. In diesem Fall zeigt das Kollektiv der
einzelnen, gekoppelten Systeme ein Verhalten, das auf mikroskopischer Ebene — im
isolierten Zustand — nicht zu vermuten wire. H. Haken hat fiir das Versténdnis die-
ses Phaseniibergangs in den 60er Jahren das Konzept der Ordnungsparameter [7]
eingefiihrt: In der Nahe von Instabilitdten kann man die Freiheitsgrade des Systems
in Moden entwickeln, von denen einige instabil, die meisten aber stabil sind. Stabile
Moden folgen — so fand Haken heraus — den instabilen Moden sehr schnell, sie wer-
den wversklavt. Man kann daher die instabilen Moden als Ordnungsparameter des
Systems betrachten und die stabilen Moden adiabatisch aus den Bewegungsgleichun-
gen eleminieren. Die Dynamik eines komplexen Systems wird — auf makroskopischer
Ebene und endlichen Zeitskalen — nun durch die Dynamik einiger weniger Ordnungs-
parameter vollstdndig beschrieben. Die mikroskopischen Freiheitsgrade des Systems
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2 Einleitung

tauchen in diesen Bewegungsgleichungen in Form von Fluktuationskriften auf. Da-
her handelt es sich um stochastische Differentialgleichungen. Weil das Konzept, das
ich hier kurz umrissen habe, so umfassend ist und sich die Anwendung iiber die Phy-
sik hinaus auch auf die anderen Naturwissenschaften bis hin zu Medizin, Soziologie
und Okonomie erstreckt, spielt die Analyse stochastischer Prozesse eine wichtige
Rolle.

Durch Einfiihrung und Weiterentwicklung von Computern haben sich die zur
Verfiigung stehenden Mittel in den letzten Jahrzehnten verdndert; die Moglichkei-
ten, die der Wissenschaft dadurch zur Verfiigung stehen, werden stets erweitert.
Mittlerweile erstreckt sich der Anwendungsbereich neben der Durchfiihrung auf-
wandiger Berechnungen auch auf die Datenerfassung. Es ist somit moglich, grofie
Datenmengen zu erheben und zu bearbeiten. Welchen Einfluss hat das auf die Ana-
lyse komplexer Systeme? Es ist zu vermuten, dass die Losung der mikroskopischen
Bewegungsgleichungen fiir reale Systeme (mit ~ 10?3 Teilchen) auch in Zukunft
nicht mdéglich sein wird. Wir konnen aber nach den Ordnungsparametern komple-
xer Systeme suchen und diese studieren. Dann ist es das Ziel, die Dynamik der
Ordnungsparameter aus den Daten zu extrahieren und zu verstehen [8].

Es existiert eine Vielzahl von Verfahren, die einen Riickschluss von gemessenen
Daten auf die Dynamik erlauben und sich im Aufwand der Durchfiithrung und in den
Anforderungen an die Daten stark voneinander unterscheiden. Vor einigen Jahren
ist von Friedrich et al. gezeigt worden, dass sich bei sogenannten Markow-Prozessen,
die sich durch die Angabe von Drift- und Diffusionsfunktionen beschreiben lassen,
die Dynamik mit Hilfe eines einfachen Verfahrens direkt — d.h. ohne dass im Voraus
Annahmen iiber die Struktur der Funktionen gemacht werden miissen — aus den
Daten gewinnen lasst [9]. Es ist bekannt, dass diese Methode nur eingeschrankt
funktioniert, wenn die Abtastrate der Daten, die analysiert werden sollen, nicht hoch
genug ist. Wie in diesem Fall vorzugehen ist, wird seitdem diskutiert [10, 11, 12].
Diese Diskussion bildet den Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit.

Nach einer kurzen Einfithrung in die mathematischen Grundlagen wird in Ka-
pitel 2 das Verfahren zur direkten Schéitzung von Drift- und Diffusionsfunktionen
vorgestellt. Anhand einiger Beispiele werden Anwendungsgebiete solcher Methoden
demonstiert. Im darauf folgenden Kapitel werden Probleme, die bei der Schitzung
der Funktionen auftreten, wie z.B. die bei niedrigen Samplingfrequenzen auftreten-
den Abweichungen, diskutiert. Ferner wird untersucht, wie sich bei der Messung der
Daten entstandenes Rauschen auf die Ergebnisse auswirkt. Weil das urspriingliche
Verfahren in diesem Fall nicht mehr funktioniert, wird nach einer Modifikation ge-
sucht. In Kapitel 4 wird dann ein neues, allgemeines Verfahren zur quantitativen
Gewinnung von Drift und Diffusion [13] eingefiihrt, das auf der Minimierung des
Kullback-Abstandes zweier Wahrscheinlichkeitsverteilungen beruht und die Unzu-
langlichkeiten der direkten Schitzung umgeht. Insbesondere ist dieses neue Ver-
fahren nicht auf hohe Samplingfrequenzen beschrankt. Schlieflich werden einige
Beispiele behandelt, die mit Hilfe dieses Verfahrens untersucht worden sind. Dabei
wird auf eine fiir weitere Arbeiten auf diesem Gebiet hilfreiche Dokumentation der
numerischen Implementierung des Verfahrens Wert gelegt.



Kapitel 1

Einfiihrung in die Theorie
stochastischer Prozesse

Begonnen sei mit einer Einfiihrung in die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie und der stochastischen Prozesse, die fiir das weitere Verstédndnis dieser Arbeit
notwendig sind. Dabei werde ich mich weitgehend an den Standardwerken von Ris-
ken [14] und Gardiner [15] sowie der im Wintersemester 2004/05 von Friedrich und
Frank am hiesigen Institut gehaltenen Vorlesung [16] orientieren, die eine problem-
orientierte Einfilhrung in die Thematik bieten.

Auf eine mafitheoretische Fundierung des Wahrscheinlichkeitsbegriffes wird ver-
zichtet. Diese findet sich zum Beispiel bei Paul & Baschnagen [17], Dinges & Rost
[18] sowie in mathematischer Einfiihrungsliteratur. Speziellere Ausfiihrungen zu ei-
nigen Themen sind den Biichern von Haken [7] (Grundlagen der Synergetik, Ord-
nungsparameter), Coffey [19] (Langevin-Gleichungen) und Kléden & Platen [20]
(Numerik stochastischer Differentialgleichungen) zu entnehmen.

1.1 Mittelwerte und bedingte Verteilungen

1.1.1 Motivation

Ausgangspunkt sei ein Experiment, das ein Ergebnis £ liefert, dessen Ausgang nicht
vorherzusagen sei. £ nennt man dann eine Zufallsvariable. Wird das Experiment N
mal wiederholt, so haben wir eine Reihe von Realisierungen &;,...,&N unserer
Zufallsvariablen.

Diese Ergebnisse £ kénnen zunichst alles darstellen: Zahlen, Vektoren, Meinun-
gen, Farben, ... . Wir haben im alltiglichen Leben gelernt, Zufallsvariablen zu
akzeptieren und mit ihnen zu arbeiten: Wir wissen, dass uns die Mittelung iiber ei-
ne grofte Zahl solcher Variablen haufig wichtige Informationen gibt, die wir einzelnen
Werten nicht entnehmen kénnen.

Der einfachste Mittelwert ist

(£ = % (é1+&,+...+&N) (1.1)

allgemein gilt fiir Funktionen h von Zufallsvariablen

(h(€))¢ = [h(E) +hlEa),+ .+ h(En)] - (12)

Sei zundchst £ € R, die Ausdriicke fiir £ € R™ folgen analog. Mit Hilfe der Stufen-
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4 Einfithrung in die Theorie stochastischer Prozesse

funktion
x>0

fir =0 (1.3)
<0

O(x) =

O~

lasst sich eine Wahrscheinlichkeitsverteilung F' definieren:
F(x) == (O(x = &), (1.4)
Aus (1.3) ergeben sich fiir F' folgende Eigenschaften:
0<F(@x)<1 , F(x— —00)=0 sowie F(r— +4o00)=1 . (1.5)

Nun kann die Wahrscheinlichkeitsdichte (PDF) f¢(z) als Ableitung von F nach z
eingefiihrt werden:

felw) = P =2 (o)
0
~ (0l-9)=ta-©) - (16)

Aufgrund der Monotonie von F' ist fr positiv, ferner ist die Normierung
ffooo dr fe(x) = 1 wegen (1.5) stets erfiillt. Mit Hilfe von fe kénnen nun sémtli-
che Mittelwerte von Funktionen h der Zufallsvariablen ¢ berechnet werden:

wens = ([ao h<x>6<x—£>>§= [ e o) 6t - 9
— [ ds b)) (1.7)

Ein Beispiel fiir eine wichtige Verteilungsfunktion, die im Folgenden benétigt wird,
ist die Gauf8’sche Normalverteilung, kurz Gaufs- Verteilung,

folw) = ——ge™ (1)

-(r) = e 207 . 1.8
V2mo?

Sie ergibt sich als PDF der Summe sehr vieler, von einander unabhéngiger Zufalls-
variablen mit Mittelwert 0. Der Mittelwert von x (das erste Moment) iiber diese
PDF verschwindet, weil f, in eine gerade Funktion in z ist. Fiir das zweite Moment
ergibt sich:

(z?) = ! dx x%fﬁ =02 . (1.9)

o? wird als Varianz der Verteilung bezeichnet.

1.1.2 Zeitabhingige Verteilungen

Zufallsvariablen lassen sich auch als Funktion der Zeit betrachten, zur Bildung von
Mittelwerten sollen aber nur zur gleichen Zeit gemessene Variablen herangezogen
werden. Eine Menge von zur gleichen Zeit gemessenen Zufallsvariablen bezeichnet
man als Ensemble. Sei §;(t) der Wert der Variablen ¢ zur Zeit ¢. Das Ensemble- Mittel
zur Zeit t ist dann gegeben als:

S (@:0) = (0l = €0) = 3+ > &(0) (110

Fiir zeitabhingige Zufallsvariablen werden in der Regel auch die PDF’s explizit
zeitabhingig.
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1.1.3 Verbundwahrscheinlichkeiten

Zur Analyse zeitabhingiger Prozesse ist die Einfiilhrung von Verbundwahrschein-
lichkeiten (JPDF’s) hilfreich. So bezeichnet

fgj\(]t1)7,..,5(tN)(x1’tl;mQ’tQ; N, ty)der - ..o dey (1.11)
mit
Ty ey @15t 2, b5 sy ty) = (8(21 — €(t)) - - S(zn — E(tn)))

und t; > to > ... > ty die Wahrscheinlichkeit fiir eine Folge von Messungen, bei
denen fiir alle ¢ die Zufallsvariable zur Zeit ¢; jeweils im Intervall [x;, z; + dz;] liegt.
Durch Integrationen iiber z; lassen sich einzelne Teile solcher Verbundwahrschein-
lichkeiten eliminieren:

/dﬂﬁN Ty ety (@1t TN 1, EN 1 TN EN)
= 51\([15:)1,...75(151\;,1)(‘1:17t1;"';xN—htN—l) (112)

Ebenso wichtig ist die Frage nach einer Wahrscheinlichkeits fiir £(¢1), ..., £(¢1) unter
der Voraussetzung, dass die Variable zu den Zeiten ¢y, ...,ty bekannt ist. Vertei-
lungen, die solche Informationen liefern, werden als bedingte Verteilungen (CPDF’s)
bezeichnet. Die jeweilige Konditionierung wird durch einen vertikalen Strich im Ar-
gument, gekennzeichnet. Fiir die bedingte Verteilung p muss in jedem Fall gelten:

fgl\(]tl),...,g(t,\,)(fl,tl;---;iEN,tN) (1.13)
=iV (21, t1|@a, to; o, tN) fA TS (zo,t2;...52N,tN)
_pg(tl) L 0E2, 825 - - - 5 NS UN ) T g (4y), gt ) \F25 125 - - - 5 TN EN

Allgemein sind bedingte Verteilungen demnach durch

L,N
pg(tl),...,g(tL)(xhtl;~~~;$L7tz|3cL+1,tL+1;...;xN,tN)
N -
e, e (B 115 2N, EN) (1.14)
FiE (Tr41,to415-- 52N, EN) -
E(trt1),.-E(tN)

gegeben.

Bislang wurden die Variablen, iiber die zu mitteln war, und die Verteilungen,
iiber die diese Mittelung jeweils zu geschehen hatte, mit Hilfe der Indizes £;, N und
L gekennzeichnet. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit fallen diese Indizes von nun
an weg. Aus (1.14) wird dann in der verkiirzten Notation:

flxy,ts. N, tn)
f@ri,toq1s. 52N, tN)

p(xy,t; .. xn, T, toets - N, EN) = (1.15)

1.1.4 Bayes’sches Theorem

Lassen wir die Zeitordnung der Messungen fiir einen kurzen Moment aufier Acht,
so lasst sich die JPDF zweier Ereignisse z und y schreiben als:

f(z;y) = p(zly) f(y) = plylz) f(z) . (1.16)

Daraus ergibt sich der Zusammenhang, der als Bayes’sches Theorem bekannt ge-

worden ist:

p(zly) = % (1.17)
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Man bezeichet hier f(x)dz als a priori- und p(zly)dr als a posteriori-
Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von ' € [z,2 + dz]. Unter Annahme einer
gewissen Ausgangs-Verteilung von x und dem Einfluss von z auf die Verteilung von
y lasst sich so die Verteilung von z unter gegebenem y bestimmen. Auf diesem
Verfahren, das sich iterativ durchfithren lasst, basieren die sogenannten Mazimum-
Likelihood-Methoden [21] zur Bestimmung von Parametern eines gegebenen Prozes-
ses.

Die bislang eingefiihrten Zusammenhinge gelten auch fiir Fille, in denen die
Zufallsvariablen vektorwertigen Charakter haben.

1.2 Grundlagen stochastischer Prozesse

Ein stochastischer Prozess ist die Entwicklung einer Zufallsvariablen £(¢t) € R”
mit der Zeit. £(t) wird in diesem Zusammenhang auch als stochastische Variable
bezeichnet.

Beim einfachsten stochastischen Prozess, den man sich vorstellen kann, sind die
einzelnen Messungen zu verschiedenen Zeiten unkorreliert, also statistisch unab-
hdngig. In diesem Fall haben die vergangenen Messungen keinen Einfluss auf den
Ausgang einer spiteren Messung. Damit vereinfachen sich die bedingten PDF’s zu
einfachen Einpunkt-PDF’s:

flxe,t1;.. 52N, tN)
=p(x1, t1]z2, to; .. s 2N, IN) .. p(@N—1, IN—1]ZN, EN) [N, EN)
= f(z1,t1)... f(zN,tN) (1.18)

Die Mehrpunkt-Verbundwahrscheinlichkeiten faktorisieren also fiir unkorrelierte Zu-
fallsereignisse.

Solche Prozesse sind jedoch unphysikalisch, da die Dynamik in der Regel zumin-
dest stetig in der Zeit sein muss. Stetigkeit jedoch setzt — schon im streng mathe-
matischen Sinne — eine endliche Korrelation von in kurzem Abstand gemessenen
Werten voraus.

1.2.1 Markow-Prozesse

Wir betrachten daher den einfachstméglichen Prozess, der ein gewisses Geddchtnis
beriicksichtigt. Zerfillt jede JPDF in ein Produkt aus Zweipunkt-CPDF’s, so wird
ein Prozess als Markow-Prozess bezeichnet. In diesem Falle gilt also:

f(@1,ti;.. 52N, tN)
=p(x1,t1]x2, to;. . s 2N, EN) ... p(®EN_1, tn—1|en, tN) f(en, tv) (1.19)

= p(x1, t1|®2, t2)p(x2, t2]|T3,13) ... p(EN_1,IN_1]|ZN, tN) f(ZN, TN)

Die Angabe eines einzelnen Zustandes der Zufallsvariablen in der Vergangenheit
bestimmt also, bei gegebenen Zweipunkt-CPDF’s, die Statistik fiir spétere Zeiten
vollstindig. Es besteht die Vermutung, dass man alle Prozesse, die in der Natur auf-
treten, ndherungsweise als Markow-Prozesse schreiben kann, wenn man die Dimen-
sion des Zustandsvektors nur weit genug erhoht. Auf das Problem der Einbettung
wird in Kapitel 2 eingegangen.
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1.2.2 Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Aus der allgemeinen Giiltigkeit von (1.12) folgt fiir eine beliebige bedingte Wahr-
scheinlichkeitsverteilung

p(x1,ts|ws, t3) = /dnﬂiz p(x1,t1; T2, ta|x3, t3)
= /d"zz p(x1,t1|xa, ta; x3ts)p(xe, ta|xs, t3) . (1.20)
Fiir Markow-Prozesse vereinfacht sich dieser Ausdruck zu:
p(x1,t3|xs,t3) = /dnl‘z p(x1,ti|x2, t2)p(x2, to| T3, t3) (1.21)

Diese Gleichung ist als Chapman-Kolmogorov-Gleichung bekannt. Sie ermdglicht
die Entwicklung der Dynamik von Wahrscheinlichkeitsdichten durch eine beliebige
Anzahl elementarer Prozesse und fiihrt diese so auf Pfad-Integrale zuriick.

1.2.3 Langevin-Gleichungen

Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit, in denen eine stochastische, fluk-
tuierende Kraft auftritt, fallen in der Klasse der Langevin-Gleichungen. Thre Verwen-
dung geht zuriick auf Paul Langevin, der im Jahre 1908 mittels solcher Gleichungen
den Diffusionsprozess der Brownschen Bewegung erkldren konnte [22]. Differential-
gleichungen erster Ordnung beschreiben die zeitliche Entwicklung eines Parameters
unter einer Anfangsbedingung. Fiir einzelne Teilchen gehen sie aus der Newtonschen
Bewegungsgleichung als Gleichung fiir die Geschwindigkeit unter Einwirkung einer
Stokes’schen Reibungskraft hervor. Sie lassen sich auch als Bewegungsgleichung ei-
nes iiberddmpften Teilchens verstehen.

Fiir eine stochastische Variable £ lautet die allgemeine, nichtlineare Langevin-
Gleichung:

& = hi(&.) + D 95(€ 0L (1) (122

Dabei soll die Langevin-Kraft I'(¢) eine gaukverteilte, deltakorrelierte Zufallsvaria-
ble mit verschwindenen Mittelwert sein. Aufgrund der konstanten spektralen Dichte
nennt man I'" in Anlehnung an das Spektrum des Lichtes auch weifies Rouschen. Es
soll also gelten:

(T#)=0 und ([;)T;)) =286t —1t") (1.23)

Die Langevin-Kraft ist im Folgenden auf eine Amplitude von (T';(¢)T;(t)) = 2
normiert!. Die Eigenschaften der Langevin-Kraft sind eng mit den Markow-
Eigenschaften des Prozesses verkniipft. Langevin-Gleichungen beschreiben die Dy-
namik der stochastischen Variablen &. Mit ihrer Hilfe konnen z.B. Teilchenbahnen
eines sich unter stochastischen Einfliissen bewegenden Teilchens simuliert werden.
Formal lassen sie sich durch

60 = G+ [ [ mi6t)+ Y g€ w)

to

= &lto) + / dat' hi(g,t’)+z / dt’ gi; (&, 1) (t") (1.24)

Jto

IDie Normierung der Kraft wird in der Literatur unterschiedlich gehandhabt. Gelegentlich ist
auch eine Normierung auf ,,1“ anzutreffen.
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Abbildung 1.1: Drei simulierte Pfade eines Wiener Prozesses mit gleicher Anfangs-
bedingung. (Entnommen aus: [15])

16sen. Falls die Matrixelemente g;; konstant sind, bezeichnet man das Rauschen als
additiv, wenn sie Funktionen von £ sind, als multiplikativ.

Die Auswertung des zweiten Integrals in (1.24) gestaltet sich fiir Rauschen, das
nicht additiv ist, schwierig. Die Art und Weise, in der der Integrand g¢;;(&,t) auszu-
werten ist, bedarf einer geeigneten Interpretation. In der Natur haben alle Prozesse
eine endliche Korrelation (£(¢)&(t')) ~ %e‘s‘t_t/‘. Die Deltakorrelation, die hier als
Idealisierung eingefiihrt worden ist, 14sst sich nun als Grenzfunktion dieser Korrela-
tionsfunktion fiir ¢ — 0 verstehen. Es zeigt sich jedoch, dass bei Interpretation des
Integrals im Riemann’schen Sinne die Stelle, an der dieser Grenziibergang vollzo-
gen wird, kritisch ist und das Ergebnis qualitativ beeinflusst. Wir benotigen deshalb
einen neuen Formalismus, um obiges Integral auswerten zu koénnen.

1.2.4 Interpretation von Stieltjes-Integralen nach It6 und
Stratonovich

Eine eindimensionale Langevin-Gleichung fiir £ mit h = 0 und g = 1 beschreibt die
Trajektorie eines Teilchens, das nur durch die Langevin-Kraft getrieben wird. Ein
solcher reiner Diffusionsprozess wird als Wiener Prozess bezeichnet. In Abb. 1.1
sind drei Trajektorien eines solchen Prozesses skizziert. Fiir das Inkrement dW (¢)
eines Wiener Prozesses W (t) gilt:

AW (t) = W(t +dt) — W(t) = D(t)dt . (1.25)

Fiir einen allgemeinen stochastischen Prozess, der durch die Langevin-Gleichung
(1.22) beschrieben sei, kdnnen wir damit den zweiten Summanden der Gleichung
(1.24) durch ein sogenanntes Stieltjes-Integral darstellen. Dazu gehen wir von einer
Integration iiber ¢ zur Integration iiber einen Wiener Prozesses W (t):

t W (t)
/ dt’ gy (€, 6, (1') = / g (€, £)AW; (1) (1.26)
to W (to)

Unterteilen wir das Intervall [to,¢] in n Intervalle [t;_1,¢;) gleicher Grofie mit
to < t; < ... < t, = t, so ist dieses Integral definiert als der Grenzwert der
Partialsummen

S = 95 (&(73), ) (W (t:) = W(ti1)] (1.27)
=1
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fiir n — oo. Die Stellen, an denen die Funktion g¢;; auszuwerten ist, miissen innerhalb
des i-ten Intervalls liegen, es muss also t;—1 < 7; < t; gelten.

Die Trajektorien von W;(t) sind nicht differenzierbar, deswegen miissen die In-
kremente fiir kleine Zeitunterschiede dt nicht mit der Ordnung von mindestens dt
verschwinden. Das fiihrt dazu, dass der Grenzwert der Partialsummen in diesem
Fall mafigeblich von der Lage der Stellen 7; abhéngig ist. Seien die 7; durch

festgelegt, so gibt es zwei in der statistischen Physik iibliche Interpretationen fiir
die Partialsummen und damit flir die Auswertung von Stieltjes-Integralen:

=0 Interpretation nach It6
% Interpretation nach Stratonovich

Der Unterschied der beiden Interpretationen ist deutlich: It6 wertet g;;(&(7),7)
in den Partialsummen jeweils zu Beginn eines Intervalls, Stratonovich hingegen
in der Mitte aus. Keine der beiden ist ,richtig” oder ,falsch“, mafigeblich fiir die
Entscheidung zur Verwendung einer der beiden ist eine Abwigung von Vor- und
Nachteilen.

Im Folgenden wird die Interpretation von It6 verwendet. Das hat den Nachteil, das
wir uns ,,neue Regeln fiir Integration und Differentation” [14] angewShnen miissen.
Auf der anderen Seite ist der Zusammenhang von h und (gij)ij zu den Koeffizienten
der Fokker-Planck-Gleichung, die ich im Abschnitt 1.2.6 einfiihre, einfacher. Ferner
bietet Itos Interpretation Vorteile bei der Durchfiihrung mathematischer Beweise.

1.2.5 Langevin-Gleichungen mit endlichem Zeitinkrement

Langevin-Gleichungen lassen sich zur numerischen Simulation von Zufallsvariablen
verwenden. Dazu ist es notwendig, dass man sie fiir endliche Zeitinkremente dt — 7
formuliert. Die Funktion h kann mit Hilfe des Fuler- Verfahrens integriert werden.
Fiir die Matrixelemente g;;, die iiber das Inkrement dW;(t) integriert werden miis-
sen, stellt sich heraus, dass der Term niedrigster Ordnung proportional zu /7 sein
muss [15]. Ausgehend von (1.24) erhalten wir fiir 7 < 1:

t+7

Et+m) = GO+ThED.0+Y [ dF g€ )W)

&i(t) + Thi(E(t),t) + Z V79i; (€, )T5(t) (1.29)

Sei 7 nun konstant, also t; = to + i7. Wir benétigen fiir die Simulation von &
zu diskreten Zeitpunkten Vektoren I'(¢;) von Zufallszahlen, die den Bedingungen
(1.23) entsprechen. Ublicherweise liefern die géingigen Zufallszahlen-,Generatoren®
von Computern Zahlen r; im Intervall [0, 1].

Nach dem Zentralen Grenzwertsatz der Statistik strebt die Wahrscheinlichkeits-
verteilung der Summe vieler unabhéngiger Zufallsvariablen gegen eine Normalver-
teilung (1.8). Wir erhalten also durch Summation der vom Computer generierten
Zufallszahlen gaufiverteilte — und damit fiir die Simulation der obigen Gleichungen
geeignete — Zufallszahlen. Sei r; eine vom Computer generierte Folge von Zufallszah-
len, so ist die Normierung beriicksichtigt, wenn wir unsere I';(¢;) durch Summation
von N Folgenglieder fiir hinreichend groffe NV als

Ty(t;) = \/%i (ri - %) (1.30)
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berechnen. Diese Methode ist zur Erzeugung einer groften Menge von Zufallszahlen,
wie sie fiir die numerische Integration von Langevin-Gleichungen benétigt werden,
jedoch nicht effizient.

Wesentlich schneller ist der Boz-Miiller-Algorithmus, der z.B. in [20] beschrieben
ist. Nach diesem lassen sich aus zwei vom Computer generierten Zufallszahlen r;
und r;41 jeweils zwei gauiverteilte Zufallsvariablen

Lj(ti) = 2+v/—1In(r1)cos(2nry) (1.31a)
Lj(tit1) = 2+v/—In(r1)sin(27rs) (1.31b)

erzeugen. Dieser Algorithmus findet in den im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten
numerischen Simulationen Verwendung.

1.2.6 Fokker-Planck-Gleichung

Einstein hat schon 1905 das Réatsel der Brownschen Bewegung ohne die Verwendung
von Zufallskriften untersucht [23]. Es ist ihm gelungen, die Molekularbewegung
mit Hilfe von statistischen Methoden auf makroskopischer Ebene zu beschreiben.
Diese Vorgehensweise ist etwas eleganter, weil man dem Problem der Interpretation
der Wirkung der stochastischen Krifte, das in 1.2.4 diskutiert wurde, aus dem
Wege gehen kann. Eine zur Langevin-Gleichung dquivalente Beschreibung gelingt
auf Basis der Fokker-Planck-Gleichung, die nun eingefiihrt wird.

Wichtiger Ausgangspunkt fiir die Herleitung einer Differentialgleichung fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichte ist die Chapman-Kolmogorov-Gleichung (1.21). Ausge-
hend davon 14sst sich durch Motivation einer sogenannten , Differentiellen Chapman-
Kolmogorov-Gleichung auf der Ebene von bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen mit Hilfe einer Taylor-Entwicklung auf die Fokker-Planck-Gleichung kommen,
wie es in Gardiner [15] durchgefiihrt ist. Wir folgen stattdessen dem von Risken [14]
beschriebenen Weg.

Risken fiihrt zundchst die bedingten Momente

M®(z,tlr) = ([Et+7)—&@)]"1€(t) =) (1.32a)
= /d"xl (1 — x)]" p(z1,t + 7|2, t) (1.32b)

ein. Die Potenz ist dabei als Tensorprodukt zu interpretieren, M™ ist damit ein Ten-
sor n-ter Stufe. Die Konditionierung in (1.32) soll bedeuten, dass fiir die Berechnung
des Mittelwertes nur die Paare des Ensembles berticksichtigt werden, fiir die £(t) = =
erfiillt ist. Mit Hilfe der Momente lassen sie die Kramers-Moyal-Koeffizienten D(™)
definieren:

1 1
D (@, t) = — 111%—M<">(w,t|7) : (1.33)
nt =0T

Die Konvergenz der Grenzwerte sei hier zunichst vorausgesetzt. Mit Hilfe der
Kramers-Moyal-Koeffizienten ldsst sich die zeitliche Entwicklung von PDF’s durch
eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit beschreiben:

% (x,t) = {Z (-V)" D(”)(:c,t)} f(x,t) (1.34)

n=1

Fiir Langevin-Prozesse lassen sich die Momente und damit die Kramers-Moyal-
Koeffizienten bestimmen. Unter Ausnutzung der Markow-Eigenschaften gilt:

DM (x,t) = h(x,t) (1.35a)
D’E?)(w7t) = Zgik($7t)gjk(w,t) (1.35Db)
k

DWD(x,t) = 0 Vi>2 (1.35¢)
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Wir erhalten in diesem Falle aus der Kramers-Moyal-Entwicklung die Fokker-
Planck-Gleichung?® (FP-Gleichung):

gt Z oz, +Z oz, (x,t) | f(z,1) (1.36)

Die FP-Gleichung lasst in der gleichen Form auch fiir bedingte Wahrscheinlichkeits-
dichten formulieren:

0 0?
Py plx, tjz’ ") Z oz, (x,t) -I-Zng)(az,t) p(x, tlx’ ")
ij Rt

(1.37)
Der Koeffizient D™ (z,t) wird nun iiblicherweise als Drift, D®)(x,t) als Diffusion
bezeichnet.

Mit der FP-Gleichung steht uns nun eine ,,Bewegungsgleichung fiir die PDF’s* zur
Verfiigung. Drift- und Diffusionsfunktionen, die in dieser Gleichung als Koeflizienten
auftreten, charakterisieren stochastische Prozesse mit Markow-Eigenschaften voll-
stédndig und stehen in direktem Zusammenhang zu den Koeffizienten der Langevin-
Gleichungen.

1.2.7 Stationire Losung der Fokker-Planck-Gleichung

Durch die Einfiihrung eines Wahrscheinlichkeitsdichtestromes j(,t) mit
ji(m,t) = | DIV (x, 1) Z —D(2 (z,1) | f(z,1) (1.38)

konnen wir die FP-Gleichung wie folgt schreiben:

0
ot
Diese Gleichung stellt eine Kontinuitatsgleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte
dar.
Falls f(,t) nicht explizit von der Zeit abhangt, heiftt fs(x) := f(x,t) stationér.
Fiir diesen Fall folgt aus der Kontinuititsgleichung:

(x,t)+ V- j(z,t) =0 (1.39)

. 0 0?
Vi@ )= |- 5-DV@)+ Y oD (@) | fulx)=0  (140)
i ¢ ij v

Fiir stochastische Prozesse in einer Dimension, bei denen die PDF natiirlichen Rand-
bedingungen unterliegen, lésst sich die stationdre Verteilung analytisch berechnen.
In diesem Fall muss die PDF fiir grofie || verschwinden, es kann deshalb kein Strom
durch das System flieften. Integration von (1.40) liefert dann

V(@) fo(w) + %D@)(x)fs(x) =C (1.41)
mit der Integrationskonstante C = 0. Es folgt:
N fd / D(l)(m/)
L0 =pams T (1.42)

?Die Definition der Fokker-Planck-Gleichung ist in der Literatur nicht einheitlich. Gelegentlich
findet sich ein Faktor ,,%“ vor dem Diffusionskoeffizienten, der dann im Wesentlichen zu einer
verdnderten (ndmlich um einen Faktor ,,2“ groferen) Diffusion fiihrt.
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N ist an dieser Stelle eine geeignete Normierungskonstante. Fiir £ € R" ist die
analytische Berechnung im Allgemeinen nicht moglich, da die Wahrscheinlichkeits-
strome {iblicherweise nicht verschwinden.

Wir haben nun das mathematische Riistzeug, um mit der Analyse von Daten
stochastischer Prozesse zu beginnen. Weiterfithrende Erlduterungen sowie tieferge-
hende Grundlagen sind der zu Beginn dieses Kapitels aufgefiihrten Literatur zu
entnehmen.



Kapitel 2

Schatzen von Drift und
Diffusion

Ich habe in der Einleitung erldutert, dass stochastische Differentialgleichungen wie
(1.22) als Entwicklungsgleichungen von Ordnungsparametern bei der Beschreibung
komplexer Systeme eine entscheidende Rolle spielen. Nun beschiftige ich mich mit
der Frage, wie wir Daten solcher Prozesse auswerten kénnen. Dazu miissen die im
letzten Kapitel eingefiihrten stochastischen Grundlagen zunéchst an die Eigenschaf-
ten gemessener Datensétze angepasst werden.

2.1 Statistik von Zeitreihen

Experimentelle Daten stehen in der Regel in Form von (mehrdimensionalen) Zeitrei-
hen zur Verfiigung. Nur selten werden grofiere Ensembles zeitgleich gemessen. Die
einzelnen Messungen erfolgen in vielen Féllen dquidistant in der Zeit, also mit kon-
stantem Zeitinkrement 7. Je nach Quelle der Daten konnen die Messungen unterbre-
chungsfrei (z.B. medizinische Daten) oder in mehreren Stiicken, zwischen denen die
Messung unterbrochen wurde (z.B. Notierungen von Bdrsenkursen, astronomische
Daten), vorliegen.

Sei zunéchst eine eindimensionale Zeitreihe x; := x(¢;) mit 0 < ¢ < N gegeben, die
zu festen Zeiten t; = tg + i7 gemessen sei. Im Allgemeinen sind nun die gemessenen
x; (stochastische) Funktionen einer dynamischen Variablen ¢;:

i = fu(qi qi-1,---5q0,7) +Tar(7) - (2.1)

Uns interessiert die interne Variable ¢, die z.B. einen Ordnungsparameter eines
Systems darstellen kann. f); ist eine sogenannte (deterministische) Messfunktion,
T'pr soll eine stochastische Funktion mit Mittelwert 0 sein und z.B. Messrauschen
darstellen.

Es ist immer wiinschenswert, dass die Daten keine Artefakte von speziellen Eigen-
schaften der Messapparatur enthalten. Darunter fallen z.B. zeitlicher Drift, additive
oder multiplikative Konstanten und Hystereseeffekte, die nicht die Dynamik des zu
messenden Prozesses widerspiegeln. Solche Effekte werden durch die Messfunktion
far beriicksichtigt und bereiten, wenn sie nicht bekannt sind, Probleme, die der Be-
schreibung des Systems durch lineare stochastische Differentialgleichungen im Wege
stehen konnen. Kantz beschreibt in [24] ein Verfahren, mit Hilfe dessen die Lineari-
tiat der Messfunktion iiberpriift werden kann. Ich gehe von nun an davon aus, dass
die Daten nicht durch eine Messfunktion verfalscht sind, verwende also fas(¢;) = ¢;-

Messrauschen hingegen tritt bei fast allen Messungen, schon allein bei der Di-
gitalisierung der Messwerte, auf. Es sollte, wenn sich das Messgerdt um den Wert

13



14 Schétzen von Drift und Diffusion

¢; linear verhilt, gleichmifig um 0 verteilt und gaufiverteilt sein. Die Stéirke des
Messrauschens ist in diesem Fall durch die Varianz o2 der Verteilung bestimmt. Es
ist immer wiinschenswert, mit moglichst geringem Messrauschen zu arbeiten. Auf
der anderen Seite eignen sich bei der Analyse stochastischer Prozesse Methoden zur
nachtriglichen Reduktion des Rauschens durch Mittelung iiber viele Werte oder
Tiefpass-Filter, die das Spektrum modifizieren, nur bedingt. Sie kénnen die Ergeb-
nisse, die man fiir die Diffusionsfunktionen erhilt, qualitativ beeinflussen. Messrau-
schen muss dehalb, wenn es eine gewisse Grenze iiberschreitet, bei der Analyse von
Prozessen beriicksichtigt werden. Untersuchen wir zunéchst Daten, die kein oder
nur sehr wenig Messrauschen enthalten und arbeiten mit ¢ = 0. Der Einfluss von o
auf das im Folgenden beschriebene Verfahren wird in Abschnitt 3.4 diskutiert.

Die Statistik, mit der bislang gearbeitet wurde, beruht auf der Mittelung iiber
Ensemble. Falls alle Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen Zusténden mit festem
Zeitinkrement zeitunabhingig sind, so nennt man eine Zeitreihe stationdr. Sind sie
ferner unabhéngig vom Startwert x(t), so heifst die Zeitreihe = ergodisch. Fiir ergo-
dische Zeitreihen sind Ensemble-Mittelwerte dquivalent zur Mittelung iiber die Zeit,
die Drift- und Diffusionskoeffizienten in den stochastischen Differentialgleichungen
werden zeitunabhéngig. Eine weitergehende Diskussion der Begriffe der Stationdri-
tdt und Ergodizitdt sowie die Beschreibung von Verfahren, mit denen sich Zeitreihen
auf diese Eigenschaften hin {iberpriifen lassen, finden sich in [24].

Fiir den Mittelwert der Funktion A {iber eine stationire Zeitreihe gilt damit:

) = o / dt hfx(t)] (2.22)

[ dt hlx(t + 7)]0(x(t), z)
hlz(t t) = = 2.2b
(hla(t + 7)la(t) = ] T 500 (2:2b)
Weil wir es nun nicht mehr mit kontinuierlichen Gréfien zu tun haben, gehen die
Integrale iiber die Zeit in Summen {iber:

1 N
B = > hle (2.30)
Z hlzi1]00,0,
(hle(t +7)|x(t) = =) = ZZT (2.3b)

Des Weiteren bendtigen wir die im vorangegangenen Kapitel eingefiihrten PDF’s.
Diese werden numerisch wie folgt behandelt: zusétzlich zum diskreten Zeitschritt
muss nun auch der Ortsraum diskretisiert — in sogenannte Bins eingeteilt — werden.

Ublich ist die Verwendung #quidistanter Bins. Dazu wird das Intervall [x,,zs),
das die zu diskretisierenden Werte enthélt, in Intervalle [z, + (i — 1)Ax, z, + iAx)
mit 1 < i <k und Az = %= eingeteilt. Das Kronecker-Delta in (2.3) kann dann
wie folgt interpretiert werden:

(2.4)

5. 1 falls 3 j mit (i), z € [z, + (j — 1)Ax, x4 + jAZ)
FHT 71 0 sonst

Nachteil der Verwendung dquidistanter Bins ist die unterschiedliche Dichte an Mess-
werten pro Intervall, die die Grofse statistischer Fehler bestimmt. Es gibt auch andere
Methoden zum Diskretisieren des Ortsraumes, die z.B. in mathematischer Litera-
tur untersucht werden und die dieses Problem umgehen. Die Art und Weise, wie
dieses Binning durchgefiihrt wird, kann grofsen Einfluss auf die spéteren Ergebnisse
haben. Wir verwenden im Folgenden eine dquidistante Diskretisierung, weil diese
sowohl analytisch als auch numerisch gut durchzufiihren ist. Die Fehler, die dabei
zu erwarten sind, werden in Kapitel 3 im Detail diskutiert.
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2.2 Schatzen der Koeflizienten

Drift- und Diffusionsfunktionen, wie sie in der FP-Gleichung auftauchen, sind iiber
die Momente gemaf (1.33) definiert. Sind die Momente analytisch gegeben, so lassen
sich die Funktionen berechnen als:

DV(x) = lim % (x(t +7) — x()|x(t) = %) (2.50)
PP (x) = Tim (el + ) — x(@]lalt + )~ x()]; () =x) - (2:5b)

Diese Ausdriicke sollen nun fiir Daten stochastischer Prozesse, die in Form von
Zeitreihen vorliegen mégen, bestmdglich ausgewertet werden. Problematisch gestal-
tet sich dabei der Grenziibergang 7 — 0. Friedrich [9] und Siegert [25] haben kiirzlich
gezeigt, dass sich auch fiir endliche 7 wertvolle Schiatzungen fiir Drift- und Diffu-
sionsfunktionen ergeben konnen. Stellen wir einmal Probleme, die dabei auftreten
kénnen, zusammen:

1. Empirische Datenreihen, die in Form von Zeitreihen vorliegen sollen, besitzen
eine endliche Samplingfrequenz. Es gibt deswegen in jedem Fall ein minimales
7, fiir das obige Ausdriicke ausgewertet werden konnen. Es wird sich in Ka-
pitel 3 zeigen, dass schon die endliche Menge an Daten, die zur Analyse zur
Verfiigung steht, die Qualitdt der Ergebnisse im Grenzwert 7 — 0 drastisch
vermindert.

2. Ist die Messung am stochastischen Prozess von Messrauschen I'j; {iberlagert,
so divergieren die Grenzwerte (2.5). Wie es zu diesem Verhalten kommt, wird
ebenfalls in Kapitel 3 diskutiert.

3. Auch das Binning der Daten, das zur Berechnung der Momente erforderlich
ist, hat einen Einfluss auf das Ergebnis. Wir werden in Kapitel 3 sehen, dass
sowohl zu kleine als auch zu grofe Bins Fehler verursachen.

4. Die Lange der Mantisse bei Daten, die in digitaler Form vorliegen, ist be-
schriankt. Dadurch kann bei Subtraktion zweier anndhernd gleich grofser Wer-
te der relative Fehler sehr grofs werden. Dieses Problem ist numerischer Natur
und muss bei der Berechnung der Momente fiir kleine Zeitinkremente beachtet
werden. Insbesondere bereitet daher die Auswertung von Daten, die nur mit
einer geringen Auflosung digitalisiert sind, Probleme.

5. Ferner kann der Grenziibergang Probleme bereiten, wenn es sich (unter den
gewéhlten Variablen) nicht um einen Markow-Prozess handelt. In solchen Fal-
len ist zu priifen, ob durch Hinzunahme weiterer (Delay-)Variablen der Prozess
Markow’sch wird und die Grenziibergéinge ein besseres Verhalten zeigen (siehe
auch [24]).

Ob eine Einbettung die Markow-Eigenschaften erfiillt, ist in jedem Fall zunéchst
zu untersuchen. Hierzu ist zu priifen, ob sich einfach bedingte von mehrfach beding-
ten Wahrscheinlichkeitsdichten unterscheiden. Diese Priifung ist z.B. in [26] erldu-
tert. Zunéchst sollen einige Fille vorgestellt werden, die mit Hilfe der Schitzungen
(2.5) erfolgreich untersucht worden sind und in denen sich der Grenziibergang zu-
friedenstellend vollziehen lief. In diesen Fallen kann der Wert des Ausdrucks, der
fir 7 — 0 betrachtet werden soll, fiir einige endliche 7 bis hin zum minimalen
7 berechnet und schlieflich fiir 7 = 0 extrapoliert werden. Danach liegen Drift-
und Diffusions-Funktionen zundchst wieder diskret vor. Sie kénnen dann, wenn ge-
wiinscht, in Funktionen entwickelt werden. Die Giite der erhaltenen Funktionen l4sst
sich iiberpriifen, indem man die Eigenschaften von simulierten Datenreihen oder si-
mulierten Zweipunkt-JPDF’s mit den Eigenschaften der urspriinglichen Datenreihe
bzw. den daraus extrahierten JPDF’s vergleicht.
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Abbildung 2.1: Typischer, aus Messdaten gewonnener Verlauf von Drift- (oben, hier
g(x) genannt) und Diffusions-Funktionen (unten, D) (z) = h?(z)) gesunder (links)
sowie unter CHF leidender Personen (rechts). (Entnommen aus: [27])

2.3 Beispiele

Das soeben beschriebene Verfahren der direkten Schitzung von Drift und Diffusion
hat bislang in vielen Bereichen Verwendung gefunden. In Tabelle 2.1 sind einige Ver-
Offentlichungen aufgefiihrt, in denen die Methode verwendet oder diskutiert wird.
Beachtenswert dabei ist insbesondere, in welch unterschiedlichen Bereichen derar-
tige Verfahren bendtigt werden. Einige Beispiele seien im Folgenden vorgestellt.

2.3.1 Physiologische und pathologische Fluktuation der
Herzfrequenz

Tom Kuusela untersucht in seiner 2004 erschienenen Arbeit [27] Daten von Pati-
enten, die unter kongestiver Herzinsuffizienz (CHF) leiden. Er vergleicht diese mit
denen von gesunden Patienten und stellt einen qualitativen Unterschied fest.

Kuusela lagen von jeweils 15 gesunden und 15 an CHF erkrankten Personen
Aufzeichnungen der Linge des R-R-Intervalls' {iber 22 bis 24 Stunden vor. Der
Mittelwert der jeweiligen Messungen liegt immer in der Grofenordnung von 1 s, die
Datenreihen haben also einen Umfang von ca. 80000 — 100000 Punkten. Aus den
Daten sind nun nach (2.5) Drift und Diffusion bestimmt worden. Abb. 2.1 zeigt den
typischen Verlauf der Daten eines gesunden und eines erkrankten Patienten. Es ist
deutlich ein qualitativer Unterschied zu erkennen:

DW: Bei der gesunden Testperson sind deutlich drei Nulldurchginge von D) zu
erkennen. Diese bilden einen instabilen an der Stelle x, = 1050 ms sowie
zwei stabile Fixpunkte der Dynamik an den Stellen z; = 800 ms sowie

1Das R-R-Intervall bezeichnet den Abstand zweier aufeinanderfolgender Pulsschlige. Den ein-
zelnen Ereignisse widhrend einer Periode sind verschiedene Symbole zugewiesen, ,,R“ legt den zur
Messung zu verwendenden Trigger fest.
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Medizinische Anwendungen

2000 Friedrich et al. Parkinson-Daten

2001  Siegert Epilepsie-Daten

2004 Kuusela et al.  Schwankungen der Herzfrequenz
Sogenannte ,,Life Sciences*

2000 Friedrich et al.  Statistik auf Devisen-Méarkten
2000 GradiSek et al. Metall-Schneiden

2002 Kriso et al. Strafsenverkehrs-Daten

2003 Bottcher et al.  Statistik von Wind-B&en

2003 Jafari et al. Analyse und Manipulation rauher Oberflichen
2003 Sura et al. Wind im siidlichen Ozean

2003 Waechter et al. Oberflichen-Rauhigkeit von Fahrbahnen
Physikalische Anwendungen

1998 Siegert et al. Synchronisation
1999 Liick et al. Beschreibung turbulenter Felder
2001 Frank et al. Optische Bistabilitdt von VCSELs

2003 Bodeker et al.  Dynamik von Gasentladungssystemen

Analyse von mathematischen Modellsystemen
1998 Siegert et al. Versch. bistabile Systeme
2000 Friedrich et al.  Shinriki-Oszillator

2000 Gradigek et al. Lorentz-System

Probleme: endliche Samplingrate r

2001 Ragwitz et al.  Korrekturen fiir endliche Zeiten
2002 Friedrich et al. Korrekturen der Korrekturen
2002 Ragwitz et al.  Stellungnahme

Probleme: Messrauschen
2003 Siefert et al. Analyse von Dynamischem- und Messrauschen
Bottcher et al.  Analyse bei Messrauschen

19]
[25]
[27]

[5]

[28]
[29]
[3]

[30]
[31]
[26]

[32]
[33]
[34]
[35]

[32]

[9]
[28]

[11]
[10]
[12]

[37]
[38]

Tabelle 2.1: Bisherige Anwendungen der und Verdffentlichungen zur in 2.2 beschrie-

benen Methode
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Abbildung 2.2: Deterministische Dynamik des Verkehrs auf einem Autobahn-
Abschnitt nahe Ko6ln als Funktion der Geschwindigkeit v der Fahrzeuge und des
Verkehrsflusses ¢. (Entnommen aus: [29])

252 = 1100 ms. Die von Null verschiedenen Steigungen in der Néhe der Fix-
punkte treiben das System bei kleinen Abweichung immer wieder in die sta-
bilen Fixpunkte zuriick. Diese drei Fixpunkte vereinen sich bei erkrankten
Personen zu einer breiten Zone, in der kein R-R-Wert hinreichend stabil ist.

D®): Bei den Diffusionsfunktionen ist kein so deutlicher, qualitativer Unterschied
auszumachen. Die Fluktuationen in der Herzfrequenz scheinen jedoch bei ge-
sunden Probanden wesentlich stirker zu sein als bei erkrankten.

Es ist deutlich, dass sich die Drift-Funktion des R-R-Intervalls bei den erkrank-
ten Personen qualitativ verdndert ist. Aus physikalischer Sicht hat das System
einen Phaseniibergang vollzogen. Man erkennt einen Mechanismus, der aufgrund
von Selbstorganisationseffekten bei gesunden Menschen zu einer Stabilisierung der
Herzefrequenz fithrt. Bei CHF-Patienten hingegen scheint dieser Mechanismus nicht
ordnungsgeméf zu funktionieren.

2.3.2 Analyse von Strafienverkehrs-Daten

In der Arbeit von Kriso et al. [29] ist die Dynamik des Verkehrs auf einem dreispu-
rigen Autobahnabschnitt nahe Kéln-Nord untersucht. Aus durch in die Fahrbahnen
eingelasse Induktions-Schleifen gewonnenen Daten ist fiir jedes Fahrzeug unter an-
derem die Spur, auf der das Fahrzeug die Messstelle passiert, ermittelt und die
Geschwindigkeit, Lange und der Abstand zum vorherfahrenden Fahrzeug berechnet
worden. Kriso hat fiir seine Analyse aus diesen Daten die individuellen Geschwin-
digkeiten v; und Verkehrs-Dichten ¢; berechnet und untersucht.

Anders als bei Verkehrssimulationen iiblich, ist nun die Entwicklung von v und ¢
mit der Zeit als stochastischer Prozess betrachtet worden. Man kann sich vorstellen,
dass der Verkehrsfluss auf der Autobahn gewissen deterministischen Gesetzméfig-
keiten folgt, auf der anderen Seite aber auch stochastische Fluktuationen eine Rolle
spielen. Kriso hat ein System von zwei gekoppelten, Langevin-artigen Gleichungen
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formuliert, das die Dynamik der beiden untersuchten Parameter beschreiben soll,

2

Vi1 = i+ hy(vi,q;) + Z Go,n(Vis @)L (2.6a)
n=1
2
Gisr = G+ he(0igi) + Y Ggn(vi, @) i (2.6b)
n=1

Die I',; stellen Rauschen mit einer normalen Verteilungsfunktion und folgenden
Eigenschaften dar:

<Fnz> =0 und (le“mk> = 25mn6ik \4 i, ]{3, m,n (27)

Die Funktionen h und g lassen sich nun, #hnlich den Gleichungen (2.5), durch
Berechung und Auswertung der bedingten Momente abschitzen. Die Faktoren 7
bzw. /7, die an dieser Stelle fehlen, sind bei der von Kriso verwendeten Notation
schon in die Funktionen h und g mit eingegangen. Ob die qualitativen Aussagen,
die wir so erhalten, die wahre Situation widerspiegeln, ist spéter zu priifen.

Abb. 2.2 zeigt den Drift (die Funktion h), die Kriso unter Beriicksichtigung der
Daten aller drei Spuren erhalten hat. Der Drift scheint eine charakteristische Struk-
tur aufzuweisen: Es zeigt sich ein instabiler Fixpunkt der Dynamik bei einer Ge-
schwindigkeit von ca. 80 km/h, rechts und links davon liegen bei 30 km/h und
ungefahr 110 km/h zwei stabile Fixpunkte. Die einzelnen Fixpunkte lassen sich nun
identifizieren:

e Der Fixpunkt von 30 km/h, in den das System bei Geschwindigkeiten unter-
halb von 80 km/h getrieben wird, entspricht einem Stau auf der Strafe.

e Oberhalb von 80 km/h relaxiert das System in den zweiten stabilen Fixpunkt
bei etwa 110 kin/h. Es herrscht nun freie Fahrt. Aus dem Teilstiick der Au-
tobahn, auf dem die Daten erhoben wurden, war die Hochgeschwindigkeit auf
100 km/h begrenzt. Diese Beschrankung ist fiir den riicktreibenden Drift bei
hoheren Geschwindigkeiten verantwortlich.

Ferner ist dem Graphen zu entnehmen, dass die Stabilisierung des Verkehrsflusses
auf ca. 0.5/s wesentlich stérker ist als die der Geschwindigkeit. Die Ergebnisse stim-
men mit denen aus Experimenten und Simulationen zur Verkehrsdynamik weitge-
hend iiberein (siche Referenzen in [29]). Der Vorteil dieser Art der Datenauswertung
liegt in dem sehr geringen Rechenaufwand, mit dem Daten in Echtzeit analysiert
werden konnen und in der iibersichtlichen und qualitativ leicht auszuwertenden gra-
phischen Darstellung.

2.3.3 Nachweis des Parkinson-Syndroms

In einem letzten Beispiel werden wieder medizinische Daten untersucht. Friedrich
hat Hand-Tremor Messungen analysiert [9] und die Daten gesunder Probanden mit
physiologischem Tremor (PT) mit denen von Patienten, die unter sogenanntem
essentiellen Tremor (ET) bzw. unter der Parkinson-Krankheit (PD) leiden, vergli-
chen.

Ausgangspunkt sind die mittels eines kleinen piezoresistiven Beschleunigungsauf-
nehmers gemessenen Daten mit einer Samplingfrequenz von 800 Hz. Die jeweiligen
Zeitreihen umfassen 24000 Punkte und sind auf Varianz 1 normiert worden. In
der Arbeit sind die Daten in ein zweidimensionales System aus Delay-Koordinaten
eingebettet. In dieser Einbettung werden die Daten als stochastisches System be-
trachtet und Drift und Diffusion bestimmt. Es zeigt sich, dass sich den einzelnen
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Abbildung 2.3: Hand Tremor eines gesunden Probanden und das aus dieser Zeitreihe
fiir zweidimensionale Delay-Koordinaten gewonnene Drift-Vektorfeld. Im Zentrum
liegt der deutlich sichtbare, stabile Fixpunkt der Dynamik. (Entnommen aus: [9])
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Abbildung 2.4: Hand Tremor eines ET-Probanden und das aus dieser Zeitreihe fiir
zweidimensionale Delay-Koordinaten gewonnene Drift-Vektorfeld. Die Relaxations-
zeit in den stabilen Fixpunkt ist erheblich erhdht. (Entnommen aus: [9])
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Parkinson’s Disease
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Abbildung 2.5: Hand Tremor eines PD-Probanden und das aus dieser Zeitreihe fiir
zweidimensionale Delay-Koordinaten gewonnene Drift-Vektorfeld. Es hat eine Bifur-
kation von einem stabilen Fixpunkt in einen instabilen Fixpunkt und einen stabilen
Grenz-Zyklus mit charakteristischer Umlauf-Frequenz stattgefunden. (Entnommen
aus: [9])
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Patientengruppen charakteristische Strukturen des Drift-Vektorfeldes zuordnen las-
sen. Es ldsst sich ein Phaseniibergang im System feststellen.

In den Abb. 2.3 bis 2.5 sind die urspriinglichen Daten sowie diese Vektorfelder
fiir die drei Gruppen skizziert.

1. In Abb. 2.3 sind der Tremor einer gesunden Person und der zugehdrige, aus
den Daten extrahierte Drift aufgetragen. Beim Betrachten der Datenreihe fallt
auf, dass sowohl Amplituden als auch Frequenz mit der Zeit stark schwanken.
Dieses wiirde sich in einer schnell abfallenden Autokorrelationsfunktion (siehe
z.B. [39]) d&uBern. Beim Drift sehen wir einen stabilen Fixpunkt im Ursprung,
in den alle Beispieltrajektorien, zumindest wenn — wie hier — die Diffusion
vernachlassigt wird, schnell relaxieren. Die gesunde Person ist also in der Lage,
den Finger selbstandig zu stabilisieren. Die stets gegenwartigen Fluktuationen
jedoch fithren dazu, dass sich das System nie vollkommen in Ruhe befindet.

2. Abb. 2.4 zeigt die gleiche Analyse, durchgefiihrt an Daten von Patienten,
die unter sogenanntem essentiellen Tremor leiden. Den Daten kann man ent-
nehmen, dass die Amplituden der Schwingungen etwas stabiler geworden ist,
und sich die Frequenz wesentlich stabilisiert hat. Es treten jedoch Phasen-
spriinge auf. Daraus folgt eine schwach abfallende Autokorrelationsfunktion
der Messwerte. Es gibt noch immer einen attraktiven Fixpunkt im Ursprung.
Auf diesen laufen die Beispieltrajektorien auf Spiralen zu und bendtigen da-
fiir einen wesentlich langeren Weg. Wahlt man nun eine Diffusion > 0 so wird
der Ursprung in der Regel nicht erreicht und das System fiihrt Schwingun-
gen wechselnder Amplitude aus. Bei Patienten, die unter essentiellem Tremor
leiden, ist die Stabilisierung also so stark verlangsamt, dass sie in der Re-
gel in Gegenwart natiirlicher Fluktuationen nicht mehr gelingt. Eine solche
Schwingung bezeichnet man auch als Relazations-Oszillation.

3. Patienten, die unter der Parkinson-Krankheit leiden, kénnen ihre Glieder nicht
mehr stabilisieren (Abb. 2.5). Hier liegt die Ursache nicht in den Fluktuatio-
nen, die Zittern verursachen, sondern darin, dass nach einer Bifurkation des
dynamischen Systems der urspriingliche Fixpunkt instabil geworden ist. Das
Zittern wird nun durch eine periodische Anregung verursacht, die sich bei
der gewdhlten Einbettung in dem stabilen Grenzzyklus, der im Vektorfeld des
Drifts zu erkennen ist, zeigt und zur hohen Stabilitdt von Frequenz und Am-
plitude fiihrt. Die Autokorrelation der Daten ist in diesem Fall von grofser
Reichweite.



Kapitel 3

Fehler beim Schatzen von Drift
und Diffusion

Im vorangangenen Kapitel habe ich bereits erwéhnt, dass bei der Anwendung von
(2.5) auf gemessene Daten Probleme auftreten. Die Auswirkungen der einzelnen
Fehler auf die geschitzten Funktionen fiir Drift und Diffusion mo6chte ich nun etwas
genauer betrachten.

Zunidchst werden in Abschnitt 3.1 die Auswirkungen endlicher Zeitinkremente
auf die Konvergenz und die Fehler der in letzten Kapitel eingefiihrten Schitzungen
(2.5) untersucht. Neben der Konvergenz gegen die exakten Parameter fiir 7 — 0
ergibt sich dabei eine Abschitzung fiir die Qualitdt der Ausdriicke fiir endliche 7.
Des Weiteren wird gezeigt, wie man Fehler statistischer Natur, die aufgrund einer
nur endlichen Anzahl von Datenpunkten, sowie Fehler, die durch die Diskretisierung
des Ortsraums — des schon eingefiihrten ,,Binnings“ — entstehen, abschétzen kann.

Ferner werden in Abschnitt 3.4 Prozesse betrachtet, bei denen das Messrauschen
I"ps nicht verschwindet. Hier stofse ich auf ein Verfahren, das sich auf einfache sto-
chastische Prozesse anwenden ldsst und, selbst bei stark verrauschten Messwerten,
eine Analyse ermoglicht, mittels derer die Stéirke des externe Rauschens und die
Parameter der Dynamik des Systems bestimmt werden kénnen.

Es sind nun Daten von Prozessen zu untersuchen, die bereits bei eindimensionaler
Einbettung Markow-Eigenschaften zeigen. Als Beispiel wird jeweils ein eindimen-
sionaler Ornstein-Uhlenbeck-Prozess betrachtet.

3.1 Schitzung von DY und D@ fiir endliche 7

Mit Hilfe einer Methode, die von Friedrich in [10] vorgeschlagen wird, soll die Abhén-
gigkeit der bedingten Momente vom gewdhlten Zeitinkrement 7 untersucht werden.
Die ersten beiden bedingten Momente lassen sich dazu in eine Taylor-Reihe entwi-
ckeln. In der Literatur findet sich eine solche Entwicklung gelegentlich unter dem
Namen ,,Ito-Taylor-Entwicklung® [38, 20]. Statt dessen wird nun die FP-Gleichung
fiir kleine Zeitinkremente entwickelt. Damit 14sst sich der in Abschnitt 1.2.4 disku-
tierten Interpretation stochastischer Differentialgleichungen aus dem Wege gehen.

Zunichst definieren wir den in der FP-Gleichung auftretenden linearen Differen-
tialoperator als Fokker-Planck-Operator L. Es gilt dann:

0 - . s, 0?

= - i (=2 pm Z _p®@

atp(x,t|aco,to) Lp(x, t|xg,to) mit L < 8xD (m,t)+ax2D (m,t))
(3.1)

23
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Eine formale Losung dieser Gleichung ist
p(x,t|xo, to) = eﬁ(t_t")p(ac,touo,to) = eﬁ(t_t‘))é(x —x) . (3.2)
Sei nun t — tg =: 7 < 1 das Zeitinkrement, fiir das wir die bedingten Verteilungen

untersuchen wollen. Wir kénnen die Exponentialfunktion dann nach 7 entwickeln
und erhalten: i
= (i)
!

p(z,to + 7|20, to) = Z B
k=0

0(x — xo) (3.3)

Bei der Entwicklung der Momente sollen Terme bis zur dritten Ordnung in 7 be-
trachtet werden. Dazu benétigen wir die ersten vier Reihenglieder der obigen Ent-
wicklung;:

A 1. 1.
p(z,to + 7lxo, to) = <1 + LT+ §L2T2 + ngT3 + (9(74)) d(z — xo) (3.4)

Hier treten Potenzen des Differetialoperators L auf. Die hoheren Potenzen von L
ergeben sich als Permutationen der Summanden des Differentialoperators. Weil zur
Berechnung der Momente partiell integriert werden muss, werden die Potenzen des
Operators zunéchst notiert. Auf eine Testfunktion f(z) wirken diese wie folgt!:

L*f(z) = 3D<1>(:¢ t)ﬂpm(x t) — 3D<1>(x t)a—2D(2) (2,1) (3.5a)
Ox " Oz ’ Ox T Ox2 ’
92 o 02 0?
_ 9 p@e L pm 9 p@(r 2 p@
8x2D (x,t)axD (ac,t)—i—axQD (x’t)(?xQD (z,t)] f(z)
. ) d o
Biw) = |- D0 2D e0 5D
d d d?
+%D(l)(x,t)%D(l)(x,t)wD(Q)(m,t)
d 0? d
+%D(1)(x,t)@D@)(x,t)%D(l)(m,t)
d 0? o?
—%D(l)(:c,t)@D@)(x,t)@D(z)(x,t)
92 o d
+@D(2)(x,t)%D(l)(x,t)%D(l)(x,t)
92 0 9?
92 02 d
> P ’

3.1.1 Berechnung des ersten bedingten Momentes

Nach (1.32) kann das erste bedingte Moment aus der bedingten Wahrscheinlich-
keitsdichte berechnet werden als

(x(to + 1) — z(to)|z(to) = zo) = /dm (x —xo)p(x,to + T|zo,t0) - (3.6)

IDje Differentialoperatoren sollen hier jeweils auf alle Faktoren, die rechts von ihnen stehen,
wirken.
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Fiir 7 < 1 kann die CPDF nach (3.3) entwickelt werden. Sortieren wir nach Poten-
zen von T, so sind folgende Terme zu berechnen:

(3.6) = /dm (v — 20)6(x — 20) (3.7a)
+7 / dz (z — x0)Lo(x — x0) (3.7b)
-2 .
5 / da (x — 20)L?6(x — x0) (3.7¢)
-3 .
+E /dm (z — x0)L*6(x — o) (3.7d)
+0O(t%)

Mittels partieller Integration lassen sich die einzelnen Integrale — nach Einsetzen
der Potenzen des Fokker-Planck-Operators aus (3.5) — 16sen. Im Anhang A.1 wird
am Beispiel von (3.10c) gezeigt, wie diese Integrationen durchzufiihren sind. Weil
im Integral nur in erster Ordnung auftritt, vereinfacht sich die Integration bei dem
Integral, das L3 enthilt: Alle Integrale mit einem Differentialoperator, der mit D(?)
beginnt, ergeben keinen Beitrag. Die Summanden aus den Zeilen a bis d von (3.7),
die jeweils die Korrektur des ersten Momentes in einer Ordnung von 7 angeben,
sind dann?:

(a) = 0 (3.8a)
(b) = 7DW(aq,to) (3.8b)
2
(¢) = %(D<1>D;1>+D<2>D;?) (3.8¢)
_ T pwpmph 4 p® pW®pW) 4 3p@ pM b
(d) = [DWDWDY + DO DYDY 430 DY D

—|—D(2)D(1)DS3) + D(l)D.’S?)DilQ) + D(l)D(2)DS3)
+p@p%pl) 4 2p@p@p'Y) 1+ p@pE pl) (3.8d)

3.1.2 Berechnung des zweiten bedingten Momentes

Fiir das zweite Moment ldsst sich entsprechend verfahren. Hier ist nun eine Ent-
wicklung von

([alto +7) — (1) [alto) = 20) = / de (@ — 20 plasto + Tleosto) . (3.9)

gesucht.

Wenn wir wieder nach Potenzen von L ordnen, erhalten wir folgenden Ausdruck
fiir Terme bis zur dritten Ordnung in 7:

2Drift und Diffusion sind jeweils — wie z.B. in (3.8b) — Funktionen von (xq,tp). Zur weiteren
Erhéhung der Ubersichtlichkeit werden Ableitungen der Ordnung n nach dem Argument zo durch
das Subscript =" gekennzeichnet.
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(3.9) = /dz (z — x0)° 6(x — x0) (3.10a)
+7 / dx (v — :ro)2 ﬁé(az ) (3.10b)
+§ /d@" (x — z0)” L*6(z — 20) (3.10c)

7'3 S
ary /dx (& — x0)* L*6(z — o) (3.10d)
+O(h)

Die einzelnen Zeilen tragen nun wie folgt zum Gesamtmoment bei:

(@ = 0 (3.11a)

(b) = 27DP(x0,t0) (3.11b)

¢ = 7 [D(l)D(l) +2D@pM 4 pWp@ 4 p@ p (3.11c)

3

d) = % {3D<1>D<1>D§j> +4D@ DM DM 4 4p@ p®pL) 1 2p™® p) p
+3DWpApt) 4 ap@p@pM 4 6p@ p@ pty) 4 4p@ p pll)
+pW DM D + pHp® P 4 p@pl)p® 4 2p@ php
+D®pMp? 4+ pMp@p®) L pMWpRpt L ppBpH
+2D@ D@ p? 4 D<2>D<2>D§j)} (3.11d)

3.1.3 Einfluss auf die in Kapitel 2 beschriebene Methode zur
Datenanalyse

Mit Hilfe dieser Entwicklungen kénnen wir nun die Genauigkeit der Schitzung un-
serer Funktionen aus empirischen Daten abschétzen. Sei 7 dafiir fest. Eine geeig-
nete Wahl ist z.B. das durch die Samplingfrequenz der Daten festgelegte kleinst-
mogliche 7. Nehmen wir an, wir wiissten, dass der auszuwertenden Zeitreihe der
Drift D) (z,¢) und die Diffusion D (x,t) zugrunde liegen. Welche Funktionen?
Dg)(x, t,7T), Dg) (x,t,7) kénnen wir fiir endliche 7 erhalten, wenn keine weiteren
Fehlerquellen einfliefsen?

Um dieses abschétzen zu kénnen, setzen wir die Entwicklungen fiir endliches 7 in
(2.5) ein:

D (20, t0,7) = = (x(to + 1) — z(to)|x(to) = wo) (3.12a)

~ A=

= DW(ag,te) + 5 [DODY + DA D]

2

+T_ [D(l)D(l)D(lg) + pW PO PO _3p@ pi) p)
6 T x T T T

—D(Q)D(l)DS?,) _ D(l)Df)D;lz) _ D(l)D(2)D;13)

+p®»p@plh) L oap@p@pl) 4 D<2>D<2>D§2} +0O(r%)
(3.12b)

3Der Index ,,E“ kennzeichnet, dass es sich bei diesen Funktionen um aus den Daten gewonnene
Schéitzungen handelt, die von den nicht indizierten analytischen Funktionen zu unterscheiden sind.
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D (o, t0,7) = % ([x(to + 7) — 2(to)]?|2(to) = o) (3.13a)

D@ (2, t0) + g [D(l)D(l) +2D@ DM 4 pMHPE D<2>D§;>}

2
+% [3D<1>D<1>D;1> +3D@ DM pM 4+ p@pHptl)

+2DW DA pM 4 3pMWp@ p'Y) 4 2p> p) pH

+6D(2)D3(02)D9(612) + 4D(2)D(2)Dg) +DpWpMHpPE 4 D(l)D(l)DfQ)
+p@pY D +2p@pMp?) 4 p@pWp? 4 pMp pt)
+pM D@D + p@pE DY + pOp@ DY) + DDA Y]
+0O(7%) (3.13b)

Wir sehen, dass das Verfahren fiir 7 — 0 die analytischen Funktionen liefert. Fiir
endliche 7 hingegen zeigen sich Abweichungen, die wir nun anhand eines einfachen
Beispiels untersuchen wollen.

3.1.4 Beispiel: Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Zu analysieren seien nun die Daten eines stationdren Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses
mit DY (z) = —yz und D@ (z) = Q. In diesem Fall verschwindet ein Grofiteil der
Ableitungen in (3.12b) und (3.13b) und die Abweichungen fiir endliches 7 ergeben
sich als:

2
T T
D (x0) = —vmo+ 5’72350 - E’Y%Uo +0(7%) (3.14a)
2
T T
DP(z0) = Q+ 3 [v?af — 2Qyao] + n (37223 + 3Q+*] + O(7%)(3.14b)

Wir sehen, dass der dominante Fehler in D), der fiir endliches 7 entsteht, fiir
o > @ quadratisch in zy wichst. Tatsdchlich zeigt sich dieses Verhalten bei der
Auswertung von Zeitreihen hiufig. Auf der anderen Seite 1asst sich durch rekursi-
ves Anwenden der Formeln (3.12b) und (3.13b) auf die erste Schitzung verbunden
mit einer Verdnderung von 7 (z.B. zum nichstgelegenen Verfiigbaren) abschétzen,
welche Qualitdt die Schitzung hat und ob eine hohere Genauigkeit durch das Zeit-
inkrement 7 oder durch andere, die Schatzung beeinflussende Faktoren verhindert
wird.

Wir kénnen anhand der hier hergeleiteten Zusammenhinge fiir den einfachen
Ornstein-Uhlenbeck-Prozess verstehen, dass es eine charakteristische Samplingfre-
quenz gibt, die die Giite der Schitzung beeinflusst. Diese ist proportional zur Damp-
fung fo ~ 7. Die genauere Untersuchung von Ornstein-Uhlenbeck-Prozessen zeigt,
dass die Starke 7 der riicktreibenden Kraft die Geschwindigkeit der Dynamik be-
stimmt. Die Korrelation zweier Messwerte sinkt deshalb mit steigendem ~. Dieses
ist der Grund fiir die Notwendigkeit der Anpassung der Samplingfrequenz an ~.

3.2 Einfluss einer endlichen Stichprobe auf die
Schatzungen
Bislang sind wir davon ausgegangen, dass die Grofe der Stichprobe, auf der wir un-

sere Statistik aufbauen, das Ergebnis nicht beeinflusst. Bei der Analyse empirischer
Daten ist die Menge der zur Verfiigung stehenden Daten aber immer beschrinkt.
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Bei Daten in Form von Zeitreihen stationérer Prozesse ist dieser Umstand nicht zu
vernachlassigen: Wird der Ortsraum in dquidistante Bins eingeteilt, so variiert die
Anzahl der Datenpaare pro Bin stark. Sie ist abhangig von der stationdren Ver-
teilung und verschwindet fiir Prozesse mit natiirlichen Randbedingungen fiir grofse
Entfernungen vom Zentrum. Die Anzahl Datenpaare, die zur Bildung der Mittel-
werte der Momente verwendet werden konnen, ist deshalb an einigen Stellen sehr
gering.

Seien die Zeiten #; so gewdhlt, dass z(#;) fiir alle 1 <i < N im Bin um z, liegt.
Fiir diese endliche Stichprobe berechnen sich Abschitzungen fiir Drift und Diffusion
dann als

N

DY (wo,7) = %Z%{x(fﬁf) — ()} (3.15a)
2 1 1 - ~ 9
Dy (v0,7) = WZ;{x(ti—&-T)—x(ti)} (3.15b)
i=1

im Grenziibergang 7 — 0. Fiir die Abschatzungen von statistischen Fehlern wird
die Varianz der einzelnen Summanden, die zur Mittelung beitragen, benétigt. Un-
tersuchen wir zunichst den Drift an der Stelle x fiir festes 7. Die Varianz o ergibt
sich als:

te{fl,...,fN}>

N 1 R ~ 2
= Z [; {e(ti+ 1) — (i)} - Dg)(ffoﬁ)} (3.16a)
=1
1181, - -2 21 &
= ;N;;{x(tl—i—ﬂ—x(tz)} + {D(E)(J?o,T)} N;l
(1) 1 N 1 - N
—2D] (IO,T)NZ; {a(ti+71) —a(t)} (3.16b)
i=1
= %Dg)(xw) - [DS)(wo,T)r (3.16¢)

Wir haben die Varianz nun durch die aus den Daten gewonnenen Drift- und Diffu-
sionsfunktionen ausgedriickt. Da die einzelnen Werte statistisch unabhéngig sind,
skaliert die Varianz bei der Mittelung {iber IV Beitrige nach dem Gauf’schen Feh-
lerfortpflanzungsgesetz mit % Ein wichtiges Maf fiir die Abschétzung des Fehlers
einer Messung ist die Wurzel aus der Varianz oder ein Vielfaches davon, die von
derselben Dimension ist wie das Messergebnis. Fiir den Fehler, der fiir den Drift zu
erwarten ist, gilt nun:

1) 2
@) D (xO,T)}
(1) _ EDE (z0,7) _ [ E
E [DE (xo,T)} =\ = ~ (3.17)

Die Anzahl der Datenpunkte im Intervall kann nun durch die stationére Verteilung
ausgedriickt werden. Liegt eine Zeitreihe mit insgesamt Ny Messungen vor und
betrégt die Grofse unserer Bins Az , so konnen wir etwa N(zg) = Nof(xo)Az
Messungen fiir die Bildung des Mittelwertes um die Stelle z( heranziehen. Es ergibt
sich:

(1) 2
2 D(E2)(x0,7) [DE (1’077)} 318
T Nof(zo)Az — Nof(wo)Az (3.18)
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Abbildung 3.1: Abhéngigkeit des Fehlers in DY(z = 0.5,7 = 0.01) von der An-
zahl der Messwerte im Bin am Beispiel eines Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses. Die
durchgezogene Linie markiert den Drift an der Stelle x = 0.5, der aus Mittelung
iiber ein Ensemble von N Messungen zustande kommt, der gestrichelt eingetragene
»Schlauch* darum den Fehlerbereich, wie er nach (3.16a) aus den Daten gewon-
nen wird. Der Fehler zeigt den zu erwartenden Abfall ~ N~'/2 und die Schétzung
konvergiert fiir hohe N gegen den analytischen Werte (gestrichelte Linie).

Auf dieselbe Art und Weise lasst sich fiir die Diffusion nach (3.15b) verfahren.

Es tritt dabei das vierte bedingte Moment M ](54) (29, 7) auf. Fiir den Fehler in der
Diffusionsfunktion erhalten wir:

(4) [D(Q) (x T)} ’
1 My (xo, 1) E 10,
472 Nof(zo)Az  Nof(zo)Az

E D (wo,7)] = (3.19)

Es ist zundchst zu bemerken, dass beide Fehler fiir eine grofie Anzahl an Messun-
gen mit 1/1/Ny verschwinden. Fiir endliche Stichproben hingegen ist die Grofe des
Fehlerbereiches anhéngig von

e der Besetzung der Bins. Fiir schwach besetzte Bins wird nur {iber eine geringe
Anzahl an Ereignissen gemittelt, das Ergebnis ist deshalb nicht stabil. Hier
ldsst sich durch die Beriicksichtigung weiterer Messwerte oder die Verbreite-
rung der einzelnen Bins Abhilfe schaffen. Der Einfluss von Ny und Az auf die
Qualitdt der Schatzungen ist bekannt. Hiufig {iberdecken die Fehlerbalken an
den Rindern des Messbereiches den Datenbereich vollig, diese Stellen bleiben
dann fiir die Schitzung von Drift und Diffusion in der Regel unberiicksichtigt.

e dem Zeitinkrement. Es fillt auf, dass der Fehler im Drift bei endlichen Stich-
proben im Grenziibergang 7 — 0 mit 1/,/7 divergiert, wenn Drift und Dif-
fusion konvergentes Verhalten zeigen. Wir sehen nun, dass die Qualitdt der
Schétzungen (2.5) fiir sehr kleine 7 drastisch abnimmt. Fiir die Diffusion hin-
gegen tritt dieses Problem nicht auf. Wir haben angenommen, dass es sich
um Daten eines Markow-Prozesses handelt. In diesem Fall sind die Momen-
te n-ter Ordnung mindestens von der Ordnung n/2 in 7. Der Fehler in der
Diffusionsfunktion divergiert daher im Grenziibergang 7 — 0 im Allgemeinen
nicht.
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Abbildung 3.2: Abhéangigkeit des Fehlers in Dg) (x = 0.5,7 = 0.01) von der An-
zahl der Messwerte im Bin am Beispiel eines Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses. Die
durchgezogene Linie markiert den Drift an der Stelle x = 0.5, der aus Mittelung
iiber ein Ensemble von N Messungen zustande kommt, der gestrichelt eingetra-
gene ,,Schlauch“ darum den Fehlerbereich nach (3.19). Die Konvergenz gegen den
analytischen Wert (gestrichelte Linie) ist wesentlich schneller als beim Drift.
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Abbildung 3.3: Verhalten des Fehlers fiir 7 — 0 bei Stichproben endlicher Grofe.
Untersucht wurde ein Ensemble von N = 10000 Werten eines Ornstein-Uhlenbeck-
Prozesses. Die gestrichelte Linie ist ein Fit der Daten durch die Funktion f(x) =
0.00445//x. Der Fehler zeigt das divergente Verhalten, das nach (3.18) zu erwarten
ist.
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Eine Minimierung der durch die endliche Stichprobengréfie bedingten Fehler ist
moglich, wenn sowohl 7 als auch Ax nicht zu klein gewahlt werden.

Diese beiden unterschiedlichen Fehler, die auftreten konnen, sind am Beispiel
eines numerisch simulierten Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses mit D(Y)(z) = —z und
D@ (z) = 0.1 untersucht, die Ergebnisse sind in den Abb. 3.1 bis 3.3 grafisch
dargestellt. Fiir den ersten Fall wurden dazu Ensembles verschiedener Grofe N
mit z(tg) = 0.5 fiir das Zeitinkrement 7 = 0.01 erzeugt. Aus diesen konnen nach
(3.15) Schitzungen fiir Drift und Diffusion an der Stelle 0.5 berechnet werden.
Die Entwicklungen der Schéitzungen mit steigendem N und die Fehler, die bei der
Bildung der Mittelwerte entstehen, sind in den Abb. 3.1 und 3.2 dargestellt. Es
ist deutlich zu sehen, dass die Schitzungen fiir dieses Zeitinkrement gutartig sind,
weil sie fiir hohe N in beiden Féllen gegen die zur Simulation verwendeten Werte
konvergieren. Eine genauere Analyse der Fehlers liefert ab ca. 200 Werten eine
deutliche N~'/2-Abhiingigkeit. Der Fehler in der Diffusionsfunktion ist fiir den hier
verwendeten Zeitschritt wesentlich kleiner, eine sichere Schétzung ist in diesem Fall
ab etwa 1000 Datenpaaren moglich.

Weiterhin wurde an einem Ensemble mit N = 10000 die Abhéngigkeit der Schat-
zung des Drifts vom Zeitinkrement untersucht. Es ist Abb. 3.3 zu entnehmen, dass
der Fehler dieser Schitzung mit 7~ '/2 wichst. Die Divergenz fiir 7 — 0 ist nicht
auf numerische Artifakte wie eine endliche Liange der Mantisse zuriickzufiihren, son-
dern hat ihren Ursprung in (3.17). Fiir kleine 7 dominiert der erste Summand unter
der Wurzel. Das Einsetzen der analytischen Diffusion und der Grofie des Ensembles
liefert:

)
D) (0 = _/2Dg (xg=0.5,7)  0.004472
B[ DY (w0 = 05,7)| = \/T - vl (3.20)

Dieses Ergebnis ist in sehr guter Ubereinstimmung mit dem Fit, der an die Daten-
punkte angepasst ist.

3.3 Durch Diskretisierung des Ortsraums zu erwar-
tende Fehler

Wir haben gesehen, dass aufgrund der Verkleinerung der Stichprobe die Fehler fiir
kleine Az ansteigen. Auf der anderen Seite verursachen natiirlich grobe Diskreti-
sierungen Fehler, die ihre Ursache in einer Mittelung iiber einen zu grofien Bereich
haben. Diese Fehler sollen nun abgeschitzt und — fiir ein einfaches Beispiel — ana-
lytisch berechnet werden.

Dieses Problem wird wie folgt untersucht: Wir gehen wieder davon aus, dass die
Stichprobe, auf der die Mittelwerte der Momente berechnet werden, sehr grof ist
und die Momente fiir einzelne Werte damit exakt extrahiert werden kénnen. Sei
der Ortsraum nun so diskretisiert, dass fiir die Berechnung des bedingten Momen-
tes an der Stelle z( alle Paare x(t + 7), x(t) mit z(t) € [xg — Ax/2,20 + Azx/2]
beriicksichtigt werden. Als Schitzung fiir die bedingten Momente erhélt man dann
die Mittelung der Momente {iber den Bin, gewichtet mit der stationdren Verteilung
f des Prozesses:

zo+Az/2
[ dx M (z,7)f(z)
n ro—Ax/2
M (o, 7, A) = 22 (3.21)

[ dz f(=)

zro—Ax/2
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Die allgemeinen Uberlegungen sollen an dieser Stelle nicht weiter vorangetrieben
werden. Statt dessen untersuchen wir einen eindimensionalen Ornstein-Uhlenbeck-
Prozess, fiir den sich das Integral weiter auswerten lésst. Sei 7 < 1, sodass Terme
hoherer Ordnung in 7 verschwinden. Dann 13sst sich der Drift Dg), den man nach
Diskretisierung der Daten erwarten kann, abschitzen als:

zo+Az/2
dx D(l)(z)f(m)
(1) N zo—Ax/2
Dy’ (o, Azx) = et A/ (3.22)
J dx f(2)
zo—Ax/2
Der Ornstein-Uhlenbeck-Prozess ist charakterisiert durch:
DW(z) = —~yz mit v>0
D?®) (x) = Q L, (3‘23)
M@ = e

Die stationére Verteilung ergibt sich dabei, bei Verwendung natiirlicher Randbedin-
gungen, aus (1.42).

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, {iber die im Nenner integriert wird, l4sst sich um
xo entwickeln. Weil die ungeraden Glieder der Taylor-Entwicklung bei der Inte-
gration verschwinden, verbleibt nur ein Fehler in dritter Ordnung von Ax. Dieser
sowie die Fehler hoherer Ordnung sind proportional zur zweiten bzw. zu héheren
Ableitungen von f(zg) an der Stelle z(:

zo+Az/2
dr f(z) = f(zo)Az + O(A2®) (3.24)
zo—Az/2
Im Zzhler ist eine deratige Entwicklung nicht nétig. Das Integral l4sst sich fiir den
hier betrachteten Prozess analytisch auswerten. Die Berechnung des Integrals ist im

Anhang A.2 ausgefiihrt. Man erhilt schlieflich fiir den {iber einen Bin gemittelten
Drift:

2 )2 A
Dg)(xO,Ax) ~ A—Qefﬁ(%) sinh (——xo—x) . (3.25)
x
Sei nun Az <« 1. Wir konnen die Funktionen im Zzhler nach ihrem Argument

entwickeln, wie es im Anhang durchgefiihrt ist. Setzen wir diese Entwicklung fiir
die Bestimmung des relativen Fehlers ein, so ergibt sich dieser als:

Dg)(mo,Ax) B v [yad Az\? 4

Diese Ausdriicke lassen sich nun interpretieren. Betrachten wir zunéchst (3.22) fiir
grofe Azx: Im Grenziibergang Az — oo liefert das Integral im Zahler keinen Beitrag
und der Nenner ergibt 1. Der Drift, der sich aus der Schétzung ergibt, verschwindet
also. Dieses Verhalten ist konsistent mit den natiirlichen Randbedingungen, die wir
hier vorausgesetzt haben: Wiirde der Drift bei Mittelung iiber das gesamte System
nicht verschwinden, so gébe es einen konstanten Fluss durch das System und die
stationdre Verteilung wiirde fernab vom Zentrum nicht verschwinden. Fiir groffe Az
wird der Drift (betragsmafig) also grundsétzlich unterschétzt.

Ferner lasst sich anhand (3.26) der relative Fehler bei sehr feiner Unterteilung
untersuchen. Man sieht, dass das Verhiltnis von Abschitzung zum urspriinglichen
Drift fiir Az — 0 gegen 1 konvergiert, wie es schon Ausdruck (3.21) erwarten ldsst.
Die Korrekturen in zweiter Ordnung von Az kénnen, abhangig von ~, x¢ und @,
positiv oder negativ ausfallen.
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3.4 Einfluss von Messrauschen

Es wurde bereits auf Probleme bei der Abschitzung der dynamischen Funktionen
aus den Daten, deren Qualitdt durch Messrauschen beeintrachtigt ist, hingewiesen.
Siefert hat eine Methode vorgestellt, nach der sich bei leicht verrauschten Daten die
dynamischen Funktionen als Ableitung der bedingten Momente nach dem Zeitin-
krement ergeben [37]. Diese Methode ist jedoch auf sehr kleine Rausch-Amplituden
beschrankt.

Das Problem der Separation von gemessenen Daten in Messrauschen und einen
dynamischen Prozess ist schon seit léngerer Zeit von grofsem Interesse. Hierzu eig-
nen sich die sogenannten ,Maximum Likelihood-Verfahren“, die sich Bayes’scher
Methoden bedienen, um aus einem gegebenen Prozess den wahrscheinlichsten Satz
an urspriinglichen Parametern zu extrahieren. Beispiele fiir aktuelle Arbeiten auf
diesem Gebiet sind z.B. [40, 41, 42] sowie die in diesen Verdffentlichungen aufgefiihr-
ten Referenzen. Fiir eine gewisse Klasse von Problemen sind mit diesen Methoden
bei einer relativ geringen Anzahl von Datenpunkten gute Ergebnisse zu erzielen. Alle
diese Methoden sind jedoch beschrankt auf additives Rauschen. Aufferdem machen
sie hochdimensionale Integrationen notwendig, weil zur Anwendung des Bayes’schen
Theorems und Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeit eines Satzes von Pa-
rametern {iber samtliche Datenpunkte integriert werden muss.

Frank Bottcher untersucht in [43, 38] das Verhalten der Momente fiir kleine 7 bei
verrauschten Daten. Es ergibt sich ein Verfahren, das geeignet ist, auch bei stark
verrauschten Daten das externe Rauschen vom internen, dynamischen Rauschen zu
trennen und die Stirke des Rauschens und die Parameter des internen Prozesses zu
bestimmen. Dieses Verfahren basiert ebenfalls auf der Auswertung der bedingten
Momente. Ich habe zu der mathematischen Fundierung dieses Verfahrens beigetra-
gen und mdchte es deshalb an dieser Stelle diskutieren und anhand eines Beispiels
demonstrieren.

Wir betrachten jetzt Daten, die durch (2.1) mit 'y, # 0 beschrieben werden. Es
gelte weiterhin fy/(q) = ¢. In der Regel handelt es sich beim Messrauschen um ein
Signal, das nicht mit dem Zustand g des Systems korreliert ist und kein Gedéichtnis
besitzt. Idealisiert 14sst es sich deshalb durch gaufiverteiltes, weiffes Rauschen mo-
dellieren. Ein Ma# fiir die Stirke des Rauschens ist die Varianz o2 der zugehdrigen
Verteilungsfunktion. Habe I"j; hier diese Eigenschaften, so gilt fiir die Wahrschein-
lichkeit der Messung eines Wertes 2’ € [z, z + dz], unter der Bedingung, dass das
System im Zustand q ist:

1 _@—a)?
Do (x|q)dx = L 202 dr . (3.27)

Wir haben gesehen, dass fiir Markow-Prozesse Zweipunkt-PDF’s eine entscheidende
Rolle spielen. Bei unseren von Messrauschen {iberlagerten Prozessen lassen sich diese
Zweipunkt-Ubergangswahrscheinlichkeiten mit Hilfe von (1.21) als Integral iiber
das Produkt bedingter Wahrscheinlichkeiten schreiben. Sei p.(g|qo) die bedingte
Ubergangswahrscheinlichkeit des unverrauschten Prozesses fiir ein gewisses, festes
7. Dann gilt fiir das n-te bedingte Moment der gemessenen Daten z:

M™(zo,7) = ([t +7) — 2(t)]" 2 () = z0)
- /dqo /dq /da: (& — 20)" po (£]0)p+ (4100} (d0l20)  (3.28)

Diese Formulierung dhnelt der Lésung von Problemen mit Hilfe von Pfadintegralen:
Fiir die Anaylse werden die internen, verborgenen Variablen ¢ und ¢ eingefiihrt. Die
auf diese Weise in die Berechnung der Momente eingefithrte CPDF p, charakterisiert
den internen Prozess, der iiblicherweise untersucht werden soll. Weil a priori alle
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internen Realisierungen mit den gemessenen, verrauschten Werten vertréglich sind,
muss jeweils iber den gesamten Raum integriert werden. Sie werden aber mit der
Wahrscheinlichkeit, dass sie unter gegeben Messwerten x auftreten, gewichtet. Dafiir
sorgen die bedingten Verteilungen p,.

Zu beachten ist, dass der letzte Faktor p, des Produktes der CPDF’s gewisserma-
Ben das zu (3.27) inverse Problem darstellt. Gesucht ist hier die Wahrscheinlichkeit,
dass unter gegebenem z die interne Variable ¢y einen bestimmten Wert annimmt.
An dieser Stelle muss auf das in Abschnitt 1.1.4 eingefithrte Bayes’sche Theorem
zuriickgegriffen werden, mit Hilfe dessen sich P, aus (3.27) berechnen lisst. Seien
die verschiedenen stationiren Verteilungen von = und ¢ durch Indizes o bzw. 7
gekennzeichnet, dann ldsst sich die inverse CPDF berechnen als:

Po(woldo) fo(d0)
fac(xO)

Wir werden diese Berechung spéter fiir einen einfachen stochastischen Prozess
durchfiihren. Die stationédre Verteilung, die im Nenner auftaucht, ist als Faltungs-
integral zu berechnen:

Po(q0|mo) = (3.29)

folae) = / ddo po(@olo) faldo) - (3.30)

Wir berechnen nun die ersten beiden Momente des verrauschten Prozesses und
werden dabei auf die Momente des verborgenen Prozesses p. stofien. Fiir 7 < 1
lassen sich die Entwicklungen (3.7) und (3.10) verwenden und alle Terme ~ 72 ver-
nachléssigen. Die Funktionen D™ beziehen sich auf den verborgenen, dynamischen
Prozess.

3.4.1 Berechnung des ersten Momentes

Die Berechnung des ersten Momentes soll fiir festes Zeitinkrement 7 < 1 durch-
gefithrt werden. Wir integrieren nun der Reihe nach {iber die Variablen z, ¢ und

qo-:
MY (o, 7)
- /dqo /dq /da: (x — 20) po (zl0)p+ (al20)P, (0l0)
/dqo /dq p+(al0)B, (g0l 0) /dx (@ — g+ q— 20) po ()

/dqo /dq pr(4l90)Po (q0|70) {/dw (¢ — z0) po(zlq) +/dw (z — q)po(wlfJ)}
(3.31a)

Die beiden Integrale, die geklammert sind, kdnnen nun ausgewertet werden: Im ers-
ten taucht die Integrationsvariable nicht mehr auf. Integration {iber die Verteilung
liefert aufgrund der Normierung der PDF 1. Es verbleibt also der Faktor g — .
Das zweite Integral ist das erste Moment einer Gaufsfunktion und verschwindet. Wir
konnen nun fortfahren:

= /dqo Dy (qo]z0) /dq (¢ —qo + 90 — x0) p~(qlqo0)

Jiao B aoleo) { Jaao = ) petalan) + fia (o - qo>pf<q|qo>}
(3.31b)
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Auch hier liefert die Integration im ersten der beiden geklammerten Integrale nur
den Beitrag go — ¢q. Das zweite Integral ist das erste Moment der internen Prozesses.
Das einsetzen von (3.7) fiir 7 < 1 liefert:

- /dqo (do — 20) By (qol0) + 7 /dQO DD (qo)p, (a0]0) + O(2)(3.31¢)

J dgo (g0 — o) P (wolg0) f4(q0)
[ dao po(xolqo) fq(qo)
de(J() D(l)((JO)PU(CEO\CIO)fq(CIO)
J dgo po(0lg0) f4(q0)
[ dgo DM (q0)po(x0l90) fq(q0)
J dqo po(xolq0) f4(q0)

+0(%)

+O(1?) (3.31d)

= m(zo) +7

Das Ergebnis, das wir hier erhalten haben, ist ein sehr wichtiges Resultat, weil
es erklart, warum die gewohnliche Abschatzung des Drifts bei verrauschten Daten
nicht mehr funktioniert. Es taucht hier ein Term auf, der unabhingig von 7 ist,
den wir v;(z¢) nennen wollen. Das widerspricht bisherigen Annahmen z.B. in [37].
Im Grenziibergang 7 — 0 divergiert der Ausdruck %M g) und liefert damit keine
verniinftige Abschétzung mehr fiir den Drift. Der hier entwickelte Zusammenhang
lasst sich nutzen, wenn man das Verhalten der Momente als Funktion von 7 unter-
sucht. Aus dem Graphen lassen sich das Offset +; sowie die Steigung fiir 7 < 1,
die dem zweiten Summanden von Ausdruck (3.31d) entspricht, extrahieren. Daraus
kann man dann — zumindest fiir einfache Prozesse, fiir die obige Integrale analytisch
zu 16sen sind — Informationen iiber Drift und Rauschen aus dem Graphen gewinnen.
Fiir den Grenzwert kleinen Messrauschens erhilt man — wie in [37] vorgeschlagen
— den Drift direkt aus der Ableitung des ersten Momentes nach dem Zeitinkrement
fir 7 < 1.

3.4.2 Berechnung des zweiten Momentes
Fir das zweite Moment ist die Existenz eines Offsets und damit das divergente
Verhalten der Abschitzung der Diffusion bekannt. Man weifs, dass das Offset fiir

schwaches Messrauschen 202 betriigt. Wir untersuchen nun auch das zweite Moment
unseres verrauschten Prozesses:

Mg) (1’0,7')
- /1(10 /dq /:z (x — 20)2 o (10)p (al0)P (d0]0)

= Jian fia prlalav, (ol fir (x = 20)*patala)
ﬁqo /dq P+ (al90)B., (qozo) {/dw (z — ) po(zlq)

20— a0) fir (- )pole0) +a— o) fis pc,(xq)} (3.322)

Von den drei Termen, die in der Klammer stehen, entspricht der erste dem zwei-
ten Moment iiber die Gaufiverteilung f, und liefert den Beitrag o2. Der zweite
Summand, das erste Moment der Gaufsverteilung, verschwindet wie schon in der
vorangegangenen Rechnung. Die dritte Integration iiber die normierte Verteilung
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liefert 1. Wir konnen also fortfahren:

/dQO P (q0l20) /dq {02 +(¢— xo)ﬂ p-(4lq0)

— ﬁqo pg(qo|xo)/iq {/dx (7 — 90)” pr(qlgo)

+2(0—20) fir (0= ) polalao) + [0 + (a0 = a0)”] fio prlalan)
(3.32b)

Die ersten beiden Integrale in der Klammer sind gerade das zweite und das erste
Moment des internen Prozesses. Wie schon bei der letzten Rechnung setzen wir nun
die niedrigsten Ordnungen der Entwicklungen (3.7) und (3.10) ein. Die Integration
im letzten Summanden liefert wieder 1. Damit erhalten wir:

= T/dQO [D(2)(Q()) +2(qo0 — 7o) D(l)(QO)} Do (qolz0)

+ /dqo |7 + (a0 — 20)*| B (aowo) + O(+?) (3.32¢)

deQO [D®(qo) + 2 (q0 — x0) DV (q0)] P, (0l90) fo(q0)
J dgo ps(xolq0) f4(q0)
J dgo (g0 — 20)* By (q0]70)
[ dao po(20lq0) f4(qo0)
n deQO [D(Q) (q0) +2 (g0 — o) Du)(@o)} Do (%0lq0) fq(qo0)
J dao po(x0lq0) f4(0)

+ 0%+ 0(1?)

= 72(z0) +0(7%)

(3.32d)

Auch hier tritt ein konstanter Term auf, der v2(z¢) genannt werden soll. Dieser
ist abhéngig von zy und geht nur im Grenzwert verschwindenden Messrauschens in
das von Siefert angegebene konstante Offset von 202 iiber. Wie schon beim ersten
Moment diskutiert, kénnen wir den konstanten sowie den zu 7 proportionalen Teil
aus der Untersuchung der 7-Abhéngigkeit des Momentes fiir kleine T gewinnen.

Die Integrale, die in den Ausdriicken (3.31) und (3.32) auftauchen, sehen zunéchst
einmal sehr unanschaulich aus. Um sie zur Analyse von Daten verwenden zu kénnen,
muss in der Regel vorrausgesetzt werden, dass diesen Daten einfache stochastische
Prozesse zugrunde liegen die durch wenige Parameter beschrieben werden kénnen.
Fiir diese Modelle konnen obige Integrale geldst werden und lassen sich dann zur
Charakterisierung der Prozesse verwenden. Als Beispiel wird wiederum ein eindi-
mensionaler Ornstein-Uhlenbeck-Prozess betrachtet, den Frank Bottcher mit dieser
Methode untersucht hat.

3.4.3 Beispiel: Ornstein-Uhlenbeck-Prozess

Der Prozess sei wie in (3.23) charakterisiert und es liege eine gemessene Zeitreihe
x(t) vor, die mit Messrauschen der Varianz o2 behaftet sei. Béttcher hat die Offsets
~; fir diesen Prozess berechnet und

(o, 0) = ————575 (3.33a)

vo(xo,0) = + 7 . S5 +0”  (3.33b)
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Abbildung 3.4: Analyse synthetischer Daten eines Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses
mit v = @@ = 1. Den Plots auf der rechten Seite wurde Messrauschen mit Vari-
anz o2 = 1 hinzugefiigt. Zu sehen sind ein Ausschnitt aus der Zeitreihe (oben), das
erste Moment aufgetragen gegen das Zeitinkrement 7 (mittlere Zeile) sowie die aus
der Steigung des mittleren Graphen gewonnene Funktion D) (unten). (Entnom-
men aus: [38])
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erhalten. Fiir 0 < 1 zeigen die Offsets also das von Siefert [37] beschriebene Verhal-
ten: Der Drift kann weiterhin aus den Daten bestimmt werden, weil ; verschwindet,
fiir das zweite Moment ergibt sich ein Offset von 202.

Die beiden Terme ~ 7 im ersten und zweiten Moment lassen sich fiir unseren
Prozess berechnen. Einsetzen von D) in (3.31c) liefert fiir den ersten Summanden:

Tﬁlqo DM (o), (golzo)

= -7y [fﬂo /MO Do (qolwo) + /dQO (90 — w0) Py (q0l20)
= —7v[zo +71(x0,0)] . (3.34)
Ebenso lisst sich auch der zu 7 proportionale Term in (3.32¢) auswerten:

T/Cqu [D(Q)(QO) —2(qo — o) D(l)(QO)} Po(q0]o)

- /dqo [Q — 27 (@0 — o) 40] P (d0]0)

TQ — 2y /dQO {(110 —x0)” + 20 (g0 — 170)} Do (q0]70)
= T [Q — 2~ (’}/2(1‘0, o) — o? + 271 (20, a))] (3.35)

Betrachten wir den Fall kleiner o, so stellen wir fest, dass in diesem Falle die Stei-
gung des ersten Momentes gegen den Drift konvergiert. In diesem Falle funktioniert
also das von Siefert et al. [37] vorgeschlagene Verfahren. Fiir grofere 7 wird der
Drift nach Sieferts Methode aber unterschitzt. Beim zweiten Moment ist das iib-
liche Verfahren zur Schitzung wieder nur fiir sehr geringes Messrauschen exakt,
andernfalls ergeben sich die berechneten Korrekturen.

Zur Schitzung des Drifts aus einer stark verrauschten Zeitreihe eines Ornstein-
Uhlenbeck-Prozesses ist nun wie folgt vorzugehen:

e Die bedingten Momente miissen fiir ein festes x( fiir verschiedene Zeitinkre-
mente 7 berechnet und aufgetragen werden. Die Steigung der Momente sollte
fiir geniligend kleines 7 linear sein.

e Aus dem Graphen kann nun der Wert ~; (2o, o) als Ordinate fiir 7 = 0 extra-
poliert werden. Weiterhin ist die Steigung m(xo) des Graphen fiir kleine 7 zu
bestimmen.

e Der Parameter 7 des Drifts ergibt sich als

m(wo)

- 3.36
xo + 71(x0, 0) ( )

Y(zo) =

Dieses Procedere kann fiir verschiedene xy wiederholt und die Qualitdt unserer
Schitzung auf diese Weise erhdht werden.

In Abb. 3.4 ist das Verfahren fiir einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess demonstriert.
Die Analyse beruht auf einer synthetisch generierten Zeitreihe mit den Parametern
v = @ = 1. Ein Ausschnitt dieser Zeitreihe ist in Abb. 3.4a zu sehen. Diese Daten
sind zusétzlich mit einem Messrauschen der Varianz o = 1 iiberlagert worden und
in Abb. 3.4b abgebildet. Es ist deutlich, dass das Rauschen den internen Prozess
fiir das blosse Auge unkenntlich macht und eine Analyse der Daten erschwert. Nun
werden diese beiden Reihen, die urspriingliche (linke Seite) sowie die verrauschte
(rechte Seite), an der Stelle xg = —1 analysiert. Die direkte Schatzung des Drifts aus
der Ableitung der Momente nach der Zeit liefert fiir die unverrauschte Zeitreihe das



3.4 Einfluss von Messrauschen 39

korrekte Ergebnis, nach dem Hinzufiligen des Messrauschens jedoch wird v mit —0.34
deutlich unterschétzt. Nutzt man jedoch das soeben beschriebene Verfahren und das
aus den Daten gewonnene Offset von 7 (zg,0) = 0.65, so erhilt man nach (3.36)
fiir den Drift: DM (x) = —.97z¢. Diese Funktion ist in guter Ubereinstimmung mit
der zur Erzeugung der Daten verwendeten.

Dieses Verfahren kommt, im Gegensatz zu den ,,Maximum-Likelihood-Verfahren®,
mit einem sehr geringen Rechenaufwand aus, weil es keine hochdimensionale Inte-
gration erfordert. Entsprechende Verfahren lassen sich auch fiir andere stochastische
Prozesse sowie fiir eine Schitzung der Diffusion entwickeln. Eine Anwendung auf
kompliziertere Prozesse kann allerdings die Beriicksichtigung hoherer Momente not-
wendig machen.
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Kapitel 4

Iteratives Verfahren zur
Bestimmung von Drift und
Diffusion

In Kapitel 3 bin ich ausfiihrlich auf Probleme eingegangen, die sich aus der direkten
Schétzung von Drift- und Diffusions-Funktionen aus den Momenten der bedingten
Verteilungen ergeben. In den letzten Jahren sind insbesondere die durch Auswer-
tung von (2.5) fiir endliche Zeitinkremente entstehenden Abweichungen untersucht
worden. So haben z.B. Ragwitz & Kantz [11, 12] und Friedrich et al. [10] diskutiert,
auf welche Weise Korrekturen fiir endliche Inkremente beriicksichtigt werden kon-
nen. Solche Korrekturen lassen sich aus (3.12b) und (3.13b) entwickeln und kénnen
die Giite der Schatzungen in gewissen Grenzen erhGhen. Es ist zu vermuten, dass auf
diesem Wege fiir einige spezielle Prozesse Verfahren gewonnen werden koénnen, die
bei dhnlich geringem Rechenaufwand ein genaueres Ergebnis liefern als die alleinige
Auswertung der bedingten Momente.

In diesem Kapitel wird ein allgemeines Verfahren [13] vorgestellt, das — basie-
rend auf einer aus einer ersten Abschitzung von Drift- und Diffusionsfunktionen
gewonnen Parametrisierung — eine Optimierung dieser Funktionen auf Grundlage
der Zweipunkt-Verbundwahrscheinlichkeiten fiir endliches Zeitinkrement verwen-
det. Dieses Verfahren lisst sich fiir endliche Zeitinkremente exakt durchfiihren. Fer-
ner ist es weitgehend unabhingig von der Diskretisierung des Ortsraumes und der
geringen Anzahl an Datenpunkten in der Nihe instabiler Fixpunkte.

4.1 Allgemeines Verfahren

Gegeben sei eine gemessene Datenreihe x(t) € R™ eines stationiren stochastischen
Markow-Prozesses. Sei ferner angenommen, dass die Dynamik des Prozesses sich
durch eine Langevin-Gleichung wie (1.22) beschreiben lasse. Folgendes Verfahren
wird zur Bestimmung von Drift und Diffusion vorgeschlagen:

e Berechnungen der Abschitzungen (2.5) fir D™ (z) und D®)(x) fiir das
kleinstmogliche verfiigbare 7.

e Einbettung von DY (z,a) und D@ (z, a) in eine Familie von Funktionen
abhéngig von einem Satz von Parametern a. Diese Parameter sollen nun so
angepasst werden, dass der Prozess bestmoglich charakterisiert ist. Dafiir ist
nun iterativ vorzugehen:
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e Berechnung der CPDF
p(x, t|zo, to, @)
fiir einen Satz a. Dieses kann z.B. durch Simulation der zugehérigen Langevin-
Gleichung (1.29) oder durch (numerische) Integration der FP-Gleichung ge-
schehen und kann fir endliche Zeitinkremente T erfolgen.

e Berechnung der stationiren Verteilung f, mit Hilfe derer die Verbund-Uber-
gangswahrscheinlichkeit

f(@,t;xo, to|la) = p(x, t[z0, o, @) f(T0, to| )
angegeben werden kann.

e Vergleich der so erhaltenen JPDF mit der aus den Daten extrahierten fz.
Ein geeignetes Maf fiir die Abschétzung des Abstandes der Verteilungen ist
z.B. das Kullback-Maf$ [44]

to /n /"xo fE T, t; ﬂ?o,to) In |: fE(x t movtO) :| . (41)

[z, t; @0, to| )

e Minimierung von K(a,t,tp) unter Variation von «. Die zum optimalen aq
korrespondierenden Funktionen D™ (x, ag) und D@ (x, arp) stellen die bes-
te Charakterisierung des Prozesses beziiglich der gewéhlten Parametrisierung
dar.

Die auf diese Weise erhaltenen Ergebnisse konnen z.B. durch Ubergang zu 7 =: 27
und wiederholte Anwendung des oben beschriebenen Verfahrens fiir das Inkrement
7 {iberpriift werden.

4.2 Eigenschaften des Kullback-Mafses

Das Kullback-Maf eignet sich als Abstands-Maf fiir PDF’s. Seine Informations-
theoretische Bedeutung wird unter anderem von Haken [45] beschrieben. Es hat
folgende Eigenschaften:

K(a,t,tg)) >0 Va (4.2a)
K(C(7t,t0) =0 & fE((E,t;$0,t0) = f($,t;$0,t()|a) N X, Xo (42b)
Die Eigenschaft des ausgezeichneten Minimums l&sst sich mit Hilfe der Variations-
rechnung verifizieren, wenn wir o € RY mit N — oo vorraussetzen, sodass alle
linearen Variationen von f dargestellt werden kénnen. Wir suchen ein Extremum

des Kullback-Maftes unter der Nebenbedingung, dass beide Verteilungen normiert
sind. Es soll also gepriift werden, wann dieses Funktional extremal wird:

ﬁnl‘ /dnﬂl‘o fE(ZC,t;iI)o,tQ) In {M:l (43)

f(wvta $0,t0|a)

A1 [/"m/”xo fe(x,t;xo,t0) — 1]
+)\2 {/d"x/”xo f(w,t;$0,t()|a) - ].:| (44)

Dabei beriicksichtigen die Lagrange’schen Multiplikatoren X\; # 0 die Normierung
der PDF’s. Wird dieses Funktional beziiglich f extremal, so muss die lineare Varia-
tion von S nach f verschwinden. Damit muss gelten:

/ /1”%‘0 {)\2 - M} 6f(as,t;w0,to|a) ; 0 (45)

(wata Illg,t0|a)
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Diese Bedingung kann fiir beliebige Variationen nur erfiillt sein, wenn der Ausdruck
in der Klammer fiir alle «, ¢ verschwindet. Es folgt:

1
f(a:,t;a:o,to\a):)\—2fE(ac,t;w0,t0) Vx,xg . (4.6)

Diese Bedingung ist aufgrund der notwendigen Normierung der beiden Verteilungen
nur mit Ay = 1 zu erfiillen. Fiir diesen Fall liefert das Kullback-Maft den Wert 0.
Es lésst sich leicht iiberlegen, dass dieser Wert ein Minimum des Mafies darstellen
muss. Wir haben also gezeigt, dass das Maft nur ein Minimum besitzt. Dieses wird
angenommen, falls die beiden Verteilungen exakt gleich sind. In diesem Fall ist der
Satz von Parametern « so gew#hlt, dass der zu Grunde liegende Prozess durch die
parametrisierten Funktionen exakt beschrieben wird.

Bei der (numerischen) Auswertung des Kullback-Mafes sind folgende Félle fiir
den Integranden zu beachten, falls eine der Verteilungen verschwindet:

0-In (9>

z

z
z-In (0)
Das Kullback-Maf ist, so wie es verwendet wird, nicht symmetrisch in den beiden
JPDF’s fr und f. Es spielt eine wichtige Rolle, an welcher Stelle die aus den Daten
gewonnene Verteilung fr im Integral steht: Bei empirischen Daten kann es immer
geschehen, dass fiir einen gewissen Bereich keine Daten vorliegen. In diesem Fall
kann iiber die Qualitit der parametrischen D" keine Aussage gemacht werden.
Das Kullback-Maf nach obiger Definition liefert an diesen Stellen nach Konvention
keinen Beitrag. Ist ein Wertepaar jedoch gemessen worden, wird bei gewidhltem
Parameter o aber mit der Wahrscheinlichkeite 0 reproduziert, so liegt eine andere
Situation vor. In diesem Fall kénnen wir keine Aussage dariiber tdtigen, wie gut

oder schlecht der Prozess durch den Satz o beschrieben wird, er wird tiberhaupt
nicht beschrieben. Das Kullback-Maf divergiert fiir dieses «

0 Vz (4.7a)

oo Vz#£0 . (4.7b)

4.3 Vereinfachungen fiir einige Spezialfille

Das soeben beschriebene Verfahren ldsst sich in einigen Féllen erheblich vereinfa-
chen. Untersuchen wir nun im Speziellen Systeme, die schon bei eindimensionaler
Einbettung Markow-Eigenschaften zeigen, sowie sogenannte Potential-Systeme in
mehreren Dimensionen.

4.3.1 Eindimensionale Systeme

In einer Dimension lisst sich die stationire Verteilung analytisch berechnen. Ver-
schwindet die stationdre Verteilung fiir grofe |x|, so geht die stationdre Verteilung
aus den Funktionen D™ und D) hervor als

N DW(z)
fz) = DO exp ( dx O (:1:)) . (4.8)

Die Konstante A/ gewéhrleistet die Normierung der PDF. Fiir eine gute Beschrei-
bung des Prozesses durch die Parameter o« miissen die stationdren Verteilungen
iibereinstimmen. Es muss also gelten:

D(Q) J exp ( / do (2)> . (4.9)

fe(r) = f(zla) =
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Dieser Zusammenhang lésst sich ausnutzen und man erkennt, dass D(!) abhingig
von D® und der stationsiren Verteilung der Daten ist:

DWY(z,a) = D@z, a)% In [fe(z)] + %D@)(% o) (4.10)

Eine Parametrisierung von D reicht deshalb vollig aus. Dazu eignet sich in den
meisten Fillen ein Polynom niedriger Ordnung wie z.B.

Q

a
DP(z,a)=Q+az® +bz* +... mit a=]| . (4.11)

Die Anzahl der Parameter, beziiglich derer K minimalisiert werden muss, ist in die-
sem Falle erheblich reduziert, weil sich selbst komplizierte Drift-Funktionen aus der
parametrischen Darstellung der Diffusion sowie der Ableitung des Logarithmus der
stationdren Verteilung, die aus den Daten gewonnen werden kann, berechnen lassen.
Gleichung (4.9) fiithrt auferdem zu einer vereinfachten Berechnung des Kullback-
Abstandes der Verteilungen. Fiir den hier betrachteten Prozess gilt:

pEe(z,t|z0,l0)
K(a,t,tg) = [dx [d t;xo,to) In | ————=
(aa ) O) /x/fﬂo fE(xv 3205 0) n [p(x,ﬂxo,to,a)
Notwendig fiir die Anwendbarkeit dieser Vereinfachung ist, dass die Anzahl der
Datenpunkte geniigend grofs fiir die Berechnung der Ableitung des Logarithmus
der stationdren Verteilung ist. Andernfalls muss eine vollstindige Parametrisierung
beider Funktionen gewihlt werden.

(4.12)

4.3.2 Potential-Systeme

Diese Methode kann umgehend auf sogenannte Potential-Systeme ausgeweitet wer-
den. Das sind Systeme, fiir die gilt

DW(z) = —VV(x) und (4.13a)
D (@) = Q6 . (4.13b)

j
Auch fiir diese Systeme existiert eine stationdre Losung der Fokker-Planck-
Gleichung, die sich zur Berechnung des Drifts nutzen lésst. Die stationdre Losung
mit den oben eingefiihrten Groéfien lautet

V(e

f(x) = Nexp [——( )] : (4.14)
Q

Wihlen wir a = @ als freien Parameter und setzen, wie schon im vorigen Abschnitt

geschehen, die stationdiren Verteilungen der parametrisierten Funktionen und des

zu analysierenden Prozesses gleich, so ergibt sich das Drift-Potential als

V(z|Q) = QIn(N) — QIn[fe(x)] . (4.15)

Der erste Summand ist konstant und liefert somit keinen Beitrag zum Drift. @ ist
nun der einzige freie Parameter im System, der optimiert werden muss. Wir kénnen
bei der Berechnung wieder ausnutzen, dass sich die stationdren Verteilungen nun
fiir jedes @ nach Voraussetzung gleichen. Damit vereinfacht sich das Kullback-Ma#,
dhnlich wie im letzten Abschnitt:

pE(CB, t|.’130, to) :|

K(Q,t,ty) = /i”x /d"xo fe(x,t;20,10) In {p(flt,ﬂl’o?to,Q)

Das allgemeine Verfahren, das auf den ersten Blick aufwindig scheint, lisst sich fiir
zwei Félle also erheblich vereinfachen.

(4.16)



Kapitel 5
Beispiele

Im vorangegangenen Kapitel ist ein Verfahren zur Analyse stochastischer Prozes-
se vorgestellt worden. Ich untersuche nun drei Beispiele, fiir die die in Abschnitt
4.3.1 und 4.3.2 diskutierten Vereinfachungen des allgemeinen Verfahrens verwendet
werden konnen. Dieses fithrt zu einer Reduktion der freien Parameter und macht
jeweils ein grafische Losung des Minimierungsproblems méglich.

In den Féllen, in denen diese Vereinfachungen nicht genutzt werden konnen, ist
die Minimierung des Kullback-Mafies in einem héherdimensionalen Parameterraum
notwendig, die in der Regel grafisch nicht mehr zu bewerkstelligen ist. In diesem
Fall kann das Minimum aber durch Gradienten-Verfahren bestimmt werden. Da aus
der Parametrisierung der Schétzungen bereits ein geeigneter Startpunkt bekannt
ist, konvergieren diese Verfahren im Allgemeinen gegen den optimalen Satz von
Parametern. Ferner beschreibt Weinstein [46] eine iterative und an das Kullback-
Maf angepasst Methode zur Minimierung der Parameter.

Die numerische Umsetzung des Minimalisierungsproblems ist entscheidend fiir
den Rechenaufwand der Analyse und die Genauigkeit der erhaltenen Ergebnisse.
Zunichst werden deshalb einige numerische Grundlagen, die bei Umsetzung der
drei Beispiele verwendet werden, eingefiihrt und an unsere Problemstellung ange-
passt. Im Anhang B ist der Quelltext eines Programms, das die Minimierung des
Kullback-Abstandes beziiglich zweier Parameter durchfiihrt, abgedruckt. Mit die-
sem Programm wurde im zweiten Beispiel gearbeitet, die Konzepte, die in die nume-
rische Umsetzung eingeflossen sind, werden im Rahmen dieses Beispiels erldutert.
Ich hoffe, mit der ausfiihrlichen Einfiihrung und dem kommentierten Programmco-
de Interessierten, die sich in Zukunft mit der Kullback-Minimierung beschiftigen,
den Einstieg zu erleichtern.

5.1 Numerische Grundlagen

5.1.1 Integration von Langevin-Gleichungen

Zur Berechnung der CPDEF’s fiir endliche Zeitinkremente wird in den hier pra-
sentierten Beispielen die numerische Simulation der Langevin-Gleichungen (1.29)
verwendet. Diese werden fiir ein Ensemble von Zeitreihen, die mit der Anfangs-
bedingung vertraglich sind, simuliert und die CPDF als Ensemble-Mitte iiber die
Menge der nach Ende der Simulation erhaltenen Werte gebildet. Die genaue Imple-
mentierung dieses Verfahrens ist dem Programmbeispiel sowie den Erlduterungen
zu entnehmen.

Bei der numerischen Integration der Gleichung muss der Zeitschritt hinreichend
klein gewdhlt werden. Das Inkrement, fiir das die Daten benétigt werden, muss
deshalb im Allgemeinen zun#chst in wesentlich feinere Zeitschritte unterteilt werden.
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5.1.2 Numerische Integration der Fokker-Planck-Gleichung

Statt dessen konnen die CPDF’s fiir endliche Zeiten auch durch numerische Inte-
gration der FP-Gleichung berechnet werden. Auch diese Vorgehensweise hat ihre
Stirken und kann, vor allem bei Problemen, die eine hoherdimensionale Einbet-
tung erfordern, effektiver sein als die Simulation von Ensembles. Der Vollsténdig-
keit halber soll die numerische Integration der Gleichung mit Hilfe eines effektiven,
impliziten Verfahrens fiir eine eindimensionale Einbettung an dieser Stelle erldutert
werden. Die Verallgemeinerung auf hoherdimensionale Probleme ist entsprechend.

Wir miissen uns zunichst mit der numerischen Differentation beschiftigen. Man
kann Koonin [47] Formeln fiir Vorwérts- und Riickwérts-Rekursion, sowie die nu-
merisch stabilere symmetrische Formel zur Differentation entnehmen:

%f(m) UChs AA:E; — /(@) + O(Az)  (Vorwdirts-Rekursion) (5.1a)
%f(z) ~ f) = 2(:; ) + O(Azx) (Rickwdrts-Rekursion)  (5.1b)
%f(x) S fla+ Amé;xf(x — Az) + O(Ax?)  (Symmetrische R.) (5.1c)

Die symmetrische Formel ergibt sich als Mittelwert von Vorwérts- und Riickwérts-
Rekursionsformeln. Im Grenzwert Ax — 0 liefern diese Ausdriicke die iiblichen
Ableitungen der Funktionen. Numerisch miissen sie fiir endliche Az ausgewertet
werden. Der Vorteil des symmetrischen Verfahrens liegt im Verschwinden des Feh-
lers in erster Ornung von 7. Fiir die zweite Ableitung ergibt sich folgender Zusam-
menhang:

d? _ flx+Ax) —2f(x) + f(z — Ax)
@f(x) o Az?

+0(Az?) . (5.2)

Mit Hilfe dieser Ausdriicke 14sst sich ein Verfahren fiir die numerische Integration
der eindimensionalen FP-Gleichung angeben. Seien Ort und Zeit diskretisiert, sodass
2(i) = xo+iAz und t(j) = to+j7 gilt. Statt f(x(4), t(j)) wird nun abkiirzend f (4, j)
verwendet. Setzen wir nun die obenstehenden Formeln fiir die Ableitungen ein und
wahlen fiir die partielle Ableitung nach der Zeit die Vorwartsrekursion, so erhalten
wir:

flj+1) — f(i,g) DY +1)f(+1,j) - DY —1)f(i—1,5)

T - 2Ax
D@ (i+1)f(i +1,5) = 2DP (i) f (i, §) + D@ (i = 1) f(i — 1,5)
+ Ax?

(5.3)

Es soll die Entwicklung von PDEF’s fiir endliche Zeiten untersucht werden. Dazu
ergibt sich folgende Rekursion fiir die Integration der FP-Gleichung:

@ i ) — DM (; — i—1,7j
iq+0) = gl + o { - P DI D DIC - L)
+D(2)(i+1)f(i+1,j)2D(2)A(i;£(i,j)+D(2)(i1)f(i1,j)} (5.4)

Diese Formel stellt eine explizite Methode, auch Integration nach FEuler genannt,
dar und ldsst sich zur Losung der FP-Gleichung verwenden. Das Verfahren ldsst
sich aber noch leicht modifizieren und damit der Konvergenz der Losung beziiglich
der Grofse des Zeitinkrements 7 erheblich verbessern. Dazu geht man in der zweiten
Zeile von (5.3) von f(i,7) iiber zu f(i,7 + 1). Wir verwenden also auf der rechten
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Seite der Gleichung bereits den neuen Wert der Funktion zur Zeit j + 1. Das liefert
folgende Rekursion fiir f:

( ) . —1
fl,j+1) = {% +2DA2:C(2’)}
DW(i+1)f(i+1,45) =DV —1)f(i — 1,5)
B 2Ax
fGi,5) D@+ 1)f(i+1,5)+ D —1)f(i — Lj)}
+ T + Ax?

(5.5)

Man beachte, dass in die Berechnung von f an den Stellen gerader ¢ nur Vertei-
lungen an Stellen ungerader ¢ und vice versa eingehen. Die Integration ist daher
sinnvoller Weise im ,,Schachbrett-Muster“! durchzufiihren. Mit Hilfe dieser Itera-
tion lésst sich die zeitliche Entwicklung von PDF’s simulieren. Eine tiefergehende
Diskussion dieser Methoden sowie weitere Verfahren zur Integration (parabolischer)
partieller Differentialgleichungen finden sich z.B. in [48§].

5.1.3 Numerische Ableitung von Daten

Die Zusammenhinge (5.1) liefern fiir die Ableitung von analytischen Funktionen
gute Ergebnisse. Miissen jedoch verrauschte Daten differenziert werden, eignen sich
die Ausdriicke nur bedingt. Bei den in 4.3 diskutierten Fillen, die Gegenstand der
folgenden Untersuchungen sein werden, ist jeweils die Ableitung des Logarithmus
der stationdren Verteilung zu berechnen. Durch die Logarithmierung ist die Qualitét
der Daten vor allem an den Minima der PDF sowie zu den Réndern hin sehr schlecht.
Wir benétigen deswegen andere Verfahren zur Berechnung der Ableitung.

Ein gingiges Verfahren ist die Ausflihrung der Differentiation im Fourierraum.
Gehen wir davon aus, dass wir die Ableitung der analytischen, quadratintegrablen
Funktion f(x) berechnen wollen. Weil sie an den Grenzen verschwinden muss, exis-
tiert die Fourier-Transformierte

k) = \/%_ﬁ / do f(z)e—he (5.6)

Zur Berechnung der Ableitung konnen wir nun die Riicktransformation einsetzen
und die Ableitung mit der Integration vertauschen:

%f(x) = %/dk f(k)ers = /dk %f(k)eikm = i/dk Ef(k)e*™  (5.7)

Die Ableitung nach dem Ort entspricht also einer Multiplikation mit ¢k im Fou-
rierraum. Die Berechnung der Fourier-Transformierten und die Riicktransformation
ist numerisch nicht schwierig und insbesondere bei héherdimensionalen Problemen
oder in den Féllen, in denen Ableitungen verschiedener Ordnung einer Funktion
gebildet werden miissen, hilfreich.

Im Folgenden wird jedoch auf ein anderes Verfahren zur Differentation zuriick-
gegriffen, das in [49] beschrieben ist. Es beruht auf einer linearen Approximation
der Funktion an der Stelle x, an der die Ableitung zu berechnen ist. Fiir kleine
Abweichungen h soll gelten:

f(x+h)=~a+bh (5.8)

1Zunschst werden die Verteilungen an Stellen gerader, dann an Stellen ungerader i durchge-
fithrt. Bei Erweiterung der Rekursion auf zwei Dimensionen errinnert diese Vorgehensweise an ein
Schachbrett.
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Die Ableitung an der Stelle = berechnet sich dann als:

I (59)

y=x
Wir miissen b nun aus diskreten Daten bestimmen. Das soll mit Hilfe der Mini-
mierung des quadratischen Abstandes der linearen Approximation geschehen und
entspricht der Berechnung einer Ausgleichsgeraden. Es ist zu beachten, dass unsere
Parameter a und b damit von den Werten abweichen kénnen, die sich im Sinne der
Koeffizienten einer Taylor-Reihe ergeben wiirden. Seien die z-Werte wieder diskret
mit z(i) = xg + iAx. Berlicksichtigt man zur Berechnung der Approximation an
f an der Stelle i die 2n + 1 Funktionswerte an den Stellen ¢ — n,... i + n, so ist

folgendes Optimalisierungsproblem zu l6sen:

n
Minimalisiere Z [a 4+ bkAz — f(i+ k)]* unter Variation von a und b.
k=—n
(5.10)
Im gesuchten Minimum muss dann gelten:

n

% 3 [a+bkAx—f(i+k)]2:% S ot bkAr - fG+RP L0 (5.10)

k=—n k=—n

Es ist lediglich der Parameter b zu bestimmen. Dieser 1&sst sich, abhingig von ¢ und
n, berechnen als?

k=—n k=—n k=—n

b(i,n) = (5.12)
[2n + 1] i [x(i 4+ k:)]2 - Li z(i+ k)

2n+1 3 x(z‘Jrk)f(iJrk)[i i+ k)| | S fli+h)

k=—n

und ist eine gute Ndherung fiir die Steigung an der Stelle i. Diese Formel stellt
eine numerisch leicht zu implementierende Berechnung der Ableitung an der Stelle
i dar, deren Empfindlichkeit gegen Rauschen sich auf Kosten der Lokalitét der Ab-
leitung mit Hilfe der Parameters n einstellen 1isst. Dieses Verfahren findet bei der
Berechnung der Driftfunktionen Verwendung, weil es eng mit einer geometrischen
Anschauung verkniipft ist und sich die Prézision leicht aus der Qualitdt der Daten
abschétzen lasst. Eine Erweiterung auf die partielle Differentiation im Mehrdimen-
sionalen verlduft entsprechend.

5.1.4 Monte-Carlo-Techniken zur Integration

Bei Durchfithrung der zur Bestimmung der Kullback-Abstandes notwendigen In-
tegration kann man sich einige Elemente aus der Strategie der Monte-Carlo-
Integration (siehe z.B. [47]) zu Nutze machen.

Monte-Carlo-Methoden nutzen aus, dass sich das Integral

1
I= /dx f(z) (5.13)
0
niherungsweise als
N
1
I~ N Zf(xl) (5.14)
i=1

2Gleichung (5.12) wurde in dieser iiberarbeiteten Version berichtigt.
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Abbildung 5.1: Zeitreihe I: Zur Simulation verwendeter Drift (gestrichelt) und zu-
gehdriges Drift-Potential (durchgezogene Linie).

bestimmen lasst, wobei z; € [0,1] gleichméfig iiber das Intervall verteilte, von-
einander unabhingige Zufallszahlen sein sollen. Dabei gilt fiir die Varianz 0% des
Integrals:

, 1)1 2 |1 R 5.15
of=5 N;wmm -y f@)| =y (5.15)

Wir konnen also die Berechnung des Integrals als Mittelung von f iiber das Inter-
vall betrachten. Wenn wir die Stiitzstellen zufillig {iber unser Integrationsintervall
verteilen, so konvergiert der Fehler bei der Integration mit N—1/2 gegen 0. Mak-
geblich fiir die Konvergenz ist der Fehler oy, der angibt, wie stark f innerhalb des
Integrationsintervalls um seinen Mittelwert schwankt. Durch die Einfiihrung einer
geeigneten Gewichtungsfunktion lisst sich die Schwankung um den Mittelwert in
der Regel verringern und damit die Geschwindigkeit der Konvergenz erhéhen. Ver-
fahren, die auf diesem Prinzip beruhen, bieten insbesondere bei der Integration iiber
viele Integrationsvariablen Vorteile und sind gut untersucht und dokumentiert.

Bei der im Rahmen dieser Arbeit gewidhlten Implementierung der Kullback-
Integration ist der Ortsraum von Beginn an diskretisiert, eine Auswertung des In-
tegrals an durch Zufallsvariable festgelegten Stellen ist deshalb nicht sinnvoll. Auf
der anderen Seite ist es bei diskretisiertem Ortsraum moglich, selbsténdig fiir ei-
ne gleiche Gewichtung der verschiedenen Regionen zu sorgen. Deshalb wurden von
der Monte-Carlo-Strategie folgende Prinzipien iibernommen: Der Kullback-Abstand
wird nur an einzelnen, gleichméfig verteilten Stellen ausgewertet. Das ,, Zwischen-
ergebnis“ kann mit der Anzahl der bis dahin durchgefithrten Messungen gewichtet
werden. Auf diese Art und Weise ist in den meisten Fillen eine schnelle Konvergenz
des Verfahrens zu erkennen.

5.2 Eine Dimension, additives Rauschen

In diesem ersten Beispiel wird die Anwendung des in Kapitel 4 beschriebenen Ver-
fahrens auf eine eindimensionale Zeitreihe gezeigt. Diese Daten werden synthetisch
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Abbildung 5.2: Ausschnitt aus der Zeitreihe 1.
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Abbildung 5.3: Zeitreihe I: Aus den Daten gewonnene stationire Verteilung.
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Abbildung 5.4: Zeitreihe I: Optimierung des Kullback-Mafies beziiglich @ fiir addi-
tives Rauschen. Das Minimum an der Stelle Q = 0.1 ist stark lokalisiert.
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Abbildung 5.5: Zeitreihe I: Drift-Funktion, die zur Simulation der Daten verwen-
det wurde (durchgezogene Linie), und die Werte, die mittels einer direkten Schét-
zung fiir das kleinstmogliche 7 (Dreiecke) ermittelt sowie unter Verwendung der
mit Hilfe des Kullback-Mafies optimierten konstanten Diffusion @ aus der statio-
néren Verteilung berechnet wurden. Eine qualitative Verbesserung der Resultate ist
offensichtlich.

durch numerische Integration der Langevin-Gleichung gewonnen. Ziel ist es, die
zur Erzeugung der Daten verwendeten Funktionen bestmoglich zu reproduzieren.
Folgendes System wurde simuliert:

DW(z) = sin(10z) — ° (5.16a)
DP(z) = 0.1 (5.16b)
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Abbildung 5.6: Zeitreihe I: Konstante Diffusion (Linie), die fiir die Simulation ver-
wendet und durch Kullback-Mimimierung reproduziert wurde. Die Diffusion, die
sich fiir das minimale 7 aus den bedingten Momenten gewinnen lisst (Dreiecke),
zeigt aufgrund des hohen Zeitinkrements deutliche Artifakte der Drift-Funktion.
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Abbildung 5.7: Zeitreihe I: Minimierung der Diffusionsfunktion D®) (z|Q,a) = Q +
ax? beziiglich der Parameter Q und a. Die Linien sind Hohenlinien, die, startend
von 0.0004 in der Bildmitte, dquidistant im Abstand von 0.00034 liegen. Es ist zu
vermuten, dass Terme ~ z2 keinen wichtigen Beitrag zur Diffusion liefern.

Die Drift-Funktion und das zugehérige Drift-Potential V(z) = z* + {5 cos(10z)
sind in Abb. 5.1 skizziert. Die Minima entsprechen stabilen, die Maxima instabilen
Fixpunkten der Bewegung. Man sieht, dass es sich hier um ein multistabiles Poten-
tial handelt. Die Stirke der Diffusion ist so gew&hlt, dass die stationére Verteilung
schnell erreicht wird.

Die Daten sind mit dem Zeitinkrement 7 = 0.1 abgespeichert. Dieses ist so grof,
dass die direkte Schétzung der Diffusion aus den Daten keine eindeutigen Aussagen
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Abbildung 5.8: Zeitreihe I: Diffusion D), fiir das kleinstmdgliche 7 aus der Zeitrei-
he extrahiert. Die Datenpunkte lassen sich, im relevanten Bereich, durch den von
GNUplot berechneten Fit beschreiben. Gewéhlt wird deswegen fiir den Drift die
Parametrisierung D) (|Q,a) = Q + acos(10.3772x).
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Abbildung 5.9: Zeitreihe I: Minimierung der Parameter @ und a der in Abb. 5.8 skiz-
zierten Parametrisierung. Die Hohenlinien starten bei 0.0004 und liegen dquidistant
im Abstand 0.0005. Das Minimum bei a = 0 ist deutlich zu erkennen.

mehr zuldsst. Das lasst sich wie folgt verstehen: In (3.13b) treten in der Korrektur
proportional zu 7" immer Ableitungen des Drifts bis zur Ordnung n auf. In unserem
Fall reproduziert sich der Drift, bis auf eine Verschiebung der Phase um — 75 und den
Faktor 10, bei jeder Ableitung selbst. Auf der anderen Seite kommt fiir jede Ordnung
von n ein Faktor 7 hinzu. Es ist deutlich, dass die in diesem Beispiel gewihlte
Abspeicherung der Daten mit 7 = 1—10, die eine untere Grenze bei der Auswertung der
Daten darstellt, die Vernachlassigung aller Terme ~ 7 in (3.13b) nicht erlaubt und
damit die direkte Schétzung nicht zum richtigen Ergebnis fiilhren kann. Damit ist
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die Analyse der Daten mit der im Rahmen dieser Arbeit vorgeschlagenen Methode
interessant.

5.2.1 Analyse der Zeitreihe

Die simulierte Zeitreihe umfasst 10 Datenpunkte. Einen Ausschnitt aus der Zeitrei-
he zeigt Abb. 5.2. Zunichst wurde aus den Daten die stationdre Verteilung ge-
wonnen, die in Abb. 5.3 zu sehen ist. Es zu erkennen, dass die Struktur und die
Symmetrien der Verteilung denen des Drift-Potentials in Abb. 5.1 entsprechen.
Die Analyse der Daten erfolgt nun fiir drei verschiedene Parametrisierungen, fiir

1. additives Rauschen,
2. multplikatives Rauschen der Form D®) (z) = Q + ax?,

3. multiplikatives Rauschen, dessen Form aus der Schitzung der Diffusion aus
den bedingten Momenten gewonnen werden soll.

In allen drei Féllen ldsst sich der durch die gewihlte Parametrisierung und die
stationdre PDF festgelegte Drift verwenden.

Annahme: Diffusion der Form D®) (z|Q) = Q

Zunéichst gehen wir davon aus, dass es sich um additives Rauschen handelt. Es ver-
bleibt dann @ als einziger freier Parameter, beziiglich dessen der Kullback-Abstand
minimiert werden muss. Abb 5.4 zeigt den Abstand als Funktion von @ in der
Gegend des Minimums, das an der Stelle Q = 0.1 liegt. Der Wert, der zur Simula-
tion verwendet wurde, wird also reproduziert. Aufierdem féllt die charakteristische
Struktur des steilen Anstiegs fiir kleinere @@ auf. Der Grund fiir diese Form der
Kurve liegt in der lokalisierteren Verteilung fiir kleinere Q). Beim Kullback-Abstand
wird der Mittelwert liber den Logarithmus des Verhéltnisses von zwei Verteilungen
berechnet. Wenn die Verteilung, die den Nenner bildet, sehr klein wird — was bei Lo-
kalisierung um die Potentialminima an den Maxima des Potentials geschehen muss
— liefern diese Stellen sehr hohe Beitréige. Fiir groffe @ ist die Steigung moderater.

Wir kénnen fiir diesen Parameter aus der stationdren Verteilung nun den Drift
gewinnen. In Abb. 5.5 ist der auf diese Weise extrahierte Drift mit dem zur Simula-
tion verwendeten und dem aus der ersten Schétzung aus den bedingten Momenten
gewonnenen Drift verglichen. Auffillig ist zunéchst, dass sich der mit Hilfe der Mo-
mente berechnete Drift qualitativ von der analytischen Driftfunktion unterscheidet.
Mit Hilfe der im Rahmen dieser Arbeit vorgeschlagenen Methode gelingt jedoch die
Reproduktion der analytischen Funktion. Lediglich an den Stellen am Rand des In-
tervalls, zu denen nur wenige Messwerte vorlagen, treten signifikante Unterschiede
auf.

Des Weiteren konnen wir natiirlich die von uns ermittelte, konstante Diffusion
mit der ersten Schitzung vergleichen, die uns aus den Momenten zur Verfligung
gestanden hitte. Die beiden Funktionen sind in Abb. 5.6 skizziert. In der ersten
Schatzung sind deuliche Artefakte der Driftfunktion zu sehen, die die Annahme
einer konstanten Diffusion eigentlich nicht rechtfertigen konnen. Wir wissen aus der
Entwicklung des zweiten Momentes nach dem Zeitinkrement 7 (3.10), dass solche
Terme auftreten, und haben bereits diskutiert, warum sie beim hier verwendeten
Zeitinkrement nicht mehr zu vernachlissigen sind.

Wir haben in diesem Falle also die dem Prozess zugrundeliegenden Drift- und
Diffusionsfunktionen fehlerfrei reproduziert. Die Minimalisierung der Diffusion zeigt
ein deutliches Ergebnis. Mit Blick auf die aus den Daten geschétze Diffusionsfunk-
tion ist aber leider die Annahme konstanter Diffusion, die Ausgangspunkt dieser
Berechnungen war, nicht zu rechtfertigen.
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Annahme: Diffusion der Form D® (z|Q,a) = Q + axz?

Eine genaue Betrachtung von Abb. 5.6 l4sst vermuten, dass es sich bei diesem Bei-
spiel um eine Zeitreihe mit multiplikativem Rauschen handelt. Die einfachstmdgliche
sinnvolle Parametrisierung fiir multiplikatives Rauschen ist, wie in 4.3 vorgeschla-
gen, eine Diffusion der Form

DP(z) = Q +ax? . (5.17)

Wiederum lésst sich die stationdre Verteilung zur Berechnung des Drifts verwen-
den. Es verbleiben, im Gegensatz zur vorherigen Parametrisierung, nun zwei freie
Parameter. In Abb. 5.7 ist der Kullback-Abstand abhangig von den Parametern @
und a grafisch dargestellt.

Das Kullback-Maft wiachst mit dem Parameter a an, das Minimum befindet sich
auf der Q-Achse des Graphen. Damit scheint der Term ~ z2? nicht zur Diffusion
beizutragen und es sich damit wiederum um additives Rauschen zu handeln. Wir
reproduzieren den im vorigen Abschnitt erhaltenen Wert von @ = 0.1.

Annahme: Diffusion der Form D (z|Q,a,b) = Q + acos(bx)

In Abb. 5.6 ist eine klare Struktur der ersten Schitzung der Diffusion zu erkennen.
Laut der Vorgehensweise, die ich in Kapitel 4 beschrieben habe, ist nun eine Ent-
wicklung dieses Ausdrucks in eine Familie von Funktionen abh#ngig von einem Satz
«a von Parametern durchzufiihren. Die aus den bedingten Momenten gewonnene
Schitzung wurde deshalb durch die Funktion

D@ (2]Q, a,b) = Q + acos(bx) (5.18)

gendhert. GNUplot hat fiir diese Parametrisierung die Werte

Q 0.104
a | = 0.47 (5.19)
b 10.3772

als beste Approximation berechnet. Der Fit ist in Abb. 5.8 aufgetragen. Der Para-
meter b wurde nun festgehalten und der Kullback-Abstand der PDF’s beziiglich der
Parameter ) und a minimiert. Das Ergebnis ist — wiederum grafisch — in Abb. 5.9
zu sehen.

Das Kullback-Maf besitzt wieder ein deutliches Minimum bei @ = 0.1 und a = 0.
Dieses entspricht dem schon in den beiden vorhergehenden Analysen erzielten Er-
gebnis. Bei der hier gewdhlten Parametrisierung ist deutlich die komplizierte Struk-
tur der ,,Kullback-Landschaft* um das Minimum herum zu erkennen. Fiir |a| > Q
kann der Abstand nicht berechnet werden, da in diesem Falle D) mitunter negativ
wird. Daraus ergibt sich die Form des in der Abbildung zu erkennenden Kegels.

5.2.2 Numerische Umsetzung

Die numerische Umsetzung gleicht der, die in Abschnitt 5.3.2 fiir das néchste Bei-
spiel in Verbindung mit dem im Anhang B abgedruckten Programmbeispiel erlau-
tert wird. Fiir die Integration der Langevin-Gleichungen wurden jedoch 500 interne
Schritte angesetzt, weil das intrinsische Zeitinkrement der Daten im Vergleich zur
Geschwindigkeit der Dynamik hoch war.

Fiir die Optimierung wurden im ersten Fall einer, bei den beiden letzten zwei
Parameter variiert. In allen Fallen wurde der Ortsraum zunéchst in 100 Bins auf-
gelost und dann an 20 Stellen untersucht, die dquidistant verteilt lagen. An diesen
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Stellen wurde das Kullback-Maf nun fiir 50 bzw. 30 x 30 verschiedene Parameter be-
stimmt. Im n&chsten Abschnitt wird gezeigt, wie die CPDF’s numerisch berechnet
und sinnvoll gespeichert werden kénnen. Fiir das sogennannte ,feine Gitter habe
ich bei diesen Beispielen 20 Bins verwendet. Auf den Rechnern, die hier im Hause
zur Verfiigung stehen, betrug die Laufzeit der Programme?:

Parametrisierung Laufzeit Berechnungen Zeit/Ber.
DI (z]Q) = Q 22h 20 x50  1.32min
D (2]Q,a) = Q + az? 92h 20 x 900 0.31min
D (2]Q,a) = Q + acos(bx) 383h 20 x 900 1.27min

Wihrend der Laufzeit hat sich die Belegung der Rechner und damit die den Pro-
grammen zur Verfiigung stehende Rechenleistung laufend verdndert, weil die Rech-
ner Ampere und Tesla* auch von anderen Institutsmitgliedern genutzt wurden.
Mafigeblich fiir die stark variierende Dauer der einzelnen Analysen ist aber die
numerische Umsetzung der Minimierung, die die Prizision, mit der die einzelnen
CPDEF’s berechnet werden, anpasst. Ist die Diffusion einer Parametrisierung kleiner
als die des Prozesses, wie es z.B. in Abb. 5.4 links vom Minimum des Kullback-
Abstandes der Fall ist, so steigt die benétigte Rechenzeit auf ein Vielfaches. Die
Form der Kurve in diesem Bereich ist jedoch zur Lokalisierung des Minimums nicht
erforderlich und hier nur berechnet worden, um die Eindeutigkeit der grafischen
Losung zu demonstrieren. Zur effektiven Anwendung sollte man sich einem Mini-
mum von hohen Diffusionen aus ndhern, dann liefse sich — bei der hier gewdhlten
numerischen Umsetzung — Rechenzeit sparen.

5.3 Eine Dimension, multiplikatives Rauschen

Als zweites Beispiel wird eine Zeitreihe mit multiplikativem Rauschterm untersucht.
Auch diese Reihe wurde durch numerische Integration einer Langevin-Gleichung
gewonnen, dabei wurde

DW(z) = z—2° und (5.20a)
DP(z) = 142 (5.20b)

verwendet. Dieser Drift gehort zu einem symmetrischen Doppelmuldenpotential,
wie es nach Pitchfork-Bifurkationen auftritt. Zur Analyse wurden 10° Punkte mit
der Samplingrate 7 = 10~2 erzeugt. Ein Ausschnitt aus den Daten ist in Abb. 5.10
zu sehen.

Die Analyse von Daten, die multiplikatives, also in der Stdrke ortsabhingiges
Rauschen enthalten, ist mit vielen einfachen Verfahren, wie z.B. den verbreiteten
Mazimum-Likelihood- Verfahren, nicht ohne weiteres mdoglich. Mittels der direkten
Schitzung aus den bedingten Momenten gelingt sie hingegen umgehend. Das Zeitin-
krement ist wesentlich kleiner als im vorangegangenen Beispiel, damit ist die Prizi-
sion dieser Schatzung besser. Problematisch ist allerdings die quantitative Auswer-
tung dieser Schitzung, weil die geschitzten Werte aufgrund verschiedener in Kapitel
2 diskutierter Fehler fiir Werte fernab des Ursprungs von schlechter Qualitit sind
und divergieren. Die Minimierung des Kullback-Abstandes von Verteilungen hinge-
gen ist fiir die quantitative Analyse der Daten geeignet.

3 ,Berechnungen“ bezeichnet die Anzahl der Summanden, die in das Kullback-MaR eingehen
und die einzeln berechnet werden miissen. Sie setzt sich zusammen aus der Anzahl der Stellen, an
denen der Abstand ausgewertet wird, und der Menge der Parameter, die jeweils zu priifen sind.

4Bei den Rechnern Ampere und Tesla, auf denen die Rechnungen durchgefiihrt wurden, handelt
es sich um Rechenserver des Typs COMPAQ AlphaServer DS20E, die jeweils mit zwei Prozessoren
mit einer Taktfrequenz von 833 MHz bestiickt sind und allen Institutsmitgliedern zur Verfiigung
stehen.
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X(t)
o

Abbildung 5.10: Ausschnitt aus Zeitreihe II, erzeugt mit multiplikativem Rauschen

D@(x)

Abbildung 5.11: Zeitreihe IT: Aus der Auswertung der bedingten Momente gewonne-
ne Abschitzung (Dreiecke) fiir die Diffusionfunktion. Der Fit D(®) (z) = 1.01+0.9322
(durchgezogene Linie), der von GNUplot berechnet wird, weicht von der zur Syn-
thetisierung verwendeten Funktion (gestrichelte Linie) ab.

5.3.1 Analyse der Zeitreihe

Aus den Daten konnen fiir das kleinstmdégliche Inkrement 7 zunéchst erste Abschét-
zungen fiir Drift und Diffusion gewonnen werden. Auch in diesem Falle geniigt die
Parametrisierung der Diffusionsfunktion. In Abb. 5.11 sind die aus dem zweiten
bedingten Moment gewonnene Abschéitzung und die urspriinglich zur Simulation
der Daten verwendete Diffusion skizziert. Es ist zu erkennen, dass die Abschitzung
qualitativ das richtige Verhalten zeigt und sehr nah an der analytischen Funktion
liegt.
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Abbildung 5.12: Zeitreihe II: Kullback-Minimierung der Diffusion D (z|q,a) =
Q+azx? beziiglich der Parameter @ und a. Der Abstand wird minimal fiir Q = a = 1.

Zur quantitativen Bestimmung der Diffusion wird diese parametrisiert als:
DP(2]Q,a) = Q4 az® . (5.21)

Die beiden Parameter () und a miissen mit Hilfe des Kullback-Abstandes optimiert
werden. Das Ergebnis dieser Optimierung ist in Abb. 5.12 zu sehen. Wir finden ein

deutliches Minimum bei
1
(2)(1) (5.22)

und reproduzieren damit die zur Simulation verwendeten Parameter. Das hier vor-
gestellte Verfahren eignet sich also zur quantitativen Analyse von Daten, die mul-
tiplikatives Rauschen enthalten.

5.3.2 Numerische Umsetzung

Das Programm, das zur Analyse dieser Zeitreihe verwendet wurde, ist in Anhang
B abgedruckt. In diesem Abschnitt werden die Struktur des Programmes und im
Rahmen dessen die verwendeten Datenstrukturen sowie die numerische Umsetzung
des Minimalisierungsproblems erldutert. Dazu werde ich mich auf die im Anhang
durchgefithrte Numerierung der Zeilen im Quelltext beziehen.

Zunichst werden die maximalen Dimensionen der Felder festgelegt. Die Grofie
dieser Felder, die tatsdchlich verwendet wird, wird spéter als Parameter von der
Kommandozeile abgefragt. Die PDF’s werden jeweils als Integer- und als Real-
Felder angelegt, die Integer-Felder mit der Endung Int gekennzeichnet. Nun werden
ein sogenanntes ,,grobes“ und ein ,feines“ Raster verwendet: Mit Hilfe des groben
Rasters wird zunéchst das gesamte Intervall, fiir das Daten vorliegen, in einzelne,
gleichgrofie Bins unterteilt. Dafiir werden Minimum aGrob und Maximum bGrob
gespeichert und dann das Inkrement DeltaGrob als Quotient aus der Breite des
Intervalls und der Anzahl der Bins ermittelt. Dieses Gitter spielt beim Extrahieren
der stationédren Verteilung eine wichtige Rolle.

Die Einfiihrung des feinen Gitters erhoht die Effizienz und Prizision des Pro-
gramms enorm: es nimmt spater die bedingten Verteilungen p(z|xg) auf und wird
fiir jedes xg neu aus den Daten extrahiert. Dabei werden jeweils die Variablen aFein,
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bFein und DeltaFein angepasst. Aus diesem Grunde miissen keine Felder hoherer
Dimension zur Speicherung der CPDF’s angelegt werden. Dieses Vorgehen mini-
miert den Bedarf des Programms an Speicher und ermdéglicht die Erweiterung auf
hoherdimenionale Einbettungen.

Der aktuelle Wert fiir Q wird in der Variablen D1, der fiir a in D2 abgespei-
chert. Da das Problem grafisch geldst werden soll, werden die Variablen D *min und
D*maz angelegt. Diese beiden Intervalle werden spéter in DDim Stellen unterteilt.
Da spater zunéchst fiir jede Stelle das Kullback-Maf fiir alle Werte von @ und a
berechnet werden soll, miissen die Ergebnisse fiir die einzelnen Kombinationen im
Speicher hinterlegt werden. Dieses geschieht in KullmackMat, einer zweidimensiona-
len Matrix. In der ebenfalls zweidimensionalen Matrix KullValueOK , die bool’schen
Typs ist, wird vermerkt, ob an einzelnen Stellen bei der Berechnung des Kullback-
Abstandes der Verteilungen Fehler aufgetreten sind. Fiir diese Parameter wird die
Berechnung nicht fortgefiihrt.

Nun werden die zur Ausfiihrung bendétigten Parameter von der Kommandozei-
le oder einer Eingabedatei abgefragt (Zeilen 34-54). Fiir die in Abb. 5.12 préi-
sentierte Analyse wurden folgende Parameter verwendet: DimGrob=100, Dim-
Fein=20, GridSkip=>5, Minlterate=50000, D1Min=0.8, DIMax=1.2, D2Min=0.8,
D2Mazx=1.2, DDim=30, CutOff=0, Mazxlterate=10000000, DerivOrder=2. Eine
Abfrage der Parameter von der Kommandozeile macht die automatisierte Ausfiih-
rung des Programms mit verschiedenen Séitzen von Parametern mdglich.

Im néchsten Abschnitt werden die Intervallgrenzen fiir die Diskretisierung des
Datenbereichs aus den Daten ermittelt (58-105). Des Weiteren wird die zur Be-
rechnung des Drifts aus der parametrisierten Diffusion benétigte stationdre PDF
berechnet und in eine Datei geschrieben.

Nun sollen der Reihe nach die einzelnen Stellen xpos untersucht werden. Dazu
werden zundchst die bedingten Verteilungen fiir zo € [zpos — DeltaGrob/2; xpos +
DeltaGrob/2] aus den Daten bestimmt (130-172). Dann wird fiir diese Stelle das
Kullback-Ma# fiir alle (@), a), die untersucht werden sollen, berechnet:

Zunichst wird, mit Hilfe des in 5.1.3 eingefiihrten Verfahrens, der Drift aus
der Ableitung des Logarithmus der stationdren Verteilung berechnet (186-209).
Dann werden die Ubergangswahrscheinlichkeiten simuliert. Dazu wird mit Hil-
fe des Zufallszahlengenerators ein Startwert zPosFein aus dem Intervall [xpos —
DeltaGrob/2; xpos + DeltaGrob/2] gewahlt. Fiir diesen wird dann die Langevin-
Gleichung iiber die Zeit 7 integriert und das Ergebnis in die Verteilung IntPdfInt
eingetragen, falls es zwischen den fiir diese Verteilung aus den Daten extrahierten
Grenzen liegt. Dieses Procedere (219-256) wird nun wiederholt, bis

e es keine Stellen mehr gibt, an denen die im Gegensatz zur externen die simu-
lierte Verteilung verschwindet und mindestens Minlterate Iterationen durch-
gefiihrt worden sind oder

o die Anzahl der Iterationen Maxlterate iiberschreitet.

Im letzten Fall wird das Ergebnis in Kullb ValueOK als fehlerhaft vermerkt. Nun
kann aus den beiden ,feinen“ Verteilungen und der stationdren Wahrscheinlichkeits-
dichte das Kullback-Mafs fiir diese Stelle und den jeweiligen Satz von Parametern
berechnet werden (260-271).

Auf diese Weise werden eine Anzahl Stellen, die gleichméfig {iber den Daten-
bereich verteilt sind, ausgewertet und die einzelnen Beitrige zum Kullback-Maf
addiert. An den Stellen, fiir die bei vorgegebender Anzahl maximaler Iterationen
der Kullback-Abstand der Verteilungen nicht ermittelt werden konnte, wird spéater
bei der Ausgabe der Daten in eine Datei das Kullback-Maf auf den maximalen
korrekt berechneten Abstand gesetzt, um die spatere Auswertung der Daten durch
Programme wie GNUplot zu erleichtern.
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Abbildung 5.14: Potential (5.23) fiir ¢ = 0.25, B = 1.

Vorteil des hier verwendeten Verfahrens ist, dass sich bei akzeptabler Rechenzeit
der Kullback-Abstand auch fiir Diffusionen, die unterhalb der Optimalen liegen, be-
rechnen lassen. Die geringere Grofie der Stichprobe fiir grofiere Diffusionen hat, wenn
Minlterate nicht zu gering gewdhlt wird, keinen Einfluss auf das erzielte Resultat.
Das Verfahren ist damit fiir die Erzeugung von Daten fiir die grafische Auswertung
geeignet. Die Rechenzeit fiir dieses Beispiel betrug etwa 16h.

5.4 Zweidimensionales System mit additivem Rau-
schen

Mit Hilfe des hier beschriebenen Verfahrens und einer leicht modifizierten nume-
rischen Implementierung wurde ferner ein zweidimensionales Problem untersucht,
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Abbildung 5.15: Potential (5.23) fiir ¢ = 0.25, B = 4.
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Abbildung 5.16: Ausschnitt Zeitreihe Illa, erzeugt mit B = 0.25.

das in die Klasse der sogenannten Potential-Systeme fallt. Wir haben in Kapitel
4 gesehen, dass sich das Vorgehen auch fiir diese Systeme erheblich vereinfachen
lasst und fiir die Rekonstruktion die Stirke der Diffusion als einziger freier Para-
meter verbleibt. Beschiftigen wir uns mit dem stochastischen System, das von dem
Drift-Potential

1 B-1
Zm‘l + r2xd (5.23)

V(x) = —%wz +

und der Diffusion »
ng (z) = Qdy; (5.24)

fiir x € R? gebildet wird. Es handelt sich um ein System mit additivem Rauschen,
das seine Wurzeln in der Theorie iiber der Selbstorganisation in komplexen Systemen
[8] hat. Die Eigenschaften des Potentials und damit der Zustand des Systems hingen
von den beiden Parametern € und B ab.
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Abbildung 5.17: Geglatteter Langzeit-Ausschnitt aus Zeitreihe I1Ta. Es ist zu erken-
nen, dass es sich hier idealisiert um zwei gekoppelte Zweiniveau-Systeme handelt.
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Abbildung 5.18: Ausschnitt Zeitreihe IIIb, erzeugt mit B = 0.96.

5.4.1 Diskussion des Potentials

Mit Hilfe des Potentials, das ich in diesem Beispiel zur Erzeugung meiner Daten
verwende, lasst sich Selektion in komplexen Systemen verstehen: Sei ein System
fernab vom thermodynamischen Gleichgewicht, das Strukturbildung zeigen kann,
in mehreren Moden angeregt. Nach der Theorie von Haken koexistieren diese Mo-
den zunichst [8, 7]. Es gibt aber einen kritischen Energiefluss, oberhalb dessen sich
selbstorganisierte Strukturen bilden kénnen. Der Ubergang von einem ungeordneten
zu einem selbstorganisiert geordneten System lésst sich in der Gegend des Phasen-
iibergangs durch das Verhalten von Ordnungsparametern beschreiben.

Betrachten wir nun die Dynamik zweier Ordnungparameter, die verschiedenen
Moden des Systems entsprechen kénnen, zunéichst als iberddmpfte Bewegung ohne
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Abbildung 5.19: Ausschnitt Zeitreihe IIlc, erzeugt mit B = 2.
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Abbildung 5.20: Zeitreihe IIIa: Optimierung der Diffusion Q.

Diffusion im Potential (5.23). Mit Hilfe des Parameters B, der mafigeblich ist fiir
die Struktur des Potentials, kann der Phaseniibergang bei der Strukturbildung nun
beschrieben werden. Untersuchen wird das Potential fiir drei unterschiedliche Werte
von B:

B = 0.25: Dieser Fall ist in Abb. 5.13 dargestellt. Die Minima des Potentials in den
vier Quadranten liegen jeweils auf der Winkelhalbierenden. Das System wird,
abhingig von der Anfangsbedingung, in eines dieser Minima getrieben. Die
Ordnungsparameter koexistieren in diesem stabilen Fixpunkt des Systems, es
herrscht dynamisches Gleichgewicht. Die Ursache fiir die Koexistenz liegt in
der Wechselwirkung der Moden, wie sie aus der klassischen Thermodynamik
bekannt ist.

B = 1.00: Mit wachsendem B werden die Minima flacher, bis sich bei B = 1 ei-
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Abbildung 5.21: Zeitreihe IIIb: Optimierung der Diffusion Q).
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Abbildung 5.22: Zeitreihe ITIc: Optimierung der Diffusion Q).

ne stabile, eindimensionale Mannigfaltigkeit bildet (Abb. 5.14). Dieser Punkt
markiert den kritischen Punkt des Systems. Wiirde eine schwache Diffusion
das System treiben, so konnte das System auf dem Boden des sogenannten
,, Weinflaschen-Potentials“ wandern und sich jeder Zustand einstellen.

B = 4.00: Fiir weiter steigende B setzt nun Selektion ein, es entstehen vier neue
Minima auf den beiden Achsen (Abb. 5.15). Abhéngig von der Anfangsbedin-
gung wird das System nun in ein Minimum des Potentials getrieben, in dem
ein Ordnungsparameter verschwindet. Der verbleibende Ordnungsparameter
bestimmt die Struktur des Systems.

Mit Hilfe dieses Formalismus lassen sich viele Beispiele aus dem Bereich der Syn-
ergetik, in denen selbstorganisierte Strukturbildung auftritt, verstehen.
Zum Test der Kullback-Minimierung in zwei Dimensionen wir das Potential (5.23)
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Abbildung 5.23: Zeitreihe IIla: Ausschnitt aus dem Drift, extrahiert aus der sta-

tiondren Verteilung fiir @ = 0.005. Die Fixpunkte der Dynamik sind deutlich zu
erkennen.
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Abbildung 5.24: Zeitreihe ITla: Zum in Abb. 5.23 skizzierten Drift gehérendes Drift-
Potential, ebenfalls aus den Daten gewonnen. Die Héhenlinien liegen ausgehend von
—0.04 aquidistant im Abstand von 0.002.

mit ¢ = 0.25 fiir verschiedene Werte des Parameters B untersucht. Die Diffusion
wird jeweils so eingestellt, dass die stationére Verteilung hinreichend schnell unab-
héngig von der Anfangsbedingung wird. Sie ist also in jedem Fall stark genug, um
das System aus den Minima des Drift-Potentials zu treiben.

Fiir folgende Parameter wurden zur spateren Analyse Daten simuliert:

Reihe B @ Abbildung
IITa  0.25 0.005  5.16, 5.17
IIb  0.96 0.005 5.18
IIc 2.00 0.050 5.19
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Abbildung 5.25: Zeitreihe IIIb: Drift-Potential, gewonnen aus der stationéren Ver-
teilung fiir @ = 0.005. Die Hohenlinien starten bei —0.0374 und haben den Ab-

stand 0.0015. Es sind kleine Abweichungen vom rotationssymmetrischen Zustand
mit B = 1 zu erkennen.
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Abbildung 5.26: Zeitreihe ITIc: Ausschnitt aus dem Drift, extrahiert aus der statio-

niren Verteilung fiir @) = 0.05. Die stabilen Fixpunkte der Dynamik liegen nun auf
den beiden Achsen.

Dabei wurden jeweils Zeitreihen mit 5-10% Datenpunkten und einem Zeitinkrement

von 7 = 0.1 erzeugt, die interne Auflésung bei der Simulation der Daten lag um
einen Faktor 100 hoher.

5.4.2 Numerische Umsetzung

Aufgrund der resourcenschonenden Struktur und Speichernutzung des im letzten
Beispiel vorgestellten Programms ist eine Erweiterung auf zwei Dimensionen ohne
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Abbildung 5.27: Zeitreihe IIIc: Zum in Abb. 5.26 skizzierten Drift gehdrendes Drift-
Potential, ebenfalls aus den Daten gewonnen. Die Hohenlinien liegen ausgehend von
—0.385 dquidistant im Abstand von 0.004.

Weiteres moglich. Die Diffusion wurde dann als

DEJZ‘) (z]Q) = Qdi; (5.25)

parametrisiert und das Kullback-Maf als Funktion von @ jeweils berechnet. Mit
Hilfe von (4.15) konnen fiir das optimale @ Driftpotential und Drift rekonstruiert
werden.

5.4.3 Analyse der Zeitreihe

Die berechneten Kullback-Abstinde als Funktion der Diffusionsstirke Q fiir die drei
verschiedenen Datensétze sind in den Abbildungen 5.20 bis 5.22 aufgetragen. Allen
drei Graphen ist das Minimum eindeutig zu entnehmen, es werden jeweils die zur
Synthetisierung der Daten verwendeten Diffusionen reproduziert. Die Rechenzeit
pro Analyse betrug fiir diese Qualitidt der Kurven ca. 20h. Das Verfahren konvergiert
allerdings schon nach sehr kurzer Zeit und liefert schon zu Beginn ein quantitativ
verwertbares Ergebnis.

Um den Nutzen der hier angewendeten Methode zu verdeutlichen, sind aus den
Daten mit Hilfe der stationdren Verteilung fiir das optimale @ der Drift bzw. das
Potential des Drifts berechnet worden, diese lassen sich grafisch auswerten. Diese
Grafiken lassen eine Analyse des deterministischen Anteils der Dynamik des Systems
zu. Auf die drei Félle gehe ich deswegen hier kurz ein:

e Zeitreihe ITTa: In Abb. 5.23 ist der Drift, dem die Dynamik unterliegt, fiir
einen Quadranten skizziert. Die beiden instabilen Fixpunkte auf den Achsen
sowie der stabile auf der Winkelhalbierenden sind deutlich zu erkennen. Im
Potential des Driftes (Abb. 5.24) lasst sich ferner der instabile Fixpunkt im
Ursprung identifizieren, fiir grofe |x| wird ein ein stark repulsiver Drift deut-
lich. Die vier stabilen Punkte sind auch in der geglatteten Langzeitdarstellung
der Zeitreihe in Abb. 5.17 zu sehen. Mit Hilfe des Drift-Potentials 14sst sich
nun auch die Kopplung der beiden Variablen verstehen.
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e Zeitreihe IITb: Das System befindet sich hier nahe dem sogenannten

, Weinflaschen-Zustand®, der rotationssymmetrisch ist. Der einzige deutliche
Fixpunkt ist instabil und liegt im Ursprung. Bei genauer Betrachtung des in
Abb. 5.25 dargestellten Potentials lisst sich aber die leichte Asymmetrie im
System erkennen, die sich in vier schwachen, attraktiven Fixpunkten auf den
Winkelhalbierenden dufiert. Es ist deshalb eindeutig, dass das hier untersuchte
System zu einem B < 1 (verwendet wurde: B = 0.96) gehort und sich damit
noch unterhalb des kritischen Punktes befindet.

Zeitreihe ITIc: Bei dieser Konfiguration des Systems sind die Umsténde de-
nen der Daten IIla entgegengesetzt: Deterministisch wird das System zu den
stabilen Punkten auf den Achsen hin getrieben. Drift (Abb. 5.26) und Poten-
tial (Abb. 5.27) bestétigen die in Abschnitt 5.4.1 motivierten Erwartungen.

Wir sehen also, dass in den drei hier untersuchten Fillen die Minimierung des
Kullback-Abstandes eindeutig durchzufiihren ist und eine detaillierte Analyse der
Dynamik des Systems ermoglicht.



Kapitel 6

Zusammenfassung

Es ist deutlich, dass die Analyse von Daten stochastischer Prozesse in vielen Berei-
chen der Natur-, aber auch anderer Wissenschaften eine wichtige Rolle spielt, weil
stochastische Differentialgleichungen die zeitliche Entwicklung von Ordnungspara-
metern komplexer Systeme beschreiben. Die Grundlage dieser Arbeit bildet ein Ver-
fahren zur Schitzung von Drift- und Diffusionsfunktionen aus bedingten Momenten,
die im Grenziibergang kleiner Zeitinkremente auszuwerten sind. Stellvertretend fiir
die Durchfiihrung dieses Verfahrens sind drei Beispiele aus verschiedenen Bereichen
herausgegriffen.

Im Rahmen dieser Arbeit sind zunéchst die Fehler in Drift und Diffusion, die sich
bei dieser Methode ergeben, zusammengestellt und im einzelnen untersucht. Neben
einer Diskretisierung der Zeit muss bei einer endlichen Menge an Daten auch der
Ortsraum in sogenannte Bins unterteilt werden. Es stellt sich heraus, dass beide
Diskretisierungen kritisch sind: Sowohl bei zu klein als auch bei zu groft gewdhlten
Inkrementen treten in den Schatzungen fiir Drift- und Diffusionsfunktionen Abwei-
chungen auf. Es muss nach einem Satz von Inkrementen gesucht werden, fiir den
diese so klein werden wie mdglich.

Es ist bekannt, dass die Anwendung dieser Methode ferner auf Daten mit nicht
verschwindendem Messrauschen nicht moglich ist. In Zusammenarbeit mit Frank
Bottcher ist der Einfluss dieses Rauschens auf die bedingten Momente untersucht
worden. Es ergibt sich ein modifiziertes Verfahren, mit Hilfe dessen sich einfache
stochastische Prozesse selbst bei starkem Messrauschen charakterisieren lassen.

Zentral soll aber Kapitel 4 der vorliegenden Arbeit sein: Hier wird ein allgemeines
Verfahren zur quantitativen Gewinnung von Drift- und Diffusionsfunktionen vorge-
stellt, das auf der Bewertung von Zweipunkt-Verbundwahrscheinlichkeiten beruht
und auf einer Parametrisierung von Drift und Diffusion auf Basis der Schitzung fiir
endliche Samplingraten aufbaut. Die Optimierung der Parameter lisst sich durch
Minimierung des Kullback-Abstandes zwischen der aus den Daten gewonnenen und
der durch die Parameter festgelegten Verteilungen iterativ durchfiithren. Dieses Ver-
fahren leidet nicht unter den Problemen, die fiir die Schitzungen aus den Momenten
offensichtlich geworden sind. Insbesondere kann es fiir endliche Samplingfrequenzen
durchgefiihrt werden.

Die numerische Umsetzung der Kullback-Minimierung ist anhand dreier Beispie-
le erldutert. Dabei werden zwei eindimensionale Systeme mit additivem und mul-
tiplikativem Rauschen sowie ein zweidimenionales System, das in die Klasse der
sogenannten Potential-Systeme fallt, diskutiert. In allen Féllen gelingt die Rekon-
struktion der Dynamik der Systeme.
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Anhang A

Ausgegliederte Berechnungen

A.1 Berechnung von Integralen wie (3.10c) durch
partielle Integration

An dieser Stelle wird erlautert, wie die partielle Integration, die fiir die Entwicklung
der Momente fiir endliches Zeitinkrement mehrfach benotigt wird, durchzufiihren
ist. Um das Prinzip der Integration von Produkten, in denen Ableitungen von J-
Funktionen auftauchen, prinzipiell zu verdeutlichen, wird nun die Berechnung des
Summanden (3.10c) der Entwicklung des 2. Momentes,

7'2 2 29
5 dr (x —x)” L°6(x — xg)

durchgefiihrt.
Bei der Integration miissen die distributionellen Eigenschaften von §(z) beachtet
werden. Eine Funktion, die fiir alle stetigen Funktionen f

[ e @) = 0) (A1)
erfiillt, heifit 0-Funktion. Es folgt sofort:
/dz f@)d(x —xo) = f(zo) . (A.2)

d(z) ist keine Funktion im eigentlichen Sinne, sondern eine Distribution. Eine mog-
liche Darstellung ist der Grenzwert einer beliebig schmalen, auf 1 normierten Gaufs-
verteilung:

0(z) = lim e exp [—aa?] (A3)

a—00 m

d(z) divergiert an der Stelle 0 und ist nur im Sinne von (A.1l) definiert. Fiir die
Berechnung von Integralen, die Ableitungen von §(z) enthalten, ldsst sich jedoch
ausnutzen, dass %(5 (x) fiir  # 0 fiir beliebige n verschwindet. Deswegen lassen
sich Ableitungen mit Hilfe partieller Integration auf die anderen Funktionen im
Integranden iibertragen:

7dx Fo) i) = f(a“)é(x)ii‘i"oo—fdx )o@ )
[ [ L) (i
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Der erste Summand in (A.4a) fallt heraus, weil 0 schneller verschwindet als f. Dieses
Verhalten wird nun mehrfach ausgenutzt.

Gehen wir nun in der Reihenfolge vor, in der die Summanden von L? in (3.5a)
auftreten, und berechnen die vier Integrale der Reihe nach. An der mit * gekenn-
zeichneten Stelle wird zum Ende der Rechnungen hin jeweis die in Kapitel 3 ab-
kiirzend eingefiihrte Notation eingesetzt. Beginnen wir mit dem Integral iiber den
ersten Summanden des Differentialoperators:

— /dx x—xo)° 2 0 D(l)(x t)aa DM (z,4)6(x — x)
x

_ T Wz 2 pw) _
5 (z — 20)° DY (z, t)axD (x,t)0(x — x0)

r=—00

d d
——/dm DW (z,t) [8 (x — zp) } %D(l)(%t)&x—xo)
d
= 0— 7 /dx 2DW (1) (x — x0) %D(l)(x,t)d(x — )

T=00

= —72DW(x,t) (x — 20) DY (2, 1)6(2 — x0)

T=—00

2 / de D (1) [%DU)(@«, D) (z — o) | 6(z — w0)

= —0+72 /dm DW (z,t) L%D(l)(m)} (x — x0) (2 — x0)

72/dx DM (z,6)DW (z, 1) L% (z —20)| 6(2z — x0)

In den Integralen, die nun verblieben sind, tauchen keine Ableitungen der /-Funktion
mehr auf, sie kénnen deshalb ausgewertet werden. Der erste Summand verschwindet,
weil der Integrand nach Auswertung der §-Funktion fiir die Stelle z = z( betrachtet
werden muss. Es ergibt sich also schlieflich:

= 72DW(zg,t)DW (z,t) = 72DV D) (A.5)

Ebenso gehe ich bei der Berechnung des zweiten Integrals vor:

8 WL p@
—— [ dz (z —x0)* D (, )8—D (x,t)d(x — x0)

- - D<1><:c o

e -D®) (2,1)5(x — x0)

Tr=—00

—/d DD (z, t) 0 (z — )2 8_21)(2)( £)0(z — x0)

X Z‘ a Zo 85E2 Z, X Zo
82

= —0+7’2/dx DW (z,t) (x — x0) @D(Q)(x,t)é(m—xo)

= 2DW(z,t) (x — x0) aﬁp@(x, )6 (x — x0)
X

Tr=—00

d d
—72/dm [axpm(x,t) (z — xo)_ %D(Q) (z,t)8(z — x0)

= ofTQ/dx {%D(l)(z,t)} (z —

0 10
) (1) _ (2) —
T /dw D' (x,t) [(M (x xo)_ o DY (x,t)d(x — xo)

8

0
o) 5 D ()3 — o)
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Es muss nun ein drittes Mal partiell integriert werden. Randterme, die bis hierher
wie auch in den nichsten Rechnungen jeweils verschwinden, werden von nun an
nicht mehr notiert.

_ TQ/dm DO (z,1) {8‘9 {; D(l)(x,t)] (- xo)} 5z — o)

X xX

Ox?
+T2/dx D@ (gt 2D(l)(yc t) 9 (x —xg)| 0(xz — x0)
T 0z ’ Ox
+7'2/dx D@ (z,1) [;D(l)(x,t) 0(x — xo)
x

Fiir den dritten Summanden von (3.5a) ist folgenden Integral auszuwerten:

. /dm (@ — 20)> L D® (2,602 DO (1 1)6( — 0)
2 0 9a2 " 0z ' 0
2

_ 4T 9 e 20?| L p® 2 pw _
= +2/dx [ax(m xo)]axD (w,t)axD (x,t)d(x — x0)

= 72DW(x, t)%D@) (z0,t) = 72DV D) (A7)

Die Berechnung des vierten Integrals schliefilich unterscheidet sich nur unwesentlich
von der des dritten:

7_2

2
— [ dz (z —x0) 8_ 2)

D@ () 922

v
2 0z

*

62
= 72D®(z, t)WD(Q)(a:O,t) = TQD(Q)DSQ) (A.8)
0

Die einzelnen Summanden liefern die Terme proportional zu 72 des zweiten beding-
ten Momentes, wie sie in (3.10c) notiert sind. Die Berechung der {ibrigen Summan-
den, die in (3.7a) bis (3.7d) sowie (3.10a) bis (3.10d) auftauchen, verlduft dhnlich.
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A.2 Auswirkung der Diskretisierung: Auswertung
von (3.22)

Zu berechnen ist das Integral

zo+Az/2

[ dz DW(z)f(z)
zo—Ax/2
D'V (2o, Az) ~ T (A.9)
[ dz f(x)
zo—Ax/2

mit den in Abschnitt 3.3 eingefiihrten Drift- und Diffusionsfunktionen. Es ist nun:

zo+Az/2
(49) ~ [Baf(eo)) ™y [575 / do (—)ze 72 (A-10a)
zo—Ax/2
zo+Az/2
Y 271 Y 2
= —[Axe_m(“’)} v / dz ze2a(®) (A.10b)
zo—Az/2
) (zo+Ax/2)?
= f[Axe_%(mo)Q} % / dy e~ 2aY (A.10c)
(zo—Az/2)?
1 y=(zo+Az/2)?
= —[Ameiﬁ(z(’)z} 1{—@6;{@@/] (A.10d)
21 7 y=(z0—Az/2)?

0 {E_%(m%f _ 6-%(%—%)2] (A.10e)

= {Ame_%(%)z} B 2@6_%{%“%)2} sinh (—%xo%> (A.10f)

= —Qe_%(7)2 sinh (—:1:0—) (A.10g)
x
Fiir eine Untersuchung der Konvergenz fiir kleine Az ist eine Entwicklung der Funk-

tionen im Zahler nach deren Argument hilfreich. Seien nun Az < 1 und zoAz < 1.
Setzen wir dann

ko k
e o~ 1+, % + O(zFoth) (A.11a)
k=1
ko (Z)2k+1 ]
Slnh(Z) ~ Z m =+ 0(22k0+3) ; (A].].b)
k=0

so liefert eine Entwicklung unseres Mittelwertes fiir D(*) nach Potenzen von Ax:

21: T 3 €T 2
72Q0 - (’éQoz) ] (%) + O(Az?) (A.12)

Dg)(xo, Azx) & —yxzp +
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Anhang B

Kommentierter Programmcode

Folgendes Programm wurde zur Analyse von der in Abb. 5.10 dargestellten Zeitrei-
he verwendet. Erliuterungen zur Numerik sowie zu den verwendeten Parametern
finden sich in Kaptitel 5, insbesondere in Abschnitt 5.3.2.

Das Programm wurde mit dem Compaq Fortran Compiler fort auf den Alpha-
Rechnern hier im Institut kompiliert und dort ausgefiihrt.

Programmecode: Kullback.F90 (FORTAN 90)

PROGRAM Kullback
TIMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER:: : InFile =10,0utFile=52,GridFile =53,MaxDimGrob=150
INTEGER,PARAMETER:: : MaxDimFein=>50,DDimMax=>50

INTEGER::i ,k,m,o,p, FileError

INTEGER: : DerivOrder , LocalDerivOrder ,DerivN ,i ,k,m,0,p, FileError
INTEGER:: : DimFein ,DimGrob, GridSkip , MinIterate ,DDim, CutOff

INTEGER, DIMENSION ( 0 : MaxDimGrob) :: SPAfINT !'Integer—Felder
INTEGER, DIMENSION ( 0 : MaxDimFein) : : ExtPAfINT , Int PdfINT
INTEGER(KIND=8) : : ExtNormInt , IntNormInt , MaxIterate

REAL:: randzahl
DOUBLE PRECISION : : x ,xAlt ,xPos,xPosFein
DOUBLE PRECISION : : tau , tauSim

DOUBLE PRECISION : : aGrob , bGrob , DeltaGrob !Grobes Raster
DOUBLE PRECISION : : aFein ,bFein , DeltaFein !Feines Raster
DOUBLE PRECISION : : D1,D2,D1min,Dlmax, D2min, D2max

DOUBLE PRECISION : : sumx , sumy , SUmXX , SUmMXy I'Ableitung
DOUBLE PRECISION,DIMENSION ( 0 : MaxDimGrob) : : SPDF

DOUBLE PRECISION,DIMENSION ( 0 : MaxDimGrob) : : N I'Drift

DOUBLE PRECISION,DIMENSION ( 0: MaxDimFein) : : ExtPDF, IntPDF
DOUBLE PRECISION,DIMENSION ( 1:DDimMax, 1 : DDimMax) : : KullbackMat
REAL(KIND=38) :: Pi, Kullback , MaxKullb

LOGICAL:: Runlterate
LOGICAL,DIMENSION ( 1 : DDimMax, 1 : DdimMax) :: KullValueOk !Speichert Fehler

CHARACTER(6) :: filename

I'Initialisierung , FEinlesen der Parameter

pi=QACOS(0.q0) x2.q0

READ(* ,*) ,filename !Zu untersuchender Datensatz
READ( * ,*) ,DimGrob !'Dimension des groben Gitters
READ( * ,*) ,DimFein !'Dimension des feinen Gitters
READ( * ,+) , GridSkip !Schrittweite , Abstand zwischen den Bins,

!'fuer die die Berechnung durchgefuehrt wird
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READ(* ,*) ,Minlterate !Minimale Anzahl an Iterationen der Langevin—Gl
READ( * ,*) ,D1Min !'Untere und

READ( * ,x) ,D1Max I'... obere Grenze fuer Q

READ( * ,*) ,D2Min !'Untere und

READ( * ,*) ,D2Max I'... obere Grenze fuer a

READ( * ,*) ,DDim !Dimension des Kullback—Gitters

READ(* ,x) , CutOff ! Minimale Anzahl an Messungen pro Bin,

!unterhalb wird der Bin uebersprungen
READ(* ,x) ,MaxIterate !Mazimale Iterationen pro Bin, darueber wird

!Bin als ’nicht zu berechnen’ markiert
READ(* ,x) ,derivorder !Nachbarn bei Ableitung (entspricht ’'n’)

OPEN( InFile , file=filename//".dat")
OPEN( GridFile , file=filename//".grid")

!'Berechnung der stationaeren Verteilung

FileError=0
READ( InFile ,"(E15.7 ,E15.7)" JOSTAT=FileError) ,x, tau

TauSim=Tau /100

IF (FileError .NE.0) THEN

WRITE( * ,*) ,"CalcKullb: _Dateifehler"
STOP

ENDIF

aGrob=x
bGrob=x
ExtNormInt=1

DO WHILE (FileError==0)
READ( InFile ,"(E15.7)" JOSTAT=FileError) ,x
IF (FileError==0) THEN
aGrob=MIN (x ,aGrob)
bGrob=MAX(x,bGrob)
ExtNormInt=ExtNormInt+1
ENDIF
ENDDO

DeltaGrob=(bGrob—aGrob ) /DimGrob

REWIND( InFile)
FileError=0

DO k=0,DimGrob
SPDFInt (k)=0

DO WHILE (FileError==0)
READ(InFile ,"(E15.7)" ,JOSTAT=FileError) ,x
IF (FileError==0) THEN
k=NINT ((x—aGrob) /DeltaGrob)
SPDFInt (k)=SPDFInt (k)+1
ENDIF
ENDDO

OPEN (OutFile, file=filename//".spdf")
DO k=0,DimGrob
SPDF(k)=1.xSPDFInt (k) /(ExtNormInt«DeltaGrob)
WRITE( OutFile ,*) ,aGrob+1.xkxDeltaGrob ,SPDF (k)
ENDDO
CLOSE( OutFile)

!'Untersuchung der einzelnen Stellen
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DO 0=1,DDim !Initialisierung: Alle Werte in Ordnung
DO p=0,DDim
kullbackMat (o,p) =0.
KullValueOk=.true.
ENDDO
ENDDO

DO k=DerivOrder ,DimGrob—DerivOrder , GridSkip
I'Randwerte werden ausgelassen , hier Ableitung nicht sicher genug...
ExtNormInt=0

xPos=aGrob+k*DeltaGrob !Zu untersuchende Stelle
IF (1.+«SPDFInt(k).GT.CutOff) THEN
WRITE( GridFile ,+) ,xPos,SPDFInt (k)

!I'Bestimmung wvon der CPDF aus Datei:
I'Nomenklatur: EXTx heisst exztern, aus den Daten gewonnen,
IINT+ hingegen im Programm (intern) simuliert

REWIND( InFile)
FileError=0

aFein=0. !noch nicht sauber...
bFein=0.

x=0. !/Nicht ezakt, i.A. aber in Ordnung...

DO WHILE (FileError==0)
xAlt=x
READ(InFile ,"(E15.7)" JOSTAT=FileError) ,x
IF ((2.+«ABS(xAlt—xPos) /DeltaGrob.LE.1.) .AND.( FileError==0)) THEN
aFein=MIN(x—xAlt ,aFein)
bFein=MAX(x—xAlt ,bFein)
ExtNormInt=ExtNormInt+1
ENDIF !in der Box, Fileerror
ENDDO

IF (ExtNormInt.GE.2) THEN
DeltaFein=(bFein—aFein)/DimFein

REWIND( InFile)
FileError=0

DO i=0,DimFein
ExtPdfInt (i)=0

DO WHILE (FileError==0)
xAlt=x
READ( InFile ,"(E15.7)" JOSTAT=FileError) ,x
IF ((2.+ABS(xAlt—xPos)/DeltaGrob.LE.1.) .AND.( FileError==0)) THEN
i=NINT((x—xalt —aFein)/DeltaFein)
ExtPdfint (i)=ExtPdfInt (i)+1
11y

ENDDO
DO i=0,DimFein
ExtPDF (i)=1.«xExtPdfInt (i) /(ExtNormIntxDeltaFein)

!I'Berechnung von K fuer werschiedene Parametrisierungen
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DO o0=1,DDim
DO p=1,DDim

IF (KullValueOk(o,p)==TRUE.) THEN

D1=D1Min+1.%(0—1) *(D1Max—D1Min) / (DDim—1)
D2=D2Min+1.%(p—1) *(D2Max—D2Min) / (DDim—1)

Kullback=.0q0
DO i=1,DimGrob—1
!Berechnung: Drift aus Ableitung von log (SPDF) und D"2

sumx=0.
sumxx=0.
sumxy=0.
sumy=0.
DerivN=0
localDerivOrder=MIN(DerivOrder ,i ,DimGrob—i)
DO m—LocalDerivOrder ,LocalDerivOrder
IF (SPDF(i+m).NE.0) THEN
DerivN=DerivN+1
sumy=sumy+L.OG(SPDF( i+m) )
sumxy=sumxy+(agrob-+(i+m)*DeltaGrob ) *LOG(SPDF( i-m) )
sumx—sumx+(agrob+(i+m)*DeltaGrob)
sumxx=sumxx+(agrob-+(i+m)*DeltaGrob ) x*2
ENDIF
ENDDO /m
IF (DerivN.GE.MAX(2*LocalDerivOrder ,2)) THEN
N(i)=1.%(D14D2x(aGrob+ix*DeltaGrob) *%2) % ( DerivN «SumXY—Sumx*&
&Sumy) /(DerivN «SumXX—Sumx**2) +2.%D2%(aGrob+i*DeltaGrob)
ENDIF

ENDDO

!'Simulation der Werte:

Runlterate=.TRUE. !Initialisierung der Variablen
IntNormInt=0

DO i=0,DimFein

IntPdfInt (i)=0

DO WHILE (RunlIterate .OR.(IntNormInt.LE. MinIterate))

CALL RANDOM NUMBER( RandZahl)
xPosFein=xpos+DeltaGrob (.5 —RandZahl)
!I'Startposition im Bin wird zufaellig gewaehlt

x=xPosFein

DO m=1,tau/tausim

Xalt=x

x=x+TauSimx*n1 (x)+SQRT( TauSim* (DI14+D2%x **2) ) xrandom ()
ENDDO! SimNum

IntNormInt=1+IntNormlInt
i=NINT ((x—xPosFein—aFein)/DeltaFein)

IF((i.GE.0) .AND. (i .LE.DimFein)) THEN
IntPdfInt (i)=IntPdfInt (i)+1

IF ((TntPdfInt (i )==1).AND.( ExtPdf(i).NE.0) .AND. runlterate )THEN
runlterate =.FALSE.
DO i=0,DimFein
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IF ((ExtPdf(i).NE.0).AND.(IntPdfInt (i)==0)) THEN
IF ((Runlterate==FALSE.) .AND. ( IntNormInt .GE. MinIterate ))&
&THEN
WRITE( * ,*) ,0,p, IntNormInt
ENDIF
Runlterate =.TRUE.
ENDIF
ENDDO
ENDIF
ENDIF !Im Bereich von EztPdf

IF (IntNormInt.GE.MaxIterate) THEN
KullValueOk(o,p)=.FALSE.
Runlterate=.FALSE.

ENDIF

ENDDO ! (Runlterate.OR.(IntN ...
!'Berechnung des Kullback—Abstandes

DO i=0,DimFein
IntPdf(i)=1.%*IntPdfInt(i)/(IntNormInt+*DeltaFein)

IF (KullValueOk(o,p)==TRUE.) THEN
DO i=0,DimFein
IF (ExtPdf(i).NE.0) THEN
kullback=kullback +1.+Spdf(k)+ExtPdf(i)+LOG(ExtPdf(i)/(IntPdf&
&(i)))*DeltaFeinxDeltaGrob

ENDDO
WRITE( % ,%) ,0,p,IntNormInt , Kullback
ENDIF

KullbackMat (o,p)=KullbackMat (o,p)+Kullback
ENDIF !KullValueOk?

ENDDO /p
ENDDO /o

ENDIF !(EztNormlInt.GE.2) ...

I'In Datei schreiben

OPEN( OutFile , file=filename//" .out")
WRITE( OutFile ,*) ,"#_Stand:" ,k
maxKullb=0.

DO o0=1,DDim !'Mazimum bestimmen
DO p=1,DDim
IF (KullValueOk(o,p)==TRUE.) THEN
MaxKullb=MAX( KullbackMat (o,p) ,MaxKullb)
ENDIF
ENDDO
ENDDO

DO o=1,DDim
DO p=1,DDim

IF (KullValueOk(o,p)==TRUE.) THEN

WRITE( OutFile ,+) ,D1Min+1.%(0—1)*(D1Max—D1Min) /(DDim—1) ,D2Min&
&+1.x(p—1) *(D2Max—D2Min) /(DDim—1) , KullbackMat (o, p)

ELSE !Fehlende Werte werden durch den mazimalen Wert ersetzt

WRITE( OutFile ,*) ,DIMin+1.%(0—1)*(D1Max—D1Min) /(DDim—1) ,D2Min&
&+1.%(p—1)*(D2Max—D2Min) / (DDim—1) , MaxKullb , "#CutOff ! ! 1 "
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ENDIF

ENDDO

WRITE( OutFile ,*) ,
ENDDO

CLOSE( OutFile)

ENDIF ! (1.« SPDFInt(k).GT. CutOff ...
WRITE( * ,*) ,k, ExtNormInt

ENDDO !k=DerivOrder ,DimGrob—DerivOrder ,Gr. ..
CLOSE( GridFile)
CONTAINS

DOUBLE PRECISION FUNCTION random

IErzeugt gaussverteilte Zufallszahlen mit Varianz 2 nach Boz—Mueller
REAL ::yl,y2

CALL RANDOM NUMBER(y1)

CALL RANDOM NUMBER( y2)

random=2.*SQRT(-LOG(yl) ) *COS(2.*Pixy2)
END FUNCTION random

DOUBLE PRECISION FUNCTION nl (xfunc)
I'Sucht den Drift, der kontinuierlichen zfunc aeam naechsten liegt
DOUBLE PRECISION : : xfunc , yfunc
IF ((xfunc.GE.agrob).AND.(xfunc.LE.bgrob)) THEN
nl=n (NINT(( xfunc—aGrob)/DeltaGrob))
ELSE
nl=0.
ENDIF
END FUNCTION nl

END PROGRAM Kullback
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