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1. Einleitung

Turbulente Stromungen lassen sich im Alltag sténdig beobachten. Sei es ein Wasserfall mit
seinen Verwirbelungen, der aufsteigende Rauch eines Vulkans, die Wirbelschleppe eines
Flugzeugs oder die Bildung eigenartiger Wolkenformationen am Himmel. Dabei diirfte
uns oft nicht bewusst sein, welch komplexe Interaktionen zu diesen Phanomenen fiihren.
Tatsdchlich ist Turbulenz eines der Gebiete in der Physik, welches selbst nach Aussage der
intelligentesten Kopfe unserer Zeit die grofiten Geheimnisse in sich birgt. Einer von ihnen
war Horace Lamb, der dies folgendermafien zum Ausdruck brachte

I am an old man now, and when I die and go to heaven there are two matters on
which I hope for enlightenment. One is quantum electrodynamics, and the other is the
turbulent motion of fluids. And about the former I am rather optimistic.

Die Navier-Stokes-Gleichungen, welche nach allgemeiner Auffassung die Dynamik lami-
narer und auch turbulenter Stromungen vollstindig beschreiben, sind bereits seit 1823
bekannt. Doch bis heute ist nicht bekannt, ob sie iiberhaupt allgemeine Losungen besit-
zen.

Der Titel dieser Arbeit lautet auf zweidimensionale Turbulenz. Man darf sich fragen,
welchen Platz diese in unserem dreidimensionalen Raum findet. Es ist in der theoreti-
schen Physik jedoch durchaus nicht untiblich, sich komplizierten Phdnomen durch die
Betrachtung von (hoffentlich) einfacheren zu ndhern und die Ergebnisse zu nutzen, um
an das Geheimnis des vollstindigen Problems heranzukommen.

Dartiber hinaus finden sich in der uns umgeben-
den Natur tatsdchlich auch Beispiele, die sich als
ndherungsweise zweidimensional erweisen und Ei-
genschaften zeigen, die sich eindeutig zweidimen-
sionalen Stromungen zuordnen lassen. Dazu zdhlen
beispielsweise Oberflichenwellen. Dies ist etwa in
vielen Planetenatmosphéren der Fall, deren Hohe
im Vergleich zu ihrer lateralen Ausdehnung klein
ist. Eines Beispiel dafiir sieht man auf nebenstehen-
der Abbildung. Es handelt sich um den berithm-
ten Grofien Roten Fleck zusammen mit zwei klei-
neren Flecken auf dem Planeten Jupiter. Seine Exis-
tenz wurde bereits vor 300 Jahren beobachtet und
lasst sich vermutlich mit einem Prozess erkldren,
der ausschlieflich in zweidimensionaler Turbulenz ~ Abb. 1.1. Jupiterfleck (Quelle: ESA)
vorkommt, ndmlich der inversen Kaskade, um die es
auch in dieser Arbeit gehen soll.

Die Arbeit ist folgendermafien gegliedert:



Im zweiten Kapitel werden theoretische Grundlagen eingefiihrt, die zum Verstdndnis
der Arbeit notig sind. Von den Grundgleichungen der Hydrodynamik ausgehend wird
die Wirbeltransportgleichung abgeleitet und die Punktwirbellosung erlautert, die in dieser
Arbeit eine wichtige Rolle spielt. Schliefilich werden wichtige Ergebnisse zu statistischen
Theorien zusammengefasst.

Das dritte Kapitel beschiftigt sich mit einer Erweiterung der Punktwirbelldsung, dem
sogenannten Rotormodell. Hierzu werden Entwicklungsgleichungen fiir allgemeine Ellip-
sen hergeleitet und auf den Spezialfall unendlich diinner Ellipsen reduziert. Dieses Modell
gestattet die Beschreibung von Anziehung zwischen Wirbelstrukturen.

Im vierten Kapitel wird das Modell fiir eine grofie Wirbelanzahl numerisch simuliert
und statistisch ausgewertet. Es werden Vergleich gezogen zu normalen Punktwirbeln und
direkten numerischen Simulationen der Wirbeltransportgleichung.

Das fiinfte Kapitel beschiftigt sich mit den verwendeten numerischen Methoden und
erldutert Losungsansétze fiir die bei der Simulation auftretenden Schwierigkeiten.

Schliefilich wird die Arbeit zusammengefasst und es werden offene Fragestellungen
zum dem Themenkomplex diskutiert, die fiir zukiinftige Arbeiten interessant sein kénn-
ten.



2. Grundlagen

2.1. Navier-Stokes Gleichungen

Die Grundgleichungen zur Beschreibung der Bewegung einer inkompressiblen Fliissigkeit
sind die Navier-Stokes Gleichungen

%u(x,t) +u(x,t) - Vu(x, t) = =Vp(x,t) + vAu(x, t) + £(x, t) (2.1)

zusammen mit der Inkompressibilitdtsbedingung
V-u(x,t) =0 (2.2)

Hierbei wird das Geschwindigkeitsfeld der Fliissigkeit mit u(x, t) bezeichenet, p(x, t) ist
das Druckfeld, v die kinematische Viskositit und f(x, ) eine externe Kraft. Zur Vervoll-
stindigung muss zusatzlich die Geschwindigkeit auf dem Rand des betrachteten Gebiets
bekannt sein. Die Navier-Stokes Gleichungen lassen sich aus elementaren Uberlegungen
zur Beschleunigung von Fliissigkeits-Volumenelementen ableiten (Pope, 2000).

Stromungen lassen sich mit Hilfe der Reynoldszahl

_u
Y

Re: (2.3)
in Ahnlichkeitsklassen unterteilen. Hier sind U und L charakteristische Langen und Ge-
schwindigkeitsskalen der Stromung. Die in den Navier-Stokes-Gleichungen auftretenden
Groflen konnen mit den charakteristischen Grofien reskaliert werden, so dass nur noch
die Reynoldszahl als Skalenmaf3 auftritt.

Der Druck kann in Gleichung (2.1) in Zusammenhang mit dem Geschwindigkeitsfeld
gebracht werden, indem man die Divergenzfreiheit (2.2) ausnutzt

Ap(x,t) =V - (u(x,t) - Vu(x,t)) (2.4)

Mit Hilfe einer Greenschen Funktion ldsst sich die Gleichung losen. Die genaue Form
der Losung hingt von den genauen Randbedingungen des die Stromung begrenzenden
Gebietes ab. In einem unendlich ausgedehnten dreidimensionalen Gebiet mit verschwin-
dender Geschwindigkeit im Unendlichen erhdlt man folgende Losung

plot) = o fabw T (00 HUGGD) (25)

[x = x|

Damit bilden die Grundgleichungen (2.1) und (2.2) ein geschlossenens Gleichungssystem.
Allerdings ist die Dynamik der Stromung damit nichtlokal, d.h. die Geschwindigkeitsan-
derung an einem Ort x wird nicht nur durch die Stromung im umliegenden Gebiet des



2.2. Wirbeltransportgleichung

Ortes beeinflusst, sondern durch das Verhalten im kompletten Gebiet einschliefllich der
Rander. Der Druckterm vermittelt langreichweitige Kréfte und ist zusammen mit dem
nichtlinearen Advektionsterm Ursache fiir komplexe Interaktion zwischen den Skalen.

Der Viskosititsterm vAu(x, t) ibt einen gldttenden Einfluss auf die Stromung aus, durch
welche kleine Verwirbelungen verschwinden. Der nichtlineare Advektionsterm ist verant-
wortlich fiir den Transport von Fliissigkeitselementen. Wenn der Advektionsterm das Ver-
halten dominiert und der gldttende Einfluss der Viskositdt gering ist, entsteht turbulentes
Stromungsverhalten. Dies korrespondiert mit hohen Reynoldszahlen.

Insgesamt sind die inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen partielle, nichtlineare
Integrodifferentialgleichungen. Die Existenz allgemeiner geschlossener Losungen ist nicht
bekannt, man kennt lediglich spezielle Losungen.

2.2. Wirbeltransportgleichung

Wie eingangs erwéhnt, finden sich in der Welt der Fliissigkeiten eine Vielzahl von Beispie-
len, wo lokalisierte Strukturen eine sichtbare Rolle spielen. Solche kohdrenten Strukturen
lassen sich meist besser anhand der Wirbelstiarke beschreiben

w(x,t) =V xu(xt) (2.6)

Fiir die Wirbelstarke lassen sich durch Einsetzen in die Navier-Stokes Gleichungen Ent-
wicklungsgleichungen, die Wirbeltransportgleichungen formulieren

(z?t +u(xt) - V) w(x, t) =w(xt) - Vu(x, t) + vAw(x,t) + V x £(x, ) (2.7)

Zum Erhalt dieser Gleichungen wurde die Grafsmann-Identitit verwendet, um den Ad-
vektionsterm umzuformulieren. Die dabei aufkommenden Rotationen von Gradientenfel-
dern, darunter des Drucks, verschwinden identisch.

Genau wie die Navier-Stokes Gleichungen ermoglichen die Wirbeltransportgleichun-
gen zusammen mit der Inkompressibilitdtsbedingung eine vollstindige Beschreibung
der Flussigkeitsdynamik. Um von der Wirbelstirke auf das Geschwindigkeitsfeld zu
schlieffen, muss der Rotationsoperator invertiert werden. Die Losung ist durch ein Biot-
Savartsches Gesetz gegeben

u(x,t) = ug(x, t) + /d3x/ w(x',t) x K(x —x) (2.8)

uy ist eine beliebige Potientialstromung und K ist der negative Gradient der Greenschen
Funktion
K(x —x') = =VxG(x,x') (2.9)

Damit ist auch klar, dass die Nichtlokalitdt bei der Wirbeltransportgleichung erhalten
bleibt, obwohl der Druckterm eliminiert werden konnte. Sie tritt nun in dem Geschwin-
digkeitsfeld u(x, t) auf, welches mit dem Biot-Savartschen Gesetz berechnet werden muss.

Da wir in dieser Arbeit an Fliissigkeiten in zweidimensionalen Gebieten interessiert
sind beschranken sich die folgenden Betrachtungen auf diesen Spezialfall.



2.3. Eulergleichungen

Der Kern K(x) ist in zwei Dimensionen gegeben durch (siehe z.B. Argyris u.a., 2010)

x—x

K(x—x) (2.10)

T 2nx— %2
In zweidimensionalen Stromungen liegt die Wirbelstiarke senkrecht zum Geschwindig-
keitsfeld. Dadurch verschwindet der Wirbelstreckungsterm

w(x, t)-Vu(x,t) = wz(x,y,t)s—zu(x,t) =0 (2.11)

und die Wirbeltransportgleichung erhilt folgende Form
(E?t +u(x,t) - V) w(x, t) =vAw(x, t)+ V x f(x,t) (2.12)

Das Wegfallen des Wirbelstreckungsterms ist mitverantwortlich dafiir, dass sich Wirbel
in zwei Dimensionen zu groflen Strukturen sammeln koénnen, ein Phdnomen, was in drei
Dimensionen nicht beobachtet wird.

2.3. Eulergleichungen

Bei der Beschreibung einer (idealisiert) reibungsfreien Fliissigkeit, in der dissipative Ef-
fekte nicht auftreten, muss in den Navier-Stokes Gleichungen der Grenziibergang v — 0
vollzogen werden. Da dadurch eine zweite raumliche Ableitung entfdllt, miissen auch an-
dere Randbedingungen gefordert werden. Nur die Komponente senkrecht zum Rand u
muss bekannt sein, die Parallelkomponente der Geschwindigkeit ist frei. Dies ist schon
deshalb klar, weil es ohne Reibung keine Wechselwirkung zwischen u| und Rand geben
kann.

Betrachtet man eine ideale Fliissigkeit ohne Einwirkung duflerer Kréfte, so gelangt man
zu den Eulergleichungen

%u(x,t) +u(x,t) - Vu(x, t) = =Vp(x,t) (2.13)
Die entsprechende Wirbeltransportgleichung lautet
dw(x,t) (0 B
T <8t +u(x,t) V) w(x,t)=0 (2.14)

2.3.1. Erhaltungsgrofien

Bei der Beschriankung auf zwei Dimensionen wird die Enstrophie zur Erhaltungsgrofse.
Sie ist definiert als

Qt) = % <w2(x, t)> (2.15)

Ihre Entwicklungsgleichung lasst sich durch Multiplikation der Wirbeltransportgleichung
mit w(x,t) und anschliefende Mittelung ableiten:

L0 = (wix Hf(x) (216)



2.4. Kirchhoff Punktwirbel

Fiir die kraftefreie Eulerfliissigkeit ist sie zeitlich konstant.

Bei der Analyse nichtviskoser, inkompressibler Fliissigkeiten kommt der Zirkulation eine
wichtige Bedeutung zu. Sie ist definiert als

I = f u-d's = / w-nd"TF (2.17)
L F

wobei L die geschlossene Kurve um die Flache F ist und im zweiten Schritt der Stokessche
Integralsatz angewandt wurde.

Das Kelvinsche Zirkulationstheorem besagt, dass die in einer Fliissigkeit mitbewegte
Zirkulation zeitlich konstant ist. Die Aussage gilt unter der Bedingung, dass es sich um
eine nichtviskose, inkompressible und barotrope® Fliissigkeit handelt.

2.4. Kirchhoff Punktwirbel

Die nichtviskose Wirbeltransportgleichung kann unter bestimmten Anfangsbedingungen
zu einem System gewohnlicher Differentialgleichungen vereinfacht werden (Argyris u. a.,
2010, Kap. 9). Dabei wird hier nur der zweidimensionale Fall betrachtet. Dieses Wirbel-
starkefeld ist durch eine Uberlagerung von §-Distributionen gegeben, sogenannten Punkt-
wirbeln:

N
w(x) =) Ti6(x —xj)e; (2.18)
=1

Die Wirbel sind alle parallel zur e;-Achse angeordnet. Sie unterliegen der Dynamik der
Gleichung (2.14). Nun kann man zu einer Lagrangeschen Beschreibung des Fluids tiberge-
hen, in der die Koordinaten dem Stromungsverlauf folgen. Sie werden also zeitabhingig:
xj = x;(t). Ftr den Ort eines Wirbels ergibt sich deshalb folgende Bewegungsgleichung

X]'—Xl

D) = Y Tres < K(xj(t) —xi(1)) = Y- Tres x (219)
17

2
7 27t|x; — x|

Darin wurde der Green-Kern K(x) fiir den zweidimensionalen Fall eingesetzt. Der diver-
gierende Term mit / = j wurde von der Summe abgezogen, da die Bewegungsdnderung
sonst divergieren wiirde.

Die Zirkulationen I'; der Punktwirbel bleiben wegen des Kelvinschen Zirkulationstheo-
rems in dieser Lagrangeschen Beschreibung konstant. Dieses System besitzt hamiltonsche
Eigenschaften und ist besonders gut geeignet, um mit Hilfe der Methoden dynamischer
Systeme untersucht zu werden.

Nach dem Ausrechnen des Kreuzprodukts und Einfithrung der Definitionen x;; :=
Xi = Xj,Yij = Y; — Y sowie rj; 1= xlz]- + ylzj erhélt man in Koordinatenschreibweise die

X 1T <—J/ij)
=) =& (2.20)
<yi) 27 ; ANEY

"barotrop bedeutet, dass der Druck unabhingig von der Temperatur und der Dichte der Fliissigkeit ist

Entwicklungsgleichungen




2.5. Punktwirbel mit periodischen Rindern

Punktwirbel besitzen eine konstante Gesamtenergie und sind ein hamiltonsches System.
Fiir Punktwirbel im unendlich ausgedehnten Raum lautet die Hamiltonfunktion

1
H:—E;;F]T,ln\xj—xﬂ. (2.21)
]

Dariiber hinaus konnen drei weitere Erhaltungsgroflen identifiziert werden: Die beiden
Koordinaten des Wirbelschwerpunkts

R = il
L

unter der Bedingung nichtverschwindender Gesamt-Zirkulation, sowie eine Art Wirbel-
Drehimpuls

(2.22)

L=Y Iix (2.23)
j

Die kanonisch konjugierten Variablen des Systems sind die x- und y-Komponenten der
Punktwirbel:

o 2y

[T aT/] (2.24)
9

Fdt o,

]

2.5. Punktwirbel mit periodischen Randern

Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung von Prozessen, die zur Clusterbildung in zweidi-
mensionaler Turbulenz fiihren. Die Betrachtung von Punktwirbeln in der unendlich aus-
gedehnten Ebene fiihrt dabei nicht zum Ziel, da eine endliche Wirbelanzahl sich tiber
den gesamten Raum verteilt. Dann findet keine Wechselwirkung zwischen Wirbelstruk-
turen mehr statt. Deshalb muss dafiir gesorgt werden, dass Wirbelstrukturen dauerhaft
interagieren konnen. Dafiir gibt es mehrere Moglichkeiten:

* Man betrachtet Wirbelstrukturen mit Zirkulationen gleichen Vorzeichens (Lundgren
u. Pointin, 1977). Diese werden in der Summe eine grofse Kreisbewegung um ihren
Schwerpunkt ausfiithren. Wirbel entgegengesetzter Vorzeichen wiirden sich paaren
und weit von der Wirbelansammlung entfernen. Durch ihr Fehlen bleibt die Kreis-
bewegung stabil.

¢ Die Punktwirbel werden in einem endlichen Gebiet eingeschlossen. Haufig wur-
de ein zylindrisches Gebiet betrachtet (z.B. Biihler, 2002). Die Implementierung der
Randbedingung geschieht tiber ein Prinzip, welches ganz analog zur Methode der
Spiegelladungen in der Elektrodynamik funktioniert: Die Geschwindigkeitskompo-
nente senkrecht zur Wand soll verschwinden, was tiber die Platzierung eines Spie-
gelwirbels entgegengesetzten Vorzeichens aufierhalb des Gebiets erreicht wird.

* Es werden unendlich viele Punktwirbel betrachtet: ein periodisch fortgesetztes
Punktwirbelfeld. Dieser Ansatz besitzt den Vorteil, dass viele direkte numerische



2.5. Punktwirbel mit periodischen Rindern

Turbulenzsimulationen ebenfalls in periodischen Randbedingungen ausgefiihrt wer-
den. Ergebnisse konnen damit einfacher verglichen werden. Deshalb soll dieser An-
satz hier verfolgt werden.

Die Konstruktion der Bewegungsgleichungen und der Hamiltonfunktion fiir Punktwir-
bel in periodischen Randbedingungen soll hier kurz skizziert werden, in Anlehnung an
Weiss u. McWilliams (1991). Eine gute Einfiihrung zur Methode der Spiegelwirbel findet
sich auch in Newton (2001).

Die Erweiterung auf periodische Rander wird hier fiir eine Periodenldnge von 27t vor-
genommen. Durch Reskalierung der Einheiten ldsst sich der allgemeine Fall auf diesen zu-
riickfithren. Auerdem wird angenommen, dass alle Zirkulationsbetrége |I';| gleich grof
sind. Die periodischen Randbedingungen werden durch Summation tiber unendlich viele

Spiegelwirbel erreicht.
. N
Xi 1 (yurxz])>
) =5= 21 2.2
(]/i) 2 i <+S(xl]’yl]) (225)

mit den doppelt-unendlichen Summen

[e9)

x —27n
SE) = L Gamy g =z (2.26)

Sie sind als Grenzwert der Partialsummen fiir M, N — oo

X —27mn
Sunzy) Z'M n; (x —27n)2 + (y — 27tm)?2 (227)

zu verstehen. Um diese Doppelsumme auszurechenen muss man die Methode der La-
placetransformation anwenden und macht sich zu Nutze, dass die Grenziibergédnge un-
abhédngig von der Reihenfolge der Grenzwertbildung sein miissen (Weiss u. McWilliams,
1991). Schliefilich erhilt man fiir die endlichen Summen Sy 5 die Beziehung

w1 sin(x) x x N
SMN = m:z—oo 2 cosh(y — 27tm) — cos(x) + 2n 72 arctan (M) (2.28)

Das Verhiltnis N/ M kann bestimmt werden aus der Tatsache, dass ein Punktwirbel, der
sich im Abstand x;; = 7 befindet keinen Beitrag zur Geschwindigkeit liefert. Deswegen
ist S(7t,y) = 0, die letzten beiden Terme in (2.28) miissen sich also kompensieren. Dies
erfordert insbesondere N = M. Damit lautet die korrekte unendliche Summe

o 1 sin(x)
:Z 2 cosh(y — 27tm) — cos(x) (2:29)

Die Summe hat die niitzliche Eigenschaft, sehr schnell zu konvergieren. Die Punktwirbel-
Bewegungsgleichungen lauten somit

. —sin(y;)
(5)-1n & (<<>><>) 250

jFL m=—eo cosh(y;;—2mm) —cos(x;;)




2.6. Statistische Beschreibung einer Stromung

Die Vorfaktoren wurden durch Wahl einer geeigneten Zeiteinheit entfernt.
Fiir dieses Gleichungen findet sich auch eine Hamiltonfunktion
I,
H=— Z; ]Th(sz,yjl) (2.31)
I 7]

welche die hamiltonschen Bewegungsgleichungen liefert

s aH/a )
5 () = (Sow) e

Die Form von h(x,y) lasst sich bestimmen zu

o2 cosh(x — 27tm) — cos(y) x?
hry) = ) In ( cosh(27rm) ) Com (233)

m=—0oo

Die Funktion ist periodisch in x und y. Wegen der guten Konvergenz der Summe ist sie
sehr gut fiir numerische Simulationen geeignet.

2.6. Statistische Beschreibung einer Stromung

Bei den Navier-Stokes-Gleichungen und entsprechend auch bei den daraus abgeleiteten
Punktwirbelgleichungen handelt es sich um deterministische Gleichungen. Dennoch ist
turbulenten Groflen ein statistischer Charakter zuzuschreiben. Dafiir ist die Kombina-
tion zweier Ursachen verantwortlich. Jede Realisation eines Experiments kann nur mit
begrenzter Genauigkeit durchgefiihrt werden. Bei numerischen Experimenten ist die Ma-
schinengenauigkeit der begrenzende Faktor. Die Navier-Stokes-Gleichungen reagieren
sensibel auf minimale Anderungen in den Anfangsbedingungen. Die kleinen Abweichun-
gen fiihren deshalb nach endlicher Zeit zu vollig zufalligen Messgrofien. Exakte Vorher-
sagen konnen dann nur im statistischen Sinne getroffen werden.

2.6.1. Statistik in Punktwirbelsystemen

Die statistische Behandlung von Punktwirbelsystemen findet ihren Ursprung in Onsa-
gers Bemiihen, ein Phénomen wie die Bildung grofiskaliger, isolierter Wirbelstrukturen,
welches in der Natur derart hdufig auftritt, mit Hilfe der Methoden statistischer Gleich-
gewichtstheorie zu erkldren (Newton, 2001). Der Fokus liegt auf zweidimensionalen Stro-
mungen und geht von den nichtviskosen Eulergleichungen aus. Damit kann also beispiels-
weise keine Aussage tiber Wirbelstreckung gemacht werden. Viskose Effekte, welche vor
allem auf kleinen Skalen wichtig sind, konnen ebenfalls nicht berticksichtigt werden.

Es handelt sich hierbei um eine statistische Theorie im thermodynamischen Gleichge-
wicht. Damit soll das asymptotische Verhalten turbulenter Stromungen erkldrt werden,
ein Regime, welches oft eher mit Methoden der Nichtgleichgewichtsstatistik behandelt
wird.



2.6. Statistische Beschreibung einer Stromung

In Abschnitt 2.4 wurde bereits die Hamiltonfunktion eines Punktwirbelsystems einge-
fiihrt, mit den kanonischen Variablen x;, y;. Der Phasenraum eines Punktwirbelsystems
wird einfach durch die zweidimensionale Ebene aufgespannt. Die Grofie f(x, v)dxdv gibt
die Wahrscheinlichkeit an, einen Punktwirbel in der Umgebung dx von x mit der Ge-
schwindigkeit in der Umgebung dv von v anzutreffen. Die Wahrscheinlichkeit, die ge-
samte Konfiguration in einem Zustand anzutreffen wird durch die GroBe f(x,y)dxdy
angegeben, mit dx = dx;...dxy, dy = dx;..dxy. Die Punktwirbel bewegen sich auf einer
Flache konstanter Energie entsprechend der in 2.4 eingefiihrten kanonischen Gleichungen.

An der Hamiltonfunktion H = —ﬁ Yo Yz il In x; — x| kann man erkennen, dass
grof8e positive Energien entstehen, wenn sich zwei Wirbel gleichen Vorzeichens nahe kom-
men, und negative Energien, wenn zwei Wirbel unterschiedlicher Vorzeichen aufeinander
treffen. Demnach besitzen Zustande mit Ansammlungen gleichnamiger Wirbel eher posi-
tive Energien und solche mit unterschiedlichen Wirbeln eher negative Energien.

In berandeten Gebieten kommen negative Energien auch dann vor, wenn sich ein Wirbel
nahe am Rand, also nahe bei seinem korrespondierenden Spiegelwirbel befindet. Deshalb
kann die Energie in diesem Fall auch Riickschliisse darauf geben, ob die Wirbel sich eher
in Randnéhe oder eher im Inneren des Gebiets befinden.

2.6.2. Onsagers Theorie

Die Gleichgewichtstheorie von Onsager (1949) hat groflen Einfluss auf die statistische
Hydrodynamik genommen und seine Gedanken sind noch heute wichtig fiir aktuelle
Forschungsarbeiten. Weil seine Theorie einen ersten Erkldrungsansatz fiir Clusterbildung
bietet, soll sie hier kurz erldutert werden.

In der klassischen statistischen Mechanik lasst sich die Entropie definieren als
S(E) =InA (2-34)

wo A die Phasenraumoberfliche mit H = E, auf der sich die Bewegung abspielt, darstellt.

Die Temperatur ist gegeben als

ds
-1 _
= dE (235)

Um das Argument Onsagers nachzuvollziehen, betrachte man ein endliches Phasen-
raumvolumen ®(E), welches den Phasenraum fiir alle Energien kleiner als E enthilt:

E ! / !/
®(E) = /_oodE @ (E') (2.36)

Es gilt ®(—o0) = 0 und das Volumen ist wegen des endlichen Phasenraums bei @ (o)
konstant. Da weiterhin das Phasenraumvolumen monoton anwéchst, also immer ®'(E) >
0 gelten muss, gibt es einen Energiewert, wo @' ein Maximum annimmt und ®” = 0
wird. Die Temperatur ist die Anderungsrate der Energie mit dem Volumen (Lehrbiicher
der stat. Physik, z.B. Landau u. a. (1980)), d.h. fiir die reziproke Temperatur

do @ d ,
= =@ = g nN@®E) (2.37)

T—l
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2.6. Statistische Beschreibung einer Stromung

Die Entropie hingt also durch S = In(®’(E)) mit dem energieabhéngigen Phasenraumvo-
lumen zusammen und fiir die Phasenraumoberfldche gilt A = ®'(E).

Fiir kleine Energien ist die Temperatur positiv. Wenn nun die Energie einen kritischen
Wert tiberschreitet, wird sie negativ, die bekannten Zustinde negativer Energie treten auf.
Wegen des Gibbs-Faktors exp(—E/T) besitzen dann Zustidnde hoher Energie eine grofiere
Realisierungswahrscheinlichkeit. Nach den Erwdgungen zu Beginn des Abschnitts folgt
daraus, dass sich Wirbel gleicher Vorzeichen hdufen und kohdrente Strukturen bilden.
Das bedeutet, dass sich in diesem Bereich raumlich inhomogene Zustdnde bilden.

Onsagers Theorie ist von Interesse, weil die Haufung von Wirbeln einen wichtigen Bei-
trag zur inversen Kaskade (siehe Abschnitt 2.7) liefern kann.

2.6.3. Ergodizitat

Wegen der Inkompressibilitit der Stromung kann man fiir die Punktwirbeldynamik ein
Liouville-Theorem formulieren (Newton, 2001):

dH oH
4~ o TwVH=0 (2:38)

wobei die Vektoren wieder im Phasenraum liegen

da dey. dy dyn

v ( dr v dt e dt )

d d 0 d
V= (axl/ v m/ Tm/ v ByN> (2:39)

Das Theorem besagt, dass das Phasenraumvolumen erhalten bleibt. Eine Grundannahme
der statistischen Mechanik ist, dass alle mikroskopischen Zustdnde gleicher Energie gleich
wahrscheinlich sind. Ob diese Aussage fiir eine endliche Anzahl von Punktwirbeln zutrifft
ist eine nach wie vor ungeklarte Frage.

Sie ist eng verkntipft mit der Ergodenhypothese. Grob gesprochen besagt diese, dass eine
Phasenraumtrajektorie in einem System im Gleichgewicht nach unendlich langer Zeit den
ganzen Phasenraum ausfiillt (beziehungsweise die Flache konstanter Energie). Die Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit in jedem Teil des Phasenraums ist gleich grof. Das bedeutet,
dass die rdaumliche Mittelung zum gleichen Ergebnis kommt wie die zeitliche Mittelung.
Dies ermoglicht die Ersetzung eines Ensemblemittels durch ein zeitliches Mittel. In Ex-
perimenten oder Simulationen ist es meist nicht moglich, alle moglichen Realisierungen
eines Systems fiir eine Messung bereit zu stellen, weshalb ein Zeitmittel betrachtet wird.
Deshalb ist die Ergodenhypothese eine elementare Annahme der statistischen Physik.

Untersuchungen haben fiir einige Punktwirbelsysteme ergeben, dass sie sich in einigen
Energiebereichen nicht-ergodisch verhalten (Newton, 2001; Weiss u. McWilliams, 1991; Ba-
biano u. a., 1994). Ein einfaches Beispiel fiir ein nichtergodisches System ist die Bewegung
auf einem Kreis, welche durch die Abbildung T, exp(271i®) = exp(27i(® + «) ), mit einem
rationalen Winkel « generiert wird. Nur fiir irrationale Winkel « wird nach unendlicher
Zeit jeder Punkt des Kreises getroffen. Ein dhnliches Prinzip gilt fiir die Bewegung eines
Vortexdipols in einem periodischen Parallelogramm. Dort hdngt die Ergodizitit des Sys-
tems von den Winkeln der Dipolbewegung und der Inklination des Parallelogramms ab.

11



2.7. Kaskadenprozesse

Ist deren Verhiltnis rational, ergibt sich eine periodische, also nichtergodische Bewegung,
andernfalls eine quasiperiodische, die das Parallelogramm voll ausfiillt.

Weiss u. McWilliams (1991) haben Punktwirbel in periodischen Randbedingungen fiir
verschiedene Energien simuliert und gezeigt, dass Zeit- und Ensemblemittel voneinander
abweichen. Dazu wurde die Paarkorrelationsfunktion analysiert. Fiir eine perfekt ergodi-
sches System wire zu erwarten, dass die Mittelung fiir N — co mit einem zufélligen Feld
iibereinstimmt, bei dem sich die Wirbel im Mittel an jedem Ort mit gleicher Wahrschein-
lichkeit aufhalten.

Diese Ergebnisse legen es nahe, Zeitmittel nach Moglichlichkeit zu vermeiden und statt
dessen iiber Ensembles zu mitteln. Dieser Ansatz wurde auch in der vorliegenden Arbeit
verfolgt.

2.7. Kaskadenprozesse

Die exakte statistische Beschreibung turbulenter Stromungen auf Basis der Grundglei-
chungen findet ihr Gegensttick in einer phanomenologischen Theorie. Hier wird versucht,
anhand von Experimenten ein Modell abzuleiten, welches die beobachteten Phinomene
korrekt beschreiben kann. Viele der heute verwendeten Theorien bauen auf die Idee einer
Energiekaskade von Richardson (1922) auf. Danach besteht eine turbulente Stromung aus
Wirbeln verschiedener GrofSen, welche durch Energiezufuhr auf der sogenannten integra-
len Skala erzeugt werden. GrofSe Wirbel zerfallen und geben ihre Energie im Inertialbereich
an Wirbel mit einer dhnlichen aber kleineren Ausdehnung weiter. Dieser Prozess wie-
derholt sich solange bis im Dissipationsbereich der Einfluss der Viskositdt die Energie der
Wirbelstrukturen in Warme verwandelt. Der Energietransfer im Inertialbereich geht mit
einer konstanten Rate € vonstatten.

Kolmogorov (1941) konnte auf Richardsons Gedanke aufbauend eine statistische Theo-
rie der Turbulenz entwickeln (siehe auch z.B. Frisch, 1996). Diese trifft mit dimensions-
analytischen Argumenten einige einfache Annahmen iiber das statistische Stromungsver-
halten:

Die Hypothese der lokalen Isotropie besagt, dass eine turbulente Stromung mit geniigend
grofier Reynoldszahl ndherungsweise lokal isotrop und homogen ist, falls der betrachtete
Bereich klein genug gewihlt wird und nicht in der Nihe eines Randbereichs liegt. Das
bedeutet, dass statistische Aussagen invariant gegentiber Rotationen, Spiegelungen oder
Verschiebungen sind.

Die Erste Ahnlichkeitshypothese geht davon aus, dass fiir lokal isotrope Turbulenz statis-
tische Aussagen tiber kleine Skalen ausschliefdlich durch Viskositédt v und Dissipationsrate
€ eindeutig bestimmt werden.

Die Zweite Ahnlichkeitshypothese schlielich fordert, dass bei unendlich hohen Reynolds-
zahlen statistische Aussagen alleine durch € bestimmt werden und nicht von v abhéngen.

Mit Hilfe dieser Argumente gelangte Kolmogorov zu einer wichtigen Aussage tiber die
turbulente Energieverteilung in der Skala, dem k~**-Gesetz:

E(k) « €2k~ (2.40)
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2.7. Kaskadenprozesse

2.7.1. Energiebilanzgleichung

Es soll ein Bezug hergestellt werden zwischen den phanomenologischen Modellvorstel-
lungen Richardsons zum Energietransport zwischen den Skalen und den Navier-Stokes
Gleichungen. Kdrman u. Howarth (1938) gelang es, fiir statistische homogene, isotrope
und reflexionssymetrische Stromungen eine Beziehung zwischen den Korrelationsfunk-
tionen zweiter und dritter Ordnung abzuleiten. Diese sind definiert als

Cij = <ui(x,t)uj(x',t)>
Cij = (ui(x thuj(x, t)ug (X', t)) (2.41)

Die Ableitung der Entwicklungsgleichung fiir C;; beinhaltet das néchst hthere Moment
Cij k- Die Ausnutzung der geforderten Symmetrien fiihrt im Endeffekt auf folgende Bezie-
hung, die Karman-Howarth-Gleichung

ECrr(T, t) = %4% (r4(Cm(r,t) +2vaCrr(r,t))> + Q*(r,t) (2.42)

ot or
Aufgrund der Symmetrien konnten die Korrelationsfunktionen als Skalare geschrieben
werden (Argyris u. a., 2010). Q* ist ein Quellterm, der mit der Wirkung einer Volumenkraft
zusammenhéngt.

Die Karman-Howarth-Relation kann dazu verwendet werden, eine Entwicklungsglei-
chung fiir den Energietransport in der Skala herzuleiten. Das kommt daher, dass die
Autokorrelation Fouriertransformierte zum Energiespektrum ist. Dazu zerlegt man das
Geschwindigkeitsfeld in Fouriermoden. Einsetzen in Gl. (2.42) ergibt nach Ausnutzung
aller Symmetrien die Bilanzgleichung im k-Raum

SE(1) = Tl 1)~ 20RE(K, 1) + Q(k, ) )
Die spektrale Energie hat folgenden Bezug zur spektralen Korrelationsfunktion

E(k,t) = 47 Y Cyllc ) (2.44)
!

und der hier eingefiihrte spektrale Energietransfer hangt mit dem dritten Moment zusam-
men

, k
Lj
Der Energiefluss durch die Mode k ist

k
TI(k) = — /O dk' T(K) (2.46)

Ein positiver Energiefluss entspricht einem Fluss zu grofieren Wellenzahlen hin. Es lédsst
sich ableiten, dass

I1(c0) =0 (2.47)
d.h., dass durch den Energiefluss zwischen den Moden Energie weder erzeugt wird noch
verloren geht. Energieverlust geschieht ausschliefSlich durch Dissipation. Aufierdem kann
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2.7. Kaskadenprozesse

man fiir den dreidimensionalen Fall zeigen, dass auf einer Skala k; injizierte Energie aus-
schliefilich in Richtung grofier Wellenzahlen fliefit, bevor sie auf kleinen Skalen dissipiert
wird (siehe z.B. Vosskuhle (2009) fiir eine schone Darstellung).

2.7.2. Energiefluss in zwei Dimensionen

Fiir die zweidimensionale Eulergleichung ohne dufSere Krifte konnte Fjortoft (1953) durch
ein einfaches Argument die Richtung des Energieflusses ableiten. Dazu nahm er an, dass
nur die Moden k1, kp = 2k; und k3 = 2k, angeregt sind. In Abschnitt 2.3.1 wurde gezeigt,
dass fiir die freie Eulergleichung Energie- und Enstrophieerhaltung gilt:

0 = AE(ky) + AE(ky) + AE(k3)
0 = k3AE(ky) 4+ K3AE(ky) + K3AE (k3) (2.48)

Damit gelangt man zu den Relationen

AE(ki) = —3AE(ks) AE(ks) = —2AE(k»)
GAEGY) = LRAEGa)  RAE(ks) — 1BAE(K)

Wenn man nur die Energie betrachtet, die aus der Wellenzahl k, heraus fliefit, also
AE(ky) < 0, so erkennt man, dass sie starker zur kleineren Wellenzahl k hin fliefSt als zur
grofleren Wellenzahl. Mit dem Enstrophiefluss verhélt es sich genau umgekehrt. Dieses
Verhalten ist gegenteilig zu dem in drei Dimensionen, wo die Energie stirker zu grofieren
Wellenzahlen flief3t.

Kraichnan (1967) konnte zeigen, dass der Energiefluss zu grofien Skalen mit dem k
Spektrum korrespondiert, welches auch in zwei Dimensionen existiert. Zusétzlich gibt es
in zwei Dimensionen allerdings auch noch ein k—3-Energiespektrum. Dieses korrespon-
diert ausschliefSlich mit dem Enstrophiefluss zu kleinen Skalen.

—5/3_

Der Energiefluss zu grofien Skalen hin und das Vorhandensein zweier Energiespektren
sind charakteristische Merkmale der inversen Kaskade in der zweidimensionalen Turbu-
lenz. Es wird davon ausgegangen, dass die Clusterbildung von Wirbelstrukturen, oder
auch Wirbelkondensation, einen Hauptbeitrag zu diesem Phdnomen liefert (Chen u.a.,
2006).

Die inverse Energiekaskade in zwei Dimensionen konnte experimentell erstmals von
Paret u. Tabeling (1997) gemessen werden.
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3. Das Rotormodell

3.1. Elliptischer Verzug bei der inversen Kaskade

Chen u.a. (2006) haben detaillierte Untersuchungen zur inversen Kaskade durchgefiihrt
bei der sie ein nichtnewtonsches Schergesetz ableiten konnten. Fiir ein gefiltertes Ge-
schwindigkeitsfeld konnten sie zeigen, dass sich die Scherung 7(") nicht proportional zur
Spannung S ©) eines grofiskaligen von aufien vorgegebenen Scherfeldes verhilt, sondern
ein um 45° gedrehtes Scherfeld induziert.

Durch das dufSere Scherfeld wird ein kleiner rotations-
symetrischer Wirbel elliptisch verzogen (Abb. 3.1). Der
wachsende Wirbel-Randbereich fordert wegen Kelvins uinl
Zirkulationstheorem eine Verringerung der Geschwin- Sy =

w
B

digkeit um die Vortexgrenzen herum und damit auch | =" | “5—*
zur Verringerung der Energie des Wirbels. Da die Ge- o _
schwindigkeit ihre Hauptbeitrdge entlang der Scherrich-
tung des Wirbels liefert, verstdrkt dieser das grofiska- e b SV Tin)
lige Scherfeld. Dadurch wird die verlorene Energie zu | — e —— 3 .

groflen Skalen transportiert. -

/-
|
-

-

Die weiteren quantitativen Analysen haben ergeben,
dass dieser Mechanismus des elliptischen Verzugs einen
wesentlichen Beitrag zur inversen Kaskade liefert. Des-
halb werden in dieser Arbeit explizit elliptische Wir-
belstrukturen untersucht. In dem vorliegenden Kapitel
werden ausgehend von der Wirbeltransportgleichung
dynamische Gleichungen fiir elliptische Wirbelstrukturen abgeleitet und es wird ein Mo-
dell entwickelt, welches den eben beschriebenen Mechanismus des Vortex-streching um-
setzt. Dieses sogenannte Rotormodell, bestehend aus elliptischen Wirbelstrukturen wurde
in Friedrich u. Friedrich (2011) vorgestellt. Im Anschluss an das vorliegende Kapitel wer-
den numerische Analysen des Modells ausgewertet.

Abb. 3.1. Veranschaulichung des
Vortex-thinning mechanism (aus
Chen u. a. (2006))

3.2. Entwicklungsgleichung fiir gaufsférmige, isolierte
Wirbelstrukturen

Die zweidimensionale, kréftefreie Wirbeltransportgleichung stellt den Ausgangspunkt un-
serer Analysen dar:

(E;)t +u(x,t) - V> w(x,t) = vAw(x,t) (3.1)
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3.2. Entwicklungsgleichung fiir gaufiformige, isolierte Wirbelstrukturen

Diese wird in den Fourierraum transformiert:

@k, t) — ik - / &K w1 )w(k — K, DK, 1) = —vkw(k, ) (3.2)

Die Multiplikation (u(x) - V) w(x) im Realraum wird zur Faltung im Fourierraum. In
Gleichung (3.2) ist u(k) folgendermaflen definiert:
i k
u(k) = Hez X 2 (3-3)

wobei der Faktor 41? von der Faltung mit w(k) stammt. Multipliziert mit w(k) ist dies

die Fouriertransformierte eines Punktwirbel-Geschwindigkeitsfeldes. Dieser Zusammen-
hang wird hergestellt durch Anwendung der Rotation auf w = V x u, Verwendung der
Grafsimann-Identitdt und anschlieffende Ausnutzung der Divergenzfreiheit des Geschwin-
digkeitsfeldes.

Da wir an der Dynamik einzelner Wirbelstrukturen interessiert sind, wihlen wir als

Ansatz fiir die Wirbelstarkeverteilung eine Uberlagerung von Vortexstrukturen mit einem
Wirbelstarkeprofil W;(k, t):

CU(k, t) _ ereik-Rj(t)+Wj(k,t) (34)
i
Das Wirbelstédrkeprofil bestimmt die anfangliche Form der einzelnen Wirbelstrukturen.
Fur Wj(k,t) = 0 erhélt man wieder die bekannte Punktwirbellossung mit w(x,t) =
Y Tjo(x — Rj(t)) im Realraum. Endliche Wj(k,t) entsprechen Wirbelstdrkeverteilungen
mit endlichem Profilabfall.
Mit dem gewéhlten Ansatz erhilt man folgende Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung
der Zentren der Wirbelstrukturen:
Y TjeleRi i) [ik R () + Wik, ) + vkz}
J
=ik - ;Fjrl /d2k’ u(k/)ei(k—k’).Rj+ik/,Rler(k—k’,t)+W1(k/,t) (3.5)
jr
Die Summierung iiber j wird im Folgenden weggelassen, indem die entsprechenden Sum-
menglieder direkt miteinander identifiziert werden. Dies ist eine zuldssige Néaherung,
wenn die einzelnen Wirbelstrukturen weit voneinander entfernt sind und die Profile ei-
ne geringe Uberlagerung aufweisen. Man kann dies am Extremfall des Punktwirbels se-
hen. Dort sind die einzelnen Summenglieder orthogonal zueinander und ergeben, nach
Fourier-Transformation, Delta-Distributionen:

/ d2k eMRie= R — §(R; — R)) (3.6)

Anders gesehen bedeutet das, dass die Formdnderung und Bewegungsdnderung des j-ten
Wirbels von den Anderungen der anderen Wirbel unabhéngig ist. Mit dieser Annahme
gelangt man schliefllich zur folgenden Evolutionsgleichung:

ik - R;(t) + Wi(k, t) + vk
— ik - Zrl /.de/ u(k/)efik/Rj[eW]‘(k—k/,t)-ﬁ-W,(k/,t)—wj‘(k,t) (37)
i .
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3.2. Entwicklungsgleichung fiir gaufiformige, isolierte Wirbelstrukturen

Der Abstand zweier Vortexzentren wurde hier definiert als
le = R]' - Rl (3.8)

Die Verschiebung der Vortexstrukturen wird durch die Zentrumspositionen Rj(t) be-

schrieben, die Formanderung durch die Faktoren Wj(k, t). Diese beiden Prozesse sollen
getrennt analysiert werden. Dazu beschrinken wir uns auf Wirbel, welche ein gauf$sches
Profil aufweisen. Der Formfaktor W;(k) wird dann dargestellt durch

Wik, ) = — 2 kCi(1)k (39

mit der symmetrischen Matrix C;(t). Weiterhin wird vereinfachend angenommen, dass
die Form fiir alle Zeiten gaufiisch bleibt. Deshalb besitzt auch die zeitliche Ableitung noch
ein Gauf3profil:

Wit) = —%kcj(t)k (3.10)

Dies fiihrt auf folgende Gleichung;:

ik-Ri(t) - %kcjk +uk? = ik-Y T, / 42K u(K')e *Rim 2K (GHONK kG (3 14
1

Um nun eine zuldssige Aufspaltung in eine Wirbeltransportgleichung und eine Wirbel-
formgleichung zu finden, werden die Formfaktoren im Integral, welche das Punktwirbel-
Geschwindigkeitsfeld modifizieren, durch Ableitungsoperatoren beztiglich des Vektors
R;; ausgedriickt, welche aus dem Integral gezogen werden:

— 71/k2 4 ik - Zrl /de/ u(k/)efik/Rj[e—%k/(cl'-‘rcl)k/—kcj'k/ (3'12)
i .

_ —Vk2 + ik - Zrle%V(CjJrCl)VeiijV /del u(k/)e—ik/Rﬂ (313)
1

= vk +ik- ;rle%wcﬁcﬂv (cos(kC;V) + isin(kC; V7)) / a2k u(K e *Ri (3.14)

Die Exponentialfunktionen von Ableitungsoperatoren sind dabei als unendliche Reihen zu
verstehen. Man berticksichtige, dass das Integral in der letzten Gleichung das Geschwin-
digkeitsfeld u(R;;) eines Punktwirbels des Abstands R;; darstellt. Schliellich gelangt man
zur Darstellung

ik - Rj(t) + kCjk = ik - Y162 VY cos(kC; V) u(Ry)
I
+2k- Y Te2V6Y sin(kC;V) u(Ry) + 20k (3.15)
!

mit der Definition Cj; := C; + C;. Die Anteile auf beiden Gleichungsseiten kénnen iiber
ihre Lage in der komplexen Ebene einander eindeutig zugeordnet werden: Die erste Zeile
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3.2. Entwicklungsgleichung fiir gaufiformige, isolierte Wirbelstrukturen

auf der rechten Seite ist rein imaginar und entspricht also dem ersten Term ik - R auf der
linken Seite. Die zweite Zeile ist rein reell und entspricht dem Term kCk. Die resultieren-
den Gleichungen sind

. 1ve,
k-Rj=k- ;Flezvcﬂv cos(kC]-V) u(le) (3-16)

. 1 . .
kCik = 2k - Zl;rlezVCﬂV sin(kC; V) u(Rj;) + 2vk? (3.17)

Solange die Wirbelstrukturen weit voneinander entfernt sind, wovon hier immer aus-
gegangen werden soll, konnen sinus und cosinus in erster Naherung durch ihr erstes
Taylorreihengleid ersetzt werden. Die Gleichungen vereinfachen sich dann zu

k-Rj=k- Zfle%vcﬂv u(Rj) (3.18)
I#
. 1 .
kCik = 2k - ;FleZVCJ’V (kC;V) u(Ry) + 2T k¢ k + 2vk? (3.19)
]

und sind nun invariant unter Wahl linear skalierter k-Vektoren. Die Summe geht nun nur
noch tiber I # j, da die hier angenommene Fernfeldnéherung fiir Rj; — 0 nicht funktio-
niert und die Punktwirbel-Geschwindigkeit u(0) divergiert. Die Selbstwechselwirkungs-
terme mit [ = j spielen fiir die Dynamik der Wirbelformen eine wichtige Rolle, kénnen
aber in dieser Fernfeldndherung nicht berechnet werden. Sie werden hier durch die im
Hauptachsensystem symmetrische Matrix ¢; dargestellt.

Fiir grole Abstdnde Rj; und kleine Wirbelstrukturen C;; kann desgleichen die Exponen-
tialfunktion bis zu quadratischen Termen entwickelt werden, da hohere Gradienten keine
Rolle spielen

. 1
k-R; :k.l;l"l <1+2VleV) u(Rj;) (3.20)
]
kCjk = 2k - l;rl (kC;V) u(Rj;) + 2T Gk + 2vk> (3.21)
]

Um die Entwicklung der Form der Ellipsen darzustellen, ist es notig, ein geeignetes
Koordinatensystem zu wéhlen: Eine Ellipse wird am einfachsten durch ihre Hauptachsen
r und s beschrieben, mit den Einheitsvektoren

e, = ey cos(@) + ey sin(¢) (3.22)
es = —eysin(¢) + ey cos(¢) (3-23)

Die Matrix C; wird in der Basis ihrer normierten Hauptachsen {e, ;, e;;} diagonal:

Ci= r]-r]-T + sjs]-T = r?ere] +s%esel (3-24)
mit der symmetrischen Ableitung
Cj =2riere] +17(ee] +ere]) + 2ssesel + 57 (esel + ese]) (3.25)
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3.3. Die Rotorniherung

Fiir die Einheitsvektoren gilt

& =ge; (3.26)
& = *Qb €y (3'27)
und damit
Ci = 2riece] + @(r* —s*)esel + ¢p(1? —s?)erel + 2sseel (3.28)
2rf @(r* — sz)>
<(p(r —5%) 258 ro

Um die Komponenten von R und Cj zu erhalten muss mit geeigneten k-Testvektoren
multipliziert werden. Die Komponenten von C; im Hauptachsen-Koordinatensystem er-
hélt man am einfachsten durch einsetzen in (3.18) von k, = e,, ks = e; und fir die
Nebendiagonalelemente beispielsweise ki = e; + e;. Damit gelangt man auf die drei
Evolutionsgleichungen

aroy,
#j = (xj- V) Y Tour(Ry) +Tj= + — (330)
17 i1
&,
8= (sj- V) Y Tyus (Ryp) + Tj—— + — (331)
17 5§
) 1
@i = 2_32 {Zrl (Sj(sj . V)ur(le) + T’j(l‘j . V)MS(R]'I)) + Zr]f]r-s} (3.32)
i 7 U#
Die Gleichungen fiir die Rotorzentren nehmen folgende Form an
. 1
Ri=) Ty{1+5 ((Vlfj)2 +(Vr)?+ (Vs> + (VSz)z) u(R;) (333)
7 2

Zusammengenommen bilden (3.30) bis (3.33) die vollstandigen Evolutionsgleichungen im
Fernfeld fiir Wirbelstrukturen mit elliptisch-gaufischem Wirbelstarkeprofil.

3.3. Die Rotorndherung

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die vollstdindige Berechnung der Dynamik
von Wirbelstrukturen mit elliptisch-gaufischem Profil relativ aufwindig ist. Deshalb soll in
diesem Abschnitt, ein moglichst einfach zugéngliches Modell konstruiert werden, welches
wesentliche Eigenschaften des uns interessierenden Phdnomens abbilden kann.

Wie in Abschnitt 3.1 gezeigt wurde, ist der elliptische Charakter der Wirbelstrukturen
elementar fiir das Auftreten der inversen Kaskade. An dieser Stelle sollen unendlich diin-
ne Ellipsen untersucht werden, welche durch eine nichtverschwindende Hauptachse r;(t)
beschrieben werden. Die Matrix C; lasst sich direkt in ortsfesten Koordinaten aufschrei-
ben, da es nun keine Mischterme zwischen r und s gibt. Sie vereinfacht sich zu

2

rs Vixti

T X Ix°1Y

C] = l‘]‘l‘j = - ]7" 1’2 (3'34)
Jxjy jy
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3.4. Das Rotormodell

Die Evolutionsgleichung fiir die Hauptachsen r; lasst sich direkt ablesen. Die Gleichun-
gen lauten
4

=) T (rj- V) u(R; )+2r
I

wobei r; hier fiir den Betrag von r; steht. Die Viskositdt wurde auf v = 0 gesetzt, da die
uns interessierende Energiekaskade auf nichtviskosen Effekten beruht.

(3-35)

Die Evolution der Rotorzentren vereinfacht sich fiir Rotoren zu

R; =) Tu(Rj) + % PN ((rj V)P A+ (1 V)2) u(Rj) (3-36)
7 7

3.4. Das Rotormodell

Das Rotormodell von Friedrich u. Friedrich (2011) stellt eine Beziehung der eben abgeleite-
ten Rotorndherung zu punktwirbelartigen Modellgleichungen her. Ausgezeichnete Punkte
stellen dabei die Endpunkte x; und y; der Rotoren dar. Sie werden im Rotormodell durch
Punktwirbel reprasentiert. Deren Entwicklungsgleichungen sind

X; —yi) + LT {ulx —x) +ulxj —yn}, (3.37)
1#
yi=Tu(yj—x)+ Y T {ulyj—y) +ulyj—x)}. (3-38)
I#]
Die Entwicklungsgleichung fiir die Rotorgrofie r; = x; —y; sieht im Rotormodell dann

folgendermafien aus
i =

(X —y)) (3-39)

julxj —y;) + 5 ;Tz{u i —x) +u(x;—y;) —ulyj—y) —uly; —x)}
j

'1 N =

Der Abstand zwischen zwei Rotoren lédsst sich im Rotormodell folgendermafien aus den
Punktwirbelbestandteilen x und y zusammensetzen

1
Rjy =3 {xj+y;—x —w} (3.40)

Um den Bezug zur Rotorndherung aus vorigem Abschnitt herzustellen, wird das Punkt-
wirbelgeschwindigkeitsfeld anhand seiner Multipolentwicklung mit dem Abstand zwi-
schen zwei Rotoren R;; und der Rotorhauptachse r; in Verbindung gebracht. Beispielhaft
wird dies fiir das Feld u(x; — x;) zwischen zwei Rotoren bis zur quadratischen Ordnung
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3.4. Das Rotormodell

getan, eine Ndherung die fiir weit voneinander entfernte Rotoren Giiltigkeit besitzt:
u (X] — Xl)
O WS WS WS S WS S S

w (3063 5063 = 3030 = 3 =)

=u (le + %(fj - rl))

~u(Rj)+ 1(rj—rl)-V u(Rﬂ)—O—1 1(r]‘—rl)~V 2u(Rj) (3.41)
2 2\2

Entsprechend ergeben sich

u(xj—y;)) ~u (le) + (;(rj + 1) V) u(Rj) +% (;(r]» +1)- V)Zu(Rﬂ)
u(yj—y)~u (R]z> - (;(rj —1) V) u(Rj) +% (;(rj —1)- V>2u(R]l)
u(y; —x) ~u (le) - (;_(rj +1)- V) u(Rj) +% (;(rj +1)- V)zu(Rﬂ)

Damit transformiert Gleichung (3.39) zu
l'.‘]' = 1—']‘1.1(1‘]‘) + Zl"l r;- Vu (le) (3-42)
I#j

wobei das Feld zwischen den Rotorendpunkten nicht entwickelt wurde, da dies wegen
des kleinen Abstandes nicht moglich ist. Die quadratischen Terme entfallen, da sie in
allen Summanden mit gleichem Vorzeichen auftritt.

Die Gleichungen fiir die Rotorzentren heiflen

, 1, .
R; =5 (% +7j)

1
=3 l;rl (u(xj —x;) +u(x; —yi) +uly; — y1) +uly; —x1)) (3-43)
]
Mit den obigen Néherungen ergibt sich dann
. 1
Rj= LT {zu<Rﬂ> + 1106V + - V7 u(R,-o} (3.44)
]

Die Mischterme
(1j- V)(1;- V) u(Rj)
eliminieren sich gegenseitig.
Der Vergleich von (3.44) und (3.42) mit (3.36) und (3.35) offenbart die Ahnlichkeit beider
Modelle. Im Fernfeld ergeben sich anndhernd identische Bewegungsgleichungen, wenn
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3.4. Das Rotormodell

man den Selbstechselwirkungsterm ¢; mit dem Geschwindigkeitsfeld u(r;) in (3.42) iden-
tifiziert. Das Punktwirbel-Rotormodell besitzt den Vorteil, als gewthnliche Differential-
gleichung analytischen und numerischen Studien wesentlich besser zugénglich zu sein.

Abb. 3.2. Skizze eines idealisierten Rotors: Zwei Punktwirbel werden durch eine {iberdampfte
Feder zusammengehalten

Problematisch an dem Modell ist lediglich, dass die Punktwirbel-Rotoren sehr schnell
ihren Rotorcharakter verlieren, indem sie durch Wechselwirkung mit anderen Struktu-
ren von ihrem Partnerwirbel getrennt werden. Dies kann verhindert werden durch einen
Kraftterm, der stabilisierend auf die Rotorstruktur wirkt

%(Do = Ixi —yil) - (3-45)
Dabei wurde der gerichtete Abstandsvektor definiert als

Xi —Yi
Ix; —yil

e = (3-46)

Der Term relaxiert die Wirbelpaare mit einer Zeitkonstanten 2 auf einen Gleichgewichts-
abstand Dy. Dies entspricht der Wirkung einer iiberddimpften Feder (Abb. 3.2). Durch
diesen Einfluss einer dufieren Kraft ist das Rotormodell ein nicht-hamiltonsches System.

Die Methoden der Gleichgewichtsstatistik konnen deshalb zu seiner Analyse nicht heran-
gezogen werden.

Die Bewegungsgleichungen fiir die Wirbelpaare (x;, y;) lauten damit

X; = %(Do— Ix; —yil) - e

+Tiu(x; —yi) + ) T {u(xi —xj) +u(x; —yj) },
7
YiZ—I(D0—|Yi—Xi|)'ez
+Tu(y; —x;) + )_Tj{u(yi—yj) +ulyi—xj)}. (3.47)
7

Von Friedrich u. Friedrich (2011) wurde gezeigt, dass der Kraftterm dazu fiihrt, dass
sich zwei Rotoren anziehen, aufier fiir den Fall, dass die Wirbelstdrken der Rotoren entge-
gengesetzt gleiche Vorzeichen besitzen.
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4. Statistische Analysen

Im ersten Teil dieser Arbeit in Kapitel 2.7 wurden wichtige Grofien zur Beschreibung der
inversen Energiekaskade zusammengetragen, darunter Spektrum und Fluss der Energie
in der Skala. Aufierdem wurden in Abschnitt 2.6.2 Ansitze zur statistischen Behandlung
zweidimensionaler turbulenter Stromungen behandelt.

Im dritten Kapitel wurde ein aktuelles Ergebniss zu den Mechanismen der inversen
Kaskade vorgestellt und es wurde ein Modell eingefiihrt, welches diese Prozesse model-
lieren soll.

Im vorliegenden Teil soll nun anhand der eingefiihrten statistischen Groflen genauer
quantifiziert werden, in welchem Umfang das Rotormodell diese Anforderung erfiillen
kann. Die Simulation einer grofien Anzahl von Rotorstrukturen soll Riickschliisse auf sta-
tistische Eigenschaften des Modells liefern. Zuerst wird die Gesamtenergie des Systems
fiir verschiedene Parameter analysiert. Anschliefend wird die Paarkorrelation betrachtet.
Schliefilich werden spektrale Grofien untersucht.

4.1. Clustering (Wirbelkondensation)

Wie bereits in Abschnitt 3.4 erwdhnt, wurde fiir zwei Rotoren durch analytische Rechnung
gezeigt, dass im Zeitverlauf eine Anndherung zwischen den beiden Strukturen stattfindet.
Hier soll das Phdnomen von einer anderen Seite analysiert werden, indem das Clustering®
einer grofien Anzahl von Wirbelstrukturen untersucht wird.

Die Eigenschaften des Rotorsystems werden durch Simulation der Gleichungen (3.47)
untersucht. Das bedeutet, dass alle Zirkulationensbetridge gleich sind. Die Anfangspositio-
nen der Rotoren werden zufillig generiert. Die Rotoren befinden sich im Gleichgewicht,
d.h. der Abstand zwischen den Punktwirbelpartnern betrdgt Dy. Die Winkel der Rotor-
verbindungen sind ebenfalls zufillig gesetzt.

In Abb. 4.1 sind drei Schnappschiisse eines typischen Simulationslaufs dargestellt. Die
anfanglich zufdllige Wirbelverteilung sammelt sich im Laufe der Zeit in mehreren Clus-
tern jeweils gleicher Wirbelstdrke. Das System lduft in einen Endzustand mit einem Vor-
texdipol, bei dem die Rotoren sich in zwei Clustern angesammelt haben.

Auf der beiligenden CD finden sich Videos der Simulationen mit verschiedenen Para-
metern (siehe A). In der simulierten Dynamik fallen einige Eigenschaften auf

* Der Prozess der Clusterbildung findet vor allem im Nahfeld der Wirbel statt. Sind

sie noch weit voneinander entfernt, ist fast keine anziehende Wechselwirkung fest-
zustellen. Befinden sich zwei Rotoren in unmittelbarer Nidhe zueinander, werden sie

'Der Begriff kondensieren wird synonym gebraucht zu dem eingedeutschten Verb clustern.
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4.2. Paarkorrelation
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Abb. 4.1. Clusterbildung im Rotormodell zu drei verschiedenen Zeitpunkten; die Farben stehen

fiir die unterschiedlichen Zirkulationsvorzeichen

gedehnt und kondensieren anschlieffend zu einem Verbund.

Gleichnamige Wirbel formieren sich auf diese Weise zu Clustern. Im Laufe der Zeit
bilden sich mehrere dieser lokalisierten Strukturen. Je nach gewédhlten Parameter
kann das System einem Endzustand entgegenlaufen, bei dem nur noch zwei Wir-
belverbdnde entgegengesetzter Vorzeichen exisiteren. Es hat sich ein Vortexdipol
gebildet. Die derart kondensierten Rotoren erfiillen natiirlich nicht mehr die Vor-
aussetzungen der Fernfeldndherung. Vereinzelt gibt es auch Rotoren, die lingere
Zeit im Feld eines andersnamigen Clusters gehalten werden.

In Einzelfillen werden Rotoren sehr stark auseinandergezogen, wobei sie teilweise
Durchmesser im Bereich der Feldabmessungen erreichen. In diesem Fall treffen die
Pramissen der Fernfeldndherung ebenfalls nicht mehr zu. Da es sich um einzelne
Ereignisse handelt, konnen sie in der statistischen Betrachtung aber vernachldssigt
werden.

Chertkov u. a. (2007) konnten durch direkte Simulation der zweidimensionalen Wirbel-

transportgleichungen ein dhnliches Verhalten beobachten. Dabei wurde dem Feld Energie
auf kleinen Skalen zugefiihrt, auf Energieentnahme bei grofien Skalen wurde verzichtet.
Das System zeigt typische Signaturen zerfallender Turbulenz: Kleine Wirbelstrukturen
vereinigen sich zu grofieren bis der Endzustand eines Vortexdipols erreicht wird, welcher
Abmessungen in der Grofienordnung des Systems aufweist. Auf diese Resultate wird spa-

ter nochmals Bezug genommen.

4.2. Paarkorrelation

Zunichst einmal soll der Kondensationsprozess der Wirbelstrukturen zu Clusterverbiin-
den im Zeitverlauf und abhédngig von den Modellparametern genauer quantifiziert wer-
den. Ein geeignetes Maf3 hierfiir stellen die Zweiteilchen-Verteilungsfunktion p und die
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4.2. Paarkorrelation

Zweiteilchen-Korrelation g dar. Diese sind gegeben als

p(r) = (xjry) = (6(r —r1))j1 (4.1)
4(r) = (wj(r)wi(x))j,p = (LT10(r —rj1))j1 (4-2)

Die Funktionen werden iiber alle Wirbelpaare sowie entweder iiber ein Ensemble von Fel-
dern oder iiber die Zeit gemittelt. In unserem Fall soll aus den in Abschnitt 2.6.3 genannten
Griinden das Ensemblemittel bevorzugt werden. Fiir das Rotormodell kommt wegen der
nicht erhaltenen Energie ohnehin kein Zeitmittel in Frage. Um die statistische Ausbeute
zu erhohen, werden die beiden Paarfunktionen aufierdem tiber den Winkel gemittelt.

Die Paarfunktionen werden zusétzlich auf gleiche Flachen normiert: Mit grofieren Ab-
stdnden wichst bei gleichverteilten Wirbeln die Anzahl der Wirbelpaare linear an, da sich
in einen Kreisring der Breite dr mit grofierem Radius entsprechend mehr Wirbel befinden.
Die Abhéngigkeit wird hier eliminiert indem durch den jeweiligen Abstand r geteilt wird

p(r) = (4-3)
g(r) = 1) (4.4)

Durch diese Renormierung erhdlt man ein aussagekréftiges Maf fiir Abweichungen von
einer Gleichverteilung der Wirbelstrukturen, also fiir Anhdufungungen von Wirbelstruk-
turen.

Die erste Funktion entspricht der Wahrscheinlichkeitsdichte, zwei Wirbel im Abstand r
anzutreffen. Die Korrelationsfunktion ermoglicht es, den mittleren Abstand mit den Wir-
belstdrken in Verbindung zu bringen. Damit lasst sich statistisch erfassen, in welchem
Verhiltnis zwei Wirbelstarken stehen, wenn sich die Strukturen, in einem bestimmten Ab-
stand zueinander befinden. Da alle Vortizitdtsbetrdge gleich sind, enthalten die beiden
Funktionen zusammen die vollstindige statistische Information tiber Vortexpaare. Mit
p(r) £4(r) lasst sich die Wahrscheinlichkeit berechnen, zwei gleiche bzw. entgegengesetz-
te Wirbel im Abstand r anzutreffen. Es werden alle Wirbelpaare bis zu einem Maximalab-
stand von rmax = 7t berticksichtigt.

Die Paarkorrelation fiir Punktwirbel ist in 4.2 gezeigt. Man beachte die logarithmische
Skalierung der x-Achse. Die iiber ein Ensemble von 50 Feldern gemittelte Funktion wurde
fiir verschiedene Zeitpunkte aufgetragen. Der Verlauf fiir t = 1 entspricht demjenigen
eines Zufallsfeldes, da die Anfangspositionen der Punktwirbel zufillig gewahlt wurden.
Er zeigt nahezu konstanten Verlauf, mit kleinen Abweichungen bei kleinen r, welche auf
die endliche Mittelung zuriickzufiihren sind.

Auffdlligstes Merkmal ist ein deutlicher Peak beider Paarfunktionen bei r ~ 0.04 der
im Laufe der Zeit anwéchst. Der starke positive Peak korrespondiert mit gleichen Wir-
belpaaren bei diesem Abstand. Sie rotieren umeinander, ein Zustand, der offenbar eine
besonders hohe Lebensdauer besitzt, wie die erhohten Beitragen schliefSen lassen. Die Ur-
sache fiir die auflerordentliche Stabilitit dieses Zustandes ist wiederum mit der Frage der
Ergodizitat der Punktwirbeldynamik verbunden. Fiir ein ergodisches System wiirde man
hier — nach unendlich langer Mittelung — einen konstanten Verlauf beider Paarfunktionen
erwarten, da sich die Wirbel tiberall gleichwahrscheinlich befinden kénnen.
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Abb. 4.2. Paarkorrelation fiir 500 Punktwirbel, I'y = £0.2

Bei kleineren Abstinden r < 0.04 erkennt man eine verminderte Dichte, zusammen mit
einer negativen Paarkorrelation.

Onsager hat erkannt, dass die hamiltonsche Energie des Systems eine entscheidende
Rolle bei der Clusterbildung einnimmt. In Weiss u. McWilliams (1991) wird dieser Zusam-
menhang fiir Punktwirbel mit periodischen Randbedingungen untersucht. Dafiir werden
ebenfalls die Paarfunktionen untersucht. Fiir Energien E < Ey = 0 wird eine Anhédufung
entgegengesetzter Wirbelstdrken bei kleinen Abstdnden beobachtet. Fiir E > Ej hdufen
sich gleiche Wirbelstdrken bei kleinen Abstianden. Das hier beobachtete Phdnomen eines
scharfen postiven Peaks der Korrelationsfunktion, tritt bei Weiss in etwas anderer Form
auf. Es bedarf noch weiterer Untersuchungen, ob es sich hierbei eventuell um eine Inkon-
sistenz zwischen den beiden Ergebnissen handelt.

Man muss beachten, dass die Energieabhidngigkeit des Punktwirbelsystems in der vor-
liegenden Arbeit nicht im Detail untersucht wurde, da der Fokus auf dem Rotorsystem
lag, wo die Hamiltonsche Energie ihre Bedeutung verliert. Um einen fundierten Vergleich
der hiesigen Ergebnisse der Punktwirbel-Korrelationsfunktion mit der Arbeit von Weiss
anstellen zu konnen, miissten diese durch eine energieabhdngige Analyse prazisiert wer-
den.

Fiir Rotoren dndert sich der Verlauf des Paarabstands grundlegend: Im Laufe der Simu-
lation sammeln sich Rotoren gleicher Vorzeichen bei kleinen Abstidnden. Dies fiihrt zum
Anwachsen der Paarabstandsfunktion p(r) bei kleinen Abstinden (Abb. 4.3). Die Wirbel-
korrelation g(r) zeigt erwartungsgemif ebenfalls einen positiven Berg. Dieser wird bei
grofleren Abstinden (r ~ 0.5) kompensiert und schlieSlich ins negative verkehrt. Dies ist
die Signatur des entgegengesetzten Cluster-Pols, der sich ebenfalls herausgebildet hat.
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Abb. 4.3. Paarfunktionen fiir 500 Rotoren, I'y = £0.2,yg = 10, Dy = %

Die Mittelung wurde tiber Wirbelpartner durchgefiihrt, nicht iiber einzelne Rotoren.
Dies schlédgt sich in den Paarfunktionen an einem lokalen Maximum beim Rotordurch-
messer (¥ = 27/100 ~ 0.06) nieder.

Anhand der Paarfunktionen lassen sich charakteristische Grofien des Rotormodells de-
finieren:

* Der Clusterradius pc wird als derjenige Abstand definiert, bei dem g(r) den ersten
Nulldurchgang erféhrt,

oc = sgn (q(0)) min{rlq(r) = 0}.

Er wird positiv definiert, falls (0) > 0 und negativ falls 4(0) < 0. Der positive Ra-
dius entspricht damit einer mittleren Paarung gleich gepolter Rotoren, der negative
Radius einer mittleren Paarung unterschiedlich gepolter Rotoren.

* Die Clustermasse yc wird definiert als das Integral

e = sgn (9(0)) [ar p(r),

also die Fldche unter der Dichte p(r) bis zum ersten Nulldurchgang. Dies entspricht
dem prozentualen Anteil an Rotoren, die in einem Cluster kondensiert sind. Auch
der Clustermasse wird das Vorzeichen von g(0) zugeordnet, um anhand des Vorzei-
chens zwischen kondensierten und nicht-kondensierten Systemen unterscheiden zu
konnen.

Mit Hilfe dieser Grofien lésst sich die Kondensation des Systems in Abhéngigkeit der
Systemparameter 7r/Ty, Dy quantifizieren. Hierbei wird anstatt des Rotordurchmessers
Dy aus praktischen Griinden oftmals die zugeordnete Wellenzahl xy = 27/D, angegeben.

27
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4.3. Kondensationsschwelle
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Abb. 4.4. Energieverldufe (Ng = 500, Ng = 1024, Ensemblemittel {iber 20 Felder)

Ein erster Anhaltspunkt fiir das Verhalten der Systeme kann auch bei Rotoren durch die
Gesamteenergie gegeben werden. Sie wurde hier durch Integration der spektralen Energie
erhalten (beachte dazu den spdteren Abschnitt 4.4). In den Abbildungen 4.4 und 4.5 ist
deren Entwicklung im Zeitverlauf fiir verschiedene Werte von x( dargestellt.
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Abb. 4.5. Energieverlaufe (Ng = 500, Ng = 1024, Ensemblemittel {iber 20 Felder)

Man erkennt an den Energieverldufen, dass der Energiezuwachs direkt von dem Ver-
héltnis 7&/T, bzw. des Rotordurchmessers Dy abhangt. Kleinere Verhiltnisse korrelieren
mit schnellerem Energiewachstum.
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4.3. Kondensationsschwelle

Bemerkenswert ist, dass die Energie bei kleinen Rotordurchmessern Dy = 27/, gar
abnimmt. In den entsprechenden Ortsraum-Simulationen, sieht man, dass bei diesen Pa-
rametern tatsidchlich keine Kondensation einsetzt, die Rotoren bleiben dauerhaft isoliert.

Dies deutet darauf hin, dass es im Parameterraum {%,Ko} eine Schwelle gibt, welche

den Bereich der Rotorkondensation vom Bereich isolierter Vortexstrukturen trennt.

Das gleiche Verhalten erkennt man noch deutlicher am Plot der Paarkorrelation in Abb.
4.6, wo die Abstandsfunktionen fiir verschiedene Werte von xy gegeniibergestellt sind.
Die dauerhaft isolierten Systeme weisen eine negative Korrelationsfunktion tiber weite
Bereiche des Abstands auf. Die Funktion des kondensierenden Systems (ko = 126) zeigt
einen ganz anderen Verlauf: Bei kleinen Abstinden bleibt im Unterschied zum punkt-
wirbelartigen System ein deutlich positiver Sockel erhalten. Sein Maximum liegt bei dem
Rotordurchmesser Dy = 0.05. Die Punktwirbel-Korrelationsfunktion liegt zwischen den
beiden Extremen. Sie besitzt nach wie vor das charakteristische Maximum bei r ~ 0.04.
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Abb. 4.6. Paarfunktionen fiir Rotoren mit 7&/Ty = 500 sowie fiir Punktwirbel (kg = o0) zum Zeit-
punkt T = 30. Deutliche Unterschiede zwischen dem kondensierenden (xo = 126) und dem isolie-
renden System (xp = 1001) sind erkennbar. Zum Vergleich sind die Punktwirbel-Paarfunktionen
mit eingezeichnet.

Um die Kondensationsschwelle des Rotormodells genauer zu bestimmen, wurde der
Parameterraum systematisch untersucht. Als Ausgangspunkt wurden die Parameterpaa-
re gewdhlt, die auf Grund ihrer Energieverldufe im Bereich der Schwelle liegen sollten.
Erwartungsgemafs setzt bei einer Erhohung von 7&/Iy auch hier ein Clusterprozess ein.
Ausgehend von diesen Werten wurde der Parameterraum in unterschiedlich groien Ab-
stinden abgetastet. In Abb. 4.7 sind die untersuchten Messpunkte im Parameterraum
eingezeichnet. Fiir jedes Parameterpaar wurde eine Simulation eines Ensembles von 50
Feldern tiber 11 Zeiteinheiten durchgefiihrt.
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4.3. Kondensationsschwelle

Die Studie deckt den sinnvollen Parameterbereich ab: Bei der schwichsten untersuch-
ten Bindung 7&/Ty werden die Rotoren durch das Geschwindigkeitsfeld, unabhangig von
ihrem Anfangsdurchmesser, sehr weit auseinandergezogen, wobei sie dabei teilweise an
die Grofle des Feldes heranreichen. Sie vermischen sich dann bereits innerhalb kiirzester
Zeit, weshalb kleinere Werte nicht mehr interessant sind. Auf der anderen Seite besitzen
die grofiten untersuchten Rotoren (K = 30) bereits 1/5 der Feldgrofie. Sie erfiillen damit
auf Grund der hohen Rotorendichte sehr schnell nicht mehr die anfangs gesetzte Voraus-
setzung der isolierten Strukturen. Der interessante Bereich liegt deshalb in der Mitte des
hier untersuchten Parameterbereichs.
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Abb. 4.7. Messpunkte der Parameterstudie (Farbcodiert: Radius zur Zeit T = 11). Die y-Achse
zeigt 1r/Ty, die x-Achse zeigt xy = %’g

Um einen Eindruck vom Verlauf der Grofien im Parameterraum zu erhalten, wurden
die Messpunkte interpoliert dargestellt. In den Abbildungen 4.9, 4.8 und 4.10 sind die
Parameterplots von Radius, Masse und Energie der Cluster zu sukzessiven Zeitpunkten
dargestellt. Man beachte die variierende Skala fiir die Energieplots. Bei den beiden ande-
ren Plots sind die Skalen fiir alle Zeitpunkte gleich gewdhlt. Zu Beginn sind alle Felder
zufallsverteilt. Bei T = 4 bilden sich die ersten kleinen Cluster in den Regionen kleiner -
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4.3. Kondensationsschwelle

und 7/r-Werte. Im weiteren Verlauf dehnt sich dieser Zustand weiter im Parameterraum.
Nach der Zeit T = 11 kann man davon ausgehen, dass Kondensation in allen Systemen be-
gonnen hat, falls die Parameter dies zulassen. Das kann man anhand der Energieverldufe
4.4 erkennen. Lediglich die Masse wird im weiteren Verlauf noch anwachsen.

Die Null-Isolinie pc = 0 gibt dabei den Grenzverlauf zwischen kondensierenden und
isolierenden Systemen wieder. Anhand der Definitionen von pc und pc ist klar, dass
beide Nulllinien theoretisch zusammenfallen miissen. Dies klappt im Fit nicht immer,
wie man bei T = 11 sehen kann. Dort bilden sich im Plot fiir die Clustermasse an der
Kondensationsschwelle einzelne Zellen, die Nulllinie stimmt nicht mit der des Radius-
plots iiberein. Dies liegt an der geringen Masse der Clusterstrukturen in Systemen direkt
am Ubergang zur Kondensation. Diese Clustermassen sind noch sehr gering, um hier eine
zuverldssige Grenzlinie zu erhalten miisste man langere Zeitdauern betrachten.

Die physikalisch relevanten Zustiande, welche Kondensation zeigen, miissen in unmit-
telbarer Nachbarschaft zur Null-Isolinie gesucht werden. Die weit entfernten Zustdnde
gehoren entweder zu sehr groflen Rotoren, oder zu sehr schwach gebundenen Rotoren,
welche durch das Feld der anderen Wirbel zu stark gedehnt werden. Die Zustdnde na-
he an der Nulllinie kénnen die Modellvoraussetzung der Fernfeldndherung iiber einen
akzeptablen Zeitraum erfiillen.

Die physikalisch sinnvoller Parameterwahl kann anhand des Radiusplots auf die beiden
Streifen zu
{xp <150 oder 7/r < 150} (4-5)

beschrdnkt werden. Untere Grenzbereiche fiir wohldefinierte Clustersysteme konnen aus
den Parameterplots nichts entnommen werden, da der Ubergang dort fliefend vonstatten
geht. Deshalb sollte bei der Simulation darauf geachtet werden, die Parameter moglichst
nahe am Limit aus Gleichung (4.5) zu wéhlen.
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4.4. Energiespektrum

4.4. Energiespektrum

In diesem Abschnitt soll das Energiespektrum des Rotormodells untersucht werden. Dabei
liegt ein besonderes Augenmerk auf Ahnlichkeiten und Unterschieden zu den Ergebnissen
aus direkter numerischer Simulation der Wirbeltransportgleichung. Aufierdem wird das
Spektrum des Rotormodells mit demjenigen einfacher Punktwirbel verglichen.

In Abschnitt 2.7 dieser Arbeit wurden Ergebnisse zur Energieverteilung in der Skala
zusammen getragen. Die turbulente inverse Kaskade weist demnach ein Energiespektrum
mit einer k~”3-Skalierung auf. Ein Modell zur Beschreibung der inversen Kaskade sollte
fiir hohe Auflésungen, d.h. in diesem Fall eine grofie Anzahl an Wirbelstrukturen und
eine gute Diskretisierung, eine dhnliche Skalierung aufweisen.

Die periodischen Randbedingungen lassen sich ausnutzen, um mit Hilfe der diskreten
Fouriertransformation (D¥r) in den Fourierraum zu wechseln. Dort sind spektrale Gréfien
wie das Energiespektrum leicht zugédnglich. Dazu miissen die Wirbelstrukturen im Ort
diskretisiert werden.

Der Ansatz der direkten Wiedereinbettung von lokalisierten Wirbelstrukturen in ein
reguldres Gitter wird in der Literatur vielfach verfolgt (z.B. Yatsuyanagi, 2008). In der
vorliegenden Arbeit wird zuerst das Geschwindigkeitsfeld im Ort berechnet und dieses
dann diskretisiert. Das bietet den Vorteil, dass das glattere Geschwindigkeitsfeld weniger
Diskretisierungsprobleme bereitet als das -formige Wirbelstarkefeld. Allerdings besitzt
auch das Geschwindigkeitsfeld im Bereich der Punktwirbel sehr deutliche Sprungstellen,
welche numerische Probleme bereiten. Deshalb wurde das Feld mit Hilfe eines Gauf-
Filters geglattet (sieche Abschnitt 5.2 fiir genaue Details hierzu).

Nachdem die Geschwindigkeit im Ortsraum geméf3

x — x;(t)

2l (P (4.6)

N
u(xt) =) Tje; x
j

ausgerechnet wurde, wird sie mittels DFT in den Fourierraum transformiert. Das Energie-
spektrum ist dann durch Winkelintegration gegeben

1
E(kt) = s [d*Qu(k, t)u* (K, t :
(k1) = sonene 0 ulk ut (o) 47)
Um verschiedene Systemgrofien miteinander vergleichen zu konnen, wird das Energie-
spektrum auf die Wirbelanzahl und die Gittergrofse normiert.

4.4.1. Normale Punktwirbel

Zu Vergleichszwecken wurde das Energiespektrum von normalen Punktwirbeln in einem
doppelt-periodischem Gebiet untersucht.

Ein exemplarischer Zeitverlauf der integrierten spektralen Energie einer Realisation,
welche proportional zur Gesamtenergie des System ist, ist in Abb. 4.11 dargestellt. Man
sieht, dass das System einige Zeit benétigt, bis es einen Gleichgewichtszustand erreicht
hat. Danach weist es weiterhin bedingt durch die Diskretisierung Fluktuationen auf. Als
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4.4. Energiespektrum
hamiltonsches System miissten Punktwirbel in periodischen Randbedingungen eine kon-
stante Gesamtenergie aufweisen.

000015~
y—
pyo—
pyo—
t

Abb. 4.11. Energieverlauf fiir gaulsche Geschwindigkeitsprofile

Das dazugehorige Energiespektrum wird in Abb. 4.12 fiir verschiedene Gitterauflgsun-
gen im doppelt logarithmischen Plot gezeigt. Man kann deutlich erkennen, dass es eine
konstante negative Steigung anndhernd iiber den gesamten Bereich gibt. Bei grofsen k wird
ein leichter Anstieg sichtbar, welcher mit der Gittergrofse mitskaliert. Dieses numerische
Artefakt wird in Abschnitt 5.2.1 diskutiert. Abgesehen davon bleibt die Steigung fiir alle
Gittergrofien unverandert.
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Abb. g4.12. Energiespektrum fiir normale Punktwirbel (Ensemblemittel)

In Abb. 4.13 sind die Spektren fiir verschiedene Punktwirbelzahlen zwischen 1 und
20000 aufgetragen. Tatsdchlich liegen die Spektren exakt aufeinander, weshalb sie hier der
besseren Ubersichtlichkeit halber vertikal versetzt dargestellt werden. Augenscheinlich
hat die Steigung des Spektrums keine oder eine sehr schwache Abhingigkeit von der
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4.4. Energiespektrum

Punktwirbelanzahl. Auch durch einen linearen Fit an die Spektren konnte innerhalb der
Fehlergrenzen und der simulierbaren Wirbelzahlen keine Anderung mit der Wirbelzahl
festgestellt werden. Der Exponent wurde dadurch zu « = (—1.01 £ 0.03) abgeschitzt. Die
Konstanz des Exponenten tiber einen derart weiten Bereich, deutet auf eine universelle
Eigenschaft hin.

Diese lasst sich finden: Die spektrale Geschwindigkeit eines Punktwirbels besitzt nach
(3.3) eine 1/k-Abhédngigkeit. Das Energiespektrum

E() o [0 u(k)u’ ()
o« 47 /dgo /dk u(k, p)u*(k, ¢)
1

& % (4.8)

weist entsprechend nach der Winkelintegration ebenfalls eine 1/k-Abhédngigkeit auf.
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Abb. 4.13. Energiespektren fiir normale Punktwirbel, abhidngig von der Wirbelanzahl (N;=2048)

Die Steigung des Spektrums erweist sich folgerichtig als dufierst robuste GrofSe. Yatsu-
yanagi (2008) findet fiir ein Punktwirbelsystem im Falle positiver Temperatur in zylindri-
schen Randbedingungen eine Steigung von -1. Die hier erzielten Ergebnisse sind damit
konsistent.

4.4.2. Rotoren

Es soll untersucht werden, inwiefern das Energiespektrum der Rotoren von dem der
Punktwirbel abweicht. Der Geschwindigkeitskern ist im Rotormodell unverdndert. Des-
halb diirfte die 1/k-Signatur auch hier noch eine entscheidende Rolle spielen. Dennoch
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4.4. Energiespektrum

zeigen sich einige neue Charakteristika, die einen Vergleich der Spektren interessant ma-
chen.

In Abb. 4.14 ist ein typisches Spektrum im Verlauf einer Simulation dargestellt. Man
sieht hier die wesentlichen Merkmale des Rotorspektrums: Zum einen gibt es Oszillatio-
nen auf der Rotor-Grofienskala. Zum anderen bildet sich im Laufe der Zeit ein Knick im
Spektrum.
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AbD. 4.14. Entwicklung des Energiespektrums

Oszillationen im k-Raum

Das Energiespektrum fiir Rotoren weifit Oszillationen auf. Die Ursache liegt in der Rotor-
bindung. Die Wellenlidnge der Oszillationen im k-Raum entspricht dem Gleichgewichts-
abstand der Rotoren. In Abb. 4.15 und 4.16 sind die Oszillationen abhidngig von dem
Gleichgewichtsabstand Dy der Rotoren dargestellt. Die oszillatorische Struktur wird nach
Simulationsbeginn sehr schnell gegléttet. Dies hat die Ursache, dass die Rotoren anfangs
allesamt den gleichen Abstand Dy besitzen. Nach kurzer Zeit ist das nicht mehr der Fall.
Was iibrig bleibt ist ein im Laufe der Zeit wachsender Anstieg bei grofien Skalen. Dieser
wiéchst am schnellsten fiir die grofiten Rotoren. Er korrespondiert mit dem wachsenden
Cluster im Ortsraum.

Die Bindungsstiarke g hat keine Auswirkungen auf die Wellenliange der Oszillatio-
nen 4.17. Sie bestimmt aber deren Amplitude. Im vorigen Abschnitt in Abb. 4.4 haben
wir zudem gesehen, dass der Parameter die Geschwindigkeit beeinflusst, mit der Cluster
gebildet werden.
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Abb. 4.15. Dy-Abhédngigkeit der Oszillationen des Energiespektrums von Rotoren, T = 0

Abknickendes Spektrum

In Abb. 4.14 sieht man, dass sich im Spektrum im Laufe der Zeit ein Knick bei einer
Skala kypick ausbildet. Bei Wellenzahlen mit k < kypick steilt sich das Energiespektrum auf,
Energie sammelt sich dort an. Dabei bildet das Spektrum dort zunehmend eine Wolbung
aus und es ldsst sich keine konstante Steigung mehr ablesen. Die Ausbildung eines grofsen
Clusters im Realraum ist direkt in Zusammenhang zu bringen mit dem Ansammeln der
Energie im spektralen Raum.

Die Ansammlung der Energie in groflen Skalen bedeutet, dass bis zur vollstindigen
Ausbildung des Wirbeldipols ein Energiefluss dorthin stattfindet. Dies ist ein zentrales
Merkmal der inversen Kaskade. Dennoch sollte dieses Resultat aus mehreren Griinden
noch mit Vorsicht betrachtet werden.

Erstens handelt es sich noch nicht um einen stationdren Energiefluss, der bei einer an-
haltenden inversen Kaskade erwartet wird. Dies ist natiirlich nicht weiter verwunderlich,
da aufgrund der Simulationsbedingungen auch keine Stationaritidt zu erwarten ist.

Aufierdem steigt die Gesamtenergie im Laufe der Zeit — durch die Rotorbindung wird
dem System Energie zugefiihrt. In (2.47) hatten wir aber gesehen, dass der turbulente
Energietransport im Inertialbereich ohne Anderung der Gesamtenergie vonstatten geht.

Schliefilich bleiben weite Skalenbereiche, ndmlich diejenigen mit k > kyp; unverdn-
dert, wenn man von den anfinglichen Oszillationen absieht. Der Anteil des Spektrums
bei groieren Wellenzahlen k > kynik behdlt die konstante Steigung und wurde fiir ver-
schiedene Parameterpaare gemessen und hat eine unveranderte Steigung von k~!. Das
bedeutet, dass die kleinskalige Energieverteilung durch den zusatzlichen Kraftterm nicht
beeinflusst wird.
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Abb. 4.16. Dg-Abhédngigkeit der Oszillationen des Energiespektrums von Rotoren, T = 10

Nicht unerwihnt bleiben soll ein qualitativ dhnliches Ergebnis, welches mit Hilfe von
Dns in Chertkov u. a. (2007) erzielt werden konnte. Dort wurde die Entwicklung eines an-
fanglichen Zufallsfelds simuliert, ohne Energie auf grofSen Skalen durch einen Reibungs-
term aus dem Feld zu nehmen. Das Resultat war die Bildung eines finalen Wirbeldipols.
Es ist den Autoren gelungen, durch Subtraktion des kohérenten Spektrumsanteils ein k~!-
Spektrum fiir den fluktuierenden Feldanteil zu berechnen. Dieses Ergebnis befindet sich
in Ubereinstimmung mit dem hier erzielten Resultat fiir grofe k.
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5. Numerische Methoden

5.1. Zeitintegration

Da es sich bei dem Rotormodell um ein System auflerhalb des Gleichgewichts handelt, va-
riiert die notige numerische Prézision im Verlauf der Simulation teilweise stark. Anfangs
sind die Rotoren weit voneinander entfernt. Wenn sie sich einander annidhern, verkleinert
sich die benotigte Schrittweite.

Um die notige Schrittweite an die momentane Situation anpassen zu kénnen, benétigt
man eine Kontrollmoglichkeit tiber die numerischen Fehler. Deshalb wurde die Integra-
tion der Bewegungsgleichungen mit der Runge-Kutta-Fehlberg Methode, einer Runge-
Kutta-Variante mit adaptiver Schrittweitensteuerung, durchgefiihrt. Bei dieser Methode
wird die Losung eines Verfahrens vierter Ordnung x,,;1 mit derjenigen eines Verfahrens
finfter Ordnung x7 | ; verglichen. Es handelt sich um eine eingebettete Methode, d.h. es
ist so konstruiert, dass das genauere Verfahren alle Schritte des ungenaueren mitnutzen
kann, was Rechenzeit spart.

In der Gleichung (2.30) tritt noch eine doppelt-unendliche Summe auf. Sie entspricht der
periodischen Fortsetzung des Wirbelfelds in eine Richtung, in diesem Fall in e,-Richtung.
Diese Reihe konvergiert schnell (Weiss u. McWilliams, 1991). Sie muss fiir die numerischen
Rechnungen natiirlich nach endlich vielen Gliedern abgebrochen werden. Dies ist auf
Grund der guten Konvergenzeigenschaften der Summe jedoch unproblematisch.

Um durch diesen Summenabbruch keine numerischen Fehler einzufiihren, wurde eine
an die adaptive Schrittweitensteuerung angelehnte dhnliche Idee verfolgt. Dazu wird ei-
ne Simulation mit m Nachbarfeldern mit der niachstgenaueren Simulation, bei der m + 1
Nachbarfelder berticksichtigt werden, verglichen. Ein gutes Maf fiir den gemachten Fehler
ist die auf den Betrag des aktuellen Feldes skalierte Differenz der beiden Felddnderungen:

_ |(x(tn) + Xm (tn)) — (X(tn) + Xmt1(tn))]
x(tn)]

B Zjl\il |xj,m(tn) - xj,m-i—l (tn)|
Zjl\il ‘xj(tn)’

Sobald der Fehler die Genauigkeit der Zahlendarstellung auf dem Computer unterschrei-
tet, verliert er seine Bedeutung fiir die numerische Integration. Diese Bedingung wurde
fiir die hier verwendeten Parametern getestet und ist, bei Zahlendarstellung in doppel-
ter Genauigkeit, bereits zwischen drei und sieben Nachbarfeldern erfiillt, bei einfacher
Genauigkeit fiir drei bis vier Felder.

(5.1)
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Die Simulationen wurden auf einen festen Wert von drei Nachbarfeldern eingestellt, da,
wie wir in 5.3 sehen werden, kleine Abweichungen von der exakten Losung ohnehin in
Kauf genommen werden miissen.

5.2. Spektrale Berechnungen

Zur Berechnung diverser statistischer Groflen ist es oft praktisch, das Wirbelstédrkefeld im
Ort zu diskretisieren. Damit ist es auf einfache Art moglich, interessante Grofien auszu-
rechnen und beispielsweise im Fourierraum zu analysieren. AufSerdem lassen sie sich auf
einfache Weise mit Ergebnissen aus direkten numerischen Simulationen vergleichen.

Das Geschwindigkeitsfeld ist glatter als das Wirbelstdrkefeld. Es ldsst sich fiir ein Punkt-
wirbelfeld einfach ausrechnen:

N ~x:
u(xt) =) Tje; x 5 x = x() (5.2)
j

7|x — x;(t) |2
mit den Punktwirbeln an den Positionen x;(t). Die periodische Fortsetzung der Punktwir-
bel wurde an dieser Stelle manuell hergestellt, indem das Wirbelfeld auf die acht angren-

zenden Nachbarfelder kopiert wurde.

Fiir numerische Zwecke muss das Geschwindigkeitsfeld auf ein Gitter der Grofie Ng x
Ng diskretisiert werden

u(x,t) = ux(t) = e (£,  (x1,%2) € {0, NSZ} (5.3)

Danach kann es auf Grund der periodischen Randbedingungen mit der diskreten Fourier-
transformation (DFT) transformiert werden.

A NGil NGil 71‘%]{13{] 71’%](23{2
uk],kz(t) = Z Z uxl,xz(t)e G e G (54)
X1:O x2:0
Das Wirbelstiarkefeld wird dann als
w(k) = ik x u(k) (5.5)

berechnet.

5.2.1. Rdumliche Diskretisierung von Punktwirbeln

Wie bereits oben erwidhnt, kommt es bei der Berechnung des Punktwirbel-Energie-
spektrums zu einer numerischen Schwierigkeit: Im Spektrum wird bei grofsen Wellenzah-
len ein Energieanstieg beobachtet. Dieser Anstieg wandert mit steigender Gitterauflosung
zu grofieren Wellenzahlen mit (Abb. 5.1). Aus dieser Tatsache ist zu schlieflen, dass es sich
hier nicht um einen physikalischen Effekt handelt, sondern ein Artefakt der Diskretisie-
rung sichtbar wird. In diesem Abschnitt wird eine Moglichkeit erortert, dem Problem zu
begegnen.
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Abb. 5.1. Anstieg des Spektrums bei grofSen Wellenzahlen

Die Ursache des Anstiegs liegt in diskreten Fouriertransformation mit endlicher Mo-
denanzahl. Es handelt sich um Gibbssche Oszillationen: Das Punktwirbel-Geschwindig-
keitsfeld divergiert bei r = 0. In der direkten Umgebung eines Punktwirbels dndert sich
das Geschwindigkeitsfeld sehr stark. Auf Grund der Diskretisierung weist die Projektion
des Geschwindigkeitsfeldes auf eine Achse dann eine Sprungstelle auf. Im Fourierraum
werden hohere Moden angeregt, um die Sprungstelle darzustellen, die im Spektrum als
Anstieg bei grofien k sichtbar werden.

Um die Auswirkung dieses Diskretisierungsfehlers auf die in dieser Arbeit berechneten
Groflen zu ermitteln, wurde das Geschwindigkeitsfeld derart modifiziert, dass der Anstieg
verschwindet: Das Geschwindigkeitsprofil der Punktwirbel wurde durch das Profil eines
gaufischen Wirbels ersetzt

1 2
u(r) = 5 <1 —e 2) ey (5.6)
wobei das zughorige Wirbelstarkefeld durch
r 2
wy(r) = e a2 (5.7)

gegeben ist.

Ein Vergleich der Geschwindigkeitsfelder ist in 5.2 dargestellt. Man sieht, dass im Fern-
feld das Gauf8profil gegen das Punktwirbelprofil konvergiert. Wahrend das Punktwirbel-
profil um r = 0 divergiert hat das Gaufiprofil dort einen ndherungsweise linearen Anstieg
und verschwindet bei r = 0.

Wie in Abb. 5.1 zu sehen ist, weist ein besser aufgelostes Spektrum in einem Bereich, wo
ein Spektrum mit schlechterer Auflosung bereits ansteigt, weiterhin ein lineares Verhalten
auf. Fur die Wahl des modifizierten Geschwindigkeitsfeldes sollte also darauf geachtet
werden, dass das lineare Verhalten mit korrekter Steigung erhalten bleibt.
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Abb. 5.2. Vergleich der Geschwindigkeitsfelder

Die Auswirkungen der Modifikation des Geschwindigkeitsfeldes sind in Abb. 5.3 fiir
2048 Gitterpunkte zu sehen. Das obere Spektrum (x, = o0) gehort zum unmodifizier-
ten Geschwindigkeitsfeld. Je grofier a gewdhlt wird, desto stérker ist die Abflachung bei
groflen k. Die Breite 2 wird nun so gewdhlt, dass gerade noch ein minimaler Anstieg
am rechten Rand des Spektrums zu verzeichnen ist (x, = 7877 im Graph). Dadurch ist
gewdhrleistet, dass die kleinen Skalen durch das geglattete Geschwindigkeitsprofil nicht
stiarker als notig gedampft werden. Die optimale Breite wurde fiir verschiedene Gitterauf-

losungen abgeschitzt zu

L
aopt == 0.25 - N (5.8)

Die entsprechende Wellenzahl x, = 27t/ L erfiillt dann das Kriterium
Kg~4-N (5-9)

Da die Verteilungsbreite kleiner als die Gitterkonstante ist, ergibt sich, dass die Form der
Verteilung nicht durch das Gitter aufgelost wird. Nur die Ausldufer bei grofien r, wel-
che wiederum einem Punktwirbel-Geschwindigkeitsfeld gleichen (siehe Abb. 5.2), wer-
den durch das Gitter aufgelost und tragen zum Spektrum bei. So ist sichergestellt, dass
das Spektrum weiterhin Punktwirbel-Charakteristika aufweist. Die Sprungstellen des dis-
kretisierten Geschwindigkeitsfeldes verschwinden bei Verwendung des Gauffilters. Der
Filter wirkt nur auf kleinen Skalen: Das Energiespektrum (Abb. 5.3) hat im Inertialbereich
dieselbe Steigung. Der Anstieg bei hohen k flacht nun erwartungsgemafs ab.

Auch auf die Gesamtenergie hat ein nicht gegldttetes Geschwindigkeitsfeld drastische
Auswirkungen. In Abb. 5.4 ist der Gesamtenergieverlauf ohne (links) und mit (rechts)
Gaussfilter dargestellt. In dem gefilterten Verlauf verschwinden die hohen Energiepeaks,
da sie ebenfalls von den divergierenden Geschwindigkeitsfeldern herriihren.

In Abb. 5.5 ist die Energieverteilung fiir normale Punktwirbel dargestellt. Ohne Gaufs-
Filter weist die Dichte einen langen Ausldufer bei grofien Energiewerten auf. Dieser ge-
hort zu den divergierenden Geschwindigkeitsbeitragen bei mangelhafter Diskretiseriung.
Er verschwindet bei Verwendung des Gauf3-Filters. Man erhilt eine nahezu symmetri-
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Abb. 5.3. Energiespektren fiir gauische Geschwindigkeitsprofile (N;=1024) Es sind verschiedene
Verteilungsbreiten dargestellt.
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Abb. 5.4. Energieverlauf fiir normale Punktwirbel: Durch Diskretisierungsfehler ergeben sich Di-
vergenzen beim ungefilterten Geschwindigkeitsfeld. Oben: ohne Gauss-Filter. Unten: mit Gauss-
Filter; man beachte die unterschiedlichen Skalierungen der Energie-Achse — oben ist sie logarith-
misch, unten linear.
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sche Verteilung. Die leichte Asymmetrie diirfte von der nichtstationdren Anfangsphase
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Abb. 5.5. Zustandsdichte ohne (links) und mit Gauf-Filter (rechts)

5.2.2. Check des Geschwindigkeitsfeldes

Sollte das Geschwindigkeitsfeld keine perfekte Periodizitat aufweisen, so wiirde sich dies
in Randeffekten bei der DFT bemerkbar machen. Dies wurde tiberpriift, indem aus ei-
nem Wirbelfeld die Geschwindigkeit berechnet, diese dann in den Fourierraum transfor-
miert, dann das Wirbelstiarkefeld im Fouierraum berechnet und dieses wieder zuriick-
transformiert wurde. Das urspriingliche Punktwirbelfeld stimmt hervorragend mit dem
raumlich-diskretisierten Wirbelstarkefeld tiberein und es sind keine Randeffekte sichtbar
(Abb. 5.6). Die Punktwirbel sind zusammen mit dem spektral berechneten Wirbelfeld ge-
plottet, so dass die Ubereinstimmung der beiden Felder direkt sichtbar wird. Dazu wur-
den die Punktwirbelstrukturen mit dem beschriebenen Gaussfilter aufgeweitet, um deren
Sichtbarkeit zu verbessern.

Ein kleines numerisches Artefakt tritt mitunter auf (Abb. 5.7): Um die Wirbelstruk-
turen herum bilden sich kleine Wellenmuster. Die Ursache hiervon liegt wieder an den
Gibbsschen Oszillationen: Das Punktwirbel-Geschwindigkeitsfeld divergiert bei r = 0. In
der direkten Umgebung eines Punktwirbels dndert sich das Geschwindigkeitsfeld sehr
stark. Auf Grund der Diskretisierung weist die Projektion des Geschwindigkeitsfeldes
auf eine Achse dann eine Sprungstelle auf. Im Fourierraum werden hohere Moden an-
geregt, um die Sprungstelle darzustellen, die im riicktransformierten Wirbelstarkefeld als
Oszillationen sichtbar werden. Bei Verwendung der geglétteten Geschwindigkeitsprofile
verschwinden die Oszillationen um die Wirbelstrukturen herum.
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Abb. 5.6. Uberpriifung der Diskretisierung: geglittete Geschwindigkeitsprofile
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5.3. Beschleunigqung der Rechnungen

5.3. Beschleunigung der Rechnungen

Der Ubergang von der Diskretisierung in der Wirbelstirke zur Diskretisierung im Ort
ist numerisch aufwindig. Der Aufwand zur Berechnung der Summe (5.2) steigt quadra-
tisch mit der Anzahl der Gitterpunkt N; und ebenfalls quadratisch mit der Anzahl der
Punktwirbel. Dies stellt schnell einen sehr zeitintensives Problem dar, was selbst auf mo-
dernen CPUs fiir interessante Systemgrofien Simulationen tiber mehrere Tage erfordert.
Dies macht die Suche nach interessanten Parameterbereichen unméglich.

Dabei sind die Berechnungen fiir die einzelnen Gitterpunkte vollig unabhingig von-
einander und die anfallenden Datenmengen sind tiberschaubar. Fiir solche Probleme sind
Grafikkarten das Rechenintstrument der Wahl.

Deshalb wurden einige Berechnungen auf NVIDIA-Grafikkarten (GeForce GTX480) des
PALMA-Clusters der Universitdt Miinster ausgefiihrt. Aufgrund der guten Parallelisier-
barkeit der hier ausgefiihrten Berechnungen wird im Vergleich zu einer Berechnung auf
einer Dualcore CPU eine Geschwindigkeitssteigerung zwischen Faktor 50 und 100 beob-
achtet.

Bei der Untersuchung sehr vieler Wirbelstrukturen stellt die Zeitintegration eindeutig
den aufwéndigsten Faktor dar. Deshalb wurde auch sie auf der Grafikkarte berechnet.
Dabei stellte sich die Beschrankung auf einfache Prazision der verfiigbaren Grafikkarten
auf dem PALMA-Cluster als Problem heraus. Sie fiihrt bei sehr kleinen Punktwirbelab-
stinden unter Umstidnden zu Divergenzen: Der Nenner im Geschwindigkeitsfeld wird zu
Null gerundet worauf die Geschwindigkeit dann divergiert. Die betroffenen Punktwirbel
sind dann fiir die restliche Simulation verloren.

Dieses numerische Problem wurde hier durch einen Test auf Endlichkeit der Summan-
den behoben. Im Falle divergierender Summanden im Geschwindigkeits-Kern wurde eine
der Wirbelpositionen vor der Berechnung des Kerns um einen kleinen Betrag d ~ 10~° ver-
schoben. Die Divergenz verschwindet dann und die Simulation kann normal weiterlaufen.

Einige Grofsen (z.B. die Zweipunktkorrelation) reagieren empfindlich auf minimale Ver-
schiebung von Punktwirbeln. Um den Fehler zu kontrollieren, wurde tiberpriift, wie oft
divergente Terme in der Simulation auftreten. Es hat sich herausgestellt, dass der Fall sta-
tistisch sehr selten auftritt (= Faktor 10~!2). Damit ist gewdhrleistet, dass dadurch kein
Einfluss auf die hier untersuchten Grofien genommen wird.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Eignung des Rotormodells als moglicher Ansatz zur Analyse
zweidimensionaler Turbulenz untersucht. Spezielles Augenmerk lag dabei auf der inver-
sen Kaskade.

Dafiir wurden im ersten Kapitel die fiir Verstdandnis und Beschreibung nétigen theoreti-
schen Grundlagen eingefiihrt. Danach wurden aus den vollen zweidimensionalen Wirbel-
transportgleichungen fiir elliptische Wirbelstrukturen Evolutionsgleichungen hergeleitet.
Diese fiihren zu dem Rotormodell, einem neuen, punktwirbelartigen Modell fiir zweidi-
mensionale Strémungen. Im Rotormodell kann die Bildung von Wirbelcluster-Strukturen
erkldrt werden, ein Prozess, der fiir die Entstehung grofiskaliger Wirbelstrukturen verant-
wortlich ist. Dieser Prozess ist eine wichtige Ursache der turbulenten inversen Kaskade.

Um die statistischen Eigenschaften des Rotormodells zu analysieren, wurde eine grofie
Wirbelanzahl numerisch simuliert und mit verschiedenen Methoden untersucht. Daftir
wurden periodische Randbedinungen gewihlt, um groStmogliche Ahnlichkeit zu di-
rekten Simulationen der vollstaindigen Wirbeltransportgleichungen zu erhalten. Energie
und Paarkorrelationsfunktion wurden fiir unterschiedliche Parameterbereiche ausgewer-
tet. Wegen der Ahnlichkeit des Modells zu reinen Punktwirbeln wurden die Groflen auch
fuir diese ausgewertet und die Ergebnisse miteinander verglichen. Die Untersuchungen zu
den Paarfunktionen der beiden Modelle zeigten interessante Charakteristika.

Dartiber hinaus besitzen die Paarfunktionen vermutlich deutliche Abhéngigkeiten von
der Gesamtenergie des Systems, wie frithere Arbeiten zu Punktwirbelsystemen nahelegen.
Hier konnte ein Ansatz fiir weitere Studien liegen.

Im Parameterraum {7z/Ty, Dy} des Rotormodells konnten Bereiche identifiziert werden,
die zu unterschiedlichen Verhaltensweisen des Systems fiihren. Fiir das Einsetzen der
Wirbelkondensation konnten Schwellparameter ermittelt werden.

Anschlieflend wurde das Energiespektrum des Rotormodells genauer untersucht. Der
Vergleich mit den ebenfalls in dieser Arbeit berechneten Energiespektren des Punktwir-
belmodells zeigte deutliche Abweichungen. Das Spektrum weist hingegen qualitative
Ahnlichkeit mit einem Literaturergebnis aus direkter numerischer Simulation der Wir-
beltransportgleichung auf, welches zerfallende Turbulenz aufweist.

Die Skalierung des Punktwirbelspektrums konnte parameterunabhéngig zu k=1 be-
stimmt werden. Das Spektrum des Rotormodells besitzt einen universellen Anteil, wel-
cher ebenfalls ein k~!-Spektrum aufweist und einen nichtuniversellen Anteil bei grofen
Skalen.

Einige interessante Fragestellungen konnten im Rahmen dieser Arbeit nicht vollstindig
geklart werden und bleiben als Aufgabe fiir zukiinftige Forschungsarbeiten. Dazu zéhlt
eine Studie zum spektralen Energiefluss der Rotoren, wodurch man eventuell klareren
Aufschluss tiber die Energieverteilung erhalten konnte, als dies anhand des Energiespek-
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trums moglich war.

Eine weitere spannende Fragestellung konnte auch in der Untersuchung der Rotoran-
ziehung in einem grofsskaligen dufieren Geschwindigkeitsfeld liegen. Die Motivation fiir
das Modell ging vom elliptischen Verzug von Wirbelstrukturen in einem dufleren Span-
nungsfeld aus und es wire deshalb folgerichtig, die Auswirkungen eines solchen Feldes
zu studieren.
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A. Die beiliegende CD

Der gedruckten Ausgabe dieser Arbeit liegt eine CD bei. Sie hat die folgende Struktur:
¢ /src Quellcode des Programms, mit der die Rotorgleichungen simuliert wurde und
die physikalischen Grofien berechnet wurden. Das Programm benétigt einige Biblio-
theken, welche im Makefile angegeben sind. Dieses soll auch zum kompilieren
verwendet werden.

¢ /data Simulationsrohdaten im HDF5-Format zu der Parameterstudie aus 4.3 sowie
das verwendete R-Auswertungsskript analysis.R.

* /video Drei Videos mit verschiedenen Parameterpaaren, welche die Dynamik von
250 Rotoren zeigen.

¢ /arbeit Die Diplomarbeit als PDF-Datei.

Das beiliegende Programm und das Auswertungsskript sollen die Reproduzierbarkeit der
erzielten Ergebnisse sichern. Sie konnen bei Interesse auch beim Autor der Arbeit ange-
fordert werden.
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