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1 Einleitung

Zu den unbestiegenen Gipfeln in der Welt der Physik gehort die Turbulenz. Richard
Feynman nannte sie ,the most important unsolved problem of classical physics®

Turbulente Stromungen zeigen Phdnomene von einer grofien Komplexitit, die ange-
sichts des iiberschaubaren Rahmens der hydrodynamischen GesetzmafBigkeiten tiber-
rascht und oft von Zufall geprégt zu sein scheint. Die Turbulenz ist der Wissenschaft
des deterministischen Chaos zuzuordnen. Thr Verstdndnis ist bis heute nicht umfassend
gelungen.

Im Gegensatz zu vielen anderen Themen der modernen Physik hat das Turbulenz-
problem eine alltédgliche Gegenwértigkeit. Es zeigt sich in dem Ausfluss eines Wasser-
hahns, der Bewegung einer Fahne im Wind oder einer schnellen Flussstromung.

Eng verkniipft mit diesem Bereich ist die Konvektion — eine Fluidstromung, die in
einem Schwerefeld durch Temperaturunterschiede angetrieben wird. Sie zeigt sich in
einer Vielzahl von Phénomenen, von denen viele der Turbulenz zuzuordnen sind. Erste
systematische Experimente fanden hierzu im Jahre 1900 statt, als Henri Bénard den
Wirmetransport und hexagonale Strukturbildungen (Bénard-Zellen) in diinnen von
unten erhitzten Fliissigkeitsschichten untersuchte [Bénard]. Lord Rayleigh néherte sich
der Konvektion im Jahr 1916 erstmals auf theoretische Weise, indem er das Auftreten
von rollenférmigen Stromungen beschrieb [Rayleigh].

Abbildung 1: Beispiele natiirlicher Konvektionsphdnomene im sphérischen Rayleigh-
Bénard-System der Erde: Links atmosphérische Stromungen, die durch
die dabei entstehenden Wolken sichtbar sind [1]; rechts eine Simulation
turbulenter Erdmantelkonvektion in Form von Plumes [2].

In dieser Arbeit wird es um das Rayleigh-Bénard-System gehen — ein abstrahier-
tes Modellsystem, das die grundsétzliche Situation konvektiver Strémung wiedergibt.
Darin befindet sich ein Fluid im Schwerefeld zwischen zwei horizontalen Platten. An
der unteren Platte wird das Fluid erwiarmt, an der oberen gekiihlt. Durch die damit
einhergehenden Dichteverdnderungen und das Archimedes’sche Prinzip des Auftriebs
kann eine Konvektionsstromung entstehen. Diese erscheint je nach den konkreten Pa-



rametern des Systems durch verschiedene Instabilitdten in unterschiedlichen Formen.
Es sind genauso laminare Konvektionsrollen moglich, wie turbulente ,,Plumes®, die
sich pilzférmig ausbreiten.

Die Rayleigh-Bénard-Konvektion ist nicht zu verwechseln mit der Bénard-Marangoni-
Konvektion. Die letztere fiihrt durch Effekte der Oberflachenspannung zur Ausbildung
der Bénard-Zellen. Da es im Rayleigh-Bénard-System keine freien Oberflichen gibt,
ist dieses Phidnomen in der Rayleigh-Bénard-Konvektion nicht zu beobachten.

Situationen, wie sie das Rayleigh-Bénard-System beschreibt, sind an vielen Stellen
in Natur und Technik zu finden. Im Bereich der Natur spielen sie in der Geophysik eine
besonders groBe Rolle. Die Luftbewegungen in der Atmosphére und die Bewegungen
von Material des Erdinneren sind nur zwei wichtige Beispiele fiir natiirliche Phdnome-
ne, die auf Konvektion beruhen. Technische Relevanz hat das Rayleigh-Bénard-System
etwa im Bauingenieurwesen, wo es um die Frage nach dem Warmetransport in Ge-
béuden geht. Insbesondere dieses Problem des Wéarmetransports ist fiir das turbulente
Rayleigh-Bénard-System bis heute vollig ungeklart.

Die Turbulenz ist der iibergeordnete Kontext dieser Arbeit. Jedoch wird sie mit
ihr nicht direkt in Beriihrung kommen. Zentrale Herausforderung wird es an dieser
Stelle sein, die rollenférmigen Stromungen der ersten Instabilitédt des Rayleigh-Bénard-
Systems aus einem Lagrange’schen Blickwinkel zu betrachten.

Der Lagrange’sche Ansatz steht in der Hydrodynamik dem Euler’schen gegeniiber.
Im letzteren geht es um die Beschreibung interessierender Groflen als Felder im Hin-
blick auf das gesamte Fluid. Die Lagrange’sche Betrachtungsweise erfasst die Dynamik
des Fluids dagegen entlang der Trajektorien der Fluidteilchen. Dieser Weg wird in den
selteneren Féllen gegangen, obwohl er doch intuitiver ist. Strémungsbilder sind iiber
die Bewegung von Teilchen leichter begreifbar. Die Lagrange’sche Herangehensweise
entspricht der natiirlichen Erfahrensweise von Stromungen — man denke an Rauch oder
an in einem Fluss treibende Blatter. Sie konnte letztendlich auch fiir die Behandlung
der Turbulenz, sowohl im Rayleigh-Bénard-System als auch im Allgemeinen, gewinn-
bringend sein.

Sich auf dem Lagrange’schen Weg ein wenig weiter vorzutasten, ist die Intention
dieser Arbeit.



1.1 Aufbau der Arbeit

Nach dieser Einleitung werden in Kapitel 2 zunéchst die Grundlagen, auf denen diese
Arbeit aufbaut, kurz eingefithrt. Dazu wird zuerst in Kapitel 2.1 das Rayleigh-Bénard-
System detaillierter beschrieben und erkléart. Anschliefend wird die Darstellung dieser
physikalischen Situation in der Sprache der Mathematik erldutert — einerseits in der
Formulierung des Eulerbildes (Kapitel 2.2), andererseits in der des Lagrange’schen
Bildes (Kapitel 2.3).

Darauf folgt die Betrachtung der ersten Instabilitidt (Kapitel 3). Diese besteht aus
zwei Teilen. Erstens werden in Kapitel 3.1 die Trajektorien der Fluidteilchen aus dem
Fuler’schen Geschwindigkeitsfeld bestimmt und diskutiert. Die Trajektorien liefern die
Lagrange’sche Abbildung, die ein zentrales Konzept des Lagrange’schen Bildes ist. Mit
der Kenntnis der Lagrange’schen Abbildung wird sich diese Arbeit in einem zweiten
Schritt in Kapitel 3.2 der Untersuchung der Lagrange’schen Differentialgleichungen
néhern.

Abgeschlossen wird die Arbeit durch eine Zusammenfassung und einen Ausblick in
Kapitel 4.






2 Grundlagen

2.1 Das Rayleigh-Bénard-System

Das Rayleigh-Bénard-System! steht fiir die grundsitzlichste und einfachste Situation
von Phénomenen der Konvektion: Ein Fluid befindet sich unter dem Einfluss eines
(vertikalen) Schwerefeldes zwischen zwei horizontalen Platten. An der unteren Platte
wird das Fluid erwéarmt, an der oberen gekiihlt.

Durch den Fluss von Warme und den Zusammenhang zwischen Temperatur und
Dichte kommt es zu Verdnderungen in den Auftriebskréften und damit zu Beschleu-
nigungen des Fluids. Je nach den konkreten Verhaltnissen zwischen den Effekten des
Auftriebs, der Viskositat und der Warmeleitung werden diese Beschleunigungen abge-
schwécht oder verstérkt (eine quantitative Abschétzung der genauen Verhéltnisse ist
fiir den einfachsten Fall in [Guyon| zu finden). Es sind daher je nach den konkreten
Systemparametern verschiedene Zustidnde stabil oder instabil.

Eine Entdimensionalisierung der relevanten Differentialgleichungen zeigt, dass zwei
aus den verschiedenen Systemparametern gebildete Kennzahlen ausreichen, um ein
Rayleigh-Benard-System zu charakterisieren (siehe Abschnitt 2.2). Die erste dieser
Kennzahlen ist die Prandtl-Zahl. Sie héngt nur von Eigenschaften des Fluids ab. Bei
gegebenem Fluid entscheidet daher alleinig die zweite, Rayleigh-Zahl genannte Kenn-
zahl, welche Zusténde des Systems stabil sind. Trigt man den Zustand des Systems
— gekennzeichnet mittels der Geschwindigkeit der Fluidbewegung — in Abhéngigkeit
von der Rayleigh-Zahl Ra in einem Diagramm auf (siche Abbildung 2), so erhélt
man verschiedene kritische Rayleigh-Zahlen, die die Ubergéinge zwischen verschiede-
nen Zustinden festlegen. Die Ubergiinge geschehen in Form von Bifurkationen. Die
verschiedenen Zustéande, die sich vom (zu kleinen Rayleigh-Zahlen gehérenden) Grund-
zustand unterscheiden, werden als Instabilitdten bezeichnet. Es gibt einen ganzen Zoo
von Instabilitdten. Bei hohen Rayleigh-Zahlen verhélt sich das System turbulent.

T,
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Abbildung 2: Links eine Skizze des Rayleigh-Bénard-Systems. Die Pfeile stellen die
Fluidbewegung der ersten Instabilitat grob dar. Rechts das Schema der
Bifurkationen, die bei einer Verdnderung von Ra auftreten.

U

'Die Inhalte der Abschnitte 2.1 und 2.2 kénnen in den Diplomarbeiten [Liilff] und [Sinhuber] sowie
ausfiihrlich in [Argyris] nachgelesen werden. Beziiglich der Grundlagen der Hydrodynamik sind
[Feynman)], [Greiner], [Guyon| oder [Landau] zu empfehlen.



Gegenstand der Untersuchungen dieser Arbeit ist die erste Instabilitdt. Die Fluid-
stromung hat in diesem Zustand eine rollenartige Form (siehe Abbildung 2), mit einer
Periodizitdt in einer Raumrichtung. In der Linge sind die sogenannten Konvekti-
onsrollen unendlich weit ausgedehnt. Das Verhéltnis zwischen Breite und Hohe einer
Konvektionsrolle kann je nach den Systemparametern unterschiedliche Werte anneh-
men.

Der Mechanismus, der iiber die Stabilitdt des Grundzustandes entscheidet und zur
ersten Instabilitdt fithrt, kann verstanden werden, wenn man sich tiberlegt, wie sich
zuféllige Fluktuationen des Grundzustandes entwickeln. Dieser ist stationdr und un-
bewegt, sodass der einzige ablaufende Prozess die Warmeleitung ist, die ein lineares,
nach oben abfallendes Temperaturprofil erzeugt. Es kann nun Fluktuationen in der
Geschwindigkeit, der Temperatur oder der Dichte geben (alle anderen Grofien sind mit
diesen iiber thermodynamische Relationen verkniipft). Fluktuationen in Temperatur
und Dichte miinden letztlich durch thermodynamische Prozesse und die resultieren-
de aus Auftriebs- und Gewichtskraft in Fluktuationen der Geschwindigkeit. Fluktua-
tionen in der horizontalen Geschwindigkeit werden immer durch die viskose Reibung
abgeschwécht. Fluktuationen in der vertikalen Geschwindigkeit konnen zu einer Insta-
bilitét fithren. Uber die Stabilitit entscheidet das folgend beschriebene Wechselspiel.

Auf der einen Seite steht die Differenz zwischen der Temperatur eines Fluidelemen-
tes, das durch eine Geschwindigkeitsfluktuation an einen héher oder tiefer liegenden
Ort gebracht wurde, und der Temperatur der neuen Umgebung. Mit dieser Tempe-
raturdifferenz geht eine Dichtedifferenz einher, die {iber das Archimedes’sche Prinzip
des Auftriebs die Geschwindigkeitsfluktuation verstéarkt.

Auf der anderen Seite steht erstens die Warmeleitfahigkeit — sie gleicht die Tempe-
raturdifferenz aus — und zweitens die Viskositéit des Fluids, die dem Auftrieb entge-
genwirkt.

Die konkreten Eigenschaften des Systems entscheiden, welcher Effekt bestimmend
ist und ob der Grundzustand gegeniiber Fluktuationen stabil ist. Im instabilen Fall
bilden sich aus zufilligen Fluktuationen die geordneten rollenférmigen Konvektionss-
tromungen.

Der Zustand eines Fluids wird durch fiinf Groflen eindeutig festgelegt. Diese sind
die drei Komponenten der Geschwindigkeit und zwei der thermodynamischen Groéflen,
die tiber Zustandsgleichungen alle weiteren festlegen. Es werden daher ebenfalls fiinf
Differentialgleichungen zur Charakterisierung und Lésung des Systems bendtigt. Diese
konnen entweder im Euler’schen oder im Lagrange’schen Bild formuliert werden, was
in den folgenden beiden Abschnitten beschrieben wird.

Die Randbedingungen sind in beiden Bildern gleichermaflen zu beriicksichtigen.
Daher werden sie mit ihren verschiedenen Méglichkeiten vorweg diskutiert. Von nun
an ist mit der z-Richtung die vertikale Richtung gemeint.

Erstens sind Randbedingungen an die Temperatur 7" zu stellen.

Die Erwérmung bzw. Kiithlung des Fluids an den Platten kann auf zwei Weisen ge-
schehen. Zum einen kann die Temperatur an den Platten als konstant vorausgesetzt
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werden. Das entspricht sehr gut wiarmeleitenden Platten, die mit groflen Warmebé-
dern verbunden sind. Zum anderen kann der Warmestrom J an den Platten festgelegt
werden, wenn das System zum Beispiel elektrisch mit konstanter Heizleistung erwérmt
wird. Dabei erhélt man durch J ~ VT feste Werte fiir die erste Ableitung der Tem-
peratur in z-Richtung.

Wenn das System seitlich begrenzt ist, ergeben sich weitere Bedingungen. Hier ist
an den Seitenwénden eine ideale Isolation — also ein Warmestrom von Null — denkbar,
genauso wie ein lineares Temperaturprofil, das sich aus der Warmeleitung zwischen
den horizontalen Platten ergibt.

Zweitens sind Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit w zu definieren.

Klar ist, dass die z-Komponente an den begrenzenden horizontalen Platten Null
sein muss. Die Erfahrungen zeigen, dass Fluide dariiber hinaus an ihren Begrenzun-
gen haften. Das fithrt zu der sogenannten no slip-Bedingung u, = u, = 0. Wenn
die Reibung an den Begrenzungsflichen vernachlédssighar ist, ermoglicht die Annah-
me spannungsfreier Rédnder eine einfachere Losung. Dabei kann sich das Fluid an
den Réandern entlangbewegen, es diirfen dort aber keine Spannungen auftreten. Da
die Spannung in einer Richtung proportional zur entsprechenden ersten raumlichen
Ableitung ist (siehe [Feynman]), ergibt sich die Bedingung 0,u, = 0,u, = 0.

Dariiber hinaus setzt man gerne eine Periodizitat in einer horizontalen Richtung
voraus. Das ist mathematisch gut handhabbar und entspricht den Beobachtungen.

Im Rahmen dieser Arbeit werden konstante Temperaturen an den horizontalen Plat-
ten (7T, an der unteren und 7, an der oberen Platte), keine Begrenzung in anderen
Raumrichtungen, eine horizontale Periodizitit und spannungsfreie Rander vorausge-
setzt. Der Plattenabstand sei h.

2.2 Euler’sche Beschreibung

Im Euler’schen Bild beschreibt man den Zustand eines Fluids, indem man die re-
levanten Gréflen im Raum des Fluids als — im Allgemeinen zeitabhéngige — Felder
behandelt. Fiir das Rayleigh-Bénard-System sind die interessierenden Gréflen die Ge-
schwindigkeit u, die Temperatur 7' und der Druck p. Die Evolutionsgleichungen fiir
die zugehorigen Felder findet man durch Bilanzierungen der Masse, des Impulses und
der Energie.

Eine Bilanz der Masse fiihrt bei Massenerhaltung auf die Kontinuitatsgleichung,
welche sich im idealisierten Fall eines inkompressiblen Fluids vereinfacht zu

V-u=0. (1)

Aus einer Energiebilanz lésst sich eine Gleichung fiir die Temperatur herleiten, in
der mit x die Temperaturleitzahl gemeint ist. Diese Gleichung kann auch aus einer
Modifikation der Warmeleitungsgleichung gewonnen werden, wenn man mit % = % +
u - V die einfache Zeitableitung auf die Situation einer Stromung verallgemeinert.

gtT + (u- V)T = kAT (2)
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Eine Bilanz der Impulse fithrt auf die Navier-Stokes-Gleichung. Sie setzt geméfl
dem zweiten Newton’schen Gesetz die Beschleunigung von Fluidelementen der Mas-
sendichte ¢ mit den wirkenden Kréften in Beziehung. Die auftretenden Kréfte sind
die Kréafte durch den Druck p, die zur Viskositét 1 proportionalen Reibungskrafte und
die Kraft der Schwerebeschleunigung g.

0
05w+ o(u- Viu = —Vp+nlu - oge; (3)

Es wird nun die Boussinesq-Naherung (nach V. J. Boussinesq) vorgenommen, nach
der die Temperaturabhéngigkeiten der Parameter x und 7 vernachlissigt werden. Auch
die Dichte wird als temperaturunabhéngig betrachtet. Zusammen mit der Inkompres-
sibilitdtsbedingung wird die Dichte dadurch zu einer Konstanten: g := go. Einzig im
Term der Schwerkraft wird, was die Konvektion hervorruft, eine Temperaturabhén-
gigkeit der Dichte in linearer Form bertcksichtigt:

o(T) = 00o(1 — (T = Tp)), a>0 (4)

Damit lauten die im Eulerbild zu l6senden Differentialgleichungen mit der kinema-
tischen Viskositdt v := L

V-u=0 (5)
;T+@rVﬁ:HAT (6)
gtu—i-(u‘V)u— —;Vp—i-VAu— (1 —-a(T —1Tp))gex (7)

0

Diese Gleichungen erlauben den stationiren, bewegungslosen Grundzustand immer,
auch wenn er unter Umstanden nicht stabil ist. Unter der Voraussetzung u = %T =
%p = 0 wird Gleichung (5) erfiillt und es folgt aus den Gleichungen (6) und (7):

AT =0 (8)
aa:p = 8yp =0 (9)
9:p = —009(1 — (T —Tp)) (10)

Durch die Bedingung konstanter Temperatur an zwei horizontalen Réandern (7,
bzw. T,) ergibt sich aus (8), dass T nur von z abhédngen kann. Man erhélt schliefllich
fir den Grundzustand explizit:

ug =0 (11)
T, — T,
Ta =T, — Bz mit [:= . >0 (12)
1
pe =po+ oog(afh — 1)z — S eogafz’ (13)
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Von nun an wird der Zustand des Systems durch die Abweichung von diesem Grund-
zustand angegeben. Es wird also mit den Gréfien u, 6 und P und dem Zusammenhang
u=u T=Ta+6 p=pg—+ P (14)

gerechnet. Durch Einsetzen in (5), (6) und (7) erhélt man die neuen Differentialglei-
chungen:

V-u=0 (15)

gt@ + (u- V)0 = kAO + Su, (16)

éu + (u-V)u = —iVP + vAu + agle, (17)
ot 20

In einem letzten Schritt nimmt man eine Entdimensionalisierung vor. Man fithrt
die neuen einheitenlosen Groflen 2/, ¢/, 2/, ', w/,  und P’ ein, die iiber die folgend
angegebene Skalierung durch typische Parameter des Systems mit den alten Gréfien
zusammenhéingen (die Skalierung ist auch in anderer Form moglich).

h2
2 h=z oy -h=y, 2 -h=z - —=t
& (18)
r R / ; RV

Schlussendlich erhdlt man damit die nachstehenden Differentialgleichungen (,,Oberbeck-
Boussinesq-Gleichungen®), die Grundlage fiir alle weiteren Untersuchungen sind (die
Striche werden zur besseren Ubersichtlichkeit weggelassen). Sie enthalten, wie oben
schon erwahnt, nur zwei Kennzahlen, iber die die Eigenschaften des speziellen Systems
in die Losung eingehen: die Prandtl-Zahl Pr und die Rayleigh-Zahl Ra.

Vou=0 (19)
%9 + (u- V)0 = A0+ u, (20)
1 /0
1 (9 . — VP4 A B 21
Pr <8tu + (u V)u) VP + Au + Rabe (21)
4

Pr:= z, Ra := abgh (22)

K KV

Die erste Instabilitdt kann (wie schon 1916 von Lord Rayleigh) durch Losung die-
ser Differentialgleichungen mit den oben aufgefiihrten Randbedingungen analytisch
behandelt werden. Eine umfassende Betrachtung wiirde den Rahmen dieser Arbeit
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sprengen. Es wird stattdessen fiir weitergehende Uberlegungen eine Losung in der
einfachen Form

—m cos(mz) sin(kx)
u(az,y,z,t) =< 0 +O(€2) (23)

ksin(mz) cos(kx)

0(z,y,z,t) =¢ sin(mz) cos(kx) + O(€2) (24)

k2 + w2
zugrunde gelegt (vgl. [Liilff]). Dadurch wird der rein mathematisch relevante Grenzfall
erfasst, dass die Rayleigh-Zahl des Systems genau der ersten kritischen Rayleigh-Zahl
entspricht. Diese Vorstellung ist bei genauerer Betrachtung problematisch, soll hier
jedoch ausreichen.

Es werden kleine Amplituden £ angenommen und alle Terme von hoherer als linearer
Ordnung in ¢ vernachlissigt. Die Wellenzahl k sei positiv (ein Vorzeichen wird durch
¢ beriicksichtigt), sie hingt durch k& = 7/a mit der Breite a der Konvektionsrollen
zusammen. Das Koordinatensystem ist so positioniert, wie es in Abbildung 3 zu sehen
ist. Die Richtungen der Strémungen sind fiir eine positive Amplitude £ eingezeichnet.

- A

0
0

f 2a T

Abbildung 3: Geometrie der hier verwendeten Losung der ersten Instabilitdt (Formeln
(23) und (24)).

2.3 Lagrange’sche Beschreibung
In der Lagrange’schen Beschreibung der Fluiddynamik (siehe [Daitche], [Bennett])

werden die Trajektorien der Fluidelemente verwendet, um die Differentialgleichungen
aus dem Eulerbild umzuformulieren. Die Trajektorien werden durch die Funktion
x = x(t,y) (25)

dargestellt. Sie gibt den Ort @ des Fluidelementes, das sich zu einem Referenzzeitpunkt
am Ort y befindet, in Abhéngigkeit von der Zeit ¢t an. Man kann diesen Zusammenhang
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auch als eine Transformation von den Ausgangspunkten y der Fluidelemente zu ihren
spateren Orten x auffassen, wodurch die Lagrange’sche Abbildung L definiert wird:

Ly (2(y,1),1) (26)

Da die inverse Lagrange’sche Abbildung

L: xws (y(:c,t),t) (27)

existiert (siehe [Daitche]), ist eine (von der Zeit abhéngige) Koordinatentransformati-
on von den Koordinaten & des Eulerbildes zu den Lagrange’schen Koordinaten y mog-
lich. Danach erhélt man eine Groe g(x,t) der Fluiddynamik in der Form g(y,t) (die
Tilde kennzeichnet, dass §(y,t) eine andere Funktion als g(x,t) und nicht g(x,t)|z=y
ist). Man erfiahrt damit, wie sich diese Grole in einem durch den Ausgangspunkt y
ausgezeichneten Fluidelement mit der Zeit, also entlang der entsprechenden Trajek-
torie, verhélt. Dies ist die Idee des Lagrange’schen Ansatzes.

Um die Differentialgleichungen an die Lagrange’schen Koordinaten anzupassen,
miissen die Ableitungsoperatoren mit Hilfe der Kettenregel verdndert werden. Fiir
die Zeitableitungen gilt

0 0 0
—j(y,t) = = ),t) = —g(x,t : t). 2
5:9W,1) = 5.9(x(y, 1), 1) = 59(®,8) + (u- V)g(z,1) (28)
Fiir Ortsableitungen gilt, wenn man die einzelnen Komponenten der Ortsvektoren
durch Indizes unterscheidet und die Einstein’sche Summenkonvention verwendet
15) 0 _ Oy; 0

5290 = gy, 0.0 = 57 5 i(, ) (29)

Daraus erhélt man fiir die auftretenden Ableitungsoperatoren im Lagrange’schen
Bild:

T
_(%vi 9 9y O Oy 9
VL N (8951 ayj7 8:::2 8yj’ 8%3 8yj (30)
. 2 24
A _ Oy; Oy O O%y; 0 (31)

L= Ox; Ox; OypOy;  Ox;0x; Oy;

Die Differentialgleichungen (19), (20) und (21) lauten damit in Lagrange’scher For-
mulierung:

Vi -u(y,t)=0 (32)
aé(y,t) = Af(y,t) + @:(y. 1) (33)
%%@(y,t) = V1 P(y,t) + Apa(y,t) + Rab(y, t)e. (34)
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Das Geschwindigkeitsfeld steht in der folgenden Beziehung zur Lagrange’schen Ab-
bildung:

aatw(%t) = u(y,t) = u(z(y,t),t) (35)

Dadurch kann die Funktion @ mit der Lagrange’schen Abbildung ersetzt und ei-
ne vollstédndige Losung der Lagrange’schen Differentialgleichungen moglich gemacht
werden.

Mit der Relation (35) ist es dartiber hinaus moglich, die Trajektorien zu einem be-
kannten Euler’schen Geschwindigkeitsfeld zu berechnen, womit man die Lagrange’sche
Abbildung direkt erhélt.
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3 Betrachtung der ersten Instabilitat

3.1 Trajektorien der Fluidteilchen

Es werden im Folgenden die Trajektorien der Fluidteilchen aus dem Euler’schen Ge-
schwindigkeitsfeld der ersten Instabilitit bestimmt. Die Ergebnisse werden diskutiert,
um die vorliegende physikalische Situation iiber das Stromungsbild ndher kennen-
zulernen. In Kapitel 3.2 finden die Trajektorien dann in Form der Lagrange’schen
Abbildung Verwendung.

3.1.a Differentialgleichungen

Das Euler’sche Geschwindigkeitsfeld, das die Konvektionrollen der ersten Instabilitét
beschreibt, wird geméaf (23) in der folgenden Form vorausgesetzt:

Uy —&m cos(mz) sin(kx)
Uy &k sin(mz) cos(kx)

Durch u, = &, etc. erhélt man aus (36) unter Verwendung von (35) Differential-
gleichungen, mit denen die Trajektorien (z(t),y(t), 2(t))" hergeleitet werden kénnen.
Fiir diese Rechnungen ist es zweckméflig, den Ursprung des Koordinatensystems in
das Zentrum einer Konvektionsrolle zu legen. Willkiirlich wird dafiir die Konvektions-
rolle gewéahlt, die sich bei 0 < z < a befindet. Die Verschiebung des Bezugssystems
geschieht durch die Einfithrung neuer Koordinaten (Z, ¢, Z) mit der Transformation

T

T = — 2 =T —_
T=x—a/ & x :B—i—Qk (37)
Jg=vy (38)
Z—z—l & z—2+1 (39)

T2 R

Die Gleichung (36) impliziert, dass y bzw. ¢ fiir jede Trajektorie konstant ist; es
liegt eine ebene Stromung vor. Daher erfolgen die weiteren Betrachtungen in den zwei-
dimensionalen Koordinaten # und %, wobei die Tilde zur besseren Ubersichtlichkeit
von nun an weggelassen wird.

Die transformierten Differentialgleichungen fiir die zwei interessanten Komponenten
der Trajektorien z(t) und z(t) lauten:

T = u, = &msin(nz) cos(kx) (40)
zZ=wu, = —&kcos(mz)sin(kz) (41)

Es ist durch die Form des Geschwindigkeitsfeldes (36) anschaulich klar, dass man zur
Bestimmung der Trajektorien jede Konvektionsrolle separat betrachten kann. Durch
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die Periodizitat des Geschwindigkeitsfeldes behalten die Gleichungen (49) und (50)
ihre Form, wenn das Bezugssystem in das Zentrum einer anderen Konvektionsrolle
verschoben wird. Einzig der Drehsinn der Strémungen wechselt von Konvektionsrolle
zu Konvektionsrolle, was sich durch ein entsprechendes Vorzeichen der Amplitude &
berticksichtigen lasst (£ > 0 ergibt einen mathematisch negativen Drehsinn, £ < 0
ergibt einen mathematisch positiven Drehsinn). Bei der Diskussion der Gleichungen
(49) und (50) kann man sich daher oBdA auf die zentrale Konvektionsrolle — also auf

das Gebiet G = {(z,2)| — § < o <+, —% <z< +%} — beschranken.

3.1.b Stromfunktion

Eine ebene Stromung, wie sie hier vorliegt, kann im inkompressiblen Fall vollsténdig
durch eine Stromfunktion x(z, z) représentiert werden (siehe [Greiner|). Der Zusam-
menhang zwischen x und w ist durch

Uy = OX, Uy = —0OgX (42)

gegeben, wodurch die Bedingung V - u = 9,u, + 0,u, = 0 immer erfiillt ist. Eine
alternative Darstellung von (42) in der Form

u=¢e, x Vy (43)

zeigt eine wertvolle Eigenschaft der Stromfunktion: Da ihr Gradient immer senkrecht
auf den Stromlinien steht, deren Tangenten die Geschwindigkeiten sind, ist sie auf
denselben konstant. Diese Eigenschaft kann zur Berechnung der Trajektorien verwen-
det werden, da diese in einer stationdren Stréomung, wie sie hier zu finden ist, mit den
Stromlinien identisch sind.

Die Stromfunktion ist fiir das besprochene Problem

X = —&cos(mz) cos(kx). (44)

Auf dem Gebiet G liegen die Werte fiir die normierte Stromfunktion x := —x/£ im
Intervall [0, 1]. Fiir festes x = 0 erhélt man aus (44) den Zusammenhang x = cos(7z).
Damit wird klar, dass x den Wert 0 auf der &uflersten Stromlinie und den Wert 1 im
Zentrum annimmt.

Bevor die Zeitabhingigkeit der Bewegung untersucht wird, kann von y = const die
Form der Bahnkurven abgeleitet werden. Aus (44) folgt fiir den oberen Zweig (siche
dazu Abbildung 4):

z(x) = %arccos (coska)) (45)
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Abbildung 4: Die Trajektorien als Héhenlinien der Stromfunktion fiir a = 1 und x =
<= (von innen nach aufien).

3.1.c Entkoppelung der Differentialgleichungen

Zur Bestimmung der Zeitabhéingigkeiten von z und z aus den Differentialgleichun-
gen (40) und (41) werden diese zuerst mit Hilfe der Stromfunktion folgendermafien
entkoppelt:

i? = 2n%sin’(n2) cos? (kx) = €2%(1 — cos?(72)) cos? (kx)
X

<2
= 527T2 (1 a COSQ(/W)) 0082(k:v) = ‘52772(C052(k95) - >~<2) (46)

Nach einer analogen Behandlung von (41) erhélt man das Differentialgleichungspaar

i? = 212 (cos®(kx) — X?) (47)

32 = E2k2(cos® (nz) — X2). (48)
Unter Verwendung des Additionstheorems cos?
derum umgeformt werden zu

o = % + %COS 2 kann dieses wie-

5 §Q7T2 _ €27T2

1. ~
3 1 cos(2kx) = 1 (1- 2X2) (49)
1., &2%2 £k 2
3 52 1 cos(2mz) = 1 (1—2x7). (50)

In dieser Darstellung liegt eine Analogie zur Mechanik von Massenpunkten auf
der Hand. Sie soll aufgrund ihrer Anschaulichkeit genutzt werden. Dabei wird im
Folgenden von Potentialen und Energien gesprochen, die auf die Masse normiert sind.

Stellvertretend fiir beide Differentialgleichungen wird, wenn beide gleichermafien zu
behandeln sind, die Gleichung (49) fiir die z-Komponente diskutiert. Hier liegt eine
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Bewegung im Potential V(z) = —% - cos(2kx) mit der Energie E = #(1 —2%?)
vor (siehe Abbildung 5). Der Wert von x wird geméafi Formel (44) durch die An-
fangsbedingungen fiir den Ort (xo und zp) festgelegt. Da (40) und (41) einen festen
Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Ort darstellen, sind keine weiteren An-
fangsbedingungen in Betracht zu ziehen.

In dieser Interpretation kann exakt bestétigt werden, was oben nur anschaulich
klar war: Nach (44) kann x allgemein nur Werte zwischen —1 und 1 annehmen. Daher
kann die Energie E nicht gréfler werden als die Maxima des Potentials V', die an
den Grenzen zwischen zwei Konvektionsrollen liegen. Folglich ist die Bewegung der
Fluidteilchen in dem Potentialtopf einer Konvektionsrolle gefangen und es reicht aus,
die Losungen des Problems auf dem Gebiet einer Konvektionsrolle — konkret auf dem
Gebiet G — zu diskutieren.

Die Bewegungen in einem Potential lassen sich durch ihre Energien klassifizieren.
Durch den Zusammenhang zwischen F und y ist hier — was oben schon benutzt wurde
— auch eine Klassifikation durch y moéglich. Es lassen sich auf diese Weise unter den
moglichen Werten fiir ¥ auf dem Gebiet G drei Losungstypen unterscheiden:

e Zu x = 1 gehort die minimale Energie F = —5212. Da diese dem Minimalwert
von V entspricht, ergibt sich die triviale Losung z(t) = 0.

e Fiir y € (0,1) ergibt sich eine periodische Schwingung um den Ursprung, die im
Folgenden untersucht wird.

e Die Losung fiir Y = 0 bzw. die maximale Energie £ = ngz wird spéter als
Grenzfall des zweitgenannten Losungstyps behandelt.

Abbildung 5: Potential V(x) im Bereich der zentralen Konvektionsrolle fiir £ = a = 1.

3.1.d Harmonische Naherung

Man beachte die mathematische Analogie zwischen der hier zu besprechenden Situa-
tion und dem Fadenpendel (F' ~ —sinx). In jeder Koordinatenrichtung entspricht
die Dynamik der Fluidteilchen der eines solchen Pendels. Dabei legen (40) und (41)
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eine Amplituden- und Phasenbeziehung fest. Auch hier kann das Potential fiir kleine
Absténde vom Zentrum der Konvektionrolle (x,2<1) — also fiir grole Werte von y
(Y~1) — harmonisch approximiert werden. Das fithrt zu folgender Losung in Gestalt
einer ellipsenférmigen Bewegung:

z(t) = aesin(n(t + to)) (51)
z(t) = ecos(n(t + to)) (52)

Dabei ist 1 := {mk und e die Amplitude der Bewegung. Durch die Phasenverschie-
bung von § zwischen den beiden Koordinaten ist z maximal fiir z = 0. Mit (45) folgt
daher fiir die Amplitude:

1
e = — arccos(Y) (53)
T

Dieser Ausdruck kann mit arccos(a) =~ v/2v/1 — a fiir a ~ 1 und cos(f) ~ 1 — %62
fiir § < 1 angendhert werden durch

| 23 ) (54)
e~ 22 4 22
a? 0

Gleiches erhélt man aus der Ellipsengleichung % + i—; = 1.
Die Phase ty erhalt man aus den Anfangswerten trivial zum Beispiel durch

1
zp = ecos(nty) & to = — arccos; (ZO> (55)
n €

Dabei muss der richtige Zweig j des Arkuskosinus gewéhlt werden, denn es gibt
flir einen Wert von zy zwei mogliche Phasen. Die richtige Zuordnung kann man vom
Vorzeichen von xy abhingig machen. Anhand der ellipsenférmigen Bewegung und
den Verlaufen der jeweiligen Funktionen kann man sich auf anschauliche Weise klar
machen, dass fiir die Phase gilt:

1
to = sign(xo)— arccos (zo> (56)
n

€

Mit diesen Zusammenhéngen kann (nach Umformungen unter Anwendung der Ad-
ditionstheoreme trigonometrischer Funktionen, der Symmetrieeigenschaften derselben
Funktionen und der Beziehung sin(arccos(y)) = /1 — v?) die Losung in harmonischer
Néherung in der folgenden Form dargestellt werden.

x(zo, 20,t) = xo cos(nt) + zpasin(nt) (57)

1
z(zo, 20,t) = ~Zo sin(nt) + 2o cos(nt) (58)
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3.1.e Exakte Rechnung

Die exakte Losung des zweiten Typs kann durch Integration der entsprechenden Diffe-
rentialgleichungen hergeleitet werden. Man erhélt aus (49) durch Umstellen zunéchst
1= —— * . (59)

VER (1 -2¢2) + £2 cos(2ka)

Eine Integration iiber die Zeit ¢ ergibt

T

/ \/5%2 )+ £ ” cos(2kx)

dx 2 T d(L‘l
- - . (60
/ \/%(1 -2X%) + % cos(2kx) \/;/0 VI =2%2) + cos(2kz) (60)

Die Substitution

t+to= dt

i = 61
sin % (61)
mit K:=4/1-%2, ¢ € [—W,W} (62)
272
uberfihrt nun das Integral durch
cos(2ka’) =1 — 2sin? k2’ = 1 — 2K?%sin? ¢/ (63)
= \/(1 —2%?) + cos(2kx’) = \/2K2 —2K2sin? ¢/ = V2K cosy/ (64)
1 K
da’ = cos (65)

k \/1— K2sin? cp

in die Normalform eines elliptischen Integrals:

1 ¢ dy’ 1
t+to = £272k2 /0 V11— KZsin? ¢/ - \ €272k2 Fle, K] (66)

F[p, K] ist die Funktion, die durch das elliptische Integral zum Modul K definiert
ist. Die Umkehrfunktion wird Amplitudenfunktion genannt.

Flo, K] =u < am|u, K] = ¢ (67)

Per Definition gilt fiir die Funktion sinus amplitudinis, einer Jacobi’schen Funktion:

snfu, K] = sinam|u, K| = sin ¢ (68)
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Es folgt damit aus (66) zuerst

sn {, [e222k2(t + to), K} - Sh;fx (69)

und schliefllich (durch die Beschrankung auf die zentrale Konvektionsrolle ist es mog-
lich, den Sinus durch den Hauptzweig des Arkussinus zu invertieren)

z(t) = %arcsin <\/1 —x2sn -\/5271'2]{?2 (t+to),\/1— 322- > . (70)

In gleicher Weise? erhélt man

z(t) = %arcsin (\/1 — x%sn -\/§27r2k2 (t+1y),\/1— )22- ) . (71)

Es muss beachtet werden, dass diese beiden Lésungen durch die Beziehungen (40)
bzw. (41) gekoppelt sind. Analog zur harmonischen Néherung und passend zur Er-
wartung an die Losung sollte das zu einer festen Phasenbeziehung mit einer Phasen-
differenz von einer viertel Periodendauer % fiihren. Diese Vermutung lésst sich durch
Einsetzen in (40) bzw. (41) auch mathematisch exakt verifizieren. Das Vorzeichen der
Phasendifferenz entscheidet iiber den Drehsinn der Strémung. Es folgt durch anschau-
liche Uberlegungen aus den Verldufen der Funktionen x(¢) und z(t) (qualitativ kénnen
diese mit einem Sinus verglichen werden):

T
to = to + sign(&) - - (72)

Mit (66) und (61) erhélt man fir die Periodendauer 7' der Bewegung

r_ /_1 5 L sinkd
1= WF[QD,K] mit sinp = i (73)

Dabei ist & der grofite Wert fir x, der durch & = %arccosf( gegeben ist (siehe
entsprechende Uberlegungen fiir die Amplitude der harmonischen Niherungslésung).
Der Ausdruck fiir ¢ kann mit (62) vereinfacht werden:

sinarccos Y /1 — x? T

sin p = = =1 = ¢=— (74)

K V1-%2 2

Die verwandte Losungsmethode ist so in physikalischer Literatur zu finden (vgl. [Tabor]). Es ist bei
genauem Hinsehen allerdings nicht klar, dass sie zum richtigen Ergebnis fithrt, denn sie enthélt
zwei Ungenauigkeiten. Erstens muss & in Formel (59) genau genommen betragsméfBig eingehen. Die
Funktion ¢t = ¢(x), die in (60) durch Integration bestimmt wird, ist daher nur fiir ein Zeitintervall
I giiltig, in dem & positiv ist. Zweitens wird bei der Invertierung dieser Funktion nicht darauf
geachtet, dass die Definitionsmenge der Umkehrfunktion z = x(¢) (diese ist periodisch!) ebenfalls
auf das Intervall I eingeschrankt werden muss. Es ist anhand der Form des Potentials anschaulich
klar, dass die auf I giltige Losung zu einer allgemein giiltigen periodisch fortgesetzt werden kann.
Da die verwandte Umkehrfunktion ohne Beschrdnkung der Definitionsmenge mit einer solchen
periodischen Fortsetzung identisch ist, ist das Ergebnis am Ende richtig.

Eine mathematisch exakte Betrachtung derartiger Losungen von Bewegungen in Potentialtopfen
ist in [Konigsberger] zu finden.
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Fir die Periodendauer ergibt sich also schliellich

Z:MQ;MF{;K} (75)

Im Gegensatz zur harmonischen Ndherung ist 7" nicht fiir alle Trajektorien gleich
(siehe Abbildung 6). T ist umso grofer, je weiter aulen die Trajektorie in der Kon-
vektionsrolle liegt.

a0F,

. ; i .
02 04 06 T 08 10

Abbildung 6: Periodendauer der Bewegung der Fluidteilchen in einer Konvektionsrolle
in Abhéngigkeit von y fiir £ =a = 1.
limy_,0 T = oo fiihrt, wie spéter gezeigt wird, zu einer asymptotischen
Bewegung am duflersten Rand.

Zur Berechnung der Beziehung zwischen der Phase ¢ty und den Anfangsbedingungen
o und zg muss die Funktion Fp := \/gzﬁ%kg F[po, K] mit sin ¢y = % herangezogen
werden (siehe Gleichung (66)). Analog zum Fall der harmonischen Néherung gibt es
fiir einen Wert von z¢ zwei mogliche Phasenlagen, welche sich durch das Vorzeichen
von zy unterscheiden lassen. Da in die Darstellung der exakten Funktionen z(¢) und
z(t) durch die Gleichungen (70) und (71) die Umlaufrichtung noch nicht eingeht, muss
hier zusétzlich das Vorzeichen von ¢ beriicksichtigt werden. Durch anschauliche Uber-
legungen anhand der Verldufe der entsprechenden Funktionen (siehe dazu Abbildung
7) findet man die Fallunterscheidung:

E>0: zp>0: tg=Fp

2o < O: 750:5—}70

£<0: 20>0: to=% —F

20 < 0: tog=Fy
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Abbildung 7: Plot der Funktion F[po, K] mit ¢y = arcsin (%) in Abhangigkeit

von xq flir Y = 5 und a = 1, zum Verstandnis der Berechnung von tg.

Diese fuhrt auf die Formel

to = signl€) sign(eo) | gz Fliw K+ (1= sign(©signCaa))  (76)

sin kxq

K

Durch Einsetzen der Ausdriicke fiir ¢y und ¢{, in (70) und (71) und Ausnutzen der Be-
ziehung cos(arcsin(a)) = sin(arccos(«)) = v/1 — o? sowie der im Anhang (Abschnitt
A.1) aufgefithrten Eigenschaften Jacobi’scher Funktionen kann die exakte Losung fiir
die Trajektorien in der folgend angegebenen Form gewonnen werden (es gilt wieder

=+/1—x2 und n = &rk).

mit sinyg =

(77)

anZOa )
sin(mzg) cos? (kxo) sn[nt, K] + sin(kzo) ennt, K] dn[nt, K] (78)
= arcsm
1 —sin?(kxo) sn2[nt, K|
Z(an 20, t) =
1 esin (sin(wzo) en[nt, K| — sin(kxo) sn[nt, K] dn[nt, K]) (79)
™ dn[nt, K] — sin(7zp) sin(kzo) sn[nt, K] cnlnt, K]

Um zu sehen, wie sich die Formen der exakten Trajektorien — im Gegensatz zur har-
monischen Ndherung — mit steigenden Werten von y von ellipsenférmig zu rechteckig
verdndern (sieche dazu auch Abbildung 4), sind die Funktionen x(t) fiir verschiedene
Werte von Y in exakter Form und harmonischer Naherung in Abbildung 8 dargestellt.
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Abbildung 8: x(t) in exakter Form (durchgezogen) und harmonischer N&herung
(gestrichelt) fir &€ = a = 1, 29 = 0, zp gemaB (45) und ¥ =
0.999,0.3,0.025,0.001 (in Lesereihenfolge).

3.1.f Grenzfille

Die Losungen des ersten und dritten Typs sind Grenzfille der gerade hergeleiteten
Loésung, welche hier in der Form von (70) und (71) betrachtet wird.

Fiir Y = 1 ergibt sich — dadurch, dass v/1 — x2 Null und der Wertebereich des sinus
amplitudinis beschrankt ist — wie erwartet die triviale Losung z(t) = z(t) = 0.

Fiir y = 0 ist K = 1. Mit der Beziechung sn[t, 1] = tanh(¢) folgt fiir die Trajektorie
im Fall tg = 0:

x(t) = %arcsin (tanh <\/€27T2]{52 t)> (80)
2(t) = %arcsin (tanh (\/527r2k2 (t + Z))) (81)

Fiir Y — 0 geht T' gegen unendlich. Die Funktion arcsin(tanh(t)) geht fiir t — +oo
asymptotisch gegen £7.

Es findet folglich in der durch die Gleichungen (80) und (81) gegebenen Losung
in z-Richtung keine Bewegung statt. Im Falle eines positiven Phasenvorsprungs von
z(t) gegeniiber x(t) ist z(t) = —1—%. In der z-Richtung gibt es eine Bewegung in asym-
ptotischer Form von —g nach +g; (sieche Abbildung 9). Zusammengenommen ergibt
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sich daraus eine Bewegung der Fluidteilchen am oberen Rand der Konvektionsrolle
entlang von der linken Ecke zur rechten.

Im Falle des negativen Phasenvorsprungs ist z(t) = —% und die Bewegung verlauft
am unteren Rand entlang (entgegengesetzter Drehsinn der Stromung).

Die Funktionen fiir die analogen Bewegungen entlang der anderen Seitenrinder
der Konvektionsrolle erhélt man fiir jeden Drehsinn durch Phasenverschiebungen der
Trajektorie vor dem Grenziibergang ¥ — 0 durch die Wahl von ty = %, % bzw. %T.

Dies ist intuitiv verstédndlich und kann formal mit den folgenden zwei Gedanken

verstanden werden.

(i) Aus einem Additionstheorem des sinus amplitudinis (sieche Abschnitt A.1) folgt
die Beziehung

sn [,/5%%2 (t+ g), M] — —sn Wg%?k?t, Vi- 22} . (82)

Da auflerdem der arcsin eine ungerade Funktion ist, fithrt eine Phase von % in

den Funktionen z(t) und z(t) zu einer Umkehrung ihres Vorzeichens.

(i) Wegen der festen Phasendifferenz von £ zwischen den Funktionen z(t) und z(t)

fiihrt eine Phasenverschiebung von % zu einer Vertauschung ihrer Rollen. D.
h., es ist nach einer solchen Phasenverschiebung und nach dem Grenziibergang
X — 0 jeweils die andere Funktion konstant bzw. beschreibt eine asymptotische

Bewegung.

Die zweite Eigenschaft kann wiederholt angewandt werden. Dabei erhalten die
Funktionen x(t) und z(¢) durch die erste Eigenschaft die geeigneten Vorzeichen.

a4/

02

.
-2 -1

Abbildung 9: z(t) im Grenzfall Y — 1 mit tp =0 und £ = a = 1 (siehe (80)).
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3.2 Anwendung der Lagrange’schen Methode

Dieser zweite Teil der Untersuchungen dieser Arbeit wird sich der Anwendung der
Lagrange’schen Methode nahern.

Bei einer umfassenden und reinen Ausfiihrung des Lagrange’schen Ansatzes héitte
man kein Vorwissen iiber die Lagrange’sche Abbildung und miisste zur Lésung der
ersten Instabilitdt alle drei Differentialgleichungen des Rayleigh-Bénard-Systems so-
wie die Beziehung (35) zwischen Geschwindigkeitsfeld und Lagrange’scher Abbildung
heranziehen.

An dieser Stelle hingegen werden die Ergebnisse des vorherigen Abschnittes verwen-
det. Mit den Trajektorien ist nun die Lagrange’sche Abbildung bereits bekannt. Dies
ermoglicht es, alleinig die Differentialgleichung fiir die Temperatur (33) zu betrach-
ten, in der — da u, durch die Lagrange’sche Abbildung implizit gegeben ist — eben
diese Grofle nun die einzige Unbekannte ist. Gegenstand der folgenden Diskussion ist
demnach die Gleichung (zur besseren Ubersichtlichkeit wird im Folgenden die oben
verwandte Tilde weggelassen)

)
50 = A+ us. (83)

3.2.a Reihenentwicklungen

Es stellt sich heraus, dass die Lagrange’sche Abbildung im hier besprochenen Fall zu
unhandlich fiir eine exakte Rechnung ist. Bei der Verwendung des Laplace-Operators
in Lagrange’scher Form kommen Ableitungen der Lagrange’schen Abbildung nach den
Lagrange’schen Koordinaten vor (siehe Abschnitt 3.2.b). Insbesondere das Auftreten
der Lagrange’schen Koordinaten im Modul der Jacobi’schen Funktionen fiithrt zu sehr
umfangreichen Ausdriicken beim Differenzieren. Es liegt daher nahe, eine Taylorent-
wicklung der Lagrange’schen Abbildung beziiglich der Lagrange’schen Koordinaten
vorzunehmen.

Aus Griinden der Konsistenz werden auch alle anderen Funktionen in Form von
Reihenentwicklungen nach den Lagrange’schen Koordinaten behandelt. Man 16st das
Problem der ersten Instabilitiat auf diese Weise in einer kleinen Umgebung am Zen-
trum einer Konvektionsrolle. Da im Eulerbild Lésungen vollstdndig angegeben werden
konnen, ist zu erwarten, dass die Umgebung, in der die Lagrange’sche Losung giiltig
ist, durch Bertcksichtigung von immer héheren Ordnungen in den Reihendarstellun-
gen beliebig weit ausgedehnt werden kann, ohne auf Konvergenzprobleme zu stoflen.

Da alle auftretenden Funktionen im Allgemeinen nicht nur von den Lagrange’schen
Koordinaten, sondern auch von der Zeit ¢ abhéngen, sind die Koeffizienten der ver-
wendeten Taylorentwicklungen Funktionen von .

In dieser Arbeit werden Terme bis zur einschlielich ersten Ordnung in den La-
grange’schen Koordinaten beriicksichtigt. Um in der Differentialgleichung (83) alle
Terme von dieser Art mit einzubeziehen, miissen Funktionen, die in n-ter Ableitung
nach Lagrange’schen Koordinaten auftreten, bis zur (n + 1)-ten Ordnung entwickelt
werden. Bei Produkten von Funktionen werden alle beteiligten Funktionen bis zur ers-
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ten Ordnung entwickelt. Die bei der Multiplikation zusétzlich entstehenden héheren
Ordnungen werden dann nicht weiter einbezogen.

Es muss dariiber hinaus beachtet werden, dass Terme, die proportional zu quadra-
tischen und hoheren Potenzen von £ sind, nicht beriicksichtigt werden diirfen, damit
wiederum Konsistenz zur Entwicklung des Geschwindigkeitsfeldes (23) besteht, das
der Berechnung der Lagrange’schen Abbildung zugrunde liegt.

Durch die Lagrange’sche Abbildung ist bekannt, dass eine ebene Strémung vorliegt.
Daher kann weiterhin zweidimensional gerechnet werden.

Lagrange’sche Abbildung Die Funktionen (78) und (79), die die Trajektorien der
Fluidteilchen beschreiben, liefern direkt die Lagrange’sche Abbildung. z und z sind
die Euler’schen Koordinaten x; und x2; g und zg die Lagrange’schen Koordinaten y;
und y2. Im Folgenden werden jeweils die zweiten Bezeichnungen fiir die Koordinaten
verwendet.

Die Reihenentwicklung der Lagrange’schen Abbildung muss bis zur maximal drit-
ten Ordnung fortgefithrt werden. Aus den Gleichungen (78) und (79) erhélt man,
dass Koeffizienten zu nullten und zweiten Ordnungen verschwinden. Die nicht ver-
schwindenden sind im Anhang (Abschnitt A.2) angegeben. Es gilt fiir die Berechnung

Qi = 8;1852:1:1 bzw. B;; = 8?31 8Z2x2, jeweils an den Stellen y; = yo2 = 0.

T :alo-y1+ozo1-y2+6a3o-y1+§a21‘y1y2+§a12-y1yg+6a03-y2+”'
(84)

1 1 1 1
2 = B1o-y1 + Po1 - y2 + éﬁ:ao Yt + 5521 “ylys + 5512 Cy1ys + 6603 Y3+ (85)

FEine Entwicklung in erster Ordnung entspricht dem Ergebnis der harmonischen
Néherung (Abschnitt 3.1.d).

Geschwindigkeit Die Geschwindigkeit u, ergibt sich aus &5 und wird bis zur ersten
Ordnung entwickelt:

Uz2510'3/1+/301'y2+“' (86)

Temperatur Die Reihenentwicklung der unbekannten Temperatur § wird bis zur
dritten Ordnung benétigt. Es gilt wieder 0;; = 6;1 8520 an der Stelle y; = yo = 0.

1 1
92900+910'y1+901'yz+§920‘y%+911'y1y2+§902'y§

1 1 1 1
+ 8930 Sy 5921 Cyiye + 5912 Y1y5 + 6003 Y3+ (87)
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3.2.b Laplace-Operator

Die partielle Zeitableitung in der Differentialgleichung (83) duflert sich bei Verwen-
dung der Taylorreihen trivial als Zeitableitung der Koeffizienten. Schwieriger ist die
Handhabung des Operators

dy; 0 0? 0%y, 0
AL — y_] yk‘ y] (88)
O0x; Ox; Oypdy;  Ox;0x; Oy;
(hier gilt die Einstein’sche Summenkonvention) wegen der in den Termen %’T’: und

%2;’2” auftretenden Ableitungen der inversen Lagrange’schen Abbildung y(x,t). Diese
Ab%ildung ist nicht bekannt und eine Invertierung der bekannten Lagrange’schen
Abbildung x(y, t) ist nicht machbar.

Oz,

Es kann jedoch ausgenutzt werden, dass die Matrix (8y ) invers zur Matrix
n/mmn

(‘gmi) ist. Dies kann folgendermaflen eingesehen werden:
n/m,n

Orm OYm 0%y, 8yp (axm >

)

Im hier diskutierten Fall liegen 2 x 2-Matrizen vor und die Invertierung folgt dem
Schema

-1
a b 1 d —=b

= Ay (90)
c d det(cg) —c a

Da die Funktionaldeterminante der Lagrange’schen Abbildung gleich Eins ist (siehe
[Daitche]), gelten schlielich die Zusammenhénge

oy . 0w oy i 0z
Oz B 02 0z B 0y2 (91)
Q0 s _ on
Oxq oy Oz o1
Die Terme der Form ‘33’7*: koénnen also mit der bekannten Lagrange’schen Abbildung
bestimmt werden. Zur Bestimmung der zweiten Ableitungen 8;;’%” kann die Kettenre-
gel verwendet werden. Man erhélt unter Verwendung von (91)

Py _ 0 0ny_ Pm Oy Pw O Py Oy Pmdnm
822~ Oxy Oya  Oy1Oys Oxy  Oy2 dx1  Oydys Oya  Oy2 Oy

und analoge Ausdriicke fiir die weiteren zweiten Ableitungen.
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3.2.c Koeffizientenvergleich

Nun fiihrt man alle relevanten Terme, die in den beschriebenen Formen in der Diffe-
rentialgleichung (83) auftreten, zusammen. Durch einen Koeffizientenvergleich erhélt
man bei einer Entwicklung bis zur ersten Ordnung drei Gleichungen fiir die unbe-
kannten Koeffizienten 60;;. Diese haben die unten dargestellten Formen. Die Funktio-
nen Z»’j»(t) ergeben sich durch die Auswertung des Operators A, aus den Koeffizienten
Qmp, und By, und sind im Anhang (Abschnitt A.3) angegeben. Dadurch, dass in der
Entwicklung der Lagrange’schen Abbildung keine Terme nullter und zweiter Ordnung
vorkommen, verkiirzen sich die Gleichungen etwas.

nullte Ordnung;: fo0 = Z filj (t) - 0ij (93)
ity
erste Ordnung in y;: 010 = Bro + Z fz'zj(t) -bij + Z fi2j (t) - 6 (94)
P 473,10
erste Ordnung in ys: fo1 = Bo1 + Z z'2j(t) b5 + Z 3(75) 03 (95)
i1 453,10

Dieses Differentialgleichungssystem ist nicht geschlossen. Durch die Ableitungen von
0 nach y; und ys in der Differentialgleichung (83) kann man auch durch Berticksich-
tigung hoherer Ordnungen kein geschlossenes Gleichungssystem finden.

Um dieses Problem zu umgehen, kann ein spezieller Ansatz fiir # verwendet werden,
der die Anzahl der Unbekannten reduziert.

3.2.d Ansatz fir 0

Wenn man an den Mechanismus des Auftriebs denkt, erscheint es stark vereinfachend,
aber doch plausibel, einen proportionalen Zusammenhang zwischen 6 und u, anzuneh-
men. Im Eulerbild kann diese Annahme auf einfache Weise mathematisch unterstiitzt
werden. Aus der Differentialgleichung (20) erhélt man bei einer Vernachlissigung qua-
dratischer Terme nédmlich die Bedingung

0

Diese wird durch 6 ~ wu, gelost, da u, in der Form von Gleichung (23), die dieser
Arbeit zugrunde liegt, nicht explizit von der Zeit abhidngt und eine Eigenfunktion des
Laplace-Operators ist.

Es wird auflerdem ein Koeffizient von nullter Ordnung in den Lagrange’schen Ko-
ordinaten frei gelassen. Der Ansatz lautet also

0 =000 + v - uz, (97)

wobei v eine Konstante und g eine Funktion von ¢ ist. u, ist durch die Lagrange’sche
Abbildung bekannt.
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3.2.e Losung von 0

Es folgt mit dem Ansatz (97) aus der ersten Gleichung, die der Koeffizientenvergleich
lieferte:

foo = 0 (98)

Dieses Ergebnis ist sinnvoll, da die durch die Differentialgleichungen vorgegebene
Dynamik des Rayleigh-Bénard-Systems — wie die Entdimensionalisierung zeigt — nur
von der Temperaturdifferenz zwischen den Réndern abhingt. Eine additive Konstante
in der Temperatur — wie sie der Koeffizient 6pp unter der Bedingung (98) darstellt —
ist demnach zuerst beliebig. Erst durch die Vorgabe einer Randbedingung wird sie
festgelegt. Da 6 die Abweichung vom Temperaturfeld des stationdren Zustandes ist
und die Randbedingungen unabhéngig vom Zustand sind, muss § am Rand Null sein.
Die gleiche Randbedingung gilt fiir u,. So folgt fiir 6pg der Wert

B0 = 0 (99)
Aus Gleichung (94) erhédlt man mit dem Ansatz

(’y(k:z + 72) — 1) : %n cos(nt) =0 (100)

und Gleichung (95) fihrt auf

(Y(k* + 7%) = 1) - psin(nt) = 0. (101)
Es folgt fiir :

- 1
k2472

Damit lautet die hier gewonnene Losung fiir das Temperaturfeld:

o (102)

B 1
k242

Sie steht im Einklang mit der im Eulerbild bekannten Losung des Problems (siehe
(23) und (24)).

0 Cus (103)
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4 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die erste Instabilitdt des Rayleigh-Bénard-Systems auf eine
Lagrange’sche Weise behandelt. Dabei wurde auf eine im Eulerbild bekannte Losung
von einfacher Form zuriickgegriffen. Ausgehend vom Euler’schen Geschwindigkeits-
feld wurde die Lagrange’sche Abbildung berechnet. Mit diesem Vorwissen wurde die
Lagrange’sche Temperatur mittels der zugehorigen Differentialgleichung betrachtet.
Wegen der Unhandlichkeit der Lagrange’schen Abbildung wurde das Problem nach
Potenzen der Lagrange’schen Koordinaten entwickelt. Mit einem plausiblen Ansatz
konnte die bekannte Euler’sche Losung der Temperatur bis zur ersten Ordnung der
Entwicklung in Lagrange’scher Entsprechung wiedergefunden werden.

Damit hat sich diese Arbeit vorgetastet in die Richtung des Lagrange’schen Ansat-
zes, der eine seltener gewdhlte Alternative zum Euler’schen Weg ist. Diese Alternative
hat sich in der Anwendung auf das vorliegende Problem als interessant erwiesen und
es sind umfangreiche Mdoglichkeiten fiir weitere Untersuchungen zu sehen.

Diese betreffen vornehmlich die Kunst, die Unhandlichkeit der Lagrange’sche Ab-
bildung, die die Schwierigkeit der Lagrange’schen Methode ausmacht, zu iiberlisten
oder zu umgehen. An dieser Stelle sind neue Ideen gefragt. Aber auch der in dieser
Arbeit begonnene Weg bietet noch Herausforderungen und kann weiter ausgearbeitet
werden.

Hier kann man zum einen an der Auswertung der Ergebnisse des Koeffizientenver-
gleichs ansetzen. Da es die drei vorhandenen Gleichungen erlauben, einen Temperatur-
ansatz mit drei freien zeitabhdngigen Parametern zu machen, sind die Moglichkeiten
mit dem hier verwendeten Ansatz noch nicht erschopft. Es kann nach gewinnbringen-
deren Ansédtzen gesucht werden. Interessant ist in diesem Zusammenhang auch die
Frage, auf welche Weise eine Lagrange’sche Entsprechung einer in dieser Arbeit nicht
beriicksichtigten, stabilisierenden Mode des Euler’schen Temperaturfeldes zu finden
ist.

Zum anderen kann die Methode der Entwicklung des Problems nach Potenzen der
Lagrange’schen Koordinaten weiter ausgebaut und ausgetestet werden, indem man
versucht, mit ihr die erste Instabilitdt auf einem rein Lagrange’schen Weg — ohne
Vorkenntnisse aus dem Eulerbild — zu betrachten. Auflerdem kann man sich iiberle-
gen, inwieweit es machbar ist, quadratische und héhere Ordnungen trotz der potentiell
umfangreicheren Gleichungen zu berticksichtigen, und ob hier fiir bestimmte Algorith-
men der Computer verwendet werden kann. Die Idee, das betrachtete Problem nach
Potenzen der Lagrange’schen Koordinaten zu entwickeln, steht erst an ihrem Anfang.
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A Anhang

A.1 Eigenschaften Jacobi’scher Funktionen

(siche [Abramowitz|, [Bronstein])

snzcnydny +snycnzdnz
snfz +y,m] =

1 —m2sn2zsn?y

cnxeny —snzdnxsnydny
enfz +y,m] =

1 —m2sn2xsn?y

m] = dnzdny —m?snzcnzsnycny

dn[z + y,

1 —m2sn2xsn?y

sn[—z,m] = —sn[z,m], cn[—x,m|=cn[z,m], dn[—z,m|= dn[z,m]

sn [F[p,m],m] =sinp, cn[F [p,m],m|=cosep, dn[z,m]= \/1 — m?sn?[z, m]

Fiir s := F [§,m] gilt:

sn[0,m] =0 cnf[0,m] = dn[0,m] =1

snfz,m] =1 cnfs, k] =0 dn[se,m] = V1 —m?
sn[2s,m| =0 cnf2s¢,m] = —1 dn[2s,m] =1
sn[3s,m| = —1 cn32,m] =0 dn[3s,m] = V1 — m?

A.2 Koeffizienten der Reihenentwicklung der Lagrange’schen Abbildung

k.
a9 = cos(nt) Bio = - sin(nt)
m .
aot = o sin(nt) Bor = cos(nt)
k}Q ) ) k3 )
az = - sin(nt) (67715 + sm(2nt)) B3o = i cos(nt)( 6nt + sm(2nt))
k k?
g = _Zﬂ cos(nt) <2nt + sin(277t)) Pa1 = - sin(nt)( 2nt + Sln(2nt)>
2
k
a1p = —% sin(nt) ( 2nt + sin 2771‘,)) B2 = ZF cos(nt) (Qnt + sin(Qnt))
2
a3 = ”— cos(nt) (—6nt +sin(2nt))  fos = - sin(nt) (6nt + sin(2nt))
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A.3 Die Funktionen [f(t) des Koeffizientenvergleichs

1 2 3 2 2
Jao = f30 = fo1 = ag1 + B

2

T
=132 sin?(nt) + cos?(nt)

fl = fa1 = fis = —2a10001 — 2810801

=2 (i — Z) sin(nt) cos(nt)

foo = Tha = i = 030 + By
k2 2
= —5 sin (nt) + cos*(nt)
fE = agao — apaig + B21801 — Bi2Bio

= (k* — 7?) sin(nt) cos(nt) nt

9
Jo1 = a210010 — azoo1 + B21510 — F30501

K3 3km\ . o 3k3  km 9 k
=—|—+— | sin®(nt)nt — | =— + — | cos*(nt)nt +
2w 2 2w 2

£ = apan — agzaig + G281 — LosBio

= W—S—l—?)kl in?(nt) nt + 377r3+/€77r cos?(nt) nt —
- ok T ) 2% 2 I

fo = 12010 — az1a1 + B12B10 — Ba1for

= (7% — k?) sin(nt) cos(nt) nt
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I) sin(2nt)

7T3
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