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1 Einleitung und Aufbau der Arbeit

Die hier vorliegende Arbeit beschéftigt sich allgemein mit einer statistischen Behand-
lung zweidimensionaler Turbulenz. Mit einer statistischen Behandlung wird man einer
Haupteigenschaft der Turbulenz gerecht, der intrinsischen Zufilligkeit'. Es ist sehr
schwierig, Turbulenz im physikalischen Sinne exakt zu definieren. Ein raumzeitlich
scheinbar zufélliges Verhalten, welches sich auch ohne stochastische Randbedingungen
einstellt, wird jedoch als wichtiger Aspekt von Turbulenz angesehen.

Es stellt sich selbstverstédndlich die Frage nach dem Zweck der Behandlung zweidimen-
sionaler Turbulenz. Die Untersuchung zweidimensionaler Turbulenz ist keinesfalls von
rein akademischem Interesse. So kénnen Ergebnisse zur zweidimensionalen Turbulenz
der ndherungsweisen Beschreibung von Turbulenzphdnomenen z.B. in der Atmosphére
der Erde oder in Ozeanen dienen (vgl. [KMS80]). Bei der Behandlung zweidimensiona-
ler Turbulenz handelt es sich auch nicht lediglich um eine Reduktion der Komplexitét.
Es treten vielmehr, dhnlich wie beim Quanten-Hall-Effekt, bei der Betrachtung eines
zweidimensionalen Systems neue Effekte auf (vgl. z.B. Abschnitt 2.4.2 iiber die inverse
Kaskade), welche bei dreidimensionalen Systemen nicht beobachtbar sind.

Im ersten Kapitel der Arbeit sollen einige wichtige Grundlagen fiir die Beschreibung
von Turbulenz aufgefiihrt werden. Dabei konnen einzelne Aspekte selbstverstdndlich
nicht immer bis ins Detail erortert werden. Eingegangen wird zum einen auf die Grund-
gleichungen, aus denen jene Resultate abgeleitet werden, welche als exakt gelten. Zum
anderen werden wichtige phanomenologische Theorien beschrieben, welche sich nicht
mathematisch streng ergeben, jedoch zum Teil experimentell bestatigt wurden.

Die dann folgenden Kapitel beziehen sich auf die Arbeit [FVKW10]. Dabei wird zunéchst
die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie, wie sie in oben genannter Arbeit auftaucht,
abgeleitet. Dann werden ohne strenge Ableitung die in [FVKW10] erlangten Ergebnisse
flir Vortizitatsinkremente und Absténde Lagrange’scher Teilchen aufgefiihrt.

In Kapitel 4 werden schliellich die zwei Langevin-Gleichungen fiir das Vortizitéatsinkre-
ment und den Abstand unter Verwendung verschiedener Ansétze behandelt.

Vgl. hierzu [Tsi09].






2 Grundlagen

2.1 Grundgleichungen

2.1.1 Die Navier-Stokes-Gleichung

Betrachtet man Fluide als Kontinuum, so kénnen zwei verschiedene Beschreibungen
bemiiht werden®. Zunichst kann eine Beschreibung mit Hilfe des Eulerbildes erfolgen.
Dabei betrachtet man relevante Groflen der Strémung in einem ortsfesten Koordinaten-
system. So erhélt man zum Bespiel aus dem Euler’schen Geschwindigkeitsfeld u(x,t)
mit u(xy,t) den zeitlichen Verlauf der Geschwindigkeit am ortsfesten Punkt x;. Ist die
Geschwindigkeit an diesem Ort konstant, so heifit dies jedoch nicht, dass die Fluidteil-
chen dort keine Beschleunigung erfahren.

Dieser Sachverhalt wird insbesondere bei der Beschreibung tiber das Lagrangebild deut-
lich. Hierbei betrachtet man nicht mehr ein ortsfestes Koordinatensystem, sondern wer-
tet die Felder (z.B. das Geschwindigkeitsfeld) an Orten X(y,t) aus. Diese entsprechen
der Position eines Teilchens, welches sich zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢y am Ort y
befand. Die Geschwindigkeit eines solchen Teilchens ergibt sich dann zu U(X(y,t),1),
ihre Anderung zu

oU(X(y,1),t)

SUX(y1),6) = T

dt +(UX(y,1),1) - Vi) U(X, ) hmx(y.4) -

Die Grundgleichung fiir die Kontinuumsbeschreibung von Newton’schen inkompressi-
blen Fluiden ist die Navier-Stokes-Gleichung?:

%u(x, t) + wi(x, t)%u(x, t) = —Vp(x,t) + vAu(x,t) + f(x,1).

Diese Gleichung ergibt sich, wenn man die Giiltigkeit des zweiten Newton’schen Geset-
zes fiir jedes Fluidteilchen fordert. Auf der linken Seite der Gleichung steht die zeitliche
Anderung der Geschwindigkeit eines Teilchens, welches sich zum Zeitpunkt ¢ am Ort x
befindet. Auf der rechten Seite sind anschaulich gesprochen die Kréfte (pro Massenein-
heit) zu finden, die auf dieses Teilchen wirken.

Bezeichnet man mit L typische Langen- und mit T typische Zeitskalen der Stromung,
so konnen den einzelnen Komponenten der Navier-Stokes-Gleichung entsprechende Ein-
heiten zugeordnet werden.

'Fiir die in Abschnitt 2.1.1 und 2.1.2 dargestellten Grundlagen vgl. z.B. [FVKW10] oder [Pop00].
?Bei der Notation der Navier-Stokes-Gleichung ist, ebenso wie bei allen Formeln in dieser Arbeit, die
Einstein’sche Summenkonvention zu beachten.
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Es handelt sich bei f um sogenannte Volumenkrdifte pro Masseneinheit (mit Volumen-
kriften bezeichnet man &uBere Kréfte, unabhéngig von der Verformung des Fluids),
diese Krafte haben also die Einheit [%] Die Grofle p ist in dieser Darstellung der
Druck pro Volumen- und Masseneinheit, hat also die Einheit [ﬁ] Durch Reskalieren
der Navier-Stokes-Gleichung mit Potenzen der typischen Zeit- und Langenskalen erhélt
man die einheitenlose Gleichung:

0 0 1
au(x,t) + ui(x,t)a—xiu(x,t) = —Vp(x,t) + ﬁAu(x, t) + f(x,1).

Damit stellt sich die sogenannte Reynoldszahl Re = 7]1—2” als einziger Kontrollparameter
heraus, Stromungen auf verschiedenen Skalen konnen also verglichen werden, solange
ihre Reynoldszahl iibereinstimmt. Die oben geforderte Inkompressibilitat lasst sich ma-
thematisch formulieren als:

V-u(x,t) =0,

es folgt dann mit dem Reynold’schen Transporttheorem die Erhaltung der Dichte?.
Bei der Navier-Stokes-Gleichung handelt es sich, wie man sieht, um eine determinis-
tische, partielle Differentialgleichung. Zwei wichtige Eigenschaften sind jedoch heraus-
zustellen, die dazu fithren, dass Losungen der Gleichung bei grofien Reynoldszahlen
sensitiv fiir Anfangsbedingungen sind, woraus sich eine schlechte Vorhersagbarkeit er-
gibt. Zum einen bezeichnet man die Navier-Stokes-Gleichung als nichtlokal, was auf den
vom Druck abhingigen Term zuriickzufiihren ist. Dieser Term bewirkt, dass Anderungen
des Geschwindigkeitsfeldes an einem Ort x; nur langsam mit dem Abstand abklingende
Anderungen an beliebigen Orten x2 des Systems hervorrufen.

Zum anderen enthélt die Gleichung, wie man unschwer erkennen kann, mit dem zweiten
Summanden der linken Seite einen nichtlinearen Term, den man oft als advektiven Term
bezeichnet. Die Auswirkungen des nichtlokalen und des advektiven Terms werden umso
bedeutender, je geringer der Einfluss des dissipativen Terms Au(x,t) ist, welcher mit
der reziproken Reynoldszahl gewichtet wird.

Da es letztlich der nichtlokale und der nichtlineare Term sind, welche zu starker Sen-
sitivitdt der Losungen fiir Anfangsbedingungen fithren (Chaos), kann die Reynoldszahl
als Maf3 dafiir gesehen werden, wie turbulent eine Stromung ist.

2.1.2 Die Wirbeltransportgleichung

Aus der Navier-Stokes-Gleichung ergibt sich durch Rotationsbildung eine weitere wich-
tige Gleichung zur Beschreibung turbulenter Stréomungen (insbesondere zweidimensio-
naler turbulenter Strémungen):

0 0 0
aw(x,t) + uia—%w(x,t) = wi(x,t)a—xiu(x,t) +rvAw(x,t) + V x f(x,1). (2.1)

Hier wurde die Wirbelstarke bzw. Vortizitat definiert als
w(x,t) =V xu(x,t),

Gleichung (2.1) wird als Wirbeltransportgleichung bezeichnet.

3Fiir das Reynold’sche Transporttheorem siehe z.B. [Alt94].



2.2 Statistische Beschreibung

An dieser Stelle kann eine erste Besonderheit von zweidimensionalen Strémungen ma-
thematisch aufgezeigt werden: Die Vortizitdt w steht senkrecht auf dem Geschwindig-
keitsvektor u(x,t). Ist u(x, ¢t) nun zweidimensional, so verschwinden zwei Komponenten
der Vortizitdt und diese geht effektiv in eine eindimensionale Grofle w(x,t) tiber. Eine
direkte Folge dieser Tatsache ist, dass der erste Summand auf der rechten Seite der
Wirbeltransportgleichung fiir alle Orte und Zeiten verschwindet:

0
wg(x,t)a—%u(atl,xg,t) =0. (2.2)
Der hier verschwindende Summand wird als Wirbelstreckungsterm bezeichnet. Fir

zweidimensionale, nichtviskose Fluide (v = 0) ohne Antrieb (f = 0) erhdlt man aus
Gleichung (2.1):

0 0

aw(x,t) + uia—%w(xjt) =0. (2.3)
Diese Gleichung besagt in einer Langrange’schen Interpretation, dass die Vortizitét ent-
lang der Trajektorie eines Fluidteilchens konstant bleibt. Bei dreidimensionaler Tur-
bulenz kann bei gleichen Bedingungen (nichtviskos, kréaftefrei) keine solche allgemeine
Aussage getroffen werden.

2.2 Statistische Beschreibung

Auf Grund des oben (Abschnitt 2.1.1) beschriebenen, scheinbar chaotischen Verhaltens
von Stromungen bei hohen Reynoldszahlen liegt es nahe, Theorien statistisch zu for-
mulieren. Mathematisch bedeutet dies, dass untersuchte Gréflen wie das Geschwindig-
keitsfeld in Zufallsvariablen {ibergehen, fir die Wahrscheinlichkeitsdichten eingefiihrt
werden kénnen. Auch hier ist wieder ein Unterschied zwischen einer Euler’schen und
einer Lagrange’schen Formulierung zu beachten. In der Euler’schen Formulierung be-
trachet man, wie oben erwéhnt, die Stromung in einem festen Koordinatensystem. Eine
Wahrscheinlichkeitsdichte # fiir eine GréBe A(x,t), die am Ort x zur Zeit ¢ betrachtet
wird (bei A konnte es sich zum Beispiel um die Geschwindigkeit oder die Vortizitét han-
deln) hat also die Form f4(a;x,t). Hier ist a eine Wahrscheinlichkeitsraumuvariable, bei
x und ¢ handelt es sich um Parameter. Im Folgenden sollen Wahrscheinlichkeitsraumva-
riablen und Parameter im Argument von Dichtefunktionen stets durch eine Abtrennung
mit einem Semikolon unterschieden werden.

Das n-te Moment der Zufallsvariablen A ist

(A™) = / da fa(a;x,t) a”. (2.4)

Man bezeichnet das zweite Moment (A?) als Erwartungswert von A. Fiir die vollstéindige
Information iiber das System muss die Wahrscheinlichkeitsdichte an allen Orten bekannt
sein. Betrachtete Zufallsvariablen an verschiedenen Orten sind im Allgemeinen nicht
statistisch unabhéngig.

“Im Folgenden werden Wahrscheinlichkeitsdichten auch als pdf fir probability density function oder
Dichtefunktionen bezeichnet.
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Daher muss fiir eine statistische Beschreibung der Grofien Aq,..., Ay an den Orten
X1 ...Xy eine im Allgemeinen nicht faktorisierende Verbundswahrscheinlichkeitsdichte
fn(at,...,an;x1,...,XN,t) definiert werden.

Wie oben beschrieben, kann die scheinbare Zufélligkeit der angenommenen Werte von
Groflen wie der Geschwindigkeit auf eine Sensitivitat fiir Anfangsbedingungen zuriick-
gefiihrt werden. Dies motiviert den Ensemblemittelwert als Schétzer fiir Erwartungs-
werte der Form (2.4). Der Ensemblemittelwert ist eine Mittelung einer Grofle tiber alle
moglichen Realisierungen, welche sich in ihren Rand- und/oder Anfangsbedingungen
unterscheiden. Angewendet wird dieser Mittelwert bei der Auswertung von Daten aus
Experimenten oder DNS (Direkte Numerische Simulation).

Mit Hilfe der sogenannten feinkornigen pdf ldsst sich die Ableitung einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung aus der Mittelung tiber Elementarereignisse beschreiben. Bei einer
Messung von A erhélt man der Statistik von A folgend ein eindeutiges Messergebnis.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das Messergebnis ist dann die eines Elementarer-
eignisses: fu(a) = 6(a — A). Diese feinkérnige pdf ist noch von der Zufallsvariablen A
abhangig. Nun ldsst sich der Prozess der Mittelung iiber alle Realisierungen mit Hil-
fe von (2.4) formalisieren. Man erhélt fir die tatséchliche pdf tiber die Definition der
Deltafunktion:

fa(@) = (Fa(@) = [ da'fa(@)o(a - a), (25)

Wie sich in spéateren Teilen dieser Arbeit herausstellen wird, ist es zum Teil hilfreich,
zunéchst mit der feinkérnigen pdf zu argumentieren und spater Mittelungen durchzu-
flihren, um die tatsédchliche Verteilung zu erhalten.

Bei einer Lagrange’schen statistischen Beschreibung méchte man auler den Werten von
A auch die Trajektorie X(y,t) eines betrachteten Teilchens statistisch beschreiben. Die
Wahrscheinlichkeitsdichte ist daher von der Form fa x(a,x;t,y).

Bei einem Zufallsprozess mit mehreren Zufallsvariablen ist eine interessante Frage, wel-
che pdf einer oder mehrerer Variablen sich ergibt, wenn bestimmten Zufallsvariablen ein
fester Wert zugeordnet wird. Diese pdf wird bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte genannt
und ist beispielsweise fiir zwei Zufallsvariablen A, B definiert iiber®:

. fas(a,b)
fala|B=10b) = ) (2.6)

Mit dieser Definition der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte kann ein weiterer Satz
hergeleitet werden, der in Abschnitt 4.2 eine Rolle spielen wird. Allgemein gilt bei zwei
Zufallsvariablen fiir den Zusammenhang zwischen der Verbundswahrscheinlichkeitsdich-
te und der Wahrscheinlichkeitsdichte einer einzelnen Zufallsvariablen:

fa@) = [ faslab)db.
Setzt man hier nun Gleichung (2.6) ein, so erhélt man den Zusammenhang:
fa@) = [ fatalB = b)fa(b)db. 27)

Diese Gleichung lésst sich auf beliebig viele Zufallsvariablen erweitern.

®Die folgenden Gleichungen sind entnommen aus [Pop00].
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2.3 Die Richardson-Kaskade und K41

Eine bedeutende phidnomenologische Theorie zur Turbulenz wurde von Richardson in
einem 1922 verdffentlichten Artikel [Ric22] geliefert. Dabei wurde keine Ableitung aus
der Navier-Stokes-Gleichung durchgefiihrt, den Uberlegungen liegen in erster Linie ex-
perimentelle Beobachtungen zu Grunde.

In der sogenannten Richardson-Kaskade wird der Turbulenz auf groflen Skalen Ener-
gie zugefithrt. Diese Energie wird durch Zerfall grofierer Wirbel in kleinere Wirbel auf
immer kleinere Skalen weitergegeben, bis auf den kleinsten Skalen der Einfluss der Vis-
kositdt v derart grof ist, dass die Energie dissipiert wird. Diese Vorstellung von einer
Energiekaskade wurde von Kolmogorov in seiner im Folgenden mit K41 bezeichneten
Theorie aufgegriffen und erweitert. Auch bei K41 handelt es sich um eine ph&nomenolo-
gische Theorie, welche nicht formal aus der Navier-Stokes-Gleichung abgeleitet wurde.
Zum Verstiandnis von Kolmogorovs Theorie ist es hilfreich, zunéchst Symmetrien von
Losungen der Navier-Stokes-Gleichung fiir den Fall zu betrachten, dass Randbedingun-
gen keinen Einfluss nehmen. Der Argumentation von [Fri95] folgend, werden hierzu
periodische Randbedingungen angenommen, betrachtet wird ein System mit Seitenldn-
gen L. In diesem Fall sind die Losungen u(x,t) der Navier-Stokes-Gleichung invariant
unter folgenden Operationen®:

- Translation : x — x +p, p € R3

- Zeitliche Verschiebung: ¢t - t+7, T€e R, 7 > —t
-Rotation : x,u — Uu,Ux, U € SO(3) (nur fir L — o)
- Reskalierung : t,u,x — A 7", Ar, \'u, M e R4, h eR.

Als Motivation fir Kolmogorovs Theorie kann man nun die Annahme ansehen, dass
die oben genannten Symmetrien zwar durch Randbedingungen gebrochen, jedoch auf
kleinen Skalen zum Teil in einem statistischen Sinne wiederhergestellt werden. Es wird
von Turbulenz ausgegangen, der auf grofien Skalen L Energie zugefiihrt wird, welche
dann im Sinne der Richardson-Kaskade sukzessive auf kleinere Skalen {ibertragen wird,
bis sie auf einer Skala n in Warme dissipiert wird.

Fiir dieses System stellt Kolmogorov folgende Hypothesen auf 7:

Hypothese der lokalen Isotropie

Auf hinreichend kleinen Skalen | < L und bei hinreichend grofien Reynoldszahlen
Re — oo kann die turbulente Stromung als im statistischen Sinne isotrop (rotationsin-
variant) und homogen (translationsinvariant) angesehen werden.

Erste Ahnlichkeitshypothese

Unter den gleichen Bedingungen wie bei der vorangehenden Hypothese zeigen die Sta-
tistiken der Bewegung lediglich eine Abhéngigkeit von der mittleren Dissipationsrate ¢,
der Viskositdt v und der Lingenskala [ und haben eine universelle Form.

®Die Formulierung der Symmetrien ist entnommen aus [Fri95].
"Die Hypothesen sind hier frei formuliert. Die Formulierung orientiert sich grundsitzlich an [Pop00].
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Zweite Ahnlichkeitshypothese Auf hinreichend kleinen (I < L) aber auch hinrei-
chend groflen Skalen (I > 7), stets im Grenzfall Re — oo, sind die Statistiken der
Bewegung nur abhéngig von der mittleren Dissipationsrate ¢ und der Léngenskala [
und haben eine universelle Form.

Der Skalenbereich, auf den die Giiltigkeit dieser zweiten Ahnlichkeitshypothese ein-
geschrénkt ist, wird als Inertialbereich bezeichnet. Hier sind nach der Hypothese die
Effekte von Randbedingungen verschwunden, die Dissipation hat jedoch nur einen un-
wesentlichen Einfluss. Im Skalenbereich mit [ =~ 7 spielt, wie oben beschrieben, die
Energiedissipation eine entscheidende Rolle, daher wird dieser Skalenbereich als Dissi-
pationsbereich bezeichnet.

Dabei sind alle in den Hypothesen vorkommenden statistischen Eigenschaften iiber ihre
Giltigkeit fiir die N-Punkt Verteilung von Geschwindigkeitsinkrementen
v=u(x+1t) —u(x,t) definiert.

Von besonderem Interesse ist die Anwendung der Kolmogorov’schen Hypothesen auf die
Statistik der sogenannten longitudinalen Geschwindigkeitsinkremente. Das Euler’sche
longitudinale Geschwindigkeitsinkrement dv) ist definiert als:

dv(x,r) = (u(x +r) —u(x)) - ;

Betrachtet man nun die longitudinalen Geschwindigkeitsinkremente im Inertialbereich
der vollentwickelten Turbulenz, so ist nach der Hypothese der lokalen Isotropie die Dich-
tefunktion lediglich abhéngig vom Abstand r, sowie von der mittleren Dissipationsrate
e. Unter Anwendung der zweiten Ahnlichkeitshypothese lisst sich nun zeigen, dass die
Dichtefunktion von der Form (vgl. hierzu [AFHF10))

1 ov
f(ov;r) = <T€)1/39 <(T€)!/3> (2.8)

ist. Eine Aussage iiber die funktionale Form von g(z) ldsst sich aus den Kolmogo-
rov’schen Hypothesen nicht treffen. Experimentell wurden in dreidimensionaler Turbu-
lenz Abweichungen der Statistiken von Geschwindigkeitsinkrementen von der Form (2.8)
gefunden. Dieses Phédnomen wird als Intermittenz bezeichnet.
Eine weitere Folgerung ist, dass das n-te Moment von Jvj|, die sogenannte Strukturfunk-
tion n-ter Ordnung im Inertialbereich die Skalenabhéngigkeit

S™ = (Suft) ~ (er)"/®

besitzt. Fiir homogene isotrope Turbulenz ldsst sich direkt aus der Navier-Stokes-Gleichung
ableiten, dass fiir die Strukturfunktion dritter Ordnung gilt:

4
S3(r) = —Zer.
() =
Diese Beziehung wird als —%-Gesetz bezeichnet. In diesem Sinne handelt es sich bei der
allgemeinen Vorhersage von Kolmogorov iiber die Strukturfunktionen n-ter Ordnung
um eine Extrapolation eines exakten Resultats®. Fiir zweidimensionale Turbulenz (vgl.

[Ber99]) éndert sich der Vorfaktor von S3 und es ist:
53 = gsr. (2.9)

8Der Begriff Extrapolation in diesem Zusammenhang wird verwendet in [AFHF10].
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2.4 Energietransport und inverse Kaskade

Von groflem Interesse bei der Beschreibung von Turbulenz ist, wie man auch an den
phénomenologischen Theorien der Richardson-Kaskade und an K41 erkennen kann, der
Energietransport. Hier sollen nun Ergebnisse iiber den Energietransport aufgezeigt wer-
den, die sich aus der Navier-Stokes-Gleichung ergeben. Insbesondere zeigt sich im Bezug
auf den Energietransport eine besondere Eigenschaft von zweidimensionaler Turbulenz,
es stellt sich hier die sogenannte inverse Kaskade ein. Es handelt sich dabei um ei-
ne FEnergiekaskade dhnlich der Richardson-Kaskade, wobei die Energie von kleinen zu
groflen Skalen transportiert wird. Dies steht in engem Zusammenhang zur in zweidi-
mensionaler Turbulenz erhaltenen Emnstrophie. Im Folgenden wird stets ein Fluid mit
der konstanten Dichte p = 1 betrachtet.

2.4.1 Energietransport

Die kinetische Energie (pro Volumeneinheit) an einer Stelle x ergibt sich zu ey, (x,t) =
%uz(x,t). Aus der Navier-Stokes-Gleichung folgt eine Bilanzgleichung fiir die Energie-

dichte ej;p,:°

Oegin(x,1)

5t + V- J(x,t) = q(x,1). (2.10)

Dabei handelt es sich um eine Kontinuitdtsgleichung mit einem Quellterm
q(x,t) = f(x,t) - u(x,t) — €(x,t), der sich aus einem von der Volumenkraft erzeugten
Ou;

2
ou;
ry + 811-) zusammensetzt.

Anteil und der lokalen Energiedissipationsrate € = 5 % (

Betrachtet man nun homogene oder insbesondere homogene isotrope Turbulenz, so ist
die gemittelte kinetische Energie pro Einheitsvolumen FEjy;, = (u?(t)) unabhingig vom
Ort und die Transportterme in (2.10) verschwinden im Mittel. Wird keine Energie iiber
eine duflere Kraft erzeugt, so erhélt man fiir die mittlere kinetische Energie die einfache
Beziehung

= —e(t
i (1),

wobei € = (€) die mittlere Energiedissipationsrate ist, welche auch in der bereits er-
lauterten K41-Theorie eine entscheidende Rolle spielt. Die mittlere kinetische Energie
ist also fiir den nichtdissipativen Fall ohne duflere Kréfte eine Erhaltungsgréfie. Sowohl
im homogenen als auch im nichthomogenen Fall ist die Gesamtenergie des betrachteten
Systems unter eben genannten Bedingungen erhalten.

Bei zweidimensionaler Turbulenz lasst sich aus der Wirbeltransportgleichung (2.3) durch
Multiplikation mit w und Mittelung eine weitere Erhaltungsgrofie herleiten. Auch fiir
die mittlere Enstrophie pro Einheitsvolumen Q(t) = (w?(t)) gilt im Fall v = 0 und
f=0:

o
==
dt

Fiir die folgenden Gleichungen vgl. z.B. [AFHF10] und [Pop00].
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2 Grundlagen

Im Folgenden soll nun homogene isotrope Turbulenz angenommen werden, wie sie nach
Kolmogorovs Hypothesen im Inertialbereich auftritt.

Unter diesen Bedingungen, bei denen im Mittel kein Energietransport zwischen verschie-
denen Orten des Systems stattfindet, ist es interessant, den Energietransport zwischen
verschiedenen Skalen zu betrachten. Um wichtige Gréflen einzufithren seien hier zu-
néchst einige Resultate fiir den Energietransport zwischen verschiedenen Skalen in der
dreidimensionalen Turbulenz aufgefiihrt. Dabei orientiert sich die Darstellung im We-
sentlichen an [Fri95] und [Pop00].

Uber eine Darstellung durch Fouriertransformationen kénnen Gréfilen angegeben wer-
den, zu denen nur ein bestimmter Wellenzahlenbereich beitrdgt. So kann zum Beispiel
&k definiert werden als die mittlere Energie der Turbulenz, die sich aus Beitrdgen von
Skalen [ <l ~ % ergibt. Fiir diese kumulative Energie lasst sich eine Bilanzgleichung
angeben:

dflif = Il — 200K + Fk. (2.11)
Dabei ist Qg die kumulative Enstrophie von Moden mit k < K, Fk ist die durch
duflere Krifte injizierte Energie in eben diese Moden und Ilx ist der Energiefluss von
Moden mit k < K zu Moden mit k > K.
Da £k, wie oben beschrieben, die gesamte Energie aller Moden mit k£ < K ist, besteht
ein Zusammenhang zu einer sogenannten spektralen Energiedichte E(k) iiber

K
i = §(K) = [ Bk,
0

womit dann E(k) = % folgt. Ersetzt man in der Bilanzgleichung (2.11) der Nomen-
klatur wegen K durch k und leitet dann nach k ab, so folgt eine Bilanzgleichung fiir die
spektrale Energiedichte:

OFE(k
a/(g) = T(k) + F(k) — 2vk*E(k). (2.12)
Der Term T'(k) = —88% wird als Energietransfer bezeichnet und beschreibt genauso

wie Il den Energietransport zwischen verschiedenen Moden, welcher auf nichtlineare
und nichtlokale Effekte zuriickzufiihren ist. Sowohl bei drei- als auch bei zweidimensiona-
ler Turbulenz kann der Energietransfer mit der longitudinalen Strukturfunktion dritter
Ordnung in Verbindung gebracht werden. Falls S verschwindet, findet kein Transfer
zwischen verschiedenen Skalen statt. Daher ist die Uberpriifung der Endlichkeit von S3
ein wichtiges Konsistenzkriterium fiir Modelle, die Geschwindigkeitsinkremente in der
inversen Kaskade beschreiben.

Es lasst sich ebenfalls ablesen, dass fiir die iiber das Volumen gemittelte Enstrophie
Q) = Qo des Systems gilt:

Q= [ dk K*E(k). (2.13)
/
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2.4 Energietransport und inverse Kaskade

Mit Hilfe der Theorie K41 findet man, dass innerhalb des oben beschriebenen Inertial-
bereichs bei dreidimensionaler Turbulenz fiir die spektrale Energiedichte gilt'?:

E(k) = Ce*BEPB vV ke K.

Die Tatsache, dass die spektrale Energiedichte im Fall von homogener und isotroper
Turbulenz mit k~°/3 skaliert, lasst sich auch exakt aus der Navier-Stokes-Gleichung
herleiten. Auflerdem erhélt man fiir alle k, welche dem Inertialbereich zuzuordnen sind,
im Rahmen der K41 Theorie (also insbesondere nur unter der Bedingung, dass Re — oo
im Inertialbereich; vgl. [Fri95]):

Hk:e’-:.

Die Energie, welche auf kleinsten Skalen dissipiert wird, wird also im Inertialbereich
von grofere auf immer kleinere Strukturen iibertragen.

2.4.2 Die inverse Kaskade

Fine andere Situation ergibt sich im Fall zweidimensionaler Turbulenz. Wie gezeigt wur-
de, verschwindet in diesem Fall der Wirbelstreckungsterm in Gleichung (2.1), was dazu
fithrt, dass bei idealen Flissigkeiten und homogener Turbulenz die mittlere Enstrophie
eine Erhaltungsgrofe ist, ebenso wie die Gesamtenstrophie.

Daraus folgt, wie zunachst Fjgrtoft an einem einfachen Modell zeigen konnte, dass der
Energiefluss bei zweidimensionaler Turbulenz von kleinen Skalen in Richtung grofler
Skalen verlduft. Die Grundidee hierbei ist die Folgende (vgl. [Kam09]):

Findet ein Energiefluss von AF; > 0 von einer Mode kg in eine etwas groflere Mode
ky statt, so fithrt dies nach (2.13) zu einer Erh6éhung der Enstrophie um k?leEl mit
k€ [ko, k1]. Um die Erhaltung der Enstrophie zu gewéhrleisten, muss diese durch einen
Energiefluss AFEs < 0 von kg nach ky < kg wieder erniedrigt werden.

Da jedoch gelten muss k:~12AE1 = —]522AE2 und 1512 > 1522 folgt in der Gesamtbilanz
ein Energiefluss zu kleineren Wellenzahlen, also zu grofieren Skalen.

In einer auf die Uberlegungen von Fjgrtoft aufbauenden Arbeit [Kra67] verfeinerte
Kraichnan die Theorie der inversen Kaskade weiter. Als System betrachtete Kraichnan
den Inertialbereich einer Turbulenz in einer Box mit periodischen Randbedingungen.
In seiner Arbeit konnte Kraichnan zeigen, dass fiir ein solches System zwei spektrale
Energiedichten E(k) im Inertialbereich moglich sind. Zum einen besteht die Moglichkeit
einer Enstrophiekaskade von niedrigen Moden zu hoheren. In diesem Fall ist die Ener-
giekaskade vollstandig unterdriickt (Il = 0 V k € K), fiir die spektrale Energiedichte
folgt

E(k) = Cx*/3k—3.

Dabei ist y, analog zur mittleren Energiedissipationsrate, die mittlere Enstrophiedissi-
pationsrate.

10K sei die Menge aller Wellenzahlen k, die dem Inertialbereich zuzuordnen sind.
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2 Grundlagen

Zum anderen besteht die Moglichkeit einer inversen Energiekaskade (IIy < 0V k € K).
In diesem Regime ist die Enstrophiekaskade unterdriickt und die spektrale Energiedichte
skaliert nach

E(k) = Ae*3k5/3,

also wie es von der K41-Theorie fiir den Inertialbereich sowohl fiir drei- als auch fur
zweidimensionale Turbulenz vorausgesagt wird.

2.5 Das Richardson-Gesetz

2.5.1 Die Arbeit von Richardson

Eine frithe wichtige Arbeit [Ric26] zu Teilchendispersion in turbulenten Stréomungen
wurde vom Meteorologen und Physiker Lewis F. Richardson geliefert, der darin eine
statistische Theorie fiir die Dispersion von Teilchenpaaren in der Erdatmosphére formu-
lierte. Die wesentlichen Aspekte der Argumentation und die Ableitung des sogenannten
Richardson-Obukhov-Gesetzes sollen hier kurz aufgezeigt werden.

Die Betrachtung von Teilchenpaaren wird als vorteilhaft gegeniiber der Betrachtung
von einzelnen Teilchen angesehen. Bei der Betrachtung von Teilchenpaaren werden die
Effekte von Wirbeln beriicksichtigt, die im gleichen Skalenbereich auftreten wie der Teil-
chenabstand. Betrachtet man jedoch die Dispersion eines einzelnen Teilchens iiber einen
nicht zu groflen Zeitraum, so erkennt man nur die Effekte der molekularen Dispersion.
Gemeint mit molekularer Dispersion ist jene Dispersion, die unabhéngig von Strémun-
gen durch zuféllige Bewegung der Molekiile stattfindet (Brown’sche Bewegung).
Betrachtet werden stets eindimensionale Verteilungen, welche auf die Teilchenzahl nor-
miert sind. Richardson konnte in seiner Arbeit zeigen, dass unter der Annahme, dass
die Dichtefunktion v(z,t) der Teilchen einem Fick’schen Gesetz gehorcht, dies auch fiir
die Dichtefunktion ¢(l,t) der Absténde [ zwischen zwei Teilchen gilt:

2
O g0t) = F - (L 1)
Dabei ergibt sich der Diffusionskoeffizient I’ aus dem Koeffizienten der entsprechenden
Gleichung fiir v(x,t) nach dem Zusammenhang F' =2 - K.

Dieses erste Ergebnis, welches sich unter der Annahme Fick’scher Diffusion ergibt, sollte
nun an experimentelle Ergebnisse angepasst werden. Um die beobachteten unterschiedli-
chen Diffusionsgeschwindigkeiten bei verschiedenen Abstdnden zu beriicksichtigen, fiithrt
Richardson einen skalenabhéngigen Diffusionskoeffizienten F'(I) ein und die Fick’sche
Gleichung dndert sich zu:

0 0 0

—q(l,t) = =F(l)=q(l,1). 2.14
o) = S F () rall,) (214)
Eine Ableitung dieses modifizierten Gesetzes wird nicht geliefert, eine Modifikation des
Fick’schen Gesetz durch einen ortsabhéngigen Diffusionskoeffizienten wiirde zu einem
falschen Ergebnis fiihren, da die Diffusionsgeschwindigkeit vom Abstand zweier Teilchen
abhéngt, jedoch nicht in einer allgemeinen Art und Weise vom Ort.
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2.5 Das Richardson-Gesetz

Die Skalenabhéngigkeit des Diffusionskoeffizienten ermittelte Richardson experimentell
aus Beobachtungen von Dispersionen auf verschiedenen Skalen. Das Ergebnis war ein
Potenzgesetz:

F(l) =€ 1?3,

Dabei ist € in diesem Fall ein auf nicht zu groflen Skalenbereichen konstanter Faktor der
GroBenordnung e = 0, 4cm?/3 /sec. Die Gleichung, welche nach Einsetzen dieses Resul-
tats in (2.14) folgt, entspricht formal einer bereits von Fourier behandelten Gleichung
zur Wéarmeleitung in einem homogenen Festkorper. Die Losung fiir den Fall, dass die
Teilchen zum Zeitpunkt ¢ = 0 an einem Punkt lokalisiert sind (die Dichtefunktion ¢(I)
entspricht also zu t = 0 einem §-Peak) lautet:

=3/2  _g.2/3
al)=a- () T

Dabei ist A eine Konstante, welche sich aus der Anzahl der Teilchen ergibt. Bildet man
das zweite zentrale Moment dieser Dichtefunktion, so erhélt man fiir den zeitlichen
Verlauf des mittleren quadratischen Abstands zweier Teilchen:
9 140 5 4

(1 (t))—%e A
Damit verlauft die Diffusion von Teilchen in Turbulenz nach Richardson superdiffusiv,
dass heif3t der relative Abstand zweier Teilchen &ndert sich im Mittel schneller als linear
in der Zeit.
An dieser Stelle soll noch kurz auf die experimentelle Gewinnung der Diffusionskoeffi-
zienten F'(I) fir unterschiedliche [ eingegangen werden. Richardson ermittelte F'(I) mit
dem Zusammenhang F'(I) = 2K aus dem Koeffizienten K, welcher im Fick’schen Gesetz
fiir die Dichtefunktion v auftritt. Auflerdem setzte er fiir die entsprechende Skala [ = o,
wobei 02 die Varianz der Verteilung v(x,t) ist. Die Annahme F(I) = 2K ist im Prinzip
nur fiir konstante F' giiltig. Sie erweist sich bei Untersuchung mit dem oben aufgezeigten
Ergebnis fiir die Varianz (2.15) als selbstkonsistent.

(2.15)

2.5.2 Erweiterungen von Richardsons Theorie

Zunéchst kann die von Richardson fiir eindimensionale Diffusion abgeleitete Gleichung
(2.14) auf eine pdf p(r,t) fiir den Abstand zweier Teilchen im dreidimensionalen Raum
ibertragen werden. Im Fall isotroper Turbulenz gilt dann (sieche zum Beispiel [BS02]):
8p(:,t) = r—i%ﬂ[((r)p(r,t).

Im Folgenden wird nun die Teilchendispersion im Inertialbereich der vollentwickelten
Turbulenz im Sinne von K41 betrachtet. Obukhov folgerte fiir die Dispersion in diesem
Bereich, dass der Diffusionskoeffizient auf Grund der zweiten Ahnlichkeitshypothese
nur von der mittleren Energiedissipationsrate ¢ und von 7 abhingen darf''. Da K(r)
auflerdem dimensionslos ist, folgt aus einer Dimensionsanalyse

K(r)= k0€1/37"4/3

und somit ein Skalierungsverhalten des Diffusionskoeffizienten, welches Richardsons Er-
gebnis stiitzt.

Hvel. [BSO2].
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2 Grundlagen

Mit dem von Obukhov hergeleiteten Koeffizienten folgt die gleiche Zeitabhéngigkeit des
mittleren Abstands zweier Teilchen wie in 2.15, weshalb der Zusammenhang

(r2) ~ 8

oft als Richardson-Obukhov-Gesetz (z.B. in [Bak08]) bezeichnet wird. Weitere Uber-
legungen zur Teilchendispersion wurden von Batchelor angestellt, der genauso wie Ri-
chardson eine Diffusionsgleichung mit nichtkonstantem Diffusionskoeffizienten annahm.
Batchelor nimmt in seiner Theorie jedoch einen Diffusionskoeffizienten D(t) ~ 2 an,
welcher von der Zeit abhiingt!'?. Damit ergibt sich an Stelle von (2.14) die Diffusions-
gleichung

da(l) 9%q(l)
ot PO

Mit einer §-Verteilung als Anfangsbedingung erhélt man hier als Losung eine Gauf3’sche
Dichtefunktion ¢(1)!3.

12Vgl. [Bak08]
13Eine experimentelle Untersuchung, die fiir zweidimensionale Turbulenz durchgefithrt wurde [JPT98],
stiitzt die nicht Gauf3’sche Verteilung, wie sie von Richardson hergeleitet wurde.
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3 Statistik der Vortizitat in der inversen
Kaskade

Da sich die weiteren Teile dieser Arbeit auf Resultate in [FVKW10] beziehen, soll als
Grundlage fiir explizit ausgefiihrte Ableitungen die dort betrachtete zweidimensionale
Wirbeltransportgleichung

gtw(x, t) +u(x,t) Vxw(x,t) = L(—Ax)w(x,t) + F1(x, 1) (3.1)
dienen. Im Wesentlichen entspricht diese der Gleichung (2.1), hier wurde jedoch der Dis-
sipationsterm durch den Operator L(—Ax) ersetzt, welcher fiir Dissipation auf grofien
Skalen sorgt. Dies fiihrt dazu, dass die Energie, welche durch den Kraftterm Fj, auf
kleinen Skalen in das System injiziert wird, auf groflien Skalen dissipiert wird. Daraus
ergibt sich der Aufbau einer inversen Kaskade mit einem Inertialbereich, in dem der
Energiefluss konstant ist (vgl. Abschnitt 2.4.2).

3.1 Die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie

In diesem Abschnitt soll die statistische Behandlung der zweidimensionalen Wirbel-
transportgleichung (2.1) im Sinne der sogenannten Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie
dargestellt werden'. Um ein System statistisch zu beschreiben, wird die Verbundswahr-
scheinlichkeitsdichte f({w;};x1,...xn,t) der Vortizitat w(x;) an N verschiedenen Punk-
ten x; i = 1,... N betrachtet. Beim Ubergang zum Kontinuum (N — oo) wiire hiermit
die Turbulenz vollstdndig beschrieben, jedoch ist die Kenntnis von f an endlich vielen
Punkten bereits ein befriedigendes Ergebnis.

3.1.1 Evolutionsgleichung der feinkérnigen pdf

In Abschnitt 2.2 wurde eine eindimensionale pdf gleichgesetzt mit dem Ensemblemit-
telwert iiber die feinkornige pdf der Zufallsvariablen. Im mehrdimensionalen Fall, also
insbesondere fiir die betrachtete pdf f({w;};x1,...xnN,t), kann eine Darstellung iiber
die feinkornige pdf in analoger Weise geschehen:

N
fwit;x1,...xNn,t) = <1:[ S(w(xg) —w)) =t (f{wi}ix1,...xN, 1))

'Die Ableitungen sind in dhnlicher Form auch in [VoB09) fiir eine Ein- und Zwei-Punkt pdf der Vor-
tizitdt zu finden. Grundlage fiir die Ableitung ist die Arbeit [Lun67]. Hier soll eine in [FVKW10]
aufgefithrte Entwicklungsgleichung fiir eine N-Punkt pdf explizit hergeleitet werden.
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3 Statistik der Vortizitat in der inversen Kaskade

Auch hier kann man als Begriindung ansehen, dass, bei Ersetzen des Ensemblemittel-
wertes durch einen Erwartungswert, nach den Eigenschaften der é-Funktion tatséchlich
gilt:

o N
Flwidix1, .. x0, 1) = / T] de!, 6(s, — wi) F({w!}ixa, - x001):
o i=1

Es kann nun eine Evolutionsgleichung fiir die feinkérnige pdf gefunden werden. Be-
trachtet man zunéchst eine eindimensionale pdf, also f(w1;x1,t) = d(w(x1,t) —w1), so
gilt:

8f~(w1;xl7t) o a

i ot Bté( (Xla )—LU1)
Of (w1;x1,1) B 0 i
o ol (Duta.t) s st )
Af (wr;x1,1) B 0 J =
o Sl <8t (xl,t)> s Fenixa,) (3.2)
Dabei wurde ausgenutzt, dass fiir die Dirac’sche Deltafunktion gilt:
0

0
%(5(a —b) = —%(5((1 —b).

Moéchte man den Zusammenhang (3.2) auf eine N-Punkt feinkornige pdf verallgemei-
nern, so erhalt man analog:

Gat({wZ} X1, XN, T [ﬁ;(@t wixi,t )awllﬁ wxi, t) = wi)

=1

N ~
=% o [t 0] Fega, . 0

In dieser Darstellung von % f{wi};x1,...xN,t) tauchen zeitliche Ableitungen der Vor-
tizitat auf (%w(xi, t)), welche der Wirbeltransportgleichung geniigen miissen:

aw(xi,t) = —u(x;, t) - Vyw(xi, t) + L(—Ax, )w(xi, t) + F(xi,t).

Es folgt dann fiir die Evolutionsgleichung (3.3):
7 N({wi}; X1,-. - XN, t)

N o N
= Z Oews [u(xi7t) ’ in(w(Xivt)) - L(_Axi)(w(xi)) - F(Xi)} H 6(W(Xia t) - Wi)-
i=1 t

=1
(3.4)

Auch fiir den Gradienten der feinkornigen pdf gilt vollig analog zu Gleichung (3.2):

Vi, f{wi}; X1, ... XN, t) = Vi, H5 w(xi, t) — wj)

8
ow;

& Vi, fwik;x1,.. . XN, 1) = — [V, (w(xi, )] F{wi}; X1, .. XN, 1)
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3.1 Die Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie

Diese Gleichheit gilt insbesondere also fiir jede Komponente des Gradienten und lasst
sich somit in Gleichung (3.4) identifizieren. Man erhélt dann schliellich:

N

gtf({wi};xl’ CLXN, L) — ; [aiiu(xi,t) . in(w(xi,t))] f({wi};xl, . XN, )
:;f({wi};xh...xN, ZV u(x;,t ] f({wi};x1, ... XN, 1)
= - Z iy (LA, 6) + F i 1) Flwiksxt, .. xn, ). (3.5)

Hier wurde in der zweiten Zeile die Gleichheit der beiden Operatoren
V-u(x,t) =u(x,t) -V

ausgenutzt, welche, wie man einfach sieht, auf Grund der Inkompressibilitét
(a%iui(x,t) = 0) gilt. Nun kann der Ensemblemittelwert der gesamten Evolutionsglei-
chung (3.5) gebildet werden, um so eine Gleichung fiir die pdf f(.) zu ermitteln. Dabei
vertauscht der Ensemblemittelwert mit allen in (3.5) auftretenden Ableitungen. Als
weiteres Zwischenergebnis liefert die Bildung des Ensemblemittelwerts (hier wird die
Abkiirzung f({w;};X1,...%xN,t) = f(.) verwendet):

+ZV u(x;, ) (1))

:—2 o (DBl + (PO, )] (3.6)

Hier erkennt man eine Manifestation des Schlieffungsproblems der Turbulenz: Die auftre-
tenden Erwartungswerte kénnen nicht aus der Wirbeltransportgleichung bzw. Navier-
Stokes-Gleichung ermittelt werden.

Einen Fortschritt erreicht man, wie im Folgenden gezeigt werden soll, durch das Einfiih-
ren bedingter Erwartungswerte, welche dann aus DNS-Daten geschétzt werden kénnen.

3.1.2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Allgemein wurden bedingte Wahrscheinlichkeitsdichten bereits in Abschnitt 2.2 einge-
fithrt. Einer Herleitung von [Pop00] folgend soll nun gezeigt werden, in welchem Zusam-
menhang bedingte Wahrscheinlichkeitsdichten mit den in Gleichung (3.6) auftauchen-
den, nicht geschlossenen Mittelwerten stehen.

Man betrachtet dabei eine allgemeine Zufallsvariable A(x,t) (vektorwertig oder skalar)
und die oben auftretende feinkdrnige pdf fiir die Vortizitaten.
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3 Statistik der Vortizitat in der inversen Kaskade

Der Ensemblemittelwert wird durch den mathematischen Mittelwert ersetzt:

N oo o0

N
(A6, t) []60xit) —wi) = [ [ T dwtdlef — wipla. {w}i1) o da

=1 —00 —oo =1

e}

= / p(a,{w;}) a da.

— 00

Nun kann die Verbundswahrscheinlichkeitsdichte iiber die Definition der bedingten
Wahrscheinlichkeit faktorisiert werden, und es ergibt sich:

o0

(A(x,t) f({wi}; X1, ... XN, ) = / plal{w(xi, t)} = {w;})a da f({wi};x1,... XN, 1)

— 00

= (A {wlxi 1)} = {wih) f{wilixa, . xns 1), (3.7)

Hier taucht ein bedingter Erwartungswert auf, der definiert ist durch:
oo
(A|B =b) = / fa(a|B=1b) a da.
—00

Die Relation (3.7) kann jetzt fiir alle in Gleichung (3.6) auftretenden Mittelwerte aus-
genutzt werden, woraus sich eine Evolutionsgleichung fir die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung f(.) ergibt. Es wird die Abkiirzung (A(x,t)[{w(x;i,t)} = {wi}) = (A(x,t)[{w;})

verwendet:

o N
ot Y V- (u(Xivt)!{wz‘})] fwitixa, ... xN, t)
=1
N
=-> 82, [(L(=Ax w(xi, ) {wi}) + (F(xi, ) {wi )] f{wits x1, ... xn, 1) (3.8)
=1 g

3.2 Vortizitatsinkremente

Die im vorherigen Abschnitt hergeleitete Gleichung wird nun in [FVKW10] fir die Vor-
tizitdat an zwei Orten X1, X2 formuliert. Des Weiteren beschrankt sich die Betrachtung
nun auf homogene und isotrope Turbulenz (also auf den Inertialbereich der inversen
Kaskade). Die Forderung nach Isotropie und Homogenitét fithrt zu

fwi,w2;x1,X2,t) = f(wr,ws;n, t).

Dies bedeutet, dass die Verbundswahrscheinlichkeitsdichte nicht mehr von den Orten
x1 und xg2 abhingt (Homogenitit) und ebensowenig von der Orientierung der Orte
zueinander (Isotropie). Lediglich eine Abhéngigkeit vom Abstand der Orte (r = |r| =
|x1 — x2|) bleibt bestehen.

20



3.2 Vortizitdtsinkremente

Im stationdren Fall nimmt dann Gleichung (3.8) die Form

[V - (u(xa, ) {wi}) + Vxy - (ulxa, ) {wiH] f(wr, we;r) = (3.9)
Vi v(r,wi,ws)] flwr,we;r) = — 8(31,11(7“, w1, ws) + a(;u(r, w1, w2)| flwi,wa;r)
(3.10)

an. Hierbei wurde ausgenutzt, dass fiir die Gradienten der Zusammenhang V, = Vy, =
—Vx, gilt. Aulerdem wurde die Differenz v(r,w;,ws) zwischen den bedingten Mittel-
werten der Geschwindigkeit eingefithrt. Die Summe zwischen bedingtem Mittelwert des
Kraft- und des Dissipationsterms wurde in der Grofle p zusammengefasst, welche nur
vom Abstand der beiden ortsfesten Punkte abhéngt.

SchlieBlich kann ein Ubergang zur Statistik von Vortizititsinkrementen Q = w; — ws
durchgefiihrt werden. Aus Gleichung (3.10) erhilt man unter Ausnutzung der Isotropie?:

;W(r, MH(Q,r) =
Dabei ist H(2) bis auf einen von der Skala r abhéngigen Vorfaktor die Dichtefunktion
des Vortizitdtsinkrements. V. ergibt sich aus der radialen Komponente der oben ein-
gefithrten Grofle v. Diese partielle Differentialgleichung geht nun entlang sogenannter
Charakteristiken im {2 — r-Raum in eine gewohnliche Differentialgleichung in der Zeit
iiber. Die Bewegungsgleichungen dieser Charakteristiken kénnen angegeben werden zu:

—aaﬂlu(r, Q)H(Q,7r).

= Ve(r,Q),

Q = pu(r, Q).
Wie bereits erwihnt, kénnen die bedingten Mittelwerte V.(r, ) und p(r, 2) nicht direkt
aus der Navier-Stokes-Gleichung abgeleitet werden. Aus DNS-Daten kann eine Abhén-

gigkeit dieser beiden Groéflen von dem Vortizitdtsinkrement €2 bestimmt werden. Man
erhéalt so:

P = g(r) |22 = (@ 1)),
Q = pu(r). (3.11)

Dabei ist g(r) eine in r oszillierende Funktion, deren Amplitude mit steigendem Abstand
r abklingt.

Fiir Details der Ableitung von den folgenden Ergebnissen sei auf [FVKW10] verwiesen.

21






4 Lagrange’sche Interpretation

Obwohl die Bewegungsgleichungen der Charakteristiken (3.11) sich aus einer Euler’schen
statistischen Beschreibung (Beschreibung in einem ortsfesten Koordinatensystem) erge-
ben, kénnen sie auch in einem Lagrange’schen Sinne interpretiert werden. In dieser
Interpretation beschreiben die Gleichungen (3.11) eine einzelne Realisierung der zeitli-
chen Entwicklung des Abstands und des Vortizitatsinkrementes zweier Lagrange’scher
Teilchen.

Im Rahmen einer statistischen Beschreibung sollte sich auch fiir diesen Prozess eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung ergeben, die Bewegungsgleichungen fiir eine einzelne Rea-
lisierung kénnen also nicht deterministisch sein. Aus dieser Uberlegung ergibt sich der
Ansatz, sowohl die bedingten Mittelwerte der Geschwindigkeitsinkremente als auch die
bedingten Mittelwerte der Vortizitdtsinkremente in einen stochastischen und einen de-
terministischen Anteil zu zerlegen. Zusétzlich motiviert wird dieser Ansatz dadurch,
dass in Gleichung (3.1) eine stochastische und in der Zeit é-korrelierte Kraft £y auftritt.
Bei der Zerlegung folgt der deterministische Anteil dem zuvor ermittelten Skalierungs-
verhalten mit Q.

P = G(r) [0 = (Qr, )] + (), (4.1)
Q= —(r)Q+ F(t). (4.2)

Solche stochastischen Bewegungsgleichungen werden als Langevin-Gleichungen bezeich-
net. Der nicht deterministische Anteil der Gleichung wird durch die stochastischen Kraf-
te n, F modelliert. Fiir jeden Zeitpunkt ¢ sind diese Kréfte gaufiverteilte Zufallsvariablen,
auBerdem sind die Kréfte §-korreliert in der Zeit. Es gilt

(F(t1)F(t2)) = Q(r)é(t — t2), (4.3)

(n(t)n(t2)) = C(r)d(t1 —ta). (4.4)

Insbesondere bedeutet dies, dass die Varianz der Zufallskréifte sich mit dem Abstand r
andert. Wahrend Gleichung (4.1) mit Gleichung (4.2) gekoppelt ist, kann die Gleichung
flir die Vortizitatsinkremente mit der Naherung, dass v und @ in r konstant sind, un-
abhéngig von der Gleichung fiir den Abstand behandelt werden. Bei Gleichung (4.2)
handelt es sich um die Langevin-Gleichung, welche in ihrer bekanntesten Anwendung
eine einzelne Realisierung der Brown’schen Bewegung beschreibt.
Im Folgenden sollen zwei Ansétze verfolgt werden, die beiden Gleichungen zu behandeln.
Zum einen kann unter Vernachlédssigung der stochastischen Kraft 7, versucht werden,
die Momente der Zufallsgroflen r und 2 analytisch zu bestimmen. Zum anderen kann
unter Verwendung der stationdren Wahrscheinlichkeitsverteilung, welche sich fiir 2 er-
gibt, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir 7 =: V' bestimmt werden. Dabei wird der
Abstand r als Parameter behandelt. Der erste Ansatz ist von groflem Interesse, da bei
der Berechnung des zweiten Moments von r im Rahmen der Lagrange’schen Interpre-
tation ein Abgleich mit dem Richardson-Gesetz durchgefiihrt werden kann. Wie sich
herausstellen wird, sind die Berechnungen dieser Momente jedoch sehr aufwendig.
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4 Lagrange’sche Interpretation

4.1 Momente von Q2 und r

Zunéchst soll der Ansatz verfolgt werden, die Momente von 2 und r direkt aus den
Langevin-Gleichungen zu berechnen. Dabei wird die Vereinfachung durchgefiihrt, dass
die stochastische Kraft n in der Langevin-Gleichung fiir » vernachlissigt wird. Somit er-
gibt sich das stochastische Verhalten von r lediglich aus der Kopplung an die Langevin-
Gleichung fiir 2. Als weitere Nédherung werden hier der ddmpfende Faktor v und die
Kraft F' als vom Abstand r unabhéngig angenommen. Da die Funktion G(r) im We-
sentlichen unbekannt ist (sie ergibt sich aus der als oszillierend bestimmten Funktion
g(r) durch Subtraktion eines als stochastisch angenommenen Anteils), wird zunéchst
eine Substitution durchgefithrt. Eine neue Variable £ wird definiert, fiir die gilt:

L Pl
eI i gzofa(rf)dr'

Das zweite Moment (Q(r,t)?) wird durch (Q(r,t)?) = % approximiert und damit, wie

spiter gezeigt wird, durch den Wert, gegen den (Q(r,t)?) fiir groBe Zeiten strebt. Die
im Folgenden behandelten Gleichungen lauten dann

: Q

f=0-
i

Q=-—"Q+F

Diese DGLn kénnen zunéchst vollig analog zu deterministischen DGLn mit der Methode
der Variation der Konstanten gelost werden. Man erhélt die beiden Losungen:

E(t) = —gt + /92(t’)dt’ +£(0) (4.5)
0
Q(t) = / e B+ Q(0). (4.6)
0

Die Anfangswerte ©(0) und £(0) werden nun als verschwindend angenommen. Um die
Momente der Variablen & zu erhalten, miissen Momente der Variablen (2 bekannt sein.
Hierfiir sind wiederum die Momente der stochastischen Kraft F'(¢) von Interesse, insbe-
sondere auch Mittelungen von Produkten der Kraft zu verschiedenen Zeiten. Auf Grund
der Eigenschaft (4.4) der Kraft F' und der Tatsache, dass diese einer Gaufiverteilung ge-
niigt, erhélt man fiir die Korrelationen (vgl. [Ris84]):

0 fiir n ungerade

(F(t1) ... F(tn)) = { Q" S0t —ta) -+ 8(ta, 1 — tom) fiir n = 2m, m € N.
P

(4.7)
Dabei wird iiber alle Permutationen der Zeitpunkte ¢;, welche zu einer Verinderung
fihren, summiert. Dies sind alle Permutationen, mit Ausnahme derer, die gegeniiber
einer anderen Anordnung nur Zeiten t; innerhalb einer d- Funktion oder die gesamten
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4.1 Momente von € und r

Argumente zweier -Funktionen vertauschen. Insgesamt wird also iiber N = 2m”—7'n, Per-
mutationen summiert. Die Momente von €2 werden nun berechnet, indem die jeweilige
Potenz der Losung (4.6) gebildet und die Mittelung in die auftretenden Integrale hinein-
gezogen wird (dies ist auf Grund der Linearitiat der Mittelung moglich). So sieht man,

dass das erste Moment von §) identisch verschwindet
t
Q) = / e (B () at! = 0. (4.8)
0

Fiir die geraden Momente von 2 (ungemischt, d.h. gemitteltes Produkt von Vortizitéts-
inkrementen zum gleichen Zeitpunkt) erhilt man allgemein '(n = 2m):

@) = o (L) (49

omm! \ 24

An dieser Gleichung ist zu sehen, dass tatsdchlich das zweite Moment

Q(t)?) = (%(1 - 6*27’5)) fiir grofle Zeiten t gegen den Wert (Q2) = % relaxiert. Mit
Kenntnis des zweiten Moments von 2 kann nun direkt das erste Moment von £ notiert
werden:

t
_ Q / 24t ’r Q —27t
(€0 = =gt [N = =350 =),
Fiir die Berechnung des 2m-ten Moments von ¢ muss die GréBe (Q2(t1) - - -+ - Q%(t))

bekannt sein. Die Berechnung dieser Grofe ist nicht trivial. Fiir (Q2(¢1)Q2(ts)) lisst sich
errechnen:

<Qz(t1)92(t2)> = (4.10)
2

< {1 + e~ 2v(titte) _ =2yt _ =27t + 2¢~2lti—t2| _ 46—7\t1—t2|+t1+t2} ) (4.11)

4y

Dies ist in die Gleichung

<ﬂm=ﬁ@%m%@%%—%ﬂmwww

0

? o
—1
42
einzusetzten. Wie man erkennt, wird bereits der Term fiir das zweite Moment von &
sehr umfangreich. Um auf Momente von r schlieen zu kénnen, miissen jedoch auf

Grund des nicht trivialen Zusammenhangs (4.5) alle Momente von £ bzw. die gesamte
Dichtefunktion von & bekannt sein. Dieser Weg wurde nicht weiter verfolgt.

'Fiir detaillierte Rechnungen sei hier auf den Anhang verwiesen.
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4 Lagrange’sche Interpretation

4.2 Longitudinale Geschwindigkeitsinkremente

Ein weiterer Ansatz zur Behandlung der Langevin-Gleichungen (4.2) ist die Behandlung
von 7 =: V als Zufallsvariable, welche durch ihren Zusammenhang mit der Zufallsva-
riablen 2 definiert ist. Dabei werden weiterhin die Rechnungen mit den Néherungen
v(r) = v sowie Q(r) = @ durchgefiithrt. Die Grofle V' kann mit dem in Abschnitt 2.3 ein-
gefithrten Euler’schen longitudinalen Geschwindigkeitsinkrement identifiziert werden:

r=r| = [x1 — x2]
1
=7 =1u(x1)  Vx, |X1 —X2| + u(x1) - Vx,|x1 — x2| = ;(r -(u(x1) —u(x2))).

Anhand der Statistik des longitudinalen Geschwindigkeitsinkrementes kénnen Bedin-
gungen an die weitestgehend unbekannte Funktion G(r) unter Annahme der Giiltigkeit
des %—Gese‘czes2 gestellt werden. Zu diesem Zweck wird das dritte Moment von V' (Struk-
turfunktion 3. Ordnung) berechnet. Ein wie vom %-Gesetz gefordertes endliches drittes
Moment duflert sich im Verlauf der Dichtefunktion in Form einer Asymmetrie und ist
wie bereits erwdhnt ausschlaggebend fiir den Energietransport in der Kaskade.
Mathematisch wird die Asymmetrie einer Dichtefunktion durch die mit steigender Asym-
metrie wachsende Mafizahl der Schiefe (auch skewness) beschrieben. Diese ist fiir eine
Zufallsvariable A mit verschwindendem Erwartungswert definiert als (vgl [Vos00]):
3
S = L (4.12)
((42))*?

Dartiber hinaus kénnen Bedingungen an /C(r) und G(r) ermittelt werden, unter de-

nen die Dichtefunktionen konsistent mit der Vorhersage (2.8) sind, welche sich aus den
Kolmogorov’schen Hypothesen ergibt.

Das Ergebnis (4.9) fiir die Momente von €2 bleibt giiltig. Fiir groe Zeiten verschwindet
der exponentielle Anteil der Momente von ). Berechnet man aus den Momenten die
charakteristische Funktion von 2 und aus dieser wiederum die Dichtefunktion, so erhélt
man fiir groBe Zeiten die stationédre Verteilung (vgl. [Ris84]):

R e <
fQ(w)—\/me @2 = WQ@ Q.

Dabei handelt es sich also um eine GauBverteilung mit der Varianz (Q?) = % Ska-
liert man die Zufallsvariable 2 mit dem Kehrwert der Standardabweichung, so ergibt
sich eine neue Zufallsvariable, welche standardnormalverteilt ist. Das Quadrat dieser
Zufallsvariablen folgt demnach der sogenannten x?-Verteilung (vgl. [Bro08]) und es gilt
flir © := %sz

0 sonst.

L
fe(0) = { 270 o>0 (4.13)

2 Mit 2-Gesetz ist der Zusammenhang (2.9) gemeint. Der Begriff 2-Gesetz wird zum Beispiel in [Ber99)
verwendet.
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4.2 Longitudinale Geschwindigkeitsinkremente

Mit dieser Substitution erhélt man als Gleichung fiir die zu untersuchende Zufallsvaria-
ble V:

V=G [(0%)6 - (93] +/C(rm. (4.14)

4.2.1 Rechnungen unter Vernachlassigung von 7

Zunédchst kann die Dichtefunktion von V unter Vernachldssigung der stochastischen
Kraft n berechnet werden. Dabei wird die in Abschnitt (2.2) hergeleitete Formel (2.7)
verwendet:

fv(v) = /fv(v|@ = 0) fo(0) db.
0

Nun ist der von V fiir den Fall © = 6 angenomme Wert durch Gleichung (4.14) ein-
deutig festgelegt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fy(v|© = ) entspricht also der eines
Elementarereignisses und es gilt:

fr (0@ = 0) =6 (v - G(r) [(2%)0 - (2%)])

oo

= fr(v) = /5 (v =G [122)0 — (©)]) S 0) db. (4.15)

0

Dieses Integral ldsst sich nun explizit auswerten, wobei die Eigenschaft (z.B. [Nol07])
1
S(h(z)) =) ——d(x — ) (4.16)
; W/ ()]

der Dirac’schen Deltafunktion ausgenutzt wird. Dabei bezeichnet x; eine einfache Null-
stelle von f(x). Im Fall von (4.15) sind also die Nullstellen von
h(0) = v — G(r) [(Q%)0 — (Q?)] zu bestimmen. Gleichung (4.15) geht dann in

fr(v) = 0/ maw —01) fol6) do (4.17)

iiber, wobei 6 = 1 + m ist. Ist G(r) > 0 so verschwindet das Integral (4.17)

fiir v < —G(r){Q?), ist G(r) < 0 verschwindet das Integral fiir v > —G(r)(Q?). Fiir
G(r) > 0 folgt fiir die Dichtefunktion von V':3

2 v
1 1 1 e—m(m Vi) o> —Gr) (02
fV('U) —_ 2m(Q2) |G(r)] <92>+G(T) o ( )< > (418)

0 sonst.

Die Normierung dieser Dichtefunktion ergibt sich bei korrekter Rechnung direkt aus
dem Ansatz (4.15), kann jedoch in diesem Fall sehr einfach durch Substitution tiberpriift
werden. Die Dichtefunktion ist des Weiteren deutlich asymmetrisch, was sich aus dem
einfachen Grund ergibt, dass sie fiir v < —G/(r)(Q?) verschwindet.

3Fiir G(r) < 0 gilt Analoges mit entsprechend angepasstem Definitionsbereich.
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4 Lagrange’sche Interpretation

Wie man erkennt, ist die Dichtefunktion fy (v) selbstihnlich in r. Man bezeichnet eine
Funktion f(x,y) als selbstdhnlich in  (vgl. [Pop00]), wenn zwei Skalierungsfunktionen
d(x) und h(z) gefunden werden kénnen, sodass

f(&,x)

1 Y
h(z) ()

Um dies fir fy(v) zu zeigen, skaliert man die gesamte Dichtefunktion mit |G(r)| und

fithrt auBerdem die skalierte Geschwindigkeit u = v/G(r) ein. So erhélt man fir den Be-

reich u > —(0?) eine skalierte Dichtefunktion der Geschwindigkeitsinkremente, welche
unabhéngig von dem Abstand r ist:

A

ol = e \/27r<1(22> ¢<m>1 i

Diese Dichtefunktion hingt weiterhin von dem Parameter (Q2?) ab. Der Verlauf der
Dichtefunktion fiir verschiedene Werte von (Q?) ist in Abbildung 4.1 aufgetragen.

f Ufu)
e
Fal —_ =1

030F '\

|l ¢ eemees -if?f::- =1/4
Bl
L
L I L}
0.20F \
r L]

i L ]
| ]

0.10}

Abbildung 4.1: Skalierte Dichtefunktion unter Vernachléssigung von 7 fiir verschiedene Werte
von (0?).

Wie man unschwer erkennt, ist das longitudinale Geschwindigkeitsinkrement V' umso
determinierter, je kleiner die Varianz des Vortizitatsinkrements ist.

Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass die Stochastizitiat des Geschwindigkeitsinkre-
ments V' lediglich durch die stochastische Kraft in der DGL (4.2) fiir die Votizitétsin-

kremente  hervorgerufen wird. In dieser DGL ist wiederum die Gréfe (©2)

= % ein
Maf fiir das Verhéltnis von stochastischer zu dissipativer Komponente.
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4.2 Longitudinale Geschwindigkeitsinkremente

Im Grenzfall (2) — 0 strebt sowohl die stationire Verteilung von € als auch die Ver-
teilung von V' gegen eine §-Distribution.

Das erste Moment von V' verschwindet identisch, dies ergibt sich auch direkt aus der
Beziehung (4.14) unter Vernachldssigung von n:

(V) = (G(r) [(@%)6 - (@2)]) (4.19)
= G(r) [(9%) - (@3] =0. (4.20)

Dabei wurde ausgenutzt, dass (©) = 1 gilt. Analog lésst sich auch das zweite und dritte
Moment von V berechnen und man erhélt fiir die Strukturfunktion 2. und 3. Ordnung;:

§? = (V?) =2 G*(r)(2*)°
S3 = (V3) =8 G3(r)(02)3.

Nach Gleichung (2.9) sollte S® linear in r sein. Daraus ergibt sich als Forderung fiir die
Funktion G(r):

G(r) ~r'/3, (4.21)
Es folgt dann direkt aus der Definition von V' der allgemeine Zusammenhang
S~ 3,

Schliefllich ist festzustellen, dass auch die Dichtefunktion von der sich aus den Kolmo-
gorov’schen Hypothesen ergebenden Form (2.8) ist, falls G(r) ~ (er)'/3 gilt:

1 v
fv(v) = S ((m)l/g) : (4.22)

4.2.2 Rechnungen unter Beriicksichtigung von 7

Nun soll die Dichtefunktion ermittelt werden, die sich fiir die longitudinalen Geschwin-
digkeitsinkremente mit der Definition (4.14) ergibt. Dabei ist 7 als standardnormalver-
teilte Zufallsvariable anzusehen, iiber /C(r) wird die skalenabhéngige Varianz dieser
Zufallsvariablen modelliert. Aus Symmetriegriinden ist die Statistik von V' unabhéngig
vom Vorzeichen von /C(r). Es wird daher 0.B.d.A. angenommen, dass \/C(r) > 0. Die
Dichtefunktion von V' erhélt man iiber die Beziehung

fi(w) = 7 76 (v 60) [0 - @] = /C)n) fo.,(6.n) s,

—o0 0

Dabei steht fg,, fiir die Verbundswahrscheinlichkeitsdichte der beiden Zufallsvariablen
© und 7. Da weiterhin die DGL fiir die Vortizitdtsinkremente entkoppelt ist, kann die
Zufallsvariable €2 bzw. © als stochastisch unabhéngig von n behandelt werden. Damit
faktorisiert fg, und es gilt:

fotw) = [ [5(v=60) 1990 - @] = /Cwm) fo(®)fyn) don,

—o0 0
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4 Lagrange’sche Interpretation

Sieht man nun analog zum vorherigen Vorgehen das Argument der é-Distribution als
Funktion von 71 an, so folgt wiederum unter Ausnutzung der Eigenschaft (4.16) und
nach Einsetzen der Dichtefunktionen:

1 T1
fv(v) = rm J %e 2 e 2d0, (4.23)
m = - e - 1) (1.21)

Dieses Integral kann auf ein Integral der Form

Tl e 1 2
[ = gDy () 8> (4:29)
0

zuriickgefiihrt werden. Die Identitdt ist entnommen aus [Gra94], die Konstante 3 ist
im Fall von (4.24) mit § = W zu identifizieren, womit die Bedingung 5 > 0
erfiilllt ist. Die Funktion D_ 1 (x) wird als parabolische Zylinderfunktion* bezeichnet,
eine iibliche Notation fiir dieselbe Funktion ist auch:

U(0,2) = D_1 ().

2

Unter Verwendung von (4.25) folgt dann fiir die Dichtefunktion:

fv(v) =

1 1 C(r 2

2\/7T<92> G(r)|/C(r) < 2\G(7"()|292> —sgn(G(r)) (v + G(T)(QQ))> )
D

v 2 r
.exp< ( +§é()<)m ) é< o <2|Gig 292>—sgn(G(r))(v+G(r)<Qz>)>>.
(4.26)

Dabei steht sgn(G(r)) = | Ggrgl fiir das Vorzeichen der Funktion G(r). Unter der Bedin-

gung /C(r) ~ G(r) ist auch die Dichtefunktion (4.26) selbstahnlich in r. Zur Diskussion
und graphischen Darstellung der Dichtefunktion soll nun der Spezialfall \/C(r) = G(r)
betrachtet werden, also insbesondere der Fall G(r) > 0. Wie auch die Dichtefunktion
(4.15) kann die Dichtefunktion (4.26) mit |G(r)| reskaliert werden. Fiir die skalierte

Geschwindigkeit u = % ergibt sich die Statistik:
Folw) = () 60)] = 1y (s~ @)
uu) = fy(v =3 2 exp 57 u

1
4
oxp (—;(u 4 <Q2>>2) D, ((2<1m> (w4 <Q2>))) |

*Definition und Wertetabellen der parabolische Zylinderfunktion sind zu finden in [AS64].
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4.2 Longitudinale Geschwindigkeitsinkremente

In Abbildung (4.2) ist die Dichtefunktion fiir verschiedene Werte von (©2?) aufgetragen.
Deutlich ist die Asymmetrie bei allen Parametern zu erkennen. Qualitativ ist zu sehen,
dass die Asymmetrie mit wachsendem (Q?) zunimmt. Dies erweist sich als konsistent
mit der Definition (4.12) der Mafizahl Sy und den im Folgenden berechneten Momenten
(4.28).

Auflerdem ist erkennbar, dass die Dichtefunktion fiir sehr kleine (Q2) gegen die Stan-
dardnormalverteilung strebt. Dies ist mathematisch einerseits an der Definition der
skalierten Zufallsvariable U ersichtlich:

li = U =
<Qg;goU m JV/Gr) =,

andererseits ebenfalls an der Dichtefunktion fy(u) abzulesen (dies ist wiederum eine
Konsistenzpriifung fiir die errechnete Dichtefunktion):

Jdim o) = —exp(—gu) lim (Va-exp(e))D_y(a).

Hier wurde die Substitution a = ﬁ verwendet. Fiir detailliertere Berechnung des
Grenzwertes sei hier auf eine analoge Rechnung zur Normierung der Dichtefunktion
verwiesen, welche im Anhang zu finden ist.

f
azo™

0

Abbildung 4.2: Skalierte Dichtefunktion unter Beriicksichtigung von 7 fiir verschiedene Werte
von (0?).
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4 Lagrange’sche Interpretation

Auch fiir die Zufallsvariable V' unter Berticksichtigung von 7 lisst sich das zweite und
dritte Moment direkt aus der Definition (4.14) berechnen®:

S%(r) =2 G2(r)(Q*)2 + C(r) (4.27)
S3(r) = (V3) =8 G3(r)(02)3. (4.28)

Auch hier folgt aus dem %—Gesetz und 3, dass die Funktion G(r) die Abhingigkeit
G(r) ~ /3

aufweisen sollte. Fordert man auflerdem die Giiltigkeit der Kolmogorov’schen Vorhersa-
gen fiir alle Strukturfunktionen, so folgt zuséatzlich

C(r) ~ (67“)1/3.

Fiir diesen Fall ist auch G(r) ~ y/C(r) und es ergibt sich unter der weiteren Forderung
G(r) ~ (er)/3, wie man leicht an der Dichtefunktion (4.26) ablesen kann, wiederum
eine Dichtefunktion der Form (4.22).

®Detaillierte Rechnungen sind im Anhang zu finden.
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5 Resumee und Ausblick

Aus einem Schliefungsansatz der Lundgren-Monin-Novikov-Hierarchie fiir Vortizitatsin-
kremente tiber die Einfithrung von bedingten Wahrscheinlichkeiten wurden in [FVKW10]
charakteristische Gleichungen fiir den Abstand r und das Vortizitdtsinkrement 2 ab-
geleitet. Die Form dieser Gleichungen wurde zum Teil aus der Bildung von bedingten
Mittelwerten mit Hilfe von DNS-Daten ermittelt. In einer Lagrange’schen Interpretati-
on wurden diese Gleichungen in [FVKW10] in Langevin-Gleichungen fiir den Abstand
und das Vortizitatsinkrement zweier Lagrange’scher Teilchen im Inertialbereich der voll-
entwickelten 2D Turbulenz iiberfithrt. Diese Langevin-Gleichungen wurden nun in der
vorliegenden Arbeit mit zwei verschiedenen Ansétzen behandelt. Ein Problem bestand
darin, dass die Funktion G(r) unbekannt war. Aufgrund dieser Unkenntnis konnten die
Langevin-Gleichungen nicht direkt gelost werden.

Zunichst wurde der Ansatz gemacht, die Momente einer neuen Zufallsvariablen £ aus
den Langevin-Gleichungen zu berechnen. Dabei ist ¢ iber G(r) mit r verkniipft, die
Langevin-Gleichung von & weist keine explizite Abhéngigkeit von r auf. Ziel sollte es
hier sein, {iber die Momente von £ eine Dichtefunktion bzw. Momente des Abstands r zu
ermitteln. Das Modell kann dann einer Konsistenzpriifung mit dem Richardson-Gesetz
unterzogen werden. Die Berechnung der Momente von ¢ stellte sich als sehr umfangreich
heraus, eine Aussage iiber die Momente von r ist im Prinzip erst nach Kenntnis aller
Momente von ¢ moglich. Dieser Weg wurde nicht weiter verfolgt.

Als weiterer Ansatz wurde nun die Zufallsvariable V', welche mit dem Euler’schen longi-
tudinalen Geschwindigkeitsinkrement zu identifizieren ist, eingefithrt. Fiir diese Zufalls-
variable konnten unter gewissen Annahmen fiir zwei verschiedene Modelle (ohne und
mit stochastischer Kraft in der Definition von V') die Dichtefunktion sowie die Momente
berechnet werden.

Die sich ergebenden Verteilungen waren in keinem Fall gauf3férmig, womit eine notwen-
dige Bedingung fiir den Energietransfer erfiillt ist. Fiir die Konsistenz des Modells mit
dem %— Gesetz fiir die Strukturfunktion S ergab sich in beiden Fillen die Forderung
G(r) ~ r1/3. Diese Forderung kann als notwendige Bedingung fiir die Konsistenz des
Modells mit der Navier-Stokes-Gleichung angesehen werden. Fiir beide Definitionen von
V konnten aulerdem Bedingungen gefunden werden, unter denen die Dichtefunktion die
selbstdhnliche Form annimmt, welche aus den Kolmogorov’schen Hypothesen folgt.

In einem weiteren Schritt wére zu priifen, inwiefern die Form G(r) ~ r!/3 sich eben-
falls aus DNS-Daten ergibt. Auch die Dichtefunktion des Euler’schen longitudinalen
Geschwindigkeitsinkrements konnte mit einer aus DNS-Daten ermittelten Statistik ver-
glichen werden. Mit den Annahmen G(r) ~ /3 und /C(r) ~ r'/3 lassen sich die
urspriinglichen Langevin-Gleichungen simulieren. So kann zum Beispiel die zeitliche
Entwicklung des zweite Moments (r2(t)) durch eine Mittelung iiber hinreichend viele
Realisierungen ermittelt und mit dem Richardson-Gesetz verglichen werden. Grund-
sétzlich ist es auch moglich, den Ansatz der Berechnung von Momenten der Variablen
& weiter zu verfolgen.

33






6 Anhang

Berechnung der Momente von Q(¢): Nach (4.6) und (4.7) gilt
t t
@m@t)) = [ ... [ e Pttt (B L F(t,)dt . dt,

2m

m

( /Qe VRG=B)§ (¢ — th)dt) dt

2mm'

= Q e~ 2 | = (2m) (Q(l—e_ht)m.
2mm' 2mm! \ 2

Das gemischte Moment (Q2(t1)Q2%(t2)) ergibt sich zu:

t1 to

(@202 (12) yﬁﬂ”%%“wwwu<um%www

Mit der Korrelation der gaulverteilten Kréfte (4.7) und dem Integral (vgl. auch [Ris84])
t1 to 1
//6—7(t1+t2—t’1—t/2)5(t’1 _ té)dtlldt,z — % (e—’Y\tl—tQI _ 6—7(t1+t1))
00

folgt dann (4.11).

Berechnung der Momente von VV: Die Momente von V' konnen direkt aus der Defi-
nition der Zufallsvariablen abgeleitet werden. Dabei wird die zweite und dritte Potenz
von V gebildet. Auflerdem kann ausgenutzt werden, dass fiir die gaulverteilten Zufalls-
variablen gilt (vgl. [Ris84]):

2y = 2 (102)” (6.)
(m) =0. (6.2)

Damit folgt fiir das zweite Moment':

(V2) = (Cr)n” + G*(r)(Q%)? + G*(r)Q" = 2G(r)(Q%)?)
= 2G2(r)(Q2)2 + C(r).

'In den folgenden Rechnungen wurden unter Ausnutzung von (6.2) Summanten mit ungeraden Poten-
zen von 7 vernachlassigt.
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Ebenfalls unter Ausnutzung der Linearitat der Mittelung ergibt sich das 3. Moment zu:

(V3) = (=3C(r)G(r ) 2(Q%) 4 3C(r)G(r)n*Q* — GP(r)(Q2)°
+3G3(r)(Q%)2Q% — 3G3 (r) (2 + G3(r)QY)
= —G3(r)(Q%)3 + 3G3(r) (%)% — 9G3(r)(Q2)? 4+ 15G3(r)(Q?)3
= 8G°(r)(2)°.

Die Momente unter Vernachlédssigung von 7 ergeben sich jeweils, indem C' = 0 gesetzt
wird.

Uberpriifung der Normierung von (4.26):
A= /fv(v)dv
1 e ) 1
L _ve 242 )
2fV|G i / Xp(2< 2|G|<92>>>e"p(40‘>D2(a>d“'

Nach [Gra94] gilt fir 0 < p < 1:

A(p) = 7 exp (2111 (o — y)2> exp (ioﬂ) D_%(a)da = y‘im exp (in) D_% (y).

—00

Damit folgt:

A= Ve lim ((1 — ,u)*iexp <1 cir) ) D_

(=)
S\ VT 216007

2|G(?) u=1 4 (1= p)aG?(r)(Q2)?
lzm (f exp( ) D_ (6)) .
RV

Es wurde die Substitution 5 = TG ) durchgefiihrt. Fiir die parabolische Zylin-
derfunktion gibt es nach [AS64] die asymptotische Reihenentwicklung fiir grofie x:

1,) 1 3
D_% asy;"bpt. exp (—41’ ) ﬁ (1 8.’E2 + )

Damit folgt

A

tim (Vi exw (38) Dy () =1

B—
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