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1 Einleitung

Turbulente Stromungen stellen, wegen der Nichtlinearitdt und Nichtlokalitét
des Problems, eine nicht vollstdndig verstandene Fragestellung der Hydrodyna-
mik dar. Sie sind Gegenstand aktiver Forschung und ein genaueres Versténdnis
kann in der Praxis zur Optimierung technischer Ausriistung genutzt werden.
Beispielsweise ermoglicht ein genaues Verstdndnis der Turbulenz eine Senkung
des Treibstoffverbrauchs von Flugzeugen oder ein effizientes Design zu entwi-
ckelnder Verbrennungsmotoren und Windkraftanlagen. Dariiber hinaus ist die
Kenntnis der Eigenschaften turbulenter Stromungen auch von allgemeinem In-
teresse. Eine im Voraus bekannte Richtung der Ausbreitung von Aschewolken
nach Vulkanausbriichen kidme nicht nur im Ausland festsitzenden Urlaubern
und Geschiftsleuten zugute, sondern wiirde so mancher Fluggesellschaft ein
Vermogen einbringen. Des weiteren ist anzufiihren, dass nicht erkannte oder
nicht verstandene Turbulenz im Flugverkehr eine ernst zu nehmende Gefahr
darstellt.

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit soll das Verhalten eines Fluids betrachtet wer-
den, das in einem abgeschlossenen Volumen unter Einwirkung von Gravitation
und in Kontakt mit einer unteren heizenden und einer oberen kiithlenden Platte
steht. Dieses sogenannte Rayleigh-Bénard-System kann strukturierte Stréomun-
gen in Form von Konvektionszellen ausbilden. Diese Konvektionszellen lassen
sich als meta-stabiler Zustand auffassen, deren Form und Orientierung sich un-
ter gewissen Umsténden umstrukturiert. Die Analyse groskaliger Stromungen!
soll im Mittelpunkt dieser Bachelorarbeit stehen und néher beleuchtet werden.
Dazu wird ein Datensatz einer zweidimensionalen Rayleigh-Bénard-Simulation
(im Folgenden ,numerische Daten®) ausgewertet, der mit dem entwickelten Pro-
gramm der Diplomarbeit von J. Liilff [Liill1] erzeugt wurde. Zur Analyse der
Dynamik werden zwei Basis-Systeme aufgestellt und eine numerische Projek-
tion der Simulationsdaten auf die jeweilige Basis durchgefiihrt. Die sich erge-
benden Amplituden der Basisprojektion geben Aufschluss iiber die Richtung
und Auspriagung der jeweiligen Mode. Ein Vorzeichenwechsel der Amplitude,
die der grofiskaligen Stromung zugeordnet ist, deutet dabei auf einen stattfin-
denden Reversal®> hin. Mit dieser Methodik wird der Datensatz im Zeit- und
Phasenraum betrachtet, um Strukturen in der Organisation des Systems und
Reversals ndher zu untersuchen. Desweiteren werden beide Basis-Systeme mit-
einander verglichen.

In Kapitel 2 wird das hydrodynamische Problem des Rayleigh-Bénard-Systems
vorgestellt. Es werden die Grundgleichungen angefiihrt, einige Vereinfachungen
und die Simulation, die dieser Arbeit zugrunde liegt, vorgestellt.

In Kapitel 3 wird das Kernelement des in dieser Arbeit entwickelten Programms
dargestellt. Hier werden zwei Basismodensysteme und die Modenzerlegung vor-
gestellt, die den numerischen Auswertungen zugrunde liegen.

Kapitel 4 enthélt den Vergleich der beiden definierten Basismodensysteme. Mit-
hilfe eines Tief- und Hochpass-Filters werden Einblicke in das charakteristische
Stromungsverhalten des Systems erméglicht.

1Die grofiskaligen Stromungen werden auch Winde genannt.
2Ein Reversal ist eine Umorientierung der grofskaligen Stromung. Die Strémungsrichtung
wechselt vom Uhrzeigersinn in den Gegen-Uhrzeigersinn oder umgekehrt.



In Kapitel 5 wird die in Kapitel 3 vorgestellte Methode genutzt, um die Dynamik
des Systems im Zeit- und Phasenraum auflésen zu kénnen.

Kapitel 6 stellt eine Zusammenfassung der gewonnen Erkenntnisse dar und fiihrt
noch zu untersuchende Aspekte der Rayleigh-Bénard-Konvektion auf.



2 Grundlagen

Dieses Kapitel stellt die Grundlagen der Beschreibung eines Fluids im Rayleigh-
Bénard-Systems vor. Es wird von einer kartesischen Geometrie ausgegangen.

2.1 Grundgleichungen des Rayleigh-Bénard-Systems

Die Beschreibung des Rayleigh-Bénard-Systems liefert ein System gekoppelter,
nichtlinearer, partieller Differentialgleichungen. Die sogenannten Oberbeck-
Boussinesqg-Gleichungen lauten:

%u(x, t) +u(x,t) - Vu(x,t) = —Vp(x,t) + vAu(x, t) + agT(x,t)e, (2.1a)

%T(x7 t) +u(x,t) - VI'(x,t) = kAT (x,t) (2.1b)
Voux,{)=0 . (2.1¢)

Die beschriebenen Groen sind das vektorwertige Geschwindigkeitsfeld u(x, t),
das skalare Temperaturfeld T'(x,t) und das skalare Druckfeld p(x,t), die vom
vektorwertigen Ort x = (x,y, z) € R? und der Zeit ¢ abhéingen. Der Vektor e, ist
der Einheitsvektor in vertikaler, zur Gravitationskraft antiparalleler Richtung.
Zusétzlich hangen die Gleichungen von folgenden physikalischen Parametern ab:

e v: kinematische Viskositat

e «a: Wirmeausdehnungskoeflizient
e ¢: Erdbeschleunigung

o x: Wirmediffusivitat.

Die Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen lassen sich als Impuls- (2.1a), Energie-
(2.1b) und Massenerhaltung (2.1c) auffassen.

Gleichung (2.1a) ist die um den Term agT'(x,t)e, erweiterte Navier-Stokes-
Gleichung und entspricht der zeitlichen Entwicklung der Impulse fiir ein Kon-
tinuum. Diese Erweiterung erzeugt eine Kopplung zwischen Temperatur- und
Geschwindigkeitsfeld und sorgt somit fiir einen temperaturabhéngigen Auftrieb.
Die Beitrige des sogenannten advektiven Terms u(x,t)-Vu(x, t) und des Druck-
gradienten —Vp(x,t) fithren zur Komplexitit der mathematischen und physi-
kalischen Analyse und der Phinomene der Hydrodynamik.

Gleichung (2.1b) ist die Advektions-Diffusionsgleichung des Temperaturfeldes.
Gleichung (2.1c) folgt aus der Kontinuitdtsgleichung fiir ein inkompressibles
Fluid mit der Bedingung %2 = 0 fiir die Dichte p.

Fiir eine genaue Herleitung sei auf géngige Lehrbiicher wie [Cha81] oder [Hak83]
verwiesen.

2.2 Die Boussinesq-Approximation

Zur Vereinfachungen der Grundgleichungen wird die Variation der Dichte p als
klein angenommen. Sie wird somit als

(2.2)

_Jpo(l1 —a(T —1Tp)) im Kraftterm: agT'(x,t)e.
P= Po sonst



approximiert und wurde in der Herleitung von Gleichung (2.1) einbezogen. Die
Bezugstemperatur Ty ist die Temperatur, fiir die die Materialkonstanten ange-
geben werden. Die Temperatur T ist nicht als Temperatur auf der Kelvin-Skala
mit absolutem Tiefpunkt 7" = 0 K zu sehen, sondern als Temperaturabwei-
chung von der Bezugstemperatur 7. Eine negative Temperatur bezeichnet in
diesem Rahmen Temperaturen unterhalb von Tj. Die Temperaturabhéngigkeit
der Materialkonstanten wird vernachlissigt. Diese von V. J. Boussinesq [Bou03]
eingefiihrte Naherung gibt zusammen mit den Veroffentlichungen von A. Ober-
beck [Obe79] den Gleichungen ihren hier benutzten Namen.

2.3 Entdimensionalisierung

Der Grundgedanke der Entdimensionalisierung ist, dass Groflen in Vielfachen
von systemeigenen Groflen ausgedriickt werden. Durch eine Entdimensionalisie-
rung der Form

1
XX und AV =V und h’A = A (2.3a)
%T —T (2.3b)
K h? 0 0
R, (2.3q)
K
h2
?p —p (2.3¢)

kann die effektive Anzahl der Parameter der Grundgleichungen (2.1) reduziert
werden. Dabei werden Léngenangaben in Vielfachen der Systemhohe h und
Temperaturen in Vielfachen der Temperaturdifferenz zwischen unterer und obe-
rer Platte, der grofiten Temperaturdifferenz 67 angegeben. Als Referenzzeit wird
die Zeitdauer %2 einer Storungsiibertragung von unterer zu oberer Platte durch
reine Konduktion gewéhlt. Die Referenzgeschwindigkeit 7 ist die Geschwindig-
keit der Ubertragung durch Konduktion und ergibt sich unmittelbar aus der

Festlegung der Referenzwerte zur Entdimensionalisierung der Zeit und Léange.
2

Der Druck wird in Vielfachen von 7> angegeben. Die dimensionslose Form der

Grundgleichungen (2.1) ergibt sich somit zu:

%u(x, t) +u(x,t) - Vu(x,t) = —Vp(x,t) + Pr Au(x,?) (2.4a)
+Pr Ra T'(x,t)e,
%T(x, t) +u(x,t)  VI'(x,t) = AT(x,1) (2.4b)

V-oux,t)=0 . (2.4c)

Die Material- und Systemparameter konnen zu zwei dimensionslosen Parame-
tern, der Prandtl-Zahl Pr und der Rayleigh-Zahl Ra, zusammengefasst werden.
Sie sind folgendermaflen definiert:
0T h3
Pr=" , Ra = 29920 (2.5)
K

VK



Im Rahmen der Boussinesq-Néherung ist die Prandtl-Zahl eindeutig durch die
Angabe des verwendeten Fluids und seiner Materialkonstanten v und x gegeben.
Die Rayleigh-Zahl kann durch Variation von anliegender Temperaturdifferenz
0T oder Plattenabstand h des Rayleigh-Bénard-Versuchs tiber grofie Skalenbe-
reiche variiert werden.

Da eine numerische Betrachtung unendlich ausgedehnter Systeme nicht moglich
ist, folgt unmittelbar eine endliche Ausdehnung in horizontaler Richtung und die
Definition eines geometrieabhéngigen Seitenverhéltnisses I'. Das Seitenverhélt-
nis einer kartesischen Geometrie kann als Quotient von Breite und Hohe des
Simulationsvolumens definiert werden.

2.4 Randbedingungen

Die Geschwindigkeit u des Fluids soll an den Wénden des Simulationsgebietes
Q sogenannte no slip-Randbedingungen erfiillen:

u|aQ =0 . (2.6)
Die Temperatur soll Dirichlet-Randbedingungen

oT oT
T(%Z/’Z:(),t):* 5 T(%I%Z:hat):—?

: (2.7)

an den Wénden in horizontaler Richtung und von Neumann-Randbedingungen
VT -n|y—0=r.» =0 n: Normalenvektor (2.8)

in vertikaler Richtung erfiillen. In entdimensionalisierter Form lauten die Rand-
bedingungen
ulpg =0 (2.9)

und

1 1
T(z,y,z=0,t) = 3 T(z,y,z=1,t) = —3 > VT n|z—0z=1 = 0. (2.10)

Eine andere Art von Randbedingungen stellen die spannungsfreien Rénder dar.
An spannungfreien Réndern haftet das Fluid nicht und fiir die Geschwindigkeit
in entdimensionalisierter Form gilt fiir alle Zeiten am Ort z=0und z =1

Ou,  Ouy

u, =0 und =

0z 0z

= 0. (2.11)

Unter Vernachlissigung der Oberflichenspannung treten spannungsfreie Rander
an der Oberfliche von Fliissigkeiten auf. Im Rahmen dieser Bachelorarbeit
wird nicht weiter auf spannungsfreie Rénder eingegangen, sondern no slip-
Randbedingungen angenommen.

2.5 Vorstellung der Simulation

Es soll kurz auf die betrachtete Simulation [Liilll] eingegangen werden. In
[Liill1l] wird ein Fluid im zweidimensionalen Rayleigh-Bénard-System mit wér-
meisolierenden Seitenwénden simuliert. Das System ist so skaliert, dass fiir die



horizontale Komponente z € [0, L] und z € [0, L] gelten soll. Mit L, = L, =
27 liegt ein quadratisches Simulationsvolumen mit Seitenverhéltnis I' = 1 vor.
Zu Simulationsbeginn befindet sich das Fluid in Ruhe. Die systemcharakterisie-
renden Parameter sind die Prandtl-Zahl Pr und die Rayleighzahl Ra. Sie wurden
als

Pr=3, Ra=5-10" (2.12)

gewiihlt, da gemifl [SNST10] fiir diese Parameter Reversals zu erwarten sind. Die
Simulation ist eine Direkte Numerische Simulation (DNS) der Grundgleichun-
gen mit der ein Datensatz generiert wurde, anhand dessen die Eigenschaften des
Systems untersucht werden. Die Zeit wurde in Schritten von dt = 10~ diskreti-
siert und das Geschwindigkeits- und Temperaturfeld alle 0.2 herausgeschrieben.
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Abbildung 2.1: Strémungsbilder typischer Zusténde des Systems

Abbildung 2.1 stellt einige typische Zustédnde des Systems exemplarisch dar. Da
das Fluid zu Simulationsbeginn in Ruhe ist, muss eine grofiskalige Stromung erst
aufgebaut werden. Dies wird durch den sogenannten Aufheizvorgang (Abb. 2.1a)
erzeugt und liefert anfangs noch keine geordnete Struktur. In Abbildung 2.1b



ist eine grofBskalige Stromung aufgebaut worden. Ein Umordnungsprozess wie in
Abbildung 2.1c erzeugt eine Umorientierung der grofiskaligen Stromung (siehe
Abb. 2.1d). In Abbildung 2.1d sind die sogenannten Eckrollen (unten links und
oben rechts) besonders deutlich zu sehen. Thre Orientierung ist hier entgegenge-
setzt zur grofskaligen Strémung.



3 Basismoden und Detektion von Reversals

In diesem Kapitel erfolgt die numerische Auswertung des Datensatzes der Di-
plomarbeit [Liilll]. Im Folgenden wird auf Methoden eingegangen, die einen
Einblick in das Verhalten des Systems liefern. Die numerischen Daten sind durch
Auswertung des Datensatzes erzeugt worden und wurden mit Gnuplot visuali-
siert.

Zur Detektion von Reversals wird eine orthonormierte Basis gewéhlt, in der
alle Geschwindigkeits-Konfigurationen u(x) eines zweidimensionalen Systems
darstellbar sein sollen. Es ist moglich eine Basis zu wéhlen, bei der die Basis-
vektoren gerade oder ungerade gegeniiber Spiegelung an der Mittelsenkrechten
sind. Fiir die Basisvektoren sind zwei Mo6glichkeiten zu unterscheiden: Entwe-
der kann ein orthogonales Basissystem analytisch vorgegeben oder empirisch
generiert werden. In beiden Féllen liefert eine Projektion der numerischen Da-
ten auf die Basis Amplituden, die den Zustand des Systems charakterisieren.
Denkbar ist, dass mit einem Reversal ein Vorzeichenwechsel® einhergeht, der es
ermoglichen wiirde Reversals zu finden und ihre zeitlichen Verlauf wiahrend der
Umstrukturierung néher zu beleuchten.

3.1 Analytische Basismoden

Da im vorliegenden numerischen Experiment eine quadratische Geometrie vor-
liegt, wird eine angepasste Darstellung dhnlich zu [PWB*11] gewéhlt. Ein Ge-
schwindigkeitsfeld u(z, z, t) soll folgendermafien durch eine orthonormierte Ba-
sis ¢p,, mit Normierungskonstante A/ und Fensterparameter ¢ = 1073 dargestellt
werden:

u(x,z,t) = Zgn(t)gon(w, z)+ R (3.1)
—sin (nwﬁ) cos (mrLiz)
oS (nﬂ'ﬁ) sin (mrﬁ)

Das Residuum R stellt den Anteil dar, der nicht durch die Moden ¢, auf-
gelost werden konnte. Die Amplitude &, gibt die Ausprigung der Mode ¢,, im
Stromungsbild an. Sie ergeben sich durch das Skalarprodukt zu:

@ (2,2) =N - (2(Ly — ) - 2(L. — 2))°-

(3.2)

6ut) = ten(eNumzt) = [ [ se, etz L (33)

Da das Sklalarprodukt numerisch errechnet wird, ergibt sich eine Diskretisierung
der Gréflen z, z und t zu z;, z; und t;. Es wird somit folgendes Skalarprodukt
ausgewertet:

L,L,
&nlth) = 5 DN enwizules, 2y, te) (3.4)

3Der Vorzeichenwechsel findet in derjenigen Amplitude statt, die mit der Stiirke und Rich-
tung der grofiskaligen Strémung gekoppelt ist.
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Abbildung 3.1: Fensterfunktion fiir ¢ = 0.001, 0.1, 0.3. Die Fensterfunktion er-
zwingt, dass die Geschwindigkeit am Rand = = 0 und z = 27 verschwindet.
Fiir groBlere Werte ¢ tritt eine stédrkere Gewichtung der Innenbereiche auf. Die
Abweichung der Fensterfunktion von der Rechteck-Funktion (die um 7 zentriert
ist) nimmt fiir kleine Werte ¢ ab.

Dabei wird eine #quidistante Diskretisierung in N, (N,) Teilbereiche fiir die
horizontale (vertikale) Ortskoordinate angenommen.

Um no slip-Randbedingungen zu erreichen, enthalten die Basismoden eine ste-
tige Fensterfunktion, die dafiir sorgt, dass die Geschwindigkeit am Rand ver-
schwindet. Die Fensterfunktion fiir eine Komponente w(z) = (x(L, — x))¢ ist
in Abbildung 3.1 exemplarisch fiir einige Werte ¢ dargestellt. Hervorzuheben
ist, dass die Basisvektoren Eigenfunktionen* des Laplace-Operators, aber nicht
Losungen der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen [PWBT11] sind. Diese Abwei-
chung soll in Kapitel 4 fiir kleine n n#her betrachtet werden. Die ersten drei
Basismoden ¢;,¢5 und ¢4 sollen nun explizit angegeben und visualisiert wer-

4Strenggenommen sind nur die Basisvektoren ohne Fensterfunktion Eigenfunktionen des
Laplace-Operators. Da sie, bis auf den Randbereich, eine Mupltiplikation mit Faktor 1 dar-
stellt, ist der dadurch gemachte Fehler klein gegeniiber den anderen Approximationen.
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(c) Die dritte Basismode 3

Abbildung 3.2: Die ersten drei Basismoden fiir N, = N, = 32 Zwischenstellen.

den. Sie werden durch

o1 =N (oL —a) oL - ) (o E)E) ) (3.50)
Py =N+ oLy ) +(L =) (T o) o)) (3.5b)
(
(

3.) ain(3
p3 =N (x(L, —x) 2(L, — 2))°- ( _gz) smggwg ) (3.5¢)
2 2
beschrieben. Die erste Basismode ist ungerade beziiglich Spiegelung an der Mit-
telsenkrechten bei x = % und l&sst sich als grofiskalige Stromung interpretieren.
Sie ist in Abbildung 3.2a dargestellt. Die zweite Basismode ist gerade beziiglich
Spiegelung. Sie ist in Abbildung 3.2b visualisiert. Die dritte Basismode ¢4 ist
in Abbildung 3.2c visualisiert und ist ungerade beziiglich Spiegelung. Die dritte
Basismode kann als Beitrag der Eckrollen interpretiert werden. Die Bedeutung
des Vorzeichens von &, soll nun am Beispiel der ungeraden Mode ¢, néher un-

10



tersucht werden. Hervorzuheben ist, dass die Basismode ¢, in Abbildung 3.2a
eine Konvektion darstellt, in der der Teilchenstrom in mathematisch negativer
Richtung stromt. Liefert nun eine Projektion eines gegebenen Geschwindigkeits-
vektorfeldes u(x) auf ¢, eine positive Amplitude 7, so kann auf eine groskalige
Konvektion in mathematisch negativer Richtung geschlussfolgert werden. Eine
negative Amplitude bedeutet im Umkehrschluss eine Stromung in entgegenge-
setzter Richtung.

3.2 Empirische Basismoden

Fiir die empirischen Basismoden 44, ¥Weyen Wird nicht die Form der Basismo-
den, sondern die Konstruktionsregeln vorgegeben.

5 uz(x,z,t)—uz(Lz—x,Z,t)
Y _ 1 ux(l',Z,t)—U@-(Lx—Jj,Z,t)
Peven = 2 ( uz(, 2, t) + uy(Ly — 2, 2, t) (3.7)

Die Basismoden werden aus dem Rayleigh-Bénard-System so extrahiert, dass
per Definition eine gerade und eine ungerade Basismode beziiglich Spiegelung
entsteht. Fiir eine aussagekriftige empirische Mode muss iiber einen repréisen-
tativen Bereich nach Abschluss der Auftheizphase gemittelt werden, der eine
gleiche Konvektionsrichtung aufweist. Im Folgenden werden die auf Eins nor-
mierten Mittelungen {iber ﬂzodd und 1,~[)even als ¥ qq und Y., bezeichnet. Die
Zerlegung eines Geschwindigkeitsfelds u in die Amplituden £,qq und &eyen wird
analog zu Gleichung (3.4) iiber das diskrete Skalarprodukt erreicht.

Eine Mittelung kann beispielsweise zwischen zwei Reversals oder iiber groflere
Teile des Datensatzes erfolgen. Als Auswahlkriterium kann die analytische Pro-
jektion genutzt werden, um so iiber Bereiche zu mitteln, deren Amplitude &
(groBskalige Stromung) positiv (negativ) ist. Mit Vorgriff auf Kapitel 5 sei an
dieser Stelle nur gesagt, dass die empirischen Moden {iber einen repriasentativen
Zeitraum nahezu stationérer Stromung gemittelt wurden. 9,44 und ¥, sind
in den Abbildungen 3.3 und 3.4 visualisiert. In Abbildung 3.3 ist eine grofska-
lige Stromung im Uhrzeigersinn erkennbar, die mit kleineren Konvektionsrollen
in den Ecken iiberlagert ist, die entgegen dem Uhrzeigersinn rotieren. Auf den
ersten Blick kénnte man annehmen, dass es sich hierbei um eine einfache Uber-
lagerung der analytischen ;- und ¢3-Basismode handelt. Eine genaue Analyse
wird in Kapitel 4 durchgefiihrt. Ein Vergleich zwischen den Abbildungen 3.4 und
3.2b zeigt eine dominanten Anteil von ¢, in ., . Es ist zu erkennen, dass die
Mittelpunkte der Strudel bei v weiter auflen liegen als bei der analytischen
Basismode ¢,.

Ein erster Vergleich zwischen empirischen und analytischen Moden zeigt, dass
die Abweichung der angegebenen analytischen Basisfunktionen als Eigenfunk-
tionen des Laplace-Operators von der formal korrekten, jedoch nicht bekannten,
Losungen der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen fiir kleine Ordnungen n klein
sind. Der Frage, welche Ordnung als ,klein“ angesehen werden kann, soll nun
nachgegangen werden.

even
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4 Vergleich und Analyse der Basismoden

Da die empirischen Moden ausschliefSlich durch die Konstruktionsregeln charak-
terisiert sind, werden in ..., alle geraden Stromungsanteile und in 44 alle
ungeraden Stromungsanteile erfasst. Der Vorteil ist, dass auch die Form a priori
nicht bekannter Stromungsanteile erfasst werden kann, die nicht zwangsldufig
durch Linearkombinationen der angegebenen analytischen Basisvektoren kon-
struiert werden kénnen, sodass die Approximation ab einer Ordnung n abgebro-
chen werden kann. Im Folgenden sollen 144 und 4., mit einem Tief- bezie-
hungsweise Hochpass-Filter bearbeitet werden. Aus Symmetrieiiberlegungen ist
ersichtlich, dass in der empirischen geraden Mode keine ungeraden analytischen
Basismoden analysiert werden miissen und umgekehrt. Die entsprechenden Am-
plituden &,, verschwinden.

4.1 Tiefpass-Filterung

Ein Tiefpass TP,,(u) der Ordnung m einer Strémungskonfiguration u(z, z,t)
lasst sich als Orthogonalprojektion auf die analytischen Basismoden ¢y ... ¢,,
darstellen:

= an( (7, 2) Z Pz, 2)ulz, 2, ), (x,2) . (4.1)

Dadurch werden Stromungsanteile analytischer Basismoden bis zur Ordnung m
aufgeltst, wenn vorausgesetzt wird, dass die Abweichung ¢,, von den korrekten
FEigenmoden der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen klein ist. Die Ordnung m
des Tiefpasses soll nun schrittweise erhoht werden, um eine Approximation des
Stromungsbildes durch die niedrigeren Moden zu erhalten. Dieses Verfahren gibt
somit eine qualitative Auskunft, bis zu welcher Ordnung m Stromungsanteile
berticksichtigt werden miissen, um die Stromung in guter Niherung erfassen zu
konnen.

An dieser Stelle soll betont werden, dass &, - @,, = (¢,,|u)¢,, eine Orthogonal-
projektion darstellt. Das heifit: Ist in u ein vernachléssigbarer Stromungsanteil
durch ¢,, gegeben, so ist &, ~ 0. Eine Tiefpassfilterung soll nun fiir u = 444
und u = v, durchgefithrt werden.

4.1.1 Ungerade empirische Mode

Die Tiefpass-Filterung fiir die ungerade empirische Mode ist in Abbildung 4.1
dargestellt. In Abbildung 4.1a ist zum direkten Vergleich 44 dargestellt. Ab-
bildung 4.1b stellt eine Approximation von 44 durch den ersten analytischen
Basisvektor ¢, dar. Dadurch wird die grofiskalige Stromung zwar aufgelost,
dennoch gibt es einen Unterschied in der Stérke der Stromung im Innenbereich
und die Eckrollen sind noch nicht erkennbar. Die Umlaufrichtung der Eckrollen
ist entgegengesetzt zur Konvektion im Innenbereich. Durch die Mitberiicksich-
tigung der Eckrollen sollte eine Abflachung der ansonsten runden grofiskaligen
Konvektion im Innenbereich resultieren, wie sie in der empirischen Basismode
zu sehen ist. Durch Hinzunahme der ¢3-Mode in Abbildung 4.1c wird diese Ab-
flachung zwar erreicht, jedoch ist keine erkennbare Ausprigung der Eckrollen
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zu sehen. Dies deutet darauf hin, dass die gemittelte ungerade empirisch Basis-
mode )4y nicht zufriedenstellend als Uberlagerung von ¢, und ¢, realisiert
werden kann. Auf die Frage, ob eine bessere Approximation durch Mitberiick-
sichtigung hoéherer analytischer Basismoden erreicht werden kann, wird in der
Hochpass-Filterung eingegangen.

4.1.2 Gerade empirische Mode

Die Tiefpass-Filterung fiir die gerade empirische Mode ist in Abbildung 4.2
dargestellt. Zum direkten Vergleich ist 1), in Abbildung 4.2a dargestellt. Ab-
bildung 4.2b stellt eine zufriedenstellende Approximation durch ¢, dar. Eine
Mitberiicksichtigung der ¢,-Mode liefert aufgrund der schwachen Ausprigung
(&4 klein) einen vernachlissigbaren Beitrag. Die Mittelpunkte der Strudel der
empirischen geraden Basismode liegen leicht weiter auflen als bei der ¢,-Mode.
Aufgrund dieser geringen Abweichungen kann geschlussfolgert werden, dass die
empirische gerade Mode im Wesentlichen der analytischen zweiten Basismode
(o entspricht.

14
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4.2 Hochpass-Filterung

Ein Hochpass HP,,,(u) der Ordnung m eines Geschwindigkeitsfeldes u(z, z,t),
bei dem niedrigere analytische Basismoden ¢; ... ¢,, nicht mitbetrachtet wer-
den sollen, lisst sich folgendermaflen darstellen:

HP,,(u) = u(z, z,t) — t)e, (z, 2)

HMS

(z,2,t) Z p,(x, 2)|u(z, 2, ), (z,2) . (4.2)

Nimmt man an, dass die angegebenen analytischen Basisvektoren ¢,, fiir kleine
n naherungsweise Losungen der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen sind, so er-
geben sich aufgrund der Hochpass-Filterung die geometrischen Formen hoherer
Stromungsanteile. Anschaulich gesprochen wird bei dieser Art der Hochpass-
Filterung schrittweise die jeweils noch enthaltene tiefste Basismode ¢,,, heraus-
gefiltert. Dies stellt nur solange ein sinnvolles Verfahren dar, wie die Basismode
die als néchstes herausgefiltert wird noch erkennbar ist. Ist im hochpassgefil-
terten Strémungsbild die ndchst hohere Basismode ¢, noch erkennbar, so
kann geschlussfolgert werden, dass die Abweichung der analytischen Basismode
@m41 von der wahren Eigenmode der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen ver-
nachléssigbar klein ist. Auf diese Weise kann qualitativ eine Ordnung n der
,verhdltnisméfig gut gewdhlten® Basismoden ¢, ... ¢, abgeschétzt werden, in-
dem ein Vergleich der Ahnlichkeit zwischen hochpassgefiltertem Strémungsbild
und analytischen Moden gezogen wird.

4.2.1 Ungerade empirische Mode

Die Hochpass-Filterung fiir die ungerade empirische Mode ist in Abbildung 4.3
dargestellt. Abbildung 4.3a stellt 1 4q zum direkten Vergleich dar. In Abbil-
dung 4.3b wurde der durch die erste Basismode ¢; bedingte Stromungsanteil
herausgefiltert. Dadurch ist eine elliptische Konvektion im Innenbereich zu se-
hen, die darauf hindeutet, dass eine grofiskalige Konvektion nicht auschliefllich
durch die angegebene erste analytische Basismode ¢, gegeben sein kann. Entwe-
der lésst sich daraus schlielen, dass die geometrische Form der ersten Basismode
variiert werden muss, um eine stédrkere und lokalisiertere grofiskalige Stromung
im Innenbereich zu erreichen, oder es sind weitere Moden an einer grofiskaligen
Stromung beteiligt, deren Form und Beitrag nicht ndher bekannt ist. In Abbil-
dung 4.3b sind auflerdem die Eckrollen noch deutlich zu erkennen. Sie sollen als
Beitrag der ¢p;-Mode intepretiert werden und im néchsten Schritt herausgefil-
tert werden.

Abbildung 4.3c stellt 1,44 nach Abzug der Beitrége durch die Basismoden ¢,
und ¢4 dar. Nach Abzug der Mode ¢4 sind keine Eckrollen mehr erkennbar. Es
sind drei iibereinander liegende Konvektionsrollen erkennbar, die jeweils entge-
gengesetzte Konvektionsrichtungen aufweisen.

Die Regelmafigkeit und Struktur des hochpassgefilterten Stromungsbildes kann
nur spekulativ begriindet werden. Einerseits ist denkbar, dass sich dieses Stro-
mungsbild als Artefakt der Behandlung mit den Quasi-Eigenmoden ¢,, ergibt
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und eine Hochpass-Filterung mit den korrekten Eigenmoden der Oberbeck-
Boussinesq-Gleichungen Stromungsbilder anderer Struktur aufweisen wiirde. Zum
Anderen kann die Existenz der Stromungsstrukturen in Abbildung 4.3c an dieser
Stelle auch nicht ausgeschlossen werden.

4.2.2 Gerade empirische Mode

Die Hochpass-Filterung fiir die gerade empirische Mode ist in Abbildung 4.4
dargestellt. Abbildung 4.4a stellt 1), zum direkten Vergleich dar. Der Anteil
der analytischen Basismode ¢, ist deutlich zu erkennen.

In Abbildung 4.4b wurde der durch die zweite Basismode ¢, bedingte Stromungs-
anteil herausgefiltert. Eine Aufteilung des quadratischen Simulationsvolumens
in vier kleinere Quadrate ist erkennbar und ist Grund zur Annahme, dass die
néchst hohere gerade Basismode signifikant anders aussieht als die analytische
Basismode ¢,. Aufgrund dieser Abweichung lésst sich erklidren, warum Abbil-
dung 4.4c (das Stromungsbild mit herausgefiltertem ¢,-Anteil) nahezu keine
Verdnderung zu Abbildung 4.4b aufweist. Geht man davon aus, dass die Ba-
sismoden dominant von unten besetzt sind (also & > -+ > &9, m € N gilt),
so wire in 4.4b die Form der korrekten Basismode vierter (allgemein: 2m-ter)
Ordnung der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen gegeben.

4.3 Fazit

In diesem Kapitel wurden die empirischen Basismoden mithilfe der Tief- und
Hochpass-Filterung in analytische Basismoden zerlegt. Es zeigt sich, dass die
Abweichung der angegebenen analytischen Basismoden von den korrekten, je-
doch nicht nédher bekannten, Basismoden der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen
fiir Ordnungen n > 3 nicht vernachléssigbar ist. Eine analytische Beschreibung
der empirisch geraden Mode nach Abzug der ¢,-Mode aus Abbildung 4.4b koénn-
te eine , gut gewihlte“ Basismode vierter Ordnung sein, deren Abweichung von
den korrekten Eigenmoden der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen klein ist. Die
Kernaussage dieses Kapitels ist, dass die Basismoden ¢; und ¢, in guter Nahe-
rung und ¢ in grober N#herung Eigenmoden des Rayleigh-Bénard-Systems
darstellen. Eine Zerlegung des Geschwindigkeitsfeldes u(z, z,t) in diese Moden
liefert somit einen Einblick in die Dynamik des Systems.
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5 Analyse des Datensatzes

In diesem Kapitel soll die Dynamik des Systems betrachtet und analysiert wer-
den. Dazu wird folgendermaflen vorgegangen: Die Geschwindigkeitsfelder u der
Simulation [Liilll] werden in Amplituden &,, &dq und Eeven analytischer und
empirischer Basismoden zerlegt und werden als Zeitreihe und im Phasenraum
visualisiert und erméglichen somit einen Einblick in die Dynamik des Systems.
Aus Kapitel 4 ldsst sich entnehmen, dass die Zerlegung fiir n = 1, 2, 3 vorzuneh-
men ist. Die Interpretation der Amplituden &; 2 3 ermdglicht es représentative
Zeitrdume stationdrer Stromung® zu identifizieren, aus denen die empirischen
Moden extrahiert werden kénnen.

5.1 Zeitliche Entwicklung der Amplituden

Die zeitliche Entwicklung der Amplituden &7, &, &5 ist in Abbildung 5.1a darge-
stellt. & weist mehrere Umorientierungen der grofiskaligen Zirkulation auf. Die
Amplitude & ist iberwiegend positiv, also weist ¢, liberwiegend die Orientie-
rung wie in Abbildung 3.2b auf. Es scheint, als wiirde eine Umorientierung von
&1 mit einer anwachsenden Amplitude &> korrelieren. Ein Vergleich von £ und
&y suggeriert eine Umorientierung von &3, sobald £ einen Schwellenwert {iber-
schreitet. Denkbar ist, dass dieser Schwellenwert von &1, der Geometrie und
weiteren nicht ndher bekannten Grofien abhéngig ist. Die Amplitude €3 hat im-
mer das entgegengesetzte Vorzeichen von &;.

Die zeitliche Entwicklung von £ueyen und &£,qq in Abbildung 5.1b hat in guter
N#herung den gleichen Verlauf wie &; und &;. Die Abweichung der Kurven ist
durch die strukturelle Abweichung der zugrunde liegenden Basismoden gege-
ben. Beide Basissysteme spiegeln somit die selbe Dynamik des Systems wider.
Die empirischen Basismoden 1,44 und %.,,, wurden als Mittelungen aus dem
Bereich 900 < ¢ < 1000 extrahiert.

5Gemeint sind Zeitfenster, in denen keine Umstrukturierung des Systems von einem meta-
stabilen in einen anderen metastabilen oder instabilen Zustand stattfindet.
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Abbildung 5.1: Zeitliche Entwicklung der Amplituden
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5.2 Betrachtung im Phasenraum

Eine Betrachtung im (&3, &1)-Phasenraum in Abbildung 5.2b bestéitigt eine star-
ke Korrelation der durch ¢; und 5 gegebenen Stréomungsanteile. Dies verfes-
tigt die Interpretation der ¢5;-Mode als Eckrollen, deren Orientierung entge-
gengesetzt zur grofiskaligen Stromung ist. Das (€3, &2)-Phasenraumdiagramm
in Abbildung 5.2a weist keine erkennbare Korrelation auf. Die (&, &;)- und
(€evens Eodd )-Phasenraumdiagramme in den Abbildungen 5.2¢ und 5.2d (,,empi-
rischer Phasenraum*®) spiegeln die selbe Dynamik des Systems wider. Die struk-
turelle Abweichung der Abbildungen 5.2¢ und 5.2d ist auf eine Abweichung der
angegebenen analytischen Basismoden ¢, ¢, von den empirischen Basismoden
zuriickzufithren. Des Weiteren flielen in Abbildung 5.2d jeweils alle geraden
beziehungsweise ungeraden Modenanteile ein, wiahrend in Abbildung 5.2¢ nur
die ;- und ¢,-Anteile aufgelost werden. Der empirische Phasenraum soll nun
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Abbildung 5.2: Dynamik des Systems im Phasenraum

genauer untersucht werden. Der Phasenraum spannt ein Gebiet auf, dass im
Folgenden als Schalenstruktur bezeichnet werden soll. Ein Wechsel des Vorzei-
chens von &,4q stellt eine Umorientierung der grofiskaligen Stromung (Reversal)
im System dar. Im Phasenraum ist ein Reversal als Ubergang von einer zur
anderen Seite der Schalenstruktur zu identifizieren.

Von K. Ritter [Rit11] wurde ein analytisches Modell zur Berechnung des Pha-
senraums even gegen Eoqq entwickelt, dessen Phasenraum in Abbildung 5.3 vi-
sualisiert wurde. Die Pfeile geben dabei an, in welche Richtung sich ein Punkt
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(€odd, Eeven) iIm Phasenraum zeitlich entwickelt. Ein Vergleich des Innenbereichs

XxiG

xiu

Abbildung 5.3: analytische Berechnung des Phasenraums[Rit11]

von Abbildung 5.3 mit Abbildung 5.2d zeigt, dass die numerisch berechnete
Schalenstruktur im Phasenraum unter gewissen Bedingungen analytisch herleit-
bar ist. Abbildung 5.3 beschreibt eine Organisation des Systems in zwei stabile
Fixpunkte, in die die Systemkonfiguration (£oqd, &even)® gedriingt wird. Eventu-
elle Umklappprozesse kénnen auf diese Weise jedoch nicht beschrieben werden.
Es kann vermutet werden, dass die Richtung der Pfeile unter Variation bisher
unbekannter Parameter umklappt und das System von den ehemalig stabilen
Fixpunkten zur £,qq = 0-Achse gedringt wird. Eine erneute Umoriertierung
der Pfeile wiirde das System in den jeweils anderen Fixpunkt zwingen und so
ein Reversal hervorrufen. Dieser Ansatz ist jedoch rein spekulativ und es kann
an dieser Stelle kein Grund fiir eine Umorientierung der Pfeile angefiihrt werden.

6In [Rit11] wurde die Notation &, (&) fiir die ungerade (gerade) Amplitude benutzt.
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Abbildung 5.4: Dynamik des Systems im Phasenraum

Abbildung 5.4 stellt vier aufeinanderfolgende Reversals (mit Umgebung) im
Phasenraum dar. Der Phasenraum in Abbildung 5.4a stellt die Dynamik des
Systems ab dem Zeitpunkt ¢ = 1500 dar. Die Zeitrdume sind so gewiéihlt, dass
immer die Bereiche von einer Mitte zwischen zwei Reversals (siehe Amplituden
im Zeitraum 5.2d) zur néchsten Mitte zweier Reversals dargestellt werden. Es
findet somit ein nahtloser Ubergang zwischen den einzelnen Phasenriumen in
Abbildung 5.4 statt. Als Basis wurden die empirischen Basismoden gewéhlt. In
Abbildung 5.4 findet sich ein weiteres Indiz dafiir, dass ein Reversal dann auf-
tritt, wenn Eeven einen gewissen Schwellenwert iiberschreitet. Nimmt man an,
dass die genaue Form der Umklappprozesse durch statistische Prozesse ,aus-
geschmiert® wird, so kann vermutet werden, dass alle Umklappprozess in Ab-
bildung 5.4 im Mittel gleich verlaufen. Eine genaue Analyse kénnte durch eine
numerische Mittelung iiber mehrere Umklappprozesse und Systemkonfiguratio-
nen’ erfolgen. Ein solche Analyse wiirde hier jedoch den Rahmen sprengen und
soll in dieser Arbeit nicht weiter vertieft werden.

"Die Umklappprozesse miissten fiir verschiedene Prandtl- und Rayleigh-Zahlen diskutiert
und verglichen werden.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit wurde die zweidimensionale Rayleigh-Bénard-
Konvektion eines Fluids im kartesischen Gebiet € untersucht. Fiir die Geschwin-
digkeit wurden no slip-Randbedingungen an allen Wéanden und fiir die Tempe-
ratur Dirichlet-Randbedingungen an oberer und unterer Platte und von Neu-
mann-Randbedingungen an den Seitenwinden gefordert. Zur Analyse grofiska-
liger Winde wurde ein analytisches und ein empirisches Basissystem eingefiihrt
und diese miteinander verglichen. Aus der Tiefpassfilterung konnte abgeleitet
werden, dass die analytischen Basismoden ¢; und ¢, in guter Ndherung und ¢4
in grober Naherung Losungen der Oberbeck-Boussinesq-Gleichungen darstellen.
Die analytischen Moden ¢,, der Ordnungen n > 4 stellen keine zufriedenstellen-
de Approximation der korrekten Losungen dar. Mithilfe der Hochpass-Filterung
konnte die geometrische Form der Stromungsanteile hoherer Ordnung gegeben
sein. Es ist moglich, dass Abbildung 4.4b, die Hochpassfilterung der empirischen
geraden Mode, die korrekte Basismode vierter oder héherer gerader Ordnung
enthilt. Aus der Hochpassfilterung der empirischen ungeraden Mode kann qua-
litativ geschlossen werden, dass eine grofiskalige Stromung mit Eckrollen nicht
auf triviale Weise als Uberlagerung einer grofien Konvektionszelle mit mehre-
ren kleinen Konvektionszellen dargestellt werden kann. Die Existenz der hoch-
passgefilterten Stromungsanteile sollte im Rahmen weiterer Simulationen oder
Experimente genauer untersucht und Gemeinsamkeiten verschiedener Szenarien
néher beleuchtet werden.

Eine Darstellung der Dynamik des Systems als Zeitreihe deutet daraufhin, dass
die grofiskalige Stromung dominant ungerade Anteile beziiglich Spiegelung auf-
weist, da nur die Amplitude der ungeraden Stromungsanteile £,qq ihr Vorzeichen
bei einem Reversal wechselt. Die Amplitude der geraden Stromungsanteile &qyen
weist iiberwiegend ein positives Vorzeichen auf. Es wurden mehrere Indizien
gefunden, die auf eine Umstrukturierung der grofiskaligen Strémung hindeuten,
sobald &eyen einen Schwellenwert iiberschreitet. Desweiteren wurde bestétigt,
dass die Orientierung der Eckrollen stets entgegengesetzt zur Orientierung der
grofiskaligen Stromung ist.

Im Phasenraum konnte eine Organisation des Systems in einer Schalenstruktur
beobachtet werden, die sich auch analytisch herleiten ldsst. Eine Darstellung
von vier aufeinander folgenden Reversals im Phasenraum liefert Grund zur An-
nahme, dass ein Umklappprozess im Mittel gleich ablauft, dieser jedoch durch
statistische Prozesse ,,ausgeschmiert” wird. Durch eine Mittelung vieler Rever-
sals im Phasenraum konnte eine solche Annahme niher untersucht werden, um
ein besseres Verstdndnis von Umklappprozessen zu erhalten.
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7 Anhang

Der Quellcode des entwickelten Programms findet sich auf der beiliegenden CD.
Der C++-Quellcode wurde in der Entwicklungsumgebung Microsoft Visual Stu-
dio 2008 geschrieben.
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