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Einleitung

Die nichtlineare Dynamik oder auch “Chaostheorie” hat sich in den letzten
Jahren als eigensténdiger interdisziplindrer Wissenschaftszweig etabliert. Die
Urspriinge der Theorie liegen in der Mathematik. In den sechziger und siebzi-
ger Jahren ist ihre besondere Relevanz auch fiir physikalische Fragestellungen
immer deutlicher hervorgetreten. Seitdem sind viele der erzielten Ergebnisse
dieser Disziplin auf die wechselseitigen Einfliisse von Mathematik und Physik
zuriickzufiihren. In diesem Zwischenbereich ist auch die vorliegende Arbeit
anzusiedeln.

Die bisher vorwiegend angewandten Methoden zur analytischen Behandlung
dynamischer Systeme basieren auf der Stérungstheorie integrabler Systeme.
Ausgehend von einem solchen System, versucht man, die wesentlichen Pha-
senraumstrukturen nach dem Eintreten einer Stérung mit Hilfe von z. B.
adiabatischen Konstanten der Bewegung zu beschreiben [Arn89]. Dieses Vor-
gehen erweist sich als sehr erfolgreich, wenn der Phasenraum von reguldren
Strukturen dominiert wird. Sind dagegen die chaotischen Bereiche dominant,
versagen diese storungstheoretischen Ansitze.

Der Erfolg der Storungstheorie fiir integrable Regionen des Phasenraums
legt nun fiir nichtintegrable Bereiche folgende Strategie nahe. Man versucht
zunéchst, “rein chaotische“ Systeme zu verstehen und anschlieend in Analo-
gie eine Storungstheorie zu entwickeln. Anfang der siebziger Jahre wurden die
notwendigen exakten mathematischen Definitionen fiir “rein chaotische“ Sy-
steme und darauf aufbauende Theorien entwickelt [Bow75, Rue78]. Da diese
Theorien formalen Charakter besitzen, wurde deren Relevanz fiir konkre-
te physikalische Problemstellungen zunéchst nicht beachtet. Erst Mitte der
achtziger Jahre erkannte man, dafl die in der mathematischen Theorie ent-
wickelten Charakteristika physikalisch mefibare Groflen darstellen [Hal+4-86].
Seither ist es von besonderem Interesse, physikalische Modellsysteme zu
entwickeln, die den strengen Voraussetzungen der mathematischen Theo-
rie geniigen. Im Hinblick auf Hamilton-Systeme bilden dispersive Billards
den Schwerpunkt bisheriger Untersuchungen. Die defokussierende Wirkung
konvexer, reflektierender Wande ist die wesentliche Ursache dafiir, dafl jede
Trajektorie in einem solchen System instabil ist und keine regularen Gebiete
im Phasenraum auftreten konnen. Attraktive Wechselwirkungsbereiche er-
scheinen dagegen aufgrund ihrer fokussierenden und damit stabilisierenden
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Wirkung zunéchst als wenig geeignet.

Im ersten Teil dieser Arbeit (Kapitel 1-5) stelle ich ein offenes Hamilton—
System vor, dessen Potential aus attraktiven Teilbereichen zusammengesetzt
ist und das unter bestimmten Voraussetzungen das oben erwdhnte “reine
Chaos“ aufweist. Die Destabilisierung der Trajektorien erfolgt in diesem Fall
durch Uberfokussierung. Der zweite Teil dieser Arbeit (Kapitel 6 und 7)
beschiftigt sich mit Groflen, die der Charakterisierung dynamischer Systeme
dienen. Es werden Konzepte, die von verschiedenen Autoren in einer Viel-
zahl von Arbeiten seit Mitte der achtziger Jahre verdffentlicht worden sind,
zusammenfassend dargestellt. Dariiber hinaus werden die Verbindungen und
Zusammenhdnge zwischen diesen Konzepten herausgearbeitet. Das im er-
sten Teil eingefiihrte Modellsystem dient dabei als Beispiel, anhand dessen
die wesentlichen Aspekte verdeutlicht werden.

Konkret wird in Kapitel 1 das Modellsystem eingefiihrt. Kapitel 2 hat die
Streuung an diesem System zum Thema. Die Ergebnisse von numerisch simu-
lierten Streuexperimenten werden vorgestellt. Die Kapitel 3 und 4 sind von
zentraler Bedeutung. In Kapitel 3 wird zunéchst “reines Chaos® im Sinne
von DEVANEY prézisiert [Dev89]. Im Mittelpunkt steht dabei der Begriff der
hyperbolischen invarianten Menge. Mit analytischen Methoden werden Be-
dingungen hergeleitet, die die Hyperbolizitdt des Modellsystems implizieren.
Es gibt bisher nur wenige Systeme, fiir die man die Hyperbolizitit im stren-
gen mathematischen Sinne nachweisen kann. Aus diesem Grund wird hier der
Schwerpunkt auf die mathematische, formale Beweisfiihrung gelegt. Die vor-
gestellte Beweistechnik hat Bedeutung iiber die in dieser Arbeit betrachtete
Systemklasse hinaus. Sie ist auf andere Systeme iibertragbar. Exemplarisch
wird dies in Anhang B fiir das Troll-Smilansky—Modell vorgefiihrt. Die noch
offene Frage beziiglich der Hyperbolizitdt dieses Modells ist damit beant-
wortet [TroSmi89]. Hyperbolizitét ist die wesentliche Voraussetzung fiir die
Existenz einer vollstdndigen Symbolischen Dynamik. In Kapitel 4 wird fiir ei-
nige Spezialfille der in dieser Arbeit vorgestellten Modellsysteme gezeigt, wie
eine solche vollstidndige Symbolische Dynamik eingefiihrt werden kann. Kapi-
tel 5 beschéftigt sich mit den Auswirkungen von Parameterianderungen, d. h.
insbesondere Stérungen des Systems. Es wird gezeigt, wie reguldre Struk-
turen im Phasenraum des Modellsystems auftreten kénnen. Dariiber hinaus
werden die Streuergebnisse in Zusammenhang mit der bis dahin entwickelten
Theorie gebracht. Nach diesem Kapitel gibt es eine Zasur. Die Kapitel 6 und
7 dienen der Vorstellung von Konzepten zur Charakterisierung dynamischer
Systeme. Fiir die exakten Definitionen der diskutierten Gréflen und fiir den
Nachweis ihrer Existenz ist ein umfangreicher mathematischer Formalismus
erforderlich. Der Schwerpunkt dieser Kapitel liegt nicht in der Diskussion die-
ser mathematischen Details. Vielmehr werden die hinter den verschiedenen
mathematischen Begriffen stehenden Ideen so herausgearbeitet und formu-
liert, daf} auf einfache Weise eine Verbindung zu der aus der Physik bekannten
Thermodynamik hergestellt werden kann. Anhand des Modellsystems wird
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dann dargestellt, wie man mit Hilfe thermodynamischer Begriffe dynamische
Systeme beschreiben kann. Die in den Kapiteln 3 und 4 erzielten Ergebnisse
stellen dabei sicher, dafl die notwendigen mathematischen Voraussetzungen
erfiillt sind. Abschlielend werden die numerisch bestimmten thermodynami-
schen Potentiale des Modellsystems und ihre Parameterabhédngigkeit disku-
tiert.



Kapitel 1

Das System

In dieser Arbeit untersuche ich die ebene Streuung eines Teilchens an N Zen-
tralpotentialen v(r). Diese seien mit ihren Zentren auf den Ecken eines re-
gelméBigen N-Ecks mit Mittelpunkt im Ursprung angeordnet. Die Reichwei-
te von v sei endlich und definiere im folgenden den Langenmafstab. Eine der
Ecken des N-Ecks liege auf der z—Achse. Bei dem dazu geh6renden Potential
beginnend, werden die Potentiale im mathematisch positiven Sinn von 0 bis
N —1 indiziert. Der Umkreisradius des N—Ecks werde mit Ry bezeichnet und
sei so grof3 gewéhlt, dafl sich die Bereiche, in denen die Kraft von 0 verschie-
den ist, nicht {iberlappen. Mit &y = 27/N und R; = Ry(cos(i®y), sin(iPy)),

t=0,...,N —1, erhdlt man somit fiir das Streupotential
N-1
V(R)= > v(R-Ry). (1.1)
i=0

Dieses Potential besitzt Cy,—Symmetrie [Ham62]. Eine Skizze der System-
geometrie fiir den Fall N = 3 ist in Abbildung 1.1 gegeben.

Fiir eine feste Energie F wird die Wirkung von v auf das zu streuende Teil-
chen durch die Ablenkfunktion ©(l) beschrieben [Chi74]:

o0 dr
o) =m - 21/F r2\/2m(E e

(1.2)

wobei 7 die grofite Nullstelle des Nenners, d. h. der &uflere klassische Um-
kehrpunkt ist. Man beachte, daf§ aufgrund der Zeitumkehrsymmetrie O(1) =
—0O(=1) gilt. Mit Hilfe von ©(I) 148t sich die Streuung am Potential (1.1)
durch eine Abbildung beschreiben, die ich nun vorstelle.

1.1 Herleitung der Abbildung

Zur Herleitung der Abbildung setze ich im folgenden m = 1. Nachdem
Massen— und Léngeneinheit damit festgelegt sind, wird die Zeiteinheit wie

8
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T

Abbildung 1.1: Skizze des Potentials V(R) fiir den Fall N = 3 und
Ry, = 1.4. Die Kreise haben den Radius 1 und markieren die Reichweite
des Potentials v.

folgt skaliert

1
b —t . (1.3)

V2E

Auflerhalb der Reichweite von v gilt dann fiir den Impuls:

pl=1. (1.4)

Der Betrag des Drehimpulses ist ferner gleich dem Stofiparameter. Die Be-
wegung fiir Drehimpulsbetrdge grofler als 1 ist also frei.

Eine Anderung der Energie ist nach der Skalierung (1.3) gleichbedeutend mit
einer Anderung der Zeiteinheit. Damit die explizite Energieabhéngigkeit der
Dynamik deutlicher hervortritt, werde ich im folgenden nicht von Anderun-
gen der Zeiteinheit, sondern von Anderungen der Energie E sprechen. Dabei
ist dann (1.3) zu berticksichtigen.

Das Teilchen verlasse das Potential 2 im Punkt R mit dem Impuls p. Ich be-
zeichne den Winkel zwischen R; und p mit ; und den Drehimpuls beziiglich
R; mit [;. Wenn das Teilchen als nédchstes den Bereich j besucht, ist sein
Einfallswinkel beziiglich R; durch 8; — (j — 7)®y gegeben. Die Streuung an
v bewirkt nun eine Anderung um —©((;). Nach dem Streuprozef erhilt man
daher

Bi = Bi — (5 — )P0 — O(1;)- (1.5)
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Der Drehimpuls beziiglich R; ist bei diesem Streuereignis eine Erhaltungs-
grofle. Er ist gegeben durch

= [(R—Ra) x pl. + (R~ Ry) x pl.
— [, +2Rysin (] 5 Z%) cos (ﬁ,- - ]—;%) : (1.6)

Eine notwendige Bedingung dafiir, daf} das Teilchen Bereich j besucht, ist
LI<1 (L.7)

Ferner muf} der Radialimpuls beziiglich R; negativ sein

p-(R—R;)=1/1-12—2sin (j ;’gzso) sin (ﬁi - %450) <0. (L8)

Wenn Ry so grofl gewéhlt ist, dal auf jeder Geraden hochstens zwei Streu-
potentiale v liegen, sind diese beiden Bedingungen auch hinreichend. Im fol-
genden werde ich mich auf diesen Fall beschréinken.

Nach den obigen Betrachtungen hat man die Dynamik des Systems auf eine
diskrete Abbildung reduziert. Ein Tripel (5;,1;,4), das bei Vorgabe positiven
Radialimpulses, p - R; > 0, den Zustand des Systems eindeutig bestimmt,
wird auf das Tripel (8;,1;, j) bei positivem Radialimpuls beziiglich R; abge-
bildet. Bis auf die trivialen Trajektorien, die keinen Wechselwirkungsbereich
aufsuchen, wird die Streudynamik des zugrunde liegenden physikalischen Sy-
stems vollstdndig durch diese Abbildung erfaft. So sind (nichttriviale) einlau-
fende Trajektorien durch Tripel gegeben, die kein Urbild haben, auslaufende
Trajektorien durch Tripel, die kein Bild haben. Die Bewegung innerhalb des
Wechselwirkungsbereiches wird durch Iteration dieser Poincaré—Abbildung
beschrieben.

Die Abbildung hingt nur von der Differenz j — ¢ der Indizes der beteiligten
Potentiale v ab. Dies spiegelt die Cy—Symmetrie des Systems wieder. Ich
reduziere das Problem beziiglich dieser Symmetrie, indem ich ¢ = 0 setze.
Das entspricht nach jedem Streuprozefl an einem Potential v mit Zentrum in
R; einer Drehung um —j&,.

Das bisher Diskutierte zusammenfassend, erhilt man die zweidimensionale

Abbildung

P B = B—ji®—06(") (1.9a)

I' — [+2Rysin <%¢0> cos (ﬁ - %gzs()) . (1.9b)
Solange es ein j € {1,..., N — 1} gibt, so daf§ die Bedingungen
<1 (1.9¢)
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und

V1—12 - 2sin <%¢0> sin <ﬁ - %450) <0 (1.9d)

erfiillt sind, wird F' iteriert. Wenn eine der Bedingungen (1.9¢c) oder (1.9d)
nicht erfiillt werden kann, hat das Teilchen den Wechselwirkungsbereich von
V verlassen und kehrt nicht mehr zuriick.

Aufgrund ihrer besonderen Bedeutung in dieser Arbeit gebe ich an dieser
Stelle die Abbildung fiir das aus N = 2 Potentialen v bestehende System
noch einmal explizit an:

g = B-m-0() (1.10a)

Ee oy i orysing (1.10b)

Zusammen mit den beiden Bedingungen
Il <1 (1.10c)
und

V1I—-124+2cosf <0 (1.10d)

beschreibt diese Abbildung ein Streusystem bestehend aus zwei Zentralpo-
tentialen mit Zentren auf der x—Achse bei +R,. Fiir die numerischen Bei-
spielrechnungen beziiglich des Systems (1.10) wird der Abstand der Zentren
durch Ry = 1.1 festgelegt.

Formal ist der Bildbereich der Abbildung (1.9) durch S! xR gegeben. Was die
Iteration von F' betrifft, so erzwingt die Bedingung (1.9¢) eine Einschriankung
auf das [-Intervall [—1, 1]. Daher betrachte ich den Zylinder

I =8"x[-1,1]. (1.11)

im folgenden als den Phasenraum des Systems.

Man rechnet leicht nach, dal det DF = 1 und F' damit flichenerhaltend ist.
Die Abbildung F' 148t sich ferner schreiben als Produkt der Involutionen

B = 7m—pB+3P (1.12a)
Io: . J J
I' = 1+2R, s1n(§d50) cos(f — 5450) (1.12b)
und
; g = m—p8-0() (1.13a)
R (1.13b)

d. h. F' = I, o I,. Geometrisch ist I, im wesentlichen ein “Kick* in der Dreh-
impulsvariablen, dessen Ursache im Wechsel des Koordinatensystems liegt.
I beschreibt einen [-abhingigen “Twist“ in der Winkelvariablen. Da I; den
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Drehimpuls konstant 148t, ist fiir die Frage des Verbleibs im Wechselwir-
kungsbereich ausschliefilich I, verantwortlich.

Das System ist bisher nur beziiglich Cy symmetriereduziert. Die verbleibende
Spiegelsymmetrie dulert sich in der Invarianz von (1.9) unter

(ﬁ,laj)H(_ﬁ,_l,N_j)' (114)

Die Reduzierung beziiglich dieser Symmetrie wird sich im Hinblick auf Fra-
gestellungen der Symbolischen Dynamik (Kapitel 4) und der Auswertung
dynamischer Zeta—Funktionen (Kapitel 7) als niitzlich erweisen. Konkret er-
folgt eine Reduzierung mittels (1.14) dadurch, dafl man jedesmal, wenn die
[-Komponente einer Trajektorie des Systems (1.9) negativ wird, die Trans-
formation (1.14) anwendet. Der Phasenraum besteht in diesem Fall aus dem
Zylinder

Tyeq = S' x [0,1]. (1.15)

Das so mittels (1.14) transformierte System wird im folgenden als reduziertes
System bezeichnet.

Fiir eine konkrete Anwendung der Abbildung F' ist die Bestimmung der Ab-
lenkfunktion notwendig. Im folgenden Abschnitt werden Beispiele klassischer
Ablenkfunktionen vorgestellt.

1.2 Beispiele klassischer Ablenkfunktionen

Bei einem Streuexperiment ist es in der Regel nicht notwendig, eine Trajek-
torie im Detail zu verfolgen. Der Einflufl des Targets wird erst nach dem
Streuprozefl beobachtet, daher sind nur Groéflen wie z. B. die Verzogerungs-
zeit oder der Ablenkwinkel von Interesse. Die Diskussion der Ablenkfunktion
fiir zentralsymmetrische Potentiale bildet den Schwerpunkt dieses Abschnitts
und ist in groben Ziigen [Chi74] entnommen.

Wesentliche Merkmale der Ablenkfunktion konnen mit Hilfe des Effektivpo-
tentials
l2
'Ueff(’r) - U(r) + 2,,,2
erklart werden. Zunédchst diskutiere ich rein attraktive und rein repulsive
Wechselwirkungen.

(1.16)

Als Beispiel einer rein attraktiven Wechselwirkung betrachte ich ein Woods—

Sazon—Potential: v
v(r) = ———= (1.17)

1=

Fiir verschiedene Drehimpulse sind die Effektivpotentiale in Abbildung 1.2
dargestellt. Insbesondere ist v(r) selbst gezeigt, das dem Effektivpotential fiir
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[ = 0 entspricht. Das Verhéltnis von Potentialwert auf dem Rand » = 1 zur
Topftiefe ist bei den gew&hlten Potentialparametern von der Gréfenordnung
107°. Fiir 7 > 1 kann man daher die Bewegung in guter Niherung als frei
betrachten.

Abbildung 1.2: Effektivpotential der Woods—Saxon—Wechselwirkung. Die
konkreten Potentialparameter sind durch vy = 2, r = 0.3 und a = 0.05
gegeben. Von unten nach oben sind die Graphen der Effektivpotentiale fiir
die Drehimpulse [ = 0, 0.2,0.4, 0.6, 0.8 dargestellt.

Bei konstanter Energie bewirkt eine Erh6hung des Drehimpulses, daf3 der
klassische Umkehrpunkt, der die Grenze des erlaubten Potentialbereiches
markiert, nach auflen wandert. Der Ablenkwinkel fiir grolere Drehimpulse
wird durch die langreichweitigen Anteile des Potentials bestimmt. Da die
Ablenkfunktion fiir attraktive Potentiale negativ ist und da sowohl fiir Dreh-
impulswerte [ &~ 0 als auch fiir sehr grofle [ die Ablenkung sehr klein ist
(© ~ 0), folgt, daB ©(l) ein Minimum oder eine Singularitdt besitzen mu8.
Im Falle eines Minimums spricht man von Regenbogenstreuung. Der mini-
male Ablenkwinkel wird als Regenbogenwinkel bezeichnet. Liegt eine Singu-
laritdt vor, so nennt man diese Orbitingsingularitdt. Sie korrespondiert ei-
nem Einfang des Teilchens und tritt auf, wenn die Energie einem Maximum
von v,sf(r) entspricht. Ein solches Maximum ergibt sich fiir Energien unter-
halb einer kritischen Energie, die durch den Sattelpunkt im Effektivpotential
gegeben ist. Der Nenner im Integranden von (1.2) hat dann eine doppelte
Nullstelle und fiihrt zu einer Singularitdt von ©(1).

In der Sprache der nichtlinearen Dynamik 148t sich dieses Phdnomen auch
anders formulieren. Ein lokales Maximum von vess(r) impliziert die Existenz
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eines instabilen Fixpunktes, der im Ortsraum einer Kreisbahn entspricht. Die
stabile Mannigfaltigkeit dieses Fixpunktes erstreckt sich iiber den Fluf§ bis in
den asymptotischen Bereich. Eine Trajektorie mit einer Anfangsbedingung
auf dieser stabilen Mannigfaltigkeit ndhert sich im Ortsraum asymptotisch
der Kreisbahn an. Dabei wichst der Betrag des Ablenkwinkels iiber alle
Grenzen.

In dem Energiebereich, in dem Orbiting moglich ist, findet man auch eine
gebundene Bewegung. Fiir geeignete Drehimpulse, die gréfler als der Orbi-
tingdrehimpuls sind, ist der klassisch erlaubte Bereich durch ein lokales Ma-
ximum im Effektivpotential in zwei voneinander getrennte Gebiete aufgeteilt.
In dem Bereich mit kleineren r—Werten ist die Bewegung gebunden.

Fiir das Woods—Saxon—Potential sind Ablenkfunktionen fiir verschiedene
Energien in Abbildung 1.3 gezeigt.

Abbildung 1.3(a) zeigt Ablenkfunktionen fiir Energien oberhalb der Orbiting-
schwelle, Abbildung 1.3(b) zeigt ein Beispiel mit einer Orbitingsingularitét.

Fiir rein repulsive Wechselwirkungen ist die Ablenkfunktion positiv. Ein Bei-
spiel fiir eine solche Wechselwirkung ist die Harte Scheibe. Das Potential ist
gegeben durch

oo r<l1
v(r) = { 0 ro1 (1.18)
Eingesetzt in (1.2) erhdlt man fiir die Ablenkfunktion:
O(l) = 2 arccos!. (1.19)

Sie ist unabhingig von der Energie. Im Gegensatz zum attraktiven Fall er-
folgt hier fiir [ = 0 eine Riickwirtsstreuung, d. h. ® = 7 (Abbildung 1.4).
Diese Ablenkfunktion kann man als einen Prototypen fiir repulsive Wechsel-
wirkungen ansehen.

Der Vollstandigkeit halber fiihre ich mit dem Lennard-Jones—Potential noch
ein Beispiel fiir ein nichtmonotones Potential an:

o(r) = vo ((%)12 - (%)6) . (1.20)

Das Lennard—Jones Potential setzt sich aus einem repulsiven (~ r~'?) und
einem attraktiven Anteil zusammen (~ —r~%). Ablenkfunktionen fiir ver-
schiedene Energien oberhalb der Orbitingschwelle und die Parameterwerte
vo = b und ry = 0.3 sind in Abbildung 1.5 dargestellt. Da die Darstellung ei-
ner Orbitingsingularitit fiir dieses Potential im Vergleich zu Abbildung 1.3(b)
nichts wesentlich Neues erbringt, verzichte ich hier auf eine solche.

Um den numerischen Aufwand so gering wie moglich zu halten, stelle ich
nun im Hinblick auf die in dieser Arbeit betrachtete Systemklasse geeignete
Niherungen vor. Hier sind in erster Linie Ablenkfunktionen von Interesse,
die zu Potentialen mit attraktiven Bereichen geho6ren.
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Abbildung 1.3: Ablenkfunktionen des Woods—Saxon—Potentials (Parameter
wie in Abbildung 1.2): (a) Von oben nach unten entsprechen die Ablenkfunk-
tionen den Energien E = 3, 1.5, 0.8, (b) Orbitingsingularitét fiir £ = 0.6.

1.3 Modellablenkfunktionen

Ist die Ablenkung sehr klein, so erfolgt die Bewegung des Teilchens im Orts-
raum nadherungsweise auf einer Geraden. Fiir die in Abschnitt 1.1 beschriebe-
nen Systeme gilt, dafl auf einer Geraden héchstens zwei Potentiale v liegen.
Eine Trajektorie mit einem Drehimpuls [, der zu einer kleinen Ablenkung
fiihrt, verlaflt demnach den Wechselwirkungsbereich entweder in positiver
oder in negativer Zeit. Fiir reine Muldenpotentiale ist eine gebundene Bewe-
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Abbildung 1.4: Ablenkfunktion der Harten Scheibe.

0 0.5 1
[

Abbildung 1.5: Ablenkfunktionen des Lennard—Jones—Potentials; bezogen auf
den jeweils minimalen ©—Wert, sind von unten nach oben die Ablenkfunk-
tionen fiir die Energien ' = 1.5, 3, 4.5 dargestellt.

gung daher nur méglich, falls [ vom Betrage her weder in der N&he von 0
noch von 1 liegt.



1.3. Modellablenkfunktionen 17

1.3.1 Modellablenkfunktion fiir die
Regenbogenstreuung

Unter der Voraussetzung, dafl keine Orbitingstreuung auftritt, ist die Pro-
jektion einer moglichen Menge lokalisierter Orbits auf die [-Achse des Pha-
senraumes [' um den Regenbogendrehimpuls [g lokalisiert. Ist man an Eigen-
schaften dieser Menge oder an Streutrajektorien, die sich fiir langere Zeit im
Wechselwirkungsbereich aufhalten, interessiert, so 1483t sich die Ablenkfunk-
tion durch eine Funktion mit quadratischem Minimum approximieren. Als
Modellablenkfunktion fiir Muldenpotentiale wiahle ich

3V3 .
o) ={ — F-bOr =1 (1.21)
0 , ol >1,

wobei k > 0 ist. Diese Ablenkfunktion erfiillt die aus der Zeitumkehrsym-
metrie resultierende Bedingung ©(l) = —©(—[). Der Regenbogendrehimpuls
ist durch lp = 1/4/3, das Minimum von ©, d. h. der Regenbogenwinkel ist
durch —k7m gegeben.

Betrachtet man die Abbildungen 1.3(a) und 1.5, so erkennt man, daf je nied-
riger die Energie ist, desto negativer der Wert des Regenbogenwinkels ist.
Daraus ergibt sich ein einfacher Zusammenhang zwischen der Energie und
dem Parameter k: Eine Erniedrigung der Energie entspricht einer Erh6hung
von k, eine Erh6hung der Energie entspricht einer Erniedrigung von k. Die
Energieabhédngigkeit der Streuung an den Beispielpotentialen in Abschnitt
1.2 148t sich somit direkt auf die k~Abhingigkeit des Modells (1.9) iibertra-
gen. Vor dem Hintergrund dieses Zusammenhanges werde ich im folgenden
sowohl von Energie— als auch von k—Abhéngigkeit sprechen.

Die Vorgabe einer Ablenkfunktion liefert zunichst keine Informationen iiber
das dazugehorige Muldenpotential. Fiir die Diskussion der Abbildung F ist
diese auch nicht erforderlich. Im Hinblick auf eine Symbolische Dynamik, wird
es sich jedoch als hilfreich herausstellen, Trajektorien des Muldensystems im
Ortsraum darzustellen. Dazu ist dann die Losung des inversen Streuproblems
notwendig, d. h. die Rekonstruktion des Potentials aus der Ablenkfunktion.
Im Anhang A wird gezeigt, wie diese Aufgabe fiir die Ablenkfunktion (1.21)
gelost wird. Mit Methoden aus der Streutheorie wird ein analytischer Aus-
druck fiir das Potential hergeleitet. Es gilt:

Satz 1 Eine Lésung des inversen Streuproblems fiir die Ablenkfunktion (1.21)
ist durch das Potential v(r) gegeben, das fiir r > 1 identisch 0 ist und im Be-
reich r < 1 durch die Parameterdarstellung

(), () = (e VA,

NN

(1 - emk(lv2)%>> (1.22)

mit v € [0, 1] gegeben ist.
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Abbildung 1.6: Muldenpotentiale der Modellablenkfuntion fiir die Regen-
bogenstreuung (1.21). Von oben nach unten sind die Potentiale v(r) fiir
k = 0.75, 1.0, 1.25 dargestellt.

Das Potential v(r) ist stetig differenzierbar. Fiir einige k—Werte ist es in
Abbildung 1.6 dargestellt. Als Funktion von k fillt das Minimum der Mulden

(1.22) monoton.

Betrachtet man die Ablenkfunktionen des Woods—Saxon—Potentials (Abbil-
dung 1.3), so liegt der Regenbogenwinkel fiir den Energiebereich von oo bis
0.8 zwischen 0 und —27. In dem vergleichsweise kleinen Energiebereich von
0.8 bis 0.6 fillt er dann bis auf —oco. Bezeichnet man die kritische Orbi-
tingenergie mit FEj,;, so kann man zeigen, dafl der Regenbogenwinkel fiir
E > Ej; in der Ndhe der Orbitingschwelle proportional zu (E — Ej.i) 2
abféllt [Gre+75]. Da vom Standpunkt eines moglichen Experimentes die
Energieabhéngigkeit gering sein sollte, lege ich den Schwerpunkt der Be-
trachtungen zunichst auf den erstgenannten Energiebereich, was k—Werten
zwischen 0 und 2 entspricht. In Kapitel 4 wird dann gezeigt, wie die Kennt-
nis der Dynamik in diesem Parameterbereich Aussagen iiber die Dynamik
fiir £ > 2 erlaubt.

1.3.2 Modellablenkfunktion fiir die Orbitingstreuung

Liegt die Energie unterhalb der Orbitingschwelle, so befinden sich die fiir
eine invariante Menge relevanten Drehimpulswerte in einem Bereich um den
Orbitingdrehimpuls. Die Orbitingsingularitét ist logarithmischer Natur, da
der Nenner in Integranden von (1.2) eine doppelte Nullstelle hat. In der N&he
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der Singularitéit ist eine geeignete Approximation gegeben durch ([Chi74]
Seite 16):

2CIn (fe2=t) 0 <1 <lop
©(l)={ Cn (%Ob—") , o << (1.23)
0 , [ >1.

Die Konstante C ist im wesentlichen durch die Kriimmung des Effektivpo-
tentials im Maximum gegeben. In konkreten numerischen Rechnungen setze
ich in dieser Arbeit C' = 10 und lp,; = 0.5.

Da die Ablenkfunktionen (1.21) und (1.23) die Streuung an rein attrakti-
ven Zentralpotentialen, d. h. reinen Potentialmulden, modellieren, bezeichne
ich das System (1.9) in Verbindung mit (1.21) und (1.23) im folgenden als
Mulden—System. Je nachdem ob eine Energie oberhalb oder unterhalb der
Orbitingschwelle betrachtet wird, ist (1.21) bzw. (1.23) als Ablenkfunktion
zu wéhlen.

Nach der Diskussion der Modellablenkfunktionen wende ich mich nun der
Streuung zu.



Kapitel 2

Die Streuung

Da man Informationen iiber physikalische Systeme oft durch Streuexperi-
mente gewinnt, beschreibe ich in diesem Kapitel die numerischen Ergebnisse
der Streuung am Potential (1.1).

Konkret betrachte ich hier das Zwei-Mulden—System. Es wird sowohl in ei-
nem Energiebereich oberhalb als auch unterhalb der Orbitingschwelle disku-
tiert. Die Parameter sind dabei so gewahlt, daf} sie einerseits einen Einblick in
die Vielfalt der Dynamik gestatten und dadurch die Komplexitit des Systems
deutlich machen. Andererseits stellen sie einen geeigneten Ausgangspunkt fiir
die Diskussion der lokalisierten Bewegung dar, die ein zentrales Thema dieser
Arbeit ist und mit deren Hilfe unter anderem die hier vorgestellten Streuer-
gebnisse erklart werden konnen.

2.1 Streuvariablen und Streuabbildung

In diesem Abschnitt werden geeignete Streuvariablen definiert, d. h. Varia-
blen, die asymptotisch konstant sind und den Zustand des Systems eindeutig
festlegen.

Seien (R, ®) ebene Polarkoordinaten. Bezeichnet man mit P den Radialim-
puls und mit L den Drehimpuls beziiglich des Ursprungs, dann 148t sich das
System (1.9) als Hamilton—System auffassen mit der Hamilton—Funktion:
P? I?
H(R,®,P,L) = — + — D). 2.1

(R,8,P.I) =+~ + V(R,®) (21)
Fiir R — oo gehen sowohl V als auch das Zentrifugalpotential L?/(2R?)
gegen 0. Die Hamilton—-Funktion besteht im asymptotischen Bereich nur aus
dem Radialanteil der kinetischen Energie. Somit ist nicht nur L asymptotisch
konstant, sondern auch @, was die eindeutige Definition von “In— und Out—
Richtungen® erlaubt.

20
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Da die Energie E eine Konstante ist, 148t sich das Problem reduzieren, indem
man F als Teil des Variablensatzes wihlt. Fiir diese Reduktion ben6tigt man
eine zur Energie konjugierte Grofle 7, die asymptotisch konstant ist und die
zusammen mit E das Paar (R, P) ersetzt. Fiir Potentiale, die schneller als
R~! abfallen, also insbesondere fiir Potentiale mit endlicher Reichweite, ist
eine geeignete Wahl:

R
=t = 2.2
T=t 2 (2.2)

Das Streuproblem besteht nun in der Lésung der Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen mit einem vollstdndigen Satz von asymptotischen In—Grdflen als
Anfangsbedingung. Nachdem die Trajektorie den Wechselwirkungsbereich
verlassen hat, erhdlt man dann einen entsprechenden Satz von asymptoti-
schen Qut-Grdfien. Dies definiert die sogenannte Streuabbildung, die jedem
Tupel (Pin, Tin, Lin; E) genau ein Tupel (Pout, Touts Lout; E) zuordnet.

Bei der hier vorliegenden Variablenwahl kann man mit der reduzierten Wir-
kung

Srea=— [ " (RWPE) + (L)) dt (2.3)

eine erzeugende Funktion fiir die Streuabbildung angeben. Die reduzierte
Wirkung unterscheidet sich von der Wirkung durch den Term RP + ¢L|i::t.
Sie ist im Gegensatz zur Wirkung asymptotisch konstant, da aufgrund der
asymptotischen Konstanz von P und L die entsprechenden Zeitableitungen
in (2.3) verschwinden. Die reduzierte Wirkung ist ein Funktional der Trajek-
torie. Da diese durch die Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt ist, kann
man S,.q auch als Funktion der Anfangsbedingungen auffassen. Die Angabe
von Anfangsbedingungen ist nicht die einzige Moglichkeit, eine Trajektorie
festzulegen. Durch eine Menge konsistenter Randbedingungen ist sie eben-
falls eindeutig bestimmt. Man kann daher z. B. den Winkel &;, durch den
asymptotischen Drehimpuls L,,; ersetzen. Eine elementare, aber lingliche
Rechnung ergibt dann [Smi92]:

a‘S’red
= @, 2.4
9L in (242)
gi"“-’d = — Py (2.4b)
out
a‘S’red Rout Rm
_ ey _ = Ty — Tin 2.4
8E (tout tzn) <Pout R ) Tout Tin ( C)

Dies macht die Bedeutung von S,.q4 als erzeugende Funktion der Streuabbil-
dung deutlich. Die Zeit AT = T,y — T3y ist die Verzogerungszeit, die durch die
Wechselwirkung bedingt ist. Sie entspricht der Differenz zwischen der Zeit
tout — tin, die wirklich verstreicht, um von R;, nach R,,; zu gelangen, und
der Zeit, die man bendétigt, um von R;, bei freier Bewegung mit Impuls P,
nach R = 0 und von dort bei freier Bewegung mit Impuls P,,; nach R, zu
gelangen.
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Da die Anzahl n der Streuereignisse an den Potentialen v(r) ein Ma8 fiir die
Zeit ist, die ein Teilchen im Wechselwirkungsbereich verbringt, werde ich im
folgenden n als Verzégerungszeit auffassen und entsprechend bezeichnen. Da
der Wertebereich durch die natiirlichen Zahlen gegeben ist, entspricht diese
Vorgehensweise einer Diskretisierung von A7. Sie erfolgt aus zwei Griinden.
Zum einen miifite man fiir die exakte Bestimmung von At die Verzégerungs-
zeit fiir die Streuung am Potential v(r) kennen. Die Ablenkfunktion O(I)
liefert diese Information nicht direkt. Zum anderen ist die Diskretisierung
einer Streugrofle in besonderer Weise dazu geeignet, Strukturen der Singu-
larititenmenge, d. h. der Menge der Anfangsbedingungen mit unendlicher
Verzogerungszeit, zu untersuchen. Wie in den folgenden Kapiteln erdrtert
wird, spielt diese Singularititenmenge eine wesentliche Rolle. Man beachte,
daBl durch die Diskretisierung der Verzoégerungszeit iiber die Lage der Singu-
laritdten in der Streuabbildung keine Information verloren geht.

2.2 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt diskutiere ich numerisch simulierte Streuexperimente.
Fiir die Berechnug einer Streutrajektorie wird bei Vorgabe eines vollstdndi-
gen Satzes von In—-Groflen zundchst eine Transformation auf die Koordina-
ten (3,1) durchgefiihrt. AnschlieBend wird die Abbildung F solange iteriert,
bis die Bedingung (1.10c) oder die Bedingung (1.10d) nicht mehr erfiill
ist. Durch Riicktransformation erhilt man dann die asymptotischen Out—
Grofen.

2.2.1 Die Streuabbildung

Zunéchst betrachte ich eine Energie oberhalb der Orbitingschwelle. Die Ab-
bildungen 2.1, 2.2(a) und 2.3(a) zeigen Lyyt, Pout und n als Funktionen von
L;, fiir das Zwei-Mulden—System mit k£ = 0.2, £k = 1.08 bzw. k = 1.9. Als
In-Richtung ist ®;, = 1.2 gewihlt. Fiir £ = 0.2 ist die Streuung regulér, es
treten keine Singularitdten auf. Die Out—Groflien @,,; und L, sind stetige
Funktionen der In-Gréfe!. Im Gegensatz dazu stellt man fiir & = 1.08 und
k = 1.9 starke Fluktuationen der Out—Gré6fen fest.

In den Abbildungen 2.2(b),(c),(d) und 2.3(b),(c),(d) sind sukzessive Ver-
groBerungen von Details aus den Abbildungen 2.2(a) und 2.3(a) zu sehen.
Die Details sind in der jeweils vorangehenden Abbildung durch gepunktete
Geraden markiert. Man beachte, dafl die Lange des n—Intervalls jeweils fiir
alle Darstellungen (a) bis (d) dieselbe ist. Der untere Randwert des Intervalls
wéchst jedoch bei jedem Schritt um 1.

!Entsprechendes gilt fiir 7,,;. Aufgrund der Diskretisierung ist dies bei Angabe von n
allerdings nicht erkennbar.
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Abbildung 2.1: Streufunktionen des Zwei—-Mulden—Systems fiir £ = 0.2.

Wenn man zu héheren n—Werten iibergeht, erkennt man auf allen Skalen Sin-
gularitdten. Diese Singularitdten bzw. die stetigen Bereiche zwischen ihnen
zeigen eine hierarchische Gliederung. Man erkennt eine zwei— bzw. vierglied-
rige Organisation fiir die Parameter £ = 1.08 und £ = 1.9. Ein Intervall mit
Anfangsbedingungen von Trajektorien, die mindestens n mal eine Potential-
mulde besuchen, enthilt zwei bzw. vier disjunkte Intervalle mit Anfangsbe-
dingungen von Trajektorien, die mindestens (n+ 1)-mal eine Potentialmulde
besuchen. Diese Aussagen sind an dieser Stelle natiirlich nur im Rahmen
der endlichen numerischen Genauigkeit giiltig. Der strenge Beweis erfolgt in
den Kapiteln 3, 4 und 5. Dort wird auch erkldrt, warum die erzielten Ergeb-
nisse unabhingig von der Wahl der In-Richtung sind und warum man eine
Umgebung einer beliebigen Singularitidt herausgreifen kann und sich an der
Organisationsstruktur beim Ubergang zu groBeren n-Werten nichts dndert.

Eine dhnlich einfach zu beschreibende Organisation der Streufunktionen ist
nicht immer gegeben. Als Beispiele hierfiir sei auf die Abbildungen 2.4 und 2.5
verwiesen, die die Verzogerungszeit n fiir k£ = 1.26 sowie die Vergroflerungen
einiger Details zeigen.

In Abbildung 2.4 sind sukzessive die die am weitesten rechts liegenden In-
tervalle mit Verzogerungszeit grofler oder gleich n, n = 2,3,4, vergrofert
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Abbildung 2.2: Streufunktionen des Zwei-Mulden—Systems mit & = 1.08. Die
markierten Bereiche werden in der jeweils folgenden Abbildung vergrofiert

dargestellt.



2.2. Numerische Ergebnisse

\/

>

3 Lout

-

1.55100

()

Abbildung 2.3: Wie Abbildung 2.2, jedoch fiir £ = 1.9.
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Abbildung 2.4: Verzogerungszeit des Zwei—-Mulden—Systems fiir £ = 1.26.
Eine Umgebung der jeweils am weitesten rechts liegenden Singularitdt wird
vergroflert dargestellt.
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Abbildung 2.5: Wie Abbildung 2.4, jedoch wird, ausgehend von einem In-
tervall des Niveaus n, abwechselnd eine Umgebung des am weitesten rechts
liegenden bzw. des links daneben liegenden Intervalls vom Niveau n + 1
vergroflert dargestellt.



28 Kapitel 2. Die Streuung

4 5
3 4+
n 24 n 3
14 2+
0 I I I I I T \ 1
-2 -15 -1 -05 0 05 1 1.5 2 1.48 1.55
6 7
5 ‘ 6
" IM | H\I\I‘\H' ",
3 k 4
2 3
1.5342 1.5352 1.53503 1.535045

Abbildung 2.6: Verzogerungszeit des Zwei-Mulden—Systems mit der Orbi-
ting—Modellablenkfunktion.

dargestellt. Die Organisationsstruktur scheint dreigliedrig zu sein. Abbildung
2.5 zeigt jedoch, daf dieses Ergebnis nicht global giiltig ist, sondern von der
Wahl des vergroflerten Intervalls abhdngt. Mit n = 2 beginnend zeigen die
Vergroflerungen, dafl ein Intervall mit Verzogerungszeit n abwechselnd zwei
oder drei Intervalle mit Verzogerungszeit n 4+ 1 enthélt. So findet man erst
beim Ubergang von n nach n + 2 dieselbe Anordnung wieder. Dies 148t zwar
auf eine hierarchische Ordnung schlielen. Die Regeln sind allerdings kompli-
zierter als fiir die Parameterwerte £k = 1.08 und k£ = 1.9.

Ich betrachte nun eine Situation, in der die Energie unterhalb der Orbiting-
schwelle liegt. Die Resultate des Streuprozesses mit der Orbiting-Modellab-
lenkfunktion (1.23) sind in Abbildung 2.6 dargestellt. Man erkennt auf je-
der Vergroflerungsstufe, dafl ein Intervall vom Niveau n sehr viele Intervalle
vom Niveau n + 1 enthilt, die in zwei Bereichen im Inneren dieses Intervalls
konzentriert liegen. Abbildung 2.7 zeigt zwei sukzessive Vergréflerungen des
markierten Bereiches im letzten Teilbild von Abbildung 2.6. Im Gegensatz
zu den bisherigen Detailbetrachtungen ist in diesem Fall die Verzogerungs-
zeit konstant, d. h. die Vergroflerungen finden auf einem konstanten Niveau
n statt. Dabei wird angedeutet, daf sich unendlich viele disjunkte Intervalle
vom Niveau n+ 1 in einem Intervall vom Niveau n befinden. Diese Intervalle
h&ufen sich von beiden Seiten gegen einen L;,~Wert im Inneren des Intervalls
vom Niveau n.
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Abbildung 2.7: Wie Abbildung 2.6, die Vergréferung erfolgt jedoch auf kon-
stantem n-Niveau (n = 4).

Als Beispiel fiir einen Parameterwert, fiir den keine hierarchische Gliederung
in obiger Form zu entdecken ist, gebe ich £ = 1.005 an. In den bisheri-
gen Féllen enthielt jedes Intervall vom Niveau n mindestens zwei disjunkte
Intervalle vom Niveau n + 1. Wie Abbildung 2.8 zeigt, ist eine dhnliche Auf-
spaltung beim Ubergang zu héheren n-Werten hier nicht festzustellen. Uber
u. U. lange n-Intervalle enthélt ein Intervall vom Niveau n nur ein Intervall
vom Niveau n + 1. Entsprechend sind feine Strukturen erst bei vergleichs-
weise hohen n—Werten zu beobachten. Die Abbildung 2.8 zeigt, daf} es zwar
auf allen Skalen Singularitdten zu geben scheint, die Art der Organisation ist
aber — zumindest fiir die hier gezeigten n—Werte und die hier betrachteten
Vergroflerungen — nicht offensichtlich.

Abschlieend gehe ich kurz auf die Streuergebnisse fiir das Drei-Mulden—
System ein. Ich beschrinke mich darauf, Parameterwerte anzugeben, fiir die
die Hierarchie der Streuabbildung einfach zu beschreiben ist, und verzichte
auf explizite Darstellungen der Streufunktionen. Man erhélt fiir £ = 0.9 eine
zwei— und fiir £ = 1.9 eine achtgliedrige Struktur. Es gibt auch Parameter-
bereiche, in denen die Streufunktionen ein vergleichbares Verhalten zeigen
wie fiir das Zwei-Mulden—-System mit £ = 1.005 oder £ = 1.26. Da sich
keine wesentlichen qualitativen Unterschiede zeigen, verzichte ich auf eine
detailliertere Vorstellung.

Bevor ich auf die Erkldrung der hier gewonnenen Ergebnisse eingehe, disku-
tiere ich die sogenannte Entweichrate.

2.2.2 Die Entweichrate

Ich definiere die Entweichrate (engl. escape rate) an dieser Stelle operativ,
indem ich den Streuversuch zur Bestimmung dieser Grofle beschreibe. Bei
vorgegebener Energie und In-Richtung wird zur Zeit ¢ = 0 ein Ensemble
von Ny Teilchen (Ny > 1), das beziiglich des In-Drehimpulses gleichver-
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Abbildung 2.8: Verzégerungszeit des Zwei—-Mulden—Systems mit & = 1.005.

teilt ist, auf das Target geschossen. Es stellt sich dann die Frage: Wieviele
Teilchen N (t) befinden sich zur Zeit ¢ noch im Wechselwirkungsbereich? Die
Entweichrate x ist in diesem Zusammenhang iiber folgende Proportionalitét
definiert:

N(t) ~e "™, (2.5)

wobei sowohl N(t) als auch ¢ sehr grof§ sein sollen. Es wird also nur eine
Aussage iiber das asymptotische Zeitverhalten des Ensembles gemacht. Mit
1/k ist die mittlere Lebensdauer einer Streutrajektorie im Wechselwirkungs-
bereich gegeben. Bei Verwendung der diskretisierten Zeit definiert man «
entsprechend:

N(n) ~ e "™ (2.6)

In diesem Unterabschnitt beschrinke ich die Diskussion auf den Energiebe-
reich oberhalb der Orbitingschwelle und auf Parameterwerte, fiir die in Ab-
schnitt 2.2.1 ein komplexes Streuverhalten festgestellt wurde. Fiir £ = 1.08,
k = 1.26 und k = 1.9 zeigt die Abbildung 2.9 die Zeitentwicklung jeweils eines
Ensembles, das aus Ny = 10° Teilchen besteht. Es ergibt sich ein exponentiel-
ler Zusammenhang zwischen N und n. Aus den Steigungen der dargestellten
Ausgleichsgeraden erhilt man als Entweichraten x = 1.3, 1.1 bzw. 2. Ich gehe
an dieser Stelle nicht nidher auf eine Diskussion der numerisch gewonnenen
Daten ein, da in Kapitel 7 eine sehr viel effizientere Methode dargestellt wird,
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Abbildung 2.9: N(n) fiir das Zwei-Mulden—System zu verschiedenen
k—Werten.

die wesentlich genauere Ergebnisse liefert. Man kann die hier angegebenen
Werte aber durchaus als eine erste gute Abschidtzung auffassen.

Bei der Betrachtung der Entweichraten ergibt sich als bemerkenswertes Re-
sultat eine nichtmonotone Abhingigkeit von & bzw. von der Energie. Da der
Wechselwirkungsbereich nur aus anziehenden Bereichen besteht, hitte man
intuitiv annehmen koénnen, dafl die Entweichrate bei Erniedrigung der Ener-
gie bzw. Erhéhung von k kleiner wird. Die Ergebnisse fiir die exemplarisch
gewdhlten Parameterwerte £ = 1.08, £k = 1.26 und k£ = 1.9 zeigen jedoch ein
anderes Verhalten:

k(k=1.9) > k(k =1.08) > k(k =1.26) . (2.7)
In Abbildung 2.10 ist die Entwicklung eines Ensembles fiir £ = 1.005 darge-
stellt. Abbildung 2.10(a) zeigt, dafl die funktionale Abhingigkeit N(n) nicht
exponentieller Natur ist. In doppeltlogarithmischer Darstellung erhédlt man

fiir groBe n—Werte (n > 10) eine Gerade (Abbildung 2.10(b)), was auf eine
algebraische Abhingigkeit schlieflen 148t, d. h.

N(n) ~n=% . (2.8)
Fiir grofle n ist der filhrende Term der Entweichrate daher gegeben durch:
K=oa—. (2.9)

Beim Ubergang n — oo wird die Entweichrate somit formal null und die
mittlere Lebensdauer entsprechend unendlich. Es scheint daher angebracht,
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Abbildung 2.10: N(n) fiir das Zwei-Mulden—System mit k£ = 1.005 (a) ein-
fachlogarithmische (b) doppeltlogarithmische Darstellung.
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Abbildung 2.11: Die Funktion N(n) mit £ = 1.009916 in doppeltlogarithmi-
scher Darstellung.

neben der Entweichrate auch den Exponenten « als eine charakterisierende
Grofle aufzufassen. Im Gegensatz zu k ist o aber i. a. nicht asymptotisch kon-
stant, sondern &dndert sich mit der Lange des betrachteten Zeitintervalls. Ein
Beispiel, wo dies schon fiir relativ kleine n deutlich wird, ist mit £ = 1.009916
gegeben. Fiir diesen Parameterwert zeigt Abbildung 2.11 die Funktion N(n)
im n—Intervall [10,1000] in doppeltlogarithmischer Darstellung. Fiir n > 100
erkennt man ein algebraisches Verhalten von N(n), und die Angabe eines ent-
sprechenden Exponentens a scheint méglich. Es gibt jedoch unterschiedliche
Intervalle mit unterschiedlichen Exponenten. Die Abbildung 2.12 macht dies
deutlich, indem sie den Grenzbereiche zweier solcher Intervalle zeigt. Es wird
das n-Intervall [500,1100] dargestellt. Man erkennt einen “Knick“ im Gra-
phen von N(n), der einer Anderung des Exponenten o entspricht. Geht man
zu hoheren n—Werten iiber, so stellt man i. a. weitere Exponenten fest, die auf
einem bestimmten Zeitintervall Giiltigkeit besitzen. Trotz der Betrachtung
eines groflen Zeitraumes ist die Angabe von a somit nur in Verbindung mit
der Angabe eines Zeitintervalls sinnvoll. Ob es einen asymptotisch kontanten
Wert gibt, ist im Rahmen der numerischen Genauigkeit nicht festzustellen.
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Abbildung 2.12: Die Funktion N(n) mit & = 1.009916 im n-Intervall
[500,1100] in doppeltlogarithmischer Darstellung. Die Geraden dienen der
Verdeutlichung, dafl sich der Exponent « dndert.



Kapitel 3

Chaos und Hyperbolizitit

Da es verschiedene Definitionen des Begriffes Chaos gibt, gebe ich im ersten
Abschnitt dieses Kapitels zunédchst die Definition an, die in dieser Arbeit
verwendet wird. In den folgenden Abschnitten und im anschlielenden Kapitel
4 wird dann gezeigt, unter welchen Umstdnden das System (1.9) chaotisch
ist und mit Hilfe einer Symbolischen Dynamik beschrieben werden kann.

Fiir einige Begriffe, die in den Abschnitten 3.2 und 3.3 verwendet werden,
gebe ich die formalen mathematischen Definitionen nicht an, da diese den
Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirden. In vielen Fillen sind sie — zumin-
dest was die Anschauung betrifft — selbsterklidrend wie z. B. “vertikale“ oder
“horizontale Kurve“. Im Hinblick auf die exakten Definitionen verweise ich
auf die Literatur, z. B. [Mos73, GucHol86, Wig88, Dev89].

Anhand des Zwei-Mulden—Systems beschreibe ich in Abschnitt 3.2 die Kon-
traktions— und Expansionseigenschaften von F'. Der Abschnitt 3.3 beschéaftigt
sich mit dem Begriff der Hyperbolizitdit. Dieser Begriff spielt eine zentrale Rol-
le in der Theorie der dynamischen Systeme. Die Hyperbolizitit ist z. B. eine
entscheidende Voraussetzung dafiir, eine global exakte Symbolische Dyna-
mik einfiihren zu kénnen (siehe auch Kapitel 4). In diesem Abschnitt werden
Bedingungen hergeleitet, unter denen das System (1.9) hyperbolisch ist. Da
bisher nur fiir sehr wenige Modellsysteme die Hyperbolizitdt nachgewiesen
werden konnte und da die mathematischen Details aufwendig sind, gehe ich
in diesem Abschnitt ndher auf die technischen und formalen Einzelheiten ein.

3.1 Zur Definition von Chaos

In der mehr mathematisch orientierten Literatur findet man oftmals eine
Definition des Begriffes Chaos, die auf Begriffe und Konzepte aus der Maf-
theorie zuriickgreift [Rue78] (siehe auch Kapitel 6 und 7). In der physikalisch
geprigten Literatur ist dagegen in erster Linie die Topologie als Ausgangs-
punkt vorzufinden. In dieser Arbeit gehe ich ebenfalls von einer topologischen

35
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Beschreibung aus, die auf DEVANEY zuriickgeht [Dev89, GucHol86, Wig88|.
Man benétigt zunédchst die Definitionen der topologischen Transitivitdt und
der sensitiven Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen.

Sei V' C R"; eine Abbildung f : V' — V heif3t topologisch transitiv, wenn fiir
jedes Paar offener Mengen U, W C V ein m > 0 existiert, so da} f™(U)NW #
0 ist!.

f heifit sensitiv abhdngig von den Anfangsbedingungen, wenn es ein § > 0
gibt, so daf fiir alle p € V und jede Umgebung U von p ein ¢ € U sowie ein
m > 0 existiert mit |f™(p) — f™(q)| > 9.

Damit 148t sich nun “Chaos® definieren:

Definition 1 Sei V' C R"; eine Abbildung f : V — V heifit chaotisch auf
V, wenn gilt:

1. f ist sensitiv abhdngig von den Anfangsbedingungen.
2. f ist topologisch transitiv.

3. Die periodischen Punkte von f liegen dicht in V.

Aufgrund von Punkt 1 ist das Verhalten eines chaotischen Systems also nicht
vorhersagbar. Punkt 2 besagt, dal man ein chaotisches System nicht in zwei
Teile zerlegen kann, die dynamisch nicht miteinander in Verbindung stehen.
Der Punkt 3 fordert schliefllich, daf es iiberall inmitten dieser irreguléren
Strukturen in Form der periodischen Orbits ein regulédres Element gibt.

Beschrinkt man sich auf den fiir diese Arbeit relevanten Fall n = 2, so folgt
direkt aus der Definition, daf in einem chaotischen System kein stabiler Orbit
auftreten kann. Die damit verbundenen KAM-Tori stellen uniiberwindliche
Phasenraumbarrieren dar, welche die topologische Transitivitdt ausschliefen
wiirden.

In der Regel koexistieren regulidre, d. h. KAM-Torus—dominierte und irre-
guldr-chaotische Gebiete im Phasenraum eines Systems. Man bezeichnet ein
System daher oftmals schon als chaotisch, wenn der Phasenraum neben re-
guldren Bereichen eine unter der Dynamik invariante Teilmenge enthélt, auf
der die Bedingungen von Definition 1 erfiillt sind. In diesem weiter gefafiten
Sinn ist Chaos dann eine generische Eigenschaft [Mos73]|. Diese Form von
Chaos wird auch als “weich“ bezeichnet, wiahrend man bei Abwesenheit re-
guldrer Strukturen von “hartem® Chaos spricht [Gut92]. Man beachte, daf}
diese Begriffe keine Definitionen im streng mathematischen Sinne sind.

!Man beachte, daB ein in V dicht liegender Orbit die topologische Transitivitét
impliziert.
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Ein System, das der Definition 1 geniigt, kann man in gewissem Sinne auch
als “rein chaotisch® bezeichnen. Die Bedeutung derartiger Systeme ist ver-
gleichbar mit der integrabler Systeme. Diese beiden Systemklassen stellen
zwei Extreme dar, von denen ausgehend man die “dazwischenliegenden® ge-
nerischen Systeme untersuchen kann. Dementsprechend hat die Suche nach
rein chaotischen Systemen eine &hnliche Bedeutung wie die Suche nach inte-
grablen Systemen.

Die Bedingungen der Definition 1 im konkreten Fall nachzuweisen ist al-
lerdings nicht einfach. Bis zu diesem Zeitpunkt hat man z. B. noch kein
glattes gebundenes System gefunden, das die geforderten Kriterien erfiillt.
Lange Zeit galten das anisotrope Kepler—Problem und das sogenannte z2y2-
Potential als mégliche Kandidaten. Mit Hilfe numerischer Verfahren konn-
ten jedoch in beiden Fillen Regionen stabiler Bewegung entdeckt werden
[Bro85, DahRus92|. Im Falle ungebundener Systeme gibt es einige wenige
Beispiele, fiir die man Chaos im Sinne von Definition 1 nachweisen konnte.
In erster Linie handelt es sich dabei um Systeme aus dem Bereich der Po-
tentialstreuung. Zu nennen sind Harte—Scheiben— [Eck87, Han93] und damit
eng verwandte Hiigelpotentiale [JunSch87a, JunRic90], sowie ein einfaches
Gravitationsbillard [Hén88|.

In den néchsten Abschnitten und in Kapitel 4 wird gezeigt, dafl das System
(1.9) in bestimmten Parameterbereichen chaotisch im Sinn von Definition 1
ist. Zuerst wird die Geometrie der Abbildung diskutiert.

3.2 Kontraktions— und
Expansionseigenschaften von F

In diesem Abschnitt beschreibe ich geometrisch die Wirkung von F' auf be-
stimmte Mengen im Phasenraumzylinder.

Zunichst definiere ich die Mengen aller Anfangsbedingungen in I', die unter
mindestens n Iterationen von F bzw. F~ ! in T bleiben, bevor sie entweichen:

A" = ﬁF—f(r) (3.1)
A= NP (32)

<.
Il
IS

A" besteht also aus Punkten mit mindestens n weiteren Punkten in der
Zukunft und A} aus Punkten mit mindestens n weiteren Punkten in der
Vergangenheit. Man beachte die Relation AT C A”. Eine fiir das Folgende
wesentliche Rolle spielt die invariante Menge A von F, die definiert ist durch

F'(A) Cc A fiir allen € Z. (3.3)
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Definiert man A3° = lim,_,o, A%}, so beschreibt der Schnitt von AS® und A%
die Punkte, die fiir alle Zeiten in I" bleiben, also die invariante Menge A:

A=A NA>. (3.4)

Als Beispielsystem wird fiir die folgenden Betrachtungen das Zwei—Mulden—
System mit k& = 1.9 verwendet. Die Mengen A' und A sind in der Abbildung
3.1 dargestellt. Al ist der vertikale Streifen, A} der parabelfésrmige Streifen.?

0.0 m/2 T 3m/2 2m

g

Abbildung 3.1: Die Mengen A' und Al fiir das Zwei-Mulden—System mit
den Parametern Ry = 1.1 und £ = 1.9.

Anhand von Abbildung 3.2 beschreibe ich nun die Expansions— und Kontrak-
tionseigenschaften von F'. Zu diesem Zweck definiere ich vertikale Kurven v,
mittels

[+ 2Rysinf =c, ce[-1,1]. (3.5)
Nach (1.10b) werden diese Kurven abgebildet auf Kurven h,, die durch den
Schnitt von I = ¢ mit A} definiert sind. Man beachte, da8 die iiberabz&hl-

?Man beachte, da8 der Phasenraum ein Zylinder ist und Aﬁ_ nicht aus zwei disjunkten
Teilen besteht, sondern zusammenhéngend ist.
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Abbildung 3.2: Zur Geometrie der Abbildung F'.

baren Scharen von Kurven v, und h,, ¢ € [—1, 1], jeweils eine Blitterung der
Mengen Al bzw. Al darstellen.

Aufgrund der Systemgeometrie gilt 8 € [r/2,37/2]. Fiir eine Kurve in A!
mit [ = ¢ folgt also mit (1.10b):

I'—
B = — arcsin ( 2ROC> . (3.6)

Eingesetzt in (1.10a) erhilt man folgende Parametrisierung der Bildkurve in
AL:
+

' —c

B.(I') = — arcsin ( o7 ) — o). (3.7)

Ein vertikaler Streifen, der durch v; und die durch den Regenbogendrehim-
puls [ definierte Kurve v;, sowie entsprechende Linienelemente mit [ = —1
und [ = 1 gegeben ist, wird also auf einen horizontal ausgerichteten Strei-
fen abgebildet, der durch hy, h;, und durch die Kurven §_4(I) und Gi(l),
[ € [lg,1], definiert ist. Betrachtet man die Langen sich entsprechender
Bild—- und Urbildkurven, so beobachtet man — grob gesagt — Kontrak-
tion in vertikaler und Expansion in horizontaler Richtung. Entsprechende

0
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Kontraktions— und Expansionseigenschaften erhilt man bei Betrachtung der
vertikalen Streifen, die durch Kurven v, mit (¢ =lg,c =0), (¢ =0,c = —Ig)
und (¢ = —lg,c = —1) definiert sind. *

Erhéht man die Zahl der Mulden, so bleiben die groben Kontraktions— und
Expansionsrichtungen dieselben. Man kann dies analog zu obigen Betrach-
tungen zeigen. Als wesentlicher Unterschied ist in den Definitionen der Kur-
ven der Index der besuchten Potentialmulde zu beriicksichtigen. Ich verzichte
hier aber auf die technischen Details und gebe eine alternative Erklarung, die
auf das bisher Gezeigte zuriickgreift. Abbildung 3.3 zeigt die Mengen Al und
A% fiir das Drei-Mulden—System mit Ry = 1.4 und & = 1.9. Al besteht in
diesem Fall aus zwei disjunkten vertikalen Streifen, die jeweils einer der bei-
den Potentialmulden entspricht, die als nédchstes besucht werden kénnen. Im
Fall von N Mulden erhilt man entsprechend N — 1 disjunkte Streifen. Be-
schrinkt man sich auf einen dieser Streifen, so entspricht dies der Festlegung
der Mulde, die als ndchstes aufgesucht wird. Da die verschiedenen Poten-
tiale v(r) nicht iiberlappen und daher unabhingig voneinander betrachtet
werden konnen, erhilt man dadurch ein System aus zwei Mulden. Bis auf
eine eventuelle Verschiebung der Mengen A' und Al im Winkelbereich sind
somit die oben gewonnenen Ergebnisse im Hinblick auf Kontraktions— und
Expansionseigenschaften direkt iibertragbar.

Wihlt man eine andere Ablenkfunktion, so beeinfluf3t dies nur die Gestalt der
Menge Al . Da die Abbildung I, (siehe (1.12)) fiir Entweichen bzw. Nichtent-
weichen aus dem Wechselwirkungsbereich verantwortlich ist und da © in I,
nicht eingeht, wird A! ausschliefllich durch die Systemgeometrie bestimmt.
Das Bild von A!, ndmlich AL, hingt dagegen wesentlich von © ab und ist
demnach je nach Ablenkfunktion individuell zu untersuchen.

3.3 Hyperbolizitit der invarianten Menge

Der Begriff der hyperbolischen Menge steht im Zentrum der Theorie dynami-
scher Systeme. Die Existenz einer solchen Menge in einem Hamilton—-System
ist zwar generisch, jedoch bildet sie i. a. nur ein Teilsystem. Es gibt dariiber
hinaus regulare Strukturen, die wesentliche Aspekte der Dynamik bestimmen
kénnen.

In diesem Abschnitt werden Voraussetzungen bestimmt, unter denen das Sy-
stem (1.9) hyperbolisch ist. Zundchst gebe ich die mathematisch exakte De-
finition einer hyperbolisch invarianten Menge an ([Wig88] Seite 145, [Dev89]
Seite 236).

3An dieser Stelle sei angemerkt, daff die Falten von A} nicht exakt bei +lg liegen,
sondern durch die Extremwerte der Kurven in der Kurvenschar (3.7) gegeben sind. Diese
Extremwerte bilden zwei Kurven in Ai_, eine mit positivem und eine mit negativem [. Als
Kurvenparameter kann in beiden Féllen ¢ aufgefafit weren.
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0.0 /2 7T 3m/2 2m

Abbildung 3.3: Die Mengen A! (vertikale Streifen) und Al (parabelférmige
Streifen) fiir das Drei-Mulden—System mit den Parametern Ry = 1.4 und
kE=1.9.

Definition 2 Sei f : R2 — R? ein C"-Diffeomorphismus, » > 1, und
A C R? sei eine abgeschlossene Menge, die invariant unter f ist. A heifit
hyperbolische Menge, wenn fiir alle p € A eine Aufspaltung R?> = E; & E}
existiert, so dafs gilt:

1.
Df(p)-E; = Ejy
DI B = By
2. Es gibt eine reelle Zahl v mit 0 < v < 1, so daf
fiir gp S E; gult: |Df(p)§p| < 'Y|§p| (3_9)
fiir m, € Ey gilt: \IDFY(o)mp|l < Impl-

3. By und E dndern sich stetig mit p.

Ein wesentlicher Aspekt in dieser Definition ist die Unabhéngigkeit der Kon-
stanten v vom Punkt p. In diesem Zusammenhang wird daher auch von
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gleschmdjiger Hyperbolizitit gesprochen. Man beachte, dafl Orbits, deren
Startpunkte in Richtung Ej (Ej) nahe bei p liegen, in positiver (negati-
ver) Zeit exponentiell gegen den Orbit von p konvergieren. Man kann diese
Definition daher als eine Verallgemeinerung des Begriffs des hyperbolischen
Fixpunktes auffassen. Ahnlich wie dort sind auch hier Riickschliisse auf die
Dynamik von F' moglich, obwohl in der Definition nur Bedingungen an das
linearisierte System gestellt werden. So gibt es in jedem Punkt einer hyperbo-
lische Menge entsprechend stabile und instabile invariante Mannigfaltigkeiten
[Hir+77].

Die Bedingungen der Definition 2 fiir ein konkretes Beispiel nachzuweisen,
ist sehr schwierig. Es gibt eine dquivalente Formulierung der Hyperbolizitit,
die auf NEWHOUSE und PALIS zuriickgeht und leichter zu verifizieren ist
[NewPal73]. Als Vorbereitung bendtigt man den Begriff des Sektors oder
Kegels. Wie in obiger Definition sei f : R? — R? ein CT-Diffeomorphismus,
r > 1, und A sei eine abgeschlossene Menge, die invariant unter f ist. R2 =
EI‘,S D Eg sei eine Zerlegung von R? fiir p € A, und € sei eine positive reelle
Zahl. Der e-Kegel S*(p) ist definiert durch

S (p) = {(&mp) € BS @ BY|1&] < elmpl} - (3.10)

Entsprechend erhélt man einen e-Kegel S?(p) durch

S:(p) = {(&.m) € BS @ EY| In,| < €l ]}. (3.11)

Es gilt nun

Satz 2 Sei f : R2 — R? ein C"-Diffeomorphismus, r > 1, und A C R? sei
eine kompakte Menge, die invariant unter f ist. A ist hyperbolisch, wenn es
beschrinkte, positive Funktionen ohne Nullstellen ¥, €5 : A — R g¢ibt, wenn
es ferner eine natirliche Zahl n und Konstanten C' > 0, v > 1 ¢ibt und wenn
fiir alle p € A eine Aufspaltung R* = Ez‘f @Eg ezistiert, so daf$ die folgenden
Bedingungen erfillt sind:

1. Fiir alle p € A gilt:

Df"(p) - Sty () T Sgti(pn(yy) (f"(P))

Df~(p) - SS(p) (p) C Sss(fin(p))(f—n(p)) (3.12a)
2.
Set Suu s d St Df"™ > o
ei Gy €S (p)(p) anmn 1s |Df (p)<p| § CZnIgZI (3.12b)

Set Gy € Sis,(p), dann st [Df"(p)Gyl
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Dieser Satz besagt, dafl man fiir den Nachweis der Hyperbolizitdt Sektor-
biindel (Kegelfelder) S* = Uyen St (p) und S® = UpenSls, (p) finden mus,
die invariant unter Df bzw. Df ! sind und auf denen die Anwendung die-
ser Abbildungen eine (echte) Verlingerung von Vektoren bewirkt. Ich ge-
be den Beweis nicht komplett an, sondern stelle nur die entscheidende Idee
vor. Die technischen Details sind in [NewPal73| zu finden*. Abbildung 3.4
zeigt schematisch die wesentliche Idee des Beweises. Unter den Vorausset-

Sy (f(P))

i (p) (P)

Abbildung 3.4: Zum Beweis von Satz 1.

zungen des Satzes wird z. B. ein Sektor S* im Punkt p unter Df in den
Sektor im Punkt f(p) abgebildet. Dabei wird der urspriingliche Sektor un-
ter der Abbildung “schmaler“. Unter Iteration von Df erhidlt man immer
“schmalere“ Sektoren, die sich — rein anschaulich — zu einer eindeutigen
Geraden “zusammenziehen®. Man erhélt so in jedem Punkt p der invarianten
Menge eine wohldefinierte Gerade, die dann E wie in Definition 2 entspricht.

Obwohl es einfacher ist, die Voraussetzungen von Satz 2 nachzuweisen, als
direkt die definierenden Eigenschaften einer hyperbolischen Menge aus Defi-
nition 2 zu verifizieren, gestaltet sich die Anwendung des Satzes in der Praxis
immer noch schwierig. So konnte bisher nur fiir sehr einfache Modellsyste-
me die Hyperbolizitit gezeigt werden. DEVANEY und NITECKI haben z. B.
fiir die Hénon—Abbildung [Hén76] in einem bestimmten Parameterbereich in-
variante Sektorbiindel mit den gewiinschten Eigenschaften konstruieren und
damit die Hyperbolizitit nachweisen kénnen [DevNit79].

Ich leite nun mit Hilfe von Satz 2 Bedingungen her, die die Hyperbolizitdt des
Systems (1.9) implizieren. Um zu einer moglichst allgemeingiiltigen Formu-
lierung der Ergebnisse zu gelangen, setze ich fiir die Ablenkfunktion lediglich

4Satz 2 ist eine Spezialisierung des in [NewPal73] erzielten allgemeineren Resultats.
Diese Spezialisierung ist fiir die in dieser Arbeit betrachteten Systeme ausreichend.
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voraus, daf sie in einer Umgebung der Projektion der invarianten Menge auf
die [—Achse stetig differenzierbar ist. Die invariante Menge wird ferner als
nichtleer angenommen.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird zunsichst das System (1.10) behan-
delt. Die Verallgemeinerung der Ergebnisse auf beliebige Systeme des Typs
(1.9) wird daran anschlieBend diskutiert.

Zunichst wird eine Koordinatentransformation durchgefiihrt (Unterabschnitt
3.3.1). In den neuen Koordinaten werden dann Voraussetzungen formuliert,
unter denen der Satz 2 anwendbar ist (Unterabschnitt 3.3.2). Die Riicktrans-
formation liefert dann Bedingungen fiir die Hyperbolizitdt von A (Unterab-
schnitt 3.3.3).

3.3.1 Transformation von A nach Ag

Zur Vereinfachung der folgenden Formeln fiihrt man in (1.10) zunéchst eine
Transformation der Winkelvariablen durch:

a=p0+m. (3.13)
Die Abbildung F' ist dann gegeben durch

o = a—-m1—0()

E: ! = | —2Rysina.

(3.14)

Aufgrund der Systemgeometrie liegen die 3—Werte von Punkten in Al im
Inneren des S-Intervalls [/2, 37 /2]. Folglich gilt fiir die a—Werte einer Tra-
jektorie in Al:

—m/2<a<m/2 (3.15)

Insbesondere haben alle Punkte aus A diese Eigenschaft. Lafit man nur solche
a—-Werte zu, so ist die Bedingung (1.10d) automatisch erfiillt, wie eine kurze
Rechnung oder die Anschauung zeigen.

Man betrachte nun die differenzierbare Transformation

=1

x
T y = | —2Rysina.

(3.16)

T bildet Al in das Quadrat Q = {(z,y)] -1 <z < 1,-1 < y < 1}
ab. Die z—Koordinate entspricht dem alten Drehimpuls, die y—Koordinate
dem Drehimpuls nach dem n&chsten Streuvorgang an einem Potential v. Die
Transformation 7" falt somit zwei Punkte eines Orbits in A zu einem Punkt
in () zusammen. Die Umkehrabbildung ist durch

— 3 -y
a = ar051n(2R0)

T (3.17)

I = z
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gegeben. Da fiir alle (z,y) € Q die Ungleichung |z—y| < 2 < 2R, gilt, ist 7!
auf ganz @ definiert. Da 7! ferner Q in Al abbildet, ist die Transformation
T ein Diffeomorphismus auf Al .

Mittels T' geht die Abbildung F iiber in die Abbildung:
=y (3.18a)

y' = y—2Rysin (arcsin (x y) - — @(y)) . (3.18b)
2Ry

G :

Man beachte, dafl T' die invariante Menge von F' in I' i. a. nur injektiv in
die invariante Menge von G in (Q abbildet. Dies ist darauf zuriickzufiihren,
daB u. U. nicht jeder Punkt eines G-Orbits in @ die wegen (3.15) geforderte
Bedingung

L) —r—ew) e |

0

T
272
erfiillt. Aus diesem Grund kann es G—Orbits in ) geben, die keinem F-Orbit

in I' entsprechen. Falls nun allerdings ein Punkt p in () unter der Iteration
von G in @ bleibt und jede Iterierte der Bedingung (3.19) geniigt, so gilt

F™(T™'(p)) =T (G"(p)), n € Z, (3.20)
und damit ist T-1(p) € A.

o'(z,y) = arcsin ( [. (3.19)

Bezeichnet man mit Ag die G-invariante Menge von (), deren Punkte unter
allen Iterierten von G der Bedingung (3.19) geniigen, so ist damit gezeigt,
dafl das Diagramm

A L5 A
Tl [T_l (3.21)

AG L} AG
kommutiert und das System (3.14) auf A damit insbesondere topologisch
konjugiert ist zur Abbildung G auf Ag.

3.3.2 Hyperbolizitit von Ag

Ich leite nun eine Bedingung her, unter der Ag hyperbolisch ist. Es gilt der

Satz 3 Gibt es ein 0 < € < 1, so daf fiir alle (z,y) € Ag die Ungleichung

8 !
1+ ‘2R0 cos o (z, y)%

sy <¢ (3.22)
‘1 — 2Ry cos o/ (z, y)Ty’y

erfillt ist, dann ist Ag eine hyperbolische Menge.
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Beweis: Der Beweis erfolgt mit Hilfe von Satz 2. Um ihn anwenden zu kénnen,
benétigt man die Ableitungen DG und DG

ol 0 1
(zy) —2Ryg cos(/(,y)) o (z,y) 1 —2Rgcos(a/(z,y))ay(z,y)
(3.23)
bzw.
1 — 2R cos(o/ (2, y)) oy, (2, y) _1
DG = 2R, COS(O[,(.’B, y))a;(m, y) 2R, COS(O[,(.’B, y))a;(m, y)
G(z,y) 1 0
(3.24)
mit Do )
) o (z, 1
ay(2,y) = —5_ Y - (3.25)
2Ryt /1 — (x _ y)
0 2R,
und 8/ (2.9)
) o (z,y -1 ,
o (ay) = 200 o). (326)
Y 9Roy[1 — (x _ y)
0 2R,

Ziel der anschlielenden Ausfiihrungen ist es, fiir jeden Punkt in Ag die In-
varianz der Sektoren

S¢ = {En)llEl < elnl}, (3.27a)
S¢ = {&n)lInl < elgl} (3.27b)

unter DG bzw. unter DG~ zu zeigen sowie die fiir die Anwendung von Satz 2
notwendigen Expansionseigenschaften nachzuweisen. Es ist zu beachten, dafl
die Definition der Kegel (3.27) unabhiingig vom jeweiligen Punkt in Ag ist.

Man nutzt nun aus, dafl die Ableitungen in einer Koordinate eine einfache
Gestalt haben. Die £é—Koordinate eines Bildpunktes unter DG ist die ur-
spriingliche n-Koordinate. Analog wird unter DG~ ! die alte {-Koordinate
zur neuen n—Koordinate.

Um die Rechnungen iibersichtlicher gestalten zu kénnen, definiere ich

Hy(z,y) = 1—2Rgcos(d/(z,y)),(z,y) (3.28)
Hy(z,y) = —2Rycos(d/(z,y))al(z,y). (3.29)

Die Voraussetzung von Satz 3 148t sich damit wie folgt ausdriicken:

1+ |Hy|
— < e 3.30
|H | (8:30)
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Sei nun (&,7m0) € S, und sei (&,m1) = DG (&, m). Zuniichst wird gezeigt,

dafl die n~Komponente unter DG um mindestens den Faktor 1/e verldngert
wird:

Im| = [Hz&o + Himol
> |H1||770| - |H2||§0|- (3-31)

Da nach Voraussetzung || > || /€ ist, ergibt sich
1
| = (|Hi| = —[Hal) mol. (3.32)

Mit (3.30) 148t sich der Klammerausdruck auf der rechten Seite abschitzen,
und man erhélt

1
Im| > ;|770|- (3.33)
Da nun & = ny ist, ergibt sich

1
ml > —l&] (3.34)

und somit (&1,7;) € S¥. Die Invarianzeigenschaft ist damit nachgewiesen.

Die Norm von (&, 1) 148t sich nun mit Hilfe von (3.33) und der Vorausset-
zung (§o,70) € S, d. h. |€o| < €|mo| = €[&|, abschétzen:

|
€

|(€,m)| > = (€0, m0)] - (3.35)

Damit ist gezeigt, dal S invariant unter DG ist und dafl die Lénge eines
Vektors in S* unter DG um mindestens den Faktor 1/e verlingert wird.

Fiir S¢ und DG~! geht man nun entsprechend vor. Sei also (&,7) € S? und
sei (£1,m) = DG7'(&,m0)- In diesem Fall erhélt man

—H, 1
& = T, o + Eno
H, 1
> |5 el = |5z . (3.36)
und da €|&,| > || ist, folgt
H]_ €
>\ == |= . 3.37
&> (|7 - ) el (3.37)
Wegen e < 1 folgt mit (3.30):
Hl € H]_ 1 1
— ==l > = |—=1) > 3.38
( H2 H2 ) (‘Hz €H2 ) € ( )
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Damit erhélt man )

€] > E|§0|- (3.39)
Weil n, = & ist, gilt:

|&i] > %|771|, (3.40)

also ist (&,7m) € Sf. Damit ist die Invarianzeigenschaft nachgewiesen. Es
bleibt noch das Expansionskriterium nachzuweisen. Diese folgt direkt aus
(3.39) und der Voraussetzung |no| < €|&| = €|m |:

[(&,m)| > %|(§0,770)| (3.41)

Mit f = G sowie €5(p) = (p) = eund n =1, C =1, v = 1/e sind die

Voraussetzungen des Satzes 2 erfiillt, und damit ist der Satz 3 bewiesen’.

3.3.3 Hyperbolizitit von A

Driickt man die Bedingung des Satzes 4 in den urspriinglichen Koordinaten
(B3,1) aus, so gelangt man zum wesentlichen Ergebnis dieses Abschnitts.

Satz 4 Gibtesein0 < e < 1, so daf alle Punkte (3,1) € A, fir die®'(I') > 0
i1st, die Bedingung

o le— 1) 1 1

42

R®'(F) > < 2e (cosﬂ’ + cos 3 (342)
und alle Punkte, fiir die ©'(l") < 0 ist, die Bedingung
+1 1 1

Ro®'(I (6 ) 3.43

0®'(l) < 2¢ cosﬂ’+cosﬁ ( )

erfillen, so ist die invariante Menge des Systems (1.10) hyperbolisch.

Beweis: Zunéchst driickt man a; und «,, als Funktionen von o und [ aus.
Man erhélt mit (3.25), (3.26) und (3.17):

1
al(a,l) =
2Ro\/1 —sin?
1
g 3.44
2Ry | cos o (3:44)
-1
"ayl) = ——— —0'(I"). 3.45
afen]) = gr = O (3.45)

"Der zweite Teil des Beweises, der die Invarianz von S? unter DG~! zum Thema
hat, ist alternativ auch mit Hilfe der Involution Iy und unter zusétzlicher Beriicksich-
tigung der Invarianz von S* unter DG durchzufiihren. Definiert man J, = TIyT 1, so
gilt: DJ, :( 0 1 ) Aus G' = JyGJ, folgt DG, = DIy DGy, DJo. Wegen

DJyS: = S* ergibt sich damit sofort: DG~1S¢ C S?.
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Fiir die linke Seite von (3.22) ergibt sich damit:

a ! /
1+‘2Rocosa'm‘ 1+ cosa ‘
T cos a
aa'(z,y)| cos o/ (3-46)
1 —2Rycosa(z,y)——= 1+ + 2R cos a'O'(1")
dy | cos

Falls dieser Ausdruck fiir alle («,1) € A kleiner als € ist, sind die Bedingungen
des Satzes 3 erfiillt. Man beachte, dal a, o' €]—n/2, 7/2] und daher cosa > 0
und cos o' > 0 sind. Die Menge A ist demnach hyperbolisch, wenn gilt:

! !

14+ %Y el Y L 9RO (1) cos . (3.47)
oS o cos a
Fiir ©'(1") > 0 ist diese Ungleichung genau dann erfiillt, wenn gilt:
! !/
1+ 222 ¢ (1 + 5% L 9RO (1) cos a') , (3.48)
oS o cos a

was gleichbedeutend ist mit

Ro@’(l’)>(1_e>< LI ) (3.49)

2¢ cosa’ cosw

Falls ©'(l') < 0 ist, so ist (3.47) genau dann erfiillt, wenn gilt:

/ 1 !
1422 2RyO'(I") cosa' < —- (1 4= ) : (3.50)
cos & € cos &

Dies ist nun dquivalent zu der Bedingung

Ro@’(l’)<—(€+1>< LI ) (3.51)

2¢ cosa’!  coswo

Mit (3.13) erhélt man schliefllich aus (3.49) und (3.51) die Ungleichungen
(3.42) und (3.43). Damit ist der Satz bewiesen.

Grobere Abschiatzungen als die fiir die Anwendung von Satz 4 geforderten
fiihren auf eine in der Praxis leichter zu verifizierende Bedingung.

Satz 5 Die invariante Menge des Systems (1.10) ist hyperbolisch, wenn gilt:

—2
. " _ 52
(g};gA(Rol@()l) > max (cosﬁ) (3.52)

Beweis: Die Ausdriicke auf der linken und rechten Seite von (3.52) sind defi-
niert, da A kompakt ist und die stetigen Funktionen Ry|©'(l)| und —2/ cos 8
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somit ihre Extremwerte auf A annehmen. Falls (3.52) erfiillt ist, gibt es ein
¢ > 1 mit

—2
. ’
(59)121\ (Ro|©'(D)]) > L(LI_}HJ?EXA <cosﬁ) i (3.53)
Mit e =1/(2¢ — 1) gilt 0 < € < 1. Damit erhilt man fiir alle (3,1) € A:
Rol®'(I')] > min (Ro|O'(1)])

(B.HeA
(o)
> | max
(B,1)eA \ cos 3
1+e€ 1 1
> — . 3.54
- 2¢ (cos Jox + cos ﬂ) ( )

Weil (1 —€) < (1 + ¢) ist, folgt mit Satz 4 die Behauptung.

Dieser Satz ist deshalb sehr leicht anzuwenden, weil auf beiden Seiten der
zu verifizierenden Ungleichung Funktionen nur jeweils einer Koordinate ste-
hen. Es geniigt daher, die Projektionen von A auf die Koordinatenachsen zu
betrachten.

Fiir das Zwei-Mulden-System mit & = 1.9 erkennt man, dafl der Betrag
der [-Koordinate von Punkten in A entweder grofier als 0.7 oder kleiner als
0.35 ist (vgl. Abbildung 3.2). Ferner liegt die 3—Koordinate in dem Inter-
vall [0.67,1.47]. Mit 1.1|©'(+0.35)| = 10.78...., 1.1|©'(£0.7)| = 8.01... und
—2/cos(0.6m) = —2/ cos(1.4m) = 6.47 ... erhdlt man:

—2
in (Ry|®'(1)]) > 8.01 > 6.48 > . 3.55
nin, (Ro|©'(D)]) = 8.01 > 6.48 > max (COSB> (3.55)

Das Zwei—-Mulden—System ist in diesem Fall also hyperbolisch.

Vor dem Hintergrund, dafl in einer hyperbolischen Menge jeder Orbit in-
stabil ist, 1a8t sich die Bedingung (3.52) in gewissem Rahmen anschaulich
interpretieren. Eine Differenz im Winkel # beim Verlassen einer Mulde fiihrt
mit wachsendem Ry zu einer wachsenden Differenz in der Drehimpulskom-
ponente bzgl. des Zentrums der nédchsten Mulde. Die Winkeldifferenz zweier
benachbarter Trajektorien, die vor dem Streuprozefl an einem Potential v
den gleichen Einfallswinkel haben, wird durch |©'| bestimmt. Je groBer Ry
und |©’| sind, desto instabiler sind daher die Orbits in dem System.

Nachdem eine Bedingung fiir die Hyperbolizitdt des Systems bestehend aus
zwei Mulden hergeleitet worden ist, gebe ich nun die Verallgemeinerung fiir
das System (1.9) mit beliebigem N an. Es gilt der Satz:

Satz 6 Die invariante Menge des Systems 1.9 ist hyperbolisch, wenn gilt:

2
3 !
Min, (Bol&'DD > max | —7— (o)) (3.56)

N



3.3. Hyperbolizitit der invarianten Menge 51

Der Beweis erfolgt analog zu dem von Satz 5 und wird im folgenden kurz
skizziert. Sinnvollerweise schreibt man Gleichung (1.9b) in der Form:

I' =1 — 2Ry sin (1450) sin (ﬁ - (f + l%)) . (3.57)
2 2 2

Aus der Systemgeometrie folgt, dafl das Argument der zweiten Sinusfunktion,
B — (m + jPo)/2, im Intervall |m/2,3m/2[ liegt. Nach der Transformation
(3.13) liegt der Winkel o + (7 — j®¢)/2 dann entsprechend in dem Intervall
| —m/2,7/2[. Dieser Ausdruck spielt im folgenden dieselbe Rolle wie oben «.
Man beachte, daf8 die Transformation T' (3.16) jetzt j—abhingig ist und die
Abbildung G (3.18) dariiber hinaus auch noch vom Index i des {ibernichsten
Potentials v abhédngt, das besucht wird. Geht man dann mit den richtigen
Ersetzungen analog zu oben vor, so erhélt man das Pendant zu Satz 4, indem
man formal cos 3’ durch sin(i®y/2) cos(3’ + (m — i®q)/2) und cos S durch
sin(jPo/2) cos(B + (m — jPy)/2) ersetzt. Daraus folgt dann Satz 6.

Mit der hier vorgestellten Technik wird in Anhang B die noch offene Frage
der Hyperbolizitdt des Troll-Smilansky—Modells beantwortet [TroSmi89].



Kapitel 4

Symbolische Dynamik

In diesem Kapitel wird diskutiert, unter welchen Umstidnden das Mulden—
System mit Hilfe einer vollstindigen Symbolischen Dynamik beschrieben wer-
den kann. D. h. es werden Bedingungen hergeleitet, die die topologische
Aquivalenz zwischen der Dynamik von F auf A und der Dynamik einer Shift—
Abbildung auf einem Folgenraum implizieren.

Zunichst wird exemplarisch anhand des Zwei—-Mulden—Systems die Topologie
der invarianten Menge diskutiert. Es wird dabei dargestellt, wie die Hyper-
bolizitit die erwihnte topologische Aquivalenz zu einem Folgenraum und
zugehoriger Shift-Abbildung zur Folge hat. Die iibrigen Abschnitte dieses
Kapitels haben dann die Symbolische Dynamik fiir die unterschiedlichen Pa-
rameterbereiche und fiir die unterschiedlichen Modellablenkfunktionen zum
Thema. Dabei wird auch der Unterschied zwischen dem reduzierten und
dem nichtreduzierten System herausgearbeitet. Ferner wird der Ubergang
zu N > 2 diskutiert.

4.1 Topologie der invarianten Menge

Wie schon in Abschnitt 3.3.1 erwdhnt, liegen aufgrund der Systemgeome-
trie die 3~ Werte von Punkten in A! im Inneren des 3-Intervall [r/2, 37 /2].
Folglich liegen auch die —Werte aller Punkte aus A in dem (-Intervall
[7/2,37/2]. Mit T = [r/2,3n/2] x [~1,1] gilt damit:

AcCT. (4.1)

Definiert man nun Mengen A} beziiglich T analog zu den Mengen A" beziig-
lich T', so gilt:
A=A=A"nAT. (4.2)

Als Beispiel wird nun wiederum das Zwei-Mulden—System mit & = 1.9 be-
handelt. Die Mengen A" und Ki sind in Abbildung 4.1 dargestellt (vgl.

52
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| [->]

m/2 T 3n/2

Abbildung 4.1: A" (vertikale Streifen) und Ki (horizontale Streifen) fiir
Ry =1.1und k£ =1.9.

Abbildung 3.1). Man erkennt vier disjunkte vertikale und vier disjunkte ho-
rizontale Streifen. Zusammen mit den Betrachtungen aus Abschnitt 3.2, er-
gibt sich somit die Toplogie einer Hufeisenabbildung [Sma65]. Die vertikalen
Réander der vertikalen Streifen werden auf die vertikalen Rénder der hori-
zontalen Streifen abgebildet. Entsprechend werden die horizontalen Rénder
der vertikalen Streifen auf die horizontalen Rénder der horizontalen Streifen
abgebildet. Dariiber hinaus besteht das Bild einer jeden horizontalen Linie in
T aus vier disjunkten horizontalen Linien. Das Bild eines beliebigen horizon-
talen Streifens, der in Ki enthalten ist, setzt sich somit aus vier disjunkten
horizontalen Streifen zusammen. Analog erhilt man fiir das Urbild eines ver-
tikalen Streifens, der in A' enthalten ist, vier disjunkte vertikale Streifen.

Mit Hilfe einer Standardtechnik [Mos73, Wig88] konnen nun Punkte in A
durch bi—infinite Folgen kodiert werden. Die Folgenglieder stammen aus einer
Menge von vier Symbolen, dem sogenannten Alphabet. Als Symbole verwende
ich [+ >], [+ <], [- <] und [- >], wobei + bzw. — das Vorzeichen von [ wieder-
geben und > bzw. < durch den Regenbogendrehimpuls [z = 1/4/3 = 0.577. ..
gemaf |l| > g oder |I| < g festgelegt sind. Damit 148t sich jedem horizon-
talen Streifen von Ki eindeutig ein Symbol zuweisen (siehe Abbildung 4.1).
Einem Punkt p in A wird nun eine bi-infinite Folge, bestehend aus diesen
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Symbolen, zugeordnet, wobei an m—ter Stelle, m € Z, das Symbol des hori-
zontalen Streifens steht, in dem sich F™(p) befindet. Man beachte, daf jede
Symbolfolge einem Schnitt von ineinander geschachtelten, abgeschlossenen
Mengen korrespondiert. Da dieser Schnitt nicht leer ist, bedeutet dies, daf
die Abbildung von A in den Folgenraum surjektiv ist. Die Anwendung von
F auf einen Punkt p in A entspricht per definitionem der Anwendung der
Shift—Abbildung auf die zu p gehérende Symbolfolge, d. h. das m—te Symbol
der Folge von F(p) ist durch das (m+ 1)-te Symbol der Folge von p gegeben.
Man kann ferner zeigen, dafy die Abbildung von A in den Folgenraum stetig
ist. Der mathematische Nachweis dieser Aussagen ist Standard und in der
Literatur zu finden ([Wig88] Seite 106ff). Eine sehr viel schwierigere Aufgabe
ist es, die Injektivitdt der Abbildung zu beweisen. Das entscheidende Pro-
blem ist es dabei zu zeigen, daf die Breite der jeweiligen Streifen von A"
und Kz fiir n — oo gegen 0 geht. In diesem Fall besteht A™ dann aus ver-
tikalen und Kio aus horizontalen Kurven. Jede horizontale Kurve schneidet
jede vertikale in genau einem Punkt, der dann ein—eindeutig eine bi—infinite
Symbolfolge definiert. Die Injektivitdt der Abbildung folgt nun aus der Hy-
perbolizitdt. Fiir den formal exakten Beweis verweise ich wiederum auf die
Literatur [Mos73, DevNit79]. Ich gebe hier nur ein Argument, das die Giiltig-
keit dieser Aussage deutlich macht. Sei p ein Punkt der invarianten Menge.
Eine Umgebung U von p erfihrt unter F™ eine Stauchung in Richtung der
stabilen Mannigfaltigkeit von p und eine Streckung in Richtung der insta-
bilen Mannigfaltigkeit. Ist ¢ ein Punkt in der stabilen Mannigfaltigkeit von
p, so geht der Abstand zwischen den Punkten F™(q) und F™(p) fiir n — oo
gegen 0. Fiir n — oo geht die Ausdehnung des Bildes der Umgebung U
in Richtung der stabilen Mannigfaltigkeit von F"(p) damit ebenfalls gegen
0. Entsprechendes gilt bei Betrachtung der instabilen Mannigfaltigkeit und
F~". Da p ein beliebiger Punkt aus der invarianten Menge ist, folgt daraus,
daf} die horizontalen Streifen Kz in Richtung der stabilen Mannigfaltigkeit
kontrahiert werden und ihre Breite fiir n — oo gegen 0 geht. Entsprechendes
gilt fiir A" in Richtung der instabilen Mannigfaltigkeit.

Eine Uberdeckung von A durch abgeschlossene Mengen, die sich héchstens in
Randpunkten schneiden, wird auch als Zerlegung bezeichnet. Ein Beispiel ist
durch die 16 Mengen gegeben, aus denen sich A ﬁKi zusammensetzt (siehe
Abbildung 4.1). Die Schnitte der Bilder und Urbilder der einzelnen Mengen
der Zerlegung unter F™, n > 1, bilden erneut Zerlegungen. In dem betrach-
teten Beispiel sind diese durch A" ﬁKi gegeben. Auf diese Weise erhalt man
aus jeder Zerlegung iiber die Dynamik weitere Zerlegungen. Falls der Durch-
messer jeder Menge in so erzeugten Uberdeckungen fiir n — oo gegen 0 geht,
ist eine sogenannte erzeugende Zerlequng gegeben. Diese bildet auf natiirliche
Weise eine Uberdeckung, die sich der invarianten Menge “optimal“ anpaft.
Genau wie die invariante Menge sind auch erzeugende Zerlegungen iiber die
Dynamik definiert, was sie gegeniiber anderen Uberdeckungen auszeichnet.

Es wurde bisher gezeigt, daB durch A~ N Ki eine erzeugende Zerlegung defi-
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niert wird®.

4.2 Symbolische Dynamik fiir das
nichtreduzierte System

Bezeichnet man mit ¢ die Shift—Abbildung auf einem Folgenraum sowie mit
h den Homoéomorphismus von A in diesen Folgenraum, so kann man die
Ergebnisse der Abschnitte 3.3 und 4.1 im Hinblick auf das Zwei—-Mulden—
System wie folgt zusammenfassen:

Mit
vt = {(...s,n...s,l.sgsl...sn...)‘

si € {[+ >), [+ <1, [~ <), [~ >]}Miir alle i € Z} (4.3)

ist fiur das Zwei—Mulden—System mit den Parametern Ry = 1.1 und k = 1.9
das folgende Diagramm kommutativ:

A 25 A

hl Ll-l . (4.4)

Y4 2 5 4

Die topologische Konjugiertheit von F auf A zur Shift—-Abbildung auf £* hat
weitreichende Konsequenzen ([Wig88] Seite 94ff). Es folgt z. B. dafl A eine
Cantor—Menge ist, d. h. A ist kompakt, jeder Punkt in A ist Haufungspunkt
von Punkten in A, und das Innere von A ist leer (J[GucHol86] Seite 229).
Ferner gibt es abzdhlbar unendlich viele periodische und {iberabzdhlbar un-
endlich viele aperiodische Orbits in ¥* und damit auch in A. Als wesentlichen
Aspekt kann man dariiber hinaus fiir ¢ und * alle Kriterien der Definition
1 nachweisen. Damit ist dann gezeigt, dal das Zwei—-Mulden—System fiir die
gewidhlten Parameterwerte im strengen Sinne chaotisch ist!

Der Fall £ = 1.08 mufl mit geringfiigig mehr Aufwand behandelt werden als
der Fall £ = 1.9. In Abbildung 4.2 sind die Mengen A? und A% dargestellt.
Der linke keilférmige Streifen wird unter F? auf den parabelférmig defor-
mierten Streifen abgebildet, dessen eine Grenze auf der Linie [ = 1 liegt.
Entsprechend wird der rechte keilférmige Streifen unter F? auf den para-
belférmig deformierten Streifen abgebildet, dessen eine Grenze auf der Linie
[ = —1 liegt. Man erkennt, daf der rechte (linke) keilférmige Streifen mit dem
Bild des linken (rechten) keilfsrmigen Streifens keine gemeinsamen Punkte

! Allgemein kann man zeigen, daB fiir kompakte hyperbolische invariante Mengen eine
erzeugende Zerlegung existiert [Wal82].
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Abbildung 4.2: A? (keilférmige Streifen) und A% (parabelférmige Streifen)
fiir das Zwei-Mulden—System mit Ry = 1. und k£ = 1.08.

besitzt, d. h. der obere Teil von A mit [ > 0 ist mit dem unteren Teil von
A mit [ < 0 dynamisch nicht verbunden. Eine Trajektorie in A mit positi-
vem (negativem) Drehimpuls hat fiir alle Zeiten einen positiven (negativen)
Drehimpuls. Da der obere und der untere Teil von I' iiber die Symmetrie
(1.14) miteinander verbunden sind, beschrinke ich mich im folgenden auf
den Bereich [ > 0. Wie in Abbildung 4.3 dargestellt, definiert das [-Intervall
[0.35,0.75] einen Teil von T', in dem A enthalten ist. T' wird nun als der
Schnitt dieses Teils mit seinem Urbild definiert. Das Urbild ist dabei nach
(1.10b) durch die vertikalen Kurven wvgss und wvgrs (siehe (3.5)) bestimmt.
Nach Konstruktion ist A in T enthalten. Abbildung 4.4 zeigt die beziiglich T
definierten Mengen X' und Ki. R besteht aus zwei vertikalen und Ki aus
zwei horizontalen Streifen. Mit den Betrachtungen aus den Abschnitten 3.2
und 4.1 erhdlt man nun die topologische Situation einer Hufeisenabbildung
mit zwei Symbolen. Als Symbole eignen sich hier > und < entsprechend
[ >lpund | < 5.

Die Projektion der invarianten Menge auf die —Achse ist in dem Inter-
vall [0.957,1.077] enthalten. Es gibt ferner keinen Punkt in A mit einer /-
Komponente in dem Intervall [0.35,0.75]. Da 1.1/©'(0.35)] = 5.57...,
1.1/©'(0.75)| = 6.06 ... und —2/cos(0.937) = —2/cos(1.077) = 2.04... ist,
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0.0 /2 T 3m/2 2m

Abbildung 4.3: Der Teil von Abbildung 4.2 mit [ > 0. Die horizontalen Linien
entsprechen Punkten mit konstantem [ = 0.35 bzw. [ = 0.75.

gilt:

-2
inf (Ry|O©'(1)]) > 5.57 > 2.05 > su . 4.5
nt (Bl > > (S2) as)
Nach Satz 5 ist demnach das Zwei-Mulden-System fiir £ = 1.08 ebenfalls
hyperbolisch.

Da fiir die eindeutige Festlegung einer Trajektorie in A zusétzlich zu einer
Symbolfolge bestehend aus den Symbolen > und < auch noch eine Informa-
tion iiber das Vorzeichen von [ benétigt wird, ist die Dynamik von F' auf A
nicht topologisch konjugiert zur Shift—-Abbildung auf dem Folgenraum mit
zwei Symbolen.

Eine Symbolische Dynamik fiir das nichtreduzierte System 148t sich mit Hilfe
einer sogenannten Ubergangsmatriz, d. h. einer quadratischen Matrix, deren
Eintrige entweder 0 oder 1 sind, formulieren. Eine N x N-Ubergangsmatrix
A definiert wie folgt eine Teilmenge des Folgenraumes ¥~ mit N Symbolen:

» = {( 8 p.--5_1.8081.-.8p...)€ ZN‘A =1 fiir alle s € Z}. (4.6)

8iySit1

Man beachte, dafi £ = %% ist, falls alle Eintréige in A aus Einsen bestehen.
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Wie fiir £ = 1.9 wihlt man nun als Symbole [+ >], [+ <], [- <] und [~ >], die
in dieser Reihenfolge die Spalten und Zeilen der 4 x 4-Matrix A indizieren.
Es gilt dann:

Das Zwei—Mulden—System mit den Parameterwerten Ry = 1.1 und k = 1.08

ist topologisch konjugiert zur Shz’ft—Abbz’ldyng auf dem Folgenraum ¥4, wobei
der Folgenraum ©* durch (4.8) und die Ubergangsmatriz A durch

(4.7)

o R~
R R
Y =)
T =)

gegeben ist.

Da nach (4.7) ein Vorzeichenwechsel nicht moglich ist, ist die Shift—Abbildung
auf ¥4 nicht topologisch transitiv. Demnach ist die Shift-Abbildung auf ¥4
und damit auch F' auf A im strengen Sinn nicht chaotisch. Wie oben gezeigt,
lassen sich aber ¥4 bzw. A in zwei invariante Teilmengen zerlegen, die, wie
jetzt erldutert wird, die strengen Chaoskriterien erfiillen.

0.80

0.70

0.60

0.50 A

0.40

0.30 ‘
0.937 7T 1.07m

B

Abbildung 4.4: T und die Mengen A (vertikale Streifen) und Ki (horizontale
Streifen) fiir k£ = 1.08.
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4.3 Symbolische Dynamik fiir das reduzierte
System

Fiir £ = 1.08 werden die beiden dynamisch nicht verbundenen Teile von
A mittels (1.14) identifiziert. Die Dynamik in T',.4 erhélt man daher durch
Einschriankung der Dynamik in I'. Daraus folgt, da} die Dynamik des redu-
zierten Systems topologisch konjugiert ist zur Dynamik auf dem Raum X2
aller bi-infiniten Folgen bestehend aus den Symbolen > und <. Man erhilt
als Ergebnis:

Die invariante Menge des reduzierten Zwei—Mulden—Systems mit den Para-
meterwerten Ry = 1.1 und k = 1.08 st topologisch konjugiert zur Shift—
Abbildung auf dem Folgenraum

Y2 _ {( oS p.--8.1.8081...8n...)[8;i € {>,<} fiirallei € Z}. (4.8)

Ich diskutiere nun den Fall ¥ = 1.9. Da nach Reduzierung mittels (1.14)
ausschlielich Drehimpulsbetrdge und keine Vorzeichen als Unterscheidungs-
merkmale dienen, werden die Orbits ([+ >]) und ([~ >]) sowie ([+ <]) und
([= <]) identifiziert®>. Somit entsprechen die vier Fixpunkte von F in T' nur
noch zwei Fixpunkten im reduzierten System. Da fiir £ = 1.9 ein Wech-
sel des Drehimpulsvorzeichens moglich ist, erhdlt man die Dynamik in I'.q
nicht wie fiir £ = 1.08 durch Einschrinkung der Dynamik in I". Man hat in
diesem Fall Buch dariiber zu fiihren, wann beim Verfolgen einer Trajektorie
die Transformation (1.14) angewendet werden mufl. Zu diesem Zweck fiihre
ich die zusétzlichen Symbole = und # ein, die dokumentieren, ob beim Ver-
folgen einer Trajektorie das Drehimpulsvorzeichen gleich bleibt oder ob ein
Vorzeichenwechsel stattfindet. Falls (1.14) angewendet wird, wird dies also
durch # festgehalten, falls nicht, durch =. Der Orbit ([=>]) im reduzierten
System beschreibt somit sowohl den Orbit ([+ >]) als auch den Orbit ([- >]).
Entsprechendes gilt fiir ([=<]) und die Orbits ([+ <]) und ([~ <]). Man kann
jeder Symbolfolge s aus den Symbolen [+ >], [+ <], [~ >] und [~ <] genau
eine Symbolfolge s’ aus den Symbolen [=>], [=<], [#>] und [#<] zuordnen.
Dies gilt jedoch nicht umgekehrt, denn wechselt man in jedem Symbol von s
das Vorzeichen, so wird dieser Symbolfolge ebenfalls s’ zugeordnet. Die be-
schriebene Abbildung ist 2 : 1. Dies beschreibt den Verlust der Information
iiber das Drehimpulsvorzeichen im reduzierten System. Man beachte, dafl
sich die Periode periodischer Orbits beim Ubergang zu den neuen Symbolen
dndern kann. Dies liegt daran, daB die Symbole = oder # eine relative Ande-
rung beschreiben und zu ihrer Festlegung daher zwei aufeinander folgende

?Der Querstrich iiber einem Symbol oder einer endlichen Symbolfolge beschreibt die pe-
riodische Fortsetzung des Symbols bzw. der Folge sowohl in positiver als auch in negativer
Zeit.
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Punkte einer Trajektorie bendétigt werden. So entsprechen z. B. die zwei-
periodischen Orbits ([+ >][- >]) und ([+ <][- <]) den einperiodischen Orbits

(#>1) und ((£<)).
Als Ergebnis bleibt festzuhalten:

Die invariante Menge des reduzierten Zwei—Mulden—Systems mit den Pa-
rameterwerten Ry = 1.1 und k = 1.9 st topologisch konjugiert zur Shift—
Abbildung auf dem Folgenraum

24:{(...s,n...s,l.sgsl...sn...)‘

si € {[=>],[=<], [#>], [#<]} fiir alle i € Z}. (4.9)

Damit ist gezeigt, wie das Zwei-Mulden—System fiir £ = 1.08 und fiir £ =
1.9 sowohl im nichtreduzierten als auch im reduzierten Fall mit Hilfe einer
vollstdndigen Symbolischen Dynamik beschrieben werden kann.

4.4 Symbolische Dynamik fiir das Orbiting—
Modell

In diesem Abschnitt wird der Fall einer Energie unterhalb der Orbitingschwel-
le behandelt. Fiir das Zwei-Mulden—System mit der Orbiting—Ablenkfunktion
(1.23) sind die Mengen A! und A} in Abbildung 4.5 dargestellt. Zur Er-
klarung der Geometrie betrachtet man zuniichst den Bereich in A, der durch
die Kurven vy mit ¢’ € [lon, 1] definiert ist (siehe (3.5)). Dies entspricht ei-
nem vertikalen Streifen in A!, den ich im folgenden mit S bezeichne3. Eine
Kurve mit [ = ¢ in S wird, wie in Abschnitt 3.2 gezeigt, auf die durch (3.7)
gegebene Kurve §.(I') in A} abgebildet. Nihert man sich auf der Kurve [ = ¢
dem rechten Rand des Streifens S, ndmlich v, ,, so geht ' gegen lp.. Da

limy_y;, , ©(I') = —oo und da arcsin (l%T’go_c) endlich ist, gilt wegen (3.7):

. i

ngféﬂb Be(l') = co. (4.10)
Weil 3 eine Winkelvariable ist, bedeutet dies, dafl die Kurve [ = ¢ unter
der Abbildung F' unendlich oft um den Zylinder “gewickelt* wird und dabei
gegen die Kurve [ = [, konvergiert. Da die Kurven [ = ¢ eine Bldtterung
von S darstellen, gilt entsprechendes fiir die Bildkurven und das Bild von S.
Dies erklart die Gestalt der Menge Aﬁr in dem Bereich [ > lp,;, und mittels
(1.14) auch in dem Bereich I < —loyp. Fiir AL in den Bereichen 0 < I < lon

3Da Al und die Kurven v. unabhiingig von der Ablenkfunktion sind, kann zur Ver-
anschaulichung wiederum Abbildung 3.2 herangezogen werden. Man hat dort lediglich Ig
durch lp,, zu ersetzen.
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Abbildung 4.5: Die Mengen A! (vertikale Streifen) und Al (horizonta-
le Streifen) fiir das Zwei-Mulden—-System mit Ry = 1.1 und der Orbi-
ting—Ablenkfunktion mit C' = 10.
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und —lop < I < 0 erkennt man nach analoger Vorgehensweise ebenfalls eine
Hé&ufung horizontaler Streifen gegen lp,, bzw. —lp,,. Man beachte, daf} dieses
Ergebnis unabhédngig vom konkreten Ry—Wert ist.

Eine symbolische Beschreibung des Systems erh&lt man nun analog zu den
bisher behandelten Fillen, indem man alle — in diesem Fall unendlich viele
— horizontalen Streifen geeignet indiziert. Zu diesem Zweck fiihre ich zusitz-
lich zu den Symbolen fiir das Zwei—-Mulden—System mit & = 1.9 ein Symbol
m ein, das definiert ist durch:

[

27

] , (4.11)

wobei [z] die groBite ganze Zahl kleiner oder gleich z ist. Wenn man im
Bereich lp,, < | < 1, beim obersten Streifen mit 0 beginnend, nach un-
ten durchnumeriert, beschreibt m somit den m—ten Streifen. Entsprechendes
gilt fiir den Bereich 0 < [ < [, wobei die Indizierung hier beim untersten
Streifen beginnt. Fiir den Teil von I' mit [ < 0 erhdlt man die symbolische
Beschreibung durch Spiegelung mittels (1.14). Man beachte, dafl diese Vor-
gehensweise sowohl eine Symbolische Dynamik fiir das reduzierte als auch
fiir das nichtreduzierte System liefert. Ich formuliere hier nur das Ergebnis
fiir das nichtreduzierte System.

Die invariante Menge des nichtreduzierten Zwei—Mulden—Systems mit der
Orbiting—Ablenkfunktion ist topologisch konjugiert zur Shift—-Abbildung auf
dem Folgenraum

»e = {(...s,n...s,l.sgsl...sn...)‘

si € {[+>ml, [+ <m], [~ >m], [~ <m]} firallei € Z}.  (4.12)

An dieser Stelle taucht jedoch ein Problem auf, das in den bisherigen Fillen
nicht auftrat. Aus mathematischer Sicht besteht die Schwierigkeit darin, dafl
der Folgenraum (4.12) und damit auch die invariante Menge von F' nicht mehr
kompakt sind. Dies folgt z. B. aus der Darstellung von (4.12) als unendliches
Produkt von Folgenrdumen des Typs (4.3). Da Satz 2 die Kompaktheit von A
voraussetzt, ist er zunédchst gar nicht anwendbar. MOSER hat jedoch gezeigt,
wie die Voraussetzungen von Satz 2 auch im Fall von abzdhlbar unendlich
vielen horizontalen bzw. vertikalen Streifen eine hyperbolische Strukur fiir
A zur Folge haben, so dal das formulierte Ergebnis seine Giiltigkeit behalt
[Mos73].

Mit dem mathemathischen Problem ist direkt ein physikalisches Problem
verkniipft. Es gibt Trajektorien, die ein endliches n haben, aber den Wech-
selwirkungsbereich nicht mehr verlassen! Eine Trajektorie, deren Drehimpuls
[ unter der Dynamik zu einem Zeitpunkt n den Wert lp,, annimmt, wird von
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einer Mulde v(r) eingefangen. Sie bleibt daher im Wechselwirkungsbereich ge-
bunden. Eine Anfangsbedingung p zu einer solchen Trajektorie gehort aber
nicht zur invarianten Menge von F', da F™"!(p) nicht definiert ist. Bezogen
auf A handelt es sich bei p um die Anfangsbedingung einer Entweichtrajek-
torie, bezogen auf die Streuung am Potential (1.1) um die Anfangsbedingung
einer Einfangtrajektorie. Ziel der folgenden Uberlegungen ist die symbolische
Beschreibung dieser Trajektorien.

Als weitere Symbole fiihre ich +00 und —oo ein, die die horizontalen Kurven
[ = +loyp indizieren. Man betrachtet nun die Folgen

s = (£00, Sq41---8w_1,Et00) (4.13)
s; € {[+>m], [+ <m],[->m],[-<m]} miti € {a+1,...,w— 1}, wobei «
und w ganze Zahlen sind mit « < 0 und w > 1. Der Falla = 0 und w = 1
entspricht den Folgen (400, +00). Fiir « = —0o und w = oo erhélt man

Elemente aus der invarianten Menge von F'. Die Menge aller Elemente des
Typs (4.13) bezeichne ich mit £°°. Da im folgenden die Metrik nicht explizit
benétigt wird, verweise ich fiir die Einfiihrung einer solchen auf die Literatur
([Wig88] Seite 106ff). Die Shift—Abbildung ist nun nicht mehr auf ganz ¥>
definiert. Der Definitionsbereich der Shift—Abbildung ¢ auf diesem Raum,
die formal genau so definiert ist wie vorher, ist gegeben durch

D(5) = {s € X%|sy # ioo} . (4.14)
Als Bildbereich erhilt man
B() = {s €X®ls ; # ioo} : (4.15)

Bezeichnet man mit A~! die Erweiterung des Homdomorphismus 2! von ¥
auf ¥ so gilt:

htog=Fo ffl‘

7)

(4.16)

Mathematisch ist die Einfiihrung der Symbole +0o0 und —oo nichts ande-
res als eine Kompaktifizierung. Die Menge h~!(X*) ist zwar kompakt, je-
doch nicht mehr invariant unter F'. Die zusétzlichen neuen Symbolfolgen
(4.13) beschreiben genau die Trajektorien, die im Hinblick auf A fiir positive
oder negative Zeiten entweichen, jedoch im Wechselwirkungsbereich gebun-
den bleiben.

4.5 Beschneiden des Symbolbaumes

Fiir k = 1.9 besteht A" aus 4" vertikalen und Ki aus 4" horizontalen Streifen
(siehe Abbildung 4.1 fiir n = 1). Alle Punkte in einem A" -Streifen haben
mindestens n konsekutive Bildpunkte und kénnen durch dieselbe Folge von
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Tabelle 4.1: Schematische Darstellung der Menge A N A~ fiir das
Zwei-Mulden—System mit & = 1.9. Die fiir £ = 1.26 verbotenen Symbol-
folgen sind durch * gekennzeichnet.

n Symbolen beschrieben werden. Jeder A" -Streifen 148t sich also durch n
Symbole in der Form (.sp...s, 1) beschreiben. Entsprechend ist ein K:L_—
Streifen durch (s_,...s ;.) eindeutig bestimmt.

Fiir k = 1.9 bestehen A~ aus jeweils 16 Streifen. In Tabelle 4.1 sind A~ und
Ki samt den dazu gehorenden Symbolfolgen fiir das nichtreduzierte System
schematisch dargestellt. Die vertikalen Ksztreifen sind durch die Spalten,
die horizontalen Ki—Streifen durch die Zeilen der Tabelle gegeben. Die Sym-

bolfolge fiir einen A’ ~Streifen erhilt man durch Anhingen des Symbols in
der zweiten Kopfzeile an das in der ersten. Entsprechend erhilt man die
Symbolfolge fiir einen Ki—Streifen durch Voranstellen des Symbols in der
vorletzten Spalte vor das in der letzten. Man beachte, daf sich die Reihen-
folge der innen stehenden Symbole beim Auftreten einer “Falte“ umkehrt.
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Die Symbolische Dynamik erlaubt es, die Orbits eines Systems in einer Baum-
struktur anzuorden. Nach einem gegebenen Symbol gibt es je nach Anzahl
der moglichen verschiedenen Folgesymbole eine entsprechende Anzahl von
“Zweigen“. Fiir £k = 1.9 gibt es z. B. nach jedem Symbol vier Zweige. In
diesem Zusammenhang spricht man auch von einem Symbolbaum.

Das Zwei—-Mulden—System mit k& = 1.26 ist nun ein Beispiel fiir ein soge-
nanntes Beschneiden des Symbolbaumes (engl. pruning). Abbildung 4.6 zeigt
in Teil (a) A und A} und in Teil (b) die Mengen A und Ki beziiglich
des Phasenraumbereiches T, der iiber das S-Intervall [r/2, 37 /2] definiert ist
(vgl. Abschnitt 4.1). In Abbildung 4.6(b) erkennt man, daf fiir ¥ = 1.26 die
horizontalen (vertikalen) Streifen nicht mehr alle vertikalen (horizontalen)
Streifen schneiden. Im Hinblick auf das Zwei-Mulden—System mit k& = 1.9
bedeutet dies, dafl nicht mehr alle Symbolfolgen realisiert werden kénnen. In
Tabelle 4.1 sind diejenigen Schnitte von A’ —Streifen mit Ki—Streifen, die fiir
k = 1.26 im Gegensatz zu k = 1.9 leer sind, durch % gekennzeichnet. Aus der
ersten Zeile, in der ein * auftritt, erhdlt man folgende, nicht zu realisierende
Reihenfolgen von Symbolen:

<l S <l ]
- <l > <l <]
= <Il+ > = <+ <]
= <Ii+ >]= <]+ >]
- <+ > S 5] (4.17)
<l S Sl <)
- <l S S <)
= <Il+ > = ST+ >]

In einer Symbolfolge ist somit nach den drei Symbolen [~ <][+ >].[- <] bzw.
[~ <][+ >].[- >] kein weiteres Symbol erlaubt. Anders ausgedriickt bedeutet
dies, daf} jede Symbolfolge, in der Symbole in einer der beiden Konstellatio-
nen ...[— <J[+>][-<]... oder ...[- <][+ >][- >]... auftreten, verboten ist.
Nach ... [- <][+ >] sind also nicht mehr alle Zweige moglich, was anschaulich
einem Beschneiden des Symbolbaumes entspricht.

Beriicksichtigt man die iibrigen kritischen Zeilen in Tabelle 4.1, so erhélt man
zusammenfassend folgende 16 verbotenen Symbolreihenfolgen:

=<, o =<JHFE=>]
=<, o =21
=<1, =2l <=)
<<, =< 2)

| R | I =<, (4.18)
-], o FE<HF<]
HEE] o F=E A<

R | | ) I <=2 <
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0.0
(b) g

Abbildung 4.6: Das Zwei-Mulden—System mit Ry = 1.1 und k£ = 1.26: (a)
A' und AL, (b) A und Ki.
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Da nur die mit * gekennzeichneten Schnitte vertikaler und horizontaler Strei-
fen leer sind, sind alle {ibrigen Symbolfolgen moéglich. Das nichtreduzierte
System ist daher topologisch konjugiert zur Shift—Abbildung auf dem Fol-
genraum X* wie er fiir k = 1.9 definiert ist, vermindert um die durch (4.18)
definierten Symbolfolgen. Eine Menge von Regeln, die eine unter der Shift—
Abbildung invariante Teilmenge eines Folgenraumes definiert, wird auch als
Grammatik bezeichnet.

Fiir das reduzierte System 148t sich die Grammatik kompakter formulieren.
Ubersetzt man die in (4.18) angegebenen Symbolfolgen in die entsprechenden
Symbolfolgen des reduzierten Systems, so erhédlt man:

- [EFE]

[EFE]

NS (4.19)
L E<IA]

Es bleiben also nur noch vier Regeln iibrig, die sich mit Hilfe einer [:Jber—
gangsmatrix darstellen lassen. Indiziert man Zeilen und Spalten in der Uber-
gangsmatrix in der Reihenfolge [=>], [=<], [#<], [#>], so erhdlt man:

Das reduzierte Zwei—Mulden—System mit den Parameterwerten Ry = 1.1 und
k = 1.26 st topologisch konjugiert zur Shift—-Abbildung auf dem Folgenraum
¥4, wobei der Folgenraum %* durch (4.9) und die Ubergangsmatriz A durch

1111
1111

A=111 0 0 (4.20)
1100

gegeben ist.

Man kann zeigen, dafl die Shift—Abbildung auf einem Folgenraum Y% im
strengen Sinn chaotisch ist, falls A irreduzibel ist, d. h. falls es eine natiirliche
Zahl m > 0 gibt, so da8 fiir alle i, j mit 1 <4, j < N die Bedingung (A™),; #
0 erfiillt ist ([Wig88] Seite 103ff). Da die Matrix (4.20) diese Bedingung fiir
m = 2 erfiillt, ist das Zwei—-Mulden—System mit k& = 1.26 chaotisch.

4.6 Fundamentale periodische Orbits

Es gibt eine alternative Mdoglichkeit, eine Symbolische Dynamik einzufiihren,
namlich mit Hilfe fundamentaler periodischer Orbits. Nach der Diskussion
in Kapitel 1 entsprechen periodische Punkte der Abbildung F' periodischen
Orbits im Mulden—System. Ich betrachte zundchst das Zwei—-Mulden—System
mit k£ = 1.9. Die Orbits ([+ >]), ([- >]), ([+ <]) und ([~ <]) sind im Konfigura-
tionsraum in Abbildung 4.7(a) dargestellt. Je nachdem ob die dargestellten
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(a) (b)

Abbildung 4.7: Die fundamentalen Orbits des Zwei-Mulden—Systems mit
Ry = 1.1 und k£ = 1.9 im Konfigurationsraum: (a) Ringorbits, (b) 8—formige
Orbits.

Kurven gegen oder im Uhrzeigersinn durchlaufen werden, entspricht dies den
Fixpunkten mit [ > 0 bzw. [ < 0, d. h. den Sybmolen + oder —. Die dufleren
Kurven sind dabei diejenigen mit dem Drehimpulsbetrag grofier als Ig (Sym-
bol >), die inneren diejenigen mit dem Drehimpulsbetrag kleiner als Ir (Sym-
bol <). Aufgrund ihrer Form bezeichne ich diese vier Orbits im folgenden als
Ringorbits. Man beachte, dafi die Ringorbits nur deshalb zu Fixpunkten von
F gehoren, weil in die Definition (1.10) von F' eine Symmetriereduzierung
beziiglich der Co—Symmetrie eingegangen ist. Ohne diese Symmetriereduzie-
rung entsprichen die Ringorbits zwei—periodischen Punkten.

Wie in Abschnitt 4.3 diskutiert, ist im reduzierten System die Richtung, in
der die Ringorbits durchlaufen werden, unerheblich. Sie repriasentieren daher
nur zwei Fixpunkte, ndmlich ([=>]) und ([=<]). Die Orbits, die zu den beiden
Fixpunkten ([#>]) und ([#<]) gehoren, sind in Abbildung 4.7(b) dargstellt.
Diese Orbits, die im nichtreduzierten System zwei—periodisch sind und vier
zwei—periodische Punkte reprasentieren, bezeichne ich im folgenden als 8-
formige Orbits.

Im nichtreduzierten System bilden die vier Ringorbits, im reduzierten die
beiden Ringorbits zusammen mit den beiden 8-férmigen Orbits die soge-
nannten fundamentalen Orbits. Aus ihnen 148t sich jeder Orbit des Systems
“zusammensetzen“. Man kann damit u. a. die topologische Struktur von
Bahnkurven im Ortsraum konstruieren, wenn die Symbolfolge vorgegeben
ist. Die Symbole [=>] und [=<] entsprechen jeweils einem “halben“ Ring—
Orbit mit [ grofler bzw. kleiner als [z. Analog entsprechen [#>] und [#<]
jeweils “halben“ 8—f6rmigen Orbits. Beispiele sind in Anhang D zu finden.

Fiir £ = 1.08 und k = 1.26 betrachte ich nun ausschliefllich das reduzierte Sy-
stem. Im Falle £ = 1.08 ist ein Vorzeichenwechsel der Drehimpulskoordinate
nicht méglich. Die beiden Ringorbits bilden hier die fundamentalen Orbits.
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Da sich im Vergleich zu den Ringorbits fiir £ = 1.9 an der Topologie der Bahn-
kurven nichts dndert, verzichte ich auf eine Darstellung. Ist £ = 1.26, so 148t
sich nicht mehr jeder Orbit aus einperiodischen Orbits “zusammensetzen*.
Die einzigen einperiodischen Orbits sind die Ringorbits. Im Gegensatz zu
k = 1.08 ist hier jedoch ein Vorzeichenwechsel der Drehimpulskomponen-
te moglich. Da dieser durch die Ringorbits nicht realisiert werden kann,
gehoren neben den beiden Ringorbits zusdtzlich die zwei—periodischen Orbits
([=<1#<1)s (=<1#>1), ([=>]#<]) und ([=>][#>]) zur Menge der fundamenta-
len Orbits. Aus der Diskussion in Abschnitt 4.5 folgt, dafl sich jeder andere
Orbit des Systems aus diesen sechs Orbits “zusammensetzen 1af3t. Die fun-
damentalen zwei—periodischen Orbits sind in Abbildung 4.8 dargestellt. Man
beachte, dafl die Projektionen der Orbits ([=<][#>]) und ([=>]#<]) in den
Ortsraum identisch sind. Sie unterscheiden sich lediglich in der Umlaufrich-
tung.

4.7 Strukturstabilitiat

In diesem Abschnitt seien die Parameter so gewihlt, daf das System (1.10)
hyperbolisch ist.

Im Gegensatz zu integrablen Systemen sind hyperbolische Systeme struktur-
stabil. Eine kleine Stérung des Systems fiihrt auf ein topologisch konjugiertes
System. Aus physikalischer Sicht sind fiir das Zwei—-Mulden—System Defor-
mationen des zugrunde liegenden Muldenpotentials von besonderem Inter-
esse. Fiir die Diskussion der Stabilitidt gegeniiber solchen Stoérungen ist eine
Unterscheidung beziiglich der Energie notwendig.

Zunéchst betrachte ich eine Energie oberhalb der Orbitingschwelle. In diesem
Fall ist eine gebundene Bewegung in einer Mulde nicht moglich. Unter einer
kleinen Storung bleibt diese Eigenschaft erhalten. Der Einfang einer Trajek-
torie ist deshalb ausgeschlossen. Die Ablenkfunktion ist somit auch nach der
Storung stetig und besitzt keine Singularitdten. Dies bedeutet, dafl eine klei-
ne Stérung des Muldenpotentials eine kleine Stérung der Abbildung (1.10)
zur Folge hat. Da diese strukturstabil ist, ist das gestérte System topologisch
konjugiert zum urspriinglichen.

Befindet sich die Energie unterhalb der Orbitingschwelle, so findet man im
Inneren einer Mulde eine entartete Situation vor. Das Ausbilden eines loka-
len Maximums in vf¢(r) impliziert fiir die Maximum-Energie neben einem
instabilen Fixpunkt auch die Existenz eines homoklinen Orbits. Eine Stérung
von v(r) fithrt nun i. a. zu transversalen Schnitten von instabiler und sta-
biler Mannigfaltigkeit des hyperbolischen Fixpunktes im gestérten System.
Damit verbunden ist die Entstehung einer chaotischen invarianten Menge.
Die Streuung an einer einzelnen Mulde ist daher schon chaotisch. Insbeson-
dere finden sich in der Ablenkfunktion auf allen Skalen Singularititen. Eine
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(a) (b)
(c) (d)

Abbildung 4.8: Die fundamentalen zwei—periodischen Orbits (a) ([=<][#<]),
(b) ([=<1#>]), (¢) ([=>] #<]) und (d) ((=>][#>]) des Zwei-Mulden—Systems
mit Ry = 1.1 und k¥ = 1.26. In (b) und (c) deutet der Pfeil die Umlaufrichtung

all.
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Abbildung 4.9: A" und Ki_ fiir Rp = 1.1 und k£ = 3.9.

kleine Stérung des Muldenpotentials fiihrt somit zu einer qualitativ ande-
ren Dynamik, insbesondere ist das gestorte System nicht mehr topologisch
konjugiert zum urspriinglichen System.

4.8 Der Parameterbereich 2 < k < oo

Bevor ich auf die Symbolische Dynamik fiir ein System mit mehr als zwei
Mulden eingehe, diskutiere ich die Situation fiir den vergleichsweise klei-
nen Energiebereich oberhalb der Orbitingschwelle, der den Parameterwerten
2 < k < oo entspricht (siehe Kapitel 1.3). Mit den bisherigen Ergebnissen
ist es moglich, in bestimmten Féllen auch fiir diesen Parameterbereich eine
vollstdndige Symbolische Dynamik anzugeben.

Man erhélt das Alphabet durch Einschriankung des Alphabetes, das fiir das
Orbiting—Modell verwendet wurde. Da die Ablenkfunktion beschrankt ist,
gibt es nach (4.11) nur endlich viele m—Werte. Ich betrachte zunichst k-
Werte des Typs k = (2n+ 1) + 0.9 fiir n € N und n > 1. In diesem Fall gilt
dann m < n. Man beachte, dafl der konstante Term 0.9 dafiir sorgt, daf} die
beiden “Falten“ von A} auBerhalb von Al liegen. Die Zahl n gibt an, wie
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(a) (b)

Abbildung 4.10: Zwei fundamentale Orbits des Zwei-Mulden—Systems mit
Ry =1.1und k£ =3.9: (a) [=>1], (b) [#> 1].

oft der parabelformige Streifen AL um den Phasenraumzylinder “gewickelt*
wird (siehe Abbildung 4.9 fiir n = 1). Jede “Wicklung® liefert 4 neue Orbit-
typen. Das bedeutet, dal das Zwei-Mulden System topologisch konjugiert
ist zu einer Shift—Abbildung auf einem Folgenraum mit 4(n + 1) Symbolen.
Im Ortsraum lassen sich die neu hinzugekommenen fundamentalen Orbits
aus den bisherigen konstruieren. Die Zahl m beschreibt ndmlich die Anzahl
der Uml&ufe, die das Teilchen im Inneren einer Mulde um den Muldenmit-
telpunkt vollzieht, bevor es die Mulde wieder verliit. Die fundamentalen
Orbits ergeben sich demnach aus den bisherigen Ringorbits und 8—-f6rmigen
Orbits, indem man innerhalb einer Mulde eine entsprechende Anzahl von
Umlédufen hinzufiigt. Fiir n = 1 sind in Abbildung 4.10 exemplarisch zwei
der neu hinzugekommenen fundamentalen Orbits dargestellt.

Ich vermute, daf es k~Werte um k& = (2n + 1) 4+ 0.08 mit n € N und n > 1,
gibt, fiir die ebenfalls eine vollstdndige symbolische Dynamik existiert. Das
Alphabet besteht dann aus 4n 4+ 2 Symbolen. Im Gegensatz zu den Ring—
Orbits konnen die 8-férmigen Orbits mit » Uml&ufen im Inneren einer Mulde
hier noch nicht realisiert werden. Das Problem fiir diese Parameterwerte ist
der Nachweis der Hyperbolizitit, da die “Falte“ von Al im Inneren von Al
liegt. Es ist ein dhnliches Vorgehen wie im Fall £ = 1.08 erforderlich. Da
eine Vorstellung dieses Verfahrens qualitativ nichts Neues ergibt, verzichte
ich hier darauf.

4.9 Verhalten bei Erh6hung der Muldenzahl

Wie in Abschnitt 3.2 dargelegt, besteht Al im Falle von drei Mulden aus
zwei disjunkten vertikalen Streifen. Jeder Streifen entspricht einer der bei-
den moglichen Mulden, die als nédchstes besucht werden kénnen. Mit einem



4.9. Verhalten bei Erhéhung der Muldenzahl 73

analogen Vorgehen wie im Fall von zwei Mulden 148t sich die Hyperbolizitét
nachweisen. Ich verzichte hier auf die Darstellung der Details.

Die Einfiihrung einer Symbolischen Dynamik erfolgt wieder durch Einschrén-
kung auf bestimmte Phasenraumbereiche. Fiir Ry = 1.4 und k = 1.9 ist er-
neut der Phasenraumbereich T', der durch das 3-Intervall [r /2, 37 /2] definiert
ist, geeignet. In Abbildung 4.11 sind A" und Ki dargestellt, die jeweils aus 8
vertikalen bzw. horizontalen Streifen bestehen. Daraus folgt die topologischen

/2 r 3m/2
B

Abbildung 4.11: K- (vertikale Streifen) und Ki (horizontale Streifen) fiir das
Drei-Mulden—-System mit Ry = 1.4 und k£ = 1.9.

Aquivalenz zu einer Shift-Abbildung auf einem Folgenraum mit 8 Symbolen.
Die fundamentalen Orbits des reduzierten Systems, die zu den 8 Fixpunkten
gehoren, sind in Abbildung 4.12 dargestellt. Es ist dabei zu beachten, daf} die
8—formigen Orbits, die nur zwei der drei Mulden besuchen, im Drei-Mulden—
System im Gegensatz zum Zwei-Mulden-System nicht mehr symmetrisch
beziiglich einer reversiblen Symmetrie sind. Dies ist der Grund, warum hier
beziiglich der Umlaufrichtung unterschieden werden mufl und die 8-férmigen
Orbits im reduzierten Drei-Mulden—System 4 Fixpunkten entsprechen.

Ohne den expliziten Nachweis zu erbringen, gebe ich fiir Ry = 1.4 mit £ = 0.9
einen k-Wert an, fiir den das reduzierte Drei-Mulden-System topologisch
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Abbildung 4.12: Die acht fundamentalen Orbits des reduzierten Drei—-Mul-
den—Systems mit Ry = 1.4 und k£ = 1.9. Die Pfeile in den Darstellungen der
8—formigen Orbits deuten die Umlaufrichtung an.
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konjugiert ist zu einer Shift—Abbildung auf einem Folgenraum mit zwei Sym-
bolen. Ein Beweis dieser Aussage ist entsprechend dem Fall von zwei Mulden
moglich. Die beiden fundamentalen Orbits sind wiederum durch die beiden
Ringorbits gegeben, die die Zentren der drei Mulden umlaufen.

Diese Uberlegungen lassen fiir ein N-Mulden-System folgendes Resultat er-
warten. Es gibt k~Werte im Bereich £ < 2, fiir die das System topologisch
konjugiert ist zu einer Shift—Abbildung auf einem Folgenraum mit 4(N — 1)
Symbolen. Diese Behauptung ist deshalb plausibel, weil Kl_ aus N — 1 verti-
kalen Streifen besteht, die Festlegung eines dieser Streifen der Festlegung des
néchsten Wechselwirkungsbereiches entspricht und dieser — wie die Diskus-
sion des Zwei-Mulden—Systems gezeigt hat — auf vier verschiedene Arten
aufgesucht werden kann. Ebenso sind k~Werte zu erwarten, fiir die das Sy-
stem topologisch konjugiert zu einer Shift—Abbildung auf einem Folgenraum
mit zwei Symbolen ist. Diese Situation tritt dann auf, wenn eine Trajektorie,
die von Mulde j — 1 kommt, von Mulde 7 h6chstens soweit abgelenkt werden
kann, dafl sie aufler Mulde 7 + 1 keine andere aufsuchen kann. In diesem
Fall sind nur die beiden Ringorbits moglich, die die Zentren aller Mulden
umlaufen.



Kapitel 5

Bifurkationen

In diesem Kapitel wird die Parameterabhéngikeit des Mulden—Systems dis-
kutiert. Zundchst wird in Abschnitt 5.1 eine Bedingung hergeleitet, unter
der eine nichtleere invariante Menge existiert. Der Abschnitt 5.2 hat dann
die Abhingikeit der invarianten Menge von k£ und von Ry zum Thema. Mit
Hilfe der erzielten Ergebnisse werden in Abschnitt 5.3 die Streuresultate aus
Kapitel 2 erkléart.

5.1 Existenz der invarianten Menge

In diesem Abschnitt diskutiere ich die Voraussetzung fiir die Existenz ei-
ner nichtleeren invarianten Menge. Zun&chst wird das Zwei-Mulden-System
behandelt. Es wird gezeigt, da3 A nicht leer ist, sobald das Potential v in
der Lage ist, das Teilchen in dieselbe Richtung zuriickzustreuen, aus der es
gekommen ist. Konkret gilt der

Satz 7 Die invariante Menge des Zwei—Mulden—Systems ist genau dann nicht
leer, wenn das Minimum der Ablenkfunktion kleiner oder gleich —m ist.

Beweis: Zunichst zeige ich, daff ein Ablenkwinkel ©(l) < —x die Existenz
eines Fixpunktes impliziert. Man kann dies direkt mit Hilfe der Abbildung
(1.10) nachweisen, oder man betrachtet dazu den Schnitt der Fixpunktmen-
gen der Involutionen I (1.12) und I; (1.13) (sieche Anhang C). Ich wéhle
hier die zweite Mo6glichkeit. Fiir I ist die Fixpunktmenge Ry durch folgende
eindimensionale Mannigfaltigkeit gegeben:

B=m . (5.1)

Fiir I; erhilt man die eindimensionale Mannigfaltigkeit R, die durch
1
B=4(x—0() (52)

76
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definiert ist. Der Schnitt dieser beiden Mengen ist nicht leer, falls es ein [ gibt
mit ©(l) = —m; d. h. in diesem Fall gibt es einen Fixpunkt der Abbildung F'
(siehe Anhang C). Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes folgt, dafl ein Fixpunkt
existiert, sobald das Minimum der Ablenkfunktion kleiner oder gleich — ist.
Daraus folgt insbesondere, dafl die invariante Menge nicht leer ist.

Unter der Voraussetzung O(l) > —m zeige ich nun, daf} die invariante Menge
Ag der Abbildung (3.18) leer ist, woraus dann wegen (3.21) A = ) folgt. Da
G invariant ist unter der Transformation!

(z,y) — (=2, —-y) (5-3)

geniigt es nachzuweisen, daf} jeder Punkt in der Menge

Qo ={(z,y) € Qly > —=} (5.4)
unter einer Iterierten von G das Quadrat ) verlafit.

Der Nachweis dieser Aussage erfolgt indirekt. Sei also Qo N Ag # 0. Qo wird
dann wie folgt in zwei Teilmengen zerlegt:

Q1 = {(z,y) € Qoly >0,y >z} (5.5)
Q: = {(z,y) € Qolz > 0,y <z} (5.6)

Es wird nun gezeigt, dal sowohl @); N Ag als auch Qs N Ag leer ist. Wegen
QoNAg = (Q1NAg) U (Q2N Ag) ist dann auch Qo N Ag leer, was einen
Widerspruch zur Annahme bedeutet. Zuerst wird @), betrachtet. Es gilt:

G(QiNAg) CQiNAg . (5.7)
2. Es gibt ein £ > 0, so da8B fiir alle (z,y) € Q; N Ag gilt:

y>y+e . (5.8)

Man beachte, dafl diese beiden Punkte die Gleichung Q;NAg = () implizieren.
Ist ndmlich (z,y) € Q1 N Ag, so liegen alle Bildpunkte von (z,y) nach (5.7)
ebenfalls in Q1 NAg, und wegen (5.8) gibt es dann ein n > 0, so dafl y+ne > 1
ist. Daraus folgt, dafi die y—Komponente von G"(z,y) gréBer als 1 ist und
damit G"(z,y) ¢ Q. Das wire ein Widerspruch zu (z,y) € Ag.

Es bleiben also noch die Beziehungen (5.7) und (5.8) zu begriinden, um zu
zeigen, dafl Q1 N Ag leer ist. (5.7) folgt aus (5.8),(3.18) und (3.19). Wegen
©(0) = 0 folgt aus (3.19), daB die Achse y = 0 nicht zur invarianten Menge
gehort. Aus diesem Grund geniigt es, Punkte mit y > 0 zu betrachten. Fiir
diese ist y' nach (5.8) ebenfalls groBer als 0, und mit (3.18) ist ' = y, woraus

!Diese Transformation entspricht der Transformation (1.14).
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wiederum mit Hilfe von (5.8) 3’ > 2’ folgt. Damit ist dann (z',y') € Q1. Also
ist noch (5.8) zu beweisen. Fiir einen Punkt (z,y) aus Q1 NAg ist z —y <0
und damit:

. (T—y T
M$m(ﬂ%>e[2my (5.9)

Da y > 0 ist, ist ©(y) < 0. Mit der Voraussetzung gilt daher:
0>0(y)>0g>-1 |, (5.10)

wobei ©r den Regenbogenwinkel bezeichnet. Nimmt man nun an, daf§ O(y)
in dem Intervall [—m/2,0] liegt, so erfiillt der Punkt (z,y) wegen

T 37
2’ 2

y)—ﬁ—@(y)mod%re[

o'(z,y) = arcsin ( [ (5.11)
nicht die Bedingung (3.19) und gehort damit nicht zu Ag. Also ist ©(y) aus
dem Intervall |@g, —m/2[. Deshalb liegen sowohl —7m—©(y) als auch o/ (z, y) in
dem Intervall [—m /2, 7/2]. Die Sinusfunktion ist auf diesem Intervall monoton
wachsend, daher folgt mit (5.9):

y>_w_@@ﬁggnpw—@@» . (5.12)

sin @’ = sin (arcsin (
0

Da ®g > —mist, gibt esein e > 0 mit —2Rysin ©g > ¢. Fiir die y-Koordinate
des Bildpunktes von (z,y) erhilt man dann mit (3.18):

Y = y— 2Rysin(a)
> y— 2Ry sin(—m — O(y))
> y—2RysinOp
> y+e . (5.13)

Damit ist bewiesen, dafl Q1 NAg leer ist. Um zu zeigen, dafl Q2 N Ag ebenfalls
leer ist, betrachtet man die Umkehrabbildung von G:

$>—w—@@0 (5.14a)

0
y = = . (5.14b)

: (Y
' = z-2R ( (
Z T o S1n | arcsin 9

G1':

Man beachte, dal G formal durch Vertauschung von z und y bzw. z’ und
y' aus G hervorgeht. Da die Definition von @, ebenfalls durch formale Ver-
tauschung von z und y aus der Definition von (); hervorgeht, kann man nun
mit der gleichen Argumentation wie oben zeigen:

1.
G! (Q2 N Ag) C Q2N Ag, (515)

2. Es gibt ein € > 0, so daf fiir alle (z,y) € Q2 N Ag gilt:

r>z+e . (5.16)
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Man muf} dabei beriicksichtigen, daf} fiir das Argument der Sinusfunktion in
(5.14a)

)
arcsin <y2R0m> — 1 — O(z) = — arcsin ($2R0y ) (5.17)

gilt und der Ausdruck auf der rechten Seite nach der Diskussion im Abschnitt
3.3.1 im Intervall | — w/2, /2] liegt.

Also sind sowohl Q1 N Ag als auch Q3 N Ag leere Mengen. Damit ist der Satz
bewiesen.

Erhéht man die Zahl N der Mulden, so ist die invariante Menge genau dann
nicht leer, wenn das Minimum der Ablenkfunktion kleiner als —27/N ist.
Der Beweis ist analog zum Beweis fiir das Zwei-Mulden—System zu fiihren.
Da jedoch die Indizes beteiligter Potentiale v beriicksichtigt werden miissen,
ist die Notation wesentlich aufwendiger, weshalb ich auf eine Darstellung
verzichte. Ich merke nur an, daf eine Ablenkung O = —27/N durch jede
der N Mulden die Existenz eines Ringorbits impliziert.

5.2 Parameterabhingigkeit der invarianten
Menge

In diesem Abschnitt wird am Beispiel des Zwei—-Mulden—Systems die k—
und Ry—Abhéingigkeit der invarianten Menge diskutiert. Es wird begriindet,
warum bei einem beliebig gew&hlten R, die Variation von k ausreicht, um
alle topologischen Aspekte des Systems zu erfassen.

5.2.1 Energieabhingigkeit (k—Abhéingigkeit)

Fiir £ < 1.0 gibt es nach Satz 7 keine lokalisierten Orbits. Abbildung 5.1
zeigt Ry und R4 fiir £ = 1.005. In zwei Sattel-Zentrum-Bifurkationen sind
bei £k = 1.0 in der oberen und unteren Phasenraumhélfte, d. h. in den Phasen-
raumbereichen mit [ > 0 bzw. [ < 0, jeweils ein stabiler und ein instabiler
Fixpunkt entstanden. Die Betrachtung der Eigenwerte von DF' in diesen
Fixpunkten zeigt, dafl diejenigen mit dem kleineren Drehimpulsbetrag stabil
sind, wahrend die anderen instabil sind. Die Fixpunkte gleichen Stabilitdts-
typs sind iiber die Zeitumkehr miteinander verbunden und kénnen mittels
(1.14) ineinander transformiert werden. Die entstandenen Fixpunkte entspre-
chen den Ringorbits (siehe Abbildung 4.7(a)). Erh6ht man k, so werden die
inneren Ringorbits, d. h. diejenigen mit dem kleineren Drehimpulsbetrag, in
einer Periodenverdopplung bei k£ = 1.020. .. instabil. Vergroflert man k wei-
ter, so folgt eine komplette Periodenverdopplungskaskade. Da das System,
wie in Kapitel 3 gezeigt, fiir £ = 1.08 hyperbolisch ist, ist die Kaskade bei
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1
Ry
[ 0 Ro
R1
-1
0 T 27

B

Abbildung 5.1: Die Fixpunktmengen R, und R; fiir das Zwei-Mulden—Sy-
stem mit £ = 1.005 und Ry = 1.1.

diesem Parameterwert abgeschlossen. Der kritische Wert der Periodenver-
dopplungen ist allerdings kleiner. Aufgrund der Strukturstabilitit liegt der
Wert & = 1.08 im Inneren eines offenen k—Intervalls, das dadurch definiert
ist, dafl die zugehorigen invarianten Mengen hyperbolisch sind und durch ein
bindres Alphabet beschrieben werden koénnen.

Fiir £ = 1.1415 sind die numerisch bestimmten stabilen und instabilen Man-
nigfaltigkeiten der invarianten Menge in Abbildung 5.2(a) dargestellt. Die
Abbildung macht deutlich, dal es einen Parameterwert gibt, fiir den sich
der Abschluf} der stabilen Mannigfaltigkeit des einen Teiles der beiden zuvor
dynamisch nicht verbundenen Teile von A und der Abschlufi der instabilen
Mannigfaltigkeit des anderen Teiles beriihren. Fiir diesen Parameterwert ist
eine dynamische Verbindung hergestellt. Wahrend fiir kleinere k—Werte das
Vorzeichen von [ unter der Dynamik erhalten blieb, ist jetzt ein Vorzeichen-
wechsel moglich. Dieses Phdnomen, die dynamische Kopplung zuvor dyna-
misch unabhéingiger System, wird auch als Krise bezeichnet [LaiGre94]. Man
beachte, dafl nach der dynamischen Verbindung iiberabzdhlbar viele neue
Orbits entstehen, ndmlich solche, deren Drehimpuls [ unter der Dynamik
das Vorzeichen wechselt. Erhoht man k£ weiter, so entstehen in heteroklinen
Tangentenbifurkationen mehr und mehr lokalisierte Orbits. Wie Abbildung
5.2(b) zeigt, ist dieses Szenario fiir & = 1.42 beendet. An der Topologie der
invarianten Menge &ndert sich bei Erhéhung von k bis k¥ = 2 nichts mehr.
Insbesondere bedeutet dies, dal man k& = 1.9 als Vertreter dieses Bereiches
ansehen kann. Entsprechend ist das System nun topologisch konjugiert zu
einer Shift-Abbildung auf einem Folgenraum mit vier Symbolen.

In dem Parameterbereich 1.1415 < k < 1.42 gibt es Parameterintervalle,
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Abbildung 5.2: Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten der invarianten Men-
ge fiir: (a) k = 1.1415, (b) k = 1.42.
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in denen das System hyperbolisch ist. Dies folgt aus einer geometrischen
Interpretation der Bedingung (3.52) und der Diskussion in Kapitel 4: Gibt
es ein n, so dafl die "Falten” von A"} geniigend weit in die Liicken zwischen
den Streifen von A" fallen, so ist das System hyperbolisch und 148t sich mit
Hilfe einer Symbolischen Dynamik beschreiben, der ein endliches Alphabet
und eine endliche Grammatik zugrunde liegen. Je grofler n gewédhlt werden
muf}, desto komplexer werden dabei die zu beriicksichtigenden Regeln. Ein
Prinzip zur Herleitung dieser Regeln ist anhand des (einfachsten) Beispiels
k = 1.26 in Abschnitt 4.5 vorgestellt worden.

Zum Schluf} dieses Abschnittes gebe ich den minimalen k~Wert an, fiir den ein
8—formiger Orbit existiert. Ein solcher Orbit ist definiert durch die Bedingung

F(B,l)=(-8,-1) . (5.18)
Aus (1.10) und (1.21 ) folgt:

arccos (— Lo)

k() = e, = (5.19)

Fiir Ry = 1.1 ergibt sich nach Einsetzen der numerisch bestimmten Nullstelle
[ =0.5197... von dk/dl der Wert k = 1.3325. ... Betrachtet man die Stabi-
litdt der 8—f6rmigen Orbits nach ihrer Entstehung, so sind im Gegensatz zu
den Ringorbits die dufleren stabil und die inneren instabil.

5.2.2 Abhingigkeit von R

Je grofler der Abstand zwischen den Potentialmulden ist, desto kleiner ist der
Winkelbereich 3, der zu einer gebundenen Bewegung fiihren kann. Ein An-
wachsen von R, impliziert daher ein Schmalerwerden der Streifen in A™ und
damit auch der Streifen in A”. Dabei ist es moglich, daf} bei vorgegebenen &
neue, lokalisierte Orbits entstehen. Aus (5.19) folgt z. B. , dafi das minimale
k fiir die Existenz eines 8férmigen Orbits eine monoton fallende Funktion
von Ry ist. Es ist jedoch zu beachten, dafl bei vorgegebenem &k durch Va-
riation von Ry nicht alle Moglichkeiten im Hinblick auf die Topologie von
Orbits realisiert werden kénnen. Wie in Abschnitt 5.1 gezeigt, ist z. B. die
Existenz einer nichttrivialen invarianten Menge unabhéngig von Ry. Als wei-
teres Beispiel sei erwdhnt, daf fiir £ < 2 unabhingig vom Wert von Ry im
Inneren einer Mulde kein vollstdndiger Umlauf um das Zentrum moéglich ist.
Im Gegensatz dazu lassen sich durch Variation von k bei beliebigem, aber
festem Ry alle Orbittypen realisieren. Da die Variation von R, somit aus
topologischer Sicht keine Strukturen liefert, die nicht auch durch Variation
von k erzielt werden konnen, verzichte ich auf eine detailliertere quantitative
Analyse der Ry—Abhéngigkeit.
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5.3 Erkliarung der Streuergebnisse

Mit der Kenntnis der lokalisierten Bewegung ist nun eine Erklarung der Streu-
daten moglich. Die Riickfiithrung von Streuergebnissen auf Eigenschaften
der lokalisierten Bewegung geht auf JUNG und ScHOLZ zuriick [JunSch87a,
JunSch87b]. Sie erkliren die Singularititen der Streuabbildung analog zur
Orbiting—Streuung mit Hilfe von Einfangprozessen. Die stabilen Mannigfal-
tigkeiten der lokalisierten Orbits einer chaotischen invarianten Menge reichen
iiber den Hamiltonschen Fluf} bis in den asymptotischen Bereich. Startet ein
Teilchen mit einer Anfangsbedingung auf der stabilen Mannigfaltigkeit ei-
nes lokalisierten Orbits, so wird es vom Target eingefangen, indem sich seine
Trajektorie asymptotisch der des lokalisierten Orbits annahert.

Die konkrete Erkldrung der Streudaten aus Kapitel 2 erhélt man wie folgt. In
einem Streuversuch wird ein Ensemble von Streutrajektorien durch eine ein-
dimensionale Mannigfaltigkeit von Anfangsbedingungen im asymptotischen
Bereich festgelegt. Uber den Hamiltonschen Fluf wird diese Mannigfaltig-
keit in den Wechselwirkungsbereich transportiert. Dadurch erhélt man eine
eindimensionale Mannigfaltigkeit von Anfangsbedingungen im Phasenraum-
zylinder I". Eine komplexe Streuung, d. h. eine Verzégerungszeit n > 1, erhélt
man, falls diese Mannigfaltigkeit A! schneidet. Falls fiir ein ny > 1 die ver-
tikalen Streifen in A" transversal geschnitten werden, so werden auch alle
A™—Streifen fiir alle n > ng geschnitten, da A»** C A™. Dadurch spiegelt sich
die hierarchische Organisation der A™ bzgl. n in der Verzdgerungszeit wider.
Fiir £ = 1.08 und k£ = 1.9 erklédrt dies die zwei— bzw. viergliedrige Struk-
tur, da in jedem A"-Streifen zwei bzw. vier A"*!-Streifen enthalten sind.
Ebenso lassen sich fiir das Orbiting—Modell die unendlich vielen Intervalle
vom Niveau n + 1 in einem Intervall vom Niveau n erkldren. Fiir £ = 1.26
taucht allerdings ein Problem auf. Nach der in Kapitel 4 beschriebenen Sym-
bolischen Dynamik kénnen auf ein Symbol = vier verschiedene und auf ein
Symbol # zwei verschiedene Symbole folgen. Das bedeutet, daf} in einem In-
tervall vom Niveau n vier oder zwei Intervalle vom Niveau n + 1 enthalten
sein koénnen, aber auf keinen Fall drei wie in den Abbildungen 2.4 und 2.5.
Die Auflésung dieses vermeintlichen Widerspruchs liegt in der Festlegung des
Ordnungsparameters n. Die Anzahl der Besuche einer Mulde ist zur Unter-
scheidung qualitativ verschiedener Streutrajektorien, d. h. Streutrajektorien
mit unterschiedlichen endlichen Symbolfolgen, nicht geeignet. Dazu bedarf
es eines genaueren Kriteriums. Man mufl in Fillen, in denen der Symbol-
baum beschnitten ist, i. a. auf die exakten Definitionen fiir die Symbolfol-
gen zuriickgreifen, um Trajektorien unterscheiden zu kénnen. Abbildung 5.3
verdeutlicht die Problematik exemplarisch anhand von Bahnkurven im Orts-
raum. In 5.3(a) sind Streuorbits fiir £ = 1.9 dargestellt, die zu Intervallen mit
den endlichen Symbolfolgen ([+ >][- >][- >]), ([+ >][- <]) und ([+ >][- <][- <])
gehoren. Die Orbits zu den Folgen ([+ >][— >][— >]) und ([+ >][- <][- <]) ent-
sprechen jeweils einer Grenze der ihnen zuzuordnenden L;,—Intervalle. Man
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(a) -~

Abbildung 5.3: Streuorbits im Ortsraum; der Pfeil markiert die In-Richtung.
(a) k=1.9, (b) k = 1.26.

erkennt, dal zwischen den Anfangsbedingungen zu diesen Orbits, die drei
Mulden besuchen, eine Anfangsbedingung existiert, dessen Orbit nur zwei
Mulden besucht. Damit ist n als Unterscheidungsmerkal qualitativ unter-
schiedlicher Orbits geeignet. Im Gegensatz dazu gibt es fiir £ = 1.26 zwischen
den Intervallen zu ([+ >][- >][- >]) und ([+ >][- <][- <]) keine Anfangsbedin-
gung eines nur zwei Mulden besuchenden Orbits. Die Abbildung 5.3(b) zeigt
8 Streutrajektorien mit Anfangsbedingungen, die gleichmé&fig zwischen den
Anfangsbedingungen der entsprechenden Grenzorbits verteilt sind. Man er-
kennt, dafl alle Orbits mindestens drei Mulden besuchen. Aus diesem Grund
ist n fiir eine Unterscheidung nicht geeignet. Dies ist ein Beispiel dafiir, wel-
che Bedeutung der Wahl der Streuvariablen zukommt und daf} diese Wahl bei
der Interpretation von Streudaten im Hinblick auf eine Symbolische Dynamik
beriicksichtigt werden mu$.

Das algebraische Entweichverhalten fiir £ = 1.005 (Abbildung 2.10) ist auf
den zu einem inneren Ringorbit gehérenden KAM-Bereich zuriickzufiihren.
Trajektorien, die in die Ndhe eines Torus gelangen, bleiben dort fiir lange
Zeit “kleben* (engl. “stickiness of tori“ [GraKan85]). Fiir den Wechsel im
Exponenten « im Falle £ = 1.009916 (Abbildung 2.12) ist eine komplexe To-
russtruktur im Phasenraum verantwortlich [Lai+92b, Lai+92c|]. Abbildung
5.4(a) zeigt einen Ausschnitt des Phasenraumzylinders um den stabilen Fix-
punkt. Dargestellt ist das Phasenportrit einer Entweichtrajektorie. Bei ge-
nauerem Hinsehen erkennt man im oberen Teil der Abbildung zwischen den
beiden “Ausbuchtungen® zwei Bereiche, in denen die Trajektorienpunkte un-
terschiedlich dicht liegen. Die Grenze zwischen diesen Bereichen wird durch
die “Triimmer“ eines Torus gebildet, der im Vergleich zu kleineren k—Werten
gerade aufgebrochen ist?. Es ist bekannt, dal Cantori, die direkt nach dem

2Dieses Aufbrechen in Abhingigkeit von k wird auch als Phasenraummetamorphose
bezeichnet.
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Abbildung 5.4: Phasenportréts jeweils einer Trajektorie mit den Anfangsbe-
dingungen (a) (5,1) = (0.99987,0.538), (b) (5,1) = (0.99982,0.538).
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Aufbrechen eines KAM—Torus entstehen, teildurchlissige Phasenraumbarrie-
ren darstellen [Mac+84]. Streutrajektorien, die in das Innere eines Cantorus
eintreten, zeigen daher ein anderes Entweichverhalten als Trajektorien, die
auflerhalb bleiben. Eine Struktur von ineinander geschachtelten Phasenraum-
barrieren fithrt dann zu einer entsprechenden Zahl von Entweichexponenten
«. Konkret entspricht der weniger dichte Bereich in Abbildung 5.4(a) dem
Entweichexponenten, der sich aus Abbildung 2.12 fiir n > 1000 ergibt. Der
am dichtesten gefiillte Bereich wird typischerweise nur von Trajektorien mit
einer Verzogerungszeit n > 10* erreicht. Abbildung 5.4(b) zeigt, daf} es einen
weiteren, bezogen auf den stabilen Fixpunkt weiter innen liegenden Bereich
gibt, der zu noch grofleren Verzogerungszeiten fiihrt, falls eine Streutrajek-
torie in ihn vordringt.

Es bleibt festzuhalten, dafl die Angabe eines Exponenten « in einem Hamilton—
System mit weichem Chaos nur mit der gleichzeitigen Angabe eines Zeitinter-
valls sinnvoll zu sein scheint. Ob es einen asymptotischen Exponenten gibt,
ist eine offene Frage. In Kapitel 7 wird gezeigt, dafl im Gegensatz dazu in hy-
perbolischen Systemen die Entweichrate eine asymptotische Grofle darstellt,
die schon bei Betrachtung kurzer Zeitintervalle sehr genau bestimmt werden
kann.



Kapitel 6

Charakterisierung dynamischer
Systeme

Im Rahmen der betrachteten Systemklasse sind die bisherigen Ergebnisse
unabhéngig von der Wahl des speziellen Muldenpotentials giiltig. Im Zwei—
Mulden—System gibt es z. B. immer einen Energiebereich, in dem die Dyna-
mik topologisch konjugiert zu einer Shift—Abbildung auf einem Folgenraum
mit 4 Symbolen ist. Daher sind Kriterien wiinschenswert, die eine Unter-
scheidung von invarianten Mengen ermoglichen, die durch eine dquivalente
Symbolische Dynamik beschrieben werden konnen.

Die in diesem Kapitel beschriebenen Konzepte zur Charakterisierung dyna-
mischer Systeme sind auf eine Vielzahl verschiedener physikalischer Syste-
me und Fragestellungen anwendbar. Ich verweise auf [Té190] und die dort
aufgefiihrten Referenzen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beschrinke ich
mich — falls nicht ausdriicklich anders erwdhnt— auf das Zwei-Mulden—
System und stelle die zu definierenden Begriffe anhand dieses Beispiels vor.

Das Kapitel ist wie folgt gegliedert. In Abschnitt 6.1 wird als erstes Kriterium
zur Klassifizierung eines Systems die fraktale Dimension diskutiert. Da es
unterschiedliche Definitionen fiir diesen Begriff gibt, stelle ich in Abschnitt
6.1 zunéchst die beiden aus meiner Sicht wichtigsten vor.

Die Angabe der fraktalen Dimension ist allerdings i. a. nicht ausreichend, um
ein dynamisches System vollstdndig zu charakterisieren. Es gibt aus physi-
kalischer Sicht unterschiedliche Systeme, deren fraktale Dimensionen {iber-
einstimmen. Es sind daher weitere charakteristische Gréflen wiinschenswert.
Fiir deren Definition spielt das natiirliche Maf, das in Abschnitt 6.2 bespro-
chen wird, eine entscheidende Rolle. Im Anschlufl daran wird im Abschnitt
6.3 die Definition eines Spektrums von Singularitdten motiviert. Es wird ein
Konzept erortert, wie sich mit Hilfe eines Mafles bestimmte Teilmengen der
invarianten Menge und deren fraktale Dimensionen erschliefen lassen. Die
folgenden Abschnitte dienen der weiteren Ausfiihrung der in Abschnitt 6.3

87



88 Kapitel 6. Charakterisierung dynamischer Systeme

vorgestellten Idee. Zunéchst werden in Abschnitt 6.4 Informationsmajfe dis-
kutiert, mit deren Hilfe dann eine Verallgemeinerung des in Abschnitt 6.1
vorgestellten Dimensionsbegriffes moglich ist. Der Zusammenhang zwischen
den verallgemeinerten Dimensionen und dem Spektrum von Singularitdten
wird dargestellt.

Die Erorterungen der Abschnitte 6.3 und 6.4 basieren auf gewissen Grund-
annahmen, die in Sonderfillen nicht erfiillt sind. Der vorldufige Verzicht auf
eine allgemeingiiltigen Formulierung bietet den Vorteil, daf die Ideen der ein-
zelnen Begriffe leichter diskutiert werden kénnen und nicht durch technische
Details in den Hintergrund gedringt werden. In Abschnitt 6.5 werden die
verallgemeinerten Dimensionen D, und das Singularititen—Spektrum f(c)
dann auf eine aus mathematische Sicht zufriedenstellende Weise definiert.

Wiéhrend die verallgemeinerten Dimensionen rdumliche Strukturen charakte-
risieren, sind die in Abschnitt 6.6 beschriebenen wverallgemeinerten Entropi-
en K, Groflen zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung des dynamischen
Systems. In Abschnitt 6.7 werden abschlieend verallgemeinerte Lyapunov—
Ezponenten A\, besprochen, die es erlauben, Aussagen iiber lokale Expansi-
onsraten zu machen.

6.1 Die fraktale Dimension

Die in diesem Abschnitt vorgestellten GroBlen Hausdorff-Dimension und Ka-
pazitdt charakterisieren die Geometrie der invarianten Menge. Sie stellen je-
weils eine Verallgemeinerung des {iblichen Dimensionsbegriffes dar [Fal90].

6.1.1 Die Hausdorff—Dimension

Die Hausdorff-Dimension oder auch Hausdorff-Besicowitch-Dimension 148t
sich mit Hilfe des sogenannten Hausdorff-Mafles definieren. Diesem Maf} wen-
de ich mich zunichst zu. Sei M eine Teilmenge des R”. Eine §—Uberdeckung
{U;} von M ist eine Uberdeckung, fiir die fiir alle 7 aus einer abzihlbaren
Indexmenge gilt:

Uil =sup{|lz —y| :z,y e Ui} <6 . (6.1)
Mit

Hi(M) = inf {Z U;|° : {U;} ist 6-Uberdeckung von M} (6.2)

)

ist das s—dimensionale Hausdorff-Majf$ dann gegeben durch:

H(M) = lim H3(M) . (6.3)
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H* (M)

Dy (M) s

Abbildung 6.1: Der Graph von #H*(M).

Man kann zeigen, dafl #° alle Eigenschaften eines Mafes erfiillt [Fal90]. Be-
trachtet man ein § < 1, so folgt aus der Definition (6.2), dal #j(M) als
Funktion von s monoton fallend ist. Sei nun ¢ > s und {U;} eine §~Uber-
deckung von M; dann gilt:

Sl <s=S o) . (6.4)
=1 i=1

Uber die Betrachtung des Infimums erhilt man:
HE(M) < S"SHE(M) . (6.5)

Vollzieht man nun den Grenziibergang 6 — 0, so folgt aus H*(M) < oo das
Verschwinden von H!(M). Der Graph von H*(M) hat somit eine Gestalt
wie in Abbildung 6.1 skizziert. Es gibt einen kritischen Wert von s, an dem
H*(M) von 0 auf co “springt“. Dieser Wert wird als Hausdorff-Dimension
Dy (M) von M bezeichnet. Formal gilt:

Dy(M) =inf {s : H*(M) = 0}. (6.6)

An der Stelle s = Dy(M) nimmt H*(M) abhingig von M einen Wert zwi-
schen 0 und oo an.

Eine Menge, deren Hausdorff-Dimension grofler als ihre topologische Dimen-
sion ist, wird auch als fraktale Menge oder als Fraktal bezeichnet®.

Die Hausdorff-Dimension ist eine Verallgemeinerung des iiblichen Dimensi-
onsbegriffes. Man kann zeigen, dafy das n—dimensionale Hausdorff-Maf einer

Tch gehe hier nicht weiter auf die mathematische Definition der topologischen Dimen-
sion ein, sondern gebe nur an, dafl sie immer ganzzahlig ist und eine Menge in R" genau
dann die topologische Dimension n hat, wenn sie eine offene Teilmenge von R™ enthilt
[Fal90]. Die topologische Dimension gibt also an, aus welchen “Bestandteilen“ die fraktale
Menge zusammengesetzt ist (Punkte, Geraden etc. ).
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beschriankten offenen Menge in R” bis auf eine multiplikative Konstante dem
n—dimensionalen Lesbesgue—Maf} entspricht, d. h. dem {iblichen n—dimensio-
nalen Volumen. Fiir eine solche Menge ist das n—dimensionale Hausdorff-Maf
damit endlich, und die Hausdorff-Dimension ist nach (6.6) entsprechend n.?

Ein wesentlicher Aspekt ist das Transformationsverhalten. Die Hausdorff—
Dimension ist invariant unter bi-Lipschitz—Transformationen, d. h. Trans-
formationen T, fiir die gilt:

alr -yl <|T(z) -TH)| <z -yl (6.7)

mit 0 < ¢; < ¢3 < oo. Dies bedeutet, dal zwei Mengen mit unterschied-
licher Hausdorff-Dimension nicht durch eine bi—Lipschitz—Transformation
ineinander iiberfithrt werden kénnen. Aus der Definition (6.7) folgt direkt,
daf} bi-Lipschitz—Transformationen stetig sind. Damit stellt die Hausdorff-
Dimension ein Kriterium zur Unterscheidung von Mengen dar, die durch
einen Hom6omorphismus ineinander abgebildet werden kénnen. Insbesonde-
re ist die Hausdorff-Dimension ein Merkmal zur Unterscheidung topologisch
konjugierter dynamischer Systeme.

Ein Beleg dafiir, dafl die Angabe der Hausdorff-Dimension zur vollstdndigen
Klassifizierung nicht ausreicht, ist durch die folgende Eigenschaft gegeben.
Aus der Definition (6.6) folgt direkt, daf3 fiir zwei Mengen M; und M, gilt:

Dy(M; U Ms) = max { Dy (M), D(M,)} . (6.8)

Die Hausdorff-Dimension wird durch das Hinzufiigen oder Wegnehmen von
Mengen kleinerer Dimension nicht beeinflut. Dies bedeutet insbesondere,
daf die Hausdorff~Dimension keine Aussagen dariiber macht, ob eine fraktale
Menge als Vereinigung von verschiedenen fraktalen Mengen unterschiedlicher
Dimension aufgefafit werden kann.

In der Regel ist die Berechnung der Hausdorff-Dimension schwierig. Aus die-
sem Grund wird héufig ein anderer Dimensionsbegriff verwendet, der eine
vergleichsweise einfache numerische Bestimmung zuldfit, jedoch aus mathe-
matischer Sicht mit einem Defizit behaftet ist.

6.1.2 Die Kapazitit

Die Kapazitdt wird oftmals auch als “Box—Counting-Dimension“ bezeichnet.
Sie ist nur fiir beschrinkte Teilmengen des R" definiert. Grundlage dieses
Begriffes sind “Messungen auf einer Skala €¢“. Fiir jedes € > 0 vermifit man
eine Menge in einer Weise, die Strukturen von einer Grofle kleiner als € ver-
nachlissigt. Die Dimension erhilt man dann durch den Ubergang e — 0.
Konkret iiberdeckt man zur Dimensionsbestimmung eine Menge M C R”

2Dieses Ergebnis 148t sich auf beliebige offenen Mengen in R™ verallgemeinern [Fal90].
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mit einem Gitter aus n—dimensionalen Wiirfeln der Kantenldnge e. Die An-
zahl der Wiirfel, die zur Uberdeckung von M benétigt wird, bezeichnet man
mit N (M). Gilt nun

InN.(M) In N.(M)

liELionf e = llIilj&lp e (6.9)
so ist die Kapazitdt von M definiert durch:
Dic(M) = lip 2 (6.10)
e—~0 —lne
Umgeformt bedeutet dies:
N.(M) ~ ¢ Px®) (6.11)

In der Praxis wird die Gleichung (6.9) oftmals nicht verifiziert, sondern ledig-
lich der Exponent aus (6.11) fiir einen moglichst groflen Bereich von In e be-
stimmt. Da zur Bestimmung der Kapazitit weder Uberdeckungen aus unend-
lich vielen Mengen variabler Grofle beriicksichtigt werden miissen, noch die
Bildung eines Infimums vorzunehmen ist, ist sie im Vergleich zur Hausdorff-
Dimension wesentlich einfacher zu bestimmen.

Kann man voraussetzen, dafl das Infimum auf der rechten Seite von (6.2) fiir
ein Gitter aus Wiirfeln der Kantenlidnge ¢ = § angenommen wird und dafl
H*(M) fiir s = Dy(M) endlich ist, so folgt fiir kleine e: N(e)eP#(M) ~ 1.
Also sind Hausdorff-Dimension und Kapazitdt in diesem Fall gleich.

Der Begriff Kapazitdt besitzt jedoch ein Defizit. In der Definition geht man
implizit von endlichen Uberdeckungen mit Wiirfeln der Kantenlinge € aus.
Da man ohne Beschriankung der Allgemeinheit mit abgeschlossenen Wiirfeln
iberdecken kann, folgt:

Dx(M) = Dg(M) (6.12)

wobei M den Abschlufl von M symbolisiert. Diese Eigenschaft der Kapazitt
impliziert einen problematischen Effekt. So folgt z. B. aus (6.12), da8 die ra-
tionalen Zahlen im Einheitsintervall die Kapazitdt 1 haben. Dies macht den
wesentliche Nachteil der Kapazitdt im Vergleich zur Hausdorff-Dimension
deutlich. Die Kapazitit einer “kleinen“ abzdhlbaren Menge kann gleich der
Kapazitdt einer offenen Menge sein. Im Gegensatz zur Kapazitdt ist die
Hausdorff-Dimension einer abz&dhlbaren Menge wie erwiinscht immer 0.

Da jedoch in vielen Fiallen Hausdorff-Dimension und Kapazitit iibereinstim-
men — letztere aber wie oben beschrieben sehr viel leichter zu bestimmen
ist — wird in vielen Fillen die Kapazitit als Grundlage der Dimensionsbe-
stimmung herangezogen.
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6.2 Das natiirliche Mafl

Die fraktale Dimension beschreibt ausschliellich eine geometrische Eigen-
schaft. Die invariante Menge eines dynamischen Systems ist aus physikali-
scher Sicht jedoch nicht nur ein geometrisches Objekt. Auf der invarianten
Menge “passiert” etwas. Auf einer komplizierten Menge findet eine kompli-
zierte Dynamik statt. Die Definition von Gréflen, die sowohl die Menge als
auch die Dynamik auf ihr charakterisieren, stehen im Mittelpunkt der fol-
genden Betrachtungen. Ausgangspunkt sind Konzepte aus der Maftheorie.
Man untersucht dabei die invariante Menge mit Hilfe eines unter der Dyna-
mik invarianten Mafles, d. h. einer stationdren Verteilung. Eine Verbindung
zwischen Mafl und Langenskalen liefert dann sowohl detaillierte Information
iiber dal Maf als auch {iber die Geometrie der invarianten Menge.

Das im Zusammenhang mit dieser Arbeit bedeutendste invariante Maf} ist
das sogenannte natirliche Maf$ pu. Es beschreibt die Haufigkeit, mit der Tra-
jektorien eines Ensembles die verschiedenen Gebiete in der invarianten Menge
aufsuchen. Eine Moglichkeit, das natiirliche Mafl zu erhalten, stelle ich nun
kurz vor. Das Verfahren ist in [KanGra85] dargestellt.

Man iiberdecke die invariante Menge A durch ein Gitter aus Wiirfeln mit der
Kantenldnge ¢ < 1. Die Anzahl der Wiirfel, die dazu benétigt wird, bezeichne
ich mit N(e). Jeder Wiirfel 148t sich somit durch eine natiirliche Zahl i €
{1,...,N(e)} indizieren. Man betrachtet nun ein Ensemble von Trajektorien,
die sich fiir lange Zeit in der Ndhe der invarianten Menge aufhalten. Ist IV die
Gesamtzahl der Trajektorienpunkte des Ensembles und NN; > 1 die Anzahl
der Punkte im Wiirfel 7, so erhédlt man eine Naherung des natiirlichen Mafles
i durch:

_N (6.13)
b = N .
d. h. es gilt:
i = d . 6.14
p /Wiirfel [ ;L(:L‘) ( )

6.3 Zur Definition eines
Singularititen—Spektrums

Zur Motivation beschreibe ich zunéchst die Situation im Phasenraum, oh-
ne dabei auf mathematische Schwierigkeiten einzugehen. Betrachtet man
das natiirliche Mafl auf seinem Triger A, so ergibt sich u. U. eine &duflerst
komplexe Struktur. Geht man davon aus, dafl A hyperbolisch und damit
eine Cantor—Menge ist, so setzt sich die natiirliche Verteilung anschaulich
aus “diskreten, d—Peak—artigen Singularititen“ zusammen. Gegen jede die-
ser Singularitdten hdufen sich andere. Es stellt sich die Frage, wie ein solch
kompliziertes Objekt geeignet charakterisiert werden kann.
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Die grundsétzliche Strategie zur Beantwortung dieser Frage ist aus der Ther-
modynamik bekannt. Aus physikalischer Sicht ist es wenig sinnvoll und aus
praktischer Sicht i. a. nicht moglich, die exakte Zeitentwicklung eines Systems
mit sehr vielen Freiheitsgraden zu bestimmen. Man betrachtet im Gegensatz
dazu geeignete Mittelwerte, die alle physikalisch relevante Information ent-
halten. Ahnlich ist man hier nicht an der exakten Gestalt des Mafles, sondern
nur an bestimmten Mittelwerten interessiert.

Zur Vereinfachung der Darstellung verwende ich die Notation des Abschnitts
6.2. Wesentlich ist die Einfiihrung einer lokalen Grofle «;(e) fiir jeden Index
i [Hal+86]:
In p;

a;(e) = e (6.15)
Diese Grofle stellt im Wiirfel ¢ eine Beziehung zwischen dem Mafl 4 und der
Kantenldnge € des Wiirfels her. Je nach betrachteter Region kann «; dabei
unterschiedliche Werte annehmen. In einem Gebiet, in dem das Maf} grof3
ist, ist entsprechend auch «; grofl. Anschaulich ausgedriickt beschreibt «; wie
“dicht gedréangt“ die “Singularitdten“ der Verteilung in einem bestimmten
Gebiet liegen. Wohl aus diesem Grund wird «a; auch als “Crowding—Index“
bezeichnet.

Der Punkt z € A sei nun die Schnittmenge einer Folge von ineinander ge-
schachtelten Wiirfeln, deren Kantenlédnge gegen 0 geht. Jeder dieser Wiirfel
sei Teil einer Uberdeckung, die bei entsprechender Verkleinerung der Kan-
tenldnge entsteht. Der Index dieser Wiirfel sei jeweils . Im folgenden geht
man davon aus, dafl der Limes

a(z) = lim a;(€) (6.16)
fiir alle z existiert. «(z) wird als lokaler Skalenezponent bezeichnet. Ist a(z)
eine nichtkonstante Funktion und A ein Fraktal, so wird das Paar A und u
auch als Multifraktal bezeichnet [BecSch93]. Die Funktion a(z) erlaubt es in
diesem Fall, die invariante Menge in (echte) Teilmengen einzuteilen, indem
man Punkte mit identischen Skalenexponenten zusammenfaft. Mit f(a) wird
dann die Hausdorff-Dimension dieser Teilmenge bezeichnet.

Die Idee zur Beantwortung der oben gestellten Frage nach der Charakte-
risierung des dynamischen Systems 1dt sich somit wie folgt formulieren:
Man stellt mit Hilfe des Skalenexponenten eine Beziehung zwischen Maf
und Langenskala her und erhélt dariiber sowohl differenzierte Aussagen iiber
das MaB (“Singularititenstirken“ «) als auch iiber den Tréger (Teilmengen
der Dimension f(«)). Man fafit die invariante Menge als eine Menge auf,
die sich aus ineinander “verwobenen“ Mengen der Dimensionen f(«) zusam-
mensetzt. Auf diesen Mengen hat die Verteilung “Singularitdten“ mit einem
Exponenten a.

Es wird sich zeigen, daf§ f(a) in vielen Fillen eine stetige Funktion ist und
somit hervorragend zur Charakterisierung geeignet ist. Man kann in diesem
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Fall einem dynamischen System iiberabzdhlbar viele Groflen des Typs Di-
mension und entsprechend iiberabzihlbar viele Skalenexponenten zuordnen.
Dies bedeutet ein sehr viel differenzierteres Kriterium als die alleinige Anga-
be der fraktalen Dimension des Trégers. Es ist jedoch zu beachten, daf die
Funktion f(a) nicht die vollstindige Information iiber das System beinhal-
tet. So ist das MaB p nicht aus der Kenntnis von f(«) herleitbar. Es sind
z. B. keine Aussagen iiber die Verteilung an einer bestimmten vorgegebenen
Stelle im Phasenraum moglich.

Die Funktion f(a) wird auch als f(«)-Kurve oder f(a)—-Spektum oder auch
als Singularititen—Spektrum bezeichnet. Der Begriff Spektrum deutet dabei
an, daB8 der Abschlu8 des a—Bereiches, in dem f(«) grofler als 0 ist, alle
Skalenexponenten der Singularitdten des Systems beschreibt.

Aufgabe ist es nun, das hier skizzierte Konzept formal darzustellen und prak-
tische Methoden zur Bestimmung von f(«) zu entwickeln. Zu diesem Zweck
hat man sich zunédchst mit dem Begriff der Information zu beschéftigen. Da-
mit lassen sich verallgemeinerte Dimensionen einfiihren, iiber die man dann
das Singularitdten—Spektrum bestimmen kann.

6.4 Informationsmafie und Dimensionen

In diesem Abschnitt diskutiere ich Moéglichkeiten, Information quantitativ zu
erfassen. Genauer geht es darum, ein Maf} fiir das Wissen zu definieren, das
ein Beobachter im Hinblick auf das Eintreten eines Ereignisses besitzt, wenn
er aufler der Wahrscheinlichkeitsverteilung nichts weiteres iiber das zugrun-
de liegende System weifl [BecSch93]. Mit Hilfe eines Informationsmafes ist es
moglich, Verteilungen beziiglich ihres “Vorhersagevermoégens“ zu unterschei-
den.

Die hier vorgestellten Konzepte sind auf beliebige invariante Wahrscheinlich-
keitsverteilungen anwendbar. Als Wahrscheinlichkeitsverteilung wéhle ich im
folgenden die natiirliche Verteilung auf der invarianten Menge.

Ahnlich wie bei der Diskussion der Hausdorff-Dimension und der Kapazitit
spielt die Wahl der Uberdeckung der invarianten Menge eine Rolle. Ich dis-
kutiere zunédchst den aus mathematischer Sicht problematischen Fall einer
Uberdeckung mit Wiirfeln gleicher Kantenlinge. Im néchsten Abschnitt 6.5
gehe ich dann auf die mathematisch “korrekte“ Definition ein.

6.4.1 Die Shannon—Information

Ausgangspunkt ist die Approximation des natiirlichen Mafles wie in Ab-
schnitt 6.2 beschrieben. Die Shannon—Information ist dann wie folgt defi-
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niert:
N(e)

I=> plnp . (6.17)
i=1

Die Shannon-Information ist eindeutig aus den sogenannten Khinchin—Auxi-
omen herleitbar, die notwendige Eigenschaften eines Informationsmafles fest-
legen [Khi57]. Sie kann als ein Ma$8 fiir das Wissen aufgefafit werden, das die
Verteilung p; im Hinblick auf die Frage beinhaltet, welches Ereignis ¢ als
néchstes eintritt. Die Shannon—Information ist per definitionem kleiner oder
gleich 0. Die negative Shannon-Information ist die sogenannte Shannon-—
Entropie. Sie quantifiziert das fehlende Wissen, das bendétigt wird, um mit
Sicherheit den Index ¢ vorhersagen zu kénnen.

Das Maximum der Shannon—Information, d. h. optimales Wissen, ist durch
die Verteilung p; = d;; gegeben. Die Trajektorie befindet sich mit Sicher-
heit im Wiirfel j. In diesem Fall gilt I = 0. Das Minimum nimmt die
Shannon-Information fiir die Gleichverteilung an®. Mit p; = 1/N(e) folgt
dann I = —In N(e). In diesem Fall kann man die moglichen Ereignisse nicht
unterscheiden, und das Wissen iiber das Eintreten eines bestimmten Ereig-
nisses ist folglich minimal.

Ich beschreibe nun eine Verallgemeinerung der Shannon-Information, die fiir
die Verallgemeinerung des Dimensionsbegriffes von zentraler Bedeutung ist.
6.4.2 Die Rényi—Information

Die Rényi-Information der Ordnung q ist wie folgt definiert:

1
qg—1

N(e)
I, = Iy pf (6.18)
i—=1

wobei ¢ ein beliebiger reeller Parameter ist. Es wird davon ausgegangen, daf
alle p; von 0 verschieden sind, so daf§ I, auch fiir negative g definiert ist*.

Die Bedeutung der Rényi-Information fiir die Behandlung dynamischer Sy-
steme wurde zuerst von HENTSCHEL und PROCACCIA erkannt [HenPro83].

Bei Variation von ¢ tragen die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Wiirfel
mit unterschiedlichem Gewicht zur Summe auf der rechten Seite von (6.18)

3Zum Beweis dieser Aussage hat man das Minimum der rechten Seite von (6.17) unter
der Nebenbedingung Zii(f ) p; = 1 zu bestimmen. Eine Behandlung mit Hilfe Lagrange-
scher Multiplikatoren liefert dann das gewiinschte Ergebnis.

*An dieser Stelle auf den informationstheoretischen Hintergrund der Definition (6.18)
einzugehen, wiirde zu weit fiihren. Ich erwihne nur, dafl bei einer Abschwéchung eines
der Khinchin—Axiome neben der Shannon—Information auch die Rényi—-Informationen die
Axiome erfiillen. Fiir eine weitergehende Diskussion verweise ich auf die Literatur [Khi57,
BecSch93].
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bei. Fiir negative ¢ erhalten z. B. Wiirfel mit kleinem p; ein relativ stiarkeres
Gewicht als fiir positive g. Mit Hilfe des Mafles ist es so durch Variation von
q moglich, bestimmte Teilmengen des Trégers hervorzuheben. Dies wird in
den Unterabschnitten 6.4.3 und 6.4.4 konkretisiert. Zunédchst gehe ich auf die
Rényi—-Information fiir zwei spezielle g—Werte ein.

Setzt man ¢ = 0, so gilt:
In=—InN(e) (6.19)

d. h. |Iy| wichst logarithmisch mit der Zahl der Wiirfel mit nicht verschwin-
dender Wahrscheinlichkeit.

Zur Bestimmung von I; betrachtet man zunéchst die Entwicklung:

N(e)

N(e)
Yopi = Y piexp((g—1)Inp) (6.20)
i=1 i=1

N(e)

= Y pll+(@-)hp)+0(@-17) .  (6.21)

i=1

Wegen Zizi(f) p; = 1 folgt:

N(e) N(e)
Spi=1+(g-1)> plnpi+0((g—1?) . (6.22)
i—1 i—1

Einsetzen dieses Ausdrucks in die rechte Seite von (6.18) und Entwicklung
der Logarithmusfunktion fithrt dann im Limes ¢ — 1 auf die Gleichung:

N{(e)

hrnI =Y pilnp; . (6.23)

i—1
I; ist somit die Shannon-Information.

Da Iy der minimalen Shannon—Information entspricht, gilt I, < I;. Dieses
Ergebnis 148t sich verallgemeinern. Fiir ¢’ > ¢ gilt allgemein:

I, >1I, . (6.24)

Ein Beweis dieser Aussage ist z. B. in [BecSch93] zu finden.

6.4.3 Rényi—-Dimensionen

Die Definition der Rényi-Information enth&lt implizit die Kantenldnge e
der iiberdeckenden Wiirfel. Beim Ubergang ¢ — 0 divergiert der Ausdruck
(6.18) in der Regel. Die sogenannten Rényi—Dimensionen der Ordnung q
[HenPro83]:

I,
Dq—hm——lm—
e—01ne €—0 lneq—l

In Z p! (6.25)
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bleiben dagegen i. a. endlich. Sie ist ein Maf dafiir, wie die Rényi-Information
I, bei Verkleinerung der Kantenldnge e zunimmt. Ubertrdgt man die Bezie-
hung (6.24), so folgt, dafl D, als Funktion von ¢ monoton fallend ist:

Dy < D, (6.26)

fiir ¢ > q. Wichtige Spezialfille der Rényi-Dimensionen sind durch die Pa-
rameterwerte ¢ = 0 und ¢ = 1 gegeben. Fiir ¢ = 0 entspricht die Rényi—
Dimension der Kapazitdt. Aus (6.25) und (6.19) folgt ndmlich:

D, — _InN(e)
Ine

= Dy . (6.27)

Fiir den Fall ¢ = 1 folgt aus (6.23) und der Definition (6.25):

1 N(e)
Dy =lim— > p;lnp; . (6.28)
=1

e—0 lne =

D, wird als Informationsdimension bezeichnet. Sie beschreibt, wie die
Shannon-Information bei Vergréflerung der Auflésung zunimmt. Ist die frak-
tale Dimension grofler als die Informationsdimension, so wird das zugrunde
liegende Maf} auch als fraktales Mafl bezeichnet [Far82, Tél188|.

Neben Dy und D, sind die verallgemeinerten Dimensionen D_,, und D,
von Interesse. Sie beschreiben namlich das Skalenverhalten der Phasenraum-
regionen, in denen das Mafl am diinnsten bzw. am dichtesten liegt.

6.4.4 Das f(a)-Spektrum

In diesem Unterabschnitt wird gezeigt, wie man aus der Kenntnis der Rényi—
Dimensionen die f(«)-Kurve erhdlt. Zur Vereinfachung der folgenden For-
meln definiert man:

N(e)
x(q) = Zj pi . (6.29)

Man driickt nun x mit Hilfe des Skalenexponenten « aus. Da f(«) per defi-
nitionem die Dimension der Menge der Punkte mit einem Skalenexponenten
« ist, ist die Anzahl der Wiirfel mit einem Skalenexponenten in dem Bereich
zwischen o und a + da durch p(a)e=f(®) da gegeben, wobei p(a) eine geeig-
nete (beschrankte) Dichte ist. Anstelle der Summation iiber 4, ist nun auch
eine Integration iiber o moglich. Beriicksichtigt man die Definition (6.15) des
Skalenexponenten «, so la8t sich x wie folgt ausdriicken:

x(@) = [ ple)er @ da . (6.30)
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Beim Grenziibergang ¢ — 0 wird das Integral durch den Wert von o domi-
niert, fiir den der Exponent ga — f(«) minimal wird (Sattelpunkt—Methode).
Dies liefert fiir vorgegebenes ¢ ein bestimmtes a(q), das unter der Vorausset-
zung der Differenzierbarkeit von f(«) durch folgende Bedingungen gegeben
ist:

d
o (aa = f(a)) =0 (6.31a)
a p—
a=a(q)
d2
Jaz (aa — f(a)) > 0 . (6.31b)
a=a(q)
Anders ausgedriickt bedeutet dies:
@) = q (6.32a)
do |
a=a(q)
@£ ()
do? |, < 0 . (6.32b)
a=a(q)
Mit
Inx(q) ( 1 )
e = @) — flala) + O~ (6.33)

folgt aus (6.25) eine Beziehung zwischen D, und f(«):

(¢ —1)D, = qa(q) — f(alq)) - (6.34)

Wegen (6.32a) bedeutet dies: (¢ — 1)D, ist die Legendre—Transformierte von
f(c). Die Kenntnis von f(a) liefert somit D,, und umgekehrt erhilt man aus
der Kenntnis von D, mittels

d

o) = 3-la— 1D, (6.35)

und (6.34) die f(a)-Kurve. D, und f(«) sind also dquivalente Charakte-
risierungen der invarianten Menge. Setzt man die Differenzierbarkeit nicht
voraus, kann man das Ergebnis in folgender Form schreiben:

(¢=1)D, = min{ga— f(a)} (6.36)
fla) = min{ga —(¢—1)Dg} . (6.37)

In die Rényi-Dimensionen gehen nur die Wahrscheinlichkeiten p; und die
Wiirfellinge € ein. Da diese vergleichsweise einfach zu bestimmen sind, ist
damit eine praktische Moglichkeit gegeben, iiber D, die f(«)-Kurve zu be-
rechnen.
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Ich betrachte nun zwei spezielle a—Werte, die den g—Werten 0 und 1 entspre-
chen. Aus (6.32) folgt zusammen mit (6.34), dafl das Maximum der f(a)-
Kurve durch Dy, d. h. durch die Kapazitét gegeben ist. Aus (6.35) und (6.34)
erhdlt man nach kurzer Rechnung:

o(1) = Dy = f(a(1)) (6.38)

Beriicksichtigt man df («(1))/da = 1, so bedeutet dies, daf die f(«)-Kurve
im a—f(«)-Diagramm die Diagonale im Punkt (Dy, D;) beriihrt.

Zur Verdeutlichung diskutiere ich als einfaches Beispiel das Maf}, das durch
die Dichte

p(r) =ar*' ,0<a<l, (6.39)

auf dem Einheitsintervall gegeben ist. Man unterteilt das Einheitsintervall
in Teilintervalle der Lénge ¢ < 1. Bis auf das Maf} des Intervalls, das die
0 enthilt, ist das Mafl jedes anderen Intervalles proportional zur Lénge e.
Es gibt € ! — 1 ~ € ! Intervalle dieses Typs. Das Maf des Intervalls, in
dem 0 liegt, ist durch ¢* gegeben. Setzt man die auftretenden Proportio-
nalititskonstanten® gleich 1, so ergibt sich fiir die Rényi-Dimensionen aus
(6.25):

1 In ((e_leq + 65“1)

D, = lgl& 1 T (6.40)
Daraus folgt:
1
D, = 1 min {q — 1,aq} . (6.41)
q JE—

Da die Informationsdimension D; = 1 gleich der fraktalen Dimension Dy = 1
ist, liegt insbesondere kein fraktales Maf} vor.

Die Legendre-Transformation von (6.41) liefert fiir ¢ > 1/(1 — &) die Wer-
te « = & und f(@) = 0. Fir ¢ < 1/(1 — @) ergibt sich « = 1 und
f(a) = 1. Das Singularitdten—Spektrum besteht also aus zwei Punkten, die
der “Singularitdt® der “Starke“ & auf einer Menge der Dimension 0 und
“Singularitdten“ der “Starke“ 1 auf einer Menge der Dimension 1 — d. h.
Stetigkeit der Dichte — entsprechen.

Beispiele komplizierterer Singularitdten—Spektren, die sich aus {iberabz&hl-
bar vielen Skalenexponenten « und entsprechenden Dimensionen f(«) zu-
sammensetzen, werden in Kapitel 7 diskutiert (siehe z. B. Abbildung 7.3 auf
Seite 119).

®Die formale Begriindung fiir dieses Vorgehen erfolgt in Kapitel 7.
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6.5 Verallgemeinerte Dimensionen D,

Genau wie der Begriff Kapazitit sind die Rényi-Dimensionen D, mit Pro-
blemen verbunden®. Entsprechend ist die Definition, Herleitung und Inter-
pretation des f(a)-Spektrums im Hinblick auf einige Sonderfélle problema-
tisch. Um diese Schwierigkeit zu beheben, geht man dhnlich wie im Fall der
Hausdorff-Dimension vor und betrachtet Uberdeckungen mit eventuell un-
endlich vielen Mengen variabler Gréfle. Dies liefert eine aus mathematischer
Sicht zufriedenstellende Definition der im folgenden als verallgemeinerte Di-
mensionen bezeichneten Gréfen D,. Man definiert die f(«)-Kurve dann als
Legendre—Transformierte der verallgemeinerten Dimensionen. Mit Ausnah-
me einiger Sonderfille ist die in den Abschnitten 6.3 und 6.4.4 vorgestellte
Interpretation dann weiterhin giiltig.

Ausgangspunkt ist nun eine disjunkte ~Uberdeckung {U;}. Sei [; = |U;| und
p; die zu U; gehorende Wahrscheinlichkeit. Man definiert [Hal+86]:

Zo(q.7.6) = inf{y;y z;—r fir g <1, 7 <0, (6.42)
Y SUP{y,} 2i % firg > 1,7 > 0.
Definiert man ferner
ZD(QaT) - (151_1)% ZD(QaTa 5) ) (643)

so ist Zp(q,T) eine monoton wachsende Funktion von 7 und eine monoton
fallende Funktion von ¢. Eine dhnliche Argumentation wie bei der Definition
der Hausdorff-Dimension liefert eine eindeutige Funktion 7(g), fiir die gilt:

o, 7<7(g)
Zp(q,7) = { o . > 1(q) (6.44)

Die verallgemeinerten Dimensionen D, erhdlt man nun aus der Beziehung:
(@) =(¢-1)D, . (6.45)

Die f(a)-Kurve ergibt sich dann als Legendre-Transformierte von 7(¢q). Man
beachte, dafl Dy nun die Hausdorff~Dimension ist.

6.6 Verallgemeinerte Entropien K,

Bisher wurden rein statische Aspekte des dynamischen Systems diskutiert.
In diesem Abschnitt wird der Schwerpunkt auf die Dynamik gelegt. Grund-
lage ist dabei eine Symbolische Dynamik, wie sie in Kapitel 4 beispielsweise

6Tst z. B. das iiberdeckende Gitter so gewihlt, daB bestimmte Wiirfel ein von 0 ver-
schiedenes, aber sehr kleines Maf} besitzen, so divergiert u. U. die Summe auf der rechten
Seite von (6.25) fiir negative g [Gra+88].
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fiir die in dieser Arbeit betrachteten Mulden—Systeme entwickelt wurde. Im
allgemeinen betrachtet man eine Zerlegung des Phasenraumes in disjunkte
Mengen M, und ordnet einer Trajektorie 2, 21,... entsprechend z; € M,
eine Symbolfolge (s¢s; ...) zu. Die Zerlegung bezeichne ich im folgenden mit

(M}

Ahnlich wie in Abschnitt 6.2 ist der Ausgangspunkt nun ein Ensemble von
Trajektorien, die fiir lange Zeit auf oder in der Ndhe der invarianten Menge
verbleiben. Man registriert in diesem Fall jedoch nicht wie in Abschnitt 6.2
die Haufigkeit, mit der bestimmte Phasenraumregionen aufgesucht werden,
sondern betrachtet die Haufigkeit des Auftretens bestimmter endlicher Sym-
bolfolgen (sg...s,—1) der Linge n. Dies liefert eine Wahrscheinlichkeitsver-
teilung p(so ... Sn_1), die nicht auf dem Phasenraum, sondern auf der Menge
aller endlichen Symbolfolgen definiert ist. Fiir n — oo ergibt sich daraus eine
Verteilung, die auf der Menge aller Orbits in der invarianten Menge definiert
ist und somit die Dynamik des Systems charakterisiert.

6.6.1 Die Kolmogorov—Sinai—Entropie

Als quantitatives Ma8 fiir die Information, die in der Verteilung p(sq, ..., 8n 1)
enthalten ist, betrachtet man wiederum die Shannon—Information dieser Ver-
teilung:

I{MY,n)= > p(so...8p—1)Inp(so...sn-1) . (6.46)

80.--8Sn—1

Diese Grofle hingt von der Zerlegung {M} und von der Zeit n ab”. Im folgen-
den betrachte ich die sogenannte dynamische Shannon—FEntropie, die durch
die negative Shannon—Information (6.46) gegeben ist:

H({MY,n) = —I({M},n) . (6.47)

Die dynamische Shannon—Entropie ist ein Maf fiir das Wissen, das fehlt, um
bei gegebener Verteilung p(sg...s,_1) mit Sicherheit die Symbolfolge der
Liange n vorhersagen zu kénnen. Man ist an der Asymptotik von H({M},n)
fiir grofle Zeiten n interessiert. Da H fiir n — oo i. a. divergiert, betrachtet
man die sogenannte dynamische Shannon—Entropie pro Zeit

HUMY) = —lim © 5 p(so...smi)lnp(so...sm1) ,  (6.48)

n—o0
n 80.--8Sn—1

die endlich ist. Der Ausdruck H({M},n+ 1) — H({M},n) quantifiziert das
Wissen, das fehlt, um das (n + 1)-te Symbol vorhersagen zu kénnen, wenn

"Im allgemeinen héingt I noch von der Wahl des Ensembles ab, mit Hilfe dessen man
die Hiufigkeiten bestimmt hat. Ich gehe hier per Konstruktion davon aus, daf§ das Aus-
gangsensemble gem#f dem natiirlichen Maf} verteilt ist.
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die vorausgehenden n Symbole bekannt sind. Unter der Voraussetzung, daf
H({M},1) endlich ist, gilt:

HOM) = Jim S H(OM, 4 1) - H(MYD) . (549
Man kann die dynamische Shannon—Entropie pro Zeit somit als Informati-
onsverlust pro Zeitschritt interpretieren.

Durch Supremumbildung iiber alle Zerlegungen {M} erhilt man eine das
System charakterisierende Zahl:

h=sup H{M}) . (6.50)
{p}

Diese Grofe wird als Kolmogorov—Sinai—Entropie (KS—Entropie) bezeichnet.
Sie wird oftmals zur Definition von Chaos herangezogen: Ein dynamisches
System ist genau dann chaotisch, wenn die KS-Entropie gréfler als 0 ist.
Diese Definition ist insofern gerechtfertigt, als bei positiver KS—Entropie die
sichere Vorhersage des ndchsten Symbols nicht mehr moglich ist. Je grofier h
ist, desto unsicherer wird dabei die Vorhersage des nichsten Symbols®.

Die Supremumbildung in (6.50) ist i. a. eine schwer zu l6sende Aufgabe. Ist
jedoch eine erzeugende Zerlegung gegeben, wie z. B. die in Kapitel 4 fiir
das Mulden—System vorgestellte, so wird das Supremum fiir diese Zerlegung
angenommen.

6.6.2 Definition von K,

Analog zum Verfahren bei der Einfiihrung verallgemeinerter Dimensionen,
fiihrt man nun verallgemeinerte Entropien ein. Zundchst beschrdnkt man
sich auf erlaubte Symbolfolgen bei vorgegebener Zerlegung { M }. Die Anzahl
der erlaubten Symbolfolgen der Lange n sei durch W(n) gegeben. Zur Ver-
einfachung der Formeln werden alle Folgen mit nicht verschwindender Wahr-

scheinlichkeit mit einem Index i € {1,...,W(n)} versehen. Die zur i—ten
Folge (sg-..sn_1) gehérende Wahrscheinlichkeit ist dann gegeben durch:
M = p(So---Sn1) - (6.51)
Als Rényi-Information der Ordnung ¢ der Verteilung pE”) ergibt sich nach
(6.18):
Iq:q_lln > (M) . (6.52)
i=1

8Man beachte, daB hier im Gegensatz zur Definition 1 das Maf explizit in die Definition
von Chaos eingeht. Dies ist der Grund, warum bei Zulassung beliebiger invarianter Mafle
ein Vergleich beider Chaosdefinitionen nicht mdoglich ist. Legt man das natiirliche Maf
zugrunde, so sind fiir die in dieser Arbeit vorgestellten hyperbolischen Mulden—Systeme
beide Definitionen gleichbedeutend (siehe auch Kapitel 7).
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Der Parameter ¢ erlaubt hier eine Variation in der Gewichtung unterschied-
licher Symbolfolgen.

Analog zur Vorgehensweise in Unterabschnitt 6.6.1 definiert man wverallge-
meinerte Entropien der Ordnung q:

11 W
K, =sup lim — In ) (pz- ) : (6.53)

pnrrenl—q o

Als wichtige Spezialfille betrachte ich wiederum die Parameterwerte ¢ = 0
und ¢ = 1. Fiir ¢ = 0 erhélt man aus (6.53) fiir eine erzeugende Zerlegung

0
wegen S\ (p(")) = W(n) fiir grofie n:

W(n) ~ efom . (6.54)

Die topologische Entropie K, beschreibt also das Wachstum der Anzahl er-
laubter Symbolfolgen der Linge n mit n. Der Parameterwert ¢ = 1 ist dhnlich
zu behandeln wie im Fall der verallgemeinerten Dimensionen (siehe 6.4.2 und
6.4.3). Mit Hilfe der entsprechenden Beziehung (6.23) folgt:

K, = h. (6.55)

An dieser Stelle sei angemerkt, dafl man durch analoges Vorgehen wie beim
Ubergang von den verallgemeinerten Dimensionen D, zum Singularitdten—
Spektrum f(«) entsprechend aus den K, ein “dynamisches Singularitdten—
Spektrum* erhalten kann [EckPro86]. Da dies aber im folgenden nicht benétigt
wird, verweise ich fiir eine weitergehende Diskussion auf die Literatur.

6.6.3 Unterschied zwischen verallgemeinerten Dimen-
sionen und verallgemeinerten Entropien

Im Fall der verallgemeinerten Dimensionen betrachtet man das Skalenverhal-
ten der in (6.42) definierten Funktion Zp(g,7,d) im Limes “unendlich feiner
Auflésung®, d. h. § — 0. Die Funktion Zp(q,,d) ist dabei eine Grofle, in
die die statische Verteilung eingeht. Zur Bestimmung der verallgemeinerten
Entropien geht man dagegen von einer Uberdeckung aus, deren Mengen einen
von 0 verschiedenen Durchmesser besitzen. Man betrachtet dann das Skalen-
verhalten von —I, im Hinblick auf die Zeit und nicht im Hinblick auf eine
rdumliche Grofle. In diesem Sinn bilden die verallgemeinerten Dimensionen
eine die rdumlichen, statischen Eigenschaften des dynamischen Systems cha-
rakterisierende Grofle, die verallgemeinerten Entropien beschreiben dagegen
zeitliche, dynamische Eigenschaften. Die Dimensionen charakterisieren den
Phasenraum, die Entropien den Raum der Trajektorien.
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6.7 Verallgemeinerte
Lyapunov—Exponenten ),

In diesem Abschnitt wird die zeitliche Entwicklung eines lokalisierten klei-
nen Phasenraumvolumens betrachtet. In hyperbolischen Systemen gibt es
kontrahierende und expandierende Richtungen. Diese sorgen dafiir, dal Pha-
senraumbereiche unter der Dynamik in komplizierter Weise deformiert wer-
den konnen. Mittlere Expansions— und Kontraktionsraten werden durch
Lyapunov—Exponenten quantitativ beschrieben.

6.7.1 Der Lyapunov—Exponent einer Trajektorie

Die Entwicklung eines infinitesimalen Volumens um einen Phasenraumpunkt
z unter der Dynamik von F' wird durch die linearisierte Abbildung beschrie-
ben. Aus diesem Grund wird die Entwicklung eines Vektors im Tangential-
raum untersucht.

Ist a;(n,z) der Eigenwert der linearisierten Abbildung DF"(z) zur Eigen-
richtung 7, so ist der Lyapunov-Ezponent \;(x) gegeben durch:

.1
Ai(z) = Jgr{}oﬁln la;(n,z)| . (6.56)
Je nachdem, ob )\; grofler oder kleiner als 0 ist, wird die mittlere Expansions—
bzw. Kontraktionsrate in Richtung des i—ten Eigenvektors von DF"(z) be-
schrieben.

Ein generischer Vektor aus dem Tangentialraum hat nichtverschwindende
Komponenten in alle Eigenrichtungen. Unter der Dynamik von DF™(z) wird
daher fiir grofle n das Verhalten dieses Vektors durch den grofiten Lyapunov—
Exponenten bestimmt. Aus diesem Grund spielt er eine dominierende Rolle
und wird oftmals auch als der Lyapunov—Exponent der Trajektorie bezeich-
net. Er beschreibt die Rate, mit der ein infinitesimales Volumen unter der
Dynamik “in die Breite gezogen“ wird.

6.7.2 Definition von ),

Im folgenden gehe ich einfachheitshalber davon aus, dal in dem System
nur eine expandierende Richtung vorhanden ist. Den Lyapunov—Exponenten
einer Trajektorie mit Anfangsbedingung z bezeichne ich mit A(z). Der
Lyapunov—Exponent der Abbildung F' ist dann durch die mittlere Expan-
sionsrate beziiglich des natiirlichen Mafles gegeben:

A= / Mz)du(z) (6.57)
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Ahnlich wie bei der Einfithrung verallgemeinerter Dimensionen und Entro-
pien fiihrt man einen Parameter ¢ ein, der eine unterschiedliche Gewichtung
lokaler Expansionsraten erlaubt. Den grofiten Eigenwert von DF™(z) bezeich-
ne ich im folgenden mit a(n,z). Man definiert dann die verallgemeinerten
Lyapunov-Exponenten [Fuj83]:

Ay = lim iln/a(n z)?du(x) (6.58)

¢ = m , L . .

Man beachte, dafl der Parameter ¢ in diesem Fall im Gegensatz zu den Defi-
nitionen von D, und K, nicht als Exponent des Mafles auftaucht. Nichts-
destotrotz erlaubt die Variation von ¢ hier ebenfalls die unterschiedliche
Gewichtung verschiedener lokaler Expansionsraten, wobei jedoch die Mit-
telung iiber die natiirliche Verteilung beriicksichtigt werden mufl. In den
Grenziibergdngen ¢ — oo und ¢ — —oo wird das Integral (6.58) durch
den grofiten bzw. kleinsten Lyapunov—Exponenten dominiert, der im System
moglich ist. So beschreibt das Intervall (A o, Aio] das Spektrum moglicher
lokaler Epansionsraten.

Die verallgemeinerten Lyapunov-Exponenten sind in dhnlicher Weise Verall-
gemeinerungen des iiblichen Begriffes wie die verallgemeinerten Dimensionen
und Entropien Verallgemeinerungen der Hausdorff-Dimension bzw. der KS-
Entropie sind. Man kann entsprechend durch Entwicklung des Integranden
in (6.58) zeigen:

limA, =X . (6.59)

q—0



Kapitel 7

Thermodynamik der
invarianten Menge

Die in Kapitel 6 diskutierten Mittelwerte zur Charakterisierung dynamischer
Systeme werden in diesem Kapitel fiir das Zwei-Mulden—System besprochen.
Zuvor gehe ich jedoch ndher auf den Zusammenhang zwischen Statistischer
Physik und Thermodynamik auf der einen Seite und der Theorie dynamischer
Systeme auf der anderen Seite ein. An dieser Stelle sei erwahnt, dafl wihrend
der Fertigstellung dieser Arbeit eine Monographie zu diesem Thema erschie-
nen ist [BecSch93]. Im Gegensatz zu den dort in erster Linie behandelten
eindimensionalen Systemen, lege ich das Hauptaugenmerk jedoch auf zweidi-
mensionale Systeme. Daraus ergeben sich weitergehende Probleme. Dariiber
hinaus werden hier Schwerpunkte anders gesetzt und einzelne Aspekte de-
taillierter diskutiert als in zitierten Monographie.

7.1 Spinketten und Symbolische Dynamik

Die Schliisselbeobachtung, die zum thermodynamischen Formalismus dyna-
mischer Systeme fiihrt, ist die Verbindung zwischen Symbolfolgen von Orbits
und Mikrozustdnden von eindimensionalen Spinketten. Man interpretiert ein
Element aus einem Folgenraum, dem ein Alphabet mit m Symbolen zugrunde
liegt, als Mikrozustand eines Potts—Modells m—ter Ordnung.

7.1.1 Das eindimensionale Potts—Modell

Im Potts—Modell m—ter Ordnung werden Spins betrachtet, die m verschiede-
ne diskrete Werte annehmen koénnen. Im Falle m = 2 entspricht das Potts—
Modell dem Ising—Modell. Zur vollstdndigen Definition eines Spinmodells ist
neben den méglichen Zustdnden der einzelnen Spins noch die Wechselwirkung
zwischen den Spins festzulegen.

106
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Man betrachtet nun eine eindimensionale Spinkette. Fiir n Spins 148t sich
dann jede Spinkonfiguration durch ein n—Tupel (so,...,S$,_1) beschreiben,
in dem die s;, i € {0,...,n — 1}, jeweils einen der m moglichen Zustande
symbolisieren. Die Wechselwirkung 148t sich implizit durch eine Hamilton—
Funktion H,(sg,...,S, 1) definieren, die jeder Spinkonfiguration eine Ener-
gie E, = Hy,(so,- .., Sn_1) zuordnet.

Aus der Statistischen Physik ist bekannt, dafl in einem kanonischen Ensem-
ble die Funktion H, die Wahrscheinlichkeit p,(so,..., S, 1) bestimmt, den
Mikrozustand (s, ..., s,_1) zu beobachten. Mit 3 = (kgT)~', wobei kp die
Boltzmann—Konstante und 7" die Temperatur bezeichnet, gilt:

1
Ce _ = —BHn(50,--8n—1) . 71
Pn (50, ySn-1) Zn(ﬂ)e : (7.1)
die Zustandssumme Z,,(f3) ist dabei gegeben durch:
Zn(B) = Y e PHnbormmm) (7.2)
80y--+y8n—1

Im Sinne der Statistischen Physik ist ein Spinmodell gelost, falls man im
thermodynamischen Limes einen Ausdruck fiir die freie Energie (pro Spin)
F() angeben kann:
) 1

F(B) = — lim n InZ,(8) . (7.3)
Man beachte, dafl die Funktion () i. a. von Kopplungskonstanten abhéngt,
die die Wechselwirkung beschreiben und die iiber die Hamilton—Funktionen
H, in die rechte Seite von (7.3) eingehen.

7.1.2 Beziehung zwischen Spinketten und Symbolischer
Dynamik

Ist die Symbolische Dynamik eines dynamischen Systems bekannt und be-
steht das Alphabet aus m Buchstaben, so interpretiert man eine Symbolfolge
als Mikrozustand eines eindimensionalen Potts—Modells m—ter Ordnung. Aus
der Definition folgt, dafl die Zeitentwicklung des dynamischen Sytems der
Translation im Gitter des Potts—Modells entspricht. Eine stationédre Vertei-
lung korrespondiert daher einer Translationsinvarianz der Hamiltonfunktion
H,.

Aus Sicht des dynamischen Systems sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten
P1n(8n|S0, - - -, 5n-1) von Interesse, die angeben mit welcher Wahrscheinlich-
keit auf eine vorgegebene Symbolfolge (sq...s, 1) das Symbol s, folgt. Es
gilt:

Prt1(S0 -+ 5n) = P1jn(SnlSo - - Sn—1)Pn(S0 ... Sn—1) . (7.4)
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In der Situation der Spinkette erhilt man mit Hilfe von (7.1):

pn—l—l(SO, vy Sn)
ey Sp_1) = 7.5
p1|n(3n|80 o 1) pn(SOa vy Sn—l) ( )
— Zn(ﬂ) efﬁ(Hn+1(80 ..... sn)an(so ..... sn_l)) . (7.6)
Zn—l—l (ﬁ)
Der Ausdruck H,.1(So,-..,5n) — Hn(S0y-..,8n_1) ist nun nichts anderes

als die Wechselwirkungsenergie des Spins s, mit der Spinkonfiguration
(S0y---,8n_1). Das bedeutet also, daf} die bedingten Wahrscheinlichkeiten auf
der Seite des dynamischen Systems Wechselwirkungsenergien auf der Seite
der Spinkette entsprechen.

7.2 Zur Definition der freien Energie

Ich beschridnke mich nun auf Hamilton—Systeme mit zwei Freiheitsgraden.
Die Grundlage bildet das Zwei—-Mulden—System, anhand dessen ich die Kon-
zepte vorstelle. Die wesentlichen Aspekte der folgenden Diskussion sind aus
[KovTé190, Té190] entnommen.

Zur exemplarischen Veranschaulichung der anschliefenden Betrachtungen ist
die Abbildung 4.1 niitzlich. Die Menge A" besteht aus endlich vielen ver-
tikalen Streifen, die zu Anfangsbedingungen von Trajektorien gehoren, die
mindestens fiir n Iterationen in T bleiben (siche Abschnitt 4.1). Jeder dieser
Streifen in A" entspricht Trajektorien, die jeweils in ihren ersten n Sym-
bolen iibereinstimmen. Ein Streifen in A" ist also eindeutig durch ein n—
Tupel (.8981...8, 1) von Symbolen aus dem zugrunde liegenden Alphabet
bestimmt. Mit W (n) wird die Anzahl dieser Streifen, d. h. die Anzahl der
erlaubten Symbolfolgen der Linge n, bezeichnet. Zur Unterscheidung fiihre
ich einen Index i € {1,...,W(n)} ein, so daf} jeder Streifen eindeutig durch
A", bestimmt ist.

Die Schnittpunkte einer stetig differenzierbaren horizontalen Kurve mit der
Menge A bilden nach der Diskussion in Kapitel 4 eine Cantor-Menge, die
ich mit C bezeichne. Betrachtet man nun die Schnitte der horizontalen Kurve

mit den Streifen A", so erhiilt man eine natiirliche Uberdeckung von C. Die
(n)

Linge des Kurvenstiickes in A”; wird mit [;" bezeichnet.

Im Sinne des thermodynamischen Formalismus assoziiert man nun mit einer
Symbolfolge (.51 ...5, 1) die Spinkette (s, s1,...,5, 1). Die Energie der
Spinkette wird durch
1
E;=—=Inl™ (7.7)
n
festgelegt [Koh88, BohRan87|, wobei 1™ die zur Symbolfolge (.8081.--8n1)
gehorende Lange ist. Einfachheitshalber verzichte ich auf eine explizite Kenn-
zeichnung der n—Abhéngigkeit von E;. Dies ist insofern gerechtfertigt, als
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10 I I I I

BF(B)

.10 i

-15 | | | |

Y=}

Abbildung 7.1: Die Funktion BF(() des Zwei-Mulden—Systems fiir Ry = 1.1
und k£ = 1.08.

sehr grofle n vorausgesetzt werden und im Limes n — oo die Energie n—
unabhingig ist. Fiir grofie n folgt aus (7.2) und (7.3):

Zn(B) = Y (l§’”)ﬂ ~ e PFO" (7.8)

Aus historischen Griinden wird in der mathematischen Literatur die Grofie
—BF(B) auch als topologischer Druck bezeichnet.

Die freie Energie (pro Symbol) erhélt man vergleichsweise einfach. Man mif}t
Liangen von Kurvenstiicken aufeinanderfolgender n—Werten und wertet die
entsprechenden Zustandssummen aus. Aus (7.8) folgt dann:

Zn(B)
Zn+1 (ﬁ)

Als Beispiel ist in Abbildung 7.1 die Funktion SF(8) des Zwei-Mulden—
Systems fiir & = 1.08 dargestellt. Die Funktion besitzt nur eine schwache
Kriimmung. Man beachte, dafl GF () fiir 3 — —oo durch die kleinsten und
fiir 8 — oo durch die gréfiten Lingen lz(") dominiert wird.

BF(8) =In

(7.9)

Ich gehe nun auf spezielle —Werte ein. Betrachtet man ein Ensemble von Tra-
jektorien, deren Anfangsbedingungen gleichméafig auf der Kurve C verteilt
sind, so ist die Gesamtldnge der Kurvenstiicke vom Niveau n proportional
zur Anzahl der Teilchen, die den Wechselwirkungsbereich nach n Iterationen
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noch nicht verlassen haben. Die rechte Seite von (7.9) ergibt somit fiir 5§ =1
die Entweichrate k:
F(l)=k . (7.10)

Setzt man in (7.8) 8 = 0, so folgt mit (6.54):

F(B)lg_p = —Ko - (7.11)

Neben der Entweichrate und der topologischen Entropie 148t sich eine weitere
GroBe direkt aus der Funktion BF(3) ablesen. Ist SF(3) < 0 so geht der Wert
der Zustandssumme in (7.8) im thermodynamischen Limes n — oo gegen
oo. Ist andererseits SF(8) > 0, so erhilt man fiir die Zustandssumme den
Wert 0. Da fiir groe n die Kurvenstiicke in den Streifen A", eine “optimale“
Uberdeckung der Menge der Streusingularititen bilden, folgt aus (7.8) und
(6.6) [Bow75, Rue78|:

F(Dg(C))=0 . (7.12)

Diese Beziehung ist auch unter dem Namen Bowen—Ruelle-Formel bekannt.

7.2.1 Prinzip der beschrinkten Variation

Der Wert der Summe auf der rechten Seite von (7.8) ist abhédngig von der
Wahl der konkreten Kurve, die zur Bestimmung der Léangen lg") herangezo-
gen wird. In diesem Unterabschnitt wird erértert, warum das Skalenverhal-
ten, d. h. die Funktion SF(3), unabhdngig von der betrachteten horizontalen
Kurve ist.

Die Léngen l_z(") einer weiteren horizontalen Kurve lassen sich fiir alle n und
¢ mit Hilfe der urspriinglichen Langen ausdriicken:

=i (7.13)
wobei die c§") geeignete Konstanten sind. Aufgrund der Hyperbolizitit sind
diese Konstanten beschrinkt![Bow75]. Es gibt also Konstanten c. und c-,
so daB fiir alle n und i die Beziehung 0 < c. < ¢™
folgt:

< es < oo gilt. Damit

ce U <Zc <C>Zl . (7.14)

Die Bildung des Logarithmus und Dividieren durch n fiihrt auf die Unglei-
chungen:

In c<

121 1nZz‘(" lnc> 121 . (7.15)

!Die Hyperbolizitiit sorgt dafiir, da die vertikalen Streifen Kﬁi fiir wachsendes n un-
abhéngig von der vertikalen Position mit einer bestimmten Rate schmaler werden. Daraus
(n)

ergeben sich dann Schranken fiir die c;
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Im thermodynamischen Limes verschwinden die Terme Inc./n und Inc. /n.
Aus der Definition (7.8) folgt damit direkt, daf} die freie Energie unabhéngig
von der Wahl der horizontalen Kurve ist, mit der die Zustandssumme be-
rechnet wird. Als horizontale Kurve zur Bestimmung der Lingen lg") eignet
sich insbesondere eine zu einem Streuexperiment gehorende Kurve.

Das geschilderte Verfahren findet man in der Literatur allgemeiner unter dem
Namen Prinzip der beschrinkten Variation [BohRan87].

7.2.2 Partielle Dimensionen

Durch die Bedingung (7.12) erhélt man die fraktale Dimension der Menge C,
man ist jedoch an der fraktalen Dimension von A interessiert. Wie sich diese
aus Dg(C) ergibt wird nun dargestellt. Man betrachtet dazu partielle Dimen-
sionen, die die Dimensionen einer Menge in verschiedenen, linear unabhéngi-
gen Raumrichtungen des euklidischen Raumes wiedergeben [EckRue85].

Die stabile Mannigfaltigkeit von A ist nach der Diskussion in Kapitel 4 durch
die vertikalen Kurven in A” gegeben. Da die Dimension von Kurven 1 ist,
erhdlt man in vertikaler Richtung fiir die partielle Dimension der stabilen
Mannigfaltigkeit den Wert 1. Eine horizontale Kurve in Richtung der insta-
bilen Mannigfaltigkeit schneidet jede Kurve aus A transversal. Die partielle
Dimension der invarianten Menge in Richtung der instabilen Mannigfaltig-
keit, die ich mit Dg) bezeichne, ist durch die Dimension dieser Schnittmenge
gegeben. Man kann die stabile Mannigfaltigkeit lokal als ein Produkt aus
eindimensionaler Mannigfaltigkeit und Cantor-Menge auffassen. Ahnlich wie
beim kartesischen Produkt von Vektorrdumen erhilt man die Dimension der
stabilen Mannigfaltigkeit nun als Summe der partiellen Dimensionen:

Dy(A*)=1+D} . (7.16)

Bezeichnet man in Analogie die Dimension der Schnittmenge von Kf mit

einer vertikalen Kurve mit Dg), so folgt entsprechend:

Dg(AT)=1+DY | (7.17)

Die partiellen Dimensionen der invarianten Menge sind nach obiger Diskus-
sion in instabiler Richtung durch Dg) und in stabiler Richtung durch Dg)
gegeben. Als Dimension von A ergibt sich daraus:

Du(A) = Dg(RXnA®) =Dy + DY . (7.18)
Dies macht den Charakter von A als “Doppelfraktal“ deutlich.

Eine einfache Rechnung zeigt, dafl die stabile Mannigfaltigkeit von A unter I
(siehe (1.12)) auf die instabile Mannigfaltigkeit abgebildet wird. Daher gilt:

Du(K%) = Du(RY) (7.19)
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woraus folgt:
pY =p® (7.20)

Fiir die Bestimmung der fraktalen Dimension geniigt es also, eine der par-
tiellen Dimensionen zu bestimmen. Nach den Erlduterungen aus Abschnitt
5.3 ist dies mit Hilfe der Streudaten moglich. Irregulére Streuung tritt ge-
nau dann auf, wenn die eindimensionale Mannigfaltigkeit asymptotischer An-
fangsbedingungen einer Mannigfaltigkeit in T entspricht, die Kurven in A™
transversal schneidet. Im Falle irregulérer Streuung erh&lt man so eine hori-
zontale Kurve, wie sie oben zur Bestimmung von Dg) herangezogen wurde.
Der Schnittpunkt einer solchen Kurve mit einer Kurve aus A° entspricht
dann einer Streusingularitat. Dg) ist somit durch die Dimension der Menge
der Streusingularitédten gegeben.

Im Hinblick auf die Beziehung (7.12) bedeutet dies, dafl man aus der freien
Energie nicht nur die partielle Dimension in Richtung der instabilen Mannig-
faltigkeit, sondern mit Dy (A) = 2Dy (C) auch die Dimension von A erhilt.

7.3 Die Entropiefunktion

Aus der Definition (7.7) folgt, da8 die Energie ein Maf} dafiir ist, wie schnell
die Léngen lg") mit wachsendem n kleiner werden. Fiir gréfler werdendes
n gibt es i. a. mehr und mehr Indizes i, die iiber (7.7) einer vorgegebenen
Energie F entsprechen. Die Anzahl dieser verschiedenen Indizes bezeichne ich
mit W (n, E'). Die Entropiefunktion S(F) ist dann wie folgt definiert [Koh88,
BohRan87]:

W(n,E) ~ 5B (7.21)
Die Funktion S(E) charakterisiert somit die Verteilung der Lingenskalen
der zugrundeliegenden Menge. Man kann durch analoges Vorgehen wie beim
Ubergang von den verallgemeinerten Dimensionen D, zur f(a)-Kurve mit

Hilfe der Sattelpunkt—Methode zeigen, dal S(E) und SF(5) Legendre—Trans-
formierte sind, d. h.:

F = E-pB7'S (7.22a)
ds

Setzt man die Thermodynamik von Spinketten voraus, so folgt (7.22) direkt
aus der in Abschnitt 7.1.2 besprochenen Beziehung zwischen Spinketten und
Symbolischer Dynamik. In diesem Fall bilden (7.8) und (7.21) nichts ande-
res als eine kanonische bzw. mikrokanonische Beschreibung des Spinsystems.
Im thermodynamischen Limes sind diese Ensembles dquivalent, und konse-
quenterweise sind S(F) und BF(3) Legendre-Transformierte. Die Entropie—
Energie—Funktion fiir das Zwei-Mulden—System mit & = 1.08 ist in Abbil-
dung 7.2 dargestellt. Aus (7.22) folgt mit (7.11), dafl das Maximum von
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Abbildung 7.2: Die Entropie-Energie-Funktion des Zwei—-Mulden—Systems
fiir Ry = 1.1 und k& = 1.08.

S(E) durch K, gegeben ist. Man erkennt, dafl es ein endliches Energiein-
tervall [Epin, Emaez| gibt, in dem die Entropie grofier oder gleich 0 ist. Es
gibt somit ein endliches Intervall von Lingenskalen, das man direkt aus
der Entropie-Energie-Funktion ablesen kann. FE,,;, entspricht der kleinsten,
E,,q der grofiten Rate, mit der Langen lg”) mit wachsendem n kleiner wer-
den.

Fiir groBe n wird die Breite der Streifen A", beliebig klein. Das Verhalten
von Punkten, die im Schnitt eines solchen Streifens mit einer horizontalen
Kurve liegen, unter F™ kann somit durch die linearisierte Abbildung DF™
beschrieben werden. Eine beliebige horizontale Kurve in A", der Linge 1™
wird unter F™ auf eine horizontale Kurve abgebildet, deren Linge im wesent-
lichen durch die Breite von I' gegeben ist. Auf jeden Fall ist die Linge der
Bildkurve aufgrund der Kompaktheit von T fiir alle 4 und n beschrinkt. Da
das Verhalten von DF™ in Richtung der instabilen Mannigfaltigkeit durch
den grofiten Eigenwert von DF™ bestimmt wird, bedeutet dies, dafl das Pro-
dukt aus groitem Eigenwert und lz(") unabhéngig von ¢ und n beschriankt
ist. Ein Vergleich von (6.56) und (7.7) zeigt dann, dal man die Energie F
als lokalen Lyapunov-Exponenten auffassen kann. Das Intervall [E,in, Fraz|
148t sich somit auch als das Spektrum aller lokalen Lyapunov—Exponenten
interpretieren.

In Tabelle 7.1 sind die fiir ein dynamisches System definierten thermodyna-
mischen Gréflen zusammen mit ihrer Bedeutung fiir Spinketten dargestellt.
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‘ dynamisches System ‘ Spinkette
n Zahl der Spins
Symbolfolge (.sq ... S,—1) | Mikrozustand
B 1/kgT
(lz(n) ’ = e PEin Boltzmann-Faktor
W) (ZE"))B Zustandssumme
E Energie pro Spin (Makrozustand)
w Zahl der Mikrozustinde
S Entropie pro Spin (Makrozustand)
F freie Energie pro Spin (Makrozustand)

Tabelle 7.1: Zur Analogie zwischen dynamischen Systemen und der Thermo-
dynamik von Spinketten.

7.4 Das bedingt invariante Maf3

In die Definition der freien Energie gehen ausschliellich Langen ein. In der
Regel macht die Funktion F((3) somit nur eine Aussage iiber geometrische
Eigenschaften von A. Ist das System hyperbolisch, 148t sich eine einfache
Beziehung zwischen natiirlichem Mafl und Langenskalen herleiten.

Zu diesem Zweck diskutiere ich das bedingt invariante Maf (engl. conditio-
nally invariant measure), das auf der instabilen Mannigfaltigkeit der inva-
rianten Menge definiert ist. Es beschreibt, wie Trajektorien eine Umgebung
der invarianten Menge verlassen. Eine mogliche Umgebung ist z. B. durch
T gegeben. Man betrachtet zuniichst die bedingte Wahrscheinlichkeit, mit
der die verschiedenen Bereiche von I' von einem Ensemble von Trajektorien
besucht werden, die mindestens n sukzessive Urbilder in T haben. Genau die
Punkte in Ki erfiillen diese Bedingung. Die Verteilung erh&lt man, indem
man von einem gleichméBig verteilten Ensemble von Anfangsbedingungen in
A" ausgeht und die Bilder der vertikalen Streifen A", unter F", also die hori-
zontalen Streifen A’;; und die resultierende Verteilung dort betrachtet. Man
beachte, daf eine Teilmenge, die schon unter der néichsten Iteration T verlifit,
ein von 0 verschiedenes Maf besitzen kann. Neben den Punkten in A" N'A”}
werden auch die Punkte beriicksichtigt, die die “Locher® in Kz zwischen den
Streifen A", “ausfiillen“. Das bedingt invariante Maf erhilt man nun durch

den Grenziibergang n — co. Wie aus der Konstruktion hervorgeht, ist es auf
Af definiert.

In den Streifen Kii ist die Dichte des Mafles, das sich aus der gleichméfligen
Verteilung in Kﬁi unter Anwendung von F™ ergibt, i. a. nicht konstant. Die
Dichte ist aber stetig. Wesentlich ist es nun, dafl diese Stetigkeit auch im
Limes n — oo erhalten bleibt. Fiir hyperbolische, zweidimensionale Abbil-
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dungen kann man allgemein zeigen, dafl die Dichte des bedingt invarianten
Mafles stetig ist [SzéTél86, Tél87, Tél90, KovTél90|. Ich verzichte an die-
ser Stelle auf die detaillierte Darstellung der Argumentation, die zu dieser
SchluBifolgerung fiihrt, da dies zuviel Raum einnehmen wiirde?.

Ich mo6chte an dieser Stelle nur das Argument darstellen, warum die gleich-
méfige Hyperbolizitdt fiir die Stetigkeit von entscheidender Bedeutung ist.
Man betrachtet dazu ein Verfahren zur Ermittlung des bedingt invarianten
Mafes, das von einem gleichmé&fig verteilten Ensemble von Anfangsbedin-
gungen in ' ausgeht. Approximationen des bedingt invarianten Maf ergeben
sich dann mit wachsendem n durch die Verteilungen in den Streifen F™(A").
Geht man von einem endlichen Ensemble aus, so gibt es aufgrund der von 0
verschiedenen Entweichrate ein endliches n, fiir das keine Trajektorie mehr
im System verweilt. Man kann dieses Problem beheben, indem man nach
jeder Iteration der Abbildung die gleiche Anzahl von Trajektorien, die T ver-
lassen haben, in das System zuriickfiihrt. Formal geschieht dies dadurch, daf}
man in jedem Bereich von I' die dort vorhandene Anzahl von Ensembletra-
jektorien mit e® multipliziert. So entsteht eine stationédre Verteilung, die in
den Streifen KL konzentriert ist und das bedingt invariante Mafl approxi-
miert. Betrachtet man einen bestimmten vorgegebenen Phasenraumbereich,
so konnen Ensemblepunkte zum einen iiber die stabile Mannigfaltigkeit und
zum anderen iiber die Multiplikation mit e* in diesen Bereich gelangen. Sin-
gularitdten in der Dichte des Mafles bilden sich genau an den Stellen aus,
an denen dieses Verfahren zu einer Akkumulation von Trajektorien fiihrt.
Die gleichméfiige Hyperbolizitdt stellt nun sicher, dafl in jedem Punkt der
instabilen Mannigfaltigkeit unter Anwendung der Abbildung effektiv Trajek-
torien weggefiihrt werden. Dies geschieht mit einer Mindestrate, die implizit
durch v (siehe Definition 2) gegeben ist. Im Limes n — oo kann sich so
in einem gleichmé&Big hyperbolischen System an jeder Stelle der instabilen
Mannigfaltigkeit ein endlicher Wert der Dichte einstellen.

Man beachte, dafl hier die Eigenschaft v < 1 von entscheidender Bedeutung
ist. Eine lokale “Expansionsrate“ 1 fiihrt zu einer Singularitidt in der Dichte
des bedingt invarianten Mafes.

Ich gehe nun auf den Zusammenhang zwischen natiirlichem und bedingt inva-
riantem Maf ein. Fiir n — oo entsprechen Trajektorien zu Anfangsbedingun-
gen in A", langlebigen Transienten, d. h. die bedingt invariante Verteilung
approximiert in den Schnitten Kij N Kfi das natiirliche Maf}. Das bedeutet,
dal das natiirliche Maf} eines Streifens sz gleich dem bedingt invarianten
Maf dieses Streifens ist. Man erhélt somit das natiirliche Mafl aus dem be-
dingt invarianten MaB durch Einschrinkung auf die vertikalen Streifen A"

2Im wesentlichen zeigt man, da die Dynamik auf der instabilen Mannigfaltigkeit ei-
ner zweidimensionalen hyperbolischen Abbildung &quivalent ist mit der Dynamik einer
expansiven eindimensionalen Abbildung. Fiir letztere 148t sich die Stetigkeit der Dichte
mit Hilfe einer verallgemeinerten Frobenius—Perron—Theorie nachweisen. Details sind in
der zitierten Literatur zu finden.
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und entsprechende Renormierung. Da das bedingt invariante Maf in Kij
stetig ist, ist das Maf} von sz N Kr_Li proportional zur Breite von Kr_Li:

(n)7(n)
L (7.23)
W(n) (n);(n : '
Ek:(l ) C§k)l£ )

M(n) (K:L-j n Kr—Lz) -

Der Index in (™ soll verdeutlichen, da8 es sich um die Approximation des
natiirlichen Mafles auf dem Niveau n einer erzeugenden Zerlegung und nicht
um das exakte natiirliche Maf8 handelt. Wegen der Kompaktheit von I sind
die Proportionalitdtskonstanten cg-?) durch von 7, 7 und n unabhingige Kon-
stanten beschrankt. Aufgrund des Prinzips der beschrinkten Variation 148t
sich der Nenner des rechts stehenden Ausdrucks daher durch die Entweichrate
ausdriicken. Fiir grofle n erh&lt man fiir das natiirliche Ma$f:

p(R ;N R ~ e (7.24)

Damit ist eine Beziehung zwischen Léngenskalen und natiirlichem Maf her-
gestellt. Eine solche Beziehung ist Voraussetzung, um die in Kapitel 6 ein-
gefithrten Mittelwerte beziiglich des natiirlichen Mafles mit Hilfe der freien
Energie beschreiben zu kénnen. Dies geschieht im folgenden Abschnitt.

7.5 Die freie Energie und die Groéflen D,, K,
und ),

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich die Spektren D,, K, und A, aus der
freien Energie herleiten lassen. Man kann damit durch Messung von Léngen
nicht nur charakteristische Gréflen der Geometrie der invarianten Menge son-
dern auch charakteristische Groflen der stationdren Verteilung und der Dy-
namik bestimmen!

7.5.1 Beziehung zwischen gF(3) und D,

Analog zum Vorgehen in Abschnitt 7.2.2 fiihrt man zunéchst partielle ver-
allgemeinerte Dimensionen D{!) und D{? in Richtung der instabilen bzw.
stabilen Richtung ein, deren Summe dann D, liefert. Aufgrund der reversi-
blen Symmetrie I, gilt analog zu (7.20) die Gleichung DY) = D{®, so daf
die Bestimmung einer partiellen Dimension zur Angabe von D, ausreicht.

Im folgenden wird dargelegt, wie sich Dtgl) mit Hilfe der freien Energie er-
mitteln 148t. Zu diesem Zweck leitet man eine Beziehung zwischen (6.42)
und der Zustandssumme (7.8) her. Aufgrund des Prinzips der beschrénkten
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Variation kann man Proportionalitdtskonstanten gleich 1 setzen, so daf sich
fiir geeignetes § mit (7.24) ergibt:

o ('
Zp(g,7,8) =3 W =My (™) . (7.25)

Das Supremum bzw. Infimum fiir die unterschiedlichen (g, 7)-Bereiche in
(6.42) wird hier angenommen, da eine erzeugende Zerlegung vorliegt. Der
Grenziibergang 6 — 0 entspricht nun n — oo. Dies ist eine wesentliche
Eigenschaft einer erzeugenden Zerlegung. Der Ubergang zu unendlich lan-
gen Zeiten impliziert das Verschwinden der Durchmesser der iiberdeckenden
Mengen.

Nach der Definition (6.44) ist 7(g) durch die “Sprungstelle® gegeben, an der
der Wert von Zp(q, ) von 0 auf oo wechselt. Fiir grofle, aber endliche n ist
diese Stelle durch die Forderung Zp(gq,7) = O(1) gegeben. Aus (7.8) und
(6.45) folgt dann:

BEB)yg iy — K7 =0 . (7.26)

Dies ist eine implizite Gleichung zur Bestimmung von Dgl). Fiihrt man ei-
ne Legendre—Transformation durch, so erhdlt man eine explizite Beziehung
zwischen dem Singularititen-Spektrum f()(a() in Richtung der instabilen
Mannigfaltigkeit und der Entropie S(FE). Diese Beziehung wird nun hergelei-
tet.

Differenzieren der Gleichung (7.26) nach ¢ liefert:
dBF(5) K

- . (7.27)
A6 gy g 1 2(g—1)D5)
Mit (d/dB)BF(B) = E (vgl. (7.22)) und (6.35) folgt daraus:
K
B=1—0q (7.28)

Es gibt somit eine (1:1)-Beziehung zwischen den Skalenexponenten () und
den lokalen Expansionsraten E. Mit dieser Gleichung und der Beziehung
(6.34) erhélt man ferner:

W) = (1 - %) g—(g—1)D{

= ¢—(¢q—1)D{" — % (7.29)
Wegen (7.26) ist dies gleichbedeutend mit
F
f0(w) = g BEB) (7.30)
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Auf der rechten Seite steht bis auf den Faktor 1/E die Legendre—Transformierte
der freien Energie (vgl. (7.22)). Damit ergibt sich als Resultat:

F0(a M) = % _ (7.31)

)

Die mit Hilfe der freien Energie fiir das Zwei-Mulden-System mit & = 1.08
berechneten Spektren D und f®(a() sind in Abbildung 7.3 dargestellt.

In einem endlichen Intervall [o!) o) ]ist £ (a®) gréBer oder gleich 0.

AuBerhalb dieses Intervalls ist der Wert von f()(a(?)) formal —oo. ai}jn ist
der Exponent, der das Skalenverhalten des Mafles in den Gebieten des Tréigers
beschreibt, in denen es am “dichtesten liegt. Entsprechend beschreibt a(!)
das Verhalten in den Gebieten, in denen das Mafl am “diinnsten® liegt. In bei-
den Féllen ist in diesem Beispiel die Dimension der Gebiete 0. Das Maximum
der f()(a(")-Kurve gibt nach (6.32) und (6.34) die fraktale Dimension des
Tragers an. Der Punkt, an dem der Graph die Winkelhalbierende beriihrt,

ist nach (6.38) durch die Informationsdimension gegeben.

7.5.2 Beziehung zwischen gF () und K,

In der Diskussion in Kapitel 4 wurde erortert, daB mit einem Streifen A",
eindeutig eine Symbolfolge der Lidnge n verbunden ist. Trajektorien mit An-
fangsbedingungen in Kﬁi stimmen in ihren ersten n Symbolen iiberein. Die
Wahrscheinlichkeit, einen Trajektorienpunkt in einem Streifen KY_Li vorzufin-
den, ist somit gleich der Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der zu diesem
Streifen gehorenden Symbolfolge. Also sind die in Abschnitt 6.6 eingefiihr-
ten p™ ebenfalls proportional zu e*™™). Mit einer analogen Argumentation
wie in Unterabschnitt 7.5.1 erhdlt man aus der Definition (6.53) fiir K, den

Ausdruck:
q

K,=—1
q q—].

(F(q) — &) . (7.32)

Abbildung 7.4 zeigt als Beispiel die verallgemeinerten Entropien fiir das Zwei—
Mulden—System mit Ry = 1.1 und k& = 1.08.

Wegen k = F(1) folgt im Limes ¢ — 1 aus (7.32):

d

Ki=—F
1 dﬂ

(8) : (7.33)
B=1

Die KS-Entropie ergibt sich somit aus der Ableitung von F(3) (nicht SF(5)!)
an der Stelle G = 1.



7.5. Die freie Energie und die Gréflen D,, K, und ), 119
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Abbildung 7.3: Verallgemeinerte Dimensionen Dgl) und Singularitdten—Spek-
trum f( (o) fiir das Zwei-Mulden-System mit Ry = 1.1 und k£ = 1.08. Im
unteren Diagramm ist zusitzlich der Graph von f() = (V) dargestellt.
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1.1 I I I I I

0.4 1 1 1 1 1
-15 -10 -5 0 5 10 15

Abbildung 7.4: Verallgemeinerte Entropien des Zwei—Mulden—Systems fiir
Ry=1.1 und k£ = 1.08.

7.5.3 Beziehung zwischen F(() und ),

Im Falle einer erzeugenden Zerlegung lassen sich die verallgemeinerten Lyapu-
nov—Exponenten in einer zu (6.58) dquivalenten Weise einfiihren ([BecSch93]
Seite 164fF). Wie in Abschnitt 7.3 diskutiert, sind die Langen lg") fiir grofle n
proportional zu den inversen Eigenwerten der Abbildung DF™ in Richtung
der instabilen Mannigfaltigkeit. Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeiten pE”) und

aufgrund des Prinzips der beschrinkten Variation 148t sich (6.58) damit wie
folgt ausdriicken:

il 1)1
Ag = lim = lnzpz ( ) . (7.34)
Die Proportionalitit von p§") und e"‘”l(") liefert dann:
Kn I=q
g nh_)noloq—nlne Z( ) , (7.35)
woraus mit (7.8) folgt:
1
A= (k—(1-qF(1-q) . (7.36)

Damit ist der Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten Lyapunov-
Exponenten und der freien Energie hergestellt. Abbildung 7.5 zeigt als Bei-
spiel die verallgemeinerten Lyapunov—-Exponenten fiir das Zwei—-Mulden—Sy-
stem mit £ = 1.08.
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Abbildung 7.5: Verallgemeinerte Lyapunov—Exponenten des Zwei—Mul-
den—Systems fiir Ry = 1.1 und k£ = 1.08.

Im Limes ¢ — 0 erh&lt man den mittleren Lyapunov-Exponenten der inva-
rianten Menge:

A = lim (w +F(1— q)) . (7.37)

q—0 q

Wegen k = F(1) ergibt sich daraus:

d
A=k+ —F(p) (7.38)
oder anders ausgedriickt:
d
A= —pBF(B) (7.39)

Das Intervall [Ay, A o] gibt das Spektrum der moglichen Lyapunov—Expo-
nenten wieder. Ist man an diesem Spektrum interessiert, so ist es giinsti-
ger, statt )\, die S(E)-Funktion zu betrachten und daraus das Intervall
[Emins Fmaz| zu bestimmen. Dies liefert genauere Ergebnisse, was auf die
implizit durchgefiihrte Legendre—Transformation zuriickzufiihren ist.

Die bisherige Diskussion in diesem Kapitel hat gezeigt, daf alle in Kapitel
6 eingefiihrten Gréflen aus der freien Energie herleitbar sind. Die Resultate
sind in Tabelle 7.2 zusammengefaft.
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Entweichrate BFE(B)|g—y = &
Hausdorff-Dimension ﬁF(ﬁ)|B:D81) =0
Topologische Entropie —ﬁF(ﬁ)|ﬁ:0 = K,
Lyapunov-Exponent (d/dB)BF(B)lg=y = A
Verallgemeinerte Dimensionen ﬁF(ﬁ)|B:q_(q_1)Dgl) = Kq
Singularitdten—Spektrum fO(aM) = @‘E: .

1—a(l)
Verallgemeinerte Entropien Ky =24 (F(g) — k)
Verallgemeinerte Ay = % (k —(1—q)F(1—q))

Lyapunov-Exponenten

Tabelle 7.2: Beziehungen zwischen SF((3) bzw. S(E) und den Spektren D,,,
f(a), K, und A,.

Man ist nun in der Lage, Beziehungen zwischen einzelnen charakteristischen
GroBen herzuleiten. Mit (7.33) und (7.38 ) ergibt sich ein Zusammenhang
zwischen KS—Entropie, Entweichrate und Lyapunov—Exponent:

k=A—K, . (7.40)

Besteht die invariante Menge aus nur einem instabilen Orbit, wie z. B.
im System aus zwei harten Scheiben, so ist die Entweichrate durch den
Lyapunov-Exponenten dieses Orbits gegeben. Gleichung (7.40) besagt dann,
daf} “Chaotizitat“, d. h. K; > 0, fiir eine Verldngerung der Verweildauer im
Wechselwirkungsbereich sorgt.

Die Beziehung
A1-DM) =k (7.41)

die zuerst von KANTZ und GRASSBERGER [KanGra85] als Vermutung for-
muliert wurde, 148t sich nun ebenfalls herleiten [Tél90]. Man betrachtet zu
diesem Zweck die Gleichung (7.27). Fiir ¢ = 1 folgt daraus:

dBF(B)
dp

Mit (7.39) erhilt man (7.41).

(1-D")=x . (7.42)
B=1

Beriicksichtigt man (7.40) so erhdlt man einen Zusammenhang zwischen In-
formationsdimension, KS—-Entropie und Lyapunov-Exponent:

K, =AD" . (7.43)
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Diese Gleichung erlaubt eine informationstheoretische Interpretation. Die In-
formationsdimension ist ein Maf} dafiir, wie die Shannon—Information der
natiirlichen Verteilung bei Vergrofilerung der Auflésung zunimmt (siehe Un-
terabschnitt 6.4.3). Legt man eine feiner werdende erzeugende Zerlegung
zugrunde, so kann man jeden Schritt in der Verfeinerung als Beriicksichti-
gung eines weiteren Symbols auffassen. In diesem Sinne gibt die Informa-
tionsdimension den Informationsgewinn pro Symbol an. Vollzieht man den
Grenziibergang zu unendlich feiner Auflésung, so kann man die Informations-
dimension als eine Informationsdichte, d. h. Information pro Symbol interpre-
tieren. Im Gegensatz dazu gibt die KS-Entropie den Informationsverlust pro
Zeitschritt, d. h. den Informationsverlust pro Zeit und pro Symbol an (siehe
Abshnitt 6.6.1). Sie ist somit als eine EntropiefluBdichte oder dquivalent als
negative Informationsflufidichte aufzufassen. Konsequenterweise beschreibt
der Lyapunov—Exponent die Geschwindigkeit, mit der die Information bzw.
die Entropie im System “fliefit“3.

7.6 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die thermodynamischen Potentiale SF(3) und
S(E) des Zwei-Mulden—Systems fiir ausgewéhlte Parameterwerte diskutiert.
Die freie Energie wird gemifl der in Abschnitt 7.2 beschriebenen Methode
bestimmt. Dabei werden fiir die Kurve | = 0 in I" die Langen lg") nume-
risch berechnet. Uber eine Legendre-Transformation ergibt sich daraus die
Entropie-Energie-Funktion. Ich beschrdnke mich hier auf die Darstellung
der freien Energie und der Entropie. Die iibrigen charakteristischen Groflen
erhilt man entsprechend obiger Diskussion. Fiir das Zwei-Mulden-System
mit den Parametern k& = 1.08, 1.26 und 1.9 sind die Funktionen in Abbil-
dung 7.6 und 7.7 dargestellt. Fiir k£ = 1.08 wurde die freie Energie dabei aus
den Lingen zu n = 11 und n = 10 bestimmt, fiir £ = 1.26 aus den Langen
zun =8 und n = 7 und fiir £ = 1.9 aus den Lingen zu m = 6 und n =5

(vgl. (7.9)).

In der Tabelle 7.3 sind die Werte einiger charakteristischer Gréf3en angegeben.
In der ersten Spalte sind jeweils die Niveaus der Langen angegeben, aus de-
nen die freie Energie berechnet wurde: SF(3) = In(Z,,/Z,,) (vgl. (7.9)). Die
zweite Spalte gibt an, wieviele unterschiedliche Intervalle zu den jeweiligen
Niveaus existieren. Ferner sind die Entweichrate, die (partielle) Hausdorff—
Dimension, die topologische Entropie und der Lyapunov—Exponent angege-
ben.

3Fiir weitere Interpretationen im Sinne der Informationstheorie verweise ich auf die
Literatur [KanGra85, Gra86].
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Abbildung 7.6: BF(3) fiir das Zwei-Mulden—System mit Ry = 1.1. Bezogen
auf den linken Rand sind von oben nach unten die Graphen fiir &k = 1.08,
k =1.26 und k = 1.9 dargestellt.

0.51 r

0.0

E

Abbildung 7.7: S(E) fiir das Zwei-Mulden—System mit Ry = 1.1. Von links
nach rechts gehoren die Kurven zu den Parametern £ = 1.08, 1.26 und 1.9.
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k= 1.08
ny,Nng ‘ W(nl),W(nQ) ‘ K D((]l) KO A
7,8 16,32 1.289557 | 0.343201 | 0.693147 | 1.929693
8,9 32,64 1.294149 | 0.343062 | 0.693147 | 1.941778
9,10 64,128 1.292883 | 0.343082 | 0.693147 | 1.938442
10,11 128,256 1.293237 | 0.343082 | 0.693147 | 1.938876
k=1.26
n1,N2 ‘ W(nl),W(nQ) ‘ K D((Jl) K(] A
4,5 21,68 1.151982 | 0.498558 | 1.174985 | 2.279038
5,6 68,220 1.146095 | 0.498120 | 1.174120 | 2.252481
6,7 220,712 1.147266 | 0.498139 | 1.174387 | 2.256681
7,8 712,2304 1.146473 | 0.498157 | 1.174324 | 2.255026
k=19
ni,N2 ‘ W(nl),W(nQ) ‘ K D(()l) Kg A
2,3 4,16 1.958405 | 0.412892 | 1.386294 | 3.323346
3,4 16,64 1.958279 | 0.412802 | 1.386294 | 3.322758
4,5 64,256 1.958276 | 0.412802 | 1.386294 | 3.322743
5,6 256,1024 1.958276 | 0.412802 | 1.386294 | 3.322742
Tabelle 7.3: Charakteristische Gréflen des Zwei-Mulden-Systems mit

Ry =1.1und £ =1.08, k = 1.26 und k£ = 1.9.

Fiir £ = 1.9 ist fiir alle angegebenen Groéflen eine sehr schnelle Konvergenz
festzustellen. Die Methode liefert schon nach wenigen Schritten sehr genaue
Ergebnisse. Fiir £ = 1.08 und k& = 1.26 ist die Konvergenz fiir die Entweichra-
te und fiir den Lyapunov—Exponenten langsamer. Eine Erklarung fiir dieses
Verhalten ist in der Wahl des “Ordnungsparameters“ n zu finden. Wie in
Kapitel 4 erortert, reicht die Angabe der Anzahl besuchter Potentialtopfe
i. a. nicht aus, um qualitativ verschiedene Trajektorien zu unterscheiden.
Wihlt man die Umgebung der invarianten Menge, die der Entscheidung iiber
Entweichen bzw. Nichtentweichen zugrunde liegt, kleiner, so sind bessere Er-
gebnisse zu erzielen. Dies ist fiir £ = 1.08 auf einfache Weise moglich. Als
T eignet sich der durch das [-Intervall [0.35,0.75] definierte Phasenraumbe-
reich (vgl. Abbildung 4.4). Da der obere und untere Teil von I' dynamisch
nicht verbunden sind, kann man sich auf positive [-Werte beschrinken. Die
Ergebnisse sind in Tabelle 7.4 dargestellt. Die ersten beiden Spalten zeigen
im Vergleich zu den ersten beiden Spalten fiir £ = 1.08 in Tabelle 7.3, daf§
fiir gleiche n—Werte mehr Intervalle existieren. Fiir die Entweichrate bedeutet
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‘ n1,N9 ‘ W(nl),W(nQ) ‘ K D(()l) KO A
5,6 16,32 1.293297 | 0.343075 | 0.693147 | 1.939106
6,7 32,64 1.293121 | 0.343083 | 0.693147 | 1.938660
7,8 64,128 1.293169 | 0.343082 | 0.693147 | 1.938808
8,9 128,256 1.293155 | 0.343082 | 0.693147 | 1.938757
9,10 256,512 1.293159 | 0.343082 | 0.693147 | 1.938773
Tabelle 7.4: Charakteristische Groflen des Zwei—-Mulden—Systems fiir

k = 1.08. Grundlage der Berechnung ist ein Teil des Phasenraumes und
nicht der ganze Phasenraum (siehe Text).

dieses Vorgehen zum Beispiel, dafl eine Trajektorie als auslaufend identifiziert
werden kann, obwohl sie u. U. noch weitere Potentialmulden besucht. Aus
diesem Grunde ergeben sich genauere Werte. Prinzipiell ist fiir £ = 1.26 ein
analoges Vorgehen mdglich. Da die Definition eines geeigneten Phasenraum-
bereiches aufwendiger ist?, jedoch nichts wesentlich Neues liefert, verzichte
ich hier darauf. Es bleibt festzuhalten, dafl man bei gleichem n—-Niveau umso
genauere Ergebnisse erzielt, je genauer man die invariante Menge im Phasen-
raum lokalisieren kann, d. h. je kleiner die Umgebung )der invarianten Menge
n

gewadhlt werden kann, die der Definiton der Langen [;’ zugrunde gelegt wird.

Die numerischen Resultate fiir die topologische Entropie verdienen eine ge-
sonderte Betrachtung. Wéhrend fiir die anderen Groflen mit wachsendem
n eine wachsende Konvergenz festzustellen ist, d&ndert sich die topologische
Entropie in den Féllen £ = 1.08 und k£ = 1.9 mit wachsendem n nicht. Die
topologische Entropie gibt an, mit welcher Rate die Anzahl der erlaubten
Symbolfolfgen der Linge n mit n anwéchst. Anders ausgedriickt beschreibt
K, die Rate, mit der die Anzahl der periodischen Orbits mit der Periode
wachst. Aufgrund der einfachen hierarchischen Gliederung erhilt man fiir
k = 1.08 und k£ = 1.9 sofort die exakten Werte Ky = In2 = 0.693147...
bzw. Koy = In4 = 1.386294.... Fiir £ = 1.26 ist die Angabe der topolo-
gischen Entropie dagegen nicht direkt mdoglich. Hier &ndert sich der nume-
risch erzielte Wert fiir die unterschiedlichen n—Niveaus entsprechend. Den
exakten Wert der topologischen Entropie erhilt man aus der Ubergangs-
matrix A (siehe (4.7)). Man betrachtet dazu die n—ten Potenzen A™. Ein
n—periodischer Orbit (Sg-.-8,_1) existiert genau dann, wenn das Produkt
Agosi Agisy - - - As, s As,_1s, den Wert 1 ergibt. Die Summe iiber alle Pro-
dukte dieses Typs liefert somit die Anzahl der n—periodischen Orbits. Diese
Summe ist aber durch die Spur von A" gegeben. Es gilt also:

eXom ~ Sp (A™) (7.44)

4Da, der obere und untere Teil von I' dynamisch verbunden sind, kann man sich nicht
auf eine Phasenraumhiilfte beschrinken. Man miifite einen nicht zusammenhiingenden Teil
des Phasenraumes betrachten, um wesentlich bessere Ergebnisse zu erzielen.
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Fiir groe n wird der Wert von Sp (A™) durch den gréiten Eigenwert von A
dominiert, so daf3 sich Ky aus dem natiirlichen Logarithmus dieses Eigenwer-
tes ergibt. Im Fall & = 1.26 bedeutet dies: Ky = In(1 ++/5) = 1.174359. .. ..
Der numerisch erzielte Wert steht in sehr gutem Einklang mit dem theore-
tischen, was als Bestitigung fiir die Uberlegungen in Kapitel 4 hinsichtlich
der Topologie des Systems angesehen werden kann.

Bevor ich auf die k~Abhé&ngigkeit der thermodynamischen Potentiale eingehe,
diskutiere ich das Phdnomen eines Phaseniiberganges.

7.6.1 Phaseniiberginge

Wesentliche Voraussetzung fiir die expliziten Beziehungen zwischen der frei-
en Energie und den verallgemeinerten Dimensionen und Entropien ist die
Hyperbolizitit. Sie ist fiir die Stetigkeit des bedingt invarianten Mafles und
damit letztlich fiir die Beziehung zwischen Lé&ngenskalen und natiirlichem
Maf verantwortlich. Liegt z. B. ein KAM—Torus vor, so ist das System nicht
mehr hyperbolisch, und diese Beziehung hat i. a. keine Giiltigkeit mehr. Ver-
allgemeinerte Dimensionen und Entropien sind nun nicht mehr auf einfache
Weise aus der freien Energie herzuleiten.

Da die freie Energie geometrische Aspekte der invarianten Menge beschreibt
und da sie im Gegensatz zu den Dimensionen und Entropien vergleichsweise
einfach zu bestimmen ist, spielt sie als charakteristische Grofle jedoch auch im
nichthyperbolischen Fall eine Rolle. Ich diskutiere nun die qualitative Gestalt

von BF(().

Die Kurve, die zur Bestimmung der freien Energie bendtigt wird, sei so
gewahlt, daf sie einen KAM-Torus schneidet. Fiir n — oo geht die Linge
l](-n), die zu dem KAM-Torus gehort, aufgrund des endlichen Durchmessers
des Torus gegen einen von 0 verschiedenen endlichen Wert. Fiir § — oo
wird die Zustandssumme daher durch diese Linge dominiert. Konkret gilt
fiir grole n und g:

Zn(B)
BEB) tn Zn11(B)
()’
In (l(.”“))ﬁ . (7.45)
j
Da das Argument des Logarithmus gegen 1 geht, verschwindet GF(3) fiir
B — oo. Man beachte, daf3 es fiir dieses Ergebnis nicht notwendig ist, dafl
die Langen l](-") gegen einen endlichen Wert konvergieren. Es ist ausreichend,
wenn sie langsamer als exponentiell mit n kleiner werden. Der Einfachheit
halber gehe ich jedoch weiterhin von der Existenz eines KAM-Torus und den
damit verbundenen endlichen Lingen aus.
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| | k=1.08 | k=126 | k=19 |
Entweichrate k 1.29315 1.14 | 1.958276

Hausdorff Dimension D" | 0.343082 | 0.4981 | 0.412802
Topologische Entropie Ky | 0.693147 | 1.1743 | 1.386294
Lyapunov—Exponent A 1.9387 2.25 3.32274

Tabelle 7.5: Charakteristische Groflen des Zwei—-Mulden—Systems.

Weil das Kurvenstiick im Inneren des KAM-Torus fiir alle n die Dimension
1 besitzt, ist die partielle Dimension Dg) der invarianten Menge aufgrund
von (6.8) ebenfalls 1. Aus (7.12) folgt damit, daf die freie Energie fiir § =1
verschwindet. Auf dhnliche Weise, wie in Abschnitt 6.4.4 gezeigt wurde, dafl
f(«) eine konkave Funktion ist (6.32b), 148t sich zeigen, dafl F () monoton
wachsend ist [BecSch93]. Aus dem Verschwinden von SF(f) fiir 3 = 1 und
fiir 5 — oo folgt damit, dal SF(f3) fiir alle § > 1 identisch 0 ist. Aus
diesen Uberlegungen folgt wegen F(1) = k insbesondere das Verschwinden
der Entweichrate (vgl. auch Kapitel 2).

Fiir 8 < 1 ist BF(0) kleiner als 0. Dies folgt daraus, dafi die Hausdorff—
Dimension durch den (-Wert gegeben ist, an dem sich das asymptotische
Verhalten von e #¥®)" gndert [Bre+94].

Man kann dieses Verhalten der freien Energie als Phaseniibergang interpre-
tieren [JenBoh87]. Fiir grofle Werte der inversen Temperatur § dominieren
die groben Strukturen — in diesem Fall die KAM—-Tori — das Verhalten. Fiir
(—Werte kleiner als 1 dominieren pl6tzlich die feineren Strukturen, die durch
den chaotischen Anteil der Dynamik gegeben sind. Man spricht in diesem
Zusammenhang auch von reguldrer und hyperbolischer Phase.

Diese Uberlegungen zur Gestalt der freien Energie sind numerisch schwer
nachzuweisen. Ein Phaseniibergang bildet sich nur im thermodynamischen
Limes n — oo aus [Bre+94]. Mit Hilfe dieser Uberlegungen zur qualitativen
Gestalt der freien Energie im nichthyperbolischen Fall lassen sich aber einige
der folgenden numerischen Resultate erklédren.

7.6.2 k—Abhéingigkeit der thermodynamischen
Potentiale

Um die Abhéngigkeit von k diskutieren zu kénnen, sind in der Tabelle 7.5
noch einmal einige der numerisch bestimmten Gréflen zusammengefafit. Es
sind soviele Dezimalstellen angegeben, wie beim Ubergang vom zweithchsten
betrachteten (nq,n2)-Niveau zum hochsten in den Tabellen 7.3 bzw. 7.4 kon-
stant bleiben.
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Die topologische Entropie wéchst bei Erh6hung von k& monoton. Dies folgt
aus der Diskussion in Kapitel 5. Da bei Erh6hung von k£ nur neue mégliche
Orbits entstehen, aber keine verloren gehen kénnen, kann konsequenterweise
die topologische Entropie nicht kleiner werden.

Das nicht monotone Verhalten der Entweichrate und der Hausdorff~-Dimension
in Abhéngigkeit von k 148t sich aus thermodynamischer Sicht in direkten Zu-
sammenhang mit Phaseniibergéngen bringen.

Fiir das Zwei-Mulden-System wichst im Parameterbereich zwischen k& =
1.14 und k = 1.42 die topologische Entropie von In2 auf In4 (siehe Un-
terabschnitt 5.2.1). Neue Orbits entstehen in Sattel-Zentrum-Bifurkationen.
Insbesondere entstehen dabei stabile Orbits, die fiir das Verschwinden von
BF(B) fiir 8 > 1 sorgen. Da stabile Orbits auf stetige Weise instabil werden
— die Lyapunov-Exponenten bestehender Orbits hingen stetig von k ab —
andert sich unter der Voraussetzung, dafl keine neuen Orbits entstehen, auch
die freie Energie stetig mit k. Anschaulich bedeutet dies, dal SF(3), kurz
nachdem alle Orbits instabil geworden sind, die f—Achse in der Nihe von 1
schneidet und fiir 8 > 1 eine von 0 verschiedene aber sehr kleine Steigung
besitzt. Daraus folgt, dafl die partielle Hausdorff-Dimension D((,l) sehr grof,
d. h. in der Ndhe von 1 ist und dafl die Entweichrate sehr klein ist. Ist eine
weitere k—Anderung mit einem Wachsen der Lyapunov—Exponenten verbun-
den, so wichst die Steigung von SF(3) im Bereich positiver 3F(3)-Werte
weiter an.

Mit Hilfe dieses Szenarios 148t sich nun erkldren, warum die Entweichrate
fiir £ = 1.26 kleiner als z. B. fiir £ = 1.08 ist. Die Ursache liegt in der ver-
gleichsweise “gerade erst gewonnenen Hyperbolizitdt“. Abbildung 7.8 zeigt
die aus den Niveaus n; = 5 und ny = 6 berechneten freien Energien fiir die
Parameterwerte £ = 1.22, £ = 1.24 und k£ = 1.26. Mit den Methoden der
Kapitel 3 und 4 148t sich zeigen, daf} die Systeme zu diesen Parameterwerten
hyperbolisch und zueinander topologisch konjugiert sind, d. h. die Dynamik
ist topologisch dquivalent zur Shift—Abbildung auf dem Folgenraum %% (sie-
he Seite 67). Die Konvergenz der numerischen Werte fiir & = 1.24 ist von
dhnlicher Qualitdt wie die fiir £ = 1.26, fiir £ = 1.22 ist sie schlechter. Die
Konvergenz reicht aber in jedem Fall aus, um das qualitative Verhalten der
freien Energie wiederzugeben. Abbildung 7.8 zeigt fiir positve GF(3)-Werte
das oben angesprochene Wachsen von SF(3) mit k. Ein vergleichbares Ver-
halten der freien Energie tritt immer dann auf, wenn die Falten der instabilen
Mannigfaltigkeit so weit in die Locher zwischen den vertikalen Kurven der
stabilen Mannigfaltigkeit fallen, dafl das System hyperbolisch wird. Solange
keine neuen Orbits entstehen, d. h. solange die topologische Entropie kon-
stant bleibt, wichst dann z. B. die Entweichrate bei 0 beginnend stetig an.
Nach den Ergebnissen in Unterabschnitt 5.2.1 tritt dieses Szenario auf kom-
plizierte Weise in vielen Parameterbereichen auf. Aus diesem Grund héangen
die thermodynamischen Gréflen, die 3—~Werten grofler oder gleich 1 entspre-
chen, in sehr komplexer Weise von k ab.
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Dieses Szenario erkldrt nicht nur die nichtmonotone Abhingigkeit der Ent-
weichrate und der Hausdorff-Dimension von k. Es wird dariiber hinaus deut-
lich, da8 der Lyapunov—Exponent als Ableitung von BF((3) an der Stelle
B =1 (siehe (7.39)) ebenfalls in nichtmonotoner Weise von &k abhingt und
somit das Verhalten beziiglich der exemplarisch gewdhlten Parameterwerte
in Tabelle 7.5 nicht wie im Fall der topologischen Entropie zu verallgemeinern
ist.

3.5 I I I I I I I I I

25 - -

1.5 - -

0.5 - -

-0.5 - -

-1.5 | | | | | | | | |
0 02 04 06 038 1 1.2 14 16 1.8 2

Abbildung 7.8: BF () fiir das Zwei-Mulden—System mit Ry = 1.1. Bezogen
auf den rechten Rand sind von unten nach oben die Funktionen fiir k¥ = 1.22,
1.24 und 1.26 dargestellt.

An dieser Stelle merke ich an, dafl numerische Bestimmungen z. B. der
fraktalen Dimension mit Hilfe von “Box-Counting-Methoden“ wegen der
schlechten Konvergenz in kritischen Parameterbereichen mit einem grofien
Fehler behaftet sind. Sie bediirfen daher einer kritischen Interpretation
[LaiGre94].

Aufgrund der nichtmonotonen Abhéngigkeit erlauben die Angaben der
Hausdorff-Dimension, der Entweichrate und des Lyapunov—Exponenten kei-
ne Riickschliisse auf den zugrunde liegenden k—Wert. In diesem Zusammen-
hang scheint es daher angebracht, statt dieser Gréfien die topologische Entro-
pie zu betrachten, die wegen ihres monotonen Verhaltens Riickschliisse zu-
mindest auf ein k-Intervall zulaft.

Ich diskutiere nun das Spektrum lokaler Lyapunov—Exponenten, das durch
das Energieintervall [Epn, Emez| gegeben ist. Dafiir reicht die Betrachtung
der periodischen Orbits aus. Das ist darauf zuriickzufiihren, dafl die peri-
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| Symbolfolge | k=1.08 | k=1.26 | k=1.9 |
(=<) 1.751063 | 2.5138526 | 3.313300
(=) 2.409670 | 3.0261784 | 3.840933

(<)) 3.224179
(#) 3.087044
(E<%<) 2.136113
=) 2.191629
(=512<) 2.191629
(=) 2.185749

Tabelle 7.6: Lyapunov-Exponenten der fundamentalen Orbits des Zwei—
Mulden—-Systems fiir £ = 1.08 und £ = 1.9.

odischen Orbits in der invarianten Menge dicht liegen und ihre Lyapunov—
Exponenten somit alle im System moglichen Lyapunov-Exponenten beliebig
genau wiedergeben. Betrachtet man die S(E)-Kurven in Abbildung 7.7, so er-
kennt man, dal sowohl S(F,,;,) = 0 als auch S(FE,,,,;) = 0 ist. Das bedeutet,
es gibt unabhéngig von der Periode eine konstante Anzahl von periodischen
Orbits, die den jeweils kleinsten bzw. groiten Lyapunov—-Exponenten besitzen
(vgl. (7.21)). Fiir die aufgefiihrten Parameterwerte lassen sich diese Orbits
direkt angeben. Im Falle £ = 1.08 sind dies der innere und der &uflere Rin-
gorbit, im Falle k = 1.9 der dufilere 8—formige und der dufiere Ringorbit (siehe
Abbildung 4.7). Die numerischen Werte der Lyapunov—Exponenten aller fun-
damentalen Orbits sind in Tabelle 7.6 zusammengefafit. Fiir £ = 1.08 und
k = 1.9 stimmen der minimale und der maximale Lyapunov-Exponent sehr
gut mit den Werten F,,;, und E,,,; aus Abbildung 7.7 iiberein. Fiir £ = 1.26
entspricht der Lyapunov—Exponent des dufleren Ringorbits wiederum FE,,q;.
Der Orbit, der die untere Grenze F,,;, bestimmt, ist jedoch nicht durch einen
fundamentalen Orbit gegeben. Der minimale Lyapunov—Exponent aller peri-
odischen Orbits bis zur Periode 7 ist durch 2.069440 gegeben. Der Orbit ist im
reduzierten System dreiperiodisch und seine Symbolfolge ist ([=<][=>]#>])
(siehe Abbildung 7.9(a)).

Zum Schluf} dieses Abschnitts gehe ich auf den Einflufl von Phaseniibergéngen
auf die S(E)-Funktion ein. Ist ein stabiler Orbit vorhanden, so ist damit
ein lokaler Lyapunov-Exponent 0 verbunden. Als Konsequenz ergibt sich
Epin = 0. Formal folgt dies daraus, dafl die Energie durch die Ableitung von
BF(B) gegeben ist (vgl. (7.22)) und diese fiir 8 > 1 verschwindet. Der Pro-
ze} des “Hyperbolischwerdens® duflert sich dann darin, da§ E,,;, zu grofle-
ren F—Werten verschoben wird. Abbildung 7.10 zeigt die Entropie-Energie—
Funktion fiir £ = 1.22, k = 1.24 und k£ = 1.26. Man erkennt das beschriebene
Verhalten.

Dariiber hinaus ist in Abbildung 7.10 festzustellen, daf} E,,;, in viel stirkerem
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(a)

Abbildung 7.9:
Die Orbits (a) (E<=517>) und (b) (EI=SIAT=SIAI=175) im
Zwei-Mulden—System mit Ry = 1.1 und k£ = 1.26.

Abbildung 7.10: S(E) fiir das Zwei-Mulden—System mit Ry = 1.1. Von links
nach rechts gehoren die Kurven zu den Parametern £ = 1.22, 1.24 und 1.26.

Mafe von k abhéngt als E,,,,. In den Kapiteln 3, 4 und 5 wurde gezeigt, daf}
es ein ganzes k—Intervall gibt, in dem das System topologisch konjugiert zur
Shift—Abbildung auf dem Folgenraum X% ist (siehe (4.7)). Die Parameter-
werte £ = 1.22, 1.24 und 1.26 liegen sdmtlich in diesem Intervall. Fiir diesen
Parameterbereich ist FE,,,, durch den Lyapunov—-Exponenten des &dufleren
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Ringorbits gegeben. Der Orbit, der fiir E,,;, verantwortlich ist, ist im Ge-
gensatz dazu abhingig von k. So ist z. B. im Gegensatz zu k£ = 1.24 und
k = 1.26 fiir £ = 1.22 die minimale Energie E,,;, nicht durch den Lyapunov-
Exponenten von ([=<][=>][#>]), sondern durch den Lyapunov—Exponenten
von ([=<][=>][#>][=>][#>]) gegeben. Geht man in dem relevanten k—Intervall
zu kleineren k—Werten iiber, so scheinen sukzessive die h6herperiodischen Or-
bits des Typs ([=<][=>][#>][=>][#>]...[=>][#>]) fiir den kleinsten Lyapunov—
Exponenten verantwortlich zu sein (siehe Abbildung 7.9). Ein &hnliches Ver-
halten ist fiir die k—Intervalle, die ¥ = 1.08 und k£ = 1.9 enthalten, fest-
zustellen. In analoger Weise liefern dort die Orbits des Typs (>5<< ... <)
bzw. ([#<]|[#>][#>]...[#>]) bei kleiner werdenden k—Werten den kleinsten
Lyapunov—Exponenten (sieche Abbildung 7.11). Ich kann diese Behauptun-
gen nicht formal beweisen, die Numerik legt ihre Giiltigkeit jedoch nahe.

(a) (b)

Abbildung 7.11:
Die Orbits (a) (><<<<<<<) und (b) ([A<IAE>E>E>A>]A>]) im
Zwei-Mulden—System mit Ry = 1.1 und k£ = 1.08 bzw. k£ = 1.9.

7.7 Marginale Stabilitit — ein Ausblick

Die bisherigen Ergebnisse bezogen sich auf Energien oberhalb der Orbiting-
schwelle. Liegt die Energie unterhalb der Orbitingschwelle, so st68t man im
Hinblick auf die Bestimmung von Zustandssummen auf Probleme. Thema
dieses Abschnitts ist die Darstellung dieser Probleme und die Erérterung
von Vorschldgen zu ihrer Losung.

Liegt die Energie unterhalb der Orbitingschwelle, so gibt es bereits auf dem
Niveau n = 1 unendlich viele Kurvenstiicke (siehe Abbildungen 2.6 und 4.5).
Aufgrund der endlichen Genauigkeit konnen nicht alle numerisch bestimmt
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werden. Eine Losung dieses Problems ist in der Wahl einer anderen Schnitt-
fliche zu finden. Wie in Abschnitt 1.2 und Abschnitt 4.7 diskutiert, ist im
Fall von Orbiting im Inneren einer Potentialmulde eine gebundene Bewe-
gung moglich. Die in dieser Arbeit eingefiihrte Abbildung F' beriicksichtigt
die lokalisierte Bewegung im Inneren einer Mulde nicht. Eine Schnittfliche,
die auch diese Bewegung beriicksichtigt und mit deren Hilfe die vollstdndige
Dynamik des N-Mulden—Systems im Fall von Orbiting beschrieben werden
kann, ist z. B. nach Symmetriereduzierung durch die Fliche x = Ry gege-
ben. Die dazugehorige Poincaré—Abbildung ist in kanonischer Weise auf der
Ebene, die durch die y—Koordinate und den Impuls in y—Richtung gegeben
ist, definiert. Jedesmal, wenn die Fldche z = Ry von einer Trajektorie mit
positivem Impuls in z—Richtung durchstoflen wird, gibt dies Anlaf zu einem
Trajektorienpunkt der Poincaré—Abbildung. Im Phasenportrit dieser Abbil-
dung sind dann die zur stabilen Bewegung gehorenden invarianten Linien
sichtbar. Man beachte, dafl aufgrund der stabilen Bereiche keine Symboli-
sche Dynamik im Sinne von Kapitel 4 existiert.

Eine bemerkenswerte Situation tritt auf, wenn die Energie gleich der kriti-
schen Orbitingenergie ist. Im Inneren der Potentialmulde entsteht dann durch
eine Sattel-Zentrum-Bifurkation ein periodischer Kreisorbit, dessen Eigen-
werte den Betrag 1 haben, der also marginal stabil ist. Die topologische Si-
tuation in I ist vergleichbar mit der fiir eine Energie unterhalb der Orbiting-
schwelle. Fiir die kritische Orbitingenergie hat der Nenner im Integranden von
(1.2) statt einer doppelten eine dreifache Nullstelle. Die Singularitit ist daher
nicht logarithmischer Natur. In der Ndhe des Orbitingdrehimpulses verhilt
sich die Ablenkfunktion ©(1) wie |l —lons|~*/2. Im Hinblick auf die Topologie
der Abbildung hat dies keine Auswirkungen, und eine identische Diskussion
wie in Abschnitt 4.4 ist moglich. Insbesondere ist die Abbildung F auf A
topologisch konjugiert zu der in Abschnitt 4.4 eingefiihrten Shift—Abbildung
auf dem Folgenraum (4.12). Im Gegensatz zum Falle einer Energie unterhalb
der Orbitingschwelle gibt es hier mit dem Orbitingorbit nur einen Orbit, der
durch keine Symbolfolge beschrieben werden kann. Im Sinne des Beschnei-
dens eines Symbolbaumes ist hier der Orbitingorbit “herausgeschnitten®.
Dies wird nun anhand des Zwei-Mulden— Systems n&her erldutert. Fiir das
Zwei-Mulden—System erh&lt man in der Schnittfliche x = R, neben den
vier zu den Ringorbits und 8-férmigen Orbits geh6renden Fixpunkten einen
weiteren Fixpunkt, der dem Kreisorbit entspricht. Nach der Diskussion in Ka-
pitel 4 148t sich jeder Orbit des Zwei-Mulden—Systems aus diesen fiinf funda-
mentalen Orbits zusammensetzen. Ordnet man dem Kreisorbit das Symbol
K zu, so 148t sich der Zusammenhang mit der in Kapitel 4 eingefiihrten
Symbolischen Dynamik auf einfache Weise formulieren. Ein Symbol [+ > m]
entspricht z. B. der aus m + 1 Gliedern bestehenden endlichen Symbolfol-
ge, die sich aus [+ >] gefolgt von m Symbolen K zusammensetzt. Da nun
umgekehrt jeder bi-infiniten Symbolfolge aus den neuen Symbolen eine Sy-
stemtrajektorie entspricht, was wiederum aus der Diskussion in Abschnitt
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4.4 folgt, vermute ich, dafl das System topologisch konjugiert zu einer Shift—
Abbildung auf einem Folgenraum mit 5 Symbolen ist.

Im Falle der kritischen Orbitingenergie stellt sich in diesem Zusammenhang
natiirlich die Frage, welchen Vorteil die Abbildung F' verglichen mit der Ab-
bildung in der Fliche z = R, bietet. Der wesentliche Vorteil ist sicher da-
durch gegeben, dafl man die explizite formale Gestalt der Abbildung angeben
kann. Nur deshalb lassen sich analytische Ergebnisse z. B. im Hinblick auf
die Hyperbolizitdt erzielen. Die Abbildung in der Fliche x = R, 148t sich
im Gegensatz dazu nur numerisch bestimmen. Ein anderer bemerkenswerter
Aspekt besteht darin, dal die Wahl der Schnittfliche fiir ' den hyperboli-
schen Teil der Dynamik von dem nichthyperbolischen trennt. Der einzige Or-
bit der nicht hyperbolisch ist, ist ndmlich der marginal stabile Orbitingorbit.
Genau dieser findet in I" keine Beriicksichtigung. Die Abbildung F' beschreibt
ausschlielich den hyperbolischen Anteil. Im Hinblick auf das oben erwdhnte
Beschneiden des Symbolbaumes entspricht dies dem Herausschneiden aller
Symbolfolgen, die eine unendlich lange Teilfolge bestehend aus Symbolen K
enthalten. Wie in Abschnitt 4.4 erértert, fiihrt dies zu einer Symbolische
Dynamik mit unendlich vielen Symbolen.

Die Moglichkeit, reguldre und hyperbolische Phase zu trennen, konnte be-
deutsam dafiir sein, den Zusammenhang zwischen Spinketten und Symbo-
lischer Dynamik im Fall von Phaseniibergingen n&her zu untersuchen. Es
wurde schon erwihnt, dafl die Topologie der Abbildung F fiir die kritische
Orbitingenergie dquivalent ist mit der fiir eine Energie unterhalb der Or-
bitingschwelle. Es gibt aber einen wesentlichen Unterschied. Das Skalenver-
halten der Breite der Streifen in A, die in die Nihe von I’ = [p,; abge-
bildet werden (vgl. Abbildung 4.5), ist anders. Liegt die Energie unterhalb
der Orbitingschwelle, so nimmt die Breite der Streifen nach einem Expo-
nentialgesetz ab, was auf die logarithmische Singularitdt der Ablenkfunktion
zuriickzufiihren ist. Ist die Energie jedoch gleich der kritischen Orbitingener-
gie, so nimmt die Breite aufgrund der |I — lo,5|~'/?>~Singularitit nach ei-
nem algebraischen Gesetz ab. Nach der Diskussion in Unterabschnitt 7.6.1
ist also ein Phaseniibergang moglich. Aus der Thermodynamik ist bekannt,
dal Phaseniiberginge in eindimensionalen Spinketten nur dann auftreten
konnen, wenn die Spins unendlich viele Zustdnde annehmen kénnen oder
wenn die Wechselwirkung zwischen den Spins eine lange Reichweite besitzt.
Wie erortert, hingt in dem Mulden—System das dazugehorende Spin—System
wesentlich von der Wahl der Poincaré-Ebene ab. Das “Herausschneiden“ des
Orbitingorbits fiihrt zu unendlich vielen Symbolen und damit zu Spins mit
unendlich vielen Zustédnden. Beriicksichtigt man hingegen den Orbitingorbit,
so erhdlt man ein endliches Alphabet und entsprechend endlich viele Spin-
zustdnde. Die Wahrscheinlichkeit, dafl auf eine endliche Folge von Symbolen
K ein weiteres Symbol K folgt, scheint jedoch nicht exponentiell sondern
algebraisch abzufallen. Nach der Interpretation in Abschnitt 7.1.2 entspricht
dies auf der Seite der Spinkette einer langreichweitigen Wechselwirkung. In
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jedem Fall ist also ein Phaseniibergang moglich. Dieser skizzierte Zusammen-
hang ist meiner Ansicht nach Anlafl genug, das Mulden—System zur Grund-
lage weiterer Untersuchungen zu machen.

7.8 Die dynamische Zeta—Funktion

In diesem Abschnitt stelle ich eine weitere Methode zur Bestimmung der
freien Energie vor. Diese Methode ist allgemein in [Art+90a, Art+90b] dar-
gestellt. Ich beschranke mich hier auf den fiir diese Arbeit relvanten Fall eines
Hamilton—Systems mit zwei Freiheitsgraden. Die Grundlage der Theorie wird
durch die periodischen Orbits gebildet. Man fafit eine chaotische Bewegung
auf als ein zufilliges “Springen“ zwischen periodischen Orbits. Dies ist inso-
fern gerechtfertigt, als in einem chaotischen System die periodischen Orbits
dicht liegen. Jeweils fiir endliche Zeiten verfolgt eine allgemeine Trajektorie
in der invarianten Menge bestimmte periodische Orbits. So lassen sich aus
der Kenntnis der periodischen Bewegung die charakteristischen Groflen des
dynamischen Systems bestimmen.

In dem Schnitt K:ﬂxii liegt nach der Diskussion in den Kapiteln 3 und 4 ein
n—periodischer Orbit, der durch die zu ¢ gehérende Symbolfolge beschrieben
wird. Die Breite von K: ist nach der Diskussion in Abschnitt 7.3 proportional
zu e %", wobei )\; der Lyapunov-Exponent des n-—periodischen Orbits ist:

~ e N, (7.46)

Da der Phasenraum kompakt ist, sind die Proportionalititskonstanten fiir
alle 7 und n beschrankt. Aufgrund des Prinzips der beschriankten Variation
folgt deshalb mit (7.8):

Z,(B) = Y e Pin e AT (7.47)

i=1

Fiir die weitere Untersuchung der Zustandssumme ist eine detailliertere Klas-
sifizierung der periodischen Orbits erforderlich. Ein n—periodischer Punkt ist
auch mn—periodisch, m € N. Dies motiviert die Definition irreduzibler Or-
bits.

Ein periodischer Orbit heiflt irreduzibel oder prim, wenn er nur einmal durch-
laufen wird. Seine Symbolfolge 148t sich nicht aus kiirzeren, sich wieder-
holenden endlichen Symbolfolgen zusammensetzen. So ist z. B. der vier—
periodische Orbit (3551518p) irreduzibel, der vier—periodische Orbit (55515057)
= (3081) dagegen nicht. Die Linge des irreduziblen Blockes eines irreduziblen
Orbits wird auch als topologische Linge bezeichnet.

Ziel ist es jetzt, Teile der Summe in (7.47) so aufzusummieren, daf} letztlich
nur eine Summe iiber irreduzible Orbits {ibrigbleibt.
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7.8.1 Die Fugazititsentwicklung

Man betrachtet zu diesem Zweck die aus der Thermodynamik bekannte Fu-
gazitdtsentwicklung. Mit der Fugazitdt z erhdlt man die groflkanonische Zu-
standssumme Z9(z, 3) aus der kanonischen® [Fei87]:

Z9(z,08) = i 2"Zn(B) - (7.48)

Bei vorgegebenem (3 konvergiert die Summe (7.48) fiir z < e8F) fiir z >
ePFB) divergiert sie. Die freie Energie ergibt sich somit aus dem kleinsten
positiven z, fiir das die Summe (7.48) divergiert.

Man nutzt nun eine grundlegende Eigenschaft periodischer Orbits aus: Die
Stabilitit, d. h. hier e=*", ist iiberall entlang des Orbits gleich. Dies folgt
direkt aus der Kettenregel. Ein irreduzibler Orbit p der Periode n, besteht aus
n, periodischen Punkten. Er trégt also n, identische Summanden zur Summe
(7.47) bzw. (7.48) bei. Da ein n,-periodischer Orbit, der r—mal durchlaufen
wird, den Beitrag e *#"¢" liefert, 158t sich die grofkanonische Zustandssumme
wie folgt schreiben:

oo W(n)

Z9(z,8) = Z Z e PN

n=1 =1
00

= > n Y, (z””e’ﬁ)“’””)r . (7.49)
p r=1

Der Index p durchlduft dabei alle verschiedenen irreduziblen periodischen

Orbits; es wird dabei nur ein Vertreter jeder zyklischen Permutationsklasse

der Ordnung n, betrachtet. Durch Aufsummieren der geometrischen Reihe

erhdlt man: i

79(2,8) = Y T2 (7.50)
p

Der Faktor n,z" legt es nun nahe, den Summenausdruck als eine Ableitung

zu schreiben:

1 — zm» e_ﬂ)\pnp

d
— np ,—BApnp
Z%(z,8) = —z Ep In (1 — Z"Pe ) . (7.51)

Mit Hilfe des unendlichen Produktes:

L — _ Z”Pe*ﬂ)‘zonp
OB 1;[ (1 ) (7.52)

148t sich die groflkanonische Zustandssumme dann als logarithmische Ablei-

tung darstellen:

d 1

5Ich betrachte die groBkanonische Zustandssumme hier als Funktion der Fugazitsit und
nicht, wie in der Thermodynamik {iblich, als Funktion des chemischen Potentials.
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Dies ist ein Beispiel fiir eine sogenannte dynamische Zeta—Funktion [Rue78].
Der Name beruht auf der rein formalen Ahnlichkeit mit der Eulerschen
Produkt—Darstellung der Riemannschen Zeta—Funktion.

Die Frage nach der freien Energie ist nun dquivalent zur Suche nach der klein-
sten positiven Nullstelle von 1/{(z). Wie im nichsten Unterabschnitt gezeigt
wird, besteht der Vorteil dieses Vorgehens darin, dafl die Beriicksichtigung
einiger weniger kurzer irreduzibler Orbits schon sehr gute Ergebnisse liefert.
Dies liegt daran, daf} in die Zeta—Funktion eine Teilsummation iiber beliebig
lange Trajektorien eingeht. Ein irreduzibler Orbit ist zwar von endlicher Pe-
riode, aber von unendlicher Lange. In der dynamischen Zeta—Funktion wird
jeder irreduzible Orbit mit allen wiederholten Durchldufen beriicksichtigt.

7.8.2 Entwicklung nach irreduziblen Orbits

Fiir die Bestimmung der freien Energie sind die Stellen z zu untersuchen,
an denen das Produkt (7.52) verschwindet. Ein unendliches Produkt ist nun
nicht genau dann 0, wenn einer der Faktoren 0 ist. Die Betrachtung von
Nullstellen einzelner Faktoren liefert nicht die kleinste positive Nullstelle und
fiihrt zu falschen Ergebnissen [Art+90a]. Eine Approximation durch Beriick-
sichtigung nur endlich vieler Faktoren in dem Produkt (7.52) ist daher nicht
geeignet. Man fiihrt stattdessen eine formale Entwicklung in eine Potenzreihe
durch. Mit ¢, = e™#*" ergibt sich:

1 . . )
—C(Z) = H (1—2"t,) =1~ Z ettty i > (7.54)
p P1,P25---,Pk
wobei
bprtpate o = (_1)k+1tp1tpz N (7.55)

definiert wurde. Die Gewichte t,,:,,+. +p, gehoren zu sogenannten Pseudo—
Orbits, die dadurch gegeben sind, daf} die verschiedenen irreduziblen Orbits
p1, p2 bis pi nacheinander durchlaufen werden. Da der Pseudo—Orbit p; +ps+
...+ pi ein vergleichbares Gewicht liefert wie der Orbit pps ... p, spricht
man auch davon, dal der Pseudo—Orbit den echten Orbit “beschattet*.

Fiir geniigend kleine z konvergiert die rechte Seite von (7.54). Die entschei-
dende Idee ist es nun, die Summe nach Potenzen der Fugazitdt zu ordnen
[Cvi88]. Dies fiihrt zu einer Umgruppierung der Terme in fundamentale Bei-
trage und Krimmungskorrekturen:

1 ny S
@:1—2;2 ts Zn:n : (7.56)

Dies wird am einfachsten am Beispiel einer vollstdndigen Symbolischen Dy-
namik mit einem bindren Alphabet deutlich. Kennzeichnet man einen Orbit
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durch seinen irreduziblen Symbolblock, so ergibt sich mit den Symbolen a, b:
L4 ty — 2ty — 22 (tap — tats)

—— =1 — 2ty — 2ty — 2°(tap — taty) —
() e

— z3((tabb — tabtb) —+ (tbab — tbatb)) . . (757)

Die einzigen periodischen Orbits, die nicht durch andere beschattet werden
kénnen, sind durch die Symbole a und b gegeben. Sie bilden die fundamen-
talen Orbits. Wie in Abschnitt 4.6 diskutiert, bilden sie das topologische
“Skelett” der Dynamik. Alle weiteren periodischen Orbits lassen sich durch
Pseudo-Orbits beschatten. Fafit man sie geeignet zu Gruppen zusammen
(wie in (7.57)), so ist fiir jede Potenz von z die Anzahl der Gewichte mit
positivem Vorzeichen gleich der Anzahl der Gewichte mit negativem Vorzei-
chen. Da die Gewichte eines irreduziblen Orbits und eines ihn beschattenden
Pseudo—Orbits ndherungsweise gleich sind, sind die Kriimmungskorrekturen
klein. Die Entwicklung (7.56) wird auch als Entwicklung nach periodischen
Orbits bezeichnet.

Eine Beschrinkung auf den fundamentalen Anteil entspricht auf den Men-
gen der Zerlegung, die die Symbolische Dynamik definieren, einer linearen
Approximation der Abbildung. Die Kriimmungskorrekturen korrespondieren
stiickweise linearen Approximationen auf feiner werdenden Zerlegungen. Je
mehr Orbits beriicksichtigt werden, desto feiner wird die Zerlegung, desto
besser wird der Phasenraum “abgetastet”, und entsprechend besser ist die
Approximation.

In diesem Zusammenhang 148t sich nun der Vorteil des reduzierten Systems
erklaren. Sowohl im reduzierten als auch im nichtreduzierten System ist z. B.
das Zwei-Mulden—System fiir geeignete Parametertwerte topologisch konju-
giert zu einer Shift—Abbildung auf einem Folgenraum mit vier Symbolen. Es
gibt also in beiden Féllen eine identische Anzahl irreduzibler periodischer
Orbits zu einer vorgegebenen Periode. Im nichtreduzierten System ist das
Phasenraumvolumen jedoch doppelt so grofl wie im reduzierten System. Aus
diesem Grund ist die Dichte der periodischen Punkte im erstgenannten Fall
kleiner als im letztgenannten. Symmetriereduzierung fiihrt somit bei gleicher
Anzahl von periodischen Punkten zu einer feineren Abtastung des Phasen-
raumes und entsprechend zu einer besseren Approximation. Fiir eine allge-
meine Darstellung des Zusammenhanges zwischen diskreten Symmetrien und
dynamischen Zeta—Funktionen verweise ich auf [CviEck93].

Eine wesentliche Voraussetzung fiir die Anwendung der Theorie ist die genaue
Kenntnis der Topologie des Systems. Nur so lassen sich die periodischen Or-
bits hierarchisch gliedern. Diese Voraussetzung ist durch die Ergebnisse aus
den Kapiteln 3 und 4 erfiillt. Fiir die Bestimmung der freien Energie mit Hilfe
der dynamischen Zeta—Funktion fehlt noch die Kenntnis der Stabilitat der
periodischen Orbits, d. h. im wesentlichen die Kenntnis der Anfangsbedin-
gungen der periodischen Orbits. Symmetrische periodische Orbits lassen sich
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mit Hilfe von Symmetrielinien bestimmen (siehe Anhang C). Da jedoch nicht
alle Orbits symmetrisch sind, ist ein allgemeineres Verfahren erforderlich.

7.8.3 Numerische Methode zur Bestimmung
periodischer Orbits

In diesem Unterabschnitt stelle ich eine Methode zur Bestimmung periodi-
scher Orbits vor. Voraussetzung fiir die Anwendbarkeit dieser Methode ist
die Kenntnis der Symbolischen Dynamik. Die Methode liefert dann fiir eine
vorgegebene periodische Symbolfolge die Anfangsbedingung des periodischen
Orbits in A.

Das Verfahren basiert auf dem sogenannten PIM-Algorithmus (PIM: pro-
per interior maximum) [NusYor89|, den ich zunichst vorstelle. Der PIM—
Algorithmus erlaubt die Bestimmung sehr langer chaotischer Transienten.
Man betrachtet dazu eine Strecke in I', die die stabile Mannigfaltigkeit von
A schneidet. Nach der Wahl einer Anzahl gleichmifig verteilter Anfangsbe-
dingungen auf dieser Strecke mifit man die Lebensdauern der dazu gehorigen
Orbits. Nach Konstruktion liegt ein Teil der stabilen Mannigfaltigkeit von A
zwischen den beiden Anfangsbedingungen, die die Anfangsbedingung zu der
grofiten Lebensdauer einrahmen. Durch diese beiden Anfangsbedingungen
wird eine neue Strecke definiert, fiir das die beschriebene Prozedur wieder-
holt wird. So gelangt man sukzessive zu immer kiirzeren Strecken, die im
Inneren eine Anfangsbedingung auf der stabilen Mannigfaltigkeit von A ent-
halten. Unterschreitet die Lénge eines solchen Intervalls einen vorgegebenen
Wert € < 1, so beendet man das Verfeinerungsverfahren. Man betrachtet
dann die Endpunkte der resultierenden Strecke unter der Iteration der Ab-
bildung F'. Die Bildpunkte n&hern sich der invarianten Menge entlang der
stabilen Mannigfaltigkeit an, gleichzeitig entfernen sie sich entlang der insta-
bilen Mannigfaltigkeit. Wenn der Abstand zwischen den beiden Trajektorien
einen weiteren vorgegebenen Wert 1 > € > € iiberschreitet, bricht man die
Iteration ab. Man erhélt so zwei Punkte, die wieder eine Strecke definie-
ren, die einen Teil der stabilen Mannigfaltigkeit von A schneidet. Wieder-
holte Durchfiihrung dieses Verfahrens von Verfeinerung und anschliefender
Iteration unter F' liefert dann eine Reihe von Strecken, die alle in einer €'-
Umgebung der stabilen Mannigfaltigkeit von A liegen und sich entlang der
stabilen Mannigfaltigkeit A anndhern. Nach einer bestimmten Anzahl von
Iterationen liegen die Strecken dann auch in einer ¢-Umgebung der inva-
rianten Menge. Die Punkte im Inneren dieser Strecken liefern dann einen
approximativen, langlebigen Orbit der invarianten Menge.

Eine Modifikation des PIM—-Algorithmus liefert eine effiziente Methode zur
Bestimmung periodischer Orbits. Man nutzt dabei aus, daf§ die Abbildung
zwischen A und dem dazugehérigen Folgenraum ein Homéomorphismus ist.
Aufgrund der Stetigkeit entsprechen Punkte im Folgenraum, die beziiglich
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der dort vorgegebenen Metrik einen kleinen Abstand haben, Punkten in A,
deren Abstand beziiglich der dort gegebenen Metrik klein ist.

Bei Vorgabe einer n—periodischen Symbolfolge, deren irreduzibler periodi-
scher Block durch s = (s¢s1 ... s, 1) gegeben ist, soll nun eine dazu gehérende
Anfangsbedingung in A bestimmt werden. Im Gegensatz zur iiblichen PIM-
Methode, wo Strecken betrachtet werden, die beliebige der iiberabzahlbar
vielen vertikalen Kurven aus A% schneiden, geht es nun darum, Intervalle
zu bestimmen, die bestimmte vertikale Kurven schneiden, ndmlich die stabi-
le Mannigfaltigkeit der s entsprechenden Trajektorie. Zu diesem Zweck be-
rechnet man bei der Verfeinerungsprozedur nicht die Anfangsbedingung, die
zur maximalen Lebensdauer gehoért, sondern die Anfangsbedingung, deren
Trajektorie sich am lédngsten in der Ndhe des gesuchten periodischen Orbits
aufhilt. Konkret bestimmt man dazu von jeder Trajektorie die Symbolfolge
und vergleicht diese mit der Symbolfolge des periodischen Orbits. Es wird
dann diejenige Folge ausgewihlt, die den l&ngsten Symbolblock aufweist, der
mit einem Symbolblock des periodischen Orbits iibereinstimmt. Dieses Aus-
wahlkriterium zugrundelegend, fiihrt man eine Anzahl von Verfeinerungspro-
zeduren mit anschlieffender Iteration von Intervallendpunkten durch. Nach
einer gewissen Anzahl von Iterationen ergibt sich dann eine Strecke von An-
fangsbedingungen, die allesamt zu Symbolfolgen gehoéren, die mit einem be-
stimmten endlichen Block (s, 51 1ymod n - - -)» @ € {0,1,...,n—1}, beginnen®.
Je langer dieser Block ist, desto ndher liegt die Trajektorie am gesuchten Or-
bit. Weitere Verfeinerung in Verbindung mit der Iteration von Intervallend-
punkten ergibt Punkte w, die sich immer mehr einem Punkt des gesuchten pe-
riodischen Orbits anndhern. Aufgrund der endlichen Rechengenauigkeit kann
diese Anndherung nicht ad infinitum fortgesetzt werden. Eine Abbruchbedin-
gung, die sich in der Praxis als giinstig erwiesen hat, ist durch ein Minimum
im Abstand |F™(w) — w| gegeben.

Dieses Verfahren liefert bei vorgegebener Symbolfolge die entsprechende An-
fangsbedingung. Die zugrunde liegende Idee 148t sich wie folgt zusammenfas-
sen: Mit Hilfe der Symbolischen Dynamik lokalisiert man zuné&chst die stabile
Mannigfaltigkeit des gesuchten Orbits und bewegt sich dann entlang dieser
Mannigfaltigkeit auf den gesuchten Orbit zu.

7.9 Bestimmung der Entweichrate mit Hilfe
der Zeta—Funktion

Mit Hilfe der oben beschriebenen Methode wurden fiir das Zwei—-Mulden—
System alle irreduziblen Orbits bis zu einer bestimmten Periode ermittelt.

6Die GroBle € muf} dafiir natiirlich sehr viel kleiner gew#hlt werden als der kleinste
Durchmesser aller Mengen aus der erzeugenden Zerlegung.
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maximale k=1.08 k=1.26 k=1.9
Periode | m | K m | K m | K

1 2 | 1.333951 2 (2.044411) 4 1.942853
2 3 | 1.262896 | 7 1.196390 10 | 1.957972
3 5 | 1.299745 | 17 1.154873 30 | 1.955781
4 8 | 1.292208 | 42 1.145666 90 | 1.955790
5 14 | 1.292979 | 112 | 1.144062 | 294 | 1.955790
6 23 1 1.292933 | 297 | 1.144052
7 41 | 1.292937
8 71 | 1.292937

Tabelle 7.7: Entweichrate aus der dynamischen Zeta-Funktion fiir verschie-
dene maximale Perioden und k—Werte.

Einsetzen der jeweiligen Stabilitit dieser Orbits in die Zeta—Funktion (7.56)
und Bestimmung der kleinsten positiven Nullstelle liefert dann SF(g3).

Fiir die Parameterwerte £ = 1.08, k¥ = 1.26 und 1.9 ergibt sich eine sehr
schnelle Konvergenz der Ergebnisse. Die graphische Darstellung der Funktion
BF(B) zeigt dariiber hinaus keine Unterschiede verglichen mit den Ergebnis-
sen, die mit Hilfe der Lingenmessung ermittelt wurden. Aus diesem Grund
verzichte ich auf Abbildungen der thermodynamischen Potentiale, deren Be-
rechnung auf der Entwicklung nach periodischen Orbits beruht. Die genauere
Betrachtung der numerischen Werte fordert jedoch Unterschiede zutage. In
der Tabelle 7.7 sind die numerisch erzielten Werte fiir die Entweichrate darge-
stellt. Die erste Spalte gibt die maximale Periode der periodischen Orbits an,
die fiir die Entwicklung nach periodischen Orbits beriicksichtigt wurde. Fiir
die betrachteten Parameterwerte ist neben der Entweichrate x die Anzahl m
aller irreduziblen periodischen Orbits angegeben, die bei vorgegebener ma-
ximaler Periode existieren. Wie oben schon erwéhnt, ist in allen Féllen eine
schnelle Konvergenz festzustellen. Fiir & = 1.26 ist der Wert zur Periode 1
eingeklammert, da erst nach der Periode 2 alle fundamentalen Orbits beriick-
sichtigt und somit erst dann gute Ndherungen zu erwarten sind.

Der Vergleich mit den Werten in Tabelle 7.5 zeigt geringfiigige Unterschie-
de. Die Abweichungen sind maximal von der Gréfenordnung 1073. Trotz
intensiver Bemiihungen kann ich diese Abweichungen nicht erkldren. Zum
Testen der entwickelten Programme habe ich Entweichraten fiir das System
aus drei harte Scheiben mit beiden vorgestellten Methoden bestimmt und
mit Ergebnissen in der Literatur verglichen. In [KovTé190] ist die Entweich-
rate mit Hilfe der Lingenmessung und in [CviEck89] — bei einem anderen
Scheibenabstand — mit Hilfe der Entwicklung nach periodischen Orbits er-
mittelt worden. Die Resultate konnten mit den entsprechenden Methoden
jeweils in allen relevanten Stellen reproduziert werden. Bestimmt man die
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Entweichrate fiir den Scheibenabstand, den KovAcs und TEL in [KovTé190]
gewdhlt haben, durch die Entwicklung nach periodischen Orbits, so ergibt
sich ebenfalls eine Diskrepanz. Die Abweichung ist jedoch von der Gréfien-
ordnung 1075 und damit wesentlich kleiner als die im Zwei—-Mulden—System
festgestellte. CvVITANOVIC und ECKHARDT haben in [CviEck89] keine Dis-
kretisierung der Verzogerungszeit vorgenommen (siehe Abschnitt 2.1). In die
Zeta—Funktion geht in diesem Fall nicht nur die Stabilitét eines periodischen
Orbits ein, sondern auch die Zeit, die fiir einen Umlauf benétigt wird. Um
mit der Methode der Messung von Lingen das Ergebnis zu verifizieren, ist
die mittlere Zeit erforderlich, die zwischen zwei aufeinander folgenden Stofen
an den Scheiben vergeht. Da mir keine alternative Methode bekannt ist, diese
Zeit mit der geforderten Genauigkeit von mindestens 6 Dezimalstelle zu be-
stimmen, kann ich hier keine fiir einen Vergleich beider Verfahren geeignete
Daten angeben.



Schlufl

In dieser Arbeit ist mit den Mulden—Systemen eine Klasse von Hamilton—
Systemen mit zwei Freiheitsgraden der Bewegung vorgestellt worden. Die
Potentiale dieser Systeme setzen sich aus rein attraktiven Zentralpotentialen
zusammen. Bei Kenntnis der Streuung an einem dieser Zentralpotentiale,
d. h. bei Kenntnis der zugehoérigen Ablenkfunktion, kann man fiir Energien
grofler als 0 explizit eine Poincaré—Abbildung angeben, die die Dynamik des
Systems beschreibt.

In Zusammenhang mit der Streuung an einem rein attraktiven Zentralpo-
tential wurde fiir Energien oberhalb und unterhalb der Orbitingschwelle je-
weils eine Modellablenkfunktion eingefiihrt. Diese Ablenkfunktionen wurden
so gewahlt, dafl sie einerseits eine einfache formale Gestalt besitzen, ande-
rerseits im Hinblick auf die Dynamik im Mulden-System alle wesentlichen
Aspekte beriicksichtigen. Fiir die Ablenkfunktion, die die Streuung im Falle
von Energien oberhalb der Orbitingschwelle modelliert, konnte mit Metho-
den der klassischen Streutheorie das inverse Streuproblem gelost werden. Das
resultierende Zentralpotential ist stetig differenzierbar. Das Mulden-System
stellt in diesem Fall ein Hamilton—System mit einer C'~Hamilton—Funktion
dar, fiir das eine Poincaré—Abbildung in analytischer Form angegeben werden
kann.

Einen zentralen Punkt dieser Arbeit bildete die Untersuchung der Hyperbo-
lizitdt. Es konnte auf analytischem Wege ein Kriterium hergeleitet werden,
das die Hyperbolizitit des Mulden—-Systems impliziert. Wesentliche Grund-
lage des Beweises ist die Konstruktion eines unter der linearisierten Dynamik
invarianten Kegelfeldes. Das Kriterium konnte so allgemein formuliert wer-
den, daf} lediglich die Ablenkfunktion eingeht. Dadurch ist es auch in Féllen
anwendbar, in denen die Zentralpotentiale nicht rein attraktiv sind. Die vor-
gestellte Beweistechnik ist dariiber hinaus auf andere Systeme iibertragbar.
Als Beispiel habe ich mit ihrer Hilfe ein Kriterium fiir die Hyperbolizitit des
Troll-Smilanski-Modells hergeleitet (siehe Anhang B).

Unter der Voraussetzung der Hyperbolizitét ist es moglich, eine vollstdndige
Symbolische Dynamik einzufiihren. Fiir ausgewahlte Parameterwerte konnte
eine solche vollstdndige Symbolische Dynamik explizit angegeben werden. Es
wurde gezeigt, wie nichttriviale Grammatikregeln auftreten kénnen. Anhand
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des Orbiting-Modells ist dariiber hinaus erdrtert worden, wie Phasenraum-
bereiche mit reguldrer Bewegung eine Symbolische Dynamik mit unendlich
vielen Symbolen implizieren.

Ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der zusammenfassenden Dar-
stellung thermodynamischer Konzepte zur Beschreibung dynamischer Syste-
me. Die Thermodynamik chaotischer Systeme ist dabei exemplarisch anhand
des Zwei-Mulden-Systems diskutiert worden. Die Rolle der fundamenta-
len periodischen Orbits fiir die thermodynamischen Potentiale wurde dar-
gestellt. Dariiber hinaus wurde das Verhalten der thermodynamischen Po-
tentiale beim Auftreten einer Krise untersucht.

Bei allen Betrachtungen wurde ein besonderes Augenmerk auf die Rolle der
periodischen Orbits gelegt. Die Bestimmung periodischer Bahnen des vor-
gestellten Hamilton—Systems ist gleichbedeutend mit der Bestimmung pe-
riodischer Punkte der analytisch gegebenen Poincaré—Abbildung. In diesem
Zusammenhang ist ein effektives numerisches Verfahren vorgestellt worden,
das bei Vorgabe der Symbolfolge den entsprechenden System—-Orbit liefert.
Dadurch ist es fiir geeignete Parameterwerte moglich, alle periodischen Or-
bits bis zu einer bestimmten Periode zu bestimmen. Dies ist eine notwendige
Voraussetzung fiir die Berechnung thermodynamischer Groflien mit Hilfe der
dynamischen Zeta-Funktion und der Entwicklung nach periodischen Orbits.

Die vorliegende Arbeit hat ausschlielich die klassische Bewegung im Mulden—
System zum Thema. Diese ist nun soweit verstanden, daf} eine semiklassische
Behandlung moglich ist. In meinen Augen ist dies ein Problem, dessen Un-
tersuchung lohnenswert ist.



Anhang A

Losung des inversen
Streuproblems

In diesem Anhang wird ein Potential v(r) bestimmt, das zu der Ablenkfunk-
tion (1.21) gehort.

In der in Kapitel 1 vorgestellten Skalierung folgt aus ©(l) = 0 fiir [ > 1, daf
im Bereich » > 1 das Potential verschwindet. Die Gleichung (1.2) 148t sich
dann wie folgt schreiben:

71'—2/
/1 2v
- 7r—2/ 2/ dr
__L 7 2/(172v(7‘))_L
2 7.2
= 2arccosl—2/
/12111'

Der Beweis von Satz 1 erfolgt nun durch Einsetzen von (1.22) in (A.1). Dabei
ist zu beriicksichtigen, dafl wegen

dr(v) 2 _VBk(1—12)3
p :(1+3\/§7\/1—72>e =% 5 g (A2)

die Funktion r(-y) streng monoton wachsend und damit invertierbar ist. Sie ist
daher fiir eine Variablensubstitution in (A.1) geeignet. Der klassische Um-
kehrpunkt 7 ist durch die Nullstelle des Wurzelausdrucks in dem Integral
(A.1) gegeben. Diese Nullstelle entspricht dem Parameterwert v = I. Mit
r(y = 1) = 1 und r(y = [) = 7 erhilt man damit ein Integral iiber das
v-Intervall [/,1], das nach kurzer Rechnung auf die Ablenkfunktion (1.21)
fiihrt.

o) =

(A.1)

Ich beschreibe nun das konstruktive Verfahren zur Bestimmung von (1.22).
Die wesentlichen Aspekte dieses Verfahrens sind dabei [New82] entnommen.
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Ein Problem bei der Lésung des Integrals in (A.1) ist die implizite Abhingig-
keit der unteren Integralgrenze von v. Man fiihrt zur Behebung dieser Schwie-
rigkeit neue Variablen ein:

y = 2 (A.3)
p o= — Y (A4)

(1 —2v(r))r?
LaBt man ausschlieBlich attraktive Potentiale zu, so bedeutet dies, daff v(r) <
0 ist und dafB fiir » aus dem Intervall |0, 1] die Ungleichung dv(r)/dr > 0
erfiillt ist. Damit liegt  in dem Intervall [1, 00[ und fiir das r—Intervall |0, 1]
148t sich die Ungleichung dz/dr < 0 folgern. Also ist z in ]0, 1] eine streng

monotone Funktion von r und die Integrationsvariable r in (A.1) 148t sich
durch z ersetzen. Mit (A.3) und (A.4) erhélt man dann aus (A.1):

= 4 arcCcos i — ' 1 \/5 dr(w) T
O(y) = 2 % 2/y == dz . (A.5)

Mit den Funktionen

Ve dr(z)

glo) = V5 (A6)
und /3 1

O(y) = _3Tk( y’%)ﬂ + arccos % (A.7)
folgt dann:

v g(@)

= [ de———dx . A8

=] VT (4-8)

Dies ist eine Abelsche Integralgleichung, deren Losung gegeben ist durch
[FLi79]:

sin 5 / dy A
= . .9
9(w) = — <\/F Tdy m) (A.9)

Nach kurzer Rechnung ergibt sich damit:

— 1 3vakYE
Um aus dieser Beziehung v(r) zu gewinnen, betrachtet man die logarithmi-

sche Ableitung von 1 — 2v(r(z)) nach z, die nach (A.4) und (A.6) gegeben
ist durch:

(A.10)

dIn(1 — 21}(7‘(:1:))) dIn S50 1 2g(x)
- e ) _ - (A.11)
Mit (A.10) folgt:
dIn(1 — 2v(r(z))) _ 3\/§k\/x -1 (A.12)
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Da v(r = 1) = 0 ist, erhdlt man v(r(z = 1)) = 0 und damit nach Integration:

x

In(1 — 20(r(z))) = 2v/3k ( - 1) . (A.13)

Umgeformt ergibt sich als Resultat:

v(r(z)) = ! (1 - eQﬁk(\/m"j)3> . (A.14)

2

Die Parametrisierung von r folgt dann direkt aus (A.4):
3
1 - /a=1
r(z) = —e \/gk( * ) . (A.15)

Fiihrt man den Parameter v = 1/4/z ein, so erhilt man Satz 1.

Abschlieflend gebe ich fiir die Bewegung im Inneren einer Mulde die Abhéngig-
keit des Polarwinkels ¢ vom Parameter v an. Aus den Hamiltonschen Bewe-
gunsgleichungen folgt:

00 dr
-+ .
m=%f 3 [T

Nach Einsetzen von (1.22) 148t sich das Integral explizit l6sen und man erhilt:

o(y) = =+ (arccos% + k¥l¢(1 — ) (= 12)+

k¥ (1) (arcsin (#) - g)) L (A17)

wobei y aus dem Intervall [/, 1] stammt. Mit r(-y) wie in Satz 1 sind die Bahn-
kurven im Konfigurationsraum fiir das Innere einer Mulde damit berechnet.

(A.16)




Anhang B

Zur Hyperbolizitiat des
Troll-Smilansky—Modells

In [TroSmi89] haben TROLL und SMILANSKY ein System vorgestellt, das
die Streuung an einem eindimensionalen Feld aus sich nicht iiberlappenden
Zentralpotentialen modelliert. Dieses Modell bildet — zum Teil mit Modi-
fikationen — die Grundlage einiger Arbeiten [BliiSmi89, Tro91, Lai+92a,
Lai+92b, Tro93]. In der Notation von [TroSmi89] wird das System durch
folgende Abbildung beschrieben:

' = (z+ kp)mod2m (B.1a)
P = p+Ga), (B.1b)

T :

mit G(z) = —sgn(cosz)sinz, k > 0. Ahnlich wie in System (1.9) ist p eine zur
Winkelvariablen z konjugierte Drehimpulsvariable. Das Vorzeichen von cos x
gibt an, welches der beiden Nachbarpotentiale des aktuellen Zentralpotentials
als néchstes besucht wird, d. h. in welche Richtung sich das Teilchen innerhalb
des Feldes bewegt.

T wird solange iteriert, bis die Entweichbedingung erfiillt ist. Dies ist der
Fall, sobald p grofer als ein vorgegebenes ppa, < 1/2 wird.

Unter der Bedingung k ¢]0,4] konnten TROLL und SMILANSKI die Hyper-
bolizitét fiir eine Ndherung des Systems B.1 nachweisen. Diese Ndherung ist
durch folgende Wahl von G gegeben:

_] - z| <5
G(z) = { | | (B.2)

Die Autoren vermuteten, dafl eine dhnliche Schluifolgerung auch fiir das Sy-
stem (B.1) giiltig ist und belegten dies numerisch. Mit der in Kapitel 3 vorge-
stellten Technik ist es moglich, diese Vermutung zu beweisen. Aus Griinden
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der Vergleichbarkeit mit den Formeln in Kapitel 3 ist der Ausgangspunkt
nicht 7', sondern T !:

' = (z—kp')mod2m (B.3a)
P = p-G(x) . (B.3b)

T-1:

Zunéichst fiihrt man wiederum eine Transformation durch, die zwei Punkte
eines 7 1-Orbits zu einem zusammenfaft:

u = p (B.4a)
v = p—G(z) . (B.4Db)

Fiir die korrekte Definition der Umkehrung dieser Transformation sind nun
dhnliche Einschridnkungen vorzunehmen wie fiir die f— bzw. «—Variable in
Kapitel 3. Abhédngig von der Richtung im Feld sind unterschiedliche Win-
kelbereiche z relevant. Entsprechend sind bei der Anwendung der trigono-
metrischen Umkehrfunktion, die bei der Invertierung von (B.4) auftaucht,
die korrekten Wertebereiche zu wihlen. Ich gebe die Umkehrtransformation
nicht explizit an, da die konkrete Form fiir das folgende nicht benétigt wird,
nur die Existenz dieser Umkehrfunktion muf} sichergestellt sein.

Das weitere Vorgehen ist dann analog zu dem in Kapitel 3. Beachtet man,
dal dG(z)/dz fiir Punkte in der invarianten Menge von 0 verschieden ist und
damit die Ableitung von G~'(z) durch (dG(z)/dz|G-1(z))~" gegeben ist, so
erhdlt man:

0 1
DT = dG (=) dG(=") o B.5
de de

Ein Vergleich mit (3.23) bzw. (3.22 ) liefert dann als Bedingung fiir die Hy-
perbolizitét:

dG(z') dG(z') dG(.’B,)
dz dz
1+ () < p|l+ () +k I (B.6)
dx dx

mit u €]0, 1[. Fiir die oben angegebenen Funktionen folgt diese Ungleichung
nach kurzer Rechnung aus der Ungleichung:

1+p 1 1
() -
dx dx

Fiir die gendherte Funktion G ist |dG/dz| = 1, so daf} diese Bedingung fiir
Hyperbolizitdt dquivalent ist mit der Bedingung:

k>4 . (B.8)

Man erhdlt damit dasselbe Ergebnis wie in [TroSmi89]. Im nicht gendherten
Fall ist (B.7) gleichbedeutend mit:

1 1 1
g M + . (B.9)
w |cosz!|  |cosz|
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Insbesondere ist das System hyperbolisch, falls gilt:

2
k > 2 max ( ) , (B.10)
(@.p)eA \ | cos z|

wobei A die invariante Menge bezeichnet. Mit diesem Resultat ist die Ver-
mutung in [TroSmi89] prizisiert und bewiesen.



Anhang C

Symmetrische periodische
Orbits

In [Bir66] hat BIRKHOFF eine Methode vorgestellt, mit deren Hilfe man peri-
odische Punkte einer Abbildung F' : ' — I' bestimmen kann. Voraussetzung
dafiir ist, daf} sich F' als Produkt von zwei Involutionen schreiben 148t, d. h.:

F = I1 o IO (C].)

mit
I=I=E |, (C.2)

wobei E die Identitat symbolisiert. Wie man durch Einsetzen verifiziert, 148t
sich die Umkehrabbildung von F' wie folgt darstellen:

F'=ILoFol . (C.3)
Fiir alle n € Z ergibt sich damit die Beziehung:

IOOFin:FnOIO . (C4)

Man definiert nun fiir alle n € Z die Abbildungen
I,=F"ol, . (C.5)
Mit R, wird die Menge aller Fixpunkte von I,, bezeichnet:
Rn ={p € ['|I.(p) = p} (C.6)
Mit diesen Definitionen gilt dann:

F'Ry = Ron .
F'Ry = Ropst (C.8)
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Der Beweis dieser Aussagen ist mit Hilfe von (C.4) zu fithren. Ist ndmlich p
ein Punkt aus Rs,, so gilt:

p = Iun(p)
= F"oly(p) (C.9)
und dies ist wegen (C.4) dquivalent zu:
p=F'olyo F"(p) . (C.10)
Von links mit F'~" multipliziert ergibt sich daraus:
F™"(p) = I(F™"(p)) - (C.11)
Das bedeutet F~"(p) € Rq und damit:
peF"Ry . (C.12)

Damit ist (C.7) bewiesen. Die Gleichung (C.8) beweist man &hnlich. Sei p €
Ront1, dann gilt:

p = Dn(p)
= F™1oIy(p)
= F"o(Foly)oF"(p) (C.13)
Mit (C.1) und (C.2) folgt damit:
p=F'oljoF™"(p) . (C.14)

Nach Multiplikation mit F~™ erkennt man, dal F~"(p) aus R; ist und daher
gilt:

pe F"R, . (C.15)
Damit ist auch (C.8) bewiesen.

Mit diesen Hilfsmitteln 148t sich nun zeigen, dafl ein Punkt p, der sowohl
in R, als auch in R,, liegt, ein |n — m| periodischer Punkt von F' ist. Ist
ndmlich p € R, N R,,, so ist dies dquivalent mit:

In(p) = Im(p) (C.16)
bzw.
Diese Gleichung ist wiederum gleichbedeutend mit:
IO OFn_mOIo(p) =p , (C].S)
woraus mit (C.4) und (C.2) folgt:
F*"(p)=p . (C.19)

Also ist p ein periodischer Punkt der Periode |n—m)|. Periodische Punkte, die
im Schnitt zweier Mengen R,, und R,, liegen, werden auch als symmetrische
periodische Punkte bezeichnet.



Anhang D

Beispiele periodischer Orbits

In diesem Anhang werden exemplarisch die Bahnkurven einiger periodischer
Orbits des Zwei-Mulden—Systems im Ortsraum dargestellt. Der Ausschnitt
des Ortsraumes ist in allen Darstellungen durch den z—Bereich [—2,2] und
durch den y—Bereich [—0.9, 0.9] festgelegt. Die Bahnen gehdren zum Parame-
terwert £ = 1.9. In den Bildunterschriften sind die Symbolfolgen der Orbits
angegeben. Mit Ausnahme von Abbildung D.1 sind die Symbolfolgen fiir das
reduzierte System aufgefiihrt. In Abbildung D.1 sind zur Verdeutlichung des
Zusammenhanges sowohl die Symbolfolgen des reduzierten als auch die des
nichtreduzierten Systems angegeben. Der Auswahl der Orbits liegt keine Sy-
stematik zugrunde. Ziel ist es lediglich, die Komplexitidt der Dynamik anhand
von Bahnkurven im Ortsraum zu verdeutlichen. In meinen Augen ist die hier
vorgenommene Auswahl dazu geeignet.

Abbildung D.1:

(I<=T<=1>=1) = (< 1> +< +)
(I<=T<A>=]) = (< #< -I> —I< i< +1> +)

154



155

S

Abbildung D.2:

(FAARA) , (KAGARA),
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Abbildung D.3:

(<A, (KE=TA)),
(CaIARA) , (CEARARA),
(B=I<ARARA) , (K=I<=T>=TA).
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Abbildung D.4:
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