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Einleitung
Die nichtlineare Dynamik oder auch \Chaostheorie\ hat sich in den letztenJahren als eigenst�andiger interdisziplin�arer Wissenschaftszweig etabliert. DieUrspr�unge der Theorie liegen in der Mathematik. In den sechziger und siebzi-ger Jahren ist ihre besondere Relevanz auch f�ur physikalische Fragestellungenimmer deutlicher hervorgetreten. Seitdem sind viele der erzielten Ergebnissedieser Disziplin auf die wechselseitigen Ein
�usse von Mathematik und Physikzur�uckzuf�uhren. In diesem Zwischenbereich ist auch die vorliegende Arbeitanzusiedeln.Die bisher vorwiegend angewandten Methoden zur analytischen Behandlungdynamischer Systeme basieren auf der St�orungstheorie integrabler Systeme.Ausgehend von einem solchen System, versucht man, die wesentlichen Pha-senraumstrukturen nach dem Eintreten einer St�orung mit Hilfe von z. B.adiabatischen Konstanten der Bewegung zu beschreiben [Arn89]. Dieses Vor-gehen erweist sich als sehr erfolgreich, wenn der Phasenraum von regul�arenStrukturen dominiert wird. Sind dagegen die chaotischen Bereiche dominant,versagen diese st�orungstheoretischen Ans�atze.Der Erfolg der St�orungstheorie f�ur integrable Regionen des Phasenraumslegt nun f�ur nichtintegrable Bereiche folgende Strategie nahe. Man versuchtzun�achst, \rein chaotische\ Systeme zu verstehen und anschlie�end in Analo-gie eine St�orungstheorie zu entwickeln. Anfang der siebziger Jahre wurden dienotwendigen exakten mathematischen De�nitionen f�ur \rein chaotische\ Sy-steme und darauf aufbauende Theorien entwickelt [Bow75, Rue78]. Da dieseTheorien formalen Charakter besitzen, wurde deren Relevanz f�ur konkre-te physikalische Problemstellungen zun�achst nicht beachtet. Erst Mitte derachtziger Jahre erkannte man, da� die in der mathematischen Theorie ent-wickelten Charakteristika physikalisch me�bare Gr�o�en darstellen [Hal+86].Seither ist es von besonderem Interesse, physikalische Modellsysteme zuentwickeln, die den strengen Voraussetzungen der mathematischen Theo-rie gen�ugen. Im Hinblick auf Hamilton{Systeme bilden dispersive Billardsden Schwerpunkt bisheriger Untersuchungen. Die defokussierende Wirkungkonvexer, re
ektierender W�ande ist die wesentliche Ursache daf�ur, da� jedeTrajektorie in einem solchen System instabil ist und keine regul�aren Gebieteim Phasenraum auftreten k�onnen. Attraktive Wechselwirkungsbereiche er-scheinen dagegen aufgrund ihrer fokussierenden und damit stabilisierenden5



6 EinleitungWirkung zun�achst als wenig geeignet.Im ersten Teil dieser Arbeit (Kapitel 1{5) stelle ich ein o�enes Hamilton{System vor, dessen Potential aus attraktiven Teilbereichen zusammengesetztist und das unter bestimmten Voraussetzungen das oben erw�ahnte \reineChaos\ aufweist. Die Destabilisierung der Trajektorien erfolgt in diesem Falldurch �Uberfokussierung. Der zweite Teil dieser Arbeit (Kapitel 6 und 7)besch�aftigt sich mit Gr�o�en, die der Charakterisierung dynamischer Systemedienen. Es werden Konzepte, die von verschiedenen Autoren in einer Viel-zahl von Arbeiten seit Mitte der achtziger Jahre ver�o�entlicht worden sind,zusammenfassend dargestellt. Dar�uber hinaus werden die Verbindungen undZusammenh�ange zwischen diesen Konzepten herausgearbeitet. Das im er-sten Teil eingef�uhrte Modellsystem dient dabei als Beispiel, anhand dessendie wesentlichen Aspekte verdeutlicht werden.Konkret wird in Kapitel 1 das Modellsystem eingef�uhrt. Kapitel 2 hat dieStreuung an diesem System zum Thema. Die Ergebnisse von numerisch simu-lierten Streuexperimenten werden vorgestellt. Die Kapitel 3 und 4 sind vonzentraler Bedeutung. In Kapitel 3 wird zun�achst \reines Chaos\ im Sinnevon Devaney pr�azisiert [Dev89]. Im Mittelpunkt steht dabei der Begri� derhyperbolischen invarianten Menge. Mit analytischen Methoden werden Be-dingungen hergeleitet, die die Hyperbolizit�at des Modellsystems implizieren.Es gibt bisher nur wenige Systeme, f�ur die man die Hyperbolizit�at im stren-gen mathematischen Sinne nachweisen kann. Aus diesem Grund wird hier derSchwerpunkt auf die mathematische, formale Beweisf�uhrung gelegt. Die vor-gestellte Beweistechnik hat Bedeutung �uber die in dieser Arbeit betrachteteSystemklasse hinaus. Sie ist auf andere Systeme �ubertragbar. Exemplarischwird dies in Anhang B f�ur das Troll{Smilansky{Modell vorgef�uhrt. Die nocho�ene Frage bez�uglich der Hyperbolizit�at dieses Modells ist damit beant-wortet [TroSmi89]. Hyperbolizit�at ist die wesentliche Voraussetzung f�ur dieExistenz einer vollst�andigen Symbolischen Dynamik. In Kapitel 4 wird f�ur ei-nige Spezialf�alle der in dieser Arbeit vorgestellten Modellsysteme gezeigt, wieeine solche vollst�andige Symbolische Dynamik eingef�uhrt werden kann. Kapi-tel 5 besch�aftigt sich mit den Auswirkungen von Parameter�anderungen, d. h.insbesondere St�orungen des Systems. Es wird gezeigt, wie regul�are Struk-turen im Phasenraum des Modellsystems auftreten k�onnen. Dar�uber hinauswerden die Streuergebnisse in Zusammenhang mit der bis dahin entwickeltenTheorie gebracht. Nach diesem Kapitel gibt es eine Z�asur. Die Kapitel 6 und7 dienen der Vorstellung von Konzepten zur Charakterisierung dynamischerSysteme. F�ur die exakten De�nitionen der diskutierten Gr�o�en und f�ur denNachweis ihrer Existenz ist ein umfangreicher mathematischer Formalismuserforderlich. Der Schwerpunkt dieser Kapitel liegt nicht in der Diskussion die-ser mathematischen Details. Vielmehr werden die hinter den verschiedenenmathematischen Begri�en stehenden Ideen so herausgearbeitet und formu-liert, da� auf einfache Weise eine Verbindung zu der aus der Physik bekanntenThermodynamik hergestellt werden kann. Anhand des Modellsystems wird



Einleitung 7dann dargestellt, wie man mit Hilfe thermodynamischer Begri�e dynamischeSysteme beschreiben kann. Die in den Kapiteln 3 und 4 erzielten Ergebnissestellen dabei sicher, da� die notwendigen mathematischen Voraussetzungenerf�ullt sind. Abschlie�end werden die numerisch bestimmten thermodynami-schen Potentiale des Modellsystems und ihre Parameterabh�angigkeit disku-tiert.



Kapitel 1Das SystemIn dieser Arbeit untersuche ich die ebene Streuung eines Teilchens an N Zen-tralpotentialen v(r). Diese seien mit ihren Zentren auf den Ecken eines re-gelm�a�igen N{Ecks mit Mittelpunkt im Ursprung angeordnet. Die Reichwei-te von v sei endlich und de�niere im folgenden den L�angenma�stab. Eine derEcken des N{Ecks liege auf der x{Achse. Bei dem dazu geh�orenden Potentialbeginnend, werden die Potentiale im mathematisch positiven Sinn von 0 bisN�1 indiziert. Der Umkreisradius des N{Ecks werde mit R0 bezeichnet undsei so gro� gew�ahlt, da� sich die Bereiche, in denen die Kraft von 0 verschie-den ist, nicht �uberlappen. Mit �0 = 2�=N und Ri = R0(cos(i�0); sin(i�0)),i = 0; : : : ; N � 1, erh�alt man somit f�ur das StreupotentialV (R) = N�1Xi=0 v(jR�Rij): (1.1)Dieses Potential besitzt CNv{Symmetrie [Ham62]. Eine Skizze der System-geometrie f�ur den Fall N = 3 ist in Abbildung 1.1 gegeben.F�ur eine feste Energie E wird die Wirkung von v auf das zu streuende Teil-chen durch die Ablenkfunktion �(l) beschrieben [Chi74]:�(l) = � � 2l Z 1�r drr2r2m(E � v(r))� l2r2 ; (1.2)wobei �r die gr�o�te Nullstelle des Nenners, d. h. der �au�ere klassische Um-kehrpunkt ist. Man beachte, da� aufgrund der Zeitumkehrsymmetrie �(l) =��(�l) gilt. Mit Hilfe von �(l) l�a�t sich die Streuung am Potential (1.1)durch eine Abbildung beschreiben, die ich nun vorstelle.1.1 Herleitung der AbbildungZur Herleitung der Abbildung setze ich im folgenden m = 1. NachdemMassen{ und L�angeneinheit damit festgelegt sind, wird die Zeiteinheit wie8



1.1. Herleitung der Abbildung 9
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Abbildung 1.1: Skizze des Potentials V (R) f�ur den Fall N = 3 undR0 = 1:4. Die Kreise haben den Radius 1 und markieren die Reichweitedes Potentials v.folgt skaliert t �! 1p2Et : (1.3)Au�erhalb der Reichweite von v gilt dann f�ur den Impuls:jpj = 1: (1.4)Der Betrag des Drehimpulses ist ferner gleich dem Sto�parameter. Die Be-wegung f�ur Drehimpulsbetr�age gr�o�er als 1 ist also frei.Eine �Anderung der Energie ist nach der Skalierung (1.3) gleichbedeutend miteiner �Anderung der Zeiteinheit. Damit die explizite Energieabh�angigkeit derDynamik deutlicher hervortritt, werde ich im folgenden nicht von �Anderun-gen der Zeiteinheit, sondern von �Anderungen der Energie E sprechen. Dabeiist dann (1.3) zu ber�ucksichtigen.Das Teilchen verlasse das Potential i im Punkt R mit dem Impuls p. Ich be-zeichne den Winkel zwischen Ri und p mit �i und den Drehimpuls bez�uglichRi mit li. Wenn das Teilchen als n�achstes den Bereich j besucht, ist seinEinfallswinkel bez�uglich Rj durch �i � (j � i)�0 gegeben. Die Streuung anv bewirkt nun eine �Anderung um ��(lj). Nach dem Streuproze� erh�alt mandaher �j = �i � (j � i)�0 ��(lj): (1.5)



10 Kapitel 1. Das SystemDer Drehimpuls bez�uglich Rj ist bei diesem Streuereignis eine Erhaltungs-gr�o�e. Er ist gegeben durchlj = [(R�Rj)� p]z= [(R�Ri)� p]z + [(Ri �Rj)� p]z= li + 2R0 sin�j � i2 �0� cos��i � j � i2 �0� : (1.6)Eine notwendige Bedingung daf�ur, da� das Teilchen Bereich j besucht, istjljj � 1: (1.7)Ferner mu� der Radialimpuls bez�uglich Rj negativ seinp � (R�Rj) = q1� li2 � 2 sin�j � i2 �0� sin��i � j � i2 �0� < 0: (1.8)Wenn R0 so gro� gew�ahlt ist, da� auf jeder Geraden h�ochstens zwei Streu-potentiale v liegen, sind diese beiden Bedingungen auch hinreichend. Im fol-genden werde ich mich auf diesen Fall beschr�anken.Nach den obigen Betrachtungen hat man die Dynamik des Systems auf einediskrete Abbildung reduziert. Ein Tripel (�i; li; i), das bei Vorgabe positivenRadialimpulses, p � Ri > 0, den Zustand des Systems eindeutig bestimmt,wird auf das Tripel (�j; lj; j) bei positivem Radialimpuls bez�uglich Rj abge-bildet. Bis auf die trivialen Trajektorien, die keinen Wechselwirkungsbereichaufsuchen, wird die Streudynamik des zugrunde liegenden physikalischen Sy-stems vollst�andig durch diese Abbildung erfa�t. So sind (nichttriviale) einlau-fende Trajektorien durch Tripel gegeben, die kein Urbild haben, auslaufendeTrajektorien durch Tripel, die kein Bild haben. Die Bewegung innerhalb desWechselwirkungsbereiches wird durch Iteration dieser Poincar�e{Abbildungbeschrieben.Die Abbildung h�angt nur von der Di�erenz j � i der Indizes der beteiligtenPotentiale v ab. Dies spiegelt die CN{Symmetrie des Systems wieder. Ichreduziere das Problem bez�uglich dieser Symmetrie, indem ich i = 0 setze.Das entspricht nach jedem Streuproze� an einem Potential v mit Zentrum inRj einer Drehung um �j�0.Das bisher Diskutierte zusammenfassend, erh�alt man die zweidimensionaleAbbildung F : � 0 = � � j�0 � �(l0) (1.9a)l0 = l + 2R0 sin�j2�0� cos�� � j2�0� : (1.9b)Solange es ein j 2 f1; : : : ; N � 1g gibt, so da� die Bedingungenjl0j � 1 (1.9c)



1.1. Herleitung der Abbildung 11und p1� l2 � 2 sin�j2�0� sin�� � j2�0� < 0 (1.9d)erf�ullt sind, wird F iteriert. Wenn eine der Bedingungen (1.9c) oder (1.9d)nicht erf�ullt werden kann, hat das Teilchen den Wechselwirkungsbereich vonV verlassen und kehrt nicht mehr zur�uck.Aufgrund ihrer besonderen Bedeutung in dieser Arbeit gebe ich an dieserStelle die Abbildung f�ur das aus N = 2 Potentialen v bestehende Systemnoch einmal explizit an: � 0 = � � � � �(l0) (1.10a)F : l0 = l + 2R0 sin� : (1.10b)Zusammen mit den beiden Bedingungenjlj � 1 (1.10c)und p1� l2 + 2 cos� < 0 (1.10d)beschreibt diese Abbildung ein Streusystem bestehend aus zwei Zentralpo-tentialen mit Zentren auf der x{Achse bei �R0. F�ur die numerischen Bei-spielrechnungen bez�uglich des Systems (1.10) wird der Abstand der Zentrendurch R0 = 1:1 festgelegt.Formal ist der Bildbereich der Abbildung (1.9) durch S1�R gegeben. Was dieIteration von F betri�t, so erzwingt die Bedingung (1.9c) eine Einschr�ankungauf das l{Intervall [�1; 1]. Daher betrachte ich den Zylinder� = S1 � [�1; 1]: (1.11)im folgenden als den Phasenraum des Systems.Man rechnet leicht nach, da� detDF = 1 und F damit 
�achenerhaltend ist.Die Abbildung F l�a�t sich ferner schreiben als Produkt der Involutionen� 0 = � � � + j�0 (1.12a)I0 : l0 = l + 2R0 sin(j2�0) cos(� � j2�0) (1.12b)und � 0 = � � � � �(l) (1.13a)I1 : l0 = l; (1.13b)d. h. F = I1 � I0. Geometrisch ist I0 im wesentlichen ein \Kick\ in der Dreh-impulsvariablen, dessen Ursache im Wechsel des Koordinatensystems liegt.I1 beschreibt einen l{abh�angigen \Twist\ in der Winkelvariablen. Da I1 den



12 Kapitel 1. Das SystemDrehimpuls konstant l�a�t, ist f�ur die Frage des Verbleibs im Wechselwir-kungsbereich ausschlie�lich I0 verantwortlich.Das System ist bisher nur bez�uglich CN symmetriereduziert. Die verbleibendeSpiegelsymmetrie �au�ert sich in der Invarianz von (1.9) unter(�; l; j) 7�! (��;�l; N � j): (1.14)Die Reduzierung bez�uglich dieser Symmetrie wird sich im Hinblick auf Fra-gestellungen der Symbolischen Dynamik (Kapitel 4) und der Auswertungdynamischer Zeta{Funktionen (Kapitel 7) als n�utzlich erweisen. Konkret er-folgt eine Reduzierung mittels (1.14) dadurch, da� man jedesmal, wenn diel{Komponente einer Trajektorie des Systems (1.9) negativ wird, die Trans-formation (1.14) anwendet. Der Phasenraum besteht in diesem Fall aus demZylinder �red = S1 � [0; 1]: (1.15)Das so mittels (1.14) transformierte System wird im folgenden als reduziertesSystem bezeichnet.F�ur eine konkrete Anwendung der Abbildung F ist die Bestimmung der Ab-lenkfunktion notwendig. Im folgenden Abschnitt werden Beispiele klassischerAblenkfunktionen vorgestellt.1.2 Beispiele klassischer AblenkfunktionenBei einem Streuexperiment ist es in der Regel nicht notwendig, eine Trajek-torie im Detail zu verfolgen. Der Ein
u� des Targets wird erst nach demStreuproze� beobachtet, daher sind nur Gr�o�en wie z. B. die Verz�ogerungs-zeit oder der Ablenkwinkel von Interesse. Die Diskussion der Ablenkfunktionf�ur zentralsymmetrische Potentiale bildet den Schwerpunkt dieses Abschnittsund ist in groben Z�ugen [Chi74] entnommen.Wesentliche Merkmale der Ablenkfunktion k�onnen mit Hilfe des E�ektivpo-tentials veff (r) = v(r) + l22r2 (1.16)erkl�art werden. Zun�achst diskutiere ich rein attraktive und rein repulsiveWechselwirkungen.Als Beispiel einer rein attraktiven Wechselwirkung betrachte ich ein Woods{Saxon{Potential: v(r) = � v01 + e( r�r0a ) : (1.17)F�ur verschiedene Drehimpulse sind die E�ektivpotentiale in Abbildung 1.2dargestellt. Insbesondere ist v(r) selbst gezeigt, das dem E�ektivpotential f�ur



1.2. Beispiele klassischer Ablenkfunktionen 13l = 0 entspricht. Das Verh�altnis von Potentialwert auf dem Rand r = 1 zurTopftiefe ist bei den gew�ahlten Potentialparametern von der Gr�o�enordnung10�5. F�ur r > 1 kann man daher die Bewegung in guter N�aherung als freibetrachten.
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rAbbildung 1.2: E�ektivpotential der Woods{Saxon{Wechselwirkung. Diekonkreten Potentialparameter sind durch v0 = 2, r0 = 0:3 und a = 0:05gegeben. Von unten nach oben sind die Graphen der E�ektivpotentiale f�urdie Drehimpulse l = 0, 0:2; 0:4; 0:6; 0:8 dargestellt.Bei konstanter Energie bewirkt eine Erh�ohung des Drehimpulses, da� derklassische Umkehrpunkt, der die Grenze des erlaubten Potentialbereichesmarkiert, nach au�en wandert. Der Ablenkwinkel f�ur gr�o�ere Drehimpulsewird durch die langreichweitigen Anteile des Potentials bestimmt. Da dieAblenkfunktion f�ur attraktive Potentiale negativ ist und da sowohl f�ur Dreh-impulswerte l � 0 als auch f�ur sehr gro�e l die Ablenkung sehr klein ist(� � 0), folgt, da� �(l) ein Minimum oder eine Singularit�at besitzen mu�.Im Falle eines Minimums spricht man von Regenbogenstreuung. Der mini-male Ablenkwinkel wird als Regenbogenwinkel bezeichnet. Liegt eine Singu-larit�at vor, so nennt man diese Orbitingsingularit�at. Sie korrespondiert ei-nem Einfang des Teilchens und tritt auf, wenn die Energie einem Maximumvon veff (r) entspricht. Ein solches Maximum ergibt sich f�ur Energien unter-halb einer kritischen Energie, die durch den Sattelpunkt im E�ektivpotentialgegeben ist. Der Nenner im Integranden von (1.2) hat dann eine doppelteNullstelle und f�uhrt zu einer Singularit�at von �(l).In der Sprache der nichtlinearen Dynamik l�a�t sich dieses Ph�anomen auchanders formulieren. Ein lokales Maximum von veff (r) impliziert die Existenz



14 Kapitel 1. Das Systemeines instabilen Fixpunktes, der im Ortsraum einer Kreisbahn entspricht. Diestabile Mannigfaltigkeit dieses Fixpunktes erstreckt sich �uber den Flu� bis inden asymptotischen Bereich. Eine Trajektorie mit einer Anfangsbedingungauf dieser stabilen Mannigfaltigkeit n�ahert sich im Ortsraum asymptotischder Kreisbahn an. Dabei w�achst der Betrag des Ablenkwinkels �uber alleGrenzen.In dem Energiebereich, in dem Orbiting m�oglich ist, �ndet man auch einegebundene Bewegung. F�ur geeignete Drehimpulse, die gr�o�er als der Orbi-tingdrehimpuls sind, ist der klassisch erlaubte Bereich durch ein lokales Ma-ximum im E�ektivpotential in zwei voneinander getrennte Gebiete aufgeteilt.In dem Bereich mit kleineren r{Werten ist die Bewegung gebunden.F�ur das Woods{Saxon{Potential sind Ablenkfunktionen f�ur verschiedeneEnergien in Abbildung 1.3 gezeigt.Abbildung 1.3(a) zeigt Ablenkfunktionen f�ur Energien oberhalb der Orbiting-schwelle, Abbildung 1.3(b) zeigt ein Beispiel mit einer Orbitingsingularit�at.F�ur rein repulsive Wechselwirkungen ist die Ablenkfunktion positiv. Ein Bei-spiel f�ur eine solche Wechselwirkung ist die Harte Scheibe. Das Potential istgegeben durch v(r) = ( 1 r � 10 r > 1 : (1.18)Eingesetzt in (1.2) erh�alt man f�ur die Ablenkfunktion:�(l) = 2 arccos l: (1.19)Sie ist unabh�angig von der Energie. Im Gegensatz zum attraktiven Fall er-folgt hier f�ur l = 0 eine R�uckw�artsstreuung, d. h. � = � (Abbildung 1.4).Diese Ablenkfunktion kann man als einen Prototypen f�ur repulsive Wechsel-wirkungen ansehen.Der Vollst�andigkeit halber f�uhre ich mit dem Lennard{Jones{Potential nochein Beispiel f�ur ein nichtmonotones Potential an:v(r) = v0  �r0r �12 � �r0r �6! : (1.20)Das Lennard{Jones Potential setzt sich aus einem repulsiven (� r�12) undeinem attraktiven Anteil zusammen (� �r�6). Ablenkfunktionen f�ur ver-schiedene Energien oberhalb der Orbitingschwelle und die Parameterwertev0 = 5 und r0 = 0:3 sind in Abbildung 1.5 dargestellt. Da die Darstellung ei-ner Orbitingsingularit�at f�ur dieses Potential im Vergleich zu Abbildung 1.3(b)nichts wesentlich Neues erbringt, verzichte ich hier auf eine solche.Um den numerischen Aufwand so gering wie m�oglich zu halten, stelle ichnun im Hinblick auf die in dieser Arbeit betrachtete Systemklasse geeigneteN�aherungen vor. Hier sind in erster Linie Ablenkfunktionen von Interesse,die zu Potentialen mit attraktiven Bereichen geh�oren.
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Abbildung 1.3: Ablenkfunktionen des Woods{Saxon{Potentials (Parameterwie in Abbildung 1.2): (a) Von oben nach unten entsprechen die Ablenkfunk-tionen den Energien E = 3, 1:5, 0:8, (b) Orbitingsingularit�at f�ur E = 0:6.1.3 ModellablenkfunktionenIst die Ablenkung sehr klein, so erfolgt die Bewegung des Teilchens im Orts-raum n�aherungsweise auf einer Geraden. F�ur die in Abschnitt 1.1 beschriebe-nen Systeme gilt, da� auf einer Geraden h�ochstens zwei Potentiale v liegen.Eine Trajektorie mit einem Drehimpuls l, der zu einer kleinen Ablenkungf�uhrt, verl�a�t demnach den Wechselwirkungsbereich entweder in positiveroder in negativer Zeit. F�ur reine Muldenpotentiale ist eine gebundene Bewe-
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lAbbildung 1.5: Ablenkfunktionen des Lennard{Jones{Potentials; bezogen aufden jeweils minimalen �{Wert, sind von unten nach oben die Ablenkfunk-tionen f�ur die Energien E = 1:5, 3, 4:5 dargestellt.
gung daher nur m�oglich, falls l vom Betrage her weder in der N�ahe von 0noch von 1 liegt.



1.3. Modellablenkfunktionen 171.3.1 Modellablenkfunktion f�ur dieRegenbogenstreuungUnter der Voraussetzung, da� keine Orbitingstreuung auftritt, ist die Pro-jektion einer m�oglichen Menge lokalisierter Orbits auf die l{Achse des Pha-senraumes � um den Regenbogendrehimpuls lR lokalisiert. Ist man an Eigen-schaften dieser Menge oder an Streutrajektorien, die sich f�ur l�angere Zeit imWechselwirkungsbereich aufhalten, interessiert, so l�a�t sich die Ablenkfunk-tion durch eine Funktion mit quadratischem Minimum approximieren. AlsModellablenkfunktion f�ur Muldenpotentiale w�ahle ich�(l) = 8><>: 3p32 k(l3 � l)� ; jlj � 10 ; jlj > 1; (1.21)wobei k > 0 ist. Diese Ablenkfunktion erf�ullt die aus der Zeitumkehrsym-metrie resultierende Bedingung �(l) = ��(�l). Der Regenbogendrehimpulsist durch lR = 1=p3, das Minimum von �, d. h. der Regenbogenwinkel istdurch �k� gegeben.Betrachtet man die Abbildungen 1.3(a) und 1.5, so erkennt man, da� je nied-riger die Energie ist, desto negativer der Wert des Regenbogenwinkels ist.Daraus ergibt sich ein einfacher Zusammenhang zwischen der Energie unddem Parameter k: Eine Erniedrigung der Energie entspricht einer Erh�ohungvon k, eine Erh�ohung der Energie entspricht einer Erniedrigung von k. DieEnergieabh�angigkeit der Streuung an den Beispielpotentialen in Abschnitt1.2 l�a�t sich somit direkt auf die k{Abh�angigkeit des Modells (1.9) �ubertra-gen. Vor dem Hintergrund dieses Zusammenhanges werde ich im folgendensowohl von Energie{ als auch von k{Abh�angigkeit sprechen.Die Vorgabe einer Ablenkfunktion liefert zun�achst keine Informationen �uberdas dazugeh�orige Muldenpotential. F�ur die Diskussion der Abbildung F istdiese auch nicht erforderlich. Im Hinblick auf eine Symbolische Dynamik, wirdes sich jedoch als hilfreich herausstellen, Trajektorien des Muldensystems imOrtsraum darzustellen. Dazu ist dann die L�osung des inversen Streuproblemsnotwendig, d. h. die Rekonstruktion des Potentials aus der Ablenkfunktion.Im Anhang A wird gezeigt, wie diese Aufgabe f�ur die Ablenkfunktion (1.21)gel�ost wird. Mit Methoden aus der Streutheorie wird ein analytischer Aus-druck f�ur das Potential hergeleitet. Es gilt:Satz 1 Eine L�osung des inversen Streuproblems f�ur die Ablenkfunktion (1.21)ist durch das Potential v(r) gegeben, das f�ur r > 1 identisch 0 ist und im Be-reich r � 1 durch die Parameterdarstellung(r(
); v(
)) = �
e�p3k(1�
2) 32 ; 12 �1� e2p3k(1�
2) 32�� (1.22)mit 
 2 [0; 1] gegeben ist.
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rAbbildung 1.6: Muldenpotentiale der Modellablenkfuntion f�ur die Regen-bogenstreuung (1.21). Von oben nach unten sind die Potentiale v(r) f�urk = 0:75, 1:0, 1:25 dargestellt.Das Potential v(r) ist stetig di�erenzierbar. F�ur einige k{Werte ist es inAbbildung 1.6 dargestellt. Als Funktion von k f�allt das Minimum der Mulden(1.22) monoton.Betrachtet man die Ablenkfunktionen des Woods{Saxon{Potentials (Abbil-dung 1.3), so liegt der Regenbogenwinkel f�ur den Energiebereich von 1 bis0:8 zwischen 0 und �2�. In dem vergleichsweise kleinen Energiebereich von0:8 bis 0:6 f�allt er dann bis auf �1. Bezeichnet man die kritische Orbi-tingenergie mit Ekrit, so kann man zeigen, da� der Regenbogenwinkel f�urE > Ekrit in der N�ahe der Orbitingschwelle proportional zu (E � Ekrit)� 12abf�allt [Gre+75]. Da vom Standpunkt eines m�oglichen Experimentes dieEnergieabh�angigkeit gering sein sollte, lege ich den Schwerpunkt der Be-trachtungen zun�achst auf den erstgenannten Energiebereich, was k{Wertenzwischen 0 und 2 entspricht. In Kapitel 4 wird dann gezeigt, wie die Kennt-nis der Dynamik in diesem Parameterbereich Aussagen �uber die Dynamikf�ur k > 2 erlaubt.1.3.2 Modellablenkfunktion f�ur die OrbitingstreuungLiegt die Energie unterhalb der Orbitingschwelle, so be�nden sich die f�ureine invariante Menge relevanten Drehimpulswerte in einem Bereich um denOrbitingdrehimpuls. Die Orbitingsingularit�at ist logarithmischer Natur, dader Nenner in Integranden von (1.2) eine doppelte Nullstelle hat. In der N�ahe



1.3. Modellablenkfunktionen 19der Singularit�at ist eine geeignete Approximation gegeben durch ([Chi74]Seite 16): �(l) = 8>><>>: 2C ln � lOrb�llOrb � ; 0 � l < lOrbC ln � l�lOrblOrb � ; lOrb < l � 10 ; l > 1: (1.23)Die Konstante C ist im wesentlichen durch die Kr�ummung des E�ektivpo-tentials im Maximum gegeben. In konkreten numerischen Rechnungen setzeich in dieser Arbeit C = 10 und lOrb = 0:5.Da die Ablenkfunktionen (1.21) und (1.23) die Streuung an rein attrakti-ven Zentralpotentialen, d. h. reinen Potentialmulden, modellieren, bezeichneich das System (1.9) in Verbindung mit (1.21) und (1.23) im folgenden alsMulden{System. Je nachdem ob eine Energie oberhalb oder unterhalb derOrbitingschwelle betrachtet wird, ist (1.21) bzw. (1.23) als Ablenkfunktionzu w�ahlen.Nach der Diskussion der Modellablenkfunktionen wende ich mich nun derStreuung zu.



Kapitel 2Die Streuung
Da man Informationen �uber physikalische Systeme oft durch Streuexperi-mente gewinnt, beschreibe ich in diesem Kapitel die numerischen Ergebnisseder Streuung am Potential (1.1).Konkret betrachte ich hier das Zwei{Mulden{System. Es wird sowohl in ei-nem Energiebereich oberhalb als auch unterhalb der Orbitingschwelle disku-tiert. Die Parameter sind dabei so gew�ahlt, da� sie einerseits einen Einblick indie Vielfalt der Dynamik gestatten und dadurch die Komplexit�at des Systemsdeutlich machen. Andererseits stellen sie einen geeigneten Ausgangspunkt f�urdie Diskussion der lokalisierten Bewegung dar, die ein zentrales Thema dieserArbeit ist und mit deren Hilfe unter anderem die hier vorgestellten Streuer-gebnisse erkl�art werden k�onnen.2.1 Streuvariablen und StreuabbildungIn diesem Abschnitt werden geeignete Streuvariablen de�niert, d. h. Varia-blen, die asymptotisch konstant sind und den Zustand des Systems eindeutigfestlegen.Seien (R;�) ebene Polarkoordinaten. Bezeichnet man mit P den Radialim-puls und mit L den Drehimpuls bez�uglich des Ursprungs, dann l�a�t sich dasSystem (1.9) als Hamilton{System au�assen mit der Hamilton{Funktion:H(R;�; P; L) = P 22 + L22R2 + V (R;�): (2.1)F�ur R ! 1 gehen sowohl V als auch das Zentrifugalpotential L2=(2R2)gegen 0. Die Hamilton{Funktion besteht im asymptotischen Bereich nur ausdem Radialanteil der kinetischen Energie. Somit ist nicht nur L asymptotischkonstant, sondern auch �, was die eindeutige De�nition von \In{ und Out{Richtungen\ erlaubt. 20



2.1. Streuvariablen und Streuabbildung 21Da die Energie E eine Konstante ist, l�a�t sich das Problem reduzieren, indemman E als Teil des Variablensatzes w�ahlt. F�ur diese Reduktion ben�otigt maneine zur Energie konjugierte Gr�o�e � , die asymptotisch konstant ist und diezusammen mit E das Paar (R;P ) ersetzt. F�ur Potentiale, die schneller alsR�1 abfallen, also insbesondere f�ur Potentiale mit endlicher Reichweite, isteine geeignete Wahl: � = t� RP : (2.2)Das Streuproblem besteht nun in der L�osung der Hamiltonschen Bewegungs-gleichungen mit einem vollst�andigen Satz von asymptotischen In{Gr�o�en alsAnfangsbedingung. Nachdem die Trajektorie den Wechselwirkungsbereichverlassen hat, erh�alt man dann einen entsprechenden Satz von asymptoti-schen Out{Gr�o�en. Dies de�niert die sogenannte Streuabbildung, die jedemTupel (�in; �in; Lin;E) genau ein Tupel (�out; �out; Lout;E) zuordnet.Bei der hier vorliegenden Variablenwahl kann man mit der reduzierten Wir-kung Sred = � Z touttin �R(t) _P (t) + �(t) _L(t)� dt (2.3)eine erzeugende Funktion f�ur die Streuabbildung angeben. Die reduzierteWirkung unterscheidet sich von der Wirkung durch den Term RP + �Ljtouttin .Sie ist im Gegensatz zur Wirkung asymptotisch konstant, da aufgrund derasymptotischen Konstanz von P und L die entsprechenden Zeitableitungenin (2.3) verschwinden. Die reduzierte Wirkung ist ein Funktional der Trajek-torie. Da diese durch die Anfangsbedingungen eindeutig bestimmt ist, kannman Sred auch als Funktion der Anfangsbedingungen au�assen. Die Angabevon Anfangsbedingungen ist nicht die einzige M�oglichkeit, eine Trajektoriefestzulegen. Durch eine Menge konsistenter Randbedingungen ist sie eben-falls eindeutig bestimmt. Man kann daher z. B. den Winkel �in durch denasymptotischen Drehimpuls Lout ersetzen. Eine elementare, aber l�anglicheRechnung ergibt dann [Smi92]:@Sred@Lin = �in (2.4a)@Sred@Lout = ��out (2.4b)@Sred@E = (tout � tin)� �RoutPout � RinPin � = �out � �in : (2.4c)Dies macht die Bedeutung von Sred als erzeugende Funktion der Streuabbil-dung deutlich. Die Zeit �� = �out��in ist die Verz�ogerungszeit, die durch dieWechselwirkung bedingt ist. Sie entspricht der Di�erenz zwischen der Zeittout � tin, die wirklich verstreicht, um von Rin nach Rout zu gelangen, undder Zeit, die man ben�otigt, um von Rin bei freier Bewegung mit Impuls Pinnach R = 0 und von dort bei freier Bewegung mit Impuls Pout nach Rout zugelangen.



22 Kapitel 2. Die StreuungDa die Anzahl n der Streuereignisse an den Potentialen v(r) ein Ma� f�ur dieZeit ist, die ein Teilchen im Wechselwirkungsbereich verbringt, werde ich imfolgenden n als Verz�ogerungszeit au�assen und entsprechend bezeichnen. Dader Wertebereich durch die nat�urlichen Zahlen gegeben ist, entspricht dieseVorgehensweise einer Diskretisierung von �� . Sie erfolgt aus zwei Gr�unden.Zum einen m�u�te man f�ur die exakte Bestimmung von �� die Verz�ogerungs-zeit f�ur die Streuung am Potential v(r) kennen. Die Ablenkfunktion �(l)liefert diese Information nicht direkt. Zum anderen ist die Diskretisierungeiner Streugr�o�e in besonderer Weise dazu geeignet, Strukturen der Singu-larit�atenmenge, d. h. der Menge der Anfangsbedingungen mit unendlicherVerz�ogerungszeit, zu untersuchen. Wie in den folgenden Kapiteln er�ortertwird, spielt diese Singularit�atenmenge eine wesentliche Rolle. Man beachte,da� durch die Diskretisierung der Verz�ogerungszeit �uber die Lage der Singu-larit�aten in der Streuabbildung keine Information verloren geht.2.2 Numerische ErgebnisseIn diesem Abschnitt diskutiere ich numerisch simulierte Streuexperimente.F�ur die Berechnug einer Streutrajektorie wird bei Vorgabe eines vollst�andi-gen Satzes von In{Gr�o�en zun�achst eine Transformation auf die Koordina-ten (�; l) durchgef�uhrt. Anschlie�end wird die Abbildung F solange iteriert,bis die Bedingung (1.10c) oder die Bedingung (1.10d) nicht mehr erf�ulltist. Durch R�ucktransformation erh�alt man dann die asymptotischen Out{Gr�o�en.2.2.1 Die StreuabbildungZun�achst betrachte ich eine Energie oberhalb der Orbitingschwelle. Die Ab-bildungen 2.1, 2.2(a) und 2.3(a) zeigen Lout, �out und n als Funktionen vonLin f�ur das Zwei{Mulden{System mit k = 0:2, k = 1:08 bzw. k = 1:9. AlsIn{Richtung ist �in = 1:2� gew�ahlt. F�ur k = 0:2 ist die Streuung regul�ar, estreten keine Singularit�aten auf. Die Out{Gr�o�en �out und Lout sind stetigeFunktionen der In{Gr�o�e1. Im Gegensatz dazu stellt man f�ur k = 1:08 undk = 1:9 starke Fluktuationen der Out{Gr�o�en fest.In den Abbildungen 2.2(b),(c),(d) und 2.3(b),(c),(d) sind sukzessive Ver-gr�o�erungen von Details aus den Abbildungen 2.2(a) und 2.3(a) zu sehen.Die Details sind in der jeweils vorangehenden Abbildung durch gepunkteteGeraden markiert. Man beachte, da� die L�ange des n{Intervalls jeweils f�uralle Darstellungen (a) bis (d) dieselbe ist. Der untere Randwert des Intervallsw�achst jedoch bei jedem Schritt um 1.1Entsprechendes gilt f�ur �out. Aufgrund der Diskretisierung ist dies bei Angabe von nallerdings nicht erkennbar.
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Abbildung 2.1: Streufunktionen des Zwei{Mulden{Systems f�ur k = 0:2.Wenn man zu h�oheren n{Werten �ubergeht, erkennt man auf allen Skalen Sin-gularit�aten. Diese Singularit�aten bzw. die stetigen Bereiche zwischen ihnenzeigen eine hierarchische Gliederung. Man erkennt eine zwei{ bzw. vierglied-rige Organisation f�ur die Parameter k = 1:08 und k = 1:9. Ein Intervall mitAnfangsbedingungen von Trajektorien, die mindestens n mal eine Potential-mulde besuchen, enth�alt zwei bzw. vier disjunkte Intervalle mit Anfangsbe-dingungen von Trajektorien, die mindestens (n+1){mal eine Potentialmuldebesuchen. Diese Aussagen sind an dieser Stelle nat�urlich nur im Rahmender endlichen numerischen Genauigkeit g�ultig. Der strenge Beweis erfolgt inden Kapiteln 3, 4 und 5. Dort wird auch erkl�art, warum die erzielten Ergeb-nisse unabh�angig von der Wahl der In{Richtung sind und warum man eineUmgebung einer beliebigen Singularit�at herausgreifen kann und sich an derOrganisationsstruktur beim �Ubergang zu gr�o�eren n{Werten nichts �andert.Eine �ahnlich einfach zu beschreibende Organisation der Streufunktionen istnicht immer gegeben. Als Beispiele hierf�ur sei auf die Abbildungen 2.4 und 2.5verwiesen, die die Verz�ogerungszeit n f�ur k = 1:26 sowie die Vergr�o�erungeneiniger Details zeigen.In Abbildung 2.4 sind sukzessive die die am weitesten rechts liegenden In-tervalle mit Verz�ogerungszeit gr�o�er oder gleich n, n = 2; 3; 4, vergr�o�ert
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nLin Lin(c) (d)Abbildung 2.2: Streufunktionen des Zwei{Mulden{Systems mit k = 1:08. Diemarkierten Bereiche werden in der jeweils folgenden Abbildung vergr�o�ertdargestellt.
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Abbildung 2.4: Verz�ogerungszeit des Zwei{Mulden{Systems f�ur k = 1:26.Eine Umgebung der jeweils am weitesten rechts liegenden Singularit�at wirdvergr�o�ert dargestellt.
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Abbildung 2.5: Wie Abbildung 2.4, jedoch wird, ausgehend von einem In-tervall des Niveaus n, abwechselnd eine Umgebung des am weitesten rechtsliegenden bzw. des links daneben liegenden Intervalls vom Niveau n + 1vergr�o�ert dargestellt.
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Abbildung 2.6: Verz�ogerungszeit des Zwei{Mulden{Systems mit der Orbi-ting{Modellablenkfunktion.dargestellt. Die Organisationsstruktur scheint dreigliedrig zu sein. Abbildung2.5 zeigt jedoch, da� dieses Ergebnis nicht global g�ultig ist, sondern von derWahl des vergr�o�erten Intervalls abh�angt. Mit n = 2 beginnend zeigen dieVergr�o�erungen, da� ein Intervall mit Verz�ogerungszeit n abwechselnd zweioder drei Intervalle mit Verz�ogerungszeit n + 1 enth�alt. So �ndet man erstbeim �Ubergang von n nach n+2 dieselbe Anordnung wieder. Dies l�a�t zwarauf eine hierarchische Ordnung schlie�en. Die Regeln sind allerdings kompli-zierter als f�ur die Parameterwerte k = 1:08 und k = 1:9.Ich betrachte nun eine Situation, in der die Energie unterhalb der Orbiting-schwelle liegt. Die Resultate des Streuprozesses mit der Orbiting{Modellab-lenkfunktion (1.23) sind in Abbildung 2.6 dargestellt. Man erkennt auf je-der Vergr�o�erungsstufe, da� ein Intervall vom Niveau n sehr viele Intervallevom Niveau n+ 1 enth�alt, die in zwei Bereichen im Inneren dieses Intervallskonzentriert liegen. Abbildung 2.7 zeigt zwei sukzessive Vergr�o�erungen desmarkierten Bereiches im letzten Teilbild von Abbildung 2.6. Im Gegensatzzu den bisherigen Detailbetrachtungen ist in diesem Fall die Verz�ogerungs-zeit konstant, d. h. die Vergr�o�erungen �nden auf einem konstanten Niveaun statt. Dabei wird angedeutet, da� sich unendlich viele disjunkte Intervallevom Niveau n+1 in einem Intervall vom Niveau n be�nden. Diese Intervalleh�aufen sich von beiden Seiten gegen einen Lin{Wert im Inneren des Intervallsvom Niveau n.
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Abbildung 2.7: Wie Abbildung 2.6, die Vergr�o�erung erfolgt jedoch auf kon-stantem n{Niveau (n = 4).Als Beispiel f�ur einen Parameterwert, f�ur den keine hierarchische Gliederungin obiger Form zu entdecken ist, gebe ich k = 1:005 an. In den bisheri-gen F�allen enthielt jedes Intervall vom Niveau n mindestens zwei disjunkteIntervalle vom Niveau n+ 1. Wie Abbildung 2.8 zeigt, ist eine �ahnliche Auf-spaltung beim �Ubergang zu h�oheren n{Werten hier nicht festzustellen. �Uberu. U. lange n{Intervalle enth�alt ein Intervall vom Niveau n nur ein Intervallvom Niveau n + 1. Entsprechend sind feine Strukturen erst bei vergleichs-weise hohen n{Werten zu beobachten. Die Abbildung 2.8 zeigt, da� es zwarauf allen Skalen Singularit�aten zu geben scheint, die Art der Organisation istaber | zumindest f�ur die hier gezeigten n{Werte und die hier betrachtetenVergr�o�erungen | nicht o�ensichtlich.Abschlie�end gehe ich kurz auf die Streuergebnisse f�ur das Drei{Mulden{System ein. Ich beschr�anke mich darauf, Parameterwerte anzugeben, f�ur diedie Hierarchie der Streuabbildung einfach zu beschreiben ist, und verzichteauf explizite Darstellungen der Streufunktionen. Man erh�alt f�ur k = 0:9 einezwei{ und f�ur k = 1:9 eine achtgliedrige Struktur. Es gibt auch Parameter-bereiche, in denen die Streufunktionen ein vergleichbares Verhalten zeigenwie f�ur das Zwei{Mulden{System mit k = 1:005 oder k = 1:26. Da sichkeine wesentlichen qualitativen Unterschiede zeigen, verzichte ich auf einedetailliertere Vorstellung.Bevor ich auf die Erkl�arung der hier gewonnenen Ergebnisse eingehe, disku-tiere ich die sogenannte Entweichrate.2.2.2 Die EntweichrateIch de�niere die Entweichrate (engl. escape rate) an dieser Stelle operativ,indem ich den Streuversuch zur Bestimmung dieser Gr�o�e beschreibe. Beivorgegebener Energie und In{Richtung wird zur Zeit t = 0 ein Ensemblevon N0 Teilchen (N0 � 1), das bez�uglich des In{Drehimpulses gleichver-
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Abbildung 2.8: Verz�ogerungszeit des Zwei{Mulden{Systems mit k = 1:005.teilt ist, auf das Target geschossen. Es stellt sich dann die Frage: WievieleTeilchen N(t) be�nden sich zur Zeit t noch im Wechselwirkungsbereich? DieEntweichrate � ist in diesem Zusammenhang �uber folgende Proportionalit�atde�niert: N(t) � e��t; (2.5)wobei sowohl N(t) als auch t sehr gro� sein sollen. Es wird also nur eineAussage �uber das asymptotische Zeitverhalten des Ensembles gemacht. Mit1=� ist die mittlere Lebensdauer einer Streutrajektorie im Wechselwirkungs-bereich gegeben. Bei Verwendung der diskretisierten Zeit de�niert man �entsprechend: N(n) � e��n: (2.6)In diesem Unterabschnitt beschr�anke ich die Diskussion auf den Energiebe-reich oberhalb der Orbitingschwelle und auf Parameterwerte, f�ur die in Ab-schnitt 2.2.1 ein komplexes Streuverhalten festgestellt wurde. F�ur k = 1:08,k = 1:26 und k = 1:9 zeigt die Abbildung 2.9 die Zeitentwicklung jeweils einesEnsembles, das aus N0 = 106 Teilchen besteht. Es ergibt sich ein exponentiel-ler Zusammenhang zwischen N und n. Aus den Steigungen der dargestelltenAusgleichsgeraden erh�alt man als Entweichraten � = 1:3, 1:1 bzw. 2. Ich gehean dieser Stelle nicht n�aher auf eine Diskussion der numerisch gewonnenenDaten ein, da in Kapitel 7 eine sehr viel e�zientere Methode dargestellt wird,
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Abbildung 2.9: N(n) f�ur das Zwei{Mulden{System zu verschiedenenk{Werten.die wesentlich genauere Ergebnisse liefert. Man kann die hier angegebenenWerte aber durchaus als eine erste gute Absch�atzung au�assen.Bei der Betrachtung der Entweichraten ergibt sich als bemerkenswertes Re-sultat eine nichtmonotone Abh�angigkeit von k bzw. von der Energie. Da derWechselwirkungsbereich nur aus anziehenden Bereichen besteht, h�atte manintuitiv annehmen k�onnen, da� die Entweichrate bei Erniedrigung der Ener-gie bzw. Erh�ohung von k kleiner wird. Die Ergebnisse f�ur die exemplarischgew�ahlten Parameterwerte k = 1:08, k = 1:26 und k = 1:9 zeigen jedoch einanderes Verhalten:�(k = 1:9) > �(k = 1:08) > �(k = 1:26) : (2.7)In Abbildung 2.10 ist die Entwicklung eines Ensembles f�ur k = 1:005 darge-stellt. Abbildung 2.10(a) zeigt, da� die funktionale Abh�angigkeit N(n) nichtexponentieller Natur ist. In doppeltlogarithmischer Darstellung erh�alt manf�ur gro�e n{Werte (n > 10) eine Gerade (Abbildung 2.10(b)), was auf einealgebraische Abh�angigkeit schlie�en l�a�t, d. h.N(n) � n�� : (2.8)F�ur gro�e n ist der f�uhrende Term der Entweichrate daher gegeben durch:� = � lnnn : (2.9)Beim �Ubergang n ! 1 wird die Entweichrate somit formal null und diemittlere Lebensdauer entsprechend unendlich. Es scheint daher angebracht,
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Abbildung 2.11: Die Funktion N(n) mit k = 1:009916 in doppeltlogarithmi-scher Darstellung.neben der Entweichrate auch den Exponenten � als eine charakterisierendeGr�o�e aufzufassen. Im Gegensatz zu � ist � aber i. a. nicht asymptotisch kon-stant, sondern �andert sich mit der L�ange des betrachteten Zeitintervalls. EinBeispiel, wo dies schon f�ur relativ kleine n deutlich wird, ist mit k = 1:009916gegeben. F�ur diesen Parameterwert zeigt Abbildung 2.11 die Funktion N(n)im n{Intervall [10; 1000] in doppeltlogarithmischer Darstellung. F�ur n > 100erkennt man ein algebraisches Verhalten von N(n), und die Angabe eines ent-sprechenden Exponentens � scheint m�oglich. Es gibt jedoch unterschiedlicheIntervalle mit unterschiedlichen Exponenten. Die Abbildung 2.12 macht diesdeutlich, indem sie den Grenzbereiche zweier solcher Intervalle zeigt. Es wirddas n{Intervall [500; 1100] dargestellt. Man erkennt einen \Knick\ im Gra-phen von N(n), der einer �Anderung des Exponenten � entspricht. Geht manzu h�oheren n{Werten �uber, so stellt man i. a. weitere Exponenten fest, die aufeinem bestimmten Zeitintervall G�ultigkeit besitzen. Trotz der Betrachtungeines gro�en Zeitraumes ist die Angabe von � somit nur in Verbindung mitder Angabe eines Zeitintervalls sinnvoll. Ob es einen asymptotisch kontantenWert gibt, ist im Rahmen der numerischen Genauigkeit nicht festzustellen.
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Kapitel 3Chaos und Hyperbolizit�atDa es verschiedene De�nitionen des Begri�es Chaos gibt, gebe ich im erstenAbschnitt dieses Kapitels zun�achst die De�nition an, die in dieser Arbeitverwendet wird. In den folgenden Abschnitten und im anschlie�enden Kapitel4 wird dann gezeigt, unter welchen Umst�anden das System (1.9) chaotischist und mit Hilfe einer Symbolischen Dynamik beschrieben werden kann.F�ur einige Begri�e, die in den Abschnitten 3.2 und 3.3 verwendet werden,gebe ich die formalen mathematischen De�nitionen nicht an, da diese denRahmen dieser Arbeit sprengen w�urden. In vielen F�allen sind sie | zumin-dest was die Anschauung betri�t | selbsterkl�arend wie z. B. \vertikale\ oder\horizontale Kurve\. Im Hinblick auf die exakten De�nitionen verweise ichauf die Literatur, z. B. [Mos73, GucHol86, Wig88, Dev89].Anhand des Zwei{Mulden{Systems beschreibe ich in Abschnitt 3.2 die Kon-traktions{ und Expansionseigenschaften von F . Der Abschnitt 3.3 besch�aftigtsich mit dem Begri� der Hyperbolizit�at. Dieser Begri� spielt eine zentrale Rol-le in der Theorie der dynamischen Systeme. Die Hyperbolizit�at ist z. B. eineentscheidende Voraussetzung daf�ur, eine global exakte Symbolische Dyna-mik einf�uhren zu k�onnen (siehe auch Kapitel 4). In diesem Abschnitt werdenBedingungen hergeleitet, unter denen das System (1.9) hyperbolisch ist. Dabisher nur f�ur sehr wenige Modellsysteme die Hyperbolizit�at nachgewiesenwerden konnte und da die mathematischen Details aufwendig sind, gehe ichin diesem Abschnitt n�aher auf die technischen und formalen Einzelheiten ein.3.1 Zur De�nition von ChaosIn der mehr mathematisch orientierten Literatur �ndet man oftmals eineDe�nition des Begri�es Chaos, die auf Begri�e und Konzepte aus der Ma�-theorie zur�uckgreift [Rue78] (siehe auch Kapitel 6 und 7). In der physikalischgepr�agten Literatur ist dagegen in erster Linie die Topologie als Ausgangs-punkt vorzu�nden. In dieser Arbeit gehe ich ebenfalls von einer topologischen35



36 Kapitel 3. Chaos und Hyperbolizit�atBeschreibung aus, die auf Devaney zur�uckgeht [Dev89, GucHol86, Wig88].Man ben�otigt zun�achst die De�nitionen der topologischen Transitivit�at undder sensitiven Abh�angigkeit von den Anfangsbedingungen.Sei V � Rn ; eine Abbildung f : V ! V hei�t topologisch transitiv, wenn f�urjedes Paar o�ener Mengen U;W � V einm > 0 existiert, so da� fm(U)\W 6=; ist1.f hei�t sensitiv abh�angig von den Anfangsbedingungen, wenn es ein � > 0gibt, so da� f�ur alle p 2 V und jede Umgebung U von p ein q 2 U sowie einm > 0 existiert mit jfm(p)� fm(q)j > �.Damit l�a�t sich nun \Chaos\ de�nieren:De�nition 1 Sei V � Rn ; eine Abbildung f : V ! V hei�t chaotisch aufV , wenn gilt:1. f ist sensitiv abh�angig von den Anfangsbedingungen.2. f ist topologisch transitiv.3. Die periodischen Punkte von f liegen dicht in V .Aufgrund von Punkt 1 ist das Verhalten eines chaotischen Systems also nichtvorhersagbar. Punkt 2 besagt, da� man ein chaotisches System nicht in zweiTeile zerlegen kann, die dynamisch nicht miteinander in Verbindung stehen.Der Punkt 3 fordert schlie�lich, da� es �uberall inmitten dieser irregul�arenStrukturen in Form der periodischen Orbits ein regul�ares Element gibt.Beschr�ankt man sich auf den f�ur diese Arbeit relevanten Fall n = 2, so folgtdirekt aus der De�nition, da� in einem chaotischen System kein stabiler Orbitauftreten kann. Die damit verbundenen KAM{Tori stellen un�uberwindlichePhasenraumbarrieren dar, welche die topologische Transitivit�at ausschlie�enw�urden.In der Regel koexistieren regul�are, d. h. KAM{Torus{dominierte und irre-gul�ar{chaotische Gebiete im Phasenraum eines Systems. Man bezeichnet einSystem daher oftmals schon als chaotisch, wenn der Phasenraum neben re-gul�aren Bereichen eine unter der Dynamik invariante Teilmenge enth�alt, aufder die Bedingungen von De�nition 1 erf�ullt sind. In diesem weiter gefa�tenSinn ist Chaos dann eine generische Eigenschaft [Mos73]. Diese Form vonChaos wird auch als \weich\ bezeichnet, w�ahrend man bei Abwesenheit re-gul�arer Strukturen von \hartem\ Chaos spricht [Gut92]. Man beachte, da�diese Begri�e keine De�nitionen im streng mathematischen Sinne sind.1Man beachte, da� ein in V dicht liegender Orbit die topologische Transitivit�atimpliziert.



3.2. Kontraktions{ und Expansionseigenschaften von F 37Ein System, das der De�nition 1 gen�ugt, kann man in gewissem Sinne auchals \rein chaotisch\ bezeichnen. Die Bedeutung derartiger Systeme ist ver-gleichbar mit der integrabler Systeme. Diese beiden Systemklassen stellenzwei Extreme dar, von denen ausgehend man die \dazwischenliegenden\ ge-nerischen Systeme untersuchen kann. Dementsprechend hat die Suche nachrein chaotischen Systemen eine �ahnliche Bedeutung wie die Suche nach inte-grablen Systemen.Die Bedingungen der De�nition 1 im konkreten Fall nachzuweisen ist al-lerdings nicht einfach. Bis zu diesem Zeitpunkt hat man z. B. noch keinglattes gebundenes System gefunden, das die geforderten Kriterien erf�ullt.Lange Zeit galten das anisotrope Kepler{Problem und das sogenannte x2y2{Potential als m�ogliche Kandidaten. Mit Hilfe numerischer Verfahren konn-ten jedoch in beiden F�allen Regionen stabiler Bewegung entdeckt werden[Bro85, DahRus92]. Im Falle ungebundener Systeme gibt es einige wenigeBeispiele, f�ur die man Chaos im Sinne von De�nition 1 nachweisen konnte.In erster Linie handelt es sich dabei um Systeme aus dem Bereich der Po-tentialstreuung. Zu nennen sind Harte{Scheiben{ [Eck87, Han93] und damiteng verwandte H�ugelpotentiale [JunSch87a, JunRic90], sowie ein einfachesGravitationsbillard [H�en88].In den n�achsten Abschnitten und in Kapitel 4 wird gezeigt, da� das System(1.9) in bestimmten Parameterbereichen chaotisch im Sinn von De�nition 1ist. Zuerst wird die Geometrie der Abbildung diskutiert.3.2 Kontraktions{ undExpansionseigenschaften von FIn diesem Abschnitt beschreibe ich geometrisch die Wirkung von F auf be-stimmte Mengen im Phasenraumzylinder.Zun�achst de�niere ich die Mengen aller Anfangsbedingungen in �, die untermindestens n Iterationen von F bzw. F�1 in � bleiben, bevor sie entweichen:�n� = n\j=0F�j(�) (3.1)�n+ = n\j=0F j(�): (3.2)�n� besteht also aus Punkten mit mindestens n weiteren Punkten in derZukunft und �n+ aus Punkten mit mindestens n weiteren Punkten in derVergangenheit. Man beachte die Relation �n+1� � �n�. Eine f�ur das Folgendewesentliche Rolle spielt die invariante Menge � von F , die de�niert ist durchF n(�) � � f�ur alle n 2 Z. (3.3)



38 Kapitel 3. Chaos und Hyperbolizit�atDe�niert man �1� = limn!1�n�, so beschreibt der Schnitt von �1+ und �1�die Punkte, die f�ur alle Zeiten in � bleiben, also die invariante Menge �:� = �1+ \ �1� : (3.4)Als Beispielsystem wird f�ur die folgenden Betrachtungen das Zwei{Mulden{System mit k = 1:9 verwendet. Die Mengen �1� und �1+ sind in der Abbildung3.1 dargestellt. �1� ist der vertikale Streifen, �1+ der parabelf�ormige Streifen.2
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Abbildung 3.1: Die Mengen �1� und �1+ f�ur das Zwei{Mulden{System mitden Parametern R0 = 1:1 und k = 1:9.Anhand von Abbildung 3.2 beschreibe ich nun die Expansions{ und Kontrak-tionseigenschaften von F . Zu diesem Zweck de�niere ich vertikale Kurven vcmittels l + 2R0 sin � = c ; c 2 [�1; 1]: (3.5)Nach (1.10b) werden diese Kurven abgebildet auf Kurven hc, die durch denSchnitt von l = c mit �1+ de�niert sind. Man beachte, da� die �uberabz�ahl-2Man beachte, da� der Phasenraum ein Zylinder ist und �1+ nicht aus zwei disjunktenTeilen besteht, sondern zusammenh�angend ist.
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Abbildung 3.2: Zur Geometrie der Abbildung F .baren Scharen von Kurven vc und hc, c 2 [�1; 1], jeweils eine Bl�atterung derMengen �1� bzw. �1+ darstellen.Aufgrund der Systemgeometrie gilt � 2 [�=2; 3�=2]. F�ur eine Kurve in �1�mit l = c folgt also mit (1.10b):� = � � arcsin l0 � c2R0 ! : (3.6)Eingesetzt in (1.10a) erh�alt man folgende Parametrisierung der Bildkurve in�1+: �c(l0) = � arcsin l0 � c2R0 !� �(l0): (3.7)Ein vertikaler Streifen, der durch v1 und die durch den Regenbogendrehim-puls lR de�nierte Kurve vlR sowie entsprechende Linienelemente mit l = �1und l = 1 gegeben ist, wird also auf einen horizontal ausgerichteten Strei-fen abgebildet, der durch h1, hlR und durch die Kurven ��1(l) und �1(l),l 2 [lR; 1], de�niert ist. Betrachtet man die L�angen sich entsprechenderBild{ und Urbildkurven, so beobachtet man | grob gesagt | Kontrak-tion in vertikaler und Expansion in horizontaler Richtung. Entsprechende



40 Kapitel 3. Chaos und Hyperbolizit�atKontraktions{ und Expansionseigenschaften erh�alt man bei Betrachtung dervertikalen Streifen, die durch Kurven vc mit (c = lR; c = 0), (c = 0; c = �lR)und (c = �lR; c = �1) de�niert sind. 3Erh�oht man die Zahl der Mulden, so bleiben die groben Kontraktions{ undExpansionsrichtungen dieselben. Man kann dies analog zu obigen Betrach-tungen zeigen. Als wesentlicher Unterschied ist in den De�nitionen der Kur-ven der Index der besuchten Potentialmulde zu ber�ucksichtigen. Ich verzichtehier aber auf die technischen Details und gebe eine alternative Erkl�arung, dieauf das bisher Gezeigte zur�uckgreift. Abbildung 3.3 zeigt die Mengen �1� und�1+ f�ur das Drei{Mulden{System mit R0 = 1:4 und k = 1:9. �1� besteht indiesem Fall aus zwei disjunkten vertikalen Streifen, die jeweils einer der bei-den Potentialmulden entspricht, die als n�achstes besucht werden k�onnen. ImFall von N Mulden erh�alt man entsprechend N � 1 disjunkte Streifen. Be-schr�ankt man sich auf einen dieser Streifen, so entspricht dies der Festlegungder Mulde, die als n�achstes aufgesucht wird. Da die verschiedenen Poten-tiale v(r) nicht �uberlappen und daher unabh�angig voneinander betrachtetwerden k�onnen, erh�alt man dadurch ein System aus zwei Mulden. Bis aufeine eventuelle Verschiebung der Mengen �1� und �1+ im Winkelbereich sindsomit die oben gewonnenen Ergebnisse im Hinblick auf Kontraktions{ undExpansionseigenschaften direkt �ubertragbar.W�ahlt man eine andere Ablenkfunktion, so beein
u�t dies nur die Gestalt derMenge �1+. Da die Abbildung I0 (siehe (1.12)) f�ur Entweichen bzw. Nichtent-weichen aus dem Wechselwirkungsbereich verantwortlich ist und da � in I0nicht eingeht, wird �1� ausschlie�lich durch die Systemgeometrie bestimmt.Das Bild von �1�, n�amlich �1+, h�angt dagegen wesentlich von � ab und istdemnach je nach Ablenkfunktion individuell zu untersuchen.3.3 Hyperbolizit�at der invarianten MengeDer Begri� der hyperbolischen Menge steht im Zentrum der Theorie dynami-scher Systeme. Die Existenz einer solchen Menge in einem Hamilton{Systemist zwar generisch, jedoch bildet sie i. a. nur ein Teilsystem. Es gibt dar�uberhinaus regul�are Strukturen, die wesentliche Aspekte der Dynamik bestimmenk�onnen.In diesem Abschnitt werden Voraussetzungen bestimmt, unter denen das Sy-stem (1.9) hyperbolisch ist. Zun�achst gebe ich die mathematisch exakte De-�nition einer hyperbolisch invarianten Menge an ([Wig88] Seite 145, [Dev89]Seite 236).3An dieser Stelle sei angemerkt, da� die Falten von �1+ nicht exakt bei �lR liegen,sondern durch die Extremwerte der Kurven in der Kurvenschar (3.7) gegeben sind. DieseExtremwerte bilden zwei Kurven in �1+, eine mit positivem und eine mit negativem l. AlsKurvenparameter kann in beiden F�allen c aufgefa�t weren.
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Abbildung 3.3: Die Mengen �1� (vertikale Streifen) und �1+ (parabelf�ormigeStreifen) f�ur das Drei{Mulden{System mit den Parametern R0 = 1:4 undk = 1:9.De�nition 2 Sei f : R2 ! R2 ein Cr{Di�eomorphismus, r � 1, und� � R2 sei eine abgeschlossene Menge, die invariant unter f ist. � hei�thyperbolische Menge, wenn f�ur alle p 2 � eine Aufspaltung R2 = Esp � Eupexistiert, so da� gilt:1. Df(p) � Esp = Esf(p)Df(p) � Eup = Euf(p): (3.8)2. Es gibt eine reelle Zahl 
 mit 0 < 
 < 1, so da�f�ur �p 2 Esp gilt: jDf(p)�pj � 
j�pjf�ur �p 2 Eup gilt: jDf�1(p)�pj � 
j�pj: (3.9)3. Esp und Eup �andern sich stetig mit p.Ein wesentlicher Aspekt in dieser De�nition ist die Unabh�angigkeit der Kon-stanten 
 vom Punkt p. In diesem Zusammenhang wird daher auch von



42 Kapitel 3. Chaos und Hyperbolizit�atgleichm�a�iger Hyperbolizit�at gesprochen. Man beachte, da� Orbits, derenStartpunkte in Richtung Esp (Eup ) nahe bei p liegen, in positiver (negati-ver) Zeit exponentiell gegen den Orbit von p konvergieren. Man kann dieseDe�nition daher als eine Verallgemeinerung des Begri�s des hyperbolischenFixpunktes au�assen. �Ahnlich wie dort sind auch hier R�uckschl�usse auf dieDynamik von F m�oglich, obwohl in der De�nition nur Bedingungen an daslinearisierte System gestellt werden. So gibt es in jedem Punkt einer hyperbo-lische Menge entsprechend stabile und instabile invariante Mannigfaltigkeiten[Hir+77].Die Bedingungen der De�nition 2 f�ur ein konkretes Beispiel nachzuweisen,ist sehr schwierig. Es gibt eine �aquivalente Formulierung der Hyperbolizit�at,die auf Newhouse und Palis zur�uckgeht und leichter zu veri�zieren ist[NewPal73]. Als Vorbereitung ben�otigt man den Begri� des Sektors oderKegels. Wie in obiger De�nition sei f : R2 ! R2 ein Cr{Di�eomorphismus,r � 1, und � sei eine abgeschlossene Menge, die invariant unter f ist. R2 =ESp � EUp sei eine Zerlegung von R2 f�ur p 2 �, und � sei eine positive reelleZahl. Der �{Kegel Su� (p) ist de�niert durchSu� (p) = n(�p; �p) 2 ESp � EUp j j�pj � � j�pjo : (3.10)Entsprechend erh�alt man einen �{Kegel Ss� (p) durchSs� (p) = n(�p; �p) 2 ESp � EUp j j�pj � � j�pjo : (3.11)Es gilt nunSatz 2 Sei f : R2 ! R2 ein Cr{Di�eomorphismus, r � 1, und � � R2 seieine kompakte Menge, die invariant unter f ist. � ist hyperbolisch, wenn esbeschr�ankte, positive Funktionen ohne Nullstellen �U , �S : �! R gibt, wennes ferner eine nat�urliche Zahl n und Konstanten C > 0, � > 1 gibt und wennf�ur alle p 2 � eine Aufspaltung R2 = ESp �EUp existiert, so da� die folgendenBedingungen erf�ullt sind:1. F�ur alle p 2 � gilt:Dfn(p) � Su�U (p)(p) � Su�U(fn(p))(fn(p))Df�n(p) � Ss�S(p)(p) � Ss�S(f�n(p))(f�n(p)) : (3.12a)2. Sei �p 2 Su�U(p)(p), dann ist jDfn(p)�pj � C�nj�pj :Sei �p 2 Ss�S(p)(p), dann ist jDf�n(p)�pj � C�nj�pj : (3.12b)



3.3. Hyperbolizit�at der invarianten Menge 43Dieser Satz besagt, da� man f�ur den Nachweis der Hyperbolizit�at Sektor-b�undel (Kegelfelder) Su = [p2�Su�U(p)(p) und Ss = [p2�Ss�S(p)(p) �nden mu�,die invariant unter Df bzw. Df�1 sind und auf denen die Anwendung die-ser Abbildungen eine (echte) Verl�angerung von Vektoren bewirkt. Ich ge-be den Beweis nicht komplett an, sondern stelle nur die entscheidende Ideevor. Die technischen Details sind in [NewPal73] zu �nden4. Abbildung 3.4zeigt schematisch die wesentliche Idee des Beweises. Unter den Vorausset-
p

f(p)
Su�U (p)(p) Su�U (f(p))(f(p))Df(p) � Su�U (p)(p)

Abbildung 3.4: Zum Beweis von Satz 1.zungen des Satzes wird z. B. ein Sektor Su im Punkt p unter Df in denSektor im Punkt f(p) abgebildet. Dabei wird der urspr�ungliche Sektor un-ter der Abbildung \schmaler\. Unter Iteration von Df erh�alt man immer\schmalere\ Sektoren, die sich | rein anschaulich | zu einer eindeutigenGeraden \zusammenziehen\. Man erh�alt so in jedem Punkt p der invariantenMenge eine wohlde�nierte Gerade, die dann Eup wie in De�nition 2 entspricht.Obwohl es einfacher ist, die Voraussetzungen von Satz 2 nachzuweisen, alsdirekt die de�nierenden Eigenschaften einer hyperbolischen Menge aus De�-nition 2 zu veri�zieren, gestaltet sich die Anwendung des Satzes in der Praxisimmer noch schwierig. So konnte bisher nur f�ur sehr einfache Modellsyste-me die Hyperbolizit�at gezeigt werden. Devaney und Nitecki haben z. B.f�ur die H�enon{Abbildung [H�en76] in einem bestimmten Parameterbereich in-variante Sektorb�undel mit den gew�unschten Eigenschaften konstruieren unddamit die Hyperbolizit�at nachweisen k�onnen [DevNit79].Ich leite nun mit Hilfe von Satz 2 Bedingungen her, die die Hyperbolizit�at desSystems (1.9) implizieren. Um zu einer m�oglichst allgemeing�ultigen Formu-lierung der Ergebnisse zu gelangen, setze ich f�ur die Ablenkfunktion lediglich4Satz 2 ist eine Spezialisierung des in [NewPal73] erzielten allgemeineren Resultats.Diese Spezialisierung ist f�ur die in dieser Arbeit betrachteten Systeme ausreichend.



44 Kapitel 3. Chaos und Hyperbolizit�atvoraus, da� sie in einer Umgebung der Projektion der invarianten Menge aufdie l{Achse stetig di�erenzierbar ist. Die invariante Menge wird ferner alsnichtleer angenommen.Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit wird zun�achst das System (1.10) behan-delt. Die Verallgemeinerung der Ergebnisse auf beliebige Systeme des Typs(1.9) wird daran anschlie�end diskutiert.Zun�achst wird eine Koordinatentransformation durchgef�uhrt (Unterabschnitt3.3.1). In den neuen Koordinaten werden dann Voraussetzungen formuliert,unter denen der Satz 2 anwendbar ist (Unterabschnitt 3.3.2). Die R�ucktrans-formation liefert dann Bedingungen f�ur die Hyperbolizit�at von � (Unterab-schnitt 3.3.3).3.3.1 Transformation von � nach �GZur Vereinfachung der folgenden Formeln f�uhrt man in (1.10) zun�achst eineTransformation der Winkelvariablen durch:� = � + �: (3.13)Die Abbildung F ist dann gegeben durchF : �0 = �� � � �(l0)l0 = l � 2R0 sin�: (3.14)Aufgrund der Systemgeometrie liegen die �{Werte von Punkten in �1� imInneren des �{Intervalls [�=2; 3�=2]. Folglich gilt f�ur die �{Werte einer Tra-jektorie in �1�: � �=2 < � < �=2 (3.15)Insbesondere haben alle Punkte aus � diese Eigenschaft. L�a�t man nur solche�{Werte zu, so ist die Bedingung (1.10d) automatisch erf�ullt, wie eine kurzeRechnung oder die Anschauung zeigen.Man betrachte nun die di�erenzierbare TransformationT : x = ly = l � 2R0 sin�: (3.16)T bildet �1� in das Quadrat Q = f(x; y)j � 1 � x � 1;�1 � y � 1gab. Die x{Koordinate entspricht dem alten Drehimpuls, die y{Koordinatedem Drehimpuls nach dem n�achsten Streuvorgang an einem Potential v. DieTransformation T fa�t somit zwei Punkte eines Orbits in � zu einem Punktin Q zusammen. Die Umkehrabbildung ist durchT�1 : � = arcsin �x�y2R0 �l = x (3.17)



3.3. Hyperbolizit�at der invarianten Menge 45gegeben. Da f�ur alle (x; y) 2 Q die Ungleichung jx�yj � 2 < 2R0 gilt, ist T�1auf ganz Q de�niert. Da T�1 ferner Q in �1� abbildet, ist die TransformationT ein Di�eomorphismus auf �1�.Mittels T geht die Abbildung F �uber in die Abbildung:x0 = y (3.18a)G : y0 = y � 2R0 sin�arcsin�x� y2R0 �� � ��(y)� : (3.18b)Man beachte, da� T die invariante Menge von F in � i. a. nur injektiv indie invariante Menge von G in Q abbildet. Dies ist darauf zur�uckzuf�uhren,da� u. U. nicht jeder Punkt eines G{Orbits in Q die wegen (3.15) geforderteBedingung �0(x; y) = arcsin�x� y2R0 �� � � �(y) 2 ]� �2 ; �2 [: (3.19)erf�ullt. Aus diesem Grund kann es G{Orbits in Q geben, die keinem F{Orbitin � entsprechen. Falls nun allerdings ein Punkt p in Q unter der Iterationvon G in Q bleibt und jede Iterierte der Bedingung (3.19) gen�ugt, so giltF n(T�1(p)) = T�1(Gn(p)); n 2 Z; (3.20)und damit ist T�1(p) 2 �.Bezeichnet man mit �G die G{invariante Menge von Q, deren Punkte unterallen Iterierten von G der Bedingung (3.19) gen�ugen, so ist damit gezeigt,da� das Diagramm � F���! �T???y x???T�1�G G���! �G (3.21)kommutiert und das System (3.14) auf � damit insbesondere topologischkonjugiert ist zur Abbildung G auf �G.3.3.2 Hyperbolizit�at von �GIch leite nun eine Bedingung her, unter der �G hyperbolisch ist. Es gilt derSatz 3 Gibt es ein 0 < � < 1, so da� f�ur alle (x; y) 2 �G die Ungleichung1 + �����2R0 cos�0(x; y)@�0(x; y)@x ����������1� 2R0 cos�0(x; y)@�0(x; y)@y ����� < � (3.22)erf�ullt ist, dann ist �G eine hyperbolische Menge.



46 Kapitel 3. Chaos und Hyperbolizit�atBeweis: Der Beweis erfolgt mit Hilfe von Satz 2. Um ihn anwenden zu k�onnen,ben�otigt man die Ableitungen DG und DG�1:DGj(x;y) =  0 1�2R0 cos(�0(x; y))�0x(x; y) 1� 2R0 cos(�0(x; y))�0y(x; y) !(3.23)bzw.DG�1���G(x;y) = 0B@ 1� 2R0 cos(�0(x; y))�0y(x; y)2R0 cos(�0(x; y))�0x(x; y) �12R0 cos(�0(x; y))�0x(x; y)1 0 1CA(3.24)mit �0x(x; y) = @�0(x; y)@x = 12R0s1� �x� y2R0 �2 (3.25)und �0y(x; y) = @�0(x; y)@y = �12R0s1� �x� y2R0 �2 ��0(y): (3.26)Ziel der anschlie�enden Ausf�uhrungen ist es, f�ur jeden Punkt in �G die In-varianz der Sektoren Su� = f(�; �)jj�j � �j�jg; (3.27a)Ss� = f(�; �)jj�j � �j�jg (3.27b)unter DG bzw. unter DG�1 zu zeigen sowie die f�ur die Anwendung von Satz 2notwendigen Expansionseigenschaften nachzuweisen. Es ist zu beachten, da�die De�nition der Kegel (3.27) unabh�angig vom jeweiligen Punkt in �G ist.Man nutzt nun aus, da� die Ableitungen in einer Koordinate eine einfacheGestalt haben. Die �{Koordinate eines Bildpunktes unter DG ist die ur-spr�ungliche �{Koordinate. Analog wird unter DG�1 die alte �{Koordinatezur neuen �{Koordinate.Um die Rechnungen �ubersichtlicher gestalten zu k�onnen, de�niere ichH1(x; y) = 1� 2R0 cos(�0(x; y))�0y(x; y) (3.28)H2(x; y) = �2R0 cos(�0(x; y))�0x(x; y): (3.29)Die Voraussetzung von Satz 3 l�a�t sich damit wie folgt ausdr�ucken:1 + jH2jjH1j < �: (3.30)



3.3. Hyperbolizit�at der invarianten Menge 47Sei nun (�0; �0) 2 Su� , und sei (�1; �1) = DG(�0; �0). Zun�achst wird gezeigt,da� die �{Komponente unter DG um mindestens den Faktor 1=� verl�angertwird: j�1j = jH2�0 +H1�0j� jH1jj�0j � jH2jj�0j: (3.31)Da nach Voraussetzung j�0j � j�0j=� ist, ergibt sichj�1j � (jH1j � 1� jH2j)j�0j: (3.32)Mit (3.30) l�a�t sich der Klammerausdruck auf der rechten Seite absch�atzen,und man erh�alt j�1j > 1� j�0j: (3.33)Da nun �1 = �0 ist, ergibt sich j�1j > 1� j�1j (3.34)und somit (�1; �1) 2 Su� . Die Invarianzeigenschaft ist damit nachgewiesen.Die Norm von (�1; �1) l�a�t sich nun mit Hilfe von (3.33) und der Vorausset-zung (�0; �0) 2 Su� , d. h. j�0j � �j�0j = �j�1j, absch�atzen:j(�1; �1)j � 1� j(�0; �0)j : (3.35)Damit ist gezeigt, da� Su� invariant unter DG ist und da� die L�ange einesVektors in Su� unter DG um mindestens den Faktor 1=� verl�angert wird.F�ur Ss� und DG�1 geht man nun entsprechend vor. Sei also (�0; �0) 2 Ss� undsei (�1; �1) = DG�1(�0; �0). In diesem Fall erh�alt manj�1j = �����H1H2 �0 + 1H2�0����� ����H1H2 ���� j�0j � ���� 1H2 ���� j�0j ; (3.36)und da �j�0j � j�0j ist, folgtj�1j � �����H1H2 ����� ���� �H2 ����� j�0j : (3.37)Wegen � < 1 folgt mit (3.30):�����H1H2 ����� ���� �H2 ����� > �����H1H2 ����� ���� 1�H2 ����� > 1� : (3.38)



48 Kapitel 3. Chaos und Hyperbolizit�atDamit erh�alt man j�1j � 1� j�0j: (3.39)Weil �1 = �0 ist, gilt: j�1j � 1� j�1j; (3.40)also ist (�1; �1) 2 Ss� . Damit ist die Invarianzeigenschaft nachgewiesen. Esbleibt noch das Expansionskriterium nachzuweisen. Diese folgt direkt aus(3.39) und der Voraussetzung j�0j � �j�0j = �j�1j:j(�1; �1)j � 1� j(�0; �0)j (3.41)Mit f = G sowie �S(p) = �U(p) = � und n = 1, C = 1, � = 1=� sind dieVoraussetzungen des Satzes 2 erf�ullt, und damit ist der Satz 3 bewiesen5.3.3.3 Hyperbolizit�at von �Dr�uckt man die Bedingung des Satzes 4 in den urspr�unglichen Koordinaten(�; l) aus, so gelangt man zum wesentlichen Ergebnis dieses Abschnitts.Satz 4 Gibt es ein 0 < � < 1, so da� alle Punkte (�; l) 2 �, f�ur die �0(l0) � 0ist, die Bedingung R0�0(l0) > ��� 12� � 1cos � 0 + 1cos �! (3.42)und alle Punkte, f�ur die �0(l0) < 0 ist, die BedingungR0�0(l0) < �� + 12� � 1cos � 0 + 1cos �! (3.43)erf�ullen, so ist die invariante Menge des Systems (1.10) hyperbolisch.Beweis: Zun�achst dr�uckt man �0x und �0y als Funktionen von � und l aus.Man erh�alt mit (3.25), (3.26) und (3.17):�0x(�; l) = 12R0q1� sin2 �= 12R0j cos�j (3.44)�0y(�; l) = �12R0j cos�j � �0(l0): (3.45)5Der zweite Teil des Beweises, der die Invarianz von Ss� unter DG�1 zum Themahat, ist alternativ auch mit Hilfe der Involution I0 und unter zus�atzlicher Ber�ucksich-tigung der Invarianz von Su� unter DG durchzuf�uhren. De�niert man J0 = TI0T�1, sogilt: DJ0 =� 0 11 0 �. Aus G�1 = J0GJ0 folgt DG�1��(x;y) = DJ0 DGjJ0(x;y)DJ0. WegenDJ0Ss� = Su� ergibt sich damit sofort: DG�1Ss� � Ss� .



3.3. Hyperbolizit�at der invarianten Menge 49F�ur die linke Seite von (3.22) ergibt sich damit:1 + �����2R0 cos�0@�0(x; y)@x ����������1� 2R0 cos�0(x; y)@�0(x; y)@y ����� = 1 + �����cos�0cos� ����������1 + cos�0j cos�j + 2R0 cos�0�0(l0)����� : (3.46)Falls dieser Ausdruck f�ur alle (�; l) 2 � kleiner als � ist, sind die Bedingungendes Satzes 3 erf�ullt. Man beachte, da� �; �0 2]��=2; �=2[ und daher cos� > 0und cos�0 > 0 sind. Die Menge � ist demnach hyperbolisch, wenn gilt:1 + cos�0cos� < � �����1 + cos�0cos� + 2R0�0(l0) cos�0����� : (3.47)F�ur �0(l0) > 0 ist diese Ungleichung genau dann erf�ullt, wenn gilt:1 + cos�0cos� < � 1 + cos�0cos� + 2R0�0(l0) cos�0! ; (3.48)was gleichbedeutend ist mitR0�0(l0) > �1� �2� �� 1cos�0 + 1cos�� : (3.49)Falls �0(l0) < 0 ist, so ist (3.47) genau dann erf�ullt, wenn gilt:1 + cos�0cos� + 2R0�0(l0) cos�0 < �1�  1 + cos�0cos� ! : (3.50)Dies ist nun �aquivalent zu der BedingungR0�0(l0) < ��� + 12� �� 1cos�0 + 1cos�� : (3.51)Mit (3.13) erh�alt man schlie�lich aus (3.49) und (3.51) die Ungleichungen(3.42) und (3.43). Damit ist der Satz bewiesen.Gr�obere Absch�atzungen als die f�ur die Anwendung von Satz 4 gefordertenf�uhren auf eine in der Praxis leichter zu veri�zierende Bedingung.Satz 5 Die invariante Menge des Systems (1.10) ist hyperbolisch, wenn gilt:min(�;l)2� (R0j�0(l)j) > max(�;l)2� �2cos �! : (3.52)Beweis: Die Ausdr�ucke auf der linken und rechten Seite von (3.52) sind de�-niert, da � kompakt ist und die stetigen Funktionen R0j�0(l)j und �2= cos�



50 Kapitel 3. Chaos und Hyperbolizit�atsomit ihre Extremwerte auf � annehmen. Falls (3.52) erf�ullt ist, gibt es ein� > 1 mit min(�;l)2� (R0j�0(l)j) > � max(�;l)2� �2cos �! : (3.53)Mit � = 1=(2�� 1) gilt 0 < � < 1. Damit erh�alt man f�ur alle (�; l) 2 �:R0j�0(l0)j � min(�;l)2� (R0j�0(l)j)> � max(�;l)2� �2cos �!� �1 + �2�  1cos � 0 + 1cos �! : (3.54)Weil (1� �) < (1 + �) ist, folgt mit Satz 4 die Behauptung.Dieser Satz ist deshalb sehr leicht anzuwenden, weil auf beiden Seiten derzu veri�zierenden Ungleichung Funktionen nur jeweils einer Koordinate ste-hen. Es gen�ugt daher, die Projektionen von � auf die Koordinatenachsen zubetrachten.F�ur das Zwei{Mulden{System mit k = 1:9 erkennt man, da� der Betragder l{Koordinate von Punkten in � entweder gr�o�er als 0:7 oder kleiner als0:35 ist (vgl. Abbildung 3.2). Ferner liegt die �{Koordinate in dem Inter-vall [0:6�; 1:4�]. Mit 1:1j�0(�0:35)j = 10:78 : : :, 1:1j�0(�0:7)j = 8:01 : : : und�2= cos(0:6�) = �2= cos(1:4�) = 6:47 : : : erh�alt man:min(�;l)2� (R0j�0(l)j) � 8:01 > 6:48 � max(�;l)2� �2cos �! : (3.55)Das Zwei{Mulden{System ist in diesem Fall also hyperbolisch.Vor dem Hintergrund, da� in einer hyperbolischen Menge jeder Orbit in-stabil ist, l�a�t sich die Bedingung (3.52) in gewissem Rahmen anschaulichinterpretieren. Eine Di�erenz im Winkel � beim Verlassen einer Mulde f�uhrtmit wachsendem R0 zu einer wachsenden Di�erenz in der Drehimpulskom-ponente bzgl. des Zentrums der n�achsten Mulde. Die Winkeldi�erenz zweierbenachbarter Trajektorien, die vor dem Streuproze� an einem Potential vden gleichen Einfallswinkel haben, wird durch j�0j bestimmt. Je gr�o�er R0und j�0j sind, desto instabiler sind daher die Orbits in dem System.Nachdem eine Bedingung f�ur die Hyperbolizit�at des Systems bestehend auszwei Mulden hergeleitet worden ist, gebe ich nun die Verallgemeinerung f�urdas System (1.9) mit beliebigem N an. Es gilt der Satz:Satz 6 Die invariante Menge des Systems 1.9 ist hyperbolisch, wenn gilt:min(�;l)2� (R0j�0(l)j) > max(�;l)2�;j2f1;:::;N�1g 0BB@ 2sin j�N sin�� � j�N �1CCA : (3.56)



3.3. Hyperbolizit�at der invarianten Menge 51Der Beweis erfolgt analog zu dem von Satz 5 und wird im folgenden kurzskizziert. Sinnvollerweise schreibt man Gleichung (1.9b) in der Form:l0 = l � 2R0 sin�j2�0� sin�� � ��2 + j2�0�� : (3.57)Aus der Systemgeometrie folgt, da� das Argument der zweiten Sinusfunktion,� � (� + j�0)=2, im Intervall ]�=2; 3�=2[ liegt. Nach der Transformation(3.13) liegt der Winkel � + (� � j�0)=2 dann entsprechend in dem Intervall]��=2; �=2[. Dieser Ausdruck spielt im folgenden dieselbe Rolle wie oben �.Man beachte, da� die Transformation T (3.16) jetzt j{abh�angig ist und dieAbbildung G (3.18) dar�uber hinaus auch noch vom Index i des �ubern�achstenPotentials v abh�angt, das besucht wird. Geht man dann mit den richtigenErsetzungen analog zu oben vor, so erh�alt man das Pendant zu Satz 4, indemman formal cos � 0 durch sin(i�0=2) cos(� 0 + (� � i�0)=2) und cos � durchsin(j�0=2) cos(� + (� � j�0)=2) ersetzt. Daraus folgt dann Satz 6.Mit der hier vorgestellten Technik wird in Anhang B die noch o�ene Frageder Hyperbolizit�at des Troll{Smilansky{Modells beantwortet [TroSmi89].



Kapitel 4Symbolische Dynamik
In diesem Kapitel wird diskutiert, unter welchen Umst�anden das Mulden{System mit Hilfe einer vollst�andigen Symbolischen Dynamik beschrieben wer-den kann. D. h. es werden Bedingungen hergeleitet, die die topologische�Aquivalenz zwischen der Dynamik von F auf � und der Dynamik einer Shift{Abbildung auf einem Folgenraum implizieren.Zun�achst wird exemplarisch anhand des Zwei{Mulden{Systems die Topologieder invarianten Menge diskutiert. Es wird dabei dargestellt, wie die Hyper-bolizit�at die erw�ahnte topologische �Aquivalenz zu einem Folgenraum undzugeh�origer Shift{Abbildung zur Folge hat. Die �ubrigen Abschnitte diesesKapitels haben dann die Symbolische Dynamik f�ur die unterschiedlichen Pa-rameterbereiche und f�ur die unterschiedlichen Modellablenkfunktionen zumThema. Dabei wird auch der Unterschied zwischen dem reduzierten unddem nichtreduzierten System herausgearbeitet. Ferner wird der �Ubergangzu N > 2 diskutiert.4.1 Topologie der invarianten MengeWie schon in Abschnitt 3.3.1 erw�ahnt, liegen aufgrund der Systemgeome-trie die �{Werte von Punkten in �1� im Inneren des �{Intervall [�=2; 3�=2].Folglich liegen auch die �{Werte aller Punkte aus � in dem �{Intervall[�=2; 3�=2]. Mit � = [�=2; 3�=2]� [�1; 1] gilt damit:� � �: (4.1)De�niert man nun Mengen �n� bez�uglich � analog zu den Mengen �n� bez�ug-lich �, so gilt: � = � = �1� \ �1+ : (4.2)Als Beispiel wird nun wiederum das Zwei{Mulden{System mit k = 1:9 be-handelt. Die Mengen �1� und �1+ sind in Abbildung 4.1 dargestellt (vgl.52



4.1. Topologie der invarianten Menge 53

�

l
[� >]
[� <]
[+ <][+ >]

Abbildung 4.1: �1� (vertikale Streifen) und �1+ (horizontale Streifen) f�urR0 = 1:1 und k = 1:9.Abbildung 3.1). Man erkennt vier disjunkte vertikale und vier disjunkte ho-rizontale Streifen. Zusammen mit den Betrachtungen aus Abschnitt 3.2, er-gibt sich somit die Toplogie einer Hufeisenabbildung [Sma65]. Die vertikalenR�ander der vertikalen Streifen werden auf die vertikalen R�ander der hori-zontalen Streifen abgebildet. Entsprechend werden die horizontalen R�anderder vertikalen Streifen auf die horizontalen R�ander der horizontalen Streifenabgebildet. Dar�uber hinaus besteht das Bild einer jeden horizontalen Linie in� aus vier disjunkten horizontalen Linien. Das Bild eines beliebigen horizon-talen Streifens, der in �1+ enthalten ist, setzt sich somit aus vier disjunktenhorizontalen Streifen zusammen. Analog erh�alt man f�ur das Urbild eines ver-tikalen Streifens, der in �1� enthalten ist, vier disjunkte vertikale Streifen.Mit Hilfe einer Standardtechnik [Mos73, Wig88] k�onnen nun Punkte in �durch bi{in�nite Folgen kodiert werden. Die Folgenglieder stammen aus einerMenge von vier Symbolen, dem sogenannten Alphabet. Als Symbole verwendeich [+ >], [+ <], [� <] und [� >], wobei + bzw. � das Vorzeichen von l wieder-geben und> bzw.< durch den Regenbogendrehimpuls lR = 1=p3 = 0:577 : : :gem�a� jlj > lR oder jlj < lR festgelegt sind. Damit l�a�t sich jedem horizon-talen Streifen von �1+ eindeutig ein Symbol zuweisen (siehe Abbildung 4.1).Einem Punkt p in � wird nun eine bi{in�nite Folge, bestehend aus diesen



54 Kapitel 4. Symbolische DynamikSymbolen, zugeordnet, wobei an m{ter Stelle, m 2 Z, das Symbol des hori-zontalen Streifens steht, in dem sich Fm(p) be�ndet. Man beachte, da� jedeSymbolfolge einem Schnitt von ineinander geschachtelten, abgeschlossenenMengen korrespondiert. Da dieser Schnitt nicht leer ist, bedeutet dies, da�die Abbildung von � in den Folgenraum surjektiv ist. Die Anwendung vonF auf einen Punkt p in � entspricht per de�nitionem der Anwendung derShift{Abbildung auf die zu p geh�orende Symbolfolge, d. h. das m{te Symbolder Folge von F (p) ist durch das (m+1){te Symbol der Folge von p gegeben.Man kann ferner zeigen, da� die Abbildung von � in den Folgenraum stetigist. Der mathematische Nachweis dieser Aussagen ist Standard und in derLiteratur zu �nden ([Wig88] Seite 106�). Eine sehr viel schwierigere Aufgabeist es, die Injektivit�at der Abbildung zu beweisen. Das entscheidende Pro-blem ist es dabei zu zeigen, da� die Breite der jeweiligen Streifen von �n�und �n+ f�ur n ! 1 gegen 0 geht. In diesem Fall besteht �1� dann aus ver-tikalen und �1+ aus horizontalen Kurven. Jede horizontale Kurve schneidetjede vertikale in genau einem Punkt, der dann ein{eindeutig eine bi{in�niteSymbolfolge de�niert. Die Injektivit�at der Abbildung folgt nun aus der Hy-perbolizit�at. F�ur den formal exakten Beweis verweise ich wiederum auf dieLiteratur [Mos73, DevNit79]. Ich gebe hier nur ein Argument, das die G�ultig-keit dieser Aussage deutlich macht. Sei p ein Punkt der invarianten Menge.Eine Umgebung U von p erf�ahrt unter F n eine Stauchung in Richtung derstabilen Mannigfaltigkeit von p und eine Streckung in Richtung der insta-bilen Mannigfaltigkeit. Ist q ein Punkt in der stabilen Mannigfaltigkeit vonp, so geht der Abstand zwischen den Punkten F n(q) und F n(p) f�ur n ! 1gegen 0. F�ur n ! 1 geht die Ausdehnung des Bildes der Umgebung Uin Richtung der stabilen Mannigfaltigkeit von F n(p) damit ebenfalls gegen0. Entsprechendes gilt bei Betrachtung der instabilen Mannigfaltigkeit undF�n. Da p ein beliebiger Punkt aus der invarianten Menge ist, folgt daraus,da� die horizontalen Streifen �n+ in Richtung der stabilen Mannigfaltigkeitkontrahiert werden und ihre Breite f�ur n!1 gegen 0 geht. Entsprechendesgilt f�ur �n� in Richtung der instabilen Mannigfaltigkeit.Eine �Uberdeckung von � durch abgeschlossene Mengen, die sich h�ochstens inRandpunkten schneiden, wird auch als Zerlegung bezeichnet. Ein Beispiel istdurch die 16 Mengen gegeben, aus denen sich �1�\�1+ zusammensetzt (sieheAbbildung 4.1). Die Schnitte der Bilder und Urbilder der einzelnen Mengender Zerlegung unter F n, n � 1, bilden erneut Zerlegungen. In dem betrach-teten Beispiel sind diese durch �n�\�n+ gegeben. Auf diese Weise erh�alt manaus jeder Zerlegung �uber die Dynamik weitere Zerlegungen. Falls der Durch-messer jeder Menge in so erzeugten �Uberdeckungen f�ur n!1 gegen 0 geht,ist eine sogenannte erzeugende Zerlegung gegeben. Diese bildet auf nat�urlicheWeise eine �Uberdeckung, die sich der invarianten Menge \optimal\ anpa�t.Genau wie die invariante Menge sind auch erzeugende Zerlegungen �uber dieDynamik de�niert, was sie gegen�uber anderen �Uberdeckungen auszeichnet.Es wurde bisher gezeigt, da� durch �1� \�1+ eine erzeugende Zerlegung de�-



4.2. Symbolische Dynamik f�ur das nichtreduzierte System 55niert wird1.4.2 Symbolische Dynamik f�ur dasnichtreduzierte SystemBezeichnet man mit � die Shift{Abbildung auf einem Folgenraum sowie mith den Hom�oomorphismus von � in diesen Folgenraum, so kann man dieErgebnisse der Abschnitte 3.3 und 4.1 im Hinblick auf das Zwei{Mulden{System wie folgt zusammenfassen:Mit �4 = n(: : : s�n : : : s�1:s0s1 : : : sn : : :)���si 2 f[+ >]; [+ <]; [� <]; [� >]gf�ur alle i 2 Zo (4.3)ist f�ur das Zwei{Mulden{System mit den Parametern R0 = 1:1 und k = 1:9das folgende Diagramm kommutativ:� F���! �h???y x???h�1�4 ����! �4 : (4.4)
Die topologische Konjugiertheit von F auf � zur Shift{Abbildung auf �4 hatweitreichende Konsequenzen ([Wig88] Seite 94�). Es folgt z. B. da� � eineCantor{Menge ist, d. h. � ist kompakt, jeder Punkt in � ist H�aufungspunktvon Punkten in �, und das Innere von � ist leer ([GucHol86] Seite 229).Ferner gibt es abz�ahlbar unendlich viele periodische und �uberabz�ahlbar un-endlich viele aperiodische Orbits in �4 und damit auch in �. Als wesentlichenAspekt kann man dar�uber hinaus f�ur � und �4 alle Kriterien der De�nition1 nachweisen. Damit ist dann gezeigt, da� das Zwei{Mulden{System f�ur diegew�ahlten Parameterwerte im strengen Sinne chaotisch ist!Der Fall k = 1:08 mu� mit geringf�ugig mehr Aufwand behandelt werden alsder Fall k = 1:9. In Abbildung 4.2 sind die Mengen �2� und �2+ dargestellt.Der linke keilf�ormige Streifen wird unter F 2 auf den parabelf�ormig defor-mierten Streifen abgebildet, dessen eine Grenze auf der Linie l = 1 liegt.Entsprechend wird der rechte keilf�ormige Streifen unter F 2 auf den para-belf�ormig deformierten Streifen abgebildet, dessen eine Grenze auf der Liniel = �1 liegt. Man erkennt, da� der rechte (linke) keilf�ormige Streifen mit demBild des linken (rechten) keilf�ormigen Streifens keine gemeinsamen Punkte1Allgemein kann man zeigen, da� f�ur kompakte hyperbolische invariante Mengen eineerzeugende Zerlegung existiert [Wal82].
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Abbildung 4.2: �2� (keilf�ormige Streifen) und �2+ (parabelf�ormige Streifen)f�ur das Zwei{Mulden{System mit R0 = 1: und k = 1:08.besitzt, d. h. der obere Teil von � mit l > 0 ist mit dem unteren Teil von� mit l < 0 dynamisch nicht verbunden. Eine Trajektorie in � mit positi-vem (negativem) Drehimpuls hat f�ur alle Zeiten einen positiven (negativen)Drehimpuls. Da der obere und der untere Teil von � �uber die Symmetrie(1.14) miteinander verbunden sind, beschr�anke ich mich im folgenden aufden Bereich l > 0. Wie in Abbildung 4.3 dargestellt, de�niert das l{Intervall[0:35; 0:75] einen Teil von �, in dem � enthalten ist. � wird nun als derSchnitt dieses Teils mit seinem Urbild de�niert. Das Urbild ist dabei nach(1.10b) durch die vertikalen Kurven v0:35 und v0:75 (siehe (3.5)) bestimmt.Nach Konstruktion ist � in � enthalten. Abbildung 4.4 zeigt die bez�uglich �de�nierten Mengen �1� und �1+. �1� besteht aus zwei vertikalen und �1+ auszwei horizontalen Streifen. Mit den Betrachtungen aus den Abschnitten 3.2und 4.1 erh�alt man nun die topologische Situation einer Hufeisenabbildungmit zwei Symbolen. Als Symbole eignen sich hier > und < entsprechendl > lR und l < lR.Die Projektion der invarianten Menge auf die �{Achse ist in dem Inter-vall [0:95�; 1:07�] enthalten. Es gibt ferner keinen Punkt in � mit einer l{Komponente in dem Intervall [0:35; 0:75]. Da 1:1j�0(0:35)j = 5:57 : : :,1:1j�0(0:75)j = 6:06 : : : und �2= cos(0:93�) = �2= cos(1:07�) = 2:04 : : : ist,
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Abbildung 4.3: Der Teil von Abbildung 4.2 mit l � 0. Die horizontalen Linienentsprechen Punkten mit konstantem l = 0:35 bzw. l = 0:75.gilt: inf(�;l)2� (R0j�0(l)j) � 5:57 > 2:05 � sup(�;l)2� �2cos �! : (4.5)Nach Satz 5 ist demnach das Zwei{Mulden{System f�ur k = 1:08 ebenfallshyperbolisch.Da f�ur die eindeutige Festlegung einer Trajektorie in � zus�atzlich zu einerSymbolfolge bestehend aus den Symbolen > und < auch noch eine Informa-tion �uber das Vorzeichen von l ben�otigt wird, ist die Dynamik von F auf �nicht topologisch konjugiert zur Shift{Abbildung auf dem Folgenraum mitzwei Symbolen.Eine Symbolische Dynamik f�ur das nichtreduzierte System l�a�t sich mit Hilfeeiner sogenannten �Ubergangsmatrix, d. h. einer quadratischen Matrix, derenEintr�age entweder 0 oder 1 sind, formulieren. Eine N �N{�UbergangsmatrixA de�niert wie folgt eine Teilmenge des Folgenraumes �N mit N Symbolen:�NA = n(: : : s�n : : : s�1:s0s1 : : : sn : : :)2 �N ���Asi;si+1 = 1 f�ur alle i 2 Zo: (4.6)Man beachte, da� �N = �NA ist, falls alle Eintr�age in A aus Einsen bestehen.



58 Kapitel 4. Symbolische DynamikWie f�ur k = 1:9 w�ahlt man nun als Symbole [+ >], [+ <], [� <] und [� >], diein dieser Reihenfolge die Spalten und Zeilen der 4 � 4{Matrix A indizieren.Es gilt dann:Das Zwei{Mulden{System mit den Parameterwerten R0 = 1:1 und k = 1:08ist topologisch konjugiert zur Shift{Abbildung auf dem Folgenraum �4A, wobeider Folgenraum �4 durch (4.3) und die �Ubergangsmatrix A durchA = 0BBB@ 1 1 0 01 1 0 00 0 1 10 0 1 1 1CCCA (4.7)gegeben ist.Da nach (4.7) ein Vorzeichenwechsel nicht m�oglich ist, ist die Shift{Abbildungauf �4A nicht topologisch transitiv. Demnach ist die Shift{Abbildung auf �4Aund damit auch F auf � im strengen Sinn nicht chaotisch. Wie oben gezeigt,lassen sich aber �4A bzw. � in zwei invariante Teilmengen zerlegen, die, wiejetzt erl�autert wird, die strengen Chaoskriterien erf�ullen.
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Abbildung 4.4: � und die Mengen �1� (vertikale Streifen) und �1+ (horizontaleStreifen) f�ur k = 1:08.



4.3. Symbolische Dynamik f�ur das reduzierte System 594.3 Symbolische Dynamik f�ur das reduzierteSystemF�ur k = 1:08 werden die beiden dynamisch nicht verbundenen Teile von� mittels (1.14) identi�ziert. Die Dynamik in �red erh�alt man daher durchEinschr�ankung der Dynamik in �. Daraus folgt, da� die Dynamik des redu-zierten Systems topologisch konjugiert ist zur Dynamik auf dem Raum �2aller bi{in�niten Folgen bestehend aus den Symbolen > und <. Man erh�altals Ergebnis:Die invariante Menge des reduzierten Zwei{Mulden{Systems mit den Para-meterwerten R0 = 1:1 und k = 1:08 ist topologisch konjugiert zur Shift{Abbildung auf dem Folgenraum�2 = n(: : : s�n : : : s�1:s0s1 : : : sn : : :)���si 2 f>;<g f�ur alle i 2 Zo: (4.8)Ich diskutiere nun den Fall k = 1:9. Da nach Reduzierung mittels (1.14)ausschlie�lich Drehimpulsbetr�age und keine Vorzeichen als Unterscheidungs-merkmale dienen, werden die Orbits ([+ >]) und ([� >]) sowie ([+ <]) und([� <]) identi�ziert2. Somit entsprechen die vier Fixpunkte von F in � nurnoch zwei Fixpunkten im reduzierten System. Da f�ur k = 1:9 ein Wech-sel des Drehimpulsvorzeichens m�oglich ist, erh�alt man die Dynamik in �rednicht wie f�ur k = 1:08 durch Einschr�ankung der Dynamik in �. Man hat indiesem Fall Buch dar�uber zu f�uhren, wann beim Verfolgen einer Trajektoriedie Transformation (1.14) angewendet werden mu�. Zu diesem Zweck f�uhreich die zus�atzlichen Symbole = und 6= ein, die dokumentieren, ob beim Ver-folgen einer Trajektorie das Drehimpulsvorzeichen gleich bleibt oder ob einVorzeichenwechsel statt�ndet. Falls (1.14) angewendet wird, wird dies alsodurch 6= festgehalten, falls nicht, durch =. Der Orbit ([=>]) im reduziertenSystem beschreibt somit sowohl den Orbit ([+ >]) als auch den Orbit ([� >]).Entsprechendes gilt f�ur ([=<]) und die Orbits ([+ <]) und ([� <]). Man kannjeder Symbolfolge s aus den Symbolen [+ >], [+ <], [� >] und [� <] genaueine Symbolfolge s0 aus den Symbolen [=>], [=<], [ 6=>] und [ 6=<] zuordnen.Dies gilt jedoch nicht umgekehrt, denn wechselt man in jedem Symbol von sdas Vorzeichen, so wird dieser Symbolfolge ebenfalls s0 zugeordnet. Die be-schriebene Abbildung ist 2 : 1. Dies beschreibt den Verlust der Information�uber das Drehimpulsvorzeichen im reduzierten System. Man beachte, da�sich die Periode periodischer Orbits beim �Ubergang zu den neuen Symbolen�andern kann. Dies liegt daran, da� die Symbole = oder 6= eine relative �Ande-rung beschreiben und zu ihrer Festlegung daher zwei aufeinander folgende2Der Querstrich �uber einem Symbol oder einer endlichen Symbolfolge beschreibt die pe-riodische Fortsetzung des Symbols bzw. der Folge sowohl in positiver als auch in negativerZeit.



60 Kapitel 4. Symbolische DynamikPunkte einer Trajektorie ben�otigt werden. So entsprechen z. B. die zwei{periodischen Orbits ([+ >][� >]) und ([+ <][� <]) den einperiodischen Orbits([ 6=>]) und ([ 6=<]).Als Ergebnis bleibt festzuhalten:Die invariante Menge des reduzierten Zwei{Mulden{Systems mit den Pa-rameterwerten R0 = 1:1 und k = 1:9 ist topologisch konjugiert zur Shift{Abbildung auf dem Folgenraum�4 = n(: : : s�n : : : s�1:s0s1 : : : sn : : :)���si 2 f[=>]; [=<]; [ 6=>]; [ 6=<]g f�ur alle i 2 Zo: (4.9)Damit ist gezeigt, wie das Zwei{Mulden{System f�ur k = 1:08 und f�ur k =1:9 sowohl im nichtreduzierten als auch im reduzierten Fall mit Hilfe einervollst�andigen Symbolischen Dynamik beschrieben werden kann.4.4 Symbolische Dynamik f�ur das Orbiting{ModellIn diesem Abschnitt wird der Fall einer Energie unterhalb der Orbitingschwel-le behandelt. F�ur das Zwei{Mulden{System mit der Orbiting{Ablenkfunktion(1.23) sind die Mengen �1� und �1+ in Abbildung 4.5 dargestellt. Zur Er-kl�arung der Geometrie betrachtet man zun�achst den Bereich in �1�, der durchdie Kurven vc0 mit c0 2 [lOrb; 1] de�niert ist (siehe (3.5)). Dies entspricht ei-nem vertikalen Streifen in �1�, den ich im folgenden mit S bezeichne3. EineKurve mit l = c in S wird, wie in Abschnitt 3.2 gezeigt, auf die durch (3.7)gegebene Kurve �c(l0) in �1+ abgebildet. N�ahert man sich auf der Kurve l = cdem rechten Rand des Streifens S, n�amlich vlOrb, so geht l0 gegen lOrb. Daliml0!lOrb �(l0) = �1 und da arcsin � lOrb�c2R0 � endlich ist, gilt wegen (3.7):liml0!lOrb �c(l0) =1: (4.10)Weil � eine Winkelvariable ist, bedeutet dies, da� die Kurve l = c unterder Abbildung F unendlich oft um den Zylinder \gewickelt\ wird und dabeigegen die Kurve l = lOrb konvergiert. Da die Kurven l = c eine Bl�atterungvon S darstellen, gilt entsprechendes f�ur die Bildkurven und das Bild von S.Dies erkl�art die Gestalt der Menge �1+ in dem Bereich l > lOrb und mittels(1.14) auch in dem Bereich l < �lOrb. F�ur �1+ in den Bereichen 0 < l < lOrb3Da �1� und die Kurven vc0 unabh�angig von der Ablenkfunktion sind, kann zur Ver-anschaulichung wiederum Abbildung 3.2 herangezogen werden. Man hat dort lediglich lRdurch lOrb zu ersetzen.
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Abbildung 4.5: Die Mengen �1� (vertikale Streifen) und �1+ (horizonta-le Streifen) f�ur das Zwei{Mulden{System mit R0 = 1:1 und der Orbi-ting{Ablenkfunktion mit C = 10.



62 Kapitel 4. Symbolische Dynamikund �lOrb < l < 0 erkennt man nach analoger Vorgehensweise ebenfalls eineH�aufung horizontaler Streifen gegen lOrb bzw. �lOrb. Man beachte, da� diesesErgebnis unabh�angig vom konkreten R0{Wert ist.Eine symbolische Beschreibung des Systems erh�alt man nun analog zu denbisher behandelten F�allen, indem man alle | in diesem Fall unendlich viele| horizontalen Streifen geeignet indiziert. Zu diesem Zweck f�uhre ich zus�atz-lich zu den Symbolen f�ur das Zwei{Mulden{System mit k = 1:9 ein Symbolm ein, das de�niert ist durch:m = "������(l0)2� �����# ; (4.11)wobei [x] die gr�o�te ganze Zahl kleiner oder gleich x ist. Wenn man imBereich lOrb < l � 1, beim obersten Streifen mit 0 beginnend, nach un-ten durchnumeriert, beschreibt m somit den m{ten Streifen. Entsprechendesgilt f�ur den Bereich 0 � l < lR, wobei die Indizierung hier beim unterstenStreifen beginnt. F�ur den Teil von � mit l < 0 erh�alt man die symbolischeBeschreibung durch Spiegelung mittels (1.14). Man beachte, da� diese Vor-gehensweise sowohl eine Symbolische Dynamik f�ur das reduzierte als auchf�ur das nichtreduzierte System liefert. Ich formuliere hier nur das Ergebnisf�ur das nichtreduzierte System.Die invariante Menge des nichtreduzierten Zwei{Mulden{Systems mit derOrbiting{Ablenkfunktion ist topologisch konjugiert zur Shift{Abbildung aufdem Folgenraum�1 = n(: : : s�n : : : s�1:s0s1 : : : sn : : :)���si 2 f[+ > m]; [+ < m]; [� > m]; [� < m]g f�ur alle i 2 Zo: (4.12)An dieser Stelle taucht jedoch ein Problem auf, das in den bisherigen F�allennicht auftrat. Aus mathematischer Sicht besteht die Schwierigkeit darin, da�der Folgenraum (4.12) und damit auch die invariante Menge von F nicht mehrkompakt sind. Dies folgt z. B. aus der Darstellung von (4.12) als unendlichesProdukt von Folgenr�aumen des Typs (4.3). Da Satz 2 die Kompaktheit von �voraussetzt, ist er zun�achst gar nicht anwendbar. Moser hat jedoch gezeigt,wie die Voraussetzungen von Satz 2 auch im Fall von abz�ahlbar unendlichvielen horizontalen bzw. vertikalen Streifen eine hyperbolische Strukur f�ur� zur Folge haben, so da� das formulierte Ergebnis seine G�ultigkeit beh�alt[Mos73].Mit dem mathemathischen Problem ist direkt ein physikalisches Problemverkn�upft. Es gibt Trajektorien, die ein endliches n haben, aber den Wech-selwirkungsbereich nicht mehr verlassen! Eine Trajektorie, deren Drehimpulsl unter der Dynamik zu einem Zeitpunkt n den Wert lOrb annimmt, wird von



4.5. Beschneiden des Symbolbaumes 63einer Mulde v(r) eingefangen. Sie bleibt daher imWechselwirkungsbereich ge-bunden. Eine Anfangsbedingung p zu einer solchen Trajektorie geh�ort abernicht zur invarianten Menge von F , da F n+1(p) nicht de�niert ist. Bezogenauf � handelt es sich bei p um die Anfangsbedingung einer Entweichtrajek-torie, bezogen auf die Streuung am Potential (1.1) um die Anfangsbedingungeiner Einfangtrajektorie. Ziel der folgenden �Uberlegungen ist die symbolischeBeschreibung dieser Trajektorien.Als weitere Symbole f�uhre ich +1 und �1 ein, die die horizontalen Kurvenl = �lOrb indizieren. Man betrachtet nun die Folgens = (�1; s�+1 : : : s!�1;�1) ; (4.13)si 2 f[+ > m]; [+ < m]; [� > m]; [� < m]g mit i 2 f� + 1; : : : ; ! � 1g, wobei �und ! ganze Zahlen sind mit � � 0 und ! � 1. Der Fall � = 0 und ! = 1entspricht den Folgen (�1;�1). F�ur � = �1 und ! = 1 erh�alt manElemente aus der invarianten Menge von F . Die Menge aller Elemente desTyps (4.13) bezeichne ich mit ��1. Da im folgenden die Metrik nicht explizitben�otigt wird, verweise ich f�ur die Einf�uhrung einer solchen auf die Literatur([Wig88] Seite 106�). Die Shift{Abbildung ist nun nicht mehr auf ganz ��1de�niert. Der De�nitionsbereich der Shift{Abbildung �� auf diesem Raum,die formal genau so de�niert ist wie vorher, ist gegeben durchD(��) = ns 2 ��1js0 6= �1o : (4.14)Als Bildbereich erh�alt manB(��) = ns 2 ��1js�1 6= �1o : (4.15)Bezeichnet man mit �h�1 die Erweiterung des Hom�oomorphismus h�1 von �1auf ��1, so gilt: �h�1 � �� = F � �h�1���D(��) : (4.16)Mathematisch ist die Einf�uhrung der Symbole +1 und �1 nichts ande-res als eine Kompakti�zierung. Die Menge �h�1(��1) ist zwar kompakt, je-doch nicht mehr invariant unter F . Die zus�atzlichen neuen Symbolfolgen(4.13) beschreiben genau die Trajektorien, die im Hinblick auf � f�ur positiveoder negative Zeiten entweichen, jedoch im Wechselwirkungsbereich gebun-den bleiben.4.5 Beschneiden des SymbolbaumesF�ur k = 1:9 besteht �n� aus 4n vertikalen und �n+ aus 4n horizontalen Streifen(siehe Abbildung 4.1 f�ur n = 1). Alle Punkte in einem �n�{Streifen habenmindestens n konsekutive Bildpunkte und k�onnen durch dieselbe Folge von



64 Kapitel 4. Symbolische Dynamik: [+>] : [+<] : [�<] : [�>][+>] [+<] [�<] [�>] [�>] [�<] [+<] [+>] [�>] [�<] [+<] [+>] [+>] [+<] [�<] [�>] [+>][+<]� � � � � � � � [�<] [+>]:� � � � � � � � [�>]� � � � � � � � [�>]� � � � � � � � [�<][+<] [+<]:[+>][�>][�<]� � � � � � � � [+<] [�<]:� � � � � � � � [+>]� � � � � � � � [+>]� � � � � � � � [+<][�<] [�>]:[�>]Tabelle 4.1: Schematische Darstellung der Menge �2� \ �2� f�ur dasZwei{Mulden{System mit k = 1:9. Die f�ur k = 1:26 verbotenen Symbol-folgen sind durch � gekennzeichnet.n Symbolen beschrieben werden. Jeder �n�{Streifen l�a�t sich also durch nSymbole in der Form (:s0 : : : sn�1) beschreiben. Entsprechend ist ein �n+{Streifen durch (s�n : : : s�1:) eindeutig bestimmt.F�ur k = 1:9 bestehen �2� aus jeweils 16 Streifen. In Tabelle 4.1 sind �2� und�2+ samt den dazu geh�orenden Symbolfolgen f�ur das nichtreduzierte Systemschematisch dargestellt. Die vertikalen �2�{Streifen sind durch die Spalten,die horizontalen �2+{Streifen durch die Zeilen der Tabelle gegeben. Die Sym-bolfolge f�ur einen �2�{Streifen erh�alt man durch Anh�angen des Symbols inder zweiten Kopfzeile an das in der ersten. Entsprechend erh�alt man dieSymbolfolge f�ur einen �2+{Streifen durch Voranstellen des Symbols in dervorletzten Spalte vor das in der letzten. Man beachte, da� sich die Reihen-folge der innen stehenden Symbole beim Auftreten einer \Falte\ umkehrt.



4.5. Beschneiden des Symbolbaumes 65Die Symbolische Dynamik erlaubt es, die Orbits eines Systems in einer Baum-struktur anzuorden. Nach einem gegebenen Symbol gibt es je nach Anzahlder m�oglichen verschiedenen Folgesymbole eine entsprechende Anzahl von\Zweigen\. F�ur k = 1:9 gibt es z. B. nach jedem Symbol vier Zweige. Indiesem Zusammenhang spricht man auch von einem Symbolbaum.Das Zwei{Mulden{System mit k = 1:26 ist nun ein Beispiel f�ur ein soge-nanntes Beschneiden des Symbolbaumes (engl. pruning). Abbildung 4.6 zeigtin Teil (a) �1� und �1+ und in Teil (b) die Mengen �2� und �2+ bez�uglichdes Phasenraumbereiches �, der �uber das �{Intervall [�=2; 3�=2] de�niert ist(vgl. Abschnitt 4.1). In Abbildung 4.6(b) erkennt man, da� f�ur k = 1:26 diehorizontalen (vertikalen) Streifen nicht mehr alle vertikalen (horizontalen)Streifen schneiden. Im Hinblick auf das Zwei{Mulden{System mit k = 1:9bedeutet dies, da� nicht mehr alle Symbolfolgen realisiert werden k�onnen. InTabelle 4.1 sind diejenigen Schnitte von �2�{Streifen mit �2+{Streifen, die f�urk = 1:26 im Gegensatz zu k = 1:9 leer sind, durch � gekennzeichnet. Aus derersten Zeile, in der ein � auftritt, erh�alt man folgende, nicht zu realisierendeReihenfolgen von Symbolen:[� <][+ >]:[� <][� >][� <][+ >]:[� <][� <][� <][+ >]:[� <][+ <][� <][+ >]:[� <][+ >][� <][+ >]:[� >][� >][� <][+ >]:[� >][� <][� <][+ >]:[� >][+ <][� <][+ >]:[� >][+ >] : (4.17)
In einer Symbolfolge ist somit nach den drei Symbolen [� <][+ >]:[� <] bzw.[� <][+ >]:[� >] kein weiteres Symbol erlaubt. Anders ausgedr�uckt bedeutetdies, da� jede Symbolfolge, in der Symbole in einer der beiden Konstellatio-nen : : : [� <][+ >][� <] : : : oder : : : [� <][+ >][� >] : : : auftreten, verboten ist.Nach : : : [� <][+ >] sind also nicht mehr alle Zweige m�oglich, was anschaulicheinem Beschneiden des Symbolbaumes entspricht.Ber�ucksichtigt man die �ubrigen kritischen Zeilen in Tabelle 4.1, so erh�alt manzusammenfassend folgende 16 verbotenen Symbolreihenfolgen:: : : [� <][+ >][� <] : : : ; : : : [� <][+ >][� >] : : : ;: : : [� >][+ >][� <] : : : ; : : : [� >][+ >][� >] : : : ;: : : [� >][+ <][� <] : : : ; : : : [� >][+ <][� >] : : : ;: : : [� <][+ <][� <] : : : ; : : : [� <][+ <][� >] : : : ;: : : [+ <][� <][+ >] : : : ; : : : [+ <][� <][+ <] : : : ;: : : [+ >][� <][+ >] : : : ; : : : [+ >][� <][+ <] : : : ;: : : [+ >][� >][+ >] : : : ; : : : [+ >][� >][+ <] : : : ;: : : [+ <][� >][+ >] : : : ; : : : [+ <][� >][+ <] : : : : (4.18)
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(a)
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(b)Abbildung 4.6: Das Zwei{Mulden{System mit R0 = 1:1 und k = 1:26: (a)�1� und �1+, (b) �2� und �2+.



4.6. Fundamentale periodische Orbits 67Da nur die mit � gekennzeichneten Schnitte vertikaler und horizontaler Strei-fen leer sind, sind alle �ubrigen Symbolfolgen m�oglich. Das nichtreduzierteSystem ist daher topologisch konjugiert zur Shift{Abbildung auf dem Fol-genraum �4 wie er f�ur k = 1:9 de�niert ist, vermindert um die durch (4.18)de�nierten Symbolfolgen. Eine Menge von Regeln, die eine unter der Shift{Abbildung invariante Teilmenge eines Folgenraumes de�niert, wird auch alsGrammatik bezeichnet.F�ur das reduzierte System l�a�t sich die Grammatik kompakter formulieren.�Ubersetzt man die in (4.18) angegebenen Symbolfolgen in die entsprechendenSymbolfolgen des reduzierten Systems, so erh�alt man:: : : [ 6=<][ 6=>] : : :: : : [ 6=>][ 6=<] : : :: : : [ 6=>][ 6=>] : : :: : : [ 6=<][ 6=<] : : : : (4.19)Es bleiben also nur noch vier Regeln �ubrig, die sich mit Hilfe einer �Uber-gangsmatrix darstellen lassen. Indiziert man Zeilen und Spalten in der �Uber-gangsmatrix in der Reihenfolge [=>], [=<], [ 6=<], [ 6=>], so erh�alt man:Das reduzierte Zwei{Mulden{System mit den Parameterwerten R0 = 1:1 undk = 1:26 ist topologisch konjugiert zur Shift{Abbildung auf dem Folgenraum�4A, wobei der Folgenraum �4 durch (4.9) und die �Ubergangsmatrix A durchA = 0BBB@ 1 1 1 11 1 1 11 1 0 01 1 0 0 1CCCA (4.20)gegeben ist.Man kann zeigen, da� die Shift{Abbildung auf einem Folgenraum �NA imstrengen Sinn chaotisch ist, falls A irreduzibel ist, d. h. falls es eine nat�urlicheZahl m > 0 gibt, so da� f�ur alle i; j mit 1 � i; j � N die Bedingung (Am)ij 6=0 erf�ullt ist ([Wig88] Seite 103�). Da die Matrix (4.20) diese Bedingung f�urm = 2 erf�ullt, ist das Zwei{Mulden{System mit k = 1:26 chaotisch.4.6 Fundamentale periodische OrbitsEs gibt eine alternative M�oglichkeit, eine Symbolische Dynamik einzuf�uhren,n�amlich mit Hilfe fundamentaler periodischer Orbits. Nach der Diskussionin Kapitel 1 entsprechen periodische Punkte der Abbildung F periodischenOrbits im Mulden{System. Ich betrachte zun�achst das Zwei{Mulden{Systemmit k = 1:9. Die Orbits ([+ >]), ([� >]), ([+ <]) und ([� <]) sind im Kon�gura-tionsraum in Abbildung 4.7(a) dargestellt. Je nachdem ob die dargestellten
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(a) (b)Abbildung 4.7: Die fundamentalen Orbits des Zwei{Mulden{Systems mitR0 = 1:1 und k = 1:9 im Kon�gurationsraum: (a) Ringorbits, (b) 8{f�ormigeOrbits.Kurven gegen oder im Uhrzeigersinn durchlaufen werden, entspricht dies denFixpunkten mit l > 0 bzw. l < 0, d. h. den Sybmolen + oder �. Die �au�erenKurven sind dabei diejenigen mit dem Drehimpulsbetrag gr�o�er als lR (Sym-bol >), die inneren diejenigen mit dem Drehimpulsbetrag kleiner als lR (Sym-bol <). Aufgrund ihrer Form bezeichne ich diese vier Orbits im folgenden alsRingorbits. Man beachte, da� die Ringorbits nur deshalb zu Fixpunkten vonF geh�oren, weil in die De�nition (1.10) von F eine Symmetriereduzierungbez�uglich der C2{Symmetrie eingegangen ist. Ohne diese Symmetriereduzie-rung entspr�achen die Ringorbits zwei{periodischen Punkten.Wie in Abschnitt 4.3 diskutiert, ist im reduzierten System die Richtung, inder die Ringorbits durchlaufen werden, unerheblich. Sie repr�asentieren dahernur zwei Fixpunkte, n�amlich ([=>]) und ([=<]). Die Orbits, die zu den beidenFixpunkten ([ 6=>]) und ([ 6=<]) geh�oren, sind in Abbildung 4.7(b) dargstellt.Diese Orbits, die im nichtreduzierten System zwei{periodisch sind und vierzwei{periodische Punkte repr�asentieren, bezeichne ich im folgenden als 8{f�ormige Orbits.Im nichtreduzierten System bilden die vier Ringorbits, im reduzierten diebeiden Ringorbits zusammen mit den beiden 8{f�ormigen Orbits die soge-nannten fundamentalen Orbits. Aus ihnen l�a�t sich jeder Orbit des Systems\zusammensetzen\. Man kann damit u. a. die topologische Struktur vonBahnkurven im Ortsraum konstruieren, wenn die Symbolfolge vorgegebenist. Die Symbole [=>] und [=<] entsprechen jeweils einem \halben\ Ring{Orbit mit l gr�o�er bzw. kleiner als lR. Analog entsprechen [ 6=>] und [ 6=<]jeweils \halben\ 8{f�ormigen Orbits. Beispiele sind in Anhang D zu �nden.F�ur k = 1:08 und k = 1:26 betrachte ich nun ausschlie�lich das reduzierte Sy-stem. Im Falle k = 1:08 ist ein Vorzeichenwechsel der Drehimpulskoordinatenicht m�oglich. Die beiden Ringorbits bilden hier die fundamentalen Orbits.



4.7. Strukturstabilit�at 69Da sich im Vergleich zu den Ringorbits f�ur k = 1:9 an der Topologie der Bahn-kurven nichts �andert, verzichte ich auf eine Darstellung. Ist k = 1:26, so l�a�tsich nicht mehr jeder Orbit aus einperiodischen Orbits \zusammensetzen\.Die einzigen einperiodischen Orbits sind die Ringorbits. Im Gegensatz zuk = 1:08 ist hier jedoch ein Vorzeichenwechsel der Drehimpulskomponen-te m�oglich. Da dieser durch die Ringorbits nicht realisiert werden kann,geh�oren neben den beiden Ringorbits zus�atzlich die zwei{periodischen Orbits([=<][ 6=<]), ([=<][ 6=>]), ([=>][6=<]) und ([=>][ 6=>]) zur Menge der fundamenta-len Orbits. Aus der Diskussion in Abschnitt 4.5 folgt, da� sich jeder andereOrbit des Systems aus diesen sechs Orbits \zusammensetzen\ l�a�t. Die fun-damentalen zwei{periodischen Orbits sind in Abbildung 4.8 dargestellt. Manbeachte, da� die Projektionen der Orbits ([=<][6=>]) und ([=>][ 6=<]) in denOrtsraum identisch sind. Sie unterscheiden sich lediglich in der Umlaufrich-tung.4.7 Strukturstabilit�atIn diesem Abschnitt seien die Parameter so gew�ahlt, da� das System (1.10)hyperbolisch ist.Im Gegensatz zu integrablen Systemen sind hyperbolische Systeme struktur-stabil. Eine kleine St�orung des Systems f�uhrt auf ein topologisch konjugiertesSystem. Aus physikalischer Sicht sind f�ur das Zwei{Mulden{System Defor-mationen des zugrunde liegenden Muldenpotentials von besonderem Inter-esse. F�ur die Diskussion der Stabilit�at gegen�uber solchen St�orungen ist eineUnterscheidung bez�uglich der Energie notwendig.Zun�achst betrachte ich eine Energie oberhalb der Orbitingschwelle. In diesemFall ist eine gebundene Bewegung in einer Mulde nicht m�oglich. Unter einerkleinen St�orung bleibt diese Eigenschaft erhalten. Der Einfang einer Trajek-torie ist deshalb ausgeschlossen. Die Ablenkfunktion ist somit auch nach derSt�orung stetig und besitzt keine Singularit�aten. Dies bedeutet, da� eine klei-ne St�orung des Muldenpotentials eine kleine St�orung der Abbildung (1.10)zur Folge hat. Da diese strukturstabil ist, ist das gest�orte System topologischkonjugiert zum urspr�unglichen.Be�ndet sich die Energie unterhalb der Orbitingschwelle, so �ndet man imInneren einer Mulde eine entartete Situation vor. Das Ausbilden eines loka-len Maximums in veff(r) impliziert f�ur die Maximum{Energie neben eineminstabilen Fixpunkt auch die Existenz eines homoklinen Orbits. Eine St�orungvon v(r) f�uhrt nun i. a. zu transversalen Schnitten von instabiler und sta-biler Mannigfaltigkeit des hyperbolischen Fixpunktes im gest�orten System.Damit verbunden ist die Entstehung einer chaotischen invarianten Menge.Die Streuung an einer einzelnen Mulde ist daher schon chaotisch. Insbeson-dere �nden sich in der Ablenkfunktion auf allen Skalen Singularit�aten. Eine
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(a) (b)

(c) (d)Abbildung 4.8: Die fundamentalen zwei{periodischen Orbits (a) ([=<][6=<]),(b) ([=<][6=>]), (c) ([=>] 6=<]) und (d) ([=>][6=>]) des Zwei{Mulden{SystemsmitR0 = 1:1 und k = 1:26. In (b) und (c) deutet der Pfeil die Umlaufrichtungan.



4.8. Der Parameterbereich 2 < k <1 71
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Abbildung 4.9: �1� und �1+ f�ur R0 = 1:1 und k = 3:9.kleine St�orung des Muldenpotentials f�uhrt somit zu einer qualitativ ande-ren Dynamik, insbesondere ist das gest�orte System nicht mehr topologischkonjugiert zum urspr�unglichen System.4.8 Der Parameterbereich 2 < k <1Bevor ich auf die Symbolische Dynamik f�ur ein System mit mehr als zweiMulden eingehe, diskutiere ich die Situation f�ur den vergleichsweise klei-nen Energiebereich oberhalb der Orbitingschwelle, der den Parameterwerten2 < k < 1 entspricht (siehe Kapitel 1.3). Mit den bisherigen Ergebnissenist es m�oglich, in bestimmten F�allen auch f�ur diesen Parameterbereich einevollst�andige Symbolische Dynamik anzugeben.Man erh�alt das Alphabet durch Einschr�ankung des Alphabetes, das f�ur dasOrbiting{Modell verwendet wurde. Da die Ablenkfunktion beschr�ankt ist,gibt es nach (4.11) nur endlich viele m{Werte. Ich betrachte zun�achst k{Werte des Typs k = (2n+ 1) + 0:9 f�ur n 2 N und n � 1. In diesem Fall giltdann m � n. Man beachte, da� der konstante Term 0:9 daf�ur sorgt, da� diebeiden \Falten\ von �1+ au�erhalb von �1� liegen. Die Zahl n gibt an, wie
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(a) (b)Abbildung 4.10: Zwei fundamentale Orbits des Zwei{Mulden{Systems mitR0 = 1:1 und k = 3:9: (a) [=> 1], (b) [ 6=> 1].oft der parabelf�ormige Streifen �1+ um den Phasenraumzylinder \gewickelt\wird (siehe Abbildung 4.9 f�ur n = 1). Jede \Wicklung\ liefert 4 neue Orbit-typen. Das bedeutet, da� das Zwei{Mulden System topologisch konjugiertist zu einer Shift{Abbildung auf einem Folgenraum mit 4(n + 1) Symbolen.Im Ortsraum lassen sich die neu hinzugekommenen fundamentalen Orbitsaus den bisherigen konstruieren. Die Zahl m beschreibt n�amlich die Anzahlder Uml�aufe, die das Teilchen im Inneren einer Mulde um den Muldenmit-telpunkt vollzieht, bevor es die Mulde wieder verl�a�t. Die fundamentalenOrbits ergeben sich demnach aus den bisherigen Ringorbits und 8{f�ormigenOrbits, indem man innerhalb einer Mulde eine entsprechende Anzahl vonUml�aufen hinzuf�ugt. F�ur n = 1 sind in Abbildung 4.10 exemplarisch zweider neu hinzugekommenen fundamentalen Orbits dargestellt.Ich vermute, da� es k{Werte um k = (2n + 1) + 0:08 mit n 2 N und n � 1,gibt, f�ur die ebenfalls eine vollst�andige symbolische Dynamik existiert. DasAlphabet besteht dann aus 4n + 2 Symbolen. Im Gegensatz zu den Ring{Orbits k�onnen die 8{f�ormigen Orbits mit n Uml�aufen im Inneren einer Muldehier noch nicht realisiert werden. Das Problem f�ur diese Parameterwerte istder Nachweis der Hyperbolizit�at, da die \Falte\ von �1+ im Inneren von �1�liegt. Es ist ein �ahnliches Vorgehen wie im Fall k = 1:08 erforderlich. Daeine Vorstellung dieses Verfahrens qualitativ nichts Neues ergibt, verzichteich hier darauf.4.9 Verhalten bei Erh�ohung der MuldenzahlWie in Abschnitt 3.2 dargelegt, besteht �1� im Falle von drei Mulden auszwei disjunkten vertikalen Streifen. Jeder Streifen entspricht einer der bei-den m�oglichen Mulden, die als n�achstes besucht werden k�onnen. Mit einem



4.9. Verhalten bei Erh�ohung der Muldenzahl 73analogen Vorgehen wie im Fall von zwei Mulden l�a�t sich die Hyperbolizit�atnachweisen. Ich verzichte hier auf die Darstellung der Details.Die Einf�uhrung einer Symbolischen Dynamik erfolgt wieder durch Einschr�an-kung auf bestimmte Phasenraumbereiche. F�ur R0 = 1:4 und k = 1:9 ist er-neut der Phasenraumbereich �, der durch das �{Intervall [�=2; 3�=2] de�niertist, geeignet. In Abbildung 4.11 sind �1� und �1+ dargestellt, die jeweils aus 8vertikalen bzw. horizontalen Streifen bestehen. Daraus folgt die topologischen
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Abbildung 4.11: �1� (vertikale Streifen) und �1+ (horizontale Streifen) f�ur dasDrei{Mulden{System mit R0 = 1:4 und k = 1:9.�Aquivalenz zu einer Shift{Abbildung auf einem Folgenraum mit 8 Symbolen.Die fundamentalen Orbits des reduzierten Systems, die zu den 8 Fixpunktengeh�oren, sind in Abbildung 4.12 dargestellt. Es ist dabei zu beachten, da� die8{f�ormigen Orbits, die nur zwei der drei Mulden besuchen, im Drei{Mulden{System im Gegensatz zum Zwei{Mulden{System nicht mehr symmetrischbez�uglich einer reversiblen Symmetrie sind. Dies ist der Grund, warum hierbez�uglich der Umlaufrichtung unterschieden werden mu� und die 8{f�ormigenOrbits im reduzierten Drei{Mulden{System 4 Fixpunkten entsprechen.Ohne den expliziten Nachweis zu erbringen, gebe ich f�ur R0 = 1:4 mit k = 0:9einen k{Wert an, f�ur den das reduzierte Drei{Mulden{System topologisch
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���

���
Abbildung 4.12: Die acht fundamentalen Orbits des reduzierten Drei{Mul-den{Systems mit R0 = 1:4 und k = 1:9. Die Pfeile in den Darstellungen der8{f�ormigen Orbits deuten die Umlaufrichtung an.



4.9. Verhalten bei Erh�ohung der Muldenzahl 75konjugiert ist zu einer Shift{Abbildung auf einem Folgenraum mit zwei Sym-bolen. Ein Beweis dieser Aussage ist entsprechend dem Fall von zwei Muldenm�oglich. Die beiden fundamentalen Orbits sind wiederum durch die beidenRingorbits gegeben, die die Zentren der drei Mulden umlaufen.Diese �Uberlegungen lassen f�ur ein N{Mulden{System folgendes Resultat er-warten. Es gibt k{Werte im Bereich k < 2, f�ur die das System topologischkonjugiert ist zu einer Shift{Abbildung auf einem Folgenraum mit 4(N � 1)Symbolen. Diese Behauptung ist deshalb plausibel, weil �1� aus N � 1 verti-kalen Streifen besteht, die Festlegung eines dieser Streifen der Festlegung desn�achsten Wechselwirkungsbereiches entspricht und dieser | wie die Diskus-sion des Zwei{Mulden{Systems gezeigt hat | auf vier verschiedene Artenaufgesucht werden kann. Ebenso sind k{Werte zu erwarten, f�ur die das Sy-stem topologisch konjugiert zu einer Shift{Abbildung auf einem Folgenraummit zwei Symbolen ist. Diese Situation tritt dann auf, wenn eine Trajektorie,die von Mulde j� 1 kommt, von Mulde j h�ochstens soweit abgelenkt werdenkann, da� sie au�er Mulde j + 1 keine andere aufsuchen kann. In diesemFall sind nur die beiden Ringorbits m�oglich, die die Zentren aller Muldenumlaufen.



Kapitel 5Bifurkationen
In diesem Kapitel wird die Parameterabh�angikeit des Mulden{Systems dis-kutiert. Zun�achst wird in Abschnitt 5.1 eine Bedingung hergeleitet, unterder eine nichtleere invariante Menge existiert. Der Abschnitt 5.2 hat danndie Abh�angikeit der invarianten Menge von k und von R0 zum Thema. MitHilfe der erzielten Ergebnisse werden in Abschnitt 5.3 die Streuresultate ausKapitel 2 erkl�art.5.1 Existenz der invarianten MengeIn diesem Abschnitt diskutiere ich die Voraussetzung f�ur die Existenz ei-ner nichtleeren invarianten Menge. Zun�achst wird das Zwei{Mulden{Systembehandelt. Es wird gezeigt, da� � nicht leer ist, sobald das Potential v inder Lage ist, das Teilchen in dieselbe Richtung zur�uckzustreuen, aus der esgekommen ist. Konkret gilt derSatz 7 Die invariante Menge des Zwei{Mulden{Systems ist genau dann nichtleer, wenn das Minimum der Ablenkfunktion kleiner oder gleich �� ist.Beweis: Zun�achst zeige ich, da� ein Ablenkwinkel �(l) � �� die Existenzeines Fixpunktes impliziert. Man kann dies direkt mit Hilfe der Abbildung(1.10) nachweisen, oder man betrachtet dazu den Schnitt der Fixpunktmen-gen der Involutionen I0 (1.12) und I1 (1.13) (siehe Anhang C). Ich w�ahlehier die zweite M�oglichkeit. F�ur I0 ist die Fixpunktmenge R0 durch folgendeeindimensionale Mannigfaltigkeit gegeben:� = � : (5.1)F�ur I1 erh�alt man die eindimensionale Mannigfaltigkeit R1, die durch� = 12(� � �(l)) (5.2)76



5.1. Existenz der invarianten Menge 77de�niert ist. Der Schnitt dieser beiden Mengen ist nicht leer, falls es ein l gibtmit �(l) = ��; d. h. in diesem Fall gibt es einen Fixpunkt der Abbildung F(siehe Anhang C). Mit Hilfe des Zwischenwertsatzes folgt, da� ein Fixpunktexistiert, sobald das Minimum der Ablenkfunktion kleiner oder gleich �� ist.Daraus folgt insbesondere, da� die invariante Menge nicht leer ist.Unter der Voraussetzung �(l) > �� zeige ich nun, da� die invariante Menge�G der Abbildung (3.18) leer ist, woraus dann wegen (3.21) � = ; folgt. DaG invariant ist unter der Transformation1(x; y) 7�! (�x;�y) ; (5.3)gen�ugt es nachzuweisen, da� jeder Punkt in der MengeQ0 = f(x; y) 2 Qjy � �xg (5.4)unter einer Iterierten von G das Quadrat Q verl�a�t.Der Nachweis dieser Aussage erfolgt indirekt. Sei also Q0 \ �G 6= ;. Q0 wirddann wie folgt in zwei Teilmengen zerlegt:Q1 = f(x; y) 2 Q0jy � 0; y � xg (5.5)Q2 = f(x; y) 2 Q0jx � 0; y � xg (5.6)Es wird nun gezeigt, da� sowohl Q1 \ �G als auch Q2 \ �G leer ist. WegenQ0 \ �G = (Q1 \ �G) [ (Q2 \ �G) ist dann auch Q0 \ �G leer, was einenWiderspruch zur Annahme bedeutet. Zuerst wird Q1 betrachtet. Es gilt:1. G (Q1 \ �G) � Q1 \ �G : (5.7)2. Es gibt ein " > 0, so da� f�ur alle (x; y) 2 Q1 \ �G gilt:y0 > y + " : (5.8)Man beachte, da� diese beiden Punkte die GleichungQ1\�G = ; implizieren.Ist n�amlich (x; y) 2 Q1 \ �G, so liegen alle Bildpunkte von (x; y) nach (5.7)ebenfalls inQ1\�G, und wegen (5.8) gibt es dann ein n > 0, so da� y+n" > 1ist. Daraus folgt, da� die y{Komponente von Gn(x; y) gr�o�er als 1 ist unddamit Gn(x; y) =2 Q. Das w�are ein Widerspruch zu (x; y) 2 �G.Es bleiben also noch die Beziehungen (5.7) und (5.8) zu begr�unden, um zuzeigen, da� Q1 \ �G leer ist. (5.7) folgt aus (5.8),(3.18) und (3.19). Wegen�(0) = 0 folgt aus (3.19), da� die Achse y = 0 nicht zur invarianten Mengegeh�ort. Aus diesem Grund gen�ugt es, Punkte mit y > 0 zu betrachten. F�urdiese ist y0 nach (5.8) ebenfalls gr�o�er als 0, und mit (3.18) ist x0 = y, woraus1Diese Transformation entspricht der Transformation (1.14).



78 Kapitel 5. Bifurkationenwiederum mit Hilfe von (5.8) y0 > x0 folgt. Damit ist dann (x0; y0) 2 Q1. Alsoist noch (5.8) zu beweisen. F�ur einen Punkt (x; y) aus Q1 \�G ist x� y � 0und damit: arcsin�x� y2R0 � 2 [��2 ; 0]: (5.9)Da y � 0 ist, ist �(y) � 0. Mit der Voraussetzung gilt daher:0 � �(y) � �R > �� ; (5.10)wobei �R den Regenbogenwinkel bezeichnet. Nimmt man nun an, da� �(y)in dem Intervall [��=2; 0] liegt, so erf�ullt der Punkt (x; y) wegen�0(x; y) = arcsin�x� y2R0 �� � � �(y) mod 2� 2 [�2 ; 3�2 [ (5.11)nicht die Bedingung (3.19) und geh�ort damit nicht zu �G. Also ist �(y) ausdem Intervall ]�R;��=2[. Deshalb liegen sowohl����(y) als auch �0(x; y) indem Intervall [��=2; �=2]. Die Sinusfunktion ist auf diesem Intervall monotonwachsend, daher folgt mit (5.9):sin�0 = sin�arcsin�x� y2R0 �� � � �(y)� � sin (�� � �(y)) : (5.12)Da �R > �� ist, gibt es ein " > 0 mit�2R0 sin�R > ". F�ur die y{Koordinatedes Bildpunktes von (x; y) erh�alt man dann mit (3.18):y0 = y � 2R0 sin(�0)� y � 2R0 sin(�� � �(y))� y � 2R0 sin�R> y + " : (5.13)Damit ist bewiesen, da� Q1\�G leer ist. Um zu zeigen, da� Q2\�G ebenfallsleer ist, betrachtet man die Umkehrabbildung von G:x0 = x� 2R0 sin�arcsin�y � x2R0 �� � � �(x)� (5.14a)G�1 : y = x : (5.14b)Man beachte, da� G�1 formal durch Vertauschung von x und y bzw. x0 undy0 aus G hervorgeht. Da die De�nition von Q2 ebenfalls durch formale Ver-tauschung von x und y aus der De�nition von Q1 hervorgeht, kann man nunmit der gleichen Argumentation wie oben zeigen:1. G�1 (Q2 \ �G) � Q2 \ �G; (5.15)2. Es gibt ein " > 0, so da� f�ur alle (x; y) 2 Q2 \ �G gilt:x0 > x+ " : (5.16)



5.2. Parameterabh�angigkeit der invarianten Menge 79Man mu� dabei ber�ucksichtigen, da� f�ur das Argument der Sinusfunktion in(5.14a) arcsin�y � x2R0 �� � ��(x) = � arcsin x0 � y02R0 ! (5.17)gilt und der Ausdruck auf der rechten Seite nach der Diskussion im Abschnitt3.3.1 im Intervall ]� �=2; �=2[ liegt.Also sind sowohl Q1 \�G als auch Q2 \�G leere Mengen. Damit ist der Satzbewiesen.Erh�oht man die Zahl N der Mulden, so ist die invariante Menge genau dannnicht leer, wenn das Minimum der Ablenkfunktion kleiner als �2�=N ist.Der Beweis ist analog zum Beweis f�ur das Zwei{Mulden{System zu f�uhren.Da jedoch die Indizes beteiligter Potentiale v ber�ucksichtigt werden m�ussen,ist die Notation wesentlich aufwendiger, weshalb ich auf eine Darstellungverzichte. Ich merke nur an, da� eine Ablenkung �R = �2�=N durch jededer N Mulden die Existenz eines Ringorbits impliziert.5.2 Parameterabh�angigkeit der invariantenMengeIn diesem Abschnitt wird am Beispiel des Zwei{Mulden{Systems die k{und R0{Abh�angigkeit der invarianten Menge diskutiert. Es wird begr�undet,warum bei einem beliebig gew�ahlten R0 die Variation von k ausreicht, umalle topologischen Aspekte des Systems zu erfassen.5.2.1 Energieabh�angigkeit (k{Abh�angigkeit)F�ur k < 1:0 gibt es nach Satz 7 keine lokalisierten Orbits. Abbildung 5.1zeigt R0 und R1 f�ur k = 1:005. In zwei Sattel{Zentrum{Bifurkationen sindbei k = 1:0 in der oberen und unteren Phasenraumh�alfte, d. h. in den Phasen-raumbereichen mit l > 0 bzw. l < 0, jeweils ein stabiler und ein instabilerFixpunkt entstanden. Die Betrachtung der Eigenwerte von DF in diesenFixpunkten zeigt, da� diejenigen mit dem kleineren Drehimpulsbetrag stabilsind, w�ahrend die anderen instabil sind. Die Fixpunkte gleichen Stabilit�ats-typs sind �uber die Zeitumkehr miteinander verbunden und k�onnen mittels(1.14) ineinander transformiert werden. Die entstandenen Fixpunkte entspre-chen den Ringorbits (siehe Abbildung 4.7(a)). Erh�oht man k, so werden dieinneren Ringorbits, d. h. diejenigen mit dem kleineren Drehimpulsbetrag, ineiner Periodenverdopplung bei k = 1:020 : : : instabil. Vergr�o�ert man k wei-ter, so folgt eine komplette Periodenverdopplungskaskade. Da das System,wie in Kapitel 3 gezeigt, f�ur k = 1:08 hyperbolisch ist, ist die Kaskade bei
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Abbildung 5.1: Die Fixpunktmengen R0 und R1 f�ur das Zwei{Mulden{Sy-stem mit k = 1:005 und R0 = 1:1.diesem Parameterwert abgeschlossen. Der kritische Wert der Periodenver-dopplungen ist allerdings kleiner. Aufgrund der Strukturstabilit�at liegt derWert k = 1:08 im Inneren eines o�enen k{Intervalls, das dadurch de�niertist, da� die zugeh�origen invarianten Mengen hyperbolisch sind und durch einbin�ares Alphabet beschrieben werden k�onnen.F�ur k = 1:1415 sind die numerisch bestimmten stabilen und instabilen Man-nigfaltigkeiten der invarianten Menge in Abbildung 5.2(a) dargestellt. DieAbbildung macht deutlich, da� es einen Parameterwert gibt, f�ur den sichder Abschlu� der stabilen Mannigfaltigkeit des einen Teiles der beiden zuvordynamisch nicht verbundenen Teile von � und der Abschlu� der instabilenMannigfaltigkeit des anderen Teiles ber�uhren. F�ur diesen Parameterwert isteine dynamische Verbindung hergestellt. W�ahrend f�ur kleinere k{Werte dasVorzeichen von l unter der Dynamik erhalten blieb, ist jetzt ein Vorzeichen-wechsel m�oglich. Dieses Ph�anomen, die dynamische Kopplung zuvor dyna-misch unabh�angiger System, wird auch als Krise bezeichnet [LaiGre94]. Manbeachte, da� nach der dynamischen Verbindung �uberabz�ahlbar viele neueOrbits entstehen, n�amlich solche, deren Drehimpuls l unter der Dynamikdas Vorzeichen wechselt. Erh�oht man k weiter, so entstehen in heteroklinenTangentenbifurkationen mehr und mehr lokalisierte Orbits. Wie Abbildung5.2(b) zeigt, ist dieses Szenario f�ur k = 1:42 beendet. An der Topologie derinvarianten Menge �andert sich bei Erh�ohung von k bis k = 2 nichts mehr.Insbesondere bedeutet dies, da� man k = 1:9 als Vertreter dieses Bereichesansehen kann. Entsprechend ist das System nun topologisch konjugiert zueiner Shift{Abbildung auf einem Folgenraum mit vier Symbolen.In dem Parameterbereich 1:1415 < k < 1:42 gibt es Parameterintervalle,
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(a)

(b)Abbildung 5.2: Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten der invarianten Men-ge f�ur: (a) k = 1:1415, (b) k = 1:42.



82 Kapitel 5. Bifurkationenin denen das System hyperbolisch ist. Dies folgt aus einer geometrischenInterpretation der Bedingung (3.52) und der Diskussion in Kapitel 4: Gibtes ein n, so da� die "Falten" von �n+ gen�ugend weit in die L�ucken zwischenden Streifen von �n� fallen, so ist das System hyperbolisch und l�a�t sich mitHilfe einer Symbolischen Dynamik beschreiben, der ein endliches Alphabetund eine endliche Grammatik zugrunde liegen. Je gr�o�er n gew�ahlt werdenmu�, desto komplexer werden dabei die zu ber�ucksichtigenden Regeln. EinPrinzip zur Herleitung dieser Regeln ist anhand des (einfachsten) Beispielsk = 1:26 in Abschnitt 4.5 vorgestellt worden.Zum Schlu� dieses Abschnittes gebe ich den minimalen k{Wert an, f�ur den ein8{f�ormiger Orbit existiert. Ein solcher Orbit ist de�niert durch die BedingungF (�; l) = (��;�l) : (5.18)Aus (1.10) und (1.21 ) folgt:k(l) = �arccos �� lR0�3p3�(l3 � l) : (5.19)F�ur R0 = 1:1 ergibt sich nach Einsetzen der numerisch bestimmten Nullstellel = 0:5197 : : : von dk=dl der Wert k = 1:3325 : : :. Betrachtet man die Stabi-lit�at der 8{f�ormigen Orbits nach ihrer Entstehung, so sind im Gegensatz zuden Ringorbits die �au�eren stabil und die inneren instabil.5.2.2 Abh�angigkeit von R0Je gr�o�er der Abstand zwischen den Potentialmulden ist, desto kleiner ist derWinkelbereich �, der zu einer gebundenen Bewegung f�uhren kann. Ein An-wachsen von R0 impliziert daher ein Schmalerwerden der Streifen in �n� unddamit auch der Streifen in �n+. Dabei ist es m�oglich, da� bei vorgegebenen kneue, lokalisierte Orbits entstehen. Aus (5.19) folgt z. B. , da� das minimalek f�ur die Existenz eines 8{f�ormigen Orbits eine monoton fallende Funktionvon R0 ist. Es ist jedoch zu beachten, da� bei vorgegebenem k durch Va-riation von R0 nicht alle M�oglichkeiten im Hinblick auf die Topologie vonOrbits realisiert werden k�onnen. Wie in Abschnitt 5.1 gezeigt, ist z. B. dieExistenz einer nichttrivialen invarianten Menge unabh�angig von R0. Als wei-teres Beispiel sei erw�ahnt, da� f�ur k < 2 unabh�angig vom Wert von R0 imInneren einer Mulde kein vollst�andiger Umlauf um das Zentrum m�oglich ist.Im Gegensatz dazu lassen sich durch Variation von k bei beliebigem, aberfestem R0 alle Orbittypen realisieren. Da die Variation von R0 somit austopologischer Sicht keine Strukturen liefert, die nicht auch durch Variationvon k erzielt werden k�onnen, verzichte ich auf eine detailliertere quantitativeAnalyse der R0{Abh�angigkeit.



5.3. Erkl�arung der Streuergebnisse 835.3 Erkl�arung der StreuergebnisseMit der Kenntnis der lokalisierten Bewegung ist nun eine Erkl�arung der Streu-daten m�oglich. Die R�uckf�uhrung von Streuergebnissen auf Eigenschaftender lokalisierten Bewegung geht auf Jung und Scholz zur�uck [JunSch87a,JunSch87b]. Sie erkl�aren die Singularit�aten der Streuabbildung analog zurOrbiting{Streuung mit Hilfe von Einfangprozessen. Die stabilen Mannigfal-tigkeiten der lokalisierten Orbits einer chaotischen invarianten Menge reichen�uber den Hamiltonschen Flu� bis in den asymptotischen Bereich. Startet einTeilchen mit einer Anfangsbedingung auf der stabilen Mannigfaltigkeit ei-nes lokalisierten Orbits, so wird es vom Target eingefangen, indem sich seineTrajektorie asymptotisch der des lokalisierten Orbits ann�ahert.Die konkrete Erkl�arung der Streudaten aus Kapitel 2 erh�alt man wie folgt. Ineinem Streuversuch wird ein Ensemble von Streutrajektorien durch eine ein-dimensionale Mannigfaltigkeit von Anfangsbedingungen im asymptotischenBereich festgelegt. �Uber den Hamiltonschen Flu� wird diese Mannigfaltig-keit in den Wechselwirkungsbereich transportiert. Dadurch erh�alt man eineeindimensionale Mannigfaltigkeit von Anfangsbedingungen im Phasenraum-zylinder �. Eine komplexe Streuung, d. h. eine Verz�ogerungszeit n � 1, erh�altman, falls diese Mannigfaltigkeit �1� schneidet. Falls f�ur ein n0 � 1 die ver-tikalen Streifen in �n0� transversal geschnitten werden, so werden auch alle�n�{Streifen f�ur alle n > n0 geschnitten, da �n+1� � �n�. Dadurch spiegelt sichdie hierarchische Organisation der �n� bzgl. n in der Verz�ogerungszeit wider.F�ur k = 1:08 und k = 1:9 erkl�art dies die zwei{ bzw. viergliedrige Struk-tur, da in jedem �n�{Streifen zwei bzw. vier �n+1� {Streifen enthalten sind.Ebenso lassen sich f�ur das Orbiting{Modell die unendlich vielen Intervallevom Niveau n + 1 in einem Intervall vom Niveau n erkl�aren. F�ur k = 1:26taucht allerdings ein Problem auf. Nach der in Kapitel 4 beschriebenen Sym-bolischen Dynamik k�onnen auf ein Symbol = vier verschiedene und auf einSymbol 6= zwei verschiedene Symbole folgen. Das bedeutet, da� in einem In-tervall vom Niveau n vier oder zwei Intervalle vom Niveau n + 1 enthaltensein k�onnen, aber auf keinen Fall drei wie in den Abbildungen 2.4 und 2.5.Die Au
�osung dieses vermeintlichen Widerspruchs liegt in der Festlegung desOrdnungsparameters n. Die Anzahl der Besuche einer Mulde ist zur Unter-scheidung qualitativ verschiedener Streutrajektorien, d. h. Streutrajektorienmit unterschiedlichen endlichen Symbolfolgen, nicht geeignet. Dazu bedarfes eines genaueren Kriteriums. Man mu� in F�allen, in denen der Symbol-baum beschnitten ist, i. a. auf die exakten De�nitionen f�ur die Symbolfol-gen zur�uckgreifen, um Trajektorien unterscheiden zu k�onnen. Abbildung 5.3verdeutlicht die Problematik exemplarisch anhand von Bahnkurven im Orts-raum. In 5.3(a) sind Streuorbits f�ur k = 1:9 dargestellt, die zu Intervallen mitden endlichen Symbolfolgen ([+ >][� >][� >]), ([+ >][� <]) und ([+ >][� <][� <])geh�oren. Die Orbits zu den Folgen ([+ >][� >][� >]) und ([+ >][� <][� <]) ent-sprechen jeweils einer Grenze der ihnen zuzuordnenden Lin{Intervalle. Man
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(a) ��> (b) ��>Abbildung 5.3: Streuorbits im Ortsraum; der Pfeil markiert die In{Richtung.(a) k = 1:9, (b) k = 1:26.erkennt, da� zwischen den Anfangsbedingungen zu diesen Orbits, die dreiMulden besuchen, eine Anfangsbedingung existiert, dessen Orbit nur zweiMulden besucht. Damit ist n als Unterscheidungsmerkal qualitativ unter-schiedlicher Orbits geeignet. Im Gegensatz dazu gibt es f�ur k = 1:26 zwischenden Intervallen zu ([+ >][� >][� >]) und ([+ >][� <][� <]) keine Anfangsbedin-gung eines nur zwei Mulden besuchenden Orbits. Die Abbildung 5.3(b) zeigt8 Streutrajektorien mit Anfangsbedingungen, die gleichm�a�ig zwischen denAnfangsbedingungen der entsprechenden Grenzorbits verteilt sind. Man er-kennt, da� alle Orbits mindestens drei Mulden besuchen. Aus diesem Grundist n f�ur eine Unterscheidung nicht geeignet. Dies ist ein Beispiel daf�ur, wel-che Bedeutung der Wahl der Streuvariablen zukommt und da� diese Wahl beider Interpretation von Streudaten im Hinblick auf eine Symbolische Dynamikber�ucksichtigt werden mu�.Das algebraische Entweichverhalten f�ur k = 1:005 (Abbildung 2.10) ist aufden zu einem inneren Ringorbit geh�orenden KAM{Bereich zur�uckzuf�uhren.Trajektorien, die in die N�ahe eines Torus gelangen, bleiben dort f�ur langeZeit \kleben\ (engl. \stickiness of tori\ [GraKan85]). F�ur den Wechsel imExponenten � im Falle k = 1:009916 (Abbildung 2.12) ist eine komplexe To-russtruktur im Phasenraum verantwortlich [Lai+92b, Lai+92c]. Abbildung5.4(a) zeigt einen Ausschnitt des Phasenraumzylinders um den stabilen Fix-punkt. Dargestellt ist das Phasenportr�at einer Entweichtrajektorie. Bei ge-nauerem Hinsehen erkennt man im oberen Teil der Abbildung zwischen denbeiden \Ausbuchtungen\ zwei Bereiche, in denen die Trajektorienpunkte un-terschiedlich dicht liegen. Die Grenze zwischen diesen Bereichen wird durchdie \Tr�ummer\ eines Torus gebildet, der im Vergleich zu kleineren k{Wertengerade aufgebrochen ist2. Es ist bekannt, da� Cantori, die direkt nach dem2Dieses Aufbrechen in Abh�angigkeit von k wird auch als Phasenraummetamorphosebezeichnet.
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Abbildung 5.4: Phasenportr�ats jeweils einer Trajektorie mit den Anfangsbe-dingungen (a) (�; l) = (0:9998�; 0:538), (b) (�; l) = (0:99982�; 0:538).



86 Kapitel 5. BifurkationenAufbrechen eines KAM{Torus entstehen, teildurchl�assige Phasenraumbarrie-ren darstellen [Mac+84]. Streutrajektorien, die in das Innere eines Cantoruseintreten, zeigen daher ein anderes Entweichverhalten als Trajektorien, dieau�erhalb bleiben. Eine Struktur von ineinander geschachtelten Phasenraum-barrieren f�uhrt dann zu einer entsprechenden Zahl von Entweichexponenten�. Konkret entspricht der weniger dichte Bereich in Abbildung 5.4(a) demEntweichexponenten, der sich aus Abbildung 2.12 f�ur n > 1000 ergibt. Deram dichtesten gef�ullte Bereich wird typischerweise nur von Trajektorien miteiner Verz�ogerungszeit n > 104 erreicht. Abbildung 5.4(b) zeigt, da� es einenweiteren, bezogen auf den stabilen Fixpunkt weiter innen liegenden Bereichgibt, der zu noch gr�o�eren Verz�ogerungszeiten f�uhrt, falls eine Streutrajek-torie in ihn vordringt.Es bleibt festzuhalten, da� die Angabe eines Exponenten � in einem Hamilton{System mit weichem Chaos nur mit der gleichzeitigen Angabe eines Zeitinter-valls sinnvoll zu sein scheint. Ob es einen asymptotischen Exponenten gibt,ist eine o�ene Frage. In Kapitel 7 wird gezeigt, da� im Gegensatz dazu in hy-perbolischen Systemen die Entweichrate eine asymptotische Gr�o�e darstellt,die schon bei Betrachtung kurzer Zeitintervalle sehr genau bestimmt werdenkann.



Kapitel 6Charakterisierung dynamischerSysteme
Im Rahmen der betrachteten Systemklasse sind die bisherigen Ergebnisseunabh�angig von der Wahl des speziellen Muldenpotentials g�ultig. Im Zwei{Mulden{System gibt es z. B. immer einen Energiebereich, in dem die Dyna-mik topologisch konjugiert zu einer Shift{Abbildung auf einem Folgenraummit 4 Symbolen ist. Daher sind Kriterien w�unschenswert, die eine Unter-scheidung von invarianten Mengen erm�oglichen, die durch eine �aquivalenteSymbolische Dynamik beschrieben werden k�onnen.Die in diesem Kapitel beschriebenen Konzepte zur Charakterisierung dyna-mischer Systeme sind auf eine Vielzahl verschiedener physikalischer Syste-me und Fragestellungen anwendbar. Ich verweise auf [T�el90] und die dortaufgef�uhrten Referenzen. Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit beschr�anke ichmich | falls nicht ausdr�ucklich anders erw�ahnt| auf das Zwei{Mulden{System und stelle die zu de�nierenden Begri�e anhand dieses Beispiels vor.Das Kapitel ist wie folgt gegliedert. In Abschnitt 6.1 wird als erstes Kriteriumzur Klassi�zierung eines Systems die fraktale Dimension diskutiert. Da esunterschiedliche De�nitionen f�ur diesen Begri� gibt, stelle ich in Abschnitt6.1 zun�achst die beiden aus meiner Sicht wichtigsten vor.Die Angabe der fraktalen Dimension ist allerdings i. a. nicht ausreichend, umein dynamisches System vollst�andig zu charakterisieren. Es gibt aus physi-kalischer Sicht unterschiedliche Systeme, deren fraktale Dimensionen �uber-einstimmen. Es sind daher weitere charakteristische Gr�o�en w�unschenswert.F�ur deren De�nition spielt das nat�urliche Ma�, das in Abschnitt 6.2 bespro-chen wird, eine entscheidende Rolle. Im Anschlu� daran wird im Abschnitt6.3 die De�nition eines Spektrums von Singularit�aten motiviert. Es wird einKonzept er�ortert, wie sich mit Hilfe eines Ma�es bestimmte Teilmengen derinvarianten Menge und deren fraktale Dimensionen erschlie�en lassen. Diefolgenden Abschnitte dienen der weiteren Ausf�uhrung der in Abschnitt 6.387



88 Kapitel 6. Charakterisierung dynamischer Systemevorgestellten Idee. Zun�achst werden in Abschnitt 6.4 Informationsma�e dis-kutiert, mit deren Hilfe dann eine Verallgemeinerung des in Abschnitt 6.1vorgestellten Dimensionsbegri�es m�oglich ist. Der Zusammenhang zwischenden verallgemeinerten Dimensionen und dem Spektrum von Singularit�atenwird dargestellt.Die Er�orterungen der Abschnitte 6.3 und 6.4 basieren auf gewissen Grund-annahmen, die in Sonderf�allen nicht erf�ullt sind. Der vorl�au�ge Verzicht aufeine allgemeing�ultigen Formulierung bietet den Vorteil, da� die Ideen der ein-zelnen Begri�e leichter diskutiert werden k�onnen und nicht durch technischeDetails in den Hintergrund gedr�angt werden. In Abschnitt 6.5 werden dieverallgemeinerten Dimensionen Dq und das Singularit�aten{Spektrum f(�)dann auf eine aus mathematische Sicht zufriedenstellende Weise de�niert.W�ahrend die verallgemeinerten Dimensionen r�aumliche Strukturen charakte-risieren, sind die in Abschnitt 6.6 beschriebenen verallgemeinerten Entropi-en Kq Gr�o�en zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung des dynamischenSystems. In Abschnitt 6.7 werden abschlie�end verallgemeinerte Lyapunov{Exponenten �q besprochen, die es erlauben, Aussagen �uber lokale Expansi-onsraten zu machen.6.1 Die fraktale DimensionDie in diesem Abschnitt vorgestellten Gr�o�en Hausdor�{Dimension und Ka-pazit�at charakterisieren die Geometrie der invarianten Menge. Sie stellen je-weils eine Verallgemeinerung des �ublichen Dimensionsbegri�es dar [Fal90].6.1.1 Die Hausdor�{DimensionDie Hausdor�{Dimension oder auch Hausdor�{Besicowitch{Dimension l�a�tsich mit Hilfe des sogenannten Hausdor�{Ma�es de�nieren. DiesemMa� wen-de ich mich zun�achst zu. Sei M eine Teilmenge des Rn . Eine �{�UberdeckungfUig von M ist eine �Uberdeckung, f�ur die f�ur alle i aus einer abz�ahlbarenIndexmenge gilt: jUij = sup fjx� yj : x; y 2 Uig < � : (6.1)Mit Hs�(M) = inf (Xi jUijs : fUig ist �{�Uberdeckung von M) (6.2)ist das s{dimensionale Hausdor�{Ma� dann gegeben durch:Hs(M) = lim�!0Hs�(M) : (6.3)
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Abbildung 6.1: Der Graph von Hs(M).Man kann zeigen, da� Hs alle Eigenschaften eines Ma�es erf�ullt [Fal90]. Be-trachtet man ein � < 1, so folgt aus der De�nition (6.2), da� Hs�(M) alsFunktion von s monoton fallend ist. Sei nun t > s und fUig eine �{�Uber-deckung von M ; dann gilt:1Xi=1 jUijt � �t�s 1Xi=1 jUijs : (6.4)�Uber die Betrachtung des In�mums erh�alt man:Ht�(M) � �t�sHs�(M) : (6.5)Vollzieht man nun den Grenz�ubergang � ! 0, so folgt aus Hs(M) <1 dasVerschwinden von Ht(M). Der Graph von Hs(M) hat somit eine Gestaltwie in Abbildung 6.1 skizziert. Es gibt einen kritischen Wert von s, an demHs(M) von 0 auf 1 \springt\. Dieser Wert wird als Hausdor�{DimensionDH(M) von M bezeichnet. Formal gilt:DH(M) = inf fs : Hs(M) = 0g : (6.6)An der Stelle s = DH(M) nimmt Hs(M) abh�angig von M einen Wert zwi-schen 0 und 1 an.Eine Menge, deren Hausdor�{Dimension gr�o�er als ihre topologische Dimen-sion ist, wird auch als fraktale Menge oder als Fraktal bezeichnet1.Die Hausdor�{Dimension ist eine Verallgemeinerung des �ublichen Dimensi-onsbegri�es. Man kann zeigen, da� das n{dimensionale Hausdor�{Ma� einer1Ich gehe hier nicht weiter auf die mathematische De�nition der topologischen Dimen-sion ein, sondern gebe nur an, da� sie immer ganzzahlig ist und eine Menge in Rn genaudann die topologische Dimension n hat, wenn sie eine o�ene Teilmenge von Rn enth�alt[Fal90]. Die topologische Dimension gibt also an, aus welchen \Bestandteilen\ die fraktaleMenge zusammengesetzt ist (Punkte, Geraden etc. ).



90 Kapitel 6. Charakterisierung dynamischer Systemebeschr�ankten o�enen Menge in Rn bis auf eine multiplikative Konstante demn{dimensionalen Lesbesgue{Ma� entspricht, d. h. dem �ublichen n{dimensio-nalen Volumen. F�ur eine solche Menge ist das n{dimensionale Hausdor�{Ma�damit endlich, und die Hausdor�{Dimension ist nach (6.6) entsprechend n.2Ein wesentlicher Aspekt ist das Transformationsverhalten. Die Hausdor�{Dimension ist invariant unter bi{Lipschitz{Transformationen, d. h. Trans-formationen T , f�ur die gilt:c1jx� yj � jT (x)� T (y)j � c2jx� yj ; (6.7)mit 0 < c1 < c2 < 1. Dies bedeutet, da� zwei Mengen mit unterschied-licher Hausdor�{Dimension nicht durch eine bi{Lipschitz{Transformationineinander �uberf�uhrt werden k�onnen. Aus der De�nition (6.7) folgt direkt,da� bi{Lipschitz{Transformationen stetig sind. Damit stellt die Hausdor�{Dimension ein Kriterium zur Unterscheidung von Mengen dar, die durcheinen Hom�oomorphismus ineinander abgebildet werden k�onnen. Insbesonde-re ist die Hausdor�{Dimension ein Merkmal zur Unterscheidung topologischkonjugierter dynamischer Systeme.Ein Beleg daf�ur, da� die Angabe der Hausdor�{Dimension zur vollst�andigenKlassi�zierung nicht ausreicht, ist durch die folgende Eigenschaft gegeben.Aus der De�nition (6.6) folgt direkt, da� f�ur zwei Mengen M1 und M2 gilt:DH(M1 [M2) = max fDH(M1); DH(M2)g : (6.8)Die Hausdor�{Dimension wird durch das Hinzuf�ugen oder Wegnehmen vonMengen kleinerer Dimension nicht beein
u�t. Dies bedeutet insbesondere,da� die Hausdor�{Dimension keine Aussagen dar�uber macht, ob eine fraktaleMenge als Vereinigung von verschiedenen fraktalen Mengen unterschiedlicherDimension aufgefa�t werden kann.In der Regel ist die Berechnung der Hausdor�{Dimension schwierig. Aus die-sem Grund wird h�au�g ein anderer Dimensionsbegri� verwendet, der einevergleichsweise einfache numerische Bestimmung zul�a�t, jedoch aus mathe-matischer Sicht mit einem De�zit behaftet ist.6.1.2 Die Kapazit�atDie Kapazit�at wird oftmals auch als \Box{Counting{Dimension\ bezeichnet.Sie ist nur f�ur beschr�ankte Teilmengen des Rn de�niert. Grundlage diesesBegri�es sind \Messungen auf einer Skala �\. F�ur jedes � > 0 vermi�t maneine Menge in einer Weise, die Strukturen von einer Gr�o�e kleiner als � ver-nachl�assigt. Die Dimension erh�alt man dann durch den �Ubergang � ! 0.Konkret �uberdeckt man zur Dimensionsbestimmung eine Menge M � Rn2Dieses Ergebnis l�a�t sich auf beliebige o�enen Mengen in Rn verallgemeinern [Fal90].



6.1. Die fraktale Dimension 91mit einem Gitter aus n{dimensionalen W�urfeln der Kantenl�ange �. Die An-zahl der W�urfel, die zur �Uberdeckung von M ben�otigt wird, bezeichnet manmit N�(M). Gilt nunlim inf�!0 lnN�(M)� ln � = lim sup�!0 lnN�(M)� ln � ; (6.9)so ist die Kapazit�at von M de�niert durch:DK(M) = lim�!0 lnN�(M)� ln � : (6.10)Umgeformt bedeutet dies: N�(M) � ��DK(M) : (6.11)In der Praxis wird die Gleichung (6.9) oftmals nicht veri�ziert, sondern ledig-lich der Exponent aus (6.11) f�ur einen m�oglichst gro�en Bereich von ln � be-stimmt. Da zur Bestimmung der Kapazit�at weder �Uberdeckungen aus unend-lich vielen Mengen variabler Gr�o�e ber�ucksichtigt werden m�ussen, noch dieBildung eines In�mums vorzunehmen ist, ist sie im Vergleich zur Hausdor�{Dimension wesentlich einfacher zu bestimmen.Kann man voraussetzen, da� das In�mum auf der rechten Seite von (6.2) f�urein Gitter aus W�urfeln der Kantenl�ange � = � angenommen wird und da�Hs(M) f�ur s = DH(M) endlich ist, so folgt f�ur kleine �: N(�)�DH (M) � 1.Also sind Hausdor�{Dimension und Kapazit�at in diesem Fall gleich.Der Begri� Kapazit�at besitzt jedoch ein De�zit. In der De�nition geht manimplizit von endlichen �Uberdeckungen mit W�urfeln der Kantenl�ange � aus.Da man ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit mit abgeschlossenen W�urfeln�uberdecken kann, folgt: DK(M) = DK(M) ; (6.12)wobei M den Abschlu� von M symbolisiert. Diese Eigenschaft der Kapazit�atimpliziert einen problematischen E�ekt. So folgt z. B. aus (6.12), da� die ra-tionalen Zahlen im Einheitsintervall die Kapazit�at 1 haben. Dies macht denwesentliche Nachteil der Kapazit�at im Vergleich zur Hausdor�{Dimensiondeutlich. Die Kapazit�at einer \kleinen\ abz�ahlbaren Menge kann gleich derKapazit�at einer o�enen Menge sein. Im Gegensatz zur Kapazit�at ist dieHausdor�{Dimension einer abz�ahlbaren Menge wie erw�unscht immer 0.Da jedoch in vielen F�allen Hausdor�{Dimension und Kapazit�at �ubereinstim-men | letztere aber wie oben beschrieben sehr viel leichter zu bestimmenist | wird in vielen F�allen die Kapazit�at als Grundlage der Dimensionsbe-stimmung herangezogen.



92 Kapitel 6. Charakterisierung dynamischer Systeme6.2 Das nat�urliche Ma�Die fraktale Dimension beschreibt ausschlie�lich eine geometrische Eigen-schaft. Die invariante Menge eines dynamischen Systems ist aus physikali-scher Sicht jedoch nicht nur ein geometrisches Objekt. Auf der invariantenMenge \passiert\ etwas. Auf einer komplizierten Menge �ndet eine kompli-zierte Dynamik statt. Die De�nition von Gr�o�en, die sowohl die Menge alsauch die Dynamik auf ihr charakterisieren, stehen im Mittelpunkt der fol-genden Betrachtungen. Ausgangspunkt sind Konzepte aus der Ma�theorie.Man untersucht dabei die invariante Menge mit Hilfe eines unter der Dyna-mik invarianten Ma�es, d. h. einer station�aren Verteilung. Eine Verbindungzwischen Ma� und L�angenskalen liefert dann sowohl detaillierte Information�uber da� Ma� als auch �uber die Geometrie der invarianten Menge.Das im Zusammenhang mit dieser Arbeit bedeutendste invariante Ma� istdas sogenannte nat�urliche Ma� �. Es beschreibt die H�au�gkeit, mit der Tra-jektorien eines Ensembles die verschiedenen Gebiete in der invarianten Mengeaufsuchen. Eine M�oglichkeit, das nat�urliche Ma� zu erhalten, stelle ich nunkurz vor. Das Verfahren ist in [KanGra85] dargestellt.Man �uberdecke die invariante Menge � durch ein Gitter aus W�urfeln mit derKantenl�ange �� 1. Die Anzahl der W�urfel, die dazu ben�otigt wird, bezeichneich mit N(�). Jeder W�urfel l�a�t sich somit durch eine nat�urliche Zahl i 2f1; : : : ; N(�)g indizieren. Man betrachtet nun ein Ensemble von Trajektorien,die sich f�ur lange Zeit in der N�ahe der invarianten Menge aufhalten. Ist N dieGesamtzahl der Trajektorienpunkte des Ensembles und Ni � 1 die Anzahlder Punkte im W�urfel i, so erh�alt man eine N�aherung des nat�urlichen Ma�es� durch: pi = NiN ; (6.13)d. h. es gilt: pi = ZW�urfel i d�(x) : (6.14)6.3 Zur De�nition einesSingularit�aten{SpektrumsZur Motivation beschreibe ich zun�achst die Situation im Phasenraum, oh-ne dabei auf mathematische Schwierigkeiten einzugehen. Betrachtet mandas nat�urliche Ma� auf seinem Tr�ager �, so ergibt sich u. U. eine �au�erstkomplexe Struktur. Geht man davon aus, da� � hyperbolisch und damiteine Cantor{Menge ist, so setzt sich die nat�urliche Verteilung anschaulichaus \diskreten, �{Peak{artigen Singularit�aten\ zusammen. Gegen jede die-ser Singularit�aten h�aufen sich andere. Es stellt sich die Frage, wie ein solchkompliziertes Objekt geeignet charakterisiert werden kann.



6.3. Zur De�nition eines Singularit�aten{Spektrums 93Die grunds�atzliche Strategie zur Beantwortung dieser Frage ist aus der Ther-modynamik bekannt. Aus physikalischer Sicht ist es wenig sinnvoll und auspraktischer Sicht i. a. nicht m�oglich, die exakte Zeitentwicklung eines Systemsmit sehr vielen Freiheitsgraden zu bestimmen. Man betrachtet im Gegensatzdazu geeignete Mittelwerte, die alle physikalisch relevante Information ent-halten. �Ahnlich ist man hier nicht an der exakten Gestalt des Ma�es, sondernnur an bestimmten Mittelwerten interessiert.Zur Vereinfachung der Darstellung verwende ich die Notation des Abschnitts6.2. Wesentlich ist die Einf�uhrung einer lokalen Gr�o�e �i(�) f�ur jeden Indexi [Hal+86]: �i(�) = ln piln � : (6.15)Diese Gr�o�e stellt im W�urfel i eine Beziehung zwischen dem Ma� � und derKantenl�ange � des W�urfels her. Je nach betrachteter Region kann �i dabeiunterschiedliche Werte annehmen. In einem Gebiet, in dem das Ma� gro�ist, ist entsprechend auch �i gro�. Anschaulich ausgedr�uckt beschreibt �i wie\dicht gedr�angt\ die \Singularit�aten\ der Verteilung in einem bestimmtenGebiet liegen. Wohl aus diesem Grund wird �i auch als \Crowding{Index\bezeichnet.Der Punkt z 2 � sei nun die Schnittmenge einer Folge von ineinander ge-schachtelten W�urfeln, deren Kantenl�ange gegen 0 geht. Jeder dieser W�urfelsei Teil einer �Uberdeckung, die bei entsprechender Verkleinerung der Kan-tenl�ange entsteht. Der Index dieser W�urfel sei jeweils i. Im folgenden gehtman davon aus, da� der Limes�(z) = lim�!0�i(�) (6.16)f�ur alle z existiert. �(z) wird als lokaler Skalenexponent bezeichnet. Ist �(z)eine nichtkonstante Funktion und � ein Fraktal, so wird das Paar � und �auch als Multifraktal bezeichnet [BecSch93]. Die Funktion �(z) erlaubt es indiesem Fall, die invariante Menge in (echte) Teilmengen einzuteilen, indemman Punkte mit identischen Skalenexponenten zusammenfa�t. Mit f(�) wirddann die Hausdor�{Dimension dieser Teilmenge bezeichnet.Die Idee zur Beantwortung der oben gestellten Frage nach der Charakte-risierung des dynamischen Systems l�a�t sich somit wie folgt formulieren:Man stellt mit Hilfe des Skalenexponenten eine Beziehung zwischen Ma�und L�angenskala her und erh�alt dar�uber sowohl di�erenzierte Aussagen �uberdas Ma� (\Singularit�atenst�arken\ �) als auch �uber den Tr�ager (Teilmengender Dimension f(�)). Man fa�t die invariante Menge als eine Menge auf,die sich aus ineinander \verwobenen\ Mengen der Dimensionen f(�) zusam-mensetzt. Auf diesen Mengen hat die Verteilung \Singularit�aten\ mit einemExponenten �.Es wird sich zeigen, da� f(�) in vielen F�allen eine stetige Funktion ist undsomit hervorragend zur Charakterisierung geeignet ist. Man kann in diesem



94 Kapitel 6. Charakterisierung dynamischer SystemeFall einem dynamischen System �uberabz�ahlbar viele Gr�o�en des Typs Di-mension und entsprechend �uberabz�ahlbar viele Skalenexponenten zuordnen.Dies bedeutet ein sehr viel di�erenzierteres Kriterium als die alleinige Anga-be der fraktalen Dimension des Tr�agers. Es ist jedoch zu beachten, da� dieFunktion f(�) nicht die vollst�andige Information �uber das System beinhal-tet. So ist das Ma� � nicht aus der Kenntnis von f(�) herleitbar. Es sindz. B. keine Aussagen �uber die Verteilung an einer bestimmten vorgegebenenStelle im Phasenraum m�oglich.Die Funktion f(�) wird auch als f(�){Kurve oder f(�){Spektum oder auchals Singularit�aten{Spektrum bezeichnet. Der Begri� Spektrum deutet dabeian, da� der Abschlu� des �{Bereiches, in dem f(�) gr�o�er als 0 ist, alleSkalenexponenten der Singularit�aten des Systems beschreibt.Aufgabe ist es nun, das hier skizzierte Konzept formal darzustellen und prak-tische Methoden zur Bestimmung von f(�) zu entwickeln. Zu diesem Zweckhat man sich zun�achst mit dem Begri� der Information zu besch�aftigen. Da-mit lassen sich verallgemeinerte Dimensionen einf�uhren, �uber die man danndas Singularit�aten{Spektrum bestimmen kann.6.4 Informationsma�e und DimensionenIn diesem Abschnitt diskutiere ich M�oglichkeiten, Information quantitativ zuerfassen. Genauer geht es darum, ein Ma� f�ur das Wissen zu de�nieren, dasein Beobachter im Hinblick auf das Eintreten eines Ereignisses besitzt, wenner au�er der Wahrscheinlichkeitsverteilung nichts weiteres �uber das zugrun-de liegende System wei� [BecSch93]. Mit Hilfe eines Informationsma�es ist esm�oglich, Verteilungen bez�uglich ihres \Vorhersageverm�ogens\ zu unterschei-den.Die hier vorgestellten Konzepte sind auf beliebige invariante Wahrscheinlich-keitsverteilungen anwendbar. Als Wahrscheinlichkeitsverteilung w�ahle ich imfolgenden die nat�urliche Verteilung auf der invarianten Menge.�Ahnlich wie bei der Diskussion der Hausdor�{Dimension und der Kapazit�atspielt die Wahl der �Uberdeckung der invarianten Menge eine Rolle. Ich dis-kutiere zun�achst den aus mathematischer Sicht problematischen Fall einer�Uberdeckung mit W�urfeln gleicher Kantenl�ange. Im n�achsten Abschnitt 6.5gehe ich dann auf die mathematisch \korrekte\ De�nition ein.6.4.1 Die Shannon{InformationAusgangspunkt ist die Approximation des nat�urlichen Ma�es wie in Ab-schnitt 6.2 beschrieben. Die Shannon{Information ist dann wie folgt de�-



6.4. Informationsma�e und Dimensionen 95niert: I = N(�)Xi=1 pi ln pi : (6.17)Die Shannon{Information ist eindeutig aus den sogenannten Khinchin{Axi-omen herleitbar, die notwendige Eigenschaften eines Informationsma�es fest-legen [Khi57]. Sie kann als ein Ma� f�ur das Wissen aufgefa�t werden, das dieVerteilung pi im Hinblick auf die Frage beinhaltet, welches Ereignis i alsn�achstes eintritt. Die Shannon{Information ist per de�nitionem kleiner odergleich 0. Die negative Shannon{Information ist die sogenannte Shannon{Entropie. Sie quanti�ziert das fehlende Wissen, das ben�otigt wird, um mitSicherheit den Index i vorhersagen zu k�onnen.Das Maximum der Shannon{Information, d. h. optimales Wissen, ist durchdie Verteilung pi = �ij gegeben. Die Trajektorie be�ndet sich mit Sicher-heit im W�urfel j. In diesem Fall gilt I = 0. Das Minimum nimmt dieShannon{Information f�ur die Gleichverteilung an3. Mit pi = 1=N(�) folgtdann I = � lnN(�). In diesem Fall kann man die m�oglichen Ereignisse nichtunterscheiden, und das Wissen �uber das Eintreten eines bestimmten Ereig-nisses ist folglich minimal.Ich beschreibe nun eine Verallgemeinerung der Shannon{Information, die f�urdie Verallgemeinerung des Dimensionsbegri�es von zentraler Bedeutung ist.6.4.2 Die R�enyi{InformationDie R�enyi{Information der Ordnung q ist wie folgt de�niert:Iq = 1q � 1 lnN(�)Xi=1 pqi ; (6.18)wobei q ein beliebiger reeller Parameter ist. Es wird davon ausgegangen, da�alle pi von 0 verschieden sind, so da� Iq auch f�ur negative q de�niert ist4.Die Bedeutung der R�enyi{Information f�ur die Behandlung dynamischer Sy-steme wurde zuerst von Hentschel und Procaccia erkannt [HenPro83].Bei Variation von q tragen die Wahrscheinlichkeiten der einzelnen W�urfelmit unterschiedlichem Gewicht zur Summe auf der rechten Seite von (6.18)3Zum Beweis dieser Aussage hat man das Minimum der rechten Seite von (6.17) unterder Nebenbedingung PN(�)i=1 pi = 1 zu bestimmen. Eine Behandlung mit Hilfe Lagrange-scher Multiplikatoren liefert dann das gew�unschte Ergebnis.4An dieser Stelle auf den informationstheoretischen Hintergrund der De�nition (6.18)einzugehen, w�urde zu weit f�uhren. Ich erw�ahne nur, da� bei einer Abschw�achung einesder Khinchin{Axiome neben der Shannon{Information auch die R�enyi{Informationen dieAxiome erf�ullen. F�ur eine weitergehende Diskussion verweise ich auf die Literatur [Khi57,BecSch93].



96 Kapitel 6. Charakterisierung dynamischer Systemebei. F�ur negative q erhalten z. B. W�urfel mit kleinem pi ein relativ st�arkeresGewicht als f�ur positive q. Mit Hilfe des Ma�es ist es so durch Variation vonq m�oglich, bestimmte Teilmengen des Tr�agers hervorzuheben. Dies wird inden Unterabschnitten 6.4.3 und 6.4.4 konkretisiert. Zun�achst gehe ich auf dieR�enyi{Information f�ur zwei spezielle q{Werte ein.Setzt man q = 0, so gilt: I0 = � lnN(�) ; (6.19)d. h. jI0j w�achst logarithmisch mit der Zahl der W�urfel mit nicht verschwin-dender Wahrscheinlichkeit.Zur Bestimmung von I1 betrachtet man zun�achst die Entwicklung:N(�)Xi=1 pqi = N(�)Xi=1 pi exp((q � 1) ln pi) (6.20)= N(�)Xi=1 pi(1 + (q � 1) ln pi) +O �(q � 1)2� : (6.21)Wegen PN(�)i=1 pi = 1 folgt:N(�)Xi=1 pqi = 1 + (q � 1) N(�)Xi=1 pi ln pi +O �(q � 1)2� : (6.22)Einsetzen dieses Ausdrucks in die rechte Seite von (6.18) und Entwicklungder Logarithmusfunktion f�uhrt dann im Limes q ! 1 auf die Gleichung:limq!1 Iq = N(�)Xi=1 pi ln pi : (6.23)I1 ist somit die Shannon{Information.Da I0 der minimalen Shannon{Information entspricht, gilt I0 � I1. DiesesErgebnis l�a�t sich verallgemeinern. F�ur q0 � q gilt allgemein:Iq0 � Iq : (6.24)Ein Beweis dieser Aussage ist z. B. in [BecSch93] zu �nden.6.4.3 R�enyi{DimensionenDie De�nition der R�enyi{Information enth�alt implizit die Kantenl�ange �der �uberdeckenden W�urfel. Beim �Ubergang � ! 0 divergiert der Ausdruck(6.18) in der Regel. Die sogenannten R�enyi{Dimensionen der Ordnung q[HenPro83]: Dq = lim�!0 Iqln � = lim�!0 1ln � 1q � 1 lnN(�)Xi=1 pqi (6.25)



6.4. Informationsma�e und Dimensionen 97bleiben dagegen i. a. endlich. Sie ist ein Ma� daf�ur, wie die R�enyi{InformationIq bei Verkleinerung der Kantenl�ange � zunimmt. �Ubertr�agt man die Bezie-hung (6.24), so folgt, da� Dq als Funktion von q monoton fallend ist:Dq0 � Dq (6.26)f�ur q0 � q. Wichtige Spezialf�alle der R�enyi{Dimensionen sind durch die Pa-rameterwerte q = 0 und q = 1 gegeben. F�ur q = 0 entspricht die R�enyi{Dimension der Kapazit�at. Aus (6.25) und (6.19) folgt n�amlich:D0 = � lnN(�)ln �= DK : (6.27)F�ur den Fall q = 1 folgt aus (6.23) und der De�nition (6.25):D1 = lim�!0 1ln � N(�)Xi=1 pi ln pi : (6.28)D1 wird als Informationsdimension bezeichnet. Sie beschreibt, wie dieShannon{Information bei Vergr�o�erung der Au
�osung zunimmt. Ist die frak-tale Dimension gr�o�er als die Informationsdimension, so wird das zugrundeliegende Ma� auch als fraktales Ma� bezeichnet [Far82, T�el88].Neben D0 und D1 sind die verallgemeinerten Dimensionen D�1 und D+1von Interesse. Sie beschreiben n�amlich das Skalenverhalten der Phasenraum-regionen, in denen das Ma� am d�unnsten bzw. am dichtesten liegt.6.4.4 Das f(�){SpektrumIn diesem Unterabschnitt wird gezeigt, wie man aus der Kenntnis der R�enyi{Dimensionen die f(�){Kurve erh�alt. Zur Vereinfachung der folgenden For-meln de�niert man: �(q) = N(�)Xi=1 pqi : (6.29)Man dr�uckt nun � mit Hilfe des Skalenexponenten � aus. Da f(�) per de�-nitionem die Dimension der Menge der Punkte mit einem Skalenexponenten� ist, ist die Anzahl der W�urfel mit einem Skalenexponenten in dem Bereichzwischen � und � + d� durch �(�)��f(�) d� gegeben, wobei �(�) eine geeig-nete (beschr�ankte) Dichte ist. Anstelle der Summation �uber i, ist nun aucheine Integration �uber � m�oglich. Ber�ucksichtigt man die De�nition (6.15) desSkalenexponenten �, so l�a�t sich � wie folgt ausdr�ucken:�(q) = Z �(�)�q��f(�) d� : (6.30)



98 Kapitel 6. Charakterisierung dynamischer SystemeBeim Grenz�ubergang � ! 0 wird das Integral durch den Wert von � domi-niert, f�ur den der Exponent q��f(�) minimal wird (Sattelpunkt{Methode).Dies liefert f�ur vorgegebenes q ein bestimmtes �(q), das unter der Vorausset-zung der Di�erenzierbarkeit von f(�) durch folgende Bedingungen gegebenist: dd� (q�� f(�))������=�(q) = 0 (6.31a)d2d�2 (q�� f(�))������=�(q) > 0 : (6.31b)Anders ausgedr�uckt bedeutet dies:df(�)d� ������=�(q) = q (6.32a)d2f(�)d�2 ������=�(q) < 0 : (6.32b)Mit ln�(q)ln � = q�(q)� f(�(q)) +O � 1ln �� (6.33)folgt aus (6.25) eine Beziehung zwischen Dq und f(�):(q � 1)Dq = q�(q)� f(�(q)) : (6.34)Wegen (6.32a) bedeutet dies: (q� 1)Dq ist die Legendre{Transformierte vonf(�). Die Kenntnis von f(�) liefert somit Dq, und umgekehrt erh�alt man ausder Kenntnis von Dq mittels�(q) = ddq (q � 1)Dq (6.35)und (6.34) die f(�){Kurve. Dq und f(�) sind also �aquivalente Charakte-risierungen der invarianten Menge. Setzt man die Di�erenzierbarkeit nichtvoraus, kann man das Ergebnis in folgender Form schreiben:(q � 1)Dq = min� fq�� f(�)g (6.36)f(�) = minq fq�� (q � 1)Dqg : (6.37)In die R�enyi{Dimensionen gehen nur die Wahrscheinlichkeiten pi und dieW�urfell�ange � ein. Da diese vergleichsweise einfach zu bestimmen sind, istdamit eine praktische M�oglichkeit gegeben, �uber Dq die f(�){Kurve zu be-rechnen.



6.4. Informationsma�e und Dimensionen 99Ich betrachte nun zwei spezielle �{Werte, die den q{Werten 0 und 1 entspre-chen. Aus (6.32) folgt zusammen mit (6.34), da� das Maximum der f(�){Kurve durch D0, d. h. durch die Kapazit�at gegeben ist. Aus (6.35) und (6.34)erh�alt man nach kurzer Rechnung:�(1) = D1 = f(�(1)) : (6.38)Ber�ucksichtigt man df(�(1))=d� = 1, so bedeutet dies, da� die f(�){Kurveim �{f(�){Diagramm die Diagonale im Punkt (D1; D1) ber�uhrt.Zur Verdeutlichung diskutiere ich als einfaches Beispiel das Ma�, das durchdie Dichte �(x) = ~�x~��1 , 0 < ~� < 1, (6.39)auf dem Einheitsintervall gegeben ist. Man unterteilt das Einheitsintervallin Teilintervalle der L�ange � < 1. Bis auf das Ma� des Intervalls, das die0 enth�alt, ist das Ma� jedes anderen Intervalles proportional zur L�ange �.Es gibt ��1 � 1 � ��1 Intervalle dieses Typs. Das Ma� des Intervalls, indem 0 liegt, ist durch �~� gegeben. Setzt man die auftretenden Proportio-nalit�atskonstanten5 gleich 1, so ergibt sich f�ur die R�enyi{Dimensionen aus(6.25): Dq = lim�!0 1q � 1 ln �(��1�q + �~�q�ln � : (6.40)Daraus folgt: Dq = 1q � 1 min fq � 1; ~�qg : (6.41)Da die InformationsdimensionD1 = 1 gleich der fraktalen Dimension D0 = 1ist, liegt insbesondere kein fraktales Ma� vor.Die Legendre{Transformation von (6.41) liefert f�ur q > 1=(1 � ~�) die Wer-te � = ~� und f(~�) = 0. F�ur q < 1=(1 � ~�) ergibt sich � = 1 undf(�) = 1. Das Singularit�aten{Spektrum besteht also aus zwei Punkten, dieder \Singularit�at\ der \St�arke\ ~� auf einer Menge der Dimension 0 und\Singularit�aten\ der \St�arke\ 1 auf einer Menge der Dimension 1 | d. h.Stetigkeit der Dichte | entsprechen.Beispiele komplizierterer Singularit�aten{Spektren, die sich aus �uberabz�ahl-bar vielen Skalenexponenten � und entsprechenden Dimensionen f(�) zu-sammensetzen, werden in Kapitel 7 diskutiert (siehe z. B. Abbildung 7.3 aufSeite 119).5Die formale Begr�undung f�ur dieses Vorgehen erfolgt in Kapitel 7.



100 Kapitel 6. Charakterisierung dynamischer Systeme6.5 Verallgemeinerte Dimensionen DqGenau wie der Begri� Kapazit�at sind die R�enyi{Dimensionen Dq mit Pro-blemen verbunden6. Entsprechend ist die De�nition, Herleitung und Inter-pretation des f(�){Spektrums im Hinblick auf einige Sonderf�alle problema-tisch. Um diese Schwierigkeit zu beheben, geht man �ahnlich wie im Fall derHausdor�{Dimension vor und betrachtet �Uberdeckungen mit eventuell un-endlich vielen Mengen variabler Gr�o�e. Dies liefert eine aus mathematischerSicht zufriedenstellende De�nition der im folgenden als verallgemeinerte Di-mensionen bezeichneten Gr�o�en Dq. Man de�niert die f(�){Kurve dann alsLegendre{Transformierte der verallgemeinerten Dimensionen. Mit Ausnah-me einiger Sonderf�alle ist die in den Abschnitten 6.3 und 6.4.4 vorgestellteInterpretation dann weiterhin g�ultig.Ausgangspunkt ist nun eine disjunkte �{�Uberdeckung fUig. Sei li = jUij undpi die zu Ui geh�orende Wahrscheinlichkeit. Man de�niert [Hal+86]:ZD(q; �; �) = 8<: inffUigPi pqil�i f�ur q � 1, � � 0,supfUigPi pqil�i f�ur q > 1, � > 0. (6.42)De�niert man ferner ZD(q; �) = lim�!0ZD(q; �; �) ; (6.43)so ist ZD(q; �) eine monoton wachsende Funktion von � und eine monotonfallende Funktion von q. Eine �ahnliche Argumentation wie bei der De�nitionder Hausdor�{Dimension liefert eine eindeutige Funktion �(q), f�ur die gilt:ZD(q; �) = ( 0 ; � < �(q)1 ; � > �(q): (6.44)Die verallgemeinerten Dimensionen Dq erh�alt man nun aus der Beziehung:�(q) = (q � 1)Dq : (6.45)Die f(�){Kurve ergibt sich dann als Legendre{Transformierte von �(q). Manbeachte, da� D0 nun die Hausdor�{Dimension ist.6.6 Verallgemeinerte Entropien KqBisher wurden rein statische Aspekte des dynamischen Systems diskutiert.In diesem Abschnitt wird der Schwerpunkt auf die Dynamik gelegt. Grund-lage ist dabei eine Symbolische Dynamik, wie sie in Kapitel 4 beispielsweise6Ist z. B. das �uberdeckende Gitter so gew�ahlt, da� bestimmte W�urfel ein von 0 ver-schiedenes, aber sehr kleines Ma� besitzen, so divergiert u. U. die Summe auf der rechtenSeite von (6.25) f�ur negative q [Gra+88].



6.6. Verallgemeinerte Entropien Kq 101f�ur die in dieser Arbeit betrachteten Mulden{Systeme entwickelt wurde. Imallgemeinen betrachtet man eine Zerlegung des Phasenraumes in disjunkteMengen Ms und ordnet einer Trajektorie z0; z1; : : : entsprechend zi 2 Msieine Symbolfolge (s0s1 : : :) zu. Die Zerlegung bezeichne ich im folgenden mitfMg.�Ahnlich wie in Abschnitt 6.2 ist der Ausgangspunkt nun ein Ensemble vonTrajektorien, die f�ur lange Zeit auf oder in der N�ahe der invarianten Mengeverbleiben. Man registriert in diesem Fall jedoch nicht wie in Abschnitt 6.2die H�au�gkeit, mit der bestimmte Phasenraumregionen aufgesucht werden,sondern betrachtet die H�au�gkeit des Auftretens bestimmter endlicher Sym-bolfolgen (s0 : : : sn�1) der L�ange n. Dies liefert eine Wahrscheinlichkeitsver-teilung p(s0 : : : sn�1), die nicht auf dem Phasenraum, sondern auf der Mengealler endlichen Symbolfolgen de�niert ist. F�ur n!1 ergibt sich daraus eineVerteilung, die auf der Menge aller Orbits in der invarianten Menge de�niertist und somit die Dynamik des Systems charakterisiert.6.6.1 Die Kolmogorov{Sinai{EntropieAls quantitatives Ma� f�ur die Information, die in der Verteilung p(s0; : : : ; sn�1)enthalten ist, betrachtet man wiederum die Shannon{Information dieser Ver-teilung: I(fMg; n) = Xs0:::sn�1 p(s0 : : : sn�1) ln p(s0 : : : sn�1) : (6.46)Diese Gr�o�e h�angt von der Zerlegung fMg und von der Zeit n ab7. Im folgen-den betrachte ich die sogenannte dynamische Shannon{Entropie, die durchdie negative Shannon{Information (6.46) gegeben ist:H(fMg; n) = �I(fMg; n) : (6.47)Die dynamische Shannon{Entropie ist ein Ma� f�ur das Wissen, das fehlt, umbei gegebener Verteilung p(s0 : : : sn�1) mit Sicherheit die Symbolfolge derL�ange n vorhersagen zu k�onnen. Man ist an der Asymptotik von H(fMg; n)f�ur gro�e Zeiten n interessiert. Da H f�ur n ! 1 i. a. divergiert, betrachtetman die sogenannte dynamische Shannon{Entropie pro ZeitH(fMg) = � limn!1 1n Xs0:::sn�1 p(s0 : : : sn�1) ln p(s0 : : : sn�1) ; (6.48)die endlich ist. Der Ausdruck H(fMg; n+ 1)�H(fMg; n) quanti�ziert dasWissen, das fehlt, um das (n + 1){te Symbol vorhersagen zu k�onnen, wenn7Im allgemeinen h�angt I noch von der Wahl des Ensembles ab, mit Hilfe dessen mandie H�au�gkeiten bestimmt hat. Ich gehe hier per Konstruktion davon aus, da� das Aus-gangsensemble gem�a� dem nat�urlichen Ma� verteilt ist.



102 Kapitel 6. Charakterisierung dynamischer Systemedie vorausgehenden n Symbole bekannt sind. Unter der Voraussetzung, da�H(fMg; 1) endlich ist, gilt:H(fMg) = limn!1 1n nXi=1H(fMg; i+ 1)�H(fMg; i) : (6.49)Man kann die dynamische Shannon{Entropie pro Zeit somit als Informati-onsverlust pro Zeitschritt interpretieren.Durch Supremumbildung �uber alle Zerlegungen fMg erh�alt man eine dasSystem charakterisierende Zahl:h = supfMgH(fMg) : (6.50)Diese Gr�o�e wird als Kolmogorov{Sinai{Entropie (KS{Entropie) bezeichnet.Sie wird oftmals zur De�nition von Chaos herangezogen: Ein dynamischesSystem ist genau dann chaotisch, wenn die KS{Entropie gr�o�er als 0 ist.Diese De�nition ist insofern gerechtfertigt, als bei positiver KS{Entropie diesichere Vorhersage des n�achsten Symbols nicht mehr m�oglich ist. Je gr�o�er hist, desto unsicherer wird dabei die Vorhersage des n�achsten Symbols8.Die Supremumbildung in (6.50) ist i. a. eine schwer zu l�osende Aufgabe. Istjedoch eine erzeugende Zerlegung gegeben, wie z. B. die in Kapitel 4 f�urdas Mulden{System vorgestellte, so wird das Supremum f�ur diese Zerlegungangenommen.6.6.2 De�nition von KqAnalog zum Verfahren bei der Einf�uhrung verallgemeinerter Dimensionen,f�uhrt man nun verallgemeinerte Entropien ein. Zun�achst beschr�ankt mansich auf erlaubte Symbolfolgen bei vorgegebener Zerlegung fMg. Die Anzahlder erlaubten Symbolfolgen der L�ange n sei durch W (n) gegeben. Zur Ver-einfachung der Formeln werden alle Folgen mit nicht verschwindender Wahr-scheinlichkeit mit einem Index i 2 f1; : : : ;W (n)g versehen. Die zur i{tenFolge (s0 : : : sn�1) geh�orende Wahrscheinlichkeit ist dann gegeben durch:p(n)i = p(s0 : : : sn�1) : (6.51)Als R�enyi{Information der Ordnung q der Verteilung p(n)i ergibt sich nach(6.18): Iq = 1q � 1 lnW (n)Xi=1 �p(n)i �q : (6.52)8Man beachte, da� hier im Gegensatz zur De�nition 1 das Ma� explizit in die De�nitionvon Chaos eingeht. Dies ist der Grund, warum bei Zulassung beliebiger invarianter Ma�eein Vergleich beider Chaosde�nitionen nicht m�oglich ist. Legt man das nat�urliche Ma�zugrunde, so sind f�ur die in dieser Arbeit vorgestellten hyperbolischen Mulden{Systemebeide De�nitionen gleichbedeutend (siehe auch Kapitel 7).



6.6. Verallgemeinerte Entropien Kq 103Der Parameter q erlaubt hier eine Variation in der Gewichtung unterschied-licher Symbolfolgen.Analog zur Vorgehensweise in Unterabschnitt 6.6.1 de�niert man verallge-meinerte Entropien der Ordnung q:Kq = supfMg limn!1 1n 11� q lnW (n)Xi=1 �p(n)i �q : (6.53)Als wichtige Spezialf�alle betrachte ich wiederum die Parameterwerte q = 0und q = 1. F�ur q = 0 erh�alt man aus (6.53) f�ur eine erzeugende Zerlegungwegen PW (n)i=1 �p(n)i �0 =W (n) f�ur gro�e n:W (n) � eK0n : (6.54)Die topologische Entropie K0 beschreibt also das Wachstum der Anzahl er-laubter Symbolfolgen der L�ange nmit n. Der Parameterwert q = 1 ist �ahnlichzu behandeln wie im Fall der verallgemeinerten Dimensionen (siehe 6.4.2 und6.4.3). Mit Hilfe der entsprechenden Beziehung (6.23) folgt:K1 = h: (6.55)An dieser Stelle sei angemerkt, da� man durch analoges Vorgehen wie beim�Ubergang von den verallgemeinerten Dimensionen Dq zum Singularit�aten{Spektrum f(�) entsprechend aus den Kq ein \dynamisches Singularit�aten{Spektrum\ erhalten kann [EckPro86]. Da dies aber im folgenden nicht ben�otigtwird, verweise ich f�ur eine weitergehende Diskussion auf die Literatur.6.6.3 Unterschied zwischen verallgemeinerten Dimen-sionen und verallgemeinerten EntropienIm Fall der verallgemeinerten Dimensionen betrachtet man das Skalenverhal-ten der in (6.42) de�nierten Funktion ZD(q; �; �) im Limes \unendlich feinerAu
�osung\, d. h. � ! 0. Die Funktion ZD(q; �; �) ist dabei eine Gr�o�e, indie die statische Verteilung eingeht. Zur Bestimmung der verallgemeinertenEntropien geht man dagegen von einer �Uberdeckung aus, deren Mengen einenvon 0 verschiedenen Durchmesser besitzen. Man betrachtet dann das Skalen-verhalten von �Iq im Hinblick auf die Zeit und nicht im Hinblick auf einer�aumliche Gr�o�e. In diesem Sinn bilden die verallgemeinerten Dimensioneneine die r�aumlichen, statischen Eigenschaften des dynamischen Systems cha-rakterisierende Gr�o�e, die verallgemeinerten Entropien beschreiben dagegenzeitliche, dynamische Eigenschaften. Die Dimensionen charakterisieren denPhasenraum, die Entropien den Raum der Trajektorien.



104 Kapitel 6. Charakterisierung dynamischer Systeme6.7 VerallgemeinerteLyapunov{Exponenten �qIn diesem Abschnitt wird die zeitliche Entwicklung eines lokalisierten klei-nen Phasenraumvolumens betrachtet. In hyperbolischen Systemen gibt eskontrahierende und expandierende Richtungen. Diese sorgen daf�ur, da� Pha-senraumbereiche unter der Dynamik in komplizierter Weise deformiert wer-den k�onnen. Mittlere Expansions{ und Kontraktionsraten werden durchLyapunov{Exponenten quantitativ beschrieben.6.7.1 Der Lyapunov{Exponent einer TrajektorieDie Entwicklung eines in�nitesimalen Volumens um einen Phasenraumpunktx unter der Dynamik von F wird durch die linearisierte Abbildung beschrie-ben. Aus diesem Grund wird die Entwicklung eines Vektors im Tangential-raum untersucht.Ist ai(n; x) der Eigenwert der linearisierten Abbildung DF n(x) zur Eigen-richtung i, so ist der Lyapunov{Exponent �i(x) gegeben durch:�i(x) = limn!1 1n ln jai(n; x)j : (6.56)Je nachdem, ob �i gr�o�er oder kleiner als 0 ist, wird die mittlere Expansions{bzw. Kontraktionsrate in Richtung des i{ten Eigenvektors von DF n(x) be-schrieben.Ein generischer Vektor aus dem Tangentialraum hat nichtverschwindendeKomponenten in alle Eigenrichtungen. Unter der Dynamik von DF n(x) wirddaher f�ur gro�e n das Verhalten dieses Vektors durch den gr�o�ten Lyapunov{Exponenten bestimmt. Aus diesem Grund spielt er eine dominierende Rolleund wird oftmals auch als der Lyapunov{Exponent der Trajektorie bezeich-net. Er beschreibt die Rate, mit der ein in�nitesimales Volumen unter derDynamik \in die Breite gezogen\ wird.6.7.2 De�nition von �qIm folgenden gehe ich einfachheitshalber davon aus, da� in dem Systemnur eine expandierende Richtung vorhanden ist. Den Lyapunov{Exponenteneiner Trajektorie mit Anfangsbedingung x bezeichne ich mit �(x). DerLyapunov{Exponent der Abbildung F ist dann durch die mittlere Expan-sionsrate bez�uglich des nat�urlichen Ma�es gegeben:� = Z �(x)d�(x) : (6.57)



6.7. Verallgemeinerte Lyapunov{Exponenten �q 105�Ahnlich wie bei der Einf�uhrung verallgemeinerter Dimensionen und Entro-pien f�uhrt man einen Parameter q ein, der eine unterschiedliche Gewichtunglokaler Expansionsraten erlaubt. Den gr�o�ten Eigenwert vonDF n(x) bezeich-ne ich im folgenden mit a(n; x). Man de�niert dann die verallgemeinertenLyapunov{Exponenten [Fuj83]:�q = limn!1 1qn ln Z a(n; x)qd�(x) : (6.58)Man beachte, da� der Parameter q in diesem Fall im Gegensatz zu den De�-nitionen von Dq und Kq nicht als Exponent des Ma�es auftaucht. Nichts-destotrotz erlaubt die Variation von q hier ebenfalls die unterschiedlicheGewichtung verschiedener lokaler Expansionsraten, wobei jedoch die Mit-telung �uber die nat�urliche Verteilung ber�ucksichtigt werden mu�. In denGrenz�uberg�angen q ! 1 und q ! �1 wird das Integral (6.58) durchden gr�o�ten bzw. kleinsten Lyapunov{Exponenten dominiert, der im Systemm�oglich ist. So beschreibt das Intervall [��1; �+1] das Spektrum m�oglicherlokaler Epansionsraten.Die verallgemeinerten Lyapunov{Exponenten sind in �ahnlicher Weise Verall-gemeinerungen des �ublichen Begri�es wie die verallgemeinerten Dimensionenund Entropien Verallgemeinerungen der Hausdor�{Dimension bzw. der KS{Entropie sind. Man kann entsprechend durch Entwicklung des Integrandenin (6.58) zeigen: limq!0�q = � : (6.59)



Kapitel 7Thermodynamik derinvarianten Menge
Die in Kapitel 6 diskutierten Mittelwerte zur Charakterisierung dynamischerSysteme werden in diesem Kapitel f�ur das Zwei{Mulden{System besprochen.Zuvor gehe ich jedoch n�aher auf den Zusammenhang zwischen StatistischerPhysik und Thermodynamik auf der einen Seite und der Theorie dynamischerSysteme auf der anderen Seite ein. An dieser Stelle sei erw�ahnt, da� w�ahrendder Fertigstellung dieser Arbeit eine Monographie zu diesem Thema erschie-nen ist [BecSch93]. Im Gegensatz zu den dort in erster Linie behandelteneindimensionalen Systemen, lege ich das Hauptaugenmerk jedoch auf zweidi-mensionale Systeme. Daraus ergeben sich weitergehende Probleme. Dar�uberhinaus werden hier Schwerpunkte anders gesetzt und einzelne Aspekte de-taillierter diskutiert als in zitierten Monographie.7.1 Spinketten und Symbolische DynamikDie Schl�usselbeobachtung, die zum thermodynamischen Formalismus dyna-mischer Systeme f�uhrt, ist die Verbindung zwischen Symbolfolgen von Orbitsund Mikrozust�anden von eindimensionalen Spinketten. Man interpretiert einElement aus einem Folgenraum, dem ein Alphabet mitm Symbolen zugrundeliegt, als Mikrozustand eines Potts{Modells m{ter Ordnung.7.1.1 Das eindimensionale Potts{ModellIm Potts{Modell m{ter Ordnung werden Spins betrachtet, die m verschiede-ne diskrete Werte annehmen k�onnen. Im Falle m = 2 entspricht das Potts{Modell dem Ising{Modell. Zur vollst�andigen De�nition eines Spinmodells istneben den m�oglichen Zust�anden der einzelnen Spins noch die Wechselwirkungzwischen den Spins festzulegen. 106



7.1. Spinketten und Symbolische Dynamik 107Man betrachtet nun eine eindimensionale Spinkette. F�ur n Spins l�a�t sichdann jede Spinkon�guration durch ein n{Tupel (s0; : : : ; sn�1) beschreiben,in dem die si, i 2 f0; : : : ; n � 1g, jeweils einen der m m�oglichen Zust�andesymbolisieren. Die Wechselwirkung l�a�t sich implizit durch eine Hamilton{Funktion Hn(s0; : : : ; sn�1) de�nieren, die jeder Spinkon�guration eine Ener-gie En = Hn(s0; : : : ; sn�1) zuordnet.Aus der Statistischen Physik ist bekannt, da� in einem kanonischen Ensem-ble die Funktion Hn die Wahrscheinlichkeit pn(s0; : : : ; sn�1) bestimmt, denMikrozustand (s0; : : : ; sn�1) zu beobachten. Mit � = (kBT )�1, wobei kB dieBoltzmann{Konstante und T die Temperatur bezeichnet, gilt:pn(s0; : : : ; sn�1) = 1Zn(�)e��Hn(s0;:::;sn�1) ; (7.1)die Zustandssumme Zn(�) ist dabei gegeben durch:Zn(�) = Xs0;:::;sn�1 e��Hn(s0;:::;sn�1) : (7.2)Im Sinne der Statistischen Physik ist ein Spinmodell gel�ost, falls man imthermodynamischen Limes einen Ausdruck f�ur die freie Energie (pro Spin)F (�) angeben kann: F (�) = � limn!1 1�n lnZn(�) : (7.3)Man beachte, da� die Funktion F (�) i. a. von Kopplungskonstanten abh�angt,die die Wechselwirkung beschreiben und die �uber die Hamilton{FunktionenHn in die rechte Seite von (7.3) eingehen.7.1.2 Beziehung zwischen Spinketten und SymbolischerDynamikIst die Symbolische Dynamik eines dynamischen Systems bekannt und be-steht das Alphabet aus m Buchstaben, so interpretiert man eine Symbolfolgeals Mikrozustand eines eindimensionalen Potts{Modellsm{ter Ordnung. Ausder De�nition folgt, da� die Zeitentwicklung des dynamischen Sytems derTranslation im Gitter des Potts{Modells entspricht. Eine station�are Vertei-lung korrespondiert daher einer Translationsinvarianz der HamiltonfunktionHn.Aus Sicht des dynamischen Systems sind die bedingten Wahrscheinlichkeitenp1jn(snjs0; : : : ; sn�1) von Interesse, die angeben mit welcher Wahrscheinlich-keit auf eine vorgegebene Symbolfolge (s0 : : : sn�1) das Symbol sn folgt. Esgilt: pn+1(s0 : : : sn) = p1jn(snjs0 : : : sn�1)pn(s0 : : : sn�1) : (7.4)



108 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten MengeIn der Situation der Spinkette erh�alt man mit Hilfe von (7.1):p1jn(snjs0; : : : ; sn�1) = pn+1(s0; : : : ; sn)pn(s0; : : : ; sn�1) (7.5)= Zn(�)Zn+1(�)e��(Hn+1(s0;:::;sn)�Hn(s0;:::;sn�1)) : (7.6)Der Ausdruck Hn+1(s0; : : : ; sn) � Hn(s0; : : : ; sn�1) ist nun nichts anderesals die Wechselwirkungsenergie des Spins sn mit der Spinkon�guration(s0; : : : ; sn�1). Das bedeutet also, da� die bedingten Wahrscheinlichkeiten aufder Seite des dynamischen Systems Wechselwirkungsenergien auf der Seiteder Spinkette entsprechen.7.2 Zur De�nition der freien EnergieIch beschr�anke mich nun auf Hamilton{Systeme mit zwei Freiheitsgraden.Die Grundlage bildet das Zwei{Mulden{System, anhand dessen ich die Kon-zepte vorstelle. Die wesentlichen Aspekte der folgenden Diskussion sind aus[KovT�el90, T�el90] entnommen.Zur exemplarischen Veranschaulichung der anschlie�enden Betrachtungen istdie Abbildung 4.1 n�utzlich. Die Menge �n� besteht aus endlich vielen ver-tikalen Streifen, die zu Anfangsbedingungen von Trajektorien geh�oren, diemindestens f�ur n Iterationen in � bleiben (siehe Abschnitt 4.1). Jeder dieserStreifen in �n� entspricht Trajektorien, die jeweils in ihren ersten n Sym-bolen �ubereinstimmen. Ein Streifen in �n� ist also eindeutig durch ein n{Tupel (:s0s1 : : : sn�1) von Symbolen aus dem zugrunde liegenden Alphabetbestimmt. Mit W (n) wird die Anzahl dieser Streifen, d. h. die Anzahl dererlaubten Symbolfolgen der L�ange n, bezeichnet. Zur Unterscheidung f�uhreich einen Index i 2 f1; : : : ;W (n)g ein, so da� jeder Streifen eindeutig durch�n�i bestimmt ist.Die Schnittpunkte einer stetig di�erenzierbaren horizontalen Kurve mit derMenge �1� bilden nach der Diskussion in Kapitel 4 eine Cantor{Menge, dieich mit C bezeichne. Betrachtet man nun die Schnitte der horizontalen Kurvemit den Streifen �n�i, so erh�alt man eine nat�urliche �Uberdeckung von C. DieL�ange des Kurvenst�uckes in �n�i wird mit l(n)i bezeichnet.Im Sinne des thermodynamischen Formalismus assoziiert man nun mit einerSymbolfolge (:s0s1 : : : sn�1) die Spinkette (s0; s1; : : : ; sn�1). Die Energie derSpinkette wird durch Ei = � 1n ln l(n)i (7.7)festgelegt [Koh88, BohRan87], wobei l(n)i die zur Symbolfolge (:s0s1 : : : sn�1)geh�orende L�ange ist. Einfachheitshalber verzichte ich auf eine explizite Kenn-zeichnung der n{Abh�angigkeit von Ei. Dies ist insofern gerechtfertigt, als



7.2. Zur De�nition der freien Energie 109
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�Abbildung 7.1: Die Funktion �F (�) des Zwei{Mulden{Systems f�ur R0 = 1:1und k = 1:08.sehr gro�e n vorausgesetzt werden und im Limes n ! 1 die Energie n{unabh�angig ist. F�ur gro�e n folgt aus (7.2) und (7.3):Zn(�) = W (n)Xi=1 �l(n)i �� � e��F (�)n : (7.8)Aus historischen Gr�unden wird in der mathematischen Literatur die Gr�o�e��F (�) auch als topologischer Druck bezeichnet.Die freie Energie (pro Symbol) erh�alt man vergleichsweise einfach. Man mi�tL�angen von Kurvenst�ucken aufeinanderfolgender n{Werten und wertet dieentsprechenden Zustandssummen aus. Aus (7.8) folgt dann:�F (�) = ln Zn(�)Zn+1(�) : (7.9)Als Beispiel ist in Abbildung 7.1 die Funktion �F (�) des Zwei{Mulden{Systems f�ur k = 1:08 dargestellt. Die Funktion besitzt nur eine schwacheKr�ummung. Man beachte, da� �F (�) f�ur � ! �1 durch die kleinsten undf�ur � !1 durch die gr�o�ten L�angen l(n)i dominiert wird.Ich gehe nun auf spezielle �{Werte ein. Betrachtet man ein Ensemble von Tra-jektorien, deren Anfangsbedingungen gleichm�a�ig auf der Kurve C verteiltsind, so ist die Gesamtl�ange der Kurvenst�ucke vom Niveau n proportionalzur Anzahl der Teilchen, die den Wechselwirkungsbereich nach n Iterationen



110 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Mengenoch nicht verlassen haben. Die rechte Seite von (7.9) ergibt somit f�ur � = 1die Entweichrate �: F (1) = � : (7.10)Setzt man in (7.8) � = 0, so folgt mit (6.54):�F (�)j�=0 = �K0 : (7.11)Neben der Entweichrate und der topologischen Entropie l�a�t sich eine weitereGr�o�e direkt aus der Funktion �F (�) ablesen. Ist �F (�) < 0 so geht der Wertder Zustandssumme in (7.8) im thermodynamischen Limes n ! 1 gegen1. Ist andererseits �F (�) > 0, so erh�alt man f�ur die Zustandssumme denWert 0. Da f�ur gro�e n die Kurvenst�ucke in den Streifen �n�i eine \optimale\�Uberdeckung der Menge der Streusingularit�aten bilden, folgt aus (7.8) und(6.6) [Bow75, Rue78]: F (DH(C)) = 0 : (7.12)Diese Beziehung ist auch unter dem Namen Bowen{Ruelle{Formel bekannt.7.2.1 Prinzip der beschr�ankten VariationDer Wert der Summe auf der rechten Seite von (7.8) ist abh�angig von derWahl der konkreten Kurve, die zur Bestimmung der L�angen l(n)i herangezo-gen wird. In diesem Unterabschnitt wird er�ortert, warum das Skalenverhal-ten, d. h. die Funktion �F (�), unabh�angig von der betrachteten horizontalenKurve ist.Die L�angen �l(n)i einer weiteren horizontalen Kurve lassen sich f�ur alle n undi mit Hilfe der urspr�unglichen L�angen ausdr�ucken:�l(n)i = c(n)i l(n)i ; (7.13)wobei die c(n)i geeignete Konstanten sind. Aufgrund der Hyperbolizit�at sinddiese Konstanten beschr�ankt1[Bow75]. Es gibt also Konstanten c< und c>,so da� f�ur alle n und i die Beziehung 0 < c< � c(n)i � c> < 1 gilt. Damitfolgt: c<Xi l(n)i �Xi c(n)i l(n)i � c>Xi l(n)i : (7.14)Die Bildung des Logarithmus und Dividieren durch n f�uhrt auf die Unglei-chungen:ln c<n + 1n lnXi l(n)i � 1n lnXi �l(n)i � ln c>n + 1n lnXi l(n)i : (7.15)1Die Hyperbolizit�at sorgt daf�ur, da� die vertikalen Streifen �n�i f�ur wachsendes n un-abh�angig von der vertikalen Position mit einer bestimmten Rate schmaler werden. Darausergeben sich dann Schranken f�ur die c(n)i .



7.2. Zur De�nition der freien Energie 111Im thermodynamischen Limes verschwinden die Terme ln c<=n und ln c>=n.Aus der De�nition (7.8) folgt damit direkt, da� die freie Energie unabh�angigvon der Wahl der horizontalen Kurve ist, mit der die Zustandssumme be-rechnet wird. Als horizontale Kurve zur Bestimmung der L�angen l(n)i eignetsich insbesondere eine zu einem Streuexperiment geh�orende Kurve.Das geschilderte Verfahren �ndet man in der Literatur allgemeiner unter demNamen Prinzip der beschr�ankten Variation [BohRan87].7.2.2 Partielle DimensionenDurch die Bedingung (7.12) erh�alt man die fraktale Dimension der Menge C,man ist jedoch an der fraktalen Dimension von � interessiert. Wie sich dieseausDH(C) ergibt wird nun dargestellt. Man betrachtet dazu partielle Dimen-sionen, die die Dimensionen einer Menge in verschiedenen, linear unabh�angi-gen Raumrichtungen des euklidischen Raumes wiedergeben [EckRue85].Die stabile Mannigfaltigkeit von � ist nach der Diskussion in Kapitel 4 durchdie vertikalen Kurven in �1� gegeben. Da die Dimension von Kurven 1 ist,erh�alt man in vertikaler Richtung f�ur die partielle Dimension der stabilenMannigfaltigkeit den Wert 1. Eine horizontale Kurve in Richtung der insta-bilen Mannigfaltigkeit schneidet jede Kurve aus �1� transversal. Die partielleDimension der invarianten Menge in Richtung der instabilen Mannigfaltig-keit, die ich mit D(1)H bezeichne, ist durch die Dimension dieser Schnittmengegegeben. Man kann die stabile Mannigfaltigkeit lokal als ein Produkt auseindimensionaler Mannigfaltigkeit und Cantor{Menge au�assen. �Ahnlich wiebeim kartesischen Produkt von Vektorr�aumen erh�alt man die Dimension derstabilen Mannigfaltigkeit nun als Summe der partiellen Dimensionen:DH(�1� ) = 1 +D(1)H : (7.16)Bezeichnet man in Analogie die Dimension der Schnittmenge von �1+ miteiner vertikalen Kurve mit D(2)H , so folgt entsprechend:DH(�1+ ) = 1 +D(2)H : (7.17)Die partiellen Dimensionen der invarianten Menge sind nach obiger Diskus-sion in instabiler Richtung durch D(1)H und in stabiler Richtung durch D(2)Hgegeben. Als Dimension von � ergibt sich daraus:DH(�) = DH(�1+ \ �1� ) = D(1)H +D(2)H : (7.18)Dies macht den Charakter von � als \Doppelfraktal\ deutlich.Eine einfache Rechnung zeigt, da� die stabile Mannigfaltigkeit von � unter I0(siehe (1.12)) auf die instabile Mannigfaltigkeit abgebildet wird. Daher gilt:DH(�1� ) = DH(�1+ ) ; (7.19)



112 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Mengeworaus folgt: D(1)H = D(2)H : (7.20)F�ur die Bestimmung der fraktalen Dimension gen�ugt es also, eine der par-tiellen Dimensionen zu bestimmen. Nach den Erl�auterungen aus Abschnitt5.3 ist dies mit Hilfe der Streudaten m�oglich. Irregul�are Streuung tritt ge-nau dann auf, wenn die eindimensionale Mannigfaltigkeit asymptotischer An-fangsbedingungen einer Mannigfaltigkeit in � entspricht, die Kurven in �1�transversal schneidet. Im Falle irregul�arer Streuung erh�alt man so eine hori-zontale Kurve, wie sie oben zur Bestimmung von D(1)H herangezogen wurde.Der Schnittpunkt einer solchen Kurve mit einer Kurve aus �1� entsprichtdann einer Streusingularit�at. D(1)H ist somit durch die Dimension der Mengeder Streusingularit�aten gegeben.Im Hinblick auf die Beziehung (7.12) bedeutet dies, da� man aus der freienEnergie nicht nur die partielle Dimension in Richtung der instabilen Mannig-faltigkeit, sondern mit DH(�) = 2DH(C) auch die Dimension von � erh�alt.7.3 Die EntropiefunktionAus der De�nition (7.7) folgt, da� die Energie ein Ma� daf�ur ist, wie schnelldie L�angen l(n)i mit wachsendem n kleiner werden. F�ur gr�o�er werdendesn gibt es i. a. mehr und mehr Indizes i, die �uber (7.7) einer vorgegebenenEnergie E entsprechen. Die Anzahl dieser verschiedenen Indizes bezeichne ichmitW (n;E). Die Entropiefunktion S(E) ist dann wie folgt de�niert [Koh88,BohRan87]: W (n;E) � eS(E)n : (7.21)Die Funktion S(E) charakterisiert somit die Verteilung der L�angenskalender zugrundeliegenden Menge. Man kann durch analoges Vorgehen wie beim�Ubergang von den verallgemeinerten Dimensionen Dq zur f(�){Kurve mitHilfe der Sattelpunkt{Methode zeigen, da� S(E) und �F (�) Legendre{Trans-formierte sind, d. h.: F = E � ��1S (7.22a)dSdE = � : (7.22b)Setzt man die Thermodynamik von Spinketten voraus, so folgt (7.22) direktaus der in Abschnitt 7.1.2 besprochenen Beziehung zwischen Spinketten undSymbolischer Dynamik. In diesem Fall bilden (7.8) und (7.21) nichts ande-res als eine kanonische bzw. mikrokanonische Beschreibung des Spinsystems.Im thermodynamischen Limes sind diese Ensembles �aquivalent, und konse-quenterweise sind S(E) und �F (�) Legendre{Transformierte. Die Entropie{Energie{Funktion f�ur das Zwei{Mulden{System mit k = 1:08 ist in Abbil-dung 7.2 dargestellt. Aus (7.22) folgt mit (7.11), da� das Maximum von
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EAbbildung 7.2: Die Entropie{Energie{Funktion des Zwei{Mulden{Systemsf�ur R0 = 1:1 und k = 1:08.S(E) durch K0 gegeben ist. Man erkennt, da� es ein endliches Energiein-tervall [Emin; Emax] gibt, in dem die Entropie gr�o�er oder gleich 0 ist. Esgibt somit ein endliches Intervall von L�angenskalen, das man direkt ausder Entropie{Energie{Funktion ablesen kann. Emin entspricht der kleinsten,Emax der gr�o�ten Rate, mit der L�angen l(n)i mit wachsendem n kleiner wer-den.F�ur gro�e n wird die Breite der Streifen �n�i beliebig klein. Das Verhaltenvon Punkten, die im Schnitt eines solchen Streifens mit einer horizontalenKurve liegen, unter F n kann somit durch die linearisierte Abbildung DF nbeschrieben werden. Eine beliebige horizontale Kurve in �n�i der L�ange l(n)iwird unter F n auf eine horizontale Kurve abgebildet, deren L�ange im wesent-lichen durch die Breite von � gegeben ist. Auf jeden Fall ist die L�ange derBildkurve aufgrund der Kompaktheit von � f�ur alle i und n beschr�ankt. Dadas Verhalten von DF n in Richtung der instabilen Mannigfaltigkeit durchden gr�o�ten Eigenwert von DF n bestimmt wird, bedeutet dies, da� das Pro-dukt aus gr�o�tem Eigenwert und l(n)i unabh�angig von i und n beschr�anktist. Ein Vergleich von (6.56) und (7.7) zeigt dann, da� man die Energie Eals lokalen Lyapunov{Exponenten au�assen kann. Das Intervall [Emin; Emax]l�a�t sich somit auch als das Spektrum aller lokalen Lyapunov{Exponenteninterpretieren.In Tabelle 7.1 sind die f�ur ein dynamisches System de�nierten thermodyna-mischen Gr�o�en zusammen mit ihrer Bedeutung f�ur Spinketten dargestellt.



114 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Mengedynamisches System Spinketten Zahl der SpinsSymbolfolge (:s0 : : : sn�1) Mikrozustand� 1=kBT�l(n)i �� = e��Ein Boltzmann{FaktorPW (n)i=0 �l(n)i �� ZustandssummeE Energie pro Spin (Makrozustand)W Zahl der Mikrozust�andeS Entropie pro Spin (Makrozustand)F freie Energie pro Spin (Makrozustand)Tabelle 7.1: Zur Analogie zwischen dynamischen Systemen und der Thermo-dynamik von Spinketten.7.4 Das bedingt invariante Ma�In die De�nition der freien Energie gehen ausschlie�lich L�angen ein. In derRegel macht die Funktion �F (�) somit nur eine Aussage �uber geometrischeEigenschaften von �. Ist das System hyperbolisch, l�a�t sich eine einfacheBeziehung zwischen nat�urlichem Ma� und L�angenskalen herleiten.Zu diesem Zweck diskutiere ich das bedingt invariante Ma� (engl. conditio-nally invariant measure), das auf der instabilen Mannigfaltigkeit der inva-rianten Menge de�niert ist. Es beschreibt, wie Trajektorien eine Umgebungder invarianten Menge verlassen. Eine m�ogliche Umgebung ist z. B. durch� gegeben. Man betrachtet zun�achst die bedingte Wahrscheinlichkeit, mitder die verschiedenen Bereiche von � von einem Ensemble von Trajektorienbesucht werden, die mindestens n sukzessive Urbilder in � haben. Genau diePunkte in �n+ erf�ullen diese Bedingung. Die Verteilung erh�alt man, indemman von einem gleichm�a�ig verteilten Ensemble von Anfangsbedingungen in�n�ausgeht und die Bilder der vertikalen Streifen �n�i unter F n, also die hori-zontalen Streifen �n+i und die resultierende Verteilung dort betrachtet. Manbeachte, da� eine Teilmenge, die schon unter der n�achsten Iteration � verl�a�t,ein von 0 verschiedenes Ma� besitzen kann. Neben den Punkten in �n� \ �n+werden auch die Punkte ber�ucksichtigt, die die \L�ocher\ in �n+ zwischen denStreifen �n�i \ausf�ullen\. Das bedingt invariante Ma� erh�alt man nun durchden Grenz�ubergang n!1. Wie aus der Konstruktion hervorgeht, ist es auf�1+ de�niert.In den Streifen �n+i ist die Dichte des Ma�es, das sich aus der gleichm�a�igenVerteilung in �n�i unter Anwendung von F n ergibt, i. a. nicht konstant. DieDichte ist aber stetig. Wesentlich ist es nun, da� diese Stetigkeit auch imLimes n ! 1 erhalten bleibt. F�ur hyperbolische, zweidimensionale Abbil-



7.4. Das bedingt invariante Ma� 115dungen kann man allgemein zeigen, da� die Dichte des bedingt invariantenMa�es stetig ist [Sz�eT�el86, T�el87, T�el90, KovT�el90]. Ich verzichte an die-ser Stelle auf die detaillierte Darstellung der Argumentation, die zu dieserSchlu�folgerung f�uhrt, da dies zuviel Raum einnehmen w�urde2.Ich m�ochte an dieser Stelle nur das Argument darstellen, warum die gleich-m�a�ige Hyperbolizit�at f�ur die Stetigkeit von entscheidender Bedeutung ist.Man betrachtet dazu ein Verfahren zur Ermittlung des bedingt invariantenMa�es, das von einem gleichm�a�ig verteilten Ensemble von Anfangsbedin-gungen in � ausgeht. Approximationen des bedingt invarianten Ma� ergebensich dann mit wachsendem n durch die Verteilungen in den Streifen F n(�n�).Geht man von einem endlichen Ensemble aus, so gibt es aufgrund der von 0verschiedenen Entweichrate ein endliches n, f�ur das keine Trajektorie mehrim System verweilt. Man kann dieses Problem beheben, indem man nachjeder Iteration der Abbildung die gleiche Anzahl von Trajektorien, die � ver-lassen haben, in das System zur�uckf�uhrt. Formal geschieht dies dadurch, da�man in jedem Bereich von � die dort vorhandene Anzahl von Ensembletra-jektorien mit e� multipliziert. So entsteht eine station�are Verteilung, die inden Streifen �n+i konzentriert ist und das bedingt invariante Ma� approxi-miert. Betrachtet man einen bestimmten vorgegebenen Phasenraumbereich,so k�onnen Ensemblepunkte zum einen �uber die stabile Mannigfaltigkeit undzum anderen �uber die Multiplikation mit e� in diesen Bereich gelangen. Sin-gularit�aten in der Dichte des Ma�es bilden sich genau an den Stellen aus,an denen dieses Verfahren zu einer Akkumulation von Trajektorien f�uhrt.Die gleichm�a�ige Hyperbolizit�at stellt nun sicher, da� in jedem Punkt derinstabilen Mannigfaltigkeit unter Anwendung der Abbildung e�ektiv Trajek-torien weggef�uhrt werden. Dies geschieht mit einer Mindestrate, die implizitdurch 
 (siehe De�nition 2) gegeben ist. Im Limes n ! 1 kann sich soin einem gleichm�a�ig hyperbolischen System an jeder Stelle der instabilenMannigfaltigkeit ein endlicher Wert der Dichte einstellen.Man beachte, da� hier die Eigenschaft 
 < 1 von entscheidender Bedeutungist. Eine lokale \Expansionsrate\ 1 f�uhrt zu einer Singularit�at in der Dichtedes bedingt invarianten Ma�es.Ich gehe nun auf den Zusammenhang zwischen nat�urlichem und bedingt inva-riantem Ma� ein. F�ur n!1 entsprechen Trajektorien zu Anfangsbedingun-gen in �n�i langlebigen Transienten, d. h. die bedingt invariante Verteilungapproximiert in den Schnitten �n+j \ �n�i das nat�urliche Ma�. Das bedeutet,da� das nat�urliche Ma� eines Streifens �n+j gleich dem bedingt invariantenMa� dieses Streifens ist. Man erh�alt somit das nat�urliche Ma� aus dem be-dingt invarianten Ma� durch Einschr�ankung auf die vertikalen Streifen �n�i2Im wesentlichen zeigt man, da� die Dynamik auf der instabilen Mannigfaltigkeit ei-ner zweidimensionalen hyperbolischen Abbildung �aquivalent ist mit der Dynamik einerexpansiven eindimensionalen Abbildung. F�ur letztere l�a�t sich die Stetigkeit der Dichtemit Hilfe einer verallgemeinerten Frobenius{Perron{Theorie nachweisen. Details sind inder zitierten Literatur zu �nden.



116 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Mengeund entsprechende Renormierung. Da das bedingt invariante Ma� in �n+jstetig ist, ist das Ma� von �n+j \ �n�i proportional zur Breite von �n�i:�(n)(�n+j \ �n�i) = c(n)ji l(n)iPW (n)k=1 c(n)jk l(n)k : (7.23)Der Index in �(n) soll verdeutlichen, da� es sich um die Approximation desnat�urlichen Ma�es auf dem Niveau n einer erzeugenden Zerlegung und nichtum das exakte nat�urliche Ma� handelt. Wegen der Kompaktheit von � sinddie Proportionalit�atskonstanten c(n)ji durch von i, j und n unabh�angige Kon-stanten beschr�ankt. Aufgrund des Prinzips der beschr�ankten Variation l�a�tsich der Nenner des rechts stehenden Ausdrucks daher durch die Entweichrateausdr�ucken. F�ur gro�e n erh�alt man f�ur das nat�urliche Ma�:�(�n+j \ �n�i) � e�nl(n)i : (7.24)Damit ist eine Beziehung zwischen L�angenskalen und nat�urlichem Ma� her-gestellt. Eine solche Beziehung ist Voraussetzung, um die in Kapitel 6 ein-gef�uhrten Mittelwerte bez�uglich des nat�urlichen Ma�es mit Hilfe der freienEnergie beschreiben zu k�onnen. Dies geschieht im folgenden Abschnitt.7.5 Die freie Energie und die Gr�o�en Dq, Kqund �qIn diesem Abschnitt wird gezeigt, wie sich die SpektrenDq,Kq und �q aus derfreien Energie herleiten lassen. Man kann damit durch Messung von L�angennicht nur charakteristische Gr�o�en der Geometrie der invarianten Menge son-dern auch charakteristische Gr�o�en der station�aren Verteilung und der Dy-namik bestimmen!7.5.1 Beziehung zwischen �F (�) und DqAnalog zum Vorgehen in Abschnitt 7.2.2 f�uhrt man zun�achst partielle ver-allgemeinerte Dimensionen D(1)q und D(2)q in Richtung der instabilen bzw.stabilen Richtung ein, deren Summe dann Dq liefert. Aufgrund der reversi-blen Symmetrie I0 gilt analog zu (7.20) die Gleichung D(1)q = D(2)q , so da�die Bestimmung einer partiellen Dimension zur Angabe von Dq ausreicht.Im folgenden wird dargelegt, wie sich D(1)q mit Hilfe der freien Energie er-mitteln l�a�t. Zu diesem Zweck leitet man eine Beziehung zwischen (6.42)und der Zustandssumme (7.8) her. Aufgrund des Prinzips der beschr�ankten



7.5. Die freie Energie und die Gr�o�en Dq, Kq und �q 117Variation kann man Proportionalit�atskonstanten gleich 1 setzen, so da� sichf�ur geeignetes � mit (7.24) ergibt:ZD(q; �; �) =Xi e�qn �l(n)i �q�l(n)i �� = e�qnXi �l(n)i �q�� : (7.25)Das Supremum bzw. In�mum f�ur die unterschiedlichen (q; �){Bereiche in(6.42) wird hier angenommen, da eine erzeugende Zerlegung vorliegt. DerGrenz�ubergang � ! 0 entspricht nun n ! 1. Dies ist eine wesentlicheEigenschaft einer erzeugenden Zerlegung. Der �Ubergang zu unendlich lan-gen Zeiten impliziert das Verschwinden der Durchmesser der �uberdeckendenMengen.Nach der De�nition (6.44) ist �(q) durch die \Sprungstelle\ gegeben, an derder Wert von ZD(q; �) von 0 auf 1 wechselt. F�ur gro�e, aber endliche n istdiese Stelle durch die Forderung ZD(q; �) = O(1) gegeben. Aus (7.8) und(6.45) folgt dann: �F (�)j�=q�(q�1)D(1)q � �q = 0 : (7.26)Dies ist eine implizite Gleichung zur Bestimmung von D(1)q . F�uhrt man ei-ne Legendre{Transformation durch, so erh�alt man eine explizite Beziehungzwischen dem Singularit�aten{Spektrum f (1)(�(1)) in Richtung der instabilenMannigfaltigkeit und der Entropie S(E). Diese Beziehung wird nun hergelei-tet.Di�erenzieren der Gleichung (7.26) nach q liefert:d�F (�)d� ������=q�(q�1)D(1)q = �1� ddq (q � 1)D(1)q : (7.27)Mit (d=d�)�F (�) = E (vgl. (7.22)) und (6.35) folgt daraus:E = �1� �(1) : (7.28)Es gibt somit eine (1:1){Beziehung zwischen den Skalenexponenten �(1) undden lokalen Expansionsraten E. Mit dieser Gleichung und der Beziehung(6.34) erh�alt man ferner:f (1)(�(1)) = �1� �E� q � (q � 1)D(1)q= q � (q � 1)D(1)q � �qE (7.29)Wegen (7.26) ist dies gleichbedeutend mitf (1)(�(1)) = � � �F (�)E : (7.30)



118 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten MengeAuf der rechten Seite steht bis auf den Faktor 1=E die Legendre{Transformierteder freien Energie (vgl. (7.22)). Damit ergibt sich als Resultat:f (1)(�(1)) = S(E)E �����E= �1��(1) : (7.31)Die mit Hilfe der freien Energie f�ur das Zwei{Mulden{System mit k = 1:08berechneten Spektren D(1)q und f (1)(�(1)) sind in Abbildung 7.3 dargestellt.In einem endlichen Intervall [�(1)min; �(1)max] ist f (1)(�(1)) gr�o�er oder gleich 0.Au�erhalb dieses Intervalls ist der Wert von f (1)(�(1)) formal �1. �(1)min istder Exponent, der das Skalenverhalten des Ma�es in den Gebieten des Tr�agersbeschreibt, in denen es am \dichtesten\ liegt. Entsprechend beschreibt �(1)maxdas Verhalten in den Gebieten, in denen das Ma� am\d�unnsten\ liegt. In bei-den F�allen ist in diesem Beispiel die Dimension der Gebiete 0. Das Maximumder f (1)(�(1)){Kurve gibt nach (6.32) und (6.34) die fraktale Dimension desTr�agers an. Der Punkt, an dem der Graph die Winkelhalbierende ber�uhrt,ist nach (6.38) durch die Informationsdimension gegeben.7.5.2 Beziehung zwischen �F (�) und KqIn der Diskussion in Kapitel 4 wurde er�ortert, da� mit einem Streifen �n�ieindeutig eine Symbolfolge der L�ange n verbunden ist. Trajektorien mit An-fangsbedingungen in �n�i stimmen in ihren ersten n Symbolen �uberein. DieWahrscheinlichkeit, einen Trajektorienpunkt in einem Streifen �n�i vorzu�n-den, ist somit gleich der Wahrscheinlichkeit f�ur das Auftreten der zu diesemStreifen geh�orenden Symbolfolge. Also sind die in Abschnitt 6.6 eingef�uhr-ten p(n)i ebenfalls proportional zu e�nl(n)i . Mit einer analogen Argumentationwie in Unterabschnitt 7.5.1 erh�alt man aus der De�nition (6.53) f�ur Kq denAusdruck: Kq = qq � 1 (F (q)� �) : (7.32)Abbildung 7.4 zeigt als Beispiel die verallgemeinerten Entropien f�ur das Zwei{Mulden{System mit R0 = 1:1 und k = 1:08.Wegen � = F (1) folgt im Limes q ! 1 aus (7.32):K1 = dd�F (�)������=1 : (7.33)Die KS{Entropie ergibt sich somit aus der Ableitung von F (�) (nicht �F (�)!)an der Stelle � = 1.
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�(1)Abbildung 7.3: Verallgemeinerte Dimensionen D(1)q und Singularit�aten{Spek-trum f (1)(�(1)) f�ur das Zwei{Mulden{System mit R0 = 1:1 und k = 1:08. Imunteren Diagramm ist zus�atzlich der Graph von f (1) = �(1) dargestellt.



120 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Menge

0.40.50.6
0.70.80.9
11.1

-15 -10 -5 0 5 10 15
Kq

qAbbildung 7.4: Verallgemeinerte Entropien des Zwei{Mulden{Systems f�urR0 = 1:1 und k = 1:08.7.5.3 Beziehung zwischen �F (�) und �qIm Falle einer erzeugenden Zerlegung lassen sich die verallgemeinerten Lyapu-nov{Exponenten in einer zu (6.58) �aquivalenten Weise einf�uhren ([BecSch93]Seite 164�). Wie in Abschnitt 7.3 diskutiert, sind die L�angen l(n)i f�ur gro�e nproportional zu den inversen Eigenwerten der Abbildung DF n in Richtungder instabilen Mannigfaltigkeit. Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeiten p(n)i undaufgrund des Prinzips der beschr�ankten Variation l�a�t sich (6.58) damit wiefolgt ausdr�ucken: �q = limn!1 1qn lnXi p(n)i �l(n)i ��q : (7.34)Die Proportionalit�at von p(n)i und e�nl(n)i liefert dann:�q = limn!1 1qn ln e�nXi �l(n)i �1�q ; (7.35)woraus mit (7.8) folgt:�q = 1q (�� (1� q)F (1� q)) : (7.36)Damit ist der Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten Lyapunov{Exponenten und der freien Energie hergestellt. Abbildung 7.5 zeigt als Bei-spiel die verallgemeinerten Lyapunov{Exponenten f�ur das Zwei{Mulden{Sy-stem mit k = 1:08.
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qAbbildung 7.5: Verallgemeinerte Lyapunov{Exponenten des Zwei{Mul-den{Systems f�ur R0 = 1:1 und k = 1:08.Im Limes q ! 0 erh�alt man den mittleren Lyapunov{Exponenten der inva-rianten Menge: � = limq!0 �� F (1� q)q + F (1� q)! : (7.37)Wegen � = F (1) ergibt sich daraus:� = �+ dd�F (�)������=1 (7.38)oder anders ausgedr�uckt: � = dd��F (�)������=1 : (7.39)Das Intervall [�1; ��1] gibt das Spektrum der m�oglichen Lyapunov{Expo-nenten wieder. Ist man an diesem Spektrum interessiert, so ist es g�unsti-ger, statt �q die S(E){Funktion zu betrachten und daraus das Intervall[Emin; Emax] zu bestimmen. Dies liefert genauere Ergebnisse, was auf dieimplizit durchgef�uhrte Legendre{Transformation zur�uckzuf�uhren ist.Die bisherige Diskussion in diesem Kapitel hat gezeigt, da� alle in Kapitel6 eingef�uhrten Gr�o�en aus der freien Energie herleitbar sind. Die Resultatesind in Tabelle 7.2 zusammengefa�t.
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Entweichrate �F (�)j�=1 = �Hausdor�{Dimension �F (�)j�=D(1)0 = 0Topologische Entropie ��F (�)j�=0 = K0Lyapunov{Exponent (d=d�)�F (�)j�=1 = �Verallgemeinerte Dimensionen �F (�)j�=q�(q�1)D(1)q = �qSingularit�aten{Spektrum f (1)(�(1)) = S(E)E ���E= �1��(1)Verallgemeinerte Entropien Kq = qq�1 (F (q)� �)VerallgemeinerteLyapunov{Exponenten �q = 1q (�� (1� q)F (1� q))Tabelle 7.2: Beziehungen zwischen �F (�) bzw. S(E) und den Spektren Dq,f(�), Kq und �q.Man ist nun in der Lage, Beziehungen zwischen einzelnen charakteristischenGr�o�en herzuleiten. Mit (7.33) und (7.38 ) ergibt sich ein Zusammenhangzwischen KS{Entropie, Entweichrate und Lyapunov{Exponent:� = ��K1 : (7.40)Besteht die invariante Menge aus nur einem instabilen Orbit, wie z. B.im System aus zwei harten Scheiben, so ist die Entweichrate durch denLyapunov{Exponenten dieses Orbits gegeben. Gleichung (7.40) besagt dann,da� \Chaotizit�at\, d. h. K1 > 0, f�ur eine Verl�angerung der Verweildauer imWechselwirkungsbereich sorgt.Die Beziehung �(1�D(1)1 ) = � ; (7.41)die zuerst von Kantz und Grassberger [KanGra85] als Vermutung for-muliert wurde, l�a�t sich nun ebenfalls herleiten [T�el90]. Man betrachtet zudiesem Zweck die Gleichung (7.27). F�ur q = 1 folgt daraus:d�F (�)d� ������=1 �1�D(1)1 � = � : (7.42)Mit (7.39) erh�alt man (7.41).Ber�ucksichtigt man (7.40) so erh�alt man einen Zusammenhang zwischen In-formationsdimension, KS{Entropie und Lyapunov{Exponent:K1 = �D(1)1 : (7.43)



7.6. Numerische Ergebnisse 123Diese Gleichung erlaubt eine informationstheoretische Interpretation. Die In-formationsdimension ist ein Ma� daf�ur, wie die Shannon{Information dernat�urlichen Verteilung bei Vergr�o�erung der Au
�osung zunimmt (siehe Un-terabschnitt 6.4.3). Legt man eine feiner werdende erzeugende Zerlegungzugrunde, so kann man jeden Schritt in der Verfeinerung als Ber�ucksichti-gung eines weiteren Symbols au�assen. In diesem Sinne gibt die Informa-tionsdimension den Informationsgewinn pro Symbol an. Vollzieht man denGrenz�ubergang zu unendlich feiner Au
�osung, so kann man die Informations-dimension als eine Informationsdichte, d. h. Information pro Symbol interpre-tieren. Im Gegensatz dazu gibt die KS{Entropie den Informationsverlust proZeitschritt, d. h. den Informationsverlust pro Zeit und pro Symbol an (sieheAbshnitt 6.6.1). Sie ist somit als eine Entropie
u�dichte oder �aquivalent alsnegative Informations
u�dichte aufzufassen. Konsequenterweise beschreibtder Lyapunov{Exponent die Geschwindigkeit, mit der die Information bzw.die Entropie im System \
ie�t\3.7.6 Numerische ErgebnisseIn diesem Abschnitt werden die thermodynamischen Potentiale �F (�) undS(E) des Zwei{Mulden{Systems f�ur ausgew�ahlte Parameterwerte diskutiert.Die freie Energie wird gem�a� der in Abschnitt 7.2 beschriebenen Methodebestimmt. Dabei werden f�ur die Kurve l = 0 in � die L�angen l(n)i nume-risch berechnet. �Uber eine Legendre{Transformation ergibt sich daraus dieEntropie{Energie{Funktion. Ich beschr�anke mich hier auf die Darstellungder freien Energie und der Entropie. Die �ubrigen charakteristischen Gr�o�enerh�alt man entsprechend obiger Diskussion. F�ur das Zwei{Mulden{Systemmit den Parametern k = 1:08, 1:26 und 1:9 sind die Funktionen in Abbil-dung 7.6 und 7.7 dargestellt. F�ur k = 1:08 wurde die freie Energie dabei ausden L�angen zu n = 11 und n = 10 bestimmt, f�ur k = 1:26 aus den L�angenzu n = 8 und n = 7 und f�ur k = 1:9 aus den L�angen zu n = 6 und n = 5(vgl. (7.9)).In der Tabelle 7.3 sind die Werte einiger charakteristischer Gr�o�en angegeben.In der ersten Spalte sind jeweils die Niveaus der L�angen angegeben, aus de-nen die freie Energie berechnet wurde: �F (�) = ln(Zn1=Zn2) (vgl. (7.9)). Diezweite Spalte gibt an, wieviele unterschiedliche Intervalle zu den jeweiligenNiveaus existieren. Ferner sind die Entweichrate, die (partielle) Hausdor�{Dimension, die topologische Entropie und der Lyapunov{Exponent angege-ben.3F�ur weitere Interpretationen im Sinne der Informationstheorie verweise ich auf dieLiteratur [KanGra85, Gra86].
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Abbildung 7.6: �F (�) f�ur das Zwei{Mulden{System mit R0 = 1:1. Bezogenauf den linken Rand sind von oben nach unten die Graphen f�ur k = 1:08,k = 1:26 und k = 1:9 dargestellt.
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Abbildung 7.7: S(E) f�ur das Zwei{Mulden{System mit R0 = 1:1. Von linksnach rechts geh�oren die Kurven zu den Parametern k = 1:08, 1:26 und 1:9.



7.6. Numerische Ergebnisse 125k = 1:08n1,n2 W (n1),W (n2) � D(1)0 K0 �7,8 16,32 1.289557 0.343201 0.693147 1.9296938,9 32,64 1.294149 0.343062 0.693147 1.9417789,10 64,128 1.292883 0.343082 0.693147 1.93844210,11 128,256 1.293237 0.343082 0.693147 1.938876k = 1:26n1,n2 W (n1),W (n2) � D(1)0 K0 �4,5 21,68 1.151982 0.498558 1.174985 2.2790385,6 68,220 1.146095 0.498120 1.174120 2.2524816,7 220,712 1.147266 0.498139 1.174387 2.2566817,8 712,2304 1.146473 0.498157 1.174324 2.255026k = 1:9n1,n2 W (n1),W (n2) � D(1)0 K0 �2,3 4,16 1.958405 0.412892 1.386294 3.3233463,4 16,64 1.958279 0.412802 1.386294 3.3227584,5 64,256 1.958276 0.412802 1.386294 3.3227435,6 256,1024 1.958276 0.412802 1.386294 3.322742Tabelle 7.3: Charakteristische Gr�o�en des Zwei{Mulden{Systems mitR0 = 1:1 und k = 1:08, k = 1:26 und k = 1:9.F�ur k = 1:9 ist f�ur alle angegebenen Gr�o�en eine sehr schnelle Konvergenzfestzustellen. Die Methode liefert schon nach wenigen Schritten sehr genaueErgebnisse. F�ur k = 1:08 und k = 1:26 ist die Konvergenz f�ur die Entweichra-te und f�ur den Lyapunov{Exponenten langsamer. Eine Erkl�arung f�ur diesesVerhalten ist in der Wahl des \Ordnungsparameters\ n zu �nden. Wie inKapitel 4 er�ortert, reicht die Angabe der Anzahl besuchter Potentialt�opfei. a. nicht aus, um qualitativ verschiedene Trajektorien zu unterscheiden.W�ahlt man die Umgebung der invarianten Menge, die der Entscheidung �uberEntweichen bzw. Nichtentweichen zugrunde liegt, kleiner, so sind bessere Er-gebnisse zu erzielen. Dies ist f�ur k = 1:08 auf einfache Weise m�oglich. Als� eignet sich der durch das l{Intervall [0:35; 0:75] de�nierte Phasenraumbe-reich (vgl. Abbildung 4.4). Da der obere und untere Teil von � dynamischnicht verbunden sind, kann man sich auf positive l{Werte beschr�anken. DieErgebnisse sind in Tabelle 7.4 dargestellt. Die ersten beiden Spalten zeigenim Vergleich zu den ersten beiden Spalten f�ur k = 1:08 in Tabelle 7.3, da�f�ur gleiche n{Werte mehr Intervalle existieren. F�ur die Entweichrate bedeutet



126 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Mengen1,n2 W (n1),W (n2) � D(1)0 K0 �5,6 16,32 1.293297 0.343075 0.693147 1.9391066,7 32,64 1.293121 0.343083 0.693147 1.9386607,8 64,128 1.293169 0.343082 0.693147 1.9388088,9 128,256 1.293155 0.343082 0.693147 1.9387579,10 256,512 1.293159 0.343082 0.693147 1.938773Tabelle 7.4: Charakteristische Gr�o�en des Zwei{Mulden{Systems f�urk = 1:08. Grundlage der Berechnung ist ein Teil des Phasenraumes undnicht der ganze Phasenraum (siehe Text).dieses Vorgehen zum Beispiel, da� eine Trajektorie als auslaufend identi�ziertwerden kann, obwohl sie u. U. noch weitere Potentialmulden besucht. Ausdiesem Grunde ergeben sich genauere Werte. Prinzipiell ist f�ur k = 1:26 einanaloges Vorgehen m�oglich. Da die De�nition eines geeigneten Phasenraum-bereiches aufwendiger ist4, jedoch nichts wesentlich Neues liefert, verzichteich hier darauf. Es bleibt festzuhalten, da� man bei gleichem n{Niveau umsogenauere Ergebnisse erzielt, je genauer man die invariante Menge im Phasen-raum lokalisieren kann, d. h. je kleiner die Umgebung der invarianten Mengegew�ahlt werden kann, die der De�niton der L�angen l(n)i zugrunde gelegt wird.Die numerischen Resultate f�ur die topologische Entropie verdienen eine ge-sonderte Betrachtung. W�ahrend f�ur die anderen Gr�o�en mit wachsendemn eine wachsende Konvergenz festzustellen ist, �andert sich die topologischeEntropie in den F�allen k = 1:08 und k = 1:9 mit wachsendem n nicht. Dietopologische Entropie gibt an, mit welcher Rate die Anzahl der erlaubtenSymbolfolfgen der L�ange n mit n anw�achst. Anders ausgedr�uckt beschreibtK0 die Rate, mit der die Anzahl der periodischen Orbits mit der Periodew�achst. Aufgrund der einfachen hierarchischen Gliederung erh�alt man f�urk = 1:08 und k = 1:9 sofort die exakten Werte K0 = ln2 = 0:693147 : : :bzw. K0 = ln 4 = 1:386294 : : :. F�ur k = 1:26 ist die Angabe der topolo-gischen Entropie dagegen nicht direkt m�oglich. Hier �andert sich der nume-risch erzielte Wert f�ur die unterschiedlichen n{Niveaus entsprechend. Denexakten Wert der topologischen Entropie erh�alt man aus der �Ubergangs-matrix A (siehe (4.7)). Man betrachtet dazu die n{ten Potenzen An. Einn{periodischer Orbit (s0 : : : sn�1) existiert genau dann, wenn das ProduktAs0s1As1s2 : : : Asn�2sn�1Asn�1s0 den Wert 1 ergibt. Die Summe �uber alle Pro-dukte dieses Typs liefert somit die Anzahl der n{periodischen Orbits. DieseSumme ist aber durch die Spur von An gegeben. Es gilt also:eK0n � Sp (An) : (7.44)4Da der obere und untere Teil von � dynamisch verbunden sind, kann man sich nichtauf eine Phasenraumh�alfte beschr�anken. Man m�u�te einen nicht zusammenh�angenden Teildes Phasenraumes betrachten, um wesentlich bessere Ergebnisse zu erzielen.



7.6. Numerische Ergebnisse 127F�ur gro�e n wird der Wert von Sp (An) durch den gr�o�ten Eigenwert von Adominiert, so da� sich K0 aus dem nat�urlichen Logarithmus dieses Eigenwer-tes ergibt. Im Fall k = 1:26 bedeutet dies: K0 = ln(1 +p5) = 1:174359 : : :.Der numerisch erzielte Wert steht in sehr gutem Einklang mit dem theore-tischen, was als Best�atigung f�ur die �Uberlegungen in Kapitel 4 hinsichtlichder Topologie des Systems angesehen werden kann.Bevor ich auf die k{Abh�angigkeit der thermodynamischen Potentiale eingehe,diskutiere ich das Ph�anomen eines Phasen�uberganges.7.6.1 Phasen�uberg�angeWesentliche Voraussetzung f�ur die expliziten Beziehungen zwischen der frei-en Energie und den verallgemeinerten Dimensionen und Entropien ist dieHyperbolizit�at. Sie ist f�ur die Stetigkeit des bedingt invarianten Ma�es unddamit letztlich f�ur die Beziehung zwischen L�angenskalen und nat�urlichemMa� verantwortlich. Liegt z. B. ein KAM{Torus vor, so ist das System nichtmehr hyperbolisch, und diese Beziehung hat i. a. keine G�ultigkeit mehr. Ver-allgemeinerte Dimensionen und Entropien sind nun nicht mehr auf einfacheWeise aus der freien Energie herzuleiten.Da die freie Energie geometrische Aspekte der invarianten Menge beschreibtund da sie im Gegensatz zu den Dimensionen und Entropien vergleichsweiseeinfach zu bestimmen ist, spielt sie als charakteristische Gr�o�e jedoch auch imnichthyperbolischen Fall eine Rolle. Ich diskutiere nun die qualitative Gestaltvon �F (�).Die Kurve, die zur Bestimmung der freien Energie ben�otigt wird, sei sogew�ahlt, da� sie einen KAM{Torus schneidet. F�ur n ! 1 geht die L�angel(n)j , die zu dem KAM{Torus geh�ort, aufgrund des endlichen Durchmessersdes Torus gegen einen von 0 verschiedenen endlichen Wert. F�ur � ! 1wird die Zustandssumme daher durch diese L�ange dominiert. Konkret giltf�ur gro�e n und �: �F (�) = ln Zn(�)Zn+1(�)� ln �l(n)j ���l(n+1)j �� : (7.45)Da das Argument des Logarithmus gegen 1 geht, verschwindet �F (�) f�ur� ! 1. Man beachte, da� es f�ur dieses Ergebnis nicht notwendig ist, da�die L�angen l(n)j gegen einen endlichen Wert konvergieren. Es ist ausreichend,wenn sie langsamer als exponentiell mit n kleiner werden. Der Einfachheithalber gehe ich jedoch weiterhin von der Existenz eines KAM{Torus und dendamit verbundenen endlichen L�angen aus.



128 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Mengek=1.08 k=1.26 k=1.9Entweichrate � 1:29315 1.14 1.958276Hausdor�{Dimension D(1)0 0.343082 0.4981 0.412802Topologische Entropie K0 0.693147 1.1743 1.386294Lyapunov{Exponent � 1.9387 2.25 3.32274Tabelle 7.5: Charakteristische Gr�o�en des Zwei{Mulden{Systems.Weil das Kurvenst�uck im Inneren des KAM{Torus f�ur alle n die Dimension1 besitzt, ist die partielle Dimension D(1)H der invarianten Menge aufgrundvon (6.8) ebenfalls 1. Aus (7.12) folgt damit, da� die freie Energie f�ur � = 1verschwindet. Auf �ahnliche Weise, wie in Abschnitt 6.4.4 gezeigt wurde, da�f(�) eine konkave Funktion ist (6.32b), l�a�t sich zeigen, da� �F (�) monotonwachsend ist [BecSch93]. Aus dem Verschwinden von �F (�) f�ur � = 1 undf�ur � ! 1 folgt damit, da� �F (�) f�ur alle � � 1 identisch 0 ist. Ausdiesen �Uberlegungen folgt wegen F (1) = � insbesondere das Verschwindender Entweichrate (vgl. auch Kapitel 2).F�ur � < 1 ist �F (�) kleiner als 0. Dies folgt daraus, da� die Hausdor�{Dimension durch den �{Wert gegeben ist, an dem sich das asymptotischeVerhalten von e��F (�)n �andert [Bre+94].Man kann dieses Verhalten der freien Energie als Phasen�ubergang interpre-tieren [JenBoh87]. F�ur gro�e Werte der inversen Temperatur � dominierendie groben Strukturen | in diesem Fall die KAM{Tori | das Verhalten. F�ur�{Werte kleiner als 1 dominieren pl�otzlich die feineren Strukturen, die durchden chaotischen Anteil der Dynamik gegeben sind. Man spricht in diesemZusammenhang auch von regul�arer und hyperbolischer Phase.Diese �Uberlegungen zur Gestalt der freien Energie sind numerisch schwernachzuweisen. Ein Phasen�ubergang bildet sich nur im thermodynamischenLimes n!1 aus [Bre+94]. Mit Hilfe dieser �Uberlegungen zur qualitativenGestalt der freien Energie im nichthyperbolischen Fall lassen sich aber einigeder folgenden numerischen Resultate erkl�aren.7.6.2 k{Abh�angigkeit der thermodynamischenPotentialeUm die Abh�angigkeit von k diskutieren zu k�onnen, sind in der Tabelle 7.5noch einmal einige der numerisch bestimmten Gr�o�en zusammengefa�t. Essind soviele Dezimalstellen angegeben, wie beim �Ubergang vom zweith�ochstenbetrachteten (n1; n2){Niveau zum h�ochsten in den Tabellen 7.3 bzw. 7.4 kon-stant bleiben.



7.6. Numerische Ergebnisse 129Die topologische Entropie w�achst bei Erh�ohung von k monoton. Dies folgtaus der Diskussion in Kapitel 5. Da bei Erh�ohung von k nur neue m�oglicheOrbits entstehen, aber keine verloren gehen k�onnen, kann konsequenterweisedie topologische Entropie nicht kleiner werden.Das nicht monotone Verhalten der Entweichrate und der Hausdor�{Dimensionin Abh�angigkeit von k l�a�t sich aus thermodynamischer Sicht in direkten Zu-sammenhang mit Phasen�uberg�angen bringen.F�ur das Zwei{Mulden{System w�achst im Parameterbereich zwischen k =1:14 und k = 1:42 die topologische Entropie von ln 2 auf ln 4 (siehe Un-terabschnitt 5.2.1). Neue Orbits entstehen in Sattel{Zentrum{Bifurkationen.Insbesondere entstehen dabei stabile Orbits, die f�ur das Verschwinden von�F (�) f�ur � � 1 sorgen. Da stabile Orbits auf stetige Weise instabil werden| die Lyapunov{Exponenten bestehender Orbits h�angen stetig von k ab |�andert sich unter der Voraussetzung, da� keine neuen Orbits entstehen, auchdie freie Energie stetig mit k. Anschaulich bedeutet dies, da� �F (�), kurznachdem alle Orbits instabil geworden sind, die �{Achse in der N�ahe von 1schneidet und f�ur � > 1 eine von 0 verschiedene aber sehr kleine Steigungbesitzt. Daraus folgt, da� die partielle Hausdor�{Dimension D(1)0 sehr gro�,d. h. in der N�ahe von 1 ist und da� die Entweichrate sehr klein ist. Ist eineweitere k{�Anderung mit einem Wachsen der Lyapunov{Exponenten verbun-den, so w�achst die Steigung von �F (�) im Bereich positiver �F (�){Werteweiter an.Mit Hilfe dieses Szenarios l�a�t sich nun erkl�aren, warum die Entweichratef�ur k = 1:26 kleiner als z. B. f�ur k = 1:08 ist. Die Ursache liegt in der ver-gleichsweise \gerade erst gewonnenen Hyperbolizit�at\. Abbildung 7.8 zeigtdie aus den Niveaus n1 = 5 und n2 = 6 berechneten freien Energien f�ur dieParameterwerte k = 1:22, k = 1:24 und k = 1:26. Mit den Methoden derKapitel 3 und 4 l�a�t sich zeigen, da� die Systeme zu diesen Parameterwertenhyperbolisch und zueinander topologisch konjugiert sind, d. h. die Dynamikist topologisch �aquivalent zur Shift{Abbildung auf dem Folgenraum �4A (sie-he Seite 67). Die Konvergenz der numerischen Werte f�ur k = 1:24 ist von�ahnlicher Qualit�at wie die f�ur k = 1:26, f�ur k = 1:22 ist sie schlechter. DieKonvergenz reicht aber in jedem Fall aus, um das qualitative Verhalten derfreien Energie wiederzugeben. Abbildung 7.8 zeigt f�ur positve �F (�){Wertedas oben angesprochene Wachsen von �F (�) mit k. Ein vergleichbares Ver-halten der freien Energie tritt immer dann auf, wenn die Falten der instabilenMannigfaltigkeit so weit in die L�ocher zwischen den vertikalen Kurven derstabilen Mannigfaltigkeit fallen, da� das System hyperbolisch wird. Solangekeine neuen Orbits entstehen, d. h. solange die topologische Entropie kon-stant bleibt, w�achst dann z. B. die Entweichrate bei 0 beginnend stetig an.Nach den Ergebnissen in Unterabschnitt 5.2.1 tritt dieses Szenario auf kom-plizierte Weise in vielen Parameterbereichen auf. Aus diesem Grund h�angendie thermodynamischen Gr�o�en, die �{Werten gr�o�er oder gleich 1 entspre-chen, in sehr komplexer Weise von k ab.



130 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten MengeDieses Szenario erkl�art nicht nur die nichtmonotone Abh�angigkeit der Ent-weichrate und der Hausdor�{Dimension von k. Es wird dar�uber hinaus deut-lich, da� der Lyapunov{Exponent als Ableitung von �F (�) an der Stelle� = 1 (siehe (7.39)) ebenfalls in nichtmonotoner Weise von k abh�angt undsomit das Verhalten bez�uglich der exemplarisch gew�ahlten Parameterwertein Tabelle 7.5 nicht wie im Fall der topologischen Entropie zu verallgemeinernist.

-1.5-1-0.500.51
1.522.53
3.5

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
�F (�)

�Abbildung 7.8: �F (�) f�ur das Zwei{Mulden{System mit R0 = 1:1. Bezogenauf den rechten Rand sind von unten nach oben die Funktionen f�ur k = 1:22,1:24 und 1:26 dargestellt.An dieser Stelle merke ich an, da� numerische Bestimmungen z. B. derfraktalen Dimension mit Hilfe von \Box{Counting{Methoden\ wegen derschlechten Konvergenz in kritischen Parameterbereichen mit einem gro�enFehler behaftet sind. Sie bed�urfen daher einer kritischen Interpretation[LaiGre94].Aufgrund der nichtmonotonen Abh�angigkeit erlauben die Angaben derHausdor�{Dimension, der Entweichrate und des Lyapunov{Exponenten kei-ne R�uckschl�usse auf den zugrunde liegenden k{Wert. In diesem Zusammen-hang scheint es daher angebracht, statt dieser Gr�o�en die topologische Entro-pie zu betrachten, die wegen ihres monotonen Verhaltens R�uckschl�usse zu-mindest auf ein k{Intervall zul�a�t.Ich diskutiere nun das Spektrum lokaler Lyapunov{Exponenten, das durchdas Energieintervall [Emin; Emax] gegeben ist. Daf�ur reicht die Betrachtungder periodischen Orbits aus. Das ist darauf zur�uckzuf�uhren, da� die peri-



7.6. Numerische Ergebnisse 131Symbolfolge k=1.08 k=1.26 k=1.9([=<]) 1.751063 2.5138526 3.313300([=>]) 2.409670 3.0261784 3.840933([ 6=<]) 3.224179([ 6=>]) 3.087044([=<][6=<]) 2.136113([=<][6=>]) 2.191629([=>][6=<]) 2.191629([=>][6=>]) 2.185749Tabelle 7.6: Lyapunov{Exponenten der fundamentalen Orbits des Zwei{Mulden{Systems f�ur k = 1:08 und k = 1:9.odischen Orbits in der invarianten Menge dicht liegen und ihre Lyapunov{Exponenten somit alle im System m�oglichen Lyapunov{Exponenten beliebiggenau wiedergeben. Betrachtet man die S(E){Kurven in Abbildung 7.7, so er-kennt man, da� sowohl S(Emin) = 0 als auch S(Emax) = 0 ist. Das bedeutet,es gibt unabh�angig von der Periode eine konstante Anzahl von periodischenOrbits, die den jeweils kleinsten bzw. gr�o�ten Lyapunov{Exponenten besitzen(vgl. (7.21)). F�ur die aufgef�uhrten Parameterwerte lassen sich diese Orbitsdirekt angeben. Im Falle k = 1:08 sind dies der innere und der �au�ere Rin-gorbit, im Falle k = 1:9 der �au�ere 8{f�ormige und der �au�ere Ringorbit (sieheAbbildung 4.7). Die numerischen Werte der Lyapunov{Exponenten aller fun-damentalen Orbits sind in Tabelle 7.6 zusammengefa�t. F�ur k = 1:08 undk = 1:9 stimmen der minimale und der maximale Lyapunov{Exponent sehrgut mit den Werten Emin und Emax aus Abbildung 7.7 �uberein. F�ur k = 1:26entspricht der Lyapunov{Exponent des �au�eren Ringorbits wiederum Emax.Der Orbit, der die untere Grenze Emin bestimmt, ist jedoch nicht durch einenfundamentalen Orbit gegeben. Der minimale Lyapunov{Exponent aller peri-odischen Orbits bis zur Periode 7 ist durch 2:069440 gegeben. Der Orbit ist imreduzierten System dreiperiodisch und seine Symbolfolge ist ([=<][=>][6=>])(siehe Abbildung 7.9(a)).Zum Schlu� dieses Abschnitts gehe ich auf den Ein
u� von Phasen�uberg�angenauf die S(E){Funktion ein. Ist ein stabiler Orbit vorhanden, so ist damitein lokaler Lyapunov{Exponent 0 verbunden. Als Konsequenz ergibt sichEmin = 0. Formal folgt dies daraus, da� die Energie durch die Ableitung von�F (�) gegeben ist (vgl. (7.22)) und diese f�ur � > 1 verschwindet. Der Pro-ze� des \Hyperbolischwerdens\ �au�ert sich dann darin, da� Emin zu gr�o�e-ren E{Werten verschoben wird. Abbildung 7.10 zeigt die Entropie{Energie{Funktion f�ur k = 1:22, k = 1:24 und k = 1:26. Man erkennt das beschriebeneVerhalten.Dar�uber hinaus ist in Abbildung 7.10 festzustellen, da� Emin in viel st�arkerem



132 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Menge

(a) (b)Abbildung 7.9:Die Orbits (a) ([=<][=>][6=>]) und (b) ([=<][=>][6=>][=>][6=>][=>][6=>]) imZwei{Mulden{System mit R0 = 1:1 und k = 1:26.
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EAbbildung 7.10: S(E) f�ur das Zwei{Mulden{System mit R0 = 1:1. Von linksnach rechts geh�oren die Kurven zu den Parametern k = 1:22, 1:24 und 1:26.Ma�e von k abh�angt als Emax. In den Kapiteln 3, 4 und 5 wurde gezeigt, da�es ein ganzes k{Intervall gibt, in dem das System topologisch konjugiert zurShift{Abbildung auf dem Folgenraum �4A ist (siehe (4.7)). Die Parameter-werte k = 1:22, 1:24 und 1:26 liegen s�amtlich in diesem Intervall. F�ur diesenParameterbereich ist Emax durch den Lyapunov{Exponenten des �au�eren



7.7. Marginale Stabilit�at | ein Ausblick 133Ringorbits gegeben. Der Orbit, der f�ur Emin verantwortlich ist, ist im Ge-gensatz dazu abh�angig von k. So ist z. B. im Gegensatz zu k = 1:24 undk = 1:26 f�ur k = 1:22 die minimale Energie Emin nicht durch den Lyapunov{Exponenten von ([=<][=>][6=>]), sondern durch den Lyapunov{Exponentenvon ([=<][=>][6=>][=>][6=>]) gegeben. Geht man in dem relevanten k{Intervallzu kleineren k{Werten �uber, so scheinen sukzessive die h�oherperiodischen Or-bits des Typs ([=<][=>][6=>][=>][6=>] : : : [=>][6=>]) f�ur den kleinsten Lyapunov{Exponenten verantwortlich zu sein (siehe Abbildung 7.9). Ein �ahnliches Ver-halten ist f�ur die k{Intervalle, die k = 1:08 und k = 1:9 enthalten, fest-zustellen. In analoger Weise liefern dort die Orbits des Typs (><< : : : <)bzw. ([ 6=<][6=>][6=>] : : : [ 6=>]) bei kleiner werdenden k{Werten den kleinstenLyapunov{Exponenten (siehe Abbildung 7.11). Ich kann diese Behauptun-gen nicht formal beweisen, die Numerik legt ihre G�ultigkeit jedoch nahe.

(a) (b)Abbildung 7.11:Die Orbits (a) (><<<<<<<) und (b) ([ 6=<][6=>][6=>][6=>][6=>][6=>]) imZwei{Mulden{System mit R0 = 1:1 und k = 1:08 bzw. k = 1:9.
7.7 Marginale Stabilit�at | ein AusblickDie bisherigen Ergebnisse bezogen sich auf Energien oberhalb der Orbiting-schwelle. Liegt die Energie unterhalb der Orbitingschwelle, so st�o�t man imHinblick auf die Bestimmung von Zustandssummen auf Probleme. Themadieses Abschnitts ist die Darstellung dieser Probleme und die Er�orterungvon Vorschl�agen zu ihrer L�osung.Liegt die Energie unterhalb der Orbitingschwelle, so gibt es bereits auf demNiveau n = 1 unendlich viele Kurvenst�ucke (siehe Abbildungen 2.6 und 4.5).Aufgrund der endlichen Genauigkeit k�onnen nicht alle numerisch bestimmt



134 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Mengewerden. Eine L�osung dieses Problems ist in der Wahl einer anderen Schnitt-
�ache zu �nden. Wie in Abschnitt 1.2 und Abschnitt 4.7 diskutiert, ist imFall von Orbiting im Inneren einer Potentialmulde eine gebundene Bewe-gung m�oglich. Die in dieser Arbeit eingef�uhrte Abbildung F ber�ucksichtigtdie lokalisierte Bewegung im Inneren einer Mulde nicht. Eine Schnitt
�ache,die auch diese Bewegung ber�ucksichtigt und mit deren Hilfe die vollst�andigeDynamik des N{Mulden{Systems im Fall von Orbiting beschrieben werdenkann, ist z. B. nach Symmetriereduzierung durch die Fl�ache x = R0 gege-ben. Die dazugeh�orige Poincar�e{Abbildung ist in kanonischer Weise auf derEbene, die durch die y{Koordinate und den Impuls in y{Richtung gegebenist, de�niert. Jedesmal, wenn die Fl�ache x = R0 von einer Trajektorie mitpositivem Impuls in x{Richtung durchsto�en wird, gibt dies Anla� zu einemTrajektorienpunkt der Poincar�e{Abbildung. Im Phasenportr�at dieser Abbil-dung sind dann die zur stabilen Bewegung geh�orenden invarianten Liniensichtbar. Man beachte, da� aufgrund der stabilen Bereiche keine Symboli-sche Dynamik im Sinne von Kapitel 4 existiert.Eine bemerkenswerte Situation tritt auf, wenn die Energie gleich der kriti-schen Orbitingenergie ist. Im Inneren der Potentialmulde entsteht dann durcheine Sattel{Zentrum{Bifurkation ein periodischer Kreisorbit, dessen Eigen-werte den Betrag 1 haben, der also marginal stabil ist. Die topologische Si-tuation in � ist vergleichbar mit der f�ur eine Energie unterhalb der Orbiting-schwelle. F�ur die kritische Orbitingenergie hat der Nenner im Integranden von(1.2) statt einer doppelten eine dreifache Nullstelle. Die Singularit�at ist dahernicht logarithmischer Natur. In der N�ahe des Orbitingdrehimpulses verh�altsich die Ablenkfunktion �(l) wie jl� lOrbj�1=2. Im Hinblick auf die Topologieder Abbildung hat dies keine Auswirkungen, und eine identische Diskussionwie in Abschnitt 4.4 ist m�oglich. Insbesondere ist die Abbildung F auf �topologisch konjugiert zu der in Abschnitt 4.4 eingef�uhrten Shift{Abbildungauf dem Folgenraum (4.12). Im Gegensatz zum Falle einer Energie unterhalbder Orbitingschwelle gibt es hier mit dem Orbitingorbit nur einen Orbit, derdurch keine Symbolfolge beschrieben werden kann. Im Sinne des Beschnei-dens eines Symbolbaumes ist hier der Orbitingorbit \herausgeschnitten\.Dies wird nun anhand des Zwei{Mulden{ Systems n�aher erl�autert. F�ur dasZwei{Mulden{System erh�alt man in der Schnitt
�ache x = R0 neben denvier zu den Ringorbits und 8{f�ormigen Orbits geh�orenden Fixpunkten einenweiteren Fixpunkt, der dem Kreisorbit entspricht. Nach der Diskussion in Ka-pitel 4 l�a�t sich jeder Orbit des Zwei{Mulden{Systems aus diesen f�unf funda-mentalen Orbits zusammensetzen. Ordnet man dem Kreisorbit das SymbolK zu, so l�a�t sich der Zusammenhang mit der in Kapitel 4 eingef�uhrtenSymbolischen Dynamik auf einfache Weise formulieren. Ein Symbol [+ > m]entspricht z. B. der aus m + 1 Gliedern bestehenden endlichen Symbolfol-ge, die sich aus [+ >] gefolgt von m Symbolen K zusammensetzt. Da nunumgekehrt jeder bi{in�niten Symbolfolge aus den neuen Symbolen eine Sy-stemtrajektorie entspricht, was wiederum aus der Diskussion in Abschnitt



7.7. Marginale Stabilit�at | ein Ausblick 1354.4 folgt, vermute ich, da� das System topologisch konjugiert zu einer Shift{Abbildung auf einem Folgenraum mit 5 Symbolen ist.Im Falle der kritischen Orbitingenergie stellt sich in diesem Zusammenhangnat�urlich die Frage, welchen Vorteil die Abbildung F verglichen mit der Ab-bildung in der Fl�ache x = R0 bietet. Der wesentliche Vorteil ist sicher da-durch gegeben, da� man die explizite formale Gestalt der Abbildung angebenkann. Nur deshalb lassen sich analytische Ergebnisse z. B. im Hinblick aufdie Hyperbolizit�at erzielen. Die Abbildung in der Fl�ache x = R0 l�a�t sichim Gegensatz dazu nur numerisch bestimmen. Ein anderer bemerkenswerterAspekt besteht darin, da� die Wahl der Schnitt
�ache f�ur F den hyperboli-schen Teil der Dynamik von dem nichthyperbolischen trennt. Der einzige Or-bit der nicht hyperbolisch ist, ist n�amlich der marginal stabile Orbitingorbit.Genau dieser �ndet in � keine Ber�ucksichtigung. Die Abbildung F beschreibtausschlie�lich den hyperbolischen Anteil. Im Hinblick auf das oben erw�ahnteBeschneiden des Symbolbaumes entspricht dies dem Herausschneiden allerSymbolfolgen, die eine unendlich lange Teilfolge bestehend aus Symbolen Kenthalten. Wie in Abschnitt 4.4 er�ortert, f�uhrt dies zu einer SymbolischeDynamik mit unendlich vielen Symbolen.Die M�oglichkeit, regul�are und hyperbolische Phase zu trennen, k�onnte be-deutsam daf�ur sein, den Zusammenhang zwischen Spinketten und Symbo-lischer Dynamik im Fall von Phasen�uberg�angen n�aher zu untersuchen. Eswurde schon erw�ahnt, da� die Topologie der Abbildung F f�ur die kritischeOrbitingenergie �aquivalent ist mit der f�ur eine Energie unterhalb der Or-bitingschwelle. Es gibt aber einen wesentlichen Unterschied. Das Skalenver-halten der Breite der Streifen in �1�, die in die N�ahe von l0 = lOrb abge-bildet werden (vgl. Abbildung 4.5), ist anders. Liegt die Energie unterhalbder Orbitingschwelle, so nimmt die Breite der Streifen nach einem Expo-nentialgesetz ab, was auf die logarithmische Singularit�at der Ablenkfunktionzur�uckzuf�uhren ist. Ist die Energie jedoch gleich der kritischen Orbitingener-gie, so nimmt die Breite aufgrund der jl � lOrbj�1=2{Singularit�at nach ei-nem algebraischen Gesetz ab. Nach der Diskussion in Unterabschnitt 7.6.1ist also ein Phasen�ubergang m�oglich. Aus der Thermodynamik ist bekannt,da� Phasen�uberg�ange in eindimensionalen Spinketten nur dann auftretenk�onnen, wenn die Spins unendlich viele Zust�ande annehmen k�onnen oderwenn die Wechselwirkung zwischen den Spins eine lange Reichweite besitzt.Wie er�ortert, h�angt in dem Mulden{System das dazugeh�orende Spin{Systemwesentlich von der Wahl der Poincar�e{Ebene ab. Das \Herausschneiden\ desOrbitingorbits f�uhrt zu unendlich vielen Symbolen und damit zu Spins mitunendlich vielen Zust�anden. Ber�ucksichtigt man hingegen den Orbitingorbit,so erh�alt man ein endliches Alphabet und entsprechend endlich viele Spin-zust�ande. Die Wahrscheinlichkeit, da� auf eine endliche Folge von SymbolenK ein weiteres Symbol K folgt, scheint jedoch nicht exponentiell sondernalgebraisch abzufallen. Nach der Interpretation in Abschnitt 7.1.2 entsprichtdies auf der Seite der Spinkette einer langreichweitigen Wechselwirkung. In



136 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Mengejedem Fall ist also ein Phasen�ubergang m�oglich. Dieser skizzierte Zusammen-hang ist meiner Ansicht nach Anla� genug, das Mulden{System zur Grund-lage weiterer Untersuchungen zu machen.7.8 Die dynamische Zeta{FunktionIn diesem Abschnitt stelle ich eine weitere Methode zur Bestimmung derfreien Energie vor. Diese Methode ist allgemein in [Art+90a, Art+90b] dar-gestellt. Ich beschr�anke mich hier auf den f�ur diese Arbeit relvanten Fall einesHamilton{Systems mit zwei Freiheitsgraden. Die Grundlage der Theorie wirddurch die periodischen Orbits gebildet. Man fa�t eine chaotische Bewegungauf als ein zuf�alliges \Springen\ zwischen periodischen Orbits. Dies ist inso-fern gerechtfertigt, als in einem chaotischen System die periodischen Orbitsdicht liegen. Jeweils f�ur endliche Zeiten verfolgt eine allgemeine Trajektoriein der invarianten Menge bestimmte periodische Orbits. So lassen sich ausder Kenntnis der periodischen Bewegung die charakteristischen Gr�o�en desdynamischen Systems bestimmen.In dem Schnitt �n�i\�n+i liegt nach der Diskussion in den Kapiteln 3 und 4 einn{periodischer Orbit, der durch die zu i geh�orende Symbolfolge beschriebenwird. Die Breite von �n�i ist nach der Diskussion in Abschnitt 7.3 proportionalzu e��in, wobei �i der Lyapunov{Exponent des n{periodischen Orbits ist:l(n)i � e��in: (7.46)Da der Phasenraum kompakt ist, sind die Proportionalit�atskonstanten f�uralle i und n beschr�ankt. Aufgrund des Prinzips der beschr�ankten Variationfolgt deshalb mit (7.8):Zn(�) = W (n)Xi=1 e���in � e��F (�)n : (7.47)F�ur die weitere Untersuchung der Zustandssumme ist eine detailliertere Klas-si�zierung der periodischen Orbits erforderlich. Ein n{periodischer Punkt istauch mn{periodisch, m 2 N . Dies motiviert die De�nition irreduzibler Or-bits.Ein periodischer Orbit hei�t irreduzibel oder prim, wenn er nur einmal durch-laufen wird. Seine Symbolfolge l�a�t sich nicht aus k�urzeren, sich wieder-holenden endlichen Symbolfolgen zusammensetzen. So ist z. B. der vier{periodische Orbit (s0s1s1s0) irreduzibel, der vier{periodische Orbit (s0s1s0s1)= (s0s1) dagegen nicht. Die L�ange des irreduziblen Blockes eines irreduziblenOrbits wird auch als topologische L�ange bezeichnet.Ziel ist es jetzt, Teile der Summe in (7.47) so aufzusummieren, da� letztlichnur eine Summe �uber irreduzible Orbits �ubrigbleibt.



7.8. Die dynamische Zeta{Funktion 1377.8.1 Die Fugazit�atsentwicklungMan betrachtet zu diesem Zweck die aus der Thermodynamik bekannte Fu-gazit�atsentwicklung. Mit der Fugazit�at z erh�alt man die gro�kanonische Zu-standssumme Zg(z; �) aus der kanonischen5 [Fei87]:Zg(z; �) = 1Xn=1 znZn(�) : (7.48)Bei vorgegebenem � konvergiert die Summe (7.48) f�ur z < e�F (�), f�ur z �e�F (�) divergiert sie. Die freie Energie ergibt sich somit aus dem kleinstenpositiven z, f�ur das die Summe (7.48) divergiert.Man nutzt nun eine grundlegende Eigenschaft periodischer Orbits aus: DieStabilit�at, d. h. hier e��in, ist �uberall entlang des Orbits gleich. Dies folgtdirekt aus der Kettenregel. Ein irreduzibler Orbit p der Periode np besteht ausnp periodischen Punkten. Er tr�agt also np identische Summanden zur Summe(7.47) bzw. (7.48) bei. Da ein np{periodischer Orbit, der r{mal durchlaufenwird, den Beitrag e��pnpr liefert, l�a�t sich die gro�kanonische Zustandssummewie folgt schreiben:Zg(z; �) = 1Xn=1W (n)Xi=1 zne���in= Xp np 1Xr=1 �znpe���pnp�r : (7.49)Der Index p durchl�auft dabei alle verschiedenen irreduziblen periodischenOrbits; es wird dabei nur ein Vertreter jeder zyklischen Permutationsklasseder Ordnung np betrachtet. Durch Aufsummieren der geometrischen Reiheerh�alt man: Zg(z; �) =Xp npznpe���pnp1� znpe���pnp : (7.50)Der Faktor npznp legt es nun nahe, den Summenausdruck als eine Ableitungzu schreiben: Zg(z; �) = �z ddz Xp ln �1� znpe���pnp� : (7.51)Mit Hilfe des unendlichen Produktes:1�(z) =Yp �1� znpe���pnp� (7.52)l�a�t sich die gro�kanonische Zustandssumme dann als logarithmische Ablei-tung darstellen: Zg = �z ddz ln 1�(z) : (7.53)5Ich betrachte die gro�kanonische Zustandssumme hier als Funktion der Fugazit�at undnicht, wie in der Thermodynamik �ublich, als Funktion des chemischen Potentials.



138 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten MengeDies ist ein Beispiel f�ur eine sogenannte dynamische Zeta{Funktion [Rue78].Der Name beruht auf der rein formalen �Ahnlichkeit mit der EulerschenProdukt{Darstellung der Riemannschen Zeta{Funktion.Die Frage nach der freien Energie ist nun �aquivalent zur Suche nach der klein-sten positiven Nullstelle von 1=�(z). Wie im n�achsten Unterabschnitt gezeigtwird, besteht der Vorteil dieses Vorgehens darin, da� die Ber�ucksichtigungeiniger weniger kurzer irreduzibler Orbits schon sehr gute Ergebnisse liefert.Dies liegt daran, da� in die Zeta{Funktion eine Teilsummation �uber beliebiglange Trajektorien eingeht. Ein irreduzibler Orbit ist zwar von endlicher Pe-riode, aber von unendlicher L�ange. In der dynamischen Zeta{Funktion wirdjeder irreduzible Orbit mit allen wiederholten Durchl�aufen ber�ucksichtigt.7.8.2 Entwicklung nach irreduziblen OrbitsF�ur die Bestimmung der freien Energie sind die Stellen z zu untersuchen,an denen das Produkt (7.52) verschwindet. Ein unendliches Produkt ist nunnicht genau dann 0, wenn einer der Faktoren 0 ist. Die Betrachtung vonNullstellen einzelner Faktoren liefert nicht die kleinste positive Nullstelle undf�uhrt zu falschen Ergebnissen [Art+90a]. Eine Approximation durch Ber�uck-sichtigung nur endlich vieler Faktoren in dem Produkt (7.52) ist daher nichtgeeignet. Man f�uhrt stattdessen eine formale Entwicklung in eine Potenzreihedurch. Mit tp = e���pnp ergibt sich:1�(z) =Yp (1� znptp) = 1� Xp1;p2;:::;pk znp1+np2 :::+npk tp1+p2+:::+pk ; (7.54)wobei tp1+p2+:::+pk = (�1)k+1tp1tp2 : : : tpk (7.55)de�niert wurde. Die Gewichte tp1+p2+:::+pk geh�oren zu sogenannten Pseudo{Orbits, die dadurch gegeben sind, da� die verschiedenen irreduziblen Orbitsp1, p2 bis pk nacheinander durchlaufen werden. Da der Pseudo{Orbit p1+p2+: : : + pk ein vergleichbares Gewicht liefert wie der Orbit p1p2 : : : pk, sprichtman auch davon, da� der Pseudo{Orbit den echten Orbit \beschattet\.F�ur gen�ugend kleine z konvergiert die rechte Seite von (7.54). Die entschei-dende Idee ist es nun, die Summe nach Potenzen der Fugazit�at zu ordnen[Cvi88]. Dies f�uhrt zu einer Umgruppierung der Terme in fundamentale Bei-tr�age und Kr�ummungskorrekturen:1�(z) = 1�Xf znf tf �Xn cn : (7.56)Dies wird am einfachsten am Beispiel einer vollst�andigen Symbolischen Dy-namik mit einem bin�aren Alphabet deutlich. Kennzeichnet man einen Orbit



7.8. Die dynamische Zeta{Funktion 139durch seinen irreduziblen Symbolblock, so ergibt sich mit den Symbolen a; b:1�(z) = 1 � zta � ztb � z2(tab � tatb)�� z3((tabb � tabtb) + (tbab � tbatb)) : : : : (7.57)Die einzigen periodischen Orbits, die nicht durch andere beschattet werdenk�onnen, sind durch die Symbole a und b gegeben. Sie bilden die fundamen-talen Orbits. Wie in Abschnitt 4.6 diskutiert, bilden sie das topologische\Skelett\ der Dynamik. Alle weiteren periodischen Orbits lassen sich durchPseudo{Orbits beschatten. Fa�t man sie geeignet zu Gruppen zusammen(wie in (7.57)), so ist f�ur jede Potenz von z die Anzahl der Gewichte mitpositivem Vorzeichen gleich der Anzahl der Gewichte mit negativem Vorzei-chen. Da die Gewichte eines irreduziblen Orbits und eines ihn beschattendenPseudo{Orbits n�aherungsweise gleich sind, sind die Kr�ummungskorrekturenklein. Die Entwicklung (7.56) wird auch als Entwicklung nach periodischenOrbits bezeichnet.Eine Beschr�ankung auf den fundamentalen Anteil entspricht auf den Men-gen der Zerlegung, die die Symbolische Dynamik de�nieren, einer linearenApproximation der Abbildung. Die Kr�ummungskorrekturen korrespondierenst�uckweise linearen Approximationen auf feiner werdenden Zerlegungen. Jemehr Orbits ber�ucksichtigt werden, desto feiner wird die Zerlegung, destobesser wird der Phasenraum \abgetastet\, und entsprechend besser ist dieApproximation.In diesem Zusammenhang l�a�t sich nun der Vorteil des reduzierten Systemserkl�aren. Sowohl im reduzierten als auch im nichtreduzierten System ist z. B.das Zwei{Mulden{System f�ur geeignete Parametertwerte topologisch konju-giert zu einer Shift{Abbildung auf einem Folgenraum mit vier Symbolen. Esgibt also in beiden F�allen eine identische Anzahl irreduzibler periodischerOrbits zu einer vorgegebenen Periode. Im nichtreduzierten System ist dasPhasenraumvolumen jedoch doppelt so gro� wie im reduzierten System. Ausdiesem Grund ist die Dichte der periodischen Punkte im erstgenannten Fallkleiner als im letztgenannten. Symmetriereduzierung f�uhrt somit bei gleicherAnzahl von periodischen Punkten zu einer feineren Abtastung des Phasen-raumes und entsprechend zu einer besseren Approximation. F�ur eine allge-meine Darstellung des Zusammenhanges zwischen diskreten Symmetrien unddynamischen Zeta{Funktionen verweise ich auf [CviEck93].Eine wesentliche Voraussetzung f�ur die Anwendung der Theorie ist die genaueKenntnis der Topologie des Systems. Nur so lassen sich die periodischen Or-bits hierarchisch gliedern. Diese Voraussetzung ist durch die Ergebnisse ausden Kapiteln 3 und 4 erf�ullt. F�ur die Bestimmung der freien Energie mit Hilfeder dynamischen Zeta{Funktion fehlt noch die Kenntnis der Stabilit�at derperiodischen Orbits, d. h. im wesentlichen die Kenntnis der Anfangsbedin-gungen der periodischen Orbits. Symmetrische periodische Orbits lassen sich



140 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Mengemit Hilfe von Symmetrielinien bestimmen (siehe Anhang C). Da jedoch nichtalle Orbits symmetrisch sind, ist ein allgemeineres Verfahren erforderlich.7.8.3 Numerische Methode zur Bestimmungperiodischer OrbitsIn diesem Unterabschnitt stelle ich eine Methode zur Bestimmung periodi-scher Orbits vor. Voraussetzung f�ur die Anwendbarkeit dieser Methode istdie Kenntnis der Symbolischen Dynamik. Die Methode liefert dann f�ur einevorgegebene periodische Symbolfolge die Anfangsbedingung des periodischenOrbits in �.Das Verfahren basiert auf dem sogenannten PIM{Algorithmus (PIM: pro-per interior maximum) [NusYor89], den ich zun�achst vorstelle. Der PIM{Algorithmus erlaubt die Bestimmung sehr langer chaotischer Transienten.Man betrachtet dazu eine Strecke in �, die die stabile Mannigfaltigkeit von� schneidet. Nach der Wahl einer Anzahl gleichm�a�ig verteilter Anfangsbe-dingungen auf dieser Strecke mi�t man die Lebensdauern der dazu geh�origenOrbits. Nach Konstruktion liegt ein Teil der stabilen Mannigfaltigkeit von �zwischen den beiden Anfangsbedingungen, die die Anfangsbedingung zu dergr�o�ten Lebensdauer einrahmen. Durch diese beiden Anfangsbedingungenwird eine neue Strecke de�niert, f�ur das die beschriebene Prozedur wieder-holt wird. So gelangt man sukzessive zu immer k�urzeren Strecken, die imInneren eine Anfangsbedingung auf der stabilen Mannigfaltigkeit von � ent-halten. Unterschreitet die L�ange eines solchen Intervalls einen vorgegebenenWert � � 1, so beendet man das Verfeinerungsverfahren. Man betrachtetdann die Endpunkte der resultierenden Strecke unter der Iteration der Ab-bildung F . Die Bildpunkte n�ahern sich der invarianten Menge entlang derstabilen Mannigfaltigkeit an, gleichzeitig entfernen sie sich entlang der insta-bilen Mannigfaltigkeit. Wenn der Abstand zwischen den beiden Trajektorieneinen weiteren vorgegebenen Wert 1 � �0 > � �uberschreitet, bricht man dieIteration ab. Man erh�alt so zwei Punkte, die wieder eine Strecke de�nie-ren, die einen Teil der stabilen Mannigfaltigkeit von � schneidet. Wieder-holte Durchf�uhrung dieses Verfahrens von Verfeinerung und anschlie�enderIteration unter F liefert dann eine Reihe von Strecken, die alle in einer �0{Umgebung der stabilen Mannigfaltigkeit von � liegen und sich entlang derstabilen Mannigfaltigkeit � ann�ahern. Nach einer bestimmten Anzahl vonIterationen liegen die Strecken dann auch in einer �0{Umgebung der inva-rianten Menge. Die Punkte im Inneren dieser Strecken liefern dann einenapproximativen, langlebigen Orbit der invarianten Menge.Eine Modi�kation des PIM{Algorithmus liefert eine e�ziente Methode zurBestimmung periodischer Orbits. Man nutzt dabei aus, da� die Abbildungzwischen � und dem dazugeh�origen Folgenraum ein Hom�oomorphismus ist.Aufgrund der Stetigkeit entsprechen Punkte im Folgenraum, die bez�uglich



7.9. Bestimmung der Entweichrate mit Hilfe der Zeta{Funktion 141der dort vorgegebenen Metrik einen kleinen Abstand haben, Punkten in �,deren Abstand bez�uglich der dort gegebenen Metrik klein ist.Bei Vorgabe einer n{periodischen Symbolfolge, deren irreduzibler periodi-scher Block durch s = (s0s1 : : : sn�1) gegeben ist, soll nun eine dazu geh�orendeAnfangsbedingung in � bestimmt werden. Im Gegensatz zur �ublichen PIM{Methode, wo Strecken betrachtet werden, die beliebige der �uberabz�ahlbarvielen vertikalen Kurven aus �1� schneiden, geht es nun darum, Intervallezu bestimmen, die bestimmte vertikale Kurven schneiden, n�amlich die stabi-le Mannigfaltigkeit der s entsprechenden Trajektorie. Zu diesem Zweck be-rechnet man bei der Verfeinerungsprozedur nicht die Anfangsbedingung, diezur maximalen Lebensdauer geh�ort, sondern die Anfangsbedingung, derenTrajektorie sich am l�angsten in der N�ahe des gesuchten periodischen Orbitsaufh�alt. Konkret bestimmt man dazu von jeder Trajektorie die Symbolfolgeund vergleicht diese mit der Symbolfolge des periodischen Orbits. Es wirddann diejenige Folge ausgew�ahlt, die den l�angsten Symbolblock aufweist, dermit einem Symbolblock des periodischen Orbits �ubereinstimmt. Dieses Aus-wahlkriterium zugrundelegend, f�uhrt man eine Anzahl von Verfeinerungspro-zeduren mit anschlie�ender Iteration von Intervallendpunkten durch. Nacheiner gewissen Anzahl von Iterationen ergibt sich dann eine Strecke von An-fangsbedingungen, die allesamt zu Symbolfolgen geh�oren, die mit einem be-stimmten endlichen Block (si; s(i+1)mod n : : :), i 2 f0; 1; : : : ; n�1g, beginnen6.Je l�anger dieser Block ist, desto n�aher liegt die Trajektorie am gesuchten Or-bit. Weitere Verfeinerung in Verbindung mit der Iteration von Intervallend-punkten ergibt Punkte w, die sich immer mehr einem Punkt des gesuchten pe-riodischen Orbits ann�ahern. Aufgrund der endlichen Rechengenauigkeit kanndiese Ann�aherung nicht ad in�nitum fortgesetzt werden. Eine Abbruchbedin-gung, die sich in der Praxis als g�unstig erwiesen hat, ist durch ein Minimumim Abstand jF n(w)� wj gegeben.Dieses Verfahren liefert bei vorgegebener Symbolfolge die entsprechende An-fangsbedingung. Die zugrunde liegende Idee l�a�t sich wie folgt zusammenfas-sen: Mit Hilfe der Symbolischen Dynamik lokalisiert man zun�achst die stabileMannigfaltigkeit des gesuchten Orbits und bewegt sich dann entlang dieserMannigfaltigkeit auf den gesuchten Orbit zu.7.9 Bestimmung der Entweichrate mit Hilfeder Zeta{FunktionMit Hilfe der oben beschriebenen Methode wurden f�ur das Zwei{Mulden{System alle irreduziblen Orbits bis zu einer bestimmten Periode ermittelt.6Die Gr�o�e �0 mu� daf�ur nat�urlich sehr viel kleiner gew�ahlt werden als der kleinsteDurchmesser aller Mengen aus der erzeugenden Zerlegung.



142 Kapitel 7. Thermodynamik der invarianten Mengemaximale k=1.08 k=1.26 k=1.9Periode m � m � m �1 2 1.333951 2 (2.044411) 4 1.9428532 3 1.262896 7 1.196390 10 1.9579723 5 1.299745 17 1.154873 30 1.9557814 8 1.292208 42 1.145666 90 1.9557905 14 1.292979 112 1.144062 294 1.9557906 23 1.292933 297 1.1440527 41 1.2929378 71 1.292937Tabelle 7.7: Entweichrate aus der dynamischen Zeta{Funktion f�ur verschie-dene maximale Perioden und k{Werte.Einsetzen der jeweiligen Stabilit�at dieser Orbits in die Zeta{Funktion (7.56)und Bestimmung der kleinsten positiven Nullstelle liefert dann �F (�).F�ur die Parameterwerte k = 1:08, k = 1:26 und 1:9 ergibt sich eine sehrschnelle Konvergenz der Ergebnisse. Die graphische Darstellung der Funktion�F (�) zeigt dar�uber hinaus keine Unterschiede verglichen mit den Ergebnis-sen, die mit Hilfe der L�angenmessung ermittelt wurden. Aus diesem Grundverzichte ich auf Abbildungen der thermodynamischen Potentiale, deren Be-rechnung auf der Entwicklung nach periodischen Orbits beruht. Die genauereBetrachtung der numerischen Werte f�ordert jedoch Unterschiede zutage. Inder Tabelle 7.7 sind die numerisch erzielten Werte f�ur die Entweichrate darge-stellt. Die erste Spalte gibt die maximale Periode der periodischen Orbits an,die f�ur die Entwicklung nach periodischen Orbits ber�ucksichtigt wurde. F�urdie betrachteten Parameterwerte ist neben der Entweichrate � die Anzahl maller irreduziblen periodischen Orbits angegeben, die bei vorgegebener ma-ximaler Periode existieren. Wie oben schon erw�ahnt, ist in allen F�allen eineschnelle Konvergenz festzustellen. F�ur k = 1:26 ist der Wert zur Periode 1eingeklammert, da erst nach der Periode 2 alle fundamentalen Orbits ber�uck-sichtigt und somit erst dann gute N�aherungen zu erwarten sind.Der Vergleich mit den Werten in Tabelle 7.5 zeigt geringf�ugige Unterschie-de. Die Abweichungen sind maximal von der Gr�o�enordnung 10�3. Trotzintensiver Bem�uhungen kann ich diese Abweichungen nicht erkl�aren. ZumTesten der entwickelten Programme habe ich Entweichraten f�ur das Systemaus drei harte Scheiben mit beiden vorgestellten Methoden bestimmt undmit Ergebnissen in der Literatur verglichen. In [KovT�el90] ist die Entweich-rate mit Hilfe der L�angenmessung und in [CviEck89] | bei einem anderenScheibenabstand | mit Hilfe der Entwicklung nach periodischen Orbits er-mittelt worden. Die Resultate konnten mit den entsprechenden Methodenjeweils in allen relevanten Stellen reproduziert werden. Bestimmt man die



7.9. Bestimmung der Entweichrate mit Hilfe der Zeta{Funktion 143Entweichrate f�ur den Scheibenabstand, den Kov�acs und T�el in [KovT�el90]gew�ahlt haben, durch die Entwicklung nach periodischen Orbits, so ergibtsich ebenfalls eine Diskrepanz. Die Abweichung ist jedoch von der Gr�o�en-ordnung 10�5 und damit wesentlich kleiner als die im Zwei{Mulden{Systemfestgestellte. Cvitanovi�c und Eckhardt haben in [CviEck89] keine Dis-kretisierung der Verz�ogerungszeit vorgenommen (siehe Abschnitt 2.1). In dieZeta{Funktion geht in diesem Fall nicht nur die Stabilit�at eines periodischenOrbits ein, sondern auch die Zeit, die f�ur einen Umlauf ben�otigt wird. Ummit der Methode der Messung von L�angen das Ergebnis zu veri�zieren, istdie mittlere Zeit erforderlich, die zwischen zwei aufeinander folgenden St�o�enan den Scheiben vergeht. Da mir keine alternative Methode bekannt ist, dieseZeit mit der geforderten Genauigkeit von mindestens 6 Dezimalstelle zu be-stimmen, kann ich hier keine f�ur einen Vergleich beider Verfahren geeigneteDaten angeben.



Schlu�
In dieser Arbeit ist mit den Mulden{Systemen eine Klasse von Hamilton{Systemen mit zwei Freiheitsgraden der Bewegung vorgestellt worden. DiePotentiale dieser Systeme setzen sich aus rein attraktiven Zentralpotentialenzusammen. Bei Kenntnis der Streuung an einem dieser Zentralpotentiale,d. h. bei Kenntnis der zugeh�origen Ablenkfunktion, kann man f�ur Energiengr�o�er als 0 explizit eine Poincar�e{Abbildung angeben, die die Dynamik desSystems beschreibt.In Zusammenhang mit der Streuung an einem rein attraktiven Zentralpo-tential wurde f�ur Energien oberhalb und unterhalb der Orbitingschwelle je-weils eine Modellablenkfunktion eingef�uhrt. Diese Ablenkfunktionen wurdenso gew�ahlt, da� sie einerseits eine einfache formale Gestalt besitzen, ande-rerseits im Hinblick auf die Dynamik im Mulden{System alle wesentlichenAspekte ber�ucksichtigen. F�ur die Ablenkfunktion, die die Streuung im Fallevon Energien oberhalb der Orbitingschwelle modelliert, konnte mit Metho-den der klassischen Streutheorie das inverse Streuproblem gel�ost werden. Dasresultierende Zentralpotential ist stetig di�erenzierbar. Das Mulden{Systemstellt in diesem Fall ein Hamilton{System mit einer C1{Hamilton{Funktiondar, f�ur das eine Poincar�e{Abbildung in analytischer Form angegeben werdenkann.Einen zentralen Punkt dieser Arbeit bildete die Untersuchung der Hyperbo-lizit�at. Es konnte auf analytischem Wege ein Kriterium hergeleitet werden,das die Hyperbolizit�at des Mulden{Systems impliziert. Wesentliche Grund-lage des Beweises ist die Konstruktion eines unter der linearisierten Dynamikinvarianten Kegelfeldes. Das Kriterium konnte so allgemein formuliert wer-den, da� lediglich die Ablenkfunktion eingeht. Dadurch ist es auch in F�allenanwendbar, in denen die Zentralpotentiale nicht rein attraktiv sind. Die vor-gestellte Beweistechnik ist dar�uber hinaus auf andere Systeme �ubertragbar.Als Beispiel habe ich mit ihrer Hilfe ein Kriterium f�ur die Hyperbolizit�at desTroll{Smilanski{Modells hergeleitet (siehe Anhang B).Unter der Voraussetzung der Hyperbolizit�at ist es m�oglich, eine vollst�andigeSymbolische Dynamik einzuf�uhren. F�ur ausgew�ahlte Parameterwerte konnteeine solche vollst�andige Symbolische Dynamik explizit angegeben werden. Eswurde gezeigt, wie nichttriviale Grammatikregeln auftreten k�onnen. Anhand144



Schlu� 145des Orbiting{Modells ist dar�uber hinaus er�ortert worden, wie Phasenraum-bereiche mit regul�arer Bewegung eine Symbolische Dynamik mit unendlichvielen Symbolen implizieren.Ein weiterer Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der zusammenfassenden Dar-stellung thermodynamischer Konzepte zur Beschreibung dynamischer Syste-me. Die Thermodynamik chaotischer Systeme ist dabei exemplarisch anhanddes Zwei{Mulden{Systems diskutiert worden. Die Rolle der fundamenta-len periodischen Orbits f�ur die thermodynamischen Potentiale wurde dar-gestellt. Dar�uber hinaus wurde das Verhalten der thermodynamischen Po-tentiale beim Auftreten einer Krise untersucht.Bei allen Betrachtungen wurde ein besonderes Augenmerk auf die Rolle derperiodischen Orbits gelegt. Die Bestimmung periodischer Bahnen des vor-gestellten Hamilton{Systems ist gleichbedeutend mit der Bestimmung pe-riodischer Punkte der analytisch gegebenen Poincar�e{Abbildung. In diesemZusammenhang ist ein e�ektives numerisches Verfahren vorgestellt worden,das bei Vorgabe der Symbolfolge den entsprechenden System{Orbit liefert.Dadurch ist es f�ur geeignete Parameterwerte m�oglich, alle periodischen Or-bits bis zu einer bestimmten Periode zu bestimmen. Dies ist eine notwendigeVoraussetzung f�ur die Berechnung thermodynamischer Gr�o�en mit Hilfe derdynamischen Zeta{Funktion und der Entwicklung nach periodischen Orbits.Die vorliegende Arbeit hat ausschlie�lich die klassische Bewegung imMulden{System zum Thema. Diese ist nun soweit verstanden, da� eine semiklassischeBehandlung m�oglich ist. In meinen Augen ist dies ein Problem, dessen Un-tersuchung lohnenswert ist.



Anhang AL�osung des inversenStreuproblems
In diesem Anhang wird ein Potential v(r) bestimmt, das zu der Ablenkfunk-tion (1.21) geh�ort.In der in Kapitel 1 vorgestellten Skalierung folgt aus �(l) = 0 f�ur l > 1, da�im Bereich r > 1 das Potential verschwindet. Die Gleichung (1.2) l�a�t sichdann wie folgt schreiben:�(l) = � � 2 Z 1�r drr2q (1�2v(r))l2 � 1r2= � � 2 Z 11 drr2q 1l2 � 1r2 � 2 Z 1�r drr2q (1�2v(r))l2 � 1r2= 2 arccos l � 2 Z 1�r drr2q (1�2v(r))l2 � 1r2 : (A.1)Der Beweis von Satz 1 erfolgt nun durch Einsetzen von (1.22) in (A.1). Dabeiist zu ber�ucksichtigen, da� wegendr(
)d
 = �1 + 3p3
2q1� 
2� e�p3k(1�
2) 32 > 0 (A.2)die Funktion r(
) streng monoton wachsend und damit invertierbar ist. Sie istdaher f�ur eine Variablensubstitution in (A.1) geeignet. Der klassische Um-kehrpunkt �r ist durch die Nullstelle des Wurzelausdrucks in dem Integral(A.1) gegeben. Diese Nullstelle entspricht dem Parameterwert 
 = l. Mitr(
 = 1) = 1 und r(
 = l) = �r erh�alt man damit ein Integral �uber das
{Intervall [l; 1], das nach kurzer Rechnung auf die Ablenkfunktion (1.21)f�uhrt.Ich beschreibe nun das konstruktive Verfahren zur Bestimmung von (1.22).Die wesentlichen Aspekte dieses Verfahrens sind dabei [New82] entnommen.146



147Ein Problem bei der L�osung des Integrals in (A.1) ist die implizite Abh�angig-keit der unteren Integralgrenze von v. Man f�uhrt zur Behebung dieser Schwie-rigkeit neue Variablen ein:y = 1l2 (A.3)x = 1(1� 2v(r))r2 : (A.4)L�a�t man ausschlie�lich attraktive Potentiale zu, so bedeutet dies, da� v(r) �0 ist und da� f�ur r aus dem Intervall ]0; 1[ die Ungleichung dv(r)=dr > 0erf�ullt ist. Damit liegt x in dem Intervall [1;1[ und f�ur das r{Intervall ]0; 1[l�a�t sich die Ungleichung dx=dr < 0 folgern. Also ist x in ]0; 1[ eine strengmonotone Funktion von r und die Integrationsvariable r in (A.1) l�a�t sichdurch x ersetzen. Mit (A.3) und (A.4) erh�alt man dann aus (A.1):�(y) = 2 arccos 1py � 2 Z 1y 1py � x pxr(x) dr(x)dx dx : (A.5)Mit den Funktionen g(x) = � pxr(x) dr(x)dx (A.6)und ~�(y) = �3p34 k(y� 32 � y� 12 )� + arccos 1py (A.7)folgt dann: ~�(y) = Z y1 dx g(x)py � x dx : (A.8)Dies ist eine Abelsche Integralgleichung, deren L�osung gegeben ist durch[Fl�u79]: g(x) = sin �2�  ~�(1)px� 1 + Z x1 d~�(y)dy dypx� y! : (A.9)Nach kurzer Rechnung ergibt sich damit:g(x) = 12px + 3p3kpx� 12x2 : (A.10)Um aus dieser Beziehung v(r) zu gewinnen, betrachtet man die logarithmi-sche Ableitung von 1 � 2v(r(x)) nach x, die nach (A.4) und (A.6) gegebenist durch: d ln(1� 2v(r(x)))dx = d ln 1xr2(x)dx = �1x + 2g(x)px : (A.11)Mit (A.10) folgt: d ln(1� 2v(r(x)))dx = 3p3kpx� 1x 52 : (A.12)



148 Anhang A. L�osung des inversen StreuproblemsDa v(r = 1) = 0 ist, erh�alt man v(r(x = 1)) = 0 und damit nach Integration:ln(1� 2v(r(x))) = 2p3k0@sx� 1x 1A3 : (A.13)Umgeformt ergibt sich als Resultat:v(r(x)) = 12 0@1� e2p3k�px�1x �31A : (A.14)Die Parametrisierung von r folgt dann direkt aus (A.4):r(x) = 1px e�p3k�px�1x �3: (A.15)F�uhrt man den Parameter 
 = 1=px ein, so erh�alt man Satz 1.Abschlie�end gebe ich f�ur die Bewegung im Inneren einer Mulde die Abh�angig-keit des Polarwinkels ' vom Parameter 
 an. Aus den Hamiltonschen Bewe-gunsgleichungen folgt:'(
) = � Z 1�r drr2q (1�2v(r))l2 � 1r2 : (A.16)Nach Einsetzen von (1.22) l�a�t sich das Integral explizit l�osen und man erh�alt:'(
) = � arccos l
 + k3p32 lq(1� 
2) (
2 � l2)+k3p34 �l3 � l� arcsin 1 + l2 � 2
21� l2 !� �2!! ; (A.17)wobei 
 aus dem Intervall [l; 1] stammt. Mit r(
) wie in Satz 1 sind die Bahn-kurven im Kon�gurationsraum f�ur das Innere einer Mulde damit berechnet.



Anhang BZur Hyperbolizit�at desTroll{Smilansky{Modells
In [TroSmi89] haben Troll und Smilansky ein System vorgestellt, dasdie Streuung an einem eindimensionalen Feld aus sich nicht �uberlappendenZentralpotentialen modelliert. Dieses Modell bildet | zum Teil mit Modi-�kationen | die Grundlage einiger Arbeiten [Bl�uSmi89, Tro91, Lai+92a,Lai+92b, Tro93]. In der Notation von [TroSmi89] wird das System durchfolgende Abbildung beschrieben:T : x0 = (x + kp)mod2� (B.1a)p0 = p+G(x0); (B.1b)mitG(x) = �sgn(cos x) sinx, k > 0. �Ahnlich wie in System (1.9) ist p eine zurWinkelvariablen x konjugierte Drehimpulsvariable. Das Vorzeichen von cos xgibt an, welches der beiden Nachbarpotentiale des aktuellen Zentralpotentialsals n�achstes besucht wird, d. h. in welche Richtung sich das Teilchen innerhalbdes Feldes bewegt.T wird solange iteriert, bis die Entweichbedingung erf�ullt ist. Dies ist derFall, sobald p gr�o�er als ein vorgegebenes pmax < 1=2 wird.Unter der Bedingung k =2]0; 4] konnten Troll und Smilanski die Hyper-bolizit�at f�ur eine N�aherung des Systems B.1 nachweisen. Diese N�aherung istdurch folgende Wahl von G gegeben:G(x) = ( �x jxj � �2� � x j� � xj � �2 : (B.2)Die Autoren vermuteten, da� eine �ahnliche Schlu�folgerung auch f�ur das Sy-stem (B.1) g�ultig ist und belegten dies numerisch. Mit der in Kapitel 3 vorge-stellten Technik ist es m�oglich, diese Vermutung zu beweisen. Aus Gr�unden149



150 Anhang B. Zur Hyperbolizit�at des Troll{Smilansky{Modellsder Vergleichbarkeit mit den Formeln in Kapitel 3 ist der Ausgangspunktnicht T , sondern T�1:T�1 : x0 = (x� kp0)mod2� (B.3a)p0 = p�G(x) : (B.3b)Zun�achst f�uhrt man wiederum eine Transformation durch, die zwei Punkteeines T�1{Orbits zu einem zusammenfa�t:u = p (B.4a)v = p�G(x) : (B.4b)F�ur die korrekte De�nition der Umkehrung dieser Transformation sind nun�ahnliche Einschr�ankungen vorzunehmen wie f�ur die �{ bzw. �{Variable inKapitel 3. Abh�angig von der Richtung im Feld sind unterschiedliche Win-kelbereiche x relevant. Entsprechend sind bei der Anwendung der trigono-metrischen Umkehrfunktion, die bei der Invertierung von (B.4) auftaucht,die korrekten Wertebereiche zu w�ahlen. Ich gebe die Umkehrtransformationnicht explizit an, da die konkrete Form f�ur das folgende nicht ben�otigt wird,nur die Existenz dieser Umkehrfunktion mu� sichergestellt sein.Das weitere Vorgehen ist dann analog zu dem in Kapitel 3. Beachtet man,da� dG(x)=dx f�ur Punkte in der invarianten Menge von 0 verschieden ist unddamit die Ableitung von G�1(x) durch (dG(x)=dxjG�1(x))�1 gegeben ist, soerh�alt man: DT = 0B@ 0 1� dG(x0)dxdG(x)dx 1 + dG(x0)dxdG(x)dx + k dG(x0)dx 1CA (B.5)Ein Vergleich mit (3.23) bzw. (3.22 ) liefert dann als Bedingung f�ur die Hy-perbolizit�at: 1 + ������ dG(x0)dxdG(x)dx ������ � � ������1 + dG(x0)dxdG(x)dx + kdG(x0)dx ������ (B.6)mit � 2]0; 1[. F�ur die oben angegebenen Funktionen folgt diese Ungleichungnach kurzer Rechnung aus der Ungleichung:k � 1 + �� 0@ 1���dG(x0)dx ��� + 1���dG(x)dx ���1A : (B.7)F�ur die gen�aherte Funktion G ist jdG=dxj = 1, so da� diese Bedingung f�urHyperbolizit�at �aquivalent ist mit der Bedingung:k > 4 : (B.8)Man erh�alt damit dasselbe Ergebnis wie in [TroSmi89]. Im nicht gen�ahertenFall ist (B.7) gleichbedeutend mit:k > 1 + ��  1j cos x0j + 1j cos xj! : (B.9)



151Insbesondere ist das System hyperbolisch, falls gilt:k > 2 max(x;p)2� 2j cos xj! ; (B.10)wobei � die invariante Menge bezeichnet. Mit diesem Resultat ist die Ver-mutung in [TroSmi89] pr�azisiert und bewiesen.



Anhang CSymmetrische periodischeOrbits
In [Bir66] hat Birkhoff eine Methode vorgestellt, mit deren Hilfe man peri-odische Punkte einer Abbildung F : � 7! � bestimmen kann. Voraussetzungdaf�ur ist, da� sich F als Produkt von zwei Involutionen schreiben l�a�t, d. h.:F = I1 � I0 (C.1)mit I21 = I22 = E ; (C.2)wobei E die Identit�at symbolisiert. Wie man durch Einsetzen veri�ziert, l�a�tsich die Umkehrabbildung von F wie folgt darstellen:F�1 = I0 � F � I0 : (C.3)F�ur alle n 2 Z ergibt sich damit die Beziehung:I0 � F�n = F n � I0 : (C.4)Man de�niert nun f�ur alle n 2 Z die AbbildungenIn = F n � I0 : (C.5)Mit Rn wird die Menge aller Fixpunkte von In bezeichnet:Rn = fp 2 �jIn(p) = pg (C.6)Mit diesen De�nitionen gilt dann:F nR0 = R2n (C.7)F nR1 = R2n+1 (C.8)152



153Der Beweis dieser Aussagen ist mit Hilfe von (C.4) zu f�uhren. Ist n�amlich pein Punkt aus R2n, so gilt: p = I2n(p)= F 2n � I0(p) ; (C.9)und dies ist wegen (C.4) �aquivalent zu:p = F n � I0 � F�n(p) : (C.10)Von links mit F�n multipliziert ergibt sich daraus:F�n(p) = I0(F�n(p)) : (C.11)Das bedeutet F�n(p) 2 R0 und damit:p 2 F nR0 : (C.12)Damit ist (C.7) bewiesen. Die Gleichung (C.8) beweist man �ahnlich. Sei p 2R2n+1, dann gilt: p = I2n+1(p)= F 2n+1 � I0(p)= F n � (F � I0) � F�n(p) (C.13)Mit (C.1) und (C.2) folgt damit:p = F n � I1 � F�n(p) : (C.14)Nach Multiplikation mit F�n erkennt man, da� F�n(p) aus R1 ist und dahergilt: p 2 F nR1 : (C.15)Damit ist auch (C.8) bewiesen.Mit diesen Hilfsmitteln l�a�t sich nun zeigen, da� ein Punkt p, der sowohlin Rn als auch in Rm liegt, ein jn � mj periodischer Punkt von F ist. Istn�amlich p 2 Rn \ Rm, so ist dies �aquivalent mit:In(p) = Im(p) (C.16)bzw. F n � I0(p) = Fm � I0(p) : (C.17)Diese Gleichung ist wiederum gleichbedeutend mit:I0 � F n�m � I0(p) = p ; (C.18)woraus mit (C.4) und (C.2) folgt:Fm�n(p) = p : (C.19)Also ist p ein periodischer Punkt der Periode jn�mj. Periodische Punkte, dieim Schnitt zweier Mengen Rn und Rm liegen, werden auch als symmetrischeperiodische Punkte bezeichnet.



Anhang DBeispiele periodischer Orbits
In diesem Anhang werden exemplarisch die Bahnkurven einiger periodischerOrbits des Zwei{Mulden{Systems im Ortsraum dargestellt. Der Ausschnittdes Ortsraumes ist in allen Darstellungen durch den x{Bereich [�2; 2] unddurch den y{Bereich [�0:9; 0:9] festgelegt. Die Bahnen geh�oren zum Parame-terwert k = 1:9. In den Bildunterschriften sind die Symbolfolgen der Orbitsangegeben. Mit Ausnahme von Abbildung D.1 sind die Symbolfolgen f�ur dasreduzierte System aufgef�uhrt. In Abbildung D.1 sind zur Verdeutlichung desZusammenhanges sowohl die Symbolfolgen des reduzierten als auch die desnichtreduzierten Systems angegeben. Der Auswahl der Orbits liegt keine Sy-stematik zugrunde. Ziel ist es lediglich, die Komplexit�at der Dynamik anhandvon Bahnkurven im Ortsraum zu verdeutlichen. In meinen Augen ist die hiervorgenommene Auswahl dazu geeignet.

Abbildung D.1: �[<=][<=][>=]� = �[< +][> +][< +]��[<=][<6=][>=]� = �[< +][< �][> �][< �][< +][> +]�
154
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Abbildung D.2: �[<6=][<6=][>6=]� ;�[<6=][>6=][>6=]�,�[<=][>6=][<6=]� ;�[>=][<6=][>6=]�,�[<=][<6=][<6=]� ;�[<=][<6=][>6=]�.



156 Anhang D. Beispiele periodischer Orbits

Abbildung D.3: �[<=][>6=][>=]� ;�[<=][<=][>6=]�],�[>=][>6=][<6=]� ;�[>=][>6=][<6=][<6=]�,�[>=][<6=][<6=][>6=]� ;�[<=][<=][>=][>6=]�.
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Abbildung D.4: �[<=][<=][<=][>6=]� ;�[<=][>=][<=][<6=]�,�[>=][>=][<6=][<6=]� ;�[<6=][<6=][>6=][>6=]�,�[<=][>=][>6=][<6=]� ;�[>=][>=][>6=][<6=]�.
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