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Einleitung

Die breitgefdacherte Palette klassischer Hamilton-Systeme wird von zwei System-
klassen mit extremen Eigenschaften berandet. Dabei handelt es sich zum einen
um die integrablen Systeme und zum anderen um die hart chaotischen Syste-
me. Fiir integrable Systeme existiert eine geschlossene Losungstheorie, namlich
die Hamilton-Jacobi- Theorie. Die Zeitentwicklung eines gegebenen Anfangszu-
standes 1a8t sich (im Prinzip) mit analytischen Methoden bestimmen. Zwar sind
integrable Systeme i.a. nichtlinear, aber durch geeignete kanonische Transfor-
mationen linearisierbar. Die Dynamik solcher Systeme ist ,regulédr®, geordnet®.
Gebundene Bewegungen beispielsweise sind stets periodisch oder quasiperiodisch.
Ferner verursachen kleine Unsicherheiten in der Kenntnis des Anfangszustandes
in der Regel nur kleine Unsicherheiten bei der Angabe spéterer Zusténde.

Hart chaotische Systeme verhalten sich hingegen vollig anders. Die zu Grunde
liegenden Bewegungsgleichungen koénnen nicht wie oben linearisiert werden und
lassen sich nur numerisch integrieren. Hart chaotische Systeme weisen, wie der
Name sagt, eine vollkommen irregulére, chaotische Dynamik auf. Die Bewegun-
gen erscheinen willkiirlich und zuféllig. Das Chaos ist ,,voll entwickelt* in dem
Sinne, daf} der gesamte Phasenraum von irreguldren Strukturen beherrscht wird.
Nirgendwo existieren ausgedehnte ,,Inseln der Ordnung®, auf denen eine regulére
Bewegung erfolgt. Zwei dicht benachbarte Trajektorien laufen fast immer expo-
nentiell auseinander. Das hat zur Folge, dal eine geringfiigige Unsicherheit des
Anfangszustandes zu einer grofien Unsicherheit spéiterer Zustédnde fithrt. Obwohl
deterministisch, ist die Dynamik hart chaotischer Systeme also praktisch nicht
vorhersagbar.

Generische Hamilton-Systeme sind irgendwo zwischen diesen beiden Extremen
anzusiedeln. Systeme, die ,beinahe“ integrabel sind, kénnen als integrable Sy-
steme behandelt werden, die einer kleinen Storung unterworfen sind. Mit den
Methoden der Stirungstheorie konnen Néherungslosungen fiir solche Systeme
gefunden werden. Bei der Untersuchung von Bewegungen iiber hinreichend kurze
Zeitintervalle ist diese Vorgehensweise sehr erfolgreich [Arn78].

Daher liegt es nahe, bei der Beschreibung von Systemen, die von Chaos domi-
niert werden, nach dem gleichen Prinzip vorzugehen. Sie konnen als hart chaoti-
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FEinleitung 3

sche Systeme betrachtet werden, die von kleinen Phasenraumbereichen, in denen
Ordnung herrscht, ,,storend” beeinflult werden. Dafiir benttigt man allerdings
zunéchst eine Theorie zur Analyse hart chaotischer Systeme.

Bei der Entwicklung einer solchen ,,Chaostheorie“ sind innerhalb der letzten bei-
den Jahrzehnte erhebliche Fortschritte erzielt worden. Ziel dieser Theorie ist es
nicht, Aussagen iiber die Zeitentwicklung bestimmter Zustéinde zu machen, denn
eine solche Fragestellung ist wegen der praktischen Unvorhersgabeit der Dyna-
mik nicht sinnvoll. Vielmehr werden Grofien betrachtet, die das zu untersuchende
System global beschreiben. Beispiele sind Escape-Raten, Lyapunov-Exponenten,
verallgemeinerte Entropien oder auch fraktale Dimensionen bestimmter Teilmen-
gen des Phasenraumes, die unter der Dynamik invariant sind.

Zur Berechnung solcher Gréflen ist eine Theorie entwickelt worden, die auf Me-
thoden der Statistischen Mechanik basiert und als Thermodynamischer Formalis-
mus bezeichnet wird [Rue78, BecSch93]. Eine Alternative dazu stellt die Theorie
der periodischen Orbits dar. Sie ermdoglicht die Bestimmung der Systemgréfien
aus den Eigenschaften der periodischen Orbits des betrachteten Systems. In
[Art4+90a, Art+90b] sind die wichtigsten Aspekte dieser Theorie erstmalig zu-
sammengefaflt worden. Zur Zeit entsteht ein ausfiihrliches Webbook zu diesem
Thema [Cvi401].

Um solche Theorien erproben zu koénnen, bendtigt man hart chaotische Mo-
dellsysteme. Bei bisherigen Untersuchungen sind vorwiegend zweidimensionale
Potentiale betrachtet worden, die aus harten, konvexen Winden bestehen, sog.
dispersive Billards. In solchen Systemen ist jede Trajektorie instabil; benachbar-
te Trajektorien laufen exponentiell auseinander. Im Bereich der offenen Syste-
me (Streusysteme) gilt das Dreischeiben-Billard als Prototyp fiir hartes Chaos
[Cvi+94, Cvi+01].

Auf den ersten Blick erwartet man daher nicht, daf§ auch bei der Streuung an
einer Anordnung, die sich aus attraktiven Potentialen zusammensetzt, chaotisches
Verhalten zu beobachten ist. Die fokussierende Wirkung attraktiver Potentiale
sollte eigentlich stabilisierend wirken. Tatséchlich ist z. B. die Bewegung eines
geladenen Teilchens in zwei nebeneinander liegenden gleichstarken attraktiven
Coulomb-Potentialen integrabel [Cha27].

Es ist jedoch ein Streusystem mit zwei Freiheitsgraden gefunden worden, das
sich aus zwei Muldenpotentialen zusammensetzt und dennoch hart chaotisch ist
[Ste95]. Die Chaotizitit des Systems ist, grob gesagt, folgendermafien zu erkliren:
Zum einen sind die Potentiale so beschaffen, daf Trajektorien durch Uberfoku-
sierung destabilisiert werden. Zum anderen ermoglichen die Potentiale so starke
Ablenkungen, dafl sich ein an ihnen gestreutes Teilchen lange im Wechselwir-
kungsbereich aufhalten kann. Dieses attraktive Streusystem ist als Modell fiir
hartes Chaos dem repulsiven Dreischeiben-Billard mindestens ebenbiirtig, wenn
nicht gar iiberlegen, da es einfacher ist.
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Obiges Zweimuldensystem ist auch das Thema der vorliegenden Arbeit. Wahrend
in [Ste95] die Untersuchung des Systems mittels des Thermodynamischen For-
malismus im Vordergrund steht, wird hier eine Analyse mit den Methoden der
Theorie der periodischen Orbits durchgefiihrt.

Die Arbeit besteht aus vier Kapiteln. Die ersten beiden Kapitel sind an [Ste95]
angelehnt. In Kapitel 1 wird das Zweimuldensystem vorgestellt. Es wird eine
zeitdiskrete Abbildung hergeleitet, welche die Dynamik des Systems vollstdndig
beschreibt. Aus den Orbits dieser Abbildung kénnen Trajektorien des Hamilton-
schen Flusses rekonstruiert werden. Die Abbildung wird beziiglich der Symmetrie,
die das System aufweist, reduziert. Die Symmetriereduktion spielt in allen dar-
auffolgenden Kapiteln eine wichtige Rolle.

In Kapitel 2 geht es um grundlegende Eigenschaften der Abbildung. Zunéchst
wird die Definition von Chaos nach DEVANEY eingefiihrt und damit der Begriff
yhartes Chaos®“ prézisiert. Anschliefend wird die Geometrie der Abbildung un-
tersucht und die Struktur der invariantem Menge beschrieben. Die in [Ste95]
bewiesene Hyperbolizitit der invarianten Menge ermoglicht ferner die Einfithrung
einer vollstindigen Symbolischen Dynamik. Mit dieser wird die harte Chaotizitat
der Abbildung gezeigt. Ferner wird ein numerisches Verfahren zur Bestimmung
periodischer Orbits vorgestellt, das auf der Symbolischen Dynamik basiert.

Die Hyperbolizitét, die Existenz der Symbolischen Dynamik sowie die harte Chao-
tizitéat sind wichtige Voraussetzungen fiir die Anwendbarkeit der Theorie der pe-
riodischen Orbits.

Eine allgemeine Darstellung dieser Theorie, in Anlehnung an [Cvi+01], ist Ge-
genstand von Kapitel 3. Im Mittelpunkt der Theorie stehen die dynamische Zeta-
Funktion und die Selbergsche Zeta-Funktion. Mit diesen Funktionen lassen sich
die gesuchten Systemgrofien exakt bestimmen — aber nur im Prinzip, denn die
Funktionen héingen von den Eigenschaften aller, also in der Regel von unendlich
vielen periodischen Orbits des untersuchten Systems ab. Die dadurch entstehende
Problematik wird durch ein erstmalig in [Cvi88] eingefiihrtes Naherungsverfahren,
die Cycle Ezxpansion, behoben. Diese ermdglicht die ndherungsweise Berechnung
der Zeta-Funktionen aus einer endlichen Anzahl periodischer Orbits.

In Kapitel 4 kommt die Theorie schlieBllich zur Anwendung, indem verschiede-
ne charakteristische Groflen des Zweimuldensystems bestimmt werden. Die dazu
erforderliche genaue Berechnung periodischer Orbits macht den iiberwiegenden
Anteil am numerischen Aufwand aus. Aus der dadurch entstehenden Datensamm-
lung werden mit der Cycle Expansion die Systemgrofien ermittelt. Dabei erfolgt
ein Vergleich mit Ergebnissen aus anderen, ,primitiveren“ numerischen Verfah-
ren, die keinen besonderen theoretischen Unterbau besitzen.



Kapitel 1

Das System

In dieser Arbeit wird die Streuung eines Teilchens der Masse m in der z-y-Ebene
an zwei gleichen attraktiven Zentralpotentialen V' (r) betrachtet. Deren Zentren
befinden sich in den Punkten Ry = (Ry,0) und R; = (—Ry,0). Die beiden Po-
tentiale besitzen endliche Reichweite und iiberlappen sich nicht. In Abbildung 1.1
ist die Geometrie der Streuanordnung dargestellt. Diese ist invariant unter Spie-
gelungen an der z- und an der y-Achse sowie unter Drehungen am Ursprung um
den Winkel 7. Zusammen mit der Identitdt bilden diese Symmetrieoperationen
die Symmetriegruppe Cs,.

Das System besitzt folgende Hamilton-Funktion:

P2
H(R,P) = _— + V(R - Ro|) + V(R — Ri). (1.1)
Durchlauft das Teilchen eine der beiden Potentialmulden, so wird es um einen
Winkel —© abgelenkt. Bezeichnet man mit [ die z-Komponente des Drehimpulses
des Teilchens beziiglich des Zentrums der durchlaufenen Mulde und mit E die
Energie des Teilchens, so ist © durch folgende Ablenkfunktion gegeben [Chi74]:

O(l) =sgn(l) m — 21

(1.2)

o0 dr
/r 2\ fam(E V() - £

Bei 7 handelt es sich um den &dufleren klassischen Umkehrpunkt des Teilchens.
Dieser ist die grofite Nullstelle des Nenners. Es gilt

o(l) = —6(-1), (1.3)
was die Zeitumkehrinvarianz wiedergibt.

Die kanonischen Bewegungsgleichungen des durch (1.1) definierten dynamischen
Systems vermitteln einen Flufl in einem vierdimensionalen Phasenraum. Im fol-

7



8 Kapitel 1. Das System

Abbildung 1.1: Das Zweimulden-Streusystem. Die Kreise geben die Reichweite der Potentiale
an und haben geméif der Lingenskalierung (1.4a) den Radius 1. Der Abstand der Streuzentren
vom Ursprung betrigt Ry = 1.1.

genden wird jedoch unter Verwendung der Ablenkfunktion eine Abbildung herge-
leitet, welche die Dynamik des Systems bereits vollstindig beschreibt. Insbeson-
dere wird es moglich sein, aus den Orbits der Abbildung Bahnkurven im Ortsraum
zu rekonstruieren.

Um die nachfolgenden Rechnungen moglichst einfach zu halten, werden in Ab-
schnitt 1.1 Skalierungen vorgenommen. Die erwihnte Abbildung wird in Ab-
schnitt 1.2 hergeleitet. Im darauffolgenden Abschnitt 1.3 wird beschrieben, wie die
Abbildung beziiglich der Cs,-Symmetrie reduziert wird. Abschnitt 1.4 beschéftigt
sich mit den Eigenschaften der Ablenkfunktionen verschiedener Muldenpotentiale
sowie mit der Einfithrung einer Modellablenkfunktion.

1.1 Skalierungen

Die Reichweite der Potentiale sei mit p bezeichnet. Dadurch wird im folgenden
die Mafleinheit der Lénge definiert. Alle dynamischen Variablen werden auf di-
mensionslose Gréflen transformiert:

% . R (1.4a)
\/21:1—E . P (1.4D)
%\/%t — t (1.4c)

H g (1.4d)

[\

E



1.1. Skalierungen 9

vir)

Y5 V(r). (1.4e)
In (1.4e) ist die Skalierung £ — r im Argument zu beachten.

Aus den Skalierungen ergeben sich einige Folgerungen: An (1.4b) kann man ab-
lesen, dafl auerhalb der Streupotentiale

P|=1 (1.4f)

gilt. Aus der Definition des Drehimpulses folgt, daf3 dieser sich geméf

— [ (1.4g)

transformiert. Der Drehimpuls stimmt ferner wegen (1.4f) mit dem Stoparameter
iiberein. Daher ist ein Drehimpulsbetrag gréfler als 1 gleichbedeutend mit einem
Vorbeiflug an der Mulde.

Mit den Gleichungen (1.4a-c) zeigt man, dafl nach Durchfithrung der Skalierungen
R=P (1.4h)

gilt. Das bedeutet, dafl die Masse des Teilchens aus allen Gleichungen herausfllt,
d. h. die Masse wird auf 1 transformiert:

1 — m (1.4i)

Gleichung (1.4d) besagt nichts anderes, als daf§ die Energie auf den Wert 1/2
skaliert wird:

; — (1.4j)

Leitet man die Ablenkfunktion in den skalierten Groflen her, dann nimmt sie
folgende Gestalt an:

O(l) =sgn(l) m — 21

(1.5)

/°° dr
T 7“2\/1 —2V(r) — 7l~_22

Fiir alle folgenden Uberlegungen und Rechnungen wird der Abstand der Streu-
zentren vom Ursprung auf

Ry=1.1 (1.6)
festgelegt.
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1.2 Herleitung der Abbildung

Angenommen, das Teilchen durchlduft die i-te Mulde (i = 0,1) mit dem Dreh-
impuls /; beziiglich des Muldenzentrums R,;. Dann mufl wegen der obigen Skalie-
rungen notwendig

;] <1 (1.7)
gelten. Wenn das Teilchen die i-te Mulde mit dem Impuls P verlaft, dann sei der

Winkel zwischen P und R; mit 3; bezeichnet. Das Teilchen besucht anschliefend
genau dann Mulde j (mit j = 1 — ), wenn die beiden Bedingungen

T 37
— ;< — 1.
5 < G < 5 (1.8)
und
;] <1 (1.9)
erfiillt sind, wobei [; den Drehimpuls beziiglich R; bezeichnet:
li = [(R—Ry)x Pl

Der Winkel zwischen P und R; ist durch 3; — 7 gegeben. Durch die j-te Mulde
(falls diese tatsdchlich besucht wird) erfihrt das Teilchen eine Ablenkung um
—0(l;). Fiir den Austrittswinkel 3; gilt dann also:

Durch die Gleichungen (1.10) und (1.11) zusammen mit den Bedingungen (1.8)
und (1.9) ist eine Poincaré-Abbildung des Hamiltonschen Flusses gegeben. Das
Tripel (8;, l;, 1) wird auf das Tripel (3;,;, 1 —t) abgebildet. Durch diese Abbildung
wird die Dynamik fiir Trajektorien, die wenigstens einmal eine Potentialmulde
aufsuchen, vollstdndig und eindeutig beschrieben.

Um die Abbildung in iibersichtlicher Weise zu notieren, wird nun der Index i
weggelassen und der Index j durch einen hochgestellten Strich ersetzt. Aulerdem
wird eine Variable p eingefiihrt, die angibt, bei welcher Mulde sich das Teilchen
gerade aufhélt, d.h. es wird u = i und p/ = j gesetzt. Damit ist die Abbildung
gegeben durch

go= p—m—-0() (1.12a)
I [+ 2Rysin 3 (1.12Db)

!/

o= 1-p. (1.12¢)

S



1.3. Symmetriereduktion 11

Es sind nur [-Werte mit || < 1 zuléssig. Die Abbildung F wird iteriert, wenn die
Bedingungen
' <1 (1.12d)

und 3

77 s

<<= 1.12

T p< (1.12)
gelten. Um (1.12d) zu tiberpriifen, mu I’ aus (1.12b) berechnet werden. Ist

(1.12d) dann verletzt, so ist das Ergebnis fiir I’ nachtriaglich zu verwerfen.

Die Abbildung ﬁ’(ﬁ,l,u) ist invertierbar. In F’_l(ﬁ’,l’,u’) diirfen nur ’-Werte
mit |I'| < 1 eingesetzt werden. Nach der Iteration von F~! sind die Bedingungen
|I| <1 und (1.12e) nachtriglich zu iiberpriifen; gegebenenfalls ist das Ergebnis
der Iteration zu verwerfen.

Eine einlaufende Trajektorie ist somit durch ein Tripel (53,1, 1) gegeben, das kein
zuldssiges Urbild besitzt, eine auslaufende Trajektorie durch ein Tripel, dessen
Bild unzuléssig ist.

Der Phasenraum, in welchem die Abbildung F wirkt, ist der folgende zweifache
Zylinder: X
['=8"x[-1,1] x {0,1}. (1.13)

Das dynamische System (f, F ) wird im folgenden als nichtreduziertes System be-
zeichnet, da an ihm noch nicht die nachfolgend beschriebene Symmetriereduktion
vorgenommen wurde.

1.3 Symmetriereduktion

Die Invarianz der Streuanordnug unter der Symmetriegruppe Cy, iibertrégt sich
auf die Abbildung F. Die Elemente von Cp, werden mit e, o, oy, C2 bezeichnet.
Im Ortsraum werden diese Elemente durch die Identitét, die Spiegelung an der
x-Achse, die Spiegelung an der y-Achse sowie die Drehung um 7 realisiert. Im
Phasenraum I’ hingegen werden die Wirkungen der Gruppenelemente durch fol-
gende Transformationen beschrieben:

e(B, L) = (B, p), (1.14a)
o.(B,0, 1) = (=B8,—l,p), (1.14b)
oy(B,L,pn) = (=8,-1,1—p), (1.14c)
ca(B,lp) = (B,1,1—p). (1.14d)

Die Abbildung F ist wegen (1.3) invariant unter jeder dieser Transformationen.
Das heifit, ist g eine beliebige dieser Tranformationen, so gilt:

F=g'loFog. (1.15)
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Im Verlauf der Arbeit wird es sich als sehr niitzlich erweisen, das System beziiglich
der Cy,-Symmetrie zu reduzieren. Das bedeutet, dafi die Dynamik auf den Fun-
damentalbereich

=2

= S'x[0,1] x {0}
~ St x0,1] (1.16)

eingeschrankt wird. Der gesamte Phasenraum [ setzt sich aus Bildern des Fun-
damentalbereichs T' unter den Symmetrieoperationen (1.14) zusammen. Bei der
Symmetriereduktion wird fiir jeden Orbit von F' jeder Orbitpunkt, der sich auBer-
halb von T befindet, durch eine jeweils geeignet zu withlende Symmetricoperation
auf einen zugehdrigen Punkt in T abgebildet. So enstehen Orbits einer Abbildung
F, die nur auf dem Fundamentalbereich wirkt. Das dynamische System (T, F)
wird als reduziertes System bezeichnet. Orbits von F', die sich nur durch eine Sym-
metrieoperation unterscheiden, werden stets auf ein und denselben Orbit von F
abgebildet; sie werden also identifiziert.

Der Ubergang zum reduzierten System, also die Herleitung einer Abbildungsvor-
schrift fiir F, erfolgt nun in zwei Teilschritten. Der erste Schritt besteht darin,
auf die Angabe der Mulde, bei welcher sich das Teilchen gerade aufhélt, zu ver-
zichten. Es werden nur Startwerte mit p = 0 zugelassen, und es wird nach jeder
Iteration die Transformation (1.14d) angewandt. Das bedeutet, dafl Orbits von
F , die sich nur durch die Operation ¢, unterscheiden, identifiziert werden. Es er-
folgt also eine Reduktion beziiglich der Untergruppe Cs = {e, c2} von Cy,. Damit
beschrankt man sich auf den einfachen Zylinder

r St x [-1,1] x {0}

St x [-1,1] (1.17)

12

als Phasenraum, in welchem die zweidimensionale Abbildung

g = pg—m—-0() (1.18a)
' = 1+2Rysinf (1.18b)

F:

wirkt. Es gilt det DF' = 1, folglich ist F' flaichenerhaltend. Das dynamische Sy-
stem (I, F') wird im folgenden teilweise reduziertes System genannt. Es unter-
scheidet sich vom nichtreduzierten nur durch den fehlenden Austausch zwischen
den beiden Phasenraumhalften. Die wesentlichen Aspekte der Dynamik sind in
F enthalten. Daher wird in Kapitel 2 die Abbildung F' anstelle von F analysiert.

Im zweiten Schritt der Symmetriereduktion wird ausgenutzt, daf§ F' wegen (1.3)
invariant unter der Transformation

(8,0) — (=8, =1). (1.19)
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ist. Um zum reduzierten System iiberzugehen, wird jedesmal, wenn die I-
Komponente eines Orbitpunktes von F' negativ wird, (1.19) angewandt, wodurch
man die Einschrinkung auf I erhlt, siche (1.16). Das reduzierte System besitzt
also die Abbildung

g = B-m=0{) } falls 1 4+ 2Ry sin 8 > 0, (1.20a)
7. ! = [+2Rysinf3 (1.20b)
g = —3-—7-0() } const. (1.20c)
I!' = —1—2Rysinf (1.20d)

Das reduzierte System spielt in allen folgenden Kapiteln eine Rolle, vor allem
aber bei den theoretischen Uberlegungen in Kapitel 3 und den Anwendungen in
Kapitel 4.

In den Abbildungen F', F und F ist die Ablenkfunktion ©({) enthalten, fiir die
noch kein spezieller Ausdruck angegeben wurde. Die Ablenkfunktion ist Thema
des folgenden Abschnitts.

1.4 Die Ablenkfunktion

Man muf sich iiberlegen, welche attraktiven Zentralpotentiale eine ,interessante®,
d. h. hinreichend verwickelte Dynamik ermoglichen. Das System sollte so beschaf-
fen sein, dal Trajektorien existieren, die haufig zwischen den Mulden hin- und
herlaufen. Hierfiir mufl das Potential Ablenkungen ermdoglichen, die (am besten
deutlich) grofler sind als 7. In diesem Abschnitt werden zunéchst die Eigenschaf-
ten klassischer Ablenkfunktionen anhand von Beispielen diskutiert. Damit soll
plausibel gemacht werden, dafl eine Klasse von Potentialen existiert, welche die
obige Forderung erfiillen. AnschlieBend wird fiir diese Klasse eine geeignete Mo-
dellablenkfunktion angegeben, die im folgenden verwandt werden soll.

1.4.1 Eigenschaften klassischer Ablenkfunktionen

Zerlegt man die kinetische Energie eines Teilchens, welches sich in einem Zentral-
potential bewegt, in den Radial- und den Azimutalanteil, so zeigt sich, dafl die
Radialbewegung des Teilchens fiir genau diejenigen Radien r klassisch erlaubt ist,

fiir welche gilt:
l2

Ver(r) = V(1) + Sy <FE (1.21)
oder, geméaf} den Skalierungen,
12 1
Vig(r) = V(r) + — < =. (1.22)

2r2 — 2
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Die Funktion V.g(r) bezeichnet man als Effektivpotential.

Ein Beispiel fiir ein attraktives Zentralpotential ist das Woods-Saxon-Potential:

V(r)= —Lor_m. (1.23)

l+e =

Die Abbildungen 1.2 und 1.3 zeigen Effektivpotentiale fiir die Woods-Saxon-
Wechselwirkung bei verschiedenen Drehimpulsen, und zwar fiir die ,, Topftiefen*
Vo = 3 bzw. V5 = 1. Aufgrund der Skalierung (1.4e) entspricht ein kleinerer Wert
von Vj einer hoheren Energie. Die Forderung V(r) = 0 fiir » > 1 ist in beiden
Féllen in guter Naherung erfiillt.

In den Abbildungen ist zu erkennen, dafl das Effektivpotential fiir gewisse Dreh-
impulswerte ein lokales Maximum besitzt. Es kann vorkommen, daf fiir einen be-
stimmten Drehimpuls das lokale Maximum von Vig(r) gerade gleich der Energie
ist. Ein Beispiel hierfiir ist (in guter Ndherung) durch die Kurve fiir [ = 0.51
in Abbildung 1.2 gegeben. In solchen Féllen kommt die Radialbewegung des
Teilchens asymptotisch auf dem lokalen Maximum zum FErliegen, d.h. das Teil-
chen wird durch das Potential eingefangen und néhert sich asymptotisch einer
Kreisbahn im Ortsraum an. Der Ablenkwinkel hat in diesem Fall einen unend-
lichen Wert. Man spricht hierbei von Orbiting, die Ablenkfunktion ©(l) besitzt
im Orbiting-Drehimpuls eine sog. Orbiting-Singularitit. Der Radikand im Nenner
des Integranden in (1.5) hat dann ndmlich im lokalen Maximum von Vg eine
doppelte Nullstelle, was zur Divergenz des Integrals fithrt. Bei dem betrachteten
Beispiel liegt der Orbiting-Drehimpuls also etwa bei [ = 0.51. Man bezeichnet die
Streuung an einem Potential, dessen Ablenkfunktion eine Orbiting-Singularitét
besitzt, als Orbiting-Streuung.

In einem gewissen Drehimpulsintervall oberhalb des Orbiting-Drehimpulses
zerfallt der klassisch erlaubte r-Bereich in zwei disjunkte Intervalle. In dem In-
tervall mit kleineren r-Werten existiert eine gebundene Bewegung zwischen zwei
inneren klassischen Umkehrpunkten; in dem Intervall mit gréferen r-Werten,
welches sich vom &dufleren klassischen Umkehrpunkt bis ins Unendliche erstreckt,
findet die Streubewegung statt.

Es ist allerdings auch moglich, daf fiir denjenigen Drehimpuls, bei dem Vg(r)
einen Sattelpunkt besitzt, der Sattelwert, die sog. Orbiting-Schwelle, niedriger
ist als die Energie — wie Abbildung 1.3 zeigt. In diesem Fall ist kein Orbiting
moglich. Die Ablenkfunktion besitzt dann keine Orbiting-Singularitét. Sie hat je-
doch im Bereich positiver Drehimpulse ein Minimum. Fiir positive Drehimpulse
kann namlich bei einem attraktiven Potential die Ablenkfunktion nicht positiv
sein. Fiir [ = 0 und fiir sehr grofe [ ist die Ablenkung jedoch null, folglich muf3 die
Ablenkfunktion ein Minimum besitzen, sofern sie stetig ist (die Ablenkfunktion
kann u. U. Unstetigkeitsstellen besitzen, sieche unten). Man bezeichnet den Wert
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Abbildung 1.2: Effektivpotentiale der Woods-Saxon-Wechselwirkung fiir Vy = 3, rg = 0.3,
a = 0.05 und fiir die Drehimpulse I = 0, 0.36, 0.51, 0.66, 0.81 (von unten nach oben). Die
unterste Kurve stellt somit das Woods-Saxon-Potential selbst dar. Die gestrichelte Linie gibt
die Energie wieder (E=1/2).

Abbildung 1.3: Wie Abbildung 1.2, jedoch V = 1 sowie [ = 0, 0.23, 0.32, 0.41, 0.5 (von unten
nach oben).
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Abbildung 1.4: Ablenkfunktionen des Woods-Saxon-Potentials fiir Vj = 0.5,0.75,1, 3 (von oben
nach unten). Die iibrigen Parameterwerte sind dieselben wie in Abb.1.2. Fiir V) = 3 erkennt
man eine Orbiting-Singularitét.

der Ablenkfunktion im Minimum als Regenbogenwinkel ©g, den dazugehorigen
Drehimpuls als Regenbogendrehimpuls lg. Die Streuung an einem Potential, des-
sen Ablenkfunktion ein Minimum besitzt, nennt man Regenbogenstreuung. Die
vorliegende Arbeit hat ausschlieflich die Regenbogenstreuung zum Thema, die
Orbiting-Streuung wird nicht behandelt.

Abbildung 1.4 zeigt Ablenkfunktionen des Woods-Saxon-Potentials fiir verschie-
dene Potentialtiefen. Durch Erhoéhung der Potentialtiefe lassen sich offensicht-
lich beliebig hohe Betrége fiir den Regenbogenwinkel erzielen, bis dieser in eine
Orbiting-Singularitédt iibergeht. Der Regenbogendrehimpuls dndert sich hinge-
gen bei Anderung der Potentialtiefe nur geringfiigig. Bei geeigneter Wahl der
Parameterwerte ermoglicht das Woods-Saxon-Potential also ausreichend starke
Ablenkungen.

Das Woods-Saxon-Potential ist ein Beispiel fiir ein Muldenpotential mit , wei-
cher Kante“; es besitzt einen inneren konkaven Bereich (d.h. einen Bereich mit
V”(r) > 0) und einen duBeren konveren Bereich (d.h. mit V”(r) < 0), und am
Rand, also bei r = 1, ist die Steigung des Potentials sehr gering. Andere Potentiale
mit weicher Kante besitzen &hnliche Ablenkfunktionen. Die geringe Steigung am
Rand sowie der anschlielende steile Abfall des Potentials ermoglichen nédmlich,
dal das Effektivpotential bei gewissen Drehimpulswerten ein lokales Maximum
besitzt. Somit existiert eine Orbiting-Schwelle. Diese kann unterhalb der Energie
liegen (kein Orbiting). Bei Erhohung der Potentialtiefe erhoht sich jedoch stets



1.4. Die Ablenkfunktion 17

auch die Orbiting-Schwelle: Der Drehimpuls, bei welchem das Effektivpotential
einen Sattelpunkt besitzt, erhoht sich dann nédmlich ebenfalls und damit der Zen-
trifugalanteil 1?/2r? von Veg(r) und der Sattelwert. Die Orbiting-Schwelle kann
stets auf einen Wert angehoben werden, der hoher liegt als die Energie, so dafl
Orbiting ermdglicht wird: Da némlich der Zentrifugalterm /2/2r* am Rande des
Potentials der dominierende Anteil von Veg(r) ist und das Potential im Randbe-
reich nur eine geringe Steigung besitzt, existiert, egal wie tief das Potential ist,
fir [ — 1 zumindest im Randbereich ein Intervall, auf dem Vg(r) Werte grofier
als £ = 1/2 annimmt. Ist der Abfall des Potentials im Inneren steil genug, so
besitzt Veg(r) fiir [ &~ 1 ein lokales Maximum oder einen Sattelpunkt mit einem
Wert, der groBer als 1/2 ist.

In den Abbildungen 1.2 und 1.3 kann man das besprochene Phdnomen auch be-
obachten: Fiir Vy = 1 besitzt Vig(r) bei [ &~ 0.41 einen Sattelpunkt, fir V5 = 3
hingegen bei einem [ zwischen 0.66 und 0.81. Der Sattelwert von Veg(r) ist im letz-
teren Falle wesentlich hoher als im ersteren; insbesondere liegt er fiir V; = 1 unter-
halb, fiir V) = 3 hingegen oberhalb der Energie. Man kann also durch Erhohung
der Potentialtiefe beliebig hohe Betrige fiir den Regenbogenwinkel erlangen, bis
hin zu einer Orbiting-Singularitdt. Die erwiinschte Existenz ausreichend hoher
Ablenkwinkel ist bei beliebigen Potentialen mit weicher Kante bei geeigneter Po-
tentialtiefe gegeben.

Es gibt jedoch auch andere Arten von Muldenpotentialen, etwa solche, die nur
einen konkaven Bereich (und somit eine ,harte Kante*) besitzen. Das Auftreten
einer Orbiting-Singularitat in |0, 1[ ist dann nicht zu erwarten, denn mit dem
Potential ist auch das Effektivpotential in |0, 1] konkav und hat somit kein lokales
Maximum. Dies ist beispielsweise bei folgendem Parabelpotential der Fall:

[ V(*=1) , 0<r<1
Vir) = { 0 , sonst. (1.24)

In Abbildung 1.5 sind Ablenkfunktionen fiir dieses Potential dargestellt. Fiir
Vo < 0.5 besitzt die Ablenkfunktion in |0, 1] ein Minimum. Der Regenbogenwinkel
ist dann jedoch nicht kleiner als —7/2, die Ablenkung ist also zu schwach. Fiir
hohere Potentialtiefen sind starkere Ablenkungen moglich. Abbildung 1.5 erweckt
allerdings den Anschein, daf die Ablenkfunktion fiir V5 > 0.5 in ]0, 1] kein Mini-
mum mehr besitzt, sondern monoton fallend ist. Tatséchlich zeigt eine genauere
Analyse, dafl lim;; ©(1) = —7/2 fiir Vj = 0.5 gilt. Im Falle V5 > 0.5 ergibt eine
Abschitzung eine obere Schranke von —//2V} fiir lim; 11 ©(1). Der Grenzwert
ist fiir V > 0.5 jedoch deutlich negativer als die Schranke, aber dennoch endlich.

Fiir [ > 1 ist die Ablenkung jedoch null, somit ist die Ablenkfunktion fiir V5 > 0.5
unstetig in 1. Diese Unstetigkeit tritt bei Muldenpotentialen allgemein immer
dann auf, wenn die Steigung des Potentials am Rand grofler als 1 ist. Dann ist
namlich fiir alle 0 < [ < 1 die Steigung des Effektivpotentials am Rand grofler
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 1.5: Ablenkfunktionen des Parabelpotentials (1.24) fiir die Potentialtiefen Vy =
0.35,0.45,0.5,0.52 (von oben nach unten).

als 0, so dafl sich der klassische Umkehrpunkt, und damit die Ablenkfunkion,
unstetig dndert, wenn [ den Wert 1 unterschreitet.

Aufgrund dieser etwas pathologischen FEigenschaft werden hier Potentiale mit
harter Kante von der Betrachtung ausgeschlossen. Fiir die Regenbogenstreuung
an Muldenpotentialen mit weicher Kante wird nun eine Modellablenkfunktion
angegeben.

1.4.2 Die Modellablenkfunktion

Muldenpotentiale haben in der Regel Ablenkfunktionen mit einem sehr schma-
len Minimum. Langlebige Streuorbits des Zweimuldensystems besitzen in solchen
Fallen [-Werte, die nahe beim Regenbogendrehimpuls [g liegen, da die Ablen-
kung sonst zu klein wére. Beispielsweise nimmt die in Abbildung 1.4 gezeigte
Ablenkfunktion des Woods-Saxon-Potentials fiir V5 = 1 nur auf einem sehr klei-
nen [-Intervall Werte kleiner als —7 an.

Damit verschiedene langlebige Orbits deutlicher voneinander unterschieden wer-
den koénnen, wird eine Modellablenkfunktion eingefiihrt, die ein relativ breites
quadratisches Minimum besitzt. Sie lautet folgendermafien [Ste95]:

o) :{ WL~ I <1 (1.25)

0 , sonst,
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mit k£ > 0. Diese Ablenkfunktion erfiillt die Zeitumkehrsymmetrie (1.3). Der
Regenbogendrehimpuls ist konstant: [z = 1/4/3. Der Regenbogenwinkel hingt
jedoch von k ab: O = —km. Sein Betrag lafit sich somit durch Erhéhung von k
beliebig anheben.

Aus der obigen Diskussion iiber klassische Ablenkfunktionen folgt, daf3 die
Erhohung von k bis zum Wert oo der Erniedrigung der Energie bis hin zur
Orbiting-Schwelle entspricht. Die Eigenschaften der Modellablenkfunktion stim-
men im wesentlichen mit denen der Ablenkfunktion des Woods-Saxon-Potentials
iiberein und somit mit den Eigenschaften der Ablenkfunktionen aller Potentiale
mit weicher Kante: Op ist stark k- bzw. energieabhéngig, [z hdngt hingegen nicht
von k bzw. nur wenig von der Energie ab.

Die Funktion (1.25) ist also ein geeignetes Modell fiir die betrachtete Systemklas-
se.

Zur Diskussion der Abbildungen F' und F wird ein zur Ablenkfunktion (1.25)
gehoriges Potential nicht bendétigt. Es wird jedoch gebraucht, um aus einem von
F erzeugten Orbit eine Bahnkurve im Ortsraum zu rekonstruieren. Das inverse
Streuproblem, also die Bestimmung eines zu (1.25) gehorigen Potentials, ist in
[Ste95] gelost worden. Ein solches Potential ist fiir » > 1 identisch null und
besitzt fiir r < 1 die Parameterdarstellung

_ s 1 o3
v = (et L (a-emostl)) )

mit 7 € [0,1]. Die Bahnkurve (r(7)), (7)) innerhalb einer Mulde wird durch
r(y) wie in (1.26) und

ply) = + <arCCOS % + k‘gT\/gl\/(l —2) (2 - 1?)

+ k¥ (= 1) (arcsin (#) . g)) (1.27)

mit vy € [|l],1] parametrisiert. Da die Bewegung aulerhalb der Mulden frei ist,
ist so die Bahn im Ortsraum, die zu einer Trajektorie von F' gehort, eindeutig
bestimmt.

Den Verlauf des Modellpotentials zeigen die Abbildungen 1.6 und 1.7 fiir ver-
schiedene Werte von k. Im folgenden wird das System mit dem Parameterwert
k = 1.9 betrachtet, da in diesem Fall, wie noch zu erortern sein wird, ,hartes®
Chaos vorliegt. Das néchste Kapitel beschéftigt sich mit den Definitionen und
Bedeutungen der Begriffe Chaos und Hyperbolizitit.
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Abbildung 1.6: Potentiale der Modellablenkfunktion (1.25) fiir die Parameterwerte k =

1.0,1.25,1.9 (von oben nach unten).
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Abbildung 1.7: Verlauf der in Abbildung 1.6 gezeigten Potentialkurven in der Ndhe des Kraft-

zentrums.



Kapitel 2

Chaos, Hyperbolizitit und
Symbolische Dynamik

In diesem Kapitel ist der Begriff der invarianten Menge von zentraler Bedeutung.
Das ist beim in Kapitel 1 eingefiihrten teilweise reduzierten Zweimuldensystem
die grofitmogliche Teilmenge A des Phasenraumes I', fiir die F/(A) C A sowie
F~Y(A) C A gilt. Punkte, die in A liegen, verbleiben unter beliebig vielen Itera-
tionen von F und F~!in A und somit in I.

Ebenso wichtig ist der Begriff der Chaotizitit. Es gibt verschiedene Moglichkeiten,
Chaos zu definieren. In dieser Arbeit wird die Definition nach DEVANEY verwandt
[Dev89]. Es wird sich herausstellen, daf die Abbildung F eine invariante Menge
besitzt, auf welcher die Abbildung durch eine Symbolische Dynamik beschrieben
werden kann. Mit Hilfe der Symbolischen Dynamik zeigt man leicht, dafl sich
das System chaotisch im Sinne von DEVANEY verhélt. Zentrale Voraussetzung
fiir die Existenz der Symbolischen Dynamik, aber auch fiir die Anwendbarkeit
der Theorie der periodischen Orbits (siehe Kapitel 3), ist die Hyperbolizitit der
invarianten Menge.

Zunichst wird in Abschnitt 2.1 Chaos definiert. In Abschnitt 2.2 werden kon-
trahierende, expandierende und faltende Abbildungseigenschaften von F' behan-
delt. Die kontrahierenden und expandierenden Eigenschaften bilden die Grund-
lage der Hyperbolizitiat des Systems, welche in Abschnitt 2.3 behandelt wird. Mit
dem Wissen um die Abbildungseigenschaften ausgestattet 14t sich die invarian-
te Menge von F' konstruieren und eine Symbolische Dynamik einfiihren, was in
Abschnitt 2.4 bzw. 2.5 beschrieben wird. Abschlieend werden in Abschnitt 2.6
fiir Kapitel 3 bedeutsame Zusammenhinge zwischen der Symbolischen Dynamik
und der Topologie periodischer Orbits diskutiert.

21
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2.1 Definition von Chaos

Fiir die Chaosdefinition nach DEVANEY benétigt man die Definitionen von to-
pologischer Transitivitit und von sensibler Abhéngigkeit von den Anfangsbedin-
gungen.

Sei V. C R? . Eine Abbildung f : V — V heiit topologisch transitiv, wenn fiir
jedes Paar offener Mengen U, W € V ein m > 0 existiert, so dal f™(U)NW # 0
ist. Die Existenz eines in V' dicht liegenden Orbits impliziert somit die toplogische
Transitivitét.

Die Abbildung f : V — V heifit sensibel abhdngig von den Anfangsbedingungen,
wenn es ein > 0 gibt, so daf fiir alle p € V und jede Umgebung U von p ein
q € U sowie ein m > 0 existiert mit |f™(p) — f™(q)| > 0. Man beachte, daf die
Bedingung |f™(p) — f™(q)| > ¢ nicht fiir jedes g € U gelten mufl.

Die Definition von Chaos lautet nun folgendermafien [Dev89]:

Definition 1 (Chaos) Sei V C RY. Eine Abbildung f : V — V heifit chaotisch
auf V, wenn gilt:

1. f ist sensibel abhdingig von den Anfangsbedingungen.
2. f ist topologisch transitiv.

3. Die periodischen Punkte von f liegen dicht in V.

In einer experimentellen oder numerischen Situation ist das Verhalten eines chao-
tischen Systems aufgrund von Punkt 1 also nicht iiber langere Zeit vorhersagbar,
da die Anfangsbedingungen nur mit endlicher Genauigkeit bekannt sind. Der
zweite Punkt besagt, daf jeder Teil eines chaotischen Systems mit dem Rest dy-
namisch in Verbindung steht und deswegen von ihm nicht abgekoppelt werden
kann. Die dritte Forderung beinhaltet, dafl iiberall inmitten dieser irreguléren
Strukturen ein ,,Skelett* der Regularitéit existiert, gegeben durch die periodischen
Orbits.

Fiir das in dieser Arbeit betrachtete System, also fiir d = 2, folgt aus der obigen
Definition, dafl das System nur dann chaotisch sein kann, wenn es keine ellip-
tischen periodischen Punkte besitzt. Solche bringen namlich immer KAM-Tori
mit sich, welche undurchdringbare Barrieren im Phasenraum darstellen (kein Or-
bit kann von aufien in das Innere eines KAM-Torus vordringen und umgekehrt).
Die topologische Transitivitéat ist dann nicht mehr gegeben. Also muf jeder pe-
riodische Punkt der Abbildung F' mit der Periode m notwendig ein hyperboli-
scher Fizpunkt von F™ sein. Der Begriff des hyperbolischen Fixpunktes 1483t sich
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verallgemeinern zum Begrift der hyperbolischen invarianten Menge, welcher im
Abschnitt 2.3 erlautert wird.

Im Regelfall existieren im Phasenraum eines dynamischen Systems sowohl re-
guldre, KAM-Torus-dominierte Bereiche als auch chaotische Bereiche, d.h. ein
Teil der invarianten Menge erfiillt die Bedingungen von Definition 1. In diesem
Falle spricht man von weichem Chaos. Gelten die Bedingungen jedoch fiir die
gesamte invariante Menge, so liegt hartes Chaos vor.

Als néchstes wird die Wirkungsweise von F' auf bestimmte Teilmengen des Pha-
senraumes [' erldutert.

2.2 Abbildungseigenschaften von F'

Die Mengen derjenigen Punkte des Phasenraumes I', die unter mindestens n
Iterationen von F bzw. F~! noch in I" verbleiben, sind gegeben durch

AT = (P, (2.1)
j=0
A = () F(T) (2.2)
j=0
Man beachte, dafl
F"(A™) = A" (2.3)

gilt. Mit AS® = lim,, .o, A’} 188t sich die invariante Menge A, also die Menge der
Punkte, die fiir alle Zeiten in I' verbleiben, definieren:

A =ATNAZ. (2.4)

Die Menge A> wird als stabile Mannigfaltigkeit von A bezeichnet. Sie ist die Men-
ge aller Punkte, die unter beliebig vielen Iterationen von F' nicht aus I entweichen.
AT ist die instabile Mannigfaltigkeit von A. Sie besteht aus allen Punkten, die
unter beliebig vielen Iterationen von F~! in I' bleiben. In Abschnitt 2.4 wird
deutlich, da8 A% und AS° sehr kleine Teilmengen von I' sind, was auch plausibel
erscheint.

Abbildung 2.1 zeigt die Mengen A (vertikaler Streifen) und A} (parabelférmige,
horizontal gefaltete Streifen) fiir das betrachtete Zweimuldensystem mit k£ = 1.9.
Da I' ein Zylinder ist, besteht A} nicht etwa aus zwei disjunkten Teilen, sondern
ist zusammenhéngend. Es gilt F'(AL) = AL als Spezialfall von (2.3).

Im folgenden wird die Wirkung von F auf bestimmte Teilmengen von A! be-
schrieben. Hierfiir seien vertikale Kurven v, durch

l+2Rysin 3 = c, c€e[-1,1] (2.5)



24 Kapitel 2. Chaos, Hyperbolizitdt und Symbolische Dynamik

A}r 'iiiiiiiiiililllIIIIIIIIII!||||||||nnuuun%%y
0.5 a
l 0 pe .

........ ||||||IIIII||||!!!!!!I|IIII|||||"ii
il

-0.5 |

L AL
-1 l L [ s
0 /2 @ 3m/2 o

&

Abbildung 2.1: Die Mengen A! und A1+.

Abbildung 2.2: Wirkungsweise der Abbildung F’; siche Text.
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definiert. Diese sind in A! enthalten und werden aufgrund von (1.18b) auf ho-
rizontale Linien h. abgebildet, die durch den Schnitt von [ = ¢ mit A} gegeben
sind. Fiir jeden Punkt aus A! gilt: 3 € [r/2,37/2]. Daher lassen sich die v, auch
durch

. (c—1
Be(l) = m — arcsin < 2R, ) (2.6)
parametrisieren. In Abbildung 2.2 sind einige v, mit ¢ zwischen 1/2 und 1 (linker
Teil von Al_) sowie v_1/; und v_; dargestellt, die unter I’ auf zugehorige hori-
zontale Linien h. im oberen Teil von A}r sowie h_y/; und h_; abgebildet werden.
Durch die Kurvenscharen v. und h,, ¢ € [—1,1], werden die Mengen A® bzw. AL
komplett auf , blatterteigartige* Weise ausgefiillt.

Wie sehen die Bilder von horizontalen Linien in A! aus? Aus (1.18b) folgt fiir
eine horizontale Kurve h. in Al mit | = ¢:

B =7 — arcsin (ZQEOC) . (2.7)

Setzt man dies in (1.18a) ein, so erhilt man folgende Parametrisierung der Bild-
kurve p, in A:

B.(I') = — arcsin (5'2;;) —o(l). (2.8)

Die Bildkurven der Teilstiicke von einigen ., die in Abbildung 2.2 im rechten Teil
von Al zu erkennen sind, sind die parabelférmigen Kurvenstiicke, die im unteren
Teil von Al dargestellt sind.

Zusammenfassend kann man folgendes sagen: Die vertikalen Rénder v; und v_4
von Al werden auf die horizonalen Rénder h; bzw. h_; von A}F abgebildet, und
die horizontalen Rénder h; und h_; von AL auf die parabelférmigen Rénder p;
bzw. p_; von AL. Die Abbildung F' bewirkt eine starke Kontraktion der Menge
A! in vertikaler Richtung und eine starke Expansion in horizontaler Richtung,
anschlieBend eine Drehung nach rechts um etwa —7/2 und eine zweifache hori-
zontale Faltung.

Kontraktions- und Expansionseigenschaften kann man im Begrift der Hyperboli-
zitdt wiederfinden.

2.3 Hyperbolizitit der invarianten Menge

Die Definition einer hyperbolischen invarianten Menge lautet folgendermaflen
[Wig88, Dev89:



26 Kapitel 2. Chaos, Hyperbolizitdt und Symbolische Dynamik

Definition 2 (Hyperbolizitit) Sei f : R* — R? ein C"-Diffeomorphismus,
r > 1; A C R? sei eine abgeschlossene Menge, die invariant unter f ist. A
heifit hyperbolische Menge, wenn fiir alle p € A eine Aufspaltung R? = E; ® E}
existiert, so daf gilt:

Df(p) - E; = Ej

p

(»)
Df(p)-EY = B (2:9)

()

2. Es qibt positive reelle Zahlen C und v mit 0 <y < 1, so daf

fir & € By gilt. | Df"(p)&pl

C'Vn|£p|
: p 9 I 2.10
fiir n, € Ey gilt: |Df " (p)n,| ( )

<
< C'Vn|77p|-

3. E und E dndern sich stetig mit p.

Man erkennt an dieser Definition, dafl in der Néhe eines beliebigen Punktes p
der hyperbolischen invarianten Menge A die Abbildung f in Richtung von EJ
kontrahierend und in Richtung von Ej expandierend wirkt, wie dies auch bei
hyperbolischen Fixpunkten der Fall ist. Dementsprechend existieren fiir jedes
p € A stabile und instabile Mannigfaltigkeiten, die dieselben Dimensionen wie £,
bzw. E} besitzen und diese in p tangieren [Hir+77, Wig88].

Fiir das vorliegende System hat STEGEMERTEN bewiesen, dafl die invariante
Menge genau dann nicht leer ist, wenn der Wert des Parameters k grofler oder
gleich 1 ist [Ste95], ferner, dafl die invariante Menge fiir k& = 1.9 hyperbolisch
ist [Ste95, SteEck97]. Die Beweise sind jedoch recht kompliziert und werden hier
nicht aufgefiihrt.

2.4 Konstruktion der invarianten Menge

In diesem und dem folgenden Abschnitt wird eine Standardtechnik zur Bestim-
mung der invarianten Menge und zur Entwicklung einer Symbolischen Dynamik
vorgestellt. Die Ausfiihrungen sind im wesentlichen [Wig88] entnommen, wo diese
Technik anhand des Beispiels der Hufeisenabbildung eingefiihrt wird.

Aufgrund der Lage der Menge A! in I' geniigt es, die Suche nach der invarianten
Menge auf den eingeschrankten Phasenraum

T =[n/2,37/2] x [-1,1] (2.11)
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Abbildung 2.3: Die Mengen AL (vertikale Streifen) und H(horizontale Streifen).

zu beschriinken. Beziiglich T kann man die Mengen A” und A analog zu (2.1)
und (2.2) definieren:

ﬁ F(T) (2.12)
ﬁ FI(T). (2.13)

Mit A%® = lim,,_oo A" und E = limnHOOA_ﬁ 148t sich die invariante Menge A
wie folgt konstruieren:

A" = A" NAY, (2.14a)
somit
A= lim A" = A NAY. (2.14b)

Man kann sich klarmachen, dafl A= ebenfalls die  stabile Mannigfaltigkeit von A
ist: A% = A%, Auflerdem ist AS® der Schnitt von I' mit der instabilen Mannigfal-
tigkeit von A: A =T'NAT.

Die Mengen AL und E sind in Abbildung 2.3 dargestellt. E ist durch den
Schnitt von A} mit I’ gegeben und besteht daher aus vier disjunkten horizonta-

len Streifen, die mit Hq, ..., Hy bezeichnet seien. Bei AL handelt es sich um AL,
vermindert um die Menge derjenigen Punkte, die unter F' auf Punkte mit 5 < 7/2
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oder # > 37m/2 abgebildet werden. Aufgrund der im vorigen Abschnitt bespro-
chenen Abbildungseigenschaften bleiben dabei vier disjunkte vertikale Streifen
tibrig, bezeichnet mit V3,...,Vy, wobei F(V;) = H;, i =1,...,4 gilt.

Wegen (2.14) ist die invariante Menge A in der aus 16 disjunkten Teilmengen
bestehenden Menge AL N A—}r enthalten. Fiir eine feinere Approximation von A
werden nun die Mengen A2 und A—i betrachtet, welche in Abbildung 2.4 gezeigt
werden. Jeder der vier horizontalen Streifen von A—}r ist in A—i in vier disjunk-
te Streifen zerfallen. Gleiches gilt fiir die vertikalen Streifen. Aufgrund der be-
schrankten Auflosung ist dies fiir die vertikalen Streifen in Abbildung 2.4 nicht
deutlich erkennbar; daher zeigt Abbildung 2.5 eine Ausschnittsvergroferung.

Wie kommen die ,,Unterstreifen” in den Streifen zustande? Nach zwei Iterationen
verbleiben nur diejenigen Anfangsbedingungen aus A! noch im Phasenraum, die
nach der ersten Iteration wieder in einem der vertikalen Streifen von Al landen.
Die Benennung der vertikalen Streifen V; ;, geschieht folgendermaflen: Der erste
Index gibt an, in welchem vertikalen Streifen V; von AL sich Vi, befindet,
der zweite Index ist die Nummer des vertikalen Streifens Vj,, in dem F(V},;,)
liegt. Anhand der Ausfithrungen in Abschnitt 2.2 kann man sich klarmachen, auf
welche Weise eine horizontale Bewegung innerhalb von A!, vom linken bis zum
rechten Rand, auf ein Durchlaufen der Menge A} vom oberen horizontalen Rand
durch beide Falten hindurch bis zum unteren horizontalen Rand abgebildet wird
(siehe linken Teil von Al und oberen Teil von Al in Abbildung 2.2). Aus der

Reihenfolge, mit welcher bei der Bewegung in A% die vertikalen Streifen von AL
durchlaufen werden, erklért sich jeweils der zweite Index j, der in Abbildung 2.4

gezeigten vertikalen Streifen Vj ;,.

Die Benennung der horizontalen Streifen Hj, ;, erfolgt analog: Hj, ;, ist in Hj, ent-
halten, F~1(Hj,;,) liegt in Hj,. Um zu erfahren, in welchem horizontalen Streifen
das Urbild von Hj, ;, liegt, schétzt man den ungefdhren [-Wertebereich des Ur-
bildes ab. Hierzu vergleicht man H; ;, mit den parabelférmigen Kurven p., von
welchen im unteren Teil von Abbildung 2.2 Teilstiicke gezeigt sind. Die Urbilder
der p. sind ja gerade horizontale Linien mit [ = c.

Aufgrund von F(V;) = H; gilt fir alle ji, 5o € {1,...,4}:

F2(Vj\js) = Hijy. (2.15)
Als néchstes werden die Mengen A" und A% fiir beliebiges n betrachtet.
A" besteht aus 4" disjunkten vertikalen Streifen, A7} aus 4" disjunkten ho-
rizontalen Streifen. Diese werden so benannt, daf F*(Vj,.; .;.) C Vi bzw.
F~*(Hj . j,.;) C Hy fiir alle k = 1,...,n ist, was eine Verallgemeinerung der
bisher diskutierten Félle n = 1 und n = 2 darstellt. Per definitionem gilt fiir jedes
n > 2:

Vitgnciin C© Viteguo wnd - Hjj G, C Hyg 2y (2.16)
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Abbildung 2.4: Die Mengen A2 und E Der durch das Késtchen markierte Ausschnitt ist in
Abbildung 2.5 vergroflert dargestellt.
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Abbildung 2.5: Ausschnittsvergréflerung der Mengen A2 und E Man beachte die Ahnlichkeit
zur Abbildung 2.3.
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Wegen F(V;) = H; gilt auflerdem eine Verallgemeinerung von (2.15):
Fn(‘/;IJQJn) :Hjn“'j2j17 7i € {1,,4} V i=1,...n. (217)

Wichtig ist, dafl fiir jede mogliche Kombination von Indizes genau ein entspre-
chender vertikaler bzw. horizontaler Streifen existiert (deswegen gibt es 4" Strei-
fen). Woran liegt das?

Es sei angenommen, daf§ die Menge A”~' aus 4”1 Streifen besteht, von denen
jeder in eindeutiger Weise mit n — 1 Indizes benannt wird; fiir n = 2 ist dies
jedenfalls der Fall. Es wird nun gezeigt, dafl dann A% aus 4™ Streifen besteht,
die jeweils durch n Indizes eindeutig bezeichnet werden. Per Induktion gilt diese
Aussage dann fiir jedes n.

Aufgrund der Definition (2.13) geht die Menge A aus A’}~' wie folgt hervor:

AT =FATH)NT. (2.18)

Da jeder horizontale Streifen von Aﬁ_l jeden der vier vertikalen Streifen von AL
schneidet, erhilt man, wenn man die Operation ,, ' anwenden und dann den

Schnitt mit T bilden® auf einen einzelnen horizontalen Streifen Hj,..; von A"
anwendet, vier horizontale Streifen Hj j,..;., 71 = 1,...,4, jeweils einer in jedem

der H;, C E gelegen. Dies gilt jedoch fiir jede der 4”1 méglichen Indexkombi-

nationen j, - - - j,, daher entstehen beim Konstruktionsschritt A" — A7 gemsf
(2.18) insgesamt 4™ Streifen, die sich in ihrer Benennung paarweise unterscheiden.
Es wird keine Kombinationssmoglichkeit aus n Indizes ausgelassen.

Fiir A" kann man mit Hilfe von

A" =F (A" HNT (2.19)
analog argumentieren.

Fiir n — oo erhiilt man die Mengen A® und A%. Fiir diese Mengen wird nun
folgendes behauptet: Sie bestehen aus iiberabzéhlbar vielen disjunkten vertika-
len bzw. horizontalen Kurven. Fiir jede gegebene infinite Folge 7175 - - - ji - -+ von
Indizes gibt es genau eine vertikale Kurve Vj, j,..;,... und genau eine horizontale
Kurve Hj, j,...j,..., so daf} fiir jedes k € IN gilt:

F* (Vg €V, (2.20)

Lk
bzw.

FH(Hypp C H,,. (2.21)
Die Behauptung kann man wie folgt begriinden: Fiir jede infinite Folge

Jij2- -+ Jk -+ - bestehen Vj ;... und Hj j,.. .. aufgrund der vorausgegangenen
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Diskussion und wegen (2.16) aus unendlichen Schnitten von ineinander verschach-
telten abgeschlossenen nichtleeren Mengen und sind daher nicht leer. Dafl es sich
dabei um Kurven handelt, liegt daran, dafl die Breite der Streifen von A™ und
A_’}L fiir zunehmende n immer geringer wird und fiir n — oo gegen 0 geht. Dies
wiederum ist eine Folge der expandierenden und kontrahierenden Abbildungsei-
genschaften, d.h. der Hyperbolizitdt und erscheint nach den vorangegangenen Be-
trachtungen plausibel. Fiir die exakte Begriindung dieser Aussage sei auf [Wig88|
verwiesen. Hier wird nur folgendes Argument gegeben: A% entsteht durch ei-
ne unendliche Wiederholung von Konstruktionsschritten geméf (2.18). In jedem
Schritt erfahren die jeweiligen horizontalen Streifen durch die Anwendung von F
eine Stauchung in Richtung der stabilen Mannigfaltigkeit A = A* von A, also
in vertikaler Richtung. Die Menge A* entsteht durch unendliche Wiederholung
von (2.19). Bei diesen Schritten erfahren die jeweiligen vertikalen Streifen durch
F~ eine Stauchung in Richtung der instabilen Mannigfaltigkeit AS® von A, also
in horizontaler Richtung.

Ein Punkt p aus A = AXNA ist nun durch den Schnitt einer eindeutig bestimm-
ten vertikalen Kurve Vs, ...5,... C A°° mit einer eindeutig bestimmten horizontalen
Kurve Hy 5 5..s_,.. C AT gegeben, l&8t sich also eindeutig durch eine bi-infinite
Folge (-++S_g+-+S_25 150818k -+ ) von Indizes kodieren. Umgekehrt existiert
fiir jede gegebene bi-infinite Folge von Indizes genau ein p € A. Dies ist der
Ausgangspunkt fiir die Einfithrung einer Symbolischen Dynamik.

Es sei noch erwahnt, dafl es sich bei A um eine Cantor-Menge handelt. Im n-ten
Konstruktionsschritt nach (2.14) ist A® die disjunkte Vereinigung von 42" abge-
schlossenen Mengen, deren Durchmesser fiir n — oo gegen null gehen. Somit ist A
abgeschlossen, vollstéindig unverbunden, d.h. A enthélt keine zusammenhéngen-
den Flichen- oder Kurvenstiicke, und A ist perfekt, d.h. jeder Punkt aus A ist
ein Haufungspunkt von A; also ist A eine Cantor-Menge.

2.5 Symbolische Dynamik

Eine Symbolische Dynamik ist ein dynamisches System bestimmter Art. Der
Phasenraum eines solchen Systems ist eine Menge bi-infiniter Folgen, und die
zugehorige Abbildung bewirkt eine Verschiebung dieser Folgen. Es wird gezeigt,
daBl das Zweimuldensystem in einem bestimmten Sinne dquivalent zu einer Sym-
bolischen Dynamik ist.

Die vorherigen Abschnitte hatten ausschliellich das teilweise reduzierte System
zum Thema. So wird auch zunéchst fiir das teilweise reduzierte System eine Sym-
bolische Dynamik eingefiihrt, dann fiir das reduzierte System. Zum Schluf§ dieses
Abschnitts wird besprochen, welche Vorteile sich aus der Tatsache ergeben, dafl
eine Symbolische Dynamik fiir das Zweimuldensystem existiert.
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2.5.1 Teilweise reduziertes System

Als Raum der Symbolfolgen aus N Symbolen bezeichnet man die folgende Menge
von bi-infiniten Folgen:

SV ={(-+ s_p-so1s051 s )| s €SNV i€z}, (2.22)

SV ist eine Menge von N véllig beliebigen, aber unterscheidbaren Elementen, den
Symbolen. Dies konnen beispielsweise die natiirlichen Zahlen von 1 bis N sein.
Man bezeichnet SY auch als Alphabet. Der Punkt (.) trennt die Folgenglieder mit
positivem von denen mit negativem Index; im folgenden wird er jedoch etwas
weitergehende Bedeutung erhalten, siche unten.

Das Ergebnis des vorigen Abschnittes ist, daf} sich jedem Punkt p € A in umkehr-
bar eindeutiger Weise eine Symbolfolge aus 3* zuweisen lift, mit den natiirlichen
Zahlen von 1 bis 4 als Symbolen. Es gibt also eine bijektive Abbildung

¢: A — T4, (2.23)
die jedem p € A eine Symbolfolge
¢(p) = (...572571_3031...5]....) (2_24)
zuordnet, so daB fiir jedes j € Z gilt (wegen (2.20), (2.21) und F~Y(H;) = V;):
Fl(p) € V,. (2.25)

Der Punkt (.) in den Symbolfolgen hat hier folgende Bedeutung: Fiir eine gege-
bene Symbolfolge s = (---sj.s15,---) € X?* befindet sich ¢~!(s) in demjenigen
vertikalen Streifen Vj,, den das Symbol s; rechts neben dem Punkt angibt. Au-
Berdem liegt F'(¢~'(s)) im Streifen V;,, und F~'(¢~'(s)) liegt in V;, usw.

Sei p € A. Mit ¢(p) = (- $_25_1.505152 - - -) gilt per definitionem:
O(F(p)) = (-++5-25-150-5182 ). (2.26)

Die Symbolfolge ¢(F(p)) ist also gegeniiber ¢(p) um eine Stelle nach links ver-
schoben. Der Anwendung der Abbildung F' auf der Menge A entspricht al-
so die Anwendung der Shift-Abbildung o im Raum der Symbolfolgen: Fiir ein
s=(-+-5_95_1.805152 - --) € ¥* ist die Shift-Abbildung definiert durch

o(s) =(--5-25_150.5152 - *). (2.27)

Das dynamische System (3%, o) ist die Symbolische Dynamik fiir das teilweise
reduzierte Zweimuldensystem.
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Es gilt also folgender wichtiger Zusammenhang:
co¢p=¢olkF. (2.28)

Dies driickt man auch aus, indem man sagt, dafl das folgende Diagramm kom-
mutiert:

A =2 A

% lqs (2.29)
¥4 ¥
Man kann also von der linken oberen Ecke des Diagramms in die rechte untere
Ecke auf beiden méglichen Routen gelangen.

Die Abbildung ¢ soll nun etwas umdefiniert werden, ohne dafl dies wesentliche
Konsequenzen fiir die folgenden Ausfiihrungen hat. Jedem p € A sei durch ¢ eine
Symbolfolge wie in (2.24) zugeordnet, jedoch so, dal anstelle von (2.25) nun fiir
jedes j € Z gilt:

F(p) € H,,. (2.30)

Die so definierte Abbildung ¢ geht aus der urspriinglichen durch eine nachfol-
gende Anwendung von o~! hervor. Es ist aber nach wie vor (2.28) giiltig. Die
Umdefinition von ¢ erfolgt hier deshalb, weil im Rahmen dieser Arbeit Sym-
bolfolgen fiir bestimmte Orbits numerisch zu bestimmen sind. Die horizontalen
Streifen von Al sind leichter zu unterscheiden als die vertikalen Streifen von A!;
bei ersteren reicht die Bestimmung der /[-Komponente eines Orbitpunktes.

Fiir die folgenden Betrachtungen ist die Einfiithrung einer Metrik auf dem Raum
der Symbolfolgen niitzlich. Da die Iteration von F der Anwendung von o kor-
respondiert, erscheint es intuitiv sinnvoll, da} zwei Symbolfolgen dann ,dicht
benachbart® sein sollen, wenn sie auf einem langen zentralen Symbolblock {iber-
einstimmen. Der Abstand zwischen zwei Symbolfolgen

3:("'S—n"'S—I-SOSI"'Sn"')7 §:<§7n§71§0§18n)624

sei wie folgt definiert [Wig88]:

_ L s — 5

1=—0Q
Mit der Metrik auf 3* ausgeriistet, kann man nun folgendes zeigen:

Die Abbildung ¢ : A — X% ist ein Homdomorphismus.
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Unter einem Homoomorphismus versteht man eine bijektive, stetige Abbildung
mit stetiger Umkehrabbildung.

Es mufl nur noch die Stetigkeit von ¢ und ¢! gezeigt werden. Seien p,p € A; p
sei beliebig, aber fest, und es sei ein € > 0 vorgegeben. Dann gibt es wegen (2.31)
ein N = N(e) € N mit folgender Eigenschaft: Falls fiir die Symbolfolgen

()= (- Sn- 515081 Sn-), S(B) = (5 n- 5 1.5081 5"

die Bedingung s; = s;, 1 = 0, £1, ..., N gilt, so folgt daraus d (¢(p), ¢(p)) < e.
Die Bedingung ist dann erfiillt, wenn sich nicht nur p, sondern auch p innerhalb
der Menge M = M (p, €) befindet, die durch den Schnitt des vertikalen Streifens
Vs_ 15055y Mit dem horizontalen Streifen Hs .z ,..5 , gegeben ist (man beach-
te die durch die Umdefinition von ¢ verursachte Verschiebung der Anfinge der
Indexmengen). Man wéhle §(p, €) so klein, dafl eine Kreisscheibe um p mit dem
Radius § ganz in M enthalten ist (man kann sich klarmachen, daf sich p nicht auf
dem Rand von M befinden kann, da p in A liegt; daher gibt es stets ein solches
d > 0). Gilt nun |p — p| <, so liegt nicht nur p, sondern auch p in M, und es
folgt d (¢(p), (p)) < e. Somit ist ¢ stetig in p. Doch p war beliebig, somit ist ¢
stetig.

Die Stetigkeit von ¢! kann man mit einer #hnlichen Argumentation zeigen.

Die Tatsache, dal ¢ ein Homoomorphismus ist und dafi (2.28) gilt, falt man
zusammen, indem man sagt, dafl die Abbildung F' auf A topologisch konjugiert
zur Shift-Abbildung o auf $* ist. Die topologischen Eigenschaften der Dynamik
von F auf A sind #iquivalent zu denen der Dynamik von o auf X4, denn Orbits von
F auf A werden unter ¢ stetig und bijektiv auf Orbits von o auf X* abgebildet
(und umgekehrt):

F:gb_locrogb — Fk:(gb_loaogb)k:gb_locrkogb. (2.32)

Es wurde gezeigt, dafl sich die Dynamik auf der invarianten Menge A fiir das
teilweise reduzierte System durch eine vollstindige Symbolische Dynamik mit vier
Symbolen beschreiben 148t. Der Ausdruck , vollstdndig“ beschreibt die Tatsache,
dafl es kein Verbot von bestimmten Symbolfolgen (engl. Pruning) gibt. Gébe es
Pruning, dann wire ¢ nicht bijektiv, sondern nur injektiv. In solchen Féllen
spricht man von einer tberdeckenden Symbolischen Dynamik.

Als Symbole sollen nun anstatt der Zahlen 1,....4 die in [Ste95] verwandten
Zeichen [+ >], [+ <], [- <], [ >] benutzt werden, wobei die Ersetzung genau in
der angegebenen Reihenfolge erfolgt. Vergleicht man die neuen Symbole mit den
zugehorigen horizontalen Streifen von Al siehe Abbildung 2.3, so erkennt man,
dafl die Zeichen + und — in den Symbolen das Vorzeichen von [ wiedergeben.
Die Zeichen > und < sind auf den Regenbogendrehimpuls Iz = 1/v/3 = 0.577....
bezogen. Gilt |I| > I, so wird > gesetzt, ansonsten <.
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In dieser Arbeit spielen periodische Orbits eine zentrale Rolle. Sie besitzen peri-
odische Symbolfolgen und werden daher im folgenden durch irreduzible Symbol-
strings gekennzeichnet. Das sind kiirzestmogliche endliche Symbolfolgen, deren
periodische Fortsetzung in beide Zeitrichtungen jeweils die Symbolfolge des be-
treffenden Orbits ergibt. Ein Querstrich iiber den Symbolstrings symbolisiert die
periodische Fortsetzung. Beispielsweise steht [+ >] fiir eine bi-infinite Folge, die
nur aus Symbolen [+ >] besteht.

Man kann den Punkten p des Phasenraumes I', die auerhalb von A liegen, eben-
falls Symbolfolgen zuordnen. Die Symbole [+ >], [+ <], [- <], [- >] gehoren
nach obiger Definition zu vier verschiedenen Phasenraumbereichen. Das an der
Jj-ten Stelle der Symbolfolge von p stehende Symbol s; gibt an, in welchem der
vier Bereiche sich F7(p) befindet, sofern F7(p) iiberhaupt existiert. Ansonsten
existiert auch kein Symbol s;. Diese Vorschrift zur Wahl von s; ist etwas weiter
gefafit als (2.30). Da p nicht in A liegt, mufl F7(p) nimlich nicht unbedingt in
einem der horizontalen Streifen von E liegen.

Die Symbolfolgen von Punkten p auflerhalb von A sind nicht bi-infinit, da F7(p)
nicht fiir alle j € 7Z existiert. Punkte beliebiger Streuorbits, also solcher Orbits,
die sowohl in positiver als auch in negativer Zeitrichtung irgendwann aus dem
Phasenraum entweichen, bekommen Symbolfolgen zugewiesen, die in beiden Zei-
trichtungen endlich sind. Die Punkte, die auf der stabilen Mannigfaltigkeit A
von A liegen und daher sog. Capture-Orbits definieren, besitzen Symbolfolgen, die
in positiver Zeitrichtung unendlich sind. Auf der instabilen Mannigfaltigkeit AS°
von A liegen die Punkte, deren Symbolfolgen in negativer Zeitrichtung unendlich
sind. Sie entsprechen sog. Escape-Orbits.

2.5.2 Reduziertes System

Beim Ubergang vom teilweise reduzierten zum reduzierten System werden Or-
bits, die sich nur beziiglich der Transformation (1.19) unterscheiden, identifiziert.
Dabei wird die Information iiber das Drehimpulsvorzeichen vernichtet, jedoch
nicht die Information, ob ein Vorzeichenwechsel von [ stattfindet. Dies iibertragt
sich auf die Symbolische Dynamik.

Fiir das reduzierte System werden neue Symbole, ndmlich [=>], [=<], [#£>] und
[#£<], eingefiihrt. Die Zeichen > und < haben hier die gleiche Bedeutung wie
im teilweise reduzierten System. Findet bei einer Iteration ein Vorzeichenwech-
sel von [ statt, so wird dies durch # vermerkt, findet keiner statt, so wird =
notiert. Auf diese Weise werden, wie erwiinscht, Symbolfolgen, die sich nur im
Drehimpulsvorzeichen unterscheiden, identifiziert, wéhrend alle iibrigen Unter-
scheidungsmerkmale erhalten bleiben. Beispielsweise erhalten die 1-periodischen
Orbits (Fixpunkte) [+ >] und [— >] des teilweise reduzierten Systems beide die
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gleiche Symbolfolge g im reduzierten System. Es kann sich auch die Peri-
ode von periodischen Orbits beim Ubergang vom teilweise reduzierten zum re-
duzierten System #dndern. Die 2-periodischen Orbits [+ >][— >] und [+ <][— <]
entsprechen beispielsweise den 1-periodischen Orbits [#>] und [#<]. Die Peri-
ode eines Orbits im teilweise reduzierten System ist genau dann doppelt so grof3
wie die des entsprechenden Orbits im reduzierten System, wenn beim Durchlau-
fen einer Periode im reduzierten System die Anzahl der Vorzeichenwechsel von [
ungerade ist.

Somit ergibt sich: Die Dynamik auf der invarianten Menge des reduzierten Sy-
stems ist ebenfalls topologisch konjugiert zur Shift-Abbildung auf einem Folgen-
raum 4.

2.5.3 Konsequenzen der Symbolischen Dynamik

Die topologische Konjugiertheit der Abbildung F' auf der invarianten Menge A
zur Shift-Abbildung o auf dem Folgenraum X* hat weitreichende Konsequenzen.
Zwei von diesen werden in diesem Unterabschnitt erldutert. Um die Chaotizitét
von F auf A zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dafl o auf ¥* chaotisch ist, was
vergleichsweise leicht zu {iberpriifen ist. Ferner ermoglicht die Stetigkeit von ¢
ein numerisches Verfahren zum Auffinden von periodischen Orbits.

Aus der Existenz der Symbolischen Dynamik ergeben sich dariiberhinaus noch
weitere Vorteile. Die irreduziblen Symbolstrings periodischer Orbits enthalten In-
formation iiber deren Topologie, was in Abschnitt 2.6 genauer besprochen wird.
Insbesondere kénnen die Symmetrieeigenschaften der Orbits an ihren Strings ab-
gelesen werden. Dies wird in Abschnitt 3.5.3 gezeigt. Vor allem aber kommt das
Anwendungsverfahren der Theorie der periodischen Orbits, die in Abschnitt 3.6
vorgestellte Cycle Frpansion, nicht ohne Symbolische Dynamik aus.

2.5.3.1 Chaotizitat

Es wird bewiesen, dal o auf ¥* chaotisch ist.

Zunéchst wird die sensible Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen gezeigt.
In der e-Umgebung einer Symbolfolge s liegt eine Symbolfolge § mit sy # Sy,
N = N(e) hinreichend grof}, siehe (2.31). Also ist d(c™(s), o™ (5) > 1/2, womit
die Definition der sensiblen Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen erfiillt
ist.

Daf die periodischen Symbolfolgen dicht in %% liegen, zeigt man wie folgt: Es
sei eine beliebige Symbolfolge s gegeben. Dann gibt es fiir jedes beliebig kleine
€ eine periodische Symbolfolge 5 mit hinreichend langer Periode, so daf§ s und 5
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auf einem ausreichend langen zentralen Block iibereinstimmen, also d(s,s) < €
gilt.

Die topologische Transivitét ist am schwierigsten zu beweisen. Man zeigt diese,
indem man einen in X dicht liegenden Orbit s konstruiert. Dieser ensteht durch
Hintereinanderschreiben endlicher Symbolfolgen in der Reihenfolge, wie man die
Zahlen des Vierer-Zahlensystems anordnet (siehe auch [Wig88]). Beginnend beim
Punkt (.) werden die ungeraden Zahlen in positiver Zeitrichtung, die geraden
Zahlen in negativer Zeitrichtung angeordnet. Jedes 5 € ¥* wird dann durch eine
der in s enthaltenen endlichen Symbolfolgen ausreichend approximiert, d.h. fiir
jedes beliebig kleine € gibt es ein k € Z, so da§ d(a"(s), 5) < € ist.

Die Shift-Abbildung o ist also chaotisch auf 3%, somit ist F' chaotisch auf A. Das
Zweimuldensystem ist hart chaotisch.

2.5.3.2 Numerisches Verfahren zur Bestimmung periodischer Orbits

Zur Bestimmung periodischer Orbits eignet sich eine in [Ste95] angegebene Vari-
ante des in [NusYor89] detailliert beschriebenen PIM-Algorithmus (PIM=proper
interior maximum). Voraussetzung fiir diese Variante ist die Kenntnis der Sym-
bolischen Dynamik. Nach Vorgabe der Symbolfolge des gesuchten periodischen
Orbits betrachtet man eine Strecke S in ', welche die stabile Mannigfaltigkeit des
periodischen Orbits transversal schneidet (das ist in jedem Fall erfiillt, wenn S die
Menge AL transversal schneidet). Fiir gleichméBig auf S verteilte Anfangsbedin-
gungen berechnet man durch Vorwértsiteration die (endlichen) Symbolfolgen in
positiver Zeitrichtung. Fiir eine Anfangsbedingung = bezeichne T'(x) die Lange
eines zusammenhédngenden Symbolblocks, auf dem die errechnete Symbolfolge
von x mit der vorgegebenen Folge des gesuchten Orbits (oder einer zyklischen
Permutation davon) iibereinstimmt. Als ein PIM-Tripel bezeichnet man drei der-
art auf einer Strecke angeordnete Punkte (a,c,b), dal ¢ zwischen a und b liegt
und T'(a) < T(c) > T'(b) gilt. Bei hinreichend feiner Unterteilung von S findet
man ein ¢ € S, so dafi T'(¢) auf der gewéhlten Unterteilung maximal ist, sowie ein
zugehoriges PIM-Tripel (a, ¢,b). Nun wendet man die Prozedur auf die Strecke
la,b] an. Bei hinreichend feiner Unterteilung findet man wieder ein zu einem ¢
mit maximalem 7'(c) gehoriges PIM-Tripel. Die Prozedur wird so oft wiederholt,
bis sich eine Strecke ergibt, die kiirzer ist als ein vorgegebenes e. Diese schneidet
aber immer noch die stabile Mannigfaltigkeit des gesuchten Orbits.

Warum funktioniert das? Die durch ein gegebenes PIM-Tripel (a, ¢, b) definierte
Strecke [a, b] schneidet einen horizontalen Streifen, dessen Indexmenge auf einem
zusammenhéngenden Block mit der Lénge T'(¢) mit der Symbolfolge des gesuch-
ten Orbits iibereistimmt. Dieser Streifen enthélt jedoch feinere Streifen, deren
Indexmengen auf noch langeren Blocken der gesuchten Symbolfolge gleichen (sie-
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he (2.16)). Liegt ein Punkt ¢ € [a,b] in einem solchen Streifen, so ist entweder
(a,c,c) oder (¢, c,b) ein PIM-Tripel, da ja T'(¢') > T'(c) gilt.

Nach Beendigung der Verfeinerungsprozedur ndhert man sich dem gesuchten Or-
bit entlang seiner stabilen Mannigfaltigkeit an, indem die Endpunkte der resul-
tierenden Strecke solange iteriert werden, bis der Abstand der Endpunkte ein
gewisses € mit € < ¢ < 1 iiberschreitet (die Endpunkte entfernen sich voneinan-
der in Richtung der instabilen Mannigfaltigkeit des Orbits). Dann startet man die
Verfeinerungsprozedur von neuem, gefolgt von Iterationen der Endpunkte usw.
Aufgrund der endlichen Rechengenauigkeit kann man dem gesuchten Orbit nicht
beliebig nahe kommen. Es erweist sich als giinstig, das Verfahren fiir einen Or-
bit der Periode n nach derjenigen Verfeinerungsprozedur abzubrechen, nach der
|F™(¢) — ¢| minimal ist.

2.6 Topologie der periodischen Orbits

Zu jedem Orbit des reduzierten Systems gehoren aufgrund des Informationsverlu-
stes bei der Symmetriereduktion mehrere periodische Orbits des nichtreduzierten
Systems. Jedem Orbit des nichtreduzierten Systems wiederum ist bijektiv eine
Trajektorie des Hamiltonschen Flusses zuzuordnen, mit zugehoriger Bahnkurve
im Ortsraum, die sich mit Hilfe von (1.26) und (1.27) bestimmen lafit und eine
definierte Umlaufrichtung besitzt. Fiir jeden Orbit des reduzierten Systems 1463t
sich also, wenn auch nicht in eindeutiger Weise, eine Bahnkurve angeben.

Abbildung 2.6 zeigt Bahnkurven, die zu den vier 1-periodischen Orbits des re-
duzierten Systems gehoren, wobei jeweils beide Umlaufrichtungen moglich sind.
Im reduzierten System werden nédmlich die beiden Umlaufrichtungen identifiziert,
d.h. bei Anderung der Umlaufrichtung dndert sich nicht die Symbolfolge im re-
duzierten System.

Jede der beiden ringférmigen Bahnen entspricht zwei Fixpunkten des teilweise
reduzierten Systems, jeweils einer mit [ < 0 und einer mit [ > 0 je nach Umlauf-
sinn. Im nichtreduzierten System gibt es gar keine Fixpunkte, sondern nur Orbits
der Periode 2n, n € IN.

Die beiden 8-férmigen Bahnen entprechen 2-periodischen Orbits im teilweise re-
duzierten System: [#>]=[+ >][— >] und [#<]=[+ <][— <]. Hierbei werden die
beiden Umlaufrichtungen auch im teilweise reduzierten System identifiziert, da
ein Wechsel der Drehimpulsvorzeichen die Symbolfolgen dieser Orbits nur ver-
schiebt, aber nicht in anderer Weise verandert.

Jede in Abbildung 2.6 gezeigte Bahnkurve steht also fiir zwei Orbits des Hamil-
tonschen Flusses bzw. des nichtreduzierten Systems, ndmlich fiir das Durchlaufen
der jeweiligen Bahn in der einen und in der anderen Richtung.
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Abbildung 2.6: Bahnkurven der 1-periodischen Orbits [=>], [=<] (oben) und [#>], [#<] (un-
ten) des reduzierten Sytems.

Weitere Bahnkurven, die periodischen Orbits des reduzierten Systems zugeordnet
werden, zeigen Abbildung 2.7 sowie Anhang A. Die einzelnen Bilder vertreten,
wie es auch in Abbildung 2.6 der Fall ist, ganze Klassen von Orbits des nicht-
reduzierten Systems (mit jeweils zwei oder vier Reprisentanten, wie man zeigen
kann; siche Anhang D). Gehort némlich eine bestimmte Bahnkurve mit definier-
ter Umlaufrichtung zu einer bestimmten Symbolfolge des reduzierten Systems,
dann gehoren die um 7 am Ursprung gedrehte und die an der x- und an der
y-Achse gespiegelte Bahnkurve zu derselben Symbolfolge — aufgrund der Symme-
triereduktion.

Wenn bei einem Orbit des nichtreduzierten Systems mindestens eine der drei
genannten Symmetrieoperationen eine Zeitumkehr des Orbits hervorruft, dann
werden bei der zugehorigen Bahn die beiden moglichen Umlaufrichtungen bei
der Symmetriereduktion identifiziert. Bei den meisten Orbits kiirzerer Periode
ist dies der Fall, wie z.B. bei denen aus Abbildung 2.6 und 2.7, bei einigen
anderen jedoch nicht (Beispiele in Anhang A). Die Orbits mit festgelegter Um-
laufrichtung sind genau diejenigen, deren Symbolfolgen im reduzierten System
nicht zeitumkehrinvariant sind.

Wie ermittelt man bei einer gegebenen Symbolfolge die zeitumgekehrte Symbol-
folge? Bei Umkehr der Zeitrichtung werden die Drehimpulsvorzeichen geéndert.
Die Austrittswinkel sind fiir die Symbolische Dynamik irrelevant. Im teilweise
reduzierten System erfolgt die Zeitumkehr also durch Umkehr der Drehimpuls-
vorzeichen und anschliefendes Umdrehen der Symbolfolge. Im reduzierten System
sind jedoch nur die Vorzeichenunterschiede zwischen den Symbolen interessant.
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Abbildung 2.7: Bahnkurven der Orbits [=>][#>], [=<][#<] (oben) und [=>][=<],
[=>][=<][#<][#<] (unten) des reduzierten Systems.

Somit wird eine Symbolfolge im reduzierten System zeitumgekehrt, indem sie
zunéchst in das teilweise reduzierte System iibersetzt, dort umgedreht und wie-
der in das reduzierte System zuriickiibersetzt wird.

Man bezeichnet die vier in Abbildung 2.6 dargestellten Orbits als fundamentale
Orbits. Sie bilden nédmlich die topologischen Grundbausteine der Dynamik. Jeder
Orbit hoherer Periode setzt sich wie folgt aus den fundamentalen Orbits zusam-
men: Fiir jedes Symbol seiner Symbolfolge wird eine (leicht deformierte) Hilfte
des dem Symbol entsprechenden fundamentalen Orbits durchlaufen. Die langer-
periodischen Orbits mit hoher Symmetrie sehen sogar beinahe so aus, als seien
einfach Orbits mit kiirzeren Perioden, deren Symbolstrings in dem des ldngeren
Orbits enthalten sind, {ibereinandergeplottet worden. Beispiele hierfiir werden in
Abbildung 2.7 gezeigt. Der Orbit [=>][#>] dhnelt einer Ubereinanderzeichnung
von [=>] und [#>]; der Orbit [=<][#<] sieht aus, als wiirden die zu [=<] und

=<] gehorenden Bahnen nacheinander durchlaufen werden. Die Bahnkurve von
[=>][=<][#<][#<] dhnelt denen von [=>][=<] und [#<].

—

Orbits mit ldngerer Periode werden von sog. Pseudo-Orbits, die verschiedene Or-
bits kiizerer Periode, deren Symbolstrings zusammengesetzt den Symbolstring
des langeren Orbits ergeben, nacheinander durchlaufen, beschattet. Von Beschat-
tung spricht man dann, wenn der Pseudo-Orbit in der N&he des ,echten Or-
bits verlauft (engl. shadowing, [GucHol86]). Dafl beim Zweimuldensystem je-
der Pseudo-Orbit stets den Orbit, dessen Symbolstring sich aus den Strings des
Pseudo-Orbits zusammensetzt, tatsdchlich beschattet, ist eine Folge davon, dafl
sowohl die Abbildung, welche die Dynamik des Zweimuldensystems beschreibt,
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als auch die Abbildung, die den Punkten der invarianten Menge Symbolfolgen
zuordnet, stetig ist.

Das Phanomen der Beschattung ist entscheidend fiir die Konvergenzeigenschaften
der Cycle Expansion (siche Abschnitt 3.6).



Kapitel 3

Theorie der periodischen Orbits

Die wesentliche Aspekte der (klassischen) Theorie der periodischen Orbits wer-
den in diesem Kapitel vorgestellt. Die Darstellung orientiert sich grofitenteils an
[Cvi+01].

Die Theorie ist in erster Linie anwendbar auf dynamische Systeme, die zweierlei
Voraussetzungen erfiillen: Erstens sollte die invariante Menge des zu untersu-
chenden Systems hyperbolisch sein; dies ist bei dem in dieser Arbeit betrachteten
System erfiillt. Zweitens sollte das System ergodisch sein; auch das ist fiir das
Zweimuldensystem giiltig. Was Ergodizitit bedeutet, wird im ersten Abschnitt
dieses Kapitels erldutert. Doch was ist der Inhalt der Theorie?

In einem chaotischen dynamischen System ist es praktisch nicht méglich, préizise
Voraussagen zu treffen, also individuelle Trajektorien iiber lingere Zeit zu ver-
folgen. Die Theorie der periodischen Orbits ermoglicht jedoch die Bestimmung
gewisser intrinsischer Gréflen des betrachteten Systems, wie z. B. die Escape-Rate,
das Langzeitverhalten von Korrelationsfunktionen, das klassische Resonanzspek-
trum oder dynamische Mittelwerte von Observablen, wie z. B. der Lyapunov-
Exponent. Allen genannten Groflen ist gemeinsam, daf§ sie sowohl zeitliche als
auch rdumliche Mittelungen beinhalten. Die Grundidee der Theorie ist es, solche
Mittelwerte mit den Eigenwertspektren gewisser Entwicklungsoperatoren in Ver-
bindung zu bringen. Wie das funktioniert, wird im zweiten Abschnitt beschrieben.

In den darauffolgenden Abschnitten werden Techniken zur Bestimmung der Ei-
genwerte der Entwicklungsoperatoren eingefiihrt. Sogenannte Spurformeln ver-
binden die Eigenwertspektren mit den periodischen Orbits des Systems. Aus den
Spurformeln konstruiert man die wichtigsten Werkzeuge der Theorie der periodi-
schen Orbits: die Selbergsche Zeta-Funktion und die dynamische Zeta-Funktion.
Diese Funktionen faktorisieren in bestimmter Weise beziiglich der Symmetrien
des betrachteten Systems, was die numerische Auswertung erheblich erleichtert.

42
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Die exakte Berechnung der Zeta-Funktionen erfordert die Kenntnis sédmtlicher
periodischen Orbits des Systems. Das sind in der Regel unendlich viele Orbits,
jedoch hat CVITANOVIC gezeigt, dafl man bereits dann gute Approximationen
der zu berechnenden Groflen erhélt, wenn man lediglich die kiirzeren periodischen
Orbits beriicksichtigt [Cvi88]. Hierzu entwickelt man die Zeta-Funktionen in Po-
tenzreihen, sog. Cycle Fxpansions. Diese Reihen konvergieren unter bestimmten
Voraussetzungen auflerordentlich schnell und kénnen dann schon nach geringer
Ordnung abgebrochen werden.

Zum Abschlufl des Kapitels wird eine Formel fiir dynamische Mittelwerte von
Observablen hergeleitet. Im Gegensatz etwa zur Escape-Rate oder zum Korre-
lationsspektrum sind die dynamischen Mittelwerte von Observablen nicht direkt
durch Eigenwerte von Entwicklungsoperatoren gegeben, sondern miissen auf kom-
pliziertere Weise aus der dynamischen Zeta-Funktion berechnet werden.

3.1 Ergodizitit

Man betrachte eine Abbildung f und eine Menge M, die invariant unter f ist.
Fiir M sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf u gegeben. Dieses ordnet jeder Teilmenge
von M eine nichtnegative Zahl zu. Es ist ferner additiv, d.h. fiir jede abzihl-
bare Familie von paarweise disjunkten Teilmengen S; von M ist das Mafl der
Vereinigung der S; gleich der Summe der Mafle der einzelnen S;:

H (U Si) = ZM(SZ) (3.1)

Auflerdem gilt
(@) =0 (3.2)

sowie

u(M) = 1. (3.3)
Die letztgenannte Eigenschaft macht das Mafl zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf.

Fiir eine gegebene Menge S C M sei mit f~1(S) die Menge der Urbilder von S,
also die Menge aller Punkte, die unter f nach S abgebildet werden, bezeichnet.
Das Maf3 p heifit invariant, wenn fiir jedes S C M gilt:

u(S) = p(f(9)). (3.4)

Ist f invertierbar, so ist dies dquivalent zu p(S) = p(f(S)) — sonst im allgemeinen
nicht.
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Definition 3 (Ergodizitit) FEin invariantes Wahrscheinlichkeitsmafs 1 be-
zeichnet man als ergodisch, wenn fiir jede komplexwertige, beziiglich p integrier-
bare Funktion a(x) das Zeitmittel fast tiberall gleich dem Scharmittel ist, d. h. mit
Ausnahme einer Menge vom p-Mafe 0 gilt fir alle xog € M :

—_

n—

n—0o0

lim% a( (o)) = / a(z)dp(z). (3.5)

M

i

0

Besitzt also die Abbildung f auf M ein ergodisches Mafl ;1 (man sagt auch,
das dynamische System (f, M, 1) sei ergodisch), so ist das Zeitmittel fiir fast alle
Startpunkte x gleich, ndmlich gleich dem Integral auf der rechten Seite von (3.5).

Ein ergodisches Maf§ zu haben ist natiirlich nur dann von praktischem Nutzen,
wenn die Menge derjenigen Punkte, fiir die (3.5) gilt, wirklich ,sehr viel grofier”
ist als die Menge derjenigen Punkte, fiir die (3.5) nicht gilt, die Bezeichnung
yfast alle* also gerechtfertigt ist. Man koénnte ja in M einen Fixpunkt ¢ von f
auswéhlen, und allen Teilmengen von M, die ¢ enthalten, das Mafl 1 verleihen,
und allen anderen Teilmengen von M das Mafl 0 geben (auf ¢ konzentriertes
Dirac-Maf}). Dieses Mafl wire zwar invariant und ergodisch, aber wenig niitzlich,
denn die ,,Unabhéngigkeit des Zeitmittels vom Startpunkt wére ja nur fiir den
Punkt g sichergestellt.

Man kann zeigen, daf§ das Zweimuldensystem auf seiner invarianten Menge ein
,sinnvolles® ergodisches MaB besitzt. In [ArnAv68] wird bewiesen, daf} eine Shift-
Abbildung im Folgenraum mit N Symbolen ohne verbotene Symbolfolgen, eine
sog. Bernoulli-Shift, fiir beliebiges N > 2 ergodisch ist. Das zugrundeliegende
Maf3 ist so beschaffen, dal nur Mengen von Symbolfolgen, die in unendlich vielen
Symbolen {ibereinstimmen, das Mafl 0 besitzen. Die Vereinigung dieser Mengen
ist, verglichen mit der Menge aller Symbolfolgen, ,sehr klein“. Da die Abbildung
F' des Zweimuldensystems auf ihrer invarianten Menge A topologisch konjugiert
zur Bernoulli-Shift mit vier Symbolen ist, besitzt F' auf A ein ergodisches MaSfl.
Das Zeitmittel ist also fast {iberall auf A unabhéngig vom Startwert, ndmlich
gleich dem Scharmittel.

Man kann sich die Ergodizitit eines dynamischen Systems (f, M, ) wie folgt ver-
anschaulichen: Fast jeder Orbit von f mit Startpunkt in M kommt im Verlaufe
der Dynamik jedem Punkt von M beliebig nahe; das MaB u(S) einer Teilmenge
S von M gibt an, wie haufig sich ein solcher , typischer Orbit im Zeitmittel in S
aufhélt (das wird klar, wenn man als Funktion a(x) in (3.5) die Indikatorfunktion
von S wahlt: a(z) =1 falls z € S und a(x) = 0 sonst). Diese Héufigkeit des Auf-
enthaltes in S ist fiir alle typischen Orbits gleich. Teilmengen von M vom Mafle
0, deren Punkte die Definition (3.5) nicht erfiillen, sind Mengen von Punkten, die
zu ,untypischen” Orbits gehoren, also zu solchen Orbits, die nicht jedem Punkt
in M beliebig nahe kommen.
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Ein Beispiel fiir eine Menge untypischer Orbits ist ein periodischer Orbit zusam-
men mit dem Schnitt seiner stabilen Mannigfaltigkeit mit M, also die Menge aller
Orbits auf M, die sich im Verlaufe der Dynamik dem periodischen Orbit asympto-
tisch anndhern. Ist f topologisch konjugiert zu einer Bernoulli-Shift (was fiir den
Rest dieses Abschnitts vorausgesetzt wird), dann ist eine solche Menge durch
die Vereinigung aller Symbolfolgen (s,) gegeben, fiir die es jeweils ein N gibt,
so dal die Symbole s,, fiir n > N mit den entsprechenden Symbolen des peri-
odischen Orbits iibereinstimmen. Das bedeutet Ubereinstimmung in unendlich
vielen Symbolen, daher besitzt die betrachtete Menge, wie es sich fiir eine Menge
untypischer Orbits gehort, das Mafl 0.

Die Vereinigung aller periodischen Orbits und deren stabilen Mannigfaltigkeiten,
geschnitten mit M, besteht ebenfalls nur aus Punkten, die (3.5) nicht erfiillen;
keiner der Orbits verlduft dicht in M. Diese Menge kann daher ebenfalls nur
das Maf 0 haben. Das ist nach (3.1) auch tatséchlich der Fall. Es handelt sich
ndmlich um eine abzihlbare disjunkte Vereinigung von Mengen vom Mafle 0, da
die periodischen Orbits abzéhlbar sind.

Obwohl die gerade betrachtete Menge dicht in M liegt (schon die Vereinigung
der periodischen Orbits allein liegt dicht in M, vgl. Abschnitt 2.5.3.1), ist sie
dennoch nur eine ,sehr kleine* Teilmenge von M, siehe oben. Sie ist noch nicht
einnmal die grofite Menge vom Mafle 0, denn es sind noch andere Mengen von
Symbolfolgen denkbar, die in unendlich vielen Symbolen iibereinstimmen.

3.2 Mittelungen und Entwicklungsoperatoren

In diesem Abschnitt wird erklart, worum es sich bei der Escape-Rate, dem Korre-
lationsspektrum sowie den dynamischen Mittelwerten handelt und wie man Ent-
wicklungsoperatoren konstruiert, aus deren Eigenwertspektren sich die genannten
Groflen errechnen lassen.

Damit sind die Anwendungsmoglichkeiten der Theorie der periodischen Orbits
noch nicht erschopft. Es lassen sich dariiber hinaus weitere, aus dem ther-
modynamischen Formalismus bekannte Groflien zur Charakterisierung dynami-
scher Systeme bestimmen [Art+90a]. Hierbei handelt es sich beispielsweise um
verallgemeinerte Entropien, verallgemeinerte Dimensionen und verallgemeinerte
Lyapunov-Exponenten. In dieser Arbeit wird darauf jedoch nicht néher eingegan-
gen.

Im folgenden wird stets eine (nicht notwendig invertierbare) Abbildung f be-
trachtet, die in einem Phasenraum M wirkt, der eine kompakte Mannigfaltigkeit
ist. Die Theorie der periodischen Orbits existiert auch fiir Fliisse. Dieser Fall wird
hier aber nicht behandelt. Abgesehen von einigen mathemathischen Feinheiten,
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verlauft die Herleitung der Theorie fiir Fliisse analog der Theorie fiir Abbildun-
gen.

3.2.1 Die Escape-Rate wund der Perron-Frobenius-
Operator

Bei Abbildungen, die auf kompakten Mannigfaltigkeiten wirken, hat man zwi-
schen offenen und geschlossenen Systemen zu unterscheiden. Bei offenen Syste-
men konnen, im Gegensatz zu geschlossenen Systemen, Orbits aus dem Phasen-
raum entweichen. Beim Zweimuldensystem handelt es sich also um ein offenes
System. Die Ausfithrungen dieses Kapitels werden aber moglichst allgemein ge-
halten und gelten, sofern nicht ausdriicklich anders angegeben, sowohl fiir offene
als auch fiir geschlossene Systeme.

Man kann eine Escape-Rate, also ein Maf fiir das Entweichen der Orbits, de-
finieren, inden man in Gedanken ein ,,Streuexperiment” durchfithrt. Damit ist
gemeint, dafl man ein auf M gleichverteiltes Ensemble von Anfangswerten be-
trachtet und der Dynamik von f unterwirft. Im Falle des Zweimuldensystems
kann man sich dies als einen isotropen Beschufl beider Mulden mit einer Vielzahl
von Teilchen, deren Stofparameter gleichméfBig verteilt sind, vorstellen. Bei ei-
nem offenen System wird bei jeder Iteration von f ein gewisser Anteil der Orbits
des Ensembles den Phasenraum verlassen. Es wird nun vorausgesetzt, daf jeder
Orbit, der M verlafit, nie wieder nach M zuriickkehrt, wie es beim Zweimulden-
system der Fall ist. Der Anteil v, derjenigen Orbits, die sich nach n Iterationen
noch immer in M befinden, ist dann durch folgendes Doppelintegral gegeben:

1 n
= A /de /M dy 8(y — 1"(z)). (3.6)
wobel
M| = /M iz (3.7)

das Volumen von M ist. Das dx-Integral gibt das gleichverteilte Ensemble von
Startwerten vor, das dy-Integral zdhlt die Orbits, die nach n Iterationen noch im
Phasenraum verblieben sind.

Bei hart chaotischen offenen Systemen erwartet man asymptotisch eine exponen-
tielle Abnahme von ~,, d.h. bei diesen Systemen gilt v, ~ e " fiir grofie n.
Der Exponent s bestimmt die Rate, mit der die Trajektorien entweichen, man
bezeichnet ihn daher als Escape-Rate:

1
k= — lim —In~,. (3.8)

n—oo N
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Bei offenen Systemen, in denen KAM-Tori und chaotische Bereiche koexistieren,
kann die Abnahme von ~,, asymptotisch einem Potenzgesetz gehorchen, v,, ~ n=¢
fiir grofle n, was formal k = 0 bedeutet. Dieses Verhalten ist eine Folge davon,
daf die Instabilitat von Trajektorien in der Ndhe der KAM-Tori beliebig gering
wird. Deswegen bleiben Trajektorien in der Nachbarschaft von KAM-Tori dort
fir lange Zeit ,kleben“ [GraKan85].

Numerisch 148t sich die Escape-Rate nur ndherungsweise ermitteln, ndmlich durch
Berechnung von —(Iln~,)/n fir ein endliches n, oder, alternativ, durch Berech-
nung von In(v,_1/7,). Es gibt jedoch einen Weg, s im Prinzip exakt zu bestim-
men.

Die Escape-Rate steht in Verbindung mit einem Entwicklungsoperator, dem
Perron-Frobenius-Operator L™. Der hochgestellte Index n stellt ein diskretes Zeit-
argument dar. Der Perron-Frobenius-Operator ist ein Integraloperator, der auf
eine beschriankte, auf M definierte skalare Dichtefunktion A(x) in der folgenden
Weise wirkt:

Lih(y) = /M a1 8(y — f"(2))h(x)

_ _fw)
= Z ) At D) (3.9)

{zef—m(y

Summiert wird hier iiber alle x, die Urbilder von y unter f" sind. Der Perron-
Frobenius-Operator beschreibt die Zeitentwicklung der Dichte h(x), wenn diese
der Dynamik unterworfen wird. Die Dichte £"h(x) entsteht, indem h(z) durch
n-fache Iteration von f weitertransportiert wird, und zwar so, dafl ,die Masse
erhalten bleibt“. Mit Hilfe der Formel fiir Variablentransformationen bei mehr-
dimensionalen Integralen,

/ gb(:p)dxz/gb(y(w))detDv(w)dx, (3.10)
v(S) S

kann man namlich zeigen, daf} fiir geschlossene Systeme

hiz)dx = Lh(x)dz 3.11
/A<> /m () (3.11)

fiir alle n und beliebige Teilmengen A von M gilt, egal, ob f phasenraumvolu-
menerhaltend (|det Df| = 1) ist oder nicht. Das entspricht der Tatsache, daf} in
geschlossenen Systemen Orbits weder ,erzeugt“ noch ,vernichtet* werden. Be-
sitzt beispielsweise f™(A) ein kleineres Volumen als A, so wird dies durch eine
,» Verdichtung“ von h(z) unter der Wirkung von £" kompensiert.

Bei offenen Systemen hingegen findet ein ,Massenverlust von h(z) unter der
Wirkung von £™ durch das Entweichen von Trajektorien statt, aber nur dadurch.
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Da L™ also einen Transport von Dichteverteilungen durch n-fache Iteration von
f bewirkt, besagt der hochgestellte Index n, dal die Anwendung von L™ gleich-
bedeutend mit der n-fachen Anwendung von £! = £ ist. £ ist also tatsiichlich
die n-te Potenz von L, was dquivalent zu folgender Halbgruppeneigenschaft ist:

Lt = Lmene, (3.12)

Das 148t sich auch formal beweisen:

CrLmn(z) = /M dy (= — ™ (1)) £"h(y)
_ / dy 8(z — ™ (y)) / 0 6(y — (x))h(z)
M M
_ / de 5(z — f1(f(2))h(z)
M

= [ dwae— g
M
= LMT](2). (3.13)
Damit ist (3.12) gezeigt.

Welcher Zusammenhang besteht nun zwischen x und £7 Um dies zu beantworten,
ist das Eigenwertproblem von £ zu betrachten:

Loa(y) = Aaaly)- (3.14)

Hierbei seien die Eigenwerte A, nach abnehmendem Betrag sortiert. Es sei Ay der
yfithrende Eigenwert“ von £, d.h. derjenige Eigenwert, der maximalen Betrag
besitzt und auflerdem positiv reell ist. Dann gilt:

)\0 =e " (315)

In der Literatur [Cvi4+01] wird diese Aussage folgendermaBen begriindet: Mit
(3.9) 1aBt sich (3.6) schreiben als

1 / ,
Vo = —0 dy L™i(y), 3.16
i L i) (3.16)

wobei i(z) = 1Vz € M ist. Diese Funktion wird nach den Eigenfunktionen ¢,
von L zu den Eigenwerten A\, entwickelt:

i(2) = capal). (3.17)

a=0

Damit erhalt man

1 (e 9]
Yo = caAZ/ a(y)dy. 3.18
|M|§ | pely) (3.18)
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Wenn n grof§ ist, wird dieser Ausdruck durch den fithrenden Eigenwert von £
dominiert:

lim 7, = CAl (3.19)

n—oo

mit einer Konstanten C. Mit (3.8) folgt die Behauptung (3.15).

Gegen diese Argumentation sind Einwdnde angebracht. Die Eigenfunktionen ¢,
miissen wegen (3.9) und (3.14) die Gleichung

/ 026y — "(2))a () = Noga(y) (3.20)
M

fir alle n € N erfiillen. Daran sieht man, daf§ die Funktionen ¢,(y) nur fiir
diejenigen y, die ein Urbild unter f™ in M besitzen, von null verschiedene Werte
annehmen kénnen, also fiir die y aus der Menge (;_, f*(M). Da dies fiir alle
n gilt, miissen die ¢, auf der Menge (-, f/*(M) konzentriert sein. Fiir rein
expandierende Abbildungen ist (,—, f*(M) = M. Bei einem zweidimensionales
System mit einer kontrahierenden und einer expandierenden Richtung, wie z. B.
dem Zweimuldensystem, gibt es jedoch Punkte in M, die kein Urbild unter f™ in
M besitzen. Die Menge (2, f*(M) ist dann sogar nur eine sehr kleine Teilmenge
von M, ndamlich die instabile Mannigfaltigkeit der invarianten Menge von f, vgl.
Abschnitt 2.2. In diesem Falle kann man keinesfalls die Funktion i(z) = 1 auf M
nach den ¢, entwickeln.

Dariiberhinaus stellt sich (auch in geschlossenen Systemen) die Frage, ob die
Eigenfunktionen von L ein vollstdndiges System im Raum der Funktionen, auf
die man £ wirken la8t, bilden.

Ein anderes Problem ist die Frage, ob wirklich garantiert ist, daf§ der Koeffizient
¢o in der Entwicklung (3.17) ungleich null ist. Ansonsten konnte es vorkommen,
daB (3.18) nicht durch den fithrenden Eigenwert von £ dominiert wird, sondern
durch den Eigenwert )\, mit dem kleinsten «, fiir das ¢, # 0 ist.

Desweiteren wurde in der obigen Argumentation vorausgesetzt, dafy es zwar meh-
rere Eigenwerte von maximalem Betrage geben kann, von diesen aber nur einen
einzigen, dessen Eigenfunktion in der Entwicklung (3.17) einen nichtverschwin-
denden Koeffizienten besitzt. Dieser Eigenwert \g mufl auBlerdem positiv reell
sein, da k positiv ist. Ferner wurde angenommen, dafl die Menge {\,} der Eigen-
werte abzihlbar ist.

Es wird von nun an aber davon ausgegangen, daf} sich die Bedenken aus der Welt
schaffen lassen, daf§ also die oben durchgefithrten Manipulationen zumindest ,,im
Prinzip* giiltig sind. Diese sind als eine Art Skizze zu verstehen. Ein Versuch,
dies plausibel zu machen, wird in Anhang B mit Hilfe einer Matrizdarstellung
vom £ unternommen.

In der ,,Bedenkenliste® war bereits von Voraussetzungen an das Eigenwertspek-
trum von £ die Rede. Um die Theorie weiter entwickeln zu kénnen, miissen diese



50 Kapitel 3. Theorie der periodischen Orbits

Forderungen in einer noch etwas weitergehenden Form als erfiillt angesehen wer-
den. Vom Eigenwertspektrum {\,} wird folgendes verlangt:

1. {A\.} ist abzihlbar.

2. Ao 18t positiv reell und der einzige Eigenwert von maximalem Betrage, des-
sen Figenfunktion in der Entwicklung (3.17) einen nichtverschwindenden
Koeffizienten besitzt.

3. Y ol o Aa konvergiert absolut.

Die dritte Voraussetzung wird in den Abschnitten 3.3 und 3.4 gebraucht. Aus ihr
folgt u.a., daf nur 0 ein Haufungfpunkt von {\,} ist.

Diese Voraussetzungen fiir ein gegebenes System zu beweisen, stellt im allgemei-
nen ein schwieriges Problem dar. Der Beweis gelingt in einigen Fiéllen einfacher
eindimensinonaler Abbildungen, aber auch fiir eine spezielle Klasse mehrdimen-
sionaler Abbildungen mit expandierenden und kontrahierenden Richtungen, den
sog. analytisch hyperbolischen Abbildungen, siehe [RugCvi00] sowie [Rug92]. Zu
zeigen, ob das Zweimuldensystem zu dieser Klasse gehort, ist im Rahmen dieser
Arbeit nicht gelungen. In Anhang B wird jedoch fiir das Zweimuldensystem mit
numerischer Unterstiitzung ein ,, Beweis“ von Voraussetzung 2 erbracht.

Da jedoch die Theorie der periodischen Orbits bereits bei einer Vielzahl hyperbo-
lischer chaotischer Systeme, deren Symbolische Dynamik jeweils nur endlich viele
Verbotsregeln fiir Symbolfolgen (sog. Pruning-Regeln) besitzt, erfolgreich ange-
wandt worden ist, liegt die Vermutung nahe, daf§ die genannten Forderungen an
das Figenwertspektrum bei solchen Systemen stets erfiillt sind.

Die Beschaffenheit des Eigenwertspektrums von £ hingt in entscheidender Weise
davon ab, welcher Raum von Funktionen, auf die man £ wirken lafit, gewéhlt
wird. Das Problem, festzustellen, ob das Eigenwertspektrum die gewiinschten Ei-
genschaften besitzt, ist also in erster Linie ein Problem, einen geeigneten Funktio-
nenraum zu finden. Erhélt man beispielsweise nach Wahl eines Funktionenraumes
ein iiberabzihlbares Spektrum, so kann man méglicherweise durch Verkleinerung
des Funktionenraumes zu einem abzéhlbaren Spektrum gelangen. Vergleiche hier-
zu wiederum [RugCvi00].

Jedoch ist, wie in Abschnitt 3.3 klar wird, fiir die Auswertung des Eigenwert-
spektrums die genaue Kenntnis des zugrundeliegenden Funktionenraumes nicht
erforderlich. Es muf} lediglich die Existenz irgendeines Funtionenraumes voraus-
gesetzt werden, der so beschaffen ist, dal die geforderten Eigenschaften des Ei-
genwertspektrums gegeben sind.

Unter bestimmten Voraussetzungen kann man also die Escape-Rate berechnen,
indem man den fithrenden Eigenwert Ay des Perron-Frobenius-Operators £ be-
stimmt. Bei hart chaotischen offenen Systemen ist stets x > 0, somit Ay < 1 zu
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erwarten. Fiir geschlossene Systeme gibt es freilich nicht viel zu berechnen, fiir
solche gilt k = 0 und damit \g = 1.

3.2.2 Korrelationsfunktionen

Als Observable bezeichnet man eine Funktion, die auf dem Phasenraum definiert
ist. In den meisten Féllen betrachtet man Abbildungen des Phasenraumes auf die
reellen Zahlen, es spricht jedoch nichts dagegen, auch vektor- oder tensorwertige
Observablen zu definieren.

Eine wichtige Rolle bei der Analyse dynamischer Systeme spielen die Zeitkor-
relationen zwischen Observablen. Diese sind nicht nur unter gewissen Voraus-
setzungen theoretisch berechenbar, sondern auch héiufig in Laborversuchen oder
numerischen Simulationen mefibar.

Ublicherweise untersucht man die Fourier-Transformierte einer Zeitkorrelations-
funktion. Dazu wird héufig die Autokorrelationsfunktion einer Observablen a(x)
verwandt. Deren Fourier-Transformierte (als Funktion reeler Frequenzen w be-
trachtet) ist, wie aus einem Satz von WIENER und KHINTCHINE folgt, gleich
dem Leistungsspektrum des ,,Signals“ n — a(f"(z)) [EckRue85, Rue86]. Diskre-
te Peaks im Leistungsspektrum deuten auf periodisches oder quasiperiodisches
Verhalten des untersuchten Systems hin. Ein breitbandiges Spektrum hingegen
bedeutet, dafl es sich bei dem Signal um ein Rauschen handelt. Das ist ein Indi-
kator fiir chaotisches Verhalten.

Eine weitere Moglichkeit der Analyse ist, die Fourier-Transformierte einer Zeit-
korrelationsfunktion als Funktion komplexer Frequenzen w zu untersuchen. Die
Fourier-Transformierte stimmt innerhalb ihres Konvergenzgebietes mit einer
Funktion iiberein, die Pole in der komplexen w-Ebene besitzt. Deren Residuen
héngen von der Wahl der Observablen ab, jedoch nicht die Lage der Pole. Man be-
zeichnet die Pole als die (klassischen) Resonanzen des Systems [Rue86]. Ahnlich
der Charakterisierung eines quantenmechanischen Systems durch das Spektrum
seiner Energieniveaus eignen sich die Resonanzen zur Charakterisierung eines
klassischen dynamischen Systems.

Als Beispiel betrachte man den Flufl eines gebundenen integrablen Hamilton-
Systems mit n Freiheitsgraden. Die zeitliche Entwicklung eines solchen Systems
ist nach einem Theorem von LIOUVILLE [Arn78] diffeomorph zu einer quasiperi-
odischen Bewegung auf einem n-Torus. Eine zugehorige Zeitkorrelationsfunktion
wird dann ebenfalls quasiperiodisches Verhalten aufweisen. Sie setzt sich additiv
aus periodischen Anteilen zusammen, was die Periodizitit der Bewegung in jeder
einzelnen Dimension des Torus wiederspiegelt. Die Resonanzen eines gebundenen
integrablen Systems befinden sich daher allesamt auf der reellen Achse, ndmlich
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bei den Frequenzen, die zu den einzelnen periodischen Anteilen der Korrelations-
funktion gehoren [Rug92].

Bei einem nichtintegrablen System miissen sich die Resonanzen nicht mehr auf
der reellen Achse befinden. Ist eine Resonanzfrequenz w komplex mit positivem
Imaginéarteil, so bedeutet dies einen exponentiellen Zerfall des zugehorigen, mit
der Frequenz Re w oszillierenden Anteils der Korrelationsfunktion. Wie noch ge-
zeigt wird, hingt die Zerfallsrate A mit w durch die Gleichung A = €™ zusammen.
Die Menge der Zerfallsraten bezeichnet man als Korrelationsspektrum.

Fiir ein chaotisches System ist ein Zerfall der Korrelationen zu erwarten, denn
er spiegelt den Informationsverlust wihrend der Zeitentwicklung des Systems
wieder. Man kann die Distanz der Resonanzen von der reellen Achse als ein Mafl
fiir die Chaotizitdt eines Systems ansehen.

In den folgenden Ausfithrungen geht es darum, einen Zusammenhang zwi-
schen den Resonanzen eines Systems und dem Eigenwertspektrum des Perron-
Frobenius-Operators £ herzustellen.

Bei der Definition der Zeitkorrelationsfunktion ist zwischen geschlossenen und
offenen Systemen zu unterscheiden. Fiir ein geschlossenes System und zwei Ob-
servablen a und b ist die Zeitkorrelationsfunktion entlang des Orbits x;, = f*(€)
fiir n > 0 definiert durch

Cap(n, ) = lim — > a(f™(&))b(f*(£)). (3.21)

Ist a = b, so handelt es sich um eine Autokorrelationsfunktion (siehe oben).

Besitzt das geschlossene System ein invariantes Wahrscheinlichkeitsmafl p(x)dx
und ist das System ergodisch beziiglich dieses Mafes, so ist die obige Zeitmitte-
lung der Observablen a(f™(£))b(£) unabhéngig von £ (abgesehen von einer Menge
vom MafBle 0) und kann durch das Scharmittel ersetzt werden:

Cusln) = | do plaa( " @)b(o). (3.22)

Definiert man bei einem offenen System die Zeitkorrelationsfunktion wie in (3.21),
dann ist der Startwert £ aus der Menge

M = ﬁ fHM), (3.23)
k=0

der stabilen Mannigfaltigkeit der invarianten Menge, vgl. Abschnitt 2.2, zu
wéhlen. Das zum System gehorige ergodische Maf ist auf der invarianten Menge
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konzentriert, somit nicht durch eine auf M stetige Dichtefunktion p(x) gegeben.
Es ist daher iiblich, die Korrelationsfunktion fiir offene Systeme durch ein ,,Streu-
experiment* mit einer stetigen Anfangsverteilung p(x) auf M zu definieren, um
transientes Verhalten zu untersuchen [Rug92]:

Cunal) = [ da pla)a("(2))b(o) (324)

mit

M= () FHMm). (3.25)
Die so definierte Korrelationsfunktion ist, im Gegensatz zu (3.21), numerischen
Experimenten gegeniiber leicht zugénglich. Sie unterscheidet sich von (3.22) for-

mal nur durch den Integrationsbereich. Die nun folgenden Manipulationen, die
an (3.24) vorgenommen werden, sind auch fiir (3.22) zuléssig.

Da jeder Punkt aus M"” ein Bild unter f" in M besitzt, 148t sich (3.24) folgen-
dermaflen umschreiben:

Cong) = [ e [ dya@)sty - F@)i@pte). 620

Der Bereich der dz-Integration kann nun auf ganz M ausgedehnt werden, da
ohnehin nur die Punkte aus M" Beitrége liefern:

/d/ dy a(y)d(y — f"(2))b(z)p(z). (3.27)

In dieser Gleichung erkennt man den Perron-Frobenius-Operator (3.9) wieder:

C’a7b7p(n)://\/ldy a(y)L"b(y)p(y). (3.28)

Analog der Vorgehensweise im vorigen Unterabschnitt, entwickelt man nun die
Funktion b(z)p(x) nach den Eigenfunktionen von L, wobei es auch hier die ge-
nannten Bedenken gibt:

o0

=) " Catpalz (3.29)

a=0

Damit folgt fiir die Korrelationsfunktion:

Congln anA" | dvowieaw). (3.30)
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Es liegt also, sofern |A\,| < 1 fiir alle « gilt, ein exponentieller Zerfall der Korre-
lationen vor, wobei die (Betrige der) A\, die Zerfallsraten sind. Das Korrelations-
spektrum ist daher durch die Eigenwerte von £ gegeben.

Oszillierende Anteile der Korrelationsfunktion beruhen auf komplex konjugier-
ten Paaren von Eigenwerten (da Cg ,(n) fiir reellwertige Observablen nur reelle
Werte annimmt, kénnen die Eigenwerte von £ nur reell sein oder in komplex kon-
jugierten Paaren auftreten), oder auf Eigenwerte, die auf der negativen reellen
Achse liegen. Die Frequenz der Oszillation ist gleich der Phase der komplexen Fi-
genwerte. Die grofitmogliche Frequenz liegt vor, wenn die Phase eines Eigenwertes
den Wert m annimmt, d.h. der Eigenwert negativ reell ist. Der ensprechende os-
zillierende Anteil der Korrelationsfunktion dndert dann bei jeder Erhcéhung von
n um 1 das Vorzeichen.

Der am Anfang dieses Unterabschnitts erwédhnte Zusammenhang zwischen den
Zerfallsraten und zugehorigen Resonanzen wird zum Schlufl behandelt.

Bei hart chaotischen offenen Systemen ist |\,| < 1 tatséchlich fiir alle o erfiillt,
denn es ist Ay < 1. In diesem Falle wird fiir grofle n der Zerfall der Korrelationen
durch A\g dominiert.

Bei geschlossenen Systemen hingegen gilt A\g = 1. Daher strebt die Korrelati-
onsfunktion fiir groffe n nicht gegen 0, sondern gegen den unkorrelierten Grenz-
wert (a)(b), das Produkt der Scharmittelwerte von a und b (dieser Grenzwert
wird in der Regel bei der Definition von der Korrelationsfuntion subtrahiert).
Die Geschwindigkeit der Konvergenz wird asymptotisch durch den zweitgréfiten
Eigenwert A\; bestimmt. Dies wird nun néher begriindet.

Zunéchst wird folgendes gezeigt: Da die invariante Dichte p(z) eines geschlos-
senen Systems sich unter der Dynamik nicht &ndert, ist sie gerade gleich der
Eigenfunktion ¢g(z) von £ zum Eigenwert Ay = 1. Fiir eine beliebige Teilmenge
A von M und das invariante Mafl du(z) = p(z)dz gilt ndmlich:

[ owris = a)
A

)
— /A Lp(z)dz. (3.31)
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Die Determinante in der vierten Zeile tritt infolge der Koordinatentransformation
auf. Da A beliebig ist, mufl

Lp(z) = p(z) (3.32)
gelten und somit
wo(z) = p(z), (3.33)

was zu zeigen war.

Mit Hilfe von (3.33) und mit dem Scharmittelwert von a,

(a) = /M dy a(y)p(y), (3.34)

folgt aus (3.30) fiir die Korrelationsfunktion fiir geschlossene Systeme:

Cap(n) = co(a an)\n/ dy a(y)pa(y). (3.35)

Der zweite Term auf der rechten Seite konvergiert, da |A,| < 1 fiir a > 1 gilt, fiir
n — oo gegen 0, und zwar asymptotisch mit der Zerfallsrate ;.

Nun ist nur noch ¢y = (b) zu zeigen. Aus (3.29) folgt

/M dz () plz / d:chagoa (3.36)

Aufgrund von (3.33) und [, p(x)dx = 1 ergibt sich hieraus

o0

by = co + / dxz Capal(T). (3.37)
M a=1
Fiir das Integral gilt wegen (3.11) fiir alle n jedoch folgendes:
dr Y copal(z) = / dx L)Y capalr)
/M ; frmM) ;
= an)\Z/ Volz)dz
= M)

= 0. (3.38)

Die linke Seite ist unabhéngig von n und daher null. Es ist also ¢y = (b), und die
Korrelationsfunktion fiir geschlossene Systeme lautet

Cloy(n) +anv / dy a(y)pa(y). (3.39)
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Sie konvergiert, wie behauptet, fiir n — oo gegen (a)(b), asymptotisch mit der
Zerfallsrate \;.

Das Resonanzspektrum erhélt man aus der (diskreten) Fourier-Transformierten

Capp(w) von (3.30), die eine 2m-periodische Funktion auf C ist und folgende
Gestalt besitzt:

N

Capp(w) = D Cappln)e ™"
n=0

= i i da(a,b, p)Ate™n

n=0 a=0
o0

do(a, b, p)
= ; Ry et (3.40)
Voraussetzung ist allerdings, daff Im w < |\}!] fiir alle « gilt, da die Fourier-Reihe
sonst divergiert. Die Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn Im w < |\, ist.
In dem dadurch vorgegebenen w-Bereich stimmt die Fourier-Transformierte von
Capp(n), wie am Anfang dieses Unterabschnittes behauptet, mit einer Funktion
tiberein, die Pole bei denjenigen w, ; besitzt, fiir die

Ao = €k (3.41)
gilt. Mit A\, = [\o|ei® folgt daraus:
Wak = —Pa — 110 |\, | + 27k. (3.42)

Die w,  sind intrinsische Gréfen des betrachteten dynamischen Systems, ndmlich
dessen Resonanzen. Nur die Residuen der Pole héngen von den gewéhlten Obser-
vablen a, b sowie von der Verteilungsfunktion p ab. Im Falle eines geschlossenen
Systems erhélt man, sofern der Grenzwert (a)(b) nicht von der Korrelationsfunk-
tion subtrahiert wird, aufgrund von A\g = 1 eine Resonanz im Ursprung.

Falls die Phase ¢, aus dem Intervall |-, 7] gew@hlt wird, gibt Re w, ¢ die Oszilla-
tionsfrequenz des zum Eigenwert )\, gehorenden Anteils der Korrelationsfunktion
(3.30) an. In jedem Fall ist jedoch der Exponent, der die Zerfallsgeschwindigkeit
des Anteils bestimmt, durch Im w,, j, k beliebig, gegeben.

Da alle Resonanzen auflerhalb des Konvergenzgebietes von C’a7b7p(w) liegen, ist de-
ren Bestimmung durch numerische Berechnung der Korrelationsfunktion C, (1)
und anschlieBende Fourier-Transformation nicht ohne weiteres moglich. Vielmehr
lassen sich die Resonanzen durch Berechnung der ), der Eigenwerte von L, er-
mitteln.
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3.2.3 Dynamische Mittelungen

In diesem Unterabschnitt geht es um die Berechnung zeitlicher Mittelwerte von
Observablen, also um Mittelungen der Observablen entlang von Orbits. Ist das
betrachtete System ergodisch, so ist der Zeitmittelwert fiir fast alle Startwerte
gleich. Das Ergebnis dndert sich dann nicht, wenn man {iiber ein Ensemble von
Startwerten mittelt. Genau diese Tatsache macht man sich zu Nutze, um die
zeitlichen Mittelwerte von Observablen im Rahmen der Theorie der periodischen
Orbits zu errechnen.

Fiir einen Startwert x aus der Menge M™ ', siehe (3.25), und eine Observable a
wird die Grofe

3

1
AM(w) =) a(f(x) (3.43)
k=0
als ,integrierte* Observable bezeichnet. Liegt = sogar in M, vgl. (3.23), so ist
— 1
a(x) = lim —A"(z). (3.44)

n—oo M,
der zeitliche Mittelwert von a, abhéngig vom Startwert x.

Die Auswertung eines solchen z-abhéingigen Zeitmittelwertes ist aber in chaoti-
schen Systemen in der Praxis nicht korrekt durchfiihrbar; man miifite ja einen
Orbit unendlich lange préazise verfolgen kénnen. Im folgenden wird jedoch Ergo-
dizitdt des betrachteten Systems vorausgesetzt. Daher ist

a(x) = (a) fiir fast alle z € M, (3.45)

wobei M die invariante Menge des Systems ist. Das motiviert die Einfithrung des
Erwartungswertes von a. Dieser ist durch Mittelung der xz-abhéngigen Zeitmit-
telwerte iiber alle x aus M definiert:

11
a= lim |M"|ﬁ/ ﬁA”(x)dx, (3.46)
mit
(M2 =/ dz, (3.47)
MD

dem Volumen von M™. Bei einem geschlossenen System ist M> = M. Gilt
M = M, dann ist aufgrund der Ergodizitéit @ = (a), und damit, wegen (3.45),

a(x) =a fir fast alle z € M. (3.48)

Es ist aber auch bei einem offenen ergodischen System mit kontrahierenden und
expandierenden Richtungen zu erwarten, daf§ (3.48) gilt, obwohl dessen invariante
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Menge M nur eine kleine Teilmenge von M ist. M ist die stabile Mannigfal-
tigkeit von M. Jeder Orbit, der in M startet, kommt im Laufe der Zeit jeweils
einem Orbit auf M beliebig nahe. Fast jeder dieser Orbits auf M besitzt die Ei-
genschaft, daf a(x) = (a) gilt, wenn x ein Punkt des Orbits ist. Daher wird, wenn
a stetig ist, die Abweichung des Zeitmittelwertes von a beziiglich fast aller in M
startenden Orbits vom Scharmittelwert (a), der auf der invarianten Menge gilt,
beliebig klein, d.h. es gilt a(x) = (a) fiur fast alle z € M. Aus dem gleichen

Grunde gilt aber auch @ = (a), und damit (3.48).

Es entsteht also fast nie ein Fehler, wenn man anstelle eines Zeitmittelwertes a(x)
den Erwartungswert a berechnet. Eine direkte numerische Berechnung geméfl der
Definition (3.46) ist jedoch, genauso wie im Falle der Escape-Rate, nur ndherungs-
weise moglich, ndmlich durch Auswertung des Terms auf der rechten Seite fiir ein
endliches n.

Es gibt aber auch hier eine Moglichkeit, @ prézise zu ermitteln. Man kann @
néamlich in Zusammenhang mit einem Entwicklungsoperator bringen. Hierzu fiithrt
man eine Hilfsvariable 3 ein und betrachtet raumliche Mittelungen der Form

1
B-A™\ __ B-A"(x)
e = dx e . (3.49)
< > M| S

Mit (- - ) ist hier kein Scharmittelwert gemeint. Je nach Beschaffenheit der Obser-
vablen a ist 3 ebenfalls ein Skalar, Vektor oder Tensor. Da jeder Punkt x € M"
unter f™ ein Bild in M besitzt, kann (3.49) wie folgt umgeschrieben werden
(vel.(3.26)):

1
M|

(#47) =

/ d;z:/ dy 6(y — f(z))e? 4" @, (3.50)
M M

Auch hier kann der dz-Integrationsbereich auf ganz M erweitert werden:

1

gAny _
S AV Y

/ dx/ dy d(y — f™(x))e? 4" @), (3.51)
M M

In dieser Gleichung tritt ein neuer Entwicklungsoperator L£j auf, der auf eine
Funktion h(z) wie folgt wirkt:

Lih(y) = /M dx 8y — f"(x))e" " Dh(x). (3.52)
Dieser Operator geht fiir 4 = 0 in den Perron-Frobenius-Operator iiber. Mit

diesem Entwicklungsoperator und der Funktion i(x) = 1 erhélt man

1 g
G >—‘M,1|/Mdy£62(y)- (3.53)
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Wegen (3.6) gilt

M| = /mdx
= /ndx/MdM(y—f"(x))
- /M da /de(y—f"(a:))

= [ M. (3.54)
Daher ist .
<65-A"> — v /M dy Li(y). (3.55)

Nun wird (mit den iiblichen Bedenken) die Funktion i(z) nach den Eigenfunk-
tionen ¢, (5, x) von Lz zu den Eigenwerten A, (3) entwickelt,

i(@) = catpalB, ), (3.56)

und man erhalt

1 oo
Ay cXi(B) [ vola)dy (357)
< > \M\% ; M
Da ~, fiir grofle n proportional zu e™*" ist, gilt:
lim (e”") = Cz"(B) (3.58)
mit
Z(8) = e"Xo(B) (3.59)
und einer Konstanten C'. Es ist also
1 n
InZ(B) = lim —In{(e”4"). (3.60)
n—oo N,

Leitet man diese Gleichung an der Stelle 5 = 0 nach ( ab, so wird endlich klar,
warum die Grofle <65'A"> betrachtet wurde:

0 0 1 n
—1Inz = —— lim —In(e?4
85 <ﬁ)’5:0 aﬁ n—oo N < >

9 _pB-An
1 (#)

$=0
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1
= lim —
n—oo M

1 1
= lim ~ —/ A" (z)dx

= a. (3.61)

{(A")

Um @ zu ermitteln, muB man die Escape-Rate x kennen, sieche (3.59). Datfiir
benotigt man den fithrenden Eigenwert A\o(3) fiir 8 = 0. Ferner braucht man die
logarithmische Ableitung von \o(/3) an der Stelle 8 = 0.

In den folgenden Abschnitten wird eine Technik entwickelt, die es ermdglicht, das
Eigenwertspektrum von £ bzw. L3 zu errechnen. Die Beantwortung der Frage, wie
die Ableitung (3.61) ausgewertet werden kann, wird auf den Schluf des Kapitels,
Abschnitt 3.7, verschoben.

3.3 Spurformeln

Im folgenden wird stets der in (3.52) definierte Entwicklungsoperator £ betrach-
tet. Die weiteren Manipulationen sind natiirlich auch fiir den Spezialfall g = 0,
also den Perron-Frobenius-Operator giiltig. Der Index 3 wird von nun an wegge-
lassen.

Der in diesem Abschnitt vorgestellte Weg, sich Zugriff auf die Eigenwerte von
L™ zu verschaffen, beginnt mit der Berechnung der Spur von £". Hierzu muf} die
Spur jedoch wohldefiniert sein. Die Spur ist die Summe der Eigenwerte, und diese
Summe sollte konvergieren. Das ist aber nach Voraussetzung 3 auf Seite 50 der
Fall.

Es wird sich zeigen, dafl durch das Berechnen der Spur eine Beziehung zwischen
dem Eigenwertspektrum des Entwicklungsoperators und dem Spektrum der pe-
riodischen Orbits von f hergestellt wird. Die Spur von L£" ist ein Integral iiber
eine Diracsche Delta-Funktion, zu welchem nur die Fixpunkte von f" beitragen.

Das Ergebnis, dal man fiir die Spur erhélt, ist zunéchst ziemlich unhandlich.
Unterwirft man es aber einer diskreten Laplace-Transformation, so erhalt man
einen bequemeren Ausdruck, der als Spurformel bezeichnet wird. Die Spurfor-
mel ist eine Potenzreihendarstellung einer Funktion, die Pole bei den reziproken
Eigenwerten von L besitzt. Damit bildet die Spurformel den Ausgangspunkt fiir
weitere Uberlegungen in den folgenden Abschnitten.

In diesem Abschnitt wird auflerdem durch eine vereinfachende Naherung aus der
(exakten) Spurformel eine asymptotische Spurformel entwickelt. Diese gibt trotz
der Ndherung den fithrenden Eigenwert von £ korrekt wieder und wird ebenfalls
in den folgenden Abschnitten benétigt.



3.3. Spurformeln 61

3.3.1 Die exakte Spurformel

Der Kern des Integraloperators £" ist nach (3.52) durch
L'(y, @) = 8(y — ["(x))e” . (3.62)

gegeben. Die Integration iiber die ,,Diagonale® dieser , kontinuierlichen Matrix*“
ergibt die Spur von L£":

tr L7 = /de"(x,:p)
M

= / dr d(z — f(z))e* A" @
M
Z B A (@)

(e r=a} | det(1 — J™)(z))]
wobei natiirlich keine der Determinanten verschwinden darf; das ist auch nicht
der Fall, siche unten. Die Summe l&uft iiber alle periodischen Punkte von f der
Periode n. J™ (z) ist die Jacobi-Matrix von f"(x), welche auch als Monodromie-
matriz des n-periodischen Orbits, der bei z startet und endet, bezeichnet wird.
Sie gibt die Stabilitéitseigenschaften des Orbits wieder.

(3.63)

Periodische Orbits der Linge n konnen Orbits sein, die sich erst nach n Itera-
tionen von f zum ersten Mal schlielen, oder aber Orbits kiirzerer Periode, die
mehrmals durchlaufen werden. Orbits der erstgenannten Art werden im folgen-
den als Primzyklen der Lénge n bezeichnet. Jeder Summand in (3.63) ist also ein
Beitrag eines ein- oder mehrfach durchlaufenen Primzyklus.

Es sei p ein Primzyklus der Lénge n, (auch als topologische Linge bezeichnet),
mit der Monodromiematrix J, = D f™(x) und der integrierten Observablen

4= 3 a7 ). (3.64)

wobei x ein beliebiger Punkt von p ist. Der Primzyklus p tragt genau dann zur
Summe in (3.63) bei, wenn es eine natiirliche Zahl r gibt, so dal n,r = n ist. Der
r-fach wiederholte Primzyklus besitzt dann die Monodromiematrix Jj, und die
integrierte Observable rA,,. Die n,, Punkte, die p durchléuft, treten allesamt in der
Menge {z : f"(z) = x} auf, so dafl mit p auch alle zyklischen Permutationen von
p zu (3.63) beitragen. Diese n,, Beitrige sind aber einander gleich, aus folgendem

Grunde:
Die Eigenwerte von J,, und damit auch die Eigenwerte von J7, sind wegen

J, = Df"(z)

np—1

— I presi@) (3.65)
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zyklisch invariant. Fiir jedes k =0, ...,n, — 1 gilt aufgrund von (3.65) nédmlich

-1

Df(f*(x) (H Df(f(x ) Dy (@) [ DI @), (3.66)

Df"(f*(z)) und D f™ () gehen also durch eine Ahnlichkeitstransformation aus-
einander hervor und haben daher die gleichen Eigenwerte. Daraus folgt, daf§ die
Beitrige aller Punkte von p zu (3.63) gleich sind.

Somit kann man aus jeder zyklischen Permutationsklasse von Primzyklen einen
Vertreter p auswihlen, dessen Beitrag n,-fach zéhlen und (3.63) in eine Summe
tiber (zyklische Permutationsklassen von) Primzyklen und deren Wiederholungen

umschreiben:
7"5 Ap

e _Z”pzmm IR 397

Wie bereits erwdahnt, diirfen die Determinanten nicht verschwinden. Die d-
dimensionalen Matrizen J, haben die Eigenwerte A, ;. Wegen

\det (1 —J7)] H = (3.68)

diirfen die J, keinen Eigenwert 1 besitzen. Das ist aber durch die vorausgesetzte
Hyperbolizitit der invarianten Menge gewéhrleistet. Insbesondere ist jeder Prim-
zyklus p hyperbolisch, d.h. jeder Eigenwert von J, ist vom Betrage her echt
grofler oder kleiner als 1.

Die Menge {A,;} der Eigenwerte von J, setzt sich aus zwei disjunkten Teilmen-
gen zusammen: Die Eigenwerte vom Betrage grofer als 1 bilden die Menge {A, .}
der expandierenden Eigenwerte, die iibrigen ergeben die Menge {A, .} der kon-
trahierenden Eigenwerte. Es sei A, = [[_A,. das Produkt der expandierenden
Eigenwerte. Die Determinanten faktorisieren damit folgendermafien:

1 1 1 1
= . (3.69)
[ det(L —JP)[ |A,]" H [1—1/A; | H 1= A7

Die Expansion und die Kontraktion wachsen exponentiell mit der topologischen
Lange. Aus der Definition der Hyperbolizitéit folgt ndmlich, daf es ein s > 1 gibt,
so daf fiir jeden Primzyklus p, fiir jeden expandierenden Eigenwert A, . und fiir
jeden kontrahiernden Eigenwert A, . gilt:

|Apel > s™
Ay < s (3.70)
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Damit folgt, da8 [ det(1 — J7)| nicht nur fiir 7 — oo, sondern auch fiir n, — oo
gegen |A,|" konvergiert. Man kann also schreiben:

1 1
lim = . (3.71)
oot Taet(L = 3]~ AT

Diese Eigenschaft ist fiir die Konstruktion der sog. asymptotischen Spurformel
bedeutsam, siehe folgenden Unterabschnitt.

Die Formel (3.67) ist aufgrund des Kroneckersymbols On,n,r Techt unpraktisch. Es
erweist sich als niitzlich, sich davon durch Anwendung einer diskreten Laplace-
Transformation zu befreien. Dann erhédlt man eine erzeugende Funktion der
Groflen tr L™, bzw. die Spurformel:

2T o rfB-Ap

;z"tr L= anz et = T (3.72)

Der Nutzen dieser Formel ist auf den ersten Blick nicht ersichtlich. Da die Spur
jedoch die Summe der Eigenwerte ist,

tr L7 =) AL, (3.73)
a=0

erhélt man mit Hilfe der geometrischen Reihe folgendes:

i Z"tr L1 = i i(z)\a)”
n=1 n=1 a=0

2o,
= . 74
gl—z)w (3.74)

Im letzten Schritt wurde |2| < A;' vorausgesetzt. Die Spurformel ist also eine
Potenzreihendarstellung der Funktion

T(x) =3 e (3.75)

um 0 mit dem Konvergenzradius A"

Bei T'(2) handelt es sich um eine auf U = C\ {\;'} holomorphe Funktion. Sie ist
also auf C meromorph. Notwendige Voraussetzung dafiir ist, daf§ die Polstellen-
menge {\,'} keinen Hiufungspunkt in C besitzt. Das ist aber erfiillt, da wegen
Voraussetzung 3 auf Seite 50 die Menge {A,} nur in 0 einen Haufungspunkt be-
sitzt. Dafl die A\;! sich nirgends hiufen, reicht fiir die Holomorphie vom T'(z)
auf U jedoch noch nicht aus. Hinreichend dafiir ist hingegen, da8 > Z)‘aa auf
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jedem in U enthaltenem Kompaktum gleichméfig konvergiert (nach dem Wei-
erstraffschen Konvergenzsatz [Lor97]). Um diese sog. kompakte Konvergenz zu
zeigen, benotigt man die durch Voraussetzung 3 gegebene absolute Konvergenz

von Y. Aa.

Der fithrende Eigenwert \g 1d8t sich also im Prinzip dadurch ermitteln, dafl man
das kleinste positiv reelle z = A\;' bestimmt, fiir das die Spurformel divergiert.
Dies erscheint jedoch wenig praktikabel. Auch kénnte man versuchen, andere Ei-
genwerte zu finden, indem man Potenzreihendarstellungen von 7'(z) um andere
Entwicklungspunkte in U herleitet und deren Konvergenzradien bestimmt, was
ja prizipiell moglich ist, da T'(z) auf U holomorph ist. Da sich die nicht-fiihren-
den Eigenwerte aber nicht unbedingt auf der reellen Achse befinden, wére ihr
Auffinden bei dieser Vorgehensweise besonders schwierig. Die Angelegenheit wird
durch die Zeta-Funktionen, die im nachsten Abschnitt vorgestellt werden, erheb-
lich vereinfacht.

Zunéchst wird jedoch die asymptotische Spurformel eingefiihrt.

3.3.2 Die asymptotische Spurformel

Das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe ) a,2" wird durch das asymptoti-
sche Verhalten ihrer Koeffizienten a,,, d. h. deren Verhalten fiir n — 0o, bestimmt.
Approximiert man auf beiden Seiten in (3.72) die exakten Koeffizienten geméafl
ihrem asymptotischen Verhalten, so dndert sich der Konvergenzradius A;* nicht.

Fiir die Koeffizienten auf der linken Seite der Spurformel (3.72) gilt

lim tr £ = AL, (3.76)

n—0o0

Damit erhélt man die Naherung

> e s S = 2 o

n=1 n=1

Bei der rechten Seite von (3.72) wird die exakte Determinante durch die Asym-
ptotik (3.71) ersetzt. Das ergibt die asymptotische Spurformel:

> Z)\Q
Qz) = b~ ——— .
(2) Zn; P T (3.78)
mit den ,, Gewichten*
1
t, PR (3.79)

Al
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Diese Abkiirzung wird im folgenden noch héufig verwandt. Dabei ist stets die der
Einfachheit halber nicht explizit angegebene z-Abhéngigkeit von ¢, zu beachten.

Ist man nur am fithrenden Eigenwert von L interessiert, dann geniigt es also, die
asymptotische Spurformel zu betrachten. Méchte man beispielsweise die Escape-
Rate bestimmen, so setzt man § = 0 in (3.79). Dann divergiert Q(z) bei z = e”.

Daf sich die Escape-Rate im Prinzip auf diese Weise mit Hilfe von Q(z) er-
mitteln [48t, kann auch mit heuristischen Argumenten unter Umgehung des
Entwicklungsoperator-Formalismus gezeigt werden. Dies wird in Anhang C vor-
gefiihrt.

Die Spurformeln stellen allerdings fiir die Praxis kein brauchbares Werkzeug zur
Bestimmung des Eigenwertspektrums von £ dar. Abhilfe schaffen hingegen die
Zeta-Funktionen, fiir welche die Spurformeln die Grundlage bilden.

3.4 Zeta-Funktionen

Es bietet sich an, die meromorphe Funktion 7'(z) als logarithmische Ableitung
einer ganzen (d.h. einer auf C holomorphen) Funktion darzustellen, denn diese
ganze Funktion hitte Nullstellen bei den reziproken Eigenwerten \.!. Es ist we-
sentlich einfacher, Nullstellen einer Funktion aufzufinden als Polstellen. Ein wei-
terer Vorteil ldge darin, dal Potenzreihenentwicklungen ganzer Funktion iiberall
auf C konvergieren.

Die reziproken Eigenwerte des linearen Operators £ sind durch die Nullstellen
einer formalen Determinante gegeben:

det(1 — 2£) = ﬁ(l — 2A\a)- (3.80)

a=0

Das unendliche Produkt auf der rechten Seite ist eine ganze Funktion. Dies ergibt
sich mit Hilfe der absoluten Konvergenz von ) A, aus dem Weierstrafischen
Produktsatz der Funktionentheorie [Lor97].

Wegen (3.75) gilt offensichtlich:
d
T(z) = —z log det(1 — z2L). (3.81)
z

T(z) ist also in der Tat die logarithmische Ableitung einer ganzen Funktion (mul-
tipliziert mit —z), woraus wiederum die Meromorphie von 7'(z) folgt.

Ziel der folgenden Umformungen ist die Berechnung der Determinante (3.80) mit
Hilfe der Spurformel (3.72). Es wird zuniichst |2| < A\;' vorausgesetzt. Mit der
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Reihenentwicklung des Logarithmus, Gleichung (3.73) sowie der Linearitéat der
Spur erhélt man dann

o)

det(1 —2£) = H(l =y
= H exp(log(l — zA,))

= ﬁ exp (— i %AZ)
a=0 n=1
[e.9] (e 9] Zn .
= exp (— Z Z ;)\a>

n=1 a=0
o Zn
= exp (— Z ;tr L’")
n=1
= exp(tr log(1 — zL£)). (3.82)

Das ist eine Verallgemeinerung der fiir quadratische Matrizen B giiltigen Liou-
villeschen Formel [Rob95],

det B = exp(tr log B)), (3.83)

auf den unendlichdimensionalen Operator 1 — zL.

Setzt man (3.72) in die vorletzte Zeile von (3.82) ein, so ergibt sich schliefilich

2T e ri3-Ap
det(1 — 2L) = exp ( er\det ]l—JT)|> : (3.84)

Der Faktor 1/r tritt aufgrund von n = n,r auf. Die Funktion auf der rechten
Seite ist die Selbergsche Zeta-Funktion:

2MpT o rB-Ap
Z(z —exp< szdem—yn)' (3.85)

In der Kreisscheibe |z| < A\;! gilt also
det(1 — 2L) = Z(2). (3.86)

Der Identitdtssatz fir holomorphe Funktionen [Lor97] garantiert jedoch, dal Z(z)
auf ganz C mit det(1 — z£) tibereinstimmt, so dafl wegen (3.81)

T(z) = —zdilz log Z(z) (3.87)
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auf ganz C gilt. Die reziproken Eigenwerte von £ sind also durch die Nullstellen
von Z(z) gegeben. Die Selbergsche Zeta-Funktion erméglicht im Prinzip den Zu-
griff auf das gesamte Eigenwertspektrum von £. Probleme mit Konvergenzradien
gibt es nicht — unter Voraussetzung 3 auf Seite 50.

Dennoch erscheint die Selbergsche Zeta-Funktion auf den ersten Blick nicht hand-
habbar. Sie hangt von den periodischen Orbits des betrachteten Systems ab, von
denen es in der Regel unendlich viele gibt. Wie aber in Abschnitt 3.6 gezeigt
wird, lassen sich die grofiten Eigenwerte von £ schon dann in guter Naherung be-
stimmen, wenn man nur die Orbits bis zur einer relativ kleinen Lange n (von der
GroBenordnung 1 bis 10) beriicksichtigt und Z(z) durch ein Polynom vom Grade
n approximiert. Da Z(z) eine ganze Funktion ist, lassen sich durch Erh6hung von
n die Genauigkeit und die Zahl der berechenbaren Eigenwerte im Prinzip beliebig
steigern.

Fiir die folgende Diskussion ist es sinnvoll, die Selbergsche Zeta-Funtion in eine
Produktdarstellung umzuformen. Wie das vonstatten geht, wird hier der Einfach-
heit halber fiir zweidimensionale, flichenerhaltende Abbildungen, wie das Zwei-
muldensystem, demonstriert. Die zu einem Primzyklus p gehérende Matrix J,
besitzt in diesem Falle die beiden Eigenwerte A, und 1/A, mit |[A,| > 1. Damit
kann man die det™'-Faktoren in (3.85) folgendermaBen entwickeln:

[det(L =TI = [(1-ADEL—1/A)[7
= (A (1= 1/A)%)7"
_ |Ap‘frZZA;(i+j)r

i=0 j=0
[o.¢]

= AT (k+ DA (3.88)
k=0

Einsetzen in (3.85) und Verwendung der Abkiirzung (3.79) ergibt

Z(z) = exp|=> > Y %(k‘ + 1)(z"peﬁ-Ap|Ap|—1A;k)r>
p r=1 k=0
= exp| — Z Z Z %(k + 1)t;Apkr>
= exp ZZ k+1)log <1_E>>
p k=0
k+1
_ HH (1__) | (3.89)

womit man die Produktdarstellung der Selbergschen Zeta-Funktion gefunden hat.
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Andere in der Literatur gebrauchliche Bezeichnungen fiir die Selbergsche
Zeta-Funktion sind Spektraldeterminante, Funktionaldeterminante, Fredholm-
Determinante, und, verwirrenderweise, dynamische Zeta-Funktion.

Die zuletzt genannte Bezeichnung ist deshalb verwirrend, weil die Selbergsche
Zeta-Funktion ein unendliches Produkt von dynamischen Zeta-Funktionen 1/

ist:
o

2(2) = [[ = (2) (3.90)

k=0 >k

é(z) — H (1 — /i_%) ' (3.91)

Die Funktion 1/({y(z) := 1/((2) ist hierbei von besonderer Bedeutung. Sie wird
durchweg als die dynamische Zeta-Funktion bezeichnet und besitzt die vergleichs-
weise einfache Gestalt

mit

1
E(z) =[Ja -1 (3.92)
p
Der fiithrende Eigenwert von £ ist durch die kleinste reelle Nullstelle von 1/¢(2)
gegeben, denn die dynamische Zeta-Funktion steht im selben Zusammenhang zur
asymptotischen Spurformel (3.78) wie die Selbergsche Zeta-Funktion zur exakten

Spurformel:

Qz) = E npg ty
D r=1

Nyt

- 2121,

p
d 1
= —z—log—(2). 3.93
4 log 2 (9 (3.93)
Zur Ermittlung des fithrenden Eigenwertes von L ist die Auswertung der dynami-
schen Zeta-Funktion das Mittel der Wahl. Zur Bestimmung anderer Eigenwerte

benotigt man jedoch die Selbergsche Zeta-Funktion.

Bevor beschrieben wird, wie die Auswertung der Zeta-Funktionen in der Praxis
abléuft, gibt es zunéchst einen Exkurs iiber die Auswirkungen von Symmetrien
auf die Zeta-Funktionen.

3.5 Diskrete Symmetrien

In diesem Abschnitt, der sich an [CviEck93] orientiert, wird gezeigt, dafl fiir ein
System, welches invariant unter einer diskreten Symmetrie ist, es zur Berechnung
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A

e e | oy |0y | o

Oy |0z| € | C2 | Oy

Oy Oy | C2 e Oy
Co Co Oy | Og e

Tabelle 3.1: Multiplikationstabelle der Symmetriegruppe Ca,,.

der zugehorigen Zeta-Funktionen geniigt, die periodischen Orbits des symmetrie-
reduzierten Systems zu kennen. Besitzt ein System eine Symmetrie, so sollte die-
se immer ausgenutzt werden, da sich dadurch bei gleichbleibendem numerischen
Aufwand erheblich genauere Ergebnisse erzielen lassen.

Eine diskrete Symmetrie wird durch eine endliche Gruppe G = {e, ga, ..., gn } be-
schrieben. Man bezeichnet ein dynamisches System als invariant unter der Sym-
metriegruppe G, wenn seine Bewegungsgleichungen invariant unter jeder Symme-
trieoperation g € GG sind. Fiir eine Abbildung f bedeutet das:

f@) =97 (f(g(x))) VgeG. (3.94)

Hierbei beschreibt g(z) die Wirkung von g auf den Phasenraumpunkt . Beispiele
sind die im Phasenraum I' des Zweimuldensystems wirkenden Symmetrieopera-
tionen (1.14) von Cy,.

Nach (1.15) ist das Zweimuldensystem invariant unter der Symmetriegruppe
Coy = {e,04,04,c0}. Tabelle 3.1 zeigt die Multiplikationstabelle von Cy,. Ihre
Eintrége geben an, welches Gruppenelement sich ergibt, wenn zunécht das in der
jeweiligen Spalte angegebene Element und dann das in der jeweiligen Zeile ange-
gebene Element angewandt wird. Cs, ist eine Abelsche Gruppe, d. h. alle Elemente
von Cy, kommutieren. Daher ist die Multiplikationstabelle wie eine symmetrische
Matrix aufgebaut.

Mit Hilfe von (3.94) kann man fiir (3.62), den zu f gehorenden Kern L™ des
Entwicklungsoperators L£", ebenfalls eine Symmetrieinvarianz herleiten. Hierzu
benotigt man jedoch die wichtige Voraussetzung der Symmetrieinvarianz der
geméf (3.43) definierten integrierten Observablen A™:

A'(x) = A"(g(x)) Vo e M,Vge G,Vn e N. (3.95)
Diese Forderung ist dquivalent zu
a(z) = a(g(z)) Vee M,Vged. (3.96)
Fiir den Kern von £" ergibt sich dann:

L'(y,x) = &(y— f(x))e 4" @
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= Oy —g (/" (g(x))))e” @
= g(y) — " (g(x)))e” 4D
= L"(9(y), 9(x)). (3.97)

Der Operation in der dritten Zeile, ndmlich die Anwendung von g auf das Argu-
ment der Delta-Funktion, ist deshalb korrekt, weil | det Dg| = 1 fiir alle g € G
gilt; denn die Symmetrieoperationen bewirken Drehungen oder Spiegelungen im
Phasenraum.

Um die Diskussion fortsetzen zu konnen, werden als néchstes einige Begriffe aus
der Darstellungstheorie endlicher Gruppen erklért, und zwar sowohl allgemein als
auch am Beispiel der Gruppe Cy,. Eine etwas ausfiihrlichere Behandlung dieses
Themas findet sich z.B. in [EllDaw79].

3.5.1 Darstellungstheorie endlicher Gruppen

In einem reellen Vektorraum V', der nicht notwendig endlichdimensional sein muf,
sei mit End(V') die Menge der linearen Abbildungen von V' auf V' (Endomorphis-
men auf V') bezeichnet. Es sei G eine endliche Gruppe mit dem Einselement e.
Wenn es einen Gruppenhomomorphismus gibt, der G auf eine endliche Gruppe
abbildet, die durch Elemente von End (V') gebildet wird, dann nennt man diesen
Homomorphismus eine Darstellung von G:

Definition 4 (Darstellung) Als Darstellung der Gruppe G bezeichnet man ei-
ne Abbildung D : G — End(V') mit den folgenden FEigenschaften:

D(gh) = D(g)o D(h) Vg,heG
D(e) = ZdV

Dafl D(G) eine Gruppe ist, ist durch die oben angegebenen Eigenschaften au-
tomatisch erfiillt. Die Komposition von Elementen aus D(G) ist assoziativ und
ergibt wieder ein Element aus D(G), idy ist in D(G) enthalten, und jedes Element
aus D(G) ist invertierbar, denn wegen

D(9)oD(g~") = D(g99™") = D(e) =idy = D(g"'g) = D(g7") o D(g) (3.98)
gilt
D(g)™' =D(g7). (3.99)

Die Abbildung D : G — End(V) selbst ist jedoch im allgemeinen nicht inver-
tierbar. So ist z.B. D : G — End(V), g — idy eine Darstellung, aber nicht
invertierbar, wenn G mehr als ein Element besitzt.
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Ist V endlichdimensional mit dim V' = n, so kann man nach Wahl einer Basis jedes
Element aus End (V') durch eine n x n-Matrix darstellen. Fiir jede n-dimensionale
Darstellung der Gruppe G existiert also eine n-dimensionale Matrizdarstellung.
Als eine solche bezeichnet man jede Abbildung D : G — R™™ mit D(gh) =
D(g)- D(h) Yg,h € G und D(e) = 1.

Existiert eine endlichdimensionale Darstellung von G, so gibt es natiirlich nicht
nur eine, sondern unendlich viele zugehorige Matrixdarstellungen, die durch Ba-
siswechsel in V' ineinander {ibergehen. Solche Matrixdarstellungen nennt man
dquivalent. Man kann jedoch eine Grofle definieren, die jedem Gruppenelement
g € G zwar abhingig von der Darstellung, aber unabhingig von der Wahl der
Basis einen Wert, zuweist, dieses sozusagen , charakterisiert*:

Definition 5 (Charakter) Fiir eine Matrizdarstellung D : G — R™™ und ein
g € G nennt man

x(g) = tr D(g)
den Charakter von g in der (Matriz-)Darstellung D.

Die Spur einer Matrix ist basisunabhéngig. Denn fiir jede Matrix A € R™*™ driickt
man einen Basiswechsel durch eine Transformation der Gestalt A’ = UAU ! mit
einer invertierbaren Matrix U € R™ "™ aus, und fiir jede invertierbare Matrix
U e R™" gilt

trA=trUAU . (3.100)

Die Charaktere sind daher fiir alle dquivalenten Matrixdarstellungen gleich.
Auflerdem sind die Charaktere von zueinander konjugierten Gruppenelementen
gleich:

Definition 6 (konjugierte Gruppenelemente) Ein Gruppenelement g € G
heif$t konjugiert zu h € G, wenn es ein k € G gibt, so daf$ g = khk™! gilt.

Fiir ein x € G bezeichnet man die Menge
G, ={gzg” Vg€ G} C G

als Konjugationsklasse von z.

Ist G Abelsch, so bildet jedes x € G fiir sich eine Konjugationsklasse, denn fiir

alle g € G gilt grg~! = g9~ 'o = .

Ist g kongugiert zu h, so gilt mit (3.99) und (3.100), wie behauptet:

x(9) = tr D(g) = tr D(khk™") = tr D(k)D(R)D(k)~" = tr D(h) = y(h). (3.101)
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In der Gruppe Cy, ist jedes Gruppenelement fiir sich eine Konjugationsklasse,

denn Cs, ist Abelsch.

Es ist moglich, da eine n-dimensionale Matrixdarstellung sich aus Matrixdar-
stellungen geringerer Dimensionen zusammensetzt, also reduzibel ist. Das ist fol-
gendermaflen gemeint:

Definition 7 (Reduzibilitit) FEs sei eine n-dimensionale Matrizdarstellung
D : G — R™" gegeben. D heifit reduzibel, wenn es eine zu D dquivalente Ma-
trizdarstellung D' gibt, in der fir alle g € G die Matrizen D'(g) die folgende

Gestalt besitzen:
: Di(g) Alg)
D'ig) = ( 0 Dz(gg) )

mit m x m-Matrizen Dy(g), (n—m) x (n—m)-Matrizen Do(g) und m x (n—m)-
Matrizen A(g).

Ist eine Matrixdarstellung nicht reduzibel, so nennt man sie irreduzibel. Man
kann sich klarmachen, daf§ durch D; und D, wiederum Matrixdarstellungen von
G der Dimensionen m bzw. n —m gegeben sind, wihrend die Matrizen A(g) ohne
besondere Bedeutung sind.

Im folgenden wird eine bestimmte Matrixdarstellung benotigt, ndmlich die re-
guldre Darstellung:

Definition 8 (regulidre Darstellung) Fir eine Gruppe G mit ord G = n und
den Elementen g1, s, . .., gy besteht die regulire Darstellung DY) . G — R™™
aus Matrizen DY (g;) mit folgenden Eintrigen:

R 1 falls g;g9; = g&
Dl(cj)(gi):{ 0 sonst (3.102)

Da es fiir jedes vorgegebene Paar g¢;, g; € G immer genau ein k € {1,...,n} gibt,
so daB ¢g;g; = g ist, besitzen die Matrizen D (g;) in jeder Spalte genau eine
Eins. D (e) ist die n x n-Einheitsmatrix; bei den Matrizen, die zu den iibrigen
Gruppenelementen gehoren, verschwinden hingegen alle Diagonalelemente. Es gilt
also fiir jedes h € G:

tr DB (h) = ord G 6),.. (3.103)

Legt man fiir die Gruppe Cs, die Numerierungen der Zeilen, Spalten und Grup-
penelemente wie in Tabelle 3.1 fest, dann kann man sich mit Hilfe dieser Tabelle
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klarmachen, dafl Cy, folgende regulére Darstellung besitzt:

1000
0100

D) () 0010 | (3.104a)
0001
0100
1000

DB (g,) = 0001 | (3.104b)
0010
0010
0001

DW(g,) = L oo o | (3.104c)
0100
0001
0010

DB (¢cy) = 010 0 (3.104d)
1000

Jede Gruppe besitzt eine bestimmte Anzahl an irreduziblen Darstellungen D,,, die
nicht zueinander dquivalent sind und jeweils die Dimension d,, besitzen. Man kann
zeigen, daf sich die regulire Darstellung D einer Gruppe aus allen irreduziblen
Darstellungen D, der Gruppe zusammensetzt:

DY = B d.D.,. (3.105)

Das bedeutet, da8 es eine zu D gquivalente Darstellung D' gibt, die Block-
diagonalgestalt besitzt, wobei die irreduziblen Darstellungen D, die einzelnen
Blocke bilden, welche jeweils d,-mal vorkommen. Daher gilt fiir die Charaktere
x®(g) der Elemente einer Gruppe G in der reguliren Darstellung D® folgendes:

X(g) =) daxalg) Vg €G, (3.106)

wobei die x,(g) die Charaktere in den irreduziblen Darstellungen sind.

Es kann gezeigt werden, dafl jede Gruppe genauso viele irreduzible Darstellungen
wie Kongugationsklassen besitzt. Die regulédre Darstellung von Cy, setzt sich dem-
nach aus vier eindimensionalen irreduziblen Darstellungen zusammen. Um diese
zu finden, ben6tigt man also eine Transformationsmatrix U, die alle Matrizen aus
DW)(Cy,) gleichzeitig diagonalisiert.
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Dies leistet die Matrix

1111
11 -1 -1 1

U=511 1 .1 1 (3.107)
1 -1 1 -1

Damit erhilt man eine neue Darstellung D'®) = UD®U? mit den Matrizen

1 0 0 0

D'®(e) = 8 (1) (1) 8 : (3.108a)
0 0 0 1
1 0 0 0

D'W(g,) = 8 _(1] (1] 8 : (3.108b)
0 0 0 —1
1 0 0 0

D' (g,) = 8 _(1) _(IJ 8 : (3.108¢)
0 0 0 1
1 0 0 0

D'®(cy) = 8 (1) _? 8 (3.108d)
0 0 0 —1

Betrachtet man in jeder der vier Matrizen jeweils die gleiche Spalte, so bilden die
in der Spalte enthaltenen Diagonalelemente eine der vier irreduziblen Darstellun-
gen von Cy,, und damit die Charaktere dieser Darstellung. Die vier irreduziblen
Darstellungen von Cs, werden, in den Matrizen (3.108) von links nach rechts
gezihlt, tiblicherweise mit Ay, Ay, B; und By bezeichnet.

Da es in jeder endlichen Gruppe immer genauso viele irreduzible Darstellungen
wie Konjugationsklassen gibt, kann man die Charaktere der einzelnen Konjuga-
tionsklassen in den verschiedenen irreduziblen Darstellungen in Form einer qua-
dratischen Matrix auflisten, welche man als Charaktertafel bezeichnet. Die Zeilen
der Charaktertafel geben die jeweiligen Konjugationsklassen an, die Spalten die
irreduziblen Darstellungen.

Tabelle 3.2 zeigt die Charaktertafel von C,,. Da Cy, nur eindimensionale irredu-
zible Darstellungen besitzt, ist in Tabelle 3.2 die zu einem Gruppenelement g
gehorende Zeile mit der Diagonale der Matrix D' (g) in (3.108) identisch.

Im allgemeinen ist es nicht so einfach wie im Falle Cy,, die irreduziblen Dar-
stellungen und die Charaktertafel einer Gruppe zu bestimmen. In [Jun97] wird
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Coy | A1 Ay B DBy
e | 1 1 1 1
o, | 1 -1 1 -1
o, | 1 -1 -1 1
| 1 1 -1 —1

Tabelle 3.2: Charaktertafel der Symmetriegruppe Ca,,.

hierfiir ein konstruktives Verfahren angegeben und auf die Symmetriegruppen C,,
angewandt.

3.5.2 Dynamik im Fundamentalbereich

Fiir ein dynamisches System, das invariant unter einer Symmetriegruppe G ist,
existiert immer ein Fundamentalbereich. Ein Fundamentalbereich M ist eine
kleinste kompakte Teilmenge des Phasenraumes M, die so beschaffen ist, dafl
sich M aus Bildern von M unter den Elementen von G zusammensetzt. Es ist
also .

M= ] gM), (3.109)

geG

wobei sich die verschiedenen Bilder g(M) hochstens in Randpunkten iiberlappen.
Die Wahl von M ist natiirlich nicht eindeutig, denn jedes der Bilder g(M) ist
ebenfalls ein Fundamentalbereich.

Es wird nun gezeigt, dafl es, wenn eine Symmetrie G vorliegt, zur Berechnung
der Zeta-Funktionen ausreichend ist, das beziiglich dieser Symmetrie reduzierte
System zu betrachten. Wie bereits im Abschnitt 1.3 beschrieben wurde, bedeutet
Symmetriereduktion, daB fiir jeden Orbit jeder Punkt, der sich aufierhalb von M
befindet, durch eine geeignete Symmetrieoperation ¢ in M kopiert wird. Alle Or-
bits des reduzierten Systems sind also im Fundamentalbereich ,eingesperrt®. Es
148t sich eine symmetriereduzierte Version der Spurformel herleiten, die sich aus
Beitragen der periodischen Orbits des reduzierten Systems zusammensetzt. Mit
Hilfe dieser Spurformel zeigt man, dafl die Zeta-Funktionen in Funktionen fakto-
risieren, die den irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe G zuzuordnen
sind.

3.5.2.1 Symmetriereduzierte Spurformel

Fiir ein symmetrieinvariantes System kann man die Spur des Entwicklungsopera-
tors durch eine Integration iiber den Fundamentalbereich allein berechnen. Hierzu
ist die Spur geeignet umzuformen.
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Zunéchst gilt
tr L = / dx L"(z,x)

- Z/ dx L"(z, 2)5%") (3.110)

gelG

1, falls g"Y(z) e M
9 ] 0 sonst.

Die zweite Gleichung in (3.110) gilt allerdings nur dann, wenn keine n-
periodischen Punkte von f auf den Réndern der Mengen g(M), g € G liegen, da
diese Punkte sonst, wenn sie nicht auch auf dem Rand von M liegen, filschli-
cherweise mehrfach gezéhlt wiirden. Die entsprechenden ,,Randorbits“ bediirfen
besonderer Behandlung [CviEck93]; sie kommen aber bei vielen Systemen, so
auch beim Zweimuldensystem, gar nicht vor.

5 = (3.111)

Ausnutzen der Symmetrieinvarianz (3.97) von L™ ergibt

tr L% = Z/ dx L™ (g7 (), g~ (x))8%")

geG

- 3 [ ety @)= Pl @) O )

geG

Aufgrund des Symbols 5( o) tragen bei jedem Summanden jeweils nur diejenigen x
zu trL" bei, fiir die g~ () € M gilt. AuBerdem sind die Abbildungen M — g(M)
bijektiv, und es gilt |det Dg~'| = 1. Damit folgt, wenn man & = g '(z) in
(3.112) einsetzt, aus den Eigenschaften der Delta-Funktion, daf8 man sich auf
Integrationen iiber den Fundamentalbereich beschréinken kann:

tr L = Z/ dz 6(& — f*(z))e> A" @

geG
= ordG/ dz L"(z,7)
M

- ordG/ iy L"(&, h(E))0p.c. (3.113)

heG

Die letzte Umformung erscheint wie eine unnotige Verkomplizierung. Sie
ermoglicht jedoch den entscheidenden Schritt, ndmlich eine Verbindung zur Dar-
stellungstheorie endlicher Gruppen herzustellen.

Es sei D die reguldre Dartellung von G. Mit Hilfe von (3.103) erhélt man fiir die
Spur von L™ folgendes Resultat:

trﬁ":/ dz Y " tr D(h)L" (%, h(%)). (3.114)

heG
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Zum Integral [ di L™(Z,h(Z)) trégt jeder Orbit bei, fiir den f™(Z) = h™'(Z)
gilt, also jeder n-periodische Orbit des reduzierten Systems. Da jedoch die Spur
von D(h) fur h # e verschwindet, ist sichergestellt, daf tatsiachlich nur die n-
periodischen Orbits des nichtreduzierten Systems zu tr L beitragen.

Ahnlich der Vorgehensweise in Abschnitt 3.3, jedoch mit etwas mehr Aufwand,
leitet man nun als Alternative zu (3.72) die symmetriereduzierte Spurformel her,
sieche Anhang D:

nﬁrerﬁ-Aﬁ

o0 o z
Ztr L7 = ng tr D (h ) 3.115
2 2.7 2 D 05) [T =g,y (8.115)

Summiert wird hier iiber die periodischen Orbits p des reduzierten Systems und
deren r-fache Wiederholungen. Bei n;, A; und h;J; handelt es sich um die Pe-
riode, die integrierte Observable bzw. die Monodromiematrix des p-ten Orbits.
Genauer gesagt gilt folgendes: Nach freier Wahl von # € p ist J; = Df"(2),
und h; ist die Jacobi-Matrix derjenigen Symmetrieoperation h; € G, welche die
Gleichung

7 = hal(f"#()) (3.116)

erfiillt. Beim Zweimuldensystem l&8t sich h; leicht mit Hilfe der Symbolischen
Dynamik bestimmen, was in Abschnitt 3.5.3 beschrieben wird.

Das Gruppenelement h; bedeutet mehr, als (3.116) auf den ersten Blick sug-
geriert. In Anhang D wird gezeigt, dafl man jedem p eine ganze Klasse p von
periodischen Orbits des nichtreduzierten Systems bijektiv zuordnen kann. In p
sind alle diejenigen Orbits zusammengefafit, die bei der Symmetriereduktion auf
den zu p gehorenden Orbit p abgebildet werden. Befindet sich ein Orbit p in
dieser Klasse, so auch alle Bilder von p unter den Symmetrieoperationen aus G;
vergleiche auch Abschnitt 2.6. Einige Elemente aus G konnen p invariant lassen
(d. h. p wird blo8 zyklisch permutiert), andere Symmetrieoperationen kénnen aus
p neue Orbits erzeugen. Jeder Orbit aus p besitzt eine zyklische Untergruppe von
G, unter der er invariant ist. Jede dieser Untergruppen wird durch h; oder ein
dazu konjugiertes Gruppenelement erzeugt. Der in Z startende Orbit (mit & wie
in (3.116)) ist invariant unter der von h; erzeugten Untergruppe, somit gibt h;
den Symmetrietyp dieses Orbits an.

3.5.2.2 Faktorisierung der Zeta-Funktionen

Ziel ist es nun, aus (3.115) eine Produktdarstellung der Selbergschen Zeta-
Funktion zu entwickeln, die (3.89) &hnelt, aber nur von den periodischen Orbits
des reduzierten Systems abhéngt. Mit Hilfe dieser Produktdarstellung kann ge-
zeigt werden, dafl sowohl die Selbergsche Zeta-Funktion als auch die dynamische
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Zeta-Funktion beziiglich der irreduziblen Darstellungen der Symmetriegruppe G
faktorisieren.

Zu diesem Zweck werden, analog der Abkiirzung (3.79), die Gewichte der peri-
odischen Orbits des reduzierten Systems definiert:

1

fy=
PA|

2P A, (3.117)
wobei A; das Produkt der expandierenden Eigenwerte von h;J; ist. Auch hierbei
ist stets die z-Abhéngigkeit der Gewichte zu beachten.

Der in (3.115) auftretenden Faktor |det(1 — (hzJ;)")|~! wird analog (3.88) ent-
wickelt (hier wird wieder der Fall zweidimensionaler flichenerhaltender Abbil-
dungen betrachtet):

[ det(1 — (hyds)") |7 = A7) (k+ 1A (3.118)
k=0
Auflerdem ist
D(hg) = D(hy)", (3.119)

aufgrund der Definition von Darstellungen. Beides wird in (3.115) eingesetzt.
Anschlielend werden weitere Manipulationen durchgefiihrt, wobei (3.117), (3.83)
und die Linearitdt der Spur ausgenutzt werden:

izntr Lr = anZZU"D k+ 1)( npeﬁ-Aﬁ|Aﬁ‘*1A;k)r
n=1

r=1 k=0

_ anZZtrD ) (k + 1)tsAS
r=1 k=0
T—1 k=0
= tr Zz
T—1 k=0
k41
— tr _Zz—Zlog <11— )%)
] . k41
— —z%trlogglE)(ﬂ—D(hﬁ)r%)

~ k1
d 4
=~ log det 1;[}};[0 <]l - D<hﬁ)A_’;>

1
kA TA

P
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= —z— logH Hdet < )fé) . (3.120)

P

Wegen (3.74), (3.75) und (3.87) gilt aber auch
Zz”tr Lr = —z— log Z(z) (3.121)

fiir |z2| < Ag'. Aufgrund von (3.120) und (3.121) ist die folgende Gleichung
zunichst fiir |2| < Ay' und nur bis auf einen konstanten Faktor giiltig:

H H det (]1 — )F> . (3.122)

Da aber nach (3.85) oder auch (3.89) Z(0) = 1 gilt, mufl der konstante Faktor
gleich 1 sein, so daf in (3.122) echte Gleichheit besteht. Ferner ist (3.122) nach
dem Identitétssatz fir alle z € C erfiillt, denn Z(z) ist eine ganze Funktion.

Mit (3.122) hat man, als Analogon zu (3.89), die Selbergsche Zeta-Funktion in
ihrer symmetriereduzierten Gestalt, abhéngig nur von den periodischen Orbits
des reduzierten Systems, gefunden.

Sie setzt sich, wie (3.89), aus dynamischen Zeta-Funktion 1/(; zusammen:

o0

Z(z) =] %(z). (3.123)

Diese Funktionen sind schon durch (3.91) bekannt; ausgedriickt durch die peri-
odischen Orbits des reduzierten Systems nehmen sie hingegen folgende Gestalt

Hdet ( )/t\k> . (3.124)

Nun kann man ausnutzen, dafl es eine zur reguldren Darstellung D dquivalente
Darstellung gibt, die sich blockdiagonal aus den irreduziblen Darstellungen D,
zusammensetzt. Mit (3.105) folgt ndmlich

det (11 ) Hdet( o(hs )/t\k> a. (3.125)

Die dynamischen Zeta-Funktionen 1/(x(z) faktorisieren daher in Teilfunktionen
1/Ck.a(2), die zu den irreduziblen Darstellungen D, gehoren:

l(z) =11 Cll (2) (3.126)

o k,a
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C Hdet< (B )/t\i> (3.127)

Da die dynamische Zeta-Funktion 1/(s(z) = 1/((z) besonders wichtig ist, wird
fiir diese die Faktorisierung nach den D, noch einmal gesondert angegeben:

1 1
E(z) = 1;[ @(z)
= I (H det (1 — Da(%)%)) a- (3.128)

Die Selbergsche Zeta-Funktion selbst faktorisiert ebenfalls:

=[] Za(2)*, (3.129)

wobei sich die Teilfunktionen Z,(z) aus den 1/(x o(2) zusammensetzen:

o)

Zo(z) = H%ﬂm

= HHdet( N )i}g) . (3.130)

Der letzte Schritt besteht nun darin, die Determinanten durch die Charaktere
der Gruppenelemente h; in den irreduziblen Darstellungen auszudriicken, denn
die Charaktere lassen sich in der Regel in Standardtabellen nachschlagen. Fiir
eindimensionale irreduzible Darstellungen gilt einfach

ts Ly
det (]l - Da(hﬁ)ﬁ) = 1—trDy(h; )E
p p

t~

= 11— xalhs )Ak' (3.131)

Fiir zweidimensionale Darstellungen erhélt man einen etwas komplizierteren Aus-

druck:

t=

det (]1 — Da(hﬁ)%> =1—xalh; )/t\k + = L (Xa(hs)? = Xa(h2)) (A—T;> . (3.132)

P

Auch fiir héherdimensionale Darstellungen lassen sich Formeln herleiten, die al-
lerdings zunehmend uniibersichtlich werden.
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Jede der Teilfunktionen 1/, o bzw. Z, kann also mit Hilfe der Charaktere von D,
ausgewertet werden. Die Teilfunktionen liefern jeweils einen Teil der Nullstellen-
menge der jeweiligen dynamischen Zeta-Funktion 1/ (z) bzw. der Selbergschen
Zeta-Funktion Z(z).

In der Menge der irreduziblen Darstellungen einer Gruppe ist immer die ein-
dimensionale Darstellung A; enthalten, die jedem Gruppenelement einfach die
Zahl 1 zuordnet. Fiir jedes Gruppenelement h € G ist x4,(h) = 1. Daher und
aufgrund von (3.128) und (3.131) besitzt die zu A; gehorende Teilfunktion der
dynamischen Zeta-Funktion 1/{(z2),

i@) ~[I-%) (3.133)

eine besonders einfache Gestalt, die formal mit (3.92) tibereinstimmt. Sie ist auch
die interessanteste aller Teilfunktionen, denn der (inverse) fithrende Eigenwert
von L ist stets in ihrer Nullstellenmenge enthalten [CviEck93]. Hieran wird der
Nutzen der Symmetriereduktion deutlich: Durch die Auswertung von (3.133) an-
stelle von (3.92) erhélt man bei gleichbleibendem numerischen Aufwand, also bei
gleicher Anzahl beriicksichtigter Orbits, eine feinere Abtastung des Phasenrau-
mes, da der Fundamentalbereich kleiner ist als der gesamte Phasenraum. Somit
bekommt man genauere Ergebnisse.

Genaugenommen wurde die Giiltigkeit der Faktorisierung (3.128) der dynami-
schen Zeta-Funktion bisher nur fiir den Fall zweidimensionaler flachenerhalten-
der Abbildungen gezeigt. Man kann aber zeigen, daf (3.128) allgemein giiltig ist,
ndmlich indem man von (3.115) zur asymptotischen Spurformel tibergeht. Mit
der Néherung |det(1 — (hJ;)")| — |As|", vgl. (3.71), erhélt man

Q(z) = ZnﬁitrD(hg)tg. (3.134)

P

Das ist dieselbe Funktion ©(z) wie in (3.78) (Beweis in Anhang D). Indem man
diesen Ausdruck auf die gleiche Weise umformt, wie es oben mit der exakten
symmetriereduzierten Spurformel geschehen ist, zeigt man, dafl

02) =~ log 26 (3.135)
mit 1/¢(z) wie in (3.128) gilt. Da diese Gleichung aber nach (3.93) auch fiir
die nicht symmetrieerduzierte dynamische Zeta-Funktion (3.92) gilt, und ferner
(3.134) zu (3.78) dquivalent ist, handelt es sich bei (3.128) und (3.92) um ein und
dieselbe Funktion (zunéchst nur bis auf einen konstanten Faktor; man kann aber
wie bei (3.122) argumentieren).
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Fiir die Teilfunktionen Z,(z) der Selbergschen Zeta-Funktion existieren neben
(3.130) auch Darstellungen, die (3.85) dhneln und ebenfalls von den Charakteren
Xa(hz) abhéngen. Diese Darstellungen haben den Vorteil, daf sie nicht nur fiir
zweidimensionale flichenerhaltende Abbildungen gelten; aulerdem erweist sich
ihre Verwendung bei der numerischen Auswertung der Z, als giinstiger als die
Verwendung von (3.130).

Um diese Darstellungen herzuleiten, wird (3.115) mit Hilfe von (3.106) in eine
Summe iiber die irreduziblen Darstellungen umgeschrieben:

i 2"r LT = Z da i 2, L7 (3.136)
n=1 o n=1

mit den ,, Teilspurformeln*

00 25T o rB-Ap
"tr L = 1
;z 1oL anZXa \dt]l—(hJ))| (3.137)

Daher kann man die Teilfunktionen Z,(z) folgendermaflen schreiben:

1 % SMpT o rB-Ap
Zo(2) = = 1
al2) = exp er|det]l—hJ))| (3-138)

denn diese sind durch logarithmische Ableitungen mit den Teilspurformeln ver-
kniipft,

o0

Z 2Mra L1 = _Zdi,lz log Zo(2), (3.139)

n=1

woraus mit (3.136) und (3.121) folgt:

—z— logHZ = Zz"tr L"

= —zi log Z(2). (3.140)

Es gilt also (3.129), hier jedoch mit Z,(z) wie in (3.138); zunéchst ist (3.129) nur
bis auf einen konstanten Faktor giiltig, vergleiche jedoch die Argumentation bei
(3.122). Als ,,Probe® kann zudem im Falle zweidimensionaler flachenerhaltender
Abbildungen mit einer &hnlichen Rechnung wie bei (3.120) die Darstellung (3.138)
von Z,(z) in die Darstellung (3.130) umgeformt werden.

3.5.3 Anwendung auf das Zweimuldensystem

In diesem Unterabschnitt wird die bisher erarbeitete Theorie auf das Zweimulden-
system angewandt. Es wird gezeigt, dafl es sich bei den Matrizen J; und h; um
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2 x 2-Matrizen handelt, da das nichtreduzierte Zweimuldensystem in den Varia-
blen # und [ kontinuierlich, in der Variable y hingegen diskret ist. Die moglichen
Gestalten der h; werden angegeben sowie ein Verfahren, h;, also den Symmetrie-
typ von p, zu bestimmen.

Fiir das nichtreduzierte Zweimuldensystem mit der Abbildung F', die nach (1.12)
durch

B = Fp(3.0) (3.141a)
F ' = K31 (3.141D)
W= Fu(p) (3.141c)
mit den Komponenten
Fs(8,0) = B—m—0(l) (3.141d)
G(8,1) = 1+2Rgsin (3.141¢)
Fup) = 1—p (3.141f)

definiert ist, lautet der Perron-Frobenius-Operator wie folgt:

(B Z /S a5 /_lldw[wclv—(Fgw,l),ﬂ“(ﬁ,l))} P (B L),

(3.142)
Dieser Operator beschreibt in korrekter Weise die Iteration von Dichtevertei-
lungen p(3,1, 1) im Phasenraum I = 5! x [—1,1] x {0, 1}. Entsprechend kann
man auch den in (3.52) eingefiihrten verallgemeinerten Entwicklungsoperator L3
fiir das Zweimuldensystem definieren. Auf die Angabe von L} fiir das Zweimul-
densystem wird hier verzichtet, um Verwechselungen der beiden verschiedenen
Variablen 3 zu vermeiden.

Die Abbildung F'ist nur in den Variablen 3 und [ differenzierbar. Die Diracsche
Delta-Funktion in (3.142) bezieht sich daher nur auf die $- und die [-Komponente
des Systems, wihrend der u-Komponente durch ein Kronecker-Symbol Rechnung
getragen wird. Dementsprechend ist die Spur von L™ fiir das Zweimuldensystem
folgendermaflen zu berechnen:

tr L = ;/5 ds /11 dl § [(ﬁ,l) - (Fg(g,x),ﬁ,"(ﬁ, l))] buipy.  (3.143)

Damit kann die Herleitung der Spurformeln auf das Zweimuldensystem iibertra-
gen werden. Dabei zeigt sich, daff als Monodromiematrizen J, und J; die 2 x 2-
Matrizen der Ableitungen der (- und [-Komponenten von F™ bzw. E™ nach 3
und [ einzusetzen sind. Analoges gilt fiir die Jacobi-Matrizen h; der im Phasen-
raum I wirkenden Symmetrieoperationen (1.14) aus Cy,, denn diese sind ebenfalls
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nur in 2 und [ differenzierbar. Deren Jacobi-Matrizen lauten daher folgenderma-
Ben:

(0. o104
o, = (_(1] _(1’) (3.144b)
oy = (_(1] _(1]) (3.144c)
¢ = ((1) (1)) (3.144d)

Angenommen, fiir einen bestimmten periodischen Orbit p des reduzierten Zwei-
muldensystems wurde der expandierende Eigenwert A} von J; berechnet. Dann
ist der expandierende Eigenwert A; von h;J; leicht anzugeben. Im Falle h; = e
oder h; = cy gilt A; = AJ. Ist jedoch h; = o, oder h; = 0y, so gilt Ay = —AJ.

Wie kann man fiir einen gegebenen Orbit p des reduzierten Zweimuldensystems
das zugehorige Gruppenelement h; ermitteln? Fiir ein & € p ist herauszufinden,
in welchem Phasenraumbereich h; ') ¢ T sich f"(%) befindet, vgl. (3.116).

Hierfiir kommen die folgenden vier Teilmengen von [ in Frage:

e(l) = S'x[0.1] x {0},
0.(T) = S'x[-1,0] x {0},
o,T) = S'x[-1,0] x {1},
@) = S'x[0,1] x {1}. (3.145)

Die Bestimmung von h; 148t sich in einfacher Weise mit Hilfe der Symbolischen
Dynamik des reduzierten Systems durchfiihren. An der Symbolfolge von p kann
man ablesen, welche der vier Phasenraumsegmente in welcher Reihenfolge durch
den in Z, und damit in e(T') = T startenden periodischen Orbit des nichtredu-
zierten Systems durchlaufen werden. Insbesondere ist so festgelegt, in welchem
Bereich f"7(Z) liegt.

Bei jeder Iteration von F éindert sich der Wert der Variable i. Ferner bleibt das
Vorzeichen von [ entweder gleich, oder es dndert sich. Der erstere Fall entspricht
der Wirkung von ¢y, der letztere der Wirkung von o,. Dementsprechend kann
man jedem in der Symbolfolge von p auftretenden Symbol ein Gruppenelement
zuordnen. Die Symbole [=>] und [=<] bekommen jeweils das Element ¢y zuge-
wiesen und die Symbole [#>] und [#<] das Element o,. Multipliziert man die
sich so ergebenden Gruppenelemente, so erhdlt man hj ' d. h. f7() liegt in
hs L(T). Damit erhélt man gleichzeitig auch hz, denn in Cy, ist jedes Element
selbstinvers.
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Dieses Verfahren ist im Prinzip auf Systeme, die invariant unter anderen Sym-
metriegruppen sind, iibertragbar, sofern diese Systeme entsprechende symmetri-
sierte Symbolische Dynamiken besitzen; siehe z. B. [Jun97]. Im allgemeinen ist
allerdings darauf zu achten, dafi man diejenige zyklische Permutation der Sym-
bolfolge von p verwendet, die mit dem Startpunkt T € p vertréglich ist. Die
Wahl einer anderen zyklischen Permutation entspricht der Wahl eines anderen
Startpunktes ' € p, und man erhélt moglicherweise anstelle von h; ein dazu
konjugiertes Gruppenelement, siche Anhang D. Im Falle des Zweimuldensystems
hat man jedoch die Freiheit, irgendeine zyklische Permutation der Symbolfolge
von p zu wéahlen, da Cs, Abelsch ist.

3.6 Die Cycle Expansion

Das Problem, die Eigenwerte von £ zu bestimmen, ist im Grunde durch die Zeta-
Funktionen vollstédndig gelost. In der Regel mufl man zu deren exakter Berech-
nung jedoch unendlich viele periodische Orbits kennen. In der Praxis ist daher
meist nur eine ndherungsweise Berechnung moglich. Hierfiir wird in diesem Ab-
schnitt ein Verfahren vorgestellt, die Cycle Fxpansion. Damit kann man, falls das
betrachtete System eine Symbolische Dynamik mit nur endlich vielen Pruning-
Regeln besitzt, bereits dann erstaunlich genaue Ergebnisse erzielen, wenn nur die
kiirzesten periodischen Orbits des Systems bekannt sind [Cvi88].

Es wird im folgenden davon ausgegangen, dafl samtliche periodischen Orbits (des
nichtreduzierten oder des reduzierten Systems, je nach Anwendung) bis zu einer
bestimmten Linge k£ und damit deren Stabilitdten und Gewichte bekannt sind.
Das sind K verschiedene Orbits. Angenommen, man mochte die fithrende Null-
stelle der dynamischen Zeta-Funktion (3.92), oder, formal identisch, von (3.133)
bestimmen. Da nur die ersten K Orbits bekannt sind, konnte man auf die Idee
kommen, das unendliche Produkt durch ein endliches Produkt der Form

%@) ~Tla-t) (3.146)

p=1

zu approximieren und anzunehmen, die dynamische Zeta-Funktion beséfle genau
dort Nullstellen, wo einer ihrer Faktoren null wird. Die fithrende Nullstelle von
1/¢(z) ware dann eventuell durch die Nullstelle einer der Faktoren von (3.146)
gegeben.

Mit diesem ,, Anfangerfehler” [Art+90a] produziert man jedoch falsche Ergebnis-
se, denn das unendliche Produkt (3.92) bzw. (3.133) ist keineswegs konvergent
[Lor97] in dem Sinne, dafl es genau dann null wird, wenn einer seiner Faktoren
null ist.
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Warum das so ist, kann wie folgt begriindet werden: Die dynamische Zeta-
Funktion besitzt zwar, im Gegensatz zur Selbergschen Zeta-Funktion, Polstellen,
ist also eine auf C meromorphe Funktion. Die fithrende Polstelle ist jedoch weiter
vom Ursprung entfernt als die fiihrende Nullstelle [Aur90, Art+90a]. Letztere liegt
daher innerhalb des Konvergenzradius einer Potenzreihenentwicklung von 1/¢(2)
um 0. Das endliche Produkt (3.146) ist wegen (3.79) ein Polynom in z vom Gra-
de N > K > k, esist 1/(5(2) =1~ ZnN:1 a,z". Die Koeffizienten a,, fir
n = 1,...,k stimmen exakt mit denen der Potenzreihenentwicklung von 1/¢(2)
iberein, siehe auch unten. Wie aber noch gezeigt wird, weichen die hoheren Koef-
fizienten des Polynoms drastisch von den entsprechenden ,echten“ Koeffizienten

ab, was zu einer starken Verschiebung der fiihrenden Nullstelle fiihrt.

Bei Existenz einer Symbolischen Dynamik mit endlich vielen Pruning-Regeln kon-
vergiert die Potenzreihenentwicklung von 1/{(z) sehr schnell. Daher erhélt man
eine sehr gute Niherung, wenn man sich beim Ausmultiplizieren von (3.146) auf
Terme der Ordnung kleiner oder gleich k in z beschrankt. Das bedeutet Appro-
ximation von 1/((z) durch ein Polynom vom Grade k. Da diese nach der k-ten
Ordnung abgebrochene Potenzreihenentwicklung von den periodischen Orbits bis
zur Lénge k abhéngt, bezeichnet man sie als Cycle Expansion k-ter Ordnung.

Im nachfolgenden Unterabschnitt wird die Cycle Expansion der dynamischen
Zeta-Funktion genauer betrachtet. Durch ein geschicktes Umordnen der Sum-
manden lassen sich die erstaunlichen Konvergenzeigenschaften erkléren.

Der darauffolgende Unterabschnitt beschéftigt sich mit der Selbergschen Zeta-
Funktion Z(z). Sie a8t sich ebenfalls um 0 in eine Potenzreihe entwickeln. Diese
konvergiert sogar auf ganz C. Auch fiir Z(z) existiert eine Cycle Expansion k-ter
Ordnung, die sich aus den periodischen Orbits bis zur Lange k errechnen la83t.

In beiden Unterabschnitten wird die Cycle Expansion zunéchst fiir die nicht sym-
metriereduzierte Version der jeweiligen Zeta-Funktion eingefiihrt. Es wird sich
allerdings zeigen, dafl sich das Verfahren in einfacher Weise auf die einzelnen
Teilfunktionen, die den irreduziblen Darstellungen zugeordnet werden, iibetra-
gen laft.

3.6.1 Cycle Expansion der dynamischen Zeta-Funktion

Um eine Potenzreihenentwicklung der dynamischen Zeta-Funktion zu erhalten,
wird zunéchst das unendliche Produkt formal ausmultipliziert:

ﬁ - H(l _tp)

= 14> > (D tyty, oty (3.147)
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Lénge n, | Symbolstring p

1 0, 1
2 01

3 001, 011

4 0001, 0011, 0111

ot

00001, 00011, 00101, 00111, 01011, 01111

Tabelle 3.3: Irreduzible Symbolstrings bis zur Lédnge 5 einer bindren Symbolischen Dynamik.

Die Summe iiber pi,po,---,p; ist eine Summe iiber alle verschiedenen Kombi-
nationen von j unterschiedlichen Primzyklen. Die auftretenden Kombinationen
sind verschieden in dem Sinne, daf} sie nicht durch Permutation der p; auseinan-
der hervorgehen. Das Produkt t,,%,, - - - t,, kann als Gewicht eines Pseudo-Orbits
p1+p2+...+p; aufgefasst werden, der die Primzyklen py, ps, - - -, p; nacheinander
einmal durchlauft.

Werden die in (3.147) auftretenden Summanden nach Potenzen von z sortiert, so
ergibt sich eine Potenzreihe:

%(z) = Z 2" (3.148)

mit ¢y = 1. Die Reihe konvergiert fiir alle z von hinreichend kleinem Betrage.

Eine Cycle Expansion k-ter Ordnung erhélt man nun dadurch, dafl man nur die
Summanden bis zur k-ten Ordnung in z beriicksichtigt. Das entspricht, wie oben
dargelegt, dem Ausmultiplizieren des endlichen Produktes (3.146) und anschlie-
Bendem Verwerfen der Terme, die eine hohere Ordnung als k besitzen. Damit
ist auch schon gesagt, wie man eine Cycle Expansion der dynamischen Zeta-
Funktion in der Praxis durchfiihrt. Die Konvergenzeigenschaften sind hingegen
noch unklar.

Die Konvergenz der Potenzreihe (3.148) 148t sich am einfachsten anhand des
Beispiels eines Systems, das eine vollstdndige bindre Symbolische Dynamik be-
sitzt, diskutieren. Jeder Primzyklus p dieses Systems 148t sich mit seinem irredu-
ziblen Symbolstring aus den Symbolen 0 und 1 kennzeichnen. Tabelle 3.3 zeigt
alle beztiglich zyklischer Permutation verschiedenen irreduziblen bindren Symbol-
strings bis zur Lange 5, wobei hier der Querstrich, der die periodische Fortsetzung
symbolisieren soll, der Ubersicht halber weggelassen wird. Die dynamische Zeta-
Funktion des Beispielsystems lautet damit folgendermafien:

%(2) = (1 —to)(1 —t1)(1 — tor)(L — too1) (1 — to11) (1 — tooo1)
(1 —to011) (1 — to111) (1 — toooo1) (1 — tooo11) (1 — too101)
(1 —too111) (1 — toro11) (1 — tor1ar) - - (3.149)



88 Kapitel 3. Theorie der periodischen Orbits

Das Produkt wird nun ausmultipliziert, und es werden nur die Terme bis zur fiinf-
ten Potenz in z notiert, was einer Cycle Expansion fiinfter Ordnung entspricht:

Z(Z) = 1—1ty—1t1 —tor — toor — to11 — tooor — foo11 — toi11 — foooo1

—tooo11 — tooto1 — too111 — toro1r — for1nr — - - -

+tot1 + totor + totoor + fotorr + tolooor + totoo1r + totorrr + - - -
+i1tor + titoor + titorr + titooor + titoorr + titornn + - - -

+to1toor + tortorr + - - -

—tot1tor — totitoor — totitorr — - - - (3.150)

Man erhélt ein iibersichtlicheres Ergebnis, wenn man die Terme in bestimmter
Weise umordnet:

—(z) = 1—1ty—t1 — (tor — tot1) — (toor — totor) — (to11 — tort1)

—(tooo1 — totoo1) — (toorr — totorr — toorts + totorts) — (torr — toritr)
—(toooo1 — totooor) — (tooo1r — totoorr — tooorts + totooit1)

—(too101 — toortor) — (foo11r — totornn — toorrts + totorits)

—(totorr — tortorr) — (torrnn — tornits) — - .. (3.151)

Die Terme sind jetzt nach aufsteigender Potenz von z sortiert, und die in Klam-
mern stehenden Terme besitzen jeweils die gleiche Potenz in z. Man betrachte
zunidchst die Klammern, in denen jeweils zwei Terme zusammengefafit sind. Der
erste Term ist stets das Gewicht eines Primzyklus ¢,,,,, dessen Symbolstring sich
aus den kiirzeren Strings p; und ps zusammensetzt. Der zweite Term ist das
Produkt ¢,,t,, aus den Gewichten der kiirzeren Primzyklen p; und ps, also das
Gewicht des Pseudo-Orbits p; + ps. Ist die Abbildung des betrachteten Systems
wenigstens stiickweise stetig, so verlauft der Pseudo-Orbit p; +p, im Phasenraum
in der Nahe des echten Orbits pips, beschattet diesen also; vgl. hierzu den Schlufl
von Kapitel 2. Daher ist das Gewicht ¢,,t,, des Pseudo-Orbits etwa genauso grof§
wie tp,, p,. Die paarweise in Klammern stehenden Terme heben sich also gegenseitig
fast auf.

Gleiches gilt fiir die Klammern, in denen vier Terme zusammengefaf3t sind. Auch
hier ist jeweils der erste Term das Gewicht eines echten Orbits, wéihrend die
ibrigen drei Terme zu verschiedenen Pseudo-Orbits gehoren, die den echten Orbit
beschatten. Da stets zwei Terme mit positivem Vorzeichen versehen sind, die
anderen zwei hingegen mit negativem, heben sie sich ebenfalls fast auf.

Interessant ist, dal der vierte Term jeweils zu einem Pseudo-Orbit gehort, der
sich aus drei Teilorbits zusammensetzt. Erhoht man die Ordnung der Cycle-
Expansion, so tauchen immer kompliziertere Pseudo-Orbits auf, die aus immer
mehr Teilstiicken bestehen. Tendentiell gilt: Je langer ein Primzyklus ist, umso
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groffer wird die Zahl der Terme von Pseudo-Orbits, die den Primzyklus beschat-
ten. Jedoch erhélt man jedesmal, wenn man die Gewichte eines Primzyklus und
der zugehorigen Pseudo-Orbits zusammenfafit, genauso viele Terme mit positi-
vem wie mit negativem Vorzeichen, so dafl sie sich beinahe autheben. Es scheint,
da man dies mit Hilfe sogenannter Markov-Graphen allgemein beweisen kann
[Aur90].

Ferner kann gezeigt werden, dafl ein Primzyklus und die ihn beschattenden
Pseudo-Orbits im Phasenraum um so nédher beieinander liegen, je ldnger der
Primzyklus ist. Der Effekt des Sich-Aufhebens der Terme wird also mit zuneh-
mender Lénge des betreffenden Primzyklus stérker, und zwar so sehr, dafi der
Fehler, der durch das Abbrechen der Reihenentwicklung (3.148) entsteht, expo-
nentiell mit der Ordnung abnimmt [Cvi88, Art+90a, Aur90]. Die Potenzreihe
(3.148) konvergiert also exponentiell schnell. Das ist besonders erstaunlich, da
die Zahl der zu beriicksichtigenden Terme mit der Ordnung der Cycle Expansion
exponentiell zunimmt.

Die Primzyklen der Linge 1 sind die einzigen Orbits, die sich nicht beschatten las-
sen. Allgemein bezeichnet man solche Orbits als fundamentale Orbits. Sie bilden
die toplogischen Grundbausteine der Dynamik. Alle Orbits, auch die nichtperi-
odischen, lassen sich ndherungsweise aus den fundamentalen Orbits zusammen-
setzen. Die fundamentalen Orbits leisten, da sie nicht beschattet werden, die do-
minanten Beitrdge zur Cycle Expansion. Bei Systemen vom Typ des betrachteten
Beispiels erhélt man bei der Bestimmung der fithrenden Nullstelle der dynami-
schen Zeta-Funktion selbst in erster Ordnung, also mit der grobsten Nédherung
1/{(z) = 1 — ty — t;, bereits erstaunlich genaue Ergebnisse. Die lingeren Orbits
bewirken lediglich kleinere Korrekturen.

Die bisherigen Uberlegungen konnen auf jedes System verallgemeinert werden,
das eine iiberdeckende Symbolische Dynamik mit endlich vielen Symbolen besitzt,
sofern die Anzahl der Pruning-Regeln endlich ist. Dann gibt es ndmlich nur eine
endliche Anzahl fundamentaler Orbits [Cvi+C|. Ab einer bestimmten Ordnung
hingegen heben sich alle Terme durch Beschattung fast auf, was die exponentiell
schnelle Konvergenz der Cycle Expansion sicherstellt. Gibt es hingegen unendlich
viele Pruning-Regeln, dann gibt es auch unendlich viele Terme, die nicht durch
Beschattung aufgehoben werden. Es ist dann nur eine sehr langsame Konvergenz
zu erwarten.

Jetzt kann auch besser verstanden werden, warum das einfache Ausmultiplizie-
ren von (3.146) unter Beibehaltung aller Terme zu falschen Ergebnissen fiihrt.
Die Koeffizienten des so entehenden Polynoms vom Grade N sind bis zur k-ten
Ordnung zwar korrekt. In den hoheren Ordnungen jedoch treten nur Terme von
Pseudo-Orbits auf; die Terme der Primzyklen, die von den Pseudo-Orbits be-
schattet werden, fehlen hingegen. Das gegenseitige Sich-Aufheben von Termen
ist nicht mehr gewihrleistet, und die Koeffizienten héherer Ordnung werden vom
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Betrage her viel zu gro83.

Das bisher Gesagte gilt fiir die nicht symmetriereduzierte dynamische Zeta-
Funktion (3.92) sowie fiir die Teilfunktion (3.133), die zur irreduziblen Darstel-
lung A; gehort. Mochte man die Reihenentwicklungen der anderen Teilfunktionen
berechnen, so sind die dann auftretenden gruppentheoretischen Faktoren zu be-
achten. Bei eindimensionalen irreduziblen Darstellungen sind nach (3.128) und
(3.131) die Gewichte t; durch x,(hj)t; zu ersetzen. Beispielsweise dndern sich
bei der Cs,-Symmetrie die Vorzeichen einiger Gewichte. Trotzdem gibt es bei
den Cycle Expansions der anderen Teilfunktionen die gleichen Kombinationen
sich aufhebender Terme wie bei der Teilfunktion 1/(4,, was in [CviEck93] fiir
mehrere Beispielsysteme mit unterschiedlichen Symmetrien gezeigt wird. Fiir das
Zweimuldensystem wird dies in Anhang E demonstriert. Dort werden Cycle Ex-
pansions aller vier Teilfunktionen der dynamischen Zeta-Funktion des Zweimul-
densystems aufgefiihrt.

Die Auswertung von Teilfunktionen, die zu hoherdimensionalen irreduziblen Dar-
stellungen gehoren, ist schwieriger. Zwar mufl man auch bei diesen Funktionen
das Produkt aus Faktoren, die zu den Orbits p der Lénge n; < k gehdren, ausmul-
tiplizieren und danach die Terme gréferer Ordnung als k verwerfen. Die Faktoren
sind aber von komlizierterer Gestalt. Sie sind beispielsweise bei zweidimensiona-
len Darstellungen durch (3.132) gegeben. Es ist zu beachten, daf darin ¢2-Terme
enthalten sind, die Beitrdge der Ordnung 2n; liefern.

Die hoheren dynamischen Zeta-Funktionen 1/(;(z)! und ihre Teilfunktionen
1/Ck.a(2) konnen formal auf die gleiche Weise entwickelt werden wie 1/{(z) bzw.
1/Ca(z). Aufgrund von (3.91) und (3.127) ist lediglich ¢, durch ¢,/A} bzw. t;
durch t5/A% zu ersetzen.

3.6.2 Cycle Expansion der Selbergschen Zeta-Funktion

Die Cycle Expansion der Selbergschen Zeta-Funktion ist in der Durchfiithrung
nicht wesentlich komplizierter als die der dynamischen Zeta-Funktion; ihre Struk-
tur ist jedoch wesentlich undurchsichtiger. Daher wird hier auf eine Diskussion der
Konvergenzeigenschaften verzichtet. Stattdessen wird auf [Cvi91] verwiesen. Dort
wird gezeigt, dafl die Potenzreihenentwicklung von Z(z) schneller als exponentiell
konvergiert. Bei einem d-dimensionales System verhalten sich die Entwicklungs-
koeffizienten b,, asymptotisch geméi$ |b,,| ~ ™ mit 0 < u < 1.

Hier wird nur auf die Durchfithrung der Cycle Expansion eingegangen.

IMit dem Index k von 1/(k(2) ist hier nicht die Ordnung der Cycle Expansion gemeint.
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Die durch (3.75) definierte Funktion besitzt um 0 die Potenzreihenentwicklung
T(z)= ianz" (3.152)
n=1
mit a, = tr L", siche (3.74). Die Selbergsche Zeta-Funktion hat die Entwicklung
Z(z) = i b 2" (3.153)
n=0

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten b,,. Man kann sowohl (3.85) als auch
(3.89) entnehmen, daBl by = 1 gilt (setze z = 0). Aus dem Zusammenhang (3.87)
zwischen T'(z) und Z(z) folgt

T(z) = —zgg)) (3.154)
und damit J
T(2)Z(z) = —ZEZ(Z), (3.155)

was sich mit Hilfe der Potenzreihendarstellungen auch wie folgt schreiben l&8t:

(il anz"> (io bnz"> = —ilnbnz". (3.156)

Durch Koeflizientenvergleich ergibt sich fiir die Entwicklungskoeffizienten b,, der
Selbergschen Zeta-Funktion fiir n > 1 folgende Rekursionsformel:

1 n—1
bn = — an_jbj. (3157)
n <
7=0
Man kann also die Koeffizienten b, . . ., by genau dann bestimmen, wenn die Koef-
fizienten ay, . . ., a bekannt sind. Eine Approximation von Z(z) durch ein Polynom

k-ten Grades ist mit Hilfe der Rekursionsformel genau dann méglich, wenn eine
Approximation der Spurformel (3.72) durch ein Polynom k-ten Grades gegeben
ist. Dieses Polynom wiederum erhélt man durch die numerische Auswertung der
folgenden endlichen Summe {iber die K verschiedenen periodischen Orbits der
Lange kleiner oder gleich k:

k k
E a2 = E 2Mr L7
n=1 n=1

K [k/np] ST orB-Ap

_ . 3.158
22 [T (1 — Ay ) (3159

p=1 r=1
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Hierbei bezeichnet [-] die GauB-Klammer, und die A, ; sind die verschiedenen
Eigenwerte der d x d-Matrix J,. Durch (3.157) und (3.158) sowie durch by = 1 ist
eine Cycle Expansion k-ter Ordnung der Selbergschen Zeta-Funktion gegeben.

Mochte man Symmetrien beriicksichtigen und Cycle Expansions der Teilfunk-
tionen Z,(z), siehe (3.138), berechnen, so ist vollig analog vorzugehen. Fiir
Zo(2) = 300, b 2n gilt ba) 1. Wegen (3.139) sind die tibrigen Koeffizien-

ten durch ,
1 —
b = =N g ple), (3.159)

n—j-j

?1

J=0

gegeben, wobei diesmal die Koeffizienten a'® = tro, L™ der Teilspurformel (3.137)
benotigt werden. Fiir eine Cycle Expanion k-ter Ordnung von Z,(z) ist also die
endliche Summe

k k
Zaﬁf‘)z” = Zz"tra/l"
n=1

K [k/ng] 7B Ap

- lelxa |H 1(1_ i (3.160)

numerisch zu berechnen. Hier sind A;; die Eigenwerte von h;J;.

Mit den bisher vorgestellten Techniken kénnen zwei der drei in Abschnitt 3.2
beschriebenen Anwendungsméglichkeiten der Theorie in die Tat umgesetzt wer-
den. Die Escape-Rate kann mit der dynamischen oder mit der Selbergschen Zeta-
Funktion bestimmt werden, das Korrelationsspektrum mit der Selbergschen Zeta-
Funktion. Diese Funktionen werden ndherungsweise durch die Cycle Expansion
bestimmt. Bei den Gewichten ¢, bzw. ¢; ist bei diesen Anwendungen stets 3 =0
zu setzen, weswegen (3 bisher nicht explizit als Argument der Zeta-Funktionen
angegeben wurde.

Die Hilfsvariable § ist nur bei der dritten Anwendungsmoglichkeit, ndmlich bei
der Berechnung dynamischer Mittelwerte von Observablen, von Bedeutung. Im
folgenden Abschnitt wird gezeigt, wie dynamische Mittelwerte mit Hilfe der dy-
namischen Zeta-Funktion berechnet werden.

3.7 Formel fiir dynamische Mittelwerte

Nach Abschnitt 3.2.3 ist in ergodischen Systemen der dynamische Mittelwert
einer Observablen a gleich ihrem Erwartungswert @. Der Erwartungswert ist nach
(3.59) und (3.61) gegeben durch

0

a= %lnz(ﬁ) - (3.161)
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mit Z2(5) = e"\o(3), wobei k die Escape-Rate des Systems und A\o(3) der fithrende
Eigenwert des Entwicklungsoperators L ist. Bevor @ berechnet werden kann, mufl
also die Escape-Rate bekannt sein.

Der Eigenwert \g((3) ist das Inverse der fithrenden Nullstelle z(3) der dynami-
schen Zeta-Funktion 1/{(z, 3):

2(8) = M(B) " (3.162)

Um eine Formel zur Berechnung von @ herzuleiten, wird folgende Abkiirzung
eingefiihrt:

s(B) = Inz(B)
= Kk+InX(0). (3.163)

Die fithrende Nullstelle von 1/{(z, ) kann dann in Abhéngigkeit von s geschrie-
ben werden:

z(s) =e€"". (3.164)
Leitet man die Gleichung
1
0= 5(2(8(5)), &) (3.165)
an der Stelle 5 = 0 nach § ab, so erhélt man
01
0 = —5=(2(s(0)),
FeCeN)
01/C0z0s  01/¢
— + — . 1
{ 9z 0508 98 |, (3.166)
Mit (3.161) und (3.163) folgt hieraus
S
9B 5o
91/¢
_ __98
- 91/ s : (3.167)
0z 0s 1g=0

Aus (3.164) ergibt sich 0z/0s = —e"* = —z. Ferner ist A\o(f = 0) = e¢™" und
damit z(f = 0) = e". Fir den Erwartungswert von a kommt man daher zu

folgendem Resultat:
91/¢(2,0)

- ap
= S . (3.168)

(
z 0z B=0,z=e"
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Die Auswertung der Formel ist nicht wesentlich schwieriger als die Auswertung
der dynamischen Zeta-Funktion selbst, denn sowohl fiir den Zéahler als auch fiir
den Nenner gibt es eine Cycle Expansion. Wie diese Cycle Expansions aufgebaut
sind, sieht man, wenn man z. B. die Entwicklung der dynamischen Zeta-Funktion
geméf (3.151) betrachtet und die Operation 9/08 bzw. z0/0z auf jeden einzelnen
Summanden anwendet. Die praktische Durchfiihrung dieser Cycle Expansions
erfolgt auf &hnliche Weise wie bei der dynamischen Zeta-Funktion, wie nun gezeigt
wird.

Der Zghler von (3.168) wird folgendermaBen ausgewertet: Aus (3.79) und der
Produktregel folgt zunéchst

o1 )
%gz,m]ﬁzo = glo-w -
= =) Agty [J( 1. (3.169)
P’ p#£p’

Betrachtet man nun die Summe und die Produkte als endliche Summe bzw.
endliche Produkte iiber alle Orbits bis zur Léange k, multipliziert aus und verwirft
anschlielend alle Terme, deren Ordnung in 2z gréfer ist als k, so erhélt man die
Cycle Expansion k-ter Ordnung des Zéhlers von (3.168).

Bei der Auswertung des Nenners geht man vollig analog vor. Es gilt

01 0
Z@z(%ﬁ) = o 1;[(1 — 1)
= =) gty [J(1 1) (3.170)
P p#p’

Hier erhélt man die Cycle Expansion k-ter Ordnung genau wie oben beschrieben.
Setzt man noch z = e, so ist der Erwartungswert @ der Observablen a in , k-ter
Néherung® bestimmt.

Selbstverstindlich kann im Falle eines symmetrieinvarianten Systems anstelle der
dynamischen Zeta-Funktion 1/{(z) die Teilfunktion 1/(4,(2) verwandt werden.
Formal &ndert sich dann nichts an den genannten Formeln, aufler dafl p durch p
zu ersetzen ist, aber es sind genauere Ergebnisse zu erwarten.



Kapitel 4

Anwendung der Theorie

Abgesehen vom Resonanzspektrum, sind die Gréfen, die sich mit Hilfe der Theo-
rie der periodischen Orbits bestimmen lassen, grundséitzlich auch auf direktem
Wege berechenbar, ndmlich durch numerisches Ausrechnen ihrer Definitionsglei-
chungen. Die dazu erforderlichen Verfahren kénnen mit vergleichsweise geringem
Aufwand implementiert werden. Ist es da {iberhaupt lohnend, sich mit der kom-
plizierten Theorie, die in Kapitel 3 beschrieben wurde, zu beschéftigen?

Eine Schwéche der direkten numerischen Berechnungen wurde bereits in Kapitel
3 erwéhnt: Die Definitionen der Escape-Rate und des Erwartungswertes einer
Observablen beinhalten einen Grenziibergang n — oo. Dieser ist numerisch nie-
mals erreichbar. Man muf} sich stets auf Extrapolationen verlassen, und es kann
nie mit Sicherheit gesagt werden, dafl die damit erzielten Ergebnisse korrekt sind.
In der Theorie hingegen wird der Limes n — oo beriicksichtigt, so dafl man mit
ihr exakte Ergebnisse erzielt — aber nur im Prinzip.

Denn auch mit der Theorie sind im allgemeinen nicht wirklich exakte Ergebnisse
zu erreichen. Die Cycle Expansion ist ebenfalls nur ein Naherungsverfahren und
mufl natiirlich auch numerisch berechnet werden. Es wire also festzustellen, ob
die Theorie der direkten numerischen Umsetzung von Definitionen tatsachlich
iiberlegen ist.

Genau das soll in diesem Kapitel anhand des Zweimuldensystems iiberpriift wer-
den. Es werden die Fscape-Rate x und, als Beispiel fiir einen dynamischen Mit-
telwert, der Lyapunov-Exponent A berechnet, zunédchst direkt numerisch, dann
mit Hilfe der Theorie. Die Ergebnisse werden verglichen und in ihrer Genauigkeit
bewertet.

Auflerdem werden, als Abschlu8 des Kapitels, Resonanzen des Zweimuldensy-
stems mit den Mitteln der Theorie bestimmt. Zur Vorbereitung wird eine Korre-
lationsfunktion berechnet. Diese eignet sich zwar nicht fiir eine numerische Ver-

95
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gleichsrechnung, wie am Ende von Abschnitt 3.2.2 bereits besprochen wurde, aber
fiir eine einfithrende qualitative Diskussion des Renonanzspektrums.

4.1 Die Escape-Rate k

Die Escape-Rate x des Zweimuldensystems wird hier zunéchst durch numeri-
sche Simulation eines Streuexperimentes, wie es am Anfang von Abschnitt 3.2.1
beschrieben wurde, errechnet. Darauf folgt die Berechnung von x mit Hilfe der
Zeta-Funktionen. Um die Aussage zu iiberpriifen, dafl sich die fithrende Polstelle
beim Ubergang von der exakten zur asymptotischen Spurformel nicht verschiebt
(siche Abschnitt 3.3.2), wird x sowohl mit der Selbergschen als auch mit der
dynamischen Zeta-Funktion bestimmt.

4.1.1 Numerischer Streuversuch zur Berechnung von k

Ziel ist es, die Groflen 7, die durch (3.6) definiert sind, fiir moglichst viele n
zu errechnen, ihr Verhalten in Abhéngigkeit von n zu untersuchen und daraus
Riickschliisse auf ihr asymptotisches Verhalten zu ziehen. Dazu werden Startwer-
te gleichméfig im Phasenraum des Zweimuldensystems verteilt, und es wird ab-
gezihlt, wieviele der zugehorigen Orbits nach n Iterationen noch im Phasenraum
verblieben sind. Aufgrund der Symmetrie des Zweimuldensystems geniigt es, das
Verhalten von Orbits des reduzierten Systems im Phasenraum I' = S* x [0, 1] zu
untersuchen.

Fiir den Streuversuch wird ein gleichméBig auf einem Rechteckgitter in I verteil-
tes Ensemble von Ny = 2.5 - 102 Startwerten vorgegeben. Tatséichlich berechnet
werden allerdings nur die 10'2 Orbits, die im S-Bereich von 0.7 bis 1.57 starten,
da die iibrigen Orbits auf jeden Fall sofort entweichen, was man z. B. in Abbildung
2.1 erkennen kann. Ist V,, die Zahl der nach n Iterationen noch nicht entwichenen
Orbits, dann ist ~,, durch N

=% (4.1)

Tn
gegeben.

Als Approximation von x konnte sowohl —(In~,,)/n als auch In(v,_1/7,) dienen.
Beides konvergiert namlich im Falle einer kontinuierlichen Anfangsverteilung fiir
n — oo gegen K, wie aus (3.8) folgt. Daher liegt die Idee nahe, eine dieser beiden
Groflen fiir ein moglichst grofies n zu errechnen und als ein numerisches Ergebnis
fiir k anzusehen. Das Problem dabei ist jedoch, dafl die Anfangsverteilung diskret
ist. IV,, wird mit zunehmendem n kleiner; die relative Unsicherheit von N, und
v, wird damit grofler. Deshalb wird hier ein anderer Weg gesucht, x aus den
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‘ n ‘ Ny, ‘ Tn ‘ In v, ‘ _(ln’Vn)/n ‘ ln(’Vn—l/%z) ‘

0 | 2500000000000 | 1.0 0.0000

1| 397373459147 | 0.1589493836588 | -1.8392 1.8392 1.8392
2 55902945824 | 0.0223611783296 | -3.8004 1.9002 1.9612
3 7887310983 | 0.0031549243932 | -5.7588 1.9196 1.9584
4 1112911260 | 0.0004451645040 | -7.7171 1.9293 1.9583
5 157035499 | 0.0000628141996 | -9.6753 1.9351 1.9583
6 22158525 | 0.0000088634100 | -11.6336 1.9389 1.9583
7 3103999 | 0.0000012415996 | -13.5991 1.9427 1.9655
8 422987 | 0.0000001691948 | -15.5922 1.9490 1.9931
9 54909 | 0.0000000219636 | -17.6338 1.9593 2.0416
10 6829 | 0.0000000027316 | -19.7183 1.9718 2.0845
11 838 | 0.0000000003352 | -21.8163 1.9833 2.0979
12 91 | 0.0000000000364 | -24.0365 2.0036 2.2202
13 8 | 0.0000000000032 | -26.4679 2.0360 2.4314
14 1| 0.0000000000004 | -28.5473 2.0391 2.0794

Tabelle 4.1: Ergebnis des Streuexperiments zur Bestimmung von &, siehe Text.

Yn-Werten zu bestimmen. Dazu ist zunédchst das Verhalten dieser Werte, also das
Resultat des Streuexperiments, zu diskutieren.

Die n-abhéngigen Grofien Ny, v,,, In,,, —(In~,)/n und In(~,_1/7,) sind in Tabel-
le 4.1 fiir n von 0 bis 14 aufgelistet. Die Groie —(In 7y,,) /n steigt mit zunehmendem
n leicht an, was daran liegt, dal —In~; relativ klein ist. Es entweicht also bei
der ersten Iteration des vorgegebenen Ensembles ein etwas geringerer Anteil von
Orbits als bei den folgenden Iterationen.

Dagegen andert sich In(y,_1/7,) nicht monoton. Bis n = 6 erweckt diese Grofe
den Eindruck einer Konvergenz gegen 1.9583, so, als wére das der korrekte Wert
fiir k. Bei hoherem n hingegen weicht In(+,,_1/7,) deutlich von diesem Wert ab.
Die Abweichung bei n = 7 ist so grof3, daf} sie kaum durch die relative Unsicherheit
von N,, bedingt sein kann; N; ~ 3 - 10° ist immer noch relativ groff. Vielmehr ist
das Verhalten von v, fiir n > 7 offenbar tatséichlich ein anderes als fiir n < 7. Eine
Erkldarung fiir dieses Phdnomen konnte in dieser Arbeit nicht gefunden werden.

Jedenfalls scheint die Idee, —(In~y,)/n oder In(vy,-1/7,) fiir ein groBes n von Ta-
belle 4.1 abzulesen und als Ergebnis fiir x zu betrachten, hier tatsédchlich nicht
sehr angemessen zu sein, denn fiir beide Gréflen ist in dem verfiigharen n-Bereich
keine deutliche Konvergenz erkennbar. Im folgenden wird jedoch von der plausi-
blen, aber etwas spekulativen Annahme ausgegangen, dafl x innerhalb des Inter-
valls liegt, in welchem die vorliegenden Werte von In(~,_1/7,) schwanken. Unter
dieser Voraussetzung bietet es sich an, diese Schwankungen herauszumitteln, in-
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-30 x x x x x x

Abbildung 4.1: Die Funktion In~,, versehen mit einer Ausgleichsgeraden.

dem In v, gegen n aufgetragen und « als negative Steigung der Ausgleichsgeraden
bestimmt wird.

Abbildung 4.1 zeigt die Funktion In~, samt Ausgleichtsgerade. Bei der Berech-
nung der Geraden sind n = 13 und n = 14 nicht beriicksichtigt worden, da den
errechneten Werten von 7,3 und 714 nur sehr wenige verbliebene Orbits zu Grunde
liegen und sie daher mit einer relativ hohen Unsicherheit behaftet sind.

Aus der Steigung der Geraden ergibt sich fiir die Escape-Rate das folgende nu-
merische Resultat:

K = 1.99 + 0.04. (4.2)

Als Toleranz wird hier diejenige Anderung der Geradensteigung angesehen, die
dazu fithrt, daf sich die Summe der quadratischen Abweichungen der In ~,,-Werte
von der Geraden gegeniiber dem Minimalwert verdoppelt. Der Achsenabschnitt
wird dabei so angepaflt, dafl die Gerade stets durch den Schwerpunkt der aufge-
tragenen Punkte verlauft.

Das numerische Ergebnis (4.2) ist vor dem Hintergrund des damit verbundenen
Rechenaufwandes recht ungenau. Ferner beruht es auf der Annahme, dafl sich
das Verhalten der In~, fiir n — oo nicht wesentlich &ndert, diese also nicht etwa
ab einem bestimmten n einer Geraden mit einer anderen Steigung folgen. Da ein
solches ,, Abknicken“, wenn auch in schwacher Form, bereits bei n = 7 zu beob-
achten ist, ist die Annahme etwas spekulativ. Es ist also gar nicht v6llig sicher,
ob k sich tatséchlich in dem durch (4.2) vorgegebenen Intervall oder auch nur in
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dessen Néhe befindet. Eine genauere Rechnung mit einem feineren Startensemble
wiirde an dieser Unsicherheit nichts d&ndern.

Es hat sich gezeigt, daf sich ein numerischer Streuversuch beim Zweimuldensy-
stem nicht dazu eignet, verldflliche Aussagen iiber k zu treffen.

4.1.2 Bestimmung von k mit den Zeta-Funktionen

Zur Berechnung von s mit Hilfe der dynamischen Zeta-Funkton 1/((z) und
der Selbergschen Zeta-Funktion Z(z) geniigt es, die Teilfunktionen 1/(4,(2) und
Z,(2) zu betrachten, da die fiihrende Nullstelle von Z(z) bzw. 1/{(z) in diesen
Teilfunktionen enthalten ist (siehe die Erlauterungen zu (3.133)). Im folgenden
werden Cycle Expansions von 1/(4,(z) und Z4,(z) bis zur siebenten Ordnung
errechnet (noch héhere Ordnungen erbringen keine besseren Ergebnisse, siehe
unten). Die kleinsten positiv reellen Nullstellen dieser Polynome werden mittels
eines Bisektionsverfahrens bestimmt und ergeben Approximationen von A\, ! dem
inversen fiihrenden Eigenwert von £. Nach (3.15) sind die Logarithmen dieser
Nullstellen Néaherungswerte fiir &.

Die Zahl der zu beriicksichtigenden periodischen Orbits nimmt exponentiell mit
der Ordnung der Cycle Expansion zu. Wieviele Orbits es genau sind, wird im
folgenden gezeigt.

Bei einer vollstdndigen Symbolischen Dynamik mit N Symbolen gibt es ge-
nau N* verschiedene Symbolstrings der Linge k. Die Menge dieser Strings wird
vollstandig ausgeschopft durch Primzyklen der Lange j, wobei j ein Teiler von k
ist (inkl. 7 = 1 und j = k), sowie durch deren zyklische Permutationen. Insgesamt
tragt jeder Primzyklus also j-fach bei. Ist M; die (bislang noch unbekannte) Zahl
verschiedener Primzyklen der Lange j, so gilt also:

NF =" jM;. (4.3)

ilk

Aus dieser Gleichung kann mit Hilfe der Mobiusschen Umkehrformel der Zahlen-
theorie [HarWri58| die Zahl M), gewonnen werden:

M, = %Z“ G) N/ (4.4)

Jlk
mit der Mdobiusschen Funktion
1 , fallsl=1
p(l) =< (=1)™ ., falls alle m Primfaktoren von [ verschieden sind

0 , falls ein Primfaktor von [ mehrfach vorkommt.
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Ordnung k | Anz. M, d. Primzyklen | G = Z?Zl M;

1 4 4

2 6 10

3 20 30

4 60 90

5 204 294

6 670 964

7 2340 3304

8 8160 11464

9 29120 40584

10 104754 145338

Tabelle 4.2: Anzahl M}, der Primzyklen der Lénge k sowie die Gesamtzahl G}, der in einer Cycle
Expansion k-ter Ordnung beim Zweimuldensystem zu berticksichtigen Primzyklen.

Fiir grofie k gilt: My ~ N*/k.

Fiir das Zweimuldensystem (N = 4) und fir k£ = 1,...,10 zeigt Tabelle 4.2 die
Anzahl M, der Primzyklen der Lange k sowie die Gesamtzahl G}, der Primzyklen,
die in einer Cycle Expansion k-ter Ordnung zu beriicksichtigen sind.

Die Koeffizienten ¢, und b,, der Cycle Expansion siebenter Ordnung von

(4.5)
n=0
bzw. von .
Za,(2) = Z b, 2" (4.6)
n=0

sind in Tabelle 4.3 aufgelistet. In beiden Fillen nehmen die Koeffizienten mit
zunehmender Ordnung &uflerst rasch ab. Koeffizienten der Ordnung acht oder
héher zu berechnen macht keinen Sinn, da sie eine erhebliche relative Ungenaug-
keit hatten. Die Gewichte der zu Grunde liegenden Orbits wéren ndmlich so klein,
daB sich die begrenzte Rechengenauigkeit spiirbar auf sie auswirken wiirde. Au-
Berdem miifite eine sehr groffe Anzahl von Gewichten, also von fehlerbehafteten
Grofen, aufsummiert werden, so dafl man im Endeffekt ein wesentlich ungenau-
eres Ergebnis erhielte, als wenn man, wie hier getan, die Koeffizienten ab der
achten Ordnung exakt null setzt.

Die Koeffizienten ¢; und b; sind fast gleich; fiir n > 2 hingegen weichen ¢, und b,
stark voneinander ab. Es handelt sich bei 1/(4, (2) und Z4, (2) also, wie zu erwar-
ten war, um zwei recht unterschiedliche Funktionen. Dennoch sollten sie geméfl
Abschnitt 3.3.2 die gleiche fithrende Nullstelle besitzen. Das bedeutet nicht, dafl



4.1. Die Escape-Rate k 101

Cn ‘ b, ‘
1.00000000000000000000 | 1.00000000000000000000
-0.14329443243195960633 | -0.14120492311802074203
0.00030347377201883239 | 0.00000523869447260615
-0.00000609963625050212 | -0.00000563463574115262
0.00000000360263775572 | -0.00000000878075742229
-0.00000000000213771584 | -0.00000000000179784885
-0.00000000000000280851 | -0.00000000000000289563
0.00000000000000001742 | 0.00000000000000000969

N oo |win oS

Tabelle 4.3: Koeflizienten der Cycle Expansions siebenter Ordnung der Funktionen 1/¢a, (2)
und Zy4, (2).

beide Funktionen in niedriger Ordnung der Cycle Expansion den gleichen Néhe-
rungswert fiir x liefern miissen. Bei Erhchung der Ordnung sollten die Werte
jedoch gegeneinander konvergieren.

Das ist in der Tat der Fall, wie man Tabelle 4.4 entnehmen kann. Dort sind Er-
gebnisse fiir xk aufgelistet, die man aus den Cycle Expansions verschiedener Ord-
nungen von 1/¢4,(2) und von Z4,(z) erhélt. Je hoher die Ordnung, um so néher
liegen tatsédchlich die aus den beiden Funktionen gewonnenen Werte beieinander.
In der siebenten Ordnung gibt es erst in der dreizehnten Nachkommastelle eine
Diskrepanz. Die davorliegenden Stellen kénnen also nach Rundung als korrekt
betrachtet werden.

Die Theorie der periodischen Orbits liefert demnach fiir die Escape-Rate des
Zweimuldensystems, also das MaB fiir die asymptotische exponentielle Abnahme

| Ordnung k | k aus 1/¢a,(2) | K aus Zy,(2) |

1 1.943 1.9575

2 1.9580 1.9578

3 1.955782 1.95581

4 1.95579062 1.95579061

5 1.95579058357 1.95579058358

6 1.955790583215 | 1.955790583222
7 1.9557905832309 | 1.9557905832307

Tabelle 4.4: Escape-Rate & fiir verschiedene Ordnungen der Cycle Expansion von 1/{4, (z) und
von Zyu,(2).
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der Anzahl im Phasenraum verbliebener Orbits, folgenden Wert!:

k= 1.955790583231 & 102, (4.7)

Das aus der Theorie gewonnene Resultat ist um zehn Groéflenordnungen genauer
als das Ergebnis (4.2) des numerischen Streuversuchs. Letzteres wird schon in der
ersten Ordnung der Cycle Expansion, also lediglich durch die Beitrége der vier

fundamentalen Orbits, deutlich an Prézision iibertroffen, vor allem im Falle der
Funktion Z4,(z2).

Im Rahmen der dort angegebenen Toleranz stimmt (4.2) jedenfalls mit (4.7)
iiberein. Die Extrapolation mittels einer Ausgleichgeraden hat sich in diesem
Falle nicht als falsch erwiesen. Bei hoherem Anspruch an die Genauigkeit erweist
sich der Streuversuch zur Bestimmung von k jedoch als unbrauchbar, ganz im
Gegensatz zur Theorie.

4.2 Der Lyapunov-Exponent A

Der Lyapunov-Exponent A ist, wie die Escape-Rate x, ein Zahlenwert, der einem
dynamischen System zugeordnet wird und dieses charakterisiert. Durch A wird
das Auseinander- oder Zusammenlaufen dicht benachbarter Orbits des Systems
quantitativ beschrieben. Ist das System sensibel abhéingig von den Anfangsbe-
dingungen, so gibt A an, wie stark diese Eigenschaft ausgeprégt ist.

Zunichst wird die allgemeine Definition des Lyapunov-Exponenten angegeben.
Anschliefend wird, immer noch in allgemeiner Formulierung, eine Verbindung
zum Formalismus der dynamischen Mittelungen und damit eine Grundlage zur
Berechnung von A hergestellt. Danach wird A speziell fiir das Zweimuldensystem
auf direkte numerische Weise berechnet, gefolgt von einer Rechnung mit den
Methoden der Theorie der periodischen Orbits.

4.2.1 Definition des Lyapunov-Exponenten \

Gegeben sei ein ergodisches dynamisches System, das durch eine Abbildung f
definiert sei. Zur Einfiihrung der Definition von A betrachtet man das Verhalten
zweier Orbits, die in den infinitesimal benachbarten Punkten zy und x;, starten.
Diese Orbits sind durch die Punktfolgen

= f™(x0) (4.8)

!Der Umrechnungsfaktor zwischen Euro und DM betriigt bekanntlich 1.95583. Diese Zahl
weicht nur um 4-1075 von x ab. Der Autor hélt Befiirchtungen, der AuBenwert des Euro kénnte
ebenfalls exponentiell abnehmen, dennoch fiir unbegriindet.
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und

x, = f"(x) (4.9)
gegeben. In einer infinitesimalen Umgebung von x wird die Wirkung von f durch
die linearisierte Abbildung beschrieben. Das bedeutet, daf} sich der Abstandsvek-

tor
&n =), — Ty, (4.10)

wie folgt unter der Dynamik entwickelt:

Die Matrix D f"(xq) besitzt die Eigenwerte A;(n,xq), i = 1,...,d, wobei d die
Dimension des Systems ist. Fiir jedes n seien die Eigenwerte nach absteigendem
Betrag sortiert. Je nachdem, ob A;(n, xo) dem Betrage nach groer oder kleiner als
1 ist, wird die zur i-ten Eigenrichtung von D f"(x) gehdrende Komponente von
&, gegeniiber der entsprechenden Komponente von &, entweder vergrofiert oder
verkleinert. Diese Expansion bzw. Kontraktion wéchst im Mittel exponentiell mit
n, und zwar mit der mittleren Rate

. 1
A (20) = lim — In|A;(n, xo0)|. (4.12)
n—oo N
Dabei bedeutet A () > 0 Expansion, A?)(zy) < 0 Kontraktion. Man bezeichnet
die verschiedenen Groflen A (xq) als die Lyapunov-Erxponenten des Orbits, der
in zy startet.

Da &y im allgemeinen nichtverschwindende Komponenten in allen Eigenrichtun-
gen besitzt, wird das Auseinander- oder Zusammenlaufen der beiden betrachte-
ten Orbits, d.h. die Langenédnderung von &, bei Zunahme von n, asymptotisch
durch den grofiten Lyapunov-Exponenten A (x,) bestimmt. Dieser spielt also
eine dominante Rolle und wird oft als der Lyapunov-Exponent A(zq) des in
startenden Orbits bezeichnet. Mit A(n,x¢) = Ai(n,zo), dem vom Betrage her
groften Eigenwert von D f™(xg), ist A(xy) demnach wie folgt definiert:

Azo) = Tim ~1n [A(n, 20)]. (4.13)

n—oo M,

Diese Groie hingt vom Startwert xg ab. Aufgrund der vorausgesetzten Ergodi-
zitat ist A(zo) jedoch fast iberall auf der invarianten Menge des Systems konstant:

AMzo) = A fiir fast alle g € M, (4.14)

wobei M die invariante Menge ist. Das folgt im Falle eindimensionaler Systeme
wegen In [A(n,zo)| = Sop—yIn|f/(f*(x0))| direkt aus der Definition der Ergodi-
zitét. Bei hoherdimensionalen Systemen 148t sich |A(n, zo)| jedoch nicht in dieser
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einfachen Weise faktorisieren. Die Behauptung (4.14) ist aber dennoch giiltig,
ndmlich nach dem multiplikativen Ergodensatz von OSELEDEC [Rob95]; entspre-
chendes gilt fiir alle Lyapunov-Exponenten A\,

Die Zahl X ist also eine Systemgrofie. Man bezeichnet sie als den Lyapunov-
Exponenten des Systems. ,,Gemessen“ wird dieser auf der invarianten Menge.

4.2.2 Der dynamische Mittelwert A\

Bei geschlossenen Systemen stellt die Berechnung von A im allgemeinen kein
besonderes Problem dar. Fiir einen willkiirlich ausgewéhlten Startwert z und
fiir ein grofes n wird, der Definition (4.13) folgend, (In|A(n,x)|)/n numerisch
ausgerechnet. Je gdfler n ist, um so genauer ist das Ergebnis, wenngleich die
Konvergenz im allgemeinen recht langsam ist.

Bei offenen Systemen, wie z. B. beim Zweimuldensystem, sind der Gréfle von n
jedoch Grenzen gesetzt, da die invariante Menge numerisch nie genau getroffen
wird. Der Fehler, der dadurch entsteht, dafl n nicht sehr grof ist, kann jedoch teil-
weise dadurch ausgeglichen werden, dafl man iiber verschiedene Startwerte mit-
telt. Das fithrt ndmlich zu einer gleichméfigeren Abtastung der invarianten Menge
bzw. ihrer Umgebung. Eine solche Mittelung ist aber genau der Grundgedanke
des in Abschnitt 3.2.3 vorgestellten Formalismus der dynamischen Mittelung von
Observablen. Wie sich gleich zeigen wird, 148t sich A mit diesem Formalismus
erfassen.

Fiir den Startwert x wird die integrierte Observable A™(x) hier, abweichend von
der Definition (3.43), wie folgt festgelegt:

A"(z) = In|A(n,x)|. (4.15)
Mit (4.13) folgt daraus:
@) = lim %A”(az). (4.16)

Das entspricht formal dem in (3.44) definierten Zeitmittelwert einer Observablen
a(x). Eine solche Observable ist hier aber nur fiir eindimensionale Systeme de-
finiert: a(z) = In|f'(z)|. In diesem Falle ist die Definition (4.15) &quivalent zu
(3.43). Bei mehrdimensionalen Systemen 148t sich eine vergleichbare Observable
jedoch nicht ohne weiteres angeben. Die Argumentationskette von Abschnitt 3.2.3
und die gesamte darauf aufbauende Theorie kommen aber ohne einen expliziten
Ausdruck fiir a(x) aus und konnen aufgrund der entscheidenden Voraussetzung
(4.14) auf das vorliegende Problem iibertragen werden.
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Wegen (4.14) 148t sich A nédmlich durch Mittelung iiber alle Startwerte aus der
Menge M*° bestimmen:

1 1
A = lim —n—/ In|A(n, z)|dx
n—oo [M™| 1 Jym
= lim ! l/ A (z)dz (4.17)
oo (M0 Sy ’ '

wobei |[M"™| das Volumen von M" ist; vgl. (3.23) und (3.25). Der Lyapunov-
Exponent A entspricht also dem Erwartungswert (3.46) und kann daher mit der
in Kapitel 3 erarbeiteten Theorie bestimmt werden.

Die Grundidee des néchsten Unterabschnitts ist die numerische Berechnung
des Integrals auf der rechten Seite von (4.17) fiir endliche Werte von n. Im
tibernéchsten Unterabschnitt wird A durch die Formel (3.168) fiir dynamische
Mittelwerte ermittelt.

In beiden Fillen wird ausgenutzt, dafl fiir ein unter einer Symmetriegruppe G
invariantes System die geméf (4.15) definierte integrierte Observable A™(x) die
Symmetrieinvarianz (3.95) erfiillt. Das folgt daraus, da8 fiir jedes Gruppenele-
ment g € G und fiir jeden Punkt x € M gilt:

Aln,z) = A(n,g(z)) Vn e N. (4.18)

Das wiederum liegt daran, daB A(n,z) der dem Betrage nach grofite Eigen-
wert von D f"(z), A(n,g(x)) hingegen der betragsmifig grofite Eigenwert von
Df™(g(x)) ist; die beiden Matrizen unterscheiden sich aber nur durch eine Ahn-
lichkeitstransformation voneinander, vgl. (D.10) und (D.11).

4.2.3 Numerische Berechnung von A

Zunéchst wird das Integral auf der rechten Seite von (4.17) fiir das Zweimulden-
system fiir n = 1, ..., 14 numerisch ausgewertet, was Ndherungswerte A, ergibt.
Das so ermittelte Verhalten von A, in Abhéngigkeit von n wird anschlieend
extrapoliert. Das numerische Ergebnis fiir den Lyapunov-Exponenten ist dann
durch

A= lim )\(n) (4.19)

n—0o0

gegeben.

Zur Berechnung von A(,) wird der Phasenraum auf einem Rechteckgitter ab-
getastet. Das bedeutet, dafl das Integral in (4.17) durch eine Riemann-Summe
diskretisiert wird. Die Abtastung erfolgt mit dem gleichen Ensemble wie bei der
numerischen Berechnung von  in Abschnitt 4.1.1. Es wird also auch hier das re-
duzierte System betrachtet, was erlaubt ist, da die integrierte Observable (4.15)
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L n] dw | N, |
1] 2.8778 | 307373450147
2 3.1017 | 55902045824
331739 | 7887310983
432105 1112911260
5132325 | 157035499
6| 3.2471 22158525
71 3.2569 3103999
8| 3.2630 422987
9] 3.2673 54900
10 [ 3.2719 6329
11| 3.2744 838
12 | 3.2737 o1
13 | 3.2556 g
14 3.1295 1

Tabelle 4.5: Numerisch gem&f (4.20) bestimmte Naherungswerte A,y des Lyapunov-
Exponenten A sowie die Zahl N,, der Orbits, aus denen A, berechnet worden ist.

der Invarianzforderung (3.95) geniigt. Die Menge der Startpunkte des Ensembles
sei V. Wie in Abschnitt 4.1.1 wird mit V,, die Anzahl der Orbits des Ensembles
bezeichnet, die nach n Iterationen noch im Phasenraum verblieben sind. Ferner
entspricht beim reduzierten Zweimuldensystem die Menge M” aus (4.17) dem
Schnitt der Menge A™, die durch (2.1) definiert ist, mit dem Fundamentalbereich

. Damit berechnet sich A(n) folgendermaBen:

1
Ao = 3 h > In|A(n, )| (4.20)
zeN™
mit 3
N'=NNA"NT. (4.21)
Die Werte von A(, sind fiir n = 1, ..., 14 zusammen mit der Anzahl N,, der jeweils

an der Mittelung beteiligten Orbits in Tabelle 4.5 aufgelistet. Fiir n =1,...,11
steigt A(,) mit zunehmendem n an, jedoch immer langsamer. Dafl A(12), A13) und
A(14) von der Monotonie abweichen, diirfte daran liegen, dafl diese Werte nur auf
wenigen Orbits und daher auf einer schlechten Statistik basieren. Sie werden in
der folgenden Betrachtung nicht weiter beriicksichtigt.

Offenbar liegt ein Konvergenzverhalten von A(,) vor. Dieses gilt es zu extrapolie-
ren. Dazu ist es von Nutzen zu wissen, wodurch die Abweichungen der Ndherungs-
werte A,y vom exakten Lyapunov-Exponenten bedingt sind. Fiir jeden Punkt
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x € N™ hingt In|A(n, x)| von der Jacobi-Matrix

DF"(z) = ﬁ DF(F*(z)) (4.22)

k=0

ab und damit von den ersten n Punkten des in x startenden Streuorbits. Der
Startpunkt eines Streuorbits kann weit von der invarianten Menge A des redu-
zierten Systems entfernt sein. Wihrend der ersten Tterationen wird der Orbit
schnell von A angezogen, namlich in Richtung der stabilen Mannigfaltigkeit von
A. Danach hilt sich der Orbit fiir eine Weile in der Nihe von A auf, um sich
anschlieBend entlang der instabilen Mannigfaltigkeit wieder von A zu entfernen
und letztlich den Phasenraum T zu verlassen. Wihrend A nur von den Punkten
auf A abhingt, tragen zu Am) auch Punkte aus T bei, die weit von A entfernt
sind. Dadurch sind die Abweichungen der Aq,)-Werte von A zu erkléren.

Unabhéngig von n werden die bei weitem grofiten Abweichungen durch die Start-
punkte der beriicksichtigten Orbits verursacht. Die ebenfalls weit von A entfernten
Endpunkte der Orbits tragen némlich niemals zu A,y bei: Fiir jeden Startpunkt
z € N™ existiert definitionsgemi der Orbitpunkt F” (x). Dieser spielt aber nach
(4.22) bei der Berechnung von A,y keine Rolle.

Aus dem Vorhergehenden folgt, dafl die Abweichungen der A,y von A etwa pro-
portional zu 1/n sein miissen. Fiir A, ist also folgendes Verhalten zu erwarten:

Ay @A+ e (4.23)

mit einer Konstanten c.

Das numerische Ergebnis fiir A wird nun wie folgt gewonnen: Anhand der vorhan-
denenen A¢,)-Werte wird eine zweiparametrige Fit-Funktion der kontinuierlichen
Variablen n, ndmlich

gn)=A+cen! (4.24)
mit den Fit-Parametern A und ¢ berechnet.
Diese Fit-Funktion wird in Abbildung 4.2 zusammen mit ihrer Asymptote A (ge-
strichelte Linie) und den Werten A,y dargestellt. Diese Werte stimmen, abgesehen
von A12), A1) und Aqgy, recht gut mit g(n) iiberein, was die Annahme (4.23)

bestétigt. Zur Berechnung von g(n) sind die drei letztgenannten Werte auch nicht
berticksichtigt worden.

Aus g(n) ergibt sich fiir den Lyapunov-Exponenten folgender Wert:
A=33184+25-10". (4.25)

Eine Anderung von A um den angegebenen Toleranzwert bei konstant gehal-
tenem Parameter ¢ bewirkt eine Verdoppelung der Summe der quadratischen
Abweichungen der A¢,) von der Fit-Funktion g(n).
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Y I Y N N Y I O B N B
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
n

Abbildung 4.2: Néherungswerte A,y aus Tabelle 4.5 und Fit-Funktion g(n); die gestrichelte
Linie stellt die Asymptote A von g(x) dar.

Beim numerischen Ergebnis (4.25) fiir A ist die Toleranz immerhin um eine
GroBlenordnung geringer als beim entsprechenden Resultat (4.2) fiir k. Das konn-
te zum einen dadurch bedingt sein, dafl (4.25) auf einer grofleren Menge von
Information beruht als (4.2). Wiahrend s nur von den Lebensdauern der Orbits
des Startensembles abhéngt, hiangt A von der Lage aller Orbitpunkte ab. Zum
anderen basiert, anders als bei x, die zur Berechnung von A vorgenommene Extra-
polation auf einer recht plausiblen Argumentation. Das hat nicht nur zur Folge,
dafl die Fit-Funktion g(n) sich tatséchlich gut an die A(,)-Werte anpafit und die
Toleranz des Ergebnisses daher gering wird, sondern auch, dafl die Aussage (4.25)
mit hoher Wahrscheinlichkeit tatséchlich wahr ist.

Dennoch ist das Resultat (4.25) nicht vollig frei von Zweifeln. Ferner vermag es
gehobene Anspriiche an die Genauigkeit nicht zu befriedigen.

4.2.4 Bestimmung von A mit Hilfe der Theorie

Der Lyapunov-Exponent A\ des Zweimuldensystems wird nun mit Hilfe der Formel
(3.168) fiir dynamische Mittelwerte bestimmt. Benutzt wird dazu die Funktion
1/Ca, (2, 3). Es wird also auch hier die Invarianz des Zweimuldensystems und der
integrierten Observablen unter der Symmetriegruppe Cs, ausgenutzt.

Zur Auswertung des Zéhlers und des Nenners von (3.168) benttigt man die Ablei-
tungen von 1/(4, (2, #) nach 5 und nach z, die durch (3.169) bzw. (3.170) gegeben
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‘ Ordnung & ‘ Lyapunov-Exponent \ ‘
1 3.296

3.322

3.319709
3.31972337
3.319723431
3.319723428233
3.3197234282912

| O O = | W[ b

Tabelle 4.6: Lyapunov-Exponent A fiir verschiedene Ordnungen der Cycle Expansion.

sind, allerdings mit p statt p. Zu (3.169) tragen die integrierten Observablen A;
der periodischen Orbits p des reduzierten Systems bei. Entsprechend (4.15) ist
A; wie folgt definiert:

Ay =1In|Ayl, (4.26)

wobei Aj; fiir x € p der vom Betrage her gréfite Eigenwert von DF "(x) =hyJ; =
h; DF™(z) ist.

Die Cycle Expansions von (3.169) und von (3.170) werden, wie in Abschnitt 3.7
beschrieben, berechnet, und zwar bis zur siebenten Ordnung. Dabei wird 5 = 0
und z = e mit k aus (4.7) gesetzt. Durch Quotientenbildung der Ergebnisse
jeweils gleicher Ordnung k& der Cycle Expansion ergibt sich A in k-ter Ndherung.

Die Ergebnisse dieser Rechnung fiir £ = 1, ..., 7 sind in Tabelle 4.6 aufgelistet. Die
Werte konvergieren mit zunehmendem k gegen das Resultat fiir £ = 7. Letzteres
diirfte, wie man aus der Geschwindigkeit der Konvergenz schlieBen kann, auf
mindestens zwolf Nachkommastellen genau sein. Die Theorie liefert also folgendes
Ergebnis fiir den Lyapunov-Exponenten:

A = 3.319723428291 + 10~ 2. (4.27)

Auch dieses Ergebnis aus der Theorie ist erheblich genauer als der entsprechende
numerische Wert (4.25), ndmlich um neun Groéfilenordnungen. Allerdings stimmen
beide Werte auch hier im Rahmen der Toleranz iiberein.

Die am Anfang des Kapitels gestellte Frage, ob die Theorie dem direkten nume-
rischen Ausrechnen der Gleichungen, die die gesuchten Groflen definieren, iiber-
legen ist, kann fiir das Zweimuldensystem eindeutig mit ja beantwortet werden.
Die Ergebnisse der Theorie sind bei weitaus geringerem Rechenaufwand erheblich
genauer. Der grofite Aufwand liegt in der Berechnung der periodischen Orbits.
Diese muf jedoch nur einmal durchgefiihrt werden. Die daraus gewonnenen Daten
sind bei jeder Art der Anwendung der Theorie nutzbar.

Die Ursache fiir die geringe Effektivitiat der direkten Numerik besteht darin, dafl
die Startwerte gleichméflig im gesamten Phasenraum verteilt sind. Es wird nicht
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zwischen ,,wichtigen“ und ,,weniger wichtigen“ Phasenraumregionen unterschie-
den. Zur Beschreibung langlebiger Dynamik in der Néhe der invarianten Menge
A eignen sich jedoch nur Startwerte, die nahe der stabilen Mannigfaltigkeit von
A liegen. Daher wird bei der direkten Numerik die Rechenleistung grofitenteils
verschwendet.

Die Vorgehensweise nach der Theorie der periodischen Orbits beinhaltet hingegen
die gezielte Extraktion der benotigten Information iiber die Dynamik auf A. Aus
der Existenz einer vollstandigen Symbolischen Dynamik folgt, daf sich jeder Orbit
auf A durch einen Pseudo-Orbit, der sich aus Primzyklen bis zu einer vorgegebe-
nen Lédnge k zusammensetzt, approximieren léft. Die Giite der Approximation
steigt exponentiell mit k. Die Primzyklen bis zur Lénge k bilden also ein Geriist,
mit dessen Hilfe sich die gesamte Dynamik auf A ndherungsweise beschreiben
1aBt. Dadurch erklért sich der Erfolg der Theorie beim Zweimuldensystem.

Bei Systemen mit unendlich vielen Pruning-Regeln gibt es jedoch fiir jedes noch
so grof} gewdhlte k£ immer Orbits, die nicht durch Pseudo-Orbits aus Primzyklen
bis zur Lange k approximiert werden konnen. In solchen Féllen ist die Theorie
der periodischen Orbits anderen Verfahren nicht unbedingt iiberlegen.

4.3 Das Resonanzspektrum

Ziel dieses letzten Abschnitts der Arbeit ist die Ermittlung von Resonanzen des
Zweimuldensystems. Diese sind durch Polstellen der 2m-periodischen Funktion
(3.40) gegeben. Die Resonanzen w, y sind durch (3.42) mit den Eigenwerten A,
des Perron-Frobenius-Operators £ verkniipft. Die Bestimmung der w, erfolgt
daher durch Berechnung der \,, also des Korrelationsspektrums.

Wegen der 2m-Periodizitét der w, ; werden im folgenden nur diejenigen Resonan-
zen betrachtet, die im Streifen —7m < Re w,; < 7 liegen. Zu diesem Zweck wird
der Phasenwinkel ¢, von A\, = |\,|e?®* stets aus dem Intervall | — 7, 7] gewihlt,
und in (3.42) wird k& = 0 gesetzt. Auf diese Weise bekommt jeder Eigenwert A,
genau eine Resonanz w, zugeordnet.

Dieser Abschnitt ist in vier Unterabschnitte gegliedert. Im ersten Unterabschnitt
wird — als Einfithrung — numerisch eine Korrelationsfunktion berechnet. Zwar
konnen dieser keine genaue Information iiber die Resonanzen entnommen werden;
sie ermdglicht jedoch eine qualitative Diskussion des Korrelations- und Resonanz-
spektrums. Die beiden darauffolgenden Unterabschnitte dienen der Vorbereitung
der Berechnung der Eigenwerte )\, mit Hilfe der Selbergschen Zeta-Funktion. Im
zweiten Unterabschnitt geht es um Symmetrieeigenschaften des Eigenwertspek-
trums. Es wird gezeigt, dafl bereits die Teilfunktionen zu den irreduziblen Dar-
stellungen A; und A, die Zeta-Funktionen des Zweimuldensystems vollstandig
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bestimmen, was den Aufwand bei den darauffolgenden Rechnungen halbiert. Im
dritten Unterabschnitt wird ein eigens entwickeltes numerisches Verfahren zum
Auffinden komplexer Nullstellen vorgestellt, welches schliefllich im letzten Un-
terabschnitt zur Anwendung kommt. Aus den Nullstellen der Selbergschen Zeta-
Funktion werden die Eigenwerte A, und die Resonanzen w, bestimmt.

4.3.1 Numerische Berechnung einer Korrelationsfunktion

Als Observable im Phasenraum I’ des nichtreduzierten Zweimuldensystems wird
der Drehimpuls [ gewéhlt:

a(B, 1, p) = 1. (4.28)

Fiir diese Observable wird die Autokorrelationsfunktion entsprechend (3.24) be-
rechnet, und zwar beziiglich der gleichméfiigen Anfangsverteilung (5,1, u) = 1:

Cuas) =3 [ a5 [ 1B (3,1, )a(6,1,0)5,(6.1) (4.29)

mit der Abbildung F (6,1, ) des nichtreduzierten Systems und der Indikatorfunk-
tion &,(8,1) der durch (2.1) definierten Mengen A”™:

1 falls (8,1) € A"

On(0,0) = { 0 sonst. (4.30)

Mit Hilfe der Co,-Invarianz von F und der daraus folgenden Symmetrieeigenschaft
der Mengen A", namlich 4, (5,1) = d,(—0F, —1), kann gezeigt werden, dafl zur
Berechnug von (4.29) eine Integration iiber den Fundamentalbereich I' ausreicht:

2T 1
Cuim) =4 [ a5 [ duEp(5.006,(5.1) (4.31)
0 0

Hierbei ist F(f3,1) die I-Komponente der Abbildung F(/3,1) des teilweise redu-
zierten Systems.

Zur numerischen Auswertung von (4.31) wird das Integral durch eine Riemann-
Summe diskretisiert. Dazu wird das gleiche Ensemble von Startwerten ver-
wandt wie in den beiden vorausgegangenen Abschnitten. Die Korrelationsfunkti-
on nimmt dann folgende Form an:

Crua(n) =4Q > F'(B,0)L (4.32)

B.hHeNr

wobei die Menge N wie in (4.21) definiert ist; @ ist der Flicheninhalt einer
Elementarzelle des Gitters, auf dem die Startwerte liegen.
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n ‘ Cu,i(n) ‘
0| 8.377580409573
1] -0.144776577042
21 0.006109224289
3 1-0.000197421228
4 1 0.000006605500
D
6
7
8

-0.000000206490
0.000000025927
-0.000000005404
-0.000000003032
9 | 0.000000000332
10 | 0.000000000060
11 | 0.000000000132
12 | -0.000000000092
13 | 0.000000000030
14 | -0.000000000006

Tabelle 4.7: Drehimpuls-Autokorrelationsfunktion Cj; ;(n).

Das Ergebnis der Berechnung von (4.32) zeigt Tabelle 4.7. Es gilt C;;,(0) =
87/3, wie man leicht durch direktes Nachrechnen von (4.31) bestétigt. Auffallig
ist ein duferst rasches Zerfallen der Korrelationsfunktion mit zunehmendem n.
Die Geschwindigkeit dieses Zerfalls ist bei niedrigen n deutlich grofler als bei
hoheren n. AuBlerdem nimmt Cj;;(n) etwa genauso héufig negative wie positive
Werte an. Zu beachten ist, da} die Werte fiir n = 12,13, 14 mit hoher relativer
Unsicherheit behaftet sind. Die zugehorigen Mengen N2, N''3 und N'!* bestehen
nur aus wenigen Punkten (A sogar nur aus einem einzigen, siehe Tabelle 4.1)
und gewihrleisten daher nur eine schlechte Statistik. Sie fiillen die Mengen A!2,
AB und A™ nur ungleichmiflig aus.

Mit Hilfe obiger Beobachtungen kann man einige (wenn auch etwas vage) allge-
meine Aussagen iiber die Eigenwerte A\, von L treffen, und damit auch iiber die
Resonanzen. Nach (3.30) setzt sich Cj;;(n) additiv aus Anteilen zusammen, die
jeweils proportional zu A} sind. Aus der Abnahme der Zerfallsgeschwindigkeit
von Cj;;(n) bei zunehmendem n folgt, dafl offenbar Eigenwerte existieren, die
dem Betrage nach wesentlich kleiner sind als der fithrende Eigenwert \g. Die klei-
neren Eigenwerte bestimmen fiir kleine n mafigeblich die Zerfallsgeschwindigkeit,
wahrend fiir groflere n der Zerfall durch Ay dominiert wird. Aus der Existenz
von Eigenwerten mit deutlich kleinerem Betrag als A\g (die ibrigens zwingend aus
Voraussetzung 3 auf Seite 50 folgt) ergibt sich mit (3.42), dal Resonanzen existie-
ren, deren Imaginarteil deutlich groler ist als die Escape-Rate k. Zum fiithrenden
Eigenwert A\ hingegen gehort wegen (3.15) die Resonanz wy = ik. Keine andere
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Resonanz hat einen kleineren Imaginérteil.

Wie das haufige Auftreten negativer Werte von Cy;;(n) zeigt, besteht diese Funk-
tion iiberwiegend aus oszillierenden Anteilen. Nach den auf (3.30) folgenden
Erlduterungen ist die Oszillationsfrequenz eines solchen Anteils gleich der Phase
des entsprechenden komplexen oder negativ reellen Eigenwertes. Das sich standig
abwechselnde Vorzeichen von Cj;;(n) im Bereich von n = 0 bis n = 6 (maximal
mogliche Oszillationsfrequenz) deutet darauf hin, dafi Eigenwerte existieren, die
auf oder nahe bei der negativ reellen Achse liegen. Die zugehorigen Resonanzen
haben einen Realteil von etwa —.

Im Bereich n > 6 sind die Oszillationen von Cj;;(n) langsamer. Daraus a8t sich
schlieBen, da auch komplex konjugierte Eigenwertpaare existieren und damit
Paare von Resonanzen, die spiegelsymmetrisch zur imagindren Achse angeordnet
sind.

Ob es aufler Ay noch Eigenwerte auf der positiv reellen Achse gibt und damit
Resonanzen auf der imagindren Achse, kann der Korrelationsfunktion nicht ent-
nommen werden. Ein Zeichen dafiir wire ein deutliches Uberwiegen positiver
Werte von Cj; ;(n), entsprechend einem erheblichen Gehalt an nichtoszillierenden
Anteilen. Bei Cj;;(n) ist so etwas nicht zu erkennen. Die Existenz weiterer po-
sitiv reeller Eigenwerte 148t sich aber auch nicht ausschliefen. Es ist genausogut
moglich, dafl die zu solchen Eigenwerten gehorenden, nach (3.30) von der Wahl
der Observablen und der Anfangsverteilung abhéngigen Proportionalitéitsfakto-
ren verhéltnismaBig klein sind.

4.3.2 Symmetrien des Eigenwertspektrums von L

Eine Symmetrie der Anordnung der Eigenwerte von £ in der komplexen Ebene
ist bereits bekannt: Die Eigenwerte sind entweder reell oder treten in komplex
konjugierten Paaren auf, d.h. sie liegen spiegelsymmetrisch zur reellen Achse.
Begriindet wurde dies bereits in den Erlduterungen zu (3.30). Eine andere Be-
griimdung ist durch die Tatsache gegeben, dafl die Potenzreihenentwicklung der
Selbergschen Zeta-Funktion nur reelle Koeffizienten enthélt. Diese Eigenschaft
gilt fiir alle dynamischen Systeme.

Eine Besonderheit des Zweimuldensystems ist hingegen, dafl die Eigenwerte
punktsymmetrisch um den Ursprung angeordnet sind:

Ist N\, ein Eigenwert von L, dann auch —\,.

Insbesondere gibt es zwei Eigenwerte von maximalem Betrage: \g und —A\q.

Zwar wird die Punktsymmetrie der Eigenwerte auch in Anhang B mit einer Ma-
trixdarstellung von £ begriindet; der folgende Beweis zeigt jedoch explizit die
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Tatsache, daf die Selbergsche Zeta-Funktion Z(z) bereits durch die Teilfunktio-
nen Z4,(z) und Z4,(2) eindeutig bestimmt ist. Es gilt ndmlich

Zai(2) = Zp,(=2) (4.33)
und
Za, ('Z) = ZBQ<_’Z>7 (4'34>
woraus wegen Z(z) = Za,(2)Za,(2)Zp, (2)Zp,(z) folgt:
Z(2) = Z(—=2). (4.35)

Das wiederum bedingt die Punktsymmetrie der Nullstellen von Z(z) und damit
der Eigenwerte von L.

Zum Beweis von (4.33) werden zunéchst die Teilfunktionen 1/ 4,(2) und
1/C.p,(2) einer dynamischen Zeta-Funktion 1/(j(z) betrachtet, siehe (3.126)
und (3.127). Die Funktion 1/ 4,(2) ist wegen (3.127) und (3.131) sowie wegen
X4, (h) =1V h € Cy, durch

Ck, Ay

L o= 11 (1 - %) | (4.36)

gegeben. Bei 1/( p, () hingegen ist der Charakter in der Bj-Darstellung zu be-

achten:
L ()= I1 (1 - X&(%)%) : (4.37)
Ck,Bl P D
Der Charaktertafel auf Seite 75 ist zu entnehmen, daf3 xp, (h;) = —1 gilt, falls
h; = o, oder hj = ¢, ist. Die Charaktere der iibrigen beiden Elemente von Cs,
sind hingegen gleich 1. Man kann sich anhand des in Abschnitt 3.5.3 vorgestellten
Verfahrens zur Bestimmung von hj; klarmachen, dafl ein Orbit p genau dann den
Symmetrietyp o, oder ¢, besitzt, wenn seine topologische Lénge n; ungerade ist.
Das bedeutet, dal das Vorzeichen der Gewichte von Orbits ungerader Lénge in
(4.37) ein anderes ist als in (4.36). Entwickelt man (4.37) und (4.36) durch forma-
les Ausmultiplizieren der unendlichen Produkte in Potenzreihen (vgl. Abschnitt
3.6.1), so folgt mit (3.117), dal die Entwicklungskoeffizienten gerader Ordnung
bei beiden Funktionen gleich sind; die Koeffizienten ungerader Ordnung hingegen
sind zwar von gleichem Betrage, unterscheiden sich aber im Vorzeichen. Daher
gilt:

1 1
Ch, Ay (=) = Cr. B,

(—2). (4.38)

Von den Funktionen 1/{y 4, (z) und 1/¢ g, (#) kann man nun mit Hilfe von (3.130)
auf Z4,(z) und Zp, (z) schliefen:

[e.e]

70z = [t (139

k=0 Sk,A1
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o0

— H%(—z) (4.40)
— Zp(-2). (4.41)

Damit ist (4.33) gezeigt. Der Beweis von (4.34) erfolgt analog. Es gilt also (4.35)
und die Punktsymmetrie der Eigenwerte.

Aus der Punktsymmetrie und der Spiegelsymmetrie zur reellen Achse folgt, dafl
die Eigenwerte auch spiegelsymmetrisch zur imagindren Achse angeordnet sind.
Somit besitzen die Eigenwerte Cy,-Symmetrie — wie das Zweimuldensystem selbst.

Der praktische Nutzen von (4.33) und (4.34) liegt darin, daf es geniigt, die Cycle
Expansions von Z4,(z) und Z4,(z) zu berechnen.

4.3.3 Numerische Bestimmung komplexer Nullstellen

Das rekursive Verfahren, welches hier eingefiihrt wird, eignet sich zur Bestim-
mung komplexer Nullstellen beliebiger holomorpher Funktionen. Es ist also ins-
besondere auf Polynome anwendbar und damit auf Cycle Expansions von Zeta-
Funktionen. Der Vorteil des Verfahrens liegt darin, daf§ der Rechenaufwand nur
logarithmisch mit der erwiinschten Genauigkeit des Ergebnisses ansteigt. Sucht
man die Nullstellen hingegen durch einfaches Abtasten eines Gitters in C, so
steigt der Aufwand quadratisch mit der Genauigkeit. Ein gewisser Nachteil der
hier vorgetellten Methode liegt darin, dafl nicht mit volliger Sicherheit jede Null-
stelle gefunden wird. Bei erneutem Starten der Prozedur mit leicht verdnderten
Anfangsbedingungen werden aber in der Regel die vorher nicht entdeckten Null-
stellen aufgespiirt, siehe unten.

Das Verfahren basiert auf dem Minimumsprinzip holomorpher Funktionen
[Lor97]. Dieses Prinzip gilt fiir jede auf einem beliebigen Kompaktum K C C
definierte Funktion h(z), die auf dem Inneren von K holomorph ist; es besagt,
daB das Minimum von |h(z)| auf K stets auf dem Rand von K angenommen
wird, es sei denn, h(z) besitzt im Inneren von K eine Nullstelle.

Ausgangspunkt der Prozedur ist ein Quadrat in C, von dem angenommen wird,
daB es in seinem Inneren alle relevanten Nullstellen der betrachteten Funktion
h(z) enthélt. Dieses Quadrat wird in vier gleich grofie Teilquadrate unterteilt.
Mit jedem dieser Teilquadrate wird wie folgt verfahren: Zunéchst wird durch feine
Abtastung das Minimum von |h(z)| auf dem Rand bestimmt. Anschliefend wird
das Innere des Teilquadrates abgetastet. Wird ein Punkt w im Inneren gefunden,
fiir den der Wert |h(w)] kleiner ist als das vorher bestimmte Randminimum, so
liegt aufgrund des Minimumsprinzips (mit hoher Wahrscheinlichkeit) eine Null-
stelle von h(z) im Inneren des Teilquadrates. In diesem Falle wird die Abtastung
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abgebrochen und die Prozedur fiir das betrachtete Teilquadrat erneut aufgeru-
fen. Wird jedoch nach hinreichend genauer Abtastung kein Punkt gefunden, in
dem die Funktion |h(z)| einen kleineren Wert annimmt als am Rand, so befindet
sich (mit hoher Wahrscheinlichkeit) keine Nullstelle im betrachteten Teilquadrat.
Dieses wird dann nicht weiter untersucht.

Nach und nach werden immer kleinere Quadrate iiberpriift. Wenn die Kan-
tenldnge eines Teilquadrates einen vorgegebenen Wert, der die gewiinschte Ge-
nauigkeit angibt, unterschreitet, und die Existenz einer Nullstelle im Inneren
eines solchen Teilquadrates festgestellt wird, dann wird die Prozedur nicht er-
neut aufgerufen, sondern die Nullstelle als im Zentrum des Teilquadrates liegend
angenommen. Das Verfahren endet, wenn alle Teilquadrate abgearbeitet sind und
kein weiterer Aufruf anhéngig ist. Dann werden alle gefundenen Nullstellen aus-
gegeben.

Probleme konnen sich ergeben, wenn es im Laufe der Rechnung vorkommt, dafl
eine Nullstelle sehr nahe an oder auf dem Rand eines (Teil-)Quadrates liegt. Dann
ist das gefundene Randminimum von |h(z)| sehr klein und es kann passieren, daf
kein Punkt aus dem Inneren des Quadrates gefunden wird, der eine Unterschrei-
tung dieses Wertes ergibt, da nur mit endlicher Genauigkeit abgetastet werden
kann. Die in dem Quadrat enthaltene Nullstelle wird dann nicht registriert.

Wenn bekannt ist, wieviele Nullstellen in dem Quadrat liegen, fiir das die Rech-
nung gestartet worden ist, dann wird nach Beendigung der Rechnung auch be-
merkt, wenn eine oder mehrere Nullstellen nicht gefunden worden sind. Fehlende
Nullstellen kénnen meist dadurch gefunden werden, dal die Rechnung fiir ein
gegeniiber dem ersten Versuch leicht verschobenes Quadrat oder mit erhchter
Abtastgenauigkeit noch einmal begonnen wird. Insbesondere ist, falls die Exi-
stenz reeller Nullstellen angenommen wird, darauf zu achten, dafl das Quadrat
nicht symmetrisch zur reellen Achse liegt. Ansonsten géibe es schon nach der er-
sten Unterteilung des Quadrates Nullstellen, die auf Rédndern von Teilquadraten
liegen.

4.3.4 Bestimmung von Resonanzen

Resonanzen werden aus Eigenwerten von £ berechnet. Diese wiederum sind inver-
se Nullstellen der Selbergschen Zeta-Funktion Z(z). Die Bestimmung der Null-
stellen erfolgt hier mit der Cycle Expansion siebenter Ordnung von Z4,(z) und
von Z,(z). Die Koeflizienten b,, der ersteren wurden bereits in Tabelle 4.3 ange-
geben. Die Koeffizienten a,, der Cycle Expansion von

Za,(2) = Zanz" (4.42)

n=0
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stehen in Tabelle 4.8.

Aus den Nullstellen dieser Polynome erhélt man durch Vorzeichenumkehr wegen
(4.33) und (4.34) zusétzlich die Nullstellen der Cycle Expansions von Zp, (z) und
von Zp,(z).

Zu beachten ist, dafl nicht alle so gefundenen Nullstellen in der Nédhe von Null-
stellen der exakten Selbergschen Zeta-Funktion Z(z) liegen. Um das einzuse-
hen, betrachte man das Verhalten der Nullstellen, wenn die Ordnung der Cycle
Expansion fortwéhrend erhoht wird. Bei jeder Erhchung der Ordnung um eins
kommt eine neue Nullstelle hinzu. Ferner verschieben sich die Nullstellen, die
,noch nicht lange“ existieren, stark. Nur die ,,schon ldnger® existierenden Null-
stellen sind weitgehend unempfindlich gegeniiber Erhchung der Ordnung, und
nur diese Nullstellen stellen eine gute Approximation von Nullstellen der exakten
Selbergschen Zeta-Funktion Z(z) dar.

Um festzustellen, welche der Nullstellen der Cycle Expansion siebenter Ordnung
tatsdchlich den exakten Nullstellen nahe sind, bietet sich ein Vergleich mit der
Cycle Expansion sechster Ordnung an. Nur die Nullstellen, die sich in beiden
Fillen etwa an der gleichen Position befinden, kénnen als korrekt angenommen
werden. Bei den {ibrigen Nullstellen ist zu erwarten, dafl sie sich bei weiterer
Erhohung der Ordnung noch in einem nicht unerheblichen Mafle verschieben.

Eine Ubersicht iiber das Verhalten der Nullstellen beim Ubergang von der sech-
sten zur siebenten Ordnung zeigen die Abbildungen 4.3 bis 4.6. Uber der komple-
xen Ebene werden die Funktionen — In |Z£ﬂ(z)|, —In |Z£ﬂ(z)|, —In |Z1[fi(z)| und
—In |Z£Zi (z)| dargestellt; die hochgestellten Indizes geben jeweils die Ordnung der
Cycle Expansion an. Durch die Bildung des negativen Logarithmus treten die
Nullstellen der entsprechenden Cycle Expansions als deutliche Spitzen hervor.

Die Funktionen Zz[g (z) und Zﬂ (2) besitzen in guter Ubereinstimmung drei relativ
dicht benachbarte Nullstellen in der Ndhe des Ursprungs. Die mittlere von ihnen

an |
1.00000000000000000000
0.02858330669670940474
-0.00015435182731255418
0.00000019153095581858
-0.00000000034952003887
-0.00000000000041527029
0.00000000000000018003
0.00000000000000000150

N oo |lwlN oS

Tabelle 4.8: Koeffizienten der Cycle Expansion siebenter Ordnung von Z4,(z).
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Abbildung 4.3: Die Funktion — In |Z1[ﬂ (2)|.

Abbildung 4.4: Die Funktion —In|ZY (2)|.
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Abbildung 4.5: Die Funktion — In |Z1[ﬂ (2)|-

Abbildung 4.6: Die Funktion — In |Z£ (2)].
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liegt auf der reellen Achse. Sie ist die fithrende Nullstelle. Es gibt noch eine weitere
Nullstelle, die sich bei beiden Funktionen etwa am gleichen Ort befindet, und zwar
auf der negativ reellen Achse. Damit sind vier korrekte Nullstellen gefunden.

Die iibrigen Kandidaten sind hingegen noch ,in Bewegung“. Ein komplex kon-
jugiertes Paar nahe der imagindren Achse ist bei ZE(Z) im Vergleich zu Zj[ﬂ(z)
deutlich dichter zusammengeriickt. Auflerdem besitzt ZE (z) eine neu entstande-
ne positiv reelle Nullstelle.

Bei Zfi(z) und ZI[LE(Z) gibt es ebenfalls in der Néhe des Ursprungs jeweils vier
Nullstellen, die in beiden Féllen etwa an den gleichen Positionen liegen, ndmlich
zwei auf der reellen Achse und ein komplex konjugiertes Paar.

Ansonten gibt es jedoch keine Ubereinstimmung: Eine negativ reelle Nullstelle
von Zfl(z) hat sich bei Zﬂ(z) in ein komplex konjugiertes Paar aufgespalten;

ferner hat sich eine positiv reelle Nullstelle von Zﬂ(z) gegeniiber ihrem Pendant

bei Zfi(z) deutlich in Richtung Ursprung verschoben.

Damit ist die ungefihren Position von jeweils vier Nullstellen von Z4,(z) und
Za,(z) bekannt. Diese werden nun aus Zgi(z) und ZI[Zl(z) mit Hilfe des im vo-
rigen Unterabschnitt beschriebenen Verfahrens genau bestimmt. Durch Vorzei-
chenumkehr ergeben sich dann Nullstellen von Zp, (z) und Zp,(z). Damit erhilt
man insgesamt 16 Nullstellen der Selbergschen Zeta-Funktion Z(z). Aus diesen
lassen sich durch Inversion ebensoviele Eigenwerte von £ berechnen und anschlie-
Bend, mit (3.42), die gleiche Anzahl an Resonanzen. Dabei wird, wie am Anfang
des Abschnitts festgelegt worden ist, die Phase der Eigenwerte aus dem Intervall
| — m, 7] gewahlt, und in (3.42) wird & = 0 gesetzt. Jeweils vier der Nullstellen,
Eigenwerte und Resonanzen sind jeder der vier irreduziblen Darstellungen von
(s, zuzuordnen.

Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind, nach den irreduziblen Darstellungen
sortiert, in Tabelle 4.9 aufgelistet. Als erstes werden die fiihrende Nullstelle \;*,
der fithrende Eigenwert )\ sowie die zugehorige Resonanz ki aufgefiihrt. Der
betragsméfig zweitgrofite Eigenwert \; gehort zur As-Darstellung.

Abbildung 4.7 zeigt diejenigen errechneten Eigenwerte von L, die in der N#he
des Ursprungs der komplexen Ebene liegen. Die Positionen der Eigenwerte wer-
den durch unterschiedliche Symbole dargestellt, so dafl jedem Eigenwert die zu-
gehorige irreduzible Darstellung anzusehen ist. Vier der errechneten Eigenwerte
sind nicht in dem gezeigten Ausschnitt der komplexen Ebene enthalten, ndmlich
+Xo und £X;. An den dargestellten Eigenwerten ist die in Abschnitt 4.3.2 her-
geleitete Cq,-Symmetrie erkennbar.

Die Resonanzen werden in Abbildung 4.8 graphisch dargestellt. Diese werden
ebenfalls durch verschiedene Symbole markiert, so dal jeweils die zugehorige ir-
reduzible Darstellung erkennbar ist. Auch die Anordnung der Resonanzen besitzt
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| Nullstelle von Z(z) Eigenwert von £ Resonanz
Aq-Darstellung:

7.069506 = A;' 0.141453 = Ao ki = 1.955791i

14.861665 £ 154.026919:¢| 0.000621 F 0.006432:¢| F1.474607 + 5.0417617
-575.640264 -0.001737 -3.141593 + 6.3554831
As-Darstellung:

-29.951546 = A" -0.033387 = X\ -3.141593 + 3.3995817
246.254350 0.004061 5.5063657
127.795286 =+ 427.716852i| 0.000641 F 0.002146¢| F+1.280455 + 6.101216¢
By-Darstellung:

-7.069506 = —)\, " -0.141453 = =X -3.141593 + 1.955791¢
-14.861665 + 154.026919: |-0.000621 F 0.006432i | F 1.666986 + 5.041761¢
575.640264 0.001737 6.355483i
By-Darstellung:

29.951546 = —\|' 0.033387 = —\; 3.399581i
-246.254350 -0.004061 -3.141593 + 5.506365:
-127.795286 £+ 427.716852:¢|-0.000641 F 0.002146¢| F1.861138 + 6.101216¢

Tabelle 4.9: Nullstellen der Selbergschen Zeta-Funktion Z(z), Eigenwerte des Perron-Frobenius-
Operators £ und Resonanzen des Zweimuldensystems.

0.008 I
0 <o
0.004 — _|
O X
O X
-0.004 — Ay O
Ay X
By O
Lo By O
-0.008 * * : :
-0.012 -0.008 -0.004 0 0.004 0.008
Re z

0.012

Abbildung 4.7: Eigenwerte von £ in der Nihe des Ursprungs der komplexen Ebene. Die un-
terschiedlichen Symbole geben entsprechend der Legende die Zugehorigkeit der Eigenwerte zur
jeweiligen irreduziblen Darstellung an.
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7 I I I

6L o X - X 0 |

O X

5 0o o0 -

4 - —

Im w O

3 L —

20 o A o
Ay X

1 — B1 O —
By O

0 | | |

—m —m/2 0 /2 T

Re w

Abbildung 4.8: Resonanzen des Zweimuldensystems. Wie in Abbildung 4.7 wird die Zuordnung
der Resonanzen zu den irreduziblen Darstellungen durch die verschiedenen Symbole angegeben.

ein hohes Mafl an Symmetrie, was nicht verwunderlich ist, da der Realteil der
Resonanzen gleich der Phase der Eigenwerte ist. Die Symmetrie wird besonders
deutlich, wenn man sich klarmacht, dafl der dargestellte w-Bereich aufgrund der
27-Periodizitat der Resonanzen geméif (3.42) eigentlich als ein Zylinder anzuse-
hen ist. Zum einen liegen die Resonanzen spiegelsymmetrisch zur Re w = 0-Linie
und damit zur Re w = —m-Linie, was eine Folge der Symmetrie der Eigenwerte
zur reellen Achse ist. Zum anderen besitzt jede Resonanz einen Partner, der um
7 verschoben ist, d. h. sich an der gegeniiberliegenden Seite des Zylinders befin-
det. Das liegt an der Punktsymmetrie der Eigenwerte. Die beiden Symmetrien
der Resonanzen erzeugen, in Korrespondenz zur Spiegelsymmetrie der Eigenwerte
beziiglich der imégindren Achse, eine dritte Symmetrie, ndmlich beziiglich Spie-
gelungen an der Re w = —x/2-Linie und somit an der Re w = 7/2-Linie. Damit
ergibt sich eine Cy,-Symmetrie auf dem Zylinder.

Die Aussagen, die in Abschnitt 4.3.1 mit Hilfe der Korrelationsfunktion gemacht
wurden, sind zutreffend. Es gibt Eigenwerte, deren Betréige deutlich kleiner sind
als der fithrende Eigenwert Ay, und damit Resonanzen, deren Imaginérteil deutlich
grofer ist als die Escape-Rate k. Auflerdem existieren, wie erwartet, Eigenwerte
auf der negativen reellen Achse sowie komplex konjugierte Paare von Eigenwerten.
Daher gibt es Resonanzen mit dem Realteil —7 sowie solche, die spiegelsymme-
trisch zu Re w = 0 angeordnet sind. Was in Abschnitt 4.3.1 nicht erkannt wurde,
ist, dal genauso viele positiv reelle Eigenwerte wie negativ reelle vorhanden sind,
also genauso viele Resonanzen mit dem Realteil 0 wie mit dem Realteil —7.



Schluf3

In dieser Arbeit wurde ein Hamilton-System mit zwei Freiheitsgraden vorgestellt
und untersucht, das hartes Chaos aufweist. Im Gegensatz zu den wenigen ande-
ren Systemen solcher Art, die in der Literatur zu finden sind, besitzt das hier
betrachtete System die besondere Eigenschaft, aus nur zwei rein attraktiven Zen-
tralpotentialen zu bestehen.

Die Zentralpotentiale wurden indirekt durch Angabe einer Ablenkfunktion von
relativ einfacher Gestalt festgelegt. Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt darin,
da die Dynamik des Systems sich so durch eine analytisch leicht handhabbare
Abbildung beschreiben 1a8t. Aulerdem wurde die Ablenkfunktion so gewahlt, dafl
das Zweimuldensystem ein Modell fiir eine allgemeinere Systemklasse darstellt,
namlich fiir Zweimuldensysteme, die aus Potentialen mit ,weicher Kante“ und
geeigneter Tiefe bestehen. Das konnte durch eine Diskussion der Eigenschaften
klassischer Ablenkfunktionen plausibel gemacht werden.

Die Abbildung wurde in zwei Schritten beziiglich der Cy,-Symmetrie reduziert. So
entstand ein teilweise reduziertes System und ein reduziertes System. Damit wur-
de eine Vereinfachung der darauffolgenden Diskussionen und numerischen Rech-
nungen ermoglicht.

Durch Betrachtung der geometrischen Eigenschaften der teilweise reduzierten Ab-
bildung F' konnte eine invariante Menge konstruiert werden. Aus der in [Ste95]
nachgewiesenen Hyperbolizitdt der invarianten Menge folgt zum einen, dafl diese
die Struktur einer zweidimensionalen Cantor-Menge besitzt, zum anderen, dafl
die Dynamik von F' auf der invarianten Menge topologisch konjugiert zu einer
vollsténdigen Symbolischen Dynamik mit vier Symbolen ist. Fiir das reduzierte
System konnte ebenfalls eine vollstdndige Symbolische Dynamik mit vier Sym-
bolen eingefiihrt werden.

Mit Hilfe der Symbolischen Dynamik wurde die harte Chaotizitit des Zwei-
muldensystems nachgewiesen. Eine vollstdndige Symbolische Dynamik, d. h. eine
Bernoulli-Shift, stellt Chaos in reinster Form dar. Beispielsweise kann streng be-
wiesen werden, dafl eine Bernoulli-Shift ergodisch ist.

Es wurde ein numerisches Verfahren vorgestellt, mit dem sich nach Vorgabe einer
endlichen Symbolfolge der zugehorige periodische Orbit ermitteln 1a8t. Damit
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lief sich die Berechnung aller periodischen Orbits des reduzierten Systems bis
zur topologischen Linge 7 sowie der zugehorigen Stabilitdten automatisieren.
Die entstandenen Daten bildeten die Grundlage zur Anwendung der Theorie der
periodischen Orbits.

Diese Theorie wurde in der vorliegenden Arbeit zusammenfassend dargestellt.
Es wurde erlautert, wie sich Escape-Raten, Resonanzspektren und dynamische
Mittelwerte bestimmen lassen. Alle diese Groflen zur Charakterisierung dynami-
scher Systeme beruhen sowohl auf zeitlichen als auch auf rdumlichen Mittelun-
gen, daher sind die Konzepte zu ihrer Bestimmung sehr dhnlich. Bei den beiden
letztgenannten Fiéllen spielt die Ergodizitdt des betrachteten Systems eine ent-
scheidende Rolle. Alle genannten Systemgréfien stehen mit den Eigenwerten von
Entwicklungsoperatoren in Verbindung. Die Werkzeuge zur Berechnung der Ei-
genwerte sind die Zeta-Funktionen. Diese hdngen von den periodischen Orbits
des zu analysierenden Systems ab.

Ein besonderes Gewicht wurde auf die Beschreibung der Auswirkungen diskreter
Symmetrien auf die Zeta-Funktionen gelegt. Dabei wurde gezeigt, dafl zur Be-
rechnung der Selbergschen Zeta-Funktion unter Ausnutzung der Symmetrie des
Systems die Symmetrietypen der periodischen Orbits des reduzierten Systems
benétigt werden. Es wurde beschrieben, wie man die Symmetrietypen beim re-
duzierten Zweimuldensystem auf einfache Weise an den Symbolfolgen der Orbits
ablesen kann.

Die Escape-Rate x und der Lyapunov-Exponent A des Zweimuldensystems konn-
ten mit Hilfe der Theorie mit einer Genauigkeit von 107!? bestimmt werden.
Andere numerische Verfahren zur Berechnung von x und A haben sich gegeniiber
der Theorie als hoffnungslos unterlegen erwiesen. Darin wird aber auch deutlich,
daf} es sich beim Zweimuldensystem um ein im hochsten Mafle idealisiertes Mo-
dell handelt. Aufgrund der Existenz einer vollstdndigen Symbolischen Dynamik
ist das System geradezu perfekt auf die Theorie zugeschnitten.

Den Abschlu8 der Arbeit bildete die Bestimmung einiger Resonanzen des Zwei-
muldensystems. Dabei wurden gewisse Vermutungen iiber die Beschaffenheit des
Resonanzspektrums, die durch Betrachtung einer Korrelationsfunktion getroffen
wurden, bestétigt. Zur Berechnung der Resonanzen waren komplexe Nullstellen
der Selbergschen Zeta-Funktion zu bestimmen, wofiir ein numerisches Verfah-
ren entwickelt wurde. Es konnte eine interessante Eigenschaft des Eigenwert-
spektrums des Perron-Frobenius-Operators £ und des Resonanzspektrums beim
Zweimuldensystem entdeckt werden: Aufgrund der Charaktere der Symmetrie-
gruppe Cs, und der Eigenschaften der Symbolischen Dynamik des reduzierten
Systems weisen die Anordnung der Eigenwerte in der komplexen Ebene und die
Anordnung der Resonanzen auf dem , komplexen w-Zylinder* ebenfalls eine Cy,-
Symmetrie auf.



Anhang A

Beispiele periodischer Orbits

In diesem Anhang werden Ortsraumbahnen einiger periodischer Orbits des Zwei-
muldensystems gezeigt. Unter den Bildern sind die jeweiligen Symbolfolgen im
reduzierten System notiert. Die Orbits bis zur Periode 3 werden sédmtlich auf-
gefiihrt sowie einige Beispiele besonders verwickelter Orbits hoherer Periode. Jede
der gezeigten Bahnen kann an der x- und y-Achse gespiegelt und am Ursprung
um 7 gedreht werden, ohne dafl sich die zugehorige Symbolfolge dndert (siehe
Abschnitt 2.6). Verursacht keine dieser Operationen eine Zeitumkehr des Orbits,
so liegt die Umlaufrichtung der Bahn fest. Diese wird dann durch einen Pfeil
gekennzeichnet. Das letzte Beispiel besitzt zwar eine festgelegte Umlaufrichtung;
zu deren Bestimmung ist die Bahnkurve jedoch zu kompliziert.

>

[=>] [=<]
(X =
[#>] [#<]
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Anhang B

Matrixdarstellung des
Perron-Frobenius-Operators

Ziel dieses Anhangs ist es, die Manipulationen, die in Abschnitt 3.2.1 zur Be-
griindung von (3.15) durchgefiithrt wurden, zu rechtfertigen und die Bedenken,
die in diesem Zusammenhang vorgebracht wurden, zumindest groBtenteils zu ent-
kréften. Dazu werden hier zwar keine strengen Beweise, aber plausible Argumente
vorgelegt. Es wird speziell das Zweimuldensystem diskutiert; das Prinzip der Ar-
gumentation ist jedoch auf andere Systeme iibertraghar. Der Grundgedanke ist,
den Perron-Frobenius-Operator £ in einer bestimmten, in [Web00] vorgestellten
Art und Weise durch eine Matrix darzustellen.

Dieser Anhang ist in drei Abschnitte aufgeteilt. Der erste Abschnitt besteht aus
vorbereitenden Uberlegungen. Es wird ein Hilbert-Raum H quadratintegrabler
Funktionen auf dem Phasenraum des nichtreduzierten Zweimuldensystems kon-
struiert. Die Struktur des Hilbert-Raumes wird nach Wahl einer Orthonormal-
basis dazu verwandt, den Perron-Frobenius-Operator £ des Zweimuldensystems
durch eine unendliche Matrix darzustellen. Anschlieend wird £ durch einen Ope-
rator approximiert, dessen Matrixelemente auf einem endlichen, in der . linken
oberen Ecke® liegenden d x d-Block mit den entsprechenden Matrixelementen
des exakten Operators L iibereinstimmen und ansonsten gleich null sind. Die-
ser Operator stellt also eine d-dimensionale Approximation von £ dar. Es wird
argumentiert, dafl die durch diese Naherung verursachten Fehler fiir d — oo ver-
schwinden. Insbesondere konvergieren die Eigenwerte der d x d-Matrix fiir d — oo
gegen die Eigenwerte von L.

Im zweiten Abschnitt wird die Argumentation, die zur Herleitung von (3.15)
verwandt wurde, wiederholt, jedoch unter Verwendung der d-dimensionalen Ap-
proximation von L. Es stellt sich heraus, dafl die meisten der in Abschnitt 3.2.1
diskutierten Probleme in diesem Falle nicht auftreten. Der Fehler, der durch eine
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derartige Bestimmung der Escape-Rate x entsteht, wird beliebig klein, wenn d
nur hinreichend grof3 wird.

Zur Bekriftigung der Argumente werden im dritten Abschnitt einige numerische
Rechnungen durchgefiihrt. Fiir verschiedene d werden durch die Berechnung des
linken oberen d x d-Blocks der £-Matrix Eigenwerte von £, die Eigenfunktion zum
fithrenden Eigenwert sowie die Escape-Rate x ndherungsweise bestimmt und die
Abhéngigkeiten von d diskutiert.

B.1 Vorbereitende Uberlegungen

Der Phasenraum I' des nichtreduzierten Zweimuldensystems besitzt nach (1.13)
die Gestalt eines doppelten Zylinders. Im folgenden wird ein Raum H auf r
definierter Funktionen x(f,[, 1) betrachtet, von denen folgende Eigenschaften
gefordert werden: Zum einen sollen sie in der Variablen (3 stiickweise stetig sein,
was bei festgehaltenem [ und p eine Fourier-Entwicklung in 3 moglich macht.
Ferner wird Analytizitdt in [ verlangt. Das ermoglicht bei festem ($ und p eine
Entwicklung nach Monomen in [, d.h. eine Taylor-Entwicklung oder aber, was
fiir die folgenden Uberlegungen sinnvoller ist, eine Entwicklung nach Legendre-
Polynomen in [. Diese bilden genau wie die Monome ein vollstéandiges System im

Raum der analytischen Funktionen auf dem Intervall [—1, 1].

Die Funktionen x((,[, x) mit den oben aufgefiihrten Eigenschaften sind auf r
quadratintegrabel, so dafl ein Skalarprodukt eingefiihrt werden kann, siehe unten.
Damit wird ‘H zu einem Hilbert-Raum.

Aufgrund der Definition von H bilden die folgenden Funktionen ein vollstdndiges
System in H:

sP() (=1, =0
2k + 1 2tk
Uitps (B 1, 1) =\ ==\ cosjB P(D)(—1)*, j>1,p=0 (B.1)
sin j 3 Py(l)(—1)%", j>1l,p=1

Die Indizes j, k, p und s nehmen folgende Werte an: j =0,1,2,...,k=0,1,2,.. .,
p=0falls j =0,p=0,1"falls j > 1 und s =0, 1. Letzterer Index gibt das Ver-
halten bei Anderung von g an: Die Yjkps mit s = 0 verhalten sich symmetrisch
(keine Verdnderung), die mit s = 1 hingegen antisymmetrisch (Vorzeichenum-
kehr). Bei Py(l) handelt es sich um die Legendre-Polynome. Sie sind Losungen
der Legendreschen Differentialgleichung und lassen sich aus der Rodrigues-Formel

errechnen:
P(l) = L4 (1> —1)" (B.2)
M okl Ik ' '
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Wichtig ist folgende anschauliche Bedeutung der Indizes j und k: Da Py(l) im
Intervall [—1, 1] k Nullstellen besitzt, oszilliert ¢,,s(5, 1, 1) bei Anderung von [
um so schneller, je groBer k ist. Die Geschwindigkeit, mit der t;x,s(0, 1, 1) bei
Anderung von /3 oszilliert, nimmt hingegen mit j zu.

Als néchtes wird gezeigt, dafl es sich bei (B.1) auch um ein orthonormiertes
System handelt (beziiglich des Skalarproduktes, das noch zu definieren ist).

Die Legendre-Polynome erfiillen folgende Orthogonalititsrelation:

1
2

Die Sinus- und die Cosinus-Funktion erfiillen ebenfalls bestimmte Orthogona-
litatsrelationen:

2m
/ cosjfcosy Bdf = whjy, (B.4a)
0
27
/ sinjfBsing’Bds = woj, (B.4b)
0
2m
/ cosjBsinj’BdB = 0. (B.4c)
0

Das Skalarprodukt zwischen zwei Funktionen x (3,1, ), X' (5,1, ) € H wird nun
wie folgt erklért:

1 2 1
) =3 [ a8 [ e LN ) (B.5)
‘=0 Jo -1

Daraus folgt mit (B.3) und (B.4) die Orthonormiertheit der Funktionen (B.1):
(Vikps: Vytksr) = OOkt OpprOser - (B.6)

Da also die tji,s eine Orthonormalbasis von H bilden, kann jede Funktion
x(8,1, 1) € H wie folgt nach den jj,s entwickelt werden:

X(ﬁalau) = Z <¢jkp87x>¢jkp8(ﬁ7l’”)' (B7)
3:kp,s

Die Wirkung des Perron-Frobenius-Operators L auf eine Funktion x (3, [, ) kann
daher in der Form ,,Matrix mal Spaltenvektor® beschrieben werden:

‘CX(ﬁa l’ N) = Z <77Z)jkp8’ £<¢j’k’P’S’7 X>wj’k'P'S’>¢jkp8(ﬁ7 l’ N)
j7 k7p7 87
j/,/i‘/,p/78/
- Z ijpsj’k’p’s’ Cjrilp!s! wjkps(ﬁa l7 :u) (B8)
Jik,ps s,

j/7k/7p/78/
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mit den Komponenten des Spaltenvektors, durch den y dargestellt wird,

Cj/k/pls/ = <wj’k/p/s/7 X> <B9>

und den Matrizelementen von L,
Cjkpsj’k’p’s’ - <77Z)jkpsa £¢j’k’p’s’>

1 27 1
= Z /0‘ dﬁ / . dl ’l/}jkpé‘(ﬁa l7 N)ij/k‘/p%’ <ﬁ7 l’ ,u)
p=0 B

1 27 1 A
== Z/O‘ dﬁ/ldl T/ijps(ﬁ,l,ﬂ)w]’k’p’s/<F71<ﬁ7lu:“)) (BlO)
p=0 B

Die letzte Zeile folgt aus (3.9) mit der Invertierbarkeit und der flichenerhaltenden
Eigenschaft der Abbildung F' des nichtreduzierten Zweimuldensystems.

Obwohl die Matrixelemente mit acht Indizes versehen sind, soll hier nicht die
Vorstellung eines achtdimensionalen Gebildes erweckt werden. Vielmehr sollen
die ersten vier Indizes als Zeilenangabe, die iibrigen Indizes als Spaltenangabe
in einer unendlich groflen Matrix aufgefait werden. Ensprechendes gilt fiir die
Komponenten (B.9) des y-Spaltenvektors.

Als Approximation , N-ter Ordnung® fiir £ wird nun ein Operator L) ein-
gefithrt.! Dieser wird dadurch definiert, daf er folgende Matrixdarstellung be-
sitzt:

E(N) ‘ - { Ejkpsj/k/p/s’ ) faHSj S N7 k S N (Bl]_)

gkpsi'k'p's’ =1 () , sonst.

Der Operator L) verdient die Bezeichnung ,, Approximation® zumindest dann,
wenn er fiir N — oo gegen L konvergiert in dem Sinne, dafl fiir jede Funktion
x(B,1, 1) € H die Funktionenfolge £™N)x(3,1, 1) wenigstens punktweise gegen
Lx(5,1, 1) konvergiert. Das ist aber der Fall, denn die Summe in (B.8) konvergiert
fiir alle 2, [ und p.

Aus letzterem folgt aber, dafl die Betrige der Matrixelemente von L, die nicht
in der £L")-Matrix vertreten sind (also die |Likpsikrps'| mit 7 > N oder k > N),
fir N — oo hinreichend schnell verschwinden miissen. Das 183t Riickschliisse
iiber die ,Dynamik“ der Eigenwerte von £V) bei fortwithrender Erhéhung von
N zu. Jedesmal, wenn N erhéht wird und somit der nichtverschwindende Teil der
LWN)-Matrix vergroBert wird, geschieht folgendes: Zum einen erhoht sich auch die
Zahl der Eigenwerte. Zum anderen werden Eigenwerte, die erst ,,vor kurzem ent-
standen® sind, sich stark verschieben. Hingegen reagieren Eigenwerte, die “schon

1£(N) stellt in Abhiingigkeit von N eine Folge von Operatoren dar. Da aber im folgenden
hauptséchlich die Eigenschaften des N-ten Folgengliedes diskutiert werden, wird stets von ,,dem
Operator® £Y) die Rede sein.
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lange® existieren, weitgehend unempfindlich auf die neu hinzukommenden Ma-
trixelemente (vgl. [Web00]). Letztere sind ndmlich vom Betrage her klein gegen
die Elemente, aus denen die £V)-Matrix zu den ,Zeitpunkten® bestand, als die
betreffenden Eigenwerte neu hinzukamen.

Da also jeder Eigenwert von £&¥) bei immerwihrender Erhchung von N irgend-
wann ,,zur Ruhe® kommt, gilt folgendes:

Die Eigenwerte AN won £ konvergieren fir N — oo gegen die
FEigenwerte A\, von L.

Wie a8t sich die Wirkung von £ veranchaulichen? Bei geeigneter Wahl der
Zeilen-und Spaltennumerierung besitzt die £L&V)-Matrix nach (B.11) nur in einem
d x d-Block in der ,linken oberen Ecke“ nichtverschwindende Elemente, wobei d =
d(N) monoton von N abhingt. L) bildet auf einen d-dimensionalen Unterraum
UWN) ¢ H ab, der wie folgt gegeben ist:

U™ = span{sis(8,1, 1) | § < N,k < N)}. (B.12)

In U™) liegen solche Funktionen, die raumlich nicht allzu schnell oszillieren (siehe
die Erlduterungen zu (B.1)), also nicht allzu feine Strukturen aufweisen. Diese
Funktionen werden durch Spaltenvektoren représentiert, bei denen nur die ersten
d Komponenten nicht unbedingt verschwinden. Der Raum solcher Spaltenvekto-
ren sei hier ebenfalls mit U®) bezeichnet. Die Wirkung der £-Matrix auf Vek-
toren, die bereits in U™) liegen, wird zwar nicht exakt, aber in guter Ndherung
durch die Wirkung der £N)-Matrix beschrieben. Die £V)-Matrix agiert nédmlich
im diesem Falle wie die £-Matrix, gefolgt von einer Projektion auf U®Y). Die
Komponenten, die durch die Projektion zum Verschwinden gebracht werden, ha-
ben aber ohnehin meist einen vergleichsweise kleinen Betrag, denn die Elemente
der L£-Matrix, die unterhalb der d-ten Zeile liegen, sind vom Betrage her in der
Regel wesentlich kleiner als die Elemente, die auch in der £¥)-Matrix vertreten
sind.

Der Operator L) wirkt daher auf Funktionen, die in U®) liegen, etwa in der
gleichen Weise wie L.

Funktionen, die auBerhalb von U®) liegen, also fiir £&Y) zu schnell oszillierende
Anteile haben, werden durch Spaltenvektoren dargestellt, die nichtverschwinden-
de Komponenten besitzen, welche nicht zu den ersten d gehdren. Diese Kompo-
nenten werden durch die £)-Matrix nicht beriicksichtigt. Es kommt nur auf die
Projektionen der Vektoren auf U™) an, und die Bilder unter £V liegen ebenfalls
in UN). Das bedeutet, daB allzu feine Strukturen unter der Wirkung von £&)
verschwinden. Die Funktionen werden sozusagen , weichgezeichnet®.

Je groBer N ist, um so groBer ist auch die Fahigkeit von £V, feine Strukturen
im Phasenraum aufzulGsen.
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Im iiberndchsten Abschnitt wird die £®¥)-Matrix fiir mehrere N numerisch be-
stimmt. Um den Rechenaufwand zu verringern, wird nun die Abhéngigkeit der
Matrixelemente Ljpsjips von s und s betrachtet. Es wird sich zeigen, daf nur
ein Viertel der Elemente der £N)-Matrix tatsdchlich berechnet werden miissen.

Aus (B.10) und (B.1) folgt, daB Lxpsjk s fiir s # s’ verschwindet. Das bedeutet,
dal £ zwei invariante Unterrdume besitzt. Deren erster ist der Unterraum H
symmetrischer Funktionen, d.h. der Funktionen x. (3,1, u) € H, die

X+(ﬁ>laﬂ) :X+(ﬁ,l,1—ﬂ) (B13)

erfiillen. Dieser Raum wird von den Funktionen 14,y erzeugt (siche die Erldute-
rung zum Index s der Basisfunktionen (B.1)). Die ;1 hingegen erzeugen
den zweiten Unterraum H_. Dieser besteht aus antisymmetrischen Funktionen

X- (8,1, ) mit
X (B, 1 1) = =x-(B, 1,1 — pu). (B.14)

Damit ist £ die direkte Summe der Operatoren £ und £, die auf H, bzw. H_
wirken:

L=LTDL. (B.15)

Diese Operatoren haben folgende Matrixelemente:

+ _
Liwpywy = Likpoypo (B.16a)

Loy = Likp1jep- (B.16D)

Ferner kann (B.10) und (B.1) entnommen werden, daf§
gilt. Fiir die Matrixelemente von £* und £~ folgt daraus:

= —£+

ikpg'kp

s (B.18)

Jhpi'k'p!
Damit besitzen £ und £~ die gleichen Eigenwerte — bis auf unterschiedliche
Vorzeichen — was zur Folge hat:

Ist N\, ein Eigenwert von L, dann auch —\,.

Vergleiche hierzu Abschnitt 4.3.2.

Diese Eigenschaften von £ wirken sich natiirlich auf die £¥)-Matrix (B.11) aus.
Wegen (B.15) ist L) namlich ebenfalls die direkte Summe zweier Operatoren:

LW = W) g =), (B.19)
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LN besitzt bei geeigneter Zeilen- und Spaltennumerierung Blockdiagonalgestalt.
Die Blocke werden durch die nichtverschwindenden Matrixelemente von £+(V)
und £-W) gebildet. Die Matrixelemente von £ und £-®™) lauten wie folgt:

Jr .
+(N) B Lh o, , fallsj <N, k<N
Ejkpj/k/p/ - { OJ PR . sonst, (B.20a)
—(N) o ‘C‘_k‘ Tklp! s faHSj S N, k S N
Ljkpsikn = { o sonst. (B.20D)

Hierbei sind die Elemente £}, .., und £3, ... nach (B.16a) bzw. (B.16b) durch
bestimmte Elemente der geméfl (B.10) definierten £-Matrix gegeben.

S‘iﬁd alle Elemente E;Lk(p]\](,)k/p/ bekannt, dann auch alle E;k(p]\]a)k,p,, denn wegen (B.18)
gilt:

oWty (B.21)

Jkpj'k'p Jkpy'k'p"

Daher ist es zur Bestimmung der £¥)-Matrix ausreichend, nur die Matrixele-
mente von £TW) zu berechnen. Das sind nur ein Viertel aller Matrixelemente
von L) AuBerdem besitzen £+™) und £=®) genau wie £+ und £~ bis auf das

Vor(ze)ichen die gleichen Eigenwerte. Ist AN ein Eigenwert von £, dann auch
_AQN .

B.2 Die Escape-Rate k

In folgenden sollen die meisten der in Abschnitt 3.2.1 geduflerten Einwénde ge-
geniiber der Vorgehensweise bei der Herleitung von (3.15) entkréiftet werden. Das
schwerwiegendste Problem, das dabei angesprochen wurde, soll als erstes ange-
gangen werden. Dieses liegt in dem entscheidenden Schritt (3.17), ndmlich die
Entwicklung der gleichméfiigen Anfangsverteilung (3, [, x) = 1 nach den Eigen-
funktionen o, (3,1, i) von £. Ahnliches wurde in den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3
durchgefiihrt, siehe (3.29) bzw. (3.56). Solche Entwicklungen sind beim Zweimul-
densystem nicht moglich, da die Eigenfunktionen ¢, (3,1, 1), wie in Abschnitt
3.2.1 begriindet wurde, ,singulidre Objekte” sind, die auf der instabilen Mannig-
faltigkeit Af = A x {0,1} der invarianten Menge A = A x {0,1} des nichtredu-
zierten Zweimuldensystems lokalisiert sind; damit sind sie iibrigens nicht quadra-
tintegrabel und liegen nicht im hier betrachteten Hilbert-Raum H. Es wird hier
aber gezeigt, dafl der Schritt (3.17) ,,im Prinzip“ doch erlaubt ist. Mit &hnlichen
Argumentationen kénnen dann (3.29) und (3.56) gerechtfertigt werden, was hier
aber nicht vorgefiithrt wird.

Der entscheidende Trick besteht darin, anstelle der Eigenfunktionen ¢, von £

zu den Eigenwerten A\, die Eigenfunktionen cp((lN) zu den Eigenwerten AN des



B.2. Die Escape-Rate k 137

Operators L) zu verwenden und auszunutzen, daf die AN fir N — oo gegen
die A\, konvergieren.

Die Eigenfunktionen gogéN) bilden in Abhéngigkeit von N Funktionenfolgen, die
fiir N — oo gegen die Grenzfunktionen ¢, streben. Daher sind die cp((lN) um
so schérfer auf der instabilen Mannigfaltigkeit /A\ero lokalisiert, je hoher N ist.
Die Schiirfe der Lokalisation ist durch das Auflosungsvermogen von £V) im Be-
zug auf Strukturen im Phasenraum beschriankt (im folgenden Abschnitt wird
dies visualisiert). Die Eigenfunktionen o) Tiegen in dem nach (B.12) definierten
Unterraum U™) und bilden darin ein vollstindiges System (sieche unten). Insbe-
sondere kann die Anfangsverteilung i(/,[, ;1) nach den @EXN) entwickelt werden.
Das impliziert, daf} letztere aulerhalb der instabilen Mannigfaltigkeit Aof keines-
falls identisch verschwinden, wie es bei den Eigenfunktionen ¢, von £ der Fall
ist, sondern noch eine gewisse ,,Restwelligkeit® besitzen. Diese ist allerdings mit

zunehmendem N immer schwécher ausgepragt.

Nun werden die Ausfithrungen, die in Abschnitt 3.2.1 zu (3.15) fiihrten, in etwas
abgewandelter Form wiederholt.

Die Escape-Rate x wird nach (3.8) aus dem asymptotischen Verhalten der gemés
(3.6) definierten Grofien 7, bestimmt. Entsprechend (3.16) sind die 7,, beim Zwei-
muldensystem durch

1 [ Lo
%:§;/0 dﬁ/_ldlﬁz(ﬁ,l,,u) (B.22)

mit (3,1, 1) = 1 gegeben. Ersetzt man nun £ durch £")| dann erhilt man eine
Approximation %(LN) von !

L 27 1
1
V) — (N)n;
W= /O a3 [ dcorics . (B.23)
p=0
Es handelt sich zumindest dann um eine Approximation, wenn
A}im AN =~ fiir alle n (B.24)

gilt. Dies zu zeigen ist sicherlich nicht ganz einfach. Jedenfalls ist nicht zu er-
warten, daB die Folge L™N)i(3, 1, 1) glatter Funktionen fiir N — oo gleichmfig
gegen die unstetige Funktion £"i(3, [, u) konvergiert (L£L"i(/3,1, i) ist unstetig, da
namlich £"i(3,1, 1) gleich 1 ist fiir (8,1) € A}, siehe (2.2), und gleich 0 sonst).
Ansonsten wire (B.24) klar, denn dann wére garantiert, daf8 die rechte Seite von
(B.23) fiir N — oo gegen die rechte Seite von (B.22) strebt.

Ein Beweis fiir (B.24) wird hier nicht erbracht. Es erscheint jedoch einigermafen
plausibel, daB die Konvergenz von £™N"i(3,1, 1) gegen L£"i(/3,1, 1) hinreichend
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,gutartig® ist, so dafl (B.23) tatséchlich gegen (B.22) konvergiert. Im folgenden
wird dies angenommen, und damit die Giiltigkeit von (B.24).

Da £W) diagonalisierbar sein diirfte (wére dies nicht der Fall, dann wéren die
Zeilen der £N)-Matrix nicht linear unabhanglg, und das erscheint unwahrschein-
lich), bilden die Eigenfunktionen o8 (ﬁ, I, 1) von L) zu den Eigenwerten AN
ein vollstandiges System in U®Y) | und (0,1, u) kann nach diesen Funktionen ent-
wickelt werden:

d—1
I8, 1 pm) =Y MM (B, 1, ). (B.25)
a=0

Es sei daran erinnert, da d = d(NN) die Dimension von U™ ist. Mit (B.25) ergibt
sich aus (B.23):

d—1
M= S Z / as [ dz dMB, L. (B26)
& a=0
Dieser Ausdruck wird fiir grofie n durch den fithrenden Eigenwert )\éN) von LW
dominiert (zur Existenz weiterer Eigenwerte von maximalem Betrage siche un-
ten):
lim vV C’)\(N (B.27)

n—0o0

mit einer Konstanten C.

Im Grenziibergang N — oo geht )\(()N) in den fithrenden Eigenwert \q von L iiber:

lim A = ) (B.28)
Die durch (3.8) definierte Escape-Rate & ist also nach (B.24), (B.27) und (B.28)
wie folgt gegeben:

1
k = —lim —Invy,
n—oo N
1
= — lim lim — lnfy(N)
n—oo N—oo N,

= —In). (B.29)

Damit ist (3.15) korrekt.

Es sind aber noch einige Fragen aus Abschnitt 3.2.1 offengeblieben. Beispielsweise
ist noch nicht bekannt, wie viele weitere Eigenwerte VOIl maximalem Betrage exi-
stieren und ob diese nicht die Vorherrschaft von )\( in (B.26) beim Grenziiber-
gang n — oo storen. Tatséchlich ist )\((] ebenfalls ein Eigenwert von £W)
sieche Ende des vorigen Abschnitts. Dieser Eigenwert ist hier jedoch nicht von
Bedeutung. Da die Funktion i(3,l, u) = 1 die Eigenschaft (B.13) erfiillt, also im
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symmetrischen Unterraum H. liegt, héitte man in den obigen Ausfithrungen an-
stelle der Operatoren £ und £®Y) auch die Operatoren £+ und £+®) verwenden
kénnen. Damit ist )\gN) ein Eigenwert von £+ und —)\(()N) ist ein Eigenwert
von £~ Die zu —)\éN) gehorende Eigenfunktion kommt in der Entwicklung
(B.25) nicht vor. Somit tritt der Eigenwert —)\(()N) in (B.26) nicht auf und kann
sich daher auch nicht stérend auswirken.

Andere (komplexe) Eigenwerte von héchstem Betrage gibt es nicht. Dies kann hier
zwar nicht bewiesen werden, und auch nicht, dafl Ag positiv reell ist. Es sei hier
aber ein numerisches Ergebnis des folgenden Abschnitts vorweggenommen: Die
LMN)_Matrizen fiir N = 0,...,7 besitzen allesamt jeweils genau einen Eigenwert
)\(()N) mit maximalem Betrag, und diese Eigenwerte sind positiv reell. Andere
Eigenwerte haben wesentlich kleineren Betrag. Auflerdem ist in dem betrachteten
N-Bereich bereits eine deutliche Konvergenz von )\(()N) zu beobachten. Daher ist
zu erwarten, daf )\(()N) fiir alle N positiv reell und der einzige Eigenwert von
maximalem Betrage ist. Daraus ergibt sich zusammen mit der Schlufolgerung
des vorigen Absatzes im Prinzip die Voraussetzung 2 auf Seite 50.

Ein weiterer Einwand, auf den noch nicht eingegangen wurde, ist der folgen-
de: Wenn in (B.25) der Koeffizient c((]N) der zu )\ON) gehorenden Eigenfunktion
go((]N) (8,1, ) gleich null ist, gilt (B.27) nicht. Dazu miiite jedoch (3, , 1) ortho-
gonal zu go((]N) (8,1, i) sein, und das erscheint unwahrscheinlich.

Zur Frage, ob ein Funktionenraum existiert, in dem £ ein abzéhlbares Kigen-
wertspektrum besitzt, kann nur folgendes gesagt werden: Zur Konstruktion eines
solchen Raumes miifite der hier betrachtete Funktionenraum H so erweitert wer-
den, daBl er die Grenzfunktionen der Folgen @&N) von Eigenfunktionen von £®)
enthélt, aber keine weiteren singuldren Eigenfunktionen, wie z. B. auf Fixpunkten
konzentrierte Delta-Funktionen. Ob das moglich ist, kann hier nicht beantwortet
werden.

Ob die wichtige Voraussetzung 3 auf Seite 50, also die absolute Konvergenz der
Summe der Eigenwerte von L, gegeben ist, kann hier ebenfalls nicht gekléirt wer-
den.

Wenngleich sich also nicht alle in Abschnitt 3.2.1 geduflerten Bedenken beiseite
schaffen liefen, so diirfte es hier dennoch gelungen sein, die Glaubwiirdigkeit der
in Kapitel 3 vorgestellten Theorie zu untermauern.

B.3 Numerische Berechnungen

Um die Ergebnisse der beiden vorausgegangenen Abschnitte etwas greifbarer zu
machen, wird im folgenden die £7™)-Matrix fiir N = 0, ..., 7 berechnet. Es wird
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das Verhalten des dem Betrage nach gréfiten und zweitgréfiten Eigenwertes sowie
der Eigenfunktion zum fiihrenden Eigenwert in Abhéngigkeit von /N untersucht.

Die Matrixelemente (B.20a) von £+Y) werden durch numerische Berechnung
der entsprechenden Integrale (B.10) bestimmt. Der nichtverschwindende Block
der £TM)_Matrix ist eine d*(N) x d*(NN)-Matrix, wobei d*(N) = d(N)/2 die
halbe Dimension des Unterraumes U®) ist. £T(V) bildet némlich auf den sym-
metrischen Teil U = UM A H, von U™ ab. Nach (B.20a) und geméi$ den
Kombinationsmoglichkeiten der Indizes der Basisfunktionen (B.1) ist d™(N) wie
folgt gegeben:

oo - (550 (555

(2N + 1)(N +1). (B.30)
In Tabelle B.1 wird d*(N) fur N =0,...,7 angegeben.
Die £+t(M-Matrix beispielsweise lautet wie folgt:

0.1589  0.0000  0.0152  0.0000  0.0000 —0.0600
0.0000 —0.0173  0.0000  0.0098  0.0149  0.0000
£+ —0.2046  0.0000 —0.0210  0.0000  0.0000  0.0787
gkpy'k'p" 0.0000  0.0683  0.0000 —0.0259  0.0028  0.0000
0.0000  0.0000  0.0000 —0.0059 —0.0221  0.0000
—0.0683  0.0000  0.0004  0.0000  0.0000 0.0261

(B.31)

Die Zeilen- und Spaltenindizes jkp bzw. j'k’p’ werden hierbei in der folgenden

Reihenfolge durchlaufen: 000, 010, 100, 101, 110, 111.

Der fiihrende Eigenwert )\éN) der £FN)-Matrix und der zugehorige Eigenvektor
lassen sich auf sehr einfache Weise bestimmen: Man nehme einen beliebigen Vek-

)
1

6
15
28
45
66

91
120

N OOl W N~ O

Tabelle B.1: Die Grofe d*(N) der £+(N)-Matrix.
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DY I I Vil

0 10.1589|1.8392 -
110.1685|1.7808 | 0.0017

2 10.1233]2.0928 |-0.0016 £ 0.0148:
3 10.1466 | 1.9197| 0.0275

4 10.1447|1.9327|-0.0104 £ 0.03142
5 10.1407|1.9609 | -0.0059 £ 0.0374:
6 0.1408 | 1.9602 | 0.0494

7 10.1407]1.9608 | -0.0065 £ 0.0399:
00 |0.1415]1.9558 | -0.0334

Tabelle B.2: Fithrender Eigenwert )\(()N) von £+(N) daraus errechneter Néherungswert (V)

)

sowie der zweitgrofite Eigenwert )\gN ; unterste Zeile: A\g, k und 1.

tor und wende die Matrix wiederholt auf ihn an, wobei gelegentlich normiert
werden sollte. Da der anfiangliche Vektor i. a. eine nichtverschwindende Kompo-
nente in der fithrenden Eigenrichtung besitzt, konvergiert dieses Verfahren gegen
den Eigenvektor zu )\(()N). Anschlieend kann )\gN) durch die Langendnderung des
Eigenvektors bei Anwendung der Matrix bestimmt werden.

Die Komponenten des Eigenvektors sind die Koeffizienten derjenigen Linearkom-
bination von Basisfunktionen 1;x,0, welche die Eigenfunktion go((]N) ergibt.

Der vom Betrage her zweigrote Eigenwert der £+(¥)-Matrix wird mit einer dafiir
geeigneten Routine bestimmt.

Tabelle B.2 zeigt den fithrenden Eigenwert )\((]N) von £+ den daraus errechne-
ten Naherungswert

e )\éN) (B.32)
fiir die Escape-Rate k sowie den zweitgrofiten Eigenwert )\gN) fir N =0,...,7.

Die unterste Zeile (,N = 0o®) zeigt zum Vergleich die zum exakten Operator £
gehorenden Werte \g, x und \;, die in Kapitel 4 mittels der Theorie der periodi-
schen Orbits bestimmt wurden. Bei )\éN) ist eine Konvergenz gegen \q deutlich zu
erkennen. Noch anschaulicher wird dies durch die in Abbildung B.1 gezeigte gra-
phische Auftragung von )\(()N) gegen N. Die Punkte nidhern sich bei zunehmendem
N deutlich der gestrichelten Linie an, die \g darstellt.

Die Niherungswerte £, £ und (" kommen dem exakten Wert x wesentlich
néher als das Ergebnis (4.2) eines numerischen Streuversuchs.

Bei )\EN) ist das Verhalten in Abhéngikeit von N jedoch vollig regellos. Von ei-
ner Konvergenz gegen A\; kann in dem vorliegenden N-Bereich keine Rede sein.
Man miifite offenbar zu weitaus hoheren N iibergehen, um eine Konvergenz zu
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0.17 -
0.16 % R
0.15 - .

0 700 77 XU XU

0.13 _

0.12 | | | | | |

Abbildung B.1: Fithrender Eigenwert )\SN) von LT(V) (Punkte) sowie fithrender Eigenwert von
L (gestrichelte Linie).

erkennen. Dies wire jedoch ein beschwerliches Unterfangen, da die Zahl der zu
berechnenden Matrixelemente etwa proportional zu N* ist.

Eine Erklarung dafiir, daf3 )\éN) schon bei geringen N ein Konvergenzverhalten
aufweist, )\gN) hingegen nicht, ist moglicherweise die Tatsache, dafl )\(()N) schon
fiir N = 0 existiert und )\gN) erst bei N = 1 hinzukommt; )\éN) ist also der

yaltere” Eigenwert. Vergleiche hierzu die Diskussion der N-Abhéangigkeit der A
im vorletzten Abschnitt.

Die Eigenfunktion go((]N) zum fithrenden Eigenwert )\(()N) von LW wird in Abbil-

dung B.2 fiir N = 0,...,7 dargestellt, und zwar eingeschrinkt auf den Phasen-
raum I' = St x [—1, 1] des teilweise reduzierten Zweimuldensystems (die horizon-
tale Richtung gibt 3 an, die vertikale Richtung hingegen [, wie z. B. in Abbildung
2.1). Das ist ausreichend, da die Eigenfunktion symmetrisch ist, also fiir beide
moglichen Werte von p die gleiche - und [-Abhéngigkeit besitzt. Dunkle Bereiche
stellen positive Funktionswerte dar, helle Bereiche hingegen negative Funktions-
werte.

Wiéhrend die Eigenfunktion fiir N = 0 eine Gleichverteilung auf dem Phasenraum
ist, werden mit zunehmendem N immer feinere Strukturen erkennbar. Besonders
auffillig sind zwei in der linken unteren und in der rechten oberen Ecke des Pha-
senraumes liegende dunkle Flecken, die um so schérfer hervortreten, je grofler
N wird. Was hier beobachtet wird, ist die im vorigen Abschnitt besprochene
zunehmende Lokalisierung der Eigenfunktion (hier des in I' liegenden Anteils)
auf der instabilen Mannigfaltigkeit AS® der invarianten Menge A (des teilweise
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N=0 N=1

N=2 N=3

Abbildung B.2: Eigenfunktion cp(()N) zum fiithrenden Eigenwert )\(()N) des Operators £V,
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reduzierten Zweimuldensystems). Um das einzusehen, betrachte man die in Ab-
bildung 2.1 dargestellte Menge A}, welche AS® iiberdeckt. Beim Vergleich mit
Abbildung B.2 erkennt man, daf sich die dunklen Flecken genau bei den Falten
der parabelformigen Streifen von A} befinden. Bei genauerer Betrachtung von
Abbildung B.2 vermag man bei den hoheren N-Werten sogar die gesamte Form
der parabelformigen Streifen schemenhaft zu erkennen.

Daf die Lokalisation auf AS° vor allem bei den Falten so deutlich hervortritt,
diirfte daran liegen, daB die Falten im Vergleich zu den iibrigen Teilen von A} eine
grofle rdumliche Ausdehnung besitzen. Das Auflésungsvermogen des Operators
£+ reicht nicht aus, um die schmalen horizontalen Teile von A}r deutlich werden
zu lassen. Diese diirften erst bei hoheren N gut sichtbar werden. Bei weiterer
Erhéhung von N miiBten dann die feineren Streifen der Menge A%, die ja ebenfalls
A% iiberdeckt, hervortreten, gefolgt von den Strukturen von A% usw.

Die Lokalisation der Eigenfunktion ist eindrucksvoller, wenn man den zur inversen
Abbildung F! des Zweimuldensystems gehorenden Perron-Frobenius-Operator
LT betrachtet. Seine Matrixelemente sind durch (B.10) gegeben, wobei allerdings
F~1 durch F' zu ersetzen ist. Analog der Definition (B.20a) des Operators £+()
kann ein Operator £+Y) definiert werden. Da gezeigt werden kann, dal £ der
zu L adjungierte Operator ist, und ferner alle Matrixelemente von L reell sind,
braucht die £*®)-Matrix nicht eigens berechnet zu werden: Sie ist die transpo-
nierte £7™)-Matrix.

Daher besitzt £+ die gleichen Eigenwerte wie £+®). Die Eigenfunktionen
von L) unterscheiden sich jedoch grundlegend von den Eigenfunktionen von
£+ Wie man sich klarmachen kann, sind sie nicht in der Nihe der instabi-
len Mannigfaltigkeit AS® von A konzentriert, sondern in der Ndhe der stabilen
Mannigfaltigkeit A%°.

Abbildung B.3 zeigt die Eigenfunktion cpg(N) zum fithrenden Eigenwert )\(()N) von
LN fiir N =0,...,7. Wihrend bei N = 0 wie schon in Abbildung B.2 eine
Gleichverteilung vorliegt, erkennt man schon bei N = 3 deutlich einen dunklen
vertikalen Streifen, der die Form der in Abbildung 2.1 gezeigten Menge A! besitzt,
welche die stabile Mannigfaltigkeit A> {iberdeckt. Bei hoheren N werden die
Konturen noch zunehmend schiirfer. Dafl die Form von A schon bei kleinem N
so deutlich hervortritt (im Gegensatz zur Form von A} in Abbildung B.2), liegt
daran, daB Al im Vergleich zu Al relativ breit ist. Die Struktur von A! kann
schon bei kleinem N gut aufgelost werden.

Ferner sind weit entfernt vom vertikalen Streifen Wellen zu erkennen, die jedoch
um so schwicher ausgepragt sind, je grofler IV ist. Dieses Verhalten wurde be-
reits im vorigen Abschnitt angesprochen (dort allerdings im Zusammenhang mit
dem Operator £V)): In einiger Entfernung von A verschwinden die Werte der
Eigenfunktion bei grofem N zwar beinahe, aber nicht vollig. Eine gewisse ,, Rest-
welligkeit® bleibt bei endlichem N stets zuriick.
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=

Abbildung B.3: Eigenfunktion @I)(N) zum fithrenden Eigenwert /\éN) des Operators £1T(V),



Anhang C

Alternativer Zugang zur
asymptotischen Spurformel

In Kapitel 3 wird im Rahmen allgemeinerer Uberlegungen unter anderem gezeigt,
daf die Escape-Rate mit Hilfe der asymptotischen Spurformel (3.78) bestimmt
werden kann. Zu diesem Ergebnis kann man auf direkterem Wege unter Ver-
meidung des Entwicklungsoperator-Formalismus gelangen, ndmlich indem man
die Volumina der Mengen von Punkten, die nach n Iterationen noch nicht aus
dem Phasenraum entwichen sind, direkt durch die Stabilitdt periodischer Or-
bits abschétzt. Dieser alternative Zugang zur asymptotischen Spurformel geht
auf [Cvi88] zuriick und wird in diesem Anhang anhand des Zweimuldensystems
vorgefithrt. Die Argumentation 148t sich auf jedes hyperbolische System, das eine
Symbolische Dynamik besitzt, iibertragen; sie ist allerdings nicht ganz streng.

Wie in Kapitel 2 sei A” die Menge derjenigen Punkte im (eingeschrinkten) Pha-
senraum I’ = [7/2,37/2] x [—1, 1] des teilweise reduzierten Zweimuldensystems,
die nach n Iterationen der Abbildung F noch in T verbleiben. Fiir die Escape-
Rate ist der Anteil v,, den A™ in ' einnimmt, von Bedeutung:

1
Tn = ﬁ A_nda:, (C.1)

wobei [I'| = [~dz der Flicheninhalt von T ist.

Wie aus Kapitel 2 bekannt, besteht A” aus 4" vertikalen Streifen. Es ist nun das
Ziel, die Flacheninhalte dieser Streifen abzuschéitzen. Da die Langen aller Streifen
gleich sind, werden die Fliacheninhalte der Streifen durch deren Breiten bestimmt.

Jedem Streifen ist eine endliche Symbolfolge mit n Symbolen zuzuordnen, denn
jeder Streifen ist jeweils die Menge aller Punkte, deren (endliche oder unendli-
che) Symbolfolgen in positiver Zeitrichtung mit den Symbolen anfangen, die dem

146
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Streifen zugeordnet sind. Insbesondere enthélt jeder Streifen genau einen periodi-
schen Punkt, dessen Periode gleich n oder gleich einem Teiler von n ist, ndmlich
den Punkt, der genau die bi-infinite Symbolfolge besitzt, die durch periodische
Fortsetzung der Folge, die zum jeweiligen Streifen gehort, entsteht.

Beim i-ten Streifen sei x; der zugehorige periodische Punkt mit der oben be-
schriebenen Eigenschaft, und A; sei der expandierende Eigenwert von DF"(x;).
Da dieser Eigenwert die Expansion einer kleinen Umgebung von z; unter der Wir-
kung von F™ beschreibt, und diese Expansion annédhernd in horizontaler Richtung
erfolgt, ist die Breite des i-ten Streifen, und damit sein Flacheninhalt, ungefahr
proportional zu 1/|A;|. Aus diesem Grunde gilt

a;

= an i (C.2)

Die Faktoren a; sind allesamt von der Groflenordnung 1, egal wie grofl n ist.
Daher éndern sich die Konstanten C,, bei zunehmendem n, verglichen mit dem
exponentiellen Anwachsen der |A;|, nur geringfiigig.

Da die Escape-Rate x asymptotisch definiert ist,

1
k= — lim —In~,, (C.3)

n—oo M,

konnen die C), als Faktoren vernachlissigt werden. Definiert man also

4n
1
Y = — 4
so gilt auch
1
k= — lim —In%,. (C.5)
n—oo

Das bedeutet 7, ~ e " fiir grofle n, und daher sollte die erzeugende Funktion
der 7,, ndmlich

Q(2) = Zzn:yn

Q

(C.6)

1 —ze "

fiir z = e” divergieren. Wie sich gleich herausstellen wird, ist dies dasselbe €2(z)
wie in (3.78).
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Jeder Streifen enthélt, wie bereits gesagt, einen Punkt, der zu einem Primzyklus
p gehort, dessen topologische Lange n, gleich n oder einem Teiler von n ist, d. h.
es gibt ein r mit n = n,r. Der zugehdrige Eigenwert A; ist daher gleich A7.
Umgekehrt gibt es zu jedem Primzyklus p der Lénge n,, fiir den es ein r mit
n = n,r gibt, insgesamt n, verschiedene Streifen, die Punkte von p enthalten und
denen daher der gleiche Eigenwert A} zugeordnet ist. Das liegt daran, daf fiir
jede denkbare Symbolfolge der Lénge n ein zugehoriger Streifen existiert.

Aus dem Gesagten folgt, dafi die Summe auf der rechten Seite von (C.4) sich
durch die folgende Summe ersetzen la3t:

= mp > ﬁam (C.7)
D r=1 P

Mit diskreter Laplace-Transformation folgt schliefSlich

Q<z> = Zznfyn
n=1
_ anzj"";. (C.8)
D r=1 P

Das ist die asymptotische Spurformel (3.78) mit 8 = 0 in den Gewichten (3.79).



Anhang D

Periodische Orbits und
Symmetrien

Thema dieses Anhanges sind die Eigenschaften periodischer Orbits von Abbildun-
gen, die invariant unter einer Symmetriegruppe G sind. Ziel ist es, die Ausfithrun-
gen des Abschnittes 3.5.2 zu ergénzen und zu vertiefen. Dazu gehoren die Herlei-
tung der Spurformel (3.115) sowie eine Diskussion dariiber, welches Gruppenele-
ment h; € G, dessen Jacobimatrix h; in (3.115) auftritt, dem jeweiligen Orbit p
zuzuordnen ist. AuBerdem wird die Aquivalenz von (3.134) zu (3.78) gezeigt. Um
das alles vorzubereiten, werden zunéchst die Auswirkungen der Anwendung von
Symmetrieoperationen auf periodische Orbits diskutiert. Von besonderer Bedeu-
tung ist dabei die Tatsache, dal zu jedem periodischen Orbit eine Untergruppe
von GG gehort, unter deren Elementen der Orbit invariant ist.

D.1 Symmetrieinvarianz periodischer Orbits

Eine Abbildung f sei invariant unter der Symmetriegruppe G. Wendet man auf
einen Orbit von f, gegeben durch eine Punktfolge zp = f*(z0), k = 0,1,2, ...
eine beliebige Symmetrieoperation g € G an, so ist die resultierende Punktfolge

g(zr) = g(f*(x0)) = fF(g(x0)) ebenfalls ein Orbit von f.

Wendet man nun g auf einen periodischen Orbit

p={T0, 1, .., Tn,—1} (D.1)

an, so entsteht entweder ein neuer periodischer Orbit g(p), oder p bleibt invari-
ant. Der Orbit p ist genau dann invariant unter g, wenn g nichts anderes als eine
zyklische Permutation der Orbitpunkte x; bewirkt. Die Menge H,, C G von Grup-
penelementen, unter denen p invariant ist, bildet also eine zyklische Untergruppe
von G.

149
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Die Symmetriegruppe Cs,, unter der das Zweimuldensystem invariant ist, besitzt
folgende zyklische Untergruppen: {e}, {e,o.}, {e,0,} und {e,co}. Es kann also
kein Orbit des Zweimuldensystems unter allen Elementen von Cs, invariant sein,
denn Cy, selbst ist nicht zyklisch.

Jedes Element h; € Hy, i = 0,1,...,ord H, — 1 bewirkt eine zyklische Verschie-
bung der Orbitpunkte um n(h;) Plitze nach links:

hz(p) = {xn(hi)u xn(h¢)+17 L 7'rnp7 Zoy .- - 7xn(hi)71}- (D2)

Die Verschiebungen sind ein Vielfaches von n,/ord H,. Man kann die h; so nu-

merieren, dafl gilt: .

in

h;) = P_.
n(hi) ord H,

Insbesondere muf} also ord H,, ein Teiler von n, sein. Wenn H,, eine nichttriviale

Gruppe ist, d.h. wenn H, D {e} gilt, dann verursacht das Element h; = h, die

minimale Verschiebung n(h,) = n,/ord Hy, und es ist H, = {e, h,, h2,...}. Fiir

allei =0,...,n, — 1 gilt also

(D.3)

Fr (@) = hy(2;)- (D.4)
Fiir den Orbit p folgt daraus

p = {20, 21, Ty 15 hp(20), hp(21), - B (@n(iy) 1), B (20), 3. (D.5)

Das bedeutet, dafl es ein irreduzibles Segment

p - {$0, T1,... 7xn(hp)71} (DG)

der Lénge n(h,) gibt, so dafl sich p aus den Bildern von p unter den Ele-
menten von IH, zusammensetzt. Beim Ubergang zum reduzierten System wer-
den jedoch alle Bilder des irreduziblen Segmentes auf den gleichen Orbit p im
Fundamentalbereich abgebildet. Zum Orbit p des nichtreduzierten Systems mit
der Periode n, gehort also ein Orbit p des reduzierten Systems, dessen Periode
ng = n(h,) =n,/ord H, im Falle H, D {e} kiirzer ist als n,,.

Nun sei g ¢ H,. Der neue periodische Orbit g(p) setzt sich aus folgenden Punkten
zusamimen:

g(p) = {y07y17"'7ynp—1}
= {9(@0).9(@1), - - g(hp(20)), g(hp(1)), -, g (M (0)), ...} (D.7)

Fiir jedes ¢ =0,...,n, — 1 ist

f7wi) = glhy(x)

Il
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Das heift, da3 auch g(p) invariant unter einer zyklischen Untergruppe ist, deren
Elemente ebenfalls eine Verschiebung der Orbitpunkte um ein Vielfaches von n;
Plitzen bewirkt. Diese Gruppe gH,g ' wird durch das zu h, konjugierte Grup-
penelement gh,g~! erzeugt. Dieses mufl mit h, nicht unbedingt iibereinstimmen,
wenn G nicht Abelsch ist.

Bei der Menge der durch Elemente von G erzeugbaren zyklischen Permutatio-
nen von p handelt es sich also um die Menge H,(p), wahrend solche zyklischen
Permutationen von g(p) durch gH,g '(g(p)) = ¢gH,(p) gegeben sind. Bei den
Mengen H, = elH, und gH, handelt es sich, da g nicht in H,, enthalten ist, um
zwel verschiedene Nebenklassen (engl. cosets, [Che89]) von H,,. Sie besitzen keine
gemeinsamen Elemente, denn gébe es ein h; € H, mit gh; € H,, dann wére auch
gh:h; ' = g ein Element von H,.

Ist G durch H, und ¢gH, noch nicht vollstéindig ausgeschopft, so kann man ein
a € G wihlen, das weder in H, noch in gH, liegt, und erhilt eine weitere Ne-
benklasse ald,. Diese besitzt weder mit I, noch mit g, gemeinsane Elemente.
Der Orbit a(p) ist invariant unter der Untergruppe aH,a !, und die durch diese
Gruppe erzeugten zyklischen Permutationen von a(p) sind durch aH,(p) gegeben.
Die Prozedur 148t sich fortsetzen, bis man G als eine disjunkte Vereinigung von
Nebenklassen erhélt.

Jede Nebenklasse von H, erzeugt also aus p jeweils genau einen Orbit, zusammen
mit zyklischen Permutationen. Diese Orbits sind paarweise topologisch verschie-
den, lassen sich jedoch durch Symmetrieoperationen aufeinander abbilden. Die
Anzahl m,, dieser verschiedenen Orbits ist gleich der Anzahl der Nebenklassen
von H, in G. Fiir diese Multiplizitit von p (in der Literatur [CviEck93] auch als
Entartungsgrad bezeichnet) gilt folglich:

ord G

= . D.
M ord H, ( 9)

Beim Zweimuldensystem gilt stets ord H, = 1 oder ord H, = 2 (siehe oben).
Dabher ist beim Zweimuldensystem nur m, = 4 oder m, = 2 moglich.

Man spricht deshalb von Multiplizitdt oder Entartungsgrad, weil in den Zeta-
Funktionen (3.89) und (3.91) jeweils m,-mal der gleiche Faktor (1 — t,/AF) auf-
tritt. Jedes Bild von p unter den zu den Nebenklassen bH, gehtrenden Symme-
trieoperationen b besitzt das gleiche Produkt A, der expandierenden Eigenwerte
seiner Monodromiematrix und damit das gleiche Gewicht ¢, wie p, denn A, héngt
von den Stabilitdtseigenschaften von p ab, und es erscheint plausibel, daf} sich die
Stabilitdtseigenschaften unter Symmetrieoperationen nicht #ndern.! Dies kann
man auch leicht explizit zeigen. Es gilt sogar, daf§ fiir einen nicht notwendig peri-
odischen Orbit der Lénge n mit beliebigem Startpunkt zy die Monodromiematrix

'Das Gewicht ¢, hiingt fiir 3 # 0 auch von der integrierten Observablen A, ab. Unter der
Voraussetzung (3.95) ist die Symmetrieinvarianz von ¢, dennoch gewihrleistet.
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D f"(xg) die gleichen Eigenwerte besitzt wie die Monodromiematrix D f™(b(x))
des in b(zg) startenden Orbits. Es sei b = Db die Jacobimatrix der Symmetrie-
operation b. Dann erhélt man mit Hilfe von

Df*(b(zo))b = D[f"(b(x))]z=aq
= DB(f"(@))]o=z
— bD () (D.10)

namlich folgendes:
Df"(b(z¢)) = bD f"(xe)b 1. (D.11)

Die beiden Matrizen D f" (o) und D f™(b(xy)) gehen also durch eine Ahnlichkeits-
transformation auseinander hervor und besitzen daher die gleichen Eigenwerte.
Insbesondere besitzt jedes Bild eines periodischen Orbits tatséchlich die gleichen
Eigenwerte der Monodromiematrix und das gleiche Gewicht wie der Orbit selbst.

Durch die Gleichheit von Eigenwerten und Gewichten gewisser verschiedener Or-
bits verringert sich die Zahl der voneinander unabhéngigen Beitrage zu den Zeta-
Funktionen. Die m,, verschiedenen Bilder von p kénnen zu Klassen p mit zugehori-
gen A; und t; zusammengefasst werden, und die dynamischen Zeta-Funktionen
(3.91) lassen sich in Produkte iiber die Klassen p umschreiben:

o0 - T(-3)

— H(“%) p, (D.12)

wobei jeweils m; = m,, fiir einen beliebig ausgewéhlten Orbit p € p zu setzen ist.

Da die einzelnen Reprisentanten einer Klasse p sich jeweils paarweise nur durch
Symmetrieoperationen voneinander unterscheiden, werden sie alle auf den selben
Orbit p im Fundamentalbereich abgebildet. Andererseits gibt es keinen Représen-
tanten einer anderen Klasse p, der ebenfalls auf p abgebildet wird. Es besteht
also ein umkehrbar eindeutiger Zusammenhang zwischen den Klassen p von pe-
riodischen Orbits des nichtreduzierten Systems und den einzelnen periodischen
Orbits p des reduzierten Systems. Man kann jeden p-Beitrag in (D.12) durch einen
Beitrag, der vom zugehorigen p abhéngt, berechnen. Diese p-Beitrége anzugeben
ist das Ziel von Abschnitt 3.5.2.

Beim Zweimuldensystem besitzen die Klassen p stets zwei oder vier Reprisen-
tanten, siehe oben; vergleiche auch Abschnitt 2.6.
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D.2 Symmetriereduzierte Spurformel

Es folgen nun die Herleitung der symmetriereduzierten Spurformel (3.115) sowie
einige weiterfithrende Diskussionen.

Aus (3.114) ergibt sich

tr L = / @Y " tr D(h) 6 (& — h(f"(2))) e* 4"

M hea
eB-A™(E)
— S D - (D13
> o) Y rgaTwway OB
heG {zeM: @=h(f"(8))}

Hierbei ist J™ (%) = D f"(%), und h bezeichnet die Jacobi-Matrix der Symmetrie-
operation k. Summiert wird iiber alle Punkte & aus M, deren Bilder unter f” mit
Z bis auf eine Symmetrieoperation iibereinstimmen. Das sind genau die Punk-
te, die von periodischen Orbits der Liange n des reduzierten Systems durchlaufen
werden. Analog der Art und Weise, wie (3.63) umgeformt wurde, wird (D.13) nun
in eine Summe iiber Primzyklen p und deren Wiederholungen umgeschrieben, was
in diesem Falle jedoch mehr Aufwand erfordert.

Ein Primzyklus p des reduzierten Systems mit Periode n; sei durch
ﬁ: {j07'%17"'7jn5—1} (D]_4)

gegeben. Jeder Punkt von p leistet einen Beitrag zu (D.13). Wie im dem Falle,
in welchem keine Symmetrien beriicksichtigt wurden, wird sich auch hier heraus-
stellen, dal die Beitrdage zur Spurformel fiir alle Punkte eines Primzyklus gleich
sind.

Der bei j startende periodische Orbit des nichtreduzierten Systems sei nun mit
p bezeichnet. Er besitzt ein irreduzibles Segment p der Lange n;:

p = {0, f(Z0), f*(Z0), ..., f"7 " (T0) }- (D.15)

Durch bestimmte Symmetrieoperationen gy, ga, ... gn, , € G werden die einzel-
nen Punkte von p in den Fundamentalbereich zuriicktransportiert, wodurch p
entsteht:

p = {Zo, 91(f(Z0)), 92(f*(Z0)): - - - » Gny1 (f 7' (Z0))}- (D.16)
Dies kann man durch Vergleich mit (D.14) auch kompakter ausdriicken:
jj:gj(fj<j0)>7 j: 17--'7nﬁ_1' <D17)

Bevor die Gleicheit der Beitrége aller #; zu (D.13) gezeigt wird, wird der Beitrag
von &y ermittelt, indem die Matrix hJ™ (zy) bestimmt wird. Dieser Beitrag ist
dann ng-fach zu zéhlen.
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Es gibt eine eindeutig bestimmte Symmetrieoperation h; € G, welche die Glei-
chung

To = hs(f"(Z0)) (D.18)
bzw.

hs' (%) = f"7(o) (D.19)

erfillt. Es ist also h;l dasjenige Gruppenelement, welches eine zyklische Permu-
tation der Punkte von p um nj; Plétze nach links bewirkt, es entspricht also dem
h, aus dem vorigen Abschnitt, vgl. (D.4). Durch h; ! (aber auch durch hj) wird
die Untergruppe H; C G erzeugt, unter der p invariant ist.

Der Primzyklus p tragt genau dann zur Summe in (D.13) bei, wenn es ein r € N
gibt mit n = nyr. Ist dies der Fall, so ergibt sich, wie gleich gezeigt wird, fiir die
Matrix hJ™(z,) folgendes:

hI®™ () = (hyd,)’ (D.20)

mit der Monodromiematrix J; des irreduziblen Segmentes, d.h. J; = D f"7(Z),
und der Jacobi-Matrix h; von hj.

Um (D.20) zu zeigen, wird hilfsweise eine Abbildung f; definiert:
o) = hy(f"7 (). (D.21)

Der Punkt Z ist wegen (D.18) ein Fixpunkt von f;. In einer Umgebung von %
wird die ng-te Iterierte der Abbildung des reduzierten Systems durch f; korrekt
beschrieben. Aufgrund der Symmetrieinvarianz von f gilt f7(z) = hi(f""(x))
und damit

Df3i(Zo) = hiDf""(Z)
hJ™ (i) (D.22)
fir n = ngr, denn es gilt hy = h:
h(f"(Z0)) = To = hi(f"7" (Z0)) = hi(f"(Z0)). (D.23)
Wegen f5(Zo) = T gilt aber auch
Dfi(%o) = Dfs(Zo)"
= (hJ;)". (D.24)

Mit (D.22) folgt hieraus die Behauptung (D.20). Die Matrix h;J; = D f5(Z) ist
die Monodromiematrix des Primzyklus p des reduzierten Systems.

Nun ist noch zu zeigen, dafl die Punkte z; fiir j = 1,2,...n; — 1 den gleichen
Beitrag zu (D.13) liefern wie Zo. Dies geschieht, indem bewiesen wird, da die
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beiden Matrizen hJ™(#;) und (h;J;)" durch eine Ahnlichkeitstransformation
miteinander verkniipft sind und daher die gleichen Eigenwerte haben.

Einsetzen von (D.18) in (D.17), Ausnutzen der Symmetrieinvarianz von f und
erneute Beachtung von (D.17) ergibt

= g (ha(f"7 (%))
= g;(hs(f"(f7(Z0))))
= g;(hs(f" (951 (%5))))
= g;(hplg7 (f"(5)))))
= W (" (7)), (D.25)

wobei das Gruppenelement hg ) = gjhl;gj_1 zu h; konjugiert ist. Da die obige
Gleichung formal die gleiche Gestalt besitzt wie (D.18), kann man mit der gleichen
Argumentation, wie sie bei T, angewandt wurde, zeigen, dafl mit hz(Sj ) = Dhl(;j )

und Jz(3 = D fm(z;) gilt:

hJ™ (i) = (hé”Jé”)r. (D.26)
Nun wird ein Ausdruck fiir hlgj '3 1(3]' ) in Abhéngigkeit von h;J; und j gesucht.
Wegen JI(;j) = Df"(%;) = Df"(g;(f?(Zo))), siehe (D.17), und mit g; = Dy;
erhélt man:
38D (30) = DI (g;(f(1)))]e-
= Dlg;(f)(f"(2)))]o=

= g Df(f"(20))J5. (D.27)
Daraus folgt
19 = g, DF (I (30) 35D (30) g5 (D.28)
Fiir hg '3 g ) kommt man mit hlgj ) = gjhﬁg;1 zu einem Zwischenergebnis:
b3 = gihy D ("7 (&0))3;Df (7o) g5 (D-29)

Da wegen (D.19) D f7(f"7(Z)) = D f7(h;" (o)) gilt, findet man mit Hilfe von

Df'(h; (Z0))h;" = D[f(h;'(2))],_,,
= D" (F@)],_,
= h3'Df(%) (D.30)

fiir Df7(f™ (%)) einen neuen Ausdruck:

Df7(f"(Z)) = hy'Df7(Z)h;. (D.31)
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Einsetzen in (D.29) ergibt schliefllich
b3y = g;D f7 (i0)hs 35D f (7o) g (D-32)

Die Matrizen h(j )J U) und h;J; gehen also durch eine Ahnlichkeitstransformation
auseinander hervor, und damit auch (h J )J G) ) und (h;J;)". Jeder der n; Punkte

von p leistet den gleichen Beitrag zu (3.63).

Die Spur von £" nimmt nun als Summe iiber (zyklische Permutationsklassen von)
Primzyklen und deren Wiederholungen folgende Gestalt an:

rﬁ-A~

"= D(h; . D.
tr £ anZtr hs) \det]l—(hJ))\én’""r (D.33)

Hierbei ist A; die integrierte Observable vom p, die man wegen (3.96) je nach
Belieben entlang p oder auch entlang des entsprechenden irreduziblen Segmentes
auswerten kann.

Der letzte Schritt ist die diskrete Laplace-Tranformation. Diese fiihrt auf

0 npr 7"6~A~

Zz"tr L' = anZtrD (h5) \det(Z]l = g (D.34)

n=1

Das ist die symmetriereduzierte Spurformel (3.115).

An der Herleitung dieser Formel erkennt man, dafl man bei der Angabe von h;J;
eine gewisse Wahlfreiheit besitzt. Abhéngig davon, welches ¥ € p gewéhlt wird,
um J; = D f"(Z) zu berechnen, ist h; die Jacobimatrix derjenigen Symmetrie-
operation hj, die & = hz(f"?(Z)) erfiillt. Die verschiedenen Symmetrieoperatio-
nen, die fiir h; iiberhaupt in Frage kommen, wenn man = € p noch nicht gewéhlt
hat, sind jedoch allesamt in derselben Konjugationsklasse enthalten, siehe (D.18)
und (D.25).

Jedem Primzyklus p des reduzierten Systems kann also eine bestimmte Kon-
jugationsklasse G C G zugeordnet werden. Ihre Elemente erzeugen zyklische
Untergruppen von G. Jeder Représentant der zu p gehorenden Klasse p periodi-
scher Orbits des nichtreduzierten Systems (siehe Ende des vorigen Abschnitts)
ist invariant unter einer dieser Untergruppen. Welche Konjugationsklasse G zu
p gehort, hangt also von den Symmetrieeigenschaften der in p enthaltenen Orbits

ab.

Hat man zur Berechnung von J; ein € p gewdhlt, so stellt sich in der Praxis die
Frage, wie denn h; lautet. Zu ihrer Beantwortung ist zu iiberpriifen, in welchem
Phasenraumbereich h'(M) sich f"7(Z) befindet. Mit Hilfe einer Symbolischen
Dynamik ist dies hdufig auf recht bequeme Weise mdoglich, siehe z. B. [Jun97].
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Wie dies im Falle des Zweimuldensystems funktioniert, wird in Abschnitt (3.5.3)
erlautert.

Die im vorhergehenden Abschnitt gemachte Aussage, dal jeder Orbit p einer
Klasse p das gleiche Gewicht t; besitzt, kann nun noch etwas prézisiert werden.
Definiert man némlich ¢; gemaf (3.117) und bezeichnet mit H; die durch h;
erzeugte zyklische Untergruppe von G, so gilt fiir alle p € p:

t, = t
= 1

D
ord Hy
B .

(D.35)

Um dies zu zeigen, wahlt man zur Berechnung von ¢, die Matrix J, = D f" (%)
mit £ € M und zur Berechnung von ¢; die Matrix h;J; mit J; = D f™ (%) und
T = hs(f"(z)). Dann gilt:

ord]Hﬁ—l
J, = [ Df7 ()
=0

ord Hz—1

- H Df"r (hy? (%)) . (D.36)

Aus
Df (b’ (@) by? = D[f* (b ()],
= D[’ (f"7(2))],_,
= h;7Df"(z) (D.37)
folgt
Df" (h;? (%)) = h;?Jshd. (D.38)

Einsetzen in (D.36) ergibt wegen h; ( ) = h; schliefllich

J, = (hyJ;)o s, (D.39)

Jeder Eigenwert von J,, ist also jeweils die (ord Hj)-te Potenz eines Eigenwertes
von h;J;. Daher ist A, = A;m]H~ B-Ap — oB-Apord Hp

folgt (D.35).

. Da wegen (3.95) auch e gilt,

Jetzt ist es moglich, die Ubereinstimmung der symmetriereduzierten Version
(3.134) der asymptotischen Spurformel mit (3.78) zu zeigen. Die symmetriere-
duzierte asymptotische Spurformel

O(z) =) ny i tr D(hE)L, (D.40)

P
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kann mit Hilfe von tr D(h}) = ord G d,xoram, (siehe (3.103)) umgeschrieben
werden:

ord ¢ = kord Hp
Q(Z) = ; TLI; OI‘d Hﬁ@ ; tﬁ . (D41)

Jeder Orbit der zu p gehdrenden Klasse p von periodischen Orbits des nichtre-
duzierten Systems besitzt die Lange n; = nj ord Hy. Setzt man auBlerdem (D.9)
und (D.35) ein, so ergibt sich schliefflich:

Qz) = ZnﬁmﬁZt;;
p r=1

= > m )y b, (D.42)
r=1

p
was (3.78) entspricht.

Obgleich er nur von untergeordneter Bedeutung ist, sei abschlieBend noch der ge-
naue Zusammenhang zwischen den Beitragen der Klassen p zu den dynamischen
Zeta-Funktionen 1/(, ausgedriickt durch (D.12), und den p-Beitrdgen, ausge-
driickt durch (3.124), angegeben. Vergleicht man (D.12) mit (3.124), so sieht
man, daf fiir jede Klasse p und den jeweiligen korrespondierenden Primzyklus p
des reduzierten Systems fiir jedes £k =0, 1, ... folgende Identitét gilt:

A\ e
mz’j or p’ ord ﬁ
( _ &) _ (1= (Lp)
k k
A A

= det (11 - D(h,;)ﬁ) : (D.43)



Anhang E

Cycle Expansions und
Symmetrien beim
Zweimuldensystem

Die dynamische Zeta-Funktion 1/{(z) des Zweimuldensystems faktorisiert in vier
Teilfunktionen 1/Ca,(2), 1/Cay(2), 1/Cp,(2), 1/(B,(%), die jeweils zu den ent-
sprechenden irreduziblen Darstellungen der Co,-Symmetriegruppe gehoren. Die
Cycle-Expansions dritter Ordnung dieser Funktionen werden in diesem Anhang
aufgelistet. Hierbei wird gezeigt, dafi die Kombinationen sich aufhebender Terme
durch das Auftreten gruppentheoretischer Faktoren nicht zerstort werden.

Da die irreduziblen Darstellungen von Cs, sdmtlich eindimensional sind, besitzen
die Teilfunktionen 1/(,(z) aufgrund von (3.128) und (3.131) folgende Gestalt:

G | GRS (E.1)

p

Es ist also erforderlich, die Symmetrietypen hj; der einzelnen Orbits p zu kennen.
Mittels des in Abschnitt 3.5.3 beschriebenen Verfahrens kénnen die Symmetrie-
typen direkt an den Symbolfolgen der Orbits abgelesen werden. Fiir die Orbits
bis zur Lénge 3 sind die Symmetrietypen in Tabelle E.1 aufgelistet. Dort wer-
den die Symbolstrings nicht nur mit Hilfe der Symbole [=>], [=<], [#>], [#<]
ausgedriickt, sondern auch durch die Zahlen 1, 2, 3, 4. Aus Griinden der Uber-
sicht werden hier die Gewichte der Orbits mit den Symbolstrings, die aus den
vier Zahlen bestehen, indiziert. Aulerdem wird der Querstrich iiber den Strings

weggelassen.

Die Charaktere yx,(h;) konnen der Charaktertafel von Cs, (Tabelle 3.2 auf Seite
75) entnommen werden.

159
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Symbolfolge des Orbits p, mit den Symbolen .
[=>], [=<], [#>], [#<]; 1,2,3,4 Symmetrietyp h;
=>] 1 o
=< 2 o
[#>] 3 o)
[#<] 4 -,
[=>][=<] 12 .
[=>][#>] 13 o
[=>][#<] 14 o
[=<][#>] 23 o
[=<][#<] 24 .
[#>][#<] 34 .
[=>][=>][=<] 112 -
[=>][=>][#>] 113 2,
[=>][=>][#<] 114 -,
[=>][=<][=<] 122 s
[=>][=<][#>] 123 -,
[=>][=<][#<] 124 -
[=>][#>][=<] 132 o)
[=>][#>][#>] 133 o
[=>][#>][#<] 134 o
[=>][#<][=<] 142 -,
[=>][#<][#>] 143 o
[=>][#<][#<] 144 o
[=<]|[=<][#>] 223 o)
[=<][=<][#<] 224 o)
[=<][#>][#>] 233 s
[=<][#>][#<] 234 o
[=<][Z<][#>] 243 o
[=<][#<][#<] 244 o
[#>][#>][#<] 334 -
[Z>]Z<][#<] 344 o)

Tabelle E.1: Symmetrietypen der periodischen Orbits bis zur Léange 3 des reduzierten Zweimul-
densystems.
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In der trivialen Darstellung A; ist der Charakter jedes Gruppenelementes gleich
1, d.h. es gilt xa,(h) = 1V h € Cy,. Die Teilfunktion 1/(4, besitzt also die von
1/¢(z) gewohnte Form, némlich

1

e —(2) = (I —=t)(1 —t2)(1 —t3)(1 — ) (L — t12) (1 — t13) (1 — t14) (1 — t23)
(1 —t24)(1 — t3a) (1 — t112) (1 — t113) (1 — t114) (1 — t122) (1 — t123)
(1 — t124) (1 — t132) (1 — ta33) (1 — t1za) (1 — t1ao) (1 — t1az) (1 — t1a4)
(1- t223)(1 — to24) (1 — ta33) (1 — ta3a) (1 — touz) (1 — toaa) (1 — t334)
(1 —tsaa) - - (E.2)

Multipliziert man aus und notiert nur die Terme bis zur dritten Ordnung, so
ergibt sich

—(2) = 11—ty —ty—t3—1ty—tig —ti3 —tig — tog — tog — t34 — t112 — t113

—t114 — L1920 — t123 — t124 — 132 — t133 — 134 — f1a2 — t1a3 — T1aa
—to93 — loog — log3 — logg — loag — toas — 334 — 344 — - ..

Flilo + tits + 1ty + Uity + tityz + tatiy + Galog + Litog + titzs + - ..
Hlots + toty + tot1o + totiz + toliy + totos + tolog + tolay + . ..

+igty + t3t1o + tat13 + L3lig + t3toz + tatos + l3las + . ..

Flatio + tatyz + tatry + talog + Lalog + tatza + . ..

—t1tots — titoty — tilsty — totgty — . ... (E3)

Nun werden die jeweils zusammengehorenden Terme von Orbits und beschatten-
den Pseudo-Orbits in Klammern zusammengefaf3t:

C—A1(Z) = 1—t1 —ty —t3—ts — (tia — tita) — (t1g — tats) — (t1a — tits)
—(ta3 — tats) — (tas — toty) — (t34 — taty) — (t112 — tit12)
—(t113 — tit13) — (tia — titia) — (tio2 — tiota)
—(t123 — titaz — tiots + titats) — (ti24 — titos — tioly + titaty)
—(t132 — t1sta) — (t133 — tists) — (t1sa — titsy — tisty + titsty)
—(t1a2 — t1alo) — (t1az — t1ats) — (traa — t1ats) — (f2o3 — tatas)
—(ta2s — tatay) — (tass — tosts) — (foss — talsa — tasty + totsty)
—(taaz — taats) — (taas — toats) — (t334 — t3tzq)
(t344 — t34t4) (E4)

Bei einer Symbolischen Dynamik mit vier Symbolen entstehen also schon in der
dritten Ordnung einige ,, Vierergriippchen®, was bei einer bindren Symbolischen
Dynamik erst in der vierten Ordnung geschieht.
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Bei der Teilfunktion 1/(4,(z) kehren sich die Vorzeichen einiger Gewichte um.
Nach der Charaktertafel auf Seite 75 sind in der Darstellung A, die Charaktere
von o, und o, gleich —1, die Charaktere der iibrigen Gruppenelemente sind 1.
Die Gewichte der Orbits mit o,- oder mit o,-Symmetrie tragen also mit umge-
kehrten Vorzeichen bei. Man kann sich mit Hilfe des Verfahrens aus Abschnitt
3.5.3 klarmachen, dafl dies genau diejenigen Orbits sind, deren Symbolstrings ei-
ne ungerade Anzahl von Symbolen besitzen, die das Zeichen # enthalten. In den
anderen Symbolen ausgedriickt, enthalten diese Symbolstrings die Zahlen 3 und
4 insgesamt in ungerader Anzahl. Die Funktion 1/(4,(z) lautet damit

1

C—AQ(Z) =

LI —11)(1 =) (1 +t3)(1 4 t4) (1 — t12) (1 + t13) (1 4 t14) (1 4 223)
)

1A toa) (1 — t3a) (1 = t112) (1 + t113) (1 + t114) (1 — t1o2) (1 + t123)
1+ t194) (1 + t132) (1 — t133) (1 — t134) (1 4 t1a2) (1 — t143) (1 — t144)
1+ t923) (1 + ta24) (1 — t33) (1 — to34) (1 — toa3) (1 — toga) (1 + t334)
(1+ts44) - -
= 11—ty —to+ i3+ 1ty —tiz+ 13+ t1g + toz +t2s — 34 — t112 + t113
+t114 — ti2o + t123 + tioa + t1z2 — tigs — t134 + L1ao — t1a3 — tiaa
+to23 + toos — tazg — taza — toaz — loaa + 1330 +l300 — - ..
+tity — Uity — tity + litia — titys — titig — tatas — litos + Lilgs + ...
—toty — toty + tat1a — tat1z — lolig — lolog — lotoy + totzs + ...
+tsla — talia + latis + talia + lgtaz +tatos — lalaa + . ..
—tytia + tats + lalig + tatos + tatog — Lala + . ..
+ttots + titoty — t1tgty — totsly — .. .. (E5)

o~ o~ o~~~

Wenn man nun die Terme in derselben Weise umgruppiert wie bei 1/(4,(z) ge-
schehen, so heben sich auch hier die in Klammern zusammengefa3ten Terme fast
auf. Tragt nédmlich das Gewicht ¢; eines Primzyklus p mit umgekehrtem Vorzei-
chen bei, so tun dies auch die Gewichte simtlicher zugehoriger Pseudo-Orbits.
Das liegt daran, dal die Zahl der Primzyklen, die in einem zu p gehorenden
Pseudo-Orbit enthalten sind und deren Symbolstrings eine ungerade Anzahl von
Symbolen mit dem Zeichen # besitzen, so daf§ ihre Gewichte umgekehrtes Vor-
zeichen haben, ungerade ist. Wire diese Zahl gerade, wére beim betrachteten
Pseudo-Orbit die Gesamtzahl der Symbole, die # enthalten, gerade, und damit
auch bei p, und ¢; wiirde nicht mit umgekehrtem Vorzeichen beitragen.

Im Endeffekt unterscheidet sich die Cycle Expansion von 1/(4,(z) formal von
derjenigen der Funktion 1/(4,(z) nur dadurch, daf§ die fundamentalen Beitrage
t3 und t4 sowie einige Klammern ein anderes Vorzeichen besitzen:

1
CAQ

(Z) = 1- f}l — t2 + t3 + t4 - (t12 — tth) + (t13 - tltg) + (t14 - t1t4)
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+(tog — tats) + (tog — tots) — (tsa — tsts) — (t112 — tit12)

+(t113 — tit1s) + (t11a — tit1g t122 — t1ota)
H(t123 — t1tas — t1ats + titals) + (T104 — L1tog — L1oty + t1loly
+(T132 — t13t2 (t133 — t1sts t134 — C1t3a — t13ts + t1l3ts

-+

togq — togty) + (t3zq — tstsq)

(

( ) — (

( )+ ( )
( ) — ( )
(tiaz — tiats t1az — tiats) — (t1aa — tiata) + (taos — totos)
( ) — ( )
—(toaz — toats )+ (

(

) —
) —(
toos — tatas) — (tass — tasts logq — tatss — tagly + lalsly
) — (
) —

+(t344 — T34ty (E.6)

In der Darstellung B; haben die Gruppenelemente folgende Charaktere:
xBi(0y) = xB,(c2) = —1, xB,(02) = xB,(e) = 1. Hier kehren sich also bei den
Beitrégen der Orbits mit o,- oder mit co-Symmetrie die Vorzeichen um. Das sind
genau die Orbits mit ungerader Lange. Damit sieht 1/(p, (z) folgendermaBlen aus:

1
C—Bl(Z)

1) (14 ) (1 + ) (1 + £2) (1 — t1a) (1 — t13) (1 — t1a) (1 — tg)

~—

(
(1 —toa)(1 — t34) (1 + t112) (L 4 t113) (1 + t114) (1 + t122) (1 + L123)

(14 t124) (1 4 t132) (1 + t133) (1 + t134) (1 4 t1a2) (1 + t143) (1 + t144)
(14 t223) (1 4 t224) (1 + ta33) (1 + toza) (1 + t243) (1 + t2aa) (1 + t334)
(1+t344) - -

L+t +to + 13+ by — t12 — t13 — 14 — t2g — fog — t34 + 112 + t113
+t114 + tioo + tis + tioa + tise + tizs + tiza + tiaz + 143 +144

+too3 + loos + Loz + Loga + toas + loag + 334 + T304 —

+tity + lits + tity — tatio — Uitis — titig — tatog — tatos — Lilga + ...
+tats + loty — tat1o — tat1z — lotiy — tolog — totoy — lotsa + . ..

+isty — lglia — talig — t3tia — tataz — lglog — lalaa + . ..

—tat1o — tat1z — latra — talog — tatog — tatza + . ..

+ttots + titoty + t1tgty + tolsty — . .. (E?)

Ahnlich wie bei der Darstellung A, kann man auch hier argumentieren, daf die
Kombinationen sich authebender Terme nicht zerstort werden:

= 14+t +ta+1t5+ 1ty — (tia — tita) — (tiz — tats) — (t1a — t1ts)

—(tog — tats) — (toa — tats) — (tss — tsts) + (t112 — tit12)
+(tis — tit1z) + (t11a — titia) + (fr22 — tiata)
—|—(t 193 — t1toz — t12ls + t1t2t3) + (t 194 — t1tog — t12ly + t1t2t4)
+(t132 — tista) + (133 — tists) + (t1sa — titzs — tisty + titsty)
+(t1ag — tiata) + (t1az — tiats) + (t1aa — trats) + (taos — totas)
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+(toos — totas) + (tozs — tasts) + (toga — tatsy — tosty + tatsty)
+(toas — toats) + (toas — toats) + (334 — t3tsa)
+(t344 — t34t4) — ... (E8)

Abschlieflend ist noch die Darstellung By zu betrachten. Zur Funktion 1/(z,(2)
tragt jeder Orbit mit der Symmetrie o, oder ¢, mit umgekehrtem Vorzeichen bei.
Die Symbolstrings dieser Orbits enthalten eine ungerade Anzahl von Symbolen,
die das Zeichen = enthalten, bzw. eine insgesamt ungerade Anzahl der Zahlen 1
und 2. Daher hat 1/(p,(z) folgende Gestalt:

() =

1+t
<B2 1)

+ o) (1 —t3)(1 — t4)(1 — t12) (1 + t13) (1 + t14) (1 + t23)

1 —t34) (1 + t112) (1 — t113) (1 — t114) (1 4 t122) (1 — t193)
(1 —t132) (1 4 t133) (1 + t134) (1 — t1a2) (1 + t143) (1 + t144)
(1 — t224) (1 4 t233) (1 + t234) (1 + t243) (1 + toas) (1 — t334)
1 — t344) ce
= 1+t +ty— 13—ty —tiz +tiz + tig + Loz + tog — €34 +t112 — ti13
—t114 + 192 — t123 — t124 — 132 + t133 + 134 — t1a2 + 143 + t1aa
—to93 — toga + tasz + tozs + toas + toas — 334 — 344 — - ..
+iaty — tatg — taty — tilio + tatis + Uitig + talos +titos — titza + ...
—tots — loty — tat1o + tat13 + tatia + lotas + lotos — tolss + ...
+tsly + t3lia — latis — tatia — talog — latos +t3tas + ...
Fiatia — tat1s — tat1y — talog — lalog +tatss + . ..
—tybots — tytoty + titsty + totsty — ... (E.9)

( (1
(14 ta4)(
(1 —t124)
( )
(

1 — 993

Auch hier kombinieren die Terme in der gewohnten Weise:

—(2) = 1+t +ty—t3—tys— (tio — tata) + (t13 — tats) + (t1a — tits)

+(taz — tats) + (tos — tots) — (tss — tats) + (t112 — tit12)
—(t1s — tit13) — (t11a — tit1a) + (122 — tiota)

—(t123 — titay — tiats + titats) — (t1os — titos — tioty + titoty)

—(t132 — tista) + (tiss — tists) + (tiza — titsy — tigts + titsty)

—(t1a2 — tiate) + (t1az — trats) + (traa — tiats) — (taos — totas)

—(togs — tatay) + (tass — tosts) + (tasa — tolsy — togty + Lotsty)

( )+ ( ) — (

—( ) —

togq — Toaty t334 — t3t3s)

+

toaz — Toats

t344 — T3als (E.10)
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