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KonventionenIn Vorwegnahme s�amtlicher Ausf�uhrungen sollen bereits hier einige Konventionenfestgelegt werden. Man erinnere sich an diese kurze Aufstellung, sollten sich beimLesen des Textes Unklarheiten ergeben.Die allgemeine vierdimensionale Abbildung, die in dieser Arbeit untersuchtwerden soll, wird durchg�angig mitM�;F bzw. M�;�;fbezeichnet, wobei �, F , � und f jeweils die Parameter bezeichnen, durch die dieAbbildung eindeutig festgelegt ist.F�ur viele Ausf�uhrungen wird eine umskalierte Abbildung | entsprechend Glei-chung (1.15) | ben�otigt, die durchg�angig mit einer Tilde versehen wird, also:~M�;F bzw. ~M�;�;f:Jede weitere Abbildung, die in dieser Skalierung zu verstehen ist, wird ebenfallsmit einer Tilde versehen.Um die in der vierdimensionalen Abbildungen enthaltenen beiden zweidimen-sionalen Abbildungen gesondert zu kennzeichnen, sollen die folgenden Symboleverwandt werden:M (x)�;�;f ; M (y)�;�;f bzw. ~M (x)�;�;f ; ~M (y)�;�;f :Hierbei bezeichnet M (x)�;�;f den (x; u){Anteil und M (y)�;�;f den (y; v){Anteil vonM�;�;f.Bei der Betrachtung zweier wichtiger Spezialf�alle entkoppeln die AbbildungenM (x)�;�;f und M (y)�;�;f voneinander, und es emp�ehlt sich, f�ur diese Spezialf�alle neueSymbole einzuf�uhren. S�amtliche zweidimensionalen Abbildung, die in der (x; u){Ebene operieren werden mit einem Balken versehen, also:�M�;f :S�amtliche zweidimensionalen Abbildungen in der (y; v){Ebene werden mit einemDach versehen: M̂f :Alle Abbildungen, die nur zeitweilig f�ur Rechnungen ben�otigt werden und sich ausden obigen ableiten lassen, sollen mit einem Brevis gekennzeichnet werden, also:�M�;�;f bzw. �M�;f :1
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Einleitung Ladies and gentleman, attention, please!Come in close where everyone can see!I got a tale to tell, it isn't gonna cost a dime!(And if you believe that,we're gonna get along just �ne.)Steve Earle \Snake Oil"In dieser Arbeit soll die Bewegung eines geladenen Teilchens in einem zeitlichkonstanten, homogenen Magnetfeld unter der Einwirkung eines zeitlich periodi-schen, ortsabh�angigen elektrischen Feldes analysiert werden. Dabei soll die Wir-kung des elektrischen Feldes auf das Teilchen als so kurz erachtet werden, da� sichdie Zeitabh�angigkeit gut durch eine Folge zeitlich �aquidistanter �{Impulse appro-ximieren l�a�t. Ein so approximiertes Feld wird auch als Kick{Feld bezeichnet, diezeitliche Frequenz des elektrischen Feldes soll daher Kick{Frequenz genannt wer-den. Ferner sei vorausgesetzt, da� das elektrische Feld transversal zum Magnet-feld ist, das hei�t, die beiden Felder sollen einen konstanten Winkel zueinandereinschlie�en. Der Winkel zwischen dem elektrischen Feld und der zum Magnetfeldorthogonalen Richtung soll mit � bezeichnet werden.Um ein aus dynamischer Sicht leichter handhabbares Modell zu erhalten, sol-len s�amtliche dissipativen Eigenschaften des physikalischen Systems, also zumBeispiel die Zyklotronstrahlung, vernachl�assigt werden. Auf diese Weise erh�altman ein Hamilton{System, bestehend aus einem harmonischen Oszillator undeiner freien Teilchenpropagation, die �uber einen zeitlich periodischen St�ortermmiteinander gekoppelt sind. Die Bewegungsgleichungen dieses Hamilton{Systemsk�onnen dann durch Iteration einer vierdimensionalen Abbildung gel�ost werden. Dadie Zeitabh�angigkeit des elektrischen Feldes durch eine Folge von �{Impulsen ap-proximiert wird, ist es m�oglich, f�ur diese Abbildung einen analytischen Ausdruckanzugeben. Diese Abbildung ist abh�angig von dem oben genannten Winkel �, demVerh�altnis der Zyklotronfrequenz des Magnetfeldes zur Kick{Frequenz, im folgen-den auch mit � bezeichnet, und der Ortsabh�angigkeit des elektrischen Feldes. EinGro�teil der vorliegenden Arbeit besch�aftigt sich mit der Analyse der Dynamikdieser Abbildung.Das hier vorgestellte System und die daraus resultierende Abbildung ist einwichtiges Modell der Plasmaphysik. Es wurde erstmalig eingef�uhrt von Zaslav-4



Einleitung 5sky und Mitarbeitern [1, 2], wobei die Ortsabh�angigkeit des elektrischen Fel-des sinusf�ormig (das hei�t antisymmetrisch und periodisch) gew�ahlt wurde. Ei-ne derartige Ortsabh�angigkeit entspricht einer stehenden Welle, wie sie in einemHohlraumresonator erzeugt werden kann. Neben dem Phasenportrait des Systemswurde vornehmlich das di�usive Energiewachstum des Systems untersucht. Vonbesonderem Interesse ist, da� sich das System in zwei Grenzf�allen auf zwei wohl-bekannte, viel diskutierte zweidimensionale Abbildungen reduzieren l�a�t.F�ur den Grenzfall � = 0, das hei�t in dem Fall, wo das elektrische Feld senk-recht zum Magnetfeld ist, l�a�t sich die vierdimensionale Abbildung auf die eben-falls von Zaslavsky und Mitarbeitern eingef�uhrte Netzabbildung (englisch: webmap) reduzieren [3, 4]. Wie der Name bereits ausdr�uckt, erzeugt die Netzabbil-dung bei bestimmtenParameterwerten� imPhasenraum eine netzartige Struktur,die allgemein als Stochastisches Netz bezeichnet wird. Die Netzabbildung z�ahlt da-her zu einer der interessantesten zweidimensionalen konservativen Abbildungen.Auch bei der Netzabbildung wurden viele Untersuchungen bez�uglich des di�usivenEnergiewachstums durchgef�uhrt.F�ur den Grenzfall � = �=2, das hei�t in dem Fall, da� elektrisches und ma-gnetisches Feld parallel zueinander sind, kann die vierdimensionale Abbildungauf die von Taylor und Chirikov eingef�uhrte Standardabbildung [5, 6] reduziertwerden. Die Standardabbildung spielt eine herausragende Rolle in der Theorieder Twist{Abbildungen und ist das einfachste System, mit dem die Ergebnisseder KAM{Theorie anschaulich demonstriert werden k�onnen. Die Standardabbil-dung zeigt damit auf einfache Weise eine universelle Struktur, wie sie auch inzahlreichen anderen System zu �nden ist. Auch diese Abbildung zeigt di�usivesEnergiewachstum, das Gegenstand zahlreicher Untersuchung ist.Sowohl bei der Netzabbildung als auch bei der Standardabbildung ist eine si-nusf�ormige Ortsabh�angigkeit des elektrischen Feldes vorausgesetzt. In der vorlie-genden Diplomarbeit soll nun vornehmlich eine alternative Ortsabh�angigkeit deselektrischen Feldes, die weiterhin antisymmetrisch, jedoch nicht mehr periodischist, und deren Auswirkung auf die Dynamik untersucht werden. Die meisten Un-tersuchungen werden anhand einer signumf�ormigenOrtsabh�angigkeit mit stetigem�Ubergang durchgef�uhrt. Eine derartige Ortsabh�angigkeit kann zum Beispiel durcheine homogene Raumladungsschicht konstanter Breite, die zeitlich oszilliert, rea-lisiert werden.Es soll eine detaillierte Analyse des Phasenportraits dieses Systems in Ab-h�angigkeit von den Parametern � und � sowie der Breite des �Ubergangsgebie-tes (der Schichtbreite) vorgenommen werden. Dabei werden die oben genanntenGrenzf�alle � = 0 und � = �=2 gesondert ber�ucksichtigt. Es wird sich heraus-stellen, da� die Dynamik im Grenzfall � = 0 ebenfalls ein Stochastisches Netzim Phasenraum erzeugt, obgleich die Ortsabh�angigkeit nicht mehr periodisch ist.Der Aufbaumechanismus dieses Stochastischen Netzes ist jedoch grundverschiedenvon dem der Netzabbildung. Die genauen Unterschiede der Dynamik zu dem Falleiner sinusf�ormigen Ortsabh�angigkeit sollen verdeutlicht werden. Betrachtungenbez�uglich des di�usiven Energiewachstums sollen, trotz ihrer nicht unbedeutendenphysikalischen Bedeutung, in dieser Arbeit jedoch nicht durchgef�uhrt werden.



Einleitung 6Die Arbeit ist in sechs Kapitel gegliedert, von denen sich die ersten drei mitrechentechnischen und mathematischen Vorbereitungen befassen und die letztendrei mit der Dynamik des Systems. Im ersten Kapitel wird erkl�art, wie sich dieAbbildung konkret aus dem physikalischen System gewinnen l�a�t. Im zweitenKapitel werden �aquivalente Darstellungen der Abbildung diskutiert und die Ver-bindung zu einem von Krug und Schw�agerl diskutierten System [7] hergestellt.Das dritte Kapitel ist eine allgemeine Einf�uhrung in die Theorie der Symmetri-en und Umkehrenden Symmetrien diskreter dynamischer Systeme. Der Grenzfall� = 0 (Magnetfeld und elektrisches Feld senkrecht zueinander) wird im viertenKapitel besprochen, wobei ein neuer Aufbaumechanismus f�ur Stochastische Net-ze erl�autert und mit dem von der Netzabbildung her bekannten verglichen wird.Es wird eine vollst�andige, mathematisch exakte Analyse des regul�aren Anteilsdes Dynamik gegeben. Kapitel f�unf behandelt den anderen Grenzfall � = �=2(Magnetfeld und elektrisches Feld parallel zueinander), wobei unter anderem einkurzer Einblick in die Dynamik der Standardabbildung gegeben wird. Das sechsteKapitel besch�aftig sich schlie�lich mit der vierdimensionalen Dynamik, wobei ins-besondere untersucht werden soll, wie sich diese Dynamik in der N�ahe der beidenbekannten Grenzf�alle verh�alt.



Kapitel 1Die Abbildung1.1 Herleitung aus dem ModellWie bereits in der Einleitung erl�autert, soll die Bewegung eines geladenen Teil-chens im homogenen Magnetfeld unter dem Ein
u� eines zeitperiodischen elek-trischen Feldes, das nur jeweils f�ur kleine Zeitintervalle von null verschieden ist,betrachtet werden. Sofern diese Zeitintervalle gegen�uber der zeitlichen Periodevernachl�assigbar klein sind, �ubt das elektrische Feld kurze St�o�e auf das Teilchenaus. Der Einfachheit halber soll angenommen werden, da� die Wirkung des elek-trischen Feldes auf das Teilchen durch eine Folge von �{Impulsen, die durch einenortsabh�angigen Vorfaktor gewichtet sind, beschrieben werden kann.Unter Vernachl�assigung aller dissipativen E�ekte, lassen sich dann die Bewe-gungsgleichungen des Systems aus einer Hamilton{Funktion der folgenden Gestaltherleiten:H(x1; x2; x3; p1; p2; p3; t) = H0(x1; x2; x3; p1; p2; p3)+V (x1; x2; x3)T 1Xn=�1 �(t� nT ): (1.1)Hierbei soll H0(x1; x2; x3; p1; p2; p3) die ungest�orte Bewegung des Teilchens im ho-mogenen Magnetfeld beschreiben und T die zeitliche Periode des elektrischen Fel-des bedeuten. V (x1; x2; x3) ist der erw�ahnte ortsabh�angige Gewichtungsfaktor der�{Impulse; da er die Dimension einer Energie hat, soll er im folgenden als Kick{Potential bezeichnet werden. Der Faktor T vor der Summe ist hierbei notwendig,um diese dimensionslos zu machen; es gilt ja die Identit�at �(t=T�n) = T�(t�nT ).Das Koordinatensystem sei so gew�ahlt, da� das magnetische Feld in x3{Richtung weist. Dann ist H0 von der einfachen GestaltH0(x1; x2; x3; p1; p2; p3) = p21 + p22 + p232m + m!2c (x21 + x22)2 ; (1.2)wobei m die Masse des Teilchen und !c die Zyklotronfrequenz bedeuten. O�enbarkann H0 auch als Summe dreier Hamilton{Funktionen aufgefa�t werden, von de-nen zwei eine harmonische Oszillation in x1{ bzw. x2{Richtung beschreiben unddie dritte die Bewegung eines freien Teilchens in x3{Richtung.7



Kapitel 1. Die Abbildung 8Man erkennt ferner, da� die ungest�orte Bewegung in x2{Richtung bis auf ei-ne m�ogliche Phasenverschiebung vollkommen �aquivalent zur Bewegung in x1{Richtung ist. Da es w�unschenswert ist, die Anzahl der Freiheitsgrade des Systemsweitestgehend zu reduzieren, und die Bewegung in x2{Richtung nichts entschei-dend Neues darstellt, soll von nun an davon ausgegangen werden, da� V nicht vonx2 abh�angt, also V = V (x1; x3) gilt. Hierdurch wird die Bewegung in x2{Richtungvon der in x1{ und x3{Richtung entkoppelt und mu� im folgenden nicht mehrber�ucksichtigt werden. Man verbleibt also mit einem Hamilton{System mit 212Freiheitsgraden der folgenden Gestalt:H(x1; x3; p1; p3; t) = H0(x1; x3; p1; p3) + V (x1; x3)T 1Xn=�1 �(t� nT ) (1.3a)mit H0(x1; x3; p1; p3) = p21 + p232m + m!2cx212 : (1.3b)Es ist allgemein �ublich, ein System mit kontinuierlichem Zeitverlauf, dessenZeitabh�angigkeit periodisch mit der Periode T ist, dadurch in ein System mitdiskretem Zeitverlauf zu �uberf�uhren, da� man einen Poincar�e{Schnitt einf�uhrt,bei dem die Systemzust�ande nur zu den Zeitpunkten nT f�ur n 2 Z festgehaltenwerden. Bei einem Kick{System wie (1.3a) hat man den Vorteil, da� die Bewe-gung zwischen den Kicks allein durch die Hamilton{FunktionH0 beschrieben wird,deren Flu� in diesem Fall integrabel ist. Hierdurch ist es m�oglich, die Poincar�e{Abbildung analytisch zu bestimmen. Man mu� sich jedoch darauf verst�andigen,die Systemzust�ande entweder vor oder nach den Kicks zu notieren. Es wird sichzeigen, da� beide M�oglichkeiten auf zwei zueinander topologisch konjugierte Ab-bildungen f�uhren.Die zu dem oben eingef�uhrten Poincar�e{Schnitt geh�orige Poincar�e{Abbildung,das hei�t diejenige Abbildung, die einem Systemzustand (x1; p1; x3; p3) den Zu-stand nach Verstreichen der Zeit T zuordnet, werde im folgenden mitM bezeich-net. M setzt sich zusammen aus dem Flu� �T von H0 und einer Abbildung 	K,die den Ein
u� des Kicks auf das System beschreibt und im folgenden als Kick{Abbildung bezeichnet werden soll.Notiert man den Zustand des Systems vor dem Kick, so erh�alt man als Poin-car�e{Abbildung o�ensichtlich M = �T �	K: (1.4)Betrachtet man hingegen umgekehrt den Systemzustand nach dem Kick, so erh�altman entsprechend �M = 	K � �T : (1.5)Da der Flu� von H0 ein Di�eomorphismus ist, erkennt man leicht, da� M und �Mzueinander topologisch konjugiert sind:M = �T � �M � ��1T : (1.6)



Kapitel 1. Die Abbildung 9Im folgenden seien alle Betrachtungen auf M beschr�ankt. Eine ausf�uhrliche Au
i-stung s�amtlicher zu M konjugierten Poincar�e{Abbildungen �ndet sich im folgen-den Abschnitt und im Kapitel 2.Man kann sich leicht davon �uberzeugen, da� die Kick{Abbildung 	K keinenEin
u� auf den Ort des Teilchens haben kann, sondern allein auf die Impulse p1und p3 wirkt, da V allein ortsabh�angig ist. Integriert man die Bewegungsgleichun-gen des Systems um einen der Zeitpunkte nT herum, so erh�alt man den folgendenAusdruck: 	K : 0BBB@ x1p1x3p3 1CCCA 7! 0BBBB@ x1p1 + T F̂1(x1; x3)x3p3 + T F̂3(x1; x3) 1CCCCA (1.7a)mit F̂i = �@V@xi (x1; x3) ; i = 1; 3: (1.7b)Die F̂i haben die Dimension einer Kraft und als negative Ableitungen des Kick{Potentials w�urde es Sinn machen, sie als \Kick{Kr�afte" zu bezeichnen. DieseBezeichnung ist jedoch sprachlich ungeschickt und da viele der nun folgendenAusf�uhrungen eher mathematischer Art sind, sollen die F̂i von nun an Kick{Funktionen genannt werden.Zur Bestimmung der Poincar�e{Abbildung fehlt noch ein Ausdruck f�ur den un-gest�orten Flu� �T .H0 ist die Summe zweier voneinander unabh�angiger Hamilton{Funktionen (harmonische Oszillation in x1{Richtung und freie Bewegung in x3{Richtung). Man kann zeigen, da� sich der Flu� �T als Komposition der Fl�ussedieser beiden entkoppelten Hamilton{Systeme schreiben l�a�t, also:�T = �(1)T � �(2)T = �(2)T � �(1)T : (1.8)�(1)T und �(2)T sind aber auf einfache Weise zu bestimmen. F�ur die harmonischeOszillation des Teilchens in x1{Richtung mit der Frequenz !c in der Zeitspanne Tgilt: �(1)T : 0BBB@ x1p1x3p3 1CCCA 7! 0BBB@ cos !cT sin!cTm!c 0 0�m!c sin!cT cos !cT 0 00 0 1 00 0 0 1 1CCCA0BBB@ x1p1x3p3 1CCCA ; (1.9)und f�ur die freie Bewegung in x3{Richtung in der Zeitspanne T ergibt sich:�(2)T : 0BBB@ x1p1x3p3 1CCCA 7! 0BBB@ 1 0 0 00 1 0 00 0 1 Tm0 0 0 1 1CCCA0BBB@ x1p1x3p3 1CCCA : (1.10)



Kapitel 1. Die Abbildung 10Insgesamt erh�alt man also die folgende Poincar�e{Abbildung:M : 0BBB@ x1p1x3p3 1CCCA 7! 0BBB@ cos!cT sin!cTm!c 0 0�m!c sin!cT cos !cT 0 00 0 1 Tm0 0 0 1 1CCCA0BBBB@ x1p1 + T F̂1(x1; x3)x3p3 + T F̂3(x1; x3) 1CCCCA :(1.11)In dieser Darstellung h�angt die Abbildung M noch von der Frequenz !c, derPeriodendauer T , der Masse m und von den Kick{Funktionen F̂i ab. Um dieAnzahl der Parameter zu reduzieren, emp�ehlt es sich, die Koordinaten wie folgtzu skalieren: x = x1 ; u = Tp1m ; y = x3 ; v = Tp3m ; (1.12a)wobei zur weiteren Vereinfachung die Kick{Funktionen F̂i ebenfalls neu skaliertwerden: Fx(x; y) = T 2F̂1(x; y)m ; Fy(x; y) = T 2F̂3(x; y)m : (1.12b)Ber�ucksichtigt man, da� x1,x3 die Dimension einer L�ange, p1,p3 die Dimension ei-nes Impulses und F̂1,F̂2 die Dimension einer Kraft haben, so erkennt man, da� alleneu de�nierten Gr�o�en die Dimension einer L�ange haben. Im folgenden werden Fxund Fy der Einfachheit halber h�au�g zu einer zweidimensionalen Kick{FunktionF zusammengefa�t.Mit Hilfe dieser Umskalierung und der Abk�urzung� = !cT (1.13)vereinfacht sich die Poincar�e{Abbildung M schlie�lich zu:M�;F : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ cos� sin�� 0 0�� sin� cos� 0 00 0 1 10 0 0 1 1CCCA0BBB@ xu+ Fx(x; y)yv + Fy(x; y) 1CCCA : (1.14)Diese Abbildung ist nur noch von demWinkel � und der zweidimensionalen Kick{Funktion F abh�angig. Im folgenden soll die Abbildung immer mit diesen beidenGr�o�en indiziert werden.1.2 �Aquivalente DarstellungEs ist m�oglich die Abbildung M�;F durch Umskalierung der Koordinaten weiterzu vereinfachen. Der Einfachheit halber werden von nun an keine neuen Symbolemehr eingef�uhrt: p�x! x ; up� ! u ; y ! y ; v ! vFx(x=p�; y)p� ! Fx(x; y) ; Fy(x=p�; y)! Fy(x; y): (1.15)



Kapitel 1. Die Abbildung 11Hiermit l�a�t sich M�;F vereinfachen zu~M�;F : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ cos� sin� 0 0� sin� cos� 0 00 0 1 10 0 0 1 1CCCA0BBB@ xu+ Fx(x; y)yv + Fy(x; y) 1CCCA : (1.16)Diese Darstellung hat den Vorteil, da� sich die Formeln um einen Vorfaktor �bzw. 1=� vereinfachen, gerade bei sehr aufwendigen �Uberlegungen soll hiervonsp�ater Gebrauch gemacht werden. Zudem ist �T in dieser Skalierung eine reineDrehung in der (x; u){Ebene, und es zeigt sich, da� hierdurch das Phasenportraitin dieser Ebene eine symmetrischereGestalt annimmt. Jedoch hat diese Skalierungden Nachteil, da� sie im Grenzfall � ! 0 nicht mehr topologisch konjugiert zururspr�unglichen Abbildung (1.14) ist (zum Beispiel divergiert das erste Argumentin der Kick{Funktion F ).Der Grenzfall � ! 0 entspricht im physikalischen System gerade dem Ab-schalten des magnetischen Feldes. M�=0;F beschreibt dann die zweidimensionaleBewegung eines freien Teilchens unter dem Ein
u� des Kick{Potentials, dieserGrenzfall kann von ~M�;F nicht mehr erfa�t werden. Aus diesem Grunde sollen alle�Uberlegungen �uber die allgemeine vierdimensionale Abbildung anhand von M�;Fdurchgef�uhrt werden. Wenn im folgenden nichts anderes gesagt wird, ist immerdie Abbildung von der Gestalt (1.14) gemeint.Dagegen sind die Ausf�uhrungen in Kapitel 4 nur f�ur � > 0 von Interesse, undgerade dort wird sich die Skalierung (1.15) als sinnvoll erweisen.1.3 n{te Iterierte der AbbildungF�ur sp�atere Betrachtungen wird es sich als wichtig erweisen, die n{te Iterierte derAbbildung M�;F in der folgenden Gestalt zu betrachten:Mn�;F : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ x cos n�+ u� sinn���x sinn�+ u cos n�y + nvv 1CCCA + n�1Xk=00BBB@ 1�Fx(xk; yk) sin(n� k)�Fx(xk; yk) cos(n� k)�(n� k)Fy(xk; yk)Fy(xk; yk) 1CCCA(1.17a)mit xk =Mk�;F (x; u; y; v) � ~ex ; yk =Mk�;F (x; u; y; v) � ~ey: (1.17b)~ex,~ey sind dabei die vierdimensionalen Einheitsvektoren in x{ bzw. y{Richtung.Leider ist dies keine in sich geschlossene Form. Zur Berechnung der n{ten Iteriertenben�otigt man s�amtliche (x; y){Paare der 1; : : : ; (n�1){ten Iterierten. Es wird sichjedoch zeigen, da� mit Hilfe von (1.17a) und speziell gew�ahltem F sich einige ex-akte Schlu�folgerungen �uber die Periodizit�at bestimmter Bereiche im Phasenraumtre�en lassen (siehe hierzu weiter unten). (1.17a) l�a�t sich mittels vollst�andigerInduktion nach n wie folgt beweisen:



Kapitel 1. Die Abbildung 12IA: n = 1. Es ist klar, da� (1.17a) f�ur n = 1 in die AbbildungM�;F gem�a� (1.14)�ubergeht.IV: (1.17a) sei f�ur n � 1 bewiesen.IS: n ! n + 1. Gegeben sein ein beliebiger Anfangspunkt (x; u; y; v) 2 IR4. Diek{ten Iterierten dieses Punktes sollen wie folgt abgek�urzt werden:(xk; uk; yk; vk) =Mk�;F (x; u; y; v):Nun gilt Mn+1�;F = M�;F � Mn�;F . Schreibt man (1.14) entsprechend um, soerh�alt man:0BBB@ xn+1un+1yn+1vn+1 1CCCA = 0BBB@ xn cos�+ (un + Fx(xn; yn)) sin����xn sin� + (un + Fx(xn; yn)) cos�yn + vn + Fy(xn; yn)vn + Fy(xn; yn) 1CCCA :Nach IV sind die xn; un; yn; vn bereits durch (1.17a) gegeben. Eingesetzt folgtdann:xn+1 =  x cosn� + u� sin n�+ n�1Xk=0 1�Fx(xk; yk) sin(n� k)�! cos�+  ��x sinn�+ u cos n� + n�1Xk=0Fx(xk; yk) cos(n � k)� + Fx(xn; yn)! sin��= x cos(n+ 1)� + u� sin(n + 1)�+ nXk=0 1�Fx(xk; yk) sin(n+ 1 � k)�un+1 = �� (x cos n�+ u� sinn�+ n�1Xk=0 1�Fx(xk; yk) sin(n� k)�! sin�+  ��x sinn�+ u cos n� + n�1Xk=0Fx(xk; yk) cos(n � k)� + Fx(xn; yn)! cos�= ��x sin(n+ 1)� + u cos(n+ 1)� + nXk=0Fx(xk; yk) cos(n+ 1� k)�yn+1 = y + nv + n�1Xk=0(n � k)Fy(xk; yk) + v + n�1Xk=0 Fy(xk; yk) + Fy(xn; yn)= y + (n + 1)v + nXk=0(n+ 1� k)Fy(xk; yk)vn+1 = v + n�1Xk=0 Fy(xk; yk) + Fy(xn; yn)= v + nXk=0Fy(xk; yk):Die Endformeln sind jeweils gleich denen, die sich f�ur n+1 aus (1.17a) ergebenw�urden. Da (x; u; y; v) beliebig gew�ahlt wurde, ist hiermit (1.17a) bewiesen.2



Kapitel 1. Die Abbildung 131.4 Einschr�ankung der Kick{PotentialeAlle bisherigen �Uberlegungen gelten f�ur beliebige Kick{Potentiale V und damitauch f�ur beliebige Kick{Funktionen F . Die Untersuchungen seien jedoch auf Kick{Potentiale beschr�ankt, deren �Aquipotentiallinien parallel zu einer beliebigen Ge-raden durch den Nullpunkt sind. Anschaulich gesprochen sollen nur diejenigenKick{Potentiale betrachtet werden, bei denen das Teilchen in Richtung einer Ge-rade durch den Ursprung gekickt wird. Das hei�t, das elektrische Feld soll eineeinheitliche Richtung haben und mit dem homogenen Magnetfeld einen konstan-ten Winkel einschlie�en. Man macht sich schnell klar, da� eine derartige Klassevon Kick{Potentialen die allgemeine GestaltV (x; y) = v(x cos� + y sin�) (1.18a)hat, wobei � den Winkel der �Aquipotentiallinien mit der y{Achse bezeichnet.Weiterhin soll die Klasse der betrachteten Kick{Potentiale auf gerade Funktionenv beschr�ankt sein: v(x) = v(�x): (1.18b)Durch Di�erenzieren von (1.18a) erh�alt man in der Skalierung (1.12) s�amtlichein Frage kommenden Kick{Funktionen:Fx(x; y) = cos �f(x cos� + y sin�)Fy(x; y) = sin�f(x cos � + y sin�) (1.19a)mit f(x) = �T 2m v0(x): (1.19b)Es sei angemerkt, da� f eine ungerade Funktion ist, sofern v, wie vorausgesetzt,gerade ist. Im folgenden sei die Kick{Funktion F immer von der Gestalt (1.19);sollte ein Ergebnis auch f�ur allgemeines F g�ultig sein, wird gesondert darauf hin-gewiesen (siehe Kapitel 2).Durch die obige Spezialisierung der Kick{Funktionen ist die Poincar�e{AbbildungM�;F von einem weiteren Winkel � abh�angig, daf�ur aber nur noch voneiner eindimensionalen Kick{Funktion f . Im folgenden soll daher f�ur die Poin-car�e{Abbildung M�;�;f geschrieben werden:M�;�;f : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ cos� sin�� 0 0�� sin� cos� 0 00 0 1 10 0 0 1 1CCCA0BBB@ xu+ cos�f(x cos � + y sin�)yv + sin �f(x cos� + y sin�) 1CCCA :(1.20)Anhand der Matrixdarstellung erkennt man deutlich, da� sich M�;�;f aus zweizweidimensionalen Abbildungen zusammensetzt, die �uber die Kick{Funktion f



Kapitel 1. Die Abbildung 14miteinander gekoppelt sind. Um diese beiden im wesentlichen getrennt voneinan-der arbeitenden Dynamiken hervorzuheben, soll die Abbildung auch in der folgen-den Form geschrieben werden:M (x)�;�;f :  xu ! 7!  cos� sin���� sin� cos� ! xu+ cos �f(x cos� + y sin�) ! (1.21a)und M (y)�;�;f :  yv ! 7!  1 10 1 ! yv + sin�f(x cos� + y sin�) ! : (1.21b)Bei dieser Schreibweise ist jedoch zu beachten, da� M (x)�;�;f und M (y)�;�;f im allge-meinen miteinander gekoppelt sind (M (x)�;�;f ist von y und M (y)�;�;f von x abh�angigabh�angig) und somit formal keine zweidimensionalen Abbildungen sind. M (x)�;�;fsoll im folgenden auch als (x; u){Abbildung bzw. {Dynamik undM (y)�;�;f als (y; v){Abbildung bzw. {Dynamik bezeichnet werden.F�ur die wichtigen Spezialf�alle � = 0 und � = �=2 sind M (x)�;�;f und M (y)�;�;fvoneinander entkoppelte zweidimensionale Abbildungen und k�onnen getrennt un-tersucht werden. Anschaulich ist klar, da� das Teilchen bei � = 0 senkrecht zumMagnetfeld und f�ur � = �=2 parallel dazu gekickt wird. F�ur � = 0 reduziertsich M (y)�;�;f auf eine gleichf�ormige Translationsbewegung in y{Richtung, und um-gekehrt vereinfacht sich M (x)�;�;f f�ur � = �=2 zu einer harmonischen Oszillation inx{Richtung. Beide Spezialf�alle sollen in den nun nachfolgenden Abschnitten sowiein den Kapiteln 4 und 5 n�aher untersucht werden.1.5 Der Fall � = 0Wie im vorherigen Abschnitt angek�undigt, entkoppeln im Fall � = 0 die (x; u){AbbildungM (x)�;�;f und die (y; v){AbbildungM (y)�;�;f . Setzt man in (1.21) � = 0 ein,so ergibt sich:M (x)�;�=0;f :  xu ! 7!  cos� sin���� sin� cos� ! xu+ f(x) ! (1.22a)und M (y)�;�=0;f :  yv ! 7!  1 10 1 ! yv ! : (1.22b)Wie man sieht, beschreibt M (y)�;�=0;f eine einfache Translationsbewegung in y{Richtung. Dieser Teil der Dynamik mu� daher nicht weiter betrachtet werden,stattdessen sei das Augenmerk allein auf M (x)�;�=0;f gerichtet. Im folgenden soll derIndex � = 0 weggelassen werden.Die Abbildung (1.22a) wurde von Zaslavsky und Mitarbeitern f�ur die spezielleKick{Funktion f(x) = �K sin(2�x) ausf�uhrlich untersucht [3, 4, 8]. Es zeigt sich,



Kapitel 1. Die Abbildung 15da� sich f�ur dieses f und spezielle Parameterwerte � im Phasenraum eine netz-artige Struktur ausbildet, die als Stochastisches Netz bezeichnet wird. (1.22a) inder Skalierung (1.15) wird daher auch als Netzabbildung bezeichnet. Viele weite-re Publikationen (zum Beispiel [9, 10, 11]) besch�aftigen sich ebenfalls mit dieseroder einer leicht abgewandelten Abbildung. Jedoch wird in fast allen Arbeitenvorausgesetzt, da� f zumindest eine periodische Funktion ist. In der vorliegen-den Untersuchung soll unter anderem gezeigt werden, da� die Bedingung einerperiodischen Kick{Funktion f�ur die Ausbildung eines Stochastischen Netzes nichtnotwendig ist.Es sei erw�ahnt, da� sich (1.22a) analog zu den Ausf�uhrungen in Abschnitt 1.1als Poincar�e{Abbildung aus dem folgenden Hamilton{Systemmit 112 Freiheitsgra-de ergibt: H(x; p; t) = p22m + 12m!2cx2 + v(x)T 1Xn=�1 �(t� nT ): (1.23)Setzt man in der Darstellung (1.17a) f�ur die n{te Iterierte der Abbildung diespeziellen Kick{Funktionen (1.19) und anschlie�end � = 0 ein, so erh�alt man nachkurzer Rechnung einen ganz entsprechenden Ausdruck f�ur die n{te Iterierte vonM (x)�;f :M (x)n�;f :  xu ! 7!  x cos n�+ u� sinn���x sin n�+ u cos n� !+ n�1Xk=0  1�f(xk) sin(n� k)�f(xk) cos(n� k)� !(1.24a)mit xn =M (x)n�;f (x; u) � ~ex: (1.24b)Hierbei ist ~ex jedoch nicht vierdimensional, sondern der zweidimensionale Ein-heitsvektor in x{Richtung. Diese Formel wird sich f�ur die sp�atere Beweisf�uhrungals sehr hilfreich erweisen. Eine genaue Untersuchung der Dynamik von (1.22a)�ndet sich in Kapitel 4.1.6 Der Fall � = �2Ganz entsprechend dem vorherigen Abschnitt ergibt sich f�ur den Grenzfall � =�=2 aus (1.21): M (x)�;�=�=2;f :  xu ! 7!  cos� sin���� sin� cos� ! xu ! (1.25a)und M (y)�;�=�=2;f :  yv ! 7!  1 10 1 ! yv + f(y) ! : (1.25b)M (x)�;�=�=2;f beschreibt eine ungest�orte Oszillation in x{Richtung und ist auf eineeinfache Drehstreckung im Phasenraum reduziert. Dieser Teil der Dynamik kannf�ur diesen Spezialfall also vernachl�assigt werden. Ferner istM (y)�;�=�=2;f unabh�angig



Kapitel 1. Die Abbildung 16von dem Winkel �, daher sollen im folgenden die Indizes � und � = �=2 fortge-lassen werden.Die AbbildungM (y)f geht f�ur die Kick{Funktion f(x) = �K sin(2�x) in die vonTaylor und Chirikov eingef�uhrte Standardabbildung [5] �uber, die in zahlreichen Pu-blikationen zitiert und diskutiert wird (zum Beispiel [6]). Die Standardabbildungerh�alt ihre besondere Bedeutung dadurch, da� sie auf einfache Weise die Ergeb-nisse der KAM{Theorie anschaulich demonstriert.Wie im vorherigen Abschnitt l�a�t sich auch (1.25b) formal genauso wie inAbschnitt 1.1 aus einem Hamilton{System der folgenden Gestalt herleiten:H(x; p; t) = p22m + v(x)T 1Xn=�1 �(t� nT ): (1.26)Entsprechend erh�alt man aus der allgemeinen Darstellung (1.17a) f�ur die n{teIterierte der Abbildung:M (y)nf :  yv ! 7!  y + nvv !+ n�1Xk=0  (n� k)f(yk)f(yk) ! (1.27a)mit yk =M (y)kf (y; v) � ~ey: (1.27b)Dabei ist ~ey wieder als zweidimensionaler Einheitsvektor in y{Richtung zu verste-hen. Auch dieser Ausdruck wird sich sp�ater als wichtig erweisen. Eine ausf�uhrli-chere Untersuchung der Dynamik von (1.25b) �ndet sich in Kapitel 5.1.7 Beispiele f�ur Kick{PotentialeIm Rahmen dieser Arbeit sollen mehrere Kick{Potentiale bzw. Kick{Funktionengenauer untersucht werden, die an dieser Stelle kurz vorgestellt werden. Es sollenKick{Potentiale v betrachtet werden, so da� die daraus resultierende Poincar�e{Abbildung M�;�;f im Grenzfall � = 0 in der (x; u){Ebene ein Stochastisches Netzerzeugt. F�ur eine genauere Erl�auterung dieses Begri�es sei auf Kapitel 4 verwiesen.In Vorwegnahme der Ergebnisse sei erw�ahnt, da� es sowohl periodische als auchaperiodische Kick{Potentiale gibt, die dieser Bedingung gen�ugen. Da die Phasen-portraits zu periodischen Kick{Potentialen jedoch ansonsten ganz verschieden vondenen aperiodischer Kick{Potentiale sind, sollen diese beiden Klassen im folgen-den immer getrennt voneinander betrachtet werden.Aperiodische Kick{PotentialeEs wird sich zeigen, da� das aperiodische Kick{PotentialvA1(x) = K 0 ( x22b + b2 f�ur jxj < bjxj f�ur jxj � b (1.28)



Kapitel 1. Die Abbildung 17zu beliebigem b > 0 der oben genannten Bedingung gen�ugt. Dieses vA1 ist nichtsanderes als die Betragsfunktion, die um x = 0 durch ein Parabelst�uck di�eren-zierbar abgerundet wird. Durch Di�erenzieren von vA1 erh�alt man als zugeh�origeKick{Funktion fA1(x) = �K ( xb f�ur jxj < bsgn(x) f�ur jxj � b (1.29)mit K = K 0T 2=m. fA1 ist also die Signum{Funktion, die um x = 0 durch ein Ge-radenst�uck stetig verbunden ist. In dem hier vorgestellten physikalischen Modellentspricht diese Kick{Funktion dem elektrischen Feld einer homogenen Raumla-dungsschicht der Breite 2b, die zeitperiodisch oszilliert.Obgleich die Poincar�e{Abbildung M�;�;fA1 st�uckweise linear ist, erzeugt sie imGrenzfall � = 0 in der (x; u){Ebene ein Stochastisches Netz, dessen Struktur undAufbaumechanismus sich vollst�andig erkl�aren lassen. Diese Poincar�e{Abbildungkann somit als Prototyp f�ur einen m�oglichen Aufbaumechanismus eines Stocha-stischen Netzes benutzt werden.Es zeigt sich, da� f�ur das Entstehen des Stochastischen Netzes nicht so sehrdie Gestalt von vA1 in der N�ahe von x = 0 entscheidend ist, sondern vielmehrdessen Asymptotik. Einige Rechnungen sollen daher an dem leicht abgewandeltenKick{Potential vA2(x) = K 0b ln cosh xb (1.30)durchgef�uhrt werden, das im Gegensatz zu vA1 beliebig oft di�erenzierbar ist undsich f�ur kleine b durch vA1 gut approximieren l�a�t. Aus vA2 ergibt sich die Kick{Funktion fA2(x) = �K tanh xb (1.31)mit K = K 0T 2=m. Es wird sich zeigen, da� vA2 ganz �ahnliche Phasenportraitserzeugt wie vA1.Periodische Kick{PotentialeDie meisten Rechnungen f�ur periodische Kick{Potentiale sollen anhand vonvP1(x) = �K 02� cos(2�x) (1.32)durchgef�uhrt werden, also anhand der Kick{FunktionfP1(x) = �K sin(2�x) (1.33)mit K = K 0T 2=m. In dem physikalischen Modell entspricht diese Kick{Funktiondem elektrischen Feld einer stehenden Welle (zum Beispiel Hohlraumresonator),die zeitlich oszilliert.Die zugeh�orige Poincar�e{Abbildung M�;�;fP1 wurde erstmalig von Zaslavskyund Mitarbeitern eingef�uhrt [1]. Die beiden Teilabbildungen M (x)�;fP1 und M (y)fP1 , zudenen sichM�;�;fP1 in den Grenzf�allen � = 0 bzw. � = �=2 reduziert, sind f�ur dieKick{Funktion (1.33) wohlbekannt.M (x)�;fP1 ist die bereits erw�ahnte Netzabbildung



Kapitel 1. Die Abbildung 18und M (y)�;fP1 die ebenfalls erw�ahnte Standardabbildung. F�ur genauere Ausf�uhrun-gen zu diesen beiden wichtigen zweidimensionalen Abbildungen sei auf die Kapitel4 und 5 verwiesen.Es ist bekannt, da� auch andere periodische Kick{Potentiale ein StochastischesNetz erzeugen k�onnen. Aus diesem Grunde sollen einige wenige Rechnungen an-hand des Kick{PotentialsvP2(x) = �K 02� 1Xk=0 cos(2�(2k + 1)x)(2k + 1)3 (1.34)durchgef�uhrt werden. vP2 ist eine di�erenzierbare periodische Funktion der Pe-riode 1, die aus Parabelst�ucken zusammengesetzt ist und die Cosinus{Funktionapproximiert. Da (1.32) formal eine Fourier{Reihe ist, wurde der Einfachheit hal-ber vP2 ebenfalls in Form einer Fourier{Reihe angegeben. Es ergibt sich die Kick{Funktion fP2(x) = �K 1Xk=0 sin(2�(2k + 1)x)(2k + 1)2 (1.35)mit K = K 0T 2=m. fP2 ist die periodisch fortgesetzte Dreiecksfunktion. Die sichausM (x)�;fP2 ergebenden Netzstrukturen wurden von Yu und Parmenter [9] ausf�uhr-lich untersucht. F�ur genauere Erl�auterungen sei auf das Kapitel 4.



Kapitel 2Topologische Konjugiertheit2.1 Allgemeiner FallDie folgenden �Uberlegung gelten f�ur beliebige Kick{Potentiale. Gegeben sei diePoincar�e{Abbildung M�;F in der Gestalt (1.14) mit beliebiger zweidimensionalerKick{Funktion F .Mit Hilfe eines algebraischen Computer{Programmes1 war es m�oglich, eineganze Klasse zueinander topologisch konjugierter Abbildungen vom Typ (1.14) zu�nden. Es zeigt sich, da� M�;F topologisch konjugiert zu einer Abbildung M�;Gmit einem anderen Winkel � und einer anderen Kick{Funktion G ist. Formal gilt:M�;G = h�1�;�;' �M�;F � h�;�;': (2.1)Dabei ist h�;�;' eine einparametrige Schar von Hom�oomorphismen (Scharparame-ter ') | genau genommen von invertierbaren linearen Abbildungen |, die vonden Winkeln �,� und einem zus�atzlichen frei w�ahlbaren Winkel ' abh�angt. h�;�;'ist von der folgenden Gestalt:h�;�;' : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBBB@ cos' 0 � sin' 0� cos'(cos��cos �)sin� � sin � cos'� sin� � sin'(1�cos�)sin� �� sin'sin�sin' 0 cos' 0sin'� sin' cos � sin � sin'� 0 cos' 1CCCCA0BBB@ xuyv 1CCCA :(2.2)Die neue Kick{Funktion G l�a�t sich folgenderma�en aus der alten Kick{Funktion F und den Transformationsparametern �; �; ' bestimmen:Gx(x; y) = 2�(cos2 ' cos�+ sin2 '� cos �)sin � x+ 2�(sin' cos'(1 � cos�))sin � y+� cos' sin�� sin � Fx(x cos'� y sin'; x sin'+ y cos')+� sin'sin � Fy(x cos'� y sin'; x sin'+ y cos') (2.3a)1Maple V Revision 2 19



Kapitel 2. Topologische Konjugiertheit 20und Gy(x; y) = 2 sin' cos'(1 � cos�)x� 2 sin2 '(1� cos�)y�sin� sin'� Fx(x cos' � y sin'; x sin'+ y cos')+ cos'Fy(x cos'� y sin'; x sin'+ y cos'): (2.3b)Mit Hilfe dieser allgemeinen Transformation ist es prinzipiell m�oglich, den Win-kel � immer auf null zu transformieren, man mu� ja nur h�;�=0;' f�ur ein beliebiges' auf M�;F anwenden. Die (x; u){Dynamik, das hei�t ein entsprechend de�niertesM (x)�;F , h�atte dann formal dieselbe Struktur, wie die (y; v){DynamikM (y)�;F . In derPraxis ist ein derartiges Vorgehen jedoch in der Regel nicht sinnvoll (siehe jedochdie Ausf�uhrungen in den folgenden Abschnitten), da die neue Kick{Funktion Geine sehr komplizierte Gestalt annehmen kann.Beschr�ankt man sich auf Kick{Funktionen von der Gestalt (1.19), alsoFx(x; y) = cos �f(x cos� + y sin �)Fy(x; y) = sin �f(x cos� + y sin�) ; (2.4)so erkennt man leicht, da� die neue Kick{Funktion G f�ur allgemeines �; �; ' nichtebenfalls von dieser gew�unschten Gestalt ist. Da der Winkel ' in den Argumentender Kick{Funktion F wie ein Drehung wirkt, k�onnte man annehmen, da� ' beider Transformation nur den Winkel � beein
u�t, jedoch ver�andert sich dabei dieGestalt der Kick{Funktion so sehr, da� kaum noch Aussagen m�oglich sind. DieTransformation ist hier haupts�achlich aufgrund ihrer allgemeinen Gestalt ange-geben, da sie eine ganze Klasse von Abbildungen miteinander verbindet. In denfolgenden beiden Abschnitten wird sich ein Teilaspekt der obigen Transformationals wichtig erweisen.2.2 Der Fall � = 0Aus der allgemeinen Transformation des vorherigen Abschnitts l�a�t sich leicht eineFormel f�ur den Spezialfall � = 0 bestimmen, sofern man sich auf Kick{Funktionenvon der Gestalt (1.19) bzw. (2.4) beschr�ankt.Betrachtet werden soll die in (1.22a) de�nierte Abbildung M (x)�;f . Da � = 0 indiesem Fall fest vorgegeben ist und ', wie oben erw�ahnt, eine Drehung in denArgumenten der Kick{Funktion F ist, mu� ' = 0 gesetzt werden. Es gilt dann:M (x)�;g = h�1�;� �M (x)�;f � h�;�: (2.5)Dabei ist h�;� eine zweidimensionale invertierbare lineare Abbildung | also auchein Hom�oomorphismus |, die sich aus der linken oberen 2� 2{Matrix von (2.2)ergibt, wobei ' = 0 gesetzt wird:h�;� :  xu ! 7!  1 0�(cos��cos �)sin� � sin �� sin� ! xu ! : (2.6)



Kapitel 2. Topologische Konjugiertheit 21Die neue Kick{Funktion g ergibt sich dann ganz entsprechend durch Einsetzenvon � = ' = 0 in (2.3) und (2.4) zug(x) = 2x�(cos� � cos �)sin � + � sin�� sin � f(x): (2.7)Ber�ucksichtigt man weiterhin, da� sich die Kick{Funktion f aus einem Kick{Potential v ergibt, n�amlich f(x) = �T 2m v0(x), so kann man genausogut sagen, da�| entsprechend (1.23) | die Hamilton{SystemeH(x; p; t) = p22m + 12m��T �2 x2 + v(x)T 1Xn=�1 �(t� nT ) (2.8a)und �H(x; p; t) = p22m + 12m �T !2 x2 + �v(x)T 1Xn=�1 �(t� nT ) (2.8b)auf zwei zueinander topologisch konjugierte Poincar�e{Abbildungen f�uhren. Dabeisind die Kick{Potentiale v und �v wie folgt miteinander verkn�upft:�v(x) = mT 2 x2�(cos � � cos�)sin � + � sin�� sin �v(x): (2.9)Man rechnet schnell nach, da� g(x) = �T 2m �v0(x) gilt, sofern f(x) = �T 2m v0(x) ist.2.3 Ein spezielles Kick{PotentialIn diesem Abschnitt soll ein Beispiel f�ur die Transformationsformel aus dem vor-herigen Abschnitt diskutiert werden. Krug und Schw�agerl haben eine Abbildunguntersucht [7], die sich aus einer Hamilton{Funktion der folgenden Gestalt ergibt:H(q; p; t) = p22 + v(q) 1Xn=�1 �(t� nT ) (2.10a)mit v(q) = 8><>: [(q � 2q0)2 + q20]=2f f�ur q < �q0[q20 � q2] =2f f�ur q2 < q20[(q � 2q0)2 � q20] =2f f�ur q > q0 : (2.10b)Diese Hamilton{Funktion ist o�ensichtlich von der Gestalt (2.8) sofern entweder� oder � gleich null und m = 1 gesetzt werden. Das hier verwandte Kick{Potentialsetzt sich aus Parabelst�ucken zusammen. In Anbetracht der Tatsache, da� in (2.9)x im ersten Summanden gerade quadratisch vorkommt, sollte es m�oglich sein,einen Hom�oomorphismus anzugeben, der die hier betrachtet Abbildung M (x)�;fA1mit der von Krug und Schw�agerl betrachteten verbindet.Ausgangspunkt ist das aperiodische Kick{Potential vA1 aus Abschnitt 1.7. Diezugeh�orige Kick{Funktion fA1 ergab sich in (1.29) zu:f(x) = K 8><>: 1 f�ur x � �b�xb f�ur jxj < b�1 f�ur x � b : (2.11)



Kapitel 2. Topologische Konjugiertheit 22Setzt man nun in (2.6) � = 0 und wendet manh(1) = h�;�=0 :  xu ! 7!  1 0�(cos��1)sin� �sin� ! xu ! (2.12)aufM (x)�;f an, so ist, entsprechend den Ausf�uhrungen im vorhergehenden Abschnitt,diese Abbildung topologisch konjugiert zuM (x)�=0;g = h�1(1) �M (x)�;f � h(1) :  xu ! 7!  1 10 1 ! xu+ g(x) ! (2.13a)mit g(x) = 8><>: 2x(cos� � 1) +K sin�� f�ur x � �b2x(cos� � 1)� Kb sin�� x f�ur jxj < b2x(cos� � 1)�K sin�� f�ur x � b : (2.13b)Um auf die spezielle Form der Abbildung von Krug und Schw�agerl zu gelangen,ist noch eine weitere Transformation notwendig: Da g eine stetige Funktion istund ohne Einschr�ankung davon ausgegangen werden kann, da� b > 0 ist, sind dieAbbildungenh(2) :  xu ! 7!  bxbu� g(bx) ! ; h�1(2) :  xu ! 7!  x=bu=b+ g(x)=b ! (2.14)stetig und zueinander invers. h(2) ist demnach ein Hom�oomorphismus, der aufM (x)�=0;g angewandt werden kann. Es ergibt sich eine immer noch zu M (x)�;f topolo-gisch konjugierte Abbildung der folgenden Gestalt:�M = h�1(2) �M (x)�=0;g � h(2) :  xu ! 7!  x+ uu+ g(bx+ bu)=b ! : (2.15)Ber�ucksichtigt man die Tatsache, da� g st�uckweise linear ist, so ist auch dieAbbildung �M st�uckweise linear und kann demnach in der folgenden Weise ge-schrieben werden: �M (x; u) = 8><>: A(x; u) f�ur jx+ uj < 1B(x; u) f�ur x+ u � 1C(x; u) f�ur x+ y � �1 (2.16a)mit den jeweils linearen AbbildungenA :  xu ! 7!  x+ uu+ (x+ u)(2 cos� � 2� K sin�b� ) ! xu !B :  xu ! 7!  x+ uu+ (x+ u)(2 cos� � 2)� K sin�b� ! xu ! (2.16b)C :  xu ! 7!  x+ uu+ (x+ u)(2 cos� � 2) + K sin�b� ! xu ! :



Kapitel 2. Topologische Konjugiertheit 23Es kann davon ausgegangen werden, da� � kein ganzes Vielfaches von � ist.Setzt man K = 4b�cos� � 1sin� 6= 0 (2.17)und verwendet man zudem die Abk�urzung
 = 2� 2 cos�; (2.18)so vereinfachen sich die obigen Abbildungen schlie�lich zu:A :  xu ! 7!  1 1
 1 + 
 ! xu !B :  xu ! 7!  1 1�
 1 � 
 ! xu !+  02
 ! (2.19)C :  xu ! 7!  1 1�
 1 � 
 ! xu !�  02
 ! :Folglich istM�;f f�ur den oben gew�ahlten K{Wert topologisch konjugiert zu dieserAbbildung �M , die exakt die Form hat, wie sie in [7] von Krug und Schw�agerlbenutzt wurde.



Kapitel 3Symmetrie und Reversibilit�atIn diesem Kapitel sollen allgemein die Symmetrien diskreter dynamischer Systemeuntersucht werden. Man erh�alt daraus ein einfaches Verfahren zum Au�ndenperiodischer Punkte, das sich gerade f�ur die Untersuchung der Abbildung M (x)�;fim Spezialfall � = 0 als besonders sinnvoll erweisen wird und auch im Spezialfall� = �=2 brauchbare Resultate liefert.3.1 Allgemeine GrundlagenIn diesem Abschnitt sollen einige allgemeine �Uberlegungen �uber die Symmetrieei-genschaften diskreter dynamischer Systeme durchgef�uhrt werden. Die S�atze undDe�nitionen orientieren sich im wesentlichen an den Arbeiten von Lamb [12] sowievon Roberts und Quispel [13].Gegeben sei eine beliebige Abbildung M : IRn ! IRn. M kann, wie im vorlie-genden Fall, die Poincar�e{Abbildung eines Hamilton{Systems sein, k�onnte jedochauch abstrakt gew�ahlt werden. Man de�niert die Begri�e Symmetrie und Umkeh-rende Symmetrie der Abbildung M wie folgt:De�nition 3.1 Eine Abbildung L : IRn ! IRn hei�t Symmetrie von M , wennL �M =M � L (3.1)gilt.Es ist klar, da� id,M selber und M�1, sofern M invertierbar ist, immer Sym-metrien von M sind. Somit ist die Menge der Symmetrien einer Abbildung nieleer.Lemma 3.1 Die Menge aller invertierbaren Symmetrien von M bilden eineGruppe bez�uglich der Komposition. Diese wird Symmetriegruppe von M genannt.Der Beweis hierzu �ndet sich in [12] bzw. skizzenhaft in Anhang A.6.Es ist anzumerken, da� nach De�nition einer Symmetrie diese nicht notwen-digerweise auch invertierbar sein mu�. Streng mathematisch gesehen bildet dieMenge aller Symmetrien einer Abbildung M nur eine Halbgruppe. Im folgenden24



Kapitel 3. Symmetrie und Reversibilit�at 25soll von diesen Extremf�allen jedoch Abstand genommen und jede Symmetrie sollals invertierbar vorausgesetzt werden. Da M selber Symmetrie ist, wird damitMebenfalls als invertierbar vorausgesetzt.Gelegentlich �ndet man auch die genaue Unterscheidung zwischen der Symme-triegruppe und einer Symmetriegruppe, womit einerseits die Menge aller m�ogli-chen Symmetrien, andererseits nur eine Untergruppe gemeint ist. Diese Unter-scheidung ist insofern sinnvoll, als die Gesamtheit aller Symmetrien eines Systemsim allgemeinen nicht vollst�andig bestimmt werden kann.De�nition 3.2 Ist M invertierbar, so hei�t eine Abbildung S : IRn ! IRn Um-kehrende Symmetrie von M , wennS �M =M�1 � S (3.2)gilt.H�au�g �ndet man als De�nition einer Umkehrenden Symmetrie auch die Be-ziehung M � S �M = S; (3.3)woraus unter der Bedingung, da� S selber invertierbar ist, sofort folgt, da� auchMinvertierbar und die Bedingung (3.2) erf�ullt ist. Ist S hingegen nicht invertierbar,so unterscheiden sich die beiden De�nitionen voneinander und (3.3) erfa�t einegr�o�ere Menge von m�oglichen Umkehrenden Symmetrien. Wie bei den Symme-trien soll im folgenden jedoch auch jede Umkehrende Symmetrie als invertierbarvorausgesetzt werden.Lemma 3.2 Die Menge aller invertierbaren Symmetrien vonM , vereinigt mit derMenge aller invertierbaren Umkehrenden Symmetrien von M , bildet eine Gruppebez�uglich der Komposition. Diese wird die Umkehrende Symmetriegruppe von Mgenannt.Der Beweis hierzu ist ebenfalls in [12] zu �nden.Hierbei ist zu beachten, da� die Menge der Umkehrenden Symmetrien alleinim allgemeinen keine Gruppe bildet; so existiert in der Menge der UmkehrendenSymmetrien im allgemeinen kein neutrales Element. Die einzige Ausnahme hierzuist, wenn jede Umkehrende Symmetrie auch Symmetrie ist, was nur der Fall seinkann, wenn M zu sich selbst invers ist.Es kann leicht gezeigt werden, da� die Komposition zweier (Umkehrender)Symmetrien eine Symmetrie und die Komposition einer Symmetrie mit einer Um-kehrenden Symmetrie eine Umkehrende Symmetrie ist. Damit ist ersichtlich, da�eine Komposition innerhalb der Menge der Umkehrenden Symmetrien im allgemei-nen aus dieser Menge hinausf�uhrt. Die Umkehrenden Symmetrien allein k�onnenkeine Gruppe bilden.Hat man eine Umkehrende SymmetrieS vonM gefunden, so ist hiermit bereitsgezeigt, da� M �S sowieM�1 �S ebenfalls Umkehrende Symmetrien vonM sind,daM und M�1 Symmetrien vonM sind. Mittels vollst�andiger Induktion ist dannschnell gezeigt, da� Mn �S f�ur alle n 2 Z eine Umkehrende Symmetrie von M ist.



Kapitel 3. Symmetrie und Reversibilit�at 26Speziell diese Umkehrenden Symmetrien, die sich aus einer einzigen UmkehrendenSymmetrie S ergeben, werden sich im folgenden als wichtig erweisen.Es ist nun sinnvoll, f�ur die Klasse der dynamischen Systeme, die eine Umkeh-rende Symmetrie besitzen, einen eigenen Begri� einzuf�uhren:De�nition 3.3 Ein diskretes dynamisches System mit einer Umkehrenden Sym-metrie hei�t schwach reversibel.F�ur eine weitere Spezialisierung dieses Begri�es ben�otigt man den allgemeinenBegri� einer Involution:De�nition 3.4 Eine Abbildung � : IRn ! IRn hei�t Involution, wenn gilt:�2 = � � � = id: (3.4)Hiermit l�a�t sich der wichtige Begri� eines reversiblen Systems einf�uhren:De�nition 3.5 Ein diskretes dynamisches System mit einer Involution als Um-kehrende Symmetrie hei�t reversibel.Es sei angemerkt, da� die letzten drei De�nitionen praktisch unver�andert auchf�ur kontinuierliche dynamische Systeme �ubernommen werden k�onnen, man mu�nur den Begri� der Umkehrenden Symmetrie f�ur ein kontinuierliches System pas-send einf�uhren (siehe hierzu zum Beispiel [12]).Gelegentlich �ndet man auch eine zu 3.5 �aquivalente De�nition f�ur den Begri�eines diskreten reversiblen Systems. Diese soll hier als Lemma formuliert werden:Lemma 3.3 Eine Abbildung M ist genau dann reversibel, wenn es zwei Involu-tionen S0 und S1 gibt, so da� M = S1 � S0 gilt.Beweis:Sei M reversibel, dann gibt es eine Umkehrende Symmetrie S, die eine Invo-lution ist. De�niere S0 = S und S1 = M � S, dann gilt o�enbar M = S1 � S0, daS � S = id ist. Es bleibt zu zeigen, da� S1 eine Involution ist:S �M =M�1 � S ) M � S �M = S ) (M � S) � (M � S) = id) S1 � S1 = id:Sei nun umgekehrt M = S1 � S0, wobei S0 und S1 Involutionen sind. Dann giltM�1 = S0 � S1, und damit ist sofort ersichtlich, da� sowohl S0 als auch S1 Um-kehrende Symmetrien von M sind:S0 �M = S0 � S1 � S0 =M�1 � S0:F�ur S1 ist entsprechend vorzugehen. Also ist M reversibel entsprechend der De�-nition 3.5. 2



Kapitel 3. Symmetrie und Reversibilit�at 27Um nun die besondere Bedeutung der Umkehrenden Symmetrien und damitder reversiblen dynamischen Systeme darlegen zu k�onnen, wird der Begri� derFixpunktmenge einer Abbildung ben�otigt:De�nition 3.6 Gegeben sei eine beliebige Abbildung  : IRn ! IRn; deren Fix-punktmenge Fix( ) ist de�niert alsFix( ) = fx 2 IRn; (x) = xg: (3.5)Die De�nition der Fixpunktmenge ist nicht auf Abbildungen vom IRn in den IRnbeschr�ankt, sie kann in dieser Form unver�andert auf beliebige Mengen erweitertwerden. In der Galois{Theorie beispielsweise interessiert man sich unter anderemf�ur Fixpunktmengen von K�orperhomomorphismen. F�ur das Folgende ist De�nition3.6 jedoch vollkommen ausreichend.Im folgenden soll eine Abbildung M mit einer Umkehrenden Symmetrie Sbetrachtet werden, also ein schwach reversibles System. F�ur die nachfolgenden�Uberlegungen ist es zun�achst unerheblich, ob S eine Involution ist oder nicht. Diebesondere Bedeutung der reversiblen dynamischen Systeme wird erst gegen Endedes Abschnitts deutlich werden.Es erweist sich als sinnvoll, die Fixpunktmengen der Umkehrenden SymmetrienSk =Mk � S (3.6)zu betrachten. Man beachte, da� bereits gezeigt wurde, da� die Sk UmkehrendeSymmetrien von M sind. F�ur die Schnittpunkte zweier solcher Fixpunktmengengilt das folgende Lemma:Lemma 3.4 Sei Sk =Mk � S wie oben. Dann gilt:x 2 Fix(Sk) \ Fix(Sl) ) Mk�l(x) = x: (3.7)Mit anderen Worten: Wenn x 2 IRn im Durschnitt der Fixpunktmengen zweierspezieller Umkehrender Symmetrien Sk und Sl liegt, so ist x ein periodischer Punktvon M , der maximal die Periode k � l hat.Beweis:Zun�achst erkennt man, da� Mk � S = S �M�k gelten mu�, da S eine Umkeh-rende Symmetrie von M ist. Es gilt ja:S �M =M�1 � S () M � S = S �M�1;woraus durch einfaches Einsetzen die Behauptung folgt:Mk � S =Mk�1 �M � S =Mk�1 � S �M�1 = : : :Wenn nun x 2 Fix(Sk) \ Fix(Sl) gilt, so folgt einerseits:(Mk � S)(x) = (S �M�k)(x) = (S �M�k)�1(x) = (Mk � S�1)(x) = x



Kapitel 3. Symmetrie und Reversibilit�at 28| man beachte, da� x ein Fixpunkt von S�M�k und damit auch von (S�M�k)�1ist | und andererseits (M l � S)(x) = x.Folglich gilt:Mk�l(x) = (Mk �S�1 �S �M�l)(x) = (Mk �S�1 �M l �S)(x) = (Mk �S�1)(x) = x2Die Schnittpunkte der Fixpunktmengen von Sk und Sl ergeben also periodischePunkte der AbbildungM . Man k�onnte nun annehmen, damit nicht sonderlich vielgewonnen zu haben, da es im allgemeinen ein gro�er Aufwand ist, die Fixpunkt-mengen zweier Abbildungen zu berechnen. Es zeigt sich jedoch, da� gerade dieFixpunktmengen der Sk sehr einfach zu bestimmen sind. Hierzu folgendes Lemma:Lemma 3.5 Es gilt:Fix(S2k) =Mk(Fix(S0)) ; Fix(S2k+1) =Mk(Fix(S1)): (3.8)Mit anderen Worten: Die Fixpunktmenge von Sk ist eine Iterierte der Fixpunkt-menge von S0 oder S1.Beweis:Es gilt:x 2 Fix(S2k) () x = (M2k � S)(x) = (Mk � S �M�k)(x)() (S �M�k)(x) =M�k(x) () M�k(x) 2 Fix(S0)() x 2Mk(Fix(S0)):Und entsprechend:x 2 Fix(S2k+1) () x = (M2k+1 � S)(x) = (Mk �M � S �M�k)(x)() (M � S �M�k)(x) =M�k(x) () M�k(x) 2 Fix(S1)() x 2Mk(Fix(S1)): 2Man ben�otigt also nur die Fixpunktmengen von S0 und S1, alle weiteren Men-gen Fix(Sk) ergeben sich durch deren Iteration unter M . Auf diese Weise erh�altman ein sehr e�ektives Verfahren zum Au�nden derjenigen periodischen Punkte,die auf der Fixpunktmenge einer Umkehrenden Symmetrie liegen. Diese periodi-schen Punkte werden h�au�g als symmetrische periodische Punkte bezeichnet (sieheweiter unten). Wie diese Bezeichnung bereits andeutet, hat die Abbildung M imallgemeinen auch periodische Punkte, die nicht symmetrisch sind, also nicht aufFixpunktmengen Umkehrender Symmetrien liegen.



Kapitel 3. Symmetrie und Reversibilit�at 29Ist eine beliebige Umkehrende SymmetrieS vonM gegeben, so ist mit den Lem-mata 3.4 und 3.5 gezeigt, da� auf den Schnittpunkten der Iterierten von Fix(S)und Fix(M � S) periodische Punkte liegen. Es ist m�oglich, eine Umkehrung die-ser Aussage zu erreichen, wozu man den Begri� eines symmetrischen periodischenOrbits ben�otigt. Zun�achst einmal de�niert man:De�nition 3.7 Eine beliebige Teilmenge A des Phasenraumes IRn hei�t symme-trisch bez�uglich einer (Umkehrenden) Symmetrie S, wenn gilt:S(A) = A: (3.9)Fa�t man einen Orbit als Teilmenge des Phasenraumes auf, so ist hiermit be-reits gekl�art, was unter einem symmetrischen Orbit zu verstehen ist. Es gibt nunein leicht verst�andliches Kriterium daf�ur, wann ein Orbit symmetrisch bez�uglicheiner (Umkehrenden) Symmetrie S ist:Lemma 3.6 Ein Orbit ist genau dann symmetrisch bez�uglich einer (Umkehren-den) Symmetrie S, wenn es f�ur alle Punkte x0 des Orbits ein | im allgemeinenvon x0 abh�angiges | k 2 Z gibt, so da� gilt:Mk(x0) = S(x0): (3.10)Beweis:Es ist klar, da� aus der Bedingung (3.10) sofort folgt, da� der Orbit symme-trisch sein mu�, schlie�lich ist mit x0 auchMk(x0) ein Element des Orbits. Ist nunumgekehrt der Orbit symmetrisch, so mu� mit x0 auch S(x0) Element des Orbitssein. Es gibt also ein k 2 Z mit Mk(x0) = S(x0). 2Es sei angemerkt, da� zus�atzlich gezeigt werden kann, da� dieses k unabh�angigvon x0 ist, sofern S eine Symmetrie ist. Ausgehend von einem beliebigen x0 desOrbits gilt jaMk(M l(x0)) =M l(Mk(x0)) =M l(S(x0)) = S(M l(x0))f�ur alle l 2 Z. Die M l(x0) �uberdecken aber den gesamten Orbit.Hiermit ist es nun m�oglich, die Umkehrung des Lemmas 3.4 zu zeigen:Satz 3.1 Alle Punkte eines periodischen Orbits, der symmetrisch bez�uglich ei-ner Umkehrenden Symmetrie S ist, liegen auf Schnittpunkten von Iterierten vonFix(S) und Fix(M � S).Beweis:x0 liege auf einem periodischen Orbit der Periode p, der symmetrisch bez�uglichder Umkehrenden Symmetrie S ist. Dann gibt es nach Lemma 3.6 ein k 2 Z,so da� Mk(x0) = S(x0) ist. Da x0 p{periodisch ist, folgt sofort, da� auchMk(M�np(x0)) = Mk�np(x0) = S(x0) f�ur beliebiges n 2 Z gelten mu�. Hieraus



Kapitel 3. Symmetrie und Reversibilit�at 30folgt aber, da� x0 = (Mnp�k � S)(x0) = Snp�k(x0) gilt, also x0 in den Fixpunkt-mengen Fix(Snp�k) liegt.Mit Lemma 3.5 ist damit gezeigt, da� x0 auf Schnittpunkten von Iterierten vonFix(S) und Fix(M � S) liegt. 2Also kann man den Schnittpunkten der Fixpunktmengen von Sk entsprechendLemma 3.4 symmetrische periodische Orbits zuordnen. Umgekehrt kann man ei-nem symmetrischen periodischen Orbit Schnittpunkte von Fixpunktmengen vonSk zuordnen. Eine genauere Ausf�uhrung dieser Thematik �ndet sich in [12].Man beachte, da� f�ur Satz 3.1 nicht benutzt wurde, da� die Umkehrende Sym-metrie S der Abbildung M eine Involution ist. Das Verfahren funktioniert dem-nach bereits f�ur schwach reversible Systeme. Allerdings wurden bisher nur reinalgebraische Methoden angewandt, und �uber die genaue Gestalt der Fixpunkt-mengen wurde noch keine Aussage getro�en.F�ur den Fall, da� die Abbildung M 2n{dimensional ist, l�a�t sich zeigen, da�die Fixpunktmenge einer Umkehrenden Symmetrie, sofern diese eine antisymplek-tische Involution (siehe unten) ist, eine n{dimensionale Mannigfaltigkeit ist.Um dies zeigen zu k�onnen, ben�otigt man, da� sich jede Involution um ih-re Fixpunkte herum linearisieren l�a�t. Diese Aussage erinnert an das Hartman{Grobman{Theorem, demzufolge sich eine Abbildung um einen hyperbolischen Fix-punkt herum linearisieren l�a�t.Satz 3.2 Eine Involution � ist um jeden ihrer Fixpunkte x0 topologisch konjugiertzu ihrem linearen Anteil. Es gibt also eine Umgebung U um x0, eine UmgebungV um 0 und einen Hom�oomorphismus h : U ! V , so da�� = h�1 �D�(x0) � h (3.11)auf ganz U gilt.Beweis:F�ur zwei Involutionen  1 und  2, wobei zus�atzlich  2 linear sein soll, gilt immer( 1+ 2) � 1 =  2 � ( 1+  2). Setzt man nun  1 = � und  2 = D�(x0) (linear),so ergibt sich � = (�+D�(x0))�1 �D�(x0) � (�+D�(x0));sofern � + D�(x0) invertierbar ist. Nun ist aber � eine Involution, da� hei�tdetD� 6= 0, folglich auch detD(� + D�(x0))(x0) = det 2D�(x0) 6= 0. Nach demSatz �uber implizite Funktionen ist dann � + D�(x0) in einer Umgebung von x0invertierbar. Setzt man dann h = �+D�(x0) in eben dieser Umgebung, so erh�altman den gesuchten Hom�oomorphismus. 2



Kapitel 3. Symmetrie und Reversibilit�at 31F�ur den Fall einer zweidimensionalen Involution kann zudem noch gezeigt wer-den, da� diese wenigstens einen Fixpunkt hat [14], um den herum nach dem obigenSatz linearisiert werden kann. Bei h�oherdimensionalen Involutionen ist die Situa-tion noch weitgehend ungekl�art.F�ur das Folgende ben�otigt man nun noch den Begri� einer antisymplektischenAbbildung:De�nition 3.8 Sei � : IR2n ! IR2n eine Abbildung. � hei�t antisymplektisch,wenn D� � � �D�t = �� (3.12)mit � =  0n 1n�1n 0n ! (3.13)gilt.Es sei angemerkt, da� im Zweidimensionalen eine Abbildung � genau dannantisymplektisch ist, wenn detD� = �1 gilt. Hiermit l�a�t sich nun die obenerw�ahnte Behauptung exakt formulieren:Satz 3.3 Sei � : IR2n ! IR2n eine antisymplektische Involution mit mindestenseinem Fixpunkt x0. Dann ist Fix(�) eine n{dimensionale Untermannigfaltigkeitdes IR2n.Beweisidee:Da � nach Voraussetzung antisymplektisch ist, mu� auch D�(x0) antisym-plektisch sein. Es k�onnen sogenannte symplektische Koordinaten (�; �) eingef�uhrtwerden mit D�(x0)(�; �) = (��; �). Da � in einer kleinen Umgebung von x0 zuD�(x0) topologisch konjugiert ist, gibt es auch | leicht abgewandelte | loka-le Koordinaten (�; �), so da� �(�; �) = (��; �) gilt. In einer Umgebung um denFixpunkt x0 herum reduziert sich � also auf eine n{dimensionale Spiegelung inden �{Richtungen. Die Fixpunktmenge von � ist dann in dieser Umgebung durchf(0; �); � 2 IRng gegeben. Damit hat man bereits �uberabz�ahlbar viele Fixpunkte,an denen alle obigen �Uberlegungen wiederholt werden k�onnen. Insgesamt ergibtsich dann eine n{dimensionale Untermannigfaltigkeit. 2Im Zweidimensionalen gen�ugt zum Beweis dieses Satzes bereits die BedingungdetD� < 0 | antisymplektisch w�urde dort ja detD� = �1 bedeuten. Da zweidi-mensionale Abbildungen weit verbreitet sind, �ndet man oft unter der De�nitioneiner Umkehrenden Symmetrie S auch die Bedingung, da� detDS < 0 gelten soll.F�ur den allgemeineren Fall einer 2n{dimensionale Abbildung mu� sinnvollerweiseAntisymplektizit�at gelten. Siehe hierzu auch [13] und [15].Im Falle eines reversiblen Systems unter der Nebenbedingung, da� die Um-kehrende Symmetrie antisymplektisch ist, hat man also den Vorteil, da� die Fix-punktmengen der Umkehrenden Symmetrien Mn � S | auch Symmetrielinienbzw. Symmetrie
�achen genannt | eine einfache topologische Gestalt annehmen.



Kapitel 3. Symmetrie und Reversibilit�at 323.2 Anwendung auf Kick{SystemeGegeben sei eine Hamilton{Funktion der folgenden | bereits wohlbekannten |Gestalt: H(x; p) = H0(x; p) + V (x)T 1Xn=�1 �(t� nT ): (3.14)Hierbei sollen x und p f{dimensionale Vektoren sein. Man kann aus Invarian-zen der Hamilton{Funktion H0 auf (Umkehrende) Symmetrien des zugeh�origenFlusses �t schlie�en. Es gilt der folgende Satz:Satz 3.4 Sei H0 invariant unter einer invertierbaren, antisymplektischen Abbil-dung R, das hei�t es soll H0 = H0 � R gelten. Dann ist R eine UmkehrendeSymmetrie des Flusses �t von H0, das hei�t es gilt��1t = ��t = R � �t �R�1: (3.15)Beweis:Die von H0 erzeugten Bewegungsgleichungen lassen sich in der folgenden Formzusammenfassen: @@t�t(x; p) = � � rH0j�t(x;p):Aus der Kettenregel folgtH0 = H0 �R ) rH0j(x;p) = DRtj(x;p) � rH0jR(x;p);wobei zu beachten ist, da� rH0 = DH t0 gilt. Es gilt also einerseits@@t(R � �t �R�1)(x; p) = DRj�t(R�1(x;p)) � @@t�t(R�1(x; p))= DRj�t(R�1(x;p)) � � � rH0j�t(R�1(x;p))= DRj�t(R�1(x;p)) � � �DRtj�t(R�1(x;p)) � rH0j(R��t�R�1)(x;p)= �� � rH0j(R��t�R�1)(x;p)und andererseits @@t��t(x; p) = �� � rH0j��t(x;p):Da sowohl ��t als auch R � �t � R�1 den Flu�axiomen gen�ugen, mu� aufgrundder Eindeutigkeit der L�osung (3.15) gelten. 2Im folgenden sei H0 unter der InvolutionR : (x; p) 7! (x;�p) (3.16)invariant. Zum Beispiel ist dies der Fall, wenn H0 quadratisch in den Impulsen ist.Man veri�ziert schnell, da� dieses R invertierbar und antisymplektisch ist. Nach
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p xAbbildung 3.1: Veranschaulichung der Beziehung (3.17)Satz 3.4 ist R damit eine Umkehrende Symmetrie von �t. Da zus�atzlich R = R�1gilt, vereinfacht sich (3.15) zu��1t = ��t = R � �t �R: (3.17)F�ur den Fall f = 1, das hei�t f�ur ein Hamilton{System H0 mit nur einemFreiheitsgrad, l�a�t sich (3.17) anhand von Abbildung 3.1 anschaulich plausibelmachen.Die Poincar�e{AbbildungM des gesamten durchH beschriebenen Systems setztsich, wie in Abschnitt 1.1 beschrieben, aus dem Flu� �T und der Kick{Abbildung	K zusammen (M = �T �	K oder �M = 	K ��T ). Unter Ausnutzung von (3.17)gilt dann zum BeispielM = �T �	K = (R � ��1T ) � (R �	K) = S1 � S0 (3.18a)mit S0 = R �	K ; S1 = R � ��1T : (3.18b)Dabei sind S0 und S1 Involutionen, wie anhand vonS21 = (R � ��1T ) � (R � ��1T ) = id (3.19a)und 	K(x; p) = (x; p+ f(x)) ) (R �	K)(x; p) = (x;�p� f(x))) (	K �R �	K)(x; p) = (x;�p)) (R �	K �R �	K)(x; p) = (x; p)) S20 = id (3.19b)ersichtlich ist.



Kapitel 3. Symmetrie und Reversibilit�at 34Nach Lemma 3.3 ist damit gezeigt, da� die Poincar�e{Abbildung M reversibelist. Genauer gesagt ist M symmetrisch bez�uglich der Umkehrenden SymmetrieS0 = R � 	K und damit auch bez�uglich aller Umkehrenden Symmetrien Sn =Mn � S0 mit n 2 Z. Man macht sich schnell klar, da� S1 hierin bereits enthaltenist. Es gilt jaS1 = R � ��1T � S20 = R � ��1T �R �	K � S0 = �T �	K � S0 =M1 � S0: (3.20)Geht man nun davon aus, da� H0 und V invariant unter der InvolutionQ : (x; p) 7! (�x; p) (3.21)sind, was zum Beispiel der Fall ist, wenn H0 quadratisch in den Orten und Vsymmetrisch (gerade) ist, so kann ganz analog vorgegangen werden. Entsprechendfolgt dann f�ur den Flu� die Beziehung:��1t = ��t = Q � �t �Q; (3.22)woraus entsprechend dem obigen Schema f�ur die Poincar�e{Abbildung folgt:M = �T �	K = (Q � ��1T ) � (Q �	K) = T1 � T0 (3.23a)mit T0 = Q �	K ; T1 = Q � ��1T : (3.23b)Dabei sind T0 und T1 wiederum Involutionen. Um nachzuweisen, da� T0 eineInvolution ist, ben�otigt man gerade die Voraussetzung, da� V unter Q invariantist.Es ist also auf einfache Weise m�oglich, aus Invarianzen der Hamilton{Funktion(3.14) auf Umkehrende Symmetrien der zugeh�origen Poincar�e{Abbildung zuschlie�en. Im folgenden Abschnitt soll das hier vorgestellte allgemeine Verfahrenauf das gegebene System angewandt werden.3.3 Symmetrien des SystemsDa die Hamilton{Funktion H0 der ungest�orten Bewegung, wie sie in Abschnitt1.1 (siehe (1.3)) eingef�uhrt wurde, sowohl quadratisch in den Impulsen als auchquadratisch in den Orten ist und das Kick{Potential als symmetrisch vorausgesetztwird, ist H sowohl invariant gegen�uber R als auch gegen�uber Q.Aus der Invarianz gegen�uber R : (x; p) 7! (x;�p) ergeben sich f�ur die Poincar�e{Abbildung M�;F nach kurzer Rechnung entsprechend dem obigen Verfahren diefolgenden beiden Umkehrenden Symmetrien:S0 : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ x�u� Fx(x; y)y�v � Fy(x; y) 1CCCA (3.24a)



Kapitel 3. Symmetrie und Reversibilit�at 35und S1 : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ cos� � sin�� 0 0�� sin� � cos� 0 00 0 1 �10 0 0 �1 1CCCA0BBB@ xuyv 1CCCA : (3.24b)Wie man schnell nachpr�uft, sind S0 und S1 antisymplektische Involutionen mitM�;F = S1 � S0. Da detDS0 = detDS1 = 1 > 0 ist, sieht man, da� die f�urzweidimensionale Systeme g�ultige Bedingung detDS < 0 in h�oheren Dimensionennicht mehr zutri�t. 1Aus der Invarianz gegen�uber Q : (x; p) 7! (�x; p) ergeben sich ganz entspre-chend: T0 : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ �xu+ Fx(x; y)�yv + Fy(x; y) 1CCCA (3.25a)und T1 : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ � cos� sin�� 0 0� sin� cos� 0 00 0 �1 10 0 0 1 1CCCA0BBB@ xuyv 1CCCA : (3.25b)Hierbei kann man sich erneut davon �uberzeugen, da� T0 und T1 antisymplektischeInvolutionen sind. O�enbar gilt T0 = �S0 und T1 = �S1. Man h�atte T0 und T1auch durch allgemeine Symmetrie�uberlegungen gewinnen k�onnen: Da die Kick{Funktionen Fx und Fy ungerade sind (dies entspricht gerade der Voraussetzung,da� V gerade ist), ist �id eine Symmetrie vonM�;F , und damit sind �id�S0 und�id � S1 Umkehrende Symmetrien von M�;F .Betrachtet man die umskalierte Abbildung ~M�;F wie sie in Abschnitt 1.2 (siehe(1.16)) de�niert wurde, so erh�alt man ganz entsprechend die folgenden Symme-trien: ~S0 = � ~T0 : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ x�u� Fx(x; y)y�v � Fy(x; y) 1CCCA (3.26a)und ~S1 = � ~T1 : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ cos� � sin� 0 0� sin� � cos� 0 00 0 1 �10 0 0 �1 1CCCA0BBB@ xuyv 1CCCA : (3.26b)1Der Grund f�ur das umgekehrte Vorzeichen liegt darin begr�undet, da� S0 und S1 Spiegelungenim IR4 sind. Eine genauere Diskussion hierzu �ndet sich im Anhang A.1 .



Kapitel 4Der Grenzfall � = 0Eine richtige Theorie mu� Vorhersagen erm�oglichen undwenigstens potentiell quantitativ sein. Auguste ComteIn diesem Kapitel soll allein die in Abschnitt 1.5 eingef�uhrte (x; u){DynamikM (x)�;f betrachtet werden. Gerade f�ur diesen Spezialfall erweist es sich als sehrsinnvoll, die Dynamik in der Skalierung (1.15) zu betrachten, also:p�x! x ; up� ! u ; f(x=p�)p� ! f(x): (4.1)In dieser Skalierung ergibt sich analog zu (1.22a) die folgende Dynamik:~M (x)�;f :  xu ! 7!  cos� sin�� sin� cos� ! xu+ f(x) ! : (4.2)Praktisch alle �Uberlegungen der folgenden Unterabschnitte lassen sich eben-so gut auf die nichtskalierte Abbildung M (x)�;f anwenden, die Rechnungen werdennur ein wenig aufwendiger, und es zeigt sich, da� die im folgenden besprochenenNetzstrukturen f�ur ~M (x)�;f eine symmetrischere Gestalt annehmen.Im folgenden soll mit dem Stochastichen Netz der Abbildung ~M (x)�;f dasjenigePhasenraumgebiet gemeint sein, in dem es einen chaotischen Orbit gibt, der imPhasenraum eine netzartige Struktur erzeugt. Die einzelnen Komponenten desNetzes sollen als Kan�ale bezeichnet werden. Mit den Maschen seien die Freir�aumezwischen dem Netz gemeint, auf denen sich ~M (x)�;f regul�ar verh�alt. Ziel aller nach-folgenden �Uberlegungen soll es sein, das genaue Aufbauprinzip des Netzes und derdavon umschlossenen Maschen zu untersuchen sowie der entsprechenden DynamikDer �Ubersichtlichkeit halber soll in diesem Kapitel �M�;f statt ~M (x)�;f geschrie-ben werden. Die Herkunft aus dem vierdimensionalen System darf jedoch nichtvergessen werden. 36



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 374.1 Aperiodische Kick{FunktionenIn diesem Abschnitt soll die oben de�nierte Abbildung �M�;f = ~M (x)�;f f�ur eineaperiodische Kick{Funktion f(x) untersucht werden. Im folgenden sei f(x) vonder speziellen Gestalt f(x) = �K ( g(x) f�ur jxj < bsgn(x) f�ur jxj � b (4.3)mit beliebigen Konstanten b und K sowie beliebiger stetiger, ungerader Funk-tion g(x), die g(b) = 1 erf�ullt. f(x) ist dann selber stetig und ungerade. DieseKick{Funktion ist etwas allgemeiner als die in Abschnitt 1.7 vorgestellte Kick{Funktion fA1(x). Alle Berechnungen sollen anhand von fA1(x) durchgef�uhrt wer-den, s�amtliche mathematischen Ergebnisse dieses Abschnitts gelten jedoch f�urbeliebige Kick{Funktionen vom Typ (4.3).Ferner sei � ein rationales Vielfaches von 2�, also� = 2�pq (4.4)mit p; q 2 IN. Es kann ohne Einschr�ankung davon ausgegangen werden, da� 0 <p=q < 1 gilt, da � als Winkel ohnehin nur bis auf Vielfache von 2� festgelegtwerden mu�. Wegen (1.13) entspricht diese Einschr�ankung dem Resonanzfall! = qp!c: (4.5)Das hei�t, die Kick{Frequenz ! = 2�=T soll ein rationales Vielfaches der Zyklo-tronfrequenz !c sein.F�ur eine aperiodische Kick{Funktion f(x) gem�a� (4.3) und entsprechendenWinkel �, der (4.4) gen�ugt, lassen sich genaue Aussagen �uber die Dynamik inden Maschen tre�en. Die �Uberlegungen des folgenden Unterabschnitts gelten f�urbeliebig gew�ahltes g(x), das den oben genannten Nebenbedingungen gen�ugt. Erstzur Betrachtung der Dynamik auf dem Netz wird es erforderlich sein, die Funktiong(x) festzulegen.4.1.1 Periodische OrbitsEs erweist sich als sinnvoll, die wie folgt de�nierten Mengen zu betrachten:�i = n(x; u) 2 IR2; j �M i�;f(x; u) � ~exj < bo (4.6)und eine endliche Vereinigung dieser Mengen:
l = [0�i�l�i: (4.7)�i ist das i{te Urbild von �0, also die Menge aller Punkte, die nach i Iterationenin �0 = f(x; u) 2 IR2; jxj < bg liegen. 
l ist folglich diejenige Menge, deren Punkte



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 38nach l Iterationen mindestens einmal �0 passiert haben. Da die Abbildung �M�;fstetig ist, sind die Mengen �i als Urbilder der o�enen Menge �0 o�en und damitist 
l als endliche Vereinigung ebenfalls o�en.Anschaulich ist �0 gerade dasjenige Phasenraumgebiet, auf dem die Funktiong(x) wirksam ist. Da g(x) bisher noch nicht festgelegt wurde, das hei�t, da� dieDynamik auf 
l im wesentlichen noch unbekannt ist, soll im folgenden zun�achst dieDynamik auf dem Komplement IR2�
l betrachtet werden. Hier gilt der folgendeHilfssatz:Lemma 4.1 Sei 
 : [0; 1]! IR2�
l ein stetiger Weg und xi(t) = ( �M i�;f �
)(t) � ~exf�ur alle t 2 [0; 1]. Dann gilt f(xi(t)) = f(xi(0)) f�ur alle 0 � i � l und alle t 2 [0; 1].Beweis:Da 
(t) 62 
l f�ur alle t 2 [0; 1] vorausgesetzt ist, mu� nach De�nition der Menge
l gelten: jxi(t)j � b f�ur alle 0 � i � l und alle t 2 [0; 1]. Da �M�;f stetig ist, m�ussendie xi(t) stetige Funktionen sein. Ist dann xi(0) � b, so mu� auch xi(t) � b f�uralle t 2 [0; 1] gelten, ansonsten w�are die Stetigkeit verletzt. Entsprechend wird derFall xi(0) � �b behandelt. 2Es sei angemerkt, da� dieses Lemma auch f�ur unstetige Kick{Funktionen f(x)vom Typ (4.3) und damit auch f�ur unstetige Abbildung �M�;f gilt. Der Beweisgestaltet sich dann jedoch etwas komplizierter (siehe Anhang A.2).Anschaulich hat Lemma 4.1 die folgende Bedeutung: Jeder Orbit, der in IR2�
lstartet, bleibt f�ur l Iterationen au�erhalb der Menge �0, auf der die Funktion g(x)wirksam ist. Das hei�t, die f(xi) f�ur 0 � i � l k�onnen nur die Werte +K und�K annehmen. Man kann dem Orbit also f�ur l Iterationen eine Symbolfolge ausden Symbolen + und � zuordnen. Lemma 4.1 besagt, da� alle in einem zusam-menh�angenden Gebiet IR2 � 
l startenden Orbits f�ur l Iterationen die gleichenSymbolfolgen haben. Mit Hilfe dieses Lemmas l�a�t sich nun der folgende Satzbeweisen:Satz 4.1 Sei (�x; �u) 2 IR2 � 
l ein periodischer Punkt der Periode n mit n � l.Dann ist �Mn�;f in jeder zusammenh�angenden Umgebung U � IR2 � 
l von (�x; �u)von der folgenden Gestalt: xu ! 7!  cos 2�npq sin 2�npq� sin 2�npq cos 2�npq ! x� �xu� �u !+  �x�u ! : (4.8)Beweis:Da (�x; �u) periodisch mit der Periode n ist, gilt �Mn�;f (�x; �u) = (�x; �u). Entspre-chend der skalierten Version von (1.24) gilt dann:�Mn�;f  �x�u ! =  �x cosn� + �u sinn���x sinn� + �u cos n� !+ n�1Xk=0  f(�xk) sin(n � k)�f(�xk) cos(n� k)� ! =  �x�u !



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 39mit �xk = �Mk�;f(�x; �u) � ~ex.Hieraus folgt sofort:n�1Xk=0 f(�xk) sin(n� k)�f(�xk) cos(n� k)� ! =  �x�u !�  cosn� sinn�� sinn� cos n� ! �x�u ! : (�)Sei U 2 IR2�
l eine zusammenh�angende Umgebung von (�x; �u) und (x; u) 2 U einbeliebiger Punkt in dieser Umgebung. Da U zusammenh�angend ist, gibt es einenstetigen Weg 
 : [0; 1]! U mit 
(0) = (�x; �u) und 
(1) = (x; u). Nach Lemma 4.1gilt dann: f(xk) = f(( �Mk�;f � 
)(1) � ~ex) = f(( �Mk�;f � 
)(0) � ~ex) = f(�xk)mit xk = �Mk�;f(x; u) � ~ex f�ur 0 � k < n � l. Folglich ist:�Mn�;f  xu ! =  x cosn� + u sinn��x sinn� + u cos n� !+ n�1Xk=0  f(xk) sin(n � k)�f(xk) cos(n� k)� !=  cos n� sin n�� sin n� cosn� ! xu !+ n�1Xk=0 f(�xk) sin(n� k)�f(�xk) cos(n� k)� !(�)=  cos n� sin n�� sin n� cosn� ! x� �xu� �u !+  �x�u ! :Wird anschlie�end noch � = 2�p=q eingesetzt, ist hiermit (4.8) gezeigt. Da (x; u) 2U beliebig gew�ahlt war, ist der Satz bewiesen. 2Bei diesem Satz mu� beachtet werden, da� periodisch mit der Periode n nurmeint, da� �Mn�;f(�x; �u) = (�x; �u) gilt. F�ur den Satz ist es unerheblich, ob (�x; �u) auchdie Hauptperiode n hat. Ferner mu� beachtet werden, da� bereits ein periodischerPunkt au�erhalb von 
l bekannt sein mu�, woraus dann folgt, da� �Mn�;f in ei-ner Umgebung um diesen Punkt herum eine einfache Drehung um den Winkel2�np=q im mathematisch negativen Sinn ist. Es kann gezeigt werden, da� immerein solcher periodischer Punkt innerhalb eines zusammenh�angenden Gebietes, dasganz in IR2 � 
l mit gen�ugend gro�em l liegt, existiert. Da dieser Beweis jedochsehr aufwendig und f�ur das Verst�andnis der Dynamik nicht sehr hilfreich ist, wur-de er auf das Ende dieses Unterabschnitts geschoben. Zun�achst einmal sollen dieperiodischen Punkte mit Hilfe von Symmetrielinien gefunden werden.Um die weiteren �Uberlegungen zu erleichtern, soll im folgenden nur noch dieMenge 
1, das hei�t l ! 1, betrachtet werden, die als abz�ahlbare Vereini-gung o�ener Mengen ebenfalls o�en ist. IR2�
1 ist dann diejenige Menge, derenOrbits nie in das Gebiet �0 eintauchen. Prinzipiell ist es m�oglich, alle weiteren�Uberlegungen mit endlichem l 2 IN durchzuf�uhren, allerdings w�urde dies auf zuviele Nebenbedingungen f�uhren, die f�ur das allgemeine Verst�andnis nicht hilfreichw�aren.Satz 4.1 hat eine wichtige Konsequenz: Jeder Punkt (x; u) der zusam-menh�angenden Umgebung U des n{periodischen Punktes (�x; �u) ist seinerseits pe-riodisch, da �Mn�;f nichts weiter als eine Drehung um den Winkel �2�np=q ist. DieHauptperiode von (x; u) ergibt sich aus p, q und n gem�a� dem folgenden Satz:



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 40Satz 4.2 Sei (�x; �u) 2 IR2 �
1 ein periodischer Punkt der Hauptperiode n, danngilt f�ur alle zusammenh�angenden Umgebungen U � IR2 � 
1 von (�x; �u):(a) Ist np kein Vielfaches von q, so ist jeder Punkt (x; u) 2 U�f(�x; �u)g periodischmit der Hauptperiode k = nqggT(np; q) : (4.9)(b) Ist np ein Vielfaches von q, so sind alle Punkte (x; u) 2 U bis auf maximaleinen periodisch mit der Hauptperiode n.Beweis:Die �Uberlegungen seien zun�achst nur auf den Fall (a) beschr�ankt, das hei�t npsei kein Vielfaches von q. Nach Satz 4.1 ist �Mn�;f in jeder zusammenh�angendenUmgebung U von (�x; �u) eine Drehung um den Winkel �2�np=q um den Punkt(�x; �u). O�enbar ist dann �Mnm�;f f�ur ein m 2 IN in U eine Drehung um den Winkel�2�nmp=q. Somit ist klar, da� jeder Punkt in U � f(�x; �u)g periodisch mit derPeriode k = nm ist, wobei m = qggT(np; q)gilt; �Mnm�;f ist dann eine Drehung um einen Winkel �2�j mit j 2 IN. Es bleibt zuzeigen, da� k = nm auch die Hauptperiode dieser Punkte ist. Der Beweis erfolgtindirekt:Angenommen es gibt ein (x0; u0) 2 U � f(�x; �u)g und ein k0 < k mit �Mk0�;f(x0; u0) =(x0; u0). Nach Satz 4.1 ist dann �Mk0�;f in U eine Drehung um den Winkel �2�k0p=qum den Punkt (x0; u0). Da np kein Vielfaches von q und somit �Mn�;f eine echteDrehung um den Punkt (�x; �u) 6= (x0; u0) ist, mu� �Mk0�;f jU = idjU gelten | ansonstenk�onnte �Mk0�;f � �Mn�;f = �Mn�;f � �Mk0�;f nie erf�ullt werden.Ferner ist nach Voraussetzung n die kleinste nat�urliche Zahl mit der Eigenschaft�Mn�;f(�x; �u) = (�x; �u). Folglich ist k0 ein Vielfaches von n, also k0 = nm0. Es kannnun keine kleinere nat�urliche Zahl m0 < m mit der Eigenschaft �Mnm0�;f jU = idjUgeben, denn f�ur diese m�u�te auch gelten:�2�nm0pq = �2�j0f�ur ein j0 2 IN. K�urzt man den Bruch, so folgt:m0p0q0 2 IN mit p0 = npggT(np; q) und q0 = qggT(np; q) :Da p0 und q0 dann teilerfremd sind, mu�m0 = q0 gelten, also geradem0 = m. Damitist gezeigt, da� alle Punkte in U � f(�x; �u)g die Hauptperiode k = nm haben.Ist hingegen np ein Vielfaches von q (Fall (b)), so ist nach Satz 4.1 �Mn�;f jU =idjU . Es kann nun einen Punkt (x0; u0) 2 U � f(�x; �u)g und ein k0 < n mit�Mk0�;f(x0; u0) = (x0; u0) geben. k0p kann jedoch kein Vielfaches von q sein, da an-sonsten �Mk0�;f jU = idjU und somit n nicht die die kleinste nat�urliche Zahl mit



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 41�Mn�;f(�x; �u) = (�x; �u) w�are. F�ur diesen Punkt (x0; u0) gelten die obigen �Uberlegun-gen f�ur den Fall (a), und es ist klar, da� es nur einen solchen Punkt in U gebenkann. Somit haben alle Punkte in U bis auf maximal einen die Hauptperiode n.2Zusammengefa�t l�a�t sich bereits das Folgende �uber die Dynamik von �M�;fauf dem Phasenraumgebiet IR2 � 
1 sagen: Hat man einen periodischen Punktder Hauptperiode n in IR2 � 
1 gefunden, so wei� man, da� ein beliebiges zu-sammenh�angendes Gebiet um diesen Punkt herum ebenfalls periodisch ist. F�urdie genaue Periode der Punkte dieses Gebietes ist es entscheidend, ob np und qteilerfremd sind oder nicht. Ist np beispielsweise ein Vielfaches von q, so ist jederPunkt in dem Gebiet bis auf eine Ausnahme ebenfalls periodisch mit der Haupt-periode n. Sind np und q hingegen teilerfremd so ist jeder Punkt in dem Gebietperiodisch mit der Hauptperiode nq.Nach diesen recht mathematischen �Uberlegungen soll nun zun�achst einmal dieStruktur der Menge 
1 untersucht werden. Es liegt ja durchaus im Bereich desM�oglichen, da� 
1 den gesamten Phasenraum IR2 �uberdeckt und somit nichts�ubrig bleibt, auf das sich die obigen S�atze anwenden lie�en; f�ur gro�e b und kleineK ist dies sogar der Fall.Als erstes macht man sich klar, da� der Parameter K in der Kick{Funktionf(x) immer auf 1 gesetzt werden kann. Ist n�amlich K 6= 0 beliebig, so kann mandie Koordinaten folgenderma�en neu skalieren:x! Kx ; u! Ku: (4.10)Das hei�t, man vergr�o�ert den Phasenraum um einen konstanten Faktor. �Uberdiese Koordinatentransformation ist dann �M�;f auf einfache Weise topologischkonjugiert zu �M�;f̂ mitf̂(x) = �( ĝ(x) = g(Kx) f�ur jxj < b̂ = b=Ksgn(x) f�ur jxj � b̂ = b=K : (4.11)Hierdurch sind K und b miteinander verkn�upft, und man kann sich aussuchen,welchem der beiden Parameter man einen festen Wert zuschreibt oder ob manallein das Verh�altnis b=K als Parameter ansieht. Im folgenden soll immer K = 1gelten.Die Menge 
1 soll f�ur zwei Parameterwerte q untersucht werden, bei denensich besonders �ubersichtliche Strukturen ergeben. Es wird sp�ater genau erl�autertwerden, da� man f�ur andere Parameterwerte kompliziertere Strukturen erh�alt.In Abbildung 4.1 ist die Menge 
1 f�ur p = 1,q = 4 und b = 0:2 schra�ertdargestellt. Da auf dem Computer nicht unendlich viele Iterationen durchgef�uhrtwerden k�onnen, wurde die Menge �0 nur 30mal r�uckw�arts iteriert. F�ur den hiergew�ahlten Ausschnitt ist dies bereits ausreichend, da sich bei h�oheren Iterationennur noch au�erhalb des Ausschnittes etwas �andert. Abbildung 4.2 zeigt das gleichef�ur p = 1, q = 6 und b = 0:2. Die in den Abbildungen auftretenden �Uber{ und
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Abbildung 4.1: Die Menge 
1 f�ur p = 1,q = 4 und b = 0:2.Unterschneidungen der verschiedenen Streifen sind rechentechnischer Natur undhaben keine anschauliche Bedeutung.Da der Streifen �0 nach De�nition die Breite 2b hat und �M�;f im wesentlicheneine Drehung ist, hat jeder der abgebildeten Streifen von 
1 ebenfalls die Breite2b. Variiert man b, so �andert sich einzig und allein die Breite der Streifen, nichtjedoch deren Position. Damit ist anschaulich klar, da� f�ur gen�ugend kleine b dieMenge 
1 nicht ganz IR2 �uberdeckt und eine netzartige Struktur bildet. Es bleibendemnach gen�ugend Bereiche o�en, auf die die obigen S�atze angewandt werdenk�onnen. In Abbildung 4.1 sind dies gerade die nicht schra�erten Quadrate und inAbbildung 4.2 die nicht schra�erten Drei{ und Sechsecke.Findet man in einem dieser freien Bereiche einen periodischen Punkt, so ist mitSatz 4.2 gezeigt, da� alle Punkte innerhalb dieses Bereiches periodisch sind. DieserPunkt kann entsprechend den Ausf�uhrungen in Kapitel 3 mit Hilfe der Symme-trielinien gefunden werden. Aus den vierdimensionalen Umkehrenden Symmetrien~Sk und ~Tk in Gleichung (3.26) erh�alt man f�ur die (x; u){Dynamik im Falle � = 0
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Abbildung 4.2: Die Menge 
1 f�ur p = 1,q = 6 und b = 0:2.sofort die folgenden Umkehrenden Symmetrien von �M�;f :�S0 = � �T0 :  xu ! 7!  x�u� f(x) ! (4.12a)und �S1 = � �T1 :  xu ! 7!  cos� � sin�� sin� � cos� ! xu ! : (4.12b)Wie man schnell nachrechnet, sind die beiden ersten Symmetrielinien von derfolgenden Gestalt:Fix( �S0) = n(x; u) 2 IR2;u = �f(x)=2o (4.13a)Fix( �S1) = n(x; u) 2 IR2;u = �x tan(�=2)o : (4.13b)In die Berechnung der Symmetrielinien geht also die genaue Gestalt von f(x) ein,da� hei�t g(x) mu� festgelegt werden. F�ur die nachfolgenden Beispiele soll g(x)



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 44linear gew�ahlt werden, also: g(x) = xb : (4.14)Die hieraus resultierende Kick{Funktion f(x) wurde bereits im Abschnitt 1.7 (sie-he (1.29)) kurz vorgestellt und wird im folgenden noch eine bedeutende Rollespielen. Hier wird dieses spezielle g(x) jedoch nur dazu ben�otigt, um die Symme-trielinien von �M�;f vollst�andig berechnen zu k�onnen.Abbildung 4.3 zeigt die ersten 13 Iterierten von Fix( �S0) und von Fix( �S1), alsodie Fixpunktmengen der Symmetrien �Sk f�ur 0 � k � 27. Bei h�oheren Iterationenerhalten die Randbereiche noch weitere Strukturen; da in Abbildung 4.3 jedochschon �uber 20000 Linien zu sehen sind und der Rechenaufwand exponentiell an-steigt (bei der 14. Iteration w�aren es schon knapp 40000 Linien), wurde daraufverzichtet, noch h�ohere Symmetrielinien zu berechnen. Man erkennt auch so einestrukturelle �Ahnlichkeit mit der Menge 
1, wie sie in Abbildung 4.2 zu sehen ist.Prinzipiell m�u�ten der Vollst�andigkeit halber auch die Symmetrielinien der �Tkbestimmt werden. Es gilt zwar �Tk = � �Sk, aber das bedeutet nicht, da� sich damitauch die Fixpunktmengen Fix( �Tk) auf einfache Weise aus den FixpunktmengenFix( �Sk) ergeben. Eine genaue Berechnung zeigt jedoch, da� die Mengen Fix( �Tk)sich qualitativ nicht von Abbildung 4.3 unterscheiden. Aus diesem Grunde sollendiese Umkehrenden Symmetrien hier nicht weiter betrachtet werden.Legt man die Symmetrielinien �uber die Menge 
1, wobei �Uberschneidungenweggelassen werden (siehe Abbildung 4.4), so ist o�ensichtlich, da� in allen nichtvon 
1 �uberdeckten Bereichen des Phasenraumes mindestens ein symmetrischerperiodischer Punkt zu �nden ist. Nach Satz 4.2 folgt damit aber, da� alle Punkte,die in einem solchen Bereich liegen, periodisch sind. Da� in Abbildung 4.4 immernoch einige �Uberschneidungen vorhanden sind, hat rechentechnische Gr�unde undsoll nicht weiter verwirren.Das Entfernen der �Uberschneidungen von 
1 und den Symmetrielinien in Ab-bildung 4.4 hat mehrere Vorteile. Zum einen wird die Anzahl der Linien drastischreduziert, was sowohl der �Ubersichtlichkeit dient, als auch die Berechnungen umein Vielfaches vereinfacht. Beschr�ankt man sich allein auf das Gebiet IR2 � 
1,so k�onnen dort die Symmetrielinien mit wesentlich geringerem Rechenaufwanditeriert werden, als auf ganz IR2. Zum anderen wird durch das Ausblenden derMenge 
1 gerade derjenige Phasenraumbereich fortgelassen, auf dem die Funkti-on g(x) wirksam ist. Bei der Wahl einer anderen Funktion g(x) bleibt Abbildung4.4 unver�andert. Allein f�ur Abbildung 4.3 war es notwendig, g(x) festzulegen, alleweiteren Ausf�uhrungen gelten uneingeschr�ankt f�ur beliebiges g(x).Mit Abbildung 4.4 ist zun�achst nur die Existenz eines periodischen Punktes nu-merisch gesichert, �uber dessen Periode wurde keine Aussage gemacht. F�uhrt maneine genauere Analyse der Schnittpunkte durch, da� hei�t, notiert man genau,die wievielten Iterierten der Symmetrielinien sich in welchem Punkt schneiden, soerkennt man, da� die Perioden der periodischen Punkte keine Vielfachen von qsind. In Abbildung 4.5 sind die Perioden der symmetrischen periodischen Punkte,das hei�t der Schnittpunkte von Symmetrielinien, in die jeweiligen Phasenraum-bereiche eingetragen.
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Abbildung 4.3: Symmetrielinien f�ur p = 1,q = 6 und b = 0:2.Entsprechend Satz 4.1 ist �Mn�;f in der Umgebung dieser periodischen Punkteder Periode n einfach eine Drehung um den Winkel �2�np=q. F�ur den Fall p =1,q = 6 bedeutet dies, da� �Mn�;f eine Drehung um ��n=3 ist. Damit ist plausibel,weshalb die Zusammenhangskomponenten von IR2 � 
1 regelm�a�igen Drei{ undSechsecken ergeben, deren Mittelpunkt der symmetrische periodische Punkt ist.Ist n teilerfremd zu q = 6, so ergeben sich Sechsecke und die Punkte um denMittelpunkt sind nach Satz 4.2 periodisch mit der Periode 6n. Ist n hingegen einVielfaches von 2, so sind Dreiecke und Sechsecke m�oglich, und die Punkte um denMittelpunkt sind periodisch mit der Periode 3n. Perioden, die Vielfache von 3sind, scheint es jedoch nicht zu geben. Eine genauere Analyse der Perioden �ndetsich im folgenden Unterabschnitt.Hiermit ist die Dynamik auf der Menge IR2 �
1 befriedigend erkl�art. S�amtli-che �Uberlegungen sind jedoch davon abh�angig, da� es in jeder Zusammenhangs-komponente von IR2 � 
1 immer mindestens einen periodischen Punkt gibt; nurunter dieser Bedingung sind die S�atze 4.1 und 4.2 anwendbar. Bis jetzt wurde nur
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Abbildung 4.4: Symmetrielinien und Menge 
1 f�ur p = 1,q = 6 und b = 0:2.numerisch nachgewiesen, da� es f�ur bestimmte Parameterwerte in einem kleinenPhasenraumgebiet immer solche Punkte gibt. Es steht noch ein mathematischexakter Beweis f�ur die Existenz dieser Punkte aus, der nun nachgeholt werdensoll.Es erweist sich als einfacher, nicht die Existenz eines einzelnen periodischenPunktes in einer Zusammenhangskomponente zu beweisen, sondern zu zeigen, da�| entsprechend Satz 4.2 | bereits jeder Punkt in einer Zusammenhangskompo-nente periodisch ist. Ziel der nachfolgenden �Uberlegungen soll es daher sein, zuzeigen, da� es zu jeder zusammenh�angenden Menge U � IR2 � 
1 ein gen�ugendgro�es n mit �Mn�;f jU = idjU (4.15)gibt.F�ur die folgenden �Uberlegungen soll durchg�angig p = 1 gesetzt werden, also �
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Abbildung 4.5: Perioden der symmetrischen periodischen Punkte f�ur p = 1,q = 6und b = 0:2.von der Gestalt � = 2�q (4.16)sein. Vom Prinzip her ist es sicherlich m�oglich, die folgenden Beweise auch f�urallgemeine p{Werte aufzuziehen, jedoch werden die Ausf�uhrungen bereits f�ur p = 1sehr umfangreich.Bevor der eigentliche Satz bewiesen werden kann, sind zun�achst einige �Uber-legungen �uber das Ausbreitungsverhalten eines in IR2 � 
1 startenden Orbitsnotwendig. Es zeigt sich, da� ein solcher Orbit sich nicht beliebig weit im Pha-senraum ausdehnen kann, sondern in einem gewissen Phasenraumbereich einge-schlossen ist. Zu jeder ZusammenhangskomponenteU in IR2�
1 kann eine MengeD � IR2 gefunden werden, so da� jeder in U startende Orbit in D verbleibt. Diesist Bestandteil des folgenden Lemmas:
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1 eine beliebige beschr�ankte Menge. Dann gibt eseine beschr�ankte (me�bare) Menge D � IR2 mit U � D und�Mn�;f(U) � D (4.17)f�ur alle n 2 IN.Beweis:Der Beweis soll konstruktiv erfolgen. Zun�achst wird eine Menge D konstruiert,die unter der AbbildungL� :  xu ! 7!  cos� sin�� sin� cos� ! xu� sgn(x) !invariant ist, das hei�t L�(D) � D. (Streng genommen kann sogar L�(D) = Dgezeigt werden, aber das ist f�ur die Aussage des Satzes unerheblich.) D soll durchVorgabe des Randes konstruiert werden. Wird der Rand unter L� auf sich selbstabgebildet, so wird D auf D abgebildet.Ferner soll der Rand von D als Polygon konstruiert werden, so da� L� Eck-punkte wieder auf Eckpunkte abbildet. Sofern keine der Kanten des Polygons dieu{Achse transversal schneidet, wird dann der Rand von D wieder auf den Randvon D abgebildet, da L� st�uckweise linear ist. Ordnet man die Eckpunkte im ma-thematisch negativen Sinn an, so wirkt L� auf den Eckpunkten gerade wie eineTranslation um einen festen Wert � 2 IN.Es sind zwei F�alle zu unterscheiden:q gerade:Gegeben sei ein beliebiges gen�ugend gro�esm 2 IN0. Ausgehend von dem Punkt 0r ! =  0m+11�cos� ! ;sollen die folgenden Punkte konstruiert werden:a0;j;l =  0r !+ l�1Xk=0 sin(l� k)�cos(l � k)� !+ j q=2�1Xk=0  sin(q=2� k)�cos(q=2� k)� !=  0r !+ l�1Xk=0 sin(l� k)�cos(l � k)� !+ j  sin�1�cos��1 !f�ur 0 � l � q=2 und 0 � j � m. Diese Punkte sollen in der folgenden Weiseangeordnet werden: a0;0;0; a0;0;1; : : : ; a0;0;q=2;a0;1;0; a0;1;1; : : : ; a0;1;q=2;...a0;m;0; a0;m;1; : : : ; a0;m;q=2:



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 49Man beachte, da� der letzte Punkt jeder Zeile gleich dem ersten Punkt der folgen-den Zeile ist, also a0;j+1;0 = a0;j;q=2 f�ur alle 0 � j < m gilt. Mit dieser Anordnungsind die ersten � = (q=2+1)(m+1)�m Punkte des zu konstruierenden Polygonsgegeben.In Anhang A.4 wird gezeigt, da� f�ur den letzten Punkta0;m;q=2 =  r sin�r cos� !gilt und somit alle so konstruierten Punkte in dem von der u{Achse und(sin�; cos�) aufgespannten Sektor liegen.Die restlichen Punkte des Polygons werden durch L�{Iteration der a0;j;l kon-struiert: ai;j;l = Li�(a0;j;l)f�ur 0 � i � q. Ganz entsprechend sollen diese Punkte wie folgt angeordnet werden:a0;0;0; : : : ; a0;m;q=2;a1;0;0; : : : ; a1;m;q=2;...aq;0;0; : : : ; aq;m;q=2:In Anhang A.4 wird bewiesen, da�aq�1;m�1;1 = a0;0;0gilt und alle auf aq�1;m�1;1 folgenden Punkte mit den auf a0;0;0 folgenden Punkten�ubereinstimmen, sofernm gro� genug ist. Das mit diesen Punkten konstruierte Po-lygon wird also geschlossen. Man erh�alt q��2(q=2+1)�2 = q(��1) verschiedenePunkte, auf denen L� wie eine Translation um � wirkt.Da L� st�uckweise linear ist und | wie ebenfalls in Anhang A.4 gezeigt wird| keine der Kanten des Polygons die u{Achse transversal schneidet, ist damitklar, da� das Polygon unter L� wieder auf sich selbst abgebildet wird. Damitist der Rand der Menge D f�ur den Fall, da� q gerade ist, konstruiert. Die sokonstruierte Menge D ist beschr�ankt und me�bar. Abbildung 4.6 zeigt einige derso konstruierten R�ander f�ur unterschiedliche Werte von q und m.q ungerade:Dieser Fall ist �ahnlich zu behandeln wie der vorherige, jedoch erweist sich dieKonstruktion der Punkte als etwas komplizierter.Gegeben sei wieder ein gen�ugendgro�es m 2 IN0. Dann werden ausgehend von dem Punkt 0r ! =  0m+11�cos(�=2) !die folgenden Punkte konstruiert:
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(a) q = 4 (b) q = 6
(c) q = 8 (d) q = 10Abbildung 4.6: L�{invariante Mengen f�ur einige gerade q{Werte.a0;j;l =  0r !+ l�1Xk=0 sin(l� k)�cos(l � k)� !+ j  sin�+2 sin(�=2)1�cos��1 !f�ur 0 � l � (q � 1)=2 und 0 � j � m sowiea0;j;l = a0;j;(q�1)=2� l�(q+1)=2Xk=0  sin(l� k)�cos(l� k)� !=  0r !� l�(q+1)=2Xk=0  sin(l� k)�cos(l � k)� !+ (j + 1=2) sin�+2 sin(�=2)1�cos��1 !f�ur (q + 1)=2 � l � q und 0 � j � m. Analog zum vorherigen Fall werden diese



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 51Punkte wie folgt angeordnet:a0;0;0; a0;0;1; : : : ; a0;0;q;...a0;m;0; a0;m;1; : : : ; a0;m;q:Hierbei ist wiederum zu beachten, da� der letzte Punkt jeder Zeile gleich demersten Punkt in der folgenden Zeile ist. Es zeigt sich, da�a0;m;q =  r sin(�=2)r cos(�=2) !gilt und damit die Punkte a0;j;l alle in dem von der u{Achse und(sin(�=2); cos(�=2)) aufgespannten Sektor liegen. Diese so konstruierten Punktem�ussen nun an der Achse (sin(�=2); cos(�=2)) gespiegelt werden:a1;j;l =  r sin(�=2)r cos(�=2) !+ l�1Xk=0 sin(l� k)�cos(l � k)� !+ j  sin�+2 cos� sin(�=2)1�cos�cos��2 sin� sin(�=2)�11�cos� !f�ur 0 � l � (q + 1)=2 und 0 � j � m sowiea1;j;l = a1;j;(q+1)=2� l�(q+1)=2�1Xk=0  sin(l� k)�cos(l � k)� !=  r sin(�=2)r cos(�=2) !� l�(q+1)=2�1Xk=0  sin(l � k)�cos(l� k)� !+(j + 1=2) sin�+2cos� sin(�=2)1�cos�cos��2 sin� sin(�=2)�11�cos� !f�ur (q+1)=2+1 � l � q und 0 � j � m. Hierbei wurde die Indizierung so gew�ahlt,da� sich die a1;j;l ganz entsprechend den a0;j;l anordnen lassen. Es gilt:a1;m;q =  r sin�r cos� ! :Auf diese Weise erh�alt man die ersten � = 2(q+1)(m+1)�2m�1 Punkte desPolygons, die alle in dem von der u{Achse und (sin�; cos�) aufgespannten Sektorliegen. Wie im vorhergehenden Fall werden die so konstruierten Punkte unter L�iteriert: ai;j;l = ( Li=2� (a0;j;l) i geradeL(i�1)=2� (a1;j;l) i ungeradef�ur 0 � i � 2q. Diese Punkte werden ganz analog angeordnet:a0;0;0; : : : ; a0;m;q = a1;0;0; : : : ; a1;m;q; a2;0;0; : : : : : : ; a2q;0;0; : : : ; a2q;m;q
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(a) q = 3 (b) q = 5
(c) q = 7 (d) q = 9Abbildung 4.7: L�{invariante Mengen f�ur einige ungerade q{Werte.In Anhang A.4 wird bewiesen, da�a2q�1;m�1;1 = a0;0;0gilt und alle nach a2q�1;m�1;1 folgenden Punkte gleich den auf a0;0;0 folgendenPunkten sind. Das hei�t, das so konstruierte Polygon wird geschlossen. Man erh�altq(� � 1) verschiedene Punkte auf denen L� wie eine Translation um � wirkt.Damit ist auch f�ur den Fall, da� q ungerade ist, der Rand der Menge D kon-struiert. Die so konstruierte Menge D ist beschr�ankt und me�bar. In Abbildung4.7 sind einige der so konstruierten Mengen abgebildet.Allgemeines q:Sei eine beschr�ankte Menge U � IR2�
1 geben. Dann gibt es eine nach obigem



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 53Schema konstruierte Menge D mit U � D, sofern m 2 IN0 gen�ugend gro� gew�ahltwird. Es gilt also U � D \ IR2 � 
1:Nach De�nition der Menge 
1 und der Abbildung L� gilt o�ensichtlich�M�;f jIR2�
1 = L�jIR2�
1 :Die Menge D wurde so konstruiert, da� sie unter L� invariant ist, das hei�tL�(D) � D:Folglich gilt: �M�;f(U) = L�(U) � D:Ferner ist die Menge 
1 invariant unter �M�;f , es gilt also:�M�;f(IR2 � 
1) = IR2 � 
1:Da U � IR2 � 
1 ist, folgt damit, da� auch�M�;f (U) � IR2 �
1gilt. Somit gilt also �M�;f(U) � D \ IR2 � 
1:�M�;f(U) erf�ullt damit dieselbe Voraussetzung wie die Menge U und die obigenSchl�usse k�onnen wiederholt werden. Mittels vollst�andiger Induktion kann auf dieseWeise gezeigt werden, da� Mn�;f(U) � Df�ur beliebiges n 2 IN gilt. Hiermit ist das Lemma bewiesen. 2Durch das Lemma ist garantiert, da� eine beliebige beschr�ankte Teilmengevon IR2 �
1 unter �M�;f immer innerhalb einer beschr�ankten (me�baren) MengeD bleibt. Die besondere Gestalt von D hat entscheidende Bedeutung f�ur dasAufbauprinzip der periodischen Orbits, dies soll im folgenden Abschnitt genaueruntersucht werden.Es soll nun gezeigt werden, da� bereits aus der Existenz von D folgt, da� allePunkte einer beliebigen Zusammenhangskomponente von IR2�
1 periodisch sind.Hierzu der folgende Satz:Satz 4.3 Sei U � IR2 � 
1 eine beliebige zusammenh�angende, beschr�ankte undme�bare Menge von positiven Ma�, das hei�t �(U) > 0. Dann gibt es ein m 2 IN,so da� gilt: �Mm�;f jU = idjU : (4.18)



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 54Beweis:Sei U wie in den Voraussetzungen des Satzes beliebig gew�ahlt. Wie auf Seite38 beschrieben, kann jedem in IR2 � 
1 startenden Orbit eine Symbolfolge mitden Symbolen + und � zugeordnet werden, entsprechend dem Vorzeichen vonf(xi) = �K. Lemma 4.1 impliziert im Limes l ! 1, da� alle in U startendenOrbits dieselbe Symbolfolge besitzen. Die folgenden drei F�alle sind denkbar:� In U startet ein periodischer Orbit der Periode n. Dann hat dieser Orbit |und damit auch alle anderen in U startenden Orbits | eine periodische Sym-bolfolge der Periodenl�ange � n. Nach Satz 4.2 sind dann alle anderen Orbitsin U periodisch mit der Periode qn= ggT(n; q). W�ahlt manm = qn= ggT(n; q),so ist der Satz f�ur diesen Fall bewiesen.� In U startet ein aperiodischer Orbit mit periodischer Symbolfolge der Peri-odenl�ange n. Sei (x; u) 2 U der Startpunkt dieses Orbits. Entsprechend derskalierten Version von (1.24) gilt dann f�ur die qn{te Iterierte:�M qn�;f(x; u) =  xu !+ qn�1Xk=0  �f(xk) sin 2�kqf(xk) cos 2�kq ! =  xu !+  sc ! :W�are nun s = c = 0, so w�are der Orbit periodisch mit der Periode nq; alsokann davon ausgegangen werden, da� (s; c) 6= (0; 0) gilt. Da die Symbolfolgeaber die Periodenl�ange n hat, gilt f(xk) = f(xn+k) = f(x2n+k) = : : : =f(xqn+k). Und damit gilt:�Mmqn�;f (x; u) =  xu !+m sc !f�ur alle m 2 IN. Nach Lemma 4.2 gibt es aber eine beschr�ankte Menge D � Umit �Mmqn�;f (U) � D:Die Existenz eines derartigen Orbits widerspricht aber gerade der Beschr�ankt-heit von D. Also ist dieser Fall nicht m�oglich.� In U startet ein aperiodischer Orbit mit aperiodischer Symbolfolge. NachLemma 4.1 haben dann alle in U startenden Orbits die dieselbe aperiodischeSymbolfolge. Angenommen, es gibt ein n 2 IN mit�Mn�;f(U) \ U 6= 0:Dann ist �Mn�;f(U) [ U � IR2 � 
1 zusammenh�angend. Nach Lemma 4.1haben dann alle in �Mn�;f (U) startenden Orbits dieselbe Symbolfolge wie diein U startenden Orbits. Mit anderen Worten, die Symbolfolge ist periodisch.Es kann also davon ausgegangen werden, da� die Mengen �Mn�;f (U) f�ur n 2 INpaarweise disjunkt sind. Nach Lemma 4:2 gibt es eineMengeD von endlichemMa�, so da� gilt: �Mn�;f(U) � D



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 55f�ur alle n 2 IN. Da �M�;f konservativ (
�achenerhaltend) ist, gilt �( �Mn�;f (U)) =�(U) > 0. Also liegen unendlich viele paarweise disjunkte Mengen von kon-stantem positiven Ma� in einer Menge D von endlichem Ma�. Dies ist nichtm�oglich, folglich kann dieser Fall auch ausgeschlossen werden.Weitere M�oglichkeiten sind nicht denkbar, womit der Satz bewiesen ist. 2Der Satz garantiert, da� jeder Punkt einer Zusammenhangskomponente, diekeine Nullmenge ist, periodisch ist. Da 
1 o�en ist, ist es durchaus denkbar, da�IR2 � 
1 auch Zusammenhangskomponenten vom Ma�e 0 enth�alt (f�ur geeignetgew�ahlte Parameter), der Satz kann hier nicht mehr angewandt werden. Im letztenPunkt des Beweises war es ja entscheidend, unendlich viele paarweise disjunkteMengen von positivem Ma� zu erhalten.Ferner gibt der Satz keine Aussage �uber die Struktur der periodischen Orbitsin der Zusammenhangskomponente. Aus der Analyse der Symmetrielinien ergabsich als Beobachtung, da� es in jeder Zusammenhangskomponente einen zentralensymmetrischen Punkt gibt, dessen Periode kein Vielfaches von q ist, und da� alleweiteren periodischen Punkte sich in konzentrischen Kreisen um diesen symme-trischen Punkt anordnen. Diese Feinheiten werden von dem Satz nicht erfa�t.Eine genaue Analyse der Perioden der symmetrischen Punkte ist Bestandteildes folgenden Unterabschnitts. Es kann zwar nicht gezeigt werden, da� jede Zu-sammenhangskomponente einen symmetrischen periodischen Punkt enth�alt, je-doch wird auf anschauliche Weise begr�undet, da� es einen zentralen periodischenPunkt gibt, dessen Periode kein Vielfaches von q ist.4.1.2 Aufbauprinzip des NetzesIm vorherigen Unterabschnitt wurde bewiesen, da� die Dynamik von �M�;f aufIR2 � 
1 rein periodisch ist. Wenn es also ein Stochastisches Netz gibt (siehenachfolgender Unterabschnitt), so kann es sich nur innerhalb der Menge 
1 ent-wickeln, da die Dynamik au�erhalb regul�ar ist. �Uber die m�oglichen Perioden wurdebisher jedoch noch keine Aussage getro�en (ausgenommen Satz 4.2). In diesemUnterabschnitt sollen die Mengen 
1 zu verschiedenen q{Werten | im folgendensei der Einfachheit wieder p = 1 gew�ahlt | einander gegen�ubergestellt und diePerioden der Punkte au�erhalb 
1 genauer untersucht werden. Das hei�t, dieDynamik innerhalb der Maschen des Netzes soll untersucht werden.Bisher wurde 
1 allein f�ur q = 4 und q = 6 betrachtet (Abbildungen 4.1 und4.2), weil 
1 f�ur diese beiden q{Werte eine besonders einfache Gestalt hat. Die�Uberlegungen des vorhergehenden Unterabschnitts gelten jedoch f�ur beliebige q{Werte, nur mu� in Kauf genommen werden, da� 
1 dann eine sehr verschachtelteGestalt haben kann.Bevor die komplizierteren F�alle betrachtet werden, sollen zun�achst einmal dieF�alle q 2 f3; 4; 6g etwas genauer untersucht werden. Im vorherigen Unterabschnittzeigte sich f�ur q = 6, da� sich die symmetrischen periodischen Punkte mit wach-sender Periode konzentrisch um den Ursprung anordnen (Abbildung 4.5). Im fol-



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 56genden soll nun f�ur die verschiedenen q{Werte genau bestimmt werden, in welcherForm die Perioden der symmetrischen periodischen Punkte anwachsen.q = 4:Abbildung 4.1 zeigt die Menge 
1 f�ur q = 4 und b = 0:2. F�ur diese Wahl vonq ist 
1 ein quadratisches Gitter der Breite 2b, das den gesamten Phasenraum�uberdeckt. Im folgenden sollen allein die periodischen Orbits au�erhalb von 
1betrachtet werden.In Abbildung 4.6(a) sind die zugeh�origen L�{invarianten Mengen von Lemma4.2 gezeigt. Abbildung 4.8 zeigt schematisch den Zusammenhang zwischen diesenMengen und den periodischen Orbits. Die d�unn gezeichneten Quadrate stellenden Rand von 
1 dar und die dicker gezeichneten Linien | der �Ubersichtlichkeithalber teils durchgezogen, teils gepunktet | die unterschiedlichen R�ander derL�{invarianten Mengen. Man geht nun von innen nach au�en: Nach Lemma 4.2kann �M�;f nur die beiden mit 0 markierten Quadrate aufeinander abbilden. Dadamit �M�;f auf den inneren beiden Quadraten festgelegt ist, k�onnen die mit 1markierten Quadrate | ebenfalls nach Lemma 4.2 | nur auf diese Quadrateabgebildet werden. Analoges gilt f�ur die mit den Symbolen 2 und 3 markiertenQuadrate, und so weiter.Man erh�alt also Klassen von Quadraten die konzentrisch um den Ursprungangeordnet sind und unter �M�;f aufeinander abgebildet werden. Nun ist �M�;fau�erhalb von 
1 eine Isometrie, das hei�t, die Quadrate werden nur gedrehtund verschoben. Damit ist klar, da� die Mittelpunkte der Quadrate periodischePunkte sind. Eine M�oglichkeit, die Perioden dieser Punkte zu ermitteln, ist eineAnalyse der Symmetrielinien wie sie in den Abbildungen 4.3 bis 4.5 exemplarischf�ur den Fall q = 6 durchgef�uhrt wurde. Eine andere M�oglichkeit ist, zu untersu-chen, wie die Quadrate aufeinander abgebildet werden. Ist dies bekannt, so kenntman ebenfalls die Perioden der Mittelpunkte. Dies soll im folgenden erl�autertwerden.Wie in Abbildung 4.8 bereits angedeutet, numeriert man die Klassen von innennach au�en durch. Man stellt fest, da� von einer Klasse zur n�achsten in jedemQuadranten jeweils ein Quadrat hinzukommt, also insgesamt vier Quadrate. Dashei�t, die Anzahl der Quadrate N(n) und die Anzahl der Quadrate im erstenQuadranten ~N (n) einer Klasse ist durchN(n) = 2 + 4n bzw. ~N(n) = 1 + n (4.19)gegeben, wobei n = 0; 1; 2; : : : die Nummer der Klasse bedeutet. Man macht sichnun anschaulich klar, da� �M�;f das oberste Quadrat im ersten Quadranten einerKlasse auf das oberste (ganz rechts liegende) Quadrat im vierten Quadraten ver-schieb und zugleich um �90 Grad dreht | mit Ausnahme der Klasse 0, die ja nuraus zwei Quadraten besteht. Ordnet man nun die Quadrate einer Klasse im ma-thematisch negativen Sinn an, so macht �M�;f nichts anderes, als die Quadrate umdie Anzahl der Quadrate im ersten Quadranten ~N(n) im mathematisch negativenSinn zu verschieben.
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Abbildung 4.8: Schematischer Aufbau des Netzes f�ur q = 4.n k(n) n k(n) n k(n)0 2 4 18 8 341 3 5 11 9 192 10 6 26 10 423 7 7 15 11 23Tabelle 4.1: Perioden der Maschenmittelpunkte f�ur q = 4.Abstrakt gesehen hat man also eine Reihe von N(n) = 2 + 4n Quadraten, aufder �M�;f durch zyklisches Durchschieben um ~N(n) Pl�atze operiert. Es ist klar,da� man nach k(n) = kgV(N(n); ~N (n))~N(n) = kgV(2 + 4n; n + 1)n+ 1 (4.20)derartigen Operationen wieder beim urspr�unglichen Ergebnis angelangt ist. k(n)ist daher die Periode der Mittelpunkte der Klasse n.Tabelle 4.1 zeigt eine Reihe von berechneten k(n){Werten, die sich auch mittelsAnalyse der Symmetrielinien veri�zieren lassen. Man erinnere sich an Satz 4.1,demzufolge �Mk�;f(n) um einen Punkt der Periode k(n) eine Drehung um�k(n)� =�2� k(n)4 ist. Da keiner der aufgef�uhrten k(n){Werte ein Vielfaches von q = 4 ist,



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 58sind alle nichtzentralen Punkte in den Quadraten von der Periode 2k(n) bzw.4k(n), je nachdem ob k(n) gerade oder ungerade ist.q = 6:Dieser Fall ist komplizierter als der Fall q = 4, da 
1 sowohl Dreiecke als auchSechsecke umschlie�en kann. Abbildung 4.2 zeigt 
1 f�ur b = 0:2. Man kann sichleicht vorstellen, da� zuerst die Dreiecke verschwinden und danach die Sechsecke,wenn die Breite 2b der Streifen langsam erh�oht wird. Im folgenden soll b jedochklein genug sein, da� sowohl Dreiecke als auch Sechsecke vorhanden sind.Da �M�;f 
�achenerhaltend und au�erhalb von 
1 sogar eine Isometrie ist,k�onnen Sechsecke nicht auf Dreiecke abgebildet werden und umgekehrt. Somitist es m�oglich, diesen Fall praktisch genauso zu behandeln, wie den Vorherigen.Abbildung 4.9 zeigt schematisch die Menge 
1 und die R�ander der L�{invarianten Mengen im Sinne von Lemma 4.2 (siehe Abbildung 4.6(b)). Zun�achsteinmal sollen nur die Sechsecke betrachtet werden, die ja nach der vorangegangenBemerkung aufeinander abgebildet werden m�ussen.Im Gegensatz zu q = 4 k�onnen dieses Mal nicht einfach nur die Quadrantenbetrachtet werden. Der Phasenraum mu� aufgrund der sechsz�ahligen Symmetriein sechs Sektoren aufgeteilt werden, wie durch die gestrichelten Linien angedeutet.Die Sektoren sollen im mathematisch negativen Sinne durchnumeriert sein. DieL�{invarianten Mengen teilen die Sechsecke wie im vorangegangen Fall wiederumin Klassen ein, die konzentrisch um den Ursprung herum angeordnet sind. DieKlassen werden erneut von innen heraus durchnumeriert. Die Klasse 0 besteht aus4 Sechsecken und man stellt fest, da� von einer Klasse zur n�achsten pro Sektorein Sechseck hinzukommt, also insgesamt sechs Sechsecke. Damit ist die die ZahlN6(n) der Sechsecke pro Klasse und ~N6(n) der Sechsecke im ersten Sektor gleichN6(n) = 4 + 6n bzw. ~N6(n) = 1 + n; (4.21)wobei n = 0; 1; 2; 3; : : : erneut die Nummer der Klasse bedeutet.Man macht sich nun anschaulich klar, da� �M�;f das erste Sechseck im erstenSektor auf das erste Sechseck im zweiten abbildet. Folglich ist �M�;f wieder eineVerschiebung um ~N6(n). Da die Sechsecke dabei nur gedreht und verschoben wer-den, sind die Mittelpunkte der Sechsecke periodisch. Ganz entsprechend berechnensich dann die Perioden k6(n) dieser Mittelpunkte zuk6(n) = kgV(N6(n); ~N6(n))~N6(n) = kgV(4 + 6n; n+ 1)n+ 1 : (4.22)Die neben den Sechsecken auftretenden Dreieck werden nun genauso behandelt.Dann ergibt sich die Anzahl N3(n) der Dreiecke pro Klasse und die Anzahl ~N3(n)zu N3(n) = 2 + 12n bzw. ~N3(n) = 1 + 2n: (4.23)Damit ergibt sich analog f�ur die Perioden der Mittelpunkte:k3(n) = kgV(2 + 12n; 2n + 1)2n + 1 : (4.24)
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Abbildung 4.9: Schematischer Aufbau des Netzes f�ur q = 6.n k6(n) k3(n) n k6(n) k3(n) n k6(n) k3(n)0 4 2 4 28 50 8 52 981 5 14 5 17 62 9 29 1102 16 26 6 40 72 10 64 1223 11 38 7 23 86 11 35 134Tabelle 4.2: Perioden der Maschenmittelpunkte f�ur q = 6.Tabelle 4.2 zeigt einige berechnete Werte von k3(n) und k6(n), die auch anhandder Symmetrielinien �uberpr�uft werden k�onnen. In Abbildung 4.5 sind beispiels-weise die ersten k3(n){ und k6(n){Werte f�ur diesen Fall gezeigt, wie sie sich ausder Analyse der Symmetrielinien ergeben haben.q = 3:Der Fall q = 3 kann praktisch genauso behandelt werden wie der Fall q = 6,nur wird der Phasenraum dieses Mal nicht in sechs Sektoren eingeteilt, sondernin drei.Abbildung 4.10 zeigt schematisch den Aufbau des Netzes f�ur q = 3. Teilt mandie Sechsecke und Dreiecke nun in gewohnter Weise wieder in Klassen ein (siehe
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Abbildung 4.10: Schematischer Aufbau des Netzes f�ur q = 3.Abbildung 4.7(a)), so gilt f�ur die Sechsecke:N6(n) = 2 + 6n bzw. ~N6(n) = 1 + 2n: (4.25)Hierbei ist N6(n) wiederum die Anzahl der Sechsecke pro Klasse und ~N6(n) dieAnzahl der Sechsecke im ersten Sektor. F�ur die Perioden der Mittelpunkte folgtdamit: k6(n) = kgV(2 + 6n; 2n+ 1)2n + 1 : (4.26)Entsprechend ergibt sich f�ur die Anzahl der Dreiecke:N3(n) = 10 + 12n bzw. ~N3(n) = 4 + 4n: (4.27)Und wie �ublich gilt f�ur die Perioden der Mittelpunkte dann:k3(n) = kgV(10 + 12n; 4 + 4n)4 + 4n : (4.28)



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 61n k6(n) k3(n) n k6(n) k3(n) n k6(n) k3(n)0 2 5 4 26 29 8 50 531 8 11 5 32 35 9 56 592 14 17 6 38 41 10 62 653 20 23 7 44 47 11 68 71Tabelle 4.3: Perioden der Maschenmittelpunkte f�ur q = 3.Tabelle 4.3 zeigt die ersten berechneten k3(n){ und k6(n){Werte.Hiermit sind die F�alle q 2 f3; 4; 6g praktisch vollst�andig erkl�art. Bevor je-doch die verbleibenden F�alle diskutiert werden, zun�achst eine kleine Anmerkungdazu, weshalb die F�alle q 2 f3; 4; 6g eine besondere Bedeutung haben: Im folgen-den Abschnitt wird der Fall periodischer Kick{Funktionen untersucht. Es wirdsich herausstellen, da� gerade f�ur diese q{Werte die Abbildung �M q�;f Translati-onssymmetrie besitzt und sich zusammen mit den (Umkehrenden) Symmetrieneine Kristallsymmetriegruppe ergibt. Daher werden die F�alle q 2 f3; 4; 6g als kri-stallsymmetrische F�alle bezeichnet. Diese Bezeichnung ist auch f�ur aperiodischeKick{Funktionen sinnvoll, da die Menge 
1 f�ur q 2 f3; 4; 6g ebenfalls Transla-tionssymmetrie besitzt. Dies darf jedoch nicht dar�uber hinwegt�auschen, da� dieAbbildung selber keine derartige Translationssymmetrie hat. Anhand des geradebesprochenen Aufbauprinzips der periodischen Orbits w�are das unm�oglich.Die anderen F�alle q 62 f3; 4; 6g sind dadurch gekennzeichnet, da� 
1 eine sehrviel verschachteltere Struktur hat, die trotz einer gewissen Regelm�a�igkeit kei-nerlei Translationssymmetrie zu besitzen scheint. Diese F�alle sollen im folgendenauch quasikristalline F�alle genannt werden.Abbildung 4.11 zeigt als Beispiel die Menge 
50 f�ur den Fall q = 5. (Im Gegen-satz zu den Abbildungen 4.1 und 4.2 konnte hier aus numerischen Gr�unden nichtweit genug iteriert werden, um 
1 in dem gezeigten Ausschnitt zu realisieren.)Hierbei ist die Breite b so klein gew�ahlt, da� m�oglichst viel von der Struktur zuerkennen ist. Nach der allgemeinen Theorie aus Unterabschnitt 4.1.1 ist gesichert,da� alle Punkte au�erhalb 
1 periodisch sind.Nun ist ersichtlich, da� mit wachsendem b die feineren Strukturen der Reihenach verloren gehen, bis schlie�lich nur noch die gr�o�eren F�unf{ und Zehneckefrei bleiben. Je kleiner also b gew�ahlt wird, desto mehr wird von der Feinstrukturdes Netzes erkennbar. Um einen Eindruck davon zu erhalten, wie kompliziert dasNetz werden kann, soll im folgenden der Fall b! 0 betrachtet werden. Das hei�t,die Streifen, aus denen sich 
1 zusammensetzt, schrumpfen zu Linienst�uckenzusammen.Bei einem derartigen Grenz�ubergang ist jedoch zu beachten, da� die Abbildung�M�;f f�ur b = 0 nicht mehr stetig ist. Obwohl das fundamentale Lemma 4.1 auchf�ur diesen Fall bewiesen werden kann, haben die folgenden Abbildungen allein denSinn, ein Grundger�ust f�ur das Netz zu zeigen. Es ist schwer, f�ur unstetiges �M�;feinen Orbit zu �nden, der die Netzstruktur wiedergibt, zumal da alle Orbits, diein die N�ahe der Unstetigkeit gelangen, mit Rechenfehlern behaftet sind.
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Abbildung 4.11: Die Menge 
50 f�ur q = 5 und b = 0:05.Die Netzstruktur f�ur b ! 0 l�a�t sich auf einfache Weise durch R�uckw�arts{Iteration der u{Achse ermitteln; Abbildung 4.12 zeigt dies f�ur den Fall q = 5. Dadie Netzstruktur auch f�ur den Fall b ! 0 invariant ist, lie�en sich die dieselbenBilder auch durch Vorw�arts{Iteration der u{Achse gewinnen. Aus numerischenGr�unden wurden nur 150 Iterationen abgebildet. Man erkennt jedoch, da� sichdie Struktur aus F�unf{ und Zehnecken an mehreren Stellen in immer kleinererSkalierung fortsetzt. Bei jedem b > 0 wird ein Teil dieser Struktur von 
1 �uber-deckt und ist somit nicht mehr erkennbar.Trotz dieser komplizierten Gestalt ist gesichert, da� jeder Punkt au�erhalb von
1 periodisch ist. Das Problem bei q = 5 besteht nun darin, da� mit kleiner wer-dendem b immer mehr Zusammenhangskomponenten in IR2 � 
1 hinzukommen.Dennoch existieren auch hier die L�{invarianten Mengen von Lemma 4.2, die dieStruktur, genauso wie bei den F�allen q 2 f3; 4; 6g, in konzentrische Klassen umden Ursprung einteilen. F�ur die F�alle q = 3 und q = 6 gab es in diesen Klassen so-wohl Dreiecke als auch Sechsecke. F�ur q = 5 besteht jede Klasse jedoch aus F�unf{
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Abbildung 4.12: Netzstruktur f�ur q = 5 und b! 0.und Zehnecken, deren Anzahl mit kleiner werdendem b beliebig gro� werden kann.Nichtsdestotrotz ist es prinzipiell m�oglich, bei der Analyse der Perioden ge-nauso zu verfahren wie in den F�allen q 2 f3; 4; 6g. Da �M�;f 
�achenerhaltend ist,k�onnen nat�urlich F�unf{ oder Zehnecke einer bestimmten Gr�o�e nicht auf F�unf{oder Zehnecke einer anderen Gr�o�e abgebildet werden. Innerhalb jeder Klassew�are es also n�otig, die F�unf{ und Zehnecke entsprechend ihrer Gr�o�e zu klassi�-zieren und anschlie�end die N(n){ und ~N (n){Werte f�ur jede dieser Gr�o�enklassenzu bestimmen. Entsprechend dem b{Wert m�u�te dies dann bis zu beliebig kleinenStrukturen durchgef�uhrt werden, will man die gesamte Struktur erfassen.Es ist jedoch denkbar, da� sich gewisse Abh�angigkeiten in den N(n){ und~N(n){Werten von einer Gr�o�enklasse zur n�achsten aufsp�uren lassen und sich somitdie komplette Struktur erfassen l�a�t. Eine derartige Analyse w�urde jedoch denRahmen dieser Arbeit sprengen.Stattdessen soll zumindest ansatzweise eine Erkl�arung f�ur das Entstehen dieserStrukturen gegeben werden. Die Abbildungen 4.13 und 4.14 zeigen, da� �ahnlich
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Abbildung 4.13: Netzstruktur f�ur q = 7 und b! 0.verschachtelte Strukturen auch f�ur andere Werte q 62 f3; 4; 6g auftreten. Dabeiist au��allig, da� f�ur q = 7 die Struktur aus Sieben{ und Vierzehnecken besteht,w�ahrend die Struktur f�ur q = 8 praktisch nur aus Achtecken zu bestehen scheint.Entsprechend der skalierten Version von (1.24) kann die n{te Iterierte von �M�;fwie folgt geschrieben werden:�Mn�;f :  xu ! 7!  cos n� sinn�� sinn� cosn� ! xu !+ n�1Xk=0 f(xn) sin(n� k)�cos(n � k)� !(4.29)Dabei ist zu beachten, da� im Grenzfall b ! 0 die f(xn) nur die Werte �1annehmen k�onnen. �Mn�;f setzt sich also zusammen aus einer Drehung um denWinkel n� und einer Summe von Vektoren des Typs �k(sin(n� k)�; cos(n� k)�)mit �k 2 Z.F�ur die Netzstruktur bedeutet dies, da� die u{Achse um die Winkel �n� ge-dreht, an einigen Stellen getrennt und um die Vektoren �k(sin(n�k)�; cos(n�k)�)
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Abbildung 4.14: Netzstruktur f�ur q = 8 und b! 0.verschoben wird. Betrachtet man nun alle m�oglichen Drehungen der u{Achse (sie-he Abbildung 4.15), so ist klar, da� die u{Achse f�ur ungerades q gerade in qRichtungen gedreht werden kann, w�ahrend bei geradem q nur q=2 verschiedeneRichtungen m�oglich sind.Es scheint nun ein wesentliches Aufbauprinzip der Netzstrukturen zu sein, da�die Maschen regelm�a�ige n{Ecke sind, deren Rand sich aus allen m�oglichen Rich-tungen zusammensetzt. F�ur q = 5 und q = 7 sind daher F�unf{ und Zehnecke bzw.Sieben{ und Vierzehnecke m�oglich, w�ahren f�ur q = 8 nur Achtecke m�oglich sind.(Kein anderes regelm�a�iges n{Eck setzt sich aus den vier m�oglichen Richtungenzusammen.) Der Fall q = 8 ist insofern ein Sonderfall, als zum Beispiel bei q = 10auch F�unfecke oder bei q = 12 auch Sechsecke auftreten.Damit ist zumindest das Auftreten der verschiedenen n{Ecke erkl�art. Um nundas Auftreten der komplizierten Strukturen f�ur die F�alle q 62 f3; 4; 6g zu erkl�aren,mu� auf eine weitere Besonderheit dieser q{Werte aufmerksam gemacht werden.Betrachtet man den Phasenraum als komplexe Ebene, so werden die Vektoren
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(a) q = 5 (b) q = 7 (c) q = 8Abbildung 4.15: Richtungen f�ur verschiedene q{Werte.�k(sin(n� k)�; cos(n� k)�) durch komplexe Zahlen vom Typ �keik�ei� repr�asen-tiert. Durch Drehung des Koordinatensystems kann der konstante Phasenfaktorei� vernachl�assigt werden. Da� hei�t man interessiert sich vornehmlich f�ur kom-plexe Zahlen von der Gestalt �keik� = �ke2�ik=q mit �k 2 Z. Aus der Theorie derKreisteilungsk�orper ist bekannt, da� die MengeQ �ei 2�q � = 8<:q�1Xk=0 akeik 2�q jak 2 Q 8k9=; ; (4.30)aufgefa�t als Q{Vektorraum, die DimensiondimQ �ei 2�q � = �(q) (4.31)hat. Hierbei ist �(q) die Eulersche �{Funktion, die genau f�ur die q{Werte q 2f3; 4; 6g den Wert �(q) = 2 hat.Da f�ur alle Vorfaktoren �k 2 Z � Q gilt, kann die Struktur des Netzes als Pro-jektion eines �(q){dimensionalen Gitters auf eine zweidimensionale Ebene ange-sehen werden. F�ur die kristallsymmetrischen F�alle q 2 f3; 4; 6g ergibt sich darauskeine Schwierigkeit, w�ahrend alle anderen F�alle Projektionen h�oherdimensionalerGitter auf die Ebene darstellen. Es ist bekannt, da� bei derartigen Projektionensehr komplizierte Muster entstehen k�onnen.Diese Bemerkungen sollen keinemathematisch korrekte Begr�undung darstellen,zumal da sehr regelm�a�ige Penrose{Muster ebenfalls aus der Projektion h�oherdi-mensionaler Gitter ins Zweidimensionale gewonnen werden k�onnen.4.1.3 Das Stochastische NetzIn den vorherigen beiden Unterabschnitten wurde ausschlie�lich die Dynamik aufdem Phasenraumbereich IR2 � 
1 besprochen, und es hat sich gezeigt, da� alledarin startenden Orbits periodisch sind. �Uber die Dynamik auf 
1 wurden bisjetzt noch keine Aussagen getro�en.



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 67Die Kick{Funktion f(x) sei weiterhin von der Gestalt (4.3). F�ur die Dynamikauf 
1 ist nun die Funktion g(x) entscheidend. Im einfachsten Fall ist g(x) linear,wie bereits imUnterabschnitt 4.1.1 zur Berechnung der Symmetrielinien angenom-men (siehe (4.14)). f(x) hat dann die Gestalt von fA1(x) (siehe (1.29)). Wie schonbesprochen, kann K = 1 gew�ahlt werden. Die Poincar�e{Abbildung �M�;f ist dannst�uckweise linear und nur noch von den Parametern � und b abh�angig. Weiterhinsoll p = 1 gelten, das hei�t � = 2�=q f�ur q � 2.Es zeigt sich, da� sich die Abbildung �M�;f auf der Menge 
1 chaotisch verh�altund im Phasenraum ein Stochastisches Netz erzeugt. Hierzu zwei Abbildungen,die sich gut in die bisherigen �Uberlegungen eingliedern:Da s�amtliche Punkte au�erhalb der Menge 
1 periodisch sind, kann sich einchaotischer Orbit nur innerhalb dieser Menge entwickeln. Die Abbildungen 4.16und 4.17 zeigen jeweils einen Orbit der in der N�ahe der u{Achse gestartet wurde.Vergleicht man diese beiden Orbits mit den Abbildungen 4.1 und 4.2 der Menge
1 gerade f�ur die entsprechenden Parameterwerte, so ist die �Ahnlichkeit o�en-sichtlich. Mehr noch scheinen die obigen Orbits sogar dicht in 
1 zu liegen.Im folgenden soll die Chaotizit�at auf der Menge 
1 n�aher untersucht werden.Hierzu wird zun�achst die Stabilit�at des zentralen Fixpunktes (0; 0) bestimmt. Da�M�;f eine zweidimensionale Abbildung ist, l�a�t sich die Stabilit�at am einfachstenmit dem Residuum des Fixpunktes bestimmen (siehe [16]). Das Residuum ist wiefolgt de�niert: R = 14(2 �TrD �M�;f ): (4.32)Dabei ist D �M�;f an der Stelle des Fixpunktes zu nehmen. Ist R < 0, so istder Fixpunkt hyperbolisch; f�ur 0 < R < 1 ist der Fixpunkt elliptisch und f�urR > 1 invers hyperbolisch. F�ur den zentralen Fixpunkt (0; 0) von �M�;f kann dasResiduum schnell berechnet werden:R = 12 �1 � cos� + sin�2b � : (4.33)Man erkennt sofort, da� f�ur gen�ugend kleines b und q > 2 das Residuum R immergr�o�er als eins ist. Das hei�t, der zentrale Fixpunkt ist invers hyperbolisch. F�urdie in den Abbildungen 4.16 und 4.17 gew�ahlten q{Werte ist b = 0:2 bereits kleingenug.Es ist daher naheliegend, die stabile und instabile Mannigfaltigkeit dieses Fix-punktes zu verfolgen. Da das System st�uckweise linear ist, kann man erwarten,da� die invarianten Mannigfaltigkeiten sich aus mehr oder minder kompliziertverschachtelten, stetig verbundenen Linienst�ucken zusammensetzen.Abbildung 4.18 zeigt die instabile und Abbildung 4.19 die stabile Mannigfal-tigkeit des Fixpunktes (0; 0) zu q = 6 und b = 0:2, der Rand der Menge 
1 istdurch die punktierten Linien markiert. Es darf nicht �uberraschen, da� die beidenMannigfaltigkeiten durch Spiegelung an der Achse (sin(�=2); cos(�=2)) ineinander�ubergehen; diese Spiegelung ist gerade die Umkehrende Symmetrie Ŝ1 von �M�;f .Durch �Ubereinanderlegen beider Abbildungen erkennt man, da� sich beide Man-nigfaltigkeiten in vielen homoklinen Punkten schneiden, von denen einige bereits
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Abbildung 4.16: Orbit f�ur q = 4 und b = 0:2. Startwerte x0 = 0 und u0 = 0:2.20000 Iterationen.in entfernten Armen der Menge 
1 liegen. F�ur den Fall q = 4 ergeben sich ganzentsprechende Bilder, die hier jedoch nicht gezeigt werden sollen.Da sich die Dynamik in der N�ahe des Fixpunktes im wesentlichen entlang derinstabilen Mannigfaltigkeit entwickelt, ist erkennbar, da� die Orbits zwar immerwieder nach innen gefaltet, aber auch weit nach au�en gedr�uckt werden. Durchdie vielen homoklinen Punkte entsteht eine \Durchmischung" der Dynamik, dieletztlich die Chaotizit�at auf diesem Phasenraumbereich ausmacht. Dieses kannfolgenderma�en erkl�art werden:Zun�achst ist anzumerken, da� aus der Existenz eines homoklinen Punktesdie Existenz von unendlich vielen homoklinen Punkten resultiert. Dies ist in-sofern anschaulich klar, als beide Mannigfaltigkeiten invariante Mengen sind,das hei�t, sie werden unter der Dynamik auf sich selbst abgebildet. Damit istklar, da� homokline Punkte wiederum auf homokline Punkte abgebildet wer-den m�ussen. Nun konvergiert aber jeder Punkt auf der stabilen Mannigfaltigkeit
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Abbildung 4.17: Orbit f�ur q = 6 und b = 0:2. Startwerte x0 = 0 und u0 = 1. 20000Iterationen.unter Vorw�arts{Iteration und jeder Punkt der instabilen Mannigfaltigkeit unterR�uckw�arts{Iteration gegen den zentralen Fixpunkt. Hat man nun einen homo-klinen Punkt gegeben, so erh�alt man durch Anwendung der Dynamik auf diesenPunkt bereits beliebig viele homokline Punkte.Nun bilden die stabile und die instabile Mannigfaltigkeit zwischen zwei homo-klinen Punkten eine Schlaufe, die ein gewisses Phasenraumgebiet umfa�t. Da dieMannigfaltigkeiten, wie oben angemerkt, invariante Mengen sind, wird unter derDynamik eine Schlaufe auf die n�achste abgebildet. Ferner ist die Dynamik kon-servativ, das hei�t 
�achenerhaltend, was zur Folge hat, da� s�amtliche Schlaufendasselbe Phasenraumvolumen umfassen. Es ist anschaulich klar, da� die Schlaufenin der N�ahe des Fixpunktes immer dichter werden und sich dort vielfach trans-versal �uberdecken. Es ist mathematisch exakt bewiesen (siehe zum Beispiel [17]),da� dies zur Folge hat, da� eine gewisse Iterierte der Dynamik auf einem Gebietin der N�ahe des Fixpunktes topologisch konjugiert zur Hufeisenabbildung ist. Dies
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Abbildung 4.18: Instabile Mannigfaltigkeit des Fixpunktes (0; 0) f�ur q = 6 undb = 0:2.soll anhand der gegeben Dynamik demonstriert werden.In Abbildung 4.20 wird ein Parallelogramm, welches in der nahen Umgebungdes zentralen Fixpunktes liegt und parallel zu den Eigenrichtungen ist, unterder Dynamik f�unfmal iteriert. Die urspr�ungliche Menge und die 5. Iterierte sindim untersten Bild �ubereinandergelegt. In Abbildung 4.21 ist das Analoge f�ur dieR�uckw�artsdynamik durchgef�uhrt.Man erkennt, da� die 5. Vorw�arts{ und die 5. R�uckw�arts{Iterierte der Mengedie urspr�unglich Menge in jeweils drei Streifen schneiden, wobei wichtig ist, da� dieStreifen der Vorw�artsdynamik das urspr�ungliche Gebiet horizontal und die Streifender R�uckw�artsdynamik das urspr�ungliche Gebiet vertikal schneiden. Hierbei ist\vertikal" und \ horizontal" als Schnitt mit dem oberen und unteren bzw. linkenund rechen Rand zu verstehen. Nur unter dieser Bedingung ist eine topologischeKonjugiertheit zu einer vollst�andigen Hufeisenabbildung gegeben.Mit Hilfe dieser Hufeisenabbildung ist es prinzipiell m�oglich, auf dem Aus-
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Abbildung 4.19: Stabile Mannigfaltigkeit des Fixpunktes (0; 0) f�ur q = 6 undb = 0:2.gangsgebiet eine symbolische Dynamik mit drei Symbolen einzuf�uhren, so da� dieDynamik auf einer vollst�andig hyperbolischen Cantor{Menge innerhalb des Ge-biets topologisch konjugiert zur Shift{Abbildung ist, womit die Chaotizit�at aufdieser Menge streng mathematisch bewiesen w�are. Dies soll jedoch nicht in allenEinzelheiten durchgef�uhrt werden. Es sei jedoch erw�ahnt, da� sich die Dynamikunter Ausnutzung der Punktsymmetrie im Ursprung auf zwei Symbole reduzierenl�a�t.Die Abbildungen 4.22 und 4.23 zeigen, da� die vorstehenden �Uberlegungenauch f�ur den Fall q = 6 durchf�uhrbar sind.
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Abbildung 4.20: Vorw�arts{Iteration eines Parallelogramms (q = 4 und b = 0:2).
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Abbildung 4.21: R�uckw�arts{Iteration eines Parallelogramms (q = 4 und b = 0:2).
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Abbildung 4.22: Vorw�arts{Iteration eines Parallelogramms (q = 6 und b = 0:2).



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 75

Abbildung 4.23: R�uckw�arts{Iteration eines Parallelogramms (q = 6 und b = 0:2).



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 764.1.4 Di�erenzierbare Kick{FunktionWie in Abschnitt 1.7 bereits angedeutet, kann die in den vorherigen Unterab-schnitten verwandte st�uckweise lineare Kick{Funktion fA1(x) durch die Kick{Funktion fA2(x) (siehe (1.31)) angen�ahert werden bzw. umgekehrt. Die Kick{Funktion fA2(x) hat den Vorteil, da� sie beliebig oft di�erenzierbar ist und eineaus mathematischer Sicht etwas ansprechendere Gestalt hat als fA1.Abbildung 4.24 zeigt ein typisches Phasenportrait von �M�;fA2 f�ur q = 6 undb = 0:1 anhand von g�unstig ausgew�ahlten Orbits. Das erkennbare StochastischeNetz ist ein Orbit mit 40000 Iterationen, der in der N�ahe des Ursprungs gestartetwurde. Innerhalb der Maschen wurden zus�atzlich vier Orbits gestartet und f�urjeweils 4000 Iterationen verfolgt.Zun�achst ist die �Ahnlichkeit mit den bisher von fA1(x) bekannten Strukturenanzumerken. Zum einen gibt es ein Stochastisches Netz, dessen Struktur sich vondem bisherigen praktisch nicht unterscheidet; zum anderen scheinen alle Punkteau�erhalb des Netzes stabil zu sein. An den invarianten Kurven erkennt manjedoch, da� nicht mehr alle Punkte au�erhalb des Netzes periodisch sind, sondernnur noch quasiperiodisch. Dies ist nicht weiter �uberraschend, da die Konstanzvon f(x) au�erhalb eines gewissen Bereiches um die u{Achse f�ur fA2(x) nichtmehr gew�ahrleistet ist. Erst in der N�ahe der Mittelpunkt scheinen die bisherigenErgebnisse zu gelten, wie an dem abgebildeten 12{Zyklus erkennbar istFerner ist zu bemerken, da� es f�ur fA2(x) auf dem Stochastischen Netz Stabi-lit�atsinseln gibt, die bei gr�o�erem b deutlich erkennbar werden. Abbildung 4.25zeigt die Orbits mit denselben Startwerten, wie in in Abbildung 4.24, nur mit demUnterschied, da� b = 0:2 gesetzt wurde. Die L�ucken in dem Stochastischen Netzsind deutlich erkennbar.Ohne genaue Analyse sei an dieser Stelle angemerkt, da� an den Stellen, wo die-se Stabilit�atsinseln in Erscheinung treten, bei der st�uckweise linearen AbbildungfA1(x) marginal stabile Punkte (mit Residuum 0) liegen, die bei fA2(x) elliptischwerden.Zusammengefa�t l�a�t sich sagen, da� sich die Strukturen von �M�;fA2 f�ur kleinesb mit der bisherigen Theorie erkl�aren lassen, f�ur gr�o�ere b{Werte jedoch Struktu-ren entstehen, die gesondert behandelt werden m�ussen. Auf eine umfangreichereUntersuchen sei an dieser Stelle verzichtet.
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Abbildung 4.24: Phasenportrait zu fA2(x) f�ur q = 6,K = 1 und b = 0:1.
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Abbildung 4.25: Wie Abbildung 4.24, jedoch b = 0:2.



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 794.2 Periodische Kick{FunktionenIm vorherigen Abschnitt wurde die Kick{Funktion f(x) so gew�ahlt, da� durch sieein regelm�a�iges Stochastisches Netz erzeugt wurde, dessen Geometrie sich aufeinfache Weise erkl�aren lie�. Zudem hatte die st�uckweise lineare Abbildung denVorteil, da� die chaotischen und die regul�aren Bereiche des Phasenraumes scharfvoneinander getrennt waren und sich die Breite der stochastischen Kan�ale direktaus den Parameterwerten ergab.Die meisten �Uberlegungen sollen im folgenden anhand der Kick{Funktionf(x) = �K sin(2�x) (4.34)durchgef�uhrt werden, also anhand der Kick{Funktion fP1(x), die in Abschnitt1.7 kurz eingef�uhrt wurde (siehe (1.33)). Mit dieser Kick{Funktion wird �M�;f zuder von Zaslavsky eingef�uhrten Netzabbildung. Zur Netzabbildung wurden um-fangreiche Untersuchungen durchgef�uhrt (siehe zum Beispiel [3, 4, 8, 11, 18, 19]),jedoch soll nicht vergessen werden, da� obiges f(x) nicht die einzige periodischeKick{Funktion ist, die ein Stochastisches Netz erzeugt. Yu und Parmenter ha-ben in [9] mehrere periodische Kick{Funktionen vorgestellt, die ein ganz �ahnlichesVerhalten zeigen.4.2.1 KristallsymmetrienAls erstes �uberlegt man sich, da� nur Kick{Funktionen mit der (r�aumlichen) Pe-riode 1 betrachtet werden m�ussen. Hat man n�amlich eine Kick{Funktion f(x)mit der Periode b 6= 0 gegeben, so ist �M�;f , �ahnlich wie f�ur aperiodische Kick{Funktionen (vergleiche 4.10), �uber die Umskalierungxb ! x ; ub ! u (4.35)topologisch konjugiert zu einem �M�;f̂ , wobei f̂(x) die Periode 1 hat. Ohne Ein-schr�ankung habe also f(x) immer die Periode 1.Es soll im folgenden weiterhin � = 2�=q mit q 2 IN gelten (siehe (4.16)). In derBetrachtung der aperiodischen Kick{Funktion zeigte sich bereits, da� man f�ur dieF�alle q 2 f3; 4; 6g eine sehr gleichf�ormige Netzstruktur mit einer o�ensichtlichenTranslationssymmetrie erhielt, w�ahrend sich f�ur die anderen F�alle, wie q = 5 oderq = 7, ein recht kompliziertes, verschachteltes Netz ergab. Es liegt also nahe, dieF�alle q 2 f3; 4; 6g getrennt zu untersuchen und nach M�oglichkeit eine Begr�undungder Unterschiede zu liefern.Es soll nun gezeigt werden, da� �M q�;f Translationssymmetrie besitzt, sofernq 2 f3; 4; 6g und f(x) periodisch ist. Um dies zu zeigen, soll die q{te Iterierte von�M q�;f in anderer Form als in (1.24) geschrieben werden. Es sei daran erinnert, da��M�;f die Komposition zweier Abbildungen ist:�M�;f = �� �	K (4.36a)



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 80mit �� =  cos� sin�� sin� cos� ! und 	K(x; u) =  xu+ f(x) ! : (4.36b)�� ergibt sich aus der Teilchenbewegung zwischen den Kicks, und 	K beschreibtden Impuls�ubertrag beim Kick. In der hier gew�ahlten Skalierung (1.15) reduziertsich �� auf eine einfache Drehung um den Winkel ��.Dann kann die q{te Iterierte von �M�;f auch in der folgenden Weise geschriebenwerden: �M q�;f = (�� �	K)q = qYk=1	k� (4.37a)mit 	k� = �k� �	K � ��k�: (4.37b)Hierbei soll Q eine sukzessive Komposition und �k� eine Drehung um den Winkel�k� bedeuten. Es ist zu beachten, da� das Produkt Q von links nach rechtsgeschrieben wird und ��q� = id gilt. Im Grunde ist (4.37a) nichts weiter als eineetwas aufwendige Umstellung der verschiedenen Faktoren, sie erlaubt es jedoch,eine einfache Bedingung f�ur die Symmetrien von �M q�;f anzugeben. Eine AbbildungL ist eine Symmetrie von �M q�;f , wenn sie Symmetrie von allen 	k� mit 1 � k � qist bzw. mit allen 	k� kommutiert, das hei�t (vergleiche (3.1)):	k� � L = L �	k� ) �M q�;f � L = L � �M q�;f : (4.38)Angenommen �M q�;f hat eine TranslationssymmetrieL�x;�u :  xu ! 7!  x+�xu+�u ! ; (4.39)die mit allen 	k� kommutiert. Zun�achst mu� ein solches L�x;�u mit 	K = 	q�selber kommutieren. Dies bedeutet aber, da� �x eine ganze Zahl sein mu�, wobeidavon ausgegangen wurde, da� 1 die Hauptperiode der Funktion f(x) ist. Alsokommen nur Translationssymmetrien der GestaltL�n;�u :  xu ! 7!  x+�nu+�u ! (4.40)mit �n 2 Z in Frage. Ferner ist ersichtlich, da� mit L�n;�u auch die Abbildung�k��L�n;�u���k� mit allen 	k� kommutiert. Also ist �k��L�n;�u���k� ebenfallseine Translationssymmetrie von �M q�;f . Dies bedeutet aber, da��k� � L�n;�u ���k� = L�n0 ;�u0 (4.41)f�ur geeignete �n0 2 Z und �u0 2 IR gelten mu�. Aus der Kristallographie istnun bekannt, da� diese Bedingung nur f�ur q 2 f1; 2; 3; 4; 6g erf�ullt werden kann.Mit anderen Worten, ein Gitter in der Ebene mit Translationssymmetrie kann nurzweiz�ahlige, dreiz�ahlige, vierz�ahlige und sechsz�ahlige Rotationszentren haben, diedas Gitter invariant lassen (siehe hierzu [20]).



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 81�M q�;f kann also nur dann eine Translationssymmetrie L�x;�u besitzen, wennq 2 f1; 2; 3; 4; 6g gilt. Die F�alle q = 1 und q = 2 erweisen sich insofern als uninter-essant, als beide kein Stochastisches Netz erzeugen und sollen daher im folgendennicht weiter ber�ucksichtigt werden.F�ur die verbleibenden drei F�alle zeigt sich nach kurzer Rechnung:q = 4: In diesem Fall hat �M q�;f Translationssymmetrien, die von L0;1 und L1;0erzeugt werden, das hei�t jede Translationssymmetrie kann als Kompositi-on dieser beiden geschrieben werden. Die Translationsvektoren spannen einqudratisches Gitter auf, dessen Elementarzelle ein 1� 1{Quadrat ist.q = 3 , q = 6: In diesen beiden F�allen hat �M q�;f Translationssymmetrien, die vonL0;2=p3 und L1;1=p3 erzeugt werden. Die Translationsvektoren spannen in bei-den F�allen ein hexagonales Gitter auf, dessen Elementarzelle eine Raute mitSeitenl�ange 2=p3 ist.Bei der Betrachtung der Dynamik von �M q�;f kann man sich also auf die Elemen-tarzelle beschr�anken. Aufgrund der Translationssymmetrie kann man die Elemen-tarzelle als Repr�asentanten eines 2{Torus ansehen, auf dem die Dynamik statt�n-det. Auf diese Weise erh�alt man eine geeigente Darstellung f�ur die Dynamik. Inder allgemeinen Sprache dynamischer Systeme bedeutet dies, da� �M q�;f unter derGruppe der Translationssymmetrien symmetriereduziert wurde. Zum allgemeinenFormalismus der Symmetriereduktion sei auf Anhang A.6 verwiesen.Als n�achstes soll die Kristallsymmetriegruppe der Abbildung �M q�;f untersuchtwerden. Die Kristallsymmetriegruppe setzt sich zusammen aus den Translations-symmetrien und den restlichen linearen Symmetrien und Umkehrenden Symme-trien der Abbildung. Es ist klar, da� (Umkehrende) Symmetrien von �M�;f auch(Umkehrende) Symmetrien von �M q�;f sind. Somit sind in der Kristallsymmetrie-gruppe von �M q�;f alle (Umkehrenden) Symmetrien von �M�;f enthalten.Es wurde bereits gezeigt, da� �M�;f f�ur beliebiges | also auch periodisches |f(x) reversibel bez�uglich der Umkehrenden Symmetrien �S0 und �S1 (siehe (4.12))ist. Es ist o�ensichtlich, da� �S1 eine von f(x) unabh�angige Spiegelung ist, w�ahrend�S0 im allgemeinen nicht linear ist. Somit ist �S1 ein Element der Kristallsymme-triegruppe.Abbildung 4.26 zeigt schematisch die Elementarzellen f�ur q 2 f3; 4; 6g mit derFixpunktmenge der Umkehrenden Symmetrie �S1 (gestrichelte Linie). Die Elemen-tarzelle ist dabei so plaziert, da� der Ursprung (0; 0) in der Mitte liegt. Die Pfeilesollen veranschaulichen, wie �S1 die Dynamik innerhalb der Elementarzelle beein-
u�t. Die Kristallsymmetriegruppen, die von den Translationssymmetrien und derUmkehrenden Spiegelung �S1 erzeugt werden, sind o�enbar f�ur alle q 2 f3; 4; 6gisomorph zueinander.Um die Kristallsymmetriegruppen korrekt zu klassi�zieren sei angemerkt, da�das Konzept der Umkehrenden Symmetrien eng verbunden ist mit dem Kon-zept der Spin{umkehrenden Symmetrien in magnetischen Gruppen (siehe hierzuebenfalls [20]). In �Ubereinstimmung mit der Literatur soll hier die Schubikov{Belov{Notation verwandt werden. In dieser Notation erh�alt die in Abbildung 4.26
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(a) q = 3 (b) q = 4

(c) q = 6Abbildung 4.26: pm0{Kristallsymmetriegruppe.schematisch angedeutete Kristallsymmetriegruppe die Bezeichnung pm0 (m0 be-zeichnet hierbei die Umkehrende Spiegelung �S1).Bis jetzt wurde allein die Periodizit�at von f(x) ausgenutzt. Im folgenden sollf(x) n�aher spezi�ziert werden. Es wird sich zeigen, da� dann kompliziertere Kri-stallsymmetriegruppen auftreten k�onnen. Setzt man zus�atzlich voraus, da� f(x)wie im aperiodischen Fall ungerade ist, so hat �M�;f und damit auch �M q�;f dieSymmetrie �id. Es gilt ja:( �M�;f � (�id))(x; u) = �M�;f(�x;�u) =  cos� sin�� sin� cos� ! �x�u+ f(�x) != � cos� sin�� sin� cos� ! xu+ f(x) ! (4.42)= ((�id) � �M�;f )(x; u):Das bedeutet, im Ursprung gibt es ein zweiz�ahliges Rotationszentrum. Zudem ist



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 83bekannt, da� die Komposition einer Symmetriemit einer Umkehrenden Symmetriewieder eine Umkehrende Symmetrie ergibt. Folglich hat �M�;f und damit �M q�;fdann auch die Spiegelung�T1 = (�id) � �S1 :  xu ! 7!  � cos� sin�sin� cos� ! xu ! (4.43)als Umkehrende Symmetrie. Ferner ist die Komposition einer Symmetrie mit einerSymmetrie wiederum eine Symmetrie. Verkettet man die Symmetrie�idmit einerder Translationssymmetrien und ber�ucksichtig man, da� man auf einem 2{Torusoperiert, so ergeben sich noch zus�atzlich die folgenden Rotationszentren:q = 4: In diesem Fall erh�alt man zweiz�ahlige Rotationszentren an den Punkten(n=2;m=2) f�ur alle n;m 2 Z.q = 3,q = 6: In diesen beiden F�allen �ndet man zweiz�ahlige Rotationszentren anden Punkten (n=p3 +mp3=2;m=2) f�ur alle n;m 2 Z.Abbildung 4.27 zeigt die Elementarzellen f�ur den Fall, da� f(x) ungerade ist.Die gestrichelten Linien sind die Fixpunktmengen der Umkehrenden Spiegelun-gen �S1 und �T1 und die Punkte die zweiz�ahligen Rotationszentren. Die zus�atzlicheingezeichneten Pfeile sollen wiederum den Ein
u� der verschiedenen Symme-trien und Umkehrenden Symmetrien auf die Dynamik symbolisch darstellen. Inder Schubikov{Belov{Notation erh�alt die Symmetriegruppe, die von den Rotati-onszentren, Umkehrenden Spiegelungen und den Translationssymmetrien erzeugtwird, die Bezeichnung cm0m0 .Speziell f�ur den Fall q = 4 l�a�t sich noch eine weitere Kristallsymmetrie her-leiten. Setzt man voraus, da� f(x) ungerade ist und zus�atzlich die Eigenschaftf(x + 1=2) = �f(x) f�ur alle x 2 IR besitzt, kann gezeigt werden, da� �M q�;f aufdem Rand der Elementarzelle mehrere vierz�ahlige Rotationszentren hat. Da diesein wenig aufwendiger zu zeigen ist, soll diese Aussage hier als Satz formuliertwerden (siehe [10]).Satz 4.4 Sei q = 4. Die Kick{Funktion f(x) sei ungerade, periodisch mit derPeriode 1 und erf�ulle die Bedingung f(x + 1=2) = �f(x). Dann hat �M q�;f einumkehrendes vierz�ahliges Rotationszentrum an der Stelle (0; 1=2).Beweis:Zun�achst einmal gilt nach De�nition der Abbildung �M�;f :�M q�;f = �M4�=2;f = (��=2 �	K � ��=2 �	K)2:Nun ist ��=2 eine Drehung um ��=2, das hei�t, es gilt���=2(x; u) =  0 �11 0 ! xu ! = ���=2(x; u):Ferner wurde vorausgesetzt, da� f(x) ungerade ist, also gilt	K(�x;�u) =  �x�u+ f(�x) ! =  �x�u� f(x) ! = �	K(x; u):
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(a) q = 3 (b) q = 4

(c) q = 6Abbildung 4.27: cm0m0{Kristallsymmetriegruppe.Somit kann �M q�;f auch folgenderma�en geschrieben werden:�M q�;f = �M4�=2;f = (��=2 �	K � ���=2 �	K)2 = (	�=2 �	K)2:Hierbei ist 	�=2 entsprechend (4.37b) de�niert.Um die zus�atzliche Bedingung f(x + 1=2) = �f(x) ausnutzen zu k�onnen, sollder Ursprung an den Punkt (0; 1=2) verschoben werden. SeiL :  xu ! 7!  xu+ 1=2 !eine Translation um 1=2 in u{Richtung und die Abbildung �M de�niert durch�M = L�1 � �M�=2;f � L:Dann gilt�M4 = L�1 � �M4�=2;f � L = L�1 � (	�=2 �	K)2 � L = (L�1 �	�=2 �	K � L)2:



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 85Ferner hat man(	K � L)(x; u) =  xu+ 1=2 + f(x) ! = (L �	K)(x; u)und, da f(x+ 1=2) = �f(x) vorausgesetzt war,(	�=2 � L)(x; u) = (��=2 �	K � ���=2 � L) = (��=2 �	K)(�u� 1=2; x)=  0 1�1 0 ! �u� 1=2x+ f(�u� 1=2) ! =  x+ f(u)u+ 1=2 != (L � ��=2)(�u; x� f(�u)) = (L � ��=2 �	�1K � ���=2)(x; u)= (L �	�1�=2):Insgesamt erh�alt man also: �M4 = (	�1�=2 �	K)2:Nun ist leicht einzusehen, da� �M4 im Nullpunkt eine Rotation um �=2 alsUmkehrend Symmetrie hat:��=2 � �M4 � ���=2 = (��=2 �	�1�=2 � ���=2 ���=2 �	K � ���=2)2= (	�1K �	�=2)2 = ( �M4)�1Damit ist gezeigt, da� �M4�=2;f ein umkehrendes vierz�ahliges Rotationszentrum ander Stelle (0; 1=2) besitzt. 2Wendet man die anderen Symmetrien und Umkehrenden Symmetrien auf die-se neue Umkehrende Symmetrie an, so ist leicht einzusehen, da� �M4�=2;f an denStellen (n=2;m=2) f�ur alle n;m 2 Z mit n+m ungerade umkehrende vierz�ahligeRotationszentren besitzt.Abbildung 4.28 zeigt schematisch die besondere Situation f�ur q = 4 undf(x+ 1=2) = �f(x). Wie in den vorherigen Abbildungen stellen die gestricheltenLinien die Umkehrenden Spiegelungen und die Punkte die zweiz�ahligen Rotati-onszentren dar. Die gekreuzten Kreise markieren die eben nachgewiesenen Um-kehrenden vierz�ahligen Rotationszentren. In der Schubikov{Belov{Notation erh�altdiese Kristallsymmetriegruppe die Bezeichnung p40gm0.Tabelle 4.4 zeigt noch einmal eine kurze Au
istung der Ergebnisse dieses Unter-abschnitts. Es seit angemerkt, da� f�ur den Spezialfall f(x) = �K sin(2�x) sowohldie Bedingung f(x) = �f(�x) als auch die Bedingung f(x+1=2) = �f(x) erf�ulltist. F�ur eine sinusf�ormige Kick{Funktion lassen sich also s�amtliche Ergebnisseanwenden.
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Abbildung 4.28: Kristallsymmetriegruppe p40gm0 f�ur q = 4.Eigenschaft von f q Symmetriegruppe| 3,4,6 pm0f(x) = �f(�x) 3,4,6 cm0m0f(x) = �f(�x)f(x+ 1=2) = �f(x) 4 p40gm0Tabelle 4.4: Kristallsymmetriegruppen f�ur periodisches f(x).4.2.2 Das Stochastische NetzIm vorherigen Unterabschnitt wurden nur die Symmetrien der q{ten Iterierten von�M�;f untersucht, die Dynamik von �M�;f selbst wurde bisher noch nicht analysiert.Im folgenden soll �M�;f f�ur die sinusf�ormige Kick{Funktion (4.34) untersucht wer-den. Das hei�t, die Periode von f(x) wurde bereits auf 1 skaliert, und allein dieSt�arke K der Kicks soll als Parameter variiert werden.Wie bereits erw�ahnt, wurde �M�;f von Zaslavsky und Mitarbeitern in zahlrei-chen Ver�o�entlichungen untersucht (zum Beispiel [3, 4, 8]). Aus diesem Grundesoll die Dynamik von �M�;f an dieser Stelle nur kurz behandelt werden. F�ur ge-nauere Ausf�uhrungen sei auf die oben zitierten Ver�o�entlichungen verwiesen.Entsprechend den Ausf�uhrungen im vorherigen Unterabschnitt kann man dieBetrachtungen f�ur q 2 f3; 4; 6g auf eine Elementarzelle beschr�anken, da sich dieGesamtdynamik durch einfache Translation dieser Zelle ergibt, wobei allerdingsUntersuchungen zur Di�usion nicht mehr m�oglich sind. F�ur q = 4 werden dieBetrachtungen besonders einfach, da man sich auf den 2{Torus [�1=2; 1=2] �[�1=2; 1=2] beschr�anken kann und die 4{te Iterierte von �M�;f die gr�o�te Symmetriehat.Abbildung 4.29 zeigt das Phasenportrait f�ur q = 4 und K = 0:191 auf der
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Abbildung 4.29: Phasenportrait f�ur q = 4 und K = 0:191.Elementarzelle [�1=2; 1=2]� [�1=2; 1=2]. Man erkennt sehr sch�on die Auswirkun-gen der in Abbildung 4.28 schematisch dargestellten Symmetrien auf das System.So wird beispielsweise der zentrale elliptische Bereich durch die vierz�ahligen Ro-tationszentren auf den Randmitten (gekreuzte Kreise in Abbildung 4.28) jeweilsauf die Ecken der Elementarzelle gedreht, wobei sich der Umlaufsinn umkehrt.Hierbei ist zu beachten, da� im vorherigen Unterabschnitt allein die Symmetri-en der Abbildung �M q�;f bestimmt wurden. Der zentrale Fixpunkt wird unter denSymmetrien also auf periodische Punkte der Periode 4 abgebildet.Auch f�ur eine periodische Kick{Funktion kann versucht werden, mit Hilfe vonSymmetrielinien einen �Uberblick �uber das Phasenportrait zu erhalten (verglei-che Abbildung 4.3). Die Gleichungen (4.13) f�ur die Symmetrielinien Fix( �S0) undFix( �S1) k�onnen unver�andert �ubernommen werden:Fix( �S0) = n(x; u) 2 IR2;u = (K=2) sin(2�x)o (4.44a)Fix( �S1) = n(x; u) 2 IR2;u = �x tan(�=2)o ; (4.44b)
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Abbildung 4.30: Symmetrielinien f�ur q = 4 und K = 0:191.wobei der Einfachheit halber f�ur die Kick{Funktion bereits (4.34) eingesetzt wur-de. Es ist zu beachten, da� f�ur q = 4 der Phasenraum auf den 2{Torus ein-geschr�ankt ist, sich also die Symmetrielinien �uber den Rand hinaus fortsetztenk�onnen. Da sich f�ur q = 4 jedoch Fix( �S0) als der Graph einer periodischen Funkti-on und Fix( �S1) als Diagonale ergeben, k�onnen derartige Betrachtungen unber�uck-sichtigt bleiben.Iteriert man die obigen Symmetrielinien, so erh�alt man entsprechend denAusf�uhrungen in Kapitel 3 die Fixpunktmengen von �Sn, auf deren Schnittpunktenperiodische Punkte liegen. Das Ergebnis dieser Berechnung ist in Abbildung 4.30zu sehen. Aus numerischen Gr�unden wurden nur die erstens 24 Symmetrielinien,das hei�t Fix( �S0) bis Fix( �S23) bestimmt.Auch hier m�u�ten prinzipiell die Symmetrielinien der �Tk mit berechnet werden,zumal da �T1 im vorherigen Unterabschnitt eine besondere Bedeutung zukam (siehe(4.43)). Eine genaue Berechnung zeigt jedoch, da� auf diese Weise keine neuenperiodischen Punkte gewonnen werden k�onnen: Die Fix( �Tk) gleichen qualitativ



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 89den Fix( �Sk). Aus diesem Grunde wurde darauf verzichtet, diese Symmetrien mitanzugeben.Es darf nicht �uberraschen, da� in Abbildung 4.30 recht wenig von den im vorhe-rigen Unterabschnitt bestimmten Symmetrien zu erkennen ist. In Abbildung 4.30sind allein die Umkehrenden Symmetrien von �M�;f gezeigt, nicht jedoch die von�M4�;f . Es sei an dieser Stelle erw�ahnt, da� eine verallgemeinerte Theorie der Um-kehrenden Symmetrien existiert, mit deren Hilfe von bestimmten Eigenschaftenvon �M�;f auf Symmetrien von �M q�;f geschlossen werden kann (siehe hierzu [21]).Dies soll jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit sein.Stattdessen soll kurz untersucht werden, wie das Stochastische Netz f�ur denFall q = 4 erzeugt wird. Die �Uberlegungen aus dem vorherigen Unterabschnittgarantieren allein die Existenz einer Translationssymmetrie f�ur �M4�;f , nicht je-doch die Existenz eines chaotischen Orbits von �M�;f , der sich �uber den gesamtenPhasenraum ausbreitet und dabei ein Stochastisches Netz erzeugt.Es ist leicht nachzurechnen, da� an den Punkten 120 ! ;  012 ! ;  �120 ! ;  0�12 ! (4.45)ein periodischer Orbit mit der Periode 4 existiert. Dieser hat das ResiduumR = �16�4K4 + 24�2K24 ; (4.46)das hei�t, er ist f�ur alle positiven K{Werte hyperbolisch. In Abbildung 4.31 sinddie stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten dieses periodischen Orbits abge-bildet. Man erkennt deutlich, da� die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeitenheterokline Verbindungen eingehen und somit f�ur das in Abbildung 4.29 erkenn-bare chaotische Band verantwortlich sind.Betrachtet man die Dynamik in der N�ahe eines dieser periodischen Punkte,so ist klar, da� an dieser Stelle ein chaotischer Orbit von einer Elementarzellezur n�achsten \weitergereicht" werden kann. Die instabilen Eigenrichtungen desperiodischen Punktes zeigen sowohl in die Elementarzelle hinein, als auch aus ihrheraus. Der 4{periodische hyperbolische Orbit auf dem Rand der Elementarzelleist also f�ur die Entwicklung eines Stochastischen Netzes im Phasenraum verant-wortlich. Abbildung 4.32 zeigt einen Ausschnitt dieses Netzes, wobei zu beachtenist, da� hier nur ein einziger Orbit zu sehen ist, nicht ein ganzes Ensemble, wie inAbbildung 4.29.F�ur die aperiodische Kick{Funktion ergab sich die Breite der Kan�ale des Sto-chastischen Netzes einfach als 2b, wobei b der Parameter in der Kick{Funktionwar. M�ochte man f�ur die Kick{Funktion (4.34) ebenfalls die Breite der Kan�aleabsch�atzen, so mu� man St�orungsrechnung anwenden. In [3] wird die Breite h4der Kan�ale des Netzes mit Hilfe der im folgenden Abschnitt erl�auterten approxi-mativen Hamilton{Funktion f�ur q = 4 wie folgt abgesch�atzt:h4 = 216�2K e��2=K: (4.47)
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Abbildung 4.31: Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten des 4{Zyklus.Die verbleibenden kristallsymmetrischen F�alle q = 3 und q = 6 lassen sich ganzanalog behandeln. In Abbildung 4.33 ist das auf die Elementarzelle eingeschr�ank-te Phasenportrait f�ur q = 6 und K = 0:191 dargestellt. �Ahnlich wie im Falleq = 4 existiert in der Mitte ein elliptischer Fixpunkt und diverse Zyklen, um denein chaotischer Bereich liegt, der die verschiedenen Zellen des Netzes miteinanderverbindet. F�ur den chaotischen Bereich ist dieses Mal ein hyperbolischer 6{Zyklusverantwortlich, dessen stabile und instabile Mannigfaltigkeiten miteinander hete-rokline Verbindungen eingehen.Wie in Abbildung 4.34 zu sehen ist, reicht auch in diesem Fall ein einzelnerOrbit aus, um im gesamten Phasenraum ein Stochastisches Netz zu erzeugen. DieBreite der Kan�ale dieses Stochastischen Netzes l�a�t sich ebenfalls mit Hilfe dernoch zu besprechenden approximativen Hamilton{Funktion ermitteln. Laut [3]gilt: h3; h6 / e�2p3�2=3K: (4.48)
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Abbildung 4.32: Orbit f�ur q = 4 und K = 0:191. Startwerte x0 = 0:49 und u0 = 0.100000 Iterationen.Hierbei soll h3 die Breite des Netzes f�ur q = 3 und h6 die Breite des Netzes f�urq = 6 bedeuten.F�ur die quasikristallinen F�alle q 62 f1; 2; 3; 4; 6g ergibt sich ein g�anzlich anderesVerhalten. Zum einen ist es nicht m�oglich, eine einfache Translationssymmetrief�ur irgendeine Iterierte der Abbildung zu �nden, zum anderen kann die Breite derKan�ale nicht einheitlich abgesch�atzt werden. Zudem existiert f�ur kleinereK{Wertekein chaotischer Orbit, der in der N�ahe des Nullpunktes startet und den gesamtenPhasenraum �uberdeckt. Abbildung 4.35 zeigt einen derartigen Fall. Erst ab K �0:24 kann ein Orbit gefunden werden, der sich �uber den gesamten Phasenraumerstreckt.Das besondere Verhalten der quasikristallinen F�alle soll hier nicht weiter un-tersucht werden. Einzelheiten hierzu �nden sich zum Beispiel in [3, 4, 8, 22].Yu und Parmenter haben gezeigt [9], da� �M�;f auch f�ur andere periodischeKick{Funktionen f(x) Stochastische Netze erzeugt, deren Struktur den hier vor-
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Abbildung 4.33: Phasenportrait f�ur q = 6 und K = 0:191.gestellten Strukturen recht �ahnlich ist (siehe �ubern�achsten Unterabschnitt). Esist klar, da� die im vorherigen Unterabschnitt vorgestellten Symmetrien g�anzlichunabh�angig von der speziell gew�ahlten Kick{Funktion sind, sofern diese nur diein Tabelle 4.4 aufgef�uhrten Voraussetzungen erf�ullt.F�ur das Folgende soll allein die generelle Struktur der Stochastischen Netze imAuge behalten werden. Die Di�usionsbetrachtungen, die bei derartigen Systemeneine nicht unerhebliche Rolle spielen, sollen hier nicht weiter verfolgt werden.4.2.3 St�uckweise lineare Kick{FunktionIn diesemUnterabschnitt soll kurz anhand der Kick{Funktion fP2(x) (siehe (1.35))demonstriert werden, da� �M�;f auch f�ur andere periodische Kick{Funktionen einStochastisches Netz erzeugt.Abbildung 4.36 zeigt das Phasenportrait von �M�;fP2 f�ur q = 4 und K = 0:0811.Vergleicht man diese Abbildung mit Abbildung 4.29 so erkennt man eine gute
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Abbildung 4.34: Orbit f�ur q = 6 und K = 0:191. Startwerte x0 = 4:9 und u0 = 0:2.200000 Iterationen.�Ubereinstimmung in den wesentlichen Strukturen. Auch �M�;fP2 hat einen chaoti-schen Orbit, der im Phasenraum ein Stochastisches Netz erzeugt. Der Aufbaume-chanismus ist derselbe, wie im vorherigen Unterabschnitt erl�autert.Abbildung 4.37 zeigt als weiteres Beispiel das Phasenportrait von �M�;fP2 f�urq = 6 und K = 0:0811. Auch hier ist die �Ahnlichkeit zu Abbildung 4.33 deutlicherkennbar.4.2.4 Approximatives Hamilton{System erster OrdnungEs hat sich gezeigt, da� sich im Falle einer periodischen Kick{Funktion, zumBeispiel f(x) = �K sin(2�x), die Dynamik der Poincar�e{Abbildung �M�;f sehrgut durch den Flu� des Hamilton{Systems�H(x; u) = qXk=1 V (x cos k�+ u sin k�) (4.49)
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Abbildung 4.35: Phasenportrait f�ur q = 5 und K = 0:191.ann�ahern l�a�t, wobei V das Kick{Potential sein soll. Zur Herleitung diesesHamilton{Systems sei auf [3, 4] verwiesen.Da diese Herleitung eine eher heuristische Argumentation benutzt, soll dieseim folgenden nicht weiter ber�ucksichtigt werden. Stattdessen soll nachgewiesenwerden, da� der Flu� von �H(x; u) die q{te Iterierte der Poincar�e{Abbildung �M�;fbis zu einer gewissen Ordnung approximiert (siehe hierzu [11]).Zun�achst einmal sind die Bewegungsgleichungen von �H(x; u), wie bei jedemHamilton{System, von der folgenden Gestalt: _x_u ! = �D �H(x; u)=  0 1�1 0 ! qXk=1 cos k�V 0(x cos k�+ u sin k�)Pqk=1 sin k�V 0(x cos k� + u sin k�) ! ; (4.50)wobei zu beachten ist, da� nach De�nition f = �V 0 gelten soll | das Kick{Potential sei an dieser Stelle bereits um den Faktor m=T 2 skaliert (vergleiche
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Abbildung 4.36: Phasenportrait zu fP2(x) f�ur q = 4 und K = 0:0811.(1.19)). Somit gilt: _x_u ! = qXk=1 �f(x cos k�+ u sin k�) sin k�f(x cos k�+ u sin k�) cos k� ! : (4.51)Hieraus folgt nach kurzer Rechnung: _x_u ! = q�1Xk=0 f(x cos k�+ y sin k�) sin(q � k)�f(x cos k�+ y sin k�) cos(q � k)� ! : (4.52)Der Flu� dieses Systems sei mit �t bezeichnet. N�ahert man diesen Flu� mit Hilfedes Euler{Verfahrens in diskreten Zeitabst�anden " an, so erh�alt man n�aherungs-weise die Abbildung:�" :  xu ! 7!  xu !+ " q�1Xk=0 f(x cos k�+ y sin k�) sin(q � k)�f(x cos k�+ y sin k�) cos(q � k)� !+O("2):(4.53)
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Abbildung 4.37: Phasenportrait zu fP2(x) f�ur q = 6 und K = 0:0811.Nun soll wie bisher die umskalierte Poincar�e{Abbildung �M�;f betrachtet wer-den. Die Kick{Funktion f(x) soll jedoch in diesem speziellen Fall als kleine St�orungbetrachtet und daher formal mit einem Vorfaktor " versehen werden. Insgesamtsoll also die Abbildung�M�;"f :  xu ! 7!  cos� sin�� sin� cos� ! xu+ "f(x) ! (4.54)untersucht werden (vergleiche (4.2)). Die n{te Iterierte dieser Abbildung kann inder folgenden Gestalt geschrieben werden (vergleiche (1.24)):�Mn�;"f :  xu ! 7!  x cosn� + u sinn��x sinn� + u cos n� ! " n�1Xk=0  f(xk) sin(n� k)�f(xk) cos(n � k)� ! : (4.55)Setzt man n = q und ber�ucksichtig, da� q� = 2� gilt, so erh�alt man mit�M q�;"f :  xu ! 7!  xu !+ " q�1Xk=0 f(xk) sin(q � k)�f(xk) cos(q � k)� ! (4.56)



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 97einen Ausdruck, der fast schon dem angen�aherten Flu� �" gleicht. Es geht nurnoch darum, eine geeignete N�aherung f�ur die f(xk) zu �nden.Entsprechend (4.55) gilt:xk = x cos k�+ u sin k� + " k�1Xl=0 f(xl) sin(k � l)�: (4.57)Entwickelt man nun die Kick{Funktion f(x) in eine Taylor{Reihe, so erh�alt man:f(xk) = f(x cos k�+u sin k�)+f 0(x cos�+u sin k�)" k�1Xl=0 f(xl) sin(k� l)�+O("2):(4.58)Setzt man dies in (4.56) ein und ber�ucksichtigt dabei den Vorfaktor ", so erh�altman schlie�lich:�M q�;"f :  xu ! 7!  xu !+ " q�1Xk=0 f(x cos k� + u sin k�) sin(q � k)�f(x cos k�+ u sin k�) cos(q � k)� !+O("2f 0);(4.59)wobei O("2f 0) andeuten soll, da� sowohl " als auch f 0(x(k)) f�ur alle xk eines Orbitsklein sein m�ussen, damit diese N�aherung gilt. Vergleicht man (4.53) mit (4.59), soist hiermit gezeigt, da� �" = �M�;"f (4.60)bis zur Ordnung "2f 0 gilt. Der Flu� von �H(x; u) approximiert also die q{te Iterierteder Poincar�e{Abbildung �M�;"f .Bei dieser N�aherungsformel m�ussen nun verschieden Dinge beachtet werden.Als erstes sei darauf hingewiesen, da� f�ur gerade q{Werte die Hamilton{Funktion�H(x; u) den geraden Anteil der Kick{Funktion f(x) nicht ber�ucksichtigen kann.Jede Funktion kann als Summe einer geraden und einer ungeraden Funktion ge-schrieben werden. Spaltet man die Kick{Funktion entsprechendf(x) = fgerade(x) + fungerade(x) (4.61)auf, so mu� f�ur das Kick{Potential gelten:V (x) = Vungerade(x) + Vgerade(x) (4.62a)mit fgerade(x) = �V 0ungerade(x) ; fungerade(x) = �V 0gerade(x): (4.62b)Der gerade Anteil von f(x) wird also durch den ungeraden Anteil von V (x) re-pr�asentiert. Nun ist aber f�ur gerades q die Summe in �H(x; u) f�ur die Vungerade{Terme gleich null, da sich immer Paare der GestaltVungerade(x cos k� + y sin k�) + Vungerade(x cos(q=2 + k)�+ y sin(q=2 + k)�) = 0(4.63)ergeben. F�ur gerade q{Werte sollte also nur eine ungerade Kick{Funktion betrach-tet werden.



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 98Ferner zeigt es sich, da� �H(x; u) nur f�ur periodische Kick{Funktionen brauchba-re Ergebnisse liefert. Berechnet man �H(x; u) mit der aperiodischen Kick{Funktionaus Abschnitt 4.1, so ist in diesem �H(x; u) die Struktur des von �M�;f erzeugtenNetzes nicht mehr erkennbar.Dies hat verschiedene Gr�unde. Zun�achst einmal ist festzustellen, da� f�ur einesinusf�ormige Kick{Funktion die Bedingung "f 0(x) << 1 leichter zu erf�ullen ist alsbei der aperiodischen Kick{Funktion. Es zeigte sich, da� sich im aperiodischen Falldas Stochastische Netz gerade entlang derjenigen Phasenraumbereiche (nament-lich der Menge 
1) ausbereitet, wo f 0(xk) an vielen Stelle des Orbits sehr gro�wird. Man kann daher nicht erwarten, da� die approximative Hamilton{Funktion�H(x; u) auf diesem Phasenraumbereich eine verl�a�liche N�aherung ist.Der aufmerksame Leser mag nun kritisieren, da� im Falle der aperiodischenKick{Funktion auf einemweiten Bereich des Phasenraumes (IR2�
1) f 0(x(k)) = 0gilt, somit also das obige Hamilton{System die Dynamik sehr gut approximierenm�u�te. Bei einem derartigen Einwand wird jedoch vergessen, da� �H mit der q{tenIterierten von �M�;f und nicht mit irgendeiner beliebigen Potenz davon verglichenwird. Das hei�t, �uberall wo �M q�;f einen stabilen Fixpunkt hat, besitzt �H ein Ex-tremum, und der Flu� �" ist lokal um dieses Extremum herum geschlossen. Beieiner periodischen Kick{Funktion mit Kristallsymmetrie ergibt sich daraus keinProblem, da der zentrale Fixpunkt (0; 0) unter der Translationssymmetrie verscho-ben wird und �M q�;f somit unendlich viele, auf einemGitter angeordnete Fixpunktehat. Bei der aperiodischen Kick{Funktion hat �M q�;f auf IR2 � 
1 nur den einenFixpunkt (0; 0), es scheint nur periodische Punkte h�oherer Periode zu geben (dashei�t Fixpunkte von �Mkq�;f mit k � 2). Somit m�ussen sich die Flu�linien von �t inKreisen um (0; 0) anordnen und damit gerade wieder Gebiete in 
1 schneiden.Nichtsdestotrotz kann die approximative Hamilton{Funktion �H f�ur periodi-sche Kick{Funktionen dazu benutzt werden, die Struktur des Netzes zu erkl�aren.Abbildung 4.38 zeigt in farblicher Codierung die H�ohenlinien von �H f�ur die Kick{Funktion (4.34), da� hei�t f�ur das Kick{PotentialV (x) = �K2� cos(2�x); (4.64)wobei q = 4 und K = 0:191 gesetzt wurde. Vergleicht man diese Darstellungmit dem zugeh�origen Phasenportrait in Abbildung 4.29, so ist eine strukturelle�Ahnlichkeit un�ubersehbar.O�ensichtlich entwickelt sich der chaotische Bereich in Abbildung 4.29 in derN�ahe der Nullstellenmenge von �H(x; u). Die approximative Hamilton{Funktion�H(x; u) kann daher dazu verwandt werden, einen qualitativen �Uberblick �uber dasNetz zu erhalten. So ist Abbildung 4.39 zu vergleichen mit Abbildung 4.32. DieAbbildungen 4.40 und 4.41 zeigen das gleiche f�ur den Fall q = 6. Das hei�t,Abbildung 4.40 ist zu vergleichen mit Abbildung 4.33 und Abbildung 4.41 mitAbbildung 4.34.Mit Hilfe einer st�orungstheoretischen Absch�atzung l�a�t sich aus �H(x; u) zudemeine Absch�atzung f�ur die Breite der Kan�ale des Netzes gewinnen. Siehe hierzu[3, 19].
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Abbildung 4.38: Approximatives Hamilton{System erster Ordnung f�ur q = 4 undK = 0:191 (Elementarzelle).
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Abbildung 4.39: Approximatives Hamilton{System erster Ordnung f�ur q = 4 undK = 0:191 (globaler �Uberblick).
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Abbildung 4.40: Approximatives Hamilton{System erster Ordnung f�ur q = 6 undK = 0:191 (Elementarzelle).
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Abbildung 4.41: Approximatives Hamilton{System erster Ordnung f�ur q = 6 undK = 0:191 (globaler �Uberblick).



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 1034.2.5 Approximatives Hamilton{System h�oherer OrdnungDie �Uberlegungen in diesem Unterabschnitt werden allein der Vollst�andigkeit hal-ber angestellt. Es soll ein Verfahren angegeben werden, mit dessen Hilfe es prin-zipiell m�oglich ist, die im vorherigen Unterabschnitt vorgestellte approximativeHamilton{Funktion �H(x; u) zu verbessern. F�ur die bisher behandelten F�alle bringtdieses Verfahren jedoch keinen nennenswerten Vorteil.Die folgenden �Uberlegungen gehen zur�uck auf die Arbeit von Lowenstein [18].Gegeben sei wiederum die Abbildung �M�;"f , bei der die Kick{Funktion mit ei-nem formalen Entwicklungsparameter " versehen ist. Ziel ist es, eine Hamilton{Funktion �H(x; u) zu �nden, deren Flu� die q{te Iterierte von �M�;"f approximiert,wobei die Korrekturen von �Mkq�;"f ber�ucksichtigt werden sollen. Einer der Gr�unde,weshalb das im vorherigen Unterabschnitt vorgestellte Hamilton{System f�ur denaperiodischen Fall schlechte Ergebnisse lieferte, lag ja darin begr�undet, da� allein�M q�;"f gen�ahert wurde, nicht jedoch beliebige Potenzen �Mkq�;"f .Die gesuchte Hamilton{Funktion sei von der folgenden Gestalt:�H(x; u) = 1Xn=1 "nH(n)(x; u): (4.65)Dabei sollen dieH(n) eine wohlde�nierte Bedeutung erhalten und rekursiv berech-net werden. �Uber die Konvergenz dieser Reihe soll jedoch keine Aussage getro�enwerden. Der Abk�urzung halber soll nachfolgend ~x = (x; u) gesetzt werden.Es wird nun angenommen, da� ein Geschwindigkeitsfeld ~v(~x) existiert,welches die Orbits von �M q�;f approximiert. Das hei�t, zu jedem Orbit~x; �M q�;f (~x); �M2q�;f(~x); : : : existiert ein kontinuierlicher von ~v(~x) erzeugter Orbit ~x(t)so da� gilt: ~x(0) = ~x~x(k)� ~x(0) = �Mkq�;"f (~x)� ~x = Rk(~x): (4.66)Es gibt zwei M�oglichkeiten, aus diesen Bedingungen Beziehungen f�ur das Ge-schwindigkeitsfeld ~v(~x) abzuleiten. Zum einen kann man die linke Seite formal ineine Taylorreihe um t = 0 entwickeln:k _~x+ k22! �~x+ : : :+ knn! dn~xdtn + : : : = Rk(~x): (4.67)Dies ergibt f�ur k = 1; 2; 3; : : : eingesetzt ein lineares Gleichungsystem, bei demman die dn~x=dtn{Therme f�ur n > 1 der Reihe nach eliminieren kann und so einenAusdruck f�ur _~x erh�alt. Einfacher ist es, eine der Markov Formeln anzuwenden. InGleichung A.8c �ndet man einen Ausdruck f�ur _~x (in der dortigen Notation mu�f = ~x, h = 1, a0 = 0 und fp = ~x(p) = Rp(~x(0))+~x(0) in (A.6) eingesetzt werden):_~x(t = 0) = �0 � 12�20 + 13�30 � 14�40 + : : : (4.68a)



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 104mit �k0 = kXj=0(�1)j  kj ! (Rj(~x) + ~x): (4.68b)Setzt man rk(~x) = �k0 (die �k0 sind ja von ~x(0) = ~x abh�angig) und ber�ucksichtigtman, da� kXj=0(�1)j  kj ! = 0 und R0(~x) = ~x(0)� ~x(0) = 0 (4.69)sowie ~v(~x(t)) = _~x(t) gilt, so erh�alt man:~v(~x) = _~x(t = 0) = r1(~x)� 12r2(~x) + 13r3(~x)� 14r5(~x) + : : : (4.70a)mit rk(~x) = kXj=1(�1)j  kj !Rj(~x) = kXj=1(�1)j  kj ! ( �Mkq�;"f (~x)� ~x)rk+1(~x) = rk( �M q�;"f(~x))� rk(~x): (4.70b)Es ist leicht einzusehen, da� diese Reihenentwicklung gerade die in Gleichung(4.65) geforderte Ordnung in " hat. Ber�ucksichtigt man, da��M q�;"f :  xu ! 7!  xu !+ " q�1Xk=0 f(xk) sin(q � k)�f(xk) cos(q � k)� ! (4.71)gilt, so ist o�ensichtlich:r1(~x) = R1(~x) =M q�;"f (~x)� ~x = O("): (4.72)Unter Anwendung der Rekursionsformel in Gleichung (4.70b) zeigt sich schnell,da� dann auch rk(~x) = O("k) (4.73)gelten mu�.Nun hat man mit einigem Aufwand eine Rekursionsformel f�ur ein Geschwin-digkeitsfeld ~v(~x) hergeleitet, welches die Orbits von �M q�;"f approximiert. Es istjedoch nach gar nicht gesagt, ob sich dieses Geschwindigkeitsfeld auch aus einerHamilton{Funktion �H herleiten l�a�t. Hinreichend und notwendig daf�ur ist, da� ~vdivergenzfrei ist. Es zeigt sich, da� sich die Divergenzfreiheit von ~v, wie auch nichtanderes zu erwarten, als Folge der Fl�achenerhaltung von �M�;"f ergibt.Satz 4.5 Es ist m�oglich, die Abbildung �M q�;"f durch den Flu� einer Hamilton{Funktion der Gestalt (4.65) zu approximieren. Mit anderen Worten: Das in(4.70a) de�nierte Vektorfeld ~v ist divergenzfrei.



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 105Beweis:Gegeben sei eine Entwicklung von �M q�;"f der folgenden Form:�M q�;"f(~x) = ~x+Xk=1 "kgk(~x)mit geeigneten Funktionen gk. Ber�ucksichtigt man die Darstellung (4.71), so solltedies immer m�oglich sein. �M q�;"f ist 
�achenerhaltend, also giltdetD �M q�;"f = @ �M q(x)�;"f@x @ �M q(u)�;"f@u � @ �M q(x)�;"f@u @ �M q(u)�;"f@x = 1:Setzt man f�ur �M q�;" die oben vorausgesetzte Entwicklung ein, so ergibt sich durchKoe�zientenvergleich: r � gn + n�1Xk=1 hg(x)n�k; g(u)k i = 0:Hierbei soll [�; �] die Poison{Klammer bez�uglich x; u bedeuten. Es soll induktivvorgegangen werden:IA: Aus Unterabschnitt 4.2.4 ist bekannt, da� es eine Hamilton{Funktion H(1)gibt, deren Flu� �M q�;"f bis zur Ordnung " approximiert.IV: Es soll angenommen werden, da� eine Hamilton{Funktion�H = N�1Xk=1 "kH(k)existiert, deren Flu� � �H : ~x(t) 7! ~x(t + 1) �M q�;"f bis zur Ordnung "N�1approximiert.IA: Da � �H und �M q�;"f bis zur Ordnung "N�1 �ubereinstimmen sollen, mu� gelten:� �H(~x) = ~x+ N�1Xk=1 "kgk(~x) + Xk=N "khk(~x):� �H ist als Flu� einer Hamilton{Funktion nat�urlich ebenfalls 
�achenerhaltend,also kann auf diese Gleichung derselbe Trick wie oben angewandt werden:r�( gn f�ur n < Nhn f�ur n � N )+n�1Xk=1 "( g(x)n�k f�ur n� k < Nh(x)n�k f�ur n � k � N ) ;( g(u)k f�ur k < Nh(u)k f�ur k � N )# = 0F�ur n = N gilt dann:r � hN + n�1Xk=1 hg(x)n�k; g(u)k i = r � (hN � gN ) = 0:



Kapitel 4. Der Grenzfall � = 0 106Die letzte Zeile besagt gerade nichts anderes, als da� die Divergenz des n{tenEntwicklungskoe�zienten von ~v verschwindet. Es ist also m�oglich zu �H einenSummanden H(N) mit @H(N)@x ;�@H(N)@u ! = hN � gNhinzuzuf�ugen. 2Man kann also eine Hamilton{Funktion von der Gestalt (4.65) �nden, derenFlu� die Dynamik von �M q�;"f approximiert und dabei Korrekturen von �Mkq�;"fber�ucksichtigt.Das vorgestellte Rekursionsverfahren (4.70b) ist jedoch sehr aufwendig undliefert f�ur aperiodische Kick{Funktionen keine besonders guten Ergebnisse (dieRekursion (4.70b) mu� bis zu beliebig hohen Potenzen durchgef�uhrt werden, umdie Strukturen in den �au�eren Randbereichen erfassen zu k�onnen). F�ur periodischeKick{Funktion hat man den Vorteil, (4.70b) mittels Fourier{Reihen zu vereinfa-chen. Speziell f�ur die quasikristallinen F�alle hat sich diesen Verfahren als wichtigerwiesen (siehe [18]).



Kapitel 5Der Grenzfall � = �2In diesem Kapitel soll der Grenzfall � = �=2 untersucht werden, das hei�t die(y; v){DynamikM (y)�;f , wie sie bereits im Abschnitt 1.6 eingef�uhrt wurde. Entspre-chend (1.25b) soll also die AbbildungM̂f =M (y)�;f :  yv ! 7!  1 10 1 ! yv + f(y) ! (5.1)betrachtet werden. Wie es die Schreibweise bereits andeutet, ist der Wert desParameters � bei diesem Grenzfall ohne Bedeutung.F�ur f(y) = �K sin(2�y) (vergleiche (1.33) und (4.34)) geht M̂f �uber in diewohlbekannte von Taylor und Chirikov eingef�uhrte Standardabbildung [5], die inzahlreichen Ver�o�entlichungen untersucht wurde (siehe zum Beispiel [6]). In [23]wurde die Abbildung M̂f unter dem Aspekt der chaotischen Streuung untersucht.Entscheidend f�ur den Streuvorgang war dort jedoch, da� die Kick{Funktion f(y)im Unendlichen verschwindet, also f(y)! 0 f�ur jyj ! 1. F�ur die hier gew�ahltenKick{Funktionen ist diese Bedingung nicht erf�ullt und M̂f zeigt hier ein g�anzlichanderes Verhalten, als es in [23] besprochen wurde.5.1 Aperiodische Kick{FunktionEntsprechend dem vorhergehenden Kapitel, soll zun�achst M̂f f�ur die aperiodischeKick{Funktion von der Gestalt (4.3) untersucht werden. Es sei alsof(y) = �K ( g(y) f�ur jyj < bsgn(y) f�ur jyj � b ; (5.2)wobei g(y) wiederum eine ungerade, stetige Funktion mit g(b) = 1 sein soll. InAbschnitt 4.1 hat sich gezeigt, da� diese Kick{Funktion f�ur � = 0 und lineares g(y)ein Stochastisches Netz und dazwischen eine wohlgeordnete Struktur periodischerPunkte erzeugt. Der Fall � = �=2 verh�alt sich in dieser Beziehung g�anzlich anders.Zun�achst einmal �uberlegt man sich, da� es auch bei der Abbildung M̂f m�oglichist, die Anzahl der Parameter der Kick{Funktion zu reduzieren. Analog zu den107



Kapitel 5. Der Grenzfall � = �2 108Ausf�uhrungen in Abschnitt 4.1 ist auch M̂f �uber eine einfache Umskalierung desPhasenraumes (vergleiche (4.10))y ! Ky ; v ! Kv; (5.3)topologisch konjugiert zu einer Abbildung M̂f̂ , bei der die Kick{Funktion f̂(y)den Parameterwert K = 1 hat. Speziell bei M̂f w�are es unter Umst�anden sinn-voll, b konstant zu w�ahlen und K variabel zu lassen; die freie Teichenbewegungw�urde sich dann f�ur K = 0 als Grenzfall ergeben, umgekehrt erh�alt man diesenGrenzfall nur f�ur b!1. Jedoch im Hinblick auf die umfangreichen �Uberlegungenin Abschnitt 4.1, wo 2b gerade die Breite der Kan�ale des Netzes war, sollen vieleder nun folgenden �Uberlegungen f�ur allgemeines b und K durchgef�uhrt und f�urs�amtliche Rechnungen K = 1 gesetzt werden.Um einen �Uberblick �uber die periodischen Punkte zu erhalten, kann manzun�achst versuchen, �ahnlich wie im Fall � = 0, die Schnittpunkte von Symme-trielinien zu suchen. Entsprechend (3.26) sind die ersten beiden UmkehrendenSymmetrien f�ur den Fall � = �=2 gegeben durchŜ0 = �T̂0 :  yv ! 7!  y�v � f(y) ! (5.4a)und Ŝ1 = �T̂1 :  yv ! 7!  1 �10 �1 ! yv ! : (5.4b)Damit sind die beiden ersten Symmetrielinien Fix Ŝ0 und Fix Ŝ1 von der folgendenGestalt: Fix Ŝ0 = n(y; v) 2 IR2; v = �f(y)=2o (5.5a)Fix Ŝ1 = n(y; v) 2 IR2; v = 0o : (5.5b)Fix Ŝ0 ist also der Graph der Funktion �f(y)=2 und Fix Ŝ1 die y{Achse. Alleweiteren Symmetrielinien ergeben sich nach Kapitel 3 als Iterierte dieser beidenMengen.Zur Berechnung der Symmetrielinien ist es notwendig, die Funktion g(y) fest-zulegen. Wie in Abschnitt 4.1 soll g(y) linear gew�ahlt werden (siehe (4.14)). Ab-bildung 5.1 zeigt die ersten 40 Symmetrielinien des Systems f�ur einen verh�alt-nism�a�ig gro�en Wert von b. Deutlich ist ein gro�er elliptischer Bereich um den Ur-sprung herum, der nur einen einzigen symmetrischen periodischen Punkt enth�alt,zu erkennen. Um diesen Bereich herum bildet sich ein kompliziertes Muster sym-metrischer periodischer Punkte, das bei weiterer Iteration den Phasenraum fastvollst�andig ausf�ullt. In Abbildung 5.2 sind die ersten 20 Symmetrielinien f�ur einenkleinen b{Wert dargestellt. Man erkennt, da� es f�ur diesen b{Wert keinen ellipti-schen Bereich um den Ursprung gibt und sich au�erhalb eine verh�altnism�a�ig re-gelm�a�iges Muster symmetrischer periodischer Punkte bildet. Eine Analyse zeigt,da� die meisten dieser periodischen Punkte parabolisch sind. Ferner scheint die
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Abbildung 5.1: Symmetrielinien f�ur b = 3.Ebene weit geringer ausgef�ullt zu sein als in Abbildung 5.1. Dieser Eindruckt�auscht jedoch; iteriert man die Symmetrielinien weiter, so wird die Ebene schonnach wenigen weiteren Iteration dicht ausgef�ullt. Da sich nach 20 Iterationen be-reits �uber 100000 Linienst�ucke ergeben, wurde darauf verzichtet, diese Bilder dar-zustellen.Es ist also prinzipiell m�oglich, die Dynamik mit Hilfe von Symmetrielinien zuuntersuchen, jedoch verliert man bei den vielen Schnittpunkten leicht den �Uber-blick. Aus diesem Grunde soll im folgenden ein anderer Zugang zu den periodi-schen Punkten der Dynamik vorgestellt werden. Die nachfolgenden �Uberlegungengelten wieder f�ur beliebiges g(y).Entsprechend der Wahl der Kick{Funktion f(y) erscheint es sinnvoll, den Pha-senraum in drei Bereiche aufzuteilen: in einen Bereich mit y � �b (Bereich A),einen mit jyj < b (Bereich B) und einen mit y � b (Bereich C), siehe Abbildung5.3. Man kann nun jedem Orbit eine Folge von Symbolen A,B und C zuord-nen, entsprechend der Reihenfolge, in der er diese Gebiete passiert. Es ist jedoch
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Abbildung 5.2: Symmetrielinien f�ur b = 0:2.ersichtlich, da� man umgekehrt nicht jeder solchen Symbolfolge auch eindeutigeinen Orbit zuordnen kann. Es gibt beispielsweise keinen Orbit, der die Symbol-folge AAA : : : hat. Ferner kann es unterschiedliche Orbits mit derselben Symbol-folge geben. In dem in Abbildung 5.1 erkennbaren elliptischen Bereich gibt esbeispielsweise unendlich viel Orbits mit der Symbolfolge BBB : : :. Trotz dieserEinschr�ankungen lassen sich mit Hilfe dieser Symbolfolgen notwendige Bedingun-gen f�ur periodische Punkte herleiten. Dies soll nun besprochen werden.Wird die n{te Iterierte von M̂f wie in (1.27) geschrieben, so kann M̂nf auf denBereichen A und C direkt angegeben werden, da die Kick{Funktion f(y) dortkonstant ist. Dies ergibt auf den ersten Blick noch keinen gro�en Vorteil, da manzur Bestimmung einer Symbolfolge immer noch einen Orbit ausrechnen mu�, siewird sich jedoch im folgenden bei der Suche nach periodischen Orbits als n�utzlicherweisen.Ein periodischer Orbit ist trivialerweise auch durch eine periodische Symbol-folge gekennzeichnet. Um einen bestimmten periodischen Orbit zu �nden, kann
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Abbildung 5.3: Einteilung des Phasenraumes (siehe Text).man versuchen, eine passende Symbolfolge vorzugeben, entsprechend Gleichungen(1.27) notwendige Bedingungen f�ur die Startwerte zu �nden und anschlie�end zuermitteln, welche davon auch wirklich die vorgegebene Symbolfolge realisieren.Dies soll nun an einem Beispiel ausf�uhrlich vorgef�uhrt werden.Gesucht seien die Anfangsdaten eines periodischen Orbits der Periode 2n, derpunktsymmetrisch zum Ursprung (0; 0) sein und die Symbolfolge BCn�1BAn�1haben soll. Genauer gesagt, w�urde bereit die Bedingung, da� die ersten n Symboledieses Orbits BCn�1 sind, gen�ugen; die restlichen Symbole ergeben sich dann ausder geforderten Punktsymmetrie. Da die Funktion g(y) bis jetzt noch nicht festge-legt wurde, soll der Startpunkt auf (0; v) festgelegt werden; es gilt ja g(0) = 0. Essoll also y0 = 0 und damit f(y0) = f(0) = 0 gelten. Aufgrund der vorgegebenenSymbolfolge mu� f(yk) = �K f�ur 1 � k � n gelten. Da der Orbit punktsymme-trisch sein soll, ergibt sich entsprechen (1.27) das folgende Gleichungssystem: 0�v ! = M̂nf (0; v) =  nvv !�K n�1Xk=1  (n� k)1 !=  nv �K n(n�1)2v �K(n� 1) ! ; (5.6)woraus sofort folgt, da� v = K(n�1)=2 gelten mu�. Nun mu� gepr�uft werden, obein an dieser Stelle startender Orbit auch wirklich die geforderte Symbolfolge hat.Zun�achst einmal ist klar, da� der Orbit nach der ersten Iteration den Bereich Bverlassen mu�; also:M̂f(0; v) =  vv ! 2 C ) v = Kn� 12 � b: (5.7)



Kapitel 5. Der Grenzfall � = �2 112Somit scheiden bereits einige entsprechend (5.6) m�ogliche Startwerte aus. Alsn�achstes mu� gefordert werden, da� der Orbit f�ur n� 1 Iterationen im Bereich Cverbleibt, also yl � b f�ur 1 � l � n� 1 gilt:b � yl = M̂ l(0; v) � ~ey = lv �K l�1Xk=0(l� k)= lK n� 12 �K l(l� 1)2 : (5.8)Man macht sich klar, da� diese Ungleichung automatisch erf�ullt ist, sofern v =K(n � 1)=2 � b gilt. Aufgrund der Punktsymmetrie der Abbildung M̂f , die ausder Bedingung folgt, da� f(y) ungerade ist, hat der so gefundene Orbit mit derzus�atzlichen Nebenbedingung (5.7) tats�achlich die geforderte Symbolfolge.Als n�achstes kann die Stabilit�at des Orbits berechnet werden. Nach der Ket-tenregel gilt DM̂2nf (y0; v0) = DM̂f (y2n�1; v2n�1) � : : : �DM̂f (y0; v0): (5.9)Es sei angemerkt, da� die Jacobi{Matrizen DM̂f allein von der Kick{Funktionf(y) und damit nur von den yk abh�angen. Da f(y) in den Bereichen A und Ckonstant ist, sind dort die Jacobi{MatrizenDM̂f (yk) bereits durch die Symbolfolgevorgegeben. F�ur den gerade gefundenen Orbit gilt:DM̂2nf = Dn�1A �DB �Dn�1C �DB (5.10)mit DA = DC =  1 10 1 ! ) Dn�1A = Dn�1C =  1 n� 10 1 !DB =  1 �Kg0(0) 1�Kg0(0) 1 ! : (5.11)Daraus folgt nach kurzer Rechnung f�ur das ResiduumR = 14(2� Tr(DM̂2nf )) = Kg0(0)n� 14K2g0(0)2n2: (5.12)Sofern g0(0) 6= 0 vorausgesetzt wird, kann also immer ein n0 2 IN gefunden werden,so da� R < 0 f�ur n > n0 gilt. Das hei�t, der periodische Orbit ist hyperbolisch,sofern seine Periode gro� genug ist. Das ist aufgrund (5.6) der Fall, wenn er weitgenug vom Ursprung entfernt ist.Man kann nun versuchen, nach diesem Verfahren periodische Orbits mit ande-rer Symbolfolge zu suchen. Da die Funktion g(y) jedoch bisher noch nicht festge-legt wurde, k�onnen neben den Orbits mit der Symbolfolge BCn�1BAn�1 nur nochOrbits mit der Symbolfolge CnAn direkt angegeben werden. Tabelle 5.1 zeigt eineZusammenfassung s�amtlicher periodischer Orbits, die sich zu allgemeinem g(y)�nden lassen. Dabei haben die Orbits mit der Symbolfolge CnAn, das hei�t die



Kapitel 5. Der Grenzfall � = �2 113Symbolfolge Startpunkt Nebenbedingung ResiduumBCn�1BAn�1  0K n�12 ! v = K n�12 � b Kg0(0)n� 14K2g0(0)2n2CnAn  yK n�22 ! y � K n4v > 2b 1Tabelle 5.1: Daten periodischer Orbits f�ur allgemeines g(y) zu vorgegebenen Sym-bolfolgen.Orbits, die gar nicht in das Phasenraumgebiet B eintauchen, eine Sonderstellung.Jeder dieser Punkte ist parabolisch (das Residuum ist 1) | g�anzlich unabh�angigvon der Funktion g(y). Ist (�y; �v) ein solcher periodischer Punkt der Periode 2n,so verh�alt sich M̂f in einer kleinen Umgebung um diesen Punkt herum wie yv ! 7!  1 2n0 1 ! y � �yv � �v !+  �y�v ! : (5.13)Hat man also einen periodischen Punkt mit der Symbolfolge CnAn gefunden, sogibt es in einer kleinen Umgebung um diesen Punkt herum eine ganze Linie vonPunkten parallel zur y{Achse, die ebenfalls periodisch mit der Periode 2n sindund dieselbe Symbolfolge haben. Der Mittelpunkt einer dieser Linien liegt geradebei y = Kn=4, dies ist mit der Nebenbedingung y � Kn=4 gemeint.Um nun weitere Aussagen tre�en zu k�onnen, ist es unumg�anglich, die Funktiong(y) vorzugeben; f�ur die vorhergehenden Aussagen mu�te allein der Wert von g(y)und die Ableitung an der Stelle 0 bekannt sein. Im folgenden soll daher wie inUnterabschnitt 4.1.3 g(y) linear gew�ahlt werden. Das hei�t, von nun an soll die in(1.29) vorgestellte Kick{Funktion fA1(y) betrachtet werden.DieseWahl der Funktion g(y) hat den Vorteil, da� die Abbildung M̂f st�uckweiselinear wird und damit die Stabilit�at eines Orbits einzig und allein von dessenSymbolfolge abh�angt; die Matrix DB wird unabh�angig von y:DB =  1� Kb 1�Kb 1 ! : (5.14)Versucht man nun, entsprechend der oben besprochenen Vorgehensweise notwen-dige Bedingungen f�ur die Anfangsdaten eines periodischen Orbits aufzustellen, sohat man ferner den Vorteil, immer ein lineares Gleichungssystem zu erhalten, da�sich mit Hilfe eines algebraischen Computerprogrammes recht einfach aufstellenund l�osen l�a�t. Bei einer komplizierterenGestalt von g(y) | etwa sinusf�ormig oderkubisch | w�urde sich in jedem Fall ein nichtlineares Gleichungssystem ergeben,das sich nur in den wenigsten F�allen explizit l�osen lie�e.



Kapitel 5. Der Grenzfall � = �2 114Tabelle 5.2 zeigt eine Au
istung aller periodischen Orbits, die sich mit Hilfeder obigen Methode f�ur lineares g(y) auf einfache Weise aufsp�uren lassen. Da-bei wurden einerseits punktsymmetrische Orbits mit Periode 2n und andererseitsnicht{punktsymmetrische Orbits mit Periode n + m gesucht. Die Nebenbedin-gungen und Residuen zu den Symbolfolgen B2Cn�2B2An�2 und B2Cn�2B2Am�2sind aufgrund der L�ange der Ausdr�ucke nicht in der Tabelle mit aufgef�uhrt. F�urB2Cn�2B2An�2 ergibt sich beispielsweise als ResiduumR =  K3b3 � K2b2 � K44b4!n2 +  2Kb � K2b2 � K3b3 + K42b4!n+ K2b2 � K44b4 (5.15)und als Nebenbedingung, da� sich der Startpunkt des Orbits innerhalb eineskleinen Phasenraumgebietes in der N�ahe der v{Achse, das durch einen Poly-gon begrenzt ist, be�ndet. Prinzipiell sind auch Symbolfolgen von der GestaltB3Cn�3B3Am�3; B4Cn�4B4Am�4; : : : auf die besprochene Weise zu �nden, jedochwird es immer aufwendiger, das lineare Gleichungssystem aufzustellen. Im folgen-den soll daher untersucht werden, wann Orbits mit diesen Symbolfolgen �uberhauptm�oglich sind.Eine Symbolfolge von der Gestalt BkCn�kBkAm�k setzt voraus, da� der Orbiterst bei der k{ten Iteration den Phasenraumbereich B verl�a�t. Dies ist jedoch nurf�ur einen geringen Teil der in B startenden Orbits �uberhaupt m�oglich, die meistenverlassen B bereits bei der ersten Iteration oder verbleiben dort f�ur immer.Abbildung 5.4 zeigt die Regionen im Phasenraumbereich B, innerhalb derenein periodischer Orbit mit der Symbolfolge BkCn�kBkAm�k starten mu�; die ver-schiedenenWerte von k sind, soweit es der Platz erlaubt, in die jeweiligen Regioneneingetragen. Man erkennt, da� f�ur alle b{Werte die Orbits mit gro�en positivenund negativen v{Werten alle den BereichB nach einer Iteration verlassen. Um denNullpunkt herum bildet sich ein ann�ahernd elliptischer Bereich, in dem alle star-tenden Orbits f�ur immer im Bereich B verbleiben, also die Symbolfolge BBB : : :haben. Dies ist nicht weiter verwunderlich, da der zentrale Fixpunkt (0; 0) dasResiduum R = K4b K=1= 14b (5.16)hat und damit f�ur alle b > 1=4 elliptisch ist. F�ur b < 1=4 wird der zentraleFixpunkt invers hyperbolisch, und (0; 0) ist der einzige Punkt mit der SymbolfolgeBBB : : :.Beschr�ankt man sich zun�achst auf die F�alle b > 1=4, so ist klar, da� die meistenim Phasenraumgebiet B startenden Orbits entweder dieses Gebiet nach der erstenIteration verlassen oder f�ur immer dort verbleiben, f�ur den Spezialfall b = 0:5 sinddies sogar die beiden einzigen M�oglichkeiten. Einige wenige Orbits verbleiben biszu 4. oder h�oheren Iteration in B, jedoch wird das Anfangsgebiet immer kleinerund spielt nur nahe am Rand des elliptischen Bereiches noch eine Rolle. Dahermacht es durchaus Sinn, die explizite Berechnung der periodischen Orbits wiein Tabelle 5.2 auf Orbits mit Symbolfolgen BkCn�kBkAm�k f�ur k � 2 zu be-schr�anken. Die wesentliche Struktur des Phasenportraits l�a�t sich damit durchausbefriedigend erkl�aren.
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(a) b = 3 (b) b = 2
(c) b = 1 (d) b = 0:8
(e) b = 0:5 (f) b = 0:4Abbildung 5.4: Startregionen zu verschiedenen Parameterwerten b.



Kapitel 5. Der Grenzfall � = �2 116Symbolfolge Startpunkt Nebenbedingung ResiduumCnAn  yK n�22 ! y � K n4v > 2b 1BCn�1BAn�1  0K n�12 ! v = K n�12 � b Knb � n2K24b2B2Cn�2B2An�2  �K(n�2)b4b�2KK n�22 ! (: : :) (: : :)BCn�1BAm�1  (m�n)b2Km�12 ! jyj < b bzw. jm� nj � 1v = m�12 � b K(2bm+2nb�Knm)4b2B2Cn�2B2Am�2  (bm�Km�nb+2K)b4b�2KKm�22 ! (: : :) (: : :)Tabelle 5.2: Daten periodischer Orbits f�ur lineares g(y) zu vorgegebenen Symbol-folgen.Der Fall b = 3 soll n�aher untersucht werden, alle �ubrigen F�alle b > 1=4 lassensich mit leichten Variationen �ahnlich behandeln. F�ur b = 3 ist der zentrale Fix-punkt elliptisch und entsprechend Abbildung 5.4 erh�alt man um diesen Fixpunktherum einen Bereich, in dem alle startenden Orbits die Symbolfolge BBB : : : ha-ben. Das hei�t, die Dynamik dort ist durch die lineare Abbildung yv ! 7! DB  yv ! =  1� Kb 1�Kb 1 ! yv ! (5.17)gegeben, die f�ur b = 3 eine einfache elliptische Bewegung um (0; 0) beschreibt.Als n�achstes sollen die periodischen Orbits mit Symbolfolge BCn�1BAm�1 be-trachtet werden, das hei�t alle Orbits, die innerhalb des in Abbildung 5.4(a) mit 1markierten Gebietes starten. Laut Tabelle 5.2 k�onnen nur Orbits mit jm�nj � 1die Nebenbedingung erf�ullen. Das Residuum dieser periodischen Punkte ist dannR = 2bm+ 2bn� nm4b2 b=3= 6(n+m)� nm36 : (5.18)Es ist klar, da� f�ur n;m � 7 all diese periodischen Punkte hyperbolisch werden(R < 0), f�ur 1 � n;m � 5 sind jedoch auch elliptische F�alle m�oglich (0 < R < 1).Sieht man den parabolischen F�allen n = m = 6, n = 6;m = 7 oder n = 5;m = 6(R = 1) ab, so sind dies die einzigen M�oglichkeiten.F�ur die periodischen Orbits mit der Symbolfolge B2Cn�2B2Am�2 gilt eine ent-sprechend kompliziertere Formel f�ur das Residuum. Eine numerische Rechnung



Kapitel 5. Der Grenzfall � = �2 117ergibt, da� alle im Fall b = 3 auftretenden Orbits mit dieser Symbolfolge hyper-bolisch sind. Interessant ist dabei, da� in dem Phasenraumgebiet, wo diese Orbitsvorkommen, die Orbits mit der Symbolfolge BCn�1BAm�1 elliptisch werden.Abbildung 5.5 zeigt Teile der stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten al-ler oben genannten periodischen Punkte, sofern sie hyperbolisch sind; die Kreisemarkieren die elliptischen Orbits. Der �Ubersichtlichkeit halber wurde darauf ver-zichtet, die parabolischen Orbits mit einzuzeichnen. Man erkennt, da� sich dieinvarianten Mannigfaltigkeiten in zahlreichen heteroklinen Punkten �uberschnei-den. Weit au�erhalb bilden die invarianten Mannigfaltigkeiten ein dichtes Netz-werk, das | verfolgt man die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten weitgenug | praktisch keine L�ucken aufzuweisen scheint; in diesem Bereich verh�altsich die Dynamik �uberwiegend chaotisch. Um den Nullpunkt herum bildet sich,wie schon erw�ahnt, ein elliptischer Bereich, in dem die Dynamik regul�ar ist. Umdiesen Bereich herum existieren Ketten, in denen sich elliptische Punkte mitder Symbolfolge BCn�1BAm�1 und hyperbolischen Punkten mit der SymbolfolgeB2Cn�2B2Am�2 gegenseitig abwechseln. Diese Struktur erinnert an ein Birkho�{Szenario.Dies darf jedoch nicht dar�uber hinwegt�auschen, da� hier kein echtes Birkho�{Szenario vorliegt. F�ur ein Birkho�{Szenario ist es notwendig, da� die Windungs-zahl (siehe nachfolgender Abschnitt) der invarianten Kurven um den zentralenelliptischen Fixpunkt mit wachsendem Radius abnimmt bzw. zunimmt, diese Be-dingung wird auch als Twist{Bedingung bezeichnet. Da M̂f hier st�uckweise lineargew�ahlt wurde, ist die Windungszahl der invarianten Kreise jedoch konstant undsomit unabh�angig vom Radius. Somit ist die Twist{Bedingung f�ur dieses Systemnicht erf�ullt.Es darf ferner nicht vergessen werden, da� hier nur ein kleiner Teil derperiodischen Orbits erfa�t wurde. So erzeugen die Orbits mit SymbolfolgenBkCn�kBkAm�k f�ur k � 3 gerade in der N�ahe des Ursprungs noch zus�atzlicheStrukturen, die in Abbildung 5.5 nicht erfa�t werden. Zudem ist der �au�ere chaoti-sche Bereich von parabolischen Orbits durchsetzt, das hei�t es existieren marginalstabile Punkte.Abbildung 5.6 zeigt das Phasenportrait f�ur b = 3 anhand willk�urlich ausgew�ahl-ter Orbits. Bei genauerem Hinsehen wird die �Ahnlichkeit zu Abbildung 5.5 o�en-kundig, man erkennt jedoch, da� in Abbildung 5.5 l�angst noch nicht die gesamteStruktur erfa�t ist. In der N�ahe des Ursprungs treten noch zus�atzliche Strukturenauf, die ma�geblich von den Orbits mit Symbolfolgen BkCn�kBkAm�k f�ur k � 3gepr�agt werden.Abbildung 5.7 zeigt eine Ausschnittvergr�o�erung des Phasenportraits f�ur b = 3um einen der elliptischen periodischen Punkte. Man erkennt, da� die invariantenKurven um den Punkt ebenfalls eine vom Radius unabh�angig Windungszahl |in Bezug auf diesen Punkt | haben. Dies ist nicht weiter verwunderlich, da ei-ne beliebige Iterierte M̂nf ebenfalls st�uckweise linear ist und sich somit in einerkleinen Umgebung ebenfalls linear verh�alt. Also ist auch f�ur diese periodischenPunkte die Twist{Bedingung nicht erf�ullt. Folglich sind die elliptischen periodi-schen Punkte nicht, wie bei einem Birkho�{Szenario �ublich, von Stabilit�atsinseln
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Abbildung 5.5: Stabile und instabile Mannigfaltigkeiten f�ur verschiedene periodi-sche Orbits zu b = 3.h�oherer Ordnung umgeben, die diesen Punkt umlaufen.In den Abbildungen 5.8 und 5.9 ist das Phasenportrait f�ur b = 2 und b = 1zu sehen. Der Fall b = 2 unterscheidet sich nicht wesentlich von dem Fall b = 3,au�er da� einige der elliptischen Orbits instabil geworden sind und die gesamteStruktur weiter nach innen ger�uckt ist.Der Fall b = 1 hingegen ist ein Sonderfall, wie bereits anhand von Abbildung5.4(c) zu erkennen war. F�ur b = 1 sind nur periodische Orbits mit der Sym-bolfolge BkCm�kBkAn�k mit k � 2 zul�assig. Das Residuum f�ur die Orbits mitBCn�1BAm�1 ist R = 2bm+ 2bn� nm4b2 b=1= 2(n+m)� nm: (5.19)Es zeigt sich, da� bis auf den parabolischen Orbit n = m = 4 alle diese pe-riodischen Orbits hyperbolisch sind. F�ur das Auftreten von Stabilit�atsinseln in
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Abbildung 5.6: Phasenportrait f�ur b = 3.Abbildung 5.6 war es aber gerade notwendig, da� die Orbits mit BCn�1BAm�1f�ur gewisse n;m{Werte elliptisch waren. Damit ist der schlagartige �Ubergang vonder regul�aren zur chaotischen Dynamik erkl�art.Um den zentralen elliptischen Bereich existiert, wie in Abbildung 5.9 erkenn-bar, noch ein zus�atzlicher Phasenraumbereich, in dem sich die Dynamik re-gul�ar verh�alt. Dieser Bereich ist von den periodischen Orbits mit SymbolfolgenB2Cn�2B2Am�2 gepr�agt (in Abbildung 5.4(c) mit 2 markiert), die in diesem Fallparabolisch sind.In den Abbildungen 5.10 und 5.11 ist das Phasenportrait der Dynamik f�ur zweib{Werte kleiner 1 zu sehen. Der Fall b = 0:8 unterscheidet sich von der wesentlichenStruktur her kaum von den F�allen b = 2 und b = 3, es ist jedoch nur eine einzigeKette abwechselnd elliptischer und hyperbolischer periodischer Punkte erkennbar.Der Fall b = 0:5 ist wieder ein Spezialfall, der sich von dem Fall b = 1 dadurch un-terscheidet, da� nur periodische Orbits mit Symbolfolgen BCn�1BAm�1 auftretenk�onnen, die alle hyperbolisch sind; Orbits mit BkCn�kBkAm�k f�ur k � 2 k�onnen
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Abbildung 5.7: Phasenportrait f�ur b = 3 (Ausschnittvergr�o�erung).nach Abbildung 5.4(e) nicht auftreten. Die Dynamik au�erhalb des zentralen el-liptischen Bereiches wird also ohne �Ubergang chaotisch, zus�atzliche Strukturentreten f�ur b = 0:5 nicht in Erscheinung.F�ur b < 1=4 wird der zentrale Fixpunkt invers hyperbolisch, wodurch der el-liptische Bereich regul�arer Dynamik um den Ursprung endg�ultig verschwindet.Abbildung 5.12 zeigt die stabile und die instabile Mannigfaltigkeit des zentralenFixpunktes. Man erkennt, da� sich beide Mannigfaltigkeiten in zahlreichen homo-klinen Punkten schneiden. Wie in Unterabschnitt 4.1.3 ausf�uhrlich erl�autert, folgthieraus, da� die Dynamik in der N�ahe des Ursprungs chaotisch ist. Bedenkt man,da� �uberdies noch s�amtliche periodischen Orbits mit Symbolfolgen BCn�1BAm�1hyperbolisch sind und ihre stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten sich hetero-klin �uberschneiden, so ist o�ensichtlich, da� sich die Dynamik auf dem gesamtenPhasenraum chaotisch verh�alt. Die parabolischen Orbits mit Symbolfolgen CnAm,die bei jedem b{Wert vorhanden sind, d�urfen jedoch auch hierbei nicht vergessen
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Abbildung 5.8: Phasenportrait f�ur b = 2.werden. Trotz des chaotischen Verhaltens ist es immer noch m�oglich, im Phasen-raum marginal stabile Punkte zu �nden.Zusammengefa�t l�a�t sich also �uber die Dynamik von M̂f sagen, da� sie f�ursehr kleine b{Werte �uberwiegend chaotisch ist und f�ur gr�o�ere b{Werte ein Pha-senportrait erzeugt, das zum Teil an ein Birkho�{Szenario erinnert. Dabei ist dieDynamik f�ur alle b{Werte von parabolischen Orbits durchsetzt, die marginal sta-bil sind. Damit verh�alt sich M̂f umkehrt wie die Dynamik von �M�;f im Grenzfall� = 0. Es zeigte sich, da� �M�;f f�ur kleine b{Werte ein Stochastisches Netz mithohem Anteil regul�arer Dynamik erzeugt, also genau dann, wenn M̂f �uberwiegendchaotisch ist. Gerade dieses Verhalten wird die Analyse der F�alle 0 < � < �=2erschweren.
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Abbildung 5.9: Phasenportrait f�ur b = 1.
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Abbildung 5.10: Phasenportrait f�ur b = 0:8.
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Abbildung 5.11: Phasenportrait f�ur b = 0:5.
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Abbildung 5.12: Stabile und instabile Mannigfaltigkeit des zentralen Fixpunktesf�ur b = 0:2.



Kapitel 5. Der Grenzfall � = �2 1265.2 Periodische Kick{FunktionAls erstes sei darauf hingewiesen, da� wie in Abschnitt 4.2 ohne Einschr�ankungdavon ausgegangen werden darf, da� die Kick{Funktion f(y) die Periode 1 hat.Hat man ein f(y) mit Periode b 6= 0 gegeben, so ist M̂f �uber die Umskalierung(vergleiche (4.35)) yb ! y ; vb ! v (5.20)topologisch konjugiert zu einem M̂f̂ , wobei f̂ (y) die Periode 1 hat.Im Falle einer mit der Periode 1 periodischen Kick{Funktion f(y) hat die Ab-bildung M̂f die folgenden Translationssymmetrien:L(y)n :  yv ! 7!  y + nv ! (5.21)mit n 2 Z; es gilt ja(M̂f � L(y)n )(y; v) = M̂f (y + n; v)= (y + n+ v + f(y + n); v + f(y + n)) (5.22)= L(y)n (y + v + f(y); v + f(y)) = (L(y)n � M̂f )(y; v):F�uhrt man bez�uglich dieser Symmetrien eine Symmetriereduktion durch (sieheAnhang A.6), so ist es m�oglich, die Dynamik von M̂f auf den Zylinder [�1=2; 1=2]�IR zu reduzieren, ohne da� relevante Informationen verloren gehen. Mit dieserReduktion sind dann L(v)n :  yv ! 7!  yv + n ! (5.23)mit n 2 Z ebenfalls Translationssymmetrien von M̂f ; es gilt ja(M̂f � L(v)n )(y; v) = (y + v + n+ f(y); v + n+ f(y)) (5.24)= L(v)n (y + v + f(y); v + f(y)) = (L(v)n � M̂f )(y; v);wobei zu beachten ist, da� y � y + n gilt, sofern die Dynamik zuvor auf denZylinder reduziert wurde. Es ist also prinzipiell m�oglich, M̂f auf den 2{Torus[�1=2; 1=2] � [�1=2; 1=2] einzuschr�anken. Jedoch sind dann Untersuchungen zurDi�usion nicht mehr m�oglich.F�ur Abbildungen auf dem Zylinder gibt es die sehr ausgereifte Theorie dersogenannten Twist{Abbildungen, zu denen auch M̂f z�ahlt. Anstatt diese Theo-rie hier in aller Ausf�uhrlichkeit zu referieren, sei auf [6] verwiesen, wo sich einumfangreiches Kapitel mit den Twist{Abbildungen besch�aftigt.Stattdessen soll in diesem Abschnitt kurz anhand der periodischen Kick{Funktion fP1(y) (siehe (1.33)), das hei�tf(y) = �K sin(2�y); (5.25)demonstriert werden, wie sich M̂f typischerweise verhalten kann. Das hei�t es sollkurz die Dynamik der Standardabbildung vorgestellt werden.



Kapitel 5. Der Grenzfall � = �2 127

�0:50 �0:25 0.00 0.25 0.50y�0:50�0:250.000.250.50
v

Abbildung 5.13: Phasenportrait der Standardabbildung f�ur K = 0:03183.Der Abk�urzung halber soll im folgenden f�ur M̂f mit der Kick{Funktion (5.25)M̂K geschrieben werden. Wie bereits erw�ahnt, ist M̂K=0 (freie Teilchenbewegung)integrabel, das hei�t, es gibt ein Integral der Bewegung, also eine Phasenraum-funktion, die unter der Abbildung invariant ist (Impuls des Teilchens). F�ur K > 0gibt es kein derartiges Integral der Bewegung. Es ist nun �ublich zu untersuchen,wie sich die Standardabbildung in der N�ahe des integrablen Falls verh�alt undwieviel von der integrablen Struktur erhalten bleibt.Die Abbildungen 5.13 bis 5.16 zeigen typische Phasenportraits der Standardab-bildung anhand von im Prinzip willk�urlich gew�ahlten Orbits zu langsam anwach-sendemK. Alle Abbildungen sind auf den 2{Torus [�1=2; 1=2]�[�1=2; 1=2] einge-schr�ankt, da Di�usionsbetrachtungen in dieser Arbeit nicht durchgef�uhrt werdensollen. Mit dieser Einschr�ankung erh�alt man auf einfache Weise einen �Uberblick�uber den gesamten Phasenraum.Genauso wie f�ur den aperiodischen Fall, kann man auch f�ur die Standardab-bildung eine Analyse der Symmetrielinien durchf�uhren. Speziell in diesem Fall ist
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Abbildung 5.14: Phasenportrait der Standardabbildung f�ur K = 0:07958.es jedoch sinnvoller die Umkehrenden Symmetrien T̂k = �Ŝk anstelle der bis-her �ublichen Ŝk zu betrachten, da die Symmetrielinien der T̂k einen gr�o�eren Teildes Phasenraumes �uberdecken. Der Vollst�andigkeit halber m�u�ten auch die Ŝkmit betrachtet werden, jedoch k�onnen durch sie keine neuen periodischen Punk-te gefunden werden. Um die Abbildungen �uberschaubar zu halten, wurde daraufverzichtet, diese Symmetrielinien mit zu berechnen.Die Gleichungen (5.4) f�ur die Umkehrenden Symmetrien T̂0 und T̂1 k�onnenunver�andert aus dem vorherigen Abschnitt �ubernommen werden. Bei der Berech-nung der Fixpunktmengen mu� jedoch beachtet werden, da� M̂K auf den 2{Toruseingeschr�ankt ist und die Kick{Funktion eine periodische Funktion mit f(0) = 0und f(1=2) = 0 ist:Fix(T̂0) = �(y; v) 2 IR2; y = 0 _ y = 12� (5.26a)Fix(T̂1) = �(y; v) 2 IR2; y = v2 _ v = 12(v + 1)� : (5.26b)
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Abbildung 5.15: Phasenportrait der Standardabbildung f�ur K = 0:12732.Man beachte, da� auf dem 2{Torus y = 1=2 mit y = �1=2 identi�ziert wird undentsprechend v = 1=2 mit v = �1=2.Die Abbildungen 5.17 und 5.18 zeigen jeweils die ersten 50 Symmetrielinien| das hei�t Fix T̂0 bis Fix T̂49 | der Standardabbildung. Dabei wurden die K{Werte so gew�ahlt, da� Abbildung 5.17 dem Phasenportrait in Abbildung 5.14korrespondiert und Abbildung 5.18 der Abbildung 5.15. Man erkennt, da� diewichtigsten periodischen Punkte auch auf diese Weise gewonnen werden k�onnen.Siehe hierzu zum Beispiel [24].Speziell f�ur die Standardabbildung M̂K ist diese Vorgehensweise jedoch we-nig sinnvoll, da sich die verschiedenen periodischen Punkte mit Hilfe der KAM{Theorie erkl�aren lassen. F�ur den integrablen Fall de�niert man die Windungszahl! durch ! = limn!1 M̂K=0(y; v)nn ; (5.27)wobei zur Berechnung des Limes M̂K=0 auf dem gesamten IR2 betrachtet wird
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Abbildung 5.16: Phasenportrait der Standardabbildung f�ur K = 0:1546405.und nicht auf den 2{Torus [�1=2; 1=2] � [�1=2; 1=2] eingeschr�ankt ist. F�ur dieStandardabbildung ergibt sich nach kurzer Rechnung ! = v. Das KAM{Theorembesagt, da� die invarianten Kurven mit gen�ugend irrationalem ! unter St�orung,das hei�t K > 0, erhalten bleiben. Genauer: Die invariante Kurve bleibt unterSt�orung erhalten, wenn f�ur eine Konstante C und ein � > 1 f�ur alle (m;n) 2Z2 � (0; 0) gilt: jn! �mj > Cn� : (5.28)Das hei�t, ! darf sich nur schwer durch eine rationale Zahl approximieren lassen.(5.28) wird auch alsDiophantische Bedingung bezeichnet.Mit Hilfe der Kettenbru-chentwicklung l�a�t sich zeigen, da� die irrationalste Zahl, das hei�t die Zahl, diesich am schlechtesten durch eine rationale Zahl approximieren l�a�t, der \goldeneSchnitt" 1 +p52 (5.29)
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Abbildung 5.17: Symmetrielinien der Standardabbildung f�ur K = 0:07958.ist; somit bleibt die invariante Kurve mit dieser Windungszahl am l�angsten erhal-ten. Es kann numerisch gezeigt werden, da� diese letzte invariante Kurve beiKc � 0:9716354062� � 0:15464058 (5.30)zerst�ort wird. Abbildung 5.16 zeigt das Phasenportrait in der N�ahe dieses kriti-schen K{Wertes, in dem die letzte invariante Kurve noch zu erkennen ist.Das Poincar�e{Birkho�{Theorem besagt nun, da� alle invariante Kurven mitrationaler Windungszahl r=s in 2ks periodische Punkte aufbrechen, von denen kselliptisch und ks hyperbolisch sind, die jeweils abwechselnd auftreten. Die Abbil-dungen 5.13 bis 5.16 demonstrieren dieses Verhalten recht eindrucksvoll.Um jeden dieser neu entstandenen elliptischen periodischen Punkte herum gibtes ebenfalls invariante Kurven, f�ur die man auch Windungszahlen de�nieren kann.Man spricht hierbei von invarianten Kurven zweiter Ordnung. In einer gewissenUmgebung um diese periodischen Punkte herum l�a�t sich also ebenfalls die obi-
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Abbildung 5.18: Symmetrielinien der Standardabbildung f�ur K = 0:12732.ge Theorie anwenden und man erh�alt eine �ahnliche Struktur im verkleinertenMa�stab. Entsprechend dem Poincar�e{Birkho�{Theorem entstehen dann um dieperiodischen Punkte herum ebenfalls Ketten von abwechselnd elliptischen undhyperbolischen periodischen Punkte, bei denen invariante Kurven dritte Ordnungentstehen. Auf diese Weise erh�alt man eine selbst�ahnliche Struktur im Phasen-portrait, die allgemein als KAM{Szenario bezeichnet wird.F�ur eine ausf�uhrlichere Behandlung der Standardabbildung sei auf [5, 6] ver-wiesen. Genauere Erl�auterungen zum Poincar�e{Birkho�{Theorem und der darausresultierenden selbst�ahnlichen Struktur, k�onnen in dem Buch von Schuster [25]nachgelesen werden.Zusammengefa�t l�a�t sich �uber die Standardabbildung M̂K sagen, da� die Dy-namik auch f�ur recht gro�e St�orungen K durch invariante Kreise auf gewisse Teiledes Phasenraumes eingeschr�ankt ist und es recht viele Stabilit�atsinseln gibt, dieerst f�ur sehr gro�e K zerst�ort werden.



Kapitel 6Die F�alle 0 < � < �2We are entering a world where the old rules no longer apply.Philip SandersIn diesem Kapitel soll die vierdimensionale Abbildung M�;�;f (siehe (1.20))als Ganzes untersucht werden. Dabei soll die Situation in der N�ahe der in denvorherigen beiden Kapiteln untersuchten Grenzf�alle im Vordergrund stehen. Dashei�t, es soll untersucht werden, wie die Dynamik von �M�;f durch die Dynamikvon M̂f beein
u�t wird und umgekehrt.Zun�achst jedoch einige Worte zur graphischen Darstellung der Dynamik. Inallen folgenden Abbildungen sollen die (x; u){Ebene und die (y; v){Ebene immergetrennt untereinander dargestellt werden. Da die beiden zweidimensionalen Ab-bildungen M (x)�;�;f und M (y)�;�;f f�ur 0 < � < �=2 allein durch die Kick{Funktion fgekoppelt sind und in den vorherigen Abschnitten diese beiden Dynamiken rechtausf�uhrlich getrennt voneinander untersucht wurden, macht eine derartige Dar-stellung des vierdimensionalen Phasenraumes durchaus Sinn. Jedoch ist damitnoch nicht gesagt, da� diese Projektion im Hinblick auf die vierdimensionale Pro-blemstellung auch tats�achlich g�unstig ist.6.1 Aperiodische Kick{FunktionBevor Spezialf�alle der Dynamik untersucht werden, sei zun�achst darauf hingewie-sen, da� eine Analyse der Umkehrenden Symmetrien bei der vierdimensionalenAbbildung wenig sinnvoll ist. Entsprechend (3.24) und (1.19) sind die ersten bei-den Umkehrenden SymmetrienS0 : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ x�u� cos �f(x cos� + y sin �)y�v � sin�f(x cos� + y sin �) 1CCCA (6.1a)133



Kapitel 6. Die F�alle 0 < � < �2 134und S1 : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ cos� � sin�� 0 0�� sin� � cos� 00 0 1 �10 0 0 �1 1CCCA0BBB@ xuyv 1CCCA : (6.1b)Damit ergibt sich f�ur die ersten beiden Symmetrie
�achen (als Verallgemeinerungder Symmetrielinien im Zweidimensionalen):Fix(S0) = ((x; u; y; v) 2 IR4; u = �12 cos �f(x cos� + y sin�)v = �12 sin�f(x cos� + y sin�) ) (6.2a)Fix(S1) = ((x; u; y; v) 2 IR4; u = �x� tan(�=2)v = 0 ) : (6.2b)Das hei�t, f�ur 0 < � < �=2 liegt Fix(S0) so im vierdimensionalen Raum, da�in der Projektion sowohl die (x; u){ als auch die (y; v){Ebene �uberdeckt werden.Fix(S1) liegt hingegen so, da� man in der Projektion mit jeweils einer einfachenLinie in den beiden Ebenen verbleibt. Man kann sich klar machen, da� es keine li-neare Projektion (das hei�t kein anderes Ebenenpaar) gibt, so da� sowohl Fix(S0)also auch Fix(S1) in beiden Projektionsebenen einfache Linien sind. Eine Ana-lyse der Symmetrie
�achen konnte aus diesem Grund nicht durchgef�uhrt werden.Stattdessen soll untersucht werden, wie sich das vierdimensionale Systeme in derN�ahe der bereits untersuchten Grenzf�alle verh�alt.Im folgenden soll allein die in (1.29) angegebene Kick{Funktion fA1 betrachtetwerden. In Analogie zu den Abschnitten 4.1 und 5.1 soll auch hier der Parameter bvariiert werden und f�ur alle BerechnungenK = 1 gelten. Als erstes soll untersuchtwerden, wie die Dynamik von �M�;f , die imAbschnitt 4.1 untersucht wurde, von M̂ff�ur kleine �{Werte beein
u�t wird. Es wird sich zeigen, da� bereits f�ur kleine, vonnull verschiedenen �{Werte die idealen Strukturen, die in 4.1 auftraten, zerst�ortwerden.Schreibt man die vierdimensionale Abbildung wie in (1.21) nach (x; u){ und(y; v){Dynamik getrennt auf, so ist o�ensichtlich, da� die (x; u){Dynamik f�ur klei-ne � nur f�ur gro�e y{Werte von der (y; u){Dynamik beein
u�t wird; der Wertder Kick{Funktion f richtet sich praktisch ausschlie�lich nach x. Solange y kleinbleibt, ist zu erwarten, da� sich die (x; u){Dynamik ann�ahernd so verh�alt, wie imSpezialfall � = 0. Die (y; v){Dynamik dagegen wird f�ur kleine �{Werte von derKick{Funktion f nur wenig beein
u�, deren Werte haupts�achlich durch x festge-legt sind.Man kann also nicht erwarten, da� sich in diesem Fall M (y)�;�;f entsprechendden Ausf�uhrungen in Abschnitt 5.1 verh�alt.M (y)�;�;f mu� an dieser Stelle gesondertbehandelt werden. Da M (x)�;�;f im wesentlichen aus einer Drehung besteht, ist zuerwarten, da� die x{Werte eines beliebigen Orbits um null oszillieren. Da sichferner f f�ur gro�e jxj wie eine Signum{Funktion verh�alt, ist zu erwarten, da� dieWerte von f sich f�ur kleine y im Mittel gerade aufheben. Erst f�ur gr�o�ere y{Wertenimmt f ein einheitliches Vorzeichen an. Startet man also einen Orbit mit kleinemy, so verh�alt sich die Abbildung M (y)�;�;f zun�achst wie die Bewegung eines freien



Kapitel 6. Die F�alle 0 < � < �2 135Teilchens mit leichter Oszillation in v{Richtung bis y gro� genug ist, um einenEin
u� zu haben.Abbildung 6.1 zeigt die ersten 30000 Iterationen eines typischen Orbits f�urkleines �. In v{Richtung bleibt der Orbit f�ur lange Zeit ann�ahernd konstant undbeginnt erst f�ur y{Werte gr�o�er als 200 typisch parabelf�ormig abzuknicken. Die(x; u){Dynamik orientiert sich im wesentlichen an der Dynamik f�ur � = 0, wo-bei zu beachten ist, da� hier die Dynamik nicht entsprechend (1.15) skaliert ist,wodurch das Netz ein wenig verzerrt erscheint. Nur in der N�ahe des Randes sindbereits Aufbaufehler in der Netzstruktur zu erkennen.Verfolgt man den Orbit f�ur etwa 500000 Iterationen, so bleibt die Netzstrukturin der N�ahe des Ursprungs verh�altnism�a�ig stabil, w�ahrend ein Gro�teil der (x; u){Ebene dicht mit Punkten ausgef�ullt wird. Der Orbit orientiert sich f�ur mehrereTausend Iterationsschritte haupts�achlich an der (x; u){Dynamik, bis die St�orungdurch die (y; v){Dynamik gro� genug ist. Ist y gro� genug, so kann in der (x; u){Ebene ein Orbit die Menge 
1 verlassen, also vom chaotischen Bereich in denregul�aren gelangen und umgekehrt. Im folgenden soll eine Absch�atzung daf�ur ge-funden werden, wie lange sich ein Orbit an der (x; u){Dynamik orientiert.Zun�achst soll untersucht werden, wie ein Orbit mit Startpunkt ~p0, der f�ur� = 0 in der (x; u){Dynamik periodisch ist, sich f�ur kleine �{Werte verh�alt. Vonentscheidender Bedeutung ist, wie nahe der Orbit an die u{Achse heran kommt,also die Gr�o�e xmin = mink2Z ���Mk�;�;f(~p0) � ~ex��� : (6.3)F�ur einen in der (x; u){Dynamik periodischen Orbit ist xmin > 0 eine wohlde�nier-te Gr�o�e, f�ur einen chaotischen Orbit hingegen ist zu erwarten, da� xmin gegen nullgeht. Ist nun � von null verschieden, so ist f�ur einen bei � = 0 periodischen Orbitzu erwarten, da� sich der x{Wert von Iteration zu Iteration sehr rasch �andert,w�ahrend y langsam anw�achst. x kommt also innerhalb weniger Iterationsschrittein die N�ahe der u{Achse, w�ahrend y verh�altnism�a�ig konstant ist.Man kann erwarten, da� ein bei � = 0 periodischer Orbit dann gest�ort wird,wenn jykj sin � > xmin cos � mit yk =Mk�;�;f(~p0) � ~ey (6.4)gilt. F�ur kleine � gilt sin� � � und cos� � 1, folglich kann die Bedingung auchzu �jykj > xmin vereinfacht werden. Startet der Orbit zudem in der N�ahe der v{Achse, so wird die (y; v){Dynamik f�ur viele Iterationsschritte nur unwesentlich vonder Kick{Funktion f beein
u�t, kann daher als freie Teilchenbewegung angen�ahertwerden: yk � y0 + kv0 ; vk � v0: (6.5)Es wird sich zeigen, da� diese N�aherung verh�altnism�a�ig grob ist, f�ur die folgendeAbsch�atzung jedoch vollkommen ausreicht. Es ist also zu erwarten, da� sich derOrbit f�ur n Iterationen an der (x; u){Dynamik orientiert, wobei sich n wie folgtabsch�atzen l�a�t: jynj � jy0 + nv0j � xmin� : (6.6)
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Abbildung 6.1: Orbit f�ur q = 4,b = 0:1 und � = 0:001. Startpunkt x0 = 0,u0 =0:1,y0 = 0,v0 = 0:5. 30000 Iterationen.



Kapitel 6. Die F�alle 0 < � < �2 137Setzt man zus�atzlich voraus, da� y0 und v0 dasselbe Vorzeichen haben, so gilt:n � xmin � �jy0j�jv0j : (6.7)Abbildung 6.2 zeigt einen Orbit,der in der (x; u){Dynamik periodisch ist. ZurVerdeutlichung, da� dieser Orbit in der vierdimensionalen Dynamik selber nichtperiodisch ist, wurde dieses Mal der triviale (y; v){Anteilmitgezeichnet. F�ur diesenOrbit ergibt sich xmin � 0:192958 ) n � 385: (6.8)In Abbildung 6.3 ist der Orbit mit denselben Anfangswerten f�ur kleines � 6= 0dargestellt. Nach 385 Iterationen erkennt man bereits einige deutliche Abweichun-gen von Abbildung 6.2. Die Absch�atzung in (6.8) war also ein wenig zu gro�, istaber von der Gr�o�enordnung her richtig. Ein Fehler in der Absch�atzung war, da��jykj < xmin wirklich die oberste Grenze f�ur eine St�orung darstellt, tats�achlichwird der Orbit bereits f�ur kleinere jykj gest�ort und aus der Bahn geworfen. Fer-ner erkennt man in Abbildung 6.3 einen leichten Anstieg in v{Richtung. Diesliegt daran, da� der gew�ahlte Orbit nicht um die u{Achse gleichverteilt ist: 28Punkte des periodischen Orbits haben positive x{Werte und 32 Punkte negativex{Werte. Absch�atzung (6.5) lie�e sich also dadurch verbessern, diese Verteilungmit in Betracht zu ziehen.Festgehalten werden soll zun�achst, da� jeder in der (x; u){Dynamik periodischeOrbit bereits f�ur kleine von null verschiedene �{Werte nach wenigen HundertIterationen zerst�ort wird.Betracht man hingegen einen in der (x; u){Dynamik chaotischen Orbit, so sinddie obigen �Uberlegungen nicht mehr anwendbar, da xmin im allgemeinen gegennull geht. Entsprechend den Ausf�uhrungen in Abschnitt 4.1 liegt ein chaotischerOrbit in der Menge 
1, und der Bereich �0 um die u{Achse herum ist Bestand-teil der Menge 
1. Kommt ein chaotischer Orbit in den Bereich �0, das hei�tin den Bereich mit kleinen x{Werten, so wird er anf�allig f�ur St�orungen durchdie (y; v){Dynamik, kann die Menge 
1 dadurch jedoch nicht verlassen. Damitder chaotische Orbit die Menge 
1 verlassen kann, mu� er au�erhalb des Berei-ches �0 liegen, also einen x{Wert gr�o�er b besitzen. Ber�ucksichtigt man weiter,da� sich ein chaotischer Orbit �uber die gesamte (x; u){Ebene erstreckt, also nurverh�altnism�a�ig selten in die N�ahe des Ursprungs gelangt, so ist klar, da� dieStruktur eines chaotischen Orbits f�ur kleine � wesentlich \stabiler" ist, als dieeines periodischen Orbits, wie bereits an Abbildung 6.1 zu sehen war.Dieses Verhalten f�ur kleine �{Werte macht es schwierig, im vierdimensionalenSystem periodische Orbits zu �nden. Da alle (x; u){periodischen Orbits bereitsnach wenigen Iterationen zerst�ort werden, war es nicht m�oglich, au�erhalb derMenge 
1 einen stabilen periodischen Orbit zu �nden. Innerhalb der Menge 
1hingegen scheint es keine Stabilit�atsinseln zu geben. Man kann also nicht erwarten,im vierdimensionalen System f�ur kleine �{Werte einen stabilen periodischen Orbitzu �nden.
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Abbildung 6.2: (x; u){periodischer Orbit f�ur q = 4,b = 0:1 und � = 0. Startpunktx0 = 4:9, u0 = 0:5, y0 = 0, v0 = 0:5. 385 Iterationen.
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Abbildung 6.3: Gest�orter (x; u){periodischer Orbit: wie Abbildung 6.2, jedoch� = 0:001.



Kapitel 6. Die F�alle 0 < � < �2 140F�ur �{Werte nahe bei �2 zeigt sich ein anderes Verhalten. Abbildung 6.4 zeigteinen in der (y; v){Ebene quasiperiodischen Orbit f�ur � = �=2, der in der (x; u){Ebene 4{periodisch ist. Abbildung 6.5 zeigt denselben Orbit f�ur � = �=2 � 0:1.Sieht man von dem Verhalten in der (x; u){Ebene ab, so wurde der Orbit von derrelativ gro�en St�orung nur geringf�ugig beein
u�t.Zun�achst einmal ist anzumerken, da� in Abbildung 6:4 ein Orbit um einen el-liptischen periodischen Orbit gew�ahlt wurde. Dieser elliptische periodische Orbitist, im Gegensatz zu dem Fall � = 0, auch in der vierdimensionalen Abbildungperiodisch, die (x; u){Dynamik ist ja f�ur � = �=2 nichts weiter, als eine Dre-hung um den Winkel � = 2�=q. Aus diesem Grunde bliebt die (x; u){Dynamikbeschr�ankt, das hei�t, ein Orbit kann nicht beliebig gro�e x{Werte annehmen.Sofern der Orbit in der (x; u){Ebene nicht zu weit vom Ursprung entfernt gest-artet wird, kann die (x; u){Dynamik f�ur �{Werte nahe bei �=2 nur unwesentlichauf die (y; v){Dynamik einwirken. Die (x; u){Dynamik wird dagegen bereits f�urkleine Abweichungen von �=2 emp�ndlich gest�ort. Man kann sich anschaulich klarmachen, da� sich der Ein
u� der (y; v){Dynamik im Mittel gerade aufhebt unddie x{Werte weiterhin beschr�ankt bleiben.�Ahnlich wie f�ur � = 0 kann man auch in diesem Fall absch�atzen, wie weit einOrbit in der (x; u){Ebene vomUrsprung entfernt sein darf, um die (y; v){Dynamiknicht entscheidend zu beein
ussen. Die (y; v){Dynamik wird entscheidend gest�ortwerden, wenn jxkj cos� > ymin (6.9)gilt, wobei ymin der minimale Abstand des ungest�orten Orbits in y{Richtung andie Grenze y = b bzw. y = �b bedeuten soll; also:ymin = min(mink2Z jyk � bj;mink2Z jyk + bj) : (6.10)F�ur �{Werte in der N�ahe von �=2 gilt in erster N�aherung cos� = �=2 � �, undes kann davon ausgegangen werden, da� gilt:jxkj < sx20 + u20�2 + " 8k 2 Z (6.11)f�ur vernachl�assigbar kleines ", da M (x)�;f in erster N�aherung eine \elliptische" Dre-hung ist. Es ist zu beachten, da� hier nicht die skalierte Version der Abbildungbenutzt wird, also M (x)�;f nicht eine einfache Drehung ist. Man kann also erwarten,da� alle Orbits mit sx20 + u20�2 ��2 � �� < ymin; (6.12)die nahe bei einem elliptischen (y; v){periodischen Punkt liegen, stabil bleiben.F�ur den oben gew�ahlten Orbit ergibt sich numerisch ymin � 2:1. Abbildung6.6 zeigt einen Orbit mit qx20 + u20=�2 = 2. Man erkennt, da� der Orbit bereitsmerklich gest�ort ist. Die obige Absch�atzung liefert daher wiederum nur qualitativrichtige Ergebnisse.
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Abbildung 6.4: (y; v){quasiperiodischer Orbit f�ur q = 4, b = 2 und � = �2 . Start-punkt x0 = 0, u0 = 1, y0 = 0, v0 = 3:1. 5000 Iterationen.
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Abbildung 6.5: Gest�orter (y; v){quasiperiodischer Orbit: wie Abbildung 6.4, je-doch � = �2 � 0:1 und 10000 Iterationen.
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Abbildung 6.6: Gest�orter (y; v){quasiperiodischer Orbit f�ur q = 4, b = 2 und� = �2 � 0:1. Startpunkt x0 = 3, u0 = 0, y0 = 0, v0 = 3:1. 20000 Iterationen.



Kapitel 6. Die F�alle 0 < � < �2 144Als n�achstes kann untersucht werden, wie sich das System bei � = �=4 verh�alt.In diesem Fall ist cos � = sin � = 1=p2, folglich leistenM (x)�;�;f undM (y)�;�;f den glei-chen Beitrag zur Kick{Funktion und werden auch in der gleichen Gr�o�enordnungvon ihr beein
u�t. In Kapitel 4 hat sich gezeigt, da� die (x; u){DynamikM (x)�;�;f f�urkleine b{Werte ein Stochastisches Netz erzeugt, f�ur gro�e b{Werte hingegen nicht.Die (y; v){DynamikM (y)�;�;f ist f�ur kleine b{Werte hingegen chaotisch und enth�altnur f�ur gr�o�ere b{Werte stabile Bereiche. Es ist daher schwierig, einen b{Wert zuw�ahlen, der klein genug ist, um in der (x; u){Ebene die Struktur eines Netzes zuerhalten, jedoch so gro�, da� die Dynamik in der (y; v){Ebene nicht bereits vonsich aus chaotisch ist.Die Abbildung 6.7 zeigt einen Orbit mit Parameterwerten, die unter Ber�uck-sichtigung der Skalierung sinnvoll erscheinen. In der (x; u){Ebene scheint es einigeL�ucken zu geben, diese werden bei weiterer Iteration jedoch ebenfalls dicht aus-gef�ullt. Ansonsten ist keine �ubergeordnete Struktur erkennbar. �Ahnliche Bilderergeben sich auch f�ur andere Parameterwerte die unter Ber�ucksichtigung der bis-herigen Ergebnisse g�unstig erscheinen.Berechnet man die Eigenwerte der vierdimensionalen Jacobi{Matrix des zen-tralen Fixpunktes f�ur q = 4 und � = �=4, so erkennt man, da� der Fixpunkt inAbh�angigkeit von b entweder rein elliptisch oder rein hyperbolisch ist Das hei�t,die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten sind entweder nicht vorhanden oderzweidimensional. Damit in der (x; u){Ebene ein Stochastisches Netz erzeugt wird,ist es aber gerade n�otig, da� der zentrale Fixpunkt hyperbolisch ist. Um zugleichin der (y; u){Ebene Stabilit�at zu erhalten, m�u�te der Fixpunkt hingegen elliptischsein. Dieses ist im Fall � = �=4 nicht miteinander vereinbar.6.2 Periodische Kick{FunktionWie in den Abschnitten 4.2 und 5.2 sollen auch hier s�amtliche Beispiele anhandder in (1.33) angegeben Kick{Funktion fP1 vorgef�uhrt werden. Die mit dieserKick{Funktion de�nierte vierdimensionale Abbildung M�;�;f wurde in leicht ab-gewandelter Form erstmalig von Zaslavsky und Mitarbeitern zur Untersuchungihres besonderen di�usiven Verhaltens eingef�uhrt [1, 2]. Im Rahmen dieser Arbeitsoll allein die Dynamik von M�;�;f kurz vorgestellt werden und keinerlei Betrach-tungen in Bezug auf die Di�usion angestellt werden.Zun�achst jedoch einige �Uberlegungen, die f�ur beliebige periodische Kick{Funktionen f g�ultig sind. Der Einfachheit halber kann auch im Vierdimensionalenangenommen werden, da� f die Periode 1 hat, was durch die �ubliche Umskalierungdes Phasenraumes immer erreicht werden kann. Wie man schnell nachrechnet, sinddie Abbildungen L(y)n : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBBB@ xuy + nsin�v 1CCCCA (6.13)mit n 2 Z und � > 0 Symmetrien von M�;�;f . Damit kann der Phasenraum,
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Abbildung 6.7: Orbit f�ur q = 4, b = 0:4 und � = �=4. Startpunkt x0 = 0, u0 = 1,y0 = 0, v0 = 1. 20000 Iterationen



Kapitel 6. Die F�alle 0 < � < �2 146nach entsprechender Symmetriereduktion (siehe Anhang A.6), auf den ZylinderIR� IR� [�1=2 sin �; 1=2 sin �]� IR eingeschr�ankt werden.�Ahnlich wie in Abschnitt 5.2 sind mit dieser Einschr�ankung auch die Abbil-dungen L(v)m : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBBB@ xuyv + msin � 1CCCCA (6.14)mit n 2 Z und � > 0 Symmetrien von M�;�;f, da die y{Achse bereits auf dasIntervall [�1=2 sin �; 1=2 sin �] reduziert wurde. Interessiert man sich allein f�urdie Dynamik (ohne Di�usion) des Systems kann man die Abbildung M�;�;f alsoohne weiteres auf IR2 � [�1=2 sin �; 1=2 sin�]2 einschr�anken.Im folgenden sei q = 4 festgelegt. Es ist prinzipiell m�oglich, die nachfolgendenRechnungen in �ahnlicher Form auch f�ur die F�alle q = 3 und q = 6 durchzuf�uhren.Ziel der folgenden �Uberlegungen ist es, auch f�ur die (x; u){Dynamik zwei Transla-tionssymmetrien herzuleiten und damit ganz analog zu Abschnitt 4.2 die Dynamikauf eine Elementarzelle einzuschr�anken.Die Vorgehensweise entspricht der aus Abschnitt 4.2: M�;�;f setzt sich zusam-men aus einem Flu� �� und einer Kick{Abbildung 	�;f :M�;�;f = �� �	�;f: (6.15)Der Deutlichkeit halber sind an die einzelnen Abbildungen die Abh�angigkeitenvon den Parametern mit aufgef�uhrt. Folglich kann die q{te Iterierte vonM�;�;f inder folgenden Form geschrieben werden:M q�;�;f = (�� �	�;f)q = �q� 0Yk=q�1	(k)�;f (6.16a)mit 	(k)�;f = ��k� �	�;f � �k�: (6.16b)Hierbei soll das Produkt Q wiederum eine Abk�urzung f�ur die Komposition be-deuten und von links nach rechts geschrieben werden, das hei�t 	(0)�;f = 	�;f stehtam Schlu�. Diese Darstellung ist das verallgemeinerte Analogon zu (4.37) ausAbschnitt 4.2, nur mit dem Unterschied, da� �� in diesem Fall keine einfacheDrehung mehr ist und damit auch nicht �k� = �k� gilt.Es kann nun genauso wie im Zweidimensionalen argumentiert werden: EineAbbildung L ist dann eine Symmetrie von M q�;�;f , wenn L mit allen 	(k)�;f sowiemit �q� kommutiert, da� hei�t, wenn	(k)�;f � L = L �	(k)�;f ; �q� � L = L � �q� (6.17)f�ur alle 0 � k < q gilt.



Kapitel 6. Die F�alle 0 < � < �2 147Es ist leicht mit vollst�andiger Induktion zu zeigen, da��k� : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ cos k� sink�� 0 0�� sin k� cos k� 0 00 0 1 k0 0 0 1 1CCCA0BBB@ xuyv 1CCCA (6.18)f�ur alle k 2 Z gilt. F�ur q = 4, das hei�t � = �=2, m�ussen nur die F�alle k 2f0; 1; 2; 3g ausgewertet werden, wenn man sich auf Translationen in der (x; u){Ebene beschr�ankt. Man veri�ziert, da� die AbbildungenL(x;u)n;m : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBBB@ x+ ncos �u+ �mcos �yv 1CCCCA (6.19)f�ur n;m 2 Z und � < �=2 Symmetrien von M4�;�;f sind. Folglich kann man sichwiederum auf in der (x; u){Ebene auf die Elementarzelle beschr�anken.Um einen vollst�andigen �Uberblick �uber die Dynamik von M4�;�;f zu erhalten,gen�ugt es also, die Abbildung auf dem 4{Torus"� 12 cos � ; 12 cos � #�"� �2 cos � ; �2 cos � #�"� 12 sin � ; 12 sin �#�"� 12 sin� ; 12 sin �#(6.20)zu betrachten. Zun�achst einmal ist es erfreulich, da� sich f�ur die beiden Grenzf�alle� = 0 und � = �=2 bis auf Umskalierung die bereits bekannten Ergebnisse repro-duzieren. Jedoch divergieren bei diesem �Ubergang jeweils zwei Grenzen, so da� der4{Torus zu einem T 2�IR2 bzw. IR2�T 2 entartet. Dies �uberrascht zun�achst ein we-nig, da sich die Dynamik f�ur die Grenzf�alle � = 0 und � = �=2 prinzipiell ebenfallsauf einen 4{Torus einschr�anken l�a�t. N�ahert man sich jedoch beispielsweise demWert � = 0, so geht die y{Periode der zweidimensionalen Kick{Funktion F (x; y)in Abh�angigkeit von � gegen unendlich. Dieser E�ekt mu� von den Symmetriennat�urlich ber�ucksichtigt werden.Es ist nun sinnvoll, die Abbildung M�;�;f so zu skalieren, da� sich als Phasen-raum einfach der 4{Torus [�1=2; 1=2]4 ergibt. Im folgenden seien die Koordinatenwie folgt skaliert:x cos� ! x ; u cos �� ! u ; y sin� ! y ; v sin� ! v: (6.21)Die sich aus dieser Skalierung ergebende Abbildung werde mit �M�;�;f bezeichnet.Es gilt:�M�;�;f : 0BBB@ xuyv 1CCCA 7! 0BBB@ cos� sin� 0 0� sin� cos� 0 00 0 1 10 0 0 1 1CCCA0BBBB@ xu+ cos2 �� f(x+ y)yv + sin2 �f(x+ y) 1CCCCA : (6.22)



Kapitel 6. Die F�alle 0 < � < �2 148Es sei angemerkt, da� diese Skalierung allein sinnvoll ist, um eine einfache Dar-stellung des Phasenraumes zu erhalten. F�ur Untersuchungen nahe den Grenzf�allen� = 0 und � = �=2, wie sie im vorherigen Abschnitt durchgef�uhrt wurden, ist siedenkbar ungeeignet, da die Skalierung (6.21) dort divergiert. F�ur � = 0 mu� in(6.22) y = 0 und v = 0 gesetzt werden, da sonst die Abbildung �M�;�;f zu falschenErgebnissen f�uhrt. Bei � = �=2 mu� entsprechend x = 0 und u = 0 gesetztwerden.Da die Abbildung vierdimensional ist, k�onnen die Phasenportraits nicht mehreinfach dargestellt werden. F�ur die Phasenportraits in Abschnitt 4.2 und 5.2mu�ten nur eine Reihe von Startpunkten de�niert und iteriert werden. Dies f�uhr-te zu �uberschaubaren Ergebnissen, da die invarianten Kurven um die elliptischenFixpunkte herum, den Phasenraum in Bereiche unterteilen zwischen denen ein be-liebiger Orbit nicht springen kann. Im h�oherdimensionalen kann ein Orbit jedoch�uber die zus�atzlichen Freiheitsgrade die invarianten Kurven umlaufen.Abbildung 6.8 zeigt eine solche invariante Kurve f�ur � = 0. Da y = v = 0 gilt,wurde der (y; v){Anteil der Dynamik nicht mit abgebildet, es darf jedoch nichtvergessen werden, da� die abgebildete invariante Kurve zu anderen Anfangswerteny und v weder periodisch noch quasiperiodisch ist. Ferner ist zu beachten, da�hier der K{Wert nicht mit dem Parameter K aus Abschnitt 4.2 �ubereinstimmt,sondern mit einem Vorfaktor 1=� umskaliert ist.Wie in Abbildung 6.9 zu sehen ist, kann man f�ur kleine �{Werte leicht einenstabilen Orbit �nden, der die obige invariante Kurve zu � = 0 quasiperiodischuml�auft. W�urde man so vorgehen, wie bei den Phasenportraits in Abschnitt 4.2und 5.2, so w�urden sich die Abbildungen schnell mit Punkten f�ullen, bis von derStabilit�at nichts mehr zu erkennen ist.An Abbildung 6.10 kann man erkennen, wie \
ach" der Stabilit�atsbereich f�ur� = 0:1 in v{Richtung ist. Obgleich der Orbit nahe dem Orbit aus Abbildung6.9 startet, zeigt sich bereits ein qualitativ anderes Verhalten. Zun�achst einmalzeigt der Orbit kein regul�ares Verhalten, man erkennt jedoch, da� sich der Orbitf�ur viele Iterationsschritte auf einen gewissen Bereich im Phasenraum einschr�anktund sich dort ann�ahernd stabil verh�alt. Dieses Ph�anomen wird von Zaslavskyals \chaotic jet" bezeichnet [2] und hat entscheidenden Ein
u� auf das di�usiveVerhalten des Systems. Auf die genaueren Details soll an dieser Stelle nicht weitereingegangen werden.Abbildung 6.11 zeigt ein weiteres m�ogliches Verhalten der Dynamik. Der Orbiterzeugt in der (x; u){Ebene eine netzartige Struktur, die jedoch nicht mehr aufeinfache Weise wie in Abschnitt 4.2 mit Hilfe von heteroklinen Sattelverbindungenerkl�art werden kann. Die �au�ere Gestalt des Netzes ist auch eine g�anzlich andere,als die bisher bekannte. Um die schwache Oszillation des (y; v){Anteils der Dy-namik in v{Richtung zu verdeutlichen, wurde eine Vergr�o�erung des relevantenv{Bereichs abgebildet.�Ahnliche komplizierte Netzstrukturen k�onnen auch f�ur � = �=4 gefunden wer-den, wie in Abbildung 6.12 zu sehen ist. Auch hier kann die Struktur des Stocha-stischen Netzes nicht mit der im Zweidimensionalen verglichen werden. Es wurdein v{Richtung ebenfalls eine Ausschnittsvergr�o�erung gew�ahlt, um die Dynamik
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Abbildung 6.8: Stabiler Orbit f�ur q = 4,K = 0:1273 und � = 0. Startpunktx0 = 0,u0 = 0:15,y0 = 0,v0 = 0. 2000 Iterationen.in der (y; v){Ebene besser darstellen zu k�onnen. Es ist zu beachten, da� der Pa-rameter K hier verh�altnism�a�ig klein gew�ahlt wurde, f�ur gr�o�ere K{Werte ist esschwierig, noch netzartige Strukturen zu �nden.Betrachtet man nun die Dynamik in der N�ahe des Grenzfalls � = �=2, so zeigtsich ein wesentlich komplizierteres Verhalten. �Ahnlich wie in Abbildung 6.9 wur-den bei Abbildung 6.13 die Anfangsdaten eines Orbits gew�ahlt, der im Grenzfall� = �=2 eine invariante Kurve ist. Man erkennt, da� der so gew�ahlte Orbit bereitsbei kleiner Abweichung von � = �=2 sich in der (y; v){Ebene chaotisch verh�alt. EinZusammenhang mit der Dynamik der Standardabbildung konnte nicht gefundenwerden.
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Abbildung 6.9: Gest�orter Orbit f�ur q = 4,K = 0:1273 und � = 0:1. Startpunktx0 = 0,u0 = 0:15,y0 = 0,v0 = 0:015. 20000 Iterationen.
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Abbildung 6.10: Gest�orter Orbit f�ur q = 4,K = 0:1273 und � = 0:1. Startpunktx0 = 0,u0 = 0:15,y0 = 0,v0 = 0:02. 20000 Iterationen.
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Abbildung 6.11: Gest�orter Orbit f�ur q = 4,K = 0:1273 und � = 0:1. Startpunktx0 = 0,u0 = 0:3, y0 = 0,v0 = 0:35. 20000 Iterationen.
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Abbildung 6.12: Orbit f�ur q = 4,K = 0:0477 und � = �=4. Startpunkt x0 =0,u0 = 0:25 y0 = 0,v0 = 0:2. 20000 Iterationen.
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Abbildung 6.13: Gest�orter Orbit f�ur q = 4,K = 0:1273 und � = �=2 � 0:1.Startpunkt x0 = 0, u0 = 0:15,y0 = 0,v0 = 0:2. 40000 Iterationen.



Schlu� Es ist weit mehr Arbeit, eine Interpretationzu interpretieren als die Dinge selbst; und esgibt weit mehr B�ucher �uber B�ucher als �uberjedes andere Thema.Michael Eyquem de MontaigneIn dieser Arbeit wurde die Dynamik eines geladenen Teilchens in einem speziel-len transversalen elektromagnetischen Feld durch eine vierdimensionaleAbbildungmodelliert. Dieses System wurd von Zaslavsky und Mitarbeitern f�ur eine periodi-sche (sinusf�ormige) Ortsabh�angkeit des elektrischen Feldes (Kick{Funktion) vor-gestellt und diskutiert [1, 2]. In der vorliegenden Arbeit wurde eine aperiodische(signumf�ormige) Ortsabh�angkeit des elektrischen Feldes zu Grunde gelegt. Trotzgewisser Gemeinsamkeiten zeigten sich in der Dynamik erhebliche Unterschiede.Im Vorderung standen die Analyse des Phasenportraits der Abbildung f�ur ver-schiedene Werte der Parameter � und � sowie b bzw. K. Es wurde keine Untersu-chung des di�usiven Energiewachstums durchgef�uhrt, die in derartigen Systemenm�oglich ist und eine nicht unerhebliche physikalische Bedeutung hat.In Kapitel 2 konnte bewiesen werden, da� das betrachtete System topologischkonjugiert zu einer einparametrigen Schar von Systemen ist, die formal dieselbeGestalt haben. Im Grenzfall � = 0 ist in dieser Schar das von Krug und Schw�agerluntersuchte System [7] mit enthalten.Ins Auge fallen die umfangreichen Ausf�uhrungen im Kapitel 4 �uber den Grenz-fall � = 0. Es konnte gezeigt werden, das die Abbildung auch f�ur eine aperiodischeKick{Funktion ein Stochastisches Netz erzeugt, dessen Aufbaumechanismus je-doch grundverschieden von dem der Netzabbildung ist. Die komplizierte Strukturder periodischen Punkte im regul�aren Teil der Dynamik konnte f�ur die kristallsym-metrischen F�alle bis ins letzte Detail erkl�art werden, und es wurde eine Methodeangegeben, die sich auch auf die verbleibenden quasikristellinen F�alle anwendenl�a�t. Die Chaotizit�at auf dem Stochastischen Netz konnte jedoch nur empirischveri�ziert werden. Es sei an dieser Stelle angemerkt, da� sich in der Diplomarbeitvon Hippel �uber einen dreidimensionalen Oszilator [26] Netzstrukturen mit ganz�ahnlichemAufbaumuster ergaben. Das im vierten Kapitel vorgestellte System l�a�tsich daher als idealisiertes Modell f�ur derartige Netze au�assen.Die Untersuchungen des Grenzfalles � = �=2 im f�unften Kapitel ergaben, da�die Dynamik f�ur aperiodische Kick{Funktionen kein Birkho�{Szenario aufweist.155



Schlu� 156Dennoch konnten die wichtigsten periodischen Punkte gefunden werden und grobgezeigt werden, auf welchen Bereichen des Phasenraumes sich die Dynamik regul�arbzw. chaotisch verh�alt. Aufgrund der komplizierten marginalstabilen Struktur desPhasenportraits konnte auch hier die Chaotizit�at der Dynamik nur empirisch nach-gewiesen werden. Ein direkter Vergleich mit der Dynamik der Standardabbildungscheiterte an dieser Stelle.Bei den Untersuchungen der vierdimensionalen Abbildung im sechsten Kapitelwaren nur vergleichsweise unscharfe Aussagen m�oglich, fast alle Untersuchungensind numerischer Natur. Es konnte jedoch plausibel gemacht werden, da� sich dieDynamik f�ur aperiodische Kick{Funktionen als h�ochst anf�allig gegen�uber leichtenSt�orungen erweist. So werden die im vierten Kapitel erl�auterten Strukturen bereitsf�ur kleine Abweichungen von diesem Genzfall zerst�ort. Obgleich die periodischenKick{Funktionen und speziell die sinusf�ormigen in der gesamten Arbeit eine eheruntergeordnete Rolle spielen, konnten einige bekannte Ergebnisse auf den vier-dimensionalen Fall �ubertragen werden. So war es m�oglich, f�ur eine Iterierte dervierdimensionalen Abbildung Translationssymmetrien zu �nden, mit deren Hilfesich der Phasenraum auf einen 4{Torus einschr�anken l�a�t.



Anhang AMathematischer AnhangWenn das einzige Werkzeug, das man besitzt,ein Hammer ist, betrachtet man bald jedesProblem als einen Nagel. AnonymA.1 Verallgemeinerte Spiegelungen im n{dimensionalen RaumSei im folgenden V ein endlich{dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Ska-larprodukt < x; y > und dimV = n.De�nition A.1 Sei H � V ein Unterraum von V mit dimH = m < n. Dannhei�e H eine m{Ebene in V .De�nition A.2 Sei H eine m{Ebene, dann ist das Orthogonalkomplement H?de�niert durch H? = fx 2 V ;< x; y >= 0 8y 2 Hg :Da der Vektorraum V euklidisch vorausgesetzt wurde, l�a�t sich V immer als di-rekte Summe eines UnterraumesH und dessen OrthogonalkomplementH? schrei-ben; also: V = H �H?:Eine Spiegelung an einer m{Ebene H wird wie folgt de�niert:De�nition A.3 Eine lineare Abbildung 'H hei�t Spiegelung an der m{Ebene H,wenn folgende Eigenschaften erf�ullt sind:(i) 'H(x) = x 8x 2 H(ii) 'H(x) = �x 8x 2 H?(iii) '2H = id157



Anhang A. Mathematischer Anhang 158Es gelten die folgenden S�atze:Satz A.1 Es gibt genau eine Spiegelung an der m{Ebene H.Satz A.2 Sei 'H eine Spiegelung an der m{Ebene H, so gilt det'H = (�1)n�m.Dieser Satz impliziert, da� ein Spiegelung im vierdimenionalen an einer zwei-dimensionalen Ebene die Determinante 1 hat.A.2 Unstetige Kick{FunktionenIn diesemAbschnitt soll gezeigt werden, da� sich das fundamentale Lemma 4.1 ausAbschnitt 4.1 mit vergleichbar geringf�ugigem Aufwand auch f�ur unstetige Kick{Funktionen f beweisen l�a�t. Das Lemma soll in derselben Gestalt bewiesen werdenwie in 4.1, allein mit dem Unterschied, da� f nicht mehr als stetig vorausgesetztwerden soll.Der Beweis erfolgt mittels Induktion nach i:IA i = 0: Angenommen es gebe ~t 2 [0; 1] mit f(x0(~t)) 6= f(x0(0)). F�ur den Fallx0(0) > b mu� dann x0(~t) � b gelten, da f auf dem Bereich x > b denKonstanten Wert c1 annimmt. Da 
 ein stetiger Weg ist, mu� es dann aberein t̂ 2 [0; ~t] geben, so da� jx0(t̂)j = j
(t̂) � ~exj � b ist,also 
(t̂) 62 IR2�
k, wasim Widerspruch zu Voraussetzung steht. Der Fall x0(0) < �b wird genausobehandelt.IV: Die Behauptung sei f�ur 0 � i � k � 2 bereits bewiesen.IS i! i+ 1: Nach IV ist f(xj(t)) = f(xj(0)) f�ur alle 0 � j � i, also ~
 :=M i+1�
 ein stetiger Weg. Angenommen es gebe ein ~t 2 [0; 1] mit f(xi+1(~t)) 6=f(xi+1(~t)). F�ur den Fall xi+1(0) > b mu� dann xi+1(~t) < b gelten (s.o.). Danach De�nition xi+1(~t) = ~
(~t) � ~ex gilt und ~
 stetig ist, mu� es dann auchein t̂ 2 [0; ~t] geben, mit j~
(t̂)j � ~exj � b dies ist aber gleichbedeutend damit,da� 
(t̂) 62 IR2 � 
k liegt, da i + 1 � k vorausgesetzt war. Also erneut einWiderspruch zur Voraussetzung. 2S�amtliche �Uberlegungen, die auf Lemma 4.1 beruhen, das hei�t praktisch alleAussagen �uber die periodischen Punkte in IR2�
1, gelten also auch f�ur unstetigeKick{Funktionen f . Die Bedingung, da� die Funktion g ungerade ist und g(b) = 1erf�ullt, ist demnach f�ur die Dynamik au�erhalb von 
1 ohne Bedeutung.A.3 Additionstheoreme im regelm�a�igen q{EckBei der Betrachtung des Grenzfalles � = 0 tauchen wiederholt Summen von derForm n�1Xk=0 cos(m� k)� und n�1Xk=0 sin(m� k)�



Anhang A. Mathematischer Anhang 159auf. Es emp�ehlt sich daher, diese Summen allgemein zu bestimmen. Multipliziertman die zweite Summe mit der imagin�aren Einheit i und addiert beide miteinan-der, so kommt man unter Zuhilfenahme der Euler{Beziehung zu der Form:n�1Xk=0 ei(m�k)� = eim� n�1Xk=0 �e�i��k :Man beachte, da� bei der Summation der Real{ und Imagin�arteil nicht miteinan-der vermischen. Die Summe hat die Gestalt einer endlichen geometrischen Reihe,f�ur die es eine allgemeine Entwicklung gibt. Es gilt f�ur alle x 2 C mit x 6= 1:n�1Xk=0 xk = xn � 1x� 1Im folgenden soll davon ausgegangen werden, da� � = 2�=q mit q 6= 1 gilt, dashei�t es gilt unter anderem e�i� 6= 1. Also hat maneim� n�1Xk=0 e�ik� = eim� e�in� � 1e�i� � 1 = (ei(m�n)� � eim�)(ei� � 1)(e�i� � 1)(ei� � 1)= ei(m�n+1)� � ei(m+1)� � ei(m�n)� + eim�2(1 � cos�) :Spaltet man dieses Ergebnis nach Real{ und Imagin�arteil auf, so erh�alt man diegesuchten Ausdr�ucke f�ur die oben genannten Summen. Es ergibt sich:n�1Xk=0 cos(m� k)� = cos(m� n + 1)�� cos(m+ 1)� � cos(m� n)�+ cosm�2(1 � cos�)n�1Xk=0 sin(m� k)� = sin(m� n+ 1)� � sin(m+ 1)� � sin(m� n)� + sinm�2(1� cos�) :F�ur den Fall � = 2�=q und m = n = q gilt dann nach Einsetzen in diesen beidenFormeln: q�1Xk=0 cos(q � k)� = q�1Xk=0 sin(q � k)� = 0 (A.1)Ist q gerade und m = n = q=2, so gilt:q=2�1Xk=0 cos(q=2� k)� = �1 ; q=2�1Xk=0 sin(q=2� k)� = sin�1� cos� = cot �2 : (A.2)Mit der hier vorgestellten Methode lassen sich auch die folgenden beiden Re-lationen beweisen:q�1Xk=0 cos 2�nkq + �! = q�1Xk=0 sin 2�nkq + �! = 0 (A.3)



Anhang A. Mathematischer Anhang 160f�ur beliebiges � 2 IR, n; q 2 IN mit q > 1 und n kein Vielfaches von q. Multipliziertman die zweite Summe wieder im i und addiert beide Summen, so erh�alt man:q�1Xk=0 ei 2�nkq +i� = ei� q�1Xk=0 ei 2�nkq = ei� q�1Xk=0 �ei 2�nq �k : (A.4)Dies ist wiederum eine endliche geometrische Reihe. Da n kein Vielfaches von qsein sollte, gilt o�ensichtlich ei 2�nq 6= 1, damit ist die oben genannte Entwicklungf�ur geometrische Reihen anwendbar, und es gilt:q�1Xk=0 ei 2�nkq = ei 2�nq q � 1ei 2�nq � 1 = 1 � 1ei 2�nq � 1 = 0:Damit ist sind die Beziehungen A.3 gezeigt.A.4 Vollst�andiger Beweis von Lemma 4.2In diesem Abschnitt soll das Lemma 4.2 auf Seite 47 vollst�andig bewiesen werden.Viele Beweisschritte ben�otigen die Ergebnisse des vorhergehenden Abschnitts undwerden nicht in aller Ausf�uhrlichkeit durchgef�uhrt.Aus Gr�unden der �Ubersichtlichkeit soll das Lemma hier noch einmal neu for-muliert und von Anfang an bewiesen werden. F�ur das Verst�andnis des Beweisesist es jedoch sinnvoll, das auf den Seiten 47� vorgestellte Grundprinzip verstandenzu haben. Das Lemma soll in der folgenden Form bewiesen werden:Lemma A.1 Sei U � IR2 � 
1 eine beliebige beschr�ankte Menge. Dann gibt eseine beschr�ankte (me�bare) Menge D � IR2 mit U � D und�Mn�;f(U) � D (A.5)f�ur alle n 2 IN.Beweis:Der Beweis soll konstruktiv erfolgen. Zun�achst wird eine Menge D konstruiert,die unter der AbbildungL� :  xu ! 7!  cos� sin�� sin� cos� ! xu� sgn(x) !invariant ist, das hei�t L�(D) � D. (Streng genommen kann sogar L�(D) = Dgezeigt werden, aber das ist f�ur die Aussage des Satzes unerheblich.) D soll durchVorgabe des Randes konstruiert werden. Wird der Rand unter L� auf sich selbstabgebildet, so wird D auf D abgebildet. Es wird sich zeigen, da� die Unstetig-keitsstelle x = 0 (u{Achse) bei dieser �Uberlegung keine Rolle spielt.Ferner soll der Rand von D als Polygon konstruiert werden, so da� L� Eck-punkte wieder auf Eckpunkte abbildet. Sofern keine der Kanten des Polygons die



Anhang A. Mathematischer Anhang 161u{Achse transversal schneidet, wird dann der Rand von D wieder auf den Randabgebildet, da L� st�uckweise linear ist.F�ur die Konstruktion ben�otigt man einen Ausdruck f�ur die i{te Iterierte vonL�. Man erh�alt aus (1.24) nach Umskalierung und Einsetzen von f(x) = � sgn(x):Li� :  xu ! 7!  x cos i�+ u sin i��Pi�1k=0 sgn(xk) sin(i� k)��x sin i�+ u cos i��Pi�1k=0 sgn(xk) cos(i� k)� ! (�)mit xk = Lk�(x; u) � ~ex.Es sind zwei F�alle zu unterscheiden:q gerade:W�ahle ein beliebiges m 2 IN0 und setzter = m+ 11� cos�:Dieses m bzw. r sei mindestens so gro�, da� f�ur (x0; u0) = (0; r) in der Entwick-lung (�) sgn(xi) = 1 f�ur 0 � i � q=2 � 1 und sgn(xq=2) = �1 gilt, wobei derEinfachheit halber sgn(0) = 1 gesetzt wird. Mit anderen Worten, es soll xi � 0f�ur 0 � i � q=2 � 1 und xq=2 < 0 gelten. Das ist f�ur i = 0 nach Vorausset-zung (Anfangsbedingung) der Fall; f�ur 1 � i � q=2 � 1 ist gem�a� (�) und wegen� = 2�=q xi = Li�(0; r) � ~ex = r sin i�� i�1Xk=0 sin(i� k)� > 0f�ur hinreichend gro�es r bzw. hinreichend gro�es m iterativ erf�ullbar. F�ur i = q=2hat man xi < 0 wegen sin(q�=2) = 0.Ausgehend von (x0; u0) = (0; r) werden nun die ersten Punkte des Polygonswie folgt konstruiert:a0;j;l =  0r !+ l�1Xk=0 sin(l� k)�cos(l � k)� !+ j q=2�1Xk=0  sin(q=2� k)�cos(q=2� k)� !=  0r !+ l�1Xk=0 sin(l� k)�cos(l � k)� !+ j  sin�1�cos��1 !f�ur 0 � l � q=2 und 0 � j � m. Zum Beweis der letzten Gleichheit sei auf denAnhang A.3 verwiesen. Nach De�nition von r gilt:a0;m;q=2 =  0r !+ (m+ 1) sin�1�cos��1 ! =  r sin�r cos� ! : (��)Gerade um diese Beziehung zu erf�ullen, mu� r wie oben gew�ahlt werden.Man erkennt, da� nach De�nition der Punkte a0;j;0 = a0;j�1;q=2 f�ur 1 � j � mgilt. Somit hat man die ersten � = (q=2 + +1)(m+ 1) �m Punkte des Polygonskonstruiert, die alle in dem von der u{Achse und (sin�; cos�) aufgespanntenSektor liegen, wobei die Punkte wie folgt angeordnet werden:a0;0;0; : : : ; a0;0;q=2 = a0;1;0; : : : ; a0;1;q=2 = a0;2;0; : : : : : : ; a0;m;0; : : : ; a0;m;q=2



Anhang A. Mathematischer Anhang 162Als n�achstes sollen diese Punkte unter der Abbildung L� iteriert werden:ai;j;l = Li�(a0;j;l)f�ur 0 � i � q=2 � 1. Anders als auf den Seiten 47� erl�autert, sollen die a0;j;l hiernicht q mal, sondern nur q=2 � 1 mal iteriert werden. Da L� punktsymmetrischzumUrsprung ist, mu� auch D punktsymmetrisch zum Ursprung sein. Wie sich imfolgenden zeigen wird, ist es aus beweistechnischer Sicht g�unstig, diese Symmetrieauszunutzen.Da r bzw. m hinreichend gro� gew�ahlt wurde, kann in (�) sgn(xk) = 1 f�uralle Punkte a0;j;l angenommen werden. Damit l�a�t sich f�ur die ai;j;l prinzipiell eingeschlossener Ausdruck angeben. Unter anderem gilt (siehe hierzu auch AnhangA.3):aq=2�1;j;l =  r sin��r cos� !� (j + 1) sin�1�cos�1 !� l�2Xk=0 sin(l � 1� k)�cos(l � 1 � k)� ! :Mit (��) folgt hieraus:aq=2�1;m;l = � 0r !� l�2Xk=0 sin(l � 1 � k)�cos(l� 1 � k)� ! = �a0;0;l�1: (� � �)Folglich ist aq=2�1;m;l � ~ex � 0. Und ferner gilt:aq=2�1;m�1;q=2 =  r sin�� (m+ 1) sin�1�cos��r cos�� (m+ 1) + 1 ! =  0�r + 1 ! :Es ist daher sinnvoll, das Polygon an dem Punkt aq=2�1;m�1;q=2 enden zu lassen.Ordnet man nun die Punkte entsprechenda0;0;0; : : : ; a0;m;q=2; a1;0;0; : : : : : : ; aq=2�1;0;0; : : : ; aq=2�1;m�1;q=2an, so sind die ersten q�=2 � q=2 Punkte des Polygons konstruiert. Alle so kon-struierten Punkte liegen rechts von der u{Achse, sie beginnen bei a0;0;0 = (0; r)und enden bei aq=2�1;m�1;q=2 = (0;�r + 1).Diese so konstruierten Punkten werden nun am Ursprung (0; 0) gespiegelt undunter Beibehaltung der Anordnung miteinander verbunden. Man erh�alt auf dieseWeise ein geschlossenes Polygon mit (q � 1)� Punkten.Es bleibt zu zeigen, da� dieses Polygon unter L� wieder auf sich selbst abge-bildet wird. Da L� st�uckweise linear ist und nach Konstruktion von a0;0;0 sowieaq=2�1;m�1;q=2 keines der Linienst�ucke die u{Achse transversal schneidet, gen�ugt eszu zeigen, da� L� die Punkte des Polygons aufeinander abbildet.Man geht der Reihe nach vor: Nach Konstruktion ist klar, da�L(ai;j;l) = ai+1;j;lf�ur 0 � i � q=2 � 3, 0 � j � m und 0 � l � q=2 gilt. F�ur i = q=2 � 2 ist dieseBeziehung nur f�ur 0 � j � m � 1 und 0 � l � q=2 erf�ullt. In (� � �) wurde aberschon gezeigt, da� L(aq=2�2;m;l) = aq=2�1;m;l = �a0;0;l�1



Anhang A. Mathematischer Anhang 163f�ur 1 � l � q=2 gilt. Da aq=2�2;m�1;q=2 = aq=2�2;m;0 gilt, ist hiermit bereits gezeigt,da� alle Punkte ai;j;l f�ur 0 � i � q=2�2 wieder auf Punkte des Polygons abgebildetwerden. Es bleibt noch der Fall i = q=2�1 zu kl�aren. Es gilt (siehe hierzu wiederumin Anhand A.3):aq=2;j;l = L(aq=2�1;j;l) = Lq=2(a0;j;l)= � 0r !� (j + 1) sin�1�cos��1 !� l�1Xk=0 sin(l � k)�cos(l � k)� ! = �a0;j+1;lf�ur 0 � j � m� 1.Damit ist f�ur alle Punkte des Polygons rechts von der u{Achse gezeigt, da�sie unter einmaliger L�{Iteration wieder auf Punkte des Polygons abgebildet wer-den. Entsprechendes mu� f�ur die am Ursprung gespiegelten Punkte gelten, da L�punktsymmetrisch ist. Damit ist der Rand von D konstruiert und man macht sichschnell klar, da� die Unstetigkeitsstelle x = 0 von L� bei einem so konstruiertenRand keine Rolle spielt.q ungerade:Dieser Fall ist �ahnlich zu behandeln, wie der Vorherige, erweist sich jedoch alsein wenig komplizierter. Gegeben sei ein beliebiges m 2 IN0. Setze dannr = m+ 11� cos(�=2) :Wie im vorherigen Fall sei m bzw. r mindestens so gro�, da� f�ur (x0; u0) = (0; r)sowohl sgn(xk) = 1 f�ur 0 � k � (q � 1)=2 als auch sgn(x(q+1)=2) = �1 gilt. Dashei�t, es soll xk � 0 f�ur 0 � k � (q � 1)=2 und x(q+1)=2 < 0 gelten. Man machtsich ganz analog zum vorherigen Fall klar, da� m bzw. r immer entsprechend gro�gew�ahlt werden kann.Ausgehend von (0; r) werden nun die folgenden Punkten des Polygons konstru-iert: a0;j;l =  0r !+ l�1Xk=0 sin(l� k)�cos(l � k)� !+ j  sin�+2 sin(�=2)1�cos��1 !f�ur 0 � l � (q � 1)=2 und 0 � j � m sowiea0;j;l = a0;j;(q�1)=2� l�(q+1)=2Xk=0  sin(l� k)�cos(l� k)� !=  0r !� l�(q+1)=2Xk=0  sin(l� k)�cos(l � k)� !+ (j + 1=2) sin�+2 sin(�=2)1�cos��1 !f�ur (q+1)=2 � l � q und 0 � j � m. Zum Beweis der letzten Gleichheit sei wiederauf Anhang A.3 verwiesen. Es kann ferner gezeigt werden, da� a0;j;q = a0;j+1;0 unda0;m;q =  0r !+ (m+ 1) sin�+2sin(�=2)1�cos��1 ! =  r sin(�=2)r cos(�=2) !



Anhang A. Mathematischer Anhang 164gilt. Gerade um diese Beziehung zu erf�ullen, mu� r wie oben gew�ahlt werden. Diea0;j;l werden wie folgt angeordnet:a0;0;0; : : : ; a0;0;q = a0;1;0; : : : : : : ; a0;m;0; : : : ; a0;m;qDamit sind die ersten (q + 1)(m + 1) � m Punkte des Polygons gegeben. AllePunkte liegen in dem von der u{Achse und (sin(�=2); cos(�=2)) aufgespanntenSektor.Die Punkte werden nun an der Achse (sin(�=2); cos(�=2)) gespiegelt. Es sollgelten:a1;j;l =  r sin(�=2)r cos(�=2) !+ l�1Xk=0 sin(l� k)�cos(l � k)� !+ j  sin�+2 cos� sin(�=2)1�cos�cos��2 sin� sin(�=2)�11�cos� !f�ur 0 � l � (q + 1)=2 und 0 � j � m sowiea1;j;l = a1;j;(q+1)=2� l�(q+1)=2�1Xk=0  sin(l� k)�cos(l � k)� !=  r sin(�=2)r cos(�=2) !� l�(q+1)=2�1Xk=0  sin(l � k)�cos(l� k)� !+(j + 1=2) sin�+2cos� sin(�=2)1�cos�cos��2 sin� sin(�=2)�11�cos� !f�ur (q + 1)=2 + 1 � l � q und 0 � j � m. Hierbei wurde bereits so indiziert, da�die Punkte in analoger Weise angeordnet werden k�onnen. Man macht sich schnellklar, da� a1;m;q =  r sin�r cos� !gilt. Damit sind die ersten � = 2(q + 1)(m + 1) � 2m � 1 Punkte des Polygonskonstruiert, die alle in dem von der u{Achse und (sin�; cos�) aufgespanntenSektor liegen.Aus beweistechnischer Sicht ist es wiederum einfacher, die Punktsymmetrie derAbbildung L� auszunutzen. Die so de�nierten Punkte sollen also nicht wie in denAusf�uhrungen auf den Seiten 47� q mal iteriert werden, sondern nur (q � 1)=2mal: ai;j;l = L�(ai�2;j;l) = ( Li=2� (a0;j;l) i geradeL(i�1)=2� (a1;j;l) i ungeradef�ur 0 � i � q.Unter Ausnutzung der Entwicklung (�) und der Ergebnisse aus Anhang A.3folgt dann: aq�1;j;l = L(aq�3;j;l) = L(q�1)=2(a0;j;l)=  r sin(�=2)r cos(�=2) !+ l�1Xk=00@ sin � q�12 + l� k��cos �q�12 + l � k�� 1A+(j + 1=2) � sin�+2 sin(�=2)1�cos��1 !+  01 !



Anhang A. Mathematischer Anhang 165f�ur 0 � l � (q � 1)=2 undaq�1;j;l =  r sin(�=2)�r cos(�=2) !+ l�(q+1)=2Xk=0 0@ sin �q�12 + l � k��cos � q�12 + l � k�� 1A+(j + 1) � sin�+2 sin(�=2)1�cos��1 !+  01 !f�ur (q + 1)=2 � l � q. Hieraus ergibt sich nach kurzer Rechnung:aq�1;m;(q�1)=2 =  r sin(�=2)�r cos(�=2) !+(m+1) � sin�+2 sin(�=2)1�cos��1 !+ 01 ! =  0�r + 1 ! :Es ist also sinnvoll, den Polygonzug bei aq�1;m;(q�1)=2 enden zu lassen. Die Punktewerden in der bekannten Weise angeordnet:a0;0;0; : : : ; a0;m;q = a1;0;0; : : : ; a1;m;q; : : : : : : ; aq�1;0;0; : : : ; aq�1;m;(q�1)=2Damit sind die ersten (q + 1)�=2 � (� + 1)=2 � (q � 1)=2 Punkte des Polygonskonstruiert, die alle rechts von der u{Achse liegen. Das so konstruierte Polygonbeginnt ganz analog zum vorherigen Fall bei (0; r) und endet bei (0;�r + 1).Diese Punkte werden an Ursprung gespiegelt und man erh�alt ein geschlossenesPolygon mit q(� � 1) Punkten. Es bleibt zu zeigen, da� dieses Polygon unter L�invariant ist. Man geht der Reihe nach vor: Nach De�nition ist klar, da�ai+2;j;l = L(ai;j;l)f�ur 0 � i � q � 4, 0 � j � m und 0 � l � q gilt. F�ur i = q � 3 tritt die ersteAusnahmesitutation ein. Die obige Gleichung gilt f�ur i = q�3, 0 � j � m�1 und0 � l � q sowie f�ur i = q� 3, j = m und 0 � l � (q� 1)=2. F�ur (q+ 1)=2 � l � qgilt:aq�1;m;l = L(aq�3;m;l) = L(q�1)=2(a0;m;l)=  0�r !� l�(q+1)=2�1Xk=0 0@ sin �l � q+12 � k��cos �l� q+12 � k�� 1A = �a0;0;l�(q+1)=2:Ferner gilt:aq;j;l = L�(aq�2;j;l) = L(q�1)=2� (a1;j;l)=  0�r !+ l+(q�1)=2�(q+1)=2Xk=0 0@ sin �l + q�12 � k��cos �l+ q�12 � k� 1A+(j + 1=2) � sin�+2 sin(�=2)1�cos�1 ! = �a0;j;l+(q�1)=2f�ur 0 � l � (q + 1)=2 undaq;j;l =  0�r !� l�(q+1)=2�1Xk=0 0@ sin �l � q+12 � k��cos �l � q+12 � k�� 1A+(j + 1) � sin�+2 sin(�=2)1�cos�1 ! = �a0;j+1;l�(q+1)=2



Anhang A. Mathematischer Anhang 166f�ur (q + 1)=2 + 1 � l � q und 0 � j � m � 1. Anhand der De�nitionen machtman sich schnell klar, da� a0;m+1;l = a1;0;l f�ur 0 � l � (q � 1)=2 gilt, folglich istdie letzte Gleichung auch f�ur j = m g�ultig, mu� nur entsprechend interpretiertwerden.Man verbleibt mit den folgenden beiden F�allen:aq+1;j;l = L(aq�1;j;l) = L(q+1)=2(a0;j;l)=  �r sin(�=2)�r cos(�=2) !+ l+(q+1)=2�(q+1)=2�1Xk=0 0@ sin �l + q+12 � k��cos �l+ q+12 � k�� 1A+(j + 1=2) � sin�+2 cos� sin(�=2)1�cos�� cos�+2 sin� sin(�=2)�11�cos� ! = �a1;j;l+(q+1)=2f�ur 0 � l � (q � 1)=2,0 � j � m undaq+1;j;l =  �r sin(�=2)�r cos(�=2) !� l�(q�1)=2�1Xk=0 0@ sin �l � q�12 � k��cos �l� q�12 � k�� 1A+(j + 1) � sin�+2cos� sin(�=2)1�cos�� cos��2 sin� sin(�=2)�11�cos� ! = �a1;j+1;l�(q�1)=2f�ur (q + 1)=2 � l � q,0 � j � m� 1. Da f�ur den letzten Fall j = m bereits nichtmehr zum Polygon geh�ort, ist damit gezeigt, da� der so de�nierte Rand unter L�invariant ist.Allgemeines q:Die folgenden �Uberlegungen sind dieselben, wie auf den Seiten 47�, sie sindhier der Vollst�andigkeit halber �ubernommen worden.Sei eine beschr�ankte Menge U � IR2 � 
1 geben. Dann gibt es eine nachobigem Schema konstruierte Menge D mit U � D, sofern m 2 IN0 gen�ugend gro�gew�ahlt wird. (Streng genommen mu� an dieser Stelle gezeigt werden, da� obenkonstruierter Rand von D immer einen minimalen Abstand zum Ursprung hat,der linear mit m ansteigt.) Es gilt alsoU � D \ IR2 � 
1:Nach De�nition der Menge 
1 und der Abbildung L� gilt o�ensichtlich�M�;f jIR2�
1 = L�jIR2�
1 :Die Menge D wurde so konstruiert, da� sie unter L� invariant ist, das hei�tL�(D) � D:Folglich gilt: �M�;f(U) = L�(U) � D:



Anhang A. Mathematischer Anhang 167Ferner ist die Menge 
1 invariant unter �M�;f , es gilt also:�M�;f(IR2 � 
1) = IR2 � 
1:Da U � IR2 � 
1 ist, folgt damit, da� auch�M�;f (U) � IR2 �
1gilt. Somit gilt also �M�;f(U) � D \ IR2 � 
1:�M�;f(U) erf�ullt damit dieselbe Voraussetzung, wie die Menge U und die obigenSchl�usse k�onnen wiederholt werden. Mittels vollst�andiger Induktion kann auf dieseWeise gezeigt werden, da� Mn�;f(U) � Df�ur beliebiges n 2 IN gilt. Hiermit ist das Lemma bewiesen. 2A.5 Markovs FormelnMarkovs Formeln sind eine direkt Folge von Newtons Di�erenzenformel, man �n-det sie zum Beispiel in [27] auf Seite 883. Gegeben sei eine (n + 1){mal stetigdi�erenzierbare Funktion f , ein Punkt a0 im De�nitionsgebiet und ein Abstandh 2 IR. Dann wird die folgende Notation eingef�uhrt:ap = a0 + ph fp = f(ap) = f(a0 + ph) (A.6a)und �1n = �n = �(fn) = fn+1 � fn�2n = �1n+1 ��1n = fn+2 � 2fn+1 + fn�3n = �2n+1 ��2n = fn+3 � 3fn+2 + 3fn+1 � fn (A.6b)...�kn = �k�1n+1 ��k�1n = kXj=0(�1)j  kj ! fn+k�j :Newtons Di�erenzenformel besagt dann:f(a0 + ph) = f0 + p�0 +  p2 !�20 + : : :+  pn !�n0 +Rn (A.7a)mit Rn = Z ana0 f (n+1) (x� t)nn! dt = (x� x0)n+1(n + 1)! f (n+1)(�); a0 < � < an: (A.7b)



Anhang A. Mathematischer Anhang 168Durch Ableiten dieser Formel ergeben sich dann die Formeln von Markov:f 0(a0 + ph) = 1h "�0 + 2p � 12 �20 + 3p2 � 6p + 26 �30 + : : :+ ddp  pn !�n0# +R0n(A.8a)mitR0n = hnf (n+1)(�) ddp  pn+ 1 !+ hn+1  pn+ 1 ! ddxf (n+1)(�); a0 < � < an;(A.8b)woraus sich im einzelnen ableitet:hf 00 = �0 � 12�20 + 13�30 � 14�40 + : : :h2f (2)0 = �20 ��30 + 1112�40 � 56�50 + : : :h3f (3)0 = �30 � 32�40 + 74�50 � 158 �60 + : : : (A.8c)h4f (4)0 = �40 � 2�50 + 176 �60 � 72�70 + : : :h5f (5)0 = �50 � 52�60 + 256 �70 � 356 �80 + : : :A.6 SymmetriereduktionIn diesem Abschnitt soll kurz erl�autert werden, wie der Begri� der Symmetriere-duktion streng mathematisch zu verstehen ist. Die Ausf�uhrungen orientieren sichvom Ansatz her an den Arbeiten von Cvitanovi�c und Eckhardt [28] sowie Robbins[29], sind jedoch auf die gegebene Situation zugeschnitten.Sei � eine topologische Mannigfaltigkeit (der Phasenraum) und M : � ! �eine beliebige stetige Abbildung (die Dynamik). G(M) � C0(�;�) sei die Mengealler Symmetrien von M , das hei�t f�ur alle g 2 G(M) gilt:g �M =M � g: (A.9)Satz A.3 G(M) ist eine Gruppe bez�uglich der Komposition.Beweis:Da G(M) eine Teilmenge der Gruppe C0(�;�) ist, gen�ugt es zu zeigen, da�G(M) bez�uglich der Komposition abgeschlossen ist und die Eins enth�alt, das hei�t,da� G(M) eine Untergruppe von C0(�;�) ist. Es giltid� �M =M � id�;folglich ist id� 2 G(M). Seien nun g1; g2 2 G(M), dann gilt:(g1 � g2) �M = g1 � (M � g2) =M � (g1 � g2);also ist g1 � g2 2 G(M).



Anhang A. Mathematischer Anhang 1692Bevor die Symmetriereduktion de�niert werden kann, sind zun�achst einige Be-gri�e aus der Algebra notwendig. Im folgenden sei G eine beliebige Gruppe mitneutralem Element e und P eine beliebige Menge. Die nachfolgenden De�nitionenund S�atze orientieren sich an der g�angigen Literatur (zum Beispiel [30]).Zun�achst sollen ohne viel Erl�auterung kurz die Begri�e der �Aquivalenzrelationund der �Aquivalenzklasse wiederholt werden:De�nition A.4 Eine Relation � auf einer Menge P hei�t �Aquivalenzrelation,wenn sie die folgenden drei Eigenschaften erf�ullt:(a) a � a f�ur alle a 2 P (Re
exivit�at)(b) a � b) b � a f�ur alle a; b 2 P (Symmetrie)(c) a � b; b � c) a � c f�ur alle a; b; c 2 P (Transitivit�at) .De�nition A.5 Die Menge [x] = fa 2 P ; a � xghei�t �Aquivalenzklasse zu x 2 P . Die Menge aller �Aquivalenzklassen von P wirdmit P= �= f[x];x 2 Pgbezeichnet. Die Abbildung � : P ! P= � x 7! [x]hei�t kanonische Projektion von P auf P= �.Nun soll kurz gezeigt werden, wie sich aus einer geben Gruppe eine �Aquiva-lenzrelation ergibt. Hierzu ist der allgemeine Begri� der Operation einer Gruppeauf einer Menge notwendig.De�nition A.6 Die Operation einer Gruppe G auf einer Menge P ist eine Ab-bildung � : G� P ! P (als Abk�urzung werde g(p) = �(g; p) geschrieben), die diefolgenden Bedingungen erf�ullt:(a) e(p) = p f�ur alle p 2 P(b) (g0 � g)(p) = g0(g(p)) f�ur alle g; g0 2 G und alle p 2 P .De�nition A.7 Die Menge G � p = fg(p); g 2 Gghei�t die Bahn von p 2 P unter der Operation von G auf P .



Anhang A. Mathematischer Anhang 170Satz A.4 Sei G eine beliebige Gruppe, die auf der Menge P operiert. Dann istdie Relation p1 � p2 , (9g 2 G mit g(p1) = p2)eine �Aquivalenzrelation und die �Aquivalenzklasse von p ist die Bahn von p, dashei�t [p] = G � p:Beweisskizze:Es m�ussen alle drei Bedingungen aus De�nition A.4 nachgerechnet werden.Die Bedingung der Re
exivit�at ist identisch mit der Bedingung, da� e(p) = pf�ur alle p 2 P gilt. Die Symmetrie und Transitivit�at ergeben sich direkt aus(g � h)(p) = g(h(p)). Die De�nitionen f�ur die �Aquivalenzklasse und der Bahn sindnach De�nition identisch. 2Hiermit sind bereits alle mathematischen Hilfsmittel f�ur eine Symmetriereduk-tion gegeben. O�enbar ist die Menge G(M) der Symmetrien von M eine Gruppe,die auf dem Phasenraum � operiert | die Elemente von G(M) sind ja Abbil-dungen von � nach � und erf�ullen trivialerweise die in De�nition A.6 gefordertenEigenschaften.Damit ist dann aber auch in der besprochenen Weise eine �Aquivalenzrelation� gegeben, bei der alle Punkte f�ur \�aquivalent" erkl�art werden, zwischen deneneine Symmetrie aus G(M) vermittelt. Mit anderen Worten, die �Aquivalenzklasseeines Punktes p 2 � besteht aus allen Punkten, die zu p symmetrisch sind.Man de�niert die Symmetriereduktion der AbbildungM unter der Symmetrie-gruppe G(M) nun wie folgt:M� : �= �! �= � ; p 7! (� �M � ��1)(p): (A.10)Dabei soll M� als symmetriereduzierte Abbildung von M bezeichnet werden. Esist zu beachten, da� die kanonische Projektion � zwar surjektiv, jedoch nichtinjektiv ist (es sei denn, G(M) best�unde nur aus der Eins); das hei�t, es mu�die Wohlde�niertheit des obigen Ausdrucks gezeigt werde. Es ist a priori nochgar nicht klar, ob die verschiedenen Urbilder ��1(p) auch tats�achlich auf dasselbeabgebildet werden.Beweis der Wohlde�niertheit von (A.10):Sei ~p 2 �= � gegeben. Seien p1 und p2 zwei verschiedene Urbilder von ~p unter�, das hei�t �(p1) = [p1] = ~p und �(p2) = [p2] = ~p. Dann ist zu zeigen, da�(� �M)(p1) = (� �M)(p2) gilt.Zun�achst folgt aus [p1] = [p2], da� p1 � p2 gilt. Folglich gibt es ein g 2 G(M) mitg(p1) = p2. Damit gilt aberM(p2) = (M � g)(p1) = (g �M)(p1) = g(M(p1));also M(p1) �M(p2), woraus sofort folgt, da� �(M(p1)) = �(M(p2)) gilt. 2



Anhang BBilderbuch Die n�achtlichen Sterne sind nicht deshalb wenigersch�on, weil wir jetzt ihre Entfernung undGr�o�e messen und ihre Ausma�e und ihrAlter berechnen k�onnen. Colin RenfrewIn diesem Anhang soll eine kleine Zusammenstellung der | entsprechend dem�astethischen Emp�nden des Autors | sch�onsten Orbits gegeben werden. S�amtli-che Parameter, die n�otig sind, um diese Orbits zu reproduzieren, werden zwar mitangegeben, sollen hier allerdings keine sonderliche Bedeutung haben.Die Abbildungen B.1 bis B.6 zeigen Orbits von M (x)�;fA1 im Grenzfall � = 0.Man beachte, da� die Dynamik hier nicht entsprechend (1.15) skaliert ist und dieAbbildungen somit gegen�uber denen in Kapitel 4 leicht verzerrt sind.Abbildungen B.7 bis B.9 zeigen Orbits der vierdimensionalen AbbildungM�;�;fA1 f�ur 0 < � < �=2.In Abbildungen B.10 und B.11 sind zwei Phasenportraits von M (x)�;fP1 (nichtskaliert) f�ur zwei quasikristalline F�alle gezeigt.Abbildung B.12 und B.13 zeigen jeweils einen Orbit von �M�;�;fP1 im Sinne von(6.22), das hei�t vonM�;�;fP1 in der Skalierung (6.21). Da in beiden F�allen jedochq 6= 4 gew�ahlt wurde, kann die Dynamik nur auf IR2 � [�1=2; 1=2]2 betrachtetwerden. (Die Translationssymmetrien in der (x; u){Ebene wurden ja nur f�ur q = 4nachgewiesen.)Es k�onnen l�angst nicht alle Bilder gezeigt werden, die sich bei der Ausarbei-tung als interessant erwiesen haben. Man erh�alt jedoch einen Eindruck davon, wiereichhaltig die Dynamik des hier betrachteten Systems ist.171
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Abbildung B.1: Orbit f�ur q = 6, K = 1 und b = 0:4. Startwerte x0 = 0 und u0 = 1.30000 Iterationen.
�5:0 �2:5 0.0 2.5 5.0x�5:0�2:50.02.5
5.0u

Abbildung B.2: Orbit f�ur q = 5:6, K = 1 und b = 0:1. Startwerte x0 = 0 undu0 = 1:42. 30000 Iterationen.
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Abbildung B.3: Orbit f�ur q = 9, K = 1 und b = 0:01. Startwerte x0 = 0 undu0 = 0:01. 30000 Iterationen.
�12 �6 0 6 12x�12�60
612u

Abbildung B.4: Orbit f�ur q = 4:85, K = 1 und b = 0:01. Startwerte x0 = 0 undu0 = 0:31. 30000 Iterationen.
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Abbildung B.5: Orbit f�ur q = 8, K = 1 und b = 0:02. Startwerte x0 = 0 undu0 = 0:01. 100000 Iterationen.
�10 �5 0 5 10x�10�50
510u

Abbildung B.6: Orbit f�ur q = 7, K = 1 und b = 0:01. Startwerte x0 = 0 undu0 = 0:01. 50000 Iterationen.
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Abbildung B.7: Orbit f�ur q = 4, K = 1, � = �=2 � 0:1 und b = 2. Startwertex0 = 0, u0 = 6, y0 = 0 und v0 = 3:1. 30000 Iterationen.
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Abbildung B.8: Orbit f�ur q = 4, K = 1, � = �=2 � 0:1 und b = 2. Startwertex0 = 0, u0 = 10, y0 = 0 und v0 = 3:1. 30000 Iterationen.
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Abbildung B.9: Orbit f�ur q = 4:85, K = 1, � = 0:0014 und b = 0:01. Startwertex0 = 0, u0 = 0:31, y0 = 0 und v0 = 0:1. 50000 Iterationen.
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Abbildung B.10: Phasenportrait f�ur q = 7 und K = 0:1.
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Abbildung B.11: Phasenportrait f�ur q = 8 und K = 0:1.



Anhang B. Bilderbuch 179

�0:50 �0:25 0.00 0.25 0.50x�0:50�0:250.000.250.50
u

�0:50 �0:25 0.00 0.25 0.50y�0:50�0:250.000.250.50
v
Abbildung B.12: Orbit f�ur q = 5, � = 0:78 und K = 0:3. Startwerte x0 = 0,u0 = 0:25, y0 = 0 und v0 = 0:2. 50000 Iterationen.
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Abbildung B.13: Orbit f�ur q = 6, � = 0:4 und K = 0:8. Startwerte x0 = 0,u0 = 0:3, y0 = 0 und v0 = 0:35. 50000 Iterationen.
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